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Роздiл I

Формальнi мови

§ 1. Вiльнi напiвгрупи i формальнi мови
В цьому параграфi вводиться поняття формальної мови та ви-

вчаються деякi властивостi формальних мов. Вивчення формаль-
них мов спричинено, в першу чергу, їх застосуванням в ком’ютер-
них науках. Формальнi мови використовуються для опису штучних
мов, наприклад, мов програмування, мов команд операцiйної систе-
ми. Будь-яке програмне забезпечення створюється i експлуатується
з допомогою тiєї чи iншої формальної мови.

Розпочнемо параграф з необхiдних допомiжних означень. Не-
хай X – довiльна множина. Бiнарною операцiєю на множинi X
називається вiдображення ∗ : X × X → X, де X × X – множи-
на всiх впорядкованих пар елементiв з X. Образ в X елемента
(a, b) ∈ X×X позначатимемо через a ∗ b або просто через ab. Непо-
рожня множина X, надiлена бiнарною операцiєю ∗ : X ×X → X,
називається групоїдом. Бiнарна операцiя ∗ на множинi X назива-
ється асоцiативною, якщо a(bc) = (ab)c для всiх a, b, c ∈ X. Якщо
операцiя ∗ є асоцiативною на X, то пара (X, ∗) називається напiв-
групою. Нехай (X, ∗) i (Y, ◦) – напiвгрупи. Гомоморфiзмом з X в Y
називається таке вiдображення ϕ : X → Y , що ϕ(a∗ b) = ϕ(a)◦ϕ(b)
для всiх a, b ∈ X.

Нехай X – непорожня множина, яку називатимемо (формаль-
ним) алфавiтом, а її елементи – буквами (символами, знаками).
Якщо |X| = 2, то алфавiт називається бiнарним, або двiйковим.
Найчастiше бiнарний алфавiт позначається через B = {0, 1}.
1.1. Пpиклад. Алфавiт X формул алгебри висловлень є об’єдна-
нням X = X1 ∪ X2 ∪ X3, де множина X1 = {p, q, r, . . .} мiстить
пропозицiйнi змiннi, X2 = {∧,∨,→,↔,¬} – логiчнi зв’язки, а мно-
жина X3 = {(, )} складається з допомiжних символiв (дужок).
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§ 1. ВIЛЬНI НАПIВГРУПИ I ФОРМАЛЬНI МОВИ 5

Визначимо слово (ланцюг) в алфавiтi X як непорожню скiн-
ченну послiдовнiсть x1x2 . . . xm елементiв з X. Наприклад, 010111
– слово в бiнарному алфавiтi B, а p ∧ q → r – слово в алфавiтi X з
прикладу 1.1. Таким чином, два слова x1x2 . . . xm i y1y2 . . . yn дорiв-
нюють тодi i тiльки тодi, коли вони спiвпадають як послiдовностi,
тобто коли m = n i x1 = y1, . . . , xm = ym.

Алфавiти позначатимемо великими буквами латинського алфа-
вiту, наприклад A, B, C, X i т.д. Букви формального алфавiту бу-
демо позначати малими буквами латинського алфавiту: a, b, c i т.д.,
а слова – малими буквами грецького алфавiту, наприклад, α, β, ω.

Через X+ позначимо множину всiх слiв в алфавiтi X. Напри-
клад, якщо X – бiнарний алфавiт {0, 1}, то

X+ = {0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, . . .}.
На множинi X+ визначимо бiнарну операцiю:

x1x2 . . . xm ◦ y1y2 . . . yn = x1x2 . . . xmy1y2 . . . yn.

Операцiя ◦ називається конкатенацiєю. Вона, очевидно, асоцi-
ативна, i (X+, ◦) називається вiльною напiвгрупою на множинi X.
Вiльну напiвгрупу на множинi X позначають часто також через
F (X) (вiд англiйського слова „free” – вiльний).

Поряд з вiльною напiвгрупою X+ над алфавiтом X часто роз-
глядають вiльний моноїд X∗ = X+ ∪{e} над X, в якому одиниця e
є порожнiм словом, яке не мiстить жодної букви.

Слово, яке мiстить i букв (слiв) a позначатимемо через ai. На-
приклад, a1 = a (таким чином, ми ототожнюємо букву a з словом,
що мiстить єдину букву a), a2 = aa, a0 = e – порожнє слово e.
Оберненням слова x (позначається через xR) називається слово,
записане в оберненому порядку, тобто якщо x = a1 . . . an, де всi ai

– букви, то xR = an . . . a1. Крiм того, eR = e. Легко перевiрити, що
(xy)R = yRxR.

Нехай α, β i γ – довiльнi слова в деякому алфавiтi X. Назвемо α
префiксом слова αβ, а β – суфiксом слова αβ. Слово β називатиме-
мо пiдсловом слова αβγ. Префiкс i суфiкс слова є його пiдсловами.
Наприклад, ba – префiкс i пiдслово слова bac. Зауважимо, що по-
рожнє слово є префiксом, суфiксом i пiдсловом довiльного слова.

Якщо α 6= β i α – префiкс (суфiкс) слова β, то α називає-
ться власним префiксом (суфiксом) слова β. Довжина слова – це
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кiлькiсть букв у ньому, тобто якщо ω = a1 . . . an, де всi ai – бу-
кви, то довжина слова ω дорiвнює n. Довжину слова ω познача-
тимемо через |ω|. Наприклад, |aab| = 3 i |e| = 0. Очевидно, що
|ω1 ◦ ω2| = |ω1|+ |ω2|.

Формальною мовою в алфавiтi X називається довiльна множи-
на слiв в X, тобто довiльна пiдмножина вiльного моноїда X∗. На-
приклад, множина ∅ – це формальна мова. Множина {e}, яка мi-
стить тiльки порожнє слово, також є мовою. Зауважимо, що ∅ i {e}
– двi рiзнi формальнi мови. Iншим прикладом формальної мови є
мова L, що мiстить всi слова, якi складаються з нуль i бiльше букв
a. Її можна позначити через {ai : i ≥ 0}. Ясно, що L = {a}∗ (для
спрощення {a}∗ позначатимемо надалi через a∗).

Якщо мова L така, що жодне слово в L не є власним префiксом
(суфiксом) жодного iншого слова в L, то кажуть, що L має пре-
фiксну (суфiксну) властивiсть. Наприклад, a∗ не має префiксної
властивостi, а {aib : i ≥ 0} має.

Оскiльки формальна мова L – це множина (пiдмножина X∗), то
до формальних мов застосовнi теоретико-множиннi операцiї об’єд-
нання, перетину, знаходження рiзницi i доповнення. Операцiю кон-
катенацiї можна застосувати до мов таким же чином, як i до слiв.

Нехай L1 та L2 – формальнi мови в алфавiтах X1 та X2 вiд-
повiдно. Конкатенацiєю (добутком) мов L1 i L2 називається фор-
мальна мова L1L2 = {ω1 ◦ω2 : ω1 ∈ L1, ω2 ∈ L2} в алфавiтi X1∪X2,
яка складається зi слiв, якi утворюються шляхом дописування до
будь-якого слова мови L1 довiльного слова мови L2.

Iтерацiя (замикання Клiнi) мови L, яка позначається через L∗,
визначається наступним чином:

1) L0 = {e},
2) Ln = LLn−1 для n ≥ 1,
3) L∗ = ∪n≥0L

n.

Розглянемо деякi приклади.

1.2. Пpиклад. Знайдемо iтерацiю мови L = {00, 111}. Мова L0 =
{e} мiстить одне порожнє слово незалежно вiд самої мови L. L1 = L
мiстить всi слова мови L. Таким чином, першi два члени в розкла-
дi L∗ утворюють мову {e, 00, 111}. Далi знайдемо мову L2 = LL =
{0000, 00111, 11100, 111111}. Аналогiчно L3 = LL2 є множиною слiв,
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утворених трикратним вибором iз двох слiв мови L. Для обчисле-
ння L∗ необхiдно знайти Li для кожного i ∈ N∪ {0} i об’єднати всi
цi мови. Хоча кожна множина Li є скiнченною, об’єднання нескiн-
ченної кiлькостi множин, як правило, утворює нескiнченну мову.
Це, зокрема, стосується i мови L, яка мiстить нескiнченну кiль-
кiсть слiв, в яких максимальнi пiдслова лише з нулiв мають парну
довжину, а довжина максимальних слiв з одиниць кратна три.

1.3. Пpиклад. Покажемо, що формальна мова {0, 10}∗ складаєть-
ся з усiх слiв, якi не мiстять пiдслова 11 i закiнчуються на 0.

Очевидно, що конкатенацiя довiльної кiлькостi 0 та 10 закiнчу-
ється на 0. Вона не може породити пiдслово 11, оскiльки останнi
букви обох слiв 0 та 10 роздiляють довiльнi двi 1 в їхнiй конкате-
нацiї.

Нехай ω – слово в алфавiтi {0, 1}, яке не мiстить пiдслiв 11 i
закiнчується на 0. Якщо ω не мiстить входжень 1, то ω є конка-
тенацiєю |ω| букв 0, i тому ω ∈ {0, 10}|ω| ⊂ {0, 10}∗. Нехай слово
ω мiстить n ≥ 1 входжень букв 1. Тодi пiсля кожного входження
букви 1 в ω мусить слiдувати буква 0, бо iнакше буква 1 або слiдує
за 1, або є останньою буквою слова ω, що суперечить вибору слова
ω. Таким чином, слово ω запишеться як

0 . . . 0(10)0 . . . 0(10)0 . . . 0(10)0 . . . 0,

де вираз 0 . . . 0 означає нуль або бiльше входжень букви 0. Отже, ω
є конкатенацiєю слiв 0 та 10, тобто ω ∈ {0, 10}∗.

Для мови L визначимо обернену мову як LR = {ωR : ω ∈ L}.

1.4. Пpиклад. Доведемо, що для формальних мов A i B викону-
ються рiвностi (AB)R = BRAR та (A ∪B)R = AR ∪BR.

Дiйсно, (AB)R = {ωR | ω ∈ AB}={(αβ)R | α ∈ A, β ∈ B}=
{βRαR |α ∈ A, β ∈ B}={βR | β ∈ B} · {αR | α ∈ A}=BRAR.

Аналогiчно (A∪B)R={ωR | ω ∈ A∪B} = {ωR | ω ∈ A}∪{ωR | ω ∈
B}=AR ∪BR.
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1.5. Твеpдження. (Лема Ардена) Нехай A i B – двi формальнi
мови, причому e /∈ A, i мова X задовольняє рiвнiсть X = AX ∪B.
Тодi X = A∗B.

Доведення. Доведемо iндукцiєю за довжиною |ω| слова ω, що
X ⊂ A∗B. Спершу розглянемо випадок |ω| = 0, тобто ω = e. Якщо
e ∈ X, то e ∈ AX ∪ B. Оскiльки e /∈ A, то необхiдно e ∈ B i, отже,
e ∈ A∗B.

Далi припустимо, що для всiх слiв ω довжини менше n з того,
що ω ∈ X випливає ω ∈ A∗B, i розглянемо слово α довжини n.
Якщо α ∈ X = AX∪B, то або α ∈ B ⊂ A∗B, або α = βγ для деяких
β ∈ A i γ ∈ X. В другому випадку β 6= e i, отже, |γ| < |α|. Тому за
iндуктивним припущенням γ ∈ A∗B i α = βγ ∈ AA∗B ⊂ A∗B. Цим
завершується iндуктивний крок i, отже, X ⊂ A∗B.

Щоб довести протилежне включення, використаємо iндукцiю,
щоб показати, що AnB ⊂ X для всiх n ≥ 0. Для n = 0 маємо, що
A0B = B ⊂ AX ∪B = X. Для n > 0 за iндуктивним припущенням
виконується AnB = A(An−1B) ⊂ AX. Таким чином, AnB ⊂ AX ⊂
AX ∪B = X i A∗B = (∪n≥0A

n)B = ∪n≥0(AnB) ⊂ X. ¤

1.6. Пpиклад. Нехай формальнi мови A,B ⊂ {a, b}∗ задовольня-
ють рiвностi:

A = {e} ∪ {a}A ∪ {b}B,

B = {e} ∪ {b}B.

Знайти мови A i B.

Застосуємо лему Ардена до другого рiвняння i знайдемо мову
B = {b}∗{e} = {b}∗. Аналогiчно знаходимо мову A = {a}∗({e} ∪
{b}B).

Насамкiнець пiдставимо {b}∗ замiсть B i одержуємо:

A = {a}∗({e} ∪ {b}{b}∗) = {a}∗{b}∗.
Нехай X1 i X2 – алфавiти i h : X1 → X∗

2 – довiльне вiдобра-
ження. Вiдображення h можна продовжити до гомоморфiзму h :
X∗

1 → X∗
2 , покладаючи h(e) = e i h(ωa) = h(ω)h(a) для всiх ω ∈ X∗

1

i a ∈ X1. Застосовуючи гомоморфiзм до мови L, одержимо iншу
мову h(L), яка є множиною слiв {h(ω) : ω ∈ L}.
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1.7. Пpиклад. Припустимо, що потрiбно замiнити кожне входже-
ння в слово букви 0 на букву a, а кожне входження 1 на bb. Тодi
можна визначити гомоморфiзм h так, що h(0) = a i h(1) = bb. Якщо
L = {0n1n : n ≥ 1}, то h(L) = {anb2n : n ≥ 1}.
Рекомендована лiтература : [2, с. 26–31], [4, с. 460–471], [5, с. 338–341],
[24, с. 6–14].

Питання та вправи до параграфа 1.

1.1. Дайте означення формального алфавiту та формальної мови.

1.2. Де застосовуються формальнi мови?

1.3. Якi операцiї над формальними мовами ви знаєте?

1.4. Визначте формальнi алфавiти для запису:
а) арифметичних виразiв;
б) азбуки Морзе.

1.5. Визначте довжину слова α = „математика” в українському
алфавiтi.

1.6. Якi з наведених слiв є пiдсловами слова ω = „iндустралiза-
цiя”: α1 = „iндус”, α2 = „iндустрiя”, α3 = „лiза”, α4 = „акцiя”?

1.7. Випишiть всi (власнi) префiкси, суфiкси i пiдслова слова abca.

1.8. Скiльки формальних мов можна побудувати на алфавiтi X =
{0, 1, 2, 3}, в яких довжина кожного слова не перевищує 3?

1.9. Скiльки слiв ω довжини |ω| ≤ n можна побудувати в алфа-
вiтi, що мiстить k букв? Скiльки формальних мов можна утворити
з цих слiв?

1.10. Знайдiть всi слова ω в алфавiтi {0, 1}, якi задовольняють
рiвнiсть ω011 = 011ω.

1.11. Чи правда, що якщо формальна мова A мiстить n слiв, а
мова B – m слiв, то AB мусить мiстити nm слiв?

1.12. Нехай A = {(01)n : n ≥ 0} i B = {01, 010}. Знайти A ∪ B,
A ∩B, A \B, B \A, A∆B, AB i ABA.
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1.13. Нехай A = {пра, e}, B = {дiд, баба}. Знайти AB i A∗B.

1.14. Чи може мова L∗ або L+ бути порожньою? За яких умов
мови L∗ i L+ є скiнченними?

1.15. Знайти слово найменшої довжини в алфавiтi {0}, яке не
належить формальнiй мовi {e, 0, 02, 05}3.

1.16. Довести рiвнiсть: (A ∪B)∗ = A∗(BA∗)∗.

1.17. Нехай A i B – формальнi мови. Довести або спростувати
рiвностi:

1) (AR)∗ = (A∗)R;
2) (A+)∗ = A∗;
3) (A ∪AR)∗ = A∗ ∪ (A∗)R;
4) A2 ∪B2 = (A ∪B)2;
5) A∗ ∩B∗ = (A ∩B)∗.

1.18. Якi з наступних мов мають префiксну (суфiксну) власти-
вiсть?

1) ∅;
2) {e};
3) {anbn : n ≥ 1};
4) L∗, якщо L має префiксну властивiсть;
5) {ω : ω ∈ {a, b}∗ i кiлькiсть букв a в ω дорiвнює кiлькостi

букв b}.
1.19. Нехай h – гомоморфiзм, визначений рiвностями h(0) = a,
h(1) = bb i h(2) = e. Опишiть формальну мову h(L), де L = {012}∗.

§ 2. Системи числення
В цифрових обчислювальних машинах будь-яка iнформацiя, за-

дана певною формальною мовою, зображується в виглядi строго
визначеної послiдовностi цифр. Кожнiй такiй послiдовностi можна
поставити в вiдповiднiсть певне число i звести, таким чином, будь-
яке перетворення iнформацiї до операцiй над числами, заданих у
деякiй системi числення. В зв’язку з цим у даному параграфi ми
детально зупинимося на рiзних числових системах.



§ 2. СИСТЕМИ ЧИСЛЕННЯ 11

Система числення (англ. number (numeration) system, notati-
on) – це сукупнiсть способiв i засобiв запису чисел для проведення
пiдрахункiв.

Найпростiшою системою числення є унарна система числен-
ня, в якiй кожне натуральне число зображується вiдповiдною кiль-
кiстю деяких символiв. Наприклад, якщо вибрати символ „|”, то
натуральне число сiм запишеться у виглядi |||||||. Унарна система
числення використовується для запису малих чисел i має застосу-
вання в теорiї алгоритмiв.

2.1. Типи систем числення. Розрiзняють такi типи систем
числення: позицiйнi, непозицiйнi та змiшанi. Найбiльш поширени-
ми є позицiйнi системи числення. У них одна i та ж цифра (чи-
словий знак) у записi числа набуває рiзних значень залежно вiд
своєї позицiї. Кожна позицiя з присвоєним їй порядковим номером
називається розрядом числа. Домовимося про наступну нумерацiю
розрядiв: якщо число має n розрядiв цiлої i m розрядiв дробової
частини, то старшому розряду цiлої частини присвоюється номер
n−1, молодшому розряду цiлої частини – номер 0, старшому розря-
ду дробової частини – номер -1, а молодшому розряду – номер -m.
В позицiйних системах числення кожному розряду присвоюється
вiдповiдна вага. Найчастiше використовуються позицiйнi системи
числення, в яких i-му розряду присвоюється вага gi, де g ∈ N\{1}.
Натуральне число g при цьому називають основою системи числе-
ння. Значення числа за його зображенням визначається за форму-
лою:

(1) (an−1an−2 . . . ai . . . a1a0, a−1a−2 . . . a−m)g =
n−1∑

i=−m

aig
i =

an−1g
n−1+an−2g

n−2+. . .+aig
i+. . .+a1g+a0g

0+a−1g
−1+. . .+a−mg−m

В лiвiй частинi формули (1) записано символiчне зображення
числа. Тут ai (i = n−1, n−2, . . . ,−m) – символи, якi позначають де-
якi цiлi числа. Права частина формули (1) визначає правило обчи-
слення числового значення символiчного запису лiвої частини цiєї
формули. Можна вважати, що лiва частина формули (1) є шифром
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числа, а права частина визначає алгоритм дешифрування даного
шифру.

2.1. Пpиклад. Обчислимо значення числа 10(−1)(−1), 01 в системi
числення з основою 3 i символами −1, 0 та 1. В цьому випадку
кiлькiсть цiлих розрядiв n = 4, а кiлькiсть дробових розрядiв m =
2. З допомогою формули (1) одержуємо:

10(−1)(−1), 01 = 1 ·33 +0 ·32 +(−1) ·3+(−1)+0 ·3−1 +1 ·3−2 = 23
1
9
.

Найчастiше (хоча i не завжди) символи ai позначають цiлi чи-
сла вiд 0 до g−1 i називаються цифрами даної системи числення, а
сама система числення називається g-ковою системою числення. В
g-ковiй системi числення кiлькiсть рiзних цифр дорiвнює основi g
системи числення. Наприклад, в звичайнiй арабськiй (десятковiй)
системi числення використовуються цифри 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

У непозицiйних системах числення величина, яку позначає ци-
фра, не залежить вiд її позицiї у числi. При цьому система може
накладати обмеження на позицiї цифр, наприклад, щоб вони були
розташованi по спаданню чи згрупованi за значенням. Проте це не є
принциповою умовою для розумiння записаних такими системами
чисел.

Типовим прикладом непозицiйної системи числення є римська
система числення. У нiй в якостi цифр використовуються латин-
ськi букви:

Римська цифра Десяткове значення
I 1
V 5
X 10
L 50
C 100
D 500
M 1000

Натуральнi числа записуються за допомогою повторення цих
цифр. При цьому, якщо бiльша цифра стоїть перед меншою, то вони
додаються (принцип додавання), якщо ж менша — перед бiльшою,
то менша вiднiмається вiд бiльшої (принцип вiднiмання). Останнє
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правило застосовується тiльки для уникнення чотириразового по-
вторення однiєї цифри. Римськi цифри I, X, C ставляться вiдповiд-
но перед X, C, M для позначення 9, 90, 900 або перед V , L, D для
позначення 4, 40, 400. Наприклад, V I = 5 + 1 = 6, IV = 5− 1 = 4,
XIX = 10 + 10 − 1 = 19 (замiсть XV IIII), XL = 50 − 10 = 40,
XXXIII = 10 + 10 + 10 + 1 + 1 + 1 = 33 тощо.

Римськi числа використовувалися стародавнiми римлянами. Ви-
конання арифметичних дiй над багатозначними числами в цiй си-
стемi дуже незручне. Дана система числення на сьогоднi майже
не застосовується. З допомогою таких чисел позначають столiття
(XV ст.), роки н.е. (MCMLXXV II) та мiсяцi в датах (1.V.1975),
порядковi числiвники, а також похiднi невеликих порядкiв (yIV ,
yV ). Часто римськi числа використовують також iз естетичною ме-
тою.

Змiшана система числення є узагальненням системи числе-
ння з основою g i ї ї часто вiдносять до позицiйних систем чи-
слення. Основою змiшаної системи є послiдовнiсть чисел, що зро-
стає, {bk}n

k=0 i кожне число x записується як лiнiйна комбiнацiя:
x =

∑n
k=0 akbk, де на коефiцiєнти ak (цифри) накладаються деякi

обмеження. Якщо bk = gk для деякого g, а ak ∈ {0, 1, . . . , g − 1}, то
змiшана система спiвпадає з g-ковою системою числення.

Найвiдомiшим прикладом змiшаної системи числення є зобра-
ження часу у виглядi кiлькостi дiб, годин, хвилин i секунд. При
цьому величина d днiв h годин m хвилин s секунд вiдповiдає зна-
ченню d · 24 · 60 · 60 + h · 60 · 60 + m · 60 + s секунд.

Цiкавим прикладом є система числення майя. Майя використо-
вували двадцяткову систему числення за одним винятком: у друго-
му розрядi було не 20, а 18 ступенiв, тобто пiсля числа (17)(19) вiд-
разу йшло число (1)(0)(0). Це було зроблено для полегшення роз-
рахункiв календарного циклу, оскiльки (1)(0)(0) дорiвнювало 360,
що приблизно дорiвнює кiлькостi днiв у сонячному роцi.

У нумiзматицi особливо велику вагу мають десяткова, дванад-
цяткова (дуодецимальна), четвiркова та шiсткова системи числе-
ння. У iнформацiйних технологiях застосовуються двiйкова, деся-
ткова, вiсiмкова та шiстнадцяткова системи числення.

2.2. Позицiйнi g-ковi системи числення. Зупинимося де-
тальнiше на g-кових позицiйних системах числення. Спершу дове-
демо наступну лему.
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2.2. Лема. Якщо a, g ∈ Z i g > 0, то iснують такi єдинi числа
s, r ∈ Z, що a = sg + r, де 0 ≤ r < g.

Доведення. Розглянемо множину всiх цiлих чисел виду a − xg,
де x ∈ Z. Нехай r = a − sg – найменший невiд’ємний елемент цiєї
множини. Ми стверджуємо, що 0 ≤ r < g. Дiйсно, в протилежному
випадку a− sg ≥ g, а тому 0 ≤ a− (s + 1)g < r, що суперечить мi-
нiмальностi r. Доведемо єдинiсть даного зображення. Припустимо,
що iснує iнший запис a = s̃g+r̃, де 0 ≤ r̃ < g. Тодi a = sg+r = s̃g+r̃,
звiдки (s− s̃)g = r̃ − r i −g < r̃ − r < g. Оскiльки r̃ − r дiлиться на
g, то r̃ − r = 0, а отже, r̃ = r i s̃ = s. ¤

Нехай g ∈ N \ {1} – основа g-кової системи числення.

2.3. Теоpема. Кожне натуральне число m можна єдиним чином
подати у виглядi

m = angn + an−1g
n−1 + . . . + a1g + a0,

де ai (0 ≤ i ≤ n) – деякi цiлi невiд’ємнi числа, меншi вiд g, причому
an 6= 0.

Доведення. Згiдно з лемою 2.2 для натуральних чисел m та g зна-
йдуться такi єдинi цiлi числа s0 i a0, що m = s0g + a0 i 0 ≤ a0 < g.
Оскiльки g ≥ 2, то 0 ≤ s0 < m. Якщо s0 = 0, то теорема доведе-
на, iнакше iснують такi єдинi цiлi числа s1 i a1, що s0 = s1g + a1,
0 ≤ a1 < g i 0 ≤ s1 < s0. Продовжуючи даний процес аналогiчно,
одержимо строго спадну послiдовнiсть (sk) натуральних чисел. Да-
на послiдовнiсть не може бути нескiнченною, а тому iснує таке n,
що sn−1 6= 0, але sn = 0. Звiдси одержуємо, що sn−2 = sn−1g+an−1 i
sn−1 = sng +an = an, де 0 ≤ ai < g. Тодi шуканий єдиний запис чи-
сла m матиме вигляд m = s0g+a0=(s1g+a1)g+a0=s1g

2+a1g+a0 =
. . .=sn−2g

n−1 + an−2g
n−2 + . . . + a1g + a0 =(sn−1g + an−1)gn−1 +

an−2g
n−2 + . . .+a1g+a0=angn +an−1g

n−1 +an−2g
n−2 + . . .+a1g+a0.

¤

Можна довести, що для кожного додатнього дробового числа a
так само, як i для кожного натурального числа, в системi числення
з будь-якою основою g iснує тiльки єдиний запис виду
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a =
n∑

i=−m

aig
i = angn + . . .+aig

i + . . .+a0g
0 +a−1g

−1 + . . .+a−mg−m.

Отже, запис числа a в системi числення з основою g – це зобра-
ження числа у виглядi суми степенiв основи g з цiлими невiд’єм-
ними коефiцiєнтами, меншими нiж основа g.

Вираз

a = angn + . . . + aig
i + . . . + a0g

0 + a−1g
−1 + . . . + a−mg−m.

скорочено записують так

a = (anan−1 . . . ai . . . a1a0, a−1a−2 . . . a−m)g.

Введення знака мiнус дає змогу записувати у системi числення
з основою g також i вiд’ємнi числа.

2.3. Арифметичнi операцiї в рiзних системах числення.
При виконаннi арифметичних операцiй над числами, записаними в
десятковiй системi числення, ми користуємось правилами додаван-
ня, вiднiмання i множення чисел „стовпцем” i дiлення „кутом”. За
цими ж правилами виконують операцiї й над числами, записаними
в будь-якiй iншiй системi числення. Доведемо, наприклад, правило
додавання в системi числення з основою g. Нехай a = (ak . . . a1a0)g

i b = (bs . . . b1b0)g. Не втрачаючи загальностi, можна вважати, що
k ≥ s. Знайдемо суму a + b.

a+b = (ak . . . a1a0)g +(bs . . . b1b0)g=(akg
k + . . .+as+1g

s+1+asg
s+

. . . + a1g + a0) + (bsg
s + . . . + b1g + b0)= akg

k + . . . + as+1g
s+1 + (as +

bs)gs + . . . + (a1 + b1)g + (a0 + bo).
У цьому записi деякi з чисел a0 + b0, a1 + b1, . . . , as + bs можуть

виявитися бiльшими або дорiвнювати основi числення g. Якщо am+
bm ≥ g (0 ≤ m ≤ s), то am+bm = g+rm, де 0 ≤ rm < g. Тому (am+1+
bm+1)gm+1+(am+bm)gm = (am+1+bm+1+1)gm+1+rmgm. Замiнивши
кожен вираз (am+bm) ≥ g, починаючи з a0+b0 i закiнчуючи as+bs,
рiвнозначним йому виразом g + rm i перенiсши там, де це потрiбно,
одиницю в наступний розряд, дiстанемо запис суми a + b в системi
числення з основою g:

a + b = ctg
t + . . . + c1g + co,

або скорочено a + b = (ct . . . c1co)g.
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Таким чином, щоб додати два цiлi додатнi числа, записанi в си-
стемi числення з основою g, потрiбно додати їхнi цифри першого
розряду, потiм цифри другого розряду i т.д. При цьому кожного ра-
зу, коли при додаваннi цифр даного розряду дiстанемо суму бiльшу
або рiвну основi системи числення g, потрiбно перенести одиницю в
наступний розряд. При додаваннi чисел доданки доцiльно пiдпису-
вати один пiд одним (у стовпчик) так, щоб цифри, якi вiдповiдають
однаковим розрядам, були одна пiд одною. Як бачимо, додавання
багатоцифрових чисел зводиться до додавання одноцифрових чи-
сел. Таким чином, основою додавання системних чисел є таблиця
додавання одноцифрових чисел, що визначає суму двох чисел, мен-
ших, нiж основа g.

Можна показати, що вiднiмання, множення i дiлення чисел ви-
конується цiлком аналогiчно правилам звичайної шкiльної десятко-
вої арифметики.

Побудуємо, наприклад, таблицi додавання i множення одноци-
фрових чисел в четвiрковiй системi числення:

+ 0 1 2 3 · 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 10 1 0 1 2 3
2 2 3 10 11 2 0 2 10 12
3 3 10 11 12 3 0 3 12 21

У кожнiй клiтинцi цих таблиць записано у четвiрковiй систе-
мi числення суму (добуток) цифр, що є номерами рядка i стовпця,
на перетинi яких стоїть дана клiтинка. Користуючись цими табли-
цями i правилами, аналогiчними правилам десяткової арифметики,
виконаємо арифметичнi операцiї над числами в четвiрковiй системi
числення:

+203, 24 −203, 24 1024

132, 14 132, 14 214

1001, 34 11, 14 1024
+2104

22024
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2.4. Переведення цiлих чисел з однiєї позицiйної систе-
ми числення в iншу. У процесi розв’язування задач доводиться
переводити цiлi числа з однiєї позицiйної системи в iншу. Як же
перевести число a, записане в системi числення з основою s, в си-
стему числення з основою g? Як вiдомо, записати число a в си-
стемi числення з основою g – це зобразити його у виглядi суми
a = akg

k + . . . + a1g + ao. Знайдемо коефiцiєнти a0, a1, . . . , ak. По-
дiлимо в системi числення з основою s число a на g, дiстанемо
a = b0g + a0, де a0 < g. Далi подiлимо b0 на g: b0 = b1g + a1, де
a1 < g. Звiдси

a = b0g + a0 = (b1g + a1)g + a0 = b1g
2 + a1g + a0.

Потiм подiлимо b1 на g i т.д. Цей процес продовжуватимемо доти,
доки не отримаємо частку, яка дорiвнює нулю. Внаслiдок цього
матимемо:

a = akg
k + . . . + a1g + ao.

Оскiльки за теоремою 2.3 число a можна подати у такому виглядi
єдиним чином, то a0, a1, . . . , ak є цифрами числа a в системi числе-
ння з основою g.

Таким чином, для переведення натурального числа a, заданого
в s-ковiй системi числення, в g-кову систему числення користуємось
наступним правилом: спочатку записуємо число g в s-ковiй систе-
мi, а потiм виконуємо (в s-ковiй системi числення!) кiлька дiлень
числа as i послiдовно утворюваних часток на число gs доти, доки
не отримаємо частку, яка дорiвнює нулю. Здобутi остачi споча-
тку виражаємо цифрами g-кової системи числення i записуємо в
зворотньому порядку. Записанi таким чином остачi (це вже ци-
фри в g-ковiй системi числення) i є g-ковим записом числа as.

2.4. Пpиклад. Запишемо число a = 4710 в трiйковiй системi чи-
слення:

47 = 15 · 3 + 2
15 = 5 · 3 + 0
5 = 1 · 3 + 2
1 = 0 · 3 + 1

Звiдси випливає, що число a в трiйковiй системi числення за-
пишеться a = 12023.
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2.5. Пpиклад. Переведемо число a = 122103 з трiйкової системи
числення у вiсiмкову. Нова основа у трiйковiй системi числення до-
рiвнює 22. Подiлимо послiдовно у трiйковiй системi числення число
a = 122103 на 223

122103 = 2013 · 223 + 113

2013 = 23 · 223 + 103

23 = 03 · 223 + 23

Результати послiдовного дiлення записанi у трiйковiй системi
числення, але ми знаємо, що 113 = 48 i 103 = 38. Отже, a = 2348.

Перехiд вiд g-кової системи числення до десяткової виконують
ще й так. Число ag записують у виглядi

ag = angn + . . . + a1g + ao.

Потiм замiсть чисел an, . . . , a1, a0 i g пiдставляють їхнi десятковi за-
писи i роблять вiдповiднi обчислення. Десятковий запис результату
є шуканим числом.

У випадку, коли g = sk перехiд вiд однiєї системи числення до
iншої значно спрощується. Дiйсно, нехай маємо два записи числа a
в g-ковiй i s-ковiй системах числення:

a = (an . . . a1a0)g = (bl . . . b1b0)s, тобто

a = angn + . . . + a1g + a0 = bls
l + . . . + b1s + b0.

Покажемо спочатку, що для довiльних c0, c1, . . . , ck−1, 0 ≤ ci < s,

(2) ck−1s
k−1 + . . . + c1s + c0 < g.

Дiйсно,

ck−1s
k−1+. . .+c1s+c0 ≤ (s−1)sk−1+. . .+(s−1)s+(s−1) = sk−1 < sk.

З огляду на (2) остача a0 вiд дiлення числа a = bls
l + . . . + bks

k +
bk−1s

k−1 + . . . + b1s + b0 = (bls
l−k + . . . + bk)sk + (bk−1s

k−1 + . . . +
b1s + b0) на g = sk дорiвнює bk−1s

k−1 + . . . + b1s + b0. Отже, (a0)g =
(bk−1 . . . b1b0)s. Далi з рiвностi

angn−1 + . . . + a2g + a1 = bls
l−k + . . . + bk+1s + bk.

неповних часток вiд дiлення a на g = sk виливає, що

(a1)g = (b2k−1 . . . bk+1bk)s.
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Аналогiчно можна одержати зображення решти g-кових цифр в
виглядi k-розрядних s-кових чисел. Таким чином, для переведен-
ня числа, записаного в g-ковiй системi числення, в s-кову систе-
му числення достатньо кожну g-кову цифру замiнити рiвним їй k-
розрядним s-ковим числом.

2.6. Пpиклад. Переведемо число a = 765, 1638 в двiйкову систему
числення:

a = 765, 1638 = 111︸︷︷︸
7

110︸︷︷︸
6

101︸︷︷︸
5

, 001︸︷︷︸
1

110︸︷︷︸
6

011︸︷︷︸
3

= 111110101, 0011100112.

Для переведення числа з двiйкової в вiсiмкову систему числен-
ня достатньо розбити його праворуч i лiворуч вiд коми на трiади
i замiнити кожну трiаду вiдповiдною їй вiсiмковою цифрою. Якщо
при розбиттi крайнi трiади виявляться неповними, то їх слiд до-
повнити нулями.

2.7. Пpиклад. Переведемо число a = 1011, 12 у вiсiмкову систему
числення:

a = 1011, 12 = 001︸︷︷︸
1

011︸︷︷︸
3

, 100︸︷︷︸
4

= 13, 48.

Розглянемо метод переведення правильних дробiв з однiєї си-
стеми числення в iншу. Нехай правильний дрiб a, заданий в s-ковiй
системi числення, потрiбно записати в системi численнi з основою
g. Припустимо, що запис числа a в g-ковiй системi числення зна-
йдений:

a = (0, a−1a−2 . . . a−m)g = a−1g
−1 + a−2g

−2 + . . . + a−mg−m.

Якщо помножити число a на основу g нової системи числення, то
цiла частина добутку буде дорiвнювати a−1, а дробова –

a1 = a−2g
−1 + . . . + a−mg−m+1.

Число a1 є правильним дробом, оскiльки всi цифри ai < g. Та-
ким чином, в результатi множення числа a на g отримуємо цiлу
частину, яка дорiвнює значенню цифри старшого розряду дробо-
вого g-кового числа. Продовжуючи множення дробових частин ai

на основу g (цiлi частини при кожному множеннi вiдкидаються),
можна одержати решту цифр шуканого дробу: ними є цiлi частини
одержаних добуткiв. При цьому, якщо g < s, то цiлi частини до-
бутку є цифрами g-кової системи числення, а якщо g > s, то цiлi
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частини є числами s-кової системи числення, якi необхiдно замiни-
ти цифрами g-кової системи.

Сформулюємо правило переходу вiд однiєї системи числення
до iншої методом множення на основу: щоб перетворити правиль-
ний дрiб з однiєї системи числення в iншу, необхiдно послiдовно
множити це число i промiжнi значення на основу нової системи
числення (записану в старiй системi), вiдкидаючи кожен раз цiлi
частини добуткiв; цi цiлi частини є записом цифр шуканого числа
g-кової системи числення.

2.8. Пpиклад. Переведемо десяткове число a = 0, 687510 в двiйко-
ву систему числення:

×0, 6875
2

×1, 3750
2

×0, 7500
2

×1, 5000
2

1, 0000

Отже, a = 0, 10112

Слiд зауважити, що в загальному випадку дробовi числа пере-
водяться з однiєї системи числення в iншу наближено, тобто дро-
бова частина добутку при послiдовному множеннi на основу нiколи
не дорiвнюватиме нулю. В цьому випадку процес множення про-
довжують доти, доки не буде одержана необхiдна для досягнення
заданої точностi запису числа кiлькiсть розрядiв g-кового числа.

2.9. Пpиклад. Число 1
5 в десятковiй системi числення записують

скiнченним дробом, а в дванадцятковiй – нескiнченним:
1
5

= 0, 210 = 0, 249724972497 . . .12 ;

число 1
6 , навпаки, в дванадцятковiй системi числення записують

скiнченним дробом, а в десятковiй – нескiнченним:
1
6

= 0, 212,
1
6

= 0, 1666 . . .10 .
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В обох цих системах число 1
4 запишеться скiнченним дробом, а чи-

сло 1
7 – нескiнченним:

1
4

= 0, 2510 = 0, 312,
1
7

= 0, 142857142857...10 = 0, 186035186035 . . .12 .

Для переведення неправильного дробу з однiєї системи числен-
ня в iншу, слiд цiлу частину отримати методом дiлення, а дробову
– методом множення на основу нової системи числення.

Рекомендована лiтература : [3, с. 58–80], [9, с. 4–11], [10, с. 79–88],
[19, с. 70–89].

Питання та вправи до параграфа 2.

2.1. На якi типи подiляються системи числення?

2.2. Якi цифри використовуються для запису чисел в римськiй
системi числення?

2.3. Опишiть процес переведення чисел з двiйкової системи чи-
слення в четвiркову i навпаки.

2.4. Записати в десятковiй системi числення такi числа римської
нумерацiї: а) CXV I; б) CXIV ; в) DXCV I; г) MCCII;
д) MCDXXIX; е) MDCCCLXXIV .

2.5. Записати в римськiй системi числення числа: а) 39; б) 93; в)
2011; г) 1999.

2.6. Обчислити:
• (33334 + 22224) · 124;
• 20118 + 20128 − 43218;
• 206718/1318 − 1378;
• 1201113/1023 + 2013 · 123 − 112203;
• 2320115/1045 + 12345 · 3225 − 10221315;
• 32157 · 247 − 114617/257 + 15327 − 1150447.

2.7. Записати в десятковiй системi числення такi числа:

а) 1000011012;
б) 75634018;
в) (10)7(11)912;

г) 0, 2213;
д) 11001, 110012;
е) 437, 32018.
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2.8. Перевести з однiєї системи числення в iншу. Зробити пере-
вiрку.

а) 12410 → x4;
б) 134010 → x14;
в) 1010003 → x4;

г) 320145 → x8;
д) 333117 → x3;
е) 34(11)5712 → x11.

2.9. Перевести з однiєї системи числення в iншу.

а) 101110011012 → x4;
б) 13304 → x2;
в) 1017658 → x2;

г) 1201222011, 21113 → x9;
д) 3387656, 34559 → x3;
е) 1011100010101, 12 → x16.

2.10. Перевести число 2012, 201210 з десяткової системи числення
в двiйкову, трiйкову та четвiркову системи числення.

2.11. Знайти x, якщо:

а) 201x = 418;
б) 203x = 5310;
в) 106x = 1537;
г) 236x = 12405;

д) 324x = 100223;
е) 364x = 30014;
є) 401x = 2657;
ж) 541x = 20146.

2.12. Знайти частку вiд дiлення числа (62xy427)10 на 9910, а та-
кож невiдомi цифри x i y, якщо дiлення виконується без остачi.

2.13. Знайти таке найменше натуральне число m, яке в десятко-
вiй системi числення закiнчується цифрою 6, причому, якщо цю
цифру записати на початку числа, то воно збiльшиться в 4 рази.

2.14. Число (42x4y)10 дiлиться на 7210. Знайти цифри x i y.

2.15. Нехай 2 · (xyz)10 = (xyz)g. Знайти (xyz)10 i g.

2.16. Знайти число n, якщо n = (abc)7 = (cba)9.

2.17. Знайти 8-цифрове число n = (abcdefgh)10, якщо числа
(abcd)10 та (efgh)10 вiдрiзняються на одиницю.
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§ 3. Регулярнi мови i регулярнi вирази
В цьому параграфi опишемо важливий клас формальних мов

– регулярнi мови i їх задання з допомогою регулярних виразiв, а
також розглянемо алгебраїчнi закони для регулярних виразiв. Цi
закони багато в чому подiбнi до алгебраїчних законiв арифметики,
проте мiж арифметичними i регулярними виразами є i суттєвi вiд-
мiнностi. Регулярнi вирази тiсно пов’язанi зi скiнченними автома-
тами, якi ми розглядатимемо в наступному роздiлi. Їх можна також
розглядати як „мову програмування” для опису деяких важливих
додаткiв, наприклад, програм текстового пошуку чи компонентiв
компiлятора.

Нехай X – довiльний алфавiт. Визначимо регулярну мову (мно-
жину) в алфавiтi X рекурсивно наступним чином:

1) порожня множина ∅ є регулярною мовою;
2) для кожної букви a ∈ X множина {a} є регулярною мовою;
3) якщо A i B є регулярними мовами, то множини A ∪B, AB

i A∗ також є регулярними мовами;
4) iнших регулярних мов не iснує.

3.1. Пpиклад. Безпосередньо з означення випливає:
1) множина {e} є регулярною мовою, бо {e} = ∅∗;
2) множина {001, 110} – регулярна мова над бiнарним алфавi-

том, бо {001, 110} = ({0}{0}{1}) ∪ ({1}{1}{0});
3) аналогiчно, як i в пунктi 2), можна показати, що будь-яка

скiнченна мова є регулярною.

Щоб спростити запис регулярних мов, визначимо поняття ре-
гулярного виразу над алфавiтом X наступним чином:

1) порожня множина ∅ є регулярним виразом, який позначає
порожню множину;

2) e є регулярним виразом, який позначає мову {e};
3) a – регулярний вираз, що позначає мову {a} для кожної

букви a ∈ X;
4) якщо rA i rB є регулярними виразами, що позначають мови

A i B вiдповiдно, то (rA) + (rB), (rA)(rB) i (rA)∗ є регу-
лярними виразами, що позначають мови A ∪ B, AB i A∗
вiдповiдно;

5) iнших регулярних виразiв над алфавiтом X не iснує.
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Якщо r – регулярний вираз, то через L(r) позначатимемо вiд-
повiдну йому регулярну мову. Щоб зменшити кiлькiсть дужок в
регулярних виразах, будемо вважати, що найвищий прiоритет має
операцiя iтерацiї ∗, потiм виконується конкатенацiя i останньою –
операцiя +. Наприклад, запис регулярного виразу ((0)(1))|((1)(0)),
який позначає мову {01, 10}, спрощується до 01|10, вираз 0∗ позна-
чає {0}∗, (0|1)∗ – {0, 1}∗, а (0|1)∗001 позначає множину всiх слiв,
якi складаються з нулiв i одиниць та закiнчуються словом 001.

Зрозумiло, що для кожної регулярної мови можна знайти при-
наймнi один регулярний вираз, який її позначає. I навпаки, для ко-
жного регулярного виразу можна побудувати регулярну мову, що
задається цим виразом. На жаль, для регулярної мови iснує багато
виразiв. Наприклад, вирази 0∗1 + ∅ i 0∗1 позначають одну й ту ж
мову {0}∗{1}. Кажемо, що два регулярних вирази рiвнi (=), якщо
вони позначають одну i ту ж регулярну мову.

3.2. Твеpдження. Нехай α, β i γ – регулярнi вирази. Тодi:
• α + β = β + α;
• ∅∗ = e;
• α + (β + γ) = (α + β) + γ;
• α(βγ) = (αβ)γ;
• α(β + γ) = αβ + αγ;
• (α + β)γ = αγ + βγ;
• αe = eα = α;
• ∅α = α∅ = ∅;
• α∗ = α + α∗;
• (α∗)∗ = α∗;
• α + α = α;
• α + ∅ = α.

Доведення. Нехай α i β позначають мови A i B вiдповiдно. Тодi
α + β позначає A ∪B, а β + α позначає B ∪ A. Але A ∪B = B ∪ A
за означенням об’єднання, тому α + β = β + α. Решту рiвностей
доводяться аналогiчно. ¤

Для зручностi запису введемо позначення: r+ = rr∗ = r∗r.

Розглянемо деякi приклади.

3.3. Пpиклад. Довести рiвностi:
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а) a∗(a + b)∗ = (a + ba∗)∗;
б) (ba)+(a∗b∗ + a∗) = (ba)∗ba+b∗.

а) Покажемо, що обидвi частини рiвностi дорiвнюють (a + b)∗.
Дiйсно, обидвi частини рiвностi є пiдмножинами (a+b)∗, бо (a+b)∗

позначає множину всiх слiв в алфавiтi {a, b}. Таким чином, доста-
тньо показати, що обидвi частини мiстять (a+ b)∗. Оскiльки e ∈ a∗,
то a∗(a + b)∗ ⊃ (a + b)∗. З того, що b ∈ ba∗ випливає потрiбне вклю-
чення (a + b)∗ ⊂ (a + ba∗)∗.

б) (ba)+(a∗b∗ + a∗)=(ba)∗(ba)a∗(b∗ + e)=(ba)∗ba+b∗.

3.4. Пpиклад. Регулярний вираз

1((0+1+2+3+4)(0+1+2+3+4+5+6+7+8+9)+5(0+1+2))

позначає множину натуральних чисел вiдрiзка [100, 152].

3.5. Пpиклад. Знайти регулярний вираз для множини всiх слiв в
алфавiтi {0, 1, 2}, якi є записами в трiйковiй системi чисел невiд’єм-
них цiлих степенiв числа 9.

В трiйковiй системi числення степенi 9n запишуться як 1 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

.

Таким чином, шуканий регулярний вираз має вигляд 1(00)∗.

3.6. Пpиклад. Записати регулярний вираз для множини всiх слiв
у двiйковому алфавiтi, якi мiстять пiдслово 001.

Кожне таке слово запишеться у виглядi α001β, де α i β – довiль-
нi слова в двiйковому алфавiтi. Таким чином, одержуємо шуканий
регулярний вираз:

(0 + 1)∗001(0 + 1)∗.

3.7. Пpиклад. Записати регулярний вираз для множини всiх слiв
у двiйковому алфавiтi, якi не мiстять пiдслова 001.

Якщо слово ω належить шуканiй множинi, то воно не мiстить
пiдслова 00, за винятком того випадку, коли воно має суфiкс 0k

для k ≥ 2. Аналогiчно, як i у прикладi 1.3, можна показати, що
множина слiв, якi не мiстять пiдслова 00, записується з допомогою
регулярного виразу (01 + 1)∗(e + 0). Таким чином, множина всiх
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слiв, якi не мiстять пiдслова 001, запишеться наступним регуляр-
ним виразом:

(01 + 1)∗(e + 0 + 000∗) = (01 + 1)∗0∗.

Розглянемо рiвняння χ = αχ + β, де α i β регулярнi вирази
в алфавiтi X i χ /∈ X. З твердження 1.5 випливає, що χ = α∗β
– єдиний розв’язок рiвняння, якщо e /∈ α. У випадку e ∈ α рiв-
няння має безлiч розв’язкiв, кожен з яких, очевидно, має вигляд
α∗(β ∪ γ), де γ – довiльна (не обов’язково регулярна) мова. Вико-
ристовуючи твердження 1.5, можна розв’язувати системи рiвнянь
з регулярними коефiцiєнтами (методом, аналогiчним методу Гауса
для розв’язування систем лiнiйних рiвнянь).

Регулярнi вирази часто зображують помiченими орiєнтовани-
ми графами, стрiлки яких позначають буквами з алфавiту X ∪{e}.
Для довiльного регулярного виразу r його граф утворюється на-
ступним чином:

Спочатку малюємо двi спецiальнi вершини, якi називаються по-
чатковою i кiнцевою вершинами, i сполучаємо їх стрiлкою, позна-
ченою r:

/.-,()*+ r ///.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

Далi повторюємо наступнi кроки доти, доки кожна позначка
довiльної стрiлки не мiститиме символiв +, · i ∗:

1) замiнюємо кожну стрiлку з позначкою f +g на двi паралельнi
стрiлки з позначками f i g:

/.-,()*+ f+g ///.-,()*+ ⇒ /.-,()*+
f

**

g

44/.-,()*+

2) замiнюємо кожну стрiлку з позначкою fg на додаткову вер-
шину i двi стрiлки з позначками f i g:

/.-,()*+ fg ///.-,()*+ ⇒ /.-,()*+ f ///.-,()*+ g ///.-,()*+

3) замiнюємо кожну стрiлку з позначкою f∗ на додаткову вер-
шину i на три стрiлки з позначками e, f i e:
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/.-,()*+ f∗ ///.-,()*+ ⇒ /.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

f

YY
/.-,()*+

Через G(r) позначимо помiчений орiєнтований граф регуляр-
ного виразу r. Очевидно, що кожна стрiлка в G(r) має позначку
з множини X ∪ {e}. Кожному шляху в G(r) вiдповiдає слово, яке
одержується конкатенацiєю всiх букв, якi позначають стрiлки шля-
ху. Слово x належить мовi L(r) тодi i тiльки тодi, коли iснує шлях
в G(r) з початкової вершини в кiнцеву вершину, якому вiдповiдає
слово x. Кожна e-стрiлка в G(r), яка є єдиною вихiдною стрiлкою
з некiнцевої вершини чи єдиною вхiдною стрiлкою в непочаткову
вершину, може бути стягнута в одну вершину.

3.8. Пpиклад. Побудуємо граф G(r) регулярного виразу

r = (11 + 0)∗(00 + 1)∗.

Зобразимо крок за кроком побудову даного графу:

///.-,()*+ (11+0)∗(00+1)∗ ///.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

///.-,()*+ (11+0)∗ ///.-,()*+ (00+1)∗ ///.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

///.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

11+0

YY
/.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

00+1

YY
/.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

///.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

11

YY

0

¦¦ /.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

00

YY

1

¦¦ /.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾
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///.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

0

¦¦

1
©©

/.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

1

¦¦

0
©©

/.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

/.-,()*+
1

HH

/.-,()*+
0

HH

Стягнувши, де це можливо, e-стрiлки, остаточно одержуємо по-
мiчений граф G(r) регулярного виразу r = (11 + 0)∗(00 + 1)∗:

///.-,()*+ e //

0

¦¦

1
©©

/.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

1

¦¦

0
©©/.-,()*+

1

HH

/.-,()*+
0

HH

Рекомендована лiтература : [2, с. 124–131], [4, с. 490–494], [5, с. 351–
353], [7], [16, с. 13–31].

Питання та вправи до параграфа 3.

3.1. Яка формальна мова називається регулярною?

3.2. Де застосовуються регулярнi вирази?

3.3. Опишiть процес побудови графа регулярного виразу.

3.4. Знайти слово найменшої довжини в кожнiй з наступних ре-
гулярних мов, заданiй регулярним виразом. Якi непорожнi слова є
найкоротшими в даних мовах?

а) 10 + (0 + 11)0∗1;
б) (00 + 11 + (01 + 10)(00 + 11)∗(01 + 10))∗;
в) ((00 + 11)∗ + (001 + 110)∗)∗.

3.5. Визначити, чи належить рядок 1011 регулярним мовам, за-
даним регулярними виразами:

а) 10∗1;
б) 1(01)∗1∗;
в) (10)+11;

г) (10)+1011;
д) 1(00)∗(11)∗;
е) (1 + 00)(01 + 0)1∗.
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3.6. Спростити регулярнi вирази:

а) (00)∗0 + (00)∗;
б) (0 + 1)(e + 00)+ + (0 + 1);
в) (0 + e)0∗1.

3.7. Доведiть рiвнiсть (02 + 03)∗ = (020∗)∗.

3.8. Чи є мова {03m+4n |m,n ≥ 0} регулярною? Вiдповiдь обґрун-
туйте.

3.9. Визначити алфавiт та побудувати регулярний вираз для на-
ступних мов:

а) множина всiх непарних натуральних чисел, записаних в че-
твiрковiй системi числення;

б) множина всiх непарних натуральних чисел, записаних в
трiйковiй системi числення.

3.10. Побудуйте регулярний вираз для множини всiх цiлих чисел
вiдрiзка [10, 2012].

3.11. Розв’язати системи рiвнянь з регулярними коефiцiєнтами.

а)

{
X1 = e + 0X1 + 1X2

X2 = e + 1X2

б)





X1 = 0X2 + 1X1 + e

X2 = 0X3 + 1X2

X3 = 0X1 + 1X3

в)





X1 = (01∗ + 1)X1 + X2

X2 = 11 + 1X1 + 00X3

X3 = e + X1 + X2

г)





X1 = 0X3 + 1X2

X2 = e + 1X1 + 0X3

X3 = e + 0X1

3.12. Побудувати помiчений граф для наступних регулярних ви-
разiв:

а) 01 + 11∗;
б) (00 + 10)(101)∗ + 01;
в) ((00+11)∗+(001+110)∗)∗;

г) a∗b(c + da∗b)∗;
д) (a + bc∗d)∗bc∗.
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3.13. Побудувати регулярнi вирази для мови всiх слiв в алфавiтi
{0, 1}, для яких виконується наступна умова:

а) мiстять пiдслово 000 або 111;
б) в яких п’ятою буквою справа є 0;
в) мiстять не бiльше однiєї пари послiдовних одиниць;
г) кiлькiсть нулiв кратна п’яти;
ґ) мiстять непарну кiлькiсть букв 0;
д) не мiстять пiдслова 000;
е) не мiстять нi пiдслова 000, нi 111;
є) не мiстять пiдслова 011;
ж) мiстять непарну кiлькiсть входжень пiдслова 011;
з) кiлькiсть одиниць дiлиться на п’ять, а кiлькiсть нулiв пар-

на.

3.14. Нехай L – мова над алфавiтом {0}. Довести, що мова L∗ є
регулярною. [Пiдказка: доведiть i використайте той факт, що якщо
a та b є взаємно простими натуральними числами, то для кожного
натурального n ≥ ab iснують такi невiд’ємнi цiлi числа u та v, що
виконується рiвнiсть n = ua + vb.]

§ 4. Формальнi породжуючi граматики
Ми визначили формальну мову L як множину слiв скiнченної

довжини в алфавiтi X. Якщо L мiстить скiнченну кiлькiсть слiв, то
найбiльш очевидний спосiб описати мову – скласти перелiк всiх її
слiв. Однак для багатьох мов не можна (або, можливо, не бажано)
обмежувати довжини слiв. Отже, доводиться розглядати мови, якi
мiстять як завгодно багато слiв. Вiдразу виникає важливе питання:
як описати мову L в тому випадку, коли вона нескiнченна. Очеви-
дно, що такi формальнi мови неможливо визначити вичерпним пе-
релiком слiв, якi їм належать, i тому потрiбно шукати iншi способи
їх опису. Як i ранiше, ми хочемо, щоб опис мови був скiнченним,
хоча сама мова може бути й нескiнченною. Вiдомо декiлька методiв
опису мов, якi задовольняють цю вимогу. Один з них показаний в
попередньому параграфi для регулярних мов. Розглянемо метод,
який полягає в використаннi структури, яка називається грамати-
кою.
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Формальною породжуючою граматикою називається четвiрка
виду G = (N,T, S, P ), де N i T– скiнченнi непорожнi неперетин-
нi множини, елементи яких будемо називати нетермiнальними та
термiнальними символами вiдповiдно, S ∈ N – початковий не-
термiнальний символ, P – скiнченна множина продукцiй (правил
перетворення) вигляду ξ → η, де ξ та η – слова в алфавiтi N ∪ T .
Букви термiнального алфавiту позначатимемо малими латинськи-
ми буквами чи цифрами, а нетермiнального алфавiту – великими
латинськими буквами.

Нас цiкавитимуть слова, якi можуть бути породженi продукцiя-
ми граматики. Нехай G = (N, T, S, P ) – граматика i α0 = σξτ (тобто
α0 – конкатенацiя слiв σ, ξ i τ), α1 = σητ – слова в алфавiтi N ∪T .
Якщо ξ → η – продукцiя граматики G, то кажуть, що α1 безпосере-
дньо виводиться з α0 i записують α0 ⇒ α1. Якщо ж α0, α1, . . . , αn –
слова в алфавiтi N ∪ T такi, що α0 ⇒ α1 ⇒ α2 ⇒ . . . ⇒ αn−1 ⇒ αn,
то говорять, що αn виводиться з α0 i записують α0 ⇒∗ αn.

Мовою, породженою граматикою G = (N,T, S, P ), називають
множину всiх слiв, якi виводяться з початкового символу S i мi-
стять тiльки термiнальнi символи. Її позначають L(G). Таким чи-
ном,

L(G) = {ω ∈ T ∗ | S ⇒∗ ω}.
4.1. Пpиклад. Граматика G, яка породжує речення (слово з чо-
тирьох букв формальної мови L(G)) „хороший студент одержав
п’ятiрку” матиме вигляд G = (N,T, S, P ), де

N={<речення>, <група пiдмета>, <група присудка>,
<означення>, <пiдмет>, <присудок>, <додаток>};

T={ хороший, студент, одержав, п’ятiрку };
S=<речення>.
Множина продукцiй P мiстить продукцiї:
<речення> → <група пiдмета> <група присудка>,
<група пiдмета> → <означення> <пiдмет>,
<група присудка> → <присудок> <додаток>,
<означення> → хороший,
<пiдмет> → студент,
<присудок> → одержав,
<додаток> → п’ятiрку.



32 I. ФОРМАЛЬНI МОВИ

Розглянемо виведення даної граматики з початковго нетермi-
нального символу:

<речення> ⇒ <група пiдмета> <група присудка> ⇒
<означення> <пiдмет> <група присудка> ⇒
<означення> <пiдмет> <присудок> <додаток> ⇒
хороший <пiдмет> <присудок> <додаток> ⇒
хороший студент <присудок> <додаток> ⇒
хороший студент одержав <додаток> ⇒
хороший студент одержав п’ятiрку.
Таким чином, L(G) складається з єдиного слова (речення укра-

їнської мови), яке мiстить чотири термiнали.

L(G) = {„хороший студент одержав п’ятiрку”}.
4.2. Пpиклад. Нехай G – граматика з нетермiнальним алфавiтом
N = {S, A}, множиною термiналiв T = {a, b}, початковим сим-
волом S i множиною продукцiй P = {S → bA, S → a,A → bb}.
Знайдемо мову L(G), що породжується цiєю граматикою.

Iз початкового символу S можна вивести слово bA за допомогою
продукцiї S → bA чи застосувати продукцiю S → a, щоб вивести a.
З bA, скориставшись продукцiєю A → bb, можна вивести слово bbb.
Оскiльки iнших виведень не iснує, то L(G) = {a, bbb}.
4.3. Пpиклад. Розглянемо граматику G = (N = {S}, T = {0, 1}, S,
P = {S → e, S → 0S1}) i знайдемо мову, що породжується нею.

Граматика G мiстить єдиний нетермiнальний символ i єдине
правило S → 0S1, права частина якого мiстить цей символ. Таким
чином, єдиними виведеннями граматики G є виведення форми:

S ⇒ 0S1 ⇒ 00S11 ⇒ . . . ⇒ 0nS1n ⇒ 0ne1n = 0n1n

Отже,
L(G) = {0n1n | n ≥ 0}.

Якщо є багато правил граматики з однаковими лiвими части-
нами

A → x1, A → x2, . . . A → xm,

то їх об’єднують в одне правило наступного вигляду:

A → x1 | x2 | . . . | xm.

Наприклад, правила з попереднього прикладу можуть бути запи-
санi як S → e | 0S1.
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4.4. Пpиклад. Розглянемо граматику G = (N = {S,A, B}, T =
{a, b}, S, P ), де множина продукцiй P мiстить наступнi правила:

S → ABA, A → a | bb, B → bS | e,

i знайдемо мову L(G).
Оскiльки нетермiнальний символ A може тiльки продукувати

термiнальнi символи, то його замiщення слiд вiдкласти наостанок.
Таким чином, виведення граматики G мають наступну загальну
форму:

S ⇒ ABA ⇒ AbSA ⇒ AbABAA ⇒ AbAbSAA ⇒ A(bA)2BA3 ⇒
. . . ⇒ A(bA)nBAn+1 ⇒ A(bA)nAn+1.

Насамкiнець замiнюємо нетермiнал A термiналами a та bb, i
одержуємо слова вигляду:

(a + bb)(ba + bbb)n(a + bb)n+1, n ≥ 0.

Таким чином, L(G) складається з усiх побудованих вище слiв.

Граматики класифiкують за типами продукцiй. Розглянемо кла-
сифiкацiю, яку запропонував американський математик i лiнгвiст
Н. Хомський. Принцип цiєї класифiкацiї полягає в тому, що на про-
дукцiї накладено певнi обмеження. Вiн подiлив граматики на чоти-
ри типи.

У граматицi типу 0 немає жодних обмежень на продукцiї. Гра-
матика типу 1 може мати лише продукцiї вигляду ξ → η, де дов-
жина слова η не менша, нiж довжина слова ξ, або у виглядi ξ → e.
У граматицi типу 2 можуть бути лише продукцiї A → ω, де A – не-
термiнальний символ, ω ∈ (N ∪ T )∗. Граматика типу 3 може мати
такi продукцiї: A → ωB, A → ω i A → e, де A, B – нетермiнали, ω –
слово з термiналiв. Iз цих означень випливає, що кожна граматика
типу n, де n = 1, 2, 3, є граматикою типу n − 1. Граматики типу 2
називають контекстно вiльними, бо нетермiнал A в лiвiй частинi
продукцiї A → η можна замiнити словом η в довiльному оточеннi
щоразу, коли вiн зустрiчається, тобто незалежно вiд контексту. Мо-
ву, яку породжує граматика типу 2, називають контекстно вiль-
ною. Якщо в множинi продукцiй P є продукцiя виду γµδ → γνδ,
|µ| ≤ |ν|, то граматику називають контекстно залежною, оскiльки
µ можна замiнити на ν лише в оточеннi слiв γ . . . δ, тобто у вiдповiд-
ному контекстi. Мову, яку породжує граматика типу 1, називають
контекстно залежною. Граматику типу 3 називають праволiнiйною.
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Двоїсто визначають лiволiнiйну граматику; вона може мати такi
продукцiї: A → Bω, A → ω i A → e, де A, B – нетермiнали, ω – сло-
во з термiналiв. Лiволiнiйнi i праволiнiйнi граматики називаються
регулярними. В параграфi 5 наступного роздiлу ми доведемо, що
регулярнi граматики породжують регулярнi мови i тiльки їх.

4.5. Пpиклад. Побудуємо контекстно вiльну граматику, яка поро-
джує мову L = {0n12n | n ≥ 0}.

Ця мова нагадує мову, породжену граматикою з прикладу 4.2,
в тому сенсi, що замiнивши кожну 1 на 11, одержимо граматику
для L. Отже, шукана граматика має вигляд

G = ({S}, {0, 1}, S, {S → e | 0S11}).
Iншим методом побудови граматики є вiдшукання рекурсивної

функцiї, яка пов’язує довшi слова мови L з коротшими словами. На-
приклад, слово 0n+112(n+1) можна записати як 0(0n12n)11. Таким
чином, якщо iснує виведення S ⇒∗ 0n12n, то потрiбна продукцiя
S → 0S11, щоб одержати виведення S ⇒∗ 0n+112(n+1). Продемон-
струємо цю iдею в наступному прикладi.

4.6. Пpиклад. Побудуємо контекстно вiльну граматику, що поро-
джує мову L = {x ∈ {0, 1}∗ | x = xR}.

Оскiльки k-та злiва буква кожного слова має дорiвнювати k-тiй
справа буквi, то слово x ∈ L довжини 2n + 2 може бути записане
або як 0y0, або 1y1 для деякого слова y ∈ L довжини 2n. Отже,
нам потрiбнi правила S → 0S0 i S → 1S1, щоб породити слово x
рекурсивно. Зi сказаного вище випливає, що мова L породжується
граматикою G = ({S}, {0, 1}, S, P ), де множина P мiстить наступнi
продукцiї:

S → e | 0 | 1 | 0S0 | 1S1.

З чотирьох класiв граматик iєрархiї Хомського клас контекс-
тно вiльних граматик є найбiльш важливим з точки зору застосу-
вань до мов програмування i компiляцiї. З допомогою контекстно
вiльної граматики можна визначити бiльшу частину синтаксичної
структури мов програмування. Крiм того, вона є основою рiзних
схем задання перекладiв на машинну мову комп’ютера.

Слово ω належить мовi L(G) контекстно вiльної граматики G
тодi i лише тодi, коли iснує виведення S ⇒∗ ω в G. Воно показує,
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як крок за кроком застосовуються продукцiї граматики, щоб одер-
жати слово ω з початкового нетермiнального символу S. Це виве-
дення можна також продемонструвати наочно з допомогою дерева,
яке називатимемо деревом виведення. Наприклад, розглянемо кон-
текстно вiльну граматику G = ({S}, {a, b, c}, S, P ), де P = {S →
SbS | ScS | a} i слово abaca ∈ L(G). Виведення

S ⇒ SbS ⇒ SbScS ⇒ abScS ⇒ abSca ⇒ abaca

показано на рисунку (а), а виведення

S ⇒ ScS ⇒ SbScS ⇒ abScS ⇒ abSca ⇒ abaca

– на рисунку (б).
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В загальному випадку для контекстно вiльної граматики G =
(N, T, S, P ) дерево виведення будується наступним чином:

1. Вершиною дерева є початковий нетермiнальний символ S.
2. Повторюємо наступнi кроки доти, доки кожен листок дерева

буде або порожнiм символом e, або термiнальним символом: для
кожного листка A ∈ N дерева обираємо продукцiю A → x1x2 . . . xn

граматики G, де xi ∈ N ∪ T , i замiнюємо вершину A ∈ N деревом:
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Якщо конкатенацiя листкiв дерева виведення є словом ω ∈ T ∗,
то кажемо, що дане дерево є деревом виведення для слова ω.

Дерево виведення слова ω вiдповiдає виведенню ω в граматицi
G. Часто дерево виведення вiдповiдає бiльш нiж одному виведен-
ню слова ω. Наприклад, для граматики G, визначеної вище, є 16
рiзних виведень слова ω = abaca в граматицi G. Серед них 8 ви-
ведень, якi починаються з S ⇒ SbS, зображуються одним i ти же
деревом виведення, показаним на рисунку (а). Решту 8 виведень,
що починаються з S ⇒ ScS, зображенi деревом виведення на ри-
сунку (б).

Щоб зробити вiдповiднiсть мiж деревами виведення i виведен-
нями в граматицi G взаємно однозначною, назвемо виведення слова
ω ∈ L(G) лiвим виведенням, якщо завжди застосовується вiдповiд-
на продукцiя граматики G для замiни найлiвiшого нетермiнального
символу в промiжному словi при виведеннi слова ω. Очевидно, що
кожне дерево виведення слова ω вiдповiдає єдиному лiвому виве-
денню слова ω. Наприклад, серед восьми виведень для ω = abaca,
якi починаються з S ⇒ SbS, єдиним лiвим виведенням є

S ⇒ SbS ⇒ abS ⇒ abScS ⇒ abacS ⇒ abaca.

Аналогiчно дається означення правого виведення.
Контекстно вiльна граматика G = (N, T, S, P ) називається не-

однозначною, якщо iснує слово ω ∈ L(G), яке має два або бiль-
ше рiзних дерев виведень. Якщо граматика використовується для
визначення мови програмування, то бажано, щоб вона була одно-
значною. В iншому випадку програмiст i компiлятор можуть по-
рiзному зрозумiти смисл деяких програм.

4.7. Пpиклад. Найвiдомiшим прикладом неоднозначностi в мовах
програмування є „плаваюче” else.

Розглянемо граматику G з правилами

S → if b then S else S | if b then S | a.

Ця граматика неоднозначна, оскiльки слово

if b then if b then a else a

має два виводи

if b then (if b then a) else a та
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if b then (if b then a else a),
яким вiдповiдають два рiзних дерева виведення.

Визначена нами неоднозначнiсть – це властивiсть граматики, а
не мови. Для деяких неоднозначних граматик можна побудувати
рiвносильнi їм однозначнi граматики.

4.8. Пpиклад. Розглянемо граматику i мову з попереднього при-
кладу. Граматика G неоднозначна, бо else можна асоцiювати з
двома рiзними then. З тiєї ж причини мови програмування, в яких
дозволяються як оператори виду if-then, так i оператори виду
if-then-else, можуть бути неоднозначними. Невизначенiсть мо-
жна виправити, якщо домовитися, що else повинно асоцiюватися
з останнiм з записаних перед ним then.

Можна поправити граматику з попереднього прикладу, ввiвши
два нетермiнали S1 i S2 i вимагаючи, щоб S2 породжував оператори
виду if-then-else, тодi як S1 може породжувати оператори обох
видiв. Продукцiї нової граматики є такими:

S1 → if b then S1 | if b then S2 else S1 | a

S2 → if b then S2 else S2 | a.

Той факт, що перед else знаходиться тiльки S2, гарантує по-
яву всерединi конструкцiї then-else або букви a, або iншого else.
Таким чином, структура if b then (if b then a) else a не виникає.

Рекомендована лiтература : [1, с. 92–150], [2, с. 105–123, 163–192], [5,
с. 341–351, 354–359], [17, с. 278–285], [24, с. 14–24].

Питання та вправи до параграфа 4.

4.1. Дайте означення граматики.

4.2. Якi типи граматик ви знаєте?

4.3. Як будується дерево виведення для слова ω?

4.4. Чи може для деякого слова ω iснувати декiлька дерев виве-
дення?
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4.5. Нехай N = {S,A, B}, T = {a, b}. Визначити мову, породжену
граматикою G = (N, T, S, P ) з вказаною множиною продукцiй P :

а) P = {S → AB | aA,A → a,B → ba};
б) P = {S → AB | AA,A → aB | ab,B → b};
в) P = {S → AA | B, A → aaA | aa, B → bB | b};
г) P = {S → aS | Sb | a};
д) P = {S → SS | a | b};
е) P = {S → SS | aSb | e};
є) P = {S → e | aS | aSbS};
ж) P = {e | aSbS | bSaS}.

4.6. Знайти мову, породжену граматикою G = (N,T, S, P ), де
N = {S,A, Q, R}, T = {a}, а множина продукцiй P = {S →
QAQ,QA → QR, RA → AAR, RQ → AAQ, A → a,Q → e}.
4.7. Нехай задана граматика G = (N, T, S, P ), де N = {S, A},
T = {0, 1}, множина продукцiй

P = {S → 0S | 1A | 1 | e,A → 1A | 1}.
а) Побудувати вивiд для слова 0316;
б) Показати, що дана граматика породжує мову {0m1n |m,n =

0, 1, 2, . . .}.
4.8. Побудувати граматики, якi породжують вказанi мови:

а) {012n | n = 0, 1, . . .};
б) {03n1n | n = 0, 1, . . .};
в) {0n1m0n | m,n = 0, 1, . . .}.

4.9. З’ясувати, до яких типiв за класифiкацiєю Хомського нале-
жить граматика G з множиною продукцiй P :

а) P = {S → SAB,SA → a,B → b};
б) P = {S → ABS, AB → ab, S → c};
в) P = {S → aAB, A → Bb, B → e};
г) P = {S → aA,A → bB,B → b | e};
д) P = {S → A,A → B, B → e}.

4.10. Побудувати лiволiнiйну граматику для формальної мови
всiх слiв довжини менше шести в алфавiтi {0, 1,m, n}, якi почи-
наються з букв m або n.
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4.11. Побудувати праволiнiйну граматику, яка породжує множи-
ну цiлих чисел.

4.12. Довести, що жодне слово мови L(G) не мiстить пiдслова ba,
де контекстно-вiльна граматика G задана продукцiями

S → aS | bA | a, A → bA | b.

4.13. Показати, що кожне слово мови L(G) мiстить бiльше букв a,
нiж букв b, де контекстно-вiльна граматика G задана продукцiями

S → Sa | bSS | SSb | SbS | a.

4.14. Показати, що мова

{ω ∈ {0, 1}∗ | ω мiстить однакову кiлькiсть букв 0 та 1 }
не породжується граматикою з продукцiями

S → 0S1 | 01S | 1S0 | 10S | S01 | S10 | e.

4.15. Довести, що мова

{ω ∈ {0, 1}∗ | ω мiстить однакову кiлькiсть букв 0 та 1 }
породжується граматикою з продукцiями

S → SS | 0S1 | 1S0 | e.

4.16. Яку формальну мову породжує граматика з продукцiями

S → aSBa|aba, aB → Ba, bB → bb ?

4.17. Нехай G – граматика з N = {S}, T = {a, b, c}, початковий
символ S i множина продукцiй

P = {S → abS | bcS | bbS | a | cb}.
Побудувати дерево виведення для слiв:

а) bbbcbba
б) bcabbbbbcb.

4.18. Показати, що граматика

G = {{S}, {+, x}, S, {S → S + S | x}}
є неоднозначною. Побудувати всi дерева виведення для слiв x+x+x
та x + x + x + x.



Роздiл II

Скiнченнi автомати

§ 1. Автомати. Їх типи та задання
Iснує багато рiзноманiтних методiв перетворення iнформацiї.

Алгоритм роботи перетворювачiв iнформацiї можна iнтуїтивно ви-
значити як деяку сукупнiсть правил, за якими даний пристрiй пе-
ретворює вхiдну iнформацiю у вихiдну. В даному параграфi ми роз-
глянемо перетворювач iнформацiї, який називається автоматом.

Щоб перейти до формальних методiв опису процесу перетво-
рення iнформацiї з допомогою автоматiв, розглянемо деякий при-
стрiй, який має n входiв i m виходiв. Будемо вважати, що на входи
iнформацiя подається в дискретнi моменти часу t0, t1, . . . , tn. Iн-
тервал часу ti+1 − ti називається тактом. Аналогiчно i з виходiв
iнформацiя одержується дискретно в часi. На кожному iз входiв
(виходiв) сигнал може приймати дискретнi значення з деякого на-
бору u0, u1, . . . , uq. Сукупнiсть значень вхiдних сигналiв у момент
часу ti називатимемо вхiдною буквою, а послiдовнiсть вхiдних букв
– вхiдним словом. Множину всiх вхiдних букв назвемо вхiдним ал-
фавiтом. Аналогiчнi означення вiдносяться i до вихiдних сигналiв.

Давши це означення, можна уявляти будь-який перетворювач
iнформацiї як пристрiй з одним входом, на який надходять сло-
ва, складенi з букв вхiдного алфавiту, i з одним виходом, з якого
отримуються слова в вихiдному алфавiтi. Процес перетворення iн-
формацiї в такому пристрої зводиться до встановлення деякої вiд-
повiдностi мiж словами вхiдного та вихiдного алфавiтiв.

Автоматом називають перетворювач алфавiтної iнформацiї,
який має один вхiд i один вихiд. Для задання умов функцiонування
автомата фiксуються три множини, елементами яких є букви трьох
алфавiтiв: вхiдного X = {x1, . . . , xm}, вихiдного Y = {y1, . . . , yl} i
множини внутрiшнiх станiв автомата Q = {q0, . . . , qn}.

40
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Автомат складається з трьох частин: стрiчки, головки i керую-
чого пристрою. Стрiчка використовується для запису вхiдних да-
них (вхiдного слова). Вона подiлена на скiнченну кiлькiсть комiрок.
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Головка переглядає стрiчку, читає букву з неї i передає одер-
жану iнформацiю керуючому пристрою. Кожного разу головка пе-
реглядає тiльки одну комiрку стрiчки, читає записану в нiй букву
i переходить до наступної комiрки праворуч. Керуючий пристрiй
складається з елементiв множини станiв Q.

Автомат функцiонує в дискретнi моменти часу, якi прийнято
позначати цiлими невiд’ємними числами t = 0, 1, . . . , k. В початко-
вий момент часу t = 0 керуючий пристрiй завжди знаходиться в
початковому станi q0 = q(0), в якому автомат починає роботу над
вхiдним словом. Потiм за активним станом i зчитаною головкою
буквою вiн визначає, в який стан потрiбно перейти, i яку букву тре-
ба написати на мiсцi прочитаної вхiдної букви. На згаданих вище
множинах задаються двi функцiї. Функцiя переходiв δ, яка визна-
чає стан автомата q(t + 1) ∈ Q в момент часу t + 1 в залежностi вiд
його стану q(t) ∈ Q i значення вхiдного сигналу x(t) ∈ X в момент
часу t: q(t + 1) = δ(q(t), x(t)). Тобто змiна станiв визначається за
допомогою функцiї двох змiнних δ : Q ×X → Q. Функцiя виходiв
f : Q×X → Y визначає значення вихiдного сигналу y(t) ∈ Y в за-
лежностi вiд стану автомата q(t) ∈ Q i значення вхiдного сигналу
x(t) ∈ X в момент часу t. Таким чином, якщо керуючий пристрiй



42 II. СКIНЧЕННI АВТОМАТИ

перебуває в станi q ∈ Q i головка зчитує з стрiчки букву a ∈ X, то
керуючий пристрiй переходить в новий стан p = δ(q, a) i на мiсцi
букви a записується буква b = f(q, a).

Коли на вхiд автомата подавати слово (послiдовнiсть вхiдних
букв), на виходi також з’являється слово (послiдовнiсть вихiдних
букв). У цьому випадку автомат A можна розглядати як алфавi-
тний перетворювач iнформацiї, який перетворює слова вiльної на-
пiвгрупи F (X) в слова вiльної напiвгрупи F (Y ). Визначена таким
чином словесна функцiя gA : F (X) → F (Y ) називається функцiєю,
визначеною автоматом A, або автоматною A-функцiєю.

Для повного опису автомата потрiбно видiлити множину F ⊂ Q
кiнцевих станiв, в яких вiн пiдтверджує, що вхiдне слово належить
шуканiй мовi. Таким чином, ми приходимо до такого визначення
автомата.

Сiмка A = (Q,X, Y, δ, f, q0, F ) називається автоматом Мiлi,
якщо вона складається iз множини станiв автомата Q, множини
вхiдних букв X, множини вихiдних букв Y , функцiї переходiв δ :
Q×X → Q, функцiї виходiв f : Q×X → Y , початкового стану q0 та
множини кiнцевих станiв F . Множини X i Y називають вiдповiдно
вхiдним i вихiдним алфавiтами автомата. Якщо δ(a, x) = a′, то
кажуть, що автомат Q пiд дiєю вхiдного сигналу x ∈ X переходить
в стан a′, або сигнал x переводить автомат Q iз стану a в стан a′.
Якщо f(a, x) = y, то кажуть, що автомат Q перетворює в станi a
вхiдний сигнал x ∈ X у вихiдний сигнал y ∈ Y .

Як саме працює автомат на вхiдному словi? На початку робо-
ти керуючий пристрiй перебуває в початковому станi q0, на стрiчцi
записане вхiдне слово i головка зчитує букву з першої злiва комiр-
ки. Потiм автомат працює крок за кроком вiдповiдно до функцiй
переходiв δ та виходiв f . Вiн зупиняє роботу тодi, коли головка
прочитає букву, записану в останнiй справа комiрцi стрiчки. Ко-
ли обробка автоматом вхiдного слова завершилася, то кажуть, що
автомат розпiзнає вхiдне слово, якщо вiн зупиняється в одному
з кiнцевих станiв множини F . В протилежному випадку, кажуть,
що вхiдне слово не розпiзнається автоматом. Якщо ж множина
F кiнцевих станiв не задана, то вважається, що автомат розпiзнає
всi слова вхiдного алфавiту. Формальна мова всiх слiв вхiдного ал-
фавiту X, якi розпiзнаються автоматом A, позначається L(A). В
цьому випадку кажуть, що мова L(A) розпiзнається автоматом
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A. Множина всiх вихiдних слiв автомата A, якi є результатом ро-
боти автомата на мовi L(A), називається мовою, що породжується
автоматом A.

Автомат A = (Q,X, Y, δ, f, q0, F ) називається скiнченним, якщо
всi три множини – Q, X i Y – скiнченнi, i нескiнченним, якщо хоч
одна з них нескiнченна.

Автомат називається повним або повнiстю визначеним, якщо
функцiї переходiв i виходiв всюди визначенi, i частковим, якщо хоч
одна з них є частково визначеною функцiєю.

Iнодi трапляються автомати, в яких компонент δ – не функцiя,
а деяке вiдношення, тобто в таких автоматах не виконується умо-
ва однозначностi переходу. Автомати такого типу називаються не-
детермiнованими. Якщо ж вiдношення δ є функцiєю, то автомат
називається детермiнованим. Отже, для детермiнованого автома-
та Q з початковим станом a однозначно знаходиться стан b, в який
автомат перейде пiд дiєю слова ω ∈ F (X). А в недетермiнованому
автоматi таких станiв може бути не один, а декiлька. Ясно, що клас
детермiнованих автоматiв є пiдкласом класу недетермiнованих ав-
томатiв.

Крiм класiв детермiнованих i недетермiнованих автоматiв iсну-
ють i iншi спецiальнi класи. Серед них видiляються деякi виродженi
класи автоматiв, в яких одна з множин (Q, X або Y ) одноелемен-
тна. У таких випадках розглядаються спрощенi моделi автоматiв.
Наведемо деякi приклади.

Автомат без пам’ятi – це трiйка (X, Y , f), де f : X → Y . Цей
автомат виконує побуквену трансформацiю букв вхiдного алфавiту
X у букви вихiдного алфавiту Y , при якiй на одну i ту ж вхiдну
букву x ∈ X вiн реагує одною i тою ж вихiдною буквою y ∈ Y . По-
няття автомат без пам’ятi – основне в теорiї перемикальних схем,
яка вивчає способи подання таких автоматiв мережами iз логiчних
елементiв.

Автономний автомат – це четвiрка (Q,Y, δ, f), де δ : Q →
Q, f : Q → Y . Для такого автомата поданням початкового стану
визначається весь подальший процес його функцiонування.

Автомат без виходiв – це п’ятiрка (Q,X, δ, q0, F ), де F – мно-
жина кiнцевих станiв автомата, а q0 ∈ Q – початковий стан ав-
томата. Такi автомати будуть детальнiше розглянутi в наступних
параграфах.
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Iз перелiчених класiв автоматiв тiльки автомати без виходiв, з
точки зору теорiї, викликають iнтерес, бо в двох попереднiх випад-
ках поведiнка автомата є наперед визначеною.

Автомати Мура є окремим випадком автоматiв Мiлi. Автомат
A = (Q,X, Y, δ, f, q0, F ) називається автоматом Мура, якщо f(q, x1)
= f(q, x2) для кожних q ∈ Q та x1, x2 ∈ X. В автоматi Мура вихi-
дний сигнал y момент часу t однозначно визначається станом ав-
томата в той же момент часу, тобто y(t) = h(q(t)), де h : Q → Y .
Функцiя h називається функцiєю вiдмiток автомата, а її значення
h(a) на станi a – вiдмiткою цього стану.

Хоча автомати Мура i є окремим випадком автоматiв Мiлi, в
теорiї автоматiв вони заслуговують на особливу увагу, оскiльки в
рядi випадкiв їх специфiчнi властивостi дають можливiсть будува-
ти бiльш змiстовну i глибоку теорiю, нiж теорiя автоматiв Мiлi.

Перейдемо до розгляду скiнченних автоматiв i способiв їх зада-
ння.

У загальному випадку для задання скiнченних автоматiв ко-
ристуються двома стандартними способами, якi називаються унi-
версальними – це таблицi переходiв i виходiв та графи переходiв i
виходiв.

Таблицi переходiв i виходiв автомата – це двi матрицi однако-
вої розмiрностi, стовпчики яких вiдмiченi рiзними буквами вхiдного
алфавiту, а рядки – рiзними символами станiв автомата. Для фун-
кцiї переходiв (перша матриця) на перетинi i-го рядка, вiдмiченого
станом a ∈ Q, i j-го стовпчика, вiдмiченого буквою x ∈ X, знахо-
диться значення δ(a, x) = b. Аналогiчно для функцiї виходiв (друга
матриця) на перетинi i-го рядка i j-го стовпчика знаходиться зна-
чення f(a, x) = y ∈ Y . Вважають, що початковий стан автомата
вiдмiчає перший рядок як в таблицi переходiв, так i в таблицi ви-
ходiв.

1.1. Пpиклад. Автомат A=({q0, q1, q2, q3}, {a, b}, {0, 1}, δ, f, q0, {q1})
задається такими таблицями переходiв i виходiв:

δ a b f a b
q0 q2 q1 q0 0 1
q1 q3 q0 q1 0 1
q2 q0 q3 q2 0 1
q3 q1 q2 q3 0 1
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В якому б станi даний автомат не перебував, вiн замiнює букви
a i b на 0 i 1 вiдповiдно. Таким чином, скiнченний автомат A пе-
реписує будь-яке слово в алфавiтi {a, b} в слово в алфавiтi {0, 1}.
Автомат A не є автоматом Мура, оскiльки перебуваючи в станi q0

вiн замiнює букву a на 0, а букву b – на 1.

Граф переходiв i виходiв скiнченного автомата A є альтерна-
тивним шляхом для зображення A. Вiн являє собою помiчений орi-
єнтований граф, вершини якого взаємно однозначно вiдповiдають
станам автомата. Стрiлки графа вiдмiченi парами букв: перша – бу-
ква вхiдного алфавiту, друга – буква вихiдного алфавiту. У даному
випадку вiдповiднiсть мiж графом переходiв i виходiв та функцiя-
ми переходiв δ i виходiв f така, що коли δ(a, x) = a′ i f(a, x) = y,
то в графi з вершини a у вершину a′ веде стрiлка, вiдмiчена парою
(x/y), i навпаки, коли в графi переходiв i виходiв автомата iснує
стрiлка (a, a′), вiдмiчена парою (x/y), то для функцiй переходу δ i
виходу f виконуються рiвностi δ(a, x) = a′ i f(a, x) = y. Крiм то-
го, щоб пiдкреслити початковий стан q0, проводиться стрiлка без
початкової вершини, кiнцевою вершиною якої є стан q0. Кiнцевий
стан позначається двома концентричними колами.

1.2. Пpиклад. Граф переходiв i виходiв для автомата з прикладу
1.1 має вигляд:

// GFED@ABCq0
a/0

//

b/1

²²

GFED@ABCq2

b/1

²²

a/0
rr

GFED@ABC?>=<89:;q1

a/0

22

b/1

KK

GFED@ABCq3
a/0oo

b/1

SS

З наведеної вiдповiдностi мiж графом автомата та його функцi-
ями переходiв i виходiв випливає, що не кожен граф, стрiлки якого
вiдмiченi парами символiв iз деяких алфавiтiв X i Y , буде графом
переходiв i виходiв детермiнованого автомата. Для того, щоб вiд-
мiчений граф був графом детермiнованого автомата, необхiдно i
достатньо, щоб виконувались двi умови, якi називаються умовами
автоматностi графа:
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1)не iснує двох стрiлок з однаковими вхiдними вiдмiтками, що
виходять з однiєї i тiєї ж вершини (умова однозначностi);

2)для будь-якої вершини i вхiдного символу iснує стрiлка, що
виходить iз цiєї вершини i вiдмiчена цим вхiдним символом (умова
повноти).

Отже, для недетермiнованих автоматiв не виконується умова 1),
а для часткових – умова 2). Незважаючи на це, як недетермiнованi,
так i частковi автомати теж зображують графами.

1.3. Пpиклад. Побудувати детермiнований скiнченний автомат Му-
ра, який всi букви бiнарного слова ω ∈ {0, 1}∗, що стоять на непар-
них позицiях, замiнює на букву a, а на парних – на букву b.

Граф переходiв i виходiв шуканого автомата A має вигляд:

// ONMLHIJKq0

0,1/a

** ONMLHIJKq1

0,1/b

jj

Перебуваючи в станi q0, даний автомат замiнює кожну букву
вхiдного слова на букву a, а в станi q1 – на букву b.

Таким чином, шуканий автомат A задається як шiстка

A = (Q,X, Y, δ, f, q0),

де Q = {q0, q1}, X = {0, 1}, Y = {a, b}, а функцiї переходiв δ i
виходiв f заданi таблицями:

δ 0 1 f 0 1
q0 q1 q1 q0 a a
q1 q0 q0 q1 b b

1.4. Пpиклад. Нехай X = Y = {0, 1}. Побудуємо детермiнований
скiнченний автомат, який „шифрує” всi бiтовi рядки з 0 та 1, замi-
нюючи всi бiти, якi стоять на позицiях кратних 3, на протилежнi.

Граф переходiв i виходiв шуканого автомата A має вигляд:



§ 1. АВТОМАТИ. ЇХ ТИПИ ТА ЗАДАННЯ 47

// ONMLHIJKq0
0/0, 1/1 // ONMLHIJKq1

0/0, 1/1
yyrrrrrrrrrrrrrr

ONMLHIJKq2

0/1, 1/0

eeLLLLLLLLLLLLLL

Зауважимо, що якщо „зашифровану” послiдовнiсть (вихiдне сло-
во) з 0 та 1 подати на вхiд цього автомата, то одержимо початкову
послiдовнiсть (вхiдне слово), тобто цей автомат одночасно буде й
„дешифруючим пристроєм”.

Функцiї переходiв i виходiв можна продовжити на вхiдну i ви-
хiдну напiвгрупи F (X) i F (Y ). Для цього необхiдно покласти

δ(q, e) = q, δ(q, aω) = δ(δ(q, a), ω),

f(q, e) = e, f(q, aω) = f(q, a)f(δ(q, a), ω).
Використовуючи iндукцiю за довжиною слова ω, неважко до-

вести таке спiввiдношення:

δ(q, aω) = δ(δ(q, a), ω),

f(q, aω) = f(q, a)f(δ(q, a), ω).
Дiйсно, якщо ω = x, тобто l(ω) = 1, то база iндукцiї має мiсце

за означенням.
Якщо ж ω = νx i для ν спiввiдношення асоцiативностi викону-

ється, то

δ(q, aω) = δ(δ(q, aν), x) = δ(δ(q, a), νx),

f(q, aνx) = f(q, aω)f(δ(q, aν), x) =

= f(q, a)f(δ(q, a), α)f(δ(q, aν), x) = f(q, a)f(δ(q, a), νx).

Якщо δ(p, ω) = q, то кажемо, що автомат A переходить iз
стану p в стан q пiд дiєю слова ω, або, що слово ω переводить
автомат A iз стану p в стан q.
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Стан q називається досяжним iз стану p (p → q), коли iснує таке
вхiдне слово ω, яке переводить автомат A iз стану p в стан q. Для
того, щоб встановити досяжнiсть q з p, достатньо в графi переходiв i
виходiв знайти шлях iз вершини p у вершину q. Очевидно, що коли
такий шлях iснує, то послiдовнiсть перших компонентiв вiдмiток
стрiлок цього шляху i буде складати слово ω.

Зауважимо, що для встановлення досяжностi q з p достатньо
розглядати лише такi шляхи в графi автомата (вони називаються
простими), якi не проходять двiчi через одну i ту ж вершину гра-
фа. Це зауваження дає можливiсть обмежити пошук необхiдного
вхiдного слова лише такими словами, довжина яких не перевищує
загальної кiлькостi станiв автомата. Ясно, що у випадку скiнченних
автоматiв перевiрка iстинностi вiдношення p → q завжди можлива.

Рекомендована лiтература : [4, с. 494–509, 552–564], [5, с. 385–398],
[12, с. 286–309], [13, с. 410–426], [17, с. 285–289].

Питання та вправи до параграфа 1.

1.1. Дайте означення скiнченного автомата.

1.2. Якi типи автоматiв вам вiдомi?

1.3. В чому полягає рiзниця мiж автоматом Мура та автоматом
Мiлi?

1.4. Якi способи задання автоматiв ви знаєте?

1.5. Коли ми кажемо, що стан q скiнченного автомата A є дося-
жним iз стану p?

1.6. Побудувати граф скiнченного автомата A = (Q,X, Y, δ, f, q0),
де Q = {q0, q1, q2}, X = {0, 1, 2}, Y = {a, b, c}, а функцiї переходiв δ
i виходiв f заданi таблицями:

δ 0 1 2 f 0 1 2
q0 q1 q1 q2 q0 a b a
q1 q1 q2 q0 q1 b c b
q2 q1 q0 q2 q2 c a b

Визначте, в яке слово перетворює автомат A кожне з наступних
вхiдних слiв:
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а) 012;
б) 001022;

в) 100000;
г) 000111222.

1.7. Побудувати граф скiнченного автомата A = (Q,X, Y, δ, f, q0),
де Q = {q0, q1}, X = {00, 01, 10, 11}, Y = {0, 1}, а функцiї переходiв
δ i виходiв f заданi таблицями:

δ 00 01 10 11 f 00 01 10 11
q0 q0 q0 q0 q1 q0 0 1 1 0
q1 q0 q1 q1 q1 q1 1 0 0 1

В чому полягає робота даного автомата?

1.8. В чому полягає робота автомата A = (Q,X, Y, δ, f, q0), де
Q = {q0, q1}, X = {0, 1, ∗}, Y = {0, 1,+,−}, а функцiї переходiв
δ i виходiв f заданi таблицями:

δ 0 1 ∗ f 0 1 ∗
q0 q0 q1 q0 q0 0 1 +
q1 q1 q0 q0 q1 0 1 −

?

1.9. Скiнченний автомат A заданий графом:

GFED@ABCq1 a/all

b/a

¯¯

// GFED@ABCq0

a/b

88qqqqqqqqqqqqqq

b/b
&&MMMMMMMMMMMMMM

GFED@ABCq2 b/b
rr

a/b

LL

Задати його як шiстку A = (Q,X, Y, δ, f, q0) i з’ясувати у чому по-
лягає робота автомата.

1.10. Нехай X = {a, b, c}, Y = {∗, +, ¦}. Побудувати детермiнова-
ний скiнченний автомат, який реалiзує алгоритм шифрування вхi-
дного слова шифром простої замiни, мiняючи букву a на ∗, b на +
i c на ¦.
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1.11. Нехай X = Y = {a, b, c, d}. Побудувати скiнченний автомат,
який шифрує букви вхiдного слова, якi знаходяться на парних по-
зицiях, шифром зсуву на двi букви праворуч, а на непарних – на
три букви лiворуч.

1.12. Нехай X = Y = {0, 1, 2}. Побудувати скiнченний автомат,
який шифрує вхiдне слово, замiнюючи цифру x на позицiї 3n+k ≥
1, де n ≥ 0, k ∈ {0, 1, 2}, остачею вiд дiлення x + k на 3.

1.13. Побудувати „дешифруючi автомати” для автоматiв з двох
попереднiх прикладiв.

1.14. Побудувати скiнченний автомат з виходом, у якого вхiдний
алфавiт X = {0, 1, a} i вихiдний Y = {0, 1, p, n}. Вихiдна послiдов-
нiсть з 0 та 1 збiгається з вхiдною, а на кожний символ запиту a

друкується p, якщо кiлькiсть 0 вiд початку роботи парна, i n – якщо
непарна.

1.15. Нехай X = Y = {a, b}. Побудувати скiнченний автомат,
який дає на виходi слово, що складається тiльки з букв a, тодi i
лише тодi, коли вхiдне слово мiстить префiкс ab.

1.16. Нехай X = Y = {a, b}. Побудувати скiнченний автомат,
який дає на виходi слово, що закiнчується буквою b, тодi i лише
тодi, коли вхiдне слово не мiстить суфiкса bbb.

§ 2. Детермiнованi скiнченнi автомати без
виходу

В цьому параграфi ми на прикладах розглянемо методи побудо-
ви детермiнованих скiнченних автоматiв (ДСА) без виходу. Зокре-
ма покажемо, що клас формальних мов, якi розпiзнаються детер-
мiнованими скiнченними автоматами, є замкненим вiдносно об’єд-
нання, перетину, доповнення, рiзницi та симетричної рiзницi.

2.1. Пpиклад. Знайти формальну мову, що розпiзнається ДСА
A = (Q,X, δ, q0, F ), який заданий помiченим графом:
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GFED@ABCq1
1 //

0

""EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
GFED@ABCq2

0

ÃÃA
AA

AA
AA

AA

1

­­

// GFED@ABCq0

0

>>}}}}}}}}}

1
ÃÃA

AA
AA

AA
AA

GFED@ABC?>=<89:;q3 0,1
ll

GFED@ABCq4
0 //

1
²²

GFED@ABCq5

1

>>}}}}}}}}}

0

TT

GFED@ABCq6 0,1
ll

Нагадаємо, що слово ω ∈ L(A) тодi i тiльки тодi, коли автомат
A зупиняє аналiз ω в одному з кiнцевих станiв множини F . Якщо
при аналiзi слова ω автомат переходить в стан q6, то дане слово не
розпiзнається A, i навпаки, перейшовши в кiнцевий стан q3 автомат
розпiзнає слово ω. Отже, нам потрiбно проаналiзувати, як зi стану
q0 можна перейти в стан q3. Всього є три типи шляхiв з q0 в q3:

(q0, q1, q2, . . . , q2, q3); (q0, q1, q5, . . . , q5, q3); (q0, q4, q5, . . . , q5, q3).

Вони вiдповiдають словам, префiкси яких належать регулярним
мовам 011∗0, 000∗1 i 100∗1 вiдповiдно. Таким чином,

L(A) = (011∗0 + 000∗1 + 100∗1)(0 + 1)∗.

2.2. Пpиклад. Побудувати граф ДСА A = (Q,X, δ, q0, F ) i знайти
мову, яка розпiзнається A, якщо Q = {q0, q1, q2, q3}, X = {0, 1},
F = {q1, q2}, а функцiя переходiв δ задана таблицею:

δ 0 1
q0 q1 q3

q1 q2 q3

q2 q2 q2

q3 q3 q3

Помiчений граф автомата A має вигляд:
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// GFED@ABCq0
0 //

1
ÃÃA

AA
AA

AA
AA

GFED@ABC?>=<89:;q1
0 //

1
²²

GFED@ABC?>=<89:;q2

0

­­

1

TT

GFED@ABCq3

1

66 0ll

Знайдемо мову L(A), яка розпiзнається автоматом A.
З графа ДСА видно: перейшовши в стан q3, автомат залишає-

ться в ньому до кiнця роботи i ω /∈ L(A). З iншого боку, перейшов-
ши в кiнцевий стан q2, автомат нiколи не покине даного стану, i
такi слова розпiзнаються ДСА. З вищесказаного випливає, що мо-
ва L(A) мiстить слово 0 (аналiз якого зупиняється в станi q1) i всi
слова, якi мають префiкс 00. Таким чином, L(A) записується регу-
лярним виразом 0 + 00(0 + 1)∗.

2.3. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мають префiкс 01.

Легко бачити, що регулярний вираз шуканої формальної мови
має вигляд 01(0 + 1)∗. Побудуємо граф цього регулярного виразу:

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABC?>=<89:;q2 0,1
ll

Даний граф не є графом ДСА, оскiльки в графi ДСА з кожної
вершини q має виходити єдина стрiлка з позначкою a для кожної
пари (q, a) ∈ Q×X. Щоб виконати цю умову, побудуємо додаткову
тупикову вершину q3 i стрiлки q0 → q3 i q1 → q3 з позначками 1 i 0
вiдповiдно. Шуканий граф ДСА має вигляд:

// GFED@ABCq0
0 //

1
&&MMMMMMMMMMMMMM
GFED@ABCq1

1 //

0
²²

GFED@ABC?>=<89:;q2 0,1
ll

GFED@ABCq3 0,1
ll

2.4. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00.

Спершу зауважимо, що з регулярного виразу (0 + 1)∗00(0 + 1)∗
не можна визначити перше входження пари 00 у вхiдному словi.
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З другого боку, шуканий ДСА має виявляти 00 вже при першому
його входженнi. Проаналiзуємо дану проблему детальнiше.

Припустимо, що на стрiчцi записане слово ω = x1x2 . . . xn, де
xi ∈ {0, 1}. Ми маємо перевiряти кожне пiдслово x1x2, x2x3, . . . ,
xn−1xn, i як тiльки виявиться, що деяка пара рiвна 00, робити ви-
сновок, що слово w розпiзнається ДСА. Звiдси випливає наступний
алгоритм побудови графа автомата:
Крок 1. Будуємо граф

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

0 // GFED@ABC?>=<89:;q2 0,1
ll

з кiнцевою вершиною q2, з допомогою якої розпiзнаються слова, що
мiстять 00. Зокрема, якщо x1x2 = 00, то слово ω розпiзнається.
Крок 2. Якщо x1 = 1, то залишаємо пiдслово x1x2 i переходимо
до перевiрки x2x3. Таким чином, автомату потрiбно перейти в стан
q0, тобто δ(q0, 1) = q0.

// GFED@ABCq0

1

··
0 // GFED@ABCq1

0 // GFED@ABC?>=<89:;q2 0,1
ll

Крок 3. Якщо x1 = 0 i x2 = 1, то нi пiдслово x1x2, нi x2x3 не
дорiвнює 00. Отже, керуючий пристрiй ДСА має перейти в стан q0

для аналiзу пiдслова x3x4. Таким чином, покладемо δ(q1, 1) = q0.
Граф шуканого ДСА має вигляд:

// GFED@ABCq0

1

··

0

22 GFED@ABCq1
0 //

1
rr GFED@ABC?>=<89:;q2 0,1

ll

2.5. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00101.

Аналогiчно, як i в попередньому прикладi, крок за кроком бу-
дуємо граф ДСА:

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

0 // GFED@ABCq2
1 // GFED@ABCq3

0 // GFED@ABCq4
1 // GFED@ABC?>=<89:;q5 0,1

ll
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// GFED@ABCq0

1

TT
0 // GFED@ABCq1

0 //

1

gg
GFED@ABCq2

1 // GFED@ABCq3
0 // GFED@ABCq4

1 // GFED@ABC?>=<89:;q5 0,1
ll

// GFED@ABCq0

1

TT
0 // GFED@ABCq1

0 //

1

gg
GFED@ABCq2

0

TT
1 // GFED@ABCq3

0 // GFED@ABCq4
1 // GFED@ABC?>=<89:;q5 0,1

ll

// GFED@ABCq0

1

TT
0 // GFED@ABCq1

0 //

1

gg
GFED@ABCq2

0

TT
1 // GFED@ABCq3

1

xx 0 // GFED@ABCq4

0

ii
1 // GFED@ABC?>=<89:;q5 0,1

ll

2.6. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мають суфiкс 01.

Спершу побудуємо наступний граф:

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABC?>=<89:;q2

Стани q0 та q1 вказують, що „не знайдено префiкса слова 01” та
„знайдений префiкс 0 слова 01” вiдповiдно. Аналогiчно, як i в по-
передньому прикладi, покладемо δ(q0, 1) = q0 i δ(q1, 0) = q1. Якщо
перейшовши в стан q2 автомат не закiнчив аналiз вхiдного слова,
то необхiдно покласти δ(q2, 0) = q1 i δ(q2, 1) = q0. Таким чином,
шуканий граф ДСА має вигляд:

// GFED@ABCq0

1

­­
0 // GFED@ABCq1

0

­­ 1
(( GFED@ABC?>=<89:;q2

0hh

1

gg
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2.7. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi двiйковi нату-
ральнi числа, якi конгруентнi нулю за модулем 5.

Iдея побудови даного ДСА подiбна до iдеї побудови автоматiв
з попереднiх двох прикладiв. Побудуємо п’ять станiв q0, q1, . . . , q4

i вважаємо, що кожен стан qi має значення „префiкс α вхiдного
слова має властивiсть α ≡ i(mod 5)”. Тобто потрiбно визначити
δ(q0, x1x2 . . . xk) = qi, якщо x1x2 . . . xk ≡ i(mod 5).

Як же побудувати стрiлки мiж станами автомата, використову-
ючи цю iдею? Нагадаємо, що для функцiї переходiв δ виконується
наступна рiвнiсть:

δ(δ(q0, ω), a) = δ(q0, ωa)

для будь-якого бiнарного слова ω i довiльного a ∈ {0, 1}. Припу-
стимо, що δ(q0, ω) = qi i δ(q0, ωa) = qj . Тодi мають виконуватися
конгруенцiї: ω ≡ i(mod 5) i ωa ≡ j(mod 5). Таким чином,

j ≡ ωa(mod 5) ≡ 2 · ω + a(mod 5) ≡ 2 · i + a(mod 5).

Отже, покладемо δ(qi, a) = qj , якщо j ≡ 2 · i + a(mod 5). На-
приклад, δ(q2, 0) = q4 i δ(q2, 1) = q0. Крiм того, стан q0 є єдиним
кiнцевим станом, оскiльки δ(q0, ω) = q0 означає, що ω ≡ 0(mod 5).

Насамкiнець зауважимо, що двiйковий запис натурального чи-
сла завжди починається з 1. Таким чином, потрiбно додати новий
початковий стан s i тупиковий стан p як показано на графi:
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2.8. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00 або закiнчуються
на 01.

Шукана мова є об’єднанням двох мов, записаних регулярними
виразами (0+1)∗00(0+1)∗ i (0+1)∗01. В прикладах 2.4 та 2.6 ми по-
будували ДСА, якi розпiзнають цi двi мови. Для перевiрки того, чи
вхiдне слово ω належить об’єднанню цих мов, можна аналiзувати
слово ω двома автоматами паралельно. Наприклад, нехай ω = 0101.
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На першому ДСА обчислювальний шлях для слова ω має вигляд
(q0, q1, q0, q1, q0), а на другому – (q0, q1, q2, q1, q2). Оскiльки аналiз ω
на другому ДСА закiнчується в кiнцевому станi, то слово належить
об’єднанню мов.

Iдея побудови ДСА для об’єднання цих мов полягає в розглядi
так званого добутку автоматiв. Нехай A1 = (Q1, X, δ1, q0, F1) i A2 =
(Q2, X, δ2, q0, F2) – два автомати (зауважимо, що Q1 i Q2 можуть
мати стани з однаковими назвами, якi виконують рiзнi функцiї в
двох ДСА). Визначимо добуток A = A1 × A2 автоматiв A1 i A2

наступним чином. Нехай A = (Q,X, δ, q̃0, F ). Покладемо

Q = Q1 ×Q2 = {(qi, qj) | qi ∈ Q1, qj ∈ Q2},
δ((qi, qj), a) = (δ1(qi, a), δ2(qj , a)) i q̃0 = (q0, q0).

Наприклад, обчислювальний шлях слова ω = 0101 в добутку
автоматiв A має вигляд: (q0, q0); (q1, q1); (q0, q2); (q1, q1); (q0, q2).
Якщо qi ∈ F1 або qj ∈ F2, то покладаємо (qi, qj) ∈ F , тобто F =
(F1×Q2)∪(Q1×F2). Очевидно, що даний автомат A розпiзнає об’єд-
нання мов, якi розпiзнаються автоматами A1 та A2. Граф шуканого
ДСА має вигляд:

//
º¹ ¸·
³´ µ¶(q0, q0)

1

©©
0 //

º¹ ¸·
³´ µ¶(q1, q1)

0 //

1
¥¥

º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤(q2, q1)

1
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0
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¨§ ¦¥
¡¢ £¤(q2, q2)

0kk
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0

DD
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hhQQQQQQQQQQQQQQQ º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤(q2, q0)

0

OO

1

VV

Звернемо увагу на два важливi факти, пов’язанi з автоматом
A. По-перше, оскiльки стани (q0, q1), (q1, q0) та (q1, q2) є недосяжни-
ми з початкового стану (q0, q0), то ми їх опускаємо. По-друге, ста-
ни (q2, q1), (q2, q0) та (q2, q2) можуть бути об’єднанi в єдиний стан,
оскiльки всi вони є кiнцевими i неможливо їх покинути, якщо ав-
томат перейшов хоча б в один iз них.

2.9. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00 i закiнчуються
на 01.
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Дана мова є перетином двох мов, записаних регулярними вира-
зами (0+1)∗00(0+1)∗ i (0+1)∗01. В прикладi 2.8 побудовано добуток
автоматiв, який розпiзнає об’єднання заданих мов. Тут ми розгля-
немо той самий добуток ДСА, в якому лише помiняємо множину
кiнцевих станiв, поклавши F = F1 × F2. Граф шуканого автома-
та такий же, як i автомата з прикладу 2.8, з тiєю рiзницею, що
множина F кiнцевих станiв мiстить тiльки стан (q2, q2).

2.10. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00 i не закiнчуються
на 01.

Дана мова є рiзницею мов, записаних регулярними виразами
(0 + 1)∗00(0 + 1)∗ i (0 + 1)∗01. Тому ми можемо використати той
самий добуток автоматiв, що i в прикладах 2.8 та 2.9, включив-
ши в множину кiнцевих станiв тi пари, перша компонента яких є
кiнцевим станом першого ДСА, а друга компонента не є кiнцевим
станом другого автомата, тобто поклавши F = F1× (Q2 \F2). Граф
шуканого автомата такий же, як i автомата з прикладу 2.8, з тiєю
рiзницею, що множина F кiнцевих станiв мiстить стани (q2, q0) i
(q2, q1).

Частковим випадком рiзницi формальних мов є доповнення L =
X∗ \ L. В цьому випадку використовуємо наступну конструкцiю.
Зауважимо, що для автомата A = (Q,X, δ, q0, F ) вхiдне слово ω ∈
L(A) тодi i тiльки тодi, коли δ(q0, ω) ∈ F . Аналогiчно ω /∈ L(A)
тодi i лише тодi, коли δ(q0, ω) /∈ F . Звiдси випливає, що ДСА
(Q,X, δ, q0, Q \ F ) розпiзнає доповнення мови L(A).

Таким чином, ми довели наступну теорему:

2.11. Теоpема. Клас формальних мов, якi розпiзнаються детер-
мiнованими скiнченними автоматами, є замкненим вiдносно скiн-
ченних об’єднань, перетинiв, доповнення, рiзницi та симетричної
рiзницi.

Рекомендована лiтература : [16, с. 33–45], [17, с. 289–294], [23, с. 23–
38].

Питання та вправи до параграфа 2.

2.1. Як будується добуток A = A1 ×A2 автоматiв A1 i A2?
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2.2. Сформулюйте теорему про замкненiсть класу формальних
мов, якi розпiзнаються детермiнованими скiнченними автоматами.

2.3. Визначити, який з бiтових рядкiв

а) 1110
б) 101010

в) 110001010010
г) 000000000111

розпiзнається детермiнованим скiнченним автоматом без виходу A,
що заданий графом:

// GFED@ABCq0

1 ,,

0

((GFED@ABCq1

1

ll

0
²²

GFED@ABCq2
0oo

1 ,, GFED@ABCq3

1

ll

0
xxqqqqqqqqqqqqqq

GFED@ABC?>=<89:;q4

0

ffMMMMMMMMMMMMMM 1 ++ GFED@ABC?>=<89:;q5

1
kk

0

OO

2.4. Серед слiв регулярної мови (10)∗ визначити тi, якi належать
мовi L(A) автомата A з попереднього прикладу.

2.5. Розглянемо ДСА без виходу Am,d = (Q,X, δ, q0, F ), де m, d ∈
N, Q = {q0, q1, . . . , qm−1}, X = {0, 1, . . . , d− 1}, F = {q1} i δ(qi, k) =
q(di+k)mod m. Побудувати граф автомата A7,2 i визначити, який з
бiтових рядкiв розпiзнається ДСА:

а) 0101
б) 11010

в) 1101101010
г) 11110000.

2.6. Знайти мову, що розпiзнається ДСА без виходу:
а)

// GFED@ABCq0
0 //

1

TT
GFED@ABC?>=<89:;q1

1 //

0

TT
GFED@ABC?>=<89:;q2

0 //

1

TT
GFED@ABCq3

0,1

TT

б)

// GFED@ABCq0

0,1
++ GFED@ABC?>=<89:;q1

0 //

1
kk GFED@ABC?>=<89:;q2

1 ++

0

TT
GFED@ABCq3

1

TT
0

kk
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в)

// GFED@ABCq0
0

//

1

TT
GFED@ABCq1

1
//

0

TT
GFED@ABCq2

0
//

1

uu GFED@ABC?>=<89:;q3
0,1

// GFED@ABCq4

0,1

TT

г)

// GFED@ABCq0
1

//

0

TT
GFED@ABCq1

1
//

0

))GFED@ABCq2

0,1

TT
GFED@ABC?>=<89:;q3

0,1

TT

2.7. Побудувати ДСА без виходу, якi розпiзнають формальнi мо-
ви:

а) {0, 1};
б) {10, 101};

в) {0n | n = 2, 3, . . .};
г) {0n1m | n,m ∈ N}.

2.8. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мiстять пiдслово 100101.

2.9. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мають префiкс 010.

2.10. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що закiнчуються на 101.

2.11. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що починаються на 010 або закiнчуються на 101.

2.12. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мiстять пiдслово 11 i не закiнчуються на 101.

2.13. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мають префiкс 010, суфiкс 101 i мiстять пiд-
слово 0000.
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§ 3. Недетермiнованi скiнченнi автомати
без виходу

Недетермiнований скiнченний автомат (НСА) без виходу
A = (Q,X, δ, q0, F ) визначається так само, як i ДСА, за винятком
того, що δ не обов’язково є всюди визначеною функцiєю, а може
бути й вiдношенням. Це означає, що для кожного стану q i вхi-
дної букви a значення δ(q, a) є пiдмножиною множини станiв Q,
δ(q, a) = {p1, p2, . . . , pk}, тобто проаналiзувавши букву a в станi q
автомат може перейти в довiльний зi станiв p1, p2, . . ., pk. Якщо
δ(q, a) = ∅, то автомат не переходить в жоден стан, i вважається,
що вхiдне слово не розпiзнається НСА, незважаючи на те що де-
якi букви слова ще не проаналiзованi автоматом. В цьому випад-
ку кажуть, що НСА перейшов в тупиковий стан. Крiм переходiв в
декiлька станiв, в НСА дозволяються також e-переходи (e-такти).
При e-переходi головка автомата нiчого не виконує (не читає i не
рухається), але стан при цьому може змiнитися на довiльний iз за-
даних цим переходом станiв.

З сказаного вище випливає, що δ можна визначити як функцiю,
значення якої є пiдмножинами множини станiв Q, тобто

δ : Q× (X ∪ {e}) → 2Q,

де через 2Q позначається сiм’я всiх пiдмножин множини Q.
Функцiю δ зручно задавати за допомогою таблицi, стовпчики

якої вiдмiченi рiзними буквами вхiдного алфавiту, а рядки – стана-
ми автомата. Для функцiї переходiв на перетинi i-го рядка, вiдмiче-
ного станом q ∈ Q, i j-го стовпчика, вiдмiченого буквою a ∈ X∪{e},
знаходиться значення δ(q, a) = {p1, p2, . . . , pk}.
3.1. Пpиклад. Функцiя δ автомата

A = ({q0, q1, q2}, {0, 1}, δ, q0, {q2})
задається таблицею:

δ 0 1 e
q0 ∅ {q0, q1} {q1}
q1 {q2} {q1, q2} ∅
q2 {q2} ∅ {q1}
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НСА, так як i ДСА, задаються графами, вершинами яких є
стани автомата, а за допомогою стрiлок зображуються переходи.
Якщо δ(q, a) = {p1, p2, . . . , pk}, то проводиться k стрiлок з вершини
q до кожної з вершин p1, p2, . . . , pk, i всi стрiлки помiчаються буквою
a. Наприклад, граф автомата A з прикладу 3.1 має вигляд:

// GFED@ABCq0

1

··

1
//

e
(( GFED@ABCq1

1

­­

0
//

1
(( GFED@ABC?>=<89:;q2

0

­­

e

hh

Вхiдне слово ω може мати бiльше одного обчислювального шля-
ху. Наприклад, слово ω = 01 має три обчислювальнi шляхи:

q0
e // q1

0 // q2
e // q1

1 // q1,

q0
e // q1

0 // q2
e // q1

1 // q2,

q0
e // q1

0 // q2
e // q1

1 // q2
e // q1.

Обчислювальнi шляхи вхiдного слова ω утворюють кореневе
дерево виведення, бо всi вони виходять з однiєї i тiєї ж вершини
q0 та їх гiлки не утворюють циклiв. Зобразимо дерево виведення
слова ω = 01 (ми додаємо стрiлку q2

e // q2 , щоб наголосити, що
другий шлях закiнчується в вершинi q2):

q1

q0
e // q1

0 // q2
e // q1

1
//

1
>>}}}}}}}}
q2

e //

e ÃÃA
AA

AA
AA

A
q2

q1

Деякi з цих обчислювальних шляхiв закiнчуються в кiнцевому
станi, а iншi – нi. Як же в цьому випадку визначити, чи розпiзна-
ється вхiдне слово НСА? Вважають, що автомат розпiзнає слово
ω, якщо принаймнi один з обчислювальних шляхiв закiнчується в
кiнцевому станi. Наприклад, другий обчислювальний шлях слова
ω = 01 закiнчується в q2, i тому воно розпiзнається НСА A з при-
кладу 3.1.
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Щоб визначити строго, коли НСА розпiзнає вхiдне слово ω, по-
трiбно ввести поняття e-замикання множини. Назвемо e-замикан-
ням пiдмножини P ⊂ Q множину станiв, якi досягаються з станiв
q ∈ P e-переходами (включаючи переходи з q в q). Тобто

cle(P ) = {p ∈ Q|(p ∈ P )∨(∃q0, . . . , qm)[q0 ∈ P, qm = p, qi+1 ∈ δ(qi, e)]}.
Наприклад, cle({q0}) = {q0, q1}, а cle({q2}) = {q1, q2} для автомата
з прикладу 3.1.

Продовжимо функцiю переходiв δ на множину 2Q × (X ∪ {e}),
поклавши

δ(P, a) = cle(
⋃

q∈cle(P )

δ(q, a)),

а далi продовжимо її на 2Q ×X∗ наступним чином:

δ(P, e) = cle(P ),

δ(P, ωa) = δ(δ(P, ω), a), якщо ω ∈ X∗ i a ∈ X.

Так, у прикладi 3.1 маємо, що δ({q0}, 0) = {q1, q2}, а δ({q1, q2}, 1)
={q1, q2}, тому δ({q0}, 01) = {q1, q2}.

Зауважимо, що δ({q0}, ω) є множиною всiх останнiх станiв (не
обов’язково кiнцевих!) обчислювальних шляхiв слова ω.

Тепер можна строго визначити, що НСА (Q, X, δ, q0, F ) розпi-
знає слово ω, якщо δ({q0}, ω)∩F 6= ∅. Через L(A) позначаємо мову,
яка розпiзнається НСА A, тобто

L(A) = {ω ∈ X∗ | δ({q0}, ω) ∩ F 6= ∅}.
3.2. Пpиклад. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, що мiстять пiдслово 010.

Будуємо даний автомат так само, як ми будували ДСА, тiльки
в початковому станi додаємо двi петлi з позначками 0 i 1. З їх до-
помогою автомат чекає доти, доки не знайде пiдслово 010. Маючи
цi двi петлi, не потрiбно покладати δ(q1, 0) = q1 i δ(q2, 1) = q0, як це
робилося для ДСА. Справдi, достатньо просто покласти δ(q1, 0) =
δ(q2, 1) = ∅. Граф НСА має вигляд:

// GFED@ABCq0

1

··

0

JJ
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABCq2
0 // GFED@ABC?>=<89:;q3

1

··

0

JJ
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3.3. Пpиклад. Побудуємо НСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, що починаються з 010 або закiнчуються
на 110.

Множина всiх бiнарних слiв, якi починаються з 010, розпiз-
нається НСА, заданим графом:

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABCq2
0 // GFED@ABC?>=<89:;q3

0,1

··

Множина всiх бiнарних слiв, якi закiнчуються на 110, розпiз-
нається автоматом:

// GFED@ABCs0

0,1

JJ
1 // GFED@ABCs1

1 // GFED@ABCs2
0 // GFED@ABC?>=<89:;s3

Зауважимо, що в цьому автоматi кiнцевий стан не має вихiдних
стрiлок, тобто δ(s3, 0) = δ(s3, 1) = ∅. Таким чином, якщо аналiзую-
чи вхiдне слово ω, автомат переходить в тупиковий кiнцевий стан
s3 ранiше, нiж слово ω повнiстю проаналiзується НСА, то з допо-
могою цього шляху ω не розпiзнається (але це не означає, що ω не
розпiзнається НСА).

Насамкiнець об’єднаємо цi два графи в один, додавши новий
початковий стан i двi e-стрiлки, якi виходять з нього в старi по-
чатковi стани. В результатi одержимо наступний граф шуканого
НСА:

GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABCq2
0 // GFED@ABC?>=<89:;q3

0,1

··

// ?>=<89:;s

e

>>~~~~~~~~~

e
ÃÃ@

@@
@@

@@
@@

GFED@ABCs0

0,1

JJ
1 // GFED@ABCs1

1 // GFED@ABCs2
0 // GFED@ABC?>=<89:;s3
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3.4. Пpиклад. Побудуємо НСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, що мiстять принаймнi два входження
пiдслова 01 i закiнчуються на 11.

Використаємо e-переходи, щоб об’єднати три простiших НСА в
один. В результатi отримаємо:

// GFED@ABCq0

0,1

··
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABCq2

e

wwnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

GFED@ABCq30,1
,, 0 // GFED@ABCq4

1 // GFED@ABCq5

e

wwnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

e

~~~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~

GFED@ABCq60,1
,,

1
// GFED@ABCq7

1
// GFED@ABC?>=<89:;q8

Зауважимо, що буква 1 другого входження пiдслова 01 може
спiвпасти з першою буквою суфiкса 11, але це не є проблемою у
випадку НСА: слiд просто додати ще одну e-стрiлку з стану q5 в
стан q7.

3.5. Пpиклад. Нехай A1 i A2 – два НСА. Побудуємо НСА A, для
якого L(A) = L(A1) ◦ L(A2).

Нехай A1 = (Q1, X, δ1, q
1
0, F1) i A2 = (Q2, X, δ2, q

2
0, F2), де Q1 ∩

Q2 = ∅. Побудуємо автомат A = (Q,X, δ, q0, F ) наступним чином.
Покладемо Q = Q1 ∪ Q2. Початковий стан q1

0 автомата A1 є поча-
тковим станом автомата A, а множина F кiнцевих станiв A дорiв-
нює F2. Також для кожного q ∈ F1 довизначимо δ(q, e) = q2

0, тобто
проведемо e-стрiлки з кожного стану q ∈ F1 в початковий стан q2

0

автомата A2. На решту наборах функцiя δ визначається так са-
мо, як функцiї δ1 i δ2. Легко бачити, що автомат A розпiзнає мову
L(A) = L(A1) ◦ L(A2).
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3.6. Пpиклад. Нехай A1 – НСА. Побудуємо НСА A, для якого
L(A) = L(A1)∗.

Нехай A1 = (Q1, X, δ1, q0, F1). Побудуємо граф автомата A, до-
давши новий початковий стан s i єдиний кiнцевий стан f . Прове-
демо e-стрiлки з стану s в старий початковий стан q0 ∈ Q1 та з
кожного qi ∈ F1 в новий кiнцевий стан f . Далi вiдкладемо з ко-
жного стану qi ∈ F1 e-стрiлку в початковий стан q0 автомата A1.
Насамкiнець додамо e-стрiлку з початкового стану s в новий кiнце-
вий стан f (при цьому порожнє слово e розпiзнається автоматом).
Шуканий НСА показано на рисунку:

З прикладiв 3.5 та 3.6 випливає наступна теорема:

3.7. Теоpема. Клас формальних мов, якi розпiзнаються недетер-
мiнованими скiнченними автоматами, замкнений вiдносно конка-
тенацiї та iтерацiї.

Рекомендована лiтература : [2, с. 134–138], [12, с. 309–312], [16, с. 55–
60], [23, с. 38–45].

Питання та вправи до параграфа 3.

3.1. У чому полягає рiзниця мiж ДСА i НСА?

3.2. Як за деревом виведення вхiдного слова з’ясувати, чи розпi-
знається воно автоматом?

3.3. Сформулюйте теорему про замкненiсть класу формальних
мов, якi розпiзнаються недетермiнованими скiнченними автомата-
ми.

3.4. Визначити, який з бiтових рядкiв
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а) 00010
б) 11000

в) 110001111000
г) 000000000111

розпiзнається недетермiнованим скiнченним автоматом без виходу
A, що заданий графом:

// GFED@ABC?>=<89:;q0
1 //

0
~~}}

}}
}}

}}
}

GFED@ABCq1

1
²²e

~~}}
}}

}}
}}

}

GFED@ABCq2

0

77nnnnnnnnnnnnnnnnn GFED@ABCq3
0

oo GFED@ABCq4

1

OO

GFED@ABCq5
1

oo

Знайти e-замикання множини {q0, q1}.
3.5. Серед слiв регулярної мови 0∗1∗ визначити тi, якi належать
мовi L(A) НСА без виходу A з попереднього прикладу. Задати його
як п’ятiрку A = (Q,X, δ, q0, F ).

3.6. Знайти мову, що розпiзнається НСА без виходу:
а)

// GFED@ABC?>=<89:;q0

e ++

0

TT
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1 //

1
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б)
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0 // GFED@ABCq1
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0,e
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e
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г)

// GFED@ABCq0
0 //
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1 //

0
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3.7. Побудувати дерева виведення слова 010011 для кожного ав-
томата з попереднього прикладу i з їх допомогою з’ясувати, якi з
автоматiв розпiзнають дане слово.

3.8. Побудувати НСА без виходу, якi розпiзнають формальнi мо-
ви:

а) {1, e};
б) {01, 101};

в) {0n | n = 2, 3, . . .};
г) {0n1m | n,m ∈ N}.

3.9. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мiстять пiдслово 00101.

3.10. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мають префiкс 111.

3.11. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що закiнчуються на 001.

3.12. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що починаються на 111 або закiнчуються на 001.

3.13. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в алфавiтi X =
{0, 1}, що мiстять щонайменше три входження пiдслова 010.

3.14. Користуючись розглянутою в прикладi 3.5 параграфа 3 кон-
струкцiєю побудувати автомат, який розпiзнає всi слова в алфавiтi
X = {0, 1}, що починаються на 11 i закiнчуються на 01.

3.15. Користуючись розглянутою в прикладi 3.6 параграфа 3 кон-
струкцiєю побудувати НСА, який розпiзнає регулярну мову {1, 01}∗
в алфавiтi X = {0, 1}.

§ 4. Перетворення НСА до ДСА
Недетермiнованi скiнченнi автомати будуються простiше, нiж

детермiнованi скiнченнi автомати, але вони є iдеалiзованими маши-
нами i не можуть бути ефективно застосованi на практицi, бо ре-
альна машина може працювати тiльки за однозначно визначеним
алгоритмом. Виявляється, що є простий метод для перетворення
НСА в рiвносильний ДСА в тому розумiннi, що обидва автомати
розпiзнають одну i ту ж формальну мову.
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Розглянемо НСА A = (Q,X, δ, q0, F ). Для кожного ω ∈ X∗

позначимо через Qω множину останнiх (не обов’язково кiнцевих!)
станiв обчислювальних шляхiв слова ω, тобто Qω = δ({q0}, ω), де
δ – функцiя переходiв, визначена на множинi 2Q × X∗. Зокрема,
Qe = cle({q0}). Таким чином, слово ω розпiзнається НСА тодi i тiль-
ки тодi, коли Qω ∩ F 6= ∅. Отже, можна взяти пiдмножини Qω ⊂ Q
в якостi станiв нового рiвносильного ДСА. Iншими словами, побу-
дуємо ДСА A′ = (Q′, X, δ′, Qe, F

′) з наступними компонентами:

Q′ = {Qω | ω ∈ X∗}, F ′ = {Qω | Qω ∩ F 6= ∅},
δ′(Qω, a) = Qωa, де ω ∈ X∗, a ∈ X.

Кожен стан Qω ∈ Q′ є пiдмножиною множини Q. Оскiльки мно-
жина Q мiстить 2|Q| пiдмножин, то Q′ є скiнченною множиною.
Якщо Qω = Qυ, то Qωa = Qυa для всiх a ∈ X. Звiдси випливає,
що означення функцiї переходiв δ′ є коректним. Дана конструкцiя
називається побудовою ДСА за допомогою пiдмножин.

Розглянемо деякi приклади.

4.1. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає ту ж формальну
мову, що i НСА A = (Q, {0, 1}, δ, q0, F ), де Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5},
F = {q3, q4} i функцiя переходiв задана таблицею:

δ 0 1 e
q0 {q0} {q0, q2} {q1}
q1 {q5} {q2} -
q2 {q3} - -
q3 - - {q4}
q4 {q3} - -
q5 - {q4} -

Спершу побудуємо граф заданого в умовi НСА:

// GFED@ABCq0
e //

1

²²

0,1

··
GFED@ABCq1

1

~~~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~

0 // GFED@ABCq5

1

²²
GFED@ABCq2

0
// GFED@ABC?>=<89:;q3 e

// GFED@ABC?>=<89:;q4

0
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Побудуємо рiвносильний ДСА за наступним алгоритмом:

Крок 1. Нехай Qe = cle({q0}) – початковий стан шуканого ДСА.
Покладемо Q′ = {Qe} i F ′ = ∅. Якщо Qe ∩ F 6= ∅, то додаємо стан
Qe до множини F ′ кiнцевих станiв.

Крок 2.Повторюємо наступнi пункти доти, доки значення δ′(Qω, a)
не буде визначене для всiх станiв Qω ∈ Q′ i всiх a ∈ {0, 1}:

• Вибираємо такi Qω ∈ Q′ i a ∈ {0, 1}, що значення δ′(Qω, a)
функцiї переходiв ще не визначене.

• Покладемо Qωa = δ′(Qω, a).
• Якщо Qωa /∈ Q′, то додаємо стан Qωa до множини станiв Q′,
а також додаємо його до множини кiнцевих станiв F ′, якщо
Qωa ∩ F 6= ∅.

Результат роботи алгоритму поданий у таблицi:
δ′ 0 1
Qe = {q0, q1} {q0, q1, q5} {q0, q1, q2}
Q0 = {q0, q1, q5} {q0, q1, q5} = Q0 {q0, q1, q2, q4}
Q1 = {q0, q1, q2} {q0, q1, q3, q4, q5} {q0, q1, q2} = Q1

Q01 = {q0, q1, q2, q4} {q0, q1, q3, q4, q5} {q0, q1, q2} = Q1

Q10 = {q0, q1, q3, q4, q5} {q0, q1, q3, q4, q5} = Q10 {q0, q1, q2, q4} = Q01

Зауважимо, що при виконаннi кроку 2 не потрiбно розглядати
стани Q00, Q000, Q001 i т.д., бо Q00 = Q0, Q000 = Q00 = Q0 i Q001 =
Q01. Оскiльки Q11 = Q1, то не треба також розглядати стани Q11ω

для кожного ω ∈ {0, 1}∗.
Граф рiвносильного до НСА ДСА має вигляд:

//º¹ ¸·
³´ µ¶{q0, q1}

1

²²

0 //º¹ ¸·
³´ µ¶{q0, q1, q5}

0

¨¨
1 //º¹ ¸·

³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤{q0, q1, q2, q4}

1

ttiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

0

vvº¹ ¸·
³´ µ¶{q0, q1, q2} 0 //

1

WW
º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤{q0, q1, q3, q4, q5}

0

WW

1

;;vvvvvvvvvvvvvvvvvvv
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4.2. Пpиклад. Побудувати ДСА, який рiвносильний до НСА

A = ({p, q, r}, {0, 1}, δ, p, {q, r}),
де функцiя переходiв δ задана таблицею:

δ 0 1
p {p, q} {p}
q − {r}
r − −

Зобразимо граф даного НСА:

// ?>=<89:;p 0 //

0,1

­­
?>=<89:;76540123q 1 // ?>=<89:;/.-,()*+r

Використовуючи описаний в прикладi 4.1 алгоритм побудови
рiвносильного до НСА ДСА, одержимо наступну таблицю функцiї
переходiв ДСА:

δ′ 0 1
Qe = {p} {p, q} {p} = Qe

Q0 = {p, q} {p, q} = Q0 {p, r}
Q01 = {p, r} {p, q} = Q0 {p} = Qe

Таким чином, шуканий ДСА задається як п’ятiрка

A′ = ({{p}, {p, q, }, {p, r}}, {0, 1}, δ′, {p}, {{p, q}, {q, r}}),
а його граф має вигляд:

//
º¹ ¸·
³´ µ¶{p} 0 //

1

©© º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤{p, q}

0

©©
1 //

º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤{p, r}

1

hh

0

}}

З вищесказаного випливає, що для кожного НСА iснує ДСА,
який розпiзнає ту ж мову, що i НСА. Оскiльки кожен ДСА є час-
тковим випадком НСА, то ми довели наступну теорему:
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4.3. Теоpема. Формальна мова розпiзнається НСА тодi i лише
тодi, коли вона розпiзнається ДСА.

Теорема 4.3 дає простий метод побудови ДСА, який розпiзнає
мову L: спершу ми будуємо НСА для L, а потiм перетворюємо його
в рiвносильний ДСА.

4.4. Пpиклад. Нехай A = ({p, q, r, s}, {0, 1}, δ, p, {q, s}) – НСА, де

δ 0 1
p {q, s} {q}
q {r} {q, r}
r {s} {p}
s − {p}

Побудувати НСА, який розпiзнає мову L(A).

Швидко побудувати шуканий НСА A′ по заданому НСА A не
вдасться, бо розглянутий в прикладi 2.10 для ДСА метод замiни
некiнцевих станiв автомата A на кiнцевi стани автомата A′ в да-
ному випадку незастосовний. Дiйсно, можлива ситуацiя, коли для
деякого слова ω обидва перетини Qω ∩F i Qω ∩ (Q\F ) непорожнi, i
тому слово ω розпiзнається обома автоматами A та A′. (Наприклад,
при Q01 = {p, q, r} i F = {q, s} слово 01 розпiзнається як A, так i
A′.) Таким чином, L(A′) 6= L(A).

Замiсть цього можна застосувати конструкцiю пiдмножин для
побудови шуканого НСА. Спершу знаходимо рiвносильний до A

ДСА AD, а потiм будуємо автомат A′, граф якого такий же, як
i автомата AD, за винятком того, що кiнцевими та некiнцевими
станами автомата A′ є вiдповiдно некiнцевi та кiнцевi стани ДСА
AD.

Використовуючи конструкцiю пiдмножин побудуємо детермiно-
ваний автомат AD = (QD, {0, 1}, δD, {p}, FD), де множина станiв QD

i функцiя переходiв δD заданi таблицею:
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δD 0 1
Qe = {p} {q, s} {q}
Q0 = {q, s} {r} {p, q, r}
Q1 = {q} {r} {q, r}
Q00 = {r} {s} {p}
Q01 = {p, q, r} {q, r, s} {p, q, r}
Q11 = {q, r} {r, s} {p, q, r}
Q000 = {s} ∅ {p}
Q010 = {q, r, s} {r, s} {p, q, r}
Q110 = {r, s} {s} {p}
Q0000 = ∅ ∅ ∅

Множина FD кiнцевих станiв має вигляд:

FD = {A ⊂ {p, q, r, s} | A ∩ {q, s} 6= ∅} =
{{q}, {s}, {q, s}, {q, r}, {r, s}, {p, q, r}, {q, r, s}}.

Таким чином, ДСА

A′ = (QD, {0, 1}, δD, {p}, QD \ FD)

розпiзнає мову L(A), де QD \ FD = {{p}, {r}, ∅}.
В параграфi 3 першого роздiлу для регулярного виразу було

визначено його помiчений граф G(r) так, що слово ω ∈ L(r) тодi i
лише тодi, коли iснує шлях в G(r) з початкової вершини в кiнцеву
вершину, позначки якого утворюють слово ω. Кожна стрiлка графа
G(r) помiчена однiєю буквою з множини {e} ∪ X. Легко бачити,
що G(r) є графом НСА, який розпiзнає мову L(r). Таким чином,
одержуємо твердження:

4.5. Твеpдження. Кожна регулярна мова розпiзнається деяким
недетермiнованим скiнченним автоматом.

Розглянемо деякi приклади.

4.6. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає регулярну мову,
задану регулярним виразом 10 + (0 + 11)0∗1.

Спершу побудуємо НСА, який розпiзнає дану мову, використо-
вуючи описаний в параграфi 3 першого роздiлу метод:
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Далi перетворимо даний НСА в ДСА, використовуючи констру-
кцiю пiдмножин. Граф шуканого ДСА має вигляд:

// GFED@ABCq0

1

²²

0 // GFED@ABCq2

1

²²

0ll

ONMLHIJKq1,4
0 //

1

>>}}}}}}}}}}}}}}}}}} GFED@ABC?>=<89:;q3
0,1 // ?>=<89:;p 0,1ii

4.7. Пpиклад. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова непарної
довжини в бiнарному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00.

Слово ω, яке мiстить пiдслово 00, може бути записане як ω =
α00β для деяких слiв α, β ∈ {0, 1}∗. Дане слово має непарну дов-
жину тодi i лише тодi, коли довжини |α| i |β| слiв α i β мають
рiзну парнiсть. Таким чином, L запишеться наступним регулярним
виразом:

((0 + 1)2)∗00((0 + 1)2)∗(0 + 1) + (0 + 1)((0 + 1)2)∗00((0 + 1)2)∗.

Використовуючи описаний в параграфi 3 першого роздiлу ме-
тод, побудуємо граф шуканого НСА:
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Рекомендована лiтература : [2, с. 138–140], [4, с. 521–531], [13, с. 429–
434, 452–461], [16, с. 60–70].

Питання та вправи до параграфа 4.

4.1. Як побудувати ДСА, який рiвносильний заданому НСА?

4.2. Як за заданим регулярним виразом r побудувати ДСА, який
розпiзнає формальну мову L(r)?

4.3. Побудувати ДСА, який розпiзнає ту ж формальну мову, що
i НСА A = (Q, {a, b}, δ, q0, F ), де Q = {q0, q1, q2, q3, q4}, F = {q4} i
функцiя переходiв δ задана таблицею:

δ a b e
q0 {q0, q2} {q1} {q2}
q1 {q3} {q4} -
q2 - {q3, q4} -
q3 {q3} - {q4}
q4 {q3} {q3} -

4.4. Побудувати ДСА, якi розпiзнають тi ж формальнi мови, що
й НСА A та A′, заданi графами:
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A :

// GFED@ABCq0 a,e
// GFED@ABCq1 a
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A′ :

// GFED@ABCq0
a //

b

<<
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b //

a
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b
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a,b // GFED@ABC?>=<89:;q3 b
rr

4.5. Побудувати детермiнованi скiнченнi автомати, якi розпiзна-
ють мови L(A), L(A′) та L(A) ∩ L(A′), де A та A′ – автомати з
попереднього прикладу.

4.6. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що закiнчуються на 00 або 11 або 10.

4.7. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що починаються на 11 i закiнчуються на 01.

4.8. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, в яких третьою буквою злiва та справа є 0.

4.9. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мiстять одночасно 11 i 00, або не мiстять нi
00, нi 11.

4.10. Скласти регулярний вираз для множини всiх непарних на-
туральних чисел, записаних в четвiрковiй системi числення, та по-
будувати ДСА, який розпiзнає дану множину.

4.11. Для кожного регулярного виразу r побудувати ДСА, який
розпiзнає регулярну мову L(r):

а) (0 + 10)∗(1 + 01)∗;
б) (0 + 1)∗0(0 + 1)(0 + 1)0(0 + 1);
в) 0(0 + 1)∗0 + 1(0 + 1)∗1.
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§ 5. Скiнченнi автомати i регулярнi мови
В цьому параграфi ми покажемо, що скiнченнi автомати розпi-

знають виключно регулярнi мови.

5.1. Теоpема. Для формальної мови L наступнi умови рiвносиль-
нi:

1) L – регулярна мова;
2) L = L(A) для деякого детермiнованого скiнченного авто-

мата A;
3) L = L(A) для деякого недетермiнованого скiнченного авто-

мата A;
4) мова L породжується деякою праволiнiйною граматикою.

Доведення. Рiвносильнiсть 2) ⇔ 3) доведена в теоремi 4.3, а iм-
плiкацiя 1) ⇒ 3) в твердженнi 4.5.

3) ⇒ 1) Нехай формальна мова L розпiзнається НСА A =
(Q,X, δ, s, F ). Покажемо, як побудувати регулярний вираз, що по-
значає мову L(A) = L. Спершу перетворимо автомат A до рiвно-
сильного автомата A′ з єдиним кiнцевим станом. Для цього замiни-
мо кiнцевi стани автомата A на некiнцевi стани, додамо новий кiн-
цевий стан f /∈ Q i проведемо e-стрiлки з кожного старого кiнцевого
стану в новий кiнцевий стан. Очевидно, що L(A′) = L(A). Граф ав-
томата A′ є помiченим графом G, кожна стрiлка якого позначена
єдиним символом з множини {e} ∪ X. Такi графи розглядалися в
параграфi 3 першого роздiлу.

Для кожного шляху π з вершини s в вершину f через r(π) по-
значимо регулярний вираз r1r2 . . . rk, утворений позначками стрi-
лок з π:

s
r1 // ν1

r2 // ν2
r3 // . . . rk // νk = f

Очевидно, що L(A) =
⋃{L(r(π)) | π − шлях з s до f}.

Доведемо iндукцiєю за кiлькiстю вершин графа G, вiдмiнних
вiд s i f , що формальна мова L(A) є регулярною мовою.
База iндукцiї. Для n = 0 граф G має тiльки двi вершини s та

f або єдину вершину s = f . Замiнимо всi паралельнi стрiлки з
позначками r1, r2, . . . , rm, якi iдуть з вершини s в вершину f , на
одну стрiлку з позначкою r1 + r2 + . . . + rm:
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?>=<89:;s

r1

tt

r2

SS
+3 ?>=<89:;s

r1+r2

tt

?>=<89:;s
r1 **

r2

44GFED@ABCf +3 ?>=<89:;s
r1+r2 //GFED@ABCf

Як наслiдок отримаємо один з двох графiв:

// ?>=<89:;/.-,()*+s
a

tt // ?>=<89:;s

a

©©

b

44GFED@ABC?>=<89:;f

c

¯¯dtt
,

де a, b, c, d – регулярнi вирази.
Очевидно, що для першого графа G мова L(A) = a∗ i є регу-

лярною. Розглянемо другий граф i шлях π з s до f . Припустимо,
що шлях π проходить k ≥ 1 разiв через вершину f . Тодi π мо-
жна подати як послiдовнiсть π1π2 . . . πk, де π1 – це шлях з s в f , а
π2, . . . , πk – такi шляхи з f в f , що в кожному з них f не є промi-
жною вершиною. Очевидно, що r(π1) = an1b для деякого n1 ≥ 0,
а для j = 2, . . . , k вираз r(πj) дорiвнює c або danjb для деякого
nj ≥ 0, тобто r(π) ∈ a∗b(c + da∗b)∗. Отже, L(A) = a∗b(c + da∗b)∗ i
база iндукцiї доведена.
Iндуктивний крок. Для n ≥ 1 оберемо вiдмiнну вiд s та f вер-
шину ν i видалимо її наступним чином. Спершу за використаним в
базi iндукцiї методом вилучимо паралельнi стрiлки. Таким чином,
можна вважати, що iснує не бiльше однiєї стрiлки з довiльної вер-
шини υ в довiльну вершину ω. Далi припустимо, що ν має петлю з
позначкою c. Видалимо вершину ν разом з цiєю петлею. Для довiль-
ної пари (υ, ω) вершин графа G з стрiлками υ

a // ν , ν
b // ω ,

υ
d // ω видалимо стрiлки υ

a // ν i ν
b // ω та замiнимо по-

значку d стрiлки υ → ω новою позначкою d + ac∗b (якщо стрiлки
υ → ω в графi G не iснує, то вважаємо, що вона має позначку ∅).
Дане перетворення показано на рисунку:
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(Щоб зробити даний рисунок простiшим для розумiння, ми опу-
стили деякi стрiлки з розташованих лiворуч вершин у вершини, якi
розмiщенi праворуч. Вважаємо, що стрiлка, яка веде з i-тої верши-
ни злiва до j-тої вершини справа, помiчена символом dij .) Зауважи-
мо, що дане перетворення не змiнює формальної мови L(A). Таким
чином, за iндуктивним припущенням мова L(A) є регулярною.

2) ⇒ 4) Нехай мова L розпiзнається ДСА A = (Q,X, δ, q0, F ).
Без втрати загальностi можна вважати, що Q ∩X = ∅. Побудуємо
праволiнiйну граматику G = (N,T, S, P ), де N = Q, T = X, S = q0,

P = {q → ap | δ(q, a) = p} ∪ {f → e | f ∈ F}.
Математичною iндукцiєю легко доводиться, що для будь-яких p, q ∈
Q i кожного ω ∈ X, δ(q, ω) = p тодi i тiльки тодi, коли iснує виведе-
ння q ⇒∗ ωp в граматицi G. Зокрема, ω ∈ L тодi i лише тодi, коли
iснує виведення q0 ⇒∗ ωf ⇒ ω для деякого f ∈ F . Звiдси випливає,
що L ⊂ L(G). Бiльше того, оскiльки єдиними правилами в P , якi
в правiй частинi не мiстять нетермiнальних символiв, є f → e, де
f ∈ F , то вищезгаданi виведення є єдиними в граматицi G. Таким
чином, L = L(G).

4) ⇒ 3) Нехай G = (N,T, S, P ) – праволiнiйна граматика. По-
будуємо помiчений орiєнтований граф наступним чином. Множина
вершин спiвпадає з N ∪{f}, де f /∈ N . Стан S є початковим станом,
а f – єдиним кiнцевим станом автомата. Для кожної продукцiї в G

виду A → ωB, де A,B ∈ N i ω ∈ T ∗ проводимо стрiлку A
ω−→ B в

графi, а для кожної продукцiї вигляду A → ω, де A ∈ N i ω ∈ T ∗

проводимо стрiлку A
ω−→ f .
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Легко бачити, що кожне виведення S ⇒∗ ω граматики G вiдпо-
вiдає шляху графа вiд початкової вершини S до кiнцевої вершини f ,
позначки якого утворюють слово ω. Таким чином, мова, яка вiдпо-
вiдає даному помiченому графу, спiвпадає з мовою L(G). Оскiльки
кожному такому помiченому орiєнтованому графу вiдповiдає НСА,
який розпiзнає ту ж мову, то мова L(G) є регулярною.

¤

5.2. Пpиклад. Побудуємо праволiнiйну граматику, яка породжує-
ться регулярною мовою, що розпiзнається детермiнованим скiнчен-
ним автоматом, який заданий графом:

//GFED@ABCS
0 //

1

²²

GFED@ABCA

0

­­

1

²²
GFED@ABCB

1

TT
0 //GFED@ABC?>=<89:;C

0,1

JJ

Використовуючи доведення теореми 5.1, побудуємо граматику
G = (N, T, S, P ), де N = {S, A,B, C}, T = {0, 1} i множина P

продукцiй мiстить наступнi правила:

S → 0A | 1B, A → 0A | 1C, B → 0C | 1B, C → 0C | 1C | e.

5.3. Пpиклад. Побудуємо недетермiнований скiнченний автомат,
який розпiзнає мову, що породжується праволiнiйною граматикою
G, яка мiстить наступнi продукцiї:

S → 1A | 0B | 1, B → 0A | 1B, A → 0B | 0.

Граф автомата матиме вигляд:
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//GFED@ABCS
1 //

1

²²

0

½½

GFED@ABCA

0

®®

0

¥¥
GFED@ABC?>=<89:;f GFED@ABCB

1

JJ

0

KK

Визначимо частку формальних мов L1 i L2 наступним чином:

L1/L2 = {ω | (∃ν ∈ L2)[ων ∈ L1]}.
Наприклад, якщо

L1 = {ω ∈ {0, 1}∗ | ω мiстить парну кiлькiсть входжень 0},
L2 = {0} i L3 = {0, 00}, то L1/L3 = {0, 1}∗, а

L1/L2 = {ω ∈ {0, 1}∗ | ω мiстить непарну кiлькiсть входжень 0}.

5.4. Твеpдження. Якщо L1 i L2 є регулярними мовами, то L1/L2

теж є регулярною мовою.

Доведення. Нехай мова L1 розпiзнається детермiнованим скiн-
ченним автоматом A = (Q,X, δ, q0, F ). Побудуємо автомат A′, який
розпiзнає мову L1/L2. За означенням частки мов для слова ω ∈
L1/L2 iснує таке слово ν ∈ L2, що δ(q0, ων) = δ(δ(q0, ω), ν) ∈ F . Не-
хай автомат A при аналiзi слова ω переходить в стан q = δ(q0, ω).
Якщо iснує таке ν ∈ L2, що δ(q, ν) ∈ F , то слово ω має розпiзна-
ватися A′, а тому q слiд визначити кiнцевим станом автомата для
мови L1/L2. Таким чином, покладемо

F ′ = {q ∈ Q | (∃ν ∈ L2) [δ(q, ν) ∈ F ]} i A′ = (Q,X, δ, q0, F
′).

Легко бачити, що A′ розпiзнає мову L1/L2.
¤

З теорем 5.1, 2.11 i 3.7 та твердження 5.4 випливає наступний
наслiдок:
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5.5. Наслiдок. Клас регулярних мов замкнений вiдносно скiнчен-
них об’єднань, перетинiв, доповнення, рiзницi, симетричної рiзни-
цi, конкатенацiї, iтерацiї та частки.

З наслiдку 5.5 випливає, що клас регулярних мов є досить широ-
ким. Природно виникає питання: чи даний клас спiвпадає з класом
усiх формальних мов? Наступна лема стверджує, що це не так.

5.6. Лема. (про роздування для регулярних мов) Нехай L – нескiн-
ченна регулярна мова, тодi iснує така (залежна вiд L) констан-
та s, що кожне слово ω ∈ L, яке задовольняє нерiвнiсть |ω| ≥ s,
можна так розбити на три пiдслова ω = αβγ, що виконуються
наступнi умови:

а) |β| ≥ 1;
б) |αβ| ≤ s;
в) для кожного k ≥ 0 слово αβkγ ∈ L, тобто αβ∗γ ⊂ L.

Доведення. Нехай L – регулярна мова, тодi згiдно з теоремою 5.1
iснує ДСА A, який розпiзнає цю мову. Нехай кiлькiсть станiв авто-
мата A дорiвнює s (константа, яка фiгурує у формулюваннi леми).
Якщо ω ∈ L, то обчислювальний шлях для слова ω починається в
початковому станi q0 i закiнчується в кiнцевому станi qf . Цей шлях
мiстить |ω| стрiлок, бо кожна стрiлка позначена єдиною буквою
слова ω. Таким чином, вiн мiстить послiдовнiсть з |ω| + 1 станiв.
Оскiльки |ω| ≥ s, то згiдно принципу Дiрiхле деякий стан в обчи-
слювальному шляху обов’язково повториться двiчi. Нехай qik = qil
– перший такий стан.

GFED@ABCq0 // GFED@ABCqi1 // . . . // GFED@ABCqik

©©

// ONMLHIJKqil+1
// . . . // GFED@ABC?>=<89:;qf

WVUTPQRSqik+1

++

ONMLHIJKqil−1

kk

GFED@ABCqij

HH

Нехай β – та частина слова ω, яка складається з букв, якi позна-
чають стрiлки пiдшляху вiд першого входження стану qik до дру-
гого його входження в обчислювальний шлях слова ω. Позначимо
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через α частину слова ω перед β, а через γ – його частину пiсля
β. Очевидно, що |β| ≥ 1 та |αβ| ≤ s (оскiльки всi стани до другої
появи qik рiзнi). Бiльше того, слово αβkγ для будь-якого цiлого не-
вiд’ємного числа k переводить автомат у той самий кiнцевий стан,
що й слово αβγ. Справдi, частина βk слова αβkγ просто переводить
стани автомата A вздовж петлi, яка починається та закiнчується в
станi qik . Ця петля проходить k разiв. Звiдси випливає, що автомат
A розпiзнає слова αβkγ, тому всi такi слова належать мовi L.

¤

5.7. Пpиклад. Доведемо, що мова {0m1m | m = 0, 1, . . .} не регу-
лярна.

Припустимо, що мова L є регулярною. Тодi L розпiзнається
ДСА, який має s станiв. Нехай слово ω = 0m1m i |ω| = 2m ≥ s.
Тодi за лемою про роздування слова ω = 0m1m = αβγ та αβkγ на-
лежать мовi L, причому β 6= e. Слово β не може мiстити водночас
нулi й одиницi, бо тодi β2 мiстило би 10 i αβ2γ не належало б мо-
вi L. Отже, слово β складається або виключно з нулiв, або тiльки
з одиниць, але тодi αβ2γ мiстить або забагато нулiв, або забагато
одиниць i не належить мовi L. Ця суперечнiсть доводить, що мова
L = {0m1m | m = 0, 1, . . .} не регулярна.

5.8. Пpиклад. Покажемо, що мова {0p | p− просте число } не є
регулярною.

Припустимо, що L = {0p | p− просте число } є регулярною мо-
вою. Тодi L розпiзнається ДСА. Нехай s – кiлькiсть станiв авто-
мата. Зафiксуємо просте число p > s. Зауважимо, що 0p ∈ L i
|0p| = p > s. Таким чином, за лемою про роздування 0p можна
записати як 0p = αβγ, причому |β| ≥ 1 i αβ∗γ ⊂ L.

Нехай i = |α|+ |γ| та j = |β|. Тодi з умови αβ∗γ ⊂ L випливає,
що для кожного k ≥ 0 слово αβkγ = 0i+kj ∈ L, тобто для кожного
k ≥ 0 число i + kj є простим. Зокрема, при k = 0 маємо, що i
є простим числом. Отже, i ≥ 2. Поклавши k = i, отримаємо, що
i(1+j) – просте число. Тим не менше, оскiльки β 6= e, то з j = |β| ≥
1 випливає, що i(1 + j) є складеним. Дана суперечнiсть доводить
нерегулярнiсть мови L = {0p | p− просте число }.
5.9. Пpиклад. Доведемо, що мова L = {0m | m− складене число }
не регулярна.
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Припустимо, що дана мова L є регулярною, тодi з наслiдку 5.5
випливає, що мови L та L \ {0} = {0p | p− просте число } є регу-
лярними, що суперечить прикладу 5.8.

Рекомендована лiтература : [2, с. 141–147], [4, с. 509–521, 538–543],
[16, с. 82–88, 114–123], [17, с. 294–303], [23, с. 53–69].

Питання та вправи до параграфа 5.

5.1. З яким класом формальних мов спiвпадають мови, що роз-
пiзнаються ДСА або НСА?

5.2. Дайте означення частки двох формальних мов.

5.3. Чи спiвпадає клас формальних мов з класом регулярних мов?

5.4. Сформулюйте лему про роздування для регулярних мов. Для
чого її застосовують?

5.5. Побудувати праволiнiйну граматику, яка породжує мову, що
розпiзнається НСА без виходу:

а)

// GFED@ABCq0

0,e
++ GFED@ABC?>=<89:;q1

0 //

1,0
kk GFED@ABC?>=<89:;q2

0,e
++

0

TT
GFED@ABCq3

1

TT
0

kk

б)

// GFED@ABCq0
1

//

0,e

TT
GFED@ABCq1

1,0
//

0

))GFED@ABCq2

e,1

TT
GFED@ABC?>=<89:;q3

0,1

TT

5.6. Побудувати граматику, яка породжує регулярну мову L(r),
задану регулярним виразом r = ((0 + 11)∗10)∗.

5.7. Побудувати НСА, який розпiзнає мову, породжену грамати-
кою G, що задана множиною продукцiй P :

а) P = {S → bB | aA, A → a,B → b};
б) P = {S → aB | aA,A → aB | ab,B → b};
в) P = {S → bA | B, A → aaA | aa,B → bB | b}.
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5.8. Побудувати ДСА, який розпiзнає мову, породжену грамати-
кою G з попереднього прикладу.

5.9. Використовуючи доведення теореми 5.1, побудувати регуляр-
ний вираз, який позначає регулярну мову, що розпiзнається авто-
матом:

// GFED@ABCq0

1 ,,

0

((GFED@ABCq1

1

ll

0
²²

GFED@ABCq2
0oo

1 ,, GFED@ABCq3

1

ll

0
xxqqqqqqqqqqqqqq

GFED@ABC?>=<89:;q4

0

ffMMMMMMMMMMMMMM 1 ++ GFED@ABC?>=<89:;q5

1
kk

0

OO

5.10. Довести або спростувати твердження:
а) якщо мова A є регулярною i A ⊂ B, то мова B теж є регу-

лярною;
б) якщо мова A є регулярною i B ⊂ A, то мова B – регулярна;
в) якщо мова A2 є регулярною, то мова A є регулярною;
г) якщо мови A i AB є регулярними, то мова B також регу-

лярна;
д) якщо мови A i B є регулярними, то мова ∪∞i=0(A

i ∩Bi) теж
є регулярною.

5.11. З’ясувати, чи є регулярними наступнi формальнi мови:
а) {02n1n | n ≥ 0};
б) {02n | n ≥ 0};
в) {0n1n2n | n ≥ 0};
г) {02n | n ≥ 0};
д) {0n2 | n ≥ 0};
е) {0m1n | m 6= n};
є) {0pq | p, q − простi числа};
ж) {0m1n | m,n ≥ 0, m = 2n + 1};
з) {0m1n | m,n ≥ 0, m 6= 3n + 1};
и) {anbmck | n,m, k ≥ 0, n 6= m або m 6= k або k 6= n};
i) {ωωR | ω ∈ {0, 1}+}.
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§ 6. Автомати з магазинною пам’яттю
Автомат з магазинною пам’яттю (МП-автомат) – це скiнченний

недетермiнований автомат без виходу, що має додатковий пристрiй
пам’ятi типу стек з головкою, яка виймає i заносить данi у стек.
У стеку кожен елемент iнформацiї заноситься в верхню комiрку
пам’ятi, змiщуючи тим самим весь її вмiст на одну комiрку вниз,
i дiстається тiльки iз верхньої комiрки пам’ятi, змiщуючи весь її
вмiст на одну комiрку вгору. При цьому у кожний момент часу
доступний тiльки верхнiй елемент стеку. Теоретично об’єм пам’ятi
МП-автомата необмежений. Схема МП-автомата має вигляд:

b b a c a b b

J
J

J
J

J
JJ]

mq0

mq2

mqn

mqi

mq1

mq3

¡
¡

¡
¡

¡

?

6.1. Означення. Автомат з магазинною пам’яттю – це шiстка
M = (Q,X, Z, δ, q0, F ), де Q, X, q0 i F визначаються так само, як i
в НСА, Z – скiнченний магазинний алфавiт (множина допустимих
букв пам’ятi), а δ – функцiя переходiв:

δ : Q× (X ∪ {e})× (Z ∪ {e}) → 2Q×(Z∪{e}).

На початку роботи МП-автомат M = (Q,X, Z, δ, q0, F ) завжди
перебуває в початковому станi q0, його стек порожнiй i головка
стрiчки аналiзує першу злiва букву вхiдного слова, яке записане на
стрiчцi. Якщо МП-автомат M перебуває в станi q, зчитує з стрiчки
букву a i виймає зi стеку верхню букву u та (p, v) ∈ δ(q, a, u), то
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M замiнює u на v, головка стрiчки перемiщується на одну комiрку
праворуч i керуючий пристрiй переводить автомат у стан p. Розгля-
немо випадки, коли v або u дорiвнює e. Якщо v = e, то МП-автомат
просто видаляє верхню букву u стеку, не виймаючи при цьому на-
ступної букви. У випадку u = e МП-автомат заносить в стек букву
v, не зачiпаючи верхньої букви стеку. Команда (p, v) ∈ δ(q, e, u)
аналогiчна e-тактам НСА, тобто МП-автомат M виконує операцiю,
як i у випадку (p, v) ∈ δ(q, a, u), але при цьому не зчитує букви
зi стрiчки (головка стрiчки не змiщується праворуч). Вважається,
що МП-автомат M розпiзнає вхiдне слово, якщо хоча б в одному з
обчислювальних шляхiв вiн повнiстю проаналiзовує слово, має по-
рожнiй стек i зупиняється в кiнцевому станi q ∈ F . Через L(M)
позначається мова, яка складається зi всiх слiв, якi розпiзнаються
автоматом M .

6.2. Пpиклад. Розглянемо МП-автомат

M = ({q, p}, {a, b, c}, {a, b}, δ, q, {p}),
де функцiя переходiв δ задається так:

δ(q, a, e) = {(q, a)}, δ(p, a, a) = {(p, e)}, δ(q, b, e) = {(q, b)},
δ(p, b, b) = {(p, e)}, δ(q, c, e) = {(p, e)}.

Знайдемо мову L(M).
Цей автомат працює наступним чином. В початковому станi q

вiн заносить букви a та b в стек доти, доки головка стрiчки не зна-
йде букву c. Пiсля аналiзу букви c вiн переходить в стан p. В станi p
автомат M порiвнює кожну букву стрiчки з верхньою буквою сте-
ку. Якщо всi вiдповiднi букви стрiчки та стеку спiвпадають, то M
розпiзнає вхiдне слово.

Нехай ω ∈ {a, b}∗ – префiкс вхiдного слова перед першим вхо-
дженням букви c i ν – суфiкс вхiдного слова пiсля першого вхо-
дження c. Зауважимо, що в той час, коли МП-автомат переходить
в стан p, слово ω записане в стеку в оберненому порядку (перша
буква слова ω записана вкiнцi стеку, а остання буква – на верху
стеку). Таким чином, коли автомат порiвнює суфiкс ν з буквами
стеку, то спершу порiвнюється перша буква слова ν з останньою
буквою слова ω i т.д. Отже, вхiдне слово розпiзнається тiльки тодi,
коли ν = ωR, тобто L(M) = {ωcωR | ω ∈ {a, b}∗}.
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Щоб краще зрозумiти як автомат працює на вхiдному словi,
введемо поняття конфiгурацiї МП-автомата. Конфiгурацiя – це
запис iнформацiї про роботу автомата на певному кроцi аналiзу
вхiдного слова, який включає активний стан, букви стрiчки, якi
ще не проаналiзованi, i символи, якi на даний момент є в стеку. От-
же, конфiгурацiя МП-автомата M = (Q,X, Z, δ, q0, F ) є елементом
декартового добутку Q×X∗×Z∗. Конфiгурацiя (q, ω, γ) означає, що
МП-автомат перебуває в станi q, непроаналiзований суфiкс вхiдно-
го слова дорiвнює ω (головка стрiчки аналiзує першу букву слова
ω) i стек мiстить слово γ (перша буква слова γ є верхньою буквою
стеку).

Нехай (q, ω1, β) i (p, ω2, γ) – двi конфiгурацiї. Кажемо, що кон-
фiгурацiя (p, ω2, γ) безпосередньо слiдує за (q, ω1, β) i записуємо
(q, ω1, β) ` (p, ω2, γ), якщо iснує така iнструкцiя (p, v) ∈ δ(q, a, u), що
ω1 = aω2 i β = uα, γ = vα для деякого слова α ∈ Z∗, де a, u, v мо-
жуть дорiвнювати порожньому слову e. Будемо казати, що конфiгу-
рацiя (p, ω2, γ) слiдує за (q, ω1, β) i записувати (q, ω1, β) `∗ (p, ω2, γ),
якщо iснує така послiдовнiсть конфiгурацiй C0, C1, . . . , Cn, що C0 =
(q, ω1, β), Cn = (p, ω2, γ) i Ci ` Ci+1 для всiх i = 0, 1, . . . , n − 1.
Послiдовнiсть (C0, C1, . . . , Cn) конфiгурацiй МП-автомата M нази-
вається обчислювальним шляхом автомата M , якщо C0 є поча-
тковою конфiгурацiєю (q0, ω, e), Cn не має наступної конфiгурацiї
i Ci ` Ci+1 для всiх i = 0, 1, . . . , n − 1. Нагадаємо, що в загально-
му випадку M є недетермiнованим автоматом, а тому може бути
багато обчислювальних шляхiв, якi починаються з початкової кон-
фiгурацiї. Крiм того, конфiгурацiя (q, ω, β) може не мати наступної
конфiгурацiї навiть при ω 6= e. Таким чином, МП-автомат M роз-
пiзнає слово ω тодi i лише тодi, коли iснує обчислювальний шлях
автомата M , який починається з початкової конфiгурацiї (q0, ω, e)
i закiнчується конфiгурацiєю (f, e, e) для деякого кiнцевого стану
f ∈ F , тобто

L(M) = {ω ∈ X∗ | (∃f ∈ F )[(q0, ω, e) `∗ (f, e, e)]}.
Наприклад, розглянемо три обчислювальнi шляхи МП-автомата

M з прикладу 6.2 для слiв abcba, abcb i abcbab вiдповiдно:
(q, abcba, e) ` (q, bcba, a) ` (q, cba, ba) ` (p, ba, ba) ` (p, a, a) ` (p, e, e);
(q, abcb, e) ` (q, bcb, a) ` (q, cb, ba) ` (p, b, ba) ` (p, e, a);
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(q, abcbab, e) ` (q, bcbab, a) ` (q, cbab, ba) ` (p, bab, ba) ` (p, ab, a) `
(p, b, e).

Зауважимо, що з допомогою другого обчислювального шляху
слово abcb не розпiзнається автоматом M , бо стек не стає порожнiм
пiсля того, як слово проаналiзується автоматом. Третiй шлях теж
не розпiзнає вхiдного слова, оскiльки пiсля (p, b, e) не iснує насту-
пної конфiгурацiї, а вхiдне слово ще не проаналiзоване повнiстю.

Аналогiчно як i НСА, МП-автомат зображується графом. Вер-
шини графа є станами автомата, а кожна стрiлка з вершини q в
вершину p з позначкою „a, u/v” зображує перехiд (p, v) ∈ δ(q, a, u).
Наприклад, граф автомата з прикладу 6.2 має вигляд:

//ONMLHIJKq
c, e/e

//

b, e/b
a, e/a

³³
ONMLHIJKGFED@ABCp

b, b/e
a, a/e

³³

6.3. Пpиклад. Побудувати МП-автомат, який розпiзнає мову

{ωωR | ω ∈ {a, b}∗}.
Цей приклад аналогiчний до попереднього, за винятком того,

що вхiдне слово не мiстить всерединi букви c i тому не зрозумiло,
коли починати порiвняння мiж буквами вхiдного слова i буквами
стеку. Як же вирiшити цю проблему? Нагадаємо, що МП-автомат є
НСА, а тому можна в будь-який час починати порiвняння. Вхiдне
слово аналiзується доти, доки вхiднi букви, що залишилися, зiстав-
ляються коректно з буквами стеку по вiдношенню до деякої точки
подiлу. Звiдси слiдує, що шуканий МП-автомат задається графом:

//ONMLHIJKq
e, e/e

//

b, e/b
a, e/a

³³
ONMLHIJKGFED@ABCp

b, b/e
a, a/e

³³

Побудуємо три обчислювальнi шляхи для слова abba, перший з
яких розпiзнає дане слово, а два iншi – нi:
(q, abba, e) ` (q, bba, a) ` (q, ba, ba) ` (p, ba, ba) ` (p, a, a) ` (p, e, e);
(q, abba, e) ` (q, bba, a) ` (q, ba, ba) ` (q, a, bba) ` (p, a, bba);
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(q, abba, e) ` (q, bba, a) ` (p, bba, a).

6.4. Пpиклад. Побудувати МП-автомат, який розпiзнає мову

{0n1n | n = 0, 1, . . .}.
Користуючись тим же методом, що i в прикладi 6.3, побудуємо

граф шуканого автомата:

//ONMLHIJKq
e, e/e

//

0, e/0
³³

ONMLHIJKGFED@ABCp

1, 0/e
³³

Даний автомат зчитує у пам’ять першу половину вхiдного сло-
ва, що складається з нулiв, а потiм видаляє з пам’ятi по одному
нулю на кожну одиницю, що поступає на вхiд. Крiм того, переходи
станiв гарантують, що всi нулi передують всiм одиницям.

З прикладiв 5.7 i 6.4 випливає, що клас мов, якi розпiзнаються
МП-автоматами, ширший вiд класу регулярних мов. Данi мови на-
зиваються контекстно-вiльними.

6.5. Пpиклад. Побудувати МП-автомат, який розпiзнає мову

{aibjck | i, j, k ≥ 0, i + k = j}.
Основна iдея для розв’язання цiєї задачi полягає у використан-

нi рiзних станiв для того, щоб зберiгати правильний порядок вхо-
джень букв a, b i c, а також у використаннi стеку для дотримання
виконання рiвностi i+k = j. Таким чином, побудуємо МП-автомат
з трьома станами s, q i p, де s – початковий стан, а p – єдиний кiнце-
вий стан. В станi s автомат кожну букву a заносить у стек. В станi
q вiн спершу взаємно однозначно спiвставляє букви b з буквами a
зi стеку, а потiм заносить решту букв b у стек. В станi p автомат
аналiзує букви c i спiвставляє їх з буквами b зi стеку.

//ONMLHIJKs
e, e/e

//

a, e/a

±±
ONMLHIJKq

b, e/b
b, a/e

³³
e, e/e

//ONMLHIJKGFED@ABCp

c, b/e
³³
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6.6. Пpиклад. Побудувати МП-автомат, який розпiзнає мову

L = {aibj | 2i = 3j}.
Для того, щоб слово належало мовi L, мають виконуватись рiв-

ностi i = 3k та j = 2k для деякого цiлого k ≥ 0. Таким чином, для
кожної букви a вхiдного слова потрiбно занести двi її копiї в стек.
Далi кожну букву b вхiдного слова треба спiвставити з трьома бу-
квами a стеку. Як же занести двi букви a у стек? Можна занести
одну букву a у стек, а потiм перейти в допомiжний стан для зане-
сення другої букви a. Аналогiчно спершу порiвнюємо кожну букву
b вхiдного слова з однiєю буквою a, а потiм переходимо в два iншi
допомiжнi стани для видалення двох зайвих букв a зi стеку. Граф
МП-автомата має вигляд:

// GFED@ABCq0
e, e/e //

a, e/a

¹¹

GFED@ABC?>=<89:;q4

b, a/e

¦¦®®
®®

®®
®®

®®
®®

®®

GFED@ABCq1

e, e/a

VV

GFED@ABCq2
e, a/e

// GFED@ABCq3

e, a/e

YY33333333333333

Рекомендована лiтература : [2, с. 192–220], [5, с. 399–402], [12, с. 374–
382], [16, с. 128–136].

Питання та вправи до параграфа 6.

6.1. Дайте означення автомата з магазинною пам’яттю.

6.2. Чим вiдрiзняється МП-автомат вiд НСА?

6.3. Що ви розумiєте пiд стеком?

6.4. Обґрунтуйте, чому клас мов, що розпiзнаються МП-автома-
тами, ширший вiд класу регулярних мов.

6.5. Як називаються мови, якi розпiзнаються МП-автоматами.
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6.6. Скiнченний МП-автомат M заданий графом:

//ONMLHIJKs
0, e/0

,,ONMLHIJKp
e, e/0 //

0, e/e

ll ONMLHIJKGFED@ABCq

0, 0/e
³³

Задати його як шiстку M = (Q,X, Z, δ, q0, F ) i знайти мову, яка
розпiзнається МП-автоматом.

6.7. Чи є мова, що розпiзнається МП-автоматом з попередньо-
го прикладу, регулярною? Якщо так, то побудувати рiвносильний
ДСА.

6.8. Знайти мову L(M), яка розпiзнається МП-автоматом M , за-
даним графом:

//ONMLHIJKGFED@ABCs
0, e/0 //ONMLHIJKp

0, e/0
³³

1, 0/e //ONMLHIJKq

e, e/e

ii

1, 0/e
³³

Чи можна побудувати праволiнiйну граматику, яка породжує мову
L(M)?

6.9. Побудувати МП-автомат, який розпiзнає мову:
а) {0n1m2n | n,m ≥ 0};
б) {aibjck | i, j, k ≥ 0, i + j = k};
в) {aibjck | i, j, k ≥ 0, i = j + k};
г) {aibjck | i, j, k ≥ 0, i + 2k = j};
д) {0n13n | n,m ≥ 0};
е) {0n1m | n,m ≥ 0, 2n = 5m}.
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автомат, 40
Мiлi, 42
Мура, 44
автономний, 43
без виходiв, 43
без пам’ятi, 43
детермiнований, 43
з магазинною пам’яттю, 85
недетермiнований, 43
нескiнченний, 43
повний, 43
рiвносильний, 67
скiнченний, 43
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алфавiт
вихiдний, 40, 42
вхiдний, 40, 42

бiнарна операцiя, 4
буква, 4

вихiдна, 40
вхiдна, 40

виведення, 34
лiве, 36
праве, 36

головка
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гомоморфiзм, 4
граматика, 30

контекстно вiльна, 33
контекстно залежна, 33
лiволiнiйна, 34
неоднозначна, 36

праволiнiйна, 33
регулярна, 34
типу 0, 33
типу 1, 33
типу 2, 33
типу 3, 33

граф
регулярного виразу, 26
автомата, 45

групоїд, 4

дерево виведення, 35
довжина слова, 5

замикання Клiнi, 6

керуючий пристрiй
автомата, 41

конкатенацiя, 5
конструкцiя пiдмножин, 68
конфiгурацiя

МП-автомата, 87
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Ардена, 7
про роздування, 81

напiвгрупа, 4
вiльна, 5

обчислюваний шлях, 87

пiдслово, 5
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продукцiя, 31

регулярний вираз, 23
розряд числа, 11

символ, 4
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