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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Методы экономико-математического моделирования, возможности 
применения которых существенно расширились благодаря современному 
программному обеспечению ПЭВМ, представляют собой один из наиболее 
динамично развивающихся разделов прикладной экономической науки. 

Современный экономист должен хорошо разбираться в экономико-ма­
тематических методах, уметь их практически применять для моделирования 
реальных экономических ситуаций. Это позволит лучше усвоить теоретиче­
ские вопросы современной экономики, повысить уровень квалификации и 
общей профессиональной культуры специалиста. 

В учебном пособии систематически излагаются методы экономико-ма­
тематического моделирования, которые широко используются в различных 
областях экономики, при принятии управленческих решений в финансо­
вой сфере в силу разработанности математического аппарата и возможнос­
ти практической реализации. 

Пособие включает двенадцать глав, которые объединены в два раздела. 
Раздел I посвящен вероятностно-статистическим методам моделирова­

ния экономических систем, а также теоретическим основам вероятностных 
методов. Авторы излагают те вопросы теории вероятностей и математичес­
кой статистики, знание которых является необходимым минимумом для ус­
воения материала, рассматриваемого в последующих главах. 

Значительное место отведено применению марковских случайных про­
цессов для моделирования экономических систем, а также использованию 
аппарата теории массового обслуживания для решения финансово-эконо­
мических задач. Далее авторы рассматривают возможности применения ме­
тода статистического моделирования (метода Монте-Карло). 

Достаточно подробно рассмотрены методы и модели корреляционно-
регрессионного анализа. Регрессионный и корреляционный анализ нахо­
дит широкое применение при исследовании зависимостей и взаимосвязей 
между явлениями в экономике, при прогнозировании и решении задач 
бизнес-планирования. В настоящее время большинство объективно суще­
ствующих зависимостей между финансово-экономическими явлениями ис­
следованы и изучены теоретически. Значительно важнее количественно из­
мерить тесноту причинно-следственных связей в экономике и финансах, 
понять природу исследуемых процессов. Это позволит воздействовать на 
выявленные факторы, вмешиваться в соответствующий экономический 
процесс с целью получения нужных результатов. В связи с этим к аппара­
ту корреляционно-рефессионного анализа в ходе своих исследований об­
ращаются как экономисты-практики, так и научные работники. 



Внимание к методам корреляционно-регрессионного анализа особенно 
возросло в связи с появлением современных профаммных продуктов для 
компьютеров, реализующих эти и другие математико-статистические мето­
ды. Если раньше пакеты прикладных профамм по математико-статистиче-
ским методам были ориентированы в основном на профессиональных поль­
зователей (математиков-прикладников), то широко распросфаненные се­
годня табличные процессоры Excel, входящие в известный продукт MS 
Office, не требуют от исследователя подготовки, выходящей за рамки эко­
номического вуза. 

Учебное пособие — практическое руководство по корреляционно-рег­
рессионному анализу, которое поможет студентам, аспирантам, менедже­
рам овладеть этими методами анализа. Рассмофенные методы и модели 
прогнозирования временных рядов экономических показателей особенно 
актуальны для современных студентов экономических специальностей. 

Раздел II посвящен методам оптимизации: линейному, динамическому, 
парамефическому, целочисленному профаммированию, теории иф. 

Наряду со сведениями теоретического характера в пособии разбирает­
ся большое количество примеров и задач, цель которых — уяснение основ­
ных понятий и математических методов. В конце каждой главы приводят­
ся задачи для самостоятельного решения. Задачи подобраны и составлены 
с особой тщательностью и могут служить для проверки степени усвоения 
читателем изученного материала. Примеры и задачи предусмафивают не­
большой объем вычислений и могут быть использованы на практических 
занятиях при изучении курса «Экономико-математические методы». 

Дополнительные теоретические сведения для более глубокого изучения 
того или иного раздела можно получить из книг, приведенных в списке ли­
тературы. 

Изучение всех разделов экономико-математических методов, излагае­
мых авторами в учебном пособии, предусмофено Государственным образо­
вательным стандартом по экономическим специальностям. 

Пособие написано на основе многолетнего опыта преподавания эконо­
мико-математических методов и моделей в высших учебных заведениях, а 
также на основе решения ряда практических задач, которые всфечались 
авторам в научно-исследовательской работе. 

Авторы выражают благодарность уважаемым рецензентам и призна­
тельны им за ценные замечания, которые улучшили изложение материала, 
— кафедре прикладной математики и информатики Ставропольского госу­
дарственного университета и профессору кафедры математического моде­
лирования экономических процессов Финансовой академии при Прави­
тельстве РФ Л. Г. Лабскеру. 



РАЗДЕЛ I 

Вероятностно-статистические 
методы моделирования 
экономических систем 

Глава 1 
Основы вероятностных методов 
анализа и моделирования 
экономических систем 

1.1. Элементарные понятия 
о случайных событиях, 
величинах и функциях 

Под событием понимается всякий факт, который может про­
изойти в данных условиях. Теория вероятностей рассматривает со­
бытия в тесной связи с теми условиями, в которых они наступают. 
Совокупность условий, в которых рассматривается данное собы­
тие, называют комплексом условий, а реализацию этого комплекса 
условий на практике — испытанием. В зависимости от связи между 
событиями и соответствующими комплексами условий различают 
достоверные, невозможные и случайные события. 

Достоверным называется такое событие, которое наступает каж­
дый раз при реализации данного комплекса условий. Достоверное 
событие обозначим через U. 

Невозможным называется событие, которое никогда не насту­
пает при реализации данного комплекса условий. Невозможное со­
бытие обозначим символом 0. 

Случайным называется событие, которое может либо наступить 
при реализации данного комплекса условий, либо не наступить. 
Достоверное и невозможное события могут рассматриваться как 
крайние частные случаи случайных событий. Случайные события 
обозначим через А, В, С... 



Согласно теоретико-множественному подходу при рассмотре­
нии понятия «случайное событие» введем понятие «элементарное 
событие». 

Элементарное событие — это один из нескольких возможных, 
но несовместных исходов того или иного опыта (испытания). Со­
вокупность или множество их составляют пространство элементар­
ных событий. 

В общем случае пространство элементарных событий может 
быть любой природы: конечным и бесконечным, дискретным и не­
прерывным. Пространство элементарных событий является сино­
нимом достоверного события, так как один из его элементов не­
пременно наступит. Кроме того, существует понятие «пустое мно­
жество». Это множество, не содержащее элементарных событий. 
Очевидно, что пустое множество является синонимом невозмож­
ного события. При изучении случайных событий в ходе разработ­
ки математических моделей экономических систем используется, 
как правило, не одно, а группа событий, между которыми сущест­
вуют определенные соотношения, позволяющие выражать одни со­
бытия через другие. 

Рассмотрим эти соотношения. 
/. Событие А содержится в событии В (А с. В). Если при каж­

дом испытании, при котором происходит событие А, непременно 
происходит и событие В, то говорят, что событие А содержится в 
событии Д или принадлежит событию В, 

2. Тождественные события {А = В). Если событие А содержится 
в событии в, а событие В содержится в событии А, то говорят, что 
события An В тождественны, или равносильны. 

J. Произведение событий. Произведением (или пересечением) 
событий А VI В называется событие С, состоящее в совместном на­
ступлении этих событий. Другими словами, множество С содержит 
элементы, принадлежащие множествам А и В. Произведение собы­
тий записывается в виде: 

С = А В или С = А п В, (1.1) 
А=АА, 

где п — знак пересечения. 

4. Несовместные события. События А и В называются несо­
вместными, если их совместное появление при испытании невоз­
можно. Условие несовместности записывается в виде: 

АВ = 0. (1.2) 
5. Сумма событий (объединение событий). Суммой событий А и 

В называется событие С, состоящее в наступлении хотя бы одного 



из этих событий. Множество С содержит элементы, принадлежа­
щие хотя бы одному из множеств А или В: 

С = А + В или С = Аи В, (1.3) 
A=A-hA, 

где U - знак объединения. 

6. Полная группа событий. События А и В составляют полную 
группу событий, если при реализации заданного комплекса усло­
вий непременно появится хотя бы одно из этих событий. Сумма 
всех таких событий есть событие достоверное: 

С==А + В= и. (1.4) 

7. Противоположное событие. Два события АиА (читается «не 
А») называются противоположными, если они составляют полную 
фуппу несовместных событий, т.е. удовлетворяют условию: 

А + А= U; А • А= 0. (1.5) 

Всякому событию при данном комплексе условий соответству­
ет определенная степень возможности. Более возможные события 
при многократных испытаниях в среднем наступают чаще, а менее 
возможные — реже. Частотой события называется отношение чис­
ла испытаний, в которых появилось данное событие, и общего чис­
ла испытаний. Частота события А равна: 

п (1.6) 
где п — общее число проведенных испытаний; 

т(А) - число испытаний, в которых наступило событие А. 

Частота достоверного события (/равна единице: 

p*(f/) = - = l. 
п 

Частота невозможного события равна нулю: 

/>*(0) = - = О. п 

Частота случайного события А находится в интервале [0;1]: 

О < Р*{А) < 1. 

7 



Следует отметить, что частота случайного события обладает ус­
тойчивостью, что доказывается и формулируется в теореме Я. Бер-
нулли, относящейся к закону больших чисел. 

Свойство устойчивости частоты случайного события отражает 
связь между комплексом условий и возможностью наступления 
событий при данном комплексе. Количественной мерой степени 
возможности появления события для заданного комплекса усло­
вий является вероятность события. Чем более возможно появле­
ние случайного события, тем больше его вероятность. Наоборот, 
чем менее возможно появление события, тем меньше его вероят­
ность. 

Вероятность и частота события тесно связаны между собой. 
Зная частоту, вычисленную при достаточно большом числе испы­
таний, есть все основания считать ее близкой к соответствующей 
вероятности и полагать, что 

Р{Л)^Р*{Л) = ̂ ^^. (1.7) 

Такой способ определения вероятности события Р(А) называет­
ся статистическим. 

Свойства вероятностей событий 

1. Вероятность невозможного события равна нулю, т. е. 

Р(0) = 0. 

2^Для любого события А вероятность противоположного собы­
тия Л равна: 

Р(А) = 1-Р{А). (1.8) 

3. Если событие А влечет за собой событие Д т. t. Аа В, то 

Р{А) < Р(В). (1.9) 

4. Вероятность события А заключена между нулем и единицей, 
т. е. 

0<Р(А)<1. (1.10) 

5. Вероятность двух событий А и В равна сумме вероятностей 
этих событий без вероятности их произведения: 

Р{А + В) = Р(А) + Р{В) - Р(АВ). (1.11) 



Вероятность события определяется при условии реализации не­
которой совокупности условий. Если никаких ограничений, кроме 
упомянутых условий, при вычислении вероятности Р(А) не налага­
ется, то такие вероятности называются безусловными. Однако в ря­
де случаев приходится находить вероятности событий при условии, 
что произошло некоторое событие В, имеющее положительную ве­
роятность. Такие вероятности называются условными и обозначают­
ся Р(А/В). 

Событие А называется независимым от другого события В, если 
вероятность события А не изменяется от того, наступает событие В 
или нет. В противоположном случае событие А называется зависи­
мым от события В. Следовательно, если события А и В независи­
мые, то Р(А/В) = Р(А). 

Вероятность произведения двух событий равна произведению 
вероятности одного из этих событий на условную вероятность дру­
гого при условии, что первое произошло: 

Р(АВ) = Р(А) • Р(В/А) = Р{В) . Р{А/В). (1.12) 

Вероятность произведения независимых событий равна: 

Р{АВ) = Р(А) ' Р(В). (1.13) 

Вероятность произведения п случайных событий равна произ­
ведению вероятности одного из них на условные вероятности ос­
тальных, вычисленных при условии, что все предшествующие со­
бытия произошли. 

Правило сложения вероятностей двух событий записывается сле­
дующим образом: 

Р(А + 5) = Р(А) + Р(В) - Р(АВ). (1.14) 

Читается это правило так: вероятность наступления хотя бы од­
ного из двух событий равна сумме вероятностей этих событий без 
вероятности их совместного наступления. 

Если события несовместны, то правило сложения вероятностей 
принимает вид: 

Р{А + В) = Р(А) + Р(В). (1.15) 

Если несовместные события составляют полную группу, т. е. 

Ai + А2 + .,. + А^ = и и AiAj = 0 , / Ф], 

то Р\ 
п 
ЕЛ 

п 
= Х Д 4 ) = 1. (1.16) 

9 



Случайные события могут быть представлены через случайные 
величины. Понятие «случайная величина» расширяет область при­
менения вероятностных методов в решении практических задач, 
позволяет исследовать более сложные случайные явления. Случай­
ной называется такая величина, которая в результате испытания 
(реализации определенного комплекса условий) может принять то 
или иное значение, причем до испытания неизвестно, какое имен­
но. Если повторять испытания, то результатом каждого будет ка­
кое-либо одно значение случайной величины из множества воз­
можных. 

Случайные величины подразделяются на дискретные и непре­
рывные. 

Множество значений дискретной случайной величины конечно 
или счетно, например: 

• количество отказов автомобилей автопредприятия в течение 
рабочей смены; 

• число рабочих, пришедших в бухгалтерию завода в течение 
одного часа получать заработную плату и т. д. 

Множество значений непрерывной случайной величины представ­
ляет собой множество всех точек, принадлежащих какому-либо ин­
тервалу числовой оси, например: 

• расход топлива на километр пробега; 
• время безотказной работы автомобиля и т. д. 
Кроме дискретной и непрерывной случайных величин встреча­

ются случайные величины смешанного типа, для которых наряду с 
участками непрерывных значений имеются отдельные, изолиро­
ванные значения. 

Для того чтобы задать случайную величину, необходимо задать 
множество значений, которые она может принимать. Однако одно­
го перечня значений случайной величины еще недостаточно для 
каких-либо существенных выводов. Нужно еще знать, как часто, 
т.е. с какой вероятностью, она принимает эти значения. Ответ на 
поставленный вопрос дает исчерпывающая характеристика случай­
ной величины — закон ее распределения. 

Закон распределения представляет собой соотношение, позволя­
ющее определить вероятность появления случайной величины в 
любом интервале (и, в частности, вероятности любых значений 
случайной величины). 

Основными формами закона распределения являются: ряд рас­
пределения, функция распределения и плотность распределения. 

Ряд распределения представляет собой таблицу, в которой пере­
числены возможные значения случайной величины и соответству­
ющие им вероятности: 
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Таблица 1.1 
Ряд распределения 

Pi 

Xi 

Pi Pi : 
Xn 

Pn 

В табл. 1.1 X/ — /-e значение случайной величины Х\ 
Pi — вероятность появления /-го значения случайной величины X. 
При этом YiPi ^^' 

i 
Эмпирический ряд распределения представляет собой таблицу, в 

которой перечислены наблюдаемые значения (фактические реализа­
ции) случайной величины и соответствующие им частоты (табл. 1.2). 

Xi 

Щ 

Эмпирический ряд распределения 

Хх 

Щ 

Х2 

щ 
хз 
Щ 

Таблица 1.2 

Хп 

^п 

В табл. 1.2 JC/ - /-Я фактическая (наблюдаемая) реализация слу­
чайной величины Х\ 

nil " количество появлений (частота) величины Х/. 
Ряды распределения, образованные из значений случайной ве­

личины, характеризующей качественный признак, называются ат­
рибутивными. Ряды распределений, образованные из значений слу­
чайной величины, характеризующей количественный признак яв­
ления (события), называются вариационными. 

Ряд распределения не может служить характеристикой непре­
рывной случайной величины, поскольку значения этой величины 
нельзя перечислить, так как множество их несчетно. Кроме того, 
вероятность отдельного значения непрерывной случайной величи­
ны равна нулю. 

Для характеристики непрерывной случайной величины опреде­
ляют вероятность появления значения случайной величины мень­
шего X, где X - текущая переменная, т. е. определяют вероятность 
события X < X. Вероятность этого события зависит от х, т. е. явля­
ется функцией X. Эта функция называется функцией распределения 
случайной величины Хи обозначается F(x): 

Fix) -= Р(Х<х). (1.17) 

Таким образом, функцией распределения случайной величины 
X называется функция аргумента х, равная вероятности того, что 
случайная величина Z примет любое значение, меньшее х. 
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Вероятность попадания случайной величины в полузамкнутый 
интервал [а, Ь) равна разности значений функции распределения в 
точках b и а: 

Р{а<х<Ь)^ F(b) - F(a). (1.18) 
Функция распределения есть неубывающая функция, значения 

которой начинаются с нуля и доходят до единицы, причем в от­
дельных случаях функция может иметь скачки — разрывы. Функ­
цию распределения дискретной случайной величины можно опре­
делить, зная ее ряд распределения, по формуле 

F{x)= S PU,), (1.19) 
XjKX 

где суммирование распространяется на значения JC/, которые меньше х. 

Следует отметить, что функция распределения дискретной слу­
чайной величины увеличивается скачками каждый раз, когда А" при 
своем изменении проходит через какое-нибудь из возможных зна­
чений X, причем величина скачка равна вероятности этого значе­
ния. Между двумя соседними значениями величины X функция 
F(x) постоянна. 

Поскольку для непрерывной случайной величины нельзя ис­
пользовать в качестве характеристики вероятность появления ее 
отдельных значений, то. определяют вероятность появления слу­
чайной величины в пределах малого интервала [х, х + Ах), примы­
кающего к X. Разделив эту вероятность на длину интервала Лх, на­
ходят среднюю плотность вероятности и при неограниченном 
уменьшении длины интервала переходят к пределу, который явля­
ется плотностью распределения в точке х: 

' , , ,. Р{х<Х<х + ̂ х) 
f(x)= hm -̂ ^ '-, (1.20) 

Ах->0 Ах 
Плотность распределения Дх) есть предел отношения вероятно­

сти попадания случайной величины на малый участок и длины это­
го участка при ее неофаниченном уменьшении. 

Вероятность попадания случайной величины на произвольный 
участок [а, Ь) равна: 

b 
P(a<X<b) = jfix)-dx. (1.21) 

а 
Интеграл в бесконечных пределах от плотности распределения 

оо 

равен единице, т. е. J / ( x ) r fx = l. Это очевидно, так как указан-
—оо 
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ный интефал выражает вероятность достоверного события — попа­
дания случайной величины на участок от -оо до ©о, а значит, равен 
единице. 

График плотности распределения называется кривой распреде­
ления, лежащей в верхней полуплоскости. Кривая распределения 
совместно с осью абсцисс ограничивает площадь, равную единице 
(рис. 1Л). 

(̂x)t 

01 а Ь X 

Рис. 1.1. График плотности распределения (кривая распределения) 

Вероятность попадания на участок [а, Ь) равна площади огра­
ниченной кривой распределения, опирающейся на участок [а, Ь) 
(на рис. 1.1 — заштрихованная площадь). 

Плотность распределения есть производная функции распреде­
ления. С другой стороны. 

откуда 

F{x) = Р{Х < х) = Р(~оо <Х<х), 

F(x)=] fixydx. (1.22) 

Величину F(x) называют интегральной функцией распределения 
величины X. Величина Дх) - дифференциальная функция распреде­
ления случайной величины X. Для оценки особенностей законов 
распределения случайных величин определяют числовые характе­
ристики этих величин. 
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1.2. Числовые характеристики 
случайных величин 

При решении многих практических задач часто достаточно ука­
зать отдельные числовые характеристики, определяющие особен­
ности того или иного распределения случайной величины. Это 
прежде всего среднее значение, которое принадлежит к характерис­
тикам положения случайной величины, т. е. представляет такую ве­
личину, относительно которой каким-то образом группируются, 
рассеиваются всевозможные значения случайной величины. 

Среднее значение, или математическое ожидание дискретной 
случайной величины, вычисляется по формуле 

п 
М[х\ = mx=a=Y XiPi, (1-23) 

/=l 
где X/ - возможные значения случайной величины Х\ 

Pi —вероятность появления /-го возможного значения случайной ве­
личины X. 

Математическое ожидание является теоретической характерис­
тикой случайной величины. 

Эмпирической характеристикой случайной величины является 
эмпирическая средняя, вычисляемая по формуле 

j=M*m=:^^'^^'^^^'7,^'"^^-'^^ = i x , . ^ , (1.24) 

или п 

где Р '•̂ /̂ "'лйГ "" частота значений дс/ при Л̂  наблюдениях (испытаниях); 

nil ~ количество появлений значений Х/ при Л'̂  наблюдениях. 

Эмпирическая средняя случайной величины по мере увеличе­
ния испытаний (наблюдений) приобретает тенденцию стабилизи­
роваться относительно постоянной величины - математического 
ожидания. 

Для непрерывной случайной величины X математическое ожи­
дание определяется интегралом: 
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М[Х\=а= I x-f(x)-dx. (1.25) 
—oo 

Кроме математического ожидания на практике иногда приме­
няются и другие характеристики положения, в частности медиана 
и мода случайной величины. 

Медианой Me случайной величины называется такая величина, 
относительно которой равновероятно получение большего или 
меньшего значения случайной величины: 

Р(Х > Me) = Р(Х < Me). (1.26) 

Медиану применяют в качестве характеристики ряда распреде­
ления в тех случаях, когда имеются очень большие колебания слу­
чайной величины. В этом случае на эмпирическую среднюю М*[Х\ 
будут оказывать сильное влияние крайние значения случайной 
величины, а медиана менее чувствительна к крайним значениям 
случайной величины. На медиану влияет не столько колебание 
в значениях случайной величины X, сколько колебания в частоте 
появления того или иного значения случайной величины. Медиа­
ну необходимо вычислять в дополнение к математическому ожида­
нию в случае распределений, имеюш^их большую скошенность*. 

Модой Мо дискретной случайной величины называется ее зна­
чение, обладающее наибольшей вероятностью. Для непрерывной 
случайной величины мода есть такое значение, которое отвечает 
максимальной плотности распределения. 

В общем случае математическое ожидание, медиана и мода 
не совпадают. В частном случае при симметричном распределе­
нии все три характеристики положения случайной величины сов­
падают. 

Для оценки степени разброса, рассеивания значений случайной 
величины относительно среднего вычисляют следующие характе­
ристики: 

• дисперсию; 
• среднее квадратическое отклонение; 
• коэффициент вариации. 
Дисперсией называется математическое ожидание квадрата 

отклонений случайной величины от своего математического ожи­
дания: 

D,^ol = M[{X^m^)\ (1.27) 

о типах распределений см. подразд. 1.3. 
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Чем больше дисперсия, тем в среднем больше отклонение зна­
чений случайной величины относительно математического ожида­
ния, т. е. будет больше рассеивание случайной величины. 

Дисперсия дискретной случайной величины вычисляется по 
формуле 

ol = i(Xi-m^f'P(Xil (1.28) 
/=1 

Дисперсия непрерывной случайной величины равна: 
оо 

^1= \{x-m^)^'f{x)-dx. (1.29) 

Наряду с дисперсией случайной величины, в качестве характе­
ристики рассеивания случайной величины используется среднее 
квадратическое отклонение, которое равно положительному значе­
нию корня квадратного из дисперсии. 

Среднее квадратическое отклонение имеет одинаковую размер­
ность со случайной величиной, в этом состоит ее преимущество 
относительно дисперсии. 

Эмпирические значения характеристик рассеивания вычисляют 
по формулам: 

дисперсия 

a2 = i ( x , - x ) 2 . ^ ; (1.30) 

среднее квадратическое отклонение 

a ; C = j i ( ^ / - ^ ) ^ - ^ - (1.31) 

Для малых выборок, если число испытаний (наблюдений) не 
превышает А̂  < 30, то характеристики рассеивания вычисляются по 
формулам: 

дисперсия 

ol-i{Xi-x)^-^' (1.32) 

среднее квадратическое отклонение 

c ^ x = | i ( ^ / - ^ ) ^ ~ . (1.33) 
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Величины G^ и Од. показывают абсолютное отклонение от сред­
него значения случайной величины, что недостаточно характери­
зует уровень ее рассеивания. Относительной характеристикой рас­
сеивания является коэффициент вариации, вычисляемый как отно­
шение среднего квадратического отклонения и эмпирической 
средней 

К = %.100%, (1.34) 
X 

или 

F = % . (1.35) 
X 

Коэффициент вариации может использоваться для сравнения 
меры рассеивания (колеблемости) случайных величин, имеющих 
различную размерность. 

1.3. Статистическая оценка законов 
распределения случайных величин 

Эмпирические ряды распределения, получаемые при обработке 
первичных статистических данных, оформляются в таблицах или 
изображаются графически посредством геометрических образов — 
точек, линий и фигур в различных сочетаниях. Построение эмпи­
рических графиков и диаграмм позволяет установить на первом 
этапе исследования к какому типу теоретических распределений 
ближе всего полученное эмпирическое распределение, что облегча­
ет выбор конкретных технических приемов обработки исходных 
данных. 

Для применения графического метода анализа распределений 
необходимо знать, как строить графики распределения, какие су­
ществуют типы распределений и какими свойствами обладают те­
оретические распределения. 

Покажем, каким образом производится обработка статистичес­
кого материала для нахождения законов распределения случайной 
величины. Для этого будем рассматривать некоторую случайную 
величину X. При функционировании экономической системы или 
ее элемента в течение некоторого времени / случайная величина X 
может принять п определенных значений. Совокупность этих слу­
чайных значений случайной величины в математической статисти­
ке называется статистической выборкой объема п. Если располо­
жить отдельные значения случайной величины X в возрастающем 
или убывающем порядке и указать относительно каждого значе-
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ния, как часто оно встречалось в данной совокупности, то полу­
чится эмпирическое распределение случайной величины, или ва­
риационный ряд, на основании которого определяются аналитиче­
ская форма неизвестной плотности вероятности Дх), функция рас­
пределения F(x) и оцениваются входящие в нее параметры. 

Рассмотрим подробнее процедуру построения вариационного 
ряда. 

Весь диапазон значений непрерывной случайной величины X 
разбивается на интервалы. Далее подсчитывается количество зна­
чений ntj случайной величины Х, приходящейся на каждый интер­
вал, и определяется частота ее попадания в данный интервал по 
формуле 

* /71; (1.36) 

Если случайная величина X принимает значение, попадающее 
на границу /-го и (/ + 1)-го интервалов, то это значение учитывает­
ся в числе попаданий в (/ + 1)-й интервал. 

Определив таким образом частоты попадания случайной вели­
чины X в каждый интервал, получим вариационный (статистичес­
кий) ряд, который представлен в табл. 1.3. 

Интервал 

Частота Pi* Pi* 

Вариационный рцц 

Рг* 

... '/ - ',+1 

РГ 

Таблица 1.3 

Оптимальная длина интервала определяется по формуле 

д^^3пах_ ^^min 
l + 3,2MgAi' 

где m̂ax "" m̂in "" размах вариации случайной величины X. 

Число интервалов будет равно: 

(1.37) 

Дх 
(1.38) 

Если к не целое число, то в качестве числа интервалов надо 
взять ближайшее к к целое число, не меньшее к. 

Вариационные ряды могут быть изображены графически в ви­
де полигона распределения и гистограммы. 
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Полигон распределения представляет собой многоугольник, кото­
рый строится на прямоугольной координатной сетке следующим 
образом. В выбранных масштабах на оси абсцисс наносится шкала 
для фактических значений случайной величины X, на оси ординат— 

для частот /> =— (рис. l.i). Пользуясь этими шкалами, нано-п 

сят точки Ml с координатами х,- и — .̂ Точки М] Х},— , 

Л/2 Х2, 
mi 

Ml ^ку—I соединяют ломаной линией Л/| Mi 

М^ .., Ml,., Mf^. Крайние точки A/j и Mf^, если они не лежат на оси 
OJC, соединяют также со смежными точками соответственно MQ(XQ, 0) 
и Mf^+i(Xf^+i, 0) на оси абсцисс. Полученный таким образом много­
угольник Щ Ml Ml .^. Ml,., М/^ Af̂ +i является полигоном распреде­
ления. 

р =—Т 

м, 

--.'' 

! " - . М . ±^ 
О XQ Х^ Х2 Х З . . . Xj ... Xff Xf^+^ X 

Рис. 1.2. Полигон распределения реализаций случайной величины X 

Полигоны распределения чаще всего применяются для изобра­
жения дискретных вариационных рядов. 

Гистограмма распределения реализаций случайной величины 
применяется для графического изображения интервальных рядов 
распределения. Она представляет собой многоугольник, построен­
ный с помощью смежных прямоугольников. В случае непрерывных 
равных интервалов с шириной И1̂ тервала Ах гистограмма строится 
следующим образом (рис. 1.3). 
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Ax 

/ L 
E F\ 

В C\ 
\K N 

ЛХ Ax Ax Ax Ax 
IО R 

Ax I 

A D G P S M J X 

Рис. 1.3. Гистограмма распределения 

В выбранных масштабах на оси абсцисс наносится шкала для 
реализаций случайной величины X, на оси ординат — величины 

— . Пользуясь этими шкалами, строят прямоугольники ABCD, 
Ах 

DEFG, ..., основания которых соответствуют ширине интервала Ах, 
Р\ а высоты равны отношениям -̂ -i-, 
Ах 

Многоугольник EL ,„^£L 
Ах' "' Ах' 

ABCEF... QORJA и является гистограммой распределения. 
Гистограммы чаще всего применяются для изображения вариа­

ционных рядов с непрерывными значениями случайной величины 
X. При уменьшении величины каждого интервала гистограмма бу­
дет приближаться к некоторой плавной кривой, соответствующей 
графику функции плотности распределения случайной величины 
X. Следовательно, в результате построения гистограммы можно по­
лучить представление о дифференциальном законе распределения 
случайной величины X. 

Эмпирическая (статистическая) функция распределения строит­
ся следующим образом. Над каждым отрезком оси абсцисс (Ах), 
изображающим расстояние между концами интервалов, проводит­
ся отрезок горизонтальной прямой на уровне ординаты, равной ве­
личине накопленной частоты; концы горизонтальных отрезков со­
единяются вертикальными линиями. 

Статистическая функция распределения F^(X) представляет со­
бой частоту событий Л" < х в данной выборке: 
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F\X) = P*(X<X)= S p\x<Xi), (1 39) 
Xf<X 

где X ~ текущая переменная; 
p* — частота, или статистическая вероятность, события. 

Неравенство Х/ < х под знаком суммы указывает, что суммиро­
вание распространяется на все те значения х,-, которые меньше х. 

Значения F*{xD при данном значении Х/ определяется по фор­
муле 

F\X,) = ̂ , (1.40) 
п 

где /J/ - число опытов, при которых X < Х/. 

При неограниченном увеличении числа опытов (наблюдений) п 
согласно теореме Я. Бернулли при любом Х/ частота события 
р*(Х < X/) приближается (сходится по вероятности) к вероятности 
этого события. Следовательно, если X— непрерывная величина, то 
при увеличении п график функции /^(х) приближается к плавной 
кривой F(x) — интегральной функции распределения величины X 

Таким образом, фафическое изображение рядов распределения 
дает возможность наглядно представить эмпирическое распределе­
ние реализаций случайной величины и выразить закономерность 
ее распределения путем построения статистической интегральной 
функции распределения. 

Пример 1.1. Построить гистограмму и статистическую функ­
цию распределения часовой выработки подвижного состава авто­
предприятия. 

Значения часовой выработки получены в ходе наблюдения за 
работой автомобилей-самосвалов КамАЗ-5511 в течение календар­
ного года. Объем выборки составил л = 100 наблюдений. Размах 
вариации равен: 

Л = ^тах ~ ^min = 15,13 - 4,0 = 11,13. 

Величина интервала вариационного ряда определена по фор­
муле (1.37) ^ 1513-4 0 

H-3,2Mg/i l + 3,2MglOO ' ' 

Количество интервалов вариационного ряда равно: 

Ах 1,5 
L. -_ ^max -̂ min _ 1 J , 1 3 4 ,U __ 49 ~ ft 
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Вариационный ряд часовой выработки автомобиля представлен 
в табл. 1.4. 

Таблица 1.4 
Вариационный рад часовой выработки автомобиля 

Интер­
вал Ах/, 

т 

Частота 
Pi 

4-5,5 

0,07 

5,5-7,0 

0,14 

7,0-8,5 

0,17 

8,5-10 

0,17 

10-11,5 

0,15 

11,5-
13,0 

0,14 

13,0-
14,5 

0,11 

14,5-16 

0,05 

Решение 
Для построения гистограммы определим ее ординаты из выра­

жения: 

т, ̂ = ̂  = а.. 
л Ах: Ах 

Отсюда находим: 

•) f = ^ = 0,047; Ах 1,5 

2) # = ̂  = 0,093; Ах 1,5 

Ах 1,5 

4) £± = 9:11 
Ах 1,5 

3) ^ ^ = ̂  = 0,113; Ах 1,5 

= 0,113; 

5) f = ̂ ^ = 0,1; 
Ах 1,5 

6) f = ^ = 0,093; 
Ах 1,5 

7) ^ = М = о,073; 
Ах 1,5 

,8) i . = ^ . o , 0 3 3 . 
Ах 1,5 

Основываясь на данных табл. 1.4 и проведенных расчетах, 
построим гистограмму (рис. 1.4). 

Следует отметить, что при неограниченном увеличении объема 
выборки п кривая гистофаммы частот совпадает с графиком плот­
ности вероятностей. 

Построим статистическую функцию распределения часовой вы­
работки автомобиля: 

1) при X < 4 F*(xi) = 0; 
2) при 4 < X < 5,5 F*(X2) = 0,07; 
3) при 5,5 < X < 7 F*(x^) = 0,21; 
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а 
0,12-

0.1-

О.ОвН 

0.06-1 

0,04 

0,024 

0 ^ ^ 5,5 7 8,5 10 11,5 13 14,5 16 

Рис. 1.4. Гистограмма часовой выработки автомобиля 

4) при 7 < X < 8,5 
5) при 8,5 < л; < 10 
6) при 10 < л: < 11,5 
7) при 11,5 < л: < 13 
8) при 13 < X < 14,5 
9) при 14,5 < л: < 16,0 

F*(X4) = 0,38 
F*(X5) = 0,55 
/•*(Хб) = 0,70 
F*(X7) = 0,84 
F*{Xi) = 0,95 
F4X9) = 1,0. 

График статистической функции распределения представлен на 
рис. 1.5. 

1 

0.8 

0.6 Н 

0.4 

0.2 

О 4 5.5 8,5 10 11.5 13 14.5 16 X 

Рис. 1.5. Статистическая функция распределения 
часовой выработки автомобиля 
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Статистическая функция распределения случайной величины 
всегда есть разрывная ступенчатая функция, скачки которой про­
исходят в точках, соответствующих возможным значениям случай­
ной величины, и равны эмпирическим вероятностям этих значе­
ний. Сумма всех скачков функции F*{x) равна единице. По мере 
увеличения объема выборки и уменьшения интервалов Ах число 
скачков становится больше, а сами скачки — меньше; ступенчатая 
кривая становится более плавной; случайная величина постепенно 
приближается к непрерывной величине, а ее статистическая функ­
ция распределения — к непрерывной функции - интегральной 
функции распределения F(x), 

1.4. Основные законы распределения 
случайных величин 

Полигон распределения и гистограмма есть реализация распре­
деления выборочной совокупности при ограниченном числе на­
блюдений (N), а предельная кривая при Л̂—> оо является распреде­
лением генеральной совокупности. Распределение генеральной со­
вокупности является теоретическим распределением. Отдельные 
распределения изучены и поддаются точному аналитическому опи­
санию. Приведем некоторые из них. 

Дискретные законы распределения 
А. Биномиальное распределение. Это распределение числа X по­

явления события А в серии из п независимых испытаний. Вероят­
ность наступления события А в каждом испытании равна р, а ве­
роятность его отсутствия д = I — р. В каждом испытании возмож­
ны два исхода: наступление или ненаступление события А. При 
сформулированных условиях ряд распределения числа появления 
события А определяется формулой Бернулли 

Р{Х== т) = O '^Cl -pf-'^im = 0,1, ... л), (1.41) 
или 

Р(Х = т)^ , / ' ^,/7^(1-/7f-^(m = 0,1, ..., /2), (L42) 

где Р{Х — т)— вероятность появления события А равна т раз в серии из 
п испытаний. 

Характер биномиального распределения определяется двумя 
параметрами/7 и п. На рис. 1.6 показаны многоугольники биноми­
ального распределения для некоторых значений этих величин. 
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Р(х = т) f 

р = 0,9;л = 3 

р = 0,5;/7 = 3 

О ^ 
Рис. 1.6. Примеры кривых биномиального распределения 

Определим числовые характеристики биномиального распреде­
ления случайной величины X: 

математическое ожидание 

дисперсию 

MIX] = пр; 

D^ = npq = ггр(1 - р); 

коэффициент асимметрии (скошенности) распределения 

л]прд' 

коэффициент эксцесса (мера крутости) распределения 

1-6рд 
Сг=' 

прд 

(1.43) 

(1.44) 

(1.45) 

(1.46) 

Из формул (1.45) и (1.46) следует, что при р = д биномиальное 
распределение симметрично относительно математического ожида­
ния, следовательно, эксцесс достигает наибольшее по модулю 
отрицательное значение. Если Сд. > О имеется положительный экс­
цесс (вершина сильно вытянута); если с̂  < О — отрицательный 
эксцесс (низковершинная кривая); если с̂ . = О — нормальное рас­
пределение. 
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Если aj^> О — асимметрия положительная; 
если ах< О — асимметрия отрицательная; 
если Дд. = О — распределение симметричное. 
Пример 1.2. Техническая система состоит из пяти независимо 

друг от друга функционирующих узлов. Определить математическое 
ожидание, дисперсию, среднее квадратическое отклонение числа 
отказов узлов, если вероятность отказа любого из них р = 0,2. 

Решение 

1. Математическое ожидание числа отказов: 

Л/[^ =л/^ = 5 -0 ,2= 1. 
2. Дисперсия: 

Dx = npq^ 5 • 0,2 • 0,8 = 0,8. 

3. Среднее квадратическое отклонение: 

Од. = л / ^ = V M = 0,8944. 

4. Коэффициент асимметрии: 

\_Я^Р_ 0,8-0,2 ^^^^^^^ 

= 0,05. 

^npq V^'0,2-0,8 

5. Коэффициент эксцесса: 

_1-6/?^_1-6-0,20,8 
^ ' ' " npq "" 50,20,8 

Б. Распределение Пуассона. Данное распределение является пре­
дельным случаем биномиального распределения. Предположим, что 
в биномиальном распределении /? ~> О и л ~> ©о, так, что л • /7 —> 
~> М[Х\ "= а > О, Тогда плотность вероятности биномиального рас­
пределения принимает вид: 

Р(х = ,п) = -^——^ = - - . е - ^ А: = 0,1, 2,..., (1.47) 
к\ к\ 

что и является распределением Пуассона. Формула (1.47) выража­
ет ряд распределения Пуассона. Заметим, что распределение Пуас­
сона зависит только от одного параметра — математического ожи-
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Дания М[Х\ = а. Основные числовые характеристики случайной ве­
личины, имеющей распределение Пуассона, равны величине а > О, 
а именно дисперсия случайной величины X, имеющей распределе­
ние Пуассона, численно равна ее математическому ожиданию. 
Этим свойством пользуются для оценки близости эмпирического 
распределения к распределению Пуассона. 

На рис. 1.7 показаны кривые распределения Пуассона, отвеча­
ющие различным значениям математического ожидания: 

Р{Х=т) 

2 4 6 8 10 
Рис. 1.7. Кривые распределения Пуассона 

12 гл 

Из рис. 1.7 следует, что при увеличении математического ожи­
дания а кривые распределения Пуассона становятся более симмет­
ричными. При а > 10 -ь И несимметричность распределения прак­
тически не ощущается и закон Пуассона можно заменять нормаль­
ным законом распределения с определенными допущениями. 

Пример 1.3. Определить вероятность того, что на АЗС нахо­
дится один или хотя бы один автомобиль, если среднее число авто­
мобилей, находящихся в данном интервале времени на АЗС, а = 3. 

Решение 
1. Вероятность нахождения одного автомобиля на АЗС сле­

дующая: 

Р(Х = 1) = ̂ 'е~'' = ^ . в - ^ =:а.^-^ =3'е-^ =0,149. т\ 1! 

2. Вероятность того, что на АЗС находится хотя бы один авто­
мобиль, равна вероятности того, что на АЗС находится не менее 
одного автомобиля, т. е. 

P(A^>l) = l -P (X = 0) = l~~j-.e-^=l-e"^=0,95. 
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Непрерывные распределения вероятностей 

В. Нормальное распределение. Наиболее известным непрерыв­
ным распределением является нормальное. Плотность нормально­
го распределения определяется по формуле 

/(х) = —V= .̂̂  2̂ ' (1.48) 

Непрерывная случайная величина X принимает значения от 
»до +с». Соответствующая функция распределения равна: 

F(x)- 1 
.^|2n 

ie 2al dx. (1.49) 

Типичные графики плотности вероятности Дх) и функции нор­
мального распределения приведены на рис. 1.8. 

т^ к 

0 т^ 

а) пл отность вер< эятнос ги 

1 
a^fVSjt" 

X 

F(x ) | 
1 п L 
1,U 

0.5 /1 
^ 1 

1 
1 W 

л w 
0 т^ X 

б) функция нормального распределе­
ния 

Рис. 1.8. Графики кривых нормального распределения 

Кривой плотности вероятности Дх) нормального распределе­
ния является плавная колоколообразная симметричная кривая, 
уравнение которой - формула (1.48). 

Перечислим основные свойства нормального распределения. 
1. Нормальное распределение полностью характеризуется мате­

матическим ожиданием и дисперсией. 
2. Кривая плотности вероятности Дх) нормального распределе­

ния симметрична относительно математического ожидания т^. 
Максимум плотности распределения соответствует абсциссе, рав­
ной т^. 
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3. При \х\ -> оо ветви кривой распределения асимптотически 
приближаются к оси Ох. 

4. Математическое ожидание случайной величины X, распреде­
ленной в соответствии с нормальным законом, совпадает по вели­
чине с ее модой и медианой. 

5. Коэффициенты асимметрии и эксцесса нормального распре­
деления равны нулю. 

Величина математического ожидания не влияет на форму кри­
вой плотности распределения Дх). С возрастанием а^^ максималь­
ная ордината кривой ]г= постоянно убывает и нормальная аул/2я 
кривая становится все более пологой. При уменьшении а̂ .̂ нор­
мальная кривая становится все круче, т. е. растягивается вдоль оси 
ординат При значении а̂ . = 1 и ŵ^ = О нормальную кривую назы­
вают нормированной, а соответствующий закон распределения -
стандартным нормальным законом распределения с плотностью 

, 2 

f(z) = ( 1 ^ 
V27I 

2 _ оо < г < оо. (1.50) 

Соответствующая функция распределения имеет вид: 

1 
Ф(г)= \ 

\ 

л12п) 
• dz. (1.51) 

„ „ (Х-ГПх) 
Путем подстановки Z = "^ нормальное распределение с 

произвольными параметрами т,^ и а^ приводится к стандартному 
виду. Вероятность попадания случайной величины в заданный ин­
тервал от а до р равна: 

P ( a < Z < P ) = F(P)-F(a) , (1.52) 

где 

ДР) = 

F{a) = 

(1.53) 

(1.54) 
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Интефалы (1.53) и (1.54) не выражаются через элементарные 
функции, поэтому для вычислений по формуле (1.52) обычно осу­
ществляют замену Z2 = ^^^ ^ Z\= ~^^^^ и переходят к функ-

^х ^х 
ции стандартного нормального закона распределения, которая име­
ет вид формулы (1.51). Тогда 

/>(а < Z < (3) = F(p) - Да) = Ф(г2) ~ Ф^!)-

Значения функции стандартного нормального закона распреде­
ления табулированы и приведены в приложении 6. 

Отклонения случайной величины X от математического ожида­
ния практически заключены в интервале ±3a .̂, при этом вероят­
ность попадания X в данный интервал равна 0,9973. 

Пример 1Л, Среднее время обслуживания персонального ком­
пьютера (ПК) / = 2 ч. Среднее квадратическое отклонение вре­
мени обслуживания равно а̂  = 0,403 ч. 

Определить вероятность окончания обслуживания ПК в тече­
ние интервала времени от 1,5 до 2,5 ч. 

Решение 

1. Вероятность попадания случайной величины t в интервал 
[1,5; 2,5] будет равна: 

/7(1,5 < / < 2,5) = Д2,5) - Д1,5). 

2. Определим t: 

(2,5-2) 

( U - 2 ) 

"i-MoT""-*'^^-
3. По таблицам приложения 6 определим значение стандартной 

нормальной функции распределения: 

Ф(Z2) = Ф(1,24) = 0,892; 

Ф(г,) = Ф(-1,24) = 0,107. . 
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4. Вероятность окончания обслуживания ПК в течение интер­
вала времени [1,5; 2,5] будет равна: 

/?(1,5 < t < 2,5) = Ofe) - ФiZl) = 0,892 - 0,107 == 0,785. 

Г. Гкмма-распределение и распределение Эрланга. Неотрицатель­
ная случайная величина X имеет гамма-распределение, если ее 
плотность распределения вычисляется по формуле 

/кМ = Щ. при X > О, (1.55) 

где Я > О и А; > 0; 
Т(к) - гамма-функция равна: 

m ) = 7^^ /̂̂ -̂ .flf/, (1.56) 
О 

если к — целое неотрицательное число, то 
Г(А:) = к\ (1.57) 

Математическое ожидание случайной величины X, подчинен­
ной гамме-распределению, равно: 

т ^ = ~ . (1.58) 

При этом дисперсия величины X определяется по формуле 

^ х = ^ . (1.59) 

При целом к> \ гамма-распределение превращается в распре­
деление Эрланга к-то порядка, т. е. 

Л(х)= (^^1); (^>0; ^ = 1.2,...). (1.60) 

Закону Эрланга к-то порядка подчинена сумма независимых 
случайных величин Xj + Х2 + ... + х̂ ,̂ каждая из которых распреде­
лена по показательному закону с параметром Я. 

При к = \ гамма-распределение превращается в показательное 
распределение с параметром X. 
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д. Показательное распределение. Непрерывная случайная вели­
чина X имеет показательное распределение, если ее плотность рас­
пределения выражается формулой 

Лх) = Л . ^ - ^ , x > 0 . (1.61) 

Положительная величина X является параметром показательно­
го распределения. 

Функция распределения случайной величины X выглядит сле­
дующим образом: 

(1.62) -Хх F{x) = 1 - e'"^, Я > О, О < X < оо. 

Графики функции и плотности показательного распределения 
приведены на рис. 1.9. 

а) функция показательного 
распределения 

Рис. 1.9. Графики показательного распределения 

б) плотность показательного 
распределения 

Математическое ожидание случайной величины X, имеющей 
показательное распределение, обратно его параметру, т. е. 

1 (1.63) 

Дисперсия случайной величины X, имеющей показательное рас­
пределение, равна: 

Отсюда 

^х = у т.е. а^=тх=-. 

(1.64) 

(1.65) 
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Коэффициент вариации случайной величины X, имеющей по­
казательное распределение, равен единице: 

V^c- Л. 
Шу 

Существует важное соотношение между пуассоновским и экс­
поненциальным распределениями. Если случайная величина под­
чинена закону Пуассона и представляет собой число отказов в 
единицу времени, то случайная величина, которая определяет 
промежуток времени между двумя последовательными отказами, 
распределена по экспоненциальному закону. Экспоненциальное 
распределение можно в сущности вывести из распределения Пу­
ассона. 

Е. Равномерное распределение. Непрерывная случайная величи­
на ЛГ имеет равномерное распределение на отрезке [а, Ь], если на 
этом отрезке плотность распределения постоянна, а вне его — рав­
на нулю: 

f(x) = 
1 при а<х<Ь; 

Ь-а 
О х>Ь\ х<а. 

(1.66) 

Кривая равномерного распределения показана на рис. 1.10. 

т 
> 

1 
ь-а 

0 -

к 

rJ ' •• ^ '̂'" 

и.,*ш.^."*ш":*ш. 

: ^ . . :̂ 1 

j 

- 1 

ь ^ : „ . { • 
а т^ b X 

Рис. 1.10. Кривая равномерного распределения 

Значения Дх) в крайних точках а и b участка (а, Ь) не указыва­
ются, так как вероятность попадания в любую из этих точек для 
непрерывной случайной величины X равна нулю. 
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кривая равномерного распределения (рис. 1.10) имеет вид пря­
моугольника, опирающегося на участок [а, Ь]. 

Математическое ожидание случайной величины X, имеющей 
равномерное распределение на участке [а, Ь], равно: 

Дисперсия случайной величины X, имеющей равномерное рас­
пределение на участке [а, Ь], вычисляется по формуле 

Z . , . < ^ . (1.68) 

Отсюда 

^ ; c = V ^ x = - ^ - (1.69) 

Вероятность попадания равномерно распределенной случайной 
величины X на участок [а, [3] выразим формулой 

P(a<Z<P) = ̂ ^ . (1.70) 

Пример 1.5. Троллейбусы прибывают на остановку через 4 
мин. Какова вероятность того, что время ожидания троллейбуса не 
превысит 3 мин? 

Решение 
Так как ф - а) = 3 мин, г (Ь - а) = 4 мин, то 

Р(0<Х<3) = т = 0,75. 4 

1.5. Выбор теоретического закона 
распределения случайной величины 

в любом статистическом распределении присутствуют элемен­
ты случайности, и, как следствие, экспериментальные точки гисто­
граммы обычно колеблются от опыта к опыту около неизвестной 
кривой истинного распределения. 

При наличии числовых характеристик случайной величины (ма­
тематического ожидания, дисперсии, коэффициента вариации) 
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законы ее распределения могут быть определены в первом прибли­
жении по табл. 1.5. 

Таблица 1.5 
Законы распределения случайной положительной величины 

в зависимости от коэффициента вариации 
Пределы изменения коэффициента 

вариации У^ 

К^<0,3 
0,3 <V^< 0,4 
0,4 S К̂  < 1 

Кс=1 

Закон распределения случайной 
величины X 
Нормальный 1 

Гамма-распределение 
Вейбулла 

Экспоненциальный, Пуассона 

Для более точного определения теоретического закона распре­
деления проводят дополнительную статистическую обработку дан­
ных. При обработке статистических данных решают вопрос о том, 
как подобрать для исходного статистического ряда теоретическую 
кривую распределения, которая выражала бы лишь суш;ественные 
черты статистического материала, но не случайности, обусловлен­
ные недостаточным объемом выборки экспериментальных данных. 
Под построением теоретической кривой распределения понимается 
такая обработка статистических данных, когда обеспечивается под­
бор наиболее подходящего теоретического закона распределения, 
задаваемого либо функцией распределения F(x), либо плотностью 
распределения Дх). 

Для построения теоретической кривой распределения исход­
ный статистический ряд распределения аппроксимируется одной 
из дифференциальных функций теоретического распределения/(х). 
При этом выбирается такая функция Дх), которая обеспечивала бы 
максимальное приближение теоретических данных к эмпиричес­
ким Дх) = /*(х). Для оценки правдоподобия этого приближенного 
равенства разработано несколько критериев согласия проверяемых 
гипотез относительно вида функции Дх). 

Наиболее употребительными критериями согласия являются 
критерий у^ Пирсона и критерий Колмогорова, Для примера подроб­
но рассмотрим критерий yj" Пирсона. 

Критерий х̂  Пирсона. Согласно критерию х^ Пирсона в качест­
ве меры расхождения между теоретическим законом распределения 
и статистическим распределением выбрана величина, определяе­
мая следующим выражением: 
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^2^„.^(PLPII^ (1.71) 
/=1 Pi 

где k^- число интервалов статистического ряда; 
р* — статистическая вероятность попадания случайной величины в 

интервал; 
Р/ — теоретическая вероятность попадания случайной величины X в 

/-Й интервал. 
Учитывая соотношение /?/ =—^, выражение (1.71) после пре-

п 
образований записываем в виде: 

X = Е ' \ / ^ ' , (1.72) 

где nil ~ эмпирическое количество значений случайной величины, попа­
дающих в /-Й интервал. 

Для того чтобы выяснить, является ли полученное расхождение 
Х^ случайным за счет ограниченного объема выборки или свиде­
тельствует о наличии существенной разницы между теоретическим 
и статистическим распределениями, необходимо вычислить веро­
ятность такого расхождения А > х^, т. е. Р(х < А < ©о) вероятность 
того, что за счет чисто случайных причин мера расхождения теоре­
тического и статистического распределений А будет не меньше, 
чем фактическое значение %̂  для данной выборки. Величина веро­
ятности расхождения определяется по специальным таблицам при 
известных значениях г и % . 

Число степеней свободы г вычисляется для данного статистиче­
ского ряда распределения как 

г^к-1, (1.73) 
где / — число исчисленных статистических характеристик (средняя, дис­

персия и т. д.), использованных при вычислении теоретического 
распределения. 

Если искомая вероятность окажется очень малой, практически 
меньше 0,1, то выбранное теоретическое распределение следует 
считать неудачным. При относительно большом значении искомой 
вероятности теоретическое распределение можно признать не про­
тиворечащим опытным данным. 

Следует отметить, что критерий %̂  Пирсона применим в тех 
случаях, когда объем выборки « > 100 и в каждом интервале число 
наблюдений не менее /«/ > 5. 
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Пример 1.6. Пользуясь критерием у^ Пирсона, подобрать те­
оретический закон распределения дяя часовой выработки автомо­
билей КамАЗ-5511, статистическое распределение которой приве­
дено в табл. 1.4 примера 1.1. 

Решение 
По форме гистограммы рис. 1.4 можно предположить, что ча­

совая выработка автомобиля подчиняется нормальному закону. 
Для оценки числовых характеристик нормального распределе­

ния вычислим: 
математическое ожидание 

m^^Yu^iPi =4,75-0,07 + 6,25-0,14 + 7,75-0,17 + 9,25-0,17 + 
/=1 

+ 10,75 • 0,15 + 12,25 • 0,14 + 13,75 • 0,11 + 15,25 • 0,05 = 9,7 т; 
дисперсию 

D^ = S(AW;C -^/)Л =(9,7-4,75).0,07 + (9,7~6,25).0,14 + 
/=1 

+ (9,7 - 7,75) • 0,17 + (9,7 - 9,25) • 0,17 + (9,7 - 10,75) • 0,15 + 
+ (9,7 - 12,25) • 0,14 + (9,7 - 13,75) • 0,11 + (9,7 - 15,25) • 0,05 - 8,48, 
где Зс/ — значение середины /-го интервала. 

Среднее квадратическое отклонение 

О;, =. /Б^ = л/8,483 =2,91. 

Коэффициент вариации 
(5^ ^2,91 

"" т^ 9,7 
F = ^ = ±1^=.0,3. 

Величина V^ = 0,3 свидетельствует о том, что теоретическое рас­
пределение близко к нормальному закону распределения. Прове­
рим данную гипотезу, воспользовавшись критерием согласия х̂ -

Определим теоретическую вероятность попадания значений ча­
совой выработки автомобиля в заданные интервалы, используя 
формулу (1.52) 

Pi=F(x,^l)-F{x,^) = Ф\-^^^—^-Ф 
G X 

где лг/, Х(+1 — границы /-го интервала (табл. 1.4). 
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Затем составим сравнительную таблицу (табл. 1.6) чисел попа­
даний в интервалы /W/ и соответствующих значений пр^(п = 100). 

Таблица 1.6 
Сравнительная таблица 

Интервал, 
Ах/, т 

Количест­
во наблю­
дений, ntj 

Теорети­
ческое 
количест­
во наблю­
дений, npf 

4-5,5 

7 

5 

5,5-7,0 

14 

И 

7,0-8,5 

17 

17 

8,5-10 

17 

21 

10-11,5 

15 

20 

11,5-13,0 

14 

14 

13,0-14,5 

И 

8 

14,5-16 

5 

4 

Построим график теоретического распределения и совместим 
его с гистограммой статистического распределения (рис. 1.11). 

Р; 0,06 

Рис. 1.11. Распределение часовой выработки автомобиля 

Вычислим значение меры расхождения по формуле 

2 ^ | ( m r - £ i ) i ^ 5 , 0 1 . 
/=1 "Pi 
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Определим число степеней свободы 

r = y t - / = 8 - 2 = 6 . 

По приложению 8 для г = 6 находим следующее: 
при ^ = 3,83 
при X = 5,35 

Р = 0,7; 
р = 0,5. 

Следовательно, искомая вероятность р при % = 5,01 прибли­
женно равна/? ~ 0,545. Эта вероятность малой не является; поэто­
му гипотезу о том, что часовая выработка автомобиля распределе­
на по нормальному закону, можно считать правдоподобной. 

Задачи 
1.1. Из двадцати сотрудников малого предприятия пять опозда­

ли к началу рабочего дня. 
Определите частоту опозданий сотрудников. 
1.2. Автомобилист совершает две попытки с целью преодоле­

ния дорожного препятствия. Вероятность преодоления препятст­
вия при каждой попытке одинакова и равна 0,8. 

Найдите вероятность того, что в результате двух попыток пре­
пятствие будет преодолено хотя бы один раз. 

1.3. Определите математическое ожидание и моду числа остано­
вок автобуса перед светофорами на маршруте, если случайная ве­
личина X — число остановок — задана следующей таблицей распре­
деления: 

P(Xi) 

0 
0,05 

1 
0,05 

2 
0,2 

3 
0,5 

4 

0,1 

5 
0,1 

1.4. Определите среднее квадратическое отклонение числа отка­
зов оборудования, если случайная величина А"— число отказов обо­
рудования — задана следующей таблицей распределения: 

ẑ 

P(Xi) 

0 
0,3 

1 
0,1 

2 
0,05 

3 

0,1 

4 
0,2 

5 
0,2 

6 
0,05 1 

1.5. В задаче 1.4 определите коэффициент вариации случайной 
величины X. 

1.6. Постройте гистограмму часовой производительности одно­
го рабочего в течение календарного периода. Объем выборки со­
ставил 200 наблюдений. Вариационный ряд производительности 
рабочего представлен в следующей таблице: 
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Интервал, 
Ах/ (ед.) 

Частота, /?/* 

3-4 

0,03 

4-5 

0,10 

5-6 

0,15 

6-7 

0,19 

7-8 

0,24 

8-9 

0,12 

9-10 

0,11 

10-11 

0,06 

1.7. По данным задачи 1.6 постройте статистическую функцию 
распределения часовой производительности рабочего. 

1.8. Малое предприятие имеет 16 автомобилей, работающих не­
зависимо друг от друга. 

Определите математическое ожидание, дисперсию, среднее ква­
дратическое отклонение числа отказов автомобилей, если вероят­
ность отказа любого из них равна р = 0,3. 

1.9. Число проверок предприятия в течение года инспекцией 
является случайной величиной, имеющей распределение Пуассона. 

Определите вероятность того, что на предприятии будет произве­
дена в течение календарного года одна или хотя бы одна проверка, 
если среднее число проверок на данном временном интервале а = А. 

1.10. На предприятии работает 50 станков. Вероятность отказа 
каждого из них — 0,002. Число отказов станков — случайная вели­
чина, имеющая распределение Пуассона. 

Определите вероятность безотказного функционирования всех 
элементов. 

1.11. Поезда метрополитена следуют через 1,5 мин. Какова ве­
роятность того, что время ожидания поезда не превысит 1 мин? 

1.12. Средняя часовая выручка магазина В = 100 д. е. Среднее 
квадратическое отклонение часовой выручки а^ = 25 д. е. Часовая 
выручка есть случайная величина, подчиненная нормальному зако­
ну распределения. 

Определите вероятность получения в течение одного часа вы­
ручки в размере от 80 до 120 д. е. 

1.13. Автобусы прибывают на остановку через 6 мин. Какова ве­
роятность того, что время ожидания автобуса не превысит 5 мин? 

1.14. Объем продаж товара в течение месяца есть случайная ве­
личина, подчиненная нормальному закону распределения с пара­
метрами X = 500 и а;̂ . = 120 д. е. 

Определите вероятность продажи товара в течение одного меся­
ца на сумму от 480 до 600 д. е. 

1.15. На предприятии работает 50 специалистов, вероятность 
невыхода специалиста на работу по причине болезни равна 0,001. 
Число заболевших специалистов — случайная величина, имеющая 
распределение Пуассона. 

Определите вероятность выхода на работу всех специалистов. 
1.16. Постройте гистограмму часовой торговой выручки {X) ма­

газина в течение календарного периода. Объем выборки составил 

40 



150 наблюдений. Вариационный ряд торговой выручки представ­
лен в следующей таблице (д. е.): 

Интервал, 
(ед.) Axi 

Частота, р* 

3-4 

0,03 

4-5 

0,10 

5-6 

0,15 

6-7 

0,19 

7-8 

0,24 

8-9 

0,12 

9-10 

0,11 

10-11 

0,06 

1.17. По данным задачи 1.16 постройте статистическую функ­
цию распределения часовой торговой выручки. 

1.18. Пользуясь критерием % Пирсона, подберите теоретичес­
кий закон распределения для часовой производительности рабоче­
го, статистическое распределение которой приведено в задаче 1.6. 

1.19. Пользуясь критерием х^ Пирсона, подберите теоретичес­
кий закон распределения для часовой торговой выручки, статисти­
ческое распределение которой приведено в задаче 1.16. 

1.20. Предприятие имеет 5 станков по производству камня, ра­
ботающих независимо друг от друга. Вероятность отказа любого из 
них р = 0,25. 

Определите параметры закона биномиального распределения 
случайной величины — число отказов станков. 

1.21. Определите среднее квадратическое отклонение и диспер­
сию числа отказов автомобилей, если случайная величина X — 
число отказов автомобилей — задана следующей таблицей распре­
деления: 

^ 

Pi^i) 

0 

0,2 

1 

0,15 

2 

0,15 

3 

0,1 

4 

0,25 

5 

0,04 

6 

0,06 

7 

0,05 

Глава 2 
Моделирование экономических 
систем с использованием 
марковских случайных процессов 

2 .1 . Основные понятия марковских 
процессов 

Функция X{t) называется случайной, если ее значение при лю­
бом аргументе / является случайной величиной. 

Случайная функция X(t), аргументом которой является время, 
называется случайным процессом. 
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Марковские процессы являются частным видом случайных про­
цессов. Особое место марковских процессов среди других классов 
случайных процессов обусловлено следующими обстоятельствами: 
для марковских процессов хорошо разработан математический ап­
парат, позволяющий решать многие практические задачи; с помо­
щью марковских процессов можно описать (точно или приближен­
но) поведение достаточно сложных систем. 

Определение. Случайный процесс, протекающий в ка­
кой-либо системе 5̂*, называется марковским (или процессом 
без последействия), если он обладает следующим свойством: 
для любого момента времени /Q вероятность любого состояния 
системы в будущем (при / > t^ зависит,только от ее состояния 
в настоящем (при t — tQ)m не зависит от того, когда и каким об­
разом система S пришла в это состояние. 

Классификация марковских процессов. Классификация марков­
ских случайных процессов производится в зависимости от непре­
рывности или дискретности множества значений функции X{t) и 
параметра t. 

Различают следующие основные виды марковских случайных 
процессов: 

• с дискретными состояниями и дискретным временем (цепь 
Маркова); 

• с непрерывными состояниями и дискретным временем (мар­
ковские последовательности); 

• с дискретными состояниями и непрерывным временем (не­
прерывная цепь Маркова); 

• с непрерывным состоянием и непрерывным временем. 
В данной работе будут рассматриваться только марковские про­

цессы с дискретными состояниями Sy, Si, ..., S^. 

Г1)аф состояний. Марковские процессы с дискретными состоя­
ниями удобно иллюстрировать с помощью так называемого графа 
состояний (рис. 2.1), где кружками обозначены состояния 
5i, ^̂ 2, ... системы S, а стрелками — возможные переходы из состо­
яния в состояние. На графе отмечаются только непосредственные 
переходы, а не переходы через другие состояния. Возможные за­
держки в прежнем состоянии изображают «петлей», т. е. стрелкой, 
направленной из данного состояния в него же. Число состояний 
системы может быть как конечным, так и бесконечным (но счет­
ным). Пример графа состояний системы S представлен на рис.2.1. 
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Рис. 2.1. Граф состояний системы S 

2.2. Марковские цепи 
Марковский случайный процесс с дискретными состояниями и 

дискретным временем называют марковской цепью. Для такого про­
цесса моменты /j , t2, ..., когда система S может менять свое состо­
яние, рассматривают как последовательные шаги процесса, а в ка­
честве аргумента, от которого зависит процесс, выступает не время 
ty 2i номер шага 1,2,...,/:,... Случайный процесс в этом случае ха­
рактеризуется последовательностью состояний 5(0), S(l), S(2), ..., 
S(k), ..., где S(0) — начальное состояние системы (перед первым 
шагом); 5(1) - состояние системы после первого шага; S(k) - со­
стояние системы после к-го шага... 

Событие {S(k) = Si}, состоящее в том, что сразу после к-то ша­
га система находится в состоянии 5Д/ = 1, 2, ...), является случай­
ным событием. Последовательность состояний 5(0), 5(1), ..., S(k), 
... можно рассматривать как последовательность случайных собы­
тий. Такая случайная последовательность событий называется мар­
ковской цепью, если для каждого шага вероятность перехода из лю­
бого состояния 5/ в любое Sj не зависит от того, когда и как систе­
ма пришла в состояние 5/. Начальное-состояние 5(0) может быть 
заданным заранее или случайным. 

Вероятностями состояний цепи Маркова называются вероятнос­
ти Pj(k) того, что после А:-го шага (и до (к + 1)-го) система 5 будет 
находиться в состоянии 5,(/ = 1 , 2 , ..., п). Очевидно, для любого к 

im)^i 
1=1 

(2.1) 

Начальным распределением вероятностей марковской цепи назы­
вается распределение вероятностей состояний в начале процесса: 

Л(0), />2(0), ..., Л(0), ..., Рп(01 (2.2) 
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в частном случае, если начальное состояние системы S в точ­
ности известно 3(0) = Sj, то начальная вероятность РДО) = 1, а все 
остальные равны нулю. 

Вероятностью перехода (переходной вероятностью) на к-м шаге 
из состояния 5/ в состояние Sj называется условная вероятность то­
го, что система S после к-го шага окажется в состоянии Sj при ус­
ловии, что непосредственно перед этим (после к — 1 шага) она на­
ходилась в состоянии 5/. 

Поскольку система может пребывать в одном из п состояний, 
то для каждого момента времени / необходимо задать п вероятно­
стей перехода P̂ y, которые удобно представить в виде следующей 
матрицы: 

Ы 
РЦ 

Рп 
Рц 

Рп Рп 

fn\ Гп1 

Р\п 
Рщ 

(2.3) 

где Pij вероятность перехода за один шаг из состояния S^ в состояние Sj\ 
вероятность задержки системы в состоянии iS/. 

Матрица (2.3) называется переходной или матрицей переходных 
вероятностей. 

Если переходные вероятности не зависят от номера шага (от 
времени), а зависят только от того, из какого состояния в какое 
осуществляется переход, то соответствующая цепь Маркова назы­
вается однородной. 

Переходные вероятности однородной марковской цепи Р̂ - об­
разуют квадратную матрицу размера п х п. Отметим некоторые ее 
особенности: 

1. Каждая строка характеризует выбранное состояние системы, 
а ее элементы представляют собой вероятности всех возможных 
переходов за один шаг из выбранного (из /-го) состояния, в том 
числе и переход в самое себя. 

2. Элементы столбцов показывают вероятности всех возмож­
ных переходов системы за один шаг в заданное (/-е) состояние 
(иначе говоря, строка характеризует вероятность перехода системы 
из состояния, столбец — в состояние). 

3. Сумма вероятностей каждой строки равна единице, так как 
переходы образуют полную группу несовместных событий: 
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У=1 
(2.4) 

4. По главной диагонали матрицы переходных вероятностей 
стоят вероятности Рц того, что система не выйдет из состояния 5у, 
а останется в нем. 

Если для однородной марковской цепи заданы начальное рас­
пределение вероятностей (2.2) и матрица переходных вероятностей 
ЦР̂Ц (2.3), то вероятности состояний системы P^ik) (/ = 1,л;у =1,л) 
определяются по рекуррентной формуле: 

Piik)^ S Pj{k-\)Pji, (/ = !,«; у = !,«). 
у=1 

(2.5) 

Пример 2.1. Рассмотрим процесс функционирования систе­
мы автомобиля. Пусть автомобиль (система) в течение одной сме­
ны (суток) может находиться в одном из двух состояний: исправ­
ном (Sx) и неисправном (52). Граф состояний системы представлен 
на рис. 2.2. 

Pii=0,8 
= 0.2 

as> Х50 
22 = 0.1 

P21 = 0,9 

Рис. 2.2. Граф состояний автомобиля 

В результате проведения массовых наблюдений за работой ав­
томобиля составлена следующая матрица вероятностей перехода: 

^ • 1 1 = 
0,8 0,2 
0,9 0,1 

(2.6) 

где Pxi = 0,8 — вероятность того, что автомобиль останется в исправном 
состоянии; 

Pi2 = 0,2 — вероятность перехода автомобиля из состояния «испра­
вен» в состояние «неисправен»; 

Рц = 0,9 — вероятность перехода автомобиля из состояния «неиспра­
вен» в состояние «исправен»; 

/̂ 22 = 0,1 — вероятность того, что автомобиль останется в состоянии 
«неисправен». 

Р(0) = 

Вектор начальных вероятностей состояний автомобиля задан 
о] 

, т.е. Л(0) = 0 и Р2(0) = 1. 
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Требуется определить вероятности состояний автомобиля через 
трое суток. 

Используя матрицу переходных вероятностей, определим веро­
ятности состояний Pi{k) после первого шага (после первых суток): 

Pi(l) = PI (0)PH + Р2Ф)Р2х = О . 0,8 + 1 . 0,9 = 0,9; 
Р2(1) = Л(0)Л2 + ^2(0)^22 = о • 0,2 + 1 . 0,1 = 0,1. 

Вероятности состояний после второго шага (после вторых су­
ток) таковы: 

/>i(2) = Pi(l)/>H + ^2(1)^21 = 0,9 . 0,8 + 0,1 . 0,9 = 0,81; 
Р2(2) = Л(1)Л2 + ^2(1)^22 = 0,9 • 0,2 + 0,1 . 0,1 = 0,19. 

Вероятности состояний после третьего шага (после третьих су­
ток) равны 

Pi(3) = Л(2)Л1 + ^2(2)/'21 = 0,81 • 0,8 + 0,19 • 0,9 = 0,819; 
^2(3) = Л(2)Л2 + ^2(2)/'22 = 0,81 . 0,2 + 0,19 • 0,1 = 0,181. 

Таким образом, после третьих суток автомобиль будет нахо­
диться в исправном состоянии с вероятностью 0,819 и в состоянии 
«неисправен» с вероятностью 0,181. 

Пример 2.2. В процессе эксплуатации ЭВМ может рассматри­
ваться как физическая система 5, которая в результате проверки 
может оказаться в одном из следующих состояний: 

Si - ЭВМ полностью исправна; 
5*2 - ЭВМ имеет неисправности в оперативной памяти, при ко­

торых она может решать задачи; 
15*3 — ЭВМ имеет существенные неисправности и может решать 

ограниченный класс задач; 
^4 — ЭВМ полностью вышла из строя. 
В начальный момент времени ЭВМ полностью исправна (со­

стояние i^i). Проверка ЭВМ производится в фиксированные мо­
менты времени ti, ti, ty Процесс, протекающий в системе S, может 
рассматриваться как однородная марковская цепь с тремя шагами 
(первая, вторая, третья проверки ЭВМ). Матрица переходных веро­
ятностей имеет вид: 

v> 
0,3 0,4 0,1 0,2 
О 0,2 0,5 0,3 
О О 0,4 0,6 
О О О 1,0 
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Определите вероятности состояний ЭВМ после трех проверок. 

Решение 
Граф состояний имеет вид, показанный на рис. 2.3. Против каж­

дой стрелки проставлена соответствующая вероятность перехода. 
Начальные вероятности состояний Р](0) = 1; Р2(0) = Р^ф) = Р^(0) = 0. 

Рис. 2.3. Граф состояний ЭВМ 

По формуле (2.5), учитывая в сумме вероятностей только те со­
стояния, из которых возможен непосредственный переход в данное 
состояние, находим: 

Pi(l) = Pi(0)Pu = 1 • 0,3 = 0,3 
P2(l) = Pi(0)Pi2 = 1 • 0,4 = 0,4 
Pjd) = Р,(0)Лз = 1 • 0,1 = 0,1 
P4(l) = Pi(0)Pi4 = 1 • 0,2 = 0,2 

/',(2) = Pi(l)Pu = 0,3 • 0,3 = 0,09; 
/'2(2) = ^1(1)^12 + P2(nPi2- 0,3 • 0,4 + 0,4 • 0,2 = 0,20; 
Рз(2) = Л(1)Лз + ^2(1)^23 + Л(1)^зз= 0.27; 
/'4(2) = /'i(l)/',4 + P2(l)P24 + ^3(1)^34 + ^4(1)^44= 0.44; 

Pl(3) = /'i(2)Pii = 0,09 • 0,3 = 0,027; 
^2(3) = Pi(2)Pn + /'2(2)/'22= 0,09 • 0,4 + 0,20 • 0,2 = 0,076; 
/'з(З) = /',(2)P,3 + /'2(2)P23 + ^'з(2)Рзз= 0,217; 
/̂ 4(3) = ^ (2 )^4 + P2(2)P24 + ^(2)^^34 + ^(2)^44 = 0,680. 

Итак, вероятности состояний ЭВМ после трех проверок следу­
ющие: ^1(3) = 0,027; ^2(3) = 0,076; />з(3) = 0,217; ^4(3) = 0,680. 
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2.3. Непрерывные цепи Маркова 

Марковский случайный процесс с дискретными состояниями и 
непрерывным временем называется непрерывной цепью Маркова при 
условии, что переход системы из состояния в состояние происхо­
дит не в фиксированные, а в случайные моменты времени. 

В экономике часто встречаются ситуации, которые указать за­
ранее невозможно. Например, любая деталь или агрегат автомоби­
ля могут выйти из строя в любой, непредсказуемый заранее мо­
мент времени. Для описания таких систем в отдельных случаях 
можно использовать математический аппарат непрерывной цепи 
Маркова. 

Пусть система характеризуется п состояниями SQ, S^, SI, ..., S^, 
a переход из состояния в состояние может осуществляться в любой 
момент времени. Обозначим через РДО вероятность того, что в мо­
мент времени t система S будет находиться в состоянии 5/ (/ = 0,1, 
..., п). Требуется определить для любого t вероятности состояний 
Ро(0, Л(0, ..., ^л(0. Очевидно, что 

Для процесса с непрерывным временем вместо переходных ве­
роятностей Pij рассматриваются плотности вероятностей перехода 
Xip представляющие собой предел отношения вероятности перехо­
да системы за время А/ из состояния 5/ в состояние Sj к длине про­
межутка А/: 

Xij(t)= lim \ ^ \ (2.7) 
•̂  Аг->0 А/ 

где Pij{t\ At) — вероятность того, что система, пребывавшая в момент t в со­
стоянии 5/, за время At перейдет из него в состояние Sj (при 
этом всегда / ^у). 

Если Л̂y = const, то процесс называется однородным, если плот­
ность вероятности зависит от времени Ху = Л̂ y(/), то - неоднородным. 

При рассмотрении непрерывных марковских процессов приня­
то представлять переходы системы S из состояния в состояние как 
происходящие под влиянием некоторых потоков событий'. Пото­
ком событий называется последовательность однородных событий, 

' Вентцель Е. С, Овчаров Л. А. Прикладные задачи теории вероятностей. 
- М.: Радио и связь, 1983. 
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следующих одно за другим через какие-то, вообще говоря, случай­
ные интервалы времени. Плотность вероятности перехода интер­
претируется как интенсивность Х^ соответствующих потоков собы­
тий. Если все эти потоки пуассоновские, то процесс, протекающий 
в системе S, будет марковским. 

При изучении марковских случайных процессов с дискретны­
ми состояниями и непрерывным временем в фафе состояний над 
стрелками, ведущими из состояния Si в Sp проставляют соответст­
вующие интенсивности Я̂y. Такой граф состояний называют разме­
ченным. 

Пусть система S имеет конечное число состояний S^, ^ j , ..., S^. 
Случайный процесс, протекающий в этой системе, описывается 
вероятностями состояний P^{t), P\(t), ... Р^(0, где Р/(0 — вероят­
ность того, что система S в момент / находится в состоянии 5/. Для 
любого t 

iPi(t)=h 

Вероятности состояний РДО находят путем решения системы 
дифференциальных уравнений (уравнений Колмогорова), имеющих вид 

^=i^jiPj(t)-Pi(t)iXy, (2.8) 
dt y=i ' - y-i 

где / = 0,1, ..., n. 

Величина Xj.Pi(t) называется потоком вероятности перехода из 
состояния 5/ в Sp причем интенсивность потоков Ху может зависеть 
от времени или быть постоянной. 

Уравнения (2.8) составляют по размеченному фафу состояний 
системы, пользуясь следующим мнемоническим правилом: 

производная вероятности каждого состояния равна сумме всех 
потоков вероятности, идущих из других состояний в данное 
состояние, минус сумма всех потоков вероятности, идущих из 
данного состояния в другие. 
Чтобы решить систему дифференциальных уравнений (2.8), 

нужно задать начальное распределение вероятностей PQ(0), Pi(0),..., 
РДО), ..., P^iO). Для решения применяют численные методы. 

Финальные вероятности состояний 
Если процесс, протекающий в системе, длится достаточно дол­

го, то имеет смысл говорить о предельном поведении вероятностей 
Pj(t) при / —> оо. В некоторых случаях существуют финальные (пре­
дельные) вероятности состояний: 
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Pi = lim Pi{t), 

где / = 0,1, ..., /I, 

не зависящие от того, в каком состоянии система S находилась в 
начальный момент. Говорят, что в системе S устанавливается пре­
дельный стационарный режим, в ходе которого она переходит из 
состояния в состояние, но вероятности состояний Р, уже не меня­
ются. Система, для которой существуют финальные вероятности, 
называется эргодической, а соответствующий случайный процесс -
эргодинеским. 

Финальные вероятности состояний (если они существуют) мо­
гут быть получены путем решения системы линейных алгебраичес­
ких уравнений, которые получаются из дифференциальных уравне­
ний Колмогорова, если приравнять производные к нулю, а вероят­
ностные функции состояний P\{t), ..., Pfi{t) в правых частях уравне­
ний (2.8) заменить соответственно на неизвестные финальные 
вероятности Р], ..., Р„. 

Таким образом, для системы Sen состояниями получается си­
стема п линейных однородных алгебраических уравнений с п неиз­
вестными Ро> ^ь •••» ^пу которые можно найти с точностью до про­
извольного множителя. Для нахождения точного значения PQ» 
Pj, ..., Р„ к уравнениям добавляют нормировочное условие Р^ + Р^-^ 
+ ... + Р^ = 1, пользуясь которым можно выразить любую из веро­
ятностей Р/ через другие и отбросить одно из уравнений. 

Пример 2,3. Имеется размеченный граф состояний системы S 
(рис. 2.4). Необходимо составить систему дифференциальных урав­
нений Колмогорова и записать начальные условия для решения 
этой системы, если известно, что в начальный момент система на­
ходилась в состоянии 5i. 

^22 ' '̂ Зб 

Рис. 2.4. Граф состояний системы 
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Решение 
Согласно приведенному мнемоническому правилу система диф­

ференциальных уравнений Колмогорова имеет вид 
\ d Р 

dt 

dt 
d^ 
dt 

dP4 
dt 

dt 

= ̂ 12Л ~^23^2 

r~^23^2 "(^31^3+^34-^3+^35-''з); 
(2.9) 

= A|4/j +Л34/3 +Л54Г3 —A4j/^ 

= ̂ 35^3+^54^5. 

Начальные условия при / = 0: 

Рассмотрим, что произойдет с системой iS", описываемой диф­
ференциальными уравнениями Колмогорова, при / -> ©о. Известно, 
что в случае сообщающихся состояний функции P\{t), Pjit),..., Pn(t) 
стремятся к предельным (финальным) вероятностям состояний си­
стемы iS*. Финальные вероятности не зависят от времени. Поэтому 
в системе дифференциальных уравнений Колмогорова все левые 
части уравнений (производные) принимают равными нулю. При 
этом система дифференциальных уравнений превратится в систему 
линейных алгебраических уравнений. 

Для нашего примера система (2.9) будет иметь вид 

0 = Лз1Рз+^41А-(^12^-^14^1) 
0 = ^12^1-^23^2 
0 = ̂ 23^2-азЛ+>^34^3+^35^з) ^̂ ЛО) 
0 = ̂ 14̂ 1 +^34^3 +^54^5 ~^4lA 
0 = ̂ 35^3-^54^5-

Решая ее с учетом условия Pi + ^2 + *̂з "̂  А + ^5 "̂  Ь получим 
все предельные вероятности. Эти вероятности представляют собой 
не что иное, как среднее относительное время пребывания систе­
мы в данном состоянии. 
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Необходимые и достаточные условия 
существования финальных вероятностей 

Для существования финальных вероятностей одного условия 
Xij — const недостаточно, требуется выполнение еще некоторых ус­
ловий, проверить которые можно по графу состояний, вьщелив в 
нем так называемые существенные и несущественные состояния. 

Состояние Si называется существенным^ если нет другого состо­
яния Sj, т. е. такого, что, перейдя однажды каким-то способом из Si 
в Sp система уже не может вернуться в 5/. 

Все состояния, не обладающие таким свойством, называются 
несущественными. 

Рассмотрим пример, представленный на рис. 2.5. 

Рис. 2.5. Граф состояний системы S 

Состояния 5j, 52 и ^5 — несущественные, так как из S^ можно 
уйти, например, в состояние Si и не вернуться, а из состояния ^2 — 
в состояние 5з или S^ и не вернуться, аналогично из состояния 
^5 - в состояние S^ и S-j, Состояния 5з, *$4, 5^ и Sy - существенные 
состояния. 

Теорема. При конечном числе состояний для существова­
ния финальных вероятностей необходимо и достаточно, чтобы 
из каждого существенного состояния можно было (за какое-то 
число шагов) перейти в каждое другое существенное состояние. 
Граф из примера рис. 2.5 этому условию не удовлетворяет, так 

как из существенного состояния S/^ нельзя перейти в существенное 
состояние S-j. Если система S имеет конечное число состояний S^, 
Si, ..., Sf^, то для существования финальных вероятностей достаточ­
но, чтобы из любого состояния системы можно было (за какое-то 
число шагов) перейти в любое другое состояние. 

Если число состояний Si, Si, ..., *У̂  бесконечно, то это условие 
перестает быть достаточным, и существование финальных вероят­
ностей зависит не только от графа состояний, но и от интенсивно­
сти Xij, 

52 



при исследовании непрерывных марковских цепей, как было 
уже отмечено, часто бывает удобно представить переход системы 
из состояния в состояние как воздействие каких-то потоков собы­
тий (поток заявок на обслуживание, поток автомобилей, поток до­
кументов и т. п.). Различают следующие основные свойства, кото­
рыми могут обладать случайные потоки событий: 

• стационарность; 
• ординарность; 
• отсутствие последействия. 
Свойство стационарности проявляется в том, что вероятность 

попадания того или иного числа событий на участок времени т за­
висит только от длины участка и не зависит от расположения на 
оси О/. Другими словами, стационарность означает неизменность 
вероятностного режима потока событий во времени. Поток, обла­
дающий свойством стационарности, называют стационарным. Для 
стационарного потока среднее число событий, воздействующих на 
систему в течение единицы времени, остается постоянным. Реаль­
ные потоки событий в экономике предприятия являются в дейст­
вительности стационарными лишь на ограниченных участках вре­
мени. 

Свойство ординарности потока присутствует, если вероятность 
попадания на элементарный участок времени двух и более событий 
пренебрежимо мала по сравнению с длиной этого участка. Свойст­
во ординарности означает, что за малый промежуток времени прак­
тически невозможно появление более одного события. Поток, об­
ладающий свойством ординарности, называют ординарным. Реаль­
ные потоки событий в различных экономических системах либо 
являются ординарными, либо могут быть достаточно просто приве­
дены к ординарным. 

Отсутствие последействия — это свойство потока, которое со­
стоит в том, что для любых непересекающихся участков времени 
количество событий, попадающих на один из них, не зависит от 
того, сколько событий попало на другие участки времени. Поток, 
обладающий свойством отсутствия последействия, называют пото­
ком без последействия. Поток событий, одновременно обладающий 
свойствами стационарности, ординарности и отсутствия последей­
ствия, называется простейшим потоком событий. 

Под интенсивностью потока понимают 

Х(,)=Ит^?^^^^±:Н), (2.11) 
т->0 Т 

где /w(/, / + т) - среднее число событий в (г, / + т). 
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Для простейшего потока интенсивность X = const. Если поток 
событий не имеет последействия, ординарен, но не стационарен, 
то его называют нестационарным пуассоновским потоком, а его ин­
тенсивность зависит от времени, т. е. Л = Л (0. 

В пуассоновском потоке событий (стационарном и нестацио­
нарном) число событий потока, попадающих на любой участок, 
распределено по закону Пуассона: 

P,n-^e-'^ /« = 0,1...., (2.12) 
т\ 

mcPffj - вероятность попадания на участок т событий (приложение 7); 
а — среднее число событий, приходящееся на участок. 

Для простейшего потока а = Хх, SL ДЛЯ нестационарного пуассо-
новского потока 

a='i X{t)dt, (2.13) 

где т — длина участка времени; 
/Q — начало участка т. 

Отметим еще одно важное свойство простейшего потока собы­
тий. Промежуток времени / между соседними событиям^! распреде­
лен по показательному закону, а его среднее значение Т и среднее 
квадратическое отклонение а равны, т. е. 

f-c^j^, (2.14) 

где X — интенсивность потока. 

Для нестационарного пуассоновского потока закон распределе­
ния промежутка / уже не является показательным, так как зависит 
от положения на оси О/ и вида зависимости X{t). Однако для неко­
торых задач при сравнительно небольших изменениях X{t) его мож­
но приближенно считать показательным с интенсивностью Л, рав­
ной среднему значению X{t), 

Таким образом, для исследуемой системы S с дискретными со­
стояниями и непрерывным временем переходы из состояния в со­
стояние происходят под действием пуассоновских потоков собы­
тий с определенной интенсивностью Л,у. 
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Рассмотрим еще одну типичную схему непрерывных марков­
ских цепей, так называемую схему гибели и размножения, часто 
встречающуюся в разнообразных практических задачах. 

Марковский процесс с дискретными состояниями SQ, SI, S2, 
..., Sfi называется процессом гибели и размножения, если все состоя­
ния можно вытянуть в одну цепочку, в которой каждое из средних 
состояний (iSj, 52, ..., S^_i) может переходить только в соседние со­
стояния, которые, в свою очередь, переходят обратно, а крайние со­
стояния {SQ И 5 )̂ переходят только в соседние состояния (рис. 2.6). 

hit) X,(t) I2W h-2(t) h-^it) X,{t) V2(f) K-^it) 

^1(0 Ц2(0 цз(0 ^k-At) MO ^k^^^t) ^nMt) Цп(0 

Рис. 2.6. Граф состояний для процесса гибели и размножения 

Название взято из биологических задач, где состояние популя­
ции Sj^ означает наличие в ней к единиц особей. 

Переход вправо связан с размножением единиц, а влево — с их 
гибелью. 

^о(0, ^I(OJ ^2(0» •••, ^/j-i(0 - интенсивности размножения, 
M-iCO) 1̂ 2(0) •••, \^п(0 — интенсивности гибели. 
У X и [X индекс того состояния, из которого стрелка выходит. 
С состоянием 5̂^ связана неслучайная величина Х/^: если систе­

ма *? в момент времени t находится в состоянии Sj^, то дискретная 
случайная величина X{t), связанная с функционированием систе­
мы, принимает значение к. Таким образом, получаем случайный 
процесс X(t), который в случайные, заранее неизвестные моменты 
времени скачком изменяет свое состояние. 

Марковским процессом гибели и размножения с непрерывным вре­
менем называется такой случайный процесс, который может при­
нимать только целые неотрицательные значения. Изменения этого 
процесса могут происходить в любой момент времени, т. е. в лю­
бой момент времени он может либо увеличиться на единицу, либо 
уменьшиться на единицу, либо остаться неизменным. 

В практике встречаются процессы чистого размножения и чис­
той гибели. Процессом чистого размножения называется такой про­
цесс гибели и размножения, у которого интенсивности всех пото­
ков гибели равны нулю; аналогично процессом чистой гибели 
называется такой процесс гибели и размножения, у которого ин­
тенсивности всех потоков размножения равны нулю. 
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Пример 2.4. Рассмотрим эксплуатацию моделей автомобилей 
одной марки в крупной транспортной фирме (на предприятии). 
Интенсивность поступления автомобилей на предприятие равна 
X(t). Каждый поступивший на предприятие автомобиль списывает­
ся через случайное время TQ Срок службы автомобиля Т^ распре­
делен по показательному закону с параметром ц. Процесс эксплуа­
тации автомобилей является случайным процессом. A{t) — число ав­
томобилей данной марки, находящихся в эксплуатации в момент t. 

Найдем одномерный закон распределения случайного процесса 
РДО = Л(ЖО =/} , если: 

1) нет ограничений на число эксплуатируемых машин; 
2) на предприятии может эксплуатироваться не более п автомо­

билей. 

Решение 
1. Случайный процесс эксплуатации автомобилей есть процесс 

гибели и размножения, размеченный граф которого представлен на 
рис. 2.7. 

Ht) l(t) X(t) 

\x i [i ( / + 1 ) \x 

Рис. 2.7. Граф состояний 

Система уравнений Колмогорова, соответствующая этому гра­
фу, имеет вид 

^ ^ = ̂ Pi(0-MOPo(0 

"dm ^̂-̂^̂  
- ~ ^ = Mt)P,-i (О+(/ + 1)1лРм (/) ~ (Mt)+i\i)Pi(0. 

где / = 1, 2,... 

Если в начальный момент времени / = О на предприятии не бы­
ло ни одного автомобиля, то решать эту систему уравнений нужно 
при начальных условиях PQ{0) = 1, РДО) = О (/ = 1, 2, ...). Если при 
/ = О на предприятии было к автомобилей (Л = 1, 2, ...), то началь­
ные условия будут иметь вид 

/> (̂0) = 1,Р,(0) = 0 ( / = 1 , 2, . . . , / ^ / t ) . 
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2. Если на предприятии может эксплуатироваться не более п 
автомобилей моделей одной марки, то имеет место процесс гибели 
и размножения с ограниченным числом состояний п, размеченный 
граф которого представлен на рис. 2.8. 

МО МО 4t) l(t) 

Рис. 2.8. Граф состояний 

Система уравнений Колмогорова для размеченного графа 
(рис. 2.8) имеет вид: 

^ ^ = j i P i ( 0 - M O ^ ) ( 0 

^ ^ = M t ) P i - i (О+а+1)\лРм (О - (МО+1\х)що /=1,« -1 (2.16) 

Эту систему надо решать при начальных условиях, рассмотрен­
ных выше. Решения систем уравнений (2.15) и (2.16) являются од­
номерными законами распределения РД/)- Отыскание решений си­
стем (2.15) и (2.16) в общем виде при произвольном виде функции 
X(t) представляет значительные трудности и не имеет практических 
приложений. 

При постоянных интенсивностях потоков гибели и размноже­
ния и конечном числе состояний будет существовать стационар­
ный режим. Система S с конечным числом состояний (п + 1), в ко­
торой протекает процесс гибели и размножения с постоянными 
интенсивностями потоков гибели и размножения, является про­
стейшей эргодической системой. Размеченный граф состояний для 
такой системы представлен на рис. 2.9. 

Предельные (финальные) вероятности состояний для простей­
шего эргодического процесса гибели и размножения, находящегося 
в стационарном режиме, определяются по следующим формулам: 

ЛоХ,-.. .-Л,_, ^^1^2, . . . ,« ; (2.17) 
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V 
(s^)^=^(s^ 

Ц1 

Рис. 2.9. Граф состояний 
Мп 

(2.18) 

Правило. Вероятность Л:-го состояния в схеме гибели и 
размножения равна дроби, в числителе которой стоит произве­
дение всех интенсивностей размножения, стоящих левее Sj^, а в 
знаменателе — произведение всех интенсивностей гибели, сто­
ящих левее S;^, умноженной на вероятность крайнего левого со­
стояния системы PQ. 
В примере 2.4 для стационарного режима если интенсивность 

поступления автомобилей постоянная (X{t) = X = const), то фи­
нальные вероятности состояний при условии, что нет офаничений 
на число автомобилей на предприятии, равны: 

Рк = 
[f-Tl 

(2.19) 

(2.20) 

При этом математическое ожидание числа эксплуатируемых ав­
томобилей равно его дисперсии: 

M[A(t)] = D[A(t)] = - . (2.21) 

Если существует ограничение по числу автомобилей на пред­
приятии (не более /i), то финальные вероятности равны 

^ о = -

где а = 
к=0 

-%: 
(2.22) 
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^ ' . = ^ 0 - ^ , (2-23) 

где к = 0,1,2, ..., п. 

Математическое ожидание числа эксплуатируемых автомоби­
лей в стационарном режиме 

M[A{t)]^ik-Pj,, (2.24) 
А:=0 

Пример 2.5. В состав ЭВМ входят четыре накопителя на маг­
нитных дисках (НМД). Бригада в составе четырех человек обслу­
живающего персонала проводит профилактический ремонт каждо­
го диска. Суммарный поток моментов окончания ремонтов для 
всей бригады — пуассоновский с интенсивностью X(t). После окон­
чания ремонта диск проверяется; с вероятностью Р он оказывает­
ся работоспособным (время проверки мало, и им можно прене­
бречь по сравнению со временем профилактики). Если диск ока­
зался неработоспособным, то вновь проводится его профилактика 
(время на которую не зависит от того, проводилась ли она ранее) 
и т.д. В начальный момент все НМД нуждаются в профилактиче­
ском ремонте'. 

Требуется: 
1) построить граф состояний для системы S (четыре НМД); 
2) написать дифференциальные уравнения для вероятностей 

состояний; 
3) найти математическое ожидание числа дисков Л/̂ , успешно 

прошедших профилактику к моменту т. 

Решение 
1. Граф состояний показан на рис. 2.10, в котором 
SQ — все четыре НМД нуждаются в профилактическом ремонте; 
Si — один НМД успешно прошел профилактику, а три НМД 

нуждаются в профилактическом ремонте; 
Si - два НМД успешно прошли профилактику, а два нуждают­

ся в профилактическом ремонте; 
^3 — три НМД успешно прошли профилактику, один нуждает­

ся в профилактическом ремонте; 
^4 ~ все четыре НМД успешно прошли профилактику. 

' Вентцель Е. С, Овчаров Л. А. Прикладные задачи теории вероятностей. 
~ М.: Радио и связь, 1983. 
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pX{t) pX(t) pX{t) pX(t) 

@—K£)—K5)—K5)—45) 
Рис. 2.10. Граф состояний системы 

Каждый профилактический ремонт успешно заканчивается с 
вероятностью /7, что равносильно /^-преобразованию потока окон­
чаний ремонтов, после которого он остается пуассоновским, но с 
интенсивностью/?Л(0. В этом примере мы имеем дело с процессом 
чистого размножения с ограниченным числом состояний. 

2. Уравнения Колмогорова имеют следующий вид: 

^^^=рхтт-Р2т (2.25) 
dt 

dP^jt) 
dt 

dP^jt) 
dt 

= pX{t){P2(t)-Pi(t)y, 

= pUt)Pi(t). 

Начальные условия /'о(О) = 1; Pi(0) = ... = ^4(0) = 0. При по­
стоянной интенсивности X{t) = X и вероятности состояний опреде­
ляются по следующим формулам: 

Ро(0 = е-^'; Pxit) = Xpte-'^^•, 

P2it) = ̂ ^e-^'; P,it)J^e-^'; (2-26) 

PAit) = \-'LPi{t). 

3. Математическое ожидание числа дисков, успешно прошед­
ших профилактику к моменту т, равно: 

М,= 1/7^(0 +«/'„(О, (2.27) 
(=0 

где я = 4. 
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Пример 2.6. Рассмотрим производство автомобилей на заводе. 
Поток производимых автомобилей — нестационарный пуассонов-
ский с интенсивностью X(t). Найдем одномерный закон распределе­
ния случайного процесса X(t) — число выпущенных автомобилей к 
моменту времени t, если в момент ^ = О начат выпуск автомобилей. 

Решение 
Очевидно, что здесь процесс чистого размножения без ограни­

чения на число состояний, при этом ЛДО = X(t), так как интенсив­
ность выпуска автомобилей не зависит от того, сколько их уже вы­
пущено. Граф состояний такого процесса показан на рис. 2.11. 

Mt) X(t) X(t) 
@—ц^)- (Q—HJ)—>(Q- (Q—-ц^)—•••• 

Рис. 2.11. Граф состояний 

Одномерный закон распределения случайного процесса X(t) для 
графа, изображенного на рис. 2.11, определяется следующей систе­
мой уравнений Колмогорова: 

^ = -X{t)Pi(t) + X{t)Pi_i(i), / = 1,2,.. 

Так как число выпущенных автомобилей X(t) на любой фикси­
рованный момент t распределено по закону Пуассона с параметром 

a(t) = jX(t)dt, 
о 

P{X{t) = i} = Piit)J^^-e-''^'\ / = 0, 1, 2, ... . 

ЩХ{()] = D[X{t)] = a{t). 

Рассмотренный в этом примере процесс X{t) называется неодно­
родным процессом Пуассона. Если интенсивность X(t) = Х = const, то 
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получим однородный процесс Пуассона. Для такого процесса при 
Ро(0) = 1, Л(0) = О (/ > 0) 

(>^'„-Я/ ... 
/! 

P{X(t) = /} = Pi(t) = Чге' , '• = О, 1, 2, ... 
7 ' 

Характеристиками процесса Пуассона будут 

2.4. Моделирование работы 
подвижного состава с использованием 
марковских случайных процессов 

Представим автомобиль как некоторую систему S с дискретны­
ми состояниями -5*0, Sx, ..., 5„, которая переходит из состояния в 
состояние под влиянием случайных событий (отказов). 

На стадии прогнозирования (планирования) работы автомоби­
ля целесообразно рассматривать следующие состояния, в которых 
подвижной состав может находиться в процессе эксплуатации и 
которые характеризуются целодневными простоями: 

SQ — исправен, работает; 
Si — находится на капитальном ремонте (КР); 
Si — проходит ТО-2; 
1̂3 — находится в текущем ремонте (ТР); 
^4 — исправен, не работает по организационным причинам (без 

водителя, шин, запасных частей); 
6*5 - не работает, снятие афегата для отправки на капитальный 

ремонт; 
S(^ — не работает, списание агрегата, замена на новый; 
S-j — исправен, не работает (выходные и праздничные дни); 
ijg — списывается. 
Надо отметить, что в настоящее время вышеперечисленные со­

стояния автомобиля планируются при разработке годовой програм­
мы работы автотранспортного предприятия (АТП), при этом состо­
яния 5з, ^5, iŜ  объединяются в одно состояние «находится в ТР». 

Для анализа процесса эксплуатации автомобиля как случайно­
го процесса с дискретными состояниями удобно воспользоваться 
геометрической схемой, так называемым графом состояний 
(рис. 2.12). Граф состояний изображает возможные состояния авто­
мобиля и его возможные переходы из состояния в состояние. 

На рис. 2.12 через Л/,- и \iji обозначены плотности вероятнос­
тей перехода автомобиля из состояния 5/ в состояние 5). Напри-
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Рис. 2.12. Граф состояний автомобиля 

мер, ^03 — плотность вероятности перехода автомобиля из состо­
яния «исправен, работает» в состояние «находится в текущем ре­
монте». 

Можно считать, что события, переводящие автомобиль из со­
стояния в состояние, представляют собой потоки событий (напри­
мер, потоки отказов). Если все потоки событий, переводящие сис­
тему (автомобиль) из состояния в состояние, пуассоновские (ста­
ционарные или нестационарные), то процесс, протекающий в сис­
теме, будет марковским, а плотности вероятности перехода Xij в 
непрерывной цепи Маркова представляют собой интенсивности 
потока событий, переводящего систему из состояния Si в состоя­
ние Sj. Например, Лоз — интенсивность потока отказов автомоби­
ля, который переводит автомобиль из состояния «исправен, рабо­
тает» в состояние «находится в ТР». 

Рассматриваемые состояния автомобиля Sj характеризуются 
средним числом дней пребывания автомобиля в каждом состоянии 
Ду Показатели Mj находят отражение в статистической отчетно­
сти автотранспортного предприятия. Отношение 

•' Д к ' 
(2.28) 

где Дк — число календарных дней в году. 

Д,̂  можно трактовать как вероятность нахождения автомобиля 
ву-м состоянии. 
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Вероятности состояний автомобиля PQ, PI у Р2, ..., Pj, ..., Рп как 
функции пробега в случае марковского процесса с дискретными 
состояниями и непрерывным временем удовлетворяют определен­
ного вида дифференциальным уравнениям (уравнениям Колмого­
рова), записываемым в виде 

/=1 /=1 dL 

^ ^ = e,Xoi(L)-PQ(L)-iXiQ(L)Pi(L) (2.29) 
dL 

dP„{L) 
dL •.£,XonWPoW< 

где PfiL) — вероятность нахождения автомобиля в /-м состоянии, / = О, п; 
XQI(L) — интенсивность перехода автомобиля из нулевого в /-е состоя­

ние, / = 1,л; 
)Lî o(L) — интенсивность перехода из /-го в нулевое состояние, 

/= 1,л-1; 
£с — коэффициент, отражающий связь между наработками в днях и 

километрах пробега (среднесуточный пробег, тыс. км). 
Число уравнений в системе (2.29) зависит от числа состояний 

автомобиля. Вероятность нахождения автомобиля в состоянии «ис-
правен-работает» PQ(L) представляет собой коэффициент выпуска 
аД£), а сумма вероятностей PQ(L) + Р4Щ + Р7Щ = ^тг(^) ~ коэф­
фициент технической готовности автомобиля. 

Поскольку большинство интенсивностей перехода зависят 
от пробега, то решение системы (2.29) производится с помощью ме­
тодов численного интегрирования, например метода Рунге-Кутта, 

Необходимо учесть, что для расчета производственной програм­
мы АТП требуется зачастую определять показатели работы группы 
автомобршей определенной модели у-го возраста (коэффициент вы­
пуска и годовой пробег автомобиля у-й возрастной группы). 

Для описания процесса функционирования группы автомоби­
лей может быть использован метод динамики средних. Этот метод 
вытекает из теории марковских случайных процессов. Удобство его 
заключается в том, что, зная возможные состояния одного (услов­
ного) автомобиля, можно моделировать процесс функционирова­
ния группы из любого числа автомобилей. 

Схема, изображающая процесс работы условного автомобиля 
определенной модели, аналогична схеме рис. 2.12, лишь с той раз­
ницей, что через Х̂у и Цу/ обозначены средние интенсивности пото-
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ков событий, переводящих автомобиль из состояния iS", в состояние 
Sj, и наоборот. При этом каждое состояние характеризуется средней 
численностью автомобилей Nj(t), находящихся в нем в момент вре­
мени t. Очевидно, что для любого t сумма численностей всех состо­
яний равна общей численности автомобилей исследуемой фуппы: 

Величина Nj(t) для любого t представляет собой случайную ве­
личину, а при меняющемся t — случайную функцию времени. 

Зная граф состояний (рис. 2.12) и соответствующие интенсив­
ности перехода Ху и ц^, определим средние численности автомоби­
лей Щ(Ь), Ni(L), N2(L), ... , Щ{Ь) как функции пробега L. 

Согласно графу состояний (рис. 2.12) система дифференциаль­
ных уравнений для средних численностей состояний запишется 
следующим образом: 

^^^^ = -ec-No(L)[Xoy(L)+Xo2(L) + Xo3(L) + h4(L) + Xo5(L) + 

+ Яоб(Х) + XojiL) + XosiL)] + HJO(X) • Ni(L) + Ц2о(̂ ) ' Щ^^) + 
+ ii^oiD • N^iL) + Ц4о(1) • N,(L) + Ц5О(Х) NsiL) + ^l6o(i) • Л б̂(̂ ) + 

+ ЦуоШ • NyiD; 
dNi(L) 

dL 

dL 

= (c-No(L)-Xoi(L)-aio(L)-Ni(Ly, 

= ec-No(L)-XQ2(L)-iX2o(L)-N2(Ly, 

^^^ = £,.Noa).Xo^(L)-ii^o(L)-N3(L); (2.30) 

^^^!^ = e,-No(L)-Xo4a)-^4oa)-N4Ly, 

^^^^ = i,.NQ{L)-XQ^{L)-v.bQ{L)-N^{Ly, 

^^^^ = e,-NQ{L)-XQ(,(L)-Vi(,Q(L)-N^(Ly 

^^^^ = e,-No(L)-Xoy(L)-^yo(L).NjiLy 

^^^^ = e,NoiL)-XQ^(L). 
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Отношение NQ(L)/N равно коэффициенту выпуска автомоби­
лей определенной модели на пробеге L с начала их эксплуатации, 
а отношение [Л'о(^) "̂  ^4(^) + ^^{Щ/М ~ коэффициенту техниче­
ской готовности автомобилей. 

Докажем, что формулы для определения коэффициентов техни­
ческой готовности (/с̂ -р), выпуска подвижного состава {а^ являются 
частным случаем, соответствующим стационарному решению систе­
мы уравнений (2.30), описывающей функционирование автопарка. 

Для расчета средней численности автомобилей, находящихся в 
исправном состоянии, можно предварительно объединить состояния 
Si, ^5, S(^ в одно состояние: «исправен» — 5/. Тогда фаф состояний 
условного автомобиля примет вид, представленный на рис. 2.13. 

Рис. 2.13. Граф состояний условного автомобиля 

Система дифференциальных уравнений для средних численно-
стей подвижного состава запишется следующим образом: 

dNi Ц) 
= --^,(Xi2W + Xi3W + Xi4W)-A î W+jii2lW'^2W + 

^ ^ ^ ^ = -^2lW-A^2W + ̂ c -<W-^12W (2.31) 
di 

d£ 

d£ 
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Положим левые части уравнений равными нулю, получим сис­
тему алгебраических уравнений для средних численностей состоя­
ний автопарка, работающего в стационарном режиме: 

0 = -^с(^12 +^13 +>̂ 14 W +Ibl21̂ 2̂ +f^31^3 +l̂ 41^^4 

0 = -Ц21^2+^Л2Л^/ (2.32) 

o=~^iзlЛ^з+^ЛзЛ^/ 

Р е ш и м систему алгебраических уравнений с учетом так называ­
емого н о р м и р о в о ч н о г о условия: 

NQ = Ni + N2-^ N2 + ^ 4 , (2.33) 
где Л̂ о ~" среднесписочная численность автопарка, шт. 

Д л я примера из системы (2.32) определим неизвестные средние 
численности состояний , используя Ni'. Так, из второго и третьего 
уравнений и м е е м 

13 
М31 

Согл асн о н о р м и р о в о ч н о м у условию 
N4 = No- Ni' -N2- Ni. 

Тогда 

N4=NO-(N; +N;e,^+N;i,^]= 
V, И21 ^iзl; 

1̂21 J*3lJ 
Л̂ 1 . 

Подставляя в первое уравнение (2.32), получим: 

О = - 4 0 . 1 2 + >-13 + ^14)Л^1' + 4^12^^ l ' + ^с^З^х' + 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

+^41 Л ^ о - 1 + ^ ^12 
^A2l 

+е. 

^-ich^Nx +\).4\NQ-\iA^+i 

^13 
И31 

^12 
>21 

Л̂1 

^13 
Й31. 

N . 
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Разделим полученное уравнение на [x^ii 

Последнее уравнение можно записать следующим образом: 

Ml I Й21 > з и 

No = 
I Й21 Л^31 ^̂ 41 ) 

Тогда коэффициент технической готовности равен: 

N] 1 
Ктг - тг" 77 : :;—т» (2.37) 

1 + ̂ , 
М'г! ^̂ 31 ^41 

где 1̂2, ̂ 13, 1̂4 — интенсивности перехода автомобиля в состояния «тех­
ническое обслуживание», «текущий ремонт», «капиталь­
ный ремонт» соответственно, отк/тыс. км; 

|i2i, Цз1> ^̂ 41"~ интенсивности восстановления, равные обратным сред­
ним величинам продолжительности соответствующих 
ремонтных воздействий технического обслуживания 
(ТО-2), текущего ремонта (ТР), капитального ремонта 
(КР), отк/день. 

Отношение 
отк 

^ij тыс. КМ день 
\Xjf отк тыс. км * 

день 

Таким образом, ^JL^^i — удельная величина, характеризую-

щая количество дней в у-м состоянии (ТО-2, ТР, КР) на 1 тыс. км 
пробега. Тогда формулу (2,37) можно записать в виде: 

^ ^ (2.38) 
1 + ̂ ,(^2+^3+^4) 1 + ̂ с^то-Р 

Очевидно, формула (2.38) есть частный случай, соответствую­
щий стационарному режиму работы автомобиля, который является 
решением системы алгебраических уравнений. 
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Рассмотрим все потоки событий, переводящие условный авто­
мобиль из состояния в состояние. Характер потока отказов автомо­
биля, переводящего условный автомобиль из состояния «исправен, 
работает» в состояние «находится в текущем ремонте», не изменя­
ется. При определении его величины учитывается возрастная струк­
тура автомобилей данной модели. 

Наработка до первого капитального ремонта автомобиля под­
чиняется нормальному закону распределения с коэффициентом ва­
риации 0,1-0,33. Вместе с тем следует отметить значительное абсо­
лютное рассеивание пробегов до первого капитального ремонта ав­
томобиля в исследуемых группах подвижного состава. Размах меж­
ду минимальным и максимальным пробегами может составить 
пробег, примерно равный среднему пробегу до первого капиталь­
ного ремонта этих автомобилей. 

Таким образом, поток событий, который переводит автомобиль 
в состояние «капитальный ремонт», протекает на значительном ин­
тервале пробега. В этом потоке интенсивность XQI(L) (среднее чис­
ло событий в единицу пробега) зависит от пробега, т. е. поток яв­
ляется нестационарным. 

Очеввдно, на малом интервале пробега автомобиля (1—2 тыс. км) 
интенсивность XQI(L) меняется сравнительно медленно. В этом слу­
чае закон распределения наработки до капитального ремонта мож­
но приближенно считать показательным, а интенсивность AQJ при­
нимать равной среднему значению Xoi(i) на этом интервале. Ана­
логичные утверждения справедливы относительно потоков отка­
зов, переводящих условный автомобиль в состояния «капитальный 
ремонт агрегата» и «списание агрегата». 

Общий поток отказов, связанный с попаданием автомобилей 
исследуемой группы в ТО-2, получается путем наложения (супер­
позиции) потоков «ТО-2» этих автомобилей. Как показывают рас­
четы, распределение интервала пробега между событиями в этом 
потоке подчиняется показательному закону. При этом поток 
«ТО-2» всех исследуемых автомобилей является пуассоновским. 

Образ потока отказов, связанного со списанием автомобиля, 
является условным. Действительно, если автомобиль отказывает в 
тот момент, когда происходит первое событие данного потока, то 
совершенно все равно, продолжается после этого поток отказов 
или прекращается: судьба автомобиля от этого уже не зависит. В 
случае когда элемент (автомобиль) не подлежит восстановлению, 
поток отказов является пуассоновским. 

Поток отказов автомобиля, связанный со списанием, является 
нестационарным, так как пробег до списания подвижного состава 
подчиняется закону распределения, отличному от показательного. 
Очевидно, на малом интервале пробега автомобиля (1—2 тыс. км) 

69 



интенсивность отказов меняется сравнительно медленно, в таком 
случае закон распределения событий можно приблизительно счи­
тать показательным и для описания процесса эксплуатации авто­
мобиля использовать марковскую схему. 

Характер остальных потоков событий, связанных с процессом 
работы группы автомобилей, не изменяется. 

Таким образом, все средние потоки, переводящие условный ав­
томобиль из состояния в состояние, либо пуассоновские, либо сво­
дятся к ним путем рассмотрения процесса эксплуатации на малых 
интервалах пробега (1—2 тыс. км) и корректировки исходного по­
тока отказов деталей для исключения последействия. Это позволя­
ет использовать метод динамики средних для описания процесса 
эксплуатации группы автомобилей. 

В табл. 2.1 приведены формулы для расчета интенсивностей пе­
рехода Xij и \iji. 

Таблица 2.1 
Интенсивности перехода Х̂  и ц̂  для расчета 

комплексных показателей надежности автомобилей МАЗ 

Интенсивность 

Исправен — 
капитальный ремонт 

Исправен -
проходит техническое 
обслуживание (ТО-2) 

Исправен — 
находится в текущем 
ремонте 

Исправен — 
простаивает по орга­
низационным причи­
нам (без водителя 
и т. п.) 

Формула, принятая 
в расчете 

к 

^оз(^)=Есо^(1) 
/=1 

Ло4(̂ :) = р(1) 
Xo,{L) = (4Г„рГ' 

Примечание 

Плотность распределе­
ния наработки до к-го 
капитального ремонта ; 

1 автомобиля — ф^(£) 

fjQi — плотность распре­
деления наработки до 
hTO ТО-2; 
^то "" средняя перио­
дичность ТО-2 

(Of{L) - параметр пото­
ка отказов / детали по 
интервалам пробега L; 
F — число ДЛН автомо­
биля, шт. 

ГЦР — среднее время 
между простоями; 
If. — среднесуточный 
пробег, тыс. км; 
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Продолжение 

Интенсивность 

Исправен — 
капитальный ремонт 
агрегата 

Исправен — 
списание агрегата 

Исправен — не работа­
ет (праздничные и вы­
ходные дни) 

Исправен — списание 
автомобиля 

Капитальный ремонт 
— исправен 

ТО-2 - исправен 

Находится в текущем 
ремонте — исправен 

Простаивает по орга­
низационным причи­
нам — исправен 

Капитальный ремонт 
агрегата — исправен 

Формула, принятая 
в расчете 

л=1 

л=1 

Хо7(̂ ) = 9Щ , 
Хо7(^) = ( / , .Геь .хГ' 

Яо8(Х) = 
=UL)/[\ - /;(Z)] 

L > 270 тыс. км 

ÂlO = (ТкрГ' 

Â2o = (ТгоУ' 

[i^o(L) = r](L) j 
li,o(L) = (тУ 

l̂40 = (ТпУ' 

^so(L) = (TJiy' 

Примечание 

cOn̂  ^̂  - параметр пото­
ка отказов автомобиля, 
связанных с капиталь­
ным ремонтом его агре­
гатов 1 

Шп" ^^(L) - параметр по­
тока отказов автомоби­
ля, связанных со списа­
нием агрегатов; 
N — число агрегатов 

в̂ых ~ среднее время 
между простоями 

Fc(L),fc(L) - функция и 
плотность распределе­
ния наработки до спи­
сания автомобиля; при­
нято распределение Рэ-
лея с параметрами 

LQ = 270 тыс. км 

Г^р — средняя продол­
жительность капиталь­
ного ремонта 

TjQ — средняя продол­
жительность ТО-2 

7\ — средняя продолжи­
тельность текущего ре­
монта 

Гп — средняя продолжи­
тельность простоя 

Г̂ р ~ средняя продол­
жительность простоя 
при снятии агрегата 
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Продолжение 

Интенсивность 

Списание агрегата — 
исправен 

Исправен, не работает 
(праздничные и вы-

' ходные дни) — испра­
вен, работает 

Формула, принятая 
в расчете 

Цбо(̂ ) = {T,Y 

М ^ ) = (Т^прГ' 

Примечание 

Т^ - среднее время за­
мены афегата 

Гпр — средняя продол­
жительность простоя 

Значения параметров модели (2.30) Аоз(^), ^05(^)' ^об(^) могут 
быть определены двумя способами. Согласно первому способу по­
лученные значения параметров потока отказов автомобиля, связан­
ных с его текущим ремонтом, капитальным ремонтом и списанием 
его агрегатов, аппроксимируются экспоненциальными зависимос­
тями следующего вида: 

Ло/(1) = exp(flfo + й| . X + ... + flf^ . УР), 
где л: — пробег автомобиля с начала эксплуатации, тыс. км; 

/ — номер состояния, в котором находится автомобиль, / = 3,5,6. 
Ошибка аппроксимации при небольших п бывает высокой и 

может достигать 10—20%. Это один из главных недостатков перво­
го способа, существенно снижающий точность последующих рас­
четов годового пробега. Указанный недостаток можно исключить. 

Согласно второму способу параметры Хоз, А,о5, о̂б задаются дис­
кретно для каждого интервала пробега и являются постоянными 
величинами на каждом заданном интервале пробега, составляю­
щем 10—20 тыс. км, но значения этих параметров меняются в тече­
ние пробега с начала эксплуатации автомобиля скачкообразно от 
одного интервала к другому. 

Метод динамики средних может быть использован и для опре­
деления коэффициента выпуска автопарка, состоящего из автомо­
билей разных моделей. 

Указанная задача может быть решена двумя способами. Первый 
способ состоит в рассмотрении изолированного процесса эксплуа­
тации совокупности автомобилей одной модели. 

Второй способ предполагает рассмотрение процесса функцио­
нирования моделей автомобилей многомарочного парка в целом. В 
этом случае без принципиальных изменений может быть использо­
ван изложенный выше способ, разница будет только в том, что 
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число дифференциальных уравнений увеличится в п раз, где п — 
число моделей подвижного состава, обслуживаемых на одних и тех 
же постах ТО и ТР. Использование метода динамики средних для 
определения коэффициентов технической готовности и выпуска 
автомобилей моделей разномарочного парка' позволяет учесть ог­
раниченное количество постов для проведения ТО и ТР. 

При определении коэффициентов технической готовности и 
выпуска автомобилей разномарочного парка необходимо разбить 
все модели подвижного состава, эксплуатирующегося в АТП, на 
группы, включающие автомобили тех моделей, которые обслужи­
ваются на одних и тех же постах ТО-2 и ТР. Для каждой фуппы мо­
делей подвижного состава строится единая система дифференци­
альных уравнений, описывающая функционирование соответству­
ющей группы автомобилей'. 

Задачи 

2.1. в моменты времени / j , t2, /3 проводится осмотр ЭВМ. Воз­
можны следующие состояния ЭВМ: 

SQ — полностью исправна; 
Si — незначительные неисправности, которые позволяют экс­

плуатировать ЭВМ; 
Si — существенные неисправности, дающие возможность ре­

шать ограниченное число задач; 
S^ — ЭВМ полностью вышла из строя. 
Матрица переходных вероятностей имеет вид 

0,5 0,3 0,2 О 
О 0,4 0,4 0,2 
О О 0,3 0,7 
0 0 0 1 

ш 
Постройте граф состояний. Найдите вероятности состояний 

ЭВМ после одного, двух, трех осмотров, если вначале (при t = 0) 
ЭВМ была полностью исправна. 

2.2. Магазин продает две марки автомобилей А и В. Опыт экс­
плуатации этих марок автомобилей свидетельствует о том, что для 

* Примеры расчета коэффициента выпуска и коэффициента технической 
готовности для различных марок подвижного состава см.: Бережной В. И., 
Бережная Е. В. Методы и модели управления материальными потоками 
микрологистической системы автопредприятия. — Ставрополь: Интеллект-
сервис, 1996. 
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них имеют место различные матрицы переходных вероятностей, 
соответствующие состояниям: работает хорошо (состояние 1) и тре­
бует ремонта (состояние 2): 

АР lh'9 ^А-
автомобиль марки А У̂4 = L ^ ^ . h 

автомобиль марки В Р^ = 0,8 0,2 
0,7 0,3 

Элементы матрицы перехода определены на годовой период 
эксплуатации автомобиля. 

Требуется: 
1) найти вероятности состояний для каждой марки автомобиля 

после двухлетней эксплуатации, если в начальном состоянии авто­
мобиль «работает хорошо»; 

2) определить марку автомобиля, являющуюся более предпо­
чтительной для приобретения в личное пользование. 

2.3. Система 5-автомобиль может находиться в одном из пяти 
возможных состояний: 

исправен, работает; 
неисправен, ожидает осмотра; 
осматривается; 
ремонтируется; 
списывается. 
Постройте граф состояний системы. 
2.4. Организация по прокату автомобилей в городе выдает ав­

томобили напрокат в трех пунктах города: А, В, С. Клиенты могут 
возвращать автомобили в любой из трех пунктов. Анализ процесса 
возвращения автомобилей из проката в течение года показал, что 
клиенты возвращают автомобили в пункты А, В, С в соответствии 
со следующими вероятностями: 

Пункты выдачи 

А 
В 
С 

Пункты приема автомобилей 
А 

0,8 
0,2 
0,2 

В 
0,2 
0 

0,2 

С 
0 

0,8 
0,6 

Требуется: 
1) в предположении, что число клиентов в городе не изменяет­

ся, найти процентное распределение клиентов, возвращающих ав­
томобили по станциям проката к концу года, если в начале года 
оно было равномерным; 
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2) найти вероятности состояний в установившемся режиме; 
3) определить пункт проката, у которого более целесообразно 

строить станцию по ремонту автомобилей. 
2.5. Рассматривается процесс накопления терминов в динами­

ческом словаре (тезаурусе) при функционировании автоматизиро­
ванного банка данных (АБД). Сущность процесса в том, что терми­
ны заносятся в словарь по мере их появления в той информации, 
которая вводится в АБД. Например, в АБД автоматизированной 
системы управления производством (АСУП) могут в качестве тер­
минов заноситься наименования организаций, с которыми данное 
предприятие поддерживает производственные отношения. Дина­
мический словарь наимен9ваний таких организаций будет накап­
ливаться в АБД АСУП по мере появления этих наименований в 
единицах информации, вводимых в АБД. 

В каждой единице информации, поступающей в АБД, в сред­
нем встречается х терминов словаря, ̂  интенсивность поступле­
ния единиц информации в АБД равна 'Щ). Следовательно, интен­
сивность потока терминов словаря в информации, поступающей в 
АБД, будет Л(0 = x\{i). Предполагается, что поток терминов сло­
варя является пуассоновским. Число терминов словаря п является 
конечным и неслучайным, хотя, возможно, и неизвестным нам за­
ранее. Все термины словаря могут находиться в единице информа­
ции с одинаковой вероятностью. В словарь заносятся, естественно, 
лишь те термины, которые до сих пор еще не встречались в едини­
цах информации. 

Требуется найти математическое ожидание и дисперсию числа 
терминов, накопленных в динамическом словаре^. 

2.6. Водитель такси обнаружил, что если он находится в городе 
А, то в среднем в 8 случаях из 10 он везет следующего пассажира в 
город Б, в остальных случаях будет поездка по городу А. Если же 
он находится в городе Б, то в среднем в 4 случаях из 10 он везет 
следующего пассажира в город А, в остальных же случаях будет по­
ездка по городу Б. 

Требуется\ 
1) перечислить возможные состояния процесса и построить 

граф состояний; 
2) записать матрицу переходных вероятностей; 
3) найти вероятности состояний после двух шагов процесса, 

если: 
а) в начальном состоянии водитель находится в городе А; 
б) в начальном состоянии водитель находится в городе Б; 

4) найти вероятности состояний в установившемся режиме. 
' Вентцель Е. С, Овчаров Л, Л. Прикладные задачи теории вероятнос­

тей. - М.: Радио и связь, 1983. 
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2.7. Система S представляет собой техническое устройство, со­
стоящее из т узлов и время от времени (в моменты Z], /2, •-, ^к) под­
вергающееся профилактическому осмотру и ремонту После каждо­
го шага (момента осмотра и ремонта) система может оказаться в 
одном из следующих состояний: 

SQ — все узлы исправны (ни один не заменялся новым); 
Si — один узел заменен новым, остальные исправны; 
5*2 — два узла заменены новыми, остальные исправны; 
Sj — i узлов (/ < т) заменены новыми, остальные исправны; 
Sf^ — все т узлов заменены новыми. 
Суммарный поток моментов окончания осмотров для всех уз­

лов — пуассоновский с интенсивностью А = 4. Вероятность того, 
что в момент профилактики узел придется заменить новым, равна 
Р = 0,4. 

Рассматривая процесс профилактического осмотра и ремонта 
(замены) как марковский процесс размножения, вычислите вероят­
ности состояний системы (S) в стационарном режиме (для т = 3), 
если в начальный момент времени все узлы исправны'. 

2.8. Техническое устройство имеет два возможных состояния: 
Si - исправно, работает; 
S2 — неисправно, ремонтируется. 
Матрица переходных вероятностей имеет вид: 

lU 11 II 0,7 0,3 II 
" '-'" II 0,8 0,21* 

Постройте граф состояний. Найдите вероятности состояний 
после третьего шага и в установившемся режиме, если в начальном 
состоянии техническое устройство исправно. 

2.9. Система S состоит из двух узлов — I и II, каждый из кото­
рых может в ходе работы системы отказать (выйти из строя). 

Перечислите возможные состояния системы и постройте граф 
состояний для двух случаев: 

1) ремонт узлов в процессе работы системы не производится 
(чистый процесс гибели системы); 

2) отказавший узел немедленно начинает восстанавливаться. 
2.10. В городе издаются три журнала: Ci, С2, С3, и читатели вы­

писывают только один из них. Пусть в среднем читатели стремят­
ся поменять журнал, т. е. подписаться на другой не более одного 
раза в год, и вероятности таких изменений постоянны. Результаты 
маркетинговых исследований спроса читателей на журналы дали 
следующее процентное соотношение: 

' Вентцель Е. С, Овчаров Л. А. Прикладные задачи теории вероятнос­
тей. - М.: Радио и связь, 1983. 
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80% читателей Ci подписываются на Ci', 
15% читателей Ci подписываются на С3; 
8% читателей С^ подписываются на Cj. 
Требуется: 
1) записать матрицу переходных вероятностей для средних го­

довых изменений; 
2) предположить, что общее число подписчиков в городе посто­

янно, и определить, какая доля из их числа будет подписы­
ваться на указанные журналы через два года, если по состо­
янию на 1 января текущего года каждый журнал имел одина­
ковое число подписчиков; 

3) найти вероятности состояний в установившемся режиме и 
определить журнал, который будет пользоваться наиболь­
шим спросом у читателей. 

2.11. Техническое устройство состоит из двух узлов и может на­
ходиться в одном из следующих состояний: 

оба узла исправны, работают; 
неисправен только первый узел; 
неисправен только второй узел; 
неисправны оба узла. 
Вероятность выхода из строя (отказов) после месячной эксплу­

атации для первого узла - Pj = 0,4; для второго узла - Pi^ 0,3, а 
вероятность совместного выхода их из строя - Pj 2 = 0,1. В исход­
ном состоянии оба узла исправны, работают. 

Запишите матрицу переходных вероятностей и найдите вероят­
ности состояний после двухмесячной эксплуатации. 

2.12. Размеченный граф состояний системы S имеет вид, пока­
занный на рис. 2.14. 

Рис. 2.14. Граф состояний 
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Запишите систему дифференциальных уравнений Колмогорова 
и начальные условия для решения системы, если известно, что в 
начальный момент система находится в состоянии Si, 

2.13. Экономическая система S имеет возможные состояния: 
Si, S2, *Уз, ^4. Размеченный граф состояний системы с указанием 
численных значений интенсивностеи перехода показан на рис. 2.15. 

Рис. 2.15. Граф состояний системы 

Вычислите вероятности состояний в стационарном режиме. 
2.14. Размеченный граф состояний экономической системы с 

указанием численных значений интенсивностеи перехода системы 
показан на рис. 2.16. 

Рис. 2.16. Граф состояний системы 

Напишите алгебраические уравнения для вероятностей состоя­
ний в установившемся режиме. Определите финальные вероятнос­
ти состояний системы. 

2.15. Граф состояний системы имеет вид, приведенный на 
рис. 2.17. 

^12 

^23 

'̂ 31 

Рис. 2.17. Граф состояний системы 
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Напишите алгебраические уравнения для вероятностей состо­
яний в стационарном режиме и найдите выражение для этих ве­
роятностей. 

2.16. Найдите вероятности состояний в установившемся режи­
ме для процесса гибели и размножения, граф которого представлен 
на рис. 2.18. 

©^='©^4==<5>4^ 1 

2 ^^^ 2 ^-^ 4 
Рис. 2.18. Граф состояний системы 

2.17. На автотранспортном предприятии (АТП) эксплуатируют­
ся модели автомобилей одной марки. Интенсивность поступления 
на АТП новых автомобилей Л = 5 авт/год. Средний срок службы 
автомобиля до списания Г^п = 7 лет. Величина Т̂ п распределена — 

1 по показательному закону с параметром |i = -=r-. 

Найдите финальные вероятности и математическое ожидание 
числа эксплуатируемых автомобилей в стационарном режиме, если 
число автомобилей в АТП не ограничено. 

2.18. В задаче 2.17 число эксплуатируемых автомобилей ограни­
чено, « = 60 единиц. 

Найдите финальные вероятности и математическое ожидание 
числа эксплуатируемых автомобилей в стационарном режиме на 
АТП. 

2.19. Найдите вероятности состояний в стационарном режиме 
для процесса гибели и размножения, граф которого показан на 
рис. 2.19. 

Рис. 2.19. Граф состояний системы 

2.20. Система учета на предприятии использует компьютерную 
сеть, в состав которой входит л = 6 персональных компьютеров 
(ПК). Ежегодно обслуживающий персонал проводит профилакти­
ческий осмотр каждого ПК. Суммарный поток моментов оконча­
ния профилактических осмотров для всего участвующего персона­
ла ~ пуассоновский с интенсивностью X = 0,5 ч~ (число событий 
в единицу времени). После окончания осмотра с вероятностью 
Р = 0,86 устанавливается, что ПК — работоспособный. Если ПК 
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оказался неработоспособным, то вновь проводится профилактика. 
В начальный момент все ПК компьютерной сети нуждаются в про­
филактическом осмотре. 

Постройте фаф состояний для системы S (6 ПК), напишите 
дифференциальные уравнения для вероятностей состояний. Най­
дите вероятности состояний РДЗ) и математическое ожидание чис­
ла персональных компьютеров (Л/3), успешно прошедших профи­
лактику после трех часов с начала обслуживания (/ = 3). 

2.21. Используйте условие задачи 2.20, за исключением того, 
что система учета предприятия применяет не шесть, а десять пер­
сональных компьютеров. 

2.22. Размеченный фаф состояний в установившемся режиме 
для процесса гибели и размножения приведен на рис, 2.20. 

Рис. 2.20. Граф состояний системы 

2.23. Граф состояний системы имеет вид, приведенный на 
рис. 2.21. 

Рис. 2.21. Граф состояний системы 

Найдите вероятности состояний системы в стационарном 
режиме. 

2.24. Рассматривается производство персональных компьюте­
ров на заводе. Поток производимых компьютеров — простейший 
пуассоновский с интенсивностью Л(0 = X = 1200 год~^ (число ком­
пьютеров в год). 

Определите вероятность выпуска 5000 компьютеров. За четыре 
года работы завода вычислите характеристики процесса производ­
ства ПК m[X{t)\ и D[X{t)], при / = 4 года. 

Постройте граф состояний процесса производства ПК. 
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2.25. Аудиторская фирма разрабатывает проекты отдельных до­
кументов для 6 предприятий. Поток разрабатываемых документов — 
простейший пуассоновский с интенсивностью Я = 2 месяца" ̂  Оп­
ределите закон распределения случайного процесса X(t) — число 
разрабатываемых документов на момент времени t = 2 месяца, ес­
ли в момент t = О начата разработка документов. 

Вычислите математическое ожидание MlX(t)] случайного про­
цесса X(t), предварительно построив размеченный граф состояний. 

2.26. Размеченный граф состояний в установившемся режиме 
для процесса гибели и размножения приведен на рис. 2.22. 

^ ^ ^ " ^ ^ в > 
1 ^-^ 2 ^-^ 3 ^-^ 2 

Рис, 2.22. Граф состояний системы 

Найдите вероятности состояний. 
2.27. Граф состояний системы имеет вид, приведенный на 

рис. 2.23. 

Рис. 2.23. Граф состояний системы 

Найдите вероятности состояний в стационарном режиме. 
2.28. Размеченный граф состояний представлен на рис. 2.24. 
Найдите вероятности состояний 5/ и характеристику Af[X(t)] на 

момент времени / = 3. 

2 2 2 2 
Si) >@ >@ >@ H J ) 

Рис. 2.24. Граф состояний системы 
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2.29. Размеченный граф состояний представлен на рис. 2.25. 
Найдите вероятности состояний Si и характеристику M{X{t)] на 

момент времени / = 4. 

@ Ц^)^^® Kf: 
Рис. 2.25. Граф состояний системы 

2.30. Размеченный граф состояний представлен на рис. 2.26. 

5 5 5 5 5 5 
So)—/s^—-К^Г)—К?)—Кл)—Кл)—•••' 

Рис. 2.26. Граф состояний системы 

Найдите вероятности состояний 5/ и характеристики M[X(t)] и 
D[X{t)] juuit=2. 

Глава 3 
Моделирование систем 
массового обслуживания 
3.1 . Компоненты и классификация 
моделей массового обслуживания 

Рассмотренный в гл. 2 марковский случайный процесс с дис­
кретными состояниями и непрерывным временем имеет место в 
системах массового обслуживания. 

Системы массового обслуживания ~ это такие системы, в кото­
рые в случайные моменты времени поступают заявки на обслужи­
вание, при этом поступившие заявки обслуживаются с помощью 
имеющихся в распоряжении системы каналов обслуживания. 

С позиции моделирования процесса массового обслуживания 
ситуации, когда образуются очереди заявок (требований) на обслу­
живание, возникают следующим образом. Поступив в обслуживаю­
щую систему, требование присоединяется к очереди других (ранее 
поступивших) требований. Канал обслуживания выбирает требова­
ние из находящихся в очереди, с тем чтобы приступить к его об­
служиванию. После завершения процедуры обслуживания очеред­
ного требования канал обслуживания приступает к обслуживанию 
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следующего требования, если такое имеется в блоке ожидания. 
Цикл функционирования системы массового обслуживания подоб­
ного рода повторяется многократно в течение всего периода рабо­
ты обслуживающей системы. При этом предполагается, что пере­
ход системы на обслуживание очередного требования после завер­
шения обслуживания предыдущего требования происходит мгно­
венно, в случайные моменты времени. 

Примерами систем массового обслуживания могут служить: 
• посты технического обслуживания автомобилей; 
• посты ремонта автомобилей; 
• персональные компьютеры, обслуживающие поступающие за­

явки или требования на решение тех или иных задач; 
• станции технического обслуживания автомобилей; 
• аудиторские фирмы; 
• отделы налоговых инспекций, занимающиеся приемкой и 

проверкой текущей отчетности предприятий; 
• телефонные станции и т. д. 
Основными компонентами системы массового обслуживания 

любого вида являются: 
• входной поток поступающих требований или заявок на обслу­

живание; 
• дисциплина очереди; 
• механизм обслуживания. 
Раскроем содержание каждого из указанных выше компонентов. 
Для описания входного потока требований нужно задать вероят­

ностный закон, определяющий последовательность моментов по­
ступления требований на обслуживание и указать количество таких 
требований в каждом очередном поступлении. При этом, как пра­
вило, оперируют понятием «вероятностное распределение момен­
тов поступления требований». Здесь могут поступать как единич­
ные, так и групповые требования (требования поступают группами 
в систему). В последнем случае обычно речь идет о системе обслу­
живания с параллельно-групповым обслуживанием. 

Дисциплина очереди — это важный компонент системы массово­
го обслуживания, он определяет принцип, в соответствии с кото­
рым поступающие на вход обслуживающей системы требования 
подключаются из очереди к процедуре обслуживания. Чаще всего 
используются дисциплины очереди, определяемые следующими 
правилами: 

• первым пришел — первым обслуживаешься; 
• пришел последним — обслуживаешься первым; 
• случайный отбор заявок; 
• отбор заявок по критерию приоритетности; 
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• ограничение времени ожидания момента наступления обслу­
живания (имеет место очередь с ограниченным временем ожида­
ния обслуживания, что ассоциируется с понятием «допустимая дли­
на очереди»). 

Механизм обслуживания определяется характеристиками самой 
процедуры обслуживания и структурой обслуживающей системы. 
К характеристикам процедуры обслуживания относятся: продол­
жительность процедуры обслуживания и количество требований, 
удовлетворяемых в результате выполнения каждой такой процеду­
ры. Для аналитического описания характеристик процедуры обслу­
живания оперируют понятием «вероятностное распределение вре­
мени обслуживания требований». 

Следует отметить, что время обслуживания заявки зависит от 
характера самой заявки или требований клиента и от состояния и 
возможностей обслуживающей системы. В ряде случаев приходит­
ся также учитывать вероятность выхода обслуживающего прибора 
по истечении некоторого ограниченного интервала времени. 

Структура обслуживающей системы определяется количеством 
и взаимным расположением каналов обслуживания (механизмов, 
приборов и т. п.). Прежде всего следует подчеркнуть, что система 
обслуживания может иметь не один канал обслуживания, а не­
сколько; система такого рода способна обслуживать одновременно 
несколько требований. В этом случае все каналы обслуживания 
предлагают одни и те же услуги, и, следовательно, можно утверж­
дать, что имеет место параллельное обслуживание. 

Система обслуживания может состоять из нескольких разно­
типных каналов обслуживания, через которые должно пройти каж­
дое обслуживаемое требование, т. е. в обслуживающей системе про­
цедуры обслуживания требований реализуются последовательно. 
Механизм обслуживания определяет характеристики выходящего 
(обслуженного) потока требований. 

Рассмотрев основные компоненты систем обслуживания, мож­
но констатировать, что функциональные возможности любой сис­
темы массового обслуживания определяются следующими основ­
ными факторами: 

• вероятностным распределением моментов поступлений за­
явок на обслуживание (единичных или групповых); 

• вероятностным распределением времени продолжительности 
обслуживания; 

• конфигурацией обслуживающей системы (параллельное, по­
следовательное или параллельно-последовательное обслуживание); 

• количеством и производительностью обслуживающих каналов; 
• дисциплиной очереди; 
• мощностью источника требований. 
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в качестве основных критериев эффективности функциониро­
вания систем массового обслуживания в зависимости от характера 
решаемой задачи могут выступать: 

• вероятность немедленного обслуживания поступившей заявки; 
• вероятность отказа в обслуживании поступившей заявки; 
• относительная и абсолютная пропускная способность системы; 
• средний процент заявок, получивших отказ в обслуживании; 
• среднее время ожидания в очереди; 
• средняя длина очереди; 
• средний доход от функционирования системы в единицу бре­

мени и т. п. 
Предметом теории массового обслуживания является установле­

ние зависимости между факторами, определяющими функциональ­
ные возможности системы массового обслуживания, и эффектив­
ностью ее функционирования. В большинстве случаев все параме­
тры, описывающие системы массового обслуживания, являются 
случайными величинами или функциями, поэтому эти системы от­
носятся к стохастическим системам. 

Случайный характер потока заявок (требований), а также, в об­
щем случае, и длительности обслуживания приводит к тому, что в 
системе массового обслуживания происходит случайный процесс. 
По характеру случайного процесса, происходящего в системе мас­
сового обслуживания (СМО), различают системы марковские и не­
марковские. В марковских системах входящий поток требований и 
выходящий поток обслуженных требований (заявок) являются пу-
ассоновскими. Пуассоновские потоки позволяют легко описать и 
построить математическую модель системы массового обслужива­
ния. Данные модели имеют достаточно простые решения, поэтому 
большинство известных приложений теории массового обслужива­
ния используют марковскую схему В случае немарковских процессов 
задачи исследования систем массового обслуживания значительно 
усложняются и требуют применения статистического моделирова­
ния, численных методов с использованием ЭВМ. 

Независимо от характера процесса, протекающего в системе 
массового обслуживания, различают два основных вида СМО: 

• системы с отказами, в которых заявка, поступившая в систе­
му в момент, когда все каналы заняты, получает отказ и сразу же 
покидает очередь; 

• системы с ожиданием (очередью), в которых заявка, посту­
пившая в момент, когда все каналы обслуживания заняты, стано­
вится в очередь и ждет, пока не освободится один из каналов. 

Системы массового обслуживания с ожиданием делятся на си­
стемы с ограниченным ожиданием и системы с неограниченным 
ожиданием. 
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в системах с ограниченным ожиданием может ограничиваться: 
• длина очереди; 
• время пребывания в очереди. 
В системах с неограниченным ожиданием заявка, стоящая в оче­

реди, ждет обслуживания неограниченно долго, т.е. пока не подой­
дет очередь. 

Все системы массового обслуживания различают по числу ка­
налов обслуживания: 

• одноканальные системы; 
• многоканальные системы. 
Приведенная классификация СМО является условной. На прак­

тике чаще всего системы массового обслуживания выступают в ка­
честве смешанных систем. Например, заявки ожидают начала об­
служивания до определенного момента, после чего система начи­
нает работать как система с отказами. 

3.2. Определение характеристик 
систем массового обслуживания 
Одноканальная модель с пуассоновским 
входным потоком с экспоненциальным 
распределением длительности обслуживания 

Простейшая одноканальная модель. Такой моделью с вероятност­
ными входным потоком и процедурой обслуживания является мо­
дель, характеризуемая показательным распределением как длитель­
ностей интервалов между поступлениями требований, так и дли­
тельностей обслуживания. При этом плотность распределения дли­
тельностей интервалов между поступлениями требований имеет вид 

т^-ке-^', (3.1) 
где X — интенсивность поступления заявок в систему. 

Плотность распределения длительностей обслуживания: 

т = \ле-^\ (3.2) 
где ji — интенсивность обслуживания. 

Потоки заявок и обслуживании простейшие. 
Пусть система работает с отказами. Необходимо определить 

абсолютную и относительную пропускную способность системы. 
Представим данную систему массового обслуживания в виде 

графа (рис. 3.1), у которого имеются два состояния: 
iSo — канал свободен (ожидание); 
Si — канал занят (идет обслуживание заявки). 

86 



'So] 

Рис. 3.1. Граф состояний одноканальной СМО с отказами 

Обозначим вероятности состояний: 
Ро(0 — вероятность состояния «канал свободен»; 
Pi(t) — вероятность состояния «канал занят». 
По размеченному графу состояний (рис. 3.1) составим систему 

дифференциальных уравнений Колмогорова для вероятностей со­
стояний: 

\dPo(t) 
• = -XPo(t)+nPi(ty, 

^' (3.3) 
^ ^ = -nPi(t)+XPo(t). 

Система линейных дифференциальных уравнений (3.3) имеет 
решение с учетом нормировочного условия 7*0(0 + Pi(t) = 1. Реше­
ние данной системы называется неустановившимся, поскольку оно 
непосредственно зависит от ^ и выглядит следующим образом: 

P , ( / )= : -A . , - (A .^ )4 - i i - ; (3.4) 

P,(t) = 1 ~ />о(0. (3.5) 

Нетрудно убедиться, что для одноканальной СМО с отказами 
вероятность PQCO есть не что иное, как относительная пропускная 
способность системы д. 

Действительно, PQ - вероятность того, что в момент t канал сво­
боден и заявка, пришедшая к моменту /, будет обслужена, а следо­
вательно, для данного момента времени / среднее отношение числа 
обслуженных заявок к числу поступивших также равно Ро(0> т. е. 

д = Po(ty (3.6) 

По истечении большого интервала времени (при t -^ оо) дости­
гается стационарный (установившийся) режим: 
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Зная относительную пропускную способность, легко найти аб­
солютную. Абсолютная пропускная способность (А) — среднее чис­
ло заявок, которое может обслужить система массового обслужива­
ния в единицу времени: 

А = 1д = ̂ ^ , (3.8) 
Я + ц 

Вероятность отказа в обслуживании заявки будет равна вероят­
ности состояния «канал занят»: 

Данная величина PQ̂ K может быть интерпретирована как сред­
няя доля необслуженных заявок среди поданных. 

Пример 3.1. Пусть одноканальная СМО с отказами представ­
ляет собой один пост ежедневного обслуживания (ЕО) для мойки 
автомобилей. Заявка - автомобиль, прибывший в момент, когда 
пост занят, — получает отказ в обслуживании. Интенсивность по­
тока автомобилей Л = 1,0 (автомобиль в час). Средняя продолжи­
тельность обслуживания — 1,8 часа. Поток автомобилей и поток 
обслуживании являются простейшими. 

Требуется определить в установившемся режиме предельные 
значения: 

относительной пропускной способности д; 
абсолютной пропускной способности А; 
вероятности отказа Р^^^. 
Сравните фактическую пропускную способность СМО с номи­

нальной, которая была бы, если бы каждый автомобиль обслужи­
вался точно 1,8 часа и автомобили следовали один за другим без 
перерыва. 

Решение 

1. Определим интенсивность потока обслуживания: 

li = j - = Y^ = 0,555. 
'об ^>° 

2. Вычислим относительную пропускную способность: 

М_ 0,555 
Я + ц 1+0,555 = 0,356. 
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Величина q означает, что в установившемся режиме система бу­
дет обслуживать примерно 35% прибывающих на пост ЕО автомо­
билей. 

3. Абсолютную пропускную способность определим по формуле: 

/1 = Л • ^ = 1 • 0,356 = 0,356. 

Это означает, что система (пост ЕО) способна осуществить в 
среднем 0,356 обслуживания автомобилей в час. 

3. Вероятность отказа: 

^отк = 1 - ^ = 1 - 0.356 = 0,644. 

Это означает, что около 65% прибывших автомобилей на пост 
ЕО получат отказ в обслуживании. 

4. Определим номинальную пропускную способность системы: 

^ном ="= = 7Т = 0,555 (автомобилей в час). 

— — 1 ^ ' - больше, чем фак­

тическая пропускная способность, вычисленная с учетом случай­
ного характера потока заявок и времени обслуживания. 

Одноканальная CMC с ожиданием. Система массового обслужи­
вания имеет один канал. Входящий поток заявок на обслуживание 
— простейший поток с интенсивностью X. Интенсивность потока 
обслуживания равна |х (т. е. в среднем непрерывно занятый канал 
будет выдавать ц обслуженных заявок). Длительность обслужива­
ния — случайная величина, подчиненная показательному закону 
распределения. Поток обслуживании является простейшим пуассо-
новским потоком событий. Заявка, поступившая в момент, когда 
канал занят, становится в очередь и ожидает обслуживания. 

Предположим, что независимо от того, сколько требований по­
ступает на вход обслуживающей системы, данная система (очередь 
+ обслуживаемые клиенты) не может вместить более iV-требований 
(заявок), т. е. клиенты, не попавшие в ожидание, вынуждены об­
служиваться в другом месте. Наконец, источник, порождающий за­
явки на обслуживание, имеет неограниченную (бесконечно боль­
шую) емкость. 

Граф состояний СМО в этом случае имеет вид, показанный на 
рис. 3.2. 
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(s^)^^@^=^(^)^::::^=*(7^ 

Рис. 3.2. Граф состояний одноканальной СМО с ожиданием 
(схема гибели и размножения) 

Состояния СМО имеют следующую интерпретацию: 
^0 — канал свободен; 
Si — канал занят (очереди нет); 
S2 — канал занят (одна заявка стоит в очереди); 

S^ - канал занят (п — I заявок стоит в очереди); 

Sj^ — канал занят (N — I заявок стоит в очереди). 
Стационарный процесс в данной системе будет описываться 

следующей системой алгебраических уравнений: 

~pPo+/ i=0, /t = 0; 

-(l-p)/>,+P„+i+pP^_i=0, 0<n<N; (3.10) 

-/V+P-^Ar-i=0> n = N, 
X 

где p = '--; 

n ~ номер состояния. 

Решение приведенной выше системы уравнений (3.10) для на­
шей модели СМО имеет вид 

р.-

' г-9 ' 
N+1 

1 

•р", р^1, й = 0,1,2,..., N 
(3.11) 

(N + 1) , р = 1 ; 

Pc^ = 1-р 
° ~ 1 - р ^ - 1 ' 

(3.12) 
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Тогда 

Рп-
Р^'рГ р^1, « = 1,2,..., 7V, 

1 
(7V4-1)' Р = 1. 

Следует отметить, что выполнение условия стационарности 

р = —<1 для данной СМО необязательно, поскольку число допу-

скаемых в обслуживающую систему заявок контролируется путем 
введения ограничения на длину очереди (которая не может превы­
шать N — 1), а не соотношением между интенсивностями входно­
го потока, т. е. не отношением Л/Ц ̂  Р-

Определим характеристики одноканалъной СМО с ожиданием и 
ограниченной длиной очереди, равной (Л̂ — 1): 

вероятность отказа в обслуживании заявки: 

•'отк- ~ -О N 

( 1-р 
1-р 

1 

iV+1 

(Л̂  + 1)' Р=1; 

относительная пропускная способность системы: 

( 
1-

1-р 

1-р Af+l 

1 
Р=1; 

9 = 1-^отк = 

'"(iV + 1)' 

абсолютная пропускная способность: 

среднее число находящихся в системе заявок: 

N 

/1=0 

l-{N + l)-9'^ +N-^\ 

( l -p ) . ( l -p^" ' ) 
p ^ l 

Nil, p = l; 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 
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среднее время пребывания заявки в системе: 

средняя продолжительность пребывания клиента (заявки) в 
очереди: 

»",= Ws-\/\i\ (3.18) 

среднее число заявок (клиентов) в очереди (длина очереди): 

Lq^X{\^P^)Wq. (3.19) 

Рассмотрим пример одноканальной СМО с ожиданием. 
Пример 3.2. Специализированный пост диагностики пред­

ставляет собой одноканальную СМО. Число стоянок для автомо­
билей, ожидающих проведения диагностики, ограничено и равно 
3 [(Л'̂  — 1) = 3]. Если все стоянки заняты, т. е. в очереди уже нахо­
дится три автомобиля, то очередной автомобиль, прибывший на 
диагностику, в очередь на обслуживание не становится. Поток ав­
томобилей, прибывающих на диагностику, распределен по закону 
Пуассона и имеет интенсивность X = 0,85 (автомобиля в час). Вре­
мя диагностики автомобиля распределено по показательному зако­
ну и в среднем равно 1,05 час. 

Требуется определить вероятностные характеристики поста ди­
агностики, работающего в стационарном режиме. 

Решение 

1. Параметр потока обслуживании автомобилей: 

2. Приведенная интенсивность потока автомобилей определя­
ется как отношение интенсивностей Л и ц, т. е. 

^ ц 0,952 ' 

3. Вычислим финальные вероятности системы: 
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Р, = PPQ = 0,893 • 0,248 = 0,221 
Л = Р^^о= 0.893^ • 0,248 = 0,198 
Рз = Р^Ро= 0,893^ • 0,248 = 0,177 
Р4 = р''Ро= 0,893̂ * • 0,248 = 0,158. 

4. Вероятность отказа в обслуживании автомобиля: 

а̂гк = ^4 = Р Ч « 0.158. 

5. Относительная пропускная способность поста диагностики: 

« = 1 - о̂тк = 1 - 0.158 = 0,842. 

6. Абсолютная пропускная способность поста диагностики 

А = Х- д = 0,85 • 0,842 = 0,716 (автомобиля в час). 

7. Среднее число автомобилей, находящихся на обслуживании 
и в очереди (те. в системе массового обслуживания): 

0,893 

1-(Л^ + 1)р^+Л^р^+' 

(1-р)(1-р^+>) 

1-(4 + 1)0,893''+40,893^ 
= 1,77. 

(1-0,893)(1-0,893^) 

8. Среднее время пребывания автомобиля в системе: 

_Ls IJ7_ 
iV^ = X(l-Pj^) 0,85(1-0,158) = 2,473 часа. 

9. Средняя продолжительность пребывания заявки в очереди на 
обслуживание: 

^д=Щ- 1/̂ 1 = 2,473 - 1/0,952 = 1,423 часа. 

10. Среднее число заявок в очереди (длина очереди): 

Lg = Х(1 - Pf^) Wg = 0,85 • (1 - 0,158) • 1,423 = 1,02. 

Работу рассмотренного поста диагностики можно считать удов­
летворительной, так как пост диагностики не обслуживает автомо­
били в среднем в 15,8% случаев {Р^^ - 0,158). 
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Одноканальная СМО с ожиданием без ограничения на вмести­
мость блока ожидания (т. е. iV ~> ©о). Остальные условия функцио­
нирования СМО остаются без изменений. 

Стационарный режим функционирования данной СМО суще­
ствует при / —> оо для любого « = О, 1, 2, ... и когда X < [х. Система 
алгебраических уравнений, описывающих работу СМО при / -> ©о 
для любого л = О, 1,2, ..., имеет вид 

ХР^_1 + liP„^i - (Л + ii)P„ =0, п>0. 
(3.20) 

Решение данной системы уравнений имеет вид 
Р, = ( 1 - р ) р ^ « = 0,1,2, . . . , (3.21) 

где р = Х/ц < 1. 

Характеристики одноканальной СМО с ожиданием, без огра­
ничения на длину очереди, следующие: 

среднее число находящихся в системе клиентов (заявок) на об­
служивание: 

Ls=I.nP,=j^^; (3.22) 

средняя продолжительность пребывания клиента в системе: 

среднее число клиентов в очереди на обслуживании: 

Lg^Ls-- = •/—; (3.24) 
* •" ц (1-р) 

средняя продолжительность пребывания клиента в очереди: 

Пример 3.3. Вспомним о ситуации, рассмотренной в примере 
3.2, где речь идет о функционировании поста диагностики. Пусть 
рассматриваемый пост диагностики располагает неограниченным 
количеством площадок для стоянки прибывающих на обслужива­
ние автомобилей, т. е. длина очереди не ограничена. 
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Требуется определить финальные значения следующих вероят­
ностных характеристик: 

• вероятности состояний системы (поста диагностики); 
• среднее число автомобилей, находящихся в системе (на об­

служивании и в очереди); 
• среднюю продолжительность пребывания автомобиля в сис­

теме (на обслуживании и в очереди); 
• среднее число автомобилей в очереди на обслуживании; 
• среднюю продолжительность пребывания автомобиля в оче­

реди. 

Решение 

1. Параметр потока обслуживания \к и приведенная интенсив­
ность потока автомобилей р определены в примере 3.2: 

\1 = 0,952; р = 0,893. 

2. Вычислим предельные вероятности системы по формулам 

^ 0 = 1 
Л = (1 
i'2 = (l 
/'з = (1 
Р, = {1 
/'5 = (1 

- р = 1 - 0,893 = 0,107; 
- р) р = (1 - 0,893) • 0,893 = 0,096; 
- р) р^ = (1 - 0,893) • 0,893^ = 0,085; 
- р) р^ = (1 - 0,893) • 0,893^ = 0,076; 
- р) р'* = (1 - 0,893) • 0,893'' = 0,068; 
- р) р5 = (1 - 0,893) • 0,893^ = 0,061 и т. д. 

Следует отметить, что PQ определяет долю времени, в течение 
которого пост диагностики вынужденно бездействует (простаива­
ет). В нашем примере она составляет 10,7%, так как PQ = 0,107. 

3. Среднее число автомобилей, находящихся в системе (на об­
служивании и в очереди): 

1с =- 0,893 = 8,346 ед. 
1-р 1-0,893 

4. Средняя продолжительность пребывания клиента в системе: 

^ X [ц(1-р)] [0,952(1-0,893)] = 9,817 час. 

5. Среднее число автомобилей в очереди на обслуживание: 

0,893^ 
(1-р) (1-0,893) = 7,453. 
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6. средняя продолжительность пребывания автомобиля в очереди: 
н^ Р 0,893 - _ , , 

7. Относительная пропускная способность системы: 

т. е. каждая заявка, пришедшая в систему, будет обслужена. 
8. Абсолютная пропускная способность: 

A=^Xq = 0,S5 • 1 = 0,85. 
Следует отметить, что предприятие, осуществляющее диагнос­

тику автомобилей, прежде всего интересует количество клиентов, 
которое посетит пост диагностики при снятии ограничения на 
длину очереди. 

Допустим, в первоначальном варианте количество мест для сто­
янки прибывающих автомобилей было равно трем (см. пример 3.2). 
Частота т возникновения ситуаций, когда прибывающий на пост 
диагностики автомобиль не имеет возможности присоединиться к 
очереди: 

т = X Pj^. 

В нашем примере при Л^=3 + 1 = 4 и р = 0,893, 
т = Х PQP"^ = 0,85 • 0,248 • 0,8934 = 0,134 автомобиля в час. 

При 12-часовом режиме работы поста диагностики это эквива­
лентно тому, что пост диагностики в среднем за смену (день) будет 
терять 12 • 0,134 = 1,6 автомобиля. 

Снятие ограничения на длину очереди позволяет увеличить ко­
личество обслуженных клиентов в нашем примере в среднем на 1,6 
автомобиля за смену (12 ч. работы) поста диагностики. Ясно, что ре­
шение относительно расширения площади для стоянки автомоби­
лей, прибывающих на пост диагностики, должно основываться на 
оценке экономического ущерба, который обусловлен потерей кли­
ентов при наличии всего трех мест для стоянки этих автомобилей. 

Многоканальная модель с пуассоновским 
входным потоком и экспоненциальным 
распределением длительности обслуживания 

Модели с п обслуживающими каналами. В подавляющем боль­
шинстве случаев на практике системы массового обслуживания яв­
ляются многоканальными, и, следовательно, модели с п обслужива­
ющими каналами (где п > I) представляют несомненный интерес. 
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Процесс массового обслуживания, описываемый данной моде­
лью, характеризуется интенсивностью входного потока X, при этом 
параллельно может обслуживаться не более п клиентов (заявок). 
Средняя продолжительность обслуживания одной заявки равняет­
ся 1/\х. Входной и выходной потоки являются пуассоновскими. Ре­
жим функционирования того или иного обслуживающего канала 
не влияет на режим функционирования других обслуживающих ка­
налов системы, причем длительность процедуры обслуживания 
каждым из каналов является случайной величиной, подчиненной 
экспоненциальному закону распределения. Конечная цель исполь­
зования п параллельно включенных обслуживающих каналов за­
ключается в повышении (по сравнению с одноканальной систе­
мой) скорости обслуживания требований за счет обслуживания од­
новременно п клиентов. 

Граф состояний многоканальной системы массового обслужи­
вания с отказами имеет вид, показанный на рис. 3.3. 

I X X X X X 

Рис. 3.3. Граф состояний многоканальной СМО с отказами 

Состояния данной СМО имеют следующую интерпретацию: 
SQ — все каналы свободны; 
Si — занят один канал, остальные свободны; 

S/^ — заняты ровно к каналов, остальные свободны; 

S^ — заняты все п каналов, заявка получает отказ в обслужи­
вании. 

Уравнения Колмогорова для вероятностей состояний системы 
PQ, ..., i \ , ..., Рп будут иметь следующий вид: 

dP 
- ^ = X•Pk-l-iX + k•^^)•Pk+^i•(k + l)•Pk+l 1<к<п-1 (3.26) 

^ = ХР„.,-1Хп.Р„. 
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Начальные условия решения системы таковы: 

Ро(0) = 1, Pi(0) = ^2(0) = ... = РМ = ... = Р„{0) = 0. 

Стационарное решение системы имеет вид: 
.к Р_ 

Рс^ = 
1 

Г = ̂ - Р о . к = 0,1,2,. 

^, А: = 0,1,2,...,л, 

,л 

(3.27) 

где Р = ~ . 

Формулы для вычисления вероятностей Pf^ называются форму­
лами Эрланга. 

Определим вероятностные характеристики функционирования 
многоканальной СМО с отказами в стационарном режиме. 

Вероятность отказа определяет формула 

р __ р _ £_ р (3.28) 

Заявка получает отказ, если приходит в момент, когда все п ка­
налов заняты. Величина Р^^ характеризует полноту обслуживания 
входящего потока. 

Вероятность того, что заявка будет принята к обслуживанию 
(она же - относительная пропускная способность системы q) до­
полняет Р, отк до единицы: 

1~Я =1 ^ -* отк ^ л! 
(3.29) 

Абсолютная пропускная способность показывается формулой 

A = \q^-K-{\- P^J. (3.30) 

Среднее число каналов, занятых обслуживанием (к), следующее: 

k = ikPk=p(i-p^). 
к=\ 

Величина к характеризует степень зафузки СМО. 

(3.31) 
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Пример 3.4. Пусть л-канальная СМО представляет собой вы­
числительный центр (ВЦ) с тремя (п = 3) взаимозаменяемыми 
ПЭВМ для решения поступающих задач. Поток задач, поступаю­
щих на ВЦ, имеет интенсивность X = 1 задаче в час. Средняя про­
должительность обслуживания Г̂ бсл ~ Ь8 час. Поток заявок на ре­
шение задач и поток обслуживания этих заявок являются простей­
шими. 

Требуется вычислить финальные значения: 
вероятности состояний ВЦ; 
вероятности отказа в обслуживании заявки; 
относительной пропускной способности ВЦ; 
абсолютной пропускной способности ВЦ; 
среднего числа занятых ПЭВМ на ВЦ. 
Определите, сколько дополнительно надо приобрести ПЭВМ, 

чтобы увеличить пропускную способность ВЦ в 2 раза. 

Решение 
1. Определим параметр ц потока обслуживании: 

Ц = 7 ^ = т~ = 0,555. 
'обсл Ьо 

2. Приведенная интенсивность потока заявок равна: 

р = VfA= 1/0,555 = 1,8. 
3. Предельные вероятности состояний найдем по формулам Эр-

ланга (3.27): 

^1=^^о=1>8-Ро; 
2 

i ^ = Y ^ o = i , 6 2 / b ; 

^3=|-^b=o,97Po; 

^ « = " 7 ^ = 1 + 1,8 + 1,62+0,97°=°'̂ ^^= 

Р, = 1,8 • 0,186 = 0,334; 
Рг " 1.62 • 0,186 = 0,301; 
Рз = 0,97 0,186 = 0,180. 
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4, Вероятность отказа в обслуживании заявки 

о̂тк = ^3 = 0,180. 

5. Относительная пропускная способность ВЦ 

^ = 1 ~ Ротк = 1 - 0Л80 = 0,820. 

6. Абсолютная пропускная способность ВЦ 

A = Xq=-l- 0,820 = 0,820. 

7, Среднее число занятых каналов - ПЭВМ 

к ^р(1- Р^к) = Ь8 . (1 - 0,180) = 1,476. 

Таким образом, при установившемся режиме работы СМО в 
среднем будет занято 1,5 компьютера из трех — остальные полтора 
будут простаивать. Работу рассмотренного ВЦ вряд ли можно счи­
тать удовлетворительной, так как центр не обслуживает заявки в 
среднем в 18% случаев (Р^ = 0,180). Очевидно, что пропускную 
способность ВЦ при данных Яиц можно увеличить только за счет 
увеличения числа ПЭВМ. 

Определим, сколько нужно использовать ПЭВМ, чтобы сокра­
тить число необслуженных заявок, поступающих на ВЦ, в 10 раз, 
т.е. чтобы вероятность отказа в решении задач не превосходила 
0,0180. Для этого используем формулу (3.28): 

Составим следующую таблицу: 

п 

Ро 

р 
'* ОТК 

1 

0,357 

0,643 

2 

0,226 

0,367 

3 

0,186 

0,18 

4 

0,172 

0,075 

5 

0,167 

0,026 

•6 

0,166 j 

0,0078 

Анализируя данные таблицы, следует отметить, что расширение 
числа каналов ВЦ при данных значениях Л и ц до 6 единиц ПЭВМ 
позволит обеспечить удовлетворение заявок на решение задач на 
99,22%, так как при л = 6 вероятность отказа в обслуживании (Рсггк) 
составляет 0,0078. 
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Многоканальная система массового обслуживания с ожиданием. 
Процесс массового обслуживания с ожиданием характеризуется 
следующим: входной и выходной потоки являются пуассоновски-
ми с интенсивностями Я и ц соответственно; параллельно могут 
обслуживаться не более С клиентов. Система имеет С каналов об­
служивания. Средняя продолжительность обслуживания одного 
клиента равна 1/ц. 

В установившемся режиме функционирование многоканальной 
СМО с ожиданием и неограниченной очередью может быть описа­
но с помощью системы алгебраических уравнений: 

О = Я P^^i - (Я + /1 . ц) Р„ + (га + 1) ц P^^i 
при 1 < л < С; 
О = Я P^^i - (Я + С . ц) Р^ + С ц />̂ +1 
при я > с. 

Решение системы уравнений (3.32) имеет вид: 

(3.32) 

р 

П И - / г^о, 

при 0<л<С, 

при п>С, 

(3.33) 

(3.34) 
ас 

где 

Рп = 
/1=0 п\ 

С! 1-

-1 

(3.35) 

Решение будет действительным, если выполняется следующее 
Я 

условие: \кС <1. 

Вероятностные характеристики функционирования в стацио­
нарном режиме многоканальной СМО с ожиданием и неограниченной 
очередью определяются по следующим формулам: 

вероятность того, что в системе находится п клиентов на обслу­
живании, определяется по формулам (3.33) и (3.34); 

среднее число клиентов в очереди на обслуживание 

^я = 
С-9 1 

.(C-p)2j Рс; (3.36) 
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среднее число находящихся в системе клиентов (заявок на об­
служивание и в очереди) 

1^ = L^ + р; (3.37) 

средняя продолжительность пребывания клиента (заявки на об­
служивание) в очереди 

W.^b., (3.38) 

средняя продолжительность пребывания клиента в системе 

^S=^g+rr (3.39) 

Рассмотрим примеры многоканальной системы массового об­
служивания с ожиданием. 

Пример 3.5. Механическая мастерская завода с тремя поста­
ми (каналами) выполняет ремонт малой механизации. Поток неис­
правных механизмов, прибывающих в мастерскую, — пуассонов-
ский и имеет интенсивность Л = 2,5 механизма в сутки, среднее 
время ремонта одного механизма распределено по показательному 
закону и равно t = 0,5 сут. Предположим, что другой мастерской 
на заводе нет, и, значит, очередь механизмов перед мастерской мо­
жет расти практически неограниченно. 

Требуется вычислить следующие предельные значения вероят­
ностных характеристик системы: 

вероятности состояний системы; 
среднее число заявок в очереди на обслуживание; 
среднее число находящихся в системе заявок; 
среднюю продолжительность пребывания заявки в очереди; 
среднюю продолжительность пребывания заявки в системе. 

Решение 

1. Определим параметр потока обслуживании 

ц = 4 = 1/0,5 = 2. 

2. Приведенная интенсивность потока заявок 

р = Х ^ = 2,5/2,0 = 1,25, 

при этом 'k/\i • с = 2,5/2 • 3 = 0,41. 
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Поскольку Х/\\. • с <, то очередь не растет безгранично и в сис­
теме наступает предельный стационарный режим работы. 

3. Вычислим вероятности состояний системы: 
1-1 

Рп = 
«=0"! С! 

1 

, Р' Р' Р' 
1! 2! 

3! 1-? 

2 3 

' 6.(i-f) 

Т = 0,279; 

, ,^^ 1,25̂  1,25̂  
1 + 1,25+-̂ -̂ г—+ 

' 6.(l-^'2^ 

Pi = ^ Р о =1.25-0,279 = 0,349; 

о^ 1 25^ 

^з=1Г^0 = ^ - 0 , 2 7 9 = 0,091; 

о'* 1 гз'' 

4. Вероятность отсутствия очереди у мастерской 

= 0,279 + 0,349 + 0,218 + 0,091 = 0,937. 

5, Среднее число заявок в очереди на обслуживание 

Ч = 
Ср 

(С-р)^ 
3-1,25 

(3-1,25)2 
0,091 = 0,111. 
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6. среднее число находящихся в системе заявок 

1^ = L^ + р = 0,111 + 1,25 = 1,361. 

7. Средняя продолжительность пребывания механизма в очере­
ди на обслуживание 

И̂  - --1 = M i l =: 0,044 суток. 
^ л 2,5 

8. Средняя продолжительность пребывания механизма в мас­
терской (в системе) 

}Vs=JV^-^- = 0,044 + - = 0,544 суток. 
^ ц 2 

Модель обслуживания машинного парка 
Модель обслуживания машинного парка представляет собой 

модель замкнутой системы массового обслуживания. 
До сих пор мы рассматривали только такие системы массового 

обслуживания, для которых интенсивность X входящего потока за­
явок не зависит от состояния системы. В этом случае источник за­
явок является внешним по отношению к СМО и генерирует нео­
граниченный поток требований. Рассмотрим системы массового 
обслуживания, для которых X зависит от состояния системы, при­
чем источник требований является внутренним и генерирует огра­
ниченный поток заявок. 

Например, обслуживается машинный парк, состоящий из N 
машин, бригадой R механиков {N> К), причем каждая машина мо­
жет обслуживаться только одним механиком. Здесь машины явля­
ются источниками требований (заявок на обслуживание), а меха­
ники — обслуживающими каналами. Неисправная машина после 
обслуживания используется по своему прямому назначению и ста­
новится потенциальным источником возникновения требований 
на обслуживание. Очевидно, что интенсивность X зависит от того, 
сколько машин в данный момент находится в эксплуатации 
{N — к) и сколько машин обслуживается или стоит в очереди, ожи­
дая обслуживания (к). 

В рассматриваемой модели емкость источника требований сле­
дует считать ограниченной. Входящий поток требований исходит 
из ограниченного числа эксплуатируемых машин (N - к), которые 
в случайные моменты времени выходят из строя и требуют обслу­
живания. При этом каждая машина из (Л'̂  — к) находится в эксплу­
атации. Генерирует пуассоновский поток требований с интенсив-
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ностью X независимо от других объектов; общий (суммарный) вхо­
дящий поток имеет интенсивность {N — к) . X. Требование, посту­
пившее в систему в момент, когда свободен хотя бы один канал, 
немедленно идет на обслуживание. Если требование застает все ка­
налы занятыми обслуживанием других требований, то оно не по­
кидает систему, а становится в очередь и ждет, пока один из кана­
лов не станет свободным. 

Таким образом, в замкнутой системе массового обслуживания 
входящий поток требований формируется из выходящего. 

Состояние Sj^ системы характеризуется общим числом требова­
ний, находящихся на обслуживании и в очереди, равным к. Для 
рассматриваемой замкнутой системы, очевидно, А: = О, 1,2, ..., N, 
При этом, если система находится в состоянии 5^, то число объек­
тов, находящихся в эксплуатации, равно (N - к). 

Если X — интенсивность потока требований в расчете на одну 
машину, то 

(N-k)'X 0<k<N, 
О k>N, 

М^ = 

к^х, 0<k<R, 
R'li R<k<N, 
О k>N. 

Система алгебраических уравнений, описывающих работу за­
мкнутой СМО в стационарном режиме, выглядит следующим об­
разом: 

0 = -pNPo+Pi; 
0=:(N-k + l)pPi,_i-[(N-k)p-hk]Pf,+(k + l)Pj,^l 0<k<R, 
0=^(N-k + l)pPf,_i-[(N-k)'p-^R]Pl,+RP,,+l R<k<N, 
0 = 9PN-I-RPN' 

(3.40) 

Решая данную систему, находим вероятность к-то состояния: 

Л = 

т-р" 
kHN-ky. 

:Рп 

Rl'R^~^'(N-k)l 

l<k<R, 

•Рп R<k<N, 

(3.41) 

105 



N 
Величина PQ определяется из условия нормирования Е Д = 1 

А:=0 
полученных результатов по формулам (3.41) для J\, к = 1, 2, ..., N. 

Определим следующие вероятностные характеристики системы: 
среднее число требований в очереди на обслуживание 

N 
Lg= 1 {k-R)Pj,\ (3.42) 

k=R 

Среднее число требований, находящихся в системе (на обслу­
живании и в очереди) 

Ls^^kPj,] (3.43) 

среднее число механиков (каналов), простаивающих из-за от­
сутствия работы 

Rn=i(R-k)Pk\ (3.44) 
А:=0 

коэффициент простоя обслуживаемого объекта (машины) в 
очереди 

а , = ^ ; (3.45) 

коэффициент использования объектов (машин) 

а2 = 1 - (3.46) 

коэффициент простоя обслуживающих каналов (механиков) 

среднее время ожидания обслуживания (время ожидания об­
служивания в очереди) 

W'[lz2±yi, (3.48) 
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Пример 3.6. Пусть для обслуживания десяти персональных 
компьютеров (ПК) выделено два инженера одинаковой производи­
тельности. Поток отказов (неисправностей) одного компьютера ~ 
пуассоновский с интенсивностью X = 0,2. Время обслуживания ПК 
подчиняется показательному закону. Среднее время обслуживания 
одного ПК одним инженером составляет: t =1,25 час. 

Возможны следующие варианты организации обслуживания 
ПК: 

• оба инженера обслуживают все десять компьютеров, так что 
при отказе ПК его обслуживает один из свободных инженеров, в 
этом случае Л = 2,7V = 10; 

• каждый из двух инженеров обслуживает по пять закреплен­
ных за ним ПК. В этом случае Л = 1, 7V = 5. 

Необходимо выбрать наилучший вариант организации обслу­
живания ПК. 

Решение 

1. Вычислим параметр обслуживания 

2. Приведенная интенсивность 

^ 0.2 „ ^ . Р = - = -Г7Г = 0,25. ^ ц 0,8 

3. Вычислим вероятностные характеристики СМО для двух ва­
риантов организации обслуживания ПК. 

Вариант 1 

• Определим вероятности состояний системы: 

Л = 
ЩЫ-ку. 

Nl-o'' 
RlR''-^(N-ky. 

_ 10!0,25' _ - . _ 
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2!-22-2.(10-2)! 

Ю'О 25^ 

2!-2''-2-(10-4)! 

2!-2^-2-(10-5)! 

2!-2^-2-(10-6)! 

2!-2^-2(10-7)! 

2'-2^~2-(10-8)! 

2!-2'-2(10-9)! 

№0Д5'».Р, . „ „ „ 
2!Г"~2-(10-10)! 

• Учитывая, что Z Д =1> и используя результаты расчета Pf^, 

вычислим PQ. 
N 
S Р^= 7^0+2,5-^0+2,812.Ро+2,8ЬРо+...+0,007.^0=1. 

А:=0 

Откуда PQ = 0,065, 
тогда 

Р, = 0,162; Рз = 0,183; Р^ - 0,182; Р4 == 0,160; 
Ps - 0,11; Рб = 0,075; Ру = 0,037; Pg « 0,014; 
Р9 = 0,003; Рю == 0,000. 
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Определим среднее число компьютеров в очереди на обслу­
живание: 

= О + (3 ~ 2) . 0,182 + (4 -- 2) • 0,160 + (5 ~ 2) • 0,11 -f (6 - 2) • 
• 0,075 + (7 - 2) • 0,037 + (8 -2) • 0,014 + (9 - 2) • 0,003 = 
= 0,182 + 0,32 + 0,33 + 0,3 + 0,185 + 0,084 + 0,021 == 1,42. 

Определим среднее число ПК, находящихся в системе (на об­
служивании и в очереди): 

N 

= Ь Pj + 2 • ^2 + 3 • Рз + 4 • ^4 + 5 • ^5 + 6 • Рб + 7 • ^7 + 
+ 8 • Pg + 9 • ^9 + 10 • Ло = 

= 0,162 + 2 . 0,183 + 3 • 0,182 + 4 • 0,16 + 5 . 0,11 + 
-ь 6 • 0,075 + 7 • 0,037 + 8 • 0,014 + 9 • 0,003 + Ю • О = 3,11. 

Определим среднее число инженеров, простаивающих из-за от­
сутствия работы: 

Л„= 5 : ( Л ~ А : ) Р А : = ( 2 ~ 0 ) Р О + ( 2 ~ 1 ) / ! = 2 0 , 0 6 5 + 10 ,162 = 0,292. 

Коэффициент простоя персонального компьютера в очереди 
следующий: 

Lq 1,42 ^^,^ 

Коэффициент использования компьютеров определяется по 
формуле 

—[^)-[^] = 0,689. 

Коэффициент простоя обслуживающих инженеров рассчитыва­
ется так: 

R„ 0,292 . , . , а з = - ^ = —2—= 0,146. 
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Среднее время ожидания ПК обслуживания 

«2 

1 _ 1 1-0,689 1_ 
ц ~ 0 , 2 ' 0,689 0,8 

= 1,01 час. 

Вариант 2 

Определим вероятности состояний системы: 

Р^ = 

т-р" 
kliN-k)\ •^0 

R\R''~^(N-ky. 

l<k<R; 

PQ R<k<N; 

Pl=7r^Po=l25Po; 
(5-1)! 

P-> = 
5!0,25^ 

2 = — T - j -Л) 
1!-Г"'(5-2)! 

•Po=l,25-Po; 

Л = 5!-0,25-' 
(5-3)! /b = 0,938 Po; 

5'0 25 
^4=-^Г4)Г-^0=0,469Ро; 

P5= 5! • 0,25^ . Po = 0,117 • Po; 
5 
SP;t=Po+l,25Po+l,25-Po+0,938-Po+0,469Po+0,117Po=l. 

Откуда Po = 0,199, 
тогда 

Pi = 0,249; P2 = 0,249; P3 = 0,187; P4 = 0,093; P5 = 0,023. 

Среднее число компьютеров в очереди на обслуживание таково: 

Lg=l{k-R)Pk = 
k=R 

= (2 - 1) • 0,249 + (3 - 1) • 0,187 + (4 -1) • 0,093 + (5 - 1) • 0,023 == 0,994. 
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Среднее число компьютеров, находящихся на обслуживании и 
в очереди, рассчитывается так: 

1^= E * ^ = / i + 2 . P 2 + 3 P 3 + 4 P 4 + 5 P 5 = 
к=1 

= 0,249 + 2 . 0,249 + 3 • 0,187 + 4 • 0,093 + 5 • 0,023 = 1,8. 

Среднее число инженеров, простаивающих из-за отсутствия 
работы: 

Д , = Е \ Л ~ Л ) Д = ( 1 ~ 0 ) . Р О =0,199. 

Коэффициент простоя персонального компьютера в очереди: 

0,994 
= 0,199. 

Коэффициент использования компьютеров: 

«2 -¥ = 1 -
1,8 

= 0,64. 

Коэффициент простоя обслуживающих инженеров: 

„ , 4 = ̂ .0.199. 

Среднее время ожидания ПК обслуживания: 

(l] f l - a a l 1 1 fl-0,64'j 1 
iv = 0^2 J ^i 0,2 0,64 0,8 

= 1,56 час. 

Сведем полученные результаты по двум вариантам в следую­
щую таблицу: 

Итоговые вероятностные 
характеристики 

! ос, 
«2 
«3 

IVg, час. 

Варианты 

1 
0,142 
0,689 
0,146 
1,01 

.2 

0,199 
0,64 
0,199 
1,56 
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Таким образом, в варианте 1 каждый компьютер стоит в очере­
ди в ожидании начала его обслуживания приблизительно 0,142 ча­
сти рабочего времени, что меньше этого показателя при варианте 2 
организации работ. Далее в варианте 1 вероятность того, что ПК в 
любой момент времени будет работать выше, чем в варианте 2, и 
равна а^2 ^ 0,689 > а^2 ^ 0,64. Очевидно, вариант 1 организации 
работ по обслуживанию ПК эффективнее, чем вариант 2. 

Задачи 
3.1. Одноканальная СМО с отказами представляет собой одну 

телефонную линию. Заявка (вызов), пришедшая в момент, когда 
линия занята, получает отказ. Все потоки событий простейшие. 
Интенсивность потока Х = 0,95 вызова в минуту Средняя продол­
жительность разговора t = 1 мин. 

Определите вероятностные характеристики СМО в установив­
шемся режиме работы. 

3.2. В одноканальную СМО с отказами поступает простейший по­
ток заявок с интенсивностью Х = 0,5 заявки в минуту_Время обслу­
живания заявки имеет показательное распределение с / =1,5 мин. 

Определите вероятностные характеристики СМО в установив­
шемся режиме работы. 

3.3. В вычислительном центре работает 5 персональных ком­
пьютеров (ПК). Простейший поток задач, поступающих на ВЦ, 
имеет интенсивность Л = 10 задач в час. Среднее время решения 
задачи равно 12 мин. Заявка получает отказ, если все ПК заняты. 

Найдите вероятностные характеристики системы обслужива­
ния (ВЦ). 

3.4. В аудиторскую фирму поступает простейший поток заявок 
на обслуживание с интенсивностью Л = 1,5 заявки в день. Время 
обслуживания распределено по показательному закону и равно в 
среднем трем дням. Аудиторская фирма располагает пятью незави­
симыми бухгалтерами, выполняющими аудиторские проверки (об­
служивание заявок). Очередь заявок не ограничена. Дисциплина 
очереди не регламентирована. 

Определите вероятностные характеристики аудиторской фирмы 
как системы массового обслуживания, работающей в стационар­
ном режиме. 

3.5. На пункт техосмотра поступает простейший поток заявок 
(автомобилей) интенсивности X = 4 машины в час. Время осмотра 
распределено по показательному закону и равно в среднем 17 мин., 
в очереди может находиться не более 5 автомобилей. 
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Определите вероятностные характеристики пункта техосмотра в 
установившемся режиме. __ 

3.6. Используйте условия задачи 3,5 (к = 4; / = 17 мин.). Одна­
ко ограничения на очередь сняты. 

Вычислите вероятностные характеристики пункта техосмотра в 
установившемся режиме. 

Определите, эффективно ли снятие ограничения на длину оче­
реди. 

3.7. На промышленном предприятии решается вопрос о том, 
сколько потребуется механиков для работы в ремонтном цехе. Пусть 
предприятие имеет 10 машин, требуюш,их ремонта с учетом числа 
ремонтирующихся. Отказы машин происходят с частотой Л = 10 
отк/час. Для устранения неисправности механику требуется в сред­
нем / = 3 мин. Распределение моментов возникновения отказов 
является пуассоновским, а продолжительность выполнения ре­
монтных работ распределена экспоненциально. Возможно органи­
зовать 4 или 6 рабочих мест в цехе для механиков предприятия. 

Необходимо выбрать наиболее эффективный вариант обеспече­
ния ремонтного цеха рабочими местами для механиков. 

3.8. В бухгалтерии предприятия имеются два кассира, каждый 
из которых может обслужить в среднем 30 сотрудников в час. По­
ток сотрудников, получающих заработную плату, - простейший, с 
интенсивностью, равной 40 сотрудников в час. Очередь в кассе не 
ограничена. Дисциплина очереди не регламентирована. Время об­
служивания подчинено экспоненциальному закону распределения. 

Вычислите вероятностные характеристики СМО в стационар­
ном режиме и определите целесообразность приема третьего касси­
ра на предприятие, работающего с такой же производительностью, 
как и первые два. 

3.9. В инструментальном отделении сборочного цеха работают 
три кладовщика. В среднем за 1 мин. за инструментом приходят 0,8 
рабочего ^ = 0,8). Обслуживание одного рабочего занимает у кла­
довщика / = 1,0 мин. Очередь не имеет ограничения. Известно, что 
поток рабочих за инструментом — пуассоновский, а время обслужи­
вания подчинено экспоненциальному закону распределения. Стои­
мость 1 мин. работы рабочего равна 30 д. е., а кладовщика — 15 д. е. 

Найдите средние потери цеха при данной организации обслу­
живания в инструментальном отделении (стоимость простоя) при 
стационарном режиме работы. 

3.10. Билетная касса работает без перерыва. Билеты продает 
один кассир. Среднее время обслуживания - 2 мин. на каждого че­
ловека. Среднее число пассажиров, желающих приобрести билеты 
в кассе в течение одного часа, равно Я = 20 пасс/час. Все потоки в 
системе простейшие. 
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Определите среднюю длину очереди, вероятность простоя кас­
сира, среднее время нахождения пассажира в билетной кассе (в 
очереди и на обслуживании), среднее время ожидания в очереди в 
условиях стационарного режима работы кассы. 

3.11. Пост диагностики автомобилей представляет собой одно-
канальную СМО с отказами. Заявка на диагностику, поступившая 
в момент, когда пост занят, получает отказ. Интенсивность потока 
заявок на диагностику X =з_0,5 автомобиля в час. Средняя продол­
жительность диагностики / = 1,2 ч. Все потоки событий в системе 
простейшие. 

Определите в установившемся режиме вероятностные характе­
ристики системы. __ 

3.12. Используйте условия задачи 3.11 (к = 0,5; / = 1,2 час). 
Однако вместо одноканальной СМО (л = 1) рассматривается трех-
канальная (л = 3), т. е. число постов диагностики автомобилей уве­
личено до трех. 

Найдите вероятностные характеристики СМО в установившем­
ся режиме. 

3.13. Автозаправочная станция представляет собой СМО с од­
ним каналом обслуживания и одной колонкой. Площадка при АЗС 
допускает пребывание в очереди на заправку не более трех автомо­
билей одновременно. Если в очереди уже находится три автомоби­
ля, очередной автомобиль, прибывший к станции, в очередь не 
становится, а проезжает мимо. Поток автомобилей, прибывающих 
для заправки, имеет интенсивность Л = 0,7 автомобиля в минуту. 
Процесс заправки продолжается в среднем 1,25 мин. Все потоки 
простейшие. 

Определите вероятностные характеристики СМО в стационар­
ном режиме. 

3.14. Используйте условия задачи 3.13. Однако офаничения на 
длину очереди сняты. 

Найдите вероятностные характеристики СМО в стационарном 
режиме. 

Определите, выгодно ли в данной ситуации снятие ограничения 
на длину очереди в предположении, что дополнительных финансо­
вых ресурсов не требуется для расширения площадки при АЗС. 

3.15. На железнодорожную сортировочную горку прибывают 
составы с интенсивностью Л = 2 состава в час. Среднее время, в те­
чение которого горка обслуживает состав, равно 0,4 час. Составы, 
прибывающие в момент, когда горка занята, становятся в очередь 
и ожидают в парке прибытия, где имеется три запасных пути, на 
каждом из которых может ожидать один состав. Состав, прибыв-
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ший в момент, когда все три запасных пути в парке прибытия за­
няты, становится в очередь на внешний путь. Все потоки событий 
простейшие. 

При установившемся режиме найдите: 
среднее число составов, ожидающих в очереди (как в парке 

прибытия, так и вне его); 
среднее время ожидания в парке прибытия и на внешних пу­

тях; 
среднее время ожидания состава в системе обслуживания; 
вероятность того, что прибывший состав займет место на внеш­

них путях. 
3.16. Рассматривается работа АЗС, на которой имеются три за­

правочные колонки. Заправка одной машины длится в среднем 3 
мин. В среднем на АЗС каждую минуту прибывает машина, нужда­
ющаяся в заправке бензином. Число мест в очереди не ограничено. 
Все машины, вставшие в очередь на заправку, дожидаются своей 
очереди. Все потоки в системе простейшие. 

Определите вероятностные характеристики работы АЗС в ста­
ционарном режиме. 

3.17. На станцию технического обслуживания (СТО) автомоби­
лей каждые два часа подьезжает в среднем одна машина. Станция 
имеет 6 постов обслуживания. Очередь автомобилей, ожидающих 
обслуживания, не ограничена. Среднее время обслуживания одной 
машины — 2 часа. Все потоки в системе простейшие. 

Определите вероятностные характеристики станции техничес­
кого обслуживания автомобилей. 

3.18. Используйте условия задачи 3.17, однако на СТО нет воз­
можности организовать стоянку для автомобилей, ожидающих об­
служивания. Каждый автомобиль, прибывающий в момент, когда 
все посты заняты, получает отказ в обслуживании. 

Определите вероятностные характеристики СТО автомобилей. 
3.19. В вычислительном центре работают 9 персональных ком­

пьютеров (ПК). Простейший поток неисправностей имеет ин­
тенсивность 0,3 отказа в день. Среднее время устранения одной не­
исправности одним инженером равно 1,5 час. Компьютеры обслу­
живают три инженера с одинаковой производительностью. Все по­
токи событий простейшие. Возможны следующие варианты орга­
низации обслуживания ПК: 

три инженера обслуживают все 9 компьютеров, так что при от­
казе ПК его обслуживает один из свободных инженеров, в этом 
случае R = 3; N = 9; 
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каждый из трех инженеров обслуживает по три закрепленных 
за ним ПК. В этом случае Л = 1; 7V = 3. 

Необходимо выбрать наилучший вариант организации обслу­
живания ПК. 

3.20. Малое транспортное предприятие эксплуатирует десять 
моделей автомобилей одной марки. Простейший поток отказов ав­
томобилей имеет интенсивность Я = 0,25 отказа в день. Среднее 
время устранения одного отказа автомобиля одним механиком рав­
но 2 час. Все потоки событий простейшие. Возможны два вариан­
та обслуживания: 

все автомобили обслуживают два механика с одинаковой про­
изводительностью; 

все автомобили предприятия обслуживают три механика с оди­
наковой производительностью. 

Необходимо выбрать наилучший вариант организации обслу­
живания автомобилей. 

3.21. На вход телефонной станции, имеющей 9 каналов обслу­
живания, поступает в среднем 120 заявок в час. Заявка получает от­
каз, если все каналы заняты. Среднее время обслуживания в одном 
канале равно 4 мин. Все потоки в системе простейшие. 

Определите вероятностные характеристики телефонной стан­
ции, выступающей в качестве СМО. 

3.22. В магазине работает один продавец, который может об­
служить в среднем 30 покупателей в час. Поток покупателей про­
стейший с интенсивностью, равной 60 покупателям в час. Все по­
купатели «нетерпеливые» и уходят, если в очереди стоит 5 человек 
(помимо обслуживаемых). Все потоки событий простейшие. 

Определите следующие вероятностные характеристики магази­
на для стационарного режима работы: 

вероятность обслуживания покупателя; 
абсолютную пропускную способность магазина; 
среднюю длину очереди; 
среднее время ожидания в очереди; 
среднее время всего обслуживания; 
вероятность простоя продавца. 
3.23. Рассматривается работа АЗС, на которой имеется пять за­

правочных колонок. Заправка одной машины длится в среднем 4 
мин. В среднем на АЗС каждую минуту прибывает машина, нужда­
ющаяся в заправке бензином. Число мест в очереди не ограниче­
но. Все машины, вставшие в очередь, дожидаются своей очереди. 
Все потоки событий простейшие. 

Определите вероятностные характеристики АЗС для стационар­
ного режима. 
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3.24. Имеется двухканальная простейшая СМО с отказами. На 
ее вход поступает поток заявок с интенсивностью Л = 3 заявки в 
час. Среднее время обслуживания одной заявки t = 0,5 час. Каж­
дая обслуженная заявка приносит доход 5 д. е. Содержание канала 
обходится 3 д. е./час. 

Решите, выгодно ли в экономическом отношении увеличить 
число каналов СМО до трех. 

3.25. Подсчитайте вероятностные характеристики для простей­
шей одноканальной СМО с тремя местами в очереди при условиях 
Л = 4 заявки/час; / = 0,5 час. 

Выясните, как эти характеристики изменятся, если увеличить 
число мест в очереди до четырех. 

3.26. Как изменятся характеристики эффективности СМО в за­
даче 3.25, если X и \х остаются прежними, а офаничение на число 
мест в очереди снято. 

3.27. Одноканальная СМО — ЭВМ, на которую поступают за­
явки (требования на расчеты). Поток заявок простейший со сред­
ним интервалом между заявками / = 10 мин. Время обслуживания 
распределено по экспоненциальному закону с математическим 
ожиданием / о5сл ~ ^ ^^и-

Определите среднее число заявок в СМО, среднее число заявок 
в очереди, среднее время пребывания заявки в системе и в очереди. 

3.28. Система массового обслуживания - билетная касса с тре­
мя окошками (с тремя кассирами) и неограниченной очередью. 
Пассажиров, желающих купить билет, приходит в среднем 5 чело­
век за 20 мин. Поток пассажиров можно считать простейшим. Кас­
сир в среднем обслуживает трех пассажиров за 10 мин. Время об­
служивания подчинено показательному закону распределения. 

Определите вероятностные характеристики СМО в стационар­
ном режиме. 

3.29. Технические устройства (ТУ) могут время от времени вы­
ходить из сфоя (отказывать). Поток отказов ТУ простейший с ин­
тенсивностью X = 1,6 отказа в сутки. Время восстановления ТУ 
имеет экспоненциальное^распределение. Математическое ожидание 
времени обслуживания / = 0,5 суток. Количество каналов, выпол­
няющих обслуживание ТУ, равно 5 ед. Количество заявок в очере­
ди не офаничено. 

Определите вероятностные характеристики СМО, выполняю­
щие обслуживание ТУ в установившемся режиме. 

3.30. Как изменятся вероятностные характеристики СМО зада­
чи 3.29, если Л и |Li остаются прежними, но число каналов обслу­
живания уменьшится до двух? 

117 



Глава 4 
Статистическое моделирование 
экономических систем 
4.1 . Теоретические основы метода 

Метод статистического моделирования (или метод Монте-Кар­
ло) — это способ исследования поведения вероятностных систем 
(экономических, технических и т. д.) в условиях, когда не известны 
в полной мере внутренние взаимодействия в этих системах. 

Этот метод заключается в воспроизведении исследуемого физи­
ческого процесса при помощи вероятностной математической мо­
дели и вычислении характеристик этого процесса. Одно такое вос­
произведение функционирования системы называют реализацией, 
или испытанием. После каждого испытания регистрируют совокуп­
ность параметров, характеризующих случайный исход реализации. 
Метод основан на многократных испытаниях построенной Модели 
с последующей статистической обработкой полученных данных с 
целью определения числовых характеристик рассматриваемого про­
цесса в виде статистических оценок его параметров. Процесс моде­
лирования функционирования экономической системы сводится к 
машинной имитации изучаемого процесса, который как бы копи­
руется на ЭВМ со всеми сопровождающими его случайностями. 

Первые сведения о методе Монте-Карло были опубликованы в 
конце 1940-х гг Авторами метода являются американские матема­
тики Дж. Нейман и С. Улам. В нашей стране первые работы были 
опубликованы в 1955—1956 гг В.В. Чавчанидзе, Ю.А. Шрейдером и 
B.C. Владимировым. 

Основным методом статистического моделирования является 
закон больших чисел. Закон больших чисел в теории вероятностей 
доказывает для различных условий сходимость по вероятности 
средних значений результатов большого числа наблюдений к неко­
торым постоянным величинам. 

Под законом больших чисел понимают ряд теорем. Например, 
одна из теорем П.Л. Чебышева формулируется так: 

«При неограниченном увеличении числа независимых ис­
пытаний п среднее арифметическое свободных от систематиче­
ских ошибок и равноточных результатов наблюдений ,̂- случай­
ной величины 4, имеющей конечную дисперсию D(t), сходит­
ся по вероятности к математическому ожиданию Л/(^) этой слу­
чайной величины». Это можно записать в следующем виде: 
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limP] 
n—>oo 

n 

Ш 
n -M{k) <e (4.1) 

где e — сколь угодно малая положительная величина. 

Теорема Бернулли формулируется так: «При неограниченном 
увеличении числа независимых испытаний в одних и тех же ус­
ловиях частота Р*{А) наступления случайного события А схо­
дится по вероятности к его вероятности Р», т. е. 

limP \—-'Р\ <е = 1. (4.2) 

Согласно данной теореме для получения вероятности какого-
либо события, например вероятности состояний некоторой систе-

* 
мы Pj(t), i = О,Л, вычисляют частоты р.* = ^ для одной реализа-

ции (испытания), далее проводят подобные вычисления для числа 
реализаций, равного п. Результаты усредняют и этим самым с не­
которым приближением получают искомые вероятности состояний 
системы. На основе вычисленных вероятностей определяют другие 
характеристики системы. Следует отметить, что чем больше число 
реализаций «, тем точнее результаты вычисления искомых величин 
(вероятностей состояний системы). 

Последнее утверждение легко доказать. Предположим, что тре­
буется найти неизвестную величину т. Подберем такую случайную 
величину^, чтобы М(^) = /и и /)(^) = Ь^, Рассмотрим п случайных 
величин ^1, 2̂> 3̂» •••> 4/?> распределение которых совпадает с рас­
пределением 4. Если п достаточно велико, то согласно центральной 
предельной теореме распределение суммы р„ = ^̂  + 2̂ "̂  ч- "*" л̂ ^У 
дет приближенно нормальным с параметрами а 

Из правила «трех сигм» 
2 2 ' 

пт\ а = пЬ\ 

следует, что 

Р{а-Ъа < ^ < л + За} = 0,997 

р\пт'-Ъь4п<Рп<пт^Ъь4п\ = ̂ ,991. 

(4.3) 

Разделим неравенство, стоящее в фигурной скобке, на л и по­
лучим эквивалентное неравенство с той же вероятностью: 
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Это соотношение можно записать в виде 

• = 0,997. (4.4) 1 " 
«/=1 

Соотношение (4.4) определяет метод расчета т и оценку по-
фешности. В самом деле, найдем п значений случайной величины ^. 
Из выражения (4.4) видно, что среднее арифметическое этих зна­
чений будет приближенно равно т. С вероятностью Р = 0,997 ошиб­
ка такого приближения не превосходит величины Очевид­
но, эта ошибка стремится к нулю с ростом л, что и требовалось 
доказать. 

Решение любой задачи методом статистического моделирова­
ния состоит в следующем: 

• разработке и построении структурной схемы процесса, выяв­
лении основных взаимосвязей; 

• формальном описании процесса; 
• моделировании случайных явлений (случайных событий, слу­

чайных величин, случайных функций), сопровождаюш,их функци­
онирование исследуемой системы; 

• моделировании (с использованием данных, полученных на 
предыдущем этапе) функционирования системы — воспроизведе­
нии процесса в соответствии с разработанной структурной схемой 
и формальным описанием; 

• накоплении результатов моделирования, их статистической 
обработке, анализе и обобщении. 

В отличие от описанных ранее математических моделей, ре­
зультаты которых отражали устойчивое во времени поведение сис­
темы, результаты, получаемые при статистическом моделировании, 
подвержены экспериментальным ошибкам. Это означает, что лю­
бое утверждение, касающееся характеристик моделируемой систе­
мы, должно основываться на результатах соответствующих статис­
тических проверок. 

Экспериментальные ошибки при статистическом моделирова­
нии в значительной степени зависят от точности моделирования 
случайных явлений, сопровождающих функционирование исследу­
емой системы. 

Известно, что при изучении вероятностных систем случайные 
явления могут интерпретироваться в виде случайных событий, слу-
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чайных величин и случайных функций. Следовательно, моделиро­
вание случайных явлений сводится к моделированию случайных 
событий, случайных величин и случайных функций. Так как слу­
чайные события и случайные функции могут быть представлены 
через случайные величины, то и моделирование случайных собы­
тий и случайных функций производится с помощью случайных ве­
личин. В связи с этим рассмотрим сначала способы моделирования 
случайных величин. 

Моделирование случайных величин. Для моделирования случай­
ной величины необходимо знать ее закон распределения. Наиболее 
общим способом получения последовательности случайных чисел, 
распределенных по произвольному закону, является способ, в ос­
нове которого лежит их формирование из исходной последователь­
ности случайных чисел, распределенных в интервале [0,1] по рав­
номерному закону 

Равномерно распределенные в интервале [0,1] последовательности 
случайных чисел можно получить тремя способами: 

• использованием таблиц случайных чисел; 
• применением генераторов случайных чисел; 
• методом псевдослучайных чисел. 
При решении задачи без применения ЭВМ чаще всего исполь­

зуют таблицы случайных чисел. В таблицах случайных чисел слу­
чайные цифры имитируют значения дискретной случайной вели­
чины с равномерным распределением: 

Pi 

О 1 2 3 ... 9 
0,1 0,1 0,1 0,1 ... 0,1. 

При составлении таких таблиц выполняется требование, чтобы 
каждая из этих цифр от 0; 1;...; 9 встречалась примерно одинаково 
часто и независимо от других с вероятностью;?/ = 0,1. 

Самая большая из опубликованных таблиц случайных чисел 
содержит 1 000 000 цифр. Таблицы случайных чисел составить не 
так просто. Они требуют тщательной проверки с помощью специ­
альных статистических тестов. 

При решении задач на ЭВМ для выработки случайных чисел, 
равномерно распределенных в интервале [0,1], могут применяться 
генераторы случайных чисел. Данные генераторы преобразуют ре­
зультаты случайного физического процесса в двоичные числа. В 
качестве случайного физического процесса обычно используют соб­
ственные шумы (случайным образом меняющееся напряжение). 
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Недостатки данного способа полунения случайных чисел следую­
щие: 

1) трудно проверить качество вырабатываемых чисел; 
2) случайные числа не воспроизводимы (если их не запоми­

нать), и, как следствие, нельзя повторить расчет на ЭВМ для ис­
ключения случайного сбоя. 

Получение псевдослучайных чисел с равномерным законом рас­
пределения заключается в выработке псевдослучайных чисел. Псев-
дослучайные числа - это числа, полученные по какой-либо форму­
ле и имитирующие значения случайной величины. Под словом 
«имитирующие» подразумевается, что эти числа удовлетворяют ря­
ду тестов так, как если бы они были значениями этой случайной 
величины. 

Первый алгоритм для получения псевдослучайных чисел пред­
ложил Дж. Нейман. Это так называемый метод середины квадра­
тов, который заключается в следующем: 

Yo = 0,9876, Yô  = 0.97535376. 
Yi = 0,5353, Yî  = 0,28654609, 
Y2 '^ 0,6546 и т. д. 

Алгоритм себя не оправдал: получилось больше, чем нужно, 
малых значений Y/ — случайных чисел. В настоящее время разрабо­
тано множество алгоритмов для получения псевдослучайных чисел. 

Назовем достоинства метода псевдослучайных чисел. 
1. На получение каждого случайного числа затрачивается не­

сколько простых операций, так что скорость генерирования слу­
чайных чисел имеет тот же порядок, что и скорость работы ЭВМ. 

2. Малый объем памяти ЭВМ цдя программирования. 
3. Любое из чисел легко воспроизвести. 
4. Качество генерируемых случайных чисел достаточно прове­

рить один раз. 
Подавляющее число расчетов по методу Монте-Карло осуще­

ствляется с использованием псевдослучайных чисел. От последова­
тельности случайных чисел, равномерно распределенных в интер­
вале [0,1], нетрудно перейти к последовательности случайных чи­
сел с произвольно заданным законом распределения. 

Существует основное соотношение, связывающее случайные 
числа с заданным законом распределения и случайные числа с рав­
номерным законом распределения в интервале [0,1]. Суть его со­
стоит в том, что для преобразования последовательности случай­
ных чисел с равномерным законом распределения в интервале [0,1] 
в последовательность случайных чисел с заданной функцией рас-
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пределения F{x) необходимо из совокупности случайных чисел с 
равномерным законом распределения в интервале [0,1] выбрать 
случайное число Ъ, и решить уравнение: 

F{x) = I (4.5) 

относительно х. 
Решение уравнения представляет собой случайное число из со­

вокупности случайных чисел, имеющих функцию распределения 
F{x), 

В случае когда вместо функции распределения F(x) задана плот­
ность вероятностных), соотношение (4.5) принимает вид: 

\ f{x)dx = l. (4.6) 

Для ряда законов распределения, наиболее часто встречающих­
ся в реальной экономике, получено аналитическое решение урав­
нения (4.6), результаты которого приведены в табл. 4.1. 

Таблица 4.1 
Формулы для моделирования случайных величин 

Закон распределения 
случайной величины 

Экспоненциальный 

Вейбула 

Гамма-распределение 
(г) - целые числа) 

Нормальное 

Плотность распределения 

Ах) = Хе-'" 

^̂ ) = 0 j ехр м 
л^)—^-'-^^^-^ 

f( y\ г J \Х) - 1— е 
ал/2я 

2о' 

Формула для 
моделирования 

случайной величины 1 

^/=~^1п^/ 

X, = -Ь (In ,̂У/̂  

^ /= -7^1п(1 -^у ) 
^ У = 1 1 

Xi =Зс+о 
1'=1 ) 

Параметры закона распределения Вейбула выбираются по табли­
цам приложения. 
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Пример 4.1. В результате статистической обработки экспери­
ментальных данных получены следующие значения характеристик 
случайной величины Х:х — 40,7 и а = 30,2. Установлено, что вели­
чина X распределена в соответствии с законом Вейбула. 

Определите параметры данного закона. 

Решение 

1. Вычислим коэффициент вариации случайной величины X: 

^ X 40,7 

2. Исходя из значения коэффициента вариации, определим по 
таблицам приложения параметры а и Q. Величины параметров при 
К= 0,742 равны а=^ 1,4;Са = 0,659. 

3. Вычислим параметр b по формуле: 

й = ̂  = i ^ i = 45,8. (4.7) 
Сд 0,659 

Параметры гамма-распределения вычислим по следующим 
формулам: 

Л="-Т- (4.9) 

Пример 4.2. Время обслуживания пассажира в кассе Аэро­
флота подчинено гамма-распределению. При этом известно сред­
нее значение времени обслуживания / = 42 мин.; среднее квадра-
тическое отклонение времени равно 14,8 мин. 

Вычислите параметры закона распределения. 

1. Вычислим параметр X: 

42 
(14,8)2 

= 0,191746. 
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2. Величину параметра ц определим по следующей формуле: 

Ti = i ^ = ̂  = 8,74826-9. 
G^ 14,8^ 

Пример 4.3. Для ПК интенсивность потока отказов Я = 1,2 
отк/сутки. 

Определите последовательность значений продолжительности 
интервалов между отказами ПК. Известно, что эти интервалы опи­
сываются показательным законом распределения. 

Решение 

Определим продолжительность интервала между отказами Г/, 
используя формулу для моделирования случайной величины, рас­
пределенной в соответствии с экспоненциальным законом: 

Значения /̂ определим по таблицам случайных чисел. 
Допустим li = 0,7182; 2̂ = 0,4365; ^3 = 0,1548; ^ = 0,8731. 
Тогда 

ti =—-^1п0,7182 = 6,6 суток; 
1 

^ з = -

1пО,4365 = 16,6 суток; 

1п0,1548 = 37,3 суток; 

1пО,8731 = 2,7 суток и т. д. 

Моделирование случайных событий. Моделирование случайно­
го события заключается в воспроизведении факта появления или 
непоявления случайного события в соответствии с заданной его 
вероятностью. Моделирование полной группы несовместных со­
бытий ^ 1 , А2, ..., А^, вероятности которых P(AD = Pf, / = 1, л из­
вестны, можно свести к моделированию дискретной случайной 
величины У, имеющей закон распределения 

Piyi) = Рп 
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где вероятности ее возможных значений 

Р(у,) = РИ,) = Р,. 

Очевидно, что принятие в испытании дискретной случайной 
величиной У возможного значения у^ равносильно появлению в ис­
пытании события Aj. При практической реализации данного спосо­
ба на единичном отрезке числовой оси откладывают интервалы 
А/ = Pi (рис. 4.1). 

Ai А2 A3 • • • • An 
I 1 1 1 — i ^ — I .̂ 
0 1 

Рис. 4.1. Интервалы A/ = P/ 

Вырабатывают равномерно распределенное на интервале [0,1] 
случайное число у̂ и проверяют условие 

%^Pi<^j<iPr (4.10) 

При выполнении условия (4.10) считают, что при испытании 
наступило событие Af^, 

Нетрудно заметить, что моделирование факта появления одно­
го события А, имеющего вероятность Р(А), сводится к моделирова­
нию полной фуппы двух несовместных событий, т. е. противопо­
ложных событий с вероятностями Р(А) и Р(А) = 1 — Р{А), 

Пример 4.4. Вероятность появления события А в каждом ис­
пытании Р(А) = 0,75. 

Смоделируйте три испытания и определите последовательность 
реализации события А. 

Решение 
Отложим на единичном отрезке числовой оси точку Е = 0,75 и 

будем считать, что если случайное число /̂ < £", то в испытании на­
ступило событие А. В противном случае при /̂ > Е наступило собы­
тие У4 , т. е. событие А не имело места. 

Пусть из таблицы выбраны равномерно распределенные на ин­
тервале [0,1] случайные числа ^̂  = 0,925; 2̂ ̂  0,135; ^з ̂  0,088. Тог­
да при трех испытани_ях получим следующую последовательность 
реализации событий: А; А; А. 

Моделирование совместных (зависимых и независимых) собы­
тий можно выполнить двумя способами. 
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Первый способ. На первом этапе моделирования определяют 
все возможные исходы появления совместных событий в испыта­
нии (находят полную группу несовместных событий и вычисляют 
их вероятности). На последующем этапе работ поступают так 
же, как и при моделировании полной группы несовместных со­
бытий. 

Пример 4.5. Пусть при испытании могут иметь место зависи­
мые и совместные события А и В, при этом известно, что Р(А) = 0,7; 
Р(В) = 0,5; Р(АВ) = 0,3. 

Смоделируйте появление событий А и В в двух испытаниях. 

Решение 
При каждом испытании возможны четыре несовместных исхо­

да, т. е, наступление четырех событий: 
1. Cj = АВу при этом по условию P(Ci) = Р(АВ) = 0,3. 
2. Сз = АВ, при этом Р(С2) = Р{АВ) = Р(А) -Р(ВА) = 

= 0,7 - 0,3 = 0,4. 
3. С з = ^ Д при этом Р(С^) = Р(АВ) = Р(В) - Р(АВ) = 

= 0,5 - 0,3 = 0,2. 
4. С4 = А В, при этом Р(С4) = 1 - [P(Ci) + ДСз) + Р(Сз)] = 

= 1 - (0,3 + 0,4 + 0,2) = 0,1. 
Смоделируем полную группу событий Cj, С2, С3, С4 в двух ис­

пытаниях. Предварительно на единичном отрезке числовой оси 
(рис. 4.2) откладываем интервалы А/ = Р(С/), / = 1,4. 

Ai=P(Ci) А2 = Р(С2) Аз = Р(Сз) А4 = Р(С4) 
I 1 1 1 h 
0 0,3 0,7 0,9 1 

Рис. 4,2. Интервалы А/ = P(Q 

Пусть получены (взяты из таблицы) случайные числа 4i = 0,68 
и 2̂ "̂  0,95. Случайное число ^̂  принадлежит интервалу А2, поэто­
му при первом испытании имело место событие А, а событие В не 
наступило. При втором испытании случайное число 2̂ принадле­
жит интервалу А4. Оба события Аи В HQ имели места. 

Второй способ. Моделирование совместных событий со­
стоит в разыгрывании факта появления каждого из совместных 
событий отдельно, при этом, если события зависимые, необходи­
мо предварительно определить условные вероятности. 

Пример 4.6. Используя условия примера 4.5, смоделируйте 
раздельное появление событий А и В в одном испытании. 
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Решение 
События Лм В зависимы, поэтому предварительно находим ус­

ловные вероятности Р{В/Л) и Р{В/Л)\ 

вЛ 
А) 

в' 
А> 

Р{АВ) 0,3 3 
~ Р{А) ~ 0 , 7 ~ 7 ' 

\_Р(АВ) _ 0,2 Р{В)-Р(АВ) 0,5-0,3 0,2 2 
Г Р{А) ~1 -0 ,7" \-Р{А) ~ 1-0,7 "0 ,3~3 

Для моделирования события А выработаем случайное число ^ j . 
Пусть 1̂ = 0,96, так как ^i > Р(А). Событие А в испытании не на­
ступило. 

Теперь разыграем событие В при условии, что событие А в ис­
пытании не имело место. Пусть случайное число 2̂ ^ 0>22, тогда, 

— 2 
2̂ < Р(В/А), т. е. 0,22<--. Событие В при испытании наступило. 

Понятие о моделировании случайных функций. Для моделирова­
ния случайных функций используют два способа. В первом из них 
применяются специальные физические датчики, вырабатывающие 
непрерывные реализации случайной функции. Физические датчи­
ки с помощью специальных фильтров преобразуют собственные 
шумы в случайные функции с заданными характеристиками. 

В основе второго способа моделирования случайных функций 
лежит использование случайных чисел. При этом получают значе­
ния реализации моделируемой случайной функции в изолирован­
ных точках. Сущность способа состоит в том, что воспроизведение 
реализации случайной функции сводится к моделированию систе­
мы коррелированных случайных величин. 

4.2. Моделирование систем 
массового обслуживания 
с использованием метода Монте-Карло 

Рассмотренные в гл. 3 аналитические методы анализа СМО ис­
ходят из предположения, что входящие и исходящие потоки требо­
ваний являются простейшими. Зависимости, используемые в этих 
методах для определения показателей качества обслуживания, спра­
ведливы лишь для установившегося режима функционирования 
СМО. Однако в реальных условиях функционирования СМО име-
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ются переходные режимы, а входящие и исходящие потоки требо­
ваний являются далеко не простейшими. В этих условиях для оцен­
ки качества функционирования систем обслуживания широко ис­
пользуют метод статистических испытаний (метод Монте-Карло). 
Основой решения задачи исследования функционирования СМО в 
реальных условиях является статистическое моделирование входя­
щего потока требований и процесса их обслуживания (исходящего 
потока требований). 

Для решения задачи статистического моделирования функцио­
нирования СМО должны быть заданы следующие исходные дан­
ные: 

• описание СМО (тип, параметры, критерии эффективности 
работы системы); 

• параметры закона распределения периодичности поступления 
требований в систему; 

• параметры закона распределения времени пребывания требо­
вания в очереди (для СМО с ожиданием); 

• параметры закона распределения времени обслуживания тре­
бований в системе. 

Решение задачи статистического моделирования функциониро­
вания СМО складывается из следующих этапов. 

1. Вырабатывают равномерно распределенное случайное чис­
ло /̂. 

2. Равномерно распределенные случайные числа преобразуют в 
величины с заданным законом распределения: 

• интервал времени между поступлениями требований в систе­
му (А/у)); 

• время ухода заявки из очереди (для СМО с ограниченной дли­
ной очереди); 

• длительность времени обслуживания требования каналами 

3. Определяют моменты наступления событий: 
• поступление требования на обслуживание; 
• уход требования из очереди; 
• окончание обслуживания требования в каналах системы. 
4. Моделируют функционирование СМО в целом и накаплива­

ют статистические данные о процессе обслуживания. 
5. Устанавливают новый момент поступления требования в си­

стему, и вычислительная процедура повторяется в соответствии с 
изложенным. 
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6. Определяют показатели качества функционирования СМО 
путем обработки результатов моделирования методами математиче­
ской статистики. 

Методику решения задачи рассмотрим на примере моделирова­
ния СМО с отказами. 

Пусть система имеет два однотипных канала, работающих с от­
казами, причем моменты времени окончания обслуживания на пер­
вом канале обозначим через t^, на втором канале - через /2/- Закон 
распределения интервала времени между смежными поступающи­
ми требованиями задан плотностью распределения fi(tj). Продол­
жительность обслуживания также является случайной величиной с 
плотностью распределения/2(/о). 

Процедура решения задачи будет выглядеть следующим об­
разом: 

1. Вырабатывают равномерно распределенное случайное чис­
ло ,̂.. 

2. Равномерно распределенное случайное число преобразуют в 
величины с заданным законом распределения, используя формулы 
табл. 4.1. Определяют реализацию случайного интервала времени 
(A/ĵ )̂ между поступлениями требований в систему. 

3. Вычисляют момент поступления заявки на обслуживание: 

4. Сравнивают моменты окончания обслуживания предшеству­
ющих заявок на первом î(/_i) и втором /(2/-i) каналах. 

5. Сравнивают момент поступления заявки ti с минимальным 
моментом окончания обслуживания (допустим, что /i(/_i) < ^2(/-i))' 

а) если [// — 1̂(/_1)] < О, то заявка получает отказ и вырабатыва­
ют новый момент поступления заявки описанным способом; 

б) если [ti - /i(/_i)] > О, то происходит обслуживание. 
6. При выполнении условия 5 б) определяют время обслужива­

ния /-Й заявки на первом канале А/̂ / путем преобразования случай­
ной величины /̂ в величину (время обслуживания /-й заявки) с за­
данным законом распределения. 

7. Вычисляют момент окончания обслуживания /-й заявки на 
первом канале t^ = [ î(i-i) + A î/]-

8. Устанавливают новый момент поступления заявки, и вычис­
лительная процедура повторяется в соответствии с изложенным. 

9. В ходе моделирования СМО накапливаются статистические 
данные о процессе обслуживания. 

10. Определяют показатели качества функционирования систе­
мы путем обработки накопленных результатов моделирования ме­
тодами математической статистики. 
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4.3. Моделирование потоков отказов 
элементов сложных технических систем 

Под сложной технической системой будем понимать систему, 
состоящую из элементов (два и более). Отказ одного из элементов 
системы приводит к отказу системы в целом. 

Рассмотрим последовательность замен некоторого определен­
ного элемента Z данного наименования. Эксплуатация каждого но­
вого элемента начинается с момента окончания срока службы пре-
дьщущего. Первый элемент отрабатывает время A ĵ, второй — А̂2» 
третий - А/з и т. д. 

Случайная ситуация, сложившаяся в к-м опыте (ситуации) для 
элемента Z, показана на рис. 4.3. 

Рис. 4.3. Временная эпюра случайной ситуации при к-м опыте 
в случае мгновенного восстановления отказавшей системы 

путем замены элемента 

На рис. 4.3 видно, что система начинает свою работу в момент 
времени / = О и, отработав случайное время A î̂ , выходит из строя 
в момент tii^ = Â î .̂. В этот момент система мгновенно восстанавли­
вается' (элемент заменяется) и снова работает случайное время АГ2;̂  
По истечении некоторого времени система (элемент) вновь выхо­
дит из строя в момент tik = ÂDt + ^hk ~ hk "*" ^hk ^ вновь мгновен­
но восстанавливается. 

Считают, что интервалы времени между отказами A/ĵ ,̂ Mjb •••» 
А/̂ ^ представляют собой систему взаимно независимых случайных 
величин с плотностями распределения наработок между отказами 
ЛА^1),ЛА/2)ЛА/з), ...,ЛАд. 

Моменты отказов или восстановлений образуют в каждом Л-м 
опыте (испытании) ряд чисел по следующему правилу: 

hk = ^hk 
% = ^hk + ^hk = hk + ^hk 
hk = ^hk + ^t2k + A/3;t= t2k + AOjt (4.11) 

^pk = ^hk •+• ^hk ^ - + A/̂A: = t^-\)k + ^hk 

' Здесь можно считать, что восстановление происходит мгновенно. 
131 



или 
tpk-i^uj^^ihUj^^Mpj,: (4.12) 

где tif^ - время работы (наработка) элемента до /-го отказа в к-ы опыте, 
час, / = 1,/?, А: = 1,Л̂ ; 

Â/jk — время работы (наработка) элемента между (/ — 1)-м и /-м отка­
зами в к'У[ реализации, час, / = !,/?,/:= 1,Л̂ . 

Числа /ц ,̂ tiky ..., tpi^ образуют случайный поток, который назы­
вается процессом восстановления. Этот процесс является различным 
для различных элементов и продолжается до окончания срока служ­
бы системы. Изучением таких процессов занимается теория вос­
становления. 

Из большого количества различных процессов восстановления 
для исследования надежности элементов технической системы (как 
перемонтируемых, так и ремонтируемых) используют три типа про­
цессов: 

• простой, при котором все функции распределения наработок 
до первого и между последующими отказами /}(/) равны; 

• общий, при котором вид функции распределения наработки 
до первого отказа элемента, установленного в системе заводом-
изготовителем, отличается от вида функций распределения нара­
боток элементов при последующих заменах, т. е. Fx(t) Ф F^(t), 
/ = 2, 3, 4, ...; 

• сложный, при котором все функции распределения /)•(/) раз­
личны. 

Основной характеристикой процесса восстановления является 
функция восстановления Q(t) и ее дифференциальная характерис­
тика — плотность восстановления со(0, определяемые по следую­
щим формулам: 

Q(t)=lF,(t); (4.13) 
/ 7=1 

со(/)=ЕЛ(/), (4.14) 
г/=1 

mcf„(i) и F„{t) - соответственно плотность и функция распределения на­
работки до л-го отказа. 

В случае независимости наработок между отказами функции 
распределения /),(/) наработок до л-го отказа находятся путем по­
следовательного применения правила свертки для суммы двух слу­
чайных величин: 
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Fn{t) = Fr,^x{tyF{^0 = \F^.^(t-^t)^dF{^t)^ (4.15) 
о 

Flit) = до . 

Анализ и классификация методов расчета параметра и ведущей 
функции потока отказов приведены в книге авторов'. Следует от­
метить, что сложность получения аналитических выражений для 
Q(0 и со(/) по формулам (4.13), (4.14) состоит в том, что свертка 
(4.15) лишь для некоторых законов распределения вычисляется в 
конечном виде. Использование аналитических методов расчета 
плотности со(/) и функции восстановления Q.{f) ограничено из-за 
сложности математической формализации применяемых стратегий 
восстановления работоспособности технических систем и необхо­
димости учета множества факторов, влияющих на замену элемента 
в системе. В этих условиях наиболее эффективным методом расче­
та Q(/) и со(/) является метод Монте-Карло. 

Расчет ведущей функции и параметра потока отказов этим ме­
тодом в случае простого, общего или сложного процессов произво­
дится в следующем порядке. 

По известным законам распределения наработок элементов с 
использованием формул преобразования (табл.4.1) моделируются 
массивы случайных величин А//̂  между (/ - 1)-м и /-м отказами. 
Размерность каждого массива равна Ж 

Далее вычисляются значения наработок до /-го отказа t^^ по 
следующим формулам: 

tik = Hi-\)k'^ ^Ub (4.16) 
hk-^hb (4.17) 

где / — номер отказа, / = 1,/?; 
к - номер реализации при моделировании, к = l,N; 
р — максимальное число отказов элемента, получаемое в к-н реализа­

ции случайного процесса. 

Затем полученные случайные величины наработок tj/^ фуппиру-
ются по интервалам времени. 

Номера интервалов, в которые попадают моменты возникнове­
ния отказов /j^, t2/c, ..., tif^, ..., tp/^, определяются по формуле 

* Бережной В. И., Бережная Е. В. Методы и модели управления матери­
альными потоками микрологистической системы автопредприятия. — 
Ставрополь: Интеллект-сервис, 1996. 
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'i = CEL ш (4.18) 

где СЕ1ц 

At 

— наименьшее целое число, не меньшее 

-- величина интервала времени. 

,А0 

Параметр и ведущая функция потока отказов в у-м интервале 
времени определяются по следующим формулам: 

coy(0=f"5 ,t\ /At-N At-N' 

h P 
Sij{t)=J.^ny 

j=u=i 

(4.19) 

(4.20) 

где Пу — число попаданий случайной наработки до /-го отказа tn^ в у-й ин­
тервал времени (/ = 1, Л) за Дереализации. 

h р 

у=1М 

/=1 

^2 =«1 +«2 

(4.21) 

(4.22) 

15/̂  =«1 +«2 +--- + '̂ у +... + «/! 

где А - максимальное число интервалов времени. 

Методика расчета параметра со(/) и ведущей функции нестаци­
онарного потока отказов с использованием метода статистических 
испытаний подробно рассмотрена в книге авторов*. 

Пример 4.7. Законы распределения наработок элемента сис­
темы до первого и второго отказов и соответствующие параметры 
этих законов приведены в табл. 4.2. 

^Бережной В. И., Бережная Е. В. Методы и модели управления матери­
альными потоками микрологистической системы автопредприятия. — Ста­
врополь: Интеллект-сервис, 1996. 
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Таблица 4.2 
Законы распределения наработок 

№ отказа 

1 
2 

Закон распределения 

Вейбула 
Экспоненциальный 

Параметры закона 

а(Х) 

1,4 
0,30 

b 

45,8 

Определите номера временных интервалов, на которых про­
изойдут первый и второй отказы в ходе первого опыта (испытания) 
(А/ = 1 час). 

Решение 

1. Выберем равномерно распределенное случайное число. До­
пустим 1̂ = 0,725. 

2. Вычислим случайные значения наработок на отказ элемента, 
используя формулы табл. 4.1. 

Гц = А/ц = ~ 6 . (In^i)^/^ = -45,8 • (In 0,725)̂ /̂ '"̂  = 20,37 час; 
hi = 1̂1 + ^hu 

A / 2 i = ~ l n ^ l = - ^ l n 0 , 7 2 5 = l,07 час; 

hi = 1̂1 + ^h\ = 20*37 + 1,07 = 21,44 час. 
3. Определим номер временного интервала, на котором про­

изойдут отказы 

y = CEIL\ 

первый отказ 

y^CEILl 'hi) 
У At J 

: c m [ ^ 
второй отказ 

y=^CEin h\ 
У At, 

( 
= CEin 21,44 

1 

= 21; 

= 22. 

В ходе первой реализации элемент системы первый раз откажет 
на 21-м временном интервале, а второй отказ произойдет на 22-м 
временном интервале. 
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Задачи 
4.1. Периодичность поступления заявок на обслуживание под­

чинена показательному закону распределения_^Средний интервал 
между поступлениями заявок в систему равен / = 2 час. 

Определите последовательность значений продолжительности 
интервалов между поступлениями заявок. Число реализаций рав­
но 10. 

4.2. Время обслуживания работника предприятия кассой бух­
галтерии является случайной величиной, распределенной в соот­
ветствии с законом Вейбула. Среднее время обслуживания / = 3 
мин., среднее квадратическое отклонение равно а = 2 мин. 

Требуется смоделировать случайную величину, отвечающую 
этим условиям. Число реализаций принять равным 10. 

4.3. При обработке экспериментальных данных было установ­
лено, что время, расходуемое на станции технического обслужива­
ния автомобилей для замены двигателя, распределено по нормаль­
ному закону, параметры которого х = 2,8 час. на один двигатель и 
(5^ = 0,6 час. 

Требуется смоделировать для отмеченных условий случайную 
величину — время X, расходуемое для замены двигателя. Число ре­
ализаций принять равным 5. 

4.4. Время проверки приемки квартального отчета инспектором 
налоговой службы (О величина случайная, распределенная в соот­
ветствии с законом Вейбула. Среднее время проверки и приемки 
равно / = 20 мин. Коэффициент вариации величины / равен 
Vt = 0,52. 

Требуется смоделировать для заданных условий случайные чис­
ла t (число реализаций принять равным 10). 

4.5. Среднее число исправных станков в токарном цехе на за­
воде равно л: = 6. Среднее квадратическое отклонение а^ = 2,2. 

Требуется смоделировать число исправных станков в цехе (чис­
ло реализаций равно 5) при условии, что случайная величина X 
имеет гамма-распределение. 

4.6. Вероятность замены неисправной детали на новую при ре­
монте автомобиля в каждом испытании р = 0,63. 

Смоделировать пять испытаний и определить последователь­
ность замены детали на новую или восстановленную. 

4.7. При испытании могут иметь место зависимые и совмест­
ные три события: работает только первый кассир по выдаче зара­
ботной платы, работает только второй кассир, работают оба касси­
ра. При этом известно, что вероятность работы первого кассира 
равна 0,6; вероятность работы второго кассира равна 0,7; вероят­
ность работы двух кассиров равна 0,4. 
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Смоделировать возможность реализации двух событий: работает 
только первый кассир; работает только второй кассир в трех испы­
таниях. 

4.8. Известны законы распределения наработок элемента сис­
темы до первого и второго отказов. Средние значения и средние 
квадратические отклонения наработок приведены в следующей таб­
лице: 

№ 
отказа 

1 
2 

Закон 
распределения 

Вейбула 
Гамма-распределение 

Среднее значение 
наработки, час. 

50 
40 

Среднее 
квадратическое 

отклонение 
наработки, час. 

28 
15 

Определите параметр и ведущую функцию потока отказов эле­
мента по интервалам времени (А/ = 10 час). Число реализаций 
N= 10. 

4.9. Используя условия задачи 4.8, определите номер интервала, 
в который попадет максимальное количество отказов. 

4.10. Система имеет два элемента. Средняя периодичность пер­
вого элемента / i = 60 час, второго элемента — t 2 = ^^ час Пери­
одичности отказа первого и второго элементов - случайные вели­
чины, подчиненные экспоненциальному закону распределения. 

Определите параметр и функцию распределения потока отка­
зов системы по интервалам времени А/ = 8 час. Число реализаций 
N= 10. 

4.11. Используя условия задачи 4.10, определите номера интер­
валов, в которые попадут максимальные количества отказов перво­
го, второго элементов и в целом всей системы. 

4.12. Пусть при испытании могут иметь место зависимые и сов­
местные события АиВ. Известно, что вероятности появления со­
бытий равны Р(А) = 0,6; P{D) ~ 0,3, а также вероятность совмест­
ного появления событий А и D: P(AD) = 0,4. 

Смоделируйте появление событий АиЪв пяти испытаниях. 
4.13. Периодичность проверки предприятий налоговой инспек­

ции — величина случайная (А/), подчиняющаяся закону гамма-рас­
пределения. Средний интервал проверки А̂  = 2,5 мес Коэффици­
ент вариации величины А̂  равен К= 0,38. 

Требуется смоделировать для заданных условий возможные мо­
менты проверок предприятия налоговой инспекцией (число реали­
заций принять равным 10). 

4.14. Используя условия задачи 4.13, определите количество про­
верок налоговой инспекцией за первый год работы предприятия. 
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4.15. Среднее число работающих машин на заводе х = 25. Ко­
эффициент вариации числа работающих F = 0,6. 

Требуется смоделировать число работающих машин на заводе 
(число реализаций равно 10). Случайная величина А" имеет распре­
деление Вейбула. 

4.16. После каждой проверки предприятия налоговой инспек­
цией вероятность появления необходимости аудиторской проверки 
данного предприятия Р = 0,72. 

Смоделируйте шесть испытаний. 
Определите последовательность проведения различных прове­

рок предприятия. 

Глава 5 
Методы и модели 
корреляционно-регрессионного 
анализа 
5.1. Общие сведения 

Большинство явлений и процессов в экономике находятся в по­
стоянной взаимной и всеохватывающей объективной связи. Иссле­
дование зависимостей и взаимосвязей между объективно существу­
ющими явлениями и процессами ифает большую роль в экономике. 
Оно дает возможность глубже понять сложный механизм причинно-
следственных отношений между явлениями. Для исследования ин­
тенсивности, вида и формы зависимостей широко применяется кор-
реляционно-рефессионный анализ, который является ме-тодичес-
ким инструментарием при решении задач прогнозирования, плани­
рования и анализа хозяйственной деятельности предприятий. 

Различают два вида зависимостей между экономическими яв­
лениями и процессами: 

• функциональную; 
• стохастическую (вероятностную, статистическую). 
В случае функциональной зависимости имеется однозначное 

отображение множества А на множество В. Множество А называют 
областью определения функции, а множество В - множеством зна­
чений функции. 

Функциональная зависимость встречается редко. В большинст­
ве случаев функция {Y) или аргумент (Л) — случайные величины. X 
и Y подвержены действию различных случайных факторов, среди 
которых могут быть факторы, общие для двух случайных величин. 

Если на случайную величину Л" действуют факторы Zi, Z2, ..., 
Kj, К2, а на У— ZQ, Z2, F ,̂ К3 ..., то наличие двух общих факторов 
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Zi и Kj позволит говорить о вероятностной или статистической за­
висимости между Хи Y, 

Определение. Статистической называется зависимость 
между случайными величинами, при которой изменение одной 
из величин влечет за собой изменение закона распределения 
другой величины. 
В частном случае статистическая зависимость проявляется в 

том, что при изменении одной из величин изменяется математиче­
ское ожидание другой. В этом случае говорят о корреляции или 
корреляционной зависимости. 

Статистическая зависимость проявляется только в массовом 
процессе, при большом числе единиц совокупности. 

При стохастической закономерности для заданных значений 
зависимой переменной можно указать ряд значений объясняющей 
переменной, случайно рассеянных в интервале. Каждому фиксиро­
ванному значению аргумента соответствует определенное статисти­
ческое распределение значений функции. Это обусловливается тем, 
что зависимая переменная, кроме выделенной переменной, под­
вержена влиянию ряда неконтролируемых или неучтенных факто­
ров. Поскольку значения зависимой переменной подвержены слу­
чайному разбросу, они не могут быть предсказаны с достаточной 
точностью, а только указаны с определенной вероятностью. 

В экономике приходится иметь дело со многими явлениями, 
имеющими вероятностный характер. Например, к числу случайных 
величин можно отнести стоимость продукции, доходы предприя­
тия, межремонтный пробег автомобилей, время ремонта оборудо­
вания и т. д. 

Односторонняя вероятностная зависимость между случайными 
величинами есть регрессия. Она устанавливает соответствие между 
этими величинами. 

Односторонняя стохастическая зависимость выражается с по­
мощью функции, которая называется регрессией. 

Виды регрессий. 
1. Регрессия относительно числа переменных: 
• простая регрессия — регрессия между двумя переменными; 
• множественная регрессия — регрессия между зависимой пере­

менной у и несколькими объясняющими переменными х ,̂ Xi, ..., 
Xff^, Множественная линейная регрессия имеет следующий вид: 

>; = Ло + fliXj + Л2̂ 2 ^ - + (^т^т^ (5.1) 
где у - функция рефессии; 

Xj, Х2, ..., Xfn — независимые перемен̂ о̂ш; 
^1, ^2, ..., dm "" коэффициенты регрессии; 
OQ — свободный член уравнения; 
т — число факторов, включаемых в модель. 
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2. Регрессия относительно формы зависимости: 
• линейная регрессия, выражаемая линейной функцией; 
• нелинейная регрессия, выражаемая нелинейной функцией. 
3. В зависимости от характера регрессии различаются следую­

щие ее виды: 
• положительная регрессия: она имеет место, если с увеличени­

ем (уменьшением) объясняющей переменной значения зависимой 
переменной также соответственно увеличиваются (уменьшаются); 

• отрицательная регрессия: в этом случае с увеличением или 
уменьшением объясняющей переменной зависимая переменная 
уменьшается или увеличивается. 

4. Относительно типа соединения явлений различаются: 
• непосредственная регрессия: в этом случае зависимая и объ­

ясняющая переменные связаны непосредственно друг с другом; 
• косвенная регрессия: в этом случае объясняющая переменная 

действует на зависимую через ряд других переменных; 
• ложная регрессия: она возникает при формальном подходе к 

исследуемым явлениям без уяснения того, какие причины обуслов­
ливают данную связь. 

Регрессия тесно связана с корреляцией. Корреляция в широком 
смысле слова означает связь, соотношение между объективно су­
ществующими явлениями. Связи между явлениями могут быть раз­
личны по силе. При измерении тесноты связи говорят о корреля­
ции в узком смысле слова. Если случайные переменные причинно 
обусловлены и можно в вероятностном смысле высказаться об их 
связи, то имеется корреляция. 

Понятия «корреляция» и «регрессия» тесно связаны между со­
бой. В корреляционном анализе оценивается сила связи, а в рег­
рессионном анализе исследуется ее форма. Корреляция в широком 
смысле объединяет корреляцию в узком смысле и регрессию. 

Корреляция, как и рефессия, имеет различные виды, так раз­
личают: 

1) относительно характера — 
• положительную; 
• отрицательную; 
2) относительно числа переменных --
• простую; 
• множественную; 
• частную; 
3) относительно формы связи -
• линейную; 
• нелинейную; 

140 



4) относительно типа соединения ~ 
• непосредственную; 
• косвенную; 
• ложную. 
Любое причинное влияние может выражаться либо функцио­

нальной, либо корреляционной связью. Но не каждая функция или 
корреляция соответствует причинной зависимости между явления­
ми. Поэтому требуется обязательное исследование причинно-след­
ственных связей. 

Исследование корреляционных связей мы называем корреляции 
онньш анализом, а исследование односторонних стохастических за­
висимостей — регрессионным анализом. Корреляционный и регрес­
сионный анализ имеют свои задачи. 

Задачи корреляционного анализа. 
1. Измерение степени связности (тесноты, силы) двух и более 

явлений. Здесь речь идет в основном о подтверждении уже извест­
ных связей. 

2. Отбор факторов, оказывающих наиболее существенное вли­
яние на результативный признак на основе измерения тесноты свя­
зи между явлениями. 

3. Обнаружение неизвестных причинных связей. Корреляция 
непосредственно не выявляет причинных связей между явлениями, 
но устанавливает степень необходимости этих связей и достовер­
ность суждений об их наличии. Причинный характер связей выяс­
няется с помощью логически-профессиональных рассуждений, рас­
крывающих механизм связей. 

Задачи регрессионного анализа. 
1. Установление формы зависимости (линейная или нелиней­

ная; положительная или отрицательная и т. д.). 
2. Определение функции регрессии и установление влияния 

факторов на зависимую переменную. Важно не только определить 
форму регрессии, указать общую тенденцию изменения зависимой 
переменной, но и выяснить, каково было бы действие на зависи­
мую переменную главных факторов, если бы прочие не изменялись 
и если бы были исключены случайные элементы. Для этого опре­
деляют функцию регрессии в виде математического уравнения то­
го или иного типа. 

3. Оценка неизвестных значений зависимой переменной, т. е. 
решение задач экстраполяции и интерполяции. В ходе экстраполя­
ции распространяются тенденции, установленные в прошлом, на 
будущий период. Экстраполяция широко используется в прогнози­
ровании. В ходе интерполяции определяют недостающие значения, 
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соответствующие моментам времени между известными момента­
ми, т. е. определяют значения зависимой переменной внутри ин­
тервала заданных значений факторов. 

Рассмотрим подробнее регрессию. 

Выборочные уравнения регрессии 
Условное математическое ожидание случайной величины Y: 

М(У/Х) есть функция от X, которая называется функцией регрессии 
и равна Дх), т. е. 

М(У/Х) =Лх); (5.2) 
аналогично 

M(X/Y) = ФСУ). (5.3) 

Графическое изображение У(х) или ф(у) называется линией регрес­
сии, а записанные уравнения (5.2) и (5.3) — уравнениями регрессии. 

Поскольку условное математическое ожидание М случайной 
величины У есть функция от (х), то его оценка ;^, т. е. условная 
средняя, также является функцией от X. Обозначим эту функцию 
через 

Ух'-ПхУ (5.4) 

Уравнение (5.4) определяет выборочное уравнение регрессии у 
на X. Сама функция J*(x) называется выборочной регрессией У на X, 
а график У*(х) — выборочной регрессией. Аналогично определяется 
для случайных величин X: 

Ху = ф*(у). (5.5) 

Функция регрессии необратима, так как речь идет о средних 
величинах для некоторого конкретного значения фактора. 

Функция регрессии формально устанавливает соответствие 
между переменными X и У, хотя такой зависимости может и не 
быть в экономике (ложная регрессия). 

Линейная регрессия 

Пусть задана система случайных величин А" и У и случайные ве­
личины Хи У зависимы. 

Представим одну из случайных величин как линейную функ­
цию другой случайной величины X: 

r=g(x) = a + px, (5.6) 

где а, Р — параметры, которые подлежат определению. 
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^ ^ (5.8) 

В общем случае эти параметры могут быть определены различ­
ными способами, наиболее часто используется метод наименьших 
квадратов (МНК). 

Функцию g(x) называют наилучшим приближением в смысле 
МНК, если математическое ожидание M[Y — gixjf' принимает на­
именьшее возможное значение. 

В этом случае функцию g(x) называют средней квадратической 
регрессией У на X. Можно доказать, что линейная средняя квадра-
тическая регрессия имеет вид: 

Оу Су 
g(x) = а + Рх = ATI» - г-^т^ + г-^х, (5.7) 

где т^, Шу — математические ожидания случайных величин X, У соответст­
венно; 

Gjf, (Зу — средние квадратические отклонения случайных величин X, У 
соответственно; 

г — коэффициент парной корреляции, который определяется по 
формуле 

/- = -

где М^ - ковариация. 

М^У = М ( ^ - т^) ' {У- ту)], (5.9) 

тогда р = /-~2. ~ коэффициент регрессии. Возникает проблема оп-
^х 

ределения параметров а и Р на основе выборки. 
Рассмотрим определение параметров выбранного уравнения 

прямой линии средней квадратической регрессии по несгруппиро-
ванным данным. Пусть изучается система количественных призна­
ков {X, У), т. е. ведутся наблюдения за двухмерной случайной вели­
чиной {X, У). Пусть в результате п наблюдений получено п пар чи­
сел (xi, У1), (Х2, yi). ..., (х^. Уп)-

Требуется по полученным данным найти выборочное уравнение 
прямой линии средней квадратической регрессии: 

Уд. = foe + й. 

Поскольку данные несгруппированные, т. е. каждая пара чисел 
встречается один раз, то можно перейти от условной средней к пе­
ременной у. Угловой коэффициент к обозначим через А: = р и на-

Оу 
зовем его выборочной оценкой коэффициента регрессии р = г—^. 

^х 
143 



Итак, требуется найти: 
у = рх-ЬЬ. (5.10) 

Очевидно, параметры р и b нужно подобрать так, чтобы точки 
(̂ 1> У\)у (х2,У2)у •••> (̂ л» Уп)у построенные по исходным данным, ле­
жали как можно ближе к прямой (5.10) (рис. 5.1). 

Ул 

X 
Рис. 5.1. Динамика изменения признака Y 

Уточним смысл этого требования. Для этого введем следующее 
понятие. Назовем отклонением разность вида: 

Yi-yi(i= 1, 2, ..., л), 

где Y^ — вычисляется по уравнению (5.10) и соответствует наблюдаемому 
значению лг̂; 

У( — наблюдаемая ордината, соответствующая Х/. 

Подберем параметры р и b так, чтобы сумма квадратов указан­
ных отклонений была наименьшей: 

/=1 

В этом состоит требование метода наименьших квадратов 
(МНК). 

Эта сумма есть функция F отыскиваемых параметров р и Ь: 

F(p,b)=i(Y,-y,f 
/=1 
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или 

Для отыскания min найдем частные производные и приравня­
ем их к нулю: 

dF ^ 
—- = 2Х(рх/+й-); ,)х,=0, 
Ф /=1 
dF ^ 
db i^x 

Далее запишем систему: 
( п \ 

1x1 
/=1 ; 

г п А 
Р+ 

/=1 

/=1 /=1 

п п п п 
Для простоты вместо X л:/, Е ^/, Е /̂У/> Е Д'/ будем писать 

/=1 /=1 /=1 /=1 
Их, Sx^, Sxy, 2у (индекс / опускаем), тогда: 

Получили систему двух линейных уравнений относительно р и 
Ь. Решая эту систему, получим: 

n'Zxy-'ZxJ!,y 
^ ^ ^ - (5.11) Р = - -(х-Г 

nlx^-{lxf 
(5.12) 

Метод наименьших квадратов применяется и для нахождения 
параметров множественной регрессии. В этом случае число линей­
ных уравнений возрастает, и такие системы уравнений решаются с 
помощью ЭВМ. 
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Основные понятия 
корреляционно-регрессионного анализа 

1. Среднее значение переменной определяется по следующей 
формуле 

п 

3c = ^^^i-, (5.13) 
п 

где JC/ ~ эмпирическое значение переменной х; 
п — число наблюдений. 

2. Дисперсия 

3. Ковариация 

^ 2 ^ М . (5.14) 

Cow^^'Z[(Xi-x)'iyi-y)l (5.15) 
/=1 

4. Коэффициент корреляции 

i[U/-^)-(y/-p)] 
^ = /il ^ _ . (5.16) 

\lix,-xf'l(yi-yf 
//=1 /=1 

Коэффициент корреляции характеризует тесноту, или силу 
связи между переменными у и х. Значения, принимаемые г^, за­
ключены в пределах от — 1 до + 1. При положительном значении 
г^ имеет место положительная корреляция, т. е. с увеличением 
(уменьшением) значений одной переменной (х) значение другой 
(у) соответственно увеличивается (уменьшается). При отрицатель­
ном значении г^ имеет место отрицательная корреляция, т. е. с 
увеличением (уменьшением) значений х значения у соответствен­
но уменьшаются (увеличиваются). При изучении экономического 
явления, зависящего от многих факторов, строится множествен­
ная регрессионная зависимость. В этом случае для характеристи­
ки тесноты связи используется коэффициент множественной кор­
реляции: 
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с̂ общ=-̂ ^̂ ^ 7 — . (5.18) 

R = y - ^ , (5.17) 

где а̂ ост "~ остаточная дисперсия зависимой переменной; 
а̂ общ "~ общая дисперсия зависимой переменной. 

5. Общая дисперсия определяется по формуле 

п-1 
Величина ст^бщ характеризует^разброс наблюдений фактических 

значений от среднего значения у. 
6. Остаточная дисперсия определяется по следующей формуле 

где у^ — теоретические значения переменной у, полученные по уравне­
нию регрессии (5.1) при подстановке в него наблюдаемых факти­
ческих значений Xj. 

Остаточная дисперсия характеризует ту часть рассеяния пере­
менной у, которая возникает из-за всякого рода случайностей и 
влияния неучтенных факторов. 

7. Коэффициент детерминации служит для оценки точности 
регрессии, т. е. соответствия полученного уравнения регрессии име­
ющимся эмпирическим данным, и вычисляется по формуле 

Д = 1 - ^ . (5.20) 
СГобщ 

Изменяется Д в пределах от О до 1, т. е. 

0 < Д < 1 . 

Модель считается тем точнее, чем ближе Д к 1, т. е. чем мень­
ше GICJ. 

Стандартная ошибка оценки равна -yjc^ ост • 

о' Если Д = О, это значит отношение !^ =1, т. е. GQ^ = а ^ щ , 
_ ^общ 

и, следовательно, у^ = у ,Ъ этом случае прямая регрессии будет па-
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раллельна оси X, корреляционно-регрессионная связь между Хи Y 

отсутствует. Если Д = 1, значит, ост ^Q^ ^ ^ ^^^^ ^ Q Отсюда 
^общ 

yi = У^у т. е. все наблюдаемые точки лежат на построенной прямой, 
следовательно, зависимость функциональная. 

8. Корреляционное отношение используется для оценки тесно­
ты связи между двумя явлениями, в частности для определения 
тесноты связи исходного ряда у,- с теоретическим рядом у^. Корре­
ляционное отношение определяют по данным, сгруппированным 
по объясняющей переменной по следующей формуле 

iiyiT-yf 
^ = ̂ ^̂J . (5.21) 

l(yi-yf 

5.2. Исходные предпосылки 
регрессионного анализа 
и свойства оценок 

Применение метода наименьших квадратов для определения 
параметров регрессии предполагает выполнение некоторых пред-
посылок'. 

Отметим наиболее существенные из них. 
Предпосылка 7. При нахождении оценок переменной у пред­

полагается существование зависимости переменной у только от тех 
объясняющих переменных, которые вошли в модель (регрессию). 
Влияние прочих факторов и случайностей учитывается случайной 
возмущающей переменной z» При этом полагаем, что для фиксиро­
ванных значений переменных хД/ = 1,т) среднее значение пере­
менной Z равно нулю. 

Предпосылка 2, Предполагается, что влияние неучтенных 
факторов постоянно. Так, при рассмотрении временных рядов в 
различные периоды эти неучтенные факторы оказывают одинако­
вое влияние. 

Предпосылка 3. Отсутствует автокорреляция между возмуща­
ющими переменными z. 

Предпосылка 4. Число наблюдений должно превышать число 
параметров регрессии, иначе, невозможна оценка этих параметров. 

' Ферстер Э., Ренц Б, Методы корреляционного и регрессионного ана­
лиза. - М.: Финансы и статистика, 1983. 
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Предпосылка 5. Предполагается односторонняя зависимость 
переменной у от факторов хД/ = 1,т), отсутствие взаимосвязи. 

Предпосылка 6. Зависимая переменная у и факторы 
хД/ = 1,/w) распределены нормально. 

С помощью регрессионного анализа при указанных выше пред­
посылках находят оценки параметров, наиболее хорошо согласую­
щиеся с опытными данными. Данные оценки должны обладать оп­
ределенными свойствами. Рассмотрим некоторые из этих свойств 
(без доказательства). 

/. Несмещенность оценок параметров регрессии. Оценка параме­
тров регрессии называется несмещенной, если для любого фикси­
рованного числа наблюдений выполняется равенство математичес­
кого ожидания параметра и значения параметра регрессии. Надо 
отметить, что оценки, полученные методом наименьших квадра­
тов, обладают свойством несмещенности. 

2. Состоятельность оценок параметров регрессии. Данное свой­
ство состоит в том, что с ростом объема выборки оценка парамет­
ра регрессии b сходится к теоретическому значению параметра Р 
(вычисленного по всей генеральной совокупности), т. е. ошибка 
оценки стремится к нулю: 

^limZ^Vp. (5.22) 
Л->оо 

J. Эффективность оценок параметров регрессии. Несмещенная 
оценка параметра регрессии называется несмещенной эффектив­
ной, если она среди всех прочих несмещенных оценок этого же па­
раметра обладает наименьшей дисперсией. 

4. Достаточность оценки. Если р представляет собой достаточ­
ную оценку параметра й, то не существует другой оценки этого па­
раметра, которую можно получить по выборке из некоторой гене­
ральной совокупности и которая дала бы дополнительную инфор­
мацию о нем. Р. Фишер показал, что количество измеримой ин­
формации, содержащейся в некоторой оценке, равно обратной 
величине от ее дисперсии. Таким образом, понятие достаточности 
эквивалентно требованию минимальной дисперсии. Достаточная 
оценка с необходимостью должна быть эффективной и, следова­
тельно, также состоятельной и несмещенной. 

5.3. Этапы построения многофакторной 
корреляционно-регрессионной модели 

Разработка модели и исследование экономических процессов 
должны выполняться по следующим этапам: 

1) априорное исследование экономической проблемы; 
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2) формирование перечня факторов и их логический анализ; 
3) сбор исходных данных и их первичная обработка; 
4) спецификация функции регрессии; 
5) оценка функции регрессии; 
6) отбор главных факторов; 
7) проверка адекватности модели; 
8) экономическая интерпретация; 
9) прогнозирование неизвестных значений зависимой пере­

менной. 
Рассмотрим подробнее содержание этапов. 
A. Априорное исследование экономической проблемы. В соответст­

вии с целью работы на основе знаний макро-и микроэкономики 
конкретизируются явления, процессы, зависимость между которы­
ми подлежит оценке. При этом подразумевается прежде всего чет­
кое определение экономических явлений, установление объектов и 
периода исследования. 

На этом этапе исследования должны быть сформулированы 
экономически осмысленные и приемлемые гипотезы о зависимос­
ти экономических явлений. 

Б. Формирование перечня факторов и их логический анализ. Для 
определения наиболее разумного числа переменных в регрессион­
ной модели прежде всего ориентируются на соображения профес­
сионально-теоретического характера. Исходя из физического смыс­
ла явления, производят классификацию переменных на зависимую 
и объясняющую. 

B. Сбор исходных данных и их первичная обработка. При построе­
нии модели исходная информация может быть собрана в трех видах: 

• динамические (временные) ряды; 
• пространственная информация — информация о работе не­

скольких объектов в одном разрезе времени; 
• сменная — табличная форма. Информация о работе несколь­

ких объектов за разные периоды. 
Объем выборки зависит от числа факторов, включаемых в мо­

дель с учетом свободного члена. Для получения статистически зна­
чимой модели требуется на один фактор объем выборки, равный 
1 = 5 -̂  8 наблюдений. Например, если в модель включаются три 
фактора, то минимальный объем выборки 

Пшп = 5 . (/W + Л) = 5 . (3 + 1) = 20, 
где т — число факторов, включаемых в модель; 

п — число свободных членов в уравнении. 

Если в квартальном разрезе собирать данные, то надо их соби­
рать за 5 лет [20/4]. 
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г. Спецификация функции регрессии. На данном этапе исследова­
ния дается конкретная формулировка гипотезы о форме связи (ли­
нейная или нелинейная, простая или множественная и т. д.). Для 
этого используются различные критерии ддя проверки состоятель­
ности гипотетического вида зависимости. На этом этапе проверя­
ются предпосылки корреляционно-регрессионного анализа. 

Д. Оценка функции регрессии. Здесь определяются числовые зна­
чения параметров регрессии и вычисление ряда показателей, ха­
рактеризующих точность регрессионного анализа. 

Е. Отбор главных факторов. Выбор факторов - основа для по­
строения многофакторной корреляционно-регрессионной модели. 

На этапе формирования перечня факторов и их логического 
анализа собираются все возможные факторы, обычно более 20-30 
факторов. Но это неудобно для анализа, и модель, включающая 
20—30 факторов, будет неустойчива. Неустойчивость модели нахо­
дит выражение в том, что в ней изменение некоторых факторов ве­
дет к увеличению у вместо снижения ;;. 

Мало факторов — тоже плохо. Это может привести к ошибкам 
при принятии решений в ходе анализа модели. Поэтому необходи­
мо выбирать более рациональный перечень факторов. При этом 
проводят анализ факторов на мультиколлинеарность. 

Анализ и способы снижения влияния мультиколлинеарности на 
значимость модели. Мультиколлинеарность — попарная корреляци­
онная зависимость между факторами. 

Мультиколлинеарная зависимость присутствует, если коэффи­
циент парной корреляции г̂у = > 0,70 -г- 0,80. 

Отрицательное воздействие мультиколлинеарности состоит в 
следующем: 

1) усложняется процедура выбора главных факторов; 
2) искажается смысл коэффициента множественной корреля­

ции (он предполагает независимость факторов); 
3) усложняются вычисления при построении самой модели; 
4) снижается точность оценки параметров регрессии, искажает­

ся оценка дисперсии. 
Следствием снижения точности является ненадежность коэф­

фициентов регрессии и отчасти неприемлемость их использования 
для интерпретации как меры воздействия соответствующей объяс­
няющей переменной на зависимую переменную. 

Оценки коэффициента становятся очень чувствительными к 
выборочным наблюдениям. Небольшое увеличение объема выбор­
ки может привести к очень сильным сдвигам в значениях оценок. 
Кроме того, стандартные ошибки оценок входят в формулы крите­
рия значимости, поэтому применение самих критериев становится 
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также ненадежным. Из сказанного ясно, что исследователь должен 
пытаться установить стохастическую мультиколлинеарность и по 
возможности устранить ее. 

Для измерения мультиколлинеарности можно использовать ко­
эффициент множественной детерминации 

Д = R \ (5.23) 

где R ~ коэффициент множественной корреляции. 

При отсутствии мультиколлинеарности факторов 

т 
JX=lclyj, (5.24) 

у=1 

где dyj — коэффициент парной детерминации, вычисляемый по формуле 

dyj = r^yj, (5.25) 
где Kyj — коэффициент парной корреляции между у-м фактором и зависи­

мой переменной у. 

При наличии мультиколлинеарности соотношение (5.24) не со­
блюдается. Поэтому в качестве меры мультиколлинеарности ис­
пользуется следующая разность: 

M = JX'-idyj. (5.26) 
у=1 

Чем меньше эта разность, тем меньше мультиколлинеарность. 
Для устранения мультиколлинеарности используется метод исклю­
чения переменных. Этот метод заключается в том, что высоко корре­
лированные объясняющие переменные (факторы) устраняются из 
рефессии и она заново оценивается. Отбор переменных, подлежа­
щих исключению, производится с помощью коэффициентов пар­
ной корреляции. Опыт показывает, что если | г̂у | > 0,70, то одну из 
переменных можно исключить, но какую переменную исключить 
из анализа, решают исходя из управляемости факторов на уровне 
предприятия. 

Обычно в модели оставляют тот фактор, на который можно 
разработать мероприятие, обеспечивающее улучшение значения 
этого фактора в планируемом году. Возможна ситуация, когда оба 
мультиколлинеарных фактора управляемы на уровне предприятия. 
Решить вопрос об исключении того или иного фактора можно толь­
ко в соответствии с процедурой отбора главных факторов. 

152 



Отбор факторов не самостоятельный процесс, он сопровожда­
ется построением модели. Принятие решения об исключении фак­
торов производится на основе анализа значений специальных ста­
тистических характеристик и с учетом управляемости факторов на 
уровне предприятия. 

Процедура отбора главных факторов. Эта процедура обязательно 
включает следующие этапы: 

1. Анализ факторов на мультиколлинеарностъ и ее исключение. 
Здесь производится анализ значений коэффициентов парной кор­
реляции r̂y между факторами Х/ и Xj. 

2 Анализ тесноты взаимосвязи факторов (х) с зависимой пере­
менной (у). 

Для анализа тесноты взаимосвязи л: и у используются значения 
коэффициента парной корреляции между фактором и функцией 
{г^^). Величина г^^ определяется на ЭВМ и представлена в корре­
ляционной матрице вида (табл. 5.1). 

Таблица 5.1 
Корреляционная матрица 

№ 
переменной 

^ 1 

1 ^2 
Хз 

^т 

У 

' 
Х\ 

1 
^х^\ 

*'хух^ 

''xmXi 

Гух, 

Х2 

^XiXi 

1 
^хухг 

^Х^2 

^УХг 

хз 

Гг|Хз 

'jfa^i 

1 

^х^з 

Гухз 

^т 

^XiX„ 

^Х^т 

^XiX„ 

i 
f-yx^ 

У 

^ХхУ 

^xiy 

^ХзУ 

^х„у 

1 

Факторы, для которых г^^ = О, т. е. не связанные с у, подлежат 
исключению в первую очередь. Факторы, имеющие наименьшее 
значение г̂ ,̂ могут быть потенциально исключены из модели. Во­
прос об их окончательном исключении решается в ходе анализа 
других статистических характеристик. 

3. Анализ коэффициентов Р факторов, которые потенциально мо­
гут быть исключены. 

Коэффициент (3 учитывает влияние анализируемых факторов 
на j^ с учетом различий в уровне их колеблемости. Коэффициент 
Р показывает, насколько сигм (средних квадратических отклоне­
ний) изменяется функция с изменением соответствующего аргу­
мента на одну сигму при фиксированном значении остальных ар­
гументов: 
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^k=ci,^, (5.27) 
Су 

где (3̂  — коэффициент р к-го фактора; 
Gx^ - среднее квадратическое отклонение А;-го фактора; 
Gy — среднее квадратическое отклонение функции; 
Of^ — коэффициент регрессии при к-м факторе. 
Из двух факторов Х/ и Xj может быть исключен тот фактор, ко­

торый имеет меньшее значение р. 
Допустим, исключению подлежит один из мультиколлинеарных 

факторов X/ или Xj. Оба фактора управляемы на уровне предприя­
тия, коэффициенты регрессии а^ и aj статистически значимы. Фак­
тор Х( более тесно связан с у, т. е. г^у > г^х,, но при этом Р̂ .. < Рд.. В 
этом случае обычно исключению подлежит фактор Xj. ' ^ 

4. Проверка коэффициентов регрессии на статистическую значи­
мость. 

Проверка может быть произведена двумя способами: 
• проверка статистической значимости а̂ - по критерию Стью-

дента проводится по следующей формуле 

h^-^^ (5.28) 

где Qj^ — коэффициент регрессии при к-м факторе; 
Sa — стандартное отклонение оценки параметра ai^\ 
Число степеней свободы статистики /̂  равно 

/ = « - /W - 1, 
где т - количество факторов, включенных в модель. 

Значение /, вычисляемое по (5.28), сравнивают с критическим 
значением /̂ ,̂ найденным по приложению 1 при заданном уровне 
значимости а и числе степеней свободы/(двухсторонняя критиче­
ская область). 

Если tf^ > /уос, то Of^ существенно больше О, а фактор Xf^ оказыва­
ет существенное влияние на у. При этом фактор Xf^ оставляем в мо­
дели. Если t/^ < tf^^, то фактор исключаем из модели; 

• проверка статистической значимости aj^ по критерию Фишера — 

^к \ 
2 

'аи 
л = t\ (5.29) 

где Р" — многомерный аналог критерия Стьюдента. 
' Ферстер Э., Ренц Б, Методы корреляционного и регрессионного ана­

лиза. — М.: Финансы и статистика, 1983. 
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Число степеней свободы статистики Fj^ следующее:/! "^ Ь 
/2 = « - /W - 1. Значение Fj^, вычисляемое по формуле (5.29), срав­
нивают с критическим значением ^ /а> найденным по приложе­
нию 2, при заданных уровне значимости а и числе степеней свобо­
ды/i, Л-

Если Fj^ > Ffff^, то ai^ - существенно больше О, а фактор х^ ока­
зывает существенное влияние на у. При этом фактор Xj^ оставляем 
в модели. Если Fj^ < Fj-f^, то фактор исключаем из модели. 

5, Анализ факторов на управляемость, 
В ходе логического анализа на основе экономических знаний 

исследователь должен сделать вывод: можно ли разработать орга­
низационно-технические мероприятия, направленные на улучше­
ние (изменение) выбранных факторов на уровне предприятия. Ес­
ли это возможно, то данные факторы управляемы. Неуправляемые 
факторы на уровне предприятия могут быть исключены из модели. 
Например, из двух факторов Xi - средняя техническая скорость ав­
томобилей и ^2 - время погрузки-разгрузки на одну ездку при ра­
венстве или близких по значению таких характеристик, как г^у и 
г^у, Р̂  и Р̂  , исключению подлежит Xj. На уровне АТП практиче­
ски невозможно повлиять на значение технической скорости, ко­
торая зависит в основном от климатических условий и величины 
транспортного потока. 

6, Строится новая регрессионная модель без исключенных факто­
ров. Для этой модели определяется коэффициент множественной 
детерминации Д, 

7, Исследование целесообразности исключения факторов из моде­
ли с помощью коэффициента детерминации. 

Прежде чем вынести решение об исключении переменных из 
анализа в силу их незначимого влияния на зависимую перемен­
ную, производят исследования с помощью коэффициента детер­
минации. 

В первой регрессий содержится т объясняющих переменных, во 
второй - только часть из них, а именно т^ объясняющих перемен­
ных. При этом т = mi -^ mi, т. е. во вторую регрессию мы не вклю­
чили /«2 объясняющих переменных. Теперь следует проверить, вно­
сят ли совместно эти /«2 переменных существенную долю в объясне­
ние вариации переменной у. Для этого используется статистика 

{JX^-JX^^y{n-m-\) 
{т-тМ^-JX^) ' <5.30) 

которая имеет /'-распределение cfi= т - mi= mjnfj- п - т - I 
степенями свободы. Здесь Д„ означает коэффициент детерминации 
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рефессии с т объясняющими переменными, а Д„ — коэффициент 
детерминации регрессии с mi-факторами. 

Разность (Д„ - Д„ ) в числителе формулы является мерой до­
полнительного объяснения вариации переменной у за счет включе­
ния /«2 переменных. 

Критическое значение /у/• находят по таблице /"-распределения 
при заданном уровне значимости а и/i и ^ степенях свободы. Ес­
ли F< /у/а> 'г^ включение дополнительно объясняющих перемен­
ных совместно не оказывает значимого влияния на переменную у. 
Если F > Fff^, то /W2 объясняющих переменных совместно оказы­
вают существенное влияние на вариацию переменной у, и, следо­
вательно, в этом случае все nii переменные нельзя исключать из 
модели. 

При реализации первой ситуации {F < iv/a) факторы оконча­
тельно исключаются из модели. 

Ж, Проверка адекватности модели. 
Данный этап анализа включает следующие процедуры: 
• оценку значимости коэффициента детерминации. Данная оцен­

ка необходима для решения вопроса: оказывают ли выбранные 
факторы влияние на зависимую переменную? Оценку значимости 
Д следует проводить, так как может сложиться такая ситуация, ког­
да величина коэффициента детерминации будет целиком обуслов­
лена случайными колебаниями в выборке, на основе которой он 
вычислен. Это объясняется тем, что величина Д существенно зави­
сит от объема выборки. 

Для оценки значимости коэффициента множественной детер­
минации используется следующая статистика: 

^- тЦ-Д) ' (5.31) 

которая имеет ^-распределение cfi=mHf2 = n — т—I степеня­
ми свободы. Здесь Д = Л ,̂ а /w — количество учитываемых объяс­
няющих переменных (факторов). 

Значение статистики F, вычисленное по эмпирическим дан­
ным, сравнивается с табличным значением /Wa. Критическое зна­
чение определяется по приложению 2 по заданному а и степеням 
свободы/i и/2. Если F > Fj-r^t, то вычисленный коэффициент де­
терминации значимо отличается от О и, следовательно, включен­
ные в регрессию переменные достаточно объясняют зависимую пе­
ременную, что позволяет говорить о значимости самой регрессии 
(модели); 

• проверку качества подбора теоретического уравнения. Она про­
водится с использованием средней ошибки аппроксимации. Сред­
няя ошибка аппроксимации регрессии определяется по формуле: 
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£ = ~ . i U ^ - ^ .100%; (5.32) 
« /=1 I У IT I 

• вычисление специальных показателей, которые применяются 
для характеристики воздействия отдельных факторов на результи­
рующий показатель. Это коэффициент эластичности, который по­
казывает, на сколько процентов в среднем изменяется функция с 
изменением аргумента на 1% при фиксированных значениях дру­
гих аргументов: 

Э л = й л - ^ ; (5.33) 

доля влияния каждого фактора Xj в отдельности на вариацию у': 

gi = ft•^ (5.34) 

где Ру - коэффициент бета фактора Xj, 

Показатель gj является мерой вариации результативного при­
знака за счет изолированного влияния фактора Xj, Следует отме­
тить, что система факторов, входящая в модель регрессии, - это не 
простая их сумма, так как система предполагает внутренние связи, 
взаимодействие составляющих ее элементов. Действие системы не 
равно арифметической сумме воздействий составляющих ее эле­
ментов. Поэтому необходимо определить показатель системного 
эффекта факторов г\у 

На основе анализа специальных показателей и значений пар­
ной корреляции X с у делают вывод, какие из главных факторов 
оказывают наибольшее влияние на у. После этого переходят к раз­
работке организационно-технических мероприятий, направленных 
на улучшение значений этих факторов, с целью повышения (сни­
жения) результативного показателя у. 

3. Экономическая интерпретация. 
Результаты регрессионного анализа сравниваются с гипотеза­

ми, сформулированными на первом этапе исследования, и оцени­
вается их правдоподобие с экономической точки зрения. 

^Елисеева И. И., Юзбашев М, М, Общая теория статистики. - М.: Фи­
нансы и статистика, 1999. 
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и. Прогнозирование неизвестных значений зависимой переменной. 
Полученное уравнение регрессии находит практическое приме­

нение в прогностическом анализе. Прогноз получают путем под­
становки в регрессию с численно оцененными параметрами значе­
ний факторов. Следует подчеркнуть, что прогнозирование резуль­
татов по регрессии лучше поддается содержательной интерпрета­
ции, чем простая экстраполяция тенденций, так как полнее 
учитывается природа исследуемого явления. Более подробно во­
просы прогнозирования рассмотрены в следующей главе. 

Глава 6 
Методы и модели 
прогнозирования 
временных рядов 
экономических показателей 

6.1. Основные положения и понятия 
в прогнозировании временных рядов 

Среди большого разнообразия экономико-математических ме­
тодов, используемых для решения задач управления предприятием, 
особое место занимают методы и модели прогнозирования. 

Следует различать два понятия, связанных с прогнозировани­
ем, - предсказание и собственно прогнозирование. 

Под предсказанием понимают суждение о будущем состоянии 
процесса, основанное на субъективном «взвешивании» большого 
числа факторов качественного и количественного характера. Про­
гнозирование — это исследовательский процесс, в результате кото­
рого получают прогноз о состоянии объекта. Прогноз является ве­
роятностным суждением о возможном состоянии объекта или об 
альтернативных путях его достижения. Известно большое количе­
ство методов, методик и способов прогнозирования. Все они осно­
ваны на двух крайних подходах: эвристическом и математическом. 

Эвристические методы базируются на использовании явлений 
или процессов, не поддающихся формализации. 

Для математических методов прогнозирования характерен под­
бор и обоснование математической модели исследуемого процесса, 
а также способов определения ее неизвестных параметров. Задача 
прогнозирования при этом сводится к решению уравнений, опи­
сывающих данную модель для заданного момента времени. 

158 



Среди математических методов прогнозирования в особую 
группу выделяются методы экстраполяции, которые отличаются 
простотой, наглядностью и легко реализуются на ЭВМ. Методоло­
гическая предпосылка экстраполяции состоит в признании пре­
имущественной связи между прошлым, настоящим и будущим. 
При этом развитие экономических явлений наиболее полно нахо­
дит свое отражение во временных рядах, которые представляют со­
бой упорядоченные во времени наборы измерений каких-либо ха­
рактеристик исследуемого объекта, процесса. Поэтому независи­
мая переменная для временного ряда, это, как правило, календар­
ные равные отрезки времени (год, квартал, месяц и т. д.). Основной 
чертой, выделяющей временные ряды среди других видов статисти­
ческих данных, является существенность порядка, в котором про­
изводятся наблюдения. 

В ходе решения задачи прогнозирования пользуются ограни­
ченным количеством информации об одномерном временном ряде 
конечной длины. При этом в экономике исследуются дискретные 
временные ряды, наблюдаемые в дискретные моменты времени. 

Дискретный временной ряд можно рассматривать как последо­
вательность значений Ух, У2, ..., Уп в моменты времени t, или сокра­
щенно >'ХГ= 1, 2, ..., п). 

Временной ряд может быть представлен в следующем виде: 

У/ = ^/ + ег, (6.1) 
где Xf - детерминированная неслучайная компонента процесса; 

е̂  — стохастическая случайная компонента процесса. 

Детерминированная компонента (тренд) х^ характеризует суще­
ствующую динамику процесса в целом, основную, длительную тен­
денцию изменения изучаемого показателя. Стохастическая компо­
нента tf отражает случайные колебания или шумы процесса. Зада­
ча прогнозирования, в частности, состоит в определении вида экс­
траполирующих функций Xf и е̂  на основе исходных эмпирических 
данных. 

Отрезок времени i от момента времени Г, для которого имеют­
ся последние статистические данные об изучаемом процессе, до 
момента, к которому относится прогноз, называется периодом уп­
реждения (периодом прогноза). В зависимости от длительности пе­
риода упреждения применительно к экономике различают три ви­
да прогноза: 
• краткосрочные - с периодом упреждения от нескольких дней до 

трех лет; 
• среднесрочные — от трех до 5 лет; 
• долгосрочные — от 5 лет и выше. 
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При прогнозировании, как правило, в точке прогноза оценива­
ют математическое ожидание процесса (точечный прогноз) и вели­
чину интервала, в который с заданной вероятностью попадет про­
гнозируемое значение процесса (интервальный прогноз). Результа­
ты экстраполяции наиболее надежны при кратко- и среднесрочном 
прогнозировании. При этом предполагается, что совокупность фак­
торов, определявших тенденцию временного ряда в прошлом, в 
среднем сохранит свою силу и направление действия в течение 
прогнозируемого периода. 

В экономической литературе предлагается широкий спектр ме­
тодов экстраполяции. Остановимся на краткой характеристике ос­
новных методов данной группы. 

6.2. Характеристика методов 
и моделей прогнозирования 
показателей работы предприятий 

в настоящее время разработана большая группа экстраполя-
ционных методов прогнозирования отдельных экономических по­
казателей. В данной группе методов можно выделить следующие: 

1) основанные на построении многофакторных корреляцион­
но-регрессионных моделей; 

2) авторегрессии, учитывающие взаимосвязь членов временно­
го ряда; 

3) основанные на разложении временного ряда на компоненты: 
главная тенденция (тренд), сезонные колебания и случайная со­
ставляющая; 

4) позволяющие учесть неравнозначность исходных данных; 
5) прямой экстраполяции, при этом используются разные трен-

довые модели. 
Коротко охарактеризуем эти методы. При прогнозировании ме­

тодом корреляционно-регрессионного анализа строится модель, 
включающая набор переменных, от которых зависит поведение 
функции. Основным недостатком этого подхода является то, что 
необходимы сбор и обработка больших массивов информации по 
группе однородных предприятий и прогнозирование самих объяс­
няющих переменных. При этом остается открытым вопрос о про­
гнозировании показателей работы предприятий, не вошедших в 
группу однородных. 

Для данных методов характерна невысокая точность прогноза 
для конкретного, отдельного предприятия. 

Авторегрессионные модели чаще всего используются для про­
гнозирования тех экономических процессов, для которых внешний 
механизм их формирования четко не определен, и практически не-
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возможно выделить стабильные во времени причинно-следствен­
ные связи. Применение этих моделей целесообразно и для сильно 
автокоррелированных динамических рядов. 

Главная идея методов авторегрессии состоит в том, что будущие 
значения временного ряда не могут произвольно отклоняться в 
большую или меньшую сторону от предшествующих значений вре­
менного ряда, какими бы причинами ни были вызваны эти откло­
нения. Во временных рядах экономических показателей существу­
ет связь между недавно реализованными значениями и значением, 
реализующимся в близком будущем. Смысл этой связи таков, что 
если между близкими значениями временного ряда существует кор­
реляция, то можно построить прогноз показателя. Модель авторе­
грессии имеет вид: 

У/ = ^0 + 1̂У/-1 + ^2yt-2 + - + ^myt-m^ (6-2) 
где До, Oi, 2̂» —> ^т "̂  параметры уравнения авторегрессии; 

у^ — значение динамического ряда показателя. 

Считают, что при расчете необходимо проводить элиминирова­
ние мультиколлинеарности в матрице входных параметров 0 /̂_i, 
yt-2^..., yt-m)- Для улучшения прогнозирующих свойств модели (6.2) 
в нее можно ввести фактор времени в виде самостоятельной пере­
менной. Подобный подход в ряде случаев существенно увеличива­
ет точность прогноза, что объясняется учетом линейного тренда. 

Методы, основанные на разложении временного ряда на ком­
поненты — главная тенденция, сезонные колебания и случайная 
составляющая, — позволяют описать почти любой экономический 
процесс, независимо от его характера. 

При аддитивной связи между компонентами модель имеет вид: 

yt = y/^yr^ (6.3) 
где у/ - составляющая, описывающая тренд. 

Составляющая у/' определяется по формуле 

УГ ^yt- У! (6.4) 
и может быть разложена в ряд Фурье: 

т 
у'/=% + Е(«/ •cositf.+bismitf.) + t,f. (6.5) 

/=1 

Формулы для определения параметров уравнения (6.5) приве­
дены в работах Л. Г. Лабскера, Л. О. Бабешко «Теория массового 
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обслуживания в экономической сфере» и А. А. Френкеля «Матема­
тические методы анализа динамики и прогнозирования производи­
тельности труда». 

Модель «гармонический фильтр» с учетом статистически зна­
чимых гармоник аналогична выше описанной модели. Оценка зна­
чимости /-Й гармоники рассчитывается по следующей формуле: 

р ^ "-^1 (6.6) 
'' n-(aj+bf) 

где S^^t — дисперсия остатков. 
Несмещенная оценка iŜ ^̂  рассчитывается так: 

Sl = ̂  -^-^ (6.7) 
ь̂  п-2т-\ 

и подчиняется примерно ^-распределению Фишера с Vj = 2 и 
V2 = п — 5 степенями свободы. 

Проведенные расчеты показали, что при использовании моде­
лей гармонического фильтра необходимо с осторожностью подхо­
дить к выбору величины предпрогнозного периода, так как величи­
на предпрогнозного периода в значительной степени определяет 
точность прогноза. 

Рассмотренные выше методы не позволяют в достаточной сте­
пени учесть неравнозначность исходных данных. К числу методов, 
учитывающих неравнозначность данных, можно отнести: 
• метод авторегрессии с последующей адаптацией коэффициентов 

уравнения; 
• метод взвешенных отклонений. 

Для адаптации коэффициентов модели авторегрессии может 
быть использован метод наискорейшего спуска'. Согласно данному 
методу процедура пересчета коэффициентов уравнения авторегрес­
сии осуществляется следующим образом: 

Л = Л ~ * ~ gracK^Vx), (6.8) 
где Л — вектор новых коэффициентов; 

Л^ — вектор старых коэффициентов; 
к — коэффициент, /: > 0; 
л̂-т- - ошибка прогноза в точке (/ + т). 

' Лукинский В. С, Зайцев Е. И., Бережной В. И. Модели и алгоритмы 
управления обслуживанием и ремонтом автотранспортных средств. — Спб.: 
СпГИЭА, 1997. 
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После дифференцирования (формула 6.8) по коэффициентам о,-
и соответствующих преобразований получим 

grad(^ ,+т) = -li^^. х„ т) = - \ 
где Xf - вектор значений входных переменных в точке /. 

(6.9) 

Таким образом, откорректированные оценки коэффициентов 
определяются по формуле 

V , . x , . (6.10) У1« = ^^ + 2к 

В уравнении (6.10) неизвестным является коэффициент к, ко­
торый может быть идентифицирован как коэффициент, определя­
ющий скорость движения в направлении, обратном градиенту Для 
определения значения коэффициента к используется итеративная 
процедура, описанная в работе В. С. Лукинского, Е. И. Зайцева, 
В, И. Бережного «Модели и алгоритмы управления обслуживанием 
и ремонтом автотранспортных средств». Заметим, что адаптация 
производится либо по последнему эмпирическому значению, либо 
по предыдущему производному значению. 

Метод взвешенных отклонений достаточно подробно изложен 
в работе Л. Г. Лабскера, Л. О. Бабешко «Теория массового обслужи­
вания в экономической сфере». Для сравнения точности прогноз­
ных оценок, получаемых с использованием рассмотренных выше 
методов, был произведен ретроспективный прогноз показателей 
работы подвижного состава десяти транспортных предприятий. 
Объем выборки составил более 857 вариантов расчетов. Средние 
ошибки приведены в табл. 6.1. 

Таблица 6.1 
Модели прогнозирования показателей работы автомобилей 

1 № 
п/п 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

' 7 

Наименование модели прогнозирования 

Авторегрессия без учета времени 
Авторегрессия с учетом времени 
«Гармонический фильтр» без учета значимости 
«Гармонический фильтр» с учетом значимости 
Метод взвешенных отклонений 
Авторегрессия без учета времени и с последу­
ющей адаптацией параметров модели 
Авторегрессия с учетом времени и последую­
щей адаптацией параметров модели 

Средняя ошибка 
прогноза, % 

1,89 
2,94 
1,9 

2,34 
2,24 
1,82 

1,94 
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Анализ ошибок (табл. 6.1) позволяет сделать следующие выводы. 
Все модели прогнозирования обладают достаточно высокой 

точностью. Наиболее точным методом прогнозирования показате­
лей работы транспортных предприятий является авторегрессия без 
учета фактора времени и с последующей адаптацией коэффициен­
тов данной модели (£=1,82%). 

Модель авторегрессии без учета фактора времени и с последу­
ющей адаптацией коэффициентов данной модели в отдельных слу­
чаях может значительно уступать по точности другим моделям про­
гнозирования. Например, при прогнозировании показателя балан­
совой прибыли ошибка прогноза оказалась в 2,61 раза больше, чем 
ошибка прогноза, полученного с использованием метода взвешен­
ных отклонений. Общее число случаев, когда модель авторегрессии 
без учета времени и с последующей адаптацией коэффициентов 
данной модели оказалась лучшей по точности, составило 67%. По­
этому для прогнозирования экономических показателей работы 
предприятий необходимо использовать комплекс моделей прогно­
зирования, приведенных в табл. 6.1. 

Сложность математического аппарата моделей прогнозирова­
ния, представленных в табл. 6.1, не оправдывает себя. Для получе­
ния точных оценок прогнозирования в каждом случае необходимо 
использовать эти модели прогнозирования в комплексе, что значи­
тельно увеличивает время на получение прогноза. 

Проведенные исследования показали, что при краткосрочном 
прогнозировании (на один год) показателей работы предприятий 
целесообразно использовать комплекс трендовых моделей табл. 6.2, 
который позволяет с достаточной точностью описать динамику по­
казателей. 

Таблица 6.2 
Ткблица кодов и моделей прогноза 

№ 
п/п 

1 
2 
3 
4 • 
5 
6 
7 
8 

Модель прогнозирования 

у=А+Вх 
у==1/{А-^Вх) 

у = А + В/х 
у = х/(А-\-Вх) 

у = АВ' 
у = А ехр(В х) 

у = 10̂ ^̂ ^ 
у = 1/{А + В ехр (-Х)) 

№ 
п/п 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

Модель прогнозирования 

У = -Ах^ 
у = А + В \п{х) 
у = А'\- В log(x) 

у = А/{В-^х) 
у^А х/(В + х) 
у = Аехр (В/х) 

у==А10^^^'^ 
у=^А + В{х^) 
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в связи с вышеизложенным остановимся более детально на 
процедуре прогнозирования с помощью прямой экстраполяции. 

6.3. Прогнозирование 
с помощью методов экстраполяции 

Прогнозирование с помощью методов экстраполяции должно 
включать следующие этапы работ. 

A. Установление цели и задачи исследования, анализ объекта про­
гнозирования. 

Прогнозирование развития любой системы (предприятия, фир­
мы и т. д.) предъявляет специфические требования к параметрам 
(объектам), характеризующим и определяющим ее развитие. По­
этому необходимо на первом этапе работ провести детальное логи­
ческое изучение системы: зависимость рассматриваемого объекта 
(параметра, показателя) от других систем одного уровня и субсис­
темы (системы более высокого уровня); взаимосвязь между данным 
объектом и другими объектами системы; установление характера 
предоставления статистических данных об объекте. 

Б. Подготовка исходных данных. 
Работы по этому этапу начинаются с проверки временного ря­

да, в результате которой устанавливаются полнота ряда (наличие 
данных за каждый год (месяц, квартал) ретроспективного периода), 
сопоставимость данных и, в случае необходимости, проверка мето­
дики приведения данных к сопоставимому виду. Если временной 
ряд представлен не полностью, то необходимо недостающие дан­
ные определить с помощью тех или иных методов интерполяции в 
зависимости от характера протекания процесса. 

Наряду с этим осуществляется также формирование массива 
функций, который в последующем будет использован для выбора 
вида математической модели. 

B. Фильтрация исходного временного ряда. 
В результате этой процедуры устраняются случайные возмуще­

ния (флуктуации), возникающие под воздействием неучтенных 
факторов или ошибок измерения относительно наиболее вероятно­
го протекания процесса, и тем самым исключается искажающее 
влияние случайных колебаний на выбор вида регрессии. Фильтра­
ция исходного динамического ряда включает его сглаживание и 
выравнивание. 

Сглаживание применяется для устранения случайных отклоне­
ний (шума) из экспериментальных значений исходного ряда. Сгла­
живание производится с помощью многочленов, приближающих 
(обычно по методу наименьших квадратов) группы опытных точек. 
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Наилучшее сглаживание получается для средних точек группы, по­
этому желательно выбирать нечетное количество точек в сглажива­
емой группе. Обычно их выбирают три или пять. Например, по 
первым трем точкам Oi, у2, ;̂ з) сглаживают среднюю у2, затем по 
следующей тройке О2, Уъ^ У^ сглаживают у^ и т. д. Крайние точки 
сглаживают по специальным формулам. 

Чаще всего для сглаживания применяют линейную зависимость. 
Тогда формулы сглаживания для групп из трех точек имеют вид: 

i)_l = ^(ЗД'ч +2д;о +3^+i); (6.12) 

п\ ^'(УУ-\ +2:̂ 0 +3^+i); (6.13) 

где 3̂0» 3̂ 0 "" значения исходной и сглаженной функций в средней точке 
фуппы; 

У-\, У-\ — значения исходной и сглаженной функций в левой точке 
Фуппы; 

3̂ +1, у+1 — значения исходной и сглаженной функций в правой точке 
группы. 

Формулы (6.12), (6.13) применяются для сглаживания крайних 
точек ряда. Для сглаживания по пяти точкам формулы имеют вид: 

Уо = 5^^-2 -^У-х +Уо -^У-^х +:^+2); (6-14) 

p4=J^(4y-2+3y^i+2>;o+y+i); (6.15) 

У+1 = J^(^-i -^^Уо +Зз̂ +1 +4у+2)1 (6-16) 

У-2 = j(3y-2 +2)^0+^+1 -3'+2); (6.17) 

У+2 = j(->'-2 +3̂ 0 +2з;+1 +3>;+2)- (6.18) 

Сглаживание (даже в простом линейном варианте) является во 
многих случаях эффективным средством выявления тренда при на-
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личии в экспериментальных точках случайных помех и ошибок из­
мерения. 

Выравнивание применяется для более удобного представления 
исходного ряда без изменения его числовых значений. Выравнива­
нием называется приведение исходной эмпирической формулы 

где / — время, 
а, b — параметры, 

к виду 

y-AUa.b), (6.19) 

y-^a^T+b^. (6.20) 

Использование двухпараметрической зависимости (6.19) объяс­
няется ее наибольшим распространением в практике прогнозиро­
вания и сравнительно простыми способами получения выравнива­
емых формул. Функции с большим (чем 2) числом параметров вы­
равниваются не всегда, и формулы имеют громоздкий вид. 

Наиболее распространенными способами выравнивания явля­
ются логарифмирование и замена переменных. 

Пример 6.1. Дана исходная функция у = at^. 
Логарифмируя, получим Igy = Igfl + 6 . Ig/. 
Вводя замену переменных, имеем: Т— Ig/; У= Igy; Y= а^Т + hi, 

где а^ = Ь; bi = Iga. 
Перестроив исходные данные (точки) на логарифмической бу­

маге, получим линейную зависимость, с которой легче работать и 
определять коэффициенты. Затем нужно пересчитать результаты 
по формулам, обратным исходному преобразованию. 

Пример 6.2. Дана исходная формула у = а - е^К 
Выравнивание Igy = Iga + 6 • / • Ige; а̂  = 6 • Ige; b^ = Iga, 

тогда 
r = l g y = 6i + «1 • L 

Пример 6.3. Дана исходная формула у^ -. 
at-^b 

Выравнивание У = — = л̂  + й. 
У 

Пример 6.4. Дана исходная формула у = —. 
а + Ье ̂  

Выравнивание У=—; Т = е~^\ ^1=6; Z^=a; Y = bi-^ai'T. 

Можно рассматривать выравнивание не как метод представле­
ния исходного динамического ряда, а как метод непосредственно-
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го приближенного определения параметров аппроксимирующей 
функции, что часто и делается на практике. 

Г, Логический отбор видов аппроксимирующей функции. 
На основе изучения статистических данных и логического ана­

лиза протекания изучаемого процесса из заданного массива функ­
ций отбираются наиболее приемлемые виды уравнений связи. Этот 
этап необходим, так как позволяет при отборе функций учесть ос­
новные условия протекания рассматриваемого процесса и требова­
ния, предъявляемые к математической модели. На этом этапе долж­
ны быть решены следующие вопросы: 
• является ли исследуемый показатель величиной, монотонно воз­

растающей (убывающей), стабильной, периодической, имеющей 
один или несколько экстремумов; 

• ограничен ли показатель сверху или снизу каким-либо преде­
лом; 

• имеет ли функция, определяющая процесс, точку перегиба; 
• обладает ли анализируемая функция свойством симметричности; 
• имеет ли процесс четкое ограничение развития во времени. 

Рассмотрим те функции, которые предпочтительно использо­
вать в прогнозной экстраполяции. 

В качестве аппроксимирующих функций чаще всего использу­
ются различные полиномы с ограничением числа членов (степени 
полинома). Это 

степенной полином 

y(O = ̂ 0 + i ^ / ; (6.21) 
/=1 

экспоненциальный полином 
п 3;(0 = ехр| 

гиперболический полином 

/=1 
(6.22) 

ЯО = «о + 1—у, (6.23) 

где у — прогнозируемый показатель; 
/ — время; 
QQ, OJ, ..., а„ — параметры (коэффициенты), подлежащие определению. 

Опыт применения аппроксимирующих функций для целей про­
гнозирования показывает, что наиболее простыми (математически) 
и чаще всего используемыми являются следующие функции: 
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• линейная y(t) = а -^ bt; (6.24) 
• квадратичная y(t) = а -^ bt -^ сР", (6.25) 
• степенная y(t) = at^; (6.26) 
• экспоненциальная y(t) = лехр(йО; (6.27) 
• модифицированная экспонента y{t) = к — ае~^^\ (6.28) 

• гиперболическая y{t) = а + — - ; (6.29) 

, , к 
• логистическая кривая Л О - ~^ (6.30) 
где а, Ь, с, к — параметры. 

Когда это возможно, при выборе вида аппроксимирующей 
функции прибегают к графическому способу подбора по виду то­
чек временного ряда, расположенных на плоскости yQt. Если по 
фафику подобрать функцию трудно, иногда прибегают к анализу 
производных от соответствующих видов функций аппроксимации 
(или разностей Aj, А2, A3, ...) соответствующего порядка. 

Выбирают ту функцию для прогноза, арифметическая средняя 
для разностного ряда которого будет равна нулю или близка к ну­
лю по абсолютной величине. 

Окончательное решение о виде аппроксимирующей функции 
может быть принято после определения ее параметров и верифика­
ции прогноза по ретроспективному ряду Поэтому для прогнозиро­
вания используют несколько подходящих аппроксимирующих 
функций, с тем чтобы после оценки точности выбрать наиболее 
подходящую. 

Д. Оценка математической модели прогнозирования. 
На этом этапе исследования определяются параметры различ­

ных видов аппроксимирующих функций. Наиболее распространен­
ными методами оценки параметров аппроксимирующих зависимо­
стей являются метод наименьших квадратов (МНК) и его модифи­
кации, метод экспоненциального сглаживания, метод вероятност­
ного моделирования, метод адаптивного сглаживания. 

Рассмотрим для примера МНК и метод экспоненциального 
сглаживания. 

Метод наименьших квадратов состоит в определении парамет­
ров модели тренда, минимизирующих ее отклонение от точек ис­
ходного временного ряда: 
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S=i{yi-yif-^mm, (6.31) 
/=i 

где Pi — расчетные (теоретические) значения исходного ряда; 
У1 - фактические значения исходного ряда; 
п — число наблюдений. 

Классический метод наименьших квадратов предполагает рав­
ноценность исходной информации в модели. В реальной же прак­
тике будущее поведение процесса в большей степени определяется 
поздними наблюдениями, чем ранними. Речь идет о дисконтирова­
нии, т. е. уменьшении ценности более ранней информации. 

Дисконтирование учитывают путем введения в модель (6.31) 
некоторых весов Р/ < 1. Тогда 

^=EP/(J^/->'/) ->niin. 
/=i 

Коэффициенты Р/ могут быть заданы в числовой форме или в 
виде функциональной зависимости таким образом, чтобы по мере 
продвижения в прошлое веса убывали. 

Метод наименьших квадратов широко применяется при про­
гнозировании, что объясняется его простотой и легкостью реализа­
ции на ЭВМ. К недостаткам МНК можно отнести следующее. 

Во-первых, модель тренда жестко фиксируется, и с помощью 
МНК можно получить прогноз на небольшой период упреждения. 
Поэтому МНК относят к методам краткосрочного прогнозирова­
ния. 

Во-вторых, значительную трудность представляет правильный 
выбор вида модели, а также обоснование и выбор весов во взве­
шенном методе наименьших квадратов. 

Наконец, МНК очень просто реализуется только для линейных 
и линеаризуемых зависимостей, когда для получения оценок коэф­
фициентов моделей решается система линейных уравнений. Задача 
значительно усложняется, если для прогноза используется функци­
ональная зависимость, не сводимая к линейной. 

Метод экспоненциального сглаживания является эффективным и 
надежным методом среднесрочного прогнозирования. 

Здесь следует остановиться более подробно на учете важности 
ретроспективной информации. 

Практически большее значение для построения прогноза име­
ет информация, описывающая процесс в моменты времени, стоя­
щие ближе к настоящему (нулевому) моменту времени. Чем даль­
ше мы углубляемся в ретроспекцию, тем менее ценной для прогно-
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за становится информация. Это можно учесть, придавая членам 
исходного динамического ряда некоторые веса, тем большие, чем 
ближе находится точка к началу периода прогноза. 

Это положение лежит в основе метода экспоненциального сгла­
живания. Сущность метода заключается в сглаживании исходного 
динамического ряда взвешенной скользящей средней, веса которой 
(со,) подчиняются экспоненциальному закону (рис. 6.1). 

W 

—,— 

1.0 

0,5 

Т 1—: 1— 
fo-2 ^0-1 0̂ tn 

Рис. 6.1. Коэффициент экспоненциального сглаживания 

Пусть исходный динамический ряд описывается полиномом 
следующего вида: 

yt=b,^t^t4...^^t''^t,= i^tUe„ (6.32) 

где 0̂» ̂ ь h* —> ^р "" коэффициенты; 
р — порядок полинома; 
е, ~ случайная ошибка. 

Метод экспоненциального сглаживания позволяет построить 
такое описание процесса (6.32), при котором более поздним на­
блюдениям придаются большие веса по сравнению с ранними на­
блюдениями, причем веса наблюдений убывают по экспоненте. 
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Выражение 

sl'\y)-aY^(l'-aysl'_:['\y) (6.33) 

называется экспоненциальной средней к-го порядка для ряда у^, где а 
- параметр сглаживания. 

В расчетах экспоненциальную среднюю определяют, пользуясь 
рекуррентной формулой, полученной Брауном: 

S}%) = а5/^-^^ (у) + (1 - a)5,JfJ(y). (6.34) 

Использование соотношения (6.34) предполагает задание на­
чальных условий SQ^^\ SQ^'^\ SQ^^K которые могут быть определены 
по формуле Брауна—Мейера: 

sP(y)= i (-1)^ A . ^ i z ^ . £ y . ( i_a)v(£z i± i ) l , (6.35) 
p=Q P^' {k-iy. y=o y' 

где /7 = 1,2, ..., n + 1; 
b — оценки коэффициентов. 

Оценки коэффициентов прогнозирующего полинома определя­
ют через экспоненциальные средние по фундаментальной теореме 
Брауна-Мейера. В этом случае коэффициенты bj находят решени­
ем системы (р — 1) уравнений с (р + 1) неизвестными, связываю­
щей параметры полинома с исходной информацией. 

Рассмотрим применение метода экспоненциального сглажива­
ния для двух наиболее употребительных случаев, когда тренд опи­
сывается линейной функцией и параболой. 

Линейная модель Брауна 

у̂  = 6о + *1^ + Ч (6.36) 

Начальные приближения для случая линейного тренда равны 
(по формуле (6.35)): 

экспоненциальная средняя 1-го порядка: 

S^\y) = b,-'-^b,- (6.37) 

экспоненциальная средняя 2-го порядка: 

S^M = b,-^b,. (6.38) 
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Зная начальные условия S(}^^ и 5о'^' и значение параметра а, 
вычисляют экспоненциальные средние 1-го и 2-го порядка: 

Syb) = ay, + (1 - a)S,jP(y); (6.39) 

S}^^(y) = ai'/ 'l + (1 - a)5,jf'(у). (6.40) 

Оценки коэффициентов линейного тренда: 

bo = 25/"(у) - i-Z^V); (6.41) 

й,=у^[5'1Ч(>')-^Р(>')]. (6.42) 
л А 

Прогноз на / шагов (на время /j) равен: У( = bQ -^ bi - t. 
Ошибка прогноза 

G = c^^ 1—^^[1+4(1-а) + 5(1-а)^+2а(4~ЗаУ^+2а^/Я- (6.43) 

Параболический тренд 

yr = bo+b,t+^b2t^+E,. (6.44) 

Начальные приближения 
[1] 1-а^ . (1~а)(2-а)^ ^ 

У̂й (>') = *0—Г~*1"^ 2 *2; (6.45) 

еИлл А 2(1~а) (1-а)(3-2а) 
« 2а^ 

е[31/,л А 3(1-а) (1-а)(4-За) 
^ 2а^ 

Экспоненциальные средние 

/̂̂ (̂У) = ау, + (1 - a)5,J/^(y); (6.48) 
S.^^b) = а5/^^ (у) + (1 ~ a)5,j?^(;;); (6.49) 
sP^iy) = а5/2^ (у) + (1 ~ a)S,^p(y), (6.50) 

Оценки коэффициентов параболической зависимости для 
тренда 
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Z»o = 3[^/"0') - SPm + SP(yy, (6.51) 

61 =—^Ц-Г(6-5a)5^Ч(y)-2(5-4a)^P(y)+(4-Зa)5•P(y)l; (6.52) 
(1-a) •- -• 

^ = ^ ^ [ ' ^ " ' ( > ' ) - 2 ' 5 Р ' ( > ' ) + ' У Р ' Ц (6.53) 

Прогноз на момент /j 

Ошибка прогноза 

G*y = Qĝ  д/2а + 3a^ +3a^/i. (6-55) 

Для метода экспоненциального сглаживания основным и наи­
более трудным моментом является выбор параметра сглаживания 
а, начальных условий и степени прогнозирующего полинома. 

Параметр сглаживания а определяет оценки коэффициентов 
модели, а следовательно, результаты прогноза. 

В зависимости от величины параметра прогнозные оценки по-
разному учитывают влияние исходного рада наблюдений: чем боль­
ше а, тем больше вклад последних наблюдений в формирование 
тренда, а влияние начальных условий убывает быстро. При малом 
а прогнозные оценки учитывают все наблюдения, при этом умень­
шение влияния более ранней информации происходит медленно. 

Для приближенной оценки а известны два основных соотно­
шения: 
• соотношение Брауна, выведенное из условия равенства скользя­

щей и экспоненциальной средней 

а = - ^ , (6.56) 
Л̂  + 1' 

где N — число точек ряда, для которых динамика рада считается однород­
ной и устойчивой (число точек в интервале сглаживания). 

Иногда а = —-> где п - число наблюдений (точек) в ретро-л + 1 

спективном динамическом раду; 
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соотношение Мейера 

а^^, (6.57) 

где а̂  — средняя квадратическая ошибка модели; 
Gg — средняя квадратическая ошибка исходного ряда. 

Однако достоверно определить а,, и а̂  из исходной информа­
ции очень сложно, поэтому использование соотношения (6.57) за­
труднено. 

Очевидно, что выбор параметра а нужно связывать с точностью 
прогноза, поэтому для более обоснованного выбора а можно ис­
пользовать процедуру обобщенного сглаживания. 

В этом случае получаются следующие соотношения, связываю­
щие дисперсию прогноза о^^ и параметр сглаживания а: 

для линейной модели 

о? = а 
XT ,^ ^^2 1 

(1 + РГ 

для квадратичной модели 

l + 4P + 5p42a( l + 3|3)T + 2 a V с̂ е, (6.58) 

â ĵ ^ = [2а + За^ + За^т]а£^ (6.59) 
где Р = 1 - а; 

т — период прогноза; 
Gg — средняя квадратическая ошибка аппроксимации исходного дина­

мического ряда. 
При а = О выражения, стоящие в правых частях формул (6.58), 

(6.59), обращаются в нуль, следовательно, для уменьшения ошибки 
прогноза необходимо выбирать минимальное а. 

В то же время, чем меньше а, тем ниже точность определения 
начальных условий, а следовательно, ухудшается и качество про­
гноза. 

Таким образом, использование формул (6.58), (6.59) приводит к 
противоречию при определении параметра сглаживания. В ряде 
случаев параметр а выбирают так, чтобы минимизировать ошибку 
прогноза, рассчитанного по ретроспективной информации. 

Качество прогноза во многом зависит от выбора порядка про­
гнозирующего полинома. Известно, что превышение второго по­
рядка модели не приводит к существенному увеличению точности 
прогноза, но значительно усложняет расчет. 

Отметим в заключение, что метод экспоненциального сглажи­
вания является одним из наиболее эффективных, надежных и ши-

175 



роко применяемых методов прогнозирования. Он позволяет полу­
чить оценку параметров тренда, характеризующих не средний уро­
вень процесса, а тенденцию, сложившуюся к моменту последнего 
наблюдения, и при этом отличается простотой вычислительных 
операций. 

Пример 6.5. Пусть задан временной ряду{. 

Год 

У/ 

1997 
1 
40 

1998 
2 
43 

1999 
3 
46 

2000 
4 
48 1 

Можно считать, что аппроксимирующая функция (тренд) опи­
сывается линейной функцией (рис. 6.2). 

Yt 
55 

50 

45 

40 

35 
-н -ь н- -н -+-

t 0 1 2 3 4 5 

Рис. 6.2. Динамика изменения показателя yj 

Таблица 6.3 
Расчетная таблица 

Год 

1997 
1998 
1999 
2000 

Итого 

Период, / 

1 
2 
3 
4 

10 

Факти­
ческое 

значение 
У, 

40 
43 
46 
48 

177 

Расчетные значения 

/2 

1 
4 
9 
16 

30 

^У, 

40 
86 
138 
192 

456 

У = 37,5 + 
+ 2,7 • / 

40,2 
42,9 
45,6. 
48,3 

~ 

^У=У-У1 

0,2 
-0,1 
-0,4 
.0,3 

-
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1. Определим коэффициенты прямой у = ао + а̂ ^ по методу на­
именьших квадратов. Для этого вычислим ряд промежуточных зна­
чений и их суммы. Результаты занесем в табл. 6.3. 

Далее найдем 

/)о = 
4 10 
10 30 

= 120-100 = 20; 

А = 

А 

= 

= 

177 10, 
456 30 

4 177 1 
10 4561 

= 750; 

= 54; 

оо . A = Z^ = 37,5; 
^0 20 

Di 54 ^ ̂  
^ ^ = ^ = 20 = 2''-

Окончательно уравнение прямой имеет вид 

у = 37,5 + 2,7/. 

Подставив в него значения / = 1, 2, 3, 4, получим расчетные 
значения тренда (табл. 6.3). 

Основная ошибка 

0 , 2 4 (-0,1)4 (-0,4)2+0,3^ = 0,3. 

2. Параметр сглаживания 

а = N + \ 4 + 1 
= 0,4. 

3. Начальные условия 

^т^ 37,5- 1-0,4 
0,4 2,7 = 33,45; 
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^ И . 3 7 . 5 - 2 < Ь М . 2 , 7 = 29,4. 

4. Для / = 2 вычислим экспоненциальные средние: 

-̂з̂ ] = 0,4 • 40 + 0,6 • 33,45 = 36; 

^•j'^' = 0,4 • 36 + 0,6 • 29,4 = 32; 

значения коэффициентов: 

До = 2 • 36 - 32 = 40, 

0.4 
ai=: (36-32) = 2,6; 

1-0,4 

прогнозируемые значения: 

j'j = 40 + 2,6 • 1 = 42,6; 

отклонения от фактического значения: 

АУ2 = 42,6 - 43 = -0,4. 

Аналогичные вычисления выполним для / = 3, 

/ = 4, / = 5. 

Результаты представим в табл. 6.4. 

Ъшовая таблица для построения прогаоза 
по методу экспоненциального сглаживания 

Таблица 6.4 

Год 

1997 
1998 
1999 
2000 
2001 

Период, t 

1 
2 
3 
4 

£= 1 

Факти­
ческое 

значение 
У1 

40 
43 
46 
48 
-

Расчетные значения 1 

S}'^ 

36 
38,6 
41,6 
44,2 

5/21 

32 
34,6 
37,4 
40,1 

йо 

40 
42,6 
45,8 
48,3 

л 
Й1 

2,6 
2,7 
2,8 
2,7 

* 
Уг 

42,6 
45,3 
48,6 
51 

А / ==у* -У(\ 

-0,4 
-0,7 
0,6 
- 1 
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Для t = 3: 

53I4 = 0,4 • 43 + 0,6 • 33 = 38,6; 
5з'̂ ' = 0,4 • 38,6 + 0,6 • 32 = 34,6; 
flo = 42,6; а, = 2,7; 
У2 = 42,6 + 2,7 • 1 = 45,3; 
Д / = - 0,7. 

Для / = 4: 

5'/'' = 0,4 • 46 + 0,6 • 38,6 = 41,6; 
5'4'̂ 1 = 0,4 • 41,6 + 0,6 • 34,6 = 37,4; 
ао = 45,8; а, = 2,8; 
4̂ = 45,8 + 2,8 • 1 = 48,6; 

Ау; = 0,6. 

Для построения модели прогноза (̂  = 1) определим 

5̂''̂  = 0,4 • 48 + 0,6 • 41,6 = 44,2; 
55'21 = 0,4 • 44,2 + 0,6 • 37,4 = 40,1; 
flo = 48,3; а, = 2,7. 

Окончательная модель прогноза имеет вид 

y,+f = 48,3 + 2,7 • е, 
где ̂ =1,2, ... (что соответствует Г = 5, / = 6 и т. д.). 

Ошибка прогноза 

а . =0,3 к 4 [ 1 + 40,6+500,бЧ0,8-2,81+0,3212]=0,30,87 = 0,46. 

Е. Выбор математической модели прогнозирования. 
Выбор моделей прогнозирования базируется на оценке их каче­

ства. Независимо от метода оценки параметров моделей экстрапо­
ляции (прогнозирования) их качество определяется на основе ис­
следования свойств остаточной компоненты: (у,- — j',.,), / = 1,л, т. е. 
величины расхождений на участке аппроксимации (построения мо­
дели) между фактическими уровнями и их расчетными значениями. 
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Качество модели определяется ее адекватностью исследуемому 
процессу и точностью. Адекватность характеризуется наличием и 
учетом определенных статистических свойств, а точность — степе­
нью близости к фактическим данным. Модель прогнозирования 
будет считаться лучшей со статистической точки зрения, если она 
является адекватной и более точно описывает исходный динамиче­
ский ряд. 

Модель прогнозирования считается адекватной, если она учи­
тывает существенную закономерность исследуемого процесса. В 
ином случае ее нельзя применять для анализа и прогнозирования. 

Закономерность исследуемого процесса находит отражение в 
наличии определенных статистических свойств остаточной компо­
ненты, а именно: независимости уровней, их случайности, соответ­
ствия нормальному закону распределения и равенства нулю сред­
ней ошибки. 

Независимость остаточной компоненты означает отсутствие ав­
токорреляции между остатками (у^ — у^^). 

Перечислим последствия, вызываемые автокорреляцией ос­
татков^: 

1) недооценка дисперсии остатков функции регрессии; 
2) наличие ошибки при оценке выборочной дисперсии параме­

тров регрессии. 
Ошибки в вычислении дисперсий — препятствие к корректно­

му применению метода наименьших квадратов при построении мо­
дели исходного динамического ряда. 

Очевидно, важно иметь критерий, позволяющий устанавливать 
наличие автокорреляции. Таким критерием является критерий Дар­
вина—Уотсона, в соответствии с которым вычисляется статистика d: 

d^i^ , (6.60) 
п 2 I^iyi-yji) 

'=1 
где yf, з'/-! - уровни фактического динамического ряда; 

Л/» Ут1-1 - теоретические (прогнозные) уровни динамического ряда; 
п — объем выборки. 

Возможные значения статистики лежат в интервале О < d < 4. 
Согласно методу Дарбина и Уотсона существует верхний dg и ниж-

' См.: Ферстер Э., Ренц Б. Методы корреляционного и регрессионного 
анализа. — М.: Финансы и статистика, 1983. 
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НИИ cf„ пределы значений статистики d. Эти критические значения 
зависят от уровня значимости а, объема выборки п и числа объяс­
няющих переменных т (для трендовых моделей /w = 1). В прило­
жении 4 приведены значения Jg и d^ для 5 %-го уровня значимос­
ти при п от 15 до 100 и числе объясняющих переменных от 1 до 5. 

Вычисленное по (6.60) значение d сравнивается с rfg и rf„, най­
денными по приложению 4. При этом руководствуются следующи­
ми правилами: 

1) rfg < fif < 4 — rfg принимается гипотеза: автокорреляция 
отсутствует; 

2) О < d < d^ принимается гипотеза о существовании 
положительной автокорреляции остатков; 

3) d^< d < d^ при выбранном уровне значимости нельзя 
и 4 — d^< d < 4-rf„ прийти к определенному выводу; 
4) 4 — d^^< d < 4 принимается гипотеза о существовании 

отрицательной автокорреляции остатков. 

Критерий Дарбина-Уотсона обладает двумя недостатками. Пер­
вый из них — наличие области неопределенности, в которой с по­
мощью данного критерия нельзя прийти ни к какому решению. 
Второй недостаток заключается в том, что при объеме выборки 
меньше 15 для d не существует критических значений Й?„ и d^. В 
этом случае для оценки независимости уровней ряда можно ис­
пользовать коэффициент автокорреляции Гд. Данный показатель 
приближенно можно вычислить по формуле 

/•,=i-f (6-61) 
где d — статистика Дарбина-Уотсона. 

Расчетное значение г^ сравнивают с табличным r^j (приложе­
ние 3). Критическое значение коэффициента автокорреляции r^j 
имеет одну степень свободы,т. е. / = п. Если г^ < г^, то уровни 
динамического ряда независимы. 

Для проверки случайности уровней ряда можно использовать 
критерий поворотных точек, который называется также критери­
ем «пиков» и «впадин». В соответствии с этим критерием каждый 
уровень ряда сравнивается с двумя соединенными с ним. Если он 
больше или меньше их, то эта точка считается поворотной. Далее 
подсчитывается сумма поворотных точек К. 

В случайном ряду чисел должно выполняться строгое нера­
венство: 
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к> 
(2/1-4) \(\вп-29\ 

90 
(6.62) 

Соответствие рада остатков нормальному закону распределения 
важно с точки зрения правомерности построения интервалов про­
гноза. Основными свойствами рада остатков являются их симмет­
ричность относительно тренда и преобладание малых по абсолютной 
величине ошибок над большими. В этой связи определяется бли­
зость к соответствующим параметрам нормального закона распреде­
ления коэффициентов асимметрии ~ А^ (мера «скошенности») и 
эксцесса — Э}^ (мера «скученности») наблюдений около модели, т. е. 

л=-
1 " 1 

«1=1 

1 " 
\-Ъ{У1-Ут1) 

ft / = 1 

-l3 (6.63) 

э̂ =-

1 ^ 
-Е(:и/->'т/)^ 

1 п 

Им 

^ 

- - 3 . (6.64) 

Если эти коэффициенты близки к нулю или равны нулю, то 
рад остатков распределен в соответствии с нормальным законом. 
Для оценки степени их близости к нулю вычисляют средние квад-
ратические отклонения: 

(6.65) 

ч 

а 

1 

1 6(«-2) . 
i(n + l)(n + 3y 

24/|(/|-2)(л-3) 
^ ^(n+lf(n+3)(n+5)' 

Если выполняются соотношения: 

Ш ^ h5S„ 
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то считается, что распределение ряда остатков не противоречит 
нормальному закону В случае когда 

\Ас\ > 25"̂  или |5;tl > 25'з, 

то распределение ряда не соответствует нормальному закону рас­
пределения, и построение доверительных интервалов прогноза не­
правомочно. В случае попадания А^и Э/^в зону неопределенности 
(между полутора и двумя среднеквадратическими отклонениями) 
может быть использован 7?5-критерий: 

RS=iE^^~E^J/S, (6.66) 

где ^тах"" максимальный уровень ряда остатков (у/ — у /̂), / = 1,л; 
^пйп "~ минимальный уровень ряда остатков (у/ — yj^, / = 1, л; 
S — среднее квадратическое отклонение остатков. 

Если значение этого критерия попадает между табулированны­
ми границами с заданным уровнем значимости (приложение 5), 
то гипотеза о нормальном распределении ряда остатков прини­
мается. 

Равенство нулю средней ошибки (математическое ожидание, 
случайной последовательности) проверяют с помощью /-критерия 
Стьюдента: 

h= 
1 " ^ . (6.67) 

S 

Гипотеза равенства нулю средней ошибки отклоняется, если tp 
больше табличного уровня /-критерия с / | = (« — !) степенями сво­
боды и выбранным уровнем значимости а (приложение 1). 

После проверки всех моделей прогнозирования из выбранно­
го массива на адекватность необходимо выполнить оценку их точ­
ности. 

В статистическом анализе известно большое число характерис­
тик точности'. 

Наиболее часто в практической работе встречаются следующие 
характеристики. 

' Чуев Ю. В., Михайлов Ю. Б., Кузьмин В. И. Прогнозирование количе­
ственных характеристик процессов. - М.: Советское радио, 1975. 
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1. Оценка стандартной ошибки: 

^1/(х)=^ 
l[yi-f(Xi)] 
/=1 (6.68) 

п-р 
где и — число наблюдений; 

р — число определяемых коэффициентов модели. 

2. Средняя относительная ошибка оценки 

••100%. (6.69) 

3. Среднее линейное отклонение 

(6.70) 

4. Ширина доверительного интервала в точке прогноза. 
Для получения данной статистической оценки определим дове­

рительный интервал в прогнозируемом периоде, т.е. возможные от­
клонения прогноза от основной тенденции протекания рассматри­
ваемого процесса. Для решения этой задачи построим интерваль­
ные оценки параметров рефессии UQH ai в формах: 

«о = «о ± D̂ • ^а,^ ^1 = flfi ± L (6.71) 

Здесь серединами интервалов являются точечные оценки GQ И 
й], рассчитанные с помощью метода наименьших квадратов. Вели­
чина tp — теоретическое значение критерия Стьюдента при уровне 
значимости, равном 5%, и числе степеней свободы, равном 
К] = л — m — 1 (приложение 1). 

Стандартные ошибки коэффициентов регрессии а^ и а^ вы­
числяются по следующим формулам: 

% = 1 

<Уа,= 

(6.72) 

т Т7Ч2 S(^/-^) 
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Несмещенная оценка дисперсии случайной составляющей 

a 2 = - ^ i ( y / - ) ^ T / ) l (6.73) 

где X/, У1 — фактические значения динамических рядов х и у; 
у^( — теоретическое значение, рассчитанное по уравнению регрессии; 
JC — среднее значение фактора х. 

Верхняя Y^ и нижняя Y" границы доверительного интервала в 
точке прогноза будут равны: 

(6.74) 

где a(f; QQ — верхнее и нижнее значения параметра GQ модели прогноза; 
Oi^; Qi — верхнее и нижнее значения параметра Oi модели прогноза; 
х„ — значение фактора времени в точке прогноза. 

Ширина доверительного интервала в точке прогноза 

А=У' - У", (6.75) 

Надо отметить, что ширина доверительного интервала зависит: 
• от числа степеней свободы и тем самым от объема выборки, 

т е. чем больше объем выборки, тем меньше (при прочих равных 
условиях) значение критерия t и, следовательно, уже доверитель­
ный интервал; 

• от величины стандартной ошибки оценки параметра регрес­
сии (a^j и а^^). Чем меньше а̂ ^ и а^ ,̂ тем меньше при равных ус­
ловиях ширина доверительного интервала. 

Лучшей по точности считается та модель, у которой все пере­
численные характеристики имеют меньшую величину. Однако 
эти показатели по-разному отражают степень точности модели и 
поэтому нередко дают противоречивые выводы. Для однозначно­
го выбора лучшей модели исследователь должен воспользоваться 
либо одним основным показателем, либо обобщенным крите­
рием. 

Итогом работ по выбору вида математической модели прогно­
за является формирование ее обобщенных характеристик. В обоб­
щенную характеристику должны быть включены вид уравнения 
регрессии, значения его параметров, оценки точности и адекват­
ности модели и сами прогнозные оценки, точечные и интер­
вальные. 
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6.4. Прогнозирование на основе 
временных рядов с использованием 
пакета программ для персональных ЭВМ 

Как видно из вышеизложенного, вычислительные процедуры 
рассмотренных методов прогнозирования громоздки и трудоемки. 
Задача исследователя значительно облегчается при использова­
нии пакета прикладных программ для ПЭВМ, в основу которых 
положены рассмотренные в подразд. 6.3 алгоритмы прогнозиро­
вания методами наименьших квадратов и экспоненциального 
сглаживания. 

Исходная информация предоставляется в виде временного ря­
да значений прогнозируемого показателя у^, где ^ = 1, 2, 3, ..., N. 

Прогноз осуществляется по специально подобранной зависимо­
сти на ^ шагов вперед, т. е. определяется y^+i, где ^ = 1, 2, 3..., М. 

Программы используют следующие виды прогнозов: 
• экстраполяцию с использованием 16 двухпараметрических за­

висимостей; 
• экспоненциальное сглаживание; 
• комбинированный прогноз, включающий прогнозы на осно­

ве экстраполяции и экспоненциального сглаживания. 

Прогноз с использованием метода экстраполяции. Прогноз осу­
ществляется по одной из моделей, приведенных в табл. 6.2. Пара­
метры моделей определяются с использованием метода наимень­
ших квадратов. Для каждой модели рассчитывается корреляцион­
ное отношение. По максимальной величине корреляционного от­
ношения производится выбор модели при комбинированном 
прогнозе. 

Прогноз с использованием экспоненциального сглаживания. Про­
гноз осуществляется по линейным и параболическим зависимос­
тям. Параметры моделей рассчитываются по формулам, предло­
женным Брауном. Выбор параметра сглаживания а производится в 
пределах от 0,1 до 0,9 с шагом 0,1. При комбинированном прогно­
зе выбор параметра производится по формуле а = 2/(N + 1), где 
Л̂  — число точек временного ряда. 

Комбинированный прогноз. Комбинированный прогноз включа­
ет следующие этапы: 

• оценку принадлежности вариантов прогноза к одной сово­
купности с использованием критериев Фишера и Стьюдента; 

• определение весовых коэффициентов ц ,̂ ixj, 
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• расчет параметров комбинированного прогноза по формулам 
дисперсии: 

среднего значения: 

F V i = tAiF*i(/+i) + Ц2У *2(/+i); (6.76) 

дисперсии 

A(/+i)^/+i) 
A+i = 

[Аа-М)+^2* 2(/+l) 

где J*i(f+i), J*2(t+\) "" средние значения прогнозируемых параметров с ис­
пользованием экстраполяции и экспоненциального 
сглаживания; 

/)*ц̂ +1), />*2(/+1) - соответственно дисперсии прогнозируемых параме­
тров. 

В состав пакета программ входят: 
• исполняемый файл (основное меню) MENU1.EXE; 
• файл прогнозирования методом экстраполяции TREND.TBC; 
• файл прогнозирования методом экспоненциального сглажи­

вания ALFA.TBC; 
• файл комбинированного прогноза KOMBI.TBC. 



РАЗДЕЛ II 

Оптимизационные методы 
и модели в управлении 
экономическими системами 

Глава 7 
Линейное программирование 

Оптимизационная задача - это экономико-математическая за­
дача, которая состоит в нахождении оптимального (максимального 
или минимального) значения целевой функции, причем значения 
переменных должны принадлежать некоторой области допустимых 
значений. 

В самом общем виде задача математически записывается так: 

и--АХ)-^тш\Хе W, (7.1) 
где X = (xj, Х2, ..., х„); 

W — область допустимых значений переменных Х], ^2, ..., х„; 
/[X) — целевая функция. 

Для того чтобы решить задачу оптимизации, достаточно найти 
ее оптимальное решение, т. е. указать XQ е И^такое, 4TOJ{XQ) > ДА) 
при любом XG IV, или для случая минимизации — Л-̂ о) -Л^ при 
любом X е W, 

Оптимизационная задача является неразрешимой, если она не 
имеет оптимального решения. В частности, задача максимизации 
будет неразрешима, если целевая функция ДА) не ограничена свер­
ху на допустимом множестве W. 

Методы решения оптимизационных задач зависят как от вида 
целевой функции ДА), так и от строения допустимого множества 
W, Если целевая функция в задаче является функцией п перемен­
ных, то методы решения называют методами математического про­
граммирования. 

В математическом программировании принято вьщелять следу­
ющие основные задачи в зависимости от вида целевой функции f(X) и 
от области W: 
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• задачи линейного программирования, если ДА) и fF линейны; 
• задачи целочисленного программирования, если ставится ус­

ловие целочисленности переменных jĉ , Х2, ..., х„; 
• задачи нелинейного программирования, если форма У(А) но­

сит нелинейный характер. 

7.1. Задачи линейного 
программирования 

Задачей линейного программирования называется задача исследо­
вания операций, математическая модель которой имеет вид: 

п 
f{X) = 2 CjXj -> max(min); (7.2) 

n 
I,aijxj=bi, iel, / c M = {l,2,...w}; (7.3) 
M 

Y.aijxj<bi, ieM; (7.4) 

Xj>0,jE / , / c 7 V = { l , 2, ..., Ai}. (7.5) 

При этом система линейных уравнений (7.3) и неравенств (7.4), 
(7.5), определяющая допустимое множество решений задачи JV, на­
зывается системой ограничений задачи линейного программирования, 
а линейная функция f{X) называется целевой функцией, или крите­
рием оптимальности. 

В частном случае, если / = 0 , то система (7.3) - (7.4) состоит 
только из линейных неравенств, а если / = Л/, то — из линейных 
уравнений. 

Если математическая модель задачи линейного программирова­
ния имеет вид: 

/ W = Z c ; - X ; - > m i n ; (7.6) 
М 

п 
^ayXj=biJ = lm; (7.7) 

М 

bi > 0; 

Ху>0,у = Т7?Г, (7.8) 
то говорят, что задача представлена в канонической форме. 
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Любую задачу линейного программирования можно свести к 
задаче линейного программирования в канонической форме. Для 
этого в общем случае нужно уметь сводить задачу максимизации к 
задаче минимизации; переходить от ограничений неравенств к ог­
раничениям равенств и заменять переменные, которые не подчи­
няются условию неотрицательности. Максимизация некоторой 
функции эквивалентна минимизации той же функции, взятой с 
противоположным знаком, и наоборот 

Правило приведения задачи линейного программирования к канони­
ческому виду состоит в следующем: 

1) если в исходной задаче требуется определить максимум ли­
нейной функции, то следует изменить знак и искать минимум этой 
функции; 

2) если в ограничениях правая часть отрицательна, то следует 
умножить это ограничение на —1; 

3) если среди ограничений имеются неравенства, то путем вве­
дения дополнительных неотрицательных переменных они преобра­
зуются в равенства; 

4) если некоторая переменная Xj^ не имеет офаничений по зна­
ку, то она заменяется (в целевой функции и во всех ограничениях) 
разностью между двумя новыми неотрицательными переменными: 
дс̂  = х"̂  -: л:̂ , где i — свободный индекс, xfj^ > О, х̂  > 0. 

Пример 7.1. Приведение к канонической форме задачи ли­
нейного программирования: 

min i = 2̂ 1 + Х2 — Х3; 
2x2 ~ Хз < 5; 

Xi + Х2 — Х3 > —1; 
2xi ~ Х2 < ~3; 
xi < О, Х2 > О, хз > 0. 

Решение 
Введем в каждое уравнение системы ограничений выравниваю­

щие переменные Х4, Х5, х^. Система запишется в виде равенств, 
причем в первое и третье уравнения системы ограничений пере­
менные Х4, Хб вводятся в левую часть со знаком «+», а во второе 
уравнение вводится Хз со знаком «-». 

Итак: 
2X2 ~Хз 
Xi + Х2 - Хз 
2X1 - Х2 + Х5 
Х4 > 0, Хз > 0, 

+ Х4 = 5; 
-Хз = ~ 1; 

= - 3 ; 
Хб >0. 
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Свободные члены в канонической форме должны быть поло­
жительными, для этого два последних уравнения умножим на ~ 1: 

2x2 
-Xi • 

—2xi 
-Х2 
+ Х2 

-хз 
+ хз 
- ^ 6 

+ Х4 
+ Хз 

= 5 
= 1 
= 3 

В канонической форме записи задач линейного программиро­
вания все переменные, входящие в систему ограничений, должны 
быть неотрицательными. Допустим, что 

Xi = x'l — x-j, где x'l >OyXj> 0. 

Подставляя данное выражение в систему ограничений и целе­
вую функцию и записывая переменные в порядке возрастания ин­
декса, получим задачу линейного программирования, представлен­
ную в канонической форме: 

ЪС2 
- х - , -
-2x' i • 
jLmin = 
x ' i > 0 

Х2 
f Х2 
= 2x'i + 
; xi > 0, 

— X3 + X4 
+ X3 + X5 + Xy 
— X^ "i" zXy 

X2 — X3 — 2X7J 

/ = 2Т. 

= 5 
= 1 
= 3 

7.2. Построение экономико-
математических моделей задач 
линейного программирования 

Рассмотрим процесс построения математических моделей задач 
линейного программирования на примерах. 

Пример 7.2. Определение оптимального ассортимента про­
дукции. 

Предприятие изготавливает два вида продукции — Щи IIj, ко­
торая поступает в оптовую продажу. Для производства продукции 
используются два вида сырья — А и В. Максимально возможные за­
пасы сырья в сутки составляют 9 и 13 единиц соответственно. Рас­
ход сырья на единицу продукции вида Щ и вида П2 дан в табл. 7.1. 

Опыт работы показал, что суточный спрос на продукцию Щ 
никогда не превышает спроса на продукцию IT2 более чем на 1 ед. 
Кроме того, известно, что спрос на продукцию Яз никогда не пре­
вышает 2 ед. в сутки. 
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Таблица 7.1 
Расход сырья продукции 

Сырье 

Л 
В 

Расход сырья 
на 1 ед. продукции 

^1 

2 
3 

Пг 

3 
2 

Запас сырья, ед. 

9 
13 

Оптовые цены единицы продукции равны: 3 д. е. — для Я^ и 
4 д. е. для Я2. 

Какое количество продукции каждого вида должно произво­
дить предприятие, чтобы доход от реализации продукции был мак­
симальным? 

Процесс построения математической модели для решения по­
ставленной задачи начинается с ответов на следующие вопросы'. 

1. Для определения каких величин должна быть построена мо­
дель, т. е. как идентифицировать переменные данной задачи? 

2. Какие ограничения должны быть наложены на переменные, 
чтобы выполнялись условия, характерные для моделируемой сис­
темы? 

3. В чем состоит цель задачи, для достижения которой из всех 
допустимых значений переменных нужно выбрать те, которые бу­
дут соответствовать оптимальному (наилучшему) решению задачи? 

Ответы на вышеперечисленные вопросы могут быть сформули­
рованы для данной задачи так: фирме требуется определить объе­
мы производства каждого вида продукции в тоннах, максимизиру­
ющие доход в д. е. от реализации продукции, с учетом ограничений 
на спрос и расход исходных продуктов. 

Для построения математической модели остается только иден­
тифицировать переменные и представить цель и ограничения в ви­
де математических функций этих переменных. 

Предположим, что предприятие изготовит х^ единиц продук­
ции Я] и Х2 единиц продукции Я2. Поскольку производство про­
дукции Ui и Я2 ограничено имеющимися в распоряжении пред­
приятия сырьем каждого вида и спросом на данную продукцию, а 
также учитывая, что количество изготовляемых изделий не может 
быть отрицательным, должны выполняться следующие неравен­
ства: 

Таха X. Введение в исследование операций: В 2-х кн. — М.: Мир, 1985. 

192 



2xi + 3x2 ^ 9; 
3x, + 2x2 < 13; 
X i - X 2 < l ; 
X2 < 2; 
x i>0 ; 
X2>0. 

Доход от реализации Xj единиц продукции Я] и Х2 единиц про­
дукции П2 составит F = Ъхх + 4x2-

Таким образом, мы приходим к следующей математической за­
даче: среди всех неотрицательных решений данной системы линей­
ных неравенств требуется найти такое, при котором функция F 
принимает максимальное значения F^^. 

Рассмотренная задача относится к разряду типовых задач опти­
мизации производственной программы предприятия. В качестве 
критериев оптимальности в этих задачах могут быть также исполь­
зованы: прибыль, себестоимость, номенклатура производимой про­
дукции и затраты станочного времени. 

Пример 7.3. Использование мощностей оборудования. 
Предприятие имеет т моделей машин различных мощностей. 

Задан план по времени и номенклатуре: Т — время работы каждой 
машины; продукции у-го вида должно быть выпущенр не менее Л̂-
единиц. 

Необходимо составить такой план работы оборудования, чтобы 
обеспечить минимальные затраты на производство, если известны 
производительность каждой /-й машины по выпуску у-го вида про­
дукции bij и стоимость единицы времени, затрачиваемого /-й ма­
шиной на выпуск у-го вида продукции с,у. 

Другими словами, задача для предприятия состоит в следую­
щем: требуется определить время работы /-й машины по выпуску 
у-го вида продукции х ,̂ обеспечивающее минимальные затраты на 
производство при соблюдении ограничений по общему времени 
работы машин Т и заданному количеству продукции Nj. 

По условию задачи машины работают заданное время Г, поэто­
му данное ограничение можно представить в следующем виде: 

ixj^=r, / = i^. (7.9) 

Ограничение по заданному количеству продукции выглядит 
следующим образом: 

т — 
j:byXy>Nj,J = l,n. (7.10) 
(=1 
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Задача решается на минимум затрат на производство: 
т п 

^min = S YcijXij. (7.11) 
/=17=1 

Необходимо также учесть неотрицательность переменных Хд > 0. 
Задача поставлена так, чтобы израсходовать все отведенное вре­

мя работы машины, т. е. обеспечить полную загрузку машины. При 
этом количество выпускаемой продукции каждого вида должно 
быть по крайней мере не менее Nj. Однако в некоторых случаях не 
допускается превышение плана по номенклатуре, тогда офаниче-
ния математической модели изменяются следующим образом: 

ixy<T, i^l^^' (7.12) 

т Y.byXy=Nj, j = l,n; (7.13) 
/=l 

хд>0; 

m п 
Zmin = I.lcyXy- (7.14) 

/=ly=l 

Пример 7.4. Минимизация дисбаланса на линии сборки. 
Промышленная фирма производит изделие, представляющее 

собой сборку из т различных узлов. Эти узлы изготавливаются на 
п заводах. 

Из-за различий в составе технологического оборудования про­
изводительность заводов по выпуску у-го узла неодинакова и равна 
by. Каждый /-Й завод располагает максимальным суммарным ресур­
сом времени в течение недели для производства т узлов, равного 
величине 7}. 

Задача состоит в максимизации выпуска изделий, что по суще­
ству эквивалентно минимизации дисбаланса, возникающего вслед­
ствие некомплектности поставки по одному или по нескольким 
видам узлов. 

В данной задаче требуется определить еженедельные затраты 
времени (в часах) на производство у-го узла на /-м заводе, не пре­
вышающие в сумме временные ресурсы /-го завода и обеспечиваю­
щие максимальный выпуск изделий. 
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Пусть Хц - недельный фонд времени (в часах), выделяемый на 
заводе / для производства узла/ Тогда объемы производства узла/ 
будут следующими: 

л — 
IbyXy, j = ln, (7.15) 
/=l 

Так как в конечной сборке каждый из комплектующих узлов 
представлен в одном экземпляре, количество конечных изделий 
должно быть равно количеству комплектующих узлов, объем про­
изводства которых минимален: 

f 
mm J,bijXy, y = l,/w . (7.16) 

Условие рассматриваемой задачи устанавливает ограничение на 
фонд времени, которым располагает завод /. 

Таким образом, математическая модель может быть представле­
на в следующем виде. 

Максимизируем 

Z = mid ^byXij, J = \,m\\ {1Л1) 

Ех^.<7^., i^~n', (7.18) 
М 

Хц > О для всех / и у. 

Эта модель не является линейной, но ее можно привести к ли­
нейной форме с помощью простого преобразования. Пусть Y— ко­
личество изделий: 

Y = min\j:byXy=Nj, J^l,m\. (7.19) 
V=i J 

Этому выражению с математической точки зрения эквивалент­
на следующая формулировка: максимизировать Z= Yпри ограни­
чениях 

ibijXij-Y>0, j = \^; (7.20) 

f х„<7}, / = й»; (7.21) 

дс̂  > О для всех / иу; У> 0. 
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Пример 7.5. Задача составления кормовой смеси, или задача 
о диете'. 

Пусть крупная фирма (условно назовем ее «Суперрацион») име­
ет возможность покупать т различных видов сырья и приготавли­
вать различные виды смесей (продуктов). Каждый вид сырья содер­
жит разное количество питательных компонентов (ингредиентов). 

Лабораторией фирмы установлено, что продукция должна удов­
летворять по крайней мере некоторым минимальным требованиям 
с точки зрения питательности (полезности). Перед руководством 
фирмы стоит задача определить количество каждого /-го сырья, об­
разующего смесь минимальной стоимости при соблюдении требо­
ваний к общему расходу смеси и ее питательности. 

Решение 

Введем условные обозначения: 
X/ - количество /-го сырья в смеси; 
т — количество видов сырья; 
п — количество ингредиентов в сырье; 
Qij —количество ингредиента у, содержащегося в единице /-го 

вида сырья; 
bj — минимальное количество ингредиента у, содержащегося в 

единице смеси; 
С/ — стоимость единицы сырья /; 
q — минимальный общий вес смеси, используемый фирмой. 
Задача может быть представлена в виде 

т 

/=1 

при следующих ограничениях: 
на общий расход смеси: 

(7.23) 

(7.24) 

на неотрицательность переменных: 

Xi > О, / = ТТт. (7.25) 

питательность смеси: 
т 
Е QijXi 
/=1 

/=1 

т 

/=1 
J='ln; 

' Вентцель Е, С, Овчаров Л, А, Прикладные задачи теории вероятнос­
тей. - М.: Радио и связь, 1983. 
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Пример 7.6. Задача составления жидких смесей. 
Еще один класс моделей, аналогичных расс1Лотренным выше, 

возникает при решении экономической проблемы, связанной с из­
готовлением смесей различных жидкостей с целью получения поль­
зующихся спросом готовых продуктов. 

Представим себе фирму, торгующую различного рода химичес­
кими продуктами, каждый из которых является смесью нескольких 
компонентов. Предположим, что эта фирма планирует изготовле­
ние смесей Аи-видов. Обозначим подлежащее определению количе­
ство литров /-Г0 химического компонента, используемого для полу­
чения у-го продукта через Ху, Будем предполагать, что 

Ху> О, / = \,nj= 1,т. 

Первая группа ограничений относится к объемам потребляе­
мых химических компонентов: 

т — 
lXij<Si, i = \,n, (7.26) 
/=1 

где Si — объем /-го химического компонента, которым располагает фирма 
в начале планируемого периода. 

Вторая группа ограничений отражает требование, заключающе­
еся в'том, чтобы запланированный выпуск продукции хотя бы в 
минимальной степени удовлетворял имеющийся спрос на каждый 
из химических продуктов, т. е. 

ixy>Dj, J = h^, (7.27) 
/=l 

где Dj — минимальный спрос на продукцию j в течение планируемого пе­
риода. 

Третья группа ограничений связана с технологическими осо­
бенностями, которые необходимо принимать во внимание при при­
готовлении смеси, например простое ограничение, определяемое 
некоторыми минимально допустимыми значениями, отношения 
между объемами двух химических компонентов в процессе получе­
ния продукта у: 

л:/; 
—^-> г или Ху — г . Х/_,_у > о, 

где г — некоторая заданная константа. 

197 



Обозначив через Pij доход с единицы продукции Xip запишем 
целевую функцию: 

п т 
Zm^ = ^J.PijXij. (7.28) 

/=1у=1 

Пример 7.7. Задача о раскрое или о минимизации обрезков. 
Данная задача состоит в разработке таких технологических пла­

нов раскроя, при которых получается необходимый комплекс заго­
товок, а отходы (по длине, площади, объему, массе или стоимости) 
сводятся к минимуму 

Например, продукция бумажной фирмы выпускается в виде бу­
мажных рулонов стандартной ширины L. По специальным заказам 
потребителей фирма поставляет рулоны других размеров, для это­
го производится разрезание стандартных рулонов. Типичные зака­
зы на рулоны нестандартных размеров могут включать т видов ши­
риной ^/(/ = \,т). Известна потребность в нестандартных рулонах 
каждого вида, она равна 6/. Возможны п различных вариантов по­
строения технологической карты раскроя рулонов стандартной ши­
рины L на рулоны длиной /̂. 

Обозначим через Qfj количество рулонов /-го вида, получаемых 
при раскрое единицы стандартного рулона по у-му варианту При 
каждом варианте раскроя на каждый стандартный рулон возможны 
потери, равные Pj, К потерям следует относить также избыточные 
рулоны нестандартной длины //, получаемые при различных вари­
антах раскроя У1р j = 1,п. 

В качестве переменных следует идентифицировать количество 
стандартных рулонов, которые должны быть разрезаны приу-м ва­
рианте раскроя. Определим переменную следующим образом: 
Xj - количество стандартных рулонов, разрезаемых по варианту у, 
У = 1,л. 

Целевая функция - минимум отходов при раскрое 

п т п 
2̂ min = S PjXj + I S Vij. (7.29) 

Офаничение на удовлетвЬрение спроса потребителя 

bi=iayxj-iyy, xj>0, уу>0. (7.30) 
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Пример 7.8. Многосторонний коммерческий арбитраж\ 
В сфере деятельности, связанной с валютными и биржевыми 

операциями, а также коммерческими сделками контрактного ха­
рактера, возможны различного рода трансакции, позволяющие из­
влекать прибыль на разнице в курсе валют/Такого рода трансакции 
называются коммерческим арбитражем. 

Представим себе коммерсанта (условно назовем его 7V), имею­
щего возможность реализовать многосторонний коммерческий ар­
битраж. Предположим, что число валютных рынков, вовлеченных 
в трансакционную деятельность коммерсанта N, равняется шести, 
а максимальное число возможных трансакций равняется девяти. 
Подробные данные, характеризующие рассматриваемую задачу, 
приведены в табл. 7.2. 

Таблица 7.2 

Валютный 
номинал 

I 
II 
III 
IV 
V 
VI 

Размер 
трансакции 

Многосторо нний коммерческий арбитраж 

Тип трансакции 

1 

fii 
- 1 

^1 

2 

П2 

-1 

Х2 

3 

f\3 

-1 

^3 

4 

гы 

- 1 

Х4 

5 

П5 

~1 

^5 

6 

-1 
Об 

^6 

7 

-1 

Гг7 

Гв1 

Хт 

8 

fis 
-1 
^58 

^8 

9 

Г29 

-1 

Хд 

Возмож­
ность 
рынка 

• - ^ 

>0 
>0 
>0 
>0 
>0 

При трансакции Х] продажа единицы валютного номинала (цен­
ных бумаг) II позволяет приобрести Гц единиц валютного номина­
ла I. При трансакции Xj взамен единицы валютного номинала I 
можно получить Гз7 единиц валютного номинала III и г̂ у единиц 
валютного номинала VI. Остальные трансакции расшифровывают­
ся аналогично. Значения Гу могут быть дробными. Заметим, что 
при любой трансакции Х/ (/ = 1, 2, 3, 4, 5) каждый из валютных но­
миналов можно обменять на валютный номинал I. Следует обра­
тить внимание на правило выбора знака перед показателями в табл. 
7.2. Чтобы отличать куплю от продажи, будем соответственно ис­
пользовать знаки «плюс» и «минус» перед показателями, характе­
ризующими данную трансакцию. 

Таха X. Введение в исследование операций: В 2-х кн. — М.: Мир, 1985. 
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Рассмотрим идеализированный случай, когда все трансакции 
коммерсанта N выполняются одновременно. Ограничения опреде­
ляются единственным требованием — трансакция возможна лишь 
при условии, если коммерсант Л'̂  располагает наличными ценными 
бумагами. Другими словами, количество проданных ценных бумаг 
не должно превышать количество приобретенных. Данные ограни­
чения имеют вид 

ГцХ1 + Г12Х2 + 1̂3̂ 3 "̂  ̂ 14̂ 4 "̂  ''15̂ 5 ""̂ 6 "" -̂ 7 - Oi 

-Х2 + r^-jX-j + Г38Х8 > 0; 
-Х3 - xg + Г49Х9 > 0; 
-Х4 + Г58Х8 > 0; 
-Х5 + /-57X7 - Х9 > 0; 
Xj>0,J=T79. 

Пусть целевая функция представляет собой чистый доход, вы­
раженный в единицах валютного номинала I, т. е. задача состоит в 
том, чтобы 

Пример 7.9. Транспортная задача. 
Имеется три поставщика и четыре потребителя однородной 

продукции. Известны затраты на перевозку груза от каждого по-
ставщика каждому потребителю. Обозначим их с̂ -, / = 1,3; у = 1,4. 
Запасы грузов у поставщиков равны GJ, / = 1,3. Известны потреб­
ности каждого потребителя bj,j =1,4. Будем считать, что суммар­
ные потребности равны суммарным запасам: 

3 4 

Требуется составить такой план перевозок, чтобы обеспечить 
минимальные суммарные затраты при полном удовлетворении по­
требностей. 

Введем переменные Xjj — количество груза, перевозимого от 
/-ГО поставщика у-му потребителю. 

Ограничения задачи выглядят следующим образом: 
• потребности всех потребителей должны быть удовлетворены 

полностью: 
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или в общем виде: 

^ 1 2 + ^ 2 2 + ^ 3 2 = ^ ; 

^13+^23+^33=*3; 

^14+^24+^34 =^4^ 

I^Xij=bj, у = 1,4; 
/=1 

(7.31) 

(7.32) 

груз от поставщика должен быть вывезен полностью: 

^11+^12+^13+^14=^1; 

^21+^22+^23+^24=^2; 

.^31+^32+^33+^34=^3; 

ИЛИ в общем виде: 
4 — 
^хц=а^, / = 1,3; 

• условие неотрицательности переменных: 

ху > О, / = ITI, J = 174. 

Целевая функция должна минимизировать суммарные затраты 
на перевозку: 

3 4 
-̂ min = S S /̂y /̂y- (7.33) 

/=1у=1 

Количество поставщиков и потребителей в общем случае может 
быть произвольным (> 2). 

Мы рассмотрели девять примеров типовых задач линейного про­
граммирования. Обобщая их, можно сделать следующие выводы. 

1. Ограничения в задачах линейного программирования могут 
быть выражены как равенствами, так и неравенствами. 

2. Линейная функция может стремиться как к максимуму, так и 
к минимуму. 

3. Переменные в задачах всегда неотрицательны. 
Напомним, что от любой из вышеперечисленных задач можно 

перейти к канонической (основной) задаче линейного программи­
рования. 
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7.3. Графическое решение задачи 
линейного программирования 

Графический способ решения задач линейного программирова­
ния целесообразно использовать для: 

• решения задач с двумя переменными, когда ограничения вы­
ражены неравенствами; 

• решения задач со многими переменными при условии, что в 
их канонической записи содержится не более двух свободных пе­
ременных. 

Запишем задачу линейного программирования с двумя пере­
менными: 

целевая функция: 

ограничения: 

^тах = 1̂̂ 1 + ^ Л ; (7.34) 

aiiXi-bai2X2<bi; 

«21X1+^22^2^*2; (7.35) 

xi > 0; X2 > 0. (7.36) 

Каждое из неравенств (7.35) — (7.36) системы ограничений за­
дачи геометрически определяет полуплоскость соответственно с 
граничными прямыми a^Xi + [̂/2̂ 2 ~ */» (̂  ~ Ь^); Xi = 0; Х2 = 0. В 
том случае, если система неравенств (7.35) — (7.36) совместна, об­
ласть ее решений есть множество точек, принадлежащих всем ука­
занным полуплоскостям. Так как множество точек пересечения 
данных полуплоскостей — выпуклое, то областью допустимых ре­
шений является выпуклое множество, которое называется много­
угольником решений. Стороны этого многоугольника лежат на пря­
мых, уравнения которых получаются из исходной системы ограни­
чений заменой знаков неравенств на знаки равенств. 

Областью допустимых решений системы неравенств (7.35) — 
(7.36) может быть: 

• выпуклый многоугольник; 
• выпуклая многоугольная неограниченная область; 
• пустая область; 
• луч; 
• отрезок; 
• единственная точка. 
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Целевая функция (7.34) определяет на плоскости семейство па­
раллельных прямых, каждой из которых соответствует определен­
ное значение Z. 

Вектор С = (cj; С2) с координатами Ci и С2, перпендикулярный 
этим прямым, указывает направление наискорейшего возрастания 
Z, а противоположный вектор - направление убывания Z. 

Если в одной и той же системе координат изобразить область 
допустимых решений системы неравенств (7.35) - (7.36) и семей­
ство параллельных прямых (7.34), то задача определения максиму­
ма функции Z сведется к нахождению в допустимой области точки, 
через которую проходит прямая из семейства Z = const, и которая 
соответствует наибольшему значению параметра Z. 

Эта точка существует тогда, когда многоугольник решений не 
пуст и на нем целевая функция ограничена сверху. При указанных 
условиях в одной из вершин многоугольника решений целевая 
функция принимает максимальное значение. 

Для определения данной вершины построим линию уровня 
Z = CiXi + С2Х2 = О, проходящую через начало координат и перпен­
дикулярную вектору С = (Ci;c2), и будем передвигать ее в направ­
лении вектора С = (ci;c2) до тех пор, пока она не коснется послед­
ней крайней (угловой) точки многоугольника решений. Коорди­
наты указанной точки и определяют оптимальный план данной 
задачи. 

Заканчивая рассмотрение геометрической интерпретации зада­
чи (7.34) — (7.36), отметим, что при нахождении ее решения могут 
встретиться случаи, изображенные на рис. 7.1 — 7.4. Рис. 7.1 харак-

Рис. 7.1. Оптимум 
функции Z достижим в точке А 

Рис. 7.2. Оптимум 
функции Z достигается 

в любой точке [АВ] 
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Рис. 7.3. Оптимум 
функции Z недостижим 

Z=0 
Рис. 7.4. Область 

допустимых решений — 
пустая область 

теризует такой случай, когда целевая функция принимает макси­
мальное значение в единственной точке А. Из рис. 7.2 видно, что 
максимальное значение целевая функция принимает в любой точ­
ке отрезка АВ. 

На рис. 7.3 изображен случай, когда максимум недостижим, а 
на рис. 7.4 — случай, когда система офаничений задачи несовмест­
на. Отметим, что нахождение минимального значения Z при дан­
ной системе ограничений отличается от нахождения ее максималь­
ного значения при тех же ограничениях лишь тем, что линия уров­
ня Z передвигается не в направлении вектора С = (ci;c2), а в про­
тивоположном направлении. Таким образом, отмеченные выше 
случаи, встречающиеся при нахождении максимального значения 
целевой функции, имеют место и при определении ее минималь­
ного значения. 

Для практического решения задачи линейного программирова­
ния (7.34) — (7.36) на основе ее геометрической интерпретации не­
обходимо следующее. 

1. Построить прямые, уравнения которых получаются в резуль­
тате замены в ограничениях (7.35) - (7.36) знаков неравенств на 
знаки равенств. 

2. Найти полуплоскости, определяемые каждым из ограниче­
ний задачи. 

3. Определить многоугольник решений. 
4. Построить вектор С = (с^.с-^. 
5. Построить прямую Z = с^Хх + С'^^ = О, проходящую через на­

чало координат и перпендикулярную вектору С. 
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_ 6. Передвигать прямую Z = CiXj + с-^^ в направлении вектора 
С, в результате чего либо находят точку (точки), в которой целевая 
функция принимает максимальное значение, либо устанавливают 
неограниченность функции сверху на множестве планов. 

7. Определить координаты точки максимума функции и вычис­
лить значение целевой функции в этой точке. 

Пример 7.10. Рассмотрим решение задачи об ассортименте 
продукции (пример 7.2) геометрическим способом. 

Решение 

Построим многоугольник решений (рис. 7.5). Для этого в сис­
теме координат X^f^X-i на плоскости изобразим фаничные прямые: 

2x, + 3x2 = 9 
3JC, + 2X2 = 13 
Xi - Х2 = 1 
Х2 = 2 

(i i); 
(Li); 
(is); 
(i4). 

Взяв какую-либо точку, например начало координат, установим, 
какую полуплоскость определяет соответствующее неравенство. По­
луплоскости, определяемые неравенствами, на рис. 7.5 показаны 
стрелками. Областью решений является многоугольник OABCD. 

Для построения прямой Z = 3xi н- 4x2 ~ О строим вектор-гради­
ент С = (3;4) и через точку О проводим прямую, перпендикулярную 
ему. Построенную прямую Z_= О перемещаем параллельно самой 
себе в направлении вектора С. Из рис. 7.5 следует, что по отноше­
нию к многоугольнику решений опорной эта прямая становится в 
точке С, где функция принимает максимальное значение. Точка С 
лежит на пересечении прямых Ь^у^ Ly Для определения ее коорди­
нат решим систему уравнений: 

2XI+3JC2=9; 

X i - X 2 = l . 

Оптимальный план задачи х^ = 2,4; Х2=1,4. Подставляя значе­
ния Xj и ^2 в линейную функцию, получим: 

2тах=3 .2 ,4 + 4 . 1,4=12,8. 

Полученное решение означает, что объем производства продук­
ции Пх должен быть равен 2,4 ед., а продукции Я2 — 1,4 ед. Доход, 
получаемый в этом случае, составит: Z = 12,8 д. е. 
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Хо ж 

z=o 

Рис. 7.5. Решение задачи линейного профаммирования 
геометрическим способом 

Геометрическим способом можно также решать задачи линей­
ного программирования с числом переменных более двух. Для это­
го исходную задачу преобразуют методом Жордана—Гаусса (прило­
жение И). 

Пример 7.11. 
Xi -Х2 +4хз -2X4 =2 

Х/>0, / = 1,4 

2тах = 4X1 - 2X2 + Хз - ^4-

Используя метод Жордана—Гаусса, произведем два полных ис­
ключения Xi и Х4: 

|1| -1 4 -2 
3 2 - 1 4 

2 
3 

4 
И —> 

1 -1 
0 5 

4 ^2 
-13 |lO| 

2 
-3 

4 
-1 
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1 0 
0 0,5 

1,4 0 
-1,3 1 

1,4 
-0,3 

3,2 
-0,1 

В результате приходим к системе 

откуда 

Х]+1,4x3 =1,4; 
0,5x2 - 1,3хз + Х4 = -0,3, 

Х1=1,4-1,4хз; 
Х4 = -0,3-0,5x2 +1,3x3. 

Подставляя эти значения в линейную функцию Z и отбрасывая 
в последней системе базисные переменные, получим задачу, выра-

-61 
Рис. 7.6. Геометрическая интерпретация решения задачи 

линейного программирования 
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женную только через свободные неизвестные Xi и Ху Найдем мак­
симальное значение линейной функции 

Z = 5,9 - 5,9хз - 1,5x2 

при следующих ограничениях: 

JC3< 1; 0,5x2 - 1,3хз<0,3. 

Построим многоугольник решений и линейную функцию в си­
стеме координат Х'^Х^ (рис. 7.6). Согласно рис. 7.6 линейная функ­
ция принимает максимальное значение в точке А, которая лежит 
на пересечении прямых ^2 и А'2 = 0. Ее координаты (0;0,23). 

Максимальное значение функции 

^тах = 5,9 - 5,9 • 0,23 - 1,5 • О - 4,54. 

Для отыскания оптимального плана исходной задачи подстав­
ляем в преобразованную систему Х2 и Хз-Окончательно получаем 
Х= (1,078; 0; 0,23; 0,001). 

7.4. Анализ моделей 
на чувствительность 

Анализ моделей на чувствительность — это процесс, реализуе­
мый после получения оптимального решения. В рамках такого ана­
лиза выявляется чувствительность оптимального решения к опре­
деленным изменениям исходной модели. В задаче об ассортименте 
продукции (пример 7.2) может представлять интерес вопрос о том, 
как повлияет на оптимальное решение увеличение и уменьшение 
спроса на продукцию или запасов исходного сырья. Возможно, 
также потребуется анализ влияния рыночных цен на оптимальное 
решение. 

При таком анализе всегда рассматривается комплекс линейных 
оптимизационных моделей. Это придает модели определенную ди­
намичность, позволяющую исследователю проанализировать влия­
ние возможных изменений исходных условий на полученное ранее 
оптимальное решение. Динамические характеристики моделей фак­
тически отображают аналогичные характеристики, свойственные 
реальным процессам. Отсутствие методов, позволяющих выявлять 
влияние возможных изменений параметров модели на оптималь­
ное решение, может привести к тому, что полученное (статическое) 
решение устареет еще до своей реализации. Для проведения анали-
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за модели на чувствительность с успехом могут быть использованы 
графические методы .̂ 

Рассмотрим основные задачи ана.мза на чувствительность на 
примере 7.10. 

Задача 1. Анализ изменений запасов ресурсов. 
После нахождения оптимального решения представляется впол­

не логичным выяснить, как отразится на оптимальном решении 
изменение запасов ресурсов. Для этого необходимо ответить на два 
вопроса: 

1. На сколько можно увеличить запас некоторого ресурса для 
улучшения полученного оптимального значения целевой функ­
ции Z? 

2. На сколько можно снизить запас некоторого ресурса при 
сохранении полученного оптимального значения целевой функ­
ции Z? 

Прежде чем ответить на поставленные вопросы, классифици­
руем ограничение линейной модели как связывающие (активные) 
и несвязывающие (неактивные) ограничения. Прямая, представля­
ющая связывающее ограничение, должна проходить через опти­
мальную точку, в противном случае, соответствующее ограничение 
будет несвязывающим. На рис. 7.5 связывающими ограничениями 
являются ограничения (1) и (3), представленные прямыми L^ и L^ 
соответственно, т. е. те, которые определяют запасы исходных ре­
сурсов. Ограничение (1) определяет запасы сырья А. Ограничение 
(3) определяет соотношение спроса на выпускаемую продукцию. 

Если некоторое ограничение является связывающим, то соот­
ветствующий ресурс относят к разряду дефицитных ресурсов, так 
как он используется полностью. Ресурс, с которым ассоциировано 
несвязывающее ограничение, следует отнести к разряду недефи­
цитных ресурсов (т. е. имеющихся в некотором избытке). В нашем 
примере несвязывающими ограничениями являются (2) и (4). Сле­
довательно, ресурс - сырье В - недефицитный, т. е. имеется в из­
бытке, а спрос на продукцию IT2 не будет удовлетворен полностью 
(в таблице — ресурсы 2 и 4). 

При анализе модели на чувствительность к правым частям ог­
раничений определяются: 

1) предельно допустимое увеличение запаса дефицитного ре­
сурса, позволяющее улучшить найденное оптимальное решение; 

2) предельно допустимое снижение запаса недефицитного ре­
сурса, не изменяющее найденное ранее оптимальное значение це­
левой функции. 

Таха X, Введение в исследование операций: В 2-х т. - М.: Мир, 1985. 
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в нашем примере сырье А и соотношение спроса на выпуска­
емую продукцию Пх и ^2 являются дефицитными ресурсами (в 
табл. 7.3 — ресурсы 1, 3). 

Рассмотрим сначала ресурс - сырье А. На рис. 7.7 при увеличе­
нии запаса этого ресурса прямая Li перемещается вверх, парал­
лельно самой себе, до точки К^ в которой пересекаются линии ог­
раничений L2, 1з и ^4- ^ точке АГ ограничения (2), (3) и (4) стано­
вятся связываюихими; оптимальному решению при этом соответст­
вует точка К, di пространством (допустимых) решений становится 
многоугольник АКДО, В точке К ограничение (1) (для ресурса А) 
становится избыточным, так как любой дальнейший рост запаса 
соответствующего ресурса не влияет ни на пространство решений, 
ни на оптимальное решение. 

Таким образом, объем ресурса А не следует увеличивать сверх 
того предела, когда соответствующее ему ограничение (1) стано­
вится избыточным, т. е. прямая (1) проходит через новую опти­
мальную точку К. Этот предельный уровень определяется следую-

Хо ж 

2 = 0 

Рис. 7.7. Геометрическая интерпретация решения задачи 
линейного программирования (изменение ресурса А) 
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щим образом. Устанавливаются координаты точки К, в которой пе­
ресекаются прямые ^2, ^3 и ^4' т. е. находится решение системы 
уравнений 

3x1+2x2=13; 
Х) ~ Х2 = 1; 

Х2 = 2 . 

В результате получается Xj = 3 и Х2 = 2. Затем, путем подста­
новки координат точки /Г в левую часть ограничения (1), определя­
ется максимально допустимый запас ресурса А: 

2x1 -Ь 3X2 =̂  2 . 3 + 3 • 2 =12. 

Рис. 7.8 иллюстрирует ситуацию, когда рассматривается вопрос 
об изменении соотношения спроса на продукцию Я1 и Я2. 

Рис. 7.8. Геометрическая интерпретация решения задачи линейного 
программирования (изменение спроса на продукцию) 
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Новой оптимальной точкой становится точка Е, где пересека­
ются прямые Li и Z/2. Координаты данной точки находятся путем 
решения системы уравнений (1) и (2) следующим образом: 

2x1+3x2=9; 
3x1+2x2=13. 

В результате получается Х| = 4,2; Х2 = 0,2, причем суточный 
спрос на продукцию Щ не должен превышать спрос на продукцию 
Я2 на величину Xj - Х2 = 4,2 - 0,2 = 4 ед. 

Дальнейшее увеличение разрыва в спросе на продукцию Пу и 
III не будет влиять на оптимальное решение. 

Рассмотрим вопрос об уменьшении правой части несвязываю-
щих ограничений. Ограничение (4) Х2 < 2 фиксирует предельный 
уровень спроса на продукцию Я2. Из рис. 7.5 следует, что, не изме­
няя оптимального решения, прямую Ц (АВ) можно опускать вниз 
до пересечения с оптимальной точкой С. Так как точка С имеет ко­
ординаты Xi = 2,4; Х2 = 1,4, уменьшение спроса на продукцию IT2 
до величины Х2 = 1,4 никак не повлияет на оптимальность ранее 
полученного решения. 

Рассмотрим ограничение (2) 3xi + 2x2 < 13, которое представля­
ет собой ограничение на недефицитный ресурс — сырье В, Ив этом 
случае правую часть — запасы сырья В — можно уменьшать до тех 
пор, пока прямая £2 не достигнет точки С. При этом правая часть 
офаничения (2) станет равной 3xi + 2x2 = 3 • 2,4 + 2 • 1,4 = 1 ,̂0, 
что позволяет записать это ограничение в виде: 3xi + 2x2 < 10. Этот 
результат показывает, что ранее полученное оптимальное решение 
не изменится, если суточный запас ресурса В уменьшить на 3 ед. 

Результаты проведенного анализа можно свести в табл. 7.3: 

Ре­
сурс 

\(А) 

12 (В) 

3 

4 

Тип ресурса 

Дефицитный 

Недёфицитный 

Дефицитный 

Недефицитный 

Максимальное 
изменение запаса 

ресурса, ед. 

12 - 9 = + 3 

10 - 13 = - 3 

4 - 1 = +3 

1 , 4 - 2 = -0,6 

Таблица 7.3 

Максимальное 
увеличение дохода 

от изменения ресурса, 
у. д. е. 

17 - 12,8 = +4,2 

12,8-12,8 = 0 

13,4 - 12,8 = +0,6 

12,8 - 12,8 = 0 
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Задана 2, Определение наиболее выгодного ресурса. 
В задаче 1 анализа на чувствительность мы исследовали влия­

ние на оптимум увеличения объема дефицитных ресурсов. При ог­
раничениях, связанных с дополнительным привлечением ресур­
сов, естественно задать вопрос: какому из ресурсов следует отдать 
предпочтение при вложении дополнительных средств? Для этого 
вводится характеристика ценности каждой дополнительной еди­
ницы дефицитного ресурса, выражаемая через соответствующее 
приращение оптимального значения целевой функции. Такую ха­
рактеристику для рассматриваемого примера можно получить не­
посредственно из таблицы, в которой приведеш>1 результаты реше­
ния задачи 1 на чувствительность. Обозначим ценность дополни­
тельной единицы ресурса / через у^. Величина у^ определяется из 
соотношения 

Ух 
Максимальное приращение Z 

Максимально допустимый прирост ресурса / 

Результаты расчета ценности единицы каждого из ресурсов 
представлены в табл. 7.4: 

Таблица 7.4 
Ресурс / 

2 (В) 
3 
4 

Тип ресурса 

Дефицитный 
Недефицитный 
Дефицитный 
Недефицитный 

Значение у^ 

4,2/3 = 1,4 
0/(~3) = 0 
0,6/3 = 0,2 
0/(-0,6) = 0 

Полученные результаты свидетельствуют о том, что дополни­
тельные вложения в первую очередь следует направить на увеличе­
ние ресурса А и лишь затем — на формирование соотношения спро­
са на продукцию Я^ и продукцию Я2. Что касается недефицитных 
ресурсов, то, как и следовало ожидать, их объем увеличивать не 
следует. 

Задача 3, Определение пределов изменения коэффициентов 
целевой функции. 

Изменение коэффициентов целевой функции оказывает влия­
ние на наклон прямой, которая представляет эту функцию в при­
нятой системе координат. Вариация коэффициентов целевой функ­
ции может привести к изменению совокупности связывающих ог­
раничений и, следовательно, статуса того или иного ресурса (т. е. 
сделать недефицитный ресурс дефицитным, и наоборот). 
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При анализе модели на чувствительность рассмотрение коэф­
фициентов целевой функции необходимо дополнить исследо­
ванием следующих вопросов: 

1) каков диапазон изменения того или иного коэффициента це­
левой функции, при котором не происходит изменения оптималь­
ного решения? 

2) на сколько следует изменить тот или иной коэффициент 
целевой функции, чтобы сделать некоторый недефицитный ре­
сурс дефицитным, и, наоборот, дефицитный ресурс сделать не­
дефицитным? 

Ответим на поставленные вопросы на нашем примере. 
Рассматривая первый вопрос, обозначим через С] и С2 доходы 

предприятия от продажи единицы продукции П^ и IIi соответст­
венно. Тогда целевую функцию можно представить в следующем 
виде: 

Z = С^Хх + 02^2' 

На рис. 7.5 видно, что при увеличении с^ или уменьшении Ci 
прямая, представляющая целевую функцию Z, вращается (вокруг 
точки С) по часовой стрелке. Если же с^ уменьшается или С2 увели­
чивается, эта прямая вращается в противоположном направлении — 
против часовой стрелки. Таким образом, точка С будет оставаться 
оптимальной точкой до тех пор, пока наклон прямой не выйдет за 
пределы, определяемые наклонами прямых для ограничений (1) 
и(3). 

Когда наклон прямой Z станет равным наклону прямой L^, по­
лучим две альтернативные оптимальные угловые точки - С и В. 
Аналогично, если наклон прямой Z станет равным наклону прямой 
для ограничения (3), будем иметь альтернативные оптимальные уг­
ловые точки С и D. Наличие альтернативных оптимумов свидетель­
ствует о том, что одно и то же оптимальное значение Z может до­
стигаться при различных значениях переменных Ху и Х2. Как толь­
ко наклон прямой выйдет за пределы указанного выше интервала 
Cj, получим некоторое новое оптимальное решение. 

Рассмотрим на нашем примере, каким образом можно найти 
допустимый интервал изменения Cj, при котором точка С остается 
оптимальной. Исходное значение коэффициента С2 = 4 оставим не­
изменным. На рис. 7.5 видно, что значение с̂  можно уменьшать до 
тех пор, пока прямая Zne совпадет с прямой Zj (отрезок BQ. 

Это крайнее минимальное значение коэффициента Cj можно 
определрггь из равенства углов наклонов прямой Zn прямой Lj. Так 
как тангенс угла наклона для прямой Z равен —, а для прямой (1) 
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214 



равен —, то минимальное значение Cj определим из равенства 

- j = T, откуда mm q =—. На рис 7.5 видно, что значение с^ мож-

но увеличивать беспредельно, так как прямая Z при С2 = 4 и 
Cj -> + с» не совпадает с прямой ^з (отрезок DQ и, следовательно, 

8 
точка С при всех значениях коэффициента î > -• будет единствен­
ной оптимальной. 

Интервал изменения Cj, в котором точка С по-прежнему оста­
ется единственной оптимальной точкой, определяется неравенст-

8 8 
вом — < Q < +00. При 1̂ = ~ оптимальными угловыми точками 
будут как точка С, так и точка В. Как только коэффициент Cj ста-
новится меньше — , оптимум смещается в точку В. 

Можно заметить, что, как только коэффициент Cj оказывается 
меньше ^ , ресурс 3 становится недефицитным, а ресурс 4 - де-

3 
фицитным. Для предприятия это означает следующее: если доход 
от продажи единицы продукции Щ станет меньше — д. е., то наи-

3 
более выгодная производственная программа предприятия должна 
предусматривать выпуск максимально допустимого количества про­
дукции П2 (полностью удовлетворять спрос на продукцию IIj). 

При этом соотношение спроса на продукцию Щ и II2 не будет 
лимитировать объемы производства, что обусловит недефицитность 

о 

ресурса (3). Увеличение коэффициента Ci свыше — д. е. не снима­
ет проблему дефицита ресурсов (1) и (3). Точка С — точка пересе­
чения прямых Zj и ^3 ~" остается все время оптимальной. 

7.5. Симплекс-метод 

Общая идея симплекс-метода 
Для начала работы требуется, чтобы заданная система ограни­

чений выражалась равенствами, причем в этой системе ограниче­
ний должны быть выделены базисные неизвестные. Решение зада­
чи при помощи симплекс-метода распадается на ряд шагов. На 
каждом шаге от данного базиса В переходят к другому, новому ба­
зису В^ с таким расчетом, чтобы значение функции Z уменьшалось, 
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т. е. Z^\ < Z^. Для перехода к новому базису из старого базиса уда­
ляется одна из переменных и вместо нее вводится другая из числа 
свободных. После конечного числа шагов находится некоторый ба­
зис Б^\ для которого Z^k) есть искомый минимум для линейной 
функции Z, а соответствующее базисное решение является опти­
мальным либо выясняется, что задача не имеет решения. 

Алгоритм симплекс-метода 

Рассмотрим систему ограничений и линейную форму вида: 

^21^1+^22^2+- + ^2л^«=^2; 

^min "= 0̂ "̂  1̂̂ 1 "̂  2̂̂ 2 "̂  - "̂  ^п^т 

X/ > О, / = 1,«. 

(7.37) 

(7.38) 

(7.39) 

Используя метод Жордана—Гаусса (приложение И), приведем 
записанную систему к виду, где выделены базисные переменные. 

Введем условные обозначения: 
Xj, Х2, ..., х^ — базисные переменные; 
Xf^i, х^2^ ..., Xfj — свободные переменные. 

Xl =Pl -(«Ir+l^r+l "^^r+l^r+l + - + Ctî -̂ //)> 
X2 =^2 -(^Ir+l^r+l +Ct2r+2^r+2 +... + a2,,X^); 

^min = YO - (Yrf l^rf 1 + Yr+2 ,̂̂ 2 + - + УпХп)-

(7.40) 

(7.41) 

По последней системе ограничений и целевой функции Z пост­
роим табл. 7.5. 

Данная таблица называется симплекс-таблицей. Все дальнейшие 
преобразования связаны с изменением содержания этой таблицы. 

Алгоритм симплекс-метода сводится к следующему 
1. В последней строке симплекс-таблицы находят наименьший 

положительный элемент, не считая свободного члена. Столбец, со­
ответствующий этому элементу, считается разрешающим. 

216 



Таблица 7.5 

Г\Свободные 
\ неиз-

\ вест-
\ ные 

Ба- \ 
зисныеХ 
неиз- \ 
вестные \ 

^1 
хг 

Хг 
Z 

Свободный 
член 

Pi 
Р2 

i 
Yo 

Симплекс-таблица 

-^rfl 

Otirfl 
Ot2r+l 

CCrrfl 
Yrfl 

^H-2 

OtlH-2 
OC2H-2 

«nH-l 

YH-2 

Xn 

«1/ . 
Ot2« 

«r« 
Y/, 

2. Вычисляют отношение свободных членов к положительным 
элементам разрешающего столбца (симплекс-отношение). Находят 
наименьшее из этих симплекс-отношений, оно соответствует раз­
решающей строке. 

3. На пересечении разрешающей строки и разрешающего столб­
ца находится разрешающий элемент. 

4. Если имеется несколько одинаковых по величине симп­
лекс-отношений, то выбирают любое из них. То же самое отно­
сится к положительным элементам последней строки симлекс-
таблицы. 

5. После нахождения разрешающего элемента переходят к сле­
дующей таблице. Неизвестные переменные, соответствующие раз­
решающей строке и столбцу, меняют местами. При этом базисная 
переменная становится свободной переменной, и наоборот. Симп­
лекс-таблица преобразована следующим образом (табл. 7.6). 

6. Элемент табл. 7.6, соответствующий разрешающему элемен­
ту табл. 7.5, равен обратной величине разрешающего элемента. 

7. Элементы строки табл. 7.6, соответствующие элементам раз­
решающей строки табл. 7.5, получаются путем деления соответст­
вующих элементов табл. 7.5 на разрешающий элемент. 

8. Элементы столбца табл. 7.6, соответствующие элементам раз­
решающего столбца табл. 7.5, получаются путем деления соответст­
вующих элементов табл. 7.5 на разрешающий элемент и берутся с 
противоположным знаком. 

9. Остальные элементы вычисляются по правилу прямоуголь­
ника: мысленно вычерчиваем прямоугольник в табл. 7.6, одна вер-
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Таблица 7.6 
Преобразование симплекс-таблицы 

\ Свобод-
\ ные не-

\ извест-
\ ные 

Ба- \ 
зисные N. 
неиз- \ 
вести ые \ 

•^Н-2 

^2 

Хг 

7 • 

Свободный 
член 

Pi 
«1г+2 

Xpjf.\ 

Q^lr+1 

« l r + 2 

^1 

1 
« l r + 2 

0^2r+2 

« l r + 2 

O^rr+2 

« l r + 2 

Yr-f2 

« l r + 2 

«̂ 

« l r + 2 

шина которого совпадает с разрешающим элементом, а другая — с 
элементом, образ которого мы ищем; остальные две вершины оп­
ределяются однозначно. Тогда искомый элемент из табл. 7.6 будет 
равен соответствующему элементу табл. 7.5 минус дробь, в знаме­
нателе которой стоит разрешающий элемент, а в числителе — про­
изведение элементов из двух неиспользованных вершин прямо­
угольника. 

10. Как только получится таблица, в которой в последней стро­
ке все элементы отрицательны, считается, что минимум найден. 
Минимальное значение функции равно свободному члену в строке 
целевой функции, а оптимальное решение определяется свободны­
ми членами при базисных переменных. Все свободные переменные 
в этом случае равны нулю. 

11. Если в разрешающем столбце все элементы отрицательны, 
то задача не имеет решений (минимум не достигается). 

Пример 7.12. Решение задачи симплекс-методом: 

Xj — ̂ 2 + Х4 = 1; 
xi + Х2 + Х5 = 2. 
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^max — 2Xi — X2 + ЗХ3 ~ 2x^ + X5. 

Приведем задачу к виду, допускающему применение симплекс-
алгоритма: 

Хз = 1 - (-xi + Х2); 
Х^ = I — (Xi — Х2); 

Х5 = 2 - (xj + Х2). 

Подставим в выражение Z^^ величины Хз, Х4, Х5: 

Дпах = 6X1 - 7X2 + 3. 

По алгоритму целевая функция должна стремиться к минимуму: 

^min = - ^max = - 6X1 + 7X2 - 3 = - 3 - (6̂ :1 ~ 7X2). 

Составим симплекс-таблицу (табл. 7.7). 

Таблица 7.7 

\ v Свободные 
>v неизвест-

\v^^^ ные 
Базисные ^ч. 
неизвестные ^ v 

^3 

Х4 

^5 

Свободный 
член 

1 
1 
2 

- 3 

Xi 

-1 

Ш 
1 
6 

^ 

1 
-1 
1 

-7 

1^ 

Разыскиваем в последней строке наименьший положительный 
элемент, в нашем примере он равен + 6, первый столбец коэффи­
циентов будет разрешающим. Определим отношение свободных 
членов к положительным элементам разрешающего столбца. Ми­
нимальное симплекс-отношение равно 1. Разрешающий элемент 
находится на пересечении строки переменной х^ и столбца - Xj. 

Переходим к следующей таблице, используя правило прямо­
угольника (табл. 7.8): 
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Таблицу 7.8 

\ v Свободные 
^ v неизвест-

\ v ные 
Базисные \ v 
неизвестные \ v 

^3 

Z • 

Свободный 
член 

2 
1 
1 

-9 

Xi 

1 
1 

- 1 
- 6 

Х2 

0 
-1 
2 
-1 1 

В последней строке нет положительных элементов, следова­
тельно, оптимальное решение найдено: 

^min = — 9; ^ = (0; 0; 2; 1; 1); Z^̂ x "̂  ~ -̂ min ~ 9. 

7.6. Методы нахождения 
опорного решения задачи 
линейного программирования 

Метод искусственного базиса 
Сформированный выше алгоритм симплекс-метода можно при­

менять лишь в том случае, если вьщелено первое допустимое реше­
ние, т. е. исходная задача линейного программирования приведена 
к виду 

^1 = Pi -(Щ r+l^r+l +^1 r+2^r+2 + - + OCî X )̂; 

2min = YO - (Yr+l^rf 1 + Yr+2^rf2 + - + Уп^п)-

При этом Pi > о, ..., P^> о, тогда, положив свободные неизвест­
ные х^+1, Xf^2y ̂ п равными нулю, получаем опорное решение 
^1 ^ Рь ^2 "̂  Рг» -у ^г ^ Рг 

Рассмотрим метод нахождения опорного решения, основанный 
на введении искусственных переменных. Для этого запишем зада­
чу линейного программирования в общем виде. Будем рассматри­
вать задачу с числом неизвестных п иг ограничениями: 
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: (7.42) 

Перепишем систему (7.42) в другом виде. Для этого введем ис­
кусственные переменные yj, У2, ..., у г так, чтобы был выделен ба­
зис. Тогда система примет вид 

yi^bi -(aiixi •\-ai2X2 +... + fli^^;,); 

(7.43) 
Уг =*r "(^rl^l +^г2^2 +... + Л,71^л)-

Системы (7.42) и (7.43) будут эквивалентны в том случае, если 
все У/, для / = 1,г будут равны 0. Кроме того, мы считаем, что все 
bi > О для / = 1,г. В противном случае соответствующие ограниче­
ния из системы (7.42) умножим на — 1. Для того чтобы yi были 
равны О, мы должны преобразовать задачу таким образом, чтобы 
все искусственные переменные у,- перешли в свободные неизвест­
ные. 

В этом случае система (7.43) после преобразования примет вид: 

1̂ = P l - ( « I r + l ^ r + l + a i r + 2 ^ r + 2 + - + «1/7^/;+^11Л+- + ̂ гД^г); 
; (7.44) 
Хг =Р^ -{0.rr+\Xr^\ +СХ;.̂ +2 г̂+2 +... + СХ^ „̂ ^СгхУх +... + С^̂ >'̂ ). 

От системы (7.43) к системе (7.44) всегда можно перейти шага­
ми симплекс-метода. При таком переходе в качестве линейной 
формы рассматривают ф)шкцию 

^min=>^l+>'2 + E+3^„ (7.45) 

равную сумме искусственных переменных. Переход заканчивают, 
когда F^^^ = О и все искусственные переменные у/ переведены в 
свободные неизвестные. 

Анализ вариантов решений 
1. Если jFjnin ^ О, а все у^ переведены в свободные переменные, 

то задача не имеет положительного решения. 
2. Если F^^^ = О, а часть yi осталась в базисе, то для перевода 

их в свободные переменные необходимо применять специальные 
приемы. 
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в симплекс-таблице, соответствующей системе (7.44), после то­
го как /'min == 0> а все у/ ~ свободные, вычеркивают строку для Z'̂ jn 
и столбцы для У1 и решают задачу для исходной линейной формы 

Рекомендуется вводить минимум искусственных переменных. 
П р и м е р 7.13. Решение задачи линейного программирования 

симплекс-методом. Для нахождения опорного плана использовать ме­
тод искусственных переменных. 

Ограничения: 
|3xi - 5 x 2 "^^3 "^2x4 =1» 
\2х\ - 2 Х 2 + Х 4 - Х 5 = - 4 ; 
I Х\ — 3X2 "Ь 2X4 "" ^5 ~ "~̂ * 

Целевая функция: 

2min = ^1 + 2x2, /̂ ^ о, / = 171. 

В базис можно вьщелить переменную Ху Введем две искусст­
венные переменные — >'i и У2* 

Хз = 1 - (3xi - 5x2 "̂  2x4); 
У\ = 4 - (-2x1 + 2x2 - Х4 + -̂ 5)̂  
У2 = 5 - ( - x i + 3x2 - 2x4 + Х5); 
^min = о - (-^1 - 2x2); 
^min = Д'! + У2 = 9 - (-3X1 + 5X2 ^ ЗХ4 + 2X5). 

Составим симплекс-таблицу (табл. 7.9): 

Таблица 7.9 
P N . Свободные 

^ч^неизвестные 

Базисные ^ ^ ^ 
I неизвестные ^ ч ^ 

^3 

У\ 
Уг 

Z • 

^min 

Свобод­
ный член 

1 
4 
5 
0 
9 

^1 

3 
- 2 
-1 
- 1 
- 3 

Х2 

-5 
2 
3 

- 2 
5 

Х4 

2 
-1 
- 2 
0 

- 3 

^5 

0 и 
1 
0 
2 

!<-
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Наименьший положительный элемент в строке линейной фор­
мы F^ij^ = 2. Разрешающий элемент находится на пересечении 
столбца переменной х^ и строки переменной yi. 

Заполним следующую симплекс-таблицу (табл. 7.10): 
Таблица 7.10 

Г \ . Свободные 
^ч^еизвестные 

Базисные \ . 
неизвестные ^ ч ^ 

^3 

^5 

У2 
7 • 

F 
^ min 

Свобод­
ный член 

1 
4 
1 
0 
1 

Xi 

3 
- 2 
1 

- 1 
1 

Х2 

- 5 
2 ш 

- 2 
1 

Х4 

2 
-1 
- 1 
0 

-1 

У\ 

0 
1 

- 1 
0 

-2 

<-

Наименьший положительный элемент в строке линейной фор­
мы Fn̂ jn = 1. Минимальное симплекс-отношение соответствует 
строке переменной У2-

Заполним новую симплекс-таблицу (табл. 7.11): 
Таблица 7.11 

Г\^^ Свободные 
^чнеизвестные 

Базисные \ ^ 
неизвестные ^ ч ^ 

^3 

^5 

Х2 

' Z • 

F 
'* min 

Свобод­
ный член 

6 
2 
1 
2 
0 

Xi 

8 
- 4 
1 
1 
0 

У2 

5 
- 2 
1 
2 

-1 

Х4 

~3 
1 

-1 
- 2 
0 

У\ 

5 
3 

- 1 
- 1 
- 1 

Так как F̂ în = О, а 3/1 и У2 переведены в число свободных, пере­
ход к первому опорному решению завершен. Строку, соответству­
ющую F̂ în» и столбцы переменных у^ и У2 вычеркиваем в послед­
ней таблице и переписываем ее в новом виде (табл. 7.12): 
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Таблица 7.12 
Г"""""̂ -....,.,̂ ^̂  Свободные 

"̂̂ ""--«̂ .̂ .̂  неизвестные 
Базисные "̂''•̂ ^̂ ......,̂ ^̂  
неизвестные ^"^"-̂ .̂̂ ^ 

^3 

Х5 

Х2 

7 • 

Свободный 
член 

6 
2 
1 
2 

^1 

8 
- 4 
1 
1 

^4 

- 3 
1 

- 1 
- 2 

<-

т 
Решим задачу для исходной линейной формы Zĵ î . В табл. 7.12 

находим разрешающий элемент. Он равен 8. Выполняя действия 
согласно алгоритму симплекс-метода, получим табл. 7.13: 

r̂ ^ -̂̂ ŝ ,̂ ^ Свободные 
"̂"''""--ч..,,̂ ^ неизвестные 

Базисные "̂"̂ ^̂ .̂̂ ^̂ ^ 
неизвестные "̂"""̂ ---..̂ ^ 

^1 

^5 

Х2 

Z 

Свободный 
член 

6/8 
5 

2/8 
10/8 

^3 

1/8 
4/8 

-1/8 
-1/8 

Таблица 7.13 

Х4 

-3/8 
-12/8 
-5/8 
-13/8 

В последней строке (Z^i^^) положительных элементов нет, сле­
довательно, оптимальное решение найдено. 
_ Значение целевой функции Z^i^ равно 10/8. Оптимальный план 
X = (6/8; 2/8; 0; 0; 5). 

Второй алгоритм отыскания опорного плана 
Пусть задача линейного программирования записана в канони­

ческом виде: 

«11^1+«12^2+- + «i/i^«=*i; 
(7.46) 

224 



(7.47) 

Построим первую таблицу Жордана-Гаусса для задач (7.46) и 
(7.47). Для единообразия вычислительной процедуры к исходной 
таблице приписываем строку целевой функции: 

q С2 

ощ 

'^тп 

Сп 

Ьх 

Ь-п,\ 
0 

2^ т 
Е.. 

(7.48) 

После приведения системы ограничений к единичному базису 
целевая функция, как и базисные переменные, будет выражена че­
рез свободные переменные. Аналогичным приемом мы пользова­
лись, когда решали задачи графическим методом с числом пере­
менных более двух. 

Алгоритм метода 
1. Запишем задачу в форме (7.48), при этом все элементы столбца 

свободных членов 6/ должны быть неотрицательны 6/ > О, / = 1,AW. 
Уравнения системы (7.46), в которых свободные члены отрицатель­
ны, предварительно нужно умножить на —1. 

2. Таблицу (7.48) преобразуем шагами Жордана—Гаусса исклю­
чений. При этом на каждом шаге разрешающим может быть вы­
бран любой столбец, содержащий хотя бы один положительный 
элемент. Строка целевой функции на выбор разрешающих столб­
цов влияние не оказывает. 

3. Разрешающая строка определяется по наименьшему из отно­
шений свободных членов к положительным элементам разрешаю­
щего столбца. 

4. В процессе преобразований вычеркиваем строки, состоящие 
из одних нулей. 

5. Если в процессе преобразований встречается строка, все эле­
менты которой нули, а свободный член отличен от нуля, то задача 
не имеет решения. Если встретится строка, в которой, кроме сво­
бодного члена, других положительных элементов нет, то говорят, 
что задача не имеет положительных решений. 

Пояснение. В п.1 алгоритма предполагается, что все элементы 
столбца свободных членов неотрицательны. Это требование необя­
зательно. В случае когда в столбце свободных членов встречаются 
отрицательные числа, будем пользоваться теоремой. 
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Теорема, Если разрешающий элемент выбирать по наимень­
шему положительному симплекс-отношению, то после шага Жор-
дана—Гаусса свободный член в разрешающей строке становится 
положительным, а остальные члены сохраняют свой знак. 
Выбор разрешающего элемента производят иначе, а именно. 
1. Просматривают строку, соответствующую какому-либо отри­

цательному свободному члену. Выбирают в ней какой-либо отрица­
тельный элемент — соответствующий этому элементу столбец будет 
разрешающим. 

2. Выбор разрешающего элемента производится по минималь­
ному положительному симплекс-отношению. Если задача разре­
шима, то через конечное число шагов получают первое допустимое 
решение и можно применять симплекс-метод. 

В некоторых случаях найденное таким образом первое допусти­
мое решение является также и оптимальным решением. 

Пример 7.14. Определение опорного плана. 
Дана следующая система: 

xj + Х2 - хз - Х4 = -4; 
Х1-2х2-л:з-Х5=~7; (7.49) 
2xi - X2 + ̂ 4 + Х5 = 7; 

^max = 3Xi - X2 + 5; (7.50) 

X/ > 0, / = ГЛ. 
Два свободных члена в системе ограничений отрицательны, по­

этому перед тем, как записать задачу в виде (7.48), умножим 
соответствующие уравнения (7.49) на —1: 

-Х1~Х2+хз+Х4=4; 
-Xi + 2X2 + -̂ 3 + ̂ 5 = '7» 
2xj — Х2 + Х4 "Ь Х5 — f\ 

^max = 3Xi - Х2 + 5. 
Запишем данную задачу в виде выражения 7.48 и получим табл. 

7.14. 
Выберем произвольно столбец с положительным элементом. 

Затем по минимальному положительному отношению находим раз­
решающий элемент. В нашем примере он равен 1 и находится на 
пересечении столбца переменной Х4 и первой строки (элемент от­
мечен квадратом). Выполняя преобразования Жордана-Гаусса, по­
лучим табл. 7.15. 
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Таблица 7.14 

^1 

-1 
-1 
2 
3 

Х2 

-1 
2 

-1 
-1 

^3 

1 
1 
0 
0 

Х4 

ш 
0 
1 
0 

^5 

0 
1 
1 
0 

Свободный 
член 

4 
7 
7 
5 

1 

4 
10 
10 
7 

<-

Таблица 7.15 

^1 

-1 
-1 
3 
3 

Х2 

-1 
2 
0 

-1 

^3 

1 
1 

-1 
0 

Х4 

1 
0 
0 
0 

^5 

0 
1 ш 
0 

Свободный 
член 

4 
7 
3 
5 

I 

4 
10 
6 
7 

<-

т 
Выполняя в дальнейшем все действия алгоритма, получим ряд 

следующих аналогичных таблиц (табл. 7,16, 7.17): 
Таблица 7.16 

^1 

-1 
~4 
3 
3 

Х2 

-1 
2 
0 

-1 

^3 

1 и 
-1 
0 

Х4 

1 
0 
0 
0 

^5 

0 
0 
1 
0 

Свободный 
член 

4 
4 
3 
5 

I ^ 
4 
4 
6 
7 

Таблица 7.17 

^1 

1 
- 2 
1 
3 

^2 

- 2 
1 
1 

-1 

^3 

0 
1 
0 
0 

Х4 

1 
0 
0 
0 

^5 

0 
0 
1 
0 

Свободный 
член 

2 
2 
5 
5 

S 1 

2 
2 
8 

^ 
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На данном этапе расчетов в табл. 7.17 мы получили три нуле­
вых столбца, что соответствует количеству ограничений в примере. 
Здесь необходимо закончить преобразования Жордана-Гаусса. 

Запишем нашу задачу из табл. 7.17 так: 

-2x1 + ̂ 2 + Хз = 2 
Xi + ̂ 2 + Хз = 5 

или 
Х4 = 2—\Х\ — 2x2)» 
хз=2-(-2х1+Х2); 
X5=5~(xi+X2); 

^max - 3Xi - Х2 + 5; Zn âx - 5 - (~3Xi + X2). 

Получено первое допустимое решение, выделим его. Для этого 
положим Xj = 0; Х2= О, тогда X = (0; 0; 2; 2; 5); Z^^^ "̂  5. 

Задача решена. 

7.7. Экономическая интерпретация 
решения задачи линейного 
программирования 

Любая экономико-математическая модель лишь упрощенно, 
грубо отображает реальный экономический процесс, и это упроще­
ние существенно сказывается на получаемых результатах. Исследо­
вателя вряд ли устроила бы заключительная симплекс-таблица, из 
которой можно было бы получить только список переменных и их 
значения. На самом же деле результирующая симплекс-таблица 
«насыщена» весьма важными данными, лишь небольшую часть ко­
торых составляют оптимальные значения переменных. Из симп­
лекс-таблицы можно получить информацию относительно: 

• оптимального решения; 
• статуса ресурсов; 
• ценности каждого ресурса; 
• чувствительности оптимального решения к изменению запа­

сов ресурсов, вариациям коэффициентов целевой функции и ин­
тенсивности потребления ресурсов. 

Сведения, относящиеся к первым трем пунктам, можно извлечь 
непосредственно из итоговой симплекс-таблицы. Получение ин­
формации, относящейся к четвертому пункту, требует дополни­
тельных вычислений. 

Для иллюстрации возможностей получения указанной выше 
информации из заключительной симплекс-таблицы воспользуемся 
опять задачей об ассортименте продукции (пример 7.2). Эта задача 
формулируется следующим образом: 
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максимизировать: Z = Зх] + 4x2 
при следующих ограничениях: Тх^ + 3x2 < 9 

3x1 + 2x2 < 13 
Xj - Х2 < 1 

Х2 < 2 

(доход); 
(сырье А), 
(сырье В), 
(спрос), 
(спрос). 

Оптимальная симплекс-таблица имеет вид (табл. 7.18): 

Таблица 7.18 
Г"*̂ -̂ .̂ ^̂ ^ Свободные 

^̂ "̂"̂ .̂.̂ ^̂  неизвестные 
Базисные "̂"'̂ --«.......̂ ^ 
неизвестные "̂"•"•"•-̂ ,̂̂  

^1 

У2 

У4 

Х2 

7 

Свободный 
член 

2,4 

3 

0,6 

1,4 

12,8 

Ĵ i 

0,2 

- 1 

-0,2 

0,2 

1,4 

Уъ 

0,6 

-1 

0,4 

-0,4 

0,2 

В таблице y^.j = 1,4 — выравнивающие переменные. 

Оптимальное решение. С точки зрения практического использо­
вания результатов решения задач линейного программирования 
классификация переменных на базисные и небазисные не имеет 
значения и при анализе оптимального решения может не учиты­
ваться. Переменные, отсутствующие в симплекс-таблице в столбце 
«базисные переменные», обязательно имеют нулевое значение. Зна­
чения остальных переменных приводятся в столбце «свободные 
члены». 

При интерпретации результатов оптимизации в задаче об ас­
сортименте продукции нас прежде всего интересуют объемы про­
изводства продукции П^ и Я2, т. е. значения управляемых перемен­
ных Xj и Х2. Используя данные, содержащиеся в симплекс-таблице 
для оптимального решения, основные результаты можно предста­
вить в следующем виде (табл. 7.19): 
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Таблица 7.19 

Управляемые 
переменные 

^ 1 

Х2 

1 7 

Оптимальные 
значения 

2,4 

1,4 

12,8 

Решение 

Объем производства продук­
ции IJi должен быть равен 
2,4 ед. в сутки 
Объем производства продук­
ции Яг должен быть равен 
1,4 ед. в сутки 
Доход от реализации продук­
ции будет равен 12,8 д. е. 
в сутки 

Статус ресурсов. В подразд. 7.4 ресурсы относились либо к де­
фицитным, либо к недефицитным — в зависимости от того, полное 
или частичное их использование предусматривает оптимальное ре­
шение задачи. Сейчас цель состоит в том, чтобы получить соответ­
ствующую информацию непосредственно из оптимальной таблицы. 

В модели, построенной для задачи об ассортименте продукции, 
фигурируют четыре ограничения со знаком «<». Первые два огра­
ничения (определяющие допустимый расход исходного сырья) 
представляют собой истинные ограничения на ресурсы. Третье и 
четвертое ограничения относятся к спросу. Эти требования можно 
рассматривать как ограничения на соответствующие ресурсы, так 
как увеличение спроса на продукцию эквивалентно расширению 
представительства предприятия на рынке сбыта. В отношении фи­
нансовых средств такая ситуация имеет те же последствия, что и 
увеличение запасов ресурсов, требующее распределения дополни­
тельных вложений. 

Из вышеизложенного следует, что статус ресурсов (дефицитный 
или недефицитный) для любой модели линейного профаммирова-
ния можно установить непосредственно из результирующей симп­
лекс-таблицы, обращая внимание на значения выравнивающих пе­
ременных. Применительно к нашей задаче можно привести следу­
ющую сводную таблицу (табл. 7.20). 

Положительное значение выравнивающей переменной указы­
вает на неполное использование соответствующего ресурса, т. е. 
данный ресурс является недефицитным. Если же выравнивающая 
переменная равна О, то это свидетельствует о полном потреблении 
соответствующего ресурса. Из сводной табл. 7.20 видно, что ресур­
сы 2 и 4 связаны с запасами сырья В и возможностями сбыта про­
дукции IT2. Поэтому любое увеличение их запасов сверх установ-
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Таблица 7.20 

Ресурс 

Сырье А 
Сырье В 
Превышение объема производ­
ства продукции Щ по отноше­
нию к объему производства 
продукции ITj 
Спрос на продукцию Яг 

Выравнивающая 
переменная 

У1 = 0 

У, = 0,6 

Статус ресурса 

Дефицитный 
Недефицитный 
Дефицитный 

Недефицитный 

ленного максимального значения приведет лишь к тому, что они 
станут еще более недефицитными. Оптимальное решение задачи 
при этом останется неизменным. 

Ресурсы, увеличение запасов которых позволяет улучшить ре­
шение (увеличить доход), — это сырье А и возможности по сбыту 
продукции III, поскольку из оптимальной симплекс-таблицы 
(табл. 7.18) видно, что они дефицитные. В связи с этим логично 
поставить вопрос: какому из дефицитных ресурсов следует отдать 
предпочтение при вложении дополнительных средств на увеличе­
ние их запасов, с тем чтобы получить от них максимальную отда­
чу? Ответ на этот вопрос будет дан в следующем разделе этой гла­
вы, где рассматривается ценность различных ресурсов. 

Ценность ресурса. Ценность ресурса характеризуется величиной 
улучшения оптимального значения Z, приходящегося на единицу 
прироста объема данного ресурса. Графическая интерпретация это­
го определения применительно к условиям задачи об ассортименте 
продукции была дана в подразд. 7.4 (вторая задача на чувствитель­
ность). Графический анализ показывает, что ценность ресурсов 
1, 2, 3 и 4 равна: 

С/] = 1,4 д. е. на единицу прироста запасов ресурса сырья А; 
U2 = О, f/4 = 0; 
f/3 = 0,2 д. е. на единицу прироста превышения производства 

продукции Я^ по отношению к объему производства про­
дукции П2. 

Эта информация представлена в оптимальной таблице (табл. 
7.18). Обратим внимание на значения коэффициентов Z-уравне-
ния, стоящих при переменных начального базиса у^, У2, у^ и у^. 
Значения указанных коэффициентов (1,4; 0; 0,2; 0) в точности со­
ответствуют значениям t/i; Ui, Uy, U^. 
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Хотя в подразд. 7.4 были даны необходимые разъяснения, свя­
занные с определением ценности ресурсов, покажем, каким обра­
зом аналогичный результат можно получить непосредственно из 
симплекс-таблицы. 

Рассмотрим Z-уравнение оптимальной симплекс-таблицы ре­
шения задачи об ассортименте продукции: 

Z = 12,8 - (1,4 • у^-^0^у2 + 0,2'Уг-^0- у^). 

Положительное приращение переменной Ух относительно ее 
текущего нулевого значения приводит к пропорциональному 
уменьшению Z, причем коэффициент пропорциональности равен 
1,4 д. е. Однако из первого ограничения модели следует 

2x1 + 3̂ 2 + 3̂1 = 9, 

т. е. увеличение Ух эквивалентно снижению запаса ресурса 1 (сырья 
А), Отсюда следует, что уменьшение запаса первого ресурса вызы­
вает пропорциональное уменьшение целевой функции Zc коэффи­
циентом пропорциональности, равным 1,4 д. е. Аналогичные рас­
суждения справедливы и для ресурса 3. 

В отношении ресурсов 2 и 4 было установлено, что их ценность 
равна О (1/2= 1/4 = 0), Этого и следовало ожидать, так как ресурсы 
2 и 4 оказались недефицитными. Такой результат получается вся­
кий раз, когда соответствующие выравнивающие переменные име­
ют положительное значение. 

Несмотря на то что ценность различных ресурсов, определяемая 
значениями переменных U^y была представлена в стоимостном (д. е.) 
выражении, ее нельзя отождествлять с действительными ценами, по 
которым возможна закупка соответствующих ресурсов. На самом де­
ле речь идет о некоторой мере, имеющей экономическую природу и 
количественно характеризующей ценность ресурса только относи­
тельно полученного оптимального значения Z. При изменении огра­
ничений модели соответствующие экономические оценки будут ме­
няться даже тогда, когда оптимизируемый процесс предполагает при­
менение тех же ресурсов. Поэтому при характеристике ценности ре­
сурсов экономисты предпочитают использовать тaкиQ̂  термины, как 
теневая цена или двойственная оценка. Заметим, что теневая цена 
характеризует интенсивность улучшения оптимального решения Z. 
Однако при этом не фиксируется интервал значений увеличения за­
пасов ресурсов, при которых интенсивность улучшения целевой 
функции остается постоянной. Для большинства практических ситу­
аций логично предположить наличие верхнего предела увеличения 
запасов, при превышении которого соответствующее ограничение 
становится избыточным, что в свою очередь приводит к новому ба-
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зисному решению и соответствующим ему новым теневым ценам. 
Ниже определяется интервал значений запасов ресурса, при которых 
соответствующее офаничение не становится избыточным. 

Максимальное изменение запаса ресурса. При решении вопро­
са о том, запас какого из ресурсов следует увеличивать в первую оче­
редь, обычно используются двойственные оценки (теневые цены). 
Чтобы определить интервал значений изменения запаса ресурса, при 
которых двойственная оценка данного ресурса, фигурирующая в за­
ключительной симплекс-таблице, остается неизменной, необходимо 
выполнить ряд дополнительных вычислений. Положим, что в зада­
че об ассортименте продукции запас первого ресурса (сырья А) из­
менился на Aj, т. е. запас сырья А составит (9 + Aj) единиц. Введем 
это изменение в начальную симплекс-таблицу и затем выполним 
всю последовательность вычислений. 

Поскольку элементы правых частей ограничений никогда не 
используются в качестве разрешающих, то очевидно, что на каж­
дой итерации вычислений А] будет оказывать влияние только на 
значения элементов столбца «свободные члены». 

Результаты вычислений элементов столбца «свободные члены» 
сведены в табл. 7.21: 

Таблица 7.21 

Уравнение 

Z 
1 
2 
3 
4 

Значения элементов столбца «свободные члены» 

Начальная 
симплекс-таблица 

0 
9 + Ai 

13 
1 
2 

Оптимальная 
симплекс-таблица 

12,8 + 1,4 • Ai 
2,4 + 0,2 • Ai 

3 - 1 • А, 
0,6 - 0,2 . Ai 
1,4 -f- 0,2 . А, 

Все изменения элементов столбца «свободные члены» опреде­
ляются непосредственно по данным, содержащимся в симплекс-
таблицах. Каждый элемент столбца «свободные члены» представля­
ет собой сумму двух величин: 

1) постоянной; 
2) члеца, линейно зависящего от Ai. 
Постоянные соответствуют числам, которые фигурируют в оп­

тимальной симплекс-таблице до введения А̂  в столбце «свободные 
члены». Коэффициенты при Aj во вторых слагаемых равны коэф­
фициентам при У1 в оптимальной симплекс-таблице. 
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Заметим, что при анализе изменений в правых частях второго, 
третьего и четвертого ограничений нужно пользоваться коэффици­
ентами при переменных У2, Уз^ У А соответственно. 

Так как введение Aj сказывается лишь на правой части ограни­
чений (на элементах столбца «свободные члены»), изменение запа­
са ресурса может повлиять только на допустимость решения. По­
этому Aj не может принимать значений, при которых какая-либо из 
базисных переменных становится отрицательной. Из этого следует, 
что величина Aj должна быть ограничена таким интервалом значе­
ний, при котором выполняется условие неотрицательности правых 
частей ограничений в результирующей симплекс-таблице, т. е.: 

jci = 2,4 + 0,2 • Ai > 0; (7.51) 
^2 = 3 - 1 . Ai > 0; (7.52) 
У4 = 0,6 - 0,2 • Ai > 0; (7.53) 
X2= 1,4 + 0,2 • Ai>0. (7.54) 

Для определения допустимого интервала изменения Aj рассмо­
трим два случая. 

Случай 7: А1 > 0. 
Соотношения (7.51) и (7.54) всегда выполняются при Aj > 0. 

Соотношения (7.52) и (7.53) определяют следующие предельные 
значения Ai! Aj < 3; А] < 3. Таким образом, все четыре соотноше­
ния выполняются при Aj < 3. 

Случай 2: Ai < 0. 
Соотношения (7.52) и (7.53) выполняются при Aj < 0. Соотно­

шения (7.51) и (7.54) справедливы при Aj > — 12; Aj > ~7 соответ­
ственно. 

Таким образом, оба соотношения справедливы при А] > —7. 
Объединяя результаты, полученные для обоих случаев, можно 

сделать вывод, что при —7 < Aj < 3 решение рассматриваемой сис­
темы всегда будет допустимым. Любое значение Aj, выходящее за 
предел указанного интервала (т.е. уменьшение запаса сырья А бо­
лее чем на 7 единиц или увеличение более чем на 3 единицы), при­
ведет к недопустимости решения и новой совокупности базисных 
переменных. 

Анализ на чувствительность оптимального решения к вариации 
коэффициентов целевой функции. В подразд. 7.4 на основе графиче­
ского представления модели было показано, что при определенных 
значениях изменения коэффициентов целевой функции оптималь­
ные значения переменных остаются неизменными (хотя оптималь­
ное значение Z при этом меняется). Возвращаясь к этому вопросу, 
покажем, каким образом интересующую нас информацию можно 
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получить из данных, содержащихся в оптимальной симплекс-таб­
лице. 

Следует отметить, что уравнение целевой функции также не ис­
пользуется в качестве ведущего уравнения. Поэтому любые измене­
ния коэффициентов целевой функции окажут влияние только на 
Z-уравнение результирующей симплекс-таблицы. Это означает, что 
такие изменения могут сделать полученное решение неоптималь­
ным. Наша цель заключается в том, чтобы найти интервалы изме­
нений коэффициентов целевой функции, при которых оптималь­
ные значения переменных остаются неизменными. 

Чтобы показать, как выполняются соответствующие вычисле­
ния, положим, что доход, получаемый с единицы продукции Я^, 
изменяется от 3 до 3 + 5i, где б̂  может быть как положительным, 
так и отрицательным числом. Целевая функция в этом случае при­
нимает следующий вид: 

2тах = (3 + 5i)Xi + 4X2. 

Если воспользоваться данными начальной симплекс-таблицы и 
выполнить все вычисления, необходимые для получения оптималь­
ной симплекс-таблицы, то последнее Zjnax-УРавнение будет выгля­
деть следующим образом: 

Свободные 
переменные 

7 

Свободные 
члены 

12,8 + 2,4 5i 

У\ 

1,4 4- 0,2 5, 

Уг 

0,2 + 0,6 8i 

Это уравнение (строка целевой функции) отличается от Z-урав-
нения до введения Sj только наличием членов, содержащих Ь^, Ко­
эффициенты при 5i равны коэффициентам при соответствующих 
переменных в Xj-уравнении (jcj-строка) симплекс-таблицы для по­
лученного ранее оптимального решения: 

["̂ •̂ ^ Свободные 
^^^^ременные 

Базисные^"\^^^ 
переменные ^^\,,^^ 

X, 

Свободные 
члены 

2,4 

У\ 

0,2 

Уъ 

0,6 

Мы рассматриваем Xj-уравнение, так как коэффициент именно 
при этой переменной в выражении для целевой функции в началь­
ной симплекс-таблице изменился на Sj. 
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Оптимальные значения переменных будут оставаться неизмен­
ными при значениях Sj, удовлетворяющих условию неотрицатель­
ности (задача на отыскание максимума) всех коэффициентов при 
свободных переменных в Z-уравнении. Таким образом, должны 
выполняться следующие неравенства: 

1,4 + 0,2 5i > 0; 
0,2 + 0,6 5i > 0. 

Из первого неравенства получаем, что Sj > - 7 , а из второго сле­

дует, что 6i >—. Эти результаты определяют пределы изменения 

коэффициента - - < 5] < -ьоо. 

Таким образом, при уменьшении коэффициента целевой функ­

ции при переменной Xj до значения, равного 3 + 1 
V •") 

= 2- , или 

при его увеличении до +оо оптимальные значения переменных ос­
таются неизменными. Этот вывод совпадает с результатом, полу­
ченным в подразд. 7.4. 

Следует отметить, что оптимальное значение Z будет изменять­

ся в соответствии с выражением (12,8 + 2,4 5i), где - - ^ S j <+оо. 
Мы рассмотрели случай изменения коэффициента при базис­

ной переменной Ху В случае изменения коэффициента при сво­
бодной переменной в целевой функции происходит изменение ко­
эффициента только при данной переменной в оптимальной симп­
лекс-таблице. Рассмотрим в качестве иллюстрации случай, когда 
коэффициент при свободной переменной у^ (первая выравниваю­
щая переменная) изменяется от О до 52- Выполнение преобразова­
ний, необходимых для получения заключительной симплекс-таб­
лицы, приводит к следующему результирующему Z-уравнению: 

Свободные 
переменные 

Z 

Свободные 
члены 

12,8 

У\ 

1,4 - 52 

Уг 

0,2 

Из приведенного фрагмента заключительной симплекс-табли­
цы видно, что единственное отличие от Z-уравнения до введения 
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52 состоит в том, что коэффициент при >'з уменьшился на 62. Таким 
образом, коэффициент при свободной переменной в результирую­
щем Z-уравнении нужно уменьшить на ту же величину, на которую 
он увеличивался в исходном Z-уравнении. 

7.8. Двойственные задачи 
линейного программирования 

Взаимодвойственные задачи. Рассмотрим задачу об использова­
нии ресурсов. Пусть предприятие № 1 производит п видов продук­
ции и использует т видов сырь5 .̂ Известна прибыль, получаемая с 
единицы продукции Cuj = 1, п. Известны технологические коэффи­
циенты Qip i = l,m, J = I, п. Требуется организовать производство 
так, чтобы предприятию была обеспечена максимальная прибыль. 
Сведем все исходные данные в табл. 7.22: 

Таблица 7.22 

Цены 
на ресурсы 

^1 

Запасы 
сырья 

^1 

^2 

От Прибыль с 
единицы 

продукции 

Продукция 

Я, 
^11 

^21 

От\ С\ 

Пг 
Д,2 

- ^22 

Cl 

Пп 
0\п 

Сп 

Запишем в общем виде экономико-математическую модель за-
дачи об использовании ресурсов. Для этого введем переменные Хр 
J = 1уП — количество продукции у-го вида. Тогда ограничения на 
сырье запишутся в виде 

«11^1 + «12^2 + - + ^ 1 Л ^ «i; 
^21X1 + ^22^2 + - +^2/1^л ^ ^2; (7.55) 

Целевая функция, определяющая максимум прибыли, имеет 
вид 

cjXi + С2Х2 + ... + с^„; (7.56) 
Xj>QJ= 1,п. 
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По этим же исходным данным сформулируем задачу по пред­
приятию № 2. 

Допустим, предприятие № 2 решило закупить все ресурсы, ко­
торыми располагает предприятие № 1. В этом случае предприятию 
№ 2 необходимо установить оптимальные цены на эти ресурсы, ис­
ходя из следующих условий: 

1) общая стоимость ресурсов для предприятия № 2 должна быть 
минимальной; 

2) за каждый вид ресурса предприятию № 1 надо уплатить не 
менее той суммы, которую это предприятие может получать при 
переработке данного вида ресурса в готовую продукцию. 

Обозначим цены, по которым предприятие № 2 покупает ре­
сурсы у предприятия № 1, через «,-, / = \,т. Запишем экономико-
математическую модель для предприятия № 2 с учетом вышеука­
занных условий 1) и 2). 

Целевая функция, определяюш;ая минимальную суммарную 
стоимость ресурсов, имеет вид 

^min = ^\Щ + «2«2 + - + ^т^^т- (7-57) 

В соответствии с условием 2) запишем систему ограничений: 

«11^1 +^21«2 + - +^ml«m^^i ; 
а^их + «22«2 + - + ^ml^m ̂  <^Ъ (7.58) 

Сравним математические модели задач (7.55), (7.56) и (7.57), 
(7.58): 

1) число неизвестных одной задачи равно числу ограничений 
другой задачи; 

2) матрица коэффициентов системы ограничений получается 
одна из другой путем транспонирования; 

3) неравенства в системах ограничений имеют противополож­
ный смысл; 

4) свободные члены системы ограничений одной из задач ста­
новятся коэффициентами целевой функции другой задачи, коэф­
фициенты целевой функции превращаются в свободные члены ог­
раничений; 

5) целевые функции в задачах имеют противоположный смысл: 
в первой - max, во второй - min. 

Задачи линейного профаммирования, обладающие пятью ука­
занными формальными признаками, называются симметричными. 
Одна из них называется основной, а другая — двойственной. 
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в линейном программировании кроме симметричных двойст­
венных пар существуют несимметричные двойственные пары, ко­
торые имеют следующий вид: 

основная задача 

a^xi + «12X2 + ... + а^гР^п = *i; 
(7.59) 

^max = CiXi + С2Х2 + ... + C^nl (7.60) 

Ху>0,у=Т7«; 

двойственная задача 

^max = b^yi + *2V2 + - + 1^тУт> (7-61) 

(7.62) 

^InVl + ^гпУг + - + (^тпУт ^ д̂|-

Эти задачи отличаются от симметричной пары двумя особенно­
стями: 

1) ограничения задачи (7.59)~-(7.60) выражены уравнениями 
вместо неравенств; 

2) в задаче (7.61)-(7.62) отсутствуют условия неотрицательнос­
ти переменных ;;/, / = \,т. 

Общее правило построения двойственной пары. К пяти призна­
кам, сформулированным ранее, необходимо добавить следующие: 

1) в исходной задаче ограничения неравенства следует записы­
вать со знаком >, если целевая функция стремится к min, и со зна­
ком <, если целевая функция стремится к max; 

2) каждому ограничению неравенства исходной задачи соответ­
ствует в двойственной задаче условие неотрицательности перемен­
ных У/ > 0; 

3) каждому условию равенства соответствует переменная у̂- без 
ограничения на знак, и наоборот: неотрицательным переменным х^ 
из основной задачи в двойственной задаче соответствуют ограниче­
ния неравенства, а неограниченным по знаку переменным соответ­
ствуют равенства. 
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Пример 7.15. 
Дана следующая система: 

|х1+2х2+хз>9; 
[2х1+хз>4; 

xi > 0; Х2 > 0; х^ > 0; 

^min = л:1 + Х2 + Ху 

Проверяем условие: целевая функция стремится к min, а знак 
неравенства должен быть >. Исходная задача соответствует данно­
му условию, и можно сразу приступить к построению симметрич­
ной двойственной пары. 

Так как в прямой задаче в системе ограничений два неравенст­
ва, то в двойственной будет две переменных wj и «2» причем Wj > О, 
«2 > 0. 

Целевая функция 
^тах = 9Wi + 4W2. 

Учитывая, что целевая функция на max и в прямой задаче 
Xi > 0; Х2 ^ 0; х^ ^ О, то система ограничений запишется в следу­
ющем виде: 

[wi+2w2<l; 
2wi <1; 

lwi+W2<l. 
Пример 7.16. 
Имеем систему 

• 
1̂ 

2дс1 

. ^1 

-2X2 

+3X2 

+Хз 
-2хз 
+3хз 

-1-3X4 

-Х4 
-2X5 = 6, 

+Х5 < 4 , 

- 4 x 5 ^ 8» 

Xj > 0; Хз > 0; Х5 > 0; Х2 и Х5 не имеют ограничения знака; 
^min = ^1 — 2X2 + Х3 — Х4 + ^5-

Так как целевая функция на min, то в исходной задаче ограни­
чения неравенства должны иметь знак >. Умножим второе неравен­
ство системы на —1: 

—2xi — 3x2 + 2x3 + Х4 — Х5 > — •̂ 
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в прямой задаче число ограничений равно 3, значит, в двойст­
венной будет три переменных: Ui; Ui, uy Так как «2 и «з соответст­
вуют неравенствам, то Ui > 0; W3 ^ 0. Параметр и^ соответствует ра­
венству, поэтому «1 — переменная без ограничения знака. 

Число ограничений в двойственной задаче равно 5, так как в 
прямой задаче пять переменных, в том числе первое, третье и пя­
тое ограничения будут неравенствами, потому что они соответству­
ют неотрицательным переменным, а второе и четвертое офаниче-
ния будут уравнениями, так как соответствуют переменным без ог­
раничения знака. Запишем двойственную задачу с учетом вышеиз­
ложенного: 

целевая функция 

^тах = 6wi - 4W2 + 8W3; 

ограничения 

щ - 2«2 + « 3 ^ 1 ; 
-2ui - 3«2 = -2 ; 
щ н- 2^2 + 3̂ 3 < 1; 
Swj + 2̂ = —1; 
—lux — «2 ~ 4^3 ^ 1. 

Решение симметричных двойствеш1ых задач. Сформулируем без 
доказательства теорему, справедливую для любых двойственных 
задач. 

Теорема (первая теорема двойственности). Если одна из 
двойственных задан имеет оптимальное решение, то и другая его 
имеет. Причем экстремальные значения целевых функций совпа­
дают. Если же в одной задаче целевая функция не ограничена, то 
двойственная ей задача противоречива. 
Запишем в общем виде прямую и двойственную задачи линей­

ного программирования: 
1) прямая задача: 

^ 1 Л +«12^2 + - +«l/T^Ai^«i; 
(7.63) 

^т\^\ "̂  ^/я2^2 "̂  ••• "*• ^тгР^п ^ ^т'у 

^тах = CiXi + С2Х2 + ... + С^пу 

X/ > 0; / = ГГТГ; 
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2) двойственная: 
auui + «21̂ 2 + ... + «mi«m ^ ^i; 
; (7.64) 

«1л«1 + ^2n^2 + ... + «m/i«/« ^ Âi; 

^min = «1«1 + «2«2 + ••• + ̂ m^ml 
Uj > 0, / = l ,m. 

Преобразуем задачи (7.63) и (7.64) к виду, допускающему при­
менение симплекс-алгоритма. Для этого введем выравнивающие 
переменные y^j = 1,/« в прямую задачу и V/, / = 1,« — в двойствен­
ную задачу: 

1) прямая: 
У! = fli - (̂ 11^1 + 1̂2>̂ 2 + . . . + «lA^/,); 

2) двойственная: 

yi = -Ci - (-^nWi - fl21«2 - ... - «mlWj; 

/̂1 = ~^Ai - ( -^ l / jWl - «2/1^2 ~ . . . - (^mn^tr)\ 

^min = 0 - (-^jWi - a^ui ~ ... - a^wj. 

(7.630 

(7.640 

Построим для задач (7.630 и (7.640 общую симплекс-таблицу 
(табл. 7.23), причем эта таблица имеет дополнительные столбец и 
строку для двойственной задачи: 

Таблица 7.23 

Двойственная 
задача 

-W, 

- « 2 

1 -«« 

У\ 
У2 

Ут 

7 
^тах 

Vl 

^1 

^11 
^21 

^«1 

-С\ 

Ъ 
Х2 

an 
^22 

^т2 

-С2 

V„ 
х„ 

а\п 
ain 

^тп 

-Сп 

^тт 

свободные j 
члены 

ах 
02 

^т 

0 
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Задачи, представленные в общей симплекс-таблице (табл. 7,23), 
решаются обычным симплекс-методом, алгоритм которого приве­
ден выше. 

Сформулируем признаки оптимальности двойственной пары 
задач: 

• планы X— {xi, ^2, ..., Xf^) и f/= (wj, «2» •••» ^т) оптимальны, ес­
ли Z^^(X) = X^in(f/); 

• решения Л'= (xj, Х2, ..., x„) и f/= (W|, W2, ..., ŵ ;,) оптимальны, 
если все произведения сопряженных условий для этих решений 
равны 0. 

Запишем следующие сопряженные условия: 
I группа: 

(^1 - ^ 1 Л - ^12^2 - - ~ ^in^n) Щ = 0; 

(^т - ^ml^l - ^m2̂ 2 - - ^ ^тп^п) ^т = О-

II группа получается, если умножить naxi, Х2, ..., х„ выражения 
для базисных переменных двойственной задачи: 

(«11^1 + «21^2 + ... + ат\^т " ^l) ^1 = 0; 

(^1л«1 + ^2/2«2 + ... + «m««m " О ^л = 0. 

Пример 7.17. По исходной задаче построить двойственную и 
найти оптимальное решение обеих задач. 

^тах ^ -3Xi + 5X2 + ^3 + ̂ 4> 

Ъхх + 8x2 + ^3 "̂  ^4 - 50; 
5xi — 4x2 — ^3 "̂  .̂ 4 ~ 14; 
Ху>0,у=Г74. 

Согласно общему правилу составления двойственных задач за­
пишем: 

3̂ 1 + 5«2 ̂  - 3 ; 
8MI - 4«2 > 5; 
Wj — «2 ^ 1» 
«1 + «2 ^ 1; 
^min = 50«1 + 14«2; 
Wj И «2 ^ 0. 

Решим задачи в единой симплекс-таблице. Для этого предста­
вим их в виде, позволяющем применить симплекс-метод: 
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1) прямая задача: 
вводим выравнивающие переменные х^, х^;, 

Хз = 50 — (Зх] + 8x2 "̂  ^3 "̂  ^4)i 
Хб = 14 ~ (Sxj - 4x2 -~ ̂ 3 "̂  МУУ 

^тж "= О ~" (3Xi — 5X2 ~ ^3 ~ 4̂)5 

2) двойственная задача: 
вводим в левую часть ограничений выравнивающие перемен­

ные Vj, V2, V3, V4 со знаком «—»: 

vi = 3 - (-3^1 -5^2); 
V2 = -5 - ( -8^ / i+4«2) ; 
V3 = - 1 - ( - w i + W2); 
V4 = - 1 - (Wi - W2); 

^min = 0 - (-50^1 - 14w2). 

Итак, составим таблицу, внешний контур которой образует 
двойственную задачу, внутренний - прямую задачу (табл. 7.24): 

Таблица 7.24 

Г̂ -̂ -...̂ ^̂  
с** 

-U2 

Свобод­
ные 
члены 

Б* 

Б ^ ^ ^ - - . . ^ 

^5 

7 

Vl 

^1 

V2 

^2 

3 
5 

Т 

V3 

^3 

1 
- 1 

3 - 5 - 1 

t 
*Б - базисные переменные. 
**С — свободные переменные. 

V4 

Х4 

1 
1 

- 1 

•^min 

свободные 
член]ы 

50 
14 

0 

к-

Будем работать по симплекс-методу, но так как записанная в 
последней строчке функция стремится к максимуму, то в этой 
строчке мы будем искать наименьший отрицательный элемент. 

Построим итоговую таблицу (табл. 7.25): 
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Таблица 7.25 

С* 

-V2 

- « 2 

Свобод­
ные 

члены 

Б* 
"^"^^-^ С 

^2 

Ч 
7 

Vl 

^1 

3/8 

52/8 

39/8 

Щ 

х$ 

V3 

^3 

1/8 W 

V4 

Х4 

1/8 
4/8 -4/8 12/8 

5/8 -3/8 -3/8 

Т 

"^min 

свободные 1 
члены 

50/8 

39 

250/8 

С* 

-Уз 

-W2 

Свобод­
ные 

члены 

Б* 

Б 
^•"•^- -^ С 

^3 

^6 

7 

Vl 

^1 

3 

8 

6 

Щ 

Х5 

1 

1 

1 

V2 

Х2 

8 

4 

3 

V4 

Х4 

1 

Ш 
0 

Т 

"^min 

свободные 
члены 

50 

64 

50 1 

С* 

-Уз 

- V 4 

Свобод­
ные 

члены 

Б* 

Б 
"^-^ С 

^3 

Х4 

•^тах 

Vl 

^1 

-1 

4 

6 

Wi 

^5 

1/2 
1/2 

1 

V2 

Х2 

6 

2 

3 

U2 

Хб 

-1/2 

1/2 

0 

•'-'min 

свободные 
члены 

18 

32 

50 

Итак, мы получили итоговую таблицу (табл. 7.25), в последней 
строчке которой нет отрицательных элементов, следовательно, за­
дачи решены: 

прямая задача X = (0; 0; 18; 32), Zĵ ĝ  ^ 50; 
двойственная задача U= (1; 0), Z^j^ = 50. 
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проверим полученное решение на оптимальность: 
условие 1) выполнено: Z {X) = L {U) "= 50. 
Для выполнения условия 2) составим произведения сопряжен­

ных условий: 

xivi = xj (3 - (-3wi - 5w2)) = О (3 - ( -3 • 1 - 5 • 0)) = 0; 
X2V2 = X2 ( - 5 - (-8wi + 4w2)) = 0 ( - 5 - ( -8 • 1 + 4 . 0)) = 0; 
X3V3 = X3 (-1 - (-wi + «2)) = 18 (-1 - (~1 + 0)) ^ 0; 
X4V4 = X4 ( -1 - (-«1 - U2)) = 18 ( - 1 - ( -1 - 0)) ^ 0; 
W1X5 = wi (50 - (3xi + 8x2 + X3 + X4)) = 1 (50 - (3 • 0 + 8 • 0 + 18 + 

+ 32)) ^ 0; 
W2X6 = W2 (14 - (5xi - 4x2 - X3 + X4)) = 0 (14 - (5 • 0 ~ 4 • 0 - 18 + 

+ 32)) = 0. 

Итак, оба условия выполняются, значит, полученный план — 
оптимальный. 

Рассмотренную задачу примера 7.17 можно решить иначе. Для 
этого необходимо: 

1) решить прямую задачу обычным симплекс-методом. Реше­
ние получим следующее: Z^^^ = 50; А" = (0; 0; 18; 32); 

2) составить произведение сопряженных условий и приравнять 
ихО: 

XjVi = xi (3 - (~3wi - 5^2)); 
X2V2 = Х2 ( - 5 - (-8wi + 4^2)); 
^3^3 = ^3 ( - 1 - (-«1 + «2)); 
X4V4 = X4 (~ 1 - (-Wj - W2)); 

W1X5 = Wi (50 - (3xi + 8x2 + X3 + X4)); 
W2X6 = W2 (14 - (5xi - 4x2 - ^3 "̂  ̂ 4))-

Подставим вектор X в записанные условия, тогда будем иметь: 

18 • ( - 1 - ( -«1 + U2)) = 0; 
32 . ( -1 ~ (-«1 - «2)) = 0. 

После преобразований получим: 

1 + (~ wi + W2) = 0; 
1 + (~ «1 - W2) = 0. 

Откуда Wj = 1; «2 "̂  О» ^min "̂  50» так как Ẑ âx ^ ^min» значит, за­
дача решена верно. 
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7.9. Экономико-математический анализ 
полученных оптимальных решений 

Оптимальное решение задачи линейного программирования су­
щественно зависит от реальной экономической ситуации, склады­
вающейся на предприятии. На решение задачи могут повлиять сле­
дующие экономические ситуации: 

1) изменение запасов ресурсов; 
2) внедрение нового технологического способа производства, 

позволяющего снизить расход сырья А и В] 
3) произошедшие изменения в ценовой политике на предприя­

тии; 
4) предполагается выпуск нового вида продукции. 
Результаты влияния данных экономических ситуаций на опти­

мальное решение можно получить в ходе проведения экономико-
математического анализа модели на чувствительность. 

Анализ на чувствительность оптимального решения базируется 
на следующих свойствах двойственных оценок. 

1. Двойственные оценки характеризуют дефицитность ресур­
сов. Величина W/ в оптимальном решении двойственной задачи яв­
ляется оценкой /-Г0 ресурса; чем больше значение оценки W/, тем 
выше дефицитность ресурса. Для недефицитного ресурса W/ = 0. 

2. Двойственные оценки показывают, как влияют изменения 
правой части ограничений (запасов ресурсов) на значение целевой 
функции. Практический интерес представляют границы (нижняя и 
верхняя) изменения ресурсов, в которых величины оценок остают­
ся неизменными. 

3. Двойственные оценки являются показателем эффективности 
производства отдельных видов продукции с позиции критерия оп­
тимальности. С этой точки зрения в оптимальный план может быть 
включена лишь та продукция у-го вида, для которой выполняется 
условие 

т 
lciyl4.<cj, 
/=1 

где Uj — оптимальное значение двойственной оценки /-го ресурса; 
Оу — технологические коэффициенты; 
Cj — доход, получаемый с единицы продукции у-го вида; 
т — количество видов ресурсов. 

4. Двойственные оценки позволяют провести сравнение сум­
марных условных затрат и результатов. 

Это свойство следует из принципа двойственности, в котором 
устанавливается связь между значениями функции прямой и двой-
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ственной задач, т. е. Z^^ = Z^^^ (подразд. 7.8). Это означает, что 
оценка всех затрат производства должна равняться оценке произ­
веденного продукта. 

Используя данные свойства двойственных оценок, проведем 
анализ изменений исходной задачи, которые могут привести к не­
допустимости и неоптимальности решения. 

Обратимся к конкретной задаче и проиллюстрируем примене­
ние анализа оптимального решения на чувствительность на приме­
ре задачи оптимизации ассортимента выпускаемой продукции 
(пример 7.2). 

Составим математические модели прямой и двойственной задач. 
1) прямая задача: 
максимизировать доход 

^тах = 3X1 + 4X2 (7-65) 

при ограничениях 

2xi + 3x2 < 9 (сырье А); 
3x1 + 2x2 < 13 (сырье В); (7.66) 

Xi — Х2 < 1 (спрос); 
Х2 < 2 (спрос); 

xi; Х2 > 0; (7.67) 

2) двойственная задача: 
минимизировать 

^min = 9MI + 13̂ 2 + «3 + 2W4 (7.68) 

при ограничениях 

2щ + 3«2 + ^3 > 3; (7.69) 

3̂ 1 4- 2«2 — «3 + «4 > 4; 
«i; W2; «3; «4 ^ 0. (7.70) 

Установив соответствие между переменными обеих задач и ре­
шая задачи симплекс-методом, запишем итоговую таблицу с опти­
мальным решением (табл. 7.26). 

В таблице vi, V2 — выравнивающие переменные двойственной 
задачи; хз, Х4, Х5, х^ — выравнивающие переменные прямой задачи; 
Ui — двойственная оценка /-го ресурса (/ = 1, 4). 
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Таблица 7.26 
Итоговая таблица 

С* 

- V , 

- « 2 

1 -V2 

Свобод­
ные 

члены 

Б* 

Б ^^^- - .^^ 

^1 
Х4 

Х2 

7 

«1 

^3 

0,2 
- 1 

-0,2 
0,2 

1,4' 

W3 

^5 

0,6 
- 1 
0,4 

-0,4 

0,2 

^ m i n 

свободные 
члены 

2,4 1 
3 1 

0,6 
1,4 

12,8 

Изменение запасов ресурсов. Значение двойственной оценки то­
го или иного ресурса показывает, насколько возросло бы значение 
целевой функции, если бы объем данного ресурса (запас) увели­
чился на 1 ед. На основе вышеизложенных свойств двойственных 
оценок можно записать следующее: 

AZ=W/.A*/, (7.71) 

где W/ — двойственная оценка /-го ресурса; 
Abi — приращение /-го ресурса; 
AZ -- изменение целевой функции. 

В нашем примере увеличение сырья А на 1 ед. привело бы к 
росту Zi„ax ^^ 1>4 ед. (AZ= Wj . Aby = 1,4 • 1 = 1,4). 

Двойственная оценка для недефицитного ресурса равна нулю, 
так как ресурс используется не полностью и увеличение его запа­
сов (Abi) не повлияет на оптимальное решение. В нашем примере 
«2 = «4 ~ О, следовательно, ресурсы 2 и 4 недефицитные. Избыток 
ресурса 2 (сырья В) составляет 3 ед. (̂ 4 = 3 ед.), а ресурса 4 - 0,6 
ед. (Хб = 0,6 ед.). 

Используя аналитическое выражение (7.71), мы можем выявить 
только направление деятельности по устранению «узких» м.ест, 
обеспечивающее наибольшее изменение целевой функции. Это из­
менение определяется величиной W/ и может быть установлено лишь 
тогда, когда при изменении величин Ь^ значения переменных и^, 
соответствующих двойственной задаче, в оптимальном плане оста­
ются неизменными. В связи с этим необходимо определить такие 
интервалы изменения каждого из свободных членов системы ли-
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нейных ограничении, в которых оптимальный план двойственной 
задачи не меняется. Предельные оценки А6/ нижнего и верхнего 
прироста запасов /-го ресурса можно определить по следующим 
формулам: 

Аб/"^ = m i n j ^ для 4 / > 0; (7.72) 
^ ["А:/J 

Ай<«> = lmaxj~~ 
к [dki 

для dj^i < О, (7.73) 

где дг̂  - значение к-й базисной переменной из оптимального решения; 
di^i— элементы обратной матрицы коэффициентов при базисных пе­

ременных. 

Элементы обратной матрицы d^^i находятся в итоговой симп­
лекс-таблице (табл. 7.26). Определим по формулам (7.72)—(7.73) 
возможные пределы изменения запасов ресурса 1, при которых 
двойственные оценки не изменяются. 

^1 A6,^"^=min - ^ ^ к д л я 4 / > 0 ; 
к \djc\_ 

^'---'Ш^'^Ш]--'-
Abi^ = max 

Х4 . Хб 

^ 4 1 ' ^ 6 
max 

3 0,6 
-1 '-0,2 

:3. 

Интервал устойчивости оценок по отношению и изменению 
ресурса 1 будет равен: 

[6i - Й1«; Й1 + Ь^'] = [9 - 7; 9 + 3] = [2; 12]. 

Возможные пределы изменения запасов дефицитного ресурса 
3, при которых двойственные оценки не изменяются, определяют­
ся следующим образом: 

. Jxi Хб! . J2,4 0,б1 ^ _ 
Д6" = mini -Г - ; -г- )• = min 
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Ай? = max 
Х4 Х2 

^43 ' ^23 
max 

3 1,4 
-Г-0,4 

= 3,5. 

Интервал устойчивости оценок по отношению к изменению 
ресурса 3 (соотношение спроса на продукцию Я^ и IT2) будет 
равен: 

[из - Абз"; *3 + А*з'] = [1 - 1,5; 1 + 3,5] = [- 0,5; 4,5]. 

Недефицитный ресурс (2 и 4) используется в производстве не 
полностью, поэтому верхняя граница интервала устойчивости оп­
ределяется однозначно исходными данными (̂ 2 ~ 13, Ь^ = 2), Ниж­
нюю границу устойчивости можно определить, используя данные 
табл. 7.24, учитывая, что ненулевые выравнивающие переменные, 
вошедшие в базис, характеризуют величину избытка недефицитно­
го ресурса. В нашем примере избыток недефицитного ресурса бу­
дет равен: 

А*2̂  = Х4 = 3 и Ай/ = ^6 = 0,6. 

Тогда интервалы устойчивости оценок по отношению к измене­
нию ресурсов 2 и 4 вычисляются следующим образом: 

для ресурса 2: 

[Ь2 - Ab2"; Й2] = [13 ~ 3; 13] = [10; 13]; 

для ресурса 4: 

[б4 - Аб / ; *4] = [2 - 0,6; 2] = [1,4; 2]. 

Так как изменения ресурсов находятся в пределах устойчивости 
оценок, то их раздельное влияние на величину доходов AZ/ „̂ х̂ ^^' 
ределяется произведением оценки W/ и величины Abf. 

AZi^ax= l , 4 - [12 -2 ] = 14; 
AZ2n,ax = 0 . [ 1 3 - 10] = 0; 
AZ3^ax = 0 ,2 . [4 ,5 - ( -0 ,5 ) ] = l; 
А^4^ах = 0 . [2~1 ,4 ] = 0. 

Суммарное возможное увеличение оптимального значения 
функции составит: 

А^тах = «1 • А*1̂  + ^3 • А*з̂  = 1,4 • 3 + 0,2 . 3,5 = 4,9 д. е. 
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Здесь можно определить также целесообразность дополнитель­
ного приобретения дефицитного ресурса, используя четвертое свой­
ство двойственных оценок. Например, определить, выгодно ли при­
обретать дополнительно ресурс 1 (сырье А) в размере 2 ед. по цене 
Ci = 0,5 д. е. за 1 ед. ресурса. 

Приращение ресурса 1 на величину Abi = 2 ед. находится в пре­
делах устойчивости двойственных оценок. Следовательно, AZĵ x̂ ^ 
= Abi .«1 = 2 . 1,4 = 2,8 ед., в то время как затраты на приобрете­
ние 2 ед. ресурса 1 вида составляют: 

Ас = АЙ1 • Ci = 2 • 0,5 = 1 д. е. 

Поскольку величина дополнительных доходов (AZ^^^) больше 
дополнительных затрат, закупать ресурс 1 в размере 2 ед. по цене 
Ci = 0,5 д. е. целесообразно. 

Необходимо подчеркнуть, что изменение правых частей огра­
ничений может повлиять только на элементы правой части симп­
лекс-таблицы и, следовательно, на допустимость самого решения. 
Поэтому, нужно при всяком изменении АЬ^ в исходных условиях 
проводить расчеты новых значений элементов правой части симп­
лекс-таблицы. 

Внедрение нового технологического способа производства. Новый 
технологический способ производства предполагает либо выпуск 
нового вида продукции, либо изменение технологических коэффи­
циентов, стоящих в левой части ограничений. Для определения эф­
фективности внедряемого нового технологического способа с успе­
хом могут быть использованы двойственные оценки. 

Согласно третьему свойству двойственных оценок в оптималь­
ный план включается новая продукция у-го вида, для которой вы­
полняется условие 

т 
layU^KCj. (7.74) 
/=1 

Оценим целесообразность введения в оптимальный план зада­
чи (7.65 — 7.67) продукции третьего вида (хз), для которой техноло­
гические коэффициенты ai^ =3 ед., 2̂3 "̂  ^ ̂ Д-> ̂  Доход - Сз = 8 д. е.: 

(агзЩ + «23̂ 2) ~ сз = (3 • 1,4 + 1 . 0) - 8 = -3,8. 
Так как доходы превышают затраты, то введение в план треть­

его вида продукции выгодно. 
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Задачи 
Построить математическую модель задачи линейного програм­

мирования (7.1 — 7.30). 
7.1. Автотранспортному предприятию (АТП) необходимо осво­

бодить из-под груза складские помещения клиента. Вывоз груза 
следует осуществить в два рейса колоннами автомобилей. Условия 
перевозки требуют, чтобы в составе каждой колонны, предназна­
ченной для вывоза груза в первый район, было 8 автомобилей 
ЗИЛ-131 и 8 автомобилей ЗИЛ-130; в колоннах второго рейса 8 ав­
томобилей ЗИЛ-130 и 16 — МАЗ-500. Каждая из колонн может сде­
лать за сутки одинаковое количество поездок. Парк подвижного 
состава АТП состоит из 32 автомобилей ЗИЛ-131 грузоподъемнос­
тью 3 т, 48 автомобилей ЗИЛ-130 грузоподъемностью 4 т, 48 авто­
мобилей МАЗ-500 грузоподъемностью 7,5 т. 

Определите количество колонн, которое нужно направить в 
каждый район, чтобы перевезти наибольшее количество груза. 

7.2. Из пункта А в пункт В ежедневно отправляются пассажир­
ские и скорые поезда. Данные об организации перевозок следую­
щие: 

Поезда 

Скорый 
Пассажирский 

Число пассажиров 
Парк вагонов 

Количество вагонов в поезде 

багажный 

1 
1 

12 

почтовый 

1 

8 

плацкарт 

5 
8 

58 
81 

купейный 

6 
4 

40 
70 

мягкий 

3 
1 

32 
26 

Сколько должно быть сформировано скорых и пассажирских 
поездов, чтобы перевезти наибольшее количество пассажиров? 

7.3. Четыре овощехранилища каждый день обеспечивают кар­
тофелем три магазина. Магазины подали заявки соответственно на 
17, 12 и 32 т Овощехранилища имеют соответственно 20, 20, 15 и 
25 т. Тарифы (в д.е. за 1 т) указаны в следующей таблице: 

Овощехранилища 

1 
2 
3 
4 

Магазины 

1 
2 
3 
5 
3 

2 
7 
2 
6 
4 

3 
4 
1 
2 
7 
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Составьте план перевозок, минимизирующий суммарные 
транспортные расходы. 

7.4. Имеются два склада готовой продукции: А] и Аз с запаса­
ми однородного груза 200 и 300 т. Этот груз необходимо доставить 
трем потребителям: Bj, В2 и В3 в количестве 100, 150, 250 т соот­
ветственно. Стоимость перевозки 1 т груза из склада Aj потребите­
лям Bi, В2 и Вз равна 5, 3, 6 д.е., а из склада Аз тем же потребите­
лям — 3, 4, 2 д.е. соответственно. 

Составьте план перевозок, минимизирующий суммарные 
транспортные расходы. 

7.5. При откорме каждое животное должно получать не менее 9 
ед. белков, 8 ед. углеводов и 11 ед. протеина. Для составления ра­
циона используют два вида корма, представленных в следующей 
таблице: 

Питательные 
вещества 

Белки 
Углеводы 
Протеин 

Количество единиц питательных веществ 
на 1 кг 

корма 1 

3 
1 
1 

корма 2 

1 
2 
6 

Стоимость 1 кг корма первого вида — 4 д.е., второго ~ 6 д.е. 
Составьте дневной рацион питательности, имеющий мини­

мальную стоимость. 
7.6. Хозяйство располагает следующими ресурсами: площадь — 

100 ед., труд — 120 ед., тяга — 80 ед. Хозяйство производит четыре 
вида продукции Я^, Яз, Яз, П^, Организация производства харак­
теризуется следующей таблицей: 

Продукция 

я, 
Щ 
Щ 

Затраты на 1 ед. продукции 
площадь 

2 
3 
4 
5 

труд 

2 
1 
2 
4 

тяга 

2 
3 
1 
1 

Доход от 
единицы 

продукции 

1 
4 
3 
5 

Составьте план выпуска продукции, обеспечивающий хозяйст­
ву максимальную прибыль. 

7.7. Цех выпускает трансформаторы двух видов. Для изготовле­
ния трансформаторов обоих видов используются железо и прово-
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лока. Общий запас железа - 3 т, проволоки ~ 18 т. На один транс­
форматор первого вида расходуются 5 кг железа и 3 кг проволоки, 
а на один трансформатор второго вида расходуются 3 кг железа и 2 
кг проволоки. За каждый реализованный трансформатор первого 
вида завод получает прибыль 3 д. е., второго — 4 д. е. 

Составьте план выпуска трансформаторов, обеспечивающий 
заводу максимальную прибыль. 

7.8. Совхоз отвел три земельных массива размером 5000, 8000, 
9000 га на посевы ржи, пшеницы, кукурузы. Средняя урожайность 
в центнерах на 1 га по массивам указана в следующей таблице: 

Посевы 

Рожь 
Пшеница 
Кукуруза 

Массивы 
I 
12 
14 
30 

II 
14 
14 
35 

III 
15 
22 
25 

За 1 ц ржи совхоз получает 2 д. е., за 1 ц пшеницы - 2,8 д. е., 
за 1 ц кукурузы -- 1,4 д. е. 

Сколько гектаров и на каких массивах совхоз должен отвести на 
каждую культуру, чтобы получить максимальную выручку, если по 
плану он обязан сдать не менее 1900 т ржи, 158 000 т пшеницы и 
30 000 т кукурузы? 

7.9. Три типа самолетов следует распределить между четырьмя 
авиалиниями. Данные об организации процесса перевозок приве­
дены в следующей таблице: 

Тип самолета 

' 1 
2 
3 

Число 
самолетов, 

ед. 

50 
20 
30 

Месячный 
объем перево­

зок одним 
самолетом по 

авиалиниям, ед. 
I 

15 
20 
35 

II 

10 
25 
50 

П1 

20 
10 
30 

Г/ 

50 
10 
45 

Эксплуатаци­
онные расходы 

на один самолет 
по авиалиниям, 

д. е. 
I 

15 
70 
40 

II 

20 
28 
70 

III 

25 
15 
50 

IV 

40 
45 
65 

Распределите самолеты по авиалиниям так, чтобы при мини­
мальных суммарных эксплуатационных затратах перевезти по каж­
дой из четырех авиалиний соответственно не менее 300, 200, 1000, 
500 ед. груза. 

255 



7.10. Имеются четыре оперативные базы и три цели. В силу 
различия в типах самолетов и высоте полета вес бомб, доставляе­
мых с любой базы к любой цели, определяется по следующей таб­
лице: 

База 

1 
2 
3 
4 

Цель 
1 
8 
6 
10 
8 

2 
6 
6 
8 
6 

3 
5 
6 
4 
4 

Дневная интенсивность каждой базы составляет 150 самолето­
вылетов в день. На каждую цель необходимо организовать 200 са­
молето-вылетов в день. 

Определите план вылетов с каждой базы к каждой цели, даю­
щий максимальный общий вес бомб, доставляемых к целям. 

7.11. Из трех продуктов - I, II, III составляется смесь. В состав 
смеси должно входить не менее 6 ед. химического вещества А, 8 ед. — 
вещества В и не менее 12 ед. вещества С. Структура химических ве­
ществ приведена в следующей таблице: 

Продукт 

I 
II 
III 

Содержание химического вещества 
в 1 ед. продукции 

А 

2 
1 
3 

В 

1 
2 

1,5 

С 

3 
4 
2 

Стоимость 1 ед. 
продукции 

2 
3 

2,5 

Составьте наиболее дешевую смесь. 
7.12. В институте проводится конкурс на лучшую стенгазету. 

Одному студенту дано следующее поручение: 
• купить акварельной краски по цене 30 д. е. за коробку, цветные 

карандаши по цене 20 д. е. за коробку, линейки по цене 12 д. е., 
блокноты по цене 10 д. е.; 

• красок нужно купить не менее трех коробок, блокнотов -
столько, сколько коробок карандашей и красок вместе, линеек не 
более пяти. На покупки вьщеляется не менее 300 д. е. 

В каком количестве студент должен купить указанные предме­
ты, чтобы общее число предметов было наибольшим? 
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7.13. Заводы № 1, 2, 3 производят однородную продукцию в ко­
личестве соответственно 500, 400 и 510 единиц. Себестоимость про­
изводства единицы продукции на заводе № 1 составляет 25 д. е., на 
заводе № 2 — 20 д. е., на заводе № 3 — 23 д. е. Продукция отправ­
ляется в пункты А, В, С, потребности которых равны 310, 390 и 450 
единицам. Стоимости перевозок 1 ед. продукции заданы матрицей 

Г-
С = 

^ 

Составьте оптимальный план перевозок продукции при усло­
вии, что коммуникации между заводом № 2 и пунктом А не позво­
ляют пропускать в рассматриваемый период более 250 единиц про­
дукции. 

7.14. Цех выпускает три вида деталей — А, В, С. Каждая деталь 
обрабатывается тремя станками. Организация производства в цехе 
характеризуется следующей таблицей: 

Станок 

I 
II 

1 III 
Отпускная цена 
за одну деталь 

Длительность обработки детали, мин. 

А 

12 
15 
6 
30 

В 

10 
18 
4 
32 

С 

9 
20 
4 
30 

Фонд времени, 
час 

220 
400 
100 

Составьте план загрузки станков, обеспечивающий цеху полу­
чение максимальной прибыли. 

7.15. Предприятие должно выпускать два вида продукции - А 
и В, используя при этом последовательно четыре станка. Данные о 
технологическом процессе указаны в следующей таблице: 

Станок 

1 
2 
3 
4 

Прибыль на 1 ед. 
продукции (д. е.) 

Трудоемкость на 

А 

3 
2 
4 
1 
2 

1 ед. продукции 

В 

3 
6 
0 
2 
3 

Фонд времени, 
час. 1 

15 
18 
16 
8 
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Составьте план выпуска продукции, обеспечивающий пред­
приятию наибольшую прибыль. 

7.16. На предприятии для производства запасных частей для 
автомобилей используются три вида ресурсов. Выпускаются три 
вида запасных частей. Организация производства на предприятии 
характеризуется следующей таблицей: 

Ресурсы 

I 
II 
III 

Прибыль от 
реализации 
одной запасной 
части (д. е.) 

Расход материалов на производство 
одной запасной части, кг 

1 

5 
4 

5 

2 

5 

2 
8 

3 

2 
3 
4 
6 

Запас ресурсов, 
кг 

1200 
300 
800 

Составьте план производства запасных частей, обеспечиваю­
щий предприятию максимальную прибыль. 

7.17. Имеются три специализированные мастерские по ремон­
ту двигателей. Их производственные мощности равны соответст­
венно 100, 700, 980 ремонтов в год. В пяти районах, обслуживае­
мых этими мастерскими, потребность в ремонте равна соответст­
венно 90, 180, 150, 120, 80 двигателей в год. Затраты на перевозку 
одного двигателя из районов к мастерским следующие: 

Районы 

1 
2 
3 
4 

' 5 

Мастерские 
1 

4,5 
2,1 
7,5 
5,3 
4,1 

2 
3,7 
4,3 
7,1 
1,2 
6,7 

3 
8,3 j 
2,4 
4,2 
6,2 • 
3,1 

Спланируйте количество ремонтов каждой мастерской для каж­
дого из районов, минимизирующее суммарные транспортные рас­
ходы. 

7.18. Нефтеперерабатывающий завод получает четыре полуфаб­
риката: 400 тыс. л алкилата, 250 тыс. л крекинг-бензина, 350 тыс. л 
бензина прямой перегонки и 100 тыс. л изопентона. В результате 
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смешивания этих четырех компонентов в разных пропорциях обра­
зуется три сорта авиационного бензина: бензин А-2:3:5:2, бензин 
В-3:1:2:1, бензин С-2:2:1:3. Стоимость 1 тыс. л указанных сортов 
бензина характеризуется числами 120 д.е,, 100 д. е., 150 д. е. 

Составьте план выпуска разных сортов авиационного бензина 
из условия получения максимальной стоимости всей продукции. 

7.19. Планируется нанесение удара по некоторому объекту тремя 
различными видами оружия: оружием А — в течение 3 мин., оружи­
ем Б — в течение 5 мин., оружием В — в течение 4 мин. Возможно­
сти средств обеспечения стрельбы таковы, что при применении ору­
жия А в течение 3 мин., оружия Б в течение 2 мин., оружия В в те­
чение 4 мин. общее количество залпов не должно превышать 15. 
При применении оружия А в течение 2 мин. и оружия В в течение 3 
мин. общее количество залпов не должно превышать 8 ед. Кроме то­
го, для преодоления противодействия противника необходимо, что­
бы количество залпов оружием В за 1 мин. было больше, чем 5 ед. 

Рассчитайте темп стрельбы (количество залпов в 1 мин.) всеми 
видами оружия, при котором общее количество залпов в ударе бу­
дет наибольшим. 

7.20. Имеется 5 ракет и 5 целей. Вероятность поражения цели 
каждой из ракет задана в следующей таблице: 

Ракеты 

1 
2 

1 3 
4 
5 

Цели 
1 

0,12 
0,71 
0,84 
0,22 
0,49 

2 

0,02 
0,18 
0,76 
0,45 
0,02 

3 

0,50 
0,81 
0,26 
0,83 
0,50 

4 

0,43 
0,05 
0,37 
0,81 
0,26 

5 

0,15 
0,26 
0,52 
0,65 
0,27 

Распределите ракеты по целям так, чтобы математическое ожи­
дание числа пораженных целей было максимальным. 

7.21. Для участия в соревнованиях спортклуб должен выставить 
команду, состоящую из спортсменов I и II разрядов. Соревнования 
проводятся по бегу, прыжкам в высоту, прыжкам в длину. В беге 
должны участвовать 5 спортсменов, в прыжках в длину - 8 спорт­
сменов, а в прыжках в высоту — не более 10. Количество очков, га­
рантируемых спортсмену каждого разряда по каждому виду, указа­
но в следующей таблице: 

Разряд 

I 
II 

Бег 

4 
2 

Прыжки в высоту 

5 
3 

Прыжки в длину 

5 
3 
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Распределите спортсменов в команды так, чтобы сумма очков 
команды была наибольшей, если известно, что в команде I разряд 
имеют только 10 спортсменов. 

7.22. Предприятию задана месячная программа на изготовле­
ние четырех типов изделий в количествах соответственно 5000, 
2000, 3000 и 1800 шт. На предприятии имеется три группы станков 
с различной производительностью. Суммарное допустимое время 
для каждой группы станков составляет соответственно 800, 1000, 
1500 час. Данные о технологическом процессе указаны в следую­
щей таблице: 

№ группы 
станков 

1 
2 
3 

Нормы времени на 
изготовление одного 

изделия, час. 
I 

0,5 
0,4 
0,42 

II 

0,15 
0,12 
0,14 

III 

0,4 
0,2 

0,35 

IV 

0,6 
0,5 

0,45 

Издержки 
на изготовление одного 

изделия, д. е. 
I 

0,12 
0,16 
0,17 

II 

0,2 
0,14 
0,25 

III . 

0,3 
0,35 
0,4 

IV 

0,25 
0,2 
0 , 3 j 

Распределите изделия по станкам так, чтобы месячная програм­
ма была выполнена при наименьших издержках. 

7.23. Звероферма выращивает черно-бурых лисиц и песцов. На 
звероферме имеется 10 000 клеток. В одной клетке могут быть ли­
бо две лисы, либо 1 песец. По плану на ферме должно быть не ме­
нее 3000 лис и 6000 песцов. В одни сутки необходимо выдавать 
каждой лисе корма - 4 ед., а каждому песцу - 5 ед. Ферма еже­
дневно может иметь не более 200 000 единиц корма. От реализации 
одной шкурки лисы ферма получает прибыль 10 д.е., а от реализа­
ции одной шкурки песца - 5 д. е. 

Какое количество лисиц и песцов нужно держать на ферме, 
чтобы получить наибольшую прибыль? 

7.24. Найдите оптимальное распределение трех видов механиз­
мов, имеющихся в количествах 45, 20 и 35, между четырьмя участ­
ками работ, потребности которых соответственно равны 10, 20, 30, 
40 при следующей матрице производительности: 

W = 
(Ъ 
2 
1 

7.25. Имеются два элеватора, в которых сосредоточено соответ­
ственно 4200 и 1200 т зерна. Зерно необходимо перевезти трем хле-
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бозаводам в количестве 1000, 2000 и 1600 т каждому Расстояние от 
элеватора до хлебозаводов указано в следующей таблице: 

Элеваторы 

1 
2 

Хлебозаводы 

1 
20 
60 

2 
30 
20 

3 
50 
40 

Затраты на перевозку 1 т продукта на 1 км составляют 25 д.е. 
Спланируйте перевозки зерна из условия минимизации транс­

портных расходов. 
7.26. Из двух сортов бензина образуются две смеси — А и В. 

Смесь А содержит бензина 60% 1-го сорта и 40% 2-го сорта; смесь 
В - 80% 1-го сорта и 20% 2-го сорта. Цена 1 кг смеси А - 10 д.е., а 
смеси В — 12 д.е. 

Составьте план образования смесей, при котором будет полу­
чен максимальный доход, если в наличии имеется бензина 50 т 
1-го сорта и 30 т 2-го сорта. 

7.27. Имеются две почвенно-климатические зоны, площади ко­
торых соответственно равны 0,8 и 0,6 млн га. Данные об урожай­
ности зерновых культур приведены в следующей таблице: 

Зерновые культуры 

Озимые 
Яровые 

Урожайность (ц/га) 

1-я зона 

20 
25 

2-я зона 

25 
20 

Стоимость 1 ц, 
д. е. 

8 
7 

Определите размеры посевных площадей озимых и яровых куль­
тур, необходимые для достижения максимального выхода продук­
ции в стоимостном выражении. 

7.28. На строительство четырех объектов кирпич поступает с 
трех заводов. Заводы имеют на складах соответственно 50, 100 и 50 
тыс. шт. кирпича. Объекты требуют соответственно 50, 70, 40, 40 
тыс. шт. кирпича. Тарифы (в д.е./тыс. шт) приведены в следующей 
таблице: 

Заводы 

1 
2 
3 

1 

2 
5 
4 

Объекты 

2 

6 
2 
5 

3 

2 
1 
7 

4 

3 
7 
8 
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Составьте план перевозок, минимизирующий суммарные 
транспортные расходы. 

7.29. Для полива различных участков сада, на которых растут 
сливы, яблони, груши, служат три колодца. Колодцы могут дать 
соответственно 180, 90 и 40 ведер воды. Участки сада требуют для 
полива соответственно 100, 120 и 90 ведер воды. Расстояния 
(в метрах) от колодцев до участков сада указаны в следующей таб­
лице: 

Колодцы 

1 
2 
3 

Участки 
сливы 

10 
23 
43 

яблони 
5 
28 
40 

груши 
12 
33 
39 

Определите, как лучше организовать полив? 
7.30. На заводе выпускают изделия четырех типов. От реализа­

ции 1 ед. каждого изделия завод получает прибыль соответственно 
2, 1, 3, 5 д.е. На изготовление изделий расходуются ресурсы трех 
типов: энергия, материалы, труд. Данные о технологическом про­
цессе приведены в следующей таблице: 

Ресурсы 

Энергия 
Материалы 
Труд 

Затраты ресурсов на единицу изделия 

I 

2 
4 
1 

II 

3 
2 
2 

III 

1 
1 
3 

Г/ 

2 
2 
1 

Запасы 
ресурсов, ед. 

30 
40 
25 

Спланируйте производство изделий так, чтобы прибыль от их 
реализации была наибольшей. 

Решите задачи линейного программирования (7.31 - 7.60) 
графическим методом, проведите анализ на чувствительность. 
Во всех задачах Xj > О, Х2 > 0. 

7.31. ЙК= 2̂ 1 ~ 5̂ 2 -> min; 7.32. И^= Xj - 4д:2 -> min; 

3xi + 4x2 ~ 6; 
2x1+3x2 < 4. 

3xi+5x2>8; 
-3x1+10x2 < 16. 
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7.33. F= Xi + X2 ~> max; 7.34. fF= 2xi + 2x2 -^ niin; 

xi +2x2 -30; 
2xi+X2<20. 

7.35. F = 2xi + 3x2 --> max; 

fxi>4; 
jx2>3; 
[xi+X2<8. 

7.37. Ŵ  = Xi - 3x2 -> ™^' 

-xi + 2x2 - 6; 
Xi +2X2 ~ 5 . 

7.39. Ж = Xi + 4x2 -> ^^^'y 

Xi+X2<7; 
x i<3 ; 
X2<1. 

7.41. И̂  = 2xi + 2x2-^ min; 

xi + X2 > 4; 
- x i + 2 x 2 < 8 . 

7.43. И^= Xj + X2 -> max; 

3xi + X2 < 20; 
2x1+3x2 < 30. 

7.45. PF = 2xi + 7x2 ~> "^ax; 
k>3; 
X2>4; 
2xi+2x2<9. 

xj +X2 >1; 
-Xi +X2 ^ 1 . 

7.36. J^ = Xi — 3x2 —> ™^> 

xj + X2 < 3; 
-Xi +2X2 - 5 . 

7.38. PF = 2xi + 5X2 ~> max; 

[xi+x<500; 
]xi<400; 
[x2<300. 

7.40. PF = 2xi + X2 -^ max; 

2xi +6x2 <15; 
4x i+3x2<l l . 

7.42. ^F = 3xi + 2x2 -> niax; 
fxi>l; 
X2>0,6; 

[o,lxi+0,4x2<2. 

7.44. РГ = Sxj + X2 -> max; 

13xi + 6x2 < 11; 

jxj <2,75; 
3X2 < 1,1. 

7.46. lV-=Xi - 2 x 2 - ^ 

xi+10x2<l; 
-2x i+24x2<l . 

mm; 
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7.47. 1И =̂ Xj + 3x2 -» max; 
[4xi+8x2<17; 
bi<3; 
[x2<2. 

7.49. И̂  = 2xi + 3x2 -^ min; 

5xi + 2x2 - 3; 
-4x i+6x2<9 . 

7.51. PF= 4xi - X2 -^ min; 

J4xi+6x2<9; 
[-5x1 + 8x2 < 4. 

7.53. Ж = Xi + 5x2 -^ ^^^y 

|2xi+X2<8; 
[xi+3x2<7. 

7.55. fF = Xi + 4x2 -^ ^^^y 

fx,>4; 
X2>5; 

[ З Х 1 + Х 2 < 1 6 . 

7.57. IPF= Xi + 3x2 -> max; 

16xi+4x2<9; 

3' 
2 

XI < ~ 

7.48. W=2x^+ 4x2 -> n^ax; 

4xi +X2 <15; 
Xi +6X2 -^• 

7.50. PF = 4xi + 6x2 -> max; 

[xi+15x2<32; 
xi<31; 

[x2<2. 
7.52. Ж = 2xi + X2 -> min; 

f5xi+3x2>7; 
[-2x1+9x2 < 21. 

7.54. fF= 2xi + X2 -> min; 

f5xi+3x2>7; 
| -2x i+9x2<21 . 

7.56. PF= 3xi - 2x2 -^ ^ii^J 

2xi+5x2<8; 
-3x i+8x2<4 . 

7.58. W^= 5xi + 4x2 "^ "^^^i 

|4xi+X2<9; 
[xi +3X2 - 6 -

X2: 

7.59. И̂  = 3xi + X2 -> min; 

4xi +X2 $5; 
-3xi+10x2<50. 

7.60. ИК= 3xi + 0,5x2 -^ n^ax; 
fxi<2; 
Ui^bS; 
[2x1+5x2 > 12. 
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Задачи линейного программирования (7.61 — 7.90) решите симп­
лекс-методом и проведите анализ моделей на чувствительность, 
сформулируйте двойственную задачу к исходной и решите ее. 

7.61. max Z = Х] — 2^2 + 2x3 + ЗХ4; 
Xi + Х2 + 2X3 + 2X4 = 8» 
2xi + 2x2 + Хз + Х4 = 10; 
Х] — 2X2 "̂  3̂ "'̂  ^ 4 ^̂  1> 

Ху>0;У=174. 

7.62. max L = 2xi + Х2 + Х3 + 2x4; 
Xi Н- 2x2 + Х3 + 2x4 = 16 
2xi + Х2 + 2хз + Х4 = 14: 
2xi + 2x2 — 2^3 + л:4 = 4 

Ху>0;У=Т74. 

7.63. min L = 3xi + 2x2 + Х3 + 4̂> 
2xi + 2x2 + ЗХ4 = 9; 
Х2 + 2x3 + Х4 = 4; 
Xj + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 8; 

Ху>0;У=174. 

7.64. min Z = 3xi + 2x2 + -̂ 3 + 2x4; 
2xi + 3x2 "*• 3̂ :4 = 10; 
X2 + 2x3 +X4 = 4; 
Xi + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 8; 

Xy>0;y = T74. 

7.65. max Z = Xj + 2x2 + ЗХ3 + 4̂» 
2xi + X2 + ЗХ3 + X4 = 12; 
X] + 2X2 + X3 + 2X4 = ^> 
3xi + 3x2 + 3̂ "*" ЗХ4 = 15; 

x^.>0;y = 174. 
7.66. max Z = 2xi ~ X2 + ЗХ3 — 2x4; 

Xj "b X2 "̂  2X3 — X4 =̂= 3; 
2xi + X2 — X3 + 2x4 = 4; 
Xj + 2x2 + X3 + 4̂ ^ 5; 

xy>0;y=174. 
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7.67. min L = 2xi + X2 + 2x3 + 2X4; 

2xi + X2 + 2x3 + X4 = 8; 
Xj + 2x2 + X3 + 2x4 = lOj 
2xi + X2 + 2x3 + 2x4 = 10; 

Xy>0;y = T74. 

7.68. min L = Xj + 2x2 + X3 + 4̂> 

л̂ ! + X2 — Хз + X4 = 4; 
2xi + X2 + 2x3 — X4 = 4; 
Xj — X2 "»• X3 "̂ X4 ^̂  2j 

Xy>0;y = T74. 

7.69. min Z = 4xi + 2x2 + 2x3 + 4̂» 

Xi + X2 + X3 + 2x4 = 8; 
2xi + X2 + X3 + 2x4 = 10; 
Xi + X2 + 2x3 - 2x4 = 6; 

Ху>0;У=ТГ4. 

7.70. min L = Xi + 2x2 + ЗХ3 + "̂ 4̂» 

^1 "̂  ̂ 2 ~ 2x3 + X4 = 2; 
Xj — 2x2 "*• л:з + 2x4 = 4; 
Xi + 2x2 + 2хз + 2x4 = 8; 

Ху>0;У=Т74. 
7.71. max Z = Xi + 2x2 + ЗХ3 - ̂4J 

X] -f X2 + X3 + X4 = 4; 
Xi + 2x2 "*" ^3 "̂  2x4 = 6; 
Xj + 2x2 + 2x3 + X4 = 6; 

Ху>0;У = Т74. 

7.72. min L = Xj — 2x2 + ЗХ3 + 4̂> 

Xi + X2 + 2x3 + X4 = 7; 
Xj — 2x2 "̂  -̂ 3 "̂  2x4 = 1; 
3xi + X2 + ЗХ3 + 2x4 = 13; 

X y > 0 ; y = M . 
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7.73. max L = Sxj + X2 + 2x3 + X4; 
Xj + 2x2 + 2x4 = 6; 
2x2 + 2x3 + X4 = '75 
Xj + X2 + X3 + 2x4 = 7; 

xy>0;y=174. 
7.74. max L = 2xi + X2 + ЗХ3 + 2x4; 

X2 + 2x3 + 2x4 = 8; 
2xi + 2x2 + X3 + X4 = 9; 
2xi + 2x3 + X4 = 8; 

Ху>0;у = ТГ4. 

7.75. max £ = 2xi + X2 - X3 + 2x4; 

X| + 2X2 ^ ^ ' 
X2 + X3 + 2x4 = 6; 
Xi + 2x2 + 2x3 = 10; 

Xy>0;y=l74. 

7.76. min L = Xi + 2x2 - X3 + ЗХ4; 

Xi + 2x3 + 2x4 = 5; 
Xj + X2 + 2x3 = 4; 
2x2 + X3 = 4; 

Ху>0;У=М. 
7.77. min L = Xi + X2 - 2x3 + 2x4; 

Xj "b X2 ̂~ X4 =̂  5j 
2X| + X3 = 3; 
2xi + X3 = 6; 

Xy>0;y=lT4. 
7.78. min Z = x^ - 2x2 + 2x3 + ЗХ4; 

Xj + X2 + 2x4 = 4; 
X2 + 2x3 + X4 = 6; 
Xj — 2x2 + X3 + X4 = 6; 

Xy>0;y = T74. 
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7.79. min i = - 2x2 + X3; 

~2xi + X2 + X4 = 0; 
Xj — X2 "I" X3 ̂ = 2j 
2xi — X2 + 4x3 — X4 = 12; 

Xj>0;J-=T~i. 

7.80. min L = 4xi + 2x2 + 2x3 + ̂ 45 

Xj + X2 + X3 + 2x4 = 8; 
2x1 + X2 + X3 + 2x4 = *0» 
Xj + X2 + X3 -- 2x4 = 6; 

Ху>0;У=Т74. 
7.81. max L = 4xi + ЗХ2 + 2x3 + X4; 

Xj - 3x2 + X3 + X4 = 6; 
Xj — 2x2 + X3 + 2x4 = 4; 
X i + X 3 = l ; 

Ху>0;У=Т74. 
7.82. min L = Xi + X2 + X3 + X4; 

3xi + 2x2 + 5x3 + X4 = 22 
2xi + 5x2 "̂  4x3 + X4 = 24 
3xi + 4x2 "̂  5x3 + X4 = 26 

Ху>0;у = 1Г4. 
7.83. max L = Xj — X2 + X3 — X4; 

3xi + X3 + 2x4 = 2; 
—Xj + X2 + X3 + 5x4 = 5; 

Ху>0;У=Т74. 
7.84. max Z = 2xi — X2 + ЗХ3 — 5x4; 

Xj + X2 + X3 = 6; 
X2 + X3 + X4 = 9; 
X3 + X4 + X5 = 12; 
X4 + X5 + X5 = 15; 

Ху>0;У=ТГб. 
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7.85. min I = 2xj - X2 + ЗХ3 - 2x4 + X5; 

-Xi + X2 + X3 = 1; 
Xj + X2 + X4 = 1; 
Xj • X2 ' x^ ^̂  2j 

Xy>0;y = T75. 

7.86. max I = 2xi - X2 + X3 - ЗХ4 + 4x5; 

Xi — X2 + ЗХ3 —18x4 + 2x5 = —4; 
2xi — X2 + 4x3 — 21x4 + 4x5= 22; 
3xi + 2x2 + 8x3 - 4ЗХ4 + 11x5= 38; 

Ху>0;у = ГГ5. 

7.87. min L = 3xi - 2x3 + X3 + 8x5; 

Xj — 2X2 — ^0^4 "*" ^^5 ^ 12» 
2xi — 3x2 ~ 15^3 "" 10^4 •*" 6x5 = 28; 
2xi — X2 + 8x3 — 6x4 + 10x5= 40; 

Xy>0;y=I71. 

7.88. max i = 3xi + 4x2 + 2x3 + 6x4; 

2xi + 3x2 + 2x3 H- ЗХ4 = 10; 
2X2 "̂  2X3 + X4 == 7; 
Xi + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 8; 

Ху>0;У=Т75. 

7.89. min Z = 2xi + X2 + X3 + 2x4; 

2xi + X2 + ЗХ3 + X4 = 20; 
Xi + 2x2 + X3 + 2x4 = 30; 
3xi + 3x2 "̂  ̂ 3 "̂  ЗХ4 = 40; 

Xy>0;y = T74. 

7.90. max £ = Xj + 2x2 + ЗХ3 + 4x4; 

^1 + ^2 "*~ -̂ 3 "̂  ̂ 4 "̂  60; 
Xj + 2x2 + X3 + 4x4 = 9; 
2xi + 3x2 "*" ^^3 •*" 1̂ 4 ~ 12; 

ху>0;у= 174. 

269 



Глава 8 
Транспортные задачи линейного 
программирования 
8 . 1 . Постановка задачи 

Под термином «транспортные задачи» понимается широкий 
круг задач не только транспортного характера. Общим для них яв­
ляется, как правило, распределение ресурсов, находящихся у т 
производителей (поставщиков), по п потребителям этих ресурсов. 

На автомобильном транспорте наиболее часто встречаются сле­
дующие задачи, относящиеся к транспортным: 

• прикрепление потребителей ресурса к производителям; 
• привязка пунктов отправления к пунктам назначения; 
• взаимная привязка грузопотоков прямого и обратного на­

правлений; 
• отдельные задачи оптимальной загрузки промышленного обо­

рудования; 
• оптимальное распределение объемов выпуска промышленной 

продукции между заводами-изготовителями и др. 
Рассмотрим экономико-математическую модель прикрепления 

пунктов отправления к пунктам назначения. Имеются т пунктов 
отправления груза и объемы отправления по каждому пункту а^, 2̂» 
..., а^. Известна потребность в грузах ftj, bi, ..., 6̂  по каждому из 
п пунктов назначения. Задана матрица стоимостей доставки по 
каждому варианту Су, / = l,/w,y = 1,/7. Необходимо рассчитать оп-

Таблица 8.1 
Исходные данные 

Поставщики 

Ах 

Лг 

^т 

Потребность 

Потребители 

Вх 

Х2\ 

ХщХ 

h 

Вг 

Си 
Хп 

Си 

... 

Ст2 
Хт2 

Ьг 

... Вп 

Х\п 

^2п 
Х2п 

Хщп 

Ьп 

Запасы 
(объемы 

отправления) 

а\ 

«2 

\ 

От 
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тимальныи план перевозок, т. е. определить, сколько груза должно 
быть отправлено из каждого /-го пункта отправления (от поставщи­
ка) в каждый у-й пункт назначения (до потребителя) x̂y с мини­
мальными транспортными издержками. 

В общем виде исходные данные представлены в табл. 8.1. 
Транспортная задача называется закрытой, если суммарный 

объем отправляемых грузов | Y, Щ 
.'=1 ) 

равен суммарному объему по-

( п 
требности в этих грузах по пунктам назначения Z6y 

и=1 ) 
т п 
laj='Zbj. (8.1) 
/=1 у=1 

Если такого равенства нет (потребности выше запасов или на­
оборот), задачу называют открытой, т. е.: 

т п 
I^aj^^bj, (8.2) 
/=1 У=1 

Для написания модели необходимо все условия (ограничения) 
и целевую функцию представить в виде математических уравнений. 

Все грузы из / пунктов должны быть отправлены, т. е.: 
п 
Y^Xij^Gi, / = l,m. (8.3) 

Все у пункты (потребители) должны быть обеспечены грузами в 
плановом объеме: 

т — 
lxij=bj, J = ln, (8.4) 
/=l 

Суммарные объемы отправления должны равняться суммар­
ным объемам назначения: 

т п 
lai = Xbj. (8.5) 
/=1 у=1 

Должно выполняться условие неотрицательности переменных: 
Ху > О, / = 1,/я; j = 1,и. Перевозки необходимо осуществить с ми­
нимальными транспортными издержками (функция цели): 
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т п 
Zmin = S S /̂y /̂y- (8-6) 

/=ly=l 
В модели (8.3) — (8.6) вместо матрицы стоимостей перевозок 

(су) могут задаваться матрицы расстояний. В таком случае в каче­
стве целевой функции рассматривается минимум суммарной транс­
портной работы. Как видно из выражения (8.5), уравнение баланса 
является обязательным условием решения транспортной задачи. 
Поэтому, когда в исходных условиях дана открытая задача, то ее 
необходимо привести к закрытой форме. В случае если 

• потребности по пунктам назначения превышают запасы пунк­
тов отправления, то вводится фиктивный поставщик с недостаю­
щим объемом отправления; 

• запасы поставщиков превышают потребности потребителей, 
то вводится фиктивный потребитель с необходимым объемом по­
требления. 

Варианты, связывающие фиктивные пункты с реальными, име­
ют нулевые оценки. После введения фиктивных пунктов задача ре­
шается как закрытая. 

Транспортным задачам присущи следующие особенности: 
• распределению подлежат однородные ресурсы; 
• условия задачи описываются только уравнениями; 
• все переменные выражаются в одинаковых единицах измере­

ния; 
• во всех уравнениях коэффициенты при неизвестных равны 

единице; 
• каждая неизвестная встречается только в двух уравнениях си­

стемы ограничений. 
Транспортные задачи могут решаться симплекс-методом. Одна­

ко перечисленные особенности позволяют для транспортных задач 
применять более простые методы решения. 

8.2. Алгоритм метода потенциалов 
Наиболее распространенным методом решения транспортных 

задач является метод потенциалов. 
Решение задачи методом потенциалов включает следующие 

этапы: 
1) разработку начального плана (опорного решения); 
2) расчет потенциалов; 
3) проверку плана на оптимальность; 
4) поиск максимального звена неоптимальности (если условие 

п. 3 не было достигнуто); 
5) составление контура перераспределения ресурсов; 
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6) определение минимального элемента в контуре перераспре­
деления и перераспределение ресурсов по контуру; 

7) получение нового плана. 
Описанная процедура повторяется несколько раз (итераций), 

пока не будет найдено оптимальное решение. Вычислительный ал­
горитм для каждой итерации не меняется. 

Для транспортной задачи существует несколько методов отыс­
кания начального плана (опорного решения): 

• метод северо-западного угла; 
• метод минимальной стоимости; 
• метод двойного предпочтения и т. д. 
Вычислительный алгоритм метода потенциалов рассмотрим на 

примере решения конкретной задачи прикрепления пунктов от­
правления / = 1,3 к пунктам назначения у = 1,4. В соответствии с 
принятыми в подразд. 8.1 обозначениями исходные данные задачи 
приведены в табл. 8.2. 

Таблица 8.2 
Исходные данные 

Поставщики 

1 ^\ 

Потребность 

Потребители 

B^ 

1 
4 
0 

40 

Вг 

2 
3 
2 

60 

^3 

3 
2 
2 

80 

В, 

4 
0 
1 

60 

Запасы 

60 
80 
100 

240 

Начальный план можно составить одним из перечисленных вы­
ше методов. Воспользуемся наиболее простым методом - методом 
северо-западного угла, В соответствии с этим методом загрузка кле­
ток (распределение объемов пунктов отправления по пунктам на­
значения) начинается с верхней левой клетки («северо-западная» 
часть таблицы) и продолжается вниз и вправо (по диагонали). 

По указанному правилу загружаем первую клетку (/ - у) = 
= (1 — 1) на основе следующего условия: 

Хц = min {ах\ Ъ{\ = min {60; 40} = 40. 

Таким образом, первый пункт назначения загружен, а первый 
пункт отправления имеет остатки груза A î = 60 — 40 = 20, кото­
рые и распределяем на второй пункт назначения: 

Ху1 = min {AtZj; Ъ-^ = min {20; 60} = 20; А62 = 40. 
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Продолжая преобразования аналогичным образом, получаем: 

2̂2 = min {̂ 2; АЙ2} "̂  ^^^ {80; 40} = 40; AZ?2 = 40 и т д. 

Результаты начального плана и расчета потенциалов представ­
лены в табл. 8.3. 

Таблица 8.3 
Начальный план перевозок 

Поставщики 

^1 

А2 

Ai 

Потребность 

Р/ 1 

^1 

I 

Р 40 

f ~~^ 
ф 0 

3 ^ 

40 

1 

Потребители 

В2 

2 

20 3 

[з_ 
40 Р 

2 

60 

2 

Вз 

3 

3 

р 

2 
40 

2 
40 

80 

1 

^4 

4 

0 

1 
60 

60 

0 

Запасы 

60 

80 

100 

240 

ОС/ 

0 

1 

1 

В процессе решения после каждой итерации (в том числе и по­
сле получения допустимого решения) по загруженным клеткам про­
веряется выполнение следуюш е̂го условия: 

N = т + п — 1. (8.7) 

В нашем примере /w = 3, л = 4, а число загруженных клеток 
равно 6, т. е. соответствует условию (8.7): Л^=3 + 4 - 1 = 6. Если 
условие (8.7) не выполняется, план называется вырожденным. В 
этом случае в любые свободные клетки надо поставить столько ну­
лей, чтобы с их учетом выполнялось условие (8.7). Клетка, в кото­
рой стоит ноль, считается занятой. Значение целевой функции по 
результатам расчета допустимого плана 

^ = S X с.-х.. =1-40 + 2.20 + 3.40 + 2.40 + 2-40 + 1-60 = 420 д.е. 
/=1у=1 

Расчет потенциалов выполняют по загруженным клеткам, для 
которых должно выполняться следующее равенство: 

274 



«/• + р/ = <^ij> (8.8) 
где tt/ — потенциал /-й строки; 

Ру -- потенциал у-го столбца. 

Вычисляя потенциалы по выражению (8.8), принимаем для пер­
вой строки aj = 0. Используя зафуженные клетки (/ ~У) = (1 — 1), 
(1 — 2), получаем: 

ai + pi = сн = О + pi = 1; Pi = 1; 
ai + р2 = Ci2 = О + Р2 = 2; Р2 = 2. 

Далее по загруженным клеткам ( 2 - 2 ) , (2 
гие потенциалы: 

3) определяем дру-

а2 + Р2 = 3; а2 + 2 = 3; а2 = 1; 
а2 + Рз = 2; 1 + Рз = 2; Рз = L 

Результаты расчета потенциалов представлены в табл 8.3. 
Проверяем план на оптимальность по незагруженным клеткам, 

используя следующее неравенство: 

ОС/ + Ру < Cij, (8.9) 

Если для незагруженных клеток условие (8.9) выполняется, то 
план — оптимальный. По табл. 8.3 осуществляем проверку началь­
ного плана на оптимальность: 

-J) = (1-3), 
-J) = (1-4), 
-J) = (2-1), 
-У) = (2-4), 
-J) = (3-1), 
•J) = (3-2), 

0 + 1 <3 ; 
0 + 0 < 4; 
1 + 1 < 4; 
1 + 0 > 0, 
1 + 1 > 0, 
1 + 2 > 2, 

AC24 = 1; 

AC31 = 2; 
Дс 32 1. 

Итак, по трем клеткам условие (8.9) не выполняется, следова­
тельно, начальный план требует улучшения. Характеристики Ас,у 
показывают размер экономии транспортных издержек на 1 ед. пе­
ревозимого груза. В нашем примере наибольшую экономию можно 
получить по клетке (/ -j) = (3 — 1), где Дсз1 = 2 > {АС24; Асзг}- Сле­
довательно, клетку (3-1) необходимо загрузить за счет перераспре­
деления ресурсов из других зафуженных клеток. В табл. 8.3 клетку 
(3—1) помечаем знаком «+», так как здесь в начальном плане нахо­
дится вершина максимальной неоптимальности. 
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Контур перераспределения ресурсов составляют по следующим 
правилам: 

• этот контур представляет замкнутый многоугольник с верши­
нами в загруженных клетках, за исключением клетки с вершиной 
максимальной неоптимальности «+», и звеньями, лежащими вдоль 
строк и столбцов матрицы; 

• ломаная линия должна быть связанной в том смысле, что из 
любой ее вершины можно попасть в любую другую вершину по 
звеньям ломаной цепи (по строке или по столбцу); 

• в каждой вершине контура встречаются только два звена, од­
но из них располагается по строке, другое — по столбцу; 

• число вершин контура четное, все они в процессе перерас­
пределения делятся на загружаемые и разфужаемые; 

• в каждой строке (столбце) имеются две вершины: одна — за­
гружаемая, другая — разфужаемая. 

В этой клетке намечаем одну из вершин контура и далее по вы­
шеизложенным правилам строим контур, вершины которого будут 
находиться в клетках (3-1) - (1-1) - (1-2) - (2-2) - (2-3) -
— (3—3). Вершины контура последовательно подразделяем на за­
гружаемые (3) и разгружаемые (Р), начиная с вершины максималь­
ной неоптимальности «+» (табл. 8.3). 

Перераспределение ресурсов по контуру осуществляется с це­
лью получения оптимального плана. В процессе перераспределе­
ния ресурсов по контуру в соответствии с условием неотрицатель­
ности переменных х^ ни одно из этих значений не должно превра­
титься в отрицательное число. Поэтому анализируют только клет­
ки, помеченные знаком Р, из которых выбирают клетку с 
минимальным объемом перевозок. В нашем примере ^^in ~ niin{40; 
40; 40} = 40. Следовательно, клетки (1-1), (2-2), (3-3) полностью 
разфужаются. В клетке (1—2) загрузка увеличится на 40 и достиг­
нет 60, в клетке (2—3) загрузка составит 40 + 40 = 80, и клетка 
(3-1) загрузится на 40 (табл. 8.4). 

Проверяем условие N=m-^n — I. В нашем примере w = 3, 
л = 4, а число зафуженных клеток равно 4, т. е. условие не выпол­
няется и 6 ?t 4. В процессе перераспределения ресурсов произошла 
полная разфузка трех клеток, а мы должны освободить только од­
ну клетку. В этом случае следует в две клетки проставить нули (ну­
левой ресурс) и считать условно их загруженными. Например, в 
клетки (1—1) и (3—3) проставим нулевой ресурс (рис. 8.4). Получе­
ние нового плана (итерации) осуществляется в том же порядке, ко­
торый был рассмотрен выше, т. е. 

• по зафуженным клеткам (в соответствии с новой зафузкой) 
вычисляются потенциалы а,- и Р,-; 
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Таблица 8.4 
Первый план перевозок 

Поставщики 

Ai 

Ai 

Аз 

Потребность 

! Р; 

Потребители 

Bi 

1 
0 

4 

0 
40 

40 

1 

Вг 

2 
60 

3 

2 

60 

2 

Вг 

3 

2 
80 Р^ 

0 -
2 

80 

3 1 

В, 

4 

е 0 
3 
1 1 
р 60 

60 

2 

Запасы 

60 

80 

100 

240 

«/ 

0 

- 1 

- 1 

• по незагруженным клеткам производится проверка плана на 
оптимальность; 

• находится вершина максимальной неоптимальности и стро­
ится новый контур перераспределения и т. д., до тех пор, пока не 
будет найдено оптимальное решение, удовлетворяющее неравенст­
ву (8.9). 

По результатам первой итерации имеем 
т п 

г = Ъ Хс«х»=2-60 + 2-80 + 1-60 + 0-40 = 340. 
/=1У=1 

Ниже приведены расчеты по второй итерации и оптимальный 
план. 

Поиск потенциалов следующий: 

«1 + Pi = 1 
а, + Рз = 2 
ttj + Рз = 2: 
аз + PI = О 
аз + Рз = 2 
«3 + Р4 = 1 

О + р, = 1 
О + Рз = 2 
аг + 3 = 2 
аз + 1 = О 

-1 + Рз = 2 
-1 + Р4 = 1 

Pi = l ; 
Р2 = 2; 
«2 = - 1 ; 
«3 = - 1 ; 
Рз = 3; 
Р4 = 2. 

Проведем проверку на оптимальность: 
0 - у ) = (1-3);0 + 3 < 3 ; 
( / - / ) = (1-4);0 + 2 < 4 ; 
(/-у-) = (2-1); 1 - К 4; 
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( / -у) = (2-2); 2 - 1 <3 ; 
(/-У) = (3-2); 2 - 1 <2; 
(/-У) = (2-4); 2 - 1 >0. 

Клетку (2—4) необходимо загрузить. 
В соответствии с перераспределением ресурсов по контуру по­

лучаем табл. 8.5, для которой вновь рассчитываем потенциалы а/ и 
Ру, и последовательность вычислений повторяется. 

Таблица 8.5 

Поставщики 

/«. 

А2 

Ai 

Потребность 

ft 

Оптимальный план перевозок 
Потребители 

B^ 

1 
0 

4 

0 
40 

40 

1 

Вг 

2 
60 

3 

2 

60 

2 

Вг 

3 

2 
20 

2 
60 

80 

3 

^4 

4 

0 
60 

1 

60 

1 

Запасы 

60 

80 

100 

240 

а, 

0 

- 1 

- 1 

Для распределения, полученного в табл. 8.5, условие а̂ - + Ру < Су 
выполняется, следовательно, план — оптимальный. 

Транспортные издержки по оптимальному плану следующие: 
т п 

^ = S Е СуХу =10 + 2-60 + 2-20 + 0.60 + 0-40-+-2.60 = 280 д.е. 
/=1у=1 

Таким образом, построением начального плана с последующим 
расчетом двух итераций получено оптимальное решение по при­
креплению пунктов отправления грузов к пунктам назначения. 

8.3. Усложненные задачи 
транспортного типа 

Нами рассмотрена классическая транспортная задача, на кото­
рой показано, как используется метод потенциалов для нахожде­
ния оптимального плана. В экономике предприятия такие задачи 
встречаются крайне редко. Обычно при составлении экономико-
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математической модели в задачи транспортного типа приходится 
вводить целый ряд дополнительных ограничений, а затем пользо­
ваться методом потенциалов. 

Ряд экономических задач легко сводимы к транспортной задаче. 
Рассмотрим наиболее часто встречающиеся ситуации в экономике 
предприятия, 

1. Отдельные поставки от определенных поставщиков некото­
рым потребителям должны быть исключены (из-за отсутствия не­
обходимых условий хранения, чрезмерной перегрузки коммуника­
ций и т. д.). Это ограничение требует, чтобы в матрице перевозок, 
содержащей оптимальный план, определенные клетки оставались 
свободными. Последнее достигается искусственным завышением 
затрат на перевозки Су в клетках, перевозки через которые следует 
запретить. При этом производят завышение величины Су до таких 
значений, которые будут заведомо больше всех, с которыми их 
придется сравнивать в процессе решения задачи. 

2. На предприятии необходимо определить минимальные сум­
марные затраты на производство и транспортировку продукции. С 
подобной задачей сталкиваются при решении вопросов, связанных 
с оптимальным размещением производственных объектов. Здесь 
может оказаться экономически более выгодным доставлять сырье 
из более отдаленных пунктов, но зато при меньшей его себестои­
мости. В таких задачах за критерий оптимальности принимают сум­
му затрат на производство и транспортировку продукции. 

3. Ряд транспортных маршрутов, по которым необходимо до­
ставить грузы, имеют ограничения по пропускной способности. 
Если, например, по маршруту A^BJ можно Провести не более q еди­
ниц груза, то Bj столбец матрицы разбивается на два столбца — 
B'j и ву В первом столбце спрос принимается равным разности 
между действительным спросом bj и ограничением q: b'j = bj — q, во 
втором — равным ограничению ^, т. е. й'у = q. Затраты с у в обоих 
столбцах одинаковы и равны данным, но в первом столбце Rj, в 
клетке, соответствующей ограничению /, вместо истинного тарифа 
Су ставится искусственно завышенный тариф М (клетка блокирует­
ся). Затем задача решается обычным способом. 

4. Поставки по определенным маршрутам обязательны и долж­
ны войти в оптимальный план независимо от того, выгодно это 
или нет. В этом случае уменьшают запас груза у поставщиков и 
спрос потребителей и решают задачу относительно тех поставок, 
которые необязательны. Полученное решение корректируют с уче­
том обязательных поставок. 

5. Экономическая задача не является транспортной, но в мате­
матическом отношении подобна транспортной, так как описывает­
ся аналогичной моделью, например распределение производства 
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изделий между предприятиями, оптимальное закрепление механиз­
мов по определенным видам работы. 

6. Необходимо максимизировать целевую функцию задачи 
транспортного типа. В этой ситуации при составлении опорного 
плана в первую очередь стараются заполнить клетки с наиболее 
высокими значениями показателей с̂у. Выбор к.петки, подлежащей 
заполнению при переходе от одного допустимого плана к другому, 
должен производиться не по минимальной отрицательной разнице 
[су — (а/ + Ру)], а по максимальной положительной разнице [су — 
— (а/ + Ру)]. Оптимальным будет план, которому в последней таб­
лице сопутствуют свободные клетки с неположительными элемен­
тами: все разности [Cij — (а^ + Ру)] < 0. 

7. Необходимо в одно время распределить груз различного ро­
да по потребителям. Задачи данного типа называются многопродук­
товыми транспортными задачами. В этих задачах поставщики т ро­
дов грузов разбиваются на т условных поставщиков, а потребите­
ли п родов грузов разбиваются на п условных потребителей. С уче­
том этой разбивки составляют полную транспортную таблицу При 
этом заметим, что некоторые маршруты A^Bj должны быть блоки­
рованы (закрыты), поскольку в данной постановке задачи грузы 
разного рода не могут заменять друг друга. Этим маршрутам A^BJ 
должна соответствовать очень высокая стоимость перевозки. Мно­
гопродуктовую задачу не всегда обязательно описывать одной мо­
делью. Например, если поставки грузов различного рода независи­
мы, то задачу можно представить в виде комплекса транспортных 
задач по каждому роду груза. Однако если между грузами различ­
ного рода существует связь (например, одни из грузов можно заме­
нить другими), то в общем случае исходную модель (задачу) не уда­
ется разбить на комплекс простых транспортных задач. 

Рассмотрим примеры задач транспортного типа. 
Пример 8.1. Одно фермерское хозяйство (А^) имеет продо­

вольственное зерно двух видов: 3 тыс. т — III класса и 4 тыс. т — 
IV класса. Второе фермерское хозяйство (Aj) также имеет зерно 
двух классов: 5 тыс. т — III класса и 2 тыс. т — IV класса. Зерно 
должно быть вывезено на два элеватора: на первый элеватор (£{) 
необходимо поставить 2 тыс. т пшеницы III класса, 3 тыс. т пше­
ницы IV класса и остальные 2 тыс. т пшеницы любого класса. 

Аналогично второй элеватор (^2) должен получить 8,25 тыс. т, 
из них пшеницы — 1 тыс. т III класса и 1,5 тыс. т IV класса. 

Стоимость перевозки в д. е. 1 т зерна составляет: из пункта Ai 
в пункты ^1 и ^̂ 2 "~ 1 и Ь5 соответственно; из пункта А2 в пункты 
Bi и Bj — 2 и I л. е. соответственно. 

Составить оптимальный план перевозок. 
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Решение 
Каждого поставщика условно разбиваем на две части согласно 

двум видам зерна {А^^ и Ai^\ Aj и А^), аналогично потребителей 
разбиваем на три части (пшеница III класса, IV класса и любой 
класс): В^, В^ и ^i^, а также B-i, Bi и Bi^ Потребности превыша­
ют запасы, поэтому вводим фиктивного поставщика Ау Часть кле­
ток в таблице запираем большими числами М\ например, в клетке 
(1; 2) стоит большое число. Это значит, что поставщик .4̂ ^ не мо­
жет удовлетворить потребителя В^ пшеницей IV класса за счет 
имеющейся пшеницы III класса. 

С учетом сделанных замечаний составим первую таблицу 
(табл. 8.6). 

Таблица 8.6 
Исходные данные 

Поставщики 

Ах 

А2 

Лг 

Спрос, 
тыс. т 

л? 
л,' 
Лг' 

Аг' 

В? 
1 

м 

2 

М 

0 

2 

^1 

И̂ 
м 

1 

м 

2 

0 

3 

Потребители 

В,^ 
1 

1 

2 

2 

0 

2 

Вг' 
1,5 

Л/ 

1 

Л/ 

0 

1 

В2 

Вг' 
м 

1,5 

М 

1 

0 

1,5 

Вг' 
1,5 

1,5 

1 

1 

0 

5,75 

Запас, 
тыс. т 

3 • 1 

4 

5 

2 

1,25 

15,25 

Перевозки от фиктивного поставщика не производятся, поэто-
му Сз! = С52 = 5̂3 = 5̂4 = С55 = 5̂6 ~ О* Величина М намного боль­
ше Су. Применяя метод потенциалов, в итоге получим таблицу с 
оптимальным решением (табл. 8.7). 

Анализ решения. 
Первый поставщик поставит на первый элеватор {В^) пшени­

цу III класса {хц = 2); пшеницу IV класса {х^^ = 3), а также пше­
ницу любого класса (III или IV) (xi3 = 1; 2̂3 = 1). 

Второй поставщик (Ai) поставит на второй элеватор (^2) пше­
ницу III класса (Х31 = 1), пшеницу IV класса (Х45 = 1,5) и частично 
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Таблица 8.7 

Поставщики 

Ai 

Аг 

Аъ 
Спрос, 
тыс. т 

Ах' 

Ах' 

Аг' 

Аг' 

Вх' 

2 ' 
м 

2 

М 

0 

2 

Оптимальное i [)ешение 
Потребители 

^1 

V 
л/ 

з ' 
М 

2 

0 

3 

В,^ 

l' 

l' 
2 

2 

0 

2 

В2' 
1,5 

Л/ 

i ' 
м 

0 

1 

В2 

Вг' 
м 

1,5 

М 

1,5' 
0 

1,5 

^2« 

1,5 

1,5 

1 
4 

1 
0,5 

0 
1,25 

5,75 

Запас, 
тыс. т 

3 

4 

5 

2 

1,25 

15,25 

любую пшеницу (хзб = 4; Х/^^ = 0,5). Потребность элеватора в лю­
бой пшенице не удовлетворена на 1,25 тыс. т (хзб = 1,25). Мини­
мальные затраты на перевозку составили: Z^^^ = 14 д. е. 

Пример 8.2. Модель производства с запасами. 
Фирма переводит свой головной завод на производство опреде­

ленного вида изделий, которые будут выпускаться в течение четы­
рех месяцев. Величины спроса в течение этих четырех месяцев со­
ставляют 100, 200, 180 и 300 изделий соответственно. В каждый ме­
сяц спрос можно удовлетворить за счет: 

• запасов изделий, произведенных в прошлом месяце, сохраня­
ющихся для реализации в будущем; 

• производства изделий в течение текущего месяца; 
• избытка производства изделий в более поздние месяцы в счет 

невыполненных заказов. 
Затраты на одно изделие в каждом месяце составляют 4 д. е. 

Изделие, произведенное для более поздней реализации, влечет за 
собой дополнительные издержки на хранение в 0,5 д. е. в месяц. С 
другой стороны, каждое изделие, выпускаемое в счет невыполнен­
ных заказов, облагается штрафом в размере 2 д. е. в месяц. 

Объем производства изделий меняется от месяца к месяцу в за­
висимости от выпуска других изделий. В рассматриваемые четыре 
месяца предполагается выпуск 50, 180, 280 и 270 изделий соответ­
ственно. 
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требуется составить план, имеющий минимальную стоимость 
производства и хранения изделий. 

Решение 

Задачу можно сформулировать как транспортную. Эквивалент­
ность между элементами производственной и транспортной систем 
устанавливается следующим образом (табл. 8.8): 

Транспортная система 

1. Исходный пункт / 
2. Пункт назначения у 
3. Предложение в пункте / 
4. Спрос в пункте у 
5. Стоимость перевозки из / и у 

Таблица 8.8 

Производственная система 

1. Период производства / 
2. Период потребления у 
3. Объем производства за период / 
4. Реализация за периоду 
5. Стоимость производства и 
хранения за период / и у 

Перед нами структура транспортной модели. Для рассматрива­
емой задачи стоимость «перевозки» изделия из периода / в период 
у выражается как: 

• стоимость производства в /-и период, / = у; 
• стоимость производства в /-й период плюс стои­

мость задержки от / до у, / < у; 
• стоимость производства в /-й период плюс штраф 

за нарушение срока, / > у. 

Из определения Су следует, что затраты в период / при реализа­
ции продукции в тот же период / (/ = у) оцениваются только стои­
мостью производства. Если в период / производится продукция, 
которая будет потребляться позже (/ <у), то имеют место дополни­
тельные издержки, связанные с хранением. Аналогично производ­
ство в /-Й период в счет невыполненных заказов / > у влечет за со­
бой дополнительные расходы в виде штрафа. Например, 

сц = 4 д. е.; 
С24 = 4 + (0,5 + 0,5) = 5 д. е.; 
С41 = 4 + (2 + 2 + 2) = 10 д. е. 

Исходная транспортная таблица выглядит следующим образом 
(табл. 8.9). 
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Таблица 8.9 
Исходные данные 

Период 

1 

2 

J 

4 
Спрос 

Период 
1 

4 

6 

8 

10 

100 

2 

4,5 

4 

6 

8 

200 

3 

5 

4,5 

4 

6 

180 

4 

5,5 

5 

4,5 

4 

300 

Объем 
производства 

50 

180 

280 

270 

Задача решается обычным методом потенциалов на минимум 
затрат по производству и хранению продукции. 

Пример 8.3. Имеются три сорта бумаги в количестве 10, 8 и 
5 т, которую можно использовать на издание четырех книг тира­
жом 8000, 6000, 10 000, 15 000 экземпляров. Расход бумаги на од­
ну книгу составляет: 0,6; 0,4; 0,8; 0,5 кг, а себестоимость тиража 
книги при использовании /-го сорта бумаги задается следующей 
матрицей (д. е.): 

(̂̂ • = 

^24 16 32 25̂  
18 24 24 20 
30 24 16 20 

Определить оптимальное распределение бумажных резервов. 

Решение 

Задача по своему экономическому смыслу не является транс­
портной, в то же время можно построить математическую модель, 
аналогичную транспортной задаче. 

Потребности в бумаге легко определить, зная тираж и расход на 
одну книгу (т): 

8000 • 0,6 = 4,8; 
15 000 . 0,4 = 6; 
6000 • 0,8 = 4,8; 
10 000 • 0,5 = 5. 
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Общие запасы бумаги составляют 23 т, а общие потребности -
20,5 т, поэтому необходимо в таблицу ввести фиктивный тираж В^ 
с нулевыми затратами. В связи с тем что мы составляем модель от­
носительно бумаги, а матрица с у характеризует себестоимость печа­
тания книги, необходимо исходную матрицу преобразовать отно­
сительно единицы бумаги (каждый столбец матрицы Су разделим 
на количество бумаги, приходящейся на одну книгу). 

Согласно изложенному составим первую таблицу (табл. 8,10). 

Таблица 8.10 
Исходные данные 

Поставщики 

А^ 

Л2 

Лъ 
Потреб­
ность, т 

Потребители 

Вх 

40 

30 

50 

4,8 

Вг 

20 

30 

30 

4,8 

Въ 

80 

60 

40 

6 

В, 

50 

40 

40 

5 

^5* 

0 

0 

0 

2,4 

Запасы, 
т 

10 

8 

5 
23 

Используя метод потенциалов, получим оптимальное решение 
(табл. 8.11). 

Таблица 8.11 

Поставщики 

А, 

Лг 

Лг 
Потреб­
ность, т 

^1 

40 

30 
4,8 

50 

4,8 

Оптимальное решение 
Потребители 

В, 

20 
4,8 

30 

30 

4,8 

^3 

80 

60 
1 

5 '' 

6 

В, 

50 
2,8 

40 
2,2 

40 

5 

^5* 

0 
2,4 

0 

0 

2,4 

Запасы, 
т 1 

10 

8 

5 
23 
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Анализ решения. 
Бумаги 1-го сорта в количестве 4,8 т затрачено на издание вто­

рой книги; 2,8 т — на издание четвертой книги; 2,4 т — не исполь­
зовано. Бумаги 2-го сорта затрачено: на первую книгу — 4,8 т; на из­
дание третьей книги - 1,0 т; на издание четвертой книги — 2,2 т; 
бумага 3-го сорта использована на издание третьей книги в количе­
стве 5 т. 

8.4. Метод Фогеля 

Как известно, метод потенциалов позволяет за конечное число 
шагов найти оптимальный план, следовательно, желательно, чтобы 
первый опорный план был ближе к оптимальному. Способ получе­
ния опорного плана, предложенный американским ученым У. Фо­
гелем, позволяет найти практически оптимальный план. Найден­
ный план или совпадение с оптимальным, или незначительно от 
него отличается. 

Способ Фогеля рассмотрим в табл. 8.12. Процесс начинается с 
определения разностей между двумя наименьшими элементами 
каждой строки и каждого столбца таблицы. Так, в столбце В^ ми­
нимальный элемент равен 3, следующий за ним по величине эле­
мент — 8, разность между ними равна 5. Эта и другие разности по 
строкам и столбцам записаны в таблицу. Затем из всех разностей 
выбирается наибольшая. В приведенном примере это А = 6 в стро­
ке А^. Минимальный элемент в соответствуюш.ей строке равен 5 и 
совпадает с клеткой (А^В^), сюда же записывается поставка (см. 
табл. 8.12). 

Все запасы А^ исчерпаны, поэтому эту строку в дальнейшем не 
рассматриваем (ее можно вычеркнуть). 

Смысл способа Фогеля легко понять. Найденные разности по­
казывают, насколько больше будут затраты, если в соответствую­
щем столбце (или строке) поставка будет записана не в клетку, где 
находится минимальный в этом столбце (строке) элемент, а в клет­
ку, где находится элемент, следующий за ним по величине. 

Теперь, когда из рассмотрения исключены элементы столбца 
jffj, изменяются разности по строкам, но по столбцам они не изме­
няются (см. 4-ю строку и столбец). В столбце ^2 осталась разность 
А = 6, она и является наибольшей. 

Находим в столбце В2 минимальный элемент, равный 3, и в 
клетку AiBj делаем поставку. Вновь находим разности (см. 5-ю 
строку и столбец). 

Опять имеем две максимальные разности в строке А^и в столб­
це В^ (А = 4). В строке А^ минимальный элемент 13 в А^В^, но он 
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Таблица 8.12 
Пример нахождения опорного плана методом Фогеля 

Ai 

Лг 

Аз 

А, 

Аь 

Аб 

Ау 

As 
1 Потреб-
1 нести 

1 

2 

1 3 

4 

5 

::f ю 

е 
о 
с: 
S 
ж 
со 

^1 

1 

17 
14 

i 7 

1 35 

7 

25 

10 

2 

17 

1 

1 

6 

-

-

^2 

1 3 
1? 

12 

9 

32 

10 

20 

8 

5 

12 

2 

2 

6 

6 

~ 

Вз 

5 

10 

13 

19 
29 

13 

15 

9 

8 

19 

3 

3 

4 

4 

4 

^4 

7 

10 

17 

Я 
26 

16 

5 

25 
16 

8 

33 

2 

1 

3 

3 

3 

Bs 

\ 9 

8 

26 
21 

23 

12 

11 

12 

3 

23 
49 

5 

5 

1 

1 

1 

Вб 

11 

6 

24 

1 
20 

27 
8 

11 
17 

17 

15 

39 

2 

2 

2 

2 

2 

В, 

4 

1 
3 

3 
29 

20 

5 

15 
23 

10 

24 
21 

43 

Запа­
сы 

30 

29 

28 

27 

26 

25 

24 

23 
212 

Разности 
по строчкам 
1 

2 

3 

2 

0 

2 

6 

1 

1 

2 

2 

3 

2 

0 

2 

— 

1 

1 

3 

'2 

3 

2 

0 

2 

— 

1 

— 

4 

1 

3 

4 

0 

3 

— 

1 

— 

5 

1 

3 

4 

0 

3 

— 

1 

— 

не является минимальным в своем столбце. Точно также не являет­
ся минимальным в своей строке минимальный элемент столбца ^з-

Если учитывать, что мы ищем не абсолютный оптимум, а лишь 
один из базисов, можно произвольно выбрать или строку Ау или 
столбец By Но можно вычислить в соответствующих столбце и 
строке вторые разности — это разности между минимальными эле-

287 



ментами и элементами, не ближайшими к ним по величине, а сле­
дующими за ними. 

Вторая разность для столбца В^ равна (9 — 5 = 4), а для строки 
А^ (21 - 13 = 8), поэтому поставку надо сделать в клетку А^Ву 

Проводя аналогичные рассуждения, можно получить допусти­
мый план (см. табл.), общие затраты на перевозку составляют 
Z=1818. 

8.5. Транспортная задача 
в сетевой постановке 

Если условия транспортной задачи заданы в виде схемы, на ко­
торой условно изображены поставщики, потребители и связываю­
щие их дороги, указаны величины запасов фуза и потребности в 
нем, а также числа Q, являющиеся показателями принятого в зада­
че критерия оптимальности (тарифы, расстояния и т. п.), то говорят, 
что транспортная задача поставлена в сетевой форме (рис. 8.1). 

Рис. 8.1. Транспортная задача в сетевой форме 

Пункты расположения поставщиков и потребителей будем изо­
бражать кружками и называть вершинами (узлами) сети, запасы 
груза будем записывать в кружках положительными, а потребности 
- отрицательными числами. Дороги, связывающие пункты распо­
ложения и потребления груза, будем изображать линиями и назы­
вать ребрами (дугами, звеньями) сети. На сети могут быть изобра­
жены вершины, в которых нет ни поставщиков, ни потребителей. 
Наличие таких вершин не повлияет на способ решения, если счи­
тать, что запасы (потребности) груза в них равны нулю. 
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Различия между транспортными задачами в матричной и сете­
вой формах весьма незначительны, так как методы их решения ос­
нованы на одних и тех же идеях (метод потенциалов). 

Решение задачи на сети начинается с построения начального 
опорного плана. Последовательность решения задачи рассмотрена 
на конкретном примере (см. рис. 8.1). Поставку груза из вершины 
в вершину будем обозначать стрелками с указанием величины по­
ставок. 

Опорный план должен удовлетворять следующим требованиям: 
1) все запасы должны быть распределены, а потребности удов­

летворены; 
2) к каждой вершине должна подходить или выходить из нее 

хотя бы одна стрелка; 
3) общее количество стрелок должно быть на единицу меньше 

числа вершин (л + m - 1); 
4) стрелки не должны образовывать замкнутый контур. 
План распределения груза, отвечающий этим требованиям, 

представлен на рис. 8.2. 

Рис. 8.2. Пример опорного план распределения 
груза при решении задачи на сети 

Далее следует проверить план на оптимальность. Для этого вы­
числяем потенциалы. Одной из вершин (например, вершине 1) 
присвоим некоторое значение потенциала (например, равное 10). 
Для наглядности потенциалы будем заключать в рамки. После это­
го, двигаясь по стрелкам, определяем потенциалы остальных вер­
шин, руководствуясь правилом: если стрелка выходит из вершины, 
то к потенциалу этой вершины прибавляем показатель С̂  критерия 
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оптимальности, если же направление стрелки противоположно, Сц 
вычитаем (см. рис. 8.2). 

После вычисления потенциалов находят характеристики ребер 
без стрелок по правилу: из большего потенциала вычитается мень­
ший, а разность вычитается из показателя Су, отвечающего данно­
му ребру. 

Если все ребра без стрелок имеют неотрицательные характери­
стики, то составленный план является оптимальным. 

Вычислим характеристики ребер без стрелок 

Ssj = 5 ~ (13 - 7) = - 1 ; 5'4,б = 1; ^4,3 = 0; S: 2,3 - 2 . 

Два ребра имеют отрицательные характеристики, в этом случае 
выбирается ребро с наименьшей отрицательной характеристикой и 
к нему подрисовывается новая стрелка, при этом образуется замк­
нутый контур из стрелок. Новая стрелка направляется от вершины 
с меньшим потенциалом к вершине с большим потенциалом. 

В нашем примере новая стрелка направлена от вершины II к 
вершине III (штриховая линия (см. рис. 8.2). 

Для определения величины поставки (р) для ребра 6*23 рассма­
триваются все стрелки образовавшегося замкнутого контура, име­
ющие направление, противоположное новой стрелке (участок ^23), 
и среди них находится стрелка с наименьшей поставкой Л (в нашем 
примере X = 15 на ребре S^j), Выбранная таким образом величина 
прибавляется ко всем поставкам в стрелках, имеющих то же на­
правление, что и новая стрелка, и вычитается из поставок в стрел­
ках, имеющих противоположное направление. Поставки в стрел­
ках, не входящих в контур, сохраняются неизменными. Стрелка, на 

Рис. 8.3. Новый опорный план распределения груза 
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которой выбрано число Я, ликвидируется и общее число стрелок 
остается прежним. Новый опорный план представлен на рис. 8.3. 

Полученный план исследуется на оптимальность, подобно 
предыдущему. Сделав еще шаг, получим оптимальный план (рис. 
8.4), когда все характеристики Sy на участках без стрелок неотри­
цательны. 

Рис, 8.4. Оптимальный план распределения груза 

Определим значение целевой функции: 

^min = 100 . 2 + 25 • 1 + 15 • 3 + 70 . 3 + 10 • 6 + 20 • 5 = 640. 

Вырождение плана транспортной задачи в сетевой постановке 
проявляется в том, что при полном использовании запасов и пол­
ном удовлетворении потребностей количество стрелок оказывается 
меньше чем /w + л - 1, где л - поставщики, a w - потребители. 

Для преодоления вырождения вводится нужное количество 
стрелок с нулевыми поставками, направление стрелок выбирает­
ся произвольно, однако они не должны образовывать замкнутый 
контур. 

В случае открытой модели вводят фиктивного потребителя (по­
ставщика) со спросом, равным небалансу Фиктивный потребитель 
(поставщик) соединяется дугами непосредственно со всеми постав­
щиками (потребителями), при этом показатели С̂ - ребер, соединя­
ющих фиктивного потребителя (поставщика) с реальными постав­
щиками (потребителями), следует брать одинаковыми и сравни­
тельно большими. Это делается для того, чтобы исключить воз­
можность использования фиктивной вершины в качестве 
промежуточного пункта. 
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8.6. Доставка груза в кратчайший срок 
в практической деятельности могут возникнуть ситуации, ког­

да нас в первую очередь интересуют не затраты на перевозку груза 
(их минимизация), а время доставки этих грузов потребителям. На­
пример, при подготовке крупных военных операций, когда необхо­
димо в кратчайший срок сосредоточить ресурсы в намеченных 
пунктах или при стихийных бедствиях (землетрясение, ураганы и 
т. п.), возникает задача обеспечения пострадавших районов различ­
ными ресурсами в кратчайший срок. 

Для решения подобных задач рассмотренный ранее метод по­
тенциалов непригоден. Эти задачи решаются с помощью специаль­
ного алгоритма. 

1. Любым способом строим один из опорных планов. 
2. Определяем наибольший элемент t' из всех /̂ y, соответствую­

щих занятым клеткам, и все клетки с элементами ty > t' (это могут 
быть лишь свободные клетки) вычеркиваются. 

3. Начиная с клетки с наибольшим временем доставки t\ стро­
им разфузочный цикл так, чтобы клетки с нечетными номерами 
(считая первой разгружаемую клетку с элементом t') были заняты­
ми. Одна из вершин разгрузочного цикла будет свободной. В об­
щем случае построение разгрузочного цикла неоднозначно. 

4. Сделав в свободную вершину цикла поставку р, проводим 
компенсации по вершинам цикла, определяем величину р (так же, 
как в методе потенциалов), строим новый план. 

5. Переходим ко второму пункту алгоритма, естественно, не 
учитывая ранее вычеркнутые клетки. 

6. Алгоритмом пользуемся до тех пор, пока построение разгру­
зочного цикла становится невозможным. 

7. Последний полученный план является оптимальным, наи­
большее время, соответствующее занятой клетке в этом плане, оп­
ределяет наименьшее время по доставке грузов всем потребителям. 

Пример 8.4. 
Определить оптимальный план перевозок из условия доставки 

груза в кратчайший срок. Известны ресурсы а{. 30; 35; 40, потреб­
ности в :̂ 20; 34; 16; 10; 25 и матрица 

т=\Ы= 
''2 6 3 4 %^ 

1 5 6 9 7 
3 4 1 6 10 

где tji^ — время, затрачиваемое на перевозку фуза из /-го пункта отправле­
ния в k-ii пункт назначения. 
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Решение 
Запишем в виде таблицы исходную информацию и внесем в 

нее один из опорных планов (пункт 1 алгоритма). 
Таблица 8.13 

Постав­
щики 

^ 1 

Л2 

Лъ 
Потреб­
ность, т 

Исходная информация и опорный план 

Потребители 

Вх 

2 
20 

1 

3 

20 

^2 

6 
10 

5 
24 

4 

34 

Въ 

3 

6 
1 1 - р 

1 
5 + р 

16 

В, 

А 

9 

6 
10 

10 

^5 

8 

7 
Р 

10 
25 ~ р 

25 

Запасы, 
т 

30 

35 

40 

105 

Согласно пункту 2 алгоритма ^' = 3̂5"̂  ^^ строим цикл перерас­
чета (3-й пункт). В свободную вершину цикла (2,5) делаем постав­
ку р и проводим компенсации по вершинам цикла, затем опреде­
ляем величину р: 

р = 1 1 . 

Строим новый план и переходим к пункту 2 алгоритма (табл. 
8.14). 

Таблица 8.14 
Промежуточный план распределения 

Постав­
щики 

^' 
Лг 

1 А, 
Потреб­
ность, т 

Потребители 

Вх 

2 
2 0 - р 

1 

3 
р 

20 

В2 

6 
10+ р 

5 
24 ~ р 

4 

34 

^3 

3 

6 

1 
16 

16 

В4 

4 

9 

6 
10 

10 

^5 

8 

7 
11 4-р 

1 
1 4 - Р о 

25 

Запасы, 
т 

30 

35 

40 

105 
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в новой таблице t' = t^^ = 10 (клетка 3,5 оказалась не полно­
стью разгруженной). Из анализа нового цикла пересчета заключа­
ем: р = 14; строим новый план (табл. 8.15). 

Таблица 8.15 
Оптимальный план 

Постав­
щики 

А, 

Аг 

Аг 
Потреб­
ность, т 

Потребители 

Вх 

2 
6 

1 

3 
14 

20 

Вг 

6 
24 

5 
10 

4 

34 

^3 

3 

6 

1 
16 

16 

в, 
4 

- ^ v ^ ^ 9 ^ 

6 
10 

10 

Вь 

X 
7 

25 
^ \ ^ ^ 1 0 ' 

25 

Запасы, 
т 

30 

35 

40 

105 

/' = /25 ~ 7, вычеркиваем все свободные клетки, для которых ty > 7. 
Для дальнейшего улучшения плана необходимо разгрузить клетку 
(2,5), но построение разгрузочного цикла для этой клетки невоз­
можно. На основании этого заключаем, что решение, полученное в 
последней таблице, является оптимальным, обеспечивающим пе­
ревозки за время /ĵ ĵ  = 7. 

Задачи 
8.1. в пунктах А и В находятся соответственно 150 и 90 т горю­

чего. Пунктам 1, 2, 3 требуются соответственно 60, 70, ПО т горю­
чего. Стоимость перевозки 1 т горючего из пункта Л в пункты 1, 2, 
3 равна 60, 10, 40 тыс. руб. за 1 т соответственно, а из пункта В в 
пункты 1, 2, 3 — 120, 20, 80 тыс. руб. за 1 т соответственно. 

Составьте план перевозок горючего, минимизирующий общую 
сумму транспортных расходов. 

8.2. Три завода выпускают грузовые автомобили, которые от­
правляются четырем потребителям. Первый завод поставляет 90 
платформ грузовиков, второй — 30 платформ, третий - 40 плат­
форм. Требуется поставить платформы следующим потребителям: 
первому — 70 шт., второму — 30, третьему — 20, четвертому — 40 шт. 
Стоимость перевозки одной платформы от поставщика до потреби­
теля указана в следующей таблице (д. е.): 
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Поставщики 

I 
II 
m 

Потребители 
1 

18 
10 
16 

2 

20 
20 
22 

3 

14 
40 
10 

4 

10 
30 
20 

Составьте оптимальный план доставки грузовых автомобилей. 
8.3. Строительство магистральной дороги включает задачу запол­

нения имеющихся на трассе выбоин до уровня основной дороги и 
срезания в некоторых местах дороги выступов. Срезанным грунтом 
заполняются выбоины. Перевозка грунта осуществляется грузовика­
ми одинаковой фузоподъемности. Расстояние в километрах от сре­
зов до выбоин и объем работ указаны в следующей таблице: 

Поставщики 

А 
В 
С 
Требуемое 
количество 
грунта, т 

I 

1 
2 
1 

100 

Потребители 
II 

2 
1 
2 

140 

III 

3 
3 
4 

60 

Наличие 
грунта, т 

110 
130 
20 

Составьте план перевозок, минимизирующий общий пробег 
грузовиков. 

8.4. Груз, хранящийся на трех складах и требующий для пере­
возки 60, 80, 106 автомашин соответственно, необходимо перевез­
ти в четыре магазина. Первому магазину требуется 44 машины гру­
за, второму — 70, третьему — 50 и четвертому — 82 машины. Стои­
мость пробега одной автомашины за 1 км составляет 10 д. е. Рас­
стояния от складов до магазинов указаны в следующей таблице: 

Склады 

1 
2 
3 

1 

13 
2 
12 

Магазины 
2 

17 
7 
18 

3 

6 
10 
2 

4 

8 
41 
22 

Составьте оптимальный по стоимости план перевозки груза от 
складов до магазинов. 
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8.5. На складах А, В, С находится сортовое зерно 100, 150, 250 т, 
которое нужно доставить в четыре пункта. Пункту 1 необходимо 
поставить 50 т, пункту 2 — 100, пункту 3 — 200, пункту 4 — 150 т 
сортового зерна. Стоимость доставки 1 т зерна со склада А в ука­
занные пункты соответственно равна (д. е.) 80, 30, 50, 20; со скла­
да В - 40, 10, 60, 70; со склада С - 10, 90, 40, 30. 

Составьте оптимальный план перевозки зерна из условия ми­
нимума стоимости перевозки. 

8.6. Завод имеет три цеха — А, В, С и четыре склада — 1; 2; 3; 
4. Цех А производит 30 тыс. шт. изделий, цех В — 40; цех С — 20 
тыс. шт. изделий. Пропускная способность складов за то же время 
характеризуется следующими показателями: склад 1 — 20 тыс. шт. 
изделий; склад 2 — 30; склад 3 — 30 и склад 4—10 тыс. шт. изде­
лий. Стоимость перевозки 1 тыс. шт. изделий из цеха А на склады 
1, 2, 3, 4 - соответственно (д. е.): 20, 30, 40, 40, из цеха В - со­
ответственно 30, 20, 50, 10, а из цеха С — соответственно 40, 30, 
20, 60. 

Составьте такой план перевозки изделий, при котором расхо­
ды на перевозку 90 тыс. шт. изделий были бы наименьшими. 

8.7. На строительном полигоне имеется пять кирпичных заво­
дов, объем производства которых в сутки равен 600; 600; 500; 650; 
700 т. Заводы удовлетворяют потребности семи строительных объ­
ектов соответственно в количестве 350; 450; 300; 450; 300; 200; 
450 т. Оставшийся кирпич отправляют по железной дороге в другие 
районы. Кирпич на строительные объекты доставляется автомо­
бильным транспортом. Расстояние в километрах от заводов до объ­
ектов указано в следующей таблице: 

Заводы 

Лх 
• ^ 2 

Аг 
А, 

\ As 

Вх 
14 
13 
18 
14 
И 

Вг 
5 
4 
8 
7 
15 

Въ 
10 
11 
14 
13 
14 

Объекты 
В, 
8 
9 
18 
19 
25 

Вь 
16 
20 
23 
15 
19 

Вв 
10 
12 
13 
16 
15 

Bi 

25 
23 
21 
23 
20 

Определите, с каких заводов и на какие объекты должен достав­
ляться кирпич, а также какие заводы и в каком количестве должны 
отправлять кирпич в другие районы, чтобы транспортные издерж­
ки по доставке кирпича автотранспортом были минимальными. 
Стоимость перевозки 1 т кирпича автотранспортом удовлетворяет 
условию с = а + d{i — 1), где а = 25 д. е., t/ = 5 д. е., 
i — пробег, км. 
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8.8. Имеются две станции технического обслуживания (СТО), 
выполняющие ремонтные работы для трех автопредприятий. Произ­
водственные мощности СТО, стоимость ремонта в различных СТО, 
затраты на транспортировку от автопредприятий на СТО и обратно 
и прогнозируемое количество ремонтов в планируемом периоде на 
каждом автопредприятии приведены в следующей таблице: 

СТО 

1 
' 2 

Потребное 
количество, 
д. е. 

Стоимость 
ремонта ед., 

д. е. 

520 
710 

Затраты 

АТП-1 

60 
40 

6 

на транспортировку, 
тыс. руб. 

АТП-2 

70 
50 

7 

АТП-3 

20 
30 

5 

Производ­
ственная 

мощность, 
шт. 
10 
8 

18 

Требуется определить, какое количество автомашин из каждого 
автопредприятия необходимо отремонтировать на каждой СТО, 
чтобы суммарные расходы на ремонт и транспортировку были ми­
нимальными. 

8.9. Найдите оптимальный план распределения заявок на ре­
монт для условий, приведенных в следующей таблице: 

СТО 

1 
2 
3 
Прогнози­
руемое 
количество 
ТО, ед. 

Затраты на 
ТО и ремонт 

одного 
автомобиля, 

д.е. 

720 
650 
690 

Затраты на транспортировку, 
тыс. руб. 

АТП-1 

20 
30 
35 

30 

АТП-2 

40 
20 
50 

10 

АТП-3 

30 
25 
20 

40 

АТП-4 

10 
45 
30 

20 

Производ­
ственная 

мощность, 
шт. 

80 
20 
40 

8.10. Имеются два хранилища с однородным продуктом, в ко­
торых сосредоточено 200 и 120 т продукта соответственно. Продук­
ты необходимо перевезти трем потребителям соответственно в ко­
личестве 80, 100 и 120 т. Расстояния от хранилищ до потребителей 
(в км) следующие: 
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Хранилище 

1 
1 2 

Потребители 
1 
20 
60 

2 
30 
20 

3 
50 
40 

Затраты на перевозку 1 т продукта на 1 км постоянны и равны 
5 д. е. 

Определите план перевозок продукта от хранилищ до потреби­
телей из условия минимизации транспортных расходов. 

8.11. Промышленный концерн имеет два завода и пять складов 
в различных регионах страны. Каждый месяц первый завод произ­
водит 40, а второй ~ 70 ед. продукции. Вся продукция, производи­
мая заводами, должна быть направлена на склады. Вместимость 
первого склада равна 20 ед. продукции; второго ~ 30; третьего — 15; 
четвертого — 27; пятого — 28 ед. Издержки транспортировки про­
дукции от завода до склада следующие (ед.): 

Заводы 

1 
2 

Склады 
1 

520 
450 

2 
480 
525 

3 
650 
630 

4 
500 
560 

5 
720 
750 

Распределите план перевозок из условия минимизации ежеме­
сячных расходов на транспортировку. 

8.12. Три нефтеперерабатывающих завода с суточной произво­
дительностью 10; 8 и 6 млн галлонов бензина снабжают три бензо­
хранилища, спрос которых составляет 6; 11 и 7 млн галлонов. Бен­
зин транспортируется в бензохранилища по трубопроводу Стои­
мость перекачки бензина на 1 км составляет 5 д. е. на 100 галлонов. 
Завод 1 не связан с хранилищем 3. Расстояние от заводов до бен­
зохранилищ следующее (км): 

Номер 
завода 

Г 
! 2 

3 

Бензохранилища 
1 
100 
420 
200 

2 
150 
180 
280 

3 

60 
120 

Сформулируйте соответствующую транспортную задачу и реши­
те на минимум транспортных затрат. 
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8.13. Пусть в задаче 8.12 производительность нефтеперерабатыва­
ющего завода 1 снизилась до 8 млн галлонов. Кроме того, обязатель­
но полное удовлетворение спроса бензохранилища 2. Недопоставки в 
хранилища 1 и 3 штрафуются на сумму 8 д. е. за каждый галлон. 

Сформулируйте соответствующую транспортную задачу и реши­
те на минимум издержек. 

8.14. Автомобили перевозятся на трайлерах из трех центров рас­
пределения пяти продавцам. Стоимость перевозки в расчете на 1 км 
пути, пройденного трайлером, равна 60 д. е. Один трайлер может 
перевозить до 15 автомобилей. Стоимость перевозок не зависит от 
того, насколько полно загружается трайлер. В приведенной ниже 
таблице указаны расстояния (км) между центрами распределения и 
продавцами, а также величины, характеризующие ежемесячный 
спрос и объемы поставок, исчисляемые количеством автомобилей: 

Центр 
распреде­

ления 

1 
2 
3 

i Спрос на 
автомобили, 
шт. 

Продавцы 

1 

80 
60 
30 

110 

2 

120 
70 
80 

250 

3 

180 
50 

120 

140 

4 

150 
65 

140 

150 

5 

50 
90 
90 

120 

Объем i 
поставок, 

шт. 

300 
350 
120 

770 

Определите минимальные затраты на доставку автомобилей. 
8.15. Решите задачу распределения станков четырех различ­

ных типов по шести типам работ. Пусть имеются 30; 45; 25 и 20 
станков соответствующих типов. Шесть типов работ характеризу­
ются 30; 20; 10; 40; 10 и 10 операциями соответственно. На стан­
ке 3 не может выполняться работа 6. Исходя из коэффициентов 
стоимости операции, представленных в следующей таблице, по­
стройте модель и выполните оптимальное распределение станков 
по работам: 

Тип станков 

1 
2 
3 
4 

Тип работ 

1 

10 
4 

12 
11 

2 

1 
8 
3 

12 

3 

3 
12 
14 
9 

4 

7 
2 
6 
5 

5 

14 
10 
2 
1 

6 

8 
7 

3 

299 



8.16. В данной транспортной задаче суммарный спрос превос­
ходит суммарный объем производства. Пусть штрафы за недопос­
тавку единицы продукции в пункты назначения 1, 2 и 3 равны 
соответственно 5, 3 и 2. 

Исходные данные следующие: 

Заводы 

Ai 
Аг 

1 А^ 
Потребность, 
шт. 

1 

3 
5 
1 

60 

Потребители 
2 

2 
4 
6 

40 

3 

4 
5 
7 

70 

Объем произ­
водства, шт. 

50 
75 
30 

Найдите оптимальное решение. 
8.17. Пусть в задаче 8.16 не введены штрафы, а спрос пункта 

назначения 1 должен быть полностью удовлетворен. 
Сформулируйте новую задачу и найдите оптимальное решение. 
8.18. В таблице представлена несбалансированная транспорт­

ная задача, в которой назначается плата за хранение каждой еди­
ницы невывезенного из исходного пункта / груза. Пусть коэффи­
циенты стоимости хранения груза в исходных пунктах 1; 2 и 3 со­
ответственно равны 5; 6 и 2. 

Пункты 
хранения 
(склады) 

I 
2 
3 

Спрос, т 

Потребители 

1 

1 
3 
1 

280 

2 

0 
1 
2 

320 

3 

4 
2 
1 

200 

Запасы 
продукции, т 

300 
400 
250 

Найдите оптимальное решение, если весь объем груза исходно­
го пункта 2 должен быть вывезен для того, чтобы освободить мес­
то для новой продукции. 

Для задач 8.19 — 8.38 дано следующее условие. 
Имеются три пункта поставки однородного груза - Ау Ау А^ и 

пять пунктов потребления этого груза — By By By В^; В^. В пунк­
тах Ау Ау А^ находится груз ау ау ат, соответственно. Груз необхо­
димо доставить в пункты By By By В^', В^ в количестве by by by 
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64; 5̂ соответственно. Расстояния между пунктами заданы следую­
щей матрицей (км): 

D = 

Требуется найти оптимальный план закрепления потребителей 
за поставщиками однородного груза при условии минимизации об­
щего пробега автомобилей, используя параметры, представленные 
ниже. 

'dn 
^21 

А\ 

dn • 

d-D. • 

dn • 

•• d,s] 
•• dis 

•• dis] 

8.19. A' = (а^; «г; «з) = (200; 175; 225); 
В' 

D = 

(bi; bj, by, Z>4; bs) = (100; 130; 80; 190; 100); 
''5 7 4 2 5^ 
7 1 3 1 
2 3 6 8 

10 
7 

8.20. A'^ = (a,; ay, a^) = (200; 450; 250); 
B^= (by, by, by, by, bs) = (100; 125; 325; 250; 100); 

^5 8 7 10 3̂1 
4 2 2 5 6 D = 
7 3 5 9 2 У 

8.21. A^ = (ay, ay, Oj) = (250; 200; 200); 
»?• = B' = (by, by, by, by, bs) = (120; 130; 100; 160; 110); 

Г27 36 35 31 29^ 
D = 22 23 26 32 35 

35 42 38 32 39 

iT^ 8.22. A' = (ay, ay, 03) = (350; 330; 270); 
B^=(by, by, by, by, bs) = (210; 170; 220; 150; 200); 

D = 
3 
2 
7 

12 9 1 7^ 
4 11 2 10 
14 12 5 8 1 
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8.23./4^= (ay, ay, 03) = (300; 250; 200); 
в'^=(Ьу, by by b^; bs) = (210; 170; 220; 150; 200); 

£) = 

M 8 13 2 7^ 
9 4 11 9 17 
3 16 10 1 4 

8.24. A'^ = (fli; ay a^) = (350; 200; 300); 
B'^={by, by by 64; bs) = (170; 140; 200; 195; 145); 

Г22 14 16 28 30̂ 1 
iD= 19 17 26 36 36 

37 30 31 39 41 

S.25.A'^=(ay ay 03) = (200; 250; 200); 
B'^={by by by 64; bs) = (190; 100; 120; 110; 130); 

^28 27 18 27 24̂ 1 
Z)=|18 26 27 32 21 

27 33 23 31 34 \ У 
4T^ S.26.A' = (ay ay ay) = (230; 250; 170); 

B^ = (by by by b^, bs) = (140; 90; 160; 110; 150); 
f40 19 25 26 35 

D = 42 25 27 15 38 
46 27 36 40 45 

8.27. /4^ = (fli; ay Д3) = (200; 300; 250); 
B'^=(by by by Й4; bs) = (210; 150; 120; 135; 135); 

Г20 10 12 13 16"̂  
25 19 20 14 10 
17 18 15 10 17 

Z) = 

8.28. A ^ == (ay ay «3) = (200; 350; 300); 
B^=(by by by 64; bs) = (270; 130; 190; 150; 110); 

Г24 50 45 27 15̂  
D = 20 32 40 35 30 

22 16 18 28 20 
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8.29. ̂ ^= (а,; ay, 03) = (150; 150; 200); 
5^= (*,; by, by by, bs) = (100; 70; 130; 110; 90); 

fl5 3 6 10 30^ 
Z)=| 12 8 12 16 25 

14 11 9 8 15 

В 

D 

8.31. A^ 
B" 

D-

/•_ 8.30. /f[= (a,; ay a^) = (330; 270; 350); 
= {by, by by by bs) = (220; 170; 210; 150; 200); 
Г10 12 11 20 40̂ 1 
14 8 9 11 15 
8 6 12 14 20 

J 

{ay ay 03) = (150; 200; 100); 
{by by by by bs) = (90; 150; 75; 60; 75); 
1̂5 23 26 19 18̂1 
17 13 14 25 10 
12 21 24 12 9 

8.32. A /•_ 
В 

D 

T_ {ay ay flj) = (300; 350; 200); 
{by by by by bs) = (145; 195; 200; 140; 170); 
1̂8 30 35 25 40^ 
12 14 22 20 35 
10 28 23 19 30, 

В 

D 

8.33. A^ = {ay ay «3) = (300; 300; 250); 
'̂ = (6,; by by by bs) = (150; 140; 115; 225; 220); 

Г18 20 23 15 24'l 
25 15 16 19 29 
6 11 10 8 9 »v 

<7' = 8.34. A' = {ay ay ai) = (300; 230; 320); 
= {by by by by bs) = (190; 150; 130; 180; 200); 
/"25 20 22 31 32^ 

В 

D = 11 18 20 15 16 
10 9 16 20 25 
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8.35. А' = (ай 
В' 

D = 

а2, «з) = (300; 250; 300); 
(bi; b2, by, b^; b^) = (130; 130; 150; 190; 250); 

Г17 21 24 32 24̂ 1 
23 10 15 20 26 
20 25 22 24 25 

8.36. 

8.37. 

8.38. 

5'^=(й,; 
1̂16 

5^=(6i; 

«2; ay) = (200; 300; 250); 
bj, by, b^; bs) = (120; 140; 160; 180; 150); 
21 24 22 20^ 

25 
34 

30 
26 

35 
25 

20 
28 

27 
21 

D = 

B^=(bi; 
(19 

D = 

ay, аз) = (270; 450; 330); 
by, by, b^, bs) = (190; 210; 200; 230; 220); 

Г37 30 15 20 35̂ 1 
16 20 12 17 21 
10 26 20 25 29 

ay, Аз) = (210; 450; 290); 
by, by 64; f>5) = (200; 220; 170; 210; 150); 
25 30 32 20"! 

40 21 12 21 41 
15 14 28 27 22^ 

8.39. Три завода производят продукцию в объемах: 200, 300, 500 
ед. Эта продукция необходима четырем потребителям в количестве: 
210, 320, 150 и 200 ед. Готовая продукция поступает потребителям 
через склады Dj и D2, емкость которых соответственно равна 500 и 
300 ед. Транспортные расходы на доставку единицы продукции на 
склады и со складов потребителям заданы матрицами Cj и С2. 

Ci = 

(2 Г 
3 4 

12 sj 
f 

. С2 = 
V 

3 1 5 2 
4 3 6 1 

Необходимо составить план доставки продукции от заводов к 
потребителям с учетом наименьших затрат. 
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Найти методом Фогеля план перевозок в задачах 8.40-8.43: 

8.40 

Поставщики 

л, 
42 

А, 

Потребности 

Потребители 

^1 

4 

2 

7 

95 

Bi 

7 

1 

9 

38 

Въ 
3 

8 

6 

50 

В, 
9 

5 

1 

70 

Запас 

115 

70 

68 

8.41 

Поставщики 

Лх 

Лг 

Лъ 
А, 

Ль 
Потребности 

Потребители 

Вх 
10 

8 

9 

10 

9 

30 

Вг 
8 

7 

И 

10 

8 

20 

Вг 
2 

1 

13 

2 

2 

15 

^4 

5 

5 

7 

6 

4 

30 

^5 

4 

2 

1 

4 

3 

20 

^6 

8 

4 

3 

5 

4 

30 

Bj 

2 

9 

8 

9 

8 

20 

Запас 

50 1 

45 

45 

10 

5 1 

8.42 

Поставщики 

А 
Аг 

Аг 

АА 

As 
Потребности 

Потребители 

^1 

21 

16 

15 

14 

10 

200 

В2 
19 

14 

13 

12 

11 

300 

Вз 
17 

7 

11 

12 

10 

400 

ВА 

18 

20 

18 

17 

20 

250 

^5 

15 

18 

19 

21 

16 

150 

Вв 
16 

19 

22 

23 

21 

100 

By 
27 

15 

23 

14 

12 

150 

^8 

18 

20 

14 

14 

12 

300 

Запас 

650 

600 

200 

100 

200 
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8.43 

Поставщики 

Ai 

Аг 

• ^ 3 

А, 

Аь 
Потребности 

Потребители 

Вх 
19 

31 

25 

28 

13 

100 

Вг 
24 

29 

15 

25 

20 

350 

Въ 
26 

27 

17 

21 

11 

50 

В, 
28 

25 

22 

20 

18 

150 

^5 
30 

21 

24 

23 

14 

200 

^6 
22 

21 

18 

27 

30 

300 

В, 
18 

19 

13 

29 

24 

350 

Запас 

450 1 

450 

300 

400 

350 1 

Необходимо решить транспортные задачи 8.44н-8.47, заданные в 
сетевой форме (рис. 8.5—8.8): 

8.44. 

8.45 
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8.46 

Рис. 8.7. 

Рис. 8.8. 
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Глава 9 
Теория игр и принятия решений 

9.1 . Основные понятия 
Рассмотренные задачи линейного программирования формули­

ровались и решались в предположении наличия полной информа­
ции. Их можно отнести к совокупности задач принятия решений в 
условиях определенности. Например, в транспортной задаче из­
держки ĉ y, связанные с доставкой груза от /-го поставщика ку-му 
потребителю, считались фиксированной величиной. Если л:̂y — оп­
тимальное значение переменной, определяющей объем перевозок 
груза от /-Г0 поставщика ку-му потребителю, то общий вклад в из­
держки от транспортировки грузов равен произведению с^, которое 
также является фиксированной величиной, при заданном значении 
Xij, В реальных экономических условиях приходится решать отдель­
ные задачи при офаниченности, неточности исходной информа­
ции о самом объекте и внешней среде, в которой он функциониру­
ет и развивается. 

При принятии управленческих решений о функционировании 
и развитии экономического объекта необходимо учитывать важную 
характеристику внешней среды — неопределенность. 

Под неопределенностью следует понимать отсутствие, неполно­
ту, недостаточность информации об объекте, процессе, явлении 
или неуверенность в достоверности информации. В условиях ры­
ночной экономики существует множество источников возникнове­
ния неопределенности для различных экономических объектов. 
Например, к основным источникам возникновения неопределен­
ности на транспорте можно отнести следующие: 

1) существенную зависимость транспортного процесса от по­
годных условий. Например, погодные условия могут вызвать не­
предвиденные последствия в перевозках сельскохозяйственной 
продукции; 

2) наличие, кроме транспортного предприятия, других участни­
ков транспортного процесса — поставщиков грузов, потребителей 
грузов, ГАИ и др.; результат их влияния на транспортный процесс 
носит неопределенный и неоднозначный характер; 

3) наличие в работе автотранспорта элементов вероятности и 
случайности (надежность подвижного состава, неравномерность 
спроса на транспортные услуги во времени и др.); 

4) недостаточность, неполнота информации об объекте, про­
цессе, явлении, по отношению к которому принимается решение, 
ограниченность в сборе и обработке информации, постоянная ее 
изменчивость; 
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5) наличие в общественной жизни страны противоборствую­
щих тенденций, столкновение противоречивых интересов; 

6) невозможность однозначной оценки объекта при сложив­
шихся в данных условиях уровне и методах научного познания; 

7) относительная ограниченность сознательной деятельности 
лица, принимающего решение, существующие различия в социаль­
но-психологических установках, идеалах, намерениях, оценках, сте­
реотипах поведения. 

Неопределенность обусловливает появление ситуаций, не име­
ющих однозначного исхода (решения). Среди различных видов си­
туаций, с которыми в процессе производства сталкиваются пред­
приятия, особое место занимают ситуации риска. 

Под ситуацией риска следует понимать сочетание, совокупность 
различных обстоятельств и условий, создающих обстановку того 
или иного вида деятельности. Ей сопутствуют три условия: 

• наличие неопределенности; 
• необходимость выбора альтернативы (отказ от выбора тако­

вых является разновидностью альтернативы); 
• возможность оценить вероятность осуществления выбирае­

мых альтернатив. 
Таким образом, если существует возможность количественно и 

качественно определить степень вероятности того или иного вари­
анта, то это и будет ситуация риска. 

Для того чтобы снять ситуацию риска, руководители предпри­
ятий вынуждены принимать решения и стремиться реализовать их. 
Этот процесс находит свое выражение в понятии «риск». Несмот­
ря на то что риск объективно присутствует во всех сферах общест­
венной жизни и в большинстве видов управленческой деятельнос­
ти, обнаруживается, что понятие «риск» до сих пор не получило 
универсальной трактовки. 

Следует упомянуть об экономическом риске применительно к 
процессам принятия решений в условиях неопределенности и ри­
ска, иными словами, в условиях дефицита информации или не­
уверенности в достоверности информации. В этом случае риск 
предстает в виде совокупности вероятных экономических, поли­
тических, нравственных и других положительных и неблагоприят­
ных последствий, которые могут наступить при реализации вы­
бранных решений. Определим риск как целенаправленные дейст­
вия, в ходе которых имеется возможность количественно и каче­
ственно оценить вероятность достижения желаемого результата, 
неудачи и отклонения от цели (положительного или отрицатель­
ного свойства). 
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Процесс установления рыночных отношений в нашей стране 
порождает различные виды рисковых ситуаций, более того, в рабо­
те предприятий риск становится необходимым и обязательным его 
компонентом. 

Чтобы проиллюстрировать различие между ситуациями, когда 
приходится принимать решения в условиях риска или в условиях 
неопределенности, рассмотрим задачу оптимального выбора ассор­
тимента выпускаемой продукции. 

В условиях риска доход Cj от реализации единицы продукции j 
не является фиксированной величиной. Напротив, это случайная 
величина, точное числовое значение которой не известно, но опи­
сывается с помощью функции распределения Дсу). Часть дохода 
cjXp определяемая продукцией у, также случайная величина, если 
даже значение переменной Хр определяющей уровень выпуска про­
дукции/, задано. 

В условиях неопределенности функция распределения fj{c) не­
известна. В действительности неопределенность не означает пол­
ного отсутствия информации о задаче. Например, известно, что Cj 
может принимать пять значений, но неизвестны вероятности этих 
значений. Эта ситуация рассматривается как принятие решений в 
условиях неопределенности. 

Таким образом, с точки зрения полноты исходных данных оп­
ределенность и неопределенность представляют два крайних слу­
чая, а риск определяет промежуточную ситуацию, в которой при­
ходится принимать решение. 

Степень неинформированности данных определяет, каким об­
разом задача формализуется и решается. 

При решении задач в условиях неопределенности внешней сре­
ды наиболее часто возникают две ситуации. При первой ситуации 
сама система препятствует принятию решений, например задача 
составления графика выпуска на работу подвижного состава, зани­
мающегося перевозкой сельхозпродукции, в зависимости от того, 
будет дождь или нет. В этой задаче природа будет восприниматься 
как «доброжелательный» противник. 

Во второй ситуации возможно наличие конкуренции, когда два 
(или более) участника находятся в конфликте и каждый стремится 
как можно больше выиграть у другого (других). Эта ситуация отли­
чается от обычных процессов принятия решений в условиях нео­
пределенности тем, что лицу, принимающему решение, противо­
стоит мыслящий противник. Теория, в которой рассматриваются 
задачи принятия решений в условиях неопределенности при нали­
чии противника («доброжелательного» или мыслящего), известна 
как теория игр. 

310 



9.2. Принятие решений 
в условиях полной определенности 

Математические модели исследуемых явлений или процессов 
могут быть заданы в виде таблиц, элементами которых являются 
значения частных критериев эффективности функционирования 
системы, вычисленные для каждой из сравниваемых стратегий при 
строго заданных внешних условиях. Для рассматриваемых условий 
принятие решений может производиться: 

• по одному критерию; 
• по нескольким критериям. 

Пример 9.1. Одной из фирм требуется выбрать оптимальную 
стратегию по обеспечению нового производства оборудованием. С 
помощью экспериментальных наблюдений были определены зна­
чения частных критериев функционирования соответствующего 
оборудования {аф, выпускаемого тремя заводами-изготовителями. 
Рассмотрим данные для выбора оптимальной стратегии в условиях 
полной определенности (табл. 9.1). 

Таблица 9.1 

Варианты 
оборудования 

(стратегии, 
решения) 

Оборудование 
завода 1, 
^1 
Оборудование 
завода 2, 
^2 
Оборудование 
завода 3, 
^3 

* Значения частных 

Частные критерии эффективности оборудования* 

производи­
тельность, 

д. е. 

а\х = 5 

ац = 3 

«31 = 4 

критериев дань 

стоимость, 
д. е. 

а,2 = 7 

«22 = 4 

Д32 = 6 

[ в условных ед 

энергоем­
кость. 

у. е. 

«13 = 5 

«23 = 7 

«33 = 2 

иницах. 

надежность, 
У- е. 

«14 = 6 

«24 = 3 

«34 = 4 

На основе экспертных оценок были также определены веса ча­
стных критериев Xpj =1,4: 

Xj = 0,4; ^2 = 0,2; Л3 = 0,1; Л4 = 0,3. 

Очевидно, выбор оптимальной стратегии (варианта оборудова­
ния) по одному критерию в данной задаче не вызывает затрудне-
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НИИ. Например, если оценивать оборудование по надежности, то 
лучшим является оборудование завода 1 (стратегия Xj). 

Выбор оптимального решения по комплексу нескольких крите­
риев (в нашем примере ~ по четырем критериям) является задачей 
многокритериальной. 

Один из подходов к решению многокритериальных задач уп­
равления связан с процедурой образования обобщенной функции 
/} ((3/1; ац', а^у, ...; a^^j), монотонно зависящей от критериев а^; Л/2> 
Д/з; •••; ^in- Данная процедура называется процедурой (методом) свер­
тывания критериев. Существует несколько методов свертывания, 
например: 

• метод аддитивной оптимизации; 
• метод многоцелевой оптимизации и др. 
Рассмотрим подробнее метод аддитивной оптимизации. 
Пусть 

Fi(ay)=^Xj'ay. (9.1) 

Здесь выражение (9.1) определяет аддитивный критерий опти­
мальности. Величины Л/ являются весовыми коэффициентами, ко­
торые определяют в количественной форме степень предпочтения 
у-го критерия по сравнению с другими критериями. Другими сло­
вами, коэффициенты Xj определяют важность у-го критерия опти­
мальности. При этом более важному критерию приписывается 
больший вес, а общая важность всех критериев равна единице, т. е. 

ЕЛу=1, Л>0, J = ut. (9.2) 

Обобщенная функция цели (9.1) может быть использована для 
свертывания частных критериев оптимальности, если: 

• частные (локальные) критерии количественно соизмеримы по 
важности, т. е. каждому из них можно поставить в соответствие не­
которое число Хр которое численно характеризует его важность по 
отношению к другим критериям; 

• частные критерии являются однородными (имеют одинако­
вую размерность; в нашем примере критерии «стоимость оборудо­
вания» и «производительность оборудования» в условных денеж­
ных единицах будут однородными). 

В этом случае для решения задачи многокритериальной опти­
мизации оказывается справедливым применение аддитивного кри­
терия оптимальности. 

Допустим, в примере 9.1 необходимо выбрать оптимальный ва­
риант оборудования по двум однородным локальным критериям: 

• производительность (д. е.); 
• стоимость оборудования (д. е.). 
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На основе экспертных оценок были определены весовые коэф­
фициенты этих двух частных критериев: Л̂  = 0,667, А,2 = 0,333. Вы­
числим аддитивный критерий оптимальности для трех вариантов: 

F^ia^j) = Л1 1̂1 + ^2 «12 = 0,667 • 5 + 0,333 • 7 = 5,666; 
2̂(«2у) = ^1 «21 + ^2 «22 = 0>667 • 3 + 0,333 • 4 = 3,333; 

^з(«3/) = '̂ i «31 + ^2 «32 = 0.667 • 4 + 0,333 • 6 = 4,666. 

Очевидно, первый вариант оборудования по двум частным сто­
имостным критериям будет оптимальным, так как F^^^^ — Fi(aiJ) = 
= 5,666. В примере 9.1 четыре локальных критерия не однородны, 
т.е. имеют различные единицы измерения. В этом случае требуется 
нормализация критериев. Под нормализацией критериев понимает­
ся такая последовательность процедур, с помощью которой все 
критерии приводятся к единому, безразмерному масштабу измере­
ния. К настоящему времени разработано большое количество схем 
нормализации. Рассмотрим некоторые из них. 

Определим максимум и минимум каждого локального крите­
рия, т. е. 

aj'^ = max ay, / = l,w; (9.3) 

aj" = min a^p / = l,m. (9.4) 

Выделим группу критериев a^j = 1 , ^ , которые максимизируют­
ся при решении задачи, и группу критериев aj,J = ^ + \,п, которые 
минимизируются при решении задачи. 

Тогда в соответствии с принципом максимальной эффективно­
сти нормализованные критерии определяются из следующих соот­
ношений: 

л 

ау=1 

А 

ау-

4 
'•"4 

"4' 
"и 

+ ' 
«У 

ау -a-j 

« у - « 7 

-а у 

-аУ 

J=U; (9.5) 

у=-^ + 1,« (9.6) 

или % = - Т — Г ' У=1'^; (9.7) 

= ̂  + 1, п. (9.8) 
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Оптимальным будет тот вариант (стратегия), который обеспе­
чивает максимальное значение функции цели: 

Fi=i^j-aij, i = T^, (9.9) 

В соответствии с принципом минимальной потери нормализо­
ванные критерии определяются из соотношений 

% = 1 — Т ' '̂ = ̂ '^' (9.10) 
У̂ 

""iJ 

или + ^ 

^ij=—> У = ^ + Ь « (9.11) 
а J 

^ij^^i Г» > = U; (9.12) 
a J -aj 

an-a aij=-{—^, J = i + ln. (9.13) 
aj -aj 

При этом оптимальным будет тот вариант (стратегия), который 
обеспечивает минимальное значение функции цели (9.9). 

Пример 9.2. 
Используя данные примера 9.1, определите оптимальную стра­

тегию выбора оборудования из трех возможных (т = 3) с учетом 
четырех локальных критериев (л = 4). 

Решение 
1. Определим max и min каждого локального критерия: 

+ с + п + п + /Г 
Oi = 5; ^2 ~ 7; а^ = 7; ^4 ~ 6. 

2. При решении задачи максимизируются первый (производи­
тельность) и четвертый (надежность) критерии, а минимизируют­
ся второй (стоимость оборудования) и третий (энергоемкость) кри­
терии. 

3. Исходя из принципа максимизации эффективности, норма­
лизуем критерии: 
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«1 

fl2i=-7 = 7 = ̂ '̂ ' 

«31=—--- -0 ,8 , 
«1 ^ 

«4 

at 6 

А ^24 _ 3 _ х ;.. 
« 2 4 = - — - 7 - 0 , 5 , 

«4 ^ 

«34 _ 4 _ 2 

«/2=1—7-
«2 

«12=1 --1---0, 
«2 

а22=1-:221^1_4^з. 
flj 7 7' 

а з 2 = 1 - ^ ^ = 1 _ б ^ 1 
aj 7 ?• 
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л _1 " /3 . а , 3 - 1 — - • 
а з 

;? - 1 ^ - 1 1 - 1 . 

« 2 3 = 1 - ^ = 1 - 1 = 0; 

;; _1 «33 _ , 2 5 « 3 3 - 1 - - 1 - - - -
«3 ' ' 

4. Определим обобщенную функцию цели по каждому варианту: 

/•, = Л] fli, + Л2 Й12 + A3 ai3 + А4 «14 = 

= 0,4-1 + 0,20+0,Ьу+ 0,3-1 = 0,729; 

Г2 = ^1 ^21 "̂  ^̂ 2 ^22 "̂  ^3 ^23 "̂  ^4 ^24 ^ 

= 0,4.0,6 + 0 ,2 . | + 0,Ь0 + 0,30,5«0,476; 

^3 == ^1 ^31 + ^2 ^32 "̂  ^3 ^33 "̂  ^̂ 4 ^34 = 

= 0,4.0,8 + 0,2-~ + 0 , 1 . | + 0,3.|«0,603. 

Оптимальным является первый вариант оборудования, так как 
f = /г, = о 729 
^ max ^ 1 yj,f^y-

Рассмотренный подход к решению многокритериальных задач 
зачастую применяется при решении экономических задач, связан­
ных с оценкой качества промышленной продукции и оценкой уров­
ня технического совершенства технических устройств и систем по 
нескольким показателям. 

Другим возможным методом решения многокритериальных за­
дач является метод последовательных уступок. Вначале критерии 
ранжируются и нумеруются в порядке убывания важности. Абсо­
лютное значение коэффициентов важности Xj на этом этапе не иг­
рает никакой роли. Оптимизируется первый по важности критерий 
fli и определяется его экстремальное значение ai. Затем назначает-
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ся величина допустимого отклонения критерия от оптимального 
значения (уступка) Aaj и ищется экстремальное значение второго 
по важности критерия 2̂» при условии, что отклонение первого от 
оптимального значения не превзойдет величины уступки. Затем 
назначается уступка для второго критерия, и задача оптимизирует­
ся по третьему критерию и т. д. Таким образом, многокритериаль­
ная задача оптимизации заменяется последовательностью однокри-
териальных задач. Решение каждой предыдущей задачи использу­
ется при решении последующих для формирования дополнитель­
ных условий, состоящих в ограничении на величину уступки. 

9.3. Принятие решений в условиях риска 
Основными критериями оценки принимаемых решений в усло­

виях риска являются: 
• ожидаемое значение результата; 
• ожидаемое значение результата в сочетании с минимизацией 

его дисперсии; 
• известный предельный уровень результата; 
• наиболее вероятное событие (исход) в будущем. 
Критерий ожидаемого значения используется в случаях, когда 

требуется определить экстремальное значение (max или min) ре­
зультативного показателя (прибыль, расходы, экономические поте­
ри и т. д.). Применение этого критерия рассмотрим на конкретном 
примере, связанном с постановкой задачи проведения ремонтно-
профилактических воздействий автомобилей. Оптимальное коли­
чество ремонтных воздействий, определенное минимизацией сум­
марных затрат на заданной наработке L^ с учетом рисков пропуска 
отказов и выполнения лишних ТО, приравнивается к количеству 
ТО на указанном пробеге. Модель данной задачи является моделью 
вероятностного спроса на ремонты с мгновенным восстановлени­
ем. Здесь минимизируются суммарные издержки за пробег L ,̂ ко­
торые определяются затратами на плановый ремонт S^, профилак­
тику SjQ и незапланированный аварийный ремонт S^, рассматри­
ваемый как штраф за пропуск отказа: 

^ = ^р + T̂D + ^ш -^ ™п. (9.14) 

Составляющие суммарных затрат формулы (9.14) зависят от ко­
личества ремонтно-профилактических операций за наработку Z^, 
определяемых по формуле 

/1 = А . , (9.15) 

где LOT — наработка до отказа. 
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Наработка до отказа — величина случайная, определяемая плот­
ностью распределения Д/^от), L^^ < L^. В силу случайности L^j, ве­
личина п также будет случайной с плотностью распределения 

^w^vl-4^] (9.16) 

Используя Дл) как весовую функцию и выражая составляющие 
суммарных затрат через соответствующие стоимости из (9.14), по­
лучим 

Лр оо 

^ = Ср«р + J Сто(«р -n)f(n)dn +1 C^(n-njf(n)dn-^mm, (9.17) 

где С, — средняя стоимость предупредительного (планового) ремонта; 
Сто ~ средняя стоимость профилактики (или убыток от недоиспользо­

вания ресурса замененных при ТО деталей); 
Сц, - ущерб (штраф) от пропуска отказа (или стоимость устранения 

аварийного отказа). Очевидно, Сщ > CJQ, 

Интеграл (9.16) в пределах [О, п^] соответствует риску выполне­
ния лишних ТО (избыточность затрат на ТО), а интеграл в преде­
лах [Alp, оо] - риску пропуска аварийных отказов (избыточность за­
трат на ТР по потребности). Из уравнения (9.17) находим опти­
мальное количество ремонтов п^ на пробеге L^ (обычно L^ — про­
бег до КР). Далее, заменяя необходимые ремонты обслуживаниями, 
при которых выполняется комплекс операций по предупреждению 
отказов, включая предупредительные замены деталей, получим 

^то ~ ^к/ ^р (9.18) 

Пример 9.3. Определить оптимальную периодичность ТО (у. е.) 
при 1^ = 200 тыс. км, Сщ = 69, Ср = 24, C^Q = 15, если наработки 
до отказа имеют нормальное распределение с параметрами LQJ = 
= 20 тыс. км и а^ = 5 тыс. км. 

/Кт) = - 1 
^1 л/2я ехр -0,5 

-г \2 
(9.19) 

Решение 
Выполнив преобразование распределения (9.19) по формуле 

(9.15), получим (п > 1): 
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Яп). 
tp-ol л/2л exp 

(и 
-0,5 

'ОТ 

(9.20) 

После подстановки выражения (9.20) в (9.17) получим задачу 
оптимизации, для решения которой воспользуемся математичес­
ким пакетом EUREKA. 

Решая задачу, получим оптимальную периодичность LJQ ~ ^^'^ 
тыс. км при Лр = 13,08, которая обеспечивает минимальные сум­
марные издержки S. 

Критерий ожидаемого значения позволяет получить достовер­
ные оценки в случае, когда одно и то же решение приходится при­
нимать достаточно большое число раз, так как замена математиче­
ского ожидания выборочными данными правомерна лишь при 
большом объеме выборки. 

Если необходимость в принятии решения встречается редко, то 
выборочное значение может значительно отличаться от математи­
ческого ожидания, а применение критерия ожидаемых значений 
может приводить к ошибочным результатам. В таких случаях реко­
мендуется применять критерий ожидаемого значения в сочетании с 
минимизацией его дисперсии, что приближает выборочное значение 
к математическому ожиданию. Критерий принимает следующий 
вид: 

\M{X)^K^D{X)~^mm 

где X — случайная величина (например, суммарные издержки); 
D(X) — дисперсия этой величины; 
К — заданная постоянная. 

Постоянную К иногда интерпретируют как уровень несклонно­
сти к риску Считается, что К определяет «степень важности» дис­
персии D{X) по отношению к М(Х). Например, предприниматель, 
особенно остро реагирующий на большие отрицательные отклоне­
ния прибыли вниз от М(Х), может выбрать iST много больше едини­
цы. Это придает больший вес дисперсии и приводит к решению, 
уменьшающему большие потери прибыли. 

Критерий предельного уровня не позволяет получить оптималь­
ное решение, найти максимум прибыли и минимум расходов. Этот 
критерий дает возможность определить приемлемый (допустимый) 
способ действий. Например, транспортная фирма распродает авто­
мобили, бывшие в эксплуатации. По каждой модели автомобиля 
определенного возраста определяется лимитная цена, т. е. мини-
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мально допустимая цена продажи автомобиля. Продажа автомоби­
лей по цене ниже лимитной приведет к убыточной работе транс­
портной фирмы. Это и есть предельный уровень, позволяющий 
транспортной фирме согласиться на первое же превышающее этот 
уровень предложение цены. Такой критерий не определяет опти­
мальное решение, поскольку одно из последующих предложений 
может оказаться более выгодным, чем принятое. 

Одно из преимуществ критерия предельного уровня заключает­
ся в том, что для него нет необходимости задавать в явном виде 
плотность распределения случайных величин. В нашем примере 
случайная величина — рыночная цена автомобиля. Транспортная 
фирма располагает информацией о распределении рыночных цен 
на подобные автомобили в неявном виде. Иначе при полном отсут­
ствии информации о распределении рыночных цен фирма устано­
вила бы предельные цены на автомобили очень высокими или, на­
оборот, очень низкими. 

Критерий наиболее вероятного события (исхода) основан на пре­
образовании случайной ситуации в детерминированную путем за­
мены случайной величины единственным значением, имеющим 
наибольшую вероятность реализации. 

9.4. Принятие решений 
в условиях неопределенности 

Неопределенность является характеристикой внешней среды 
(природы), в которой принимается управленческое решение о раз­
витии (или функционировании) экономического объекта. Здесь бу­
дем рассматривать неопределенность «природы», вызванную отсут­
ствием, недостатком информации о действительных условиях (фак­
торах), при которых развивается объект управления. Внешняя сре­
да («природа») может находиться в одном из множества возможных 
состояний. Это множество может быть конечным и бесконечным. 
Будем считать, что множество состояний конечно или по крайней 
мере количество состояний можно пронумеровать;̂  

Пусть Si — состояние «природы», при этом / = 1, «, где л — чис­
ло возможных состояний. Все возможные состояния известны, не 
известно только, какое состояние будет иметь место в условиях, 
когда планируется реализация принимаемого управленческого ре­
шения. Будем считать, что множество управленческих решений 
(планов) Rj также конечно и равно т. Реализация Rj плана в усло­
виях, когда «природа» находится в 5/ состоянии, приводит к опре­
деленному результату, который можно оценить, введя количествен­
ную меру В качестве этой меры могут служить выигрыши от при­
нимаемого решения (плана); потери от принимаемого решения, а 
также полезность, риск и- другие количественные критерии. 
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Данные, необходимые для принятия решения в условиях нео­
пределенности, обычно задаются в форме матрицы, строки кото­
рой соответствуют возможным действиям (управленческим реше­
ния) Rp а столбцы — возможным состояниям «природы» 5/. 

Допустим, каждому Rj-uy действию и каждому возможному 
5/-му состоянию «природы» соответствует результат (исход), опре­
деляющий результат (выифыш, полезность) при выборе у-го дейст­
вия и реализации /-го состояния, — Vj^. 

Rx 
Кг 

Rj 

Rm 

Si 

Vu 
Vix 

^•' 

V • ^ mi 

Si . 

Vn • 
У22 • 

Vj2 . 

Vml • 

.. S, . 
•• Vu • 

.. V2i . 

.. Vj, . 

•• ^ mi 

.. s„ 
•• Vu 

•• Vln 

: ^^ 

V 

(9.22) 

Следовательно, математическая модель задачи принятия реше­
ний определяется множеством состояний {J/}, множеством планов 
(стратегий) {Rj} и матрицей возможных результатов \\Vji\\. В качест­
ве результатов в отдельных задачах рассматривается матрица ри­
сков \\rjl 

Риск — мера несоответствия между разными возможными ре­
зультатами принятия определенных стратегий (действий). 

Элементы матрицы рисков ||/}J| связаны с элементами матрицы 
полезностей (выигрышей) следующим соотношением: 

г.. = К- -- К- (9.23) 

где V^ = max Vji — максимальный элемент в столбце / матрицы по-
^ лезностей. 

Если матрица возможных результатов \\Vji\\ представляет собой 
матрицу потерь (затрат), то элементы матрицы рисков \\rj\ следует 
определять по формуле 

г = V- V,', (9.24) 

где Vi = min Vji — минимальный элемент в столбце / матрицы потерь 
J (результатов). 
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Таким образом, риск — это разность между результатом, кото­
рый можно получить, если знать действительное состояние «при­
роды», и результатом, который будет получен приу-й стратегии. 

Матрица рисков дает более наглядную картину неопределенной 
ситуации, чем матрица выигрышей (полезностей). 

Непосредственный анализ матриц выифышей Щ^Ц или рисков 
\\гр\\ не позволяет в общем случае принять решение по выбору оп­
тимальной стратегии (плана), за исключением тривиального слу­
чая, когда выигрыши при одной стратегии выше, чем при любой 
другой для каждого состояния «природы» (элементы матрицы вы­
игрышей в некоторой строке больше, чем в любой из других). Дру­
гими словами, имеется в наличии «доминирующая» стратегия. 

Для принятия решения в условиях неопределенности использу­
ется ряд критериев. Рассмотрим некоторые из них. Это критерий 
Лапласа, критерий Вальда, критерий Сэвиджа, критерий Гурвица. 

Критерий Лапласа. Этот критерий опирается на «принцип недо­
статочного основания» Лапласа, согласно которому все состояния 
«природы» 5/, / = 1,л полагаются равновероятными. В соответствии 
с этим принципом каждому состоянию 5/ ставится вероятность q^, 
определяемая по формуле 

При этом исходной может рассматриваться задача принятия 
решения в условиях риска, когда выбирается действие Лу, дающее 
наибольший ожидаемый выигрыш. Для принятия решения для каж­
дого действия Rj вычисляют среднее арифметическое значение вы­
игрыша: 

Mj(R) = ̂ iVj,, (9.26) 

Среди Mj(R) выбирают максимальное значение, которое будет 
соответствовать оптимальной стратегии Rj. 

Другими словами, находится действие Rj , соответствующее 

(9.27) 

Если в исходной задаче матрица возможных результатов пред­
ставлена матрицей рисков ||/у,||, то критерий Лапласа принимает 
следующий вид: 
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minfi« 
(9.28) 

Пример 9.4. Одно из транспортных предприятий должно опре­
делить уровень своих провозных возможностей так, чтобы удовле­
творить спрос клиентов на транспортные услуги на планируемый пе­
риод. Спрос на транспортные услуги не известен, но ожидается (про­
гнозируется), что он может принять одно из четырех значений: 10, 
15, 20 или 25 тыс. т. Для каждого уровня спроса существует наилуч­
ший уровень провозных возможностей транспортного предприятия 
(с точки зрения возможных затрат). Отклонения от этих уровней 
приводят к дополнительным затратам либо из-за превышения про­
возных возможностей над спросом (из-за простоя подвижного со­
става), либо из-за неполного удовлетворения спроса на транспорт­
ные услуги. Ниже приводится табл. 9.3, определяющая возможные 
прогнозируемые затраты на развитие провозных возможностей: 

Таблица 9.3 

Варианты провозных 
возможностей транспортного 

предприятия 
1 

1 2 
3 
4 

Варианты спроса на транспортные 
услуги, д. е. 

1 
6 
9 
23 
27 

2 
12 
7 
18 
24 

3 
20 
9 
15 
21 

4 ! 
24 
28 
19 
15 

Необходимо выбрать оптимальную стратегию. 
Решение 
Согласно условию задачи имеются четыре варианта спроса на 

транспортные услуги, что равнозначно наличию четырех состояний 
«природы»: Si, Si, S^, ^4. Известны также четыре стратегии разви­
тия провозных возможностей транспортного предприятия: Л], Л2, 
Лз» ^4- Затраты на развитие провозных возможностей при каждой 
паре iS} и Л/ заданы следующей матрицей (таблицей): 

Л1 
V = R2 

h 
Л4 

•̂ I 
6 
9 
23 
27 

8г 
12 
7 
18 
24 

3̂ 
20 
9 
15 
21 

5-4 
24 
28 
19 
15. 
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Принцип Лапласа предполагает, что S^, S2, ^3, S4 равновероят­

ны. Следовательно, Р{5 = 5/} = — = •- = 0,25, / = 1, 2, 3, 4 и ожидае­

мые затраты при различных действиях Л ,̂ /?2' з̂» ^4 составляют: 

ЩЯ^) = 0,25 (6 4- 12 -f 20 + 24) = 15,5; 
ЩК2} = 0,25 (9 + 7 + 9 + 28) = 13,25; 
Ж{Лз} = 0,25 (23 + 18 + 15 + 19) = 18,75; 
IV{R^} = 0,25 (27 + 24 + 21 + 15) = 21,75. 

Таким образом, наилучшей стратегией развития провозных воз­
можностей в соответствии с критерием Лапласа будет /?2-

Критерий Вальда (минимаксный или максиминный критерий). 
Применение данного критерия не требует знания вероятностей со­
стояний 5/. Этот критерий опирается на принцип наибольшей ос­
торожности, поскольку он основывается на выборе наилучшей из 
наихудших стратегий Rj, 

Если в исходной матрице (по условию задачи) результат V^ 
представляет потери лица, принимающего решение, то при выборе 
оптимальной стратегии используется минимаксный критерий. Для 
определения оптимальной стратегии Rj необходимо в каждой строке 
матрицы результатов найти наибольший элемент max {К,/}, а затем 
выбирается действие Rj (строка у), которому будет соответствовать 
наименьший элемент из этих наибольших элементов, т. е. дейст­
вие, определяющее результат, равный 

W = min max | уЛ. (9.29) 

Если в исходной матрице по условию задачи результат Vji пред­
ставляет выигрыш (полезность) лица, принимающего решение, то 
при выборе оптимальной стратегии используется максиминный кри­
терий. 

Для определения оптимальной стратегии Rj в каждой строке 
матрицы результатов находят наименьший элемент minJFy/j , а за­
тем выбирается действие Rj (строкау), которому будут соответство­
вать наибольшие элементы из этих наименьших элементов, т. е. 
действие, определяющее результат, равный 

fF = minmax{K/J. ^^30) 
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Пример 9.5. Рассмотрим пример 9.4. Так как Vj^ в этом приме­
ре представляет потери (затраты), применим минимаксный крите­
рий. Необходимые результаты вычисления приведены в табл. 9.4: 

Таблица 9.4 

Х^^Состояния 

Стра- \ v 
тегия Rj ^ v 

^1 

R, 

Затраты, д. е. 
(Vji) 

Si 

6 
9 

23 
27 

^2 

12 
7 
18 
24 

^3 

20 
9 
15 
21 

^4 

24 
28 
19 
15 

max 
{Vji} 

24 
28 
23 
27 

= min max {Уц} 

23 

Таким образом, наилучшей стратегией развития провозных воз­
можностей в соответствии с минимаксным критерием «лучшим из 
худших» будет третья, т. е. Яу 

Минимаксный критерий Вальда иногда приводит к нелогич­
ным выводам из-за своей чрезмерной «пессимистичности». «Пес­
симистичность» этого критерия исправляет критерий Сэвиджа. 

Критерий Сэвиджа использует матрицу рисков ||А}/||. Элементы 
данной матрицы можно определить по формулам (9.23), (9.24), ко­
торые перепишем в следующем виде: 

0/ = 
niax|Fy/j - Vjf, если V - выигрыш 

Ку/-тш|Ку/}, если К - потери. 
(9.31) 

Это означает, что /у/ есть разность между наилучшим значени­
ем в столбце / и значениями Vji при том же /. Отметим, что неза­
висимо от того, является ли Vj^ доходом (выигрышем) или потеря­
ми (затратами), rj^ в обоих случаях определяет величину потерь ли­
ца, принимаюихего решение. Следовательно, можно применять к 
Ау/ только минимаксный критерий. Критерий Сэвиджа рекоменду­
ет в условиях неопределенности выбирать ту стратегию Rj, при ко­
торой величина риска принимает наименьшее значение в самой 
неблагоприятной ситуации (когда риск максимален). 

Пример 9.6. Рассмотрим пример 9.4. Заданная матрица опре­
деляет потери (затраты). По формуле (9.31) вычислим элементы 
матрицы рисков ||/yj|: 
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\Ji 

Rx 
1 = ^2 

Кг 
RA 

SI 
0 
3 
17 
21 

Si 
5 
0 
11 
17 

•̂ 3 
11 
0 
6 
12 

^4 
9 
13 
4 
0 

Полученные результаты вычислений с использованием крите­
рия минимального риска Сэвиджа оформим в табл. 9.5. 

Таблица 9.5 
\ v Состояние 

Стра- \ v 
тегия Rj >v 

^1 

R, 
RA 

Величина риска, д. е. 

Si 

0 
3 
17 
21 

^2 

5 
0 
11 
17 

^3 

11 
0 
6 
12 

^4 

9 
13 
4 
0 

max {rji} 

11 
13 
17 
21 

= min max {/}/} 

11 

Введение величины риска rj^ привело к выбору первой страте­
гии Ri, обеспечивающей наименьшие потери (затраты) в самой не­
благоприятной ситуации (когда риск максимален). 

Применение критерия Сэвиджа позволяет любыми путями из­
бежать большого риска при выборе стратегии, а значит, избежать 
большего проигрыша (потерь). 

Критерий ГУрвица. Основан на следующих двух предположени­
ях: «природа» может находиться в самом невыгодном состоянии с 
вероятностью (1 — а) и в самом выгодном состоянии с вероятнос­
тью а, где а - коэффициент доверия. Если результат Vji — 
прибыль, полезность, доход и т п., то критерий Гурвица записыва­
ется так: 

W = max! 
J 

а max Vji + (l - a) min Vj^ (9.32) 

Когда Vji представляет затраты (потери), то выбирают действие, 
дающее 

(9,33) Жп,1п=тш а min Vjj + (l - а) max Fy/ 

Если a = О, получим пессимистический критерий Вальда. 
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Если а = 1, то приходим к решающему правилу вида 
maxminK./ или к так называемой стратегии «здорового оптими-

j i 
ста», т. е. критерий слишком оптимистичный. 

Критерий Гурвица устанавливает баланс между случаями край­
него пессимизма и крайнего оптимизма путем взвешивания обоих 
способов поведения соответствующими весами (1 — а) и а, где 
О < а < 1. Значение а от О до 1 может определяться в зависимости 
от склонности лица, принимающего решение, к пессимизму или к 
оптимизму. При отсутствии ярко выраженной склонности а = 0,5 
представляется наиболее разумной. 

Пример 9.7. Критерий Гурвица используем в примере 9.4. По­
ложим а = 0,5. Результаты необходимых вычислений приведены в 
табл. 9.6. 

Таблица 9.6 
Wj maxFy/ 

6 
7 
15 
15 

min Vjj 

24 
28 
23 
27 

а • min Vji + (1 - a ) • max Vj^ 

15 
17,5 
19 
21 

min IVj 

15 

Оптимальное решение заключается в выборе JV. 
Таким образом, в примере предстоит сделать выбор: 
по критерию Лапласа — выбор стратегии Rji 
по критерию Вальда — выбор стратегии R^; 
по критерию Сэвиджа — выбор стратегии /?i; 
по критерию Гурвица — выбор стратегии Ri при а = 0,5, а ес­

ли лицо, принимающее решение, — пессимист (а = 0), то выбор 
стратегии R^^ 

Какое из возможных решений предпочтительнее? 
Это определяется выбором соответствующего критерия (Лапла­

са, Вальда, Сэвиджа или Гурвица). 
Выбор критерия принятия решений в условиях неопределенно­

сти является наиболее сложным и ответственным этапом в иссле­
довании операций. При этом не существует каких-либо общих со­
ветов или рекомендаций. Выбор критерия должно производить ли­
цо, принимающее решение (ЛПР), с учетом конкретной специфи­
ки решаемой задачи и в соответствии со своими целями, а также 
опираясь на йрошлый опыт и собственную интуицию. 

В частности, если даже минимальный риск недопустим, то сле­
дует применять критерий Вальда. Если, наоборот, определенный 
риск вполне приемлем и ЛПР намерено вложить в некоторое пред­
приятие столько средств, чтобы потом оно не сожалело, что. вложе­
но слишком мало, то выбирают критерий Сэвиджа. 
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9.5. Теория игр 
в отличие от рассмотренных выше задач принятия решений в 

условиях определенности, риска и неопределенности, в которых 
внешняя среда (природа) предполагалась пассивной, в конфликт­
ных ситуациях имеются противодействующие стороны, интересы 
которых противоположны. При конфликтных ситуациях решения 
принимаются в условиях неопределенности двумя и более разум­
ными противниками, каждый из которых стремится оптимизиро­
вать свои решения за счет других. Теория, занимающаяся приня­
тием решений в условиях конфликтных ситуаций, называется 
теорией игр. Математическая модель конфликтной ситуации пред­
ставляет собой игру. 

Игра — это совокупность правил, описывающих сущность кон­
фликтной ситуации. Эти правила устанавливают: 

• выбор образа действия игроков на каждом этапе игры; 
• информацию, которой обладает каждый игрок при осуществ­

лении таких выборов; 
• плату для каждого игрока после завершения любого этапа 

игры. 
Игру можно определить следующим образом: 
• имеются п конфликтующих сторон (игроков), принимающих 

решения, интересы которых не совпадают; 
• сформулированы правила выбора допустимых стратегий, из­

вестные игрокам; 
• определен набор возможных конечных состояний ифы (на­

пример, выифыш, ничья, проигрыш); 
• всем игрокам (участникам игры) заранее известны платежи, 

соответствующие каждому возможному конечному состоянию. 
Платежи задаются в виде матрицы Л = |lfl̂ y||. 

В зависимости от числа конфликтующих сторон ифы делятся 
на парные (с двумя игроками) и множественные (имеющие не ме­
нее трех ифоков). Каждый ифок имеет некоторое множество (ко­
нечное или бесконечное) возможных выборов, т. е. стратегий. 

Стратегией игры называется совокупность правил, определяю­
щих поведение ифока от начала игры до ее завершения. Стратегии 
каждого ифока определяют результаты или платежи в игре. Игра 
называется игрой с нулевой суммой, если проигрыш одного игрока 
равен выигрышу другого, в противном случае она называется игрой 
с ненулевой суммой. 

В подразд. 9.5 рассматриваются только игры двух лиц с нулевой 
суммой. Задание стратегий {Л и В) двух ифоков в парной ифе пол­
ностью определяет ее исход, т. е. выигрыш одного или проигрыш 
другого. Игра называется конечной, если у каждого игрока имеется 
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конечное число стратегий. Результаты конечной парной игры с ну­
левой суммой можно задавать матрицей, строки и столбцы которой 
соответствуют различным стратегиям, а ее элементы — выигрышам 
одной стороны (равные проигрышам другой). Эта матрица называ­
ется платежной матрицей или матрицей игры. 

Если первый ифок имеет т стратегий, а второй — п стратегий, 
то говорят, что мы имеем дело с игрой тхп. 

Рассмотрим ифу т х п. Пусть заданы множество стратегий: для 
первого игрока {Ai), для второго игрока {Bj}, платежная матрица 
Атхп = WayW, где ау — выифыш первого игрока или проифыш вто­
рого ифока при выборе ими стратегий Ai и Bj соответственно. Каж­
дый из ифоков выбирает однозначно с вероятностью 1 некоторую 
стратегию, т.е. пользуется при выборе решения чистой стратегией. 
При этом решение ифы будет в чистых Сфатегиях. Поскольку инте­
ресы ифоков противоположны, то первый ифок сфемится макси­
мизировать свой выифыш, а второй ифок, наоборот, минимизиро­
вать свой проифыш. 

Решение игры состоит в определении наилучшей стратегии 
каждым ифоком. Выбор наилучшей стратегии одним ифоком про­
водится при полном отсутствии информации о принимаемом ре­
шении вторым ифоком. Следует отметить, что и первый, и второй 
игрок являются разумными противниками, которые находятся в 
состоянии конфликта. Поэтому для решения ифы двух лиц с нуле­
вой суммой используется очень «пессимистичный» критерий, так 
называемый критерий мини-макса-максимина. Этот критерий рас­
смотрен в подразд. 9.4. Основное отличие заключается в том, что 
ранее «природа» не рассматривалась как активный противник, тог­
да как в теории игр каждый ифок действует разумно и, следова­
тельно, пытается активно помешать своему противнику. Так, если 
первый ифок применяет стратегию Л/, то второй будет сфемиться 
к тому, чтобы выбором соответствующей стратегии Bj свести выиг­
рыш первого ифока к минимуму, что равнозначно сведению своего 
проифыша к минимуму. Величина этого минимума 

a/=mina,y, / = l,Aw. (9.34) 

Первый ифок (при любых ответах противника) будет стремить­
ся найти такую стратегию, при которой а, обращается в максимум: 

а = max а/ = max mm а (/• (9.35) 

Величина а называется нижней ценой игры. Ей соответствует 
максиминная стратегия, придерживаясь которой первый ифок при 
любых стратегиях противника обеспечит себе выифыш, не мень-
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ший а. Другими словами, нижняя цена игры является гарантиро­
ванным выигрышем первого игрока при любых стратегиях второго 
игрока. 

Аналогично определим по каждому столбцу матрицы ру = maxa^y, 
у = 1, л, найдем минимальное значение Ру: / 

P = minPy =rni mm max а, (/• (9.36) 

Величина Р называется верхней ценой игры. Ей соответствует 
минимаксная стратегия второго игрока. Величина Р представляет 
собой гарантированный проифыш второго игрока при любой стра­
тегии первого игрока. 

Пример 9.8. Дана платежная матрица 3 x 4 , которая опреде­
ляет выигрыши игрока Л, Вычислить нижнюю и верхнюю цены за­
данной игры. 

10 4 И 7 
7 6 8 20 
6 2 1 11 ; 

Решение 
Представим нашу игру в виде табл. 9.7: 

Таблица 9.7 
Стратегии 

первого ифока, 
л, 
Ai 
Лг 
Лг 

Значение р. 

Р 

Стратегам второго игрока, Bj 

Вх 

10 
7 
6 
10 
— 

Вг 

4 
6 
2 
6 
6 

Въ 

11 
8 
1 
И 
— 

В, 

1 
20 
И 
20 
— 

Значе­
ние, 

ОС/ 

4 
6 
1 
-
— 

а 

_ 
6 
— 

— 

Если игрок А выбирает первую стратегию, он может получить 
выигрыш в размере 10, 4, 11 или 7 д. е. в зависимости от выбран­
ной стратегии игроком В, При этом выигрыш игрока будет не мень­
ше aj = min{10; 4; 11; 7} = 4 д. е. независимо от поведения игрока 
В, Аналогично при выборе игроком А второй стратегии гарантиро­
ванный выигрыш «2 ^ niin{7; 6; 8; 20} = 6 д. е. При выборе игро­
ком А третьей стратегии выигрыш аз = min{6; 2; 1; 11} = 1 д. е. 

Таким образом, минимальные значения а/, / = 1,3 опреде­
ляют минимально гарантированный выигрыш для игрока А, 
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если он выбирает соответствующую стратегию /. Величина 
maxtt/ =max{4; 6; l}=6 д.е. будет гарантированным выигрышем иг-

рока А при любых стратегиях игрока В. Выбранная ифоком А вто­
рая стратегия называется максиминной стратегией, а соответствую­
щее ее значение выигрыша а2 = 6 д. е. будет нижней ценой ифы. 

Второй игрок стремится минимизировать свой проигрыш. Вы­
брав первую стратегию Pj, ифок В может проиграть не более чем 
Pi = max{10; 7; 6} = 10 д. е. независимо от выбора стратегии ифоком 
А. Аналогично рассуждая, получим следующие результаты (д. е.): 

Р2 = max {4; 6; 2} = 6; Рз = max {И; 8; 1} = И; 
Р4 = тах{7; 20; 11} = 20. 

Ифок В выбирает стратегию Р2, которая минимизирует его мак­
симальные проифыши: 

Р = min р; = min{10; 6; 11; 20} = 6 д. е. 
у 

Величина Р = 6 д. е. будет гарантированным проифышем ифо-
ка В при любых стратегиях ифока А, Выбранная игроком В вторая 
стратегия называется минимаксной стратегией, а соответствующее 
ее значение проифыша Р2 = 6 д. е. будет верхней ценой ифы. 

Следует отметить, что для любой матрицы А = ||д̂ у|| выполняет­
ся неравенство 

Р > а. (9.37) 

Если Р = а, т. е. верхняя цена равна нижней цене ифы, то со­
ответствующие чистые стратегии называются оптимальными, а про 
ифу говорят, что она имеет седловую точку, Седловая точка явля­
ется минимальным элементом соответствующей строки и макси­
мальным элементом соответствующего столбца. Эта точка есть точ­
ка равновесия ифы, определяющая однозначно оптимальные стра­
тегии. Оптимальность здесь означает, что ни один ифок не стре­
мится изменить свою стратегию, так как его противник может на 
это ответить выбором другой сфатегии, дающей худший для пер­
вого игрока результат. 

Величина С = Р = а называется ценой игры. Она определяет 
средний выифыш ифока А и средний проигрыш игрока В при ис­
пользовании ими оптимальных стратегий. В нашем примере цена 
ифы С = 6 д. е., оптимальная пара стратегий — ^̂ 2 и В2. 

Если в платежной матрице А все элементы строки А^ = {а^, Л/2, 
..., aif^ не меньше соответствующих элементов строки Aj^ = (â ĵ, aj^i^ 
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..., Qj^f^y a no крайней мере один строго больше, то строка Ai назы­
вается доминирующей, а строка Aj^ — доминируемой. 

Аналогичны понятия «доминирующий столбец» и «доминируе­
мая строка». 

Первому игроку невыгодно применять стратегии, которым со­
ответствуют доминируемые строки; второму игроку невыгодно при­
менять стратегии, которым соответствуют доминирующие столбцы. 
Поэтому при решении игры можно уменьшить размеры платежной 
матрицы путем удаления из нее доминирующих столбцов и доми­
нируемых строк. 

Пример 9.9. Для игры с платежной матрицей 

|2 -3 5 
Л = 4 -2 3 

|б -1 4 
найдите стратегии ифоков и цену игры. 

Решение 

Элемент 0^,2 = —1 является наименьшим в третьей строке и на­
ибольшим во втором столбце, т. е. он является седловой точкой. 
Поэтому цена игры С = - 1, а оптимальные стратегии игроков: 
первого — У4З, а второго — ^2-

Используя понятия доминируемых строк и доминирующих 
столбцов, задачу можно решить следующим образом. 

В матрице А третья строка доминирует над второй, поэтому 
вторую можно изъять из платежной матрицы. В результате полу­
чится матрица 

'2 -3 5\ 
.6 -1 4)' А = 

В матрице /Ij первый и третий столбцы доминируют над вто­
рым, следовательно, их можно изъять. В результате платежная ма­
трица принимает вид 

в матрице А2 вторая строка доминирует. После вычеркивания 
получится матрица А^, состоящая из одного элемента: 

Аъ = (-1). 
Элемент матрицы А-^ и определяет решение нашей задачи. 
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Отдельные игры могут не иметь седловых точек, т. е. у каждо­
го игрока не существует единственной, наиболее надежной стра­
тегии. В этом случае используют смешанную стратегию. Смешан­
ная стратегия состоит в том, что в ходе игры происходит случай­
ный выбор стратегии из некоторого множества смешанных стра­
тегий и для каждой смешанной стратегии указывается вероятность 
ее выбора. Смешанная стратегия для игрока А представляет собой 
вектор 

/> = (9.38) 

где Р^ — вероятность выбора /-й стратегии игроком и удовлетворяет следу­
ющим условиям: 

Pi > О, / = 1,/и; 

т 

/=1 
(9.39) 

Аналогично смешанная стратегия игрока В представляет собой 
вектор 

Q = (9.40) 

где qj — вероятность выбора у-й стратегии игроком В — удовлетворяет сле­
дующим условиям; 

gj>Q,J=^T7^] (9.41) 

(9.42) 

Платежная матрица игры имеет следующий вид (табл. 9.8): 
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Таблица 9.8 

Г\ ̂  
\А \^ 

^1 
^2 
^3 

Рп, 

Q\ 

aw 
Oil 
«31 

«ml 

Яг 

an 
«22 
«32 

^ml 

Яъ 

«13 
«23 
«33 

«тЗ 

. 

... 

... 

Яп 

«1« 
«2 я 
«3/7 

«m/i 

Игрок Л выбирает стратегию Pi так, чтобы максимизировать на­
именьший ожидаемый выигрыш по столбцам платежной матрицы, 
тогда как игрок В выбирает стратегию qj с целью минимизировать 
наибольший ожидаемый проигрыш по строкам. Математически кри­
терий минимакса при смешанных стратегиях может быть описан 
следующим образом. Игроке выбирает стратегию Р/, дающую 

(imii maxi mini 
( m m m \ 

I^aa-Pi, E«f/2-^v.., lain'Pi, (9.43) 

Игрок В выбирает стратегию q^ дающую 

f п п '^ п 
Е«^1у^у, Z«2y-^yv.., S«fm/*^y min]max| 

я J [ 7=1 У=1 У=1 
(9.44) 

Когда стратегии Р^ и qj оптимальны, то выполняется строгое 
равенство между максиминным ожидаемым выифышем и мини­
максным проигрышем, а результирующее значение равно опти­
мальному (ожидаемому) значению игры. 

Этот вывод следует из теоремы фон Неймана о минимаксе. Тео­
рема утверждает, что выражения (9.43), (9.44) имеют одно и то же 
значение M(PQ,QQ), называемое ценой игры. Если Р/̂  и qf - опти­
мальные решения для обоих игроков, каждому элементу платежной 
матрицы ау соответствует вероятность Р/ . qj. Следовательно, оп­
тимальное ожидаемое значение игры 

M{PoMo)=iiciij'P/^-q/. 
/=1у=1 

(9.45) 

Цена игры заключена между нижней и верхней ценами, т. е. 

а < М{Ро, QQ) < р. 
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Решить конечную игру — это значит нужно найти векторы Р и 
Q (оптимальные стратегии), удовлетворяющие теореме о минимак-
се, а следовательно, получить величину ожидаемого платежа 
М{Р^, Qo) - цену игры. 

Свойство оптимальности означает, что любое отступление од­
ного из игроков от оптимальной стратегии (при условии, что вто­
рой игрок продолжает придерживаться своей оптимальной страте­
гии) при многократном повторении игры может только уменьшить 
его средний выигрыш (увеличить средний проигрыш). 

Решение игры обладает одним важным свойством: если игрок 
А использует свою оптимальную стратегию, а игрок В смешивает 
свои стратегии в любых пропорциях, то средний выигрыш игрока 
А не уменьшается. Стратегии, которые смешиваются для получе­
ния оптимальной стратегии, будем называть полезными. Доказано, 
что у игры т X п существует такое оптимальное решение, что чис­
ло полезных стратегий с каждой стороны не превосходит мини­
мального из чисел тип. 

Известно несколько методов нахождения оптимальных страте­
гий в играх двух лиц с нулевой суммой. Рассмотрим один из мето­
дов - метод линейного программирования для нахождения решения игр. 

Пусть игра m X « не имеет оптимального решения непосредст­
венно в чистых стратегиях, т. е. отсутствует седловая точка {аФ^). 
Оптимальное решение необходимо искать в области смешанных 
стратегий. Предположим, что все т стратегий игрока А полезные. 
Определим вероятности их применения в смешанной оптимальной 
стратегии. Обозначим эти вероятности через Р/, / = l,w, а цену иг­
ры - через М. Оптимальная смешанная стратегия игрока А опреде­
ляется из условия (9.43): 

\ 
maxjmin 

Пусть 
/=1 /=1 /=1 ) 

1т т т 
М = min S Щ\ • ^^ Е «/2 • ^•»-» S Щп • Pi 

\i=\ /=1 /=1 ; 
(9.46) 

Поскольку при оптимальной стратегии средний выигрыш не 
меньше М при любой стратегии противника, то справедлива систе­
ма п неравенств: 

Л - ^ 1 1 + ^ 2 - « 2 1 + -- + ^ т - « т 1 ^ Л / ; 
Л • «12 + Pi ' «22 + ... + Рпг ' «т2 ^ Л/; ^^^^^ 

Р\ • ^\п + h • ^2п + ... + Рщ ' ^тп ^ ^> 
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или т 
'ZaijPi>M, J = l,n. (9.48) 
/=i 

Тогда задача отыскания оптимальной смешанной стратегии иг­
рока А может быть сформулирована в виде задачи линейного про­
граммирования. 

Для этого необходимо максимизировать Z = М при ограниче­
ниях 

т — 

/=1 
(9.49) 

т 

Введем новые неизвестные: 

' Чтобы исключить возможность деления на нуль, увеличим це­
ну игры на положительное число С. Для этого достаточно ко всем 
элементам матрицы \\ау\\ прибавить одно и то же положительное 
число С, при этом все элементы a^j сделать положительными. Сле­
дует отметить, что эта операция не меняет искомых оптимальных 
стратегий, поскольку 

m m ] 
Ei>=l, то 1х,-^. 

Разделим левую и правую части неравенств (9.48) и (9.49) на Л/, 
получим: 

(9.50) 

aiixi + fl2i^2 + • 
«12^1 + «22^2 + • 

Oln^l + «2/r̂ 2 + • 

Xi +X2 + .. 

•• ^mn^m — ^> 

1 (9.51) 

В силу того что 

maxi1/ = min—• = min{xi +X2 +... + x„]. 
M 
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задача принимает вид 

при ограничениях 
Z = Xi + Х2 + ... + Xf, (9.52) 

(9.53) 

Для игрока В оптимальная стратегия определяется из условия 
(9.44): 

I f п п п у 

и=1 у=1 м ) при ограничениях 
91 + 92 + - + 9л = 1- (9.54) 

Эта задача записывается как симметричная двойственная зада­
ча линейного профаммирования к задаче игрока A{9.S2), (9.53): 
максимизировать 

i = У, + Уг + - + Уп (9-55) 

при ограничениях 
i:ayYj<\; 

у'=1 
(9.56) 

где £ = - , у. = - / . , , =1./,. 
Л/ ' Л/' 

Задачи ифоков А и В решают обычным симплекс-методом. 
Пример 9.10. Рассмотрим игру 3 x 4 : 

В 

1 
2 
3 

Ру 

1 

4 
- 2 
- 3 
4 

2 

3 
5 
2 
5 

3 

2 
- 1 
- 3 
2 

4 

- 5 
4 
6 
6 

а,-
- 5 
- 2 
- 3 

Определим а,- и ру, 
где а,- - минимум в /-й строке; 

Ру — максимум ву-м столбце. 
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Нижняя цена игры равна максимину а = - 2 , верхняя цена иг­
ры равна минимаксу Р = 2. Так как а ?̂  Р, то седловая точка игры 
отсутствует, задача должна решаться в смешанных стратегиях. 

Нижняя цена игры — число отрицательное (а = —2), поэтому, 
возможно, значение игры М не будет положительным. Число С, ко­
торое необходимо прибавить ко всем элементам матрицы, должно 
быть не меньше 2. Пусть С = 6. Тогда матрица принимает вид 

В 
1 
10 
4 
3 

2 
~~9 

И 
8 

3 
8 
5 
3 

4 

Г" 10 
12 

1 
2 
3 

Задача игрока В записывается в форме задачи линейного про­
граммирования 

^шах = К, + Г2 + Уз + П 

при офаничениях: 

[юг,+ 9Г2+8}з+ ^4^1; 
4Yi+UY2+5Yi+lOY4<l, 
ЗУ,+ 8X2+3x3+12^4^1; 

У;>0, у = 174. 

Решая задачу симплекс-методом, получим: 

i^3x = 0,16; У, = 0; У2 = 0; Уз = 0,12; У, = 0,04. 

Таким образом, решением исходной задачи будет следующее: 

0_Уз_0,12_ 
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^l 0,04 
0,16 

= 0,25. 

В нашем примере первая и вторая стратегии игрока В бесполез­
ны, так как qi = ^2^ = 0. При случайном чередовании третьей и 
четвертой стратегий с относительными частотами д^^ = 0,75 и 
4̂̂  = 0,25 соответственно игроку В обеспечен средний выигрыш в 

размере М = 0,25. 
Оптимальные стратегии игрока А получаются из решения двой­

ственной задачи. 
В настоящее время развитие теории игр вышло далеко за пре­

делы рассмотренного нами простейшего случая парных игр с нуле­
вой суммой. Однако ограниченный объем книги не позволяет дать 
представление о более сложных разделах современной теории игр, 
таких, как множественные коалиционные игры, дифференциаль­
ные игры и др. 

Задачи 
9.1. Для пяти проектов технических систем определены относи­

тельные единичные показатели технического совершенства конст­
рукции и коэффициенты весомости единичных показателей. Чис­
ленные значения единичных показателей и коэффициентов весо­
мости приведены в следующей таблице: 

Варианты 
технических 

систем 

I 
II 
III 
IV 
V 

Коэффици­
енты веса 

слож­
ности 

1,0 
0,72 
0,658 
0,425 
0,467 

0,157 

Относительные единичные показатели 

веса 

0,088 
1,0 

0,358 
0,97 
0,555 

0,124 

времени 
подго­
товки 

1,0 
0,8 

0,765 
0,755 
0,865 

0,210 

автома­
тизации 

1,0 
0,78 
0,782 
0,70 
0,705 

0,195 

мощно­
сти 

0,72 
0,81 
0,525 
0,98 
0,865 

0,174 

унифи­
кации 

0,614 
0,420 
0,915 
0,31 
0,650 

0,140 

Проведите ранжирование проектов технических систем по ком­
плексному критерию. 

9.2. Одной из фирм требуется выбрать оптимальную стратегию 
по техническому обеспечению процесса управления производст­
вом. С помощью статистических данных и информации соответст-
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вующих заводов-изготовителей были определены локальные крите­
рии функционирования необходимого оборудования. Исходные 
данные представлены в следующей таблице: 

Варианты 
оборудования 

I 
II 
III 
Г/ 

Коэффици­
енты веса 

Локальные критерии эффективности оборудования* 
производи­
тельность, 

д. е. 

100 
150 
120 
200 

0,25 

стоимость 
оборудования, 

д. е. 

5 
6 
4 
7 

0,20 

объем 
памяти, 

у е. 

5 
8 

6,5 
6 

0,32 

надежность, 
у е. 

8 
5 
6 
4 

0,23 

* Значения локальных критериев даны в условных единицах. 

9.3. Для шести проектов транспортных устройств определены 
относительные единичные показатели технического совершенства 
конструкций. Численные значения единичных показателей и соот­
ветствующие весовые коэффициенты приведены в следующей таб­
лице: 

Варианты 
транспорт­

ных 
устройств 

1 I 
II 
III 
IV 
V 
VI 

Коэффици­
енты веса 

скорос­
ти, 
Кх 

1,0 
1,0 
1,0 

0,87 
0,85 
0,88 

0,210 

Относительные единичные показатели 
прочно­

сти. 
Кг 

0,798 
1,0 

0,93 
0,96 
0,97 
0,78 

0,195 

пере­
грузки. 

Кг 

0,92 
0,65 
0,924 
0,91 
1,0 

0,75 

0,174 

устойчи­
вости. 

к. 
1,0 

0,92 
1,0 

0,915 
0,90 
0,967 

0,157 

мета?1ло-
емкости. 

Кь 

1,0 
0,94 
0,98 
0,99 
0,7 
0,8 

0,124 

мощно­
сти. 
к. 

0,77 
0,92 
0,95 
0,85 
0,82 
1,0 

0,140 

Проведите ранжировку проектов технических систем по ком­
плексному критерию. 

9.4. Абсолютные показатели качества двигателей различных ва­
риантов приведены в следующей таблице: 
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Варианты 
двигателей 

1 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

1 Коэффициенты веса 

Показатели качества 

мощность, 
л. с. 

180 
176 
176 
181 
177 
180 
175 
176 
180 
179 
0,4 

крутящий 
момент, кгс • м 

67 
70 
68 
67 
68 
66 
69 
67 

68,2 
38,5 
0,24 

масса, 
кг 

850 
1000 
860 
820 
860 
800 
900 
850 
880 
870 
0,36 

Найдите оптимальный вариант двигателя. 
9.5. Показатели эффективности работы предприятий приведе­

ны в следующей таблице: 

№ 
пред­

приятия 

I 
II 
III 
IY 
V 
VI 

Весовые 
коэффи­
циенты 

Показатели эффективности работы предприятий 

прибыль, 
д. е. 

30,0 
25,0 
40,0 
28,0 
15,0 
50,0 

0,32 

i себестои­
мость 

единицы 
продукции, 

д. е. 

40,0 
20,0 
45,0 
30,0 
12,0 
30,0 

0,23 

доходы, 
д. е. 

20,0 
30,0 
54,0 
35,0 
20,0 
40,0 

0,15 

фондо­
отдача, 

у е. 

0,2 
0,3 
0,1 
0,4 
0,25 
0,21 

0,20 

произво­
дитель­
ность, 
у е. 

300 
200 
250 
160 
280 
120 

0,10 

Выберите наиболее эффективно работающее предприятие. 
9.6. Рассмотрим следующую платежную матрицу (матрицу до­

ходов): 
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л, 
R, 
Л, 
/?4 

"̂ 1 

15 
2 
0 
8 

^2 

12 
15 
6 

20 

"̂ 3 

1 
9 
15 
12 

54 

- 3 
7 

21 
3 

•^^5 

18 
1 

- 2 
0 

•^б 

20 
3 
5 
4 

Вероятности состояний природы {.5̂} неизвестны. Определите 
оптимальную стратегию /?/, используя критерии Лапласа и макси-
мина. Сравните полученные решения. 

9.7. Сравните решения в задаче 9.6 при использовании крите­
риев Сэвиджа и Гурвица (положите а = 0,4). 

9.8. Один из пяти станков должен быть выбран для изготовле­
ния партии изделий, размер которой Q может принимать три зна­
чения: 150; 200; 350. Производственные затраты Q для / станка за­
даются следующей формулой 

Q = Pi + а. е. 

Данные Р/ и с,- приведены ниже в таблице: 

Показатели 

PI 

Модель станка 
1 

30 
14 

2 

80 
6 

3 

50 
10 

4 

160 
5 

5 

100 
4 

Решите задачу для каждого из следующих критериев Лапласа, 
Вальда, Сэвиджа и Гурвица (положите а = 0,6). Полученные реше­
ния сравните. 

9.9. При выборе стратегии Rj (/ = 1,3) каждому возможному со-
стоянию природы S,{i =1,4) соответствует один результат (исход) 
Vjiij = 1,3; / = 1,4). Элементы Vji, являющиеся мерой потерь при 
принятии решения, приведены ниже в таблице (д. е.): 

Стратегии 

Ri 

Состояние природы 

^1 

2 
3 
5 

^2 

6 
9 
1 

^3 

5 
1 
6 

S, 

8 
4 
2 

342 



Выберите оптимальное решение в соответствии с критериями 
Лапласа, Вальда, Сэвиджа и Гурвица (при а = 0,5). 

9.10. Намечается крупномасштабное производство легковых ав­
томобилей. Имеются четыре варианта проекта автомобиля 
Rjij = 1,4). Определена экономическая эффективность К- каждого 
проекта в зависимости от рентабельности производства. По истече­
нии трех сроков Si(i =1,3) рассматриваются как некоторые состо­
яния среды (природы). Значения экономической эффективности 
для различных проектов и состояний природы приведены в следу­
ющей таблице (д. е.): 

Проекты 

^1 

RA 

Состояние природы 

^1 

20 
25 
15 
9 

^2 

25 
24 
28 
30 

^3 

15 
10 
12 
20 1 

Требуется выбрать лучший проект легкового автомобиля для 
производства, используя критерии Лапласа, Вальда, Сэвиджа и Гур­
вица при а = 0,1. Сравните решения и сделайте выводы. 

9.11. Определите тип электростанции, которую необходимо по­
строить для удовлетворения энергетических потребностей комплек­
са крупных промышленных предприятий. Множество возможных 
стратегий в задаче включает следующие параметры: 

Ri — сооружается гидростанция; 
J?2 — сооружается теплостанция; 
i?3 — сооружается атомная станция. 
Экономическая эффективность сооружения электростанции за­

висит от влияния случайных факторов, образующих множество со­
стояний природы S^iJ =1,5) . 

Результаты расчета экономической эффективности приведены 
в следующей таблице: 

Тип 
станции 

^1 
^2 
^3 

^1 

40 
60 
50 

Состояние природы 

^2 

70 
50 
30 

^3 

30 
45 
40 

^4 

25 
20 
35 

Ss 
45 
30 
60 
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9.12. Фирма рассматривает вопрос о строительстве станции тех­
нического обслуживания (СТО) автомобилей. Составлена смета 
расходов на строительство станции с различным количеством об­
служиваемых автомобилей, а также рассчитан ожидаемый доход в 
зависимости от удовлетворения прогнозируемого спроса на предла­
гаемые услуги СТО (прогнозируемое количество обслуженных ав­
томобилей в действительности). В зависимости от принятого реше­
ния ~ проектного количества обслуживаемых автомобилей в сутки 
(проект СТО) Rj и величины прогнозируемого спроса на услуги 
СТО - построена нижеследующая таблица ежегодных финансовых 
результатов (доход, д. е.): 

Проекты 
СТО 

20 
30 
40 
50 

Прогнозируемая величина удовлетворяемости спроса 

0 

-120 
-160 
-210 
-270 

10 

60 
15 

-30 
-80 

20 

240 
190 
150 
100 

30 

250 
380 
330 
280 

40 

250 
390 
500 
470 

50 

250 
390 
500 
680 

Определите наилучший проект СТО с использованием критери­
ев Лапласа, Вальда, Сэвиджа и Гурвица (при а = 0,5). 

9.13. Найдите седловую точку и значение игры для каждой из 
двух следующих иф. Платежные матрицы имеют вид: 

А=Ы\ = 
Г8 6 2 8^ 
8 9 4 5 
7 5 3 5 

В=Ш, 

(4, 
-5 
5 
7 

- 5 
- 6 
10 
2 

- 4 
- 7 
- 3 
-10 

6^ 
-1 
- 5 
6 

9.14. Определите области значений х, для которых стратегии А2 
и ^2 будут оптимальными в следующих ифах: 

А = 
fl 4 6^ 

5 x 9 
7 3 4 

; 5 = 
Г2 4 5^ 

10 X 6 
4 8 3 

V 

9.15. Определите, будут ли значения следующих игр больше, 
меньще или равны нулю: 
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^ 2 10 5 О ^ 
3 4 9 6 

- 5 3 - 2 - 4 
8 5 - 3 - 5 

5 = 
^4 8 
5 9 
5 -i 

-2 -з^ 
1 о 

-3 5 

^ - 2 
- 3 

8 5 У"! 
9 3 5 
2 0 6 

-1 9 3^ 

/) = 
''4 8 О 
0 2 5 
5 1 - 3 

V 

В задачах 9.16 — 9.30 решите игру с платежной матрицей. 

9.16. Г2 1 3\ 
А = 4 - 1 

1 О 

9.17. 
А = 

3 1 2̂ 1 
2 4 - 1 
5 7 6^ 

9.18. 

А = 
Г2 3 6 5 

1 - 2 7 3 
5 4 3 0 

^ 9.19. 
А = 

f4 
1 
2 

5 6^ 
3 2 
1 8, 

9.20. (2 3 1 2̂ 1 
3 5 2 3 
1 2 4 1 

9.21. П -1 3 ^ 
5 2 - 4 
3 7 5 

9.22. 

А = 
Г-1 1 О 

2 - 2 2 
3 3 - 3 

9.23. П 3 - 4 2^ 
- 1 4 8 1 
6 -1 2 10 
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9.24. 
А = 

(2 
1 
О 

-1 ъЛ 
2 - 2 
3 5 

9.25. (\ -1 
5 2 
3 4 

3 ^ 
- 4 
О , 

9.26, 
/J = 

(2 6 Л 5\ 
5 3 6 2 
7 2 1 3 

ч у 

9.27. 
А = 

(2 4 
1 -1 
5 2 

1 51 
3 2 

- 4 0^ 

9.28. (2 1 
2 4 
5 7 

3 О"! 
-1 5 
-4 3 

9.29. Г2 3 -1 4 "i 
^4=|з 2 4 1 

4 - 1 0 - 2 

9.30. 
А = 

^3 4 2 П 
5 2 0 3 
0 3 5 4^ 

Глава 10 
Нелинейное программирование 

10.1. Геометрическая интерпретация 
задач нелинейного программирования 

Если целевая функция или система ограничений (или и та и 
другая) содержит выражения, не линейные относительно искомых 
величин, то имеем задачу нелинейного профаммирования. 

Общая формулировка задачи имеет вид: 

•̂ max.min F^b ^2> •••' ^л) (10.1) 

при ограничениях 
/•(xi, x-i, ..., х„) > О, Xj > О, / = 1, /я,у = 1, п. 
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Если все неравенства преобразовать в уравнения, то получим 
классическую задачу на условный экстремум, которая может быть 
решена методом множителей Лагранжа. Практически системы по­
лучаются трудно разрешимыми, поэтому ограничения преобразуют 
в неравенства, и задачу решают методами математического про­
граммирования. Существующие методы позволяют решать узкий 
класс задач. 

С помощью большинства вычислительных методов можно най­
ти точку локального оптимума, но нельзя установить, является ли 
она точкой глобального (абсолютного) оптимума или нет. 

Если в задачах линейного программирования точка экстремума 
является вершиной многогранника, то в задачах нелинейного про­
граммирования она может лежать в вершине многогранника, на 
ребре (грани) или внутри области. Если задача содержит нелиней­
ные ограничения, то область допустимых решений не является вы­
пуклой и кроме глобального оптимума могут существовать точки 
локального оптимума. 

Рассмотрим несколько примеров решения задач графическим 
методом. 

Пример 10.1. 
^max,min = 2(х - 5)^ + (у - if 

х-Ь2у< 12; 
х-^у<9; 
х>0;у>0. 

Решение 
Построим область допустимых решений (рис. 10.1): 

i 

А 
"̂  

0' 

У 

Л ) 
^ ^ . 1 1 ^ 1 > ^ 

Рис. 10.1. Область допустимых решений 
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На этом же графике построим одну из семейства целевых 
функций, для этого преобразуем Z в каноническую форму 

1—ji^^i:L —̂ = 1. Получим уравнение эллипса с полуосями 

a^-yjz/2; b = 4z. Полагая Z = 16, имеем b = 4; a ~ 2,8. Согласно 
чертежу максимальное значение Z достигается в точке (0;0) Ẑ ^̂ x ~ 
= 2 • 25 + 49 = 99; Zĵ ĵ  достигается в точке Z), в которой эллипс 
касается области ОАВС. Для нахождения координат точки D 
приравняем угловые коэффициенты первой прямой и целевой 
функции: у = - 1/2 л: ~ 6; О = 4(x - 5) + 20; ~ 7)У; у^ ^^2(х~5), 

у-7 

-1 /2 = —̂^ -; упрощая, получим: 4(х - 5) = д; - 7. 
у-7 

Решая совместно систему 

4(х-5) = з;-7 
х + 2>; = 12. 

находим координаты точки 
D (38/9; 35/9). 

Zmin = 2(38/9 - 5)2 + (35/9 - 7)̂  « 11. 

Пример 10.2. 
'^тах, min -̂ 1 "̂  ^2 

Xi + Х2 < 4; 
^1 + Х2 > 5; Xi > 0; 
x i < 7 ; 
Х2 > 6; Х2 > 0. 

Решение 
В этом случае область допустимых решений не является выпук­

лой и состоит из двух отдельных частей (рис. 10.2). 

Минимальное значение функции Z = 11 достигается в точках А 
(1; 4) и L (4; 1). Функция Z имеет два локальных максимума: в точ-

2417 ках D (2/3; 6); Z = 328/9 и в точке М (7; 4/7); Z = ̂ =j^, Точка М 
является точкой глобального максимума. ^" 
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IV 

X1 
О I ^'^ V 'A/ 

Рис. 10.2. Область допустимых решений 

10.2. Метод множителей Лагранжа 
Пусть задана задача математического программирования: мак­

симизировать функцию 

Z = / (xi , ^2, ...,х^) = О 
при ограничениях 

&= (xi,X2, ...,х^) = 0; / = 1, т. 

(10.2) 

(10.3) 

Ограничения в задаче заданы уравнениями, поэтому для ее ре­
шения можно воспользоваться классическим методом отыскания 
условного экстремума функций нескольких переменных. При этом 
полагаем, что функции (10.2) и (10.3.) непрерывны вместе со сво­
ими первыми частными производными. 

Для решения задачи составим функцию 

(10.4) 

^ dF df 
Определим частные производные и -гг— и приравняем их 

dxj оЛ/ 
нулю. В результате получим систему уравнений 
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aXj aXj ax J (10.5) 
dF 
dXj 

-gi(xi,X2,..,,x„) = 0', i = Um. 

Функция (10.4) называется функцией Лагранжа, а числа — множи­
телями Лагранжа. Если функция (10.2) в точке jp = (х^, Х2^, ..., х^) 
имеет экстремум, то суш е̂ствует такой вектор А.̂  = (Л/̂ , ^2 ,̂ ..., Х^), 
что точка (xi^, Х2 ,̂..., х„^, Xi^, Х2, ..., Xj^) является решением сис­
темы (10.5). Следовательно, решая систему (10.5), получим множе­
ство точек, в которых функция Z имеет экстремальные значения. 
При этом неизвестен способ определения точек глобального мини­
мума или максимума. Однако, если решения системы найдены, то 
для определения глобального максимума (минимума) достаточно 
найти значения функции Z в соответствующих точках. Метод мно­
жителей Лагранжа имеет офаниченное применение, так как систе­
ма (10.5), как правило, имеет несколько решений. Рассмотрим 
пример применения метода множителей Лагранжа. 

Пример 10.3. Найти точку условного экстремума функции 

Z = ^\^2 "̂  ^2 3̂ 

при ограничениях 
Xi + 2̂ = 2; 
^2 + Х3 = 2. 

Решение 
Составим функцию Лагранжа 

F = (xj, Х2, Хз, Xi, Х2) = 
= Х1Х2 + Х2х:з + X^ixi + Х2 — 2) + ^2(̂ 2 + Х3 — 2) 

и продифференцируем ее по всем переменным: Xj, ^2, ^3, Xj, Л2. 
Приравнивая производные к нулю, получим систему уравнений 

х,+ 

Ху + 

XI 

Х2 

XI 

+Л, 
хз +Xi +Я2 

+Л2 

= 0 
= 0, 
= 0, 

-2 =0, 
Х2+ JC3 -2 =0; 

Из первого и третьего уравнения следует, что Х^ = ^2 - ^ 2 . 
тогда 
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Xi + X2 = 2; 

X2 + Хз = 2. 

Решая систему, получим Xj = Х2 = Хз = 1; 

Z = 2 . 

10.3. Градиентный метод 
Возьмем для простоты целевую функцию с двумя независимы­

ми переменными: 
Z=/'(Xi,X2). (10.6) 

Изобразим линии уровня этой функции на рис. 10.3. 

^2 

\1 
01 — : ^^1 

Рис. 10.3. Линии уровня функции Z 

Выберем некоторую точку А и вычислим для нее значение Z 
Если сдвинуться из точки А на одно и то же расстояние в разных 
направлениях, то функционал Z изменится на разную величину. 

Чтобы быстрее достичь экстремума, надо двигаться в направле­
нии наибольшего изменения Z 

Найдем частные производные функции Z и вычислим их зна­
чения в точке А. Получим 

А 
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примем найденные числа за координаты некоторого вектора и 
построим этот вектор на рис. 10.3. Оказывается, что если из точки 
А перемеш;аться вдоль прямой, параллельной указанному вектору, 
то функция Z будет изменяться быстрее всего: в направлении век­
тора увеличиваться, в обратном ~ уменьшаться. 

Вектор, координатами которого служат значения частных про­
изводных функции Z= F(xi, ДС2), называется градиентом этой функ­
ции и обозначается 

gradZ dZ 
Эх lA 

dZ 

В каждой точке градиент будет свой. Он показывает направле­
ние наибольшего возрастания функции в данной точке, которое 
всегда перпендикулярно проходяш;ей через нее линии уровня. 

На этом свойстве и основан градиентный метод решения задач 
нелинейного программирования. Выбрав в области допустимых ре­
шений первоначальную точку А и убедившись, что она не является 
оптимальной, дальнейшее движение осуществляем целенаправлен­
но. Для этого вычисляем в выбранной точке координаты градиен­
та целевой функции 

dxi) 
dZ 

^dx2j 

Составляем параметрические уравнения прямой, проходящей 
через точку А параллельно градиенту: 

'-JA)JdZ] 

ДС2-Х2 + 
dxj 

f, (10.7) 

dZ_ 

В случае нахождения максимума перемещаемся по прямой в 
направлении фадиента (/ > 0), для минимизации функции движем­
ся в противоположном направлении (/ < 0). 

При этом возможны два способа перемещения. 
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1. Из начальной точки движемся в направлении градиента до 
тех пор, пока целевая функция перестанет возрастать. Это движе­
ние осуществляется постепенным увеличением параметра /, при­
чем, для каждого значения находится величина функционала, а 
также проверяется допустимость полученного решения. Достигнув 
наивысшей в данном направлении точки (точка В на рис. 10.3), 
снова определяем градиент и по новому направлению перемещаем­
ся на максимально возможную величину и т. д. 

Такой порядок расчетов соответствует наискорейшему подъему 
и применяется тогда, когда значение функционала вычислить про­
ще, чем его градиент. 

В задачах на минимум движение происходит в сторону убыва­
ния функции, и такой метод носит название наискорейшего спуска. 

2. Из начальной точки по линии, параллельной градиенту, пе­
ремещаемся на некоторый интервал Л, характеризуемый значением 
параметра t. Во второй точке определяем свой градиент и по ново­
му направлению снова перемещаемся на величину А. Получаем тре­
тью точку и т. д. Так небольшими переходами, корректируя всякий 
раз направление движения, достигаем точки, соответствующей оп­
тимальному значению функционала (максимум, минимум). При­
знаком достижения оптимума является получение нулевых состав­
ляющих градиента. 

При перемещении по направлению градиента может оказаться, 
что найденная точка лежит вне области (т. е. на данном шаге пере­
сечена граница области). В этом случае экстремум, как правило, 
достигается на границе, и его нахождение усложняется. 

Возврат в область простым уменьшением последнего шага не­
эффективен, поскольку нет уверенности, что экстремальная точка 
находится в пересечении с границей именно этого направления. 
Необходим возврат с одновременным смещением в сторону опти­
мума. 

Рассмотрим рис. 10.4, где область допустимых решений показа­
на жирными линиями, а линия уровня функционала — тонкими. 

Из точки А перемещаемся по нормали к линии уровня и попа­
даем за границу области в точку В, Так как оптимум достигается в 
точке Л/, возврат в область по линии ВЛ бесполезен. 

Рассмотрим подробно участок нарушенной границы, представ­
ленный на рис. 10.5. 

Направление первоначального движения АВ перпендикулярно 
касательной в точке А. При возвращении из точки В в заданную об­
ласть будем перемещаться по прямой BQ, которая перпендикулярна 
к касательной, проведенной через точку Q. Иными словами, ВС 
должно быть нормалью к границе у/. Новое направление ВС откло­
нится от прежнего АВ на угол а. Отклонение будет в ту сторону, где 
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>f2 

- • x i 

Рис. 10.4. Область допустимых решений и линии уровня функционала 

Рис. 10.5. Участок области допустимых решений 

находится точка, соответствующая оптимальному плану. Так как 
точка В находится вблизи фаницы, за направление возврата в об­
ласть можно принять направление фадиента функции yi в точке В. 

Придя в точку С, движемся по направлению grad Z, попадаем в 
точку Z) и т. д. (рис. 10.4). Признаком получения оптимума являет­
ся коллинеарность векторов grad Z и grad у/. Коллинеарность век­
торов проверяется пропорциональностью соответствующих коор­
динат. 

354 



Для ускорения сходимости процесса, после одного-двух зигза­
гов, делают шаг в направлении АС, т. е. почти параллельно грани­
це, при этом параметр t берут больше обычного. Из новой точки 
продолжается опять зигзагообразное движение к оптимуму. 

Пример 10.4. Найти максимум функции Z = х̂ ^ + 4x2 "Р^ У '̂ 
ловии 

4xi^ + 9x2̂  < 36; xi > 0; Х2 > 0. 

Решение 
Уравнение границы перепишем в другом виде 

у = 36 - 4x1^ - 9x2̂  > 0. 

Возьмем произвольную точку Л (2; 1): так кгку^ = 11 > О, сле­
довательно, она принадлежит области допустимых решений 

Z^ = 2̂  + 4 . 1 = 8. 

Частные производные функции Z имеют вид: 

dZ ^ dZ 
- = 2x1; 3 " = "̂ ' dxi Эх2 

в точке А: 
dZ] , fdZ] 

дх2]^ 

Следовательно, grad Z^ (4; 4) и в точке А функции Z не дости­
гает максимума. Запишем уравнение прямой, проходящей через 
точку А, параллельную градиенту: 

XI =2 + 4/; 
Х2=1 + 4/. 

Полагая / = 0,05, получим 

fxi =2 + 4-0,05 = 2,2; 
[х2 =1 + 4-0,05 = 1,2. 

Точка В (2,2; 1,2) лежит в заданной области, так как 
У^ = 36 ~ 4 . 2,2^ - 9 • 1,2̂  = 3,68 > 0; 

Z^= 2,2^ + 4 . 1,2 = 9,64. 
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Для перехода в новую точку находим координаты градиента для 
точки В: 

-..г^,, g)^M. 
Составляем уравнение линии перемещения из точки В\ 

Хх = 2,2 + 4,4/; 
JC2 = 1,2 + 4Г. 

Придавая параметру / прежнее значение, получаем: 

Хх = 2,42; 
Х2 = 1,40, 

попадаем в точку С (2,42; 1,40), так как 

З;̂  = 36 ~ 4 • 2,42^ - 9 • 1,40̂  = -5,04 < 0. 

Следовательно, точка С лежит вне области допустимых реше­
ний. Необходимо вернуться в область и сдвинуться в сторону оп­
тимума. Находим градиент граничной функции в точке С: 

| ^ = 8х,; ^ = 18X2; axi дх2 

Шг'^- ду 
УдХ2 

grad3;c(-19,4; -25,2). 

= -25,2; 

Движение из точки С будем осуществлять вдоль линии 
xi = 2,42 - 19,4/; 
Х2 = 1,40 - 25,2/. 

Учитывая большую абсолютную величину координат градиен­
та, уменьшим параметр /, допустим / = 0,01. 

Получим точку D (2,23; 1,15). 
Проверяем принадлежность точки D заданной области: 

д;̂  = 36 - 4 • 2,23^ - 9 • 1,15̂  = 4,22 > 0. 

Условие выполняется, решение допустимо: 
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Ẑ ) = 2,23^ + 4- 1,15 = 9,57, 

которое, по сравнению с точкой В, несколько уменьшилось. В най­
денных соседних точках B^^ D значения Z близки между собой, это 
указывает на смещение оптимальной точки вдоль линии уровня 
целевой функции. Для ускорения сходимости процесса сделаем 
шаг в направлении BD, Координатами вектора, параллельного BD, 
будут разности соответствующих координат точек ^ и D: 

^(BD)^^(D) ^^(В) =2,23-2,20 = 0,03; 

хр>=х<^>-х(^> =1,15-1,20 = ^0,05. 

Уравнение прямой, проходящей через точку D в направлении 
BD, имеет вид: 

xi = 2,23 + 0,03/; 
Х2 = 1,15 - 0,05/. 

Параметр t надо брать большим, чтобы сдвиг вдоль границы 
был существенным. Полагая / = 5, получим точку Е (2,38; 0,90) 

УЕ = 6,09 > 0; Zj, = 2,38^ + 4 • 0,90 = 9,26. 

Точка Е лежит в заданной области. Из точки Е переместимся 
параллельно градиенту Z. Для этого находим 

^ | £ l =4,76; "^'^ 
dXi)^ {dX2j 

= 4; gradZ^(4,76; 4); 
Е 

Хх = 2,38 4- 4,76/; 
Х2 = 0,90 + 4/. 

При / = 0,05 переходим в точку F (2,62; 1,10). Точка /'лежит за 
границей области, так как 

д;̂  = 36 - 4 • 2,62^ - 9 • 1,10̂  = -2,31 < 0. 

Возврат в допустимую область необходимо вести по направле­
нию вектора 

357 



Прежде чем делать переход, вычислим отношения одноимен­
ных координат grad Z^ и grad yf. 

4 76 4 
' =-0,226; ——- = -0,202. -21,0 -19,8 

Отношения близки друг к другу, т. е. векторы grad Z^ и grad ур 
практически коллинеарны и противоположно направлены. Движе­
ние по ним будет происходить взад-вперед через границу. Поэтому, 
чтобы попасть в область ближе к фанице, положим t = 0,005 и пе­
рейдем в точку G (2,52; 1,00) 

д;̂ ; = 36 - 4 . 2,52^ -- 9 • 1,00̂  = 1,6 > 0. 

Следовательно, точка лежит в заданной области: 

Z(; = 2,52^ + 4- 1,00= 10,35. 

Полученный результат Xi = 2,52; xi = 1,00; Z = 10,35 можно счи­
тать оптимальным: его можно уточнить дальнейшими шагами до 
полной коллинеарности фадиентов целевой и фаничной функций. 

Движение точки во время поиска можно представить на рис. 
10.6. 

Рис. 10.6. Пример нахождения оптимального решения 
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10.4. Многоцелевые задачи линейного 
программирования 

Известно, что экономическая эффективность производства ко­
личественно измеряется системой экономических показателей. Так, 
в промышленном производстве важными показателями эффектив­
ности являются: рост производительности труда, прибыль, рента­
бельность и др. Максимальное значение одного из показателей еще 
не означает, что то или иное предприятие работает лучше. Только 
система показателей может характеризовать эффективность всего 
производства. 

Задачи, решаемые с учетом множества показателей или крите­
риев, носят название многоцелевых. Планы задач, полученные по 
разным критериям, будут отличаться один от другого. Можно для 
каждого плана определить все интересующие нас показатели, и по­
сле их сравнения остановиться на том, который позволяет полу­
чить достаточно высокую эффективность всего производства. Если 
же из полученных планов нельзя выбрать план, который обеспечи­
вал бы необходимую эффективность, можно воспользоваться спе­
циальным методом, так называемым методом уступок. 

Рассмотрим первый прием на конкретной задаче. 
С помощью двух операций производится два вида продукции -

А и В. При производстве продукта А на каждой операции затрачи­
вается 3 часа, а при производстве продукта В соответственно 4 и 5 
часов. Общее наличие времени для первой и втЬрой операции 18 и 
21 час. Стоимость единицы продукции А — 3 руб., а продукции В ~ 
8 руб. 

Провести анализ работы предприятия с учетом различных целей: 
а) максимум прибыли; 
б) максимум выпуска продукции; 
в) наилучшее использование оборудования. 
Обозначим через Xj и Х2 количество продукции видов А и В, вы­

пущенных предприятием. 
Используя введенные переменные, ограничения можно записать 

3xi + 4x2 ^ 18; 
3xi + 5x2 - 21; 
xj > 0; Х2 > 0. 

Полученные ограничения можно записать в виде уравнений 

3xi + 4x2 + ^3 ^ 18; 
3xi + 5x2 + ^4 ^ 21, 
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где Хз и ^4 выражают неиспользованное время на первой и вто­
рой операциях. 

Целевые функции согласно трем сформулированным цеЛям 
можно представить в виде: 

а) Ẑ âx ~ 3̂ 1 + 8̂ 2 +0 • хз + О • Х4У 
б) Ẑ âx = A:I + Х2 +0 • Хз + о • х^; 
в) 2j„in = О • Xi + О • Х2 + хз + Х4. 
Решение задачи «а» представлено в табл. 10.1. 

Таблица 10.1 

0 
0 

0 
8 

Решение задачи по а) критерию 

^3 
Х4 

хз 
^2 

0 

18 
21 
0 
6/5 
21/5 
168/5 

3 
1̂ 
3 
3 
-3 
3/5 
3/5 
9/5 

8 
Х2 

4 
И 
-8 
0 
Г 
0 

0 
^3 
1 
0 
0 
1 
0 
0 

0 
Х4 
0 
1 
0 

-4/5 
1/5 
8/5 

2 
26 
30 
-11 
2 
6 
37 

В индексной строке нет отрицательных элементов, следова­
тельно, получено решение (план), соответствующее максимальной 
прибыли: 

^ = (0; 21/5; 6/5; 0);Z^3x = 33,6. 

Анализ решения 
1. Продукция вида А не производится Х] = О, а продукция вида 

В производится 21/6 единиц. 
2. Хз = 6/5 указывает на то, что по этому плану производствен­

ное оборудование при выполнении первой операции простаивает 
6/5 ч. 

3. Максимальная прибыль равна 33,6 руб. 
4. Элемент 9/5 в индексной строке указывает на то, что допол­

нительное производство одной единицы продукции А уменьшает 
прибыль на 9/5 руб. 

5. Значение индекса 3/5 указывает на то, что дополнительный 
час работы оборудования при выполнении второй операции увели­
чивает прибыль на 8/5 руб. Соответственно сокращение времени 
работы на один час уменьшает прибыль на 8/5 руб. 

Решение задачи «б» симплекс-методом представлено в табл. 10.2. 
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Таблица 10.2 

1 ^ 
0 

1 
0 

^3 
Х4 

1̂ 
Х4 

Решение задачи по б) критерию 

0 

18 
21 
0 
6 
3 
6 

1 
1̂ m 
3 
-1 
1 

3/05 
9/05 

1 
Х2 

4 
5 
-1 
4/3 
1 
1/3 

0 
^3 
1 
0 
0 
1/3 
-1 
1/3 

0 
Х4 
0 
1 
0 
0 
1 
0 

Z 
26 
30 
-2 
29/3 
4 

20/3 

Анализ решения 
1. Производится шесть единиц продукции А Xi = 6, продукция 

вида В не производится ^2 = 0. 
2. Хз = О производственные мощности при выполнении первой 

операции используются полностью. Х4 = 3 — производственные 
мощности при выполнении второй операции не использованы в 
течение 3 часов. 

3. 1/3 в столбце Х2 показывает, насколько сократился объем 
продукции, если изготовить единицу продукции вида В. 1/3 в столб­
це Хз означает, что увеличение времени работы на первой операции 
(на 1 час) позволит выпустить добавочно 1/3 изделия вида. 

4. Общая прибыль равна 6 - 3 = 1 8 руб. 
Решение задачи «в» симплекс-методом представлено в табл. 10.3. 

Анализ решения 
1. Нуль в столбце констант показывает, что имеющиеся мощ­

ности используются полностью. (Время простоя оборудования 
равно 0). 

2. Продукции вида А производятся две единицы (xi = 2), а про­
дукции вида В три единицы (Х2 = 3). 

3. Прибыль при осуществлении программы максимального ис­
пользования оборудования равна 3 • 2 + 3 • 8 = 30 руб. 

Для сравнения полученных решений сведем результаты в таб­
лицу (табл. 10.4). 

Если оценивать работу предприятия по трем показателям (табл. 
10.4), то вполне очевидно, что третий вариант наилучший. 

Рассмотрим второй способ (метод уступок), вначале сформули­
руем алгоритм метода. 
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Таблица 10.3 

1 1 
-1 

-1 
0 

0 
0 

^3 

Х4 

^3 

^2 

^1 

^2 

Решение задачи по в) критерию 

0 

18 
21 

-39 
6/5 
21/5 
-6/5 

2 
3 
0 

0 

^1 

3 
3 

- 6 
3/5 
3/5 

-3/5 
1 
0 
0 

0 

Х2 

4 

Ш 
-9 
0 
1 
0 
0 
1 
0 

-1 

^3 

1 
0 
0 
1 
0 
0 

5/3 
-1 
1 

-1 

Х4 

0 
1 
0 

-4/5 

1/5 
9/5 

-4/3 
1 
1 

Е 
26 
30 

-54 1 
2 
6 
0 

10/3 

4 1 
2 1 

X = (2; 3^0; 0), 

Решение задачи по трем критериям 
Таблица 10.4 

Критерий 

Максимум при­
были 

Максимум про­
дукции 

Минимум вре­
мени простоя 
оборудования 

Количество 
изделий, ед. 

А 

0 

6 

2 

В 

4,2 

0 

3 

Общее 
количе­
ство, ед. 

4,2 

6 

5 

Прибыль 

33,6 

18,0 

30,0 

Неиспользованная 
мощность 

I 

1,2 

0 

0 

II 

0 

3 

0 

всего 

1,2 

3 

0 

1. Расположить критерии по их значимости (наиболее важный 
считается первым). 

2. Решить задачу по первому критерию, Zj = Zj* , т. е. отыскать 
экстремальное значение Z^* целевой функции Zj. 

3. Сделать уступку по первому критерию, иными словами, 
уменьшить величину Zj до значения Z^ = Ki Z^\ О < /Г̂  < 1. 
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4. В задачу ввести дополнительное ограничение Ẑ  > KiZi*, 
5. Решить задачу по второму критерию Z2 = Z2*. 
6. Обратиться к пункту 3, сделать уступку для второго критерия 

Z2 = :̂2Z2*; О < АГз < 1. 
7. Ввести в задачу дополнительное ограничение Z2 > ^2^2*-
8. Новую задачу, уже с двумя дополнительными ограничения­

ми, решить по третьему критерию и т. д. 
9. Процесс итерации заканчивается, когда решение будет полу­

чено по всем критериям. 
Проведем геометрическую интерпретацию этого метода. 
Решить задачу по двум критериям, считая первый наиболее 

предпочтительным. Его отклонение от максимального составляет 
не более 10%. 

Îmax "= ^1 + 2X2; Z2min "= ^1 "̂  -̂ 2' 
Х] + 2̂ 2 > 6; 

xi < 4; 
Х2 < 5; 

xj > 0; Х2 > 0. 

Решение 
Используя первый критерий, находим область допустимых ре­

шений АВСД, Максимальное значение целевой функции достигает­
ся в точке С (4,5), представленной на графике (рис. 10.7). 

Делаем уступку на 10%/j = 0,9 . 14 = 12,6; получаем дополни­
тельное ограничение Х] + 2x2 > 12,6 (на рис. 10.7 — прямая). С уче­
том дополнительного ограничения областью решения является тре­
угольник ЕСК. Минимальное значение целевой функции Zj дости­
гается в точке Е (2,6; 5). 

Рис. 10.7. Графическое решение многокритериальной задачи 
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Таким образом, план в точке Е (2,6; 5) будет наиболее эффек­
тивным при данных условиях 

X = (2,6;5), Zimax = 12,6; Zi^m = ^7,6. 

Задачи 
Используя графический метод, найти наибольшее и наимень­

шее значения следующих функций: 
10.1. Z^i, = (xj ~ 6)2 + (Х2 - 2Y 

Xi + 2x2 < 8 
3xi + Х2 < 15 
Xi + Х2 > 1 
xi > 0; Х2 > 0. 

10.2. Z^in = 2(х, - 7)2 + 4(Х2 ~ 3)2 
Xj + 2x2 > 2 
Xj + Х2 < 6 
2Xi + Х2 < 11 
xi > 0; Х2 > 0. 

10.3. Z^x = 2xi - 0,2x1^ + 3x2 - 0'2х22 
2xi + 3x2 ^ 13 
2 x i + x 2 < 1 0 
xi > 0; X2 > 0. 

10.4. Z^ax = 3xi - 0,3x1^ + 6x2 - 0,3x2^ 
9xi + 8x2 < 72 
xi + 2x2 < 10 
xj > 0; X2 > 0. 

Решить градиентным методом, начиная процесс оптимизаци­
онного поиска с указанной точки XQ И сопровождая решение гра­
фиком: 

10.5. Zmax = 3xi - 0,2x1^ + Х2 - 0,2x2^ 
Xj + Х2 < 7 
Xi + 2x2 < 10 
xi > 0; Х2 > о 
So = (1; 2). 

10.6. Z^ax = 2Xi - 0,1X1^ + 3X2 - 0,1X2^ 
5xi + 2x2 > 30 
3xi 4- 4x2 ^ 24 
X, > 0; X2 > 0 
xo = (3; 1). 
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10.7. Обработка деталей А, В и С может производиться на трех 
станках (I, II, III). В таблице указаны нормы затрат времени на об­
работку станком соответствующей детали, цена одной детали (в руб.), 
стоимость 1 часа работы станка и предельное время работы станка. 

^*\̂ ^^^ Детали 

Станки ^̂ v̂,s.,̂ ^ 

I 
п 
III 

Цена 

А 

0,2 
0,6 
0,2 
10 

Норма времени 

В 

0,1 
0,3 
0,1 
16 

С 

0,05 
0,2 
0,4 
12 

Стои­
мость 

30 
10 
20 

Предель­
ное время 

40 
60 
30 

Составить математическую модель по определению оптималь­
ной производственной программы, предполагая, что каждая деталь 
при ее изготовлении должна последовательно обрабатываться на 
каждом из станков: 

а) максимум товарной продукции; 
б) максимум прибыли; 
в) максимум продукции в натуральном выражении; 
г) максимум товарной продукции при заданном ассортименте 

3:2:1. 
Провести сравнительный анализ полученных решений. 
10.8. Найти компромиссное решение с учетом отклонения от 

максимального значения по первому критерию на 40%. 

^min "= ^1 "̂  3X2; 
3x1+ 2x2 ^ 9; 

2x1 - 3 Х2 < 8; 
~Xi + 3 Х2 < 2; 

Х2<5; 
xi > 0; Х2 > 0. 

10.9. Найти компромиссное решение задачи, считая второй 
критерий наиболее предпочтительным. Его отклонение от мини­
мального значения 20%. 

-̂ Imax = 2Xi + 4X2 » -̂ min ~ ^1 "̂  ^Ь 
4 xi + 4 Х2 < 20; 
12 Xi + Зх2>24; 

x i < 3 , 
Х2< 3, 

xi > 0; Х2 > 0. 
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Глава 11 
Динамическое программирование 

11.1. Общие понятия о динамическом 
программировании 

Развитие производительных сил и усложнение связей в общест­
ве привели к необходимости научного подхода к проблеме плани­
рования и управления. Оказалось, что многие задачи планирова­
ния и управления можно трактовать как процесс поэтапного выбо­
ра (принятия решений). 

Задачи оптимального планирования (управления) обычно со­
стоят в следующем. Рассматривается некоторая система 5, состоя­
ние которой со временем меняется. Процесс изменения состояний 
системы — управляемый, т. е. можно влиять на его ход посредством 
выбора управляющих факторов Ui, С процессом связан некоторый 
критерий W, характеризующий качество управления и зависящий 
от него. Оптимальность планирования означает выбор наилучшего 
управления для достижения поставленной цели, те. выбор такого 
и, чтобы W(U) было оптимальным. 

Задачи динамического программирования имеют ряд особен­
ностей. 

1. В них рассматривается процесс поведения системы во вре­
мени. 

2. Состояние системы в каждый момент времени однозначно 
определяется численными значениями небольшого набора пара­
метров. 

3. Операция выбора решения состоит в преобразовании этого 
набора параметров в такой же набор с другими числовыми значе­
ниями. 

4. Если система в рассматриваемый момент времени находится 
в некотором состоянии, то ее поведение в дальнейшем определяет­
ся этим состоянием и выбираемым управлением, но не зависит от 
предыстории (т. е. от того, в каких состояниях находилась система 
до этого момента). 

Пусть имеется система S, состояние которой характеризуется 
вектором X = (xj, Х2, ..., х„). 

Численное значение набора параметров в момент времени / 
обозначим через Х/. 

Пусть в момент / на систему S воздействует управляющий фак­
тор и\ в результате которого в следующий момент / + 7 она пере-
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ходит в новое состояние. Символически такой переход можно пред­
ставить в виде 

Пример 11.1. Пусть имеется сеть дорог, соединяющих насе­
ленные пункты. Рассмотрим в качестве системы человека, пере­
двигающегося из одного пункта в другой. 

Процесс движения естественно рассматривать как многоэтап­
ный. Каждый этап состоит в переходе из одного пункта в соседний 
и совершается (условно) за единицу времени. Человек, находящий­
ся в момент / в каком-то пункте Aj, вообще говоря, мржет из него 
попасть в различные соседние пункты. Управление U\ принимае­
мое системой — человеком, и будет определять выбор конкретного 
соседнего пункта /Г̂ +ь ^ который человек будет двигаться из К^. 
Очевидно, что следующие состояния человека (пункт K^+i), в кото­
ром он окажется через единицу времени, однозначно определяется 
его предыдущим состоянием АГ/ (пунктом, где он был) и принятым 
управлением I/ — решением куда двигаться. 

Если в нашем примере человек поставил цель попасть из пунк­
та ^ в пункт Д то естественно возникает задача выбрать управле­
ние так, чтобы движение из А в В проходило по кратчайшему пу­
ти. Оптимальное управление - это последовательность решений о 
том, через какие пункты надо двигаться, чтобы пройденный путь 
из А в В был самым коротким из всех возможных. 

Специфика метода динамического программирования состоит 
в том, что для отыскания оптимального управления изучаемый 
процесс расчленен на этапы. Он представляется как развивающий­
ся по этапам, причем каждый раз оптимизируется управлением 
только на одном этапе. 

Динамическое программирование (планирование) — это плани­
рование дальновидное, с учетом будущего, а не близорукое, когда 
руководствуются принципом «лишь бы хорошо сейчас, а там — что 
будет». 

Как же находить оптимальное управление в многошаговом про­
цессе? Общее правило состоит в том, что управление на каждом 
шаге надо выбирать с учетом будущего. Из этого правила есть ис­
ключение -- это последний шаг, где можно действовать без огляд­
ки на будущее: его на последнем шаге нет. 

Управление на последнем шаге надо выбирать так, чтобы полу­
чить наибольший эффект без учета будущего (так как его нет). По­
этому процесс динамического планирования естественно развора­
чивается с конца, сначала планируется последний шаг Как же это 
планировать, если неизвестно, чем кончился предпоследний шаг 
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Очевидно, надо сделать различные предположения о том, чем кон­
чился предпоследний шаг, и для каждого из них выбрать управле­
ние на последнем. Таким образом, приходим к понятию условно 
оптимального управления — оптимального управления, найденно­
го в предположении, что предыдущий шаг окончился так-то. 

Динамическое программирование основывается на принципе 
нахождения на каждом шаге условно оптимального управления для 
каждого возможного исхода предшествующего шага. 

Руководствуясь этим принципом, мы разворачиваем процесс 
нахождения оптимального управления с конца, находя сначала ус­
ловно оптимальное управление для каждого возможного исхода 
предпоследнего шага, а затем на основе его условно оптимальное 
управление на предпоследнем шаге и т. д., пока не дойдем до пер­
вого шага. На первом шаге нам надо делать гипотезы о состоянии 
системы — мы знаем, с чего начинается процесс, и можем с учетом 
найденных условно оптимальных управлений на последующих ша­
гах найти безусловно оптимальное управление на первом шаге, т. е. 
такое управление, которое с учетом всех условно оптимальных уп­
равлений на последующих шагах дает оптимальное управление для 
всего процесса. 

Итак, методология динамического программирования состоит 
в расчленении задачи на этапы и поэтапном построении оптималь­
ного управления на каждом шаге. 

11.2. Задача о замене оборудования 
Идеи и принципы динамического программирования рассмот­

рим на простом примере, подобранном так, чтобы основные идеи 
не загромождались техническими деталями. В связи с этим наша 
задача будет предельно простой, но за счет некоторых изменений 
может быть сделана адекватной действительности. 

Известно, что проблема замены старого парка машин новыми, 
устаревших орудий — современными — одна из основных проблем 
индустрии. 

Оборудование со временем изнашивается, стареет физически и 
«морально»; в процессе эксплуатации либо падает производитель­
ность оборудования, либо растут эксплуатационные расходы, либо 
и то и другое. Поэтому задача о замене оборудования весьма акту­
альна. 

Формулировка задачи: рассматривается плановый период из 
нескольких лет, в начале которого имеется одна машина фиксиро­
ванного возраста. В процессе работы машина дает ежегодно доход, 
требует эксплуатационных затрат и имеет остаточную стоимость, 
причем все перечисленные характеристики зависят от возраста ма-
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шины, в любой год машину можно сохранить или продать по ос­
таточной стоимости и купить новую по известной цене (которая 
может меняться со временем). Задача состоит в следующем: для 
каждого года в плановом периоде надо решить — сохранять имею­
щуюся в этот момент машину или продать ее и купить новую с тем, 
чтобы суммарная прибыль за весь плановый период была макси­
мальной. 

Переход системы S из одного состояния в другое за 1 год в за­
висимости от принятого решения можно изобразить графически 
(рис. 11.1). 

t 

V+i(̂ +1) 
Машина 
возраста f+1 

л=Л/ Л/-1 

1 (̂1) Машина 
возраста 1 год 

Л/~/-1 

Рис. 11.1. Переход системы S из состояния в «новое» состояние за 1 год 

Введем в рассмотрение функцию /„(t) - величину суммарного 
дохода (прибыли) за последние п лет планового периода при усло­
вии, что в начале этого периода из п лет имеется машина возраста /. 

Функции/i(О,/2(0, ...,У^(0, учитывающие вклад последующих 
шагов в общий эффект, называются функциями Беллмана — по фа­
милии американского математика Р. Беллмана, создателя метода 
динамического программирования. С помощью этих функций ве­
дется анализ задач динамического программирования. Очевидно, 
если мы сумеем вычислить yj,(/o) и найти политику замен, то это и 
будет решение задачи. 

Предположим, что к началу последнего года планового перио­
да л = 1 у нас имеется машина возраста t. В нашем распоряжении 
две возможности. Рассмотрим их. 
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Возможность I-M: сохранить машину и, следовательно, полу­
чить за последний год доход 

Z(t)^U(t), (11.1) 

Введем следующие обозначения: 
/ — возраст машины: / = О, 1, 2,..., (̂  == О ~ соответствует ис­

пользованию новой машины, / = 1 — соответствует ис­
пользованию машины возраста 1 год и т.д.); 

Z(t) — стоимость продукции, производимой за 1 год на маши­
не возраста /; 

U(t) - эксплуатационные затраты за 1 год на машину возраста 
г; 

S{t) — остаточная стоимость машины возраста /; 
Т — текущее время в плановом периоде; 
Р{Т) — цена новой машины в году Г (может меняться со време­

нем от изменения цен; для простоты будем считать, что 
Р(Т) = Р, т. е. не зависит от времени); 

0̂ ~ начальный возраст машины; 
N — длина планового периода. 
Мы сделали ряд упрощений, чтобы не осложнять анализа зада­

чи. Так, например, мы считаем, что функции Z(t), U{t), S{t) не за­
висят от текущего времени. 

В нашей задаче в качестве системы S рассматривается машина, 
набор параметров, характеризующих ее состояние, состоит из един­
ственного параметра — возраста машины. В качестве возможных 
управлений рассматриваются два решения — о сохранении имею­
щейся машины и о ее замене на новую. Условимся считать, что ре­
шения принимаются в моменты п = N; N — I:,.. I, Таким образом, 
плановый период разбит на шаги длиной в 1 год и в каждый из них 
решается — сохранить или заменить машину 

Возможность 2'я: продать имеющуюся машину и купить но­
вую, что обеспечит в последний год доход 

5(0 ~ Р + Z(0) ~ t/(0). (11.2) 

Для принятия решения необходимо вычислить функцию Белл-
MaHa/i(/), которая для нашего случая имеет вид: 

\Z{t) - U(t) сохранение машины; 
'^'' [5(/)-P + Z(0)-i/(0) замена машины. ^ "̂^ 

Задача будет решена, если мы определим прибыль за весь пла­
новый период, т.е. найдем значение функции/дг(0- Вначале попы­
таемся установить связь между выражениями 
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Л - ы и / , . (11.4) 

Если связь между ними будет найдена, то последовательно, дви­
гаясь с конца, где л = 1, и зная/1(/), сможем найти/2(0, --.fnif), —, 
ff^t) и тем самым решить задачу 

Итак, предположим, что с конца планового периода остается 
п + 1 год; в нашем распоряжении имеется машина возраста / и мы 
ищем оптимальную политику для периода длиной л + 1 год. Этот 
период разбивается на две части (рис. 11.2). 

1 п л е т 
— ^ Г ^ 

Рис. 11.2. 

Рассмотрим все возможные решения в «первом году» для ма­
шины возраста / и для каждого состояния системы найдем опти­
мальную политику в оставшейся части из п последних лет. Так мы 
получим политики на весь период из л + 1 последних лет, лучшая 
из которых и будет условно оптимальной для всего периода. 

В случае сохранения машины доход за рассматриваемый пери­
од определяется выражением: 

Д 0 - £ / ( 0 + / п ( ^ + 1 ) . (11.5) 

В случае замены машины аналогичной имеем: 
S{t) - Р + ДО) - U{Q) +/,(1). (11.6) 

Для принятия окончательного решения вычислим функцию 
Беллмана вида 

\Z(t)-U{t) + fn{t-¥\) сохранение машины; 
''̂ ^ " [ ^ ( О - ^ ' + ̂ (0)-г/(0) + Л(1) замена машины. ^^ '̂̂ ^ 

Рекуррентные формулы (11.3.; 11.7) позволяют реализовать кон­
цепцию динамического программирования и развернуть процесс 
нахождения оптимальной политики с конца, последовательно на­
ходя/i(/),/2(0, ...,/п(0> -мЛКО для различных значений /. 

Пример 11.1. Пусть функции Z(0, U{t) и значения А = Z{t) — 
— U{t) заданы табл. 11.1. 

Мы ограничились машиной возраста / < 10 лет, так как из табл. 
11.1 видно, что машина возраста / > 10 лет невыгодна. Будем счи­
тать условно (для простоты вычислений), что: 
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1) остаточная стоимость машины равна 0; 
2) цена новой машины со временем не меняется и равна 10 ус­

ловным единицам; 
3) длина планового периода Л̂  равна 10 годам, т. е. S(t) = 0; 

Р = 1 0 . 

Таблица 11.1 
Исходные данные 

/ 
до 
U{t) 
А 

0 
20 
10 
10 

1 
20 
11 
9 

2 
20 
12 
8 

3 
19 
12 
7 

4 
19 
13 
6 

5 
18 
13 
5 

6 
18 
14 
4 

7 
17 
14 
3 

8 
17 
15 
2 

9 
16 
15 
1 

10 
15 
15 
0 

Тогда формулы (11.3 и 11.6) принимают вид 

fi(t) = Z(t) — U(t) сохранение машины. (11.8) 

|Z(/)~f/(0 + /«(/ + l) сохранение машины; 
Л+1(0 = тах (11.9) 

[fnW замена машины. 

Используя полученные формулы, вычислим значения функций 
БеллманаУ ,̂(/) при различных nut. Значения функций будем впи­
сывать в табл. 11.2. 

Таблица 11.2 
Решение задачи о замене оборудования с использованием метода 

динамического программирования 

шо̂ ^̂ -̂̂  
/i(0 
fiiO 

т 
/4(0 
/5(0 
/б(0 
/7(0 
hit) 
/9(0 

/10(0 

0 
10 
19 
27 
34 
40 
45 
51 
58 
64 
70 

1 
9 
17 
24 
30 
35 
41 
48 
54 
60 
65 

2 
8 
15 
21 
26 
32 
39 
45 
51 
56 
63 

3 
7 
13 
18 
24 
31 
37 
43 
48 
55 
61 

4 
6 
11 

1 17" 
24 
30 
36 
41 
48 
54' 
60 

5 
5 
9 
17 
24 
30 
35 
41 
48 
54 
60 

6 
4 
9 
17 
24 
30 
35 
41 
48 
54 
60 

7 
3 
9 
17 
24 
30 
35 
41 
48 
54 
60 

8 
2 
9 
17 
24 
30 
35 
41 
48 
54 
60 

9 
1 
9 
17 
24 
30 
35 
41 
48 
54 
60 

10 
0 
9 
17 
24 
30 
35 
41 
48 
54 
60 
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Заполнение таблицы будем производить по строкам: сначала 
заполним первую строку, потом вторую и т. д. Заметим, что соглас­
но формуле (11.8.) первая строка табл. 11.2 совпадает с последней 
строкой табл. 11.1. 

Теперь перейдем к заполнению второй строки таблицы: 

/•тч fZ(0)^[/(0) + /i(l) flO + 9 сохранение 
/2 (0) = maxj = maxj =19 машины, 

/•n^ n..vH^>~^^'>^-^i^2) f9 + 8 сохранение 
/2(l) = max|̂ ^̂ ^̂  =max|^ =17 машины, 

|Z(5) - и(5) + /i (6) _ _ |5 + 4 _̂  ̂  сохранение 
машины. /2(5) = maxi =max^ =9 

Здесь обе политики - сохранения и замены - обеспечивают 
одинаковую прибыль — 9 единиц, выбираем в этом случае «старую» 
машину, к которой «привыкли». Далее 

' ^̂^ [Z(6)~f/(6) + /i(7) [4 + 3 ^ 
/2(6) = тах^ ^ =тах^ = 9 замена машины. 
^ l/i(l) [9 

Для того чтобы в таблице различать, в результате какой поли­
тики получается оптимальный доход (т. е. в данном случае/2(6)), 
мы будем величину оптимального дохода, соответствующую поли­
тике замены, записывать особым цветом, например, красным. 
Итак, значение/2(6) в таблице будет записано красным цветом. 

Можно показать, что/2(7) =/2(8) ~/2(9) =/2(10) = 9 и соответ­
ствует замене машины. 

После заполнения второй строки таблицы (11.2) заполняем тре­
тью, четвертую и т.д. В итоге черный цвет в таблице соответствует 
политике сохранения машины, а красный ~ политике ее замены (в 
табл. 11.2 жирная черта отделяет черные и красные числа). 

Построенная табл. 11.2 содержит очень много ценной инфор­
мации и позволяет решать целый ряд однотипных задач. 

Допустим, вначале имеется машина возраста 7 лет. Посмотрим, 
какова будет оптимальная политика действий для получения мак­
симальной прибыли за 10 лет планового периода. 
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Величина максимальной прибыли (согласно табл. 11.2) опреде­
ляется функцией Беллмана/1о(7) = 60. Теперь найдем оптимальную 
политику, обеспечивающую эту прибыль. 

Так как/1о(7) вписано в таблицу красным цветом, то для дости­
жения максимальной прибыли необходимо в первом году рассмат­
риваемого периода заменить машину на новую. По истечении од­
ного года мы за 9 лет до конца планового периода будем иметь ма­
шину возраста один год. Теперь надо действовать оптимально в ос­
тавшийся период, располагая машиной возраста один год, т. е. 
найти ^(1) из девяти лет. Из табл. 11.2 видно, что^(1) - черное, 
следовательно, во втором году надо сохранить машину. Рассматри­
вая процесс по годам, замечаем: /§(2) — черное, /7(3) — черное, 
/5(4) — черное,/5(5) — красное. Последнее выражение (/$(5) — крас­
ное) указывает на то, что по истечении пяти лет планового перио­
да машину надо менять на новую. Действуя далее оптимально, най­
дем последовательно:/4(1) - черное,/з(2) ~ черное,/2(3) - черное, 
/i(4) — черное. Итак, используя табл. 11.2, мы найдем оптимальную 
политику, которую можно представить схемой 

замена •/9(1)' сохранение •/8(2) сохранение/yw) сохранение/б^^/ сохранение 

/5(5)-
замена /4(1)' сохранение •/з(2) сохранение сохранение 

71(4 )—^. 
в рассмотренной задаче число возможных решений, принима­

емых ежегодно, равно двум (сохранить машину или заменить). На 
практике часто применяют решение о покупке неновой машины; в 
этом случае необходимо включить в число возможных решений 
(управлений) решение: заменить имеющуюся машину возраста t на 
машину возраста /̂  < 5 (на старую заменять невыгодно). 

В этом случае рекуррентные формулы (11.3 и 11.7) существен­
но усложняются. Динамическое программирование позволяет 
учесть все решения (управления), которые вызывают практический 
интерес. 

Эффективность динамического программирования обусловлена 
использованием рекуррентных формул (11.3; 11.7), позволяющих 
осуществить рациональный процесс поиска оптимальных вариан­
тов, чем полный перебор вариантов. Это делается при помощи 
функций Беллмана, несущих информацию об оптимальном про­
должении процесса. 
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Глава 12 
Параметрическое 
программирование 

12.1. Постановка задачи 
и геометрический метод ее решения 

Задачи параметрического программирования являются обобще­
нием задач линейного программирования. Это обобщение состоит 
в том, что исходная информация задач параметрического профам-
мирования изменяется линейно в зависимости от некоторого пара­
метра. Если предположить, например, что произведенная предпри­
ятием продукция подлежит хранению, то ее стоимость будет скла­
дываться из двух частей: 

постоянной - стоимости продукции на момент изготовления; 
переменной - зависящей от срока хранения продукции. 
Целевая функция, если она отражает стоимость, будет выражена 

через коэффициенты, линейно зависящие от параметра t (время). 
Часто на практике встречаются задачи, в которых значение ко­

эффициентов целевой функции известны лишь приближенно. 
Представив их в виде линейных функций параметра /, можно про­
анализировать решения задач при различных значениях этих коэф­
фициентов. Аналогично можно провести исследования для случая, 
когда изменяются коэффициенты системы ограничений. Остано­
вимся только на целевой функции. Итак, задача заключается в сле­
дующем. Дана система ограничений: 

« 2 Л + ^ 2 2 ^ 2 + - + «2/1̂ А1 ^^2 

(12.1) 

Xj>0; j = hn. 

Задана целевая функция Z: 
п 

Zt = l (cj+djt)xj-^m20i, (12.2) 

в которой коэффициенты при переменных являются линейными 
функциями параметра /, / е [а, Р]. 
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в данном случае определить просто опти>1альный план нельзя, 
так как он может изменяться при различных значениях /. Поэтому 
задача формулируется следующим образом: требуется разбить отре­
зок [а, Р]. на конечное число интервалов, в которых целевая функ­
ция Z^ достигает максимума (минимума) в одной и той же верши­
не многогранника решений. 

Проведем геометрическую интерпретацию задачи параметриче­
ского программирования. Полагая / = а и ограничиваясь только 
двумя переменными, получаем обычную задачу линейного про­
граммирования (рис. 12.1). 

Za(max) 

Рис. 12.1. Геометрическая интерпретация задачи 

При t = о! изменяются коэффициенты целевой функции, гео­
метрически это значит, что прямая, соответствующая Z^, поверну­
лась на некоторый угол. Из рис. 12.1 следует, что Z^^^^^ достигает­
ся в точке v4i, а Z^^^^ — в точке Ai. Естественно предположить, что 
при некотором значении t' максимальное значение достигается од­
новременно в точках /41 и .42. В этом случае прямая, соответствую­
щая целевой'функции, параллельна стороне A^A-i многоугольника 
решений. Фиксированное значение t' является граничной точкой 
между двумя соседними интервалами отрезка [а, Р]. Исходя из из­
ложенного, задачу параметрического программирования с двумя 
переменными можно решить графически. 

Пример 12.1. Разбить отрезок / G [0; 8] на такие интервалы, в 
которых целевая функция Z^ = 4xi + (2 + f)X2 достигает максимума 
в одной и той же вершине многогранника решений, и найти соот­
ветствующее значение переменных: 
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2xi - 5̂ 2 < 10; 
Xi + X2 > 5; 
-xi - X2 < 4; 

4xi + 5x2 < 40; 
xj > 0; X2 > 0. 

Решение 
Положив / = О (наименьшее значение t из заданного промежут­

ка), находим геометрически Z^^^y^ (рис. 12.2) в точке С. 
Далее приравняем Z^ к нулю и находим уравнение разрешаю­

щей прямой при любом /: 

^2 2 + / 
XI. 

Выпишем угловой коэффициент К^ этой прямой и исследуем 
его поведение при изменении параметра t: К^ = —4/(2 + t) при 
/ - 0 ; А ^ = - 2 . 

Рис. 12.2. Геометрическое решение задачи 
параметрического программирования 

Найдем производную углового коэффициента по параметру t\ 

(К,У = -4/(2 + t)\ 
Так как производная при любом t положительна, угловой ко­

эффициент при увеличении / возрастает. Найдем предел его возра­
стания 
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ИтК^ = £im(-4 / (2 + 0) = -0. 
/->оо 

При / -^ +00 угловой коэффициент К^ приближается к нулю со 
стороны отрицательных значений, следовательно, разрешающая 
прямая поворачивается против часовой стрелки до предельного го­
ризонтального положения. В процессе указанного анализа необхо­
димо понять, что при вертикальном положении прямой угловой 
коэффициент как функция терпит разрыв. При враш;ении прямой 
против часовой стрелки от оси абсцисс до вертикального положе­
ния угловой коэффициент возрастает от О до +«», при дальнейшем 
вращении прямой он возрастает от -оо до 0. 

В рассматриваемом примере при изменении параметра t от ну­
ля до некоторого значения максимальное значение целевой функ­
ции будет в вершине С, затем в некоторый фиксированный момент 
времени оптимум будет достигаться на отрезке ВС, а затем он пе­
рейдет в точку В и останется в ней для всех значений / отрезка [0; 
8]. Определим значение параметра /, при котором Z âx будет соот­
ветствовать всем точкам отрезка ВС. 

Поскольку в этот момент прямая ВС и разрешающая прямая 
должны быть параллельны, приравняем их угловые коэффициен­
ты. Угловой коэффициент прямой ВС, Kg^ = -4/5, следовательно, 
-4/(2 + /) = -4/5, откуда / = 3. Итак, при О < / < 3 оптимальное ре­
шение будет в вершине С (8,3; 1,3), при / = 3 оно достигается на 
всем отрезке ВС, а при 3 < / < 8 - в точке В (2,2; 6,2). 

12.2. Аналитический метод 
решения задач параметрического 
программирования 

Алгоритм решения задачи в общей форме состоит из двух 
частей. 

1. Фиксируем значение / из заданного промежутка, допустим 
самое меньшее ^ = а. Тогда в целевой функции все коэффициенты 
станут постоянными. Решаем полученную задачу симплекс-мето­
дом и находим вершину, в которой Z^ достигает максимума. 

2. Определяем все значения параметра t, для которых максимум 
достигается в той же вершине. Найденный интервал исключаем из 
заданного отрезка [а, Р]. Для оставшегося интервала снова решаем 
задачу, т. е. переходим к п.1 алгоритма. Так продолжаем до тех пор, 
пока не будет разделен на частичные интервалы весь отрезок[а, Р]. 

Проанализируем пункты алгоритма более подробно. 
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1. Полагая / = а, целевая функция принимает вид: 
п 

^ а = ^icj+dja)xj, 
М 

Составляем первую симплекс-таблицу, добавляя две строки: для 
коэффициентов с, и dj (табл. 12.1): 

Таблица 12.1 
Форма симплекс-таблицы для решения задачи 

параметрического программирования 

"̂̂ ^̂ ..̂ ^̂  Свободный 

Базисный ^̂ "̂̂ о.̂ ^̂  

^л + 1 

^п + т 

Za 

^/ 

Свобод­
ные 

члены 

^1 

0 

X i , Х2г . . . Х^ 

(̂Z-

- ( q + d^a) ... 
~(с„ + ^^а) 

- C i , - С2 . . . - С„ 

- й^1, - й ^ 2 - - ^/1 

^я + 1 •• 

1 
1 

00... 

00... 

00... 

^п + т \ 

1 

1 

0 

0 

0 1 
в строке Z(x табл. 12.1 в каждом столбце фактически будет сто­

ять одно число, равное Cj + rf^<x. В последних двух строках записа­
ны индексы линейной формы Zf для произвольного параметра /. 

Обычным симплекс-методом находим оптимальный план, при­
чем этим же преобразованиям подвергаются элементы двух послед­
них строк. В итоге получаем данные табл. 12.2. 

Необходимо отметить, что в табл. 12.2 столбцы, соответствую­
щие базисным переменным, являются нулевыми (т. е. содержат 1 
на пересечении ^-столбца и 5-строки, а остальные нули). 

Поскольку план, полученный в табл. 12.2, оптимален, все ко­
эффициенты ZQJ строки неотрицательны: 

(Pj + qja) > 0. 

После этого переходим ко второму пункту алгоритма. Надо вы­
делить интервал времени t, в котором максимум Zf достигается в 
той же вершине. Иными словами, надо найти такие значения ^ для 
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Таблица 12.2 
Общий вид оптимального плана 

"̂""•"-̂ .̂ ..̂ ^̂  Свободный 

Базисный ^̂ ""--.̂ .̂ ^ 

^1 

^п + т 

Zee 

Zt 

Свобод­
ные 

члены 

bs 

P+Qa 

Р 

Q 

Х|, Х2, ... Х„ 

h 

Pi + д^а ... Рп + д^а 

P i - Рп 

Q\-' Яп 

'-Х„ + 1 ... 

^п + т 

1 
1 

1 

1 

Рп + т'^ Qn-i-m^l 

Рп + т 

Яп + т 

которых план, полученный в табл. 12.2, будет оставаться оптималь­
ным. План оптимален, если все коэффициенты функции Zf будут 
неотрицательны: 

Pl-\-qxt>0 
P2+q2t>0 (12.3) 

Pn'^g„t>0. 

Столбцы, соответствующие базисным переменным, можно не 
рассматривать. Из решения полученной системы неравенств мож­
но найти интересующий нас интервал. 

Рассмотрим несколько случаев: 
а) Пусть все коэффициенты qj > 0,у = 1,л. Тогда / > -Pj/qp па­

раметр /, удовлетворяющий системе (12.3), определяется выраже­

нием />тах Верхняя граница для / стремится к + <». 

Таким образом, окончательно 

ai =max — Р/ </(+оо = а 2 . 
'JJ 

(ПА) 

В интервале (12.4) целевая функция достигает максимума в той 
же вершине. 
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б) Пусть все коэффициенты QJ < О, тогда из (12.3) имеем / < 
< —Pj/Qy Для того чтобы значение / удовлетворяло всей системе 

(12.3), необходимо положить t<m\n 
стремится к — <», поэтому 

--Pi 
Нижняя граница для / 

ai = -оо(/ < min {-Pj/qj) = aj. (12.5) 

в) Пусть среди элементов qj имеются как положительные, так и 
отрицательные числа. 

Разделив неравенства системы (12.3) на две группы соответст­
венно знакам qj, получаем два интервала (12.4) и (12.5), объединяя 
эти интервалы, получим 

ai = max (-pj/qd < / < min (-pj/qj)= аз-
(12.6) 

qj > 0 qj<0 

r) Если qj = 0, TO соответствующий коэффициент функции бу­
дет неотрицательным при любом t, поэтому на такой столбец мож­
но не обращать внимания. 

Сравниваем полученный интервал (щ; а2) с заданным [а, Р]. 
Независимо от значения щ, левой границей первого интервала бу­
дет а, так как aj больше а быть не может. Если а2 > Р, то весь от­
резок попадает внутрь интервала [aj, а2], и задача решена. Для лю­
бого значения параметра / е [а, р] максимум Zf достигается в од­
ной и той же вершине 

а р 
I 1 1а2. 

«1 

Если а2 < Р, то найденный интервал исключаем из рассмотре­
ния и решаем задачу для оставшегося интервала (а2, р). Для этого 
полагаем г = а2 и заменяем строку Z^ строкой ZCJ2. За разрешаю­
щий столбец в новой таблице выбираем тот, по которому опреде­
лено значение / = а2 (в этом столбце на пересечении с Zo^2-cтpoкoй 
находится элемент, равный нулю). Если нули находятся в несколь­
ких столбцах, то за разрешающий можно брать любой из них. 

Для найденного решения снова определяем интервал измене­
ния параметра / и т. д. Если в разрешающем столбце не окажется 
положительных элементов, задача на оставшемся интервале не име­
ет решения. 
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П р и м е р 12.2. Решить задачу параметрического программиро­
вания 

2xi +3x2 + х з < 1 ; 
3xi +2x2 ~ 2 х з < 3 ; 
4xi + 2x2 + ^3 - 4j 

ху>0 У = 1ГЗ; 

Zf=txi+(l + /)Х2 + (6 - 20^3 "^ ̂ ^ > 
^е[1; 8]. 

Решение 
Приведем задачу к виду, допускающему применение алгоритма, 

и найдем выражение целевой функции при t=l (левый конец за­
данного промежутка): 

2Х1+ЗХ2+Х3+Х4 =1; 
Зх1+Х2-2хз+ Х5+Х5=3; 
4x1 •** 2x2 + ^3 "•• ^6=4; 
Zi=xi+ 2x2 + 4̂ :3 -~> niax. 

Составим первую симплекс-таблицу с дополнительными строч­
ками для функции Zf и выполним преобразование симплекс-табли­
цы для решения задачи (табл. 12.3—12.4). 

Таблица 12.3 

К Сво-
\ бод-

\ные 
Б а \ 
зис- \ 
ные \ 

Г Х4 

Х5 

Ч 
Zt 

Zt 

0 

св. ч 

1 
3 
4 
0 
0 
0 

1 

^1 

2 
3 
4 

- 1 
0 

-1 

2 

^2 

3 
1 
2 

- 2 
- 1 
-1 

4 

^3 

- 2 
1 

- 4 
- 6 
2 

! 0 

Х4 

1 
0 
0 
0 
0 
0 

0 

ч 

0 
1 
0 
0 
0 
0 

0 

ч 

0 
0 
1 
0 
0 
0 

s 
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Таблица 12.4 

К Сво-
\ бод-
\ ные 

БаД 
зис- \ 
ные \ 

1 ^̂  
^5 

^6 

^ 

А 

0 

св. ч 

1 

5 

3 

4 

6 

- 2 

["" "l 

^1 

2 

7 

2 

7 

12 

-5 

2 

^2 

3 

7 

-1 

10 

17 

-7 

4 

^3 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Х4 

1 

2 

-1 

4 

6 

- 2 

0 

Х5 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

^6 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

S 

Таблица 12.5 

К Сво-
\ бод-
\ные 

БаД 
зис- \ 
ные \ 

1 ^̂  
^5 

ч 
^\У5 

Zt 

0 

св. ч 

1 

5 

3 

6/5 

6 

- 2 

1 

^1 

И 
7 

2 

0 

12 

-5 

1 2 

^2 

3 

7 

-1 

1/5 

17 

-7 

^ 4 

^3 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

! 0 

Х4 

1 

2 

-1 

6/5 

6 

- 2 

' 0 

^5 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

! 0 

ч 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

2 
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Таблица 12.6 

К Сво-
\ бод-
\ные 

БаД 
зис- \ 
ные \ 

^1 

^5 

^6 

^12/5 

^t 

0 

св. ч 

1/2 
3/2 
2 

6/5 
0 

1/2 

1 

^1 

1 
0 
0 
0 
0 
0 

2 

^2 

3/2 
-7/2 
- 4 
1/5 
- 1 
1/2 

4 

^3 

1/2 
-7/2 
- 1 
0 

- 6 
5/2 

0 

Х4 

1/2 
-3/2 
- 2 
6/5 
0 

1/2 

0 

^5 

0 
1 
0 
0 
0 
0 

0 

ч 

0 
0 
1 
0 
0 
0 

S 

в табл. 12.4 получено оптимальное решение, так как все коэф­
фициенты ZpCTpoKH неотрицательны — х = (0; 0; 1; 0; 5; 3). Опре­
делим интервал для /, в котором оптимальное решение будет в той 
же вершине. Так как все qj < О (табл. 12.4), то согласно (12.5) 
tti = —оо, а2 = 12,5. 

Для нашего случая щ = I (левый конец заданного отрезка). Та­
ким образом, на отрезке [1; 12/5] решение будет в точке л: = (0; 0,1; 
0; 5; 3). Исключаем найденный отрезок из рассмотрения и решаем 
задачу для оставшегося отрезка [12/5; 8]. Для этого, полагая 
/ = 12/5, вычисляем для него строку Zj2/5- В первом столбце полу­
чим нуль; остальные коэффициенты Z12/5 строки положительны, а 
другие элементы остаются прежними (табл. 12.5). За разрешающий 
столбец в табл. 12.5 выбираем тот, по которому определено значе­
ние / = а2. Если нули находятся в нескольких столбцах, то за раз­
решающий можно брать любой из них. Новый план х = (1/2; 0; 0; 
0; 3/12; 0) оптимален, так как в строке Z12/5 нет отрицательных 
элементов (практически элементы строки Zj2/^ остались без из­
менения). 

В последней строке табл. 12.6 все qj > О, поэтому согласно (табл. 
12.6) ai = 12/5, а2 = +«>; t е [12/5; 8]. Таким образом, заданный 
промежуток разбился на два; при / = 12/5 оптимальное значение 
достигается в обеих вершинах и в любой точке, являющейся их вы­
пуклой линейной комбинацией 

А = XiAi + Х2А2; Xi > 0; ^2 > 0; ^i + Я2 = 1. 
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Задачи 
12.1. Решить графическим методом 

Ẑ  = (2 + 2t)xi + (4 - 20x2 -^ max; 
Xj + л:2 < 6; 

Х2<4; 
2xi -ь ^2 < 10; 

xj > 0 ; х 2 > 0 ; / е [1; 15]. 

12.2. 

Zf = 4л:1 + (2 + t)x2 —> max; 
2xi - 5x2 ^ 10; 

Xj + ^2 < 5; 
-Xj + X2 < 4; 

4xi + 5x2 ^ 40; 

xj > 0 ; x 2 > 0 ; te [0; 8]. 

12.3. Решить аналитически 

Z; = (1 + Oxi + (2 - /)X2 + (2 - ЗОхз + (1 - 20x4 -> max; 
Xj + X2 + 2x3 — X4 < 5; 

Xi + 2x2 •*• X4 < 7; 
Xj + X3 + 2x4< 3; 

X i > 0 ; y = l , 4 ; / 6 [1; 20]. 
12.4. 

12.5. 

Zf = (10 - lOOxi -f (9 + 0x2 + (7 - 20x3 -^ max; 
Xi + X2 < 5; 
2xi + X3 < 7; 

Xi + 2x2 "̂  3^3 ~ 3; 
Ху>0 ;У=1 ,3 ;^б [1; 10]. 

Ẑ  = /Ixj + (1 + 0x2 -^ max; 
-3xi 4- 4x2 ^ 12; 

4xi + X2 < 8; 
X i > 0 ; x 2 > 0 ; / G [1; 7]. 
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Глава 13 
Целочисленное 
программирование 

Постановка задачи 
и алгоритм решения 

По смыслу многих задач требуется, чтобы значение неизвест­
ных в оптимальном плане выражались целыми числами. К ним от­
носятся задачи, у которых переменные величины означают количе­
ство единиц неделимой продукции, например, распределение про­
изводственных заданий между предприятиями, раскрой материа­
лов, загрузка оборудования, распределение судов по линиям, 
самолетов по рейсам, а также задачи по производству неделимой 
продукции. Если единица составляет малую часть всего объема 
производства, то оптимальное решение находят обычным симп­
лекс-методом, округляя его до целых единиц, исходя из смысла за­
дачи. В противном случае округление может привести к решению, 
не удовлетворяющему системе ограничений (особенно, если значе­
ния неизвестных выражены малыми числами). Поэтому для на­
хождения оптимального целочисленного решения нужен особый 
алгоритм. 

Идея такого алгоритма заключается в следующем: вначале ус­
ловие целочисленности не принимается во внимание и симплекс-
методом отыскивается оптимальный план. Если этот план нецело­
численный, составляется дополнительное ограничение, которому 
удовлетворяет любое целочисленное решение, но заведомо не удов­
летворяет найденное. 

После введения этого ограничения в задачу план становится 
недопустимым, и решение продолжается опять до получения опти­
мума. Если новый оптимальный план также окажется нецелочис­
ленным, снова формулируется дополнительное ограничение и для 
расширенной задачи снова находится оптимум и т. д. 

Геометрически дополнительному ограничению соответствует 
гиперплоскость, которая отсекает от многогранника решений ка­
кую-то часть вместе с вершиной, которой соответствует нецелочис­
ленное решение. При этом все точки с целочисленными координа­
тами остаются в новом многограннике, так что через несколько 
операций такая точка становится вершиной с целочисленными ко­
ординатами (рис. 13.1). 
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^оА ^max (координаты дробные) 

Гиперплоскости 

^тах (координаты целые) 

^1 
Рис. 13.1. Геометрическая интерпретация решения задачи 

целочисленного программирования 

Пусть требуется найти максимум целевой функции 

при ограничениях 

(13.1) 

Xj>0 ]' = ТГп. 

(13.2) 

Не нарушая общности, можно предположить, что все коэффи­
циенты системы (13.2) выражаются целыми числами. 

Приводим систему к виду 

anxi +Д12Х2 -\-.,. + ainX„+yi =^1 

где У1 — выравнивающие неизвестные. 

(13.3) 
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Отметим, что целочисленность переменных Xj влечет за собой 
целочисленность переменных у^. 

Составим первую симплекс-таблицу и после / шагов получим 
оптимальный план, который можно представить последней симп­
лекс-таблицей. 

Таблица 13.1 
Общий В1Щ первой симплекс-таблицы решения задачи 

целочисленного программирования 

r^^-v.. с 1 ^ "̂̂̂ "̂̂  
%\ 

га 
Уе+1 

Ут 
Z 

Свободный 
член 

Ьх 

Q 

У\'-

^11... 

V+I)l 

У£ Xi-^l 

bu 

b(£+\)£ 

bm£ 

Я£ 

Лп 

b\n 

b£+Un 

Если все свободные члены целые - задача решена. Для удобст­
ва все базисные переменные обозначим г)Д/ = 1,т), а все свобод­
ные переменные t,j,J = 1, л, тогда таблица примет вид (табл. 13.2): 

r^^^-v.^ с 

Л1 

Л/ 

Лт 
7 

Свободный 
член 

bi 

bi 

bm 
Q 

Ix... 

bu... 

bn-

bml-

^ 

b\i] 

bu 

bmj 

4j 

Таблица 13.2 

kn 

b\n 

bin 

Яп 

С целью упрощения в таблице опущены: 
а) столбцы, соответствующие базисным переменным; 
б) целевая строка; 
в) контрольный столбец. 
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Пусть свободный член bj является дробным, в этой же строке 
среди коэффициентов by могут быть как дробные, так и целые. Обо­
значим буквой п с соответствующими индексами антье от by и 6/. 

E{bij) = riip E(b,) = А?,.. 

Вычислим разности между соответствующими коэффициен­
тами и Е: 

Эти разности удовлетворяют условиям 
0<Р^.<1; 

(13.5) 

Выпишем из таблицы выражение для г|̂  и заменим в нем коэф­
фициенты согласно условию (13.4), тогда получим: 

Л/ =(Р/1 +«a) . (4 i ) + -..+(Pm +«m)K,i) + P/ +«/; 
А7 л (13.6) 

Л/=Е/^^,(Чу)+^/+2:р^,(Чу)+Рг 

Перепишем последнее выражение в другом виде 

^/=~SPi/ (4y)-P/=I«/ / ( -^y) + ̂ /"^/- (13.7) 
J J 

Если /̂ и Г1/ - целые, то из правой части (13.7) следует, что 5/ -
целое; так как 4 > 0; т]/ > О, а из средней части (13.7) следует 
Si > -Р^; учитывая выражение (13.5), заключаем, что Si может при­
нимать значения: О, 1, 2, ... и т. д. 

Вывод. При любых целых неотрицательных г], и ^/, Si принима­
ет целые неотрицательные значения. 

Введем в задачу дополнительное ограничение (табл. 13.3), ис­
пользуя подчеркнутую часть выражения (13.7). 

Дополнительному ограничению удовлетворяет любой целочис­
ленный план издания, в то же время найденный ранее оптималь­
ный план для расширенной задачи является недопустимым, так 
как Si = -bi < 0. 

Для расширенной задачи обычным путем отыскибается снача­
ла допустимый план, а затем оптимальный. 
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1 ^ ^"''^"-«^ 
Л1 

Лт 
Si 

Z 

Свободный 
член 

*1 

-Р/ 

Q 

4,... 

Ьи-

-Ьп-
- Р / 1 -

4-,... 

•̂ 

*1у 

*;• 

Таблица 13.3 

^п 

bin 

- Р / « 

Яп 1 

Если в какой-либо строке таблицы (кроме строки Z) свободный 
член дробный, а все прочие коэффициенты целые, целочисленных 
решений нет. 

Пример 

^тах = 2xi + Х2 - ЗХз; 

Xi + 3̂ 2 - 2хз + Д'! = 4; 
5x1 ~ ^3 "̂  Д'г = 12; 

2x1 - Х2 + Зхз +2^3 = 4; 
ху>0;у= Ь_3; 
> ' / ^0 ; /= 1, 3. 

После двух шагов применения симплекс-метода приходим к 
оптимальному плану, представленному в табл. 13.4. 

Решение оптимальное, но дробное х = (16/7; 4/7; 0). 
Выбираем среди свободных членов дробный, например, 4/7 из 

первой строки. По формулам (13.6) находим коэффициент допол­
нительного ограничения: 

Pii=-y-(-i)=y; Pi2=f-o=f; 
Pi3=-l-(-l) = 0; 4 4 8, = - - 0 = - . ^ ' 7 7 

Ограничение Si имеет вид: 

6 2 4 
Si-jy3-jyi-0-Xi=j. 
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Таблица 13.4 

Xl 

Уг 
х\ 
Z 

Уъ 

-1/7 
-15/7 

3/7 
5/7 

У\ 

in 
-5/7 
1/7 
4/7 

^3 

- 1 
- 6 
1 
4 

Свободный 
член 
4/7 
4/7 
16/7 
36/7 

Введем это ограничение в табл. 13.4 и получим следующее: 
Таблица 13.5 

^1 

Уг 
Xi 

^1 

Z 

Уъ 

-1/7 
-15/7 

3/7 
-6/7 
5/7 

Д'! 

Ill 
-5/7 
1/7 

1 -2/7 1 
4/7 

^3 

- 1 
- 6 
1 
0 
4 

, Свободный 
член 
4/7 
4/7 
16/7 
-4/7 , 
36/7 

Применяя теорему, находим допустимое решение, представлен­
ное в табл. 13.6. 

Таблица 13.6 

^2 

Уг 

\ ^ 1 

У\ 
Z 

Уъ 

- 1 

0 

0 

3 

- 1 

^1 

1 

-5/2 

1/2 

-111 

1 

хъ 

- 1 

- 6 

1 

0 

4 

Свободный 
член 

0 

2 

2 • 

2 

4 

Полученный план неоптимален (в последней строке имеются 
отрицательные элементы): после еще одного шага получаем опти­
мальный план, но нецелочисленный, поэтому составляем дополни­
тельное ограничение по первой строке и получаем табл. 13.7. 
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Таблица 13.7 

^2 

У2 

Х\ 

Уз 
S2 

Z 

Уз 

1/3 
0 
0 

1/3 

РТТЛ 
1/3 

^1 

~1/б 
-5/2 

1/2 
-7/6 
-5/6 
5/6 

^3 

- 1 
- 6 
1 
0 
0 
4 

Свободный 
член 

2/3 
2 
2 

2/3 
-2/3 
14/3 

Рп = 1/3 
Pi2 = 5/6 
Pi3 = о 
Pi =2/3 

Применяя теорему о нахождении допустимого плана, получаем 
одновременно оптимальный и целочисленный план. 



ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 
Процентные точки распределения Стьюдента (f̂ ) 

Число 
степеней 
свободы 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 

1 27 
28 

1 29 
30 
40 
60 
120 
оо 

20 

3,078 
1,886 
1,638 
533 
476 
4440 
415 
397 
383 
372 
363 
356 
350 
345 
341 
337 
333 
1,330 
1,328 
325 
323 
321 
319 
318 
1,316 
215 
314 
313 
311 
310 
303 
296 
289 
282 

10 

6,314 
2,920 
353 
132 
0,15 
1,943 
895 
860 
833 
812 
796 
872 
771 
716 
553 
746 
740 
734 
729 
725 
721 
717 
714 
711 
1,706 
706 
703 
701 
699 
697 
684 
671 
658 
645 

Уровень значимости 

5 

12,706 
4,303 
3,152 
2,776 
571 
447 
365 
306 
262 
226 
201 
179 
160 

' 145 
131 
120 
111 
101 
93 
86 
80 
74 
69 
64 
2,60 
56 
52 
43 
45 
42 
21 
000 
1,980 
1,960 

2 

31,821 
6,965 
4,541 
3,747 
365 
143 
299 
890 
821 
764 
718 
681 
650 
624 
602 
583 
567 
552 
539 
528 
518 
503 
500 
492 
2,485 
479 
473 
467 
462 
467 
423 
390 
358 
326 

1,0 

63,657 
9,925 
5,841 
4,604 
0,32 
3,307 
499 
355 
250 
169 
108 
0,55 
0,12 
2,977 
947 
921 
898 
878 
861 
845 
831 
819 
807 
2,80 
2,787 
779 
771 
763 
756 
750 
704 
660 
617 
576 

0,05 

127,3 
14,089 
7,453 
5,598 
4,773 
317 
29 

3,833 
690 
581 
497 
428 
372 
326 
286 
252 
222 
197 
174 
153 
135 
119 
104 
91 

3,078 
67 
57 
47 
38 
20 

2,971 
2,915 
2,860 
2,807 
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процентные точки распределения Фишера ( 

Число степеней 
свободы/2 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 

! 24 
25 

/i 1 
1 1 

161,4 
18,51 
10,13 
7,71 
6,65 
5,99 
5,59 
5,32 
5,12 
4,96 
4,84 
4,75 
4,67 
4,6 
4,54 
4,49 
4,45 
4,41 
4,38 
4,35 
4,32 
4,3 
4,23 
4,26 
4,24 

2 

199,5 
19,0 
9,55 
6,94 
5,79 
5,14 
4,74 
4,46 
4,26 
4,1 
3,89 
3,89 
3,81 
8,74 
3,68 
3,63 
3,59 
3,55 
3,52 
3,49 
3,47 
3,44 
3,42 
3,4 
3,39 

3 

215,7 
19,16 
9,25 
6,59 
5,41 
4,76 
4,35 
4,07 
3,86 
3,71 
3,59 
3,49 
3,41 
3,34 
3,29 
3,24 
3,20 
3,16 
3,13 
3,10 
3,07 
3,05 
3,03 
3,01 
2,99 

4 

224,6 
19,25 
9,12 
6,39 
5,19 
4,53 
4,13 
3,84 
3,63 
3,48 
3,36 
3,26 
3,18 
3,11 
3,06 
3,01 
2,96 
2,93 
2,9 
2,87 
2,84 
2,82 
2,8 
2,78 
2,76 

5 

230,2 
19,30 
9,05 
6,26 
5,05 
4,39 
3,97 
3,69 
3,48 
3,33 
3,2 
3,11 
3,03 
2,96 
2,9 
2,85 
2,81 
2,77 
2,74 
2,71 

! 2,63 
2,66 
2,64 
2,62 
2,6 

6 

234,0 
19,33 
8,94 
6,16 
4,95 
4,26 
3,87 
3,53 
3,37 
3,22 
3,09 
3,0 
2,92 
2,85 
2,79 
2,74 
2,7 
2,66 
2,63 
2,60 
2,57 
2,55 
2,53 
2,61 
2,49 

7 

236,8 
19,35 
8,89 
6,09 
4,88 
4,21 
3,79 
3,5 
3,29 
3,14 
3,01 
2,91 
2,83 
2,76 
2,71 
2,66 
2,61 
2,58 
2,54 
2,51 
2,49 
2,46 

! 2,44 
2,42 
2,4 

8 

238,9 
19,37 
8,85 
6,04 
4,82 
4,15 
3,73 
3,44 
3,23 
3,07 
2,95 
2,85 
2,77 
2,7 
2,64 
2,59 
2,55 
2,51 
2,48 
2,45 
2,42 
2,4 
2,37 
2,36 

1 2,34 

9 

240,5 
19,38 
8,81 
6,00 
4,77 
4,10 
3,68 
3,39 
3,18 
3,02 
2,9 
2,8 
2,71 
2,65 
2,59 
2,54 
2,49 
2,46 
2,42 
2,39 
2,37 
2,34 
2,32 
2,3 
2,28 

10 

241,9 
19,40 
8,79 
5,59 
4,74 
4,06 
3,64 
3,35 
3,14 
2,98 
2,35 
2,75 
2,67 
2,6 
2,54 
2,49 
2,43 
2,41 
2,38 
2,35 
2,32 
2,3 
2,27 
2,25 
2,24 

11 

243 
14,4 
8,76 
5,93 
4,7 
4,03 
3,6 
3,31 
3,1 
2,94 
2,82 
2,72 
2,63 
2,56 
2,51 
2,45 
2,41 
2,37 
2,34 
3,31 
2,28 
2,26 
2,24 
2,22 
2,2 

12 

244 
19,41 
8,74 
5,91 
4,68 
4,0 
3,57 
3,28 
3,07 
2,91 
2,79 
2,69 
2,6-
2,53 
2,48 
2,42 
2,38 
2,34 
2,31 
2,38 
2,25 
2,28 
2,2 
2,18 
2,16 

14 

245 
19,42 
8,71 
5,87 
4,64 
3,96 
3,52 
3,23 
3,02 
2,86 
2,74 
2,64 
2,55 
2,48 
2,43 
2,37 
2,33 
2,29 
2,26 
2,23 
2,2 
2,18 
2,14 
2,13 
2,11 

15 

246 
19,43 
8,70 
5,86 
4,62 
3,94 
3,51 
3,23 
3,01 
2,85 
2,74 
2,62 
2,53 
2,46 
2,4 
2,35 
2,31 
2,27 
2,23 
2,2 

1 2,13 
2,15 
2,13 
2,11 
2,09 

16 

246 
19,41 
8,69 
5,84 
4,6 
3,92 
3,49 
3,2 
2,93 
2,82 
2,7 
2,6 
2,51 
2,44 
2,39 
2,33 
2,29 
2,25 
2,21 
2,18 
2,15 
2,13 
2,10 
2,09 
2,06 

20 1 
248,0 
19,45 
8,66 
5,80 
4,56 
3,87 
3,44 
3,15 
2,94 
2,77 
2,65 
2,54 
2,46 
2,39 
2,33 
2,28 
2,23 
2,19 
2,16 
2,12 
2,10 
2,07 
2,05 

1 2,03 
2,01 



Критические значения коэффициента циклической автокорреляции 

/ 

5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 
55 
60 
65 
70 
75 

Положительные значения 
5% 

0,253 
0,345 
0,370 
0,371 
0,366 
0,360 
0,353 
0,348 
0,341 
0,335 
0,328 
0,299 
0,276 
0,257 
0,242 
0,229 
0,218 
0,208 
0,199 
0,191 
0,184 
0,178 
0,173 

1% 

0,297 
0,447 
0,510 
0,531 
0,533 
0,525 
0,515 
0,505 
0,495 
0,485 
0,475 
0,432 
0,398 
0,370 
0,347 
0,326 
0,314 
0,301 
0,289 
0,278 
0,268 1 
0,259 
0,250 

Отрицательные значения 
5% 

i -0,753 
-0,708 
-0,674 
-0,625 
-0,593 
-0,564 
-0,539 
-0,516 
-0,497 
-0,479 
-0,462 
-0,399 
-0,356 
-0,325 
-0,300 
-0,279 
-0,262 
-0,248 
-0,236 
-0,225 
-0,216 
-0,207 
-0,199 ; 

1% 
-0,798 
-0,863 
-0,799 
-0,764 
-0,737 
-0,705 
-0,679 
-0,655 
-0,634 
-0,615 
-0,597 
-0,524 
-0,473 
-0,433 
-0,401 
-0,376 
-0,356 
-0,339 
-0,324 
-0,310 
-0,298 
-0,287 
-0,276 



Приложение 4 
Критические значения статистики Дарбина—Уотсона 

при 5%-ном уровне значимости 

т 

1 ^̂  
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 

d 

1,08 
1,10 
1,13 
1,16 
1,18 
1,'20 
1,22 
1,24 
1,26 
1,27 
1,29 
1,30 
1,32 
1,33 
1,34 
1,35 
1,36 
1,37 
1,38 
1,39 
1,40 

1 

ds 
1,36 
1,37 
1,38 
1,39 
1,40 
1,41 
1,42 
1,43 
1,44 
1,45 
1,45 
1,46 
1,47 
1,48 
1,48 
1,49 
1,50 
1,50 
1,51 
1,51 
1,52 

Г^ 
0,95 
0,98 
1,02 
1,05 
1,08 
1,10 
1,13 
1,15 
1,17 
1,19 
1,21 
1,22 
1,24 
1,26 
1,27 
1,28 
1,30 
1,31 
1,32 
1,33 
1,34 

1 

ds 
1,54 
1,54 
1,54 
1,53 
1,53 
1,54 
1,54 
1,54 
1,54 
1,55 
1,55 
1,55 
1,56 
1,56 
1,56 
1,57 
1,57 
1,57 
1,58 
1,58 
1,58 

т 
3 

d 

0,82 
1,86 
1,90 
0,93 
0,97 

1 
1,03 
1,05 
1,08 
1,10 
1,12 
1,14 
1,16 
1,18 
1,20 
1,21 
1,23 
1,24 
1,26 
1,27 
1,28 

ds 
1,75 
1,73 
1,71 
1,69 
1,68 
1,68 
1,67 
1,66 
1,66 
1,66 
1,66 
1,65 
1,65 
1,65 
1,65 
1,66 
1,65 
1,65 
1,65 
1,65 
1,65 

4 

d 

0,69 
0,74 
0,78 
0,82 
0,86 
0,90 
0,93 
0,96 
0,99 
1,01 
1,04 
1,06 
1,08 
1,10 
1,12 
1,14 
1,16 
1,18 
1,19 
1,21 
1,22 

1 d. 
1,97 
1,93 
1,90 
1,87 
1,85 
1,83 
1,81 
1,80 
1,79 
1,78 
1,77 
1,76 
1,76 
1,75 
1,74 
1,74 
1,74 
1,73 
1,73 
1,73 
1,73 

5 

d 

0,56 
0,62 
0,67 
0,71 
0,75 
0,79 
0,83 
0,86 
0,90 
0,93 
0,95 
0,98 
1,01 
1,03 
1,05 
1,07 
1,09 
1,11 
1,13 
1,15 
1,16 

ds 
2,21 
2,15 

.2,10 
2,06 
2,02 
1,99 
1,96 
1,94 
1,92 
1,90 
1,89 
1,88 
1,86 
1,85 
1,84 
1,83 
1,83 
1,82 
1,81 
1,81 
1,80 

Приложение 5 
Таблица критических уровней RS-критерия 

Количество наблюдений 

1 ^̂  
15 
20 
25 
30 

Граница RS-критерия 
нижняя 

2,67 
2,96 
3,18 
3,34 
3,47 

верхняя 

3,69 
4,14 
4,49 
4,71 
4,89 
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функция распределения для закона Гаусса 

X 

-3,00 
-2,90 
-2,80 
-2,70 
-2,60 
-2,50 
-2,40 
-2,30 
-2,25 
-2,20 
-2,15 
-2,10 
-2,05 
-2,00 
-1,95 
-1,90 
-1,85 
-1,80 
-1,75 
-1,70 
-1,66 
-1,62 
-1,58 
-1,54 
-1,50 
-1,48 
-1,46 
-1,44 
-1,42 
-1,40 
-1,38 
-1,36 
-1,34 
-1,32 
-1,30 
-1,28 i 
-1,26 
-1,24 
-1,22 
-1,20 

Ф*(х) 

0,001 
0,002 
0,003 
0,003 
0,005 
0,006 

1 0,008 
0,011 
0,012 
0,014 
0,016 
0,018 
0,020 
0,023 
0,026 
0,029 
0,032 
0,036 
0,040 
0,045 
0,048 
0,053 
0,057 
0,062 
0,067 
0,069 
0,072 
0,075 
0,078 
0,081 
0,084 
0,087 
0,090 
0,093 
0,097 
0,100 
0,104 
0,107 
0,111 
0,115 

X 

-1,18 
-1,16 
-1,14 
-1,12 
-1,10 

1 -1,08 
1 -1,06 
-1,04 
-1,02 
-1,00 
-0,98 
-0,96 
-0,94 
-0,92 
-0,90 
-0,88 
-0,86 
-0,84 
-0,82 
-0,80 
-0,78 
-0,76 
-0,74 
-0,72 
-0,70 
-0,68 
-0,66 
-0,64 
-0,62 
-0,60 
-0,58 
-0,56 
-0,54 
-0,52 
-0,50 
-0,48 
-0,46 
-0,44 
-0,42 
-0,40 

1 Ф*(;с) 
1 0,119 

0,123 
0,127 
0,131 
0,136 
0,140 
0,145 
0,149 
0,154 

1 0,159 
0,164 
0,169 
0,174 
0,179 
0,184 
0,189 
0,195 
0,200 
0,206 
0,212 
0,218 
0,224 
0,230 
0,236 
0,242 
0,248 
0,255 
0,261 
0,268 
0,274 
0,281 
0,288 
0,295 
0,302 
0,309 
0,316 
0,323 
0,330 
0,337 
0,345 

X 

-0,38 
-0,36 
-0,34 
-0,32 
-0,30 
-0,28 
-0,26 
-0,24 
-0,22 
-0,20 
-0,18 
-0,16 
-0,14 
-0,12 
-0,10 
-0,08 
-0,06 
-0,04 
-0,02 
0,00 
0,02 
0,04 
0,06 
0,08 
0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0,20 
0,22 
0,24 
0,26 
0,28 
0,30 
0,32 
0,34 
0,36 
0,38 
0,40 

Ф*{х) 

0,352 
0,359 
0,367 
0,374 
0,382 

1 0,390 
! 0,397 

0,405 
0,413 
0,421 
0,429 
0,436 
0,444 
0,452 
0,460 
0,468 
0,476 
0,484 
0,492 
0,500 
0,508 
0,516 
0,524 
0,532 
0,540 
0,548 
0,556 
0,564 
0,571 
0,579 
0,587 
0,595 
0,603 
0,610 
0,618 
0,626 
0,633 
0,641 
0,648 
0,655 

X 

0,42 
0,44 
0,46 
0,48 
0,50 
0,52 

1 0,54 
1 0,56 

0,58 
0,60 
0,62 
0,64 
0,66 
0,68 
0,70 
0,72 
0,74 
0,76 
0,78 
0,80 
0,82 
0,84 
0,86 
0,88 
0,90 
0,92 
0,94 
0,96 
0,98 
1,00 
1,02 
1,04 
1,06 
1,08 
1,10 
1,12 , 
1,14 
1,16 
1,18 
1,20 

Ф*(х) 

0,663 
0,670 
0,677 
0,684 
0,691 
0,698 
0,705 
0,712 
0,719 
0,726 
0,732 
0,739 
0,745 
0,752 
0,758 
0,764 
0,770 
0,776 
0,782 
0,788 
0,794 
0,800 
0,805 
0,811 
0,816 
0,821 
0,826 
0,831 
0,836 
0,841 
0,846 
0,851 
0,855 
0,860 
0,864 
0,869 
0,873 
0,877 
0,881 
0,885 

X 

1,22 
1,24 
1,26 
1,28 
1,30 

1 1,32 
1,34 
1,36 
1,38 
1,40 
1,42 
1,44 
1,46 
1,48 
1,50 
1,54 
1,58 
1,62 
1,66 
1,70 
1,75 
1,80 
1,85 
1,90 
1,95 
2,00 
2,05 
2,10 
2,15 
2,20 
2,25 
2,30 
2,40 
2,50 
2,60 
2,70 1 
2,80 
2,90 
3,00 

Ф*(х) 

0,889 
0,893 
0,896 
0,900 
0,903 
0,907 
0,910 
0,913 
0,916 
0,919 
0,922 
0,925 
0,928 
0,931 
0,933 
0,938 
0,943 
0,947 
0,952 
0,955 
0,960 
0,964 
0,968 
0,971 
0,974 
0,977 
0,980 
0,982 
0,984 
0,986 
0,988 
0,989 
0,992 
0,994 
0,995 
0,997 
0,997 
0,998 
0,999 



Значения Рщ-—-г-е ^ (распределение Пуассона) 
/и! 

т 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

д 

0,1 
0,904 
0,090 
0,004 
0,000 

--
— 
-
-
--
-
-
-
— 

0,2 

0,818 
0,163 
0,016 
0,001 
0,000 

~ 
-
-
~ 
-
.~ 
-
— 

0,3 

0,740 
0,222 
0,033 
0,003 
0,000 

--
-
-
-
-
-
-
— 

0,4 

0,670 
0,268 
0,053 
0,007 
0,000 

-
-
-
-
-
-
-
— 

0,5 

0,606 
0,303 
0,075 
0,012 
0,001 
0,000 

-
-
-
-
--
-
— 

0,6 

0,548 
0,329 
0,098 
0,019 
0,002 
0,000 

-
-
-
~ 
-
~ 
— 

J,7^ 
0,496 
0,347 
0,121 
0,028 
0,004 
0,000 

-
-
-
-
-
~ 
— 

0,8 

0,449 
0,359 
0,143 
0,038 
0,007 
0,001 
0,000 

-
-
-
— 
-
--

0,9 

0,406 
0,365 
0,164 
0,049 
0,011 
0,002 
0,000 

-
-
-
-
-
— 

1 

0,367 
0,367 
0,183 
0,061 
0,015 
0,003 
0,000 

-
-
-
-
-
-— 

1,5 

0,223 
0,334 
0,251 
0,125 
0,047 
0,014 
0,003 
0,000 

-
-
-
-
— 

2 

0,135 
0,270 
0,270 
0,180 
0,090 
0,036 
0,012 
0,003 
0,000 

-
-
-
— 

2,5 

0,082 
0,205 
0,256 
0,213 
0,133 
0,066 
0,027 
0,009 
0,003 
0,000 

— . 
-
— 

3 

0,049 
0,149 
0,224 
0,224 
0,168 
0,100 
0,050 
0,021 
0,008 
0,002 
0,000 

-
— 

3,5 

0,030 
0,105 
0,184 
0,215 
0,188 
0,132 
0,077 
0,038 
0,016 
0,006 
0,002 
0,000 

— 

4 

0,018 
0,073 
0,146 
0,195 
0,195 
0,156 
0,104 
0,059 
0,029 
0,013 
0,005 
0,001 
0,000 



^ 

0 
1 

1 2 
1 3 

4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

4,5 

0,011 
0,049 
0,112 
0,168 
0,189 
0,170 
0,128 
0,082 
0,046 
0,023 
0,010 
0,004 
0,001 
0,000 

__ 
-
— 
~ 
— 
— 
-
— 
-
— 

\ -
— 

а 

5 

0,006 
0,033 
0,084 
0,140 
0,175 
0,175 
0,146 
0,104 
0,065 
0,036 
0,018 
0,008 
0,003 
0,001 
0,000 

-
— 
— 
— 
— 
-
— 
— 

j — 
i — 

— 

5,5 

0,004 
0,022 
0,061 
0,113 
0,155 
0,171 
0,157 
0,123 
0,084 
0,051 
0,028 
0,014 
0,006 
0,002 
0,001 
0,000 

_ 
-

1 — 

— 
~ 
— 
-
"~ 
-
— 

6 

0,002 
0,014 
0,044 
0,089 
0,133 
0,160 
0,160 
0,137 
0,103 
0,068 
0,041 

.0,022 
0,011 
0,005 
0,002 
0,000 

— 
-
— 
— 
~ 

! • — 

~" 
— 
--
— 

6,5 

0,001 
0,009 
0,031 
0,068 
0,111 
0,145 
0,157 
0,146 
0,118 
0,085 
0,055 
0,032 
0,017 
0,008 
0,004 
0,001 
0,000 

-
— 
— 
-
— 
-
— 
-
— 

7 

0,000 
0,006 
0,022 
0,052 
0,091 
0,127 
0,149 
0,149 
0,130 
0,101 
0,070 
0,045 
0,026 
0,014 
0,007 
0,003 
0,001 
0,000 

— 
— 
~ 
_ 
-
— 
-
— 

7,5 

0,000 
0,004 
0,015 
0,038 
0,072 
0,109 
0,136 
0,146 
0,137 
0,114 
0,085 
0,058 
0,036 
0,021 
0,011 
0,005 
0,002 
0,001 
0,000 

— 
-
— 
-
— 
-
— 

8 

0,000 
0,002 
0,010 
0,028 
0,057 
0,091 
0,122 
0,139 
0,139 
0,124 
0,099 
0,072 
0,048 
0,029 
0,016 
0,009 
0,004 
0,002 
0,000 

— 
! -

— 
~ 
— 
-
— 

8,5 

0,000 
0,001 
0,007 
0,020 
0,044 
0,075 
0,106 
0,129 
0,137 
0,129 
0,110 
0,085 
0,060 
0,039 
0,023 
0,013 
0,007 
0,003 
0,001 
0,000 

-
— 
-
— 
-
— 

9 

0,000 
0,001 
0,004 
0,014 
0,033 
0,060 
0,091 
0,117 
0,131 
0,131 
0,118 
0,097 
0,072 
0,050 
0,032 
0,019 
0,010 
0,005 
0,002 
0,001 

1 0,000 
— 
-
— 
-
• -

9,5 
_ 

0,000 
0,003 
0,010 
0,025 
0,048 
0,076 
0,103 
0,123 
0,130 
0,123 
0,106 
0,084 
0,061 
0,041 
0,026 
0,015 
0,008 
0,004 
0,002 
0,001 
0,000 

-
— 
-
— 

10 
— 

0,000 
0,002 
0,007 
0,018 
0,037 
0,063 
0,090 
0,112 
0,125 
0,125 
0,113 
0,094 
0,072 
0,052 
0,034 
0,021 
0,012 
0,007 
0,003 

1 0,001 
0,000 

-
— 
-
"~ 

12 
— 
— 

0,000 
0,001 
0,005 
0,012 
0,025 
0,043 
0,065 
0,087 
0,104 
0,114 
0,114 
0,105 
0,090 
0,072 
0,054 
0,038 
0,025 
0,016 

i 0,009 
1 0,005 
1 0,003 
0,001 
0,000 

— 

14 

_ 
— 
-

0,000 
0,001 
0,003 
0,008 
0,017 
0,030 
0,047 
0,066 
0,084 
0,098 
0,105 
0,105 
0,098 
0,086 
0,071 
0,055 
0,040 

1 0,028 
1 0,019 
0,012 
0,007 
0,004 
0,002 

16 
— 
_ 
-. 
~ 

0,000 
0,001 
0,002 
0,005 
0,011 
0,021 
0,034 
0,049 
0,066 
0,081 
0,093 
0,099 
0,099 
0,093 
0,083 
0,069 
0,055 
0,042 
0,030 
0,021 
0,014 
0,009 

18 
— 
— 
-
— 
-
— 

0,000 
0,001 
0,004 
0,008 
0,014 
0,024 
0,036 
0,050 
0,065 
0,078 
0,088 
0,093 
0,093 
0,088 
0,079 
0,068 
0,055 
0,043 
0,032 
0,023 



Приложение 8 
Критические точки распределения х^ Пирсона 

г 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

1 ^̂  27 
28 
29 1 
30 

1 Р = 0,99 
иО 
0,02 
0,11 
0,29 
0,55 
0,87 
1,23 
1,64 
2,08 
2,55 
3,05 
3,57 
4,10 
4,66 
5,22 
5,81 
6,40 
7,01 
7,63 
8,26 
8,89 
9,54 
10,1 
10,8 
11,5 
12,1 j 
12,8 j 
13,5 
14,2 
14,9 

Р = 0,95 

uO 
0,10 
0,35 
0,71 

1 1,14 
1,63 

1 2,16 
2,73 
3,32 
3,94 
4,57 
5,22 
5,89 
6,57 
7,26 
7,96 
8,67 
9,39 
10,1 
10,8 
11,5 
12,3 
13,0 
13,8 
14,6 
15,3 
16,1 
16,9 
17,7 
18,4 

Р = 0,90 

0,01 
0,21 
0,58 
1,06 
1,61 
2,20 
2,83 

! 3,48 
4,16 
4,86 
5,57 
6,30 
7,04 
7,78 
8,54 
9,31 
10,0 
10,8 
11,6 
12,4 
13,2 
14,0 
14,8 
15,6 
16,4 
17,2 i 
18,1 
18,9 
19,7 
20,5 

/>=0,10 

2,70 
4,60 
6,25 
7,77 

\ 9,23 
10,6 
12,0 
13,3 
14,6 
15,9 
17,2 
18,5 
19,8 
21,0 
22,3 
23,5 
24,7 
25,9 
21,2 
28,4 
29,6 
30,8 
32,0 
33,1 
34,3 
35,5 
36,7 
37,9 1 
39,0 
40,2 

Р = 0,05 

3,84 
5,99 
7,81 
9,48 

! 11,0 
12,6 

1 14,1 
15,5 
16,9 
18,3 
19,7 
21,0 
22,4 
23,7 
25,0 
26,3 
27,6 
28,8 
30,1 
31,4 
32,6 
33,9 
35,1 
36,4 1 
37,6 
38,8 
40,1 
41,3 
42,5 
43,7 

Р=0,01 
6,63 
9,21 1 
11,3 

|. 13,2 
15,0 
16,8 
18,4 
20,0 
21,6 
23,2 
24,7 
26,2 
27,6 
29,1 
30,5 
31,9 
33,4 
34,8 
36,1 
37,5 
38,9 
40,2 
41,6 
42,9 
44,3 
45,6 
46,9 
48,2 
49,5 
50,5 
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Приложение 9 
Вады распределений и их основные характеристики 

А. Непрерывные распределения 

Распределение 

Равномерное 

Нормальное 

Логарифмически 
нормальное 

Вейбулла 

Гамма 

Частные случаи: 
Показательное 

Область 
значений 

(а.Ь) 

( - 0 0 , ОО) 

(0,оо) 

(0,оо) 

1 (0, со) 

(0, оо) 

Плотность 
распределения 

1 

1 ^ 9«2 

ал/2я: 

(logJC-c)2 

1 с ''"'' 
л/2я ^ 

асх'^^е-'^' 

.J!L„a-l -рас 
Г(а) ' ' 

и^^ 

Математическое 
ожидание 

a-¥b 
2 

а 

а2 
е ^ 

<4] 
1 

а 

1 

Дисперсия 

12 

о^ 

^2.^а2(^а2 _̂  J) 

1 а; 1 «J 
2 

а 

1 

Мода 

-

а 

^А-а2 

(при а > 1) 

V са 

(а 5 1) 

^ ^ (« > 1) 
Р . 

-



Продолжение 

Распределение 

Х̂  (хи-квадрат) 

Бета 

Стьюдента 

Фишера 

Область 
значений 

( 0 , о с ) 

(0,1) 

(—оо оо) 

(0,~) 

Плотность 
распределения 

А-1 

x'-'Cl - X)*-' 

Л 

2 

\^]( 
г ( п л 

{ ^̂ 2 > 

-1-1 

I 

1 ^ 

Математическое 
ожидание 

к 

а 
а + Ь 

0 

"2 
/ 12 -2 

Дисперсия 

2А: 

аЬ 
{a + b)^{a + b + l) 

1 

2п2(п1+П2-2) 

^i( / i2 -2)2( / i2 -4) 

Мода 

А : - 1 1 

а-1 
a + b-l 

0 1 

(^l-2)/i2 

2AII + «2 



Продолжение 
Б. Дискретные распределения 

Распределение 

Биномиальное 

Гипергеомет­
рическое 

Пуассона 

Геометрическое 

Отрицательное 
биномиальное 

Область 
значений 

0, 1, 2, ..., п 

0, 1, ..., 
min(A/, л) 

0, 1, 2, ... 

0, 1, 2, ... 

г , г + 1 , ... 

Вероятность 

Pnim) - С, V^'"" 

"• /п! 

/•«=/"7""' 

/"ш = с;:1/</"-^ 

Математическое 
ожидание 

пр 

М 

X 

1 

Р 

Дисперсия 

npq 

MiN'-MMN-n) 

X 1 

р' 

1 /'̂  1 

4к. 
О 



приложение 10 
Равномерно распределенные случайные числа 

10 09 73 25 33 76 52 01 35 86 34 67 35 48 76 80 95 90 91 17 
37 54 20 48 05 64 89 47 42 96 24 80 52 40 37 20 63 61 04 02 
08 42 26 89 53 19 64 50 93 03 23 20 90 25 60 15 95 33 47 64 
99 01 90 25 29 09 37 67 07 15 38 31 13 11 65 88 67 67 43 97 
12 80 79 99 70 80 15 73 61 47 64 03 23 66 53 98 95 И 68 77 

66 06 57 47 17 34 07 27 68 50 36 69 73 61 70 65 81 33 98 85 
31 06 01 08 05 45 57 18 24 06 35 30 34 36 14 86 79 90 74 39 
85 26 97 76 02 02 05 16 56 92 68 66 57 48 18 73 05 38 52 47 
63 57 33 21 35 05 32 54 70 48 90 55 35 75 48 28 46 82 87 09 
73 79 64 57 53 03 52 96 47 78 35 80 83 42 82 60 93 52 03 44 

98 52 01 67 67 14 90 56 86 07 22 10 94 05 58 60 97 09 34 33 
11 80 50 54 31 39 80 82 77 32 50 72 56 82 48 29 40 52 42 01 
83 45 29 96 34 06 28 78 80 83 13 74 67 00 78 18 47 54 06 10 
88 68 54 02 00 86 50 75 84 01 36 76 66 79 51 90 36 47 64 93 
99 59 46 73 48 87 51 76 49 69 91 82 60 89 28 93 78 56 13 68 

65 48 11 76 74 17 46 85 09 50 58 04 77 69 74 73 03 95 71 86 
80 12 43 56 35 17 72 70 80 15 45 31 82 23 74 21 11 57 82 53 
74 35 09 98 17 77 40 27 72 14 43 23 60 02 10 45 52 16 42 37 
69 91 62 68 03 66 25 22 91 48 36 93 68 72 03 76 62 11 39 90 
09 89 32 05 05 14 22 56 85 14 46 4 75 67 88 96 29 77 88 22 

91 49 91 45 23 68 47 92 76 86 46 16 28 35 54 94 75 08 99 23 
80 33 69 45 98 26 94 03 68 58 70 29 73 41 35 53 14 03 33 40 
44 10 48 19 49 85 15 74 79 54 32 97 92 65 75 57 60 04 08 81 
12 55 07 37 42 И 10 00 20 40 12 86 07 46 97 93 64 48 94 39 
63 60 64 93 29 16 50 53 44 84 40 21 95 25 63 43 65 17 70 82 

61 19 69 04 46 26 45 74 77 74 51 92 43 37 29 65 39 45 95 93 
15 47 44 52 66 95 27 07 99 53 59 36 78 38 48 82 39 61 01 18 
94 55 72 85 73 67 89 75 43 87 54 62 24 44 31 91 19 04 25 92 
42 48 И 62 13 97 34 40 87 21 16 86 84 87 67 03 07 11 20 59 
23 52 37 83 17 73 20 88 98 37 68 93 59 14 16 26 25 22 96 63 

04 49 35 24 94 75 24 63 38 24 45 86 25 10 25 61 96 27 93 35 
00 54 99 76 54 64 05 18 81 59 96 11 96 38 96 54 59 28 23 91 
35 96 31 53 07 26 89 80 93 54 33 35 13 54 62 77 97 45 00 24 
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Продолжение 

59 80 80 83 91 45 42 72 68 42 83 60 94 97 00 13 02 12 48 92 
46 05 88 52 36 01 39 09 22 86 77 28 14 40 77 93 91 08 36 47 
23 17 90 05 97 87 38 92 52 41 05 56 70 70 07 86 74 31 71 57 
69 23 46 14 06 20 11 74 52 04 15 95 вв 00 00 18 74 39 24 23 
19 56 54 14 30 01 75 87 53 79 40 41 92 15 85 вв 67 43 68 06 
45 15 51 49 38 19 47 60 72 46 43 66 79 45 43 59 04 79 00 33 
94 86 43 19 94 36 16 81 08 51 34 88 88 15 53 01 54 03 54 56 

98 08 62 48 26 45 24 02 84 04 44 99 90 88 96 39 09 47 34 07 
33 18 51 62 32 41 94 15 09 49 89 43 54 85 81 88 69 54 19 94 
80 95 10 04 06 96 38 27 07 74 20 15 12 33 87 25 01 62 52 98 
79 75 24 91 40 71 96 12 82 96 69 86 10 25 91 74 85 22 05 38 
18 63 33 25 37 98 14 50 65 71 31 01 02 46 74 05 45 56 14 27 

74 02 94 39 02 77 55 73 22 70 97 79 01 71 19 52 52 75 80 21 
54 17 84 56 И 80 99 33 71 43 05 33 51 29 69 56 12 71 92 55 
11 66 44 98 83 52 07 98 48 27 59 38 17 15 39 09 97 33 34 40 
48 32 47 79 28 31 24 96 47 10 02 29 53 68 70 32 30 75 75 46 
69 07 49 41 38 87 63 79 19 76 35 58 40 44 01 10 51 82 16 15 



Приложение 11 
Задание для расчетно-графической работы 

«Моделирование показателей надежности технических систем 
с использованием аппарата марковских случайных процессов» 

Вариант 1 
Представим автомобиль как некоторую систему S с дискретными 

состояниями 6*1, Sly ..., S^y которая переходит из состояния Si в состо­
яние Sj{i = 1, 2, ..., n,j = 1, 2, ..., п) под воздействием пуассоновских 
потоков событий (отказов) с интенсивностями Я/у. Будем рассматри­
вать следующие состояния автомобиля, в которых он может находить­
ся в процессе эксплуатации и которые характеризуются целодневными 
простоями: 

Si - исправен, работает; 
^2 - проходит техническое обслуживание; 
^̂ з — находится в текущем ремонте; 
*$4 — находится в капитальном ремонте; 
1S5 ~ проводится замена агрегата; 
5б - исправен, не работает по организационным причинам; 
^7 — исправен, не работает, выходные и праздничные дни; 
5g — списывается. 
Рассматриваемые состояния Sj автомобиля характеризуются сред­

ним числом дней пребывания автомобиля в каждом у-м состоянии 
( / = 1 , 2 , ..., п) Mj . Отношение 

тлсДх— число календарных дней в году, можно трактовать как вероят­
ность нахождения автомобиля ву-м состоянии Pj. 

Вероятности Pj являются функциями пробега автомобиля Pj(L). 
Вероятность нахождения автомобиля в состоянии Si (исправен, 

работает) Pi(L) представляет собой коэффициент выпуска автомобиля 
— один из основных показателей работы автопредприятия. 

Возможные переходы автомобиля из состояния 5,- в состояние *Ŝ  
описаны матрицей переходов. 

Соответствующие интенсивности потоков событий Ху, переводя­
щих автомобиль из состояния 5} в состояние Sj, определяются по фор­
мулам, приведенным в табл. П.11.1. 

Требуется: 
1. Построить размеченный фаф состояний системы ^'-автомобиль 

по заданной матрице переходов. 
2. Определить интенсивности Ху, используя формулы табл. П. 11.2. 
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Таблица П.11.1 
Интенсивности перехода 

Интенсивность 

1 1 
Исправен — проходит 
ТО-2 

Исправен — находится в 
текущем ремонте 

Исправен - находится в 
капитальном ремонте 

Исправен — замена 
агрегата 

Исправен - не работает 
по организационным 
причинам 

Исправен — не работает 
(праздничные, выходные 
дни) 

Исправен — списание 
автомобиля 

Формула для расчета 
2 

^ 1 2 Ш = 7 ^ 

Xi2(L) = ехр(-0,8 + 
+ 0,08 • L) 

Л,4(1) = ехр(-0,3 + 
+ 0,002 • L) 

Xi5(Z.) = ехр(-0,4 + 
+ 0,004 . L) 

У (Т\ 

^ ее • ^ орг 

1 (Т\ 

^ се * -' вых 

^18(1) = ^ 

^ • 1 

Примечание 
3 

^то ~ пробег ав­
томобиля до 
ТО-2, тыс. км 

ice ~ средне­
суточный пробег, 
тыс. км; 
Торг - дни про­
стоя по организа­
ционным причи­
нам 

в̂ых ~ празднич­
ные и выходные 
дни 

LQ = 400 тыс. км; 
S = 300 тыс. км 

Исходные данные для определения Х^/. 
среднесуточный пробег — 0,2 тыс. км; 
среднее время простоя автомобиля в текущем ремонте — 1,5 дня; 
среднее время простоя по организационным причинам - 2 дня; 
остальные данные выбираются, исходя из профессиональных со­

ображений. 
3. Составить систему дифференциальных уравнений Колмогорова 

и решить ее методом Рунге—Кутта с использованием стандартной про-
фаммы на ЭВМ при следующих условиях: 

а) пределы интегрирования: нижний — О, верхний — 20; 
б) шаг интегрирования ~ 0,5; 
в) начальные условия: Pi(L) = 1, Pj(L) = О,у = 2, 3, ..., /?; 
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г) результаты вывести на печать в точках 1, 5, 10, 15, 20 с точнос­
тью J?= 10"^ 

4. Получить значения коэффициента выпуска автомобиля Pi(L) и 
построить график зависимости коэффициента выпуска от пробега. 

5. Определить влияние на изменение коэффициента выпуска сред­
несуточного пробега и среднего времени простоя в ремонте; измене­
ние значения этих показателей на 40-60 %. Построить графики. 

Примечания: 
Интенсивность 

где 7)- — среднее время пребывания в /-м состоянии. 

Интенсивность Xjg = О для L < 400 тыс. км. 
X I 

1 
Для приведения всех интенсивностей перехода X^j к единым едини­

цам измерения интенсивности перехода из 1-го со-
день (сутки)̂ " 

стояния (автомобиль исправен) во все у-е состояния X^j при составле­
нии дифференциальных уравнений умножаются на коэффициент ^̂ с 
(среднесуточный пробег). 

Вариант 2 
В процессе эксплуатации ЭВМ может рассматриваться как физи­

ческая система S, которая в результате проверки может оказаться в од­
ном из следующих состояний: 

Si — ЭВМ полностью исправна; 
5*2 — ЭВМ имеет незначительные неисправности в оперативной 

памяти, при которых она может решать задачи; 
53 — ЭВМ имеет существенные неисправности и может решать ог­

раниченный класс задач; 
54 - ЭВМ полностью вышла из строя; 
^5 — ЭВМ находится на профилактике; 
5б — ЭВМ не работает по организационным причинам; 
Sj - ЭВМ не работает, праздничные и другие нерабочие дни; 
ĝ — ЭВМ списывается. 

Рассматриваемые состояния Sj ЭВМ характеризуются средним вре­
менем 7} пребывания ЭВМ в каждом у-м состоянии. 

Отношение 
Pj=Tj/T, 

где Т — возможное время работы ЭВМ в данный период (месяц, квартал, 
год и т. д.), можно трактовать как вероятность Fj нахождения ЭВМ 
в у-м состоянии. 
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Вероятности Pj являются функциями времени Pj{t). Вероятность 
нахождения ЭВМ в состоянии P{t) = Pi{t) + Piit) может быть истолко­
вана как вероятность безотказной работы ЭВМ, т. е. как один из пока­
зателей надежности технической системы. 

Возможные переходы системы .̂ -ЭВМ из состояния 5} в состояние 
Sj(i = 1, 2, ..., Ai;y = 1, 2, ..., л) описаны матрицей переходов. 

Соответствующие интенсивности потоков событий \у, переводя­
щих ЭВМ из состояния Si в состояние Sp определяются по формулам, 
приведенным в табл. П. 11.2. 

Требуется: 
1. Построить размеченный граф состояний системы 5-ЭВМ по за­

данной матрице переходов. 

Таблица П.11.2 
Интенсивности перехода 

Интенсивность 

1 ^пС) 

>^15(') 

ы>) 

ыо 

hsU) 

Формула для расчета 

яыо.^5 
^н 

^13(0 = 0,25 • ехр(-0,8 + 
+ 0,08 • 0 

X^W = 0,22 • ехр(-0,3 + 
+ 0,002 • 0 

Я,5(/) = 0,24 • ехр(-0,4 + 
+ 0,004 • О 

^16(0 = ^ 

Примечание 

Гн — среднее время ра­
боты ЭВМ до появления 
незначительной неис­
правности; 
т ; = 0 ,1 . Г, 
где Т - общее возмож­
ное время работы ЭВМ 
за данный период 

Горг — среднее время 
простоя ЭВМ по органи­
зационным причинам 

Гпр - среднее время 
простоя в праздничные 
дни 

/о = 1 200 тыс. ч 
S^ll 000 тыс. ч 
>̂ 18(0 = 0 
при t < 1 200 тыс. ч 
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2. Определить интенсивности Л,,у, используя формулы табл. П. 11.2. 
Интенсивности Хд определяются по формулам Х^ = 1/7}, где 7} — сред­
нее время пребывания системы S в /-м состоянии за данный период 
(месяц, квартал, год и т. п.). 

3. Составить систему дифференциальных уравнений Колмогорова 
и решить ее методом Рунге—Кутта с использованием стандартной про­
граммы на ЭВМ при следующих условиях: 

а) пределы интегрирования: нижний — О, верхний — 50; 
б) шаг интегрирования — 0,5; 
в) начальные условия: Pi{f) = 1, Рр) = 0,у = 2, 3, ..., п\ 
г) результаты вывести на печать в точках 1, 5, 10, 15, ...,50 с точно­

стью Е = 10"^ 
4. Получить значения вероятности безотказной работы ЭВМ Р(/) и 

построить график зависимости вероятности от времени. 
Для решения необходимо использовать 
следующие варианты исходных данных 

(О — нет перехода; 1 — возможен переход) 
№ 1 

Состояния автомобиля Матрица возможных переходов 
Состояния ЭВМ 1 2 3 5 6 8 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

1 
2 
3 
5 
6 
8 

№ 2 
Матрицг 

1 
2 
3 
4 
8 

№ 3 
Матрица 

1 
2 
3 
5 
7 
8 

0 
1 
1 
1 
1 
0 

1 
0 
1 
1 
1 
0 

1 
0 
0 
1 
1 
0 

1 
0 
1 
0 
1 
0 

1 
0 
1 
1 
0 
0 

1 возможных переходов 
1 
0 
1 
1 
1 
0 

2 
1 
0 
1 
1 
0 

1 ВОЗМОЖНЫ) 
1 
0 
1 
1 
1 
1 
0 

2 
1 
0 
1 
1 
1 
0 

3 
1 
1 
0 
0 
0 

4 
1 
0 
0 
0 
0 

8 
1 
0 
0 
0 
0 

с переходов 
3 
1 
1 
0 
0 
1 
0 

5 
1 
1 
1 
0 
1 
0 

7 
1 
1 
1 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
1 
1 
0 

8 
1 
0 
0 
0 
1 
0 
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№4 
Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

Матрица 

1 
2 
3 
5 
7 
8 

1 ВОЗМОЖНЫ} 
1 

0 
1 
1 
1 
1 
0 

2 

1 
0 
1 
1 
1 
0 

с переходов 
3 

1 
1 
0 
0 
1 
0 

5 

1 
0 
1 
0 
1 
0 

7 

1 
1 
1 
1 
0 
0 

8 

1 
1 
0 
0 
1 
0 

№ 5 
Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

Матрица 

1 
2 
3 
4 
7 
8 

1 возможных переходов 
1 

0 
1 
1 
1 
1 
0 

2 

1 
0 
1 
1 
1 
0 

3 

1 
0 
0 
0 
1 
0 

4 

1 
0 
1 
0 
1 
0 

7 

1 
0 
1 
0 
0 
0 

8 

1 
0 
0 
0 
1 
0 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

№6 
Матрица возможных переходов 

1 2 5 8 

1 
2 
5 
8 

0 
1 
1 
0 

1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
0 

№7 
Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

Матрица 

1 
2 
3 
4 
8 

ВОЗМОЖНЫ) 
1 

0 
1 
1 
1 
0 

2 

1 
0 
0 
1 
0 

: переходов 
3 

1 
0 
0 
1 
0 

4 8 

1 1 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
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Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

№8 
Матрица возможных переходов 

1 2 3 7 

1 
2 
3 
7 

0 
1 
1 
1 

1 
0 
0 
1 

1 
0 
0 
1 

1 
0 
0 
0 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

№ 9 
Матрица возможных переходов 

1 2 3 4 7 

1 
2 
3 
4 
7 

№ 10 

0 
1 
1 
1 
1 

1 
0 
1 
1 
1 

1 
0 
0 
1 
1 

1 1 
0 0 
1 1 
0 1 
1 0 

Матрица возможных переходов 

1 
2 
3 
5 
6 

1 

0 
1 
1 
1 
1 

2 

1 
0 
0 
1 
1 

3 

1 
0 
0 
0 
1 

5 6 

1 1 
1 1 
1 1 
0 1 
1 0 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

№ 11 
Матрица возможных переходов 

1 2 3 4 6 

1 
2 
3 
4 
6 
7 

0 1 
1 0 
1 0 
1 1 
1 1 
1 1 

1 
1 
0 
1 
1 
1 

1 
1 
0 
0 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
0 
1 0 
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Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

№ 12 
Матрица возможных переходов 

1 2 3 8 

1 
2 
3 
8 

0 
1 
1 
0 

1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
0 

№ 13 
Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

Матрица 

1 
2 
3 
5 
8 

возможных переходов 
1 

0 
1 
1 
1 
0 

2 

1 
0 
1 
1 
0 

3 

1 
1 
0 
0 
0 

5 8 

1 1 
0 0 
1 0 
0 0 
0 0 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

№ 14 
Матрица возможных переходов 

1 3 5 7 

1 
3 
5 
7 

0 
1 
1 
0 

1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 

1 
1 
1 
0 

№ 15 
Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

Матрица 

1 
3 
5 
6 
7 

возможных 
1 

0 
1 
1 
1 
1 

3 

1 
0 
0 
1 
1 

: переходов 
5 

1 
1 
0 
1 
1 

6 7 

1 1 
1 1 
1 1 
0 1 
1 0 
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№ 16 
Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

Матрица 

1 
2 
5 
7 
8 

1 возможных переходов 
1 

0 
1 
1 
1 
0 

2 

1 
0 
1 
1 
0 

5 

1 
1 
0 
1 
0 

7 8 

1 1 
1 1 
1 0 
0 0 
0 0 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

№ 17 
Матрица возможных 

1 2 

1 0 
2 1 
5 1 
7 1 

1 
0 
1 
1 

: переходов 
5 7 

1 1 
1 1 
0 1 
1 0 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

№ 18 
Матрица возможных переходов 

1 2 5 8 

1 0 
2 1 
5 1 
8 0 

1 
0 
1 
0 

1 1 
1 0 
0 0 
0 0 

№ 19 
Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

Матрица 

1 
2 
5 
6 
8 

i ВОЗМОЖНЫ> 
1 

0 
1 
1 
1 
0 

2 

1 
0 
1 
1 
0 

[ переходов 
5 

1 
1 
0 
1 
0 

6 8 

1 1 
1 0 
1 0 
0 0 
0 0 
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Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

№20 
Матрица возможных переходов 

1 2 5 6 7 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

Состояния автомобиля 
Состояния ЭВМ 

1 
2 
5 
6 
7 
8 

№ 21 
Матрица 

1 
2 
4 
8 

№ 22 
Матрица 

1 
2 
4 
7 
8 

0 
1 
1 
1 
1 
0 

1 
0 
1 
1 
1 
0 

1 
1 
0 
1 
1 
0 

1 
1 
1 
0 
1 
0 

1 
1 
1 
1 
0 
0 

1 возможных переходов 
1 

0 
1 
1 
0 

2 

1 
0 
1 
0 

возможных 
1 

0 
1 
1 
1 
0 

2 

1 
0 
1 
1 
0 

4 

1 
1 
0 
0 

8 

1 
0 
0 
0 

: переходов 
4 

1 
1 
0 
1 
0 

7 

1 
1 
1 
0 
0 

8 

1 
0 
0 
0 
0 

1 
0 
0 
0 
0 
0 

Пример. Предположим, что система 5-автомобиль может находить­
ся в следующих состояниях: Si, S^, S^, S-j, Возможные переходы систе­
мы S из состояния в состояние указаны в матрице: 

Матрица возможных переходов 

1 3 5 7 
1 
3 
5 
7 

0 
1 
1 
0 

1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 

1 
1 
1 
0 

(О — нет перехода; 1 — возможен переход). 
Используя матрицу возможных переходов, построим размеченный 

фаф состояний системы 5-автомобиль (рис. П. 11.1). 
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Рис. п. 11.1. Граф состряний системы S 

Определим интенсивности K^j, используя табл.П.ИЛ. 
Исходные данные: 
среднесуточный пробег i^^ = 0,25 тыс. км; 
среднее время простоя автомобиля в текущем ремонте Гз = 1 дню. 

Остальные данные выбираются, исходя из профессиональных сообра­
жений: 

количество выходных и праздничных дней 

в̂ых ̂  60 дней; 

среднее время замены афегата 

Гз = 5,0 дням. 
Xi3 = ехр(-0,8 + 0,08 • L); 
Xis = ехр(-0,4 + 0,004 • L); 

Хи = 1 1 
^сс-^вых 0,25.60 
1 1 

= 0,0667; 

Я.1 = — = - = ! 
Гз 1 

3̂5 = 0,1; 
Лз7 = 0,01; 

^51 = ^ = 7 = 0,2; 

Xs3 = 0,02; 
Я57 = 0,002. 

Составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова для 
вероятностей состояний Р„ где / = 1, 3, 5, 7: 
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ЁЗ.-
dL = -P,-(Xi3+A.,5+Xi7)--^cc+^31-'P3+^5r-P5: 

dP-j _ 
dL 

^ -
dL 

/>3-(Хз1+Яз5+Хз7) + Я,з-Р,-^сс+>'53-^5; 

-РЗ-(Яз!+^53+X57) + Xi5 • Pi-^cc+^35 •'Рз; 

(П. 11.1) 

dPi 
dL 

•ST 

Решим эту систему методом Рунге-Кутта с использованием стан­
дартной программы на ЭВМ при следующих условиях: 

а) пределы интегрирования: нижний — О, верхний — 35; 
б) шаг интегрирования - 0,5; 
в) начальные условия: Р^{Ь) = 1; Pi,{L) = 0; Р^Щ = 0; Р-^Щ = 0; 
г) результаты выведения на печать с точностью ^ = 10"^ в точках 

1, 5, ..., 35. 
Для решения задач можно воспользоваться программным продук­

том MATHCAD 6.0 PLUS. 
Получим значение коэффициента выпуска автомобиля РхЩ в за­

висимости от пробега автомобиля L (табл. П. 11.3 ). 

Значения коэффициента выпуска автомобиля 
Таблица П.11.3 

1 ^ 
1 
5 
10 
15 
20 
25 

1 30 1 

РхЩ 

0,787 
0,512 
0,419 
0,364 
0,312 
0,260 
0,162 

1 Р^Щ 

0,0622 
0,0824 
0,0972 
0,123 
0,156 
0,193 
0,269 

РьЩ 

0,136 
0,345 
0,376 
0,363 
0,344 
0,323 
0,218 

PiiL) 

0,0152 
0,0614 
0,108 
0,150 
0,188 
0,224 
0,288 

Для того чтобы определить влияние на изменение коэффициента 
выпуска среднесуточного пробега ^̂ с и среднего времени простоя в ре­
монте 7з, изменим эти показатели. Увеличим ^̂ с и 7з на 50%. Тогда 

с̂с "̂  0,375 тыс. км; Гз = 1,5 дня. 

417 



с изменением этих показателей: 

А.,7 = 0,0444; 

>^31=:Г = Т = 0,6667; 

Х35 = 0,0667; 

Л37 = 0,0067. 

Остальные X^j остаются без изменения. 
Решим систему методом Рунге—Кутга с использованием стандартной 

профаммы на ПЭВМ с учетом новых значений интенсивностей и 1^^. 
Получим новые значения коэффициента выпуска автомобиля Р^Щ 

(табл. П. 11.4). 

Таблица П.11.4 
Значения коэффициента выпуска автомобиля 

L 

1 
5 
10 
15 
20 
25 

' 30 
35 

Л(^) 
0,694 
0,387 
0,314 
0,266 
0,221 
0,177 
0,137 
0,103 

РъЩ 

0,102 
0,142 
0,162 
0,200 
0,246 
0,295 
0,341 
0,383 

Рт 
0,189 
0,418 
0,433 
0,408 
0,375 
0,341 
0.308 
0,276 

РпШ 

0,0144 
0,0534 
0,0915 
0,126 
0,158 
0,187 
0,214 
0,239 1 

Вывод. При увеличении среднего времени простоя автомобиля в 
ремонте и среднесуточного пробега на 50% коэффициент выпуска 
уменьшается. Полученная математическая модель (П.11.1) функцио­
нирования автомобиля позволяет проследить влияние различных усло­
вий эксплуатации на коэффициент выпуска автомобиля. 



Приложение 12 
Метод Жордана—Ibycca 

Пусть задача линейного программирования записана в каноничес­
ком виде: 

a^lXi +«,712:̂ 2 ••"••• + /̂и/7̂ л =*/w> 

^ m i n = q ^ l + C 2 ^ 2 + - + ̂ /7̂ /;> 

й/>0, / = 1,/w, Xj>0, у = 1, л. 

Для компактности составим для записанной задачи жордановскую 
таблицу, в которой припишем строку, соответствующую целевой функ­
ции Z: 

q С2 

^\п 

^тп 
Сп 

h 

Ьп, 
0 

E l 

2J т 

х„| 
Алгоритм метода 
1. Записать задачу в форме жордановской таблицы, при этом все 

элементы столбца свободных членов Ь^ должны быть неотрицательны 
Ь^ > О, / = 1,/w. Уравнения системы, в которых свободные члены отри­
цательны, предварительно нужно умножить на —1. 

2. Таблицу преобразуем шагами жордановских исключений. При 
этом на каждом разрешающем шаге может быть выбран любой стол­
бец, содержащий хотя бы один положительный элемент. Строка целе­
вой функции на выбор разрешающих столбцов влияния не оказывает. 

3. Разрешающая строка определяется по наименьшему из отноше­
ний свободных членов к положительным элементам разрешающего 
столбца. 

4. В процессе преобразований вычеркиваются строки, состоящие 
из одних нулей. 

5. Если в процессе преобразований встречается строка, все элемен­
ты которой нули, а свободный член отличен от нуля, то задача не име­
ет решения. Если встретится строка, в которой кроме свободного чле­
на других положительных элементов нет, то говорят, что задача не име­
ет положительных решений. 
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Пример. Найти опорный план задачи линейного программирова­
ния. . ^ 

mm L = jci + 2x2 + З^з + 4^4 

Xi +Х2 -2Х3+Х4 =2 
Xi -2x2 +^3 +2x4 =4 
Xj + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 8, 

xy>0; У = 1,4. 

Решение 
1. Строим первую жордановскую таблицу, последняя строка кото­

рой является строкой целевой функции ( табл. П. 12.1) 
Таблица П.12.1 

^1 

(1) 
1 
1 

-1 

Х2 

1 
-2 
2 

-2 

^3 

-2 
1 
2 

-3 

Х4 

1 
2 
2 

-4 

СЧ 
2 1 
4 
8 
0 

2. Табл. П. 12.1 и все последующие таблицы преобразуем шагами 
жордановских преобразований. При этом на каждом шаге (табл. П. 12.1, 
табл. П. 12.2, табл. П. 12.3) разрешающим выбираем любой столбец, со­
держащий хотя бы один положительный элемент. Разрешающая строка 
выбирается по наименьшему положительному отношению свободных 
членов к элементам разрешающего столбца. На пересечении разреша­
ющего столбца и разрешающей строки находится разрешающий эле­
мент: в табл. П. 12.1 он равен 1, в табл. П. 12.2 - 1, в табл. П. 12.3 - 5. 

3. Переходим к следующей таблице (табл. П. 12.2), в которой стол­
бец, соответствующий разрешающему столбцу табл. П. 12.1, является 
нулевым, а элементы строки, соответствующие элементы разрешаю­
щей строки табл. П. 12.1, получаются путем деления соответствующих 
элементов табл. П. 12.1 на разрешающий элемент. Остальные элементы 
табл. П. 12.2 вычисляются по правилу прямоугольника: искомый эле­
мент из табл. П. 12.2 будет равен соответствующему элементу табл. 
П. 12.1 минус дробь, в числителе которой стоит произведение элемен­
тов из двух противоположных вершин прямоугольника, а в знаменате­
ле — разрешающий элемент. 

В одной и той же строке дважды выбирать разрешающий элемент 
нельзя. 

4. Когда после ряда преобразований будет получено столько же ну­
левых столбцов, сколько и уравнений в системе ограничений, преоб-
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разования необходимо закончить. В нашем случае преобразования за­
канчиваются на 4-м шаге (табл. П. 12.4), так как число нулевых столб­
цов в последней таблице равно 3, и число уравнений в системе огра­
ничений равно 3. 

Таблица П.12.2 

1 ^̂  
1 1 

0 
0 

1 ^ 
1 ^̂  
1 1 

0 
0 

1 ^ 
^1 

1 
0 
0 

1 0 

^2 

1 
-3 
1 

-1 

ч 
4 

-3 
4 

-10 

^2 

24/5 
-11/5 

4/5 
-18/5 

^3 

-2 
3 
4 

-5 

^3 

-1 
3 

(5) 
-8 

^3 

0 
0 
1 
0 

Х4 

1 
(1) 
1 

-3 

сч 
2 
2 
6 
2 

Таблица П.12.3 
Х4 

0 
1 
0 
0 

СЧ 1 
0 1 
2 
4 

8 1 
Таблица П.12.4 

Х4 

0 
1 
0 
0 

СЧ 1 
4/5 
14/5 
4/5 
72/5 1 

Из табл. П.12.4 получим начальный опорный план: 
18 72 

Lmin = —— JC2 + — ; 

24 4 

11 14 
—j-X2+X4=-j . 

4 4 
JX2-HX3=-. 

Приняв xi == о, получили первое допустимое решение: 
. . 72 4 ^ 4 14 
Lmm^— прих1=~; Х2=0; хз=у; Х 4 = у . 
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