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Вступ

В прикладних науках використання сучасних машинних засобiв при-

зводить до потреби в ефективних математичних моделях процесiв явищ

як засобiв оптимiзацiї затратних ресурсiв задля отримання достовiрних

висновкiв. Це спричинює зацiкавленiсть в удосконаленi традицiйних та в

пошуку нових наближених методiв (див., напр., [19,20,22,29,30]) для отри-

мання розв’язкiв задач з потрiбною точнiстю. З цього погляду iтерацiйнi

методи вирiзняються з помiж iнших тим, що в реальних обчислювальних

схемах їх застосування нерiдко є неминучим як для лiнiйних, так для не-

лiнiйних задач (див., напр., [18, стор. 360] та [34,35]).

Сучаснi обчислювальнi технологiї iстотно експлуатують високопроду-

ктивнi багатопроцесорнi режими обчислень, основою яких є алгоритми де-

композицiї задач. Принципи декомпозицiї ґрунтуються на алгоритмах, за

допомогою яких задачi великої розмiрностi замiнюються задачами мен-

шої розмiрностi. Цим часто створюється можливiсть побудови розпаралеле-

них схем обчислень. З помiж найуживанiших методик декомпозицiї опера-

торних рiвнянь продуктивними є багатопараметричнi методи агрегування

(див., зокрема, [37]). Дослiдженнями марковських процесiв, задач лiнiйного

програмування, проблем математичної економiки, де цi методи використо-

вують систематично, не вичерпується перелiк їх застосувань. В багатьох

випадках отриманi за допомогою методiв iтеративного агрегування резуль-
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тати пiдтверджуються емпiрично за обставин, коли умови збiжностi вiдпо-

вiдних алгоритмiв є невiдомими (див., напр., [17]). Бiльшiсть теоретичних

дослiджень цих методiв мають спорадичний характер i стосуються лiнiйних

рiвнянь з позитивними (по вiдношенню до деякої напiвупорядкованостi)

стискуючими операторами, якi дiють в банахових просторах з конусом до-

датнiх елементiв (див., напр., [1, 3–6, 8–18, 26–28, 31, 32, 36, 51–53], а також

[58,64,70,67]). Застосуванням методiв iтеративного агрегування присвячено

чимало дослiджень (див., напр., [10, 21. 55, 59, 60,61,63–66,68]).

Пропонована книга мiстить оригiнальне цiлiсне дослiдження агрега-

цiйно-iтеративних методiв, якi охоплюють методи iтеративного агрегуван-

ня та низку вiдомих i нових iтерацiйних алгоритмiв, зокрема таких, котрi

поєднують агрегацiйно-iтеративний пiдхiд з iдеями iнших наближених

методiв.

Основою монографiї є експлуатована в низцi дослiджень (див., [38–50], а

також [13–16, 23, 24, 25]) методика “занурення” простору, в якому розгляда-

ється висхiдне рiвняння, в ширший простiр, приєднанням до цього рiвняння

допомiжних рiвняннь з допомiжними невiдомими. Ця книга є продовжен-

ням дослiджень, пiдсумованих в монографiї [49] i наведенi в нiй результати

iстотно доповнюють результати iз [49]. Як i в [49] отриманi умови збiжностi

не потребують, щоб заданий оператор був стискуючим i не мiстять вимогу

про його знакосталiсть, а в нелiнiйному випадку не постулюють монотон-

нiсть оператора.

Схему побудови i дослiдження збiжностi агрегацiйно-iтеративних мето-

дiв для рiвняння вигляду

x = Ax+ b, (1)

можна описати в такий спосiб. Нехай A : E → E , E – банахiв простiр,

b ∈ E , оператор A є лiнiйним неперервним. Задамо лiнiйний неперервний

оператор Λ : E ′ → E ′ , де E ′ – банахiв простiр, який, взагалi кажучи,

не спiвпадає з E , i розглянемо систему рiвнянь, складену з рiвняння (1) i
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допомiжного рiвняння

y = Λy + SÃx− Sb, (2)

в якому заданими є лiнiйнi неперервнi оператори S : E → E ′ , Ã : E → E .

При цьому припускаємо, що

S(A+ Ã) = ΛS. (3)

Одним iз способiв отримання агрегацiно-iтеративних алгоритмiв є спо-

сiб побудови послiдовностi пар {x(n), y(n)} елементiв x(n) ∈ E, y(n) ∈ E ′ за

допомогою формул

x(n+1) = Ax(n) + a(x(n))
(
y(n) − y(n+1)

)
+ b, (4)

y(n+1) = Λy(n+1) + SÃx(n) − Sb, (5)

де оператор a(x)y неперервний щодо x ∈ E та лiнiйний неперервний щодо

y ∈ E ′ . Однiєю з основних вимог щодо a(x) є спiввiдношення

Sa(x) = Λ. (6)

Якщо, наприклад, рiвнiсть (3) зводиться до рiвностi

S(A+ Ã)x = λ(ϕ, x) (x ∈ E,ϕ ∈ E ′), (7)

то матимемо, що при

a(x) =
(A+ Ã)x

(ϕ, x)
(8)

алгоритм (4), (5) є одним з однопараметричних методiв iтеративного агре-

гування. В тому випадку, коли маємо, що

A =
N∑
i=1

Ai (9)

i справджуються рiвностi

(ϕi, Ajx) = λij(ϕj, x) (i, j = 1, N), (10)
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з формул (4), (3) можна отримати багатопараметричнi агрегацiйно-iтеративнi

алгоритми, зокрема, багатопараметричнi методи iтеративного агрегування,

якi можна звести до формул вигляду

x(n+1) =
N∑
j=1

(
ϕj, Ajx

(n+1)
)

(ϕj, x(n))
+ b. (11)

За припущенням, що початкове наближення {x(0), y(0)} задовольняє

умову Sx(0) + y(0) = θ′ (де θ′ – нульовий елемент в E ′) та що iснує

обернений оператор (I ′ − Λ)−1 (де I ′ – одиничний оператор в E ′),

збiжнiсть iтерацiйного процесу (4), (5) забезпечує умова

||H(x)|| 6 q < 1

при Sx+ y = θ′ для оператора H(x), означеного за формулою

H(x)w = [A− a(x)(I ′ − Λ)−1S(I − A)]w.

Подiбним способом можна отримати й iншi однопараметричнi i багато-

параметричнi методи iтеративного агрегування та їх агрегацiйно-iтеративнi

узагальнення. Докладнi дослiдження щодо їх збiжностi можна знайти в

[49].

Монографiя складається з двадцяти одного пiдроздiлу, агрегованих в

чотирьох роздiлах.



Роздiл 1

Однопараметричнi агрегацiйно-iтеративнi

методи

У застосуваннях до практичних задач i в теоретичних дослiдженнях

методiв iтеративного агрегування зазвичай обмежуються рiвняннями з лi-

нiйними неперервними операторами, що дiють в просторах з конусом дода-

тнiх елементiв. У випадку, наприклад, найпростiшого однопараметрично-

го методу iтеративного агрегування найчастiше припускають також, що

додатнiм є агрегуючий функцiонал. З-помiж iнших вимог щодо задано-

го рiвняння i агрегуючого функцiоналу фiгурують умови “допустимостi”

функцiоналу [17, стор. 155-158] i вимоги, щоб вiдповiдний оператор був

фокусуючий [17, стор. 77], а його спектральний радiус був менший вiд оди-

ницi. Як зазначено в [17, стор. 158] численнi приклади пiдтверджують,

що методи iтеративного агрегування часто збiгаються тодi, коли зазначенi

припущення не справджуються.
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§1. Рiвняння з позитивними операторами

Нехай банахiв простiр E є напiвупорядкованим за допомогою нормаль-

ного конусу K , E∗ – спряжений з E банаховий простiр з конусом K∗

додатнiх елементiв. Будемо позначати через (ϕ, x) значення лiнiйного фун-

кцiоналу ϕ ∈ K∗ на елементах x ∈ E . Розглянемо рiвняння

x = Ax+ b (b ∈ E), (1.1)

в якому A є лiнiйним неперервним оператором, що дiє з E в E . Однопара-

метричний метод iтеративного агрегування в [17, стор. 156] описує формула

x(n+1) =
(ϕ, b)

(ϕ, x(n) − Ax(n))
Ax(n) + b. (1.2)

В [17, стор. 155-158] для цього алгоритму встановлений результат, який

забезпечує його збiжнiсть за таких умов.

A) Оператор A є додатнiм, тобто нерiвнiсть x > θ (θ – нульовий еле-

мент в E ) призводить до нерiвностi Ax > θ .

B) Оператор A є фокусуючим щодо конуса K зi сталою фокусування

τ0 > 0, яка є найменшою зi сталих τ , що задовольнять нерiвнiсть

ξ(Ax,Ay) 6 τ 2, (x, y ∈ K,Ax 6= θ, Ay 6= θ),

де

ξ(x, y) =
inf{t : tx > y}
sup{t : tx 6 y}

для еквiвалентних x, y ∈ K , тобто таких, для яких iснує число t > 0 з

властивiстю tx > y i ty > x (див. [17, стор. 77]).

C) Функцiонал ϕ ∈ K∗ є допустимим, тобто, ϕ = A∗g (g ∈ K∗) i

(g, x) > (A∗g, x) (x ∈ K, x 6= θ), де A∗ є спряженим з A оператором.

D) Спектральний радiус ρ(A) оператора A задовольняє нерiвнiсть

ρ(A) < 1.

Теорема 1.1. [17, стор. 156, теорема 19.1]. Нехай виконуються умо-

ви A)-D), b ∈ K , b 6= θ , x(0) ∈ K , x(0) 6= θ . Тодi послiдовнiсть {x(n)},
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побудована за допомогою формули (1.2), збiгається до розв’язку x∗ рiвня-

ння (1.1), i справджується оцiнка

‖x(n) − x∗‖ 6M

τ0 − 1

τ0 + 1

n

, n = 0, 1, . . . (1.3)

зi сталою M , що не залежить вiд початкового наближення x(0) .

Для квадратної матрицi A = {aij} умова фокусування виконується,

якщо {aij} > 0 (i, j = 1, N), де N – розмiрнiсть матрицi A.

Для iнтегрального оператора

Ax =

∫ 1

0

A(t, s)x(s) ds

умова фокусування забезпечується спiввiдношенням A(t, s) > δ > 0 при

t, s ∈ [0, 1].

Приклад 1.1. Нехай ϕ є власним елементом оператора A∗ спряже-

ного з оператором A, тобто A∗ϕ = λ0ϕ. Тодi з формули

x(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)(
ϕ, x(n)

) Ax(n) + b, (1.4)

тотожньої з формулою (1.2), отримуємо

(
ϕ, x(n+1)

)
=

(
ϕ, x(n+1)

)(
ϕ, x(n)

) (ϕ,Ax(n))+ (ϕ, b) =

=

(
ϕ, x(n+1)

)(
ϕ, x(n)

) λ0 (ϕ, x(n))+ (ϕ, b) = λ0

(
ϕ, x(n+1)

)
+ (ϕ, b).

Звiдси при λ0 6= 1 матимемо(
ϕ, x(n+1)

)
=

(ϕ, b)

1− λ0
. (1.5)

Це є пiдставою для того, щоб вважати виконаною рiвнiсть (1.5) при

n = 0, 1, . . . для всякого x(0) ∈ E . В цьому випадку iтерацiйний процес

(1.2) можна вважати формально тотожним з методом послiдовних на-

ближень

x(n+1) = Ax(n) + b. (1.6)
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Якщо, зокрема, маємо |λ0| > 1, а всi iншi власнi числа оператора A ле-

жать всерединi кола |λ| = 1, то формально забезпечена збiжнiсть ал-

горитму (1.6). Однак формально збiжний iтерацiйний процес (1.6) при

|λ0| > 1 виявляється практично розбiжним, оскiльки похибки заокру-

глень призводять до порушення рiвностi (1.5) пiсля кiлькох iтерацiй за

формулою (1.6). Алгоритм (1.4) за цих обставин позбавлений зазначеної

вади для процесу (1.6).

Зауважимо, що в наведеному прикладi не фiгурують умови A)-D).

§2. Однопараметричний метод iтеративного агрегування в

банахових просторах

Використовуючи запропоновану в [38–44, 49] методику, розглянемо рiв-

няння (1.1), тобто рiвняння

x = Ax+ b, (1.7)

не постулюючи напiвупорядкованiсть банахового простору E i не вимагаю-

чи виконання нерiвностi ρ(A) < 1 для спектрального радiуса оператора A.

Побудуємо однопараметричний iтерацiйний процес за допомогою фор-

мул

x(n+1) = Ax(n) + a
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)

+ b, (1.8)

y(n+1) = λy(n+1) +
(
ϕ, Ãx(n)

)
+ α

(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)
− (ϕ, b), (1.9)

в яких Ãx – лiнiйний неперервний оператор, a(x) – неперервна функцiя

(лiнiйна або нелiнiйна щодо x ∈ E ) зi значеннями в E , α(x) – неперервна

при x ∈ E функцiя зi значеннями в множинi дiйсних чисел E ′ .

Назвемо множиною E сукупнiсть пар {x, y} таких, що x ∈ E , y ∈ E ′ ,

котрi задовольняють рiвнiсть

(ϕ, x) + y = 0. (1.10)

Ця множина є пiдпростором простору Ẽ = E×E ′ , в якому норму ‖x, y‖

пар {x, y} (x ∈ E , y ∈ E ′) можна означити, наприклад, як евклiдову норму
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пари {‖x‖, |y|}. Будемо вважати, що λ 6= 1 i постулюємо виконання таких

умов.

E) Справджується рiвнiсть(
ϕ, (A+ Ã)x

)
= λ(ϕ, x) (x ∈ E). (1.11)

F) При x ∈ E матимемо

(ϕ, a(x)) + α(x) = λ. (1.12)

Лема 1.1. Нехай справджуються умови E), F), а також припущен-

ня, що {x, y} ∈ E. Тодi для u ∈ E , v ∈ E ′ iз спiввiдношень

u = Ax+ a(x)(y − v) + b,

v = λv + (ϕ, Ãx) + α(x)(y − v)− (ϕ, b)

випливає, що {u, v} ∈ E.

Доведення. Можна переконатися, що умови леми забезпечують вико-

нання рiвностей

(ϕ, u) + v = (ϕ,Ax) + (ϕ, a(x)) y − (ϕ, a(x)) v + (ϕ, b) =

= λv + (ϕ, Ãx) + α(x)y − α(x)v − (ϕ, b) =

=
(
ϕ, (A+ Ã)x

)
+ [(ϕ, a(x)) + α(x)]y + [λ− (ϕ, a(x))− α(x)]v =

= λ[(ϕ, x) + y].

Оскiльки λ 6= 1, то звiдси випливає, що {u, v} ∈ E. �

Лема 1.1 i принцип iндукцiї є пiдставою вважати, що спiввiдношення

{x(0), y(0)} ∈ E призводять до спiввiдношень {x(n), y(n)} ∈ E при всiх n =

0, 1, . . .

Формули (1.8), (1.9) розглядатимемо як iтерацiйний процес для систе-

ми, складеної iз рiвняння (1.7) i допомiжного рiвняння

y = λy + (ϕ, Ãx)− (ϕ, b). (1.13)

Лема 1.2. Якщо {x∗, y∗} (x∗ ∈ E, y∗ ∈ E ′) є розв’язком системи

(1.7), (1.13) i виконана умова E), то {x∗, y∗} ∈ E.
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Доведення. Iз спiввiдношень (1.7), (1.13) та (1.11) випливає, що

(ϕ, x∗) + y∗ = (ϕ,Ax∗) + (ϕ, b) + λy∗ + (ϕ, Ãx)− (ϕ, b) =

=
(
ϕ, (A+ Ã)x∗

)
+ λy∗ = λ[(ϕ, x∗) + y∗].

Оскiльки λ 6= 1, то можна вважати лему доведеною. �

З цих двох лем випливає, що при n = 0, 1, . . . справджуються рiвностi(
ϕ, x(n) − x∗

)
+ y(n) − y∗ = 0 (n = 0, 1, . . .). (1.14)

Зазначимо, що при

a(x) =
Ax

(ϕ, x)

агрегацiйно-iтеративний процес (1.8), (1.9) стає однопараметричним мето-

дом iтеративного агрегування, який можна подати у виглядi (1.2), а також

у виглядi (1.4).

Позначимо

H(0)(x) =

 h
(0)
11 (x) h

(0)
12 (x)

h
(0)
21 (x) h

(0)
22 (x)

 , (1.15)

де

h
(0)
11 (x)u = Au− a(x)

(
ϕ, Ãu

)
1− λ+ α(x)

,

h
(0)
12 (x)v = a(x)

1− λ
1− λ+ α(x)

v,

h
(0)
21 (x)u =

(
ϕ, Ãu

)
1− λ+ α(x)

,

h
(0)
22 (x)v =

α(x)

1− λ+ α(x)
v.

Теорема 1.2. Нехай справджуються умови E), F) i при {x, y} ∈ E,

{u, v} ∈ E для оператора H(0)(x) маємо оцiнку

‖H(0)(x)‖ 6 Q0 < 1. (1.16)

Якщо {x(0), y(0)} ∈ E, то послiдовнiсть {x(n), y(n)}, побудована за допомо-

гою формул (1.8), (1.9), збiгається за нормою в Ẽ до розв’язку {x∗, y∗} ∈ E
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системи рiвнянь (1.7), (1.13) не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi

знаменником Q0 .

Доведення. З рiвностей (1.7), (1.8) та (1.9), (1.13) можна отримати

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
− a

(
x(n)
) (ϕ, Ã (x(n) − x∗))

1− λ+ α
(
x(n)
) +

+a
(
x(n)
) 1− λ

1− λ+ α
(
x(n)
) (y(n) − y∗) ,

y(n+1) − y∗ =

(
ϕ, Ã

(
x(n) − x∗

))
1− λ+ α

(
x(n)
) +

α
(
x(n)
)

1− λ+ α
(
x(n)
) (y(n) − y∗) .

Тому, маючи на увазi (1.15), (1.16) та (1.14), а також твердження лем

1.1 i 1.2, можна вважати теорему доведеною. �

Наслiдок 1.1. Нехай {x(0), y(0)} ∈ E i справджуються умови E), F),

а оператор H(1)(x), побудований за допомогою формули

H(1)(x)u = Au− a(x)
(ϕ, (I − A)u)

1− λ+ α(x)
, (1.17)

де I – тотожнiй оператор в E , при {x, y} ∈ E, {u, v} ∈ E задовольняє

умову

‖H(1)(x)‖ 6 Q1 < 1. (1.18)

Тодi послiдовнiсть {x(n), y(n)} збiгається за нормою в Ẽ до розв’язку

{x∗, y∗} системи рiвнянь (1.7), (1.13) не повiльнiше вiд геометричної

прогресiї зi знаменником Q1 .

Доведення. Достатньо скористатися теоремою 1.2 i спiввiдношен-

ням (1.14). �

Приклад 1.2. Система рiвнянь

x1 = 2, 1x1 + 6, 2x2 − 135,

x2 = 1, 2x1 + 3, 0x2 − 5, 2
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має точний розв’язок x∗ = {x∗1, x∗2}T = {10; 20}T . Власнi числа матрицi

коефiцiєнтiв мають значення λ1 = 5, 3145071, λ2 = −0, 2145071. Вiзьме-

мо

ϕ = {1; 3}T , λ = 5,

x(0) = {1; 1}T , Ã =

 −0, 1 −0, 2

−0, 2 0, 0

 ,

a(x) = {
2x1 + 6x2

(ϕ, x)
;
x1 + 3x2

(ϕ, x)
} = {2; 1}.

Очевидно, що y(0) = −4. Обчислимо y(1) , використовуючи формулу (1.10).

Будемо мати y(1) = −72, 525. Реалiзуючи обчислення за формулами (1.8),

(1.9), одержуємо

x(1) = {10, 35; 20, 725}T , y(2) = −69, 895,

x(2) = {9, 97; 19, 965}T , y(3) = −70, 007.

Наведенi покращення iтерацiй до розв’язку x∗ = {10; 20}T спричиненi

тим, що з формул (1.15), (1.16) можна отримати

‖H(n)(x)‖ = max{| − 0, 25|+ 0, 100; 0, 25 + | − 0, 05|} = 0, 35,

оскiльки

H(1)(x) =

 −0, 250 0, 100

0, 025 −0, 005

 .

Це формально забезпечує збiжнiсть iтерацiй x(n) не повiльнiшу вiд

збiжностi геометричної прогресiї зi знаменником Q = 0, 35. Однак

при дальшому обчисленнi отримаємо x(3) = {9, 944; 19, 971}T , y(4) =

−70, 01125. Наступнi iтерацiї призводять до ще гiрших результатiв.

Ситуацiю вдається виправити, якщо взяти до уваги, що похибки

заокруглень обчислень призводять до порушення рiвностi (1.10). Тому

пiдправляючи x(n) таким способом, щоб пара {x(n), y(n)} належала до

множини E, можна добитись обчислювальної стiйкостi алгоритму.
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§3. Про початкове наближення в методi послiдовних наближень

Умови збiжностi методу послiдовних наближень для рiвняння (1.1), тоб-

то

x = Ax+ b, (1.19)

можна сформулювати в такому виглядi.

Теорема 1.3. (див., напр., [17, стор. 119]). Нехай A : E → E (E – ба-

нахiв простiр) є лiнiйним неперервним оператором, спектральний радiус

ρ(A) якого задовольняє умову

ρ(A) < 1. (1.20)

Тодi при кожному b ∈ E рiвняння (1.19) має єдиний розв’язок x∗ ∈ E

i при всякому початковому наближеннi x(0) ∈ E послiдовнi наближення

{x(n)}, побудованi за допомогою формули

x(n+1) = Ax(n) + b (n = 0, 1, . . .), (1.21)

збiгаються до x∗ .

Як зазначено в [17, стор. 120], ця теорема має “майже” обернену.

Теорема 1.4. [17, стор. 120] Якщо послiдовнiсть {x(n)}, побудована

за допомогою алгоритму (1.21), збiгається при всякому b ∈ E i x(0) = b,

то ρ(A) < 1.

В [17, стор. 120] наведено приклад рiвняння вигляду (1.19), в якому

ρ(A) = 1 i iтерацiйний процес (1.21) збiгається до єдиного розв’язку рiвня-

ння (1.19) у вiдповiдних банахових просторах. В книзi [17, стор. 122] пiдкре-

слено, що можлива збiжнiсть iтерацiйного процесу (1.21) її при ρ(A) > 1.

Множина початкових наближень, для яких при ρ(A) > 1 послiдовнi на-

ближення x(n) збiгаються до розв’язку x∗ , є надто бiдною. Цьому факту

надамо конкретного змiсту. Припустимо, що заданим є власне число λ1 6= 1



20 Роздiл 1. Однопараметричнi агрегацiйно-iтеративнi методи

i це число є одиничної кратностi. Нехай заданий вiдповiдний до нього вла-

сний елемент ϕ1 оператора A∗ , спряженого до A. В цьому випадку фор-

мулу (1.10) можна замiнити формулою

(ϕ1, x) +
(ϕ1, b)

1− λ1
= 0. (1.22)

Вважаємо, що (ϕ1, b) 6= 0. Тодi з рiвняння (1.19) отримаємо

(ϕ1, x
∗) = (ϕ1, Ax

∗) + (ϕ1, b) = (A∗ϕ1, x
∗) + (ϕ1, b) =

= λ1(ϕ1, x
∗) + (ϕ1, b).

Звiдси випливає, що рiвнiсть (1.22) справджується при x = x∗ (x∗ – розв’я-

зок рiвняння (1.19) в E ). Використовуючи iтерацiйну формулу

x(n+1) =

(
ϕ1, x

(n+1)
)(

ϕ1, x(n)
) Ax(n) + b, (1.23)

отримаємо

(
ϕ1, x

(n+1)
)

=

(
ϕ1, x

(n+1)
)(

ϕ1, x(n)
) (ϕ1, Ax

(n)) + (ϕ1, b) = λ1

(
ϕ1, x

(n+1)
)

+ (ϕ1, b).

Тому маємо пiдставу для висновку, що розв’язок x∗ i члени послiдовностi

{x(n)}, побудованої за формулою (1.23) при кожному n = 1, 2, . . . нале-

жить до множини E1 , означеної рiвнiстю (1.22). Зокрема, матимемо рiв-

нiсть
(
ϕ1, x

(n)
)

=
(
ϕ1, x

(n+1)
)
. Тому формули (1.21) i (1.23) можна отото-

жнити при всякому x(0) . Припустимо, що

A = A1 + A0, (1.24)

причому оператор A1 має вигляд

A1 = ψ1ϕ1, (1.25)

де ψ1 ∈ E . Тодi формулу (1.21) запишемо наступним чином

x(n+1) = A1x
(n) + A0x

(n) + b. (1.26)

Враховуючи, що рiвнiсть (1.19) можна записати у виглядi

x∗ = A1x
∗ + A0x

∗ + b, (1.27)
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використаємо той факт, що x∗ ∈ E1 , x(n) ∈ E1 . Маючи це на увазi, з рiвностi

(1.21) отримаємо, що(
ϕ1, x

(n) − x∗
)

= 0 (n = 0, 1, . . .).

Оскiльки з рiвностей (1.24) – (1.27) можна знайти, що

x(n+1) − x∗ = A0

(
x(n) − x∗

)
(n = 0, 1, . . .), (1.28)

то у цьому випадку для збiжностi процесу (1.21) достатньо, щоб спектраль-

ний радiус ρ(A0) оператора A0 був меншим вiд одиницi. Йдеться, очевидно,

про формальну збiжнiсть. В практичних розрахунках при ρ(A0) > 1 обчи-

слювальну стiйкiсть iтерацiй можна забезпечити, залучаючи рiвнiсть (1.22)

при x = x(n) для кожного n = 0, 1, . . . Пiдсумовуючи сказане, отримуємо

таке твердження.

Теорема 1.5. Нехай справджуються умови:

1) вiдомими є власне число λ1 6= 1 i вiдповiдний до нього власний

елемент ϕ1 спряженого до A оператора A∗ ;

2) (ϕ1, b) 6= 0;

3) в рiвностi (1.24) оператор A1 означений за формулою (1.25).

Тодi при всякому x(0) ∈ E метод послiдовних наближень (1.21) збiга-

ється до єдиного розвязку x∗ ∈ E рiвняння (1.19), якщо меншим вiд

одиницi є спектральний радiус ρ(A0) оператора A0 . При цьому x∗ ∈ E i

x(n) ∈ E (n = 0, 1, . . .).

Доведення. Твердження теореми випливає з попереднього викладу i

рiвностi (1.27). �

Приклад 1.3. Система

x1 = 5, 2x1 + 2, 8x2 − 98,

x2 = 5x1 + 3x2 − 90

має розв’язок x∗ = {10; 20}T .
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Матриця коефiцiєнтiв має власнi числа λ1 = 8, λ2 = 0, 2. Власним

вектором, що вiдповiдає λ1 , є вектор ϕ1 = {10; 5, 6}. Знаходимо

(ϕ1, x) = −(ϕ1, b)

1− λ1
= −98× 10− 90× 5, 6

1− 8
= 212.

Для спектрального радiуса матрицi A0 маємо ρ(A0) = 0, 2. Вiзьмемо

x(0) = {18, 4; 5}T . Обчислення за формулою (1.20) дають такi результати

x(1) = {11, 68; 17}T x(2) = {10, 336; 19, 4}T ,

x(3) = {10, 0672; 19, 88}T x(4) = {10, 01344; 19, 976}T ,

x(5) = {10, 00268; 19, 9952}T x(6) = {10, 000490; 19, 999000}T .

Таким чином, формальна збiжнiсть iтерацiй не повiльнiша за збi-

жнiсть геометричної прогресiї зi знаменником q = λ2 = 0, 2.

§4. Узагальнення однопараметричного методу iтеративного

агрегування

Для рiвняння

x = Ax+ b (1.29)

замiсть iтерацiйних формул (1.8), (1.9) використаємо формули

x(n+1) = Ax(n) + b+
A0Bx

(n)(
ϕ,Bx(n)

) (y(n) − y(n+1)
)
, (1.30)

y(n+1) = λy(n+1) −
(
ϕ, Ãx(n)

)
− (ϕ, b). (1.31)

Нехай λ ∈ E ′ , ϕ ∈ E∗ , де E ′ – множина дiйсних чисел, E∗ – простiр, спря-

жений до банахового простору E . Нехай A0, Ã : E → E i маємо рiвнiсть

A = A0 + Ã. (1.32)

Припустимо, що для оператора A∗0 , спряженого з A0 матимемо

A∗0ϕ = λϕ (ϕ ∈ E∗, λ ∈ E ′). (1.33)
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Означуємо множину E за формулою (1.10), тобто за формулою

(ϕ, x) + y = 0 (x ∈ E, y ∈ E ′). (1.34)

Будемо дослiджувати iтерацiйний процес (1.30), (1.31), вважаючи, що

рiвняння (1.29) розглядаємо разом з рiвнянням

y = λy − (ϕ, Ãx)− (ϕ, b). (1.35)

Цим занурюємо простiр E в простiр Ẽ = E ×E ′ , в якому означено норму

‖x, y‖ =
√
‖x‖2 + |y|2 , де ‖x‖ – норма елемента x ∈ E , |y| – абсолютна

величина числа y . Очевидно, що E є пiдпростором простору Ẽ .

Будемо використовувати такi припущення:

а) справджується рiвнiсть (1.33), в якiй λ 6= 1;

б) {x(0), y(0)} ∈ E;

в) для оператора H(x)w , означеного при w = u − v , {u, v} ∈ E,

{x, y} ∈ E за допомогою формули

H(x)w = Aw − A0Bx

(1− λ)(ϕ,Bx)
(ϕ, (I − A)w), (1.36)

де I – тотожнiй оператор, справджується оцiнка

‖H(x)‖ ≤ q (1.37)

зi сталою q , для якої маємо

q < 1. (1.38)

Теорема 1.6. Якщо виконанi умови а)-в), то послiдовностi {x(n)},

{y(n)}, отриманi за допомогою формул (1.30), (1.31), збiгаються вiдповiд-

но до компонент x∗, y∗ розв’язку {x∗, y∗} ∈ Ẽ системи (1.29), (1.35) не

повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q i при кожному

n = 0, 1, . . . матимемо {x(n), y(n)} ∈ E.

Доведення. Переконаємося, щоϕ, A0Bx

(ϕ,Bx)

 = λ. (1.39)
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Справдi ϕ, A0Bx

(ϕ,Bx)

 =

(
A∗0ϕ,

Bx

(ϕ,Bx)

)
=

(λϕ,Bx)

(ϕ,Bx)
= λ.

Встановимо, що спiввiдношення {x(0), y(0)} ∈ E призводить до спiввiдно-

шень {x(n), y(n)} ∈ E при n = 0, 1, . . . Для цього використаємо рiвностi

(1.30), (1.31) та (1.32), (1.33), (1.39). Будемо мати(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1) =

(
ϕ,A0x

(n)
)

+
(
ϕ, Ãx(n)

)
+ (ϕ, b)+

+

ϕ, A0Bx
(n)(

ϕ,Bx(n)
)
(y(n) − y(n+1)

)
+ λy(n+1)−

−
(
ϕ, Ãx(n)

)
− (ϕ, b) = λ

[(
ϕ, x(n)

)
+ y(n)

]
.

Завдяки принциповi iндукцiї звiдси отримуємо, що {x(n), y(n)} ∈ E при

n = 0, 1, . . . З iншого боку, з рiвностей (1.29), (1.35) отримуємо

(ϕ, x∗) + y∗ = (ϕ,Ax∗) + (ϕ, b)− λy∗−

−(ϕ,Ax∗)− (ϕ, b) = λ [(ϕ, x∗) + y∗] .

Оскiльки λ 6= 1, то це дає пiдставу зробити висновок, що {x∗, y∗} ∈ E.

Тому можна вважати доведеними рiвностi(
ϕ, x(n) − x∗

)
+ y(n) − y∗ = 0, n = 0, 1, . . . (1.40)

З рiвностей (1.31), (1.35) можна отримати, що

y(n+1) − y∗ = −
1

1− λ

(
ϕ, Ã

(
x(n) − x∗

))
. (1.41)

Враховуючи рiвностi (1.40), (1.41), а також (1.29), (1.30) отримаємо

x(n+1) − x∗ = H
(
x(n)
)(

x(n) − x∗
)
. (1.42)

Використання умови (1.37) завершує доведення теореми. �

Означимо тепер оператор H̃(x)w за допомогою формули

H̃(x)w = Aw −

m∑
i=1

Ai
0x

(n)

(1− λ)(ϕ, x)
m−1∑
i=1

λi

(ϕ, I − A)w (1.43)
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i для нього вимагатимемо виконання спiввiдношення

‖H̃(x)‖ 6 q1 < 1. (1.44)

Теорема 1.7. Нехай оператор B має вигляд

B =
m∑
i=1

Ai
0, (1.45)

оператор H̃(x)w , побудований за формулою (1.43) задовольняє спiввiд-

ношення (1.44), а також виконуються умови а), б) теореми 1.6. Тодi

послiдовнiсть {x(n), y(n)}, отримана за допомогою формул (1.30), (1.31),

збiгаються до розв’язку {x∗, y∗} системи (1.29), (1.31) не повiльнiше вiд

геометричної прогресiї зi знаменником q1 i при кожному n = 0, 1, . . .

{x(n), y(n)} ∈ E.

Доведення. Достатньо спiвставити формули (1.36) i (1.43), щоб можна

було зробити посилання на теорему 1.6. �

Зауваження 1.1. Нехай Ã є нульовим оператором, а оператор

A = A0 має власнi числа λi (i = 1, 2, . . .), причому λ = λ1 6= 1 i

має одиничну кратнiсть. Нехай, крiм того, |λ2| < 1 i справджуються

спiввiдношення

|λ1| > |λ2| > sup
i>3
{|λi|}. (1.46)

Можна переконатися, що послiдовнiсть {x(n), y(n)}, отриману за допо-

могою формул (1.30), (1.31), можна подати як алгоритм

x(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)(
ϕ, x(n)

) Ax(n) + b, (1.47)

який збiгається до розв’язку рiвняння (1.29) зi швидкiстю геометричної

прогресiї зi знаменником |λ2|. Множиною E у цiй ситуацiї є сукупнiсть

таких x ∈ E , для яких

(ϕ, x) =
(ϕ, b)

1− λ1
.
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Тодi формулу (1.47) формально можна замiнити наступною

x(n+1) = Ax(n) + b. (1.48)

Проте при |λ1| > 1 iтерацiйний процес (1.48) є нестiйким з обчислюваль-

ного погляду через неминучiсть впливу похибок заокруглень. Тому на пра-

ктицi замiна iтерацiйної формули (1.47) алгоритмом (1.48) є доцiльною

при |λ1| < 1 i при |λ1| > 1. При |λ1| < 1 застосування формули (1.47)

дозволяє не втратити ефект прискорення збiжностi методу послiдовних

наближень (1.48).

Зазначимо, що враховуючи спiввiдношення (1.40), алгоритм (1.30),

(1.31) можна описати однiєю формулою

x(n+1) = Ax(n) +

(
ϕ, x(n+1) − x(n)

)(
ϕ,Bx(n)

) ABx(n) + b.

Вона є аналогом формули (1.47) i тотожна з нею при B = I .

§5. Про деякi способи побудови однопараметричних

агрегацiйно-iтеративних алгоритмiв

Розглянемо рiвняння вигляду (1.29), в якому

A = A0 + Ã,

де A0, Ã : E → E є лiнiйними неперервними операторами, A∗0, Ã∗ : E∗ → E∗

є спряженими вiдповiдно з A0 та Ã операторами, E∗ – спряжений з E

банахiв простiр. Вважатимемо, що справджується рiвнiсть

(A∗0 + Ã∗)ϕ = λϕ, (1.49)

де λ 6= 1 – дiйсне число, ϕ – лiнiйний функцiонал зi значеннями (ϕ, x) на

елементах x ∈ E . До рiвнння (1.29) приєднаємо допомiжне рiвняння

y = λy + (α, x) (1.50)
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з допомiжним невiдомим дiйсним числом y i функцiоналом α ∈ E∗ , озна-

ченим за допомогою формули

α = λϕ− A∗ϕ = Ã∗ϕ. (1.51)

Множину E0 означимо як сукупнiсть елементiв x ∈ E та дiйсних чисел

y ∈ E ′ (E ′ – множина дiйсних чисел), для яких справджується рiвнiсть

(ϕ, x) + y =
(ϕ, b)

1− λ
. (1.52)

Вважаємо заданою неперервну щодо x ∈ E зi значеннями в E функцiю

a(x) та дiйсну неперервну при x ∈ E функцiю γ(x), для яких при x ∈ E

маємо

(ϕ, a(x)) + γ(x) = λ. (1.53)

Лема 1.3. Нехай (ϕ, b) 6= 0. Якщо {x∗, y∗} є розв’язком системи

(1.29), (1.50) при x∗ ∈ E , y∗ ∈ E ′ , то {x∗, y∗} ∈ E0 .

Доведення. З рiвностей (1.29), (1.31) з урахуванням (1.53) при x = x∗ ,

y = y∗ отримаємо

(ϕ, x∗) + y∗ = (ϕ,Ax∗) + (ϕ, b) + (α, x∗) + λy∗ =

= (A∗ϕ, x∗) + (α, x∗) + λy∗ + (ϕ, b) =

= (λϕ− α, x∗) + (λ, x∗) + (ϕ, b) + λy∗ = λ [(ϕ, x∗) + y∗] + (ϕ, b).

Звiдси випливає, що {x∗, y∗} ∈ E0 . �

Побудуємо послiдовнiсть пар {x(n), y(n)} за формулами

x(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1)(

ϕ, x(n)
)

+ y(n)

[
Ax(n) + a

(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
) ]

+ b, (1.54)

y(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1)(

ϕ, x(n)
)

+ y(n)

[ (
α, x(n)

)
+

+γ
(
x(n)
) (
y(n) − y(n+1)

)
+ λy(n+1)

]
(n = 0, 1, . . .).

(1.55)
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Лема 1.4. Нехай (ϕ, b) 6= 0 i {x(0), y(0)} ∈ E0 . Тодi для побудованої за

формулами (1.54), (1.55) послiдовностi {x(n), y(n)} справджується спiв-

вiдношення {x(n), y(n)} ∈ E0 (n = 0, 1, 2, ...).

Доведення. Спiввiдношення (1.54), (1.55) та (1.52), (1.53) дозволяють

отримати

(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1)(

ϕ, x(n)
)

+ y(n)

[ (
ϕ,Ax(n)

)
+
(
α, x(n)

)
+

+
(
ϕ, a

(
x(n)
))(

y(n) − y(n+1)
)

+ γ
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1) + λy(n+1)
) ]

+

+(ϕ, b) =

(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1)(

ϕ, x(n)
)

+ y(n)

[ (
A∗ϕ, x(n)

)
+
(
ϕ, a

(
x(n)
))

+

+γ
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)

+
(
λ−

(
ϕ, a

(
x(n)
)))

+
(
α, x(n)

) ]
+

+(ϕ, b) =

(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1)(

ϕ, x(n)
)

+ y(n)

[
λ
(
ϕ, x(n)

)
−
(
α, x(n)

)
+ λy(n)+

+
(
α, x(n)

) ]
+ (ϕ, b) =

(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1)(

ϕ, x(n)
)

+ y(n)
λ
[ (
ϕ, x(n)

)
+ y(n)

]
+

+(ϕ, b) = λ
[(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1)

]
+ (ϕ, b).

Цим забезпечено виконання рiвностi (1.52) при x = x(n+1) , y = y(n+1) , тобто

лему доведено. �

Лема 1.5. Якщо (ϕ, b) 6= 0, {x(0), y(0)} ∈ E0 , то алгоритм (1.54),

(1.55) формально тотожнiй з алгоритмом

x(n+1) = Ax(n) + a
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)

+ b, (1.56)

y(n+1) =
(
α, x(n)

)
+γ
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)

+λy(n+1) (n = 0, 1, . . .). (1.57)

Доведення. Достовiрнiсть твердження цiєї леми забезпечує лема 1.4,

оскiльки при n = 0, 1, . . . матимемо(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1) =

(
ϕ, x(n)

)
+ y(n). �
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Для дослiдження збiжностi алгоритму (1.54), (1.55) використаємо рiв-

нiсть (
ϕ, x(n) − x∗

)
+ y(n) − y∗ = 0 (n = 0, 1, . . .). (1.58)

Iз спiввiдношення (1.29), (1.50) та (1.54), (1.55) отримуємо

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
+ a

(
x(n)
)(

y(n) − y∗
)
−

−a
(
x(n)
)(

y(n+1) − y∗
)
,

y(n+1) − y∗ = λ
(
y(n+1) − y∗

)
+ α

(
x(n) − x∗

)
+

+γ
(
x(n)
)(

y(n) − y∗
)
− α

(
x(n) − x∗

)
+ γ

(
x(n)
)(

y(n+1) − y∗
)
.

Звiдси при 1− λ+ γ
(
x(n)
)
6= 0 знаходимо

y(n+1) − y∗ =

(
α, x(n) − x∗

)
1− λ+ γ

(
x(n)
)+

γ
(
x(n)
)

1− λ+ α
(
x(n)
) (y(n) − y∗) ,

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
−

a
(
x(n)
)

1− λ+ γ
(
x(n)
) (α, x(n) − x∗)+

+
(1− λ)a

(
x(n)
)

1− λ+ γ
(
x(n)
) (y(n) − y∗) .

Для всяких β ∈ E , β0 ∈ E ′ , враховуючи (1.58), будемо мати

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
−
a
(
x(n)
) (
α, x(n) − x∗

)
1− λ+ γ

(
x(n)
) −

−β
(
ϕ, x(n) − x∗

)
+

 (1− λ)a
(
x(n)
)

1− λ+ γ
(
x(n)
)− β

(y(n) − y∗) . (1.59)

y(n+1) − y∗ =

(
α, x(n) − x∗

)
1− λ+ γ

(
x(n)
)− β0 (ϕ, x(n) − x∗)+

+

 γ
(
x(n)
)

1− λ+ γ
(
x(n)
)− β0

(y(n) − y∗) . (1.60)

Означимо H(0)
β (x)u як лiнiйний щодо u ∈ Ẽ = E×E ′ оператор за допомо-

гою формули

H
(0)
β (x) =

{
h
(β)
ij (x)

}
i,j=1,2

, (1.61)
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де

h
(β)
11 (x)u1 =

a(x)

1− λ+ γ(x)
(α, u1)− β(ϕ, u1),

h
(β)
12 (x)u2 =

 (1− λ)a(x)

1− λ+ γ(x)
− β

u2,

h
(β)
21 (x)u1 =

(α, u1)

1− λ+ γ(x)
− β0(ϕ, u1),

h
(β)
22 (x)u2 =

 γ(x)

1− λ+ γ(x)
− β0

u2.

Норму пари {x, y} (x ∈ E, y ∈ E ′) означимо за формулою

|(x, y)| = (‖x‖2 + ‖y‖2)
1
2 ,

де ‖x‖ – норма елемента x ∈ E , |y| – абсолютна величина числа y . З

рiвностей (1.59) – (1.61) випливає збiжнiсть послiдовностi {x(n), y(n)}, по-

будованої за допомогою формул (1.54), (1.55). Це разом з (1.49), (1.50) дає

можливiсть сформулювати таке твердження.

Теорема 1.8. Нехай справджується умова

‖H(0)
β (x)‖ 6 qβ < 1. (1.62)

Якщо {x(0), y(0)} ∈ E0 , то при всiх n = 0, 1, . . . будемо мати {x(n), y(n)} ∈

E0 i послiдовнiсть {x(n), y(n)} збiгається до розв’язку {x∗, y∗} ∈ E0 систе-

ми (1.29), (1.50) не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником

qβ .

Доведення. Якщо позначити u(n) = {u(n)1 , u
(n)
2 } = {x(n)−x∗, y(n)−y∗},

то з (1.59), (1.60) можна отримати

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
−
a
(
x(n)
) (
α, x(n) − x∗

)
1− λ+ γ

(
x(n)
) −

−
(1− λ)a

(
x(n)
) (
ϕ, x(n) − x∗

)
1− λ+ γ

(
x(n)
) .

(1.63)
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Цим теорему доведено. �

Позначивши через H0(x)w лiнiйний щодо w оператор

H0(x)w = Aw −
(α,w)a(x)

1− λ+ γ(x)
−

(1− λ)(ϕ,w)a(x)

1− λ+ γ(x)
, (1.64)

де w = x− x′ (x, x′ ∈ E), рiвнiсть (1.63) запишемо у виглядi

x(n+1) − x∗ = H0(x)
(
x(n) − x∗

)
. (1.65)

Теорема 1.9. Якщо ‖H0(x)‖ 6 q0 < 1, {x(0), y(0)} ∈ E0 , то

{x(n), y(n)} ∈ E0 при всiх n = 0, 1, . . . i послiдовнiсть {x(n), y(n)},

побудована за допомогою формул (1.54), (1.55), збiгається до розв’язку

{x∗, y∗} ∈ E0 системи (1.29), (1.50) не повiльнiше вiд геометричної

прогресiї зi знаменником q0 .

Доведення. Враховуючи рiвнiсть (1.65), для обґрунтування спiввiдно-

шення y(n)−y∗ → θ′ , де θ′ – нульовий елемент в E ′ , достатньо скористатися

зi спiввiдношень

y(n+1) − y∗ =

(
α, x(n) − x∗

)
1− λ+ γ

(
x(n)
)− β0 (ϕ, x(n) − x∗)−

−

 γ
(
x(n)
)

1− λ+ γ
(
x(n)
)− β0

(ϕ, x(n) − x∗) .
Цим теорему доведено. �

Для отримання апрiорної оцiнки похибки обмежимося спрощеною ситу-

ацiєю, в якiй a(x), γ(x) не залежать вiд x, тобто маємо a(x) = a, γ(x) = γ ,

де a, γ – сталi числа.

Використаємо рiвностi

x(n+1) − x(n) = A
(
x(n) − x(n−1)

)
+ a

(
y(n) − y(n+1)

)
+ a

(
y(n) − y(n−1)

)
,

y(n+1) − y(n) =
(
α, x(n) − x(n−1)

)
+ γ

(
y(n) − y(n+1)

)
+

+γ
(
y(n) − y(n−1)

)
+ λ

(
y(n+1) − y(n)

)
,
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що отриманi з (1.54), (1.55). Звiдси знаходимо

x(n+1) − x(n) = A
(
x(n) − x(n−1)

)
+
a
(
α, x(n) − x(n−1)

)
1− λ+ γ

+

+
(1− λ)a

(
y(n) − y(n−1)

)
1− λ+ γ

,

y(n+1) − y(n) =

(
α, x(n) − x(n−1)

)
1− λ+ γ

+
γ

1− λ+ γ

(
y(n) − y(n−1)

)
.

Оскiльки (
ϕ, x(n) − x(n−1)

)
+ y(n) − y(n−1) = 0,

то, взявши до уваги (1.64), матимемо

x(n+1) − x(n) = H0

(
x(n) − x(n−1)

)
,

де H0w не залежить вiд x. Звiдси при ‖H0‖ 6 q < 1 випливає оцiнка

‖x(n) − x∗‖ 6 qn

1− q
‖x(0) − x(1)‖.

Розглянемо агрегацiйно-iтеративний алгоритм, побудований за допомо-

гою формул

x(n+1) = Ax(n) +
Am+1x(n)

λm
(
ϕ, x(n)

) (y(n) − y(n+1)
)

+ b, (1.66)

y(n+1) = λy(n+1) +

ϕ, Ãm+1x(n)(
ϕ, x(n)

)
(y(n) − y(n+1)

)
+

+
(
ϕ, Ãx(n)

)
− (ϕ, b),

(1.67)

де задля зручностi замiсть множини E0 , означеної за формулою (1.52),

використовуємо множину E, означену рiвнiстю

(ϕ, x) + y = 0, (1.68)

причому (A∗ + Ã∗)ϕ = λϕ для A∗ та Ã∗ , спряжених з A та A∗ . Як i

в попередньому викладi, можна переконатися, що для розв’язку системи,

складеної з рiвняння (1.29) i допомiжного рiвняння

y = λy + (ϕ, Ãx)− (ϕ, b), (1.69)
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матимемо {x∗, y∗} ∈ E при λ 6= 1, а також спiввiдношення {x(n), y(n)} ∈ E

(n = 1, 2, . . .), якщо {x(0), y(0)} ∈ E. Справдi,

(ϕ, x∗) + y∗ = (ϕ,Ax∗) + (ϕ, b) + λy∗ +
(
ϕ, Ã∗x

)
− (ϕ, b) =

=
(
ϕ, (A+ Ã)x∗

)
+ λy∗ = λ

[
(ϕ, x∗) + y∗

]
.

(
ϕ, x(n+1)

)
+ y(n+1) =

(
ϕ,Ax(n)

)
+

(
ϕ,Am+1x(n)

)
λm
(
ϕ, x(n)

) (y(n) − y(n+1)
)

+

+ (ϕ, b) + λy(n+1) +

ϕ, Ãm+1x(n)

λm
(
ϕ, x(n)

)
(y(n) − y(n+1)

)
+

+
(
ϕ, Ãx(n)

)
− (ϕ, b) =

(
ϕ, (A+ Ã)x(n)

)
+ λy(n+1)+

+

(
ϕ,
(
Am+1 + Ãm+1

)
x(n)
)

λm
(
ϕ, x(n)

) (
y(n) − y(n+1)

)
= λ

(
ϕ, x(n)

)
+

+λ
(
y(n) − y(n+1)

)
+ λy(n+1) = λ

[ (
ϕ, x(n)

)
+ y(n)

]
.

Це дає пiдставу скористатися нерiвнiстю λ 6= 1 та принципом математичної

iндукцiї i вважати потрiбнi твердження обґрунтованим. Як пiдсумок, з цих

мiркувань отримуємо висновок, що при λ 6= 1 та {x(0), y(0)} ∈ E матимемо

для n = 0, 1, . . . рiвностi (1.58).

Позначимо

a(x) =

(
ϕ,Am+1x

)
λm (ϕ, x)

, α(x) =

ϕ, Ãm+1x

λm (ϕ, x)

 . (1.70)

З рiвностей (1.29), (1.66)–(1.68) можна одержати

y(n+1) − y∗ = −
αx(n)

1− λ+ α
(
x(n)
) (ϕ, x(n) − x∗)+

(
ϕ, Ã

(
x(n) − x∗

))
1− λ+ α

(
x(n)
) ,

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
− a

(
x(n)
) (ϕ, Ã (x(n) − x∗))

1− λ+ α
(
x(n)
) −

−a
(
x(n)
) [(

ϕ, x(n) − x∗
)
−

α
(
x(n)
)

1− λ+ α
(
x(n)
) (ϕ, x(n) − x∗) ].
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Звiдси випливає, що

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
−

−a
(
x(n)
) (1− λ)

(
ϕ, x(n) − x∗

)
+
(
ϕ, Ã

(
x(n) − x∗

))
1− λ+ α

(
x(n)
) .

(1.71)

Означимо оператор H(x)w за допомогою формули

H(x)w = Aw − a(x)
(1− λ) (ϕ,w) +

(
ϕ, Ãw

)
1− λ+ α(x)

. (1.72)

З формул (1.60) випливає, що

H(x)w = Aw −
Am+1x

λm(ϕ, x)
·

(1− λ) (ϕ,w) +
(
ϕ, Ãw

)
1− λ+

Ãm+1w

λm(ϕ, x)

.

Теорема 1.10. Нехай {x(0), y(0)} ∈ E, λ 6= 1 i при {x, y} ∈ E маємо

1− λ+ α(x) 6= 0. Якщо

‖H(x)‖ 6 q < 1

при {x, y} ∈ E, то послiдовнiсть {x(n), }, утворена за допомогою алго-

ритму (1.66), (1.67), збiгається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (1.29) не

повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q i виконуються

спiввiдношення {x(n), y(n)} ∈ E (n = 1, 2, . . .), {x∗, y∗} ∈ E.

Доведення. Оскiльки з умов (1.49), (1.60) та спiввiдношень

{x(0), y(0)} ∈ E, λ 6= 1, 1 − λ + α(x) 6= 0 випливає рiвнiсть (1.71),

то достатньо скористатись банаховим принципом стиску. �



Роздiл 2

Загальнi схеми побудови

агрегацiйно-iтеративних алгоритмiв

В багатьох прикладних задачах декомпозицiя операторних рiвнянь за

допомогою методiв iтеративного агрегування є ефективним засобом розв’я-

зання систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь великої розмiрностi. В цьому

роздiлi розвинемо iдеї попереднього роздiлу, поширивши застосовану там

методику для побудови i дослiдження багатопараметричних алгоритмiв на-

ближеного розв’язання лiнiйних рiвнянь з неперервними операторами, що

дiють в банахових просторах.

§6. Про один клас методiв iтеративного агрегування

Нехай E – банахiв простiр, i лiнiйнi оператори A,A0 : E → E є непе-

рервними. Позначимо Ã = A0 + A. Розглядатимемо рiвняння

x = Ãx+ b (b ∈ E). (2.1)

Припустимо, що

A =
N∑
j=1

Aj, (2.2)

де Aj : E → E є лiнiйними неперервними операторами. Запишемо рiвняння

(2.1) у виглядi

x = A0x+
N∑
j=1

Ajx+ b. (2.3)
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Вважатимемо, що

Ai = ΨiΦ
∗
i (i = 1, N), (2.4)

де Ψi ∈ E , Φ∗i ∈ E∗ (E∗ – спряжений з E простiр). Спiввiдношення (2.4)

мають очевидний смисл, якщо, наприклад, E – евклiдiв простiр, елемен-

тами якого є вектор-стовпцi, а елементами простору E∗ є вектор-рядки.

Рiвнiсть (2.3) можна подати у виглядi

x = A0x+
N∑
j=1

ΨjΦ
∗
jx+ b. (2.5)

Якщо вважати, що ΨT = {Ψ1, ...,ΨN}, Φ = {Φ∗1, ...,Φ∗N}, то замiсть (2.5)

матимемо

x = A0x+ ΨΦTx+ b, (2.6)

де T – символ транспонування. У випадку, коли (2.3) є системою лiнiйних

алгебраїчних рiвнянь, формули (2.4) означають, що Ai є матрицями, ранг

яких рiвний одиницi, з правими власними векторами Ψi та лiвими власни-

ми векторами Φ∗i вiдповiдно для власних чисел λii . Якщо ж, наприклад,

(2.5) є лiнiйним iнтегральним рiвнянням, то його можна подати у виглядi

x(t) =

∫ b

a

A0(t, s)x(s) ds+
N∑
j=1

∫ b

a

Ψj(t)Φ
∗
j(s)x(s) ds. (2.7)

Використаємо аналогiю з тим, що iтерацiйний процес

x(n+1) =
(ϕ, b)(

ϕ, x(n) − Ãx(n)
)Ãx(n) + b,

яким в [17, стор. 156] описано однопараметричний метод iтеративного агре-

гування, можна описати за допомогою формули

x(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)(
ϕ, x(n)

) Ãx(n) + b, (2.8)

побудуємо багатопараметричний алгоритм за формулою

x(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)(
ϕ, x(n)

) A0x
(n) +

N∑
j=1

Φ∗jx
(n+1)

Φ∗jx
(n)

Ajx
(n) + b. (2.9)
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Тут вжито (ϕ, x) замiсть ϕ∗x. Позначимо

λij = ΦiΨj, Λ = {λij}, z
(n)
N = {z(n)1 , ..., z

(n)
N }T ,

z
(n)
j = Φjx

(n) (j = 1, N).
(2.10)

Враховуючи (2.4)–(2.6), подамо (2.9) у виглядi

x(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)(
ϕ, x(n)

) Φx(n) +
N∑
j=1

Ψ∗jz
(n+1)
j + b. (2.11)

Звiдси отримуємо

z(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)(
ϕ, x(n)

) Φx(n) + ΛΨTz(n+1) + Φb. (2.12)

Нехай iснує обернена матриця (I ′ − Λ)−1 , де I ′ – одинична матриця

розмiрностi N . З (2.12) знайдемо

z(n+1) = (I ′ − Λ)−1ΦT b+ (I ′ − Λ)−1
ΦTA0x

(n)(
ϕ, x(n)

) (ϕ, x(n+1)
)
. (2.13)

З (2.11) та (2.13) випливає рiвнiсть

x(n+1) =
A0x

(n)(
ϕ, x(n)

) (ϕ, x(n+1)
)

+ Ψz(n+1) + b. (2.14)

Тому маємо пiдставу записати

x(n+1) =
A0x

(n)(
ϕ, x(n)

) (ϕ, x(n+1)
)

+ (Ψ(I ′ − Λ)−1Φb+ b)+

+Φ(I ′ − Λ)−1
Φ(I ′ − Λ)−1A0x

(n)(
ϕ, x(n)

) (
ϕ, x(n+1)

)
,

тобто

x(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)(
ϕ, x(n)

) [
I + Ψ(I ′ − Λ)−1ΦT

]
A0x

(n)+

+(I ′ − Λ)−1ΦT b+ b,

(2.15)

де I – одиничний оператор в E . Позначивши

B0 = [I + Ψ(I ′ − Λ)−1ΦT ]A0, (2.16)
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b0 = (I ′ − Λ)−1ΦT b+ b, (2.17)

рiвнiсть (2.15) запишемо у виглядi

x(n+1) =

(
ϕ, x(n+1)

)(
ϕ, x(n)

) B0x
(n) + b0. (2.18)

Можна переконатися, що для рiвняння (2.3) є пiдстави записати

x = B0x+ b0. (2.19)

З цього випливає, що до рiвняння (2.3), записаного у виглядi (2.19) засто-

совна теорема 19.1 iз [17, cтор. 155-158].

Нехай банахiв простiр E напiвупорядкований за допомогою нормаль-

ного конуса K додатнiх елементiв, отже напiвупорядкованiсть узгоджена

з нормою. Вважатимемо, що напiвупорядкованiсть у спряженому просторi

E∗ генеровано за допомогою конуса K∗ додатнiх лiнiйних функцiоналiв.

Теорема 2.1. Нехай:

1) оператор B0 є додатнiм, тобто B0x ∈ K при x ∈ K ;

2) оператор B0 є фокусуючим щодо конуса K зi сталою фокусування

Γ(B0) (див., [17, стор. 77-78]);

3) для спектрального радiуса ρ(B0) оператора B0 маємо нерiвнiсть

ρ(B0) < 1;

4) функцiонал ϕ ∈ K∗ є допустимим, тобто його можна подати у

виглядi ϕ = B0g , причому (g, x) > (B∗0g, x), де g ∈ K∗ , x 6= θ (θ –

нульовий елемент в E );

5) b0 ∈ K , b0 6= θ , x(0) ∈ K , x(0) 6= 0.

Тодi послiдовнiсть {x(n)}, побудована за допомогою формули (2.18), збi-

гається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (2.3) i справджується оцiнка

‖x(n) − x∗‖ 6M

(
Γ(B0)− 1

Γ(B0) + 1

)n
, (2.20)

в якiй число M не залежить вiд вибору початкового наближення x(0) .
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Доведення. Достатньо зробити посилання на теорему 19.1 iз [17,

cтор. 156], оскiльки для рiвняння (2.19) виконанi всi тi самi вимоги,

якi фiгурують у згаданiй теоремi для рiвняння (2.3) й тому її можна

застосувати до рiвняння (2.19). �

Теорему 19.1 iз [17, стор. 156] отримуємо як частковий випадок теоре-

ми 2.1, якщо скористатися з алгоритму, який описує формула (2.8) при

Ã = A0 .

Результат, що мiстить теорема 2.1, охоплює багатопераметричнi алгори-

тми, котрi формально можна звести за описаною процедурою до алгоритму

(2.18). При цьому оператори Ai (i = 1, N) можуть не бути додатнiми, а

спектральний радiус ρ(Ã) оператора Ã не мусить бути меншим вiд одиницi.

Обмежуючись однопараметричним випадком, розглянемо алгоритм,

який узагальнює алгоритм (2.8). При цьому не вимагатимемо виконання

умов 1) – 5). Для цього приєднаємо до (2.3) допомiжне рiвняння

y = λy − (ϕ,A0x)− (ϕ, b0) + λ(ϕ, x) (2.21)

з дiйсною невiдомою змiнною y при умовi, що λ 6= 1.

Однопараметричний алгоритм опишемо за допомогою формул

x(n+1) = A0x
(n) + a

(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)

+ b, (2.22)

y(n+1) = λy(n+1) −
(
ϕ,A0x

(n)
)

+ λ
(
ϕ, x(n)

)
+

+α
(
x(n)
) (
y(n) − y(n+1)

)
− (ϕ, b).

(2.23)

Позначимо, як i в §2, через E сукупнiсть таких пар {x, y} (x ∈ E , y ∈ E ′ ,

E ′ – множина дiйсних чисел), для яких справджується рiвнiсть

(ϕ, x) + y = 0. (2.24)

Норму ‖x, y‖ таких пар означимо, наприклад, як евклiдову норму пар

{‖x‖, |y|}, де ‖x‖ – норма елемента x ∈ E , |y| – абсолютна величина

числа y . Очевидно, що E – пiдпростiр простору Ẽ = E × E ′ .
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Вважатимемо, що функцiя a(x) зi значеннями в E та дiйсна функцiя

α(x) є неперервними i задовольняють рiвнiсть

(ϕ, a(x)) + α(x) = λ ({x, y} ∈ E). (2.25)

Iтерацiйний процес (2.22), (2.23) перетворюється в процес вигляду (2.8),

коли A є нульовим оператором, тобто якщо в (2.8) взяти A0 замiсть Ã та

a(x) означити за формулою

a(x) =
A0x

(ϕ, x)
. (2.26)

Позначимо

H(x)w =

 h11(x) h12(x)

h21(x) h22(x)

(p
q

)
, (2.27)

де
h11(x)p = a(x)(1− λ+ α(x))−1(ϕ,A0 − λI))p+ A0p,

h12(x)q = −a(x)(1− λ+ α(x))−1(λ− α(x))q,

h21(x)p = −(1− λ+ α(x))−1[(ϕ,A0p)− λ(ϕ, p)],

h22(x) = (1− λ+ α(x))−1α(x)q,

де w = {p, q}T , λ 6= 1, λ− α(x) 6= 1 при {x, y} ∈ E, {p, q} ∈ E.

Теорема 2.2. Нехай {x(0), y(0)} ∈ E, справджується рiвнiсть (2.25) i

для оператора H(x) маємо спiввiдношення

‖H(x)‖ 6 Q < 1. (2.28)

Тодi послiдовнiсть {x(n), y(n)}, побудована за допомогою формул (2.22),

(2.23), збiгається за нормою в Ẽ до розв’язку {x∗, y∗} системи (2.3),

(2.21) не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником Q,

причому {x∗, y∗} ∈ E та {x(n), y(n)} ∈ E при n = 1, 2, . . .

Доведення. На пiдставi рiвностей (2.21), (2.25) маємо

(ϕ, x∗) + y∗ = (ϕ,A0x
∗) + (ϕ, b) + λy∗ − (ϕ,A0x

∗)−

−(ϕ, b) + λ(ϕ, x∗) = λ[(ϕ, x∗) + y∗].
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Оскiльки λ 6= 1, то отримуємо, що {x∗, y∗} ∈ E. Для обґрунтування спiв-

вiдношення {x(n), y(n)} ∈ E скористаємося принципом математичної iнду-

кцiї, взявши до уваги, що {x(0), y(0)} ∈ E. Припускаючи, що {x(k), y(k)} ∈ E,

на пiдставi (2.22), (2.23) маємо(
ϕ, x(k+1)

)
+ y(k+1) =

(
ϕ,A0x

(k)
)

+
(
ϕ, a

(
x(k)
))
y(k)−

−
(
ϕ, a

(
x(k)
))
y(k+1) + (ϕ, b) + λy(k+1) −

(
ϕ,A0x

(k)
)

+

+λ
(
ϕ, x(k)

)
+ α

(
x(k)
)
y(k) − α

(
x(k)
)
y(k+1) + (ϕ, b).

Звiдси, враховуючи (2.25), отримуємо(
ϕ, x(k+1)

)
+ y(k+1) =

[(
ϕ, a

(
x(k)
))

+ α
(
x(k)
)]
y(k)+

+
[
1−

(
ϕ, a

(
x(k)
))
− α

(
x(k)
)]
y(k+1) + λ

(
ϕ, x(k)

)
,

тобто (
ϕ, x(k+1)

)
+ y(k+1) = λ

[(
ϕ, x(k)

)
+ y(k)

]
. (2.29)

Отже, {x(k+1), y(k+1)} ∈ E. На основi принципу iндукцiї робимо висновок,

що {x(n), y(n)} ∈ E для всiх n = 0, 1, . . . Спiввiдношення (2.28) дають пiд-

ставу вважати завершеним доведення теореми. �

Наслiдок 2.1. Нехай оператор H0(x)p означено за формулою

H0(x)p = a(x)(1− λ+ α(x))−1[(ϕ,A0p) + α(x)(ϕ, p)]. (2.30)

i при {x, y} ∈ E, {p, q} ∈ E маємо

‖H0(x)‖ 6 Q1 < 1. (2.31)

Тодi при {x(0), y(0)} ∈ E послiдовнiсть {x(n), y(n)} побудована за допомо-

гою формул (2.22), (2.23), збiгається до розв’язку {x∗, y∗} системи (2.3),

(2.21) не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником Q1 , при-

чому {x∗, y∗} ∈ E та {x(n), y(n)} ∈ E при n = 1, 2, . . .

Доведення. Оскiльки для оператора H(x), означеного за формулою

(2.27), можна використати рiвнiсть(
ϕ, x(n) − x∗

)
+
(
y(n) − y∗

)
= 0
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i отримати, що

x(n+1) − x∗ = H0

(
x(n)
)(

x(n) − x∗
)
,

то маємо пiдставу вважати наслiдок доведеним. �

Розглянемо iтерацiйний алгоритм, побудований за допомогою формули

x(n+1) = A0x
(n) +

N∑
j=1

ΦT
j x

(n+1)

ΦT
j x

(n)
Ajx

(n) + b.

В цьому випадку можна отримати

x(n+1) − x∗ = B0

(
x(n) − x∗

)
,

де оператор B0 означений за формулою (2.16). Як частковий випадок тео-

реми 2.1, отримуємо таке твердження.

Наслiдок 2.2. Нехай {x(0), y(0)} ∈ E, виконується умова (2.25) i при

{x, y} ∈ E, {p, q} ∈ E маємо

‖B0‖ 6 Q1 < 1.

Тодi справджуються всi твердження теореми 2.2.

§7. Деякi узагальненi багатопараметричнi алгоритми

Будемо припускати, що в рiвняннi

x = Ax+ b (2.32)

оператор A можна подати у виглядi

A =
N∑
j=1

Aj + A0, (2.33)

тобто розглядатимемо рiвняння

x =
N∑
j=1

Ajx+ A0x+ b, (2.34)
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де Aj : E → E (j = 0, 1, ..., N) є лiнiйними неперервними операторами,

b ∈ E , E – банахiв простiр. Задамо лiнiйнi неперервнi функцiонали

ϕ(i) ∈ E∗ (i = 0, 1, ..., N). Тут E∗ – спряжений з E простiр. До рiвняння

(2.34) приєднаємо систему допомiжних рiвняннь

yi =
N∑
j=1

λijyj +
(
ϕ(i), Bix

)
−
(
ϕ(i), b

)
(i = 0, 1, ..., N) (2.35)

з допомiжними невiдомими числами yi i лiнiйними неперервними операто-

рами Bi : E → E . Припускаємо, що:

А) справджуються рiвностi(
ϕ(i), Ajx

)
= λij

(
ϕ(j), x

)
(i = 1, N ; j = 1, N); (2.36)

В) заданi оператори Bi при i = 0, 1, ..., N пiдпорядкованi умовi(
ϕ(i), A0x+Bix

)
= λi0

(
ϕ(0), x

)
(i = 1, N). (2.37)

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1) = Ax(n) +
N∑
j=0

a
(n)
j

(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
+ b, (2.38)

y
(n+1)
i =

N∑
j=0

λijy
(n+1)
j +

(
ϕ(i), Bix

(n)
)

+
N∑
j=0

α
(n)
ij

(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
−

−
(
ϕ(i), b

)
(i = 0, 1, ..., N ; n = 0, 1, ...),

(2.39)

де елементи a
(n)
j = aj

(
x(n)
)
∈ E i дiйснi числа α(n)

ij = αij
(
x(n)
)
задоволь-

няють умову:

С) при x ∈ E справджуються рiвностi(
ϕ(i), aj(x)

)
+ αij(x) = λij (i = 1, N, j = 1, N) (2.40)

з дiйсними числами λij та неперервними aj(x), αij(x) при x ∈ E .

Множиною E0 назвемо сукупнiсть елементiв x ∈ E та векторiв

y = {y0, y1, ..., yN}T ∈ E ′ , де E ′ – евклiдiв простiр розмiрностi N + 1, для

яких справджуються рiвностi(
ϕ(i), x

)
+ yi = 0 (i = 0, 1, ..., N). (2.41)
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Очевидно, що E0 є пiдпростором простору Ẽ = E ×E ′ , в якому норму

пар {x, y} при x ∈ E , y ∈ E ′ можна задати за допомогою формули

‖x, y‖ = (‖x‖2 + |y|2)
1
2

де ‖x‖ – норма елемента x ∈ E , |y| – евклiдова норма y ∈ E ′ .

Лема 2.1. Нехай виконуються умови А) та В) i невиродженою є ма-

триця I ′ − Λ, де

Λ = {λij}i,j=0,1,...,N , (2.42)

I ′ – одинична матриця в E ′ . Тодi для розв’язку {x∗, y∗} ∈ Ẽ системи

(2.34), (2.35) матимемо, що {x∗, y∗} ∈ E0 .

Доведення. З рiвностей (2.34) – (2.37) при x = x∗ , yi = y∗i будемо

мати

(
ϕ(i), x∗

)
+

N∑
j=1

(
ϕ(i), Ajx

∗
)

+
(
ϕ(i), A0x

∗
)

+
(
ϕ(i), b

)
+

+
N∑
j=1

λijy
∗
j +

(
ϕ(i), Bix

∗
)
−
(
ϕ(i), b

)
=

=
N∑
j=1

λij

[(
ϕ(j), x∗

)
+ y∗j

]
+
[(
ϕ(i), A0x

∗ +Bix
∗
)

+ λi0y
∗
0

]
=

=
N∑
j=0

λij

[(
ϕ(j), x∗

)
+ y∗j

]
(i = 0, 1, . . . , N).

Оскiльки матриця I ′ − Λ невироджена, то можна зробити висновок, що

{x∗, y∗} ∈ E0 . �

Лема 2.2. Нехай справджуються умови леми 2.1, а також умова

С). Якщо {x(0), y(0)} ∈ E0 , то для послiдовностi {x(n), y(n)}, побудованої

за допомогою формул (2.38), (2.39) матимемо, що {x(n), y(n)} ∈ E0 при

n = 0, 1, . . .
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Доведення. Рiвностi (2.38), (2.39) можна записати вiдповiдно у вигля-

дi

x(n+1) =
N∑
j=1

Ajx
(n) + A0x

(n) +
N∑
j=0

a
(n)
j

(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
+

+a
(n)
0

(
y
(n)
0 − y

(n+1)
0

)
+ b,

y
(n+1)
i =

N∑
j=1

λijy
(n+1)
j + λi0y

(n+1)
0 +

(
ϕ(i), Bix

(n)
)

+

+
N∑
j=1

α
(n)
ij

(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
+ α

(n)
i0

(
y
(n)
0 − y

(n+1)
j

)
−
(
ϕ(i), b

)
(i = 0, 1, . . . , N, n = 0, 1, . . .).

З рiвностей (2.36) – (2.40) випливає, що(
ϕ(i), x(n+1)

)
+ y

(n+1)
i =

N∑
j=1

(
ϕ(i), Ajx

(n)
)

+
(
ϕ(i), A0x

(n)
)

+

+
N∑
j=1

(
ϕ(i), a

(n)
j

)(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
+
(
ϕ(i), a

(n)
0

)(
y
(n)
0 − y

(n+1)
0

)
+

+
(
ϕ(i), b

)
+

N∑
j=1

λijy
(n+1)
j + λi0y

(n+1)
0 +

(
ϕ(i), B0x

(n)
)

+

+
N∑
j=1

α
(n)
ij

(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
+ α

(n)
i0

(
y
(n)
0 − y

(n+1)
0

)
−
(
ϕ(i), b

)
=

=
N∑
j=1

λij

(
ϕ(i), x(n)

)
+
(
ϕ(i), A0x

(n) +Bix
(n)
)

+

+
[(
ϕ(i), a

(n)
0

)
+ α

(n)
i0

]
y
(n)
0 +

N∑
j=1

[(
ϕ(i), a

(n)
j

)
+ α

(n)
ij

]
y
(n)
j +

+
[
λi0 −

(
ϕ(i), a

(n)
0

)
− α(n)

i0

]
y
(n+1)
0 +

N∑
j=1

[
λij −

(
ϕ(i), a

(n)
j

)
− α(n)

ij

]
y
(n+1)
j =

=
N∑
j=1

λij

[(
ϕ(j), x(n)

)
+ y

(n)
j

]
+ λi0

[(
ϕ(0), x(n)

)
+ y

(n)
0

]
=

=
N∑
j=1

λij

[(
ϕ(j), x(n)

)
+ y

(n)
j

]
(i = 0, 1, . . . , N).
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Тому можна вважати лему доведеною. �

З лем 2.1 та 2.2 як наслiдок одержуємо таке твердження.

Лема 2.3. Якщо виконуються умови А)-С), причому iснує матриця

(I ′ − Λ)−1 i {x(0), y(0)} ∈ E0 , а пара {x∗, y∗} є розв’язком в Ẽ системи

(2.34), (2.35), то справджуються рiвностi(
ϕ(i), x(n) − x∗

)
+ y

(n)
i − y

∗
i = 0 (i = 0, 1, . . . , N, n = 0, 1, . . .). (2.43)

Доведення. Достатньо зазначити, що рiвностi (2.43) отримуються з

рiвностей (2.41) при {x(0), y(0)} ∈ E0 та {x∗, y∗} ∈ E0 завдяки лемам 2.1 та

2.2. �

Позначимо

a(n) = {a(n)0 , a
(n)
1 , . . . , a

(n)
N },

[ϕ,Bx] = {
(
ϕ(0), B0x

)
,
(
ϕ(1), B1x

)
, . . . ,

(
ϕ(N), BNx

)
}T ,

[ϕ, b] = {
(
ϕ(0), b

)
,
(
ϕ(1), b

)
, . . . ,

(
ϕ(N), b

)
}T .

Запишемо формули (2.35), (2.38), (2.39) вiдповiдно у виглядi

y = Λy + [ϕ,Bx]− [ϕ, b], (2.44)

x(n+1) = Ax(n) + a(n)
(
y(n) − y(n+1)

)
+ b, (2.45)

y(n+1) = Λy(n+1) +
[
ϕ,Bx(n)

]
+ α(n)

(
y(n) − y(n+1)

)
− [ϕ, b], (2.46)

де матрицю Λ означено за формулою (2.42). З рiвностей (2.32), (2.44) –

(2.46) отримаємо

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
+ a(n)

(
y(n) − y∗

)
− a(n)

(
y(n+1) − y∗

)
, (2.47)

y(n+1) − y∗ =
(
Λ− α(n)

) (
y(n+1) − y∗

)
+

+α(n)
(
y(n) − y∗

)
+
[
ϕ,B

(
x(n) − x∗

)]
.

(2.48)

Отже,
y(n+1) − y∗ =

(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
α(n)

(
y(n) − y∗

)
+

+
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1 [
ϕ,B

(
x(n) − x∗

)]
.

(2.49)
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Це разом з рiвнiстю (2.47) приводить до рiвностi

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
+ a(n)

(
y(n) − y∗

)
−

−a(n)
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
α(n)

(
y(n) − y∗

)
−

−a(n)
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1 [
ϕ,B

(
x(n) − x∗

)]
.

(2.50)

З рiвностей (2.50) та (2.43) випливає, що

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
+
[
ϕ,B

(
x(n) − x∗

)]
−

−a(n)
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
(I ′ − Λ)

[
ϕ, x(n) − x∗

]
.

(2.51)

Позначимо через

H(x) =

 h11(x) h12(x)

h21(x) h22(x)

 ,

де
h11(x)w = Aw + a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1[ϕ,Bw],

h21(x)w = (I ′ − Λ + α(x))−1[ϕ,Bw],

h12(x)z = a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1(I ′ − Λ)z,

h22(x)z = (I ′ − Λ + α(x))−1α(x)z,

оператор, породжений правою частиною рiвностей (2.49), (2.50) щодо пари

s = {w, z}, де w = x(n) − x∗ , z = y(n) − y∗ .

Наведенi мiркування, що привели до рiвностей (2.49), (2.50) пiдсумуємо

у виглядi окремого твердження.

Теорема 2.3. Нехай при {x, y} ∈ E0 оператор H(x)s є стискуючим

i ‖H(x)‖ 6 q < 1. Тодi послiдовнiсть {x(n)}, отримана за допомогою

алгоритму (2.45), (2.46), збiгається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (2.32)

не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q .

Як частковий випадок теореми 2.3 можна отримати таке твердження.

Теорема 2.4. Нехай справджуються умови леми 2.3 i оператор

H0(x)w , означений за формулою

H0(x)w = Aw − a(x) (I ′ − Λ + α(x))
−1

((I ′ − Λ)[ϕ,w] + [ϕ,Bw]) , (2.52)
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при {x, y} ∈ E0 , w = x1 − x2 , (x1, x2 ∈ E) є стискуючим зi сталою

q0 > ‖H0(x)‖, q0 < 1. Тодi послiдовнiсть {x(n)}, побудована за допомо-

гою формул (2.45), (2.46), збiгається до розв’язку x∗ рiвняння (2.32) не

повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q0 .

Доведення. Запишемо умову (2.43) у виглядi[
ϕ, x(n) − x∗

]
+
(
y(n) − y∗

)T
= θ′, (2.53)

де θ′ – нульовий вектор-стовпець в E ′ . Твердження теореми отримуємо

завдяки рiвностям (2.52), (2.53). �

Агрегацiйно-iтеративний алгоритм (2.38), (2.39) охоплює багатопараме-

тричний метод iтеративного агрегування, якщо aj(x) означити за допомо-

гою формули

aj(x) =
Ajx(
ϕ(j), x

) (j = 0, 1, . . . , N, x ∈ E). (2.54)

В цьому випадку з формул (2.38), (2.39) можна отримати формулу

x(n+1) =
N∑
j=0

(
ϕ(j), x(n+1)

)(
ϕ(j), x(n)

) Ajx
(n) + b, (2.55)

яка описує багатопараметричний метод iтеративного агрегування. Вибiр

агрегуючих функцiоналiв i матриць Λ = {λij} та α(x) = {αij(x)} пiдпо-

рядковуємо вимозi про невиродження матриць I ′ − Λ, I ′ − Λ + α(x) при

{x, y} ∈ E0 .

Якщо α(x) є нульовою матрицею, то алгоритм (2.39), (2.40) перетво-

рюється в один з проекцiйно-iтеративних методiв, докладно дослiджених

в [19, 22]. Можна побудувати й iншi багатопараметричнi алгоритми, котрi

потрактуємо як методи iтеративного агрегування. Задля прикладу розгля-

немо такий алгоритм

x(n+1) = A0x
(n) +

N∑
j=1

(
ϕ(j), x(n+1)

)(
ϕ(j), x(n)

) Ajx
(n) + b. (2.56)
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Для дослiдження його збiжностi формулу (2.56) замiнимо формулами

x(n+1) =
N∑
j=1

Ajx
(n) +

N∑
j=1

a
(n)
j

(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
+ A0x

(n) + b, (2.57)

y(n+1) = Λy(n+1) +
[
ϕ,Bx(n)

]
+ α(n)

(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
−

−
[
ϕ,A0x

(n)
]
− [ϕ, b],

(2.58)

маючи на увазi, що a
(n)
j при j = 1, N означенi за формулою (2.54). У

використаних при конструюваннi матрицi H(x) формулах (2.56) – (2.58)

iндекси i, j приймають значення 1, 2, . . . , N . Для алгоритму (2.57), (2.58)

зберiгається формальна структура матрицi H(x) i множини E0 з тiєю вiд-

мiннiстю для матрицi H(x), що для цього випадку будемо мати

h11(x)w = Aw − a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1[ϕ, (B − A0)w],

h12(x)z = a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1(I ′ − Λ)z,

h21(x)w = (I ′ − Λ + α(x))−1[ϕ, (B − A0)x],

h22(x)z = (I ′ − Λ + α(x))−1α(x)z.

За цих обставин для алгоритму (2.57), (2.58) зберiгається твердження тео-

реми 2.4.

Приклад 2.1. Розглянемо рiвняння вигляду (2.32), в якому

A =



2, 1 1, 0 2, 1 2, 1 6, 0

6, 2 3, 1 6, 0 1, 1 3, 0

4, 1 2, 0 4, 2 3, 1 9, 1

3, 0 6, 1 3, 1 1, 0 1, 1

2, 1 4, 1 2, 0 5, 2 5, 2


, b =



−700

−639

−1092

−364

−779


.

Розв’язком системи в цьому випадку є вектор x∗ = {10; 20; 40; 50; 80}T .

Подамо цю систему у виглядi

x = A1x+ A2x+ A3x+ A4x+ A0x+ b,
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де

A1 =



2 1 2 0 0

6 3 6 0 0

4 2 4 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


, A2 =



0 0 0 2 6

0 0 0 1 3

0 0 0 3 9

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


,

A3 =



0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

3 6 3 0 0

6 4 2 0 0


, A4 =



0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 5 5


,

A0 =



0, 1 0, 0 0, 1 0, 1 0, 0

0, 2 0, 1 0, 0 0, 1 0, 0

0, 1 0, 0 0, 2 0, 1 0, 1

0, 0 0, 1 0, 1 0, 0 0, 1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 2 0, 2


.

Застосуємо алгоритм (2.38), (2.39), в якому aj(x) побудованi за форму-

лами (2.54). Для обчислень доцiльно скористатися iз запису цього алго-

ритму у виглядi (2.55). Виберемо x(0) = {1; 1; 1; 1; 1}T . Першi двi iтерацiї

дають такi числовi значення

x(1) = {12, 55405; 22, 04045; 37, 7837; 53, 660098; 80, 3183}T ,

x(2) = {10, 08436; 20, 73607; 39, 7005; 50, 34548; 80, 47792}T .

Можна переконатися, що для цiєї системи теорема 2.4 забезпечує збi-

жнiсть iтерацiй до розв’язку x∗ не повiльнiше вiд збiжностi геометри-

чної прогресiї зi знаменником q = 0, 5. Можна отримати апостерiорну

i апрiорну оцiнки збiжностi iтерацiй, використовуючи сталу q = 0, 5.
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Зазначимо, що матрицi Ai (i = 1, 4) та A0 можна розглядати як кон-

струкцiї вигляду

A1 = ψT1 ϕ̃1, A2 = ψT2 ϕ̃2, A3 = ψT3 ϕ̃3, A4 = ψT4 ϕ̃4,

A0 = A− A1 − A2 − A3 − A4,

де

ψ1 = {1, 0; 3, 0; 2, 0; 0, 0; 0, 0}, ψ2 = {2, 0; 1, 0; 3, 0; 0, 0; 0, 0},

ψ3 = {0, 0; 0, 0; 0, 0; 3, 0; 2, 0}, ψ4 = {0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 1; 0, 5},

ϕ̃1 = {1, 0; 1, 0; 2, 0; 0, 0; 0, 0}, ϕ̃2 = {0, 0; 0, 0; 0, 0; 1, 0; 3, 0},

ϕ̃3 = {1, 0; 2, 0; 1, 0; 0, 0; 0, 0}, ϕ̃4 = {0, 0; 0, 0; 0, 0; 1, 0; 1, 0}.

Приклад 2.2. Розв’язком рiвняння (2.32), в якому

A =


4, 1 7, 1 5, 2

5, 1 10, 0 7, 1

5, 1 5, 2 4, 0

 , b = {−5, 35;−4, 27;−408}T ,

є вектор {20; 30; 50}T . Використаємо алгоритм (2.55) при N = 2. За

агрегуючi вiзьмемо вектори ϕ(1) , ϕ(2) та ϕ(0) = {1; 1; 1}. Вiзьмемо та-

кож до уваги, що

‖A0‖ < 0, 5.

Задля зручностi використаємо позначення

z
(n)
j =

(
ϕ(j), x(n)

)
, βj =

(
ϕ(j), b

)
,

c
(n)
ij =

(
ϕ(i), a

(n)
j

)
, (i, j = 0, 1, 2).

Запишемо формулу (2.55) для цього прикладу у виглядi

x(n+1) =
A1x

(n)

z
(n)
1

z
(n+1)
1 +

A2x
(n)

z
(n)
2

z
(n+1)
2 +

A0x
(n)

z
(n)
0

z
(n+1)
0 + b. (2.59)

Для алгоритму (2.59) можна використати запис

x(n+1) = ψT1 z
(n+1)
1 + ψT2 z

(n+1)
2 +

A0x
(n)

z
(n)
0

z
(n+1)
0 + b.
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Агрегована система має вигляд

z
(n+1)
1 = λ11z

(n+1)
1 + λ12z

(n+1)
2 + c10z

(n+1)
3 +

(
ϕ(1), b

)
,

z
(n+1)
2 = λ21z

(n+1)
1 + λ22z

(n+1)
2 + c20z

(n+1)
3 +

(
ϕ(2), b

)
,

z
(n+1)
3 = λ31z

(n+1)
1 + λ32z

(n+1)
2 + c30z

(n+1)
3 +

(
ϕ(3), b

)
.

Тут

λ11 =
(
ϕ(1), ψ1

)
= 13, λ12 =

(
ϕ(1), ψ2

)
= 8,

λ21 =
(
ϕ(2), ψ1

)
= 8, λ22 =

(
ϕ(2), ψ2

)
= 5,

λ31 =
(
ϕ(3), ψ1

)
= 6, λ32 = (ϕ(3), ψ2) = 4.

Нехай x(0) = {10; 10; 10}T . Очевидно, що

z
(0)
1 = 60, z

(0)
2 = 40, z

(0)
3 = 30.

Для перших двох iтерацiй матимемо

x(1) = {18, 85347; 31, 4224; 49, 41377}T ,

x(2) = {19, 86552; 29, 7063; 50, 12726}T .

Приклад 2.3. Система рiвнянь

x1 = 15, 08x1 + 34, 12x2 − 209, 04,

x2 = 12, 02x1 + 29, 03x2 − 176, 26
(2.60)

має точний розв’язок x∗ = {10; 2}. Матрицю A коефiцiєнтiв цiєї систе-

ми подамо у виглядi

A = A1 + A2 + A3 + A0, (2.61)

де

A1 =

 6 8

3 4

=

 2

1

( 3 4
)
, A2 =

 7 21

5 15

 =

 7

5

( 1 3
)

A3 =

 2 5

4 10

=

 1

2

( 2 5
)
, A0 =

 0, 08 0, 12

0, 02 0, 03

 =

 0, 4

0, 1

( 0, 2 0, 3
)

(2.62)
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Для спектральних радiусiв цих матриць маємо

ρ(A1)+ρ(A2)+ρ(A3)+ρ(A0) = 10+22+12+0, 11 = 44, 11 6= ρ(A) = 27, 625907.

Скористаємося з алгоритму (2.56) з операторами Aj , означеними за фор-

мулами (2.62). Можна переконатися, що в цьому випадку збiжнiсть ал-

горитму забезпечена зi швидкiстю геометричної прогресiї зi знаменни-

ком q ≤ 0, 5. Для практичних розрахункiв достатньо використати по-

значення z
(n)
1 = (ϕ1, x

(n)), z(n)2 = (ϕ2, x
(n)), z(n)3 = (ϕ3, x

(n)). Оскiльки

маємо ϕ1 = {3; 4}, ϕ2 = {1; 3}, ϕ3 = {2; 5}, то, вибравши x(0) = {1; 1},

можна знайти z
(0)
1 = 7, z(0)2 = 4, z(0)3 = 7.

Вiдповiдно до формул (2.61), (2.62) систему (2.60) подамо у виглядi

x1 = (12x1 + 6x2) + (7x1 + 21x2) + (2x1 + 5x2) + (0, 08x1 + 0, 12x2)− 209, 04,

x2 = (3x1 + 4x2) + (5x1 + 15x2) + (4x1 + 10x2) + (0, 02x1 + 0, 03x2)− 176, 26.

Отже, в узгодженнi з (2.56) можна записати

x
(n)
1 = 2z

(n)
1 + 7z

(n)
2 + z

(n)
3 + 0, 08x

(n)
1 + 0, 12x

(n)
2 − 209, 04,

x
(n)
2 = z

(n)
1 + 5z

(n)
2 + 2z

(n)
3 + 0, 02x

(n)
1 + 0, 03x

(n)
2 − 176, 26.

z(1) = {35, 168; 16, 539976; 30, 24000}, x(1) = {7, 51583; 2, 58788},

z(2) = {40, 037144; 15, 6335; 29, 774133}, x(2) = {11, 15472; 1, 64321},

z(3) = {38, 09169; 15, 9784; 29, 986916}, x(3) = {10, 06864; 1, 96991},

z(4) = {38, 0281; 15, 9993; 29, 999634}, x(4) = {10, 00222; 1, 99904},

z(5) = {38, 002; 15, 9995; 29, 999995}, x(5) = {10, 00006; 1, 99995}.

Отже, покомпонентна похибка п’ятої iтерацiї не перевищує 10−4 .

Приклад 2.4. Для системи

x1 = 14, 02x1 + 12, 08x2 − 622, 8,

x2 = 21, 03x1 + 9, 12x2 − 784, 2
(2.63)



54 Роздiл 2. Загальнi схеми побудови агрегацiйно-iтеративних алгоритмiв

з розв’язком x∗ = {20; 30} матрицю коефiцiєнтiв

A =

 14, 02 12, 08

21, 03 9, 12


подамо як суму A = A1 + A2 + A3 матриць

A1 = ψT1 ϕ1 =

 3

5

( 4 2
)

=

 12 6

20 10

 ,

A2 = ψT2 ϕ2 =

 2

1

( 1 3
)

=

 2 6

1 3

 ,

A3 = ψT3 ϕ3 =

 0, 2

0, 3

( 0, 1 0, 4
)

=

 0, 02 0, 08

0, 03 0, 12

 .

Систему (2.63) запишемо у виглядi

x1 = (12x1 + 6x2) + (2x1 + 6x2) + (0, 02x1 + 0, 08x2)− 622, 8,

x2 = (20x1 + 10x2) + (x1 + 3x2) + (0, 03x1 + 0, 12x2)− 784, 2.

При x(0) = {10; 20} матимемо z(0)1 = (ϕ1, x
(0)) = 80, z(0)2 = (ϕ2, x

(0)) = 70,

z
(0)
3 = (ϕ3, x

(0)) = 9. Знаходимо

x
(1)
1 =

12 · 10 + 6 · 20

80
z
(1)
1 +

2 · 10 + 6 · 20

70
z
(1)
2 +

0, 02 · 10 + 0, 08 · 20

9
z
(1)
3 −622, 8,

x
(1)
2 =

20 · 10 + 6 · 20

80
z
(1)
1 +

1 · 10 + 3 · 20

70
z
(1)
2 +

0, 03 · 10 + 0, 12 · 20

9
z
(1)
3 −784, 2.

В пiдсумку одержимо x(1) = {20; 30} = x∗ .

Можна переконатися, що в цьому випадку ρ(A1) + ρ(A2) + ρ(A3) =

22 + 5 + 0, 14 = 27, 14 6= ρ(A) = λ1 = 27, 62507. При цьому для матри-

цi A маємо |λ2| = | − 4, 62907| > 1. Тому жодний однопараметричний

алгоритм не може бути збiжним до розв’язку x∗ .

Зазначимо, що в прикладах 2.3 та 2.4 розмiрнiсть простору E ′ бiльша

за розмiрнiсть простору E .
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§8. Декомпозицiя операторних рiвнянь на основi принципу

iтеративного агрегування

Описаний у попереднiх пiдроздiлах спосiб дослiдження методiв iтера-

тивного агрегування та їх агрегацiйно-iтеративних узагальнень поширимо

на загальнiшi класи операторних рiвнянь.

Розглядатимемо рiвняння

x = Ax+ b (2.64)

з лiнiйним неперервним оператором A : E → E при b ∈ E , де E – банахiв

простiр. Задамо лiнiйнi неперервнi оператори Ã : E → E , Λ : E ′ → E ′ ,

S : E → E ′ , де E ′ – банахiв простiр, який взагалi кажучи, не тотожний з

E . Розглянемо систему рiвнянь, складену з рiвняння (2.64) та рiвняння

y = Λy + SÃx− Sb. (2.65)

При цьому постулюємо рiвнiсть

S(A+ Ã) = ΛS. (2.66)

Означимо множину E як сукупнiсть таких пар {x; y}, що x ∈ E , y ∈

E ′ , для яких

Sx+ y = θ′, (2.67)

де θ′ – нульовий елемент в E ′ . Множину E можна вважати пiдпростором

простору Ẽ = E × E ′ , запровадивши норму пар {x; y} (x ∈ E, y ∈ E ′) за

допомогою формули

‖x, y‖ =
√
‖x‖2E + ‖y‖2E′,

де ‖x‖E – норма елемента x ∈ E , ‖y‖E′ – норма елемента y ∈ E ′ .

Для побудови iтерацiйного процесу задамо неперервнi щодо x ∈ E ,

лiнiйнi неперервнi щодо y ∈ E ′ оператори a(x)y , α(x)y , якi при кожному

x ∈ E , дiють вiдповiдно з E ′ в E та з E ′ в E ′ як оператори щодо y ∈ E ′ .

Будемо вважати, що

Sa(x) + α(x) = Λ (x ∈ E). (2.68)
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Позначимо

a(n) = a
(
x(n)
)
, α(n) = α

(
x(n)
)
.

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1) = Ax(n) + a(n)
(
y(n) − y(n+1)

)
+ b, (2.69)

y(n+1) = Λy(n+1) + SÃx(n) + α(n)
(
y(n) − y(n+1)

)
− Sb. (2.70)

Лема 2.4. Нехай:

1) справджується рiвнiсть (2.67);

2) iснує обернений оператор (I ′ − Λ)−1 .

Якщо {x∗, y∗} є розв’язком системи (2.64), (2.65), то {x∗, y∗} ∈ E.

Доведення. Можна переконатися, що

Sx∗ + y∗ = SAx∗ + Sb+ Λy∗ + SÃx∗ − Sb =

= Λy∗ + S
(
A+ Ã

)
x∗ = Λ(Sx∗ + y∗).

Звiдси та з iснування оберненого оператора (I ′ − Λ)−1 випливає, що

{x∗, y∗} ∈ E. �

Лема 2.5. Нехай:

1) справджуються рiвностi (2.67), (2.68);

2) при x ∈ E iснує обернений оператор (I ′ − Λ + α(x))−1 ;

3) {x0, y0} ∈ E.

Тодi для послiдовностi {x(n), y(n)}, побудованої за формулами (2.69),

(2.70), матимемо, що {x(n), y(n)} ∈ E при n = 0, 1, . . .

Доведення. Враховуючи, що послiдовнiсть {x(n), y(n)} iснує та справ-

джуються рiвностi (2.67), (2.68), знаходимо

Sx(n+1) + y(n+1) = SAx(n) + Sa(n)y(n) − Sa(n)y(n+1)+

+Sb+ Λy(n+1) + SÃx(n) + α(n)y(n) − α(n)y(n+1) − Sb =

= S
(
A+ Ã

)
x(n) +

(
Λ− Sa(n) − α(n)

)
y(n+1)+

+(Sa(n) + α(n))y(n) = Λ
(
Sx(n) + y(n)

)
.
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Використовуючи принцип iндукцiї, звiдси знаходимо

Sx(n+1) + y(n+1) = θ′,

що i потрiбно було довести. �

Лема 2.6. Якщо справджуються умови лем 2.4 та 2.5, то при

n = 0, 1, . . . матимемо рiвностi

S
(
x(n) − x∗

)
+ y(n) − y∗ = θ′. (2.71)

Доведення. Лема є наслiдком лем 2.4 та 2.5. �

Задамо лiнiйнi неперервнi щодо x ∈ E оператори ψ : E ′ → E ,

ψ0 : E ′ → E ′ . З (2.71) отримуємо

ψS
(
x(n) − x∗

)
+ ψ

(
y(n) − y∗

)
= θ, (2.72)

ψ0S
(
x(n) − x∗

)
+ ψ0

(
y(n) − y∗

)
= θ′. (2.73)

де θ – нульовий елемент в E . Означимо неперервний щодо x ∈ E , лiнiйний

неперервний щодо w ∈ Ẽ оператор

H(x)w =

 h11(x) h12(x)

h21(x) h22(x)

(z
t

)
, w =

(
z

t

)
, (2.74)

де
h11(x)z = Az − a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1SÃz − ψSz,

h12(x)t = a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1(I ′ − Λ)t− ψt,

h21(x)z = (I ′ − Λ + α(x))−1SÃz − ψ0Sz,

h22(x)t = (I ′ − Λ + α(x))−1α(x)t− ψ0t.

Теорема 2.5. Нехай {x(0), y(0)} ∈ E, iснує оператор (I ′−Λ)−1 та при

x ∈ E iснує оператор (I ′−Λ+α(x))−1 . Нехай, крiм того, справджується

рiвнiсть (2.68) при {x, y} ∈ E та рiвнiсть (2.67). Якщо при {x, y} ∈ E

маємо

‖H(x)‖ 6 q < 1, (2.75)
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то послiдовнiсть {x(n)}, отримана за допомогою формул (2.69), (2.70),

збiгається до розв’язку x∗ рiвняння (2.64) не повiльнiше вiд геометри-

чної прогресiї зi знаменником q , а послiдовнiсть {x(n), y(n)} збiгається до

розв’язку {x∗, y∗} ∈ Ẽ системи (2.64), (2.65) i при n = 0, 1, . . . маємо

{x(n), y(n)} ∈ E.

Доведення. З (2.65) та (2.70) випливає, що

y(n+1) − y∗ =
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
SÃ
(
x(n) − x∗

)
+

+
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
α(n)

(
y(n) − y∗

)
,

(2.76)

а з (2.64) та (2.69) отримуємо

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
+ a(n)

(
y(n) − y∗

)
− a(n)

(
y(n+1) − y∗

)
.

Разом з (2.76) це дає пiдставу для спiввiдношеннь

x(n) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
+ a(n)

(
y(n) − y∗

)
−

−a(n)
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
SÃ
(
x(n) − x∗

)
−

−a(n)
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
α(n)

(
y(n) − y∗

)
=

= A
(
x(n) − x∗

)
− a(n)

(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
SÃ
(
x(n) − x∗

)
+

+a(n)
[
I ′ −

(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
α(n)

] (
y(n) − y∗

)
.

Звiдси можна отримати

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
−

−a(n)
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
SÃ
(
x(n) − x∗

)
+

+a(n)
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
(I ′ − Λ)

(
y(n) − y∗

)
.

(2.77)

Систему рiвностей (2.76), (2.77) подамо як рiвнiсть

w(n+1) = H
(
x(n)
)
w(n), (2.78)

де w(n) = {x(n) − x∗, y(n) − y∗}T . Тому можна скористатися умовою (2.75) i

вважати теорему доведеною. �

Вибираючи рiзними способами ψ та ψ0 , якi можуть залежати вiд n, з

теореми 2.5 можна отримати частковi твердження про збiжнiсть алгоритму

(2.69), (2.70). Якщо, наприклад,

ψ = a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1(I ′ − Λ), (2.79)
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то будемо мати

h11(x)z = Az − a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1SÃz−

−a
(
x(n)
)

(I ′ − Λ + α(x))−1(I ′ − Λ)Sz.
(2.80)

В цьому випадку з теореми 2.5 отримується таке твердження.

Теорема 2.6. Нехай для оператора h11(x), означеного за формулою

(2.80) при {x, y} ∈ E справджується умова (2.66) та умова

‖h11(x)‖ 6 q0 < 1, (2.81)

а також iснує оператор (I ′−Λ+α(x))−1 при {x, y} ∈ E та iснує оператор

(I ′ − Λ)−1 . Якщо {x(0), y(0)} ∈ E, то послiдовнiсть {x(n), y(n)}, отримана

за допомогою формул (2.69), (2.70), збiгається до розв’язку {x∗, y∗} ∈ Ẽ

системи (2.64), (2.65) i при n = 0, 1, . . . {x(n), y(n)} ∈ E, а послiдовнiсть

{x(n)} збiгається до розв’язку x∗ рiвняння (2.64) не повiльнiше вiд геоме-

тричної прогресiї зi знаменником q0 .

Доведення. При виборi ψ за формулою (2.79) з рiвностi (2.77) випли-

ває можливiсть замiсть (2.78) використати рiвнiсть

x(n+1) − x∗ = h11

(
x(n)
)(

x(n) − x∗
)

i скористатися з теореми 2.5. �

Розглянемо рiзновид агрегацiйно-iтеративного методу, коли система

(2.64), (2.65) має вигляд

x = A1x+ A2x+ b, (2.82)

y = Λy + SÃ1x− SA2x− Sb, (2.83)

тобто вважаємо, що

A = A1 + A2 (A1, A2, Ã : E → E). (2.84)

Припустимо, що справджуються умови (2.67), (2.68). Множину E означу-

ємо за допомогою рiвностi (2.66). В цiй ситуацiї зберiгається твердження

леми 2.5. Iтерацiйний процес будуємо за формулами (2.69) та

y(n+1) = Λy(n+1) + SÃ1x
(n) − SÃ2x

(n) + α(n)
(
y(n) − y(n+1)

)
. (2.85)
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Для алгоритму (2.69), (2.85) зберiгається твердження леми 2.5. Для цього

алгоритму замiсть рiвностей (2.76), (2.77) будемо вiдповiдно мати

y(n+1) − y∗ =
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
SÃ1

(
x(n) − x∗

)
−

−
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
SA2

(
x(n) − x∗

)
+

+
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
α(n)

(
y(n) − y∗

)
,

(2.86)

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
−

−a(n)
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
S(Ã1 − A2)

(
x(n) − x∗

)
+

+a(n)
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1
(I ′ − Λ)

(
y(n) − y∗

)
.

(2.87)

Оператор

H1(x) =

 h̃11(x) h12(x)

h̃21(x) h22(x)


вiдрiзняється вiд оператора H(x), означеного за допомогою формули (2.74)

тим, що h11(x), h21(x) замiняємо вiдповiдно на

h̃11(x) = A− a(x) (I ′ − Λ + α(x))
−1
S(Ã1 − A2)− ψS

та

h̃21(x) = (I ′ − Λ + α(x))
−1
S(Ã1 − A2)− ψ0S.

Теорема 2.7. Нехай:

1) {x(0), y(0)} ∈ E;

2) iснують оператор (I ′ − Λ)−1 та при {x, y} ∈ E оператор

(I ′ − Λ + α(x))−1 ;

3) при {x, y} ∈ E справджуються рiвностi (2.68) та (2.82) – (2.84).

Якщо при {x, y} ∈ E маємо

‖H1(x)‖ 6 q1 < 1, (2.88)

то для алгоритму (2.69), (2.85) зберiгаються всi твердження, встанов-

ленi теоремою 2.5 при замiнi q на q1 .

Доведення. Обґрунтування незначними подробицями вiдрiзняється

вiд доведення теореми 2.5. �
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Приклад 2.5. Нехай в рiвняннi (2.64) маємо

A =



2, 1 1, 0 2, 1 2, 1 6, 0

6, 2 3, 1 6, 0 1, 1 3, 0

4, 1 2, 0 4, 2 3, 1 9, 1

3, 0 6, 1 3, 1 1, 0 1, 1

2, 1 4, 1 2, 0 5, 2 5, 2


, b =



−700

−639

−1092

−364

−779


.

Рiвняння (2.64) в цьому випадку має розв’язок x∗ = {10; 20; 40; 50; 80}.

Запишемо наше рiвняння у виглядi

x = A1x+ A2x+ A3x+ A4x+ A0x+ b,

де

A1 =



2 1 2 0 0

6 3 6 0 0

4 2 4 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


, A2 =



0 0 0 2 6

0 0 0 1 3

0 0 0 3 9

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


,

A3 =



0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

3 6 3 0 0

2 4 2 0 0


, A4 =



0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 5 5


,

A0 =



0, 1 0, 0 0, 1 0, 1 0, 0

0, 2 0, 1 0, 0 0, 1 0, 0

0, 1 0, 0 0, 2 0, 1 0, 1

0, 0 0, 1 0, 1 0, 0 0, 1

0, 1 0, 1 0, 0 0, 2 0, 2


.

Застосуємо алгоритм (2.69), (2.70), в якому

aj(x) =
Ajx

(ϕ(j), x)
, x ∈ E, j = 0, 1, . . . (2.89)
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Для обчислень доцiльно цей алгоритм подати у виглядi

x(n+1) =
N∑
j=0

(ϕ(j), x(n+1))

(ϕ(j), x(n))
Ajx+ b.

Виберемо x(0) = {1; 1; 1; 1; 1}T . Першi двi iтерацiї дають такi числовi

значення:

x(1) = {12, 55405; 22, 04045; 37, 7837; 53, 660098; 80, 3183}T ,

x(2) = {10, 08436; 20, 73607; 39, 7005; 50, 34548; 80, 47792}T .

Можна переконатися, що iтерацiї x(n) збiгаються до розв’язку x∗ не

повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q = 0, 5. Зазна-

чимо, що матрицi Ai (i = 1, 4) та A0 побудованi за допомогою таких

конструкцiй

A1 = ψT1 ϕ̃
(1), A2 = ψT2 ϕ̃

(2), A3 = ψT3 ϕ̃
(3), A4 = ψT4 ϕ̃

(4),

A0 = A− A1 − A2 − A3 − A4,

де

ψ1 = {1, 0; 3, 0; 2, 0; 0, 0; 0, 0}, ψ2 = {2, 0; 1, 0; 3, 0; 0, 0; 0, 0},

ψ3 = {0, 0; 0, 0; 0, 0; 3, 0; 2, 0}, ψ4 = {0, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 1; 0, 5},

ϕ̃(1) = {1, 0; 1, 0; 2, 0; 0, 0; 0, 0}, ϕ̃(2) = {0, 0; 0, 0; 0, 0; 1, 0; 3, 0},

ϕ̃(3) = {1, 0; 2, 0; 1, 0; 0, 0; 0, 0}, ϕ̃(4) = {0, 0; 0, 0; 0, 0; 1, 0; 1, 0}.

Приклад 2.6. Нехай в рiвняннi (2.64) маємо

A =


4, 1 7, 1 5, 2

5, 1 10, 0 7, 1

5, 1 5, 2 4, 0

 , b =


−535

−427

−408

 .

Його розв’язок x∗ = {20; 30; 50}T . Нехай ψ1 = {2; 3; 1}, ψ2 = {1; 1; 2},

ϕ(1) = {1; 3; 2}, ϕ(2) = {2; 1; 1}. Подамо матрицю A у виглядi A = A1 +

A2 + A0 , де

A1 = ψT1 ϕ
(1) =


2 4 6

3 9 6

1 3 2

 , A2 = ψT2 ϕ
(2) =


2 1 1

2 1 1

4 2 2

 ,
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A0 =


0, 1 0, 1 0, 2

0, 1 0, 0 0, 1

0, 1 0, 2 0, 0

 .

Побудуємо iтерацiйний процес (2.69), (2.70), (2.89) для N = 2. За агрегу-

ючi вiзьмемо вектори ϕ(1) , ϕ(2) та ϕ(0) . Вiзьмемо також до уваги, що

‖A0‖ < 0, 5. Задля зручностi позначимо z(n)j = (ϕ(j), x(n)), βj = (ϕ(j), b),

c
(n)
ij = (ϕ(i), a

(n)
j ) (i, j = 1, 2). Iтерацiйний алгоритм запишемо у виглядi

x(n+1) =
A1x

(n)

z
(n)
1

z
(n+1)
1 +

A2x
(n)

z
(n)
2

z
(n+1)
2 +

A0x
(n)

z
(n)
0

z
(n+1)
0 + b,

що можна подати також у виглядi

x(n+1) = ψT1 z
(n+1)
1 + ψT2 z

(n+1)
2 +

A0x
(n)

z
(n)
0

z
(n+1)
0 + b (n = 0, 1, . . .).

Отже, для агрегованої системи маємо

z
(n+1)
1 = λ11z

(n+1)
1 + λ12z

(n+1)
2 + c10z

(n+1)
3 + β1,

z
(n+1)
2 = λ21z

(n+1)
1 + λ22z

(n+1)
2 + c20z

(n+1)
3 + β2,

z
(n+1)
3 = λ31z

(n+1)
1 + λ32z

(n+1)
2 + c30z

(n+1)
3 + β3,

де

λ11 = (ϕ(1), ψ1) = 13, λ12 = (ϕ(1), ψ2) = 8, λ21 = (ϕ(2), ψ1) = 8,

λ22 = (ϕ(2), ψ2) = 5, λ31 = (ϕ(3), ψ1) =, λ32 = (ϕ(3), ψ2) = 4.

Нехай x(0) = {10; 10; 10}. Тодi z(0)1 = 60, z(0)2 = 40, z(0)3 = 30. Для перших

двох iтерацiй матимемо

x(1) = {18, 58347; 31, 4224; 49, 41377}T , x(2) = {19, 86552; 29, 70630; 50, 12726}T .

Можна переконатися, що для q придатне значення q = 0, 5.
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§9. Спрощенi способи агрегацiйно-iтеративної декомпозицiї

операторних рiвнянь

Розглядатимемо рiвняння

x = Ax+ b (2.90)

за припущенням, що A є лiнiйним неперервним оператором, який дiє з E

в E , де E – банахiв простiр. Нехай b ∈ E i заданi лiнiйнi неперервнi опе-

ратори S : E → E ′ та Λ : E → E ′ , де E ′ – банахiв простiр взагалi кажучи

не тотожний з E . До рiвняння (2.90) приєднаємо додаткове рiвняння

y = Λy − SAx+ ΛSx− Sb (2.91)

з допомiжним невiдомим y . В просторi Ẽ = E×E ′ , який як i ранiше можна

вважати банаховим, виокремимо пiдпростiр E пар {x, y} (x ∈ E, y ∈ E ′),

якi задовольняють спiввiдношення (2.66), тобто

Sx+ y = θ′, (2.92)

де θ′ – нульовий елемент в E ′ . Для побудови iтерацiйного процесу викори-

стаємо неперервнi щодо x ∈ E лiнiйнi неперервнi щодо y ∈ E ′ оператори

a(x)y , α(x)y зi значеннями в E та E ′ вiдповiдно.

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1) = Ax(n) + a(n)
(
y(n) − y(n+1)

)
, (2.93)

y(n+1) = Λy(n+1) − SAx(n) + ΛSx(n) + α(n)
(
y(n) − y(n+1)

)
− Sb, (2.94)

де a(n) = a
(
x(n)
)
, α(n) = α

(
x(n)
)
. Як i ранiше, будемо вважати, що справ-

джується умова (2.68), тобто

Sa(x) + α(x) = Λ (x ∈ E). (2.95)

Сформулюємо аналоги лем 2.4 та 2.5.
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Лема 2.7. Якщо рiвняння (2.90) має розв’язок x∗ ∈ E та iснує обер-

нений оператор (I ′ − Λ)−1 , де I ′ – одиничний оператор в E ′ , то iснує

y∗ ∈ E ′ таке, що {x∗, y∗} є розв’язком системи (2.90), (2.91) i справджу-

ється спiввiдношення {x∗, y∗} ∈ E.

Доведення. Схема доведення є такою самою як i доведення леми 2.4,

оскiльки з (2.90), (2.91) при x = x∗ , y = y∗ випливає, що

Sx∗ + y∗ = SAx∗ + Sb+ Λy∗ − SAx∗ + ΛSAx∗ − Sb = Λ(Sx∗ + y∗).

Звiдси, зважаючи на iснування оберненого оператора (I ′ − Λ)−1 i на оче-

виднiсть iснування y∗ при iснуваннi x∗ , отримуємо потрiбне твердження.

�

Лема 2.8. Нехай {x(0), y(0)} ∈ E i справджується спiввiдношення

(2.95). Тодi з iснування послiдовностi {x(n), y(n)} випливає, що при

n = 0, 1, . . . матимемо {x(n), y(n)} ∈ E.

Доведення. Спiввiдношення

Sx(n+1) + y(n+1) = SAx(n) + Sa(n)y(n) − Sa(n)y(n+1) − SAx(n) + ΛSx(n)+

+α(n)y(n) − α(n)y(n+1) − Sb =
(
Λ− Sa(n) − α(n)

)
y(n+1)+

+ΛSx(n) +
(
Sa(n) + α(n)

)
y(n) = Λ

(
Sx(n) + y(n)

)
.

дають пiдставу вважати лему доведеною завдяки принципу iндукцiї. �

З припущення, що для x ∈ E iснує обернений оператор (I ′ − Λ + α(x))−1 ,

з рiвностей (2.90), (2.91) та (2.93) – (2.95) випливають спiввiдношення

y(n+1) − y∗ =
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1 (
ΛS − SA− α(n)S

)(
x(n) − x∗

)
, (2.96)

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
− a(n)S

(
x(n) − x∗

)
−

−a(n)
(
I ′ − Λ + α(n)

)−1 (
ΛS − SA− α(n)S

) (
x(n) − x∗

)
.

(2.97)

Запишемо (2.97) у виглядi

x(n+1) − x∗ = H
(
x(n)
)(

x(n) − x∗
)
, (2.98)
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означивши оператор H(x)z за формулою

H(x)z = Az − a(x)Sz−

−a(x) (I ′ − Λ + α(x))−1
(
ΛS − SA− α(n)S

)
z.

(2.99)

Теорема 2.8. Нехай:

1) {x(0), y(0)} ∈ E;

2)iснує обернений оператор (I ′ − Λ + α(x))−1 ;

3) для оператора H(x)z , означеного за формулою (2.99) маємо

‖H(x)‖ 6 q < 1. (2.100)

Тодi послiдовнiсть {x(n)}, побудована за допомогою формул (2.93), (2.94),

збiгається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (2.90) не повiльнiше вiд геоме-

тричної прогресiї зi знаменником q .

Доведення. Обгрунтування теореми використовує таку саму схему,

яку застосовано для доведення теореми 2.5 i вiдрiзняється вiд нього тiльки

в подробицях, якi пропускаємо. �

В частковому випадку, коли справджуються спiввiдношення

SA = ΛS (2.101)

та

Sa(x) = ΛS, (2.102)

iтерацiйний процес (2.93), (2.94) описують формули

x(n+1) = Ax(n) + a
(
y(n) − y(n+1)

)
+ b, (2.103)

y(n+1) = Λy(n+1) − Sb, (2.104)

за припущення, що a є фiксованим незалежним вiд номера iтерацiї елемен-

том в E .

Оскiльки з (2.104) маємо

y(n+1) = −(I ′ − Λ)−1Sb (n = 0, 1, . . .), (2.105)
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то iтерацiйний процес (2.103), (2.104) є звичайним методом послiдовних

наближень, для якого початкове наближення вибране за формулою

Sx(0) = (I ′ − Λ)−1Sb. (2.106)

Теорема 2.9. Нехай iснує обернений оператор (I ′ − Λ)−1 , справджу-

ються умови (2.101), (2.102), причому a(n) = a не залежить вiд n. Тодi

для збiжностi iтерацiйного процесу

x(n+1) = Ax(n) + b (2.107)

з початковим наближенням x(0) ∈ E , яке задовольняє умову (2.105), до-

статньо, щоб був меншим вiд одиницi спектральний радiус ρ(A − aS)

оператора A− aS .

Доведення. Оскiльки справджуються рiвностi (2.105) при n = 0, 1, . . . ,

то спiввiдношення (2.90), (2.107) та леми 2.7 i 2.8 дають пiдставу для того,

щоб (2.97) подати у виглядi

x(n+1) − x∗ = (A− aS)
(
x(n) − x∗

)
(n = 0, 1, . . .), (2.108)

що дає можливiсть застосувати принцип стиску i завершити доведення те-

ореми. �

Збiжнiсть iтерацiй, отриманих за допомогою алгоритму (2.103), (2.104)

iстотньо може залежати, зокрема, вiд вибору елемента a ∈ E . Нехай, на-

приклад, оператор A має вигляд

A = ψ1ϕ
T
1 + A1, A = {aij}i,j=1,N . (2.109)

В однопараметричному випадку оператор S означимо за формулою

Sx = ϕT1 x,

де ϕT1 x = (ϕ1, x) – значення лiнiйного функцiоналу ϕ1 на елементах x ∈ E .

Вибравши a = ψ1 , формулу (2.108) можна записати у виглядi

x(n+1) − x∗ = A1

(
x(n) − x∗

)
. (2.110)
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При цьому в ролi оператора Λ виступає число Λ = λ1 = ϕT1ψ1 . Якщо λi

є власними числами матрицi A, а ϕTi i ψi є вiдповiдними йому власни-

ми векторами, то можна формально усунути вплив на збiжнiсть iтерацiй

кiлькох власних чисел матрицi A. Зазначимо при цьому, що у випадку,

коли |λ1| > 1 i спектральний радiус ρ(A1) матрицi A1 менший вiд оди-

ницi, то при формальнiй збiжностi iтерацiй проявляється обчислювальна

нестiйкiсть процесу через iснування похибок заокруглень.

Розглянемо докладнiше агрегацiйно-iтеративний алгоритм, який грунт-

тується на припущеннi, що рiвняння (2.90) подане у виглядi

x = A1x+ A0x+ b, (2.111)

де b ∈ E , A1, A0 : E → E є лiнiйними неперервними операторами,

E – банахiв простiр. Вважаємо заданими лiнiйнi неперервнi оператори

Λ : E ′ → E ′ , S : E → E ′ , де E ′ – банахiв простiр, взагалi кажучи, не

тотожний з E . Разом з рiвнянням (2.111) розглянемо рiвняння

y = Λy − SA0x− Sb. (2.112)

При побудовi iтерацiйного процесу будемо використовувати множину E та-

ких пар x ∈ E , y ∈ E ′ , якi задовольняють умову

Sx+ y = θ′, (2.113)

де θ′ – нульовий елемент в E ′ . Нехай заданий неперервний щодо x ∈ E

лiнiйний неперервний щодо z ∈ E ′ оператор a(x)z зi значеннями в E , для

якого справджується умова

Sa(x) = Λ (x ∈ E). (2.114)

Припускаємо також, що оператори S , A1 , Λ задовольняють рiвнiсть

SA1 = ΛS. (2.115)

Агрегацiйно-iтеративний алгоритм опишемо за допомогою формул

x(n+1) = A1x
(n) + A0x

(n) + a
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)

+ b, (2.116)
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y(n+1) = Λy(n+1) − SA0x
(n) − Sb. (2.117)

Твердження леми 2.7 зберiгається, якщо iснує обернений оператор

(I ′ − Λ)−1 . Залишається незмiнною схема її доведення, яке наведемо

повнiстю, зважаючи на подробицi мiркувань. Отже,

Sx∗ + y∗ = SA1x
∗ + SA0x

∗ + Sb+ Λy∗ − SA0x
∗ − Sb =

= SA1x
∗ + Λy∗ = ΛSx∗ + Λy∗ = Λ(Sx∗ + y∗).

Звiдси з iснування оператора (I ′ − Λ)−1 випливає, що {x∗, y∗} ∈ E. Зберi-

гається також твердження леми 2.8. Наведемо формулювання її аналогу,

оскiльки основнi припущення в її умовах вiдрiзняються вiд вимог леми 2.8.

Лема 2.9. Нехай:

1) {x(0), y(0)} ∈ E;

2) справджуються умови (2.114), (2.115).

Тодi для послiдовностi {x(n), y(n)}, побудованої за допомогою формул

(2.116), (2.117), маємо {x(n), y(n)} ∈ E при n = 0, 1, . . .

Доведення. Твердження леми випливає iз спiввiдношень

Sx(n+1) + y(n+1) = SA1x
(n) + SA0x

(n) + Sb+ Sa
(
x(n)
)
y(n)−

−Sa
(
x(n)
)
y(n+1) + Λy(n+1) − SA0x

(n) − Sb = SA1x
(n) + Λy(n)−

−Λy(n+1) + Λy(n+1) = ΛSx(n) + Λy(n) = Λ
(
Sx(n) + y(n)

)
завдяки принциповi iндукцiї. �

Для дослiдження збiжностi алгоритму зауважимо спочатку, що з рiв-

ностей (2.112) та (2.117) випливає, що

y(n+1) − y∗ = −(I ′ − Λ)−1SA0

(
x(n) − x∗

)
, (2.118)

а з рiвностей (2.111) та (2.116) матимемо

x(n+1) − x∗ = A1

(
x(n) − x∗

)
+ A0

(
x(n) − x∗

)
+

+a
(
x(n)
) (
y(n) − y∗

)
− a

(
x(n)
) (
y(n+1) − y∗

)
.

Звiдси iз залученням спiввiдношення (2.118) отримуємо

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
− a

(
x(n)
)
S
(
x(n) − x∗

)
+

+a
(
x(n)
)

(I ′ − Λ)−1SA0

(
x(n) − x∗

)
.
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Цю рiвнiсть пiсля елементарних перетворень можна подати у виглядi

x(n+1)−x∗ =
[
A− a

(
x(n)
)

(I ′ − Λ)−1S(I − A1 − A0)
] (
x(n) − x∗

)
, (2.119)

що можна записати як рiвнiсть

x(n+1) − x∗ = G
(
x(n)
)(

x(n) − x∗
)
, (2.120)

де

G
(
x(n)
)
z =

[
A− a

(
x(n)
)

(I ′ − Λ)−1S(I − A)
]
z. (2.121)

Теорема 2.10. Нехай:

1) {x(0), y(0)} ∈ E;

2) iснує обернений оператор (I ′ − Λ)−1 ;

3) оператор G(x), означений за допомогою формули (2.121) задоволь-

няє умову

‖G(x)‖ 6 q̃ < 1; (2.122)

4) справджуються рiвностi (2.114), (2.115).

Тодi для послiдовностi {x(n), y(n)}, побудованої за допомогою формул

(2.116), (2.117), маємо {x(n), y(n)} ∈ E при n = 0, 1, . . ., причому

послiдовнiсть {x(n)} збiгається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (2.111) не

повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q̃ .

Доведення. Мiркування, якi привели до спiввiдношення (2.119) та

нерiвностi (2.122) дають пiдставу для висновку, що теорему доведено. �

Приклад 2.7. Для рiвняння (2.90), в якому

A =


−13980, 3 −8460, 12 −2839, 94

17961, 1 10920, 44 3679, 78

−6839, 64 −20460, 72 −6839, 64

 , b =


−30445, 84

38888, 08

−74446, 04

 ,

застосуємо алгоритм (2.116), (2.117). Розв’язком наведеної системи є ве-

ктор x∗ = {−5; 5;−1}T . Матриця A має власнi числа λ1 = −1000, λ2 =
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100, λ3 = 0, 5. Алгоритм (2.116), (2.117) при x(0) = {1; 1; 1}T дав такi

результати:

x(1) = {−6, 1606339; 9, 3314798;−8, 1921870}T ,

x(10) = {−5, 0023563; 5, 0086400;−1, 0141380}T ,

x(15) = {−5, 0000735; 5, 0002701;−1, 0004416}T .

Приклад 2.8. Система (2.90), в якiй

A =


160, 274 23, 1576 −12, 5588

−220, 338 13, 0888 44, 7156

360, 644 141, 9456 26, 6472

 , b =


255, 8244

−375, 0228

541, 9464

 ,

має розв’язок x∗ = {−1;−2; 4}T . Матриця A має власнi числа λ1 =

λ2 = 100, λ3 = 0, 01. Двопараметричний iтерацiйний процес при

x(0) = {1; 1; 1}T дав такi результати:

x(1) = {−1, 4873468;−0, 1575598; 1, 0024740}T ,

x(5) = {−1, 0000018;−1, 9999927; 3, 9999883}T .

Приклад 2.9. Для системи (2.90), в якiй

A =


−1599, 9 −240, 912 119, 4768

2200, 3 −118, 556 −439, 412

−3600, 4 −1442, 472 −281, 144

 , b =


−4199, 44

7399, 28

−6191, 64

 ,

точний розв’язок якої x∗ = {−3; 3; 1}T i матриця A якої має власнi числа

λ1 = λ2 = −1000, λ3 = 0, 3, застосування двопараметричного алгоритму

з початковим наближенням x(0) = {1; 1; 1}T дав такi результати:

x(1) = {−9, 857867; 28, 0600474;−40, 0445306}T ,

x(5) = {−3, 0334399; 3, 1246584; 0, 7968052}T ,

x(10) = {−3, 0000297; 3, 0001108; 0, 9998195}T .
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§10. Багатопараметричнi аналоги методiв iтеративного

агрегування

Для рiвняння

x = Ax+ b (2.123)

побудуємо i дослiдимо на збiжнiсть спецiальний клас аналогiв методiв iте-

ративного агрегування. Вважаємо, що A : E → E є лiнiйним неперервним

оператором, E – банахiв простiр, b ∈ E . Припускаємо, що рiвняння (2.123)

можна подати у виглядi

x =
N∑
j=1

Ajx+ b (N <∞) (2.124)

з лiнiйними неперервними операторами Aj : E → E (j = 1, N), для яких

справджується спiввiдношення(
ϕj, (Aj + Ãj)x

)
= λij(ϕj, x) (i, j = 1, N), (2.125)

де (ϕi, x), як i ранiше, є значенням лiнiйного функцiоналу ϕi на елементах

x ∈ E . Нехай матриця

Λ = {λij} (2.126)

є такою, що iснує обернена матриця (I ′ − Λ)−1 (I ′ – одинична матриця в

евклiдовому просторi E ′ розмiрностi N ). До рiвняння (2.124) приєднаємо

систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

yi =
N∑
j=1

λij yj +
N∑
j=1

(
ϕi, Ãjx

)
− (ϕi, b) (i = 1, N) (2.127)

з допомiжними дiйсними невiдомими yi .

Означимо множину E як сукупнiсть пар {x, y}, де x ∈ E , y =

{y1, ..., yN} ∈ E ′ , якi задовольняють рiвностi

(ϕi, x) + yi = 0 (i = 1, N). (2.128)

Множина E є пiдпростором простору Ẽ = E × E ′ , якщо запровадити

норму пар {x, y} (x ∈ E, y ∈ E ′) як евклiдову норму пар {‖x‖, |y|}, де

‖x‖ – норма елемента x ∈ E , |y| – норма елемента y ∈ E ′ .
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Сформулюємо базовi леми, якi є аналогами вiдповiдних лем, що вико-

ристовувались ранiше.

Лема 2.10. Нехай:

1) iснує обернена матриця (I ′ − Λ)−1 ;

2) справджується умова (2.125);

3) пара {x∗, y∗} (x∗ ∈ E, y∗ ∈ E ′) є розв’язком системи (2.124), (2.127).

Тодi {x∗, y∗} ∈ E.

Доведення. Можна переконатися, що завдяки, зокрема, умовi (2.125)

отримаємо

(ϕi, x
∗) + y∗i =

N∑
j=1

(ϕi, Ajx
∗) + (ϕi, b) +

N∑
j=1

λijy
∗
j+

+
N∑
j=1

(
ϕi, Ãjx

∗
)
− (ϕi, b) =

N∑
j=1

(
ϕi,
(
Aj + Ãj

)
x∗
)

+
N∑
j=1

λijy
∗
j =

=
N∑
j=1

λij (ϕj, x
∗) +

N∑
j=1

λijy
∗
j =

N∑
j=1

λij
[
(ϕj, x

∗) + y∗j
]
.

Оскiльки матриця I ′ − Λ невироджена, то звiдси випливає, що справджу-

ються спiввiдношення (2.128) при x = x∗ , y = y∗ , тобто {x∗, y∗} ∈ E.

�

Розглянемо рiвностi

x =
N∑
j=1

Ajz +
N∑
j=1

aj(z)(wj − yj) + b, (2.129)

yi =
N∑
j=1

λijyj +
N∑
j=1

(
ϕj, Ãjz

)
− (ϕi, b) (i = 1, N), (2.130)

де a(x) = {a1(x), a2(x), ..., aN(x)}T є неперервною при x ∈ E функцiєю зi

значеннями в E . Вважаємо, що справджується умова

(ϕi, aj(x)) = λij (x ∈ E, i, j = 1, N). (2.131)

Лема 2.11. Нехай виконанi умови (2.125) та (2.131). Якщо в рiвно-

стях (2.129), (2.130) маємо {z, w} ∈ E, то {x, y} ∈ E.
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Доведення. Iз спiввiдношень (2.129), (2.130), застосовуючи умови

(2.125), (2.131), одержуємо

(ϕi, x) + yi =
N∑
j=1

(ϕi, Ajz) +
N∑
j=1

(ϕi, aj(z))wj−

−
N∑
j=1

(ϕi, aj(z)) yj + (ϕi, b) +
N∑
j=1

λijyj +
N∑
j=1

(
ϕi, Ãjz

)
− (ϕi, b) =

=
N∑
j=1

(
ϕi, (Aj + Ãj)z

)
+

N∑
j=1

λijwj =
N∑
j=1

λij [(ϕj, z) + wj].

Це дозволяє завдяки припущенню, що {z, w} ∈ E, вважати лему доведе-

ною. �

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1) =
N∑
j=1

Ajx
(n) +

N∑
j=1

aj

(
x(n)
)(

y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
+ b, (2.132)

y
(n+1)
i =

N∑
j=1

λijy
(n+1)
j +

N∑
j=1

(
ϕi, Ãjx

(n)
)
− (ϕi, b). (2.133)

Лема 2.12. Нехай справджуються умови леми 2.11 при z = x(0) ,

w = y(0) . Тодi для послiдовностi {x(n), y(n)}, побудованої за допомогою

формул (2.132), (2.133), маємо {x(n), y(n)} ∈ E (n = 0, 1, . . .).

Доведення. Твердження леми отримується як наслiдок леми (2.11) та

принципу iндукцiї. �

Дослiдимо збiжнiсть iтерацiйного процесу (2.132), (2.133). Позначимо

a(x)y =
N∑
j=1

aj(x)yj = {a1(x), a2(x), . . . , aN(x)}{y1, . . . , yN}T ,

Φ = {ϕ1, . . . , ϕN}T , ϕi = {ϕi1, ϕi2, . . . , ϕiN}T .

Запишемо спiввiдношення (2.127), (2.132), (2.133) вiдповiдно у виглядi

y = Λy + ΦÃx− Φb, (2.134)

x(n+1) =
N∑
j=1

Ajx
(n) + a

(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)

+ b, (2.135)
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y(n+1) = Λy(n+1) + ΦÃx(n) − Φb. (2.136)

При x = x∗ , y = y∗ з рiвностей (2.134) та (2.136) випливає, що

y(n+1) − y∗ = (I ′ − Λ)−1ΦÃ
(
x(n) − x∗

)
, (2.137)

а з рiвностей (2.124), (2.135) отримуємо

x(n+1) − x∗ =
N∑
j=1

Aj

(
x(n) − x∗

)
+ a

(
x(n)
)(

y(n) − y∗
)
−

−a
(
x(n)
)(

y(n+1) − y∗
)
.

(2.138)

Використовуючи леми 2.10 i 2.12, а також рiвностi (2.137), (2.138), знахо-

димо, що

x(n+1) − x∗ =
N∑
j=1

Aj

(
x(n) − x∗

)
− a

(
x(n)
)

Φ
(
x(n) − x∗

)
−

−a
(
x(n)
)

(I ′ − Λ)ΦÃ
(
x(n) − x∗

)
.

Звiдси матимемо

x(n+1)−x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
−a
(
x(n)
)

(I ′−Λ)−1Φ(I−A)
(
x(n) − x∗

)
, (2.139)

де I – тотожний оператор в E . Сформулюємо такий пiдсумок.

Теорема 2.11. Нехай:

1) iснує матриця (I ′ − Λ)−1 ;

2) виконуються умови (2.125) та (2.131);

3) {x(0), y(0)} ∈ E;

4) для оператора H(x)w , означеного за формулою

H(x)w = Aw − a(x)(I ′ − Λ)−1Φ(I − Λ)w, (2.140)

справджується умова

‖H(x)w‖ 6 Q (2.141)

в областi D ⊆ E при таких {x, y} ∈ E, w = x− x(0) , для яких маємо

Q < 1. (2.142)
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Тодi послiдовнiсть {x(n), y(n)} iснує, причому {x(n), y(n)} ∈ E (n = 0, 1, . . .).

Ця послiдовнiсть збiгається до розв’язку {x∗, y∗} системи (2.124), (2.134)

не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником Q.

Доведення. Рiвностi (2.125) можна подати у виглядi

Φ(A+ Ã) = ΛΦ, (2.143)

Тому
(I ′ − Λ)Φ + ΦÃ = Φ− ΛΦ + ΦÃ =

= Φ− ΦA− ΦÃ+ ΦÃ = Φ(I − A).
(2.144)

Тодi рiвнiсть (2.139) запишемо так

x(n+1) − x∗ = H
(
x(n)
)(

x(n) − x∗
)

n = 0, 1, . . . (2.145)

Використовуючи спiввiдношення (2.141), (2.142) i банахiв принцип стиску,

завершуємо доведення теореми. �

Приклад 2.10. В однопараметричному випадку N = 1 матимемо

Λ = λ 6= 1. Рiвностi (2.125), (2.128) мають вигляд

(
ϕ, (A+ Ã)x

)
= λ(ϕ, x), a(x) =

(A+ Ã)x

(ϕ, x)
,

α(x) = 0, (ϕ, a(x)) = λ (x ∈ E).

Iтерацiйний процес (2.135), (2.136) описується за допомогою формул

x(n+1) = Ax(n) + a
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)

+ b,

y(n+1) = λy(n+1) +
(
ϕ, Ãx(n)

)
− (ϕ, b).

Означений за формулою (2.140) оператор H(x) має вигляд

H(x)w = Aw − a(x)(ϕ,w).

Приклад 2.11. Застосуємо однопараметричний алгоритм до систе-

ми

x1 = 2, 9x1 + 11, 8x2 − 156,
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x2 = 1, 9x1 + 7, 9x2 − 107,

яка має розв’язок x∗ = {20; 10}. Вiзьмемо

Ã =

 0, 1 0, 2

0, 1 0, 1

 .

Тодi матриця A+ Ã =

 3 12

2 8

 має власне число λ = 11, якому вiдпо-

вiдає лiвий власний вектор ϕ = {1; 4}. Виберемо x(0) = {1; 1} i обчислимо

y(0) =
(
ϕ, x(0)

)
= −5, y(1) = −58.51. Для перших двох iтерацiй маємо

x(1) = {19, 23; 9, 28}T , x(2) = {19, 9651; 9, 9964}T .

§11. Один спосiб узагальнення методiв iтеративного агрегування

Спосiб побудови алгоритму (1.30), (1.31) використаємо для побудови ба-

гатопараметричних аналогiв цього алгоритму. Рiвняння (2.123) запишемо

у виглядi

x =
N∑
j=1

Ajx+ Ãx+ b, (2.146)

де Aj (j = 1, N ), Ã є лiнiйними неперервними операторами, якi дiють з

банахового простору E в E . Позначимо

A0 =
N∑
j=1

Aj, A = A0 + Ã.

Скористаємося результатами § 10. До рiвняння (2.146) приєднаємо допомi-

жну систему рiвнянь

yi =
N∑
j=1

λijyj −
(
ϕi, Ãx

)
− (ϕi, b) (i = 1, N), (2.147)

яку записуватимемо також у виглядi

y = Λy − ΦÃx− (Φ, b), (2.148)
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де

Φx = {(ϕ, x), . . . , (ϕN , x)}T , (2.149)

Λ = {λij} – квадратна матриця розмiрностi N . Позначимо через E ′ евклi-

дiв простiр вектор-стовпцiв розмiрностi N , де I ′ , θ′ є вiдповiдно одиничною

матрицею i нульовою матрицею в E ′ . Нехай E∗ є спряжений з E простiр,

A∗j — спряженi з Aj оператори.

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1) = Ax(n) + b+
N∑
j=1

AjBjx
(n)(

ϕj, Bjx(n)
) (y(n)j − y

(n+1)
j

)
, (2.150)

y
(n+1)
i =

N∑
j=1

λijy
(n+1)
j −

(
ϕi, Ãx

(n)
)
− (ϕi, b) (i = 1, N), (2.151)

де Bj : E → E (j = 1, N ) – лiнiйнi неперервнi оператори. Позначивши

a(x) = {a1(x), . . . , aN(x)}T , aj(x) =
AjBjx

(n)(
ϕj, Bjx(n)

), (2.152)

формули (2.150), (2.151) можна переписати у виглядi

x(n+1) = Ax(n) + b+ a
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)
, (2.153)

y(n+1) = Λy(n+1) − ΦÃx(n) − Φb. (2.154)

Означимо множину E як сукупнiсть пар {x, y} (x ∈ E , y ∈ E ′), для

яких

Φx+ y = θ′. (2.155)

При запровадженнi тiєї чи iншої норми пари {x, y} (x ∈ E , y ∈ E ′)

множина E стає пiдпростором простору Ẽ = E × E ′ . Як i в § 10, можна

переконатися, що

y(n) − y∗ = −Φ
(
x(n) − x∗

)
, (2.156)

y(n+1) − y∗ = −(I ′ − Λ)ΦÃ
(
x(n) − x∗

)
, (2.157)
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вважаючи, що обернена матриця (I ′−Λ)−1 iснує. З рiвностей (2.153), (2.154)

та (2.156), (2.157) можна отримати

x(n+1) − x∗ = A
(
x(n) − x∗

)
− a

(
x(n)
)

Φ
(
x(n) − x∗

)
+

+a
(
x(n)
)

(I ′ − Λ)−1ΦA
(
x(n) − x∗

)
.

(2.158)

Тут (x∗, y∗) — розв’язок системи (2.146), (2.148) (x∗ ∈ E, y∗ ∈ E ′).

Припускаємо, що

ΦA0 = ΛΦ. (2.159)

Як i в § 10, можна стверджувати, що {x∗, y∗} ∈ E, а також, що при

{x(0), y(0)} ∈ E справджується спiввiдношення {x(n), y(n)} ∈ E (n =

0, 1, . . .).

Iз спiввiдношення (2.158) пiсля нескладних перетворень можна отрима-

ти
x(n+1) − x∗ = A

(
x(n) − x∗

)
−

−a
(
x(n)
)

(I ′ − Λ)−1(I − A∗)Φ
(
x(n) − x∗

)
.

(2.160)

Теорема 2.12. Нехай {x(0), y(0)} ∈ E i справджується умова (2.149),

а оператор H(x)w , означений за допомогою формули

H(x)w =
[
A− a(x)(I ′ − Λ)−1(I − A∗)Φ

]
w, (2.161)

при w = x2 − x1 , {x1, y1} ∈ E, {x2, y2} ∈ E задовольняє умову

‖H(x)‖ ≤ q < 1. (2.162)

Тодi послiдовнiсть {x(n), y(n)}, побудована за допомогою формул (2.153),

(2.154), збiгається до розв’язку {x∗, y∗} системи (2.146), (2.148) не

повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q . При цьому

{x(n), y(n)} ∈ E (n = 0, 1, . . .) та {x∗, y∗} ∈ E.

Доведення. Мiркування, якi призводять до рiвностi (2.160) разом iз

спiввiдношеннями (2.160)-(2.162) є пiдставою для того, щоб вважати тео-

рему доведеною. �
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Зауваження 2.1. У тому випадку, коли Λ є дiагональною матрицею

вигляду

Λ = diag{λ11, . . . , λNN},

тобто, коли маємо рiвностi

A∗jϕi =

 λiiϕi, i = j;

0, i 6= j;
(2.163)

та

Bj =
m−1∑
i=1

Ai
j (m <∞), (2.164)

рiвностi (2.153), (2.154) можна записати у виглядi

x(n+1) = Ax(n) + b+

+
N∑
j=1

m∑
i=1

Ai
jx

(n)(1− λjj)

(1− λjj)m
(
ϕj, x(n)

) (y(n)j − y
(n+1)
j

)
,

(2.165)

y
(n+1)
i = λiiy

(n+1)
i −

(
ϕi, Ãx

(n)
)
− (ϕi, b). (2.166)



Роздiл 3

Застосування агрегацiйно-iтеративних методiв

до iнтегральних, диференцiальних та

функцiонально-диференцiальних рiвнянь

Роздiл присвячений застосуванню дослiдженних ранiше агрегацiй-

но-iтеративних алгоритмiв до лiнiйних iнтегральних рiвнянь другого роду

та до крайових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь. Наведенi

результати близькi до результатiв iз [49] (див. також [16, 48] та [2,5].

§12. Однопараметричнi алгоритми для лiнiйних iнтегральних

рiвнянь

В класi дiйсних iнтегровних з квадратом на iнтервалi (t1, t2) функцiй,

який позначатимемо через E , розглядатимемо рiвняння

x(t) = f(t) +

t2∫
t1

k(t, s)x(s)ds, (3.1)

вважаючи, що
t2∫
t1

t2∫
t1

k2(t, s)ds dt 6 B2 <∞.

Вважатимемо також заданими iнтегровнi з квадратом функцiї k̃(t, s),

ϕ(t), для яких маємо

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t2∫
t1

[k(t, s) + k̃(t, s)]x(s)ds = λ

t2∫
t1

ϕ(t)x(t)dt. (3.2)
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Означимо множину E як сукупнiсть пар {x(t), y} функцiй x(t) ∈ L2 i

дiйсних чисел y ∈ E ′ (E ′ – множина дiйсних чисел), для яких∫ t2

t1

ϕ(t)x(t)dt+ y = 0. (3.3)

В просторi Ẽ = E × E ′ норму пар {x, y} (x ∈ E, y ∈ E ′) означимо

як евклiдову норму пар {‖x‖, |y|} (‖x‖ – норма функцiї x(t) ∈ E , |y| –

абсолютна величин числа y).

Задамо iнтегровну з квадратом при t ∈ [t1, t2], x ∈ E дiйсну функцiю

a(t, x) i побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1)(t) = f(t) +

t2∫
t1

k(t, s)x(n)(s)ds+ a
(
t, x(n)

)(
y(n) − y(n+1)

)
, (3.4)

y(n+1) = λy(n+1) +

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t2∫
t1

k̃(t, s)x(n)(s)ds−
t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt. (3.5)

Переформулюємо базовi леми, якi фiгурують у попереднiх роздiлах,

в термiнах застосування агрегацiйно-iтеративних методiв до iнтегральних

рiвнянь.

Лема 3.1. Якщо λ 6= 1 i виконана умова (3.2), то розв’язок (x∗, y∗)

системи, яка складена з рiвняння (3.1) i допомiжного рiвняння

y = λy +

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t2∫
t1

k̃(t, s)x(s)ds−
t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt, (3.6)

належить множинi E.

Нехай справджується припущення, що

t2∫
t1

ϕ(t)a(t, x)dt = λ. (3.7)
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Рiвнiсть (3.7) виконується, наприклад, в тому випадку, коли маємо умову

(3.2) i функцiю a(t, x) означено за формулою

a(t, x) =

t2∫
t1

[k(t, s) + k̃(t, s)]x(s)ds

t2∫
t1

ϕ(t)x(t)dt

, (3.8)

а також, якщо a(t, x) є сталим числом, обчисленим за формулою

a(t, x) =
λ

t2∫
t1

ϕ(t)dt

.

Лема 3.2. Нехай задано {x(0), y(0)} ∈ E i маємо рiвностi (3.2), (3.7).

Тодi при n = 0, 1, . . . матимемо спiввiдношення {x(n), y(n)} ∈ E.

Теорема 3.1. Нехай виконується нерiвнiсть

t2∫
t1

∫ t2

t1

[h(n)(t, s)]2ds dt 6 q2 (n = 0, 1, . . .), (3.9)

де
h(n)(t, s) = k(t, s) + k̃(t, s)+

+
a
(
t, x(n)(t)

)
1− λ

t2∫
t1

ϕ(τ)k̃(τ, s)dτ − a
(
t, x(n)(t)

)
ϕ(s).

(3.10)

Тодi при q < 1 послiдовнiсть {x(n)(t)}, утворена за допомогою формул

(3.4), (3.5), збiгається до розв’язку x∗(t) ∈ E рiвняння (3.1) не повiльнiше

вiд геометричної прогресiї зi знаменником q .

Доведення. Обґрунтування вичерпується отриманням рiвностi

x(n+1)(t)− x∗(t) =

t2∫
t1

h(n)(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds, (3.11)

яка випливає з формул (3.1), (3.6) та (3.4), (3.5). �
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Позначимо

h
(n)
0 (t, s) = k̃(t, s)−

t2∫
t1

k̃(t, ξ)x(n)(ξ)dξ

t2∫
t1

ϕ(ξ)x(n)(ξ)dξ

ϕ(s). (3.12)

Припустимо, що функцiя k(t, s) має вигляд

k(t, s) = λ1ψ1(t)ϕ1(s), (3.13)

причому
t2∫
t1

ϕ1(t)ψ1(t)dt = 1. (3.14)

Теорема 3.2. Нехай справджуються припущення (3.2), (3.13), (3.14),

а також спiввiдношення
t2∫
t1

k̃(t, s)ϕ(t)dt = 0 (t ∈ (t1, t2)), (3.15)

t2∫
t1

t2∫
t1

[h(n)(t, s)]2ds dt 6 q20 (n = 0, 1, . . .). (3.16)

Якщо q0 < 1, то послiдовнiсть {xn(t)}, побудована за допомогою формул

(3.4), (3.5), збiгається до розв’язку x∗(t) ∈ E рiвняння (3.1) не повiльнiше

вiд геометричної прогресiї зi знаменником q0 .

Доведення. З (3.15) i (3.10) отримуємо

h(n)(t, s) = k(t, s) + k̃(t, s)− a(t, x(n)(t))ϕ(s) = λψ(t)ϕ(s)+

+k̃(t, s)−
λ
t2∫
t1

ϕ(ξ)x(ξ)dξ

t2∫
t1

ϕ(ξ)x(n)(ξ)dξ

ϕ(s)−

t2∫
t1

k̃(t, ξ)x(n)(ξ)dξ

t2∫
t1

ϕ(ξ)x(n)(ξ)dξ

ϕ(s) =

= k̃(t, s)−
λ
t2∫
t1

k̃(t, ξ)x(n)(ξ)dξ

t2∫
t1

ϕ(ξ)x(n)(ξ)dξ

= h
(n)
0 (t, s),
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тобто h(n)(t, ξ) = h
(n)
0 (t, ξ). Звiдси випливає, що при h(n)(t, s) = h

(n)
0 (t, s) i

q = q0 виконанi умови теореми 3.1, тобто теорема 3.2 є наслiдком теоре-

ми 3.1. �

Розглянемо випадок, коли

a
(
t, x(n)(t)

)
=

t2∫
t1

k(t, s)x(n)(s)ds

t2∫
t1

ϕ(s)x(n)(s)ds

. (3.17)

Тодi iтерацiйний алгоритм (3.4), (3.5) матиме вигляд

x(n+1)(t) = f(t) +

t2∫
t1

k(t, s)x(n)(s)ds+

+

t2∫
t1

k̃(t, s)x(n)(s)ds+ λψ(t)
(
y(n) − y(n+1)

)
,

(3.18)

y(n+1) = λy(n+1) +

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t2∫
t1

k̃(t, s)x(n)(s)ds−
t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt. (3.19)

Теорема 3.3. Нехай λ 6= 1 i справджується нерiвнiсть
t2∫
t1

t2∫
t1

[h1(t, s)]
2ds dt 6 q21,

де

h1(t, s) = k̃(t, s) +
λ

1− λ
ψ(t)

t2∫
t1

ϕ(τ)k̃(τ, s)dτ. (3.20)

Якщо q1 < 1, то послiдовнiсть {x(n)(t)}, отримана за допомогою фор-

мул (3.18), (3.19), збiгається до розв’язку рiвняння (3.1) не повiльнiше

вiд геометричної прогресiї зi знаменником q1 .

Доведення. З рiвностей (3.18), (3.19) та (3.1), (3.6) одержуємо

x(n+1)(t)− x∗(t) =

t2∫
t1

k(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+λψ(t)
(
y(n) − y∗

)
− λψ(t)

(
y(n+1) − y∗

)
,
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y(n+1) − y∗ = −
1

1− λ

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t2∫
t1

k̃(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds. (3.21)

Звiдси можна знайти, що

x(n+1)(t)− x∗(t) =

t2∫
t1

h1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds,

що дає пiдставу вважати теорему доведеною. �

Зауваження 3.1. До алгоритму (3.4), (3.5) близький алгоритм, по-

будований за допомогою формули (3.4) та формули

y(n+1) = λy(n+1) +

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t2∫
t1

k̃(t, s)x(n)(s)ds+

+α
(
x(n)(t)

)(
y(n) − y(n+1)

)
−

t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt

(3.22)

за припущення, що умову (3.7) замiнено умовою
t2∫
t1

ϕ(t)a(t, x)dt+ α(x) = λ. (3.23)

Зауваження 3.2. Iснування послiдовних наближень до розв’язку

x∗ ∈ E рiвняння (3.1) можна обґрунтувати, наприклад, для одного з

наведених алгоритмiв (3.4), (3.22), якщо {x, y} ∈ E, λ 6= 1, а число 1− λ

не є власним числом, а ϕ(t) не є вiдповiдною йому власною функцiєю

оператора

K̃x∗ =

t2∫
t1

k̃(s, t)x(s)ds.

Нехай
t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt 6= 0 (3.24)

та x(0)(t) вибрано таким чином, що справджується нерiвнiсть
t2∫
t1

ϕ(t)x(0)dt 6= 0. (3.25)
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Припустимо, що для якогось n > 1 маємо
t2∫
t1

ϕ(t)x(n)(t)dt = 0. Якщо

n0 є найменшим з таких чисел, то враховуючи (3.3), можна отримати, що

y(n0) = 0. В такому разi з (3.22) маємо рiвнiсть∫ t2

t1

ϕ(t)dt

∫ t2

t1

k̃(t, s)x(n0−1)(s)ds− α(x(n0−1)(t))y(n0) −
∫ t2

t1

ϕ(t)f(t)dt = 0,

яку в узгодженнi з умовою (3.23) можна записати∫ t2

t1

ϕ(t)dt

∫ t2

t1

k̃(t, s)x(n0−1)(s)ds−
∫ t2

t1

ϕ(t)f(t)dt−

−
∫ t2

t1

ϕ(t)dt

∫ t2

t1

k̃(t, s)x(n0−1)(s)ds = 0.

Звiдси отримуємо рiвнiсть ∫ t2

t1

ϕ(t)f(t)dt = 0,

яка суперечить припущенню (3.24).

Припущення про те, що число 1 − λ не є власним числом, а ϕ(t) не

є вiдповiдною йому власною функцiєю оператора K∗x дає пiдставу для

обґрунтування можливостi знайти y(n+1) з (3.22), бо в протилежному ви-

падку з (3.22) ми знову прийшли б до протирiччя з умовою (3.24).

Приклад 3.1. Застосуємо алгоритм (3.4), (3.22) до рiвняння

x(t) =

1∫
0

(ts+ 1)x(s)ds− t2 +
11

12
t− 1

6
, (3.26)

точним розв’язком якого є функцiя x∗(t) = t− t2 . Позначимо k(t, s) = ts,

k̃(t, s) = 1 i запишемо рiвняння (3.26) у виглядi

x(t) =

1∫
0

k(t, s)x(s)ds+

1∫
0

k2(t, s)x(s)ds− t2 +
11

12
t− 1

6
.

У цьому випадку матимемо k(t, s) = λψ(t)ϕ(s), взявши, наприклад,

λ =
1

3
, ϕ(t) = 2t, ψ(t) =

3

2
t. Рiвностi (3.22) та (3.4) матимуть

вiдповiдно вигляд

y(n+1) =
1

3
y(n+1) −

1∫
0

2tdt

1∫
0

x(n)(s)ds+
1

18
α
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)
,
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x(n+1)(t) =

1∫
0

tsx(n)(s)ds−
1∫

0

x(n)(s)ds− t2 +
11

12
t−

1

6
+

+a
(
t, x(n)(t)

)(
y(n) − y(n+1)

)
,

де

a
(
t, x(n)(t)

)
=

1∫
0

(k(t, s) + k̃(t, s))x(n)(s)ds

1∫
0

ϕ(s)x(n)(s)ds

,

α
(
x(n)(t)

)
= −

1∫
0

ϕ(t)dt
1∫
0

x(n)(s)ds

1∫
0

ϕ(s)x(n)(s)ds

,

x(0)(t) = f(t) = −t2 +
11

12
t−

1

6
.

Пiсля вiдповiдних обчислень матимемо, наприклад,

x(6)(t) = −t2 +
1673

1672
t+

1

12279
,

x(6)(t)− x∗(t) =
1

1672
t+

1

12279
.

Використання звичайного методу послiдовних наближень, який описує-

ться формулою

x(n+1)(t) =

1∫
0

(ts+ 1)x(n)(s)ds− t2 +
11

12
t− 1

6

з тим самим початковим наближенням x(0)(t) = −t2+
11

12
t−

1

6
дає такий

результат:

x(6)(t) = −t2 +
65411

116640
t− 50419

58320
.

Тодi x(6)(t) − x∗ =
51229

116640
t −

50419

58320
. Отже, маємо помiтне прискорення

збiжностi iтерацiй за формулами (3.4), (3.22) у порiвняннi зi звичайним

методом послiдовних наближень.
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Рiвняння (3.1), записане у виглядi

x(t) = f(t) +
N∑
j=1

∫ t2

t1

kj(t, s)x(s)ds+

∫ t2

t1

k0(t, s)x(s)ds, (3.27)

розглядаємо в класi E iнтегрованих з квадратом на iнтервалi (t1, t2) фун-

кцiй. Задамо дiйснi числа λij та iнтегровнi з квадратом у вiдповiдних обла-

стях функцiї ϕj(t), βj(t, s) таким способом, щоб справджувалися рiвностi∫ t2

t1

[kj(t, s) + βj(t, s)]ϕj(t)dt = λijϕj(s) (i, j = 1, N). (3.28)

Рiвняння (3.27) розглядаємо разом з допомiжними рiвняннями

yj =
N∑
j=1

λijyj +
N∑
j=1

t2∫
t1

ϕi(t)dt

t2∫
t1

βj(t, s)x(s)ds−

−
t2∫
t1

ϕi(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)x(s)ds−
t2∫
t1

ϕj(t)f(t)dt (i = 1, N).

(3.29)

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1)(t) = f(t) +
N∑
j=1

t2∫
t1

kj(t, s)x
(n)(s)ds+

+

t2∫
t1

k0(t, s)x
(n)(s)ds+

N∑
j=1

aj

(
x(n)
)(

y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
,

(3.30)

y
(n+1)
j =

N∑
j=1

λijy
(n+1)
j +

N∑
j=1

t2∫
t1

ϕi(t)dt

t2∫
t1

βj(t, s)x
(n)(s)ds−

−
t2∫
t1

ϕi(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)x
(n)(s)ds−

t2∫
t1

ϕj(t)f(t)dt (i = 1, N),

(3.31)

де aj(t, x(t)) – iнтегровнi з квадратом на (t1, t2) функцiї, aj(x(n)) = aj(t, x(t))

(j = 1, N ). Алгоритм (2.38), (2.39) охоплює алгоритм (3.30), (3.31). Умова

(2.35) справджується при λi0 = 0, а умова (2.40) при λij(x) = 0.
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Тому дослiдження алгоритму (3.30), (3.31) зводиться до застосування

результатiв iз §7.

Розглянемо алгоритм (3.30), (3.31) докладнiше, вибравши kj(t, s) за

формулами

kj(t, s) = ψj(t)ϕj(s) (i, j = 1, N). (3.32)

Рiвностi (3.28) матимуть вигляд

t2∫
t1

kj(t, s)ϕi(t)dt = λijϕj(s) (i, j = 1, N), (3.33)

тобто
t2∫
t1

ψj(t)ϕj(s)ϕi(t)dt = λijϕj(s) (i, j = 1, N). (3.34)

Замiсть (3.30), (3.31) матимемо вiдповiдно

x(n+1)(t) = f(t) +
N∑
j=1

t2∫
t1

ψj(t)ϕj(s)x
(n)(s)ds+

+

t2∫
t1

k0(t, s)x
(n)(s)ds+

N∑
j=1

aj

(
x(n)
)(

y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
,

(3.35)

y
(n+1)
i =

n∑
j=1

λijy
(n+1)
j −

t2∫
t1

ϕi(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s, )x
(n)(s)ds−

t2∫
t1

ϕi(t)f(t)dt. (3.36)

Замiнимо (3.29) формулою

yi =
n∑
i=1

λijyj −
t2∫
t1

ϕi(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)x(s)ds−
t2∫
t1

ϕi(t)f(t)dt. (3.37)

Множину E опишемо як сукупнiсть пар {x(t), y}, де x(t) ∈ E , y ∈

E ′ (E ′ – множина вектор-стовпцiв розмiрностi N ), для яких зберiгаються

основнi базовi леми §7 за припущення, що замiсть iснування оберненої ма-

трицi (I ′−Λ + α(x))−1 вимагатимемо iснування матрицi (I ′−Λ)−1 . Наво-

димо формулювання цих лем для випадку рiвняння (3.27).
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Лема 3.3. Якщо iснує матриця (I ′ − Λ)−1 , де Λ = {λij}i,j=1,...,N , то

розв’язок {x∗(t), y∗} системи (3.27), (3.37) належить до множини E.

Лема 3.4. Якщо {x(0), y(0)} ∈ E та iснує матриця (I ′−Λ)−1 , то ма-

тимемо {x(n), y(n)} ∈ E (n = 0, 1, . . .).

Зазначимо, що iснування послiдовностей {x(n), y(n)} є очевидним за

умови, що
t2∫
t1

ϕi(t)k0(t, s)ds 6= 0 (i = 1, N) (3.38)

та
t2∫
t1

ϕi(t)f(t)dt 6= 0 (i = 1, N). (3.39)

Це випливає з того, що виконання цих умов призводить до рiвностi

t2∫
t1

ϕi(t)x
(n)(t)dt = −y(n)i (i = 1, N).

З рiвностей (3.27), (3.37), враховуючи умови лем 3.3 та 3.4, можна отри-

мати

x(n+1)(t)− x∗(t) =
N∑
j=1

ψj(t)ϕj(s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+

t2∫
t1

k0(t, s)
(
x(s)(t)− x∗(s)

)
ds−

−
N∑
j=1

aj

(
x(n)
) t2∫
t1

ϕj(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt+

+
1

∆

N∑
j=1

aj

(
x(n)
) t2∫
t1

ϕj(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds,

(3.40)

де ∆ = detΛ.
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В тому випадку, коли в (3.34) маємо

t2∫
t1

ψj(t)ϕj(s)ϕi(t)dt =

 λiiϕj(s) при i = j,

0 при i 6= j,
(3.41)

формули (3.36) та (3.37) матимуть вигляд

y
(n+1)
i = λiiy

(n+1)
i −

t2∫
t1

ϕi(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)x
(n)(s)ds−

t2∫
t1

ϕi(t)f(t)dt, (3.42)

yi = λiiyi −
t2∫
t1

ϕi(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)x(s)ds−
t2∫
t1

ϕi(t)f(t)dt. (3.43)

Звiдси отримуємо

y
(n+1)
i − y∗i = −

1

1− λii

t2∫
t1

ϕi(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds.

Враховуючи це i рiвностi

y
(n)
i − y

∗
i = −

t2∫
t1

ϕi(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt,

будемо мати

x(n+1)(t)−x∗(t)=

t2∫
t1

( N∑
j=1

ψj(t)ϕj(s) + k0(t, s)
)(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+
N∑
j=1

aj
(
x(n)
)

1− λjj

t2∫
t1

ϕj(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+
n∑
j=1

aj

(
x(n)
) t2∫
t1

ϕj(t)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds.

(3.44)
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Позначимо

H(x)w =

t2∫
t1

(
N∑
j=1

ψj(t)ϕj(s) + k0(t, s)

)
w(s)ds+

+
N∑
j=1

aj(x)

1− λjj

t2∫
t1

ϕj(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)w(s)ds+

+
N∑
j=1

aj(x)

∫ t2

t1

ϕj(s)w(s)ds

(3.45)

i запишемо рiвнiсть (3.44) у виглядi

x(n+1) − x∗ = H
(
x(n)
)(

x(n) − x∗
)
. (3.46)

Тому, як випливає з результатiв другого роздiлу, якщо λii 6= 1

(i = 1, N ) та {x(0), y(0)} ∈ E i w ∈ E, то можна зробити висновок, що

при виконаннi умови ‖H(x)‖ 6 g < 1 послiдовнiсть {x(n)}, побудована за

допомогою формул (3.40), (3.42), збiгається за нормою в E до розв’язку

x∗ = x∗(t) рiвняння (3.27).

§14. Алгоритми для лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого

порядку

Для лiнiйного диференцiального рiвняння

x′′(t) = a1(t)x
′(t) + a0(t)x(t) + b(t) (3.47)

шукатимемо розв’язок, що задовольняє крайовi умови

x(t1) = x1, x(t2) = x2. (3.48)

Припускаємо, що дiйснi функцiї a0(t), a1(t), b(t) мають потрiбнi властивостi

неперервностi та гладкостi. Задачу (3.47), (3.48) подамо у виглядi

x(t) = f(t) +

t∫
t1

k(t, s)x(s)ds+

t2∫
t1

k0(t, s)x(s)ds, (3.49)
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де

f(t) = x1+
t− t1
t2 − t1

(x2−x1)+

t∫
t1

(t−s)b(s)ds−
t2∫
t1

t− t1
t2 − t1

(t2−s)x(s)ds, (3.50)

k(t, s) = a1(s) + (t− s) (a0(s)− a′1(s)) , (3.51)

k0(t, s) = −
t− t1
t2 − t1

k(t2, s). (3.52)

Позначимо

ϕ(t) = k(t2, t), (3.53)

λ = −
t2∫
t1

t− t1
t2 − t1

k(t2, t)dt, (3.54)

причому
t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt 6= 0.

Утворимо систему, складену з рiвняння (3.49) та допомiжного рiвняння

y = λy −
t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

k(t, s)x(s)ds−
t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt. (3.55)

Розглянемо агрегацiйно-iтеративний алгоритм, побудований за допомо-

гою формул

x(n+1)(t) = f(t) +

t∫
t1

k(t, s)x(n)(s)ds+

+

t2∫
t1

k0(t, s)x
(n)(s)ds+ a(t)

(
y(n) − y(n+1)

)
,

(3.56)

y(n+1) = λy(n+1) −
t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

k(t, s)x(n)(s)ds−
t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt, (3.57)

де дiйсна неперервна функцiя a(t) задовольняє рiвнiсть
t2∫
t1

ϕ(t)a(t, x(t))dt = λ. (3.58)
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Назвемо множиною E сукупнiсть неперервних дiйсних функцiй

x(t) ∈ E та дiйсних чисел y ∈ E ′ , якi задовольняють рiвнiсть

t2∫
t1

ϕ(t)x(t)dt+ y = 0. (3.59)

Наведемо формулювання двох базових тверджень, якi є аналогами вiд-

повiдних лем iз попереднiх параграфiв.

Лема 3.5. Якщо {x∗(t), y∗} ∈ Ẽ = E×E ′ є розв’язком системи (3.49),

(3.55) та λ 6= 1, то {x∗(t), y∗} ∈ E.

Доведення. Переконаємося, що {x∗(t), y∗} задовольняє умову (3.59).

Дiйсно,

t2∫
t1

ϕ(t)x∗(t)dt+ y∗ =

t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt+

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

k(t, s)x∗(s)ds+

+

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)x
∗(s)ds+ λy∗ −

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

k(t, s)x∗(s)ds−

−
t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt = λy∗ +

t2∫
t1

t2∫
t1

k(t2, s)
t− t1
t2 − t1

k(t2, t)x
∗(s)dsdt =

= λy∗ + λ

t2∫
t1

ϕ(s)x∗(s)ds = λ

y∗ +

t2∫
t1

ϕ(t)x∗(t)dt

 .

Оскiльки λ 6= 1, то цим завершуємо доведення леми. �

Лема 3.6. Нехай λ 6= 1 та виконана умова (3.58). Тодi iз спiввiдно-

шення {x(0), y(0)} ∈ E для послiдовних наближень {x(n), y(n)} матимемо,

що {x(n), y(n)} ∈ E при n = 1, 2, . . .
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Доведення. З рiвностей (3.56), (3.57) отримуємо
t2∫
t1

ϕ(t)x(n+1)(t)dt+ y(n+1) =

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t2∫
t1

k0(t, s)x
(n)(s)ds+

+λy(n+1) − y(n+1)

t2∫
t1

ϕ(t)a
(
t, x(n)(t)

)
dt+ y(n)

t2∫
t1

ϕ(t)a
(
t, x(n)(t)

)
dt =

=

t2∫
t1

k(t2, t)dt

t2∫
t1

− t− t1
t2 − t1

 k(t2, s)x
(n)(s)ds+ λy(n+1) + λy(n) =

=

t2∫
t1

k(t2, s)x
(n)(s)ds

t2∫
t1

k(t2, t)

− t− t1
t2 − t1

 dt+ λy(n) =

= λ

 t2∫
t1

ϕ(t)x(n)(t)dt+ y(n)

 .
Скориставшись умовою, що λ 6= 1 та принципом математичної iндукцiї

завершуємо доведення леми. �

Оскiльки з (3.55), (3.57) при λ 6= 1, {x(0), y(0)} ∈ E випливає рiвнiсть

y(n+1) − y∗ = −
1

1− λ

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

k(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds, (3.60)

то леми 3.5 та 3.6 дають пiдставу для рiвностi

y(n) − y∗ =

t2∫
t1

ϕ(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt. (3.61)

Тому можна отримати

x(n+1)(t)− x∗(t)=

t∫
t1

k(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

t2∫
t1

k0(t, s)
(
x(n)(s)−x∗(s)

)
ds+

+
a
(
t, x(n)(t)

)
1− λ

×

[ t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

k(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−(1− λ)

t2∫
t1

ϕ(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt

]
.

(3.62)
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Звiдси випливає, що для збiжностi послiдовностi {x(n)(t)} до розв’язку

{x∗(t)} рiвняння (3.49) достатньо, щоб для лiнiйного щодо w оператора

H(x)w породженого правою частиною рiвностi (3.62) справджувалась

умова

‖H(x)‖ 6 q < 1 (3.63)

при {x(0), y(0)} ∈ E. При цьому {x∗(t), y∗(t)} та {x(n)(t), y(n)(t)} належать

до множини E при n = 0, 1, 2, . . .

Замiнимо рiвняння (3.55) рiвнянням

y = λy +

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

k(t, s)x(s)ds+

+

t2∫
t1

ϕ(t))dt

t∫
t1

t− t1
t2 − t1

t2∫
t1

k(t2, s)x(s)ds−
t2∫
t1

ϕ(t)x(t)dt.

(3.64)

Iтерацiйний процес побудуємо за формулами

x(n+1)(t) = f(t) +

t∫
t1

k(t, s)x(n)(s)ds−

−
t− t1
t2 − t1

t2∫
t1

k(t2, s)x
(n)(s)ds− a(n)(t)

(
y(n) − y(n+1)

)
,

(3.65)

y(n+1) = λy(n+1) −
t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

k(t, s)x(n)(s)ds−
t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt+

+

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

t− t1
t2 − t1

k(t2, s)x
(n)(s)ds− α(n)

0

(
y(n) − y(n+1)

)
,

(3.66)

в яких

a(n)(t) =

t− t1
t2 − t1

t2∫
t1

k(t2, s)x
(n)(s)ds

t2∫
t1

ϕ(s)x(n)(s)ds

, (3.67)

α
(n)
0 = λ−

t2∫
t1

ϕ(s)a(n)(s)ds. (3.68)
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За вибору λ та ϕ(t) за формулами (3.54) спiввiдношення (3.67), (3.68) ма-

тимуть вигляд

a(n)(t) =
t− t1
t2 − t1

, α
(n)
0 = 0. (3.69)

За цих обставин (3.65), (3.66) i формули (3.56), (3.57) описують одну i ту

ж саму послiдовнiсть. Для процесу (3.65), (3.66) маємо

t2∫
t1

ϕ(t)x(n+1)(t)dt+ y(n+1) =

t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt+

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

k(t, s)x(n)(s)ds−

−
t2∫
t1

ϕ(t)
t− t1
t2 − t1

dt

t2∫
t1

k(t2, s)x
(n)(s)ds−

(
y(n) − y(n+1)

) t2∫
t1

ϕ(t)a(n)(t)dt+

+λy(n+1) −
t2∫
t1

ϕ(t)
t− t1
t2 − t1

dt

t2∫
t1

k(t2, s)x
(n)(s)ds−

t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt+

+

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t2∫
t1

t− t1
t2 − t1

k(t2, s)x
(n)(s)ds+ α

(n)
0

(
y(n) − y(n+1)

)
=

=

t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt+ λ

 t2∫
t1

ϕ(t)x(n)(t)dt+ y(n)

 .
Звiдси, припустивши, що при x(t) = x(n)(t), y = y(n) справджується рiв-

нiсть
t2∫
t1

ϕ(t)x(t)dt+ y =
1

1− λ

t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt, (3.70)

одержуємо, що рiвнiсть (3.70) справджується при x(t) = x(n+1)(t),

y = y(n+1).

Множину пар {x(t), y}, для яких виконана рiвнiсть (3.70) назвемо мно-

жиною E0 . Ця множина вiдрiзняється вiд множини E тим, що E0 не є
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пiдпростором простору, в якому розглядаємо систему рiвнянь, складену з

рiвняння (3.49) i допомiжного рiвняння

y = λy −
t2∫
t1

ϕ(t)dt

t∫
t1

k(t, s)x(s)ds+

+

t2∫
t1

ϕ(t)dt

t2∫
t1

t− t1
t2 − t1

k(t2, s)x(s)ds.

(3.71)

Роль множини E0 така сама, якою є роль множини E з попереднiх пара-

графiв. Встановлений факт щодо послiдовностi {x(n)(t), y(n)}, побудованої

за допомогою формул (3.65), (3.66), тотожний з вiдповiдним твердженням

iз попереднiх базових лем i означає, що при {x(0)(t), y(0)} ∈ E0 маємо, що

на основi принципу математичної iндукцiї справджується спiввiдношення

{x(n)(t), y(n)} ∈ E0 при n = 0, 1, . . .

З рiвностей (3.49), (3.71) та (3.67), (3.68) випливає аналог базової леми

про спiввiдношення {x∗(y), y∗} ∈ E0 для розв’язку системи (3.49), (3.71).

Наслiдком цього є таке твердження.

Лема 3.7. Нехай λ 6= 1, {x(0)(t), y(0)} ∈ E0 , виконуються рiвностi

(3.67), (3.68) та нерiвнiсть

t2∫
t1

ϕ(t)f(t)dt 6= 0.

Тодi справджуються рiвностi

t2∫
t1

ϕ(t)
(
x(n+1) − x∗(t)

)
dt+

(
y(n) − y∗

)
= 0 (n = 0, 1, . . .) (3.72)

для послiдовностi {x(n)(t), y(n)}, отриманої за допомогою формул (3.65),

(3.66).
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З формул (3.65), (3.66) за цих припущень отримаємо

y(n+1) − y∗=
1

1− λ+ α
(n)
0

t2∫
t1

ϕ(t)dt
[
−

t∫
t1

k(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+

t2∫
t1

t− t1
t2 − t1

k(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds
]
+

+
α
(n)
0

1− λ+ α
(n)
0

t2∫
t1

ϕ(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt.

(3.73)

З рiвностей (3.65) та (3.49) знаходимо

x(n+1)(t)− x∗(t) =

t∫
t1

k(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
t− t1
t2 − t1

t2∫
t1

k(t2, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−a(n)(t)
(
y(n) − y∗

)
+ a(n)(t)

(
y(n+1) − y∗

)
.

(3.74)

Звiдси та з (3.73) випливає рiвнiсть

x(n+1)(t)− x∗(t) =

t∫
t1

k(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
t− t1
t2 − t1

t2∫
t1

k(t2, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
(1− λ)a(n)(t)

1− λ+ α
(n)
0

t2∫
t1

ϕ(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt+

+
a(n)(t)

1− λ+ α
(n)
0

t2∫
t1

ϕ(t)dt
[
−

t∫
t1

k(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+

t2∫
t1

t− t1
t2 − t1

k(t2, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds
]
.

(3.75)

Нехай

T = t2 − t1, |k(t, s)| 6 q0, |ϕ(s)| 6 q1. (3.76)
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Тодi з рiвностей (3.67), (3.68) та (3.75) випливає, що

|a(n)(t)| 6
q0

q1
, α

(n)
0 = λ+ q0T

та

‖x(n+1)(t)− x∗(t)‖ 6 q0T

2 +
2q0T + 1− λ

1 + q0T

 ‖x(n)(t)− x∗(t)‖.
У цьому випадку маємо такий пiдсумок.

Теорема 3.4. Якщо справджується спiввiдношення

q0T

2 +
2q0T + 1− λ

1 + q0T

 6 q < 1,

то iтерацiйний процес (3.65), (3.66) збiгається до розв’язку системи

(3.49), (3.71) не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q .

Для задачi (3.47), (3.48) можна побудувати багатопараметричнi алгори-

тми. Зокрема, для двопараметричного випадку можна використати форму-

ли

k1(t, s) =
t2 − t
t2 − t1

k(t, s), k2(t, s) =
t1 − t
t1 − t2

k(t2, s),

f(t) =
t2 − t
t2 − t1

x1 +
t1 − t
t1 − t2

x2 +
t2 − t
t2 − t1

t∫
t1

(t− s)b(s)ds+

+
t1 − t
t1 − t2

t2∫
t1

(t2 − s)b(s)ds,

де

k(t, s) = a1(s) + (t− s) (a0(s)− a′1(s)) .

Рiвняння (3.49) запишемо у виглядi

x(t) = f(t) +

t∫
t0

k(t, s)x(s)ds−
t1∫
t0

k1(t, s)x(s)ds−
t2∫
t0

k2(t, s)x(s)ds
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i приєднаємо до нього допомiжнi рiвняння

y1 = λ1y1 −
t1∫
t0

ϕ1(t)f(t)dt−
t1∫
t0

ϕ1(t)dt

t∫
t0

k(t, s)x(s)ds+

+

t1∫
t0

ϕ1(t)k2(t, s)x(s)ds+

t∫
t0

β1(s)x(s)ds,

y2 = λ2y2 −
t2∫
t0

ϕ2(t)f(t)dt−
t2∫
t0

ϕ2(t)dt

t∫
t0

k(t, s)x(s)ds+

+

t2∫
t0

ϕ2(t)dt

t∫
t0

k1(t, s)x(s)ds+

t2∫
t0

β2(s)x(s)ds,

(3.77)

де t0 ∈ [t1, t2], ϕ1(t), ϕ2(t) – заданi, неперервнi на [t1, t2] функцiї.

В iншому випадку можна використати формули
t1∫
t0

ϕ1(t)a
(n)
1 (t)dt+ α

(n)
11 = λ1,

t1∫
t0

ϕ1(t)a
(n)
2 (t)dt+ α

(n)
12 = 0,

t2∫
t0

ϕ2(t)a
(n)
2 (t)dt+ α

(n)
21 = 0,

t2∫
t0

ϕ2(t)a
(n)
2 (t)dt+ α

(n)
22 = λ2.

Для неперервних при t ∈ [t1, t2] функцiй β1(t), β2(t), якi вважатимемо

заданими, постулюємо рiвностi

−
t1∫
t0

k1(t, s)ϕ1(t)dt = λ1ϕ1(s)− β1(s),

−
t2∫
t0

k2(t, s)ϕ2(t)dt = λ2ϕ2(s)− β2(s).
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Для побудови iтерацiйного процесу використовуємо формули

x(n+1)(t) = f(t) +

t∫
t0

k(t, s)x(n)(s)ds−
t1∫
t0

k1(t, s)x
(n)(s)ds−

−
t2∫
t0

k2(t, s)x
(n)(s)ds+ a

(n)
1 (t)

(
y
(n)
1 − y

(n+1)
1

)
+ a

(n)
2 (t)

(
y
(n)
2 − y

(n+1)
2

)
,

y
(n+1)
1 = λ1y

(n+1)
1 −

t1∫
t0

ϕ1(t)dt

t∫
t0

k(t, s)x(n)(s)ds−

−
t1∫
t0

ϕ1(t)dt

t2∫
t0

k2(t, s)x
(n)(s)ds−

t1∫
t0

ϕ1(t)f(t)dt+

+

t1∫
t0

β1(s)x
(n)(s)ds+ α

(n)
11

(
y
(n)
1 − y

(n+1)
1

)
+ α

(n)
12

(
y
(n)
2 − y

(n+1)
2

)
,

y
(n+1)
2 = λ2y

(n+1)
2 −

t2∫
t0

ϕ2(t)dt

t∫
t0

k(t, s)x(n)(s)ds−

−
t2∫
t0

ϕ2(t)dt

t1∫
t0

k1(t, s)x
(n)(s)ds−

t2∫
t0

ϕ2(t)f(t)dt+

+

t2∫
t0

β2(s)x
(n)(s)ds+ α

(n)
21

(
y
(n)
1 − y

(n+1)
1

)
+ α

(n)
22

(
y
(n)
2 − y

(n+1)
2

)
.

Багатопараметричнi аналоги наведених алгоритмiв можна побудувати

для кiлькостi параметрiв N > 2 за схожими до наведених схем для iн-

тегральних рiвнянь у попереднiх параграфах. Схема обґрунтування цих

алгоритмiв тiльки в подробицях вiдрiзняється вiд описаної для iнтеграль-

них рiвнянь.
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§15. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння другого порядку з лiнiйно

перетвореним аргументом

Диференцiальнi рiвняння з вiдхиленням аргументу трапляються як ма-

тематичнi моделi процесiв i явищ у бiологiї, в медицинi, в екологiї, в задачах

передачi сигналiв i т.п.

Застосуємо агрегацiйно-iтеративний пiдхiд до лiнiйного диференцiаль-

ного рiвняння другого порядку з лiнiйно перетвореним аргументом. Роз-

глядатимемо рiвняння

x′′(t) = a(t)x′(t) + b(t)x′(γt) + f(t) (3.78)

з крайовими умовами

x(0) = x1, x(l) = x2. (3.79)

Тут a(t), b(t) – дiйснi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї при

t ∈ [0, l], f(t) – дiйсна неперервна на [0, l] функцiя, γ ∈ (0, 1). Задачу

(3.78), (3.79) за допомогою елементарних викладок можна звести до iнте-

грального рiвняння вигляду

x(t) = p(t) +

l∫
0

k1(t, s)x(s)ds+

l∫
0

k2(t, s)x(γs)ds−

−
t

l

l∫
0

k1(l, s)x(s)ds−
t

l

l∫
0

k2(l, s)ds,

(3.80)

де

p(t) =
l − t
l
x1 +

t

l
x2 +

l∫
0

(t− s)f(s)ds−
t

l

l∫
0

(l − s)f(s)ds,

k1(t, s) = a(s)− (t− s)a′(t), k2(t, s) =
1

γ
[b(s)− (t− s)b′(t)] .
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До рiвняння (3.80) приєднаємо допомiжне рiвняння

y = λy −
l∫

0

ϕ(t)p(t)dt−
l∫

0

ϕ(t)dt

l∫
0

k1(t, s)x(s)ds−

−
l∫

0

ϕ(t)dt

l∫
0

k2(t, s)x(γs)ds,

(3.81)

в якому дiйсне число λ 6= 1 та дiйсна неперервна при t ∈ [0, l] функцiя

ϕ(t) задовольняють рiвняння

l∫
0

t

l
k1(l, s)ϕ(t)dt = λϕ(s),

l∫
0

t

l
k2(l, s)ϕ(t)dt = 0. (3.82)

Означимо множину E як сукупнiсть пар {x(t), y} (x(t) ∈ E , y ∈ E ′),

де E – простiр неперервних на [0, l] функцiй, E ′ — множина дiйсних чисел,

якi задовольняють рiвнiсть

l∫
0

ϕ(t)x(t)dt+ y = 0. (3.83)

Аналогами базових лем, про якi йшлося в попереднiх викладках, є такi

твердження.

Лема 3.8. Якщо λ 6= 1, то при x(t) = x∗(t), y = y∗ , де {x∗(t), y∗} є

розв’язком системи (3.80), (3.81), справджується рiвнiсть (3.83).

Доведення. З рiвностей (3.80)-(3.82) випливає, що

l∫
0

ϕ(t)x∗(t)dt+ y∗ =

l∫
0

ϕ(t)p(t)dt+

l∫
0

ϕ(t)dt

l∫
0

k1(t, s)x
∗(s)ds+

+

l∫
0

ϕ(t)dt

l∫
0

k2(t, s)x
∗(γs)ds−

l∫
0

t

l
ϕ(t)dt

l∫
0

k1(l, s)x
∗(s)ds−

−
l∫

0

t

l
ϕ(t)dt

l∫
0

k2(l, s)x
∗(γs)ds+ λy∗ −

l∫
0

ϕ(t)p(t)dt−
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−
l∫

0

ϕ(t)dt

l∫
0

k1(t, s)x
∗(s)ds−

l∫
0

ϕ(t)dt

l∫
0

k2(t, s)x
∗(γs)ds =

= λy∗ −
l∫

0

x∗(s)ds

l∫
0

k1(l, s)ϕ(t)dt−
l∫

0

x∗(γs)ds

l∫
0

t

l
k1(l, s)ϕ(t)dt =

= λ

y∗ +

l∫
0

ϕ(s)x∗(s)ds

 .

Це дає пiдставу для висновку, що рiвнiсть (3.83) справджується, тобто

{x∗(t), y∗} ∈ E. �

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1)(t) = p(t) +

l∫
0

k1(t, s)x
(n)(s)ds+

l∫
0

k2(t, s)x
(n)(γs)ds−

−t
l

l∫
0

k1(l, s)x
(n)(s)ds− t

l

l∫
0

k2(l, s)x
(n)(γs)ds+

+a(n)(t)
(
y(n) − y(n+1)

)
,

(3.84)

y(n+1) = λy(n+1) −
l∫

0

ϕ(t)p(t)dt−
l∫

0

ϕ(t)dt

l∫
0

k1(t, s)x
(n)(s)ds−

−
l∫

0

ϕ(t)dt

l∫
0

k2(t, s)x
(n)(γs)ds.

(3.85)

Лема 3.9. Нехай задана неперервна за сукупнiстю аргументiв фун-

кцiя a(x(t), t), де

a(n)(t) = a
(
x(n), t

)
,

причому при λ 6= 1 справджується рiвнiсть

l∫
0

ϕ(t)a(n)(t)dt = λ. (3.86)

Якщо {x(0)(t), y(0)} ∈ E, то при n = 0, 1, . . . {x(n)(t), y(n)} ∈ E.
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Доведення. Iз спiввiдношень (3.84), (3.85) та умови (3.86) випливає,

що

l∫
0

ϕ(t)x(n+1)(t)dt+ y(n+1) =

l∫
0

ϕ(t)p(t)dt+

l∫
0

ϕ(t)dt

l∫
0

k1(t, s)x
(n)(s)ds+

+

l∫
0

ϕ(t)dt

l∫
0

k2(t, s)x
(n)(γs)ds−

l∫
0

t

l
ϕ(t)dt

l∫
0

k1(l, s)x
(n)(s)ds−

−
l∫

0

t

l
ϕ(t)dt

l∫
0

k2(l, s)x
(n)(γs)ds+

l∫
0

ϕ(t)a(n)(t)
(
y(n) − y(n+1)

)
dt+

+λy(n+1) −
l∫

0

ϕ(t)p(t)dt−
l∫

0

ϕ(t)dt

l∫
0

k1(t, s)x
(n)(s)ds−

−
l∫

0

ϕ(t)dt

l∫
0

k2(t, s)x
(n)(γs)ds = λy(n+1) −

l∫
0

t

l
ϕ(t)dt

l∫
0

k1(l, s)x
(n)(s)ds−

−
l∫

0

t

l
ϕ(t)dt

l∫
0

k2(l, s)x
(n)(γs)ds+

(
y(n) − y(n+1)

) l∫
0

ϕ(t)a(n)(t)dt.

Отже,

l∫
0

ϕ(t)x(n+1)(t)dt+ y(n+1) = λy(n+1) + λ

l∫
0

ϕ(s)x(n)(s)ds+

+λ
(
y(n) − y(n+1)

)
= λ

( l∫
0

ϕ(t)x(n)(t)dt+ y(n)
)

= 0.

Тому на основi принципу математичної iндукцiї можна вважати лему до-

веденою. �

Очевидним наслiдком лем 3.8 та 3.9 є рiвнiсть

l∫
0

ϕ(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt+

(
y(n) − y∗

)
= 0 (3.87)

для n = 0, 1, . . .
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Позначимо

u = γs,

h1(t, s) =
t

l
k1(l, s) + a(n)(t)ϕ(s)− a(n)(t)

1− λ

l∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ,

h2(t, s) =
1

λ

(t
l
k1(l, s)−

a(n)(t)

1− λ

l∫
s

k2(τ, s)ϕ(τ)dτ
)
.

Теорема 3.5. Нехай λ 6= 1, {x(0)(t), y(0)} ∈ E, а також виконуються

нерiвностi

|k1(t, s)| 6 k1, |k2(t, s)| 6 k2, |h1(t, s)| 6 h1, |h2(t, s)| 6 h2, (3.88)(
k1 + h1 +

1

γ
(k2 + h2)

)
l = q < 1. (3.89)

Тодi послiдовнiсть {x(n)(t)} збiгається рiвномiрно на [0, l] до розв’язку

рiвняння (3.80) не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменни-

ком q .

Доведення. Згiдно з лемою 3.9 {x(n+1)(t), y(n+1)} ∈ E. Розглянемо

рiзницю (n+ 1)-го наближення, що задається формулою (3.84), i розв’язку

x∗(t) рiвняння (3.80). Отримуємо

x(n+1)(t)− x∗(t) = p(t) +

l∫
0

k1(t, s)x
(n)(s)ds+

+

l∫
0

k2(t, s)x
(n)(γs)ds− t

l

l∫
0

k1(l, s)x
(n)(s)ds−

−t
l

l∫
0

k2(l, s)x
(n)(γs)ds+ a(n)(t)

(
y(n) − y(n+1)

)
−

−p(t)−
l∫

0

k1(t, s)x
∗(s)ds−

l∫
0

k2(t, s)x
∗(γs)ds+
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+
t

l

l∫
0

k1(l, s)x
∗(s)ds+

t

l

l∫
0

k2(l, s)x
∗(γs)ds =

=

l∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

l∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−t
l

l∫
0

k1(l, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
− t

l

l∫
0

k2(l, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds+

+a(n)(t)
(
y(n) − y∗

)
− a(n)(t)

(
y(n+1) − y∗

)
.

Iз (3.85) та (3.81) знаходимо

y(n+1) − y∗ = λ(y(n+1) − y∗)−
l∫

0

ϕ(t)p(t)dt−
l∫

0

ϕ(t)dt

l∫
0

k1(t, s)x
(n)(s)ds−

−
l∫

0

ϕ(t)dt

l∫
0

k2(t, s)x
(n)(γs)ds− λy∗ +

l∫
0

ϕ(t)p(t)dt+

+

l∫
0

ϕ(t)dt

l∫
0

k1(t, s)x
∗(s)ds+

l∫
0

ϕ(t)dt

l∫
0

k2(t, s)x
∗(γs)ds =

= λ
(
y(n+1) − y∗

)
−

l∫
0

ϕ(t)dt

l∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
l∫

0

ϕ(t)dt

l∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds.

Пiдставивши знайдений результат у вираз для рiзницi x(n+1)(t) − x∗(t) та

враховуючи (3.87), одержимо

x(n+1)(t)− x∗(t) =

l∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+

l∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds− t

l

l∫
0

k1(l, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−
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−t
l

l∫
0

k2(l, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds− a(n)(t)

l∫
0

ϕ(s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+
a(n)(t)

1− λ

l∫
0

ϕ(t)dt

l∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+
a(n)(t)

1− λ

l∫
0

ϕ(t)dt

l∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds.

Звiдси пiсля змiни порядку iнтегрування у вiдповiдних доданках отримає-

мо

x(n+1)(t)− x∗(t) =

l∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+

l∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−
l∫

0

(t
l
k1(l, s) + a(n)(t)ϕ(s)

)(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
l∫

0

t

l
k2(l, s)

(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−a
(n)(t)

1− λ

l∫
0

(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds

l∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ+

+

l∫
0

t

l
k2(l, s)

(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−a
(n)(t)

1− λ

l∫
0

(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds

l∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ+

−a
(n)(t)

1− λ

l∫
0

(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds

l∫
s

k2(τ, s)ϕ(τ)dτ =
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=

l∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

l∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−
l∫

0

(t
l
k1(l, s) + a(n)(t)ϕ(s)− a(n)(t)

1− λ

l∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ
)(

x(n)(s)− x∗(s)
)
ds−

−
l∫

0

(t
l
k2(l, s)−

a(n)(t)

1− λ

l∫
s

k2(τ, s)ϕ(τ)dτ
)(

x(n)(γs)− x∗(γs)
)
ds.

Звiдси матимемо

x(n+1)(t)− x∗(t) =

l∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+

l∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−
l∫

0

(t
l
k1(l, s) + a(n)(t)ϕ(s)− a(n)(t)

1− λ

l∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ
)(

x(n)(s)− x∗(s)
)
ds−

−
l∫

0

(t
l
k2(l, s)−

a(n)(t)

1− λ

l∫
s

k2(τ, s)ϕ(τ)dτ
)(

x(n)(γs)− x∗(γs)
)
ds.

Враховуючи позначення для h1(t, s) i h2(t, s) та оцiнки (3.88), (3.89), ма-

тимемо, що

‖x(n+1) − x∗‖ 6 q‖x(n) − x∗‖ 6 qn+1‖x(0) − x∗‖.

З цього випливає збiжнiсть iтерацiйних наближень x(n)(t) з лiнiйною швид-

кiстю до розв’язку x∗(t) рiвняння (3.80), отже, й до розв’язку крайової

задачi (3.78), (3.79). �

§16. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння нейтрального типу з

лiнiйно перетвореним аргументом

Диференцiальнi рiвняння нейтрального типу з лiнiйно перетвореним

аргументом трапляються при моделюваннi економiчних процесiв, в зада-
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чах передачi сигналiв та iн. Вiдомi рiзнi пiдходи до побудови наближе-

них розв’язкiв таких рiвнянь, зокрема, скiнченно-рiзницевi методи, методи

апроксимацiї рiвнянь системами звичайних диференцiальних рiвнянь i т.п.

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння нейтрального типу дру-

гого порядку з лiнiйно перетвореним аргументом

x′′(t) = a0(t)x(t) + a1(t)x(γt) + b0(t)x
′(t)+

+b1(t)x
′(γt) + d(t)x′′(γt) + f(t),

(3.90)

де γ ∈ (0, 1), з крайовими умовами

x(0) = x0, x(t1) = x1 (0 < t1 <∞). (3.91)

Вважаємо, що функцiї a0(t), a1(t), f(t) є неперервними, b0(t), b1(t) – не-

перервно диференцiйовнi на iнтервалi (0, t1), а функцiя d(t) – двiчi непе-

рервно диференцiйовна на цьому iнтервалi. Iнтегруючи почленно обидвi

частини рiвняння (3.90) на [0, t] i використовуючи умову (3.91), матимемо

x′(t) = c1 + b0(t)x(t) +
1

γ
b1(t)x(γt) +

1

γ
d(t)x′(γt)−

−
1

γ2
d(t)x′(γt) +

t∫
0

f(s)ds+

t∫
0

(
a0(s)− b′0(s)

)
x(s)ds+

+

t∫
0

a1(s)− 1

γ
b′1(s) +

1

γ2
d′′(s)

x(γs)ds,

де c1 =

1−
1

γ
d(0)

x′(0)+

 1

γ2
d′(0)− b0(0)−

1

γ
b1(0)

x0. Проiнтегрував-

ши почленно одержану рiвнiсть, знайдемо

x(t) = c1t+

1−
1

γ2
d(0)

x0 +
1

γ2
d(t)x(γt) +

t∫
0

(t− s)f(s)ds+
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+

t∫
0

(
b0(s) + (t− s)

(
a0(s)− b′0(s)

))
x(s)ds+

+

t∫
0

1

γ
b1(s)−

2

γ2
d′(s) + (t− s)

(
a1(s)−

1

γ
b′1(s) +

1

γ2
d′′(s)

)x(γs)ds.

(3.92)

Позначимо

k1(t, s) = b0(s) + (t− s)(a0(s)− b′0(s)), (3.93)

k2(t, s) =
1

γ
b1(s)−

2

γ2
d′(s) + (t− s)

(
a1(s)−

1

γ
b′1(s) +

1

γ2
d′′(s)

)
, (3.94)

p(t) =
t

t1
x1 −

1−
1

γ2
d(0)

1−
t

t1

x0+

+

t∫
0

(t− s)f(s)ds−
t

t1
(t1 − s)f(s)ds.

(3.95)

Завдяки цьому рiвнiсть (3.92) можемо записати у виглядi

x(t) = c1t+

1−
1

γ2
d(0)

x0 +
1

γ2
d(t)x(γt)+

+

t∫
0

(t− s)f(s)ds+

t∫
0

k1(t, s)x(s)ds+

t∫
0

k2(t, s)x(γs)ds.

(3.96)

Враховуючи, що x(t1) = x1 , звiдси отримуємо

x(t) = p(t) +
1

γ2
d(t)x(γt)−

1

γ2

t

t1
d(t1)x(γt1) +

t∫
0

k1(t, s)x(s)ds+

+

t∫
0

k2(t, s)x(γs)ds−
t

t1

t1∫
0

k1(t, s)x(s)ds−
t

t1

t1∫
0

k2(t1, s)x(γs)ds.

(3.97)
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При побудовi iтерацiйного процесу разом з рiвнянням (3.97) використа-

ємо додаткове рiвняння

y = λy −
t1∫
0

ϕ(t)p(t)dt−
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)d(t)x(γt)dt+

+
1

γ2t1
d(t1)x(γt1)

t1∫
0

tϕ(t)dt−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k1(t, s)x(s)ds−

−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k2(t, s)x(γs)ds+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k2(t1, s)x(γs)ds,

(3.98)

де дiйсне число λ 6= 1 i неперервна на [0, t1] функцiя ϕ(t) вибранi так, щоб

справджувалася рiвнiсть
t1∫
0

k1(t1, s)ϕ(t)dt = −λϕ(s). (3.99)

Сукупнiсть пар {x(t), y}, де x(t) – неперервна на [0, t1] функцiя, а y –

дiйсне число, пiдпорядкованих рiвностi
t1∫
0

ϕ(t)x(t)dt+ y = 0 (3.100)

назвемо множиною E.

Наведемо вiдповiднi твердження щодо включення розв’язку {x∗(t), y∗}

системи (3.97), (3.98) та членiв послiдовностi {x(n)(t), y(n)} до множини E

за ситуацiї, коли послiдовнiсть {x(n)(t), y(n)} утворено за допомогою iтера-

цiйного алгоритму

x(n+1)(t) = p(t) +
1

γ2
d(t)x(n)(γt)−

1

γ2

t

t1
x(n)(γt1)+

+

t∫
0

k1(t, s)x
(n)(s)ds+

t∫
0

k2(t, s)x
(n)(γs)ds−

−
t

t1

t1∫
0

k1(t1, s)x
(n)(s)ds−

t

t1

t1∫
0

k2(t, s)x
(n)(γs)ds+

+a(n)(t)
(
y(n) − y(n+1)

)
,

(3.101)



§ 16. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння нейтрального типу з лiнiйно перетвореним аргументом115

y(n+1) = λy(n+1) −
t1∫
0

ϕ(t)p(t)dt−
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)d(t)x(n)(γt)dt+

+
1

γ2t1
d(t1)x

(n)(γt1)

t1∫
0

tϕ(t)dt−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k1(t, s)x
(n)(s)ds−

−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k2(t, s)x
(n)(γs)ds+

+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k2(t1, s)x
(n)(γs)ds (n = 0, 1, . . .),

(3.102)

де неперервнi функцiї a(n)(t) вибираються таким чином, щоб справджува-

лись спiввiдношення
t1∫
0

ϕ(t)a(n)(t)dt = λ. (3.103)

Лема 3.10. Нехай λ 6= 1 i справджується умова (3.100). Тодi розв’я-

зок {x∗(t), y∗} системи (3.97), (3.98) належить до множини E.

Доведення. Перевiримо виконання умови (3.99). Справдi,

t1∫
0

ϕ(t)x∗(t)dt+ y∗ =

t1∫
0

ϕ(t)p(t)dt+
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)dtx∗(γt)dt−

−
1

γ2t1
d(t1)x

∗(γt1)

t1∫
0

tϕ(t)dt+

t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k1(t, s)x
∗(s)ds+

+

t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k2(t, s)x
∗(γs)ds−

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k1(t1, s)x
∗(s)ds−

−
t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k2(t1, s)x
∗(γs)ds+ λy∗ −

t1∫
0

ϕ(t)p(t)dt−

−
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)d(t)x∗(γt)dt+
1

γ2t1
d(t1)x

∗(γt1)

t1∫
0

tϕ(t)dt−
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−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k1(t, s)x
∗ds−

t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k2(t, s)x
∗(γs)ds+

+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k2(t1, s)x
∗(γs)ds = λy∗ −

t1∫
0

x∗(s)ds

t1∫
0

t

t1
k1(t1, s)ϕ(t)dt.

Звiдси, використовуючи умову (3.99), одержуємо
t1∫
0

ϕ(t)x∗(t)dt+ y∗ = λ

 t1∫
0

ϕ(t)x∗(t)dt+ y∗

 .

Оскiльки λ 6= 1, то можна вважати завершеним доведення леми. �

Лема 3.11. Нехай λ 6= 1 та справджуються спiввiдношення (3.99),

(3.103). Якщо {x(0)(t), y(0)} ∈ E, то послiдовнiсть {x(n)(t), y(n)} при

n = 0, 1, . . . задовольняє умову {x(n)(t), y(n)} ∈ E .

Доведення. Припустимо, що при n = k {x(k)(t), y(k)} ∈ E. Тодi
t1∫
0

ϕ(t)x(k+1)(t)dt+ y(k+1) = y(k+1)

λ− t1∫
0

ϕ(t)a(k)(t)dt

+

+y(k)
t1∫
0

ϕ(t)a(k)(t)dt−
t1∫
0

x(k)(s)ds

t1∫
0

t

t1
k1(t1, s)ϕ(t)dt =

= λ

 t1∫
0

ϕ(t)x(k)(t)dt+ y(k)

 = 0.

Звiдси випливає, що {x(k+1)(t), y(k+1)} ∈ E. На основi принципу iндукцiї

робимо висновок, що {x(n)(t), y(n)} ∈ E при n = 1, 2, . . . �

Позначимо

h1(t, s) = −
t

t1
k1(t, s)− a(n)(t)ϕ(s)−

a(n)(t)

1− λ

t1∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ,

h2(t, s) = −
t

t1
k2(t, s)−

a(n)(t)

1− λ

( 1

γ2
ϕ(s)ds+

+

t1∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ −
t1∫
0

τ

t1
k2(t1, s)ϕ(τ)dτ

)
.

(3.104)
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Теорема 3.6. Нехай справджуються умови: λ 6= 1; {x(0)(t), y(0)} ∈ E;

q < 1, (3.105)

q =
2d̃

γ2
+ t1

 ãϕ̃d̃

γ2|1− λ|
+ k̃1 + k̃2 + h̃1 + h̃2

 , (3.106)

k1(t, s) 6 k̃1, k2(t, s) 6 k̃2, |h1(t, s)| 6 h̃1, |h2(t, s)| 6 h̃2,

|a(n)(t)| 6 ã, |ϕ(s)| 6 ϕ̃, |d(t)| 6 d̃.

Тодi послiдовнiсть {x(n)(t)}, побудована за допомогою формул (3.101),

(3.102), збiгається рiвномiрно до розв’язку x∗(t) рiвняння (3.97) не

повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменникои q . При цьому збi-

гається також послiдовнiсть пар {x(n)(t), y(n)} до розв’язку {x∗(t), y∗}

системи (3.97), (3.98) не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi

знаменником q i {x(n)(t), y(n)} ∈ E ∀n = 0, 1, . . .

Доведення. Перш за все зазначимо, що вагома роль при дослiдженнi

збiжностi iтерацiйного процесу (3.101), (3.102) належить рiвностям

t1∫
0

ϕ(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt+ y(n) − y∗ = 0 (n = 1, 2, . . .), (3.107)

якi випливають з лем 3.10 i 3.11 за умови, що {x(0)(t), y(0)} ∈ E. З (3.98) та

(3.102) отримуємо

y(n+1) − y∗ =
1

1− λ

[ 1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)d(t1)
(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
dt−

−
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)d(t)
(
x(n)(γt)− x∗(γt)

)
dt−

−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+
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+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t1∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds+

+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k2(t1, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

) ]
.

(3.108)

Рiвностi (3.97), (3.101) дозволяють записати

x(n+1)(t)− x∗(t) =
1

γ2
d(t)

(
x(n)(γt)− x∗(γt)

)
−

−
1

γ2

t

t1
d(t1)

(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
+

+

t∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

t∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−
t

t1

t1∫
0

k1(t1, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

t

t1

t1∫
0

k2(t1, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds+

+a(n)(t)
(
y(n) − y(n+1)

)
.

Звiдси та з (3.107), (3.108) випливає

x(n+1)(t)−x∗(t) =
1

γ2
d(t)

(
x(n)(γt)− x∗(γt)

)
−

1

γ2

t

t1
d(t1)

(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
+

+

t∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

t∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−
t

t1

t1∫
0

k1(t1, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

t

t1

t1∫
0

k2(t1, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−a(n)(t)
t1∫
0

ϕ(s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+
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+
a(n)(t)

1− λ

[ 1

γ2

t1∫
0

t

t1
ϕ(s)d(t1)

(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
ds−

−
1

γ2

t1∫
0

ϕ(s)ds
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds

t1∫
0

(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds

t1∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ−

−
t1∫
0

(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds

t1∫
s

k2(τ, s)ϕ(τ)dτ+

+

t1∫
0

(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds

t1∫
0

τ

t1
k2(τ, s)ϕ(τ)dτ

]
.

Пiсля нескладних перетворень отримаємо

x(n+1)(t)−x∗(t) =
1

γ2
d(t)

(
x(n)(γt)− x∗(γt)

)
−

1

γ2

t

t1
d(t1)

(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
+

+
a(n)(t)

1− λ
1

γ2

t1∫
0

t

t1
ϕ(s)d(t1)

(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
ds+

+

t∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

t∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−
t1∫
0

[ t
t1
k1(t1, s)+a

(n)(t)ϕ(s)+
a(n)(t)

1− λ

t1∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ
] (
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
t1∫
0

[ t
t1
k1(t1, s)+a

(n)(t)ϕ(s)+
a(n)(t)

1− λ

t1∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ
] (
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
t1∫
0

[ t
t1
k2(t, s) +

a(n)(t)

1− λ

( 1

γ2
ϕ(s)d(s) +

t1∫
s

k1(τ, s)ϕ(τ)dτ+

+

t1∫
0

τ

t1
k2(t1, s)ϕ(τ)dτ

)](
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds.
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Позначення (3.104) дають можливiсть записати отриману рiвнiсть у вигля-

дi

x(n+1)(t)− x∗(t) =
1

γ2
d(t)

(
x(n)(γt)− x∗(γt)

)
−

−
1

γ2

t

t1
d(t1)

(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
+

+
a(n)(t)

1− λ
1

γ2

t1∫
0

t

t1
ϕ(s)d(t1)

(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
ds+

+

t∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+

t∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds+

+

t1∫
0

h1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+

t1∫
0

h2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds.

(3.109)

Звiдси випливає, що

|x(n+1)(t)− x∗(t)| 6
1

γ2
|d(t)| |x(n)(γt)− x∗(γt)|+

+
1

γ2

|t|
t1
|d(t1)| |x(n)(γt1)− x∗(γt1)|+

+
|a(n)(t)|
|1− λ|

1

γ2

t1∫
0

|t|
t1
|ϕ(s)| |d(t1)| |x(n)(γt1)− x∗(γt1)|ds+

+

t∫
0

|k1(t, s)| |x(n)(s)− x∗(s)|ds+

t∫
0

|k2(t, s)| |x(n)(γs)− x∗(γs)|ds+

+

t1∫
0

|h1(t, s)| |x(n)(s)− x∗(s)|ds+

t1∫
0

|h2(t, s)| |x(n)(γs)− x∗(γs)|ds.
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Отже, враховуючи (3.104), (3.106), можна записати

‖x(n+1)(t)− x∗(t)‖ 6
1

γ2
|d(t)|+

1

γ2
|d(t1)|+

+

t1∫
0

( 1

γ2

|a(n)(t)|
|1− λ|

|ϕ(s)| |d(t1)|+ |k1(t, s)|+

+|k2(t, s)|+ |h1(t, s)|+ |h2(t, s)|
)
ds‖x(n)(t)− x∗(t)‖.

Звiдси знаходимо

‖x(n+1)(t)− x∗(t)‖ 6 q‖x(n)(t)− x∗(t)‖.

Цим забезпечене виконання тверджень теореми щодо збiжностi послiдов-

ностей {x(n)(t)} та {x(n)(t), y(n)} вiдповiдно до розв’язку x∗(t) рiвняння

(3.97) та до розв’язку {x∗(t), y∗} системи (3.97), (3.98). Iншi твердження

теореми повторюють твердження лем 3.10 та 3.11. Тому можна вважати

теорему доведеною. �

В побудовi i дослiдженнi алгоритму (3.101), (3.102) фiгурують умови

(3.97) i (3.98). Число λ i функцiя ϕ(t) визначаються з рiвностi (3.99) оче-

видним чином. Можна вважати, що

λ = −
t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt, ϕ(t) = k1(t1, t). (3.110)

Тому рiвнiсть (3.103) є доволi важким обмеженням при виборi a(n)(t). При

цьому пiдпорядкування функцiї ϕ(t) умовам (3.99), (3.103) водночас пра-

ктично позбавляє можливостi охопити алгоритмом (3.101), (3.102) самий

метод однопараметричного iтеративного агрегування.
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Дослiдимо агрегацiйно-iтеративний алгоритм, який охоплює алгоритм

однопараметричного iтеративного агрегування та агрегацiйно-iтеративний

алгоритм (3.101), (3.102). Замiсть формули (3.102) використаємо формулу

y(n+1) = λy(n+1) −
t1∫
0

ϕ(t)p(t)dt−
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)d(t)x(n)(γt)dt+

+
1

γ2
d(t1)x

(n)(γt1)

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt−

t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k1(t, s)x
(n)(s)ds+

+

t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k2(t, s)x
(n)(γs)ds+

+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k2(t1, s)x
(n)(γs)ds+

+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k1(t1, s)x
(n)(s)ds+

+α
(n)
0

(
y(n) − y(n+1)

)
(n = 0, 1, . . .).

(3.111)

Рiвнiсть
t1∫
0

ϕ(t)a(n)dt+ α
(n)
0 = λ (n = 0, 1, . . .), (3.112)

якою замiнюємо рiвнiсть (3.103), можна вважати означенням чисел α
(n)
0 .

Для цього алгоритму зберiгаються леми 3.10 та 3.11 i рiвнiсть (3.107). За-

мiсть (3.108) отримаємо рiвнiсть

y(n+1) − y∗ =
1

1− λ+ α
(n)
0

[
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)d(t1)
(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
dt−

−
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)d(t)
(
x(n)(γt)− x∗(γt)

)
dt−

−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+
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+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds+

+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)]
+

+
α
(n)
0

1− λ− α(n)
0

t1∫
0

ϕ(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt.

(3.113)

Тому можна отримати

x(n+1)(t)− x∗(t) =
1

γ2
d(t)

(
x(n)(γt)− x∗(γt)

)
−

−
1

γ2

t

t1
d(t1)

(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
+

+

t∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+

t∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds−

−
t

t1

t1∫
0

k1(t1, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
t

t1

t1∫
0

k2(t1, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds+

+a(n)(t)

t1∫
0

ϕ(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt+

+
a(n)(t)

1− λ+ α
(n)
0

[
1

γ2

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)d(t1)

(
x(n)(γt1)− x∗(γt1)

)
dt−
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−
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)d(t)
(
x(n)(γt)− x∗(γt)

)
dt−

−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k1(t, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds+

+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k1(t1, s)
(
x(n)(s)− x∗(s)

)
ds−

−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k2(t, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
ds+

+

t1∫
0

t

t1
ϕ(t)dt

t1∫
0

k2(t1, s)
(
x(n)(γs)− x∗(γs)

)
+

α
(n)
0

1− λ+ α
(n)
0

t1∫
0

ϕ(t)
(
x(n)(t)− x∗(t)

)
dt

]
.

(3.114)

Таким чином, отримаємо рiвнiсть

x(n+1) − x∗ = H(n)
(
x(n) − x∗

)
,

в якiй оператор H(n) означений правою частиною рiвностi (3.114). Очеви-

дно, що для збiжностi процесу достатньо, щоб справджувалися спiввiдно-

шення

‖H(n)‖ 6 q < 1,

якщо {x(0)(t), y(0)} ∈ E, де множину E означено за рiвнiстю (3.100).

Застосуємо аналог алгоритму (3.101), (3.102) до рiвняння вигляду

x′′(t) = a0(t)x(t) + a1(t)x(γt) + b0(t)x
′(t) + b1(t)x

′(γt)+

+d(t)x′′(γt) + f (t, x(t), x(γt))
(3.115)

з крайовими умовами (3.91). Пiсля двократного почленного iнтегруван-

ня рiвностi (3.114), використовуючи крайовi умови (3.91), отримаємо iнте-
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гральне рiвняння

x(t) = p0(t) +
1

γ2
d(t)x(γt)− 1

γ2

t

t1
d(t1)x(γt1) +

t∫
0

k1(t, s)x(s)ds−

−
t

t1

t1∫
0

k1(t1, s)x(s)ds+

t∫
0

k2(t, s)x(γs)ds−
t

t1

t1∫
0

k2(t1, s)x(γs)ds+

+

t∫
0

(t− s)f(s, x(s), x(γs))ds−
t1∫
0

t

t1
(t1 − s)f(s, x(s), x(γs))ds.

(3.116)

Тут замiсть формул (3.95) маємо

p0 = p0(t) =
t

t1
x1 −

1−
1

γ2
d(0)

1−
t

t1
x0

 , (3.117)

а k1(t, s), k2(t, s) означенi за формулами (3.93), (3.94). Допомiжне рiвняння

з допомiжним невiдомим y має вигляд

y = λy −
t1∫
0

ϕ(t)p0(t)dt−
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)d(t)x(γt)dt−

−
1

γ2

t1∫
0

ϕ(t)
t

t1
d(t1)x(γt1)dt−

t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k1(t, s)x(s)ds+

+

t1∫
0

ϕ(t)
t

t1
dt

t1∫
0

k1(t, s)x(s)ds−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

k2(t, s)x(γs)ds+

+

t1∫
0

ϕ(t)
t

t1
dt

t1∫
0

k2(t1, s)x(γs)ds−

−
t1∫
0

ϕ(t)dt

t∫
0

(t− s)f(s, x(s), x(γs))ds+

+

t1∫
0

ϕ(t)
t

t1
dt

t1∫
0

(t1 − s)f(s, x(s), x(γs))ds.

(3.118)
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Вважаємо, що λ 6= 1 i що неперервна на [0, t1] функцiя ϕ(t) задовольняє

рiвнiсть (3.99). Запишемо рiвняння (3.116) у виглядi

x = p0 + Ax+ Fx, (3.119)

де p0 означено за формулою (3.117), оператори Ax та Fx означенi за фо-

мулами

Ax =
1

γ2
d(t)x(γt)−

1

γ2

t

t1
d(t1)x(γt1) +

t∫
0

k1(t, s)x(s)ds−

−
t

t1

t1∫
0

k1(t1, s)x(s)ds+

t∫
0

k2(t, s)x(γs)ds−
t

t1

t1∫
0

k2(t1, s)x(γs)ds,

(3.120)

Fx =

t∫
0

(t− s)f(s, x(s), x(γs))ds−
t1∫
0

t

t1
(t1 − s)f(s, x(s), x(γs))ds. (3.121)

Задамо Ã таким чином, щоб справджувалась рiвнiсть(
(A∗ + Ã∗)ϕ, x

)
= λ(ϕ, x),

де A∗, Ã∗ – спряженi оператори з A та Ã. Допомiжне рiвняння щодо y

матиме вигляд

y = λy + (Ãϕ, x)− (ϕ, p0)− (ϕ, Fx). (3.122)

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1) = p0 + Ax(n) + Fx(n) + a(n)
(
y(n) − y(n+1)

)
, (3.123)

y(n+1) = λy(n+1) − (Ã∗ϕ, x(n))− (ϕ, p0)−

−(ϕ, Fx(n)) + α
(n)
0

(
y(n) − y(n+1)

)
,

(3.124)

постулюючи умову (3.112), яку можна прийняти за означення α
(n)
0 при

заданих λ, ϕ, α(n)(t). Леми 3.10, 3.11 i рiвнiсть (3.107), яка випливає з цих

лем, зберiгається.

Для дослiдження збiжностi алгоритму (3.123), (3.124) можна застосу-

вати результати другого роздiлу.



Роздiл 4

Агрегацiйно-iтеративнi аналоги деяких

iтерацiйних методiв

Однiєю з основних вiдмiнностей алгоритмiв, якi розглядаються в цьому

роздiлi, вiд досдiджених в [40] алгоритмiв для нелiнiйних рiвнянь є те, що

вимогу про iснування оберненого оператора (I ′ − Λ + α(x))−1 замiнюємо

припущенням про iснування оберненого оператора (I ′ − Λ)−1 , який не за-

лежить вiд x. При цьому отримуємо простiшi умови збiжностi алгоритмiв.

§17. Абстрактна схема побудови i дослiдження

агрегацiйно-iтеративних алгоритмiв для нелiнiйних рiвнянь

Розглядатимемо рiвняння вигляду

x = Ax+ Fx, (4.1)

де A : E → E , F : E → E є неперервними операторами, що дiють

в банаховому просторi E , причому A є лiнiйним оператором, оператор

F є, взагалi кажучи, нелiнiйним. Вважаємо заданими лiнiйнi неперервнi

оператори S : E → E ′ , Λ : E ′ → E ′ , де E ′ – банахiв простiр, який

в загальному випадку не є тотожним з E . Вважаємо, що справджується

рiвнiсть

SA = ΛS. (4.2)

Використовуватимемо також допомiжне рiвняння

y = Λy − SFx. (4.3)
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Будемо дослiджувати систему, складену з рiвнянь (4.1), (4.3), iнiцiюючи

цим “занурення” простору E в простiр Ẽ : E×E ′ , запровадивши в Ẽ норму

пар {x, y} (x ∈ E, y ∈ E ′) в той чи iнший спосiб. Позначатимемо через θ

та θ′ нульовi елементи в E та E ′ , а через I та I ′ одиничнi оператори в в E

та E ′ . В просторi Ẽ означимо пiдпростiр E за допомогою спiввiдношення

E = {{x, y} : Sx+ y = θ′, x ∈ E, y ∈ E ′}.

Задамо оператор a(x)w , який є неперервним щодо x ∈ E лiнiйним

неперервним щодо w ∈ E ′ , причому при x ∈ E , w ∈ E ′ оператор a(x)w

отримує значення з E . Постулюємо умову

Sa(x) = Λ(x ∈ E). (4.4)

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1) = Ax(n) + Fx(n) + a
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)

(4.5)

y(n+1) = Λy(n+1) − SFx(n). (4.6)

Наведемо формулювання лем, якi є аналогами двох базових лем з попе-

реднiх викладiв, доведення яких пропускаємо, оскiльки схема їх обґрунту-

вання повторює схему доведення зазначених лем з попереднiх параграфiв.

Лема 4.1. Нехай справджується умова (4.2) та iснує обернений опе-

ратор (I ′ − Λ)−1 . Тодi розв’язок {x∗, y∗} (x∗ ∈ E, y∗ ∈ E ′) системи (4.1),

(4.3) задовольняє спiввiдношення {x∗, y∗} ∈ E.

Лема 4.2. Нехай справджуються умови (4.2), (4.4) i заданi x(0) ∈ E,

y(0) ∈ E ′ , для яких маємо {x(0), y(0)} ∈ E. Тодi при n = 1, 2, . . . матимемо

{x(n), y(n)} ∈ E.

Задамо додатково лiнiйнi неперервнi оператори Ψ(n) : E ′ → E ,

Ψ
(n)
0 : E ′ → E ′ . Умови наведених лем забезпечують виконання рiвностей

Ψ(n)S
(
x(n) − x∗

)
+ Ψ(n)

(
y(n) − y∗

)
= θ, (4.7)
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Ψ
(n)
0 S(x(n) − x∗) + Ψ

(n)
0 (y(n) − y∗) = θ′, (4.8)

якi використаємо для отримання оцiнок збiжностi iтерацiйного процесу

(4.5), (4.6). Позначимо

F ′nh =

1∫
0

F ′
(
x(n) + τh

)
hdτ, (4.9)

маючи на увазi (див. напр., [7]) формулу

F (x+ h)− Fx =

1∫
0

F ′(x+ τh)hdτ. (4.10)

Iз (4.3), (4.6) та (4.1), (4.5) одержимо вiдповiдно

y(n+1) − y∗ = −(I ′ − Λ)−1SF̃ ′n

(
x(n) − x∗

)
(4.11)

та

x(n+1) − x∗ =
(
A− F̃ ′n + a

(
x(n)
)

(I ′ − Λ)−1SF̃ ′n

) (
x(n) − x∗

)
+

+a
(
x(n)
) (
y(n) − y∗

)
.

(4.12)

Взявши до уваги (4.7), (4.8), можна замiсть (4.11), (4.12) записати

z(n+1) − z∗ = H(n)
(
z(n) − z∗

)
, (4.13)

де

H(n) =

 h
(n)
11 h

(n)
12

h
(n)
21 h

(n)
22

 , (4.14)

h
(n)
11 = A− F̃ ′n + a

(
x(n)
)

(I ′ − Λ)−1SF̃ ′n −Ψ(n)S,

h
(n)
12 = a

(
x(n)
)
−Ψ(n),

h
(n)
21 = (I ′ − Λ)−1SF̃ ′n −Ψ

(n)
0 S,

h
(n)
22 = −Ψ

(n)
0 ,

z(n) = {x(n), y(n)} z∗ = {x∗, y∗}.

Вважаємо, що для пар {x, y} (x ∈ E, y ∈ E ′) запроваджено норму, на-

приклад, як евклiдову норму пар чисел {‖x‖E, ‖y‖E′}, де ‖x‖E та ‖y‖E′ –
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вiдповiднi норми в E та в E ′ . Через ‖H(n)‖0 позначимо вiдповiдну норму

в Ẽ = E × E ′ оператора H(n) .

Теорема 4.1. Нехай справджуються умови (4.2), (4.4), iснує оберне-

ний оператор (I ′ − Λ)−1 i {x(0), y(0)} ∈ E. Якщо при n = 0, 1, . . . справ-

джується спiввiдношення

‖H(n)‖ 6 q < 1, (4.15)

то послiдовнiсть {x(n)}, побудована за допомогою формул (4.5), (4.6), збi-

гається до розв’язку x∗ рiвняння (4.1) не повiльнiше вiд геометричної

прогресiї зi знаменником q .

Доведення. Наведенi перед формулюванням теореми мiркування зво-

дять її доведення до використання лем 4.1 i 4.2 та спiввiдношень (4.13) –

(4.15). �

З системи рiвнянь (4.1), (4.3) та рiвностей (4.11), (4.12), враховуючи

(4.2) можна одержати

x(n+1) − x∗ = H
(n)
0

(
x(n) − x∗

)
, (4.16)

де

H
(n)
0 w =

[
A− F̃ ′n − ax(n)(I ′ − Λ)S(I − A− F̃ ′n)

]
w. (4.17)

Теорема 4.2. Нехай справджуються умови (4.2), (4.4), iснує оберне-

ний оператор (I ′−Λ)−1 i {x(0), y(0)} ∈ E. Якщо при n = 0, 1, . . . викону-

ється спiввiдношення

‖H(n)
0 ‖E 6 q0 < 1, (4.18)

то послiдовнiсть {x(n)}, утворена за допомогою алгоритму (4.5), (4.6),

збiгається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (4.1) не повiльнiше вiд геоме-

тричної прогресiї зi знаменником q0 .

Доведення. Твердження теореми можна отримати як наслiдок з тео-

реми 4.1. �
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Вибираючи тим чи iншим способом оператори A, S,Λ, a(x),Ψ(n),Ψ
(n)
0

можна конкретизувати iтерацiйний процес (4.5), (4.6) та отримувати до-

статнi умови збiжностi утворених алгоритмiв. Зупинимось докладнiше на

випадку, коли рiвняння (4.1) має вигляд

x = Ax+ b, (4.19)

де A є лiнiйним неперервним оператором, який дiє з банахового простору

E в E , а b ∈ E . Нехай E∗ спряжений з E простiр. За оператор S вiзьмемо

лiнiйний неперервний функцiонал ϕ ∈ E∗ , тобто

Sx = (ϕ, x), (4.20)

вважаючи, що E ′ є множиною дiйсних чисел. За оператор Λ матимемо дiю

множення на число λ ∈ E ′ . Тому рiвнiсть (4.2) означає, що

(A∗ϕ, x) = λ(ϕ, x), (4.21)

де A∗ – спряжений з A оператор. Замiсть рiвняння (4.3) будемо мати

y = λy − (ϕ, b). (4.22)

Множина E отримується як сукупнiсть пар {x, y} (x ∈ E, y ∈ E ′), для

яких

(ϕ, x) + y = 0. (4.23)

Iтерацiйний процес (4.5), (4.6) опишуть формули

x(n+1) = Ax(n) + b+ a
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)
, (4.24)

y(n+1) = λy(n+1) − (ϕ, b). (4.25)

При цьому оператор a(x) означає дiю множення на дiйсне число t ∈ E ′

елемента a(x) ∈ E . При

a(x) =
Ax

(ϕ, x)
. (4.26)

iтерацiйний процес (4.24), (4.25) тотожний з однопараметричним випадком

iтеративного агрегування тодi, коли справджується рiвнiсть (4.21).
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Приклад 4.1. Система

x1 = 0, 28x1 + 0, 26x2 + 0, 02
√
x1 − 0, 01x2 + 15, 155;

x2 = 0, 22x1 + 0, 15x2 + 0, 02
√
x1 + 0, 01x2 + 168, 5

має розв’язок x∗ = {100; 225}. Запишемо цю систему у виглядi

x = (A1 + A2)x+ A0(x) + b

де

A1 =

 0, 2 0, 24

0, 1 0, 12

 , A2 =

 0, 08 0, 02

0, 12 0, 12

 ,

A0(x) =

 0, 02
√
x1 −0, 01x2

0, 02
√
x1 0, 01

√
x2

 , b =

 15, 155

168, 5

 .

При початковому наближеннi x(0) = {9; 1}, використовуючи алгоритм

(4.5), (4.6) та взявши A = A1 + A2 , F (x) = A0(x), отримаємо

x(1) = {102, 90576; 224, 95442}, x(2) = {99, 818993; 224, 48592}.

§18. Однопараметричний аналог методу Ньютона

В обчислювальнiй практицi часто вживаними є методи, що поєднують

iдеї кiлькох методiв. завдяки чому вдається скористатися з можливостей

кожного з них в отриманих синтетичних побудовах. Дослiдимо алгоритм,

сконструйований на основi iдей методу Ньютона i методiв iтеративного

агрегування для рiвняння вигляду

x = Fx. (4.27)

Нехай E – банахiв простiр, F : E → E є неперервним оператором.

Позначимо через E ′ множину дiйсних чисел. Використовуватимемо допо-

мiжне рiвняння

y = λy − (ϕ, Fx) + λ(ϕ, x) (4.28)



§ 18. Однопараметричний аналог методу Ньютона 133

щодо невiдомого y ∈ E ′ . Як i ранiше, (ϕ, x) – значення лiнiйного функцiо-

налу ϕ ∈ E∗ на елементах спряженого з E простору E∗, λ ∈ E ′, λ 6= 1,

λ 6= 0. Основний варiант методу Ньютона для рiвняння (4.27) описує iте-

ративна формула

x(n+1) = Fx(n) + F ′
(
x(n)
)(

x(n+1) − x(n)
)
, (4.29)

де F ′(x)w – похiдна Фреше вiд оператора F .

На практицi нечасто можна точно знайти обернений оператор (I − F ′(x))−1

при обчисленнi чергової iтерацiї. Тому реальне використання алгоритму

(4.29) здiйснюється при замiнi похiдної оператора F тим чи iншим

“близьким” до цiєї похiдної оператором. Тому замiсть iтерацiйного процесу

(4.29) практично використовують алгоритм

x(n+1) = Fx(n) + A
(
x(n)
)(

x(n+1) − x(n)
)
, (4.30)

з оператором A(x)w , який в тому чи iншому розумiннi вважають близьким

до F ′(x)w . Вважаємо, що A(x)w є лiнiйним щодо w , неперервним щодо x

та w .

Iтерацiйний процес будуємо за допомогою формул

x(n+1) = Fx(n) + a
(
x(n)
)(

y(n) − y(n+1)
)
, (4.31)

y(n+1) = λy(n+1) −
(
ϕ, Fx(n)

)
+ λ

(
ϕ, x(n)

)
, (4.32)

припускаючи, що функцiя a(x) неперервно залежить вiд x ∈ E i ї ї зна-

чення при кожному x ∈ E є елементами iз E , причому справджується

рiвнiсть

(ϕ, a(x)) = λ (4.33)

для тих значень x ∈ E , для яких маємо, що

(ϕ, x) + y = 0 (x ∈ E, y ∈ E ′). (4.34)

Сукупнiсть таких пар {x, y} (x ∈ E, y ∈ E ′), якi задовольняють рiв-

нiсть (4.34), назвемо множиною E.
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Ця множина при запровадженнi норми пар {x, y} ∈ E за формулою

‖x, y‖2 = ‖x‖2E + |y|2E′ (‖x‖– норма елемента x ∈ E , |y| – абсолютна вели-

чина числа y ∈ E ′) є пiдпростором простору Ẽ = E × E ′ .

Наводимо два твердження, якi є аналогами базових лем iз попереднiх

параграфiв.

Лема 4.3. Якщо {x∗, y∗} – розв’язок системи (4.27), (4.28), то

{x∗, y∗} ∈ E.

Доведення. З (4.27), (4.28) випливає, що

(ϕ, x∗) + y∗ = (ϕ, Fx∗) + λy∗ − (ϕ, Fx∗) + λ(ϕ, x∗).

Звiдси отримуємо рiвнiсть

(1− λ) ((ϕ, x∗) + y∗) = 0,

яка при λ 6= 1 забезпечує виконання умови (4.34) для {x∗, y∗}. �

Лема 4.4. Нехай справджується умова (4.33) та {x(0), y(0)} ∈ E. Тодi

при кожному n = 1, 2, . . . будемо мати {x(n), y(n)} ∈ E.

Доведення. Припускаючи, що при n = k > 0, {x(k), y(k)} ∈ E, на

основi рiвностей (4.31)-(4.33) знайдемо(
ϕ, x(k+1)

)
+ y(k+1) =

(
ϕ, Fx(k)

)
+
(
ϕ, a

(
x(k)
))(

y(k) − y(k+1)
)

+

+λy(k+1) −
(
ϕ, Fx(k)

)
+ λ

(
ϕ, x(k)

)
= λ

((
ϕ, x(k)

)
+ y(k)

)
= 0.

Тому на основi принципу математичної iндукцiї можемо вважати лему до-

веденою. �

Якщо Ψ – який-небудь елемент з E , то з цих лем отримуємо

Ψ
[(
ϕ, x(n) − x∗

)
+ y(n) − y∗

]
= θ, (4.35)

де θ – нульовий елемент iз E . Якщо замiсть елемента Ψ в рiвностi (4.35)

вiзьмемо дiйсне число Ψ0 6= 0, то замiсть (4.35) матимемо

Ψ0

[(
ϕ, x(n) − x∗

)
+ y(n) − y∗

]
= 0,
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З рiвностей (4.27), (4.31) та (4.28), (4.32) отримуємо

x(n+1) − x∗ = Fx(n) − Fx∗ + a
(
x(n)
)(

y(n) − y∗
)
−

−a
(
x(n)
)(

y(n+1) − y∗
)
,

(4.36)

y(n+1)− y∗ = λ
(
y(n+1) − y∗

)
−
(
ϕ, Fx(n) − Fx∗

)
+ λ

(
ϕ, x(n) − x∗

)
. (4.37)

Скориставшись формулою (4.9) (див., також [7]), тобто для нашого випадку

формулою

F (x+ h)− Fx =

1∫
0

F ′(x+ τh)hdτ, (4.38)

попереднi рiвностi можна записати у виглядi

x(n+1) − x∗ = −
1∫

0

F ′
(
x(n) + τ

(
x∗ − x(n)

))(
x(n) − x∗

)
dτ+

+a
(
x(n)
)(

y(n) − y∗
)
− a

(
x(n)
)(

y(n+1) − y∗
)
,

(4.39)

y(n+1) − y∗ = λ
(
y(n+1) − y∗

)
+

+

ϕ, 1∫
0

F ′
(
x(n) + τ

(
x(n) − x∗

))(
x(n) − x∗

)
dτ+

+ λ
(
ϕ, x(n) − x∗

))
.

(4.40)

Позначивши

Ãn

(
x(n) − x∗

)
= Ã

(
x(n)
)(

x(n) − x∗
)

=

=

1∫
0

F ′
(
x(n) + τ

(
x(n) − x∗

))(
x(n) − x∗

)
dτ,

(4.41)

надамо рiвностям (4.39), (4.40) вигляду

x(n+1) − x∗ = −Ã
(
x(n)
)(

x(n) − x∗
)

+ a
(
x(n)
)(

y(n) − y∗
)
−

−a
(
x(n)
)(

y(n+1) − y∗
)
,

(4.42)

y(n+1) − y∗ = λ
(
y(n+1) − y∗

)
+
(
ϕ, Ã

(
x(n)
)(

x(n) − x∗
))

+

+λ
(
ϕ, x(n) − x∗

)
.

(4.43)
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Оскiльки з (4.43) випливає, що

y(n+1) − y∗ =
1

1− λ

(
ϕ, Ã

(
x(n)
)(

x(n) − x∗
))

+
λ

1− λ

(
ϕ, x(n) − x∗

)
,

то, поєднуючи одержаний результат з (4.42), матимемо

x(n+1) − x∗ = −Ã
(
x(n)
) (
x(n) − x∗

)
+ a

(
x(n)
) (
y(n) − y∗

)
−

−
a
(
x(n)
)

1− λ

(
ϕ, Ã

(
x(n)
) (
x(n) − x∗

))
−

−
λ

1− λ
a
(
x(n)
) (
ϕ, x(n) − x∗

)
.

(4.44)

Позначимо

h11

(
x(n)
)
w = −Ã

(
x(n)
)
w −

a
(
x(n)
)

1− λ

(
ϕ, Ã

(
x(n)
))

w−

−
λ

1− λ
a
(
x(n)
)(

ϕ, x(n) − x∗
)
,

h12

(
x(n)
)
z = a

(
x(n)
)
z,

h21

(
x(n)
)
w =

1

1− λ

(
ϕ, Ã

(
x(n)w

))
+

λ

1− λ
(ϕ,w),

H
(
x(n)
) w

z

 =

 h11
(
x(n)
)
w h12

(
x(n)
)
z

h21
(
x(n)
)
w 0

 . (4.45)

Припустимо, що для норми ‖H(x)‖ оператора H(x), означеного за (4.45)

маємо

‖H(x)‖ 6 q. (4.46)

Теорема 4.3. Нехай:

а) справджується умова (4.33);

б) заданi x(0) ∈ E , y(0) ∈ E ′ такi, що {x(0), y(0)} ∈ E;

в) λ 6= 1.

Нехай

q < 1. (4.47)
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Тодi послiдовнiсть {x(n), y(n)}, утворена за допомогою формул (4.31),

(4.32), збiгається до розв’язку {x∗, y∗} системи (4.27), (4.28) не повiль-

нiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q .

Доведення. Твердження теореми випливає з (4.45), умови (4.47) та

спiввiдношень (4.42), (4.43). �

Позначимо

h̃11

(
x(n)
)
w = h11

(
x(n)
)
w −Ψ(ϕ,w),

h̃12

(
x(n)
)
z = h12

(
x(n)
)
z −Ψz,

h̃21

(
x(n)
)
w = h21

(
x(n)
)
w −Ψ0(ϕ,w),

h̃22

(
x(n)
)
z = −Ψz,

H̃
(
x(n)
) w

z

 =

 h̃11
(
x(n)
)
w h̃12

(
x(n)
)
z

h̃21
(
x(n)
)
w h̃22

(
x(n)
)
z

 . (4.48)

Теорема 4.4. Нехай виконуються умови а) – в) теореми 4.3. Якщо

справджуються нерiвностi

‖H̃(x)‖ 6 q < 1, (4.49)

то послiдовнiсть {x(n), y(n)}, побудована за допомогою формул (4.31),

(4.32), збiгається до розв’язку {x∗, y∗} системи (4.27), (4.28) не повiль-

нiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q̃ .

Доведення. Твердження теореми випливає з (4.48), (4.49). �

§19. Загальний агрегацiйно-iтеративний аналог методу Ньютона

Розглядатимемо рiвняння (4.27) iз, взагалi кажучи, нелiнiйним непе-

рервним оператором F : E → E . Задамо лiнiйнi неперервнi оператори

Λ : E ′ → E ′ , S : E → E ′ , де E ′ – банахiв простiр, який не тотожний

з простором E . Множину E означимо як сукупнiсть пар {x, y} елементiв

x ∈ E, y ∈ E ′ , для яких справджується рiвнiсть

Sx+ y = θ′, (4.50)
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де θ′ – нульовий елемент в E ′ . Рiвняння (4.27) розглядатимемо разом з

рiвнянням

y = Λy − SFx+ ΛSx, (4.51)

яке мiстить додатковий невiдомий елемент y ∈ E ′ .

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

x(n+1) = Fx(n) + a(n)
(
y(n) − y(n+1)

)
, (4.52)

y(n+1) = Λy(n+1) − SFx(n) + α
(n)
0

(
y(n) − y(n+1)

)
+ ΛSx(n), (4.53)

де оператори a(n) = a
(
x(n)
)
та α(n)

0 = α0

(
x(n)
)
означенi при x ∈ E , y ∈ E ′ i

отримують значення вiдповiдно з E i E ′ . Припускаємо, що справджується

умова

Sa(x) + α0(x) = Λ (4.54)

при x ∈ E . Сформулюємо аналоги лем 4.3 i 4.4.

Лема 4.5. Нехай iснує обернений оператор (I ′ − Λ)−1 , де I ′ – одини-

чний оператор в E ′ . Тодi розв’язок {x∗, y∗} системи (4.27), (4.51) задо-

вольняє спiввiдношення {x∗, y∗} ∈ E.

Доведення. Очевидно, що

Sx∗ + y∗ = SFx∗ + Λy∗ − SFx∗ + ΛSx∗ = Λ(Sx∗ + y∗).

Оскiльки Λ не є тотожним оператором в E ′ , то остання рiвнiсть означає

виконання умови (4.50) для {x∗, y∗}. �

Лема 4.6. Нехай заданi x(0) ∈ E, y(0) ∈ E ′ такi, що {x(0), y(0)} ∈ E.

Якщо виконується умова (4.54), то для послiдовних наближень {x(n), y(n)}

побудованих за допомогою формул (4.52)(4.53), при n = 0, 1, . . . матиме-

мо {x(n), y(n)} ∈ E.
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Доведення. Пiдставою застосування iндукцiї є спiввiдношення

Sx(n+1) + y(n+1) = SFx(n) + Sa(n)
(
y(n) − y(n+1)

)
+

+Λy(n+1) − SFx(n) + α
(n)
0

(
y(n)−(n+1)

)
+ ΛSx(n) =

= ΛSx(n) +
(

Λ− Sa(n) − α(n)
0

)
y(n+1) +

(
Sa(n) + α

(n)
0

)
y(n) =

= Λ
(
Sx(n) + y(n)

)
.

Можна вважати, що цим лему доведено. �

Задамо оператори Ψ : E ′ → E , Ψ0 : E ′ → E ′ , якi вважаємо лiнiйними

неперервними.

Лема 4.7. Якщо справджуються умови лем 4.5 i 4.6, то матимемо

рiвностi

S
(
x(n) − x∗

)
+ y(n) − y∗ = θ′,

ΨS
(
x(n) − x∗

)
+ Ψ

(
y(n) − y∗

)
= θ,

Ψ0S
(
x(n) − x∗

)
+ Ψ0

(
y(n) − y∗

)
= θ′.

Доведення. Лема очевидна як наслiдок з лем 4.5 i 4.6. �

Нехай iснує оператор (I ′ − Λ + α(x))−1 . Рiвностi (4.27), (4.51) та

(4.52)–(4.54) дають пiдставу для спiввiдношень

y(n+1) − y∗ = −
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1 [
S
(
Fx(n) − Fx∗

)
−

−ΛS
(
x(n) − x∗

) ]
+
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
α
(n)
0

(
y(n) − y∗

)
,

(4.55)

x(n+1) − x∗ = Fx(n) − Fx∗+

+a(n)
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1 [
S
(
Fx(n) − Fx∗

)
− ΛS

(
x(n) − x∗

) ]
+

+a(n)
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
(I ′ − Λ)

(
y(n) − y∗

)
.

(4.56)
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Звiдси, використовуючи лему 4.7, отримуємо

x(n+1) − x∗ = Fx(n) − Fx∗+

+a(n)
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
S
(
Fx(n) − Fx∗

)
−

−a(n)
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
ΛS
(
x(n) − x∗

)
−ΨS

(
x(n) − x∗

)
+

+a(n)
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
(I ′ − Λ)

(
y(n) − y∗

)
−Ψ

(
y(n) − y∗

)
.

(4.57)

y(n+1) − y∗ =
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
ΛS
(
x(n) − x∗

)
−

−ΨS
(
x(n) − x∗

)
−
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
S
(
Fx(n) − Fx∗

)
+

+

[(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
α
(n)
0 −Ψ0

](
y(n) − y∗

)
.

(4.58)

Позначимо

H
(
x(n)
) w

z

 =

 h
(n)
11 w h

(n)
12 z

h
(n)
21 w h

(n)
22 z

 . (4.59)

h
(n)
11 w = Ã′nw + a(n)

(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
SÃ′nw−

−
[
a(n)

(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
ΛS + ΨS

]
w,

h
(n)
12 z =

[
a(n)

(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
(I ′ − Λ)−Ψ

]
z,

h
(n)
21 w =

[(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
Λ−Ψ0

]
Sw−

−
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
SÃ′nw,

h
(n)
22 z =

[(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
α
(n)
0 −Ψ0

]
z,

(4.60)

де

Ã′n

(
x(n) − x∗

)
= Ã′

(
x(n)
)(

x(n) − x∗
)

=

=

1∫
0

F ′
(
x(n) + τ

(
x(n) − x∗

))(
x(n) − x∗

)
dτ.



§ 20. Агрегацiйно-iтеративна декомпозицiя одного класу операторних рiвнянь 141

Теорема 4.5. Нехай {x(0), y(0)} ∈ E, справджується рiвнiсть (4.54),

λ 6= 1 i iснують оберненi оператори
(
I ′ − Λ + α

(n)
0

)−1
. Якщо для опера-

тора H(x), означеного за допомогою формули (4.59), виконується умова

‖H(x)‖ 6 q < 1,

то послiдовнiсть {x(n), y(n)} утворена за допомогою формул (4.52), (4.53),

збiгається до розв’язку {x∗, y∗} системи (4.27), (4.51) не повiльнiше вiд

геометричної прогресiї зi знаменником q .

Доведення. Формули (4.57), (4.58) при виконаннi умов теореми озна-

чають, що твердження теореми пiдтверджуються. �

Зауваження 4.1. Нехай умова (4.54) має вигляд

Sa(x) = Λ. (4.61)

В цьому випадку формулу (4.53) можна замiнити на

y(n+1) = Λy(n+1) − SFx(n) + ΛSx(n),

що дасть можливiсть замiсть (4.60) для означення оператора H(x) ви-

користати формули

h
(n)
11 w = Ã′nw + a(n)(I ′ − Λ)−1SÃ′nw − [a(n)(I ′ − Λ)−1ΛS + ΨS]w,

h
(n)
12 z = (a(n) −Ψ)z,

h
(n)
21 w =

(
(I ′ − Λ)−1Λ−Ψ0

)
Sw − (I ′ − Λ)−1SÃ′nw,

h
(n)
22 z = −Ψ0z.

Зберiгши iншi умови в теоремi 4.5 (з поправкою, що α0(x) є нульовим опе-

ратором) можна вважати, що твердження теореми 4.5 зберiгаються.

§20. Агрегацiйно-iтеративна декомпозицiя одного класу

операторних рiвнянь

Рiвняння x = Ax+ b запишемо у виглядi

x = A1x+ A0x+ b. (4.62)
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Вважаємо, що A1, A0 : E → E є лiнiйними неперервними операторами, E

– банахiв простiр, b ∈ E . Розглядатимемо випадок, коли A0 має скiнченну

розмiрнiсть, а оператор A1 має малий спектральний радiус. Припускаємо,

що iснує лiнiйний обернений оператор (I −G)−1 , де

G = I + A0 + . . .+ Ak−1
0 (k <∞), (4.63)

I – тотожний оператор в E . Рiвняння (4.62) можна подати у виглядi

x = GA1x+ Ak
0x+Gb. (4.64)

Можна переконатися, що оператор GA1 має таку саму розмiрнiсть, яку

має оператор A1 (див. [17, стор. 150]).

Побудуємо агрегацiйно-iтеративний аналог методу апроксимацiї обер-

неного оператора, описаного за допомогою формули

x(n+1) = GA1x
(n+1) + Ak

0x
(n) +Gb. (4.65)

Для цього до рiвняння (4.64) приєднаємо допомiжну систему лiнiйних ал-

гебраїчних рiвнянь

yi = λiyi −
(
ϕi, A

k
0x
)
− (ϕi, Gb) (i = 1, N). (4.66)

з допомiжними невiдомими y1, . . . , yN , (N < ∞). Тут ϕi ∈ E∗ , E∗ – про-

стiр, спряжений з банаховим простором E , (ϕi, x) – значення лiнiйного

функцiоналу ϕi (i = 1, N) на елементах простору E . Функцiонали ϕi i

числа λi 6= 1 при i = 1, N , взагалi кажучи, задаємо довiльно, причому

задля зручностi викладу вважаємо λi дiйсними. Як i ранiше, в просторi

Ẽ = E × RN , де RN – евклiдiв простiр розмiрностi N , означимо норму

‖x, y‖ пар елементiв x ∈ E, y ∈ RN як евклiдову норму пар чисел ‖x‖, |y|

за формулою ‖x, y‖ = (‖x‖2 + |y|2) 1
2 . Тут ‖x‖ – норма елемента x в E ,

|y| – норма вектора y = {y1, . . . , yN} в RN . В просторi Ẽ виокремимо

пiдпростiр E0 таких пар {x, y} (x ∈ E, y ∈ RN), для яких справджуються

нерiвностi

(ϕi, x) + yi = 0 (i = 1, N). (4.67)
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Для побудови одного з агрегацiйно-iтеративних аналогiв методу (4.65)

використаємо формули

x(n+1) = GA1x
(n) + Ak

0x
(n) +

N∑
j=1

a
(n)
j

(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
+Gb, (4.68)

y
(n+1)
i = λiy

(n+1)
i −

(
ϕi, A

k
0x

(n)
)
− (ϕi, Gb) (i = 1, N). (4.69)

Елементи a
(n)
j ∈ E означимо за формулами

a
(n)
j = aj

(
x(n)
)

=
GA1x

(n)(
ϕj, x(n)

) (j = 1, N, n = 0, 1, . . .). (4.70)

Припускаємо, що справджуються спiввiдношення

(GA1)
∗ϕi = λiϕi (i = 1, N), (4.71)(

ϕi, a
(n)
i

)
= λi (i = 1, N, n = 0, 1, . . .), (4.72)(

ϕj, a
(n)
j

)
= 0 (i 6= j, i, j = 1, N, n = 0, 1, . . .). (4.73)

Достовiрнiсть двох тверджень, котрi є аналогами базових лем iз попе-

реднiх параграфiв, зводиться до того, що розв’язок {x∗, y∗} в Ẽ системи

(4.64), (4.66) належать множинi E0 , та що iз спiввiдношення {x(0), y(0)} ∈ E0

випливає належнiсть множинi E0 членiв {x(n), y(n)} послiдовностi, побудо-

ваної за допомогою формул (4.68), (4.69) при n = 1, 2, . . . Обґрунтування

першого з них отримується за допомогою спiввiдношень

(ϕi, x
∗) + y∗ = (ϕi, GA1x

∗) +
(
ϕi, A

k
0x
∗)+ (ϕi, Gb) + λiy

∗
i−

−
(
ϕi, A

k
0x
∗)− (ϕi, Gb) = λiy

∗
i + ((GA1)

∗ϕi, x
∗) = λi ((ϕi, x

∗) + y∗i ) .

Для обґрунтування другого з них достатньо скористатися принципом ма-

тематичної iндукцiї, пiдставою для застосування якої є спiввiдношення(
ϕi, x

(n+1)
)

+ y
(n+1)
i =

(
ϕi, GA1x

(n)
)

+
(
ϕi, A

kx(n)
)

+

+
N∑
j=1

(
ϕi, a

(n)
j

)(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
+ (ϕi, Gb) + λiy

(n+1)
i −
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−
(
ϕi, A

k
0x

(n)
)
− (ϕi, Gb) =

(
(GA1)

∗ϕi, x
(n)
)

+

+λiy
(n)
i = λi

((
ϕi, x

(n)
)

+ y
(n)
i

)
.

Звiдси випливає, що {x(n+1), y(n+1)} ∈ E0 , якщо {x(n), y(n)} ∈ E0 . Тут

y = {y1, . . . , yN}T . Отже, можна стверджувати, що справджуються

рiвностi (
ϕi, x

(n) − x∗
)

+ y
(n)
i − y

∗ = 0 (i = 1, N), (4.74)

якщо λ 6= 1 i {x(0), y(0)} ∈ E0 . Зазначимо, що при всякому x(0) ∈ E вектор

y(0) можна вибрати так, щоб виконувались рiвностi(
ϕi, x

(0)
)

+ y
(0)
i = 0 (i = 1, N).

З (4.62), (4.66) та (4.68), (4.69) випливає, що

y
(n+1)
i − y∗ = −

1

1− λi

(
ϕi, A

k
0

(
x(n) − x∗

))
(i = 1, N), (4.75)

а також враховуючи (4.74), що

x(n+1) − x∗ = GA1

(
x(n) − x∗

)
−

−
N∑
j=1

GA1x
(n)(

ϕj, x(n)
) (ϕj, x(n) − x∗)+ Ak

0

(
x(n) − x∗

)
+

+
N∑
j=1

GA1x
(n)

(1− λj)
(
ϕj, x(n)

) (ϕj, Ak
0

(
x(n) − x∗

))
.

(4.76)

Позначивши x(n) − x∗ = wn , запишемо (4.76) у виглядi

wn+1 = H(n)wn,

де оператор H(n) означений правою частиною рiвностi (4.76).

Теорема 4.6. Нехай справджуються рiвностi (4.71) – (4.73), λ 6= 1,

{x(0), y(0)} ∈ E0 . Якщо ‖H(n)‖ 6 q < 1, то послiдовнiсть {x(n)} збiгається

до розв’язку x∗ рiвняння (4.62) не повiльнiше вiд геометричної прогресiї

зi знаменником q .
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Доведення. Достатньо скористатися рiвнiстю (4.76). �

Задамо такi елементи ψi ∈ E (i = 1, N), щоб виконувалась рiвнiсть

GA1x =
N∑
j=1

λjψj(ϕj, x), (4.77)

причому

(ϕi, ψj) =

 1, при i = j,

0, при i 6= j
(i, j = 1, N). (4.78)

В такому разi будемо мати

a
(n)
j = λjψj (j = 1, N, n = 0, 1, . . .), (4.79)

тобто, що справджуються рiвностi (4.71).

Теорема 4.7. Нехай λ 6= 1, {x(0), y(0)} ∈ E0 i виконанi спiввiдноше-

ння (4.77), (4.78). Якщо для спектрального радiуса ρ(H) оператора H ,

означеного за формулою

Hx = Ak
0x+

N∑
j=1

λj

1− λj
ψj(ϕj, A

k
0x) (4.80)

справджується нерiвнiсть ρ(H) < 1, то послiдовнiсть {x(n)}, отрима-

на за допомогою алгоритму (4.68), (4.69) з початковим наближенням

{x(0), y(0)} ∈ E0 , збiгається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (4.62).

Доведення. За допомогою спiввiдношень (4.77), (4.79) з рiвностi (4.76)

знайдемо

x(n+1) − x∗ =
N∑
j=1

λjψj

(
ϕj, x

(n) − x∗
)
−

N∑
j=1

λjψj

(
ϕj, A

k
0

(
x(n) − x∗

))
+

+Ak
0

(
x(n) − x∗

)
+

N∑
j=1

λj

1− λj
ψj

(
ϕj, A

k
0

(
x(n) − x∗

))
= H

(
x(n) − x∗

)
.

Це дає пiдставу вважати, що теорему доведено. �
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Теорема 4.8. Припустимо, що виконанi умови (4.71) – (4.73) i що

{x(0), y(0)} ∈ E0 . Нехай маємо рiвностi

(ϕj, A
k
0x) = 0 (x ∈ E, j = 1, N). (4.81)

Тодi для збiжностi до розв’язку x∗ рiвняння (4.62) послiдовностi {x(n)},

утвореної за допомогою алгоритму (4.68), (4.69), достатньо, щоб був

менший вiд одиницi спектральний радiус ρ(Ak
0) оператора Ak

0 .

Доведення. Пiдставою вважати твердження теореми обґрунтованим

є те, що у цьому випадку замiсть (4.80) матимемо H = Ak
0 . �

Розглянемо загальну ситуацiю, коли маємо, що

A1 =
N∑
j=1

A1j. (4.82)

Припустимо, що замiсть (4.71) маємо рiвностi

(GA1j)
∗ϕi = λijϕj (i, j = 1, N). (4.83)

Нехай заданi елементи a
(n)
j = aj

(
x(n)
)
∈ E i дiйснi числа α(n)

ij такi, що

(
ϕj, a

(n)
j

)
+ α

(n)
ij = λij (i, j = 1, N). (4.84)

Можна вважати, що числа α(n)
ij визначаються цими рiвностями при заданих

λij , ϕi та a
(n)
j . Припустимо, що iснують оберненi матрицi (I − Λ)−1 та

(I − Λ + α(n))−1 . Замiсть системи (4.66) використовуватимемо систему

yi =
N∑
j=1

λijyj −
(
ϕi, A

k
0x
)
− (ϕi, Gb) (i = 1, N) (4.85)

i розглядатимемо її разом з рiвностями (4.64). Тут I – одинична матриця

в RN , Λ = {λij} є аналогом дiагональної матрицi, означеної за допомогою

рiвностей (4.71), αn = {α(n)
ij }.
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Множину E0 знову означуємо за рiвностями (4.67). Замiсть алгоритму

(4.68), (4.69) розглянемо алгоритм, який описується формулою (4.68) та

формулою

y
(n+1)
i =

N∑
j=1

λijy
(n+1)
j −

(
ϕi, A

k
0x

(n)
)

+

+
N∑
j=1

α
(n)
ij

(
y
(n)
j − y

(n+1)
j

)
− (ϕi, Gb) (i = 1, N).

(4.86)

Для алгоритму (4.68), (4.86) зберiгаються базовi факти, якi є аналогами

базових фактiв для алгоритму (4.68), (4.69). Для оцiнки збiжностi цього

алгоритму використаємо позначення

Sx = {(ϕ1, x), . . . , (ϕN , x)}T , (4.87)

де T – символ транспонування. Рiвностi (4.74), (4.85), (4.86) перепишемо

вiдповiдно у виглядi

S
(
x(n) − x∗

)
+ y(n) − y∗ = θN , (4.88)

y = Λy − SAk
0x− Sb, (4.89)

y(n+1) = Λy(n+1) − SAk
0x

(n) + α(n)
(
y(n) − y(n+1)

)
− SGb, (4.90)

де θN – нульовий вектор в RN , α(n) = {α(n)
ij }. Формулу (4.68) запишемо у

виглядi

x(n+1) = GA1x
(n) − Ak

0x
(n) + a(n)

(
y(n) − y(n+1)

)
+Gb, (4.91)

де a(n) = {a(n)ij }. Замiсть рiвностей (4.84) матимемо

Sa(n) + α(n) = Λ. (4.92)

Аналогами рiвностей (4.75), (4.76) є вiдповiдно рiвностi

y(n+1) − y∗ = −
(
I − Λ + α(n)

)−1 (
SAk

0 + α(n)S
)(

x(n) − x∗
)
, (4.93)

x(n+1) − x∗ =
[
GA1 + Ak

0 − a(n)S+

+a(n)
(
I − Λ + α(n)

)−1 (
SAk

0 + α(n)S
) ] (

x(n) − x∗
)
.

(4.94)
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Позначивши

H
(n)
1 z =

[
GA1 + Ak

0 − a(n)S+

+a(n)
(
I − Λ + α(n)

)−1 (
SAk

0 + α(n)S
) ]
z,

(4.95)

рiвнiсть (4.94) запишемо у виглядi

x(n+1) − x∗ = H
(n)
1

(
x(n) − x∗

)
(n = 0, 1, . . .). (4.96)

Отже, для збiжностi послiдовностi x(n) , отриманої за допомогою алгори-

тму (4.68), (4.86) з початковим наближенням {x(0), y(0)} ∈ E0 , достатньо

виконання умови

‖H(n)
1 ‖ 6 q1 < 1. (4.97)

У пiдсумку маємо таке твердження.

Теорема 4.9. Нехай iснують оберненi оператори (I − Λ)−1 та(
I − Λ + α(n)

)−1 при n = 0, 1, . . ., справджуються умови (4.92),

(4.97). Тодi послiдовнiсть {x(n)}, отримана за допомогою алгоритму

(4.90), (4.91) з початковим наближенням {x(0), y(0)} ∈ E0 , збiгається

до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (4.62) не повiльнiше вiд геометричної

прогресiї зi знаменником q1 .

В окремому випадку, коли

Sa(n) = Λ (n = 0, 1, . . .), (4.98)

для оператора H(n)
1 замiсть формули (4.95) будемо мати

H
(n)
1 z =

[
GA1 + Ak

0 − a(n)S + a(n)(I − Λ)−1(−I + Λ + SAk
0)
]
z, (4.99)

При цьому формулу (4.90) потрiбно замiнити формулою

y(n+1) = Λy(n+1) − SAk
0x

(n) − SGb. (4.100)

Теорема 4.10. Нехай справджується умова (4.98), умова

a(n)S = GA1 (n = 0, 1, . . .), (4.101)
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та iснує обернений оператор (I − Λ)−1 . Якщо оператор H(n)
1 , означений

за формулою (4.99), задовольняє умову (4.97), то послiдовнiсть {x(n)},

побудована за допомогою алгоритму (4.91), (4.100) з початковим набли-

женням {x(0), y(0)} ∈ E0 , збiгається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (4.62)

не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q , де оператор

H
(n)
1 , який фiгурує в умовi (4.97), має вигляд

H
(n)
1 z =

[
Ak

0 + a(n)(I − Λ)−1SA0

]
z. (4.102)

Доведення. Теорема є наслiдком теореми 4.9. �

Теорема 4.11. Нехай iснує обернений оператор (I −Λ)−1 , справджу-

ються спiввiдношення (4.87), (4.98). Нехай оператори A1 , an вибранi та-

ким способом, що

GA1x =
N∑
j=1

ψj(ϕj, x), (4.103)

a(n)(I − Λ)−1z =
N∑
j=1

∆j

∆
ψj(ϕj, z), (4.104)

де ψj ∈ E (j = 1, N), ∆ – детермiнант матрицi (I−Λ), ∆j – вiдповiднi

детермiнанти у формулах Крамера для системи вигляду

(I − Λ)y = z. (4.105)

Якщо є меншим вiд одиницi спектральний радiус ρ(H2) оператора H2 ,

означеного за формулою

H2z = Ak
0z +

N∑
j=1

∆j

∆
ψj(ϕj, z), (4.106)

то послiдовнiсть {x(n)}, отримана за допомогою алгоритму (4.90), (4.91)

з початковим наближенням {x(0), y(0)} ∈ E0 , збiгається до розв’язку x∗

рiвняння (4.62).

Доведення. Твердження теореми випливає з рiвностi

x(n+1) − x∗ = H2

(
x(n) − x∗

)
,
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у якiй оператор H2 означений за формулою (4.106). �

При N = 1, G = I система (4.66) має вигляд

y1 = λ1y1 − (ϕ1, A0x)− (ϕ1, b).

З формул (4.68)–(4.73) отримуємо

x(n+1) = A1x
(n) + A0x

(n) + a(n)
(
y
(n)
1 − y

(n+1)
1

)
+ b,

y
(n+1)
1 = λ1y

(n+1)
1 −

(
ϕ1, A0x

(n)
)
− (ϕ1, b),

a
(n)
1 = a(n) =

A1x
(n)(

ϕ1, x(n)
),

A1ϕ1 = λ1ϕ1,
(
ϕ1, a

(n)
1

)
= λ1 (n = 0, 1, . . .).

Множина E0 означена за допомогою рiвностi (ϕ1, x) + y1 = 0, а умови

(4.77)–(4.79) описуються формулами

A1x = λ1ψ1(ϕ1, x), (ϕ1, ψ1) = 1, a
(n)
1 = λ1ψ1 (n = 0, 1, . . .).

Для означеного за формулами (4.80) оператора H будемо мати

Hx = Ak
0x+

λ1

1− λ1
ψ1

(
ϕ1, A

k
0x
)
.

Зокрема, в умовах теореми 4.8 маємо H = A0 .

§21. Аналоги методу Пiконе

Нехай оператор Tx в рiвняннi

x = Tx (4.107)

має вигляд Tx = B(x)xF (x), тобто рiвняння (4.107) можна подати так:

x = B(x)x+ F (x). (4.108)

Iтерацiйний алгоритм, вiдомий як метод Пiконе (див, напр., [20, ст.

103-109]), описує формула

x(n+1) = B(x(n))x(n+1) + Fx(n) (n = 0, 1, . . .), (4.109)
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де оператор B(x)w є неперервним при x,w ∈ E , лiнiйним неперервним

щодо w , а оператор Fx – неперервний при x ∈ E .

Позначимо через E ′ – спряжений з E банахiв простiр. Нехай заданi

лiнiйнi неперервнi оператори Λ : E ′ 7→ E ′ , S : E ′ 7→ E ′ , де E ′ – банахiв

простiр, який, взагалi кажучи, не тотожнiй з E . Припустимо, що непе-

рервний оператор B1(x)w , взагалi кажучи, є нелiнiйним щодо x, лiнiйним

неперервним щодо w зi значеннями в E при x,w ∈ E , та справджуються

такi умови:

А) обернений оператор (I ′−Λ)−1 iснує (I ′ – тотожний оператор в E ′);

Б) при x ∈ E маємо рiвнiсть

S[B(x) +B1(x)]x = ΛSx. (4.110)

Введемо допомiжне рiвняння

y = Λy + SB1(x)x− SFx (4.111)

з допомiжним невiдомим y . Як i ранiше, означуємо множину E0 як суку-

пнiсть таких x ∈ E , y ∈ E ′ , для яких справджується рiвнiсть

Sx+ y = Θ′, (4.112)

де Θ′ – нульовий елемент в E ′ . Множину E0 можна вважати пiдпросто-

ром простору Ẽ = E × E ′ , запровадивши норму пар чисел ‖x‖ та |y| з

вiдповiдними нормами в E та E ′ .

Будемо вважати заданими оператори a(x)z , α(x)z , якi є неперервни-

ми щодо x ∈ E , лiнiйними неперервними щодо z ∈ E ′ , якi отримують

значення iз E та E ′ вiдповiдно. Iтерацiйний процес будуємо за формулами

x(n+1) = B(x(n))x(n) + F (x(n)) + a(n)(y(n) − y(n+1)), (4.113)

y(n+1) = Λy(n+1) + SB1(x
(n))x(n) − SFx(n) + α(n)(y(n) − y(n+1)), (4.114)

де a(n) = a(x(n)) α(n) = α(x(n)), n = 0, 1, . . .

Наведемо аналоги вiдповiдних базових лем з попереднього викладу.
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Лема 4.8. Нехай справджуються умови А) та Б), i система рiвнянь

(4.107), (4.111) має розв’язок (x∗, y∗) (x∗ ∈ E, y∗ ∈ E ). Тодi {x∗, y∗} ∈ E0 .

Доведення. При x = x∗ , y = y∗ з рiвностей (4.110), (4.111)випливає, що

Sx∗ + y∗ = SB(x∗)x∗ + SFx∗ + Λy∗ − SB1(x
∗)x∗ − SFx∗ =

= Λy∗ + S[B(x∗) +B1(x
∗)]x∗.

Звiдси завдяки умовi (4.110) маємо

Sx∗ + y∗ = Λ(Sx∗ + y∗).

Тому за допомогою умови А) отримуємо, що {x∗, y∗} ∈ E0 .

Лема 4.9. Нехай справджуються умови А) та Б), i {x(0), y(0)} ∈ E0 .

Якщо при x ∈ E маємо рiвнiсть

Sa(x) + α(x) = Λ, (4.115)

то для послiдовностi {x(n), y(n)}, побудованої за допомогою формул

(4.113), (4.114), при n = 1, 2, . . . маємо {x(n), y(n)} ∈ E0 .

Доведення. З рiвностей (4.113), (4.114) i умови (4.110) отримуємо

Sx(n+1) + y(n+1) = SB(x(n))x(n) + Sa(n)(y(n) − y(n+1)) + Λy(n+1)+

+SB1(x
(n))x(n) − SFx(n) + α(n)(y(n) − y(n+1)) =

+S[B(x(n))x(n) +B1(x
(n))x(n)] + (Sa(n) + α(n))+

+(Λ− Sa(n) − α(n))y(n+1) = Λ(Sx(n) + y(n)).

Отже, маємо рiвнiсть

Sx(n+1) + y(n+1) = Λ(Sx(n) + y(n)),

яка на пiдставi принципу iндукцiї завершує доведення леми. �

Якщо умови лем 4.8, 4.9 справджуються, то матимемо рiвностi

S(x(n) − x∗) + y(n) − y∗ = Θ′ (n = 0, 1, . . .).
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Позначимо

h
(0)
11 (x, ξ) = [B(x)x−B(ξ)ξ]−

−a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1S[B1(x)x−B1(ξ)ξ]+

+[I + a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1S](Fx− Fξ),

(4.116)

h
(0)
12 (x) = a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1(I ′ − Λ), (4.117)

h
(0)
21 (x, ξ) = (I ′ − Λ + α(x))−1S[B1(x)x−B1(ξ)ξ]−

−(I ′ − Λ + α(x))−1S(Fx− Fξ),
(4.118)

h
(0)
22 (x) = (I ′ − Λ + α(x))−1. (4.119)

Формули (4.116), (4.118), враховуючи умову (4.110), можна замiнити фор-

мулами

h
(0)
11 (x, ξ) = −a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1ΛS(x− ξ)+

+[I + a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1S](B(x)x−B(ξ)ξ + Fx− Fξ),
(4.120)

h
(0)
21 (x, ξ) = (I ′ − Λ + α(x))−1ΛS(x− ξ)− (I ′ − Λ+

+α(x))−1S[B1(x)x−B1(ξ)ξ]− (I ′ − Λ + α(x))−1S(Fx− Fξ)
(4.121)

вiдповiдно. Вважатимемо, що iснують похiднi Фреше F ′(x)w , B′(x)w ,

B′1(x)w , якi є неперервними щодо x та w i лiнiйно залежать вiд w .

Оскiльки (див., напр., [7])

Fx− Fξ =

∫ 1

0

F ′(ξ + τ(x− ξ))(x− ξ)dτ,

B(x)x−B(ξ)ξ = B(x)(x− ξ) +

[∫ 1

0

B′(ξ + τ(x− ξ))(x− ξ)dτ
]
ξ,

B1(x)x−B1(ξ)ξ = B1(x)(x− ξ) +

[∫ 1

0

B′1(ξ + τ(x− ξ))(x− ξ)dτ
]
ξ,

то (4.120), (4.121) можна записати вiдповiдно у виглядi

h11(x, ξ)(x− ξ) = −a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1ΛS(x− ξ)+

+[I + a(x)(I ′ − Λ + α(x))−1S](B(x)(x− ξ)+

+

∫ 1

0

B′(ξ + τ(x− ξ))(x− ξ)dτξ +

∫ 1

0

F ′(ξ + τ(x− ξ))(x− ξ)dτ),

(4.122)
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h21(x, ξ)(x− ξ) = (I ′ − Λ + α(x))−1ΛS(x− ξ)− [(I ′ − Λ+

+α(x))−1S](B1(x)(x− ξ) +

∫ 1

0

B′1(ξ + τ(x− ξ))(x− ξ)dτξ+

+

∫ 1

0

F ′(ξ + τ(x− ξ))(x− ξ)dτ).

(4.123)

Позначивши для зручностi h(n)11 = h11(x
(n), x∗), h(n)12 = h

(0)
12 (x(n)), h(n)21 =

h21(x
(n), x∗), h(n)22 = h

(0)
22 (x(n)), запишемо x(n+1) − x∗

y(n+1) − y∗

 =

 h
(n)
11 h

(n)
12

h
(n)
21 h

(n)
22

 x(n) − x∗

y(n) − y∗

 . (4.124)

Якщо покласти

H(n) =

 h
(n)
11 h

(n)
12

h
(n)
21 h

(n)
22

 , W (n) =

 x(n) − x∗

y(n) − y∗

 , (4.125)

то (4.124) запишеться у виглядi

W (n+1) = H(n)w(n) (n = 0, 1, . . .). (4.126)

Теорема 4.12. Нехай iснують неперервнi щодо x,w ∈ E лiнiйнi що-

до w похiднi F ′(x)w , B′(x)w , справджуються умови лем 4.8 та 4.9, а

також умова

‖H(n)‖ ≤ q < 1 (n = 0, 1, . . .). (4.127)

Тодi послiдовностi {x(n)}, {y(n)}, побудованi за допомогою алгоритму

(4.113), (4.114), з початковим наближенням {x(0), y(0)} ∈ E0 збiгаються

вiдповiдно до компонент x∗ , y∗ розв’язку (x∗, y∗) системи (4.108), (4.111)

не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q i при всiх

n = 1, 2, . . . маємо {x(n), y(n)} ∈ E, а також {x∗, y∗} ∈ E.

Доведення. Обґрунтування рiвностi (4.126), умови (4.127), а також леми

4.8 та 4.9 дозволяють вважати теорему доведеною. �

Подiбним способом можна побудувати й iншi алгоритми, вiдмiннi вiд

алгоритму (4.113), (4.114).
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Будемо вважати заданим неперервний оператор F1x, за допомогою яко-

го i тих самих операторiв, що фiгурують, зокрема, у рiвняннi (4.108), за-

мiсть рiвностi (4.110) постулюємо рiвнiсть

S(Fx+ F1x) = ΛSx. (4.128)

Як додаткове рiвняння з додатковим невiдомим y ∈ E ′ замiсть рiвняння

(4.111) використаємо рiвняння

y = Λy + SF1x− SBx. (4.129)

Розглядатимемо систему, складену з рiвнянь (4.108), (4.129). Iтерацiйний

процес опишемо за допомогою (4.113) i формули

y(n+1) = Λy(n+1) − SB(x(n))x(n) + SF1x
(n), (4.130)

якою замiнимо формулу (4.111). Обидвi леми зберiгаються з тою самою

умовою (4.115), в якiй покладемо, що α(x) є нульовим оператором.
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