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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N, R, C – множини натуральних, дiйсних i комплексних чисел
вiдповiдно.

CT , C̄, C−1 – матриця вiдповiдно транспонована, комплексно
спряжена й обернена до матрицi C.

C∗ = C̄T – матриця ермiтово спряжена до матрицi C.
detC – визначник квадратної матрицi C.
colon(x1, x2, . . . , xp) – вектор-стовпець iз компонентами x1,

x2, . . . , xp.

E =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0

· · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ – одинична матриця.

El – одинична матриця порядку l.
C
p×q – лiнiйний простiр комплексних p × q матриць C =

= (cij)
p,q
i,j=1 з нормою ‖C‖ =

p∑
i=1

q∑
j=1

|cij |.

C
p = C

p×1 – p-вимiрний лiнiйний комплексний простiр з
(евклiдовою) нормою ‖x‖ =

√
x21 + x22 + . . .+ x2p елемента x =

= colon(x1, x2, . . . , xp); скалярний добуток елементiв x, y визна-
чається за правилом (x, y) = x1ȳ1 + x2ȳ2 + . . . + xpȳp.

AC ([a, b];Cp×q) – простiр матриць-функцiй C = (cij)
p,q
i,j=1 :

[a, b] → C
p×q, усi компоненти cij(x) яких є абсолютно неперерв-

ними на вiдрiзку [a, b] ⊂ R числовими функцiями.
BVloc (I;C

p×q) – простiр матриць-функцiй C : I → C
p×q та-

ких, що їх компоненти cij(x) є скалярними функцiями локально
обмеженої варiацiї на iнтервалi I ⊂ R.

BV ([a, b];Cp×q) – простiр матриць-функцiй C : [a, b] → C
p×q,

в яких компоненти cij(x) є скалярними функцiями обмеженої
варiацiї на вiдрiзку [a, b] ⊂ R.

BV + ([a, b];Cp×q) – простiр матриць-функцiй C : [a, b] →
→ C

p×q, усi компоненти cij(x) яких є неперервними справа чи-
словими функцiями обмеженої варiацiї на вiдрiзку [a, b] ⊂ R,
такими, що cij(b) = cij(b− 0).
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L1 ([a, b];C) – простiр числових функцiй f : [a, b] → C, сумов-
них за Лебегом на вiдрiзку [a, b] ⊂ R.

Lp ([a, b];C) – простiр числових функцiй f : [a, b] → C, сумов-
них за Лебегом у p-му степенi на вiдрiзку [a, b] ⊂ R.

Ck ([a, b];C) – простiр числових функцiй f : [a, b] → C, якi є
kразiв неперервно диференцiйовними на вiдрiзку [a, b] ⊂ R.

W s
p ([a, b];C) – простiр Соболєва функцiй, s-та похiдна яких

належить простору Lp ([a, b];C).
D0(I) – простiр неперервних функцiй I → C з компактним

носiєм.
b
V
a
g – повна варiацiя вiд a до b функцiї g(x).

ΔC(x) = C(x + 0) − C(x − 0) – стрибок функцiї C ∈
∈ BV ([a, b];Cp×q) у точцi x ∈ [a, b]; ΔC(a) = C(a + 0) − C(a),
ΔC(b) = C(b)− C(b− 0).

(f, g)L2
– скалярний добуток у просторi L2 ([a, b];C):

(f, g)L2
=

b∫
a

f(t)g(t)dt.

(f, g)BV – скалярний добуток у просторi BV + ([a, b];C), який
вводиться формулою (2.64).

Re(α) – дiйсна частина комплексного числа α.
Im(α) – уявна частина комплексного числа α.
I – тотожний оператор.
〈α〉 = α(1 + o(1)) для |ρ| → ∞, причому ∀ε > 0 доста-

тньо малого ∃N > 0 таке, що для скалярної величини α: 〈α〉 =
= α(1 + f1(ρ)), 〈α〉z = α(1 + f2(z, ρ)), 〈α〉x = α(1 + f3(x, ρ)),
〈α〉x,z = α(1+f4(x, z, ρ)), а |f1(ρ)| � ε, |f2(z, ρ)| � ε, |f3(x, ρ)| � ε,
|f4(x, z, ρ)| � ε для |ρ| > N i x, z ∈ [a, b].

〈α〉jx = α(1 + o(1)) для |ρ| → ∞, причому iндекс j означає,
що множник вигляду 〈α〉x (взагалi кажучи, рiзний) присутнiй у
кожному доданку суми по j.

O
(
1
ρ

)
означає скалярну функцiю вигляду f(x,ρ)

ρ або матрицю

з елементами вигляду fij(x,ρ)
ρ , де |f(x, ρ)| � L або |fij(x, ρ)| � L
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для |ρ| > N , x ∈ [a, b] i деяких сталих L i N .
[α] = α

(
1 +O

(
1
ρ

))
для |ρ| → ∞, причому ∀ε > 0 до-

статньо малого ∃N > 0 таке, що для скалярної величини α:
[α] = α

(
1 + f1(ρ)

ρ

)
, [α]z = α

(
1 + f2(z,ρ)

ρ

)
, [α]x = α

(
1 + f3(x,ρ)

ρ

)
,

[α]x,z = α
(
1 + f4(x,z,ρ)

ρ

)
, а |f1(ρ)| � L, |f2(z, ρ)| � L, |f3(x, ρ)| �

� L, |f4(x, z, ρ)| � L для |ρ| > N , деякої сталої L i x, z ∈ [a, b].

[α]jx = α
(
1 +O

(
1
ρ

))
для |ρ| → ∞, причому iндекс j означає,

що множник вигляду [α]x (взагалi кажучи, рiзний) присутнiй у
кожному доданку суми по j.
[A] = A + O

(
1
ρ

)
для |ρ| → ∞, причому ∀ε > 0 достатньо

малого ∃N > 0 таке, що для матрицi A: [A] = A + f1(ρ)
ρ , [A]z =

= A+ f2(z,ρ)
ρ , [A]x = A+ f3(x,ρ)

ρ , [A]x,z = A+ f4(x,z,ρ)
ρ , а |f1ij(ρ)| �

� L, |f2ij(z, ρ)| � L, |f3ij(x, ρ)| � L, |f4ij(x, z, ρ)| � L для |ρ| > N ,
деякої сталої L i x, z ∈ [a, b].
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ПЕРЕДМОВА

Сингулярними диференцiальними рiвняннями прийнято на-
зивати (див., наприклад, [51, с. 10]) або узагальненi диференцi-
альнi рiвняння, або диференцiальнi рiвняння, визначенi на не-
обмеженому промiжку (а також, очевидно, поєднання обидвох
випадкiв). Те ж саме стосується i сингулярних диференцiальних
операторiв. Нижче розглядатимуться сингулярнi диференцiаль-
нi рiвняння та оператори першого типу.

Узагальненi диференцiальнi рiвняння (як на скiнченному, так
i на необмеженому промiжках) виникли при створеннi бiльш
досконалих математичних моделей реальних фiзичних явищ,
що враховують природну єднiсть дискретного й неперервного.
Зокрема, до них приводить значна кiлькiсть задач з областi ме-
ханiки, електротехнiки, квантової фiзики, теорiї автоматичного
керування тощо. Узагальненi диференцiальнi рiвняння можна
умовно роздiлити на двi основнi групи: диференцiальнi рiвняння
з iмпульсною дiєю i диференцiальнi рiвняння з узагальненими
функцiями у коефiцiєнтах i правих частинах.

Диференцiальнi рiвняння з iмпульсною дiєю виникли ще за
часiв народження нелiнiйної механiки i зацiкавили фiзикiв мо-
жливiстю адекватно описувати процеси у нелiнiйних коливаль-
них системах. Однiєю з найперших у цьому напрямку була робо-
та А. М. Самойленка й А. Д. Мишкiса [75]. Система диференцi-
альних рiвнянь з iмпульсною дiєю визначає еволюцiйний процес
i описується [92]:

а) системою диференцiальних рiвнянь як такою

dY

dt
= f(t, Y ), Y ∈M ⊂ R

n, t ∈ R; (0.1)

б) деякою множиною Ft розширеного фазового простору
M × R;

в) оператором At, що визначений на множинi Ft i вiдображає
її на множину F̃t = AtFt розширеного фазового простору.

У компактнiшiй формi це можна записати так:
dY

dt
= f(t, Y ), (t, Y ) /∈ Ft, ΔY |(t,Y )∈Ft

= AtY − Y. (0.2)
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Пiд розв’язком задачi (0.2) розумiється функцiя Y = ϕ(t),
яка (у звичайному сенсi) задовольняє систему рiвнянь (0.1) поза
множиною Ft i має розриви першого роду у тих точках t, для
яких (t, Y ) ∈ Ft. Величина стрибка ΔY = ϕ(t + 0) − ϕ(t − 0) =
= Atϕ(t− 0)− ϕ(t− 0).

Останнiм часом з’явилась велика кiлькiсть робiт iз дослiдже-
ння диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю у рiзних мате-
матичних школах як у нашiй країнi, так i за її межами [39, 92,
127, 145, 165]. Однак, найбiльш систематичнi й глибокi дослiдже-
ння було здiйснено київською школою нелiнiйної механiки, пред-
ставники якої успiшно розвивають такi напрямки, як загальнi
питання, теорiю стiйкостi та теорiю керування, крайовi i багато-
точковi задачi, методи чисельно-аналiтичного й асимптотичного
iнтегрування, теорiю iгор тощо [6, 7, 81, 93–95, 100, 130].

Для узагальнених диференцiальних рiвнянь другої групи,
взагалi кажучи, спiльним є той факт, що в їхньому описi зустрi-
чаються в тому чи iншому виглядi добутки узагальнених фун-
кцiй на розривнi. Такi добутки не завжди iснують у сенсi теорiї
узагальнених функцiй [2, 16], у зв’язку з чим рiзнi пiдходи до
означення розв’язку можуть приводити до рiзних результатiв.

Диференцiальнi рiвняння високих порядкiв без особливих
проблем зводяться до систем диференцiальних рiвнянь першо-
го порядку. Тому розглянемо початкову задачу

Y ′ = C ′(x)Y + F ′(x), (0.3)

Y (x0) = Y0, x0 ∈ I, (0.4)

де C ∈ AC (I;Cp×p), F ∈ AC (I;Cp), а Y : I → C
p – невiдома

функцiя. Вона буде еквiвалентною до iнтегрального рiвняння

Y (x) = Y0 +

x∫
x0

dC(t)Y (t) + F (x)− F (x0) (0.5)

з iнтегралом Лебега. Еквiвалентнiсть зберiгатиметься також то-
дi, коли C ∈ BV c

loc (I;C
p×p), F ∈ BVloc (I;C

p), де BV c
loc (I;C

p×p) –
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простiр матриць p-го порядку, всi елементи яких є неперервни-
ми функцiями локально обмеженої на iнтервалi I варiацiї (ди-
ференцiювання тут розумiється в узагальненому сенсi), причому
тепер у рiвняннi (0.5) фiгуруватиме класичний iнтеграл Рiмана-
Стiльтьєса. За цих умов у роботi [157] доведено теорему iснуван-
ня i єдиностi розв’язку задачi (0.3), (0.4) i показано, що еволюцiй-
ний оператор є неперервним i має обмежену варiацiю, а розв’язок
вiдомим чином виражається через нього i функцiю F (x).

Все це не вдається безпосередньо узагальнити на той випа-
док, коли C(x) є розривною функцiєю обмеженої варiацiї, навiть
для однорiдної системи (F (x) ≡ 0). У цьому випадку розв’я-
зок Y (x) буде, очевидно, розривним, i, бiльше того, точки розри-
вiв розв’язку збiгатимуться з точками розривiв матрицi-функцiї
C(x). У зв’язку з цим iнтеграл Стiльтьєса у рiвняннi (0.5) може
не iснувати (див. приклад в [126, c. 96–97]). Теорiя узагальнених
функцiй тут також не допомагає, бо, наприклад, добуток функцiї
Хевiсайда на її узагальнену похiдну (δ-функцiю Дiрака) не iснує
(некоректний, неоднозначний). Отже, буде некоректним також
добуток матрицi-мiри C ′(x) (елементи якої є мiрами [127, c. 160],
тобто узагальненими похiдними функцiй обмеженої варiацiї) на
функцiю Y ∈ BVloc (I;C

p) [114]. В межах рiзних математичних
шкiл iснує чимало спроб, спрямованих (за деяких додаткових
обмежень) на подолання цiєї проблеми. Але за рiзних припу-
щень можуть отримуватись i рiзнi розв’язки. Одним iз найва-
жливiших питань у теорiї диференцiальних рiвнянь є «розумне»
визначення розв’язку. У книгах [39, 125] зазначено, що означення
розв’язку початкової задачi (0.3), (0.4) у розглядуванiй ситуацiї
реалiзуються у рамках трьох основних пiдходiв.

Перший пiдхiд пов’язаний зi спробами формалiзацiї цiєї зада-
чi з точки зору теорiї узагальнених функцiй i зводиться до про-
блеми множення узагальнених функцiй на розривнi. Спочатку
на основi секвенцiального пiдходу [2] вводиться означення добу-
тку мiри (узагальненої функцiї нульового порядку) на функцiю
обмеженої варiацiї, а потiм вiдповiдним чином дається означення
розв’язку задачi (0.3), (0.4) [39, 138, 157–158]. Цiкавими є також
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роботи, в яких дослiджуються такi диференцiальнi рiвняння у
просторах «нових»1 узагальнених функцiй [1, 37, 85, 139, 142,
160].

Другий пiдхiд до визначення поняття розв’язку задачi (0.3),
(0.4) започаткований у роботi [155] i передбачає формальний пе-
рехiд до iнтегрального рiвняння (0.5), в якому iнтеграл трактує-
ться у сенсi Лебега-Стiльтьєса, Перрона-Стiльтьєса, як некласи-
чний iнтеграл Рiмана-Стiльтьєса тощо [8, 79, 148, 166–167]. При
такому пiдходi стрибки розв’язку залежатимуть, очевидно, вiд
значень функцiї C(x) у точках розриву.

Що стосується третього пiдходу, то вiн бере свiй початок
вiд роботи [156] i спирається на iдею апроксимацiї елементiв
матрицi-функцiї C ∈ BVloc (I;C

p×p) послiдовностями гладких
функцiй. При цьому розв’язок задачi (0.3), (0.4), що визнача-
ється границею своїх гладких наближень, збiгається з розв’яз-
ком iнтегрального рiвняння (0.5), в якому iнтеграл розумiється
у сенсi Рiмана-Стiльтьєса. У роботах [38, 39, 50] отримано умови
iснування єдиної границi такої послiдовностi та дослiджено вла-
стивостi залежностi вiд правих частин таким чином визначеного
розв’язку. Окремо вивчено випадок, коли породжена гладкими
наближеннями послiдовнiсть розв’язкiв не є збiжною. Подальшо-
го розвитку цей пiдхiд набув у працях [97–99], в яких отримано
результати про граничний перехiд для нелiнiйних систем i успi-
шно вивчаються задачi оптимального керування.

Проiлюструємо описанi вище пiдходи за допомогою прикладу
з роботи [39, c. 145] (див. також [125, c. 34]):

y′ =
1

2
δ(x)y, y(−1) = y0, (0.6)

де δ(x) – функцiя Дiрака з носiєм у точцi x = 0. Нехай

H+(x) =

{
1, x > 0;
0, x � 0;

H−(x) =
{
1, x � 0;
0, x < 0.

1Новi узагальненi функцiї, як i розподiли, визначаються як границi послi-
довностей гладких функцiй, однак принципова вiдмiннiсть їх вiд розподiлiв
полягає в тому, що при цьому «запам’ятовується» сам спосiб апроксимацiї.
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Розв’язком цiєї задачi, що розумiється у сенсi робiт [157–158],
є функцiя

y(x) =

(
2

3
H+(x) + 1

)
y0. (0.7)

У рамках другого пiдходу задачi (0.6) слiд поставити у вiд-
повiднiсть iнтегральне рiвняння (0 � α � 1)

y(x) = y0 +
1

2

x∫
−1

y(t)d[αH−(t) + (1− α)H+(t)]. (0.8)

Зрозумiло, що для рiзних значень α розв’язки рiвняння (0.8)
визначаються по-рiзному: для α = 1 (цей випадок вiдповiдає то-
му, що розв’язки задачi (0.6) за означенням повиннi бути непе-
рервними злiва)

y(x) = y0

[
1 +

1

2
H+(x)

]
;

для α = 0 (розв’язки вважатимемо неперервними справа)

y(x) = y0

[
1 +

1

2
H−(x)

]
;

якщо вважати, що α = 1/2 (наприклад, iз мiркувань симетрiї,
або, приймаючи за означенням розв’язки такими, що задоволь-
няють умову y(x) = [y(x− 0) + y(x+ 0)]/2),

y(x) = y0

(
1 +

1

4
[H+(x) +H−(x)]

)
.

Нехай тепер Hk(x) – послiдовнiсть абсолютно неперервних
функцiй, що поточково збiгається на промiжку [−1, 1] до фун-
кцiї H+(x). Поставимо їй у вiдповiднiсть послiдовнiсть функцiй
yk(x) = y0 exp{1

2Hk(x)}, якi є розв’язками початкових задач

y′k =
1

2
H ′

k(x)yk, yk(−1) = y0. (0.9)
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Тут H ′
k(x) є δ-послiдовнiстю, що апроксимує функцiю Дiрака

δ(x) [2], тому задачу (0.9) можна вважати гладкою апроксима-
цiєю початкової задачi (0.6), причому послiдовнiсть yk(x) пото-
чково збiгається до функцiї

y(x) = y0 exp

{
1

2
H+(x)

}
. (0.10)

i не залежить вiд вибору апроксимуючої послiдовностi Hk(x).
Очевидно, що розв’язки (0.7), (0.8) i (0.10) не збiгаються мiж
собою.

Зауважимо, пiдсумовуючи вищезгаданi концепцiї, що у робо-
тах Р. М. Тацiя i М. Ф. Стасюк [104, 114] пiд розв’язком системи
(0.3), (0.4) за умови C ∈ BV +

loc (I;C
p×p), F ∈ BV +

loc (I;C
p) розумi-

ється неперервна справа вектор-функцiя обмеженої варiацiї, що
задовольняє її в сенсi теорiї узагальнених функцiй, i таке його
означення не залежить вiд iнтерпретацiї добутку мiри на фун-
кцiю обмеженої варiацiї. При цьому встановлено ефективнi, що
виражаються у термiнах матрицi C(x) i вектора F (x), критерiї
однозначної визначеностi (коректностi) розв’язку, за виконання
яких згаданi добутки фактично зникають.

Вiд сингулярних слiд вiдрiзняти сингулярно збуренi диферен-
цiальнi рiвняння з малим параметром, який знаходиться, перш
за все, при найстаршiй похiднiй, наприклад,

ε2W ′′(x, ε)−A(x)W (x, ε) = h(x),

де A ∈ C∞ ([0, a];Cn×n), h ∈ C∞ ([0, a];Cn), ε→ +0. Такого типу
задачi успiшно вивчаються в роботах [3, 21, 52, 80].

Вiдзначимо, що теорiя операторiв вiдiграє важливу роль у су-
часнiй математицi i фiзицi. Спектральний аналiз диференцiаль-
них операторiв, тобто дослiдження спектра i розвинення заданої
функцiї за власними функцiями диференцiального оператора, є
основним математичним апаратом при розв’язуваннi задач теорiї
коливань, квантової механiки, атомної фiзики, акустики, фiзики
твердого тiла, механiки рiдин тощо. При цьому особливо важли-
вим є дослiдження сингулярних диференцiальних операторiв.
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Лiнiйнi диференцiальнi оператори, породженi диференцiаль-
ними виразами з гладкими (або принаймнi сумовними за Лебе-
гом коефiцiєнтами) вивчено досить добре. В монографiї [76, гл. 2]
за допомогою отриманої асимптотичної поведiнки (при великих
значеннях параметра λ) лiнiйно незалежної системи розв’язкiв
звичайного диференцiального рiвняння iз сумовними за Лебегом
коефiцiєнтами

y(n) + p2(x)y
(n−2) + p3(x)y

(n−3) + . . .+ pn(x)y = λy (0.11)

побудовано асимптотичнi формули для великих за модулем вла-
сних значень та власних функцiй вiдповiдної цьому рiвнянню
крайової задачi з регулярними крайовими умовами

Uν(y) ≡
n−1∑
j=0

ανjy
(j)(a) +

n−1∑
j=0

βνjy
(j)(b) = 0, ν = 1, n, (0.12)

а також розвинення в ряд за власними функцiями. Фактично, це
є огляд результатiв, отриманих ще на початку минулого столiття
переважно Бiркгофом i Стоуном [141, 140, 172]. Аналогiчнi спе-
ктральнi властивостi можна встановити й у векторному випадку
(див. [76, гл. 3]). В роботах [76, с. 87–88] i [42, с. 203–206] наве-
дено результати узагальнення за допомогою запропонованої ще
в [152, с. 375] пiдстановки i формули Остроградського-Лiувiлля
вищезгаданої крайової задачi на випадок, коли диференцiальне
рiвняння має вигляд

p0(x)y
(n)+p1(x)y

(n−1)+p2(x)y
(n−2)+. . .+pn(x)y = λg(x)y, (0.13)

де p0, g ∈ W n
1 ([a, b];R), p0(x) 
= 0, g(x) 
= 0 на [a, b],

p1 ∈ W n−1
1 ([a, b];C), а решта коефiцiєнтiв належать класу

L1 ([a, b];C). Для посилено регулярних крайових умов, як одно-
часно було показано незалежно одним вiд одного В. П. Михай-
ловим [73] i Г. М. Кесельманом [44], власнi та приєднанi функцiї
останньої крайової задачi утворюють базис Рiсса в L2 ([a, b];C).
Формулювання згаданих тут результатiв можна знайти в пiдроз-
дiлi 1.1.
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Цi результати мають реальне практичне значення i викори-
стовуються, наприклад, при вивченнi коливань i стiйкостi пла-
стинок пiд дiєю потокiв газу [10].

За ще сильнiших припущень дослiджуються диференцiальнi
оператори та їхнi спектральнi властивостi в главi XIII моногра-
фiї [31, с. 445–793]. На коефiцiєнти диференцiальних виразiв тут
накладаються, як правило, вимоги нескiнченної диференцiйов-
ностi. Крiм того, левова частка дослiджень присвячується само-
спряженим диференцiальним операторам. Однак, за допомогою
теорiї збурень у главi XIX книги [32, с. 408–438] отримано резуль-
тати, близькi до викладених на стор. 32, для регулярних крайо-
вих задач, подiбних до (0.11), (0.12) iз сумовними коефiцiєнтами
pj(x). У працях [31, 32] основним iнструментом вивчення спе-
ктру диференцiальних операторiв є абстрактна теорiя лiнiйних
операторiв.

Надто жорстких обмежень на коефiцiєнти p0(x), p1(x) i g(x) в
рiвняннi (0.13) вдалось позбутись в [88]. У цiй роботi для p0, g ∈
∈W 1

1 ([a, b];R), pj ∈ L1 ([a, b];C) (j = 1, n) встановлено аналогiчнi
[76] асимптотичнi формули з тiєю рiзницею, що залишковий член
оцiнюється не через O

(
1
ρ

)
, а через o(1).

Можна також зазначити, що на необмеженому промiжку спе-
ктральнi властивостi несамоспряжених операторiв, породжених
диференцiальними виразами iз сумовними коефiцiєнтами i регу-
лярними крайовими умовами, дослiджувались, зокрема, в робо-
тах [53, 72].

Протягом останнього часу у працях київських математи-
кiв А. М. Гомiлко i Г. В. Радзiєвського [26, 27, 83, 84] для
функцiонально-диференцiальних рiвнянь вигляду

y(n) + Fy + ρny = 0,

де оператор F дiє з простору Гельдера Cγ в простiр СоболєваW s
p

(0 � γ < n + s − 1, s – цiле невiд’ємне число), було побудовано
асимптотичнi формули для великих |ρ| для лiнiйно незалежної
системи розв’язкiв цих рiвнянь, з’ясовано асимптотику власних
значень вiдповiдних їм регулярних крайових задач та базиснi
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властивостi власних функцiй. Таким чином, роботи [26, 27, 83,
84] суттєво узагальнюють на випадок iнтегро-диференцiальних,
диференцiально-граничних i диференцiально-рiзницевих опера-
торiв результати, викладенi в [76].

У всiх вищезгаданих роботах асимптотика за вказаних обме-
жень на коефiцiєнти будується в першому наближеннi. Її вда-
ється уточнити лише у випадку значно гладших коефiцiєнтiв
(див. [76, с. 63–65]). У той же час, цiкавою є робота [14], де
для задачi Штурма-Лiувiлля з сумовним потенцiалом встановле-
но уточнену асимптотичну поведiнку власних значень i власних
функцiй.

Як це вже було сказано вище, у прикладних задачах, якi опи-
сують реальнi фiзичнi процеси, дуже часто зустрiчаються уза-
гальненi диференцiальнi оператори. Мабуть, найпершi резуль-
тати стосовно спектральної теорiї таких операторiв були отри-
манi ще в 50-х роках минулого столiття в роботах I. С. Каца,
М. Г. Крейна i Ф. Р. Гантмахера [19, 43], де детально вивчались
крайовi задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь другого
й четвертого порядкiв, якi в сучасних позначеннях можна запи-
сати у виглядi y′′ + λM ′(x)y = 0 i y(4) − λM ′(x)y = 0, де M(x) –
неспадна функцiя, а M ′(x) – її узагальнена похiдна (мiра). Цi
рiвняння описують вiдповiдно вiльнi коливання струни i балки,
якi крiм неперервно розподiленої маси несуть на собi зосередже-
нi точковi маси – бусинки. Згаданi дослiдження проводились без
застосування теорiї узагальнених функцiй, але, у зв’язку зi спе-
цифiкою, методи дослiдження цих задач не вдалось застосувати
до рiвнянь вищих порядкiв, рiвнянь неодночленного класу, рiв-
нянь зi змiнними коефiцiєнтами тощо.

Iз спектральною теорiєю неоднорiдної навантаженої струни
тiсно пов’язана (див. [78]) ще одна спектральна теорiя – теорiя
операторiв Шредiнґера з сингулярними (а саме, зосередженими
на дискретнiй множинi точок X = {x1, x2, . . . , xn}) потенцiалами

LX,α = − d2

dx2
+

n∑
k=1

αkδ(x−xk), LX,β = − d2

dx2
+

n∑
k=1

βkδ
′(x−xk),
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де α = (α1, α2, . . . , αn) i β = (β1, β2, . . . , βn) – iнтенсивностi то-
чкових взаємодiй. Такi оператори є точно розв’язуваними (в сенсi
того, що їх резольвенти будуються явно) математичними моде-
лями квантово-механiчних систем [86, 171]. Iсторiю дослiджен-
ня операторiв Шредiнґера з точковими взаємодiями i достатньо
повну бiблiографiю з цiєї тематики можна знайти в монографiях
[86, 137, 171]. Зокрема, в роботi [15] результати працi [14] (тобто
асимптотику власних значень i власних функцiй задачi Штурма-
Лiувiлля) поширено на випадок потенцiалу з δ-функцiями. Пi-
знiшим дослiдженням у цьому напрямку присвяченi роботи [22–
25, 77, 89–91, 146, 147, 150, 151, 154, 162–164, 176, 177]. Деякi
результати для окремих диференцiальних операторiв другого i
четвертого порядку з узагальненими функцiями в коефiцiєнтах
отримано в роботi [56].

Значно бiльш загальнi сингулярнi самоспряженi оператори
вивчаються в [47] за допомогою методу самоспряжених роз-
ширень i сингулярних бiлiнiйних форм. Представники львiв-
ської математичної школи успiшно дослiджують властивостi са-
моспряжених збурень сингулярних диференцiальних операторiв
високих порядкiв [72, 108–110, 135].

У прикладних задачах [11, 13, 41, 46, 49, 79] ми дуже часто
стикаємось iз диференцiальними виразами, котрi мiстять додан-
ки типу

(
p(x)y(m)

)(n). Диференцiальнi рiвняння з такими вира-
зами, наприклад, описують коливання балок. За умови недоста-
тньої гладкостi коефiцiєнта p(x) цi вирази вже неможливо звести
(за допомогою операцiї n-кратного диференцiювання) до звичай-
них диференцiальних. Ситуацiя додатково ускладнюється, коли
p(x) є узагальненою функцiєю. Тодi навiть розгляд цих задач
з точки зору функцiонально-диференцiальних операторiв стає
проблематичним. В лiтературi прийнято називати згаданi дифе-
ренцiальнi вирази квазiдиференцiальними.

Мабуть, першим почав дослiджувати квазiдиференцiальнi
вирази Д. Шин, запропонувавши iдею введення квазiпохiдних,
що дозволяє вiдмовитись вiд вимог гладкостi коефiцiєнтiв. У сво-
їх роботах [131–134] автор вивчав скалярнi квазiдиференцiальнi
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рiвняння вигляду

f [n] − hf = 0, Im(h) 
= 0, a < x < b, (0.14)

де

f [0] = P00f, f [k] = iPkk
d

dx
f [k−1] +

k−1∑
ν=0

Pkνf
[ν], (0.15)

k = 1, n, i =
√
−1.

Тут припускається, що функцiї Pkν ∈ L1 ((a, b);C) (ν � k,
k, ν = 0, n), а функцiї P−1

kk (x) (k = 0, n) та Pkν(x) (ν < k, k = 1, n,
ν = 0, n − 1) – квадратично сумовнi на (a, b). Функцiя f(x) на-
зивається розв’язком рiвняння (0.14), якщо квазiпохiднi f [k](x)
(k = 0, n− 1) є абсолютно неперервними i задовольняють рiв-
нiсть (0.14) майже всюди на iнтервалi (a, b). Аналогiчно вводи-
ться поняття розв’язку рiвняння, спряженого до (0.14). Для рiв-
нянь (0.14) та спряженого до нього доведено теореми про iсну-
вання та єдинiсть розв’язкiв початкових задач, побудовано лi-
нiйну теорiю таких рiвнянь, а також встановлено зв’язок мiж їх
розв’язками.

Iдеї Шина виявились досить плiдними i пiзнiше отримали
подальший розвиток у працях М. Г. Крейна [48], М. А. Наймарка
[76], Ф. С. Рофе-Бекетова [87], Н. I. Ахiєзера i I. М. Глазмана [5],
У. Эверiтта i А. Зеттла [143, 174, 175] i в iнших роботах як тео-
ретичного, так i прикладного характеру. Iнколи, як це робиться
в [125], не згадуючи безпосередньо в текстi квазiпохiднi, автор
фактично з їх допомогою зводить диференцiальне рiвняння до
системи Каратеодорi.

Що стосується нових дослiджень з теорiї квазiдиференцiаль-
них рiвнянь, якi з’явились протягом останнiх двох-трьох деся-
тилiть, необхiдно згадати роботи [17, 28, 29, 33–36, 45, 74, 88,
101–103, 105, 106, 112–115, 118, 121–124, 129, 144, 153]. У працях
[33, 74, 88, 101, 102, 144, 153] все ще дослiджуються квазiдифе-
ренцiальнi рiвняння з сумовними коефiцiєнтами, за допомогою
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квазiпохiдних вони зводяться до диференцiальних систем Ка-
ратеодорi. Iншi ж роботи присвяченi вивченню квазiдиференцi-
альних рiвнянь з узагальненими коефiцiєнтами. Зокрема, у пра-
цях Р. М. Тацiя та його учнiв М. Ф. Стасюк, В. В. Кiсiлеви-
ча, Б. Б. Пахолка [45, 105, 106, 112–115, 124] на основi розвитку
концепцiї квазiпохiдних та вивчення структури фундаментальної
матрицi побудовано лiнiйну теорiю скалярних, векторних i ма-
тричних квазiдиференцiальних рiвнянь з коефiцiєнтами-мiрами
i правими частинами – узагальненими похiдними вищих поряд-
кiв вiд неперервних справа функцiй обмеженої варiацiї.

У роботах [107, 114] результати Ф. Аткiнсона [4] стосовно до-
слiдження крайових задач для диференцiальних систем iз су-
мовними за Лебегом коефiцiєнтами було узагальнено на випа-
док диференцiальних систем з мiрами. Це дало можливiсть для
квазiдиференцiальних операторiв, породжених самоспряженими
квазiдиференцiальними виразами з коефiцiєнтами-мiрами у пра-
цях [18, 54, 55, 114, 116, 117, 119, 120] отримати основнi положе-
ння спектральної теорiї. В роботi [58] узагальнено до певної мiри
результати працi [53].

Ця монографiя присвячена дослiдженню спектральних вла-
стивостей диференцiальних i квазiдиференцiальних операторiв,
а також бiльш загальних крайових задач, у випадку несамоспря-
жених диференцiальних (квазiдиференцiальних) виразiв з уза-
гальненими коефiцiєнтами. Будучи iдейно близькою до моногра-
фiї [124], вона є певною мiрою її продовженням.

У першому роздiлi монографiї сформульовано вiдомi резуль-
тати, якi стосуються асимптотики власних значень i власних
функцiй диференцiальних i квазiдиференцiальних операторiв,
породжених несамоспряженими диференцiальними i квазiдифе-
ренцiальними виразами, а також розвинень за власними функцi-
ями цих операторiв.

Другий роздiл присвячено крайовим задачам для скалярних
квазiдиференцiальних i диференцiальних рiвнянь з мiрами у кое-
фiцiєнтах. Тут, зокрема, читач знайде асимптотики власних зна-
чень i власних функцiй крайових задач, спряженi крайовi умови,
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функцiї Грiна крайових задач, розвинення за власними функцi-
ями, застосування до розв’язування прикладних задач. У два-
надцятому пiдроздiлi другого роздiлу наведено уточненi асим-
птотики власних значень i власних функцiй крайових задач i
розвинення за власними функцiями.

У третьому роздiлi результати другого роздiлу поширено на
випадок векторних крайових задач.

Автори вдячнi докторам фiзико-математичних наук А.В. За-
городнюку, I. В. Огiрко i Є. В. Черемних за цiннi поради i нелег-
ку працю з рецензування монографiї, учасникам семiнару кафе-
дри математичного i функцiонального аналiзу Львiвського на-
цiонального унiверситету iменi Iвана Франка i львiвського мi-
ського семiнару з диференцiальних рiвнянь за участь у обгово-
реннi результатiв, якi увiйшли до цiєї книги.



1.1. Формулювання вiдомих результатiв 25

11
ДОДАТКОВI ВIДОМОСТI

1.1. Формулювання вiдомих результатiв

Сформулюємо тут результати, якi будуть потрiбними в основ-
нiй частинi монографiї.

1.1.1. Асимптотика фундаментальної системи розв’яз-
кiв диференцiального рiвняння з параметром. Розглянемо
звичайне диференцiальне рiвняння n-го порядку на скiнченному
вiдрiзку [a, b] з параметром λ ∈ C вигляду

p0(x)y
(n)(x) + p1(x)y

(n−1)(x) + . . .+ pn(x)y(x) = λy(x), (1.1)

де pj ∈ L1([a, b];C), j = 1, n, p0(x) — дiйснозначна неперервна
функцiя, що не перетворюється в нуль на [a, b].

Введемо позначення

λ = − sgn(a0(x))ρ
n

i розiб’ємо всю комплексну ρ-площину на 2n секторiв (рис. 1)
вигляду

Sq =

{
ρ :

qπ

n
� arg ρ � (q + 1)π

n

}
, q = 0, 2n − 1. (1.2)

Нехай ω1, ω2, . . . , ωn — всi рiзнi коренi n-го степеня з −1. Має
мiсце наступна властивiсть секторiв Sq ([76, с. 53–54]).
Твердження 1.1. Для кожного сектора Sq iснує таке роз-

ташування чисел ω1, ω2, . . . , ωn, що для всiх ρ ∈ Sq мають
мiсце нерiвностi

Re(ρω1) � Re(ρω2) � . . . � Re(ρωr). (1.3)
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π
n

S0

S1

S2

Рис. 1.

Через Tq позначимо сектор (з вершиною в точцi ρ = −c),
що утворюється з Sq шляхом зсуву ρ → ρ + c. Для секторiв Tq
нерiвностi (1.3) перепишуться у виглядi

Re((ρ+ c)ω1) � Re((ρ+ c)ω2) � . . . � Re((ρ+ c)ωn). (1.4)

Теорема 1.1 ([76, с. 58–62]). Якщо всi функцiї pj ∈
∈ L1([0, 1];C), j = 2, n, то в кожнiй областi Tq комплексної
ρ-площини рiвняння

y(n) + p2(x)y
(n−2) + p3(x)y

(n−3) + . . .+ pn(x)y + ρny = 0 (1.5)

має n лiнiйно незалежних розв’язкiв y1, y2, . . . , yn, регулярних
(тобто однозначних аналiтичних) вiдносно ρ ∈ Tq для |ρ| до-
статньо великих, якi задовольняють спiввiдношенням

dνyk(x, ρ)

dxν
= ρνeρωkx

(
ων
k +O

(
1

ρ

))
, (1.6)

ν = 0, n − 1, k = 1, n.

Зауваження 1. Якщо функцiї p2, p3, . . . , pn мають в iнтер-
валi [0, 1] неперервнi похiднi до m-го, (m − 1)-го, . . . порядкiв
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вiдповiдно, то для розв’язкiв y1, y2, . . . , yn, побудованих у тео-
ремi 1.1, мають мiсце асимптотичнi формули (див. [76, с. 63–65],
[140])

y
(ν)
k (x, ρ) = (ρωk)

νeρωkx

(
1 +

ykν1(x)

ρ
+
ykν2(x)

ρ2
+ · · ·

· · ·+ ykνm(x)

ρm
+O

(
1

ρm+1

))
, k = 1, n, ν = 0, n− 1, (1.7)

де ykνs(x) (ν = 0, n− 1, s = 1,m) – неперервнi функцiї в iнтер-
валi [0, 1]. Функцiї yk0s(x) можна знайти з точнiстю до сталих
доданкiв, пiдставивши вирази (1.7) в рiвняння (1.5) i порiвняв-
ши пiсля скорочення на ρneρωkx члени при однакових степенях
вiд 1

ρ до 1
ρm включно. Функцiї ykνs(x) знаходять почленним ди-

ференцiюванням формули (1.7) для ν = 0.
Зауваження 2. Теорема 1.1 залишається правильною для

рiвняння (1.5) i тодi, коли pj ∈ L1([a, b];C), j = 2, n, (див. [76,
140, 172, 173]) при цьому асимптотичнi формули (1.6) набувають
вигляду

dνyk(x, ρ)

dxν
= ρνeρωk(x−a)

(
ων
k +O

(
1

ρ

))
, (1.8)

ν = 0, n − 1, k = 1, n.

Зауваження 3. У випадку p0(x) ≡ 1, p1 ∈ W n−1
1 ([a, b];C) в

результатi замiни

y(x) = v(x)ŷ(x), v(x) = exp

⎛
⎝− 1

n

x∫
a

p1(τ)dτ

⎞
⎠

i дiлення обидвох частин рiвняння (1.1) на v(x) для ŷ(x) отриму-
ється [76, с. 53] диференцiальне рiвняння з коефiцiєнтами p̂j(x),
j = 0, n, причому p̂0(x) ≡ 1 i p̂1(x) ≡ 0. Таким чином, замiсть
асимптотичних формул (1.8) будемо мати

y
(ν)
k (x, ρ) = ρνv(x)eρωk(x−a)

(
ων
k +O

(
1

ρ

))
,
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ν = 0, n − 1, k = 1, n.

Зауваження 4. У випадку, коли p0 ∈ W n
1 ([a, b];R), p1 ∈

∈ W n−1
1 ([a, b];C) i p0(x) 
= 0 на вiдрiзку [a, b], внаслiдок (запро-

понованої ще в [152, с. 375]) замiни у рiвняннi (1.1) незалежної
змiнної

t = η(x) =

x∫
a

|p0(τ)|−
1
ndτ (1.9)

отримується [76, с. 87–88] диференцiальне рiвняння з коефiцi-
єнтами p̂j(t), j = 0, n, t ∈ [0, h], h = η(b), причому p̂0(t) ≡ 1 i
p̂1 ∈ W n−1

1 ([0, h];C). Таким чином, у цьому випадку iснує фун-
даментальна система розв’язкiв з асимптотикою для k = 1, n,
ν = 0, n − 1 вигляду

y
(ν)
k (x, ρ) = (ρωkη

′(x))νW (x)eρωkη(x)

(
1 +O

(
1

ρ

))
, (1.10)

де

W (x) = |p0(x)|
n−1
2n exp

⎛
⎝− 1

n

x∫
a

p1(τ)

p0(τ)
dτ

⎞
⎠. (1.11)

В 90-х роках двадцятого столiття В. С. Рихлову вдалось по-
слабити вимоги на коефiцiєнти при найстарших похiдних.
Теорема 1.2 ([88]). Припустимо, що коефiцiєнти диферен-

цiального рiвняння (1.1) задовольняють наступнi умови:

p0 ∈W 1
1 ([a, b];R), pj ∈ L1 ([a, b];C), j = 1, n,

p0(x) 
= 0, a � x � b,

Нехай λ = − sgn(p0(x))ρ
n. Тодi в кожнiй областi Tq комплексної

ρ-площини рiвняння (1.1) має n лiнiйно незалежних розв’язкiв
y1, y2, . . . , yn, регулярних (тобто однозначних аналiтичних) по
ρ ∈ Tq для |ρ| достатньо великих, що мають асимптотику

y
(ν)
k (x, ρ) = (ρωkη

′(x))νW (x)eρωkη(x)(1 +O(ψ(ρ))), (1.12)
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де

k = 1, n, ν = 0, n − 1, ψ(ρ) = f(ρ) +
1

|ρ| ,

f(ρ) = max
j �=s

⎧⎪⎨
⎪⎩
∥∥∥∥∥∥∥

x∫
cjs

eρ(ωj−ωs)(η(x)−η(t)) p1(t)

p0(t)
dt

∥∥∥∥∥∥∥ ,∥∥∥∥∥∥∥
x∫

cjs

eρ(ωj−ωs)(η(x)−η(t)) p
′
0(t)

p0(t)
dt

∥∥∥∥∥∥∥
⎫⎪⎬
⎪⎭,

cjs дорiвнює a або b в залежностi вiд умови j < s чи j > s,
η(x) i W (x) подаються рiвностями (1.9) i (1.11), а через ‖ · ‖
позначено норму в просторi C[a, b] (‖f‖ = max

t∈[a,b]
|f(t)|).

Як видно з теореми 1.2, якщо p0 /∈ W n
1 ([a, b];R), p1 /∈

/∈ W n−1
1 ([a, b];C), то мають мiсце асимптотичнi формули, ана-

логiчнi (1.10), але замiсть оцiнок O
(
1
ρ

)
для залишкового члена

отримуються оцiнки вигляду o(1) для |ρ| → ∞. В цьому випадку
в залежностi вiд властивостей функцiй p0(x) i p1(x) прямування
до нуля залишкового члена може бути як завгодно повiльним.

1.1.2. Асимптотика фундаментальної системи розв’яз-
кiв квазiдиференцiального рiвняння з параметром. Роз-
глянемо квазiдиференцiальне рiвняння вигляду

y[n](x) = λy(x) (1.13)

на скiнченному вiдрiзку [a, b], де

y[k] = ipkk(x)
d

dx
y[k−1] +

k−1∑
j=0

pkj(x)y
[j],

k = 1, n, y[0](x) = y(x).

Такi квазiдиференцiальнi рiвняння вперше розглядав Д. Шин в
[131–134].
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Теорема 1.3 ([88]). Позначимо

rk(x) =

k∏
s=1

pss(x), k = 1, n, r0(x) = 1,

i покладемо λ = − sgn(rn(x))(iρ)
n. Якщо коефiцiєнти квазiдифе-

ренцiального рiвняння (1.13) задовольняють умови

pkk ∈W 1
1 ([a, b];R), pkj ∈ L1 ([a, b];C), k = 1, n, j = 0, k − 1;

rn(x) 
= 0, a � x � b,

то в кожнiй областi Tq комплексної ρ-площини рiвняння (1.13)
має n лiнiйно незалежних розв’язкiв y1, y2, . . . , yn, регулярних
(тобто однозначних аналiтичних) по ρ ∈ Tq для |ρ| достатньо
великих, якi мають асимптотику для k = 1, n, ν = 0, n − 1
вигляду

y
[ν]
k (x, ρ) = rν(x)(iρωk η̃′(x))νq(x)W̃ (x)eρωk η̃(x)(1 +O(ψ̃(ρ))),

(1.14)
де

q(x) = |rn(x)|
n−1
2n

⎛
⎝n−1∏

j=1

|pjj(x)|
n−j
n

⎞
⎠
−1

,

W̃ (x) = exp

⎛
⎝ i

n

x∫
a

n∑
j=1

pj,j−1(τ)

pjj(τ)
dτ

⎞
⎠,

η̃(x) =

x∫
a

|rn(τ)|−
1
n dτ, ψ̃(ρ) = f̃(ρ) +

1

|ρ| ,

f̃(ρ) = max
ν

j �=s

⎧⎪⎨
⎪⎩
∥∥∥∥∥∥∥

x∫
cjs

eρ(ωj−ωs)(η̃(x)−η̃(t)) pν,ν−1(t)

pνν(t)
dt

∥∥∥∥∥∥∥ ,∥∥∥∥∥∥∥
x∫

cjs

eρ(ωj−ωs)(η̃(x)−η̃(t)) p
′
νν(t)

pνν(t)
dt

∥∥∥∥∥∥∥
⎫⎪⎬
⎪⎭.
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Тут константи cjs мають той самий змiст, що i в теоремi
1.2.

1.1.3. Регулярнi крайовi умови. Нормованi крайовi умови
для диференцiального рiвняння (1.1) мають вигляд

Uν(y) ≡ ανy
(kν)(a) + βνy

(kν)(b) +

+

kν−1∑
j=0

(
ανjy

(j)(a) + βνjy
(j)(b)

)
= 0, (1.15)

|αν |+ |βν | > 0, ν = 1, n,

n− 1 � k1 � k2 � . . . � kn � 0, ks+2 < ks, s = 1, n − 2.

Розглянемо фiксовану область Sq i занумеруємо числа ω1,
ω2, . . . , ωn так, щоб для ρ ∈ Sq мали мiсце нерiвностi (1.3).
Означення 1.1 ([76, с. 66–67]). У випадку непарного n

(n = 2μ − 1) нормованi крайовi умови (1.15) називаються ре-
гулярними, якщо числа θ0 i θ1, що визначаються рiвнiстю

θ0 + θ1s =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1ω
k1
1 · · · α1ω

k1
μ−1 (α1 + sβ1)ω

k1
μ β1ω

k1
μ+1 · · · β1ω

k1
n

α2ω
k2
1 · · · α2ω

k2
μ−1 (α2 + sβ2)ω

k2
μ β2ω

k2
μ+1 · · · β2ω

k2
n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
αnω

kn
1 · · · αnω

kn
μ−1 (αn + sβn)ω

kn
μ βnω

kn
μ+1 · · · βnω

kn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(1.16)

вiдрiзняються вiд нуля. У випадку парного n (n = 2μ) нормова-
нi крайовi умови (1.15) називаються регулярними, якщо будуть
вiдмiнними вiд нуля числа θ−1 i θ1, що визначаються рiвнiстю
θ−1

s +θ0+θ1s = D, де визначник D вiдрiзняється вiд детермiнан-
та з (1.16) тим, що (μ+ 1)-й стовпець мiстить елементи вигляду(
αj +

1
sβj

)
ω
kj
μ+1.

Це означення регулярностi не залежить вiд вибору областi
S, за допомогою якої були занумерованi числа ωj [76, с. 67–69].
Крiм того, мають мiсце властивостi [76, с. 69].
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1. Коренi рiвняння θ1ξ + θ0 = 0 не змiнюються при переходi
вiд Sq до Sq′ для q = q′ (mod 2); при переходi вiд S2q+1 до S2q

вони множаться на e±
2πi
n (k1 + k2 + . . .+ kn), причому знак + (–)

вiдповiдає n = 4p + 1 (n = 4p − 1).
2. При змiнi q на парний доданок коренi ξ′ i ξ′′ квадратного

рiвняння θ1ξ2+θ0ξ+θ−1 = 0 (вiдповiдного регулярним крайовим
умовам) не змiнюються; при переходi вiд парного q до непарного
вони переходять у 1

ξ′ ,
1
ξ′′ .

1.1.4. Асимптотика власних значень.
Теорема 1.4 ([76, с. 74–83]). Власнi значення задачi на

власнi значення (1.5), (1.15) з сумовними на промiжку [a, b]
коефiцiєнтами pj (j = 2, n) i регулярними крайовими умова-
ми (1.15) утворюють двi нескiнченнi послiдовностi λ′k, λ

′′
k

(k = N, N +1, N +2, . . .), де N ∈ N. Для непарного n, n = 2μ−1,⎧⎨
⎩
λ′k = (∓2kπi)n

[
1∓ n ln0 ξ(1)

2kπi +O
(

1
k2

)]
,

λ′′k = (±2kπi)n
[
1± n ln0 ξ(2)

2kπi +O
(

1
k2

)]
,

(1.17)

де верхнiй знак вiдповiдає n = 4p − 1, а нижнiй — n = 4p + 1;
ln0 ξ — деяке фiксоване значення натурального логарифма, а ξ(1)

i ξ(2) — коренi рiвняння θ1ξ + θ0 = 0, що вiдповiдає областi Sq з
q вiдповiдно непарним i парним.

Для парного n, n = 2μ i θ20 − 4θ−1θ1 
= 0⎧⎨
⎩
λ′k = (−1)μ(2kπ)n

[
1∓ μ ln0 ξ′

kπi +O
(

1
k2

)]
,

λ′′k = (−1)μ(2kπ)n
[
1∓ μ ln0 ξ′′

kπi +O
(

1
k2

)]
,

(1.18)

де ξ′ i ξ′′ — коренi рiвняння

θ1ξ
2 + θ0ξ + θ−1 = 0, (1.19)

що вiдповiдає областi S0; причому верхнiй знак у формулах
(1.18) вiдповiдає парному, а нижнiй — непарному μ.
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Нарештi, для парного n, n = 2μ i θ20 − 4θ−1θ1 = 0⎧⎨
⎩
λ′k = (−1)μ(2kπ)n

[
1∓ μ ln0 ξ

kπi +O
(

1

k
3/2

)]
,

λ′′k = (−1)μ(2kπ)n
[
1∓ μ ln0 ξ

kπi +O
(

1

k
3/2

)]
,

(1.20)

де ξ — (двократний) корiнь рiвняння (1.19), що вiдповiдає обла-
стi S0, а вибiр верхнього чи нижнього знака у формулах (1.20)
слiд здiйснювати за тим самим правилом, що й у формулах
(1.18).

У перших випадках всi власнi значення, починаючи з деякого,
є простими, а в останньому (формули (1.20)), — починаючи з
деякого, простими чи двократними.
Зауваження 1. Якщо коефiцiєнти p2(x), p3(x), . . . , pn(x) ма-

ють неперервнi похiднi до деякого порядку, то можна отримати
бiльш точнi асимптотичнi формули [141, 173].
Зауваження 2. Теорема 1.4 має мiсце для задачi на власнi

значення (1.5), (1.15) i тодi, коли pj ∈ L1([a, b];C), j = 2, n, [76,
42, 141], при цьому у формулах (1.17), (1.18), (1.20) слiд замiсть
π пiдставити π

b−a .
Зауваження 3. У випадку, коли p0 ∈ W n

1 ([a, b];R), p1 ∈
∈W n−1

1 ([a, b];C), pj ∈ L1([a, b];C) (j = 2, n) i p0(x) 
= 0 на вiдрiз-
ку [a, b], теорема 1.4 залишається правильною для задачi (1.1),
(1.15), [76, 42, с. 198–199], при цьому у формулах (1.17), (1.18),
(1.20) слiд замiсть π пiдставити π

η(b) , де η(b) подається формулою
(1.9).

1.1.5. Асимптотика власних функцiй. Нехай не всi алге-
бричнi доповнення до елементiв першого рядка визначника

Δ(λ) = det (Uν(yj))
n
ν,j=1 ,

дорiвнюють нулю, де yj — фундаментальна система розв’язкiв
диференцiального рiвняння ln(y) = λy. Тодi у випадку непарно-
го n (n = 2μ−1) для крайової задачi (1.5), (1.15) iз сумовними на
промiжку [0, 1] коефiцiєнтами pj (j = 2, n) i регулярними крайо-
вими умовами (1.15) вiдповiднi власним значенням λ′k, λ

′′
k власнi



34 Роздiл 1. ДОДАТКОВI ВIДОМОСТI

функцiї y(1)k , y(2)k подаються наступними асимптотичними фор-
мулами [76, с. 84–86]:

y
(s)
k (x) = det

(
X

(s)
1k ,X

(s)
2k

)
,

де

X
(s)
1k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eω1ρ

(s)
k x[1] · · · eωμ−1ρ

(s)
k x[1] eωμρ

(s)
k x[1]

[α2]ω
k2
1 · · · [α2]ω

k2
μ−1 [α2 + ξ(s)β2]ω

k2
μ

· · · · · · · · · · · ·
[αn]ω

kn
1 · · · [αn]ω

kn
μ−1 [αn + ξ(s)βn]ω

kn
μ

⎞
⎟⎟⎟⎠,

X
(s)
2k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eωμ+1ρ

(s)
k (x−1)[1] · · · eωnρ

(s)
k (x−1)[1]

[β2]ω
k2
μ+1 · · · [β2]ω

k2
n

· · · · · · · · ·
[βn]ω

kn
μ+1 · · · [βn]ω

kn
n

⎞
⎟⎟⎟⎠,

ρ
(1)
k =

1

ωμ
(∓2kπi + ln0 ξ

(1)), ρ
(2)
k =

1

ωμ
(±2kπi+ ln0 ξ

(2)),

k = N, N + 1, . . .; N — достатньо велике натуральне число, а
s = 1, 2, причому верхнiй знак тут вiдповiдає n = 4p − 1, а ни-
жнiй — n = 4p + 1; ξ(1) i ξ(2) — тут тi ж самi, що i в теоремi
1.4.

У випадку парного n (n = 2μ) i простих власних значень кра-
йової задачi (1.5), (1.15) iз сумовними на промiжку [0, 1] коефi-
цiєнтами pj (j = 2, n) та регулярними крайовими умовами (1.15)
вiдповiднi власним значенням λ′k, λ

′′
k власнi функцiї y1k, y2k по-

даються наступними асимптотичними формулами [76, с. 86]:

y1k(x) = det
(
X ′

1k,X
′
2k

)
, y2k(x) = det

(
X ′′

1k,X
′′
2k

)
,

де

X ′
1k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eω1ρ′kx[1] · · · eωμ−1ρ′kx[1] eωμρ′kx[1]

[α2]ω
k2
1 · · · [α2]ω

k2
μ−1 [α2 + ξ′β2]ωk2

μ

· · · · · · · · ·
[αn]ω

kn
1 · · · [αn]ω

kn
μ−1 [αn + ξ′βn]ωkn

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠,
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X ′
2k =

⎛
⎜⎜⎜⎝

eω−μρ′kx[1] eωμ+2ρ′k(x−1)[1] · · · eωnρ′k(x−1)[1]

[α2 +
1
ξ′β2]ω

k2
μ+1 [β2]ω

k2
μ+2 · · · [β2]ω

k2
n

· · · · · · · · · · · ·
[αn + 1

ξ′βn]ω
kn
μ+1 [βn]ω

kn
μ+2 · · · [βn]ω

kn
n

⎞
⎟⎟⎟⎠,

ρ′k =
1

ωμ
(∓2kπi+ ln0 ξ

′), ρ′′k =
1

ωμ
(∓2kπi+ ln0 ξ

′′),

k = N, N+1, . . .;N — достатньо велике натуральне число, причо-
му верхнiй знак тут вiдповiдає n = 4p−1, а нижнiй — n = 4p+1;
X ′′

1k, X
′′
2k вiдрiзняються вiд X ′

1k, X
′
2k замiною ρ′k на ρ′′k i ξ′ на ξ′′;

ξ′ i ξ′′ тут тi ж самi, що i в теоремi 1.4.

1.1.6. Розвинення за власними функцiями з областi
визначення оператора.
Теорема 1.5 ([76, с. 98]). Нехай L — оператор, породжений

диференцiальним виразом

ln(y) ≡ y(n) + p2(x)y
(n−2) + p3(x)y

(n−3) + . . .+ pn(x)y

iз сумовними на промiжку [0, 1] коефiцiєнтами pj(x) i регуляр-
ними крайовими умовами (1.15). Нехай всi його власнi значення
є простими нулями функцiї Δ(λ). Тодi кожна функцiя з обла-
стi визначення оператора L розвивається в рiвномiрно збiжний
ряд за його власними функцiями

f(x) =

∞∑
ν=1

dνyν(x),

dν =

1∫
0

f(ξ)zν(ξ)dξ, (1.21)

де yν(x), zν(x) — власнi функцiї операторiв L i спряженого до
нього L∗, вiдповiднi власним значенням λν , λν за виконання до-
даткової умови нормованостi

1∫
0

yν(x)zν(x)dx = 1. (1.22)
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Зауваження. У випадку, коли p0 ∈ W n
1 ([a, b];R), p1 ∈

∈ W n−1
1 ([a, b];C), pj ∈ L1([a, b];C) (j = 2, n) i p0(x) 
= 0 на вiд-

рiзку [a, b], теорема 1.5 виконується для оператора, породженого
диференцiальним виразом

ln(y) ≡ p0(x)y
(n) + p1(x)y

(n−1) + . . .+ pn(x)y (1.23)

i регулярними крайовими умовами (1.15) [76, 141]. При цьому у
(1.21) i (1.22) межами iнтегрування будуть числа a i b.

Що стосується випадку нерегулярних крайових умов, то Хро-
мовим [128] було доведено, що лише функцiї з окремих класiв
можуть розвиватись у рiвномiрно збiжнi ряди за власними та
приєднаними функцiями крайової задачi (1.5), (1.15).

1.1.7. Базис Рiсса.
Означення 1.2. Послiдовнiсть {ek}∞k=1 називається базисом

простору E, якщо кожен елемент x ∈ E єдиним чином подається

у виглядi x =
∞∑
k=1

ckekj, де {ck}∞k=1 — числова послiдовнiсть.

Означення 1.3. Базис, який не втрачає можливостi бути
базисом при будь-якiй перестановцi своїх членiв, називається ба-
зисом безумовної збiжностi.
Означення 1.4. Базисом Рiсса в L2 ([a, b];C) називається та-

ка повна в цьому просторi послiдовнiсть функцiй {ϕk}∞k=1, що
для кожної функцiї f ∈ L2 ([a, b];C)

∞∑
k=1

|ck|2 <∞, (1.24)

де

ck = (f, ϕk)L2
=

b∫
a

f(x)ϕk(x)dx, k = 1, 2, . . . , (1.25)

i для будь-якої послiдовностi чисел c1, c2, . . . такої, що виконує-
ться (1.24), iснує функцiя f ∈ L2 ([a, b];C), для якої мають мiсце
спiввiдношення (1.25).
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Якщо {ϕk}∞k=1 — базис Рiсса, то, як вiдомо [30, 76], iснує єди-
на послiдовнiсть {ψk}∞k=1, що утворює разом з {ϕk}∞k=1 бiортого-
нальну систему

(ϕk, ψj)L2
=

b∫
a

ϕk(x)ψj(x)dx =

{
0, k 
= j,
1, k = j.

Послiдовнiсть {ψk}∞k=1 теж є базисом Рiсса. При цьому для ко-
жної функцiї f ∈ L2 ([a, b];C)

f(x) =
∞∑
k=1

dkϕk(x), dk = (f, ψk)L2
=

b∫
a

f(x)ψk(x)dx,

де ряд збiгається в середньому квадратичному.
Якщо {ϕk}∞k=1 — послiдовнiсть власних i приєднаних фун-

кцiй квазiдиференцiального (диференцiального) оператора, то
{ψk}∞k=1 — послiдовнiсть власних i приєднаних функцiй спряже-
ного до нього квазiдиференцiального оператора.

Базис Рiсса називають ще базисом, еквiвалентним ортонор-
мованому. Як показав I. М. Гельфанд [20], у гiльбертовому про-
сторi поняття базису безумовної збiжностi, що задовольняє дода-
ткову вимогу 0 < m � ‖ek‖ � M < ∞, k = 1, 2, . . ., еквiвалентне
поняттю базису Рiсса, введеному Н. К. Барi.
Означення 1.5. Послiдовнiсть функцiй {yk}∞k=1 називається

ω-лiнiйно незалежною, якщо рiвнiсть

∞∑
k=1

ckyk = 0

є неможливою при не всiх ck = 0.
Означення 1.6. Двi послiдовностi функцiй {gk}∞k=1 та

{yk}∞k=1 називаються квадратично близькими, якщо

∞∑
k=1

|yk − gk|2 <∞.
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Теорема 1.6 (Барi [12], [30, с. 382]). Будь-яка ω-лiнiйно не-
залежна послiдовнiсть {yk}∞k=1, квадратично близька до базису
Рiсса {gk}∞k=1, сама є базисом Рiсса.

У 1961 роцi Г. М. Кесельман i В. П. Михайлов одночасно i
незалежно один вiд одного отримали наступний важливий ре-
зультат.
Теорема 1.7 ([44, 73]). Система кореневих функцiй опера-

тора L, породженого диференцiальним виразом (1.23), де p0 ∈
∈ W n

1 ([0, 1];R), p1 ∈ W n−1
1 ([0, 1];C), pj ∈ L1([0, 1];C), j = 2, n, i

регулярними крайовими умовами (1.15), утворює базис Рiсса в
просторi L2[0, 1] у наступних випадках : а) n непарне; б) n пар-
не i θ20 − 4θ1θ−1 
= 0. Iснують такi диференцiальнi оператори
L, породженi регулярними крайовими умовами, всi власнi зна-
чення яких, за винятком скiнченного числа, простi, а система
кореневих функцiй взагалi не є базисом в L2[0, 1].
Зауваження. Теорема 1.7 виконується й у випадку довiль-

ного промiжку [a, b] замiсть [0, 1].

1.1.8. Асимптотика фундаментальної системи розв’яз-
кiв матричного диференцiального рiвняння з параме-
тром. Для крайової задачi у просторi вектор-функцiй вiдомi те-
ореми, подiбнi до наведених вище.

Розглянемо матричне диференцiальне рiвняння вигляду

l(Y ) ≡ Y (n) + P2Y
(n−2) + P3Y

(n−3) + . . .+ PnY = λY, (1.26)

де квадратнi матрицi-функцiї m-го порядку Pj є сумовними в
iнтервалi [0, 1].

Введемо замiну λ = −ρn i розiб’ємо комплексну ρ-площину на
2n секторiв вигляду (1.2). Аналогiчно до пункту 1.1.1 будуються
сектори Tq. Для кожного сектора Tq можна так занумерувати всi
коренi n-го степеня з −1, щоб для них мав мiсце ланцюг нерiв-
ностей (1.4).
Теорема 1.8 ([76, с. 118–119]). Матричне рiвняння

Y (n) + P2Y
(n−2) + P3Y

(n−3) + . . .+ PnY + ρnY = 0,
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коефiцiєнти якого є сумовними на [0, 1] матрицями-функцiями,
в кожнiй областi Tq комплексної ρ-площини має n лiнiйно неза-
лежних розв’язкiв Y1, Y2, . . . , Yn, аналiтичних вiдносно ρ ∈ Tq,
таких, що при ρ ∈ Tq, |ρ| достатньо великих, задовольняють
спiввiдношенням

dνYk
dxν

= ρνeρωkx

[
ων
kEm +O

(
1

ρ

)]
,

де Em – одинична матриця m-го порядку. При цьому O
(
1
ρ

)
по-

значає матрицю вигляду A(x,ρ)
ρ , де A(x, ρ) — матрична функцiя,

всi елементи якої задовольняють умови вигляду |Aij(x, ρ)| �M
для |ρ| � R, 0 � x � 1, а M i R — деякi сталi, не залежнi вiд x.

1.1.9. Регулярнi крайовi умови у матричному випад-
ку. Нормованi крайовi умови для матричного диференцiального
рiвняння (1.26) мають вигляд

Uν(Y ) ≡ AνY
(kν)(a) +BνY

(kν)(b) +

+

kν−1∑
j=0

(
AνjY

(j)(a) +BνjY
(j)(b)

)
= 0, (1.27)

n− 1 � k1 � k2 � . . . � kn � 0, ks+2 < ks,

причому хоча б одна з матриць Aν , Bν , ν = 1, n, вiдрiзняється
вiд нульової.

Розглянемо фiксовану область Sq i занумеруємо числа ω1,
ω2, . . . , ωn так, щоб для ρ ∈ Sq мали мiсце нерiвностi (1.3).
Означення 1.7 ([76, с. 120–121]). У випадку непарного n

(n = 2μ − 1) нормованi крайовi умови (1.27) називаються ре-
гулярними, якщо числа θ0 i θm, що визначаються рiвнiстю

θ0 + θ1s+ . . . + θms
m =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1ω
k1
1 · · · A1ω

k1
μ−1 (A1 + sB1)ω

k1
μ B1ω

k1
μ+1 · · · B1ω

k1
n

A2ω
k2
1 · · · A2ω

k2
μ−1 (A2 + sB2)ω

k2
μ B2ω

k2
μ+1 · · · B2ω

k2
n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Anω

kn
1 · · · Anω

kn
μ−1 (An + sBn)ω

kn
μ Bnω

kn
μ+1 · · · Bnω

kn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(1.28)
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вiдрiзняються вiд нуля. У випадку парного n (n = 2μ) нормова-
нi крайовi умови (1.27) називаються регулярними, якщо будуть
вiдмiнними вiд нуля числа θ−m i θm, що визначаються рiвнiстю
θ−ms

−m + θ−m+1s
−m+1 + . . . + θms

m = D, де визначник D вiд-
рiзняється вiд детермiнанта з (1.28) тим, що (μ + 1)-й блочний
стовпець складається з елементiв вигляду

(
Aj +

1
sBj

)
ω
kj
μ+1.

1.1.10. Асимптотика власних значень у матричному
випадку.
Теорема 1.9 ([76, с. 122–123]). Нехай всi коефiцiєнти ма-

тричного диференцiального рiвняння (1.26) є сумовними на [0, 1]
матрицями-функцiями m-го порядку, а крайовi умови (1.27) —
регулярнi.

Тодi для непарного n кожному простому кореню рiвняння
ξ
(1)
j

θ0 + θ1ξ + . . . + θmξ
m = 0, (1.29)

для областi Sq з непарним q i кожному простому кореню ξ
(2)
j

рiвняння (1.29) у випадку сектора Sq з парним q вiдповiдає по-
слiдовнiсть власних функцiй крайової задачi (1.26), (1.27) вiдпо-
вiдно λ(1)kj i λ

(2)
kj , причому⎧⎪⎨

⎪⎩
λ
(1)
kj = (∓2kπi)n

[
1∓ n ln0 ξ

(1)
j

2kπi +O
(

1
k2

) ]
,

λ
(2)
kj = (±2kπi)n

[
1± n ln0 ξ

(2)
j

2kπi +O
(

1
k2

) ]
,

k → ∞. (1.30)

Тут верхнiй знак вiдповiдає n = 4p− 1, нижнiй — n = 4p+ 1; а
ln0 ξ — деяке фiксоване значення натурального логарифма.

У випадку r-кратних коренiв ξ
(1)
j чи ξ

(2)
j рiвняння (1.29)

має мiсце r послiдовностей власних значень, що задовольняють
асимптотичнi формули⎧⎪⎨

⎪⎩
λ
(1)
kj = (∓2kπi)n

[
1∓ n ln0 ξ

(1)
j

2kπi +O
(

1

k1+
1/r

) ]
,

λ
(2)
kj = (±2kπi)n

[
1± n ln0 ξ

(2)
j

2kπi +O
(

1

k1+
1/r

) ]
,

k → ∞, (1.31)

j = j0, j0 + 1, . . . , j0 + r − 1,
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причому припускається, що ξ(ν)j0
= · · · = ξ

(ν)
j0+r−1. Вибiр знаку

в (1.31) здiйснюється за тим самим правилом, що i в формулi
(1.30).

Для парного n кожному простому кореню рiвняння

θ−mξ
−m + θ−m+1ξ

−m+1 + . . .+ θmξ
m = 0 (1.32)

для областi S0 вiдповiдає послiдовнiсть власних значень

λk = (2kπi)n
[
1∓ n ln0 ξ

2kπi
+O

(
1

k2

)]
, k → ∞,

де верхнiй знак вiдповiдає n = 4q, а нижнiй — n = 4q + 2. Ко-
жному r-кратному кореню ξ рiвняння (1.32) вiдповiдає r послi-
довностей власних значень

λkj = (2kπi)n
[
1∓ n ln0 ξ

2kπi
+O

(
1

k1+1/r

)]
, j = 1, r, k → ∞

(1.33)
з вибором знаку за попереднiм правилом.

У випадку кратного кореня ξ деякi з λkj, вiдповiднi цьому ξ,
можуть спiвпасти, утворюючи одне кратне власне значення.
Для |λ| достатньо великих крайова задача (1.26), (1.27) не має
жодних iнших власних значень i кратнiсть власного значення
λkj дорiвнює числу збiжних з ним власних значень у формулах
(1.31), (1.33), а, отже, не перевищує кратностi вiдповiдного ко-
реня ξ рiвняння (1.29) чи (1.32).

1.1.11. Розвинення за власними функцiями у вектор-
ному випадку.
Теорема 1.10 ([76, с. 129]). Нехай L – диференцiальний опе-

ратор, породжений векторним диференцiальним виразом l(y),
коефiцiєнтами якого є сумовнi на [a, b] матрицi-функцiї, i ре-
гулярними крайовими умовами, вiдповiдними матричним кра-
йовим умовам (1.27), y(x) – m-компонентний вектор-стовпець.
Нехай всi власнi значення оператора L є простими нулями фун-
кцiї

Δ(λ) = det (Uν(Yj))
n
ν,j=1 .
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Тодi кожна вектор-функцiя f(x) з областi визначення операто-
ра L розвивається у рiвномiрно збiжний ряд за власними фун-
кцiями

f(x) =

∞∑
ν=1

cνyν(x), cν =

b∫
a

(f(ξ), zν(ξ)) dξ.

При цьому круглi дужки позначають скалярний добуток
вектор-функцiй у просторi Rm,

yν(x) = colon(yν1(x), yν2(x), . . . , yνm(x)),

zν(x) = colon(zν1(x), zν2(x), . . . , zνm(x)), –

власнi функцiї операторiв L i спряженого до нього L∗, вiдповiднi
власним значенням λν , λ̄ν за додаткової умови нормованостi

b∫
a

(yν(x), zν(x)) dx = 1.

1.2. Методика дослiдження

1.2.1. Функцiї обмеженої варiацiї i мiри.
Означення 1.8. Дiйсна чи комплекснозначна скалярна фун-

кцiя f(x), що визначена на скiнченному промiжку [a, b] дiйсної
осi, називається функцiєю обмеженої варiацiї на [a, b], якщо ви-
раз

v =

n−1∑
k=0

|f(xk+1)− f(xk)|

допускає фiксовану верхню межу для всiх натуральних n i всiх
розбиттiв промiжку [a, b]: a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Наймен-
ша спiльна верхня межа всiх таких виразiв носить назву пов-
ної варiацiї функцiї f(x) на [a, b]. Простiр комплекснозначних
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функцiй обмеженої варiацiї на вiдрiзку [a, b] позначатимемо че-
рез BV ([a, b];C). Дiйсна чи комплекснозначна матриця-функцiя
F (x) має обмежену варiацiю на промiжку [a, b], якщо кожен еле-
мент цiєї матрицi має обмежену варiацiю на [a, b].
Означення 1.9. Нехай I – вiдкритий iнтервал дiйсної осi.

В теорiї узагальнених функцiй пiд мiрою на I (узагальненою
функцiєю нульового порядку) розумiють неперервний лiнiйний
функцiонал на просторi D0(I) неперервних фiнiтних функцiй.

Мiра Стiльтьєса db, що визначається функцiєю b ∈ BVloc(I),
є мiрою саме у такому розумiннi. Разом з тим за теоремою Рiсса
для будь-якої мiри μ на I iснує функцiя b ∈ BVloc(I), яка (при
додатковому припущеннi неперервностi справа чи злiва) визна-
чається однозначно з точнiстю до адитивної сталої, така, що має
мiсце зображення

(ϕ, μ) =

∫
I

ϕ(t)db(t), ϕ ∈ D0(I).

Структуру мiри b′dt = db з’ясовує наступний результат:
Твердження 1.2 ([127, c. 161]). Для того, щоб узагальнена

похiдна b′ деякої функцiї b(x) була мiрою на I необхiдно i доста-
тньо, щоб b ∈ BVloc(I). Якщо ця умова виконується, то похiдна
b′ є мiрою Стiльтьєса db, що визначається функцiєю b(x); при
цьому b(x) неперервна в точцi x0 ∈ I тодi i тiльки тодi, коли
db-мiра точки x0 дорiвнює нулевi.

Таким чином, функцiя Дiрака δ(x−x0) з носiєм у точцi x0 ∈ I
є узагальненою похiдною вiд змiщеної функцiї Хевiсайда η(x−x0)
(а, значить, мiрою на I) та дiє за правилом

(δ(x − x0), ϕ(x)) = (η′(x− x0), ϕ(x)) =

∫
I

ϕ(x)dη(x − x0) = ϕ(x0),

ϕ ∈ D0(I).

При дослiдженнi диференцiальних рiвнянь з узагальненими
коефiцiєнтами i правими частинами однiєю з найважливiших є
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проблема множення узагальнених функцiй, зокрема мiр, на роз-
ривнi, в тому числi, функцiї локально обмеженої варiацiї.

Нехай D(I) – клас фiнiтних на I функцiй, функцiї f, g ∈
∈ BV +

loc(I), а δn – деяка δ-послiдовнiсть, тобто послiдовнiсть
гладких функцiй, невiд’ємних при |x| < αn i рiвних нулю в рештi
точок, причому αn > 0, αn → 0 при n→ ∞,

∞∫
−∞

δn(x)dx = 1.

Вiдповiдно до секвенцiального пiдходу [2], добуток f ′(x) ·g(x)
визначається як слабка границя:

f ′(x) · g(x) ≡ (f ′ · g, ϕ) = lim
n→∞((f ′(x) ∗ δn) · (g(x) ∗ δn), ϕ),

ϕ ∈ D(I).

В загальному випадку (без додаткових умов на функцiї f i g)
цей добуток не iснує (неоднозначно визначений, некоректний),
бо його значення залежать вiд вибору послiдовностi δn. Однак,
справджується наступний результат:
Твердження 1.3 ([114, c. 5, 124, с. 68]). Якщо F,G ∈

∈ BV +
loc (I;C

p×p),то добуток F ′(x)·G(x) iснує на I тодi i тiльки
тодi, коли виконується умова

ΔF (xs) ·ΔG(xs) = 0, ∀xs ∈ I. (1.34)

За цiєї умови добуток F ′ · G називають коректним у сен-
сi теорiї узагальнених функцiй (надалi просто – коректним). У
скалярному випадку умова (1.34) означає просто незбiг точок
розриву функцiй F (x) i G(x). Якщо ж F (x) i G(x) – матрицi-
функцiї, то, зрозумiло, що їх елементи можуть мати i спiльнi
точки розриву.

1.2.2. Некласичний iнтеграл Рiмана-Стiльтьєса, умо-
ви коректностi та еволюцiйний оператор. У монографiї [4,
с. 412–415] для функцiй F,G ∈ BV + ([a, b];Cp×p) на промiжку
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[a, b] вводиться спецiальне означення матричного iнтеграла (тоб-
то набору скалярних iнтегралiв) Рiмана-Стiльтьєса:

b∫
a

dG(x)F (x) = lim
n→∞

n−1∑
i=0

[G(xi+1)−G(xi)]F (xi), (1.35)

де границя, як звичайно, береться за умови, коли
max

0�i�n−1
(xi+1 − xi) → 0. Ця границя не залежить вiд способу

розбиття вiдрiзка [a, b] на частинки: a = x0 < x1 < . . . < xn = b.
Однак, принциповим є те, що значення функцiї F (x) беруться
на лiвому кiнцi вiдрiзка [xi, xi+1]. Якщо ж цi значення брати,
наприклад, на правому кiнцi чи посерединi промiжку, то грани-
ця у правiй частинi рiвностi (1.35) може виявитись iншою або й
зовсiм не iснувати.

У роботах [114, 124] пропонується iнше, еквiвалентне (1.35),
означення iнтеграла, яке не ґрунтується на поняттi iнтегральної
суми:

b∫
a

dG(x)F (x)
def
=

b∫
a

dGc(x)F (x) +

+
∑

a�x�b

[G(x) −G(x− 0)]F (x− 0), (1.36)

де Gc(x) – неперервна частина функцiї G(x) (будь-яку функцiю
обмеженої варiацiї можна подати у виглядi суми її неперервної
частини i функцiї стрибкiв).

Визначений формулою (1.35) або (1.36) iнтеграл, що є моди-
фiкацiєю класичного iнтеграла Рiмана-Стiльтьєса, називають ще
некласичним iнтегралом Рiмана-Стiльтьєса. Вiдзначимо, що вiн
не збiгається з означенням iнтеграла, запропонованого в роботi
Т. Гiльдебрандта [148]. Обидва iнтеграли вiдрiзняються значе-
ннями в точках розривiв функцiй F (x) i G(x). Введення цього
iнтеграла у згаданих роботах пов’язане з необхiднiстю дослiдже-
ння матричних iнтегральних рiвнянь.
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У роботах [104, 114, 124] дослiджується узагальнена неодно-
рiдна система диференцiальних рiвнянь у векторно-матричному
записi

Y ′ = C ′(x) · Y + F ′(x), (1.37)

де Y : [a, b] → C
p – невiдома вектор-функцiя, матриця C ∈

∈ BV + ([a, b];Cp×p), вектор F ∈ BV + ([a, b];Cp).
Означення 1.10. Пiд розв’язком рiвняння (1.37) розумiють

вектор-функцiю Y (x) з класу

Dk =
{
Z ∈ BV + ([a, b];Cp) : ΔC(x) ·ΔZ(x) = 0 ∀x ∈ [a, b]

}
,

що задовольняє його в узагальненому сенсi, тобто, диференцi-
ювання i рiвнiсть у рiвняннi (1.37) слiд розумiти у сенсi теорiї
узагальнених функцiй:(

Y ′,Φ
)
=

(
C ′Y + F ′,Φ

)
,

де Φ – p-компонентий вектор, складений з неперервних фiнiтних
функцiй.

В класi Dk система (1.37) з початковою умовою Y (x0) = Y0,
x0 ∈ [a, b], є еквiвалентною до iнтегрального рiвняння

Y (x) = Y0 +

b∫
a

dC(t)Y (t) + F (x)− F (x0)

з класичним iнтегралом Рiмана-Стiльтьєса ([114, с. 7, 124, с. 71]).
Для iснування та єдиностi розв’язку цього рiвняння, а отже,
й розв’язку початкової задачi необхiдно i достатньо виконання
умов [124, с. 72–73]:

[ΔC(x)]2 = 0, ΔC(x) ·ΔF (x) = 0 ∀x ∈ [a, b]. (1.38)

Означення 1.11. За виконання умов (1.38) диференцiальну
систему (1.37) називають коректною.
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Надалi ми розглядатимемо лише коректнi системи. Вiдзначи-
мо також, що розриви функцiй C(x) i F (x) породжують розриви
розв’язку Y (x) цiєї системи за формулою

ΔY (x) = ΔC(x)Y (x) + ΔF (x). (1.39)

Означення 1.12. Еволюцiйним оператором (фундамен-
тальною матрицею) однорiдної диференцiальної системи

Y ′ = C ′(x)Y, (1.40)

називають матрицю-функцiю B(x, α), що за змiнною x задоволь-
няє цю систему i початкову умову B(α,α) = E, α ∈ [a, b].

У монографiї неодноразово використовується наступна фор-
мула [114, 124, с. 75], яка пов’язує мiж собою розв’язки однорiдної
i неоднорiдної диференцiальних систем (1.40) i (1.37),

Y (x) = B(x, a)Y (a) +

x∫
a

B(x, ξ)dF (ξ). (1.41)

Фундаментальна матриця, зокрема, має властивiсть гармо-
нiйностi [114, с. 6, 124, с. 57]: ∀x1 � x2 � x3 ∈ [a, b]

B(x3, x1) = B(x3, x2)B(x2, x1). (1.42)

Крiм того, згiдно з [114, с. 8, 124, с. 57], внаслiдок виконання
умов (1.38)

B(x, s) = [E +ΔC(x)]B(x− 0, s). (1.43)
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22
СКАЛЯРНА СИНГУЛЯРНА

КРАЙОВА ЗАДАЧА

2.1. Асимптотика фундаментальної системи
розв’язкiв квазiдиференцiального рiвняння

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[67].

2.1.1. Квазiдиференцiальне рiвняння i квазiпохiднi.
Розглянемо квазiдиференцiальний вираз

Lmn(y) ≡
n∑

i=0

m∑
j=0

(−1)m−j
(
aijy

(n−i)
)(m−j)

, (2.1)

де m, n ∈ N, a00 ∈ W 1
1 ([a, b];R), a00(x) 
= 0 на [a, b], ai0, a0j ∈

∈ L2 ([a, b];C), aij(x) = b′ij(x), bij ∈ BV + ([a, b];C), i = 1, n, j =

= 1,m (тут штрихом позначено узагальнене диференцiювання).
Таким чином, aij – мiри, тобто узагальненi функцiї нульового
порядку.
Означення 2.1. Квазiпохiдними функцiї y(x), що вiдповiд-

ають квазiдиференцiальному виразу Lmn(y), будемо називати
функцiї y[k](x), k = 0, n +m, якi визначаються формулами:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y[k] = y(k), k = 0, n − 1; y[n] =

n∑
i=0

ai0y
(n−i);

y[n+k] = −
(
y[n+k−1]

)′
+

n∑
i=0

aiky
(n−i), k = 1,m.

(2.2)

Зрозумiло, що y[n+m] ≡ Lmn(y).
Поставимо тепер наступну початкову задачу:

Lmn(y) = λσ(x)y, (2.3)
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y[ν](a) = c̃ν+1, ν = 0, n +m− 1, (2.4)

де σ ∈ W 1
1 ([a, b];R), σ(x) 
= 0 на [a, b], λ – комплексний

параметр. Нехай r = n + m. За допомогою вектора Y =
= colon

(
y, y[1], . . . , y[r−1]

)
рiвняння (2.3) зводиться до системи ди-

ференцiальних рiвнянь першого порядку

Y ′ = C ′(x)Y, (2.5)

а умови (2.4) набувають вигляду

Y (a) = C̃, (2.6)

де C̃ = colon(c̃1, c̃2, . . . , c̃r), C ′(x) – матриця-мiра r-го поряд-
ку з ненульовими елементами в лiвому нижньому блоцi розмiру
(n+ 1)× (m+ 1) i на головнiй наддiагоналi

C ′(x) =

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 · · · 0 0 0 · · · 0

· · · · · · . . . · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 0 0 · · · 0

An0 An−1,0 · · · A10 a−1
00 0 · · · 0

An1 An−1,1 · · · A11 a01a
−1
00 −1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . · · ·
An,m−1 An−1,m−1 · · · A1,m−1 a0,m−1a

−1
00 0 · · · −1

Anm−λσ An−1,m · · · A1m a0ma
−1
00 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

(2.7)
а

Ai0 = −a−1
00 ai0, Aij = aij−a0ja−1

00 ai0, i = 1, n, j = 1,m. (2.8)

Очевидно, що

ΔC(x) = C(x)− C(x− 0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 · · · 0

Δbn1 · · · Δb11 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Δbnm · · · Δb1m 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Тодi, внаслiдок рiвностi [ΔC(x)]2 ≡ 0, система (2.5) – коре-
ктна (див. пункт 1.2.2 i [104]).
Означення 2.2. Квазiдиференцiальне рiвняння називатиме-

мо коректним, якщо буде коректною вiдповiдна йому система.
Означення 2.3. Пiд розв’язком квазiдиференцiального рiв-

няння будемо розумiти першу координату y(x) вектора Y (x) си-
стеми (2.5), що задовольняє його в узагальненому сенсi.

Фактично, квазiпохiднi – це компоненти вектора, за допомо-
гою якого вiдбувається зведення квазiдиференцiального рiвнян-
ня до системи диференцiальних рiвнянь першого порядку.
Твердження 2.1 ([114, с. 13, 124, с. 85]). Iснує єдиний

розв’язок y(x) початкової задачi (2.3), (2.4) такий, що y[k] ∈
∈ AC ([a, b];C), k = 0, n− 1, y[n+ν] ∈ BV + ([a, b];C), ν = 0,m− 1
i в точках xs ∈ [a, b] розривiв функцiй bij(x) мають стрибки,
що визначаються формулами

Δy[n+ν](xs) =
n−1∑
i=0

Δbn−i,ν+1(xs)y
[i](xs), ν = 0,m− 1. (2.9)

2.1.2. Спряженi квазiпохiднi i функцiя Кошi. Система,
спряжена до системи (2.5) має вигляд ([124, с. 82])

Z ′ = − (C∗(x))′ Z, (2.10)

де Z = colon
(
z{r−1}, . . . , z{1}, z

)
. Фiгурними дужками тут позна-

чено квазiпохiднi в сенсi спряженого до (2.3) рiвняння. C∗(x) –
це матриця, ермiтово спряжена до матрицi C(x). З (2.10) безпо-
середньо видно структуру спряженого рiвняння i квазiпохiдних
у сенсi останнього.
Означення 2.4. Спряженим до (2.3) називається квазiди-

ференцiальне рiвняння

L∗
mn(z) ≡

m∑
j=0

n∑
i=0

(−1)n−i
(
āij(x)z

(m−j)
)(n−i)

= λ̄σ(x)z, (2.11)
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де āij(x) =
(
b̄ij(x)

)′ ∀i, j � 1.
Означення 2.5. Квазiпохiдними виразу L∗

mn(z) (квазiпохi-
дними в сенсi спряженого рiвняння (2.11)) називаються функцiї
z{i}(x), i = 0, r, що визначаються формулами⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
z{k} = z(k), k = 0,m− 1; z{m} = −

m∑
j=0

ā0jz
(m−j);

z{m+k} = −
(
z{m+k−1})′ − m∑

j=0
ākjz

(m−j), k = 1, n.
(2.12)

При цьому, очевидно, z{r} ≡ L∗
mn(z).

Розглянемо тепер рiвняння (2.11) з початковими умовами

z{ν}(a) = z
{ν}
0 , ν = 0, r − 1. (2.13)

Твердження 2.2 ([114, с. 14, 124, с. 91]). Iснує єдиний розв’я-
зок задачi (2.11), (2.13) такий, що z{k} ∈ AC ([a, b];C), k =
= 0,m− 1, а z{m+ν} ∈ BV + ([a, b];C), ν = 0, n − 1, i в точках
xs ∈ [a, b] розривiв функцiй bij(x) мають стрибки, що визнача-
ються формулами

Δz{m+ν}(xs) = −
m−1∑
j=0

Δb̄ν+1,m−j(xs)z
{j}(xs), ν = 0, n − 1.

(2.14)
Означення 2.6. Функцiя K(x, t) = K(x, t, λ) називається

функцiєю Кошi рiвняння (2.3), якщо вона за змiнною x є розв’яз-
ком цього рiвняння i в точцi x = t ∈ [a, b] задовольняє початковi
умови K [i](t, t) = 0 (i = 0, r − 2), K [r−1](t, t) = 1.
Означення 2.7. Нехай f(x, α) – достатньо гладка компле-

кснозначна функцiя двох дiйсних змiнних. Вираз f{j}[i](x, α) на-
зиватимемо змiшаною квазiпохiдною порядку i+ j, якщо споча-
тку береться i-та квазiпохiдна по x в сенсi вихiдного квазiдифе-
ренцiального рiвняння, а потiм вiд отриманого результату – j-та
квазiпохiдна по α в сенсi спряженого рiвняння.
Твердження 2.3 ([114, с. 15, 124, с. 102]). Якщо

K(x, α) – функцiя Кошi квазiдиференцiального рiвняння, то
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K{j}[i](x, α) = K [i]{j}(x, α) ∀i, j = 0, r − 1, тобто в цьому ви-
падку результат не залежить вiд порядку «змiшаного квазiди-
ференцiювання».
Означення 2.8. Функцiя K̂(x, t) = K̂(x, t, λ) називається

функцiєю Кошi рiвняння (2.11), якщо вона за змiнною x є
розв’язком цього рiвняння i в точцi x = t ∈ [a, b] задовольняє
початковi умови K̂{i}

x (t, t) = 0 (i = 0, r − 2), K̂{r−1}
x (t, t) = 1.

Твердження 2.4 ([114, с. 16, 124, с. 105]). Для функцiй Кошi
спряжених квазiдиференцiальних рiвнянь справджується то-
тожнiсть

K̂(x, t) ≡ K(t, x). (2.15)

2.1.3. Асимптотика розв’язкiв рiвняння без мiр. Ве-
кторне рiвняння (2.5) можна подати у виглядi

Y ′ = Φ′Y +Ψ′Y, (2.16)

де

Φ′(x)=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1
. . . . . . 0

0 1

−a−1
00 a10 a−1

00

a01a
−1
00 −1

0 0
. . .
. . . −1

−λσ 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

Ψ′(x)=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0 0 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 0 0 · · · 0

−a−1
00 an0 · · · −a−1

00 a20 0 0 0 · · · 0
An1 · · · A21 A11 0 0 · · · 0

An2 · · · A22 A12 a02a
−1
00 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Anm · · · A2m A1m a0ma

−1
00 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

(2.17)
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а Aij визначаються формулами (2.8). Тодi система

Y ′ = Φ′Y (2.18)

буде еквiвалентною до рiвняння

(−1)m
[(
a00y

(n)
)(m)

+
(
a10y

(n−1)
)(m)

−

−
(
a01y

(n)
)(m−1)

−
(
a01a

−1
00 a10y

(n−1)
)(m−1)

]
= λσy. (2.19)

Зi структури матрицi Φ′(x) i системи (2.18), де

Y = colon
(
y, y[1], . . . , y[r−1]

)
, (2.20)

можна безпосередньо визначити квазiпохiднi в сенсi рiвняння
(2.19):⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y[k] = y(k), k = 0, n − 1; y[n] = a00y

(n) + a10y
(n−1);

y[n+1] = −
(
y[n]

)′
+ a01y

(n) + a01a
−1
00 a10y

(n−1);

y[n+k] = −
(
y[n+k−1]

)′
, k = 2,m− 1.

(2.21)

Введемо тепер квазiпохiднi (позначатимемо їх кутовими дуж-
ками) iншим способом, так, як це робиться в роботах [88, 131].
Тодi рiвняння (2.19) запишеться у виглядi

y<r> = λ̃y, (2.22)

де λ̃ = irλ, а квазiпохiднi визначаються формулами⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y<0> = y; y<k> = i
(
y<k−1>

)′
, k = 1, n− 1;

y<n> = i pnn
(
y<n−1>

)′
+ pn,n−1y

<n−1>;

y<n+1> = i (y<n>)′+ pn+1,ny
<n>;

y<n+k> = i
(
y<n+k−1>

)′
, k = 2,m− 1;

y<r> = i prr
(
y<r−1>

)′
,

(2.23)
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де

pnn(x) = a00(x), pn,n−1(x) = i a10(x),

pn+1,n(x) = −i a01(x)a−1
00 (x), prr(x) = (−1)mσ−1(x).

Для того щоб переконатись в еквiвалентностi рiвнянь (2.19) i
(2.22), достатньо пiдставити квазiпохiднi (2.23) в рiвняння (2.22).

Введемо тепер для спрощення викладу замiну

λ = (−1)m+1 sgn(a00σ)ρ
r. (2.24)

Розiб’ємо комплексну ρ-площину на 2r секторiв Sq, q =
= 0, 2r − 1, де Sq = {ρ : qπ/r � arg ρ � (q + 1)π/r}. Через Tq
позначимо сектор (з вершиною в точцi ρ = −c), що утворюється
з Sq шляхом зсуву ρ→ ρ+c. Областi Sq i Tq називатимемо просто
областями S i T .

Нехай ω1, ω2, . . . , ωr – всi рiзнi коренi r-го степеня з −1. Має
мiсце наступна властивiсть коренiв r-го степеня з −1.
Твердження 2.5 ([76, с. 53–54]). Для кожного сектора Tq

iснує таке розташування чисел ω1 = ω1(q), ω2 = ω2(q), . . . ,
ωr = ωr(q), що для всiх ρ ∈ Tq виконуються нерiвностi

Re((ρ+ c)ω1) � Re((ρ+ c)ω2) � . . . � Re((ρ+ c)ωr). (2.25)

Оскiльки

pnn, prr ∈W 1
1 ([a, b];R) , pn,n−1, pn+1,n ∈ L2 ([a, b];C) ,

pnn(x) 
= 0, prr(x) 
= 0, a � x � b,

то виконуються всi умови теореми 1.3 (теореми 2 з [88]) i в кожнiй
областi Tq комплексної ρ-площини рiвняння (2.22) має r лiнiйно
незалежних розв’язкiв y1, y2, . . . , yr, регулярних по ρ ∈ Tq для
достатньо великих |ρ|, якi мають для k = 1, r, ν = 0, r − 1 асим-
птотику для |ρ| → ∞ вигляду

y<ν>
k (x, ρ) = Rν(x)(iρωkt

′(x))νÊ(x)eρωkt(x)(1 + o(1)) , (2.26)
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де

Rν(x) =

{
1, ν = 0, n − 1,

a00(x), ν = n, r − 1,

t(x) =

x∫
a

r

√∣∣∣∣ σ(ξ)a00(ξ)

∣∣∣∣dξ, (2.27)

Ê(x) =

∣∣∣∣a00(x)σ(x)

∣∣∣∣
r−1
2r

|a00(x)|−
m
r e

− 1
r

x∫

a

a10(ζ)−a01(ζ)
a00(ζ)

dζ
. (2.28)

Тут пiд o(1) розумiється така функцiя f(x, ρ), що для будь-
якого як завгодно малого ε > 0 iснує достатньо велике N > 0,
що для |ρ| > N , x ∈ [a, b], має мiсце нерiвнiсть |f(x, ρ)| < ε.

З формул (2.21) i (2.23) видно, що y<k> = iky[k], k = 0, n,
y<k> = ik(−1)k−ny[k], k = n+ 1, r. Отже, у всiй областi T ком-
плексної ρ-площини рiвняння (2.19) має r лiнiйно незалежних
розв’язкiв y1, y2, . . . , yr, регулярних по ρ ∈ T , i таких, що
для досить великого |ρ| задовольняють спiввiдношення (k = 1, r,
ν = 0, r − 1)

y
[ν]
k (x, ρ) = R̂ν(x)(ρωkt

′(x))νeρωkt(x)Ê(x) [1 + o(1)] , (2.29)

де

R̂ν(x) =

{
1, ν = 0, n − 1,

(−1)ν−na00(x), ν = n, r − 1,
(2.30)

а t(x) i Ê(x) визначаються так само, як i вище.

2.1.4. Оцiнка квазiпохiдних функцiї Кошi. Наведемо
тут у зв’язку з важкодоступнiстю джерел одну властивiсть [140],
яка знадобиться у подальшому.
Лема 1. Для коренiв r-го степеня з −1 мають мiсце рiвностi

ων
1 + ων

2 + . . . + ων
r = 0, ν = 0, r − 1. (2.31)

Доведення. Числа ω1, ω2, . . . , ωr – рiвновiддаленi одна вiд
одної точки на одиничному колi з центром у початку координат
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комплексної площини. Занумеруємо їх так:

ωk = ei
π+2πk

r , k = 1, r, i =
√
−1.

Комплексним числам можна поставити у вiдповiднiсть вектори з
кiнцями у цих точках комплексної площини i початками у поча-
тку координат. Зафiксуємо один з цих векторiв (наприклад ω1),
сумiстимо початок наступного вектора (вiдповiдного числу ω2)
з кiнцем попереднього i так далi. Утвориться правильний r-ку-
тник, причому останнiй вектор закiнчиться в початку координат.
Отже, ω1 + ω2 + . . .+ ωr = 0.

Числа ων
k мають вигляд ων

k = eνi
π+2πk

r . Зрозумiло, що в де-
яких випадках окремi з цих чисел можуть спiвпасти, але всi во-
ни так само лежатимуть на одиничному колi з центром у по-
чатку координат. Аналогiчно, як вище, сумiщенням початкiв на-
ступних векторiв з кiнцями попереднiх, отримаємо многокутник,
який означатиме рiвнiсть (2.31). Лему доведено.

Нехай K(x, z) – функцiя Кошi рiвняння (2.19). Квадратнi
дужки у формулах (2.21) i нижче позначають квазiпохiднi в
сенсi рiвняння (2.19) за першою змiнною. За допомогою фiгур-
них дужок ми позначатимемо квазiпохiднi в сенсi спряженого до
(2.19) рiвняння, їх можна вiдчитати з вiдповiдної йому спряже-
ної системи Z ′ = −(Φ∗(x))′Z, де Z = colon(z{r−1}, z{r−2}, . . . , z).
Зi структури матрицi Φ′(x) зрозумiло, що

⎧⎪⎨
⎪⎩
z{k} = z(k), k = 0,m− 1; z{m} = −a00z(m) − ā01z

(m−1);

z{m+1} = −(z{m})′ − ā10z
(m) − ā01a

−1
00 ā10z

(m−1);

z{m+k} = −(z{m+k−1})′, k = 2, n − 1.
(2.32)

Вiд функцiї Кошi квазiпохiднi в сенсi спряженого рiвняння
братимуться за другою змiнною. Мiшанi квазiпохiднi функцiї
Кошi K [i]{j}(x, z) (i, j = 0, r − 1) можна подати (див. [121, 124,
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с. 107]) у виглядi

K [i]{j}(x, z) =
1

W (z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(z) · · · yr(z)
· · · · · · · · ·

y
[r−j−2]
1 (z) · · · y

[r−j−2]
r (z)

y
[i]
1 (x) · · · y

[i]
r (x)

y
[r−j]
1 (z) · · · y

[r−j]
r (z)

· · · · · · · · ·
y
[r−1]
1 (z) · · · y

[r−1]
r (z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (2.33)

де

W (z) =

∣∣∣∣∣∣
y1(z) · · · yr(z)
· · · · · · · · ·

y
[r−1]
1 (z) · · · y

[r−1]
r (z)

∣∣∣∣∣∣, (2.34)

а y1, y2, . . . , yr – лiнiйно незалежна система розв’язкiв рiвняння
(2.19), асимптотична поведiнка якої для великих значень параме-
тра |ρ| подається формулами (2.29). Пiдставивши (2.29) в (2.33),
(2.34), можна помiтити, що з усiх рядкiв, крiм (r− j)-го, обидвох
визначникiв виносяться i скорочуються вирази

R̂ν(z)(ρt
′(z))ν Ê(z) (ν = 0, r − 1, ν 
= r − j − 1),

а з усiх стовпцiв обидвох визначникiв виносяться i скорочуються
вирази

eρω1t(z), eρω2t(z), . . . , eρωrt(z).

Тепер, розписавши чисельник за елементами (r − j)-го рядка,
отримаємо для великих значень параметра |ρ|

K [i]{j}(x, z) = ρi+j+1−rQij(x, z)

r∑
k=1

eρωk(t(x)−t(z))〈γkj
γ

〉z〈ωi
k〉x,

(2.35)
де

Qij(x, z) = R̂i(x)R̂
−1
r−j−1(z)(t

′(x))i(t′(z))1+j−rÊ(x)Ê−1(z); (2.36)
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γ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
ω1 ω2 · · · ωr

· · · · · · · · · · · ·
ωr−1
1 ωr−1

2 · · · ωr−1
r

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

а γkj – алгебричнi доповнення елементу ωr−j−1
k у визначнику γ,

γ 
= 0 як визначник Вандермонда.
Тут i нижче 〈α〉x = α(1 + o(1)) при |ρ| → ∞, тобто 〈α〉x =

= α(1 + f(x, ρ)), причому ∀ε > 0 достатньо малого ∃N > 0 таке,
що для |ρ| > N i x ∈ [a, b] |f(x, ρ)| � ε.

Нехай Mkj =
γkj
γk0

, тобто γkj = Mkj γk0, j = 0, r − 1. Вра-

хувавши, що для функцiї Кошi K [i](z, z) = 0, i = 0, r − 2,
K [r−1](z, z) = 1, а Qr−1,0(z, z) = 1, Mk0 = 1, розглянемо систему
лiнiйних алгебричних рiвнянь вiдносно невiдомих γk0

r∑
k=1

ωi
k

γk0
γ

=

{
0, i = 0, r − 2,
1, i = r − 1.

(2.37)

Система (2.37) має єдиний розв’язок, бо її визначник
γ

γ
= 1;

з iншого боку, вона задовольняється для
γk0
γ

= −ωk

r
, оскiльки

ωr
k = −1 i ωi+1

1 +ωi+1
2 + . . .+ωi+1

r = 0 за лемою 1. Отже, формула
(2.35) набуває вигляду (i, j = 0, r − 1)

K [i]{j}(x, z) = − Qij(x, z)

rρr−1−i−j

r∑
k=1

Mkje
ρωk(t(x)−t(z))ωi+1

k 〈1〉kx〈1〉kz .

(2.38)

2.1.5. Перехiд до рiвняння з мiрами. Ми будемо шукати
асимптотику фундаментальної системи розв’язкiв за допомогою
узагальнення методу [172]. Якщо праву частину рiвностi

Y ′ − Φ′Y = Ψ′Y

розглядати як «неоднорiднiсть», то згiдно з формулою для нео-
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днорiдного рiвняння (1.41)

Y (x) = B(x, a)Y (a) +

x∫
a

B(x, ξ)dΨ(ξ)Y (ξ), (2.39)

де B(x, ξ) – фундаментальна матриця однорiдної системи (2.18);
вона має структуру (див. [112, 124, с. 103])

B(x, ξ)=

⎛
⎜⎜⎝

K{r−1}(x, ξ) · · · K{1}(x, ξ) K(x, ξ)

K [1]{r−1}(x, ξ) · · · K [1]{1}(x, ξ) K [1](x, ξ)
· · · · · · · · · · · ·

K [r−1]{r−1}(x, ξ) · · · K [r−1]{1}(x, ξ) K [r−1](x, ξ)

⎞
⎟⎟⎠,
(2.40)

де K(x, ξ) – функцiя Кошi рiвняння (2.19), квадратнi дужки по-
значають квазiпохiднi (2.21) в сенсi рiвняння (2.19), а фiгурнi –
квазiпохiднi (2.32) в сенсi рiвняння, спряженого до (2.19). Пiд-
ставивши (2.6), (2.17), (2.20) i (2.40) в (2.39), отримаємо⎛
⎝ y(x)

· · ·
y[r−1](x)

⎞
⎠=

⎛
⎝ K{r−1}(x, a) · · · K(x, a)

· · · · · · · · ·
K [r−1]{r−1}(x, a) · · · K [r−1](x, a)

⎞
⎠
⎛
⎝ c̃1

· · ·
c̃r

⎞
⎠+

+

x∫
a

⎛
⎝ K{r−1}(x, ξ) · · · K(x, ξ)

· · · · · · · · ·
K [r−1]{r−1}(x, ξ) · · · K [r−1](x, ξ)

⎞
⎠×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
· · ·
0

−
n∑

s=2
a−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)dξ

n∑
s=1

(
dbs1(ξ)− a01(ξ)a

−1
00 (ξ)as0(ξ)dξ

)
y(n−s)(ξ)

n∑
s=1

(
dbs2(ξ)−a02(ξ)a−1

00 (ξ)as0(ξ)dξ
)
y(n−s)(ξ)+A2(ξ)dξ

· · ·
n∑

s=1

(
dbsm(ξ)−a0m(ξ)a−1

00 (ξ)as0(ξ)dξ
)
y(n−s)(ξ)+Am(ξ)dξ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,
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де останнiй стовпець мiстить нульовi елементи лише в перших
n − 1 рядках, а Aj(ξ) = a0j(ξ)a

−1
00 (ξ)y

[n](ξ), j = 2,m. Звiдси ви-
пливає система iнтегро-квазiдиференцiальних рiвнянь

y[ν](x) =
r∑

s=1

c̃sK
[ν]{r−s}(x, a)−

−
n∑

s=2

x∫
a

K [ν]{m}(x, ξ)a−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)dξ +

+

m∑
p=1

n∑
s=1

x∫
a

K [ν]{m−p}(x, ξ)y(n−s)(ξ)dbsp(ξ)−

−
m∑
p=1

n∑
s=1

x∫
a

K [ν]{m−p}(x, ξ)a0p(ξ)a−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)dξ +

+

m∑
p=2

x∫
a

K [ν]{m−p}(x, ξ)a0p(ξ)a−1
00 (ξ)y

[n](ξ)dξ, ν = 0, r − 1.

(2.41)

Тут y(x) – розв’язок рiвняння (2.3) або, що те саме, враху-
вавши (2.24), рiвняння

Lmn(y) = (−1)m+1 sgn(a00σ)ρ
rσ(x)y. (2.42)

Пiдставивши (2.38) в (2.41) i замiнивши iндекс k на j, отри-
маємо

y[ν](x) = −
r∑

s=1

c̃s
Qν,r−s(x, a)

rρs−ν−1

r∑
j=1

Mj,r−se
ρωjt(x)ων+1

j 〈1〉jx〈1〉j +

+Ων(x), ν = 0, r − 1,
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де

Ων(x) =

n∑
s=2

x∫
a

Qνm(x, ξ)

rρr−1−ν−m

r∑
j=1

Mjme
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ×

×〈1〉jx〈1〉
j
ξa

−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)dξ −

−
m∑
p=1

n∑
s=1

x∫
a

Qν,m−p(x, ξ)

rρr−1−ν−m+p

r∑
j=1

Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ×

×〈1〉jx〈1〉
j
ξ y

(n−s)(ξ)dbsp(ξ)+

+

m∑
p=1

n∑
s=1

x∫
a

Qν,m−p(x, ξ)

rρr−1−ν−m+p

r∑
j=1

Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ×

×〈1〉jx〈1〉
j
ξa0p(ξ)a

−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)dξ −

−
m∑
p=2

x∫
a

Qν,m−p(x, ξ)

rρr−1−ν−m+p

r∑
j=1

Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j 〈1〉jx〈1〉
j
ξ×

×a0p(ξ)a−1
00 (ξ)y

[n](ξ)dξ.

Виберемо cj так, щоб для 0 � ν � r − 1

y[ν](x) =
r∑

j=1

R̂ν(x)(ρt
′(x))νων

j cjÊ(x)eρωjt(x)〈1〉jx +Ων(x). (2.43)

Тодi для cj справджується система (j = 1, r)

−
r∑

s=1

c̃sR̂
−1
s−1(a)

(t′(a))1−s

rρs−1
Ê−1(a)Mj,r−sωj〈1〉j = cj . (2.44)

Покладемо для деякого фiксованого k, k = 1, r,

ĉj = cj для j = 1, k, (2.45)
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ĉj = cj −
n∑

s=2

Mjm

rρn−1

b∫
a

e−ρωjt(ξ)ωj 〈1〉jξ as0(ξ)
Ê(ξ) a200(ξ) (t

′(ξ))n−1
y(n−s)(ξ)dξ +

+

m∑
p=1

n∑
s=1

(−1)pMj,m−p

rρn+p−1

⎡
⎣ b∫

a

e−ρωjt(ξ)ωj 〈1〉jξ y(n−s)(ξ)

Ê(ξ) a00(ξ) (t′(ξ))n+p−1
dbsp(ξ) −

−
b∫

a

e−ρωjt(ξ)ωj 〈1〉jξ
Ê(ξ) a200(ξ) (t

′(ξ))n+p−1
a0p(ξ) as0(ξ) y

(n−s)(ξ)dξ

⎤
⎦+

+

m∑
p=2

(−1)p

rρn+p−1
Mj,m−p

b∫
a

e−ρωjt(ξ)a0p(ξ)ωj

Ê(ξ) a200(ξ) (t
′(ξ))n+p−1

〈1〉jξ y
[n](ξ)dξ

для j = k + 1, r. (2.46)

Внаслiдок того, що для p � 1

Qν,m−p(x, ξ) = R̂ν(x)(−1)p−1a−1
00 (ξ)(t

′(x))ν(t′(ξ))1−n−p×
×Ê(x)Ê−1(ξ), ν = 0, r − 1,

ввiвши позначення

K1νp(x, ξ, ρ) =
k∑

j=1

ρνQν,m−p(x, ξ)Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ,

K2νp(x, ξ, ρ) =

r∑
j=k+1

ρνQν,m−p(x, ξ)Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ,

ν = 0, r − 1, p = 0,m,

i пiдставивши (2.45), (2.46) в (2.43), отримаємо

y[ν](x) = R̂ν(x)
r∑

j=1

(ρωjt
′(x))ν〈ĉj〉jxÊ(x)eρωj t(x) +

+H1ν(a, x, ρ) +H2ν(b, x, ρ), ν = 0, r − 1, (2.47)
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де для q = 1, 2, ν = 0, r − 1

Hqν(u, x, ρ) =

=

n∑
s=2

ρ1−n

r

x∫
u

Kqν0(x, ξ, ρ)a
−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)〈1〉x,ξdξ −

−
m∑
p=1

n∑
s=1

ρ1−n−p

r

⎡
⎣ x∫
u

Kqνp(x, ξ, ρ)y
(n−s)(ξ)〈1〉x,ξdbsp(ξ) −

−
x∫

u

Kqνp(x, ξ, ρ)a0p(ξ)a
−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)〈1〉x,ξdξ

⎤
⎦−

−
m∑
p=2

ρ1−n−p

r

x∫
u

Kqνp(x, ξ, ρ)a0p(ξ)a
−1
00 (ξ)y

[n](ξ)〈1〉x,ξdξ.

2.1.6. Асимптотика розв’язкiв рiвняння з мiрами.
Лема 2. Iснує така стала C, що для всiх ρ ∈ T мають

мiсце нерiвностi

|K1νp(x, ξ, ρ)|� C|ρ|νk
∣∣∣eρωk(t(x)−t(ξ))

∣∣∣ для a� ξ � x� b, (2.48)

|K2νp(x, ξ, ρ)|� C|ρ|ν(r − k)
∣∣∣eρωk(t(x)−t(ξ))

∣∣∣ для a� x� ξ � b,

(2.49)

ν = 0, r − 1, p = 0,m.

Доведення. Виберемо сталу C1 так, щоб∣∣∣ec(ωj−ωk)(t(x)−t(ξ))
∣∣∣ � C1 (2.50)

для всiх j, k = 1, r i всiх x та ξ з iнтервалу [a, b]; це можливо, бо
лiва частина (2.50) є неперервною функцiєю змiнних x i ξ. Якщо
ρ ∈ T , то з нерiвностей (2.25) випливає, що для α � k

Re(ρωα) � Re(ρωα + (ρ+ c)(ωk − ωα));
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звiдки для a � ξ � x � b∣∣∣eρωα(t(x)−t(ξ))
∣∣∣ � ∣∣∣e[ρωα+(ρ+c)(ωk−ωα)](t(x)−t(ξ))

∣∣∣ � C1

∣∣∣eρωk(t(x)−t(ξ))
∣∣∣,

бо t(x) – монотонна функцiя. Пригадаємо, що функцiї a00(x) i
σ(x) є абсолютно неперервними на [a, b] i не перетворюються
в нуль у жоднiй точцi цього промiжку. Отже, функцiї a00(x),
σ(x), a−1

00 (x) i σ
−1(x) на вiдрiзку [a, b] є обмеженими. Тодi фун-

кцiї Qν,m−p(x, ξ) теж є там обмеженими i

|K1νp(x, ξ, ρ)|=

∣∣∣∣∣∣
k∑

j=1

ρνQν,m−p(x, ξ)Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j

∣∣∣∣∣∣�
� Ck |ρ|ν

∣∣∣eρωk(t(x)−t(ξ))
∣∣∣.

Аналогiчно доводиться нерiвнiсть (2.49). Лему доведено.
У наступнiй теоремi на основi аналiзу iнтегро-квазiдиферен-

цiальних рiвнянь (2.47) встановлюються асимптотичнi формули
для розв’язкiв рiвняння (2.3).
Теорема 2.1. За вищезгаданих умов на коефiцiєнти ква-

зiдиференцiального рiвняння (2.3), воно у всiй областi T ком-
плексної ρ-площини має r лiнiйно незалежних розв’язкiв y1,
y2, . . . , yr, регулярних (тобто однозначних аналiтичних) вiд-
носно ρ ∈ T для досить великого |ρ| i таких, що для великих |ρ|
задовольняють спiввiдношення

y
[ν]
k (x, ρ) = R̂ν(x)(ρωkt

′(x))νeρωkt(x)Ê(x) [1 + o(1)] , (2.51)

де ν = 0, r − 1, k = 1, r, а R̂ν(x), t(x) i Ê(x) визначаються фор-
мулами (2.27), (2.28) i (2.30).
Доведення. Припустимо, що рiвняння (2.3) має такий

розв’язок yk, що ĉν = 0 для ν 
= k, ĉk = 1. Таким чином,

y
[ν]
k (x) = R̂ν(x)(ρt

′(x))ν〈ων
k〉xÊ(x)eρωkt(x) +

+H1ν(a, x, ρ) +H2ν(b, x, ρ), ν = 0, r − 1. (2.52)
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Покладемо для ν = 0, r − 1

zkν(x) = y
[ν]
k (x)R̂−1

ν (x)(ρt′(x))−νÊ−1(x)e−ρωkt(x) (2.53)

i введемо позначення

Kkpνs(x, ξ, ρ) =
1

r
R̂−1

ν (x)K1νp(x, ξ, ρ)(t
′(x))−ν(t′(ξ))n−s×

×ρ2−p−s−ν Ê(ξ)

Ê(x)
e−ρωk(t(x)−t(ξ)) для ξ � x, (2.54)

Kkpνs(x, ξ, ρ) = −1

r
R̂−1

ν (x)K2νp(x, ξ, ρ)(t
′(x))−ν(t′(ξ))n−s×

×ρ2−p−s−ν Ê(ξ)

Ê(x)
e−ρωk(t(x)−t(ξ)) для ξ > x; (2.55)

ν = 0, r − 1, k = 1, r, p = 0,m, s = 0, n;

тодi для функцiй zkν(x, ρ) ми отримаємо систему iнтегральних
рiвнянь (k = 1, r, ν = 0, r − 1)

zkν(x, ρ) = 〈ων
k〉x +

+
1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kk0νs(x, ξ, ρ)
as0(ξ)

a00(ξ)
〈1〉x,ξ zk,n−s(ξ, ρ)dξ −

− 1

ρ

m∑
p=1

n∑
s=1

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)〈1〉x,ξ zk,n−s(ξ, ρ)dbsp(ξ) +

+
1

ρ

m∑
p=1

n∑
s=1

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)
a0p(ξ)

a00(ξ)
as0(ξ)〈1〉x,ξ zk,n−s(ξ, ρ)dξ −

− 1

ρ

m∑
p=2

b∫
a

Kkpν0(x, ξ, ρ)a0p(ξ)a
−1
00 (ξ)〈1〉x,ξ zkn(ξ, ρ)dξ. (2.56)

Другий iнтеграл в (2.56) буде iснувати як iнтеграл Стiльтьєса
внаслiдок того, що пiдiнтегральна функцiя може мати розриви
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хiба що справа, тодi як bsp(x) є неперервними праворуч. Побуду-
ємо функцiї Q̂kpνs(x, ξ, ρ) i gsp(x) (k = 1, r, p = 0, 2m, ν = 0, r − 1,
s = 0, n) наступним чином:

Q̂kpνs(x, ξ, ρ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−Kkpνs(x, ξ, ρ), s = 0, n, p = 1,m;

Kk,p−m,νs(x, ξ, ρ), s = 1, n, p = m+ 1, 2m;

Kk0νs(x, ξ, ρ), s = 1, n, p = 0;

0, s = 0, p = 0,m+ 1,m+ 2, . . . , 2m;
(2.57)

gsp(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

bsp(x), s = 1, n, p = 1,m;
x∫
a
a0p(t)a

−1
00 (t)dt, s = 0, p = 0,m;

x∫
a
a−1
00 (t)as0(t)dt, s = 1, n, p = 0;

x∫
a
a0,p−m(t)a−1

00 (t)as0(t)dt, s = 0, n, p = m+ 1, 2m.

(2.58)
Iнтеграл Лебега зi змiнною верхньою межею вiд сумовної

функцiї є абсолютно неперервною функцiєю на промiжку [a, b], а
отже, має обмежену варiацiю на цьому промiжку. Внаслiдок цьо-
го всi gsp(x) теж мають обмежену варiацiю на [a, b]. Тодi (2.56)
можна зобразити в компактнiшому виглядi

zkν(x, ρ) = 〈ων
k〉x +

+
1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Q̂kpνs(x, ξ, ρ)〈1〉x,ξ zk,n−s(ξ, ρ)dgsp(ξ). (2.59)

Для фiксованого k i ν = 0, r − 1 (2.59) є системою iнтеграль-
них рiвнянь вiдносно функцiй zkν(x, ρ) (ν = 0, r − 1). Якщо вона
має розв’язок zkν, то, використавши метод послiдовних пiдста-
новок, отримаємо:

zkν(x, ρ) = 〈ων
k〉x+

1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Q̂kpνs(x, ξ, ρ)〈ωn−s
k 〉x,ξdgsp(ξ) +
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+
1

ρ2

2m∑
p1,p2=0

n∑
s1,s2=0

b∫
a

b∫
a

Q̂kp1νs1(x, ξ, ρ)Q̂kp2,n−s1,s2(ξ1, ξ2, ρ)×

× zk,n−s2(ξ2)〈1〉x,ξdgs1p1(ξ1)dgs2p2(ξ2) = . . .

. . . = 〈ων
k〉x +

1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Q̂kpνs(x, ξ, ρ)〈ωn−s
k 〉x,ξdgsp(ξ)+. . .

. . . +
1

ρd

2m∑
p1,p2,...,pd=0

n∑
s1,s2,...,sd=0

b∫
a

. . .

b∫
a

Q̂kp1νs1(x, ξ1, ρ)× . . .

. . .× Q̂k,pd,n−sd−1,sd(ξd−1, ξd, ρ)〈ωn−sd
k 〉x,ξdgs1p1(ξ1) . . . dgsdpd(ξd) +

+
1

ρd+1

2m∑
p1,p2,...,pd+1=0

n∑
s1,s2,...,sd+1=0

b∫
a

. . .

b∫
a

Q̂kp1νs1(x, ξ1, ρ)×. . .

. . .× Q̂k,pd+1,n−sd,sd+1
(ξd, ξd+1, ρ)zk,n−sd+1

(ξd+1)×
× 〈1〉x,ξdgs1p1(ξ1) . . . dgsd+1,pd+1

(ξd+1). (2.60)

Покладемо B = max
a�x�b

|zkν(x)|, ν = 0, r − 1. Пригадаємо, що

функцiї a00(x) i σ(x) є абсолютно неперервними на [a, b] i не
перетворюються в нуль у жоднiй точцi цього промiжку. Отже,
функцiї a00(x), σ(x), a−1

00 (x) i σ
−1(x) на вiдрiзку [a, b] є обмеже-

ними. Тодi з леми 2 випливає, що iснують такi сталi L i R, що для
|ρ| > R ∀k, p, ν, s маємо

∣∣∣Q̂kpνs(x, ξ, ρ)〈1〉x,ξ
∣∣∣ � L. Введемо позна-

чення vsp =
b
V
a
gsp(x), s = 0, n, p = 0, 2m; тодi останнiй доданок в

(2.60) за модулем не перевищує

B
Ld+1

|ρ|d+1

2m∑
p1,p2,...pd+1=0

n∑
s1,s2,...,sd+1=0

d+1∏
j=1

vsjpj =

= B
Ld+1

|ρ|d+1

∑
sij�0,

n∑

i=0

2m∑

j=0
sij=d+1

(d+ 1)!
n∏

i=0

2m∏
j=0

sij!

n∏
i=0

2m∏
j=0

v
sij
ij ,
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що можна записати за формулою полiнома у виглядi

B

⎡
⎣ L

| ρ |

n∑
s=0

2m∑
p=0

vsp

⎤
⎦

d+1

.

Для |ρ| > R0, де

R0 = max

⎧⎨
⎩R, L

n∑
s=0

2m∑
p=0

vsp

⎫⎬
⎭,

функцiя zkν(x) = zkν(x, ρ) є сумою ряду

zkν(x, ρ) = 〈ων
k〉x+

1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Q̂kpνs(x, ξ, ρ)〈ωn−s
k 〉x,ξdgsp(ξ) +

+
1

ρ2

2m∑
p1,p2=0

n∑
s1,s2=0

b∫
a

b∫
a

Q̂kp1νs1(x, ξ1, ρ)Q̂kp2,n−s1,s2(ξ1, ξ2, ρ)×

×〈ωn−s2
k 〉x,ξ dgs1p1(ξ1) dgs2p2(ξ2) + . . . ,

оскiльки вiн мажорується сумою геометричної прогресiї зi зна-
менником, меншим вiд одиницi. Навпаки, легко побачити, що в
кожнiй областi |ρ| � R1 > R0, a � x � b цей ряд збiгається рiвно-
мiрно i є розв’язком системи (2.56). Отже, ця система має один i
тiльки один розв’язок zkν(x, ρ), аналiтичний вiдносно ρ, причому

zkν(x, ρ) = ων
k(1 + o(1)) +O

(
1
ρ

)
= ων

k(1 + o(1)).

Звiдси i з (2.53) випливають спiввiдношення (2.51), з яких
можна зробити висновок про лiнiйну незалежнiсть функцiй y1,
y2, . . . , yr. Залишається довести, що iснує розв’язок yk(x, ρ) рiв-
няння (2.3), що задовольняє (2.52). Для цього достатньо показа-
ти, що якими б не були сталi ĉν , iснує розв’язок y рiвняння (2.3),
що задовольняє (2.47) для цих значень ĉν . Очевидно, досить до-
вести, що визначник лiнiйного перетворення вiд сталих c̃j до ĉj
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(добуток двох перетворень вiд c̃j до cj та вiд cj до ĉj) для доста-
тньо великих |ρ|, ρ ∈ T , вiдрiзняється вiд нуля; в цьому випадку
системи (2.44) i (2.45), (2.46) можна розв’язати вiдносно c̃j для
довiльно заданих ĉj. Розв’язок y рiвняння (2.3), рiвносильного
першому рiвнянню системи (2.43), що вiдповiдає цим значенням
c̃j , буде тодi шуканим.

Але якщо визначник перетворення (2.44) – (2.46) дорiвнює
нулю для як завгодно великих |ρ|, ρ ∈ T (детермiнант хоча
б одного з перетворень (2.44) – (2.46) дорiвнює нулю), то для
цих значень ρ системи (2.44) i (2.45), (2.46) мають нетривiаль-
нi розв’язки вiдносно c̃j для ĉ1 = ĉ2 = . . . = ĉr = 0. Вiдповiдна
функцiя y буде тодi нетривiальним розв’язком першого рiвняння
системи

y
[ν]
k (x) = H1ν(a, x, ρ) +H2ν(b, x, ρ), ν = 0, r − 1,

яку можна отримати з (2.47) для ĉ1 = ĉ2 = . . . = ĉr = 0.
Доведемо, що це неможливо. Скориставшись замiною

zν(x) = y[ν](x)R̂−1
ν (x)(ρt′(x))−νÊ−1(x)e−ρωkt(x), (2.61)

де ν = 0, r − 1, i врахувавши (2.54), (2.55), отримаємо для фун-
кцiй zν систему рiвнянь

zν(x, ρ) =
1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kk0νs(x, ξ, ρ)a
−1
00 (ξ)as0(ξ)〈1〉x,ξ zn−s(ξ, ρ)dξ −

− 1

ρ

m∑
p=1

n∑
s=1

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)〈1〉x,ξ zn−s(ξ, ρ)dbsp(ξ) +

+
1

ρ

m∑
p=1

n∑
s=1

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)a0p(ξ)a
−1
00 (ξ)as0(ξ)〈1〉x,ξ zn−s(ξ, ρ)dξ −

− 1

ρ

m∑
p=2

b∫
a

Kkpν0(x, ξ, ρ)a0p(ξ)a
−1
00 (ξ)〈1〉x,ξ zn(ξ, ρ)dξ.
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За допомогою (2.57) i (2.58) останню рiвнiсть можна записати
в компактнiшiй формi

zν(x, ρ) =
1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Q̂kpνs(x, ξ, ρ)〈1〉x,ξ zn−s(ξ, ρ)dgsp(ξ).

Поклавши m(ρ) = max |zν(x, ρ)|, a � x � b, ν = 0, r − 1, i
застосувавши лему до правої частини останньої системи, можна
прийти до оцiнки

|zν(x, ρ)| �
C1

|ρ|

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

|ρ|2−p−s |dgsp(ξ)|m(ρ).

Оскiльки лiва частина досягає свого максимуму m(ρ), то
m(ρ) � m(ρ)C2/|ρ|, де C1, C2 – сталi.

Для великих значень |ρ| ця нерiвнiсть можлива лише тодi,
коли m(ρ) = 0; отже, zν(x, ρ) = 0. Звiдси на основi (2.61) y ≡ 0
при ν = 0, i теорему повнiстю доведено.
Зауваження. Оскiльки асимптотичнi формули (2.51) збiга-

ються з асимптотичними формулами (2.29), формули (2.38) ма-
ють мiсце й у тому випадку, коли K(x, z) – функцiя Кошi рiвня-
ння (2.3), причому Mkj i Qij(x, z) визначаються так само, як i у
пунктi 2.1.4. Квазiпохiднi функцiї Кошi в сенсi вихiдного i спря-
женого рiвнянь подаються, вiдповiдно, формулами (2.2) i (2.12).
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2.2. Асимптотика власних значень i власних
функцiй крайової задачi

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[67].

2.2.1. Сингулярний квазiдиференцiальний оператор.
Квазiдиференцiальний вираз Lmn(y), визначений формулою

(2.1), i крайовi умови

Uν(y) ≡
r−1∑
j=0

ανjy
[j](a) +

r−1∑
j=0

βνjy
[j](b) = 0, ν = 1, r, (2.62)

породжують квазiдиференцiальний оператор L з областю визна-
чення

D(L) =
{
y : y[k] ∈ AC ([a, b];C), k = 0, n− 1,

y[s] ∈ BV + ([a, b];C), s = n, r − 1, Uν(y) = 0, ν = 1, r
}
,

який дiє з простору BV + ([a, b];C) в простiр мiр. Тут квадратнi
дужки позначають квазiпохiднi в сенсi квазiдиференцiального
виразу Lmn(y), визначенi формулами (2.2).

Функцiї f1, f2 ∈ BV + ([a, b];C) ми будемо вважати еквiвален-
тними, якщо

b∫
a

|f1(x)− f2(x)|2 dx = 0. (2.63)

Тодi норма i скалярний добуток визначаються в просторi
BV + ([a, b];C) (елементами якого можна вважати не самi фун-
кцiї, а введенi вище класи еквiвалентностi) наступним чином:

(f1, f2)BV =

b∫
a

σ(x)f1(x)f2(x)dx, ‖f‖BV =
√

(f, f)BV ; (2.64)
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а в просторi мiр

‖f‖ =

b∫
a

|dg(x)| =
b
V
a
g, (2.65)

де f(x) = g′(x), а g ∈ BV + ([a, b];C).

2.2.2. Регулярнi крайовi умови. Розглянемо лiнiйнi фор-
ми Uν(y), ν = 1, 2, . . . , n. Число k назвемо порядком форми Uν(y),
якщо ця форма мiстить y[k](a) або y[k](b), але не мiстить змiнних
y[ν](a) i y[ν](b) для ν > k. Розглянемо форми порядку n−1, якщо
такi є. Замiнюючи їх, за необхiдностi, лiнiйними комбiнацiями,
можна добитись того, що максимальне число форм порядку n−1
буде меншим або рiвним 2. Решта форм має порядок менший або
рiвний n−2; застосовуючи до форм порядку n−2 той самий засiб,
зведемо їх число до мiнiмуму i т. д.

Цю операцiю називають нормуванням крайових умов, а самi
умови – нормованими. Таким чином, за допомогою нормування
крайовi умови (2.62) можна подати у виглядi

Uν(y) ≡ Uνa(y) + Uνb(y) = 0, (2.66)

де

Uνa(y) = ανy
[kν ](a) +

kν−1∑
j=0

α̃νjy
[j](a), (2.67)

Uνb(y) = βνy
[kν ](b) +

kν−1∑
j=0

β̃νjy
[j](b), (2.68)

r − 1 � k1 � k2 � . . . � kr � 0, ks+2 < ks,

s = 1, r − 2, |αν |+ |βν | > 0, ν = 1, r.
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Нехай

α̂ν =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
ανÊ(a)

(
r

√∣∣∣ σ(a)
a00(a)

∣∣∣)kν

, kν < n,

ανa00(a)Ê(a)

(
r

√∣∣∣ σ(a)
a00(a)

∣∣∣)kν

, kν � n,

(2.69)

β̂ν =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
βνÊ(b)

(
r

√∣∣∣ σ(b)
a00(b)

∣∣∣)kν

, kν < n,

βνa00(b)Ê(b)

(
r

√∣∣∣ σ(b)
a00(b)

∣∣∣)kν

, kν � n.

(2.70)

Означення 2.9. Для r непарного (r = 2μ−1) нормованi кра-
йовi умови (2.66) назвемо регулярними для розглядуваної задачi
(2.3), (2.66), якщо числа θ0 i θ1, що визначаються спiввiдношен-
ням

θ0 + θ1s =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α̂1ω
k1
1 · · · α̂1ω

k1
μ−1 (α̂1 + sβ̂1)ω

k1
μ β̂1ω

k1
μ+1 · · · β̂1ω

k1
r

α̂2ω
k2
1 · · · α̂2ω

k2
μ−1 (α̂2 + sβ̂2)ω

k2
μ β̂2ω

k2
μ+1 · · · β̂2ω

k2
r

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
α̂rω

kr
1 · · · α̂rω

kr
μ−1 (α̂r + sβ̂r)ω

kr
μ β̂rω

kr
μ+1 · · · β̂rω

kr
r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(2.71)

вiдрiзняються вiд нуля. Для r парного (r = 2μ) нормованi крайо-
вi умови (2.66) називатимемо регулярними для цiєї задачi, якщо
будуть вiдмiнними вiд нуля числа θ−1 i θ1, що визначаються рiв-
нiстю

θ−1

s
+ θ0 + θ1s = det(A,B), (2.72)

де

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α̂1ω

k1
1 · · · α̂1ω

k1
μ−1 (α̂1 + sβ̂1)ω

k1
μ

(
α̂1 +

1
s β̂1

)
ωk1
μ+1

α̂2ω
k2
1 · · · α̂2ω

k2
μ−1 (α̂2 + sβ̂2)ω

k2
μ

(
α̂2 +

1
s β̂2

)
ωk2
μ+1

· · · · · · · · · · · · · · ·
α̂rω

kr
1 · · · α̂rω

kr
μ−1 (α̂r + sβ̂r)ω

kr
μ

(
α̂r +

1
s β̂r

)
ωkr
μ+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
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B =

⎛
⎜⎜⎜⎝

β̂1ω
k1
μ+2 · · · β̂1ω

k1
r

β̂2ω
k2
μ+2 · · · β̂2ω

k2
r

· · · · · · · · ·
β̂rω

kr
μ+2 · · · β̂rω

kr
r

⎞
⎟⎟⎟⎠.

Це означення є узагальненням класичних регулярних умов,
якi наводяться в [76, с. 66–67] i, в бiльш загальному сенсi, в [42,
с. 203–205] (див. пункт 1.1.3). Вiдмiннiсть полягає в тому, що у
виразах (2.67), (2.68) фiгурують квазiпохiднi замiсть звичайних
похiдних, а в (2.69) i (2.70) присутнi додатково ще й a00(x), σ(x)
та Ê(x).

Означення регулярностi 1.1 не залежить вiд вибору областi
S, за допомогою якої були занумерованi числа ωj. Останнє твер-
дження доводиться абсолютно так само, як i в [76, с. 67–69].

Мають мiсце наступнi властивостi регулярних умов, якi до-
водяться так само, як i в класичному регулярному випадку.

1. Коренi рiвняння θ1ξ+θ0 = 0 не змiнюються при переходi вiд
Sq до Sq′ для q = q′ (mod 2); при переходi вiд S2q+1 до S2q вони
множаться на e±

2πi
r

(k1+k2+...+kr), причому знак + (–) вiдповiдає
r = 4p+ 1 (r = 4p− 1).

2. При змiнi номера q областi Sq на парний доданок коренi
ξ′ i ξ′′ квадратного рiвняння θ1ξ2 + θ0ξ + θ−1 = 0 (вiдповiдного
регулярним крайовим умовам) не змiнюються; при переходi вiд
парного q до непарного вони переходять у 1

ξ′ ,
1
ξ′′ .

2.2.3. Приклад регулярних крайових умов. Розглянемо
крайовi умови типу Штурма для парного r (r = 2μ):

Uja(y) ≡ y[kj ](a) +

kj−1∑
ν=1

αjνy
[ν](a) = 0,

Ujb(y) ≡ y[k
′
j ](b) +

k′j−1∑
ν=1

βjνy
[ν](b) = 0, j = 1, μ,

де r − 1 � k1 > k2 > . . . > kμ � 0; r − 1 � k′1 > k′2 > . . . > k′μ � 0.
Тут половина умов мiстить значення функцiї y i ї ї квазiпохiдних
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лише в точцi x = a, а половина – тiльки в точцi x = b. У цьому
випадку рiвнiсть (2.72) набуває вигляду

θ−1

s
+ θ0 + θ1s =

=±

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α̂1ω
k1
1 · · · α̂1ω

k1
μ−1 α̂1ω

k1
μ α̂1ω

k1
μ+1 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
α̂μω

kμ
1 · · · α̂μω

kμ
μ−1 α̂μω

kμ
μ α̂μω

kμ
μ+1 0 · · · 0

0 · · · 0 sβ̂1ω
k′1
μ

β̂1

s ω
k′1
μ+1 β̂1ω

k′1
μ+2 · · · β̂1ω

k′1
r

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 sβ̂μω

k′μ
μ

β̂μ

s ω
k′μ
μ+1 β̂μω

k′μ
μ+2 · · · β̂μω

k′μ
r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

звiдки

θ1=±
μ∏

j=1

α̂j β̂j

∣∣∣∣∣∣∣
ωk1
1 · · · ωk1

μ−1 ωk1
μ+1

· · · · · · · · · · · ·
ω
kμ
1 · · · ω

kμ
μ−1 ω

kμ
μ+1

∣∣∣∣∣∣∣·
∣∣∣∣∣∣∣
ω
k′1
μ ω

k′1
μ+2 · · · ω

k′1
r

· · · · · · · · · · · ·
ω
k′μ
μ ω

k′μ
μ+2 · · · ω

k′μ
r

∣∣∣∣∣∣∣,

θ−1=±
μ∏

j=1

α̂jβ̂j

∣∣∣∣∣∣∣
ωk1
1 · · · ωk1

μ

· · · · · · · · ·
ω
kμ
1 · · · ω

kμ
μ

∣∣∣∣∣∣∣·
∣∣∣∣∣∣∣
ω
k′1
μ+1 · · · ω

k′1
r

· · · · · · · · ·
ω
k′μ
μ+1 · · · ω

k′μ
r

∣∣∣∣∣∣∣.
Знак ± отримується в останнiх формулах тому, що рядки тут

розташованi не в тому порядку, що в формулi (2.72). З (2.69),
(2.70) видно, що α̂j, β̂j 
= 0, j = 1, μ, а в [76, с. 70–71] доведена
вiдмiннiсть вiд нуля всiх визначникiв у двох останнiх формулах.
Тому крайовi умови типу Штурма є регулярними для рiвняння
(2.3).

2.2.4. Асимптотика власних значень. Для крайової за-
дачi (2.3), (2.66) можна встановити, що за регулярних для неї
крайових умов множина власних значень є злiченною, а асимпто-
тична поведiнка великих за модулем власних значень залежить
лише вiд чисел θ0, θ−1, θ1. Ми будемо вважати (не уточнюю-
чи цього в умовi теореми заради лаконiчностi), що коефiцiєнти
рiвняння (2.3) задовольняють накладенi на них у пунктi 2.1.1
умови.
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Теорема 2.2. Власнi значення задачi на власнi значення
(2.3), (2.66) з регулярними крайовими умовами (2.66) утворю-
ють двi нескiнченнi послiдовностi λ′k, λ

′′
k (k = N,N + 1, N +

+ 2, . . .), де N ∈ N. Для непарного r⎧⎨
⎩
λ′k = (−1)m sgn(a00σ)

(
∓2kπi

h

)r[
1∓ r ln0 ξ(1)

2kπi + o
(
1
k

)]
,

λ′′k = (−1)m sgn(a00σ)
(
±2kπi

h

)r[
1± r ln0 ξ(2)

2kπi + o
(
1
k

)]
,

(2.73)

де h = t(b) > 0, t(x) визначається формулою (2.27), верхнiй знак
вiдповiдає r = 4p−1, а нижнiй – r = 4p+1; ln0 ξ – деяке фiксоване
значення натурального логарифма, а ξ(1) i ξ(2) – коренi рiвняння
θ1ξ + θ0 = 0, що вiдповiдає областi Sq з q вiдповiдно непарним i
парним.

Для парного r, r = 2μ⎧⎨
⎩
λ′k = (−1)m+μ sgn(a00σ)

(
2kπ
h

)r[
1∓ μ ln0 ξ′

kπi + o
(
1
k

)]
,

λ′′k = (−1)m+μ sgn(a00σ)
(
2kπ
h

)r[
1∓ μ ln0 ξ′′

kπi + o
(
1
k

)]
,

(2.74)

де ξ′ i ξ′′ – (рiзнi чи однаковi) коренi рiвняння

θ1ξ
2 + θ0ξ + θ−1 = 0, (2.75)

що вiдповiдає областi S0; причому верхнiй знак у формулах
(2.74) вiдповiдає парному, а нижнiй – непарному μ.

У випадку парного r при θ20 − 4θ−1θ1 = 0 всi власнi значен-
ня, починаючи з деякого, є простими чи двократними, а у всiх
iнших випадках всi власнi значення, починаючи з деякого, є про-
стими.
Доведення здiйснюється методом, запропонованим в [76,

с. 75–83].
Розглянемо спочатку випадок непарного r. Нехай r = 2μ− 1,

а ρ визначається за формулою (2.24). Розiб’ємо всю комплексну
ρ-площину на 2r секторiв Sq i Tq (так само, як це робиться в
пунктi 2.1.3). Нехай числа ωj (рiзнi коренi r-го степеня з −1)
занумеровано так, що для ρ ∈ T виконується ланцюг нерiвностей
(2.25).
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Покладемо
ρ̃j = (ρ+ c)ωj , j = 1, r.

Точки ρ̃1, ρ̃2, . . . , ρ̃r лежать на колi радiуса |ρ + c| на однаковiй
кутовiй вiдстанi 2π

r = 2π
2μ−1 одна вiд одної; тому на правому за-

мкненому пiвколi їх не бiльше, нiж μ. Справдi, якби їх там було
принаймнi μ+ 1, то ми прийшли б до суперечливої нерiвностi

π � 2π

2μ − 1
μ > π,

оскiльки кутова мiра пiвкола дорiвнює π. Звiдси з нерiвностей
(2.25) випливає, що принаймнi першi μ − 1 точок ρ̃1, ρ̃2, . . . ,
ρ̃μ−1 повиннi знаходитись у лiвiй вiдкритiй пiвплощинi, анало-
гiчно останнi μ − 1 точок ρ̃μ+1, ρ̃μ+2, . . . , ρ̃2μ−1 знаходяться у
правiй вiдкритiй пiвплощинi. Iншими словами,

Re(ρ̃1) < 0, Re(ρ̃2) < 0, . . . , Re(ρ̃μ−1) < 0, (2.76)
Re(ρ̃μ+1) > 0, Re(ρ̃μ+2) > 0, . . . , Re(ρ̃r) > 0. (2.77)

Якщо ρ→ ∞, залишаючись у областi T , то лiвi частини (2.76)
i (2.77) прямують до −∞ i +∞ вiдповiдно.

Справдi, Re(ρ̃μ−1), наприклад, не буде прямувати до −∞ ли-
ше тодi, коли кутова вiдстань мiж ρ̃μ−1 i вiд’ємною чи додатною
уявними пiвосями прямує до нуля, але тодi для достатньо вели-
ких |ρ| на дузi

−π
2
− ε � arg ρ̃ � π

2
+ ε

розмiститься μ+ 1 точок ρ̃μ−1, ρ̃μ, . . . , ρ̃r. Звiдси випливає, що

π + 2ε � 2πμ

2μ− 1

для як завгодно малого ε > 0, що є неможливим.
Отже, для ρ → ∞, ρ ∈ T , eρ̃j експоненцiально прямує до

нуля, якщо j < μ, i до безмежностi, якщо j > μ.
Згiдно з теоремою 2.1 для рiвняння (2.3) є r лiнiйно незале-

жних розв’язкiв, якi для великих |ρ|, ρ ∈ T , подаються разом зi
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своїми квазiпохiдними формулами (2.51). Складемо з їх допомо-
гою визначник Δ(λ) = det(Uν(yj)), ν, j = 1, r. Вiдомо, що власнi
значення є нулями Δ(λ).

Пiдставивши вирази (2.51) в нормованi форми Uν(y) ((2.67),
(2.68)), отримаємо

Uνa(yj) = (ρωj)
kν ϕν〈α̂ν〉, Uνb(yj) = (ρωj)

kν ϕνe
ρωjh〈β̂ν〉,

де

ϕν =

{
1, kν < n,
(−1)kν−n, kν � n.

Звiдси
Uν(yj) = (ρωj)

kν ϕν{〈α̂ν〉+ eρωjh〈β̂ν〉}.

У випадку j < μ функцiя eρωjh = e−cωjheρ̃jh експоненцiально
спадає при ρ→ ∞, ρ ∈ T ; отже,

Uν(yj) = (ρωj)
kν ϕν〈α̂ν〉 для j < μ. (2.78)

Аналогiчно,

Uν(yj) = (ρωj)
kν ϕνe

ρωjh〈β̂ν〉 для j > μ. (2.79)

Нарештi,

Uν(yμ) = (ρωj)
kν ϕν{〈α̂ν〉+ eρωμh〈β̂ν〉}. (2.80)

Пiдставимо всi цi вирази в рiвняння

Δ(λ) = det (Uν(yj)) = 0

i скоротимо на спiльнi множники ρk1ϕ1, ρk2ϕ2, . . . , ρkrϕr рядкiв
i eρωμ+1h, eρωμ+2h, . . . , eρωrh останнiх стовпцiв визначника Δ(λ).
Тодi це рiвняння запишеться у виглядi

Δ0 = det(A,B) = 0, (2.81)
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де

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

〈α̂1〉ωk1
1 · · · 〈α̂1〉ωk1

μ−1 〈α̂1 + eρωμhβ̂1〉ωk1
μ

〈α̂2〉ωk2
1 · · · 〈α̂2〉ωk2

μ−1 〈α̂2 + eρωμhβ̂2〉ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
〈α̂r〉ωkr

1 · · · 〈α̂r〉ωkr
μ−1 〈α̂r + eρωμhβ̂r〉ωkr

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠, (2.82)

B =

⎛
⎜⎜⎜⎝

〈β̂1〉ωk1
μ+1 · · · 〈β̂1〉ωk1

r

〈β̂2〉ωk2
μ+1 · · · 〈β̂2〉ωk2

r

· · · · · · · · ·
〈β̂r〉ωkr

μ+1 · · · 〈β̂r〉ωkr
r

⎞
⎟⎟⎟⎠.

Згiдно з визначенням чисел θ0 i θ1 у формулi (2.71) з (2.81) ви-
пливає, що

Δ0 = 〈θ0〉+ eρωμh〈θ1〉.

Якщо ρ – корiнь рiвняння (2.81), то

eρωμh = −〈θ0〉
〈θ1〉

,

тобто

eρωμh = −θ0(1+o(1))
θ1(1+o(1))

= −θ0
θ1

{1+o(1)} = ξ{1+o(1)}, (2.83)

бо внаслiдок регулярностi крайових умов θ0 
= 0, θ1 
= 0. Тому

ρ =
1

ωμh
{ln0 ξ + 2kπi + o(1)}, k = 0,±1,±2, . . . (2.84)

Доведемо тепер, шо дiйсно iснують нулi функцiїΔ, що подаються
формулою (2.84).

Покладемо
ρk =

1

ωμh
{2kπi + ln0 ξ};

тодi спiввiдношення (2.84) перепишеться у виглядi

ρ = ρk + o(1), k = 1, 2, . . .
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Пригадаємо, що всi коренi r-го степеня з −1 є точками на
одиничному колi з центром у початку координат, повернутими
проти годинникової стрiлки вiдносно додатного напрямку дiйсної
осi на кут

π + 2πq

r
(q = 0, 1, . . . , r − 1). (2.85)

Тому будь-яка точка iз сектора Sj при множеннi на корiнь r-го
степеня з −1 перетворюється в точку, отриману з попередньої
поворотом на кут (2.85) вiдносно початку координат, тобто то-
чки сектора Sν з непарним iндексом ν перетворюються в точки
сектора Sj з парним iндексом j i навпаки.

Зрозумiло, що числа 2kπi+ln0 ξ розташованi вздовж прямої,
паралельної уявнiй осi комплексної площини. Якщо r = 4q − 1,
то для k > 0 вони розташовуватимуться в секторi S2q−1 (тобто
з непарним iндексом), а для k < 0 – у секторi Sr+2q−1 (тобто
з парним iндексом). Якщо r = 4q + 1, то для k > 0 цi числа
розташовуватимуться в секторi S2q (з парним iндексом), а для
k < 0 – у секторi Sr+2q (з непарним iндексом). Оскiльки множе-
ння кожного числа iз сектора з непарним iндексом на число ωμ

переводить його в число iз сектора Sr+2q−1 для r = 4q − 1 (S2q

для r = 4q+1), а множення будь-якого числа iз сектора з парним
iндексом на число ωμ – в число iз сектора S2q−1 для r = 4q − 1
(S2q−1 для r = 4q+1), то ми приходимо до наступного висновку.

Числа ρk розташованi паралельно бiсектрисi областi T , при-
чому у випадку r = 4q − 1 для областi T з парним iндексом слiд
брати k > 0, а для областi T з непарним iндексом потрiбно брати
k < 0; у випадку r = 4q+1 навпаки: для областi T з парним iнде-
ксом необхiдно брати k < 0, а для областi T з непарним iндексом
k > 0.

Опишемо тепер навколо кожної точки ρk коло Γk одного й
того самого радiуса p/h, де p < π, h = t(b) – скiнченне число,
h > 0. Внаслiдок щойно сказаного, при k достатньо великому цi
кола будуть повнiстю мiститись в областi T . Оскiльки ξ = eρkωμh,
рiвняння (2.83) можна переписати у виглядi

eωμ(ρ−ρk)h − 1− o(1) = 0. (2.86)
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Розглянемо тепер функцiю

f = eωμ(ρ−ρk)h − 1 = eωμ(ρ−ρ0)h − 1

(бо (ρk − ρ0)ωμh = 2kπi). Введемо нову змiнну ζ, поклавши

ωμ(ρ− ρ0)h = ζ.

D

Γ′
0

Im ζ = π

Im ζ = −π
Рис. 2.

Тодi
f = eζ − 1

i кола Γk перейдуть у кола Γ′
k радiуса p навколо точок ζk = 2kπi.

Розглянемо спочатку область D, обмежену прямими Im ζ = ±π i
колом Γ′

0 (рис. 2). У цiй областi функцiя f(ζ) не перетворюється
в нуль, а для |Re ζ| достатньо великих (|Re ζ| > N) функцiя f(ζ)
обмежена знизу, оскiльки

lim
Re ζ→+∞

|f(ζ)| = ∞, lim
Re ζ→−∞

|f(ζ)| = 1.

Отже, внаслiдок того, що f(ζ) – перiодична функцiя з перiодом
2πi, вона скрiзь зовнi кiл Γ′

k обмежена знизу додатним числом.
Звiдси можна зробити висновок, що при достатньо великих |ρ|
функцiя Δ не має нулiв зовнi кiл Γk (бо рiвняння (2.81) еквiва-
лентне рiвнянню (2.86)).

Нехай m – мiнiмум функцiї |eωμ(ρ−ρk)h− 1| на Γk; оскiльки на
колi Γk

ρ− ρk =
p

h
eiθ,

то m не залежить вiд k. На цьому самому колi |o(1)| < m для до-
статньо великих |ρ|. Внаслiдок вiдомої теореми Руше (див., на-
приклад, [82, с. 246]), звiдси випливає, що рiвняння (2.86) має
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всерединi Γk стiльки ж коренiв, скiльки їх там має рiвняння
eωμ(ρ−ρk)h−1 = 0, тобто рiвно один корiнь, який позначимо через
ρ′k.

Внаслiдок (2.84)

ρ′k =
1

ωμh
{2kπi + ln0 ξ + o(1)}

або
ρ′k =

2kπi

ωμh

{
1 +

ln0 ξ

2kπi
+ o

(
1

k

)}
.

Якщо тепер застосувати останню формулу до кожної з обла-
стей T i врахувати сформульованi вище мiркування стосовно ви-
бору знаку k, то пiсля пiднесення до r-го степеня ми отримаємо
формули (2.73). Простота цих власних значень для достатньо
великого |k| пов’язана з тим, що згiдно з теоремою Руше вони є
простими нулями визначника Δ(λ).

Нехай тепер r парне (r = 2μ), доведення теореми в цьому
випадку здiйснюється за тiєю самою схемою. Розглянемо знову
фiксовану область T , для якої справджуються нерiвностi (2.25).
Мiркуючи так само, як i у випадку непарного r, можна показати,
що

Re(ρ̃1) < 0, Re(ρ̃2) < 0, . . . , Re(ρ̃μ−1) < 0, (2.87)
Re(ρ̃μ+2) > 0, Re(ρ̃μ+3) > 0, . . . , Re(ρ̃r) > 0, (2.88)

причому лiвi частини (2.87) i (2.88) прямують вiдповiдно до −∞
i +∞, коли ρ→ ∞, залишаючись у заданiй областi T .

Звiдси, як i у випадку непарного r, можна зробити висновок,
що {

Uν(yj) = (ρωj)
kν ϕν〈α̂ν〉 для j � μ− 1,

Uν(yj) = (ρωj)
kν ϕνe

ρωjh〈β̂ν〉 для j � μ+ 2,
(2.89)

i, крiм того, врахувавши, що рiвняння парного степеня ωr + 1 = 0
разом з коренем ωj мiстить також корiнь −ωj,

Uν(yμ) = (ρωμ)
kν ϕν〈α̂ν + eρωμhβ̂ν〉, (2.90)

Uν(yμ+1) = (ρωμ+1)
kν ϕν〈α̂ν + e−ρωμhβ̂ν〉 (2.91)
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в позначеннях попереднього пункту, причому зрозумiло, що
Re(ρ̃μ) � 0, а Re(ρ̃μ+1) � 0.

Пiдставивши в рiвняння Δ = 0 вирази (2.89), (2.90), (2.91)
для Uν(yj) i здiйснивши скорочення, отримаємо рiвняння вигля-
ду

Δ0 = 0,

де

Δ0 = det(A,B1),

B1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

〈α̂1 + e−ρωμhβ̂1〉ωk1
μ+1 〈β̂1〉ωk1

μ+2 · · · 〈β̂1〉ωk1
r

〈α̂2 + e−ρωμhβ̂2〉ωk2
μ+1 〈β̂2〉ωk2

μ+2 · · · 〈β̂2〉ωk2
r

· · · · · · · · · · · ·
〈α̂r + e−ρωμhβ̂r〉ωkr

μ+1 〈β̂r〉ωkr
μ+2 · · · 〈β̂r〉ωkr

r

⎞
⎟⎟⎟⎠,

а матриця A визначається формулою (2.82).
За означенням чисел θ0, θ1, θ−1 (див. формулу (2.72))

Δ0 = 〈θ0〉+ 〈θ1〉eρωμh + 〈θ−1〉e−ρωμh,

отже,

eρωμhΔ0 = 〈θ1〉e2ρωμh + 〈θ0〉eρωμh + 〈θ−1〉 =

=
(
θ1e

2ρωμh + θ0e
ρωμh + θ−1

)
(1 + o(1)), (2.92)

бо внаслiдок спiввiдношення Re(ρ̃μ) � 0∣∣∣eρωμh
∣∣∣ = ∣∣∣eρ̃ωμh

∣∣∣ · ∣∣∣e−cωμh
∣∣∣ � ∣∣∣e−cωμh

∣∣∣ ,
тобто функцiя eρωμh обмежена в областi T .

Якщо ξ′ i ξ′′ – коренi квадратного рiвняння (2.75), то рiвнiсть
(2.92) можна записати у виглядi

eρωμhΔ0 = θ1

(
eρωμh − ξ′

)(
eρωμh − ξ′′

)
(1 + o(1)).

Рiвняння
eρωμh − ξ′ = 0, eρωμh − ξ′′ = 0
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мають вiдповiдно коренi

ρ′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′ + 2kπi), ρ′′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′′ + 2kπi),

k = 0,±1,±2,±3, . . .

Для нас становлять iнтерес лише тi з них, якi лежать всере-
динi областi T . Для визначеностi будемо припускати, що розгля-
дуваним сектором є область S0.

S0

S2q+1

Sr+2q+1

Рис. 3.

−c

S

T ρ′k � � � � �

ρ′′k � � � � �

Рис. 4.
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Якщо r = 4q+2, то всi коренi r-го степеня з −1 будуть точка-
ми на одиничному колi з центром у початку координат, повер-
нутими проти годинникової стрiлки вiдносно додатного напряму
дiйсної осi на кут

π(2l + 1)

2(2q + 1)
, l = 0, 1, 2, . . .

Очевидно, що серед цих чисел є число i (при l = q), а отже, й
−i. Бiльше того, для сектора S0 ωμ = i, ωμ+1 = −i, бо множення
на ωμ перетворює точки сектора S0 у точки сектора S2q+1, а
множення на ωμ+1 переводить сектор S0 в Sr+2q+1 (рис. 3). Точки
ln0 ξ

′ + 2kπi, ln0 ξ′′ + 2kπi лежать вздовж прямих, паралельних
уявнiй осi. Тому для достатньо великих k > 0 всi числа ρ′k, ρ

′′
k

знаходяться всерединi областi T0 на прямих, паралельних дiйснiй
осi, на додатнiй вiдстанi вiд межi, якщо тiльки певним чином
вибрати вершину ρ = −c цiєї областi (рис. 4).

Якщо r = 4q, то всi коренi r-го степеня з −1 будуть точками
на одиничному колi з центром у початку координат, повернутими
проти годинникової стрiлки вiдносно додатного напряму дiйсної
осi на кут

π(2l + 1)

2(2q)
, l = 0, 1, 2, . . .

Нас серед них будуть цiкавити точки з кутами 3π
2 − π

r (для
l = 3q−1) i π

2 −
π
r (для l = q−1), якi виконуватимуть роль чисел

ωμ i ωμ+1 для сектора S0. При множеннi на них точки сектора
S0 переходитимуть у точки секторiв Sr+2q−1 i S2q−1 вiдповiдно
(рис. 5). Тому для достатньо великих за абсолютною величиною
чисел k < 0 всi числа ρ′k, ρ

′′
k знаходяться всерединi областi T0 на

прямих, паралельних межi секторiв T0 i T1, якщо тiльки певним
чином вибрати вершину ρ = −c цiєї областi (рис. 6).
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S0

S2q−1

Sr+2q−1

Рис. 5.

−c

S

T

ρ′k

�

�

�

� ρ′′k

�

�

�

�

Рис. 6.

Отже, ми отримаємо послiдовностi

ρ′k=
1

ωμh
(ln0 ξ

′ ∓ 2kπi), ρ′′k=
1

ωμh
(ln0 ξ

′′ ∓ 2kπi), k=1, 2, . . . ,

(2.93)
що належать областi T0 при умовi, що у випадку r = 4q береться
верхнiй знак, а у випадку r = 4q + 2 – нижнiй. Використовую-
чи ρ′k, ρ

′′
k i беручи до уваги (2.92), можна перетворити рiвняння
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Δ0 = 0 до вигляду(
eωμh(ρ−ρ′k) − 1

)(
eωμh(ρ−ρ′′k) − 1

)
+ o(1) = 0. (2.94)

Навколо кожної з точок ρ′k, ρ
′′
k (k = 1, 2, . . .) опишемо коло

вiдповiдно Γ′
k i Γ′′

k одного i того самого радiуса p. При достатньо
малому p цi кола будуть повнiстю мiститись в областi T0 i не
перетинатимуться.

Застосовуючи, як i у випадку непарного r теорему Руше,
отримаємо, що для достатньо великих |ρ|, ρ ∈ T , рiвнянняΔ0 = 0
може мати нулi лише всерединi Γ′

k i Γ
′′
k, причому стiльки, скiльки

їх там має рiвняння(
eωμh(ρ−ρ′k) − 1

)(
eωμh(ρ−ρ′′k) − 1

)
= 0. (2.95)

Нехай тепер θ20 − 4θ1θ−1 
= 0; тодi ξ′ 
= ξ′′, отже, числа ρ′k i ρ′′k,
а тому й круги Γ′

k i Γ′′
k, вiдрiзняються одне вiд одного.

В кожному з цих кругiв рiвняння (2.95), а отже, i рiвняння
Δ0 = 0, має рiвно один корiнь; позначимо цi коренi через ρ̃′k i
ρ̃′′k вiдповiдно. У крузi Γ′

k множник eωμh(ρ−ρ′′k) − 1 є обмеженим
знизу; внаслiдок (2.94) звiдси випливає, що у крузi Γ′

k рiвняння
Δ = 0 є еквiвалентним рiвнянню

eωμh(ρ−ρ′k) − 1 = o(1).

Тому
ρ̃′k = ρ′k + o(1);

i аналогiчно
ρ̃′′k = ρ′′k + o(1).

Звiдси отримуємо

ρ̃′k = ∓2kπi

ωμh

[
1∓ ln0 ξ

′

2kπi
+

(
1

k

)]
;

аналогiчна формула має мiсце для ρ̃′′k. Пiсля пiднесення до r-го
степеня, отримаємо формули (2.74).
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Слiд зазначити, що, як випливає з властивостi 2 пункту 2.2.2,
розгляд областi Tq з парним iндексом q дає тi самi послiдовностi
власних значень. У випадку областi Tq з непарним iндексом q
теж не буде нових послiдовностей. Дiйсно, якщо для r = 4q + 2
замiсть областi T0 розглядати область T2r−1, то ξ′ i ξ′′ перейдуть
у 1

ξ′ i 1
ξ′′ , а їх логарифми – у − ln0 ξ

′ i − ln0 ξ
′′ з точнiстю до

доданка вигляду 2kπi. Крiм того, ωμ замiнюється на −ωμ. Тепер
точки 1

ωμh
(ln0 ξ

′ + 2kπi) належатимуть областi T2r−1 лише при
k < 0, а це означає, що для r = 4q + 2 у формулах (2.93) слiд
взяти знак мiнус. Тому ρ′k i ρ′′k, а також ρ̃′k i ρ̃′′k залишаються без
змiн. Подiбна ситуацiя буде i для r = 4q, коли вiд областi T0 ми
перейдемо до областi T1. Таким чином, для великих |ρ| числа
(2.74) є єдиними власними значеннями задачi (2.3), (2.66).

Нехай тепер θ20 − 4θ1θ−1 = 0. Тодi ξ′ = ξ′′; отже, ρ̂′k = ρ̂′′k i
круги Γ′

k, Γ
′′
k збiгаються. Тому рiвняння Δ0 = 0 має в кожному

такому крузi рiвно два коренi, якi в окремих випадках можуть
перетворитись в один подвiйний корiнь.

Нехай ρ̃k – один з цих коренiв. Рiвняння (2.94) набуває у цьо-
му випадку вигляду

(
eωμh(ρ−ρ′k) − 1

)2
+ o(1) = 0.

Звiдси
eωμh(ρ−ρ′k) − 1 + o(1) = 0,

а отже,
ρ̃k = ρ′k + o(1).

Пiднесення останнього спiввiдношення до r-го степеня дає
нам знову формули (2.74). Теорему доведено.

2.2.5. Асимптотика власних функцiй. Застосуємо те-
пер отриманi результати до знаходження асимптотичних формул
для власних функцiй при великих за модулем простих власних
значеннях.

Нехай y1, y2, . . . , yr – лiнiйно незалежнi розв’язки рiвня-
ння (2.3), що задовольняють спiввiдношенням (2.51) в деякiй
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областi T . Власна функцiя y, вiдповiдна власному значенню
λ = (−1)m+1 sgn(a00σ)ρ

r, повинна бути лiнiйною комбiнацiєю
функцiй y1, y2, . . . , yr:

y = c1y1 + c2y2 + . . .+ cryr,

коефiцiєнти якої є нетривiальними розв’язками однорiдної систе-
ми

Uν(y1)c1 + Uν(y2)c2 + . . .+ Uν(yr)cr = 0, ν = 1, r.

Отже, вони пропорцiйнi алгебричним доповненням якого-не-
будь рядка визначника цiєї системи за умови простоти власних
значень. Тому

y =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yr

U2(y1) U2(y2) · · · U2(yr)
· · · · · · · · · · · ·

Ur(y1) Ur(y2) · · · Ur(yr)

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.96)

якщо не всi доповнюючi мiнори елементiв першого рядка цього
визначника дорiвнюють нулю. (В протилежному випадку y1, y2,
. . . , yr слiд розмiстити в тому рядку, не всi мiнори елементiв
якого дорiвнюють нулю.)

Нехай r непарне (r = 2μ − 1). Пригадаємо, що у цьому ви-
падку всi власнi значення, крiм, можливо, скiнченного числа,
є простими. Пiдставимо формули (2.51), (2.78), (2.79) i (2.80) в
(2.96), скоротимо отриманий вираз на несуттєвi множники ρk2ϕ2,
ρk3ϕ3, . . . , ρkrϕr, eρωμ+1h, eρωμ+2h, . . . , eρωrh i, врахувавши, що,
оскiльки eo(1) = 1 + o(1) = 〈1〉, справджується, зокрема, спiввiд-
ношення eρωμh = e±2kπi+ln0 ξ〈1〉 = ξ〈1〉, ми прийдемо до наступної
теореми. Заради лаконiчностi формулювання теореми, ми в ньо-
му не вказуємо, що коефiцiєнти квазiдиференцiального рiвняння
(2.3) задовольняють умови, наведенi у пунктi 2.1.1. Оскiльки мо-
ва йде про власнi функцiї, тут зразу враховано, що ρ(1)k , ρ(2)k за
формулою (2.24) вiдповiдають власним значенням λ′k, λ

′′
k з фор-

мули (2.73).
Теорема 2.3. Власнi функцiї крайової задачi (2.3), (2.66) з

регулярними крайовими умовами (2.66) у випадку непарного r
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(r = 2μ − 1) утворюють двi нескiнченнi послiдовностi y(1)k (x),
y
(2)
k (x), вiдповiднi власним значенням λ′k, λ

′′
k (що визначаються

формулами (2.73)), вигляду

y
(s)
k (x) = Ê(x)〈1〉x det (X(s)

1k ,X
(s)
2k ), (2.97)

де

X
(s)
1k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eω1ρ

(s)
k t(x) · · · eωμ−1ρ

(s)
k t(x) eωμρ

(s)
k t(x)

〈α̂2〉ωk2
1 · · · 〈α̂2〉ωk2

μ−1 〈α̂2 + ξ(s)β̂2〉ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
〈α̂r〉ωkr

1 · · · 〈α̂r〉ωkr
μ−1 〈α̂r + ξ(s)β̂r〉ωkr

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠,

X
(s)
2k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eωμ+1ρ

(s)
k (t(x)−h) · · · eωrρ

(s)
k (t(x)−h)

〈β̂2〉ωk2
μ+1 · · · 〈β̂2〉ωk2

r

· · · · · · · · ·
〈β̂r〉ωkr

μ+1 · · · 〈β̂r〉ωkr
r

⎞
⎟⎟⎟⎠,

ρ
(1)
k =

1

ωμh
(ln0 ξ

(1) ∓ 2kπi), ρ
(2)
k =

1

ωμh
(ln0 ξ

(2) ± 2kπi),

k = N,N + 1, . . .; N – достатньо велике натуральне число,
s = 1, 2, h = t(b), а t(x) i Ê(x) визначаються формулами (2.27),
(2.28), причому верхнiй знак у формулах для ρ(s)k треба вибира-
ти при r = 4p − 1, а нижнiй – при r = 4p + 1; ξ(1) i ξ(2) – тут
тi самi, що i в теоремi 2.2.

Аналогiчну теорему можна встановити, повторивши попере-
днi мiркування, i у випадку простих власних значень для парного
r (r = 2μ). Для цього потрiбно пiдставити формули (2.51), (2.89),
(2.90) i (2.91) у (2.96), скоротити отриманий вираз на несуттєвi
множники ρk2ϕ2, ρk3ϕ3, . . . , ρkrϕr, eρωμ+2h, eρωμ+3h, . . . , eρωrh i,
врахувавши, що eo(1) = 1 + o(1) = 〈1〉, eρωμh = e±2kπi+ln0 ξ〈1〉 =
= ξ〈1〉, можна прийти до наступного висновку. Оскiльки мова
йде про власнi функцiї, тут зразу враховано, що ρ′k, ρ

′′
k за фор-

мулою (2.24) вiдповiдають власним значенням λ′k, λ
′′
k з формули

(2.74).
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Теорема 2.4. Власнi функцiї крайової задачi (2.3), (2.66)
з регулярними крайовими умовами (2.66) у випадку парного
r (r = 2μ) утворюють двi нескiнченнi послiдовностi y1k(x),
y2k(x), вiдповiднi простим власним значенням λ′k, λ

′′
k (що ви-

значаються формулами (2.74)), вигляду

y1k(x) = Ê(x)〈1〉x det (X ′
1k,X

′
2k),

y2k(x) = Ê(x)〈1〉x det (X ′′
1k,X

′′
2k),

(2.98)

де

X ′
1k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eω1ρ′kt(x) · · · eωμ−1ρ′kt(x) eωμρ′kt(x)

〈α̂2〉ωk2
1 · · · 〈α̂2〉ωk2

μ−1 〈α̂2 + ξ′β̂2〉ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
〈α̂r〉ωkr

1 · · · 〈α̂r〉ωkr
μ−1 〈α̂r + ξ′β̂r〉ωkr

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠,

X ′
2k =

⎛
⎜⎜⎜⎝

e−ωμρ′kt(x) eωμ+2 ρ′k(t(x)−h) · · · eωrρ′k(t(x)−h)

〈α̂2 +
1
ξ′ β̂2〉ω

k2
μ+1 〈β̂2〉ωk2

μ+2 · · · 〈β̂2〉ωk2
r

· · · · · · · · · · · ·
〈α̂r +

1
ξ′ β̂r〉ω

kr
μ+1 〈β̂r〉ωkr

μ+2 · · · 〈β̂r〉ωkr
r

⎞
⎟⎟⎟⎠,

ρ′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′ ∓ 2kπi), ρ′′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′′ ∓ 2kπi), (2.99)

k = N,N + 1, . . .; N – достатньо велике натуральне число,
h = t(b), а t(x) i Ê(x) визначаються формулами (2.27), (2.28),
причому у формулах (2.99) верхнiй знак потрiбно брати для
r = 4p, а нижнiй – для r = 4p + 2; X ′′

1k, X
′′
2k вiдрiзняються

вiд X ′
1k, X

′
2k замiною ρ′k на ρ

′′
k i ξ

′ на ξ′′; ξ′ i ξ′′ тут тi самi, що
i в теоремi 2.2.

Особливо просто виглядають цi формули для r = 2. Якщо,
наприклад, областю T є перший квадрант ρ-площини, то ωμ = i,
ωμ+1 = −i, а формули (2.98) для великих k у цьому випадку



92 Роздiл 2. СКАЛЯРНА СИНГУЛЯРНА КРАЙОВА ЗАДАЧА

мають вигляд

yk1 = (−i)k2eiρ′kt(x)
{
α̂2 +

1
ξ′ β̂2

}
(1 + o(1))−

−ik2e−iρ′kt(x)
{
α̂2 + ξ′β̂2

}
(1 + o(1)),

yk2 = (−i)k2eiρ′′k t(x)
{
α̂2 +

1
ξ′′ β̂2

}
(1 + o(1))−

−ik2e−iρ′′k t(x)
{
α̂2 + ξ′′β̂2

}
(1 + o(1)).

2.3. Спряженi крайовi умови
Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi

[70].

2.3.1. Спряженi крайовi умови. Крайовi умови (2.62)
з використанням того ж, що й у пунктi 2.1.1, вектора
Y = colon

(
y, y[1], . . . , y[r−1]

)
можуть бути записанi у векторному

виглядi
WaY (a) +WbY (b) = 0, (2.100)

де Wa = (αν,j−1)
r
ν,j=1, Wb = (βν,j−1)

r
ν,j=1.

Розглянемо вираз Z∗Y i здиференцiюємо його, скористав-
шись формулами (2.5) i (2.10):

(Z∗Y )′ = (Z∗)′ Y + Z∗Y ′ = −
(
(C∗)′ Z

)∗
Y + Z∗C ′Y =

= −Z∗C ′Y + Z∗C ′Y = 0.

Таке диференцiювання допустиме, оскiльки добутки (Z∗)′ Y
i Z∗Y ′ є коректними на пiдставi вiдомого факту про те, що y,
y[1], . . . , y[n−1], z, z{1}, . . . , z{m−1} – абсолютно неперервнi фун-
кцiї, а y[n], y[n+1], . . . , y[r−1], z{m}, z{m+1}, . . . , z{r−1} є неперерв-
ними справа функцiями обмеженої варiацiї на промiжку [a, b]
(див. твердження 2.1, 2.2). Отже, Z∗Y є сталою величиною i то-
му

(Z∗Y )|ba = 0 (2.101)
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або в розгорнутому виглядi

z̄{r−1}(b)y(b) + z̄{r−2}(b)y[1](b) + . . .+ z̄(b)y[r−1](b)−
− z̄{r−1}(a)y(a) − z̄{r−2}(a)y[1](a)− . . .− z̄(a)y[r−1](a) = 0.

(2.102)

За допомогою останньої рiвностi можна визначити спряже-
нi крайовi умови. Для цього доповнимо лiнiйнi форми U1(y),
U2(y), . . . , Ur(y) довiльними формами Ur+1(y), Ur+2(y), . . . ,
U2r(y) до лiнiйно незалежної системи 2r лiнiйних форм. Система
лiнiйних алгебричних рiвнянь з невiдомими

Uν(y) =

r−1∑
j=0

ανjy
[j](a) +

r−1∑
j=0

βνjy
[j](b), ν = 1, 2r,

має вiдмiнний вiд нуля визначник внаслiдок лiнiйної незалежно-
стi всiх рiвнянь. Тодi її можна однозначно розв’язати вiдносно
невiдомих y[q](a), y[q](b), якi визначаються через лiнiйнi комбiна-
цiї форм U1(y), . . . , U2r(y). Пiдставивши знайденi y[q](a), y[q](b)
(q = 0, r − 1) в бiлiнiйну форму в лiвiй частинi рiвностi (2.101),
ми отримаємо, що

(Z∗Y )|ba =

2r∑
ν=1

Aν(ξ)Uν(y),

де ξ =
(
z̄{q}(a), z̄{q}(b)

)
, q = 0, r − 1. Позначимо A2r(ξ) =

= V1(z), . . . , A1(ξ) = V2r(z). Очевидно, що для того, щоб ви-
конувалась рiвнiсть (2.101), повиннi мати мiсце спiввiдношення

Vν(z) = 0, ν = 1, r, (2.103)

де

Vν(z) =

r−1∑
j=0

α̂νjz
{j}(a) +

r−1∑
j=0

β̂νjz
{j}(b), ν = 1, r.

Означення 2.10. Крайовi умови (2.103) ми називатимемо
спряженими крайовими умовами до умов (2.62).
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Зауваження. Якщо |Wa| 
= 0 i |Wb| 
= 0 одночасно в рiвняннi
(2.100), то крайовi умови для спряженого рiвняння подаватиму-
ться у виглядi

Z∗(a)W−1
a + Z∗(b)W−1

b = 0. (2.104)

Справдi, з рiвностi (2.100), якщо |Wa| 
= 0, маємо

Y (a) = −W−1
a WbY (b).

Пiдставивши отриманий вираз у (2.101), отримаємо спiввiдноше-
ння

Z∗(b)Y (b) + Z∗(a)W−1
a WbY (b) = 0,

звiдки при |Wb| 
= 0 випливає (2.104).

2.3.2. Спряженi крайовi умови у випадку квазiди-
ференцiального рiвняння другого порядку. Нехай крайовi
умови мають вигляд

U1(y) = a0y(a) + b0y(b) + a1y
[1](a) + b1y

[1](b) = 0, (2.105)

U2(y) = c0y(a) + d0y(b) + c1y
[1](a) + d1y

[1](b) = 0. (2.106)

Додамо ще двi форми

U3(y) = α0y(a) + β0y(b) + α1y
[1](a) + β1y

[1](b) = 0, (2.107)

U4(y) = γ0y(a) + δ0y(b) + γ1y
[1](a) + δ1y

[1](b) = 0 (2.108)

так, щоб система форм U1(y), U2(y), U3(y), U4(y) була лiнiйно
незалежною. Цю систему можна однозначно розв’язати вiдносно
невiдомих y(a), y(b), y[1](a), y[1](b) i за допомогою матричного
методу розв’язування алгебричних систем або методу Крамера
отримати спiввiдношення

y(a) = D−1 (p11U1 + p12U2 + p13U3 + p14U4) ,

y(b) = D−1 (p21U1 + p22U2 + p23U3 + p24U4) ,

y[1](a) = D−1 (p31U1 + p32U2 + p33U3 + p34U4) ,

y[1](b) = D−1 (p41U1 + p42U2 + p43U3 + p44U4) ,
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де D – визначник системи рiвнянь (2.105) – (2.108), а pij подаю-
ться формулами

p11 = d0α1δ1 − d0β1γ1 − β0c1δ1 + β0d1γ1 + δ0c1β1 − δ0d1α1,

p12 = −b0α1δ1 + b0β1γ1 + β0a1δ1 − β0b1γ1 − δ0a1β1 + δ0b1α1,

p13 = b0c1δ1 − b0d1γ1 − d0a1δ1 + d0b1γ1 + δ0a1d1 − δ0b1c1,

p14 = −b0c1β1 + b0d1α1 + d0a1β1 − d0b1α1 − β0a1d1 + β0b1c1,

p21 = −c0α1δ1 + c0β1γ1 + α0c1δ1 − α0d1γ1 − γ0c1β1 + γ0d1α1,

p22 = a0α1δ1 − a0β1γ1 − α0a1δ1 + α0b1γ1 + γ0a1β1 − γ0b1α1,

p23 = −a0c1δ1 + a0d1γ1 + c0a1δ1 − c0b1γ1 − γ0a1d1 + γ0b1c1,

p24 = a0c1β1 − a0d1α1 − c0a1β1 + c0b1α1 + α0a1d1 − α0b1c1,

p31 = c0β0δ1 − c0β1δ0 − α0d0δ1 + α0d1δ0 + γ0d0β1 − γ0d1β0,

p32 = −a0β0δ1 + a0β1δ0 + α0b0δ1 − α0b1δ0 − γ0b0β1 + γ0b1β0,

p33 = a0d0δ1 − a0d1δ0 − c0b0δ1 + c0b1δ0 + γ0b0d1 − γ0b1d0,

p34 = −a0d0β1 + a0d1β0 + c0b0β1 − c0b1β0 − α0b0d1 + α0b1d0,

p41 = −c0β0γ1 + c0α1δ0 + α0d0γ1 − α0c1δ0 − γ0d0α1 + γ0c1β0,

p42 = a0β0γ1 − a0α1δ0 − α0b0γ1 + α0a1δ0 + γ0b0α1 − γ0a1β0,

p43 = −a0d0γ1 + a0c1δ0 + c0b0γ1 − c0a1δ0 − γ0b0c1 + γ0a1d0,

p44 = a0d0α1 − a0c1β0 − c0b0α1 + c0a1β0 + α0b0c1 − α0a1d0.

Тепер, пiдставивши y(a), y[1](a), y(b), y[1](b) в (2.102), отри-
маємо iз спiввiдношення

z̄{1}(b) (p21U1 + p22U2 + p23U3 + p24U4) +

+ z̄(b) (p41U1 + p42U2 + p43U3 + p44U4)−
− z̄{1}(a) (p11U1 + p12U2 + p13U3 + p14U4)−
− z̄(a) (p31U1 + p32U2 + p33U3 + p34U4) = 0,

оскiльки U1 = U2 = 0, що

V1(z) = p24z̄
{1}(b) + p44z̄(b)− p14z̄

{1}(a)− p34z̄(a) = 0,

V2(z) = p23z̄
{1}(b) + p43z̄(b)− p13z̄

{1}(a)− p33z̄(a) = 0.
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Цей вигляд спряжених крайових умов є однозначним у то-
му сенсi, що лiнiйно незалежнi лiнiйнi комбiнацiї крайових умов
знову є тими самими, фактично, крайовими умовами.

Якщо

U1(y) = y(a) = 0, U2(y) = y[1](b) = 0,

то

V1(z) = −α1z̄
{1}(b)− β0z̄(a) = 0,

V2(z) = γ1z̄
{1}(b) + δ0z̄(a) = 0,

тобто
Ṽ1(z) = z{1}(b) = 0, Ṽ2(z) = z(a) = 0.

2.3.3. Спряжений квазiдиференцiальний оператор.
Спряжений квазiдиференцiальний вираз L∗

mn(z) i спряженi кра-
йовi умови (2.103) породжують квазiдиференцiальний оператор
L∗ з областю визначення

D(L∗) =
{
z : z{k} ∈ AC ([a, b];C), k = 0,m− 1,

z{s} ∈ BV + ([a, b];C), s = m, r − 1, Vν(z) = 0, ν = 1, r
}
,

який дiє з простору BV + ([a, b];C) у простiр мiр. Норма i скаляр-
ний добуток для еквiвалентних функцiй у сенсi (2.63) визнача-
ються в просторi BV + ([a, b];C) формулами (2.64), а в просторi
мiр норма вводиться формулою (2.65).
Означення 2.11. Оператор L∗ будемо називати спряженим

до оператора L.
Ми розглядатимемо також спряженi оператори L − λσI i

L∗−λ̄σI (I – тотожний оператор), якi визначаються спряженими
квазiдиференцiальними виразами Lmn(y) − λσy i L∗

mn(z) − λ̄σz
та спряженими крайовими умовами (2.62) й (2.103) вiдповiдно.
Областi визначення цих операторiв збiгаються з областями ви-
значення операторiв L i L∗.
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2.4. Функцiя Ґрiна крайової задачi

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[70].

2.4.1. Побудова скалярної функцiї Ґрiна та її власти-
востi. Для квазiдиференцiального оператора, породженого са-
моспряженим квазiдиференцiальним виразом з мiрами в [45] бу-
ло побудовано функцiю Ґрiна i дослiджено її властивостi. Дослi-
дження ж функцiї Ґрiна в несамоспряженому випадку наштов-
хується на додатковi труднощi, подолання яких спирається на
результати попереднього пiдроздiлу. Розглянемо тепер неоднорi-
дне квазiдиференцiальне рiвняння

Lmn(y) = λσy + f, (2.109)

де f(x) = g′(x), g ∈ BV + ([a, b];C). Неоднорiдне рiвняння (2.109)
шляхом введення вектора Y = colon

(
y, y[1], . . . , y[r−1]

)
зводиться

до системи диференцiальних рiвнянь першого порядку

Y ′ = C ′Y + F ′, (2.110)

де F (x) = colon(0, . . . , 0,−g(x)). Ця система є коректною вна-
слiдок виконання умов [ΔC(x)]2 ≡ 0 i ΔC(x)ΔF (x) ≡ 0 (див.
пiдроздiл 1.2 i [124, с. 73]).

Побудуємо функцiю Ґрiна крайової задачi (2.109), (2.62). Не-
хай K(x, t, λ) – функцiя Кошi однорiдного рiвняння (2.3). З фор-
мули про структуру еволюцiйного оператора (2.40), яка має мi-
сце i для фундаментальної матрицi системи (2.5) випливає, що
K(x, a, λ), K{1}(x, a, λ), . . . , K{r−1}(x, a, λ) утворюють фундамен-
тальну систему розв’язкiв квазiдиференцiального рiвняння (2.3)
(див. [114, с. 16, 124, с. 105]). Бiльше того [114, с. 17, 124, с. 114],
розв’язок рiвняння (2.109) можна подати у виглядi

y(x, λ) =

r∑
k=1

ckK
{k−1}(x, a, λ) +

x∫
a

K(x, t, λ)dg(t). (2.111)
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З (1.41) безпосередньо видно завдяки (2.40), що для j = 1, r

y[j](x, λ) =

r∑
k=1

ckK
{k−1}[j](x, a, λ) +

x∫
a

K [j](x, t, λ)dg(t),

тому пiдстановка формули (2.111) в крайовi умови (2.62) дасть
рiвностi (ν = 1, r)

Uν(y) =
r∑

k=1

ckUν

(
K{k−1}(x, a, λ)

)
+

r−1∑
j=0

βνj

b∫
a

K [j](b, t, λ)dg(t).

(2.112)
У припущеннi, що λ не є власним значенням крайової задачi

(2.3), (2.62), визначник цiєї системи вiдрiзняється вiд нуля

Δ(λ) ≡ det
(
Uν

(
K{k−1}(x, a, λ)

))

= 0, ν, k = 1, r. (2.113)

Тодi константи ck можуть бути визначенi з системи (2.112) єди-
ним чином:

ck = −
r∑

ν=1

r−1∑
j=0

Aνk

Δ(λ)
βνj

b∫
a

K [j](b, t, λ)dg(t), k = 1, r,

де Aνk – алгебричне доповнення елемента Uν

(
K{k−1}(x, a, λ)

)
у визначнику Δ(λ). Пiдставляючи цi значення ck у формулу
(2.111), отримаємо

y(x, λ) =

x∫
a

K(x, t, λ)dg(t) −

−
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

b∫
a

Aνk

Δ(λ)
βνjK

{k−1}(x, a, λ)K [j](b, t, λ)dg(t).

Означення 2.12. Вираз

G(x, t, λ) =

{
Ω(x, t, λ) +K(x, t, λ), x � t,
Ω(x, t, λ), x < t,

(2.114)
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де

Ω(x, t, λ) = −
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

Aνk

Δ(λ)
βνjK

{k−1}(x, a, λ)K [j](b, t, λ),

будемо називати функцiєю Ґрiна крайової задачi (2.109), (2.62)
(квазiдиференцiального оператора L− λσI).

З єдиностi вибору сталих випливає єдинiсть функцiї Ґрiна.
Як видно з наступної теореми, ця функцiя Ґрiна, яка будується
лише за допомогою функцiї Кошi однорiдного рiвняння i її змi-
шаних квазiпохiдних, є аналогом функцiї Ґрiна в класичному
розумiннi (див., наприклад, [76, с. 46–47]).
Теорема 2.5. Розв’язок задачi (2.109), (2.62), в припущеннi,

що λ не є її власним значенням, можна зобразити у виглядi

y(x) =

b∫
a

G(x, t, λ)dg(t), (2.115)

де функцiя Ґрiна G(x, t, λ) подається формулою (2.114) i має
наступнi властивостi :

1) квазiпохiднi за першою змiнною G[k](x, t, λ) (k = 0, n − 1)
є неперервними функцiями двох змiнних x, t i абсолютно непе-
рервними за кожною змiнною при фiксованiй iншiй;

2) квазiпохiднi G[k](x, t, λ) (k = n, r − 1) мають обмежену
на промiжку [a, b] варiацiю за першою змiнною та є абсолютно
неперервними по t;

3) G(x, t, λ) на кожному з iнтервалiв [a, t), (t, b] по x задо-
вольняє однорiдне рiвняння (2.3);

4) G(x, t, λ) за змiнною x задовольняє крайовi умови (2.62);
5) для x = t функцiя G(x, t, λ) задовольняє умови стрибка

G[k](t+ 0, t, λ) −G[k](t− 0, t, λ) = 0, k = 0, n− 1;

G[n+s](t+ 0, t, λ)−G[n+s](t− 0, t, λ) =

= −
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

n−1∑
i=0

Aνk

Δ(λ)
βνjΔbn−i,s+1(t)K

(i){k−1}(t, a, λ)×
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×K [j](b, t, λ), s = 0,m− 2;

G[r−1](t+ 0, t, λ)−G[r−1](t− 0, t, λ) =

= 1−
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

n−1∑
i=0

Aνk

Δ(λ)
βνjΔbn−i,m(t)K

(i){k−1}(t, a, λ)×

×K [j](b, t, λ).

Доведення. Формула (2.115) була доведена вище. Внаслiдок
того, що функцiї K{k−1}(x, t, λ) (k = 1, r) є розв’язками рiвняння
(2.3) за змiнною x, для них має мiсце твердження 2.1, тобто фун-
кцiїK [s]{k−1}(x, t, λ) є абсолютно неперервними по x на промiжку
[a, b] для s = 0, n − 1 i є неперервними справа функцiями обмеже-
ної на промiжку [a, b] варiацiї для s = n, r − 1. Згiдно з наслiдком
[112] функцiї K [i]∗(x, t, λ) (i = 0, r − 1) є розв’язками спряжено-
го квазiдиференцiального рiвняння (2.11) за змiнною t. Отже,
для них має мiсце твердження 2.2, зокрема функцiї K [i]∗(x, t, λ)
(i = 0, r − 1) будуть абсолютно неперервними за змiнною t на
промiжку [a, b]. Згiдно з формулою (2.114) квазiпохiднi функцiї
Ґрiна мають вигляд

G[s](x, t, λ) = P [s](x, t, λ)−

−
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

K [s]{k−1}(x, a, λ)
Aνk

Δ(λ)
βνjK

[j](b, t, λ),

звiдки випливає виконання пунктiв 1) i 2) теореми.
Властивостi 3) i 4) теореми мають мiсце за самою побудовою

функцiї G(x, t, λ). Для доведення пункту 5) використовуються
спiввiдношення

K{k−1}(x, t, λ) =
r∑

q=1

ckq(t, λ)yq(x, λ), k = 1, r, (2.116)

якi випливають з того факту, що всi K{k−1}(x, t, λ) є розв’яз-
ками рiвняння (2.3); yq(x), q = 1, r, – фундаментальна система
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розв’язкiв рiвняння (2.3). Тодi, внаслiдок рiвностi (2.9), ми маємо

K [n+s]{k−1}(t+ 0, a, λ) −K [n+s]{k−1}(t− 0, a, λ) =

=

r∑
q=1

ckq(a, λ)
(
y[n+s]
q (t+ 0, λ) − y[n+s]

q (t− 0, λ)
)
=

=

r∑
q=1

ckq(a, λ)

n−1∑
i=0

Δbn−i,s+1(t)y
[i]
q (t, λ) =

=
n−1∑
i=0

Δbn−i,s+1(t)K
(i){k−1}(t, a, λ), k = 1, r, s = 0,m− 1,

звiдки, врахувавши пункт 1), властивостi функцiї Кошi
K(x, t, λ), а також збiг перших n − 1 квазiпохiдних у сенсi ви-
хiдного рiвняння зi звичайними похiдними, можна одержати 5),
що й доводить теорему.
Зауваження 1. Зазначимо, що коли Δbij(x) = 0, i = 1, n,

j = 1,m, властивiсть 5) набуває «класичного» вигляду

G[k](t+ 0, t, λ)−G[k](t− 0, t, λ) = 0, k = 0, r − 2;

G[r−1](t+ 0, t, λ)−G[r−1](t− 0, t, λ) = 1.

Зауваження 2. Функцiю G(x, t, λ) можна записати також у
виглядi

G(x, t, λ) = (−1)r
Q(x, t, λ)

Δ(λ)
, (2.117)

де

Q(x, t, λ) = det (K,P), (2.118)

K=

⎛
⎜⎜⎝

K(x, a, λ) K{1}(x, a, λ) · · · K{r−1}(x, a, λ)
U1(K(x, a, λ)) U1(K

{1}(x, a, λ)) · · · U1(K
{r−1}(x, a, λ))

· · · · · · · · · · · ·
Ur(K(x, a, λ)) Ur(K

{1}(x, a, λ)) · · · Ur(K
{r−1}(x, a, λ))

⎞
⎟⎟⎠,

P =

⎛
⎜⎜⎝

P (x, t, λ)
U1(P (x, t, λ))

· · ·
Ur(P (x, t, λ))

⎞
⎟⎟⎠,
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а

P (x, t, λ) =

{
K(x, t, λ), x � t,
0, x < t.

(2.119)

Для того щоб переконатись в еквiвалентностi формул (2.114)
i (2.117), достатньо розписати визначник (2.118) за елементами
першого рядка й останнього стовпця:

Q(x, t, λ) = (−1)r+2P (x, t, λ)Δ(λ) +

+

r∑
ν=1

r∑
k=1

(−1)r+3Uν(P (x, t, λ))K
{k−1}(x, a, λ)Aν,k,

де Aνk – алгебричне доповнення елемента Uν

(
K{k−1}(x, a, λ)

)
у

визначнику Δ(λ). Оскiльки, внаслiдок (2.119),

Uν(P (x, t, λ)) =

r−1∑
j=0

βνjK
[j](b, t, λ),

вiд (2.117) ми зразу приходимо до формули (2.114).

2.4.2. Розв’язувальне ядро задачi (2.110), (2.100).
Розв’язок задачi (2.110), (2.100), якщо λ не є її власним зна-
ченням, можна подати у виглядi iнтеграла вiд розв’язувального
ядра (матричного аналогу скалярної функцiї Ґрiна) i вектора F .
Цей результат буде потрiбним для подальших дослiджень вла-
стивостей функцiї Ґрiна задачi (2.109), (2.62).

Для задачi (2.110), (2.100) має мiсце формула (див. [124,
c. 115])

Y (x) = B(x, a)Y (a) +

x∫
a

B(x, t)dF (t), (2.120)

де B(x, t) = B(x, t, λ) – фундаментальна матриця системи
(2.5); вона подається у виглядi B(x, t, λ) = R(x, λ)R−1(t, λ), тут
R(x, λ) – iнтегральна матриця системи (2.5). Ми можемо записа-
ти рiвнiсть (2.120) наступним чином:

Y (x) = R(x, λ)C +

x∫
a

B(x, t, λ)dF (t), (2.121)
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де C = colon(c1, c2, . . . , cr), C = R−1(a, λ)Y (a). Пiдставив-
ши (2.121) в умови (2.100), отримаємо, внаслiдок того, що
|WaR(a, λ) +WbR(b, λ)| 
= 0 (оскiльки λ не є власним значенням
крайової задачi), вираз для стовпця C

C = −{WaR (a, λ) +WbR (b, λ)}−1

b∫
a

WbB (b, t, λ) dF (t).

Тому

Y (x) =

x∫
a

B(x, t, λ)dF (t) −

−R(x, λ) {WaR(a, λ) +WbR(b, λ)}−1

b∫
a

WbB(b, t, λ)dF (t).

Оскiльки

R(x, λ) {WaR(a, λ) +WbR(b, λ)}−1 =

=
{
WaR(a, λ)R

−1(x, λ) +WbR(b, λ)R
−1(x, λ)

}−1
,

ми одержимо формулу

Y (x) =

b∫
a

M(x, t, λ)dF (t), (2.122)

де розв’язувальне ядро

M(x, t, λ) =

{
B(x, t, λ) + Ω1(x, t, λ), x � t,
Ω1(x, t, λ), x < t,

а

Ω1(x, t, λ) = −{WaB(a, x, λ) +WbB(b, x, λ)}−1WbB(b, t, λ).
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2.4.3. Зв’язок мiж функцiями Ґрiна спряжених крайо-
вих задач. Нехай H(x, t, λ) – функцiя Ґрiна спряженої крайової
задачi

L∗
mn(z) = λ̄σz + f̂ (2.123)

з крайовими умовами (2.103) (оператора L∗ − λ̄σI), f̂ = ĝ′,
ĝ ∈ BV + ([a, b];C). Вона будується за допомогою функцiї Кошi
K̂(x, t, λ) однорiдного рiвняння (2.11) i її змiшаних квазiпохiдних
у сенсi вихiдного i спряженого рiвнянь.
Теорема 2.6. Розв’язок задачi (2.123), (2.103), у припущеннi,

що λ не є її власним значенням, можна зобразити у виглядi

z(x) =

b∫
a

H(x, t, λ)dĝ(t), (2.124)

де функцiя Ґрiна H(x, t, λ) подається формулою

H(x, t, λ) =

{
Ω̂(x, t, λ) + K̂(x, t, λ), x � t,

Ω̂(x, t, λ), x < t,
(2.125)

Ω̂(x, t, λ) = −
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νjK̂

[k−1](x, a, λ)K̂{j}(b, t, λ),

фiгурними дужками тут позначаються квазiпохiднi в сенсi рiв-
няння (2.11) за першою змiнною, а квадратними – в сенсi спря-
женого до (2.11) рiвняння (2.3) за другою змiнною, Âνk – алге-
бричне доповнення елемента Vν

(
K̂ [k−1](x, a, λ)

)
у визначнику

Δ̂(λ) ≡ det
(
Vν

(
K̂ [k−1](x, a, λ)

))r

ν,k=1
.

Функцiя Ґрiна H(x, t, λ) має наступнi властивостi :
1) квазiпохiднi за першою змiнною H{k}(x, t, λ) (k = 0,m− 1)

є неперервними функцiями двох змiнних x, t i абсолютно непе-
рервними за кожною змiнною при фiксованiй iншiй;
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2) квазiпохiднi H{k}(x, t, λ) (k = m, r − 1) мають обмежену
на промiжку [a, b] варiацiю за першою змiнною та є абсолютно
неперервними по t;

3) H(x, t, λ) на кожному з iнтервалiв [a, t), (t, b] по x задо-
вольняє однорiдне рiвняння (2.11);

4) H(x, t, λ) за змiнною x задовольняє крайовi умови (2.103);
5) для x = t функцiя H(x, t, λ) задовольняє умови стрибка

H{k}(t+ 0, t, λ) −H{k}(t− 0, t, λ) = 0, k = 0,m− 1;

H{m+s}(t+ 0, t, λ)−H{m+s}(t− 0, t, λ) =

=

r∑
ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

m−1∑
i=0

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νjΔb̄s+1,m−i(t)K̂

(i)[k−1](t, a, λ)×

×K̂{j}(b, t, λ), s = 0, n− 2;

H{r−1}(t+ 0, t, λ)−H{r−1}(t− 0, t, λ) =

= 1 +
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

m−1∑
i=0

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νjΔb̄n,m−i(t)K̂

(i)[k−1](t, a, λ)×

×K̂{j}(b, t, λ).

Доведення. Для доведення цiєї теореми застосовуються
мiркування, аналогiчнi використаним при доведеннi теореми
2.5. Вiдомо [114, с. 16, 124, с. 105], що функцiї K̂(x, a, λ),
K̂

[1]
t (x, a, λ), . . . , K̂ [r−1]

t (x, a, λ) утворюють фундаментальну си-
стему розв’язкiв рiвняння (2.11) i розв’язок рiвняння (2.123) мо-
жна подати у виглядi

z(x, λ) =
r∑

k=1

ckK̂
[k−1]
t (x, a, λ) +

x∫
a

K̂(x, t, λ)dĝ(t). (2.126)

Оскiльки

z{j}(x, λ) =
r∑

k=1

ckK̂
[k−1]{j}
tx (x, a, λ) +
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+

x∫
a

K̂{j}
x (x, t, λ)dĝ(t), j = 1, r,

пiдстановка (2.126) в крайовi умови (2.103) дасть рiвностi

Vν(z) =

r∑
k=1

ckVν

(
K̂

[k−1]
t (x, a, λ)

)
+

+

r−1∑
j=0

β̂νj

b∫
a

K̂{j}
x (b, t, λ)dĝ(t), ν = 1, r. (2.127)

У припущеннi, що λ не є власним значенням крайової задачi
(2.11), (2.103), визначник системи (2.127) вiдрiзняється вiд нуля
Δ̂(λ) 
= 0. Тодi константи ck можуть бути визначенi з системи
(2.127) єдиним чином:

ck = −
r∑

ν=1

r−1∑
j=0

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νj

b∫
a

K̂{j}
x (b, t, λ)dĝ(t), k = 1, r.

Пiдставивши цi значення ck у формулу (2.126), отримаємо

z(x, λ) =

x∫
a

K̂(x, t, λ)dĝ(t)−

−
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

b∫
a

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νjK̂

[k−1]
t (x, a, λ)K̂{j}(b, t, λ)dĝ(t).

Позначивши функцiю Ґрiна H(x, t, λ) формулою (2.125), ми при-
йдемо до формули (2.124).

Внаслiдок того, що функцiї K̂ [k−1]
t (x, t, λ) (k = 1, r) є розв’яз-

ками рiвняння (2.11) за змiнною x, для них має мiсце твердже-
ння 2.2, тобто функцiї K̂{s}[k−1]

xt (x, t, λ) є абсолютно неперерв-
ними по x на промiжку [a, b] для s = 0,m− 1 i є неперерв-
ними справа функцiями обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї
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для s = m, r − 1. Згiдно з наслiдком [112] функцiї K̂{i}∗
x (x, t, λ)

(i = 0, r − 1) є розв’язками квазiдиференцiального рiвняння (2.3)
за змiнною t. Отже, для них має мiсце твердження 2.1, зокрема
функцiї K̂{i}∗

x (x, t, λ) (i = 0, r − 1) будуть абсолютно неперерв-
ними за змiнною t на промiжку [a, b]. Згiдно з формулою (2.125)
квазiпохiднi функцiї Ґрiна мають вигляд

H{s}
x (x, t, λ) =

{
Ω̂
{s}
x (x, t, λ) + K̂

{s}
x (x, t, λ), x � t,

Ω̂
{s}
x (x, t, λ), x < t,

причому

Ω̂{s}
x (x, t, λ) = −

r∑
ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νjK̂

{s}[k−1]
xt (x, a, λ)K̂{j}

x (b, t, λ),

звiдки випливає виконання пунктiв 1) i 2) теореми.
Властивостi 3) i 4) теореми мають мiсце за самою побудо-

вою функцiї H(x, t, λ). Залишилось довести пункт 5). Для цього
розглянемо спiввiдношення

K̂
[k−1]
t (x, t, λ) =

r∑
q=1

ckq(t, λ)zq(x, λ), k = 1, r,

якi випливають з того факту, що всi K̂ [k−1]
t (x, t, λ) є розв’язка-

ми рiвняння (2.11); zq(x), q = 1, r, – фундаментальна система
розв’язкiв рiвняння (2.11). Тодi, внаслiдок рiвностi (2.14) ми ма-
ємо

K̂
{m+s}[k−1]
xt (t+ 0, a, λ) − K̂

{m+s}[k−1]
xt (t− 0, a, λ) =

=

r∑
q=1

ckq(a, λ)
(
z{m+s}
q (t+ 0, λ)− z{m+s}

q (t− 0, λ)
)
=

= −
r∑

q=1

ckq(a, λ)
m−1∑
i=0

Δb̄s+1,m−i(t)z
{i}
q (t, λ) =

= −
m−1∑
i=0

Δb̄s+1,m−i(t)K̂
{i}[k−1]
xt (t, a, λ), k = 1, r, s = 0, n− 1,
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звiдки, врахувавши пункт 1), властивостi функцiї Кошi
K̂(x, t, λ), а також збiг перших m− 1 квазiпохiдних у сенсi спря-
женого рiвняння зi звичайними похiдними, можна одержати 5),
що й доводить теорему.
Теорема 2.7.Для x 
= t, якщо λ не є власним значенням кра-

йових задач (2.3), (2.62) та (2.11), (2.103), функцiї Ґрiна спря-
жених крайових задач (2.109), (2.62) i (2.123), (2.103) пов’язанi
мiж собою спiввiдношенням

G(x, t, λ) = H(t, x, λ).

Доведення. Припустимо без втрати загальностi, що
G(x, t, λ) i H(x, t, λ) є функцiями Ґрiна спряжених крайових за-
дач

Lmn(y)− λσ(x)y = −f1(x), (2.128)

Uν (y) =
r−1∑
j=0

ανjy
[j](a) +

r−1∑
j=0

βνjy
[j](b) = 0, ν = 1, r, (2.129)

i
L∗
mn(y)− λ̄σ(x)z = f2(x), (2.130)

Vν (z) =

r−1∑
j=0

α̂νjz
{j}(a) +

r−1∑
j=0

β̂νjz
{j}(b) = 0, ν = 1, r, (2.131)

вiдповiдно, де f1(x), f2(x) – дiйснозначнi неперервнi на
[a, b] функцiї. Цi задачi внаслiдок введення векторiв Y =
= colon

(
y, y[1], . . . , y[r−1]

)
i Z = colon

(
z{r−1}, . . . , z{1}, z

)
зводя-

ться до задач {
Y ′ = C ′Y + F1,
WaY (a) +WbY (b) = 0

i {
Z ′ = − (C∗)′ Z + F2,

W̃aZ(a) + W̃bZ(b) = 0

вiдповiдно, де

F1(x) = colon(0, . . . , 0, f1(x)) , F2(x) = colon(f2(x), 0, . . . , 0) ,
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а Wa, Wb, W̃a, W̃b – матрицi порядку r × r.
Оскiльки добутки (Z∗)′ Y i Z∗Y ′ коректнi, то

(Z∗Y )′ = (Z∗)′ Y + Z∗Y ′ =
= −Z∗C ′Y + F ∗

2 Y + Z∗C ′Y + Z∗F1 = Z∗F1 + F ∗
2 Y.

З iншого боку, врахувавши шлях побудови крайових умов
спряженої задачi (2.103), можна переконатись у правильностi
рiвностi (2.101) для неоднорiдних спряжених крайових задач
(2.128)–(2.131). Дiйсно, в лiнiйно незалежнiй системi (2.129) є
2r невiдомих y[j](a), y[j](b) (j = 1, r). Оголосимо r невiдомих у
системi (2.129) вiльними i надамо їм деяких значень. Тодi ре-
шта r невiдомих визначиться однозначно. Аналогiчно, врахову-
ючи лiнiйну незалежнiсть системи (2.131), можна визначити r
невiдомих з z{j}(a), z{j}(b) (j = 1, r) через довiльним чином за-
дану решту невiдомих. А спряженi до умов (2.129) крайовi умо-
ви (2.131) побудовано так, що повинна виконуватись рiвнiсть
(2.101). Довiльнiсть вибору вiльних невiдомих забезпечує пра-
вильнiсть спiввiдношення (2.101) для всiх розв’язкiв крайових
задач (2.128), (2.129) i (2.130), (2.131). Отже,

b∫
a

(Z∗(x)F1(x) + F ∗
2 (x)Y (x)) dx = 0

або
b∫

a

Z∗(t)F1(t)dt+

b∫
a

F ∗
2 (x)Y (x)dx = 0.

Згiдно з формулою (2.122)

Y (x) =

b∫
a

M(x, t, λ)F1(t)dt, Z(t) =

b∫
a

N(t, x, λ)F2(x)dx.

Врахувавши (2.115) i (2.124), можна зробити висновок, що
останнiй елемент першого рядка матрицi M(x, t, λ) дорiвнює
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−G(x, t, λ), а перший елемент останнього рядка матрицi N(t, x, λ)
збiгається з H(t, x, λ). Крiм того,

b∫
a

⎛
⎝ b∫

a

N(t, x, λ)F2(x)dx

⎞
⎠
∗

F1(t)dt+

+

b∫
a

F ∗
2 (x)

b∫
a

M(x, t, λ)F1(t)dtdx = 0,

тобто
b∫

a

b∫
a

F ∗
2 (x) {N∗(t, x, λ) +M(x, t, λ)}F1(t)dxdt =

=

b∫
a

b∫
a

{
−G(x, t, λ) +H(t, x, λ)

}
f1(t)f2(x)dxdt = 0.

Оскiльки в фiгурних дужках справа стоїть неперервна фун-
кцiя змiнних x i t, а f1(x), f2(x) – також (довiльнi) дiйснозначнi
неперервнi функцiї, то згiдно з основною лемою варiацiйного чи-
слення (див., наприклад, [136, с. 295–296])

H (t, x, λ)−G (x, t, λ) = 0,

що й завершує доведення.

2.4.4. Аналiтична природа функцiї Ґрiна у випадку
простих полюсiв. Оскiльки чисельник i знаменник у формулi
(2.114) є, очевидно, цiлими аналiтичними функцiями параметра
λ, функцiя Ґрiна G(x, t, λ) задачi (2.109), (2.62) є мероморфною
функцiєю параметра λ; ї ї полюсами можуть бути лише власнi
значення крайової задачi (2.3), (2.62).

Нехай λ0 – простий нуль функцiї Δ(λ). Тодi λ0 може бути
лише простим полюсом функцiї G(x, t, λ), отже

G(x, t, λ) =
R(x, t)

λ− λ0
+G1(x, t, λ), (2.132)
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де G1(x, t, λ) регулярна в околi точки λ0. Визначимо R(x, t) так
само, як це робиться у випадку диференцiального оператора в
[76, с. 48–49].

Якщо λ0 взагалi не є особливою точкою функцiї G(x, t, λ), то
будемо вважати R(x, t) = 0.

Згiдно з вiдомою формулою теорiї лишкiв

R(x, t) = (−1)r
Q(x, t, λ0)

Δ′(λ0)
,

де Q(x, t, λ) визначається формулою (2.118). Очевидно, що
R(x, t) як лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв (2.3) за (2.116), за пер-
шою змiнною задовольняє рiвняння Lmn(R)−λ0σR = 0. За побу-
довою Q(x, t, λ0), а отже, i R(x, t) при фiксованому t задовольняє
крайовi умови (2.62).

Таким чином, R(x, t) – власна функцiя крайової задачi (2.3),
(2.62), вiдповiдна власному значенню λ0. Але, оскiльки λ0 – про-
стий нуль функцiї Δ(λ), йому вiдповiдає з точнiстю до множни-
ка, що не залежить вiд x, лише одна власна функцiя y0(x) кра-
йової задачi (2.3), (2.62). Отже,

R(x, t) = a(t)y0(x). (2.133)

Врахувавши теорему 2.7 i формулу (2.132), для функцiї Ґрiна
H(x, t, λ) оператора L∗ − λ̄σI будемо мати

H(x, t, λ) =
R(t, x)

λ̄− λ̄0
+G1(t, x, λ).

Тому R(t, x) за фiксованого t є власною функцiєю крайової за-
дачi (2.123), (2.103), що вiдповiдає власному значенню λ̄0. По-
значивши через z0(x) одну з таких функцiй, матимемо R(t, x) =
= b(t)z0(x) або R(x, t) = b(x)z0(t). Врахувавши (2.133), отримає-
мо рiвнiсть

R(x, t) = cy0(x)z0(t). (2.134)

Залишається визначити сталу c.
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Врахувавши (2.134) i помноживши (2.132) на σ(t)y0(t) та зiн-
тегрувавши це спiввiдношення по t, одержимо рiвнiсть

(λ− λ0)

b∫
a

G(x, t, λ)σ(t)y0(t)dt = cy0(x)

b∫
a

σ(t)y0(t)z0(t)dt+

+ (λ− λ0)

b∫
a

G1(x, t, λ)σ(t)y0(t)dt. (2.135)

Iнтеграл в останньому доданку є однозначною аналiтичною фун-
кцiєю параметра λ в околi точки λ0. Тодi

lim
λ→λ0

(λ− λ0)

b∫
a

G(x, t, λ)σ(t)y0(t)dt = cy0(x)

b∫
a

σ(t)y0(t)z0(t)dt.

З iншого боку,
(L− λσI)y0 = (λ0 − λ)σy0,

звiдки
(L− λσI)−1σy0 =

1

λ0 − λ
y0.

Оскiльки G(x, t, λ) – функцiя Ґрiна оператора L−λσI, то, враху-
вавши, що для сумовної функцiї f(t) = g′(t) вираз dg(t) у фор-
мулi (2.115) перетворюється у f(t)dt, останню рiвнiсть можна
переписати у виглядi

b∫
a

G(x, t, λ)σ(t)y0(t)dt =
1

λ0 − λ
y0(x).

Пiдставивши її в (2.135), отримаємо, що

−y0(x) = cy0(x)

b∫
a

σ(t)y0(t)z0(t)dt;
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звiдси можна визначити c i, пiдставивши його в (2.134), прийти
до рiвностi

R(x, t) = − y0(x)z0(t)
b∫
a
σ(τ)y0(τ)z0(τ)dτ

.

Пронормуємо функцiї y0(x) i z0(x) так, щоб

b∫
a

σ(τ)y0(τ)z0(τ)dτ = 1. (2.136)

Тодi (2.132) запишеться у виглядi

G(x, t, λ) = −y0(x)z0(t)
λ− λ0

+G1(x, t, λ). (2.137)

2.5. Розвинення за власними функцiями
Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi

[64].

2.5.1. Оцiнка функцiї Ґрiна. Будемо вважати без втрати
загальностi, що Ly = 0 лише при y = 0, тобто що крайова задача
Lmn(y) = 0, (2.62) має лише тривiальний розв’язок y ≡ 0. Дiй-
сно, в протилежному випадку досить замiнити Lmn(y) виразом
Lmn(y) − cσ(x)y, де c – довiльне число, вiдмiнне вiд усiх вла-
сних значень крайової задачi (2.3), (2.62). Таке число iснує, бо
теорема 2.2 свiдчить, що ця крайова задача має лише злiченну
множину власних значень. Тодi оператор L має функцiю Ґрiна
G(x, s) = G(x, s, 0), якщо G(x, s, λ) – функцiя Ґрiна оператора
L− λσI.

Розвинення за власними функцiями будується за схемою, за-
галом подiбною до викладеної в [76, с. 92–98], але наявнiсть ква-
зiпохiдних у сенсi вихiдного i спряженого до нього квазiдиферен-
цiальних рiвнянь, а також властивостi просторiв, в яких дiють
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квазiдиференцiальнi оператори, створюють суттєвi труднощi, по-
доланню яких присвячений цей пiдроздiл.

Розглянемо в комплекснiй λ-площинi послiдовнiсть кiл Γk,
k = 1, 2, . . . , зi спiльним центром у початку координат, що мають
наступнi властивостi: 1) радiус Rk кола Γk необмежено зростає
для k → ∞; 2) iснує додатне число δ, таке, що прообрази ρk в S0∪
S1 власних значень крайової задачi (2.3), (2.62) при вiдображеннi

λ = (−1)m+1 sgn(a00σ)ρ
r (2.138)

знаходяться для досить великих k на вiдстанi не меншiй δ вiд
прообразiв кожного з кiл Γk. На пiдставi асимптотичних власти-
востей власних значень такi кола Γk iснують.

Розглянемо також iнтеграл

Ik(x, s) =
1

2πi

∮
Γk

G(x, s, λ)

λ
dλ;

застосувавши до нього теорему про лишки, отримаємо

Ik(x, s) = G(x, s) +

mk∑
ν=1

Qν(x, s)

λν
, (2.139)

де Qν(x, s) – лишок функцiї G(x, s, λ) вiдносно її полюса λν (який
ми припускаємо простим), а mk – число цих полюсiв у крузi Γk.
Теорема 2.8. У випадку регулярних крайових умов на колах

Γk функцiя G(x, s, λ) задовольняє нерiвнiсть

|G(x, s, λ)| �M |λ|−
r−1
r , (2.140)

де M – деяка стала.
Доведення. За вiдповiдного вибору arg ρ при вiдображеннi

(2.138) коло Γk переходить у дугу γk кола з центром у початку
координат i центральним кутом 2π/r, що проходить у двох сусi-
днiх областях S0, S1 комплексної ρ-площини. Розглянемо окремо
випадки парного i непарного r.
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1) r – непарне; r = 2μ − 1. Нехай згiдно з твердженням 2.5
числа ω1, ω2, . . . , ωr (рiзнi коренi r-го степеня з−1) занумеровано
так, що для ρ ∈ S0 виконується ланцюг нерiвностей (2.25) (c тут
дорiвнює 0). Тодi згiдно з формулами (2.76), (2.77) для ρ ∈ S0{

Re(ρω1) � 0, . . . ,Re(ρωμ−1) � 0,

Re(ρωμ+1) � 0, . . . ,Re(ρωr) � 0.
(2.141)

Нехай γ′k – та частина дуги γk, яка знаходиться в областi S0

i на якiй Re(ρωμ) � 0, а γ′′k – та її частина, яка теж знаходиться
в цiй областi i на якiй Re(ρωμ) � 0. Оцiнимо функцiю G(x, s, λ)
на дузi γ′k, скориставшись формулами (2.113), (2.117) – (2.119).

Нехай K̃(x, a, λ) – функцiя Кошi квазiдиференцiально-
го рiвняння (2.3). Тодi функцiї K(x, a, λ), K{1}(x, a, λ), . . . ,
K{r−1}(x, a, λ) утворюють фундаментальну систему розв’язкiв
рiвняння (2.3). З iншого боку, згiдно з формулою (2.116) їх можна
подати як лiнiйну комбiнацiю деякої iншої лiнiйно незалежної си-
стеми розв’язкiв рiвняння (2.3). Нехай yj = yj(x, λ) (j = 1, r) –
та лiнiйно незалежна система розв’язкiв рiвняння (2.3), для якої
справджуються асимптотичнi формули (2.51). Тодi

K{k−1}(x, a, λ) =
r∑

j=1

ckj(λ)yj(x, λ), k = 1, r.

Оскiльки

Uν

⎛
⎝ r∑

j=1

ckjyj

⎞
⎠=

r∑
j=1

ckjUν(yj), ν = 1, r,

⎛
⎝ U1(K(x, a, λ)) · · · U1(K

{r−1}(x, a, λ))
· · · · · · · · ·

Ur(K(x, a, λ)) · · · Ur(K
{r−1}(x, a, λ))

⎞
⎠=

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

r∑
j=1

c1jU1(yj) · · ·
r∑

j=1
crjU1(yj)

· · · · · · · · ·
r∑

j=1
c1jUr(yj) · · ·

r∑
j=1

crjUr(yj)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=
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=

⎛
⎝ U1(y1) · · · U1(yr)

· · · · · · · · ·
Ur(y1) · · · Ur(yr)

⎞
⎠
⎛
⎝ c11 · · · cr1

· · · · · · · · ·
c1r · · · crr

⎞
⎠, (2.142)

врахувавши властивостi визначникiв, отримаємо

Δ(λ) = Δ̃(λ)Cr(λ),

де
Cr(λ) = det (cij(λ))

r
i,j=1 , Δ̃(λ) = det (Uν(yk))

r
ν,k=1 .

Розклавши визначник (2.118) за елементами останнього стов-
пця, застосувавши до кожного з r + 1 визначникiв r-го порядку
перетворення, аналогiчнi (2.142), та врахувавши властивостi ви-
значникiв, можна прийти до рiвностi

Q(x, s, λ) = (−1)rP (x, s, λ)Cr(λ)Δ̃(λ) +

+ (−1)r+1U1(P (x, s, λ))Cr(λ)×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yr(x)
U2(y1) U2(y2) · · · U2(yr)
· · · · · · · · · · · ·

Ur(y1) Ur(y2) · · · Ur(yr)

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . .

. . .+ (−1)2rUr(P (x, s, λ))Cr(λ)×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yr(x)
U1(y1) U1(y2) · · · U1(yr)
· · · · · · · · · · · ·

Ur−1(y1) Ur−1(y2) · · · Ur−1(yr)

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

де P (x, s, λ) подається рiвнiстю (2.119). Звiдси випливає формула

Q(x, s, λ) = Q̃(x, s, λ)Cr(λ),

де

Q̃(x, s, λ)=

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yr(x) P (x, s, λ)

U1(y1(x)) U1(y2(x)) · · · U1(yr(x)) U1(P (x, s, λ))
· · · · · · · · · · · · · · ·

Ur(y1(x)) Ur(y2(x)) · · · Ur(yr(x)) Ur(P (x, s, λ))

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(2.143)
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Тодi формула (2.117) перепишеться у виглядi

G(x, s, λ) = (−1)r
Q̃(x, s, λ)

Δ̃(λ)
. (2.144)

Зауважимо, що

Uν(P (x, s, λ)) = Uνb(K(x, s, λ)) =

= βνK
[kν ](b, s, λ) +

kν−1∑
j=0

β̃νjK
[j](b, s, λ).

Результати пункту 2.1.4, зокрема i формула (2.38), мають мi-
сце i тодi, коли K(x, s, λ) – функцiя Кошi рiвняння (2.3), а не
(2.19), а її квазiпохiднi в сенсi вихiдного рiвняння подаються
формулами (2.2) замiсть (2.21) (див. зауваження в кiнцi пункту
2.1.6). Це пов’язано з тим, що асимптотичнi формули (2.51) i
(2.29) фундаментальної системи розв’язкiв обидвох рiвнянь (2.3)
i (2.19), а також їхнiх квазiпохiдних, збiгаються для великих |ρ|,
ρ ∈ T . Отже,

K [j](x, s, λ) = −Qj0(x, s)

rρr−1−j

r∑
k=1

eρωk(t(x)−t(s))〈ωj+1
k 〉x,s

для j = 0, r − 1, що, врахувавши формули (2.30), (2.36), (2.51) та
рiвнiсть R̂r−1(s) = (−1)m−1a00(s), можна записати у виглядi

K [j](x, s, λ) =

r∑
k=1

y
[j]
k (x, λ)zk(s, λ),

де для k = 1, r

zk(s, λ)=
(−1)m

rρr−1
a−1
00 (s)Ê

−1(s)
(
t′(s)

)1−r
e−ρωkt(s)〈ωk〉s. (2.145)

Розглянемо функцiю G(x, s, λ) для x > s (у випадку x < s
мiркування будуть аналогiчними); тодi останнiй елемент першо-
го рядка у визначнику (2.143) є функцiєю Кошi K(x, s, λ). По-
множимо (μ+1)-й, (μ+2)-й, . . . , r-й стовпцi визначника Q̃(x, s, λ)
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на −zμ+1(s), −zμ+2(s), . . . , −zr(s) вiдповiдно i додамо до остан-
нього стовпця. Визначник внаслiдок цього не змiниться. Тодi еле-
ментами останнього стовпчика в Q̃(x, s, λ) будуть

μ∑
k=1

yk(x)zk(s), (2.146)

μ∑
k=1

Uνb(yk)zk(s)−
r∑

k=μ+1

Uνa(yk)zk(s), ν = 1, r. (2.147)

Пiдставивши вирази (2.51) в нормованi форми Uν(y), мати-
мемо

Uνa(yj) = (ρωj)
kν α̂νϕν(1 + o(1)) = (ρωj)

kν ϕν〈α̂ν〉, (2.148)

Uνb(yj) = (ρωj)
kν eρωjhβ̂νϕν(1 + o(1)) = (ρωj)

kν ϕνe
ρωjh〈β̂ν〉,

(2.149)
де

ϕν =

{
1, kν < n,
(−1)kν−n, kν � n.

Звiдси

Uν(yj) = (ρωj)
kν ϕν{〈α̂ν〉+ eρωjh〈β̂ν〉}, ν, j = 1, r.

Отже, на пiдставi нерiвностей (2.141) мають мiсце формули

Uν(yj) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
(ρωj)

kν ϕν〈α̂ν〉, j = 1, μ − 1,

(ρωj)
kν ϕν{〈α̂ν〉+ eρωjh〈β̂ν〉}, j = μ,

(ρωj)
kν ϕνe

ρωjh〈β̂ν〉, j = μ+ 1, r.

(2.150)

Пiдставивши їх у Δ̃(λ), отримаємо

Δ̃(λ) =

r∏
ν=1

ρkνϕν

r∏
j=μ+1

eρωjh(〈θ0〉+ eρωμh〈θ1〉). (2.151)



2.5. Розвинення за власними функцiями 119

Врахувавши (2.51), (2.145), (2.148) i (2.149), ми можемо перепи-
сати (2.146), (2.147) у виглядi

Ê(x)

rρr−1
P0 =

1

rρr−1

(−1)mÊ(x)

a00(s)Ê(s)
(t′(s))1−r

μ∑
j=1

eρωj(t(x)−t(s))〈ωj〉x,s,

ρkνϕν

rρr−1
Pν =

ρkνϕν

rρr−1
(−1)ma−1

00 (s)Ê
−1(s)(t′(s))1−r×

×

⎧⎨
⎩

μ∑
j=1

eρωj(h−t(s))〈β̂νωkν+1
j 〉s −

r∑
j=μ+1

e−ρωjt(s)〈α̂νω
kν+1
j 〉s

⎫⎬
⎭,

ν = 1, r.

Пiдставимо тепер (2.143), (2.51), (2.145), (2.150), (2.151), а також
вирази для останнього стовпця Q̃(x, s, λ) в (2.144) i розподiлимо
множники знаменника Δ̃(λ) наступним чином. На ρkνϕν роздiли-
мо (ν+1)-й рядок (ν = 1, r), на eρωjh – j-й стовпець (j = μ+ 1, r)
i на 〈θ0〉+ eρωμh〈θ1〉 подiлимо μ-й стовпець. Тодi формула (2.144)
набуде вигляду

G(x, s, λ) = (−1)r
Ê(x)

rρr−1
det(A,B), (2.152)

де

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

eρω1t(x)〈1〉x · · · eρωμ−1t(x)〈1〉x eρωμt(x)〈1〉x
〈θ0〉+eρωμh〈θ1〉

〈α̂1ω
k1
1 〉 · · · 〈α̂1ω

k1
μ−1〉

ω
k1
μ 〈α̂1+eρωμhβ̂1〉
〈θ0〉+eρωμh〈θ1〉

· · · · · · · · · · · ·
〈α̂rω

kr
1 〉 · · · 〈α̂rω

kr
μ−1〉

ωkr
μ 〈α̂r+eρωμhβ̂r〉
〈θ0〉+eρωμh〈θ1〉

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

B =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eρωμ+1(t(x)−h)〈1〉x · · · eρωr(t(x)−h)〈1〉x P0

〈β̂1ωk1
μ+1〉 · · · 〈β̂1ωk1

r 〉 P1

· · · · · · · · · · · ·
〈β̂rωkr

μ+1〉 · · · 〈β̂rωkr
r 〉 Pr

⎞
⎟⎟⎟⎠.

На дугах γ′k внаслiдок регулярностi крайових умов знаменник
〈θ0〉+ eρωμh〈θ1〉 обмежується знизу одним i тим самим числом.
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Справдi, дуги γ′k можна доповнити до кiл Bk. Повторимо те-
пер мiркування з доведення теореми 2.2 (див. стор. 81). Розгля-
немо функцiю

f = eωμ(ρ−ρk)h − 1 = eωμ(ρ−ρ0)h − 1

(бо (ρk − ρ0)ωμh = 2kπi). Введемо нову змiнну ζ, поклавши

ωμ(ρ− ρ0)h = ζ.

Тодi
f = eζ − 1

i кола Bk перейдуть у кола Γ′
k навколо точок ζk = 2kπi. Розгля-

немо спочатку область D, обмежену прямими Im ζ = ±π i колом
Γ′
0 (рис. 2 на стор. 81). У цiй областi функцiя f(ζ) не перетворює-

ться в нуль, а для |Re ζ| достатньо великих (|Re ζ| > N) функцiя
f(ζ) обмежена знизу, оскiльки

lim
Re ζ→+∞

|f(ζ)| = ∞, lim
Re ζ→−∞

|f(ζ)| = 1.

Отже, внаслiдок того, що f(ζ) – перiодична функцiя з перiодом
2πi, вона скрiзь на колах Γ′

k i зовнi цих кiл обмежена знизу до-
датним числом.

Тодi внаслiдок умов (2.141) всi елементи визначника (2.152)
на дузi γ′k обмеженi зверху, бо експоненти там мають недодатну
дiйсну частину. Отже, на дугах γ′k має мiсце нерiвнiсть

|G(x, s, λ)| �M |ρ|1−r, (2.153)

де M – деяка стала.
Доведемо тепер, що така сама нерiвнiсть виконується i на ду-

гах γ′′k . Для цього достатньо у визначнику Q̃(x, s, λ) домножити
μ-й, (μ + 1)-й, . . . , r-й стовпцi на −zμ(s), −zμ+1(s), . . . , −zr(s)
вiдповiдно i додати до останнього стовпчика. Повторивши попе-
реднi мiркування, легко переконатись у правильностi нерiвностi
(2.153) i на дугах γ′′k .
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Таким чином, (2.153) доведено для тiєї частини дуги γk, що
лежить у секторi S0. Оскiльки цi самi мiркування застосовнi до
будь-якої областi Sν , вони дають той самий результат на дузi γk
i в секторi S1. Переходячи вiд ρ до λ, отримуємо твердження
теореми для випадку непарного r.

2) r парне; r = 2μ. Цей випадок завдяки тому, що умови для
yμ i yμ+1 записуються у виглядi

Uν(yμ) = (ρωμ)
kν ϕν{〈α̂ν〉+ eρωμh〈β̂ν〉},

Uν(yμ+1) = (ρωμ+1)
kν ϕν{〈α̂ν〉+ eρωμ+1h〈β̂ν〉},

вiдрiзняється вiд попереднього лише тим, що Δ̃(λ) мiстить вираз
〈θ0〉+ eρωμh〈θ1〉 + e−ρωμh〈θ1〉 (θ1 
= 0, θ−1 
= 0 внаслiдок регуляр-
ностi), який можна подати у виглядi

θ1

(
eρωμh − ξ′

)(
eρωμh − ξ′′

)
(1 + o(1)),

де ξ′, ξ′′ – коренi рiвняння θ1ξ2 + θ0ξ + θ−1 = 0.
В цьому випадку μ-й, (μ + 1)-й, стовпцi потрiбно подiлити

вiдповiдно на eρωμh〈1〉 − 〈ξ′〉 та eρωμh〈1〉 − 〈ξ′′〉. Аналогiчно до
випадку непарного r доводиться, що цi знаменники теж будуть
обмеженi знизу на дузi γk. Решта мiркувань у доведеннi теореми
будуть аналогiчними випадку дуги γ′k, бо на дузi γk Re(ρωμ) � 0,
Re(ρωμ+1) � 0 внаслiдок того, що рiвняння ω2μ + 1 = 0 мiстить
поряд з ωj корiнь −ωj (j = 1, r). Теорему доведено.
Зауваження. З доведення теореми 2.8 видно, що нерiвнiсть

(2.140) залишається правильною для великих |λ| i в областi Oδ,
отриманiй з λ-площини вiдкиданням образiв кiл |ρ− ρk| < δ при
вiдображеннi (2.24).

2.5.2. Розвинення функцiй з областi визначення опе-
ратора L.
Теорема 2.9. Функцiя Ґрiна G(x, s) квазiдиференцiально-

го оператора L, породженого регулярними крайовими умовами
(2.62), розвивається в рiвномiрно збiжний вiдносно x i s з [a, b]
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ряд

G(x, s) = −
∞∑
ν=1

Qν(x, s)

λν
. (2.154)

Доведення. Користуючись теоремою 2.8 i зауваженням до
неї, отримуємо оцiнки

|Ik(x, s)| �
1

2π

M

R
r−1
r

k Rk

2πRk =
M

R
r−1
r

k

,

∣∣∣∣Qk(x, s)

λk

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πλk

∫
|ρ−ρk|=δ

rρr−1G
(
x, s, (−1)m+1sgn(σa00)ρ

r
)
dρ

∣∣∣∣∣∣∣ �
rMδ

|λk|
,

з яких безпосередньо випливають спiввiдношення

lim
k→∞

Ik(x, s) = 0, lim
k→∞

Qk(x, s)

λk
= 0, (2.155)

причому рiвномiрно вiдносно x i s з [a, b]. Внаслiдок (2.139) i
(2.155), оскiльки з асимптотичних формул для власних значень
(див. теорему 2.2) випливає, що круги Γk можна вибрати так,
щоб 2 � mk+1 −mk � 4, буде виконуватись формула (2.154), що
й доводить теорему.
Теорема 2.10. Якщо всi власнi значення крайової задачi

(2.3), (2.62) з регулярними крайовими умовами (2.62), є прости-
ми нулями функцiї Δ(λ), то для функцiї Ґрiна квазiдиференцi-
ального оператора L за виконання умови нормованостi

b∫
a

σ(x)yν(x)zν(x)dx = 1 (2.156)

iснує розвинення у рiвномiрно збiжний ряд

G(x, s) =

∞∑
ν=1

yν(x)zν(s)

λν
. (2.157)
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Доведення. Оскiльки Qν(x, s) у теоремi 2.9 – лишок функцiї
G(x, s, λ) вiдносно її полюса λν , а всi власнi значення крайової
задачi (2.3), (2.62) – простi нулi функцiї Δ(λ), то згiдно з форму-
лою (2.137) має мiсце рiвнiсть −Qν(x, s) = yν(x)zν(s), де yν(x),
zν(s) – власнi функцiї спряжених крайових задач (2.3), (2.62) i
(2.11), (2.103), вiдповiднi власним значенням λν i λ̄ν i пронор-
мованi так, щоб виконувалось спiввiдношення (2.156). Теорему
доведено.

З цiєї теореми легко отримати теорему про розвинення зада-
ної функцiї f(x).
Теорема 2.11. Нехай всi власнi значення крайової задачi

(2.3), (2.62) з регулярними крайовими умовами (2.62) є прости-
ми нулями функцiї Δ(λ). Тодi будь-яка функцiя f(x) з областi
визначення квазiдиференцiального оператора L розвивається у
рiвномiрно збiжний ряд за власними функцiями крайової задачi
(2.3), (2.62)

f(x) =

∞∑
ν=1

dνyν(x), (2.158)

де за виконання умови (2.156)

dν = (f, zν)BV =

b∫
a

σ(s)f(s)zν(s)ds,

а yν(x), zν(s) – власнi функцiї спряжених крайових задач (2.3),
(2.62) i (2.11), (2.103), вiдповiднi власним значенням λν i λ̄ν .
Доведення. Покладемо Lf = ϕ′, L∗zν = ψ′

ν , де ϕ,ψν ∈
∈ BV + ([a, b];C). Тодi

f(x) =

b∫
a

G(x, s)dϕ(s), zν(x) =

b∫
a

H(x, s)dψν(s), (2.159)

де H(x, s) – функцiя Ґрiна квазiдиференцiального оператора L∗.
Пiдставимо в першу формулу (2.159) замiсть функцiї G(x, s) ї ї
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розвинення (2.157). Внаслiдок рiвномiрної збiжностi останнього,
ми можемо його iнтегрувати почленно. Отже, має мiсце формула
(2.158), де

dν =
1

λν

b∫
a

zν(s)dϕ(s). (2.160)

Оскiльки за теоремою 2.7 G(x, s) = H(s, x), буде виконува-
тись i рiвнiсть

b∫
a

dψν(x)

b∫
a

G(x, s)dϕ(s) =

b∫
a

dψν(x)

b∫
a

H(s, x)dϕ(s),

звiдки за теоремою Фубiнi

b∫
a

dψν(x)

b∫
a

G(x, s)dϕ(s) =

b∫
a

dϕ(s)

b∫
a

H(s, x)dψν(x).

Тепер, врахувавши (2.159), отримаємо спiввiдношення

b∫
a

f(x)dψν(x) =

b∫
a

zν(x)dϕ(x). (2.161)

З iншого боку, L∗zν = λ̄νσzν . Тодi

ψν(x) =

x∫
a

λ̄νσ(s)zν(s)ds.

Пiсля пiдстановки останньої рiвностi в (2.161) отримаємо з
(2.160) спiввiдношення

dν =
1

λν

b∫
a

f(x)λ̄νσ(x)zν(x)dx =

b∫
a

σ(x)f(x)zν(x)dx,

що й потрiбно було довести.
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2.6. Асимптотика фундаментальної системи
розв’язкiв сингулярного диференцiального

рiвняння

2.6.1. Постановка задачi. Розглянемо диференцiальний
вираз

Mn(y) ≡ y(n) + p1(x)y
(n−1) + p2(x)y

(n−2) + . . . + pn(x)y, (2.162)

де p1 ∈ L1 ([a, b];C), pi = b′i, bi ∈ BV + ([a, b];C), i = 2, n. Тут
штрихом позначено узагальнене диференцiювання. Отже, pi –
мiри, тобто узагальненi функцiї нульового порядку. Розглянемо
також вiдповiдне диференцiальному виразу Mn(y) рiвняння

Mn(y) = λσ(x)y, (2.163)

де σ ∈W 1
1 ([a, b];R), σ(x) 
= 0 на [a, b], λ – комплексний параметр,

i початковi умови

y(ν)(a) = c̃ν+1, ν = 0, n − 1. (2.164)

Можна розглядати також рiвняння

p̃0(x)y
(n) + p̃1(x)y

(n−1) + p̃2(x)y
(n−2) + . . . + p̃n(x)y = λg(x)y,

де p̃0, g ∈ W 1
1 ([a, b];R), p̃0(x) 
= 0 на [a, b], g(x) 
= 0 на [a, b],

p̃1 ∈ L1([a, b];C), p̃i = b̃′i, b̃i ∈ BV +([a, b];C), i = 2, n. Це рiв-
няння дiленням на p̃0(x) легко зводиться до вигляду (2.163) з
коефiцiєнтами з вказаних класiв.

Диференцiальне рiвняння (0.13) з коефiцiєнтом p0 ∈
∈ W 1

1 ([a, b];R), p0(x) 
= 0 на [a, b], легко зводиться до рiвнян-
ня вигляду (2.163) шляхом дiлення його на p0(x). Тому цiлком
достатньо за цих умов розглядати рiвняння (2.163) i вiдповiдну
йому початкову задачу (2.163), (2.164).

За допомогою вектора Y = colon
(
y, y′, . . . , y(n−1)

)
зведемо

рiвняння (2.163) до системи звичайних диференцiальних рiвнянь
першого порядку

Y ′ = C ′(x)Y (2.165)
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або в розгорнутому виглядi

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

y
y′

· · ·
y(n−2)

y(n−1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

′

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 · · · 0 0

0 0
. . . 0 0

· · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 0 1

λσ − pn −pn−1 · · · −p2 −p1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

y
y′

· · ·
y(n−2)

y(n−1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠.

Умови (2.164) тодi набувають вигляду

Y (a) = C̃,

де C̃ = colon(c̃1, c̃2, . . . , c̃n).
Очевидно, що

ΔC(x) =

⎛
⎜⎜⎝

0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0

−Δbn(x) · · · −Δb2(x) 0

⎞
⎟⎟⎠.

Оскiльки [ΔC(x) ]2 = 0, то система (2.165) є коректною (див.
пункт 1.2.2 i [104]).
Означення 2.13. Диференцiальне рiвняння називатимемо

коректним, якщо буде коректною вiдповiдна йому система.
Означення 2.14. Пiд розв’язком диференцiального рiвнян-

ня будемо розумiти першу координату y(x) вектора Y (x) системи
(2.165), що задовольняє його в узагальненому сенсi.
Твердження 2.6 ([114, с. 29, 124, с. 121]). Iснує єдиний

розв’язок y(x) задачi Кошi для рiвняння (2.163) такий,що y(k) ∈
∈ AC ([a, b];C), k = 0, n− 2, y(n−1) ∈ BV + ([a, b];C) i в точках
xs ∈ [a, b] розривiв функцiй bi(x) має мiсце стрибок, що визна-
чається формулою

Δy(n−1)(xs) = −
n−2∑
i=0

Δbn−i(xs)y
(i)(xs). (2.166)
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2.6.2. Спряженi квазiпохiднi i функцiя Кошi. Система,
спряжена до системи (2.165) має вигляд

Z ′ = − (C∗(x))′ Z, (2.167)

де Z = colon
(
z{r−1}, . . . , z{1}, z

)
. Фiгурними дужками тут по-

значено квазiпохiднi в сенсi спряженого до (2.163) рiвняння. З
(2.167) безпосередньо видно структуру спряженого рiвняння i
квазiпохiдних у сенсi останнього.
Означення 2.15. Спряженим до (2.163) називається квазi-

диференцiальне рiвняння

M∗
n(z) ≡ (−1)nz(n) +

n∑
i=1

(−1)n−i(p̄iz)
(n−i) = λ̄σ(x)z, (2.168)

де p̄i(x) = b̄′i(x) ∀i = 2, n.
Означення 2.16. Квазiпохiдними виразу M∗

n(z) (квазiпохi-
дними в сенсi спряженого рiвняння (2.168)) називаються функцiї
z{i}(x), i = 0, n− 1, що визначаються формулами

z{0}
df
= z, z{i} = p̄iz −

(
z{i−1}

)′
, i = 1, n − 1. (2.169)

Розглянемо тепер рiвняння (2.168) з початковими умовами

z{ν}(a) = z
{ν}
0 , ν = 0, n − 1. (2.170)

Твердження 2.7 ([115, с. 29, 124, с. 123]). Iснує єдиний
розв’язок задачi (2.168), (2.170) такий, що z ∈ AC ([a, b];C),
а квазiпохiднi z{k} ∈ BV + ([a, b];C) , k = 1, n − 1, i в точках
xs ∈ [a, b] розривiв функцiй bi(x) вони мають стрибки, що ви-
значаються формулами

Δz{k}(xs) = Δbk+1(xs)z(xs), k = 1, n − 1. (2.171)

Означення 2.17. Функцiя K̃(x, t) = K̃(x, t, λ) називається
функцiєю Кошi рiвняння (2.163), якщо вона за змiнною x є
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розв’язком цього рiвняння i в точцi x = t ∈ [a, b] задовольняє
початковi умови K̃(i)(t, t) = 0 (i = 0, n − 2), K̃(n−1)(t, t) = 1.
Означення 2.18. Функцiя R(x, t) = R(x, t, λ) називається

функцiєю Кошi рiвняння (2.168), якщо вона за змiнною x є
розв’язком цього рiвняння i в точцi x = t ∈ [a, b] задовольняє
початковi умови R{i}

x (t, t) = 0 (i = 0, n− 2), R{n−1}
x (t, t) = 1.

Твердження 2.8 ([114, с. 16]). Для функцiй Кошi спря-
жених диференцiального i квазiдиференцiального рiвнянь справ-
джується тотожнiсть

R(x, t) ≡ K̃(t, x). (2.172)

2.6.3. Асимптотика розв’язкiв рiвняння без мiр. Ве-
кторне рiвняння (2.165) можна подати у виглядi

Y ′ = Φ′Y +Ψ′Y, (2.173)

де

Φ′(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 · · · 0 0

0 0
. . . 0 0

· · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 0 1
λσ 0 · · · 0 −p1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

Ψ′(x) =

⎛
⎜⎜⎝

0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0

−pn · · · −p2 0

⎞
⎟⎟⎠.

Тодi система
Y ′ = Φ′Y (2.174)

буде еквiвалентною до укороченого рiвняння

y(n) + p1y
(n−1) = λσy. (2.175)
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Покладемо тепер

λ = − sgn(σ)ρn. (2.176)

Розiб’ємо комплексну ρ-площину на 2n секторiв Sq, q =
= 0, 2n − 1, де Sq = {ρ : qπ/n � arg ρ � (q + 1)π/n}. Через Tq
позначимо сектор (з вершиною в точцi ρ = −c), що утворюється
з Sq шляхом зсуву ρ→ ρ+c. Областi Sq i Tq називатимемо просто
областями S i T .

Нехай ω1, ω2, . . . , ωn – всi рiзнi коренi n-го степеня з −1,
занумерованi для ρ ∈ Tq таким чином (згiдно з твердженням 1.1
[76, с. 53–54] це можливо), що

Re((ρ+ c)ω1) � Re((ρ+ c)ω2) � . . . � Re((ρ+ c)ωn). (2.177)

Оскiльки σ ∈ W 1
1 ([a, b];R), p1 ∈ L1 ([a, b];C), σ(x) 
= 0,

a � x � b, то виконуються всi умови теореми 1.2 (теореми 1
з [88]) i в кожнiй областi Tq комплексної ρ-площини рiвняння
(2.175) має n лiнiйно незалежних розв’язкiв y1, y2, . . . , yn, регу-
лярних по ρ ∈ Tq для достатньо великих |ρ|, якi мають асимпто-
тику вигляду

y
(ν)
k (x, ρ) = (ρωkt

′(x))νÊ(x)eρωkt(x) (1 + o(1)), (2.178)

де k = 1, n, ν = 0, n− 1,

t(x) =

x∫
a

n
√

|σ(ζ)|dζ, Ê(x) = |σ(x)|−
n−1
2n e

− 1
n

x∫

a
p1(ζ)dζ

. (2.179)

2.6.4. Оцiнка квазiпохiдних функцiї Кошi. Нехай
K̃(x, z) – функцiя Кошi рiвняння (2.175). За допомогою фiгурних
дужок ми тут позначатимемо квазiпохiднi в сенсi спряженого до
(2.175) рiвняння, їх можна вiдчитати з вiдповiдної йому спряже-
ної системи Z ′ = − (Φ∗(x))′Z, де Z = colon(z{r−1}, z{r−2}, . . . , z).
Зi структури матрицi Φ′(x) зрозумiло, що

z{1} = p̄1z − z′, z{i} = −
(
z{i−1}

)′
, i = 2, n− 1.
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Вiд функцiї Кошi квазiпохiднi в сенсi спряженого рiвняння
братимуться за другою змiнною. Мiшанi квазiпохiднi функцiї
Кошi K̃(i){j}(x, z) (i, j = 0, n − 1) можна подати (див. [124, с. 107])
у виглядi

K̃(i){j}(x, z) =
1

W (z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(z) · · · yn(z)
· · · · · · · · ·

y
(n−j−2)
1 (z) · · · y

(n−j−2)
n (z)

y
(i)
1 (x) · · · y

(i)
n (x)

y
(n−j)
1 (z) · · · y

(n−j)
n (z)

· · · · · · · · ·
y
(n−1)
1 (z) · · · y

(n−1)
n (z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (2.180)

де
W (z) = det

(
y(p−1)
q (z)

)n

p,q=1
, (2.181)

а y1, y2, . . . , yn – лiнiйно незалежна система розв’язкiв рiвняння
(2.175), асимптотична поведiнка якої для великих значень па-
раметра |ρ| подається формулами (2.178). Пiдставивши (2.178) в
(2.180), (2.181) можна помiтити, що з усiх рядкiв, крiм (n− j)-го,
обидвох визначникiв виносяться i скорочуються вирази

(ρt′(z))νÊ(z) (ν = 0, n− 1, ν 
= n− j − 1),

а з усiх стовпцiв обидвох визначникiв виносяться i скорочуються
вирази

eρω1t(z), eρω2t(z), . . . , eρωnt(z).

Тепер, розписавши чисельник за елементами (n− j)-го рядка,
отримаємо для великих значень параметра |ρ|

K̃(i){j}(x, z) = ρi+j+1−nQij(x, z)
n∑

k=1

eρωk(t(x)−t(z))〈γkj
γ

〉kz〈ωi
k〉kx,

(2.182)
де

Qij(x, z) = (t′(x))i(t′(z))1+j−nÊ(x)Ê−1(z), (2.183)

γ = det
(
ωp−1
q

)n
p,q=1

,



2.6. Асимптотика фундаментальної системи розв’язкiв 131

а γkj – алгебричнi доповнення елементу ωn−j−1
k у визначнику γ.

Нехай Mkj =
γkj
γk0

, тобто γkj = Mkj γk0, j = 0, n − 1. Вра-

хувавши, що для функцiї Кошi K̃(i)(z, z) = 0, i = 0, n − 2,
K̃(n−1)(z, z) = 1, Qn−1,0(z, z) = 1, а Mk0 = 1, розглянемо систему
лiнiйних алгебричних рiвнянь вiдносно невiдомих γk0

n∑
k=1

ωi
k

γk0
γ

=

{
0, i = 0, n − 2,
1, i = n− 1.

(2.184)

Система (2.184) має єдиний розв’язок, бо її визначник
γ

γ
= 1;

з iншого боку, вона задовольняється для
γk0
γ

= −ωk

n
, оскiльки

ωn
k = −1 i ωi+1

1 + ωi+1
2 + . . .+ ωi+1

n = 0 за лемою 1 пiдроздiлу 2.1.
Отже, формула (2.182) набуває вигляду (i, j = 0, n − 1)

K̃(i){j}(x, z) = − Qij(x, z)

nρn−1−i−j

n∑
k=1

Mkje
ρωk(t(x)−t(z))ωi+1

k 〈1〉x〈1〉z .

(2.185)

2.6.5. Перехiд до рiвняння з мiрами. Ми будемо шукати
асимптотику фундаментальної системи розв’язкiв за допомогою
узагальнення методу [172]. Якщо праву частину рiвностi

Y ′ − Φ′Y = Ψ′Y

розглядати як «неоднорiднiсть», то згiдно з формулою для нео-
днорiдного рiвняння (1.41)

Y (x) = B(x, a)Y (a) +

x∫
a

B(x, ξ)dΨ(ξ)Y (ξ), (2.186)

де B(x, ξ) – фундаментальна матриця однорiдної системи (2.174);
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вона має структуру (див. [112, 124, с. 124])

B(x, ξ)=

⎛
⎜⎜⎝

K̃{n−1}(x, ξ) · · · K̃{1}(x, ξ) K̃(x, ξ)

K̃(1){n−1}(x, ξ) · · · K̃(1){1}(x, ξ) K̃(1)(x, ξ)
· · · · · · · · · · · ·

K̃(n−1){n−1}(x, ξ) · · · K̃(n−1){1}(x, ξ) K̃(n−1)(x, ξ)

⎞
⎟⎟⎠,

(2.187)
де K̃(x, ξ) – функцiя Кошi рiвняння (2.175). Використавши
(2.187) та врахувавши, що

dΨ(ξ)Y (ξ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0
· · ·
0

−
n∑

s=2
y(n−s)(ξ)dbs(ξ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠,

можна розписати (2.186) покоординатно у виглядi системи
iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу Вольтерра-Стiльтьєса
(ν = 0, n − 1)

y(ν)(x)=

n∑
s=1

c̃sK̃
(ν){n−s}(x, a)−

n∑
s=2

x∫
a

K̃(ν)(x, ξ)y(n−s)(ξ)dbs(ξ).

(2.188)
Тут y(x) – розв’язок рiвняння (2.163) або, що те саме, врахував-
ши (2.176), рiвняння

Mn(y) = − sgn(σ)ρnσ(x)y. (2.189)

Пiдставивши (2.185) в (2.188) i замiнивши iндекс k на j, отри-
маємо

y(ν)(x) = −
n∑

s=1

c̃s
Qν,n−s(x, a)

nρs−ν−1

n∑
j=1

Mj,n−se
ρωjt(x)ων+1

j 〈1〉jx〈1〉j +

+

n∑
s=2

x∫
a

Qν0(x, ξ)

nρn−1−ν

n∑
j=1

Mj0e
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ×

×〈1〉jx〈1〉
j
ξ y

(n−s)(ξ)dbs(ξ), ν = 0, n− 1.



2.6. Асимптотика фундаментальної системи розв’язкiв 133

Виберемо cj так, щоб

y(ν)(x) =

n∑
j=1

(ρt′(x))νων
j cjÊ(x)eρωjt(x)〈1〉jx +

+
n∑

s=2

x∫
a

Qν0(x, ξ)

nρn−1−ν

n∑
j=1

eρωj(t(x)−t(ξ))ων+1
j ×

×〈1〉jx〈1〉
j
ξ y

(n−s)(ξ)dbs(ξ), ν = 0, n− 1. (2.190)

Тодi для cj справджується система

−
n∑

s=1

c̃s
(t′(a))1−s

nρs−1
Ê−1(a)Mj,n−sωj〈1〉j = cj , j = 1, n. (2.191)

Покладемо для деякого фiксованого k, k = 1, n,

ĉj = cj для j = 1, k, (2.192)

ĉj = cj +

n∑
s=2

1

nρn−1

b∫
a

(t′(ξ))1−n e
−ρωjt(ξ)

Ê(ξ)
ωj×

×〈1〉jξ y
(n−s)(ξ)dbs(ξ) для j = k + 1, n. (2.193)

Внаслiдок (2.183), ввiвши позначення (ν = 0, n− 1)

K1ν(x, ξ, ρ) =

k∑
j=1

ρνQν0(x, ξ)e
ρωj (t(x)−t(ξ))ων+1

j ,

K2ν(x, ξ, ρ) =
n∑

j=k+1

ρνQν0(x, ξ)e
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j

i пiдставивши (2.192), (2.193) в (2.190), отримаємо для
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ν = 0, n − 1

y(ν)(x) =
n∑

j=1

(ρt′(x))νων
j 〈ĉj〉jxÊ(x)eρωj t(x) +

+
n∑

s=2

1

nρn−1

x∫
a

K1ν(x, ξ, ρ)y
(n−s)(ξ)〈1〉x,ξ dbs(ξ)−

−
n∑

s=2

1

nρn−1

b∫
x

K2ν(x, ξ, ρ)〈1〉x,ξ y(n−s)(ξ)dbs(ξ). (2.194)

2.6.6. Асимптотика розв’язкiв рiвняння з мiрами.
Лема 3. Iснує така стала C, що для всiх ρ ∈ T , ν = 0, n − 1

мають мiсце нерiвностi

|K1ν(x, ξ, ρ)| � C |ρ|ν k
∣∣∣eρωk(t(x)−t(ξ))

∣∣∣ для a � ξ � x � b,

(2.195)
|K2ν(x, ξ, ρ)| � C |ρ|ν(n− k)

∣∣∣eρωk(t(x)−t(ξ))
∣∣∣ для a � x � ξ � b.

(2.196)
Доведення. Виберемо сталу C1 так, щоб∣∣∣ec(ωj−ωk)(t(x)−t(ξ))

∣∣∣ � C1 (2.197)

для всiх j, k = 1, n i всiх x i ξ з iнтервалу [a, b]; це можливо,
бо лiва частина (2.197) є неперервною функцiєю змiнних x i ξ.
Якщо ρ ∈ T , то з нерiвностей (2.177) випливає, що для α � k

Re(ρωα) � Re(ρωα + (ρ+ c)(ωk − ωα));

звiдки для a � ξ � x � b∣∣∣eρωα(t(x)−t(ξ))
∣∣∣ � ∣∣∣e[ρωα+(ρ+c)(ωk−ωα)](t(x)−t(ξ))

∣∣∣ � C1

∣∣∣eρωk(t(x)−t(ξ))
∣∣∣,

бо t(x) – монотонна функцiя. Пригадаємо, що функцiя σ(x) є
абсолютно неперервною на [a, b] i не перетворюється в нуль у
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жоднiй точцi цього промiжку. Отже, функцiї σ(x) i σ−1(x) на
вiдрiзку [a, b] є обмеженими. Тодi Qν0(x, ξ) теж є там обмеженими
i

|K1ν(x, ξ, ρ)| =

∣∣∣∣∣∣
k∑

j=1

ρνQν0(x, ξ)e
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j

∣∣∣∣∣∣ �
� Ck |ρ|ν

∣∣∣eρωk(t(x)−t(ξ))
∣∣∣.

Аналогiчно доводиться нерiвнiсть (2.196). Лему доведено.
В наступнiй теоремi на основi аналiзу iнтегро-диференцiаль-

них рiвнянь (2.194) встановлюються асимптотичнi формули для
розв’язкiв рiвняння (2.163).
Теорема 2.12. За вищезгаданих припущень на коефiцiєнти

у всiй областi T комплексної ρ-площини рiвняння (2.163) має n
лiнiйно незалежних розв’язкiв y1, y2, . . . , yn, регулярних вiдно-
сно ρ ∈ T для достатньо великих |ρ|, таких, що задовольняють
спiввiдношення

dνyk
dxν

= (ρt′(x))νeρωkt(x)Ê(x)ων
k(1 + o(1)), (2.198)

де ν = 0, n− 1, k = 1, n,

t(x) =

x∫
a

n
√

|σ(ζ)|dζ, Ê(x) = |σ(x)|−
n−1
2n e

− 1
n

x∫

a
p1(ζ)dζ

. (2.199)

Доведення. Як i в теоремi 2.1, припустимо, що рiвняння
(2.163) має такий розв’язок yk, що ĉν = 0 для ν 
= k, ĉk = 1.
Таким чином, для ν = 0, n− 1

y
(ν)
k (x) = (ρt′(x))ν〈ων

k〉xÊ(x)eρωkt(x) +

+

n∑
s=2

1

nρn−1

x∫
a

K1ν(x, ξ, ρ)y
(n−s)(ξ)〈1〉x,ξdbs(ξ)−

−
n∑

s=2

1

nρn−1

b∫
x

K2ν(x, ξ, ρ)〈1〉x,ξy(n−s)(ξ)dbs(ξ), (2.200)
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Покладемо для ν = 0, n− 1

zkν(x) = y
(ν)
k (x)(ρt′(x))−νÊ−1(x)e−ρωkt(x), (2.201)

i введемо позначення

Kkνs(x, ξ, ρ) =
1

n
K1ν(x, ξ, ρ)(t

′(x))−ν(t′(ξ))n−s×

×ρ2−s−ν Ê(ξ)

Ê(x)
e−ρωk(t(x)−t(ξ)) для ξ � x,

Kkνs(x, ξ, ρ) = − 1

n
K2ν(x, ξ, ρ)(t

′(x))−ν(t′(ξ))n−s×

×ρ2−s−ν Ê(ξ)

Ê(x)
e−ρωk(t(x)−t(ξ)) для ξ > x;

ν = 0, n− 1, k = 1, n, s = 2, n;

тодi для функцiй zkν(x, ρ) ми отримаємо систему iнтегральних
рiвнянь (k = 1, n, ν = 0, n − 1)

zkν(x, ρ) = 〈ων
k〉x +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)〈1〉x,ξzk,n−s(ξ, ρ)dbs(ξ).

(2.202)
При фiксованому k i ν = 0, n − 1 це є система iнтегральних рiв-
нянь стосовно функцiй zkν(x, ρ), ν = 0, n− 1. Iнтеграл у (2.202)
буде iснувати як класичний iнтеграл Рiмана-Стiльтьєса внаслi-
док того, що пiдiнтегральна функцiя матиме розриви хiба що
справа, тодi як bs(x) є неперервними праворуч. Якщо система
(2.202) має розв’язок zkν , то, використавши метод послiдовних
пiдстановок, отримаємо:

zkν(x, ρ) = 〈ων
k〉x +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)〈ωn−s
k 〉x,ξ dbs(ξ) +

+
1

ρ2

n∑
s1,s2=2

b∫
a

b∫
a

Kkνs1(x, ξ, ρ)Kk,n−s1,s2(ξ1, ξ2, ρ)×
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×zk,n−s2(ξ2)〈1〉x,ξ dbs1(ξ1)dbs2(ξ2) = . . .

. . . = 〈ων
k〉x +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)〈ωn−s
k 〉x,ξ dbs(ξ) + . . .

. . . +
1

ρd

n∑
s1,s2,...,sd=2

b∫
a

. . .

b∫
a

Kkνs1(x, ξ1, ρ)× . . .

. . . ×Kk,n−sd−1,sd(ξd−1, ξd, ρ)〈ωn−sd
k 〉x,ξ dbs1(ξ1) . . . dbsd(ξd) +

+
1

ρd+1

n∑
s1,s2,...,sd+1=2

b∫
a

. . .

b∫
a

Kkνs1(x, ξ1, ρ)× . . .

. . .×Kk,n−sd,sd+1
(ξd, ξd+1, ρ)zk,n−sd+1

(ξd+1)×
×〈1〉x,ξ dbs1(ξ1) . . . dbsd+1

(ξd+1). (2.203)

Покладемо B = max
a�x�b

|zkν(x)| , ν = 0, n − 1. Пригадаємо, що

функцiя σ(x) є абсолютно неперервною на [a, b] i не перетворює-
ться в нуль у жоднiй точцi цього промiжку. Отже, функцiї σ(x)
i σ−1(x) на вiдрiзку [a, b] є обмеженими. Тодi з леми 3 випли-
ває, що iснують такi сталi L i R, що для |ρ| > R ∀k, ν, s ма-

ємо |Kkνs(x, ξ, ρ)〈1〉x,ξ | � L. Введемо позначення vs =
b
V
a
bs(x),

s = 2, n; тодi останнiй доданок у (2.203) за модулем не переви-
щує

B
Ld+1

|ρ|d+1

n∑
s1,s2,...,sd+1=2

d+1∏
j=1

vsj =

= B
Ld+1

|ρ|d+1

∑
sj�0,

n∑

j=2
sj=d+1

(d+ 1)!
n∏

j=2
sj!

n∏
j=2

v
sj
j ,

що можна записати за формулою полiнома у виглядi

B

[
L

|ρ|

n∑
s=2

vs

]d+1

.
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Для |ρ| > R0, де R0 = max {R,L (v2 + v3 + . . . + vn)}, функцiя
zkν(x) = zkν(x, ρ) є сумою ряду

zkν(x, ρ) = 〈ων
k〉x +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ) 〈ωn−s
k 〉x,ξ dbs(ξ) +

+
1

ρ2

n∑
s1,s2=2

b∫
a

b∫
a

Kkνs1(x, ξ1, ρ)Kk,n−s1,s2(ξ1, ξ2, ρ)×

×〈ωn−s2
k 〉x,ξ dbs1(ξ1)dbs2(ξ2) + . . . ,

оскiльки вiн мажорується сумою геометричної прогресiї зi зна-
менником, меншим вiд одиницi. Навпаки, легко побачити, що в
кожнiй областi |ρ| � R1 > R0, a � x � b цей ряд збiгається
рiвномiрно i є розв’язком системи (2.202). Отже, ця система має
один i тiльки один розв’язок zkν(x, ρ), аналiтичний вiдносно ρ,
причому

zkν(x, ρ) = ων
k(1 + o(1)) +O

(
1
ρ

)
= ων

k(1 + o(1)).

Звiдси i з (2.201) випливають спiввiдношення (2.198), з яких
можна зробити висновок про лiнiйну незалежнiсть функцiй
y1, y2, . . . , yn. Залишається довести, що iснує розв’язок yk(x, ρ)
рiвняння (2.163), що задовольняє (2.200). Для цього достатньо
показати, що якими б не були сталi ĉν , iснує розв’язок y рiвнян-
ня (2.163), що задовольняє (2.194) для цих значень ĉν . Очевидно,
досить довести, що визначник лiнiйного перетворення вiд сталих
c̃j до ĉj (добуток двох перетворень вiд c̃j до cj та вiд cj до ĉj)
для достатньо великих |ρ|, ρ ∈ T , вiдрiзняється вiд нуля; в цьому
випадку системи (2.191) i (2.192), (2.193) можна розв’язати вiд-
носно c̃j для довiльно заданих ĉj . Розв’язок y рiвняння (2.163),
рiвносильного першому рiвнянню системи (2.190), що вiдповiдає
цим значенням c̃j , буде тодi шуканим.

Але якщо визначник перетворення (2.191) – (2.193) дорiвнює
нулю для як завгодно великих |ρ|, ρ ∈ T (детермiнант хоча б
одного з перетворень (2.191) – (2.193) дорiвнює нулю), то для цих
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значень ρ системи (2.191) i (2.192), (2.193) мають нетривiальнi
розв’язки вiдносно c̃j для ĉ1 = ĉ2 = . . . = ĉn = 0. Вiдповiдна фун-
кцiя y буде тодi нетривiальним розв’язком першого рiвняння си-
стеми, яку можна отримати з (2.194) для ĉ1 = ĉ2 = . . . = ĉn = 0.

Доведемо, що це неможливо. Скориставшись замiною
(ν = 0, n − 1)

zν(x) = y(ν)(x)(ρt′(x))−νÊ−1(x)e−ρωkt(x), (2.204)

отримаємо для функцiй zν систему рiвнянь

zν(x, ρ) =

n∑
s=2

1

nρs+ν−1

x∫
a

K1ν(x, ξ, ρ)(t
′(x))−ν(t′(ξ))n−s×

×eρωk(t(ξ)−t(x)) Ê(ξ)

Ê(x)
zn−s(ξ, ρ)〈1〉x,ξ dbs(ξ)−

−
n∑

s=2

1

nρs+ν−1

b∫
x

K2ν(x, ξ, ρ)(t
′(x))−ν(t′(ξ))n−seρωk(t(ξ)−t(x))×

× Ê(ξ)

Ê(x)
zn−s(ξ, ρ)〈1〉x,ξ dbs(ξ), ν = 0, n− 1.

Поклавши m(ρ) = max |zν(x, ρ)|, a � x � b, ν = 0, n − 1, i за-
стосувавши лему до правої частини останньої системи, можна
прийти до оцiнки

|zν(x, ρ)| �
C1

n |ρ|(k + n− k)

n∑
s=2

b∫
a

|ρ|2−s |dbs(ξ)|m(ρ).

Оскiльки лiва частина досягає свого максимуму m(ρ), тоm(ρ) �
� m(ρ)C2/|ρ|, де C1, C2 – сталi.

Для великих значень |ρ| ця нерiвнiсть можлива лише тодi,
коли m(ρ) = 0; отже, zν(x, ρ) = 0. Звiдси на основi (2.204) y ≡ 0
при ν = 0, i теорему повнiстю доведено.
Зауваження 1. У випадку, коли pi ∈ L1 ([a, b];C), тобто

bi ∈ AC ([a, b];C), i = 2, n, результати теореми 2.12 збiгаються з
вiдомими (теорема 1.2, [88]).
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Зауваження 2. Оскiльки асимптотичнi формули (2.198) збi-
гаються з асимптотичними формулами (2.178), формули (2.185)
мають мiсце й у тому випадку, коли K(x, z) – функцiя Кошi рiв-
няння (2.163), причому Mkj i Qij(x, z) визначаються так само,
як i у пунктi 2.6.4. Квазiпохiднi функцiї Кошi в сенсi спряжено-
го рiвняння подаються формулами (2.169).

2.7. Асимптотика власних значень i власних
функцiй крайової задачi для
диференцiального рiвняння

2.7.1. Сингулярний диференцiальний оператор i регу-
лярнi крайовi умови. Диференцiальний вираз Mn(y), визна-
чений формулою (2.162), i крайовi умови

Uν(y) ≡
n−1∑
j=0

ανjy
(j)(a) +

n−1∑
j=0

βνjy
(j)(b) = 0, ν = 1, n, (2.205)

породжують диференцiальний оператор M з областю визначен-
ня

D(M) =
{
y : y(k) ∈ AC ([a, b];C), k = 0, n− 2,

y(n−1) ∈ BV + ([a, b];C), Uν(y) = 0, ν = 1, n
}
,

який дiє з простору BV + ([a, b];C) у простiр мiр.
За допомогою операцiї нормування (див. пункт 2.2.2) крайовi

умови (2.205) можна подати у виглядi

Uν(y) ≡ ανy
(kν)(a) + βνy

(kν)(b) +

+

kν−1∑
j=0

α̃νjy
(j)(a) +

kν−1∑
j=0

β̃νjy
(j)(b) = 0, (2.206)

n− 1 � k1 � k2 � . . . � kn � 0, ks+2 < ks,

s = 1, n − 2, |αν |+ |βν | > 0, ν = 1, n.
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Означення 2.19. Для n непарного (n = 2μ − 1) нормованi
крайовi умови (2.206) назвемо регулярними для задачi (2.163),
(2.206), якщо числа θ0 i θ1, що визначаються спiввiдношенням

θ0 + θ1s =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α̂1ω
k1
1 · · · α̂1ω

k1
μ−1 (α̂1 + sβ̂1)ω

k1
μ β̂1ω

k1
μ+1 · · · β̂1ω

k1
n

α̂2ω
k2
1 · · · α̂2ω

k2
μ−1 (α̂2 + sβ̂2)ω

k2
μ β̂2ω

k2
μ+1 · · · β̂2ω

k2
n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
α̂nω

kn
1 · · · α̂nω

kn
μ−1 (α̂n + sβ̂n)ω

kn
μ β̂nω

kn
μ+1 · · · β̂nω

kn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(2.207)

де

α̂ν = ανÊ(a)
(

n
√

|σ(a)|
)kν
, β̂ν = βνÊ(b)

(
n
√

|σ(b)|
)kν

, (2.208)

вiдрiзняються вiд нуля. Для n парного (n = 2μ) нормованi кра-
йовi умови (2.206) називатимемо регулярними для цiєї задачi,
якщо будуть вiдмiнними вiд нуля числа θ−1 i θ1, що визначаю-
ться рiвнiстю θ−1

s + θ0 + θ1s = D, де визначник D вiдрiзняється
вiд детермiнанта з (2.207) тим, що (μ + 1)-й стовпець мiстить
елементи вигляду

(
α̂j +

1
s β̂j

)
ω
kj
μ+1.

2.7.2. Власнi значення.
Теорема 2.13. Власнi значення крайової задачi (2.163),

(2.206) з регулярними крайовими умовами (2.206) утворюють
двi нескiнченнi послiдовностi λ′k, λ

′′
k, k = N,N + 1, N + 2, . . ., де

N – достатньо велике натуральне число,
– для непарного n, n = 2μ − 1:⎧⎨

⎩
λ′k = sgn(σ)

(
∓2kπi

h

)n[
1 ∓ n ln0 ξ(1)

2kπi + o
(
1
k

)]
,

λ′′k = sgn(σ)
(
±2kπi

h

)n[
1± n ln0 ξ(2)

2kπi + o
(
1
k

)]
,

(2.209)

де h = t(b), t(x) визначається формулами (2.199), верхнiй знак
вiдповiдає n = 4p−1, а нижнiй знак вiдповiдає n = 4p+ 1; ln0 ξ –
деяке фiксоване значення натурального логарифма, а ξ(1) i ξ(2) –
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коренi рiвняння θ1ξ + θ0 = 0, що вiдповiдає областi Sq з q вiдпо-
вiдно непарним i парним;

– для парного n, n = 2μ:⎧⎨
⎩
λ′k = (−1)μ sgn(σ)

(
2kπ
h

)n[
1∓ μ ln0 ξ′

kπi + o
(
1
k

)]
,

λ′′k = (−1)μ sgn(σ)
(
2kπ
h

)n[
1∓ μ ln0 ξ′′

kπi + o
(
1
k

)]
,

(2.210)

де ξ′ i ξ′′ – (рiзнi чи однаковi) коренi рiвняння

θ1ξ
2 + θ0ξ + θ−1 = 0, (2.211)

що вiдповiдає областi S0; причому верхнiй знак у формулах
(2.210) вiдповiдає парному, а нижнiй – непарному μ.

У випадку парного r при θ20 − 4θ−1θ1 = 0 всi власнi значен-
ня, починаючи з деякого, є простими чи двократними, а у всiх
iнших випадках всi власнi значення, починаючи з деякого, є про-
стими.
Доведення здiйснюється аналогiчно доведенню теореми 2.2

з використанням теореми 2.12. Можна зазначити лиш, що власнi
значення є нулями визначника

Δ(λ) = det (Uν(yj))
n
ν,j=1 .

Внаслiдок асимптотичних формул (2.198) крайовi умови (2.206)
для лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (2.163) запишуться
у виглядi

Uν(yj) = (ρωj)
kν
{
〈α̂ν〉+ eρωjh〈β̂ν〉

}
.

Зовсiм так само, як у теоремi 2.2, за допомогою формул (2.76),
(2.77) можна показати, що в кожному секторi T за виконання не-
рiвностей (2.177) для n непарного (n = 2μ+1) i парного (n = 2μ)

Uν(yj) =

⎧⎨
⎩
(ρωj)

kν 〈α̂ν〉, j < μ,

(ρωμ)
kν{〈α̂ν〉+ eρωμh〈β̂ν〉}, j = μ,

(ρωj)
kνeρωjh〈β̂ν〉, j > μ,

(2.212)
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Uν(yj) =

⎧⎨
⎩
(ρωj)

kν 〈α̂ν〉, j < μ,

(ρωj)
kν{〈α̂ν〉+ eρωjh〈β̂ν〉}, j = μ, μ+ 1,

(ρωj)
kνeρωjh〈β̂ν〉, j > μ+ 1

(2.213)

вiдповiдно. Пiсля пiдстановки останнiх формул у Δ(λ), скороче-
ння на спiльнi множники рядкiв i стовпцiв (враховуючи, що для
парного n має мiсце ωμ+1 = −ωμ), ми отримаємо рiвняння

〈θ0〉+ eρωμh〈θ1〉 = 0

i
〈θ1〉e2ρωμh + 〈θ0〉eρωμh + 〈θ−1〉 = 0

для n непарного i парного вiдповiдно. Внаслiдок регулярностi
крайових умов (2.206), мiркуваннями, аналогiчними наведеним у
теоремi 2.2, з цих рiвнянь можна вивести асимптотичнi формули
для власних значень (2.209), (2.210).

2.7.3. Власнi функцiї. Отриманi результати дозволяють
побудувати за схемою пункту 2.2.5 асимптотичнi формули для
власних функцiй при великих за модулем простих власних зна-
ченнях.

Нехай y1, y2, . . . , yn – лiнiйно незалежнi розв’язки рiвня-
ння (2.163), що задовольняють спiввiдношенням (2.198) в де-
якiй областi T . Власна функцiя y, вiдповiдна власному значенню
λ = − sgn(σ)ρn, повинна бути лiнiйною комбiнацiєю функцiй y1,
y2, . . . , yn:

y = c1y1 + c2y2 + . . .+ cnyn,

коефiцiєнти якої є нетривiальними розв’язками однорiдної систе-
ми

Uν(y1)c1 + Uν(y2)c2 + . . .+ Uν(yn)cn = 0, ν = 1, n.

Отже, вони пропорцiйнi алгебричним доповненням якого-не-
будь рядка визначника цiєї системи за умови простоти власних
значень. Тому

y =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn

U2(y1) U2(y2) · · · U2(yn)
· · · · · · · · · · · ·

Un(y1) Un(y2) · · · Un(yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.214)
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якщо не всi доповнюючi мiнори елементiв першого рядка цьо-
го визначника дорiвнюють нулю. (У протилежному випадку y1,
y2, . . . , yn потрiбно розмiстити в тому рядку, не всi мiнори еле-
ментiв якого дорiвнюють нулю.)

Нехай n непарне (n = 2μ − 1). Пригадаємо, що у цьому ви-
падку всi власнi значення, крiм, можливо, скiнченного числа, є
простими. Пiдставимо формули (2.198) i (2.212) в (2.214), скоро-
тимо отриманий вираз на несуттєвi множники ρk2 , ρk3 , . . . , ρkn ,
eρωμ+1h, eρωμ+2h, . . . , eρωnh i, врахувавши, що, оскiльки eo(1) =
= 1 + o(1) = 〈1〉, має мiсце, зокрема, спiввiдношення eρωμh =
= e±2kπi+ln0 ξ〈1〉 = ξ〈1〉, ми прийдемо до наступної теореми. Зара-
ди лаконiчностi формулювання теореми, ми в ньому не згадуємо,
що коефiцiєнти диференцiального рiвняння (2.163) задовольня-
ють умови, наведенi у пунктi 2.6.1. Оскiльки мова йде про власнi
функцiї, тут зразу враховано, що ρ(1)k , ρ(2)k за формулою (2.176)
вiдповiдають власним значенням λ′k, λ

′′
k з формули (2.209).

Теорема 2.14. Власнi функцiї крайової задачi (2.163), (2.206)
з регулярними крайовими умовами (2.206) у випадку непарного
n (n = 2μ−1) утворюють двi нескiнченнi послiдовностi y(1)k (x),
y
(2)
k (x), вiдповiднi власним значенням λ′k, λ

′′
k (що визначаються

формулами (2.209)), вигляду

y
(s)
k (x) = Ê(x)〈1〉x det

(
X

(s)
1k ,X

(s)
2k

)
, (2.215)

де

X
(s)
1k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eω1ρ

(s)
k t(x) · · · eωμ−1ρ

(s)
k t(x) eωμρ

(s)
k t(x)

〈α̂2〉ωk2
1 · · · 〈α̂2〉ωk2

μ−1 〈α̂2 + ξ(s)β̂2〉ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
〈α̂n〉ωkn

1 · · · 〈α̂n〉ωkn
μ−1 〈α̂n + ξ(s)β̂n〉ωkn

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠,

X
(s)
2k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eωμ+1ρ

(s)
k (t(x)−h) · · · eωnρ

(s)
k (t(x)−h)

〈β̂2〉ωk2
μ+1 · · · 〈β̂2〉ωk2

n

· · · · · · · · ·
〈β̂n〉ωkn

μ+1 · · · 〈β̂n〉ωkn
n

⎞
⎟⎟⎟⎠,
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ρ
(1)
k =

1

ωμh
(ln0 ξ

(1) ∓ 2kπi), ρ
(2)
k =

1

ωμh
(ln0 ξ

(2) ± 2kπi),

k = N,N + 1, . . .; N – достатньо велике натуральне число,
s = 1, 2, t(x) i Ê(x) визначаються формулами (2.199), а α̂ν ,
β̂ν – формулами (2.208), причому верхнiй знак тут вiдповiдає
n = 4p − 1, а нижнiй – n = 4p + 1; ξ(1) i ξ(2) – тi самi, що й у
теоремi 2.13.

Повторивши попереднi мiркування, аналогiчну теорему мо-
жна отримати й у випадку простих власних значень для парно-
го n (n = 2μ). Для цього потрiбно пiдставити формули (2.198) i
(2.213) в (2.214), скоротити отриманий вираз на несуттєвi мно-
жники ρk2 , ρk3 , . . . , ρkn , eρωμ+2h, eρωμ+3h, . . . , eρωnh i, врахувавши,
що eo(1) = 1 + o(1) = 〈1〉, eρωμh = e±2kπi+ln0 ξ〈1〉 = ξ〈1〉, можна
прийти до наступного висновку. Оскiльки мова йде про власнi
функцiї, тут зразу враховано, що ρ′k, ρ

′′
k за формулою (2.176) вiд-

повiдають власним значенням λ′k, λ
′′
k з формули (2.210).

Теорема 2.15. Власнi функцiї крайової задачi (2.163), (2.206)
з регулярними крайовими умовами (2.206) у випадку парного
n (n = 2μ) утворюють двi нескiнченнi послiдовностi y1k(x),
y2k(x), вiдповiднi простим власним значенням λ′k, λ

′′
k (що ви-

значаються формулами (2.210)), вигляду

y1k(x) = Ê(x)〈1〉x det (X ′
1k,X

′
2k),

y2k(x) = Ê(x)〈1〉x det (X ′′
1k,X

′′
2k),

(2.216)

де

X ′
1k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eω1ρ′kt(x) · · · eωμ−1ρ′kt(x) eωμρ′kt(x)

〈α̂2〉ωk2
1 · · · 〈α̂2〉ωk2

μ−1 〈α̂2 + ξ′β̂2〉ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
〈α̂n〉ωkn

1 · · · 〈α̂n〉ωkn
μ−1 〈α̂n + ξ′β̂n〉ωkn

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠,

X ′
2k =

⎛
⎜⎜⎜⎝

e−ωμρ′kt(x) eωμ+2 ρ′k(t(x)−h) · · · eωnρ′k(t(x)−h)

〈α̂2 +
1
ξ′ β̂2〉ω

k2
μ+1 〈β̂2〉ωk2

μ+2 · · · 〈β̂2〉ωk2
n

· · · · · · · · · · · ·
〈α̂n + 1

ξ′ β̂n〉ω
kn
μ+1 〈β̂n〉ωkn

μ+2 · · · 〈β̂n〉ωkn
n

⎞
⎟⎟⎟⎠,
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ρ′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′ ∓ 2kπi), ρ′′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′′ ∓ 2kπi),

k = N,N + 1, . . .; N – достатньо велике натуральне число, t(x)
i Ê(x) визначаються формулами (2.199), а α̂ν , β̂ν – формулами
(2.208), причому в останнiх формулах верхнiй знак треба брати
для r = 4p, а нижнiй – для r = 4p + 2; X ′′

1k, X
′′
2k вiдрiзняються

вiд X ′
1k, X

′
2k замiною ρ′k на ρ

′′
k i ξ

′ на ξ′′; ξ′ i ξ′′ тут тi самi, що
i в теоремi 2.13.

2.8. Функцiя Грiна диференцiального
оператора

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[59].

2.8.1. Спряжена крайова задача. Диференцiальне рiвня-
ння (2.163) з визначеним формулою (2.162) диференцiальним ви-
разом Mn(y) зводиться до коректної системи диференцiальних
рiвнянь першого порядку, що у векторному виглядi подається
рiвнiстю (2.165).

Крайовi умови (2.205) з використанням того ж, що й у пунктi
2.6.1, вектора Y = colon

(
y, y′, . . . , y(n−1)

)
можуть бути записанi у

векторному виглядi

WaY (a) +WbY (b) = 0, (2.217)

де Wa = (αν,j−1)
n
ν,j=1, Wb = (βν,j−1)

n
ν,j=1.

Розглянемо вираз Z∗Y i здиференцiюємо його, скористав-
шись формулами (2.165) i (2.167):

(Z∗Y )′ = (Z∗)′ Y + Z∗Y ′ = −
(
(C∗)′ Z

)∗
Y + Z∗C ′Y =

= −Z∗C ′Y + Z∗C ′Y = 0.

Таке диференцiювання допустиме, оскiльки добутки (Z∗)′ Y
i Z∗Y ′ є коректними на пiдставi вiдомого факту про те, що y,
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y′, . . . , y(n−2), z – абсолютно неперервнi функцiї, а y(n−1), z{1},
z{2}, . . . , z{n−1} є функцiями обмеженої варiацiї на промiжку
[a, b] (див. твердження 2.6, 2.7). Отже, Z∗Y є сталою величиною
i тому

(Z∗Y )|ba = 0 (2.218)

або в розгорнутому виглядi

z̄{n−1}(b)y(b) + z̄{n−2}(b)y′(b) + . . .+ z̄(b)y(n−1)(b)−
− z̄{n−1}(a)y(a)− z̄{n−2}(a)y′(a)− . . .− z̄(a)y(n−1)(a) = 0.

(2.219)

За допомогою останньої рiвностi можна визначити спряже-
нi крайовi умови. Для цього доповнимо лiнiйнi форми U1(y),
U2(y), . . . , Un(y) довiльними формами Un+1(y), Un+2(y), . . . ,
U2n(y) до лiнiйно незалежної системи 2n лiнiйних форм. Тодi
систему

Uν(y) =

n−1∑
j=0

ανjy
(j)(a) +

n−1∑
j=0

βνjy
(j)(b), ν = 1, 2n,

можна однозначно розв’язати вiдносно невiдомих y(a), y′(a), . . . ,
y(n−1)(a), y(b), y′(b), . . . , y(n−1)(b), якi визначаються через лiнiйнi
комбiнацiї форм U1(y), . . . , U2n(y). Пiдставивши отриманi y(q)(a),
y(q)(b) (q = 0, n− 1) в бiлiнiйну форму в лiвiй частинi рiвностi
(2.218), ми отримаємо, що

(Z∗Y )|ba =

2n∑
ν=1

Aν(ξ)Uν(y),

де ξ =
(
z̄{q}(a), z̄{q}(b)

)
, q = 0, n− 1. Позначимо A2n(ξ) = V1(z),

A2n−1(ξ) = V2(z), . . . , A1(ξ) = V2n(z). Очевидно, що для того
щоб виконувалась рiвнiсть (2.218), повиннi мати мiсце спiввiдно-
шення

Vν(z) = 0, ν = 1, n, (2.220)
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де

Vν(z) =

n−1∑
j=0

α̂νjz
{j}(a) +

n−1∑
j=0

β̂νjz
{j}(b) = 0, ν = 1, n.

Означення 2.20. Крайовi умови (2.220) ми називатимемо
спряженими крайовими умовами до умов (2.205).
Зауваження. Якщо |Wa| 
= 0 i |Wb| 
= 0 одночасно в рiвняннi

(2.217), то крайовi умови для спряженого рiвняння подаватиму-
ться у виглядi

Z∗(a)W−1
a + Z∗(b)W−1

b = 0. (2.221)

Справдi, з рiвностi (2.217), якщо |Wa| 
= 0, маємо

Y (a) = −W−1
a WbY (b).

Пiдставивши отриманий вираз у (2.218), отримаємо спiввiдноше-
ння

Z∗(b)Y (b) + Z∗(a)W−1
a WbY (b) = 0,

звiдки при |Wb| 
= 0 випливає (2.221).
Таким чином, хоча крайовi умови (2.205) будуються в термi-

нах звичайних похiдних, спряженi крайовi умови будуються, як i
умови (2.103), за допомогою квазiпохiдних у сенсi спряженого до
(2.163) рiвняння (2.168), якi визначаються формулами (2.169).

Спряжений квазiдиференцiальний вираз M∗
n(z) i спряженi

крайовi умови (2.220) породжують квазiдиференцiальний опе-
ратор M∗, який є спряженим до M . Квазiдиференцiальний опе-
ратор M∗ має область визначення

D(M∗) =
{
z : z ∈ AC ([a, b];C),

z{s} ∈ BV + ([a, b];C), s = 1, n − 1, Vν(z) = 0, ν = 1, n
}

i дiє з простору BV + ([a, b];C) у простiр мiр.
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2.8.2. Функцiя Грiна крайової задачi. Розглянемо тепер
неоднорiдне диференцiальне рiвняння

Mn(y) = λσy + f, (2.222)

де σ(x) задовольняє накладенi на неї в пунктi 2.6.1 умови, а
f(x) = g′(x), g ∈ BV + ([a, b] ;C). Неоднорiдне рiвняння (2.222)
шляхом введення вектора Y = colon

(
y, y′, . . . , y(n−1)

)
зводиться

до системи диференцiальних рiвнянь першого порядку

Y ′ = C ′Y + F ′, (2.223)

де F (x) = colon(0, . . . , 0,−g(x)). Ця система є коректною вна-
слiдок виконання умов [ΔC(x)]2 ≡ 0 i ΔC(x)ΔF (x) ≡ 0 (див.
пiдроздiл 1.2).

Побудуємо функцiю Ґрiна крайової задачi (2.222), (2.205) за
допомогою мiркувань, аналогiчних використаним у пунктi 2.4.1.
Нехай K̃(x, t, λ) – функцiя Кошi однорiдного рiвняння (2.163). З
формули про структуру еволюцiйного оператора (2.187), яка має
мiсце i для фундаментальної матрицi системи (2.165) випливає,
що K̃(x, a, λ), K̃{1}(x, a, λ), . . . , K̃{r−1}(x, a, λ) утворюють фунда-
ментальну систему розв’язкiв диференцiального рiвняння (2.163)
(див. [114, 124, с. 124]). Бiльше того, розв’язок рiвняння (2.222)
можна подати у виглядi

y(x, λ) =

n∑
k=1

ckK̃
{k−1}(x, a, λ) +

x∫
a

K̃(x, t, λ)dg(t). (2.224)

З (1.41) безпосередньо видно завдяки (2.187), що для j = 1, n

y(j)(x, λ) =
n∑

k=1

ckK̃
{k−1}(j)(x, a, λ) +

x∫
a

K̃(j)(x, t, λ)dg(t),

тому пiдстановка формули (2.224) в крайовi умови (2.205) дасть
рiвностi (ν = 1, n)

Uν(y) =

n∑
k=1

ckUν

(
K̃{k−1}(x, a, λ)

)
+

n−1∑
j=0

βνj

b∫
a

K̃(j)(b, t, λ)dg(t).

(2.225)
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В припущеннi, що λ не є власним значенням крайової задачi
(2.163), (2.205), визначник цiєї системи вiдрiзняється вiд нуля

Δ(λ) ≡ det
(
Uν

(
K̃{k−1}(x, a, λ)

))

= 0, ν, k = 1, n. (2.226)

Тодi константи ck можуть бути визначенi з системи (2.225) єди-
ним чином:

ck = −
n∑

ν=1

n−1∑
j=0

Aνk

Δ(λ)
βνj

b∫
a

K̃(j)(b, t, λ)dg(t), k = 1, n,

де Aνk – алгебричне доповнення елемента Uν

(
K̃{k−1}(x, a, λ)

)
у визначнику Δ(λ). Пiдставляючи цi значення ck у формулу
(2.224), отримаємо

y(x, λ) =

x∫
a

K̃(x, t, λ)dg(t) −

−
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

b∫
a

Aνk

Δ(λ)
βνjK̃

{k−1}(x, a, λ)K̃(j)(b, t, λ)dg(t).

Означення 2.21. Вираз

G(x, t, λ) =

{
Ω(x, t, λ) + K̃(x, t, λ), x � t,
Ω(x, t, λ), x < t,

(2.227)

де

Ω(x, t, λ) = −
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

Aνk

Δ(λ)
βνjK̃

{k−1}(x, a, λ)K̃(j)(b, t, λ),

будемо називати функцiєю Ґрiна крайової задачi (2.222), (2.205)
(диференцiального оператора M − λσI).

З єдиностi вибору сталих випливає єдинiсть функцiї Ґрiна.
Як видно з наступної теореми, ця функцiя Ґрiна, яка будується
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лише за допомогою функцiї Кошi однорiдного рiвняння, її по-
хiдних та квазiпохiдних у сенсi спряженого рiвняння, є анало-
гом функцiї Ґрiна в класичному розумiннi (див., наприклад, [76,
с. 46–47]).
Теорема 2.16. Розв’язок задачi (2.222), (2.205), у припущен-

нi, що λ не є її власним значенням, можна зобразити у виглядi

y(x) =

b∫
a

G(x, t, λ)dg(t), (2.228)

де функцiя Ґрiна G(x, t, λ) подається формулою (2.227) i має
наступнi властивостi :

1) похiднi за першою змiнною G(k)(x, t, λ) (k = 0, n− 2) є
неперервними функцiями двох змiнних x, t i абсолютно непе-
рервними за кожною змiнною при фiксованiй iншiй;

2) похiдна G(n−1)(x, t, λ) має обмежену на промiжку [a, b]
варiацiю за першою змiнною та є абсолютно неперервною по t;

3) G(x, t, λ) на кожному з iнтервалiв [a, t), (t, b] по x задо-
вольняє однорiдне рiвняння (2.163);

4) G(x, t, λ) за змiнною x задовольняє крайовi умови (2.205);
5) для x = t функцiя G(x, t, λ) задовольняє умови стрибка

G(k)(t+ 0, t, λ) −G(k)(t− 0, t, λ) = 0, k = 0, n − 2;

G(n−1)(t+ 0, t, λ)−G(n−1)(t− 0, t, λ) =

= 1 +

n∑
ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

n−2∑
i=0

Aνk

Δ(λ)
βνjΔbn−i(t)K̃

(i){k−1}(t, a, λ)K̃(j)(b, t, λ).

Доведення. Формула (2.228) була доведена вище. Внаслiдок
того, що функцiї K{k−1}(x, t, λ) (k = 1, n) є розв’язками рiвняння
(2.163) за змiнною x, для них має мiсце твердження 2.6, тобто
функцiї K(s){k−1}(x, t, λ) (k = 1, n) є абсолютно неперервними по
x на промiжку [a, b] для s = 0, n − 2 i є неперервними справа фун-
кцiями обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї для s = n−1. Згiдно
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з наслiдком [112] функцiї K(i)∗(x, t, λ) (i = 0, n − 1) є розв’язка-
ми спряженого квазiдиференцiального рiвняння (2.168) за змiн-
ною t. Отже, для них має мiсце твердження 2.7, зокрема фун-
кцiї K(i)∗(x, t, λ) (i = 0, n − 1) будуть абсолютно неперервними
за змiнною t на промiжку [a, b]. Згiдно з формулою (2.227) ква-
зiпохiднi функцiї Ґрiна мають вигляд

G(s)(x, t, λ) = P (s)(x, t, λ)−

−
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

K(s){k−1}(x, a, λ)
Aνk

Δ(λ)
βνjK

(j)(b, t, λ),

звiдки випливає виконання пунктiв 1) i 2) теореми.
Властивостi 3) i 4) теореми мають мiсце за самою побудовою

функцiї G(x, t, λ). Для доведення пункту 5) використовуються
спiввiдношення

K̃{k−1}(x, t, λ) =
n∑

g=1

ckg(t, λ)yg(x, λ), k = 1, n, (2.229)

якi випливають з того факту, що всi K̃{k−1}(x, t, λ) є розв’язка-
ми рiвняння (2.163); yg(x), g = 1, n, – фундаментальна система
розв’язкiв рiвняння (2.163). Тодi, внаслiдок рiвностi (2.166) ми
маємо

K̃(n−1){k−1}(t+ 0, a, λ) − K̃(n−1){k−1}(t− 0, a, λ) =

=
n∑

g=1

ckg(a, λ)
(
y(n−1)
g (t+ 0, λ) − y(n−1)

g (t− 0, λ)
)
=

= −
n∑

g=1

ckg(a, λ)

n−2∑
i=0

Δbn−i(t)y
(i)
g (t, λ) =

= −
n−2∑
i=0

Δbn−i(t)K̃
(i){k−1}(t, a, λ), k = 1, n,

звiдки, врахувавши 1) i властивостi функцiї Кошi, можна одер-
жати 5), що й доводить теорему.
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Зауваження 1. Зазначимо, що коли Δbi(x) = 0, i = 2, n,
властивiсть 5) набуває «класичного» вигляду

G(k)(t+ 0, t, λ) −G(k)(t− 0, t, λ) = 0, k = 0, n − 2;

G(n−1)(t+ 0, t, λ)−G(n−1)(t− 0, t, λ) = 1.

Зауваження 2. Функцiю G(x, t, λ) можна записати також у
виглядi

G(x, t, λ) = (−1)n
Q(x, t, λ)

Δ(λ)
, (2.230)

де

Q(x, t, λ) = det (K,P), (2.231)

K=

⎛
⎜⎜⎝

K̃(x, a, λ) K̃{1}(x, a, λ) · · · K̃{n−1}(x, a, λ)
U1(K̃(x, a, λ)) U1(K̃

{1}(x, a, λ)) · · · U1(K̃
{n−1}(x, a, λ))

· · · · · · · · · · · ·
Un(K̃(x, a, λ)) Un(K̃

{1}(x, a, λ)) · · · Un(K̃
{n−1}(x, a, λ))

⎞
⎟⎟⎠,

P =

⎛
⎜⎜⎝

P (x, t, λ)
U1(P (x, t, λ))

· · ·
Un(P (x, t, λ))

⎞
⎟⎟⎠,

а

P (x, t, λ) =

{
K̃(x, t, λ), x � t,
0, x < t.

(2.232)

Для того щоб переконатись в еквiвалентностi формул (2.227)
i (2.230), достатньо розписати визначник (2.231) за елементами
першого рядка й останнього стовпця:

Q(x, t, λ) = (−1)n+2P (x, t, λ)Δ(λ) +

+

n∑
ν=1

n∑
k=1

(−1)n+3Uν(P (x, t, λ))K̃
{k−1}(x, a, λ)Aν,k,
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де Aνk – алгебричне доповнення елемента Uν

(
K̃{k−1}(x, a, λ)

)
у

визначнику Δ(λ). Оскiльки, внаслiдок (2.232),

Uν(P (x, t, λ)) =

n−1∑
j=0

βνjK̃
[j](b, t, λ),

вiд (2.230) ми зразу приходимо до формули (2.227).

2.8.3. Розв’язувальне ядро задачi (2.223), (2.217).
Розв’язок задачi (2.223), (2.217), якщо λ не є її власним зна-
ченням, можна подати у виглядi iнтеграла вiд розв’язувального
ядра (матричного аналогу скалярної функцiї Ґрiна) i вектора F
у виглядi

Y (x) =

b∫
a

M(x, t, λ)dF (t), (2.233)

де розв’язувальне ядро

M(x, t, λ) =

{
B(x, t, λ) + Ω1(x, t, λ), x � t,
Ω1(x, t, λ), x < t,

а

Ω1(x, t, λ) = −{WaB(a, x, λ) +WbB(b, x, λ)}−1WbB(b, t, λ).

Доведення повнiстю повторює всi мiркування, наведенi у пун-
ктi 2.4.2 стосовно крайової задачi для квазiдифренцiального рiв-
няння (2.110).

Цей результат буде потрiбним для подальших дослiджень
властивостей функцiї Ґрiна задачi (2.222), (2.205).

2.8.4. Зв’язок мiж функцiями Ґрiна спряжених крайо-
вих задач. Нехай H(x, t, λ) – функцiя Ґрiна спряженої крайової
задачi

M∗
n(z) = λ̄σz + f̂ (2.234)

з крайовими умовами (2.220) (оператора M∗ − λ̄σI), f̂ = ĝ′,
ĝ ∈ BV + ([a, b];C). Вона будується за допомогою функцiї Кошi
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K̂(x, t, λ) однорiдного рiвняння (2.168), її квазiпохiдних у сенсi
рiвняння (2.168) та звичайних похiдних.
Теорема 2.17. Розв’язок задачi (2.234), (2.220), у припущен-

нi, що λ не є її власним значенням, можна зобразити у виглядi

z(x) =

b∫
a

H(x, t, λ)dĝ(t), (2.235)

де функцiя Ґрiна H(x, t, λ) подається формулою

H(x, t, λ) =

{
Ω̂(x, t, λ) + K̂(x, t, λ), x � t,

Ω̂(x, t, λ), x < t,
(2.236)

Ω̂(x, t, λ) = −
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νjK̂

(k−1)(x, a, λ)K̂{j}(b, t, λ),

фiгурними дужками тут позначаються квазiпохiднi в сенсi рiв-
няння (2.168) за першою змiнною, а круглими – звичайнi похiднi
в сенсi спряженого до (2.168) рiвняння (2.163) за другою змiн-
ною, Âνk – алгебричне доповнення елемента Vν

(
K̂(k−1)(x, a, λ)

)
у визначнику

Δ̂(λ) ≡ det
(
Vν

(
K(k−1)(x, a, λ)

))n

ν,k=1
.

Функцiя Ґрiна H(x, t, λ) має наступнi властивостi :
1) функцiя H(x, t, λ) є неперервною функцiєю двох змiнних x,

t i абсолютно неперервною за кожною змiнною при фiксованiй
iншiй;

2) квазiпохiднi H{k}(x, t, λ) (k = 1, n− 1) мають обмежену
на промiжку [a, b] варiацiю за першою змiнною та є абсолютно
неперервними по t;

3) H(x, t, λ) на кожному з iнтервалiв [a, t), (t, b] по x задо-
вольняє однорiдне рiвняння (2.168);

4) H(x, t, λ) за змiнною x задовольняє крайовi умови (2.220);
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5) для x = t функцiя H(x, t, λ) задовольняє умови стрибка

H(t+ 0, t, λ)−H(t− 0, t, λ) = 0;

H{s}(t+ 0, t, λ)−H{s}(t− 0, t, λ) =

= −
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νjΔb̄s+1(t)K̂

(k−1)(t, a, λ)K̂{j}(b, t, λ),

s = 1, n − 2;

H{n−1}(t+ 0, t, λ)−H{n−1}(t− 0, t, λ) =

= 1−
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νjΔb̄n(t)K̂

(k−1)(t, a, λ)K̂{j}(b, t, λ).

Доведення. Для доведення цiєї теореми застосовуються мiр-
кування, аналогiчнi використаним при доведеннi попередньої те-
ореми. Вiдомо [124, с. 125], що функцiї K̂(x, a, λ), K̂ ′

t(x, a, λ), . . . ,
K̂

(n−1)
t (x, a, λ) утворюють фундаментальну систему розв’язкiв

рiвняння (2.168) i розв’язок рiвняння (2.234) можна подати у
виглядi

z(x, λ) =

n∑
k=1

ckK̂
(k−1)
t (x, a, λ) +

x∫
a

K̂(x, t, λ)dĝ(t). (2.237)

Оскiльки

z{j}(x, λ) =
n∑

k=1

ckK̂
(k−1){j}
tx (x, a, λ) +

+

x∫
a

K̂{j}
x (x, t, λ)dĝ(t), j = 1, n,
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пiдстановка (2.237) в крайовi умови (2.220) дасть рiвностi

Vν(z) =

n∑
k=1

ckVν

(
K̂

(k−1)
t (x, a, λ)

)
+

+
n−1∑
j=0

β̂νj

b∫
a

K̂{j}
x (b, t, λ)dĝ(t), ν = 1, n. (2.238)

У припущеннi, що λ не є власним значенням крайової задачi
(2.168), (2.220), визначник системи (2.238) вiдрiзняється вiд нуля
Δ̂(λ) 
= 0. Тодi константи ck можуть бути визначенi з системи
(2.238) єдиним чином:

ck = −
n∑

ν=1

n−1∑
j=0

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νj

b∫
a

K̂{j}
x (b, t, λ)dĝ(t), k = 1, n.

Пiдставивши цi значення ck у формулу (2.237), отримаємо

z(x, λ) =

x∫
a

K̂(x, t, λ)dĝ(t)−

−
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

b∫
a

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νjK̂

(k−1)
t (x, a, λ)K̂{j}

x (b, t, λ)dĝ(t).

Позначивши функцiю Ґрiна H(x, t, λ) формулою (2.236), ми при-
йдемо до формули (2.235).

Внаслiдок того, що функцiї K̂(k−1)
t (x, t, λ) (k = 1, n) є розв’яз-

ками рiвняння (2.168) за змiнною x, для них має мiсце тверджен-
ня 2.7, тобто функцiї K̂{s}(k−1)

xt (x, t, λ) є абсолютно неперервними
по x на промiжку [a, b] для s = 0 i є неперервними справа функцi-
ями обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї для s = 1, n− 1. Згiдно
з наслiдком [112] функцiї K̂{i}∗

x (x, t, λ) (i = 0, n − 1) є розв’язка-
ми квазiдиференцiального рiвняння (2.163) за змiнною t. Отже,
для них має мiсце твердження 2.6, зокрема функцiї K̂{i}∗

x (x, t, λ)
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(i = 0, n − 1) будуть абсолютно неперервними за змiнною t на
промiжку [a, b]. Згiдно з формулою (2.236) квазiпохiднi функцiї
Ґрiна мають вигляд

H{s}
x (x, t, λ) =

{
Ω̂
{s}
x (x, t, λ) + K̂

{s}
x (x, t, λ), x � t,

Ω̂
{s}
x (x, t, λ), x < t,

причому

Ω̂{s}
x (x, t, λ) = −

n∑
ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

Âνk

Δ̂(λ)
β̂νjK̂

{s}(k−1)
xt (x, a, λ)K̂{j}

x (b, t, λ),

звiдки випливає виконання пунктiв 1) i 2) теореми.
Властивостi 3) i 4) теореми мають мiсце за самою побудо-

вою функцiї H(x, t, λ). Залишилось довести пункт 5). Для цього
розглянемо спiввiдношення

K̂
(k−1)
t (x, t, λ) =

n∑
g=1

ckg(t, λ)zg(x, λ), k = 1, n,

якi випливають з того факту, що всi K̂(k−1)
t (x, t, λ) є розв’язка-

ми рiвняння (2.168); zg(x), g = 1, n, – фундаментальна система
розв’язкiв рiвняння (2.168). Тодi, внаслiдок рiвностi (2.171) ми
маємо

K̂
{s}(k−1)
xt (t+ 0, a, λ) − K̂

{s}(k−1)
xt (t− 0, a, λ) =

=
n∑

g=1

ckg(a, λ)
(
z{s}g (t+ 0, λ)− z{s}g (t− 0, λ)

)
=

=

n∑
g=1

ckg(a, λ)Δb̄s+1(t)zg(t, λ) =

= Δb̄s+1(t)K̂
(k−1)
t (t, a, λ), k = 1, n, s = 1, n − 1,

звiдки, врахувавши 1) i властивостi функцiї Кошi, можна одер-
жати 5), що й доводить теорему.
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Теорема 2.18. Для x 
= t, якщо λ не є власним значенням
крайових задач (2.163), (2.205) та (2.168), (2.220), функцiї Ґрi-
на спряжених крайових задач (2.222), (2.205) i (2.234), (2.220)
пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

G(x, t, λ) = H(t, x, λ).

Доведення. Припустимо без втрати загальностi, що
G(x, t, λ) i H(x, t, λ) є функцiями Ґрiна спряжених крайових за-
дач

Mn(y)− λσ(x)y = f1(x), (2.239)

Uν (y) =

n−1∑
j=0

ανjy
(j)(a) +

n−1∑
j=0

βνjy
(j)(b) = 0, ν = 1, n, (2.240)

i
M∗

n(y)− λ̄σ(x)z = −f2(x), (2.241)

Vν (z) =

n−1∑
j=0

α̂νjz
{j}(a) +

n−1∑
j=0

β̂νjz
{j}(b) = 0, ν = 1, n, (2.242)

вiдповiдно, де f1(x), f2(x) – дiйснозначнi неперервнi на
[a, b] функцiї. Цi задачi внаслiдок введення векторiв Y =
= colon

(
y, y′, . . . , y(n−1)

)
i Z = colon

(
z{n−1}, . . . , z{1}, z

)
зводя-

ться до задач {
Y ′ = C ′Y + F1,
WaY (a) +WbY (b) = 0

i {
Z ′ = − (C∗)′ Z + F2,

ŴaZ(a) + ŴbZ(b) = 0

вiдповiдно, де F1(x) = colon(0, . . . , 0, f1(x)), F2(x) =
= colon(f2(x), 0, . . . , 0), а Wa, Wb, Ŵa, Ŵb – матрицi порядку
n× n.

Оскiльки добутки (Z∗)′ Y i Z∗Y ′ коректнi, то

(Z∗Y )′ = (Z∗)′ Y + Z∗Y ′ =
= −Z∗C ′Y + F ∗

2 Y + Z∗C ′Y + Z∗F1 = Z∗F1 + F ∗
2 Y.
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З iншого боку, врахувавши шлях побудови крайових умов
спряженої задачi (2.220), можна переконатись у правильностi
рiвностi (2.218) для неоднорiдних спряжених крайових задач
(2.239)–(2.242). Дiйсно, в лiнiйно незалежнiй системi (2.240) є
2n невiдомих y(j)(a), y(j)(b) (j = 1, n). Оголосимо n невiдомих
у системi (2.240) вiльними i надамо їм деяких значень. Тодi ре-
шта n невiдомих визначиться однозначно. Аналогiчно, врахову-
ючи лiнiйну незалежнiсть системи (2.242), можна визначити n
невiдомих з z{j}(a), z{j}(b) (j = 1, n) через довiльним чином за-
дану решту невiдомих. А спряженi до умов (2.240) крайовi умо-
ви (2.242) побудовано так, що повинна справджуватись рiвнiсть
(2.218). Довiльнiсть вибору вiльних невiдомих забезпечує вико-
нання спiввiдношення (2.218) для всiх розв’язкiв крайових задач
(2.239), (2.240) i (2.241), (2.242). Отже,

b∫
a

(Z∗(x)F1(x) + F ∗
2 (x)Y (x)) dx = 0

або
b∫

a

Z∗(t)F1(t)dt+

b∫
a

F ∗
2 (x)Y (x)dx = 0.

Згiдно з формулою (2.233)

Y (x) =

b∫
a

M(x, t, λ)F1(t)dt, Z(t) =

b∫
a

N(t, x, λ)F2(x)dx.

Врахувавши (2.228), (2.235), можна зробити висновок, що остан-
нiй елемент першого рядка матрицiM(x, t, λ) дорiвнює G(x, t, λ),
а перший елемент останнього рядка матрицi N(t, x, λ) збiгається



2.8. Функцiя Грiна диференцiального оператора 161

з −H(t, x, λ). Крiм того,

b∫
a

⎛
⎝ b∫

a

N(t, x, λ)F2(x)dx

⎞
⎠
∗

F1(t)dt+

+

b∫
a

F ∗
2 (x)

b∫
a

M(x, t, λ)F1(t)dtdx = 0,

тобто

b∫
a

b∫
a

F ∗
2 (x) {N∗(t, x, λ) +M(x, t, λ)}F1(t)dxdt =

=

b∫
a

b∫
a

{
G(x, t, λ) −H(t, x, λ)

}
f1(t)f2(x)dxdt = 0.

Оскiльки в фiгурних дужках справа стоїть неперервна фун-
кцiя змiнних x i t, а f1(x), f2(x) – також (довiльнi) дiйснозначнi
неперервнi функцiї, то згiдно з основною лемою варiацiйного чи-
слення (див., наприклад, [136, с. 295–296])

H (t, x, λ)−G (x, t, λ) = 0,

що й завершує доведення.

2.8.5. Аналiтична природа функцiї Ґрiна у випадку
простих полюсiв. Оскiльки чисельник i знаменник у формулi
(2.227) є, очевидно, цiлими аналiтичними функцiями параметра
λ, функцiя Ґрiна G(x, t, λ) задачi (2.222), (2.205) є мероморфною
функцiєю параметра λ; ї ї полюсами можуть бути лише власнi
значення крайової задачi (2.163), (2.205).

Нехай λ0 – простий нуль функцiї Δ(λ). Тодi λ0 може бути
лише простим полюсом функцiї G(x, t, λ). Повнiстю повторивши
мiркування з пункту 2.4.4, аналогiчно [76, с. 48–49], отримаємо,



162 Роздiл 2. СКАЛЯРНА СИНГУЛЯРНА КРАЙОВА ЗАДАЧА

що функцiю Грiна G(x, t, λ) за виконання умови нормованостi

b∫
a

σ(τ)y0(τ)z0(τ)dτ = 1 (2.243)

можна записати у виглядi

G(x, t, λ) = −y0(x)z0(t)
λ− λ0

+G1(x, t, λ), (2.244)

де y0(x) – власна функцiя крайової задачi (2.163), (2.205), вiдпо-
вiдна простому нулю λ0 визначника Δ(λ), z0(x) – власна функцiя
спряженої крайової задачi (2.168), (2.220), вiдповiдна власному
значенню λ̄0 цiєї задачi, а функцiя G1(x, t, λ) регулярна в околi
точки λ0.

2.9. Розвинення за власними функцiями
крайової задачi для диференцiального

рiвняння

2.9.1. Оцiнка функцiї Ґрiна. Будемо вважати без втрати
загальностi, щоMy = 0 лише при y = 0, тобто що крайова задача
Mn(y) = 0, (2.205) має лише тривiальний розв’язок y ≡ 0. Дiй-
сно, в протилежному випадку досить замiнити Mn(y) виразом
Mn(y)− cσ(x)y, де c – довiльне число, вiдмiнне вiд усiх власних
значень крайової задачi (2.163), (2.205). Таке число iснує, бо те-
орема 2.13 свiдчить, що ця крайова задача має лише злiченну
множину власних значень. Тодi оператор M має функцiю Ґрiна
G(x, s) = G(x, s, 0), якщо G(x, s, λ) – функцiя Ґрiна оператора
M − λσI.

Розвинення за власними функцiями будується за тiєю самою
схемою, яка була використана у пiдроздiлi 2.5.

Розглянемо в комплекснiй λ-площинi послiдовнiсть кiл Γk,
k = 1, 2, . . . , зi спiльним центром у початку координат, що мають
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наступнi властивостi: 1) радiус Rk кола Γk необмежено зростає
для k → ∞; 2) iснує додатне число δ, таке, що прообрази ρk
в S0 ∪ S1 власних значень крайової задачi (2.163), (2.205) при
вiдображеннi

λ = − sgn(σ)ρn (2.245)

знаходяться для досить великих k на вiдстанi не меншiй δ вiд
прообразiв кожного з кiл Γk. На пiдставi асимптотичних власти-
востей власних значень такi кола Γk iснують.

Розглянемо також iнтеграл

Ik(x, s) =
1

2πi

∮
Γk

G(x, s, λ)

λ
dλ;

застосувавши до нього теорему про лишки, отримаємо

Ik(x, s) = G(x, s) +

mk∑
ν=1

Qν(x, s)

λν
, (2.246)

де Qν(x, s) – лишок функцiї G(x, s, λ) вiдносно її полюса λν (який
ми припускаємо простим), а mk – число цих полюсiв у крузi Γk.
Теорема 2.19. У випадку регулярних крайових умов на ко-

лах Γk функцiя G(x, s, λ) задовольняє нерiвнiсть

|G(x, s, λ)| �M1|λ|−
n−1
n , (2.247)

де M1 – деяка стала.
Доведення. За вiдповiдного вибору arg ρ при вiдображеннi

(2.245) коло Γk переходить у дугу γk кола з центром у початку
координат i центральним кутом 2π/n, що проходить у двох сусi-
днiх областях S0, S1 комплексної ρ-площини. Розглянемо окремо
випадки парного i непарного n.

1) n – непарне; n = 2μ − 1. Нехай згiдно з твердженням 1 зi
вступу числа ω1, ω2, . . . , ωn (рiзнi коренi n-го степеня з −1) за-
нумеровано так, що для ρ ∈ S0 виконується ланцюг нерiвностей
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(2.177) (c тут дорiвнює 0). Тодi згiдно з формулами (2.76), (2.77)
для ρ ∈ S0 {

Re(ρω1) � 0, . . . ,Re(ρωμ−1) � 0,

Re(ρωμ+1) � 0, . . . ,Re(ρωn) � 0.
(2.248)

Нехай γ′k – та частина дуги γk, яка знаходиться в областi S0

i на якiй Re(ρωμ) � 0, а γ′′k – та її частина, яка теж знаходиться
в цiй областi i на якiй Re(ρωμ) � 0. Оцiнимо функцiю G(x, s, λ)
на дузi γ′k, скориставшись формулами (2.226), (2.230) – (2.232).

Нехай K̃(x, a, λ) – функцiя Кошi диференцiального рiвняння
(2.163). Тодi функцiї K̃(x, a, λ), K̃{1}(x, a, λ), . . . , K̃{n−1}(x, a, λ)
утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (2.163).
У той самий час, згiдно з формулою (2.229) їх можна подати
як лiнiйну комбiнацiю деякої iншої лiнiйно незалежної системи
розв’язкiв рiвняння (2.163). Нехай yj = yj(x, λ) (j = 1, n) – та
лiнiйно незалежна система розв’язкiв рiвняння (2.163), для якої
справджуються асимптотичнi формули (2.198). Тодi

K̃{k−1}(x, a, λ) =
n∑

j=1

ckj(λ)yj(x, λ), k = 1, n.

Оскiльки

Uν

⎛
⎝ n∑

j=1

ckjyj

⎞
⎠=

n∑
j=1

ckjUν(yj), ν = 1, n,

⎛
⎝ U1(K̃(x, a, λ)) · · · U1(K̃

{n−1}(x, a, λ))
· · · · · · · · ·

Un(K̃(x, a, λ)) · · · Un(K̃
{n−1}(x, a, λ))

⎞
⎠=

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
j=1

c1jU1(yj) · · ·
n∑

j=1
cnjU1(yj)

· · · · · · · · ·
n∑

j=1
c1jUn(yj) · · ·

n∑
j=1

cnjUn(yj)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=
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=

⎛
⎝ U1(y1) · · · U1(yn)

· · · · · · · · ·
Un(y1) · · · Un(yn)

⎞
⎠
⎛
⎝ c11 · · · cn1

· · · · · · · · ·
c1n · · · cnn

⎞
⎠, (2.249)

врахувавши властивостi визначникiв, отримаємо

Δ(λ) = Δ̃(λ)Cn(λ),

де
Cn(λ) = det (cij(λ))

n
i,j=1 , Δ̃(λ) = det (Uν(yk))

n
ν,k=1 .

Розклавши визначник (2.231) за елементами останнього стов-
пця, застосувавши до кожного з n+1 визначникiв n-го порядку
перетворення, аналогiчнi (2.249), та врахувавши властивостi ви-
значникiв, можна прийти до рiвностi

Q(x, s, λ) = (−1)nP (x, s, λ)Cn(λ)Δ̃(λ) +

+ (−1)n+1U1(P (x, s, λ))Cn(λ)×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
U2(y1) U2(y2) · · · U2(yn)
· · · · · · · · · · · ·

Un(y1) Un(y2) · · · Un(yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . .

. . .+ (−1)2nUn(P (x, s, λ))Cn(λ)×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
U1(y1) U1(y2) · · · U1(yn)
· · · · · · · · · · · ·

Un−1(y1) Un−1(y2) · · · Un−1(yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

де P (x, s, λ) подається рiвнiстю (2.232). Звiдси випливає формула

Q(x, s, λ) = Q̃(x, s, λ)Cn(λ),

де

Q̃(x, s, λ)=

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x) P (x, s, λ)

U1(y1(x)) U1(y2(x)) · · · U1(yn(x)) U1(P (x, s, λ))
· · · · · · · · · · · · · · ·

Un(y1(x)) Un(y2(x)) · · · Un(yn(x)) Un(P (x, s, λ))

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(2.250)
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Тодi формула (2.230) перепишеться у виглядi

G(x, s, λ) = (−1)n
Q̃(x, s, λ)

Δ̃(λ)
. (2.251)

Зауважимо, що

Uν(P (x, s, λ)) = βνK̃
(kν)(b, s, λ) +

kν−1∑
j=0

β̃νjK̃
(j)(b, s, λ).

Результати пункту 2.6.4, зокрема i формула (2.185), залиша-
ються правильними i тодi, коли K̃(x, s, λ) – функцiя Кошi рiвня-
ння (2.163), а не (2.175) (див. зауваження в кiнцi пункту 2.6.6).
Це пов’язано з тим, що асимптотичнi формули (2.198) i (2.178)
фундаментальної системи розв’язкiв обидвох рiвнянь (2.163) i
(2.175), а також їхнiх квазiпохiдних, збiгаються для великих |ρ|,
ρ ∈ T . Отже, для j = 0, n − 1

K̃(j)(x, s, λ) = −Qj0(x, s)

nρn−1−j

n∑
k=1

eρωk(t(x)−t(s))〈ωj+1
k 〉x,s ,

що, врахувавши формули (2.183) i (2.198), можна записати у ви-
глядi

K̃(j)(x, s, λ) =

n∑
k=1

y
(j)
k (x, λ)zk(s, λ),

де для k = 1, n

zk(s, λ)=− 1

nρn−1
Ê−1(s)

(
t′(s)

)1−n
e−ρωkt(s)〈ωk〉s. (2.252)

Розглянемо функцiю G(x, s, λ) для x > s (у випадку x < s
мiркування будуть аналогiчними); тодi останнiй елемент першо-
го рядка у визначнику (2.250) є функцiєю Кошi K̃(x, s, λ). По-
множимо (μ+1)-й, (μ+2)-й, . . . , n-й стовпцi визначника Q̃(x, s, λ)
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на −zμ+1(s), −zμ+2(s), . . . , −zn(s) вiдповiдно i додамо до остан-
нього стовпця. Визначник внаслiдок цього не змiниться. Тодi еле-
ментами останнього стовпчика в Q̃(x, s, λ) будуть

μ∑
k=1

yk(x)zk(s), (2.253)

μ∑
k=1

Uνb(yk)zk(s)−
n∑

k=μ+1

Uνa(yk)zk(s), ν = 1, n. (2.254)

Пiдставивши вирази (2.198) в нормованi форми Uν(y), мати-
мемо

Uν(yj) = (ρωj)
kν {〈α̂ν〉+ eρωjh〈β̂ν〉}, ν, j = 1, n. (2.255)

Отже, на пiдставi нерiвностей (2.248) виконуються формули

Uν(yj) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
(ρωj)

kν 〈α̂ν〉, j = 1, μ − 1,

(ρωj)
kν {〈α̂ν〉+ eρωjh〈β̂ν〉}, j = μ,

(ρωj)
kν eρωjh〈β̂ν〉, j = μ+ 1, n.

(2.256)

Пiдставивши їх у Δ̃(λ), отримаємо

Δ̃(λ) =

n∏
ν=1

ρkν
n∏

j=μ+1

eρωjh(〈θ0〉+ eρωμh〈θ1〉). (2.257)

Врахувавши (2.198), (2.252) i (2.255), ми можемо переписати
(2.253), (2.254) у виглядi

Ê(x)

nρn−1
P0 =− 1

nρn−1

Ê(x)

Ê(s)
(t′(s))1−n

μ∑
j=1

eρωj(t(x)−t(s))〈ωj〉x,s,

ρkν

nρn−1
Pν = − ρkν

nρn−1
Ê−1(s)(t′(s))1−n×

×

⎧⎨
⎩

μ∑
j=1

eρωj(h−t(s))〈β̂νωkν+1
j 〉s −

n∑
j=μ+1

e−ρωjt(s)〈α̂νω
kν+1
j 〉s

⎫⎬
⎭,

ν = 1, n.
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Пiдставимо тепер (2.250), (2.198), (2.252), (2.256), (2.257), а також
вирази для останнього стовпця Q̃(x, s, λ) в (2.251) i розподiлимо
множники знаменника Δ̃(λ) наступним чином. На ρkν роздiлимо
(ν + 1)-й рядок (ν = 1, n), на eρωjh – j-й стовпець (j = μ+ 1, n) i
на 〈θ0〉 + eρωμh〈θ1〉 подiлимо μ-й стовпець. Тодi формула (2.251)
набуде вигляду

G(x, s, λ) = (−1)n
Ê(x)

nρn−1
det(A,B), (2.258)

де

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

eρω1t(x)〈1〉x · · · eρωμ−1t(x)〈1〉x eρωμt(x)〈1〉x
〈θ0〉+eρωμh〈θ1〉

〈α̂1ω
k1
1 〉 · · · 〈α̂1ω

k1
μ−1〉

ω
k1
μ 〈α̂1+eρωμhβ̂1〉
〈θ0〉+eρωμh〈θ1〉

· · · · · · · · · · · ·
〈α̂nω

kn
1 〉 · · · 〈α̂nω

kn
μ−1〉

ωkn
μ 〈α̂n+eρωμhβ̂n〉
〈θ0〉+eρωμh〈θ1〉

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

B =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eρωμ+1(t(x)−h)〈1〉x · · · eρωn(t(x)−h)〈1〉x P0

〈β̂1ωk1
μ+1〉 · · · 〈β̂1ωk1

n 〉 P1

· · · · · · · · · · · ·
〈β̂nωkn

μ+1〉 · · · 〈β̂nωkn
n 〉 Pn

⎞
⎟⎟⎟⎠.

Можна так само, як у теоремi 2.8 (стор. 119), показати, що
внаслiдок регулярностi крайових умов знаменник 〈θ0〉+eρωμh〈θ1〉
на дугах γ′k обмежується знизу одним i тим самим числом. Тодi
внаслiдок умов (2.248) всi елементи визначника (2.258) на дузi
γ′k обмеженi зверху, бо експоненти там мають недодатну дiйсну
частину. Отже, на дугах γ′k має мiсце нерiвнiсть

|G(x, s, λ)| �M1|ρ|1−n, (2.259)

де M1 – деяка стала.
Доведемо тепер, що така ж нерiвнiсть виконується i на дугах

γ′′k . Для цього достатньо у визначнику Q̃(x, s, λ) домножити μ-й,
(μ+1)-й, . . . , n-й стовпцi на −zμ(s), −zμ+1(s), . . . , −zn(s) вiдпо-
вiдно i додати до останнього стовпчика. Повторивши попереднi
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мiркування, легко переконатись у виконаннi нерiвностi (2.259) i
на дугах γ′′k .

Таким чином, (2.259) доведено для тiєї частини дуги γk, що
лежить у секторi S0. Оскiльки цi самi мiркування застосовнi до
будь-якої областi Sν , вони дають той самий результат на дузi γk
i в секторi S1. Переходячи вiд ρ до λ, отримуємо твердження
теореми для випадку непарного n.

2) n парне; n = 2μ. Цей випадок завдяки тому, що умови для
yμ i yμ+1 записуються у виглядi

Uν(yμ) = (ρωμ)
kν {〈α̂ν〉+ eρωμh〈β̂ν〉},

Uν(yμ+1) = (ρωμ+1)
kν {〈α̂ν〉+ eρωμ+1h〈β̂ν〉},

вiдрiзняється вiд попереднього лише тим, що Δ̃(λ) мiстить вираз
〈θ0〉+ eρωμh〈θ1〉 + e−ρωμh〈θ1〉 (θ1 
= 0, θ−1 
= 0 внаслiдок регуляр-
ностi), який можна подати у виглядi

θ1

(
eρωμh − ξ′

)(
eρωμh − ξ′′

)
(1 + o(1)),

де ξ′, ξ′′ – коренi рiвняння θ1ξ2 + θ0ξ + θ−1 = 0.
В цьому випадку μ-й, (μ + 1)-й, стовпцi потрiбно подiлити

вiдповiдно на eρωμh〈1〉 − 〈ξ′〉 та eρωμh〈1〉 − 〈ξ′′〉. Аналогiчно до
випадку непарного n доводиться, що цi знаменники теж будуть
обмеженi знизу на дузi γk. Решта мiркувань у доведеннi теореми
будуть аналогiчними випадку дуги γ′k, бо на дузi γk Re(ρωμ) � 0,
Re(ρωμ+1) � 0 внаслiдок того, що рiвняння ω2μ + 1 = 0 мiстить
поряд з ωj корiнь −ωj (j = 1, n). Теорему доведено.
Зауваження. З доведення теореми 2.19 видно, що нерiвнiсть

(2.247) залишається правильною для великих |λ| i в областi Oδ,
отриманiй з λ-площини вiдкиданням образiв кiл |ρ− ρk| < δ при
вiдображеннi (2.245).

2.9.2. Розвинення функцiй з областi визначення опе-
ратора M .
Теорема 2.20. Функцiя Ґрiна G(x, s) диференцiального

оператора M , породженого регулярними крайовими умовами
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(2.206), розвивається в рiвномiрно збiжний вiдносно x i s з [a, b]
ряд

G(x, s) = −
∞∑
ν=1

Qν(x, s)

λν
. (2.260)

Доведення. Користуючись теоремою 2.19 i зауваженням,
отримуємо оцiнки

|Ik(x, s)| �
1

2π

M

R
n−1
n

k Rk

2πRk =
M

R
n−1
n

k

,

∣∣∣∣Qk(x, s)

λk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1

2πλk

∫
|ρ−ρk|=δ

nρn−1G(x, s,− sgn(σ)ρn) dρ

∣∣∣∣∣∣∣ �
nMδ

|λk|
,

з яких безпосередньо випливають спiввiдношення

lim
k→∞

Ik(x, s) = 0, lim
k→∞

Qk(x, s)

λk
= 0, (2.261)

причому рiвномiрно вiдносно x i s з [a, b]. Внаслiдок (2.246) i
(2.261), оскiльки з асимптотичних формул для власних значень
(див. теорему 2.13) випливає, що круги Γk можна вибрати так,
щоб 2 � mk+1 −mk � 4, буде справджуватись формула (2.260),
що й доводить теорему.
Теорема 2.21. Якщо всi власнi значення крайової задачi

(2.163), (2.206) з регулярними крайовими умовами (2.206), є про-
стими нулями функцiї Δ(λ), то для функцiї Ґрiна диференцi-
ального оператора M за виконання умови нормованостi

b∫
a

σ(x)yν(x)zν(x)dx = 1 (2.262)

iснує розвинення у рiвномiрно збiжний ряд

G(x, s) =

∞∑
ν=1

yν(x)zν(s)

λν
. (2.263)
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Доведення. Оскiльки Qν(x, s) у теоремi 2.20 – лишок фун-
кцiї G(x, s, λ) вiдносно її полюса λν , а всi власнi значення кра-
йової задачi (2.163), (2.206) – простi нулi функцiї Δ(λ), то згiдно
з формулою (2.244) має мiсце рiвнiсть −Qν(x, s) = yν(x)zν(s), де
yν(x), zν(s) – власнi функцiї спряжених крайових задач (2.163),
(2.206) i (2.168), (2.220), вiдповiднi власним значенням λν i λ̄ν i
пронормованi так, щоб виконувалась умова (2.262). Теорему до-
ведено.

З цiєї теореми легко отримати теорему про розвинення зада-
ної функцiї f(x).
Теорема 2.22. Нехай всi власнi значення крайової задачi

(2.163), (2.206) з регулярними крайовими умовами (2.206) є про-
стими нулями функцiї Δ(λ). Тодi будь-яка функцiя f(x) з обла-
стi визначення диференцiального оператора M розвивається у
рiвномiрно збiжний ряд за власними функцiями крайової задачi
(2.163), (2.206)

f(x) =

∞∑
ν=1

dνyν(x), (2.264)

де за виконання умови (2.262)

dν = (f, zν)BV =

b∫
a

σ(s)f(s)zν(s)ds,

а yν(x), zν(s) – власнi функцiї спряжених крайових задач (2.163),
(2.206) i (2.168), (2.220), вiдповiднi власним значенням λν i λ̄ν .
Доведення. Покладемо Mf = ϕ′, M∗zν = ψ′

ν , де ϕ,ψν ∈
∈ BV + ([a, b];C). Тодi

f(x) =

b∫
a

G(x, s)dϕ(s), zν(x) =

b∫
a

H(x, s)dψν(s), (2.265)

де H(x, s) – функцiя Ґрiна квазiдиференцiального оператора
M∗. Пiдставимо в першу формулу (2.265) замiсть функцiї G(x, s)
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ї ї розвинення (2.263). Внаслiдок рiвномiрної збiжностi останньо-
го, ми можемо його iнтегрувати почленно. Отже, має мiсце фор-
мула (2.264), де

dν =
1

λν

b∫
a

zν(s)dϕ(s). (2.266)

Оскiльки за теоремою 2.18 G(x, s) = H(s, x), буде виконува-
тись i рiвнiсть

b∫
a

dψν(x)

b∫
a

G(x, s)dϕ(s) =

b∫
a

dψν(x)

b∫
a

H(s, x)dϕ(s),

звiдки за теоремою Фубiнi

b∫
a

dψν(x)

b∫
a

G(x, s)dϕ(s) =

b∫
a

dϕ(s)

b∫
a

H(s, x)dψν(x).

Тепер, врахувавши (2.265), отримаємо спiввiдношення

b∫
a

f(x)dψν(x) =

b∫
a

zν(x)dϕ(x). (2.267)

З iншого боку, M∗zν = λ̄νσzν . Тодi

ψν(x) =

x∫
a

λ̄νσ(s)zν(s)ds.

Пiсля пiдстановки останньої рiвностi в (2.267) отримаємо з
(2.266) спiввiдношення

dν =
1

λν

b∫
a

f(x)λ̄νσ(x)zν(x)dx =

b∫
a

σ(x)f(x)zν(x)dx,

що й потрiбно було довести.
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2.10. Уточнена асимптотика
фундаментальної системи розв’язкiв
звичайного диференцiального рiвняння

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[57].

2.10.1. Диференцiальне рiвняння з одиничними кое-
фiцiєнтами при найстаршiй похiднiй i параметрi та ну-
льовим коефiцiєнтом при (n − 1)-й похiднiй. Розглянемо
диференцiальне рiвняння (2.163), в якому p1(x) ≡ 0 i σ(x) ≡ 1:

y(n) + p2(x)y
(n−2) + p3(x)y

(n−3) + . . .+ pn(x)y = λy, (2.268)

де pi = b′i, bi ∈ BV +([a, b];C), i = 2, n, тобто pi – мiри.
В цьому окремому випадку можна уточнити залишковий

член асимптотики фундаментальної системи розв’язкiв рiвняння
(2.268), а отже, й асимптотики власних значень i власних фун-
кцiй крайової задачi (2.268), (2.206).

Введемо замiну λ = −ρn. Тодi всю комплексну ρ-площину
можна розбити, так само, як i в пунктi 2.6.3 на 2n секторiв Sq,
q = 0, 2n − 1, де Sq = {ρ : qπ/n � arg ρ � (q + 1)π/n}. Через Tq
позначимо сектор (з вершиною в точцi ρ = −c), що утворюється
з Sq шляхом зсуву ρ→ ρ+c. Областi Sq i Tq називатимемо просто
областями S i T .

Нехай ω1, ω2, . . . , ωn – всi рiзнi коренi n-го степеня з −1,
занумерованi для ρ ∈ Tq таким чином (згiдно з твердженням 1
зi вступу [76, с. 53–54] це можливо), щоб виконувався ланцюг
нерiвностей (2.177).

Рiвняння (2.268) так само, як i в пунктi 2.6.1, за допомогою
вектора Y = colon

(
y, y′, . . . , y(n−1)

)
зводиться до коректної си-

стеми диференцiальних рiвнянь першого порядку

Y ′ = B′(x)Y, (2.269)
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де матриця-мiра B′(x) має вигляд

B′(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 · · · 0 0

0 0
. . . 0 0

· · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 0 1

−ρn−pn −pn−1 · · · −p2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Векторне рiвняння (2.269) можна подати у виглядi

Y ′ = Ψ′
1(x)Y +Ψ′

2(x)Y,

де

Ψ′
1(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 1 · · · 0

· · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 1

−ρn 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎠,

Ψ′
2(x) =

⎛
⎜⎜⎝

0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0

−pn(x) · · · −p2(x) 0

⎞
⎟⎟⎠.

Системi Y ′ = Ψ′
1(x)Y вiдповiдає однорiдне рiвняння

y(n) + ρny = 0, (2.270)

яке має фундаментальну систему роз’язкiв eρω1x, eρω2x, . . . , eρωnx.
Рiвняння (2.268) можна записати у виглядi

y(n) + ρny = − p2y
(n−2) − p3y

(n−3) − . . .− pny. (2.271)

Якщо праву частину цiєї рiвностi розглядати як «неоднорi-
днiсть», то за формулою Кошi для неоднорiдного рiвняння

Y (x) = B(x, a)Y (a) +

x∫
a

B(x, ξ)dΨ2(ξ)Y (ξ), (2.272)
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де B(x, ξ) – фундаментальна матриця однорiдної системи Y ′ =
= Ψ′

1(x)Y ; вона має структуру (див. [112, 124, с. 124]):

B(x, ξ)=

⎛
⎜⎜⎝

K{n−1}(x, ξ) · · · K{1}(x, ξ) K(x, ξ)

K{n−1}(1)(x, ξ) · · · K{1}(1)(x, ξ) K(1)(x, ξ)
· · · · · · · · · · · ·

K{n−1}(n−1)(x, ξ) · · · K{1}(n−1)(x, ξ) K(n−1)(x, ξ)

⎞
⎟⎟⎠,

(2.273)
де K(x, ξ) – функцiя Кошi рiвняння (2.270), а фiгурними дужка-
ми позначено квазiпохiднi за другою змiнною в сенсi спряженого
до (2.270) рiвняння. Вiдомо [124, с. 132], що вони визначаються
формулами

z{0}
def
= z, z{i} = − (z{i−1})′, i = 1, n− 1. (2.274)

Позначимо Y (a) = colon(c̃1, c̃2, . . . , c̃n). Використавши (2.273)
та врахувавши, що

dΨ2(ξ)Y (ξ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0
· · ·
0

−
n∑

s=2
y(n−s)(ξ)dbs(ξ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠,

можна розписати (2.272) покоординатно у виглядi системи
iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу Вольтерра-Стiльтьєса
(ν = 0, n − 1)

y(ν)(x)=
n∑

s=1

c̃sK
(ν){n−s}(x, a)−

n∑
s=2

x∫
a

K(ν)(x, ξ)y(n−s)(ξ)dbs(ξ).

(2.275)
Тут y(x) – розв’язок рiвняння (2.268) або, що те саме, рiвняння
(2.271).

Легко перевiрити, що функцiя Кошi для рiвняння (2.270) має
вигляд

K(x, ξ) = − ω1e
ρω1(x−ξ) + ω2e

ρω2(x−ξ) + . . .+ ωne
ρωn(x−ξ)

nρn−1
.

(2.276)
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Дiйсно, вона задовольняє рiвняння (2.270) за змiнною x;
K(ν)(ξ, ξ) = 0, ν = 0, n− 2; K(n−1)(ξ, ξ) = 1, оскiльки

n∑
j=1

ων+1
j = 0, ν = 0, n − 2,

n∑
j=1

ωn
j = −n.

Враховуючи формули (2.274), (2.276), отримуємо для
ν = 0, n − 1

K(ν)(x, ξ) = K{ν}(x, ξ) = − 1

nρn−1

n∑
j=1

ων+1
j ρνeρωj(x−ξ).

Тодi систему (2.275) можна подати у виглядi

y(ν)(x) = − 1

nρn−1

n∑
s=1

n∑
j=1

c̃sω
ν+n−s+1
j ρν+n−seρωj(x−a) +

+
1

nρn−ν−1

n∑
s=2

x∫
a

n∑
j=1

ων+1
j eρωj(x−ξ)y(n−s)(ξ)dbs(ξ).

Сталi c̃j , j = 1, n, можна вибрати так, щоб виконувалась си-
стема рiвностей (ν = 0, n − 1)

y(ν)(x) =

n∑
j=1

cj(ρωj)
νeρωjx +

+
1

nρn−ν−1

n∑
s=2

x∫
a

n∑
j=1

ων+1
j eρωj(x−ξ)y(n−s)(ξ)dbs(ξ). (2.277)

Дiйсно, з рiвностi(
− c̃1
n
ωn
1 − . . .− c̃n

nρn−1
ω1

)
e−ρω1aeρω1x + . . .

. . .+

(
− c̃1
n
ωn
n − . . . − c̃n

nρn−1
ωn

)
e−ρωnaeρωnx =

= c1e
ρω1x + ...+ cne

ρωnx
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отримуємо систему⎧⎪⎨
⎪⎩
− e−ρω1a(c̃1ω

n
1 ρ

n−1 + . . .+ c̃nω1) = c1nρ
n−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
− e−ρωna(c̃1ω

n
nρ

n−1 + . . .+ c̃nωn) = cnnρ
n−1,

визначник якої∣∣∣∣∣∣
−e−ρω1aωn

1 ρ
n−1 · · · −eρω1aω1

· · · · · · · · ·
−e−ρωnaωn

nρ
n−1 · · · −eρωnaωn

∣∣∣∣∣∣ =

= (−1)nρ
n(n−1)

2

n∏
j=1

e−ρωjaωj

∣∣∣∣∣∣
ωn−1
1 · · · 1
· · · · · · · · ·
ωn−1
n · · · 1

∣∣∣∣∣∣
для |ρ| > 0 вiдмiнний вiд нуля як визначник Вандермонда.

Покладаючи для деякого фiксованого k, k = 1, n,

c′j=

⎧⎨
⎩
cj , j = 1, k,

cj +
n∑

s=2

b∫
a

ωje
−ρωjξ

nρn−1 y(n−s)(ξ)dbs(ξ), j = k + 1, n,
(2.278)

систему (2.277) запишемо у виглядi

y(ν) (x) =
n∑

j=1

c′jω
ν
j ρ

νeρωjx +

+
1

nρn−1

n∑
s=2

x∫
a

∂ νK1(x, ξ, ρ)

∂xν
y(n−s)(ξ)dbs(ξ)−

− 1

nρn−1

n∑
s=2

b∫
x

∂ νK2(x, ξ, ρ)

∂xν
y(n−s)(ξ)dbs(ξ), ν = 0, n− 1,

(2.279)
де

K1(x, ξ, ρ) =

k∑
j=1

ωje
ρωj(x−ξ), K2(x, ξ, ρ) =

n∑
j=k+1

ωje
ρωj(x−ξ).
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2.10.2. Асимптотика розв’язкiв диференцiального рiв-
няння з мiрами. Користуючись властивiстю коренiв n-го сте-
пеня з −1, легко встановити наступну лему.
Лема 4. Iснує така стала C,що для всiх ρ ∈ T i ν = 0, n − 1

виконуються нерiвностi∣∣∣∣ ∂ ν

∂xν
K1(x, ξ, ρ)

∣∣∣∣ � C |ρ|ν k
∣∣∣eρωk(x−ξ)

∣∣∣, a � ξ � x � b,

∣∣∣∣ ∂ ν

∂xν
K2(x, ξ, ρ)

∣∣∣∣ � C |ρ|ν (n− k)
∣∣∣eρωk(x−ξ)

∣∣∣, a � x � ξ � b.

Доведення здiйснюється за схемою [76, с. 58]. Справдi,
оскiльки неперервна функцiя є обмеженою, ми можемо вибра-
ти сталу C так, щоб∣∣∣ec(ωj−ωk)(x−ξ)

∣∣∣ � C ∀j, k = 1, n, x, ξ ∈ [a, b].

Якщо ρ ∈ T , то з нерiвностей (2.177) випливає, що для α � k має
мiсце Re(ρωα) � Re(ρωα+(ρ+c)(ωk−ωα)). Тому при a � ξ � x � b∣∣∣∣ ∂ ν

∂xν
K1(x, ξ, ρ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

k∑
α=1

ρνων+1
j eρωα(x−ξ)

∣∣∣∣∣ �
�

k∑
α=1

|ρ|ν
∣∣∣e[ρωα+(ρ+c)(ωk−ωα)](x−ξ)

∣∣∣,
звiдки випливає перша нерiвнiсть леми. Друга нерiвнiсть дово-
диться аналогiчно.

У наступнiй теоремi на основi аналiзу iнтегро-диференцiаль-
них рiвнянь (2.279) встановлюються асимптотичнi формули для
розв’язкiв рiвняння (2.271).
Теорема 2.23. Якщо pi = b′i, bi ∈ BV +([a, b];C), i = 2, n, то

в усiй областi T комплексної ρ-площини рiвняння (2.271) має n
лiнiйно незалежних розв’язкiв y1, y2, . . . , yn, регулярних вiдно-
сно ρ ∈ T при достатньо великих |ρ|, таких, що задовольняють
для k = 1, n спiввiдношення

dνyk
dxν

= ρνeρωk(x−a)
[
ων
k +O

(
1
ρ

)]
, ν = 0, n − 1. (2.280)
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Доведення. Припустимо, що рiвняння (2.271) має розв’язок
yk такий, що c′ν = 0 при ν 
= k, c′k = e− ρωka. Отже,

dνyk
dxν

= ρνων
ke

ρωkx+
1

nρn−1

n∑
s=2

x∫
a

∂ νK1(x, ξ, ρ)

∂xν
y
(n−s)
k (ξ)dbs(ξ)−

− 1

nρn−1

n∑
s=2

b∫
x

∂ νK2(x, ξ, ρ)

∂xν
y
(n−s)
k (ξ)dbs(ξ), ν = 0, n− 1.

(2.281)

Покладемо
dνyk
dxν

= ρνeρωk(x−a)zkν (2.282)

i позначимо

Kkνs(x, ξ, ρ) =

⎧⎨
⎩

1
ne

−ρωk(x−ξ)ρ−ν−s+2 ∂
νK1(x,ξ,ρ)

∂xν , ξ � x,

− 1
ne

−ρωk(x−ξ)ρ−ν−s+2 ∂
νK2(x,ξ,ρ)

∂xν , ξ > x,

k = 1, n, ν = 0, n − 1, s = 2, n.

Тодi для функцiй zkν = zkν(x, ρ) отримаємо систему iнтеграль-
них рiвнянь

zkν(x, ρ) = ων
k +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)zk,n−s(ξ, ρ)dbs(ξ). (2.283)

При фiксованому k i ν = 0, n − 1 це є система iнтегральних рiв-
нянь стосовно функцiй zkν(x, ρ), ν = 0, n− 1. Iнтеграл у (2.283)
буде iснувати як класичний iнтеграл Рiмана-Стiльтьєса внаслi-
док того, що пiдiнтегральна функцiя матиме розриви хiба що
справа, тодi як bs(x) є неперервними праворуч. Якщо система
(2.283) має розв’язок, то, використавши метод послiдовних пiд-
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становок, отримаємо

zkν(x) = ων
k +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)ω
n−s
k dbs(ξ) +

+
1

ρ2

n∑
s1,s2=2

b∫
a

b∫
a

Kkνs1(x, ξ1, ρ)Kk,n−s1,s2(ξ1, ξ2, ρ)×

×zk,n−s2(ξ2)dbs1(ξ1)dbs2(ξ2) = . . .

. . . = ων
k +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)ω
n−s
k dbs(ξ) + . . .

. . .+
1

ρm

n∑
s1,...,sm=2

b∫
a

. . .

b∫
a

Kkνs1(x, ξ1, ρ)× . . .

. . . ×Kk,n−sm−1,sm(ξm−1, ξm, ρ)ω
n−sm
k dbs1(ξ1) . . . dbsm(ξm) +

+
1

ρm+1

n∑
s1,...,sm+1=2

b∫
a

. . .

b∫
a

Kkνs1(x, ξ1, ρ)× . . .

. . .×Kk,n−sm,sm+1(ξm, ξm+1, ρ)×
×zk,n−sm+1(ξm+1)dbs1(ξ1) . . . dbsm+1(ξm+1). (2.284)

Покладемо B = max
a�x�b

|zkj(x)|, j = 0, n − 1. З леми 4 випливає, що

iснують такi сталi C i R, що при |ρ| > R маємо |Kkνs(x, ξ, ρ)| � C.

Введемо позначення vj =
b
V
a
bj(x), j = 2, n. Тодi останнiй доданок

з рiвностi (2.284) за модулем не перевищує

B
Cm+1

|ρ|m+1

n∑
s1,s2,...,sm+1=2

m+1∏
j=1

vsj =

= B
Cm+1

|ρ|m+1

∑
sj�0,

n∑

j=2
sj=m+1

(m+ 1)!
n∏

j=2
sj!

n∏
j=2

v
sj
j ,
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що можна записати за формулою полiнома у виглядi

B

⎡
⎣ C
|ρ|

n∑
j=2

vj

⎤
⎦
m+1

.

При |ρ| > R0, де

R0 = max

⎧⎨
⎩R, C

n∑
j=2

vj

⎫⎬
⎭,

функцiя zkν(x) = zkν(x, ρ) є сумою ряду

zkν(x, ρ) = ων
k +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)ω
n−s
k dbs(ξ) +

+
1

ρ2

n∑
s1,s2=2

b∫
a

b∫
a

Kkνs1(x, ξ1, ρ)Kk,n−s1,s2(ξ1, ξ2, ρ)×

×ωn−s2
k dbs1(ξ1)dbs2(ξ2) + . . . ,

оскiльки вiн мажорується сумою геометричної прогресiї зi зна-
менником, меншим вiд одиницi. Навпаки, легко побачити, що в
кожнiй областi |ρ| � R1 > R0, a � x � b цей ряд збiгається
рiвномiрно i є розв’язком системи (2.283). Отже, система (2.283)
має один i тiльки один розв’язок zkν = zkν(x, ρ), аналiтичний
вiдносно ρ, причому

zkν(x, ρ) = ων
k +O

(
1
ρ

)
.

Звiдси i з рiвностi (2.282) випливають спiввiдношення (2.280),
з яких можна зробити висновок про лiнiйну незалежнiсть фун-
кцiй y1, y2, . . . , yn. Залишається довести, що iснує розв’язок
yk(x, ρ) рiвняння (2.271), що задовольняє (2.281). Для цього до-
статньо показати, що якими б не були сталi c′ν , iснує розв’язок y
рiвняння (2.271), що задовольняє (2.279) при цих значеннях c′ν .
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Рiвностi (2.278) – це лiнiйне перетворення вiд cj до c′j . Очеви-
дно, достатньо довести, що визначник перетворення (2.278) при
достатньо великих |ρ|, ρ ∈ T , вiдрiзняється вiд нуля. У цьому
випадку рiвняння (2.278) можна розв’язати вiдносно cj при до-
вiльно заданих c′j .

Якщо визначник перетворення (2.278) дорiвнює нулю при
як завгодно великих |ρ|, ρ ∈ T , то для цих значень ρ рiвня-
ння (2.278) мають нетривiальнi розв’язки вiдносно cj при c′1 =
= c′2 = . . . = c′n = 0. Вiдповiдна функцiя y буде тодi нетривiаль-
ним розв’язком першого рiвняння системи

y(ν) =
1

nρn−1

n∑
s=2

x∫
a

∂ νK1(x, ξ, ρ)

∂xν
y(n−s)(ξ)dbs(ξ)−

− 1

nρn−1

n∑
s=2

b∫
x

∂ νK2(x, ξ, ρ)

∂xν
y(n−s)(ξ)dbs(ξ), ν = 0, n − 1,

яку можна отримати з (2.279) при c′1 = c′2 = . . . = c′n = 0. Дове-
демо, що це неможливо. Поклавши

dνy

dxν
= ρνeρωkxzν , ν = 0, n− 1, (2.285)

отримаємо для функцiй zν систему рiвнянь

zν(x, ρ) =

=
1

nρ

n∑
s=2

x∫
a

e−ρωk(x−ξ)ρ−ν−s+2∂
νK1(x, ξ, ρ)

∂xν
zn−s(ξ, ρ)dbs(ξ)−

− 1

nρ

n∑
s=2

b∫
x

e−ρωk(x−ξ)ρ−ν−s+2∂
νK2(x, ξ, ρ)

∂xν
zn−s(ξ, ρ)dbs(ξ).

Нехайm(ρ) = max
a�x�b

|zν(x, ρ)|, ν = 0, n− 1. Застосувавши лему

4 до правої частини останньої системи, отримаємо оцiнку



2.10. Уточнена асимптотика фундаментальної системи розв’язкiв 183

|zν(x, ρ)| �
1

n|ρ|

⎡
⎣Ck n∑

s=2

b∫
a

|ρ|−s+2 |dbs(ξ)| +

+ C(n− k)
n∑

s=2

b∫
a

|ρ|−s+2 |dbs(ξ)|

⎤
⎦m(ρ).

Оскiльки лiва частина досягає свого максимуму m(ρ), то

m(ρ) � m(ρ)
C

|ρ|

n∑
s=2

b∫
a

|dbs(ξ)| |ρ|−s+2 � m(ρ)
C1

|ρ| ,

де C1 – деяка стала. При великих |ρ| ця нерiвнiсть можлива лише
тодi, коли m(ρ) = 0, отже, zν(x, ρ) = 0. Звiдси на основi (2.285)
отримуємо, що y ≡ 0 при ν = 0. Теорему доведено.

2.10.3. Асимптотика розв’язкiв диференцiального рiв-
няння з гладкими коефiцiєнтами при найстарших похi-
дних i параметрi. Розглянемо тепер диференцiальне рiвняння

y(n)+ p2(x)y
(n−1)+ p2(x)y

(n−2) + . . .+ pn(x)y = λσ(x)y, (2.286)

де σ(n−1) ∈ BV +([a, b];R), σ(x) 
= 0 на [a, b], p
(n−2)
1 ∈

∈ BV +([a, b];C), pj = b′j, bj ∈ BV +([a, b];C), j = 2, n, тобто pj –
мiри.

Можна розглядати також рiвняння

p̃0(x)y
(n) + p̃1(x)y

(n−1) + p̃2(x)y
(n−2) + . . . + p̃n(x)y = λg(x)y,

де p̃(n−1)
0 , g(n−1) ∈ BV +([a, b];R), p̃0(x) 
= 0 на [a, b], g(x) 
= 0

на [a, b], p̃(n−2)
1 ∈ BV +([a, b];C), p̃j = b̃′j, b̃j ∈ BV +([a, b];C), j =

= 2, n. Це рiвняння дiленням на p̃0(x) легко зводиться до вигляду
(2.286) з коефiцiєнтами з вказаних класiв.

У цьому окремому випадку теж можна уточнити залишковий
член асимптотики фундаментальної системи розв’язкiв рiвнян-
ня (2.286), а отже, й асимптотики власних значень та власних
функцiй крайової задачi (2.286), (2.206).
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Позначимо σ̃(x) = |σ(x)|, тодi σ(x) = sgn(σ)σ̃(x).
Розглянемо замiну ([76, с. 87], [96, 152])

t(x) =

x∫
a

n
√
σ̃(ξ)dξ. (2.287)

Ми можемо записати

dy

dx
=
dy

dt
t′(x),

d2y

dx2
=
d2y

dt2
(t′(x))2 +

dy

dt
t′′(x),

d3y

dx3
=
d3y

dt3
(t′(x))3 +

d2y

dt2
t′(x)t′′(x) +

dy

dt
t′′′(x),

· · ·
dny

dxn
=
dny

dtn
(t′(x))n +

n(n− 1)

2

dn−1y

dtn−1
(t′(x))n−2t′′(x) + . . .

. . . +
dy

dt
t(n)(x).

Останню формулу можна легко встановити за допомогою мате-
матичної iндукцiї.

Побудуємо тепер похiднi функцiї t(x):

t′(x) = n
√
σ̃(x),

t′′(x) =
σ̃′(x)

n
(
n
√
σ̃(x)

)n−1 ,

t′′′(x) =
σ̃′′(x)

(
n
√
σ̃(x)

)n−1
− (σ̃′(x))

n−1
n

σ̃′(x)
n
√

σ̃(x)

n
(
n
√
σ̃(x)

)2n−2 =

=
σ̃′′(x)

n
(
n
√
σ̃(x)

)n−1 + . . .
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Неважко переконатись, що

t(n)(x) =
σ̃(n−1)(x)

n
(
n
√
σ̃(x)

)n−1 + . . . ,

де замiсть трьох крапок мають стояти доданки з меншою кiль-
кiстю похiдних σ̃(x).

Пiдставляючи в (2.286) знайденi вирази, ми отримуємо рiв-
нiсть (в узагальненому сенсi)

dny(x(t))

dtn
σ̃(x) +

[
n(n− 1)

2

(
n
√
σ̃(x)

)n−2 σ̃′(x)

n
(
n
√
σ̃(x)

)n−1 +

+ p1(x)
(

n
√
σ̃(x)

)n−1
]
dn−1y(x(t))

dtn−1
+ . . .+ pn(x)y(x(t)) =

= sgn(σ)λσ̃(x)y(x(t)).

Подiливши останню рiвнiсть на σ̃(x), будемо мати

ŷ(n)(t) + γ1(t)ŷ
(n−1)(t) + γ2(t)ŷ

(n−2)(t) + . . . + γn(t)ŷ(t) =

= sgn(σ)λŷ(t), (2.288)

де ŷ(t) = y(x(t)),

γ1(t) =
n− 1

2

dσ̃(x(t))

dx

(
n
√
σ̃(x(t))

)−1
(σ̃(x(t)))−1 +

+ p1(x(t))
(

n
√
σ̃(x(t))

)−1
, (2.289)

γ
(n−2)
1 ∈ BV +([0, h];C), h = t(b), γj(t) (j = 2, n) є мiрами.
У цьому випадку замiна

ŷ(t) = e
− 1

n

t∫

0

γ1(ξ)dξ
ỹ(t) = ê(t)ỹ(t) (2.290)

зводить рiвняння (2.288) до вигляду

ỹ(n)(t) + p̂2(t)ỹ
(n−2)(t) + p̂3(t)ỹ

(n−3)(t) + . . .+ p̂n(t)ỹ(t) =

= sgn(σ)λỹ(t). (2.291)
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Справдi,

ŷ′ = − 1

n
γ1(t)êỹ + êỹ′,

ŷ′′ = − 1

n
γ′1(t)êỹ +

1

n2
γ21(t)êỹ −

2

n
γ1(t)êỹ

′ + êỹ′′.

За формулою Лейбнiца

ŷ(n) =

n∑
i=0

Ci
nê

(n−i)ỹ(i), (2.292)

де Ci
n = n!

i!(n−i)! – бiномiальнi коефiцiєнти. Звiдси видно, що

ŷ(n) = êỹ(n) +C1
nê

′ỹ(n−1) + . . . = êỹ(n) − γ1(t)êỹ
(n−1) + . . . (2.293)

Пiсля пiдстановки замiни (2.290) в рiвняння (2.288), з врахуван-
ням (2.293), отримуємо

êỹ(n) + γ1(t)êỹ
(n−1) − γ1(t)êỹ

(n−1) + . . . = sgn(σ)λêỹ, (2.294)

що свiдчить про зникнення члена з (n−1)-ю похiдною. Крiм того,
з (2.292) видно, що доданок з найстаршою похiдною γ1(t) в рiвня-
ння (2.294) має вигляд − 1

nγ
(n−1)
1 (t)êỹ. Зрозумiло, що γ(n−1)

1 (t) –
мiра, яка буде додаватись до мiри γn(t). Подiливши обидвi ча-
стини рiвняння (2.294) на ê 
= 0, ми отримаємо рiвняння (2.291),
причому p̂j = b̂′j, bj ∈ BV +([a, b];C), j = 2, n.

Введемо замiну λ = − sgn(σ)ρn. Тодi всю комплексну ρ-пло-
щину можна розбити, так само, як i в пунктах 2.6.3, 2.10.1 на
областi S i T .

Згiдно з теоремою 2.23 рiвняння (2.291) у всiй областi ком-
плексної ρ-площини має n лiнiйно незалежних розв’язкiв ỹ1(t),
ỹ2(t), . . . , ỹn(t), регулярних вiдносно ρ ∈ T для достатньо вели-
ких |ρ|, i таких, що для t ∈ [0, h] задовольняють спiввiдношення

ỹ
(ν)
k (t, ρ) = ρνων

ke
ρωkt

(
1 +O

(
1
ρ

))
, ν = 0, n − 1, k = 1, n.
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Повернемось тепер до функцiї y(x) i рiвняння (2.286). Отже, рiв-
няння (2.286) має n лiнiйно незалежних розв’язкiв, для яких ви-
конуються асимптотичнi формули при великих |ρ|

y
(ν)
k (x, ρ) = ê

dνỹk
dxν

= ê(t(x))
dνỹk
dtν

(t′(x))ν =

= e
− 1

n

t(x)∫

0

γ1(ξ)dξ
(ρωk(t

′(x))νeρωkt(x)
(
1 +O

(
1
ρ

))
.

Використовуючи формули (2.289) та (2.287), отримуємо

t(x)∫
0

n− 1

2

dσ̃(x(t))

dx
(σ̃(x(t)))−1(σ̃(x(t)))−

1
n dt =

=
n− 1

2

t(x)∫
0

dσ̃(x(t))

dt

dt

dx
(σ̃(x(t)))−1(σ̃(x(t)))−

1
n dt =

=
n− 1

2

t(x)∫
0

dσ̃(x(t))

dt
n
√
σ̃(x(t)) (σ̃(x(t)))−1(σ̃(x(t)))−

1
n dt =

=
n− 1

2

t(x)∫
0

dσ̃(x(t))

σ̃(x(t))
=
n− 1

2
ln σ̃(x(t))

∣∣∣t(x)
0

=

=
n− 1

2
(ln σ̃x− ln σ̃(a)).

Для знаходження iнтеграла

t(x)∫
0

p1(x(t)) (σ̃(x(t)))
− 1

n dt

застосуємо замiну x = x(t), тодi

dx = x′(t)dt =
dt

t′(x)
=

dt
n
√
σ̃(x)

.
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Врахувавши, що x = a при t = 0, отримаємо
t(x)∫
0

p1(x(t)) (σ̃(x(t)))
− 1

n dt =

x∫
a

p1(x)dx.

Отже,

e
− 1

n

t(x)∫

0

γ1(t)dt
=

(
σ̃(x)

σ̃(a)

)−n−1
2n

e
− 1

n

x∫

a
p1(x)dx

.

Тодi

y
(ν)
k (x, ρ) =

(
σ̃(x)

σ̃(a)

)−n−1
2n

e
− 1

n

x∫

a
p1(ξ)dξ

(ρωkt
′(x))νeρωkt(x)

(
1 +O

(
1
ρ

))
.

Оскiльки (σ̃(a))
n−1
2n є сталою величиною, ми можемо сформулю-

вати доведену теорему.
Теорема 2.24. За вищезгаданих припущень на коефiцiєнти

у всiй областi T комплексної ρ-площини рiвняння (2.286) має n
лiнiйно незалежних розв’язкiв y1, y2, . . . , yn, регулярних вiдно-
сно ρ ∈ T для достатньо великих |ρ|, таких, що задовольняють
спiввiдношення

dνyk
dxν

= (ρωkt
′(x))νeρωkt(x)Ê(x)

(
1 +O

(
1
ρ

))
, (2.295)

де ν = 0, n− 1, k = 1, n,

t(x) =

x∫
a

n
√

|σ(ζ)|dζ, Ê(x) = |σ(x)|−
n−1
2n e

− 1
n

x∫

a
p1(ζ)dζ

.

Зауваження. У випадку, коли σ ∈ W n
1 ([a, b];R), p1 ∈

∈ W n−1
1 ([a, b];C), pj ∈ L1([a, b];C), викладенi в цьому пунктi

замiни (2.287) i (2.290) та асимптотичнi формули (2.295) були
вiдомi вже давно (див. теорему 1.1 i зауваження 2–4 до неї). Ви-
являється, що погiршення коефiцiєнтiв до певної межi не змiнює
формули (2.295), а теорему 1.1 i зауваження 2–4 до неї можна
отримати як наслiдки з теореми 2.24.
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2.11. Уточнена асимптотика
фундаментальної системи розв’язкiв
квазiдиференцiального рiвняння

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[60].

2.11.1. Зведення до диференцiального рiвняння в
окремому випадку. Розглянемо тепер квазiдиференцiальне
рiвняння

Lmn(y) ≡
n∑

i=0

m∑
j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

= λσ(x)y (2.296)

в припущеннi, що m, n ∈ N, a(r−1)
00 , σ(r−1) ∈ BV +([a, b];R),

r = n + m, a00(x) 
= 0, σ(x) 
= 0 на [a, b], a(r−2)
10 , a

(r−2)
01 ∈

∈ BV +([a, b];C), ai0, a0j ∈ L2([a, b];C) (i = 2, n, j = 2,m), aij =
= b′ij , bij ∈ BV +([a, b];C) (i = 1, n, j = 1,m).

У цьому окремому випадку теж можна уточнити залишковий
член асимптотики фундаментальної системи розв’язкiв рiвнян-
ня (2.296), яке вiдрiзняється вiд квазiдиференцiального рiвняння
(2.3) бiльш жорсткими вимогами, накладеними на коефiцiєнти
a00(x), a10(x), a01(x), σ(x). Внаслiдок цього вдається отримати
точнiшу асимптотику власних значень i власних функцiй крайо-
вої задачi (2.296), (2.66), нiж у теоремах 2.2–2.4.

За допомогою вектора Y = colon
(
y, y[1], . . . , y[r−1]

)
з квазiпо-

хiдними, визначеними рiвностями (2.2), рiвняння (2.296) зводи-
ться до системи диференцiальних рiвнянь першого порядку (2.5),
де матриця-мiра C ′(x) подається формулою (2.7). Векторне рiв-
няння (2.5), як i в пунктi 2.1.3, подається у виглядi (2.16), пiсля
чого розглядається система (2.18) та рiвняння (2.19):

(−1)m
[(
a00y

(n)
)(m)

+
(
a10y

(n−1)
)(m)

−

−
(
a01y

(n)
)(m−1)

−
(
a01a

−1
00 a10y

(n−1)
)(m−1)

]
= λσy.
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За вказаних припущень на коефiцiєнти a00(x), σ(x), a10(x),
a01(x) можна виконати в рiвняннi (2.19) m-кратне диференцiю-
вання i отримати рiвнiсть

m+1∑
j=0

fj(x)y
(r−j) = λσ(x)y, (2.297)

де f0(x) = (−1)ma00(x), f
(r−1)
0 ∈ BV +([a, b];R), f1(x) =

= (−1)m(a10(x) − a01(x) + ma′00(x)), f
(r−2)
1 ∈ BV +([a, b];C), а

fj(x) (j = 2,m+ 1) є, принаймнi, мiрами. Подiливши рiвняння
(2.297) на (−1)ma00(x), ми отримаємо

y(r) + f̃1(x)y
(r−1) + f̃2(x)y

(r−2) + . . .+ f̃m+1(x)y
(n−1) =

= (−1)mλ sgn(a00σ)σ̃(x)y, (2.298)

де

f̃1(x) =
a10(x)− a01(x) +ma′00(x)

a00(x)
, σ̃(x) =

∣∣∣∣ σ(x)a00(x)

∣∣∣∣.
Розглянемо замiну ([76, с. 87], [96, 152])

t(x) =

x∫
a

r
√
σ̃(ξ)dξ. (2.299)

Ми можемо записати

dy

dx
=
dy

dt
t′(x),

d2y

dx2
=
d2y

dt2
(t′(x))2 +

dy

dt
t′′(x),

d3y

dx3
=
d3y

dt3
(t′(x))3 +

d2y

dt2
t′(x)t′′(x) +

dy

dt
t′′′(x),

· · ·
dry

dxr
=
dry

dtr
(t′(x))r+

r(r − 1)

2

dr−1y

dtr−1
(t′(x))r−2t′′(x)+ . . .+

dy

dt
t(r)(x).
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Останню формулу можна легко встановити за допомогою мате-
матичної iндукцiї.

Побудуємо тепер похiднi функцiї t(x):

t′(x) = r
√
σ̃(x),

t′′(x) =
σ̃′(x)

r
(
r
√
σ̃(x)

)r−1 ,

t′′′(x) =
σ̃′′(x)

(
r
√
σ̃(x)

)r−1
− (σ̃′(x))

r−1
r

σ̃′(x)
r
√

σ̃(x)

r
(
r
√
σ̃(x)

)2r−2 =
σ̃′′(x)

r
(
r
√
σ̃(x)

)r−1 + . . .

Неважко переконатись, що

t(r)(x) =
σ̃(r−1)(x)

r
(
r
√
σ̃(x)

)r−1 + . . . ,

де замiсть трьох крапок мають стояти доданки з меншою кiль-
кiстю похiдних σ̃(x).

Пiдставивши в (2.298) знайденi вирази i подiливши останню
рiвнiсть на σ̃(x), ми отримаємо рiвнiсть (в узагальненому сенсi)

ŷ(r)(t) + γ̂1(t)ŷ
(r−1)(t) + γ̂2(t)ŷ

(r−2)(t) + . . .+ γ̂r−1(t)ŷ
′(t) =

= (−1)m sgn(a00σ)λŷ(t), (2.300)

де ŷ(t) = y(x(t)),

γ̂1(t) =
r − 1

2

dσ̃(x(t))

dx

(
r
√
σ̃(x(t))

)−1
(σ̃(x(t)))−1+

+ f̃1(x(t))
(

r
√
σ̃(x(t))

)−1
, (2.301)

γ̂
(r−2)
1 ∈ BV +([0, h];C), h = t(b), γ̂j(t) (j = 2, r) є, принаймнi,
мiрами.

В цьому випадку замiна

ŷ(t) = e
− 1

r

t∫

0

γ̂1(ξ)dξ
ỹ(t) (2.302)
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зводить рiвняння (2.300) до вигляду

ỹ(n)(t) + p2(t)ỹ
(r−2)(t) + p3(t)ỹ

(r−3)(t) + . . .+ pr(t)ỹ(t) =

= (−1)m sgn(a00σ)λỹ(t), (2.303)

де pj = b′j , bj ∈ BV +([a, b];C), j = 2, r.
Доведення цього повнiстю повторює мiркування, наведенi в

пунктi 2.10.3.
Введемо замiну λ = (−1)m+1 sgn(a00σ)ρ

r. Тодi всю компле-
ксну ρ-площину можна розбити, так само, як i в пунктi 2.1.3 на
областi S i T .

Згiдно з теоремою 2.23 рiвняння (2.303) у всiй областi T ком-
плексної ρ-площини має r лiнiйно незалежних розв’язкiв ỹ1(t),
ỹ2(t), . . . , ỹr(t), регулярних вiдносно ρ ∈ T для достатньо вели-
ких |ρ| i таких, що для t ∈ [0, h] задовольняють спiввiдношення

ỹ
(ν)
k (t, ρ) = ρνeρωktων

k

[
1 +O

(
1
ρ

)]
, ν = 0, r − 1, k = 1, r.

Повернемось тепер до функцiї y(x) i рiвняння (2.297). Отже,
рiвняння (2.297) має r лiнiйно незалежних розв’язкiв, для яких
справджуються асимптотичнi формули при великих |ρ|

y
(ν)
k (x, ρ) = e

− 1
n

t(x)∫

0

γ1(ξ)dξ
(ρωk(t

′(x))νeρωkt(x)
(
1 +O

(
1
ρ

))
.

Використавши формули (2.301), (2.299) та повторивши ви-
кладки пункту 2.10.3, прийдемо до висновку, що рiвняння (2.297)
має r лiнiйно незалежних розв’язкiв, для яких при великих |ρ|
справджуються асимптотичнi формули (ν = 0, r − 1, k = 1, r)

y
(ν)
k (x, ρ) = (ρt′(x))νeρωkt(x)Ê(x)ων

k

[
1 +O

(
1
ρ

)]
, (2.304)

де Ê(x) подається формулою (2.28).
Рiвнянню (2.19) вiдповiдають квазiпохiднi (2.21). Тому з

(2.304) зрозумiлою є асимптотична поведiнка для великих |ρ|,
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ρ ∈ T , квазiпохiдних, вiдповiдних розв’язкам y1, y2, . . . , yr,
(ν = 0, r − 1, k = 1, r)

y
[ν]
k (x, ρ) = R̂ν(x)(ρt

′(x))νeρωkt(x)Ê(x)ων
k

[
1 +O

(
1
ρ

)]
, (2.305)

де R̂ν(x) подаються формулою (2.30).

2.11.2. Оцiнка квазiпохiдних функцiї Кошi. Нехай
K(x, z) – функцiя Кошi рiвняння (2.19). Квадратнi дужки у фор-
мулах нижче позначають квазiпохiднi в сенсi рiвняння (2.19) за
першою змiнною. За допомогою фiгурних дужок ми позначати-
мемо квазiпохiднi в сенсi спряженого до (2.19) рiвняння, вони
подаються формулами (2.32). Вiд функцiї Кошi квазiпохiднi в
сенсi спряженого рiвняння братимуться за другою змiнною. Мi-
шанi квазiпохiднi функцiї Кошi K [i]{j}(x, z) (i, j = 0, r − 1) мо-
жна подати (див. [124, с. 107]) у виглядi

K [i]{j}(x, z) =
1

W (z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(z) · · · yr(z)
· · · · · · · · ·

y
[r−j−2]
1 (z) · · · y

[r−j−2]
r (z)

y
[i]
1 (x) · · · y

[i]
r (x)

y
[r−j]
1 (z) · · · y

[r−j]
r (z)

· · · · · · · · ·
y
[r−1]
1 (z) · · · y

[r−1]
r (z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (2.306)

де

W (z) =

∣∣∣∣∣∣
y1(z) · · · yr(z)
· · · · · · · · ·

y
[r−1]
1 (z) · · · y

[r−1]
r (z)

∣∣∣∣∣∣, (2.307)

а y1, y2, . . . , yr – лiнiйно незалежна система розв’язкiв рiвняння
(2.19), асимптотична поведiнка якої для великих значень пара-
метра |ρ| подається формулами (2.305). Пiдставивши (2.305) в
(2.306), (2.307), скоротивши на

R̂ν(z)(ρt
′(z))ν Ê(z) (ν = 0, r − 1, ν 
= r − j − 1),

eρω1t(z), eρω2t(z), . . . , eρωrt(z)
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i розписавши чисельник за елементами (r− j)-го рядка, отрима-
ємо для великих значень параметра |ρ|

K [i]{j}(x, z) = ρi+j+1−rQij(x, z)
r∑

k=1

eρωk(t(x)−t(z))[
γkj
γ
]z[ω

i
k]x,

(2.308)
де

Qij(x, z) = R̂i(x)R̂
−1
r−j−1(z)(t

′(x))i(t′(z))1+j−rÊ(x)Ê−1(z);
(2.309)

γ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
ω1 ω2 · · · ωr

· · · · · · · · · · · ·
ωr−1
1 ωr−1

2 · · · ωr−1
r

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

а γkj – алгебричнi доповнення елементу ωr−j−1
k у визначни-

ку γ, γ 
= 0 як визначник Вандермонда. Тут i нижче [α]x =

= α
(
1 +O

(
1
ρ

))
при |ρ| → ∞.

Нехай Mkj =
γkj
γk0

, тобто γkj = Mkj γk0, j = 0, r − 1. Вра-

хувавши, що для функцiї Кошi K [i](z, z) = 0, i = 0, r − 2,
K [r−1](z, z) = 1, а Qr−1,0(z, z) = 1, Mk0 = 1, розглянемо систему
лiнiйних алгебричних рiвнянь вiдносно невiдомих γk0

r∑
k=1

ωi
k

γk0
γ

=

{
0, i = 0, r − 2,
1, i = r − 1.

(2.310)

Система (2.310) має єдиний розв’язок, бо її визначник
γ

γ
= 1;

з iншого боку, вона задовольняється для
γk0
γ

= −ωk

r
, оскiльки

ωr
k = −1 i ωi+1

1 +ωi+1
2 + . . .+ωi+1

r = 0 за лемою 1. Отже, формула
(2.308) набуває вигляду (i, j = 0, r − 1)

K [i]{j}(x, z) = − Qij(x, z)

rρr−1−i−j

r∑
k=1

Mkje
ρωk(t(x)−t(z))ωi+1

k [1]kx[1]
k
z .

(2.311)
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2.11.3. Перехiд до рiвняння з мiрами. Ми будемо шука-
ти асимптотику фундаментальної системи розв’язкiв за допомо-
гою узагальнення методу, запропонованого в [172], i повторимо з
певними змiнами i скороченнями мiркування, наведенi в пунктах
2.1.5–2.1.6. Якщо праву частину рiвностi

Y ′ − Φ′Y = Ψ′Y

розглядати як «неоднорiднiсть», то згiдно з формулою для нео-
днорiдного рiвняння (1.41)

Y (x) = B(x, a)Y (a) +

x∫
a

B(x, ξ)dΨ(ξ)Y (ξ), (2.312)

де B(x, ξ) – фундаментальна матриця однорiдної системи (2.18);
вона має структуру (2.40), де K(x, ξ) – функцiя Кошi рiвняння
(2.19), квадратнi дужки позначають квазiпохiднi (2.21) в сенсi
рiвняння (2.19), а фiгурнi – квазiпохiднi (2.32) в сенсi рiвняння,
спряженого до (2.19). Пiдставивши (2.6), (2.17), (2.20) i (2.40)
в (2.312), отримаємо систему iнтегро-квазiдиференцiальних рiв-
нянь типу Вольтерра-Стiльтьєса

y[ν](x) =

r∑
s=1

c̃sK
[ν]{r−s}(x, a)−

−
n∑

s=2

x∫
a

K [ν]{m}(x, ξ)a−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)dξ +

+
m∑
p=1

n∑
s=1

x∫
a

K [ν]{m−p}(x, ξ)y(n−s)(ξ)dbsp(ξ)−

−
m∑
p=1

n∑
s=1

x∫
a

K [ν]{m−p}(x, ξ)a0p(ξ)a−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)dξ +

+

m∑
p=2

x∫
a

K [ν]{m−p}(x, ξ)a0p(ξ)a−1
00 (ξ)y

[n](ξ)dξ, ν = 0, r − 1.

(2.313)
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Тут y(x) – розв’язок рiвняння (2.296) або, що те саме, враху-
вавши (2.24), рiвняння

Lmn(y) = (−1)m+1 sgn(a00σ)ρ
rσ(x)y. (2.314)

Пiдставивши (2.311) в (2.313) i замiнивши iндекс k на j, отри-
маємо

y[ν](x) = −
r∑

s=1

c̃s
Qν,r−s(x, a)

rρs−ν−1

r∑
j=1

Mj,r−se
ρωjt(x)ων+1

j [1]jx[1]
j+

+Ων(x), ν = 0, r − 1,

де

Ων(x) =
n∑

s=2

x∫
a

Qνm(x, ξ)

rρr−1−ν−m

r∑
j=1

Mjme
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ×

×[1]jx[1]
j
ξa

−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)dξ −

−
m∑
p=1

n∑
s=1

x∫
a

Qν,m−p(x, ξ)

rρr−1−ν−m+p

r∑
j=1

Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ×

×[1]jx [1]
j
ξ y

(n−s)(ξ)dbsp(ξ) +

+
m∑
p=1

n∑
s=1

x∫
a

Qν,m−p(x, ξ)

rρr−1−ν−m+p

r∑
j=1

Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ×

×[1]jx [1]
j
ξa0p(ξ)a

−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)dξ−

−
m∑
p=2

x∫
a

Qν,m−p(x, ξ)

rρr−1−ν−m+p

r∑
j=1

Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j [1]jx [1]
j
ξ×

×a0p(ξ)a−1
00 (ξ)y

[n](ξ)dξ.

Виберемо cj так, щоб для 0 � ν � r − 1

y[ν](x) =

r∑
j=1

R̂ν(x)(ρt
′(x))νων

j cjÊ(x)eρωj t(x)[1]jx +Ων(x). (2.315)
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Тодi для cj справджується система (j = 1, r)

−
r∑

s=1

c̃sR̂
−1
s−1(a)

(t′(a))1−s

rρs−1
Ê−1(a)Mj,r−sωj[1]j = cj . (2.316)

Покладемо для деякого фiксованого k, k = 1, r,

ĉj = cj для j = 1, k, (2.317)

ĉj = cj −
n∑

s=2

Mjm

rρn−1

b∫
a

e−ρωjt(ξ)ωj [1]
j
ξ as0(ξ)

Ê(ξ) a200(ξ) (t
′(ξ))n−1

y(n−s)(ξ)dξ +

+
m∑
p=1

n∑
s=1

(−1)pMj,m−p

rρn+p−1

⎡
⎣ b∫

a

e−ρωjt(ξ)ωj [1]
j
ξ y

(n−s)(ξ)

Ê(ξ) a00(ξ) (t′(ξ))n+p−1
dbsp(ξ) −

−
b∫

a

e−ρωjt(ξ)ωj [1]
j
ξ

Ê(ξ) a200(ξ) (t
′(ξ))n+p−1

a0p(ξ) as0(ξ) y
(n−s)(ξ)dξ

⎤
⎦+

+

m∑
p=2

(−1)p

rρn+p−1
Mj,m−p

b∫
a

e−ρωjt(ξ)a0p(ξ)ωj

Ê(ξ) a200(ξ) (t
′(ξ))n+p−1

[1]jξ y
[n](ξ)dξ

для j = k + 1, r. (2.318)

Внаслiдок того, що для p � 1

Qν,m−p(x, ξ) = R̂ν(x)(−1)p−1a−1
00 (ξ)(t

′(x))ν(t′(ξ))1−n−p×
×Ê(x)Ê−1(ξ), ν = 0, r − 1,

ввiвши позначення

K1νp(x, ξ, ρ) =

k∑
j=1

ρνQν,m−p(x, ξ)Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ,

K2νp(x, ξ, ρ) =

r∑
j=k+1

ρνQν,m−p(x, ξ)Mj,m−pe
ρωj(t(x)−t(ξ))ων+1

j ,

ν = 0, r − 1, p = 0,m,
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i пiдставивши (2.317), (2.318) в (2.315), отримаємо

y[ν](x) = R̂ν(x)

r∑
j=1

(ρωjt
′(x))ν [ĉj]jxÊ(x)eρωjt(x) +

+H1ν(a, x, ρ) +H2ν(b, x, ρ), ν = 0, r − 1, (2.319)

де для q = 1, 2, ν = 0, r − 1

Hqν(u, x, ρ) =

=
n∑

s=2

ρ1−n

r

x∫
u

Kqν0(x, ξ, ρ)a
−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)[1]x,ξdξ −

−
m∑
p=1

n∑
s=1

ρ1−n−p

r

⎡
⎣ x∫
u

Kqνp(x, ξ, ρ)y
(n−s)(ξ)[1]x,ξdbsp(ξ) −

−
x∫

u

Kqνp(x, ξ, ρ)a0p(ξ)a
−1
00 (ξ)as0(ξ)y

(n−s)(ξ)[1]x,ξdξ

⎤
⎦−

−
m∑
p=2

ρ1−n−p

r

x∫
u

Kqνp(x, ξ, ρ)a0p(ξ)a
−1
00 (ξ)y

[n](ξ)[1]x,ξdξ.

2.11.4. Асимптотика розв’язкiв рiвняння з мiрами.В
наступнiй теоремi на основi аналiзу iнтегро-квазiдиференцiаль-
них рiвнянь (2.319) встановлюються асимптотичнi формули для
розв’язкiв рiвняння (2.296).
Теорема 2.25. За вищезгаданих умов на коефiцiєнти квазi-

диференцiального рiвняння (2.296), воно у всiй областi T ком-
плексної ρ-площини має r лiнiйно незалежних розв’язкiв y1,
y2, . . . , yr, регулярних (тобто однозначних аналiтичних) вiд-
носно ρ ∈ T для досить великого |ρ| i таких, що для великих |ρ|
задовольняють спiввiдношення

y
[ν]
k (x, ρ) = R̂ν(x)(ρωkt

′(x))νeρωkt(x)Ê(x)
[
1 +O

(
1
ρ

)]
, (2.320)
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де ν = 0, r − 1, k = 1, r, а R̂ν(x), t(x) i Ê(x) визначаються фор-
мулами (2.27), (2.28) i (2.30).
Доведення. Припустимо, що рiвняння (2.296) має такий

розв’язок yk, що ĉν = 0 для ν 
= k, ĉk = 1. Таким чином,

y
[ν]
k (x) = R̂ν(x)(ρt

′(x))ν [ων
k ]xÊ(x)eρωkt(x) +

+H1ν(a, x, ρ) +H2ν(b, x, ρ), ν = 0, r − 1. (2.321)

Покладемо для ν = 0, r − 1

zkν(x) = y
[ν]
k (x)R̂−1

ν (x)(ρt′(x))−νÊ−1(x)e−ρωkt(x) (2.322)

i введемо позначення

Kkpνs(x, ξ, ρ) =
1

r
R̂−1

ν (x)K1νp(x, ξ, ρ)(t
′(x))−ν(t′(ξ))n−s×

×ρ2−p−s−ν Ê(ξ)

Ê(x)
e−ρωk(t(x)−t(ξ)) для ξ � x, (2.323)

Kkpνs(x, ξ, ρ) = −1

r
R̂−1

ν (x)K2νp(x, ξ, ρ)(t
′(x))−ν(t′(ξ))n−s×

×ρ2−p−s−ν Ê(ξ)

Ê(x)
e−ρωk(t(x)−t(ξ)) для ξ > x; (2.324)

ν = 0, r − 1, k = 1, r, p = 0,m, s = 0, n;

тодi для функцiй zkν(x, ρ) ми отримаємо систему iнтегральних
рiвнянь (k = 1, r, ν = 0, r − 1)

zkν(x, ρ) = [ων
k ]x +

+
1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kk0νs(x, ξ, ρ)
as0(ξ)

a00(ξ)
[1]x,ξzk,n−s(ξ, ρ)dξ −

− 1

ρ

m∑
p=1

n∑
s=1

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)[1]x,ξzk,n−s(ξ, ρ)dbsp(ξ) +

+
1

ρ

m∑
p=1

n∑
s=1

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)
a0p(ξ)

a00(ξ)
as0(ξ)[1]x,ξzk,n−s(ξ, ρ)dξ −
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− 1

ρ

m∑
p=2

b∫
a

Kkpν0(x, ξ, ρ)a0p(ξ)a
−1
00 (ξ)[1]x,ξzkn(ξ, ρ)dξ. (2.325)

Другий iнтеграл в (2.325) буде iснувати як iнтеграл Стiльтьє-
са внаслiдок того, що пiдiнтегральна функцiя може мати розри-
ви хiба що справа, тодi як bsp(x) є неперервними праворуч. Зада-
мо функцiї Q̂kpνs(x, ξ, ρ) i gsp(x) (k = 1, r, p = 0, 2m, ν = 0, r − 1,
s = 0, n) наступним чином:

Q̂kpνs(x, ξ, ρ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−Kkpνs(x, ξ, ρ), s = 0, n, p = 1,m;

Kk,p−m,νs(x, ξ, ρ), s = 1, n, p = m+ 1, 2m;

Kk0νs(x, ξ, ρ), s = 1, n, p = 0;

0, s = 0, p = 0,m+ 1,m+ 2, . . . , 2m;
(2.326)

gsp(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

bsp(x), s = 1, n, p = 1,m;
x∫
a
a0p(t)a

−1
00 (t)dt, s = 0, p = 0,m;

x∫
a
a−1
00 (t)as0(t)dt, s = 1, n, p = 0;

x∫
a
a0,p−m(t)a−1

00 (t)as0(t)dt, s = 0, n, p = m+ 1, 2m.

(2.327)
Iнтеграл Лебега зi змiнною верхньою межею вiд сумовної

функцiї є абсолютно неперервною функцiєю на промiжку [a, b], а
отже, має обмежену варiацiю на цьому промiжку. Внаслiдок цьо-
го всi gsp(x) теж мають обмежену варiацiю на [a, b]. Тодi (2.325)
можна зобразити в компактнiшому виглядi

zkν(x, ρ) = [ων
k ]x +

+
1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Q̂kpνs(x, ξ, ρ)[1]x,ξzk,n−s(ξ, ρ)dgsp(ξ). (2.328)

Для фiксованого k i ν = 0, r − 1 (2.328) є системою iнтеграль-
них рiвнянь вiдносно функцiй zkν(x, ρ) (ν = 0, r − 1). Якщо вона
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має розв’язок zkν, то, використавши метод послiдовних пiдста-
новок, отримаємо:

zkν(x, ρ) = [ων
k ]x+

1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Q̂kpνs(x, ξ, ρ)[ωn−s
k ]x,ξdgsp(ξ) +

+
1

ρ2

2m∑
p1,p2=0

n∑
s1,s2=0

b∫
a

b∫
a

Q̂kp1νs1(x, ξ, ρ)Q̂kp2,n−s1,s2(ξ1, ξ2, ρ)×

×zk,n−s2(ξ2)[1]x,ξdgs1p1(ξ1)dgs2p2(ξ2) = . . .

. . . = [ων
k ]x +

1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Q̂kpνs(x, ξ, ρ)[ωn−s
k ]x,ξdgsp(ξ)+. . .

. . . +
1

ρd

2m∑
p1,p2,...,pd=0

n∑
s1,s2,...,sd=0

b∫
a

. . .

b∫
a

Q̂kp1νs1(x, ξ1, ρ)× . . .

. . .× Q̂k,pd,n−sd−1,sd(ξd−1, ξd, ρ)[ω
n−sd
k ]x,ξdgs1p1(ξ1) . . . dgsdpd(ξd) +

+
1

ρd+1

2m∑
p1,p2,...,pd+1=0

n∑
s1,s2,...,sd+1=0

b∫
a

. . .

b∫
a

Q̂kp1νs1(x, ξ1, ρ)×. . .

. . .× Q̂k,pd+1,n−sd,sd+1
(ξd, ξd+1, ρ)zk,n−sd+1

(ξd+1)×
×[1]x,ξdgs1p1(ξ1) . . . dgsd+1,pd+1

(ξd+1). (2.329)

Покладемо B = max
a�x�b

|zkν(x)|, ν = 0, r − 1. Пригадаємо, що

функцiї a00(x) i σ(x) є абсолютно неперервними на [a, b] i не пе-
ретворюються в нуль у жоднiй точцi цього промiжку. Отже, фун-
кцiї a00(x), σ(x), a−1

00 (x) i σ
−1(x) на вiдрiзку [a, b] є обмеженими.

Тодi з леми 2 пункту 2.1.6 випливає, що iснують такi сталi L i
R, що для |ρ| > R ∀k, p, ν, s маємо

∣∣∣Q̂kpνs(x, ξ, ρ)[1]x,ξ
∣∣∣ � L. Вве-

демо позначення vsp =
b
V
a
gsp(x), s = 0, n, p = 0, 2m; тодi останнiй
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доданок у (2.329) за модулем не перевищує

B
Ld+1

|ρ|d+1

2m∑
p1,p2,...pd+1=0

n∑
s1,s2,...,sd+1=0

d+1∏
j=1

vsjpj = B

⎡
⎣ L

| ρ |

n∑
s=0

2m∑
p=0

vsp

⎤
⎦
d+1

.

Для |ρ| > R0, де

R0 = max

⎧⎨
⎩R, L

n∑
s=0

2m∑
p=0

vsp

⎫⎬
⎭,

функцiя zkν(x) = zkν(x, ρ) є сумою ряду

zkν(x, ρ) = [ων
k ]x+

1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Q̂kpνs(x, ξ, ρ)[ωn−s
k ]x,ξdgsp(ξ) +

+
1

ρ2

2m∑
p1,p2=0

n∑
s1,s2=0

b∫
a

b∫
a

Q̂kp1νs1(x, ξ1, ρ)Q̂kp2,n−s1,s2(ξ1, ξ2, ρ)×

×[ωn−s2
k ]x,ξ dgs1p1(ξ1) dgs2p2(ξ2) + . . . ,

оскiльки вiн мажорується сумою геометричної прогресiї зi зна-
менником, меншим вiд одиницi. Навпаки, легко побачити, що в
кожнiй областi |ρ| � R1 > R0, a � x � b цей ряд збiгається
рiвномiрно i є розв’язком системи (2.325). Отже, ця система має
один i тiльки один розв’язок zkν(x, ρ), аналiтичний вiдносно ρ,
причому

zkν(x, ρ) = ων
k

(
1 +O

(
1
ρ

))
+O

(
1
ρ

)
.

Звiдси i з (2.322) випливають спiввiдношення (2.320), з яких
можна зробити висновок про лiнiйну незалежнiсть функцiй y1,
y2, . . . , yr. Залишається довести, що iснує розв’язок yk(x, ρ) рiв-
няння (2.296), що задовольняє (2.321). Для цього достатньо по-
казати, що якими б не були сталi ĉν , iснує розв’язок y рiвняння
(2.296), що задовольняє (2.319) для цих значень ĉν . Очевидно, до-
сить довести, що визначник лiнiйного перетворення вiд сталих c̃j
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до ĉj (добуток двох перетворень вiд c̃j до cj та вiд cj до ĉj) для
достатньо великих |ρ|, ρ ∈ T , вiдрiзняється вiд нуля; в цьому
випадку системи (2.316) i (2.317), (2.318) можна розв’язати вiд-
носно c̃j для довiльно заданих ĉj . Розв’язок y рiвняння (2.296),
рiвносильного першому рiвнянню системи (2.315), що вiдповiдає
цим значенням c̃j , буде тодi шуканим.

Але якщо визначник перетворення (2.316) – (2.318) дорiвнює
нулю для як завгодно великих |ρ|, ρ ∈ T (детермiнант хоча б
одного з перетворень (2.316) – (2.318) дорiвнює нулю), то для цих
значень ρ системи (2.316) i (2.317), (2.318) мають нетривiальнi
розв’язки вiдносно c̃j для ĉ1 = ĉ2 = . . . = ĉr = 0. Вiдповiдна
функцiя y буде тодi нетривiальним розв’язком першого рiвняння
системи, яку можна отримати з (2.319) для ĉ1 = ĉ2 = . . . = ĉr = 0.

Доведемо, що це неможливо. Скориставшись замiною

zν(x) = y[ν](x)R̂−1
ν (x)(ρt′(x))−νÊ−1(x)e−ρωkt(x), (2.330)

де ν = 0, r − 1, i врахувавши (2.323), (2.324), отримаємо для фун-
кцiй zν систему рiвнянь

zν(x, ρ) =
1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kk0νs(x, ξ, ρ)a
−1
00 (ξ)as0(ξ)[1]x,ξzn−s(ξ, ρ)dξ −

− 1

ρ

m∑
p=1

n∑
s=1

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)[1]x,ξzn−s(ξ, ρ)dbsp(ξ) +

+
1

ρ

m∑
p=1

n∑
s=1

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)a0p(ξ)a
−1
00 (ξ)as0(ξ)[1]x,ξzn−s(ξ, ρ)dξ −

− 1

ρ

m∑
p=2

b∫
a

Kkpν0(x, ξ, ρ)a0p(ξ)a
−1
00 (ξ)[1]x,ξzn(ξ, ρ)dξ.

За допомогою (2.326) i (2.327) останню рiвнiсть можна запи-
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сати в компактнiшiй формi

zν(x, ρ) =
1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Q̂kpνs(x, ξ, ρ)[1]x,ξzn−s(ξ, ρ)dgsp(ξ).

Поклавши m(ρ) = max |zν(x, ρ)|, a � x � b, ν = 0, r − 1, i
застосувавши лему до правої частини останньої системи, можна
прийти до оцiнки

|zν(x, ρ)| �
C1

|ρ|

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

|ρ|2−p−s |dgsp(ξ)|m(ρ).

Оскiльки лiва частина досягає свого максимуму m(ρ), то
m(ρ) � m(ρ)C2/|ρ|, де C1, C2 – сталi.

Для великих значень |ρ| ця нерiвнiсть можлива лише тодi,
коли m(ρ) = 0; отже, zν(x, ρ) = 0. Звiдси на основi (2.330) y ≡ 0
при ν = 0, i теорема повнiстю доведена.
Наслiдок. Якщо a00(x) ≡ 1, σ(x) ≡ 1, a10(x) ≡ 0, a01(x) ≡ 0

в рiвняннi (2.296), а решта коефiцiєнтiв – такi самi, як i в пун-
ктi 2.11.1, тобто ai0, a0j ∈ L2([a, b];C) (i = 2, n, j = 2,m), aij =
= b′ij , bij ∈ BV +([a, b];C) (i = 1, n, j = 1,m), то рiвняння (2.296)
у всiй областi T комплексної ρ-площини має r лiнiйно незале-
жних розв’язкiв y1, y2, . . . , yr, регулярних (тобто однозначних
аналiтичних ) вiдносно ρ ∈ T для досить великого |ρ| i таких,
що для великих |ρ| задовольняють спiввiдношення

y
[ν]
k (x, ρ) = R̃ν(ρωk)

νeρωk(x−a)
[
1 +O

(
1
ρ

)]
, (2.331)

де ν = 0, r − 1, k = 1, r, а

R̃ν =

{
1, ν = 0, n − 1,

(−1)ν−n, ν = n, r − 1.

Зауваження. Оскiльки асимптотичнi формули (2.331) збi-
гаються з асимптотичними формулами (2.305), формули (2.311)
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мають мiсце й у тому випадку, коли K(x, z) – функцiя Кошi рiв-
няння (2.296), причому Mkj i Qij(x, z) визначаються так само,
як i у пунктi 2.11.2. Квазiпохiднi функцiї Кошi в сенсi вихiдного
i спряженого рiвнянь подаються, вiдповiдно, формулами (2.2) i
(2.12).

2.12. Уточнена асимптотика власних
значень i власних функцiй крайових задач
та розвинення за власними функцiями

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботах
[60], [57], [62].

2.12.1. Асимптотика власних значень крайової задачi
для квазiдиференцiального рiвняння. Для квазiдиференцi-
ального рiвняння (2.296) з накладеними у пунктi 2.11.1 умова-
ми на коефiцiєнти поставимо нормованi, як у пунктi 2.2.2, кра-
йовi умови (2.66) з квазiпохiдними, що визначаються формула-
ми (2.2). Крайовi умови (2.66) будемо вважати регулярними для
крайової задачi (2.296), (2.66), якщо виконується означення 2.1.
Теорема 2.26. Власнi значення задачi на власнi значення

(2.296), (2.66) з накладеними у пунктi 2.11.1 умовами на кое-
фiцiєнти i регулярними крайовими умовами (2.66) утворюють
двi нескiнченнi послiдовностi λ′k, λ

′′
k (k = N, N +1, N +2, . . .), де

N ∈ N. Для непарного r, r = 2μ − 1,⎧⎨
⎩
λ′k = (−1)m sgn(a00σ)

(
∓2kπi

h

)r[
1∓ r ln0 ξ(1)

2kπi +O
(

1
k2

)]
,

λ′′k = (−1)m sgn(a00σ)
(
±2kπi

h

)r[
1± r ln0 ξ(2)

2kπi +O
(

1
k2

)]
,

(2.332)

де h = t(b), t(x) визначається формулою (2.27), верхнiй знак
вiдповiдає r = 4p − 1, а нижнiй — r = 4p + 1; ln0 ξ — деяке фi-
ксоване значення натурального логарифма, а ξ(1) i ξ(2) — коренi
рiвняння θ1ξ + θ0 = 0, що вiдповiдає областi Sq з q вiдповiдно
непарним i парним.
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Для парного r, r = 2μ i θ20 − 4θ−1θ1 
= 0⎧⎨
⎩
λ′k = (−1)m+μ sgn(a00σ)

(
2kπ
h

)r[
1∓ μ ln0 ξ′

kπi +O
(

1
k2

)]
,

λ′′k = (−1)m+μ sgn(a00σ)
(
2kπ
h

)r[
1∓ μ ln0 ξ′′

kπi +O
(

1
k2

)]
,

(2.333)

де ξ′ i ξ′′ — коренi рiвняння

θ1ξ
2 + θ0ξ + θ−1 = 0, (2.334)

що вiдповiдає областi S0; причому верхнiй знак у формулах
(2.333) вiдповiдає парному, а нижнiй — непарному μ.

Нарештi, для парного r, r = 2μ i θ20 − 4θ−1θ1 = 0⎧⎨
⎩
λ′k = (−1)m+μ sgn(a00σ)

(
2kπ
h

)r[
1∓ μ ln0 ξ′

kπi +O
(

1

k
3/2

)]
,

λ′′k = (−1)m+μ sgn(a00σ)
(
2kπ
h

)r[
1∓ μ ln0 ξ′′

kπi +O
(

1

k
3/2

)]
,

(2.335)

де ξ — (двократний) корiнь рiвняння (2.334), що вiдповiдає обла-
стi S0, а вибiр верхнього чи нижнього знака у формулах (2.335)
слiд здiйснювати за тим самим правилом, що й у формулах
(2.333).

У перших випадках всi власнi значення, починаючи з деякого,
є простими, а в останньому (формули (2.335)), — починаючи з
деякого, простими чи двократними.
Доведення здiйснюється аналогiчно доведенню теореми 2.2

з використанням теореми 2.12.
Розглянемо спочатку випадок непарного r. Нехай r = 2μ− 1,

а ρ визначається за формулою (2.24). Розiб’ємо всю комплексну
ρ-площину на 2r секторiв Sq i Tq (так само, як це робиться в
пунктi 2.1.3). Нехай числа ωj (рiзнi коренi r-го степеня з −1)
занумеровано так, що для ρ ∈ T виконується ланцюг нерiвностей
(2.25).

Покладемо
ρ̃j = (ρ+ c)ωj , j = 1, r.

Так само, як i в теоремi 2.2, можна показати, що мають мiсце
формули (2.76), (2.77). Отже, для ρ → ∞, ρ ∈ T , eρ̃j експонен-
цiально прямує до нуля, якщо j < μ, i до безмежностi, якщо
j > μ.
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Згiдно з теоремою 2.25 для рiвняння (2.296) є r лiнiйно неза-
лежних розв’язкiв, якi для великих |ρ|, ρ ∈ T , подаються разом
зi своїми квазiпохiдними формулами (2.320). Складемо з їх до-
помогою визначник Δ(λ) = det(Uν(yj)), ν, j = 1, r. Вiдомо, що
власнi значення є нулями Δ(λ).

Пiдставивши вирази (2.320) в нормованi форми Uν(y) ((2.67),
(2.68)), отримаємо

Uνa(yj) = (ρωj)
kν ϕν [α̂ν], Uνb(yj) = (ρωj)

kν ϕνe
ρωjh[β̂ν],

де

ϕν =

{
1, kν < n,
(−1)kν−n, kν � n.

Звiдси
Uν(yj) = (ρωj)

kν ϕν{[α̂ν]+ eρωjh[β̂ν]}.

У випадку j < μ функцiя eρωjh = e−cωjheρ̃jh експоненцiально
спадає при ρ→ ∞, ρ ∈ T ; отже,

Uν(yj) = (ρωj)
kν ϕν [α̂ν] для j < μ. (2.336)

Аналогiчно,

Uν(yj) = (ρωj)
kν ϕνe

ρωjh[β̂ν ] для j > μ. (2.337)

Нарештi,
Uν(yμ) = (ρωj)

kν ϕν{[α̂ν]+ eρωμh[β̂ν ]}. (2.338)

Пiдставимо всi цi вирази в рiвняння

Δ(λ) = det (Uν(yj)) = 0

i скоротимо на спiльнi множники ρk1ϕ1, ρk2ϕ2, . . . , ρkrϕr рядкiв
i eρωμ+1h, eρωμ+2h, . . . , eρωrh останнiх стовпцiв визначника Δ(λ).
Тодi це рiвняння запишеться у виглядi

Δ0 = det(A,B) = 0, (2.339)
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де

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
[α̂1]ωk1

1 · · · [α̂1]ωk1
μ−1 [α̂1 + eρωμhβ̂1]ωk1

μ

[α̂2]ωk2
1 · · · [α̂2]ωk2

μ−1 [α̂2 + eρωμhβ̂2]ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
[α̂r]ωkr

1 · · · [α̂r]ωkr
μ−1 [α̂r + eρωμhβ̂r]ωkr

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠, (2.340)

B =

⎛
⎜⎜⎜⎝
[β̂1]ωk1

μ+1 · · · [β̂1]ωk1
r

[β̂2]ωk2
μ+1 · · · [β̂2]ωk2

r

· · · · · · · · ·
[β̂r]ωkr

μ+1 · · · [β̂r]ωkr
r

⎞
⎟⎟⎟⎠.

Згiдно з визначенням чисел θ0 i θ1 у формулi (2.71) з (2.339)
випливає, що

Δ0 = [θ0]+ eρωμh[θ1].

Якщо ρ – корiнь рiвняння (2.339), то

eρωμh = − [θ0]
[θ1]

,

тобто

eρωμh = −
θ0

(
1+O

(
1
ρ

))
θ1

(
1+O

(
1
ρ

)) = −θ0
θ1

{
1+O

(
1
ρ

)}
= ξ

{
1+O

(
1
ρ

)}
,

(2.341)
бо внаслiдок регулярностi крайових умов θ0 
= 0, θ1 
= 0. Тому

ρ = 1
ωμh

{
ln0 ξ + 2kπi+O

(
1
ρ

)}
, k = 0,±1,±2, . . . (2.342)

Доведемо тепер, шо дiйсно iснують нулi функцiїΔ, що подаються
формулою (2.342).

Покладемо
ρk =

1

ωμh
{2kπi + ln0 ξ};

тодi спiввiдношення (2.342) перепишеться у виглядi

ρ = ρk +O
(
1
ρ

)
, k = 1, 2, . . .
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Так само, як у теоремi 2.2, встановлюється, що числа ρk роз-
ташованi паралельно бiсектрисi областi T , причому у випадку
r = 4q − 1 для областi T з парним iндексом слiд брати k > 0,
а для областi T з непарним iндексом потрiбно брати k < 0; у
випадку r = 4q + 1 навпаки: для областi T з парним iндексом
необхiдно брати k < 0, а для областi T з непарним iндексом
k > 0.

Опишемо тепер навколо кожної точки ρk коло Γk одного й
того самого радiуса p/h, де p < π, h = t(b) – скiнченне число,
h > 0. Внаслiдок щойно сказаного, при k достатньо великому цi
кола будуть повнiстю мiститись в областi T . Оскiльки ξ = eρkωμh,
рiвняння (2.341) можна переписати у виглядi

eωμ(ρ−ρk)h − 1−O
(
1
ρ

)
= 0. (2.343)

В теоремi 2.2 (на стор. 81) доведено, що зовнi кiл Γk функцiя

f = eωμ(ρ−ρk)h − 1 = eωμ(ρ−ρ0)h − 1

обмежена знизу додатним числом. Звiдси можна зробити висно-
вок, що при достатньо великих |ρ| функцiя Δ не має нулiв зовнi
кiл Γk (бо рiвняння (2.339) еквiвалентне рiвнянню (2.343)).

Нехай m – мiнiмум функцiї |eωμ(ρ−ρk)h− 1| на Γk; оскiльки на
колi Γk

ρ− ρk =
p

h
eiθ,

то m не залежить вiд k. На цьому самому колi |O
(
1
ρ

)
| < m для

достатньо великих |ρ|. Внаслiдок вiдомої теореми Руше (див.,
наприклад, [82, с. 246]), звiдси випливає, що рiвняння (2.343)
має всерединi Γk стiльки коренiв, скiльки їх там має рiвняння
eωμ(ρ−ρk)h−1 = 0, тобто рiвно один корiнь, який позначимо через
ρ′k.

Внаслiдок (2.342)

ρ′k =
1

ωμh

{
2kπi+ ln0 ξ +O

(
1

k

)}
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або
ρ′k =

2kπi

ωμh

{
1 +

ln0 ξ

2kπi
+O

(
1

k2

)}
.

Якщо тепер застосувати останню формулу до кожної з обла-
стей T i врахувати сформульованi вище мiркування стосовно ви-
бору знаку k, то пiсля пiднесення до r-го степеня ми отримаємо
формули (2.332). Простота цих власних значень для достатньо
великого |k| пов’язана з тим, що згiдно з теоремою Руше вони є
простими нулями визначника Δ(λ).

Нехай тепер r парне (r = 2μ), доведення теореми в цьому
випадку здiйснюється за тiєю самою схемою. Розглянемо знову
фiксовану область T , для якої справджуються нерiвностi (2.25).
Мiркуючи так само, як i у випадку непарного r, можна показати,
що

Re(ρ̃1) < 0, Re(ρ̃2) < 0, . . . , Re(ρ̃μ−1) < 0, (2.344)
Re(ρ̃μ+2) > 0, Re(ρ̃μ+3) > 0, . . . , Re(ρ̃r) > 0, (2.345)

причому лiвi частини (2.344) i (2.345) прямують вiдповiдно до
−∞ i +∞, коли ρ→ ∞, залишаючись у заданiй областi T .

Звiдси, як i у випадку непарного r, можна зробити висновок,
що {

Uν(yj) = (ρωj)
kν ϕν [α̂ν ] для j � μ− 1,

Uν(yj) = (ρωj)
kν ϕνe

ρωjh[β̂ν ] для j � μ+ 2,
(2.346)

i, крiм того, врахувавши, що рiвняння парного степеня ωr + 1 = 0
разом з коренем ωj мiстить також корiнь −ωj,

Uν(yμ) = (ρωμ)
kν ϕν [α̂ν + eρωμhβ̂ν], (2.347)

Uν(yμ+1) = (ρωμ+1)
kν ϕν [α̂ν + e−ρωμhβ̂ν] (2.348)

в позначеннях попереднього пункту, причому зрозумiло, що
Re(ρ̃μ) � 0, а Re(ρ̃μ+1) � 0.

Пiдставивши в рiвняння Δ = 0 вирази (2.346), (2.347), (2.348)
для Uν(yj) i здiйснивши скорочення, отримаємо рiвняння вигля-
ду

Δ0 = 0,



2.12. Уточнена асимптотика власних значень i власних функцiй 211

де

Δ0 = det(A,B1),

B1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝
[α̂1 + e−ρωμhβ̂1]ωk1

μ+1 [β̂1]ωk1
μ+2 · · · [β̂1]ωk1

r

[α̂2 + e−ρωμhβ̂2]ωk2
μ+1 [β̂2]ωk2

μ+2 · · · [β̂2]ωk2
r

· · · · · · · · · · · ·
[α̂r + e−ρωμhβ̂r]ωkr

μ+1 [β̂r]ωkr
μ+2 · · · [β̂r]ωkr

r

⎞
⎟⎟⎟⎠,

а матриця A визначається формулою (2.340).
За означенням чисел θ0, θ1, θ−1 (див. формулу (2.72))

Δ0 = [θ0]+ [θ1]eρωμh + [θ−1]e−ρωμh,

отже,

eρωμhΔ0 = [θ1]e2ρωμh + [θ0]eρωμh + [θ−1] =

=
(
θ1e

2ρωμh + θ0e
ρωμh + θ−1

)(
1 +O

(
1
ρ

))
, (2.349)

бо внаслiдок спiввiдношення Re(ρ̃μ) � 0∣∣∣eρωμh
∣∣∣ = ∣∣∣eρ̃ωμh

∣∣∣ · ∣∣∣e−cωμh
∣∣∣ � ∣∣∣e−cωμh

∣∣∣,
тобто функцiя eρωμh обмежена в областi T .

Якщо ξ′ i ξ′′ – коренi квадратного рiвняння (2.334), то рiвнiсть
(2.349) можна записати у виглядi

eρωμhΔ0 = θ1

(
eρωμh − ξ′

)(
eρωμh − ξ′′

)(
1 +O

(
1
ρ

))
.

Рiвняння
eρωμh − ξ′ = 0, eρωμh − ξ′′ = 0

мають вiдповiдно коренi

ρ′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′ + 2kπi), ρ′′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′′ + 2kπi),

k = 0,±1,±2,±3, . . .
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Нас цiкавлять лише тi з них, якi лежать всерединi областi T .
Для визначеностi будемо припускати, що сектором, що розгля-
дається, є область S0.

Аналогiчно теоремi 2.2, можна встановити, що при r = 4q+2
для достатньо великих k > 0 всi числа ρ′k, ρ

′′
k знаходяться всере-

динi областi T0 на прямих, паралельних дiйснiй осi, на додатнiй
вiдстанi вiд межi (рис. 4 на стор. 84), а при r = 4q для достатньо
великих за абсолютною величиною чисел k < 0 всi числа ρ′k, ρ

′′
k

знаходяться всерединi областi T0 на прямих, паралельних межi
секторiв T0 i T1, якщо тiльки певним чином вибрати вершину
ρ = −c областi T0 (рис. 6 на стор. 86).

Отже, ми отримаємо послiдовностi

ρ′k=
1

ωμh
(ln0 ξ

′ ∓ 2kπi), ρ′′k=
1

ωμh
(ln0 ξ

′′ ∓ 2kπi), k=1, 2, . . . ,

(2.350)
що належать областi T0 при умовi, що у випадку r = 4q береться
верхнiй знак, а у випадку r = 4q + 2 – нижнiй. Використовуючи
ρ′k, ρ

′′
k i беручи до уваги (2.349), можна перетворити рiвняння

Δ0 = 0 до вигляду(
eωμh(ρ−ρ′k) − 1

)(
eωμh(ρ−ρ′′k) − 1

)
+O

(
1
ρ

)
= 0. (2.351)

Навколо кожної з точок ρ′k, ρ
′′
k (k = 1, 2, . . .) опишемо коло

вiдповiдно Γ′
k i Γ′′

k одного i того самого радiуса p. При достатньо
малому p цi кола будуть повнiстю мiститись в областi T0 i не
перетинатимуться.

Застосовуючи, як i у випадку непарного r теорему Руше,
отримаємо, що для достатньо великих |ρ|, ρ ∈ T , рiвнянняΔ0 = 0
може мати нулi лише всерединi Γ′

k i Γ
′′
k, причому стiльки, скiльки

їх там має рiвняння(
eωμh(ρ−ρ′k) − 1

)(
eωμh(ρ−ρ′′k) − 1

)
= 0. (2.352)

Нехай тепер θ20 − 4θ1θ−1 
= 0; тодi ξ′ 
= ξ′′, отже, числа ρ′k i ρ′′k,
а тому й круги Γ′

k i Γ′′
k, вiдрiзняються одне вiд одного.



2.12. Уточнена асимптотика власних значень i власних функцiй 213

В кожному з цих кругiв рiвняння (2.352), а отже, i рiвняння
Δ0 = 0, має рiвно один корiнь; позначимо цi коренi через ρ̃′k i
ρ̃′′k вiдповiдно. У крузi Γ′

k множник eωμh(ρ−ρ′′k) − 1 є обмеженим
знизу; внаслiдок (2.351) звiдси випливає, що у крузi Γ′

k рiвняння
Δ = 0 є еквiвалентним рiвнянню

eωμh(ρ−ρ′k) − 1 = O
(
1
ρ

)
.

Тому
ρ̃′k = ρ′k +O

(
1
ρ

)
;

i аналогiчно
ρ̃′′k = ρ′′k +O

(
1
ρ

)
.

Звiдси отримуємо

ρ̃′k = ∓2kπi

ωμh

[
1∓ ln0 ξ

′

2kπi
+

(
1

k2

)]
;

аналогiчна формула має мiсце для ρ̃′′k. Пiсля пiднесення до r-го
степеня, отримаємо формули (2.333).

Слiд зазначити, що, як випливає з властивостi 2 пункту 2.2.2,
розгляд областi Tq з парним iндексом q дає тi самi послiдовностi
власних значень. У випадку областi Tq з непарним iндексом q
теж не буде нових послiдовностей. Дiйсно, якщо для r = 4q + 2
замiсть областi T0 розглядати область T2r−1, то ξ′ i ξ′′ перейдуть
у 1

ξ′ i 1
ξ′′ , а їх логарифми – у − ln0 ξ

′ i − ln0 ξ
′′ з точнiстю до

доданка вигляду 2kπi. Крiм того, ωμ замiнюється на −ωμ. Тепер
точки 1

ωμh
(ln0 ξ

′ + 2kπi) належатимуть областi T2r−1 лише при
k < 0, а це означає, що для r = 4q + 2 у формулах (2.350) слiд
взяти знак мiнус. Тому ρ′k i ρ′′k, а також ρ̃′k i ρ̃′′k залишаються без
змiн. Подiбна ситуацiя буде i для r = 4q, коли вiд областi T0 ми
перейдемо до областi T1. Таким чином, для великих |ρ| числа
(2.333) є єдиними власними значеннями задачi (2.296), (2.66).

Нехай тепер θ20 − 4θ1θ−1 = 0. Тодi ξ′ = ξ′′; отже, ρ̂′k = ρ̂′′k i
круги Γ′

k, Γ
′′
k збiгаються. Тому рiвняння Δ0 = 0 має в кожному

такому крузi рiвно два коренi, якi в окремих випадках можуть
перетворитись в один подвiйний корiнь.
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Нехай ρ̃k – один з цих коренiв. Рiвняння (2.351) набуває у
цьому випадку вигляду(

eωμh(ρ−ρ′k) − 1
)2

+O
(
1
ρ

)
= 0.

Звiдси

eωμh(ρ−ρ′k) − 1 +O

(
1√
|ρ|

)
= 0,

а отже,

ρ̃k = ρ′k +O

(
1√
|ρ|

)
.

Пiднесення останнього спiввiдношення до r-го степеня дає
нам формули (2.335). Теорему доведено.

2.12.2. Асимптотика власних функцiй крайової задачi
для квазiдиференцiального рiвняння. Отриманi результа-
ти дозволяють побудувати за схемою пункту 2.2.5 асимптотичнi
формули для власних функцiй при великих за модулем простих
власних значеннях.

Нехай y1, y2, . . . , yr – лiнiйно незалежнi розв’язки рiвнян-
ня (2.296) з накладеними у пунктi 2.11.1 умовами на коефiцiєн-
ти, що задовольняють спiввiдношенням (2.320) в деякiй обла-
стi T . Власна функцiя y, вiдповiдна власному значенню λ =
= (−1)m+1 sgn(a00σ)ρ

r, повинна бути лiнiйною комбiнацiєю фун-
кцiй y1, y2, . . . , yr:

y = c1y1 + c2y2 + . . .+ cryr,

коефiцiєнти якої є нетривiальними розв’язками однорiдної систе-
ми

Uν(y1)c1 + Uν(y2)c2 + . . .+ Uν(yr)cr = 0, ν = 1, r.

Отже, вони пропорцiйнi алгебричним доповненням якого-не-
будь рядка визначника цiєї системи за умови простоти власних
значень. Тому

y =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yr

U2(y1) U2(y2) · · · U2(yr)
· · · · · · · · · · · ·

Ur(y1) Ur(y2) · · · Ur(yr)

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.353)
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якщо не всi доповнюючi мiнори елементiв першого рядка цьо-
го визначника дорiвнюють нулю. (В протилежному випадку y1,
y2, . . . , yr слiд розмiстити в тому рядку, не всi мiнори елементiв
якого дорiвнюють нулю.)

Нехай r непарне (r = 2μ − 1). Пригадаємо, що у цьому ви-
падку всi власнi значення, крiм, можливо, скiнченного числа, є
простими. Пiдставимо формули (2.320), (2.336), (2.337) i (2.338)
в (2.353), скоротимо отриманий вираз на несуттєвi множники
ρk2ϕ2, ρk3ϕ3, . . . , ρkrϕr, eρωμ+1h, eρωμ+2h, . . . , eρωrh i, врахувавши,
що, оскiльки eO(

1
k ) = 1 + O

(
1
k

)
= [1], справджується, зокрема,

спiввiдношення eρωμh = e±2kπi+ln0 ξ[1] = ξ[1], ми прийдемо до на-
ступної теореми. Заради лаконiчностi формулювання теореми,
ми в ньому не вказуємо, що коефiцiєнти квазiдиференцiального
рiвняння (2.296) задовольняють умови, наведенi у пунктi 2.11.1.
Оскiльки мова йде про власнi функцiї, тут зразу враховано, що
ρ
(1)
k , ρ(2)k за формулою (2.24) вiдповiдають власним значенням λ′k,
λ′′k з формули (2.332).
Теорема 2.27. Власнi функцiї крайової задачi (2.296), (2.66)

з регулярними крайовими умовами (2.66) у випадку непарного r
(r = 2μ − 1) утворюють двi нескiнченнi послiдовностi y(1)k (x),
y
(2)
k (x), вiдповiднi власним значенням λ′k, λ

′′
k (що визначаються

формулами (2.332)), вигляду

y
(s)
k (x) = Ê(x)[1]x det (X

(s)
1k ,X

(s)
2k ), (2.354)

де

X
(s)
1k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eω1ρ

(s)
k t(x) · · · eωμ−1ρ

(s)
k t(x) eωμρ

(s)
k t(x)

[α̂2]ωk2
1 · · · [α̂2]ωk2

μ−1 [α̂2 + ξ(s)β̂2]ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
[α̂r]ωkr

1 · · · [α̂r]ωkr
μ−1 [α̂r + ξ(s)β̂r]ωkr

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠,

X
(s)
2k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eωμ+1ρ

(s)
k (t(x)−h) · · · eωrρ

(s)
k (t(x)−h)

[β̂2]ωk2
μ+1 · · · [β̂2]ωk2

r

· · · · · · · · ·
[β̂r]ωkr

μ+1 · · · [β̂r]ωkr
r

⎞
⎟⎟⎟⎠,
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ρ
(1)
k =

1

ωμh
(ln0 ξ

(1) ∓ 2kπi), ρ
(2)
k =

1

ωμh
(ln0 ξ

(2) ± 2kπi),

k = N,N + 1, . . .; N – достатньо велике натуральне число,
s = 1, 2, h = t(b), а t(x) i Ê(x) визначаються формулами (2.27),
(2.28), причому верхнiй знак у формулах для ρ(s)k треба вибира-
ти при r = 4p − 1, а нижнiй – при r = 4p + 1; ξ(1) i ξ(2) – тут
тi самi, що i в теоремi 2.26.

Повторивши попереднi мiркування, аналогiчну теорему мо-
жна отримати й у випадку простих власних значень для парно-
го r (r = 2μ). Для цього потрiбно пiдставити формули (2.320),
(2.346), (2.347) i (2.348) у (2.353), скоротити отриманий ви-
раз на несуттєвi множники ρk2ϕ2, ρk3ϕ3, . . . , ρkrϕr, eρωμ+2h,
eρωμ+3h, . . . , eρωrh i, врахувавши, що eO(

1
k ) = 1 + O

(
1
k

)
= [1],

eρωμh = e±2kπi+ln0 ξ[1] = ξ[1], можна прийти до наступного ви-
сновку. Оскiльки мова йде про власнi функцiї, тут зразу вра-
ховано, що ρ′k, ρ

′′
k за формулою (2.24) вiдповiдають власним зна-

ченням λ′k, λ
′′
k з формули (2.333).

Теорема 2.28. Власнi функцiї крайової задачi (2.296), (2.66)
з регулярними крайовими умовами (2.66) у випадку парного
r (r = 2μ) утворюють двi нескiнченнi послiдовностi y1k(x),
y2k(x), вiдповiднi простим власним значенням λ′k, λ

′′
k (що ви-

значаються формулами (2.333)), вигляду

y1k(x) = Ê(x)[1]x det (X
′
1k,X

′
2k),

y2k(x) = Ê(x)[1]x det (X
′′
1k,X

′′
2k),

(2.355)

де

X ′
1k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eω1ρ′kt(x) · · · eωμ−1ρ′kt(x) eωμρ′kt(x)

[α̂2]ωk2
1 · · · [α̂2]ωk2

μ−1 [α̂2 + ξ′β̂2]ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
[α̂r]ωkr

1 · · · [α̂r]ωkr
μ−1 [α̂r + ξ′β̂r]ωkr

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠,

X ′
2k =

⎛
⎜⎜⎜⎝

e−ωμρ′kt(x) eωμ+2 ρ′k(t(x)−h) · · · eωrρ′k(t(x)−h)

[α̂2 +
1
ξ′ β̂2]ω

k2
μ+1 [β̂2]ωk2

μ+2 · · · [β̂2]ωk2
r

· · · · · · · · · · · ·
[α̂r +

1
ξ′ β̂r]ω

kr
μ+1 [β̂r]ωkr

μ+2 · · · [β̂r]ωkr
r

⎞
⎟⎟⎟⎠,
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ρ′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′ ∓ 2kπi), ρ′′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′′ ∓ 2kπi), (2.356)

k = N,N + 1, . . .; N – достатньо велике натуральне число,
h = t(b), а t(x) i Ê(x) визначаються формулами (2.27), (2.28),
причому у формулах (2.356) верхнiй знак потрiбно брати для
r = 4p, а нижнiй – для r = 4p + 2; X ′′

1k, X
′′
2k вiдрiзняються вiд

X ′
1k, X

′
2k замiною ρ′k на ρ

′′
k i ξ

′ на ξ′′; ξ′ i ξ′′ тут тi самi, що i в
теоремi 2.26.

2.12.3. Розвинення за власними функцiями крайової
задачi для квазiдиференцiального рiвняння. Для крайової
задачi (2.296), (2.66) має мiсце теорема 2.11. Але при припущен-
нях пункту 2.11.1 внаслiдок теорем 2.25–2.28 можна отримати i
бiльш сильний результат.
Теорема 2.29. Нехай на коефiцiєнти квазiдиференцiального

рiвняння (2.296) накладено вказанi у пунктi 2.11.1 умови. То-
дi у випадку регулярних крайових умов (2.66), якщо для парно-
го r, крiм того, справджується нерiвнiсть θ20 
= 4θ1θ−1, власнi
функцiї крайової задачi (2.296), (2.66) утворюють базис Рiсса в
L2 ([a, b];C).

Доведення. Нехай

f ∈ L2 ([a, b];C), dk = (f, zk)BV =

b∫
a

σ(x)f(x)zk(x)dx,

де zk(x) – власнi функцiї спряженої задачi (2.11), (2.103), що
вiдповiдають простим власним значенням. Зрозумiло, що для
f(x) ≡ 0 всi dk = 0, k ∈ N. Отже, послiдовнiсть власних функцiй
{yk}∞k=1 задачi (2.296), (2.66) буде ω-лiнiйно незалежною внаслi-
док (2.158), бо f(x) ≡ 0 задовольняє умови теореми 2.11.

Поряд з задачею (2.296), (2.66) з визначеними в умовi теореми
коефiцiєнтами розглянемо також крайову задачу (2.296), (2.66)
з достатню кiлькiсть разiв диференцiйовними коефiцiєнтами. За
цих умов квазiдиференцiальне рiвняння можна диференцiюван-
ням звести до звичайного диференцiального рiвняння (1.1) r-го



218 Роздiл 2. СКАЛЯРНА СИНГУЛЯРНА КРАЙОВА ЗАДАЧА

порядку, а крайовi умови (2.66) сформулювати в термiнах зви-
чайних похiдних у виглядi (1.15). Хоча, на перший погляд, ре-
гулярнiсть крайових умов для крайових задач (2.296), (2.66) та
(1.1), (1.15) вводиться рiзними означеннями, задачi (2.296), (2.66)
з регулярними для неї крайовими умовами (2.66) вiдповiдають
трохи iншi крайовi умови (1.15) задачi (1.1), (1.15), регулярнi в
сенсi цiєї задачi. Нехай gk(x) – власнi функцiї крайової задачi
(1.1), (1.15) з гладкими коефiцiєнтами.

Теорема 7 зi вступу свiдчить, що для крайової задачi (1.1),
(1.15) з сумовними коефiцiєнтами pj(x) при p0 ∈ W r

1 ([a, b];R),
p1 ∈ W r−1

1 ([a, b];C) i регулярними крайовими умовами (1.15),
якщо для парного r, крiм того, виконується додаткова умова
θ20 
= 4θ1θ−1, то власнi функцiї gk(x) крайової задачi (1.1), (1.15)
утворюють базис Рiсса в просторi L2 ([a, b];C), [44, 73]. Цей ре-
зультат одночасно i незалежно одним вiд одного було отримано
Г. М. Кесельманом i В. П. Михайловим.

Оскiльки власнi функцiї gk(x) та yk(x) подаються з точнiстю
до O

(
1
k

)
тими самими асимптотичними формулами для великих

k, вони є квадратично близькими внаслiдок збiжностi ряду

∞∑
k=1

1

k2
.

За теоремою Барi (див. теорему 1.6, [12], [30, с. 382]) послi-
довнiсть власних функцiй {yk}∞k=1, яка є ω-лiнiйно незалежною
i квадратично близькою до базису Рiсса {gk}∞k=1, сама утворює
базис Рiсса в L2 ([a, b];C). Теорему доведено.
Наслiдок. Будь-яку функцiю з L2 ([a, b];C) можна розвину-

ти в ряд (2.158) за власними функцiями крайової задачi (2.296),
(2.66) при виконаннi умов теореми 2.29.

2.12.4. Асимптотика власних значень крайової задачi
для диференцiального рiвняння. Для звичайного диферен-
цiального рiвняння (2.286) з накладеними у пунктi 2.10.3 умова-
ми на коефiцiєнти поставимо нормованi, як у пунктi 2.2.2, кра-
йовi умови (2.206). Крайовi умови (2.206) будемо вважати регу-
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лярними для крайової задачi (2.286), (2.206), якщо виконується
означення 2.19.
Теорема 2.30. Власнi значення задачi на власнi значення

(2.286), (2.206) з накладеними у пунктi 2.10.3 умовами на кое-
фiцiєнти i регулярними крайовими умовами (2.206) утворюють
двi нескiнченнi послiдовностi λ′k, λ

′′
k (k = N, N +1, N +2, . . .), де

N ∈ N. Для непарного n, n = 2μ − 1,⎧⎨
⎩
λ′k = sgn(σ)

(
∓2kπi

h

)n[
1∓ n ln0 ξ(1)

2kπi +O
(

1
k2

)]
,

λ′′k = sgn(σ)
(
±2kπi

h

)n[
1± n ln0 ξ(2)

2kπi +O
(

1
k2

)]
,

(2.357)

де h = t(b), t(x) визначається формулами (2.199), верхнiй знак
вiдповiдає n = 4p − 1, а нижнiй — n = 4p + 1; ln0 ξ — деяке фi-
ксоване значення натурального логарифма, а ξ(1) i ξ(2) — коренi
рiвняння θ1ξ + θ0 = 0, що вiдповiдає областi Sq з q вiдповiдно
непарним i парним.

Для парного n, n = 2μ i θ20 − 4θ−1θ1 
= 0⎧⎨
⎩
λ′k = (−1)μ sgn(σ)

(
2kπ
h

)n[
1∓ μ ln0 ξ′

kπi +O
(

1
k2

)]
,

λ′′k = (−1)μ sgn(σ)
(
2kπ
h

)n[
1∓ μ ln0 ξ′′

kπi +O
(

1
k2

)]
,

(2.358)

де ξ′ i ξ′′ — коренi рiвняння

θ1ξ
2 + θ0ξ + θ−1 = 0, (2.359)

що вiдповiдає областi S0; причому верхнiй знак у формулах
(2.358) вiдповiдає парному, а нижнiй — непарному μ.

Нарештi, для парного n, n = 2μ i θ20 − 4θ−1θ1 = 0⎧⎨
⎩
λ′k = (−1)μ sgn(σ)

(
2kπ
h

)n[
1∓ μ ln0 ξ′

kπi +O
(

1

k
3/2

)]
,

λ′′k = (−1)μ sgn(σ)
(
2kπ
h

)n[
1∓ μ ln0 ξ′′

kπi +O
(

1

k
3/2

)]
,

(2.360)

де ξ — (двократний) корiнь рiвняння (2.359), що вiдповiдає обла-
стi S0, а вибiр верхнього чи нижнього знака у формулах (2.360)
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слiд здiйснювати за тим самим правилом, що й у формулах
(2.358).

У перших випадках всi власнi значення, починаючи з деякого,
є простими, а в останньому (формули (2.360)), — починаючи з
деякого, простими чи двократними.
Доведення здiйснюється аналогiчно доведенню теорем 2.2,

2.13 i 2.26 з використанням теореми 2.24. Можна зазначити лиш,
що власнi значення є нулями визначника

Δ(λ) = det (Uν(yj))
n
ν,j=1 .

Внаслiдок асимптотичних формул (2.295) крайовi умови (2.206)
для лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (2.286) запишуться
у виглядi

Uν(yj) = (ρωj)
kν
{
[α̂ν]+ eρωjh[β̂ν ]

}
.

Зовсiм так само, як у теоремi 2.2, за допомогою формул (2.76),
(2.77) можна показати, що в кожному секторi T за виконання
нерiвностей (2.177) для n непарного (n = 2μ + 1) i парного (n =
2μ)

Uν(yj) =

⎧⎨
⎩
(ρωj)

kν [α̂ν], j < μ,

(ρωμ)
kν{[α̂ν ]+ eρωμh[β̂ν ]}, j = μ,

(ρωj)
kνeρωjh[β̂ν ], j > μ,

(2.361)

Uν(yj) =

⎧⎨
⎩
(ρωj)

kν [α̂ν ], j < μ,

(ρωj)
kν{[α̂ν]+ eρωjh[β̂ν]}, j = μ, μ+ 1,

(ρωj)
kνeρωjh[β̂ν ], j > μ+ 1

(2.362)

вiдповiдно. Пiсля пiдстановки останнiх формул у Δ(λ), скороче-
ння на спiльнi множники рядкiв i стовпцiв (враховуючи, що для
парного n має мiсце ωμ+1 = −ωμ), ми отримаємо рiвняння

[θ0]+ eρωμh[θ1] = 0

i
[θ1]e2ρωμh + [θ0]eρωμh + [θ−1] = 0
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для n непарного i парного вiдповiдно. Внаслiдок регулярностi
крайових умов (2.206), мiркуваннями, аналогiчними наведеним
у теоремi 2.26, з цих рiвнянь можна вивести асимптотичнi фор-
мули для власних значень (2.357), (2.358) i (2.360).

2.12.5. Асимптотика власних функцiй крайової зада-
чi для диференцiального рiвняння. Отриманi результати
дозволяють побудувати за схемою пункту 2.12.2 асимптотичнi
формули для власних функцiй при великих за модулем простих
власних значеннях.

Нехай y1, y2, . . . , yn – лiнiйно незалежнi розв’язки рiвня-
ння (2.286), що задовольняють спiввiдношенням (2.295) в де-
якiй областi T . Власна функцiя y, вiдповiдна власному значенню
λ = − sgn(σ)ρn, повинна бути лiнiйною комбiнацiєю функцiй y1,
y2, . . . , yn:

y = c1y1 + c2y2 + . . .+ cnyn,

коефiцiєнти якої є нетривiальними розв’язками однорiдної систе-
ми

Uν(y1)c1 + Uν(y2)c2 + . . .+ Uν(yn)cn = 0, ν = 1, n.

Отже, вони пропорцiйнi алгебричним доповненням якого-не-
будь рядка визначника цiєї системи за умови простоти власних
значень. Тому

y =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn

U2(y1) U2(y2) · · · U2(yn)
· · · · · · · · · · · ·

Un(y1) Un(y2) · · · Un(yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.363)

якщо не всi доповнюючi мiнори елементiв першого рядка цьо-
го визначника дорiвнюють нулю. (В протилежному випадку y1,
y2, . . . , yn потрiбно розмiстити в тому рядку, не всi мiнори еле-
ментiв якого дорiвнюють нулю.)

Нехай n непарне (n = 2μ − 1). Пригадаємо, що у цьому ви-
падку всi власнi значення, крiм, можливо, скiнченного числа, є
простими. Пiдставимо формули (2.295) i (2.361) в (2.363), скоро-
тимо отриманий вираз на несуттєвi множники ρk2 , ρk3 , . . . , ρkn ,
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eρωμ+1h, eρωμ+2h, . . . , eρωnh i, врахувавши, що, оскiльки eO(
1
k ) =

= 1 + O
(
1
k

)
= [1], має мiсце, зокрема, спiввiдношення eρωμh =

= e±2kπi+ln0 ξ[1] = ξ[1], ми прийдемо до наступної теореми. За-
ради лаконiчностi формулювання теореми, ми в ньому не зга-
дуємо, що коефiцiєнти диференцiального рiвняння (2.286) задо-
вольняють умови, наведенi у пунктi 2.10.3. Оскiльки мова йде
про власнi функцiї, тут зразу враховано, що ρ(1)k , ρ(2)k за форму-
лою (2.176) вiдповiдають власним значенням λ′k, λ

′′
k з формули

(2.357).
Теорема 2.31. Власнi функцiї крайової задачi (2.140), (2.206)

з регулярними крайовими умовами (2.206) у випадку непарного
n (n = 2μ−1) утворюють двi нескiнченнi послiдовностi y(1)k (x),
y
(2)
k (x), вiдповiднi власним значенням λ′k, λ

′′
k (що визначаються

формулами (2.357)), вигляду

y
(s)
k (x) = Ê(x)[1]x det

(
X

(s)
1k ,X

(s)
2k

)
, (2.364)

де

X
(s)
1k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eω1ρ

(s)
k t(x) · · · eωμ−1ρ

(s)
k t(x) eωμρ

(s)
k t(x)

[α̂2]ωk2
1 · · · [α̂2]ωk2

μ−1 [α̂2 + ξ(s)β̂2]ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
[α̂n]ωkn

1 · · · [α̂n]ωkn
μ−1 [α̂n + ξ(s)β̂n]ωkn

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠,

X
(s)
2k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eωμ+1ρ

(s)
k (t(x)−h) · · · eωnρ

(s)
k (t(x)−h)

[β̂2]ωk2
μ+1 · · · [β̂2]ωk2

n

· · · · · · · · ·
[β̂n]ωkn

μ+1 · · · [β̂n]ωkn
n

⎞
⎟⎟⎟⎠,

ρ
(1)
k =

1

ωμh
(ln0 ξ

(1) ∓ 2kπi), ρ
(2)
k =

1

ωμh
(ln0 ξ

(2) ± 2kπi),

k = N,N + 1, . . .; N – достатньо велике натуральне число,
s = 1, 2, t(x) i Ê(x) визначаються формулами (2.199), а α̂ν ,
β̂ν – формулами (2.208), причому верхнiй знак тут вiдповiдає
n = 4p − 1, а нижнiй – n = 4p + 1; ξ(1) i ξ(2) – тi самi, що й у
теоремi 2.30.
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Повторивши попереднi мiркування, аналогiчну теорему мо-
жна отримати й у випадку простих власних значень для парно-
го n (n = 2μ). Для цього потрiбно пiдставити формули (2.295) i
(2.362) в (2.363), скоротити отриманий вираз на несуттєвi мно-
жники ρk2 , ρk3 , . . . , ρkn , eρωμ+2h, eρωμ+3h, . . . , eρωnh i, врахувавши,
що eO(

1
k ) = 1 + O

(
1
k

)
= [1], eρωμh = e±2kπi+ln0 ξ[1] = ξ[1], можна

прийти до наступного висновку. Оскiльки мова йде про власнi
функцiї, тут зразу враховано, що ρ′k, ρ

′′
k за формулою (2.176) вiд-

повiдають власним значенням λ′k, λ
′′
k з формули (2.358).

Теорема 2.32. Власнi функцiї крайової задачi (2.286), (2.206)
з регулярними крайовими умовами (2.206) у випадку парного
n (n = 2μ) утворюють двi нескiнченнi послiдовностi y1k(x),
y2k(x), вiдповiднi простим власним значенням λ′k, λ

′′
k (що ви-

значаються формулами (2.358)), вигляду

y1k(x) = Ê(x)[1]x det (X
′
1k,X

′
2k),

y2k(x) = Ê(x)[1]x det (X
′′
1k,X

′′
2k),

(2.365)

де

X ′
1k =

⎛
⎜⎜⎜⎝
eω1ρ′kt(x) · · · eωμ−1ρ′kt(x) eωμρ′kt(x)

[α̂2]ωk2
1 · · · [α̂2]ωk2

μ−1 [α̂2 + ξ′β̂2]ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
[α̂n]ωkn

1 · · · [α̂n]ωkn
μ−1 [α̂n + ξ′β̂n]ωkn

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠,

X ′
2k =

⎛
⎜⎜⎜⎝

e−ωμρ′kt(x) eωμ+2 ρ′k(t(x)−h) · · · eωnρ′k(t(x)−h)

[α̂2 +
1
ξ′ β̂2]ω

k2
μ+1 [β̂2]ωk2

μ+2 · · · [β̂2]ωk2
n

· · · · · · · · · · · ·
[α̂n + 1

ξ′ β̂n]ω
kn
μ+1 [β̂n]ωkn

μ+2 · · · [β̂n]ωkn
n

⎞
⎟⎟⎟⎠,

ρ′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′ ∓ 2kπi), ρ′′k =
1

ωμh
(ln0 ξ

′′ ∓ 2kπi),

k = N,N + 1, . . .; N – достатньо велике натуральне число, t(x)
i Ê(x) визначаються формулами (2.199), а α̂ν , β̂ν – формулами
(2.208), причому в останнiх формулах верхнiй знак треба брати
для r = 4p, а нижнiй – для r = 4p + 2; X ′′

1k, X
′′
2k вiдрiзняються
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вiд X ′
1k, X

′
2k замiною ρ′k на ρ

′′
k i ξ

′ на ξ′′; ξ′ i ξ′′ тут тi самi, що
i в теоремi 2.30.

2.12.6. Розвинення за власними функцiями крайової
задачi для диференцiального рiвняння. Для крайової зада-
чi (2.286), (2.206) має мiсце теорема 2.22. Але при припущеннях
пункту 2.10.3 теореми 2.24, 2.30–2.32 дають можливiсть встано-
вити бiльш сильний результат.
Теорема 2.33. Нехай на коефiцiєнти диференцiального рiв-

няння (2.286) накладено вказанi у пунктi 2.10.3 умови. Тодi у
випадку регулярних крайових умов (2.206), якщо для парного n,
крiм того, справджується нерiвнiсть θ20 
= 4θ1θ−1, власнi фун-
кцiї крайової задачi (2.286), (2.206) утворюють базис Рiсса в
L2 ([a, b];C).

Доведення. Нехай

f ∈ L2 ([a, b];C), dk = (f, zk)BV =

b∫
a

σ(x)f(x)zk(x)dx,

де zk(x) – власнi функцiї спряженої задачi (2.168), (2.220), що
вiдповiдають простим власним значенням. Зрозумiло, що для
f(x) ≡ 0 всi dk = 0, k ∈ N. Отже, послiдовнiсть власних фун-
кцiй {yk}∞k=1 задачi (2.286), (2.206) буде ω-лiнiйно незалежною
внаслiдок (2.264), бо f(x) ≡ 0 задовольняє умови теореми 2.22.

Поряд з задачею (2.286), (2.206) з визначеними в умовi те-
ореми коефiцiєнтами розглянемо також крайову задачу (2.286),
(2.206) з сумовними коефiцiєнтами pj(x) при p1 ∈W n−1

1 ([a, b];C)
i σ ∈W n

1 ([a, b];R). Подiливши рiвняння (2.286) на σ(x), отрима-
ємо рiвняння (1.1). Нехай gk(x) – власнi функцiї крайової за-
дачi (1.1), (2.206) з сумовними коефiцiєнтами pj(x) при p0 ∈
∈W n

1 ([a, b];R), p1 ∈W n−1
1 ([a, b];C).

Теорема 1.7 свiдчить, що для крайової задачi (1.1), (2.206) з
сумовними коефiцiєнтами pj(x), j = 2, n, при p0 ∈W n

1 ([a, b];R),
p1 ∈W n−1

1 ([a, b];C) i регулярними крайовими умовами (2.206),
якщо для парного n, крiм того, виконується додаткова умова
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θ20 
= 4θ1θ−1, то власнi функцiї gk(x) крайової задачi (1.1), (2.206)
утворюють базис Рiсса в просторi L2 ([a, b];C), [44, 73].

Оскiльки власнi функцiї gk(x) та yk(x) подаються з точнiстю
до O

(
1
k

)
тими самими асимптотичними формулами для великих

k, вони є квадратично близькими внаслiдок збiжностi ряду

∞∑
k=1

1

k2
.

За теоремою Барi (див. теорему 1.6, [12], [30, с. 382]) послi-
довнiсть власних функцiй {yk}∞k=1, яка є ω-лiнiйно незалежною
i квадратично близькою до базису Рiсса {gk}∞k=1, сама утворює
базис Рiсса в L2 ([a, b];C). Теорему доведено.
Наслiдок. Будь-яку функцiю з L2 ([a, b];C) можна розвину-

ти в ряд (2.264) за власними функцiями крайової задачi (2.286),
(2.206) при виконаннi умов теореми 2.33.
Зауваження. В окремому випадку, якщо в рiвняннi (2.286)

σ ∈ W n
1 ([a, b];R), p1 ∈ W n−1

1 ([a, b];C), pi ∈ L1 ([a, b];C), тобто
bi ∈ AC ([a, b];C), i = 2, n, результати теорем 2.22, 2.30–2.33 збi-
гаються з вiдомими (див. пункти 1.1.4–1.1.7). Якщо покласти,
крiм того, p1(x) ≡ 0, σ(x) ≡ 1, то теореми 2.30, 2.22 i 2.33 пере-
йдуть у теореми 1.4, 1.5 i 1.7.

2.13. Застосування до розв’язування
прикладних задач

2.13.1. Метод Фур’є. Для розв’язування диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними часто використовують метод
Фур’є (метод вiдокремлення змiнних).

Нехай, наприклад, потрiбно знайти розв’язок рiвняння

∂2u

∂t2
=
∂nu

∂xn
+ p1(x)

∂n−1u

∂xn−1
+ . . .+ pn(x)u, a � x � b, (2.366)
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що задовольняє початковi умови

u|t=0 = f(x);
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ϕ(x) (2.367)

i крайовi умови

n−1∑
ν=0

αjν

(
∂ νu

∂xν

)
x=a

+

n−1∑
ν=0

βjν

(
∂ νu

∂xν

)
x=b

= 0, j = 1, n. (2.368)

Будемо шукати розв’язок рiвняння (2.366), що задовольняє
крайовi умови (2.368), у виглядi

u = y(x)(A cos pt+B sin pt). (2.369)

Пiдставивши в (2.366) i (2.368), отримаємо, що функцiя y(x)
задовольняє звичайне диференцiальне рiвняння

L(y) ≡ dnu

dxn
+ p1(x)

dn−1u

dxn−1
+ . . .+ pn(x)u = −p2y (2.370)

i крайовi умови

Uj(y) ≡
n−1∑
ν=0

αjνy
(ν)(a) +

n−1∑
ν=0

βjνy
(ν)(b) = 0. (2.371)

Якщо, отже, y 
= 0, то y є власною функцiєю крайової задачi
(2.370), (2.371), вiдповiдною власному значенню −p2.

Нехай
−p21, −p22, −p23, . . .

– всi власнi значення цiєї задачi, а

y1(x), y2(x), y3(x), . . .

– вiдповiднi власнi функцiї; при цьому кожне власне значення
повторюється стiльки разiв, скiльки йому вiдповiдає лiнiйно не-
залежних власних функцiй. Тодi безмежний ряд

u =

∞∑
n=1

yn(x)(An cos pnt+Bn sin pnt)
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принаймнi формально задовольняє рiвняння (2.366) i крайовi
умови (2.368). Залишається задовольнити початковi умови. Пiд-
становка в першу початкову умову дає

f(x) =
∞∑
n=1

Anyn(x);

ця остання рiвнiсть є розвиненням заданої функцiї f(x) в ряд за
власними функцiями крайової задачi.

Результати цього роздiлу обґрунтовують метод Фур’є. Зокре-
ма, теореми 2.11, 2.22, 2.29 i 2.33 дають умови розвинення фун-
кцiї f(x) в ряд за власними функцiями крайової задачi.

Фiзичнi задачi частiше призводять саме до квазiдиференцi-
альних, а не просто диференцiальних рiвнянь. Прикладу такої
задачi присвячено наступний пункт.

2.13.2. Задача про коливання стрижня. В роботах [9, 10,
11] вивчається проблема малих коливань та стiйкостi рiвноваги
пружних стрижнiв i пластинок пiд дiєю реальних фiзичних сил.
Дослiдження цих процесiв базується на вивченнi поведiнки вла-
сних значень крайових задач для звичайних диференцiальних i
квазiдиференцiальних рiвнянь парних порядкiв. Використовую-
чи результати робiт [44, 73, 76], автори Байдак Д. А. i Зорiй Л. М.
були змушенi накладати на коефiцiєнти цих рiвнянь обмеження
типу диференцiйовностi певну кiлькiсть разiв, якi в реальних
процесах виконуються далеко не завжди. Результати цього роз-
дiлу дозволяють пом’якшити вимоги на коефiцiєнти вiдповiдних
рiвнянь, а отже, можна було б отримати твердження робiт [9, 10,
11] i у випадку значно гiрших функцiй у коефiцiєнтах.

Наприклад, розглянемо пружний консольний стрижень дов-
жиною l з абсолютно неперервними жорсткiстю EI(ξ) та масою
m(ξ) на одиницю довжини (0 � ξ � l) при дiї слiдкуючої сили
P . Дослiдження малих коливань такого стрижня зводиться до
крайової задачi (

f(x)y′′
)′′

+ py′′ + λ2g(x)y = 0, (2.372)



228 Роздiл 2. СКАЛЯРНА СИНГУЛЯРНА КРАЙОВА ЗАДАЧА

y(0) = 0, y′(0) = 0, f(1)y′′(1) = 0,
(
f(x)y′′(x)

)′∣∣∣
x=1

= 0,

(2.373)
де

p =
l2P

EI0
, λ2 =

m0l
4

EI0
ω2, I0 = I(0), m0 = m(0),

f(x) =
I(lx)

I0
, g(x) =

m(lx)

m0
, x =

ξ

l
;

ω – характеристичний показник; функцiї f(x) i g(x) будуть абсо-
лютно неперервними на промiжку [0, 1]. Тут квазiпохiднi вводя-
ться формулами y[1] = y′, y[2] = f(x)y′′, y[3] = − (f(x)y′′)′, а кра-
йовi умови набувають вигляду y(0) = 0, y[1](0) = 0, y[2](1) = 0,
y[3](1) = 0 (крайовi умови типу Штурма), i, отже, вони є ре-
гулярними (див. пункт 2.2.3). Тодi для крайової задачi (2.372),
(2.373) мають мiсце теореми цього роздiлу, i цi результати можна
застосувати до дослiдження малих коливань стрижня.

2.13.3. Побудова розв’язку диференцiального рiвня-
ння другого порядку з δ-функцiєю. Розглянемо звичайне
диференцiальне рiвняння другого порядку з мiрою

y′′ + a(x)y + ρ2y = 0 (2.374)

на промiжку [0, 1], де ρ – комплексний параметр, a(x) = b′(x),

b(x) =

{
0, x ∈ [0, x1),
−a, x ∈ [x1, 1],

0 < x1 < 1,

тобто a(x) = −a · δ(x− x1).
Розiб’ємо всю комплексну ρ-площину на чотири сектори Sq,

q = 0, 1, 2, 3, де Sq = {ρ : qπ/2 � arg ρ � (q + 1)π/2}. Через
Tq позначатимемо сектор, що утворюється з Sq шляхом зсуву
ρ→ ρ+ c.

Легко безпосередньо переконатись у тому, що функцiя Кошi
рiвняння y′′ + ρ2y = 0 має вигляд

K(x, s) =
sin ρ(x− s)

ρ
.
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Тодi згiдно з (2.187) фундаментальнi матрицi B̃0(x, s) i
B̃1(x, s) рiвняння (2.374) на промiжках [0, x1) i [x1, 1] матимуть
структуру

B̃0(x, s) = B̃1(x, s) =

(
cos ρ(x− s) sinρ(x−s)

ρ

−ρ sin ρ(x− s) cos ρ(x− s)

)
. (2.375)

Шукатимемо розв’язок рiвняння (2.374) методом «склеюван-
ня» розв’язкiв (див. [40, с. 173, 124, § 27]). Фундаментальна ма-
триця B(x, 0) на всьому промiжку [0, 1] зображається у виглядi

B(x, 0) = B0(x, 0)θ0 +B1(x, 0)θ1, (2.376)

де

θ0 =

{
1, x ∈ [0, x1),
0, x /∈ [0, x1),

θ1 =

{
1, x ∈ [x1, 1],
0, x /∈ [x1, 1],

B0(x, 0) = B̃0(x, 0), а B1(x, 0) = B̃1(x, x1)B0(x1, 0). Остання фор-
мула є формулою гармонiйностi (1.42) i реалiзує принцип «скле-
ювання» розв’язкiв. Внаслiдок властивостi (1.43)

B1(x, 0) = B̃1(x, x1)(E +ΔC(x1))B0(x1 − 0, 0). (2.377)

Диференцiальне рiвняння (2.374) зводиться до системи ди-
ференцiальних рiвнянь(

y
y′

)′
= C ′(x)

(
y
y′

)
, C ′(x) =

(
0 1

−a(x)− ρ2 0

)
.

Отже,

ΔC(x1) =

(
0 0
a 0

)
. (2.378)

Загальний розв’язок рiвняння (2.374) (i його похiдну) можна
подати у виглядi (

y
y′

)
= B(x, 0)

(
c1
c2

)
. (2.379)



230 Роздiл 2. СКАЛЯРНА СИНГУЛЯРНА КРАЙОВА ЗАДАЧА

Таким чином, пiдставивши (2.375) i (2.378) у формулу (2.377)
i врахувавши (2.376), можна одержати, внаслiдок (2.379),

y(x) =

(
c1 cos ρx+ c2

sin ρx

ρ

)
θ0 + (c1 (cos ρ(x− x1) cos ρx1 +

+
sin ρ(x− x1)

ρ
(a cos ρx1 − ρ sin ρx1)

)
+

+ c2

(
cos ρ(x− x1) sin ρx1

ρ
+

+
sin ρ(x− x1)

ρ

(
a sin ρx1

ρ
+ cos ρx1

)))
θ1,

y′(x) = (−c1ρ sin ρx+ c2 cos ρx) θ0 + (c1 (−ρ sin ρ(x− x1) cos ρx1+

+ cos ρ(x− x1)(a cos ρx1 − ρ sin ρx1))+

+ c2 (− sin ρ(x− x1) sin ρx1 +

+ cos ρ(x− x1)

(
a sin ρx1

ρ
+ cos ρx1

)))
θ1,

причому розв’язок є абсолютно неперервним на [0, 1].
Покладемо (без втрати загальностi) c1 = 2, c2 = 0. Тодi остан-

нi формули можна записати у виглядi

y(x) = 2θ0 cos ρx+

(
2 cos ρx+

2a

ρ
sin ρ(x− x1)cos ρx1

)
θ1 =

=
(
eiρx + e−iρx

)
θ0 +

(
eiρx + e−iρx −

− ai

2ρ

(
eiρx − e−iρx+2iρx1 + eiρx−2iρx1 − e−iρx

))
θ1,

y′(x) = −2θ0 sin ρx+ 2 (−ρ sin ρx+ a cos ρ(x− x1)cos ρx1)θ1 =

= iρ
(
eiρx − e−iρx

)
θ0 +

(
iρ
(
eiρx − e−iρx

)
+

+
a

2

(
eiρx + e−iρx+2iρx1 + eiρx−2iρx1 + e−iρx

))
θ1.

Для Imρ > 0 останнi вирази перетворимо наступним чином:

y(x) = e−iρx
(
1 + e2iρx

)
θ0 + e−iρx

(
1 + e2iρx +
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+
ai

2ρ

(
1− e2iρx + e2iρx1 − e2iρ(x−x1)

))
θ1,

y′(x) = −iρe−iρx
(
1− e2iρx

)
θ0 − iρe−iρx

(
1− e2iρx +

+
ai

2ρ

(
1 + e2iρx + e2iρx1 + e2iρ(x−x1)

))
θ1.

Асимптотика розв’язку i його похiдної

y(x) = e−iρx
(
1 +O

(
1
ρ

))
, y′(x) = −iρe−iρx

(
1 +O

(
1
ρ

))
збiгається з вiдповiдними формулами (2.280).
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33
ВЕКТОРНА СИНГУЛЯРНА

КРАЙОВА ЗАДАЧА

3.1. Асимптотика фундаментальної системи
розв’язкiв квазiдиференцiального рiвняння

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[65].

3.1.1. Квазiдиференцiальне рiвняння i квазiпохiднi.
Розглянемо векторний квазiдиференцiальний вираз

L̂mn(y) ≡
n∑

i=0

m∑
j=0

(−1)m−j
(
Aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

,

де m, n ∈ N, Aij(x) – матрицi порядку l × l (i = 0, n, j = 0,m),
y(x) – вектор-стовпець. Ми будемо вважати, що A00 ≡ E, A01 ≡
≡ A10 ≡ 0; Ai0, A0j ∈ L2

(
[a, b];Cl×l

)
, Aij(x) = B′

ij(x), Bij ∈
∈ BV +

(
[a, b];Cl×l

)
(i = 1, n, j = 1,m). Штрих означає тут уза-

гальнене диференцiювання i тому елементи матриць Aij(x) є мi-
рами.
Означення 3.1. Квазiпохiдними вектор-функцiї y(x), що

вiдповiдають квазiдиференцiальному виразу L̂mn(y), будемо на-
зивати вектор-функцiї y[k](x), k = 0, n +m, якi визначаються
формулами⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y[k] = y(k), k = 0, n− 1; y[n] =

n∑
i=0

Ai0y
(n−i);

y[n+k] = −
(
y[n+k−1]

)′
+

n∑
i=0

Aiky
(n−i), k = 1,m.

(3.1)

Зрозумiло, що y[n+m] ≡ L̂mn(y).
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Поставимо тепер наступну початкову задачу

L̂mn(y) = λy, (3.2)

y[ν](a) = c̃ν+1, ν = 0, n+m− 1, (3.3)

де λ – комплексний параметр. Рiвняння (3.2) прийнято називати
векторним квазiдиференцiальним рiвнянням. Нехай r = n +m.
Поряд з (3.2), (3.3) розглянемо також матричне квазiдиференцi-
альне рiвняння i вiдповiднi початковi умови

L̂mn(Y ) = λY, (3.4)

Y [ν](a) = C̃ν+1, ν = 0, r − 1, (3.5)

причому квазiпохiднi в (3.5) будуються за аналогiчними до (3.1)
формулами (Y – квадратна матриця l-го порядку). Рiвняння
(3.4) називатимемо асоцiйованим до рiвняння (3.2). Як правило,
зручнiше оперувати саме з матричними квазiдиференцiальними
рiвняннями, а потiм вже переходити до векторних. Мiж вектор-
ним (3.2) i асоцiйованим до нього рiвнянням (3.4) iснує тiсний
зв’язок: якщо матриця-функцiя Y (x) – розв’язок рiвняння (3.4),
c ∈ C

l – сталий вектор, то, поклавши y(x) = Y (x)c, отримаємо
розв’язок векторного квазiдиференцiального рiвняння (3.2).

За допомогою прямокутної матрицi

Y =
(
Y, Y [1], . . . , Y [r−1]

)T
(3.6)

матричне рiвняння (3.4) зводиться до системи диференцiальних
рiвнянь першого порядку

Y ′ = B′(x)Y, (3.7)

а умови (3.5) набувають вигляду

Y(a) = C̃,
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де C̃ =
(
C̃1, C̃2, . . . , C̃r

)T
. Матриця-мiра B′(x) визначається тут

аналогiчно (2.7)

B′(x) =

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 El · · · 0 0 0 · · · 0

· · · · · · . . . · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · El 0 0 · · · 0

−An0 −An−1,0 · · · −A10 El 0 · · · 0

Ãn1 Ãn−1,1 · · · Ã11 A01 −El · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . · · ·
Ãn,m−1 Ãn−1,m−1 · · · Ã1,m−1 A0,m−1 0 · · · −El

Ãnm − λEl Ãn−1,m · · · Ã1m A0m 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

(3.8)

де Ãij = Aij − A0jAi0, i = 1, n, j = 1,m (тут 0 означає нульо-
ву матрицю l-го порядку, El – одинична матриця l-го порядку).
Очевидно, що

ΔB(x)=B(x)− B(x− 0)=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 · · · 0

ΔBn1 · · · ΔB11 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ΔBnm · · · ΔB1m 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тодi, внаслiдок рiвностi [ΔB(x)]2 ≡ 0, система (3.7) – коре-
ктна (див. пункт 1.2.2 i [104]).
Означення 3.2. Пiд розв’язком матричного квазiдиференцi-

ального рiвняння (3.4) будемо розумiти першу блочну компонен-
ту Y (x) прямокутної матрицi Y(x) системи (3.7), що задовольняє
його в узагальненому сенсi.
Твердження 3.1 ([114, с. 20–21, 124, с. 134]). Iснує єди-

ний матричний розв’язок Y (x) початкової задачi (3.4), (3.5)
такий, що Y [k] ∈ AC

(
[a, b];Cl×l

)
, k = 0, n − 1, Y [n+ν] ∈
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∈ BV +
(
[a, b];Cl×l

)
, ν = 0,m− 1 i в точках xs ∈ [a, b] розри-

вiв матриць-функцiй Bij(x) мають стрибки, що визначаються
формулами

ΔY [n+ν](xs)=
n−1∑
i=0

ΔBn−i,ν+1(xs)Y
[i](xs), ν = 0,m− 1. (3.9)

3.1.2. Спряженi квазiпохiднi i функцiя Кошi. Система,
спряжена до системи (3.7) має вигляд

Z ′ = − (B∗(x))′Z, (3.10)

де Z =
(
Z{r−1}, . . . , Z{1}, Z

)T , Z – тут квадратна матриця l-го
порядку. Фiгурними дужками позначаються квазiпохiднi в сенсi
спряженого до (3.4) рiвняння. З (3.10) безпосередньо видно стру-
ктуру спряженого рiвняння i квазiпохiдних у сенсi останнього.
Означення 3.3. Спряженим до (3.4) називається матричне

квазiдиференцiальне рiвняння

L̂∗
mn(Z) ≡

m∑
j=0

n∑
i=0

(−1)n−i
(
A∗

ij(x)Z
(m−j)

)(n−i)
= λ̄Z, (3.11)

де A∗
ij(x) = (B′

ij(x))
∗ ∀i, j � 1.

Означення 3.4. Квазiпохiдними виразу L̂∗
mn(Z) (квазiпохi-

дними в сенсi спряженого рiвняння (3.11)) називаються матрицi-
функцiї Z{i}(x), i = 0, r, що визначаються формулами⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Z{k} = Z(k), k = 0,m− 1; Z{m} = −

m∑
j=0

A∗
0jZ

(m−j);

Z{m+k} = −
(
Z{m+k−1})′ − m∑

j=0
A∗

kjZ
(m−j), k = 1, n.

(3.12)

При цьому, очевидно, Z{r} ≡ L̂∗
mn(Z).

Розглянемо тепер рiвняння (3.11) з початковими умовами

Z{ν}(a) = Z
{ν}
0 , ν = 0, r − 1. (3.13)
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Твердження 3.2 ([114, с. 21, 124, с. 136]). Iснує єдиний
матричний розв’язок задачi (3.11), (3.13) такий, що Z{k} ∈
∈ AC

(
[a, b];Cl×l

)
, k = 0,m− 1, а Z{m+ν} ∈ BV +

(
[a, b];Cl×l

)
,

ν = 0, n− 1, i в точках xs ∈ [a, b] розривiв матриць-функцiй
Bij(x) мають стрибки, що визначаються формулами

ΔZ{m+ν}(xs) = −
m−1∑
j=0

ΔB∗
ν+1,m−j(xs)Z

{j}(xs), ν = 0, n− 1.

(3.14)
Означення 3.5. Матриця-функцiя K(x, t) = K(x, t, λ) =

= (Kij(x, t, λ))
l
i,j=1 називається функцiєю Кошi рiвняння (3.4),

якщо вона за змiнною x є розв’язком цього рiвняння i в то-
чцi x = t ∈ [a, b] задовольняє початковi умови K [i](t, t) = 0
(i = 0, r − 2), K [r−1](t, t) = E.
Означення 3.6. Нехай F (x, α) – достатньо гладка ком-

плекснозначна матриця-функцiя двох дiйсних змiнних. Вираз
F ∗{j}∗[i](x, α) називатимемо змiшаною квазiпохiдною порядку
i+ j, якщо спочатку береться i-та квазiпохiдна по x в сенсi вихi-
дного квазiдиференцiального рiвняння, потiм – ермiтове спряже-
ння, далi – j-та квазiпохiдна по α в сенсi спряженого рiвняння вiд
отриманого результату i, нарештi, – знову ермiтове спряження.
Твердження 3.3 ([115, с. 46, 124, с. 143]). Якщо K(x, α) –

матриця-функцiя Кошi квазiдиференцiального рiвняння,то має
мiсце матрична тотожнiсть

K∗{j}∗[i](x, α) ≡ K [i]∗{j}∗(x, α) ∀i, j = 0, r − 1.

Означення 3.7. Матриця-функцiя K̂(x, t) = K̂(x, t, λ) нази-
вається функцiєю Кошi рiвняння (3.11), якщо вона за змiнною x
є розв’язком цього рiвняння i в точцi x = t ∈ [a, b] задовольняє
початковi умови K̂{i}

x (t, t) = 0 (i = 0, r − 2), K̂{r−1}
x (t, t) = E.

Твердження 3.4 ([115, с. 48, 124, с. 146]). Для матричних
функцiй Кошi спряжених квазiдиференцiальних рiвнянь справ-
джується тотожнiсть

K̂(x, t) ≡ K∗(t, x). (3.15)
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Означення 3.8. Еволюцiйним оператором (фундаменталь-
ною матрицею) системи (3.7) називають квадратну матрицю-
функцiю B(x, α) порядку lr, що за змiнною x задовольняє ма-
тричний еквiвалент цiєї системи i початкову умову B(α,α) = E,
α ∈ [a, b].

3.1.3. Побудова матричних iнтегро-квазiдиференцi-
альних рiвнянь. Поклавши λ = (−1)m+1ρr, рiвняння (3.4) мо-
жна записати у виглядi

Y (r) + ρrY =
∑

0�i�n, 0�j�m, i+j>1

(−1)j+1
(
AijY

(n−i)
)(m−j)

. (3.16)

Розiб’ємо так само, як i в пунктi 2.1.3, комплексну ρ-площину
на 2r секторiв Sq = {ρ : qπ/r � arg ρ � (q + 1)π/r}, q = 0, 2r − 1,
аналогiчно вводяться сектори Tq (з вершиною в точцi ρ = −c).

Матричне рiвняння

Y (r) + ρrY = 0 (3.17)

має фундаментальну систему розв’язкiв eρω1xEl, eρω2xEl, . . . ,
eρωrxEl, де ω1, ω2, . . . , ωr – рiзнi коренi r-го степеня з −1. Згiдно
з твердженням 2.5 в кожнiй областi Tq можна так занумерувати
числа ω1, ω2, . . . , ωr, щоб виконувався ланцюг нерiвностей (2.25).

Блочну матрицю B′(x) можна подати у виглядi суми двох
матриць

B′(x) = B′
1(x) + B′

2(x),

де

B′
1(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 El

. . . 0
El

. . . −El

0 . . .
−El

(−1)mρrEl 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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B′
2(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 0 · · · 0

−An0 · · · −A10 0 0 · · · 0

Ãn1 · · · Ã11 A01 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ãnm · · · Ã1m A0m 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.18)

Тодi система
Y ′ = B′

1Y (3.19)

буде еквiвалентною рiвнянню (3.17). Якщо праву частину рiвно-
стi (3.16) розглядати як «неоднорiднiсть», то згiдно з формулою
для неоднорiдного рiвняння

Y (a) = Φ(x, a)Y (a) +

x∫
a

Φ(x, ξ)dB2(ξ)Y (ξ), (3.20)

де Φ(x, ξ) – еволюцiйний оператор однорiдної системи (3.19); його
структура має вигляд [112]

Φ(x, ξ) =

⎛
⎝ K∗{r−1}∗(x, ξ) · · · K(x, ξ)

· · · · · · · · ·
K∗{r−1}∗[r−1](x, ξ) · · · K [r−1](x, ξ)

⎞
⎠, (3.21)

де K(x, ξ) – матриця-функцiя Кошi рiвняння (3.17). Квадратнi
дужки в (3.21) позначають квазiпохiднi за змiнною x в сенсi си-
стеми (3.19), а фiгурнi дужки – квазiпохiднi в сенсi спряженого
до (3.17) рiвняння, якi беруться за другою змiнною. Квазiпохiднi
визначаються формулами⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Y [k] = Y (k), k = 0, n − 1,

Y [n+k] = (−1)kY (n+k), k = 0,m− 1;

Z{k} = Z(k), k = 0,m− 1,

Z{m+k} = (−1)k+1Z(m+k), k = 0, n− 1.

(3.22)



3.1. Асимптотика фундаментальної системи розв’язкiв 239

Легко перевiрити, що матриця-функцiя Кошi для рiвняння
(3.17) має вигляд

K(x, ξ) = − 1

rρr−1

r∑
j=1

ωje
ρωj(x−ξ)El. (3.23)

Справдi, вона задовольняє (3.17) по x, K(ν)(ξ, ξ) = 0
(ν = 0, r − 2), K(r−1)(ξ, ξ) = E, бо ων+1

1 +ων+1
2 + . . .+ων+1

r = 0, а
ωr
j = −1.
Пiдставивши (3.18) i (3.21) в (3.20), отримаємо за допомогою

блочного множення матриць, аналогiчно пункту 2.1.5, матричну
систему iнтегро-квазiдиференцiальних рiвнянь типу Вольтерра-
Стiльтьєса

Y [ν](x) =

r∑
s=1

K∗{r−s}∗[ν](x, a)C̃s −

−
n∑

s=2

x∫
a

K∗{m}∗[ν](x, ξ)As0(ξ)Y
[n−s](ξ)dξ +

+

m∑
p=1

n∑
s=1

x∫
a

K∗{m−p}∗[ν](x, ξ)dBsp(ξ)Y
[n−s](ξ)−

−
m∑
p=2

n∑
s=2

x∫
a

K∗{m−p}∗[ν](x, ξ)A0p(ξ)As0(ξ)Y
[n−s](ξ)dξ +

+

m∑
p=2

x∫
a

K∗{m−p}∗[ν](x, ξ)A0p(ξ)Y
[n](ξ)dξ, ν = 0, r − 1,

звiдки, завдяки формулам (3.22), (3.23), будемо мати

Y [ν](x) =
Rν

rρr−1

r∑
s=1

r∑
j=1

γr−sρ
r−s+νωr−s+ν+1

j eρωj(x−a)C̃s +

+Ων(x), ν = 0, r − 1,
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де

Ων(x) = − Rν γm
rρn−ν−1

n∑
s=2

x∫
a

r∑
j=1

ωm+ν+1
j eρωj(x−ξ)As0(ξ)Y

(n−s)(ξ)dξ +

+
m∑
p=1

Rνγm−p

rρn+p−ν−1

⎡
⎣ n∑
s=1

x∫
a

r∑
j=1

ωm−p+ν+1
j eρωj(x−ξ) dBsp(ξ)Y

(n−s)(ξ)−

−
n∑

s=2

x∫
a

r∑
j=1

ωm−p+ν+1
j eρωj(x−ξ)A0p(ξ)As0(ξ)Y

(n−s)(ξ)dξ +

+

x∫
a

r∑
j=1

ωm−p+ν+1
j eρωj(x−ξ)A0p(ξ)Y

(n)(ξ)dξ

⎤
⎦, ν = 0, r − 1,

Rν =

{
1, ν = 0, n − 1,
(−1)ν−n, ν = n, r − 1,

(3.24)

γν =

{
(−1)ν+1, ν = 0,m− 1,
(−1)m, ν = m, r − 1.

Ми можемо пiдiбрати сталi матрицi C̃j так, щоб справджу-
валась матрична система iнтегро-квазiдиференцiальних рiвнянь
типу Вольтерра-Стiльтьєса

Y [ν](x) = Rν

r∑
j=1

Cjρ
νων

j e
ρωjx +Ων(x), ν = 0, r − 1. (3.25)

Справдi, розписавши покоординатно систему⎧⎨
⎩
C̃1ω

r−1
1 ρr−1γr−1 + . . .+ C̃rγ0 = C1rρ

r−1ω−1
1 eρω1a,

· · ·
C̃1ω

r−1
r ρr−1γr−1 + . . .+ C̃rγ0 = Crrρ

r−1ω−1
r eρωra,

за допомогою якої здiйснюється перехiд вiд сталих матриць C̃j

до Cj, ми отримаємо l2 систем для визначення елементiв матриць
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C̃j , а їх визначники∣∣∣∣∣∣
ωr−1
1 ρr−1γr−1 · · · γ0

· · · · · · · · ·
ωr−1
r ρr−1γr−1 · · · γ0

∣∣∣∣∣∣ =

= (−1)
n(n+1)

2
+rρ

r(r−1)
2

∣∣∣∣∣∣
ωr−1
1 · · · 1
· · · · · · · · ·
ωr−1
r · · · 1

∣∣∣∣∣∣
при |ρ| > 0 вiдрiзняються вiд нуля як визначники Вандермонда.

Покладемо для деякого фiксованого k, k = 1, r,

Ĉj = Cj для j = 1, k, (3.26)

Ĉj = Cj −
γm
rρn−1

n∑
s=2

b∫
a

ωm+1
j e−ρωjξAs0(ξ)Y

(n−s)(ξ)dξ +

+
m∑
p=1

γm−p

rρn+p−1

⎡
⎣ n∑
s=1

b∫
a

ωm−p+1
j e−ρωjξdBsp(ξ)Y

(n−s)(ξ) −

−
n∑

s=2

b∫
a

ωm−p+1
j e−ρωjξA0p(ξ)As0(ξ)Y

(n−s)(ξ)dξ +

+

b∫
a

ωm−p+1
j e−ρωjξA0p(ξ)Y

(n)(ξ)dξ

⎤
⎦ для j = k + 1, r. (3.27)

Тодi рiвняння (3.25) запишуться у виглядi (ν = 0, r − 1)

Y [ν](x) = Rν

r∑
j=1

Ĉjρ
νων

j e
ρωjx +H1(a, x, ρ) +H2(b, x, ρ), (3.28)



242 Роздiл 3. ВЕКТОРНА СИНГУЛЯРНА КРАЙОВА ЗАДАЧА

де

Hq(t, x, ρ)=−Rν γm
rρn−1

n∑
s=2

x∫
t

∂ νKq0(x, ξ, ρ)

∂xν
As0(ξ)Y

(n−s)(ξ)dξ +

+

m∑
p=1

Rνγm−p

rρn+p−1

⎡
⎣ n∑
s=1

x∫
t

∂ νKqp(x, ξ, ρ)

∂xν
dBsp(ξ)Y

(n−s)(ξ) −

−
n∑

s=2

x∫
t

∂ νKqp(x, ξ, ρ)

∂xν
A0p(ξ)As0(ξ)Y

(n−s)(ξ)dξ +

+

x∫
t

∂ νKqp(x, ξ, ρ)

∂xν
A0p(ξ)Y

(n)(ξ)dξ

⎤
⎦, q = 1, 2,

K1p(x, ξ, ρ) =
k∑

j=1

ωm−p+1
j eρωj(x−ξ),

K2p(x, ξ, ρ) =

r∑
j=k+1

ωm−p+1
j eρωj(x−ξ), p = 0,m.

3.1.4. Асимптотика розв’язкiв квазiдиференцiально-
го рiвняння з мiрами. Користуючись твердженням 2.5, легко
встановити оцiнки для скалярних ядер K1p, K2p та їхнiх похi-
дних. Вiдповiдь на це питання дає наступна лема.
Лема 5. Iснує така стала D, що для всiх ρ ∈ T та

ν = 0, r − 1 виконуються нерiвностi∣∣∣∣ ∂ ν

∂xν
K1(x, ξ, ρ)

∣∣∣∣ � D |ρ|ν k
∣∣∣eρωk(x−ξ)

∣∣∣, a � ξ � x � b,

∣∣∣∣ ∂ ν

∂xν
K2(x, ξ, ρ)

∣∣∣∣ � D |ρ|ν (r − k)
∣∣∣eρωk(x−ξ)

∣∣∣, a � x � ξ � b.

Доведення здiйснюється за схемою доведення леми 4.
Справдi, оскiльки неперервна функцiя є обмеженою, ми можемо
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вибрати сталу D так, щоб∣∣∣ec(ωj−ωk)(x−ξ)
∣∣∣ � D ∀j, k = 1, n, x, ξ ∈ [a, b].

Якщо ρ ∈ T , то з нерiвностей (2.25) випливає, що для α � k має
мiсце Re(ρωα) � Re(ρωα+(ρ+c)(ωk−ωα)). Тому при a � ξ � x � b

∣∣∣∣ ∂ ν

∂xν
K1(x, ξ, ρ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

k∑
α=1

ρνων+m−p+1
j eρωα(x−ξ)

∣∣∣∣∣ �
�

k∑
α=1

|ρ|ν
∣∣∣e[ρωα+(ρ+c)(ωk−ωα)](x−ξ)

∣∣∣,
звiдки випливає перша нерiвнiсть леми. Друга нерiвнiсть дово-
диться аналогiчно.

У наступнiй теоремi на основi аналiзу матричних iнтегро-
квазiдиференцiальних рiвнянь (3.28) встановлюються асимпто-
тичнi формули для фундаментальної системи розв’язкiв рiвнян-
ня (3.4).
Теорема 3.1. При вищезгаданих умовах на матрицi Aij

квазiдиференцiального матричного рiвняння (3.16), воно у всiй
областi T комплексної ρ-площини має r лiнiйно незалежних ма-
тричних розв’язкiв Y1, Y2, . . . , Yr, регулярних вiдносно ρ ∈ T ,
таких, що при досить великому |ρ| задовольняють спiввiдноше-
ння (ν = 0, r − 1, k = 1, r)

Y
[ν]
k (x, ρ) = Rνρ

νeρωk(x−a)
[
ων
kEl +O

(
1
ρ

)]
, (3.29)

де Rν подаються формулами (3.24).
Доведення. Припустимо, що рiвняння (3.16) має такий

розв’язок Yk, що Ĉν = 0 при ν 
= k, Ĉk = e−ρωkaEl. Покладе-
мо

Y
[ν]
k (x, ρ) = ρνeρωk(x−a)Zkν , ν = 0, r − 1, (3.30)
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i введемо позначення

Kkpνs(x, ξ, ρ) =
1

r
Rνγm−pe

−ρωk(x−ξ)ρ2−s−p−ν×

×∂
νK1p(x, ξ, ρ)

∂xν
для ξ � x, (3.31)

Kkpνs(x, ξ, ρ) = −1

r
Rν γm−pe

−ρωk(x−ξ)ρ2−s−p−ν×

×∂
νK2p(x, ξ, ρ)

∂xν
для ξ > x, (3.32)

k = 1, r, p = 0,m, ν = 0, r − 1, s = 1, n;

тодi для матриць-функцiй Zkν(x, ρ) ми отримаємо з (3.28) систе-
му iнтегральних рiвнянь

Zkν(x, ρ) = Rνω
ν
kEl −

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kk0νs(x, ξ, ρ)As0(ξ)Zk,n−s(ξ, ρ)dξ +

+
1

ρ

m∑
p=1

⎡
⎣ n∑
s=1

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)dBsp(ξ)Zk,n−s(ξ, ρ)−

−
n∑

s=2

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)A0p(ξ)As0(ξ)Zk,n−s(ξ, ρ)dξ +

+

b∫
a

Kkpν0(x, ξ, ρ)A0p(ξ)Zk,n(ξ, ρ)dξ

⎤
⎦. (3.33)

Другий iнтеграл в (3.33) буде iснувати як набiр скалярних iн-
тегралiв Стiльтьєса внаслiдок того, що пiдiнтегральна матриця-
функцiя може мати розриви хiба що справа, тодi як Bsp(x) є не-
перервними праворуч. Побудуємо тепер скалярну та матричну
функцiї Qkpνs(x, ξ, ρ) i Usp(x) = (uspij(x))

l
i,j=1 (k = 1, r, p = 0, 2m,
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ν = 0, r − 1, s = 0, n) наступним чином:

Qkpνs(x, ξ, ρ)=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Kkpνs(x, ξ, ρ), s = 0, n, p = 1,m;
−Kk,p−m,νs(x, ξ, ρ), s = 1, n, p = m+ 1, 2m;
−Kk0νs(x, ξ, ρ), s = 1, n, p = 0;
0, s = 0, p = 0,m+ 1,m+ 2, . . . , 2m;

Usp(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Bsp(x), s = 1, n, p = 1,m;
x∫
a
A0p(τ)dτ , s = 0, p = 0,m;

x∫
a
As0(τ)dτ , s = 1, n, p = 0;

x∫
a
A0,p−m(τ)As0(τ)dτ , s = 0, n, p = m+ 1, 2m.

Iнтеграл Лебега зi змiнною верхньою межею вiд сумовної
функцiї є абсолютно неперервною функцiєю на промiжку [a, b],
а отже, має обмежену варiацiю на цьому промiжку. Внаслiдок
цього всi елементи матриць Usp(x) мають обмежену варiацiю на
[a, b]. Тодi (3.33) можна буде зобразити в компактнiшому виглядi

Zkν(x, ρ) = Rνω
ν
kEl +

+
1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Qkpνs(x, ξ, ρ)dUsp(ξ)Zk,n−s(ξ, ρ). (3.34)

При фiксованому k i ν = 0, r − 1 це є система iнтеграль-
них рiвнянь стосовно функцiй Zkν(x, ρ) = (zkνij(x, ρ))

l
i,j=1, ν =

= 0, r − 1. Якщо система (3.34) має розв’язок, то, використавши
метод послiдовних пiдстановок, отримаємо

Zkν(x, ρ) = Rνω
ν
kEl +

+
1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Qkpνs(x, ξ, ρ)ω
n−s
k dUsp(ξ) + . . . +

1

ρd
×

×
2m∑

p1,...,pd=0

n∑
s1,...,sd=0

b∫
a

. . .

b∫
a

Qkp1νs1(x, ξ1, ρ)dUs1p1(ξ1)× . . .
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. . .×Qk,pd,n−sd−1,sd(ξd−1, ξd, ρ)dUsdpd(ξd)ω
n−sd
k +

1

ρd+1
×

×
2m∑

p1,...,pd+1=0

n∑
s1,...,sd+1=0

b∫
a

. . .

b∫
a

Qkp1νs1(x, ξ1, ρ)dUs1p1(ξ1)× . . .

. . .×Qk,pd+1,n−sd,sd+1
(ξd, ξd+1, ρ)dUsd+1,pd+1

(ξd+1)Zk,n−sd+1
(ξd+1, ρ).

Розпишемо тепер останню рiвнiсть покомпонентно:

zkνij(x, ρ) = Rνω
ν
kδij +

1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Qkpνs(x, ξ, ρ)duspij(ξ)ω
n−s
k + . . .

. . .+
1

ρd

2m∑
p1,...,pd=0

n∑
s1,...,sd=0

b∫
a

. . .

b∫
a

l∑
g1,...,gd−1=1

Qk,p1,ν,s1(x, ξ1, ρ)×

×dus1,p1,i,g1(ξ1) . . . Qk,pd,n−sd−1,sd(ξd−1, ξd, ρ)×

×dusd,pd,gd−1,j(ξd)ω
n−sd
k +

+
1

ρd+1

2m∑
p1,...,pd+1=0

n∑
s1,...,sd+1=0

b∫
a

. . .

b∫
a

l∑
g1,...,gd+1=1

Qkp1νs1(x, ξ1, ρ)×

×dus1p1ig1(ξ1). . .Qk,pd+1,n−sd,sd+1
(ξd, ξd+1, ρ)×

×dusd+1,pd+1,gd,gd+1
(ξd+1)zk,n−sd+1,gd+1,j(ξd+1, ρ), (3.35)

тут δij – символ Кронекера, ν = 0, r − 1, i, j = 1, l. Нехай

B = max
a�x�b

|zkνij(x)|, ν = 0, r − 1, k = 1, r, i, j = 1, l;

Vspij =
b
V
a
uspij, M = max Vspij, s = 0, n, p = 0, 2m, i, j = 1, l.

З леми 5 i формул (3.31), (3.32) безпосередньо випливає iснува-
ння таких сталих L i R, що при s + p 
= 1 i |ρ| > R справджу-
ватиметься нерiвнiсть |Qkpνs(x, ξ, ρ)| � L. З умов A10(x) ≡ 0,
A01(x) ≡ 0 на [a, b] видно, що там є сталими i матрицi-функцiї
U10(x), U01(x). Тодi останнiй доданок з рiвностi (3.35) за модулем
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не перевищує

B
Ld+1

|ρ|d+1

2m∑
p1,p2,...,pd+1=0

n∑
s1,s2,...,sd+1=0

l∑
g1,...,gd+1=1

Vs1p1ig1×

×
d+1∏
j=2

Vsjpjgj−1,gj � 2B(d+ 1)3nml

(
LM

|ρ|

)d+1

.

При |ρ| > R0, де R0 = max {R, 2LM} (тут враховано, що при
великих d справджується нерiвнiсть d3 < 2d), функцiя zkνij(x, ρ)
є сумою ряду

zkνij(x, ρ) = Rνω
ν
kδij +

1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Qkpνs(x, ξ, ρ)ω
n−s
k duspij(ξ) +

+
1

ρ2

2m∑
p1,p2=0

n∑
s1,s2=0

l∑
g=1

b∫
a

b∫
a

Qkp1νs1(x, ξ1, ρ)×

×Qkp2,n−s1,s2(ξ1, ξ2, ρ)ω
n−s2
k dus1p1ig(ξ1)dus2p2gj(ξ2) + . . . ,

оскiльки вiн мажорується сумою геометричної прогресiї зi зна-
менником, меншим вiд одиницi. Навпаки, легко побачити, що в
кожнiй областi |ρ| � R1 > R0, a � x � b цей ряд збiгається
рiвномiрно i є покомпонентним розв’язком системи (3.34). От-
же, система (3.34) має один i тiльки один матричний розв’язок
Zkν = Zkν(x, ρ), аналiтичний вiдносно ρ, причому

Zkν(x, ρ) = Rνω
ν
kEl +O

(
1
ρ

)
.

Звiдси i з рiвностi (3.30) випливають спiввiдношення (3.29),
з яких можна зробити висновок про лiнiйну незалежнiсть
матриць-функцiй Y1, Y2, . . . , Yr. Залишається довести, що iснує
розв’язок Yk(x, ρ) рiвняння (3.16), якому за формулою (3.30) вiд-
повiдає таке Zkν, що задовольняє (3.33). Для цього досить пока-
зати, що якими б не були сталi матрицi Ĉν , iснує розв’язок Y
рiвняння (3.16), який задовольняє (3.28) при цих значеннях Ĉν .
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Рiвностi (3.26), (3.27) – це лiнiйне перетворення вiд Cj до Ĉj.
Очевидно, достатньо довести, що визначник перетворення (3.26),
(3.27) при достатньо великих |ρ|, ρ ∈ T , вiдрiзняється вiд нуля. У
цьому випадку рiвняння (3.26), (3.27) можна розв’язати вiдносно
Cj при довiльно заданих Ĉj .

Якщо визначник перетворення (3.26), (3.27) дорiвнює нулю
при як завгодно великих |ρ| , ρ ∈ T , то для цих значень ρ рiвня-
ння (3.26), (3.27) мають нетривiальнi розв’язки вiдносно Cj при
Ĉ1 = Ĉ2 = . . . = Ĉr = 0. Вiдповiдна функцiя Y буде тодi не-
тривiальним розв’язком першого рiвняння системи, яку можна
отримати з (3.28) при Ĉ1 = Ĉ2 = . . . = Ĉr = 0.

Доведемо, що це неможливо. Скориставшись замiною
(ν = 0, r − 1)

Zν(x, ρ) = (zνij(x, ρ))
l
i,j=1 = Y [ν](x, ρ)ρ−νe−ρωk(x−a), (3.36)

аналогiчною до формули (3.30), отримаємо для матриць-функцiй
Zν систему рiвнянь

Zν(x, ρ) = −1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kk0νs(x, ξ, ρ)As0(ξ)Zn−s(ξ, ρ)dξ +

+
1

ρ

m∑
p=1

n∑
s=1

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)dBsp(ξ)Zn−s(ξ, ρ) −

− 1

ρ

m∑
p=2

n∑
s=2

b∫
a

Kkpνs(x, ξ, ρ)A0p(ξ)As0(ξ)Zn−s(ξ, ρ)dξ +

+
1

ρ

m∑
p=2

b∫
a

Kkpν0(x, ξ, ρ)A0p(ξ)Zn(ξ, ρ)dξ.

За допомогою функцiй Qkpνs(x, ξ, ρ) i Usp(x) останню рiвнiсть
можна записати в компактнiшiй формi

Zν(x, ρ) =
1

ρ

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

Qkpνs(x, ξ, ρ)dUsp(ξ)Zn−s(ξ, ρ).
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Поклавши m(ρ) = max |zνij(x, ρ)|, a � x � b, ν = 0, r − 1, i, j =
= 1, l, i використавши лему 5, отримаємо оцiнки кожного еле-
мента матрицi Zν(x, ρ)

|zνij(x, ρ)| �
D1

|ρ|

2m∑
p=0

n∑
s=0

b∫
a

|ρ|2−p−s |duspij(ξ)|m(ρ).

Оскiльки лiва частина досягає свого максимуму m(ρ), то
m(ρ) � m(ρ)D2/|ρ|, де D1, D2 – сталi.

Для великих значень |ρ| ця нерiвнiсть можлива лише тодi,
коли m(ρ) = 0; отже, zνij(x, ρ) = 0. Звiдси можна зробити висно-
вок, що Y ≡ 0. Теорему доведено.

3.2. Асимптотика власних значень крайової
задачi

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[65].

3.2.1. Сингулярний квазiдиференцiальний оператор.
Квазiдиференцiальний вираз L̂mn(y) i крайовi умови

Ûν(y) =

r−1∑
j=0

Γνjy
[j](a) +

r−1∑
j=0

Δνjy
[j](b) = 0, ν = 1, r, (3.37)

де Γνj, Δνj – сталi матрицi l-го порядку, породжують квазiди-
ференцiальний оператор L̂ з областю визначення

D(L̂) =
{
y : y[k](x) ∈ AC

(
[a, b];Cl

)
, k = 0, n − 1,

y[s](x) ∈ BV +
(
[a, b];Cl

)
, s = n, r − 1, Ûν(y) = 0, ν = 1, r

}
,

який дiє з простору BV +
(
[a, b];Cl

)
в простiр векторiв-мiр.

Крайовi умови (3.37) можна переписати у матричному вигля-
дi

Ûν(Y ) = 0, ν = 1, r (3.38)
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або
WaY(a) +WbY(b) = 0, (3.39)

де блочнi матрицiWa,Wb мають виглядWa = (Γν,j−1)
r
ν,j=1,Wb =

= (Δν,j−1)
r
ν,j=1, а матриця Y подається формулою (3.6).

3.2.2. Регулярнi крайовi умови. Розглянемо лiнiйнi фор-
ми Ûν(y), ν = 1, 2, . . . , r. Число k назвемо порядкомформи Ûν(y),
якщо ця форма мiстить хоча б один з векторiв y[k](a) i y[k](b),
але не мiстить векторiв y[ν](a) i y[ν](b) для ν > k. Розглянемо
форми порядку r − 1, якщо такi є; вони мають вигляд

Ûν(y) = Γν,r−1y
[r−1](a) + Δν,r−1y

[r−1](b) + . . .

Прямокутна матриця (Γν,r−1,Δν,r−1) маєm рядкiв i 2m стовпцiв.
Але максимальна кiлькiсть лiнiйно незалежних рядкiв з 2m еле-
ментiв дорiвнює 2m; тому, замiнюючи їх, за необхiдностi, лiнiй-
ними комбiнацiями, можна досягти того, що максимальне число
форм порядку r− 1 буде меншим або рiвним 2. Решта форм має
порядок менший або рiвний r−2; застосовуючи до форм порядку
r − 2 той самий прийом, зведемо їх число до мiнiмуму i т. д.

Цю операцiю називають нормуванням крайових умов, а самi
умови – нормованими. Таким чином, за допомогою нормування
крайовi умови (3.37) можна подати у виглядi

Ûν(y) ≡ Ûνa(y) + Ûνb(y) = 0, (3.40)

де

Ûνa(y) = Γνy
[kν ](a) +

kν−1∑
j=0

Γ̃νjy
[j](a), (3.41)

Ûνb(y) = Δνy
[kν ](b) +

kν−1∑
j=0

Δ̃νjy
[j](b), (3.42)

r − 1 � k1 � k2 � . . . � kr � 0, ks+2 < ks, s = 1, r − 2, ν = 1, r,
причому для кожного значення iндексу ν хоча б одна з матриць
Γν , Δν вiдрiзняється вiд нульової.
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Означення 3.9. При r непарному (r = 2μ−1) нормованi кра-
йовi умови (3.40) назвемо регулярними для розглядуваної задачi
(3.2), (3.40), якщо числа θ0 i θl, що визначаються спiввiдношен-
ням

θ0 + θ1s+ . . .+ θls
l =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Γ1ω
k1
1 · · · Γ1ω

k1
μ−1 (Γ1 + sΔ1)ω

k1
μ Δ1ω

k1
μ+1 · · · Δ1ω

k1
r

Γ2ω
k2
1 · · · Γ2ω

k2
μ−1 (Γ2 + sΔ2)ω

k2
μ Δ2ω

k2
μ+1 · · · Δ2ω

k2
r

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Γrω

kr
1 · · · Γrω

kr
μ−1 (Γr + sΔr)ω

kr
μ Δrω

kr
μ+1 · · · Δrω

kr
r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(3.43)

вiдрiзняються вiд нуля. При r парному (r = 2μ) нормованi крайо-
вi умови (3.40) називатимемо регулярними для цiєї задачi, якщо
будуть вiдмiнними вiд нуля числа θ−l i θl, що визначаються рiв-
нiстю

θ−l

sl
+ . . . +

θ−1

s
+ θ0 + θ1s+ . . .+ θls

l = det(A,B), (3.44)

де

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
Γ1ω

k1
1 · · · Γ1ω

k1
μ−1 (Γ1 + sΔ1)ω

k1
μ

(
Γ1 +

1
sΔ1

)
ωk1
μ+1

Γ2ω
k2
1 · · · Γ2ω

k2
μ−1 (Γ2 + sΔ2)ω

k2
μ

(
Γ2 +

1
sΔ2

)
ωk2
μ+1

· · · · · · · · · · · · · · ·
Γrω

kr
1 · · · Γrω

kr
μ−1 (Γr + sΔr)ω

kr
μ

(
Γr +

1
sΔr

)
ωkr
μ+1

⎞
⎟⎟⎟⎠,

B =

⎛
⎜⎜⎜⎝

Δ1ω
k1
μ+2 · · · Δ1ω

k1
r

Δ2ω
k2
μ+2 · · · Δ2ω

k2
r

· · · · · · · · ·
Δrω

kr
μ+2 · · · Δrω

kr
r

⎞
⎟⎟⎟⎠.

Означення регулярностi 3.9 є аналогiчним до означення ре-
гулярностi в [76, с. 120–121] та [42, с. 203–205], лише з тiєю рiзни-
цею, що тут воно формулюється в термiнах квазiпохiдних, а не
звичайних похiдних. Це означення не залежить вiд вибору обла-
стi S, за допомогою якої були занумерованi числа ωj. Останнє
твердження доводиться так само, як i в [76].
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Мають мiсце наступнi властивостi регулярних умов, якi до-
водяться аналогiчно до [76, с. 67–69].

1. Коренi рiвняння

θ0 + θ1ξ + . . .+ θlξ
l = 0 (3.45)

не змiнюються при переходi вiд Sq до S ′
q, при q = q′ (mod 2).

2. При змiнi iндексу областi Sq на парний доданок коренi рiв-
няння

θ−lξ
−l + . . .+ θlξ

l = 0 (3.46)

(вiдповiдного регулярним крайовим умовам) не змiнюються; при
переходi вiд парного q до непарного вони змiнюють свої значення
на оберненi.

3.2.3. Асимптотика власних значень. Для крайової за-
дачi (3.2), (3.40) можна встановити, що при регулярних для неї
крайових умовах множина власних значень є злiченною, а асим-
птотична поведiнка великих за модулем власних значень зале-
жить лише вiд чисел θj, j = −l,−l+1, . . . , l. Ми будемо вважати
(не уточнюючи цього в умовi теореми заради лаконiчностi), що
матричнi коефiцiєнти векторного рiвняння (3.2) задовольняють
накладенi на них у пунктi 3.1.1 умови.
Теорема 3.2. Нехай L̂ – квазiдиференцiальний оператор, по-

роджений квазiдиференцiальним виразом L̂mn(y) i регулярними
крайовими умовами (3.40).

При непарному r кожному простому кореню ξ
(1)
j рiвняння

(3.45) для сектора Sq з парним q, а також кожному просто-
му кореню ξ

(2)
j рiвняння (3.45) для сектора Sq з непарним q,

вiдповiдає послiдовнiсть власних значень вiдповiдно λ(1)kj i λ
(2)
kj ,

причому ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
λ
(1)
kj =

(
∓2kπi

b−a

)r[
1∓ r ln0 ξ

(1)
j

2kπi +O
(

1
k2

)]
,

λ
(2)
kj =

(
±2kπi

b−a

)r[
1± r ln0 ξ

(2)
j

2kπi +O
(

1
k2

)]
.

(3.47)
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Тут верхнiй знак вiдповiдає r = 4g − 1, а нижнiй – r = 4g +
+ 1; ln0 ξ – деяке фiксоване значення натурального логарифма:
k = N + 1, N + 2, . . .; N ∈ N – достатньо велике число.

У випадку p-кратних коренiв ξ(1)j або ξ(2)j отримуються p
послiдовностей власних значень, що задовольняють асимпто-
тичнi формули⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
λ
(1)
kj =

(
∓2kπi

b−a

)r[
1∓ r ln0 ξ

(1)
j

2kπi +O
(

1
k1+1/p

)]
,

λ
(2)
kj =

(
±2kπi

b−a

)r[
1± r ln0 ξ

(2)
j

2kπi +O
(

1
k1+1/p

)]
,

(3.48)

j = j0, j0 + 1, . . . , j0 + p− 1,

причому ξ(γ)j0
= . . . = ξ

(γ)
j0+p−1, γ = 1, 2. Вибiр знаку в (3.48) пiд-

порядкований тому самому правилу, що й у формулах (3.47).
При парному r кожному простому кореню ξ рiвняння (3.46)

для областi S0 вiдповiдає послiдовнiсть власних значень

λk =

(
2kπi

b− a

)r[
1∓ r ln0 ξ

2kπi
+O

(
1

k2

)]
, (3.49)

де верхнiй знак вiдповiдає r = 4g, а нижнiй – r = 4g+2. При пе-
реходi до областi Sq з парним q формула (3.49) не змiнюється;
для областi Sq, де q – непарне, в (3.49) потрiбно ξ замiнити на
ξ−1.

Кожному p-кратному кореню ξ рiвняння (3.46) вiдповiдає p
послiдовностей власних значень

λkj =

(
2kπi

b− a

)r[
1∓ r ln0 ξ

2kπi
+O

(
1

k1+1/p

)]
, j = 1, p, (3.50)

з вибором знаку за попереднiм правилом.
У випадку кратного кореня ξ деякi з λkj , вiдповiднi цьому ξ,

можуть спiвпасти, утворюючи одне кратне власне значення.
При |λ| досить великому оператор L̂ не має нiяких iнших вла-
сних значень i кратнiсть власного значення λkj дорiвнює числу
власних значень з формул (3.48), (3.50), якi збiгаються з ним,
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а, отже, не перевищує кратностi вiдповiдного кореня ξ рiвнянь
(3.45), (3.46).
Доведення здiйснюється аналогiчно доведенню теорем 2.2,

2.26 з використанням теореми 3.1, причому застосовується той
самий метод доведення, що i в [76, с. 74–83, с. 121–122].

Розглянемо випадок непарного r. Нехай r = 2μ−1, а ρ визна-
чається за формулою λ = (−1)m+1ρr. Розiб’ємо всю комплексну
ρ-площину на 2r секторiв Sq i Tq (так само, як це робиться в
пунктi 3.1.3). Нехай числа ωj (рiзнi коренi r-го степеня з −1) за-
нумеровано так, що для ρ ∈ T виконується ланцюг нерiвностей
(2.25).

Покладемо
ρ̃j = (ρ+ c)ωj , j = 1, r.

Так само, як i в теоремi 2.2, можна показати, що мають мiсце
формули (2.76), (2.77). Отже, для ρ → ∞, ρ ∈ T , eρ̃j експонен-
цiально прямує до нуля, якщо j < μ, i до безмежностi, якщо
j > μ.

Згiдно з теоремою 3.1 матричне квазiдиференцiальне рiвня-
ння (3.4), вiдповiдне векторному рiвнянню (3.2), має r лiнiйно
незалежних розв’язкiв Y1(x), Y2(x), . . . , Yr(x), якi для великих
|ρ|, ρ ∈ T , подаються разом зi своїми квазiпохiдними формулами
(3.29). Складемо з їх допомогою визначник Δ̂(λ) = det(Ûν(Yj)),
ν, j = 1, r. Вiдомо, що власнi значення є нулями Δ̂(λ).

Пiдставивши вирази (3.29) в нормованi форми Ûν(y) ((3.41),
(3.42)), отримаємо

Ûνa(Yj) = (ρωj)
kν Rν[Γν],

Ûνb(Yj) = (ρωj)
kν Rνe

ρωj(b−a)[Δν],

де Rν подаються формулами (3.24), [A] = A+O
(
1
ρ

)
при |ρ| → ∞.

Звiдси
Ûν(Yj) = (ρωj)

kν Rν{[Γν]+ eρωj(b−a)[Δν]}.

У випадку j < μ функцiя eρωj(b−a) = e−cωj(b−a)eρ̃j(b−a) експонен-
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цiально спадає при ρ→ ∞, ρ ∈ T ; отже,

Ûν(Yj) =

⎧⎨
⎩
Rν(ρωj)

kν [Γν], j < μ,

Rν(ρωμ)
kν{[Γν]+ eρωμ(b−a)[Δν]},

Rν(ρωj)
kνeρωj(b−a)[Δν], j > μ.

(3.51)

Пiдставимо всi цi вирази в рiвняння

Δ̂(λ) = det(Ûν(Yj)) = 0

i скоротимо на спiльнi множники ρk1R1, ρk2R2, . . . , ρkrRr рядкiв i
eρωμ+1(b−a), eρωμ+2(b−a), . . . , eρωr(b−a) останнiх стовпцiв визначника
Δ̂(λ). Тодi це рiвняння запишеться у виглядi

Δ̂0 = det(A,B) = 0, (3.52)

де блочнi матрицi A i B мають вигляд

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
[Γ1]ωk1

1 · · · [Γ1]ωk1
μ−1 [Γ1 + eρωμ(b−a)Δ1]ωk1

μ

[Γ2]ωk2
1 · · · [Γ2]ωk2

μ−1 [Γ2 + eρωμ(b−a)Δ2]ωk2
μ

· · · · · · · · · · · ·
[Γr]ωkr

1 · · · [Γr]ωkr
μ−1 [Γr + eρωμ(b−a)Δr]ωkr

μ

⎞
⎟⎟⎟⎠, (3.53)

B =

⎛
⎜⎜⎜⎝
[Δ1]ωk1

μ+1 · · · [Δ1]ωk1
r

[Δ2]ωk2
μ+1 · · · [Δ2]ωk2

r

· · · · · · · · ·
[Δr]ωkr

μ+1 · · · [Δr]ωkr
r

⎞
⎟⎟⎟⎠.

Згiдно з визначенням чисел θ0, θ1, . . . , θl у формулi (3.43) з (3.53)
випливає, що

[θ0]+ eρωμ(b−a)[θ1]+ e2ρωμ(b−a)[θ2]+ . . .+ elρωμ(b−a)[θl] = 0,

тобто ми приходимо до рiвняння

[θ0]+ [θ1]ξ + . . .+ [θl]ξl = 0, (3.54)

в якому внаслiдок регулярностi крайових умов θ0 
= 0, θl 
= 0.
Тодi

ρ = 1
ωμ(b−a)

{
ln0 ξj + 2kπi +O

(
1
ρ

)}
, k = 0,±1,±2, . . . , (3.55)
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де ξj – коренi рiвняння (3.54).
Покладемо

ρkj =
1

ωμ(b− a)
{2kπi + ln0 ξj};

тодi спiввiдношення (3.55) перепишуться у виглядi

ρ = ρkj +O
(
1
ρ

)
, k ∈ Z.

Так само, як у теоремi 2.2, встановлюється, що числа ρk роз-
ташованi паралельно бiсектрисi областi T , причому у випадку
r = 4q − 1 для областi T з парним iндексом слiд брати k > 0,
а для областi T з непарним iндексом потрiбно брати k < 0; у
випадку r = 4q + 1 навпаки: для областi T з парним iндексом
необхiдно брати k < 0, а для областi T з непарним iндексом
k > 0.

Опишемо тепер навколо кожної точки ρkj коло Akj одного
й того самого радiуса p/(b − a), де p < π. Повторивши мiрку-
вання теорем 2.2 i 2.26 та застосувавши теорему Руше, можна
побачити, що для достатньо великих |ρ|, ρ ∈ T , рiвняння (3.54)
може мати нулi лише всерединi Akj, причому стiльки, скiльки їх
там має рiвняння (3.45). Звiдси, пiсля врахування кратностi ко-
ренiв ξj i пiднесення до r-го степеня формул (3.55), отримується
твердження теореми у випадку непарного r.

Випадок парного r розглядається аналогiчно наведеним вище
мiркуванням та мiркуванням з другої частини доведення теорем
2.2 i 2.26. Теорему доведено.

3.2.4. Асимптотика власних функцiй. Користуючись те-
оремами 3.1 i 3.2, можна встановити асимптотичну поведiнку
власних функцiй. Власна функцiя має задовольняти крайову за-
дачу (3.2), (3.40) i вiдповiдати власному значенню, її можна по-
дати у виглядi

y = Y1c1 + Y2c2 + . . .+ Yrcr,
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де Y1(x), Y2(x), . . . , Yr(x) – лiнiйно незалежна система розв’язкiв
рiвняння (3.4), визначена за допомогою теореми 3.1. З системи

r∑
j=1

Ûν(Yj)cj = 0, ν = 1, r,

визначають нетривiальнi розв’язки – вектор-стовпцi cj . За до-
помогою методу Гаусса, надаючи вiльним невiдомим вектор-
функцiям cj деяких значень, визначають решту cj i знаходять
y. У випадку простих власних значень побудову власних фун-
кцiй можна провести безпосереднiм узагальненням скалярного
випадку.

Таким чином, асимптотичнi формули для i-го елемента вла-
сних функцiй yk(x) = colon(yk1(x), yk2(x), . . . , ykl(x)), вiдповiд-
них простим власним значенням λk, можна подати у вигля-
дi визначникiв lr-го порядку, якi отримують з детермiнанта
Δ̂(λ) = det(Ûν(Yj))

r
ν,j=1 шляхом замiни в ньому першого (зви-

чайного, а не блочного) рядка на i-й рядок прямокутної матрицi
(Y1(x), Y2(x), . . . , Yr(x)), де Y1(x), Y2(x), . . . , Yr(x) – фундамен-
тальна система розв’язкiв рiвняння (3.4), що задовольняє асим-
птотичнi формули (3.29).

3.3. Функцiя Ґрiна крайової задачi
Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi

[68].

3.3.1. Спряженi крайовi умови. Розглянемо вираз Z∗Y i
здиференцiюємо його, скориставшись формулами (3.7), (3.10):

(Z∗Y)′ = (Z∗)′ Y + Z∗Y ′ = −
(
(B∗)′ Z

)∗ Y + Z∗B′Y =

= −Z∗B′Y + Z∗B′Y = 0.

Таке диференцiювання допустиме, оскiльки добутки (Z∗)′ Y
i Z∗Y ′ є коректними на пiдставi того факту, що Y , Y [1], . . . ,
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Y [n−1], Z, Z{1}, . . . , Z{m−1} – матрицi, що складаються з абсо-
лютно неперервних на [a, b] функцiй, а Y [n], Y [n+1], . . . , Y [r−1],
Z{m}, Z{m+1}, . . . , Z{r−1} – матрицi, компоненти яких є функцi-
ями обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї. Отже, Z∗Y є сталою
величиною i тому

(Z∗Y)|ba = 0 (3.56)

або в розгорнутому виглядi

r∑
j=1

Z∗{r−j}(b)Y [j−1](b)−
r∑

j=1

Z∗{r−j}(a)Y [j−1](a) = 0.

За допомогою останньої рiвностi, аналогiчно скалярному ви-
падку, можна визначити спряженi крайовi умови. Для цього до-
повнимо лiнiйнi форми Û1(Y ), Û2(Y ), . . . , Ûr(Y ) довiльними фор-
мами Ûr+1(Y ), Ûr+2(Y ), . . . , Û2r(Y ) до лiнiйно незалежної систе-
ми 2r лiнiйних форм. Тодi систему

Ûν(Y ) =

r−1∑
j=0

ΓνjY
[j](a) +

r−1∑
j=0

ΔνjY
[j](b), ν = 1, 2r,

можна однозначно розв’язати вiдносно невiдомих Y [q](a), Y [q](b),
якi визначаються через Û1(Y ), . . . , Û2r(Y ). Пiдставивши отрима-
нi Y [q](a), Y [q](b) (q = 0, r − 1) в бiлiнiйну форму в лiвiй частинi
рiвностi (3.56), ми отримаємо, що

(Z∗Y)|ba =

2r∑
ν=1

Aν(ξ)Bν(η),

де η =
(
Y [q](a), Y [q](b)

)
, ξ =

(
Z∗{q}(a), Z∗{q}(b)

)
, q = 0, r − 1, а

Bν(η) = Ûν(Y ). Позначимо A2r(ξ) = V̂1(Z), . . . , A1(ξ) = V̂2r(Z).
Очевидно, що для того щоб виконувалась рiвнiсть (3.56), повиннi
мати мiсце спiввiдношення

V̂ν(Z) = 0, ν = 1, r, (3.57)
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де

V̂ν(Z) =

r−1∑
j=0

Γ̂νjZ
{j}(a) +

r−1∑
j=0

Δ̂νjZ
{j}(b), ν = 1, r,

якi ми назвемо спряженими крайовими умовами до умов (3.37)
(оскiльки крайовi умови дорiвнюють нулю, можна перенести
комплексне спряження з Z на матрицю сталих коефiцiєнтiв при
ньому). Спряженi крайовi умови можна записувати й у вектор-
ному виглядi V̂ν(z) = 0, ν = 1, r.
Зауваження. Якщо |Wa| 
= 0 i |Wb| 
= 0 одночасно в рiвняннi

(3.39), то крайовi умови для спряженого рiвняння подаватиму-
ться у виглядi

Z∗(a)W−1
a + Z∗(b)W−1

b = 0. (3.58)

Справдi, з рiвностi (3.39), якщо |Wa| 
= 0, маємо

Y(a) = −W−1
a WbY(b).

Пiдставивши отриманий вираз у (3.56), отримаємо спiввiдноше-
ння

Z∗(b)Y(b) + Z∗(a)W−1
a WbY(b) = 0,

звiдки при |Wb| 
= 0 випливає (3.58).
Спряжений квазiдиференцiальний вираз L̂∗

mn(z) i спряженi
крайовi умови (3.57) породжують квазiдиференцiальний опера-
тор L̂∗, який є спряженим до L̂. Квазiдиференцiальний оператор
L̂∗ має область визначення

D(L̂∗) =
{
z : z{k} ∈ AC

(
[a, b];Cl×1

)
, k = 0,m− 1,

z{s} ∈ BV +
(
[a, b];Cl×1

)
, s = m, r − 1, V̂ν(z) = 0, ν = 1, r

}
i дiє з простору BV + ([a, b];C) у простiр мiр.
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3.3.2. Функцiя Ґрiна крайової задачi. Розглянемо тепер
неоднорiдне векторне квазiдиференцiальне рiвняння

L̂mn(y) = λy + f ′, (3.59)

де f – вектор-стовпець, усi компоненти якого є неперервними
справа функцiями обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї, а також
асоцiйоване йому матричне рiвняння

L̂mn(Y ) = λY + F ′, (3.60)

де матриця F (x) складається з l стовпцiв f(x). Неоднорiдне рiв-
няння (3.60) за допомогою введення прямокутної матрицi Y (див.
пункт 3.1.1) зводиться до системи диференцiальних рiвнянь пер-
шого порядку

Y ′ = B′Y + F′, (3.61)

де F(x) = (0, . . . , 0,−F (x))T . Ця система є коректною внаслiдок
виконання умов [ΔB(x)]2 ≡ 0 i ΔB(x)ΔF(x) ≡ 0 (див. [114, с. 9]).

Побудуємо матричну функцiю Ґрiна крайової задачi (3.59),
(3.37). Нехай K(x, t, λ) – матриця-функцiя Кошi однорiдного рiв-
няння (3.4). Вiдомо [114, с. 21, 124, с. 146, с. 156], що K(x, a, λ),
K∗{1}∗(x, a, λ), . . . , K∗{r−1}∗(x, a, λ) утворюють фундаментальну
систему розв’язкiв i розв’язок рiвняння (3.60) можна записати у
виглядi

Y (x, λ) =

r∑
k=1

K∗{k−1}∗(x, a, λ)Ck +

x∫
a

K(x, t, λ)dF (t). (3.62)

Оскiльки

Y [j](x, λ) =

r∑
k=1

K [j]∗{k−1}∗(x, a, λ)Ck +

x∫
a

K [j](x, t, λ)dF (t)

(j = 1, r), пiдстановка формули (3.62) в крайовi умови (3.38) дає
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рiвностi

Ûν(Y ) =

r∑
k=1

Ûν

(
K∗{k−1}∗(x, a, λ)

)
Ck +

+
r−1∑
j=0

Δνj

b∫
a

K [j](b, t, λ)dF (t), ν = 1, r, (3.63)

що можна записати у виглядi WC̃ + B̃ = 0, де C̃ =
= (C1, . . . , Cr)

T , B̃ – прямокутна матриця порядку rl × l, W =
= (Ûν(K

∗{k−1}∗(x, a, λ)))rν,k=1. У припущеннi, що λ не є власним
значенням крайової задачi (3.4), (3.38), визначник системи (3.63)
вiдрiзняється вiд нуля Δ̂(λ) ≡ detW 
= 0. Тодi сталi матрицi Ck

можуть бути визначенi з системи (3.63) єдиним чином:

Ck = −
r∑

ν=1

r−1∑
j=0

Wνk

Δ̂(λ)
Δνj

b∫
a

K [j](b, t, λ)dF (t), k = 1, r,

де Wνk (ν, k = 1, r) – матриця l-го порядку, транспонована до
складеної з алгебричних доповнень визначника Δ̂(λ) до елемен-
тiв матрицi Ûν

(
K∗{k−1}∗(x, a, λ)

)
, тобто

W−1 =
1

Δ̂(λ)

⎛
⎜⎜⎝
W11 W21 · · · Wr1

W12 W22 · · · Wr2

· · · · · · · · · · · ·
W1r W2r · · · Wrr

⎞
⎟⎟⎠.

Пiдставивши цi значення Ck у формулу (3.62), отримаємо

Y (x, λ) =

x∫
a

K(x, t, λ)dF (t) −

−
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

b∫
a

K∗{k−1}∗(x, a, λ)
WνkΔνj

Δ̂(λ)
K [j](b, t, λ)dF (t),
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Означення 3.10. Матричний вираз

G(x, t, λ) = P (x, t, λ) −

−
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

K∗{k−1}∗(x, a, λ)
Wνk

Δ̂(λ)
ΔνjK

[j](b, t, λ), (3.64)

де

P (x, t, λ) =

{
K(x, t, λ), x � t,
0, x < t,

(3.65)

будемо називати функцiєю Ґрiна крайової задачi (3.59), (3.37).
З єдиностi вибору сталих випливає єдинiсть функцiї Ґрiна.

Як видно з наступної теореми, ця матриця-функцiя Ґрiна, яка
будується лише за допомогою матрицi-функцiї Кошi однорiдного
рiвняння та її мiшаних квазiпохiдних, є аналогом функцiї Ґрiна
в класичному розумiннi (див., наприклад, [76, с. 115–116]).
Теорема 3.3. Розв’язок задачi (3.59), (3.37), у припущеннi,

що λ не є її власним значенням, можна отримати у виглядi

y(x) =

b∫
a

G(x, t, λ)df(t), (3.66)

де матриця-функцiя Ґрiна G(x, t, λ) подається формулою (3.64)
i має наступнi властивостi:

1) квазiпохiднi за першою змiнною G[k](x, t, λ) (k = 0, n − 1)
є неперервними матрицями-функцiями двох змiнних x, t i абсо-
лютно неперервними за кожною змiнною при фiксованiй iншiй;

2) квазiпохiднi G[k](x, t, λ) (k = n, r − 1) мають обмежену
на промiжку [a, b] варiацiю за першою змiнною та є абсолютно
неперервними по t;

3) G(x, t, λ) на кожному з iнтервалiв [a, t), (t, b] по x задо-
вольняє рiвняння (3.4);

4) G(x, t, λ) за змiнною x задовольняє крайовi умови (3.38);
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5) при x = t матриця-функцiя G(x, t, λ) задовольняє умови
стрибка

G[k](t+ 0, t, λ) −G[k](t− 0, t, λ) = 0, k = 0, n− 1;

G[n+s](t+ 0, t, λ)−G[n+s](t− 0, t, λ) =

= −
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

n−1∑
i=0

ΔBn−i,s+1(t)K
(i)∗{k−1}∗(t, a, λ)

Wνk

Δ̂(λ)
Δνj×

×K [j](b, t, λ), s = 0,m− 2;

G[r−1](t+ 0, t, λ)−G[r−1](t− 0, t, λ) =

= E −
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

n−1∑
i=0

ΔBn−i,m(t)K
(i)∗{k−1}∗(t, a, λ)

Wνk

Δ̂(λ)
Δνj×

×K [j](b, t, λ).

Доведення. Формула (3.66) була вже доведена вище. Вна-
слiдок того, що матрицi-функцiї K∗{k−1}∗(x, t, λ) (k = 1, r) є
розв’язками матричного рiвняння (3.4) за змiнною x, для них
має мiсце твердження 3.1, тобто всi елементи матриць-функцiй
K [s]∗{k−1}∗(x, t, λ) (k = 1, r) є абсолютно неперервними по x на
промiжку [a, b] для s = 0, n − 1 i будуть неперервними спра-
ва функцiями обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї для s =
= n, r − 1. Згiдно з наслiдком [112] матрицi-функцiї K∗[i](x, t, λ)
(i = 0, r − 1) є розв’язками спряженого квазiдиференцiального
рiвняння (3.11) за змiнною t. Отже, для них має мiсце твердже-
ння 3.2, зокрема всi елементи матричних функцiй K∗[i](x, t, λ)
(i = 0, r − 1) будуть абсолютно неперервними за змiнною t на
промiжку [a, b]. Згiдно з формулою (3.64) квазiпохiднi функцiї
Ґрiна мають вигляд

G[s](x, t, λ) = P [s](x, t, λ)−

−
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

K [s]∗{k−1}∗(x, a, λ)
Wνk

Δ(λ)
β̂νjK

[j](b, t, λ),
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звiдки випливає виконання пунктiв 1) i 2) теореми.
Властивостi 3) i 4) теореми мають мiсце за самою побудовою

функцiї G(x, t, λ). Для доведення пункту 5) використовуються
спiввiдношення

K∗{k−1}∗(x, t, λ) =
r∑

q=1

Yq(x, λ)Cqk(t, λ), k = 1, r, (3.67)

якi випливають з того факту, що всi K∗{k−1}∗(x, t, λ) є розв’яз-
ками рiвняння (3.4); Yq(x), q = 1, r, – фундаментальна система
розв’язкiв рiвняння (3.4). Тодi, внаслiдок рiвностi (3.9), ми маємо

K [n+s]∗{k−1}∗(t+ 0, a, λ) −K [n+s]∗{k−1}∗(t− 0, a, λ) =

=
r∑

q=1

(
Y [n+s]
q (t+ 0, λ)− Y [n+s]

q (t− 0, λ)
)
Cqk(a, λ) =

=

r∑
q=1

n−1∑
i=0

ΔBn−i,s+1(t)Y
[i]
q (t, λ)Cqk(a, λ) =

=

n−1∑
i=0

ΔBn−i,s+1(t)K
(i)∗{k−1}∗(t, a, λ), k = 1, r, s = 0,m− 1,

звiдки, врахувавши 1) i властивостi функцiї Кошi, можна одер-
жати 5), що й доводить теорему.
Зауваження 1. Зазначимо, що коли ΔBij(x) = 0, i = 1, n,

j = 1,m, властивiсть 5) набуває «класичного» вигляду

G[k](t+ 0, t, λ)−G[k](t− 0, t, λ) = 0, k = 0, r − 2;

G[r−1](t+ 0, t, λ) −G[r−1](t− 0, t, λ) = E.

Зауваження 2. Матрицю-функцiю G(x, t, λ) можна записа-
ти також у виглядi

G(x, t, λ) = (−1)rl
1

Δ̂(λ)

⎛
⎝Q11 · · · Q1l

· · · · · · · · ·
Ql1 · · · Qll

⎞
⎠, (3.68)
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де

Qij(x, t, λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ki1(x, a, λ) · · · K
∗{r−1}∗
il (x, a, λ) Pij(x, t, λ)

Û1(K11(x, a, λ)) · · · Û1(K
∗{r−1}∗
1l (x, a, λ)) Û1(P1j(x, t, λ))

· · · · · · · · · · · ·
Ûr(Kl1(x, a, λ)) · · · Ûr(K

∗{r−1}∗
ll (x, a, λ)) Ûr(Plj(x, t, λ))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(3.69)

Kij(x, t, λ) – елементи матрицi K(x, t, λ), Pij(x, t, λ) – елементи
матрицi P (x, t, λ).

Справдi, позначивши через W̃νkpq i Wνkpq вiдповiдно допов-
нюючий мiнор i алгебричне доповнення у визначнику Δ̂(λ) еле-
мента Ûν(K

∗{k−1}∗
pq (x, t, λ)), ми отримаємо, розписавши (3.69) за

елементами останнього стовпця i першого рядка,

Qij(x, t, λ) = (−1)rlPij(x, t, λ)Δ̂(λ) +

+
r∑

ν=1

l∑
p=1

(−1)rl+(ν−1)l+p Ûν(Ppj(x, t, λ))×

×
r∑

k=1

l∑
q=1

K
∗{k−1}∗
iq (x, a, λ)(−1)(k−1)l+q+1W̃νkpq. (3.70)

Тепер, врахувавши формулу (3.65), неважко вiд (3.68) прийти
до рiвностi (3.64).

3.3.3. Розв’язувальне ядро задачi (3.61), (3.39). Розв’я-
зок задачi (3.61), (3.39), якщо λ не є її власним значенням, можна
подати у виглядi iнтеграла вiд розв’язувального ядра (матрицi-
функцiї Ґрiна задачi (3.61), (3.39)) i прямокутної матрицi F. Цей
результат буде необхiдним для подальших дослiджень властиво-
стей функцiї Ґрiна задачi (3.59), (3.37).

Для задачi (3.61), (3.39) має мiсце формула (див. [114])

Y(x) = Φ(x, a)Y(a) +
x∫

a

Φ(x, t)dF(t), (3.71)



266 Роздiл 3. ВЕКТОРНА СИНГУЛЯРНА КРАЙОВА ЗАДАЧА

де Φ(x, t) = Φ(x, t, λ) – фундаментальна матриця системи (3.7);
вона зображується у виглядi Φ(x, t, λ) = R(x, λ)R−1(t, λ), тут
R(x, λ) – iнтегральна матриця системи (3.7). Ми можемо записа-
ти рiвнiсть (3.71) наступним чином:

Y(x) = R(x, λ)C +

x∫
a

Φ(x, t, λ)dF(t), (3.72)

де C = R−1(a, λ)Y(a) – прямокутна матриця. Пiдставивши (3.72)
в умови (3.39), внаслiдок того, що |WaR(a, λ) +WbR(b, λ)| 
= 0
(оскiльки λ не є власним значенням крайової задачi), можна
отримати вираз для матрицi C

C = −{WaR (a, λ) +WbR (b, λ)}−1

b∫
a

WbΦ (b, t, λ) dF(t),

а тому (3.72) запишеться у виглядi

Y(x) =
x∫

a

Φ(x, t, λ)dF(t)−

−R(x, λ) {WaR(a, λ) +WbR(b, λ)}−1

b∫
a

WbΦ(b, t, λ)dF(t).

Оскiльки

R(x, λ) {WaR(a, λ) +WbR(b, λ)}−1 =

=
{
WaR(a, λ)R

−1(x, λ) +WbR(b, λ)R
−1(x, λ)

}−1
,

ми одержимо формулу

Y(x) =
b∫

a

M(x, t, λ)dF(t), (3.73)
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де розв’язувальне ядро

M(x, t, λ) =

{
Φ(x, t, λ) + Ω1(x, t, λ), x � t,
Ω1(x, t, λ), x < t

є квадратною матрицею порядку lr, а

Ω1(x, t, λ) = −{WaΦ(a, x, λ) +WbΦ(b, x, λ)}−1WbΦ(b, t, λ).

3.3.4. Зв’язок мiж функцiями Ґрiна спряжених крайо-
вих задач. Нехай H(x, t, λ) – матриця-функцiя Ґрiна спряженої
крайової задачi

L̂∗
mn(Z) = λ̄Z + F̂ ′ (3.74)

з крайовими умовами (3.57) (оператора L̂∗ − λ̄I), де матриця F̂
складається з l стовпцiв f̂(x), усi компоненти яких є неперерв-
ними справа функцiями обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї.
Вона будується за допомогою матрицi-функцiї Кошi K(x, t, λ)
однорiдного рiвняння (3.4) та її мiшаних квазiпохiдних у сенсi
вихiдного i спряженого квазiдиференцiальних рiвнянь.
Теорема 3.4. Розв’язок задачi

L̂∗
mn(z) = λ̄z+ f̂ ′,

V̂ν(z) =
r−1∑
j=0

Γ̂νjz
{j}(a) +

r−1∑
j=0

Δ̂νjz
{j}(b) = 0, ν = 1, r,

в припущеннi, що λ не є її власним значенням, можна подати
у виглядi

z(x) =

b∫
a

H(x, t, λ)df̂ (t), (3.75)

де матриця-функцiя Ґрiна H(x, t, λ) має вигляд

H(x, t, λ) =

{
Ω̂(x, t, λ) +K(t, x, λ), x � t,

Ω̂(x, t, λ), x < t,
(3.76)
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Ω̂(x, t, λ) =−
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

K∗[k−1](a, x, λ)
Ŵνk

Δ1(λ)
Δ̂νjK

{j}(t, b, λ),

фiгурними дужками тут позначаються квазiпохiднi в сенсi
рiвняння (3.11) за першою змiнною, а квадратними – в сен-
сi спряженого до (3.11) рiвняння (3.4) за другою змiнною, Ŵνk

(ν, k = 1, r) – матриця l-го порядку, транспонована до складеної
з алгебричних доповнень визначника

Δ1(λ) ≡ det
(
V̂ν

(
K∗[k−1](a, x, λ)

))r

ν,k=1

до елементiв матрицi V̂ν
(
K∗[k−1](a, x, λ)

)
.

Матриця-функцiя Ґрiна H(x, t, λ) має наступнi властиво-
стi :

1) квазiпохiднi за першою змiнною H{k}(x, t, λ) (k = 0,m− 1)
є неперервними матрицями-функцiями двох змiнних x, t i абсо-
лютно неперервними за кожною змiнною при фiксованiй iншiй;

2) квазiпохiднi H{k}(x, t, λ) (k = m, r − 1) мають обмежену
на промiжку [a, b] варiацiю за першою змiнною та є абсолютно
неперервними по t;

3) H(x, t, λ) на кожному з iнтервалiв [a, t), (t, b] по x задо-
вольняє однорiдне рiвняння (3.11);

4) H(x, t, λ) за змiнною x задовольняє крайовi умови (3.57);
5) для x = t матриця-функцiя H(x, t, λ) задовольняє умови

стрибка

H{k}(t+ 0, t, λ) −H{k}(t− 0, t, λ) = 0, k = 0,m− 1;

H{m+s}(t+ 0, t, λ)−H{m+s}(t− 0, t, λ) =

=

r∑
ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

m−1∑
i=0

ΔB∗
s+1,m−i(t)K

(i)∗[k−1](a, t, λ)
Ŵνk

Δ1(λ)
Δ̂νj×

×K{j}(t, b, λ), s = 0, n− 2;

H{r−1}(t+ 0, t, λ)−H{r−1}(t− 0, t, λ) =

= E+

r∑
ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

m−1∑
i=0

ΔB∗
n,m−i(t)K

(i)∗[k−1](a, t, λ)
Ŵνk

Δ1(λ)
Δ̂νj×
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×K{j}(t, b, λ).

Доведення. Теорема доводиться аналогiчно теоремам 3.3 i
2.6. Вiдомо [114, с. 21, 124, с. 146], що матрицi-функцiї K∗(a, x, λ),
K

∗[1]
t (a, x, λ), . . . , K∗[r−1]

t (a, x, λ) утворюють фундаментальну си-
стему розв’язкiв рiвняння (3.11) i розв’язок рiвняння (3.74) мо-
жна подати у виглядi

Z(x, λ) =

r∑
k=1

K
∗[k−1]
t (a, x, λ)Ck +

x∫
a

K(t, x, λ)dF̂ (t). (3.77)

Оскiльки

Z{j}(x, λ) =
r∑

k=1

K
{j}∗[k−1]
xt (a, x, λ)Ck +

+

x∫
a

K{j}
x (t, x, λ)dF̂ (t), j = 1, r,

пiдстановка (3.77) в крайовi умови (3.57) дасть рiвностi

V̂ν(Z) =

r∑
k=1

V̂ν

(
K

∗[k−1]
t (a, x, λ)

)
Ck +

+

r−1∑
j=0

Δ̂νj

b∫
a

K{j}
x (t, b, λ)dF̂ (t), ν = 1, r, (3.78)

що можна записати у виглядi ŴC̃ + B̃ = 0, де C̃ =
= (C1, . . . , Cr)

T , B̃ – прямокутна матриця порядку rl × l, Ŵ =
= (V̂ν(K

∗[k−1](a, x, λ)))rν,k=1. В припущеннi, що λ не є власним
значенням крайової задачi (3.11), (3.57), визначник системи
(3.78) вiдрiзняється вiд нуля Δ1(λ) ≡ det Ŵ 
= 0. Тодi сталi ма-
трицi Ck можуть бути визначенi з системи (3.78) єдиним чином:

Ck = −
r∑

ν=1

r−1∑
j=0

Ŵνk

Δ1(λ)
Δ̂νj

b∫
a

K{j}(t, b, λ)dF̂ (t), k = 1, r,
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де Ŵνk (ν, k = 1, r) – матриця l-го порядку, транспонована до
складеної з алгебричних доповнень визначника Δ1(λ) до елемен-
тiв матрицi V̂ν

(
K∗[k−1](x, a, λ)

)
, тобто

Ŵ−1 =
1

Δ1(λ)

⎛
⎜⎜⎝
Ŵ11 Ŵ21 · · · Ŵr1

Ŵ12 Ŵ22 · · · Ŵr2

· · · · · · · · · · · ·
Ŵ1r Ŵ2r · · · Ŵrr

⎞
⎟⎟⎠.

Пiдставивши цi значення Ck у формулу (3.77), отримаємо

Z(x, λ) =

x∫
a

K(t, x, λ)dF̂ (t)−

−
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

b∫
a

Ŵνk

Δ1(λ)
Δ̂νjK

∗[k−1]
t (a, x, λ)K{j}(t, b, λ)dF̂ (t).

Позначивши матричну функцiю Ґрiна H(x, t, λ) формулою
(3.76), ми прийдемо до формули (3.75).

Внаслiдок того, що матрицi-функцiї K∗[k−1]
t (t, x, λ) (k = 1, r)

є розв’язками рiвняння (3.11) за змiнною x, для них має мi-
сце твердження 3.2, тобто всi елементи матричних функцiй
K

{s}∗[k−1]
tx (t, x, λ) є абсолютно неперервними по x на промiжку

[a, b] для s = 0,m− 1 i є неперервними справа функцiями обме-
женої на промiжку [a, b] варiацiї для s = m, r − 1. Згiдно з на-
слiдком [112] функцiї K∗{i}

x (t, x, λ) (i = 0, r − 1) є розв’язками
квазiдиференцiального рiвняння (3.4) за змiнною t. Отже, для
них має мiсце твердження 3.1, зокрема всi елементи матриць-
функцiй K

∗{i}
x (t, x, λ) (i = 0, r − 1) будуть абсолютно неперерв-

ними за змiнною t на промiжку [a, b]. Згiдно з формулою (3.76)
квазiпохiднi функцiї Ґрiна мають вигляд

H{s}
x (x, t, λ) =

{
Ω̂
{s}
x (x, t, λ) +K

{s}
x (t, x, λ), x � t,

Ω̂
{s}
x (x, t, λ), x < t,
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причому

Ω̂{s}
x (x, t, λ) =

= −
r∑

ν=1

r∑
k=1

r−1∑
j=0

Ŵνk

Δ1(λ)
Δ̂νjK

{s}∗[k−1]
xt (a, x, λ)K{j}

x (t, b, λ),

звiдки випливає виконання пунктiв 1) i 2) теореми.
Властивостi 3) i 4) теореми мають мiсце за самою побудо-

вою функцiї H(x, t, λ). Залишилось довести пункт 5). Для цього
розглянемо спiввiдношення

K
∗[k−1]
t (t, x, λ) =

r∑
q=1

Zq(x, λ)Cqk(t, λ), k = 1, r,

якi випливають з того факту, що всi K∗[k−1]
t (t, x, λ) є розв’яз-

ками рiвняння (3.11); Zq(x), q = 1, r, – фундаментальна система
розв’язкiв рiвняння (3.11). Тодi, внаслiдок рiвностi (3.14), ми ма-
ємо

K
{m+s}∗[k−1]
xt (a, t+ 0, λ)−K

{m+s}∗[k−1]
xt (a, t− 0, λ) =

=

r∑
q=1

(
Z{m+s}
q (t+ 0, λ) − Z{m+s}

q (t− 0, λ)
)
Cqk(a, λ) =

= −
r∑

q=1

m−1∑
i=0

ΔB∗
s+1,m−i(t)Z

{i}
q (t, λ)Cqk(a, λ) =

=−
m−1∑
i=0

ΔB∗
s+1,m−i(t)K

(i)∗[k−1]
xt (a, t, λ), k = 1, r, s = 0, n − 1,

звiдки, врахувавши 1) i властивостi функцiї Кошi, можна одер-
жати 5), що й доводить теорему.
Теорема 3.5. Для x 
= t, якщо λ не є власним значенням

крайової задачi (3.59), (3.37), функцiї Ґрiна спряжених крайових
задач пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

G(x, t, λ) = H∗(t, x, λ).
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Доведення. Припустимо без втрати загальностi, що
G(x, t, λ) i H(x, t, λ) – функцiї Ґрiна спряжених крайових задач

Lmn(Y )− λY = −F1(x), (3.79)

Uν(Y ) =

r−1∑
j=0

ΓνjY
[j](a) +

r−1∑
j=0

ΔνjY
[j](b) = 0, ν = 1, r, (3.80)

L∗
mn(Z)− λ̄Z = F2(x), (3.81)

Vν(Z) =

r−1∑
j=0

Γ̂νjZ
{j}(a) +

r−1∑
j=0

Δ̂νjZ
{j}(b) = 0, ν = 1, r, (3.82)

вiдповiдно, де F1(x), F2(x) – неперервнi на [a, b] матрицi,
якi складаються з l однакових стовпчикiв вигляду f1(x) i
f2(x). Цi задачi внаслiдок введення прямокутних матриць Y =

=
(
Y, Y [1], . . . , Y [r−1]

)T i Z =
(
Z{r−1}, . . . , Z{1}, Z

)T зводяться до
задач {

Y ′ = B′Y + F1,
WaY(a) +WbY(b) = 0,

{
Z ′ = − (B∗)′ Z + F2,

ŴaZ(a) + ŴbZ(b) = 0

вiдповiдно, де

F1(x) = (0, . . . , 0, F1(x))
T , F2(x) = (F2(x), 0, . . . , 0)

T ,

а Wa, Wb, Ŵa, Ŵb – числовi матрицi порядку rl × rl.
Оскiльки добутки (Z∗)′ Y i Z∗Y ′ коректнi, то

(Z∗Y)′ = (Z∗)′ Y + Z∗Y ′ =
= −Z∗B′Y + F∗

2Y + Z∗B′Y +Z∗F1 = Z∗F1 + F∗
2Y.

З iншого боку, враховуючи спосiб побудови крайових умов
спряженої крайової задачi (3.57) i повторивши мiркування з до-
ведення теореми 2.7, можна переконатись у правильностi рiвно-
стi (3.56) для неоднорiдних спряжених крайових задач (3.79)–
(3.82). Тодi

b∫
a

(Z∗(x)F1(x) + F∗
2(x)Y(x)) dx = 0.
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Згiдно з формулою (3.73)

Y(x) =
b∫

a

M(x, t, λ)F1(t)dt, Z(t) =

b∫
a

N(t, x, λ)F2(x)dx,

враховуючи (3.66), можна можна зробити висновок, що остан-
нiй елемент першого рядка блочної матрицi M(x, t, λ) дорiвнює
−G(x, t, λ), а перший елемент останнього рядка блочної матрицi
N(t, x, λ) збiгається з H(t, x, λ). Крiм того,

b∫
a

⎛
⎝ b∫

a

N(t, x, λ)F2(x)dx

⎞
⎠
∗

F1(t)dt+

+

b∫
a

F∗
2(x)

b∫
a

M(x, t, λ)F1(t)dtdx =

=

b∫
a

b∫
a

F∗
2(x) {N∗(t, x, λ) +M(x, t, λ)}F1(t)dxdt = 0,

тобто

b∫
a

b∫
a

f∗2 (x) {H∗(t, x, λ)−G(x, t, λ)} f1(t)dxdt = 0. (3.83)

Нехай

G(x, t, λ) = (gij(x, t, λ))
l
i,j=1, H(x, t, λ) = (hij(x, t, λ))

l
i,j=1,

f1(x) = (f11, . . . , f1l)
T , f2(x) = (f21, . . . , f2l)

T , (x0, t0) – будь-яка
точка областi a � x, t � b, x 
= t. Довiльно виберемо оточу-
ючий її маленький прямокутник Δs зi сторонами t = t0 ±Δt i
x = x0 ± Δx i такi вектор-функцiї f1(t) i f2(x), щоб f1j(t) ≡ 0
для j 
= j0, f1,j0(t) 
= 0 в Δs, f1,j0(t) ≡ 0 зовнi Δs, f2i(t) ≡ 0 для
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i 
= i0, f2,i0(t) 
= 0 в Δs, f2,i0(t) ≡ 0 зовнi Δs. Для цього вибору
рiвняння (3.83) буде еквiвалентним

t0+Δt∫
t0−Δt

x0+Δx∫
x0−Δx

f2,i0(x)
[
hj0,i0(t, x, λ)− gi0,j0(x, t, λ)

]
f1,j0(t)dxdt = 0,

i, оскiльки f2,i0(x)f1,j0(t) 
= 0 в Δs, очевидно, вираз у квадра-
тних дужках перетворюється в нуль десь у цiй областi. Нехай
Δx i Δt прямують до нуля. Тодi в границi ми будемо мати
hj0,i0(t0, x0, λ) = gi0,j0(x0, t0, λ) i внаслiдок довiльностi вибору ве-
кторiв f1(t), f2(x) i точок x0, t0 (x0 
= t0) отримаємо твердження
теореми.

3.3.5. Аналiтична природа функцiї Ґрiна у випад-
ку простих полюсiв. Оскiльки, внаслiдок того, що матрицi-
функцiї K∗{k−1}∗(x, t, λ) є цiлими аналiтичними по λ, чисельник
i знаменник у формулi (3.64) є цiлими аналiтичними матрицею-
функцiєю i скалярною функцiєю параметра λ, функцiя Ґрiна
G(x, t, λ) задачi (3.59), (3.37) є матричною мероморфною функцi-
єю параметра λ; ї ї полюсами можуть бути лише власнi значення
крайової задачi (3.2), (3.37).

Нехай λ0 – простий нуль функцiї Δ̂(λ). Тодi λ0 може бути
лише простим полюсом функцiї G(x, t, λ), отже

G(x, t, λ) =
R(x, t)

λ− λ0
+G1(x, t, λ), (3.84)

де R(x, t), G1(x, t, λ) – квадратнi матрицi l-го порядку, G1(x, t, λ)
регулярна в околi точки λ0. Якщо λ0 взагалi не є особливою
точкою функцiї G(x, t, λ), то будемо вважати R(x, t) = 0.

Згiдно з вiдомою формулою теорiї лишкiв

R(x, t) = (−1)r
Q(x, t, λ0)

Δ̂′(λ0)
,

де Q(x, t, λ) визначається формулою (3.69). Очевидно, що R(x, t)
як лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв (3.4) за (3.67), за першою змiн-
ною задовольняє рiвняння L̂mn(R) − λ0R = 0. За побудовою
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Q(x, t, λ0), а отже, i R(x, t) при фiксованому t задовольняє кра-
йовi умови (3.38).

Таким чином, кожен стовпчик R(x, t) – власна функцiя кра-
йової задачi (3.2), (3.37), вiдповiдна власному значенню λ0. Але,
оскiльки λ0 – простий нуль функцiї Δ̂(λ), йому вiдповiдає з то-
чнiстю до множника, що не залежить вiд x, лише одна власна
функцiя y0(x) оператора L̂. Отже,

R(x, t) = y0(x)A(t). (3.85)

де A(t) – вектор-рядок. Врахувавши теорему 3.5 i формулу (3.84),
для функцiї Ґрiна H(x, t, λ) оператора L̂∗ − λ̄I будемо мати

H(x, t, λ) =
R∗(t, x)
λ̄− λ̄0

+G∗
1(t, x, λ).

Тому кожен стовпчик R∗(t, x) за фiксованого t є власною фун-
кцiєю оператора L̂∗, що вiдповiдає власному значенню λ̄0. По-
значивши через z0(x) одну з таких вектор-функцiй, матимемо

R∗(t, x) = z0(x)B(t),

де B(t) – вектор-рядок, або

R(x, t) = B∗(x)z∗0(t).

Врахувавши (3.85), отримаємо рiвнiсть

R(x, t) = cy0(x)z
∗
0(t). (3.86)

Залишається визначити сталу c.
Врахувавши (3.86) i помноживши (3.84) на y0(t) та зiнтегру-

вавши це спiввiдношення по t, одержимо рiвнiсть

(λ− λ0)

b∫
a

G(x, t, λ)y0(t)dt = cy0(x)

b∫
a

z∗0(t)y0(t)dt+

+ (λ− λ0)

b∫
a

G1(x, t, λ)y0(t)dt. (3.87)
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Iнтеграл в останньому доданку є однозначною аналiтичною фун-
кцiєю параметра λ в околi точки λ0. Тодi

lim
λ→λ0

(λ− λ0)

b∫
a

G(x, t, λ)y0(t)dt = cy0(x)

b∫
a

z∗0(t)y0(t)dt.

З iншого боку,
(L̂− λI)y0 = (λ0 − λ)y0,

звiдки
(L̂− λI)−1y0 =

1

λ0 − λ
y0.

Оскiльки G(x, t, λ) – функцiя Ґрiна оператора L̂− λI, то, враху-
вавши, що для сумовної вектор-функцiї g(t) = f ′(t) вираз df(t) у
формулi (3.66) перетворюється у g(t)dt, останню рiвнiсть можна
переписати у виглядi

b∫
a

G(x, t, λ)y0(t)dt =
1

λ0 − λ
y0(x).

Пiдставивши її в (3.87), отримаємо, що

−y0(x) = cy0(x)

b∫
a

z∗0(t)y0(t)dt;

звiдси можна визначити c i, пiдставивши його в (3.86), прийти
до рiвностi

R(x, t) = − y0(x)z
∗
0(t)

b∫
a
z∗0(τ)y0(τ)dτ

.

Пронормуємо функцiї y0(x) i z0(x) так, щоб

b∫
a

z∗0(τ)y0(τ)dτ = 1. (3.88)
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Тодi (3.84) запишеться у виглядi

G(x, t, λ) = −y0(x)z
∗
0(t)

λ− λ0
+G1(x, t, λ). (3.89)

3.4. Розвинення за власними функцiями
Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботах

[63], [161].

3.4.1. Структура функцiї Кошi та її квазiпохiдних. У
задачах не лише прикладного, але й теоретичного характеру мо-
жна зiткнутись з проблемою побудови функцiї Кошi та її змi-
шаних квазiпохiдних у сенсi вихiдного i спряженого рiвнянь че-
рез вiдому фундаментальну систему розв’язкiв та її квазiпохiднi.
Вiдповiдь на це питання дають двi наступнi теореми.
Теорема 3.6. Нехай Y1(x), . . . , Yr(x) – будь-яка фундамен-

тальна система розв’язкiв матричного квазiдиференцiального
рiвняння (3.4),

W (t) =

∣∣∣∣∣∣
Y1(t) · · · Yr(t)
· · · · · · · · ·

Y
[r−1]
1 (t) · · · Y

[r−1]
r (t)

∣∣∣∣∣∣
– квазiвронскiан цього рiвняння, а Vij(t) – матриця, транспоно-
вана до матрицi, складеної з алгебричних доповнень у визначни-
ку W (t) до елементiв матрицi Y [i−1]

j (t). Тодi матрицю-функцiю
Кошi K(x, t) рiвняння (3.4) i її мiшанi квазiпохiднi в сенсi вихi-
дного i спряженого рiвнянь можна зобразити у виглядi

K∗{j}∗[i](x, t) =
1

W (t)

r∑
k=1

Y
[i]
k (x)Vr−j,k(t), i, j = 0, r − 1. (3.90)

Доведення. Нехай

R(x) =

⎛
⎝ Y1(t) · · · Yr(t)

· · · · · · · · ·
Y

[r−1]
1 (t) · · · Y

[r−1]
r (t)

⎞
⎠
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– iнтегральна матриця рiвняння (3.4). Тодi B(x, t) =R(x)R−1(t) –
еволюцiйний оператор, який має структуру [112]

B(x, t) =

⎛
⎝ K∗{r−1}∗(x, t) · · · K(x, t)

· · · · · · · · ·
K∗{r−1}∗[r−1](x, t) · · · K [r−1](x, t)

⎞
⎠. (3.91)

Матрицю (3.91) запишемо у виглядi
⎛
⎝ K

∗{r−1}∗
(x, t) · · · K(x, t)

· · · · · · · · ·
K∗{r−1}∗[r−1](x, t) · · · K [r−1](x, t)

⎞
⎠ =

=

⎛
⎝ Y1(t) · · · Yr(t)

· · · · · · · · ·
Y

[r−1]
1 (t) · · · Y

[r−1]
r (t)

⎞
⎠ 1

W (t)

⎛
⎝ V11(t) · · · Vr1(t)

· · · · · · · · ·
V1r(t) · · · Vrr(t)

⎞
⎠,

звiдки випливає (3.90), що й завершує доведення теореми.
Теорема 3.7. Нехай Y1(x), . . . , Yr(x) – будь-яка фундамен-

тальна система розв’язкiв матричного рiвняння (3.4). Позна-
чимо через yipqj(x) елемент, який знаходиться на перетинi p-
го рядка i q-го стовпця матрицi Y [i−1]

j (x), тобто Y [i−1]
j (x) =

= (yipqj(x))
l
p,q=1 (i, j = 1, r). Тодi матриця-функцiя Кошi рiв-

няння (3.4) i її змiшанi квазiпохiднi є квадратними матриця-
ми l-го порядку, кожен елемент яких подається вiдношенням
визначника, який вiдрiзняється вiд квазiвронскiана W (t) лише
одним рядком, до W (t):

K∗{j}∗[i]
pq (x, t) =
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=
1

W (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1111(t) · · · y11l1(t) · · · y11lr(t)
· · · · · · · · · · · · · · ·

y1l11(t) · · · y1ll1(t) · · · y1llr(t)
· · · · · · · · · · · · · · ·

yr−j,q−1,11(t) · · · yr−j,q−1,l1(t) · · · yr−j,q−1,lr(t)
yi+1,p11(x) · · · yi+1,pl1(x) · · · yi+1,plr(x)
yr−j,q+1,11(t) · · · yr−j,q+1,l1(t) · · · yr−j,q+1,lr(t)

· · · · · · · · · · · · · · ·
yrl11(t) · · · yrll1(t) · · · yrllr(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

(3.92)

i, j = 0, r − 1, p, q = 1, l.

Тут «нестандартний» рядок з залежними вiд x функцiями
знаходиться на ((r − j − 1)l + q)-му мiсцi зверху, а елемент
K

∗{j}∗[i]
pq (x, t) розташований на перетинi p-го рядка i q-го стов-

пця матрицi K∗{j}∗[i](x, t).
Доведення. Згiдно з теоремою 3.6 має мiсце рiвнiсть (3.90),

розпишемо її покоординатно

K∗{j}∗[i]
pq (x, t) =

1

W (t)

r∑
k=1

l∑
g=1

yi+1,pqk(x)Ar−j,qgk(t) =
Mipqj(x, t)

W (t)
,

де Mipqj(x, t) – визначник з чисельника правої частини формули
(3.92), Ar−j,qgk(t) – алгебричне доповнення у визначнику W (t)
елемента yr−j,qgk(t), p, q = 1, l, i, j = 1, r. Теорему доведено.

Залежний вiд x рядок знаходиться у визначнику з чисельни-
ка правої частини формули (3.92) на q-му мiсцi в (r − j)-й смузi
зверху, хоча вiн взятий з p-го мiсця в (i + 1)-й смузi зверху у
визначнику W (x). Фактично, це означає, що навiть при j 
= 0
K∗{j}∗[i](x, t) залежить лише вiд елементiв матриць Y1(x), . . . ,
Yr(x), Y1(t), . . . , Yr(t) i їхнiх квазiпохiдних у сенсi вихiдного рiв-
няння (3.4).

3.4.2. Оцiнка матричної функцiї Ґрiна. Будемо вважати,
не втрачаючи загальностi, що L̂y = 0 лише при y = 0. Дiйсно,
в протилежному випадку достатньо замiнити L̂mn(y) виразом
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L̂mn(y) − cy, де c – довiльне число, вiдмiнне вiд усiх власних
значень оператора L̂. Таке число iснує, бо згiдно з теоремою 3.2
цей оператор має лише злiченну множину власних значень. Не-
хай G(x, t, λ) – функцiя Грiна оператора L̂− λI; оператор L̂ має
матрицю-функцiю Грiна G(x, t) = G(x, t, 0).

Розглянемо в комплекснiй λ-площинi послiдовнiсть кiл Γk,
k = 1, 2, . . . , зi спiльним центром у початку координат, що мають
наступнi властивостi: 1) радiус Rk кола Γk необмежено зростає
для k → ∞; 2) iснує додатне число δ, таке, що прообрази ρk в
S0 ∪ S1 власних значень оператора L̂ при вiдображеннi

λ = (−1)m+1ρr (3.93)

знаходяться для досить великих k на вiдстанi не меншiй δ вiд
прообразiв кожного з кiл Γk. На пiдставi асимптотичних власти-
востей власних значень такi кола Γk iснують.

Аналогiчно пункту 2.5.1 розглядається також iнтеграл

Ik(x, t) =
1

2πi

∮
Γk

G(x, t, λ)

λ
dλ;

застосовуючи до нього теорему про лишки, отримуємо

Ik(x, t) = G(x, t) +

mk∑
ν=1

Qν(x, t)

λν
, (3.94)

де Qν(x, t) – лишок матрицi-функцiї G(x, t, λ) вiдносно її полюса
λν (який ми припускатимемо простим), аmk – число цих полюсiв
у крузi Γk.
Теорема 3.8. У випадку регулярних крайових умов на ко-

лах Γk кожен елемент матрицi-функцiї G(x, t, λ) задовольняє
нерiвнiсть

|Gij(x, t, λ)| �M |λ|−
r−1
r , (3.95)

де M – деяка стала.
Доведення здiйснюється подiбно до скалярного випадку (те-

орема 2.8). За вiдповiдного вибору arg ρ при вiдображеннi (3.93)
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коло Γk переходить у дугу γk кола з центром у початку коор-
динат i центральним кутом 2π/r, що проходить у двох сусiднiх
областях S0, S1 комплексної ρ-площини. Розглянемо окремо ви-
падки парного i непарного r.

1) r – непарне; r = 2μ − 1. Нехай згiдно з твердженням 2.5
числа ω1, ω2, . . . , ωr (рiзнi коренi r-го степеня з−1) занумеровано
так, що для ρ ∈ S0 виконується ланцюг нерiвностей (2.25) (c тут
дорiвнює 0). Тодi згiдно з формулами (2.76), (2.77), якi доведенi
в теоремi 2.2, для ρ ∈ S0{

Re(ρω1) � 0, . . . ,Re(ρωμ−1) � 0,

Re(ρωμ+1) � 0, . . . ,Re(ρωr) � 0.
(3.96)

Нехай γ′k – та частина дуги γk, яка знаходиться в областi S0

i на якiй Re(ρωμ) � 0, а γ′′k – та її частина, яка теж знаходиться
в цiй областi i на якiй Re(ρωμ) � 0. Оцiнимо функцiю Gij(x, t, λ)
на дузi γ′k, скориставшись формулами (3.68), (3.69), (3.65).

Врахувавши формули (3.67) i їх наслiдки

Ûν(K
∗{k−1}∗(x, t, λ)) =

r∑
j=1

Ûν(Yj(x, λ))Cjk(t, λ), k = 1, r,

ми можемо записати⎛
⎝ Û1(Y1) · · · Û1(Yr)

· · · · · · · · ·
Ûr(Y1) · · · Ûr(Yr)

⎞
⎠·

⎛
⎝C11 · · · C1r

· · · · · · · · ·
Cr1 · · · Crr

⎞
⎠=

=

⎛
⎝ Û1(K(x, t, λ)) · · · Û1(K

∗{r−1}∗(x, t, λ))
· · · · · · · · ·

Ûr(K(x, t, λ)) · · · Ûr(K
∗{r−1}∗(x, t, λ))

⎞
⎠,

де Yk = (ykij)
l
i,j=1 – будь-яка фундаментальна система розв’язкiв.

Тепер, оскiльки подiбна рiвнiсть матиме мiсце i для визначникiв
замiсть матриць, бо детермiнант добутку матриць дорiвнює до-
бутку їхнiх детермiнантiв, отримаємо, що Δ̂(λ) = Δ̃(λ)C(λ), де

Δ̃(λ) = det
(
Ûν(Yk)

)r

ν,k=1
, C(λ) = det (Cνk)

r
ν,k=1.
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Аналогiчно, поряд з рiвнiстю

Pi,j(−1)rl

⎛
⎝ Û1(Y1) · · · Û1(Yr)

· · · · · · · · ·
Ûr(Y1) · · · Ûr(Yr)

⎞
⎠·

⎛
⎝C11 · · · C1r

· · · · · · · · ·
Cr1 · · · Crr

⎞
⎠+

+
r∑

ν=1

l∑
k=1

(−1)rl+(ν−1)l+kÛν(Pkj)×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1i1 · · · y1il · · · yri1 · · · yril
Û1(y111) · · · Û1(y11l) · · · Û1(yr11) · · · Û1(yr1l)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ûν(y1,k−1,1) · · · Ûν(y1,k−1,l) · · · Ûν(yr,k−1,1) · · · Ûν(yr,k−1,l)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ûν(y1,k+1,1) · · · Ûν(y1,k+1,l) · · · Ûν(yr,k+1,1) · · · Ûν(yr,k+1,l)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ûr(y1l1) · · · Ûr(y1ll) · · · Ûr(yrl1) · · · Ûr(yrll)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
×

×

⎛
⎝ c1111 · · · c1r1l

· · · · · · · · ·
cr1l1 · · · crrll

⎞
⎠=

= Pi,j(−1)rl

⎛
⎝ Û1(K) · · · Û1(K

∗{r−1}∗)
· · · · · · · · ·

Ûr(K) · · · Ûr(K
∗{r−1}∗)

⎞
⎠+

+
r∑

ν=1

l∑
k=1

(−1)rl+(ν−1)l+kÛν(Pkj)×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ki1 · · · Kil · · · K
∗{r−1}∗
il

Û1(K11) · · · Û1(K1l) · · · Û1(K
∗{r−1}∗
1l )

· · · · · · · · · · · · · · ·
Ûν(Kk−1,1) · · · Ûν(Kk−1,l) · · · Ûν(K

∗{r−1}∗
k−1,l )

· · · · · · · · · · · · · · ·
Ûν(Kk+1,1) · · · Ûν(Kk+1,l) · · · Ûν(K

∗{r−1}∗
k+1,l )

· · · · · · · · · · · · · · ·
Ûr(Kl1) · · · Ûr(Kll) · · · Ûr(K

∗{r−1}∗
ll )

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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∀i, j = 1, l можна розглядати i аналогiчну рiвнiсть з визначни-
ками замiсть матриць. Права частина цiєї рiвностi дорiвнюва-
тиме визначнику Qij(x, t, λ), бо є його розкладом за елементами
останнього стовпця, а лiву частину можна подати як добуток
Q̃ij(x, t, λ)C(λ), де

Q̃ij(x, t, λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1i1 · · · y1il · · · yri1 · · · yril Pij

Û1(y111) · · · Û1(y11l) · · · Û1(yr11) · · · Û1(yr1l) Û1(P1j)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Û1(y1l1) · · · Û1(y1ll) · · · Û1(yrl1) · · · Û1(yrll) Û1(Plj)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ûr(y111) · · · Ûr(y11l) · · · Ûr(yr11) · · · Ûr(yr1l) Ûr(P1j)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ûr(y1l1) · · · Ûr(y1ll) · · · Ûr(yrl1) · · · Ûr(yrll) Ûr(Plj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

(3.97)

Отже,
Qij(x, t, λ) = Q̃ij(x, t, λ)C(λ).

Тодi формула (3.68) перепишеться у виглядi

G(x, t, λ) = (−1)rl
1

Δ̃(λ)

⎛
⎝ Q̃11 · · · Q̃1r

· · · · · · · · ·
Q̃r1 · · · Q̃rr

⎞
⎠ (3.98)

або

Gij(x, t, λ) = (−1)rl
Q̃ij(x, t, λ)

Δ̃(λ)
, i, j = 1, l. (3.99)

Згiдно з теоремами 3.6, 3.7

K [j](x, t, λ) =
r∑

k=1

Y
[j]
k (x, λ)Zk(t, λ),

де кожен елемент матрицi l-го порядку Zk(t, λ) = (zkpq(t, λ))
l
p,q=1

є вiдношенням алгебричного доповнення елемента ((r−1)l+q)-го
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рядка i ((k − 1)l + p)-го стовпця у квазiвронскiанi

W (t) = det
(
Y

[i−1]
j

)r

i,j=1

до самого визначника W (t). Функцiї Yj виберемо так, щоб вони
разом зi своїми квазiпохiдними для достатньо великих |ρ| за-
довольняли спiввiдношення (3.29). Пiдставивши формули (3.29)
замiсть Y [ν]

k (t) у вираз для W (t), а отже, Zk(t, λ), i скоротивши у
кожному елементi цiєї матрицi чисельник i знаменник на (ρR1)

l,
(ρ2R2)

l, . . . , (ρr−2Rr−2)
l, (ρr−1Rr−1)

l−1, elρωs(t−a), s = 1, r, s 
= k,
e(l−1)ρωk(t−a), будемо мати

Zk(t, λ) = e−ρωk(t−a)Rr−1

ρr−1
[
γk
γ
], (3.100)

де

γ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
El El · · · El

ω1El ω2El · · · ωrEl

· · · · · · · · · · · ·
ωr−1
1 El ωr−1

2 El · · · ωr−1
r El

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

γk = (γkpq)
l
p,q=1, γkpq – алгебричне доповнення елемента, що ле-

жить на перетинi ((r−1)l+ q)-го рядка i ((k+1)l+p)-го стовпця
у визначнику γ, [A] = A + O

(
1
ρ

)
при |ρ| → ∞, Rν подаються

формулами (3.24).
За формулою Фробенiуса [19, с. 56], якщо

M =

(
A B
C D

)
,

A i D – квадратнi матрицi, |A| 
= 0, то

M−1 =

(
A−1 +A−1BH−1CA−1 −A−1BH−1

−H−1CA−1 H−1

)
,

H = D − CA−1B.

Застосуємо r − 1 разiв формулу Фробенiуса до матрицi, вiд-
повiдної визначнику γ. В якостi матрицi A в нас щоразу фiгу-
руватиме помножена на скаляр одинична матриця l-го порядку.
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Матриця H складатиметься з деякої кiлькостi тих самих блокiв,
що й вихiдна матриця (внаслiдок властивостей блочного мно-
ження матриць i того, що обернена до одиничної матрицi теж
є одиничною). На пiдставi цього, матриця M−1 теж складати-
меться з r2 подiбних блокiв. Тому γkpq = 0 для всiх k i p 
= q
(внаслiдок зв’язку алгебричних доповнень елементiв матрицi з
оберненою до неї).

В той же час, мають виконуватись спiввiдношення

r∑
k=1

ωj
k

γkpp
γ

=

{
0, j = 0, r − 2,
1, j = r − 1,

p = 1, l.

Остання система має єдиний розв’язок; з iншого боку, вона за-
довольняється при γkpp/γ = −ωk/r, бо ωr

k = −1. Отже, формула
(3.100) набуває вигляду

Zk(t, λ) =
Rr−1

rρr−1
e−ρωk(t−a)[− ωkE], k = 1, r. (3.101)

Розглянемо матрицю-функцiю G(x, t, λ) при x > t (у випад-
ку x < t мiркування будуть аналогiчними); тодi останнiй еле-
мент першого рядка у визначнику (3.97) буде Kij(x, t, λ). Помно-
жимо групи по l стовпцiв визначника Q̃ij(x, t, λ), починаючи з
(μl+1)-го, ((μ+1)l+ 1)-го, . . . , ((r− 1)l+ 1)-го, на j-й стовпець
матриць −Zμ+1(t), −Zμ+2(t), . . . , −Zr(t) вiдповiдно i додамо до
останнього стовпця. Визначник внаслiдок цього не змiниться. То-
дi елементами останнього стовпчика в Q̃ij(x, t, λ) будуть

μ∑
k=1

l∑
g=1

ykig(x)zkgj(t), (3.102)

μ∑
k=1

l∑
g=1

Ûνb(ykpg)zkgj(t)−
r∑

k=μ+1

l∑
g=1

Ûνa(ykpg)zkgj(t),

ν = 1, r, p = 1, l. (3.103)
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Пiдставивши вирази (3.29) в нормованi форми Ûν(Y ), мати-
мемо

Ûνa(Yj) = Rν(ρωj)
kν [Γν],

Ûνb(Yj) = Rν(ρωj)
kνeρωj(b−a)[Δν],

(3.104)

звiдки

Ûν(Yj) = Ûνa(Yj) + Ûνb(Yj) = Rν(ρωj)
kν{[Γν]+ eρωj(b−a)[Δν]},

ν, j = 1, n. Отже, на пiдставi нерiвностей (3.96) справджуються
формули

Ûν(Ys) =

⎧⎨
⎩
Rν(ρωs)

kν [Γν], s = 1, μ − 1,

Rν(ρωs)
kν{[Γν]+ eρωμ(b−a)[Δν]}, s = μ,

Rν(ρωs)
kνeρωs(b−a)[Δν], s = μ+ 1, r.

(3.105)

Пiдставивши їх у Δ̃(λ), отримаємо

Δ̃(λ) =

r∏
ν=1

ρlkνRl
ν

r∏
j=μ+1

elρωj(b−a)
l∑

s=0

[θs]esρωμ(b−a) =

=

r∏
ν=1

ρlkνRl
ν

r∏
s=μ+1

elρωs(b−a)θl

l∏
s=1

[eρωμ(b−a) − ξs], (3.106)

причому тут θs – тi самi, що i в означеннi регулярних крайових
умов 3.9, а ξs – коренi рiвняння (3.45).

Врахувавши (3.29), (3.101) i (3.104), ми можемо переписати
(3.102), (3.103) у виглядi

1

rρr−1
P0 =

⎧⎨
⎩
[0], i 
= j,

− Rr−1

rρr−1

μ∑
k=1

eρωk(x−t)[ωk], i = j,

ρkνRν

rρr−1
P0p = −ρ

kνRr−1Rν

rρr−1

{
μ∑

s=1

eρωs(b−t)[ωkν+1
s Δνpj] −

−
r∑

s=μ+1

e−ρωs(t−a)[ωkν+1
s Γνpj]

⎫⎬
⎭, ν = 1, r, p = 1, l,
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де Γνpj, Δνpj – елементи матриць Γν , Δν .
Пiдставимо тепер (3.97), (3.29), (3.101), (3.105), (3.106), а та-

кож вирази для останнього стовпця Q̃ij(x, t, λ) в (3.99) i розпо-
дiлимо множники знаменника Δ̃(λ) наступним чином. На ρkνRν

роздiлимо ((ν − 1)l + 2)-й, ((ν − 1)l + 3)-й, . . . , (νl + 1)-й рядок,
на eρωs(b−a) – ((s − 1)l + p)-тi стовпцi (s = μ+ 1, r, p = 1, l) i на
[eρωμ(b−a) − ξp] подiлимо ((μ− 1)l+ p)-тi стовпцi вiдповiдно. Тодi
формула (3.99) набуде вигляду

Gij(x, t, λ) =
(−1)rl

rρr−1θl
D,

де перший рядок визначника (rl + 1)-го порядку D має вигляд(
[0], . . . , [0], eρω1(x−a)[1], [0], . . . , [0], eρωμ−1(x−a)[1], [0], . . . ,

[0],
eρωμ(x−a)[1]
[eρω1(b−a) − ξi]

, [0], . . . , [0], eρωμ+1(x−b)[1], [0], . . . , [0],

eρωr(x−b)[1], [0], . . . , [0], P0

)
,

причому вiдмiннi вiд [0] елементи знаходяться на останньому та
((s − 1)l + i)-тих мiсцях, а ((ν − 1)l + p+ 1)-й рядок побудовано
наступним чином:(

[ωkν
1 Γνp1], . . . , [ωkν

1 Γνpl], . . . , [ωkν
μ−1Γνpl],

ωkν
μ [Γνp1 + eρωμ(b−a)Δνp1]
[eρωμ(b−a) − ξ1]

, . . . ,
ωkν
μ [Γνpl + eρωμ(b−a)Δνpl]
[eρωμ(b−a) − ξl]

,

[ωkν
μ+1Δνp1], . . . , [ωkν

r Δνpl], Pνp

)
.

Можна так само, як у теоремi 2.8 (стор. 119), показати, що
внаслiдок регулярностi крайових умов знаменник eρωμ(b−a)[1] −
− [ξp] (p = 1, l) обмежується знизу одним i тим самим числом.
Тодi внаслiдок умов (3.96) всi елементи визначника D на дузi
γ′k обмеженi зверху, бо експоненти там мають недодатну дiйсну
частину. Отже, на дугах γ′k має мiсце нерiвнiсть

|Gij(x, t, λ)| �M |ρ|1−r, (3.107)
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де M – деяка стала.
Доведемо тепер, що така сама нерiвнiсть виконується i на ду-

гах γ′′k . Для цього достатньо у визначнику Q̃ij(x, t, λ) помножити
групи по l стовпчикiв, починаючи з ((μ−1)l+1)-го, (μl+1)-го, . . . ,
((r − 1)l + 1)-го, на j-й стовпець матриць −Zμ(t), −Zμ+1(t), . . . ,
−Zr(t) вiдповiдно i додати до останнього стовпця. Повторивши
попереднi мiркування, легко переконатись у правильностi нерiв-
ностi (3.107) i на дугах γ′′k .

Таким чином, (3.107) доведено для тiєї частини дуги γk, що
лежить у секторi S0. Оскiльки цi самi мiркування застосовнi до
будь-якої областi Sν , вони дають той самий результат на дузi γk i
в секторi S1. Переходячи вiд ρ до λ, отримуємо твердження леми
для випадку непарного r.

2) r парне; r = 2μ. Завдяки тому, що

Ûν(Yμ) = (ρωμ)
kνRν{[Γν]+ eρωμ(b−a)[Δν]},

Ûν(Yμ+1) = (ρωμ+1)
kνRν{[Γν]+ eρωμ(b−a)[Δν]},

цей випадок вiдрiзняється вiд попереднього лише тим, що Δ̃(λ)
мiстить вираз

θl

2l∏
s=1

[eρωμ(b−a) − ξs],

де ξs – коренi рiвняння (3.46). Тут ((μ−1)l+s)-тi стовпцi потрiбно
подiлити на [eρωμ(b−a)−ξs] (s = 1, 2l) вiдповiдно. Решта мiркувань
у доведеннi теореми будуть аналогiчними випадку дуги γ′k, бо
на дузi γk мають мiсце нерiвностi Re(ρωμ) � 0, Re(ρωμ+1) � 0
внаслiдок того, що рiвняння ω2μ + 1 = 0 мiстить поряд з ωj

корiнь −ωj (j = 1, r). Теорему доведено.
Зауваження. З доведення теореми видно, що нерiвнiсть

(3.95) залишається правильною для великих |λ| i в областi Oδ,
отриманiй з λ-площини вiдкиданням образiв кiл |ρ− ρk| < δ при
вiдображеннi λ = (−1)m+1ρr.
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3.4.3. Розвинення функцiй з областi визначення опе-
ратора L̂.
Теорема 3.9. Функцiя Ґрiна G(x, t) квазiдиференцiально-

го оператора L̂, породженого регулярними крайовими умовами
(3.40), розвивається в рiвномiрно збiжний вiдносно x i t з [a, b]
ряд

G(x, t) = −
∞∑
ν=1

Qν(x, t)

λν
. (3.108)

Доведення. Користуючись теоремою 3.8 i зауваженням до
неї, отримуємо оцiнки (тут Rk – радiус кола Γk)

|Ikij(x, t)| �
1

2π

M

R
r−1
r

k Rk

2πRk =
M

R
r−1
r

k

,

∣∣∣∣Qkij(x, t)

λk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1

2πλk

∫
|ρ−ρk|=δ

rρr−1Gij(x, t, (−1)m+1ρr)dρ

∣∣∣∣∣∣∣ �
rMδ

|λk|
,

i, j = 1, l,

з яких безпосередньо випливають спiввiдношення

lim
k→∞

Ik(x, t) = 0, lim
k→∞

Qk(x, t)

λk
= 0, (3.109)

причому рiвномiрно вiдносно x i t з [a, b]. Внаслiдок (3.94) i
(3.109) буде мати мiсце формула (3.108), що й доводить теорему.
Теорема 3.10. Якщо всi власнi значення крайової задачi

(3.2), (3.40) з регулярними крайовими умовами (3.40) є прости-
ми нулями функцiї Δ(λ), то для функцiї Ґрiна квазiдиференцi-
ального оператора L̂ за виконання умови нормованостi

b∫
a

z∗ν(x)yν(x)dx = 1 (3.110)

iснує розвинення у рiвномiрно збiжний ряд

G(x, t) =

∞∑
ν=1

yν(x)z
∗
ν(t)

λν
. (3.111)
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Доведення. Оскiльки Qν(x, t) у теоремi 3.9 – лишок функцiї
G(x, t, λ) вiдносно її полюса λν , а всi власнi значення крайової
задачi (3.2), (3.40) – простi нулi функцiї Δ̂(λ), то згiдно з фор-
мулою (3.89) має мiсце рiвнiсть −Qν(x, t) = yν(x)z

∗
ν(t), де yν(x),

zν(t) – власнi функцiї спряжених операторiв L̂ i L̂∗, вiдповiднi
власним значенням λν i λ̄ν та пронормованi так, щоб виконува-
лось спiввiдношення (3.110). Теорему доведено.

З цiєї теореми легко отримати теорему про розвинення зада-
ної вектор-функцiї f(x).
Теорема 3.11. Нехай L̂ – оператор, породжений регулярни-

ми крайовими умовами i нехай всi його власнi значення є про-
стими нулями функцiї Δ̂(λ). Тодi будь-яка вектор-функцiя f(x)
з областi визначення оператора L̂ розвивається у рiвномiрно
збiжний ряд за його власними функцiями

f(x) =
∞∑
ν=1

ανyν(x), (3.112)

де при виконаннi умови (3.110)

αν =

b∫
a

z∗ν(t)f(t)dt,

а yν(x), zν(x) – власнi функцiї операторiв L̂ i L̂∗, що вiдповiда-
ють власним значенням λν i λ̄ν .
Доведення. Покладемо L̂f = ϕ′, L̂∗zν = ψ′

ν , де ϕ,ψν ∈
∈ BV +

(
[a, b];Cl

)
. Тодi

f(x) =

b∫
a

G(x, t)dϕ(t), zν(x) =

b∫
a

H(x, t)dψν(t), (3.113)

де H(x, t) – функцiя Грiна оператора L̂∗. Пiдставимо в формулу
(3.113) замiсть функцiї G(x, t) ї ї розвинення (3.108). Внаслiдок
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рiвномiрної збiжностi останнього, ми можемо його iнтегрувати
почленно. Отже, справджується формула (3.112), де

αν =
1

λν

b∫
a

z∗ν(t)dϕ(t). (3.114)

Оскiльки згiдно з теоремою 3.5

G(x, t) = H∗(t, x),

буде виконуватись i рiвнiсть
b∫

a

dψ∗
ν(x)

b∫
a

G(x, t)dϕ(t) =

b∫
a

dψ∗
ν(x)

b∫
a

H∗(t, x)dϕ(t),

звiдки
b∫

a

dψ∗
ν(x)

b∫
a

G(x, t)dϕ(t) =

b∫
a

⎛
⎝ b∫

a

H(x, t)dψν(t)

⎞
⎠
∗

dϕ(x).

Врахувавши (3.113), отримаємо спiввiдношення
b∫

a

dψ∗
ν(x)f(x) =

b∫
a

z∗ν(x)dϕ(x). (3.115)

З iншого боку, L̂∗zν = λ̄νzν . Тодi

ψν(x) =

x∫
a

λ̄νzν(t)dt.

Пiсля пiдстановки останньої рiвностi в (3.115) отримаємо з
(3.114), що

αν =
1

λν

b∫
a

dψ∗
ν(x)f(x) =

=
1

λν

b∫
a

(
λ̄νzν(x)

)∗
f(x)dx =

b∫
a

z∗ν(x)f(x)dx,
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що й потрiбно було довести.

3.5. Асимптотика фундаментальної системи
розв’язкiв сингулярного диференцiального

рiвняння

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[69].

3.5.1. Постановка задачi. Розглянемо диференцiальний
вираз

M̂n(y) ≡ y(n)+A1(x)y
(n−1)+A2(x)y

(n−2)+ . . .+An(x)y, (3.116)

де A1 ≡ 0, Ai = B′
i, Bi ∈ BV +

(
[a, b];Cl×l

)
, i = 2, n, y(x) –

вектор-стовпець. Тут штрихом позначено узагальнене диферен-
цiювання, i тому елементи матриць Ai(x) є мiрами. Розглянемо
також вiдповiдне диференцiальному виразу M̂n(y) рiвняння

M̂n(y) = λy (3.117)

де λ – комплексний параметр, i початковi умови

y(ν)(a) = yν+1, ν = 0, n− 1. (3.118)

Поряд з (3.117), (3.118) розглянемо також матричне дифе-
ренцiальне рiвняння i вiдповiднi початковi умови

M̂n(Y ) = λY, (3.119)

Y (ν)(a) = C̃ν+1, ν = 0, n − 1 (3.120)

(Y – квадратна матриця l-го порядку). Рiвняння (3.119) назива-
тимемо асоцiйованим до рiвняння (3.117). Як правило, зручнiше
оперувати саме з матричними диференцiальними рiвняннями, а
потiм вже переходити до векторних. Мiж векторним (3.117) i асо-
цiйованим до нього рiвнянням (3.119) iснує тiсний зв’язок: якщо
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матриця-функцiя Y (x) – розв’язок рiвняння (3.119), c ∈ C
l –

сталий вектор, то, поклавши y(x) = Y (x)c, отримаємо розв’язок
векторного диференцiального рiвняння (3.117).

За допомогою прямокутної матрицi

Y =
(
Y, Y ′, . . . , Y (n−1)

)T
(3.121)

матричне рiвняння (3.119) зводиться до системи диференцiаль-
них рiвнянь першого порядку

Y ′ = B′(x)Y (3.122)

або в розгорнутому виглядi

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Y
Y ′

· · ·
Y (n−2)

Y (n−1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

′

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 E · · · 0 0

0 0
. . . 0 0

· · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 0 E

λE −An −An−1 · · · −A2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Y
Y ′

· · ·
Y (n−2)

Y (n−1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

(тут E – одинична матриця l-го порядку). Умови (3.118) тодi
набувають вигляду

Y(a) = C̃,

де C̃ =
(
C̃1, C̃2, . . . , C̃n

)T
.

Очевидно, що

ΔB(x) =

⎛
⎜⎜⎝

0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0

−ΔBn(x) · · · −ΔB2(x) 0

⎞
⎟⎟⎠.

Оскiльки [ΔB(x)]2 = 0, то система (3.122) є коректною (див.
пункт 1.2.2 i [104]).
Означення 3.11. Диференцiальне рiвняння називатимемо

коректним, якщо буде коректною вiдповiдна йому система.
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Означення 3.12. Пiд розв’язком матричного диференцiаль-
ного рiвняння будемо розумiти першу блочну компоненту Y (x)
прямокутної матрицi Y(x) системи (3.122), що задовольняє його
в узагальненому сенсi.
Твердження 3.5 ([114, с. 29]). Iснує єдиний матричний

розв’язок Y (x) задачi Кошi для рiвняння (3.119) такий, що
Y (k) ∈ AC

(
[a, b];Cl×l

)
, k = 0, n− 2, Y (n−1) ∈ BV +

(
[a, b];Cl×l

)
i в точках xs ∈ [a, b] розривiв матриць-функцiй Bi(x) має мi-
сце стрибок, що визначається формулою

ΔY (n−1)(xs) = −
n−2∑
i=0

ΔBn−i(xs)Y
(i)(xs). (3.123)

3.5.2. Спряженi квазiпохiднi i функцiя Кошi. Система,
спряжена до системи (3.122), має вигляд

Z ′ = − (B∗(x))′Z, (3.124)

де Z =
(
Z{r−1}, . . . , Z{1}, Z

)T . Фiгурними дужками тут позначе-
но квазiпохiднi в сенсi спряженого до (3.119) рiвняння. З (3.124)
безпосередньо видно структуру спряженого рiвняння i квазiпо-
хiдних у сенсi останнього.
Означення 3.13. Спряженим до (3.119) називається матри-

чне квазiдиференцiальне рiвняння

M̂∗
n(Z) ≡ (−1)nZ(n) +

n∑
i=1

(−1)n−i(A∗
iZ)

(n−i) = λ̄Z, (3.125)

де A∗
i (x) = (B′

i(x))
∗ ∀i = 2, n.

Означення 3.14. Квазiпохiдними виразу M̂∗
n(Z) (квазi-

похiдними в сенсi спряженого рiвняння (3.125)) називаються
матрицi-функцiї Z{i}(x), i = 0, n− 1, що визначаються форму-
лами

Z{0} df
=Z, Z{i} = A∗

iZ −
(
Z{i−1}

)′
, i = 1, n− 1. (3.126)
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Розглянемо тепер рiвняння (3.125) з початковими умовами

Z{ν}(a) = Z
{ν}
0 , ν = 0, n − 1. (3.127)

Твердження 3.6 ([115, с. 29]). Iснує єдиний матричний
розв’язок задачi (3.125), (3.127) такий, що Z ∈ AC

(
[a, b];Cl×l

)
,

а квазiпохiднi Z{k} ∈ BV +
(
[a, b];Cl×l

)
, k = 1, n − 1, i в точках

xs ∈ [a, b] розривiв матриць-функцiй Bi(x) вони мають стриб-
ки, що визначаються формулами

ΔZ{k}(xs) = ΔBk+1(xs)Z(xs), k = 1, n − 1. (3.128)

Означення 3.15. Матриця-функцiя K̃(x, t) = K̃(x, t, λ) на-
зивається функцiєю Кошi рiвняння (3.117), якщо вона за змiн-
ною x є розв’язком цього рiвняння i в точцi x = t ∈ [a, b]
задовольняє початковi умови K̃(i)(t, t) = 0 (i = 0, n − 2),
K̃(n−1)(t, t) = E.
Означення 3.16. Матриця-функцiя R(x, t) = R(x, t, λ) нази-

вається функцiєю Кошi рiвняння (3.125), якщо вона за змiнною
x є розв’язком цього рiвняння i в точцi x = t ∈ [a, b] задовольняє
початковi умови R{i}

x (t, t) = 0 (i = 0, n− 2), R{n−1}
x (t, t) = E.

Твердження 3.7 ([114, с. 16]). Для матриць-функцiй Кошi
спряжених диференцiального i квазiдиференцiального рiвнянь
справджується тотожнiсть

R(x, t) ≡ K̃∗(t, x). (3.129)

3.5.3. Побудова матричних iнтегро-диференцiальних
рiвнянь. Поклавши λ = −ρn, рiвняння (3.119) можна записати
у виглядi

Y (n) + ρnY = −A2Y
(n−2) −A3Y

(n−3) − . . .−AnY. (3.130)

Розiб’ємо так само, як i в пунктi 2.6.3, комплексну ρ-площину
на 2n секторiв Sq = {ρ : qπ/n � arg ρ � (q+1)π/n}, q = 0, 2n − 1,
аналогiчно вводяться сектори Tq (з вершиною в точцi ρ = −c).
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Матричне рiвняння

Y (n) + ρnY = 0 (3.131)

має фундаментальну систему розв’язкiв eρω1xEl, eρω2xEl, . . . ,
eρωnxEl, де ω1, ω2, . . . , ωn – рiзнi коренi n-го степеня з −1. Згiдно
з твердженням 2.5 в кожнiй областi Tq можна так занумерувати
числа ω1, ω2, . . . , ωn, щоб виконувався ланцюг нерiвностей (2.25).

Блочну матрицю B′(x) можна подати у виглядi суми двох
матриць

B′(x) = B′
1(x) + B′

2(x),

де

B′
1(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 El · · · 0 · · · 0

· · · · · · . . . · · · · · · · · ·
0 0 · · · El · · · 0

· · · · · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 0 · · · El

−ρnEl 0 · · · 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

B′
2(x) =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0

−An −An−1 · · · −A2 0

⎞
⎟⎟⎠. (3.132)

Тодi система
Y ′ = B′

1Y (3.133)

буде еквiвалентною рiвнянню (3.131). Якщо праву частину рiвно-
стi (3.130) розглядати як «неоднорiднiсть», то згiдно з формулою
для неоднорiдного рiвняння

Y (a) = Φ(x, a)Y (a) +

x∫
a

Φ(x, ξ)dB2(ξ)Y (ξ), (3.134)
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де Φ(x, ξ) – еволюцiйний оператор однорiдної системи (3.133);
його структура має вигляд [112]

Φ(x, ξ) =

⎛
⎝ K̃∗{n−1}∗(x, ξ) · · · K̃(x, ξ)

· · · · · · · · ·
K̃∗{n−1}∗(n−1)(x, ξ) · · · K̃(n−1)(x, ξ)

⎞
⎠, (3.135)

де K̃(x, ξ) – матриця-функцiя Кошi рiвняння (3.131). Квадра-
тнi дужки в (3.135) позначають звичайнi похiднi за змiнною x, а
фiгурнi дужки – квазiпохiднi в сенсi спряженого до (3.131) рiвня-
ння, якi беруться за другою змiнною i визначаються формулами

Y {0} def
= Y, Y {i} = −

(
Y {i−1}

)′
, i = 1, n− 1. (3.136)

Легко перевiрити, що матриця-функцiя Кошi для рiвняння
(3.131) має вигляд

K̃(x, ξ) = − 1

nρn−1

n∑
j=1

ωje
ρωj(x−ξ)El. (3.137)

Справдi, вона задовольняє (3.131) по x, K̃(ν)(ξ, ξ) = 0
(ν = 0, n − 2), K̃(n−1)(ξ, ξ) = E, бо ων+1

1 + ων+1
2 + . . . + ων+1

n = 0,
а ωn

j = −1.
Врахувавши формули (3.136), (3.137), отримаємо для

ν = 0, n − 1

K̃(ν)(x, ξ) = K̃∗{ν}∗(x, ξ) = − 1

nρn−1

n∑
j=1

ων+1
j ρνeρωj(x−ξ)E.

(3.138)
Пiдставивши (3.132) i (3.135) в (3.134), отримаємо за допо-

могою блочного множення матриць матричну систему iнтегро-
диференцiальних рiвнянь типу Вольтерра-Стiльтьєса

Y (ν)(x)=
n∑

s=1

K̃∗{n−s}∗(ν)(x, a)C̃s −

−
n∑

s=2

x∫
a

K̃(ν)(x, ξ)dBs(ξ)Y
(n−s)(ξ),
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звiдки, завдяки формулам (3.137), (3.138), будемо мати

Y (ν)(x) = −
n∑

s=1

1

nρs−ν−1

n∑
j=1

eρωj(x−a)ωn−s+ν+1
j C̃s +

+

n∑
s=2

x∫
a

1

nρn−1−ν

n∑
j=1

eρωj(x−ξ))ων+1
j ×

×dBs(ξ)Y
(n−s)(ξ), ν = 0, n− 1.

Ми можемо пiдiбрати сталi матрицi C̃j так, щоб справджу-
валась матрична система iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу
Вольтерра-Стiльтьєса (ν = 0, n − 1)

Y (ν)(x) =

n∑
j=1

Cjρ
νων

j e
ρωjx +

+
ρ1−n+ν

n

n∑
s=2

x∫
a

n∑
j=1

ων+1
j eρωj(x−ξ)dBs(ξ)Y

(n−s)(ξ). (3.139)

Справдi, розписавши покоординатно систему⎧⎨
⎩
Ĉ1ω

n−1
1 ρn−1 + . . .+ Ĉn = −C1nρ

n−1ω−1
1 eρω1a,

· · ·
Ĉ1ω

n−1
n ρn−1 + . . .+ Ĉn = −Cnnρ

n−1ω−1
n eρωna,

за допомогою якої здiйснюється перехiд вiд сталих матриць C̃j

до Cj, ми отримаємо l2 систем для визначення елементiв матриць
C̃j , а їх визначники∣∣∣∣∣∣

ωn−1
1 ρn−1 · · · 1
· · · · · · · · ·

ωn−1
n ρn−1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣ = ρ
n(n−1)

2

∣∣∣∣∣∣
ωn−1
1 · · · 1
· · · · · · · · ·
ωn−1
n · · · 1

∣∣∣∣∣∣
при |ρ| > 0 вiдрiзняються вiд нуля як визначники Вандермонда.
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Покладемо для деякого фiксованого k, k = 1, n,

Ĉj =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Cj , j = 1, k,

Cj +

n∑
s=2

b∫
a

ωje
−ρωjξ

nρn−1
dBs(ξ)Y

(n−s)(ξ), j = k + 1, n.

(3.140)
Тодi рiвняння (3.139) запишуться у виглядi (ν = 0, n− 1)

Y (ν)(x) =

n∑
j=1

Ĉjω
ν
j ρ

νeρωjx +

+
1

nρn−1

n∑
s=2

x∫
a

∂ νK1(x, ξ, ρ)

∂xν
dBs(ξ)Y

(n−s)(ξ)−

− 1

nρn−1

n∑
s=2

b∫
x

∂ νK2(x, ξ, ρ)

∂xν
dBs(ξ)Y

(n−s)(ξ), ν = 0, n− 1,

(3.141)

де

K1(x, ξ, ρ) =

k∑
j=1

ωje
ρωj(x−ξ), K2(x, ξ, ρ) =

n∑
j=k+1

ωje
ρωj(x−ξ).

3.5.4. Асимптотика розв’язкiв диференцiального рiв-
няння з мiрами. У наступнiй теоремi на основi аналiзу матри-
чних iнтегро-диференцiальних рiвнянь (3.141) встановлюються
асимптотичнi формули для фундаментальної системи розв’язкiв
рiвняння (3.119).
Теорема 3.12. При вищезгаданих умовах на матрицi Ai ди-

ференцiального матричного рiвняння (3.130), воно у всiй обла-
стi T комплексної ρ-площини має n лiнiйно незалежних ма-
тричних розв’язкiв Y1, Y2, . . . , Yn, регулярних (тобто одно-
значних аналiтичних ) вiдносно ρ ∈ T для достатньо великих
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|ρ|, таких, що задовольняють спiввiдношенням (ν = 0, n − 1,
k = 1, n)

Y
(ν)
k (x, ρ) = ρνeρωk(x−a)

[
ων
kE +O

(
1
ρ

)]
, (3.142)

де O
(
1
ρ

)
позначає матрицю A(x,ρ)

ρ , а A(x, ρ) – матрична фун-
кцiя, всi елементи якої задовольняють умови |Aij(x, ρ)| � M
при |ρ| � R, x ∈ [a, b] (тут M , R – деякi сталi числа).
Доведення. Припустимо, що рiвняння (3.130) має такий

розв’язок Yk, що Ĉν = 0 при ν 
= k, Ĉk = e−ρωkaE. Нехай

Y
(ν)
k (x, ρ) = ρνeρωk(x−a)Zkν , ν = 0, n− 1, (3.143)

Kkνs(x, ξ, ρ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
ne

−ρωk(x−ξ)ρ2−ν−s ∂
νK1(x,ξ,ρ)

∂xν , ξ � x,

− 1
ne

−ρωk(x−ξ)ρ2−ν−s ∂
νK2(x,ξ,ρ)

∂xν , ξ > x,
(3.144)

k = 1, n, ν = 0, n − 1, s = 2, n;

тодi для матриць-функцiй Zkν = (zkνij(x, ρ))
l
i,j=1 ми отримаємо

з (3.141) систему iнтегральних рiвнянь

Zkν (x, ρ) = ων
kE+

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)dBs(ξ)Zk,n−s(ξ, ρ). (3.145)

При фiксованому k i ν = 0, n − 1 (3.145) є системою матричних
iнтегральних рiвнянь вiдносно функцiй Zkν(x, ρ) (ν = 0, n − 1).
Якщо вона має розв’язок Zkν , то, скориставшись методом послi-



3.5. Асимптотика фундаментальної системи розв’язкiв 301

довних пiдстановок, отримаємо

Zkν(x, ρ) = ων
kE +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)ω
n−s
k dBs(ξ) + . . .

. . . +
1

ρm

n∑
s1,...,sm=2

b∫
a

. . .

b∫
a

Kkνs1(x, ξ1, ρ)dBs1(ξ1)×. . .

. . .×Kk,n−sm−1,sm(ξm−1, ξm, ρ)dBsm(ξm)ωn−sm
k +

+
1

ρm+1

n∑
s1,...,sm+1=2

b∫
a

. . .

b∫
a

Kkνs1(x, ξ1, ρ)dBs1(ξ1)×. . .

. . .×Kk,n−sm,sm+1(ξm, ξm+1, ρ)dBsm+1(ξm+1)Zk,n−sm+1(ξm+1, ρ).
(3.146)

Розпишемо тепер останню рiвнiсть покомпонентно

zkνij(x, ρ) = ων
kδij +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)dbsij(ξ)ω
n−s
k + . . .

. . .+
1

ρm

n∑
s1,...,sm=2

b∫
a

. . .

b∫
a

l∑
g1,...,gm−1=1

Kkνs1(x, ξ1, ρ)dbs1,i,g1(ξ1)×. . .

. . .×Kk,n−sm−1,sm(ξm−1, ξm, ρ)dbsm,gm−1,j(ξm)ωn−sm
k +

+
1

ρm+1

n∑
s1,...,sm+1=2

b∫
a

. . .

b∫
a

l∑
g1,...,gm+1=1

Kkνs1(x, ξ1, ρ)dbs1,i,g1(ξ1)×. . .

. . .×Kk,n−sm,sm+1(ξm, ξm+1, ρ)dbsm+1,gm,gm+1(ξm+1)×
×zk,n−sm+1,gm+1,j(ξm+1, ρ), (3.147)

тут δij – символ Кронекера (тобто δii = 1, δij = 0, i 
= j), i, j = 1, l,
ν = 0, n− 1. Нехай B = max |zkνgh (x, ρ)|, a � x � b, ν = 0, n − 1,
g, h = 1, l. З леми 4 пункту 2.10.2 i формули (3.144) безпосередньо
випливає iснування таких сталих L i R, що для |ρ| > R буде
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правильною нерiвнiсть |Kkνs (x, ξ, ρ) | � L. Тодi останнiй доданок
в (3.147) за модулем не перевищує

B
Lm+1

|ρ|m+1

n∑
s1,s2,...,sm+1=2

l∑
g1,...,gm+1=1

b
V
a
bs1,i,g1 . . .

b
V
a
bsm+1,gm,gm+1,

де
b
V
a
bsgh – варiацiя функцiї bsgh(x) на промiжку [a, b]. Внаслi-

док обмеженостi варiацiї елементiв матриць Bs (s = 2, n), можна
прийти до оцiнки за модулем останнього доданку в (3.147) через

B(m+1)2nl
(
LM
|ρ|

)m+1
, де M = max

b
V
a
bsgh, s = 2, n, g, h = 1, l. При

|ρ| > R0, де R0 = max {R, 2LM} (тут враховано, що для великих
m має мiсце нерiвнiсть m2 < 2m), функцiя zkνij(x, ρ) є сумою
ряду

zkνij(x, ρ) = ων
kδij +

1

ρ

n∑
s=2

b∫
a

Kkνs(x, ξ, ρ)dbsij(ξ)ω
n−s
k +

+
1

ρ2

n∑
s1,s2=2

b∫
a

b∫
a

l∑
g=1

Kkνs1(x, ξ1, ρ)Kk,n−s1,s2(ξ1, ξ2, ρ)×

×dbs1ig(ξ1)dbs2gj(ξ2)ωn−s2
k + . . . ,

оскiльки вiн мажорується сумою геометричної прогресiї зi зна-
менником, меншим вiд одиницi. Навпаки, легко побачити, що в
кожнiй областi |ρ| � R1 > R0, a � x � b, цей ряд збiгається рiв-
номiрно i є покомпонентним розв’язком системи (3.145). Отже,
вiн має один i тiльки один матричний розв’язок Zkν = Zkν(x, ρ),
регулярний вiдносно ρ, причому Zkν(x, ρ) = ων

kE+O (1/ρ). Звiд-
си i з (3.143) випливають спiввiдношення (3.142), з яких можна
зробити висновок про лiнiйну незалежнiсть матриць-функцiй Y1,
Y2, . . . , Yn.

Залишається довести iснування розв’язку Yk(x, ρ) рiвняння
(3.130), якому за формулою (3.143) вiдповiдає функцiя Zkν , яка
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задовольняє (3.145). Для цього достатньо показати, що визна-
чник лiнiйного перетворення пiд сталих матриць Cj до Ĉj для
достатньо великих |ρ|, ρ ∈ T , вiдрiзняється вiд нуля.

Але якщо визначник перетворення (3.140) дорiвнює нулю для
як завгодно великих |ρ|, ρ ∈ T , то для цих значень ρ система
(3.140) має нетривiальнi розв’язки вiдносно Cj для Ĉ1 = Ĉ2 =
= . . . = Ĉn = 0. Вiдповiдна функцiя Y буде тодi нетривiальним
розв’язком першого рiвняння системи, яку можна отримати з
(3.141) при Ĉ1 = Ĉ2 = . . . = Ĉn = 0.

Доведемо, що це неможливо. Скориставшись замiною
(ν = 0, n − 1)

Zν(x) = (zνij(x))
l
i,j=1 = Y (ν)(x)ρ−νe−ρωk(x−a), (3.148)

отримаємо для матриць-функцiй Zν , ν = 0, n− 1, систему рiв-
нянь

Zν (x, ρ) = ων
kE +

+

n∑
s=2

1

nρs+ν−1

x∫
a

∂ νK1(x, ξ, ρ)

∂xν
eρωk(ξ−x)dBs(ξ)Zn−s(ξ, ρ)−

−
n∑

s=2

1

nρs+ν−1

b∫
x

∂ νK2(x, ξ, ρ)

∂xν
eρωk(ξ−x)dBs(ξ)Zn−s(ξ, ρ).

Поклавши m(ρ) = max |zνgh(x, ρ)|, a � x � b, ν = 0, n − 1, g, h =
= 1, l, i застосувавши лему 4 до правої частини останньої систе-
ми, можна отримати оцiнку

|zνij(x, ρ)| �
D1

n |ρ|(k + n− k)

n∑
s=2

l∑
g=1

b∫
a

|ρ|2−s |dbsig(ξ)|m(ρ).

Оскiльки лiва частина досягає свого максимуму m(ρ), то m(ρ) �
� m(ρ)D2/|ρ|, де D1, D2 – сталi. Для великих значень |ρ| ця
нерiвнiсть можлива тiльки тодi, коли m(ρ) = 0; отже, zνij(x, ρ) =
= 0. Звiдси на основi (3.148) Y ≡ 0 при ν = 0, i теорему доведено
повнiстю.
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Зауваження. У випадку, коли всi коефiцiєнти диференцi-
ального рiвняння (3.119) є сумовними, з теореми 3.10 виплива-
ють уже вiдомi результати (див. [76, с. 118–119] або теорему 1.8).

3.6. Асимптотика власних значень i власних
функцiй крайової задачi для
диференцiального рiвняння

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[69].

3.6.1. Сингулярний векторний диференцiальний опе-
ратор та регулярнi крайовi умови. Диференцiальний вираз
M̂n(y), визначений формулою (3.116), i крайовi умови

Ûν(y) ≡
n−1∑
j=0

Γνjy
(j)(a) +

n−1∑
j=0

Δνjy
(j)(b) = 0, ν = 1, n, (3.149)

де Γνj, Δνj – сталi матрицi l-го порядку, породжують диферен-
цiальний оператор M̂ з областю визначення

D(M̂) =
{
y : y(k) ∈ AC([a, b];Cl), k = 0, n − 2,

y(n−1) ∈ BV +([a, b];Cl), Ûν(y) = 0, ν = 1, n
}
,

який дiє з простору BV +([a, b];Cl) у простiр мiр.
Крайовi умови (3.149) можна переписати у матричному ви-

глядi
Ûν(Y ) = 0, ν = 1, n (3.150)

або
WaY(a) +WbY(b) = 0, (3.151)

де блочнi матрицiWa,Wb мають виглядWa = (Γν,j−1)
n
ν,j=1,Wb =

= (Δν,j−1)
n
ν,j=1, а матриця Y подається формулою (3.121).
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За допомогою операцiї нормування (див. пункт 3.2.2) крайовi
умови (3.149) можна подати у виглядi

Ûν(y) ≡ Γνy
(kν )(a) + Δνy

(kν)(b) +

+

kν−1∑
j=0

Γ̃νjy
(j)(a) +

kν−1∑
j=0

Δ̃νjy
(j)(b) = 0, (3.152)

n− 1 � k1 � k2 � . . . � kn � 0, ks+2 < ks,

s = 1, n − 2, ν = 1, n,

причому для кожного значення iндексу ν хоча б одна з матриць
Γν , Δν вiдрiзняється вiд нульової.
Означення 3.17. Для n непарного (n = 2μ − 1) нормованi

крайовi умови (3.152) назвемо регулярними для задачi (3.117),
(3.152), якщо числа θ0 i θl, що визначаються спiввiдношенням

θ0 + θ1s+ . . .+ θls
l =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Γ1ω
k1
1 · · · Γ1ω

k1
μ−1 (Γ1+sΔ1)ω

k1
μ Δ1ω

k1
μ+1 · · · Δ1ω

k1
n

Γ2ω
k2
1 · · · Γ2ω

k2
μ−1 (Γ2+sΔ2)ω

k2
μ Δ2ω

k2
μ+1 · · · Δ2ω

k2
n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Γnω

kn
1 · · · Γnω

kn
μ−1 (Γn+sΔn)ω

kn
μ Δnω

kn
μ+1 · · · Δnω

kn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(3.153)

вiдрiзняються вiд нуля. Для n парного (n = 2μ) нормованi кра-
йовi умови (3.152) називатимемо регулярними для цiєї задачi,
якщо будуть вiдмiнними вiд нуля числа θ−l i θl, що визначаю-
ться рiвнiстю

θ−l

sl
+ . . . +

θ−1

s
+ θ0 + θ1s+ . . .+ θls

l = D,

де визначник D вiдрiзняється вiд детермiнанта з (3.153) тим,
що (μ + 1)-й блочний стовпець мiстить елементи вигляду(
Γj +

1
sΔj

)
ω
kj
μ+1.

Означення регулярностi 3.17 збiгається з означенням регу-
лярностi з [76, с. 120–121] та [42, с. 203–205].
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3.6.2. Асимптотика власних значень. Для крайової зада-
чi (3.117), (3.152) можна встановити, що при регулярних для неї
крайових умовах множина власних значень є злiченною, а асим-
птотична поведiнка великих за модулем власних значень зале-
жить лише вiд чисел θj, j = −l,−l+1, . . . , l. Ми будемо вважати
(не уточнюючи цього в умовi теореми заради лаконiчностi), що
матричнi коефiцiєнти векторного рiвняння (3.117) задовольня-
ють накладенi на них у пунктi 3.5.1 умови.
Теорема 3.13. Нехай M̂ – диференцiальний оператор, поро-

джений диференцiальним виразом M̂n(y) i регулярними крайо-
вими умовами (3.152).

Тодi для непарного n кожному p-кратному кореню ξ
(1)
j рiв-

няння
θ0 + θ1s+ . . .+ θls

l = 0 (3.154)

для сектора Sk з парним iндексом k вiдповiдає p послiдовностей
власних значень λ(1)kj , а кожному p-кратному кореню ξ

(2)
j рiвня-

ння (3.154) для сектора Sk з непарним k вiдповiдає p послiдовно-
стей власних значень λ(2)kj , причому вони подаються асимпто-
тичними формулами

λ
(1)
kj =

(
∓ 2kπi

b− a

)n
[
1∓

n ln0 ξ
(1)
j

2kπi
+O

(
1

k1+1/p

)]
,

λ
(2)
kj =

(
± 2kπi

b− a

)n
[
1±

n ln0 ξ
(2)
j

2kπi
+O

(
1

k1+1/p

)]
,

j = j0, j0 + 1, . . . , j0 + p− 1, k → ∞,

(3.155)

де верхнiй знак вiдповiдає n = 4q − 1, а нижнiй – n = 4q + 1;
ξ
(γ)
j0

= . . . = ξ
(γ)
j0+p−1; γ = 1, 2; ln0 ξ – деяке фiксоване значення

натурального логарифма; k = N + 1, N + 2, . . .; N – достатньо
велике натуральне число.

Для парного n кожному p-кратному кореню ξj рiвняння

θ−ls
−l + θ−l+1s

−l+1 + . . . + θls
l = 0 (3.156)
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для областi S0 вiдповiдає p послiдовностей власних значень

λkj =

(
2kπi

b− a

)n[
1∓ n ln0 ξj

2kπi
+O

(
1

k1+1/p

)]
, (3.157)

j = j0, j0 + p− 1, k → ∞,

де верхнiй знак вiдповiдає n = 4q, а нижнiй – n = 4q + 2. При
переходi до областi Sk з непарним iндексом k формула (3.157) не
змiнюється, а при переходi до областi Sk з парним k у формулi
(3.157) необхiдно замiнити ξj на 1

ξj
.

У випадку кратного кореня ξ деякi з λkj, вiдповiднi цьому ξ,
можуть спiвпасти, утворюючи одне кратне власне значення.
Для достатньо великих |λ| крайова задача (3.117), (3.152) не має
нiяких iнших власних значень, а кратнiсть власного значення
не перевищує кратностi вiдповiдного кореня ξ рiвняння (3.154)
або (3.156).
Доведення здiйснюється аналогiчно доведенню теорем 2.2,

3.2 з використанням теореми 3.12. Можна зазначити лиш, що
власнi значення є нулями визначника

Δ̂(λ) = det
(
Ûν(Yj)

)n

ν,j=1
.

Нехай Y1(x), Y2(x), . . . , Yn(x) – фундаментальна система розв’яз-
кiв рiвняння (3.119), яка задовольняє асимптотичнi формули
(3.142). Тодi крайовi умови (3.152) запишуться у виглядi

Ûν(Yj) = (ρωj)
kν
{
[Γν]+ eρωj(b−a)[Δν]

}
.

Зовсiм так само, як у теоремi 2.2, за допомогою формул (2.76),
(2.77) можна показати, що в кожному секторi T за виконання не-
рiвностей (2.177) для n непарного (n = 2μ+1) i парного (n = 2μ)

Ûν(Yj) =

⎧⎨
⎩
(ρωj)

kν [Γν], j < μ,

(ρωμ)
kν{[Γν]+ eρωμ(b−a)[Δν]}, j = μ,

(ρωj)
kνeρωj(b−a)[Δν], j > μ,

(3.158)
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Ûν(Yj) =

⎧⎨
⎩
(ρωj)

kν [Γν ], j < μ,

(ρωj)
kν{[Γν]+ eρωj(b−a)[Δν]}, j = μ, μ+ 1,

(ρωj)
kνeρωj(b−a)[Δν], j > μ+ 1

(3.159)

вiдповiдно. Пiсля пiдстановки останнiх формул у Δ̂(λ), скороче-
ння на спiльнi множники рядкiв i стовпцiв (враховуючи, що для
парного n має мiсце ωμ+1 = −ωμ), ми отримаємо рiвняння

[θ0]+ [θ1]eρωμ(b−a) + [θ2]e2ρωμ(b−a) + . . . + [θl]elρωμ(b−a) = 0

i

[θ−l]e−lρωμ(b−a) + [θ−l+1]e(−l+1)ρωμ(b−a) + . . .+ [θ0]+

+ [θ1]eρωμ(b−a) + [θ2]e2ρωμ(b−a) + . . .+ [θl]elρωμ(b−a) = 0

для n непарного i парного вiдповiдно. Внаслiдок регулярностi
крайових умов (3.152), мiркуваннями, аналогiчними наведеним
у теоремах 2.2, 3.2, з цих рiвнянь можна вивести асимптотичнi
формули для великих власних значень (3.155), (3.157).
Зауваження. У випадку, коли всi коефiцiєнти диференцi-

ального рiвняння (3.119) є сумовними, теорема 3.13 збiгається
з уже вiдомими результатами (див. [76, с. 122–123] або теорему
1.9).

3.6.3. Асимптотика власних функцiй. Користуючись те-
оремами 3.12 i 3.13, можна встановити асимптотичну поведiнку
власних вектор-функцiй. Власна функцiя повинна задовольняти
крайову задачу (3.117), (3.152) i вiдповiдати власному значенню,
її можна подати у виглядi

y = Y1c1 + Y2c2 + . . .+ Yncn,

де Y1(x), Y2(x), . . . , Yn(x) – лiнiйно незалежна система розв’язкiв
рiвняння (3.119), визначена за допомогою теореми 3.12. З систе-
ми

n∑
j=1

Ûν(Yj)cj = 0, ν = 1, n,
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можна визначити нетривiальнi розв’язки – вектор-стовпцi cj . За
допомогою методу Гаусса, надавши вiльним невiдомим вектор-
функцiям cj деяких значень, можна визначити решту cj i вста-
новити y. У випадку простих власних значень побудову власних
функцiй можна провести безпосереднiм узагальненням скаляр-
ного випадку.

Таким чином, асимптотичнi формули для i-го елемента вла-
сних функцiй yk(x) = colon(yk1(x), yk2(x), . . . , ykl(x)), вiдповiд-
них простим власним значенням λk, можна подати у вигля-
дi визначникiв ln-го порядку, якi отримують з детермiнанта
Δ̂(λ) = det(Ûν(Yj))

n
ν,j=1 шляхом замiни в ньому першого (зви-

чайного, а не блочного) рядка на i-й рядок прямокутної матри-
цi (Y1(x), Y2(x), . . . , Yn(x)), де Y1(x), Y2(x), . . . , Yn(x) – фунда-
ментальна система розв’язкiв рiвняння (3.119), що задовольняє
асимптотичнi формули (3.142).

3.7. Функцiя Ґрiна крайової задачi
Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi

[66].

3.7.1. Спряженi крайовi умови. Розглянемо вираз Z∗Y
i здиференцiюємо його, скориставшись формулами (3.122),
(3.124):

(Z∗Y)′ = (Z∗)′ Y + Z∗Y ′ = −
(
(B∗)′ Z

)∗ Y + Z∗B′Y =

= −Z∗B′Y + Z∗B′Y = 0.

Таке диференцiювання допустиме, оскiльки добутки (Z∗)′ Y i
Z∗Y ′ є коректними на пiдставi того факту, що Y , Y ′, . . . , Y (n−2),
Z – матрицi, що складаються з абсолютно неперервних на [a, b]
функцiй, а Y (n−1), Z{1}, Z{2}, . . . , Z{n−1} – матрицi, компоненти
яких є функцiями обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї (див.
твердження 3.5, 3.6). Отже, Z∗Y є сталою величиною i тому

(Z∗Y)|ba = 0 (3.160)
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або в розгорнутому виглядi
n∑

j=1

Z∗{n−j}(b)Y (j−1)(b)−
n∑

j=1

Z∗{n−j}(a)Y (j−1)(a) = 0.

За допомогою останньої рiвностi можна визначити спряже-
нi крайовi умови. Для цього доповнимо лiнiйнi форми Û1(Y ),
Û2(Y ), . . . , Ûn(Y ) формами Ûn+1(Y ), Ûn+2(Y ), . . . , Û2n(Y ) до
лiнiйно незалежної системи 2n лiнiйних форм. Тодi систему

Ûν(Y ) =
n−1∑
j=0

ΓνjY
(j)(a) +

n−1∑
j=0

ΔνjY
(j)(b), ν = 1, 2n,

можна однозначно розв’язати вiдносно невiдомих Y (q)(a),
Y (q)(b), якi визначаються через Û1(Y ), . . . , Û2n(Y ). Пiдставив-
ши отриманi Y (q)(a), Y (q)(b) (q = 0, n− 1) у бiлiнiйну форму в
лiвiй частинi рiвностi (3.160), ми отримаємо, що

(Z∗Y)|ba =

2n∑
ν=1

Aν(ξ)Bν(η),

де η =
(
Y (q)(a), Y (q)(b)

)
, ξ =

(
Z∗{q}(a), Z∗{q}(b)

)
, q = 0, n − 1, а

Bν(η) = Ûν(Y ). Позначимо A2n(ξ) = V̂1(Z), . . . , A1(ξ) = V̂2n(Z).
Очевидно, що для того щоб виконувалась рiвнiсть (3.160), по-
виннi мати мiсце спiввiдношення

V̂ν(Z) = 0, ν = 1, n, (3.161)

де

V̂ν(Z) =

n−1∑
j=0

Γ̂νjZ
{j}(a) +

n−1∑
j=0

Δ̂νjZ
{j}(b), ν = 1, n,

якi ми назвемо спряженими крайовими умовами до умов (3.149)
(оскiльки крайовi умови дорiвнюють нулю, можна перенести
комплексне спряження з Z на матрицю сталих коефiцiєнтiв при
ньому). Спряженi крайовi умови можна записувати й у вектор-
ному виглядi V̂ν(z) = 0, ν = 1, n.



3.7. Функцiя Ґрiна крайової задачi 311

Зауваження. Якщо |Wa| 
= 0 i |Wb| 
= 0 одночасно в рiвняннi
(3.151), то крайовi умови для спряженого рiвняння подаватиму-
ться у виглядi

Z∗(a)W−1
a + Z∗(b)W−1

b = 0. (3.162)

Справдi, з рiвностi (3.151), якщо |Wa| 
= 0, маємо

Y(a) = −W−1
a WbY(b).

Пiдставивши отриманий вираз у (3.160), отримаємо спiввiдноше-
ння

Z∗(b)Y(b) + Z∗(a)W−1
a WbY(b) = 0,

звiдки при |Wb| 
= 0 випливає (3.162).
Спряжений квазiдиференцiальний вираз M̂∗

n(z) i спряженi
крайовi умови (3.161) породжують квазiдиференцiальний опе-
ратор M̂∗, який є спряженим до M̂ . Квазiдиференцiальний опе-
ратор M̂∗ має область визначення

D(M̂∗) =
{
z : z ∈ AC

(
[a, b];Cl×1

)
,

z{s} ∈ BV +
(
[a, b];Cl×1

)
, s = 1, n − 1, V̂ν(z) = 0, ν = 1, n

}
i дiє з простору BV + ([a, b];C) у простiр мiр.

3.7.2. Функцiя Ґрiна крайової задачi. Розглянемо тепер
неоднорiдне векторне диференцiальне рiвняння

M̂n(y) = λy + f ′, (3.163)

де f ∈ BV +
(
[a, b];Cl

)
, а також асоцiйоване до нього матричне

рiвняння
M̂n(Y ) = λY + F ′, (3.164)

де F ∈ BV +
(
[a, b];Cl×l

)
, F (x) складається з l стовпчикiв f(x).

Неоднорiдне рiвняння (3.164) шляхом введення прямокутної ма-
трицi Y (див. пункт 3.5.1) зводиться до системи диференцiальних
рiвнянь першого порядку

Y ′ = B′Y + F′, (3.165)
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де F(x) = (0, . . . , 0,−F (x))T . Ця система є коректною внаслiдок
виконання умов [ΔB(x)]2 ≡ 0 i ΔB(x)ΔF(x) ≡ 0 (див. [114]).

Побудуємо матричну функцiю Ґрiна крайової задачi (3.163),
(3.117). Нехай K̃(x, t, λ) – матриця-функцiя Кошi однорi-
дного рiвняння (3.119). Вiдомо [114, с. 21], що K̃(x, a, λ),
K̃∗{1}∗(x, a, λ), . . . , K̃∗{n−1}∗(x, a, λ) утворюють фундаментальну
систему розв’язкiв i розв’язок рiвняння (3.164) можна подати у
виглядi

Y (x, λ) =

n∑
k=1

K̃∗{k−1}∗(x, a, λ)Ck +

x∫
a

K̃(x, t, λ)dF (t). (3.166)

Оскiльки, згiдно з [114]

Y (j)(x, λ) =

n∑
k=1

K̃∗{k−1}∗(j)(x, a, λ)Ck +

x∫
a

K̃(j)(x, t, λ)dF (t),

(j = 1, n), пiдстановка формули (3.166) в крайовi умови (3.150)
дасть рiвностi

Ûν(Y ) =

n∑
k=1

Ûν

(
K̃∗{k−1}∗(x, a, λ)

)
Ck +

+
n−1∑
j=0

Δνj

b∫
a

K̃(j)(b, t, λ)dF (t), ν = 1, n, (3.167)

що можна записати у виглядi WC̃ + B̃ = 0, де C̃ =
= (C1, . . . , Cn)

T , B̃ – прямокутна матриця порядку nl × l, W =

=
(
Ûν(K̃

∗{k−1}∗(x, a, λ))
)n

ν,k=1
. В припущеннi, що λ не є власним

значенням оператора M̂ , визначник системи (3.167) вiдрiзняє-
ться вiд нуля Δ̂(λ) ≡ detW 
= 0. Тодi сталi матрицi Ck можуть
бути визначенi з системи (3.167) єдиним чином:

Ck = −
n∑

ν=1

n−1∑
j=0

Wνk

Δ̂(λ)
Δνj

b∫
a

K̃(j)(b, t, λ)dF (t), k = 1, n,
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де Wνk (ν, k = 1, n) – матриця l-го порядку, транспонована до
складеної з алгебричних доповнень визначника Δ̂(λ) до елемен-
тiв матрицi Ûν

(
K̃∗{k−1}∗(x, a, λ)

)
, тобто

W−1 =
1

Δ(λ)

⎛
⎜⎜⎝
W11 W21 · · · Wn1

W12 W22 · · · Wn2

· · · · · · · · · · · ·
W1n W2n · · · Wnn

⎞
⎟⎟⎠.

Пiдставляючи цi значення Ck у формулу (3.166), отримаємо

Y (x, λ) =

x∫
a

K̃(x, t, λ)dF (t) −

−
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

b∫
a

K̃∗{k−1}∗(x, a, λ)
Wνk

Δ̂(λ)
ΔνjK̃

(j)(b, t, λ)dF (t),

Означення 3.18. Матричний вираз

G(x, t, λ) = P (x, t, λ) −

−
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

K̃∗{k−1}∗(x, a, λ)
Wνk

Δ̂(λ)
ΔνjK̃

(j)(b, t, λ), (3.168)

де

P (x, t, λ) =

{
K̃(x, t, λ), x � t,
0, x < t

(3.169)

будемо називати функцiєю Ґрiна крайової задачi (3.163), (3.150)
(диференцiального оператора M̂ − λI).

З єдиностi вибору сталих випливає єдинiсть функцiї Ґрiна.
Як видно з наступної теореми, ця матриця-функцiя Ґрiна, яка
будується лише за допомогою функцiї Кошi однорiдного рiвня-
ння, її похiдних i квазiпохiдних у сенсi спряженого рiвняння, є
аналогом функцiї Ґрiна в класичному розумiннi (див., напри-
клад, [76, с. 115–116]).
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Теорема 3.14. Розв’язок задачi (3.163), (3.149), в припущен-
нi, що λ не є її власним значенням, можна подати у виглядi

y(x) =

b∫
a

G(x, t, λ)df(t), (3.170)

де матриця-функцiя Ґрiна G(x, t, λ) подається формулою
(3.168) i має наступнi властивостi :

1) похiднi за першою змiнною G(k)(x, t, λ) (k = 0, n− 2) є
неперервними функцiями двох змiнних x, t i абсолютно непе-
рервними за кожною змiнною при фiксованiй iншiй;

2) функцiя G(n−1)(x, t, λ) має обмежену на промiжку [a, b]
варiацiю за першою змiнною та є абсолютно неперервною по t;

3) G(x, t, λ) на кожному з iнтервалiв [a, t), (t, b] по x задо-
вольняє рiвняння (3.119);

4) G(x, t, λ) за змiнною x задовольняє крайовi умови (3.150);
5) при x = t матриця-функцiя G(x, t, λ) задовольняє умови

стрибка

G(k)(t+ 0, t, λ) −G(k)(t− 0, t, λ) = 0, k = 0, n − 2;

G(n−1)(t+ 0, t, λ)−G(n−1)(t− 0, t, λ) =

= E +
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

n−2∑
i=0

ΔBn−i(t)K̃
(i)∗{k−1}∗(t, a, λ)

Wνk

Δ̂(λ)
Δνj×

×K̃(j)(b, t, λ).

Доведення. Формула (3.170) була вже доведена вище. Пун-
кти 1) – 4) легко перевiрити, врахувавши вищезгаданi властиво-
стi розв’язкiв рiвняння (3.119) та спряженого до нього i повто-
ривши мiркування теорем 2.16 та 3.3. Для доведення пункту 5)
використовуються спiввiдношення

K̃∗{k−1}∗(x, t, λ) =
n∑

q=1

Yq(x, λ)Cqk(t, λ), k = 1, n, (3.171)
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якi випливають з того факту, що всi K̃∗{k−1}∗(x, t, λ) є розв’язка-
ми рiвняння (3.119); Yq(x), q = 1, n, – фундаментальна система
розв’язкiв рiвняння (3.119). Тодi, внаслiдок рiвностi (3.123), ми
маємо

K̃(n−1)∗{k−1}∗(t+ 0, a, λ) − K̃(n−1)∗{k−1}∗(t− 0, a, λ) =

=

n∑
q=1

(
Y (n−1)
q (t+ 0, λ) − Y (n−1)

q (t− 0, λ)
)
Cqk(a, λ) =

= −
n∑

q=1

n−2∑
i=0

ΔBn−i(t)Y
(i)
q (t, λ)Cqk(a, λ) =

= −
n−2∑
i=0

ΔBn−i(t)K̃
(i)∗{k−1}∗(t, a, λ), k = 1, n,

звiдки, врахувавши 1) i властивостi функцiї Кошi, можна одер-
жати 5), що й доводить теорему.
Зауваження 1. Зазначимо, що коли ΔBi(x) = 0, i = 2, n,

властивiсть 5) набуває «класичного» вигляду

G(k)(t+ 0, t, λ) −G(k)(t− 0, t, λ) = 0, k = 0, n − 2;

G(n−1)(t+ 0, t, λ) −G(n−1)(t− 0, t, λ) = E.

Зауваження 2. Матрицю-функцiю G(x, t, λ) можна записа-
ти також у виглядi

G(x, t, λ) = (−1)nl
1

Δ̂(λ)

⎛
⎝ Q11 · · · Q1l

· · · · · · · · ·
Ql1 · · · Qll

⎞
⎠, (3.172)

де

Qij(x, t, λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K̃i1(x, a, λ) · · · K̃
∗{n−1}∗
il (x, a, λ) Pij(x, t, λ)

Û1(K̃11(x, a, λ)) · · · Û1(K̃
∗{n−1}∗
1l (x, a, λ)) Û1(P1j(x, t, λ))

· · · · · · · · · · · ·
Ûn(K̃l1(x, a, λ)) · · · Ûn(K̃

∗{n−1}∗
ll (x, a, λ)) Ûn(Plj(x, t, λ))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(3.173)
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K̃ij(x, t, λ) – елементи матрицi K̃(x, t, λ), Pij(x, t, λ) – елементи
матрицi P (x, t, λ).

Справдi, позначивши через W̃νkpq i Wνkpq вiдповiдно допов-
нюючий мiнор i алгебричне доповнення у визначнику Δ̂(λ) еле-
мента Ûν(K̃

∗{k−1}∗
pq (x, t, λ)), ми отримаємо, розписавши (3.173) за

елементами останнього стовпця i першого рядка,

Qij(x, t, λ) = (−1)nlPij(x, t, λ)Δ̂(λ) +

+

n∑
ν=1

l∑
p=1

(−1)nl+(ν−1)l+p Ûν(Ppj(x, t, λ))×

×
n∑

k=1

l∑
q=1

K̃
∗{k−1}∗
iq (x, a, λ)(−1)(k−1)l+q+1W̃νkpq. (3.174)

Тепер, врахувавши формулу (3.169), неважко вiд (3.172) при-
йти до рiвностi (3.168).

3.7.3. Розв’язувальне ядро задачi (3.165), (3.151).
Розв’язок задачi (3.165), (3.151), якщо λ не є її власним зна-
ченням, можна подати у виглядi iнтеграла вiд розв’язувального
ядра (матрицi-функцiї Ґрiна задачi (3.165), (3.151)) i прямоку-
тної матрицi F. Цей результат буде потрiбним для подальших
дослiджень властивостей функцiї Ґрiна задачi (3.163), (3.149).

Для задачi (3.165), (3.151) має мiсце формула (див. [114])

Y(x) = Φ(x, a)Y(a) +
x∫

a

Φ(x, t)dF(t), (3.175)

де Φ(x, t) = Φ(x, t, λ) – фундаментальна матриця системи
(3.122); вона подається у виглядi Φ(x, t, λ) = R(x, λ)R−1(t, λ),
тут R(x, λ) – iнтегральна матриця системи (3.122). Ми можемо
записати рiвнiсть (3.175) наступним чином:

Y(x) = R(x, λ)C +

x∫
a

Φ(x, t, λ)dF(t), (3.176)
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де C = R−1(a, λ)Y (a) – прямокутна матриця. Пiдставив-
ши (3.176) в умови (3.151), отримаємо, внаслiдок того, що
|WaR(a, λ) +WbR(b, λ)| 
= 0 (бо λ не є власним значенням крайо-
вої задачi), вираз для матрицi C

C = −{WaR (a, λ) +WbR (b, λ)}−1

b∫
a

WbΦ (b, t, λ) dF (t).

а тому (3.176) запишеться у виглядi

Y(x) =
x∫

a

Φ(x, t, λ)dF(t) −

−R(x, λ) {WaR(a, λ) +WbR(b, λ)}−1

b∫
a

WbΦ(b, t, λ)dF(t).

Оскiльки

R(x, λ) {WaR(a, λ) +WbR(b, λ)}−1 =

=
{
WaR(a, λ)R

−1(x, λ) +WbR(b, λ)R
−1(x, λ)

}−1
,

ми одержимо формулу

Y(x) =
b∫

a

M(x, t, λ)dF(t), (3.177)

де розв’язувальне ядро

M(x, t, λ) =

{
Φ(x, t, λ) + Ω1(x, t, λ), x � t,
Ω1(x, t, λ), x < t

є квадратною матрицею ln-го порядку, а

Ω1(x, t, λ) = −{WaΦ(a, x, λ) +WbΦ(b, x, λ)}−1WbΦ(b, t, λ).
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3.7.4. Зв’язок мiж функцiями Ґрiна спряжених крайо-
вих задач. Нехай H(x, t, λ) – матриця-функцiя Ґрiна спряженої
крайової задачi

M̂∗
n(Z) = λ̄Z + F̂ ′ (3.178)

з крайовими умовами (3.161) (оператора M̂∗− λ̄I), де матриця F̂
складається з l стовпцiв f̂(x), усi компоненти яких є неперервни-
ми справа функцiями обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї. Вона
будується за допомогою матрицi-функцiї Кошi K̃(x, t, λ) однорi-
дного рiвняння (3.119), її квазiпохiдних у сенсi рiвняння (3.125)
та звичайних похiдних.
Теорема 3.15. Розв’язок задачi

M̂∗
n(z) = λ̄z+ f̂ ′,

V̂ν(z) =

n−1∑
j=0

Γ̂νjz
{j}(a) +

n−1∑
j=0

Δ̂νjz
{j}(b) = 0, ν = 1, n,

в припущеннi, що λ не є її власним значенням, можна зобрази-
ти у виглядi

z(x) =

b∫
a

H(x, t, λ)df̂ (t), (3.179)

де матриця-функцiя Ґрiна H(x, t, λ) подається формулою

H(x, t, λ) =

{
Ω̂(x, t, λ) + K̃(t, x, λ), x � t,

Ω̂(x, t, λ), x < t,

Ω̂(x, t, λ)=−
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

K̃∗(k−1)(a, x, λ)
Ŵνk

Δ̂1(λ)
Δ̂νjK̃

{j}(t, b, λ),

фiгурними дужками тут позначаються квазiпохiднi в сенсi рiв-
няння (3.125) за першою змiнною, а круглими – звичайнi похiднi
в сенсi спряженого до (3.125) рiвняння (2.163) за другою змiн-
ною, Ŵνk (ν, k = 1, n) – матриця l-го порядку, транспонована до
складеної з алгебричних доповнень визначника

Δ̂1(λ) ≡ det
(
V̂ν

(
K̃∗(k−1)(a, x, λ)

))n

ν,k=1
.
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до елементiв матрицi V̂ν

(
K̃∗(k−1)(a, x, λ)

)
.

Матриця-функцiя Ґрiна H(x, t, λ) має наступнi властиво-
стi :

1) матриця-функцiя H(x, t, λ) є неперервною функцiєю двох
змiнних x, t i абсолютно неперервною за кожною змiнною при
фiксованiй iншiй;

2) квазiпохiднi H{k}(x, t, λ) (k = 1, n− 1) мають обмежену
на промiжку [a, b] варiацiю за першою змiнною та є абсолютно
неперервними по t;

3) H(x, t, λ) на кожному з iнтервалiв [a, t), (t, b] по x задо-
вольняє однорiдне рiвняння (3.125);

4) H(x, t, λ) за змiнною x задовольняє крайовi умови (2.220);
5) для x = t матриця-функцiя H(x, t, λ) задовольняє умови

стрибка

H(t+ 0, t, λ)−H(t− 0, t, λ) = 0;

H{s}(t+ 0, t, λ)−H{s}(t− 0, t, λ) =

= −
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

ΔB∗
s+1(t)K̃

∗(k−1)(a, t, λ)
Ŵνk

Δ̂1(λ)
Δ̂νj×

×K̃{j}(t, b, λ), s = 1, n− 2;

H{n−1}(t+ 0, t, λ)−H{n−1}(t− 0, t, λ) =

= E −
n∑

ν=1

n∑
k=1

n−1∑
j=0

ΔB∗
n(t)K̃

∗(k−1)(a, t, λ)
Ŵνk

Δ̂1(λ)
Δ̂νjK̃

{j}(t, b, λ).

Доведення. Формула (3.179) i властивостi функцiї Ґрiна
встановлюються мiркуваннями, аналогiчними до наведених у
пунктi 3.7.2 та доведеннях теорем 2.17 i 3.4. Доведемо тут ли-
ше пункт 5). Для цього розглянемо спiввiдношення

K̃∗(k−1)(t, x, λ) =

n∑
q=1

Zq(x, λ)Cqk(t, λ), k = 1, n,

якi випливають з того факту, що всi K̃∗(k−1)(t, x, λ) є розв’язка-
ми рiвняння (3.125); Zq(x), q = 1, n, – фундаментальна система
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розв’язкiв рiвняння (3.125). Тодi, внаслiдок рiвностi (3.128) ми
маємо

K̃{s}∗(k−1)(a, t+ 0, λ)− K̃{s}∗(k−1)(a, t− 0, λ) =

=

n∑
q=1

(
Z{s}
q (t+ 0, λ) − Z{s}

q (t− 0, λ)
)
Cqk(a, λ) =

=

n∑
q=1

ΔB∗
s+1(t)Zq(t, λ)Cqk(a, λ) =

= ΔB∗
s+1(t)K̃

∗(k−1)(a, t, λ), k = 1, n, s = 1, n− 1,

звiдки, врахувавши 1) i властивостi функцiї Кошi, можна одер-
жати 5), що й доводить теорему.
Теорема 3.16. Для x 
= t, якщо λ не є власним значенням

оператора M̂ , функцiї Ґрiна спряжених крайових задач пов’яза-
нi мiж собою спiввiдношенням

G(x, t, λ) = H∗(t, x, λ).

Доведення. Припустимо без втрати загальностi, що
G(x, t, λ) i H(x, t, λ) є функцiями Ґрiна спряжених крайових за-
дач

M̂n(Y )− λY = F1(x), (3.180)

Ûν(Y )=

n−1∑
j=0

ΓνjY
(j)(a) +

n−1∑
j=0

ΔνjY
(j)(b)= 0, ν = 1, n, (3.181)

M̂∗
n(Z)− λ̄Z = −F2(x), (3.182)

V̂ν(Z)=

n−1∑
j=0

Γ̂νjZ
{j}(a) +

n−1∑
j=0

Δ̂νjZ
{j}(b)= 0, ν = 1, n, (3.183)

вiдповiдно, де F1(x), F2(x) – неперервнi на [a, b] матрицi,
якi складаються з l однакових стовпчикiв вигляду f1(x) i
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f2(x). Цi задачi внаслiдок введення прямокутних матриць Y =

=
(
Y, Y ′, . . . , Y (n−1)

)T i Z =
(
Z{n−1}, . . . , Z{1}, Z

)T зводяться до
задач {

Y ′ = B′Y + F1,
WaY(a) +WbY(b) = 0

i {
Z ′ = − (B∗)′Z + F2,

ŴaZ(a) + ŴbZ(b) = 0

вiдповiдно, де

F1(x) = (0, . . . , 0, F1(x))
T , F2(x) = (F2(x), 0, . . . , 0)

T ,

а Wa, Wb, Ŵa, Ŵb – числовi матрицi порядку nl × nl.
Оскiльки добутки (Z∗)′ Y i Z∗Y ′ коректнi, то

(Z∗Y)′ = (Z∗)′ Y + Z∗Y ′ =
= −Z∗B′Y + F∗

2Y + Z∗B′Y +Z∗F1 = Z∗F1 + F∗
2Y.

З iншого боку, врахувавши шлях побудови крайових умов
спряженої задачi (3.161) i повторивши мiркування з доведен-
ня теореми 2.18, можна переконатись у правильностi рiвностi
(3.160) для неоднорiдних спряжених крайових задач (3.180)–
(3.183). Тодi

b∫
a

(Z∗(x)F1(x) + F∗
2(x)Y(x)) dx = 0.

Згiдно з формулою (3.177)

Y(x) =
b∫

a

M(x, t, λ)F1(t)dt, Z(t) =

b∫
a

N(t, x, λ)F2(x)dx,

врахувавши (3.170), можна зробити висновок, що останнiй
елемент першого рядка блочної матрицi M(x, t, λ) дорiвнює
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G(x, t, λ), а перший елемент останнього рядка блочної матрицi
N(t, x, λ) збiгається з −H(t, x, λ). Крiм того,

b∫
a

⎛
⎝ b∫

a

N(t, x, λ)F2(x)dx

⎞
⎠
∗

F1(t)dt+

+

b∫
a

F∗
2(x)

b∫
a

M(x, t, λ)F1(t)dtdx =

=

b∫
a

b∫
a

F∗
2(x){N∗(t, x, λ) +M(x, t, λ)}F1(t)dxdt = 0,

тобто
b∫

a

b∫
a

f∗2 (x) {−H∗(t, x, λ) +G(x, t, λ)} f1(t)dxdt = 0. (3.184)

Нехай

G(x, t, λ) = (gij(x, t, λ))
l
i,j=1 , H(x, t, λ) = (hij(x, t, λ))

l
i,j=1 ,

f1(x) = colon(f11, . . . , f1l), f2(x) = colon(f21, . . . , f2l), (x0, t0) –
будь-яка точка областi a � x, t � b, x 
= t. Довiльно вибере-
мо оточуючий її малий прямокутник Δs зi сторонами t = t0±Δt
i x = x0 ± Δx i такi вектор-функцiї f1(t) i f2(x), щоб f1j(t) ≡ 0
при j 
= j0, f1,j0(t) 
= 0 в Δs, f1,j0(t) ≡ 0 зовнi Δs, f2i(t) ≡ 0 при
i 
= i0, f2,i0(t) 
= 0 в Δs, f2,i0(t) ≡ 0 зовнi Δs. Для цього вибору
рiвняння (3.184) буде еквiвалентним до

t0+Δt∫
t0−Δt

x0+Δx∫
x0−Δx

f2,i0(x)
[
hj0,i0(t, x, λ)− gi0,j0(x, t, λ)

]
f1,j0(t)dxdt = 0,

i, оскiльки f2,i0(x)f1,j0(t) 
= 0 в Δs, очевидно, вираз у квадратних
дужках перетворюється в нуль десь у цiй областi. Нехай Δx i Δt
прямують до нуля. Тодi в границi ми матимемо hj0,i0(t0, x0, λ) =
= gi0,j0(x0, t0, λ) i внаслiдок довiльностi вибору векторiв f1(t),
f2(x) та точок x0, t0 (x0 
= t0) отримаємо твердження теореми.
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3.7.5. Аналiтична природа матрицi-функцiї Ґрiна у
випадку простих полюсiв. Оскiльки чисельник i знаменник
у формулi (3.172) є, очевидно, цiлими аналiтичними функцiями
параметра λ, функцiя Ґрiна G(x, t, λ) оператора M̂ − λI є меро-
морфною функцiєю параметра λ; ї ї полюсами можуть бути лише
власнi значення оператора M̂ .

Нехай λ0 – простий нуль функцiї Δ̂1(λ). Тодi λ0 може бути
лише простим полюсом функцiї G(x, t, λ). Повнiстю повторивши
мiркування з пункту 3.3.5, аналогiчно [76, с. 48–49], отримаємо,
що функцiю Грiна G(x, t, λ) за виконання умови нормованостi

b∫
a

z∗0(τ)y0(τ)dτ = 1 (3.185)

можна записати у виглядi

G(x, t, λ) = −y0(x)z
∗
0(t)

λ− λ0
+G1(x, t, λ), (3.186)

де y0(x) – власна вектор-функцiя диференцiального оператора
M̂, вiдповiдна простому нулю λ0 визначника Δ̂1(λ), z0(x) – вла-
сна вектор-функцiя диференцiального оператора M̂∗, вiдповiдна
власному значенню λ̄0 цiєї задачi, а функцiя G1(x, t, λ) регулярна
в околi точки λ0.

3.8. Розвинення за власними функцiями

Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi
[71].

3.8.1. Структура функцiї Кошi та її квазiпохiдних.У
випадку диференцiального рiвняння (3.119) мають мiсце аналоги
теорем 3.6 i 3.7.
Теорема 3.17. Нехай Y1(x), . . . , Yn(x) – будь-яка фундамен-

тальна система розв’язкiв матричного диференцiального рiв-
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няння (3.119),

W (t) =

∣∣∣∣∣∣
Y1(t) · · · Yn(t)
· · · · · · · · ·

Y
(n−1)
1 (t) · · · Y

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣
– вронскiан цього рiвняння, а Vij(t) – матриця, транспонова-
на до матрицi, складеної з алгебричних доповнень у визначнику
W (t) до елементiв матрицi Y (i−1)

j (t). Тодi матрицю-функцiю
Кошi K̃(x, t) рiвняння (3.119) i її мiшанi похiднi в сенсi вихiдно-
го рiвняння i квазiпохiднi в сенсi спряженого рiвняння можна
зобразити у виглядi

K̃∗{j}∗(i)(x, t) =
1

W (t)

n∑
k=1

Y
(i)
k (x)Vn−j,k(t), i, j = 0, n − 1.

(3.187)
Доведення. Нехай

R(x) =

⎛
⎝ Y1(t) · · · Yn(t)

· · · · · · · · ·
Y

(n−1)
1 (t) · · · Y

(n−1)
n (t)

⎞
⎠

– iнтегральна матриця рiвняння (3.119). Тодi B(x, t) =
= R(x)R−1(t) – еволюцiйний оператор, який має структуру [112]

B(x, t) =

⎛
⎝ K̃∗{n−1}∗(x, t) · · · K̃(x, t)

· · · · · · · · ·
K̃∗{n−1}∗(n−1)(x, t) · · · K̃(n−1)(x, t)

⎞
⎠. (3.188)

Матрицю (3.188) запишемо у виглядi⎛
⎝ K̃

∗{n−1}∗
(x, t) · · · K̃(x, t)

· · · · · · · · ·
K̃∗{n−1}∗(n−1)(x, t) · · · K̃(n−1)(x, t)

⎞
⎠ =

=

⎛
⎝ Y1(t) · · · Yn(t)

· · · · · · · · ·
Y

(n−1)
1 (t) · · · Y

(n−1)
n (t)

⎞
⎠ 1

W (t)

⎛
⎝ V11(t) · · · Vn1(t)

· · · · · · · · ·
V1n(t) · · · Vnn(t)

⎞
⎠,
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звiдки випливає (3.187), що й завершує доведення теореми.
Теорема 3.18. Нехай Y1(x), . . . , Yn(x) – будь-яка фундамен-

тальна система розв’язкiв матричного рiвняння (3.119). По-
значимо через yipqj(x) елемент, який знаходиться на перетинi
p-го рядка i q-го стовпця матрицi Y (i−1)

j (x), тобто Y (i−1)
j (x) =

= (yipqj(x))
l
p,q=1 (i, j = 1, n). Тодi матриця-функцiя Кошi рiвня-

ння (3.4) i її мiшанi похiднi в сенсi вихiдного рiвняння i квазiпо-
хiднi в сенсi спряженого рiвняння є квадратними матрицями
l-го порядку, кожен елемент яких подається вiдношенням ви-
значника, який вiдрiзняється вiд вронскiана W (t) лише одним
рядком, до W (t):

K̃∗{j}∗(i)
pq (x, t) =

=
1

W (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1111(t) · · · y11l1(t) · · · y11ln(t)
· · · · · · · · · · · · · · ·

y1l11(t) · · · y1ll1(t) · · · y1lln(t)
· · · · · · · · · · · · · · ·

yn−j,q−1,11(t) · · · yn−j,q−1,l1(t) · · · yn−j,q−1,ln(t)
yi+1,p11(x) · · · yi+1,pl1(x) · · · yi+1,pln(x)
yn−j,q+1,11(t) · · · yn−j,q+1,l1(t) · · · yn−j,q+1,ln(t)

· · · · · · · · · · · · · · ·
ynl11(t) · · · ynll1(t) · · · ynlln(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

(3.189)

i, j = 0, n − 1, p, q = 1, l.

Тут «нестандартний» рядок з залежними вiд x функцiями
знаходиться на ((n − j − 1)l + q)-му мiсцi зверху, а елемент
K̃

∗{j}∗(i)
pq (x, t) розташований на перетинi p-го рядка i q-го стов-

пця матрицi K̃∗{j}∗(i)(x, t).
Доведення. Згiдно з теоремою 3.17 має мiсце рiвнiсть

(3.187), розпишемо її покоординатно

K̃∗{j}∗(i)
pq (x, t)=

1

W (t)

n∑
k=1

l∑
g=1

yi+1,pqk(x)An−j,qgk(t)=
Mipqj(x, t)

W (t)
,
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де Mipqj(x, t) – визначник з чисельника правої частини формули
(3.189), An−j,qgk(t) – алгебричне доповнення у визначнику W (t)
елемента yn−j,qgk(t), p, q = 1, l, i, j = 1, n. Теорему доведено.

Залежний вiд x рядок знаходиться у визначнику з чисельника
правої частини формули (3.189) на q-му мiсцi в (n − j)-й смузi
зверху, хоча вiн взятий з p-го мiсця в (i + 1)-й смузi зверху у
визначнику W (x). Фактично, це означає, що навiть при j 
= 0
K̃∗{j}∗(i)(x, t) залежить лише вiд елементiв матриць Y1(x), . . . ,
Yn(x), Y1(t), . . . , Yn(t) i їхнiх похiдних у сенсi вихiдного рiвняння
(3.119).

3.8.2. Оцiнка матричної функцiї Ґрiна. Будемо вважа-
ти, не втрачаючи загальностi, що M̂y = 0 лише при y = 0. Дiй-
сно, в протилежному випадку достатньо замiнити M̂n(y) вира-
зом M̂n(y)− cy, де c – довiльне число, вiдмiнне вiд усiх власних
значень оператора M̂ . Таке число iснує, бо згiдно з теоремою
3.13 цей оператор має лише злiченну множину власних значень.
Нехай G(x, t, λ) – функцiя Грiна оператора M̂ − λI; оператор M̂
має матрицю-функцiю Грiна G(x, t) = G(x, t, 0).

Розглянемо в комплекснiй λ-площинi послiдовнiсть кiл Γk,
k = 1, 2, . . . , зi спiльним центром у початку координат, що мають
наступнi властивостi: 1) радiус Rk кола Γk необмежено зростає
для k → ∞; 2) iснує додатне число δ, таке, що прообрази ρk в
S0 ∪ S1 власних значень оператора M̂ при вiдображеннi

λ = −ρn (3.190)

знаходяться для досить великих k на вiдстанi не меншiй δ вiд
прообразiв кожного з кiл Γk. На пiдставi асимптотичних власти-
востей власних значень такi кола Γk iснують.

Аналогiчно пункту 2.9.1 розглядається також iнтеграл

Ik(x, t) =
1

2πi

∮
Γk

G(x, t, λ)

λ
dλ;

застосувавши до нього теорему про лишки, отримаємо

Ik(x, t) = G(x, t) +

mk∑
ν=1

Qν(x, t)

λν
, (3.191)
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де Qν(x, t) – лишок матрицi-функцiї G(x, t, λ) вiдносно її полюса
λν (який ми припускатимемо простим), аmk – число цих полюсiв
у крузi Γk.
Теорема 3.19. У випадку регулярних крайових умов на ко-

лах Γk кожен елемент матрицi-функцiї G(x, t, λ) задовольняє
нерiвнiсть

|Gij(x, t, λ)| �M |λ|−
n−1
n , (3.192)

де M – деяка стала.
Доведення здiйснюється подiбно до скалярного випадку

(теорема 2.19). За вiдповiдного вибору arg ρ при вiдображеннi
(3.190) коло Γk переходить у дугу γk кола з центром у початку
координат i центральним кутом 2π/r, що проходить у двох сусi-
днiх областях S0, S1 комплексної ρ-площини. Розглянемо окремо
випадки парного i непарного n.

1) n – непарне; n = 2μ − 1. Нехай згiдно з твердженням 2.5
числа ω1, ω2, . . . , ωn (рiзнi коренi n-го степеня з −1) занумеро-
вано так, що для ρ ∈ S0 виконується ланцюг нерiвностей (2.25)
(c тут дорiвнює 0). Тодi згiдно з формулами (2.76), (2.77), якi
доведенi в теоремi 2.2, для ρ ∈ S0{

Re(ρω1) � 0, . . . ,Re(ρωμ−1) � 0,

Re(ρωμ+1) � 0, . . . ,Re(ρωn) � 0.
(3.193)

Нехай γ′k – та частина дуги γk, яка знаходиться в областi S0

i на якiй Re(ρωμ) � 0, а γ′′k – та її частина, яка теж знаходиться
в цiй областi i на якiй Re(ρωμ) � 0. Оцiнимо функцiю Gij(x, t, λ)
на дузi γ′k, скориставшись формулами (3.172), (3.173), (3.169).

Врахувавши формули (3.171) i їх наслiдки

Ûν(K̃
∗{k−1}∗(x, t, λ)) =

n∑
j=1

Ûν(Yj(x, λ))Cjk(t, λ), k = 1, n,
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ми можемо записати⎛
⎝ Û1(Y1) · · · Û1(Yn)

· · · · · · · · ·
Ûn(Y1) · · · Ûn(Yn)

⎞
⎠·

⎛
⎝ C11 · · · C1n

· · · · · · · · ·
Cn1 · · · Cnn

⎞
⎠=

=

⎛
⎝ Û1(K̃(x, t, λ)) · · · Û1(K̃

∗{n−1}∗(x, t, λ))
· · · · · · · · ·

Ûn(K̃(x, t, λ)) · · · Ûn(K̃
∗{n−1}∗(x, t, λ))

⎞
⎠,

де Yk = (ykij)
l
i,j=1 – будь-яка фундаментальна система розв’язкiв.

Тепер, оскiльки подiбна рiвнiсть матиме мiсце i для визначникiв
замiсть матриць, бо детермiнант добутку матриць дорiвнює до-
бутку їхнiх детермiнантiв, отримаємо, що Δ̂(λ) = Δ̃(λ)C(λ), де

Δ̃(λ) = det
(
Ûν(Yk)

)n

ν,k=1
, C(λ) = det (Cνk)

n
ν,k=1.

Аналогiчно, поряд з рiвнiстю

Pi,j(−1)nl

⎛
⎝ Û1(Y1) · · · Û1(Yn)

· · · · · · · · ·
Ûn(Y1) · · · Ûn(Yn)

⎞
⎠·

⎛
⎝ C11 · · · C1n

· · · · · · · · ·
Cn1 · · · Cnn

⎞
⎠+

+

n∑
ν=1

l∑
k=1

(−1)nl+(ν−1)l+kÛν(Pkj)×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1i1 · · · y1il · · · yni1 · · · ynil

Û1(y111) · · · Û1(y11l) · · · Û1(yn11) · · · Û1(yn1l)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ûν(y1,k−1,1) · · · Ûν(y1,k−1,l) · · · Ûν(yn,k−1,1) · · · Ûν(yn,k−1,l)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ûν(y1,k+1,1) · · · Ûν(y1,k+1,l) · · · Ûν(yn,k+1,1) · · · Ûν(yn,k+1,l)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ûn(y1l1) · · · Ûn(y1ll) · · · Ûn(ynl1) · · · Ûn(ynll)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
×

×

⎛
⎝ c1111 · · · c1n1l

· · · · · · · · ·
cn1l1 · · · cnnll

⎞
⎠=
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= Pi,j(−1)rl

⎛
⎝ Û1(K̃) · · · Û1(K̃

∗{n−1}∗)
· · · · · · · · ·

Ûn(K̃) · · · Ûn(K̃
∗{n−1}∗)

⎞
⎠+

+

n∑
ν=1

l∑
k=1

(−1)rl+(ν−1)l+kÛν(Pkj)×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

K̃i1 · · · K̃il · · · K̃
∗{n−1}∗
il

Û1(K̃11) · · · Û1(K̃1l) · · · Û1(K̃
∗{n−1}∗
1l )

· · · · · · · · · · · · · · ·
Ûν(K̃k−1,1) · · · Ûν(K̃k−1,l) · · · Ûν(K̃

∗{n−1}∗
k−1,l )

· · · · · · · · · · · · · · ·
Ûν(K̃k+1,1) · · · Ûν(K̃k+1,l) · · · Ûν(K̃

∗{n−1}∗
k+1,l )

· · · · · · · · · · · · · · ·
Ûn(K̃l1) · · · Ûn(K̃ll) · · · Ûn(K̃

∗{n−1}∗
ll )

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∀i, j = 1, l можна розглядати й аналогiчну рiвнiсть з визначни-
ками замiсть матриць. Права частина цiєї рiвностi дорiвнюва-
тиме визначнику Qij(x, t, λ), бо є його розкладом за елементами
останнього стовпця, а лiву частину можна подати як добуток
Q̃ij(x, t, λ)C(λ), де

Q̃ij(x, t, λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1i1 · · · y1il · · · yni1 · · · ynil Pij

Û1(y111) · · · Û1(y11l) · · · Û1(yn11) · · · Û1(yn1l) Û1(P1j)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Û1(y1l1) · · · Û1(y1ll) · · · Û1(ynl1) · · · Û1(ynll) Û1(Plj)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ûn(y111) · · · Ûn(y11l) · · · Ûn(yn11) · · · Ûn(yn1l) Ûn(P1j)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ûn(y1l1) · · · Ûn(y1ll) · · · Ûn(ynl1) · · · Ûn(ynll) Ûn(Plj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

(3.194)

Отже,
Qij(x, t, λ) = Q̃ij(x, t, λ)C(λ).
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Тодi формула (3.172) перепишеться у виглядi

G(x, t, λ) = (−1)nl
1

Δ̃(λ)

⎛
⎝ Q̃11 · · · Q̃1n

· · · · · · · · ·
Q̃n1 · · · Q̃nn

⎞
⎠ (3.195)

або

Gij(x, t, λ) = (−1)nl
Q̃ij(x, t, λ)

Δ̃(λ)
, i, j = 1, l. (3.196)

Згiдно з теоремами 3.17, 3.18

K̃(j)(x, t, λ) =

n∑
k=1

Y
(j)
k (x, λ)Zk(t, λ),

де кожен елемент квадратної матрицi l-го порядку Zk(t, λ) =
= (zkpq(t, λ))

l
p,q=1 є вiдношенням алгебричного доповнення еле-

мента ((n−1)l+q)-го рядка i ((k−1)l+p)-го стовпця у вронскiанi

W (t) = det
(
Y

(i−1)
j

)n

i,j=1

до самого визначника W (t). Функцiї Yj виберемо так, щоб вони
разом зi своїми похiдними для достатньо великих |ρ| задовольня-
ли спiввiдношення (3.142). Пiдставивши формули (3.142) замiсть
Y

[ν]
k (t) у вираз для W (t), а отже, Zk(t, λ), i скоротивши у кожно-

му елементi цiєї матрицi чисельник i знаменник на ρl, ρ2l, . . . ,
ρ(n−2)l, ρ(n−1)(l−1), elρωs(t−a), s = 1, n, s 
= k, e(l−1)ρωk(t−a), будемо
мати

Zk(t, λ) = e−ρωk(t−a) 1

ρn−1
[
γk
γ
], (3.197)

де

γ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
El El · · · El

ω1El ω2El · · · ωnEl

· · · · · · · · · · · ·
ωn−1
1 El ωn−1

2 El · · · ωn−1
n El

∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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γk = (γkpq)
l
p,q=1, γkpq – алгебричне доповнення елемента, що ле-

жить на перетинi ((n−1)l+ q)-го рядка i ((k+1)l+p)-го стовпця
у визначнику γ, [A] = A+O

(
1
ρ

)
при |ρ| → ∞.

За формулою Фробенiуса [19, с. 56], якщо

M =

(
A B
C D

)
,

A i D – квадратнi матрицi, |A| 
= 0, то

M−1 =

(
A−1 +A−1BH−1CA−1 −A−1BH−1

−H−1CA−1 H−1

)
,

H = D − CA−1B.

Застосуємо n − 1 разiв формулу Фробенiуса до матрицi, вiд-
повiдної визначнику γ. В якостi матрицi A в нас щоразу фiгу-
руватиме помножена на скаляр одинична матриця l-го порядку.
Матриця H складатиметься з деякої кiлькостi тих самих блокiв,
що й вихiдна матриця (внаслiдок властивостей блочного мно-
ження матриць i того, що обернена до одиничної матрицi теж
є одиничною). На пiдставi цього, матриця M−1 теж складати-
меться з n2 подiбних блокiв. Тому γkpq = 0 для всiх k i p 
= q
(внаслiдок зв’язку алгебричних доповнень елементiв матрицi з
оберненою до неї).

В той же час, повиннi виконуватись спiввiдношення

n∑
k=1

ωj
k

γkpp
γ

=

{
0, j = 0, n− 2,
1, j = n− 1,

p = 1, l.

Остання система має єдиний розв’язок; з iншого боку, вона за-
довольняється при γkpp/γ = −ωk/n, бо ωn

k = −1. Отже, формула
(3.197) набуває вигляду

Zk(t, λ) =
1

nρn−1
e−ρωk(t−a)[− ωkE], k = 1, n. (3.198)
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Розглянемо матрицю-функцiю G(x, t, λ) при x > t (у випад-
ку x < t мiркування будуть аналогiчними); тодi останнiй еле-
мент першого рядка у визначнику (3.194) буде K̃ij(x, t, λ). По-
множимо групи по l стовпцiв визначника Q̃ij(x, t, λ), починаючи
з (μl + 1)-го, ((μ + 1)l + 1)-го, . . . , ((n − 1)l + 1)-го, на j-й стов-
пець матриць −Zμ+1(t),−Zμ+2(t), . . . ,−Zn(t) вiдповiдно i додамо
до останнього стовпця. Визначник внаслiдок цього не змiниться.
Тодi елементами останнього стовпчика в Q̃ij(x, t, λ) будуть

μ∑
k=1

l∑
g=1

ykig(x)zkgj(t), (3.199)

μ∑
k=1

l∑
g=1

Ûνb(ykpg)zkgj(t)−
n∑

k=μ+1

l∑
g=1

Ûνa(ykpg)zkgj(t),

ν = 1, n, p = 1, l. (3.200)

Пiдставивши вирази (3.142) в нормованi форми Ûν(Y ), мати-
мемо

Ûνa(Yj) = (ρωj)
kν [Γν],

Ûνb(Yj) = (ρωj)
kνeρωj(b−a)[Δν],

(3.201)

звiдки

Ûν(Yj) = Ûνa(Yj) + Ûνb(Yj) = (ρωj)
kν{[Γν]+ eρωj(b−a)[Δν]},

ν, j = 1, n. Отже, на пiдставi нерiвностей (3.193) справджуються
формули

Ûν(Ys) =

⎧⎨
⎩
(ρωs)

kν [Γν], s = 1, μ − 1,

(ρωs)
kν{[Γν]+ eρωμ(b−a)[Δν]}, s = μ,

(ρωs)
kνeρωs(b−a)[Δν], s = μ+ 1, n.

(3.202)

Пiдставивши їх у Δ̃(λ), отримаємо

Δ̃(λ) =

n∏
ν=1

ρlkν
n∏

j=μ+1

elρωj(b−a)
l∑

s=0

[θs]esρωμ(b−a) =

=

n∏
ν=1

ρlkν
n∏

s=μ+1

elρωs(b−a)θl

l∏
s=1

[eρωμ(b−a) − ξs], (3.203)
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причому тут θs – тi самi, що i в означеннi регулярних крайових
умов 3.17, а ξs – коренi рiвняння (3.154).

Врахувавши (3.142), (3.198) i (3.201), ми можемо переписати
(3.199), (3.200) у виглядi

1

nρn−1
P0 =

⎧⎨
⎩
[0], i 
= j,

− 1
nρn−1

μ∑
k=1

eρωk(x−t)[ωk], i = j,

ρkν

nρn−1
P0p = − ρkν

nρn−1

{
μ∑

s=1

eρωs(b−t)[ωkν+1
s Δνpj] −

−
n∑

s=μ+1

e−ρωs(t−a)[ωkν+1
s Γνpj]

⎫⎬
⎭, ν = 1, n, p = 1, l,

де Γνpj, Δνpj – елементи матриць Γν , Δν .
Пiдставимо тепер (3.194), (3.142), (3.198), (3.202), (3.203), а

також вирази для останнього стовпця Q̃ij(x, t, λ) в (3.195) i роз-
подiлимо множники знаменника Δ̃(λ) наступним чином. На ρkν
роздiлимо ((ν − 1)l + 2)-й, ((ν − 1)l + 3)-й, . . . , (νl + 1)-й рядок,
на eρωs(b−a) – ((s − 1)l + p)-тi стовпцi (s = μ+ 1, n, p = 1, l) i на
[eρωμ(b−a) − ξp] подiлимо ((μ− 1)l+ p)-тi стовпцi вiдповiдно. Тодi
формула (3.195) набуде вигляду

Gij(x, t, λ) =
(−1)nl

nρn−1θl
D,

де перший рядок визначника (nl + 1)-го порядку D має вигляд(
[0], . . . , [0], eρω1(x−a)[1], [0], . . . , [0], eρωμ−1(x−a)[1], [0], . . . ,

[0],
eρωμ(x−a)[1]
[eρω1(b−a) − ξi]

, [0], . . . , [0], eρωμ+1(x−b)[1], [0], . . . , [0],

eρωn(x−b)[1], [0], . . . , [0], P0

)
,

причому вiдмiннi вiд [0] елементи знаходяться на останньому та
((s − 1)l + i)-тих мiсцях, а ((ν − 1)l + p+ 1)-й рядок побудовано
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наступним чином:(
[ωkν

1 Γνp1], . . . , [ωkν
1 Γνpl], . . . , [ωkν

μ−1Γνpl],

ωkν
μ [Γνp1 + eρωμ(b−a)Δνp1]
[eρωμ(b−a) − ξ1]

, . . . ,
ωkν
μ [Γνpl + eρωμ(b−a)Δνpl]
[eρωμ(b−a) − ξl]

,

[ωkν
μ+1Δνp1], . . . , [ωkν

n Δνpl], Pνp

)
.

Можна так само, як у теоремi 2.8 (стор. 119), показати, що
внаслiдок регулярностi крайових умов знаменник eρωμ(b−a)[1] −
− [ξp] (p = 1, l) обмежується знизу одним i тим самим числом.
Тодi внаслiдок умов (3.193) всi елементи визначника D на дузi
γ′k обмеженi зверху, бо експоненти там мають недодатну дiйсну
частину. Отже, на дугах γ′k має мiсце нерiвнiсть

|Gij(x, t, λ)| �M |ρ|1−n, (3.204)

де M – деяка стала.
Доведемо тепер, що така сама нерiвнiсть виконується i на ду-

гах γ′′k . Для цього достатньо у визначнику Q̃ij(x, t, λ) помножити
групи по l стовпчикiв, починаючи з ((μ−1)l+1)-го, (μl+1)-го, . . . ,
((n − 1)l + 1)-го, на j-й стовпець матриць −Zμ(t), −Zμ+1(t), . . . ,
−Zn(t) вiдповiдно i додати до останнього стовпця. Повторивши
попереднi мiркування, легко переконатись у правильностi нерiв-
ностi (3.204) i на дугах γ′′k .

Таким чином, (3.204) доведено для тiєї частини дуги γk, що
лежить у секторi S0. Оскiльки цi самi мiркування застосовнi до
будь-якої областi Sν , вони дають той самий результат на дузi γk i
в секторi S1. Переходячи вiд ρ до λ, отримуємо твердження леми
для випадку непарного n.

2) n парне; n = 2μ. Завдяки тому, що

Ûν(Yμ) = (ρωμ)
kν{[Γν]+ eρωμ(b−a)[Δν]},

Ûν(Yμ+1) = (ρωμ+1)
kν{[Γν]+ eρωμ(b−a)[Δν]},
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цей випадок вiдрiзняється вiд попереднього лише тим, що Δ̃(λ)
мiстить вираз

θl

2l∏
s=1

[eρωμ(b−a) − ξs],

де ξs – коренi рiвняння (3.156). Тут ((μ−1)l+s)-тi стовпцi потрi-
бно подiлити на [eρωμ(b−a)−ξs] (s = 1, 2l) вiдповiдно. Решта мiрку-
вань у доведеннi теореми будуть аналогiчними випадку дуги γ′k,
бо на дузi γk мають мiсце нерiвностi Re(ρωμ) � 0, Re(ρωμ+1) � 0
внаслiдок того, що рiвняння ω2μ+1 = 0 мiстить поряд з ωj корiнь
−ωj (j = 1, n). Теорему доведено.
Зауваження. З доведення теореми видно, що нерiвнiсть

(3.192) залишається правильною для великих |λ| i в областi Oδ,
отриманiй з λ-площини вiдкиданням образiв кiл |ρ− ρk| < δ при
вiдображеннi λ = −ρn.
3.8.3. Розвинення функцiй з областi визначення опе-

ратора M̂ .
Теорема 3.20. Функцiя Ґрiна G(x, t) диференцiального

оператора M̂ , породженого регулярними крайовими умовами
(3.152), розвивається в рiвномiрно збiжний вiдносно x i t з [a, b]
ряд

G(x, t) = −
∞∑
ν=1

Qν(x, t)

λν
. (3.205)

Доведення. Користуючись теоремою 3.19 i зауваженням до
неї, отримуємо оцiнки (тут Rk – радiус кола Γk)

|Ikij(x, t)| �
1

2π

M

R
n−1
n

k Rk

2πRk =
M

R
n−1
n

k

,

∣∣∣∣Qkij(x, t)

λk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1

2πλk

∫
|ρ−ρk |=δ

nρn−1Gij(x, t,−ρn)dρ

∣∣∣∣∣∣∣ �
nMδ

|λk|
,

i, j = 1, l,
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з яких безпосередньо випливають спiввiдношення

lim
k→∞

Ik(x, t) = 0, lim
k→∞

Qk(x, t)

λk
= 0, (3.206)

причому рiвномiрно вiдносно x i t з [a, b]. Внаслiдок (3.191) i
(3.206) буде правильною формула (3.205), що й доводить теорему.
Теорема 3.21. Якщо всi власнi значення крайової задачi

(3.117), (3.152) з регулярними крайовими умовами (3.152) є про-
стими нулями функцiї Δ(λ), то для функцiї Ґрiна диференцi-
ального оператора M̂ за виконання умови нормованостi

b∫
a

z∗ν(x)yν(x)dx = 1 (3.207)

iснує розвинення у рiвномiрно збiжний ряд

G(x, t) =
∞∑
ν=1

yν(x)z
∗
ν(t)

λν
. (3.208)

Доведення. Оскiльки Qν(x, t) у теоремi 3.20 – лишок фун-
кцiї G(x, t, λ) вiдносно її полюса λν , а всi власнi значення крайо-
вої задачi (3.117), (3.152) – простi нулi функцiї Δ̂(λ), то згiдно
з формулою (3.186) має мiсце рiвнiсть −Qν(x, t) = yν(x)z

∗
ν(t),

де yν(x), zν(t) – власнi функцiї спряжених операторiв M̂ i M̂∗,
вiдповiднi власним значенням λν i λ̄ν i пронормованi так, щоб
виконувалось спiввiдношення (3.207). Теорему доведено.

З цiєї теореми легко отримати теорему про розвинення зада-
ної вектор-функцiї f(x).
Теорема 3.22. Нехай M̂ – оператор, породжений регуляр-

ними крайовими умовами i нехай всi його власнi значення є про-
стими нулями функцiї Δ̂(λ). Тодi будь-яка вектор-функцiя f(x)
з областi визначення оператора M̂ розвивається у рiвномiрно
збiжний ряд за його власними функцiями

f(x) =

∞∑
ν=1

ανyν(x), (3.209)



3.8. Розвинення за власними функцiями 337

де при виконаннi умови (3.207)

αν =

b∫
a

z∗ν(t)f(t)dt,

а yν(x), zν(x) – власнi функцiї операторiв M̂ i M̂∗, що вiдповiд-
ають власним значенням λν i λ̄ν .
Доведення. Покладемо M̂ f = ϕ′, M̂∗zν = ψ′

ν , де ϕ,ψν ∈
∈ BV +

(
[a, b];Cl

)
. Тодi

f(x) =

b∫
a

G(x, t)dϕ(t), zν(x) =

b∫
a

H(x, t)dψν(t), (3.210)

де H(x, t) – функцiя Грiна оператора M̂∗. Пiдставимо в формулу
(3.210) замiсть функцiї G(x, t) ї ї розвинення (3.205). Внаслiдок
рiвномiрної збiжностi останнього, ми можемо його iнтегрувати
почленно. Отже, справджується формула (3.209), де

αν =
1

λν

b∫
a

z∗ν(t)dϕ(t). (3.211)

Оскiльки згiдно з теоремою 3.16

G(x, t) = H∗(t, x),

буде виконуватись i рiвнiсть

b∫
a

dψ∗
ν(x)

b∫
a

G(x, t)dϕ(t) =

b∫
a

dψ∗
ν(x)

b∫
a

H∗(t, x)dϕ(t),

звiдки

b∫
a

dψ∗
ν(x)

b∫
a

G(x, t)dϕ(t) =

b∫
a

⎛
⎝ b∫

a

H(x, t)dψν(t)

⎞
⎠
∗

dϕ(x).
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Врахувавши (3.210), отримаємо спiввiдношення

b∫
a

dψ∗
ν(x)f(x) =

b∫
a

z∗ν(x)dϕ(x). (3.212)

З iншого боку, M̂∗zν = λ̄νzν . Тодi

ψν(x) =

x∫
a

λ̄νzν(t)dt.

Пiсля пiдстановки останньої рiвностi в (3.212) отримаємо з
(3.211), що

αν =
1

λν

b∫
a

dψ∗
ν(x)f(x) =

=
1

λν

b∫
a

(
λ̄νzν(x)

)∗
f(x)dx =

b∫
a

z∗ν(x)f(x)dx,

що й потрiбно було довести.
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dinger operators with δ′-like potentials / Yu. D. Golovaty,
R. O. Hryniv // J. Phys. A: Math. Theory. – 2010. – V. 43,
№ 15. – 155204 (14 p).

148. Hildebrandt T. H. On systems of linear differentio-Stiltjes-
integral equations / T. H. Hildebrandt // Illinois Journ.
Math. – 1959. – Vol. 3, № 3. – P. 352–373.

149. Hobson E. W. On a general convergence theorem and the
theory of the representation of a function by series of normal



356 Список використаних джерел

functions / E. W. Hobson // Proc. of the London Math. Soc. –
1908. – Vol. 6, № 2. – P. 349–395.

150. Hryniv R. O. Eigenvalue asymptotics for Sturm–Liouville
operators with singular potentials / R. O. Hryniv, Y. V. My-
kytyuk // Journal of Functional Analysis. – 2006. – Vol. 238. –
P. 27-–57.

151. Inverse scattering for Schrödinger operators with Miura
potentials: I. Unique Riccati representatives and ZS-AKNS
systems / C. Frayer, R. O. Hryniv, Ya. V. Mykytyuk,
P. A. Perry // Inverse Problems. – 2009. – V. 25, № 11. –
115007 (25 p).

152. Kneser A. Die Integraleichungen und ihre Anwendungen in der
mathematischen Physik / A. Kneser. – Braunschweig: Friedr.
Vieweg & Sohn Akt.-Ges, 1922. – 292 s.

153. Konechnaya N. N. On a class of operators related to second-
order differential equations / N. N. Konechnaya, K. A. Mirzoev
// Russian Journal of Mathematical Physics. – 2006. – Vol. 13,
№ 1. – Pp. 55—63.

154. Kostenko A. S. 1-D Schrödinger operators with local point
interactions on a discrete set / A. S. Kostenko, M. M. Malamud
// J. Differ. Equations. – 2010. – V. 241, № 2. – P. 253–304.

155. Kurzweil J. Generalized ordinary differential equations and
continuous dependence on a parameter / J. Kurzweil // Czech.
Math. J. – 1957. – Vol. 7, № 3. – P. 418–449.

156. Kurzweil J. Generalized ordinary differential equations /
J. Kurzweil // Czech. Math. J. – 1958. – Vol. 8, № 3. – P. 360–
388.

157. Ligeza J. Сauchy’s problem for system of linear differential
equations with distributional coefficients / J. Ligeza // Coloq.
math. – 1975. – Vol. 33, № 2. – P. 295–303.

158. Ligeza J. On distributional solution of some systems of linear
differential equations / J. Ligeza // Casop. pro pestov. mat. –
1977. – Vol. 102, № 1. – P. 37–41.



Список використаних джерел 357

159. Ligeza J. The existence and uniqueness of distributional soluti-
ons of some systems of non-linear differential equations / J. Li-
geza // Casop. pro pestov. mat. – 1977. – Vol. 102, № 1. –
P. 30–36.

160. Ligeza J. Generalized solutions of ordinary linear differenti-
al equations in the Colombean algebra / J. Ligeza // Math.
Bochem. – 1993. – Vol. 118, № 2. – P. 123–146.

161. Makhney O. V. The structure of Cauchy function of a vector
quasidifferential equation / O. V. Makhney, R. M. Tatsiy //
Matematychni Studii. – 2004. – V. 21, № 2. – P. 221–224.

162. Mikhailets V. One-dimensional Schrödinger operators with si-
ngular periodic potentials / V. Mikhailets, V. Molyboga //
Methods Funct. Anal. Topol. – 2008. – V. 14, № 2. – P. 184–
200.

163. Mikhailets V. Spectral gaps of the one-dimensional Schrödin-
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