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Книга присвячена систематичному викладу основ кван­

тової механіки і є учбовим посібником*для студентів ф і­

зичних та фізико-матєматичних факультетів університетів. 

Вона може бути корисною і для більш широкого кола: 

читачів.

При розгляді як загальних, так і спеціальних фізич­

них проблем значна увага приділяється математичному - 

апарату теорії, що дає змогу читачеві оволодіти a m  

апаратом.

В книзі спеціально розширені розділи, в яких розгля­

даються питання квантової теорії кристалів та методи 

теорії атомних зіткнень.

б іб л іо т е к а

Ім ю о-г .«к ін ськ ого  

цедаг —  ■;'·> Інституту

І

П Е Р Е Д М О В А

Ця книга виникла на основі курсу лекцій, що читався нами на протязі кількох 

років на фізичному факультеті Львівського державного університету імені І. Франка, 

і розрахована головним чином на студентів фізичних та фізико-матєматичних факуль­

тетів університету, але може бути корисною і для більш широкого кола читачів.

При написанні підручника ми широко використовували існуючі монографії і 

посібники з квантової механіки. Деякі питання викладені безпосередньо близько до 

тих чи інших рш г  різних авторів, що ми намагалися відзначити в спеціальних 
примітках.

Підручник охоплює весь основний матеріал, який підлягає вивченню в рамках 

університетського курсу. Вважається, що читач добре ознайомлений з експерименталь­

ними основами квантової теорії і основними фактами атомної фізики та фізики ядра 

в обсязі відповідних університетських програм. Тому ми подаємо лише короткий 

вступ, що не претендує навіть на схематичний виклад відповідних питань, а лише 

нагадує відомості, необхідні для логічного зв’язку між курсом атомної фізики і ви­

кладом квантової механіки.

У різних місцях ми вважали можливим подати вказівки на математичні особли­

вості та на можливості більш строгого розгляду математичних проблем квантової ме­

ханіки і рекомендувати читачеві відповідну літературу. Ми намагалися в кожному 

розділі давати посилання на оригінальні роботи і монографії. Ц і посилання не є 

повними, але, на нашу думку, можуть бути корисні студентові.

У зв’язку з тим, що зараз у багатьох учбових закладах широко представлені 

спеціалізації з фізики металів, діелектриків та напівпровідників, до підручника до­

датково включені розділи, присвячені елементам квантової теорії твердого тіла. З а ­

ради цього матеріалу ми відмовились від розгляду основ теорії квантованих полів. 

Такий вибір нам здається обгрунтованим ще й тому, що з теорії квантованих полів 

у вітчизняній літературі є прекрасні книги, тоді як в квантовій теорії твердого тіла 

справа стоїть гірше.

Розділи X IV  і XV, присвячені теорії атомних зіткнень, можна було б викласти 

більш коротко, але ми вважали доцільним подати основні методи більш-менш 
докладно.

В ряді питань ми намагались довести до кінця обчислювальну схему, що здається 

нам виправданим з методичної точки зору. Щ об при цьому розумію обмежити роз­

міри книги, ми відмовились від розгляду багатьох, може й цікавих, але не необхідних 

ілюструючих прикладів. Ми не подаємо такдж задач. Це пояснюється не тільки обме^ 

женнями в обсязі, але ще й тим, що в деяких книгах з квантової механіки (•вкажемо, 

наприклад, на відомий курс Л. Д. Ландау та Є. М. Ліфшица або на книгу Л . І. Шіф- 

фа) є чудово дібраний комплекс задач, існують вже й спеціальні збірки задач з кван­

тової механіки.

В зв’язку з тим, що виклад квантової механіки вимагає , обговорення її основ­

них методологічних проблем,' ми вважали можливим в самому кінці подати це обго-
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вороння з прийнятої нами точки зору. Звичайно, наше тлумачення квантової меха­

ніки є дискусійним.

В силу неминучої частки суб’єктивності розгляд різних питань, можливо, є не­

рівномірним щодо повноти і послідовності. Ми будемо щиро вдячні за вказівки і 

поради, які б дали можливість виправити недоліки.

Ми вважаємо за свій приємний обов’язок висловити подяку проф. Μ. Ф. Дейгену

і проф. А. Г. Сітенку, які прочитали рукопис та зробили ряд критичних зауважень, 

що допомогло поліпшити книгу. Ми також вдячні доцентові Ρ. П. Гайді і Б. Ф. Б і­

ленькому за допомогу в редагуванні і оформленні книги.

В С Т У П

Характерні риси того періоду розвитку фізики, який безпосередньо 
відповідає часу створення квантової механіки як науки про мікроскопіч­
ні об’єкти, іполягають у тому, що уявлення про властивості таких ма­
теріальних об’єктів, як електромагнітне поле та корпускули — атоми, 
електрони і т. д., і про закономірності взаємодії між атомними систе­
мами та полем суттєвим чином доповнились, розширились і принци- 
піально змінилися.

Перші десятиріччя нашого віку остаточно стерли якісну межу, що 
була накреслена класичною фізикою, між проблемами електромагніт­
ного поля та явищами, зв’язаними з рухом частинок.

Хвильовий аспект явищ, характерних для поля, виявилося необхід­
ним доповнити корпускулярними уявленнями, а у фізику мікроскопічних 
частинок — атомів, електронів і т. д. треба було ввести уявлення хви­
льові. Створена таким чином корпускулярно-хвильова єдність лежить 
в основі сучасної теорії мікрочастинок, тобто квантової механіки, та 
сучасної квантової теорії полів. »

Світлові кванти

Перший крок по шляху побудови квантової теорії зробив М. Планк 
своєю гіпотезою про те, що електромагнітне випромінювання виси- 
лається і вбирається дискретними кількостям^ — квантами.1 Енергія 
квантів була прийнята Планкоїм рівною

г //сі (to —  2πν),

де ω — циклічна частота випромінювання, a h — універсальна стала, 
що дорівнює 1,054 ·10~27 ергісек (стала Планка)2. На основі цієї гіпо­
тези Планк побудував теорію теплового рівноважного випромінюванню 
і вивів формулу для спектрального розподілу цього випромінювання 
(іноді кажуть теплового випромінювання чорного тіла). Формула План­
ка була не просто новою формулою, яка добре пояснює експеримен­
тальні факти; гіпотеза, що лежала в її основі, обумовила одну з най­
глибших революцій у фізиці. Гіпотеза Планка перебувала у зовнішній 
суперечності з механікою Ньютона та з електромагнітною теорією світ-; 
ла і поклала початок розвитку нової, квантової фізики, відмінної від 
фізики класичної.

1 М. P l a n c k ,  Verh. d. deut. physik. Gesel!., 2, 237 (1900). Anii. d. Phys., 4, 553 
(1901).

2 Під сталою h в цій книзі ми фактично розуміємо сталу Планка, поділену 
на 2л.
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супр? Д нЇ Ї Г £ 3яВИТ0К квантової ф‘зики показав, що згадана зовнішня
набагато пгитггр клітл^ проявом того’. що квантова фізика охоплює 
набагато ширше коло явищ, ніж класична фізика, і містить у собі
останню як частинний граничний випадок.

Повне і рішуче формулювання квантової теорії світла належить 

6viifR?™ 7 ’ ЯКИИ прийшов до висновку, що квантові уявлення повинні

але й лРля Х я ь  Г и ЬКИ ДЛЯ Статистичн° Рівноважного випромінювання, 
але и для будь-яких елементарних процесів взаємодії мікросистем з 
електромагнітним полем. Згідно з цим формулюванням, енергія кванта 

світла е пропорційна до частоти світла ω, а імпульс кванта р є про­

порційним до хвильового вектора світла k·.

ε — Ηω, (j)

' P~ h k . (2)

ф0рмул полягае в тому, що обмін енергією та імпульсом 
між мжросистемами та електромагнітним полем відбувається лише 
шляхом виникнення одних та зникнення інших квантів світла з відпо­
відною енергією та імпульсом. Д

Тс РІВН51ННЯ 0 ) . (2) є основними рівняннями квантової теорії світла 
Закони збереження енергії та імпульсу при взаємодії атомної системи 
зі світлом набувають такої форми:

h ео -f- E =  h о/ -(- Е', ^

hk +  P-^hk '+ .P ', (4)

а г ял Г Іїатомної системи та кванта світла до взаємодії,
а та Λω ті самі величини після взаємодії. Відповідний зміст мають

РІВНЯННЯ -(3)·’ (4) описують шаємодію кванта 
з атомною системою в тому розумінні, що внаслідок взаємодії поія з 
атомною системою енергія та імпульс хвилі певної частоти ω та напрям­

ку k зменшились на,величини h ω та hk, в той час, коли енергія та 

імпульс іншої хвилі (ϋ/,-kf) збільшились на величини Λ а/ та hk'. Якщо 

ріВНЯНИЯ стосуються вбирання кванта /ги; коли

коли (1 'ίθ  [, Г п  °ПИПСУЮТЬ випромінювання кванта h о/, і, нарешті,
коли ω =£0, ω φ  0, — описують розсіяння світла. Наявність κοηπνοκν-
лярних властивостей світла та вірність наведених основних фошул

ексапе7™ентівР11 СШТЛа 6УЛИ Д0ВЄДЄНІ У ЦІЛ0МУ РЯДІ Фундаментальних

Рівняння (3) було вперше застосоване Ейнштейном до явища фото­
ефекту із) поверхні ,металу. У зв’язку з тим, що при вириванн? П о  
^ектрошв £' поверхи1 металу квант світла повністю вбирається 
(ЛШ — U), рівняння (3) записується в цьому разі так:

=  (5)

робота~виаддуСП0К0Ю електР°на, а У -  його швидкість, X -  так звана

Р ІВ Н Я Н Н Я  ( 5 )  Г О В О Р И Т Ь  п р о  ТЄ, Щ О  Є Н Є Р Г Ія  Ф о т О е л е К Т О О Н ІВ  РИ Ч Н Я

чається частотою світла, що падає на поверхню металу; за класичною

1 A. E i n s t e i n ,  Ann. d. Phys., (4)17, 132(1905); 20, 199(1906).

E' = щу‘
2
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теорією, ця енергія залежала би лише від інтенсивності світла. Фунда­
ментальний факт, що встановлюється рівнянням (5), був експеримен­
тально підтверджений відомими дослідами Міллікена а пізніше Лу- 
кирського і Прилежаєва 2.

Вірність сукупності основних рівнянь (3), (4) була доведена дослі­
дами Комптона, в яких вивчалась залежність частоти розсіяних рентге­
нівських променів від кута розсіяння 3.

Як згадані кількісні експерименти, так і ряд якісних дослідів, та­
ких, як досліди йоффе та Добронравова 4, доводять наявність корпус­
кулярно-хвильової єдності в розглядуваній області, наявність корпуску­
лярних, квантових властивостей електромагнітного поля.

Квантові стани атомних систем
І

При вивченні властивостей атомних систем виявилося передусім, 
що внутрішні стани складних систем дискретні: атомні системи можуть 
перебувати в станах, в яких характеристичні фізичні величини мають 
певні значення, і можуть переходити в інші стани стрибком, причому 
значення характеристичних фізичних величин стають іншими. Значення 
величин, що характеризують можливі стани системи, можуть утворю­
вати дискретну чисельну сукупність. Наприклад, перехід атомної сис­
теми із стану з мінімальною енергією (нормальний стан) у стан з 
більшим значенням енергії (збуджений стан) може відбуватись під 
впливом зовнішнього збурення, якщо це збурення має достатню інтен­
сивність. Якщо ж зовнішнє збурення не є досить інтенсивним, то си­
стема буде перебувати в нормальному стані. Існування дискретних, 
квантових станів атомних систем, у яких характеристичні величини 
відрізняються на скінченні кількості, та стрибковий характер переходу 
атомних систем з одного стану до, другого саме і обумовили те, що 
в певних межах, коли зовнішні 'впливи не здатні обумовити квантового 
стрибка атома з одного стану до другого, уявлення ^класичної фізики 
про атоми як матеріальні точки приводило до раціональних результа­
тів. Існування відносно стійких дискретних станів атомних систем ста­
ло ясним приблизно в той саімий час, коли склалися уявлення про 
квантову природу світла. Самий факт можливості взаємодії дискретних 
квантів світла з атомними системами вимагає, взагалі кажучи, існу­
вання дискретних енергетичних станів системи. Ще Планк при форму­
люванні своєї гіпотези пов’язував одне з одним, розглядаючи як мо­
дель випромінюючої системи гармонічний осцилятор. В теорії Ейн­
штейна цей зв’язок узагальнено на реальні атомні системи. Суттєву 
роль у формулюванні уявлень про дискретність станів атомних систем ’ 
відіграли роботи Ейнштейна5 і Дебая6 з теорії теплоємності твердих тіл.

Існування дискретних станів атомних систем було доведене в свій 
час також дослідами. Нагадаємо лише основні з них. В дослідах "Фран­
ка і Герца 7 потік електронів пропускався крізь пари ртуті; було пока­
зано, що зіткнення електронів з атомами ртуті стають непружними 
(відбувається обмін енергією) лише тоді, коли енергія електронів, при­
скорюваних в електричному полі, досягає певного значення. При та-

1 R. A. M i l l  i k  an ,  Phys. Rev., 7, 356 (1916).
2 P. L u k i r s k y  u. S. P r i l e z a e v ,  Zs. f. Phys., 49, 236 (1928).
3 A. C o m p t o n ,  Phys. Rev,, 483 (1923). Phil. M ag. 46, 897 (1923).
4 A. J o ! f e, N. D o b r o n r a w o v ,  Zs. f. Phys., 34, 889r (1925).
5 A. E i n s t e i n ,  Ann. d. Phys.. 22, 180, 800 (1907); 34, 170, 590 (1911).

6 P. D e b y e ,  Ann. d. Phys., 39, 789 (1912).
M .  F r a n c k  u. G.  H e r t z ,  Verh. d. D .Phys. Ges., 15,34 (1913); 16, 457, 512 (1914).
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ких недружних зіткненнях змінюється внутрішній стан атомів і, від­
повідно, дискретними порціями змінюється енергія бомбардуючих елек­
тронів. Цим доведено існування дискретних енергетичних станів ато­
мів. Експериментальним підтвердженням дискретності енергетичних 
станів атомів був і так званий комбінаційний принцип Рітца (1,908 p.), 
на основі якого стала можливою класифікація спектральних ліній

Дискретними виявляються не тільки енергетичні характеристики 
стану атомної системи, а й деякі інші характеристичні величини. Так, 
дещо пізніше прямими дослідами Штер,на і Герлаха2 було доведено, 
що компоненти магнітного моменту атома в напрямку зовнішнього 
магнітного поля мають дискретні значення.

Ми не будемо більш широко обговорювати багатий експеримен­
тальний матеріал, який доводить корпускулярно-хвильову єдність в при­
роді електромагнітного поля і існування дискретних станів атомних 
систем. Відсилаємо читача до відповідних книжок з атомної фізики.

Теорія Бора

Сукупність вказаних вище властивостей атомних систем, їх стій­
кість як складних систем, що містять електрони, що рухаються, пере­
бувала у певній суперечності із законами класичної електродинаміки.

Справді, за законами класичної електродинаміки, електрон у ато­
мі, виконуючи певний замкнений рух навколо ядра, повинен випромі­
нювати електромагнітну енергію і внаслідок цього Поступово набли­
жатись до ядра. Внаслідок непереривної зіміни частоти руху випромі­
нювання атома давало б непереривний спектр, однак досліди показують, 
що атомні спектри є лінійчасті.

Суперечність між новими фактами та класичною теорією вимага­
ла для свого розв’язування суттєвої зміни принципів. Нові принципи 
механіки^ мікросистем були сформульовані Бором на основі поєднання 
квантової теорії Планка—Ейнштейна з атомною моделлю Резерфорда. 
У своїй атомній механіці Бор висунув постулати, які мали лягти в осно­
ву кількісної квантової теорії атома 3.

1. А т о м н і  с и с т е м и  м о ж у т ь  с т а ц і о н а р н о  п е р е б у ­
в а т и  л и ше  їв п е в н и х  с т а н а х ,  у яких ,  н е з в а ж а ю ч и  
на р у х  з а р я д ж е н и х  ч а с т и н о к ,  що  в х о дя т ь  до с к л а ­
ду с и с те м ,  ці  с и с т е м и  не  в и п р о м і н ю ю т ь  і не вби ­
р а ю т ь  е н е р г і ї .  У с т а ц і о н а р н и х  с т а н а х  а т о мн і  с и ­
с т е ми  в о л о д і ю т ь  е н е р г і є ю ,  з н а ч е н н я  я к о ї  у т в о ­
р ю ю т ь  д и с к р е т н и й  р я д  чис ел .  З м і н а  е н е р г і ї  
в н а с л і д о к  в б и р а н н я  а б о  в и п р о м і н ю в а н н я  е л е к т р о ­
м а г н і т н о г о  в и п р о м і н ю в а н н я  а б о  в р е з у л ь т а т і  з і ­
ткнень в і д б у в а є т ь с я  л и ше  п р и  п о в н о м у  п е р е х о д і  
с и с т е ми  з о д н о г о  с т а ц і о н а р н о г о  с т а ну  в інший.

2. П р и  п е р е х о д і  з о д н о г о  с т а ц і о н а р н о г о  с т а ну  
до і н шо г о  {Ет ->ЕП) а т о м и  в и п р о м і н ю ю т ь  а б о  в б и ­
р а ю т ь  в и п р о м і н ю в а н н я  п е в н о ї  ч а с то ти

h * m n  =  E m - E n . (6)

1 W. R i t z ,  Gesammelte Werke, herausgegeben von der Schweizer Phys. Ges. 
Paris, 1911, s. 162.

2 O. S t e r n, Zs. f. Phys., 7, 249 (1921); W. G e r 1 a c h, O. S t e r n, Zs. f. Phys., 8» 
110 (1921), 9, 349, 352 (1922).

3 N. B o h r ,  Ph il, Mag., 26, 476, 857 (1913).
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Це  т а к  з в а н а  у м о в а  ( п р а в и л о )  ч а с т о т  Б о р а ,  що  
п о в н і с т ю  у з г о д ж у є т ь с я  з т е о р і є ю  П л а н к а  — Ейн­
штейна .

Сформульовані Бором постулати не містяться в класичній теорії 
і суперечать класичній електродинаміці. Вони є узагальненням досвіду 
у галузі атомних, мікроскопічних систем,

За класичною електродинамікою, механічні частоти є одночасно 
оптичними частотами. За правилом Бора, частота а тп ніякого зв’язку 
з частотами механічного руху не має.

Правило частот Бора є записом закону збереження енергії при 
явищах взаємодії атомної системи з випромінюванням, або точніше — 
при вбиранні та випромінюванні, на мові квантової теорії.

Теорія Бора з самого початку будувалась на логічно незамкнено- 
му методі. В цій теорії кожна задача розв’язується за рецептами 
класичної механіки, а лише після цього з одержаної непереривної мно­
жини розв’язків за допомогою спеціальних правил (правила кванту­
вання Бора) відбирається дискретна сукупність розв’язків, що відпо­
відають певним квантовим станам.

Сформулюємо правила квантування Бора.
Розглянем просту модель гармонічного осцилятора. Якщо узагаль­

нити постулат Планка для визначення квантових станів лінійного гар­
монічного осцилятора

Еп =  2πη/ιν =  п іт (7)

в тому розумінні, щоб для кожної системи з одним ступенем вільності,
вимагати

Е Ч =  2πηΐι, (8)·

то ми зможемо одержати правило квантування Бора.

Розглянем фазовий простір лінійного гармонічного осцилятора, тоб­
то площину q, р. Фазова траєкторія з енергією Е становитиме

£ = 7' + ^ ΐ + ί = £ + ^ ; ώ + β · = 1· (9>

/

Р1
Якщо ввести позначення а =  У 2тЕ , b * = У  2 E )f  , то одержимо а і-\- 

+  -?т ==1, тобто фазова траєкторія є еліпсом. Обчислим площу, обме­

жену фазовою траєкторією:

^)pdq =  π ab =  2 ~  . (10)

Таким чином,

(|)pdq =  2nnh. (11)

Останнє правило постулюється як загальне правило квантування 
для довільної системи з одним ступенем ВІЛЬНОСТІ.

Застосування цього правила до найпростішої моделі атома водню
з коловими орбітами дає борівське виведення узагальненої формули 
Бальмера для частот спектральних серій водню. Зазначімо, що в ряді 
випадків для системи з багатьма ступенями вільності можна знайти
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такі узагальнені координати, що знайдене вище правило квантування 
можна застосувати до кожного ступеня вільності, зокрема:

(§ P i d q i =  2iznih ( i = \ , . . . sy. (12)

На цьому основана теорія Бора—Зоммерфельда для водневоподібних
- атомів з еліптичними орбітами. У цій теорії значення енергії одержу­

ються такими самими, як і в теорії з коловими орбітами, і визначають­
ся через величину великої півосі еліпса а. Певному значенню енергії

r, m Z2e*

- п ~ ~ 2 п Г І ?  (13)
і великої півосі

a=zn2lO b  ( « = 1 .2 ,3 )  (13а)

відповідають п різних значень ексцентриситету, тобто декілька різних 
станів. В такому разі кажуть, що має місце виродження, а рівень енер­
гії Еп називають кратним.

Якщо ми придивимось до формули (13), то легко побачимо, що 
чим більші квантові числа п ми будемо розглядати, тим ближче від­
повідні сусідні рівні енергії розташовані один відносно одного. Коли п 
досить велике, ми матимемо справу з практично непереривною сукуп­
ністю значень енергії. Якщо взагалі віддалі між рівнями енергії малі 
у порівнянні до висоти самих рівнів (відносно нормального), то пере- 
ривна сукупність рівнів добре апроксимується непереривною, причому 
тим краще, чим вищі рівні ми розглядаємо. Таким чином, існують умо­
ви, коли квантове та класичне зображення повинні практично збігатися. 
На прикладі формули (13), що визначає рівні енергії атома водню в 
теорії Бора, ми бачимо, що це має місце для високих значень кванто­
вого числа п.

Розглянемо систему з одним ступенем вільності. За квантовими 
законами частота випромінювання цієї системи визначається умовою 
частот Бора

«>*. =  (£■„ ,- ^ ) /А  =  ^ :  (14)

Стаціонарні стани, що характеризуються значеннями енергії Еп, 
Ek і т- Д-> визначаються правилом квантування J — §pdq =  2nnh.

Позначаючи ]к =  2nkh, /„ =  2nnh, відзначимо, що /  =  j> pdq має 
розмірність дії. Далі,

AJ =  Jk — /„ =  (k —η) 2πή

і для сусідніх рівнів

(k — η·=  1) AJ — 2Tth.

4 Отже, можна записати

νκβ — AE/AJ. (L5)

Для обчислення частоти випромінювання за класичною теорією

1 A. S о m  m e r f e 1 d, Sitzungsberichte der Mflnchner Akademie, Dezember, 1915, 
Januar, 1916; Ann. d. Phys., 51, 1 (1916), Μ. P 1 a n k, Ann. d. Phys., 50, 385 1916), 
W. W i l s o n ,  Phil. M ag., 29, 795 (1915), Κ.. S c h w a r ζ s c h і 1 d, Berlin, Sitzungsber
April, 1916, P. S. E p s t e i n ,  Ann. d. Phys., 50, 489 (1919), 51, 168 (1916).
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розглянемо конкретний приклад, лінійного гармонічного осцилятора 
(взагалі, одномірної періодичної системи). Запишемо:

J  =  (j)\'г2т (E - U )d q , де =  i/ . (16)

Диференціюючи вираз для J за параметром Е, одержуємо

(17)

де Т — період коливань. Таким чином,

__
vКЛ —  T ~  dJ ·

МаЖна показати, що остання формула має загальне значення. Отже, 
як за класичною, так і за квантовою теоріями частота випромінювання 
може бути визначена як відношення приросту енергії до приросту дії. 
У класичній теорії ці прирости безмежно малі, а в квантовій вони є 
скінченними різницями.

Якщо розміри системи та її маса такі, що дія для неї за порядком 
величини може бути порівняна з h, то в цих умовах повністю вияв­
ляється квантовий характер явищ. Коли ж  дія велика у порівнянні з h 
так, що величиною h можна нехтувати, то ми маємо квазінепереривні 
множини значень механічних величин і може бути застосована класич­
на теорія. В зв’язку з цим формальний перехід від квантової форми 
законів до класичної можна здійснити, 'виконуючи граничний перехід 
h -»0.

Принцип відповідності Бора

З точки зору класичної електродинаміки електромагнітне випро­
мінювання системи залежить від її механічних властивостей. Нехай 
рух системи може бути зображений функцією, що як функція часу 
представляється рядом Фур’є (багатоперіодична функція). За зако­
нами класичної електродинаміки, всі механічні частоти руху системи, 
що представлені в різних гармоніках згаданого ряду Фур’є, є одно­
часно і оптичними частотами.

За принципом відповідності Бора, частоти випромінювання, що 
обчислюються за правилом Бора Ε λ — Е2 =  Λω для випадку довгих 
хвиль, тобто для високих значень квантових чисел, повинні переходити 
у частоти, що даються класичною електродинамікою. При цьому кож­
ному певному квантовому переходу (Е т-*Е„) відповідає цілком пев­
на частота у ряді Фур’є, який описує класичний закон механічного 
руху системи. Якщо припустити, що відносна частота здійснення різ­
них квантових переходів, можливих для даної системи, в граничному 
випадку довгих хвиль відповідає відносному розподілу інтенсивності 
механічних частот, що за класичною електродинамікою випромінюють­
ся одночасно, то в середньому за часом для інтенсивностей спектраль­
них ліній, що пропорційні до імовірності відповідних переходів, можна 
скористатися величинами коефіцієнтів ряда Фур’є, який описує класич­
ний закон руху.

Переносячи ці результати, що мають зміст для граничного випад­
ку дуже довгих хвиль, на всі довжини хвиль, Бор дав рецепт обчис­
лення інтенсивності спектральних ліній водневоподібних атомів і для
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малих значень квантових чисел. Такий перенос не є законним і не при­
вів до успіху.

Незважаючи на велике принципіальне та евристичне значення тео­
рії Бора, її внутрішня суперечливість привела до того, що після пер­
ших успіхів відразу ж виявилось, що межі її застосування вузькі. Н а­
віть у найпростішому випадку водневоподібних атомів вдалося фактич­
но одержати теоретичний закон лише для частот спектральних серій; 
принцип відповідності не забезпечив обчислення інтенсивності цих лі­
ній, бо воно велося за класичною теорією в області, де застосування 
цієї теорії було незаконним. В рамках положень Бора не можна було 
побудувати теорію атома гелію, не кажучи вже про більш складні 
атоми. Теорія Бора не враховувала своєрідні хвильові властивості 
мікрочастинок, про які буде мова далі. Зберігаючи як основу класич­
ну механіку, вона була принципіально важливим, але перехідним ета­
пом до побудови послідовної та логічно замкненої теорії, якою є су­
часна квантова механіка.

Теорія випромінювання Ейнштейна

Розглянемо тепер загальну, але напівфеноменологічну теорію вза­
ємодії випромінювання з атомними системами, розвинену А. Ейнштей­
ном *.

З точки зору квантової теорії питання про інтенсивність випро­
мінювання чи вбирання світла безпосередньо пов’язується з імовірно­
стями переходу атомної системи з одного стану до іншого.

Нехай ми розглядаємо два'дискретні стани атомної системи — от та 
п з енергіями Ет та Еп {Ет > Е п) .

Як відомо з досліду, система може спонтанно перейти зі стану з ви­
щою енергією до стану з нижчою енергією із висиланням кванта світ­
ла _/ζω — Е т— Еп певної поляризації та напрямку поширення. Довіль­
ний напрямок поляризації при даному напрямку поширення ·— можна 
задати як геометричну суму двох взаємно перпендикулярних векторів, 
поляризації. Імовірність переходу /п-> п в одну секунду з висиланням

кванта частоти ω —= -̂ 'а , з поляризацією α ( α = 1 ,  2) і напрямком

поширення, що лежить в елементі тілесного кута dQ, можна, за Ейн­
штейном, записати у вигляді

Р іґ =  ита dQ. (19)

Крім цих спонтанних - переходів, є можливість переходів, вимушених 
взаємодією атома з полем випромінювання (яке існує до переходу).
Ці переходи можуть відповідати як вбиранню (перехід з нижчого енер­
гетичного стану до вищого), так і випромінюванню. Імовірність виму­
шеного випромінювання запишемо так:

Р-іг —  Ьта Ρα(ω, Q )dQ , (20)

а імовірність вбирання:

Ра =  Ьп«р«(ь>, Q)dQ, (21}

Де Pa (ω, Ω) — густина енергії випромінювання, частота якого лежить

1 A. E i n s t e i n ,  Phys. Zeits. IS, 121(1917). Обгрунтування припущень Ейн­
штейна одержується в сучасній квантовій електродинаміці.
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в інтервалі ω, ω +  ίίω, має поляризацію а і напрямок поширення в се­

редині елемента- тілесного кута dQ,. Величини cimm і ЬПа називають
диференціальними коефіцієнтами Ейнштейна.

Якщо число атомів у збудженому стані т  є пт , а число ат ом ів  

у стані з енергією £ „ « £ т) є пп, то в умовах рівноваги ми можемо 

записати рівняння

^пР а~  Ят {Ріг "Ь Р*г),

або

ПпЬпи. Ρα(ω> Щ =  Пт \Ьт*Р* («, У) +  Ята], (22)

яке виражає умову рівності числа актів випромінювання і вбирання.

Якщо збудження атомів є тепловим і ми розглядаємо стан термо­
динамічної рівноваги, то густина випромінювання буде густиною так 
званого чорного випромінювання ρ* (ω, Ω, Т), яке є в рівновазі з речо­
виною при температурі Т. Кількість атомів, які перебувають в якому- 
небудь одному стані з енергією Еп, визначиться формулою Больтцмана

rt„ =  const. ехр(— EnjkT). (23)

Підставляючи відповідні вирази, перепишемо, умову рівноваги:

'■п _ ЕЖ-

Є b'nn?*(u, ("\ Т) Є [b'ma р*(«, T) annVJ ] ,

звідки
mo·

ρ„(», S, D - S T - — ----  <24)
mn 

kT
bm — bn na mix

Гранична умова

дає співвідношення

l im p = c o  (25)
г-

b t = b nm«, (26) 

і формула для ρα (ω, Ω, Т) набуває вигляду

г - ·  <27>
~kf

Для визначення відношення а^а/^та Ейнштейн використав умо­
ву, що при kT >  /і© одержана формула повинна переходити в класич­
ну формулу Релея—-Джінса

(28)

Λω

Розкладаючи е кТ в ряд і зберігаючи члени першого порядку малості, 
остаточно, за цією умовою, одержуємо відому формулу Планка



Оскільки властивості чорного випромінювання Ηβ залежать від власти­
востей речовини, з якою воно знаходиться в рівновазі, одержаний ре­
зультат має заг'альне значення.

Знайдені в такий спосіб співвідношення між коефіцієнтами Ейн­
штейна: '

Я«« ft(,>3 __ A"1 /OflY

та

дозволяють в межах квантової механіки, розрахувавши імовірність вби­

рання Ь%а для конкретної атомної системи, визначити імовірність спон­
танних переходів, яку безпосередньо квантова механіка визначити не 
може.

Хвилі де Бройля. Хвильові пакети

Квантова механіка зобов’язана де Бройлю основною ідеєю про те, 
що з рухом частинок треба пов’язувати поширення хвилі, частота і хви­
льовий вектор якої зв’язані з енергією та імпульсом частинки кванто­
вими формулами Ейнштейна (1) і (2)

З рухом вільної частинки треба пов’язувати плоску хвилю:

ф(г, (31)

де

E =  Ai», p =  hk. (32)

З появою цієї ідеї корпускулярно-хвильова єдність в описі явищ 
мікросвіту набула повноти, охопивши як електромагнітне випроміню­
вання, так і рух мікрочастинок.

Величина фазової швидкості хвилі де Бройля дорівнює и =  ω/й 
і залежить від к. Дійсно, з виразу для енергії вільної нерелятивіст­
ської частинки Е ■== p2j2m0 одержуємо

(33)і  т0 ' '

і для швидкості

(34>k 2 m0 4 '

Отже,, на відміну від інших хвиль, відомих класичній фізиці, хви­
лі де Бройля завжди володіють дисперсією (електромагнітні хвилі, на­
приклад, в вакуумі не мають дисперсії).

Для того, щоб встановити зв’язок між характеристиками поширен­
ня хвилі і характеристиками руху корпускули, розглянемо не монохро­
матичну хвилю, а так звану групу хвиль, або хвильовий пакет. Тобто 
утворимо суперпозицію монохроматичних хвиль де Бройля з дуже 

близькими k.

L. de B r o g l i e ,  Nature, 112, 540 (1923); Thesis Paris,. 192.4;, Apn. de Physique. 
(10) 3, 22 (1925). ,
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Для спрощення уявімо собі, що всі хвилі мають один ї той же на­
прямок поширення, який ми обираємо за вісь л\ Тоді

ψ(χ> t) =  ̂ C {k)e  dk, (35)

ν-Λ*

де β0 — середнє значення k, навколо якого лежать хвильові чис­

ла хвиль, що входять у групу.
Розкладемо ω в ряд за степенями малої величини Ak — k йо. .

» = » . + ( £ )  (*-*.*+ ··■  (36)
w .

і запишемо тотожність

k =  k0 {k — k0). (37)

Підстановка цих формул у (35) дає, при k — ka =  І,

H x , t ) - e {̂ k°xy ® e [[ К ^  (38)

-д*

Якщо вважати C(k) повільно змінною функцією k, можна винести C(k) 
з-під знака інтеграла в точці k0 і обчислити інтеграл

i(i».t—kaX) ίΟΟ\
ψ(χ, t) =  C(x, t)e , ■ (39)’

sin

C(x, t) =  2C(k0) (40)
____  ___  X

dk} o
t — x

Чепез малість Ak C(x, t) e повільно змінна функція і її можна роз­
глядати як змінну амплітуду «майже монохроматичної» хвилі. Макси-. 

мальне значення амплітуди відповідає

х  ■■
dui\

Точку в якій амплітуда С{х,і) має максимум, називають цент­
ром ваги  групи (хвильового пакета). Швидкість руху центра групи

W o  ·

шплітуда С{х, 
зильового паю

одержується рівною 

якщо ми замість ко будемо просто писати к.

\ t. (41 >

и ^ ф и ,  (42>-
ие dk ^  ’

■ Якщо запровадити функцію f(k-k о), яка є великою поблизу k0 та різко, с 

дає на віддалі Δ6, то хвильовий пакет можна задавати функцією

(Г і [о>[к) t-kx\

ψ (x, t) =  l /  (k — ka) e dx.

—  oo

Таке запровадження математично еквівалентне означенню (35).
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Використовуючи формули для енергії частинки Е =  р2/2ш0 та імпуль­
су p =  m0v, ми одержуємо, що

и
do* h k p

s==dk~~m'a==~m:~V’ (43)

тобто швидкість центра ваги хвильового пакета дорівнює механічній 
швидкості корпускули.

Довжина хвилі де Бройля легко виражається через величини, що 
характеризують частинку:

, 2  π  2 Tth 2  nh

λ =  χ  =  1 Γ ==^ ·  (40

Перші експериментальні підтвердження глибокого фізичного змісту 
ідеї де Бройля були знайдені в явищах дифракції електронів в дослі­
дах Девіссона та Джермера *, Томсона 2, Руппа 3, Тартаковського 4.

Дифракція спостерігається для всіх мікрочастинок і не може спо­
стерігатись лише для тіл макроскопічного порядку, бо довжина хвиль 
де Бройля стає надзвичайно малою. В такий спосіб ми вперше зустрі­

чаємось з «хвильовою функцією» ψ(/", t), яка 'B певному розумінні опи­
сує стан мікрочастинки. Сучасна квантова механіка атомних явищ 
блискуче виправдана досвідом. Як це нерідко буває в фізичній теорії, 
цілий ряд понять розкрився і з’ясувався вже в ході розвитку теорії та 
її порівнянні з експериментом. Так, статистичний зміст хвильової функ­

ції 1)5(7", t), якою описується стан атомної системи в квантовій механіці

(вперше поданий Борном5), за яким |г|з(г, t)|2 визначає густину імовір­
ності знаходження мікрочастинки в деякий момент часу в елементі

простору dx, що оточує точку г, повністю з’ясувався в ході побудови
квантової механіки. Питання про природу статистичного характеру
опису стану в квантовій механіці обговорюється і зараз, коли квантова 
механіка досягла вершини свого розвитку, з котрої вже видно межі її 
застосування, за якими починаються володіння майбутньої більш за­
гальної теорії.

Майже завжди, коли нова теорія має справу з суттєво новими 
об’єктами, серед яких панують якісно нові закономірності, вона фор­
мулюється на новій математичній мові. Математичною мовою кванто­
вої механіки, народженої у 1925— 1926 роках6, є теорія лінійних опе­
раторів у функціональних гільбертових просторах. Побудовою мате­
матичного апарату ми розпочинаємо виклад теорії (див. також дода­
ток № 1).

1 С. D a v i s s o n ,  L. Н.  G e r m e r ,  Phvs. Rev. ЗО, 705 (1927); Proc. Nat. Aca<> 
Sci. 14, 317 (1928).

2 G. P. T h o m s o n ,  Proc. Roy. Soc. A  117, 600 (1928); A 119, 651 (1928).
3 E. R u p p ,  Ann. d. Phys. S5, 981 (1928).

4 Див. П. C. Т а р т а к о в с к и й ,  Зкспериментальньїе основания волновой тео­
рии материн, ГТТИ (1932).

5 М . B o r n ,  Zs. f. Phys. 38, 203 (1926).

6 W . H e i s e n b e r g ,  Zs. f. Phys., 33, 879 (1925); E. S c h r o d i n g e r ,  Ann. d. 
Phys., 79, 361, 489 (1926); M . B o r n ,  P, J o r d a n ,  Zp. f. Phys., 34, 858 (1025).

Р о з д і л  1

МАТЕМАТИЧНИЙ АПАРАТ ТА ОСНОВНІ ПОСТУЛАТИ 

КВАНТОВОЇ МЕХАНІКИ

§ 1. Лінійні оператори

Експериментальні дослідження атомних систем показують, що 
останні можуть перебувати в різних станах, у яких характеристичні 
фізичні величини набирають лише певних дискретних значень або всі 
значення з деякого інтервалу. Інакше кажучи, з множини усіх можли­
вих, з точки зору класичної теорії, значень даної величини в дійсності 
властива для атомної системи і вимірюється на досліді лише певна 
сукупність значень — дискретна; непереривна або частково дискретна, 
частково непереривна. Цю сукупність значень фізичної величини ми 
будемо називати її спектром.

Квантова теорія Н. Бора врахувала в певний спосіб випадки дис­
кретного спектра динамічних змінних, але не була спроможною охо­
пити всю картину в цілому і внаслідок своєї внутрішньої суперечли­
вості відіграла роль хоч і дуже важливого, але проміжного етапу між 
класичною і послідовною квантовою теоріями.

Особливості об’єктів, які вивчає сучасна квантова механіка, ко­
рінна відмінність явищ, що спостерігаються у мікросвіті, від явищ, що 
належать до так званої класичної фізики, відбиваються на матема­
тичному апараті теорії. Математичний апарат квантової механіки від­
мінний від математичного апарату класичної механіки.

Формулювання проблеми в такйй спосіб, щоб у теорії виділялися 
сукупності значень певних величин, може бути знайдене на ш^яху, по­
дібному до розв’язування задач математичної фізики на власні коли­
вання. В зв’язку з цим у квантовій механіці використовується апарат 
функціональних операторів.

Припустімо, що існує певний закон, згідно з яким кожній функції 
}(х) з певного класу приводиться у однозначну відповідність друга 

функція ψ(χ) : .

! Ψ  ( * ) = = £ / ( * ) -

де символ L репрезентує згаданий закон. Роль аргументу відіграє функ­
ція f(x) з певного класу, а приведення у однозначну відповідність до 
неї іншої функції ψ(χ) записане як результат дії оператора L. Множи­
на функцій f(x), на якій визначено оператор, називається областю ви­
значення оператора, а множина відповідних функцій ψ (χ )— областю 
значень того ж самого оператора. ,·.

Підкреслимо, що в означення оператора істотним чином входить 
1 його область визначення. Так, два оператори L і К вважаються рівни-
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ми, якщо співпадають їх області визначення і для кожного елемента 
φ(χ), що входить в обдасть їх визначення, дійсна рівність Ζ,φ =  Κφ.

Коли область визначення оператора L становить лише частину об­
ласті визначення оператора К і для кожного елемента <р(х) області 
визначення оператора L має місце рівність Lq> =  Kq>, то оператор К на­
зивають розширенням оператора L.

Важливе значення має поняття оберненого оператора.' Нехай Г L 

є область визначення оператора L і γΔ— область його значень. За 

означенням, кожному елементу (кожній функції) з ГL відповідає один 

і тільки один елемент уі . При цьому кожному елементові з γ£ відпо­

відає принаймні один елемент з ГL.

Припустімо, що і в цьому оберненому зіставленні має місце одно­

значність, тобто кожному елементу γ£ відповідає лише один елемент TL. 

Тоді, згідно з означенням, ця відповідність визначає оператор L', який 
має yL своєю областю визначення, а ГL областю значень. Оператор 

L' називається оберненим до L. Для таких операторів L і L' з рів­
ності Lf =  ψ випливає Z/ψ =  /. Обернений до L оператор L' будемо 
позначати символом L~x.

Можна довести, що необхідною і достатньою умовою існування 
оператора, обернецого до L, є вимога, щоб рівняння

Lf =  0

мало лише тривіальний розв’язок / =  0.
Оператор, що переводить кожний елемент множини функцій, на 

якій він визначений, у себе самого, називається одиничним (або то­
тожнім).

Зі всіх можливих множин функцій, заданих у певній області зміни 
їх аргументів, виділимо множини, характерні тим, що коли множина 
містить функції (f(u) та ψ(«), то вона містить також і функцію
αφ(ίί) +  W (w)> Де а та b — довільні комплексні сталі. Такі множини
називаються лінійними.

Будемо розглядати особливий тип операторів, а саме— лінійні 
оператори. Оператор L називається лінійним, якщо він визначений на 
лінійній множині та коли виконується умова:

£[<?ιψι -[і С2'ф2] '— -\-· C'lLtyi, (1-2)

де ψι, ψ2 — довільні функції з області визначення оператора, а сь с2 —

сталі.
Будуватимемо квантову механіку в такий спосіб, що кожній дина­

мічний змінній (наприклад, енергії, імпульсу і т. і.) приведемо у відпо­
відність певний лінійний ompaxQp· .У .представленні фізичних величин 
лінійними операторами полягає перше основне припущення — постулат 
квантової механіки.

Розглянемо коротко деякі питання, зв’язані з теорією лінійних 
операторів. Нехай оператор L діє на функції від непереривної змінної 
(наприклад, на функції одної чи декількох координат). Для деяких 
лінійних операторів може м&ти місце інтегральне представлення такого 

вигляду:
ь

^ф',(л:.)= ( L(x, s)Y(§)g?s, (1-3)

ί.. a - · - 1'

дe L(x,s) — задана функція двох змінних (x,s). Цю функцію L(x,s) 
називають звичайно ядром оператора L. Оператори, що мають ядро»
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докладно вивчаються в теорії інтегральних рівнянь. У випадку (1.3) 
можна сказати, що оператор L визначений через своє ядро. Якщо 
розглядаються функції від дискретної змінної або, коротше.
Фя (перенумерувавши всі значення дискретної змінної t, ми можем 
розглядати функцію φ як функцію індексу m: срот), то може бути, що 
результат дії лінійного оператора на функцію φ„ записується у ви­
гляді:

Ι-Ψη =  ^ Ι ^ ηιηψη, (1.4)

m

де L„m— задані числа. Сукупність коефіцієнтів Lnmстановить матрицю 
оператора L. Можна говорити, що оператор L визначений через свою 
матрицю.

Спряжені оператори

Кожному лінійному оператору можна привести у відповідність за 
допомогою певного функціонального рівняння інший оператор L+, який 
називається спряженим до першого. За означенням, оператор, спря­
жений до даного, задовольняє такому функціональному рівнянню 
(рискою позначено комплексну спряженість)

j {£(£/) — (L+g)f}dx =  0, (1.5)

де g та / — довільні функції непереривних аргументів із спільної області 
означення операторів L і L+, що задовольняють умові існування інтегра­
лів, які входять у (1.5), та певним граничним умовам.1 При розгляді 
функцій дискретних змінних в означенні (1.5) інтеграл замінюється 
сумою по всіх значеннях цих змінних. Якщо спряжений оператор І + 
співпадає з самим оператором L, то оператор L зветься самоспряженим.

Розглянемо випадок непереривної незалежної змінної та вико­
ристаємо інтегральне представлення (1.3)

b · 
L f(x )= ^ L (x ,t ) f ( t )d l

а

Позначаючи ядро спряженого оператора через L+(x, |)„ підставимо 
відповідні інтегральні представлення у (1.5) (для простоти розглядаємо 
випадок одної змінної*). (1.5) можна записати у вигляді

p  (x) Lf (x) dx =  ̂  ( L ^ m f i s )  άξ 

і після підстановки маємо

j  J  {L (χ , Ό  — } g  М / (?) d x d  ξ =  0,

або, завдяки довільності функцій g та f,

________ L+{x,l)=L{^x). ( 1 .6)

1 Введення спряженого оператора є взагалі більш тонким питанням, зв’язаним
з тим, чи виконується для оператора L умова:



Умова самоспряженості оператора L веде до такої властивості 
його ядра:

Ц х , іУ = Щ ,  х). (1.7)

Аналогічні формули мають місце у випадку декількох незалежних 
змінних.

У випадку дискретної незалежної змінної, маємо

4 . - Σ £ ™ Λ.·
т

і умова (1.5) може бути записана так:

Σ ? . ( ν . ) = Σ ( Ρ ΐ ; ) / . .
п т

Після підстановки матимемо

^ { L nm- L + n)g nf m= 0 ,

т,п

де через Lmn позначено елементи матриці спряженого оператора. 
Звідси випливає, що

Lmn — Lnm. (1·8)

Для самоспряженості оператора необхідно й досить, щоб для еле­
ментів його матриці мало місце співвідношення

^тп~^пт· (1-9)

Матриці з властивостями (1.9) називаються ермітовими. Зауважимо, 
що оператор, обернений до самоспряженого, теж самоспряжений.

Маючи довільний оператор М, ми можемо завжди побудувати само­
спряжений оператор L:

М +  М + .
2 — L .

L є самоспряженим, оскільки (М+) + <=М. Ця побудова нагадує
С  +  С~

побудову дійсної частини комплексного числа ReC =  — ~—  . 

Розглянемо ще оператор

М — М +

2 К ,

/<+ =  М + - ( М +)+ =  М + —  М  =  _  к

Цей оператор антисамоспряжений. З нього можна зробити самоспря- 
жений множенням на аі, де а дійсне число. Отже, будь-який оператор 
М можна записати у вигляді:

М - -М + М . . ( М - М + \ ,  , . . .

Т > AT М — М+ . „
дє L і N  — --- ——- самоспряжеш. Нкщо виконується умова
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то оператор називається обмеженим, і рівняння (1.5), що визначає 
спряжений оператор, повинно виконуватись для довільних функцій g 
та / з області його означення. Поняття спряженості у цьому випадку 
є взаємним. У випадку необмеженого оператора рівняння (1.5) зали­
шається в силі, але, наприклад, g вже не буде довільним елементом, 
поняття спряженості перестає бути взаємним (область означення опе­
ратора L+ не співпадає з областю означення оператора L). Не маючи 
можливості розвинути тут строгу теорію лінійних операторів, ми в 
дальшому будемо вважати, що всі необхідні умови для відповідних 
перетворень і дій є виконаними, спеціально деталізуючи питання лише 
в разі необхідності.

Глибокий розгляд математичних проблем квантової механіки в 
зв’яжу з теорією функціональних гільбертових просторів подається 
у книзі Неймана

В зв’язку з тим, що у квантовій механіці ми матимемо справу з 
функціями, область визначення яких може бути безмежна, вкажемо, 
що умова квадратичної інтегрувальності двох функцій / та g на спіль­

ній області їх визначення G, тобто умова збіжності інтегралів j  \f\2dx,
о

)̂g\2dx, веде до абсолютної збіжності інтеграла j” fgdx та до квадратич-

О G

ної інтегрувальності кожної лінійної комбінації цих функцій в тій самій 
області.

Сума та добуток операторів

Сумою та добутком операторів L та М називаються відповідно 
' оператори

(L -f- Μ)ψ =  /д|) -{- Μψ (1-10)

та

LMty == Ζ,(Λίψ), (1.11)

тобто добуток двох операторів є оператором послідовного застосування
до функції обох операторів-множників в-тому порядку, в якому вони 
стоять у символі добутку. Добутки LM та ML є, в загальному випадку, 
різними операторами. Оператор добутку залежить від порядку множ­
ників.

Розглянемо, наприклад, два оператори Ι ψ = - ^ ,  Mty =  f (χ) ψ (χ), 

де f(x) — задана функція. Маємо

(LM—  M L )$= - fc f(x )$ (x ) — f(x )£ - y (x) = | £ ψ ,  

або символічно

LM — ML != . (1.12)

Якщо f(x)==x, то LM — ML — І, де одиниця означає одиничний one-

1 J. v. N e u m a n n ,  Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, J. S p r i n ­
g e r ,  Berlin (1932); про визначення гільбертового простору див. додаток №  1.



ратор — оператор множення на Одиницю. В частинному випадку може 
бути, що оператор добутку не залежить від порядку множників. Тоді 
кажуть, що ці оператори комутують. (переставляються) між собою. 
Прикладами таких операторів можуть бути два оператори множення 
на різні функції від незалежних змінних, диференціювання по двох 
різних незалежних змінних.

Знайдемо оператор, спряжений до добутку KL. Запишемо озна­
чення (1.5):

\ gKI.fdx =  ^[(K~L)+g]fdT.

Використовуючи означення оператора К+, ліву частину цієї рівності за­
пишемо так:

^К Щ )й х  =  ̂ (Щ )Ц й х ,

і далі

J  (K+g ) Lfdx =  j  [L+(K+g)]fdx,

за визначенням оператора L+.
Тобто,

J gKLfdx =  J (L^K+g) fdx.

Порівнюючи цей вираз з означенням спряженого оператора, маємо

(KL)+ =  L+K+. (1.13)

Нехай два оператори L і К мають ядра

=  j  І  (*, ξ) ψ (ξ) ΛΓψ =  J  АГ(лг, ξ) ψ (ς) ί/ξ .

Запишемо добуток: .

Α £ ψ ( * )  =  ] > ( * , ξ ' ) ψ '( ξ ' ) < * ξ ' ,  ψ '(ξΊ = Ζ .ψ( ξ Ί .

Тоді, оскільки

„ f  ( ^  =  ζ.ψ(ξ') =  | ζ ( ξ ' , ξ ) ψ ( ξ ) β?ξ, ...

маємо

К ^ { х ) = ^ К ( х ,  ξ')Ζ,(ξ', ξ)ψ(ξ) άξάξ', 

або, ввівши позначення

K L {x ,l)  =  ̂ K (x , l ' ) L ( l ' , l ) d V , (1.14)

можемо записати

. KL ψ (χ) =  J KL (x, ς) ψ(ς)ί/ς. (1.15)

^  ^Звідси випливає, що добуток KL має ядро, визначене формулою
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Якщо оператори ,а,іють на функції дискретної змінної, то відповідно

t J

{KL ψ)„ =  т ) п =  2  K jY j =  2  Кпі 2  Ln ф, =  £  KnjL ^ .,

і і ‘ і '1

(KL)ni =  ^ K n)Ln , (1.16)

V і

Оскільки1

маємо

о · 17)

Матриця оператора добутку визначається формулою (1.16), яка є 
відомим правилом добутку матриць. Для добутків оператора на самого 
себе прийняті позначення:

LL == L2, LL2 -= L3, . . , , LLn~1 =  Ln; LmLn =  Lm+n.

Коли для деякого оператора L мають місце рівності

тобто

LL+— 1, L+L =  1,

L+ =  L~\ (1.18)

то такий оператор називають унітарним-

§ 2. Власні значення та власні функції операторів

Сформулюємо проблему в теорії операторів, до якої, як ми поба­
чимо далі, зводиться широкий клас задач квантової механіки. Розгля­
немо рівняння

λψ (2.1)

для самоспряженого оператора L при граничних умовах, які задоволь­
няються при ψ =  0. Сформульована однорідна проблема має нетри­
віальні розв’язки, взагалі кажучи, лише при деяких значеннях пара­
метра λ. Сукупність цих особливих значень λ ми будемо називати 
спектром оператора L. Кожне з цих значень λ називається власним 
значенням оператора L, а відповідні розв’язки рівняння (2.1) нази­
ваються власними функціями Спектр власних значень може бути 
дискретним· рядом чисел λι, λ2)... або задаватись всіма числами з де­
якого інтервалу. В першому випадку ми будемо говорити про дискрет­
ний спектр власних значень, а в другому про суцільний (непереривний) 
спектр. $

Можна показати, що коли власне значення λ належить до дискрет-s*_
ного спектра, то рівняння (2.1) має розв’язок, для якого a|npc?t, взя- 

тий по всій області зміни незалежних змінних, збігається. Для власних

1 В математичній літературі прийняті дещо інші назви та означення.
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функцій непереривного спектра ця теорема не має місця і J ψ ψ * .

взагалі кажучи, розбіжний.

Спектр власних значень самоспряженого оператора повністю ви­
черпується поданими вище характеристиками.

Доведемо, що власні -значення самоспряженого оператора є 
Дійсними числами. Розглянемо рівняння (2.1) для певного власного 
значення та відповідної власної функції. Помножимо обидві частини 

рівності на ψ та проінтегруємо по всій області зміни аргументів. В ре­
зультаті дістанемо:

J  ψ ΐψ  d i  =  λ j" ψψίίτ,

або ...../ . . . . . .  , ......,

(2 .2) 
I ψψί/τ

Для доведення’ того, що λ — Дійсне число, досить показати, що уявна 
частина чисельника у виразі для λ дорівнює нулеві, а це випливає з 
умови самоспряженості onepatopa L :

—  Ι’ ίψΙψ — (Ζ,ψ) ψ)flfx =  0. (2.3)

Тепер ми можемо сформулювати другий постулат квантової меха­
ніки. Вимірювані на досліді значення фізичної величини, що характе­
ризується оператором L, повинні співпадати із власними значеннями 
цього оператора. Спектр величини співпадає із спектром оператора 
цієї величини.

Звідси випливає, що оператор, який представляє фізичну величину 
в квантовій механіці, повинен мати дійсні власні значення, тобто по­
винен бути самоспряженим оператором.

Тому в дальшому іми будемо розглядати лише лінійні самоспря- 
жені оператори.

Ортогональність та нормування власних функцій

Розглянемо спочатку оператор з дискретним спектром власних 
значень. Нехай кожному власному значенню відповідає лише одна 
власна функція, тоді рівняння для випадку двох різних власних зна­
чень λπ та %т можна записати у вигляді:

^•Ф/п~ λ/πΨη»
___  _  (2-4)

^ Ψ η =  λ«Ψ«·

Помножимо перше рівняння на ψ„, а друге — на г|зт , віднімемо 
одне від другого і після цього проінтегруємо лівий та правий боки 
одержаної рівності по всій області зміни аргументів. Одержимо

J  {ф„ L фт -  фот ( В Д  dx =  (λ* -  λ„) j  ψ„ψmdx. (2.5)

За умовою самоспряженості оператора L, лівий бік цієї рівності обер­
тається в нуль, тобто
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(2 .6)

і оскільки, за умовою, λη φ  λ„, то

=  °  (2-7)

при η 7- m. · ,

Одержане співвідношення носить назву умови ортогональності.

Оскільки -власні функції як розв’язки однорідного рівняння визна­
чаються з точністю до сталого множника, то на них можна накласти 
умову

j  ^n^ndx'=  !· (2·8>

Ця умова називається умовою нормування. Нормовані функції визна­
чаються не цілком однозначно, оскільки умова нормування визначає 
лише модуль комплексного нормувального множника, залишаючи до­

вільною його фазу е 'Ч  де γη — дійсне число.

Заданому власному значенню може, взагалі кажучи, відповідати 
не одна, а декілька власних функцій — лінійно незалежних розв’язків 
рівняння (2.1). В цьому випадку власні значення називаються крат­
ними (випадок виродження), в той час як у випадку, розглянуто­
му вище, власні значення називаються простими (невироджений ви­
падок) .

Нехай для власного значення λ„ ми маємо N незалежних розв’яз­
ків рівняння (2.1). Тоді кратність власного значення λ„ — Ν(η).

З лінійності основного рівняння (2.1) випливає, що коли

ФЯ1. Ф«2. ........ . Ψ«,ν (2.9)

є лінійно незалежними розв’язками, які відповідають власному зна­
ченню λ„, то будь-яка лінійна комбінація цих розв’язків

. N

Ψ* =  ] £ « * « „ /  ' (2-Ю)
і 1

теж є розв’язком для того самого власного значення.

У випадку виродження доведена вище теорема про ортогональність 
власних функцій не має місця, але якщо функції ψηί не ортогональні 
між собою, їх завжди можна заступити такими лінійними комбіна­
ціями, які будуть ортогональні та нормовані. Кількість невідомих 
коефіцієнтів лінійного перетворення та кількість рівнянь,.що записують, 
умови ортогональності та нормування, дорівнює Ν2. Це перетворення 
практично зручно зробити хоча б так.

Візьмемо першу функцію з послідовності (2.9) та пронормуємо· 
її. Приймемо цю нормовану функцію за першу функцію ψ*·-̂ >'ψι. По­
тім створимо лінійну комбінацію

Фг =  а21 Флі “Ь а 22 Фп2 

і знайдемо коефіцієнти з рівнянь

f Ψ2 Ф2 &  =  Г(ii, t- фя1 +  а22 ψη2) (α21 ψΒΐ + а22 ф„2) dx =  1,
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.Далі створимо комбінацію

............Фз ̂ 'Язі Флі.+ <2,32 Фя-І 'Γ α33.ψ/ι3

та визначимо агь а32 і а33 з рівнянь ''

ф з ф з ^ = 1 , j  ψ, ψ., dx =  0, |ψ2ψ3ίίτ =  0 І т. д.

Продовжуючи цю процедуру, ми знайдемо нормовані та ортого­
нальні функції

Фі. Фа» Фз. · · ·, Фуу.

Будемо вважати, що у випадку кратних власних значень ортогоналі- 
зація функцій завжди пророблена. Тоді для дискретного спектра влас­
них значень в загальному випадку можна записати умову ортогональ­
ності та нормування

Уфтфя^  =  8тл. (2.11)

де

ί 0, т  φ  п 
5яіп =  | J т  =  п (символ кронекера).

Ортогональні та нормовані функції можна в разі потреби замінити 
їх лінійними комбінаціями, не порушуючи ортонормованості системи 
нових функцій., Для цього треба лише коефіцієнти лінійного перетво­
рення підпорядкувати відповідним умовам «ортогональності». Дійсно, 
запишемо умови ортогональності та нормування (ортонормованості) 

дЛя систем функцій ψπ

Фт фл d- =  Ьтп,

де ф'„ == ^  Ьпі ψ і, а ψ,· система первісних ортонормованих функцій, 

і
Маємо

‘ | ф т ф я ^  =  ^

и

іабо

Ьт/Ь „ і δ# =  Ьтп ,

·■ ' ι·> ;-:'ν  : ' : : '

’ V ' (2 ,1 2 )
. , ......... І ' ; ............

.. Це рівняння дає умову, якій треба підпорядкувати коефіцієнти
перетворення. ,

Матриця, елементи якої задовольняють умові (2.12), називається 
унітарною. Таким чином·, у випадку кратних власних значень власна 
функція визначіається з ЇоЧйістю.до унітарного лінійного перетворення. 

Розглянемо тепер випадок суцільного спектра власних значень.

• ί

bmjbnA ^ j <l/i dz =  Zmn,

Цей випадок вимагає спеціального розгляду, оскільки інтеграл

нормування j* ψψΛ, взагалі кажучи, є розбіжним.

Запишемо рівняння на власні значення та власні функції у вигляді

(χ, λ) =  λψ(χ, λ), , (2.13)

де ψ(*, λ) є власного функцією оператора L для власного значення λ 
з непереривного спектра. Проінтегруємо тепер обидві частини цього 
рівняння по Я в межах λι, λι +  Δλι.

Xj-f-ΔΧι Xj -}- Δ.λ|

L |ф(л:, λ )άλ =  |λψ(*, λ )ά λ . (2.14)

λι λϊ

Введемо так званий власний диференціал:

Δψ (де, λ,) =  J  ψ (*, λ) <ίλ. (2.15)

λ·

Тоді

λ| + Δλι

Ζ,Δψ {χ, =  j*λψ (χ, λ) dl. (2.16)

При інтегруванні рівняння (2.13) по λ в іншому інтервалі λ2, 
λ2 -f- Δλ2 одержимо аналогічно

λ̂-ΗΔλβ

ΙΔ ”Ψ(λ:, λ2) — J  μψ [x, μ) dp. (2.17)

Помножимо (2.16) на Δψ(χ, λ2), а рівняння, комплексно спряжене до
(2.17), помножимо на Лг|}(л:, λι), віднімемо результати та проінтегруємо 
по всій області зміни незалежної змінної х. Тоді матимемо

j  άτ J Δψ(χ, λ2) Ζ,Δψ (χ, λ,) -  [LA[X, λ^] Δψ (χ, XJ j  =

λ̂-ι-Δλ̂

=  J dTj  j  (λ- μ )Φ (^ . μ)Ψ(*. λ)ί/λίίμ. (2.18)
x, xa

Завдяки самоспряженості оператора L, лівий бік (2.18) обертається 
в нуль. Отже, 1

Xj 4·Δλ| Хд-ЬЛХд

И  і* ^  — ^  ^ ^  ά μ =  0.
Xj λ2

Припустімо, що інтервали Δλ, та Δλ2 не накладаються та є безмежно
малими. Тоді з точністю до безмежно малих можна замінити λ — μ на
λι — λ2φ 0 . Одержимо

j' Δψ (χ, λ,) Δψ (*, λ,) d~ =  0. (2.19)
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Таким чином, якщо інтервали не перекриваються, власні диферен­
ціали ортогональні1

Розглянемо тепер випадок, коли малі інтервали Δλι і Δλ2 співпа­
дають, та розглянемо інтеграл

J =  (λ:, λ) Δψ [χ, λ) άτ. (2.20)

Цей інтеграл не змінить свого значення, якщо до нього додати інтеграл 

x х2

J  Δψ (χ, λ)  ̂j* ψ (χ, λ) rfxj dx +  J  Δψ {χ, λ) J  ψ (χ, λ) άλ

λΊ-Δλ

di,

де числа λι та λ2 вибрані так, що інтервал Δλ лежить всередині від­
тинку (λι, λ2), бо, на підставі доведеної ортогональності власних ди­
ференціалів для різних інтервалів, цей додаток дорівнює нулеві. Тоді 
маємо

7 =  ̂ Δψ (χ, λ) |J<}) (χ, λ) dX άτ. (2.21)

λ,

Отже, інтеграл J є величиною першого порядку малості відносно Δλ, 
і його можна нормувати так, щоб

j' І Δψ (χ, λ) І2 ί/τ =  1. (2.22)

Одержана умова і є умовою нормування у суцільному спектрі 
власних значень.

Умова нормування у суцільному спектрі може бути сформульо 
вана і без явного застосування власних диференціалів, а за допомогою 
так званої дельта-функції Дірака.

Об’єднаємо формули (2.19) і (2.22):

llm-rV
Δλ-οΔλ

I
Δλ!

Δψ (*, λ2) Δψ (jf/λ,) άτ =  j 0 (2.23)

в залежності від того, чи накладаються чи не накладаються інтервали 
λΐι λι “)- Δλι і λ2, λ2 -j- Δλ2.

Звільнімося від інтегрування по λι, що міститься у виразі власно­
го диференціала Δ·ψ(χ,λι). Тоді

J Δψ {χ, λ2) ψ [χ, λ) άτ =  { * (2.24)

Розкриємо тепер вираз для Δψ(.*:, λ2) та змінимо порядок інтегруван­
ня по dx і άλ'

λ

1 Якщо ввести функцію F  (χ, λ) =  J  ψ (χ, λ) dk, то

J  ψ (χ, λ) dk =  J  ψ (χ. λ) dk — J  ψ (χ, k)dk =  F [χ, kt +  Δλ,) -  F  (χ, \) =  Aj F  (χ, λ),

1̂ \) 0̂

де Δ* F  [χ, λ) =  F  (χ, -j- Δλ*) — F (χ, λΑ) є власний диференціал, записаний у явній
формі.

Введемо позначення

J  ψ (χ, λ') ψ (λ:, λ)άτ — % (λ' — λ). (2.26)

Тоді з попередньої рівності випливає, що введена величина 
δ (λ' — λ) повинна задовольняти вимозі

Xjj-f- Δλ<{

j  δ (λ '- λ )Λ ' =  { J  (2.27)

λ3

залежно від того, чи лежить точка λ' =  λ в середині інтервалу інтегру­
вання, чи зовні його. 1

Таким чином, умова ортогональності та нормування може бути 
сформульована для самих функцій неперервного спектра за допомогою 
ό-функції. Формула (2.26) дає цю умову:

j  ψ (χ, λ') ψ (jc/λ) άτ =  δ (λ' — λ). (2.28)

Формула (2.28) може бути спільною для дискретного і непереривного 
спектрів, якщо в першому випадку δ-функцію дискретного аргумен­
ту ототожнити із символом Кронекера 6w.

Дельта-функція Дірака

Введена виразом (2.27) так звана б-функція, тобто функція, що 

визначається двома умовами: δ (я) = 0 ,  кол ихф О  і ^  6(x)dx =  1, коли

область інтегрування містить точку х =  0, є функцією особливого типу, 
шо належить до так званих узагальнених функцій *.

1 Створення апарату узагальнених функцій стимулювалось їх фізичним застосу­
ванням. Першими роботами в цьому напрямку були роботи Η. М. Гюнтера, у яких 

невідомими були не функції точки, а функції області. Дальші кроки були зроблені 
С. Л. Соболевим. Систематична теорія знайшла розвиток в роботах французького 
математика Л . Шварца.

Узагальненою функцією називається лінійний непереривний функціонал в де­
якому основному просторі. Н а відміну від звичайних функцій, узагальнені функції 

у своєму визначенні включають вибір основного простору. Узагальнені функції вклю­
чають у себе звичайні функції. Останні ототожнюються з так званими регулярними 
функціоналами. Лінійний непереривний функціонал, який задається формулою

= jV  м  f (■*)dx'

де f(x) — фіксована, інтегрувальна в кожній скінченній області GcR (локально інте­
грувальна) функція, а <р(х)— функції основного простору, називається регулярним 
і ототожнюється із звичайною функцією і(х). Узагальнені функції, які не приводяться 
до такої форми, називаються сінгулярнимй. Дельта-функція належить до останніх.
З теорією узагальнених функцій можна познайомитись по книзі: И. Г а л ь п е р и н ,  
Введение в теорию обобщенннх функций, И Л , М . (1954), а більш фундаментально 
по книзі: И. М. Г е л ь ф а н д  и Γ. Е. Ш и л о в ,  Пространства основньїх и обобЩен- 
ньіх функций (Обобщенньїе функции, вьіп. 2), Физматгиз, 1958; див. також вип. 1.



Одним з можливих конкретних представлень б-функції може бути 
вираз її через множник Діріхле:

» / n sin2 кх /Ί  nov
δ(*) =  11πι — =  llm w .. (2.28)

Права частина дійсно має всі властивості δ-функції і при х =  0 вона 
обертається у безмежність, а інтеграл по оточенню точки х =  0 дорів­
нює одиниці, характер осциляції при |jej >  0 показує, що весь вклад 
в цей інтеграл дає безмежно мале оточення точки х =  0. На підставі 
визначення б-функції можуть бути знайдені її властивості. Так, на­
приклад, для функції f(x) досить гладкої, легко довести рівність

ь

^ f(x ')b (x ' — x )d x '= f{ x ) , (2.29)

а

розбиваючи інтервал (а, Ь) на малі частини так, щоб в кожній части­
ні можна було івинести f(x') за знак інтеграла, та використовуючи 
означення б-функції.

Наведемо без виведення деякі, прості властивості б-функції 1

6(х ) =  б (— * ) ;  6 '(х ) =  —  6 '(—  х ) ;х 6 ( х )  = 0 ;  хб'(х) =  —  б (х ) ;

5 (а х ) =  Ш  (а >  0); δ (χ* _  а г) =  {2а ) ^ [ Ь  (χ _  а ) +  δ (*  +  а)] [а >  0);

J δ (а — л:) 8 (х — b) dx =  δ (а — b), f(x ) 8 [χ — a) =  f(a ) δ (jc — а). (2.30)

Завдяки сингулярності б-функції вирази, що містять б-функції, мають 
безпосередній зміст лише в зв’язку з дальшим інтегруванням по аргу­
ментах б-функції. Зазначимо, що умова (2.26) показує розбіжність ін­

теграла j* j -ψ(де, λ) \2d% для непереривного спектра.

Повні (замкнені) системи функцій

Розглянемо нормовані власні функції оператора з дискретним 
спектром ψ„(*) та запишемо для довільної функції f(x) з інтегруваль­
ним квадратом розклад:

П

· t2·31*
k=-0

Доберемо коефіцієнти а к так, щоб при будь-якому фіксованому п сума
П

давала найкращу апроксимацію функції f(x). За міру в ід ­

ало

хилення приймемо

П

?П =  jl 'f l iJx )  I2 dx-=\ f{x )~  ^ ] α ΑψΑ(Λ:)|2ύίχ. (2.32)

k=0

1 Виведення див. Л . Ш  и φ ф, Квантовая механика, ИЛ , 1957. Д  И в а н е н к о ,  
А. С о к о л о в, Классическая теория поля, ГИТТЛ, 1949.

ЗО

Враховуючи ортогональність власних функцій ψ*, маємо
П

Рп = {І/(JC)I2 dx -  Σ j/W Фй(■*)dx~
k=0

-  Σ  ά* f fix ) Ψ* [x) dx +  Σ  akak. (2·33>

*-0 *=°

Будемо шукати мінімум ρ„ відносно коефіцієнтів ак. Для цього треба 

диференціювати (2.33) по ак та ак як по незалежних величинах, бо 

а к — комплексні числа. Вираховуючи похідну ~̂ =- та прирівнюючи її до

нуля, одержуємо формулу

а* =  |фй ( * ) / ( * )  <*?» (2 ·34^

що ви значає , коефіцієнти ак. При цих значеннях ак та відповідних зна- 

ченнях ak для ρ„ одержуємо вираз
п

Ρη= ί № ) Ι 2^ ~ - Σ |β*12>°·
*-»0

Отже, для будь-якого п

Γ|/(Λ)|2ί / * »  Σ ΐ  «а І2· (2,35)
ft=0

Якщо для довільної функції з інтегрувальним квадратом має місце 

рівність

lim рп = 0, або | ak |2 = j  \f(x) \2dx, (2.36>

П k-0 

то система функцій ψ„(χ) називається повною (замкненою). Це озна­
чає що не можна знайти такої функції f(x), яка була б ортогональною
до ’ всіх Цк(х) (крім ї ( х )= 0 , можливо, за винятком окремих

ТОЧ°Таким чином, у випадку поївноти системи функцій (х) маємо 

точний розклад

/ ( · * ) = Σ ° α μ > 2̂·37^:'
л»0

де а п= ^ п(х) f(x )dx .

Цей оезУльтат є так званою теоремою повноти (замкненості). Коли 
ми розглядаємо розклад двох функцій f (х) та φ (х)і по замкненій си­
стемі функцій ψ (х), то має місце узагальнення (/.оо)

C/(jc) φ (x) dx =  J ]  anbn, (2 38)·

^ n-0

де а та b„ — відповідні коефіцієнти розкладу. Формула (2.37) має силу 
як у"випадку простих власних значень оператора, по власнид функц.



якого викоінується розклад, так і у випадку кратних власних значень, 
тільки треба записати її більш детально

N(n)

/ Μ = Σ  Σ α^ χ)’ (2·39)
п /==і ;

де N(n) — порядок виродження відповідного власного значення.

У випадку непереривного спектра властивістю ортогональності та 
нормування володіють власні диференціали:

у к М ’ М ·

Умова замкненості веде до розкладу

/(χ) = ̂ α(λ)̂ =Δψ(χ,λ), α (λ) = j  Δψ (χ, λ) f{x) dx. (2.40)
x

Маючи на увазі граничний перехід Δλ -»0, запишемо власний ди­
ференціал Δ·ψ(χ, λ) в такому вигляді:

λ + Δλ λ

Δψ (λ:, λ) — ̂  ψ (χ , λ) dX — j  ψ(Λ, λ) d X = F  [χ, X-̂-AX\ — F[x,X) = AF{x, λ).
λ, λ,,

Вважаючи функцію і7 (χ, λ) непереривною з обмеженою похідною (від­
носно λ), покладемо з точністю до безмежно малих вищого порядку

bF [x, X) = ̂  Δλ = ψ (jc, λ) Δλ,
Тоді

/ (*)= lim V -̂ = ψ {x, λ) Δλ = lim V c (λ)ψ(̂ , λ) Δλ,
Δλ^Ο V  Δλ Λλ-0 »

X λ . ■ .

або, за визначенням інтегральної суми ',

f (x) =  j* 6'(λ)ψ(χ, X)dX. (2.41)

Притому з (2.40) випливає, що

с (λ) =  J  ty[x,\)f(x) dx. (2:42)

Для суцільного спектра формули теореми замкненості (2.36), (2:38) 
мають відповідно вигляд:

^\f{x)\*dx =  ̂ \c[X)\2dX, (2.36а)

J/W ? M dx = jVM ь (λ)ώλ. (2.38а)

1 Розклад у більш загальному випадку, коли функція F(x,k) не володіє вико­
ристаними властивостями, записується за допомогою формалізму інтегралів Стільтьє- 

са (див., наприклад, В. А. Ф о к ,  Начала квантовой механики, Кубуч, Л 1932).

Коли, як це звичайно буває, спектр власних значень оператора
складається з дискретної та суцільної частин, то формули для розви­
нення квадратично інтегрувальної функції f(x) та теореми замкненості 
будуть містити суми по дискретній частині спектра та інтеграли по 
суцільній частині:

Σ  + |δ·(λ)Ψ !,χΛ)άΧ, (2.43)
η ·

J  i /  [x) I2 dx =  J ]  I g„ I2 + J I  g  (X) I2 dX. (2.44)

n

Можна довести, що система власних функцій широкого класу опе­
раторів (що охарлює самоспряжені оператори) є повною (замкненою) 
системою. Спираючись на це, ми в майбутньому зможемо завжди, 
в разі потреби, застосовувати розклад тих чи інщих функцій по зада­
ній системі власних функцій операторів фізичних величин.

§ 3. Канонічне перетворення

Кожній механічній величині ми приводимо у відповідність певний 
лінійний самоспряжений оператор, і тим самим кожний із запровадже­
них операторів набуває цілком певного фізичного змісту. В зв’язку з 
цим і ті функції, на які діють оператори, в межах квантової механіки 
повинні теж мати фізичне тлумачення. Якщо оператор репрезентує фі­
зичну величину, яка вимірюється на досліді, то функція, на яку діє 
оператор, повинна в певний спосіб описувати стан заданої системи, з 
якою ми оперуємо у досліді. Не розглядаючи зараз цієї проблеми, за­
уважимо, що в зв’язку з тим, що вигляд оператора залежить від того, 
на функції від яких незалежних змінних він діє, постає питання про 
можливість переходу від одної системи незалежних змінних до другої. 
Цей перехід ми будемо називати канонічним перетворенням.

Розглянемо функцію ψ(Χ), де через х позначена сукупність неза­
лежних змінних. Розкладемо Цю функцію по системі власних функцій 
ψ(χ, λ) деякого оператора Ζ, а власними значеннями λ

Ψ Μ  =  Σ  С ^  φ λ*) + Μ  φ λ) dX’ (ЗЛ)
*

де коефіцієнти с(Хк) та £·(λ) задаються загальною формулою

с(к) =  j" ψ(χ, %)^(x)dx. (3.2)

Задання всіх коефіцієнтів с(Я) за (3.1) повністю визначає функцію 
ψ(χ). Отже, фізична суть, що описувалась функцією ψ(χ) у змінних х, 
з тою ж мірою повноти описується величиною с(к), розглядуваною як 
функція від λ (як дискретних, так і неперер.ивних) у змінних λ. З теоре­
ми повноти (2.44) ми бачимо, що коли ψ(χ) була нормована, то нор­
мованою є і с (λ).

Рівноправність функцій ψ(χ) і ί(λ) підкреслюється і тим, що су­
купність формул (3.1) і (3.2) може бути розглянута у оберненому сенсі, 
тобто (3.2) можна розглядати як розклад функції с(Я) по замкненій 

системі функцій φ(χ, λ), в якому коефіцієнтами є ψ(χ), що визначають­
ся з (3.1). ’
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Розглянемо тепер дію операторів. Застосуємо спершу до функції 
ψ(χ) оператор L, власними значеннями якого є нові змінні λ (по влас­
них функціях якого виконано розклад (3.1)):

£ф (дг) =  ^  с (λ4) Lf (χ, λΛ) -)- Γ c (λ) L φ [χ, λ) dkt 

k

але оскільки φ(χ, λ) є власні функції оператора L, маємо

Ζ,ψ <лг) =  ^  \кс (λΑ) φ (л:, λΑ) -j- J λ c (λ) φ (λ, λ) dX, (3.3^

Ми бачимо, що застосуванню оператора L в змінних х, тобто переходу
від \р(х) до ty'(x) =Lty(x), відповідає -в змінних λ перехід від с(К) до»
с'(к) =  λο(%). Отже, оператор L в змінних, що є його власними значен­
нями, є оператором множення на ці власні значення. Вибір незалежних 

, змінних у функціях, на які діє оператор, визначає певне представлен­
ня оператора; ми можемо сказати, що нам був заданий оператор L 
у х-представЛенні і ми знайшли оператор L у Я-представленні.

Ми одержали важливий висновок, що оператор незалежної змін­
ної є оператором множення на цю .незалежну змінну. Цей висновок є 
у цілковитій згоді із загальним правилом зіставлення фізичних вели­
чин і операторів, сформульованим раніше.

Розглянемо тепер оператор М, відмінний від L. Застосуємо його- 
до обох боків розкладу (3.1):

Λί Ψ(*) =  2*(λ*)Λί<ρ(*,λ*) + | ί ( λ)Λ ίφ (^ λ)ί/λ. (3.4>

*

Записуючи функцію Μφ(χ, λ) для будь-якого λ з дискретного або не­
переривного спектра, теж у вигляді розкладу за тою ж системою* 

•функцій:

щ  {х, λ) =  Σ (λ» 1 φ +  f  (χ/1м  Iλ) * x') d l'> (3·5>X)
η

де коефіцієнти розкладу

(λ„ \М І λ) =  j  φ (χ, λ„) Λ/φ (ΛΓ, λ) dx,

(λ' IΜ  I λ) =  J φ (χ, λ') Μψ (χ, λ) dx, 

і підставляючи цей розклад у (3.4), одержуємо:

щ  М  =  2 φ (* ’ +  J c' Μ  * (* ·λ' ) d v ’ <3·6>
η .

де

✓ (λ) =  Λ ί * ( λ ) = 2  (λ|Λ«| λ„) С (λ„) -h J  (λ) Αί I λ') c (λ·) (3.7).

η

де під λ можна розуміти власні значення як дискретного, так і непе­
реривного спектра.

Виходячи з наведених формул, легко показати, що власними функ­
ціями оператора М у змінних L є функції, комплексно спряжені до 
власних функцій оператора L у змінних М.
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Оператор канонічного Перетворення

Операцію канонічного перетворення, докладно розглянуту нами 
вище, можна символічно записати за допомогою спеціального опера­
тора

ψ(χ) =  S(x, Я)с(Я). (3.8)

Ойератор 5 (λ:, λ) переводить функцію одної змінної у функцію другої 
змінної, причому обидві функції, як зазначалося раніше, мають одну 
і ту саму фізичну суть — описують один і той же стан тої самої си­
стеми. Співвідношення такого ж змісту можна записати через опера­
тор, обернений до оператора S(x, λ), а саме:

с(Х) = S  ~> (λ,χ)ιρ(χ). (3.9)

Доведемо, що оператор S-1 (λ, х) співпадає із спряженим операто­
ром 5+(λ, х), тобто що оператор S (дг, λ )— унітарний.

Перш за все треба подати означення спряженого оператора для 
випадку функцій від різних змінних. Розглянемо поряд з функціями 
ψ(χ) та с(Х) дві функції ψ'(χ) та с'(Х), що зв’язані між собою тими 
самими співвідношеннями ч (3.8), (3.9); тоді, узагальнюючи означення; 
спряженого оператора (1.5), покладемо

j  № 1 ( 5  {X, λ) с (λ)] dx =  j  S* (λ, x) ψ' (*)] c (λ) d\, (3.10)

якщо λ непереривна величина (суцільний спектр).

Лівий бік, за визначенням оператора 5 (χ, λ), дорівнює

j* ψ'(χ) ψ(χ) dx,

що в свою чергу, за теоремою замкненості, становить j  c'(X)c{K)dK. 

Отже, маємо

j  с (λ) d l  =  j  с'\Х) c (λ) d l ,  (3.11)

звідки випливає, що

с 'Щ  =S+ (% ,x)^(x ). (3.12)

З другого боку, згідно з (3.9),

с'(Х) =S -4X ,x )V (x ), (3.13)

отже,

S-'{X,x) =S+(K,x) (3.14)
і

S(x,K) S+(K,x) =  1, 5+(Я,х)5(х,Я) = 1 .  (3.15)

Таким чином, перехід від одних незалежних змінних до інших 
здійснюється за допомогою унітарного оператора.

Розглянемо тепер деякий оператор М у х-представленні— М(х). 
Нехай

·ψ'(χ) =  Λί (χ)ψ(χ). (3.16)

У λ-представленні цей оператор діє так, що

с (λ) — Μ (λ) с (/.) - (3.17)

Використовуючи те, що

З* 35



c'(X) =  5+(λ, χ)ψ'(χ) =  S*(X, χ)Μ(χ)ψ(χ) , 

і замінюючи ψ (λ;) через 5 (х,Х)с (λ), маємо

с' (λ) =  5+(λ, χ) Μ (χ) S (χ, λ) c (λ).

Звідси, при порівнянні з (3.17), одержуємо

Λί(λ) — S+(X,x)M(x)S{x, λ).

Таким чином, перетворення функцій

ε(λ) == 5+(λ, χ)ψ(χ) ,

завжди зв’язане з перетворенням операторів (3.19).

Унітарні інваріанти

Як ми бачимо, перехід від одних незалежних змінних до інших ви­
конується за допомогою унітарного перетворення. Унітарне перетво­
рення зв’язує між собою два різні лредстаївлення одного і того ж опе­
ратора. Отже, вигляд оператора даної фізичної величини визначати­
меться властивостями самої величини неоднозначно, а лише з точністю 
до унітарного перетворення '. Але якщо реальні фізичні величини, їх 
значення, співвідношення між ними повинні виражатися на базі мате­
матичного апарату квантової механіки через оператори фізичних ве­
личин і функції, на які діють оператори, то, оскільки фізичні власти­
вості не можуть містити довільних перетворень, вони повинні відобра­
жатись такими виразами, які є інваріантами по відношенню- до довіль­
них унітарних перетворень. На мові унітарних інваріантів повинні фор­
мулюватись всі результати квантової механіки, які мають безпосеред­
ній фізичний зміст і можуть бути експериментально встановлені. Так, 
унітарним інваріантом є властивість самоспряженості операторів.

Дійсно, запишемо коротко формулу (3.19)

Αί(λ) =  S+M(x)S

та вирахуємо Λί+(λ) за правилом знаходження оператора, спряженого 
до добутку

Λί+(λ) =  (M (x )S )+(S+) + =  S+M+(x)S.

Звідси випливає, що коли М+(х) = М (х ) , то і Αί+(λ) =  Λί(λ). Спектр 
власних значень оператора теж є унітарним інваріантом. Розглянемо 
рівняння на власні значення оператора М у х-представленні

Μ(χ)ψ(χ) =  μψ(χ).

Здійснюючи канонічне перетворення

ψ(χ) =  Sc(X), М(х) =-SM(X)S+,

одержимо

SM(X)S+Sc^) =  μδί?(λ)( 

або, оскільки S+S =  1, то

5Μ(λ)ο(λ) =  μ5ε(λ).

1 Ми побачимо далі, що, крім унітарного перетворення, зв’язаного з можливістю 
представлення оператора в різних змінних, залишається довільним ще унітарне пере­
творення, що вводить так званий фазовий множник..

. (3.18) 

' (3.19)
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Застосуємо тепер до обох боків рівняння оператор S+ і одержимо 
остаточно

Λί(λ)ί(λ) =  με(λ).

Це рівняння є рівнянням на власні функції та власні значення опет 
ратора М у λ-представленні з тим самим'спектром власних значень μ. 
Як було вже зазначено при виведенні (3.14), з теореми замкненості ви­
пливає, що інтеграл

ί
ψ(χ)\|/{x)dx

є унітарним інваріантом.
Якщо покласти ί|/(χ) =Λ1(χ)ψ(χ), то, оскільки в змінних λ опера­

тор Μ(λ) переводить с(Х) у с'(Х), тобто ε'(λ) =  Λί(λ)ο(λ), з теореми 
замкненості випливає, що інтеграл

j  ψ(χ)Μψ(χ)άχ (3.20)

є теж унітарним інваріантом.
Легко пересвідчитися, що всякі алгебраїчні співвідношення між 

операторами інваріантні відносно унітарних перетворень. Це важливо, 
бо співвідношення між операторами повинні репрезентувати відповідні 
співвідношення між фізичними величинами.

§ 4. Квантово-механічний опис стану системи

Розглянемо ріївняння на власні функції та власні значення опера­
тора L, що відповідає певній фізичній величині

Ζ-ψ =  λψ. (4.1)

Якщо ψ є власна функція для певного власного значення X, то останнє 

можна знайти, множачи обидві частини тотожності (4.1) на ψ та ін­
тегруючи по всій області зміни незалежних змінних:

λ =  (4-2)
І ψ ψ dx

(очевидно, коли λ належить до суцільного спектра, власну функцію 
у формулі заступає власний диференціал).

Оскільки власне значення λ співпадає із значенням фізичної ве­
личини L (ми позначаємо одним символом оператор і відповідну фі­
зичну величину), одержаним при вимірюванні на досліді, то з (4.2) ми 
можемо зрозуміти фізичний зміст власної функції оператора L. Дійсно, 
знаючи власну функцію оператора L, тобто функцію ψ в (4.2), ми мо­
жемо з цієї формули обчислити величину X, тобто вказати результат 
вимірювання величини L. Це означає, що знання функції ψ дає нам
знання стану, що у ньому перебувала мікроскопічна система, над якою
виконано вимірювання величини L.

Ми можемо твердити, що коли система перебуває у стані, який опи­
сується власною функцією оператора L, то при вимірюванні на досліді 
величини L ми одержимо цілком певне значення цієї величини, рівне X, 
яке співпадає з відповідним до ψ власним значенням оператора L.

ψ-функцію, що описує стан системи, ми будемо називати хвильовою 
функцією. Отже, якщо хвильова функція є власною функцією опера-
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тора деякої фізичної величини, то вона описує такий стан системи,'при 
якому вимірювання цієї величини дає цілком певний результат, рівний 
власному значенню, або, коротше, такий стан, в якому ця величина має 
певне значення. При цьому твердити, що якась інша величина в роз­
глядуваному стані теж має певне значення, ми можемо лише тоді, коли 
хвильова функція цього стану є одночасно власною функцією також 
і оператора цієї другої величини. Спеціальні умови, при яких це має 
місце, ми розглянемо далі. .

У згоді із загальними міркуваннями, поданими на початку § З, 
треба вважати, що випадки, коли хвильова функція є власною функ­
цією оператора фізичної величини, є частинними. Взагалі, поняття 
про зображення (опис) стану системи за допомогою хвильовЬЇ функції 
повинно мати ширший зміст і включати в себе розглянутий нами час­
тинний випадок. Для розгляду загального випадку, коли хвильова функ­
ція не є власною функцією оператора фізичної величини, ми повинні 
сформулювати третій постулат квантової механіки — так званий ста­
тистичний постулат.

Припустімо, що ми розглядаємо ідеальний ансамбль з невзаємо- 
діючих екземплярів досліджуваної мікросистеми, тотожних між собою, 
і що всі вони перебувають в одному і тому ж стані ψ — так званий 
чистий ансамбль квантової механіки. Статистичний постулат полягає в 
тому, що коли ми будемо на кожному елементі ансамблю вимірювати 
одну і ту ж  саму величину L, то вимірювання дадуть, взагалі кажучи, 
різні результати λι, λ2 ..., але середнє значення матиме цілком певну 
величину, незалежну від числа елементів у ансамблі, коли це число 
досить велике. Це середнє значення і буде середнім значенням вели­
чини L у стані, що описується хвильовою функцією ψ.

Статистичний постулат формально виступає як звичайна стати­
стична гіпотеза, аналогічна основному положенню теорії випадкових 
величин, яке використовується, наприклад, у класичній статистичній 
механіці.

Підкреслюючи зараз загальний для всіх статистичних теорій 
аспект нашого постулату, ми розглянемо далі корінні відмінності всієї 
проблеми в квантовій механіці від класичних статистичних теорій.

Сформульований постулат треба записати в термінах математич­
ного апарату квантової механіки. Інакше кажучи, треба встановити 
вираз для середнього значення фізичної величини, репрезентованої опе­
ратором L в стані системи, описаному хвильовою функцією

Зазначимо, що середнє значення, як випливає з постулату, по­
винно бути унітарним інваріантом та задовольняти загальним умовам, 
що випливають із імовірнісної статистичної трактовки, а саме: середнє 
значення суми повинно дорівнювати сумі середніх значень, та якщо в 
даному стані величина має певне значення, то середнє мусить співпа­
дати з цим значенням. Єдиним виразом, ш,о задовольняє всі умови і 
містить в собі як оператор фізичної величини, так і функцію, що ха­
рактеризує стан системи, є вираз

J Ψ^Ψ 

JV

άτ

(4.3)

де через L позначено середнє значення величини L у стані ψ. Якщо 
■ψ-функція нормована, вираз спрощується:

Ζ=|'ψΖ,ψύίτ. (4.4)
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К інець кінцем, справедливість виразів (4.3), (4.4) перевіряється порів­
нянням висновків теорії з досвідом, який стверджує їх вірність.

Розглянемо систему власних функцій оператора L та розкладемо 
хвильову функцію ψ (*) за цією системою:

Ψ Μ  =  Σ с Μ  Ψ ( · * > 4 ·  j*с ΜΨ  і х <λ) όλ. 

k

Звідси одержуємо

L ψ (λ:) =  ^  λ* c (λΑ) ψ (χ, +  (λ) φ (.*, λ) άλ.

k
t · _

Припускаючи, що ·ψ(·£) є нормованою, обчислимо середнє значення L
за формулою (4,4), зважаючи на нормо,ваність та ортогональність

Ψ (-*, λ) ,—

L =  Γψ£ ψ άτ =  ^  I c (Xft) |2Xfe-f- f λ Iе (λ) |2dX. (4.5)

k

З другого боку, з теорії імовірностей відомо, що середнє значення ви­
падкової величини, яка може приймати як дискретний ряд значень λι, 
Я2, ···, так і непереривні значення, визначається виразом

^  wkXk + Jw(X)XdX, (4.6)

*

де w k ± =w (K k) — імовірність того, що випадкова величина L має зна­
чення Xk, а τν(λ)άλ— імовірність того, що випадкова величина лежить 
в інтервалі λ, λ -f dx (ш(Х) — густина імовірності).

Порівнюючи (4.5) та (4.6), ми знаходимо зміст величин і|с(Х4)|г 
та |ϋ(λ))|2̂ ,  ά саме:

=  J с (λΛ) j2, га» (λ) ίίλ =  |2ίίλ. (4.7)

В зв’язку з нормованістю хвильової функції і|з(х) ми одержуємо, 
що, як і повинно бути, сума всіх імовірностей дорівнює одиниці, бо

|ффгіх =  £|с(Х*)|2 +  ||с(Х)|2<Аі |ψψί/τ =  1. 

k

Оскільки сукупність коефіцієнтів с(Х) є нічим іншим, як хвильовою 
функцією, що описує стан системи в змінних λ, ми маємо змогу вста­
новити фізичний зміст квадрата модуля хвильової функції.

Квадрат модуля хвильової функції дає імовірність (або густину 
імовірності — у випадку непереривних змінних, від яких залежить хви­
льова функція) того, що при вимірюванні на досліді величин, що 
■е незалежними змінними хвильової функції, ми одержимо певні зна­
чення, рівні значенням аргументів хвильової функції.

За незалежні змінні в зв’язку з цим можуть обиратися лише такі 
величини, які можуть бути одночасно зміряні. Умови, яким повинні для 
цього задовольняти оператори відповідних величин, ми розглянемо 
далі.

Таким чином, для знаходження імовірності для величини L мати 
в стані ψ якесь одне з можливих значень λ, треба хвильову функцію, 
що описує стан системи (якщо вона дана не в λ-представленні), ви­



разити в змінних λ; тоді квадрат модуля відповідного коефіцієнта роз­
кладу визначить цю імовірність.

Коли величина змінюється непереривно, то можна говорити лише 
про імовірність знаходження цієї величини в деякому інтервалі або про 
густину імовірності. З цією обставиною пов’язана відмінність в умо­
вах нормування в дискретному і суцільному спектрах. Перехід від 
власних функцій до власних диференціалів дає в цьому випадку пере­
хід від густини імовірностей до імовірності лежати в певному інтер­
валі. Нехай тепер хвильова функція є власного функцією оператора L, 
ψ(χ, λ„). Це означає, що в даному стані величина L взагалі має певне 
єдине значення λ„. Імовірність того, що в цьому стані величина L має 
інше значення Xk. може бути знайдена загальним формальним мето­
дом розкладу хвильової функції ψ(χ) =  \!р(х, λ„) в ряд по системі влас­
них функцій оператора L, тобто по тих же функціях ψ(χ, λ*).

З загальної формули для коефіцієнтів розкладу маємо в цьому
разі

№ )  і2= |  |ф о*, x j ψ (*, x*) dx (4.8)

Цей вираз для ХпфХк. через ортогональність власних функцій 
ψ(χ, λ), дорівнює'нулеві. Вказане узгоджується з встановленим раніше 
характером стану, хвильова функція якого є власного функцією опера­
тора, відповідною до певного власного значення. При λ„ =  λκ ми з 
(4.8) одержуємо |с(Я)|?=1, як і повинно бути.

Отже, фізичний зміст умови ортогональності двох функцій поля­
гає в тому, що стани, які описуються цими функціями, є несумісні.

Незалежні змінні. Комутативність операторів

Як ми зауважили, із статистичного постулату випливає, що неза­
лежними змінними, від яких залежить хвильова функція, можуть бути 
лише такі величини, які одночасно вимірюються. З другого боку, ми 
бачили (§ 3), що оператор незалежної змінної є оператор множення 
на цю змінну. Операції множення на якісь звичайні величини є кому­
тативними, тобто оператори незалежних змінних повинні комутувати 
між собою.

Поставимо тепер питання ширше і дослідимо зв’язок між власти­
вістю комутації операторів та можливістю одночасного вимірювання 
відповідних величин взагалі. Розглянемо два самоспряжені оператори L 
та М і доведемо дві наступні теореми.

1. Нехай існує повна ортонормована система спільних власних 
функцій ·ψ(χ, λ, μ) двох операторів L та М. Тоді

=  λψ ,

Λίψ =  μψ.

Звідси, застосовуючи до першої рівності оператор М, а до другої L,. 
маємо:

ML\|?(х, λ, μ) =  XAhf)(x, λ, μ) =  λμψ(χ, λ, μ),

LM\|>(χ, λ, μ) =μΖ4>(χ, λ, μ) =  λμψ(χ, λ, μ),

тобто

Візьмемо тепер довільну функцію ψ(χ) з інтегрувальним квадратом.

ΛίΖ,ψ (χ, X, μ) = L M  ψ [χ, X, μ). (4.9)
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Для неї, в силу повноти (замкненості) системи функцій ψ(χ, λ, μ), має 
місие розклад

ψ μ Η Σ ^ ψ ^ λ , μ ) .  (4.10>

λ,μ

Застосуємо оператори LM та ML:

Ζ Λ Ι ψ Μ ^ ^ λ , μ μ Λ ί ψ ^ ,Χ , μ ) ,
λ, μ.

Ш .ф (х) =  ^ с ( Х ,  μ)ΜΖ.ψ (χ, λ, μ) (4.11>

λ,μ

та припустимо, що ряди в правих частинах збігаються.

Тоді одержимо

(LM -  ML) ψ =  с (λ, μ) (LM — ML) ψ (χ, μ, λ) =  0. (4.12)

λ,μ

Якщо два оператори мають спільну, замкнену систему власних 
функцій, то ці оператори комутують між собою.

2. Нехай дано, що два оператори L та М комутують між собою. 
Розглянемо власні функції дискретного спектра оператора L, позна­
чаючи їх ·ψ(χ, λ, п), де η = 1 ,.. .Ν (λ ) , а М(Х)степінь кратності виро­
дження власного значення λ (ψ(χ, λ, п) нормовані та ортогоналізовані). 
Застосуємо до рівняння

Ζ,ψ (χ, X, η) == λψ (χ, X, п) 

оператор М та використаємо комутативність M і L:

ΛίΖ,ψ (χ, X, n) =  L (Λίψ (χ, X, η)) =  ΧΛίψ (χ, X, п). (4.13)

З цього рівняння видно, що функція Λ4ψ(χ, λ, п) є власного функцїєю- 
оператора L, відповідною до власного значення λ. Враховуючи виро­
дження, ми можемо твердити, що функція Λίψ(χ, λ, п) може бути запи­
сана як лінійна комбінація функцій ψ(χ, λ, η): '

лг

Μ φ [χ, λ, η) — ^  Μ (α', η) ψ (*, λ, η'), (4.14>

л' = 1

Д Є

Μ  (η', η) =  j  ψ (χ, X, η') Μ  ψ (χ, λ, η) dx.

Побудуємо тецер таку лінійну комбінацію функцій ψ(χ, λ, η)

Ν
ψ =  c [η) Ψ (χ, X, η), (4.15)

η = 1

яка буде задовольняти рівнянню

Λίψ =  μψ. (4. 16)

Для цього підставимо (4.15) в (4.16):



' Ν Ν
^  c{n}Mty{x, λ, η )=  £  μ c («) ψ (λ:, λ, η) ' (4.17)

η 1 η 1

та використаємо (4.14).

Замінюючи в лівій частині одержаного ріанян-ня позначення індек­
сів η 'ζ  п та прирівнюючи коефіцієнти при відповідних функціях 
>ψ(χ, λ, п), одержимо для коефіцієнтів шуканої лінійної комбінації систе­
му рівнянь

N

^  М  (п, п')с(п') = μ θ  (η), (4.18)

л '  =  1

число рівнянь в якій Ν(λ) дорівнює 'кратності власного значення λ. 
Умовою сумісності цих рівнянь є рівність нулю детермінанта системи, 
яка дає нам рівняння для μ степеня Ν(λ). Для кожного кореня цього 
рівняння μι,...μ^ відшукуються невідомі коефіцієнти сі (п), де і =  

=  Ι,.,.Ν(λ). Функції

Ψ ( * Λ ,  h )  =  Σ ί7'Μ Ψ ( Α:’ λ’ " ) ’ (4 ·19)

П

будуть спільними власними функціями операторів L та М. Якщо опе­
ратор L має чисто дискретний спектр, так що система функцій ψ (д:, λ, п) 
є повною, то і система функцій ψ(χ, λ, μ,·) теж буде їловНою '.

Якщо два оператори комутують між собою, то вони мають спільну 
систему власних функцій.

Підводячи підсумки, ми можемо твердити, що доведені теореми ра­
зом з розглянутим статистичним змістом хвильової функції приводять 
до висновку, що комутативність операторів є виразом принципіальної 
можливості одночасного точного вимірювання величин, репрезентова­
них цими операторами і, навпаки, некомутативність є виразом неможли­
вості цього.

1 Якщо D L i D M — області означення операторів L та М, то нам, взагалі кажучи, 

треба було зробити припущення, що Мі$>(х, λ, ή) завжди належить до обох областей. 
Розгляд проблеми повноти спільної системи функцій, коли жодний з операторів не 
;має чисте дискретного спектра, є математично складним. Див. J. v. N e u m a n n ,  

loc. cit. II, § ,10.

*

Р о з д і л  II

ДИНАМІЧНІ ЗМІННІ. ЕВОЛЮЦІЯ СТАНУ СИСТЕМИ В ЧАСІ

§ 5. Канонічна спряженість. Вигляд операторів механічних
величин

При побудові квантової механіки, крім сформульованих вище основ­
них постулатів, на весь час велику роль відіграватиме аналогія з кла­
сичною механікою. Класична механіка, будучи, з одного боку, гранич­
ним випадком квантової механіки, з другого боку, є додатковим еври­
стичним принципом.

Аналогія з класичною механікою в різних квантово-механічних про­
блемах має різний ступінь глибини і повинна весь час контролюватись 
співпаданням з досвідом результатів квантової механіки, побудованих 
на базі цієї аналогії.

В класичній механіці стан системи описується в загальному ви­
падку через канонічні змінні — узагальнені координати q\, q%...,qN та 

узагальнені імпульси рь р2, ..., рк  Всі фізичні величини при цьому роз­

глядаються як звичайні функції часу, повної системи канонічних змін­
них та параметрів, що характеризують зовнішні впливи.

Для консервативної динамічної системи з N ступенями вільності 
імпульси ри ..., ρ N канонічно спряжені з координатами q\,...,qN, можуть 

бути визначені за допомогою функції Лагранжа — L(qu ..., qN ’qu ... ,q N,t), 

від координат і швидкостей:

P k^= 4~ L (qu . . . ,  ........qN). (5.1)

При цьому функція Гамільтона H(q\,...,qN, Pi,...,pN,t) визначається 

формулою
N

H  =  Y Pkqk- L  (5.2)

і входить у відомі канонічні рівняння Гамільтона:

*  =  ( ^  · · · . " ) · ■ <5·3) 

За допомогою цих рівнянь можна знайти закон зміни з часом довіль­
ної функції координат, імпульсів та часу (похідна по часу в рухомій 
фазовій точці):

d  r,, dF  , ЧП i  dF  дН  d H  dF\

d g i '  d p i ) '   ̂ ^
i = 1
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або

dF -  дрл_\ н  Fі 
.-Λ -Λ Γ+ (5.5)

де дужки Пуассона [Л, θ] визначаються для довільних величин Л, S 
рівнянням

ι̂ -ΣΧ-ϊΗ ϊ,·®}· ■■ <5·6>
/ = 1

Від системи канонічних змінний q, р можна перейти до нових змін­
них

Q j= Q j  (<q Рй, 0. =  P j(?*. Pk, t),

при яких канонічні рівняння Гамільтона зберігають свою форму. Такі 
перетворення (контактні або дотичні) приводять нас до нової системи 
канонічно спряжених змінних. Введені вище дужки Пуассона є інва­
ріантними відносно контактних перетворень: Для узагальнених коорди­
нат та імпульсів, тобто для канонічно спряжених змінних, дужки Пуас­
сона дорівнюють:

[?*. ?J =  0, .!>*,/»,] =  0, [pk, q\ =  bhi. (5.7)

Ці співвідношення залишаються в силі при будь-яких контактних пе­
ретвореннях і тому можуть бути прийняті як форма визначення кано­
нічно спряжених координат та імпульсів.

Дужки Пуассона мають, як легко перевірити, такі властивості:

[А,В) =  - ІВ ,А І  

[Л, а] =  0,

де а — величина, незалежна від qk та pk ,

[(Л, +  А2),В\ =  {Аи В\+[А2,В].

[АгА,, B\ =[AV B )A 2 +  A 1[A2, В\,

[А; [В, С] ] +  [В, [С, А ] ] +  [С, [Л, В \] =  0. (5.8).

Будемо виходити з того, що в квантовій механіці теж повинне існу­
вати співвідношення, або, краще, форма зв’язку між операторами, яка 
відіграє роль, аналогічну до ролі дужок Пуассона в механіці класичній. 
Шукати цей квантовий аналог дужок Пуассона, або, коротше кажучи,— 
квантові дужки Пуассона, які дадуть правило визначення операторів 
«канонічно спряжених» величин, будемо за методом Дірака Припу­
стимо, що властивості класичних дужок Пуассона (5.8) є одночасно
властивостями квантових дужок і знайдемо на підставі цього припу­
щення вигляд останніх. Запишемо:

[Л ,Л2) В\ =  Aj [Л2, В] + [Аи В\ А2, (5.9)-

[ Α ,Β ,Β ^ ^ Β ,  [Α ,Β^ +  ΙΑ ,Β ^Β ,, (5.10)

де під величинами Лі, Аг, В в першій формулі, так само як під величи­
нами Л, В\, В2 у другій, ми будемо розуміти оператори, які, взагалі 
кажучи, не комутують між собою. В зв’язку з цим, наприклад, порядок.

1 Див. П. Д  и р а к, Основьі квантовой механики, МГ— JL, 1937, або новий пере­
клад П. А. М. Д и р а к ,  Принципи квантовой механики, § 21, Физматгиз, I960.
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чергування операторів А\ та Л2 будемо брати таким, яким він взятий 
у формулі (5.9) (Лі завжди зліва від Л2).

Покладаючи у (5.9) В =  В іВ2, а у (5.10) Л = Л іЛ 2, запишемо за 
допомогою тих же формул розгорнені вирази:

[А1А2, Β β 2] — Лх5 і [А2, В2] Л ! [Л2, 5j] 5 2-{-

+ ‘̂ і  [^і, В2\А2-\- [Лі, Βλ]Β2 Л2. (5.11)

[АіА2, а д ]  [А» ВД +  В ^А и  В г] л 2 +

+  і41[Л2>5 1]Д,+-[А1(Д1]Л 2Д2. (5.12)

З  тотожньої рівності одержаних виразів випливає умова:

(Л ,Я ,- Β ,Α ,)  [Л2, В2] =  [Л„ В  А (А2В2 -  В 2А 2). (5.13)

Ця рівність повинна справджуратись для довільних операторів А та В,
ά це може бути лише тоді, коли

[А,В] =  а(АВ — ВА), · (5.14)

де а — звичайне стале число. .

Накладемо умову, щоб дужки Пуассона від самоопряжених опера­
торів теж були самоопряженим оператором у їтовній аналогії з класич- ■ 
ними дужками Пуассона, які для дійсних величин ^ дійсними.

Оскільки

[А, В]+ =  а [В+А+ -  А+В+) =* - а{А В  — ВА),

то з умови [А, В]+ =  [А, β] випливає, що а =  — а ’, тобто а є чисто уявна 
величина. Покладемо її рівною а =  i jh , де h — дійсна стала.

Покладена в основу аналогія з класичною механікою перевіряється 
порівнянням фізичних висновків квантової механіки з досвідом. Досвід 
стверджує правильність нашого висновку

[А,В\=-^[АВ — ВА). (5.15)

Причому для кількісного співпадання теорії з досвідом у всіх відповід­
них експериментах треба консхан-ту h покласти рівною відомій кон­
станті Планка, розділеній на 2π.

Умовимося раз назавжди, іцо встановлення виду операторів фізич­
них величин ми будемо робити в декартовій системі координат. Лише 
після того як вигляд оператора буде встановлений у декартовій систе­
мі, можна виконати перехід до іншої системи координат. Ця вимога не 
є властивою лише квантовій механіці. Особлива роль декартової систе­
ми координат виступає і в механіці класичній.

Оператори для координат та імпульсів частинки

Будемо розглядати одну мікрочастинку, наприклад електрон. Щоб 
урахувати три степені вільності електрона, ми, аналогічно тому як це 
робиться у класичній фізиці, введемо три декартові координати:

Хі =  х, х2== у, х3 =  ζ, (5.16)

і будемо вважати, що координати змінюються кожна в інтервалі
(— оо, + оо ) . З властивостей квантових дужок Пуассона (5.7) маємо

[xk,x i} = 0 ,
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~ jfix kx i x i x k) —  0· (β.\7)·

Таким чином, оператори координат хи Хг, *з всі комутують між со­
бою і можуть бути обрані за систему незалежних змінних. В цьому
координатному представленні хвильова функція, що описує стан елект­
рона, буде функцією від координат ty(x, у, ζ). Для невідомих операторів 
складових імпульсу

Рі — Рх> Р г ^Р у , Рь =  Рг, (5.18)

маємо з (5.7)

\Рк,Рі\= 0, [ р ^ х ^ Ь н ,  (5.19)

звідки

^ ( ρ ^ - ^ ) ψ  =  ψ, · (5.20)

бо під оператором bki треба розуміти оператор множення на 1 при 
k =  і (одиничний або тотожний оператор) або оператор множення на 0 
при &=}= і (оператор анулювання). Аналогічно запишемо:

- j ( / V  -  Ψ == Ψ,

(5.20а)

τ (ρ *ζ — гл )Ф  =  Ф·

Як легко побачити, рівнянням (5.20) та (5.20а) задовольняють са- 
моспряжені оператори такого вигляду:

Рх = - і к ~ ,  py =  - i h ± ,  Pz= - i h - L '  (5.21)

Залишається питання, чи не існує суттєво інших розв’язків цих рівнянь.

Для розгляду цього питання покладемо для операторів імпульсів за­
гальну форму:

р 'х = ~ ih ~ді + Q*> Ру^ ~ ih - 7̂+ Qr

P z = ~ i h i  + Qz> (5.22)

Де Qx, Qj/. Qz— невідомі самоспряжені оператори. З другої формули
(5.19) тоді виходить

Qkx t ~ xtQk =  0, ( ί ,Α =  1,2,3) ,  (5.23)

тобто оператори Qk не можуть бути нічим іншіЛі, як операторами мно­
ження на деякі дійсні функції від координат. Отже

=  ih ~d~x~k 4  (·*ι> хг> хз) ψ7· (5і24)· '

З першої формули (5.19), в свою чергу, випливає, що 

46

тобто

оскільки оператори (5.21) комутують між собою. Виконуючи диферен­
ціювання, маємо

/ вО, _  « Μ  ψ, =  0>
\ dxk dxj J т

Оскільки ψ' є довільна функція, можемо в операторному сенсі напи­

сати:

=  (5.25)*
дхк dxj ‘

Звідси бачимо, що Q i~  · Де f(x> У> z) — довільна дійсна функ­

ція координат. Тоді

№  —  * % . + & '■  '5-26>

Зробимо тепер для функції ψ' підстановку

(5.27)
ф' =  е н ψ

У  (5.28)·'

і обчислимо вираз

- ih W x = - ih -k}ehf^ ']==eh [ - ih ~dY&TxV 

Порівнюючи з формулою (5.26), маємо

або

Рх$ =  енТр ’хв * 'ψ , px =  ehJp’xe н .

■ Отже, оператори рк та р'к зв’язані унітарним перетворенням

pk =  Sp'kS\ p'k= S +pKS,

де
I f  _ I f

S =  eh , S+ =  e h .

Переходу від одної форми операторів до другої відповідає перетворен­
ня функцій ·ψ' =  S+ψ.

Як було встановлено в попередньому розділі, вигляд оператора фі­
зичної величини визначається з точністю до довільного унітарного пе­
ретворення. На прикладі операторів імпульсів ми іце раз зіткнулись 
з цим. Унітарне перетворення, яке виступає тут, є найпростішим — вве­
дення фазового множника. Вважаючи, що відповідне перетворення зав­
жди пророблене заздалегідь, встановлюємо остаточно вигляд операто­
рів для компонент імпульсу

Рь— ^ k -  (5-29)
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Розглянемо дужку Пуассона для оператора рх та довільної функ­
ції координат f(х, у, z). З (5.29) та визначення дужок Пуассона відразу 
випливає, що

i / w :  ;.'І.

Обчислимо тепер дію на функцію -ψ оператора

ΆΠ

L=p"xx-xp"x,

Маємо

L ψ .=  (-  ih)n ^ j n (χψ) τ- ^  ~  ψ j  =  (— \h)n η ψ =  — ih ηρηχ-1 ψ,

тобто в операторній символічній формі:

xpnx- p nxx =  ih^-xpnx.

Ця формула легко узагальнюється на випадок довільного опера­
тора, який є сумою членів вигляду апр" з коефіцієнтами ^ .  незалежни­

ми від координати л:. Позначаючи такий оператор через L(px, ру, pz, у, z), 
одержимо

xL — Lx =  ih ~  
dp*’

або

Останню рівність можна розглядати як загальне визначення опе­

ратора —,— . Знайдені формули іноді є зручними, особливо при дослі-
ОРх

дженні зміни операторів з часом.

Загальні умови, що накладаються на хвильові функції

ГЇерщ ніж перейти до вивчення власних функцій та власних зна­
чень операторів імпульсу та побудови інших операторів і розв’язування 
.аналогічних проблем для них, сформулюємо загальні умови, яким по­
винна задовольняти хвильова функція згідно з її змістом, що випливає 
із статистичного постулату.

Через необхідність однозначного зображення стану системи хви­
льова функція ty(x, у, г) повинна бути однозначною функцією незалеж­
них змінних. Хвильова функція повинна бути непереривна, бо звідси 
випливає непереривність | ty(x, у, z)\2, тобто густини імовірності для по­
ложення частинки в просторі. Забігаючи вперед, будемо вимагати не- 
переривності перших похідних ψ по незалежних змінних (ця вимога 
іпов’язана з непереривністю густини струму імовірності).

Нарешті, хвильова функція повинна бути скінченною в усьому про­
сторі, згідно із статистичним змістом | -ψ j2 1.

1 В такому формулюванні ця умова має місце, коли потенціальна енергія є скін­
ченною в цьому просторі (див. далі).

Власні значення та власні функції операторів імпульсу ^

Рівняння на власні значення та власні функції операторів проекцій 
імпульсу (5.29) запишуться, як завжди, у формі =  λψ:

_ , · * ^ ! = Λ Φ„ - « $ ■ = / , ,+ „  (5-30)

Розв’язки цих рівнянь очевидні:

Ί , χ Ρ '  . , - , ,  Ν \ΖΡ3 (5.31)
Ψΐ = C l {y ,z )e h , Ψ2 =  C2 [ζ, X) e , Фз =  с3 {χ> У) е ■

Оскільки ніяких обмежень для чисел Р 1, р2, Рз немає, то спектр власних 
значень операторів проекцій імпульсу (або коротше — операторів ім­
пульсів) є непереривний — заповнює весь інтервал від — о о  до +  оо. 
У частинному випадку, коли множники c i, Cg і Сз не залежать від коор­
динат (вони можуть, взагалі кажучи, залежати від рь р2, рз), добуток 
функцій грі, дзє спільний розв’язок усіх трьох рівнянь (5.30):

~ixp,+yp*+zp3) ' (5.32)
ψ =  се

Виконаємо нормування власних функцій операторів імпульсу. Розгля­
немо для простоти одномірний випадок

Ф _ с >  <5-33>

і будемо вважати, що с не залежить від р. Умова нормування в непере­
ривному спектрі записується у вигляді

■н

Іііті -т1—
Ар̂ О Ьр

де
р + Др

Δψ =  j  ψ(χ, р) dp. (5.35)

ρ

Підставляючи (5.33) у (5.35), дістаємо після інтегрування

Гп*(р+ т )

Далі

оскільки

4-οβ -f-·»

-L· j  \Δ$\2 dx =  2hcc j  ^ ~ d l  =  2nh\c\2,

(ξ = ^ )

Маючи на увазі довільність фазового множника, з точністю до яко­
го визначається стала нормування, покладаємо

с =  (2π/ζ)~,/!ΐ.
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Отже, нормована власна функція набере, такого вигляду: .

— . хр
ф (JC, р) =  {2кН)~'Ме н' (5.36)

Узагальнення на тримірний випадок одержується відразу: 

ψ (x, у, ζ, р и р 2,р ь) =  Ψ [x.pj ф (у,рг) Ψ [г,р3) ==

m и\-ч J h (xp'+yp'‘+zr·̂ (5.37)=  (2ігЛ), »е .

Оператори проекцій моменту імпульсу

Покладаючи в основу побудови операторів фізичних величин ана­
логію з класичною механікою, ми можемо побудувати вирази для опе­
раторів різних механічних, величин, користуючись класичними вираза­
ми, у яких координати та відповідні імпульси ми будемо тлумачити як 
оператори, вигляд яких ми щойно знайшли. Якщо класичний вираз, за­
писаний у декартових координатах, не містить множників, які при опе- 
раторному тлумаченні були б некомутативні, то перехід до операторних 
виразів буде однозначним. Якщо ж такі множники є, то треба будувати 
симетризовані добутки. Після цього залишається порівняння висновків 
теорії з досвідом.

; Розглянемо класичні вирази для проекцій моменту імпульсу (мо­
менту кількості руху): ■ "

1 ? т х =  УРг — гРу.

т у =  грх — хрг, (5.38)

: т . хру урх,

та будемо розуміти їх як вирази для операторів т х, т у та т 2 через 
оператори x, у, ζ та рх, ру, ρ ζ.

Вирахуємо дужки Пуассона для' Ьператорів т х, т у, tnz (оскільки 
дужка Пуассоца дорівнює комутатору;для двох операторів з точністю

до множника то ми в дальшому обидва терміни будемо вживати

рівноправно). :

Для цього обчислимо спочатку такі дужки:

\тх,х} =  {-.(тхх - х т х) =  0,

[тх>у І =  [ург -  zpy,y] — [ург,у]~- [zpr  у] =  — z\py,y] =  — ζ , (5.39)

\т х, г1 =  \у р » -  zPr  г\ =  \ур* z\ -  1 zPr = У [Pz’ z]=y-

Використовуючи в аналогічний спосіб властивості дужок Пуассона. 
одержимо

\тх,р х} =  0, [ т х,ру\~—рі, [mx,Pz\=Py (5·40)

На основі цих співвідношень:

[.«*> т у]='\тх, ζρχ — хр,\ =  [tnx,z}px-x\ mx,p z] = у р .х — хру =  — т,., 

Приєднуючи сюди аналогічні зв’язки для інших пар операторів, маємо

[ту, т г\ =  — т х, \тг, т х\ ■= — т у, [тх, т у\ =  — mz, (5.41)

або, для комутаторів,

т у mz— mzm^ =  ihmx mz mx — mxniz =  ihmy, mx my — my mx =  ihm2.

(5.42)

Таким чином, оператори mx, my та mz не комутують між собою. ^

Рівняння Для власних значень та власних функцій операторів мо­
ментів запишуться у формі:

І-п Л г = х 7 і - У Ж  =  Т т 'Л>

Έ η ϊ ^  =  ζ Έ ? - χ Ί>ζ- =  τ  С5·43)

; Т т х ^ = У ^ - г 1 і ї = Т т 'х^г

де m'Xi m tn’z — відповідні власні значення.

Розглянемо, наприклад, рівняння для т г. Введемо циліндричні ко­
ординати ρ, φ, 2 (як відомо, χ =  ρ cos φ, г/ =  q sin ф ) . Оскільки

дф Ох <3ψ ду дії , . όψ d ψ дф
. ■ , ^ . r ^ ^ ‘f 5 3 i^  =  _ dxPsln<P +  5 iP cos<? =  Jcd i- J 'd ] i..

то маємо

^  =  Т т 'Л ·  ■ (5-44)

Розв’язок цьрго рівняння очевидний:

v І

Фз =  C(z,p) <?й
т ’ у (5:45)

і з вимоги однозначності випливає, що він повинен бути періодичним 
по φ з періодом 2л, для чого необхідно, щоб

m z=  m.Ah, m s =  0, ± 1, ± 2 , . . .  (5.46)

( Аналогічні результати одержуються для двох інших операторів 
складових.моменту імпульсу. Однак внаслідок некомутативності опера­
торів т х , т у , т г між собою, в певному стані , лише одна компонента 
може мати певне значення. Відносно саме цієї компоненти т г ми1 й 
формулюємо висновок, що при вимірюванні на досліді вона може бути 
рівуою лише величині цілій, кратній h, інші компоненти т к( к ф і ) за­
лишаються при цьому невизначеними.

При вимірюванні складової моменту імпульсу в певному напрямку 
цей напрямок фізично виділяється за допомогою зовнішнього поля 
(магнітного — в даному випадку), прикладеного в цьому напрямку. 
Таким чином, інші складові не визначаються з того досліду, з якого 
визначається обрана складова. ;

Оператор Гамільтона

Продовжуючи використання аналогії з класичною механікою, Ми 
можемо передбачати, що в квантовій механіці повинен бути оператор, 
роль якого· аналогічна· ролі функції Гамільтона у'механіці класичній.

4* 51



Побудову цього оператора, знання якого дасть нам можливість описати 
зміну стану системи з часом і в ряді випадків визначити енергію систе­
ми, треба проводити по-різному при врахуванні теорії відносності і без 
врахування її. У класичній теорії ми мали аналогічне становище — 
в релятивістському і нерелятивістському випадках функція Гамільтона 
мала різний вигляд. Обмежуючись зараз розглядом нерелятивістської 
квантової механіки, використаємо відповідну аналогію з класичною 
теорією. Для одної частинки (наприклад, електрона) класична функція 
Гамільтона при наявності потенціального поля, як відомо, має в декар- 
тових координатах такий вигляд:

-^(РІ-\-РІ + РІ) +  и {х,У,г),

де U(x, у, ζ) — потенціальна енергія частинки ,в полі, р х, ру, ρζ — скла­
дові імпульсу, а т  — маса частинки.

Якщо під величинами pk ми будемо розуміти оператори рк— 

=  — ih  а під U (х, у, ζ) — оператор множення на функцію U (х, у, ζ ) , 

то вираз

Н  =  Jm №  +^У +/>г) +  U y ’ Z)

буде самоспряженим оператором, що діє на функції від координат час­
тинки. Підставляючи операторні вирази для pk, одергжимо

H = - ^  +  U { x ,y ,z ) ,  (5.47)

д2 д2 д1
де Δ — оператор Лапласа, Д = ^ 2 ■

Оператор Н ми і будемо називати оператором Гамільтона.

Рівняння на власні функції та власні значення оператора Гаміль­
тона

Яф =  £ф,

або, в розгорнутому вигляді,

-  Δ ψ + £ / ( * ,  у , ζ )ψ  =  £ ψ , (5.48)

носить назву рівняння Шредінгера. Власні значення Е в цьому рівнян­
ні, поданому вперше Шредінгером у 1926 році є власними значення­
ми повної енергії частинки в станах, що описуються відповідними роз­
в’язками ψ.

До розв’язання рівняння Шредінгера при заданій потенціальній 
енергії U(x,y,z) та визначення енергетичного спектра системи зводить­
ся заачна кількість конкретних задач квантової механіки.

При відсутності зовнішнього поля, тобто для вільної частинки, опе­
ратор Гамільтона зводиться до вигляду

, н = Т = - £ ; Δ. (5.49)

Цей оператор, який ми будемо називати оператором кінетишої енергії,

1 Е. S c h r o  d i n g e r ,  Ann. d. Phys., 79, 361, 489 (1926); 81, 10’9 (1926).
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має тільки додатні власні значення, оскільки оператор Лапласа, як лег­
ко показати, має тільки від’ємні власні значення.

Спільна власна функція всіх трьох складових імпульсу

г-Іл'/’і+УЛ+гРа) (β ЕП)
:ψ = ( 2 πΑ ) ~^ e h

буде власною функцією оператора Т для власного значення х

^ ^ ( Р І  +  Р І  +  Р І ) ·  (5 .51)

Суми (або інтеграли) з постійними коефіцієнтами, побудовані на функ­
ціях типу (5.50) з певним значенням т, теж будуть власними функція­
ми оператора Т для того самого власного значення, кратність якого,
таким чином, безмежна.

Деякі загальні властивості рівняння Шредінгера

Розв’язки рівняння Шредінгера насамперед повинні задовольняти 
загальним вимогам до хвильових функцій — вимогам однозначності та 
непереривності. Навіть тоді, коли потенціальна функція U(x,y,z) має 
поверхні розриву, на цих поверхнях хвильова функція та її похідні по­
винні залишатись непереривними. Лише тоді, коли за деякою поверх­
нею U '== оо, то похідна від ψ може мати розрив, а сама функція ψ, 
залишаючись непереривною, обертається в нуль на цій граничній по­
верхні і дорівнює тотожньо нулеві у всій області, де <У =  оо.Щ я гра­
нична умова,для розв’язку рівняння Шредінгера відбиває факт немож­
ливості руху частинки в області, де U =  оо .

Коли поле U(x,y,z) скінченне у всьому просторі, хвильова функція 
теж повинна бути скінченною. Коли полeU(x,y,z) в деякій окремій точці 
обертається в безмежність, то ця точі^а може бути особливою для ψ, 
але треба, щоб збігався інтеграл від квадрата модуля ψ по об’єму навко­
ло цієї точки та щоб була скінченною границя, до якої прямує поверхне­

вий інтеграл ί(ψινψ2 — ψ2νψ ι)ύίσ, взятий по поверхні сфери навколо 
цієї точки, при прямуванні радіуса сфери до нуля (грі та г|з2 — розв’язки 
рівняння Шредінгера для різних власних значень енергії). Остання ви­
мога пов’язана з ортогональнїстю власних функцій, що відповідають 
різним власним значенням ‘.

Нехай силове поле U(x, у, z) зникає на безмежності (£/(оо) =  0)2. 
У стаціонарних станах непереривного спектра рух- частинки є необме­
женим, оскільки в цьому випадку J | г|з |2 dx розбігається. У віддалених 
областях простору в нашому випадку наявністю поля можна нехтувати 
і розглядати частинку як вільну. Ми знаємо, що для вільної частинки 
власні значення енергії є додатні. Звідси робимо висновок: спектр 
від’ємних власних значень Е <  0 у полі, що зникає на безмежності, 
може бути лише дискретним (стани з обмеженим рухом). Нехай Umіп 
є мінімальним значенням функції U (х, у, z ) . Оскільки гамільтоніан

1 Умова існування інтегралів в обох частинах рівності (2.5) для випадку

І  = // = - Й А+ и (х’ У’ г)·

2 Умова L /(o o )=  0 відповідає певному вибору початку відліку енергії.
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є сумою операторів кінетичної енергії Т і потенціальної енергії U(х;у, ζ), 
середнє значення енергії в довільному стані дорівнює сумі

/:' ~ Т U.

Всі власні значення оператора Т додатні, тому і Т ^  0,. Для потенціаль­

ної енергії має^місце очевидна нерівність O i> U m a. На підставі цього 

знаходимо, що І? >  £/min. Оскільки ця нерівність має місце для довіль­
ного стану, то для всіх власних значень Еп буде вірною аналогічна не­
рівність

E a > U шіп. (5.53)

Зауважимо ще таке. Рівняння Шредінгера #ψ =  £ψ, як і умови, що 
накладаються на його розв’язки, — дійсні. Тому розв’язки ψ завжди мо­
жуть бути обрані дійсними (ці твердження не мають місця для систем, 
що перебувають в магнітному полі).

Власні функції невироджених станів автоматично одержуються 
дійсними, з точністю до несуттєвого фазового множника. Цей висновок 

випливає з того, що ψ та ψ задовольняють одному й тому ж рівнянню, 
для того самого власного значення; якщо останнє не є кратним, то ці 
функції можуть відрізнятись лише постійним множником з модулем, 
рівним одиниці, х

, , Коли потенціальна енергія залежить лише від одної координати, 
то хвильову функцію слід шукати у вигляді добутку двох функцій, з 
яких одна залежить від двох інших координат, а друга — від тої коор­
динати, від якої залежить потенціальна енергія (розділення змінних). 
Тоді для першої буде мати місце1 рівняння Шредінгера для вільного 
руху, а для другої одномірне рівняння Шредінгера, що має вигляд

1 а«0 3  + 2̂ ( £ - - и М )+ =  о :

До одномірних ріївнянь приводиться розділенням змінних й задача 
з потенціальною енергією типу

U (x ,y ,z )= U i [x)+>Ut [y) + Ui (z).

Якщо U (x )— тарна функція, тобто U(— х) — U(x), то· одномірне 
рівняння Шредінгера інваріантне відносно заміни х на — х (інверсія 
відносно початку координат), і коли ,ψ(Χ) є розв’язком рівняння Шре­
дінгера, то ψ(— х) теж буде розв’язком для того самого власного зна­
чення, тобто

' ψ (— х) =  Cty(x),

де с постійна. Виконуючи ще раз перетворення інверсії, одержимо

ψ(Χ) =

звідки с =  +  1. Таким чином, при симетрії потенціальної енергії від­
носно початку координат (х =  0) функції стаціонарних станів можуть 
бути або парні ψ(%) =  ψ (— х), або непарні г|з(*')■= — ψ (— χ).

Користуючись методом доведення від супротивного, легко довести, 
що в одномірному випадку всі енергетичні рівні дискретного спектра не 
вироджені. Дійсно, нехай -фі і г|з2 ■— дві різні власні функції рівняння

3  + ? ? [ £ - ί / Μ ] ψ  =  0,

що відповідають одному і тому ж значенню енергії Е з дискретного
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спектра. Оскільки ψι та ψ2 задовольняють одному і тому ж рівнянню, 
ми одержймо

=  ї х  = ? “ (£/ — Ε), , (5.60)
ψι <b Λ®, '

де штрих означає диференціювання по х. Переписавши цю рівність 
так;

ф';ф2 — ф: фж

після інтегрування знайдемо

Ф'Фг Ψ,Ψ;~  const. (5.61)

Оскільки функції ψι і ψ2 обертаються в нуль на нескінченності, то 
маємо, що

Ψ ίΨ ί- Φ ιΦ ^ 0·

або

=  (5.62)
Фі Ψ* ■

Звідси, інтегруючи ПО -V, одержуємо · . ■ ;

грі =  const ψ2, (5.€3)

тобто функції ψι та ψ2 співпадають з точністю до сталого множника, 
що й треба було довести.

Нехай тепер функція U(x) прямує при х -> +  оо до скінченних гра­
ниць. Приймаючи U(-\- оо) за початок відліку енергії, тобто покладаю- 
чи [/(-f-oo) = 0 ,  -позначимо ί/(— оо) через U0 і вважатимемо Uo^>0. 
Дискретний спектр відповідає фінітному рухові (частинка не відходить 
на нескінченність), для чого повинно бути

E <  U { «?), Ε <  U(-\- оо). ; і

Отже, значення енергії дискретного спектра від’ємні (Еп <  0).
При цьому, очевидно, залишається в силі нерівність Е„ >  t/min , ? 

чого випливає, що функція U(x) повинна мати принаймні один мінімум

3 ί/щіп <  0·
В області енергій 0 <  E <  Uo спектр буде непереривним, а рух 

частинки — інфінітним в бік додатних х. Власні значення енергії цієї 
частини спектра теж невироджені, бо длй доведення рівності (5.61) 
досить того, щоб функції ψι та ψ2 обертались в нуль, хоч би на одній 
нескінченності, в даному випадку на X:тї}— оо. При E U0 спектр не­
переривний, рух — інфінітний в обидва боки, а всі рівні — двократні. 
Останнє легко встановити, розглядаючи розв’язки асимптотичного рів­
няння Шредінгера при великих від’ємних х.

§'6. Нерівності Гейзенберга

Розглянемо стан квантрвомеха^ічної системи, що описується ква­
дратично інтегрувальною функцією і|\ Нехай А та В — оператори де­
яких фізичних величин. Як відомо, середні значення цих величин в ста­
ні ψ будуть:

А =  ГфЛ ψί/τ та В =  Γ ψ β ψ d~. (6.1)
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Запишемо середні значення квадратів відхилення величини від її се­
реднього значення:

(ЙГ)* =  J ф (Л - Ι)2ψί/τ, (Щ>= |ф (5-1)2 ф* (6.2)

і введемо скорочені позначення а =  А — А і β =  θ — В. Обчислимо 
вираз

J =  ( J  ψα2ψί/τ) ( J  φβ2ψ ί/χ ) . (6.3)

Зауважимо, що оскільки а є самоспряженим оператором, то

J ψα 2ψ d z =  j* ψα (αψ) d i =  J (αψ) (αψ) d i — J |αψ|2 di. (6.4)

Аналогічно, перетворюючи інтеграл з β2, одержуємо

J =  ( J  |αψ|2 с/х ) ( j* І β ψ f2 rfx) . (6.5)

Згідно з нерівністю Буняковського—Шварца1, для двох будь-яких функ­

цій fu /2, для яких інтеграли ^ f l f 2di, J  \fx\2di, j* \f2\2d i існують,

] J / 1/2  di |2<  f |/, I2 di ■ J. I/2 p di. (6.61

В нашому випадку ми можемо записати

У >  j |(αψ) (βψ)ί/τ|2. (6.7)

З самоспряженості а випливає

J  >  | J ψαβψί/χ 2== j j  ψ j ψ di -f J ψ j  ψ^χ 2_ (6.8)

Оператор αβ +  βα є самоспряженим, і його середнє значення є дійсним 
числом 2т, оператор ι(αβ— βα) теж є самоспряженим, і його середнє 
значення позначимо 2п (див. розд. І, § 1), тоді

Звідси, напевно,

J >

одержуємо

або

J  >  І т  — in І2 =  т 2 + я2.

» 1 | ф ( - * = ^ ) ф л

яість вираз через оп 

^  =  | [ ( Л - Л )  ( В - В ) - ( В - Б ) { А ~ Щ у

(6 .9)

Підставляючи в цю нерівність вираз через оператори А та В

αβ— βα 1

2
A B  —  BA

2
(6.10)

1 Див. додаток №  2. Див. Н. W e i l ,  Gruppentbeorie und Quantenmechanik, 
2 вид., додаток 1.
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{ЬА)2[ЬВ)2>\\{АВ-ВА)\2·

Витягаючи квадратний корінь з обох частин нерівності, маємо оста­
точно

] / ( Щ 2 Y (Щ 2 >~\(АВ~ ВА)|. (6.11)

Знайдене загальне співвідношення (6.11) ще раз говорить про те, їцо> 
коли два оператори не комутують між собою, то відповідні фізичні ве­
личини не можуть бути одночасно точно виміряні, і разом з тим вста­
новлює верхню межу для точності таких одночасних вимірювань.

Якщо покласти в частинному випадку

ρ = ( λ - λ ),

, то, беручи до уваги співвідношення;

І / т а *  - у ш *  > 4 ’

У ^ у г  У\ьруг > * · (6Л2>

y w z f y w j > ^ .

Це відомі нерівності Гейзенберга, записані ним вперше у 1927 роц і1.
Нерівності Гейзенберга мають місце і тоді, коли ψ-функція не 

є квадратично інтегрувальною. Дійсно, для квадратично неінтегруваль- 

ної функції (Δχ)2 =  σο, причому (Ар*)2 дорівнює нулю лише для мо­
нохроматичної хвилі де Бройля, яка є власного функцією оператора p., 
для певного значення складової імпульсу р і (див. § 5). Значить, коли 

ψ не співпадає з монохроматичною хвилею де Бройля, то (&рх)2 Ф  0 
і нерівності Гейзенберга задовольняються в тривіальний спосіб. Для 
хвильової функції, яка є власною функцією оператора рх, нерівність 
Гейзенберга легко доводиться, якщо розглянути спочатку ψ у вигляді 
групи хвиль (хвильового пакета), а потім перейти до границі, коли. 
Δ/>, =  ΑΔΛ*->0.

Загальні нерівності (6.11) та нерівності Гейзенберга (6.12) є сут­
тєво квантовомеханічним результатом і безпосередньо випливають з 
апарату квантової механіки. Ці принципіально важливі співвідношення 
мають статистичний зміст і пов’язують середні квадратичні відхилення 
від середнього значення (дисперсії в теорії імовірностей).

З приводу окремого вимірювання ми можемо лише твердити, що 
локалізація частинки веде до зміни її імпульсу. Не може бути такого 
стану ψ, у якому координати та відповідні імпульси одночасно харак­
теризувалися би дисперсіями, рівними нулю:

(Δλ:)2 =  (Δρχ)2= 0 .

1 W. H  e i s e η b e r g, Zs. f. Phys., 43, Д72 (1927).

тобто A =  x it a B — 

(5.20), одержимо

i
або
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-'Статистичні теорії класичної фізики не знали такого обмеження. Зали­
шаючи більш глибокий аналіз нерівностей Гейзенберга разом з загаль­
ним обговоренням статистичного постулату квантової механіки для 
окремого розділу, зауважимо зараз лише, що в рівнянні Шредінгера 
власні значення Е треба завжди розглядати як значення виміряної на 
досліді повної енергії. Одночасне точне вимірювання окремо потен­
ціальної і окремо кінетичної енергії неможливе в зв’язку з некомута- 
тивністю цих частин оператора Гамільтона та нерівностями Гейзен­
берга.

Розглянемо ще питання про умови мінімальності для добутку дис­
персій некомутуючих операторів, тобто величини /.

Цих умов дві:

1· βψ =  αχψ, де с константа.

о EE±S =  0 '
2

Перша умова необхідна, щоб у нерівності Вуняковського— ЦІварца 
поставити знак рівності, а друга означає рівність нулю відкинутої у 
(6.10) частини.

Запишемо ці умови для випадку, коли а =  х — χ, β =  ρχ — р  
Перша умова дає: χ χ

ь

або

c(x-x\ $ =  - i h ^  - ρ ψ ,

д [χ— x) h , ' h ’

■звідки

Ф = с 'е х р  - ^ 4 ( * - л ) 2] е х р ^ е х р ( - ^ - ) = =

- c" е х р ! ,р* ) ех р  [ [X- X - | . (6.14)

.Для визначення постійної с розглянемо хвильову функцію

ψ =  £)ехр (а — ib) - (6.15)

яка збігається за формою з (6.14) при р =  0, х == 0, що завжди можна 
вважати здійсненним при спеціальному виборі системи координат, і об­
рахуємо вираз , ■ ’

4 ι = - ρ4 — і6·16)

Нормувальний множник D обчислюється, як відомо, з виразу

+ 00 . .

D D  J  е~αχ1 dx 1.

Як випливає з форми ψ, х =  0 і р =  0, і :ми одержимо для тщ

Інтегруючи по частинах в інтегралі

ехр (а 4-ІЬ) -γ дх хехр — а ІЬ) dx

і використовуючи співвідношення

д

ж ехР
(a +  ib)-^ 

-одержимо остаточно

=  — х (α-f ib) ехр —  (a+  ib)

h\D\2b ei αχί x2 dx =  r̂ - ia (6; 17)

З цього результату бачимо, що для виконання умови 2 необхідно, 
щоб у (6.14) с було уявним числом: с<= іа, де а — дійсне число; з умо­
ви ж існування нормувального інтеграла випливає, що а >  0. Таким 
чином, ψ, при якому добуток дисперсій для координати та відповідного 
імпульсу є мінімальним, має вигляд

ψ =  с"ехр
ірх_ _ ехр 2 h

xV (6.18)

; Відзначимо фізичний змісї другої умови. Як відомо, у класичній 
статистичній фізиці величина

х) (р ■ (6.19)

є кількісною мірою кореляції -між величинами х та р. Необхідною умо­
вою статистичної незалежності величин Л' та р є рівність нулю вели­
чини η. Розглянута нами величина ηπ є відповідним квантовим анало­
гом і має зйіст міри кореляції

η п= \‘А -А ) (В-  В) +  {В- В (А -  А)}. (6.20)

§ 7. Зміна стану системи в часі

Для опису зміни стану системи в часі є дві цілком рівноправні 
можливості. Розглянемо спершу метод, в якому вигляд оператора фі­
зичної величини не змінюється з часом, а від часу залежить лише хви­
льова функція, що описує стан. Якщо спектр власних значень оператора 
для всіх t залишається незмінним, таке представлення можливе і об­
грунтоване. Останнє ілюструється простими міркуваннями. Уявімо собі, 
що в початковий момен̂ г час-у хвильова функція є власною функцією 
оператора L і відповідна величина має певне значення. Взагалі ка­
жучи, в деякий інший момент часу ця величина може мати інше зна­
чення. Інакше кажучи, рівняння, якому задовольняла функція ψ в по­
чатковий момент:

L\|) =  λψ

з певним*Я, в інший момент часу цією .функцією вже не задовольняєте 
ся. Якщо математична форма оператора залишається з часом незмін­
ною, то єдина можливість змін полягає у залежності хвильової функ-
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дії від часу. Залежність хвильової функції від часу будемо відзна­
чати, записуючи t як її аргумент: "ψ(χ, t). Еволюцію стану системи в 
часі можна тоді символічно записати так:

■ ψ (* ,* )=  S (*)<!>(*,0), (7.1)

де S(t) деякий оператор, що непереривно залежить від t і задоволь­
няє умові S(0) — 1.

Фізично важливою умовою, що випливає з статистичного посту­
лату та статистичного змісту хвильової функції, є незалежність від 
часу умови нормування. Для забезпечення цієї умови оператор S (t) 
повинен мати особливі властивості. Дія оператора S, взагалі кажучи, 
перетворює функцію Ψ(λ:, 0) на нову функцію: ψ' =  ψ'(χ, ί), і ми мо­
жемо записати з визначення спряженого оператора, що

j* g S ψ (х, 0) dx =  j  (S+gj ψ (jc,0) dx. (7.2)

Звідси, покладаючи g =  5·ψ(χ, 0), маємо

j* 5 ф(л:,0]5ф (x,0)dx =  J  5+5ψ (jf.O) ψ (λγ,Ο) dx, 

або в зв’язку з (7.1)

j  Н М )  Ψ (x,t) dx =  j  [S^^H^O)] ψ (*,0) dx. (7.3)

Отже, для того, щоб нормувальний інтеграл був незмінним з часом, 
треба, щоб оператор 5 був унітарлим (5+5=; 1).

Розглянемо тепер другий спосіб представлення, коли від часу за­
лежить форма оператора, а хвильова функція весь час залишається не­
змінною. Оператори в цьому представленні будемо позначати Lt— L(t).

За загальною теорією представлень ми можемо твердити, що уні­
тарному перетворенню функцій

ψ(χ, 0) =5+ψ(χ, t) (7.4)

відповідає унітарне перетворення операторів

Lt =  S+LS. , (7.5)

Легко бачити, що рівняння

ψ'(χ, t) =  Lty(x, t), (7.6)

Ψ '(*-  0 ) =  0)

еквівалентні і одне може бути одержане з другого в зв’язку з (7.4)

Таким чином, у другому представленні оператор фізичної величи­
ни змінюється з часом за математичною формою. Інакше кажучи, в 
різні моменти часу одна і та сама фізична величина описується, по 
суті, різними операторами, в той час коли функція, на яку діє опера­
тор, залишається незмінною (вона може містити час лише як пара­
метр). · *

В першому представленні від часу залежить математична форма 
функції, а в другому математична форма оператора фізичної величи­
ни. Перше представлення називається шрЛгдінгерівськйм, а друге гей- 
зенбергівським.
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Оператор швидкості зміни фізичної величини

Спираючись на гейзенбергівський метод представлення операто­
рів, ми можемо визначити оператор швидкості зміни величини L як по­
хідну по часу оператора Lt. Обчислимо похідну від Lt:

dj f  =  S+LS -f S' ^  S-\-S+LS' ' (7.7)

де врахована можлива явна залежність L від часу. Для того, щоб 
знайти оператор похідної в незмінній з часом формі, треба в (7.7) ви­
конати обернене перетворення, тобто

g  =  s  d± i 5 + =  SS+LSS+ +  SS 4 ~  SS+ +  SS+LSS+,

звідки

g  =  ̂ - f S S +L +  Z.SS+. (7.8)

Диференціюючи по часу умову улітарності оператора S(SS+ =  1)

SS++ ss+ =  о, s s + =  — ss* 

л*
і вводячи позначення iSS+ =  , маємо

Ч і  =  дм +  τ (H *L ~ = 4 г  +  [я *·

Легко бачити, що введений оператор Я* — самоспряжений. Дійсно, 

(ih SS+)+ =  -  ih SS+ =  ih SS+.

Застосовуючи тепер формулу (7.9) для випадку £  =  Н ,д е Н —-опе­
ратор Гамільтона, явно не залежний від часу, одержимо

Закон збереження енергії тоді формулюється так:

Н *Н  — НН* =  0. (7.10)

Це співвідношення буде виконуватись незалежно від конкретного 
вигляду оператора Гамільтона, тобто для різних систем, лише тоді,
коли Я* буде просто функцією від Я. Залишаючи в теорії Я * =  /(Я ), ми,
порівнюючи результати теорії з досвідом, переконуємось, що повинно 
бути Я * = / ( Я ) = Я .  Таким чином, оператор похідної остаточно на­
буває вигляду

v  =  d-w +  h H L - LH> =  T i + ^ ·  ί7·11»

Це так звані квантові рівняння руху, що при записі через символ ду­
жок Пуассона співпадають за зовнішньою формою з виразом для по­
хідної по часу в класичній механіці.

Коли б ми відразу по аналогії з класичною теорією поклали в 
(7.10) Я* — Я, то ми могли б вивести закон збереження енергії при 
гамільтоніані, явно не залежному від часу.

Таким чином, можемо твердити, що

ihSS+==H. (7.12)
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Якщо оператор Гамільтона не залежить явно від часу, то де'рів­
няння має розв’язок:

Зауважимо далі, що, за визначенням оператора S(t),

S (/i)S (/2) — S(t\ -J- /2)

і, зокрема,

S (i)S (—t) = 5 (0 )  =  1.

Звідси для Η , незалежного від часу, маємо

±гНі

Хвильове рівняння

Запишемо знову закон зміни хвильової функції з часом через опе­
ратор S(t).

ψ(*. t) =S{t)ty(x, 0). (7.1)

Цей закон зміни можна записати за допомогою оператора Гамільтона 
у формі рівняння відіЮіСно функції ψ (x,t). Дійсно, продиференціюємо 
по часу рівність (7.1)

ΰψ (χ,ί)
♦

або

όψ(-Μ)
д = ,S S ^ (x ,t ) .
(

Замінюючи 5S+ згідно з (7.12), одержуємо

=  0. (7.14)

Це так зване хвильове рівняння, або рівняння Шредінгера, що містить
■ час, яке описує еволюцію стану системи в часі

Зауважимо, що ми можемо записати квантовий аналог канонічних 
рівнянь Гамільтона. Дійсно, використаємо знайдені раніше вирази

&  =  \ р,А  І , —  K t ) ,

■ де / є функцією координат частинки f(x ,y ,z), a L — оператор, який 
є сумою членів вигляду апр'гх, де а„ — коефіцієнти, незалежні від ко­

ординати х. Якщо оператор Гамільтона Н має вигляд

н ~ Л ± Л + ^  + и [ х ,У іг ) ,

1 Оскільки (7.12). є постулатом, який стверджується досвідом, то і рівняння 
(7.14) є постульованим, а не виведеним. Хвильове рівняння (7.14) входить, в ком­
плекс основних припущень квантової механіки, на якому будується вся теорія, і не 
може бути виведеним в звичайному розумінні цього слова.
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д hi г Γ π  ό Η г І  Т І

-δϊ =  \ΡχΗ 1 wx= ~ [x' H l
%

або, за квантовими рівняннями руху,

dx _  д Н  дрх   д Н

dt ~~ дрх ’ dt дх

Аналогічні рівняння мають місце і для інших складових, отже, 

dx i_dH _ ILL а - , о ч г
dt "" <//>,., - dt —■  ϋχj 1

/
Реалізація гейзенбергівського представлення. Стаціонарні стани

Побудова такого представлення операторів, у якому математична1', 
форма оператора фізичної величини залежить від часу, може бути фак­
тично здійснена в такий спосіб.

Розглянемо розв’язки хвильового рівняння (7.14) ·ψ„ (х, і), які за­
довольняють початковим умовам

г М * .0 )= г М * ) . (7.15)

де система функцій ψι>(χ), г|>2(х), · · - Ψ ,,Μ ··· є ортонормована і замк­
нена. Можна довести, що система розв’язків хвильового рівняння 
ψι(χ, /), ψ2(χ, t), . . .. ψ„(χ, t). . . теж буде ортонормованою і замкненою 
для "всякого моменту часу t.

Нехай \|->(х, 0) є хвильова функція, що описує початковий стан 
досліджуваної системи. Згідно з умовами, зазначеними вище, цю 
функцію можна розкласти по системі «початкових умов» (х )

ψ (j:,0J =  J ]  с{п)Цп{х). (7.16>-

П

Тоді стан системи в довільний" мом!ент t можна представити як роз­
клад по системі розв’язків хвильового рівняння, підпорядкованих цим 
початковим умовам,

'ф(.М) =  Е С(й) ф»М ' ' (7-17)
П

причому с(п) є ті са*мі коефіцієнти, що і у (7.16). Коли ми за систему 
функцій (7.15) приймемо систему власних функцій оператора механіч­
ної величини, то, як відомо, с(п) треба розглядати як хвильову функ­
цію у η-представленні, то,бто в такому представленні, у якому з а  не­
залежну змінну обрана величина п (див. канонічне перетворення). 
Отже, с(п) 1 є хвильовою функцією системи як у початковий момент 

, часу,· так'і'в будь-який інший. У змінних п залежність стану системи 
від часу подається не зміною хвильової функції, а зміною форми опе­
ратора. Ми можемо знайти матрицю (або ядро) деякого оператора L 
в цих нових змінних:

' {n\Lt\n') =  j  ^n{x,t)L ψ„-(jc.i) dt. (7.18)

Матриця (n\Lt | n') дає оператор І.,, форма якого залежить, від 
часу. З попередніх формул можна знайти/ядро оператора 5 (і), який
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перетворює хвильову функцію початкового стану у хвильову функцію 
в даний момент часу. Дійсно, з (7.16) маємо, що

с (я) =  j  Фл (·*') Ψ (jc',0) d x ' .

Підставляючи у (7.17), одержимо

ψ (x,t) =  j   ̂Σ  ψ„ (*') ψ„ [χ,ή J Ψ (x',0) dx'.

n

Звідси випливає, що ядро оператора S визначається формулою

5  [x, x ’ ,t) =  ^  ψπ ί χ') ψη (χ, t). (7 .19)

П

Те, що ми записували всі формули у такому вигляді, який відпо­
відає дискретній сукупності функцій «початкових умов» г])„(л:), не має 
значення. Аналогічні міркування мають місце, якщо роль початкових 
умов відіграють власні функції оператора з непереривним спектром. 
Розглянемо тепер конкретний випадок, коли за систему функцій ψ„(χ) 
взято власні функції оператора енергії розглядуваної системи Н і при­
пустимо, що Н не залежить від часу. Спільні розв’язки хвильового 
рівняння і рівняння на власні значення та власні функції оператора 
енергії в кожний момент часу, як легко перевірити, мають вигляд

i t *  V  , , , (7.20)
Ψ„ (*.*) =  ?  Ф«М.

де ψ„ (jc) =  ψη (x, 0) є розв’язок рівняння Шредінгера

Щ п(х)==ЕА Л х)·

Матричне представлення оператора Lt тоді буде

(n\Lt\n') = e F[En~En')‘ ^ n (x )L ^ { x )d x = e lann't (n\L\n). (7.21)

E  —  £  ’
де o)nn'—· борівська частота, ωηη·=  п h п a («|L|n') — звичайний

матричний елемент оператора L у шредінгерівському представленні — 
тобто обрахований за допомогою власних функцій оператора Н, неза­
лежних від часу (χ) =  (χ, 0).

У 1925 р. Гейзенберг, незалежно від Шредінгера і Дірака, розви­
нув квантову механіку у матричній формі *. В цій формі теорії фізич­
ним величинам приводились у відповідність не оператори, а матриці 
вигляду (7.21)— гейзенбергівські матриці. В зв’язку з цим представ­
лення операторів, у якому залежність від часу покладено на вигляд 
самого оператора, й називають гейзенбергівським представленням.

Хвильові функції (7.20) описують стани особливого типу. Дійсно, 
функції (7.20) є спільними розв’язками хвильового рівняння і рівняння 
Шредінгера, тобто для будь-якого моменту часу є власними функціями 
оператора енергії для фіксованого власного значення Е„. Таким чи­
ном, ці функції описують стани, у яких енергія весь час зберігає стале 
значення, і виражають закон збереження енергії. Стани з певною енер­
гією, що описуються хвильовими функціями вигляду

1 W. H e i s e n b e r g ,  Zs. f. Phys. 33, 879 (1925); M . B o r n ,  W.  H e i s e n b e r g  

a. P. J o r d a n ,  Zs. f. Phys. 35, 557 (1925).
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=  e ψ„(*); Ήψ» W  =  £ » i ( 4

ми будемо називати стаціонарними станами сисаеми з гамільтоніа- 
ном Н.

Зміна середніх значень в часі

Будемо розглядати представлення Шредінгера, у якому матема­
тична форма операторів залишається з часом незмінною, а зміна 
стану системи з часом описується залежною від часу функцією ψ(χ, t), 
причому, як ми знаємо, ця функція ψ(χ, t) повинна бути розв’язком 
хвильового рівняння '

Я ф - ІА § -  =  0.

Запишемо вираз для середнього значення величини, що описується 
оператором L в стані з хвильовою функцією ψ(χ, t) :

=  f  ψ (x,t) L ψ [x,t) dx
L =  J„--------:---  (7.22)

l ψ (x,t) ψ (x,t) άτ

Як ми показали раніше, унітарність оператора S(t) забезпечує незмін­
ність з часом інтеграла нормування, що стоїть в знаменнику формули

для L '.
Отже, коли функція ψ в початковий момент була нормована, то 

знаменник у (7.22) весь дальший час залишається рівним одиниці. 
Щоб знайти закон зміни середніх значень з часом, треба дослідити чи­
сельник у формулі (7.22). Припускаючи, що ψ нормована, маємо

_rf/, _ d
dt dt j φΖ,-φΛ =  j 2  L^dx +  |ψ -А [Ц } dx. (7.23)

Підставляючи замість його вираз з рівняння комплексно спря­

женого до (7.14)

І^ф<*с =  || //ф Іф < /х  +  ̂ ф dd tm d x .

одержимо

А  ί і  
dt ’ v

Перший інтеграл в правій частині перетворимо, використавши са- 
моспряженість Н. Тоді

~  j  ψ L ф *  =  і  j  ψ ( Я  -  й 4-) L Ф *  -

{ | ф { я і ф

Замінюючи знову похідну згідно з хвильовим рівнянням, запишемо 

остаточно

1 Ясно, що цей факт теж випливає із хвильового рівняння, бо воно було побу­
доване з використанням умови унітарності оператора 5. Нагадаємо, що самоспряже-

ність оператора Гамільтона H  =  ihSS+ теж зв’я зан а /з  унітарністю оператора S (t).

5 А. Ю. Глауберман 65



| Γ| φ ί .ψ ·Λ = |  ψ
dL
w + t ( h l - l h )\ φ λ ;  (7 .2 5 )

Використовуючи визначення оператора похідної, одержуємо формулу

W  | Ф ^ Ф * = | Ф ^ Ф Л .  (7.26)

Похідна від середнього значення дорівнює середньому значенню похід­
ної. Аналогічно доводиться відповідна властивість матричних елемен­
тів в гейзенбергівському представленні, тобто

dL,

dt
m (7.27)

Матриці

Гейзенбергівські матриці величини, що відповідає оператору L:

/u) ί p f~,

[n\Lt\m) =  e [n\L\ m), =

мають прості властивості. Оскільки (n\L\m) — це матричний елемент, 
незалежний від часу (припускаємо, що і  не містить часу явно), то

[п \чі m) =  ^ nm{n\Lt \m)y (7.28)

або для незалежних від часу матричних елементів, після скорочення 
на спільний множник еш"т!, одержуємо

( " ( S  m)j =  m„m(n\L\m). (7.29)

Задання матриці еквівалентне заданню оператора. Задання матриці
дає, в принципі, можливість визначити власні значення фізичної ве­
личини і відповідні власні функції.

Розглянемо хвильову функцію в деякий фіксований момент часу 
і розкладемо її по незалежних від часу власних функціях оператора Я

ψ =

Підставляючи цей розклад в рівняння на власні функції оператора L

Ιψ  =  λψ,

одержимо

■ Σ ί 'ηψ'«·
m т '

Помножимо тепер обидві частини цієї рівності на ·ψ„ і проінтегруємо 
по просторі, тоді

Y i cm ^ n L ^ mdz =  'k Y i cm | ф яфт <*и. (7.30)

m т

Через ортонормованість системи функцій фи інтеграл ^ф пфотс?х — Впш. 
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Якщо для матричного елемента Jt|>„ L §md% =  (n\L\m) ввести більш ско‘

рочеНе позначення, яке будемо вживати для матричних елементів, не­
залежних від часу Lnm, то (7.30) можна записати у вигляді

' — λ (7.31)

т

(7.31) є системою алгебраїчних однорідних рівнянь першого степеня 
відносно коефіцієнтів ст . Необхідною умовою існування нетривіаль­
ного розв’язку є рівність детермінанта системи нулю:

1 ^ - λ δ „ „ |  =  0. (7.32)

Вище детермінант записаний у символічній формі із зазначенням за­
гального вигляду елементів. Корені рівняння (7.32), в якому λ роз­
глядається як невідоме, визначають власні значення λ. Сукупність ве­
личин ст , що задовольняють (7.31), при певному λ з тих, що є коре­
нями (7.32), визначає власну функцію.

Коли матричні елементи

обчислити за допомогою функцій ψ„, що є власними функціями самого 
оператора L, то

Lnm =  J  Фп 1 Фт άτ =  j  Ф„ Фт ^  =  Хт j  ψ„ фт άτ =  1тЬпт,

тобто в цьому випадку матричні елементи Lmm рівні власним значен­
ням, a Lnm при п ф т  рівні нулеві. Елементи Lmm звуться діагональ­
ними, а про саму матрицю кажуть, що вона має діагональну форму. 
У  енергетичному представленні, коли за функції -ψ,, беруться функції 
стаціонарних станів (гейзенбергівські матриці), діагональною є мат­
риця енергії (а також всіх тих величин, що мають певні значення у 
стаціонарних станах).

ч
Рівняння непереривності

Розглянемо хвильове рівняння у випадку потенціальних сил

+  t7'3 ) 

і рівняння комплексно спряжене до нього

- ік м = -  Δψ -Ь и  (х, у, ζ) ф" (7.34)

Помножуючи перше рівняння на ψ, а друге на ψ та віднімаючи 
одне від другого, одержимо

або

(ΨΨ) =  ̂  div (Φ νψ — Φνψ). l ' · ^

5* ' , 67



ψ,ψ — |ψ|2 є густина імовірності W =  |ψ|2. Якщо тепер ввести вектор S:

5  == ̂  (ΨνΨ —

ТР РЇВНЯННЯ (7.35) запишеться у формі рівняння непереривності:

^  +  d iv5  =  0. (7.36)

Вектор S є вектором густини струму імовірності.

Величину W =  |ψ|2 можна розглядати як середню густину числа

частинок, тоді 5 має зміст середнього потоку частинок через одиницю
поверхні за одиницю часу. Рівняння непереривності (7.36) формулює
закон зберігання числа частинок. Інтегруючи (7.36) по об’єму V, буде­
мо мати інтегральну форму цього рівняння

JL j  W d i= — Jd iv S c h = -  j S« * , (7.37)
V 'V σ

де о — поверхня, що охоплює об’єм V. Поширюючи інтегрування на 
весь простір (У-»оо) і застосовуючи граничну умову обернення ар 
в нуль на безмежності, одержимо знову вже відомий нам результат

тобто повна імовірність знайти частинку де-небудь у просторі не змі­
нюється з часом.

Легко записати рівняння непереривності для маси-та заряду. Вве­
демо середню густину речовини (маси) Qm =  m|i|)|2, де т. — маса час- 
тинки.та середню густину струму речовини (маси) —

=  y  (ΨνΨ — ΨνΨ)· ' (7.38)

Тоді матимемо

% - +  d ivSm =  0. (7.39)
r

Введемо середню густину заряду =  β]ψ]2, де в — заряд частин­
ки, та середню густину електричного струму — '

· І  =  Йг (ΨνΨ — ΨνΨ) (7.40)

і одержимо закон збереження заряду:

% + d l v 5 e =  0. (7.41)

З рівняння (7.37) при поширенні інтегрування на весь простір 
( V о о )  випливає

J  div S dx =  0.

В одномірному випадку ця рівність запишеться зовсім просто:

C d S x

Якщо в деякій точці х — а існує розрив непереривності потенціальної 
енергії, то при інтегруванні ця точка повинна бути виключеною. В зв’яз­
ку з цим ми одержимо після інтегрування

5,(-!- -  5 ,(«  ; 0) -і- S ,(«  -  0) - Λ’, ( ч ОС) ~  0.

Густина струму Sx на безмежності повинна бути рівною нулеві, 
бо хвильові функції на безмежності зникають (у випадку власних 
функцій непереривного спектра роль функцій у відповідних інтегралах: 
виконують власні диференціали, які зникають на безмежності).

Отже, ми здобуваємо умову непереривності густини струМу

Sx(a +  0) =  Sx(a — 0),

з якої безпосередньо випливають умови непереривності хвильової функ­
ції та її першої похідної в точці розриву непереривності потенціальної 
енергії

(♦ u - 1 + u .  ( S L H S L

Представлення взаємодії

Крім двох основних представлень — шредінгерівського та гейзен- 
бергівського, в квантовій механіці розглядають ще одне специфічне 
представлення, яке називається представленням взаємодії.

Розглянемо деяку квантовомехаінічну_ систему з гамільтоніаном, по­
даним у представленні Шредінгера:

Я  =  Я 0 +  Я ь (7.42)

де Я 0 будемо називати гамільтоніаном вільної системи, а Я| — гаміль­
тоніаном взаємодії. В багатьох практичних питаннях розділення га­
мільтоніана Я  на дві частини, з яких друга Я] описує взаємодію між 
елементами, що складають систему, має безпосередній фізичний зміст.

Введемо канонічне перетворення

І ^  ̂  ^

4 {x,t) =  e h ‘ ψ (■*.*), I 4 t ) = e h °Le h (7.43)

де Ψ(λ:) — хвильова функція, яке відрізняється від перетворення,'що 
здійснює перехід від шредінгерівського до гейзенбергівського пред­
ставлення тим,, що в оператор перетворення входить лише гамільто­
ніан вільної системи, а не повний гамільтоніан Я. Знайдемо закон змі­
ни функції ψ(χ,ί) з часом. Диференціюючи перше з співвідношень 
(7.43) та використовуючи те, що

одержимо

ih %  =  - / / 0φ -І- е~^\н0 +  Я,) е~7 "\ =  е пП ІН, ,Γ* " V  (7.44)
- н і - 4- hj \ н; -4-H«t

dt

тобто 

де

(7-45)
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Отже, функція φ задовольняє хвильовому рівнянню з гамільто- 
ніаном H\(t). Цю функцію φ (x, t) називають хвильовою функцією у 
представленні взаємодії, а перетворення (7.43) дає перехід від пред­
ставлення Шредінгера до представлення взаємодії.

 ̂ Розглянемо тепер зміну з часом операторів у представленні взаємо­
дії. Якщо продиференціюєм.о друге співвідношення (7.43), матимемо 
для явно незалежних від часу L

ά- ψ = [ Η 0, L(t)], (7.47)

що відрізняється від аналогічного закону у гейзенбергівському пред­
ставленні тим, що замість повного гамільтоніана Н фігурує вільний 
гамільтоніан Я 0.

Рівняння руху

Обмежуючись, як і раніше, випадком потенціального поля, на­
приклад електростатичного (узагальнення в зв’язку з наявністю маг­
нітного поля подамо пізніше), розглянемо рівняння руху частинки — 
визначимо оператори швидкості та прискорення.

Застосуємо загальний вираз

спочатку для випадку L =  х. і

Оскільки оператор Гамільтона має вигляд

Н = Ш  + V{*>y>z),

ми одержимо

=  2йЬг №  - хр\) = {рх [рхх- хрх) + {рхх -  хря)рх].

Звідси, використавши те, що ~ (рхх  — хрх) ~  І, маємо

=  Ρχ_ 
dt т  "

Аналогічно одержуємо, що

dy__Py_ dz _  р г
dt m ’ dt m

отже,

dXj _  Pi 
dt m ’

Візьмемо тепер -■** -

(7.48)

dt ·

-  T  “  i  V p, -P .V ) —  s r .
і аналогічно для інших складових, отже,

(7,49)

Рівняння (7.48), (7.49) за зовнішньою формою співпадають з класич­
ними, але в цих рівняннях фігурують оператори. Коли ми тепер пере- 
йдемо від операторів до середніх значень величин в певному стані 
системи ч|з, то одержимо

Лівий бік можна перетворити згідно із знайденим вище правилом 
про те, що середнє значення від похідної по часу дорівнює похідній від 
середнього значення:

Ми приходимо до так званих рівнянь Еренфеста: 1

^  "§Г* ^ Х'і ψ Ψ =  — J* (7 .50 )

Ці рівняння за зовнішнім1 виглядом нагадують рівняння Ньютона кла­
сичної механіки, але вони сформульовані для середніх значень відпо­
відних величин. Ми бачимо, що співвідношення між середніми зна­
ченнями величин в квантовій механіці мають таку саму форму, як від­
повідні співвідношення між величинами в класичній механіці. Рівняння 
Еренфеста ми розглянемо спеціально при аналізі зв’язку квантової ме­
ханіки з класичною.

В зв’язку з тільки що наведеними міркуваннями визначимо ін­
теграл руху як величину, середнє значення якої внаслідок хвильового 
рівняння залишається незмінним при будь-якому початковому стані 
системи. З рівняння (7.25) тоді випливає, що для того, щоб оператор L 
був інтегралом руху, необхідно і досить, щоб виконувалась умова 

§  =  =  <7·51)

Доведемо,.що коли оператор L задовольняє умові (7.51), то його 
власні функції можна обрати так, щоб вони були одночасно розв’яз­
ками хвильового рівняння. Оскільки розв’язок рівняння

L-ψ =  λψ (7.52)

визначається з точністю до довільного множника, не залежного від 
змінних, які визначають представлення оператора L, приймемо за роз­
в’язок (7.52) г|/ =  С*ф, де ·ψ не залежить від часу, а С може від нього 
залежати, і будемо шукати С, при якому я|/ буде розв’язком хвильо­
вого рівняння.

Підставимо ψ' =  Οψ у хвильове рівняння

ψ =  0

і застосуємо до обох частин оператор L:

LHCty-ih^Lty =  0.

1 P. E h r e п f e s t, Zs. f. Phys., 45, 455 (1927).
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Використовуючи (7.51), маємо

Я ІС ф  +  4 - ^ С ф - * А ^ І ф = 0 .  (7.53)

Віднімемо і додамо в лівій частині LtfC-ψ, тоді

Т ( дї +  Т  №  ~  L Щ ) С* + Ш С  Ψ -  ih §  λ ψ =  о .

Перший член, згідно з (7.51), дорівнює нулеві.
Отже,

LH Сф — ih — λψ =  0. (7.54)

Помножимо це рівняння на ψ і проінтегруємо по простору:

C j* ψ Ι//ψ  d i =  ih λ J  ψψ άτ · .

Звідки

_  J  ---- Л

«» И і
_______ . η __ η Λ

XiTiJ ψψ dt

де С0 визначається з умови нормування. Якщо оператори L та Н явно 
від часу не залежать, то

д . [tyLHtydt J χ Сψψίίχ
—  1 п С = ^— jT------------------------ , С = С 0е j  (7.55)

і J dz
• /.

r·. Л λ f ψ ψ i/ -1
C = c 0e J (7.56)

Kojjh L =  Я, ми одержуємо (у випадку незалежності Н від часу явно) 
відомі функції стаціонарних станів

Ψ=*Ψο {x ,y ,z ,E )e  , (7.57)

де ψο (x, y, ζ, E) — розв’язок рівняння Шредінгера //ψ0 — £ψ 0. Заува­
жимо, що з розв’язків (7.57) можна побудувати розв’язок хвильового 
рівняння, що задовольняє довільним початковим умовам

ψ(*, у, z, 0) =  f(x, у, Z). (7.58)

Для цього досить розкласти f(x ,y ,z) в ряд за системою функцій
ψο {x,y,z,E)

f  [х, У ,г) =  ^ С  (E ) ψ0 [x,y, z, E)

E

~ΤΓΕΛ
і кожнии коефіцієнт розкладу домножити на e . Тоді шуканий 
розв’язок буде

Ф =  2 с ( £ ) е  h b t^ { x ,y ,z ,E ) .  (7.59)
Е
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Якщо Н не залежить від часу явно, тоді знання інтегралів руху, які 
комутують між собою, може полегшити задачу розв’язування рівняння 
Шредінгера. Справді, оскільки при комутації інтегралів руху між со­
бою вони і гамільтоніан мають спільні власні функції, можна спочатку 
розв’язати найлегше з рівнянь на власні функції розглядуваних опе­
раторів, а потім так обрати розв’язки, щоб вони були одночасно роз­
в’язками інших рівнянь.



Р о з д і л  III

ОДНОВИМІРНІ ПРОБЛЕМИ

§ 8. Стаціонарні стани одновимірних систем 

Рівняння Шредінгера для гармонічного осцилятора

Розглянемо просторовий гармонічний осцилятор, для якого опе­
ратор Гамільтона має вигляд:

=  +  +  (8 Л )  

Легко переконатись у тому, що оператори

+■£“? * < (* =  1,2*3) (8.2)

комутують мі>£ собою і комутують з оператором Я  (тобто є інтегра­
лами руху, що комутують між собою). Таким чином, ми можемо одно­
часно розглядати рівняння

//ψ =  £ψ, // ,ψ = .£ ,ψ , # 2ψ =  # 3ψ =  £ 3ψ, (8.3)

де

Η — Η \;+ Яг 4~ Яз, £  =  £ і+ £ 2  +  £з·

Оскільки рівняння'Ягф =  Et ψ мають один і той же вигляд, досить роз­
глянути лише одне з них, наприклад:

й2 d2d/ 1

_  2т  /7Ιωι·ν2 Ψ =  ^ 1 Ψ· (8.4)

Внаслідок того, що в першому рівнянні (8.3) змінні розділяються, 
розв’язок для просторового осцилятора буде добутком розв’язків для 
лінійних осциляторів, відповідно в напрямках х, у та ζ.

Лінійний гармонічний осцилятор 1

Розглянемо докладно рівняння для лінійного гармонічного осциля­
тора (8.4). Введемо безрозмірний параметр

ha>t

1 E. S c h  r o d i  n g e r  Ann. d .'Phys. (4), 79, 489 (1926); Naturwiss. 14, 664 (1926); 
A. b o m m e r f e l d ,  Atorobau und Spektrallinien, Wellenmech. Erganzungsband, B ra­
unschweig, 1929. Див. переклади А. З о м м е р ф е л ь д ,  Волновая механика, ГТТИ, 
1933 та новий переклад А. З о м м е р ф е л ь д ,  Строение атома и спектрьі, ГИТТЛ, 
М ., 1956,
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та відповідну нову змінну i  =Jf"|X'^-1. Тоді рівняння (8.4) набуде 

форми

■ - ^ 2 +  ξ2ψ =  2λψ. (8.5)

Перше ніж будувати розв’язок рівняння, проведемо аналіз асимпто­
тичної поведінки його при 1 ^  +  00 (| =  +  оо є особливими точками 
рівняння). Знання асимптотики розв’язку дасть нам можливість сфор­
мулювати граничні умови для шукакої функції, через яку буде ви­
значений точний розв’язок рівняння.

Зробимо підстановку

■щіп ψ = / .  (8.6)

Рівняння для функції f матиме при цьому вигляд

| ξ - + / 2 =  ξ 2 - 2 λ .  (8 .7 )

Асимптотичну форійу f будемо шукати у вигляді ряду по оберне­
них степеня-х ξ:

/ = ^ α , ξ ^ .  (8 .8 )

*-ο

Підставляючи цей розклад в рівняння та прирівнюючи коефіцієн­
ти при однакових степенях ξ, одержуємо вирази для ао, аі, а2:

a l=  1, а1 ===0, (2а2 -)- І) а0 — — 2λ.

Звідси при а0 = .+  1 одержуємо ряд

a при а0 =  — 1

λ - ±

, Відповідні вирази для шуканої функції ψ мають вигляд

Ψι =  * ^ ' ξ - ν " 1/,(1 +  . . · ) ,  (1 +  . . · ) ,  (8-9)

де невиписані члени в дужках прямують до нуля, коли ΙξΙ -» оо.

З частинних розв’язків (8.9) ми можемо побудувати асимптотичні 
форми загального розв’язку для великих додатних | та великих за 
абсолютною величиною, але від’ємних |, одержимо відповідно:

ί-ζϋ _-Lj:a X— -L

ф =  Сіе 2 ξ 2(1 +  . . . )  +  c2e 2 ξ 2(1 + ..  ·)> (8.10)

Ф = ^ ^ % _ х ' т ( Г + ; . . )  +  с 2 Г ^ Г т ( і  +  . . . ) ·  (8..11)

Для того щоб точний розв’язок був скінченним у всьому просторі, тре-
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ба, щоб його асимптотичні форми (8.10), (8.11) не містили перших чле-
• ■ ' И 3

нів, у які входить множник е■ , що обертається у безмежність при
| =  +  оо. Отже, треба покласти c, =  cj =  0. Звідси випливає, що коли
для точного розв’язку покласти

■ —  — Е2

ф =  2 / • • ( с ) ,  (8 .1 2 )

то функція F β ) πρΗξ^-> +  οο повинна бути за порядком рівною ζ і ‘ 
Якщо тепер зробити підстановку (8.12) в (8.5), то для невідомої функ­
ції Ρ(ξ) одержимо рівняння

^ - 2 ξ ^ + ( 2 λ - 1 ) Ε  =  0. (8.13)

При цьому F (l) задовольняє сформульованій граничній умові. 

Будемо шукати F (І) у вигляді ряду по степенях ξ:

оо

=  (8.14)

й=0

Підстановка цього ряду в рівняння (8.13) приводить до співвідношення

оо оо

2 Α (Λ - 1 )α * ξ * - 2 +  2 ( - 2 Α  +  2 λ - 1 )β*ξ* =  0.
Іг = 0 ««=0

Замінивши у першій сумі k на k-\-2, перепишемо весь вираз так:

{ ( k 2) ( k \)ак+2 -}-(— 2k-\-2'k— 1) ап} \k — 0. (8.15)

Оскільки з рівності степеневого ряду иулю випливає рівіність нулю 
всіх коефіцієнтів, маємо такий зв’язок між коефіцієнтами ряду (8.14):

2 & 4- 1  2 λ

β*+2 ^  \k + 1) (k + 2\ak- (8.16)

При довільних о0 та а\ з цієї формули послідовно визначаються всі 
шукані коефіцієнти. Отже,

де

та

Ε(ξ) = α 0Ε0{ξ) + α ^ ^ ξ ) ,  (8.17)

Λ,.,(ξ) - 1 +  Ц #  ξ2 + 2λ) ξ4 +  · · · » (8·18)

F i (ξ) =  ξ ■+ ^ ξ 3 +  - - ~ 22 3·47 Γ 2 -  ξί +  · · · ( 8 Л 9 >

Ε(-ξ) =  α0Ε0(ξ )-α1Ε1(ξ), (8.20)

б° ^о(І) містить лише парні степені ξ, a Fι(ξ) — лише непарні.
Знайдена вище гранична умова для функції Ε(ξ) твердить, що при 

великому І ξ \ функція Ε(ξ) як при додатних, так і при від’ємних ξ по­
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винна бути порядку ||| Комбінуючи (8.17) та (8.20), ми бачимо, 
що для цього ^о-(і) та F t (ξ) окремо повинні задовольняти граничній 
умові.

Ряди (8.18), (8.19) є збіжними при всіх значеннях ξ, бо має місце 
ознака збіжності

.. ak+2 і* с +  1 — 2λ „ /о о -ι \

ξ (А+1) 1* + *) =  °» 8̂·21)

але, з другого боку, ми бачимо, що, починаючи з k >  λ — ‘/г.

ak+2 =  2[fe — ( λ - ν 3) ] > η  ■■ (8 .2 2 )

ak (А+1) (* +  2| V

тобто відповідні ряди будуть містити як завгодно високі степені ξ з 
однаковими знаками, а суми рядіЬ будуть при j ξ  | -» о о  зростати швид­
ше від будь-якого скінченного степеня ξ і гранична умова не буде за­
довольнятись.

Для задоволення граничної умови ряди повинні вироджуватись у
поліноми скінченного степеня. Це можливе трді, коли для певного
k =  п ап+2<=0 при а„Ф 0 . Тоді, згідно з (8.16), 1ап+2 і всі дальші коефі­
цієнти обернуться в нуль і відповідний ряд зведеться до полінома.

З формул (8.16) бачимо, що для цього треба, щоб

■λ =  Λ +  γ  при я =  0, 1, 2 , . . .  (8.23)

Тоді для парних п поліномом буде F0(£). Покладаючи а.\ =  0, ми одер­
жимо розв’язок, який задовольняє поставленим вимогам. Коли п не­
парне, поліномом буде /·\(ξ) і, покладаючи а0 =  0, ми одержимо необ­
хідний розв’язок.

Таким чином, формула (8.23) визначає спектр власних значень в 
нашій задачі. Записуючи вираз для λ =  Е хИіщ', одержуємо енергетич­
ний спектр лінійного гармонічного осцилятора

E t =  hw l (η  +  , я  =  0 , 1 , 2 , . . .  (8.24)

Весь спектр власних значень енергії лінійного гармонічного осцилятора 
є дискретним.

На відміну від старої квантової теорії, ми бачимо, що й в най­
нижчому енергетичному стані (п ~  0) енергія осцилятора більша ніж

нуль і дорівнює γΛωι; наявність цієї «нульової енергії» веде в бага­

тьох питаннях до важливих наслідків.
Повертаючись до рівняння для функції /■’(ξ), запишемо його, під­

ставивши для λ вираз (8.23). Тоді

d̂ - 2 i §  +  2nF=0. (8.25)

Розв’язками цього рівняння, згідно з наведеними вище міркуваннями, 
будуть поліноми л-го степеня. Ці поліноми мають назву поліномів Че­
бишева — Ерміта Ηη(ξ). Сталі а0 або обирають звичайно так, щоб 
коефіцієнтом при найвищому степені ξ" було 2п:

— п\
а 0 =  ( — О 2 (п/2)! ’ ,

,або
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Тоді, як легко переконатися, поліном для будь-якого натурального п 
буде мати вигляд

Η η{ξ) =  (2 ξ)"— ■— (2ξ)"~2+ я ^ ~ 1И-"-~2Мв- ^- (2ξ)»~*.

Поліном Чебишева — Ерміта можна представити також у формі, що 
містить похідну n-го порядку: s ' '

Λ » ( ξ ) = ( - \)пе '% е ~ * . (8.26)

Це представлення буває зручним при обчисленні інтегралів різного 
типу, що містять Нп, та при інших розрахунках. Нарешті зауважимо, 
що поліноми Чебишева — Ерміта задовольняють співвідношенням

dJ*? =  2nH„-u Ц± =  2 ІН а- Н я+и

з яких випливають рекурентні формули 1 вигляду

Η η+1- 2 ξ Η Β +  2ηΗη. 1 =  0.

Запишемо тепер власні функції для лінійного гармонічного осциля­
тора.

Згідно з (8.12), маємо

фя (?) =  *„« 2Я„(І). (8.27)

Нормувальна стала с„ легко обчислюється з умови нормування

оо

j  ψ= (ξ) <3ίξ= 1 

—  00

за допомогою (8.26) та інтегрування по частинах п разів і дорівнює

1
°п~~ %Чі (2” ЛІ)7а ·

Функції ·ψ„(ξ). як власні функції оператора в лівій частині рівняння 

(8.5) для λ =  /г -j— і- задовольняють умові ортогональності

j" Ψ , (ξ) Ψη’ (ξ) άξ =  Ο при η φ  η'.

З рекурентних співвідношень для поліномів Нп легко одержати корисні 
співвідношення для ψ„:

=  Ф*-г+/ φ ψ η+ι.

(8.28)
1

Див. додаток №  3.

Знаючи власні функції оператора енергії для гармонічного осци­
лятора, ми можемо шляхом канонічного перетворення перейти до часто- 
вживаного енергетичного представлення. Зробимо цей перехід та зна­
йдемо оператори ξ та |2 в нових змінних Еп (або, простіше, в змінних 
п, де п — квантове число, яке визначає енергію осцилятора). Оскільки 
спектр енергії є чисто дискретним, то розклад для довільної хвильової 
функції ψ(ξ) має вигляд ряду:

І оо

Φ ( ΰ = 2 ] ^ Φ « (ξ).
я—О

Застосуємо тепер оператор |, використовуючи формули (8.28):

т )  -  Σ  с. « „ щ = 2  ( j / T ^ > + Υ Ψ  c m  ) ψ .® .
л-0 л=0

Отже, дія оператора ξ в змінних п визначиться так:

u . - γ ϊ - ^ , + γ ψ ^ , ,

або

lCn =  ̂ {n\l\k)Ck, 

tt

де

(« І ξ І k) =  Ь„_и л +  / ф  δ„+1, А. (8.29у

Матричні елементи оператора координати =  х |f  "-^j, обчислені

'за допомогою функцій стаціонарних станів гармонічного осцилятора,, 
відмінні від нуля лише тоді, коли квантові числа станів відрізняються 
на одиницю.

З (8.29) легко обчислити матрицю оператора ξ2 у змінних п. Дійсно,.

( » I P | « ) = J .N 5 I * )  Ш \ т) =  ̂ [ У ^ Ь п̂ , кф У п-±^Ьп+1Л х
Ь h

(8 -30>

=  γ Υ  п(п — 1) т~\~ (и + у )  “■ <2 Vin +  ] /І-'- т.

Модель лінійного гармонічного осцилятора, незважаючи на її про­
стоту, в багатьох проблемах є добрим наближенням до реальної атом­
ної чи молекулярної системи. Системою осциляторів можна описа­
ти коливний тепловий рух атомів у кристалічних тілах і розв’язати 
ряд інших проблем більшої чи меншої складності.

Одержані формули важливі для нас не стільки як приклад на ка­
нонічне перетворення, скільки як формули, корисні для розв’язування 
прикладних задач.



Потенціальна прямокутна яма

Якщо потенціальна енергія частинки як функція координат має мі­
німум і простір розділяється на дві області (для кожного напряму), 
в кожній з яких потенціальна енергія більша, ніж в області мінімуму, 
то ми кажемо, що частинка рухається в потенціальній ямі.

Розглянемо найпростіший випадок одномірної прямокутної ями, 
тобто дослідимо рух частинки в полі, в якому потенціальна енергія опи­
сується кривими типу поданих на рисунках.

Utt)
υ2

Ulx)

U0
-υ,

О а χ 0 а

Рис. 1. Рис. 2.

Для другої кривої рівняння Шредінгера в області ями має вигляд

2 + ψ ε * = ° ·  (.8.31)

а зовні ями (х <  0, або х^> а)·.

£±  +  % { Е ~ и 0)ф =  О. (8.32)

Для існування єдиної хвильової функції частинки в полі ями тре-* 
ба, щоб розв’язки цих двох рівнянь переходили один в другий непере- 
ривно з непереривними похідними Ці умови непереривності в точках 

,о чта а іноді коротко називають умовами «зшивання». Далі, як відомо, 
розв’язок другого рівняння повинен бути скінченний на безмежності, 
а для дискретного спектра, тобто коли E < ^ U 0, цей розв’язок повинен 
обертатися в нуль при х =  +  оо. Розглядаючи дискретний спектр для 
розв’язку рівняння (8.32), що задовольняє граничній умові на безмеж­
ності, одержуємо такі формули:

ψі==се та ф2 =  се , % =  y r ^ ( U 0 — Е), (8.33)

де ψι відповідає області х^> а, а ψ2 — області х <[ 0.

Ми бачимо, що імовірність знаходження частинки в областях, де 
E < ^ U ( x ) ,  експоненціально згасає із заглибленням в цю область.

Визначимо рівні енергії дискретного спектра для прямокутної ями 
із скінченною висотою потенціальних стінок (рис. 1).

1 Вимога непереривності похідної від ψ та самої функції ψ  в точках розриву 
непереривності потенціальної енергії випливає з непереривності густини струму 
(див. §  7).
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Зауважимо, що умову зшивання можна записати як умову непере­

ривності ·ψ та логарифмічної похідної -ψ- на границях (точки а 

та 0).

В області х < 0  розв’язок рівняння Шредінгера має вигляд

Ф =  с1еї'х, ν,ι =  Ύ '^ : { υ ι — Е), (8.34)

в області х >  а

ф =  с2е~'іХ, y.2 =  Y ~ ( U 2-E), (8 35)

а в середині ями (0 <  χ а) будемо шукати розв’язок у формі

ψ =  c sin (kx +  δ), k =  " j / " . (8.36)

Умова непереривності логарифмічної похідної від ψ на краях ями 
дає рівняння

k ctg δ =  =  ] / ^  — k2, k ctg [ak + δ) =  -  κ2 == — υ2 — №,

або

sln6 =  ^ L = ,  sin (Λα+  5) = -- 7^ = .  (8.37)
V 2m ' V 2m v ’

Виключаючи δ, одержуємо трансцендентне рівняння

ka =  «π — arc sin — arc sin kh - .· (8.38)
/  2mUx V im U, ’ V ’

де n =  1, 2, 3,..., а значення arc sin лежать в інтервалі ^0. y j  . Корені

цього рівняння визначають власні значення k, тобто рівні енергії в 
зв’язку з (8.36). Значення п нумерують рівні за їх зростанням. Значен­

ня k обмежені інтересом ^0, |/~ ' О ск'льки ліва частина (8.38)

є монотонно зростаючою функцією k, а права з ростом k монотонно 
спадає, для існування кореня рівняння (8.38) треба, щоб при макси­
мальному k права частина була менша від лівої. Так, для того, щоб 
у ямі існував хоч один рівень енергії ( я = 1 ) ,  повинно бути

α >  * _  arc sin γ ψ -. (8.39)

При <= U2 (рис. 2) ця умова завжди виконана, але, коли 
[/, ф 0 2, то при досить малій ширині ями а може не івнуватй жодно­
го рівня. При Ui =  U2 =  U0 (рис. 2) рівняння (8.38) спрощується:

hk ηπ — ka
arc sin —7= ^

V 2 m U , 2

=  // π π σ  i
- ka

або, позначаючи — у, для непарного п:

cos у  =  + &у, Де α =  τ Υ · (8·40)

причому беруться ті розв’язки цього рівняння, для яких tg у 0, a для 
парного п —
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sin У =  ±  ay (8.41 >

і треба брати корені з tg у <  0.

Корені цих обох рівнянь визначають рівні енергії за формулою

л2
Е =  2у>- (8.42)

Для безмежно високих потенціальних стінок (£/0->оо) рух буде 
відбуватись лише в обмеженій області (0, а) і в цих точках згідно з 
загальними міркуваннями гранична умова зводиться до -ψ =  0. Тоді 
з виразу (8.36) дістаємо для х =  0, що б — 0. При х =  а гранична умо­
ва дає sin ka =  0, тобто ka — пя, де п =  1, 2, 3...

Рівні енергії в цьому випадку визначаються формулою

π2Λ2

п 2 та?
П : 1 ,2 ,3 ,... (8.43)

Нормовані хвильові функції стаціонарних станів мають вигляд

ф, =  | Л і 8іп ^ . * .  (8.44)

Для випадку тривимірної прямокутної потенціальної ями (потенціаль­
ного ящика), тобто для потенціальної енергії £ /=  0, коли 0 < л ;< а , .  
0 < ^ y ^ b ,  0<^z <^с і U — оо зовні цієї області, будемо, очевидно, мати

π2 кг ( п'{ , п\ . til \
£ лі,л2."з=  2/п ( а2 +  п і>пг>п

Фпі,П2,пз "У/"
о _ %Пл . π«2 ·

-τ— sin —J-x sm -—y sm —5г.
ярс α σ ^ с

(8.45)

(8.46>

Незважаючи на простоту цього останнього прикладу, він знахо­
дить застосування в ряді фізичних проблем. Наприклад, так звана 
зоммерфельдівська модель металу розглядає рух електрона в такому 
потенціальному ящику. Спектр (8.45) покладений в основу деяких тео­
рій поверхневих властивостей металів і т. ін.

§ 9. Проходження частинок крізь потенціальні бар’єри

Якщо потенціальна енергія частинки як функція координат має 
максимум так, що простір розділяється поверхнею U = U (x ,y ,z )  на 
дві області, в кожній з яких потенціальна енергія має значення менші,

ніж на поверхні в області мак­
симуму, то ми маємо так зва­
ний потенціальний бар’єр. Об­
межимося розглядом однови- 
мірного випадку U =  U (х).. 
Весь простір — оо <[ х оо у 
точці х =  х0 поділяється на об­
ласті х <[ Хо та х >  х0, в яких 
маємо U(x) <  [/гаах.

За класичною механікою,., 
рух частинки з повною енер­
гією Е в потенціальному полі. 

U(x) характеризується тим, що при Е <  частинка не може пере­
йти область максимуму потенціальної енергії, і точка хь що визна­
чається з рівняння U(xi) =  Е  (для частинки, яка рухається до бар’єра?
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зліва), та х2? що визначається з відповідного рівняння U(x2) = E  
(якщо частинка рухається до бар’єра з правого боку),— є «точками 
повороту», в яких рух частинки в попередньому напрямку припиняєть­
ся і починається у оберненому.

Оскільки Е =  U(x), то Р =  +  V  2 m (E — U (x )) , причому

знак обирається відповідно до напрямку руху частинки, тобто точки 
повороту відповідають імпульсу, рівному нулеві: р(х\) =  р(х2) =  0.

Рис. 4.

За класичною механікою, при E <  i/max бар’єр є абсолютно «непро­
зорий». Навпаки, при Е >  [)шах класична механіка твердить, що рух 
частинки відбувається у всьому просторі, тобто бар’єр є абсолютно про­
зорим.

Розглянемо тепер рух мікрочастинки в полі потенціального бар’єра 
за квантовою механікою.

Розглянемо спершу просту форму бар’єра — так званий прямокут­
ний потенціальний бар’єр (рис. 5). Рівняння Шредінгера

2 т dx1

можна записати окремо для областей I, II та III:

ώ2ψ , 2 т  

1хг

(9.1)

І.

1 1 . 3  +  £ ( * - С / ) Ф ‘ о, (9.2)

III.
d2ii , 2 я  „ .

■ 0.

Будемо вважати, що час­
тинка рухається на бар’єр в 
напрямку додатньої осі х, і роз­
глянемо окремо випадки Е <  
<  U та E >  U. Нехай спочат­
ку E <  U, введемо позначення

7 /  2тЕ

= У иг>

* = V j? W - E ) .  1  =

(9.3)

U(X)

U

; J Π m

О а х

Рис. 5.

Розв’язки рівняння Шредінгера у відповідних областях мають вигляд: 

І. ф1 == А і еШх +  Вг е~ікх (— оо <  х <  0)

II. <f)2 =  A 2e-"-j-B2exx (0
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III. ψ3 =  A3 eikx { a < x  <  oo).

. Для того щоб ці окремі розв’язки утворили єдину хвильбву функ­
цію для частинки в полі бар’єра, треба задовольнити умовам непере­
ривного переходу розв’язків та їх похідних одні в другі на краях бар’єра 
(точки о та а):

і

dx

Φ ι(0 )=ψ 2(0), ψ2 («) =  Фз («),

) Μ Μ  '

)χ-0 \ dx !χ=0 ’ { dx )χ=α \ d*  }χ=α

Ці умови зшивання дають систему рівнянь:

А1+ В 1 =  А2 + В2, А2е~*а+ В 2е*а= А 3е1ка,

(9.4)

(9.5)

Аг — Вх — *■ ЇХ (В2 — Л2), А 2е~ха — В2 еха= —  А ріка λ Л 3 Є .

Розглядаючи спочатку другу пару рівнянь, одержуємо

- е ікае™ 1 _ - ^ )Л 3, В2 . glka ( і + х ) а з. (9.6)

Підставивши ці вирази у першу пару рівнянь (9.5), приходимо до ви­
разів

1 — M s A x a j A 3>Ах — е1ка -(̂

Ві =  — l̂-elka[k-\-^Y\sh%a · А3.

(9.7)

Підрахуємо тепер потік частинок у хвилі, що падає на бар’єр, у хвилі, 
відбитій від бар’єра, та у хвилі, що пройшла (в області III). За загаль­
ною формулою

ih

5 =  2 ^(Ψ νΨ -Ψ νΨ )

для відношення абсолютного значення густини струму у відбитій хвилі 
до густин струму у хвилі, що падає, ми одержимо вираз

А\
(9.8)

а для відношення густини струму частинок у хвилі, що пройшла, до 
густини струму у хвилі, що падає:-

D-- (9.9)

Перший вираз визначає імовірність відбиття і має назву коефі­
цієнта відбиття, а другий визначає імовірність проходження і нази­
вається коефіцієнтом проходження або коефіцієнтом прозорості ба­
р’єра.

Маємо, що

-ί- =  ch2 %а + ~ — y j 2sA2 на,
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sh2 t.a
\2

або. оскільки ch2xa— sh2% a=  1,

β - ----г т ^ т у ----- . * =  , · <9 І0 >
1 + -ξ / λ -j-) sĥ f-a 1 + 4 "Η χ J stl %α

ЗвІдсй зразу випливає рівність D-\-R =  1, що репрезентує закон-збе­
реження числа частинок, або факт, що повна імовірність дорівнює.оди­

ниці.
Коли 1 (λ ф  0), вираз для D спрощується:

^  / 4λ \2 -2ш

(і + λ7  6

або

D  =  D0zxvl[- j Y 2 m { U - E ) a y  ' (9.11)

Коли Е =  U, тобто λ =  0, ми із загальної формули для D (9.10) одер­
жимо

D = --- 1----< 1 . <9·12»
1 + ~ξ (&α) %

Нехай тепер Е >  U. В цьому випадку κ — уявне число і ми введемо 
нові позначення:

κ  =  —  г/С, λ =  χ = - ΐ 4 = = ~ Ι' Λ · <9 Л З )

У області II ми знайдемо тепер періодичні частинні розв’язки: еіКх та 
е~іКх, а рівності (9.10) замінюються на такі:

1 / 1 ' 2 
-т- (Λ — -r-1 sin2 Ка

D —  ч  .-V » ... -..  ■ Π ---- Т у ------ * <9Л 4>
l  +  —  j  s\nz K a 1 +  t ( A - a J  s in tK a  '

Коефіцієнт проходження, як видно з формул (9.14,), набуває свого 
максимального значення, яке відповідає класичній теорії (D =  1) лише 
тоді, коли sin Ка =  0, тобто коли Ка =  пя. Ця рівність визначає певні 
дискретні значення енергії, що відповідають повному проходженню. 
Між цими значеннями величина D падає до мінімуму, так що завжди

є відбита частина. Коли sin/(a =  + l ,  тобто коли Ка =  (2п +  1)у , 

маємо мінімальне значення

г ) _ _________ \_________  —  4 £ ( £ — U) /g jg4
υ — і / 1 \2 — (2Е — и у  Лу·10;

1 +
Ц ^ ї

\ _ 
При £  >  U й це мінімальне значення прямує до 1. Хід А  як функції 
від Е/U, подано на рис. 6.



З формули (9.12) та наведеного рисунка ми бачимо, що коли E >  U, 
квантова механіка не дає повної прозорості бар’єра, як цього вимагає 
механіка класична. З другого боку, при E U ми маємо відмінний від 
нуля коефіцієнт проходження. Це явище носить назву тунельного ефек­
ту і є суто квантовомеханічним. З формули (9.11) ми бачимо, що при 
переході до класичної фізики, який формально відповідає граничному

переходу h —» 0, коефіцієнт проходжен­
ня прямує до нуля. Тунельний ефект 
має практичне значення лише в об­
ласті мікроскопічних масштабів, коли 
величина, що стоїть у показнику сте­
пеня у виразі для D (9.11), є порядку 
одиниці або менше.

Повернемося тепер до одновимір- 
ного бар’єра довільної форми. Розі­
б’ємо площу, обмежену кривою U ( x ) ,  

на прямокутники. Для кожного пря­
мокутника коефіцієнт проходження ви­

значається формулою (9.11). Вважаючи криву U (х) досить гладкою, 
уявімо собі звичайний граничний перехід, коли число елементарних 
прямокутників необмежено збільшується. Тоді, оскільки коефіцієнт 
прозорості всього бар’єра дорівнює добутку коефіцієнтів прозорості 
для всіх елементарних прямокутних бар’єрів, ми одержуємо в границі

І
' 2 т І] її2 

h-

D  D , (9.16)

Деякі найпростіші застосування теорії проходження частинок крізь потенціальні 

бар’єри. Холодна емісія електронів з металу

Розглянемо як приклад застосування теорії проходження частинок 
крізь потенціальні бар’єри теоретичне пояснення явища. холодної емісії 
електронів з металу.

З досвіду відомо, що коли прикласти до металу поле порядку 106в/сж, 
спрямоване до поверхні металу, то з металу вириваються електрони 
і ми спостерігаємо струм. Виходячи з простої моделі металу типу мо­
делі Зоммерфельда, будемо 
розглядати метал як газ віль­
них електронів, які рухаються 
в потенціальному полі, що має 
постійне значення Сі в середи­
ні металу і постійне значення 
С2 > Сі зовні металу. В дійс­
ності поле, в якому рухається 
елбктрон в Металі, не є постій­
ним, а є досить складною 
функцією координат. Це поле 
створюється іонами, що знахо­
дяться у вузлах кристалічної 
гратки, та всіма іншими елек­
тронами і в певному поближенні може бути апроксимоване періодич­
ною функцією, що має періоди кристалічної гратки. В моделі Зоммер­
фельда Сі є середнім значенням цього періодичного поля. Приймаючи с\

'U(x>

метал Ьакуун

Рис. 7.
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за початок відліку енергій і спрямовуючи вісь х перпендикулярно до по­
верхні металу, можна зобразити хід потенціальної кривої у відсутності 
зовнішнього електричного поля, так, як на рис. 7 (С! =  0, с2 == φ) · При 
абсолютному нулі температури електрони заповнюють всі рівні енергії 
від Е — 0 до Ε =  ζ, де ζ — гранична енергія Фермі. При не дуже висо­
ких температурах більшість електронів має енергію Ε <р. В нашій 
грубій моделі φ — ζ вимірює собою так звану роботу виходу з металу. 
Не розглядаючи електронів з енергією Ε >  φ (Г ф О ), що створюють 
струм звичайної термоелектронної емісії, ми бачимо, що електрони пов­
ністю відбиваються від потенціального порогу на границі металу.

Коли прикладемо зовнішнє електричне поле, то потенціальна енер­
гія електрона зовні металу змінюється, а всередині металу електричне 
поле практично дорівнює нулеві, таким чином, одержуємо:

U(x) =  q — eFx * > 0 ,

U (x )=  0 * < 0 ,  (9.17)

де F означає напруженість поля, спрямованого до металу, а в заряд 
електрона. Отже, на границі метал — вакуум створюється трикутний 
потенціальний бар’єр. Розглянемо електрони, енергія 
руху яких вздовж осі х у на­
прямку до границі є Wx<  φ. Для 
визначення коефіцієнта прохо­
дження бар’єра, згідно з (9.16), 
обчислимо інтеграл

χ* _______________
/ =  j / 2 /я (U{x)- Wx)dx ,

Χχ

де Х\ та Х2 — точки повороту:

*1 = 0 , * 2 = ^ = ^  .

Вводячи змінну

eF

y ~ 4 - W x X '

маємо

/  =  Y 2 Jh J y r T y  dy =  4  у ш i i z i M . * ,

ο

отже,

D {t — W-,) =  D , exp { - 1  (φ -  W JI-} · (9.18)

Коли усереднити цей вираз по всіх Wx <  φ (або наближено прийня­
ти ψ χ= ζ ) ,  то ми одержимо для середнього коефіцієнта проходження 
вираз

V  =  D 0e-blF, (9.19)

де Do та δ постійні, що характеризують матеріал.

Якщо потік електронів, що падає на одиницю поверхні границі з 

середини металу, помножити на D, то ми одержимо вираз для струму 
холодної емісії:
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j [ F ) = j - e
-b{F

(9.20)

Саме такого типу залежність спостерігається на досліді.

Точно говорячи, струм «холодної» емісії містить в собі при Г ф О  
температурну залежність, врахування якої можна провести, коли взя­
ти до уваги фермієвський розподіл електронів по енергіях. Приклад 
такого більш послідовного розрахунку ми зараз розглянемо.

Зауважимо, що трикутна форма потенціального бар’єра на границі 
метал — вакуум є певною ідеалізацією. Дійсно, треба врахувати так 
звану силу зображення, що діє як сила притягання на електрон, який 
щойно вийшов із металу. Наявність сил зображення приводить до не-, 
великого пониження та заокруглення бар’єра біля границі.

Вихід електронів з металу у напівпровідник чи діелектрик

Розглянемо явище виходу електронів із металу у напівпровідник 
чи діелектрик у сильному електричному полі F. Нехтуючи деякими 
Особливостями контакту, схематизуємо явище згідно з такою енерге­
тичною схемою. Енергетичний спектр електронів в кристалі має сму­
гастий характер. Смуги непереривного спектра власних значень, взагалі 
кажучи, розділені смугами заборонених значень енергії. Для діелектри­
ків та· напівпровідників характерно, що існує найвища цілком запов­
нена електронами смуга енергії і наступною за нею є відділена енер­
гетичною щілиною від попередньої смуга, стани в якій всі вільні. 
Оскільки всі нижчі смуги заповнені, тобто всі стани в них є зайнятими, 
то електрони заповнених смуг не можуть створювати струм. Струм 
створюється лише електронами, енергії яких належать до верхньої не- 
заповненої зони (коли такі електрони є в наявності). Ці питання теорії 
кристалів ми розглянемо пізніше, а зараз використаємо подану схему 
для обчислення імовірності виходу електронів з металу у верхню зону 
метал діелектрика (зону провідності) че-

діелектрик

Рис. 9.

рез трикутний потенціальний бар’єр1.
Знову будемо враховувати елек­

трони, енергія руху яких в напрям- 
о “Ку осі х не перевищує висоти бар’є-
про% дності Ра ^  бо електрони з вищою

енергією створюють струм термо­
електронної емісії, а нас цікавить 
струм, зв’язаний з тунельним ефек­
том. При підрахунку струму ми бу­
демо розглядати як ті електрони, 
енергія яких менша від граничної 
енергії Фермі ξ, так і ті, що мають 
енергії, більші ніж ζ. Для густини

Нормальна
зона

струму запишемо відомий вираз

J - * ( * ) v ,D (W ,- W ,)
dy.с dvy dvz

ехр
kT

+ 1
(9.21)

В цій формулі D (W } — Wx) коефіцієнт проходження крізь бар’єр для

1 Нахил смуг енергії обумовлений наявністю електричного поля в діелектрику.
2 Див. Г. Б е т е  і А. З о м м е р ф е л ь д ,  Злектронная теория металлов, ОНТИ  

(1938), § 19.

електронів з енергією Wx, з урахуванням періодичного потенціального' 
поля в кристалі. Цей коефіцієнт відрізняється дещо від підрахованого 
нами раніше для вільних електронів та був вперше обчислений К- Зіне- 
ром х. Для кубічного кристала

D iW , -  Wx) =  ехр { -  , (9.22>

де d — постійна решітки.

Проводячи інтегрування по та иг і вводячи позначення

W, — ζ =  и, ІІ2 tnvl — ζ =  η, а =  md/4h2e,

матимемо
U

mekT (· —o(u —т!)>//=■, , - φ Τ  /Q 04V
/ =  -Щ Г J e ln (l+ e  )di\. (У-d)

-(C-WW

Розіб’ємо інтеграл на дві частини, відповідно до η ^  0 та η >  0, і об­
числимо кожну з них. Для області η ^  0 логарифм, що стоїть під зна­
ком інтеграла, можна розкласти в ряд таким чином:

ln(l-j-e ) =  ln<? ( 1 -f-в ) = — — 2  e >··

оскільки при η ^ Ο  маємо e^kT <  1 при довільній температурі.

Далі, для η $ 0  в, зв’язку з швидким спадом підінтегральної функ­
ції з ростом І η І істотною є поведінка коефіцієнта проходження лише 
для малих значень | η |. Тому експоненту у (9.23) можна замінити її 
асимптотичним виразом для малих | η |:

e-<L<,u+WlF̂ __ e~-°.u?lF е-2я.и\т\\ІР

З тих же причин можна верхню границю інтегрування замінити на оо. 
Ці спрощення дадуть завищене значення інтеграла.

Після проведення інтегрування для густини струму електронів з 
енергією, що відповідає η ^  0, які перейшли з металу у зону провідності 
діелектрика, ми одержимо вираз

2he* F ‘ 

π2 тсІг u2 <9 ·24)·

де
d ІпГ(лс)

αχβ =  φ Μ  =  ' · τ - · έ ; Ι χ ( 4 1- ) ~ ^ ( ψ - ) ] ·

а Γ(χ) — гамма-функція.

Для області η >  0 інтеграл легко обчислити точно:
"Ьґ

7 2 =  2π2^Ι~ J *  1П(1 +  <? ) < * ) .
Ο

Оскільки e-^kT<С 1, то після розкладу In (1 +  e~^ikT) в ряд одержимо



_  «■ па , n11 F 6j(η)
/ "  F  { \ 1  ( —  1 )л+1 * Г  + (2А Г )3 а P  _ p 2 , ̂= W|/7 J * ξ* (9,25)

я-1 ш
де 1

Ь М — “ K ^  +  s f r K i ·  а д  =  ̂ К ? ·

Для практичного обчислення (9.25) досить зберегти у сумі лише голов­
ний член (а — 1), тоді

__» t. F
mekT ( кт Γ -Є .Д і / ·  f? α(267Τ

^ = w r  .И  е · (9.26)
ί,

Повний струм / =  /[ -(— у2-

Як ми бачимо з формули для Д, перший член в ній описує не за­
лежну від температури частину струму «холодної» емісії, а другий член 
дає її температурно залежну частину. Залежність від напруженості 
електричного поля F тут є тою самою, що і у попередньому спрощено­
му розрахунку для виходу електронів з металу у вакуум.

Струм j*2 має іншу залежність від поля F і якісно відповідає відо­
мому з експерименту закону Пуля 1 для діелектриків.

Розрахунки, аналогічні тільки що проведеним, можуть бути засто­
совані для розв’язування питання про вихід електронів з металу у ва­
куум, грубо розглянутого нами раніше.

Так, наприклад, для електронів з енергією Wx <  ζ ми одержуємо 
такий вираз для струму:

і  - m  + с £ *  (т і ї )
Де

та

р  8ткги _  0 Y2mu
' Ч h ’

Д , =  ехр j — 4 У 2 т  и'ЩЗІіе ,
де через и позначено роботу виходу, а Ф — функція, визначена вище. 
Отже, для більш детального опису виходу електронів з металу у вакуум 
важливим є врахування залежності розподілу електронів в металі від 
температури за функцією розподілу Фермі.

В розглянутому прикладі характер контакту метал — діелектрик є 
спрощеним, — нахил смуг енергії в діелектрику вважається сталим і не 
враховані сили зображення. Зміна нахилу смуг енергії та сили зобра­
ження приводять до зниження та звуження бар’єра і через це до підси­
лення ефекту 2.

‘ Див.  А.  Е. Г л а у б е р м а н ,  И.  И.  Т а л ь я н с к и й ,  Д А Н  СС СР , 78, 661 
(1951), де розвинена викладена теорія.

2 Обговорення питань про нахил зон в теорії контакту металу з діелектриком 
та напівпровідником див.: С. И . П е к а р ,  Ж ЗТ Ф , 9, 534 (1939), 10, 1210 (1940); 
Б. И. Д  а в ьі д о в, Ж ЗТ Ф , 9, 451 (1939), 10, 1342 (1940). Питання теорії емісії елек­
тронів у вакуум з врахуванням сил зображення див.: E. G u t h a. J. M  u 11 і n. Phys.. 
Rev. 59, 575 (1941), 61, 339 (1942).

Р о з д і л  IV

НАБЛИЖЕНІ МЕТОДИ РОЗВ ’ЯЗУВАННЯ 
КВАНТОВОМЕХАНІЧНИХ ПРОБЛЕМ

§ 10. Теорія збурень, не залежних від часу 1

Розв’язування рівняння Шредінгера для знаходження енергетично­
го спектра системи та відповідних власних функцій оператора Гаміль­
тона лише в деяких спеціальних випадках може бути проведене точно. 
В більшості фізично важливих проблем точне розв’язання рівняння 
Шредінгера та ряду інших рівнянь на власні функції та власні значен­
ня операторів фізичних величин засобами сучасної математики є прак­
тично неможливим.

В зв’язку з цим особливого значення набувають строгі методи по­
будови наближених розв’язків. Одним з таких важливих методів є так 
звана теорія збурень.

Уявімо собі, що гамільтоніан системи може бути записаний як сума 
двох частин, одна з яких набагато менша від другої, та що при нехту­
ванні цією малою частиною ми одержуємо задачу, яку можемо до кін­
ця розв’язати точно. Покладемо

Я = *Я °  +  е£/, (10.1)

де е<С 1 — малий параметр. Малий поправочний член s,U ми будемо на­
зивати збуренням, а основний член Я 0, для якого ми знаємо точний 
розв’язок рівняння Шредінгера, будемо називати гамільтоніаном незбу­
реної задачі.

Будемо вважати, що збурення задовольняє тій умові, що при є —> 0 
власні функції та власні значення оператора Я  непереривно переходять 
у власні функції та власні значення оператора Я 0. У фізично важливих 
випадках ця умова виконується не завжди. Буває, що наявність збу­
рення змінює самий характер енергетичного спектра. Ці випадки ми 
обговоримо спеціально пізніше. Обмежимося випадком дискретного 
спектра. Тоді рівняння, розв’язки якого нам треба знайти, має вигляд

(//.о +  ei/) <!>„ =  £„*„· (10·2)

Зважаючи на наявність малого параметра, будемо, шукати Еп та у 
вигляді рядів по степенях цього малого параметра:

Еа =  Е% + гЕ), +  #Е% +  .. ., (10.3)

1 Е. S c h r o d i n g e r ,  Ann. d. Phys. (4) 80, 437 (1926). A. H. W i l s o n ,  Proc. 
Roy. Soc. A  124, 186 (1929); Теорію збурень в класичній механіці та напівкласичній 
теорії Б ора див. J. Н. V a n  V ie  ck. Quantum  Principles and Line Spectra, Washington 

(1926). M. Б ο ρ H, Лекции по атомной механике, τ. І, гл. IV, ГНТИУ, Харьков—· 

Киев (1934).
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фл =  ф« +  єф« +  є2фл +  . . · .  (10.4)

Підставляючи ці ряди у рівняння (10.2) та прирівнюючи коефіцієнти
при однакових степенях малого параметра, ми приходимо до нескін­
ченної послідовності рівнянь:

Д °Ф2-£ХФ)І =  0, (10.5)

Я ° Ф «  —  Я я ф я = - £ / ф 2  +  £ Ж  (1 0 .6 )

/ / 0φ ϋ — £·«φ · =  -  і / ф і  +  З Д  +  ̂ ф Я  (10.7)’

Рівняння (10.5) є рівнянням незбуреним; власні функції -фп° та 
власні значення Еп° вважаються відомими. Всі дальші рівняння є неод­
норідними рівняннями, що відрізняються лише своїми правими части­
нами.

Розглянемо в зв’язку з цим рівняння загального вигляду

/ У ° Ф - ^ Ф = / ,  (1 0 .8 )

Де / — відома права частина. Нехай всі Е„ є простими власними зна­
ченнями оператора Я 0; тоді кожному Е% відповідає одна власна функ­
ція ψη · Розкладемо f в ряд по системі власних функцій оператора Я 0:

f  =  Y i a m r m +  ̂ a { E ) W d E

т

і частинний розв язок рівняння (10.8) теж будемо шукати у вигляді 
розкладу:

ф =  £ с т ф ^ + [ с / £ ) ф ^ £ .

т

Підставляючи ці розклади у (10.8), матимемо:

£ с т (Е°а -  £3) Ψ& +  j  C (E) (Е  -  Е°) ^  ат ф°т +  Γα (Е) фі dE.

т  т

(Ю.9>

Для того щоб (10.9) мало розв’язок, необхідно, щоб коефіцієнт при 
ψη в правій частині дорівнював нулеві, оскільки в лівій частині відпо­
відного члена немає. Отже, необхідною умовою існування розв’язку -є. 
а„ =  0, або, згідно з (2.34),

0 ,

тобто вільний член неоднорідного рівняння повинен бути ортогональ- 
ним до розв’язку відповідного однорідного рівняння. Коли ця умова, 
задоволена, тоді для всіх інших коефіцієнтів з (10.9) маємо:

С ( £ ) _ - ї ! а _ .  ( , 0 . 1 0 )
τη Ε·η

Отже, шуканий загальний розв’язок ψ може бути записаний у ви­
гляді розкладу

Σ ' ϊ ϊ ί ΐ ϊ ί ' < · " " + ] τ !^ » · φ* “! £ + < : ; φ ϊ · (10Л 1)
т

де знак штриха біля символу суми означає відсутність члена з т  =  п, 
я додаток όψπ є загальним розв’язком однорідного рівняння.

Розглядаючи знову (10.8) для Ε ϋη , що належать дискретному спект­
ру оператора Я 0, припустимо тепер, що всі Е% є не простими, а кратни­
ми власними значеннями. Тобто, нехай тепер кожному Е°п відповідає 
/ незалежних власних функцій, де 1 — 1(п). Для простоти ми будемо 
припускати, що власні значення непереривного спектра, як і в першом) 
прикладі, прості.

Тоді одержуємо

/-ΣΣ |а(£)фяй£
т  к = 1 

І

Ψ=Σ Σ  с**ф«* + \ с[Е)ГеЛЕ
т  к—1

та
І ι

£  (Е°т -  Е°п) £  Cmk ф", * +  J  С {Е) {Е -  £2.)Ге *  Е =  £  £ атк фй.» +

т  А-1 т  е=1

. + j a ( £ )  ф&гі£. (10.12)

Звідси випливає, що необхідною умовою існування розв’язку цього 
рівняння є одночасне задоволення системи умов

j' ф°* /dx =  0 (ft =  1,2..........1), (10.13)

тобто вільний член неоднорідного рівняння повинен бути ортогойаль- 
ним до кожного розв’язку відповідного однорідного рівняння. Визна­
чаючи з (10.12) всі коефіцієнти Стк, С (Е), матимемо

Ψ =  Σ ' £ 5 - ^ 2 “- Ψ " * + ί ^ Έ » ' Ι4ΐ<£· (W 'U )
т £ = 1

Застосуємо тепер ці загальні результати до послідовності рівнянь
(10.6), (10.7) і т. д. у випадку простих власних значень незбуреного 
гамільтоніана. Вважаючи нормованою, ми з умови ортогональності 
відомої правої частини (10.6) до розв’язку відповідного однорідного 
рівняння, тобто ДО Я])/і , одержуємо

£ ‘ =|ф°£/ф °<Ь==(я|£/|я). (10.15)

Таким чином, поправка до енергії першого наближення дорівнює 
діагональному матричному елементу енергії збурення, або, інакше ка­
жучи, середньому значенню енергії збурення в незбуреному стані ψη· 
Тепер, оскільки стала Е'п в правому боці (10.6) визначена, будемо бу­
дувати розв’язок (10.6) за загальною схемою. Права частина рівняння
(10.6) записується у вигляді розкладу
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/  = -  υ  φ» -f EΑψ° =  — Y(m  I u\ η) φ», — j  {Ε I U | η) ψ£ dE, (10.16)

де

(m\U\n)=jvmUWdx і [Ε\υ\η)=^ΐυφ%άτ, 

і розв’язок (10.6) подається формулою:

Фі = Ф»+ f -̂ е Ψ%dE+ СГп- (10.17)
Ш̂ШЯ ТІ fft і/ /І
т

Останній член є загальним розв’язком відповідного до (10.6) одно­
рідного рівняння. Оскільки ψπ ортогональна до перших двох членів
(10.17), то для того щоб функція

Ψη — фп +  £фл>

що дає розв’язок збуреної задачі в першому наближенні, була нормо­
ваною в тому ж наближенні, треба покласти С =  0.

Переходимо тепер до рівняння (10.7). Необхідна умова існування 
розв’язку дає

El =  ̂ rn(U-E'n)Vndx. (10.18)
Підставляючи сюди вираз для (при С е= 0) і враховуючи ортого­
нальність , одержуємо

ЕІ =  J ' j Ψη иГт άτ + j' άΕΪψΛυ. φίάχ,
m "

або, остаточно,

m  _  \Ύ ΙΜί/|/ι)|> , f  \ (Е\и\п)\г j  r  , Λχ
n ~ L  +  d E - i 10 · 19)

m

Далі за загальною схемою з (10.7) можна визначити ψη . При пе­
реході до дальших рівнянь рахунок збурень можна продовжити до до­
вільного наближення. Звичайно буває досить знання поправок першого 
або першого та другого порядків.

Кратні власні значення

Розглянемо тепер знову всю проблему у випадку, коли рівні диск­
ретного спектра незбуреної задачі є кратними. Нехай незбурене рів­
няння

HXnl- E U ni =  0 (10.20)

має s(n) розв’язків Х „ і. . . .Х лі. Цю систему розв’язків ми будемо вва­
жати ортонормованою.

Виродження, властиве незбуреній задачі, може в тій чи іншій мірі 
знятися внаслідок урахування збурення, і власні значення будуть, вза­
галі кажучи, розщеплюватись. Тому ми будемо шукати розв’язок у 
вигляді рядів за степенями малого параметра, враховуючи це розщеп­
лення:

ч Еої = Е% + є £ ‘г +  ε2 ' (10.21)
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Фпг =  Ф*г “Ь £ФлгЧ“ ε2Φ«ι + · · * ■ (10.22)

Функції повинні задовольняти незбуреному рівнянню, але вони 
не мусять співпадати з первісною системою розв’язків —Х„г, а можуть, 
бути зв’язані з останньою унітарною підстановкою. Будемо вважа­
ти, що

(ю -2з>
І

де коефіцієнти а и залишимо поки що невизначеними. Підставимо роз­
клади (10.21) та (10.22) у (10.20) та запишемо сукупність рівнянь, що 
одержується:

А/° Ч»«ї — Ψ»/ = 0, (10.24)
//°ψІІ - ЕпОрІгі - - ί/ψβ°, (10.25)

Н°tfn, -E°„tf„i=-Utfni+ E U + Eh (10.26)

Перше рівняння, завдяки (10.23), задовольняється тотожньо. Для існу­
вання розв’язку другого рівняння (10.25) маємо систему умов:

- f i , ) , iA d x  =  0 n = \ , . . . , s .  (10.27)

Цим умовам можна задовольнити лише при певному виборі коефіцієн­
тів унітарної підстановки (10.23). Цим вибором визначається згідно 
з (10.23) власна функція у нульовому наближенні. Підставляючи 
(10.23) у (10.27), матимемо

.V

Σ ° п [ J ~̂ nk ^ ' пі ^ ” і J τ̂]=
/-І

звідки, внаслідок ортонормованості системи розв’язків незбуреного рів­
няння х„і, одержуємо

s

=  (10.28)

і ”, 1

це U ki= ^ X nkU X n idx. Цю систему рівнянь можна розглядати як рівнян­

ня на власні значення та власні функції самоспряженого оператора, 
представленого ермітівською матрицею Uki скінченного рангу:

^ Ukla{i) =  la {k ), , (10.28а)

1 = 1

де а(і) =  аи, a(k) =  ак1, а λ =  £ήΙ дійсні.
З другого боку система рівнянь (10.28а) є системою лінійних одно­

рідних рівнянь відносно невідомих a(k) =  aki. Для існування нетри­
віального розв’язку цієї системи необхідною є рівність нулю визначни­
ка системи:'
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Ц ( Х ) :

Α , - λ  u l t . . : υ λ

υ .si U . . - X

= ο (10.29)

Це рівняння має назву секулярного (вікового). Згідно з висновком 
про дійсність λ, твердимо, що (10-29) має s дійсних коренів. З (10.28) 
чи ( 10.28а) маємо, що кожному кореню вікового рівняння λ, відповідає 
•один розв’язок а(і) — а а . Ці розв’язку а(і) можна нормувати:

S Λ

£ | α ( ί )  |2= 1 .  ( Σ ΐ α«Ι2= ΐ ) .
г=і ι-ι

(10.30)

а з властивбстей власних функцій самоспряжених операторів випли­
ває, що для λ, ф  Хт відповідні власні функції %  та акт ортогональні:

а П а іт  —  0 . (10.31)

Об’єднуючи обидві формули, ми матимемо в загальному випадку

Σ  ацаіт= Ь 1т, (10.32)

і
або

Σ - :  <10-33>
і

де, як завжди, αΗ =  α„ . Таким чином, знайдено унітарну підстановку, 

що визначає нульове наближення власної функції, при цьому корені ві­
кового рівняння визначають поправку до енергії першого наближен­

ня: '— Епі .
Ортонормована система функцій ψηΐ визначається однозначно, коли 

всі корені вікового рівняння (10.29) різні. Коли деякі корені вікового 
рівняння кратні, процедура ускладнюється. Наприклад, коли якийсь 
з коренів λ =  λι двократний, то можна замість незалежних розв’язків
а (і та а гг, що відповідають цьому двократному кореню, обрати за роз­

в’язки

о,ц =  Ьц 4- Ьі2&12,

а{ч =  Ь21 %  ~Ь Ь22 а і2,

де матриця bpq унітарна. Цій унітарній підстановці відповідає заміна 
функцій

ψ/>1 =  Ьи + bi2tyn2, (
(10. оо)

ψ/)2 =  Ь2\ флі + Ьг2 ·ψπ2,

тобто кратному кореню вікового рівняння відповідає довільна унітарна 
підстановка над функціями, які 'належать до цього кореня. Коефіцієнти 
цієї підстановки bpq визначаються з вищих наближень. Вважаючи пе­
ретворення (10.23) виконаним, перепишемо тепер (10.27) у вигляді

:96

(10.34)

^°nk (U  - Ε χηι)^η1άτ =  0.

Звідси маємо явний вираз для поправки до енергії першого набли­
ження:

{nk\U\nl)=E^albu ,

Де (10.36)

( п к \ и \ п І ) = ^ апкЩ ° пі ( І і

Вищі наближення

Розв’яжемо тепер рівняння (10.25). За загальною схемою маємо:

— £/ф«г +  Е'пі ψ«ί =  — ^  {mk\U\til) '̂mk — ^(E\U\nl)4}EdE (10.37)

m.k

> ^ ( т к Щ п І )  , s

+  f l i F f  *?£+ % €„■ }■ „, (10.38,
m *  j  — ί

де остання сума є загальним розв’язком однорідного рівняння. Коефі­
цієнти С]Ч знаходимо з другого наближення. Умова існування розв’язку 
рівняння (10.26) записується у вигляді

j  ( -  £/фіі +  Е'щ фЛ* +  Е'п і Флг) ФЯ/ dx =  0,

або

B h b ^ ^ l k i U - E ^ V n i d x .  (10.39)

Підставляючи сюди вираз (10.38), одержимо

_____  S

Е Ьи= 2  і °п-Еьт Σ  ̂ пк ̂  ̂ т і^ ті \и  і п ії +
т

+ ІЕ  +  £  С„ [nk \U\nn - V c „  £ і ,  8„,

/ “ 1 J - 1

звідки

E *» ih i= U h  +  {E'nk-El,i)Ckt. (10.40)

При цьому використано формулу (10.36) та для суми перших двох чле­
нів введене скорочене позначення U lt. Для k ф  І, при умові, що всі
Епк (k =  1, ..., s) різні, з (10.40) одержимо

Г 1 Ukl Ukl / і / л л і \ ·
С щ =  — —і---=  -- ГГ- (10.41

Enk — Eni Eni — Enk

Коли ж маємо кратні корені вікового рівняння, наприклад двократний 
корінь Ε ιηι =  Ε ιη2, то відповідне Uki =  U*t повинно обертатись у нуль. 
Цього можна досягти, в ід п о в ід н о  визначивши унітарну підстановку 
(10.35), що залишалася довільною. Перетворення (10.35) веде до ви­
разу
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U k i^ ^ b t p U U b ^  (p ,q =  1.2), (10.42)

p,q~ 1

який, згідно з (10.40), повинен дорівнювати Eh bkl:

^ b t p U h b ^ E h b u .  (10.43)

Р.Я

Помножуючи це рівняння на bjk та підсумовуючи по k, одержимо

P,Q 2 k

^  U% bql ~  Eni bJt. (10.44)

9 = 1

Ми знову прийшли до рівняння типу (10.28) і можемо в аналогічний 
спосіб знайти матрицю bpg. Якщо матриця b в свою чергу, визначить­
ся неоднозначно, то для її знаходження треба буде перейти до вищих 
наближень. Припустимо, що на розгляненому етапі bpq визначена пов­
ністю та нульові наближення власних функцій відповідно побудовані, 
тоді при k -φ І та Ehk =  Ehi рівняння

U ll+ (E ink- E h )C kt =  0 _ (10.45)

виконується тотожньо, причому під υΐχ треба розуміти, в разі потре­
би, відповідно перетворену величину, тобто U'h\ . Отже, відповідні СкГ 

у (10.45) залишаються довільними. При k — l маємо, що Си теж до­
вільне. Якщо ми покладемо Сс[ =  0, то =  \рИг +  εψ1̂  буде нормо­
ваною з точністю до членів другого порядку малості. Нарешті, поправ­
ка для енергії другого порядку Eh дорівнює

E h  =  Uh, (10.46)

де знову під Uit треба, взагалі кажучи, розуміти відповідно визна­
чене W J . %

Аналогічним чином можна просуватись далі у визначенні вищих: 
наближень.

Ми розглянули теорію, в якій вважається, що збурюється стан дис­
кретного спектра, незалежно від того, чи присутній непереривний спектр- 
чи ні. Зауважимо, що оскільки стани непереривного спектра майже зав­
жди вироджені, тобто стан визначається не тільки енергією, а й ще де­
якими величинами, то у формулах, виведених вище, замість інтеграла.

ч „  f > f i  
J En ^ J λ

треба писати

( » ψ · 4 ν  чи (10·47>
J En — J n v

де v позначує сукупність значень всіх величин, що визначають стан:

Близькі власні значення

Формули теорії збурень, виведені нами для випадку простих влас­
них значень, перестають служити не тільки у випадку виродження, 
який ми розібрали, але і тоді, коли в спектрі власних значень незбу-

S8

реного оператора Н° є власні значення досить близькі одне до одного. 
В цьому випадку, хоч і немає знаменників, рівних нулеві, але є зна­
менники досить малі і одержані наближення стають незадовільними. 
При досить малих знаменниках поправочні члени у рядах за степенями 
малого параметра перестають бути малими. Треба побудувати схему 
обчислень так, щоб члени, які містять у знаменниках різницю близьких 
власних значень енергії, не фігурували б у сумах, що визначають по­
правки теорії збурень. Отже, тут маємо положення, в певній мірі ана­
логічне випадку виродження.

Нехай оператор Я 0 має два близькі власні значення: £ “ та 
що відповідають власним функціям та ψΕ·

Для того щоб знайти розв’язки рівняння

Ягр — (#° -f- εί/)·ψ =  £ψ

з Е близьким до Е\ та Е% виберемо, за аналогією з граничним випад­
ком двократного виродження (£? =  Е2 ), за нульове наближення для
функцій лінійну комбінацію 1

'Ф* =  Cj^j? -J- S. (10.48)

Підстановка ψ* в рівняння Шредінгера дає, в нульовому набли­
женні, рівність

C, (Я  — £ )ψ ϊ +  С2(Я  — £)ψ£ =  0. (10.49)

Після множення цієї наближеної рівності на ψ® й відповідно на ψ 2 
та інтегрування по простору одержимо систему рівнянь

{Нц — Е)С\ -f- Я і2С2 =  0, (10.50)

Я 21С 1 -f- (Я 22 — Е )С2 =  0, 
де ^ - ,

=  +  [ijk— 1, 2).

Умова існування нетривіального розв’язку однорідної системи (10.50)

Н п - Е  Я 12 

#2, Н 22 — Е

визначає Е. Розкриваючи визначник, маємо з відповідного квадрат­
ного рівняння

с· 1 , ■ 1

D[E): 0 (10.51)

2 -(//„ + Я 22) ±  ± V [H U-  Н 22)* +  4 \Н,2|*. (10.52)

Оскільки Я і2 ~  ε, то коли б £ ? — £§ не було малою величиною, квад­
ратний корінь у (10.52) можна було би розкласти в ряд за степенями 
малого параметра ε. В нашому випадку, на відміну від розглянутого 
раніше, Е° — £ 2’ вважається малим і такий розклад погано збігається, 
а може і розбігатися.,Звідси видно необхідність окремого розгляду ви­
падку близьких власних значень. Два значення Е, що одержуються з 
(10.52), дають у першому наближенні власні значення оператора Я, 
відповідні до ЕІ та Е§. Підставляючи знайдені значення Е у (10.50) 
та розв’язуючи систему відносно Сі та С2, знаходимо відповідні нульо­
ві наближення для функцій -ψι* та ψ2*. Для цих функцій

1 3 формули (10.17) при η =  1 ми бачимо, що головний член ряду, що містить 
малий знаменник, пропорційний до ψ § ; (10.48) відповідає урахуванню цього члена 
в нульовому наближенні.



де Ει* та Ег* даються формулою (10.52) .

На основі сукупності функцій ψι*, ψ2*, і|?з г ·■-■·, ·· · можна те­
пер записати ряди для вищих наближень згідно з формулами, виве­
деними раніше для випадку простих власних значень. Ці ряди не бу­
дуть містити членів з малими знаменниками, тобто поправки, визна­
чені цими рядами, дійсно будуть малими.

Приклад ангармонічного осцилятора.

Розглянемо як приклад не залежних від часу збурень ангармоніч­
ний лінійний осцилятор. Використовуючи ту саму систему одиниць, що 
і у (8.5), запишемо

- 4 3 + ( τ ξ 2 + ε ξ 3 ) ψ = £ ψ· ( 10·5 4 >

де ангармонічний член εξ3 тлумачиться як збурення (єС І)·

Власні значення та власні функції незбуреної задачі нам відомі 
(див. § 8 ):

Ψ ϋ=  =  я +
у 2" η! ν ζ 1

Незбурена задача має дискретний спектр простих власних значень. 
Матричні елементи енергії збурення:

{ti\U\m)={n\V\т) =  | ф ^ 3<]4dx

легко одержати, обчислюючи добуток відомих нам матриць для ξ та ξ 2. 

Оскільки

(я І ξ I m ) = Y  ■у  Ьп_Ьт +  ] /  "  ̂ 1 8Я+1 ,т , [η І ξ2 1 т) =

=  Y  V П (Я  — 1) 5|»-2,яі-+ (j1 + ~2 ) δ«.·η+  ~'jV (w+ 1) (Я  + 2) vn+2,m,

то

(/t І ξ3 1 m) == (rt !ξ I j ξ2 1 mj =  j / - 1—-—̂ ^ - f  

+  ] /  f « 8V .i.»  + [/~|-(» + І )3 W »  +  } ^ ("+ll(" | 2|("— W , . ·

(10.55)

Ми бачимо, що діагональний матричний елемент енергії збурення до­
рівнює нулеві, отже, треба обчислити поправку до енергії другого по­
рядку. Власні функції у першому наближенні можна записати зразу 
згідно із загальними формулами (10.17):

ΨΒ =  Ψ« +  εΨ«>

або, підставляючи вирази для матричних елементів та рівнів Е„ , 
маємо

Гп =  і  Vi (" ~ 1) п (п ~ 2) ф°~3+  3 Vi " 3 Ф»-1 “

-3]/|(rt + l)3 ф£+1 ~ i V h n + 1)(я+2) (я +З)ф”+3. (10.56)
Обчислюючи далі поправку до енергії другого наближення за

(10.19), одержуємо вираз

9 (Л + 1 ) , _

_  і- і".+1П" + 2> L»+1) =  _  ]45 ̂ 2 + η + п j ̂ (10>57)

отже, у другому наближенні енергія дорівнює

Е ^ Е І  +  і і Е І ^ п + ^ - ^ ^ ^  + п + Щ .  (10.58)

За ідеєю теорії збурень, ангармонічний член εξ3 повинен бути ма­
лим і тому може розглядатися лише для не дуже великих |ξ|. Але якщо 
формально розглядати потенціальну енергію ангармонічного осциля­
тора для всіх значень ξ, то слід зауважити, що при будь-якому ма­
лому є поява ангармонічних членів εξ" (я ]> 2 ) змінює природу спектра 
власних значень. Для е — 0 маємо дискретний спектр енергії гармоніч­
ного осцилятора, а при ε φ Ο  спектр власних значень оператора Н стає 
непереривним. Останнє легко по­
яснити з розгляду потенціальної 
енергії як функції ξ (рис. 1 0 ; '
пунктиром показано хід потен- t
ціальної енергії гармонічного ос- \
цилятора) \

W ^ )= - g  ξ2 +  εξ3, ε > 0 . \

Для будь-якого Е при вели- /  \·
ких за модулем від’ємних ξ має- / ____________ч ^„
мо W (Q <  £ , і в напрямі від’єм- ~7 О
ної осі І рух є необмеженим. І

Як зазначалося раніше, ряди ' рИс. ю.
теорії збурень в такому разі мо­
жуть взагалі стати розбіжними. З (10.58) ми бачимо, що при досить 
великих п поправочні члени вже не будуть малими. Отже, ряди теорії 
збурень придатні для нижчих рівнів і непридатні для більш високих. 
Обчислені за методом теорії збурень наближені власні функції г|)п та 
власні значення Еп характерні тим, що при Е =  Еп квадрат модуля ψ„. 
має велике значення всередині потенціальної ями та мале зовні її 
(див. рис. 1 1 ).

Хід |ψ|2, зображений на рис. 1 1 , відповідає тому, що потік імовір­
ності через поверхню, яка оточує систему, відмінний від нуля; тут має 
місце тунельний ефект і стаціонарного стану немає. Отже, знайдені за, 
теорією збурень функції.ψπ описують стан лише на протязі скінченного

mv



часу t. Цей проміжок часу тим більший, чим менший параметр ε. Такі 
стани та відповідні їм рівні енергії мають назву квазістаціонарних.
З такими станами ми ще зустрінемось пізніше.

Для практичної мети, беручи до уваги, що поправочний член εξ3 
має зміст лише для невеликих ми можемо вважати, що хід W (ξ) не

змінюється суттєво, і наближено розглядати спектр збуреної системи 
як дискретний '.

§11. Теорія збурень, залежних від часу

Розглянемо тепер теорію збурень, явно залежних від часу. Гаміль­
тоніан системи запишемо аналогічно попередньому у формі

Я  =  #° +  є£/(х, у, ζ, і ) Н °  +  V(t), (11.1)

де через V(t) позначене залежне від часу, мале збурення eU(x . у, z, t) .
З нестаціонарності проблеми випливає єдина задача про наближене 
визначення розв’язків хвильового рівняння із збуреним гамільто- 
ніаном Н на основі знання хвильових функцій стаціонарних станів не­
збуреної системи.

Будемо розв’язувати хвильове рівняння

(tf°+  V )*  =  i h ^  (1 1 .2 )

за методом, запропонованим Діраком2. Представимо шуканий розв’я­
зок ( 1 1 .2 ) у вигляді розвинення

ψ = 2 α*(*)Ψ*. О*·3)
ft

де a k(t) — невідомі коефіцієнти, залежні від часу, а — функції ста­
ціонарних станів, що містять часовий множник, тобто розв’язки незбу- 
реного хвидьового рівняння, відповідні до певних значень енергії не­
збуреної системи:

1 Реальна фізична проблема може вводитися в деяких випадках до задачі про 
лінійний гармонічний чи ангармонічний осцилятор, коли потенціальну енергію № (£) при

ldW{z)\
умові ^ ^ — j  = 0  представити у вигляді ряда Тейлора по степенях ξ та обмежитись

першими кількома членами, тобто при розгляді малих зміщень з положення рівно­
ваги ξ  =  0. В таких проблемах, незалежно від попрайочного характеру ангармоніч­
них членів, ξ треба вважати малим і в гармонічному наближенні.

2 P. A. M. D і r a k, Proc. Roy. Soc. A, 112, 601 (1926).
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Н»фІ =  і к дЖ .  (11.4)
dt

Якщо збурення почало діяти ν момент часу t =  0, то функції 
повинні задовольняти таким початковим умовам, що коли ψ є хвильо­

ва функція незбуреної системи, то

ψ° =  ^ α ° φ ° ,  a l =  ak( 0). (И-5)

k '

Підставляючи (11.3) у (11.2) та враховуючи (11.4), матимемо

(Н.6)

k

І Іомиоживши тепер обидва боки цієї рівності на та інтегруючи 

‘ПО простору, одержимо систему рівнянь

[t)\k) ак, (11.7)

k

де (m\V{t)\k) — гейзенбергівський матричний елемент збурення:

{m\V(t)\n) =  \tymV$l dz =  e (m\V\tt )~Vmne

де через (m\V\n) — Vmn позначено матричний елемент збурення, ви­
рахуваний за допомогою функцій стаціонарних станів, позбавлених ча­

сових множників. .
Застосуємо тепер метод збурень і будемо шукати <xk (ί) у вигляді

ряду

ак (̂ ) — Ί- a 'b{t) Ч" а * (̂ ) “b - · -. ( 1 1 -8 )

де alk (t) — поправка і-го порядку малості. (11.7) набуває вигляду 

(am-\-aj„ +■ . ..) — ^  (m.\V[tj \ к)\а\ -\-а\ + . . , ) .

*
Прирівнюючи члени однакового порядку малості, приходимо до систе­

ми рівнянь:

ih lH~ =
k

lfl d̂ L =='^{m\V{t)\k)a'k, (11.9)

Розв’язки цих рівнянь одержуються безпосереднім інтегруванням по 
часу. Дійсно,

=  _ _ ^ f £ ( * | V ^ ' ) | A ) a U * '=  (1 1 .1 0 )

' ■•о* * о
t t’

&  =  - ± Y i a?\[m\V[t')\k)dt'^[k\V{n\l)dt ' .  (1 1 -1 1 )

k.l 0 o
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Припустимо тепер, що незбурена система перебувала у певному 
л-му стаціонарному стані. Тоді щ0 =  51п і формули (11.10) та (11.11) 
набувають, відповідно, такого вигляду:

t t 

a ln ^- \ ^k\ V (t')\ n )d t ' =  - ^ ^ V kne ^ t'dt\ (1 1 .1 2 ) 

0 0

aln =  “  Ί ΐ  Σ  J  VMe"‘U‘' df · f  v m ^ lnl' dt", (11.13)
l o 0

де другий індекс введений для коефіцієнтів а з тим, щоб зазначити, 
що обчислюються поправки саме до функції п-то стаціонарного стану 

незбуреної системи, а ωΑη==(£* — E°)/h. Відповідно, можна визначити 
й вищі наближення, але практично досить буває перших наближень, 
явно записаних вище.

Попередні формули записувались так, як існував би лише дискрет­
ний спектр незбурених рівнів. Якщо так само як і раніше мати на 
увазі збурення стану дискретного спектра ψ„°, то узагальнення на ви­
падок наявності непереривної частини спектра зводиться просто до при­
єднання до правих частин одержаних формул відповідних інтеграль­
них членів.

Наведемо приклад періодичного в часі збурення

V =  Ae-kat+ B e h>‘,

де оператори А та В не залежать від часу. Із_самоспряженості V ви­

пливає ермітовість відповідної матриці Vnm =  Vтп, звідки, як легко ба­

чити, випливає, що Впт =  Атп . Зважаючи на це, одержимо

(k\V{t)\n)= Vkne‘a^  =^Акпеі{ш̂ ^ А пкеі{а̂ (. (11.14)

Обчислення згідно з (11.12) дає

* -  1 - е ІІа*п-а)1 Л , 1 _ е<(«,„+-)/_
кп Α(ω*„-ω) Akn+ Н{Щп + ш) Апк- (11.15)

Ці вирази, очевидно, придатні до застосування при умові

Еи — Е:п Ф  ha, (11.16)

в противному разі поправочний член α\η перестає бути малим. Якщо 
стан k належить до непереривного спектра (відмітимо це заміною дис­
кретного індексу k на непереривний індекс v), умова придатності тео­
рії збурень запишеться у вигляді

£ °шіп - £ я0 >Ли>, (11.17)

Де £°min — найнижчий рівень непереривного спектра (вважається, як 

звичайно буває, що непереривний спектр лежить вище ніж дискретний). 
В цьому випадку знаменники у (11,15) будуть додатні:

h +  о) =  £ 0  -  ЕІ +  Λω >  0 ,

h (ω4„ — ω) =  Е° — Е°п — hbi >  0,

але у другому випадку можлива близькість до «резонансу»:

Еп ф  Ли>. (11.18)
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Отже, головне значення будуть мати ті стани непереривного спектра, 
для яких має місце приблизний резонанс (11.18). При цьому цей зна­
менник не повинен бути все-таки настільки малим, щоб вся поправка 
стала великою у порівнянні з нульовим наближенням.

Квантові переходи у дискретному спектрі

Нехай збурення V(0 діє на протязі скінченного проміжку часу 
(0, Т) або досить швидко згасає при t -> Ф  0 0 · Якщо незбурена систе­
ма перебувала в стаціонарному стані ψ„° дискретного спектра, то в де­
який довільний момент часу t після початку дії збурення стан сйстеми 
опишеться функцією

ψ=Σα*»ψ*»
k

де в першому наближенні теорії збурень1 (akn =  а%п-\- a ln)

(11-19)а,к п  —  "

Коли час дії збурення минає (або в границі і ф о о ) ,  коефіцієн­
ти приймають знов сталі значення акп ( о о )  і стан системи буде опису­
ватися хвильовою функцією

ψ = Σ α*
( о о )  ψ *, (1 1 .2 0 ) '

яка задовольняє незбуреному хвильовому рівнянню. Система коефіці­
єнтів акп ( о о )  не співпадає з системою а'іп =  ■ Тепер, згідно із ста­
тистичним постулатом, квадрат модуля акп ( о о )  дає імовірність того, що 
при вимірюванні енергії ми одержимо результат Е% . Таким чином, 
внаслідок дії збурення система, що перебувала в стаціонарному стані 
з енергією Еп°, переходить у новий стан, в якому одержання при ви­
мірюванні енергії Е°кф Е п0 має відмінну від нуля імовірність, рівну 
Iakn (°°)12· Прийнято говорити, що \ акп(оо)\‘і визначає імовірність'пере­
ходу системи з первісного стану з енергією Еп° в інший стан з енер­
гією ЕІ . Цей вислів є невдалим, але ми будемо його вживати, ро­
зуміючи під ним зміст, поданий вище. Позначаючи імовірність пере­
ходу (п k) AWnk , маємо

і v k„e *" dt ( 11.21)

Розкладемо збурення як функцію часу в інтеграл Фур’є:

V(x,y,Z, t) =  jv { x ,y ,z ,  <а)е ,0>ίάω (11.22)

і запишемо матричний елемент збурення

1 Нижня границя інтегрування вибирається так, щоб при t =
рівні нулеві. Коли інтервал дії збурення є (0, Т), формула залишається вірною; лише 
треба вважати, що V (t) ξ  0, коли f <  0 та t >  T.
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Vkn =  j  Ψ° v  [X, У ,  Z, t) ψ® dz =

°* оо

=  J e z, ω) ψ“ίίτ =  J e  /fflV ftn (ω)c/ω,

-*» . ' ■ —оо

ле Vkn(oi) — матричний елемент Фур’є-амплітуди частоти ω. Обертаю­
чи інтеграл Фур’є, маємо

VknH  = ^ ^ V knet,otdt. (11.23)

— όο

З порівняння цього виразу з ( 1 1 .2 1 ) знаходимо, що

І2- (11.24)

Ця формула вказує на резонансний характер переходу. Імовірність 
переходу відмінна від нуля лише тоді, коли в Фур’є-спектрі збурення 
міститься частота щ п . Формула (11.24) має безпосередній зв’язок з 
сучасним формулюванням принципу відповідності, який ми обговоримо 
далі в зв’язку з проблемами взаємодії атомних систем з полем випро­
мінювання.

Зауважимо, що коли збурення V(t) мало змінюється на проміжку 
часу порядку 1 шкп , то інтеграл у (11.21) дуже малий. В границі як 
завгодно повільно·змінного збурення інтеграл зводиться до дельта- 
функції ό («*„), помноженої на множник, не залежний від часу. Таким 
чином, в цьому випадку імовірність переходів із зміною енергії 

ф  0 ) прямує до нуля.

.Імовірність переходів в стани непереривного спектра під дією періодичного збурення

Нехай у початковий момент часу  ̂=  0 система перебуває у п-му 
стаціонарному стані дискретного спектра. Розглянемо перехід у стани 
непереривного спектра під дією періодичного збурення. У формулі 
(11.15) залишимо'лише головний резонансний член із знаменником, рів­

ним ω-,η — ω, де ν характеризує стани непереривного спектра. Тоді, 
згідно з (11.19), матимемо у першому наближенні

t
і C р‘ “)t 1

α· · = - τ ! |  V „{ t ')d t =  - A , . — . ( 1 1 .2 S)

ό  —  ωVrt j.

η | 2 _ i4 .,2(1-COS (»,„— )*) 4Si"2- 2
^  ~  * νη| --- — * ^ » 1  Α Μ Τ Τ ΓΖ^· (Π ·26)

При великих t(t -> оо)

! J2 =  1 (11.27)

оскільки, як відомо, ^
sin2 a t ~ , . lim ——= δ (α),f-» πία2 V )·

де δ (а) — дельта-функція.

Використовуючи властивість дельта-функції δ (аж) =  -^δ(*), маємо

,106. .

2π
·,Α,„ І2 · έ 5 [E°, — E°n — ha>). (11.28)

Імовірність переходу з дискретного первісного стану у стан неперерив­
ного спектра, що лежить у інтервалі v, v -f- civ, є |a»n )2 dv. Для цієї 
імовірності, розрахованої на одиницю часу, одержимо таку асимпто­
тичну формулу, вірну для великих і:

dWn
2π

Л , „ | 2 δ (£? — Ε°η — /іш) dv. (11.29)

Вираз для імовірності є відмінний від нуля лише при точному резо­
нансі Е°— Е%-\- /ісо. В Дійсності цей результат вірний лише асимптотично, 
оскільки δ-функція появляється точно лише при t -> оо; В загальному 
випадку ми маємо справу не з δ-функцією, але з функцією, хцо володіє 
різким максимумом так, що враховуються й стани, близькі до резо­
нансного — «нечіткий» резонанс.

Коли початковий стан теж належить до непереривного спектра 
(vo), тобто коли маємо α?„0 = δ ( ν  — νο), то формули легко узагаль­

нюються: (

І β,νβ| ϊ = ^ | ^ 4 δ ( ^ (11.30)

d U7v„v =  Ц-1А 12 δ (£? -  Е°ь -  Αω) dv. (11.31)

Переходи під дією постійного збурення

Повернемося до загальних формул теорії квантових переходів, фор­
мально записаних для дискретного спектра, та розглянемо збурення, 
не залежні від часу. Тоді матричні елементи збурення можна записати 

в такому вигляді:
V (t)— V eia>m,v mn Iw v mn ^ >

.де Vmn не залежить від часу. -,, ,·04
Використовуючи ці вирази, ми можемо записати формули (11.lz), 

(11.13) у вигляді

j '
&тп ii т т mn j ,

Vmne dt f eu' du' =
tl lu>mn J

σ0 r.O
V„

CLn
Vh„

m i

-lE°m-E°aV
—  1

Ek —  En E t

(11.32)

(11.33)

і для непереривного спектра, відповідно,

4- (E\-E\)t

-ES (11.34)

Коли нас цікавить імовірність переходів у непереривному.спектрі, 
що є найважливішим для випадку постійного в часі збурення, то пи­
тання може бути поставлене так. Відомо, що в початковий момент часу 
система перебувала в· одному з станів, який відповідає деякій енергії 
(у непереривному спектрі стани майже завжди вироджені), треба зна-
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йти імовірність переходу в інший стан тої самої енергії. Аналогічно 
тому, як це було зроблено для періодичного збурення, для великих 
значень t ми одержимо 1

^  I V„012 8 (Е° -  E l) dv. (11.35)

Цей вираз можна безпосередньо одержати з формули (11.29), по- 
кладаючи ω =  0. Зауважимо знову, що одержана формула асимптотич­
на; в дійсності резонанс не повинен бути таким різким. Тут так само, 
як і при переходах з дискретного спектра у непереривний та з непере­
ривного у дискретний, ми маємо ряд близьких «резонансних» станів 
і має рацію говорити лише про імовірність переходу в малий інтервал 
станів, рівних або трохи відмінних за енергією. Такий нерізкий резо­
нанс не означає порушення закону збереження енергії, бо при постій­
ному збуренні власні значення енергії частинки визначаються як влас­
ні значення оператора Н° +  V, а не як власні значення Я 0.

' Узагальнюючи формули, одержані для дискретного спектра, ми 
можемо для збуреної функції у першому наближенні записати вираз

p, 7T(£V £")' і,0 , 1 1  — е . ,  λ v
+  , (11.36)

де ψν0 — функція початкового стаціонарного (незбуреного) стану, не 
залежна від часу.

Для визначення асимптотичного вигляду при великих t виді­

лимо окремо інтегрування по енергії, тобто запишемо dv =  dE° άμ, де 
άμ означає диференціали інших величин, що визначають стан, коли 
вони теж непереривні, та розглянемо інтеграл по енергії формально 
як інтеграл у комплексній площині2. Тоді інтеграл

- ^ £ - 0 -- V „XdE[

що береться вздовж дійсної осі, можна провести по шляху інтегрування, 
зсунутому у нижню півплощину, оскільки підінтегральний вираз не 
має особливостей на дійсній осі. Після цього розіб’ємо інтеграли на два:

I β ϋ  __£ «  '/ ',4,ψν, I ^Γο ---— Учі., ψν·
■Ε°

ГІри інтегруванні вздовж дій-сної осі таке розбиття не має змісту, бо ін­
теграли розбігаються в точці резонансу (ЕІ' =  Е°а).

Завдяки тому, що у нижній півплощині Іт (Е °) <  0, у другому ін-
— Іт(Е^)і . .

тегралі появиться множник e h і цей інтеграл при t о о  пря­
муватиме до нуля. В першому інтегралі можна при цьому здійснити ін­
тегрування вздовж дійсної осі з обходом знизу резонансної точки 
(шлях інтегрування на рис. 1 2 ).

t?
W

Рис. 12

1 Зауважимо, що визначає кількість переходів в одиницю часу, розм ір­
ність rflFv„v залежить від способу нормування хвильових функцій непереривного 
спектра.

2 Див. Л . Л а н д а у  и Е. Л и ф ш и ц ,  Квантовая механика, ч. І, ГИТТЛ М .— Л 
(1948), § 43.
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Отже, для збуреної функції у першому наближенні одержуємо

ί , = { φ : .+ ] '^ Γ = ^ Φ : dv (11.37)

де інтеграл обчислюється по шляху, зазначеному вище. Одержана фор­
мула повністю аналогічна відповідній формулі теорії збурень не за­
лежних від часу для дискретного спектра, вона 'визначає у першому 
наближенні розв’язок збуреного рівняння Шредінгера, де Я  — Я 0 -f- V.

Коли V,,, =  0 (див. (11.34), основну роль починають відігравати 
члени другого наближення і імовірність переходу буде визначатйся 
виразом І αν\,-|2.

Виходячи з формули (11.33) після заміни позначень, відповідно до 
розгляду непереривного спектра (сума одночасно замінюється на ін­
теграл). ми після нескладних обчиследь можемо одержати асимпто­
тичну формулу ( t -> оо) для імовірності переходу в одиницю часу:

dW v„v =
2π i v  W

- E l
dv' (11.38)

Якщо ΙΛν,,φΟ, то повна форм,ула в другому наближенні буде 
такою:

d W ^  =
2π

(11.39)

Відповідна функція у другому наближенні має вигляд:

ψν, -  ψν, +

І Ο 
ψν

E l
dv e h ’·'»* (11.40)

Для дискретного спектра мають місце аналогічні вирази, в яких ін­
теграли заступаються сумами.

Виписані інтеграли, взагалі кажучи, беруться так, як це було по­
яснено у випадку першого наближення, але частіше точка <= Я?· 
не є особливою і інтегрування у членах другого наближення можна 
вести просто вздовж дійсної осі.

Стани, по яких проводиться інтегрування у (11.39), називаються 
проміжними станами. Вони, взагалі кажучи, належать як дискретному, 
так і непереривному спектрам. Відсутність резонансної умови для цих 
станів не означає порушення заксну збереження енергії, бо, як вже 
зазначалося, при постійному в часі збуренні енергія системи визна­
чається власними значеннями оператора Н° +  V, в той час, коли £7 є 
власні значення незбуреного оператора Я 0.

В теорії переходів під дією постійного в часі збурення практично 
розглядаються завжди або переходи у непереривному спектрі, або 
переходи із дискретного спектра до непереривного. Переходи тільки 
у дискретному спектрі розглядати не доводиться, оскільки переходи із 
«збереженням» енергії для чисто дискретного спектра можуть мати 
зміст лише у рідких випадках.

Зауважимо, на закінчення, таке. Я кщ о нас цікавить побудова роз­
в’язку хвцльового рівняння для квазідискретного спектра, коли збу­
рення не задовольняє умові малості у порівнянні з віддалями між рів­
нями незбуреної задачі, ми можемо йти шляхом загальної теорії збу­
рень, залежних від часу, тобто розглядати рівняння ( 1 1 .6 ), записане 
у вигляді:
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k
звідки

dam 
dt

ί ί 2 ψϊ^ = ι 'ψ·

ih- [ φ ί ν φ ά τ , (11.41)

де ψ =  ^  ak (t ) ψ*. Якщо тепер вдається розкласти l/ψ в ряд по систе-

*
мі функцій стаціонарних станів незбуреної задачі, ми одержимо закон 
залежності ak від часу.

§ 12. Варіаційний метод

Як відомо, в класичній механіці теорію можна сформулювати за 
допомогою варіаційного принципу в спосіб, цілком еквівалентний до 
формалізму Гамільтона. У квантовій механіці ми теж маємо можли­
вість подати варіаційний принцип, еквівалентний рівнянню Шредінгера, 
для визначення власних значень оператора Гамільтона.

Розглянемо варіаційну задачу

δ/ =  δ ( ψ ( / / - £ ) ψ ί / χ  =  0, (12.1)

де Я — оператор Гамільтона розгляданої системи, Е — параметр, а 
ψ — функція, що підлягає варіації. Варіацію під знаком інтеграла 

треба проводити по ψ та ψ незалежно, оскільки ψ — комплексна функ­

ція. Проведемо варіацію по ψ:

ЬІ := j  δ ψ (Я  -  Ε) ψ (12.2)

звідки завдяки довільності δψ випливає

(Я  — £)ψ  =  0, (12 3)

тобто рівняння Шредінгера. _

Проведемо тепер варіацію по ψ:

j' ψ (Я  — £") δ ψ dx =  J' δ ψ [Η — Ε) φ άτ =  Q, (12.4)

де використано самоспряженість оператора Я, звідки випливає:

Щ  =  Еф, (12.5)

рівняння, комплексно спряжене до (12.3)..

Отже, сформульований варіаційний принцип еквівалентний рів­
нянню Шредінгера. Розв’язки ψ варіаційної задачі (12.2) є власними 
функціями оператора Я, а параметр £  визначає власні значення опе­
ратора Я. Варіаційний принцип (12.1) може бути записаний в іншій 
формі, а саме:

Я  ψίίτ =  0, (12 6)
' i *

при додатковій умові j" ψι|κίτ= 1 , при цьому Е розглядається як множ­

ник Лагранжа для додаткової умови, яка у варіаційній формі має 
вигляд
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δ І ψ ψ άτ ±= 0 .

Взагалі кажучи, варіаційне рівняння (12.2) або (12.6) не означає, що 
значення

γ ? Η φ ά τ  =  Ε, (12.7)

одержані з його допомогою, є екстремальними значеннями. Дійсно, для 
того, щоб встановити, чи визначені функції ψ відповідають екстремуму

функціонала J '■фЯ-фйт, треба розглянути варіацію цього функціонала 

не тільки в першому, але й в другому порядку. Для цього розглянемо- 
вирази:

(ψ —(— δ ψ) /У (ψ -|- δ ψ) cf-c — ^φ Η φ ά τ  —

=  |δ ф Я  ψ dx + j ψ # δ  Ψ άτ + |δψ НЬ ψ άτ,

j* (ψ + δψ) (ψ -f- δ ψ) dx — ψ ψ

= ^δ ψ ψ ί/τ - 1-^ψδψδ'[;-}-^, δψδψύίτ =  0 .

Віднімаючи від першого рівняння друге, помножене на Е, що відпові­
дає функції ψ, знайденій з варіаційного принципу, і враховуючи, що

Нір =  £ψ  і Н\|> =  Е\р, одержимо

Е )ц ах . (12.8)

Цей вираз можна вважати другою варіацією розглядуваного функ­
ціонала, бо він є величиною другого порядку малості. Знак цієї другої 
варіації у загальному випадку є неозначеним. Для деяких δψ він до­
датний, а для деяких δ·ψ від’ємний. Таким чином, значення Е, що одер­
жуються за допомогою варіаційного принципу, повинні, в загальному 
випадку, розглядатися як стаціонарні, а не як екстремальні. Міні­
мальне серед них визначає перше власне значення енергії — енергію 
основного стану. Функція, що реалізує справжній мінімум функціона­
ла /, є відповідно хвильовою функцією цього основного стану.

Енергія стаціонарного стану Е„ може бути записана у вигляді, що 
містить лише перші похідні від функції Ψ, яка є розв’язком варіацій­
ного рівняння ( 1 2 .2 ):

Еп =  j  + ̂ Ф Ф ]^>  (12.9)

якщо

И ------
2т

Для того щоб за допомогою варіаційного принципу послідовно ви­
значати рівні енергії системи, треба додержуватись такого порядку об­
числення. Для визначення основного стану έο,.ψο, як вже зазначалося, 
треба розглянути задачу на мінімум функціонала

^ф Я  фгіх (12.10)
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лри єдиній додатковій умові нормування функції ψ. Для визначення 
наступного стану, тобто Εγ та ψι, треба знову розглянути задачу на 
мінімум того ж функціонала при додаткових умовах нормування шу­
каної функції та ортогональності її до функції основного стану ψ0. Як­
що ми розташуємо стани за зростанням енергії та припустимо, що 
нам відомі хвильові функції ψ0, . . ψ„-ι перших п станів, то для зна­
ходження хвильової функції наступного стану ψ„ треба знайти мінімум 
функціонала

j  ψ //ψ  άτ

при додаткових умовах

J  ψ ψ άτ =  1 , j  ψ ψmdx =  0 , m =  0 , .  . . , η — 1 .

Варіаційний метод як наближений метод

Велике практичне значення варіаційний метод має при знаходжен­
ні наближених розв’язків рівняння Шредінгера і відповідного набли­
женого визначення власних значень енергії.

Варіаційний метод є найбільш радикальним у проблемі уточнення 
функцій стаціонарних станів та значень рівнів енергії, здобутих за до­
помогою інших наближених методів.

Припустимо, наприклад, що ψ(χ, у, ζ, μ) при відповідному доборі 
значення параметра μ може апроксимувати одну з власних функцій 
оператора Гамільтона Я  розглядуваної системи. Це оптимальне зна­
чення параметра μ може бути визначене з варіаційного принципу, а 
саме: μ визначається рівнянням

j  ψ (л;, у ; z. їх) Η  ψ (х,у, ζ, μ) άτ =

=  £ ·^ | ψ (λ :, y,z,\i)${x,y,z,v)dx. (12.11)

Якщо функція г|) нормована для кожного значення μ, то рівняння спро­
щується:

j  ψ (jc, y,z, v.)Hty(x,y,z, μ)α!τ =  0. (12.12)

Цей метод застосовується на практиці найчастіше. Для наближеного 
визначення енергії основного стану системи за допомогою варіаційного 
методу розглянемо такі міркування. Нехай ψ деяка, взагалі кажучи, 
невизначена, нормована функція. Розкладемо її в ряд по власних 
функціях оператора енергії

де Н$е = Е ψЕ.
Тоді

| ψ / /ψ Λ  =  ^Е\С{Е)\\ (12.13)

Замінюючи тепер у правій частині всі Е на £ь — власне значення, що 
відповідає основному стану системи, матимемо
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ф Я ф Л > £ - 0 £ | C (£ )| 2, (1214)

Е

або, оскільки з нормованості ψ випливає, що У  | C (E ) |2 =  1 ,

Е

Е 0 <  ^ Η ^ ά τ .  (12.15)

В загальному випадку ненормованої квадратично інтегрувальної 
функції ψ маємо

Γ ψ//ψ dx
Ео < Ас=--- · (12.16)

І ψ ψ dx

Мінімізація функціонала, що стоїть у правій частині нерівностей
(12.15) або (12.16), приводить до визначення верхньої межі для енер­
гії основного стану. Практично функцію ψ — так звану «пробну функ­
цію» — вибирають на підставі додаткових фізичних міркувань та вво­
дять достатню кількість параметрів μ , , які визначаються так само, як 
і у попередньому прикладі.

Задача знаходження верхньої межі для вищих рівнів, схематично 
описана вище для основного рівня, передбачає конструкцію пробних
функцій, що ортогональні до вже знайденої сукупності функцій ниж­
чих станів. Наприклад, якщо відома вже функція основного стану -ψο, 
то пробну функцію для першого збудженого стану, ортогональну до яро, 
можна взяти у вигляді

гр1 =  ψ — -ψ0 |ψ 0ψί*τ, (12.17)

де я|з підбирається з умови мінімуму функціонала:

і^ Я я pdr. (12.18)

Аналогічно конструюються функції вищих станів.

На закінчення наведемо деякі додаткові зауваження.
За допомогою варіаційного методу можна довести корисну теорему 

про відсутність вузлів у функції основного стану ψο. Ця теорема має 
місце для функцій, які описують ста» системи, що складається з одної 
частинки в заданому полі, та для випадку двох частинок, але, взагалі 
кажучи, вона не має місця для системи багатьох частинок.

Якщо ψο не має вузлів, то вона має той самий знак у всьому про­
сторі. Звідси випливає, що функції вищих стаціонарних станів повинні 
мати вузли, бо інакше вони не будуть ортогональними до ψ0. 3 того, що 
•ψο не має вузлів, випливає, що основний енергетичний рівень невиро- 
джений. Дійсно, припустимо протилежне. Нехай ψο та ψο' дві різні 
функції, що відповідають енергії Е0. Тоді довільна лінійна комбінація 
£)ψο -j- Οίψο' буде теж власною функцією оператора Гамільтона для 
того ж самого власного значення Ео, але, добираючи у відповідний 
спосіб довільні сталі Сі та Сг, можна добитися того, що побудована 
лінійна комбінація, обернеться в нуль у довільній наперед заданій точ­
ці простору, що суперечить теоремі про відсутність вузлів функції 
основного стану.

Коли рух відбувається у обмеженій частині простору, то на гра­
ницях області руху повинна виконуватись гранична умова ψ =  0. Цю 
умову треба долучити до умов, при яких визначається мінімум
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функціонала І. Теорема про відсутність вузлів функції основного стану 
твердить в цьому випадку, що ψο не має вузлів всередині області руху 
системи.

При збільшенні (розширенні) області руху системи рівні енергії, 
визначені з варіаційного принципу, можуть лише понизитись. Цей вис­
новок випливає з того, що при розширенні області руху множина кон­
куруючих функцій, які треба розглядати при мінімізації нашого функ­
ціонала, збільшується.

При конкретному розв’язанні проблеми власних значень за допо­
могою прямого варіаційного методу при повній системі додаткових умов 
фізичний зміст треба надавати лише найнижчому з екстремальних (мі­
німальних) значень функціонала, розглядуваного на даному класі функ­
цій. Інші мінімуми можуть бути наслідком недостатньої «еластичності» 
обраної форми для пробної (апроксимуючої) функції, яка містить набір 
незалежних параметрів μ , , і можуть зникати при переході до більш за­
гальних апроксимацій. Ми не будемо зупинятись на обговоренні різних 
методів розв’язування варіаційних проблем і відповідних критеріїв мож­
ливості їх застосування та оцінок точності. Загальну теорію та обго­
ворення відомих методів можна знайти в спеціальних книжках

1 С. Г. М и х л и н ,  Прямьіе методьі в математической физике, ГИТТЛ, М .— Л. 
(1950). Див. також Φ. М. М о р с  и Γ. Ф  е ш б а х, Методи теоретической физики, 

т. II, И Л , М. (I960), гл. 9, §  94.

Р о з д і л  V

ЕЛЕКТРОН У ЗОВНІШ НЬОМ У ЕЛЕКТРОСТАТИЧНОМУ ПОЛІ 

§ 13. Електростатичне поле з центральною симетрією

Серед задач про рух мікрочастинки, наприклад електрона, у зада­
ному зовнішньому полі особливе значення має задача про рух електро­
на у полі з центральною симетрією. Цей випадок охоплює теорію атома 
водню і дає в певному наближенні теорію спектрів атомів з одним 
валентним електроном. У випадку атома водню задача про рух електро­
на відносно ядра формулюється як задача про рух електрона в полі 
Кулона так, що потенціальна енергія електрона U(x, у, ζ), яка фігурує 
у рівнянні Шредінгера, дорівнює

U(x,y,z) =  U ( r ) = — ^ r t (13.1)

де r — віддаль між електроном і ядром. Як ми побачимо далі, ця задача 
розв’язується точно до кінця і в такий спосіб одержується теорія вод­
невих спектрів. Лише так звана тонка структура енергетичного спектра 
не може бути встановлена без урахування теорії відносності і знахо­
дить своє пояснення в теорії Дірака.

У багатоелектронних атомах справа є складнішою. Коли ми маємо 
систему взаємодіючих між собою електронів, то, як буде з’ясовано 
далі — при розгляді квантової механіки системи частинок, можна го­
ворити лише про хвильову функцію всієї системи — -ψ-функцію, яка 
залежить від координат усіх електронів, що входять до складу атома. 
Квадрат модуля цієї хвильової функції дає густину імовірності певіної 
конфігурації всієї системи.

В дійсності визначення точної багатоелектронної хвильової функ­
ції стає неможливим через непереборні математичні труднощі ί ми зму­
шені будувати наближені методи, в яких хвильова функція системи в 
той чи інший спосіб апроксимується сукупністю функцій, залежних від 
координат окремих електронів. Цим самим багатоелектронна задача 
наближено зводиться до ряду одноелектронних задач. Для валентного 
електрона має зміст наближення, в якому розглядається рух цього 
електрона в полі, утвореному нерухомим ядром та всіма внутрішніми 
електронами. Це поле теж володіє центральною симетрією, але не збі­
гається з чисто кулонівським. Отже, розгляд задачі про електрон у 
центральному полі дає багаті фізичні наслідки.

Інтеграли руху

Хвильове рівняння для електрона у центральносиметричному полі 
має вигляд

=  0 , (13.2)
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де г =  У х Ч ї ! +  г2, якщо початок координат обрано в ядрі. Розгля­
немо питання про інтеграли рівнянь руху. У класичній механіці для 
центрального поля інтегралами руху були складові моменту кількості 
руху. Перевіримо, чи не буде мати місця у квантовій механіці анало­
гічне положення. Для цього перевіримо, чи комутують оператори т х, 
т у, т г з оператором Гамільтона Я. Обчислимо, наприклад, комутатор 
т г з оператором Лапласа та U(r), зокрема. Оскільки

т г =
h i d  д \
і (* ду У дх ) >

и ( г ) т Л ~ " Ж г ) *  =  Ц и і г ) ( х $ - у . Щ - х ™ І + у ™ і ] -

h j  dU(r) dU(r) \ ,

= т [У-яг-х-дг)* =
h ί dU  x  dU  y\ , A

=  т [У д Р7~ х -дТ 7 )Ψ  =  °·

Отже, Hmz— mz Η =  0. В зв’язку з симетрією відносно координат x, у, ζ 
можемо записати:

Н тх — тхН  =  0,

Httiy — т уН  =  0,

1 Н т г — mzH  =  0. (13.3)

Таким чином, оператори складових моменту кількості руху є інте­
гралами руху. Як відомо, ці оператори не комутують між собою (див.
(5.42), у зв’язку з цим розглянемо оператор квадрата моменту кіль­
кості руху

т? — т і  + т'у -j- т\ (13.4)

і покажемо, що він комутує з кожним з т ХІ та з оператйром Я. Дійсно,

т\mz — т гтІ =  т х (т х mz — тг тх) -{- 

+  (Щ mz -  mz т х) тх=  -  ih(тхту +  ту тх), 

т\тг — тг т\ =  ту (тут г — mzmy) -\-{mymz —т гту) ту =

=  ih{mxmy-\-mymx),

mlmz— mzml =  0.

Додаючи праві та ліві частини цих рівностей, одержуємо

пі1 mz — т гт г =  0
і, аналогічно,

т 2 тх — тх т 2 =  0 ,

т 2 ту — тут 2 =  0. (13.5)

З другого боку, оскільки, як було показано, кожний з операторів т х,
т }, mz комутує з Я , то і сума їх квадратів теж комутує з Я:
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Н т 2 — т 2Н — 0. (13.6)

Таким чином, оператори mz, т 2, Я, що комутують між собою, є інтегра­
лами руху. З факту комутативності mz, m2, Я  між собою випливає 
існування спільних власних функцій цих операторів, тобто існування 
спільних розв’язків трьох рівнянь: //ψ =  £'ψ, »ι2ψ =  λψ, « Ζψ =  /7ζίψ.

Розділення змінних

Введемо зараз сферичні координати відповідно до сферичної си­
метрії проблеми. Покладемо

’ .x: =  /-sin&eos<p, у =  rsin&sin<f>, z =  rcosft.

Виразивши похідні по сферичних координатах через похідні по декар- 
тових координатах, матимемо 1

і ру. 4 - ϋ * .  або r —  =  JC—  -І- u —  -4- ζ  —  
дг дх дг ' дудг dz дг ’ дг бх * У ду ^  dz 9

(13.7)
і для оператора т г в сферичних координатах згідно з (5.44)

д
Μ λ .σφ

Запишемо тепер вираз

т 2 =  т і  + т і  4- т і  — — h2

+ . . · =  -  h2

Γ , д2 , , д2 д І д \ „ д І д \ ,
У  dz2 +  г" ду2 У dz \Z ду ) ду dz J +

[ ( ^ + ^ ) έ - 2̂ < ί 5 Γ - ^ έ · · · ] .  <13·8>

де невиписані члени одержуються з виписаних шляхом циклічної пере­
становки. Користуючись тотожністю

(х  Ж + У  1)J +  ^  χ2 - ■ · +  χ Ί ΐ + ■■■ +  2Уг дУдї>

або

* 2 ^ 1 , ·, + 2VZ— -=(r— \2 — r —
Х дх2 + + У дудг ~ [Г дг J г дг >

ми можемо (13.8) переписати у вигляді

т * =  _  /j2 -  Г2 £  -  2 г А )  . (13.9)

Звідси маємо вираз для оператора Лапласа:

а 1 т2 , д2 . 2 д
А = ~ Ж ~ г ї+  дґі +  Т ¥ ' ·  О 3·10)

Порівнюючи останній вираз із відомим виразом оператора Лапласа у 
сферичних координатах —

* & і 2 д . 1 ( 1 д ( . ч д \ . 1 ■ д* Ί
д?~Т~ r  дг “Г /■» (  siniT a» (̂ SirW db j -1- Sin2» d 9» J ’

A2 { lE F w ( s,n&l» ) '^ s in * 8: d?*}· (13.11)

одержуємо остаточно

дхі Xj
1 Треба прийняти до уваги, що =  —
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РІВНЯННЯ

1 д / . „ df\ 1 d*f ,
Sina- а» ( d&): sin*»d?» — ®·̂ ·

як можна показати, має розв’язки, скінченні у всьому просторі неза­
лежних змінних, лише тоді, коли параметр а = ·/ ( /+  1 ). Де І є цілим 
числом (1 =  0, 1, 2, ...). Відповідні розв’язки є так звані сферичні функ- 
ЦІЇ f =  Yі, а число І визначає порядок сферичної функції. Звідси ви­
пливає, що власні функції оператора т 2 відповідають власним зна­
ченням і . .

λ =  /ί2/(/ +  1) (/ =  0, 1, 2, ...). (13.12)

Записуючи вираз оператора Гамільтона у сферичних координатах, 
маємо, що спільні власні функції операторів Н та т 2 задовольняють 
рівняння

, 2 β ψ _ ^ / + 1 ) - 

дґ* r  дг гг Ψ

ij  , h2
И * = - 2 т + ί/(πψ =  £φ, (13.13)

- Аа [ іш г  Ж  ) +  ШЧ- Щ  “  т +  1)ф. (13.14)

Досягнуте розділення змінних дозволяє нам шукати розв’язки 
рівнянь у вигляді добутку двох функцій, одна з яких залежить лише 
від г, а друга є сферичною функцією порядку І (яка залежить від 
0\ та φ),

Повна функція стаціонарного стану, що задовольняє хвильовому 
рівнянню, буде тоді мати вигляд

Ψ =  /?(/■) № ? ) * ” * *  (13Л5)

де радіальна функція R(r) задовольняє рівнянню

■ ™  + ~ - £ - lJ^ R  +  2£[E~U(r)\ R== 0. (13.16)

Як вже було проілюстровано в задачі про гармонічний осцилятор, 
знання інтегралів руху дозволило здійснити розділення змінних та від­
повідно спростити математичну задачу.

Сферичні функції Уг(г')\ φ) є також власними функціями оператора 
т гіпк і повинно бути, оскільки mz комутує з m2), бо

У/(»,φ) =ЯГ(соз») eimip (/я =  0, ± 1,...) (13.17)

(порівн. з (5.45), де P f  (х) є так звані приєднані поліноми Лежандра 1

р »  { х \ =  (1 _  χ*) 7  d l+n ( ^ ~ Мг _  ( , ]т «  +  « ) ! , .  _  d l~m (jg— і і і
Hl [ > ( dxt+m ‘2Ч\ ^  Iі х > ах1-т -

(13.18)
визначені як для додатних, так і для від’ємних т:

Pt-m(x) =  ( - l ) m (13.19)

1 Звичайні поліноми Лежандра можна визначити формулою

Теорія сферичних функцій подана у додатку №  4.
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Числа т  та І зв’язані певними співвідношеннями. Дійсно, з того, 
що ψ є спільною власною функцією операторів т 2 та т 2, випливає

h'H [І + 1 ) =  |ф {тгх-\- т\ + dz =  h2m2 -j-

або

m2 <  I (/ + 1 ) <  [l -(- γ  j ,

звідки

1 m I <  / 4—g-,

або, оскільки m та / цілі числа,

] т  \ <:С І. (13.20)

Це саме випливає формально з виразу (13.18), з-якого видно, що 
при І m І >  І праві частини обертаються в нуль і розв’язку, скінченного 
в усьому просторі, не існує. Таким чином, при заданому І число т  
може приймати 21 +  1 значення:

т  =  — І, — /+  1,..., / — 1,/. (13.21)

Приєднані поліноми Лежандра задовольняють рекурентним спів­
відношенням, які є корисними у обчисленнях (див. додаток № 4):

(2/ + 1)хРіт (jc) =  (/ — /и + 1)РТ+\ (х]+(1 + т)РГ-і(х)·

Функції Р ?  (х) утворюють замкнену систему власних функцій са- 
моспряженого оператора, що стоїть у лівій частині такого рівняння:

- й - [ о -·*■>£] + т ^ -

тому вони взаємно ортогональні, тобто 

+ 1
^ P lm{x)P?{x)dx =  0, коли І φ  V, (13.22)

- 1

їх можна також нормувати. Якщо покласти Р{п =  С1тР{п і сформулю­
вати умову нормування та ортогональності

+ 1

yP rP V dx=*2b tl’ ,

-\
то матимемо

С,„ =  1/ 2Т + Т . ] / | ^ | | .

Асимптотичний аналіз рівняння для радіальних функцій 

Рівняння (13.16):

. ^  + V ^ - ^ — R + 2̂ l - u ^  +  E\R- °

є основним рівнянням, розв’язування якого приводить до встановлення 
енергетичного спектра системи та точного вигляду повних функцій ста­
ціонарних станів. При заданій функції U(r) задача,‘очевидно, полягає
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Γ ψ [т% + Оту) ф d z > h 2 т 2,



в точній або, якщо це неможливо, наближеній побудові розв’язку. На­
віть тоді, коли функція U (г) є заданою, побудові точного розв’язку 
передує аналіз асимптотичної поведінки розв’язку. Цей аналіз майже 
завжди є необхідним для формулювання граничної умови при розшуках 
точного розв’язку (див. наступний параграф).

В загальному випадку, без конкретизації функції U(r), асимпто­
тичний. аналіз дає змогу дійти до якісних висновків, якщо відома асимп­
тотична поведінка U(r).

Маючи зараз на увазі атоми з одним оптичним електроном, ми мо­
жемо подати асимптотику потенціальної енергії цього електрона у полі 
ядра та всіх внутрішніх електронів у такому вигляді:

, , ,  , Z V  . к ,и  (г) =  — —— -j_ -~г- . при г->оо,

7л*
U{r) = --- — \-f{r) при r-^0, (13.23)

де f(r) — функція скінченна при r — 0, Ze — заряд ядра, a Z*e — ефек­
тивний заряД, рівний алгебраїчній сумі зарядів ядра та всіх внутрішніх 
електронів. К є стала.

Для випадку великих г(г оо) візьмемо асимптотичну форму роз­
в’язку у вигляді

•(і+ ^С „г-«). (13.24)

п -1

Підставляючи цей вираз у рівняння, після скорочення на множник 
г?е■' ми одержимо, прирівнюючи нулю коефіцієнти при відповідних 
степенях г, систему рівнянь

о? +  *£-е = 0 ,

2(β + 1 ) 0  +  2-£-Z*e* =  0 ,· (13.25)

та відповідні рівняння для визначення коефіцієнтів Сп. Визначаючи 
явно лише параметри а та β, матимемо

а =  ± у  — 2 mE/h2,

β =  -  1 +  Z*e2 а/2 Ε. (13.26)

Позначивши тепер значення а при додатному знаку перед коренем че­
рез <ц, можемо записати асимптотичну форму розв’язку з точністю до 
головних членів у вигляді

R =

( , Z*e\ \ / Z*e*, \
“, r  + ~9lHnr -a'\r+-9F~lnr)l

СіЄ [ 2Е ;4-Сге 1 2Е Ί .  (13.27)

Поведінка знайденого розв’язку залежить від того, додатне чи від’єм­

не Е. Дійсно, коли Е >  0, то а — уявне число, щ =  і V  2mElh? і при

r ^ o o R ( r )  прямуватиме до нуля, як -γ . При цьому, однак, інтеграл

J r21 R(r)\2dr розбігається (а — скінченне число). Коли ж £<С0 , сн —
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дійсне, і якщо С іФ О , то при г-» оо  R(r) о о , а .коли Сі =  0, то*- 
R(r)-+ 0 при г,-> оо  та відповідний інтеграл нормування збігається.

При малих r будемо шукати асимптотичну форму розв’язку у ви­

гляді
ос

/?(г) =  Я ( і  +  £ а „ г ' ‘ ) .  {13-28)<

Я = 1

Підстановка цього виразу в рівняння приводить до співвідношень

Υ (γ (13.29)

звідки маємо, що γ = / ,  або γ = — І — 1 , і загальний розв’язок, з точ­
ністю до головних членів, набуває вигляду

*(г) =  С ,г1 ( Г+-г ) + С''/'-,*1(1 +  ···)· (13.30)

Ми бачимо тут, що для скінченності розв’язку при г — 0 треба покласти 
С" =  0. Отже, при Е >  0 досить взяти розв’язок, скінченний в нулі, 
бо всі розв’язки в цьому випадку обертаються в нуль при r оо . Та­
ким чином, при Е >  Ό маємо суцільний спектр оператора Я 1. При Е <  0- 
справа виглядає так. Оскільки ми повинні розглядати розв’язок, скін­
ченний в нулі, то відношення Сі : С2 у (13.27) буде цілком певною функ­
цією параметрів рівняння для радіальних функцій, тобто

— F(E, І). (13.31)

Лише тоді, коли це відношення дорівнює нулеві, як це видно з по­
переднього, ми будемо мати розв’язок, скінченний в усьому просторі. 
Отже, корені рівняння

F(E, І) =  0 (13.32)

визначатимуть власні значення енергії Е п1(п— 1,...) дискретного спект­
ра. Підводячи підсумки, бачимо, що спектр оператора Гамільтона буде 
складатись із дискретної частини (для Е <  0) Е п1 та суцільного про­
міжку 0 ί£  £  <  оо . Відповідні радіальні функції будемо позначати R„i(r)· 
та Rbi(r)

Тепер ми можемо записати повну хвильову функцію стаціонарного 
стану електрона, що рухається в полі з центральною симетрією:

Ψпш =  Кп,(г) (», φ)е х р Е < 0 .  (13.33)

Φ ^  =  ^ Η ^ ( θ . φ ) θ χ ρ ( - ^ ί ) ,  Е >  0, (13.34)

причому радіальні функції вважаються нормованими так, що 

I Rnti r) I2 r2d r =  1 для дискретного спектра (Е <  0)

оо £·+Δ£

та ■ lim Дг П ГЯеі(г) dE
Д£ - 0  ЛС ,) I J

ί

0 Е

2 гг dr — 1

1 М ожна показати, що в нашому випадку (притягання, U (r) < 0 )  значення £  =  0 
теж належить до суцільного спектра і спектр простягається від 0 до оо. Див.
А. В. Ф о к ,  Начала квантовой механики, Кубуч, Л. (1932), гл. IV , §  7.
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для суцільного спектра ( £ > 0 ) .  Сферичні функції Κί(Π(θ,·φ) теж вва­
жаються у відповідний спосіб нормованими, а саме:

F,m(8 , ?) =  ^ ^ ( c o s i ) ) ^  (13.35)
У 4 π

так, що
π 2π

[ I І Γ;„(&,φ) |2 Sin»rf»i/9= 1 .

δ ό

У стані, що описується функціями (13.33) або (13.34), величини Я, т 2 
та т , мають певні значення. Я  має значення Еп[ або Е , m2, відповідно, 
h2l(l^-  1 ), та mz— hm. Тому ми характеризували стан трьома кванто­
вими числами η, І, т  або E, І, т, де п нумерує значення енергії, в диск­
ретному спектрі при фіксованому І, а Е — непереривний параметр. 
Квантове число п називають головним квантовим числом і визначають 
так:

я =  я ,+  /-+ 1, (13.36)

де пг — число нулів відповідної радіальної функції Rnl(r) — так зване 
радіальне квантове число. Число / називають азимутальним квантовим 
числом (або орбітальним 1 =  0, 1 ... п — 1). ДЛя дискретного спектра 
радіальна власна функція однозначно характеризується числом нулів.

Оскільки при центральній симетрії жодний напрямок не є виділе­
ним, то енергія не повинна залежати від квантового, числа т , що ха­
рактеризує значення проекції моменту імпульсу на вісь z(mz ). Як ми 
бачили, саме це і має місце внаслідок того, що в рівняння для радіаль­
них функцій параметр т  не входить. Але коли центральна симетрія 
поля порушується, наприклад при накладанні зовнішнього магнітного 
поля вздовж осі Ог, то рівні енергії починають залежати від квантового 
числа т. Докладно це питання ми розглянемо далі, а зараз лише за1- 
значимо, що в зв’язку з цією обставиною квантове число т  називають 
магнітним. При наявності центральної симетрії потенціальної енергії 
стан електрона є виродженим. Кожному рівню енергії Е пі відповідає 
21 +  1 різних власних функцій оператора енергії, відповідно до всіх 
можливих значень квантового числа т  при фіксованому 1 (т <=— /,

— /4-і .  / — і, 0 -
Терми (рівні енергії), що мають те саме п, але різні І, у спектро­

скопії розрізняють за допомогою літер s, p, d...

η =  1 / =  0 [S

η =  2 / =  0 2s

η =  2 1 =  1 2 ρ

η — 3 1 =  0 3s

η =  3 1 = 1 3 ρ

η ==.· 3 1 =  2 3d

Парність стану

Питання про властивості розв’язків рівняння Шредінгера при си­
метрії гамільтоніана відносно інверсії координат ми розглядали в § 5 
(для простоти розглядався одномірний випадок).

Для симетричної відносно інверсії координат потенціальної функ­
ції власні функції оператора Я  можуть бути або парні або непарні. 
Кажуть, що ці функції володіють певною парністю. Для випадку ви­
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родження (кратні власні значення) цей висновок не має сили, але мож­
на показати, що відповідні лінійні комбінації, якими завжди можна 
заступити первісні розв’язки, будуть володіти певною парністю. Дійсно, 
функцію, що не має певної парності, можна завжди записати у вигляді

ψ(Χ) =  ψ+(Χ) +  тр-(х), 

де ψ+(Χ) (ψ(Χ) +  Ψ(— х)) — парна функція, а ψ-(*) =  ττ(ψ(*) —

— ψ(— χ ) )— непарна. ψ+ та ψ- є, очевидно, теж р о зв ’язками відпо­
відного рівняння Шредінгера.

В нашому випадку центрального симетричного поля потенціальна

функція залежить від \ г\ . Перетворення інверсії відносно початку ко­
ординат зводиться до заміни х на — х, у на — у, ζ на — ζ, або, при

незмінному \r І , це відповідає заміні О на π — f) та φ на φ-f- π. Ми 
бачимо, що при цьому перетворенні радіальна функція залишається 
незмінною. Змінюватися може лише У/т(в\ φ). Таким чином, парність 
повного розв’язку співпадає з парністю Υ φ). Функція Υ!ηι{^, φ) 
є добутком двох функцій, одна з яких залежить від φ, а друга від cos {>
(13.17). Парність множника, залежного від φ, дорівнює J т  |, парність 
же множника, залежного від cos#, визначається величиною / — \tn\, 
отже, парність всієї функції визначатиметься парністю числа /.

§ 14. Атом водню (електрон у кулонівському полі) 1

Задача про атом водню є задачею про рух двох частинок — елект­
рона та ядра, між якими діє сила притягання, залежна від віддалі 
між ними.

Як буде показано у розділі X, при розгляді квантової, механіки си­
стеми частинок, у випадку, коли потенціальна енергія залежить лише 
від відносних координат, ми можемо замінити рівняння Шредінгера дво­
ма рівняннями, одне з яких описує рух центра інерції системи, а друге 
описує відносний рух частинок. У нашому випадку це друге рівняння 
співпадає з рівнянням для руху одної частинки (електрона) з масою

l·1 — М у щ (де ^  — маса ядра, a m  — дійсна маса електрона), у зов­

нішньому полі U(r). Отже, з точки зору визначення рівнів енергії, що 
відповідають відносному руху, задача про атом водню є задачею про 
рух електрона у полі «нерухомого» ядра при масі електрона, рівній 
приведеній масі μ2.

Як вже згадувалося вище, рух електрона у полі нерухомого ядра 
є частинним випадком загальної задачі про електрон у полі з централь­
ною симетрією. Знаючи явний вигляд потенціальної енергії взаємодії

ми можемо поставити питання про розв’язування рівняння для радіаль­
них функцій та знаходження енергетичного спектра. Знання власних 
значень оператора енергії та його власних функцій дасть нам теорію 
атома водню та водневоподібних систем, таких як іон гелію, подвійний 
іон літію і т. д. Рівняння для радіальних функцій у нашому випадку 
має вигляд

■Див. перші, вказані раніше роботи Ш р е д і н г е р а ,  та L. P a u l i n g ,  Proc. 

Roy. Soc. 114, 181 (1927).
2 Див. § 40.

123



d*R . 2 dR 1(1 + 1)
dr1 ' r dr 1+ V r + * £ ( e + ^ . r  =  0, (14.1)

або, в атомних одиницях,

2 + f £ + ( 4 - ' - ^ + * ) « - v . ( и . 2 )

де за одиниці міри прийнято величини h, е та о т .1 Перепишемо останнє 
рівняння, виконуючи підстановку

d2y
IP-

R r ··,·: <143>

+ 7 і  +  ( 7 - Й + 2‘ ) ^  =  0· <Ι4·4>

де s =  2 l+  1 , і будемо розв’язувати його в загальному випадку, вико­
ристовуючи лише умову s ^ O ,  що не обмежує загальності, оскільки в 
рівняння входить S2. ·

Будемо далі розглядати окремо випадки непереривного та дискрет­
ного спектрів власних значень та почнемо з останнього. Дискретному 
спектру відповідає умова ε <С 0 , а тому для розгляду його покладемо

x =  r V ^ 8 s  та λ = 1 / | / - 2 ε; (14.5)

нова змінна х та новий параметр λ є в цьому випадку дійсними. Вели­
чину λ будемо вважати додатною, а обсяг зміни х —  від 0 до оо. При 
цьому (14.4) набуває форми

- s - ( * S ) + { t + £  ) * - » ■  <>«>

Аналіз асимптотичної поведінки розв’язку цього рівняння цілком подіб­
ний до проведеного у загальному випадку центральносиметричного 
поля, приводить до такої форми шуканого розв’язку:

, -S X

у = х 2е 2 Q (х), (14.7)

де невідома функція Q(x) є скінченною при х — 0 та має порядок
Х_ S +1

х  2 при х -> оо. Підстановка (14.7) їв рівняння (14.6) приводить до 
рівняння для функції Q(x)

* ! £  +  ( * + +  =  (14.8)

Будемо розв’язувати це рівняння за допомогою рядів і запишемо:

Q = ^ a nx". ■ (14.9)

л=0

1 Вибираючи за одиниці міри величини h, е, т , маємо для одиниці довжини ве­
личину

а  ~~ т е 1 ‘

Одиниця енергії дорівнює Е а — me*Jh2 — є2/а, одиниця швидкості при цьому виходить

va =  e2/h2 =  с/137,

де с швидкість світла. В рівнянні (14.2) віддаль електрона від ядра виміряна в атом­
них одиницях, тобто через r позначене г, виміряне в сантиметрах, поділене на а, та 
введене ε =  Е /Е а .

Ч
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Підставивши цей вираз у (14.8), виконуючи відповідні диференціюван­
ня та прирівнюючи коефіцієнти при різних степенях змінної х, напри­
клад при х^\ до нуля, одержимо

п{п +  s)a„ =  (n + — (14.10)

Одержані співвідношення між коефіцієнтами ряду дозволяють послі­
довно визначати всі члени ряду через довільний коефіцієнт а0. Так, 
поклавши п =  1 , маємо

s + l

βι — ■ і /_ , ї ї  а 0,
2

1(5+1)

а для п =  2 , в свою чергу,

-λ

- 1 + ΐ - λ +  ι ( ΐ + 1 _ λ ) ( £ + 1 - λ  +  ι

(Ιο ~~~ о / І гГ\ CL
2 (s +  2) 1 ·2 is +  1) (s +  2) “ °*

Продовжуючи визначення коефіцієнтів, легко бачимо, що наш ряд спів­
падає з рядом для виродженої гіпергеометричної функції1

Л « , ї . * )  =  і + у т  +  ї Щ т т + :· · ·

S + 1 і 1
п ри  а  —  ~ 2---- та Т === s Н- 1 ·

отже,

Q =  a0 F № - X ,  s+\ -x). (14.11)

Граничні умови для функції. Q(x) вимагають, щоб ряд, який її 
репрезентує, не простягався безмежно, а обривався так, що Q(x) по­
винна бути поліномом. Дійсно, відношення двох сусідніх членів ряду

п +  1 ^ i - λ

■х (14.12)
a n_ l x n~l п{п +  s)

при кожному фіксованому х прямує до нуля, коли п -> оо, тобто від­
повідний безмежний ряд є збіжним, але з цієї ж формули видно, що 
всі члени ряду, починаючи з деякого, будуть одного знаку і тому сума 
його при х -» оо буде зростати швидше будь-якого скінченного степе­
ня х, що суперечить граничній умові.

1 Так званий гіпергеометричний ряд визначається формулою

π  η ї і .  α β , “ (“ +  1) βΐ β-f >) . , ,
F  (νβ , Τ> χ) =  1 +  - ^ ζ  + --- ί Γ ΰ Γ + Τ )  г +  · · · +

, α(°+ !)· · · ' “ + я - l  )Ρ1Ρ + 1)··ίΡ + "-1) - ,
+  " η! γ Ιγ -f- 1) . . ιγ -j- я — 1) ” Ί" “г * * *

я вироджений гіпергеометричний ряд:

^ ( α ,γ , ζ )  =  lim  /=■ |̂ α, .

П ро  гіпергеометричні функції див. E. Т. У и т т е к е р  и Γ. Н . В а т с о н, Курс совре- 
менного анализа, ч. 2, гл. 14, ГТТИ (1934). В. И. С м и р н о в, Курс вьісшей мате­

матики, т. З, гл. 5, § 101, ГТТИ, М. (1956).
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Таким чином, необхідно, щоб ряд обривався, і Q(x) буде поліно­
мом, якщо параметр λ визначити рівнянням:

λ 'S’ t 1+ / >. (14 .13)

де р приймає значення 0, 1, 2..... При цих умовах, при відмінному від
нуля коефіцієнті а.р, всі коефіцієнти, починаючи з ар+1, будуть тотож- 
ньо рівні нулеві. Знайдені поліноми Qp (x) дають єдиний розв’язок, що- 
задовольняє усім вимогам:

Qp(x) =  a0F (— p, s +  1; x). (14.14)

Постійну α0 вибирають звичайно такою:

йо — Г (s р -j- 1)/1 (s -f- 1), (14.15)

де Γ ( ν ) — відома гама-функція *, тоді Qp буде поліномом не тільки, 
відносно змінної х, але й відносно параметра s:

χΡ

{s-{-p)xP~1 (— ψ ( δ + p ) . . .  (s-f 1) j .  (14.16>

Qp називаються узагальненими поліномами Чебишева—Лагерра (зви­

чайними поліномами Чебишева—Лагерра називають Qp ).

Можна показати, що поліноми Qp мають диференціальне пред­
ставлення

оX HP

& W - b i b e~XxS+p’ (14Л7>

за допомогою якого можна вивести корисні рекуренті співвідно­
шення 2

(2p + s -)- 1) Qp (λ) =  Qp+ι (jc) -)-p [p -+- s) Qp-i (x). (14.18)

Рівні енергії та радіальні функції дискретного спектра водню

Згадуючи (14.13) і використовуючи рівність s — 2 1 1 , ми можемо
записати:

λ =  p —f— / —}— 1 =  п, (14.19)

де п — ціле додатне число. Число р як степінь полінома, за визначен­
ням, дорівнює радіальному квантовому числу пг Звідси випливає, що 
число ti є головне квантове число. Далі, згідно з (14.5),

=  п = 1 ’ 2· · · ·  (14-20>

і, у звичайних одиницях,

C _ t  ν-ι
1 Інтегральне представлення гама-функції має такий вигляд: Γ(ν) =  І e t dt.

о
При цілому додатному ν, Γ (ν ) =  (ν —  1)! П ро теорію гама-функцій'див. Ε. Т. У и т -  
т е к е р  и Γ. Н . В а т с о н, loc. cit., гл. 12; А. М. М а р к у ш е в и ч ,  Теория аналити- 
ческих функций, Гостехиздат (1950), гл. 7, § 4. В. И. С м и р н о в, Курс вьісшей ма­

тематики, т. З, ч. 2, гл. I I I ,  §  70— 74.
Виведення цих співвідношень та деяких інших корисних співвідношень для по­

ліномів Чебишева— Лагерра дано у додатку №  5.
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Еп= - 2̂ ,  (14.21)

де R — те4/4л/і3 — константа Рідберга для водню (при врахуванні руху 
ядра у всіх виразах під т  треба розуміти не масу електрона, а приве-

т М  \
дену масу системи електрон — протон:

Тепер; за правилом частот Бора, ми можемо записати узагальнену 
формулу Бальмера

^  =  <14·22>

що описує серіальні закони водневих спектрів.
Для знаходження виразу для радіальних функцій треба проробити 

в оберненому порядку всі підстановки над функціями та аргументами, 
введені нами під час розв’язування рівняння. Матимемо

x =  2rjn
та

Rni (r) =  с„ ( І ) , (14.23)

де r — віддаль до ядра, виміряна в атомних одиницях, Q* — нормова­
ний поліном Чебишева—Лагерра

<% =  — = J r = ^ Q * p, (14.24)
У р\1 (S+/7+ 1)

а постійна С„ визначається з умови нормування

\r2[Rni{ r ) f d r =  1

о

і дорівнює Сп =- ііі . Таким чином, нормовані радіальні функції можна 

записати формулою:

Rni (Г) =  -Jr [2r jn). (14.25)

Ці функції R„i(r) як нормовані власні функції оператора Гамільтона 
утворюють ортонормовану систему, але ця система не буде повною 
(замкненою), бо оператор Гамільтона має не тільки дискретний спектр 
власних значень, а й відповідну непереривну частину1. Легко записати 
декілька перших радіальних функцій Rni(r):

ЯгоИ = 2 е  г, *
r

R m[r) =  y = e  2 ( ΐ - γ ) .  (14.26)

R2\{r )=~ 7=re 2·
У  24

Ці функції записані в атомних одиницях; замінивши в них r на r/а, 
можна їх переписати в звичайних одиницях.

2 2
1 Зауважимо, що розв ’язки (14.7) =  Срх  е <?£(*) як власні функції само-

гпряженого оператора з невиродженим дискретним спектром утворюють замкнену
систему.
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Радіальні функції суцільного спектра і

Для випадку непереривноґо спектра власних значень параметр ε у 
■рівнянні (14.4) буде додатним, і коли, аналогічно попередньому, ввести 

нову змінну х' =  г]/ 8 ε та параметр λ' =  1 lV  2ε, то ці величини будуть 
дійсними. Рівняння, аналогічне (14.6), матиме вигляд

_d
dxτ ( * £ )  +  { - τ  +  ι Ц *  =  * у · ' < 14·27>

Воно одержується з (14.6) за допомогою підстановки х — іх', Х =  — Ш. 
У зв’язку з цим ми можемо твердити, що розв’язок, який задовольняє 
умові скінченності при х =  0 , має вигляд

ix' s
~Т 2,

у = е  ■ x' Q(x')i 

де Q задовольняє рівнянню:

λ' - 4 ( s+ l !
x’ ^  +  ls +  \-ix-) '§  +dx'

(14.28)

Q =  0. (14.29)

Поділивши всі члени рівняння на і, одержуємо

IX
d (ix ' j

(s +  1
■ t\ dQ .
IX ^ JW )  +

i\'
s + 1

Q =  0. (14.30)

'Згадуючи, що розв’язком рівняння (14.8) була функція (14.11), прихо­
димо до висновку, що зараз Q визначається рядом

Q =  a F ^— ίλ', s-f-1, і x' j . (14.31)

Знайдемо, однак, розв’язок іншим методом, користь якого визна­
чається можливістю знаходження асимптотичної форми Q при великих 
x'. Застосуємо інтегральне перетворення Лапласа 2:

Q =  J  elx'zf[z)dz, (14.32)

де інтеграл береться по певному контуру в комплексній площині, та 
підставимо цей вираз для Q у (14.29). Виконуючи диференціювання під 
знаком інтеграла, матимемо

V +  ^{s+\ ){2z -\]\f[z)dz =  Q.

(14.33)

λ;' J  еіх'г (— ζ 2 + ζ) f  [ζ) dz + J  еіх'г

Перетворимо перший член цього виразу інтегруванням по части­
нах* запишемо:

\z[\ — z)f(z)d{— ielx'z) = ■ іе іх'г Ζ (Ζ ■ !) / (* ) +

1 Див. В. А. Ф о к ,  Начала квантовой механики, В. И. С м и р н о  в, Курс
вьісшей математики, ГИТТЛ, М. (1956), т. З, ч. 2, § 116; E. S c h r о  d i n g e r, Ann. d.
Phys., 79, 361 (1926); E. F u e s. Anri. d. Phys., 80, 367(1926); 81, 281 (1926); A. S o m- 

m e r f e l d ,  G. Scheer. Ann. der Phys. 4, 409 (1930).
2 Див. И. C h  e д д ο h , Преобразования Фурье; И Л , Μ., (1955), гл. I, § 4;

В. И. С м и р н о в ,  Курс вьісшей математики, гл. V, § 107; А. М. З ф ф р о с
и А М  Д а н и л е в с к и й ,  Операционное йсчисление и контурньїе интегральї, 

М  (1937).'
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і будемо вважати, ,що контур інтегрування обраний так,'що подвійна 
підстановка в межах (а, Ь) обертається в нуль:

eix'z z{\ — z)f(z)la =  0. . (14.34)

Тоді одержимо

і j  - z ) - g -  (1 -  2 z)f{z) -  i l ' f i z ) } dz =  0 .

Невідому функцію f(z) можна визначити з умови рівності нулеві ви­
казу у фігурних дужках під інтегралом: 1 :і ' : ' ;

_ J ._ di  =  I z d  1 -  2 *_ i W ПА on
/ ( * )  dz 2 ζ (  Z [\ ~ Z ) · ( і^ .сЮ )

Розв’язуючи останнє рівняння, одержимо '

ί - —  f-ίλ' І _ 1  

. f  [z) — cz 2 (1 — z

і приходимо до виразу для Q

(14.36)

Q = c\ e i*,*z· (1— 2) dz. (14.37)

При цьому контур інтегрування визначається умовою (14.34), яка при 
підстановці (14.36) обертається в таку:

’■ζ (1 --гї

ь

=  0. (14.38)

Для того щоб розв’язок був скінченний при .ν ·- 0 та. виконувалась 
умова (14.38), треба за контур інтегрування взяти відрізок дійсної осі 
(0 ,1 ), оскільки s-f 1 >  0 (бо s ^ 0 ), і остаточний розв’язок маємо в 
такому вигляді:

s— 1 . s - 1

Q =  c j elx'z z (1 - z) dz. . (14.39)
0 ;

Легко довести, що одержаний вираз збігається‘з рядом' ( І4.31). Дійсно, 
розкладаючи в ряд експоненту під знаком інтеграла у (14.39) та Ін­
тегруючи почленно, матимемо

І· . . . , . г*> 1 р _ 1 С І

^  V i ix ')k -T-+k+ г - Г --Л'

Q =  ^ 2 j Ч г \2 ( 1  — 2Г) 2 dz.к\ J 
* =о о

Користуючись виразом першого інтеграла Ейлера 1

1

в  [р·, Я) =  j  zP~l (1 - zJ9- 1 dz =

" ' "" 0 ' 'i 
одержуємо ■

лиза
1 іДив., наприклад, E. Т. У и т т е к е р  и Γ. Н. В а т с о н, Курс современного ана- 

, гл. 12, §  4; В. И. С м и р н . о в ,  Курс вьісшей математики, гл. З, § 72.
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, » Γ | φ  + 4 + , ν ) Γ ( ψ - Α . )

k=0
■ і · Γ.·(ί +  Α +  1).

Помножаючи у знайденому виразі для Q чисельник та знаменник: 

на F ( s+  1 ), а потім на Г (̂ -4 — Η- ίλ'), одержимо

,Js +1 -f А' г
s -Ь 1

- і X'

Q- с  Г  (s —(— 1)

Цей вираз збігається з рядом (14.31), причому

/s-f 1 . \ . is + 1

+  s +  1. їх ')  · (14.40)

(V

* ‘ ■ ............ Г [s }- 1 ) ...........

Порініїяшія виразів (14.39) та (14.40) приводить нас до інтегрально- 
го представлення виродженої гіпергеометричної функції

___ ' L<s_+ J)_·' ____

Г ( Ψ -»■ ).)

s —1

e lx'z z  2
+ A' s -1

(1 - z )
/λ'

dz. (14.41)

Якщо провести в інтегралі цієї формули заміну змінних

z — 1 — и,

то одержимо співвідношення

F
.9+1 «4-1 Д', s-|- 1,^.— їх ' ) , (14.42)

з якого випливає, що функція у з (14.28) буде дійсною, коли константа 
а у (14.31) буде дійсною.

Асимптотичний вираз для радіальних функцій при великих значеннях аргументе

Замінимо шлях інтегрування у формулі (14.39) на ламану лінію, 
(рис. 13).

ІД LA+1

0 1

Рис. 13.

Таке перетворення шляху інтегрування залишає значення інтеграла не- 
змінним,,.оскільки в області між новим і старим контурами підінтегралЬ' 
на функція голоморфна. : :і’;
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Розглянемо тепер граничний перехід А оо, причому інтеграл на 
частині контура (іА, іА 4- 1) прямує до нуля завдяки присутності множ­
ника е ~Х'А(А >  0) у підінтегральній функції. В границі маємо

1 . /«. 1

Q =  j1 eix'*f{z) dz =  j* eix,*f (г) dz +  j' (г) dz,

0 0

Де f(z) — відома функція (14.36).
і %

Виконуючи у першому інтегралі заміну ζ =  ζβ2 , а у другому

1 — z =  Χβ 2 , одержимо

/(„,,,1 -fvT. ^ 1 +u- b U * '
Q =  ce е «··: (1 - ι ζ )  +

о

_ί(ί+υ * _ « ν  ΐ  μ— λ· ρ --ίλ --
+  eiX'ce j  е- Λ ζ  (1 -f ϊζ) 2 άζ

ο

і, нарешті, вводячи нову змінну ί — ζ/χ\ матимемо

'·' 1 1 2 г ( 2 г "-'і
< * ^ ее -.Ч т г - L J  +

. 1 ,λ
(χ·)

( s -f· 1 \
-/(i+Df-'λ' Г - 2- - Д ' )

+ elx'ce -  — T- ,, -Λ (14,43)

(*') 2

де J та J комплексно спряжені:

2

S ! , Λ I
■+ίλ , if \—--й

Розкладемо тепер гіідінтегральну функцію по степенях ^-~j та проін-

/ . \·ϊζ1-κ
тегруємо ряд почленно. Оскільки ряд для (і — 2 збігається

при умові д.· <  1 . а інтегрування по t ведеться в безмежних грани­

цях, одержаний ряд матиме, лише асимптотичний зміст. Проводячи зга­
дані перетворення та використовуючи визначення гама-функції та ві­
домі її властивості, ми одержимо формально.

~  ,■iX'-rf. ^Γ·+'.'·|-; (14.45)

. (a, 'pi ̂ _) = . 1 ■ 4- ^  «  H-' .,. \

9* (З і



Звідси, на основі (14.40), приходимо до асимптотичної рівності1:

іх'

e f {—І—Η ίλ', s-j-1, іх' г (s 4- 1)

/s-j-1
Γ  I -  ІГ

X

X *

, ,, π π ,, J+1 lx'
г(  ̂+ 1) — 2 λ ίλ 2 ' \ c і i η і

χ* e - 1 η ' -і- /Ί ' _L 1 " t *  . _LЛ '+ - р ;  -j,) +

Γ (s -l· 1) β-",+ 1) τ - Τ λ' χ/2 +Ι+'λ 2

г № + д
Є X

χ  f * f -  a ' +  V  - -  ° ' + - I r  ■> -  p ) ·
(14.46)

Повернемося тепер до повних радіальних функцій. Згадуючи рівності 
(14.3), (14.28), (14.31), а також зв’язок між величинами χ', λ', s та 
r, ε, /, можемо Записати (r) у вигляді

R .t (r )= a (e )e ~ l' y '2'(ry8~*)l F ( l + l + ^ ,  2 / + 2; i r V  8ε ) . (14.47)

Асимптотичну форму Ril (r) при великих r ми одержимо, якщо підста­
вимо у (14.46) значення s, λ' та·*', запишемо ■ .

Г (І + < +
У  2 7) 1'11+ > + у т

і замінимо ряди F* їх граничним значенням (F* —- 1):

η / \ , ν (2/ + 1)1 >г8· 1 1 ЛRti (r) ~ с  (ε) ■ , A- T  ' W  e · —— -  cos

І('+‘+Йї)
І 2; r

r у . 2 ε -f

+  p = l n  (гіХ8є) — (/ 4-l )-J  + a (14.48)

Можна показати (див. додаток № 5), що нормувальний множник а (є) 
визначається формулою

<*(*) =  ~ = V 2 s e Vas
у π

r l/ + l + 7 s
( 2 / + 1 Ц

(14.49)

Заключні зауваження. (Зміст та симетрія водневих функцій стаціонарних станів)

Згідно з імовірнісним змістом хвильової функції, квадрат модуля 
tynim (г> ф) Дає густину імовірності того, що при визначенні положення

1

1 Зауважимо, що коли ми покладемо λ' =  ίλ — і І гj 4- p  І , де р  ціле число та

* ' =  —  іх, то, оскільки [Г (—  р)]-1 =  0, другий доданок у (14.46) обернеться в нуль 
і ми матимемо не асимптотичну, а точну рівність

(_ 1 )Р Г (в + 1 ) " T
e F  [~р, s +  1; jc) -  T ( s + / , +  iy e хр  F*\ — р  —  s, — р\ —
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електрона, стан якого описується функцією і|зл/т (стан η, І, т ) , він зна­
ходитиметься в оточенні точки г, #, φ. Імовірність знаходження електро­
на у елементі об’єму dr ~  r2drdQ буде рівною

w nlm (r, θ, φ) dr =  І Ф„гт [r, ft. cp) I* dx =  /?& (r) f 2 rfr| (», φ) |2 dQ. (14.50)

Інтегрування по тілесному куту dQ приводить до виразу імовірності 
знаходження електрона у сферичному шарі r,r-\-dr:

Wnl (r) dr =  Rni2 (r) r2dr. (14 51)

Розглянемо одну з найпростіших радіальних функцій, а саме — 
функцію, що відповідає основному стану (я =  1 , / =  0 ) R\o{r) =  2е~г, в 
атомних одиницях, або Rio(r) =  2е~ГІа. у одиницях звичайних. Ми мо­
жемо зараз з’ясувати зміст атомної одиниці довжини. Дійсно, функція 
W]0(r) має максимум при r =  а. Отже, а — віддаль від ядра, на якій 
імовірність знаходження електрона в атомі водню в основному стані 
є найбільшою (див. рис. 14).

Величина а кількісно збігається з 
радіусом першої орбіти електрона в ато­
мі водню’за старою теорією Бора — ан.

Зробимо деякі зауваження про вуз­
лові поверхні водневих функцій Ра- 
діальна частина R„,{r) обертається в нуль 
на деяких сферах (тіри певних значен­
нях аргумента г), число цих сфер визна­
чається радіальним квантовим числом 
η,. · п ·— І — 1 . Якщо ми проінтегруємо 
(14.50) по r в межах 0, оо, то одержимо 
імовірність розподілу по кутах

Wniy,*)di>=. Ylm &,<?)·=</«· =

= і  [Am(cosft)]2rfQ,
яка має-симетрію тіла обертання навколо осі, відносно якої фіксовано 
проекцію моменту кількості руху.

Рівняння. Р/я (cos ΐ)) =  0 має / — \т] дійсних коренів .., 
кожний з яких визначає конус fl1 == const, що є вузловою поверхнею. 
Крім цього, маємо ще вузлові поверхні дійсної або уявної частини множ­
ника e‘mf — це площини, кількість яких дорівнює І т  |. Таким чином, 
сукупність вузлових поверхонь визначається числом

пг + І — І т  j -f-1 т  | =  я, -f І =  п — 1 .

Всі ці вузлові поверхні геометрично відповідають вузловим поверх­
ням пульсуючої кулі, у зв’язку з чим функції г|і„,т подібні до функцій, 
що описують коливання кулі, аналогічно тому, як власні функції гар­
монічного осцилятора ψ„(*) відповідають функціям, що описують ко­
ливання струни.

Згадані аналогії виражають певні зв’язки з класичною механікою 
та мають значення завдяки їх наочності.

§ 15. Розщеплення спектральних ліній в однорідному електричному
полі (ефект Штарка)

До кола питань, що підлягають розгляду в цьому розділі, можна 
віднести розщеплення рівнів енергії атомів з одним оптичним електро­
ном у зовнішньому стаціонарному електричному полі. Відповідне



оптичне явище полягає в розщепленні спектральних ліній у зовнішньо­
му електричному полі на кілька компонент і відоме у спектроскопії під 
назвою ефекту Штарка

'Розглянемо теорію цього ефекту, обмежуючись випадком однорід­
ного зовнішнього електричного поля 2; Обираючи напрям електричного

поля F за вісь Ог, ми можемо записати рівняння Шредінгера у вигляді
№ (15.1)

дє

V — — eFz — — D , F (15.2)

є потенціальною енергією електрона з зарядом е в зовнішньому полі, 
а через Dz позначено 2 -компоненту електричного моменту.

Для реальних зовнішніх полів, напруженість яких, як правило, за 
порядком величини не перевищує 105 в/см, енергію V можна завжди 
вважати за мале збурення, бо внутрішнє атомне поле має порядок 
(>

~  1 0 9 в/см. Перед розглядом сформульованої задачі теорії збурень
ал
зауважимо, що V -- — eFz належить до типу збурень, які змінюють 
асимптотичну поведінку повної потенціальної енергії. Дійсно, при 
F —  0 W (γ)··= U (r)— eFz прямує до нуля гірй z -» +  оо, а при F 4=0 

і  °°> коли z + оо. Аналогічно тому, як це було у випадку 
ангармонічного осцилятора, ми будемо фактично мати справу з «квазі- 
стаціонарними» станами. Як відомо з експерименту, розщеплення 
спектральних ліній у електричному полі має різний характер залежно 
від того, чи спостерігається явище на атомах водню чи для атомів з 
більш складним центральносиметричним полем. У першому випадку 
розщеплення лінійно залежить від сили поля F, в інших випадках — за­
лежність квадратична (завжди має місце і залежність від вищих степе­
нів F, але основна залежність визначається головним членом з найниж­
чим ступенем напруженості поля F).

Розглянемо спершу загальний випадок електрона у центрально- 
симетричному полі U (г) і обчислимо поправку до енергії у першому 
наближенні теорії збурень. Пригадуючи формулу (10,36), яка нале­
жить до випадку кратних власних значень3

(nr\V\nr‘) — -- Fe (nr \z\nr')= Exnrbr/ ,

використовуючи вираз (13.33) (див. теж (13.17) для функцій ста­
ціонарних станів незбуреної задачі і враховуючи 2 /+  1 -кратне виро­
дження по магнітному квантовому числу т , маємо

со π 2 π

Vaa' = — eF̂ Rinlr»drjp?P?'cosbslnbdbje{m~m')vd'{. (15.3)
'o ο ο

1 Теорія розщеплення спектральних ліній в однорідному електричному полі на ос­
нові старої квантової теорії Б ора була вперше дана в роботах K. S c h w a r z s c h i l d ,  
Berliner Sitzungsber., April, 1916, стор. 548', P. S. E p s t e i n ,  Ann. d. Phys., 50, 489 (1916); 
H. A. K r a m e r s ,  Danske Vidensk. Selsk. Skriften (8) I II , 3, 287; Zs. f. Phys., 

3, 169 (1920) і на основі квантової механіки в роботах E. S с h r б d i n g e r, Ann. d. Phys., 
30, 467 (1926); P. S. E p s ' t e i n ,  Phys. Rev., 28, 695 (1926).

2 Ефекти неоднорідного поля досліджувались В. С. М  і л і я н ч у к о м. A c ti
Phys. Polon., З, 124 (1934); Д А Н  СС СР , 59, 671 (1948); Ученьїе записки Львов. унив.
XV, в. 4 (Астрономия), 79 (1949). Див. також Л . А. Б о р и с о г л е б с к и й ,  У Ф Н ,
66, 603 (1958). ‘

3 Роль квантового числа я зараз відіграє двійка чисел («, І).
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При т ф т '  інтеграл по φ дорівнює нулеві. Для того щоб обчислити 
матричні елементи при т = т', розглянемо інтеграл по О. При т =  т' 
можна застосувати рекурентні співвідношення

ТОДІ

гіт —_ І — м + 1 і / + Ш пт
1 2 / + 1 1+1 "І 21 + 1  1

π ; +1

j* Р? РГ cos θ Sini) db =  j p r  x P? dx =  \PT^~~^-- P?+1 +

-1

dx = 0 (15.4)
через ортогональнІсть приєднаних поліномів Лежандра.

Отже, в розглянутому випадку поправка першого наближення 
завжди відсутня і ефект Штарка не може бути лінійним. У випадку 
атома водню маємо інше положення. В атомі водню ступінь вироджен­
ня є вищим, бо виродження є не тільки по магнітному квантовому чис-

п 1

лу т , але й по азімутальному' числу / (ступінь виродження ^  (2 1 +

і- о
+  1) = г і2). Тепер у лінійних комбінаціях, що визначають функції ψ«Γ 
(див. розд. IV, §10), будуть брати участь „функції tynlm з різними /, і ми 
матимемо поправку першого наближення, відмінну від нуля. Таким 
чином, для атома водню має місце лінійний ефект Штарка (ясно, що 
„члени вищі по полю F теж присутні).

Для розгляду кількісної теорії ефекту Штарка в атомі водню зруч­
но розглянути задачу не в сферичних координатах, а в параболічних. 
Перехід до параболічних координат дозволяє у збуреній задачі просто 
здійснити розділення змінних, при цьому незбурене рівняння матиме 
прості власні значення.

Ефект Штарка в атомі водню (параболічні координати)

Запишемо рівняння (15.1) для атома водню в атомних одиницях 

„  .І  дф _  „і ψ _  g zψ =  £ψ ; ........  (15.5)

де
с  е -
F -

"її ■

та введемо параболічні координати

U =  r  +  Z, V — ■ Г —  2,φ  . ' ( 15.6)

Поверхні и =  const та v =  const становлять ортогональну систему 
параболоїдів обертання:

χ2 +  У2 +  =  u2,

х2 +  у2 — 2  υζ =  ν2.

Як відомо, оператор Лапласа в узагальнених координатах q\, q2, q% має 
вигляд 1 .

1 Див., наприклад, Дж . А. С т р з т т о н ,  Теория злектромагнетизма, ГИТТЛ, 
М .— Л., 1948, гл. І, § 14, Я. И. Ф  p е н к е л ь, Курс теаретической механики, ГИТТЛ, 
М., 1940, отдел V, гл. І, § 7.
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д.__ 1 f d /М і д \ ,■; д Jhsht д \ . a i h ^  д-\
h i'i Jh  \ д(]і { Л, d?, І "Г  Л /Д  /h 0q2 J r  dq, { ha dq .j ‘

. Тут величини hj — так звані коефіцієнти Ламе, які визначаються :із 
співвідношень

^ Г / Ш Ь

де Xj — декартові' координати. Використовуючи ці загальні результати, 
матимемо

Підставивши цей вираз у (15.5) та виразивши r та z через и та ν за 
формулами (15.6), ми зможемо записати рівняння Шредінгера (15.5) у 
параболічних координатах:

А  / 'і _і_ д ( \ і 1 1 1 і 1 \ ό2Ψ і

+ 1 + ~ Е [и +  ν) + (и2 — ν2) 0. (15.8)

Покладемо Тепер ДЛЯ рОЗДІЛеННЯ ЗМІННИХ;

ф =  U(u) V{v)eim? (15.9)

і одержимо два рівняння ■ - . л

я ( иж )  +  (а +  -ГЕ и - W  + 1 “ “ ! ) u - 0' (15 1 0 )

+  + - ί - ν ή ν = 0 ,  (15.11)

де введені для розділення змінних параметри а та Ь задовольняють 
умові a -f- b =  1. Ці параметри визначатимуться з умов скінченності роз­
в’язків рівнянь (15.10) та (15.11) у всьому просторі зміни аргументів.

Розщеплення рівнів енергії у електричному полі

Будемо розглядати дискретний спектр незбуреної задачі та вва­
жатимемо збурення малим; при цих умовах Е 0 . Запровадимо нові 
змінні

u' =  u V - 2 E ,  v' =  v V — 2 Е ^ . ,  , (15.12)

вважаючи їх дійсними величинами з областю зміни (0, о о ) . В нових 
змінних рівняння (15.10), (15.11) набудуть вигляду

+  + (15.13)

,  ; . , :л , 

де

g ' =  W = ie f ’ а ' =  7 ^ Ш ·  Ь' =  ̂ Ш ·  а ' + ь'= у = Ш ·  : № ,в >
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З формул (15.15) ми'бачийо, що, незважаючи на малість g, вели­
чина g/, що входить тепер до наших рівнянь, буде малою лише для ма­
лих значень головного квантового числа та (зауважимо, що незбурене-

значення енергії Е° =  — . Отже, спираючись на метод теорії збу­

рень, ми повинні у дальшому обмежитись підрахунком поправок лише 
для рівнів незбуреної задачі з невеликими та.

. Якщо вважати g' відомою ·■;величиною;; то рівняння .(15.13) та
(15.14) треба розглядати як. рівняння на власні функції самоспряже- 
ного оператора з власними значеннями а' та Ь', відповідно. Визна­
чаючи ці власні значення у відповідному наближенні (при розгляді 
члена з g' як малого Збурення), ми з останнього співвідношення (15.15)

a, '+b' =  -FJ =  (15.15'α)
:*................  ■:'.·■ · ;■ . V -  /· :

знайдемо рівні енергії Е.

Рівняння незбуреної; задачі, для функцій U та V збігається з рів­
нянням (14.6):

- Ц * £ \ + ( і + * ) у - х' ·  < '* ·" »

яке було досліджене нами у § 14. З цього дослідження випливає, що 

x =  p +  р== 0 , 1 , 2 , . . . ,

а власні функції

І т І _  £_

е ” $ " ( * ) .

Отже, у нульовому наближенні можемо записати:

а '0 =  та, + ~--2—  («і -=0 , 1 , 2 , . . . ) ,

+ Щ -  (я, =0,1,2,■:..), (15.17)?
U \ ^ y ni(u'), V\ =  yni{vr)

та

= а ' ° + ь'° =  +  " 2 + 1 т  і + 1 =  n ’

де та — 1, 2, . . .  є головним квантовим числом. Як і слід було чекати,, 
ми одержуємо в нульовому наближенні ‘відому вже формулу для рів­
нів енергії незбуреного атома водню.

Власні значення оператора, що стоїть у лівому боці (15.16), є 
простими, а тому, згідно з загальною теорією збурень, для знаходжен­
ня поправки до енергії першого наблйження треба визначити діаго-

• σ' •у
нальні елементи матриці збурення. Оскільки збурення має вигляд 

аб о — ~-ν'2, нам треба обчислити інтеграл

χΖ ІУр(х) ]2 lml + 2 e x[Clp\x))2dx =

0 ' 0 ' '
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' =  б/?2 —(— 6/7 ( ί /я I —}— 1) -j- f І гтг | —[— 1) ( | | —(— 2).

V першому наближенні ми одержуємо

а' =  η, + -  4- [би? + 6« , (\т\ + 1).+ (\tn\-\- \){\т\2)],

(15.18)

b'^n, + J ^ 2±1 + - ^[6n | + 6rt2(|m|+1) +  (|m| +  1) (|/W| +  2)],

звідки

а '+  b' =  я + g-'rt (п2 — «,) (15.19)

Перепишемо останню формулу так:

‘■' +  » ' “ 7 = S - - ( > +  (15.20)

 ̂ Заступаючи у правій частині ) / — 2£Г його наближеним значенням 

ми забезпечимо збереження величин першого порядку й матимемо

1 Л . з

або
І -1В

Е

:Л ( 1 +  Y  SnS (« 2  — я і) 

1.
з

1 + 2̂ g-'г3 {ih — щ)
(15.21)

Зберігаючи члени не вище від першого порядку малості, одержимо

Е — — 1______ :__L______
‘2n! 1 +  ;ig n 3 (я2 — /It) ,

і, розкладаючи другий множник в ряд по степенях g, маємо в прийня­
тому наближенні 1

1 , З
Е =  ~ . (15.22)

Ми бачимо, що рівні енергії залежать від головного квантового 
числа п та різниці п2 — П\ «параболічних» квантових чисел. Ця різни­
ця, при заданому п, може приймати всі значення від — n .-f- 1 до п — 1 . 
Беручи до уваги всі можливі значення різниці п2— Пц ми одержуємо 
повну картину розщеплення рівня у електричному полі. Крайні ком­
поненти розщепленого рівня відповідають «і =  п — 1 , п2 =  0 та Лі =  0 ,, 
п2 ~  п — 1 ; вони знаходяться на віддалі 3gn (ti— 1 ) один від одного 
(ширина розщеплення). В однорідному електричному полі не може 
бути досягнене повне зняття виродкення, завжди залишається у вся­
кім разі виродження по знаку проекції моменту на напрямок поля — у 
нашому випадку залишається завжди виродження станів з проекціями 
моментів· +  т.

У розгляненому лінійному ефекті навіть такого зняття вироджен­
ня немає, бо при заданих п та п2 — П\ енергія взагалі не залежить від 
т  та п2. Дальше зняття виродження відбувається у вищих наближен­
нях. Розглянемо в загальних рисах ефект другого порядку 2.

1 Квантовомеханічна формула (15.22) була вперше одержана Шредінгером в 
його третьому 'повідомленій (E. S с h χ б d і n .g e r ( Ann., d. Phys. (4) «0, 437 (1926) ·

(1927) ° '  W e n t z e l ’ Zs ' L Phys' 38’ 518 (;1927); J · W a l l e r ,  Zs. f. Phys. 38, 635
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За загальними формулами теорії збурень,

16 / J
Πχψη'

Матричні елементи {и'2)Пі,п[ можна обчислити, якщо взяти до ува­
ги, що інтеграл вигляду

^ x se~xQpf(x)dx

обертається в нуль, коли f(x) є поліномом степеня, нижчого ніж р, та

використати рекурентні формули для Qp-
Ми маємо, отже, що матричні елементи відмінні від нуля лише 

тоді, коли пі' відрізняється від П\ не більше, як на 2 ; тобто треба 
врахувати лише члени, що містять

іМ,2)л„л, —1 ^  (И 2)лі —1,Лі та 2)л„л. - 2 )л,—2,4,·

Після підрахунку ми одержимо для енергії рівня формулу

Е =  - 2/г 2 £ г1 п̂‘2 — Пі  ̂~  Ί 6 η* (я2 — «j)2 — 9т 2 +  19].

(15.24)

Як бачимо, член, що описує квадратичний ефект, завжди від’єм­

ний,, тобто понижує терм.

Залежність гамільтоніана від параметра. Поляризовність атома водню

Розглянемо таку просту, але загальну теорему. Нехай гамільто­
ніан системи залежить від деякого параметра Н =  Н(%)] відповідно 
власні значення оператора Гамільтона теж будуть функщями парамет­

ра λ : Еп —Еп (λ). Обчислимо середнє значення величинив  стаціонар­

ному стані"ψ,,. Для цього продиференціюємо рівняння

Щп Еп фл 

по параметру λ та помножимо результат на ψ„

ф-с̂ —-є.) ψ- — ж-) ψ--

Одержану рівність проінтегруємо по простору

J  Ф ,[Н -  Е,) ^  А  =  J  ψ. ( I s -  f ) * „ * .  115.25)

Завдяки самоспряженості оператора Н ліва частина обертається в

і ми одержуємо результат

ж -р.ж +»* = (ї)·· (,5'26)
Застосовуючи (15.26) до нашої задачі, ми можемо легко обчислити 

середнє значення дипольного моменту атома водню при наявності зов­
нішнього поля. Дійсно, згідно з (15.2) і (15.5) гамільтоніан можна за­
писати у вигляді

Н =  Н° — gDz,
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де g треба розглядати як параметр (дипольний момент D z береться & 
атомних одиницях). Тоді, диференціюючи (15.24) по g, матимемо для 
середнього значення дипольного моменту ^

D , =  -  !  п [щ - Яі) +  ~ (17п2 -  3 (п2 -  пі )2 -  9/и2 +  19) g . (15.27)

Перший член у правій частині, не залежний від поля, репрезентує се- 
-реднє значення дипольного моменту, властивого атому у незбуреному 
стані, а другий член є середнім значенням індукованого полем диполь­
ного моменту. Поляризовність ан атома водню визначається коефі­

цієнтом при напруженості поля g в цьому останньому члені. В нор­
мальному стані, коли п =  1 , т  =  0 , одержимо, наприклад, ідо в абсо­
лютних одиницях

«н = 4  ( ; § ) ’ · (15.28)

Заключні зауваження

Як ми бачимо, незбуреіний стан електрона в атомі водню описується 
за допомогою квантових чисел η, І, т  при розгляді задачі у сферичних 
координатах, або числами т , п\, п2 в координатах параболічних. 
Оскільки функції tynlm та т є різними, слід зауважити таке, У не­
збуреному стані атома водню енергія залежить лише від головного 
квантового числа п. В стані з певною енергією лише це квантове число 
має певне значення, а гі\, п2 та т  (при параболічних координатах), 
зокрема, залишаються невизначеними. Для того щоб різниця п2 — п.\ 
набула певного значення, як випливає з теорії, треба вмістити атом 
у електричне поле. Отже, відміна в одержуваних станах виникає не 
внаслідок того чи іншого вибору системи координат, а внаслідок ре­
ального фізичного впливу на атом.:

У незбуреному стані хвильова функція, що описує стан нашої си­
стеми з певною енергією, може бути виражена через множину функ­
цій ntm так само, як і через множину функцій

Звертаючись до розгляненої методики теорії збурень, підкреслимо 
знову, що її застосування має зміст лише для нижчих рівнів; ефект 
Штарка для збуджених рівнів, потребує іншого розгляду. Дійсно, абсо­
лютне значення енергії водневих рівнів спадає із збільшенням головно­
го квантового’ числа п, а ширина розщеплення зростає. Отже, при до­
сить сильних полях розщеплення може стати того ж порядку, що й 
енергія самого рівня і теорія збурень в звичайній формі не може бути 
застосована.

У сильних електричних полях явище Штарка може бути усклад­
нене іонізацією атома електричним полем Потенціальна енергія елек­
трона в атомі водню при наявності зовнішнього поля F

W =  U (r) — eFz

при -» оо прямує до -- оо, в зв’язку з чим при від’ємних енергіях, 
крім області всередині атома, областю руху електрона стає область 
великих віддалів від ядра. Ці дві області розділяються потенціальним 
бар’єром, ширина якого зменшується із ростом напруженості поля F, 
а значить збільшується імовірність проходження електронів крізь 
бар’єр. Тунельний ефект веде, таким чином, до іонізації атома. Завдяки 
експоненціальному характеру зростання імовірності проходження крізь

; 1 C. L a n e o s ,  Zs. f. Phys., 62, 518 (1930); 68, 204 (1931). J. R. O p p e n h e i -  
me r ,  Phys. Rev., 31, 66- П928). °  · _ '■ :
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бар’єр з ростом F, при досить сильних полях компоненти штарківського 
розщеплення зникають. На досліді у згоді з теорією це явище спосте­
рігається в такій формі, що спершу зникають червоні компоненти. Дійс­
но, іонізації сприяють такі обставини. ‘Перш за все радіус «орбіти» 
електрона повинен бути великим, тобто повинно бути велике головне 
квантове число п. Для фіксованого значення η легше іонізуються ті 
стани, для яких максимальною є імовірність знаходження електрона 
в області атома, ближчої до аноду. Ці стани мають малі числа п2 та 
великі П\. Отже, серед всіх· термів з даним головним квантовим чис­
лом п .найменш стабільними є енергетично найнижчі (Див.формулу
(15.22). г: : „

Розщеплення спектральних ліній у неоднорідних полях F має більш 
складний характер. Так, у неоднорідному полі для атомів,' у яких внут­
рішнє поле не можна вважати кулоновим, одержується лінійне по 
полю розщеплення. Це розщеплення не є ефектом першого наближен­
ня від дипольної енергії, а є квадрупольним розщепленням. В. неодно­
рідних полях виникає важлива задача дослідження штарківського роз­
щеплення так званих заборонених ліній та ряд інших -питань '.

§ 16. Електрон у просторово-періодичному полі

Проблема руху електрона у просторово-періодичному електрично­
му полі має важливе значення для квантовомеханічної теорії твердого 
тіла. Кристал є складною системою, одну частину якої складають до- 
датньо заряджені іони, розташовані у вузлах кристалічної гратки (важ­
ка підсистема), а другою є електронний колектив зовнішніх електро­
нів атомів μoзглядyвaнoϊ речовини. ‘ > ' "

Сформульована в такий спосіб проблема залишається дуже склад­
ною багатоелектронною проблемою, розгляд якої вимагає спеціальних 
методів, які ми подамо дальше. Виявляється, однак, що для ряду пи­
тань можна багатоелектронну задачу заступити одноелектронною, у 
якій розглядається рух одного електрона в просторово-періодичному 
полі, створеному просторовою граткою атомних залишків та всіма 
електронами (зовнішніми) електронного колективу.

Розглянемо просту просторову ґратку та кожний вузол її визна­
чимо «вектором гратки»: >

—-> ·.—У —> —►
т  =  mla1 -j- т 2 а 2 -}~ т г а3, (16.1)

де « і . ,  . а г , . а з , — основні вектори гратки,.:a т и т 2, т 3 — цілі числа (по­
чаток координат' обрано в одному з вузлів гратки). Просторова пе­
ріодичність кристала визначається трьома періодами а\, а2, йз у відпо­
відних напрямках. Симетрія періодичного поля, в якому рухається
електрон, співпадає з симетрією кристала. Отже, можемо записати, що

потенціальна енергія V(г) задовольняє умові

V (? +  « ) =  1/(7). (16.2)

Внаслідок Цього гамільтоніан Я  для електрона в періодичному полі

є інваріантним відносно трансляцій на вектор гратки п. Якщо ми вве­
демо оператор трансляцій Тт

Tmf  (0 =  / [r in ), (16:3)

1 В, С. М и л и и н ч у к .  Д Л І1 СХС.І?, 67, 1Ό01 (1949); Уч. зап. Львовского унив., 
сер. физ.-мат., в 4, 93 (1949); Л. А. Б о р и с о г л е б с к и й, У Ф Н , 66, .603 (1958).
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то зможемо факт трансляційної інваріантності гамільтоніана записати, 
в такий спосіб

Тт Н  — Н Тт . (16.4):

Як відомо, з (16.4) випливає, що власні функції оператора Н можна 
обрати так, щоб вони були одночасно власними функціями операто­
ра Тт. Якщо ψν є такою функцією, то

7 V V - >·,,+ . 16.5.

тобто трансляція відповідає множенню функції ψ-, на сталий множник.

Якщо ми розглянемо інтеграл нормування для функції ψ і вико­

наємо в ньому перетворення r ->/·.-(- tn, то побачимо, що ця трансляція 
для інтеграла еквівалентна паралельному переносу осей координат і 
не змінює значення інтеграла, отже,
«

j  ( O j  ( =  І Хт, f2 j  ΦνΨ//τ =  І λ,Π4|2 =  1 . (16.6)

Оскільки |λ/ην|·=1, ми можемо покласти для власних значень опера­

торів елементарних трансляцій Та , Та , Та , відповідно, вирази е‘к->а<у
_.> _► —* - ► 1 2 З

еік,,а,̂  eik.,aX) де постійний вектор. Для оператора довільної трансляції

маємо Тт ---~{Тач)тЛТа )т'{Тау ”> (16.7).
d 2

для власного значення %тч одержуємо вираз

- e' V " . . (16.8)

Для електрона в періодичному полі рівняння Шредінгера має вигляд

-  іпг Δ +  V  ( ' ) ]  Ψ Й  =  W  +  П' ] =  ^  ' (16,9)

де, як вже зазначалося, оператор Гамільтона —

" = - £ γ δ + ^ )

володіє трансляційною симетрією. Отже, розв’язки цього рівняння мо­
жуть бути обрані так, що вони будуть одночасно власними функціями 
оператора трансляції

7,т Ф *Й == ^* '"Ф * (0 . (16.10)

Це є так звана теорема Блоха.
Покладемо тепер, нічим не обмежуючи загальності,

Ф*(г) = ^ e ^ 7uk[r). (16.11)'

Тоді, за означенням оператораТт) маємо:

Тте‘^  uk(r)=  е‘ * ^  uh (г-\-т) =  в1 ~ьпеікг uk (r -f m) .

З другого боку, за доведеною теоремою,

Тт еш uk (r) =? еШт еікГ uk [r),

1 Сукупність всіх операторів Тт  утворюй комутативну (абеяеву) групу. 

Див. додаток .V; 6. .; ,
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з чого випливає

4k{r +  m) =  uk{r). (16.12

Отже, маємо такий результат: для електрона у періодичному полі 
розв’язки рівняння Шредінгера мають вигляд

ф k(r) =  e ^ u k(r), (16.13)

. ■ / . 
де функція uk(r) періодична з періодами кристала.

Знайдені функції за зовнішнім виглядом відрізняються від хви­
льових функцій вільного електрона присутністю змінної «амплітуди»

ик іг)· Роль імпульсу відіграє вектор h k. В зв’язку з цією зовнішньою 

аналогією, h k називають квазіімпульсом електрона у періодичному 
полі (як ми побачимо, квазіімпульс в багатьох відношеннях аналогіч­
ний звичайному імпульсу)

Кожному стаціонарному стану електрона у періодичному полі від­

повідає певне значення квазіімпульсу h k, але при заданому k енергія
може мати дискретний ряд різних значень. В зв’язку з цим функції 
стаціонарних станів треба писати з двома індексами

Фі.*Й =  ипк\г), (16.14)

де індекс п нумерує дискретні значення енергії при фіксованому k. 

При заданому п енергія є непереривного функцією k:

E =  En(k). (16.15)

Функцію En(k) не можна встановити в загальному вигляді. Для визна­

чення залежності En(k) треба розв’язати рівняння Шредінгера для кон­

кретної функції V(г).

Важливою відміною квазіімпульсу від дійсного імпульсу є його 

неоднозначність. Неоднозначною є відповідь на питання, який векторі: 

треба привести у відповідність до даної хвильової функції.

Розглянемо таку побудову. Поряд з граткою кристала, кожний 
вузол якої характеризується вектором гратки (16.1), розглянемо від­

повідну обернену гратку, вектор якої g  визначається рівнянням

g — gi b\ --f- gibi -J- gs b3, (16.16)

Де Su S'2. g з — цілі числа, а основні вектори оберненої гратки b\, Ь>. 

визначаються співвідношеннями

=  (16.17)
або

ь. — 1 ал *  а>| - Т, —  [ Д з Х ^ ]  [а[ X  а\\

аі [«2 X я3] а] [а2 X я3] Я] [а2 X а,]

Якщо осі гратки кристала взаємно перпендикулярні (ромбічна система), 
---------  !

• В  просторово-змінному полі закон збереження імпульсу не має місця тому 
про справжній імпульс не може йти мови. ’
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то осі оберненої гратки паралельні відповідним осям гратки кристала
-—> —> , J
:(»/|| 'аі), а довжина bt =  ~  .

аі
Покажемо, що одному і тому ж стаціонарному стану можуть рів­

ноправно відповідати k та k -f- 2ng, де g — довільний вектор оберне­
ної гратки. Запишемо періодичну «амплітуду» хвильової функції'

11 nk(r ) У вигляді потрійнотц ряду Ф.ур’є:

(7) == аТГ (16.18)

... Л і··1 ''·· -

де h — вектор оберненої гратки. Як легко перевірити, цей ряд описує 

функцію, періодичну з періодами основної гратки а ь а2, а3. Тоді

ψ„ 'Гі ,- - е2тГ >' /  . . (16.19)

■ h "

Розглянемо k' =  k -f- 2ag. Тоді

фА ('7) =  ̂ 7 ^ α τ Γ ^ 2π,'(1-ί:7) =  є1#  =  $к> (r), (16.20)

h h 

де '^V  =  ай+1г Введення нового квазіімпульсу еквівалентне заміні ну­
мерації коефіцієнтів Фур’є і не змінює всієї функції Цю неодно­
значність можна усунути, накладаючи умову '

— я <  ^  <  π, . (16.21)

яка відбиває факт, що k та Іг -f- 2ng фізично рівнозначні. Означений у 

такий спосіб хвильовий вектор k називають приведеним. З викладено­

го випливає також, що енергія як функція /е не повинна змінюватись 

при перетворенні k -» k -f- 2ng:

Ип[к-\-2^)-/:п k . (16.22)

Для підрахунку квантових станів-зручно'на-функцію стаціонарно­
го стану ψ накласти умову періодичності з дуже великим періодом:

Ψ і'' +  Щ  Gat -f т 2 Ga2 +  m3 Ga3) =  ψ (r), (16.23)

де G — велике число (при великому G накладена умова не означає
практично якого-небудь обмеження). Накладена умова може викону­
ватись лише тоді, коли

7 Γ · ( ^ ι  +  κ2^2 .+ ,(16,24)

де κ; — цілі.числа. Таким чином, складові вектора k по осях кристала 
повинні бути цілими кратними 2π/G. В зв’язку з (16.21) маємо, що

кожне κ(· набирає значення в межах — ^  G до-̂ -G, тобто є G3 різних 

можливостей вибору приведеного k стільки, скільки є елементарних 

ячейок у «основній області» (в паралелепіпеді з ребрами Gai, Ga2, 

ΰ α Ά). Завдяки умові (16.23) енергетичний спектр стає формально дис­

144

кретним, але оскільки G велике, він практично не відрізняється від 
непереривного.

Розглянемо, нарешті, нормування хвильових функцій. Виберемо

(16.25)

(16.26)

(16.27)
Jf

де Ω =  G3Qo — об’єм основної області, а Ωο — об’єм елементарної ячей-

ки. Інтеграл в (16.27) прй h ^ g  дорівнює нулеві, а при h =  g дорів­
нює об’єму основної області. Звідси для коефіцієнтів Фур’є маємо

^ Ι α ^ Ω ο - 1. (16.28)

і
...у

Умова нормування для функції uk(r) в зв’язку з тим, що вона періо­
дична з періодом кристала, одержується зразу з (16.25):

j’ |afc(rj|2 i ix =  1 (16.29)

у згоді з (16.28).

Для хвильового вектора k можна запровадити умову, відмінну від 
умови «приведення» (16.21): а саме, у розкладі Фур’є (16.26) для хви­
льової функції можна! взяти член з найбільшим коефіцієнтом Фур’є

oj? і назвати k =  k -J- 2ng хвильовим вектором. Це буде так званий

«вільний хвильовий вектор». Такий спосіб вибору k відповідає хвильо­
вому вектору вільних електронів і є доцільним, коли енергія електрона 
дуже велика у порівнянні з флюктуаціями періодичного потенціала 
(див. § 44, наближення, що виходить з вільних електронів). При виборі 
вільного хвильового вектора, в граничному переході, коли зв’язок
електрона зникає, хвильова функція електрона повинна переходити у
хвильову функцію вільного електрона.

Середня .швидкість електрона

Оскільки розглядувані нами хвильові функції стаціонарних станів 
електрона в періодичному полі комплексні, їм відповідає струм, що 
тече крізь гратку: ■

S =  — e v =  (ΨνΨ — ΨνΨ). (16.30)

де ψ — нормована на основну область кристала. Для обчислення S або 

швидкості ϋ треба знати хвильову функцію, але для того, щоб обчисли­
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для.зручності ψ у вигляді

ψ =  G к wt [r)el * r, 

або, розкладаючи ик (r) у потрійний ряд Фур’є,

% =  a.ge&+2r-Z’^ .

g

Умову нормування, очевидно, треба записати так:

J  |ψΑ]2 άτ =  О - 3 J ]  a - a t  j dx =  \,



ти середнє значення швидкості (або діагональний матричний елемент

матриці струму), досить знати енергію як функцію від k. Запишемо 
рівняння Шредінгера, якому задовольняє ·ψΑ:

[Н — Еь) фА =  0; (16.31)

продиференціювавши його по складовій kh одержимо

j k ' T  дик . .  \__дЕ,

Використовуючи тотожність

ми перепишемо (16.32) так:

Ш - Е , ) ( е І Ї 7 ^  (1634 )

Помножимо цю рівність тепер на та проінтегруємо по основній об-

£  -  -  τ  ί  + ί  ί* i "  -  £ *> И 7  к )  *■ (1 6 ·3 5 )

ласті

Другий інтеграл в правій частині через самоспряженість оператора 

(Н  — Ек) обертається в нуль, бо ·ψΑ є розв’язком рівняння, спряженого 
до рівняння Шредінгера для того ж власного значення Ек, і ми одер­
жуємо

и_ С - д±ь dz =  J L  f (ψ _  ψ $± ) άτ. (16.36)
h da, іт J ™ dx vmi J y k дх Tft дх J

\k~~dx — чисто уявна величина j, звідки випливає, їцо(ί
1 дЕк 

V -

h дь
(16.37)

Знайдений результат важливий не тільки у практичному відно­
шенні, він ілюструє дальшу аналогію між квазіімпульсом та дійсним 
імпульсом. (16.37) аналогічне класичному співвідношенню між енер­
гією, імпульсом та швидкістю1. Практична важливість формули (16.37) 
полягає в тому, що, на відміну від вільного електрона, енергія Ек не є

пропорційною до І k j2, а зв’язок Ek з k є, взагалі кажучи, складним, 
зокрема залежним від структури гратки. Якщо існує можливість набли­
женого визначення цієї залежності, то, за формулою (16.37), можна 
провести відповідне обчислення і встановити деякі загальні важливі 
властивості струму.

Модель Кроніга— Пенні2

Вивчення структури енергетичного спектра електрона в періодич­
ному полі довільного характеру є практично безнадійним. Тому набу-

1 Цей же результат можна було б одержати з вигляду хвильової функції, за ­

лежної. від часу, використавши те, що корпускулярна швидкість електрона дорівнює 

груповій швидкості хвильового пакета.
2 R. de K r o n i g  a. W.  G.  P e n n e y ,  Pros. Roy. Soc. London A 130, 499 (1931).
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вають важливого значення різні обгрунтовані наближені методи роз­
гляду проблеми та окремі моделі.

Вивчимо спочатку просту одновимірну модель, для якої можна 
точно розв’язати задачу, а потім проведемо узагальнення, виділивши 
результати, не залежні від конкретної моделі.

Розглянемо хід потенціальної енергії такого вигляду

• : fl'UV ' .

•Ь о

Рис. 15.

пі <  x < n l  +  а, V =  0 ; пі — b <  x <  nl, V =  F0; 

п =  0 , +  1 ,.., І =  а 4 - Ь,

V{x +  l ) =  V(x),

Згідно з теоремою Блоха, хвильова функція електрона повинна за­
довольняти умові

ф(* +  /) =  е'«ф(.г) - n < k l < n ,  (16.39)

де k — приведений хвильовий вектор. Введемо позначення (Е <  Vo)

~ ( V 0~ E ) 116.40}
‘2 т  „  „

κ 2 “= ψ Ε  та κ;

і запишемо рівняння Шредінгера у відповідних областях:

2 + ^ ф = о ,

3 - ^ ' ф  =  0 .

Розв’язками в області — b х <  а будуть функції 

А^е -f- В хе , — Ь<^.х<С0

Я І г-> — **■>■* ~
Аге -\-В2е , 0 < д : < а 16.41)

У наступній області, згідно з теоремою Блоха, з’являється множник
p i k l .

ікі xj(.v—2) — хЛх— I)
e [A^e -\-Bxe ), α < .χ < 1

Ikl
e [A.,e ...

- ix,{x-l) ,
B2e ), l <  x <  l-\-a. (16.42)

Записуючи тепер умови неперервності функції ψ та її першої по- 

хідн°ї -Цг в точках стрибка потенціалу х =  0 та х — а, одержуємо таку 

систему рівнянь відносно невідомих коефіцієнтів Аи В и Аг, В2:



— A?.-}-B2 , 

κι {Αι — B\) =  i%2 {.A 2 — B2) ,

* /х2Д . r. ~ ІЧ& ikl , „ — *1* . ^
Л 2е +  Я2е =  <? (Л,е +  5 ^  ),

-ίϊ,α (ft; -*,S Χ,ϋ
- В 2е ) =  е — ВіЄ ).

(16.43)

і%2(А2е

Умова сумісності цих рівнянь має вигляд 

1 1 -  1

— е
ikl — y.ib

1
i k l  f  Χ|5

κΊ£
i k l  —  r.vb

κ,£
ik l-  -l-Xjb

“ *κ 2
Η,а

Є

іще

-  1

ίκ2

— «2α
Є

— ІХ;Є

0, (16.44)

або, розкриваючи детермінант,

ch κ, й cos ν.·>α -І- 0— — sh κ.s/z κ /b sin κ,,α'— cos А/. (16.45)

Беручи до уваги вирази для κι та хг, ми можемо одержане рівнян­
ня записати так:

f(E) — cos kl, (16.46)

де f(E) — скорочене позначення лівого боку (16.45).

Оскільки для дійсних k модуль правої частини не може перевищу­
вати одиниці, ми бачимо, що для існування розв’язку з дійсним k тре­
ба, щоб значення лівої частини лежали в межах (— 1, +  1), тобто хви­
льова функція, скінченна у всьому розглядуваному обсязі, існує тоді, 
коли

\Ї(Е)\< 1. (16.47)

Енергія електрона в періодичному полі не може набирати будь- 
якого значення, як це має місце для вільного електрона, а обмежується 
рядом смуг більшої чи меншої ширини, що відділяються одна від одної 
смугами «заборонених» значень енергії, для яких не існує скінченного 
розв’язку рівняння Шредінгера.

Покладемо, наприклад, к2а =  tin.
Тоді одержуємо умову

j chx\b |<  1,

яка не може бути задоволена для дійсних Це значить, що для 
дійсних уі\Ь значення енергії

Ιηπ\ 2_ h2 /ηπ \2
~~ 2т )

(16.48)

є забороненими, так само як і їх оточення.

При к\Ь 1 (високі потенціальні стінки, малі енергії) гіперболічні 

функції обертаються у 1 ми одержимо співвідношення*

1
COS *,fl- .,4%, χ.

-sin κ,,α (16.49)
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яке задовольняється у вузькій зоні навколо нульового значення функ­
ції, що стоїть у лівому боці. Якщо ми розглянемо тепер умову £ >  V0,

то матимемо κι =  іа, де σ2 =  -£■ (E — V0), і рівняння (16.45) прийме 

форму

cos σ 6 cos κ, α ---— sina b sin κ, a — cos kl, (16.50)Z J i j  - v ’

або

cos (σ b -4- κ, a) — —\— — sin a b sin κ2 a =  cos kl. (16.51)' " J. C %2

Покладемо тепер -f- ab =  2лп, або σ& =  ηπ +  ϊ, κ2а=-пя — γ., тоді 

/  {β) =  1 sin (ηπ + γ) sin (ηπ — γ) =  *

=  1 + - % ^ - 5 ΐη 2γ. (16.52)

Оскільки цей вираз завжди більший ніж одиниця, ки маємо смугу 
(зону) заборонених значень енергії.

Коли

у,%а -f- ab =  (2п -f- 1) я,
або

ab =  {η + -j-γ, κ2α =  \n-\- π — γ, (16.53)

το

/ ( £ ) = -  1 _ J 3 2_ ^ cos!i,

і ми знову одержуємо заборонені значення енергії.

Отже, умова

ab +  %2а =  пя (16.54)

визначає положення смуг заборонених значень енергії. Далі, оскільки 

зменшується із збільшенням енергії, то ми бачимо, що із

збільшенням енергії ширина заборонених смуг зменшується. Якщо в 
нашій моделі b — а, то рівняння, що визначають енергетичний спектр, 
набувають такого вигляду:

/  (η) =  ch У  Q“ — η- COS η -f „ ~ 2 ̂  sfl Y  Q2 — η- Sin η =  COS kl (16.55)
2η V Q — η

при η <  Q ( E <  l/0), де Q2=  ~  l/pa2, η =  κ,<2, та

/(η) =  cos У  η2 — Q2 COS-Ц -  ■ l l S !  sin ψ  slwt =  COS kl (16.56)
2ί] γ η2 — Q2 '

при η >  Q ( £ >  V0).

Функцію /(η) при певному Q можна зобразити графічно і визначи­
ти при цьому відповідні заборонені і дозволені інтервали значень η.

В кожній дозволеній смузі (зоні) kl змінюється від я до — я 
або від — я  до ;+ я. Це означає, що приведений хвильовий вектор від­

повідно змінюється від 0. до +  у  або від γ  до 0 .
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, Якщо не накладати умов (16,21) і користуватись так званим віль­
ним хвильовим вектором, то останній змінювався би відповідно від 0

2π 2π 3π
ДО ι · В1д 7 ι > i ι 

.На рис. 16, 17 зображена залежність 2κ2α від kl у випадках приве­
деного та вільного хвильових векторів, відповідно (при Q =  2 ) . 1

Рис. 16 можна одержати з рис. 17, якщо окремі ділянки кривої 
енергії перенести шляхом переміщення на ціле кратне 2 π вздовж осі k 
в область (— я, π).

до у  , від / до і Т. д.

Рис. 16.

При зростанні енергії 2 хга стає «=: kl, дійсно, тоді α =  κ 2 і рівняння 
(16.51) можна записати у вигляді

cos (х2а -|- ab) — cos kl,

або, при а =  b та а =  κ2,

. cos 2 κ2α =  cos kl. (16.57)

На^рис. 17 для порівняння наведена пряма 2 κ2α =  kl.
Найбільш просто визначається залежність енергії від k та від кон­

стант a, b, V0, що характеризують хід потенціальної енергії, якщо ми
ще більше схематизуємо модель.
/ Припустимо, що ширина бар’єра &->0 , а висота V0 -> оо, так, що

V0b залишається постійним, і введемо позначення

n̂ a b = ~ % \ a b  =  P y -0 ,

причому хф прямує до нуля як У  Ь. При розглядуваному граничному 
переході можна знехтувати х2 у порівнянні з κι, а постійна гратки І 
стає рівною а. Рівняння (16.45) перетворюється на таке:

r, sm x2a ,
Р  — -— H cos κ ,α :%2α 1 cos ka. (16.58)

Вибираючи певне значення Р, ми можемо ліву частину f(E) зобразити 
графічно (див. рис. 18).

Умова |/(κζα)ι| << 1 виконується лише для областей значень κ2α, ви­
значених жирними рисами на осі к2а. Коли к2а =  пя (п — ціле додатне 
число), то ліва частина (16.58) досягає значення (— 1 )л; при дещо мен-

1 Див. S. F l i i g g e ,  Rechenmethode der Quantentheorie, Berlin, Springen Veri,
(1952).
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ших значеннях к2а sin к2а та cos к2а мають різні знаки і умова (16.47) 
задовольняється, отже, це дозволена область; навпаки, з правого боку 
від точок х2а =  пл лежить область заборонених значень енергії.

Ширину заборонених смуг легко оцінити. Дійсно, введемо позна­

чення * ■'

Р і
-л2,7= ^ ·  ,

Тоді ліва частина (16.58) досягає значення (— 1)", коли

cos (κ2α — φ) =  (— 1)"со5ф,

тобто не тільки в точках х2а — пя, але й при к2а — пя -f- 2<р. Отже, ши­
рина заборонених зон є 2φ. При великих п можна к2а замінити на nit, 
і ми одержимо оцінку

, Р  Р  
9 =  arctg- ~ — . т α η π η π

Ширина забороненої зони зменшується з ростом п, як-і-, де п є номер 

смуги забороненої енергії, інакше кажучи, закон зменшення ширини

заборонених смуг із зростанням енергії в цьому випадку є ~  .
У Е

Зауважимо тепер таке. Оскільки %2 є хвильовий вектор вільного 
електрона з- енергією Е, то умова κ2а =  пя може бути витлумачена як 
умова Бреггів для одновимірної гратки при відбитті хвилі з хвильовим 
вектором κ2 від гратки з постійною а (переписуючи κ2 у вигляді

κ2—^γ, одержимо замість к2а =  пя умову ηλ =  2α).

Отже, справа виглядає так, ніби бреггівське відбиття перешкоджає 
утворенню струму електронів крізь гратку. Заборонена смуга енергії 
появляється завжди тоді, коли дана електронна хвиля відбивається за 
законом Бреггів від гратки.

Як легко побачити з основних рівнянь (наприклад, 16.58), біля гра­
ниць кожної смуги енергія квадратично залежить від k і струм

= __  е дЕ

зникає пропорційно до віддалі хвильового числа від краю смуги.

Результати, одержані на моделі Кроніга—Пенні, в основному збері­
гають силу для довільного періодичного потенціала. Добре досліджено,
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2 тс Λ-
наприклад, сінусоїдальний потенціал V =  Vo sin'-^— В цьому випадку

рівняння Шредінгера переходить у відоме рівняння Матьє 2. У всіх ви­
падках енергетичний спектр являє собою смуги дозволених значень, 
розділені, взагалі кажучи, смугами заборонених значень енергії. Зник­
нення струму біля краю смуги енергії теж є загальною властивістю пе­
ріодичного потенціалу. Ці загальні властивості зберігаються і при пе­
реході до тривимірних граток.

1 P. М . M o r s e ,  Phys. Rev., 35, 1310 (1930). \
2 Див. Ε. Т. У и т т е к е р  и Γ. Н.  В а т с о н ,  Курс современного анализа, ГТТИ 

(1934), розд. 19.

Р о з д і л  VI

ЕЛЕКТРОН У ДОВІЛЬНОМ У ЕЛЕКТРОМАГНІТНОМУ ПОЛІ

§ 17. Рівняння руху зарядженої мікрочастинки у довільному 
електромагнітному полі

У всіх попередньо розглянутих проблемах оператор Гамільтона; 
є оператором повної енергії. Таке положення має місце завжди, коли 
сили, що діють на частинку, є стаціонарними і не залежать від її швид­
кості. В загальному випадку оператор Гамільтона не співпадає з опе­
ратором повної енергії, а має більш широкий зміст. Дійсно, у класичній 
фізиці нестаціонарним силам, не залежним від швидкості, відповідає 
функція Гамільтона, що є сумою кінетичної енергії та так званої си­

лової функції U(x, у, z, t). Оскільки U (r,t) не є в цьому разі потен­
ціальною енергією, то і в квантовій механіці ми повинні розглянути 
оператор Гамільтона, який, взагалі кажучи, не є оператором повної 
енергії:

H = T + .U (x ,y ,z ,t )y  (17.1)

де Т — оператор кінетичної енергії, a U(r, t) — силова функція.

При русі зарядженої частинки в електромагнітному полі ми маємо 
саме випадок залежності сил від швидкості частинки — такими силами 
є сили Лорентца. Спираючись на наш евристичний принцип аналогії 
з класичною механікою, ми одержимо гамільтоніан, якщо покладемо

Н  =  <■ (>7.2)

де —- е — заряд частинки, А — векторний і φ — скалярний потенціали 

зовнішнього електромагнітного поля; оператор р == — і/іу-

Обрана форма гамільтоніана (17.2) відповідає вимозі калібруваль­
ної інваріантності і, як ми побачимо, підтверджується на досліді. Коли 
крім електромагнітних сил діють ще сили іншої природи з силовою 
функцією U, то

н ^ ш ( р  +  і ; А ) 2- е'* +  и · (17-3>

ПерепНшемо оператор Я  в розгорненому вигляді. Для цього заува­
жимо, що

[Ρχ-\"γΑ3̂ =ρΙ-\ -·~ρχΑχ -\-— Α χρ χ-\--̂ ·ΑΙ.

Приймаючи до уваги переставні співвідношення
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Ер χ — РХІ: — ih £·· ,  -

..де '
F =  F(x, y, ζ),

одержимо

'D 4- -1 A  Y —  η* 4-  2е A r, ihe  дЛх і е* л s 
Px-r e Ах )— Р*-ГТ А* Р * - - r- W  +  ~c?A*>

або, у векторній формі,

(P +  ~ A J2=  p 2 +  £  (A p) -  ψ  di vA + i l  A 2.

•Отже,

Я  =  +  +  -2|̂ -Л* - «P  + t / . (17.4)

Встановлення рівнянь руху, як відомо, зводиться до обчислення кван­
тових дужок Пуассона для операторів x, у, z та р х,ру,р г з гамільтоніа-
ном Я.

Обчислимо спершу оператор ^  ;

g  =  [Я,*] =  і  [р2; х] +  S c [Api х].

Першу дужку у правому боці ми вже обчисляли (§ 5) і знаємо, що 
вона дорівнює 2рх, а для другої одержимо

[А Р,х] =  [Ахрх,х ]= ± [ (хАхрх- А хрхх) =

=  lh {хАхРх -  А* [хрх -  Щ } =  Ах.

Отже,

dx 1 / е . \Ж=т[Р*+ ТА*·) (17.5)
Аналогічні формули ми одержимо для та —  у повній фор-„

мальній аналогії з першою групою класичних рівнянь Гамільтона. Роз­
глянемо тепер похідну

[H,P,\ = ^ \ A p ,p ,]  - | i[ d iv  A. -  le? - U .p J

і вичислимо окремі члени цього виразу:

~  \єф U р ] =  е^- — —1 · и >Рхі е д х д х >

е‘2 І л дАх І „ дАи , , дАг

2^ и 2:^ ] = -  Щ а *Ч ї - + а >*}ї -+ а ' і і і

~  2mc ldlV^ ’ РЛ =  + -Уй)

Отже,
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£ * £ . . _  дЯ + е д'г .... i. A \
dt ~~· дх дх тс | -дх ^  с х) ^

+ Ї ( ^ + т ^ + е (/ '.+  У 7·6)

Щоб одержати похідну не від узагальненого імпульсу, а від кіль­
кості руху, рівної

dx  , е .
СЛ Х,

треба до (17.6) додати вираз

___ Jx.
0 d t с dt

Обчисливши дужки Пуассона:

ψ  Р Л  & л ) - ikiA„

л дАх. 
дх ‘ У ду 1 ■“ г dz ’

одержимо

<? ί/Лд ^  дЛ v
с d t с ді

+ ( ^  + Т  л^) +  ~fz~ {ρ * + Т А*)\-
! h* \АХ.2 тс д

Додаючи це до (17.6), маємо

(ρ , +  τ  А .,) — -  ї ї  +  с ( {  ж  +  к )  -  ІГс (тй? -  % ή  (р> +  7  Л/) +

+  =  ( ^ - Т 5 ? ) ( л  +  ї Л . ) - ® ( 4' ^ - ^ Я ) .

але, в зв’язку з тим, що

1 дАх ду _j» дАу __дАх ___ дАх __д Λζ_
7 (ft дх x' дх ду *’ dz дх

=  і ДЛГ — divA — rotv Φ

(@ та Φ ■— вектори напруженості електричного і магнітного полів) , 
одержимо остаточно вираз /

d2x d ( ι « λ \ dU „

<17·7)

У випадку неоднорідного поля Ф оператори похідних від координат не 
комутують з Ф і зручно зробити симетризацію виразу (17.7). Оскільки

b ^ d t  =  їй  [Ру +  7  А у ) =  І  (Ру +  Т А у ) + дду ·
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^ й - і ^ ( ^  + т л *) =  і !г (^  +  т л*) ^ + Ϊ ί Ιγ .

то

Λ £У <Ь dz   1 f л аУ і ^  « Гл dz dz ~ \ . lh
'* d t  ®у dt — 2\®zdt +  dt ®z — ®y^dt~ + 2F rot*# ;

підставляючи цей вираз у (17.7), приходимо до результату

_ &U „(к е І~ dy dy dz dz ~ \ 0,
 ̂ dt2 ' дд: ‘ х 2c ( ® « r f i + d/ ® 2  Фу ̂  “  dt ] · (17.8)

Звідси видно, що оператор сили Лорентца має вигляд (заряд —■ е)

§ 18. Напівкласична теорія взаємодії атомних систем із світлом.
Випромінювання та вбирання світла

Розглянемо електромагнітне поле, створене світловою хвилею. 
В цьому випадку, як відомо, можна калібрувати електромагнітні потен­

ціали так, щоб d iv^  = 0  та ср =  0 , і рівняння для полів мали вигляд

® ==“  7  4 г  ’ « - г о й . (18.1)

Для оптичного електрона в атомі гамільтоніан (17.4) запишеться 
у вигляді

Н  =  & + и  +  £ і А 'Л + В с Л !· (18.2)

де U описує потенціальну енергію оптичного електрона в полі ядра^ 
і всіх внутрішніх електронів.

На основі гамільтоніана (18.2), розглядаючи члени, що описують 
взаємодію з полем як мале збурення, можна розвинути напівкласичну 
теорію взаємодії атома з зовнішнім електромагнітним полем світлової 
хвилі. Напівкласичною таку теорію вважаємо тому, що при послідовно 
квантовій трактовці проблеми треба розглядати в квантовий спосіб як 
механічну підсистему — частинки, так і польову — електромагнітне по­
ле, причому останнє повинно включати в себе і поле, створене механіч­
ною підсистемою.

Такий послідовний підхід реалізується квантовою електродинамі­
кою і не може бути розглянутий в межах механіки.

Але квантова механіка може розв’язувати задачі, які стосуються 
руху частинок у заданому зовнішньому полі. Якщо вважати зовнішнє 
поле заданим, описуючи його в класичний спосіб, як це зроблено у га- 
мільтоніані (18.2), і розглядати члени, що містять характеристики як 
частинок, так і поля, тобто' описують взаємодію частинок з полем як 
збурення,— можна, користуючись розвиненою раніше теорією кванто­
вих переходів, обчислити імовірність переходу атомної системи з одного 
стану до іншого під впливом збурення.

Далі, коли, спираючись на закони збереження енергії та імпульсу
* при взаємодії між. атомними системами і полем, ототожнити імовір­

ність переходу атома від нижчого енергетичного стану до вищого, під 
впливом світла, з імовірністю вбирання кванта світла з енергією, яка 
визначається різницею рівнів енергії відповідних станів, і, навпаки, імо­
вірність переходу атомної системи під впливом світла з вищого енер-
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гетичного стану до нижчого ототожнити з імовірністю випромінювання 
кванта світла з енергією, рівною різниці відповідних рівнів, ми одер­
жимо основу напівкласичної теорії взаємодії атомних систем з світ­
лом ■

Резонансний характер квантових переходів показує, що перехід 
квантової системи із стану з енергією Ет до стану з енергією Е„(Ет -»■ 

Е„) можливий лише тоді, коли у спектрі зовнішнього збурення при­
сутня частота (див. § 1 1 ).

• “  =  =  (18·3) 

Це значить, що в нашому випадку перехід є можливим лише тоді, 
коли присутні кванти світла з енергією, що визначається умовою частот 
Бора кф  =  Ет— Еп. Ця особливість теорії квантових переходів обгрун­
товує наведене вище ототожнення імовірності переходу атомної систе­
ми з одного енергетичного стану до іншого з імовірністю вбирання чи, 
відповідно, випромінювання кванта світла відповідної енергії.

Але при такій постановці питання один дуже важливий процес за­
лишається поза межами теорії. Квантова механіка не може описати 
явища спонтанного випромінювання атомних систем. Введене в кванто­
вій.механіці поняття стаціонарних станів як станів, у яких енергія з ча­
сом не змінюється:

ψη(Γ, i) =  φΛ (rj β
(18.4)

де Ε„ — дійсне число, виключає можливість спонтанного переходу із 
збудженого стану в нормальний, що суперечить дослідові.

Неможливість опису спонтанних переходів не повинна розглядатись 
як недолік квантовомеханічної теорії. Як ми вже згадували вище, при 
розгляді спонтанних переходів ми зустрічаємось з проблемою, яка не 
належить до кола механічних проблем і може бути розв’язана лише 
в теорії, яка об’єднує механіку з електродинамікою. Відповідна пробле­
ма знаходить своє розв’язання у квантовій електродинаміці2.

Зауважимо, що в цьому сенсі положення у квантовій механіці ціл­
ком аналогічне положенню у механіці класичній. Дійсно, в механічній 
постановці питання, байдуже чи теорія квантова, чи класична, йде мова 
про рух у заданому зовнішньому полі без врахування дії на частинку 
поля, створеного самою частинкою під час її руху. У класичній механіці 
рухомих зарядів для правильного балансу енергії, в зв’язку з тим, що 
рухомий заряд, взагалі кажучи, випромінює електромагнітне поле, ми 
вводимо формально силу реакції випромінювання, яка -повинна враху­
вати обернену дію поля, створеного рухомим зарядом на його рух3:

F (18.5)
s 3 с!

При формальному введенні цієї сили і розвиненні Механіки у ньютоно-

1 Р. А. М . D i r a c ,  Ргос. Roy. Soc. А 112, 673 (1926); М. B o r n ,  Zs. f. Phys. 

40, 167 (1926); J. C. S l a t e r ,  Proc. Nat. Acad. Sci. 13, 7 (1927).
2 P. A. D i r a c, Proc. Roy. Soc. A 114, 243 . 710 (1927). Див. П. A. M . Д  n p a k , 

Принципи квантовой механики, Физматгиз (1960); А. М. А х и е з е р  и В. Б. Б е- 
р е с т е ц к и й ,  Квантовая електродинамика, Физматгиз (1959); В. Г а й т л е р, Кван­

товая теория излучения, § 17.
3 Безпосередній обрахунок сили самодії, незалежно від енергетичного балансу, 

має більш глибокий зміст, оскільки він підводить в рамках класичної теорії до фун­
даментальних питань структури електрона, власної енергії з ї ї  розбіжністю. Див.
В. Гайтлер, Квантовая теория .излучения, 1956, § 4 .''
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вій, а не в гамільтоновій формі, вдається втиснути в рамки механіки 
частинні проблеми суттєво немеханічного походження.

В квантовій механіці існування стаціонарних станів зв’язане з га- 
мільтоновим формалізмом.

Якщо відмовитись від обмеження, при якому механічним величи­
нам приводяться у відповідність лише самоспряжені оператори і ввести 
в теорію несамоспряжені оператори, власні значення яких е комплексні 
числа, ми в межах «неермітівської» квантової механіки мали б змогу 
описати спонтанні переходи.

Гамільтоновій формі класичної механіки електрона відповідала би 
квантова механіка з самоспряженим гамільтоніаном, а механіці Нью­
тона з урахуванням дисипативних членів типу (18.5) відповідала би 
квантова механіка з несамоспряженими, взагалі кажучи, операторами. 
На можливість побудови такої теорії ми вказували в свій час, маючи 
на увазі формальне узагальнення в сенсі, аналогічному механіці кла­

сичній з силами Fs].
Послідовна трактовка питання, як вже зазначалося, здійсненна 

лише в рамках квантової теорії поля.
В напівфеноменологічній теорії випромінювання Ейнштейна імо­

вірності процесів вбирання та випромінювання світла, Ототожнені з 
імовірностями відповідних квантових переходів, пов’язані між собою. 
Тому квантовомеханічне обчислення імовірностей процесів, індукованих 
полем (вбирання та випромінювання), дає можливість знайти також 
імовірність спонтанного випромінювання. Саме на цих підвалинах ми 
будемо будувати теорію.

Повернемося до гамільтоніана (18.2) і знехтуємо в ньому членом, 
що містить А2, як малою величиною другого порядку, тоді

Н = Н ° + ^ < А І Ї  =  Н о~ ‘£ а і  (18.6)

де Я 0 ^  гамільтоніан незбуреної задачі, а член

розглядатиметься як мале збурення 2.

Припустимо, що світловий потік діє на відрізку часу від 0 до Т. 
Тоді, як ми знаємо з теорії квантових переходів, імовірність переходу
із стану Е„ до стану Ет за час > Т буде

bW nm =  ~\Vmn(um,,)\̂ (18.8)

Де Vmniwmn) — компонента Фур’є матричного елемента збурення.

Загальний розв’язок хвильового рівняння для векторного потенціа­

лу A (r, t) може бути записаний у формі
—> —*■ ґ* —► —*■ —*■ — /(01

A (r, t) =  і Л 0 (ω) el r) Є dm, (18.9)

якщо напрямок поширення хвиль та їх поляризація фіксовані == y j .

У (18.9) інтегрування можна поширити на інтервал (— оо, -f-оо) і роз­
глядати цей вираз як розклад в інтеграл Фур’є.

!А. Ю . Г л а у б е р м а н ,  Наукові зап. Л Д У , т. X X II, сер. фіз.-мат., в. 5, 105
(1953).

Малість членів, що містять потенціали світлового поля у порівнянні з потен­
ціальною енергією електрона в атомному полі, має місце завжди.
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Компонента Фур’е матричного елемента збурення частоти ω„„ буде- 
тепер мати вигляд

Vmn{wmn) =  ~ ^ A 0{o>mn) ^ mei{kr)^ ndz; (18-10)

Представимо напруженість електричного поля в інтегральній формі,, 
аналогічній (18.9):

Є (/?*)=  §<&о(а>)е~1{о‘~* r)da>, (18-11)

і підставимо інтегральні представлення А та ©у першу формулу (18,1): 

J ©ο(ω)ί?-ί!ω<~* ,,(ίω = ̂ |иЛ0(ш) e--n<»t-k 

звідки одержимо зв’язок

А0 (ω) =  — £  ®β(ω) =  -  ν® ο(ω) 1, (18.12)"

де / — орт, що характеризує напрям поляризації світлової хвилі. 
Таким чином,

\vmn К „) ? =  I ®o(ow)|21 f  j  νψη άτ p. (18.13)*

Визначимо тепер ί]@ο(ω) | 2 через густину енергії випромінювання ρ(ω). 
Для цього розглянемо енергію, що проходить через одиницю поверхні

Е =  ~  f © 2 (r, t) d t =  § d t  j  ®ο(ω)β_ί(ωί_*’ ©0(ω ')e ^ 4^ '  '"W .

(18.14)*

Цей вираз ми записали згідно з визначенням вектора Умова — Пойн- 
тінга та розкладу Фур’є (18.11).

Виконаємо спочатку інтегрування по часу. Тоді

, £  == І  ίί/ωίΰ?ω/®ΟΙ(ω)®ο(ω̂β,17β_ί?7ί ί?ί(ω
=  j"c/ω  J i / α /  ©ο (ω ) @o (ω ") e ‘ )Γ2 π δ  (ω  —  ω 'ϊ  =  (18 .1 5 )

=  J I ©ο (ω) j3 £/α>,

бо в нашому випадку умова ω =  ω' означає одночасно k =  k'. Оскільки;

вектор напруженості поля © є дійсним, то амплітуди Фур’є задоволь­
няють умові

@ ο ( ω ) =  @ о(— -ω) (18 .16 )

і ми можемо записати

: J І @ ο(ω ) |2сГсо. (18.17)Е = с

0

\ т *



З  другого боку, тотожньо,
00

0

І, порівнюючи останні вирази, маємо

Ε (ω )=  с\ ©ο(ω)|2.

' . . . . .  ΔWnm
Оскільки нас цікавить імовірність переходу за одиницю часу—

то нам треба взяти вираз для енергії, що пройшла за одиницю часу

£(ω| , .
—  =  ?П -с,

і ми одержимо

Е = ^ Е { ш ) Ф а , '  ( 1 8 .1 8 )

w , bWnn' 4 π2 Н.ге* , ,
Wnn' =  - r -  =  P NT Λ2 m2 ω*,Π

I  Φ»·.'(*'7 νΦ„ dt (18.20)

Введемо позначення

j запишемо остаточно

^ л„ =  ^ і / - ® « я ( 2 )ІаРМ.  (18.21)

Якщо обмежитись випадком довгих хвиль, то можна у виразі для 

©т„ провести під знаком інтеграла формальний розклад експоненти по

степенях (kr) . Дійсно, оскільки хвильові функції \|)т та ψ„ помітно від­
мінні від інуля лише в області порядку розмірів атома — а, то цей
розклад після інтегрування по простору приводить до розкладу по па­

раметру £α =  2πγ . Коли обмежитись хвилями, довжина яких задоволь­

няє умові

2- * - « 1 , (18.22)

то одержаний ряд буде добре збігатись і ми можемо записати:

® « » Φ  =  ^ ί φ « ν Ψ η*  +  ̂ ] ψ » ( ^ ν Ψ ι, Λ  +  · . . .  (18.23) . 

або, у скороченому вигляді,

-}” · · ·> (18.23а)

де

j  =  |ψπ(^7νψ « 'ώτ. і τ· Д·

f

Запишемо через матричний елемент оператора імпульсу — і/гу.

де р тп — — ih jj tymytyndx — матричний елемент оператора/?=  — ih у.

За властивостями гейзенбергівських матриць, в прийнятому наближен­
ні, маємо

(п'\Рх\п) =  т[п
dx

dt
n) =  m ~ [ r i ' |*|га),

{п'\рх \п) =  т ш П'П(п’ \х\п) і (п, \р\п) — ітк>П’П(п'\г\п), 

отже, '

=  в (Г)тп,

але — ег — вектор дипольного моменту D, коли r є радіус-вектор елект­
рона відносно ядра, і ми одержуємо

® lmn =  D mn. (18.24)

Ми встановили, що для довгих хвиль маємо в першому наближен­

ні по параметру —j — так зване дипольне випромінювання. В багатьох 

випадках для досить довгих хвиль можна обмежитись розглядом лише 

першого наближення, але коли для якоїсь конкретної системи Dmn =  О,
—►

то головним членом стає При певних умовах (наприклад, коли

довжина хвилі не дуже велика) буває потрібно поряд з врахову­

вати Фл/і. Можна показати, що випромінювання, обумовлене 5)„а, скла­

дається з двох частин, перша з яких — електричне квадрупольне, а дру­

га— так зване магнітне дипольне випромінювання1.

Позначивши кут між вектором дипольного моменту Dmn та напрям­

ком поляризації світлового поля j через утп, одержимо, остаточно, фор­
мулу (18.21) в дипольному наближенні:

w nm =  I D mn |2 Р (штп) cos2 <рЯ(І. (18.25)

Ейнштейнові коефіцієнти

За теорією Ейнштейна, імовірність вбирання кванта світла Λω =  
=  Ет — Еп, що має поляризацію а і напрямок поширення в середині 
тілесного кута dQ, за одиницю часу дорівнює

dW a =  bZp,(^,Q\dQ. (18.26)

Формула (18.25) одержана для плоскої хвилі, яка поширюється в за­
даному напрямку. Для того щоб її зв’язати з (18.26), ми зауважимо,
що в цьому випадку

ρ«(ω, Ω) — ρα(ω)δ(Ω),

де ρ* ( ω )— спектральна густина, яка входить у (18.25) і одержується 
з ρ α(ω, Ω) інтегруванням останньої по dQ. Проінтегруємо (18,26) по 
dQ, тоді

1 A. R u b  i n o w i c z ,  Zs. f. Phys., 61, 338 (1930), 65, 662 (1930). Див E. И . К о н ­

д о н  и Γ. X.  Ш о р т л и ,  Теория атомних сгієктров, И Л  (1949), гл. IV, IX, X I. 
А. З о м м е р ф е л ь д ,  Строение атома и спектрьі, т. II, гл. І, §  8.

J 1 А. Ю. Глауберман 161



\

На підставі всіх попередніх міркувань одержана імовірність Wa по­
винна збігатися з обчисленою нами імовірністю переходу Wnm. З рів­
ності цих величин одержуємо, що

b* =  4-£\Dmn\2 cos* Ψαιη. (18.28)

Індекс а у коефіцієнті Ейнштейна приймає два значення, кожне з яких
стосується одного з двох напрямків поляризації, прийнятих за неза­
лежні. Оберемо перший напрямок (а =  1) в площині, утвореній напрям­

ком поширення та вектором Dmn, а другий незалежний напрямок (а =  2) 
приймемо перпендикулярним до вказаної вище площини. Позначивши

кут між напрямком поширення та вектором Dmn через ®тп, одержимо

.  т  —  І Ц 3 І П  12 ς ι η 2 Я.

Vn\ да \ LJтп\ (18 29)

Ц7а = С р а ( « ) .  (18 .27 )

Jn'l - 0 .

Використовуючи далі відомі співвідношення між коефіцієнтами 
Ейнштейна: -

« . - «  та ф — к к ·  (,8 '30)та

ми одержимо для імовірності спонтанного випромінювання кванта світ- 
ла частоти о тп , поляризації а в тілесному куті dQ такий вираз:

dW n =  a "adQ =  ->̂ b Z d Q · ,  (18.31)

при цьому відмінна від нуля імовірність буде лише для першої з обра­
них нами незалежних поляризацій:

d Wn =  ; W  1 І* Sin2 &тя dQ. (18.32)

Для повної імовірності спонтанного випромінювання при переході атом­
ної системи з стану Е т в, стан Еп{Ет -*Еп) треба попередній вираз 
проінтегрувати по всіх напрямках поширення, що дасть

w 'n = % r \ D m,? · О * ·* »

Коли ми маємо справу з виродженими рівнями, то різні переходи 
можуть вести до випромінювання тої самої частоти, бо кілька різних
станів відповідають однаковій енергії. В цьому випадку повна імовір­
ність спонтанного випромінювання даної частоти одержується у вигляді 
суми імовірностей для всіх цих переходів;

’ (1М 4)

Вираз Ат теж має назву коефіцієнта Ейнштейна. В зв’язку зі спонтан­
ними переходами розберемо питання про час життя атомної системи 
в конкретному збудженому стані.

Нехай Nm— кількість атомів, що перебувають у стані з енергією Е т 
в деякий момент часу t\ тоді середнє число атомів, що перейдуть спон­
танно в якийсь з нижчих енергетичних станів за час dt, буде
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dNm =  - $ mNmdt,

де

=  (18·35>
Еп<Ет

Звідси маємо, що
t

N m=N °me~*m‘ =N»me τ», (18.36)

де величина хт — Д- становить середній час життя атома у збуджено-
?т

му стані з енергією Ет.
Щоб одержати кутовий розподіл інтенсивності випромінювання

частоти штп, помножимо відповідну імовірність випромінювання в ті­
лесному куті iffi на величину кванта hamn:

Jmn (2) dQ =  ^ \ я тп |2 sin2 dQ- (18.37)

повна інтенсивність одержується звідси інтегруванням по всіх напрям­
ках розповсюдження

4ω* —>
J mn- - r ^ L \Dmn ρ. (18.38)

У випадку вироджених рівнів формула узагальнюється:

4ω< Υ Ί  >

(18.39)

Якщо ми вивчаємо спектр випромінювання речовини, яка складається 
з однакових атомних систем, що слабо взаємодіють між собою,— ква,- 
зіідеальний газ, то повну спостережувану інтенсивність ми одержимо, 
домноживши попередній вираз на число атомів у відповідному збудже­
ному стані:

І =  N  J1 тп iV т х/ тп·

Принцип відповідності

Розглянемо для простоти одновимірний періодичний рух класичної 
частинки з зарядом — е та періодом руху т0 == 2π/ω0. Координату час­
тинки x(t) розкладемо в ряд Фур’є:

+ оо

Σ
/ ω .  t  ________________ ' '

, ωΑ =  βω, A = ± l , ± 2 , . . . ,  Xk =  X„k,

k«  —<ю . 1 ■· ,

або
00 .1 

x (Ο =  ^ ] ' 2 1  ■** | cos (ω* t +  φΑ), якщо xk=\xk\e V  '

k-Λ

Відповідно маємо розклад електричного моменту D — ex(t):

D { t ) = ^ D ke =]►] 2 |Dft| cos(u>kt + φ*), D k =  exk. (18.40)

*  k = \
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Оскільки в класичній теорії всі механічні частоти одночасно є оптични­
ми, то інтенсивність випромінювання та його кутовий розподіл і поля-, 
ризація визначаться виразом

A ™ = 2 |£>ft|cos(mfti  + cpft).

Середня енергія, що випромінюється в тілесному куті ύίΩ з часто­
тою Сі), Є

d(M) = -L 4(5Γ)28ΐη2θίίΩ,
\ d t) 4к c3 ' кл

а повне випромінювання 

де

Отже,
кл? =  4 1 9* I2 cos" t -t- φ*) =  2 1D k 2

rf( f ) = ^ l D*|2sln2&rf2’ .. (18·41>

§  =  ;r i r l D J 2· ,  (18-42)

Якщо порівняти ці відомі формули з відповідними виразами, одер­
жаними в квантовій механіці, ми побачимо, що матричні елементи

електричного моменту Dmn є аналогами класичних компонент Фур’є, роз­
кладу електричного моменту.

Коли множники, залежні від часу в розкладі Фур’є, долучити до ви­

значення складової Dk [Dk (t) =  D keia>̂ ) , та порівняти ці складові з 
відповідними гейзенбергівськими матричними елементами дипольного

-> ----> /ш  ̂ ■■ і; 1
моменту (т\ D(t)\n) =  (m \ D \ п)е тп, то, порівнюючи (18.41) і
(18.42) з (18.37) і (18.38), ми можемо сформулювати такий принцип 
відповідності: поле випромінювання класичної частинки може бути ви-

І (а £
значене послідовністю «диполів» D 1eilu,< , ...Dne п , ... з частотами
ωι =  оо, ω2 =  2 ωο,...... ω„ =  ηωο, а випромінювання квантової системи
характеризується двовимірною сукупністю гармонічно змінних диполів.

V —► ІШ ^
Електричний момент всієї сукупності визначиться матрицею Dmne тп , 
причому частоти теж складають матрицю: wma=  Ет — E Jh . Діагональ-

ні матричні елементи Dnn не залежать від часу і репрезентують серед­
ній дипольний момент системи в «-му квантовому стані. Недіагональні

елементи матриці D визначають випромінювання.
Отже, принцип відповідності твердить, що в розглянутому набли­

женні квантова система вбирає та випромінює як сукупність класичних
—> /U) t

осциляторів з моментами, рівними Dmn е тп .
Таке вдосконалене формулювання борівськОго принципу відповід­

ності покладалось в основу теорії вбирання і випромінювання світла 
атомами в матричній квантовій механіці Гейзенберга—Борна— Іордана 
в її первісній форм і1. На цьому шляху одержуються правильні вирази 
для ейнштейнівських імовірностей переходу, але метод, застосований 
нами, є більш послідовним і узасадненим в дусі побудованої кванто- 
вомеханічної теорії. Повністю послідовна трактовка взаємодії атомних

W . H e i s e n b e r g ,  Zs. f. Phys., 33, 879 (1925); M . B o r n ,  W.  H e i s e n b e r g ,  

P.  I o r d a n ,  Zs. f. Phys., 35, 557 (1S25). .
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систем з електромагнітним полем, яка вимагає квантового, а не кла­
сичного розгляду цього поля, реалізується в квантовій електродинаміці, 
або, ширше, в теорії квантованих полів і виходить за межі нашого 
розгляду.

Правила відбору для дипольного випромінювання

Розглянемо спочатку випромінювання лінійного гармонічного осци­
лятора з масою т , зарядом е та власною частотою ω0. Спектр, влас­
них значень енергії такого осцилятора, як ми знаємо, визначається 
формулою

Еп =  h <й0 f n  + J-j , п =  0 , 1 , . . .

Елементи матриці дипольного моменту будуть

Е>тп =  ех тпе тп=--ехтпе . (18.43)

З теорії гармонічного осцилятора відомо, що відмінними від нуля 
матричними елементами координати будуть лише елементи хп,п±\, 
тобто D mn~{=0, коли т  — п + 1 . Відповідні частоти и>тп =  а 0(т  — п) =  
=  +  (Оо- Отже, осцилятор може вбирати і випромінювати лише свою 
власну частоту, як це випливає також і з класичної механіки.

Для будь-якої системи, що перебуває під дією заданого збурення, 
реалізуються не всі квантові переходи, а лише ті, імовірності яких від­
мінні від нуля. Ми бачили, що коли переходи атомної системи відбу­
ваються під впливом збурення світлом, то імовірність переходу пропор-

—>
ційна до квадрата модуля відповідного матричного елемента ® mn, а для 
дипольного випромінювання пропорційна до квадрата модуля матрич­

ного елемента дипольного моменту Dmn. Ті переходи, для яких Dmn — 0, 
не відбуваються в дипольному наближенні, тобто вони заборонені. Пра­
вила, за якими можна визначити, які переходи є дозволеними, нази­
вають правилами відбору. Конкретна форма правил відбору залежить 
від характеру діючого збурення та від властивостей самої атомної 
системи. Вище ми бачили приклад правил відбору для дипольного ви­
промінювання гармонічного осцилятора. Правила відбору для оптично­
го електрона в атомі одержуються теж досить просто. Інтенсивність 
випромінювання пропорційна до

\Отп\* =  е*{\хтп\*+\утп\> + \гтп\*} (18.44)

для переходу у дискретному спектрі та до

I DmE І2 ΔЕ  =  є* { І (Ет\χ ІЕ) |2 + | (Ея |у \ Е) |2 +  | (Ет | г [ Е) |2} ΔΕ (18.45)

для переходу з рівня дискретного у суцільний спектр.
У випадку електрона в полі з центральною симетрією стан електро­

на визначається квантовими числами η, І, m; отже, гейзенбергівські 
матриці можна записати так:

х пп — \nlm\x\n'  I' т ' ) ,

(Еп\х\Е) =  (пІт\х\ЕІ т'). (18.46)

У зв’язку з виродженням одній і тій самій частоті можуть відповідати 
різні переходи з відмінними т  та т '. У відсутності зовнішнього магніт­
ного поля на досліді спостерігається сума інтенсивностей всіх перехо­
дів, що відповідають даній частоті. Таким чином, під величиною ) хПп'\2 
ми повинні розуміти

165



+ 1 + 1 '

Σ '  · Σ  I (n Lm I x I n' V m') I2 (18.47)

m=*—l m’ — —V

і, відповідно, для у та ζ. Далі, при переходах у суцільний спектр кван­
тове число V не є обмеженим згори, тобто під величиною \(Еп І х \ Е)\2:
ми повинні розуміти

-j-І ео 4-1'

Σ  Σ  Σ  \{nlm\x\EVm')\z. (18.48)

т-  ̂— 1 /'-=0 —

Завдяки правилам відбору ця сума містить скінченне число членів. Роз­
глянемо випадок дискретного спектра і запишемо матричні елементи 
координат:

(л / га І χ І гсТ /я ')=  І  ф„„ г sin # cos 9 V i·»· r· Sin » ί  » Λρ * ·,

(nlm\y\nr l' m') = J  ̂ nlmrs\nbs\ny^„'i'm'r2?,inbdbdydr, (18.49) 

(n I m I z I η' V m') =  ^ tynlm r cos θ ф„тяі' r2 sin Ь d $ dy dr,

де

T  I О П  1 7~im Гіт '
Ψnlm tyn'l'm' :—S RniR n ’l’ e

І

» =  ±{Еп1- Е пч.).

Кожний з інтегралів (18.49) є добутком трьох інтегралів, причому 
інтеграл по r у всіх випадках один і той же. Позначимо інтеграли по 
кутах і φ таким чином:

(lm I sin θ cos® I I'm ) =  J_ f  PT P ?  e (m m)f sin2ft cos ydbdy, (18.50)
4π J

(lm I sin& slncp\Vm') — ^  J  Ρ™ P™ е іт m)v sin2ft sin ydb df, (18.51)

(lm I cos & I I'm') =  ~ j  P? P™ e [m m)<f sinft cos& db dy . (18.52)

Розглянемо спочатку інтеграл (18.52). Оскільки

2π

(18.53)

ο

то для того, щоб (18.52) був відмінним від нуля, необхідно, щоб т ' =  
= ,т . Покладемо далі cos θ =  х, тоді

+ 1
(lm\cosb\l'm') = Ь тт· ^-^Ρ"ΐ (x)Pv (X)xdx. (18.54)

-1

Використовуючи рекурентні співвідношення (додаток № 4)
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х'р? (х) =  W + ч 1— ' Рг» іх) +  *££=£ fГ-. (х)
к 1 гЛш-і_ 1 )2 _ і  V aP — 1 v ’/ 4 ( / + і р  — 1 У  А І-

та ортонормованість поліномів P f , одержимо 

(.lm I cos θ I I'm') =  Ьтт< | — l 1 + './L  (18.55)
/ 4 ( / + 1 ) > —  1 * + M ' ^ 4 /*  — 1

Бачимо, що елементи цієї матриці відмінні від нуля лише тоді, коли 
т  =  т ' та / — /' =  +  1 .

Для обчислення інтегралів (18.50) та (18.51) утворимо їх лінійну 
комбінацію:

(lm I sin*te,(p I I'm') — [lm j sin θ cos φ I I'm’) -j- i(lm\ sin θ sin cp | I’m'), 

тоді, очевидно,

1
[lm j sin θ cos φ I I'm ’ ) =  ψ  [{lm | sin |I'm') + (I'm' \ sin&£,4p | lm)],

(lmj sin θ sin φ I I'm') =  -jp[(lm\ sln&e,<P| I'm') — (I'm' | sin&e“f>| lm)].
2 і

Аналогічно до попереднього одержуємо:

, i[m '— m-H)cp
(lm I sinfte"r j I'm') =  ̂  j* P™ Pfi'e .......  ' ,Tsln2ftdbd<f =

+ 1

i  j (i - χ ψ Ρ 7 Κ  1 <**·
Використовуючи рекурентні співвідношення (додаток № 4)

П  +  — ст +  ІЦ Г  — /я) frm

1 '' / 4 | Г +  1)а— 1 Г+1 Ϋ  4 Г 2 — 1 Г _ Ь

ортонормованість функцій Р ?  та очевидні рівності типу

/ ( / ,)8u '-1= / ( /+ l)8 . . . '- b

одержимо

(і/и.1 S in ft^ l /'m')
У(1 +  т-1)[1 +  т) .
---- — - ■■■■■ ------ 0 /_ і і ’

У  4 /2 —  1

-----^T JT fji= T —
(18.56)

{I'm' I sinfl- e‘f I lm) =  5m+i,

Y(l — m) (l—m— 1)

іЛ(/ + т + 1 )(/ + /в + 2 )й

V 4 |ί + 1 1· — . ЬМ ·1·

V  AI2— )
δί-ι,ι (18.57)

Таким чином, матричні елементи для координат відмінні від нуля при 
таких умовах:

т  =  т '
I '  *—  І  =  1

m 7 —  т  =  +  1 .
( 1 8 . 5 8 )
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Правила відбору для орбітального квантового числа І єдині, а для 
магнітного квантового числа маємо два випадки; коли реалізується 
правило т  =  т ', то одержуємо відмінний від нуля матричний елемент 
координати ζ, відповідне випромінювання, поляризоване по осі ζ. Коли 
реалізується правило т ' — т  =  +  1 , маємо випромінювання, поляри­
зоване в площині ху.

Коли зовнішнє магнітне поле відсутнє, окремі матричні елементи 
не мають інтересу; важливо знати суми (18.47). Легко показати, ща

[ (lm\ cosft|/ — 1 , т ') |- = ~  /,

т ,т '

I (lm\ sinftcoscp 11— 1 , т ') |2=  ^  I (Іт | sinft βίηφ 11 — 1 , m') |2 =  у /.

m, m' m/n'

Для одержання відповідних сум при І '— І +  1 треба в цих формулах 
замінити І на І +  1 .

Одержані правила відбору є вірними лише для дипольного випро­
мінювання і згідно з наведеними вище міркуваннями не можуть мати 
універсального характеру, бо зміст правил відбору визначається як 
властивостями системи (у нас це був оптичний атомний електрон), так 
І характером збурення. Переходи, заборонені для даної системи при 
збуренні одного типу, можуть бути дозволеними при іншому характері 
збурення. Правила відбору у всіх наближеннях (дипольному, квадру- 
польному і т. д.) зв’язані з характером симетрії гамільтоніана, яка 
обумовлює певні властивості симетрії хвильових функцій системи. Це 
дозволяє в ряді випадків сформулювати правила відбору, виходячи 
лише із загальних теоретико-групових міркуваньВивчення «залом­
лення» (зміни) правил відбору по спектрах реальних вбираючих чи ви­
промінюючих систем дає матеріал для характеристики полів, що 
діють на окремі атоми і молекули 2. Наприклад, для так званого ква-

друпольного випромінювання, яке відповідає члену в розкладі
(18.23) (18.23а), одержуються інші правила відбору для орбітального

квантового числа /: І '— І, 1 +  2. (Хтп має два доданки, перший з яких 
описує квадрупольне електричне випромінювання з наведеним прави­
лом відбору, а другий відповідає магнітному дипольному випроміню­
ванню з правилами відбору /' — /, т ' =  т  +  1 ; магнітне дипольне ви­
промінювання одержується при переходах із зміною т ).

§ 19. Теорія розсіяння світла атомними системами

Розвинуті нами методи є цілком достатніми для розгляду таких 
процесів взаємодії світла з атомною системою, при яких світло, взагалі 
кажучи, змінює напрям поширення та частоту. Виходячи з загальних 
міркувань принципу відповідності, розглянених у попередньому розділі 
в зв’язку з процесами вбирання та випромінювання світла, ми будемо 
знову розглядати матрицю електричного моменту атомної системи,
але ми визначимо її тепер на основі функцій, які враховують збурення
станів атомної системи, викликане полем світлової хвилі.3,

Запишемо гамільтоніан у формі (18.6):

1 3 цього приводу див. літературу по застосуванню теорії груп у квантовій ме~ 
ханіці, подану у додатку №  6.

2 Ряд питань, зв’язаних з Характером міжмолекулярного поля і його впливом 
на спектри, вивчався В. С. Міліянчуком, loc. cit.

3 О . K l e i n ,  Zs. f. Phys., 41.407 (1927).
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де А вектор-потенціал поля світлової хвилі.
Припустимо, що світло монохроматичне та що довжина хвилі на­

багато більша за розміри системи. Представимо вектор-потенціал у 

формі

А = і- А о j  А0'е-^-Ґ ї  (19.2)·
і

і будемо розглядати член —  (Ар) як мале збурення.

Отже,
Н =  Н° +  U, 

де '

U = U 0eM +  и0+е~ш (19.3)-

(ІУ+— оператор, спряжений до ί/о). Хвильове рівняння матиме в цих 
позначеннях такий вигляд:

H ^ + ( U 0ekot +  U+e-!mt)<]> — i h ^  =  0. (19.4)

Обмежуючись в дальшому першим наближенням теорії збурень, 
покладемо

ψ =  ψ* +  v +  w, (19.5)

де v та w вважатимемо малими величинами першого порядку. Підста­
новка (19.5) у хвильове рівняння дає з точністю до членів першого 
порядку

+ Η"ν +  НЧа +  U,e м  ψ* +  О0+е~ш ψ* =  i h f t +  ih 17+  ih .

Цьому рівнянню можна задовольнити, якщо підкорити ψ*, и та » , 
відповідно, таким рівнянням:

Я ° ф * - іА ^  =  0 , а)

H«v -  ih J-  =-- -  и оеШ ψ*, б) (19.6)

Н «™ - ік д-^ =  - Щ е ~ Ш ψ*. в)

Рівняння (19.6а) збігається з незбуреним, і його розв’язок відомий:

Ψ* == Фл°ехр ^-- Ept ) . (19.7)'

Як легко бачити, при цьому рівняння б) та в) можна задовольнити 
функціями вигляду

v =  vn°exp — ■> (19.8)



причому для υ„ та Wn одержуються такі рівняння:

H*v% -(En- h » )v % = - U 0№,

H°w%— (En-{-hu>)w% =  ~ U a+§en. (19.9)

Розв’язки цих рівнянь ми одержимо звичайним шляхом у вигляді роз­
кладів за системою власних функцій незбуреної задачі

< - ^ а п1Гі , <  =  £ * » / фГ. (19.10)

і і 

Підставляючи ці розклади, матимемо

2 ат (Е і -  Еп +  Αω)φ? =  — U0 ψ®,

І в

(19.11)

Помножаючи (19.11) на ф* та інтегруючи по простору, одержуємо

[k\U0\n) . _  (*| Ut\n)η -- , __________________

nk Еь —  Е п +  п<* ’ Unk~  Еь —  Е„ —  Λω

« — Σ · · * — Σ Ύ — i ^ L · · » ·
k Ii

Для того щоб поправки d та f  були малими, в сенсі теорії збу­
рень, необхідно одержаний формальний розв’язок розглядати лише при 
умові

Е к~ Е п ± кш ф 0. (19.13)

Отже, необхідною умовою застосування методу теорії збурень у пода­
ній вище формі є умова відсутності резонансу (ω*„|Φω. Для доклад­
ного запису знайдених розв’язків розкриємо вирази матричних елемен­
тів (k'\U0\n) та (k J Uo+1 п). Так, маємо

(к\ио\п) =  j  $  (-5^ -  А 0 е~ іГг р ) φΙάτ, 

або, переходячи від вектора-потенціалу до вектора електричного поля

С dt ’ Л ° —  ω ^ 0 ' Л ° —  ш J ’

(*-К/0 |л) =  2 ^ е 0 £ф2*- ikrh №  · (19.14)

У прийнятих умовах, коли довжина хвилі велика у порівнянні з 
розмірами атомної системи, ми можемо обмежитись дипольним набли-, 
женням, що дає

(b\Lr0\n) =  ̂ G 0j $ p t ad z ~ £ a ®0 (k\p\n). (19.15)

Використовуючи відомий зв’язок гейзенбергівських матричних елемен­
тів оператора імпульсу та оператора радіус-вектора (для вільного 
електрона, бо ми відкидаємо члени порядку квадрата вектора-потен- 
ціалу).
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одержимо остаточно

(*|{/0 | » ) = ^ ( e „ D „ ) ,  <19Л6>

де ω _  борівська частота, ω — частота падаючого світла, a Dkn — 
матричний елемент оператора дипольного моменту.

Відповідно, ( к \U+\tij =  — i,*"(®оАіл) · (19.17)

Шуканий розв’язок може бути записаний у формі

Ф „М )=  e~F П №-\-vleiat + w°ne~l<ot), (19.18)

V  ^n ( io D kn) ,,l0 w,0 _ V  (19.19)
« =: “  Z j  '2 ω/г ( ω ^ +  u,; *  * ’ W  « '  2 ωΑ (Щ п ~  “ ) Y

ft
Визначимо тепер елементи гейзенбергівської матриці дипольного мо­

менту системи на базі функцій \|з,Дг, Ο ­

Ι  ψ„ D ф„4τ =  j  Φ» *  +  « * ^  j  ^  ^  +

+ w l M )  d-с +  / <W  ' f  (? я В  *°- + ̂  О Ψ») (19-2°)

де ми зберегли всі члени до першого порядку малості включно. Позна­

чивши

]"фт £>ф „ ^  =  Ртп,

маємо .

Й ’“шп< І 1 r  />,{ω,ηη+0>] _ι_ 1 С+ e , (19.21)
Pmn=Dmr,e + 2 С”̂  + Т С""»в ’ ^  '

де ,· - ->
Стл =  2  Ф^ D  < ί/τ +  2 J D  Ф2 dx, 

(19.22)

Ст„ =  2 ] ф?„ D  w°n dx +  2 j  v°m D  άτ,

$бо, після підстановки виразів для ν% та w% (19.19),

У  т>и(Єо5д>)75 (19.23)
дап — ω) kn І ωίη+ ω)

П. ^

причому Стя =  Спт. ^
Розглянемо спочатку діагональні елементи для того, щоб ви­

ділити когерентне розсіяння:

р , „ “ 0 „  +  4 с „ е“ + 4 с і < г " .  (19.24)



Перший доданок у правій частині D nn не залежить від часу і репрезен­
тує середній дипольний момент системи в стаНі г|зп°. Цей член не віді­
грає ролі у розсіянні. Індукований полем момент

~Pnn='Pnn- D nn =  Re\cnne i“'} (19.25)

коливається з частотою падаючого світла і є аналогом індукованого 
моменту класичної теорії. Цей член описує когерентне розсіяння — 
дисперсію.

Компоненти вектора Р пп легко записати у вигляді лінійних форм 
від компонент діючого поля:

=  (19.26)

}
де

( Я )  —  №kn [\D„k)j (Dkn)i (D kn)j / 1Q 9 7 ч
\?i])n ω j  Λ (ω*„ — ο,) Λ (ω Α„ +  ω ) / ·  (19.27)

Сукупність величин (βν)-|) визначає тензор поляризовності атомної 

системи в даному стані (η) ( (β^)„ =  (β^Γη).
Оскільки в загальному випадку (β,* )„ є числа комплексні, фаза 

та напрям індукованого моменту не збігаються з фазою та напрямом

світлового поля ©. Якщо β,Λ дійсні, то фази співпадають і можна пи­
сати

з

(19 28)

де © — дійсний вектор електричного поля.

Розглянемо частинний випадок

(Рі*)я ~  Рл ^Ik>

коли і фази і напрям співпадають. Враховуючи, що при цьому 

I {Dnk)x І * =  I [Dnk)y | 2 =  | {Dnk)z\2 =  ~| D nk І2, 

з (19.27) легко одержуємо

=  (19-29)
к

Класична теорія дисперсії та сила осцилятора

Ряд успіхів класичної теорії дисперсії був зв’язаний з моделлю 
атомної системи як системи, в якій електрони зв’язані квазіпружною 
силою з деяким центром, тобто розглядались як'сукупність гармонічних 
осциляторів з власними частотами wk, які під впливом зовнішнього пе­
ріодичного поля світлової хвилі виконують вимушені коливання.

Теорія, побудовану на цих уявленнях, приводить, як відомо, до 
формули для поляризовності атомної системи такого вигляду:

k
<193°)
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де ωΑ — власна частота k-ro осцилятора, а величини fk мають зміст кіль­
костей осциляторів відповідного типу.

Порівняння з досвідом показало, що класична формула якісно вір­
но передає залежність β від частоти світлової хвилі ω, але для кіль­
кісно задовільних результатів виявилося необхідним розглядати для 
«сили осцилятора» f*. значення, менші від одиниці, а в деяких випадках 
і f k<^ 0, Що знаходиться у суперечності зі змістом числа fh, який в них 
вкладає класична теорія.

При взаємодії світла з речовиною, завдяки високій частоті падаю­
чого випромінювання, в поляризації бере участь лише складова «елект­
ронного зміщення», тобто має місце відоме співвідношення теорії Макс- 
велла між діелектричною проникливістю є та показником заломлен­

ня п: є => 1/  п. В цьому випадку вектор поляризації речовини дорівнює

Ρ  =  νβι 'еф >

де ν =  ψ  — густина частинок, а ®еф — поле, що діє на окрему моле­

кулу (тобто те поле, яке ми розглядали і позначали ©). З рівнянь 

електродинаміки ізотропного середовища: £> =  ©-}-4πΡ, D =  e® маємо

ε — i
■в,

де ® — середнє макроскопічне поле в діелектрику. Обмежуючись ̂  роз­
глядом газів, ми можемо застосувати формулу Лорентца для зв’язку

® ^та  ©:

і тоді легко одержуємо з наведеної сукупності співвідношень відому 
формулу Лорентц — Лоренца (або Клаузіуса — Мосотті):

4π „ 
; =  a-v β.

ε 4-2'

Для газів невеликої густини можна наближено покласти в знамен­
нику лівої частини ε +  2  s  3 і, оскільки при високих частотах світло­

вого поля ε — V п, одержимо

п2 — 1 =  4πνβ.

Отже, класична дисперсійна формула має вигляд

i ‘ *

Відповідна квантовомеханічна формула записується з допомогою 
(1.9.29) так:

4 тіч ег V4 /н
п2(іа) =  1 +

й

де квантовомеханічна сила осцилятора fH визначається виразом

(19.32)

Сили осциляторів f н можна обчислити, якщо відомі хвильові функції



стаціонарних станів незбуреної атомної системи. На відміну від кла­
сичних fk для квантових сил осциляторів з обчислення одержуються, 
у згоді з досвідом, величини менші за одиницю і їх знак регулюється 
знаком K>knl. Ці загальні результати, які в прямий спосіб одержуються 
в квантовій механіці і описують повністю як додатну дисперсію 
(/*л ^>0 ), так і від’ємну (/*,„ < 0 ), не могли бути одержані в класичній 
моделі і в старій квантовій теорії (Крамерс, Ладенбург, Гейзенберг) 2 
вимагали в кожному разі спеціальних припущень.

Комбінаційне розсіяння

Тепер розглянемо недіагональні елементи матриці електричного 
моменту (19.21):

Pmn= D mJ ^  -f і- ^  ,w- +e,'+  j  CL  (19.33)

спираючись на принцип відповідності. Перший член визначає собою 
вже відоме нам випромінювання або вбирання світла при переході з 
одного незбуреного стану Ет до іншого з енергією Е„(Ет ^ Е п) . Два 
останні члени описують випромінювання з комбінованими частотами, 
тобто так зване комбінаційне розсіяння. За принципом відповідності, 
інтенсивність розсіяного світла ми можемо визначити як інтенсивність 
випромінювання відповідного осцилятора:

(19.34)

За існуючою термінологією, діагональні матричні елементи елект­
ричного моменту називають моментами станів, а недіагональні — мо­
ментами переходів. Ми бачимо, що у незбуреній атомній системі момен­
ти станів не залежать від часу і лише моменти переходів дають випро­
мінювання.

У збуреній системі випромінювання зв’язане як з моментами станів,
так і з моментами переходів. Моменти станів в цьому разі визначають
випромінювання з частотою, рівною частоті падаючого світла (момен- 

-> /

ти Р пп), тобто когерентне або релеєвське розсіяння. Моменти переходів 
у збуреній системі, крім частини, яка відповідає звичайному випромі­
нюванню з борівською частотою шт„, містять члени, які описують ви­
промінювання зі зміненими частотами — ω і визначають
комбінаційне розсіяння. Це розсіяння некогерентне, бо завдяки різним 
частотам падаючого та розсіяного випромінювання між ними не існує 
фазових співвідношень.

Можливість такого некогерентного розсіяння була теоретично вста­
новлена ще до квантової механіки у 1 9 2 3  р. Смекалем 3 на основі за­
гальних уявлень про квантові властивості атомних систем та світлові 
кванти.

1 Експериментально від’ємна ■· дисперсія відкрита Л а д е н б у р г о м  (R. L а- 
denburg, Zs. f. Phys. 65. 167, 189 (1930).

2 R. L a d e n b u r g, Zs. f. Physu 4, 4.51 (1921); H. A. K r a m e r s ,  Nature, Zond., 

113, 673 (1924); H . 'A. K r a m e r s  u. W.  H e i s e n b e r g ,  Zs. f. Phys. 31, 681 (1925).
3 A. S in e k a 1, Naturwiss. 11, 873 (1923).

Розглянемо зіткнення кванта Αω з атомом, який перебуває в нор*. 
мальному стаціонарному стані Еп. При цьому частина енергії кванта,, 
може іти на збудження атома зі стану Е„ до стану Е т(Ет ̂ · Еп) і роз­
сіяний квант буде мати енергію "

Ло/г..-Αω- 'Em- E „ ; (19.35)
і частоту

«/ =  (0 — (£>тп (ω >  (дтп>  0 ).

Якщо ж атом є у збудженому стані Ет , то поле випромінювання може, 
одержати енергію від атома, який переходить при цьому до нижчого, 
стану Еп, тобто в цьому разі баланс енергії дає

Λω =  Αω-f {Ет - Е„\,

19.36)

о/ =  ω -j- штп, штп >  0 .

Відповідні процеси графічно зображені за Смекалем на рис. 19
і 2 0 .

9«С:

-tn’hto

-Ет

-Еп

■Ет

-Еп

Рис. 19. Рис. 20; 

u / =  ω  -)- 0)η

На першому рисунку зображений процес,, який веде до виникнеіь.' 
ня червоної компоненти, а на другому — до фіолетової компоненти роз­
сіяння (стоксові та антистоксові). Для оцінки: абсолютних інтенсив­
ностей треба, відповідно, помножити /+ та J- на Мт та Νη. Процес, що . 
веде до антистоксової компонента, буде завжди слабший, бо він про­
порційний до кількості збуджених атомних систем,Nm.

Кількісно дослідити питання про інтенсивність комбінаційного роз­
сіяння можна в зв’язку з відповідними правилами відбору. Матричні

елементи Стп містять добутки матричних елементів дипольного момен-. 
ту, вирахуваїних іна незбурених функціях, і тому існує певна, залеж-, 
ність між інтенсивністю спонтанних переходів та інтенсивностями при 
комбінаційному розсіянні. В зв’язку з цим зсув частот у комбінацій­
ному розсіянні, тобто частоти штл, не є, взагалі кажучи, борівськими. 
частотами спонтанного дипольного випромінювання. Легше всього про­
ілюструвати це на прикладі гармонічного осцилятора. Правила відбору 
для дипольного випромінювання гармонічного осцилятора дозволяють^ 
спонтанні переходи лише зі зміною квантового числа на одиницю; отже, 
вирази типу

(Аk n  і >*

що входять у Стп, відмінні від нуля, коли.

j т  +  1
k =

т 1
1 п ■ ( 1 9 ,3 7 > і

1;75ζ



але в цьому разі D mn, який визначає звичайне дипольне випромінюван- 
ня, обертається в нуль. Отже, якщо частота (дтп дозволена як частота 
лінії випромінюбання або вбирання, то вона заборонена як частота 
зсуву у комбінаційному розсіянні, і навпаки.

Якщо ж правила відбору не є такими жорсткими, як це, наприклад, 
має місце для ангармонічного осцилятора, і дозволеними є також спон­
танні переходи зі зміною квантового числа на + 2 , хоч і з меншою 
імовірністю, то категоричність сформульованого взаємовиключення зни­
кає. Вплив правил відбору залишається в тому, що встановлюється 
певна відповідність між інтенсивностями: сильні лінії вбирання відпо­
відають слабким лініям комбінаційного розсіяння, і навпаки.

Загальне правило для можливості існування комбінаційного роз­
сіяння можна сформулювати так: повинні існувати один або декілька 
рівнів k, які можуть комбінувати з рівнями т  та п.

Не заглиблюючись далі в теорію комбінаційного розсіяння, заува­
жимо таке. В нашому розгляді, на підставі принципу відповідності, 
факт, що розсіюються лише додатні частоти·ωпп >  0 , не випливає авто­
матично, а є наслідком детального аналізу за допомогою закону збере­
ження енергії (див. (19.35) та (19.36).

У послідовній квантовій теорії взаємодії атомних систем з кванто- 
ваним полем випромінювання цей факт і ряд інших важливих особли­
востей знаходять, своє внутрішнє пояснення. Розгляд дисперсії та ком­
бінаційного розсіяння в цій теорії побудований на представленні про­
цесу розсіяння як сукупності двох одночасних процесів: вбирання пер­

вісного кванта з імпульсом hk та випромінювання вторинного кванта

з імпульсом hk' . При цьому, якщо атомна система залишається у по­
чатковому стані, ми одержуємо когерентне розсіяння, а коли вона 
переходить у деякий інший стан, одержуємо комбінаційне роз­
сіяння.

Докладний розгляд відповідних питань можна знайти в книзі Пла­
чена *.

Застосований нами метод збурень не дозволяє розглянути так зва­
не резонансне розсіяння. Умова J сот„ | Φ ω має фактично той зміст, що 
ми повинні обмежитись розглядом частот падаючого випромінювання, 
далеких від області вбирання. Причина такого обмеження теорії поля­
гав в тому, що ми розглядали збуджені стани як стаціонарні стани,

-±в«‘ D ■»
залежність яких від часу визначається множником e п . в  дійс­
ності ці стани є лише квазістаціонарними, бо завдяки взаємодії з 
електромагнітним полем завжди існує скінченна імовірність переходу 
.атомної системи в основний стан. Квазістаціонарні стани даного типу 
можна формально описати, якщо власне значення енергії Е„ у часовому 

.множнику заступити комплексним числом, так що

фл~ Г 7Г(Єл~ ‘Гл) ' ,  де Г „> 0 . (19.38)

Імовірність знаходження атомної системи у збудженому стані | г|з„ |2 
згасає за законом ехр(— IV ), з якого визначається фізичний зміст ве­
личини Гп. Ця величина повинна дорівнювати імовірності випроміню­
вання, або величині, оберненій до часу життя хп атомної системи у збу­
дженому стані.

Одержані нами формули можна застосувати до випадку частоти ω,

1 Г і, П  л а ч е к, Релеевское рассеяние и Раман-еффект, Харьков, Д Н Т ВУ  (1934).
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близької до резонансної, відкинувши всі члени, крім того, який відпо-
ih

відає резонансу, та замінивши в цьому члені Еп на Еп — Гя.

Експериментальне відкриття комбінаційного розсіяння належить 
Раману та Крішнану 1 в рідинах та газах і Мандельштаму та Ландс- 
бергу2 на кристалах. Індійські та радянські вчені, незалежно одні від 
одних та незалежно від передбачень Смекаля, відкрили цей ефект на 
різних об’єктах. У дослідах Рамана та Крішнана сот„ виступали як ча­
стоти власних коливань молекул, а у дослідах Мандельштама та Ландс- 
берга це були частоти коливань кристалічної гратки кристала. При 
тепловому збудженні у стані статистичної рівноваги кількість збудже­
них коливних станів зростає з температурою

,· >:Т 1

і інтенсивність антистоксових компонент також повинна зростати з тем­
пературою. Висновки теорії в різних своїх частинах добре узгоджуються 
з досвідом. Як відомо, власні коливання молекул визначаються їх струк­
турою; тому дослідження спектра власних частот сотл є засобом дослі­
дження молекулярної структури. Аналогічний зв’язок характерний і для 
кристалів. Частоти власних коливань молекул лежать в інфрачервоній 
частині спектра, і безпосереднє їх спостереження утруднене. Метод ком­
бінаційного розсіяння відображає ці коливання на шкалу видимих ча­
стот (з урахуванням особливостей, зв’язаних з правилами відбору, 
обговореними вище), і все це обумовлює велике значення комбінацій­
ного спектрального аналізу як галузі спектроскопії.

1 С. V. R a m a n  a. K. S. K r і s h n a n, Nature, Lond., 121, 501, 711 (1928);
C. V. R a m a n ,  ibid. 121, 619 (1928).

2 G. L a n d s b e r g u .  L. M a n d e l s t a m ,  Naturwiss., 16, 557, 772 (1928).
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Р о з д і л  VII

КВАЗІКЛАСИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ

§ 20. Хвильове рівняння квантової механіки та класичне рівняння
ГаміЯьтона — Якобі

Гіри побудові квантової механіки виникає важлива задача ви­
яснення співвідношення між квантовомеханічною проблемою власних 
значень та класичною фізикою, а якщо мова йде про власні значення
енергії, то також і про співвідношення між квантовою механікою га
теорією Бора.

Щоб прослідкувати ці зв’язки, розглянемо хвильове рівняння кван­
тової механіки та відоме класичне рівняння Гамільтона — Якобі. Остан­

нє, для випадку руху одної частинки в полі з силовою функцією U(r, t),. 
має вигляд

W  =  L· Σ  (а| ) ^  и  (Хи χ"  X'J’ Q ’ t2(U,“
i„l

або

dS  f- i ( d s  d s  jr  v z  /'l (20 2
n ·  w  ~si’ x>y ’ z ’ V* {ZV-Z'

де 5 — функція дії, визначена так, що р =  — grad S, а Н — функція Га­
мільтона. Коли функція Гамільтона не залежить явно від часу, то вона

. dS с
дорівнює енергії, отже ТОДІ — t ,  звідки

S =  Et — S0(x ,y ,z ). (20.3)

Ортогональні траєкторії до поверхонь S =  const є траєкторіями руху 
континууму екземплярів частинки. Для зображення руху одної частин­
ки, тобто для виділення певної траєкторії зі всієї сукупності їх, треба 
лише подати конкретні початкові умови — початкове положення та ім­
пульс частинки.

При розгляді руху континууму екземплярів частинки (що відпові­
дають різним Хо, Уо, Zo) має місце рівняння нбпереривності

! f +  div(p?) =  0, (20.4),

де ρ — густина континууму, a ν — швидкість частинки. Оскільки, за ви­
значенням,

- І. 1
Ό m т  ’

і
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то це рівняння переписується у такому вигляді:

■ dt т̂ - (V P V 5 '+  p A S )  . - (20 .5 )

dS 1
dt

Після цього нагадування розглянемо хвильове рівняння 

‘ =  (20.6) 

і зробимо в ньому формальну підстановку

, (20.7)

(2 0 'б)”  ш^кана ФУНКЦ̂Я· Виконуючи відповідні операції, одержимо’ з

2 m f ( ^ ) + ( l f )  + (1г) ) Jr U (x>y^Z’ )̂ +  ̂ Δ 5 · (20·8)

Маючи на увазі квазікласичний випадок, застосуємо запропонований 
незалежно Бріллюеном та Вентцелем розклад шуканої функції 5 за сте­
пенями h[. Фізичне обгрунтування цього розкладу випливає вже з того, 
що при /г —> 0 квантовомеханічний розгляд переходить у класичний. 
У строгому розумінні розклад такого типу не є збіжним і не може 
репрезентувати точного розв’язку задачі2 (асимптотичний розклад), 
але перші наближення, здобуті в такий спосіб, можуть давати добру 
апроксимацію розв’язку при певних умовах. Отже, запишемо

S =  S(0)+ (ih) Sw +  (ih)2 S{2} + . .. (20.9)

Підстановка розкладу у (20.8) приводить до системи рівнянь, кожне з 
яких відповідає певному порядку відносно степеня /і:

dS<°> 1 (/ dS[0)Y . / dS[0) У . (d S ^Y i .
~дГ ^  Ш  ( ( т і  + ) +  ( s r )  l +  U (x ,y ,z ,t) , (2 0 . 1 0 )

~ 2m" { 2  ν 5 10)ν*5!Ι)+  Δ 5 (0>}, (2 0 .1 1 )dt 2 m

Перше рівняння співпадає з рівнянням Гамільтона — Якобі, а друге 
має зміст рівняння непереривності. Останнє «легко перевірити. Густина 
імовірності знаходження частинки в оточенні точки x, у, z є

ρ =  ] ψ p  —  exp (2S11 ’+..;).

Отже,

уе =  2у5(1) (гад,1) 

в прийнятому наближенні. З другого боку,

др —  о } 25(і) 
dt dt

Помноживши (20.11) на 2e2S'x\ взявши до уваги знайдені ви-

1 L. B r i l l o u i n ,  С. R., 183, 24 (1926); І. de Phys., 7, 353 (1926); G. W  e n t z e f, 
Zs. f. Phys., 38, 518 (1926).

2 G. O  B i r k h o f f ,  Bull. Am. Math. Soc., 39, 696 (193); R. E. L a n g e r. ibid,
40. 545 (1934). -
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рази, і те, що в цьому наближенні yS — ν ^ <0), ми одержимо рівняння
(20.5).

Критерієм придатності наближення буде умова малоеті відкиненого» 

в нульовому наближенні члена ^ Δ 5 ι0> у порівнянні зі збереженими:

f

|ν5(0>|2 »| /Λ Δ5(0,|, ,(2 0 .1 2 )
або

ρ 2»  Λ1 dIv/5 (. (20.13)

У одновимірному випадку, якщо ввести довжину хвилі де Бройля 
'частинки

λ =  2 як /р,

наш критерій запишеться у такому вигляді:

_1_

2π

dk

dx
« 1 .  (20.14)

'Отже, довжина хвилі де Бройля повинна бути повільно змінною функ­
цією координат. В цьому випадку хвильова функція ψ(Χ) може бути 
наближено визначена через класичну функцію дії 5(0) та класичну гу­
стину р(0).

Оскільки відносно функції S не було зроблено обмежуючих при­

пущень, ми можемо розглядати і комплексні SU), що дозволяє застосо­

вувати наше наближення і в класично не досяжних областях, де 5 (0) 
уявне.

Метод Вентцеля —  К рам ерса— Бріллюена (В К Б )1

Будемо розглядати рівняння Шредінгера для одної частинки у од- 
новимірному випадку:

й  13 + ( £ - ί / Μ Ι Ψ — 0 .

Підстановка (20.7) приводить нас до рівняння

ш ( т 4 + £ - - ^ - Е ~ и {х )· ‘20-і5>

а розклад (20.9) дає у нульовому наближенні

’ ( ^ ΐ γ = Ε - υ ΐ χ ) ,  (20.16)
2т\ dx /

звідки одержуємо

5 (0)=  + j  Y2tn{E-U{x)) d x = ± ^ p { x ,  E) dx, (20.17)

де p(x ,E ) — класичний імпульс частинки. Критерій придатності набли­
ження (20.13) або (20.14) має у нашому випадку вигляд

h

Ύ
або

dp

dx « 1

1 L. В  r і 11 о u і п, C. R., 183, 24 (1926); J. de Phys., 7, 353 (1926); G. W e n t z e l ,  

Zs. f. Phys., 38, 518 (1926); H. A. K r a m e r s ,  Zs. f. Phys., 39, 828 (1926); H. J e f ­
f r e y s .  Proc. London Math. Soc. (2) 23, 428 (1923).
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h_
рг

J L ( y 2m( £ - U ) ) j ^ ^  §  « 1 . (20:18)
dx

Ця нерівність вказує ,на те, що квазікласичне наближення вимагає 
певних властивостей потенціальної енергії та накладає умови на вели­
чину імпульсу. А саме, поблизу точок повороту, де Е =  U(x) і р =- 0, 
критерій (20.18) порушується. 1

Збираючи далі члени, що містять h у першому ступені, знаходимо 
у наступному — першому наближенні рівняння

dS[0) dS[l> , 1

звідки

dx dx 1 2 dx*
0 ,

tf-S11) _  _  ( d2S{0) \ j  2 dS<°> _______\_dp_

dx \ dx2 j  j  dx 2p йх ‘

Інтегрування дає

5 (1) =  — γ ΐ η ρ  (jc). (20.19)

Інтеграли у виразі для 5(0) треба уявити собі як інтеграли з однією 
змінною межею в той час, коли друга межа є координатою відповідної 
точки повороту, оскільки розв’язки розглядаються у областях зліва 
і справа від точки повороту, де р обертається в нуль; у зв’язку з цим 
у формулі (20.19) відкинуто сталу інтегрування.

У зв’язку з наведеними вище міркуваннями про збіжність розкладу 
за степенями h ми Обмежимось врахуванням обчислених двох набли­
жень.

Отже, хвильова функція у квазікласичному наближенні може бути 
записана так:

rr\pdx -l-\pdx

tt(x)---p- '{Cleh " + с 2е hJ ). е (2 0 .2 0 )

Граничні умови Крамерса — Д ж ефріса (формули зв’язку)

■ і : ■ ■'1
Для побудови справжнього розв’язку в квазікласичному наближен­

ні нам треба тепер визначити коефіцієнти лінійної комбінації (2 0 .2 0 ). 
Нехай х =  Х\ є точкою повороту. Припустимо, що при всіх х <  Х\ маємо 
U(x)^>E. Як ми знаємо, для одновимірного руху, фінітного хоча б з од­
ного боку, стани є невиродженими, а хвильова функція невиродженого 
стану повинна бути дійсною. Якщо γ — довільне дійсне число, то вибір

C h  C —h

сі = 2 в · =  1

приводить до розв’язку:
. ' 1 X

Ψ C-’f) =  ^ ~ 1/а COS ^  J  (20.21)

■*> ' "  . . .

який описує дійсну стоячу хвилю. Параметр у ми визначимо із спе­
ціальної умови, щоб поблизу Х\, де наше наближення перестає бути 
чинним, функція (20.21) переходила в точний розв’язок рівняння Шре­
дінгера, який обертається в нуль при х  —> — о о .

Розглянемо о'блаіть поблизу точки повороту та розкладемо по^ен-
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ціал{>ну енергію частинки в цій області за степенями х —  аг(, обмежив­
шись лінійною апроксимацією і :

: , U(x) :/■■ к(х — х х). (20.22)

Якщо, апроксимація (20.22) є застосовною в області, де квазікласичне 
наближення не дійсне, то точйий розв’язок рівняння Шредінгера з апро- 
кси мова ним потенціальним членом може бути використаний для спів­
ставлений з квазікласичним для задоволення граничної умови. Рів­
няння Шредінгера при лінійній апроксимації (20.22) має вигляд

g  +  ̂ ξ ψ ^ Ο ,  l  =  x - x lt

або

3̂  + чф = °.
Ч - І ( £ Г .  '

Скінченний при всіх х розв’язок ЦЬОГО рІВіНЯННЯ є

ф(т|) =  С Ф (-  7)), (20.23)

Де

ф  (ri) =  ^  j  COS (- J  - f  Z -ц) dz

та Λ звана функція Ейрі, а С — нормувальна стала. Для -ψ (h) одер­
жуються асимптотичні вирази:

JL |%

♦ w  “  T i f f T *  3 "  (2α24)

длй великих за абсолютною величиною від’ємних η, та

t h )  =  ^ c° s ( 4 ^ - | )  (20.25)

для великих додатних η.

^Якщо рух квазікласичний майже у всій області, то завжди існують 
такі для яких є вірними лінійна апроксимація (20.22) і, одночасно, 
щойно наведені асимптотичні представлення.

Повертаючись до змінної | та помітивши, що 

* ί

pdx  =  ̂ p d l  =  ^ V 2 E k i ' ! , бо ρ  =  У 'Щ е - Л )  =  у Ш к  ξ\

Χ ι 0

одержуємо

(20.26)

Порівнюючи цю функцію з функцією квазікласичного наближення, ми 

бачимо, що вони співпадають при γ = — Отже,  (20.26) визначає

1 Строгий розгляд цієї проблеми був найбільш повно поданий Кімблом
(E. С . K e m b l e ,  Phys. Rev., 48, 549 (1935).
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ψ (x) =  Cp U cos ^r- j* p dx

функцію квазікласичного наближення в області, де U(x) <^Е (в на­
шому випадку з правого боку від точки повороту)1.

В області, де U (x) >  Е, р(х) чисто уявна величина і замість 

(2 0 .2 0 ) ми матимемо

Ψ Μ Η ρ Ι

Забезпечуючи правильну поведінку на безмежності, ми відкидаємо 
зростаючий член і при х χι маємо дійсну функцію

- І І М
ф(х) == С  І р\ " е нх\

Константа C' визначається шляхом зв’язування знайденого виразу з 
асимптотичним представленням точного розв’язку (20.24), що дає 
С  =  С/2. Отже, в області х <  Х\ квазікласиЧна функція є

X

— Pd*

ψ (jc) =  -g- 1 I 'he ■*' · (20.28)

Особливий випадок граничних 
умов буде тоді, коли область, 
де t / ( * ) < £ ,  обмежена нескін­
ченно високою потенціальною 
стінкою. В цьому випадку при 
х =  х{ хвильова функція по­
винна обертатись в нуль. Цій 
умові можна задовольнити, 
обравши фазу квазікласичної 
функції у рівною нулю.

Розглянуте квазікласичне 
наближення повинно дати нам 
можливість встановити зв’язок 
між рівнянням Шредінгера та 
правилами квантування старої

Правила квантування

Розглянемо рух частинки в області, обмеженій двома точками по­
вороту Х\ та х% між якими U(x) <^Е, і будемо вважати, що зовні цієї 
області всюди U(x) >  Е (рис. 21).

При -цих умовах, як відомо, енергетичний спектр буде дискретним. 
Граничні умови для точки Х\ визначають функцію в області II у формі

X

С /Г '»cos [ ^ p d x - ^ Y  (20.29)

Х { ■

в той час, коли умови в точці х2 приводять для тої ж області II до 
функції

II.

1 Неоднозначність у виборі γ, тобто можливість покласти γ =  — -ξ- + nit, де 

η —  довільне ціле число, не має фізичного значення.

квантової теорії Бора — Зоммерфельда.

(Сіє
l-\\p\dx

Н‘ · +С:
i- jW *

2Є ). (20.27)

183



X

Для того щоб ці функції співпадали у всій області II, повинні здійс­
нюватись певні· додаткові умови.

Перепишемо (20.30) так:

Cp-'i>cos ^  jp d x  — ^ — <pj,. ? =  - L jp d x — lL. (20.3!)

Χι Χι

Тоді умова співп&дання обох функцій, зважаючи на те, що інтеграл 

pdx ^> 0 , полягає в тому, що φ повинно бути рінним нулю або цілому 

кратному π, або

=  (я+ у )2 «А , (20.32)

χ,

де інтеграл у лівому боці означає інтеграл, взятий по повяому періоду 
класичного руху. Формула (20.32) виражає одне з правил квантування 
Бора — Зоммерфельда з половинним квантовим числом1.

З виразу квазікласичної функції (20.30) та умови (20.32) видно, що 

фаза. її змінюється в інтервалі зміни х(хи х2) від — ^  до-̂ - +  tin, тобто

косинус обертається в нуль п разів.

Таким чином, п є числом вузлів квазікласичної хвильової функції 
в області х\ <  х  <  х2 і може нумерувати стаціонарні стани. Далі, 
оскільки віддаль між сусідніми вузлами за порядком величини спів­
падає з де-бройлівською довжиною хвилі, то при великих п ця довжи­
на λ мала у порівнянні з розмірами області руху, що саме і відповідає 
квазікласичному наближенню.

Співвідношення між квантовомеханічною проблемою власних зна­
чень енергії та класичною механікою нещодавно аналізувалося в ро­
боті Феньєша. В проблемі власних значень енергії співставлення ім-

“4
пульсу величині класичного типу VS формально веде до тих самих 

наслідків, що і введення оператора імпульсу — ПРИ квантово-

механічному способі усереднення, чоло може не бути в інших проб­
лемах 2.

Зауважимо, нарешті, що квазікласичне наближення може іноді 
давати достатнє наближення не тільки для високих п, але й для більш 
низьких п. Це, очевидно, має місце тоді, коли точна залежність Е(п) 
мало змінюється із зростанням п.

(20.30)

1 Дещ о краще наближення може бути одержане при «рахуванні дальших де­
кількох членів асимптотичного ряду (20.9). Тоді для визначення рівнів одержується 
правило квантування, відмінне від (20.32) (І. L. D u n h a m, Phys. Rev., 41, 713* 
721 (1932).

2 I. F e n y e s ,  Acta phys. Acad, scient. Hung. 4, 133 (1954); 9, 245 (1959).

-*a

C'p-Ί* co s  \^[pdx

§ 21. Проходження крізь бар’єр у квазікласичному наближенні1

Розглянемо випадок потенціального бар’єра довільної форми, але' 
відповідного до умов квазікласичного наближення (повільна зміна* 

*/(*))·
Оскільки ми маємо в даному випадку необмежений рух у двох на­

прямках (рис. 2 2 ), стани є дво­
кратно вироджені і функції не 
обов’язково дійсні.

Нейай функція у області 
III має вигляд біжучої хвклі 
( · υ < Ε ) :

X
і f , ІТС
т у ах- т 

ψ (*) =  Ср-'І‘ е . (21.1)

Візьмемо хвильову функцію 
цього ж стану в області II 
(х <[ х2) у вигляді

. u t r i

\

11 j \
......  :....1

^  _  ПІ

Г,

Рис. 22і

Ц і

pdx

Ψ [х) =  С\р\ (21 .2 )

знехтувавши членом, що згасає із заглибленням у область II. Для* ви­
значення С' зауважимо таке. Між функціями

Ψ (·*)’= —-7*
ехр

ψ(*;

jC ^pdx-y  +exp[--)r j  pdx-\-l~ 
-v2 ·*2 

X

{ - Т І \p*x

, * > x 2, (21.3) 

x <  χ2, (21.4)

що утворюють єдиний розв’язок, встановлено відповідність. З другого 
боку, відомо, що між двома різними точними розв’язками г(п та ·ψ2 
одновимірного рівняння Шредінгера має місце співвідношення

(21.5)ФіФ'а — ФаФ'і =  const,

Розуміючи під ψι розв’язок, визначений рівняннями (21.1), (21.2), а 
під г|)2 розв’язок, визначений виразами (21.3), (21.4), одержимо:

Φ Α '- Ψ .Φ . '- .- Ψ * ( £ ) '  =  - £  ■

зліва від точки х =  х% та
іСφ,φ, ' - ψ,φ, ' - φϊ

з правого боку від х =  х%.
Прирівнюючи обидва вирази, одержуємо C' =  іС.
Таким чином, шукана квазікласична функція має вигляд

X

ψ (х) =  іС  Ір  |_,/з ехр j-і- j J  pdx І j  , х < х 2,

1 Виклад ряду питань цього розділу зроблено за схемою, поданою у книзі 
Л . Л а н д а у ,  Е. Л и ф ш и ц а  «Квантовая механика», ч. 1, ГИТТЛ. М .— Л., 
1548, гл. V II.

185



■*

ψ (л) =  С /Г1/зexp j-£ \pdx~ -^J, x > x 2. (21.6)

*2

Розглянемо тепер рух частинки на бар’єр зліва. Оскільки в квазі- 
класичному випадку імовірність проходження повинна бути малою (до­
сить широкий бар’єр), то ми можемо наближено хвильову функцію 
в області І записати у вигляді, що відповідає майже непрозорій по­
тенціальній стінці (скінченної висоти):

X

cos{4~ С ^ + т ) ·  (2 i j )

Тут замість р у першому множнику введено ν — а нормуваль­

ний множник відповідає рівній одиниці густині потоку імовірності у па­
даючій хвилі, бо

X X
І Р  . , /іе І f  . /πТ~ J pdX + —

Ψ Μ - = ι7= «  Χι - e '■ . (2 1 .8 )
У v у υ

де перший член описує падакічу, а другий — відбиту хвилю в області І.
З другого боку від точки повороту х =  хи у області II, маємо функцію

X

, ",/"1■ϋ-Ι Γ ρ

ψ (λ;) =  e
■ 1 V μ

або

- іН И  4 - ій

Ψ (·*) =  Ϊ Τ π β Λ' e · (21·9)γ\ν\

На підставі цього, використовуючи першу формулу (21.6), маємо

т і й  - т і й і т і й
ІС Х-1 1 Хі

Є =  - ζ=  Є Є '
V\v\ Y\v

звідки

-тіи+|*“
С =  — е х' , (21.10)

і, за другою формулою (21.6), одержуємо функцію у області III

,  - ї й  г _ и +7

$[х) =  - - ± = е  *' е · (2 1 .1 1 )У ν

Обчислюючи за допомогою цієї функції густину потоку імовірності 
у області III, одержуємо
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ili-j p d x  ■

Цей вираз дає коефіцієнт проходження, оскільки густина потоку у 
падаючій хвилі прийнята за одиницю.

Коли потенціальна енергія з одного боку різко зростає, так що 
в області І квазікласичне наближення непридатне, треба в цій області 
знайти точну хвильову функцію і відповідно до неї визначити функцію 
в області II. Експоненціальний множник залишиться незмінним, але 
появиться відмінний від одиниці множник перед експонентою. Ви­
падок такого типу ми розглядали раніше для прямокутного потенці­
ального бар’єра.

Квазікласичне наближення для поля з центральною симетрією

Для частинки, що перебуває у центральносиметричному полі, хви­
льова функція, як відомо, може бути записана як добуток радіальної 
і кутової частин.

Розглянемо практично важливий випадок m — 0, де m — магнітне 
квантове число. Знайдемо квазікласичні вирази для кутової та ра-' 
діальної функцій зокрема.

При т  =  0 кутова функція з точністю до сталого множника збі­
гається з поліномом Лежандра Pt (cos-fr) (див. § 13). Рівняння для 
P l (cos ΐ*):

D  =  <? ■“  . - (2 1 .1 2 )

ί ΐ '  + ^ # 1 ί τ + '< '+ ΐ ) Ρ < = 0

в результаті підстановки

X (tt) =  Р[ (cos θ) V sin ft 

перетворюється на рівняння

* 1  и 
d  θ 2 г t + i ) ' + W θ х =  0, (21.13)

подібне за виглядом до одновимірного рівняння Шредінгера. Оскільки 
роль де-бройлівської довжини хвилі тут відіграє вираз

λ = J +  J-V +  rCtg*·
— */·*

1 (21.14)

то умова придатності квазікласичного методу (20.14) приводить до не­
рівностей

ί>/>1, (я — θ) ' / »1 . '  (21.15)

При виконанні цих умов можна у (21.13) знехтувати другим членом 
у квадратних дужках і записати

Й + ( г  +  - 5 - ) ! *  =  0 ’  <2 1 1 6 >

звідки

X =  csin

Таким чином, ми знаходимо наближений вираз длй- Pt (cosO):
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sin

Pt (cosO) =  c ■ l(/+ 2 )

V̂ sinf
(2 1 . 17)

Для визначення констант c та φ будемо міркувати так. Для малих 
кутів О С  1 можна покласти ctg ΐ)· ~ ‘/Ό, і рівняння для P, (cos €')- 
можна наближено записати в такому вигляді:

d  +  » d  »  ' ^  +  2 )  1 ~  U’

де покладено /(/ -}- 1) {і -)- . Це рівняння має розв’язком функ­

цію Бесселя нульового порядку:

Λ  =  /(>[(/+ 1 )»], . » « 1 .

Цей розв’язок можна застосувати в області 1, де вій повинен

співпадати з (21.17). При Ш >  1 функцію Бесселя можна замінити ї ї .  
асимптотичним виразом і ми матимемо

( '+ т )* + т ] '
> ,~ У - (21.18).

Порівнюючи знайдений вираз з (21.17), знаходимо:

с - у т
тії ,

Таким чином, квазікласична кутова функція (при m — 0) одержується 
у вигляді

sin

[ Κ ) *+-

Y sin !>
(21.19)

Нормовану функцію ми одержимо, помноживши знайдену функцію 

на У  (21 +  1) /2. Розглянемо тепер радіальну функцію. Рівняння для 
радіальної функції R (див. § 13) за допомогою підстановки G (г) =
— rR(r) легко приводиться до вигляду

d 2G

d rг

2m

пг (21.20)

що збігається з одновимірним рівнянням Шредінгера з потенціальною 
енергією

/ r І л r 7 1 - і ft* І (І +  11V i(r)=U [r) + L2 1 )

в якій другий член відповідає «відцентровій енергії».

Розглядаючи Ul (r) як потенціальну енергію, ми можемо застосу­
вати результати методу ВКБ, здобуті раніше ’.

1 Ми, взагалі кажучи, зустрічаємось тут з утрудненням, зв’язаним з тим,, що-
основна область є не (— <»,-{-го), а (0, +  оо) і, головне, що наближенню ВКБ при 
потенціальній енергії U (r ), що відповідає реальним випадкам, не мають правильної 
поведінки при r — 0. Як показав вперше Крамерс, для «потенціальної енергії» типу
(21.21) цих труднощів немає. Н. A. K r a m e r s ,  Z. f. Phys.. 39, 828 (1926). Див. 
далі (21,30). . .

Коли вважати, що само поле U(r) задовольняє умові квазікласич- 
ності, то умовам квазікласичності повинна задовольняти і відцентрова 
енергія (/ Ф  0). При невеликих г, де відцентрова енергія того ж по­

рядку, що й повна енергія, довжина хвилі λ =  --- у  і умова (20.14)

лає І > 1 .

Виберемо відцентрову енергію у вигляді h2s2/r2 і підберемо зна­
чення постійної s так, щоб квазікласична функція мала правильний 
хід при г-* оо. При цих умовах для визначення s можна розглянути 
випадок вільного руху (U(r) = 0 ) ;  квазікласична функція визначаєть­
ся за (20.26).

Г

G (г) =  Ср -*'· cos [ I  j  Pdr - Ц ,  (21.22)

де

p  =  | /  2 т  І Е - , ^ ή  =  ^  , г0 =  ■£ .

При великих r її фаза дорівнює

‘ y > d r+  ; ^ k r ~ s;- y  ; .  (2 1 .2 3 )

Знайдемо для порівняння фазу асимптотичної форми точної ра­
діальної функції. Для вільної частинки розгляд руху у сферичних 
координатах приводить до такого рівняння для радіальної функції:

d*R , 2 d R  ,

dr* r d r ‘

Для розв’язування цього рівняння робимо підстановку

ггγ (r). (21.25)

Зауважимо, що нормований розв’язок (21.24) при 1 =  0 одержується 
в простий спосіб і дорівнює

sin kr

Підставляючи (21.25) у (21.24), одержуємо

t £ L + 1 Ι ί ± ϋ ^  + ^ γω =  0, (21.26)

або, диференціюючи ще раз по г,

d3-\ki і 2 (/ + 1 ) d2-jkl , 
d r3 ""r". r  d rz '

r -  г< '+ " 1 й а „ 0 . 
r J dr

Це рівняння підстановкою

d-ш
dr — Hk. l+i

перетворюється на

d\ ,M  І 2 (/ + 2 ) dika+l _
dr-і r  r  dr - T R ЛкЛ+ї—  u,

якому дійсно задовольняє .γΑ, /+1 (див. (21.26).
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Отже, маємо

γ _  J_ d\l
тh,i+\ — r ~afr >

а тому

Ί »  =  ( τ  W ) 'Τ... ϊ , „ =  =  / І  ^  . (21.27)

з точністю до довільного сталого множника.

Остаточно знаходимо

■ * « = ( - !  <*'·*>

де множник введений для нормування, а (— 1 )г для зручності. 

Асимптотичний вираз при г-> оо визначиться членом, що найповїльніше 
зникає при r -» 0 , тобто

1 ) ' sin Лг.

Далі, оскільки

■ sin kr =  sin — —j ,

то асимптотична форма точної радіальної функції одержується у ви­
гляді

-^sln (лг- γ ) .  (21.29)

Порівнюючи (21.29) та (21.23), ми бачимо, що для рівності фаз 
у точній і наближеній асимптотичних формах треба покласти величи­

ну s рівною / +  -FJ-. Таким чином, радіальна квазікласична функція бу­

дується за відомими формулами одновимірного випадку, у яких під
імпульсом р треба розуміти «радіальний імпульс»: 1

р г^ у Г2т  E ~ U (r )- h '^ l- \  \J/2mr2 . (21.30)

§ 22. Кв&зістаціонарні стани. Вихід частинок через просторовий 
центральносиметричний бар’єр

Нехай сфера з радіусом г0 є поверхнею, на якій «потенціальна 
енергія» V{r) — U^r) досягає максимального значення. Початок коор­
динат вмістимо в центрі сфери. Хід «потенціальної енергії» V(r) як 
функції від r схематично зображений на рис. 23.

Розглянемо задачу про вихід частинок з області простору, обме­
женої центральносиметричним потенціальним бар’єром, при умові, що 
притоку частинок ззовні немає. При цій умові стан частинки в розгля­
дуваному полі (U(r) -» 0 , г-»· оо) не може бути стаціонарним і ми по­
винні розглядати хвильове рівняння

*А^  =  - Й дФ + ,£/(г)Ф· С22·1)

1 Л. Л а н д а у ,  Е. Л  и ф ш и ц, Квантовая механика; R. E. L a n g e r ,  Phys. 

Rev., 51, 669 (1937).
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Хвильове рівняння можна розв’язувати при початковій умові, що> 
Ψ (γ ,Ό ) відмінне від нуля лише в області, обмеженій бар’єром, але ми 
розглянемо умову, яка припускає, що вихід частинок відбувається вже 
довгий час (від t =  — оо). і значна їх частина є поза бар’єром. Це дає 
можливість розділити змінні r і t. Покладемо формально

- -і wt
Ψ(γ, t) =  ty(r) e . (2 2 .2 )

Величина W не може за змістом збігатись 
з енергією, оскільки при наших умовах не­
має стаціонарних станів. Щоб з’ясувати це 
питання, зробимо заміну

ψ (г)=ф(г) /г  (22.3)

і підставимо функцію

wt
φ ( г )

■ї(г,і) =  Ч-у-е (2,2.4) Рис. 23.

у хвильове рівняння. Одержимо ДЛЯ ф(г) рівняння

/г2 / ( /+ 1 )̂
2т

_і_ / и іп - Ь-
2 т  dr2 ^  1 ^ : ])φ =  Ή?<ρ, (22.5}·

де φ повинно обертатись у нуль у початку координат, щоб забезпечити 
скінченність ψ. Асимптотична форма розв’язку цього рівняння при 
r оо має йигляд

\-Y2mVr _  -±-V'lmWr

<[r) =  С (W, І) e -\- С (W, І) е й (22.6),

і є сумою двох хвиль, одна з яких виходить з об’єму, оточеного бар’є­
ром, а друга входить у нього. Прийнята нами умова вимагає існування 
лише хвиль, що виходять з об’єму, тобто асимптотична форма розв’яз­
ку має бути такою:

V 2rnW r

φ(Γ) = C (W ,l ) e h . (22.7)

Цей запис можна вважати виразом «умови випромінювання». В тако­
му разі ми мусимо покласти

C (W ,l )= 0 , С (№ ,1 )Ф 0 . (22.8)

Оскільки С та С є комплексно спряженими величинами, умова випро­
мінювання може бути задоволеною лише тоді, коли величина W буде
комплексною:

W і Т/.\ (22.9)

Комплексність W формально враховує нестйціонарність стану, зв’язану 
з умовою випромінювання. Це легко проілюструвати таким чином. Про- 
інтегруємо рівняння непереривмості по об’єму х деякої кулі з центром 
в точці r =  0 та використаємо теорему Остроградського — Гаусса:

<1
at ]'ІФР dx =

ill
2т

 ̂ div (фу ψ- ψ уф) dx ■■
~ \ s'

do, (22.10)

де

ih
‘2m Г *

і 9 1,



a σ — поверхня сфери, що оточує розглядуваний об’єм. Обчислимо 
вираз, Що стоїть у правому боці (22.10). Зауважимо, по-перше, що для 
реальних випадків ми маємо завжди

І - С 1 (2 2 .1 1 )
0

так, що можна використати розклад в ряд за степенями^-і обмежити- 

ся лінійним наближенням

V2m V2m (Е0 -  гТ/2) =  V2m E0 · | / 1 -  -щ ^  

^ V M F 0(\— (2 2 .1 2 )

ίϊο-друге, для обчислення поверхневого інтеграла ми можемо викори­
стати для <р(г) наближену форму, здобуту за методом ВКБ для області 
поза бар’єром:

7

=  (22.13)

у згоді з результатами попереднього параграфа. Нехтуючи малою уяв­
ною частиною в (22.12) та використовуючи асимптотичну форму (22.13)

■ г

ф .м~------е , (22.14)
Ϋ 2 т  Е 0 

легко одержуємо

С
с>г т г г ·

Вираховуючи в сферичних координатах інтеграл по поверхні сфери 
радіуса R 0 (R 0 досить велике, так щоб можна було користатися з асимп­
тотичного представлення <рш) , одержимо, нарешті,

що означає зменшення імовірності перебування частинКи в об’ємі сфе­
ри з часом. Закон цього зменшення легко знайти. Запишемо вираз для 
імовірності знаходження частинки в об’ємі, що оточується бар’єром:

■ Λ^(ί) =  ^ 1 Φ(Γ>ί)|*ίίτ =  β * J І ψ (r) І2 ίίτ =  <? l tN: 0 ), (22.16)

ί . .
де λ =  характеризує швидкість зміни імовірності знаходження час­

тинки в об’ємі і називається константою розпаду (у (22.16) для г|з(г, t) 
використано загальний вираз (2 2 .2 ).

Для обчислення константи розпаду λ звернемося знову до рівнян­
а я  непереривності, у яке підставимо Ψ(γ, t) у формі (22.4), беручи пов­
ний вираз для W  (22.9). Тоді в зв’язку з центральною симетрією за­
дачі, одержимо
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2π π R0

0 0 0

або

dr j ’

ih  [ d v  — d%

2m ( ^  d r  ^  dr
λ = _ _ -------_ _ . s  ̂ (22.17)

f ί ¥ Iа dr
o

де Ro —' «ефективний» радіус сфери, який, взагалі кажучи,, повинен 
бути більшим за ширину потенціальної ями. Конкретний добір R 0 в 
чисельнику і знаменнику, зокрема, залежить від моделі потенціалу 
і від наближення обраного для φ в чисельнику і в знаменнику, зокре­
ма, що можливо при наближеній оцінці λ.

Точне вирахування λ, на жаль, вимагає знання точного розв’язку 
рівняння Шредінгера для певного конкретного ходу потенціальної енер­
гії. У практичних випадках цей хід невідомий, а для більш-менш склад­
ного ходу U (г), що апроксимує в достатньому наближенні дійсний ха­
рактер U(r), точного розв’язку не вдається добути. Тому для обчис­
лення вживаються наближені методи, з яких найбільш простим є ме­
тод ВКБ. Так, для теорії α-розпаду радіоактивних ядер виявляється 
достатнім обчислити чисельник у (22.17) за допомогою асимптотичної 
квазікласичіної функції φ“ (22.14), а для знаменника треба брати 

повну квазікласичну функцію у першій області φ( . При цьому в пер­

шому випадку Ro 'p г0, де r0 — ширина потенціальної ями, а у друго­
му випадку можна покласти R 0 —  Го.

Ми ие будемо наводити цих розрахунків, а знайдемо вираз для 
λ з простих міркувань (одержується той же результат).

Якщо частинка у потенціальній ямі має швидкість ν0, то кіль­

кість підходів частинки до бар’єра в одиницю часу д о р і в н ю є . Тоді,
*Г0

оскільки λ є імовірність виходу частинки з об’єму, що оточений бар’є­
ром, ми одержимо

(22.18)

де D — коефіцієнт проходження крізь бар’єр, рівний 1

- - r j V

D  =  e . (22.19)

Зауважимо ще таке. Знайдена нами асимптотична форма розв’яз­
ку (22.7) за допомогою (22.12) може бути записана так:

J -УШ ^г+^г
φ (Г) =  Є

звідки випливає, що хвильова функція

г У2т£0 г+(Г/4тЕ,,)г п

Ф (П == ------ -------  (22.20)

1 При І ф  0, строго кажучи, точки г1 та г2 визначаються не умовою V ( r ) = E ,  
а умовою р г = 0 ,  де р г задається формулою (21.30).
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необмежено зростає з віддаллю від бар’єра. Така поведінка -фш (г) по­
яснюється тим, що на великих віддалях знаходяться частинки, випро­
мінювані раніше, коли |ψι|2 в об’ємі, оточеному бар’єром, було більшим. 
При нашому розгляді ми не врахували того, що випромінювання части­
нок в дійсності йшло не весь час (від t =  — оо), а почалось у певний: 
момент t =  0, коли [-ψці2 було скінченним. Отже, не можна розглядати 
границі r -» оо для (22.20). Розв’язок (22.20) є віриим лише для не-

„ 4  h Е0
великих г, а саме: для r С  .

Квазістаціонарні рівні

Для визначення імовірності одержання певного значення енергії Е 
в нестаціонарному стані \jj(r, t) треба за загальною теорією розкласти 
функцію г|з(г, і) по власних функціях ψ£ (0 оператора Гамільтона Н 

розглядуваної задачі. В нашому випадку U (г) >  0 і спектр власних 
значень оператора Я  буде непереривним (0 /:' о с ). Відповідний роз­
клад

^ ~ΤΓΕί
ψ (r, ί) == І C (E) e h ^b{r)dE (22.21)

о

визначає шукану імовірність, рівну | C(E)\2dE. Але розкладати за
(2 2 .2 1 ) знайдену нами функцію ψ(/·, t)

_l_E f_L i
y ( r , t ) = q ( r ) e  h ° 2h ( 22.22)■>

ми не можемо, оскільки, як ми з’ясували вище, вона є правильною· 
лише для іневеликих г. Тому ми звернемося до початкових умов іншого 
типу. Будемо вважати, що -ψ (r, t) веде себе вірно на безмежності, при­
чому початкова функція г|з(г, 0 ) відмінна від нуля практично лише в 
об’ємі всередині бар’єра, так що при t =  0 частинка перебуває в об’є­
мі, оточеному бар’єром.

Якщо розглянути замкнену систему функцій типу «початкової умо­
ви» ч|з(г, 0 ),. то амплітуда a(t), з якою представлений конкретний стан 
ψ(Λ 0 ) в розкладі ψ(Γ, t) за цією системою, дорівнює

a (t) =  J ψ [r, t) ψ (r, 0 ) άτ. . (22.23)

Підставляючи в цю формулу вирази для ty(r,t) та ·ψ(r, 0), визначені, 
розкладом (2 2 .2 1 ), ми будемо мати

~ — Et °°_ '

a ( t ) = f a § C ( E ) e  h . ^E (r)\c(E')^e (r)dE'==

0 0

=  [г)$е {г) dx)dEdE'.
0 0 ,

Завдяки ортогональності функцій -фг (r)\ j*фя- (г) ψε (r) άτ =  5 (Ε' — Ε)

ми приходимо до виразу

°° °°  ̂Et  ̂Et

. α ( ί )= |  ^С (Е }С (Е ')є ~ ^ЕІ b (E '- E )d E d E ’ =\^е~тЕ \C\E)\*dE.

» ° 0 (22.24)»

I
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Квадрат модуля знайденого виразу: \a(t)\2 вианачає закон розпаду 
стану ψ(/·, 0). Конкретна форма цього закону визначається в свою чер­
гу розподілом енергії \0{Е)\ЧЕ у початковому стані. На основі цієї 
теореми, доведеної Фоком та Криловим ми можемо зараз поверну­
тись до інашої проблеми.

Виберемо ψ(/\ 0) так, щоб Ψ(/-, 0 ) =  -ψ(Γ) (ф(г) з формули (22.22) 
всередині бар’єра та ψ(τ, 0) =  0 поза бар’єром). Тепер, коли ми під­
ставимо для "ψ (r, t) вираз (2 2 .2 2 ), ми можемо не звертати уваги на 
те, що ψ(τ) зростає з віддаллю від бар’єра (див. (2 2 .2 0 )), бо в тій 
області, де наш розв’язок некоректний, функція ір(г, 0 ) дорівнює нуле­
ві. Оскільки, за визначенням, ψ(Γ, 0) та ψ (0  збігаються всередині

бар’єра, ми одержимо з (22.13), коли ψ(/', 0) нормована,

a (t) =  j  ф (r) <? h C°‘ 2Λ * ψ(>) dx =  e τΕ" ^ u ! (22.25)

Такий вираз для a(t) ми одержимо з формули (22.24), коли візьмемо

(22 26)
(£-£„)■ + (т ) :

При цьому інтеграл в (22.24) обчислюється просто в комплексній пло­
щині.

Дисперсійна формула для розподілу енергії (22.26) має резонанс­
ний характер з максимумом при Е =  Ео, а значення, рівне половині 
максимального, досягається при | Е — £ 01 =  Г/2. Цю величину ΔЕ =  
=  Г/ 2  називають півшириною квазістаціонарного рівня Е0.

З точки зору розподілу частинок, що проходять крізь бар’єр, по 
енергіях, дійсна частина параметра W (22.9), тобто Е0, визначає се­
реднє значення енергії цих частинок, а уявна частина Г/2 характери­
зує відхилення від цього середнього значення. Маємо картину, анало­
гічну тій, що має місце в квантовій теорії випромінювання світла з
урахуванням згасання хвилі — тобто скінченної ширини спектральної 
лінії.

Коли ввести середню тривалість життя частинки в стані ψ(/\ 0) =

=  Ψ ( 0

τ =  Τ  =  Τ ·  (22.27)

то одержимо зв’язок між шириною квазістаціонарного рівня та три­
валістю життя частинки на цьому рівні:

Δ Ε ·τ  =  -̂ -. (22.28)

Розглянуті нами квазістаціонарні стани є саме тими станами, про які 
йшла мова у §§ 11, 15.

Радіоактивний а-розпад

Теорія випромінювання α-частинок радіоактивними ядрами була 
одним з перших успішних застосувань квантової механіки до ядерних 
процесів. Перші роботи Гамова та Герні і Кондона 2 дали квантово-

1 H. С. К р ь і л о в  и В. А.  Ф о к ,  Ж ЗТ Ф  17, 93 (1947); див. Д. И. Б л о х и н ц е в ,  
Основьі квантовой механики, ГИТТЛ, М ,— Л. (1949).

2 G. G a m o w ,  Zs. f. Phys. 51, 204 (1928); R. W . G u r n e y  a. E. U.  C o n d o n ,  
Phys. Rev. 33, 127 (1929).

13’ 195



механічне пояснення цього явища, незрозумілого з точки зору класич­
ної теорії. В основі теорії лежить розгляд тунельного ефекту крізь 
центральносиметричний бар’єр у квазікласичному наближенні. Цілий 
ряд авторів пізніше розглядали те саме питання дещо більш строгими 
методами, але результати практично були ті ж самі.

Фізична модель в цих теоріях полягає у тому, що одна а-частинка 
розглядається в певному потенціальному полі, створеному ядром, — 
тобто це є модель одного тіла. За більш послідовною трактовкою пи­
тання з точки зору квантової механіки системи частинок, а-частинка 
не може розглядатися як частинка, що рухається в полі скінченного 
ядра. Такий розгляд є поправним лише тоді, коли α-частинка залишає 
ядро і розташована досить далеко від нього. Коли ж а-части;нка пере­
буває в ядрі, то два протони та два нейтрони, з яких вона складається, 
беруть участь у руоі всієї системи частинок, які складають ядро, і їх 
не можна відрізнити від цих частинок. З цієї точки зору а-частинка

розглядається як об’єкт, що 
утворюється саме в момент ви­
промінювання, а не існує в 
«готовому» вигляді в ядрі. Та­
кий більш послідовний розгляд 
дозволяє пояснити ряд особли­
востей α -розпаду, які залиша­
ються поза межами одночас- 
тинкової моделі, наприклад, 
практичну заборону а-розпаду 
у більшості ядер, що склада­
ються з непарного числа ну­
клонів '. Залишаючи ці питан­
ня в стороні, ми обмежимося 
одночастинковою схемою.

На великих віддалях від 
ядра між α -частинкою і за­
рядженим ядром діє кулонів- 

ське відштовхування 2Ze2/r, де Ze — заряд ядра, а на малих віддалях 
кулонівське відштовхування відступає перед різким притяганням, обу­
мовленим дією інтенсивних короткодіючих ядерних сил. Схематизуючи 
за Гамовим хід потенціальної енергії, можна її зобразити так, як це 
подано на рис. 24 (пунктирна крива зображує більш близький до 
дійсності хід U(r) в ядрі, ми ж поклали, що в середині ядра U (г) =  
=  const).

Застосовуючи розвинену вище теорію проходження частинок крізь 
потенціальний бар’єр, можна дати опис явища. Дійсно, α-частинки, що 
перебувають у,ядрі і мають енергію, меншу від висоти потенціального 
бар’єра, завдяки тунельному ефекту можуть виходити у зовнішню об­
ласть, в той час, коли частинки, що налітають на бар’єр ззовні, прак­
тично не будуть захоплюватися ядром, бо коефіцієнт проходження є 
малим, а час перебування такої частинки коло бар’єра теж дуже ма­
лий, так що для α-частинок, які падають на ядро ззовні, матиме місце 
лише розсіяння, обумовлене далекодіючими кулонівськими силами.

Для визначення константи α-розпаду будемо виходити з формули
(22.18):

1 =  ̂ D ,2 г0 ’

Рис. 24.

1 Г. А. Б е т е ,  Физика ядра, ч. I I , ГИТТЛ, М .— Л., 1948; И. П е р л м а н ,  
А. Ш о р ь о и  Γ. Т. С и б о р г ,  У Ф Н , 42, 220 (1950).
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де Vo — швидкість α-частинки в квазістаціонаріному стані, у якому 
вона перебуває всередині ядра. Для коефіцієнта проходження ми візь­
мемо найпростіший вираз, який відповідатиме / =  0 та не враховува­
тиме поправку, обумовлену вимогою правильної асимптотики, тобто по­
кладемо

Г1
~~ ^V2m{U(r)-E)dr

D  =  e r° . (22.29)

Друга точка повороту Г\ визначається з умови

-- =  Е.
Г і

Таким чином, нам треба обчислити інтеграл
ту 2Ze‘/E __________  ___ 1

/ =  j  1/~2m(U-E) dr =  ^ Y ^ - E d r ^  2  Ze3 ] /  άξ,

r„ r0 r„
Λ

де покладено | =  г/гь Обчислення останнього інтеграла легко вико­
нується за допомогою підстановки % =  ΰοε2η і дає

/ =  Ze2 ]/"~  (2η0 — sin 2η0); cosJ η0 =  ^  =  — |-. (22.30)

Оскільки ГоІГ\ <  1, розкладемо залежні від цього відношення ве­
личини η0 та 8ίπ2 ηο в ряд за його степенями, обмежившись першими 
двома членами, тоді матимемо

1 =  ~ J W  ~  2е <22·31)
V т

Підставляючи цей вираз у (22.29) і логарифмуючи вираз для λ, одер­
жимо

^ = - ^  +  4iV™ ZTo + l n ^ ,  (22.32)

де ν =  є швидкість α-частинки далеко від ядра, а під г0 треба

розуміти радіус радіоактивного ядра (більш точно ядра, утвореного 
при α-розпаді). Ця формула, незважаючи на грубі наближення, засто­
совані при її одержанні, дає правильну залежність константи розпаду 
від енергії α-частинки (або швидкості ν). Таке співвідношення було 
встановлено на експерименті ще у 1911 р. Гейгером та Неттолом’. 

Формула (22.32) містить також залежність від Ζ та радіуса ядра г0. 
Виявляється, що коли визначити за емпіричними даними для λ ра­

діуси ядер, то одержані значення лежать в межах порядку величини 
~ 10 -12 см, в той час, коли відомі константи розпаду λ для різних ядер 
лежать у широкому інтервалі: 105 — 10-18 секг1. Отже, відміна, в зна­
ченнях λ для різних елементів визначається, головним чином, різними 
енергіями α-частинок, що утворюються при розпаді. Теоретична фор­
мула у згоді з досліідом дає відносно слабку залежність від го А

1 Н. G e i g e r ,  М.  N u t t a l ,  Ph il; Mag., 22, 619 (1911).
2 Докладне обговорення проблеми α -розпаду можна знайти у книзі В. В. М  а-

л я р о  в а, Основи теории атомного ядра, Физматгиз (1959).
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§ 23. Ще про зв’язок між квантовою та класичною механіками

За теоремою Еренфеста, в деякому стані ψ мають місце «квантові 
рівняння Ньютона»: '

d2 /=v Τη
т а г { х )  =  - £ ,  (23.1)

де середні значення обчислюються за правилами квантової механіки. 
Для того щоб (23.1) було близьким за змістом до'рівнянь класичної 
механіки, потрібне виконання двох умов. По-перше, частинка повинна 
рухатись за законами класичної механіки, по-друге, стан ψ не пови­
нен деформуватись з часом. Обидві ці умови, взагалі кажучи, не вико­
нуються. Дійсно, перша умова означає, що повинна мати місце рів­
ність

Ш _ д Ц р с )

дх ~  , =  ’ { Ι ό . І )
(7 X

яка іне може виконуватись точно. Дослідимо умови, коли ця рівність 
виконується з деяким наближенням.

Розглянемо досить вузький хвильовий пакет (Ψ(λ;) в початковий 
момент часу практично відмінне від нуля в малій області Δ*). За 

загальними формулами, координата центра ваги хвильового пакета х 
визначається так:

χ =  -tydx, (23.3)

а

(23·4)

(для простоти ми розглядаємо одновимірні формули).

Покладемо І =  х — х і запишемо:

Ш

дх J ' дх

Нехай U(x) ■— повільно змінна функція в області, де | ψ |2 суттєво від­
мінне від нуля; тоді можна застосувати розклад Тейлора за степенями

і  доїя функції dU(x 1)/дх, і ми одержимо

=  +  l '± № L ,E E p + . . .  , (23.6)
дх дх

де

(Δχ)2 =  j  ψ (χ — χ)2 ψ dx =  j  ψ ξ2 ψ άξ,

бо -ψ (а:) вважається нормованою, а середнє значення від (х — х) до­
рівнює інулеві. На підставі (23.6), рівняння (23.1) набуває вигляду

=  (23.7)

З цього виразу ми бачимо, що рівняння (23.2) можуть бути наближено 
одержані при виконанні умови

д и (х )

дх » т
д Щ х )

д і3
{±xf. (23.8)

198

Знайдений критерій може задовольнятись, коли потенціальна енер­
гія Щ х) є повільно змінна функція і коли ,на протязі деякого проміжку 

часу ширина пакета (Δ* ) 2 може вважатися досить малою. Для цього 
проміжку часу ми будемо мати в першому наближенні рівняння Нью­
тона для центра ваги пакета. Вказівка про певний проміжок часу є сут­
тєвою, бо, як ми побачимо, зміна стану з часом приводить до розши­
рення хвильових пакетів. Але навіть тоді, коли критерій (23.8) є за­
доволеним, рух не може вважатись класичним. Дійсно, для досить 
вузького хвильового пакета ми можемо вважати, що середня потен­
ціальна енергія збігається з потенціальною енергією точки з координа­
тами центра ваги пакета

Ό ^ U y d x  =  U(x), (23.9)

але кінетична енергія при цьому не завжди задовольняє умові

(23.10)
lm

•Середнє значення кінетичної енергії можна записати так: 

ψ _ Ρ _ ,  (М*
2m  "т" 2т  ’

але нерівності Гейзенберга дають

f = 4 + ' g - ‘ · Г О ) ! =  ‘ (23.11)

( М ! > ~ Г , ,  (2 3 .1 2 )
4 (Δα:)2

і для дуже вузького пакета член може бути набагато більшим за

. Таким чином, рух частинки наближено може розглядатись як кла­

сичний лише на протязі інтервалу часу, в якому одночасно задоволь­

няються дві умови:

(Δλ;)2 та ^  · (23.13)
4 (Δα:)2

Виконання обох критеріїв можливе, коли поле U(x) є повільно 

змінною у просторі функцією та коли кінетична енергія Т є великою. 

Тоді квантові рівняння руху частинки_ можна заступити рівняннями 

Ньютона для частинки з координатою х та імпульсом р.

Зауважимо, що коли критерії (23.13) виконуються в деякому ін­
тервалі часу, то пізніше вони обов’язково порушуються в зв’язку зі змі­
ною стану ψ з часом.

д щ х ] І >> і д»и(х)
—.4

β  1 г дх

Розширення хвильового пакета з часом

Розглянемо для простоти одновимірний рух. Для вільної частинки 
власні функції оператора імпульсу

%{х) =  (2к)-1,'е1**, (23.14)

нормовані на δ-функцію, є одночасно власними функціями оператора 
'енергії. Тому довільний розв’язок хвильового рівняння можна записати 
у вигляді
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r» fa

${x,t\=\a[k)e φ h(x)dk, (23.15)

a (k) =  (χ)ψ(χ, 0)dx. (23.16)

Форму так званого мінімізуючого пакета (див. § 6 )

ψ (х) =  с" exp j— ^  (х — x f  -f -ψ-

можна деталізувати встановленням виразів для констант с" та а. Кон­
станта с" визначається з умов нормування

j І ψ j 2dx =  1 ;

де

а параметр а легко виразити через (Лд- ) 2 —~ (х — х)2 з означення

j  (л: — x )2 1 ψ j- dx ----- (л'х)'*.

Тоді після обчислення відповідних інтегралів одержуємо

ψ (х) =  [2 π (ZLv)2] ^exp
(χ —λ)-’ , ίρχ

4ι Ίχ Υ  η
(23.17)

Використовуючи цей вираз при спрощуючій умові р =  X =  0, ми з
(23.16) знайдемо

а* =  [(2тс)3 (Δλ:)2] v‘j  exp j~— -=L- — ikx dx =

і, за (23.15), одержимо для хвильової функції у будь-який момент 
часу t

іПк3,

Ψ (■*. І) =  j  ak
2 m

Ψ* (■*) dk. (23.18)

мемо
Обчислення цього інтеграла не викликає труднощів і ми мати-

ψ (x , t ) =  (2 π )- ν . /  γ  (Λ λ:; - +  \ χ ρ

1т у (Δλ:)2/ 4 (Κ χγ  +  2 ih tjm

|ψ(*,ί)Ι2 =  2 π (Δ^)Μ
Л2г2

4»ι2(Δλ:)2
) ^2ехр

2 (Δλγ)* +
Ь.гР

4 т '(\ х)г

(23.19)'

. (23.20)

Таким чином, густина імовірності для координат в будь-який час t 
має той самий вигляд, як і у момент t =  0 ( | -ψ (х, 0 ) |2), причому на 

місці (Δχ) 2 з’являється сума

(23.21)·
4 т г(\х)г

Отже, центр ваги пакета залишається у початку обраної нами си­

стеми координат (х =  0 ), але ширина його збільшується при зміні t.
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Причому чим менша початкова неозначеність у координаті, тим більша 
відповідна неозначеність у імпульсі і тим більша швидкість розширен­
ня пакета.

Розглянемо тепер загальний випадок довільного початкового стану 
вільної частинки (пакет довільної форми) ψ. Обчислимо похідні по

часу від (Кх)2. Для цього розглянемо похідні від величини L = ;
= 2
X

маючи на увазі, що

та
d_

dt

L =  Xі 

ίχ2 — χ ) :

= 2  
X ■ (Δ*Γ

dx
dt

+  [Я, x2]. (23.22)

Оскільки для вільного руху Н —  р2/2т, то дужка Пуассона легко 
розкривається 1

’ ,2 у 21   х р + р <_ (23.23)

і ми одержуємо для першої похідної від L вираз

dL χρ + рх
= 2

dx х р  р х р  х

dt m dt

Обчислимо тепер другу похідну

d*_L 

lit2
д (М Л  

dt U t + Η,
dL

dt

d 1 x , 

—  dt* i -
/ /  χΡ  +  Ρχ

Я , *E±S*.\ =  {(xp + px)p* -  p* (xp +  px)} =  %  ,
2 /r
m2

отже,

d»
de

d'-x _ _  2p'- 2p
dt2 тг ni‘

(23.24)

бо, як випливає з рівнянь Еренфеста, для вільної частинки р =  const.
З виразу (23.24) видно, що всі вищі похідні від L тотожньо обер­

таються р нуль, бо р2 комутує з Я. Таким чином, розклад Тейлора для
— 2

L — х2 — х за степенями t набуває вигляду

або, переходячи до середніх значень, одержуємо 

де ______

т г
t\

\ЬРГ t\ (23.25)

(Ар)2 — (р — р )2·
У багатьох випадках, залежно від вигляду початкового стану 

Ψ(λ·, 0 ),  член, лінійний відносно часу, обертається в нуль (ми бачили 
такий приклад (23.21). Тоді має місце розширення хвильового пакета 
вже з моменту t =  0. В загальному випадку, коли_в (23.25) присутні 

ВСІ члени, Є МОЖЛИВИМ проходження величини (Axj2t через мінімум, 
після чого відбуватиметься монотонне розширення пакета.

Пригадуючи правила перестановки Fpx
дР

■px F = l h  --)χ , де F  = = F(x , у, z ) , маємо

х*р —  рх2 =  2ihx, звідки ргх2 =  (рх2)р  —  2ihpx — (х2р )р  - 
—  2 ih (хр +  р х ) , і, остаточно, х2р2—  р2х2 =  2ih(xp +  рх).

- 2ihxp —  2ihpx — х2р2 —



Р о з д іл  V III

ОСНОВИ РЕЛЯТИВІСТСЬКОЇ КВАНТОВОЇ МЕХАНІКИ 

(ТЕОРІЯ ДІРАКА)

§ 24. Гамільтоніан Дірака. Матриці Дірака

Одною з фундаментальних областей сучасної теоретичної фізики 
-є поєднання квантової теорії з теорією відносності. Розділом цієї за­
гальної проблеми є побудова релятивістської квантової механіки. При 
цьому евристичним принципом знову буде служити аналогія з класич­
ною, але тепер релятивістською, механікою.

Відмовляючись від викладу історичних етапів розвитку релятивіст­
ського узагальнення квантової механіки та обговорення різних реляти­
вістських хвильових рівнянь *, ми, маючи на увазі електрони, будемо 
йти шляхом, прокладеним Діраком 2. Побудуємо релятивістську теорію 
для одної частинки у заданому зовнішньому noJn. Ця проблема може 
бути послідовно сформульована в межах квантової механіки, у той час 
коли релятивістська теорія багатьох взаємодіючих між собою частинок 
виходить за межі механічних проблем. Чисто механічна трактовка ви­
магає можливості розгляду миттьових взаємодій, що в принципі супе­
речить теорії відносності. При великих швидкостях частинок V ~  с, де 
с — швидкість світла, механічна проблема не може бути сформульо­
вана навіть наближено і ми повинні поряд з механічними рівняннями 
розглядати рівняння електромагнітного поля, які описують поширення 
взаємодії між частинками. Таке положення властиве як класичній, так
і квантовій теоріям. В останній воно зв’язане з розвитком теорії кван- 
тованих полів. Деякі зауваження ми подамо ще в розділі про квантову 
механіку системи частинок, а зараз перейдемо до розв’язання постав­
леної вище задачі про побудову релятивістської квантової механіки 
одної частинки в заданому зовнішньому полі — теорії Дірака.

Хвильове рівняння

Яф — ih 7,7  =  0 ■dt

було нами здобуте з цілком загальних міркувань, що не залежать від 
того, чи розглядається теорія релятивістська, чи нерелятивістська. Але 
конкретний вигляд оператора Н в цьому рівнянні, знайдений нами ра^ 
ніше, не відповідає вимозі релятивістської інваріантності хвильового 
рівняння. Дійсно, оператор Гамільтона попередньої теорії

1 Е. S c h r o d i n g e r ,  Ann. d. Phys. 81, 109 (1926); W. G o r d o n ,  Zs. f. Phys. 
40, 117 (1926); O. K l e i n ,  Zs. f. Phys. 37, 895 (1926); В. А. Ф о к ,  38, 242 (1926)· 

див. також Я. И. Ф р е н к е л ь ,  Волновая механика, ГТТИ, Л .—М., (1934) гл V I
2 P. А. М . D i r a c ,  Proc. Rov: Soc. A 117, 610 (1928); П. Д и р а к ,  Осчовьі

квантовой мєханики, Μ .— Л., (1937). П. А. М . ' Д и р а к ,  Принципи квантовой меха-
ники. Физматгиз, М . (I960) (переклад з четвеотого англ. аидання).
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Н — · 2т Δ +  U (X, у, Z)

містить другі похідні по координатах, а похідна по часу в хвильовому 
рівнянні першого порядку. Ця нерівноправність просторових координат 
та часу говорить про те, що хвильове рівняння теорії Шредінгера не є" 
лорентц-інваріантним.

Ми повинні знайти такий вираз оператора Н, при якому хвильове 
рівняння буде інваріантним відносно перетворень Лорентца і щоб з ньо­
го в класичній (неквантовій) границі випливали відомі рівняння руху 
теорії відносності. Розглянемо спочатку вільну частинку. Оскільки в 
хвильовому рівнянні фігурує перша похідна по часу, запишемо опе­
ратор Н як лінійну форму, побудовану на операторах складових ім­
пульсу

(24.1)

де р х=  — ifi-^ \ τ. r ., a $t — невідомі оператори. Функція Гамільтона 

вільної частинки в класичній релятивістській механіці має вигляд

тс- 1 (24.2)

що теж говорить на користь обраної форми (24.1).

Оператори β; не можуть містити операторів р х, ру, ρ ζ і не можуть 
залежати від координат х, у, ζ; останнє випливає з однорідності про­
стору для вільної частинки.

Отже, це повинні бути оператори нового типу, які діють на функції 
від змінних, що їх не містила шредінгерівська хвильова функція. Ви­
користаємо тепер принцип аналогії з класичною теорією і будемо ви­
магати, щоб для оператора Н мало місце співвідношення, властиве 
класичній гамільтоновій функції (24.2), а саме:

№  =  m2c«'+c*(pi +  Ру +  РІ)·. (24·3)

Зважаючи на те, що оператори $k комутують з рх, ру, ρ ζ, але, взагалі 
кажучи, не комутують між собою, одержимо

н* =  п  + м р і+ № р 1  +  и р і  +  [ № і +  ш р х +  {№ і +  ш р у  +

+ (Рз р4 4- Р< Рз) Pz + (Рг Pa +  Рз Рг) Ру Pz +  (Рз Рх +  Pi Рз) Ρζ Рх +

■ +(РіР2 +  Р2Рі)/>,/у- (24.4)

Для співпадання цієї формули з попередньою необхідно, щоб

0 ? = р * - р ! ^ с * ,  Р ^  +  Р а Р ^ О  (ІФк), (24.5)

або для нових операторів ak, рівних

—  а з —  Рз> ai~ m c ?  ^4’

матимемо умову

ai a* +  afear=  2S/ft (і , & =  1,2, 3, 4). 

Розглянемо поки що, як приклад, три ермітові матриці:

0 1 _ 0 -  і д 0 - 1 0

1 0
σ2 —

> і 0
°3 -

0 - 1

(24.6)

(24.7)
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і впорядковану пару чисел J. Дія операторів (24.7) над парою чисел

( у )  полягає У лінійній підстановці лад цією парою з коефіцієнтами,, 

рівіними елементам матриці, наприклад:

о ( х \_І x ' \ х' — Ох І.у — у

1 \У І \У’ ), У' =  \.х-\- 0.у =  х.

Легко переконатись у тому, що

К )* = 1  (24.8)

є тотожіньою підстановкою і що

-■і і-'і

о пО - - „0-0 (24.9)σ3 а\~ °1 °3

σΐ σ2 =  °2 σ? — г" σ" j

і, таким чином, задовольняються умови (24.6).

Власні значення кожного з операторів σ?, σ®, σ “ , є +  1 та — 1.

Дійсно, розглянемо ці матриці як лінійні оператори, що діють на
двокомпонентні функції

Α(2)λ
і запишемо рівняння на власні значення цих операторів σ”ψ/ =  σί’ψί.

В розгорнутому вигляді матимемо

аі(11) Ф/(1) +  0І'(І2) фі(2) — σ)’ψί(ΐ),

σί’(21) ψί(1) “Ь σί'(22) ф/(2) — ®ίψί (2),

де через σ}’ позначено власне значення, а індекси в дужках нумерують 
елементи матриці і компоненти функції ψ; , відповідно. Підставляючи 
чисельні значення елементів матриці, наприклад σ',’, одержимо

ψΐ(2) — σ1 ψ1(1)> Φΐ(1) =  °?ψ)(2),

звідки маємо, що

σ?  =  ± 1 ,

аналогічно можна знайти власні значення операторів σ£ та σ". Три 
матриці σ?, o!j, og разом з одиничною утворюють повну систему в тому 
розумінні, що всяку дворядну матрицю можна записати як лінійну ком­
бінацію цих чотирьох з числовими коефіцієнтами.

Зауважимо, нарешті, що о?,· о®, з®, мають «векторний» характер — 
якщо виконати перетворення

a ik ak>

де а ік— матриця перетворення повороту ортогональної системи коор­
динат, то нові матриці вТ задовольнятимуть тим самим умовам (24.6), 
що і σ ϊ.
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Розглянемо, тепер чотирирядні матриці, за допомогою яких вико­

нується одночасно підстановка над двома парами чисел т а ^ у | .

Ці дві пари можна розглядати як одну чотирикомпонентну вели­
чину ψι, ψ2, "фз, 1^4 з довільним упорядкуванням компонент. Дійсно, 
можна покласти, наприклад,

ψι =  χ, ψ2 =  у, ψ3 =  ψ4 =  у', (24.10)

тоді підстановка визначатиметься матрицями

0 10  0 0 - /0 0 1 0 0 0

10 0 0 і 0 0 0 0 - 1 0  0
31 ' 0 0 0 1

•,  Ь  —  ■0 0 0 — і
> σ3 —  ' 0 0 1 0

0 0 10 0 0 і 0 . 0 0  0 - 1

Коли ж покласти

ψι =  χ, ψ2 =  х', ψ3 =  У, ψ4 =  у',

,το ті самі підстановки зададуться іншими матрицями:

0 0 10 0 0 —і 0 10 0 0

0 0 0 1 0 0 0 — і 0 1 0 0
Pi = 10 0 0

, ра —
і 0 0 0 , Рз — 0 0 -1 0

0 10 0 .0 і 0 0 0 0 0 - 1

(24.11)

(24.12)

(24.13)

Легко перевірити, що матриці ота матриці р, зокрема, задоволь­
няють тим самим умовам, що і матриці ο'/, σ|ί, σ'ί , і кожен з операто­
рів σ комутує з кожним оператором р:

alPt =  pkat (i,k =  1,2,3). (24.14)

Кожна з цих чотирирядних матриць має два двократні власні значен­

ня +  1 та — 1. .
Три матриці σ/} три матриці рк, дев ять матриць (добутків) σ4ρ* 

та одинична утворюють повну систему. Кожну чотирирядну матрицю 
можна виразити як лінійну комбінацію цих 16 матриць з числовими 
коефіцієнтами.

Завдяки виконанню умови (24.6) шукані оператори aft можуть 
бути ототожнені з матрицями розгляненого типу. Наприклад, якщо по­
будувати оператори ак так:

сн =  Ои а2=рзОг, а3 =  0з, сц =  ргОг, (24.15)

то легко побачити, що одержані в такий спосіб ак задовольняють умо­
ві (24.6). Більше того, можна подати ще одну матрицю

сі5=Рі02, (24.16)

яка разом з першими чотирма задовольняє цій умові. Таким чином, ви­

беремо:

0 10  0 0 - і  0 0 1 0 0 0

10  0 0 і 0 0 0
а3 =

0 -1 0 0

аі = 0 0 0 1
,  а2 =

0 0 0 і .·. ’ 0 0 1 0

0 0 10 . 0 0 —* 0 і ,0 0 0 -1
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0 0 0 --1 0 0 0 —і
0 0 1 0

,  <*5 =  ■

0 0 і 0
0 1 0 0 0 - і 0 0

-1 0 0 0 , і 0 0 0

(24.17)

Отже, хвильова функція, яка має задовольняти новому хвильовому рів­
нянню, є об єктом дії операторів ak і являє собою чотирикомпонент- 
ну функцію ψ(ψι, ψ2, ψ3, ψί). Нове хвильове рівняння, яке ми будемо 
далі називати рівнянням Дірака, символічно можна записати в такій; 
форм і1:

Щ =  к (аіРдг +  а2Ру + а-іРг) +  піс2 а4]ф = :ih d4
де ’

(24.18)

де перед похідною по часу ми уявляємо завжди присутньою одиничну 
матрицю. Використовуючи чисельну форму (24.17), рівняння Дірака 
можна розгорнути у систему чотирьох диференціальних рівнянь першо­
го порядку:

дх ду
L^ti _  ітс& і 1 όΨι 

dz ~ ^ і ~ Г -----
ime
Λ, с dt ■0,

όψι
дх

dij

4,
дх

ду

.(}ψ.

vi ί)ψ2 , ime

~ > (24.19)

,Г ι 1
дх ду dz h ^  ~г~ c dt

^ Вибір матриць

У зв язку з побудовою рівняння Дірака нам зараз треба обгово­
рити два питання. Перш за все з’ясуємо, чи обрані нами чотирирядні
матриці визначаються однозначно. Відповідь на це питання є негатив-' 
ною. З загальної теорії канонічних перетворень відомо, що вигляд опе­
ратора фізичної величини визначається властивостями цієї величини 
лише з точністю до довільного унітарного перетворення. В даному разі 
це означає, що конкретний вибір матриць а к є неоднозначним і зали­
шається довільним перетворення

Я*'=5**5+  (24.20)

де S унітарна чотирирядна матриця. Цьому перетворенню опера 
торів, як відомо, відповідає перетворення функцій ψ:

=  (24.21)

Введемо за означенням матриці

і а ,  а'2 “З

а у —  іл3 <Xj

az ~  —  ί « ι а :

Pa

?Ь-

■ I «1*2 «8

Р, =  « 4· (24.22)

Введені матриці загального типу ах, <зу, σζ та ра, рь, рс володіють 
тими самими властивостями, що й конкретні матриці σι, аг, σ-з та р^

1 Часто замість а 4 пишуть β,
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1 0 0 -  1

1 0 1 1 0

V 2 1 0 0 1

0 1 -1 0

р2, р3 ((24.11), (24.13)), незалежно від вибору матриць а*, які задоволь­
няють умовам (24.6). Коли обрати певні матриці ак згідно з (24.17),, 
то

°дг —  Рз °у ~  °2> Зг =  Рз °3 і Ра =  Рз> Pb ~  Рі °2> Рс =  ° 2>

коли ж, наприклад, за Діраком обрати замість (24.15) та (24.16) 

α j =  p, Oj, а  2 =  рг σ2, а  3 =  р1 а3) а  4 =  р3, а 5 =  р2,

то перехід від штрихованих операторів до нештрихованих здійснюється 
за допомогою унітарної матриці

(24.23)

а функції ψι', ψ2', "фз7, ψ / виразяться через ψι, ψ2, ψ3, Ψ>4 за такими фор­
мулами:

.1./ ψΐ — Ψ4 ,!У _  ψϊ+ψ.·) ,!/ Ψΐ + Ψ< Ψϋ
Ψ ΐ— γ γ  > Υ 2 ’ Φ « -  γ γ  > γ γ  ■

Рівняння (24.22) можна розв’язати відносно матриць щ , і ми одер­
жимо загальний вираз матриць ак через матриці ρ та σ, не залежний 
від конкретного вибору:

?·І :ν 3 V. а2 =  Р а ау> а:< Ра а4 =  Рс. ?/> (24.24 >

Під символами pk, ак ми будемо розуміти певний числовий вибір мат­
риць, а під символами ра, рь, рс, вх, ау) о2 матриці загального типу, що· 
володіють необхідними властивостями.

Обговоримо дуже коротко питання про те, чому саме треба брати 
чотирирядні квадратні матриці, а не матриці іншого рангу. Заува­
жимо з цього приводу таке. Розглянемо чотири гіперкомплексні числа 
а.к , які задовольняють співвідношенням антикомутації (24.6), всі мож­
ливі їх добутки (також і багатократні) та всі лінійні комбінації здобу­
тих в такий спосіб гіперкомплексних чисел зі всякими комплексними 
коефіцієнтами. Ми одержимо множину елементів, у якій визначені опе­
рації додавання елементів та множення елементів між собою та на 
комплексні числа — тобто, як кажуть, матимемо деяку алгебру над по­
лем комплексних чисел.

На основі алгебраїчних теорем 1 можна показати, що ранг п непри- 
водимого матричного представлення даної системи гіперкомплексних 
чисел зв’язаний з числом h лін ій но незалежних елементів даної алгебри 
формулою

h =  п\ (24.25)

тобто маємо, що число h лінійно незалежних квадратних матриць ран­
гу п дорівнює числу елементів цих матриць.

Визначення числа h , тобто побудова лінійно незалежних матриць 
шляхом перемноження матриць а·*, показує, що таких матриць є 16 
( h =  16), отже, ранг неприводимого представлення п =  4.

Тривіальне узагальнення може бути одержане при переході до ба- 
гаторядних матриць вигляду:

1 Б. JI. В а н - д e р - В  e р д е н, Метод теории групп в квантовой механике, ОНТИ,. 

Харьков (1938), гл. II.
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ak 00'
0 α, 0

( 2 4 . 2 6 )

л дальшій зміні Ак за допомогою унітарного перетворення, так щоб не 
було видно розпаду Ак на окремі матриці:

Ак' =  SAk S+. (24.27)

Це тривіальне узагальнення є єдино можливим ‘.

§ 25. Лорентц-інваріантність рівняння Дірака

Покладемо х =  хи У =  χ2, z<= х3 та id  =  х0 і запишемо перетво­
рення Лорентца у вигляді

3 3 

х> 1 =  а>кХ kl -£,·=“ X кі (25.1)
к <■ к 0

де дійсні числа а ік, які є елементами матриці перетворення, зв’язані 
між собою умовами ортогональності перетворення:

з

У  a ik а и —  ^кіі ^  а кі а и °и · (25· 2)

і-0 і=0

Перепишемо хвильове рівняння Дірака:

с К  Рх + <ЧРУ + Ф +  т с2 α4 ψ =  ih ^ ,

підставивши явний вираз операторів складових імпульсу

P*k— ih k  (*= 1 .2 ,3 )

та доміноживши всі члени на ijhc

Σ · . £ + τ - * - ° ·  < 2 5 · 3 )

к о

де через ао позначено одиничну матрицю, помножену на уявну одини­
цю (і). Оскільки, згідно з (25.1),

δψ _  V і а #- 
дхк ~~ Z j  дхі ’ 

і о

то, виконуючи перетворення Лорентца, одержимо з (25.3)

2  <2S-4)
1 = 0

1 Днв. В. П  а у л и, Общие принципи волновой механики, О Г И З , Гостехиздат 
(1947), ч. I I , §  2; Η. Н. Б о г о л ю б о в  и Д.  В. Ш и р к о в ,  Введение в теорию кван- 

тованньїх пОлей, ГИТТЛ, М. (1957), гл. І, § 6.
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Припустимо тепер, що існує чотирирядна матриця 5 (взагалі кажу­
чи, не унітарна), така, що

з

^ a ,* a *  =  S+a,S, a4 =  S +a4S. (25.5)

k = 0 ,

Тоді рівняння (25.4) за допомогою цієї матриці S можна записати 
тдк:

(25.6)

Ζ-0

Покладемо тепер

i|/ =  Si|> (25.7)

та застосуємо після цього до всіх членів рівняння оператор (5+)_І злі­
ва. Остаточно одержимо ·

Σ ^  + 'Γ^ '-ο · . Ч*Щ

Це рівняння за своєю формою збігається з рівнянням (25.3) з тими ж 
самими операторами α, , але новими є незалежні змінні, перетворені за 
Лорентцом, та хвильова функція (ψι', ·ψ2', ярз', ψ /)· Отже, якщо пока­
зати, що матриця S з потрібними властивостями (25.5) існує, то теоре­
ма про інваріантність рівняння Дірака відносно перетворення Лорентца 
буде повністю доведена.

Відмітимо зразу, що, як ми бачимо, при перетворенні Лорентца 
λ· x' хвильова функція теж перетворюється ψ -* ψ' за законом (25.7). 
Таким чином, хвильоца функція в теорії Дірака, на відміну від теорії 
Шредінгера, є не скаляром, а іншою геометричною величиною.

Перш ніж перейти до побудови^ матриці S, зробимо ще кілька тех­
нічних зауважень. У сучасній літературі є поширеним запис рівняння 
Дірака в дещо іншій формі. Коли ввести нові матриці

Уп =  — iaAa k(k =  1, 2, 3),

* γ4 =  a4,

то рівняння Дірака легко переписується в такому вигляді:

У · *  , £ + 7 ф  ° ’ ле іс/- - (-5·9) 
к 1

Матриці ук є ермітовими та задовольняють тим же співвідношенням, 
що і ак (k =  1, 2, 3, 4). Далі, для того, щоб мати можливість оперувати 
з рівнянням, спряжеіним до рівняння (25.3) або (25.8), вкажемо, що 
підстановка типу

г|/ =  αψ

є такою, що її коефіцієнтами служать рядки матриці а, а під символом

φ' =  φα

ми розуміємо підстановку, коефіцієнтами якої є колонки матриць а. 
Звідси випливає, щб комплексно спряженою величиною до V  =  αψ 
буде Ψ' . ψα . ^

14 А. Ю. Глауберман 209



Враховуючи ермітовість матриць а рівняння, спряжене до рівнян­
ня Дірака (25.3), ми можемо тепер записати так:

з

*=0

1, дф ітс -г г.
| 4 « δ- ^ Φ ^ = 0· (25.10)

Для того щоб записати рівняння, спряжене до (25.9), треба піти трохи 
довшим шляхом Напишемо рівняння, спряжене до рівняння Дірака 
в такому вигляді:

з _  _

Σ

 (3ψ ітс τ  , 1 όψ
_ ф Я4 +  - _ : 0

і підставимо сюди вирази ak через yk, одночасно вводячи х4 =  ict, в ре­
зультаті одержимо:

з _ _
дф тс γ , όψ п

Тії* — χ Ψ ϊ4  +  5χ; =  °·
J дх*

Покладемо далі ψ4 : ιψγ4, або ψ =

Σί£γ*
ft-1

ή|:+γ4, тоді

:ψ+ =  0. (25.9а)

Легко перевірити, що

Ф+ У* Ψ — Ψ α*Ψ (£ = 1 ,2 ,3 ) ,

' Ψ + Ϊ 4  Ψ =  ψ α η ψ ·  ,

В такий же спосіб, як і відносно рівняння- (25.3), ми побачимо, що рів­
няння (25.9а) залишається інваріантним при перетворенні Лорентца, 
коли разом з .перетворенням координат виконати перетворення над 
функцією

( Ψ + ) ' ψ+S-i.

Беручи до уваги, що з властивостей матриці 5 (25.5) та означення
■у4 =  а4 випливає, що 5+γ4 —  , ми одержимо

(ψ+)' =  ф+ S*1 =  і ψγ4 S·"1 =  і ψ S+y4 =  і ψ'γ4.

Таким чином, функція ψ+ зв’язана з функцією ·ψ їв «овій системі так
само, як і в старій.

Матриця S для перетворення Лорентца2

Покажемо, що матриця S з необхідними властивостями існує та 
при нашому виборі ak має вигляд

S =

α β 0 0 

γ δ 0 0 

0 0 а β 

0 0 γ δ

α γ 0 0

β Γ 0 0

0 0 α γ

I 0 0 β δ

(25.11)

1 Див. Π. Α. Μ. Д  и ρ ак, Квантовая механика. В. П а у л и, Общие принципи 

волновой механики, О Г И З  (1947), ч. I I , § 2. Наш  виклад близький до даного 
В. А. Фоком. Див. В. А. Ф о к ,  Начала квантрвой механики, Кубуч, Л., 1932 (ч. I I I ) .

2 Див. В. А. Ф о к ,  Начала квантовой механйки, Кубуч, Л., 1932 (ч. I I I ) .
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де α, β, у, б — комплексні параметри,-зв’язані між собою співвідношен­
ням унімодулярності -

об — βν =  ■ 1 (25.12)

Можна показати, що цих загальних властивостей вже досить, щоб за­
довольнити умову _ 1

5+а45 — а4,
та що викоінується рівність S+a5S =  as.

Для доведення того, що для довільного перетворення Лорентца 
можна обрати параметри α, β, γ, б (узагальнені параметри Келі—Клей- 
на) так, щоб виконувались всі умови (25.5), візьмемо до уваги, що пе­
ретворення Лорентца та підстановки S утворюють відповідні групи. 
З властивостей групи випливає, що декілька послідовних перетворень 
можуть бути замінені одним перетворенням, яке теж є елементом цієї 
групи. Найбільш загальне перетворення Лорентца можна одержати як 
наслідок послідовного застосування перетворень частинного вигляду — 
ми можемо, наприклад, розглянути обертання координатної системи 
навколо осей x, у, ζ та відоме перетворення Лорентца:

ζ' =  2 , у' =  у, х'
- vt

V
1

t'--

V

~с* х

V '

(25.1:

Підстановка 5 для загального випадку знайдеться як добуток опера­
торів S, , кожний з яких відповідає частинному перетворенню. 

Розглянемо спершу обертання навколо осі z:

х\ =  X l COSf — Λ ^ ΐη φ , х[ =  X, &1ηφ - f X2 COScp, x'3 =  χ Ά, x'0 =  x 0 (25.14)

і покажемо, що цьому частинному перетворенню відповідають пара­
метри

2
а =  е , β =  0, у — 0, 

при яких матриця S є діагональною:

(25.15)

-І?2

0

о

о

0 0

0 0 ■
Ιφ

е г 0

_ ‘Л
0 е 2

(25.16)

Цю матрицю можна переписати так:

S(x) =  cos -γ ί sin ρ3 σ3 =  cos -g—  i sin -γ azt (25.17) 

і, оскільки в даному випадку β =  у =  0, ми для 5+ одержимо, за (25.11),

>(*) =  cos і sin - ая. (25.18)

^ виразу (25.17) для 5 ми бачимо, що 5 та ра комутують, тому вираз 
о aiS, який ми хочемо обчислитй, запишемо через матриці р та σ, їо д і

14*
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s j)  «1 S(*> =  S(t) Pa a.r Я~, =  Po (cos - J- + І Sitl -J j ar (cOS -J -  І 8ІП \ аг J =

=  ρα (0Ο8© +  ί5ίηφο^)σΛΓ =  ρα ίσί θΟ5φ — <Jy sincp), (25.19)

де використані властивості матриць σ. Далі, використовуючи (24.24), 
ми можемо знайдений результат записати так:

«і =  5(г) «і 5(2) =  αχ οοεφ — α2 εΐηφ. (25.20)

Аналогічно одержуються рівності:

*2 ■ S(·’) *2 5'*) == «1 Sin<p —|— *2 COS<p, Я3 =  5(г) а3 5(г) =- OS;), a0 =  S(z) ао5(г)”=ао·

(25.21)

Перетворені матриці а'к зв’язані з первісними ак так само, як перетво­
рені координати x‘k з первісними хк, тобто виконуються умови (25.5), 
що й треба було довести. В такий самий спосіб можна розглянути пово­
роти навколо осей л: та у. В першому випадку

л[= :Х1, λ:'2 =  ;t2cos<p — л:3 sincp, .xr'^x^sine-j-.v.iCoscp, ·χ'ϋ·— χ0

і відповідні параметри Келі—Клейна є

a =  cos γ ,  β =  — i sin γ  , γ =  — i sin γ  , δ =  cos -~ ,

a S(X) записується у вигляді

S{x) =  cos γ  — i sin ~ οχ. (25.22)

У другому випадку,

х\ — х г cos'f -f- х3 sines, х ’2 =  х 2, х'3 =  — х г sintf -f- Xs COS<p, x'0 — x0

a cos ■ ~ , β =  — sin γ , γ == sin γ ,  δ =  cos γ ,

а

S(y) =  cos γ  — i sin σν. (25.23)

Узагальнюючи здобуті формули 1

5(^p=COS,|-~iSin | зд./г

на випадок обертання на кут ω навколо осі з напрямними косинусами 
λι, λ2, Хз, одержимо остаточно

S (W ;,( -=cos-^ — is in — ( X j -μλ2 -f-Х3ог). (25.24)

Розглянемо тепер власне лорентцове перетворення, яке відповідає 
відносному рухові координатної системи вздовж ОСІ X.

Це питання легко розглядається в термінах матриць ук. Дійсно, 
рух вздовж осі χ =  χι відповідає повороту в площині (хі, х4), але коли 
ми хочемо оперувати з дійсною часовою змінною сі замість уявної 
х4 =  id, кут повороту треба вважати уявним φ — іи. Для того щоб
скористатись з вже виведених формул, перепишемо (25.17) через матри­
ці ук. На основі (24.22) маємо

1 S^x ) можна на підставі означення експоненціальної функції та властивостей

(о , Yn — U )2/І + 1 =  я ,  записати і так:
хк xk xk .

Чі = ехр('7ТЧ)·
212

Stг) =  cos γ  — /sin γ  oz =  cos γ  — i sin γ  (— i <χ1 a2)

і, за визначенням матриць ykf *

S(z) =  cos \ — tsin {і γ4 γ, γ4 γ2) =  cos γ  -f sin γ2. (25.25)

Для одержання формули, що відповідає повороту в площині (Х\Х4), 
треба в (25.25) замінити γ2 на γ4 і покласти φ =  іи:

S =  cfiY + ΐ ν ^ ^ / ΐ γ  , (25.26)

де, як відомо, -

thu =  Y  , chu =  — r = ^ = f  - shu --- ^  I Ύ  і — ~  .
L 1 /  Vі c r C‘

V 1~~cr

Повернемось тепер до матриць, якими ми весь час оперуємо:

'  Ї 1 Ї 4 =  1 ( —  * a 4 a l  « J  =  *  ( ί α 4 α ΐ )  =τ=  —  α 1·

Отже,

5w =  c A y - s A y a lt (25.27)

у згоді із співвідношеннями (25.5), але матриця S,.,-] вже не є унітар­
ною.

Узагальнюючи формулу (25.27) на випадок руху системи зі швид­
кістю υ —  C ’ thu в напрямку, визначеному напрямними косинусами λι, 

λ2, λ3, матимемо

•̂ Ιλ,λίλ,ι" : ch γ  — sh γ  {̂ {,αι + λ2α2 -f- λ.(α3). (25.28)

Таким чином, показане існування матриці 5 з потрібними властивостя­
ми у всіх випадках, що доводить теорему про інваріантність рівняння 
Дірака відносно перетворення Лорентца.

Параметри1 Келі—Клейна, а з ними і матриця S визначаються для 
даного повороту лише з точністю до знаку. Ми записали формули так, 
щоб безмежно малому повороту відповідала матриця S, безмежно мало 
відмінна від +  1 '.

Занотуємо ще важливу інваріантність відносно просторового від­
биття :

xk =--■ — хк (£=1,2,3) х’0 хи, 
тобто перетворень типу (25.1) з коефіцієнтами

a, j =  а 22 =  а 33 = — 1, а 00 = 1, а ік = 0 (k ф  і).

З умов (25.5) випливає, що

S+citS = -  а, (і = 1 ,2 ,3 ).

5+а45 : а4.

1 3 одержаних формул видно, що при повному обороті (φ =  2π) матриця S  не повер­
тається до первісного значення 4- 1, а переходить у — 1. Ми маємо тут справу з 
двозначним (спіновим) представленням групи обертання. Ми не маємо можливості 
зупинитись на теоретико-груповому аналізі відповідних проблем. Див. Б. JI. В а н- 
д е р - В е р д е н ,  loc. cit. Г. Ю . Л ю б а р с к и й ,  Теория групп- и ее применения в фи- 
зике, ГИ З физ. мат. л-рьі, М., 1958.
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Цим умовам задовольняє ■ !

•SV> =  *.,·

Для інверсії часу, тобто x 'k =  x k (/г =  '1, 2, 3), х'а =  — х0, маємо, оче­
видно.

S+aftS =  a*, (k=\ , 2, 3, 4),

S+a0S =  — a0, S =  αο·

Вектор струму ,

Розглянемо величини

Ак ■= ψα*ψ, k =  0, 1,2, 3, 4, 5, (25.29)

які при нашому виборі матриць дорівнюють:

А0 —  -f- ίψ2ψ2 +  гфзФз + %Ψ4 . А з =  ΨιΨι — Ψ2Ψ2 + Ψ 3Ψ3 ~  Ψ4Ψ4 >

A j == фіф2 +  Ψ2Ψ1 +  Ψ3Ψ4 +  Ψ4Ψ3 , А4 =  — Ψ1Ψ4 +  Ψ2Ψ3 +  Ψ3Ψ2 ~  Ψ4Ψ1>

А 2 =  — ίψιψ2 +  ϊψ2ψι + ίψ3ψ.( — %Фз. Лг, =  — ίψ|ψ4 +  ίψ2ψ3 — «ФзФа ίψ4Φι ·

(25.30)

Нагадаємо, що а0 =  іі, де / — одинична матриця, і введемо ще одне 
позначення

А =  ψ/ψ =  — іА0.

При перетворенні Лорентца хвильова функція Дірака перетворюється 
за певним законом (визначеним з точністю до знака). Отже, чотири- 
компонентна функція 'ψί'ψι, ψ2, Ψ3. Ψ4) є своєрідною геометричною вели­
чиною з цілком певними трансформаційними властивостями. Для ха­
рактеристики цих властивостей дослідимо спочатку трансформаційні 
особливості величин Ак. Маємо

з

. Α ',·=Ϋ  α ,ψ '^ ψ  s+at 5 ψ = ^  alkAk (/ =  0 ,1,2,3) (25.31)

і бачимо, що А0, Аи А2, А3 перетворюються як компоненти чотириви­
мірного вектора. З  другого брку, формули S+a4S =  а4 та S+ct5S =  a5 
приводять до висновку, що

Л'4 =  Л4, A's =  A5, ■ (25.32)

тобто, що величини Л4 та Л5 є чотиривимірні інваріанти-скаляри. За­
пишемо тепер рівняння Дірака та спряжене до нього:

з
όψ . ітс , _

α* ^  + 1 Γ α^ = 0 > '
k = 0 

8 __
іт с -γ ίΛ

й 7 / * - І ^  =  0·
А’ — 0 *

Домножимо перше з цих двох рівнянь на ψ зліва, а друге на ψ і до­
дамо

. , ■ З

і ■ 2 έ (̂ ψ):=0, ’ (2δ·33) 
/·■ υ .

214

тобто
дЛі , дА% і дЛ‘і , дЛ0   q
дхі ' дх2 ‘ дхг ‘ дх„' ’

або

t  +  ̂  +  ̂  +  7 #  =  0· (25·34)'

Інтегруючи це рівняння по деякому об’єму х, обмеженому поверхнею σ, 
одержимо *

~  j Ad.% =  — с ^ [Аi cos (я, λ:) -f- A 2 cos (п,у)-\-Аг cos (η, ζ)] do. (25.35)

τ α .

Одержане рівняння є рівнянням непереривності. Дійсно, величина А, 
рівна

А == -ψχ·ψι +  Ψ2Ψ2 'фз'фз +  ψ·4ψι> (25.36)

має зміст густини імовірності і виступає як аналог |·ψ|2 теорії Шредін­
гера. Так і повинно бути, бо в теорії Шредінгера г|з-функція була ска­
ляром, а в теорії Діраїка ψ-функція є чотирикомпонентною величи­
ною. Рівняння (25.35) можна записати в знайомій фо^мі

— ■j ψψύ!τ =  — j S ada,

τ σ

або

-^-(ψψ)+ d l v 5  =  0, ' (25.37)

де через ψψ записаний вираз (25.36), а 4-вектор S має складові сАк, 

Ми бачимо, що згадані вище специфічні трансформаційні власти­
вості ψ-функції Дірака забезпечують існування чотиривимірного век­
тора струму імовірності та додатно визначеної густини імовірності. 
Трансформаційний закон, за яким перетворюється ψ-функція Дірака, 
визначає особливий клас величин — спінори чотиривимірного простору. 
В зв’язку з тим, що деякі білінійні комбінації ψ, як ми бачили, пере­
творюються як компоненти 4-вектора, раніше ці величини називали 
напіввекторами або тензорами половинного рангу. Спінорами триви­
мірного простору називаються двокомпонентні величини, які перетво­
рюються при просторовому обертанні за законом

cp' =  Sep,

де S визначається формулою

S' =  COS ~  — І sin ~  (\ 3» +  λ2 σ« -{- λ3 σ°),

у якій αϊ — розглянуті нами раніше дворядні матриці. З такими спі­
норами ми зустрічаємось у нерелятивістській квантовій механіці при 
врахуванні спіну електрона ‘. ,

«Спінорне числення», яке узагальнює звичайне тензорне, було роз­
винене Ван-дер-Верденом в, зв’язку з дослідженням рівняння Дірака 2,

1 W. P a u l i ,  Zs. f. Phys. 43, 601 (1927). Див. JI. Л а н д а у  и Е. Л и ф ш и ц ,

Квантовая механика, § 54. Гостехиздат (1948). '

2 В. L. van der W  e r d e п; Gottinger Nachr., 100 (1929).
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але задовго до цьог'о, незалежно від фізичних застосувань, а з точки 
зору геометричної, загальна теорія спінорів у я-вимірному просторі 
була створена Е. Картаном

§ 26. Загальні проблеми. Рівняння Дірака при наявності поля

Для узагальнення рівняння Дірака, побудованого для вільної 
частинки, на випадок наявності електромагнітного поля, нам треба 
знову використати аналогію з класичною механікою.

В класичній релятивістській механіці гамільтонова функція для 
частинки із зарядом —е при наявності поля одержується з функцій 
Гамільтона для вільної частинки шляхом заміни узагальнених імпуль­
сів р х, р у, р г на компоненти кількості руху Р х, Р у ,  Pz, рівні

Р Х  =  Р х Л - ~ А х ,  Р у = = / 7 у + ~ Л у , Pz =  p z + ~~Az, (26.1)

де Ах, Ау, А2 — складові вектор-потенціалу електромагнітного поля,, 
та додавання потенціальної енергії — е<р, де φ — скалярний потенціал. 
Зробимо відповідну побудову і в кваїнтовій теорії, тобто запишемо 
гамільтоніан Дірака у вигляді

# = с [ а 1Р л. +  а2Ру + а3Рг]+ /исі!а4 — еср, (26.2)

Де

при рх - Ні А  і  т -  д .

е Л ,— Ах 1 т. д.

Важливим теоретичним аргументом на користь обраної форми Н 
•є градієнтна інваріантність хвильового рівняння з гамільтоніаном (26.2). 
Градієнтна інваріантність рівнянь, які враховують наявність електро­
магнітного поля, є необхідним критерієм їх придатності. Як відомо,

електромагнітні потенціали А та φ визначаються з точністю до пере­
творення

А' =  А ;+ grad f,

V' — ? 7%  > / — /(*, У, z, t), (26.3)

яке залишає поля @ та ·ξ> незмінними. Відносно цього перетворення 
повинно бути інваріантним і хвильове рівняння у випадку наявності 
полів. Ця вимога .означає, що запровадження перетворення (26.3) може 
вести лише до унітарного перетворення всіх операторів, які входять у 
хвильове рівняння, та хвильових функцій. Сформульована вимога з за­
довольняється для гамільтоніана (2 6 .2 ).

Дійсно, нехай функція ψ задовольняє рівнянню

+  т с2 α4 ψ — e<t ψ — ih =  0. (26.4)

’ Див.  3 . К  а ρ т а н, Теория спиноров, И Л  (1947). Коли відмовитись від 
вимоги інваріантності відносно відбиття, можна побудувати для частинок з масою 
спокою, р івн ор  нулеві, Лорентц-інваріантне рівняння з двокомпонентною функцією ψ. 
Таке рівняння описувало би нейтріно в той час, коли рівняння Д ірака описує 
електрон. Див. А. И. А х и е з е р ,  В. Б . . Б е р е с т е ц к и й ,  Квантовая злектродинами- 
ка, Физматгиз (1959), §  9.
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Розглянемо тепер рівняння 

с І а

ї,< „ ,Ь>  (26.7)

< + 7 ( ^ + £ ) ] * Ч +  ■ 1
+  т с2а і ψ* —- e ^ f— у  д^Ф* — ih ^7 ” (26.5)

і покладемо
ψ* =  S+ψ,

де S — невідоме унітарне перетворення; тоді одержимо

с |а1[ - й ^ +ф - і4 5 + й  +  ^ л , ^ ф + | ^ 5 +ф]...} +  ^ 4 5 +ф -  

- e , S * t  +  ! ; % S + i- i h ? £ 4 i - i h S * %  =  0·

або

S+<:{<*, Г- г л А + у ^ .]- - - }5 (5 +ф) + 5 +/яс2а45 (5 +ф) +

+ S+{-e<?)S (S+W -ihS+ -^S{S+  ψ )= 0 , (26.6)

при умові

— ih +  — -І— 5+— 0 .(ί =  1,2, 3,4) x l =  x, х :, ■■-··= у, xa ~ ζ, =  t.
όχι 1 с дхі 

Звідси випливає, що

SJ-- =  e , S =  e

При цьому виборі 5 маємо, що градієнтному перетворенню відповідає 
унітарне перетворення операторів у хвильовому рівнянні та відповідне 
перетворення функцій, так що коли ψ задовольняє рівняння (26.4), то

■ (26.8)
ψ* =  S+ψ == е ф ·

задовольняє рівняння (26.5), яке одержується після градієнтного пере­
творення потенціалів, що й треба було показати.

Оскільки вектор-потенціал перетворюється при перетворенні Ло­
рентца так, як градієнт, а скалярний потенціал перетворюється, як 

I d .
---- dt ’ Т0 РШНЯНШІ

з оператором Гамільтона (26.2) є лорентц-інваріантним. Крім того, як: 
легко перевірити, залишається в силі рівняння непереривності (25.33).

Розглянемо рівняння руху, які випливають зі знайденої форми 
оператора Гамільтона при наявності поля. Ми маємо на меті переві­
рити, чи одержуються квантові рівняння руху за формою аналогічни­
ми до класичних, як це мало місце в теорії Шредінгера. Виходимо 
з загального рівняння

§ = - - § + U H L - W  <26.9)

і будемо підстаівляти L — P х, Р у, Pz, x, у, z.

Покладемо L==Px = p x -\-~Ax. Для обчислення розгляне­

мо дужку Пуассона:
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Р , ' Р Л ~ т Р , Р < - Р , Р , ) = \ ( % - Щ = т Ь , .

У такий же спосіб визначаються дужки Пуассона для інших пар скла­
дових кількості руху. На підставі цього одержуємо:

у  = 7 Т  + Ї  Κ (Ρ, Р, -  Ρ, Ρ,) + «, (Ρ, Р, -  Р, Р,)] - 

- E . t f p ^ p xv ) _ е ^ І ^ Е  + ^ | _ га]вг +  г. >в)іі

або
dP
- d f=  — e{a2S2z — cL3SQy) — e®x. (26.10)

З другого боку, докладаючи L — х, у, ζ, одержуємо зразу

сіх ■ dv dz /Г1„ , , .
4І =  х  =  са» м ==^==c«2, (U--.--z cot.,. (26.11)

За допомогою виразів для операторів х, у, z ми з (26.10) та аналогіч­
них формул для інших складових одержуємо:

^ T  =  — T {y b t - z Q y )- e B x  =  Fx,

^ T = - ~ [ z ^ x - x ^ z) — e ®y =  Fy,

^ ? = - ^ * * у - У Ь х ) - Є ® г  =  Рг,· (26.12)

де Fх. — оператори відповідних складових сили.

Ці рівняння за формою збігаються з класичними. Повернемося те­
пер до використаних нами рівнянь (26.11). Вони визначають оператори 
швидкості частинки, які не комутують між собою, не зв’язані в пря­
мий і простий спосіб з операторами складових імпульсу, і власні зна­
чення кожного з них рівіні +  с. На перший погляд здається, що теорія 
в цьому разі приводить, до парадоксального результату, бо виміряні 
на Досліді значення швидкості не дорівнюють +  с, а можуть приймати 
різні значення в інтервалі, обмеженому числами +  с. Але в дійсності 
ніякого парадокса немає. Одержаний результат нерозривно зв’язаний' 
з наявністю в теорії Дірака станів вільної частинки з від’ємною енер­
гією. Ці обидва результати мають глибокий фізичний зміст в зв’язку 
з античастинками. Ці проблеми ми більш докладно обговоримо далі, 
а зараз підкреслимо лише факт, що формальні аналогії з класичною 
теорією обмежені і релятивістська квантова теорія веде до нових 
якісних наслідків не тільки у порівнянні з класичною теорією, але і у 
порівнянні з нерелятивістською квантовою механікою.

Момент кількості руху та спін

Застосуємо тепер загальну формулу похідної від оператора по 
часу (26.9) до операторів ах, в а2.

Для зручності обчислення дужок Пуассона оберемо оператор Д і­
рака у формі, в якій фігуруватимуть матриці ρ та σ. Використовуючи 
формули (24.24), які дають вирази -матриць ak через матриці q та σ, 
одержимо

318

H = c Pa{oxPx +  oyPy + ^ P z) +  m c^c-ey . (26.13)

Зважаючи на властивості матриць ρ та а, ми тепер матимемо

^ ^ * { Н о х — алН) =  %Ра[[ауах — ахаг)Ру ') '{а*а* ~ а*іС*)Р*}' 
dt п 4 п

аб°  *-%=2і ( Л ° . Р , ^ ° , Р ї ·  (26'14)

Повертаючись до матриць а», ми. за допомогою (26.1,1), приходимо до 

виразу

y P + z P y. (26·1δ)
2 d t у

В такий же спосіб одержуємо

т т } — - * р * + х р ‘

Праву частину (26.15) перепишемо так.

r y P z + zP y- ^ - j t { y p z~ z P y )+ y d! i t - z ~!nL·

Тоді, проробивши таку заміну і в рівняннях для ау та σ * , одержимо 

± ( у Р г- г Р у +  ± ° х) =  УР ' - г Р у.

^ ( z Px -~x P2 +  4 ° > ) - zF * - xFZ’ (26Л6)

(хРу — У р х +  -у °г) =  х р у — y F X’

де оператори складових сили F х. визначені рівняннями (26.12).

Олеожана теорема є аналогом класичної теореми моментів, Ве­
личинами що мають зміст операторів складових моменту кількосте

руху, є h
M x =  y P z - z P y +  -2-е,,

Му =  z Рх — хР2 + γ  ау,

М 2 =  х Р у — у Р х + -γ°ζ> (26.17)

і ми бачимо щО до операторів· складових моменту кількості руху, ви- 
іначених намиЩраніше в? теорії Шредінгера,
повідно є операторами складових власного або спінового моменту 
кількості руху частинки. Ці додаткові'спінові члени не мають шяК0Г° 
аналога в класичній теорії. При переході до класичної теорії в рівності 
^26 Л 5) зникають і ліва і права частини (бо_в класичній теорії шль- 
кість руху пропорціональна до швидкості і п ).

Завдяки векторіальним властивостям операторів ох, °у, σζ 
можемо говорити про вектор спіну із складовими
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h „ h h
2 ·*’ 2 аУ’ 2 °·*· /

Оскільки власні значення операторів σ дорівнюють +  1, то власні зна­

чення операторів складових спінового моменту становлять + Д  Таким

кТ°ппяР1̂ ЯаЯЯ Дірака пРИв0Дить до існування спіну і описує частин- 
ки^для яких при вимірюванні проекції Успіну одерж Ую ГяУ значеГя

_  2 , або, в одиницях h, + .  Такими частинками є, зокрема, елек­

трони 2. В дальшому ми і будемо їх мати на увазі.

Кінетична енергія електрона

нуДтюдію;иі  ,лен· щ о т ж > е

або Т = с{а .1 Р х + а2Р у + ааРг) +  т сга4, (26.18)

Т ~ с р а (<*хР х-\-ауРу-\- о2Рг) -1- т с2рс, (26.19)

який ми розглядатимемо як оператор для кінетичної енепгп V о ,  
сичиш релятивістській механіці кінетична^іергія визначається виразові

Т - , т с * / У  і -  -її (26,20)

і для неї має місце рівняння 

ЧТ

dt е +  -У©у -|- г©2). - (26.21)

U-™ оператора
ат дт і
Ж - д7 + І Ш Т - Т Н )

підставимо

Н  =з Т — еср,
тоді одержимо

Ж ~  з г +  т  (:r ?  -  t  T) =  i  («, ^ + „s +  , s ^  +

або, на підставі (26,11),

dr , ·

dt f  z% ),

В рамкахУкласичноїЩмеханіки булаІДр0оТробленГИЯ ІСТГСЬф  ТЄ° РІЯ електР0На зі спіном 
Phys., 37, 243 (1926). У розроблена Я. І, Френкелем у 1926 році. Zs. f.

криття ^ н т а ^ ЄопГмН°говорит^°зГа ’ те“ щ о ^ р і Е м  Т п а к а ЄЛмКТР° Н Та П03ІТР°Н· 

опису вільного протона, але це о с т а т о ч н о їн ВЄН з™ Яо в 5 ІГ Ка' " B°* ПРВДаТНЄ ДЛЯ
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що точно збігається за виглядом з (26.21). Складемо тепер опера­
тор Р , використовуючи вираз Т (26.19) та властивості матриць σ, ρ:

P  =  m2C4,_|_c2p2> ' (26.22)

де введений для зручності самоспряжений оператор Р дорівнює _

' Р = * ХР* +  Ь РУ +  °гРг·' (26.23)

Якщо позначити власні значення оператора сР через сР', то влас­
ні значення оператора Т2 можна буде записати так:

T'2 =  т 2с4 +  с2Р '2,

звідки

T '=  ± me2 V Y ^ 'P ^ Jm 2̂ .  (26.24)

Отже, дійсно,

І Т'\ т с2.

На протилежність класичній релятивістській механіці, де у відповід­
ній формулі для кінетичної енергії обирається знак плюс перед ради­
калом, ми повинні врахувати обидва знаки.

Дійсно, припустимо, що Т' є влаоне значення оператора кінетич­
ної енергії та ψ — відповідна власна функція

с іаіР х + чРу + а?,Р2) Ψ + т с і α4:Ψ =  ^'Ψ  (26.25)

і розглянемо функцію ·ψ* =  аг,г|г, підставимо що функцію в рівнян­
ня (26.25):

7’ψ* = Τα6ψ= —α5Γψ=—аБ Γψ= —7'α5ψ.
Отже, маємо, що

7ψ* =  _  Γψ*, (26.26)

тобто — Т  є теж власним значенням оператора Т.

Ми одержали нові важливі результати, які є специфічним здобут­
ком релятивістської квантової механіки. Це є, по-перше, встановлення 
існування власного моменту кількості руху електрона — спіну, по-дру­
ге, зафіксована рівняннями (26.11) відсутність безпосереднього, ана^ 
логічного класичному, зв’язку між операторами компонент швидкості 
та відповідними операторами компонент імпульсу і рівність власних 
значень операторів складових швидкості +  с, і, нарешті, щойно дове­
дене існування від’ємних власних значень кінетичної енергії.

■ Якщо наявність спіїну не викликає, на перший погляд, труднощів 
у фізичному розумінні, хоча б тому, що аналіз спектроскопічних даних 
ще до створення теорії Дірака привів Уленбека та ГауДсміта до гіпо­
тези про спін електрона 1 і відповідне узагальнення рівняння Шредін- 
гера для врахування спіну було виконане Паулі2 (див. далі), то у 
всякім разі два останні факти, здобуті теорією Дірака, викликали в 
свій час найбільш утруднення у фізичному тлумаченні. Але, як з’ясу­
валося, саме у цих пунктах зосереджений глибокий фізичний зміст і 
те, що вважалося на перших кроках незрозумілим недоліком теорії 
Дірака, виявилося одним з найбільш фундаментальних і фізично най­
глибших її досягнень.

Розглянемо більш детально питання про оператори швидкості та

1 G. E. U h l e n b e c k  a S. G a u d s m i t ,  Die Naturwissenschaft, 13, 953 (1925); 
Natare 117, 264 (1926). Незалежно ця гіпотеза висловлювалась F, R. B i c h o w s k y  
а Н.  С.  U r e y .  Proc. Nat. Acad. Sci. 12, 80 (1926).

2 W. P a u l i ,  Zs. f. Phys. 43, 60 (1927).
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зв’язок формул (26.11) зі станами від’ємної енергії. Нехай маємо віль­
ний електрон, що описується гамільтоніаном:

3 - 3

Н  =  с 2  akPk +  rn.с2 а4 =  t  V  <**.Pk +  «4 ®о; (26.26)·

* : к і

імпульс електрона є інтегралом руху і комутує з Я, але оператор

швидкості ca(iai, са2, саг) не комутує з Я. Дійсно,

H a k-\-akH==2cpK (k =  1, 2, 3).
Покладемо

2 pk =  Hp%H~'-±H^pkH,
тоді бачимо, що

H[o.k- c p kH~') +  (ak - cp kH~')H  =  0. (26.27)
Отже, оператор

Ла =  а* — сркН-у

антикомутує з Я. Пригадаємо тепер, що для оператора, явно не за­
лежного від часу, квантові рівняння руху мають вигляд

§  =  U h l - l h i

Це рівняння можна проінтегрувати, оскільки Н* є інтегралом руху 1

=  <26·28> 

як ми знаємо з загальної теорії (§ 7). Коли L комутує з оператором 
Гамільтона, то L(t) =  L. Коли ж L антикомутує з Я, то ми одержуємо

L(t) =  e x p ((- 2 ilh )H t)L ^L e x p (^- H t)j ,  (25.29)

бо L антикомутує зі всіма непарними степенями Я  і комутує зі всіма 
його парними степенями. Таким чином, оператор, який антикомутує з 
оператором енергії, залежить від часу в чисто коливний спосіб. 

Застосуємо цей результат до оператора η*. Тоді

Сль =  с2р кН~1 + с-ць · ехр ( у  Я * ) , (26.30)

тобто складова швидкості є сумою двох операторів. Перша складова 
c2PgH~l відповідає звичайному зв’язку з Імпульсом 2 і може бути на­
званою, за Шредінгером 3, «макрошвидкістю», а друга коливна части­
на — «мікрошвидкістю». Перша складова є швидкість, що відповідає 
трансляційному рухові. Дійсно, оскільки ми завжди маємо справу з 
середнім значенням швидкості частинки з додатною енергією по ко­
роткому проміжку часу, то при його обчисленні коливна частина дає 
нуль і експериментально спостереженим значенням швидкості відпові­
датиме лише оператор «макрошвидкості».

Інтегруючи співвідношення

dxk
— Cak>

1 Ми вживаємо, як і раніше для гейзенбєргівського представлення операторів,, 
позначення: L t або Ц І ) .

2 с2р кН~1 — <?Η~ιρι,.

Б  S c h r o d i ' n g e r ,  S itz. Preuss. Akad., X X IV  (1930);..
з
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ми одержимо, відповідно, для оператора координати

_ !  2І
х к (t\ =  хк +  c2pk H ”11 — hk c h e h » (26.3Ц

де останній член описує додатковий «мікрорух» електрона (Zitterbewe-. 
gung), наявність якого обумовлює спін електрона.

Для ілюстрації зв’язку цього «мікроруху» з наявністю станів з 
від’ємною енергією, введемо знаковий оператор (визначений в просторі 
імпульсів):

=  (26.32)
у т 2сг - f P 2 '

з власними значеннями + 1 , які визначають знак власних значень Я 1. 
Оператори Л та Я  мають спільні власні функції. Отже, коли є 
власного функцією Я  для власного значення w (для розглядуваного 
випадку вільного електрона w =  Τ'), то

Λ ψ .-  Н|АГҐ ψ . =  |ίϊЯф„ =  г?| φ .. (26.33)

Власне значення оператора Л дорівнює Ада =■.-(-1, коли w >  0, та
А =  — 1, коли ш < 0 . Оператор Л є самоспряженим і унітарним Л+ =
=  Л, А+ =  Ат1, бо А2 — 1, і це означає, що Л =  А"1.

Розглянемо деякий оператор L і підрахуємо матричні елементи 

оператора
ALA~l =  AZ.A, (26.34)

вважаючи для простоти спектр Я  дискретним та використовуючи діаго- 
нальність матриці А:

(AZ, A)WiWj =  ^  ̂ -w^Lw^w, Адал г=- АТОі Kŵ LWiWi, (26.3/5),..

д е А ^ ^ І ,  коли W\ >  0, та А ^ =  — 1, коли w\ <  0. О т ж е , матричні 

елементи оператора (A L A ) збігаються з елементами оператора L для 
станів, які відносяться до одного і того самого знака енергії та проти­
лежні за знаком Для станів різного типу відносно знаків енергії. Звід­
си випливає, що оператор

La - \ L А/. А, (26.36)

має відмінні від нуля матричні елементи тільки для станів одного і
того ж типу і ці елементи рівні відповідним елементам L, у той час,
коли оператор

I ( L - A L A )  ; (26.37),

має відмінні від нуля матричні елементи в протилежному випадку — 
коли стани відносяться до різних типів.

Отже, кожний оператор L можна записати у вигляді суми «парної» 
частини^ та «непарної» L b:

L ~  La -j- Lb *

1 Див. більш докладно В. П а у л и ,  Общие принципи волиовой механики,ОГИЗ, 

Гостехиздат (1947), ч. II, § 2.

' , : 223,



У випадку оператора швидкості, розглянутого вище, L =  са(саи са2,
£<*з):

Λ α Λ  j /у  12 H v - H —  jTT jr α  Ч - Ρ  === & +  2 с Н ~ 1р ,  ( 2 6 .3 8 )

бо α комутує з \Н\, який не містить матриць а (Р 2 =  р% -)- р\ + р\), та 

має місце співвідношення На -j- αН — 2ср. Побудувавши «парну» ча­

стину onepa-rqpa а:

аа =  у ( а + Л<*Л) =  сН~хр, (26.39)

бачимо, що вона визначає середню швидкість, або, як ми казали,— 
макрошвидкість. Коливна ж частина швидкості співпадає з «непар­

ною» частиною аь, відмінні від нуля матричні елементи якої відпові­
дають переходам між станами різного типу. Виключити з теорії від’єм­
ні значення енергії здавалося можливим (Шредіїнгер), приводячи у 
відповідність фізичним величинам лише, «парні» частини операторів. 
Але такий підхід вдається реалізувати лише у випадку вільної частин­
ки; при наявності зовнішніх полів така теорія не може бути сформу­
льованою у лорентц-інваріантний спосіб. Просте ігнорування станів з 
від ємною кінетичною енергією неможливе в зв’язку з необхідністю 
розгляду повної системи власних функцій операторів. Як практичний 
приклад, можна привести теорію збурень, де правильні результати у 
вищих наближеннях одержуються лише тоді, коли — при розгляді пере­
ходів у проміжні стани — стани з від’ємною енергією треба врахову­
вати рівноправно зі станами з додатною енергією.

Таким чином, стани з від’ємною, енергією повинні мати хоч і не 
безпосередній, але цілком певний фізичний зміст. Цей зміст з’ясову­
ється в зв’язку з античастинками, а в нашому конкретному випадку 
в зв’язку з позитронами. Дірак подав роз’яснення цього питання ще 
до експериментального відкриття позитрона, останнє остаточно під­
твердило правильність теорії.

Перетворення зарядового спряження. Позитрони

Встановимо зараз відповідність між станами (від’ємної енергії час­
тинок з зарядом — е і станами додатної енергії частинок з зарядом 
+  е та тою самою масою. Розглянемо рівняння Дірака при наявності 
поля

з

с ^ і [ - + +  =  (26.4-0)
η і = 1

і запишемо, спряжене до нього,
з _

(% |-  +  7 Л ‘- )Й +  тпсЦч - есрф+ ;/г^ =  0. (26Г41)
/ = 1

Запровадимо функцію

я|/ =  α4ψ > (26.42)

ψ => г|/а4,

підстановка якої у (26.41) дає
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або, завдяки властивостям матриць а,

с 2 ( “  ік д % ~ Т А ^ ' ’х‘аі +  тс2^ а л ~~ аі+ 'ік1 )Г а*:==0·
і™ 1

Помножаючи на а4 справа, одержимо

з
., д 
ill

дхі А і Ψ' аі +  тсі Ψ,<χ4 ~  е ?Ψ' +  lfl dt 0. , (26.43)

г=і

Введемо тепер унітарну неермітову матрицю G, визначену так, що

(26.44)

(26.45)

а, =  — Оаг G х, 

де af — транспоновані матриці Дірака, та нові функції

=  G~V·

У цих нових функціях рівняння (26.43) матиме вигляд

όχι
— АЛ бф0 -f- mcl o.\ G(J)° — βφ6ψ° + ihG

όψο
dt

0.

ί-1

Застосовуючи зліва оператор G-1 і використовуючи співвідношення 
G~la /  =  — α* G~l, після зміни знаку всіх членів рівняння одержимо:

З

с % л‘ [ - ікш г т А ^ а + псга^ а + е* * а - ік ^ ==0· (26-46) 
/ І

Останнє рівняння легко порів­
няти з (26.40) і побачити, що 

описує частинку, заряд якої 
протилежний до заряду частин­
ки, яка описується функцією тсг-М 
■ψ (рівняння (26.40)). Можна -іу 
переконатися в тому, що при ,тсщ . 
застоеуванні операції зарядо­
вого спряження (26.45) До 
хвильових функцій Дірака чо­
тиривимірний вектор струму та 

' заряду змінює знак.
Існування станів з від’ємною енергією у безпосередньому розумін­

ні приводить до труднощів, які можна бачити на прикладі так званого 
парадокса Клейна *. Реальні вільні електрони мають завжди додатну 
енергію, і відповідні їх стани є стабільними. Розглянемо, однак, до 
чого приводить явище проходження частинок крізь потенціальний 
бар’єр, коли враховувати стани з від’ємною кінетичною е н е р г іє ю . Не­
хай в одновимірному випадку електростатична потенціальна енергія 
має хід, зображений на рис. 25, де W означає повну енергію.

Рис. 25.

1 О. K l e i n ,  Zs. f. Phys., 52, 157 (1929).

15 А. Ю. Глаубермяи 99'Я



Маємо:

W -j- ecp >  mc2 x <  xu

mc2 >  W -f- бф >  — tnc2 X\ <[ x X2,
W +  βψ — mc2 x.y>x2.

За класичною механікою, електрон не може бути в області хх <  х <
<  хї, бо в цій області його імпульс

стає уявним, отже, перехід з області х<Схі до області л: >  х2 в кла­
сичній механіці неможливий. В квантовій теорії цей перехід не є за­
бороненим завдяки тунельному ефекту. Підкреслимо, що відміна від 
нерелятивістської теорії тунельного ефекту полягає в тому, що реляти­
вістський імпульс залишається дійсним не тільки тоді, коли W.-\- е<р 
>  т с2, але і тоді, коли W -j- βφ <  — т с2. Отже, парадокс Клейна по­
лягає в можливості переходу електрона зі стану з додатною кінетичною 
енергією до стану з від’ємним власним, значенням оператора Т, при 
тому самому значенні повної енергії W.

Роз'яснення цього положення та фізична інтерпретація станів з. 
від’ємною кінетичною енергією дала теорія «дірок» Дірака Те, що 
електрони з від’ємними кінетичними енергіями не спостерігаються, а 
спостерігаються позитрони з додатними енергіями, пояснюється цією 
теорією, створеною за два роки до експериментального відкриття по­
зитрона.

Суть теорії «дірок» полягає у відповідному означенні «вакууму» 
як стану з мінімальною енергією серед станів, для яких кількість части­
нок в кожному індивідуальному стані задовольняє принципу Паулі, 
тобто тій умові, що кількість частинок у кожному невироджеіному стані 
може бути або 0 або 1 (квантування за Фермі—Діраком див. далі роз­
діл X).

Таким чином, під вакуумом треба розуміти такий стан, у якому всі 
рівні від’ємної енергії від — т с2 до — оо (для вільного електрона) є 
зайнятими. Відповідні стани з додатною енергією у вакуумному стані 
є вільними.

Вакуум є станом початку відліку для заряду, енергії та імпульсу. 
Під впливом зовнішнього поля, яке надає енергію ^>2т с2, електрон мо­
же перейти зі стану від’ємної енергії до стану з додатною енергією. 
В цьому випадку у фоні електронів з від’ємною енергією утворюється 
вакансія — дірка. Парадокс Клейна знаходить'тепер просте розв’я­
зання. В нормальному, стані електрони з додатною енергією не можуть 
перейти в стани від’ємної енергії, бо Останні всі зайняті. Перехід стає, 
можливим лише при наявності дірки. ■

Коли один з .електронів з енергією Wе =  — \Т'\ та імпульсом р е 
вилучається, то вся система набуває, згідно, з означенням вакууму, 
відмінні від нуля заряд, енергію та імпульс:

WP =  -  F* — 17Ί. ЄР =  -  ег> Рр =  - Ре- (26.45)

Дірка у фоні „електронів з> від’ємною енергією володіє додатною 
енергією та додатним зарядом; а її імпульс Та спін протилежні до ім­
пульсу та спіну електрона з відповідною від’ємною енергією — дірка
у фоні електронів відповіідає позитрону.
__і__________'

1 П. А. М. Д и р а к ,  Основи квантовой механики, М.— Л. (1937); Принципи 
квантовой механики, Физматгиз (1960).
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Відповідно, перехід електрона із стану з від’ємною енергією в 
стан з додатною енергією інтерпретується як народження пари: елек­
трона та позитрона. Обернений процес репрезентує анігіляцію пари. 
Утворення пар було одним з найбільш блискучих прогнозів теорії. Те­
орія дірок веде до дальшого поглибленого вивчення фізичних власти­
востей вакууму. Так, при наявності зовнішнього поля (наприклад, ку- 
лонівського поля ядра) рівні від’ємної енергії відрізняються від відпо­
відних рівнів для вільного.електрона. Це веде до того, що деякі рівні 
від’ємної енергії виявляються вільними, а деякі рівні додатної енергії 
заповненими — з’являється певна кількість пар. Утворені пари анало­
гічні, в певній мірі, диполям, що виникають при поляризації діелект­
рика у зовнішньому полі. Поляризація вакууму зв’язана з цілим рядом 
ефектів, які мають фізичний сенс і виявлені експериментально (зсув 
рівнів атомних електронів, аномальний магнітний момент електрона 
і т. д.). Ми не будемо зараз обговорювати ці проблеми більш деталь­
но, маючи на увазі спеціальні джерела

Зауважимо лише таке. Теорія дірок дала блискучі передбачення 
та згоду з досвідом, але формулювання теорії не є симетричним від1 
носно частинок та античастинок; саме уявлення про безмежно засе­
лений фон частинок з від’ємною енергією є метафізичним та незадо­
вільним 2.

Процеси народження та знищення пар частинки-античастинки опи­
суються сучасною загальною квантовою теорією поля. В цій теорії про­
цес народження пари безпосередньо інтерпретується як народження 
(сумісне) додатно та від’ємно заряджених двох частинок без зв’язку 
з концепцією дірок. Античастинки при цьому можуть описуватись хви­
льовою функцією, зв’язаною з функцією частинок перетворенням за­
рядової спряженості. У теорії квантованих полів, зокрема в теорії кван- 
тованого' спінорного поля, труднощів з від’ємними рівнями немає і вся 
теорія набуває рис послідовності і чіткості.

§ 27. Рівняння другого порядку. Рівняння Паулі 
Криволінійні координати х

Ітероване рівняння, Д ірака

Запишемо рівняння Дірака для вільного електрона у вигляді

Σ * ·
А· ! .

і застосуємо зліва до 'обох боків рівняння оператор

■ t з
1 д , ЧуЧ д , іт с

і= і
η 7  + Σ * 4 + ' “ »- <27·2>

Зберігаючи порядок дій операторів а, , ми одержимо

3 3 з
1 ό2ψ , , Іт с\ У  , , ν όψ m2c* , п

—  W> +  2 j  Z j  4% k d x ^ k  +  T  2 j  ( а л  +  ч ч )  Tx~k ~ n r

1 З араз  є ряд прекрасних книг з теорії квантованих полів, частину яких ми ци­

туємо.
2 Див. В. Г а й т л е р ,  Квантовая теория излучения. И Л  (1956), §, 11— 12; 

ГИТТЛ (1940), § 19.
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або,.. еиметризуючи,

г=і fe=i
з, ітс \Л , , s дф /и2с« , „

+  - J-2 j  К а4 +  а4 « й )^ ~ “л ^  =  0· (27-.3)dxkft = l
Звідси, користуючись властивостями матриць α; , маємо

1 ό2ψ к . т2с2 , ■
Ψ Ρ “ Ψ· (27.4)

Розглянемо тепер рівняння Дірака при наявності електромагнітного 
поля

+ + (27.5)
ft~l

Застосуємо тепер зліва оператор
з

1 д  І !  д  і ІЄ  Λ \ i i m c  І t e  / о т  ^

с dt Z j  (дл;,, he к ) ΊΓ а'і ~̂г 1іс'? (27.6)ft 
ft = l

і одержимо

1 ά2ψ І іе dv , , іе_   VI aj V4 іе дАкс? dt2 Лс2 * г" Лс2  ̂di с d/cLtft α* Лс2 dt
' k i *

_ і !  V * 4 -t- V  a*~ ^  _1_ !£_ V „ Л І  I
hc* Zm k k dt “r  2j  c ‘ hc2 Z j  k к d t +

k A' . ft

+  Σ  (а ^  +  ̂ 7 л*)2̂  +  Σ  α'α* ( έ ; +  ΐ ^ ) ( έ  + ΐ ^ * ) ψ
s s.;

, ге VI ~ і. іе όψ ге \1 ге . ,
he k dxk ^  Лс dx* Лс a * Лс α'ΡΨ

ft ft ft

¥ ψ + Ϊ Σ “» ^ , + © ! Σ · α ? φ +

4- _£?_ φ2ψ _L ifL φ A t _  0
^  Нгсг ^  hc*y  d t ~ υ · ■

Після зведення подібних членів та використання властивостей 
матриць а та співвідношень (24.22) рівняння значно ’ спрощується:

1 ό 2ψ . 2 ге д<\/ , ге ,-*£■, , е . , ге д<? , . е2 , ,

с2 ό ί2 +  Λ ? φ dt +  —  Λ ^ σ $ ) +  W *  W  ^  +  Λ ν  φ Ψ " ~

1 З а  допомогою матриць γ* це рівняння можна записати так:
4Σ /а іе \ , тс 

т* (а*;+ лс ф* Ψ +ТГ Ψ = ° . :' Лс
. . . -■■.■. й-1 

де Ф *  — компоненти чотиривимірного потенціалу.
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де ми використали вирази електричного та магнітного полів через по­
тенціали.

Якщо розкрити останній вираз у одержаній формулі та прийняти 
до уваги умову калібровки потенціалів за Лорентцом:

ч ^ + т т Н 0"

то одержані рівняння другого порядку можна ще записати так:

( ί * ™ · Ψ +  ί  f ) + , т ' и  Ш  ^  -  «  *.+

+ ·έ·1«β)φ-^·(ΐδ)ψ =  0. (27.8)

Формули (27.7), (27.8), які є рівняннями другого порядку, від­
різняються від релятивістського узагальнення рівняння Шредінгера, за­
пропонованого до створення теорії Дірака, наявністю членів, що міс­
тять матриці σ та а 1. Далі, ці рівняння є системою чотирьох рівнянь 
для чотирьох функцій грі, ψ2, гр3, ψί, але при нашому виборі матриць 
αΑ , у перші два рівняння входять лише дві функції ψι та ір2, а в інші 
два рівняння лише — гр3, грі, так що система (27.7) або (27.8) розпа­
дається на дві окремі системи двох рівнянь другого порядку.

Ми маємо зараз змогу перейти до нерелятивістської квантової ме­
ханіки частинок зі спіном. Для цього зробимо підстановку

Ψ Ψ* exp 1 j (27.9)

і будемо вважати, що гр* — повільно змінна функція часу у порівнянні 
з гр. Це означає, що у виразі для функції стаціонарного стану

гр =  г|з0ехр^-- ~ (т с2 E) t^j, W =  тс 2 Е (27.10)

ми вважаємо

Е «  т с2. (27.11)

Здійснюючи підстановку та помножаючи всі члени рівняння на ^  

матимемо '
2т

1
£ 3φ2 +  ІЄ he  (a ©) -j- i e h Ψ* +  2 ieh φ %- -  A2 ̂2 m&

^  У  {Pk +  у  ■Ak t r  -  βφψ* +  айг ф* -  ih ¥  · (27A 2)/ J  c -fty Y -YY ' 2гяс ' v  ̂ ™ ~дГ
k

Виконаємо тепер формальний граничний перехід с-»оо в лівій 
частині (27.12), залишаючи праву частину незмінною. Такий граничний 
перехід необхідний для переходу до нерелятивістської квантової меха­
ніки зі спіном. Швидкість світла с у правій частині рівняння (27.12) 
є присутньою в членах магнітного походження і зв’язана з вибором, 
одиниць.'В зв’язку з' цим у правій частині рівняння (27.12) всі члени

1 Див. Я. И. Ф р е н к е л ь ,  Волновая механика, ч. II, ГТТИ (1934); Л. Ш  и ф ф„ 
Квантовая механика, И Л  (1957), § 42.



залишаються незмінними у розглядуваному граничному переході. Одер­
жимо

. { Σ  ( ^ * + т л*)2 -  ^ + ш с  £ « )}  ф* - ih 4 ΐ  =·°·. (27ЛЗ)
k

Здобуте рівняння є узагальненням рівняння ■ Шредінгера на випадок 
наявності магнітного поля. . '

Рівняння Паулі та магнітний момент електрона

В рівняння (27.13) входять чотирирядні матриці σ. Якщо ми обе­
ремо матриці σ у вигляді (24.11), то система рівнянь (27.13) розпа­
деться на дві системи двох рівнянь, з яких одна є простим повторен­
ням другої. Отже, ми можемо розглядати лише одну систему з двох 
рівнянь, вважаючи, матриці σ дворядними, що співпадають з матриця­
ми Паулі σ”, σ!,1, σ®:

Хвильова функція 'ψ буде в цьому разі двокомпонентною (ψι, ψ2) і яв­
лятиме собою спінор тривимірного простору.

Рівняння '(27.13) з дворядними матрицями Паулі є хвильовим рів­
нянням Паулі, основним рівнянням в нерелятивістській квантовій ме­
ханіці електрона при врахуванні спіну. Гамільтоніан Паулі можна за1 
писати так:

. #  =  # ο + μ Η ° $ ) = # Ο +  μ ^ * *  +  σ, $ ,  + ο*0*). (27.15),·
ДЄ

Яо =  2 + Т3 Iі* =  2 ^ ·
k

Другий член у (27.15) описує взаємодію із зовнішнім магнітним полем 
і має вигляд потенціальної, енергії магнітного диполя з магнітним мо­

ментом μβσ (μ^ οχ, μΒ Оу, μΒ σζ) у полі ξ>. Отже, оператори складових 
власного магнітного моменту електрона є

V-вЄу, μβ°ζ, (27.16)

й величина μβ, що носить назву магнетона Бора, репрезентує абсолют­

ну величину моменту. Влаоні значення оператора складової магнітного 
моменту в деякому напрямі є рівними +  μβ, бо власні значення матриць 

σ рівні +  1. Квантові рівняння руху, записані за допомогою гамільто: 
ніана Паулі, одержуються у вигляді, який відповідає класичним рів­

нянням для електрона, який має магнітний момент μβσ (при Н=#0).
А

Рівняння Д ірака в криволінійних координатах '

Узагальнимо тепер результати, одержані нами для перетворення 
декартової системи координат, на випадок довільної ортогональної Кри­
волінійної системи. Нагадаємо, що криволінійну систему координат 
Ч\, Чь Чз можна ввести таким шляхом:

ds2 =  е\ dq\ +  е\ dq\ +  е\ dq\,

дe ds2— квадрат елемента дуги, еи е2, е3 — взаємно ортогональні мас-

0 - і  

і 0
(27.14)
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Штабні вектори, дотичні до координатних ліній, що проходять через 
один з кінців ds. Величини et dq-t співпадають з dxt локальної декарто­

вої системи координат* осі якої паралельні векторам e j. В зв’язку з 
цим прямокутні складові імпульсу можуть бути записані так:

: <27'17)

Ми в дальшому маємо на увазі встановити вигляд оператора Я  в кри­
волінійних координатах. Для цього досить це зробити для вільного 
електрона, бо вектор-потенціал можна ввести у кінцевому резуль­
таті. При переході до криволінійних координат ми маємо справу, з 
точки зору локальної системи, з перетворенням повороту координат­
ної декартової системи, непереривно змінним з переходом від 
одної точки до другої. В зв’язку з цим відповідна матриця S для про­
сторових'поворотів, знайдена нами у § 25, п ов и н н а  розглядатись як 
функція координат. Згідно з формулою (25.24),

S(X,XA,) =  COS - γ  ~ і sin γ  ( λ ^  + λ2 ay -f λ3 azl =  exp γ  λ σ j , (27.18)

де ω буде функцією точки ω(χ, у, ζ) та λ одиничний вектор осі обер­

тання λ =  λ(χ, у, ζ). Запишемо оператор Гамільтона через матриці ρ 
та σ : '

Я  =  cipaP -f- т с2рс ец>,

де Р — оператор, введений раніше (26.23) і рівний

Ρ  =  αχ Ρχ -j- ау Ру + cz Pz .

Матриця S не містить операторів ρ, а лише оператори σ. Через це вона 
комутує з ра та рс, крім того, для наших перетворень S є унітарною 
матрицею. Тому для знаходження перетвореного оператора Я  досить 
знайти перетворений оператор Р

P' - SPS~. (27.19)

Знаючи, що

лі S *<8,

=',: = 5  : σ; 5 ,

ми можемо записати для вільного електрона:

з з з

р = Σ  а*р *= Σ  Pk= Σ 5+■a* Sp 'k= 
k = \ k = \ fc = l

■s+ Σ  °* w = s *■ [ Σ  s  -  Σ  °*1w s -  Sp‘ ) ] ■.
k=\

або

( Σ « » Ρ , ) φ — ■:;+{ Σ « * Κ - (Λ ·5 - 5 ρ ; ) 5 * ] ) 5 φ .  (27.20)

A = 1 k і

Звідси ми бачимо, що для перетворення рівняння Дірака ми повин­
ні замінити оператори складових .імпульсу «коваріантними» операто­
рами: "
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Для ^ортогональних криволінійних координат ми можемо підставити 
явний вираз р'к і одержимо

(27.22)

K ^P 'k- lP 'kS-Sp 'JS- '.  (27.21)

k ek \dqk dqk

ДЄ

1η5 =  - | ω λ Τ = - 4 - α ω .  (27.23)

Розглянемо безмежно малий поворот da>, який відповідає переходу 
від точки qk до точки qk -f- dqk. Позначивши одиничні вектори у напрям­

ку координатних лівій ~  = f k, ми можемо покласти
&k

d fk=\d*>Xfk}, (27.24)
звідки

fidfk =='// [β'ω χ  Λ ]  =  [/* x  /.] =  + dZ . f j  =  ±  idw)j, (27.25)

де /у — одиничний вектор, перпендикулярний до А  1 знак плюс від­

повідає парній перестановці ^ 2 3 ) ’ а З'нак М‘ІНУС— непарній.

З другого боку,

=  =  ( і * * ) ,  (27.26)

оскільки et ± ek «

Таким чином, одержуємо

όω \ __ ві дек

~ \dQnjj ЄіЄк dqn ·

З формули

(27.27)

dr =  έ>! dqx +  е2 dq2 +  <?g dqa

випливає^ що et можуть бути визначені як частинні похідні радіуса 

вектора r точки (qlt q2, q$) по відповідних координатах, отже,

dqn6k~ W k en~^dqkdqn’ (27.28)
а значить, - ' .

(27·29>

Далі, оскільки (ег ek) = 0  (k + i) , одержуємо

{*к'дїіЄі) =  ~  =  _  (e‘ Wke‘) (27.30)

та при п ф  k, і -

Х е ‘ к ‘ ‘ ) - ( е ‘ А Л ) ~ ° ·  (27-31)
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що легко перевірити, виходячи з тотожності Qqn (ek е{) =  0. Підстав­

ляючи одержані співвідношення у (27.27), знаходимо;

( £ ) . - *  ( £ ) ,
1 д і дш

дЯьЄі’ [dql/s
-LA.
Єї dq^·1’

1 д__ . I t )  /дія \ __ __ ί дьі\ __

 ̂ et m[be» [dq,/2~  ’ (0?2J3— Єї d q ^2’
(27.32)

/ дш \ І д / дш
\ а ^ --^  а^"Єз’ \^3/2 

Тепер, у згоді з (27.22) та (27.23):

1 де,
Ч dqj > \ dqs /3

дш
=  0.

Σ ° » =  Σ  -  “  ( і  -* 4 ί ) ·+  τ  Σ  і · "* ( ; έ
/г — 1 А = 1 * = 1

є*

(27.33}

(27.34)

*=і

Перша складова вектора · тобто добуток його на fi, дорів­

нює, згідно з (27.32)

1 / дш
Єї

( дш \ 1 / дш \ . 1 / д<*> \

σ.,
1 d

1пе2+ σ3
1 д

“ е3 *“ "2 1 “3 "е3 dqаІП£?,

внаслідок чого перший член скалярного добутку σ

k
сується так:

дш у 
dqk) запи-

і д
In е2 +  σ2

1 а
«з dq з 1,2 л 2 е2 dq а

ІП Є, (27.35)

де використані властивості матриць о к.

Остаточно весь скалярний добуток представляється в такому ви­
гляді:

з
1 д

Σ

_ο*_ _б(0_ \ __  _  .

■V

+  '
і а

σι7 7 ^ 1η(έ?2ί?:!) +

і а
ІП (έ?3 Є,) + σ3 —  ~  1η β.

2 e2 dqt“ l ι"3" ι; Γ “3 a?3

Таким чином, перетворений рператор Р можна записати

+

(27.36)

Р  =  ^  
Єї

ih д , , , 1 , 
Р* 2” ау2*п ^ зЄ^  “Ь

+ (27.37)
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де через р { позначені оператори P i= - i h ~ .  Треба мати на увазі,

вих вектопа3^спіні "пп пр °3 P™ ' σί ’ V  але мають зміст складо­
вих вектора спіну ,по осях локальної системи координат а не по осях" 
вихідної декартової системи. , рдижіі, а не по осях

на РК°ЛИ присутнє електР°магнітне поле, треба у (27.34) замінити

системиУГ к ? я ™ Но складові вектоР'Потенціалу по осях локальної 
системи, які визначаються за формулою

A *dx +  A yd y + A zdz =  A 1dq1+ A 2dq2 +  A ;sdq3.

В частинних, але важливих випадках циліндричної та сферичної систем 

ЛЄГК° ЗН8Х0ДИМ0 ВІДП0ВІДНІ в“Рази· Так, для ц и ів д р Г

Я і — Р— V x 2-\-y2, q2 =  f, q3 =  z 

коефіцієнти Ламе 1

2
=  е,

рівні h i ~  1, h 2 —- ρ , hz =  1, і ми одержуємо

th \ . 1 
2Г] + σ2 іИ  с ?а [σι (p f +  σ2 1  ρ ψ -f σ3 Яг] +  /7ZC2 -  <?φ, (27.38)

Де

P. =  _  _,____
apT-c ^P>

Для сферичної системи

?3 =  r = K * 2+ y  +  Z V  ?!===», ?2 =  φ,

^ з  =  1, h t ■ = / , h 2 =  r s in  ϋ ,

Η  ° Ρα |тг (P it —  γ  C tg b  j  - f  — -i _  p y a3 ^  _  2A j|  _j_ incipe _  βφ_

(27.39)

^алівдсті' системи1-̂  М° * ^ Ь буТИ Узагальнені «а випадок неортого- нальності системи криволіншних координат 2.

§ 28. Електрон у полі з центральною симетрією; Атом водню

теорії0ШоакаПИп п Е т Ї РО електр°н У. полі 3 Центральною симетрією в 
?  Д рака пРив°Дить до нових фізичних результатів ν порівнянні
З- ^релятивістською теорією. Як ми вже зазначили раніше^ми одер­
жуємо тут повну теорію мультиплетної структури спектрів у  Цій теорії 
послідовно вирішується і питання про розщеплення спектральних ліній

1 В Т“ .РП криволінійних координат прийнято позначати і  еі\= є- ч р п р ч  h · ня- 
ати коефіцієнтами Ламе. Див., наприклад Я И  Ф в є н к р п к  

механики, ГИТТЛ (1940), відділ V , розд. І, § 4. ф  р е н к е л ь’ Курс теоретическои

Див., наприклад, Я . И. Ф р е н к е л ь ,  Волновая механика, ч. II, § 27

234

у магнітному полі. Гамільтоніан Дірака для розглядуваної задачі ми 
можемо записати так:

Н = с р а {ахр х + σ̂ ν 4 - σ̂ ζ) +  « ^ 2ρ ,+  U[r), (28.1)

вважаючи, що крім центрального поля, якому відповідає потенціальна 
енергія електрона U(r), ніяких полів немає.

Оскільки для .центрального поля момент сил дорівнює нулеві, ми 
' встановлюємо, за (26.16), Що всі три складові моменту кількості· руху

М х ур. zpy -f J σ - mx +  \ о,,

Му =  грх — хрг +  ̂ ^  =  тпу-\:~<іу,

M z =  xpy - у р х +  ̂ а г =  т г +  ± аг

€ інтегралами руху. Легко перевірити, що, подібно до операторів т х, 
m v, tnz "нерелятивістської теорії, оператори Мх,М у, Мг не комутують 
між собою:

М хМ у - M VM X ihM ,, (28.2)

ще два співвідношення одержуються з цього циклічною заміною. Мож­
на, однак, побудувати оператор, який теж буде інтегралом руху і одно­
часно з цим буде комутувати з кожним з операторів Мх, Му, М г. Цей 
оператор являє собою своєрідну лінійну комбінацію операторів складо­
вих моменту кількості руху:

М  =  Рс (°х М х +  ау Му +  а, М 2 -  f )  , (28.3)

або

м  =  Рс к  т х +  ау т у +  σζ т г 4- h).

Знайдемо власні значення операторів складових моменту кількосткруху 
та оператора М.

Розглянемо оператор M z =  хру —-y p x-\—̂*>z, який у відсутності маг­

нітного поля репрезентує момент кількості руху навколо осі 2 . З нере­
лятивістської теорії м*и знаємо, що т г =  хру — урх має власні значен-

• ня m 'z — tnh, де т  — ціле число або нуль. Оскільки аг комутує з mz 
і власні значення σζ є +  1, то власні значення Мг будуть рівними

Iт-\- Аналогічний результат одержуємо і для інших двох скла­

дових. Для знаходження власних значень оператора М розглянемо його 
квадрат. Використаємо для цього першу формулу (28.3)·' та такі допо­
міжні співвідношення:

М хоу — oyMx— ihaz, 0хМу — M yax^ ih o z (28.4)

І відповідні інші, які одержуються з написаних циклічною перестанов­
кою. Ці співвідношення легко одержати прямим обчисленням при вра­
хуванні властивостей матриць σ. Тоді, знаючи (28.2) та властивості 
матриць, одержимо

і м 2==М2х +  М 2у + М Ї +  -%, (28.5)

звідки, записуючи Мх == т х -f- γ  ах і т. д., знаходимо
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M 2~  hpcM  =  ml-\-my-{-ml. (28.6)

Власні значення оператора, що стоїть у правому боці, нам відомі 
з нерелятивістської теорії і дорівнюють h4(l\-\). Зауваживши далі, 
що ρ̂ , комутує з М і має власні значення +1, ми бачимо, що опера­
тор М має ті самі власні значення, що й оператор qcM. Отже, коли по­
значити власне значення оператора ()СМ через μ, то одержимо

μ(μ  — h) =  hl(hl-\-h), (28.7)

звідки видно, що μ може бути рівним — hi або h(l-(-1). Оскільки 
1 =  0. 1, 2,..., то μ є цілим кратним h.

Таким чином, власні значення оператора М можна представити
так:

μ =  kh (k =  -f- 1, -f- 2, ...).

Власне значення μ =  0 виключене, бо з (28.5) видно, що оператор М 
не має власного значення, рівного нулеві.

Підводячи підсумки, ми можемо твердити, що, так само як і в не- 
релятивістській теорії, в центральному полі ми маємо три взаємно ко­
мутуючі оператори Я, М та Мг і ми можемо розглядати сумісну систе­
му рівнянь:

//ψ =\}7ψ, Λίψ =  khty, ·Μζ ψ = 

Нове квантове число k задовольняє нерівності

т +  у )  hΨ· (28.8)

> /Я +  -у (28.9)

Дійсно, якщо ψ є спільна власна функція операторів М та ·ΜΖ, то

л2\2h2 ф d~ m +  ~Yh2 +

звідки маємо очевидну нерівність

з якої випливає (28.9). Ця нерівність показує, що при заданому k кван­
тове число т  може приймати значення

т  =  — \k\,— |£,| +  l , . . . ,U i— 1. (28.10)

Перехід до сферичних координат вимагає знання вигляду опера­
торів 'Я, Мг та М в цих координатах. Вигляд оператора Я  ми встано­
вили. У такий же спосіб, як ми знайшли Я  у криволінійних координа­
тах, можна знайти вигляд операторів М г та М. Запишемо готові ре­
зультати, не зупиняючись на обчисленнях:

ΉΡψ·, (28.11) 

- (28.12) 

(28.13)

#*<?* =  с?а(~Рь +  ушР?+°-бРг) +  тс2Р с+ и {г) ψ*

Μ * ψ *  =  Рс f -  ^  р9'+  σ2 pej ψ* =  kh φ*,

Λί2*ψ* : m-\- -s- Λψ*,
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де спрощення вигляду рівнянь у порівнянні з  (27.39) досягнуто ШЛЯХОР 

'такого перетворення:

ф* =  г j/sin& Ψ, P* =  r У  sin» P  г (28.14)

і, відповідно,

Р * =  7“ Р* +  Рч +  ЧРг

sin

=  ρ*σ З.м*;

•отже, використовуючи (28.12), одержимо

В операторі енергії Я* члени з ра та ρΨ можна виразити через опера­

тор М *:

+  =  Р«р) =  Р»азРе(ваР*- ύ ΐ Ρή  =

(28.15)
Н* ф* cPb^b-jr +  СРа^гРгЛ- тс2 U (r) Ψ* —

Розділення змінних. Радіальні функції

Для розв’язання рівнянь (28.11) -  (28.13) оберемо матриці σ та ц 
у вигляді, приведеному у § 24. Тоді в розгорненій формі рівняння запи­

шуться так:

_  іс OL ф* _  the -  т с2 ψ; +  U(r) ψ: -
r τ 4 or

_  ic Β .  ψ; +  ihc ̂  +  т с2 ф*3+  U (r) φ*2 -  W Ψ2*.

ic *  ψ; -  ih c ^ - + mc2 ψ;+ U{r) ψ; =  w r „

i c ^ L ^  +  i h c d- ^ - m c 2^ - \ - U { r ) ^ W ^ ,  (28.11 a)

sin» dtp ό» Ψ ι’ Sin» dt a»

+  /- .Ж -4.^Й-=й ф: (28.12а)
sin θ ду ' дЬ Sin» δψ ' а»

та

Μ = = φ  +  γ )ψ ϊ (/— 1,2, 3,4). (28.13а)

Структура одержаних рівнянь така, що легко здійснити розділення 

змінних. Дійоно, якщо покласти:

ψ ;= / ,η π » ,φ ) ,  ψ ;= *(Γ )Ζ<» ,? ). ψ*,=/ΐΓ)Ζ(θ,φ),
( 2 ο . lb )

то ми одержимо відповідні рівняння для кутових та радіальних функцій

dZ і dZ ^   у γ

дЬ Sln  ̂ 0'γ ’



ic ^ L  g  [r) __ ікс< Ш  + 'mc*g[r) +  U(r)f(r) =W f(r),,

kh
I C ~ f  w  +  ihc d-^r  +  mc2 f  И  +  'U [r) g {r) =  Wg (r), (2 8 .1 8 )

Ми не будемо досліджувати рівнянь (28.17) для так званих кульових.
спінорів1, а зупинимося на рівняннях для радіальних функцій (28.18).
Для одержання рівняння для радіальних функцій з дійсними коефіцієн­
тами зробимо підстановку ,

f ‘ = T T ·  Α  =  (28Л9>
тоді

df i  k f  _  — тс2 — w +  и f
dr f hc *2'

j k £  ^  /nc2 -1~ W  U { of\\
dr +  r t* hc ■ (28.20)

Для порівняння з теорією Шредінгера покладемо W =  т с2 -|- Е та вва­
жатимемо Е /тс2 та (E — U)/mc2 малими величинами. Тоді, з точністю· 
до малих величин, одержимо

<*/і___k_ r0 __ _  '2 тс ,0
dr r J 1 h J 2 ’

m  I *
r  r  J 2 hc J  ' ’

або, виключивши /!j,

- ^ ΐ β  +  - *V m r ^  f ? +  Uf ? ^  t:f ' ' ! (28'21>

Поклавши далі

/ / =  rR(r), (28.22)

прийдемо до рівняння

^  +  ^ d£ - - ^ ^ R  +  2£ [ E - U ( r ) ] R  =  0.. (28.23)

Це рівняння збігається з рівнянням для радіальних функцій нере­
лятивістської теорії, якщо тільки

к(к-\ ) UI ■ 1). ч (28.24)

де І — азимутальне квантове число теорії Шредінгера. Але ми бачи­
ли, що власні значення оператора М зв’язані з І:

μ (μ — hj — hi (hi -j- h),

звідки, підставляючи \x, =  kh, маємо рівність (28.24). ι
Цю рівність можна записати і так: .

k - i- ·/+  І . ' (28.25)

Зауважимо, що кульові спінори виражаються через сферичні функ­
ції, де І фігурує як порядок відповідної функції, як і в теорії Шредін-

1 Див. В. А. Ф о к ,  Начала квантовой механики, Кубуч (1932), ч. I I I ,  §  4. 
А. И. А х и е з е р, В. Б. Б e р е с т е ц к и й, Квантовая злектродинамика, Физматгиз 

(1959), § 11
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гера. З системи (28.20) можна виключити функцію Ь і в найбільш за­
гальному випадку. Ми одержимо тоді.

#  -  + η£{Ε -  £/)/, =

=  — — ТТ — f i )  — — ft · (28.26)2 me1 —  U  d r  \dr r  J  1J h zc2 J 1 ' >

Права частина цього рівняння містить малі члени, які визначають по­
правки на теорію відносності та на спін. Для двох різних значень k-
/е =  / -f; 1 та & 4=— І ліва частина має одне і те саме значення, але
праві ч’астини різні. Згідно з теорією збурень, різіниця діагональних 
матричних елементів збурення дає нам в першому наближенні віддаль, 
між термами (незбуреним рівнянням є рівняння (28.21). Для вивчення 
загальних характеристик енергетичного спектра електрона в централь­
ному полі, за Діраком, треба провести дослідження рівнянь для ра­
діальних функцій, подібне до того, яке було нами детально пророблене 
у відповідній задачі нерелятивістської теорії. Ми не будемо проводити 
цього розгляду асимптотичної поведінки розв’язків ', а приведемо лише 
висновки з нього.

Область суцільного спектра енергії визначається такими умовами;

W — me2 та W > me2 (28.27)

у випадку відштовхування і

W <  — т с2 та W ^  qic2 (28.28)

у випадку притягання. Нарешті, при

— 'ще2 <  <  т с2 (28.29)

непереривного спектра бути не може і або існує дискретний спектр 
власних значень енергії, або взагалі їх немає. У випадку притягання 
від’ємних рівнів дискретного спектра іне може бути.

Суттєвим результатом теорії є таке. Стаціонарні стани електрона 
у центральному полі характеризуються параметром енергії Ψ  та кван­
товими числами k та т . Квантове число k зв’язане з квадратом повного 
моменту кількості руху, а магнітне квантове число т  квантує складову 
моменту по осі z. Для дискретного спектра, так само як і у нереляти- 
вістській теорії, W залежатиме від деякого квантового числа п (голов­
не квантове число), яке вводиться при розв’язуванні рівнянь для ра­
діальних функцій, та від параметра рівнянь k. Як ми,відмічали вище,, 
два рівні з одним і тим же головним числом п, тим самим І (тобто 
\k — V2 I). але з різним /e: k =  І-\~ 1 та k =  — /, будуть різними, хоч 
і близькими один до одного. Отже, ті рівні, які в теОрії Шредінгера 
були простими, виявляються в теорії Дірака дублетними. Виняток ста­
новить випадок І — 0, бо k ={= 0 і залишається єдина можливість: k — \.
Ці висновки знаходяться у цілковитій згоді з експериментом. Два рівні;
дублета розрізняють за допомогою квантового числа j:

j =  \k\-\. (28.30)

З формули (28.25) та виразу для j випливає, що це нове квантове число , 
просто зв’язане з І. Дійсно, при k >  0 маємо

У * — у  1+ \ , (28.31),

при k <  0

1 См. В. А. Φ  о  к, Начала квантовой механики, Кубуч (1932), ч. I I I ,  §  7.

239-



Зміст квантового числа j ми легко знайдемо з формули (28.5)

уи2 =  ж і + ж ; + ж і  +  ̂  =  ж 2+ 4 !-.

де

м 2 =  м і + м * +  м ї

оператор квадрата повного моменту кількості руху. Звідси,

Μ 2 ψ* =  Λί2ψ* — ψ*,

або

/И2ф* =  Л2

—>2
Отже, власними значеннями оператора М є числа

h2j ( j+  1). (28.33)

Введене квантове число квантує квадрат повного моменту і нази­
вається внутрішнім квантовим числом.

З властивостей оператора М випливає, що

м 1м х — М ХЖ  =  0,

м 2м у - м ум 2 =  о,

M 2M Z— M ZM 2 =  0. (28.34)

Легко також переконатись у тому, що оператор М комутує з операто­

рами т  та s , де т  — оператор квадрата орбітального моменту, а 

■S — оператор квадрата спінового моменту:

T  =  sl + s; +  Si =  ~  '(σ* -f- 0* -f σ|) =  ~ Кг I. (28.35)

Власні значення оператора 5 можна записати по аналогії з формулами 
для орбітального моменту так:

s* =  А2/,(/, +  1), ls =  \. (28.36)

Для Оператора sz проекції спіну на вісь z власне значення дорівню­
ватиме

sz =  hms, ms= ± ^ .  (28.37)

Для нумерації рівнів є прийнятими такі спектроскопічні позначення:

у  =  |А>[ — i  =  / —  1 .  (28 .32 ;

k  = +  1 1 =  0 І  = 4 2 . S

k  — — 1 . 1 =  1 i  =  42

k  — +  2 / =  1 / =  3/2

k = — 2 t =  2 j =  */2

k = +  3 1 =  2 І  =  5І2 Dslq i t. д.

(28.38)
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Як і в нерелятивістснкій теорії, питання про можливі переходи під дією 
того чи іншого збурення вирішується ..відповідними правилами відбору. 
Правила відбору для дипольного випромінювання можна встановити 
безпосереднім обчисленням відповідних інтегралів, як це було зроблено 
в теорії Шредінгера. Для цього треба оперувати з повними функціями 
стаціонарних станів і використати явний вигляд розв’язків для кутової 
частини. Але можна ці правила знайти інакше, за Діраком, спираючись 
на те, що матричні елементи для координат x, у, z повинні бути від­

мінними від нуля при тих же умовах, що і матричні елементи х — 

=  СРаах> У =  cpa 0y 'z  =  cpaaz.

Правила відбору для дипольного випромінювання

Розглянемо оператор

ЛЛ —  m _J__^М г= т г+%-аг,

матриця якого є діагональною відносно квантового числа т. Якщо ми 
явно будемо писати лише це квантове число, то

(т \М2\т') =  [т-\-]Л Штт'.2 /

Користуючись цим, запишемо рівність:

М г Z - z M z =  с (ΜζαΆ — α3 Μ ζ) =  сра [Мгаг — σζΜ ζ) =  0. (28.39)
\

Переходячи до матричних елементів, одержимо

^)тт' ~  ( % J ~\ 2 j
т"

— ( z ) m m "  {m" ^  hbm"m' j =  { т — т') (m\z\m’) =  0. (28.40)

Отже, для z координати (або z) ми маємо правило відбору т  =  т'. 
Для знаходження відповідних правил для х та у розглянемо

M z x — xMz --- сра (Мг <зх — ах м г) =  і hcpa Ор

або

М 2х — х М г — ihy, (28.41)

і, аналогічно,

М г у -  yM z =  -  ihx. (28.42)

З цих рівнянь маємо

Mz{x-\- іу) — (x + iy )M z =  h{x-\-iy). (28.43)

Переходячи до матричних елементів, одержимо

(т  — т ' — \) (т\х-\-іу \т') =  0. (28.44)

Подібним шляхом одержимо також

(m — m' -j- I) [т\х — іу \ т ') =  0. (28.45)

З останніх двох рівнянь бачимо, що умова відмінності від нуля еле-
ментів матриці для х та у є m' =  т  +  1. Щоб знайти правила відбору
для числа k, розглянемо оператор

16 А. Ю. Глауберман . 241



M =  ?c(sxmx+vymy-\-czmz +  h), 

для якого, згідно з (28.6), .

М 2 — hpc М  4- m l -f- т\ -f- τη\.

Легко довести, що мають місце співвідношення:

M 2 z — zM 2 =  2ihcpa (cxmy — сут х), (28.46)

М (М2 і  — zM 2) — (M2 z — zM 2) M  =  2h2cpb (ах т у — аут х), (28.47) 

zM  + M z =  2cp6(axmy — оут х). (28.48)

З порівняння останніх двох формул випливає, що

ΜΆζ — ΜζΜ2 — Μ2ζΜ +  zM3 — h2(zM +  Mz) =  0 (28.49)
*

і після переходу до матричних елементів

(£3 _  kk’2 _  tfk' +  k'3 _ k '  — k) (k\z\ k') =  0,

або

(k, — k — l) ( k '  — k+ - l)(k ' +  k)(k\ z\ k')= 0, (28.50)

звідки маємо такі правила відбору

k' =  — k, k' =  k +  1, k' =  k — 1. (28.51)

Отже, при переході I ■■ γ  завжди змінюється на одини­

цю, але не всі переходи з /' =  /+ 1  можливі, треба, щоб при цьому 
число j теж змінювалось на одиницю або залишалося незмінним. 
Так, наприклад, перехід Р>/„ D% є дозволеним, у той час, коли пере­
хід Рч, -t заборонений.

Радіальні функції дискретного спектра атома водню

Для атома водню.рівняння для радіальних функцій 

__ ^  т — 1 / ” "тт е
dr

4 г  +  =  Тс ( -  mc°-+ W + (28·52)

можуть бути точно розв’язані. Обмежимось розглядом дискретного 
спектра

1V2< m 2c4

і запровадимо ряд позначень:

1 ,  г — ;---Λ ' п λν7 _  _____   tnc

~hc
α =  —  Ym? 0і — W2 > 0 , x — 2аг, W  =  mc2 cos ε, а =  -j- sin s (0 <  s <  π)

1 (28.53)
T hc 137 v /

t '

1 Сталу У =  Yyj називають сталою тонкої структури (див. далі).
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Виконавши відповідні підстановки, перепишемо рівняння (28.52):

f i .

. (28.54)

Значення параметра є визначається умовою існування скінченного та 
непереривного в усьому інтервалі 0 <С х <С розв’язку, який обертаєть­
ся в нуль в особливих точках рівняння х =  0 та х =  оо. Введемо нові 
функції:

^ W = / i S i n y + / 2cosy , G (λ;) =  — f i  sin у  + / 2  cos у . (28.55)

Помножаючи в (28.54) на +  sin ~ перше та на cos -j друге рівняння 

та додаючи їх, одержимо для нових функцій

ΊdF
dx

A 0 ==__L/? +
х  2 x  s im

(F cose — G ),

dG  I k p  1 r
■rfZ +  T F =  2 ° ' X S i t lE

(F — G coss). (28.56)

Виключення одної з функцій з цієї системи дає

dx%
X і

dF
T-«2 + -«(YCtge + -5·) — Λ» +  γ

або

. d2G . dG , 
X‘ —  + X-r--{-

dx2 dx - ]- *2 +  J : ( T C t g e - l j - ^  +  T2

(28.57)

G =  0.

Ці рівняння точно того ж типу, що й розв’язане нами рівняння 

d

У =  [ р +*-^-\у

в інерелятивістськіи теоірії (див. § 14); Для першого рівняння (28.57)

S
s =  2 Y k 2 — γ2, />+ y=TCtge, (28.58)

а для другого параметр 5 має те саме значення, а р — на одиницю мен­
ше. В зв’язку з цим нам відомі значення параметра γ ctg є:

у ctg є =  p +  Y k 2 — γ2, р =  0, 1, 2,... (28.59)

і відповідні розв’язки:

F(x) сх е

G(x\ =  c 'x 2e 2 QSp- 1 W· (28.60)

Оскільки F та G зв’язані системою (28.56), то постійні с' та с взаєм­
но зВіЯзані. Виражаючи G через F з цієї системи та використовуючи 
рекурентні співвідношення між поліномами Qsp, можна одержати

G (x) =  c І—
sins

k ) e 2 e 2 Q ,

16*
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Постійна с в свою чергу визначається з умови нормування:

'\ + n )d rx =  1, (28.61)j i / i
0

де rx =  . а =  h2/me'2 — атомна одиниця довжини.

Запис цієї умови нормування через функції F та G і змінну х з 
урахуванням ортогональності F та G дає умову

і
(Fz + G2) dx — . (28.62)

о

Виконуючи обчислення, ми знайдемо

sirre

7
(28.63)

с =  | /  (ш г  + л) / р і Г (/, + 5 +  1) ·

Введемо тепер число
η* і=і y/sin є, (28.64)

н*·’ - ρ2 , 2р \ к- у -fi1,

мало відмінне від цілого числа η р ; - \к\, яке можна розглядати як 
головне квантове число. Крім того, будемо ,вживати нормовані поліно­

ми Чебишева—Лагерра Qp (§ 14). Тоді розв’язки остаточно можна 
буде записати в такому вигляді:

(28.65)

о = ;і- (?„?)■

При заданому головному квантовому числі п:

' п =  р +  І k І 

квантове число k може набирати значення

й =  — л + 1 , — п +  2,... — 1,+  1,...,п— 1,п. (28.66)

ЧИСЛО k не може дорівнювати —Я, бо ТОДІ НИЖЧИЙ Індекс у Qp_! був 
би від’ємним, значення k =  -f- п можливе, бо в цьому разі множник 

У  n* — k дорівнює «улеві. Таким чином, маємо всього 2п — 1 різних 
можливих значень числа k. Число р просто зв’язане з радіальним чис­
лом пг (нерелятивістської теорії. А саме, на основі п =  пг +  / +  1 =  
=  р +  І&І та (28.2(5) одержуємо, що

р =  п,, коли k >  0, 

р =  пг +  1, коли k <  0.

Тонка структура водневого спектра

Виразимо енергію W через введені квантові числа. Враховуючи 
зроблені позначення, одержимо формулу Зоммерфельда ':

• і Питання тонкої структури в релятизістській квачтовій проблемі Кеплера на 
основі старої квантової теорії Б ора  було вперше розроблене А. Зоммерфельдом,
A. S o m m e r f e l d ,  Ann. d. Phys., 51, 1 (1916), див. А. З о м м е р ф е л ь д ,  Строение 

атома и спектрьі, ГИТТЛ (1956), τ. І, гл. V, § 2.

Ня основі теорії Д ірака формула тонкої структури була одночасно виведена
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W =  т с2 oos є =  т с2 1 — L- . (28.67)

У нашому випадку (притягання) існують лише додатні рівні дискретно­
го спектра. Основний рівень k =  ~\-\, р =  0, п =  1 дорівнює

Wo =  т с21/ 1 — у2.

Увесь дискретний спектр лежить в інтервалі т с2 У  1 — у2 ^  W <  т с2, 

а в інтервалі — т с2 <  W т с2 У  1— у2 власних значень немає. Для 

порівняння з формулами теорії Шредінгера запишемо розклад в ряд. 

З формул п*1 =  р2 +  2р У  ~k2 — у2 +  k2 та n =  p -f- | k | одержимо вираз

п*г =  п? + 2 ( n - |й|) ( ] /  1 - І  - і)|Л|. (28.68)

Виконаємо розклад в ряд по степенях ~ ;

гі _ п2 + 2 (n -  j k І) І k І {-  і  -  і  £  -  . . .  j (28.69)

і для W одержимо

W =m c2 — пи-'і2 (  ------ 1---- , \ — ' тс·';' ( ------1 --- , V'у п* - (я |*|) y]rf j  )
_  ^  * .  і  ( ,  +  - r J i l  і )  _  і  т с г Ц і +  ^ J i L  f  γ ,  (28 .70 )

де дальші розклади обірвані в тому ж наближенні. Виконуючи всі дії, 
одержимо

ТІГ7 1 ·, Ί 2 і  т с г-& і  4 З
W — т с2 — -тт т с - 1 12 пг 8 я3 \ І k І 

або помітивши, що т с2у2 — mc2e^!h2c2 =  е2/а,

w - w i ( i * v - i ) ·  (28J1)

Одержана формула містить три члени. Перший є постійною релятивіст­
ською енергією спокою, другий дає відомий з теорії Шредінгера баль- 
мерівський член і, нарешті, третій доданок визначає релятивістську по­
правку.

Згідно з одержаною формулою, рівень енергії атома водню, який 
за теорією Шредінгера залежав лише від п, розпадається на ряд бли­
зьких рівнів, що відповідають всім можливим значенням k у формулі
(28.66). Рівіні залежать від j k [, тобто від j, а не від І, так що, напри­
клад, Р і/а та D% для водню збігаються. Співпадання рівнів, які відпо­
відають протилежним за знаком значенням (і, є характерною рисою чи­
сто кулонівського поля. В загальному випадку центральносиметрично-

Гордоном та Дарвіном. (W. G o r d o n .  Zs, f. Phys, 48, 11 (1928); G. G. D a r w i n ,  
Proc. Roy. Soc., A 118, 654 (1928). У формулі, виведеній Зоммерфельдом, квантове 
число, яке описує тонку структуру, мало інший зміст, воно було зв’язаним з орб і­
тальним моментом кількості руху електрона |й| =  / + 1 ,  в той час коли у нас 
\k\ =  j  +  lh- В зв’язку з цим зіставлення тонкої структури водню з термами лужних 
металів в новій теорії робиться по-іншому. Див. також Г. Б е т е, Квантовая меха­
ника простейших систем. ОНТИ  (1935). Г. Б е т е  и 3.  С о л п и т е р ,  Квантовая ме­
ханика атомов с одним и двумя злектронами, Физматгиз, М  (1960).
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го поля (як для валентного електрона у лужному атомі) стани з k та
— k відрізняються за енергією. Ми маємо в цьому випадку дублет 
«екранування». Рівні такого дублету відносяться до різних значень 
/ : І =  j k J — 1 та І == | k J, при тому самому j =  І k \ — '/2.

Два рівні, що відповідають одному і тому ж І та послідовним зна­
ченням / : /  =  /·— Уг, / =  / + ’/2, утворюють так званий «релятивіст­
ський» дублет. В атомах лужних металів є розщеплення рівнів з різ­
ними І — екрануючий ефект, та розщеплення рівнів з різними / — 
релятивістський ефбкт (спіновий). Цей факт можна проілюструвати 
таким зіставленням рівнів водню з рівнями лужних металів: тонка 
структура водневого рівня п =  3 та терми атома Li (див. рис. 26).

/к/*3' j  = 56 _______
__________і-г

ІкІ‘2 1’ *’

/«/ = /

н

Li

Фізична причина спінового дублетного розщеплення полягає в то­
му, що спіновий магнітний момент взаємодіє з магнітним полем, зумов­
леним орбітальним рухом електрона. В залежності від орієнтації спі­
нового магнітного моменту відносно цього поля, вздовж чи проти поля, 
одержуються енергетично відмінні стани. Більш тонкі питання струк­
тури спектра енергії, зв’язані з вакуумними ефектами, ми не можемо 
зараз розглянути. Вакуумними поправками пояснюється ряд фактів, 
які знайшли експериментальне підтвердження. Зараз відмітимо лише, 
що важливе експериментальне уточнення було внесене дослідами Лем- 
ба та Резерфорда *, які показали, що висновок теорії Дірака про спів- 
падання рівнів з однаковими η та j в атомі водню не є точним. В дійс­
ності є зсув рівнів, обумовлений вакуумними ефектами, теоретичний 
розгляд яких можливий лише в квантовій теорії полів.

1 W. L a m b ,  R.  R e t h e r f o r d ,  Phys. Rev., 72, 241 (1947); Збірник «Сдвиг 
уровней атомних алектронов», М „ 1950; У Ф Н  45, 553 (1951). А. И. А х и е з е р ,
В. Б. Б е р е с т е ц к и й ,  loc. cit. А. А. С о к о л о в ,  Введение в квантовую злектродина- 
мику, Физматгиз (1958), § 46.

Р о з д і л  IX

ЧАСТИНКИ В МАГНІТНОМУ ПОЛІ

§ 29. Орбітальний магнітний момент та спін-орбітальна взаємодія 
для електрона в центральному полі

Теорія Дірака Дає точний опис структури енергетичного спектра в 
проблемі одного електрона в центральносиметричному електростатич­
ному полі ’. У ній автоматично враховуються поправки на залежність 
маси від швидкості та розщеплення рівнів, зв’язане зі спін-орбіталь­
ною взаємодією 2.

Послідовний розгляд магнітних ефектів передбачає побудову теорії 
на основі рівняння Дірака, оскільки порядок величини поправок, зга­
даних вище, є однаковим. Але ми в дальшому відмовимося від цього 
строгого, але складного для нас шляху і будемо оперувати рівняння­
ми інерелятивістської квантової механіки зі спіном. Маючи на увазі 
розгляд багатоелектронних атомів, систематику спектрів атомів з ура­
хуванням мультиплетної структури і ряд інших проблем, ми зможемо 
знайти коректні результати на основі цієї більш простої теорії.

Орбітальний струм

Розглянемо, за теорією Шредінгера, стаціонарний стан електрона 
в центральному полі при певному значенні проекції моменту кількості 
руху mz hm. Як відомо, хвильова функція розгляданого стану є та­
кою:

^nlm( r , b , ^ ) ^ R nt(r)PT(cosb) е'т\ ■ (29-1)

Обчислимо густину електричного струму:

·“* ~ 2т0 I Ψпіт V Фліт tynlm V ψηί/и j (29.2)

(у сферичних координатах). Знаючи відповідні складові оператора v :

• д_ і д 

дг ’ r  <?θ ’ r  Sinft <?φ ’

ми одержуємо 3

=  -  ш ; { )  · і29·3»

s · =  -  2^7  {♦ч» -  ■>">» ~тм  }· І29·4)

1 Див. кінець попереднього розділу.
2 Ми проілюструємо цей факт в цьому розділі.
3 Через т а ми позначаємо .масу електрона, на відміну від позначення магнітного

квантового числа т . ,
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So __ ieh І д, OVnlm τ
2m0r sin& { to dy ',{♦

όψη,
nlm

tynlm
0φ

(29.5)

З того, що функції Rnl (r) та P? (cos О) є дійсними, випливає, що

S ,  =  S j = 0 ,  (29.6)

а для S,f після обчислення одержуємо

eh
(29.7)

Відмінність від нуля одної «широтної» складової відповідає результату 
класичного розгляду середнього струму для всіх орбіт, яким властиві 
однакові значення моменту і його проекції mz , та наочним геометрич­
ним уявленням, зв’язаним з умовою стабільності системи. Магнітний 
орбітальний момент атома ми можемо обчислити елементарно.

Сила струму di, який тече через елемент площі, розташований у 
меридіональній площині, дорівнює di =  S9.da, у зв’язку з чим

dlf S^fdz 
с ~ c ’

dm ,

де / =  Jt/^sin^ — площа, яку обтікає струм, або
w 2 s in5 θ ehm

d m =
mar Sin& І тгЧт ■do, (29.*

де m0 означає масу електрона, а заряд елек­
трона дорівнює — є. Для одержання пов­
ного магнітного моменту треба взяти суму 
по всіх трубках струму. Оскільки \ ^ піт \2 
не залежить від φ, a da =  rdftdr, одер­
жуємо

ehm
m z =

ehm 

2mn c

if2πr  Slnft J ψ , I2 d a
2m0 c i

J І Фпіт I2 f 2 sln& db dv dr :
ehm 
2mn c

якщо tyntm нормована. Отже, 

eh
m =

Рис. 27.

eh
ДЄ μ „ ■=--- ..---

' 11 2m0c

Бора.

μβ m, (29.9) 

9 · 10-21 CGSM — магнетон

Формула (29.9) дає закон квантування проекції орбітального маг­
нітного моменту. Ми можемо утворити відношення проекції магнітного 
моменту до відповідної проекції механічного моменту кількості руху 
(гіромагнітне відношення), а саме:

M z  е
т 2 2 т 0 с ’

(29.10)

яке співпадає з результатом класичної теорії. З огляду на рівноправ­
ність всіх трьох осей координат, останню формулу можна узагальнити:

/Пх. 2т0с . (г =  1, 2, 3). (29.1 Ґ
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Відповідне відношення для спінового магнітного і механічного момен­
тів має інше значення. Дійсно, з формул попереднього розділу (§§ 26, 
27) одержуємо

(і =  1,2, 3), (29.12)
Sx. /Я0С ·

де через μ.ν. позначено оператори складових вектора власного магніт­

ного моменту, а через sх — оператори складових вектора спіну·. Факт 

відмінності приведених гіромагнітних відношень є одним з експери­
ментальних доведень існування спіну електрона в зв язку з пояснен­
ням відомого ефекту Ейнштейна — де Гааза ·.

Спін-орбітальна взаємодія

Повернемося ще раз до рівняння Дірака. Для ілюстрації того, що 
рівняння Дірака для електрона в центральному полі враховує всі по­
правки, як зв’язані з релятивістською залежністю маси від швидкості, 
так і спінові, і' автоматично охоплює спін-орбітальну взаємодію, треба

в рівнянні Дірака провести послідовний розклад по степенях —. Рів­

няння Паулі, з цієї точки зору, одержується лише як перше набли­
ження. Отже, наближення, використане нами у § 27 для одержання 
рівняння Паулі, є зараз недостатнім. Фактично такий більш точний 
розгляд ми і провели при аналізі радіальних функцій у § 28, але за­
раз ми це проробимо спеціально для явного одержання членів, що 
описують спін-орбітальну взаємодію. Запишемо рівняння Дірака для 
стаціонарних станів у полі з центральною симетрією у відсутності 

. яких-небудь інших полів:

\с(^рх + .^РуЛ-ЧРг̂ + ^ 2а4І Ψ +  Ψ =  №ψ· (29.13)

Приймемо для зручності матриці а, за Діраком, рівними: cxi=Qicti, аг= 
-■= ριθ2, (х3 =  Qi03, α4=  Q3, де матриці Рі, а, визначені формулами (24.11) 
та (24.13). Далі уявімо собі діраківський спінор чотиривимірного про­
стору ЯК сукупність ДВОХ спінорів тривимірного простору 'фі, ср2- Годі 
рівняння можна записати так:

ев:ф , — (Е + 2 т с2—ί/)φ2 =  0,
(29.14)

, οραψ2 — [Ε—υ)ψ  ! =  0,

де σ(σ?, σ°2, σ ") — спіновий вектор, помножений на W покладено 

рівним Е -f- т с2 і використано той факт, що у обраному представленні 

матриць а =  ° j , a 4 1 ° j ,  тобто матриці розщеплені (1, 0 —

дворядна одинична та нульова\ матриці). Будемо в дальшому вва­
жати, що Е та U малі у порівнянні з т с2. З рівнянь (29.14) легко ба-

V
чити,'що при цих умовах ерг за порядком величин дорійнює— Фі; ви­

ключимо «малу» функцію фг, підставляючи

φ2 — (£-)- 2т с2 — ϋ)~^σρψι (29.15)

у друге рівняння (29.14):

1 Див. И. Е. Т а м м ,  Основи теории злектричества, О Г И З, Гостехиздат (1946),

§ 71.
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Для дальшого нам треба зробити певні апроксимації. Для атомів зав­
жди (с U) /ζ 2тс2 у всьому просторі, крім області, що безпосередньо 
оточує ядро. Коли ми в першому наближенні покладемо [(r) — 1, то 
одержимо рівняння Шредінгера нерелятивістської теорії без урахуван­
ня спш-орбітальної взаємодії, бо в цьому разі в (29.16) вираз, залеж­

ний від спінів, дорівнює (ор)2 =  р2, При наявності зовнішньо­

го електромагнітного поля відбулась би лише заміна: р -» р +~:А та

Р ^  [σ ~Ί~ Тобто в першому наближен­

ні ми, дійсно, одержуємо рівняння Паулі. Тепер перейдемо до наступ­

ного наближення. Д^я цього розглянемо тотожність

(op)f(r) (σρ)ψ =  f (r) (?ρ)2ψ +  [(σρ)/(Γ)][(σρ)ψ ]. (29.18)

Перший член правої частини рівний f{r)p2\(з. Для обчислення другого

члена зауважимо, що на підставі відомих правил перестановки для р 
13 t\x>y,z) має місце рівність

(σρ)/ (г) =  —  ih~~~ 7а,

за допомогою якої цей член одержується у вигляді

, - ί Α · ^ ( ^ ( ^ ) φ = / ' ( Γ ) ( - Α 2 ΐ + · - ^ ) ψ ,  (29.19)

де m =  r X  ρ·— оператор орбітального моменту кількості руху. По- 
кладаючи в новому наближенні

^ 9·20)

ми одержимо рівняння (29.16) у формі

-  і  (> -  т а г )  ώ  · *  -  Ш 1 &

або, оскільки E — U(r) приблизно дорівнює р2/2т, остаточно,

Еч, = і  Ά ,  +  Щ г)Ь  -  ^  Ті+ ^  1  f  , -

7іг d U  όψ,

4/я2с2 rfr aF ’ (29.21)
h~*

де s 2~ σ оператор спінового моменту кількості руху.

Перші два члени в правій частині дають нерелятивістський га­
мільтоніан Шредінгера (без спіну, бо ми не розглядали зовнішнього 
магнітного поля), третій член дає у першому наближенні класичну 
поправку ,на залежність маси від швидкості, четвертий член — описує 
сшн ор італьну взаємодію. Останній член є релятивістською поправкою
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до потенціальної енергії, але не має класичного аналога Слід заува­
жити, що таку саму за виглядом формулу для члена, що описує спін- 
орбіт’альну взаємодію, одержали Френкель і незалежно Томас в рам­
ках класичної механіки 2 на основі моделі електрона як дзиги.

Проекція спіну як динамічна змінна

У нерелятивістсьїкій квантовій механіці зі спіном хвильовою функ­
цією є спінор тривимірного простору ψί'ψι,'Μ· Розрізнити компоненти 
спінора можна, вводячи нову динамічну змінну sz і вважаючи хвильову 
функцію в координатному представленні залежною від цієї змінної:

ψ =  ψ(Λ:, у, z, sz, t), (29.22)
„  ■ ■ . , f t

де четверта, спінова координата приймає лише два значення: ± γ ·

Це означає, що

г|)і =  і|)(х, у, 2 , Ц--j, t) 

ψ2 =  Ψ(*, У, ζ, — 4- 0

η
(29.23)

Маючи",на увазі задачу про один електрон в центральному полі, 
ми можемо твердити, що компоненти спінора бУДУть різними лише 
тоді, коли враховується спін-орбітальна взаємодія. Дійсно, при нехту­
ванні спін-орбітальною взаємодією гамільтоніан перетворюється в га­

мільтоніан Паулі:

” -  і  Σ  К +  f  ■А·)' -  ef+ U[r)+ί  Cs?) ■ 
k

Якщо магнітне поле однорідне і спрямоване по осі z, то в остан­
ньому члені є лише оператор sz, який комутує з н, а множник при sz 
не залежить від координат. Отже, маємо, що sz зберігається та коор­
динатні та спінові змінні розділяються:3 '

ψ(χ, у, z, sz, t) =  ψ(χ, у, Z, t)Sa (sz ). (29.24)

Спінова функція Sa (sz) є, фактично, вказівкою на стан спіну. Індекс а 
. приймає два значення Уг та —Уг; перше означає, що проекція спіну

на обрану вісь z дорівнює а друге вказує -на стан з проекцією спі­

ну, рівною — у . Функція Sa(sz ) як функція незалежної змінної sz. 

визначається так:·

' ,29.25,

s - ^ ( j )  =  0 S- Ц — -2 ) =  ι ·

Спінові функції S , [sz) володіють формальними властивостями орто­
гональності і є нормованими, тобто

^ S « ( s z) S P(sz) =  Sap. (29.26)

______________________ ,

1 Обговорення цього члена можна знайти в книзі Е. К о н д о н а ,  Г. Ш  о ρ т л и, 

T“ r i T , T „ \ X l s " ^ H p h £ 4l 7 , r M V ^ W % ;  L. Н . T h o m a s ,  N . t a ,  m ,  

^  з 'м и^ позначаємо власне значення оператора тим самим символом s г .
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Нагадаємо ще раз, що в загальному випадку для одного оптичного 
електрона (коли враховано спін-орбітальну взаємодію) стани дискрет­
ного, спектра треба нумерувати трьома квантовими числами η, І та j :

1:· -  Е-гл ,

а хвильові функції треба буде уявити в такому вигляді:

Ψ =  ^nljmj (ґ> Ф. Sz) . (29.27)

де M j=  т-{- квантує оператор Мг. Беручи до уваги (28.10) та

(28.30), маємо, що m f може набувати таких значень:

«V  і *  І],·· ,  ./· (29.28)

Спін-орбітальна взаємодія обумовлює так звану мультиплетну струк­
туру спектра. У випадку одного оптичного електрона ми мали дублет­
ну структуру, але для атомів з більшою кількістю оптичних (зовніш­
ніх) електронів, як ми побачимо далі, ця структура є, відповідно, більш 
складною. При урахуванні мультиплетної структури залишається ви­
родження по mf, тобто кожному рівню Е пІІ відповідає (2/ -f- 1) станів,

які відрізняються орієнтацією повного моменту М в просторі. Це виро­
дження може бути знятим при наявності зовнішнього магнітного поля..

§ ЗО. Розщеплення спектральних ліній у магнітному полі 
(ефект Зеемана)

Коли атом з одним валентним електроном вміщений у зовнішнє 
магнітне поле, його рівні енергії розщеплюються на кілька компонент. 
Відповідно до цього виникає картина розщеплення спектральних ліній, 
або так званий ефект Зеемана. Для розгляду теорії цього явища1 тре­
ба виходити з рівняння Дірака для одного електрона в центральному 
полі, створеному ядром і всіма внутрішніми електронами, та у зовніш­

ньому однорідному магнітному полі Енергія взаємодії, яка викликає 
розщеплення рівнів, складається з двох частин — одна виникає завдяки 
спіну електрона, а друга зв’язана з орбітальним магнітним моментом. 
Але ми зробимо розрахунок у більш простий спосіб. Не будемо спо­
чатку брати до уваги спін-орбітальну взаємодію, інакше кажучи, 
розглянемо спочатку випадок, коли спінове розщеплення є дуже незнач­
ним у порівнянні з магнітним розщепленням,^ Цей випадок називають 
випадком сильного магнітного поля або ефектом Пашена—Бака.

В такому разі ми можемо, відкинувши члени, які описують реля­
тивістські поправки та спін-орбітальну взаємодію, виходити з рівняння 
Паулі.

Запишемо рівняння Паулі у вигляді

і  (р  + .т  +  U{r) +

де член взаємодії спінового ■'моменту з зовнішнім магнітним полем до­
рівнює

eh , -*, е
£ 2  s. (30.2)

1 W. ,Н  e і s-e n b e r g, P. J o r d a n ,  Zs. f. Phys., 37, 263 (1926); G. G. D a r w i n ,  
Proc. Roy, Soc., A 115, 1 (1927).
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Д а л і ,  розкриваючи вираз 2^ +  , одержимо

Якщо ми. оберемо калібровку d iv A - O , що завжди можливо, то одер­

жимо  ̂ ;

=  _  ϊΛψ div А —  ihA grad ψ =  Αφψ

і гамільтоніан Паулі набуде вигляду

H  =  l n + U (r )  +  i f A i + 4 ^ A + ^ - 2 l .  (30.41

Для однорідного магнітного поля €» можна покласти

А =  [5 X  г], . (30.5)

що легко перевірити з того, що ^

rot А =  \ rot [ і  х  г] =  У  (r grad ?  -  7 div Φ -  Ф grad r +  $  div r)

і ппи постійному Ф дає саме рівність rot/4 =  §.
Нехтуючи далі членом, який містить квадрат вектора-потенщалу,

у порівнянні з членом, лінійним відносно А і записуючи останній >

формі

' ^ Α ρ = ^ ΐ Ι χ 7 ] ^ ^ τ Ι [ 7 χ ρ ΐ = = ^ 1 ^

тс (30.6)

ми одержимо гамільтоніан Паулі в прийнятому наближенні

+ -5̂ 5 ('" +  2s)· (30-7>

Якщо обрати тепер напрямок магнітного поля за вісь г, то

н = ш + ц (г) + - & г (т* + 28г)- ' (30‘8)

Рівняння Паулі в розгорненому вигляді дає систему:

^οΨι +  ̂ ( * *  + Α)Ψι =  ̂ Ψι·
(30.9)

^0 ·Φ 2 + - £('”* _ Α ) ψ2==£ψ2’

де Ho =  — -̂ г Δ +  ^  (г) ·

Оператори Но та mz комутують, отж^ власні функції оператора Но 

для власного значення Ец :

ф„/т (г, θ, φ) S\ji (sj та флгт (r, θ, φ) S-i/2 (sj, (30.10)

1 Підрахунок показує, що навіть при полях порядку 2.105 гаусс член, квадра­

тичний по А, становить лише приблизно одну десятитисячну частину від лінійного

-члена.

(3α3)
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де

_ί/7Ιφ
§nlm if, δ, φ) =  Ral (r) Ptm (COS < /

є одночасно розв’язками, рівнянь (30.9). .
Дійсно, оскільки mz фп1т =  одержуємо, що перша функція:

задовольняє першому з рівнянь (30.9) для власного значення

Z7 £Г І eh < 0  ,  І ■ л V /  А

2тс
(от + 1; (30.111

а друга функція є розв’язком другого рівняння для власного значення.

h
1 (30.12)

Отже, у прийнятому нами наближенні хвильові функції не змі­
нюються під дією магнітного поля, але виродження по магнітному 
квантовому числу т  знімається. Приведемо як приклад картину роз­
щеплення р та s-термів. Розщеплення р-терма одержується з формул 
(30.11), (30.12), коли розглянути всі можливі значення т  =  — 1, 0,1; 
розщеплення s-терма одержується лише за рахунок спіну (/ =  0, m =  0)..

.to­

ts -

- m = t

- т=й
■ m--t

- m=t

- rn=0
- m ~ - t

■ m=0

b * o —m = 0'Л

Рис. 28.

У зв’язку з розщепленням рівнів виникає відповідне розщеплення 
спектральних ліній. Так, для дипольного випромінювання дозволеними 
є переходи, коли т  змінюється на +  1 або залишається незмінним; 
крім того, під дією світла; переходи із зміною спіну є практично немож­
ливі завдяки дуже слабкій взаємодії магнітного спінового моменту з 
полем світлової хвилі. На підставі цього треба розглядати лише пере­
ходи із незмінним спіном та відповідною до правил відбору зміною т, 
як зображено на рис. 28. Відповідні частоти спектральних ліній визна­
чаються за борівською форйулою:

ω =  =  ω0 +  - jg- (m  -  m %  (ЗО. 13)

E(j) - Пі П L
h

Надаючи різниці m — m' можливі значення 0, +  1, ми одержуємо роз­
щеплення спектральної лінії — одну комйоненту з. незмінною часто­

тою ω0 та дві компоненти з частотою,, зсуиутою на +  . Одержаний

триплет є прикладом так званого нормального ефекту Зеемана. Від­
сутність константи Планка h в нашій остаточній формулі вказує на те, 
що одержаний результат повинен співпадати з класичним. Дійсно, за 
класичною теорією ми одержуємо в розгляненому випадку такий же
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результат, причому пояснення ефекту за класичною теорією полягає в
η  е& ·■

прецесії орбіти у магнітному полі з ларморівською частотою U i— іяїс

В нормальному ефекті Зеемана кожна конфігурація розщеплюєть­
ся симетрично на 21 +  3 еквідистантні компоненти, які відповідають 
2/ + 3  (у випадку / =  0— двом) можливим значенням mz~\-2sz. При< 
цьому залишається часткове виродження, зв’язане з тим, що задане 
значення m-\-2ms (де через hms позначене власне значення операто­
ра sz ) може бути одержане двома шляхами: т~\- 1, (т  -f- 2) — 1.

Коли тепер врахувати як мале збурення відкинуту на початку слаб­
ку спін-орбітальну взаємодію, то в деяких випадках ми можемо одер­
жати додаткове розщеплення *. х

Розщеплення спектральних ліній у слабкому магнітному полі

Розглянемо тепер протилежний, у певному сенсі, випадок. А саме,, 
нехай зееманівське розщеплення мале у порівнянні зі спіновим дубле­
том. Тобто:

^  « > < < № 'І, . (30.14),

де &.Ej, =  Enlj E„ij'.
Ми можемо вважати, що в цьому випадку, який ми будемо нази­

вати випадком слабкого поля, взаємодія із зовнішнім магнітним полем 
та спін-орбітальна взаємодія обмінюються ролями з точки зору теорії 
збурень у порівнянні з попередньо розглянутим випадком сильного- 
поля. Дійсно, тепер треба за гамільтоніан незбуреної задачі прийняти

Яо +  Я,, ■ (30.15)

де Я  і — частина повного гамільтоніана, яка є відповідальною за муль- 
типлетну структуру рівнів і включає в себе стн-орбітальну взаємодію,., 
а оператор

Нм =  ̂ ( т г +  2зг) (30.16)

розглядати як збурення.
Загальна картина явища значно ускладнюється. Кожний рівень 

прй врахуванні мультиплетної структури, при відсутності зовнішнього 
магнітного поля є 2/ -f- 1-кратно виродженим. Прикладене .магнітне 
поле знімає виродження, і кожний рівень розщеплюється на відповідну 
кількість компонент.

Для розрахунку в першому наближенні теорії збурень треба об­
числити матричні елементи енергії збурення:

Ι30’17)

Це. випливає з того, що при врахуванні мультиплетної структури стани 
незбуреної системи визначаються квантовими числами п, I, j, n ij , а різ­
ні рівні енергії — числами п, /, /, і ми повинні у першому наближенні 
взяти до уваги матричні елементи енергії збурення для різних виро­
джених ставів рівня η, І, /.

1 Див. Г. Б е т  є, Квантовая механика простейших систем, О Н Т И  (1935), гл. ІІА. 
Г. Б е т е  и 3.  С о л п и т е р .  Квантовая механика атрмов с одним и двумя злектро- 

ні'Ми. Физматгиз (1960), гл. I l la .
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Для обчислення матричних елементів (п, I, j, m.\QL(tnz+2sz)\ n ,l,j,m '.) 
зручно виразити Нм через оператор Mz :

HM =  S ^ ( mz + 2sz) =  ®L [Mz + sz] (30.18)

—>2
і обрахувати оператор szM :

szM  =  s, (M l + Щ  + Μ!) =  M z (sxM x +  syM y +  szM z) + R ,

(30.19)
де

R =  (szM x -  M zsx) + -  M zsy) , (30.20)
тобто

szM  = М г JsM) + R. (30.21)

З виразу M =  m -+- s легко одержати формулу

(sΜ ) =  2 (Μ -  tn + 1 2) (30.22)

j записати (30.21) так:

ŝ /W* =  ^AfJyW  - m 2+«T) +  tf· (30.23)

! - 2

Якщо тепер обрати представлення, у якому М є діагональним, то

останнє рівняння можна буде розділити на діагональну матрицю М , 
оскільки діагональна матриця може розглядатись не як оператор, а як 
число. Тоді

. -  % і м ' - „ ? + ? ! +  «"Z .2 I і [ Т  ~г
‘2M ( j М

і

H m =  Qlm J  , (30.24)
\ 2 М І М

і Легко показати прямим обчисленням, що матричні елементи операто­
ра R відмінні від нуля лише КОЛИ / Ф  /' і в прийнятому наближенні не 
дають вкладу, отже,

H'm =  Q l M z (  \ + J l= J !L ± L .\  ί 30.25'і
V -М і

—>2 - ->2 —2
де Μζ, М , т  та s можна розглядати як діагональні матриці, бо від­
повідні оператори всі комутують між собою і їх матриці можуть бути 
приведені до діагонального вигляду одночасно '.

Взявши це до уваги, ми одержимо матричні елементи Н'м коли під­

ставимо у (30.25): M z = h m УИ2 =  h2j( j  -f- 1), m =  h4{l +  1), "s2— 
=  /г?/Л4 +  1). Таким чином,

Нм =  hQL m, {l +  J (7+ (/̂ - M . (30.26)

1 Відповідне представлення реалізується за допомогою спільної системи власних 
функцій.
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Позначивши

1 І j  U + 1) — 1) + ls Vs + __ „ (ОЛ m i
н  : w u + i)  “ g ’ [όΌ·Ζ7}

ми можемо поправку до енергії рівня Enlj записати так:

^Enijmj — hQigm-j, т .]=  m-\- ~ r (30.28)

де величина g називається множником Ландет.

Оскільки для розглянутого випадку одного оптичного, електрона 

ls —  -ζ > одержана формула описує розщеплення в слабкому магнітному

полі (складний ефект Зеемана) рівня, який характеризується квантови­
ми числами І та /, незалежно від п. Справедливість формули (30.28) 
для всіх дублетів одноелектронних атомів та іонів була давно виявле­
на експериментально і в свій час формула, аналогічна (30.28), нази­
валась правилом Престона.

Коли зовнішнє магнітне поле є таким, що ·ΛΏι і інтервали тонкої 
структури одного порядку величини, розгляд явища вже не є таким 
простим2. В цьому разі спін-орбітальну взаємодію і енергію у зов­
нішньому магнітному полі треба враховувати рівноправно. Інакше ка­
жучи, за збурення треба обрати оператор вигляду

Н м + (mz+ 2sz) -|- ξ (r) m s,

де, згідно з (29.21),

£(/·) =  —ί__L —
J 2т Ч г r  d r  ·

§ 31. Парамагнетизм та діамагнетизм

Для розгляду йагштнйх властивостей атомних систем з точки зору 
індукованого зовнішнім магнітним полем магнітного моменту викори­
стаємо загальне визначення складових магнітного моменту системи:

9И =  —  ■ . sm —  дЯ . ^  _  дН ..

д.Ьх ’ Ж * —  д $ у ’ -0© , ’

де ЗЛХ, Ш2 — компоненти оператора магнітного моменту, Я  — опе­
ратор Гамільтона розглядуваної системи, а &х, &у, ξ>ζ — компоненти 
напруженості магнітного поля.

Ми обмежимося зараз розглядом «одноелектронних атомів», тоб­
то систем, моделлю яі^их є один електрон у полі з центральною симет­
рією, і виходитимемо з відповідного гамільтоніана Паулі:

■ ' " = і і ? + ! л г + и ( г ) + - і .  <;<>); (31.2)

> Ця ж  сама формула може бути знайдена з загальної теорії Д ірака послі­
довним шляхом та подана у вигляді

AE = hQL(m + ^ y ,

·,ε ·=  k , - m-·.-- k :....... I k i — і,

k~~2 '

2 Див. E. К о н д о н  г П .  Ш  о р т л и, 1'ос. cit, гл. V, § 10.
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Спрямуємо вісь ζ обраної системи координат вздовж напрямку магніт­
ного поля, тоді вектор-потенціал можна подати у формі

Ax^ - f y ,  Ау =  -%-х, Л 2 =  °. (31.3)

Диференціюючи (31.2) по €>ζ , одержуємо

М г=  — —  ІР + - А )- 0 - ·- — 5*· (31·4)* тс у c J д)02 тс z к 1

Підставляючи сюди значення складових вектоір-потанціалу та беручи 
до уваги, що хру — урх — т г , одержимо: '

^ = — 2 І ^ ( х2+ У 2ї> " ,

або (31.5)

* » « = — 5 3 r M + * J - ^ { х ' + У ‘і.

Розглянемо обидві частини магнітного моменту, зокрема. Перша 
частина не залежить від напруженості поля. її власні значення можна 
визначити за допомогою складного ефекту Зеемана. Дійсно, додатко­
ва енергія АЕ за (30.28) є рівною

і £ - т в И я  +  у к  І31·6)

і за формулою (30.18) може бути записана у вигляді потенціальної 
енергії перманентного' магнітного моменту у зовнішньому магнітному 
полі

А£ =  -(©аКІ),Яй',) =  - - ^- (Л Іг +  5г). (31.7)

Отже, власні значення ШІ*1' відрізняються від АЕ множником — Ф.

(31-81

Оскільки т  +  γ  приймає півцілі додатні та від’ємні значення,

енергетичні поправки ΔЕ можуть бути як від’ємні, так і додатні. Але 
в стані статистичної рівноваги системи, яка складається із слабо вза­
ємодіючих між собою однакових атомів (квазіідеальний газ), від’ємні 
поправки будуть більш імовірними, тобто більш імовірними будуть 

додатні значення ЖІ1'. В середньому момент атома1 Зй^буде додатний 
і ми матимемо парамагнетизм — середній момент, паралельний до 
поля. Другий член, пропорційний до напруженості поля

^ 2) =  - ^ ( * 2+.У2)> (31.9)

репрезентує атомний діамагнітний момент, бо в будь-якому стані х2~\~ 
4- у2 >  0. Формула (31.9). визначає індукований полем магнітний мо­
мент, завжди спрямований проти поля. Діамагнітний момент атома 
завжди відмінний від нуля, але в деяких випадках він може перекри­
ватись парамагнітним моментом. \ х

Порівняємо порядок величини 5ШІ1' та Легко бачити, що

sjro(і)     eh то i sn}(2) і е & .̂2 іч 1 іп\

де а характеризує розміри атома, і в зв.язку з тим, що напруженості 
реальних полів задовольняють умові

*  ч 137 ;  , (31.11)

маємо

Для одноелектронних атомів ЗИ*1 ніколи не, дорівнює нулеві і в них 
л̂и завжди матимемо парамагнетизм. Для атомів з декількома елек­
тронами можуть бути різні випадки.

Для атомів з парним числом електронів повний момент кількості 
руху може бути рівним нулю, а разом з ним дорівнюватиме нулеві 
і ' відповідний перманентний магнітний момент. В такому разі буде 
спостерігатись діамагнетизм. Як ми побачимо далі, прикладом діамаг­
нітного газу може бути гелій, атоми якого перебувають в основному 
стані.

Вільний електрон в однорідному магнітному полі

Застосуємо гамільтоніан Паулі для .визначення власних значень 
енергії електрона, який рухається в однорідному магнітному полі. 
Оберемо вісь 2  в напрямку магнітного поля і відповідний вектор-по- 
тенціал візьмемо, для зручності, у формі:

Ах =  — $у, Ау*=-А.і =  0. (31.12)

Покладаючи в рівняння (31.2) U(r) — 0 та підставивши вирази для 
складових вектор-потенціалу, запишемо гамільтоніан Паулі:

H = U p*~ - ? у )' +  4  +  4  + .-h lsz 9г). (31.13)І 2т \̂х с } ■іт 2т 1 те

Як ми вже знаємо, в цьому випадку координатні та спінові змінні роз­
діляються і власні функції є добутками коордйнатної функції на від­
повідну спінову. Відокремлюючи змінні, ми одержимо для координат­
ної функції рівняння: 1

і  [р- -  -f-yj+ £ + <31·14>
де ms означає число; рівне +'1/а- Оператор Я  не містить явно коорди­
нат х та 2  і через це комутує з рх та р2. Таким чином, рх та ρζ є ін­
тегралами руху і ми можемо шукати розв’язок (31.14) у вигляді

-̂-[αχ+ξΐζ)
: Ф =  е А . , 'p(J')· ; (31.15)

Підстановка цього виразу в рівняння приводить до розділення змінних 
і до т ак ого  рівняння для невідомої функції <р (у) :

+  + - | f (31.16)

eft ас ^
де ωο =  ■-£-, У о =  —  , або тс . eQ

& * + ¥ ·  О  « , k  і31-17)2т · 1 2 .у , -rot 2т
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Одержане .-.рівняння збігається з рівнянням Шредінгера для лі­
нійного гармонічного осцилятора, який коливається з частотою соо на­
вколо ТОЧКИ i/o·

; Звідки випливає, що ■.

т .

або

2 т  т с  s ' \ > \ І

^ s - - ~ ( f t  +  i  +  'ns) +  £ r , п=0,\, (31.18)

де β є власне значення оператора р2 . Відповідні власні функції нам 
теж відомі; . .

ссї + βζ) - ~ (у - У о їг г /--—* -і ‘

и - [ У ^ уу~ у А ·  (3U9)

де Я „ — поліном Чебишева—Ерміта (див. § 8). <·«

Енергія, яка описується членом

т с  І ■ 2

відповідає рухові в площині' (х, у), перпендикулярній до напрямку поля. 
У відповідній задачі класичної механіки цей рух відбувається по обво­
ду кола з нерухомим центром. Інтеграл руху уо відповідає класичній 
і/-координаті центра кола. Поряд з цим інтегралом руху є ще один;

х0 — хт\- —2- - 
0 1

і, таким чином, величина (31.20)

Л'о =  Л' +  Д ‘ ·

де γ є власним значенням оператора ру, зберігається. Ця величина від­
повідає класичній х-координаті центра кола. Але хоч оператори х0 
та уо комутують з Я  і є інтегралами руху, воїни не комутують між со­
бою. Саме тому у квантовомехаїнічному розгляді явно присутні коли­
вання лише по осі у, бо у відповідному стані центр коливань по осі х

залишається невизначеним. Член у виразі (31-18) відповідає віль-

ному рухові в напрямку поля, бо β є власне значення оператора рг, 
яке зберігається. Кожний рівень енергії при заданому значенні рг є 
безконечно виродженим (Е не залежить від а), відповідно до'довіль­
ного положення у0, згідно з виразом для власної функції (31.15). Крім 
того, для електрона є ще додаткове виродження. Дійсно, надаючи ms

можливі значення +  1/2, ми бачимо, що рівні з п, ms =  \j та ' п +  1,

1 . "
ш  4= — 2 співпадають.

Важливим висновком квантовомеханічного розгляду є те, що рух 
у площині (х, у) квантуєтьоя. Квантування енергії руху в площині 
(х, у) для вільної зарядженої частинки у магнітному полі ©г =  Ф, 

--0 можна висловити і в термінах квантування «орбітально­
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го» магнітного моменту, який відповідає рухові частинки в площині 
(х, у). Коли формально записати відповідну частину енергії у вигляді

_ ( 5 и « ) = - а и ,©  =  ^ - ( я  + іу = ^ ( 2 / і- +  № <  (31.21)

то видно, що проекція на вісь ζ магнітного моменту є ціле кратне 
магнетона Бора. -

Квантування енергетичного спектра вільного електрона у магніт­
ному полі, відкрите Л. Д. Ландау, лежить в основі створеної ним теорії 
діамагнетизму вільних електронів '. В першому наближенні теорії ме­
талів, в якому електронний газ металу розглядається як ідеальний газ 
в деякому ефективному сталому полі гратки, прийнятому за нуль, теорія 
Ландау дає пояснення діамагнетизму електронів провідності металу 
в умовах термодинамічної рівноваги.

Відповідну теорію, яка враховує просторово-періодичний характер 
потенціалу, в якому рухається електрон в металі (наближення зонної 
теорії), розвинув Р. Пайєрлс2. Це узагальнення не є простим в зв’язку
з тим, що, незважаючи на те, що сили, які діють з боку магнітного 
поля, малі у порівнянні з впливом потенціалу гратки, члени магнітного 
походження не можна розглядати як мале збурення і користуватись 
звичайною схемою теорії збурень, бо наявність цього збурення суттєво 
змінює характер енергетичного спектра, перетворюючи його з непере- 
ривного на дискретний.

Метод Пайєрлса виявився особливо ефективним для пояснення 
осциляцій магнітної сприйнятливості металів при низьких температурах 
(ефект де-Гааза-ван-Альфена)3. ·

Квантування енергетичного спектра носіїв струму у магнітному 
полі лежить в основі сучасної теорії «осциляційних» ефектів в металах, 
створеної І. М. Ліфшицем та, його співробітниками для довільної за­

лежності E =  E(k), де hk — квазіімпульс електрона. Відповідна тео­
рія ефекта де-Гааза-іван-Альфена дає можливість при досить загальних 
припущеннях побудувати граничну поверхню Фермі для металу4.

І. М. Ліфшиц розвинув загальну теорію провідності металів у при­
сутності магнітного поля, в якій зокрема дана послідовна теорія осци­
ляції опору в магнітному полі (ефект ЦІубнікова—де-Гааза)5.

Нарешті, зауважимо, що квантування енергетичного спектра носіїв 
струму є важливим для побудови послідовної одноелектронної6 та ба- 
гатоелектронної7 теорій гальваномагнітних явищ у напівпровідниках.

1 L. L a n d a u ,  Zs. f. Phys.. 64, 029 (1930).

2 R. P a i e r  l s, Zs. f. Phys., 80, 763 (1933).
3 Див. P. П а й є р л с ,  Квантог.і‘я теория твердих тел, И Л  (1956), гл. V II.
4 И. М. Л и ф ш и ц ,  А. М.  К о с е в и ч ,  Ж ЗТ Ф , 29, 730 (1955); И. М. Л  и ф шиц,

А. П о г о р е л о в ,  Д А Н  СССР , 96,- 1143 (1954); И. М. Л и ф ш и ц ,  М< А з б е л ь ,
М.  И.  К а т а н о  в, Ж ЗТ Ф , 31, 63 (1956).

5 И . М. Л и ф ш и ц ,  Ж ЗТ Ф , 30, 214 (1956).
6 М. И. К л и н г е р ,  Ж ЗТ Ф , 29, 430 (1955); 31, 1055 (1956).



Р о з д і л  X

КВАНТОВА МЕХАНІКА СИСТЕМИ ЧАСТИНОК 

§ 32. Загальні питання проблеми багатьох тіл

У класичній механіці система багатьох тіл трактується як пробле­
ма одного тіла з багатьма степенями вільності. У квантовій механіці 
така трактовка є можливою в тій самій мірі. Як ми вже в овій час за­
значали, нерелятивістська теорія саме так і повинна будуватись. Обме­
ження нерелятивістською теорією в механіці багатьох тіл випливає з 
обставин, що викладені далі.

Розгляд системи N частинок з координатами х{, yu zu xN, y N, zN 
як механічної системи з З N степенями вільності передбачає, що всі 
сили взаємодії і стан системи визначаються в даний момент значення­
ми механічних величин, що відповідають тому самому моментові часу, 
інакше кажучи, сили взаємодії повинні бути не запізненими, а «миттьо­
вими». Розглянемо електромагнітні взаємодії. Нехай rik — віддаль між 
двома частинками, що входять у систему, тоді час, за який реалізується 
взаємодія між цими частинками τ — rlk!c, де с — швидкість світла. Для 
того, щоб наближено можна було вважати взаємодію «миттьовою», тре­
ба, щоб за час взаємодії т віддаль між розглядуваними частинками 
мало змінилась. Запишемо цю умову, позначаючи через υ швидкість 
відносного руху частинок:

=  ^  =  ^ Т ^ 1· ; ; (32Л)

Отже, трактовка системи багатьох тіл як одного тіла з багатьма 
степенями вільності, В; рамках механічної теорії, є законною в нерелй- 
тивістському наближенні. Як зазначалося на початку § 24, у реляти­
вістському випадку ми повинні поряд з механічними рівняннями роз­
глядати рівняння поля, яке здійснює взаємодії, в рівноправний спосіб. 
У квантовій теорії ми приходимо таким шляхом до загальних проблем 
квантової теорії полів. Ці проблеми виходять далеко за межі квантової 
механіки як окремого предмета і ще не розроблені з необхідною 
повнотою. В зв’язку з цим ми розглянемо нерелятивістську теорію си­
стем частинок, у яку переносяться всі результати нерелятивістської 
квантової механіки одної частинки у зовнішніх полях, рірні для випад­
ку декількох степенів вільності.

Розглянемо для простоти безспінові частинки. У прийнятій поста­
новці питання хвильовою функцією системи буде функція, ψ, визначена 
не в тривимірному просторі одної частинки, а у конфігураційному про­
сторі Всієї системи:

■ψ =  ψ(*ι, уи zu ..., xN, Ук, zM t), (32.2)

яка задовольняв хвильовому рівнянню *
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де Я  — гамільтоніан системи взаємодіючих частинок ':
N N '

Н =  { 2Рт~ +  Uk (·**> Ук< zk·, ^)j + Σ  ~2 ^ ik zk\xj^yji (32-3)
k 1 k , j .

а оператор pk, як завжди, дорівнює ~  ih —— =  —  ihyk.B  гамільтоніані
дгц

(32.3) вираз у фігурних дужках під знаком першої суми репрезентує 
«індивідуальну» енергію k-o\ частинки, де Όk (xk, y k, zk, t) є потен­
ціальною енергією k-oi частинки у заданому зовнішньому полі, або, 
відповідно, силовою функцією. Друга, подвійна, сума дає повну енер­
гію взаємодії частинок. Штрих коло суми означає виключення випадків 
k =  у, UkJ· є потенціальною енергією взаємодії фіксованої пари части­
нок, а множник 7г необхідний для того, щоб одна і та сама пара не 
враховувалась двічі2.

Квадрат модуля ψ має цілком яаний зміст. А саме:

І ψ (-«1 , Уи ζ χ, . . . , XN, У м, zn , t) І2 άτ,

"  (32.4)
άτ =  \ j  d~4, d iι =  dxtdyidzt

ί~·1
визначає імовірність того, що в момент часу t конфігурація системи 
є така, що перша частинка перебуває в елементі звичайного простору 
dx і, друга, відповідно, в dx2 і т. д.

Поряд з конфігураційним простором з елементом dx можна ввести 
послідовність конфігураційних підпросторів dxk,dxM ...

d~ - dzk dzk — dxk dy k dzk d~k, _

dz =  d’r.kdxi dxhi^ d x kdykdzkdxi dyi dzl dxhi, ' 1

Тоді інтегрування квадрата модуля повної хвильової функції по відпо­
відних підпросторах визначатиме густину імовірності певної конфігу­
рації відповідного комплексу частинок, при будь-якому розташуванні 
всіх інших частинок. Наприклад,

1 Легко переконатись, що гамільтоніан (32.3) з математичної точки зору може 
розглядатись як гамільтоніан одної частинки, яка рухається в ЗМ-вимірному про­

сторі. Введемо координати

„  .  j / f *  - у к у„ „ .  у ц  „  - у к  м ......

дQ*tn —  довільна стала з розмірністю маси, яка відіграватиме роль маси «еквівалент-

N
ної» частинки. Покладемо т  =  ( П  m i ^ sN» тоді — dx\dyidz\... d x ^ d y  N dzN — dqx . . .

* = 1 . д 
dq3N.Відповідні оператори складових імпульсу будуть, як jjereo бачити, p a =  ~ l h ^

( α = 1 ,  2,... З Λ') і тоді гамільтоніан (32.3) можна записати у вигляді

3,ν

Н = ^  + U (<7і, q-i,. ■ ■ Язи).

що доводить твердження. · '

2 М ожна було би замість такої суми писати: ^  U kj  .

k<j
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( ||Ψ|2 <&*) dzk -= W (.xk, y k, гк, t) dxk

визначає імовірність того, що координати ^-ої'частинки лежать в ме­
жах xk,x k -+ dxk, y k, y k-\-dyk, zk, zK -f- ά ζ^  при будь-яких положеннях 
усіх інших частинок.

При наявності спіну кожну частинку треба було би характеризу- · 
вати не трьома, а чотирма координатами (додаткова сцінова коорди­
ната szk) і розглядати систему як частинку не з ЗN, а з 4/V степенями 
вільності. При цьому в гамільтоніані системи відповідно треба врахо­
вувати спінові взаємодії.

У повній аналогії з квантовою механікою одної частинки, з хвильо­
вого рівняння для системи частинок випливає рівняння непереривнюсті 
у конфігураційному просторі. Записуючи гамільтоніан у вигляді

N .  ' t

H —  { —  (Х к> У ь  z k> Y  U kj (xk, . . .  ,Z j) ,

*■' (32.6)

де індекс k лри операторі Лапласа вказує на диференціювання по коор­
динатах k-oї частинки, ми з хвильового рівняння одержуємо

1V,

»Л-^-(фф)=(- “̂ 7 (ΨΔ* Ψ — ΨΔ*Ψ),·.

ft-1
/ або

N

(32.7) ■

, * = 1 's ■■
ДЄ

^ ^ Ι Φ Γ . 5 *  =  ·^ { ψ ν * Φ - Φ ν * φ } . ' (32.8)

Вектор Sk має зміст густини струму імовірності, обумоівленого ру­
хом k-oї частинки при фіксованих координатах ііінших частинок. З рів­
няння інепереривності (32.7) можна одержати рівня-ння непереривності 
у тривимірному просторі одної частинки. Проінтегруємо (32.7) по dxk:

N

~§г J w  (·*ι........z »’ v * * + Σ ’ί div' ^ dxk= °-
.

Перший член дорівнює

j  W (хг. . .  zN, t) dxk =  [xk, y k, zk, t), 

а другий перепишемо так:
■ N ' _  _  ' ч ■'
J ]  J  div^ SL d ik =  J  div* Sk dxk +  j1 div, S, dzk

і~ 1 і Ф k

і зауважимо, що в другому доданку, за визначенням dxk, ми маємо 
можливість кожний з інтегралів перетворити на поверхневий і, оскіль­
ки ψ дорівнює нулеві на безмежності відносно кожної змінної, замінити 
їх нулями. Тоді матимемо

W (■**» zb' $  +  j  div*S* d ik =  0,
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або, в зв’язку з тим, що

|div*5j<i-c* =  dlvftJ i.Sftdx* =  div*sA>

де через sk позначено '\lSkdxk, одержимо остаточно

W{xh,y h,z ktt) +  dlvksk{xk,y klzk,t) =  Q. (32.9'j

Тут sk (xkl y k, zk,t) є густина струму імовірності, обумовлена рухом 
£-ої частинки при будь-якому положенні інших частинок.

У системі взаємодіючих частинок не існує хвильової функції для 
окремої частинки, фізичний зміст має лише хвильова функція всієї 
системи Ψ(λ:ι, у і, z u XN,yN .zN, t), залежна від усіх координат усіх 
частинок, але знання цієї функції дозволяє визначати імовірності тих 
чи інших конфігурацій не тільки системи в цілому, але також і відпо­
відних комплексів частинок. За загальними методами теорії представ­
лень ми можемо визначити імовірність певного значення різних - ме­
ханічних величин та їх середні значення, як у випадку, коли оператори . 
цих величин визначені на множині функцій, заданих у всьому конфігу­
раційному просторі системи, так і тоді, коли вони діють на функції 
у відповідних підпросторах.

Повний імпульс та повний момент імпульсу системи

Ряд відомих теорем класичної механіки системи мають квантово- v 
механічні аналоги. Розглядом цих теорем ми зараз і займемося. Визна­
чимо оператор повної кількості руху (імпульсу) системи

' N N.

( 3 2 Л 0 ) '
*=1 к=1

і запишемо для нього квантові рівняння руху:

^ г  =  - 1 (Н Р - Р Н ) =  [Н,Р], (32.11)

де Н має вигляд (32.6). Оператор Р  комутує з оператором кінетичної 
енергії системи, тому залишається обчислити лише таку дужку Пуас- 
сона:

N N

[ Η , Ρ ^ ^ , Ρ Λ ^ ΐ υ , ρ ^ ^ - Υ ' Ι ρ ^ , υ ] ,  (32.12)

*=1 А = 1

де через U позначено повну потенціальну енергію систем:

^ , у  ί/* +  - Ι £ Χ · .  ' (32.13

* k’j 

Звідси за формулою (§ 5) одержуємо

*-i k=\ .
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■ ^ = - 2 Х ·  |ЗЗЛ4>
k=\

dIJ ,
де оператор — репрезентує х-компоненту сили, яка діє на «-ту

частинку. Аналогічні вирази ми одержимо для Ру та Ρ ζ , на підставі 
чого у векторній формі маємо

N

=  (32.15)

' /. 1

Підставляючи розгорнений вираз для U, ми можемо записати одержану 
формулу більш докладно. Зокрема, коли сили взаємодії є центральні 
так, що UkJ — Uщ (гkJ), ми одержимо, беручи до уваги рівність:

V* Uki — V/ Ukj,
N

^  =  “  Σ  V* Uk Ук’Zk' ^  (32 16)
/f = l

а у відсутності зовнішніх сил матимемо

'!!’ ■ <», :32.17

тобто умову того, що оператор повного імпульсу є інтегралом руху. 

Розглянемо тепер повіний момент імпульсу системи

N

т  =  ^ / я А, - (32.18)

k=\
.де ·

■ Щ =  — іЯ\гкуУ\к]==[гкУ.рк\, (32.19)

і дужку ГІуассона ■ ·

N N

[Н, тх\ =  [Я, Укркг-  zkPky\ =  ^  {[H, yk\ркг +

k = \ к Λ

+  j/* [Н,ркг\ -  [Н, гк\ рку + 2, [Я,/>*,]}. (32.20)

За формулами § 5 ми маємо, що

, дН 1 Ггг , дН dU
[Н , Ук\ —  др ку —  mk Р к у  [H ,Pkz\—  d z —  - -)Zk

\
і т. д., і, на підставі цього, 1

[ Я ’ т *]== Σ  і  (PkyPk* — PkzPky) —  Σ  (у ь -Щ ; -  Zk )· 
k k

Перша сума в цьому виразі дорівнює нулеві внаслідок комутативності 
операторів р ку та pkz, а друга визначає х-складову оператора вислід- 
ного моменту сил: ■

vi, таким чином,
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k

( 3 2 . 2 1 )

де Fк — оператор сили, діючої на &-ту частинку. Таким чином, ми одер­
жуємо результат

N

A rm = Y [ 7 k x F k). (32.22)

к 1

Для центральних сил взаємодії відповідний їм результуючий момент 
обертається в нуль і теорема моментів може бути записана· так:

' 32·23
к

У цьому випадку при відсутності зовнішніх сил маємо

0 (32.24)

і повний момент кількості руху системи буде інтегралом руху.

Одержані нами операторні співвідношення аналогічні відомим ре­
зультатам класичної механіки системи.

Для частинок зі спіном оператор повного моменту імпульсу визна­
чається так:

N

М =  ^ м к, (32.25)

к = 1

ДЄ

M k =  mk +  sk. (32.26)

У відсутності сил, які діють на спіни, теорема про збереження повного 
моменту ійпульсу доводиться аналогічно, бо тоді гамільтоніан системи

комутує зі всіма операторами sk. У загальному випадку теорема теж 
має місце, але, строго кажучи, врахування спінових членів у взаємодії 
частинок лежить за межами механіки. Побудова гамільтоніана системи 
частинок з урахуванням спінових взаємодій може бути здійснена в 
наближенні, прийнятому нами в § 29, при розгляді спін-орбітальної 
взаємодії *. ·

Оскільки оператори т кх, mky, mkz, skx, sky, shz, що відповідають різ­
ним частинкам, комутують між собою, то можна одержати правила пе­
рестановки для повного моменту кількості руху системи:

* М хМ у — М у Мх =  ih M z,

М 2 М х — М х М ‘ =  0, (32.27)

уЙ2 =  Ж1- +  ^  +  ЖІ

І відповідні їм формули для інших компонент, аналогічні до формул, 
знайдених раніше для одної частинки.

1 Див. Я. И. Ф  p е н к е л ь, Волновая механика, ч. II, ОНТИ  ГТТИ (1935), § 39.
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Рух центра иаги системи частинок

розглянемо систему частинок, взаємодіючих за законом централь­
них сил у відсутності сил зовнішніх:

N  N

(32·28>
k = \ ί,/ (

і перейдемо до нових координат, які дозволяють розрізнити рух центра 
ваги системи і відносні рухи частинок. Введемо координати Якобі:

μ —  т 1 х х __ _  /«і у, - f , . . -f т іУ і

ςΐ “  у», х? ^  + т г ~ У і+ 1 ,

ти, * ,4 - « з  х2
Ь2 -

і

Р. __ ЩХ1-І-ЩХ2 __ у

т х +  т 2 ~~Х* Άν — Υ,

Щ*і ~~f~ · ■ · ~t~ fftj Xj t « __  /И] -(- ... + m.{ %i
~  i+1 ̂  — ~ т ї+  ... + Щ

ζN= Z  (32.29

Для знаходження гамільтоніана в нових координатах виконаємо пере­
хід, згідно з формулами перетворення:

— ь <- і- д'У _  і ,-_і_ і.
Λί> ’ 'v ^  У; йде* 1, Λ у -I- 1 ;  -fifc —  O, k  > j +  1, (3 2 .3 0 )

де

M  ' У  т к.

k~l
На підставі цих формул одержимо
Л/ N  N  N  j

Σ ^  =  V ^ ' V ^ v  =  V і J L j  V
dxk jL· <% 2 ^  dxk dtj j 2.Л Mi '

fe-l 7 = 1' A = 1 /'-I *--=.1

Далі обчислимо
JV N  N  N

д}_ _ _  V  <H V  _  V  I V  m k i d jj I  <?ψ

^xj+\ J d X

(32.31)

L<\> Σ _ι_  V  1 V V  ^  ^  n о 391
d** mk 2mA ^  di't dXk dXk’

*= 1 Л=1 7 і = 1 ' Л = 1

За (32.30), знаходимо
JV_ W АГ , N

i ^ V - i W  __02 Ψ _ o V - ^  I
“ м  — - Δ α Mh ш  diJ dh~ 1

* = 1 ,-t = e 7'2= i  ' 7 = ft

Σ - 1 i 2 ^  m* ^  g <̂ ψ \ i
” * l A J  жЛуИЛ /  , ш  d6/aet _, f -1-

Іі>Ії + Ь, у_д

+ ι32·33»
* = 1 ■ j  k
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Останній член (32.33) перетворюється так:

АГ ( N  N 7

Σ 1 f У У ” * 02ψ . ■<?* Ψ 1 _  ' У  ' У  mk :

m k \ 2 j  М>‘ Щ  ' d d - i  I 2 i l Z j  M l όξΐ
A = 1 7-Й 7“ 1 A=1

Af—1 ΛΓ -V - 1

+  V  — - ^ - = V  1 , y i  1

+ 2 j mk+i ds* * Z j  mj d$  2 j  mi+i dζ*
K = \ 7 = 1 7-1

- І ж  + |І(-^ + ̂ ) іГ ' (32·34’
7 - 1

де Λί — повна маса системи, у той час коли перша сума обертається в
нуль, що можна перевірити, змінюючи так само порядок підсумування
по k та /і і /2.

Отже,

£ ψ ==ΊΙ_ϋ± _ + V , -L =  -Ij + - L .  (32.35)
M дХї (V, dij V-j MJ ^  mJ+}

7 = 1
Зауважимо ще, що

N_
д

ό*Ν дХ

й =  1

(32.36)

На підставі цих формул гамільтоніан системи може бути записаний 
в такій формі:

N-1

■ ^ = - 2 ^ Δ - Σ ^ ^ + /7(ξι’ · · · ξ'ν-1’ γΐι· · · ^ - 1>ζ* · · · · ^ - ι)>

де оператор

7 1 (32.37)

Ш А- - Ш І 7 х Г +  ̂  +  <&\ (32·38)

є оператором кінетичної енергії центра ваги системи частинок, а опе- 
ратор , ’

Af-l

Σ  (32-39>
/ „ І

відповідає кінетичній енергії відносного руху частинок всієї системи. 
Енергія взаємодії залежить лише від відносних координат, а не від 
координат центра ваги X, Y, Z, що легко перевірити. Перехід до будь- 
яких інших відносних координат не змінює частини, яка належить до 
центра ваги системи. Отже, взагалі ми можемо записати гамільтоніан 
системи у формі

Н  - — 2м q·,, ■ · ■, q.\N -.ч ), (32.40)

де Я , — гамільтоніан відносного руху частинок, a qj — відповідні від­
носні координати. '
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Далі, на підставі (32.36) та визначення повного-імпульсу системи, 
маємо

Рх = ih ^  , Р у%=  ■ ih -jyy , Pг =  ■ —>- ih · (32.41)

Хвильове рівняння з гамільтоиіаном (32.40) дозволяє розділити; змінні,, 
і розв’язок можна шукати у вигляді добутку:

^  =  γ ( Χ ,Υ ,Ζ ,  t ) .^ { q i . . . q w ^ i t). (32.42)

Підстановка цього виразу в хвильове рівняння дає

ih Ж  Ψ +  ih'* Ж  =  ~  Ψ Ш  Δφ + Ψ*. ■ (32.43)

звідки випливають рівняння:

ІІІЖ =  ~  W ^ ’ 32.44)

i h d̂  H r-b. 32.45;

Рівняння (32.44) описує рух «івільної частинки» з масою M — 2m h;
к

отже, центр іваги системи частинок у відсутності зовнішніх сил рухаєть­
ся як вільна частинка з масою, рівною масі всієї системи.

Теорема віріала

Припустимо, що зовнішні поля не залежать від часу. Тоді повна
потенціальна енергія системи частинок має безпосередній зміст і ми.
можемо сформулювати задачу іна власні значення оператора енергії:

и = ^ и ^ г к) ^ и М ,  (32.46)

я А<г

4 (Н  -  Е)Уе =  0, (32.47)

де ψ власна функцій, незалежна від часу. У випадку дискретного спект­
ра власні функції є ортогональними у конфігураційному просторі, 

що, як і у випадку, одної частинки, випливає із самоспряженості опе­
ратора Я. Завдяки самоспряженості Я, ми можемо, як і в квантовій 
механіці одної частинки, замінити рівняння Шредінгера (32.47) варіа­
ційним рівнянням

= 0 (32.48)

при додатковій умові нормування

' j  ψ-ψί/χ· --- 1, (32.49)

де dx == dx\dyxdzx ... dxNdyNdzN.

Використаємо варіаційний принцип для загального, доведення тео­
реми віріала1. Нехай ψ(χι ... ζ Ν) є власного функцією оператора Я. З а ­
мінимо змінні за перетворенням «рівномірного розтягу», тобто розгля­
немо нову функцію

1 В. А. Ф о к ,  Zs. f. Phys., 63, 855 0930).
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ψ' =  εψ(λΛ:ι, ... λζ^), (32.50)>

у якій кожна координата помножається на параметр λ та введений 
нормуючий множник с. Заміна змінних Х\ =  λχ\,... ζ'ν —  %ζν дає в ін­
тегралі нормування

де dx'= dx\,.. dz'N .звідки одержуємо, беручи до уваги початкову умову 
нормування

Ι’ ψ (Χι.. . ζ Ν) ψ(χ1 . . z N )dx =  ^ ( x \ . . : z N)^{x\...zN)dx'==\,

що
ί =  λ3Λ,/2 . ι (32.52)

Будемо тепер формально розглядати λ як варіаційний параметр і за­
пишемо варіаційний принцип (32.48) за допомогою функцій ψ'. Варіа­
ційна задача виглядатиме так:

± Л '- = 0 ,Й '=  ^ ' H f d x  (32.53)

і розв’язком цього рівняння, за умовою, є λ =  1.

Запишемо докладно II ', вводячи одночасно штриховані координати: 
в усі вирази,

k^l ■

+  ί/(λ-χ . . .  Д-^дг) |ψ [х[. . <) dx', (32.54);

де '

а ' _  д 2 і д 2 і
^k - -v 'а т  -ч 'а і -> 'а

дхк- дУк дч

Тоді рівняння (32.53) «дає

* я = 1

(32·55>
ft — 1 ч

Покладаючи в цій рівності λ =  1 та хь — х& Уи =  Уь< — zui одержуємо*



(

:або коротше,

dxk 1 ■Ук dy* ^  * дгк) ’
*-1

де Т — оператор кінетичної енергії системи частинок.
Ми одержали так звану теорему віріала, яка є квантовим аналогом 

класичної теореми віріала Клаузіуса *.
Якщо потенціальна енергія є однорідною функцією координат п-го 

степеня, то вираз віріала спрощується: ·
N

Σ ( * *
£ = 1

дії , дії , „ dU\ „ тг ίοη
+ (32.57)

Так, для системи заряджених частинок, що взаємодіють за законом 
Кулона у відсутності зовнішніх сил, п — ■— 1 і ми маємо співвідношення

2Г — — U

Т ■ — Е. (32.58)

Виконання теореми віріала є лише необхідною, але не достатньою умо­
вою того, щоб розглядувана функція ψ була точним розв’язком рівнян­
ня Шредінгера. Дійсно, розглянемо систему заряджених частинок і

уявимо собі, що деяка ·функція φ =  <р(гь ..., г д  хоч } не є Т0Чним роз­

в’язком, але може бути обрана як пробна функцій варіаційного методу 
і є нормованою. Розглянемо іншу пробну функцію:

φλ =  λ3Λ̂2φ {Xrt_____,x7jv) (32.59)

та нові координати: г{ =  Хгг, άτ' =  \3Νάτ.

Оскільки кінетична енергія Т е однорідна функція координат по­
рядку п =  — 2, а потенціальна — U має порядок однорідності п =  — 1, 
одержимо

Т Щ =  φχ7’φχί/τ — λ2 7 (̂1),

ί/(λ) =  J ?A£/φχ*· =!= λ £/'(!)'■■ (32.60)

Η(λ) =  1*Τ(\) + λ £ / ( ΐ )  

Баріаційне рівняння тепер дасть

дТТЩ
дК 2λΓ(ΐ) +  ί/α )==ο ,

Ш ї ї ,

-2711}
(32.61)

звідки одержується :

£  П^ - - £ Ж _ .  (32.62)
47(1)

1 Треба мати на увазі, що одержана теорема має місце для зв’язаних станів, 

для яких .інтеграл нормування j  | ψ \2dx є збіжним..

• 2 Б. A. H i l e r a a s ,  Zs/ Phys., 54, 347 (1929), 65, 209 (1930). Див. також
W. K o h n ,  Phys. Rev., 71, 635 (1947).
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Якщо покласти (32.62) у (32.60), то ми прийдемо до виразів

■ ТЩ = и Щ 214 Г Щ  ЩХ) =  -  Щ 3/2Т(Г), 

з яких випливає теорема віріала

7' (>-. - ~ Щ Г )  ' (32.63)

при λ Ф  1.

Доведену.особливість теореми віріала можна використати для того, 
щоб у варіаційному методі знаходження наближених розв’язків рівг 
няння Шредінгера посилити наближення шляхом відповідного добору 
параметра «розтягу» λ *. ' -

§ 33. Система тотожних частинок 2

Системи, які складаються з однакових частинок, цілком по-різному 
розглядаються механікою класичною і квантовою. У класичній механіці 
однакові частинки, наприклад електрони, можна було розрізнити за 
станами в певний «початковий» м'омент часу і далі, знаючи траєкторію 
кожної частинки, зберігати визначену в початковий момент «нумера­
цію». У квантовій механіці реалізується зовсім інше становище.

Якщо ми локалізували частинки "в -певний момент часу у відповід­
них областях простору і, розрізнивши в такий спосіб їх за станами, 
перенумеруємо їх, то через деякий час ця нумерація не матиме ніякого 
змісту. Явище розтікання хвильових пакетів приводить до того, що 
хвильові функції, які мали гострі максимуми в різних областях просто­
ру, з часом перекриються і всяке розрізнення стане неможливим.

Якщо частинки, наприклад, були розділені просторово Потенціаль­
ним бар’єром, то наявність скінченної імовірності тунельного ефекту 
для всякого бар’єра скінченної висоти знову приведе до неможливості 
розрізнення однакових частинок.

Те, що мало місце в класичній механіці в зв’язку з нринципіаль- 
ною можливістю побудови траєкторії руху кожної частинки, не має 
місця в механіці квантовій. Разом з цим саме поняття траєкторії, в 
зв’язку із reft3eH6epriBQbKHMH співвідношеннями, втрачає зміст.

Оскільки єдина можливість розрізнення однакових частинок, які 
однаково себе поводять в однакових умовах, а саме: розрізнення за 
станами, у квантовій механіці втрачається, ми приходимо до принци- 
піальної неможливості Цього розрізнення. Саме такий зміст вкладаєть­
ся в квантовій механіці у поняття тотожності частинок. 1

Відповідний принцип тотожності частинок лежить в основі кванто- 
вомехаиічного розгляду системи однакових частинок. Сформулюємо цей 
принцип:

В н а с л і д о к  т о т о ж н о с т і  ч а с т ино к ,  що у т в о р ю ю т ь  
систему ,  с т а н и  с и с т е м и ,  я к і  в і д р і з н я ю т ь с я  лише 
п е р е с т а н о в к о ю  ч а с т и н о к ,  є е к в і в а л е н т н и м и .

Перестановка частинок не приводить до зміни квантовомеханічної 
характеристики стану системи. Середні значення фізичних величин, ви­
значених для системи, імовірності певних значень цих величин ' зали-

1 Р. О. L о w d і п., J. М  о 1 е с. , Spectrosc., З, 46 (1959).
2 Проблема багатьох однакових частинок в квантовій механіці була вперше

розглянена Д іраком (P. А. М. D i r a c ,  Pro.c. Roy. Soc. А 112, 661 (1926) та Гейзен- 
бергом (W. H e i s e n b e r g ,  Zs. f. Phys. 40, 50 (1926).
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шаються незмінними. Принцип тотожності однакових частинок форму­
лює глибоку фізичну трактовку колективу однакових частинок, в якій 
фізичний зміст має, в точному розумінні, опис стану системи як цілого, 
а поняття про стан окремої частинки змісту не має.

Ферміони та бозони

Сформульований вище принцип тотожності частинок ми можемо 
кількісно записати в термінах хвильових функцій, які описують стани, 
та оператора Гамільтона, що характеризує розглядувану систему. Вве­
демо лінійний оператор перестановки довільної пари частинок k та j 

(транспозиції) РА/в

Pkif{.  · . ? * ,  · ·  ·<7,·· · ■ ) = / ( .  . .q j . . . qk...),  (3 3 . 1 )

де / — довільна функція координат частинок (під qk ми розуміємо су­

купність координат k-oї частинки (xk.y k,z k, szk), a n\jx f̂dqk в дальшому

будемо розуміти інтегрування по всіх просторових координатах та суму 
по спіновій змінній k-oї частинки), та оператор Р довільної переста­
новки серед розгляданих N частинок, яка реалізується практично шля­
хом тої чи іншої кількості послідовних транспозицій. Оператор Гаміль- 
тона системи тотожних частинок в інваріантним відносно перетворень 
групи перестановок і, таким чином, комутує з оператором Р

PH(qx,..,qN,t )  =  H(q\,...qx,t)P. (33.2)

Розглянемо хвильову функцію системи ψ(<7ι ... q,\, t) .і відповідне, 

хвильове рівняння

i h~$[qv. . .qk... q,-■ · <7;v, t) =  Яф(<7 і ·  . .  qK. .q,·..·. q,v, t). (33.3)

Застосуємо до обох боків цього рівняння оператор Pkj'

‘Л-%[Рк̂ )  =  Рк]Щ  =  Н{Рк̂ ) .  - (33.4)

Отже, КОЛИ ψ  Є розв’язком ХВИЛЬОВОГО РІВНЯННЯ, ТО ψ  =  Pk jty  є теж 
розв'язком цього рівняння. Функції ψ та. ψ' описують стани системи, 
які, за принципом тотожності, є еквівалентними, інакше кажучи, функ­
ції ψ та оцисують один і той самий стан. В такому разі, як відомо, 
функції ψ та ψ' можуть відрізнятися Лише сталим множником, тобто

Р /у г|з =  лф, (33.5)

де λ — стале число (фазовий множник). Одержане рівняння свідчить, 
що хвильові функції системи є одночасно власн-ими функціями опера­
торів транспозиції Рк;·. Застосуємо до обох частин (33.5) ще раз опе­

ратор Pkj зліва

РкЛ == λΡ*,· ψ, (33.6)

або, оскільки за визначенням Plj =  1, маємо

ψ =  /.24‘ , ' (33.7)

тобто
λ =  + 1 .  - (33.8)

1 Див.,додаток №  6; E. W i g n e r ,  Zs. f. Phys. 40, 883 (1927).
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Таким, чином, хвильові функції системи частинок поділяються на два 
класи. Функції, які. відповідають λ =  1 і задовольняють умові

Рк / Ь = Ь .  (33.9)

для будь-яких k та /, — симетричні функції, а ті, які відповідають 
λ =  — 1 і задовольняють умові

РкАа -Ф„ (33.10)

для будь-яких k та j  — антисиметричні.

Цей поділ на два класи є абсолютним у тому розумінні, що коли 
система в початковий момент часу описувалась функцією певного кла­
су, то вона' завжди описується функцією цього класу. Цей факт випли­
ває безпосередньо з хвильового рівняння і властивостей гамільтоніана. 
Наприклад, нехай у початковий момент часу стан описується функцією 
ψί. Функція у момент, близький до початкоївого, може бути записана 
так:

Ψ '- Ψ Η  *1 Cit, (33.11)

але =  а ФУнк:ц.ія Htys є симетричною, бо

Р и іЩ ) = Н [ Р кі№ ) = Щ Ї  (33.12)

і, таким чином, Р kj ψ/ =  ψ'", інакше кажучи, функція ψ* є теж симетрич­
ною ф^ =  ψ.,.

Аналогічний результат збереження характеру симетрії ми одержи­
мо і для випадку

При заданому числі частинок N переходи зі станів одного класу 
до станів іншого класу неможливі і з точки зору теорії збурень. Від­
повідні матричні елементи переходу є тотожні нулі. Дійсно, оскільки 
потенціальна енергія збурення V є симетричною функцією, маємо

V as —  ^ a V * i s d q  =  ^ P ¥ a P V P ty sd q =  —  j  Ψα ^ ф ,  =  -  V  м ,

тобто (33.14)
ї ',„ 0' .

Дослід показує, що системи, які складаються з частинок, спін яких 
е цілим кратним h, описуються симетричними функціями Такі час­
тинки ми будемо називати бозонами (частинки Бозе). Системи, які 
складаються з частинок, спін яких є півцілим кратним h, описуються, 
аінтисиметричними функціями ψ,,. Такі частинки ми називатимемо фер- 
міонами( частинки Фермі).

Отже, властивість системи описуватись симетричними або аінтиси­
метричними функціями залежить від природи частинок, що утворюють 
систему. Обрана термінологія зв’язана з тим, що для систем частинок, 
які описуються антисиметричними функціями, відповідна ідеальна- си­
стема підкоряється статистиці Бозе—Ейнштейна 2, а для систем з анти­
симетричними хвильовими функціями відповідний, ідеальний газ під­
коряється статистиці Фермі—Д ірака3.

1 Особливий випадок ми маємо при зіткненнях з іншими частинками, кода від­
бувається перетворення одних частинок в інші, але тоді число частинок N  не Є 
сталим. (Такі процеси/коли відбуваються перетворення одних частинок в інші м ож ­
на розглядати тільки в теорії квантованих полів).

2 S. N В о s e, Zs. f. Phys. 26, 178 (1926); A. E i n s t e i n ,  Berl. Вег. ст. 261 (1926)
3 Ь  F p r m t  7« f РЬчгс ОЛО /1Ληί''  ^  ~ ν '



Питання про зв’язок спіну зі статистикою треба розглядати не тіль­
ки як сформульоване на базі експериментальних фактів, але й як теоре­
тичне. Теоретична трактовка цього важливого питання стає можливою 
в рамках релятивістської квантової теорії полів, де фундаментальна 
теорема Паулі говорить, що хвильові поля, які описують частинки з ці­
лим спіном, повинні квантуватись згідно із статистикою Бозе—Ейн­
штейна, а хвильові поля, які описують частинки з півцілим спіном,—■ 
згідно з статистикою Фермі—Дірака

Більшість елементарних частинок — електрони, протони, нейтрони, 
нейтрино та μ-мезони є ферміонами, а л-мезони та кванти світла — фо- 
іони є бозонами.

Статистика складних частинок, які· є комплексами, сильно взаємо­
діючих елементарних частинок, визначається парністю чи непарністю 
числа ферміонів, що входять до їх складу. Дійсно, перестановка двох 
•однакових складних частинок означає одночасну перестановку декіль­
кох пар тотожних елементарних частинок. Зміна знака функції може 
бути зв’язана лише з перестановкою ферміонів. Наприклад; у системі 
ядер атома гелію, які слабо взаємодіють між собою, так що можна цю 
систему розглядати як квазіідеальний газ складних частинок, переста­
новка двох ядер означає перестановку двох пар протонів,, двох пар 
нейтронів та декількох π-мезонів. Внаслідок того, іцр хвильова функція 
повинна бути антисиметричною відносно ,всіх протонів та всіх нейтро­
нів та симетричною відносно я-мезонів, ми приходимо до висновку, що 
систему ядер гелію -треба описувати симетричною функцією.

Той же результат випливає із зв’язку спіну зі статистикою, якщо 
говорити про «спін» складної частинки як про повний внутрішній мо­
мент кількості руху. ;

Ферміони та принцип Паулі

Системи ферміонів володіють особливою властивістю, до розгляду 
якої ми зараз перейдемо. Розглянемо антисиметричну функцію 
г|)(<7і, q2, ··· Q n , яка описує стан системи ферміонів. Поряд з цією 
функцією розглянемо сукупність функцій:

Ψ/,(?ι), Ф/Л^г)........Ψ/Λ, , J 33·15)

де fu /2, ···, fv означають повні набори величин, які визначають ста­
ціонарний стан одного ферміона в тому ж самому зовнішньому полі, 
коли інших частинок немає 2. Для простоти ми вважаємо ці величини 
дискретними. Сукупність функцій Ψλ (<7і)> де fi перебігає всі можливі 
значення, утворює повну ортонормовану 'систему. Те саме стосується 
сукупностей Ψ/, (<72,) і відповідно інших.

Добутки, утворені з представників всіх цик сукупностей, вигляду:

■ Ф / ^ і ) Ф / аї<7Д---Ф/л'(?л'' (ЗЗ-Ів)

' Ди в .  В. П а у л и ,  Релятивистская теория алементарньїх частиц, И Л , 1947,

А. И. А х и е з е р ,  В. Б. Б e p е с т е ц к и й, ioc.. cit., § 21.
2 Повним набором величин, які визначають стан окремого ферміона у відсут­

ності всіх інших частинок системи у випадку спіну, рівного Λ/2 (як для електрона), 
<є сукупність чотирьох величин. Три з них належать до центра ваги, а четверта є спі­
нова характеристика. Так, наприклад, крім набору х, у, z, sz , для вільного електрона, 
це може бути сукупність величин р х . р у, р 2, &р, де sp — проекція спіну на напрямок

імпульсу. .
Далі, при інтегруванні по незалежних змінних ми будемо явно писати лише ін­

теграли, кіаючи на увазі, що інтегрування ведеться по неяереривних_змінних х, у, z, 
а підсумування по дискретних змінних s2. Такий запис ми вже вживали раніше.
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є функціями, заданими в конфігураційному просторі ( q u .. q ν Ϊ , щ о  утво­
рюють, у свою чергу, повну систему функцій. Розкладемо хвильову 
функцію г|5(<7і ... qN, t) за цією системою ■

Ψ (?» Чз, · · · Чн · · · Чр  · · · qN,t) =  2  с (А ■ - ·/*, · · ·/,■, · Λ / n , t) X

ΧΨ/,(?1)··.Φ /Λ )···Φ ^ (? /)···Φ /Λ(?«). (33.17)

де коефіцієнти розкладу визначаються формулою

с (/і» ·· ·/*,■· -fj, · ..■/ΑΓ,ί)= j  ψ (qt (qx) . . .

■ · · Ф/Л?*)·■· Ψ//(<7/) · ■■■$fN{4 N)dqi . . .d qN. (33.18)

Переставимо тепер /г-у та у-у частинки; одержимо *

ψ (Чи ■ ■ ■ Ч] ■ ■ ■ Чь · ■ · 4n , t) =  2  с (Д ,. . . / , , . .  . f k, . . . J N, t) ψΛ (Яі) . . .

fu-

• · · Ф/А (4 j) ■ ■ · Ф/у- (4k) ■ ■ · Ψ/Λ, (qN) (33.19)

і, відповідно,

с ( / ь .. . f j . , . f k . . . f N, t ) = ^ ( q 1. . . q J . . . q k. . .  qNi t)tyA (q{) ... .

■■■b^4J)---bj(4k)- - .bN(qN)dql . . .d q N. (33.20j

З антисиметрії хвильової функції

Ψ {Чи · · ,4k, ■ ■ ■ Чр. - . qN,t) =  — Ψ (q,, . . .q jt . . . q h......qN, t) (33.21)

випливає, що

* ( /n  ·■·/*.··■■ f j ,  =  (Λ, . . f j ----f h, . . . f N, t), (33.22)

бо перестановка у добутку одночастинкойих функцій не приводить до 
будь-яких змін, оскільки підсумовування по /і, /2, ... та інтегрування по 
dq 1, dq2, ... ідуть, відповідно, по одній і тій самій області значень. Це 
ясно також з безпосереднього змісту коефіцієнтів розкладу o(f\ ...) як 
хвильової функції в /-представленні. Із фізичного змісту коефіцієнтів· 
розкладу ми знаємо, що імовірність знайти при одночасному вимірю­
ванні в момент t на всіх частинках повних наборів величин f певні 
значення, відповідно f 1 — для першої частинки, f2— для другої і т. д., 
визначається квадратом модуля відповідного коефіцієнта:

■ 1 \ c(fuf2,- ,fN , t)J2.
•  *

При ft ~=fj ми з (33.22) одержуємо, що відповідний коефіцієнт, а зна­
чить і його квадрат модуля, дорівнює нулеві. Наведений розгляд є 
вірним для будь-якої пари ферміонів з розглянутої системи, і ми при­
ходимо до твердження: В системі тотожних ферміонів імовірність 
знайти при вимірюванні набору величин, який визначає стан у від­
повідній задачі одного тіла, однакові результати хоч для одної пари 
частинок дорівнює нулеві.

Цей важливий результат випливає з антисиметрії хвильової функ­
ції системи ферміонів і має назву принципу Паулі, у зв’язку з тим, що
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він був вперше сформульований Паулі як постулат, необхідний для 
пояснення експериментального матеріалу і,-передусім, періодичної си­
стеми елементів1. ·

Хвильові функції системи бозонів і ферміонів

Функції стаціонарних станів систем частинок є, як завжди, спіль­
ними розв’язками хвильового рівняння та рівняння Шредінгера

(// ·- /:)»)·(//і. . .qN) = 0

і мають вигляд

ψ(<7ι. . ,qN, t) =ψ(<7ι· . .qN)e ■

• Будемо далі розглядати не залежні від часу функції ψ(<7ι .·. . <7w)·
Для представлення функцій певної симетрії, тобто симетричних або 

антисиметричних, можна користуватись вужчою системою, ніж систе­
ма (33.16) всіх добутків всіх одночастинкових функцій.

Розглянемо спочатку випадок системи бозонів. Побудуємо систе­
му так званих симетризованих добутків:

?Л - f N  {Чи ■ ■ ■ Ч n) =  ^  ^Фл {Чі) Фл ІЧ-і) · · · Φ/yv (Чи )> (33.23)
Р -

де підсумовування йде по всіх різних перестановках Р з урахуванням 
також і «одиничної».

На відміну від системи (33.16), ця система функцій не буде повною 
у загальному функціональному просторі, але во,на буде повною у вуж­
чому розумінні — у просторі симетричних функцій. Це означає, що 
довільну симетричну функцію ψ (q\. . .q^) можна розкласти в ряд за 
системою симетризованих добутків (33.23). Дійсно, запишемо ще раз 
розклад (33.1.7) для симетричної функції ψ (qh . ,qN) :

't?{qr . . . q N)-=.1£ i c { f l . . . f N)$f l {q1) . . . ^ f N{qN) (33.24)

і застосуємо до обох боків цієї рівності оператор Р та візьмемо суму 
по всіх Р. Одержимо

1£ i Pty{ql ---qN) =  '£ i c ( f i . . . f N)vA...fN(qi . . . q N). (33.25)

' ρ  f . - f x

Але з симетричності ψ(<7ι· . .q,\>) випливає, що

' P^{qi. . .qi,) =  ψ(<7ι· · ·<7/ν), - ,

і тому (33.25) переписується так:

Ψ(<7ι··.·<7λ') =  \  CAf} _ J A b i _.fN{q i . . . q N), (33.26)

j L l  Σ 1
/ь-./'л . Р

1 W. P a u l i ,  Zs. f. Phys., 31, 765 (1925).
Загальне квантовомеханічне формулювання принципу: Паулі було вперше по­

дане в цитованих на початку цього параграфа роботах Д ірака та Гейзенберга.
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де через символ Σ 1
позначене число, яке дорівнює кількості членів

в сумі, що стоїть у правій частині (33.23). Отже, довільна симетрична 
функція розкладається в ряд за системою симетризованих добутків

Перейдемо тепер до розгляду системи ферміонів. Введемо так зва­
ні антисиметризовані добутки

4-..fN (Чі · · · Я») = 2  ( _  1)ΡΡψ/Л<7і) Фл ^ * ψΛν ϋ » ) , (33.27)
р і

де регулятор знака (— 1)р дорівнює + 1 , коли дана перестановка Р 
утворюється парним числом транспозицій, та — 1, коли вона відпові­
дає непарному їх числу. Права частина (33.27) є не чим іншим, як 
розгорненим записом детермінанта

Ψλ (<7і) Ψλ to )· · · -Ψλ [4ν]

Ψλ (<7ι) Ψλ Ш · ·  ■ ·Ψ/Λ4ν)

χΛ-/Λ, (?!·■· 4 ν )  =

Ф/д, (<7ι) Ψ / №( < 7 2 ) · · · 4 / /ν ( ^ )

(33.28)

у зв’язку з чим ясно, що коли принаймні дві з одночастинкових функ­
цій співпадають, відповідний антисиметризований добуток дорівнює 
нулеві, і ми можемо розглядати завжди системи індексів /і, /2, ■ -їм, У 
яких немає жодної однакової пари. Антисиметрія функції Χ/,.../y є оче" 

видною,1 бо перестановка двох частинок означатиме перестановку двох 
стовпців детермінанта, що веде до зміни знака.

Система антисиметризованих добутків володіє повнотою у про­
сторі одних лише антисиметричних функцій, що легко показати в 
такий же спосіб, як це було вроблено для випадку бозонів ‘. 
Перш ніж записувати відповідні розклади, -зауважимо, що не всі до­
бутки будуть лінійно незалежними, бо довільна перестановка

серед Індексів системи fu /2, . . Ϊ ν  приводить до множення функції на 
+; 1. Щоб мати справу лише з лінійно незалежними Χ/,.../д,, ми запро­

вадимо певний порядок слідування значень /,·. А саме, для побудови 
розкладів ми обмежимося тією підсистемою системи (33.27), для якої 
fi <  /2 <  · · · </W- Цього досить, бо які б не були 7 /, f2' .. . In , ми змо­
жемо так їх переставити, щоб в одержаній системі f i.- .fu  було fi<C
<  /2 · · · <  /лл Отже, для довільної антисиметричної функції ми можемо 
записати розклад

Ф {Чи q*. · · · 4 n ) =  J ]  α  (/1 ■ · · f u )  4 - / ν  {Чи ■ ■ ■ q N)· (33 .29 )

Λ ‘-'Λ<■·■'-'/ДГ

Уявимо собі, що ми маємо систему ферміонів (наприклад, електро­
нів), які дуже слабо взаємодіють між собою, так що взаємодію можна 
розглядати як мале збурення. Тоді в нульовому наближенні, нехтуючи 
взаємодією, ми можемо одночастинкові функції ψ/ , . .  розглядати як

1 Тут треба використати умову антисиметричності ψ у формі

Ρψ = ( _ ! )% .
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функції, що описують стани окремих ферміонів. У цьому наближенні 
ненормована функція стаціонарного стану системи ферміонів дорівню- 
'ватиме функції , j N (qi. . qN), визначеній формулою (33.27) або 

(33.28). Цей результат є важливим для наближеного'розв’язування рів­
няння Шредінгера і визначення енергетичного спектра системи час­
тинок.

Функції системи нульового наближення X/,. ./Л,(?і· . -qν) У випадку 

ферміонів і <р/,.':./# (qi- ■ ·<7.ν) Для бозонів враховують виродження, зв’я­

зане з тотожністю частинок, яке називають обмінним виродженням.

§ 34. Метод вторинного квантування >. Представлення вторинного 
квантування для хвильових функцій

Розглянемо окремо випадки статистики Бозе та Фермі. Починаючи 
з розгляду бозонів, відзначимо, що нумерація за допомогою індексів 

у (33.23) не є доцільною, бо довільна перестановка цих індек­
сів не змінює функції  ̂ і, таким чином, немає однозначності у ви­

значенні функції через систему індексів h . . . f N. Для встановлення од­
нозначної ВІДПОВІДНОСТІ введемо нову систему чисел . ...tlf. . ., які пока­
зують, скільки разів «одночастинковий» стан f зустрічається серед су­
купності Нові нумеруючі індекси будемо називати числами
заповнення. Таким чином, · ·

9...пг Л91 · · · ?-v) =  ?/,.../„(?! · · · Ям)· = Σ  РЬАЯі) ■ ■ ■ (34Л)

" p

де числа заповнення nf можуть приймати значення 0, 1, 2 ... Якщо 
функція ψ/ не зустрічається серед набору, функцій i|v,,. . . ψ/ν, то nf — 0, 

коли вона зустрічається один раз, riy= 1, коли вона зустрічається два 
рази, rty =  2 і т. д., причому

\ >/ .V. , ’ (34.2)

/

У зв’язку з ортогональністю «одночастинкових» функцій ψ у, функції
(34.1) теж будуть ортогональними, хоч вони не є нормованими. 
Розглянемо інтеграл нормування:

■ ■4N)dqi . . .'dqN. (34.3)

Оскільки

j  Ф/Л?і) · · · b 'N {(In) Ψ/, ( ? ,) , . - Ψ/yv dqx. . .  dqN =  . .. bfNfN,

то інтеграл від добутку

{P^fAqi) · · · Ψ/д, [Ρ' ψΛ(?ιΐ · · ■ ψ/,ν [qn) )

дорівнює 1, коли P =  P', і дорівнює нулеві при Р ф Р ' .  Внаслідок цьо­
го інтеграл нормування дорівнює числу членів у сумі (34.1), тобто
числу перестановок з N елементів по групах з tij елементами
в кожній групі

- 1 Виклад ведеться за схемою, поданою Μ. М, Боголюбовим. Див. Μ. М. Б о г о ­
л ю б о в ,  Лекції з квантової статистики, вид. «Радянська школ»> (1949).,
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м / П К !) (34·4)

і нормована система функцій запишеться так:

, Ф ..·«/.·. {Яі---Ям) =  П {і1/ [)/N ! 1/2 ?-»/·■· І9і · · ■ 9n) · .(34.5)

' f ' '
Представлення довільної симетричної функції за допомогою цієї орто- 
нормованої та повної в пррсторі симетричних функцій системи:

^ { q ^ . . q N) =  '^ i c ( . . .n f ...)^ ..,n /...(q1. . . q N) (34.6)

-nf-

називається представленням вторинного квантування. Функція c(...nf ...) 
системи чисел заповнення, у згоді із загальною теорією, називається 
хвильовою функцією у представленні вторинного квантування.

Запровадимо тепер нумерацію за допомогою чисел заповнення для 
випадку системи ферміонів. В антисиметризованому добутку Χ/,../д, 

/і <С /г <С · · · ї n , У зв’язку з чим числа заповнення tif можуть при­
ймати лише два значення: лу =  0, або Я /=  1, при ' виконанні умови
(34.2). У цьому разі кожній· можливій системі чисел заповнення від­
повідає одна і лише одна функція з системи Х/,...гд,. При новій нумера­

ції будемо писати:

*u..fN (<h---9N) =  *...nf...{qi---qAr)· (34.7)

З огляду на ортонормованість «індивідуальних» функцій ару маємо, що 
функції χ . . . nf . . . з різними наборами . . .nt . . . ортогональні, а інтеграл 

нормування дОірівнює

j  (Я і ■ ■ ■ 9n) (Я і··· Ян) dqx. . .  dqN — N\' (34.8)

Таким чином, система функцій

ψ...π/...(^ ι····^ ) =  ̂ =3ί...»/..(4,ι · · · ^ )  (34.9)

буде ортонормованою та повною у просторі антисйметричних функцій. 
Представлення вторинного квантування ми одержимо, розкладаючи 
хвильову функцік?, подану у ^-представленні за системою (34.9):

Ν ψ ( ^ . . . ^ )  =  ^ α ( . · . « / . . · )  ty...nf...(qi---9*)·· (34.10)

...tlf:.

Функція a { ...t if . . .)  є хвильовою функцією у представленні вторин­
ного квантування для системи ферміонів.

Оператори Динамічних величин у представленні вторинного квантування

Для побудови оператора U у представленні вторинного квантуван­
ня треба обчислити матричні елементи вигляду

{U)...nj...;...nf ... =  J  Ф\..Л/... UW...ny..dqi . . .  dqN. (34.11)

Якщо обмежитись розглядрм операторів, які можна представити че­
рез суми s-кратних величин, то обчислення відповідних матричних еле-
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'ментів може бути з'дійснене. Розглянемо сукупність матриць, елементи
"ЯКИХ ,

. . a u ..fsyf r ,.f 's (34.12)

є операторами, що діють на хвильові функції вторинного квантування. 
Визначимо ці матриці такими рівняннями:

{ α / , , Λ ' } . . . ^ . , =  |ф /Л^) Ψ//(^ι)1ίΓ...«/... (?і,... Qn) X

ІЯнЯг-Ян) dq\dqi...dqN,

=  j  Ψλ [q\ Ф/, [q's) Ψ/' (?,). .. ψ/; ( ? J X

X  W ...n ^ ...(^ i)  - · · Qs , Qs+\i . . .  Я  n ) ^ ( ? , ,  · · r Q s ) 1,... < ? V )X

X  dq\ . . .  dq's dqx.: . dqN. (34.13)

За допомогою цих матриць побудуємо тепер представлення вто­
ринного квантування для величин адитивного, бінарного і т. д. типу. 
Розглянемо адитивну величину

и = ^ А ( г ) ,  (34.14)

.1 < r < N

ТОДІ

^  |ψ.,.η/... A (r) lF...n,f ...dql . . . dqN\

1 <r<N

оскільки всі члени цієї суми однакові, маємо

=  N  f'W...nf...A (1 )W...n'/ ...dq1. . .d q N. (34.15)

Розглянемо тепер звичайне матричне /-представлення операто­
ра Л(1):

А i f i ,A ) =  j Ψ/χ(̂ ι) -4(1) Ψ//(^ι) dqu

далі,

А (1) =  А (І) [ 2  ( j  ̂ r i {q\) 4t..M’f 'Jq\, q2, . . . q N) dq\) ψ/,·(?ι) =

/і

=  Y i A ( f u f[)$f i[ql)[t}f .{ql )iy...n,f .'.{q'l,q2. . . q N)dq\, (34.16)

звідки ,

\U)..Mf. f..:== N ^ A { f u f\) [ф...Л/...(?„?2,··· ?λγ)Ψλ(?ι)Ψ/,'(?;)Χ 

ΛΑ'

X  (Я\, Яг, ■■■4ν ) dq\ dqx. . .  dqN,

або

=  N  ̂  A [ fiffi)  {fl///,}.. . t i f , . . ; . ,.n’f... · (34.17)

Ufi'
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Тобто у вторинному квантуванні адитивна динамічна величина визна­
чається виразом *

A  [ fu Л ) af -fi. (34.18)

Цілком аналогічно для бінарних, або в загальному s-кратних ве­
личин одержимо відповідно:

Σ  *  (г« г2) =  £  А (/, Л , /,' / 2') αΛ·,Λ·./„/, (34.19)

кГ,<Г!<« /.,/=/.,7j'

де ,

Λ ( / 1/ 2, / ; / ; )  =  |Φ/1(1)Ψλ (2 )^ (1 ,^Φ / ;(1)Ψλ· ( 2 ) ^ ι ^ 2 (34,20)

І '

(Гі,.·.. , r s) =

1 <r,<r2<...rs<N

=  N ^ - l ) . . . J N I z s ± i1  ^  л  ( / , . . .  Л ;  / ; . . .  / ; )  a f , . . , - ; u . , s , ( 3 4 .2 1 )

де

л =  Гф/ .( і )---Ф/Л*)л  (ΐ ,...5 )ψ / / (ΐ)...ψ / / ( 5 ) ^ ι · · · ^ ·

(34.22)

Знайдемо зв’язки між елементами операторних матриць вищих поряд­
ків і елементами матриць нижчих порядків. Наприклад, ррзглянемо 
добуток двох довільних адитивних величин:

J  А (гх) £ В (г2) = ^  А (Гі)В  (г2) = £  А (гх) В (r,)+  £  A (rt) В (г2).

1 <r,<-N 1 /■,,· .V 1<г,<'А/ l<n<N \<rl<N
\<r*<N 1<η<Ν

rt fr«

Отже, добуток двох адитивних величин дорівнює сумі адитивної та 
бінарної величин:

2  А (г,) J ]  В (г2) =  2  Л W  ^  + Σ  {А (Гі) 5  (Гз) + А (Γζ)β (Γι)}·
1<г,<ЛГ l<ra<yv l.C7-,<;/V K^OviW (34.23)

Перейдемо в цій тотожності до представлення вторинного кван­
тування:

N 2 J ]  Л (/і, / ; )  «/.у, Σ  В (/*, Л ’) «/.'/. =  N  £  {Л (1) β (1)}/,/ - a/l7l +

h,U Λ’/a' /ь/і'

+ Σ  ( / і ’ / ;)  5  (/г’ / а )+ л (/2’/2’]в ( / і ’/;))а//л 'лл· (34-24)
/і>Л-/і7з

Але

{A{\)B(\))U f;= Y i A { f„ f , l )B{f„f[\  ,

^ ' ·■
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та

Σ  а  (Λ ,/,') Β f / , , / ; )  α/ι7-/іЛ =  (Л. / і )  5  (Л. Л І «Л'Л'ЛЛ =

Л.Л.//.Л'

=-Х^Л.Л)^;Л,Лї«//^,
· " · . . ■  ' л,/;.л'.л·· .

бо з означення операторів «/,/·„■/,// випливає їх симетрія

a P { f i- fs ) ;P ^ ’- fs ')= z a f ,- fs;fl’...fs' (34,25)

для довільної перестановки Р. В зв’язку з цим

Σ   ̂(Λ Л) ^ if2і Λ) Я/.у. яд'/8 = M ̂  A-(fu f 2) B(f2, Λί̂ /,Ά +
i v t 1, fvU fi'T1 »/2 ■

+ /v (yv -  i) ̂  л (/, /,·) s (/, /,) .
/ЛЛ'

або, використовуючи символ Кронекера, маємо 1

Σ  л (Λ, Λ)я (Λ. Л) ялу, = Σ  А (/і> 5 (/з>̂  5 (/>’ “  Л>) Ω̂ ’
/і;£; (34.26)

а тому

Σ  л β (Λ Λ ) {W (ЛГ-1) а///з/іЛ -  М> й/.у.ал/,+ Λ^δ(/; - / 2) ал7і} =0..

'/&' (34.27)

Звідси через довільність величин A(f,, f/) та B (f2, f2r) одержуємо 
шуканий зв’язок

Л/ (/V -  1) af-f,-f,f, =- N2 aflfl аи% -  №  (/,' -  / 2) аШ і. (34.28)

В аналогічний спосіб можна встановити рекурентні співвідношення для 
матриць1 вищого порядку.

a f>Для побудови представлення треба знати «унарну» матрицю 
її вираз треба будувати окремо для випадків Бозе- й Фермі-систем.

У')/1г

Випадок Бозе-системи

Розглянемо знову основне співвідношення

Iа/·/'}·■■«/■·.;··■«'/·■.=

=  j* Ф/(<7г) ф/' ІЯі) Ψ,../I f... [я і Я 2 ■ · · Ям) Ф..иу... (q\Я 2 · · · <lN]dq\ dqx . . .  dqN, 

де, згідно з (34.5), -

/~ П («/!)
(^і ?2 · · · Ям) = і /  і _____. . .  ?*),

І/ ЛМ

1 Символ Кронекера ми часто будемо записувати як «δ-функцію» дискретного
аргументу =
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?...«/.·■ (?і ·■· Ям) = = Σ  Р  ψ/· Ψ ι) · · ·  М ·
/>

Розкладемо як функцію <7і в ряд по функціях i ^ ( < 7i ) .  За-

уважимо, що л|і...лу... як функція q\ є лінійною комбінацією функцій 

Ψ/, (<?і), 4Ά (<7і)Л··, ψ /ν (ft), так, що коли для деякого g нема серед

ЦИХ функцій ВІДПОВІДНОГО ψ £ . ( « £ = 0 ) ,  ТО коефіцієнт при 0|)g.(i7i) дорів­
нює нулеві. Візьмемо тепер таке g, для якого ' ng>  1, тоді коефіцієнт 
при я|^(9 і) буде рівний симетризованому за (q2 ■ ■ ■ qN) добутку ψ ^ί^)··· 

^ ІЯ м )  , де (/г-.-М одержується з системи індексів (fu·· -їм) вилу­

ченням одного індексу, рівного g. Такий коефіцієнт будемо позначати

Ч.„$..Мг· · -Як\. . (34.29)

Покладемо далі за означенням, щ о. коли хоч одне rij від’ємне, то 

<Р...л/ . .  {Я і- - Я н )= У£ * і й[Яі)ч..л$.ЛЯі---Як), . (34.30)

φ ..nf... =  0. 
Тоді

ЗВІДКИ

ngY\\ngf !) 
/

Λφν-Τ)Γ Я2 ■ ■ ■ Ям),

У
П («/ п
-(АГ— І)! [Яг - ■ · Ям) =  Ψ . (ft · · · Ям),

отже, остаточно

(Я\, Яг,·· Я.ν) =  ^  ψ  .„'f...· ( * · · ·  Ямі (34.31)

g

r

Підставляючи ці розклади в основну формулу для {af,f)..,n пу..., 

одержимо

'N\{a/f , ..„у... =  Σ  ί ■%  « '*)2' J  Ψ/ ί Ψβ· (9ι) dq\ j  ψ/· (ίι) ψ,· (qx) dqx X

X  j  W...nf {Яг·.-Я*) (Я2 ■ · ■ Ям) dq2. , .  dqN. (34.33)

Звідси, в зв’язку з ортонормованістю (<7і) та 'ψ.„η/... (q2 ■ ■ ■ q Ν) 

у відповідних просторах, одержимо -
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N {a/ f }...nf.....nf =  ̂  (пґ пе)* b ( f- g )  4 f ' —g') П  {Чпг— Ч Г - g ') -  

g,g f"

- n y + b l f '- g ) ) } ,  (34.34)

або

N  =  {nr n / f l  {b{nr - b { f"  - . f ' ) - n f  +  b ( f "- /))) .

r
(34.35)

Отже, при f =  f' матимемо

N  {ciff) f... =  tlf I I {o {tlf — П/ {/} . . .Лу. . . ,o (34.36)

f' f

або, в операторній формі,

* N a ff= n f .  ̂ (34.37)

Для / φ  f' маємо

2 
N  [a f f·}...t i j . n r ..-~ (tir  rij)2 δ [nf  — rif  +  1) δ (пґ  — rif , -  1) [~J δ(«/" ~  Λ/·) =

/ V./'

... l/л/ ν' 1 +  Я/ δ («/ — nf  + 1 )  δ [t lf  — tif , — 1) ]~] δ [ttf -  rir ). (34.38)
/"•/.У

Введемо тепер за допомогою матричного представлення оператори bf

=  V l  + Л / δ(«7 — 1) ["Ί δ {ttf—r if ) . (34.39)

{&л}-«/-;-п' / - =  { M - " V - v -  =  ^ n f  δ ( « / — « / "  ! ) Π δ ( « / '— » / ”)■

* fnirf
(34.40)

Як бачимо, оператори bf та b j можна також визначити так: вони 
діють на змінні nf  і переводять деяку функцію цих змінних в іншу 
за рецептом

/;,/·· п, r : f  ,?7> ' ΐ-ά-/?/:, (34.41)

bj I : ;n f'· J tij F {nf — 1 . , (34.42)

Підсумовуючи, бачимо, що завжди

Na/f br bf . (34.43)

Оператори bf  — так звані Бозе-амплітуди. Оскільки при / Ф  f' опера­
тори bf та bf· діють на різні аргументи, вони повинні комутувати. При 
f =  f' комутація тривіальна, отже,

bf b f — bf bf -■■■- о,

аналогічно,
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• b j b j - b )  bf =  0.

. Далі, при \ф f' маємо

bf bf -  b f b j  ■■ 0,

з другого боку,

b j b fF it if  - nf F[rif, 

b fb j F{tif) =  {tif+\)F{nf),

або

b jb f  =  nf, b fb j = .n f -\-\.

Таким чином, ми одержуємо переставні співвідношення

b f b j  -  b j bf =  δ ( / -  / ') , 34.44;

які виражають загальні правила комутації для Бозе-операторів. 

Встановимо тепер вираз для «бінарної» матриці:

N  (/V -  1) a.f f  =  b j b f  b j b f .- b  (/; -  / 2) b j  b f  -

=  b j { b f b j - b { f ' - f 2)} b f , (34.45)

що на основі правила комутації дає

N [ N -  1) d f f fj  =  b j b j b f  bfl, . (34.46),

Отже, для адитивної величини матимемо

^ A [ r ) ^ A { f ,  f ' ) b j b f ,  (34.47):

: r - Λ' f . f

а для бінарної

^ A { r u r ^ \ ^ y A [ f J 2- f [ f , ) b j b j b f b f .  (34.48)

і </·,</·„< лг /ι.Λ.Λ',Λ'

Якщо ввести так звану квантовану хвильову функцію — оператор, 
що діє на хвильові функції вторинного квантування:

■ψ(?1 =  Σ */Ψ /(0 ), Ψ+(?) =  Σ &/Ψ /Μ ’ (34.49)

то легко знаити

У а {г) =) =  ^ +Ш А (\ )П я ^ г ,  (34.50).

Σ  Л (Г1 га) j  ф+ ^ ψ+ ^ л (Ь 2) ψ {д2) Ψ (9,) dqx dq2. 34.51

Коли ми розглядаємо динамічну систему, в якій енергія взаємодії 
може бути представлена як сума парних взаємодій, то гамільтоніан 
системи буде сумою адитивної та бінарної частин:

' ■ ( r ) + £ i / ( r n r2) (34.52)

1 < r < f f  l < r l <ri < N
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І хвильове рівняння у представленій вторинного квантування матиме 

вигляд

(34.53)

де

bf + \ ^ F ( U 2J [ n ) b i b i b N bf,. (34.54)

f l f  fvU Jl -f'i

L ( f , f ' ) =  (34.55)

■^(/j/г ./і',/,')= ' j M i )  Ф/Л^ї U (l,2) ψ/2- (?2) V  (9l) dqxdq2, (34.56) 

або, за допомогою квантованої функції,

Я  =  f  Ф+ (?,) Я  (1) ψ (9 l) +  T  f  ψ+ tol) Ψ+ (<?2) u  (1, 2) Ψ (ft i Ψ (9 l) d q x dq2.

(34.57)

Співвідношення комутації для квантованої функції

Ψ(9) = Σ ^ / Ψ / (?)

/

легко знайти, використовуючи відомі правила комутації для операто­
рів b (34.44). Ми одержимо 1

Ψ+(?)Φ(9,)- ψ (? Ί Ψ +( ^ ) = - δ ( ? - ? ' ) .  ' (34·58)

де b(q — q') є дельта-функція від непереривних змінних, помножена 
на символ Кронекера для дискретної (спінової) змінної2:

6(q — q') =  b(x — х')Ь(у — yr)b(z — z')bSzS’z l (34.59’)

Використовуючи гейзенбергівське представлення, ми повинні роз­
глядати квантовану хвильову функцію як оператор, залежний від часу, 
згідно із законом ' ч

й ^- =  ф Я - Я ф . (34.60)

Отже, у цьому представленні

TTW -~йні
*l\q,t) =  e Ф ЯЛ) с

т  --'-т
y {qt t) =  eh ^ (q ,0 )e  h , (34.61;

1 Використовуючи представлення ό-функції Д ірака

й(д — q') =  (91 Ψ/(?').·
/ 1

2 Якщо символ Кронекера записувати формально як дельта-функцію дискрет­

ного аргумента , . 1

то формула (34.58) має цілком поправний вигляд.

звідки випливає, що Для будь-якого моменту часу t оператори я]; (q, t) 
задовольняють тим самим умовам комутації (34.59), що і початкові
ψ(<7, 0) (q).

_Розглянемо^ нарешті, безспінові частинки і покажемо, шо вираз

Ψ+(<7> 0.Ψ(?.!, t)dq визначає число частинок, які в момент t перебувають

в елементі об’єму dq коло точки q. Число частинок в об’ємі ί  є адитив­
ною величиною

‘ 'V. - - Ν '

u : : ^ τ==Σ  — : У'···": ' ‘34.62)

а тому у представленні вторинногЬ квантування г -1

Ντ=ί  ̂(J5 ̂ ^ dq) ̂ ^dq'7_= fψ+ ̂  ψ ̂ dq
τ τ

і для моменту ί

τ

Отже, точне число частинок в елементі dq дорівнює

N^ i t) =  ^+[qJ)^ [qJ)dq.

Нехай-тепер ·ψ (<?, і) буде звичайною хвильовою функцією одної частин­
ки. Якщо ця функція нормована так, що - - '· !

\і'(Ч> 0 dq ..V, ' (34.65)

то вираз
•  ̂ * 

ψ·(<7. 0 t  (q- fy dq (34.66)

дає середню кількість частинок в об’ємі dq в момент t. Таким чином,
з середнього значення (34.66) можна, одержати точне, -коли замінити 
звичайну хвильову функцію на квантовану, значення якої є операто­
рами, що діють· на функцію вторинного квантування С(у ..П /...) . Цей' 
перехід зв’язаний ніби з ще одним квантуванням. Назва методу вто­
ринного квантування пов’язана з цією аналогією.

................... · ' ■ ■■ \

Випадок Фермі-системи >

Розглянемо знову основне рівняння

\а f , ή j... — ,

' " J Φ/=:</:ΐΦ/: ·· </ι · · · <7ν· T . q',..q·’ ■ · ·<7λ/) ι̂ dqx dq.,. . dqN,

___________ ; t _  "  , : · (34.67)

* 1 Повна розробка методу вторинного квантуваннй належить В. А. Фоку при­
чому ним же розроблена форма методу, придатна' і у випадку непереривної сукун- 

2 ^ ий 5 ^ а# н“ «'СГ?нів’ А --Фрк,. Z s ^ i .  Pbys.; 75,· 62? (1932); Sow. PHyS., 
b, 425 (1934),. Див. В. А. Ф о к ,  Работьг по кМктоїой Їеор їш  поля, Изд Ленингї>аІ-1 
ского-университета (1957).

19 А. Ю. Глауберман . ggg
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де тепер

(<7і · · ·4 ν ) удм ^  (Яі · · · ?Λί)ϊ 

Ф/ι ІЯі) · · · Ψ/ι (#<v)!

Ψ/Artel)·· • •Ψ/ΛΓ (ίΛϊ)

(34.68)

(34.69)

a fi, /2 · ·■·. /w є сукупністю значень f, для яких Пу:= 1, розташованою 
за обраним порядком. Для кожної можливої системи чисел заповнення

(nf =  0, 1; Σ η/= ·^ )  існує саме N таких значень /. Розкладемо детер-

. '  f '■> '■’·:'·· ■< . · ' ,  
мінант (34.69) за його першою колонкою

n :

'К-пґ . [Яі. ■ ■ qk) Σ  1 Ψ/rtei) фг (?2  · · · ?лгь (34.70;

; ’ ",'“1 · 

де через Ф г позначено відповідний мінор, що дорівнює

Фг (q2. . .  qN) =  (ft · . .qx! 1 (Λ — 1)! (q2, . . .q * ) ,

де

Візьмемо до уваги, що

»/.=  nf~  bffr■

- і = £ я ,

(34.71)

(34.72)

(34.73)

/</.

та що суму (34.70) можна поширити на всі значення r =  g\ якщо тільки 
перед цим помножити кожний член на rig. Тоді одержимо:

■ ^  ' Σ"/............
Ψ ...ν .. (<7і ■ ■ ■ -qn) =  “4  /  , ( “  l]f<g (9l) * · ‘ ?/v)’ (34 J4 )

де і

^/ =  «/ —

П ід с т а н о в к а  цих виразів у  (34.67) д а є

Σ ^  Σ"/
,== ^ ( - і ) /<г ( - 1)/<г> ngn'g’ ^ ψ , , м х

X Ψ ,(^ ι )^ ΐ ί  Ψ...Ρ^Γ·· (̂ 2 · - - {Яг · ·, 0*)
• Л e/ - * J i Γ /( 3 4 . 7 5 )
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/

Через ортонормованість функцій ψ7 (q) та f  (q2 ...-qN) у від­

повідних просторах маємо 1

N  {ahu\.-nr -\,-n f  =

Ση/ Σ">
==2j(“ 1) (— !) ns ng 'bf>g-bfig П bh ’'f,9g'n'f  =

g.g' /
Ση;  ΣΛ/Γ

=  (~ 1 )/<л (- 1 ) /<л [П b{nf - n 'f - Z ff  +  bfft) nf .nfr  (34.76)
/

Цей вираз відмінний від нуля лише коли

л '/= Я /+ 5 //,- 8 //і., (34.77)

звідки маємо

п/, ~  1 +  па ~  5лл’>

Σ  « ;= Σ  Сл/— ' ('і4·78)
/</, /</,

Далі, оскільки числа .заповнення набирають лише значення 0, 1, ми 
можемо покласти завжди

nfl. =  b { i- n f ) , t i f = b { \ - n f ) =  b{tif - b M ,) (34.79)

і одержимо

Σ»>· Σ'*/-*//·0·’
=  (-  1)/<Л’ 8(1 - Я/1.) (-  1)/<Л - δ(Λ/ι- δ /ιΑ.)Χ

, Х П 8 К - « / - 3///  +  5// .) · ■ (34.80)

/

Результат дії оператора Nafxf· на функцію С(. . . nf . . .) ми може- 
мо, на підставі знайдених формул, записати так:

Σ"/ Σ VV/i '
Naftf, С ( . . .  пг  ..) =  (-  1 ) ^  δ (1 -  nf .) 1 )/<Л δ (nfl -  bftf.) χ

X  C (· ·.·, Я /+  δ//, — δ//,’, · · ·)· (34.81)

Отже, дія цього оператора може бути представлена як'результат та­
ких послідовних операцій: по-перше, заміни аргументів n f в хвильо

Ση/
вій функції на n f -\- bffi та множення одержаної функції на(— 1 )/<Λ χ 
6(nfl ), далі, заміни аргумента nf в одержаному виразі на n f — &f/i·

Σηί
та множення на (— 1)/<л’ 6(1— «/,)·

1 В правій частині для зручності ми записали складний символ Кронекера як 
«δ-функцію» дискретного аргумента:

8л/> nf  +  s/ / j  δ//ι =  8 (n/  ~~ η 'ί ~  δ/ / ι .+  8//ι)

і далі будемо використовувати це позначення.
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Введемо тепер оператори β^τε β + , згідно з таким означенням:

(tif) =  b (nf) F  1),

β //=■(«/) = δ ( 1 — nf)P\nf — 1). (34.82)

За допомого^ цих операторів зразу одержимо

Σ η/ Σ ”
iVfl/l/l. =  (-.l)/</i'/p+ (-1 )/< //β /ιΛ, (34.83)

Запровадимо «арешті нові оператори — так звані.Фермі-амплітуди:

: Σ-* Σ»,
af =(-\y<f ,

Σ ν  Σ ηί
a/ =  β/ ( — 1 )g<f =  ( — \ )g<:f p/. - . (34.84)

Через ці оператори (34.83) запишеться у вигляді

/ViZyiy' = О у 1>Оу1, (34.85)

аналогічному до виразу (34.43) випадку Бозе-систем.

Для встановлення’ правил перестановки Фермі-амплітуд а їх вста­
новлюють спочатку для операторів β. Легко бачити, що

h b  ~ h '  P/ =  °> P/ Р/+ -  ί3'" № =  ° . P/ Ρ/' -  P/ Ρ/+= °-
коли / =)= бо в цьому разі Ру та β / діють на різні аргументи функції.
Далі, на підставі (34.82) безпосереднім обчисленням одержується:

Р/+Р /= « / , Р/Р/+ =  1 - « / .  Р /Р /= о , Р / Г / - 0 .

Тепер, знаючи· ці співвідношення та користуючись (34.84), легко об­
числити перестановки для операторів а^. В результаті простих обчис­

лень ми одержимо правило комутації Фермі-амплітуд:

af (if 4- a,f af — 0, а+f  af+ 4- af+ a+f< =  0,

af+af '.-{-af · af+=  bff·, (34.85J

причому

a r+ cif~ nf . (34.86)

Заміна операторів af за канонічним перетворенням за допомогою 
довільного унітарного оператора, у згоді із загальною теорією, не змі- 
"нює правил комутації.

Так само, як і у випадку Бозе-системи, ми можемо тепер знайти 
■за загальною формулою (34.28) вираз оператора «/,//,/]/.-, у зв’язку 
із знайденими правилами перестановки амплітуд Фермі. (Здержимо

N [ N -  1 а% af · af ·. \ (34.88)

Можна знайти відповідні формули представлення вторинного кванту­
вання для адитивних, бінарних і т. д. динамічних величин. Відміна від
знайдених- для Бозе-систем формул буде в тому, що замість Бозе-
амплітуд bf фігуруватимуть Фермі-амплітуди а ;.

Аналогічні формули записуються і для виразів з квантованою 
функцією 1 '

292 ■ ■ ■ . · .

ψ(0) =  ] £ α/.Ψ/Μ-

/

( 3 4 . 8 9 )

але в цьому разі співвідношення комутації теж будуть інші, ніж у ви­
падку Бозе-системи, а саме:

ψ (? )ψ (< 7 ')  +  Ψ(<7')Ψ(<7) =  0,

Ψ+(<7)Ψ+(<7') + ψ +(<7')ψ+(<7) = 0 ,

Ψ+(<7)Ψ(?0 + ^ (q ') ^ (q )  =  t> (q-q '). (34.90)

Метод вторинного квантування знаходить широке застосування в 
теорії систем взаємодіючих частинок, у квантовій статистиці та кван­
товій теорії полів. Деякі застосування ми розглянемо далі.

§ 35. Метод статистичних операторів

Для квантовомеханічної системи, стан якої описується певною 
хвильовою функцією Ψ, статистичний постулат квантової механіки· 
формулює фізичний зміст об’єктивного опису стану системи за допо­
могою цієї хвильової функції.

Знання хвильової^ функції дає можливість визначити імовірності 
тих чи інших результатів вимірювання різних динамічних величин. Зі 
змісту такого статистйчного передбачення результатів вимірювання ви­
пливає, що ці передбачення теорії перевіряються при великій кілько­
сті незалежних повторень одного і того ж вимірювання над системою, 
яка перебуває при кожному вимірі у даному стані ψ. Як завжди, у 
теорії імовірностей такий процес можна уявити, собі як вимірювання 
розглядуваної величини на сукупності у границі нескінченного чис­
ла N незалежних, -невзаємодіючих «екземплярів» даної системи, кож­
ний з інйх перебуває в одному -і тому ж стані ψ. Така сукупність, зветь­
ся чистим ансамблем квантової механіки. Як нам відомо, середнє зна­
чення величини L для чистого ансамблю з хвильовою функцією ψ до­
рівнює

L =  [ ψ ΐ ψ  άτ,

де L — оператор відповідної величини.

Розглянемо тепер систему, яка є частиною більшої системи. При­
пустимо, що хвильова функція всієї великої системи існує і дорівнює 
Ψ(ί/. *)> Де через у позначено сукупність координат, які належать лише 
до підсистеми, а через * всі інші координати. Функція \р(у, х) відно­
ситься до всієї системи і відповідає наявності взаємодії між розгля­
дуваною підсистемою та другою чартиною системи так, що г\:(у, х) не 
розпадається на добуток функцій, залежних окремо від х та у. Вна­
слідок цього, у згоді із загальними положеннями квантової механіки 
системи частинок, підсистема не володіє своєю окремою хвильовою 
функцією.

Нехай оператор L діє лише на координати у, репрезентуючи вели­
чину, яка належить лише до підсистеми. У стані системи ψ(ί/, х) се­
реднє значення L буде дорівнювати

L =  j" ·ψ (у, χ) (у, х) dy dx. (35.1)

Запровадимо функцію
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Q(y', У) =  J ty(y',x)ty(y,x)dx, (35.2)

яку називають матрицею густини підсистеми 1 або координатним пред­
ставленням статистичного оператора ρ. З визначення випливає:

Я(У,У') = Q (y ',y ) ,

ЯІУ,У) =  j H>(i/, x)\2dx.

Отже, матриця статистичного оператора — «ермітова», а її діагональні 
елементи (35.4) дають розподіл імовірностей для координат підсисте­
ми. За допомогою матриці густини одержуємо замість (35,1)

' - ^  — \ [Lp(y',y))r ,y d y , . (35.5)

де L діє у функції q (у', у) лише на змінні у, а після дії оператора 
покладається у/ — у. -

Таким чином, стан підсистеми, яка не володіє хвильовою функцією, 
може бути описаний за допомогою матриці густини. Для переходу від 
координатного до іншого представлення проведемо такі міркування 2 
Припустимо тимчасово, що підсистема має хвильову функцію ψ. Роз­
кладемо гр за деякою повною системою функцій гр„(і/):

Ψ ^  сп ’ (35.6 j
П

та обчислимо середнє значення L: -

' Т -=^п С т[п \ Ь  І m), (n\L\m) =  |ψ„Ζ. ^mdy. (35.7)
п,т

ОСКІЛЬКИ в дійсності підсистема не володіє своєю хвильовою функ­
цією, то перехід до реального випадку можна розглядати як перехід 

від величин СпСт до вбличин Qmn , які не зводяться до добутку яких- 
небудь величин, що утворюють одновимірну послідовність, і записати 
зам ість , (35.5) .

2 р*»(я і^ н · (35·8)
т,п

Величини Qmn є матричними елементами матриці густини в новому 
представленні. Переходячи до операторного запису через статистичний 
оператор ρ, ми можемо записати (35.8) в такому вигляді:

ϊ  =  Σ (Ρ ^ )„η =  ̂ ( ρ Ι ) .  (35.8а)3

п

Стани системи, які описуються матрицею густини, мають, назву «змі­
шаних станів» на відміну від «чистих станів», обговорених раніше.

Трактування усереднення (35.8а) не є таким простим і вимагає обе-

■ Матриця густини була запроваджена Л. Д. Л а н д а у  (Zs. f Phys 45 (1927))
і незалежно Н е й м а н о м  (Gott. Nachr., s. 245 (1927). Див. також J. v . - N e u ­
m a n  η. Math. Grundlagen der Quantenmech., loc. cit.

2 Див. Л. Л а н д а у  и E. Л  и ф ш и ц, Статистическая физика, ГИТТЛ (1951) § 5. 
" Як завжди, тут символ S p(A ) означає слід матриці А.

(35.3)

(35.4)
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режності. Дійсно, одержане усереднення містить у собі усереднення 
двох типів. Передусім воно містить звичайне для квантової механіки 
чистих станів усереднення, зв’язане зі статистичним змістом- бамої хви­
льової функції гр (коли вона існує), а по-друге, у (35.8а) міститься 
усереднення в дусі загальних уявлень статистичної фізики.,. Це друге 
усереднення відбиває факт, що розглянута підсистема не Έ- замкненою
з точки зору взаємодії з іншими квантовомеХаніяними системами (з 
другою частиною великої системи або з «екземплярами» розгляданої 
підсистеми). V

Справа виглядає так, ніби «чистий» ідеальний ансамбль невзаємо­
діючих «екземплярів», який відповідає існуванню хвильової функції 
розглянутої системи, замінюється на реальний ансамбль взаємодіючих 
«екземплярів».

В загальному, строго кажучи, два усереднення, про які йде мова, 
не можуть бути відділені одне від одного, і не можна тлумачити зобра­
ження стану за допомогою статистичного оператора як відповідне до 
того, що система може перебувати вирізних станах грі, гр2, . . .  з різними 
імовірностями W i, W2, . . . ,  а. друге усереднення є усереднення за цими 
імовірностями1.;

Викладене положення до деякої міри подібне до того, що має міс­
це в статистиці Гіббса при розгляді макроскопічної системи. Розгляд 
системи в кілому за Гіббсом має з^Іст тоді, коли взаємодія між «ек­
земплярами» системи є настільки малою, що їх можна розглядати як 
.квазізамкнен'і і формулювати больтцманівський підхід для системи, 
яка складається зі слабовзаємодіючих макроскопічних підсистем.

Отже, формальний розгляд «змішаного ансамблю» як ідеального 
ансамблю з невзаємодіючих «екземплярів» розглядуваної динамічної 
системи, у якому окремі «екземпляри» можуть перебувати в різних 
«станах» з хвильовими функціями грі, гр2, . . . ,  або, інакше кажучи, 
відокремлення другого усереднення як усереднення по імовірностях 
Wu W2 . . . різних «станів» грі, гр2 . . ., у яких «може перебувати» систе­
ма, відповідає умові «слабкої» взаємодії розглядуваної системи з ін­
шими системами.

Саме таке положення характерне для проблем квантової стати­
стики. В цьому і лише в цьому розумінні ми можемо ввести змішані 
ансамблі, для яких ■ „

. t = Y , W k{ ] \ L ^ kd q ) , ^ W k=\, Μ
k k ·

де імовірності «станів» Wk виступають як не залежні від квантовомеха- 
нічної теорії. Змішаний ансамбль ,і відповідна статистика квантових 
систем можуть бути описані у термінах статистичного оператора.

Оператор проекції та статистичний оператор2

Введемо оператор Р ?, що проектуе хвильові функції на функцію φ:

- ' Р. ір - - Сф, (35.10)

1 Більш докладно іяи це питання розберемо в останньому розділі в зв’язку із 

загальними методологічними питаннями квантової механіки.
2 Див- J.. ν. N e u m a n n ,  loc. cit., розділ IV , Μ. М. Б о г о л ю б о в ,  Лекції

З квантової статистики,1 «Радянська школа» (1949), § 1.
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де константа с визначається з умови ортогональності φ до ψ — Ρ?ψ;

1 ■ J  Φ(·ψ — Pv$)dq =  0, (35.1Г
*

звідки

jV l ' dq,

коли функція φ є нормованою.

Розглянемо тепер змішаний' ансамбль, що характеризується си­
стемою можливих станів та відповідними імовірностями W , і по­
будуємо оператор к’

:  ̂ > = V  WbP , . (35.12)

Цей оператор, ми. ,і будемо ( далі називати статистичним операто­
ром. ‘ ., ' .

Використаймо матричне представлення, для чого оберемо повну 
систему величин, ящ належать до ,нашої системи, і позначимо можли­
вий спектр її через х. У обраному х-представленні маємо

2 ( Ρ<ρ)"'Ψ(·«,) == (/,τ Ψ ) * = ( | τ Φ ώ9ί)?(·«)·· (35.13).
r

За означенням, '

- ι} ? Φ ^ = Σ φ ( · * ,)ψ (·*'). (35.14)
' ' · х' 

і ми одержуємо з (35.13) ,

Σ  {'JJrhx- - - ?  (*0  φ {χ)] ψ ж'} -  0, (35.15)
X '

звідки, через довільність я|>(х'), маємо, що х-предст-авлення оператора 
проекції дається матрицею

[Ρ9)χχ· =  ® (х)<? [х'). ' · -■ (35.16)

Отже, χ-представлення для статистичного оператора є

(р)«- =  р [х, -х') =  Σ  W k (X) ψ* (*'). (35.17)
k

Знаючи, що слід (шпур) оператора є сумою діагональних елемен­
тів відповідної матриці, легко довести важливу властивість сліду — не­
залежність його від вибору представлення. Зробимо перехід від х-пред- 
ставленіня до якогось іншого я-представлення. Тоді

1 Ф

ХЦхх’ =  \іЧп[х) {L)nn'<in' {x')> (35.18>
* ’ ПП’ '
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де φ„(χ) — орто,нормована система функцій, що відповідає даному пе­
реходові *. '

Звідси

Σ ( ί - ) ^ = Σ (Ι)^ Σ ^ ' (Λ)φ«Μ ’ (35Л9>
х п,п' X

і, завдяки умові ортонормованості функцій φ„

' ^ і (?п'{х)’?п{х) =  5пп',

маємо

Σ  (£),, =  ■■ (35.20}
X п

що доводить згадану вище властивість сліду. Обчислимо слід стати­
стичного оператора:

• S p  р =  £  (р)хх =  J  W k £  І Ψ* W  І2 == Σ  ^  =  1 ’ (35·2 1

X k X k

тобто

S p e = l ,

як і повинно бути.

Запишемо тепер: 2

[Lp)xx' =  Σ  ) (-̂  Ψ* (■*))?, (35.2L)

1 Формулу (35.18) легко одержати. Запишемо: Lty(x) — ^^L x x 'ty W ). Перехід

до нового представлення виконується, як відомо, так:

ψ (χ)= Σ  Сп‘ ?л’ Сп‘ = Σ  ^  ^
n' x'

L ψ (χ) =  ^  Cn' L φη' (χ), L {χ) — Lnn' (*),

η' η * ■

отже, · ' ; 4' .

l ψ w = Σ Cn> Σ  L*n' φη ^  я  Σ  { Σ ^ Lnn' ^  ^
η' . η ... χ' . ηη'

З другого боку,

Ιψ(χ) = ψ(*').
χ'

Порівнюючи ці вирази, одержуємо (35.18).

1 ρψ (χ )= Σ {Σ ^ψΛ̂ )^ (·ϊ' )) ψ(χΊ: ^ ρ ψ μ = Σ { Σ  (Lψ*
x' k x ’ k

а з другого боку, L ρ ψ M  =*= Σ (L p)xx’ ψ (x').

x' \ -

З порівняння цих формул випливає (35:22), '
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-Звідси

Σ (Ζ·Ρ )- = Σ  Σ  Ψ, W  L· ψ, (χ) =  τ, ' (35.23)

Λ* k X

З ми одержуємо, що

T  =  Sp (Lq), (35.24)

як і в загальному випадку (35.8а).

В частинному випадку чистого ансамблю ,

ρ =  Ρ Ψ> (35.25)

ΐ  ='^ρ(Ιρ) =  Σ  ΨΜ^Ή*).
>  . X

тобто середні значення обчислюються за одною хрильовою функцією ψ, 
як і повинно бути для чистого ансамблю.

Зміна статистичного оператора з часом

Закон зміни з часом послідовності функцій ·ψΑ, які характеризують 
змішаний ансамбль, подається хвильовим рівнянням

i h d M ^ L  =  H ^ {t)X]t 

або, в матричному представленні,

i h * № * L = 'S£HxX'% ( t ,x ') :

- х' . . .  . , . _

Отже, для статистичного оператора матимемо

?№)— Σ ^
*■ .. - k

або, в матричному представленні,

? ( £ x ,X ) = '^ i Wk1tk {i,x)$b{t,xr).

k

.Диференціюючи по часу, одержимо

=  £  Wkih ψΑ {t> χΊ +  Σ  W M t ,  χ) ih .

k k

Використовуючи (35.27) та самоспряженість Я: (H )XX' — (Н)Х’Х — мо­
жемо записати:

ih Α ΐ . ψ * Χ .... £  Я.,,-.Ц7йфй it, x')-lk [ί, χ') -

X " ,k
i

- Σ ^ Ψ , ( ^ ) Φ , ( ^ ' № „  (36.30)

x "  ,к

або. н операторній формі, 1 ' ‘ ! ' "'· *
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(35.26)

(35.27)

(35.28)

(35.29)

-gf =  — х  (Нр—рН) =  — [//, р] == Гр, н ]. (35.31)

Ряд одержаних нами результатів відповідає формальній аналогії з 
функцією розподілу системи частинок класичної статистичної механі­
ки. /Дійсно, для класичного статистичного ансамблю функція розпо­
ділу

ρ(<?ι · ■ · Ч/v, pi .. . pA,t)

(де 9 ;— сукупність просторових координат і-о'і частинки; а р,· означає 
сукупність складових імпульсу), нормована так, що

Р ІЯі · · · Q n , Pi ■ ■ ■ P n , t) dqx. . .  dqN dpx. . .  dpN =  pdQ

дає імовірність стану системи, який лежить в елементі фазового про­
стору ίίΩ, задовольняє рівнянню

N
до І до д Н  др дН\ г

<=і · .

де Я  — функція Гаміл’ьтона.

Умова нормування, згадана вище, в класичній статистиці має ви­
гляд

J  QdQ =  1

' і є аналогом нашої формули

S PQ =  1.

Вираз для середнього значення динамічної змінної L(q{ . . ,q N, ρχ.. ,ρ Ν) 
в класичній теорії

L =  J  LqdQ

аналогічний до нашої формули (35.24)‘.

Стаціонарні розв ’язки

Розглянемо ізольовану динамічну систему. Для такої системи опе­
ратори динамічних величин не залежать явно від часу. Коли для ан­
самблю таких" систем має місце рівність

Hq — qH = 0, (35.32)

T9 ρ не змінюється з часом і середні значення всіх величин будуть 
сталими. У цьому разі ми одержуємо стаціонарні розв’язки рівняння
(35.31). Оскільки оператори ρ та Я  комутують між собою, ми можемо 
формально розглядати ρ і Я  як динамічні змінні, що можуть бути ви­
міряні одночасно і мають спільну систему власних функцій. Для ста­
ціонарного розв’язку ми можемо записати:

,р (X, χ') = Σ ^ * Ψ *  W  ■ (35’33>
k

1 Більш глибоко про зв’язок оператора густини з класичною густиною імовір­
ності див’ Д. Б л о х и н ц е в .  Journ. of Phys. U SSR  2, 71, 1940. Див. також 
Д . И. Б л О χ и н ц е в.1 Основи квантовой механики, loc. cit. або нове третє видання, 

Внгш ая школа, М., 1961. ,
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де (х) власні функції оператора Гамільтона системи частинок

//ψ* - Εψ...

При цьому сума по k у (35.33) ведеться лите по тих станах, які від­
повідають дозволеній симетрії функцій. Для систем Бозе сума береть­
ся лише по енергетичних рівнях, які відповідають симетричним влас- 
лим функціям оператора Гамільтона ψ*, а ’для Фермі-систем лише по 
рівнях, відповідних до антисиметричних розв’язків. ,,

З точки зору квантової механіки, розподіл по рівнях Wk є довіль­
ним, але з основних припущень статистичної фізики класичних та
квантових макроскопічних систем випливає, що Wk повинно бути «ка­
нонічним» розподілом:

w k =  Сехр(— Ек/в), (35.34)

? { x ,x ') = c 'S£ i e~~i$k {x)bk (x'), (35.35)

k

де С і θ — додатні сталі. '

Якщо розглядати ρ як оператор, що діє лише в просторі функцій 
дозволеної симетрії, то (35.35) у операторній формі можна подати 
так1:

ρ == С exp (— Η/Θ). (35.36)

Статистичні оператори комплексів частинок,

Розгорнений запис дг-представлення статистичного оператора для 
системи тотожних частинок має такий вигляд:

Λ ,', . . . .  * ' * )  =  ] £  (ί, я , , . .  * Λ)ψ Λ(ί , χ 'ν ). (35.37)

k '

Для систем Бозе одержуємо співвідношення

Pq — Q — qP , (35.38)

де Ρ —- оператор перестановки частинок. Дійсно, підставимо у вираз
(35.22) L — P, матимемо

(Рр)хх. =  V  W M X ' )  (РФа [ Х ) ) =  £  W k%  (X') ψ, (χ )= ( ? )χχ·. 

k h

Для систем Фермі

(Рр),,' =  £ ( -  \)pW M x ') ^ k {x), 

k

1 ρψ (jc) =  ̂ jp.( χ, χ') ψ (x')t з другого боку, P (x, x’) = ехр(— /Jft/Θ) ψ* [x)ifk{x'). 

·■*' k

Тому ρΨ*(λγ) =  ^  ^  [C exp ( — E)J%) ψ*' [x) ψΑ' (.jc')] ψΛ (χ'); j через ортонормованість 

bkk’ маємо ρψ* (д:) =  С е х р  (— Е к І9)<\)к (х); якщо — власні фун-

X '  '
кції Я  відповідної симетрії, то ми одержуємо (35.36).
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Через це в обох випадках
Pq -- ---- qP,

або
PqP-ι =  ρ. (35.40)

Але х-представлення оператора PqP~1 ми одержуємо з ^-представ- 
лення ρ одночасною дією Р на (хі, ...,х,\) та (х[, ... χ'ν) . Це легко бачи­

ти. Дійсно,

(РрР^1) ψ {х1.. . хм}=  V  (Рр)хх, Ρ -1 ψ {х\ .. . хп)~=

X '

=  £  Wk̂ k (χ') Ρ ψ *  (X) Ρ - 1 Ψ (χ') =  £  ^%Ρ~ι Ψ* ( * ' )  Ρ̂ η (χ) Ψ (χΊ =
Λ·1, ft

χ', k
а з другого боку,

' (Рр Ρ "1) ψ U , . . .  **) =  ^  (РрР-1),,.,.^,.. Ψ (*;. ·. χΝγ 

. ·*■/···

Порівнюючи праві частини, маємо

(Рр Ρ -χ)Χί...ΧΝ, , ' ,ν - =  2  (ЛГ‘ ■ · · X 'v) Ρ Φ* · · · Χ^·

Отже, статистичний оператор симетричний відносно перестановки ча­
стинок, як і слід було чекати у зв’язку із згаданою вище аналогією з 
класичною функцією розподілу.

У зв’язку з тим, що задача інтегрування рівняння (35.31), яке опи­
сує еволюцію статистичного оператора системи в часі, є надзвичайно 
складною, можна ввести більш прості статистичні оператори, які нале­
жать не до всієї системи N частинок, а до комплексів, які містять одну, 
дві і т. д. частинок.

Якщо гамільтоніан системи має структуру

N '

/ / = ■ £ /*  (і) +  2  ф М ) .
і і І<к

то за допомогою унарного та бінарного операторів можна здобути не­
обхідні результати.

Введемо послідовність операторів

/?і(1), /?a(l,2)...../?, (1................................s), (35.41)

які діють на функції від змінних одної, двох, ..., s-частинок, відпо­
відно *: '

^ ( 1  ) =  Spp, R 2(l,2) =  Spp, . . .  P s{ l, . . .s )  =  Spp, (35.42)
•'(2„.:лг, (3,..., АГ) (ί+Ι,.../V)

або в х-представленні.:,

1 Позначення Spg означає, що шпур обчислюється по всіх змінних s-j-1-οϊ, 
(s-j-1 ... ЛГі

$ +  2-ьо ї ... Лг-ої частинок, при фіксованих змінних виділеної групи s частинок

(1 ,2 ... s).

1 P q  =  ( —  1 ) р  ρ  =  q P .  ( 3 5 . 3 9 )
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Яі -̂1» ·*·ι) —“ P (̂ ) ATj ЛГ2 . . . Xji/,X1 х2 · · · -̂дг)'

Xi-.Xfj

•  .................................. ................... . . . . . .  (35.43)

R s (t , Jfj . . .  x SJ χ 1 . , . x s ) =

Ρ (̂ > -̂ 1 · · · Xs> -*\s+l> · · · X n \ χι· · · XS > -*ί+1. ■ · · Г̂ лг)<

xs+\> —

Середнє значення 'адитивної величини обчислюється за допомогою» 
одного лише унарного оператора R\, бінарної величини — за допомогою 
бінарного оператора R2 (1,2) і т. д. Розглянемо величину

N

U =  Σ  А {і) (35.44)

І 1

і обчислимо її середнє значення

=  N ' і 
ί /= Σ 5 Ρ '(Λ (ί)ρ ) . (35.45)

ί-1

Завдяки симетрії ρ відносно перестановок, члени Sp (А (ι')ρ) з різними
і =  1, ... Ν, рівні між собою, отже

О  =  NSp (Л (1) Р) =  NSp(A (1) Р) =  NSpSp {А (1)р) =
(1-..Λ0 (1) (2... Af)

=  ^ Л ( 1 ) № р ] ,
' (1) 2...N

і, за означенням, маємо

ϋ  =  N S p A ^y R ^ l)  =  N S p A (l)R i( l) . (35.46)

В аналогічний спосіб можна довести, що для s-кратної величини

w - « + V Д» W t . » ) я . ( і ' (3 5 .4 7 )

Для середнього значення енергії системи одержимо на підставі цього 

H=NSp{H{\ ) R, (\)) + N^N ~ 2]SP {Φ (1,2) /?а (1,2)}. (35.48)

Можна показати, що власні значення Rs додатні і оператори Rs воло­
діють відповідними до властивостей ρ властивостями симетрії. Еволю­
ція операторів Rs в часі описується рівнянням г

S

^ ^ -  =  HsRs~ R sHs + ( N - s ) S p [ ^ ( r , S +  l)R s+1-
s+l I

- r—\

s

- С £ ф (г-* + 1)|·· (35.49)
Г \ *

де Hs — гамільтоніан комплексу з s частинок.

1 Див. Μ. М. Б о г о л ю б о в ,  Лекції з квантової статистики, § 3.
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За допомогою квантових дужок Пуассона останнє рівняння можна: 

написати так:
"" * ' 5

'2 ' -  [Rs, Н\ -- '.V -  s;Sp |/V ,. V  Ф (/*,-s’ -f 1 j] . (35.50),

r=\

Знайдені рівняння є квантовими аналогами рівнянь Боголюбова Бор­
на—Гріна для класичних функцій розподілу комплексів частинок1. Ко-< 
ли, обмежуючись об’ємними властивостями, спрямувати граничну по­
верхню, що оточує об’єм V, на безмежність так, щоб N -*■ 0 0 , І7 ос 
при v — V/N =  const, та ввести нові оператори

Fs =  Vs Rs, (35.51),

для яких діагональні матричні елементи в координатному представлен­
ні будуть порядку одиниці2, то одержимо

\FS, Hs\ +  ~  Sp [ f ί+1, Σ  φ  (Г, s 4- і)] ( ^5.52>

при умовах нормування

Ііш 4 - ^ Λ  =  'ΐ.··· H m ? s S p F s= i  (35.53),
v-·» v (і) Ч-..i)

llm Sp F s+l — Fs.
J/-*» v (i+l)

Ці рівняння за зовнішньою формою  повністю аналогічні рівнянням для; 

кінетичіних функцій розподілу класичної статистики:

^ н *1 +  -т f Σ  φ [qi' q°+x) dXs+l ■ (35·54)
• - L І_1

де άχ ί+λ =  dqs+, dps+u q — сукупність просторових координат, р — су­

купність складових імпульсу молекули 3:
Для того, щоб мати зм огу  сформулювати граничну умову «послаб­

лення кореляції», при якій розглядаються розв’язки цих рівнянь в кла­

сичній теорії:
5

Fs - > n ^ i i )
і-1

s = l ,  2,.. при всіх І <7і — qj | -» 00 (і, j) 

запровадимо оператор симетризації γ^, рівний

Р  для випадку Бозе,

1 Див. Η. Н. Б о г о л ю б о в ,  Проблеми динамической теории в статистической:

физике, Гостехиздат, 1946. . .
2 Наприклад, для системи одноатомних безспінових молекул при "відсутності зов­

нішнього поля легко оцінити, що

1
Rs{t- ■ · · ?ί· Яі ■ · · 4s) ~ y s  ■

3 Див. Η. Н. Б о г о л ю б о в ,  Проблеми динамической теории а  статистической;

физике. 1
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~is Σ  (~~ l)Pp ДЛЯ випадку Фермі. (35.55)
Ρ

За допомогою у* можна записати:

- =  (35.56)

де оператор володіє лише класичною симетрією

Ρ φ  (pp.

Легко перевірити, що

s+1

їі+і =  ї ,  (35.57)
/■=1

де оператор транспозиції, та що

4 ·* 5

^ - ϊ Α 5 ] Φ ( Γ . 5 + 1 ) γ ^ γ , Σ Φ ( Γ , , +  1); (35.58)

Г:-1

Підстановка (35.56) в рівня-ння (35.52) приводить до таких рівнянь цля 
операторів ср̂ :

■У + 1 S

{& + і)

Для вже можна сформулювати умову послаблення кореляції:

-> П 77! {гі)А<1і~Яі\^™, ( i ,/ )< s , (35.60)

dt υ Sp ^  Pr,s+\ ®J+i, ^  Ф (r, s-(- 1) . (35.β9)

1=1 -

l?\(r) (f;(r),

ле Q i — сукупність просторових координат частинки '.

Практично особливо важливі статистичні оператори нижчих комп­
лексів Рі та Рг· Структура рівнянь є такою ж самою, як і у класичній 
проблемі функцій розподілу комплексів частинок, тобто ми маємо без­
межний ланцюг рівнянь, бо в рівняння для Р] входить Р 2, в рівняння 
для Р2 входить Рз і т. д. У зв’язку з цим у квантовій теорії можливий 
такий самий підхід, як і в класичній: побудова розв’язків у вигляді 
рядів за степенями малого параметра, коли малий параметр характе­
ризує в певному сенсі вплив інших частинок на даний комплекс, або 
розроблення різного типу апроксимацій, які дозволяють оператори ви­
щих комплексів виразити через оператори нижчих і тим самим «замк­
нути» систему рівнянь.

В класичній статистичній фізиці такі методи досить детально роз­
роблені для різних систем з різним характером взаємодії частинок2. 
В сучасній теорії квантованих полів відповідний узагальнюючий апа-

ковим.
1 Наведена форма рівнянь для операторів була нам подана С. В. Тяблі-

Н. Н . Б о г о л ю б о в, Проблеми динамической. теории в статистической физи- 

ке, А. Е. Г л а у б е р м а н ,  Современное состояние и некоторьіе проблеми моле- 
ку.лярной теории растворов злектролитов, ТермоДинамика и строение паствопов М 
AH  СССР , 1959, § 5, 6.
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рат розвинений в термінах так званих квантових функцій Гріна1. Цей 
апарат зараз глибоко проникає в квантову статистичну фізику, обу­
мовлюючи розвиток дуже прогресивного напрямку теорії2.

1 I. S c h w i n g e r ,  Ргос. Nat. Acad. Sci. 37, 452, 444 (1951), (див. переклад

у збірнику «Проблеми современной физики», №  6, 1958).
H. Н . Б о г о л ю б о в ,  Д. В. Ш  и р к о в, Введение в теорию квантованннх 

полей, ГИТТЛ, М „ 1957, гл. II, § 14
2 Д. Н . З  у б а р е в, У. Φ. Н. 71, в. І, 1960.
В. JI. Б о и ч - Б р у е в и ч ,  С. В. Т я б л и к о в .  Метод функций Грина в стати­

стической механике, Физматгиз, М., 1961.

20 А. Ю. Гяауберман



Р о з д і л  XI

БАГАТОЕЛЕКТРОННІ АТОМИ 

§ 36. Систематика атомних спектрів
\

Розглянемо передусім так звану теорему додавання моментів. Не­
хай ми маємо систему, яка складається з двох невзаємодіючих частин, 
для кожної з яких має місце збереження моменту кількості руху. Тоді

момент кількості руху системи в цілому М можна розглядати як суму

моментів М\ та М2 двох її частин. Позначимо через L\, L2 та т ь т 2 
квантові числа для власних значень M'f, М\ та М\г, M2z відповідно, 
для власних значень повного моменту і його ζ-компонент введемо по­
значення L та т.

Для ζ-компонент моменту закон додавання є очевидним:

M z =  M lz +  M2z,

(36.1)

т  — т,\ .+ гп2,

чим ми вже,користувалися раніше. Для того щоб встановити «правило 
додавання» для квадратів моментів, розглянемо такі міркування.

Якщо обрати повний набір величин, у який входять Μ?, М\, M lz, 
M2z, то стани будуть визначатися числами Lu L2, т\, т 2, причому при 
заданих Lx та L2 квантові числа та т 2 можуть набувати відповідно 
(2 Z-1 -f- 1) та (2L2 -j- 1) різних значень. Хвильові функції в такому разі 
будемо позначати г|л,і,т,т, ■ 3 таким же успіхом можна обрати набір, у 
який входитимуть величини Μ 2, Λίζ, причому стани будуть ха­
рактеризуватись числами Lu L2, L, m, а функції в цьому разі будуть по­
значені так: і, т· Загальна кількість різних станів при заданих L]
та L2 не може змінитись при цьому новому виборі і дорівнює, як і при 
першому виборі, (2L{ -f- 1) (2L2 -)- 1). Ця сукупність станів тепер по­
винна визначатися всіма можливими значеннями L та т. Кожному зна­
ченню L відповідає 2L 4- 1 різних значень т ( — L, ... L). Найбільше 
значення т  в стані, ψχ,, т,т2 (при заданих L{ та L2) є m — L { -j- L2, 
відповідне до т і =  Li, т 2 =  L2; звідси випливає, що і в стані ψχ, l, l, m 
найбільше т, а значить і найбільше L дорівнює L\ -f- L2.

Маємо далі два стани 3 т  =  Lx -(- L2 1 відповідно

до двох можливостей: m i =  L u m2 =  L2—О або m\ =  L\— 1, m2 =  L2. 

Тому ПОВИННІ бути Два СТаНИ 3 m =  L, .-f- L2— 1 і прИ Виборі tyr.,L,Lm. 
А саме: стан з L =  L { -f- L2 та т>— L — 1 і другий стан з L =  L x -f- L2 —  1. 

та m =  L. Отже, маємо такі можливі значення L при заданих Хг та L2:

L =  Li ~\- L2, L\ L2 — 1,...

Продовжуючи міркування, ми дійдемо до висновку, що при заданих Lj
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та Z-2 число L може приймати 2L2 +  І (коли L2 < I ] )  або 2Li -\--\ 
(коли Li <  L2) значень:

£  — Ai Н~ L2, Li -(- L2 — 1, L\ -j- L2 — 2, ... j L\ — L21. (36.2)

Одержане правило додавання можна наочно описати на векторній мо­

делі. Якщо ввести два вектори Li та L2, то значення L відповідатимуть 

цілочисельним значенням довжини вектора L, який є векторною сумою 

L\ та L2\ максимальне значення L =  L\ -j- L2 відповідає в цій моделі

паралельності векторів L\ та Z2, а мінімальне L =  \ Li — L21, — аінти- 
паралельності.

■ Послідовне застосування одержаного «правила додавання» необ­
хідне число разів дозволяє «додавати» довільну кількість моментів '.

Рессел-Саундерсівський зв’язок

Розглянемо тепер багатоелектроінний атом і будемо розуміти під 

М і та М2 оператори М , та Ms, тобто повний орбітальний момент систе­

ми електронів та її повний спіновий момент. Застосування нашого пра-
—-> ——>·

вила додавання можливе лише тоді, коли M L та Ms, зокрема, є інтегра­
лами руху. При повному записі гамільтоніана з урахуванням реляти­

вістських ефектів (спін-орбітальна взаємодія і т. д.) оператори Ml та 

M s, зокрема, не комутують з рператором Я. Інтегралом руху є лише 

повний момент кількості руху системи М —-

~М =  ML -f Ms (36.3)

і стани характеризуються значеннями повного моменту /. Але коли 
спінові взаємодії розглядати як малі збурення і в нульовому набли­
женні нехтувати частиною гамільтоніана, яка описує релятивістські

ефекти, то в цьому наближенні можна Ml та Ms вважати інтегралами 
руху (вони комутують з незбуреним гамільтоніаном) і характеризувати 
стан також значеннями L та S, де L квантує сумарний орбітальний, 
а 5 — спіновий моменти атома.

В першому наближенні теорії збурень рівні визначатимуться за за­
гальними правилами теорії збурень, а відповідні власні функції в ну­
льовому наближенні будуть лінійними комбінаціями хвильових функ­
цій вихідного виродженого рівня з даними L та 5. Отже, в цьому набли­
женні можна також вважати, що абсолютні значення орбітального мо­
менту та цовного спіну зберігаються. В цьому разі у згоді з (36.2) ми 
маємо

J — L -f- S, L -j- 5 — 1,..., ІL — 5 J, (36.4)

тобто, (25 +  1) різних значень J (коли 5 L) при заданих L та S.
Врахування релятивістських поправок як збурення приводить до 

того, що вироджений рівень із заданими L та 5 розщеплюється на ряд 
близьких рівнів, що .відрізняються значеннями /. Ми прослідкували ці 
закономірності раніше на прикладі одноелектронної системц (один 
електрон у центральному симетричному полі). Внаслідок цього розщеп­
лення ми одержуємо мультиплетну структуру рівнів атома.

Отже, тонка структура — мультиплетність рівня в прийнятому на-

1 Частинний випадок цієї теореми ми одержали у § 28. Див. формули (28.31)
і (28.32). ·
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ближенні—r визначається числом 2S-f- 1, коли S <  L, або 2L-f-i, коли 
5 >  L. Ясно, що так само, як і для одноелектронної системи, кожний 
з рівнів тонкої структури залишається ще виродженим по напрямку

— >

вектора повного моменту атома М з кратністю 2J Легко перевіри­
ти, що

J L — S І

^  (2/ -j- 1) =  (2L -f- 1) (2S +  1),

f-L + S

:як і повинно бути, бо виродження рівня у незбуреній задачі відпові­
дало виродженню по можливих 2L -f- 1 напрямках орбітального та 
'2S -f- 1 спінового моментів в просторі. Система (2S+ 1) (2L+ 1) ста­
нів, які відповідають певній конфігурації (див. далі) з даними L та S, 
називається термом.

Спектроскопічні позначення атомних рівнів у випадку бататоелект- 
ронни.ч атомів подібні до розглянутих раніше в проблемі одного елект­
рона в центральному полі. Лише, оскільки ми маємо справу з сумар­

ними моментами M l і т . д., вживаються великі літери, а саме:.

L =  0 1 2 3 4 5 6 . . .
, (36.5)

S Р D F G H J . . .

Коло відповідної літери, що символізує значення L, зліва нагорі пи­
шуть число .25 +  1, яке вказує мультіуїлетність терма в тому випадку, 
коли 5 <  L. З правого боку пишуть значення повного моменту атома /. 
Наприклад, 2Рз/2означає рівен'ь з L — 1, 5 .= л/а, /·==3/2.

Використане нами наближення полягає в умові, щоб інтервали тон­
кої структури були малими у порівнянні з різницями рівнів з різними 
L та S. Таке наближення практично поправне для легких атомів і но­
сить назву рессел-саундерсівського типу зв’язку, або «Ь5»-зв’язку. 
Отже, будь-яку схему станів, в якій М і та МІ діагональні, ми будемо 
називати «Ь5»-зв’язком. На мові векторної моделі в схемі «Ь5»-зв’язку 
орбітальні моменти кількості руху окремих електронів вважаються
Зв’язаними один з одним так, що вони дають результуючий орбітальний

—> . . . 
момент атома M l \ відповідно вважаються зв’язаними і спіни окремих 
електронів, які складаються у повний спін атома.

В поправочних членах, які трактуються як збурення, ми в більшості 
випадків можемо нехтувати релятивістською зміною маси зі швидкістю, 
і розглядати лише спін-орбітальну взаємодію. Взаємодія спін-опія (між

спінами електронів) має той самий порядок (другий) відносно — , але

для тяжких атомів спін-орбітальна взаємодія далеко більша за взаємо­
дію сшн-спін. Більш тонкий аналіз спінових взаємодій необхідний лише 
в окремих випадках (таким випадком є, наприклад, триплетні терми 
гелію)1·

Отже, для багатоелектронного атома з зарядом ядра, рівним Ze, 
наближений гамільтоніан може бути поданий у формі

(3 β ·6 >
* = І і>І

де оператор

1 Див. К о н д о н  и Ш о р т л и ,  loc. cit., гл. V I, §  7, Л . Л а н д а у ,  Е. Л и ф ш и ц ,  
Квантовая механика, §  67.
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ί--= 1

враховує спін-орбітальну взаємодію (див. § 29).

У випадку «Ь5»-зв’язку електростатичні взаємодії великі у порів*- 
нянні зі спін-орбітальною взаємодією, але зі збільшенням атомного но­
мера релятивістські взаємодії в атомі зростають. В зв’язку з цим мож­
ливим є другий крайній випадок, коли електростатична взаємодія мала 
порівнюючи з спін-орбітальною. В цьому випадку не можна розглядати' 
окремо повний орбітальний та поший спіновий моменти, окремі елект-

рони характеризуються своїми повними моментами М/, які об’єднують­

ся у повний момент атома М. Слабка електростатична взаємодія віді­
грає тепер роль збурення, яке обумовлює розщеплення рівнів. Схема 
побудови рівнів в цьому разі носить назву «jj» схеми зв’язку.

Практично важливий не цей випадок (хоч є тяжкі атоми, близькі 
до схеми «jj»), а випадок проміжного зв’язку1.

Наближення центрального поля

Будемо далі мати на увазі' лише рессел-саундерсівський зв’язок, 
його кількісна непридатність для .тяжких атомів не заперечує можли­
вості якісного використання для класифікації нижчих станів і в цьому 
випадку.

Багатоелектроніний атом є складною системою взаємодіючих елект­
ронів, які рухаються в полі ядра. За загальною теорією, ми можемо 
говорити лише про стан системи в цілому і писати хвильову функцію 
системи як функцію 4N змінних. Такий строгий підхід практично здійс­
нити не вдається. Присутність членів взаємодії між електронами в га- 
мільтоніані (36.6) не дозволяє виконати розділення змінних. Нехтувати 
цими членами в початковому наближенні, щоб тлумачити їх як збурен­
ня, взагалі кажучи, не можна, бо хоч для великих Z кожний з них ма­
лий у порівнянні з членом Ze2/r;. але їх так багато, що в загальному 
повна енергія взаємодії електронів між собою не є малою, порівнюючи 
з повною енергією взаємодії електронів з ядром.

Виявляється, однак, що можна з добрим наближенням увести в роз­
гляд індивідуальні стани кожного електрона зокрема як стаціонарні 
стани для електрона в деякому ефективному централшосиметричному 
полі, створеному ядром та всіма іншими електронами.

Найпростіший підхід спирається на ідею екранування, за якою 
можна врахувати більшість членів електронної взаємодії в наближено­
му розв’язку, який є вихідним для дальшого застосування теорії збу­
рень.

Члени взаємного відштовхування всі додатні, і їх присутність змен­
шує вплив від’ємних членів притягання до ядра. Наприклад, коли г, 
велике, порівнюючи зі всіма іншими г,·, то rtj  ~  r t та e2/rlf ~  e2/r t. 
Оскільки різних значень j є N — 1, то на великих віддаленнях електрон 
рухається в полі, яке наближено має такий вигляд:

U (r )--- ~ ~ Nr +-- е2, (36.7)

тобто (N ■— 1) електронів екранують заряд ядра.

Коли розподід інших електронів має сферичну симетрію, то ми мо­
жемо розглянути потенціал у середині сферичного шару з радіусом гй

1 Див. К о н д о н  и Ш о р т л и ,  loc. cit., гл. X I.
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та повним зарядом — Q як область, у якій рухається розглядуваний 
електрон (коли г; не є великим). З теорії потенціалу маємо, що потен- 
ціал цього шару всередині його є сталим і дорівнює — Q/a. Отже, при 
малих rг потенціальна енергія електрона має такий характер:

V [ r ) ~ - Z £  + const. (36.8)

Саме таку асимптотику для U(r) ми розглядали в теорії руху електро­
на в центральному некулонівському полі (§ 13).

Сформульоване наближення є цілком достатнім для теорії спектрів 
атомів, подібних до атомів лужних металів в основному стані, у якому 
є один електрон зовні стабільної системи оболонок внутрішніх електро­
нів. Для таких атомів всі стани, крім дуже сильно збуджених, можна 
трактувати лише в зв’язку з валентним електроном. Ми обмежимося 
розвиненою раніше теорією для валентного електрона в центральному 
полі1.

Методи обчислення ефективного поля U(r), необхідного для роз­
гляду атомів іншого типу, ми розглянемо далі. На підставі наближення 
центрального поля ми можемо розглядати як гамільтоніан незбуреної 
задачі оператор

N

Η » = Σ { ΐ ϊ , ? '+ υ Μ ) ·  <369>

а як збурення різницю Н — Н0:

^ - ^ 0 = 5 ] [ ί Λ 4 Ι - | - ί / ' ( Γ ί)] +  5 · ( Ι (36.10)

де U(r) — ефективне центральне поле.

Незбурена задача є задачею про рух N «незалежних» електронів 
у ефективному полі U(r); отже, стани окремих електронів характери­
зуються точно так, як у розібраній раніше проблемі руху одного елект­
рона в центральному полі, квантовими числами η, І, т , а енергії — 
числами п, І.

Повний опис стану атома тепер буде полягати у поданні значень 
повних моментів L, 5, /  та характеристиці станів окремих електронів. 
Наприклад, запис ·

ls2p3P 0

характеризує стан атома Не, у якому 1 = 1 ,  5 = 1 ,  /  =  0, а електрони 
перебувають у станах Is і 2р, відповідно. Якщо декілька електронів 
перебувають у станах з однаковими І та п, то на це вказують Введен­
ням показника степеня. Розподіл електронів в атомі по станах з різни­
ми І, п називають електронною конфігурацією. Наприклад, електронна 
конфігурація атома натрію в основному стані записується так:

ls22s22p63s.

При фіксованих /, п є 2(2/ 1) різних станів, відповідно до можливих
значень т  та sг. Всі такі стани звуться еквівалентними, а електрони 
в еквівалентних станах входять в одну оболонку. При заповненні всіх 
станів з даними І, п утворюється замкнена оболонка.

1 Детальний розгляд можна знайти в цитованій багато разів книзі К о н д о н  а
та Ш  о р т л і, гл. V I, §  10.
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Зі спектроскопічних даних про енергії оболонок можна з’ясувати 
послідовність зростання енергії оболонок, яка має вигляд

Is, 2s, 2 р, 3s, 3 p, (4s, 3d), Ар, (5s, Ad), 5p, (6s, 4 f, 5 d), ...

В дужках позначені оболонки, енергії яких є дуже близькими. Тут про­
являється відміна випадку руху електрона в некулонівському централь­
ному полі від проблеми водневого атома. В останньому енергія залежить 
лише від головного квантового числа п, у той час коли для некулонів- 
ського центрального поля енергія залежить і від п і від І. Збільшення 
п та зменшення І ведуть до протилежних наслідків. Знаючи послідов­
ність енергії оболонок, можна визначити електронні конфігурації ба­
гатьох атомів в основному стані. До цього питання ми ще повернемося 
при обговоренні періодичної системи елементів.

Можливі для атома при деякій електронній конфігурації терми 
треба визначати по-різному, залежно від того, чи маємо ми справу з 
нееквівалентними чи з еквівалентними електронами. У першому випад­
ку можливі значення L та 5 визначаються просто за правилом дода­
вання моментів, а для еквівалентних електронів треба додатково вра­
хувати обмеження, зв’язане з принципом Паулі.

Розглянемо, наприклад, три еквівалентні р-електрони ( /= 1 ) .  
В цьому разі т  може бути рівним 1; 0; — 1; отже, можливі шість станів 
з різними ш та ms:

т 1 0 - ! 1 1 0 —1

ms V* V, - V 2 - 1/»

За принципом Паулі електрони можна розподіляти лише по одному 
в певному з розглянутих станів. Можливі атомні стани одержуються 
зі значеннями Ми — Σηι та Msz =  Σηιί (вкажемо лише додатні зна­
чення Міг та Msz): (2, У2), два стани з (1, У2), (0, 3/2) та три стани з 
(0, У2) . Наявність пари значень (2, Уі2) говорить про існування терма 
2Д  до якого треба віднести ще один стан (1, у2) та один стан· (0, У2). 
Те, що залишається ще один стан (1, Уг), вказує на наявність терма 
2Р, до якого треба віднести ще один стан (0, У2). Два стани, що лиши­
лися: (0, 3/2) та (0, У2), відповідають терму 45. Отже, для конфігурації 
з трьох еквівалентних р-електроніів можливі лише терми 2Р, Ю, 45.

Специфічна тонка структура спектрів водню була обговорена ра­
ніше, і нам залишається зробити ще зауваження з приводу так званої 
надтонкої структури спектрів. Ми досі не враховували того факту, що 
ядро атома володіє спіном (і). Взаємодія спіну ядра з орбітальним 
рухом електронів слабка і приводить до відповідного малого розщеп­
лення рівнів, що й відповідає надтонкій структурі. Рівень з даним І 
розщеплюється на ряд рівнів, які відрізняються значеннями повного 
моменту атома (враховуючи ядро). Значення повного моменту F є такі:

F =  / +  і, ... . j /  — і І — (36.11)

у повній аналогії до відповідних формул мультиплетної структури.

Парність станів і правила відбору

Строго кажучи, інтегралом руху для атома є повний момент атома 
і лише в певному наближенні можна вводити квантові числа для орбі­
тального і спінового моментів. Але є ще одна характеристика стану, яка 
є точним інтегралом руху — так звана парність стану.
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Узагальнимо на випадок багатоелектранної системи міркування, на­
ведені в кінці § 13. Запровадимо оператор парності Р г:

P J (x  и Уи ги ..., xn, У н, zN, t) = f { - x 1, — y 1, ~ z u . . zN, t ), (36.12)

який є оператором відбиття всіх просторових координат всіх частинок 
відносно початку. Якщо гамільтоніан системи є інваріантним відносно 
перетворення просторової інверсії всіх координат всіх частинок, то він 
комутує з Р г:

Н РГ =  РГН . (36.13)

^Гамільтоніан вільного атома залежить віід ; rf,-(ri rJ)^pl та від Ml і 

M s, і його інваріантність відносно інверсії всіх гг очевидна1.

Таким чином, функції стаціонарних станів можна розглядати як 
власні функції оператора Р г, який, внаслідок (36.13), є інтегралом руху· 
З визначення Рг випливає, що Р; є тотожним оператором і власні зна­
чення оператора P г дорівнюють +  1. Власні функції оператора енер­
гії, які є одночасно власними функціями.оператора Р г для його власно­
го значення, рівного -f- 1, звуться парними, а відповідні до — 1 — не­
парними. Функції стаціонарних станів володіють певною парністю, яка 
не змінюється з часом.

Власні функції нульового наближення для методу центрального 
поля теж є власними функціями оператора інверсії Рг. Функція нульо­
вого наближення дорівнює

^ £ ( - 1 ) РРфяД ^ . . . . ф „ „ ( ?л,), (3бЛ4)

Р

де п означає сукупність квантових чисел (n, І, m, ms) . Кожна індиві­

дуальна функція ψ„,(<7) є добутком координатної функції tynlm (r, ft, φ) 
на спінову. Коли ж оператор Р г діє на функцію типу (36.14), то, згідно 
з результатами, одержаними в кінці § 13, власна функція помножуєть­
ся на (— 1 ) .  Отже, стан є парним, коли ΣΙ — число парне, і стан є не­
парним, коли ΣΙ — непарне число. З напівкласичної теорії вбирання 
і випромінювання світла легко здобувається результат, який узагаль­
нює теорію, розвинену для одноелектронних систем. Так, дипольне ви­
промінювання визначається матричним елементом повного дипольного

моменту атома Оператор дипольного моменту Σβί Γι є непарним
' 1 

відносно інверсії всіх координат всіх частинок, і його матричні елементи 
можуть бути відмінними від нуля лише тоді, коли парності початкового
і кінцевого стану є протилежними. Ця умова є загальним правилом 
відбору, відомим під назвою правийа Лапорта2. Якщо працювати з 
функціями нульового наближення (36.14), то легко бачити, що (в на­
ближенні «незалежних» електронів, які рухаються в ефективному цент­
ральному полі) з ортогональності індивідуальних функцій; випливає, що 
при переході може змінюватись лише стан одної з частинок і правила 
відбору для квантових чисел збігаються із знайденими нами раніше 
для одноелектронної проблеми.

Якщо взаємодію між електронами враховувати точніше, то прави­
ла відбору повинні будуватись на загальних теоремах теорії системи

1 В нерелятивістському розгляді всі гамільтоніани є інваріантними відносно ін­
версії всіх просторових координат всіх частинок.

2 О. L a p  o r t e ,  Zs. f. Phys., 23, 135 (1924), Hand. d. Astrophys., Berlin, розд. V I ,
684 (1930). ·
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частинок, а саме: на законах збереження повного моменту кількості 
руху і парності стану.

Послідовний розгляд на основі квантової електродинаміки системи, 
яка складається з випромінювання та атома, приводить в цьому разі 
до правила відбору, згідно з яким квантове число повного моменту 
кількості руху атома може або змінитись на одиницю або залишитись 
без зміни ’.

§ 37. Теорія атома гелію

Розглянемо в прийнятому наближенні центрального поля теорію 
найпростішого багатоелектронного атома —-· атома гелію. Будемо, як 
і раніше в проблемі атома водню, вважати ядро нерухомим. Вплив 
руху ядра ми врахуємо далі, зразу для загального випадку л-електрон- 
ного атома.

Позначимо радіуси-вектори першого та другого електронів від-

ношо нерухомого ядра через η (хь уи ζ і) та гч(х 2, у2, ζ2),, а їх спіни;

відповідно Si та s2. У загальній нерелятиівістській теорії гамільтоніан. 
для гелію можна записати так: ~

н = — L · Δι ~  L · — τ ·  ~  ^ + w  (S) *Sa’ r i ’ ΐ2' ~ lh Vi’ ~ th V2- ’
(37.1)

де W описує спінові взаємодії та релятивістську зміну маси.. Для_ лег­
ких атомів цим членом можна спочатку нехтувати, маючи на увазі, що 
він обумовлює мультиплетну структуру тер мів. В цьому наближенні 
просторові та спінові змінні в рівнянні на власні функції оператора 
енергії розділяються, і розв’язок можна записати як добуток коорди­
натної частини на спінову:

ψ(π, rz, slz, s2J  =  <D(ri,r2)S(s]z, s2z). (37.2)

Для наближеного розв'язку (37.2), який відповідає гамільтоніану лише 
з електростатичними взаємодіями:

Λ2 . h2 . 2ег 2е2 , e2 /Q7 оч
Н — — н— Δ, — —  Δ»--------- --- , (37.3)2 т  І т  2 rt гг 1 rit , ’ 4 ’

повинна виконуватись загальна вимога антисиметрії функції системи: 
електронів. У зв’язку з цим можливі два класи станів:

=  Ф ,(П , ^ )5 a (slz,s ,z), (37.4)

Ψ>·= ( ^ ь П О З Д ^ Л ) . (37·5)

де функції з індексом «s» є симетричними відносно своїх змінних, а. 
функції з індексом «а» є антисиметричними.

Розглянемо спочатку побудову відповідних спінових функцій. 
Оскільки спінові взаємодії не входять у гамільтоніан (37.3), спінові 
змінні теж розділяються так, що

*5 (Siz, 52г) =  (51г) («&)· *.(37.6)

1 Виняток становить випадок, коли в кінцевому та початковому станах це число 
дорівнює нулю. М іж  такими станами радіаційні переходи взагалі неможливі в. 

першому наближенні теорії збурень.
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З і всіх можливих добутків (37.6) ми маємо утворити спінові функції 
певної симетрії. Добутки

S (s+)= ^S 42{s1z)S 4,{s2z), 5 i_)= 5 _ Vlfsu ).5_Vi(s2i) (37.7)

є симетричними відносно обох електронів і відповідають обом спінам, 

паралельним до осі 2  (Sj+)) або антипаралельним до неї (Sj_1) . Два 
інші можливі добутки:

?(+-
= 5 V, («і») S-4t.[s2z),· S { . +і=  5 _ Vi {sl2) S,,, {s22) (37.8)

не володіють певними властивостями симетрії. Але з цих двох функцій, 
які відповідають двом спінам: одному спіну, паралельному осі z, 
а другому — антиларалельному, завдяки виродженню по спінах можна 
утворити лінійні комбінації, які володітимуть певною симетрією, а саме:·

s?' =  γ ψ  № ,( i .J S - '/ . .W + S - v .(s u)S.,1 (s„)) =  ^  +  s'-*'),

(37.9)

S« = y r  ̂  (51*) 5 -va ( % )  -  5 -V, (Si,) 5 v, (% ) )  =  r—  (5 ,+- ) -  5 (- +)).

(37.10)

Перша лінійна комбінація (S?1) є симетричною, а друга (S J  — анти­

симетричною. Множник 1/]/ 2 запроваджений для нормування. Легко 
перевірити, що

Σ  Σ  «г-*. Σ  (37-ID
s u ’m ‘ /a Sl g — 'U  S2Z- - 1I-1

$Z  —  Slz +  S2z =

та що Ss‘ i S a ортогональні одна до другої та до S i+> і Si~[ В такий 
спосіб ми одержали одну антисиметричну функцію Sa та три симетричні: 

i Ss > .

Проекція результуючого спінового моменту іна вісь z для симет­
ричних спінових станів дорівнює

1 {S{s+)j

0 (5І0)) (37.12)

-1

'Отже, квантове число 5, яке характеризує величину результуючого 
спіну в стані з симетричною спіновою функцією, або, інакше кажучи, 
в кожному з трьох можливих станів з антисиметричною координатною 
функцією Ф а, дорівнює одиниці. Будемо іназивати ці стани ортостана- 
ми Д зауважимо, що коли тепер врахувати спін-орбітальну взаємодію,

то 5 може мати три орієнтації відносно орбітального моменту, завдяки 
чому кожний нерелятивістський рівень ортогелію з квантовим числом L 
розщеплюється на триплет з внутрішніми квантовими числами J =  L 4- 
+  1, L , L -  1.

Єдиний c t<jh  з антисиметричною спіновою функцією Sa , або, 
інакше кажучи, з симетричною координатною функцією Ф ? будемо на­
зивати парастаном. У цьому стані Sz =  0, а значить, і величина повно­
го спіну S дорівнює нулеві. У зв’язку, з цим врахування спін-орбіталь-
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ної взаємодії не приводить до розщеплення рівня. Рівні парагелію за­
лишаються простими — сінгулетні рівні.

Для одержаних двох класів станів з різною мультиплетністю ми 
маємо важливе правило. Схема термів гелію та іонів з двома електро­
нами складається з двох систем термів — триплетної (ортогелій) та сін- 
гулетної (парагелій), які о п їи ч н о  не комбінують одна з Одною (інтер- 
комбінаційна заборона). Це означає, що оскільки ми нехтуємо слаби­
ми спіновими взаємодіями, переходи між цими станами є неможли­
вими. Дійсно, при врахуванні лише електростатичних взаємодій та від­
повідних1 зовнішніх полів, які не взаємодіють зі спіновим магнітним 

ментом, гамільтоніан системи є симетричним відносно просторо­
вих координат електронів

Н(гі, ^ ) = Я ( г 2,П ), (37.13)

і хвильове рівняння

приводить нас до висновку, що, коли ψ в деякий момент часу є симет­
ричною відносно просторових координат електронів, то воїна буде си­
метричною і в наступний близький момент часу.

У випадку взаємодії зі світлом ми маємо, що імовірність переходу 
в дипольному випромінюванні з рівня парагелію з функцією Sa на 
рівень ортогелію з власного функцією Ф а Ss визначається виразами 
типу ;

^  SsSa|ф„(Гі,г2)ФЛг1( + (37.14)

При перестановці змінних інтегрування Ф 4 та оператор сумарного ди­
польного моменту не змінюються, а Ф а змінює знак. З другого боку, 
зміна позначень змінних інтегрування в інтегралі не може привести 
до зміни інтеграла, якщо інтегрування по обох змінних йде по тій са­
мій області. Таким чином, інтеграл у (37.14) повинен Дорівнювати ну­
леві. Незалежно від цього вираз (37.14) обертається в нуль через ор­
тогональність 5 , та S„.

При врахуванні взаємодії магнітного поля світлової хвилі зі спі­
ном електрона ми одержали б відмінну від нуля імовірність переходу 
між станами гелію різної мультиплетності, але ця імовірність, як легко 
оцінити, є дуже малою у порівнянні з імовірністю переходів під впли­
вом електричного поля хвилі.

Таким чином, інтер комбінаційна заборона не є абсолютною, але 
практично зі спектроскопічної точки зору суворою. Взагалі, всякі пра­
вила відбору, як ми вже зазначали раніше, мають зміст лише відносно 
збурень певного типу та певного наближення теорії збурень. Лише 
деякі правила мають більш універсальний характер. Т&к, при взаємодії 
зі світлом інтеркомбінаційна заборона є суворою, але, наприклад, при 
бомбардуванні атомів гелію електронами імовірність переходу з пара­
де ортостану не є малою.

Ми можемо із загальних міркувань вирішити питання про те, який 
стан гелію є основним — орто- чи пара. Насамперед зауважимо, що 
сформульована раніше теорема варіаційного числення про те, що роз­
в’язок рівняння Шредінгера, який відповідає мінімальному власному 
значенню енергії, не має вузлів, потребує обережного застосування у 
випадку багатьох частинок. Оскільки в цій теоремі йдеться лише про
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координатну функцію, то питання про характер симетрії координатної 
функції повинне завжди вирішуватись у зв’язку з вимогою антисимет­
рії (у випадку частинок з півцілим спіном) повної хвильової функції.. 
Виявляється, що для системи частинок, кількість яких більша ніж 
2s -f-, 1, де s — півціле, повністю симетрична координатна функція не 
сумісна з вимогою антисиметрії повної функції *. Оскільки відсутності 
вузлів відповідає лише повністю симетрична координатна функція,, бо

антисиметрична хоч в одній парі частинок (г\, г2) координатна функція

обертається в нуль при Г\ =  г2, то відповідне до неї мінімальне власне 
значення може бути фізично забороненим і основний стан системи опи­
суватиметься, взагалі кажучи, функцією з вузлами. ·

У нашому випадку двох електронів справа залишається простою. 
Нормальний стан гелію описується координатною функцією без вузлів, 
тобто функцією Φό, (парагелій).

Наближена теорія енергетичного спектра гелію 

У рівнянні Шредінгера для атома гелію:

*2 л ■ 2е2 2е2 . е*\ , р ,
'2т 1 2 ^ Δ2 — Т Ψ =  £Ψ (37.15)Г1 1 Г12

змінні не розділяються, і ми маємо можливість розглядати проблему 
лише на підставі наближення центрального поля, про яке йшла мова 
у § 36. Ефективне центральне поле, яке враховує екранування, взагалі 
кажучи, не є однаковим для всіх електронів, як це вважалося у (36.9), 
і його треба було б, писати як Ui (ri). Лише в окремих конкретних ви­
падках в доброму наближенні можна вважати це поле єдиним і рів­
ним U (r;) (наприклад, для основного терма гелію та основного терма 
деяких більш складних атомів таке наближення є придатним). Про 
методи обчислення ефективного поля [/,·(/■,·) ми будемо говорити далі, 
а зараз коротко обговоримо наближені методи в зв’язку з конкретною 
проблемою гелію і застосуємо найпростіший підхід, придатний для 
якісного аналізу схеми термів.

Якщо ми оберемо незбурений потенціал з максимальним врахуван­
ням (взаємодії електронів, що в загальному випадку веде до різних по­
лів для різних електронів (див. далі методи Хартрі та Фока), тобто

U~ -Ui(r\) - j- i/2(r>), (37.16)

то рівняння незбуреної задачі матиме вигляд
1,2 иг

2 т ^ ~ Ш ^ + и^ ) +  U* (''з) Ф° =  £0Ψ°. (37,17)

де змінні розділяються, після чого ми прийдемо до системи· рівнянь, 
для окремих електронів

+  =  ї= 1 ,2 , (37.18)

причому Е° =  Еі° +  Е2°.

1 Питання про можливий характер перестановочної симетрії координатних функ­
цій розглянуте в книзі JI. Л а н д а у ,  Е. Л и ф ш и ц а ,  loc. cit., § 61. При більш ніж 
двох електронах питання про те, як перетворюються власні функції при перестановках 
лише просторових або лише спінових координат, є ускладненим внаслідок появи не­
лінійних представлень групи перестановок. Загальна математична теорія представ­
лення груп перестановок розвинена у книзі Вейля (H. W e y l ,  Gruppentheorie imd 
Quantenmechanik, Leipzig, 1931, гл. V ).
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Для запису функції нульового наближення треба вимагати, щоб 
вона мала таку саму симетрію відносно координат обох електронів, як 
і точна функція. Цьому легко задовольнити, враховуючи обмінне ви­
родження, шляхом побудови відповідних лінійних комбінацій з функцій

ψιη =-фі(гі)^2(гТ) і ψ2° =  ψι(Γ2)'ψ2(η ) , (37.19)

де ψι° задовольняє рівнянню

2 т

а ψ2° іншому рівнянню:

h i  А

2m  1
Д

2 от 2
+  u t (r2) 4- U2 (r,)] ψ§ =  (£? +  E l) ψ». (37.21)

У зв’язку з цим лінійні комбінації ψ°, які відповідають усім мож­
ливим розв’язкам «індивідуального» рівняння (37.18), не утворюють 
ортогональної системи і немає підстави для застосування звичайної 
методики теорії збурень. Якщо добрати, коли це можливо, ϋ\ та U2 
рівними між собою, то рівняння (37.20) і (37.21) збігаються і система 
функцій ψ° буде ортогональною.

Ми побачимо далі, що метод Хартрі—Фока, .в якому всі t/, різні, 
дає найкраще наближення у порівнянні з іншими наближеними мето­
дами. Він однаково придатний для всіх термів, але не дозволяє прин- 
ципіально розвинути метод теорії збурень і вимагає великої вичислю- 

вальної роботи.
Можна, однак, в окремих випадках знайти такі вирази для незбу- 

реного потенціалу, які б враховували в певній мірі взаємодію між 
електронами і вели до методу простішого, ніж метод Хартрі Фока.

Наприклад, якщо електрон 1 перебуває в основному стані, а елек­
трон 2 —-у досить збудженому, то можна вважати, що вся хмара за­
ряду електрона 1 лежить ближче до ядра, ніж електрон 2, і вплив елек­
трона 1 на електрон 2 зведеться до екранування заряда ядра; и2 =  
=  _ ( Z — 1)е2/г2. З другого боку, внесок хмари заряду зовнішнього 
електрона до потенціалу, який діє на внутрішній, зводиться до незнач­
ної адитивної сталої. На цій підставі Гейзенберг1 прийняв

Ui(r)>— U2(r )=  U(r),

U (r ) =

, Г > г й

(37.22)

(37.23)

у ,  Г < г 0. 
Г 0

Якщо для критичного радіуса Го обрати середнє значення між «радіуса­
ми орбіт» електронів, то зовнішній електрон практично буде рухатись

. . Ze , е
в полі з потенціалом — (Z — \ )е/г, а внутрішній — у полі — — -)-— .

Величина Го з обчислень випадає.
У випадку основного стану можна вважати, що обидва електрони 

в середньому однаково віддалені від ядра, і записати:

Ulir)]==U2{r ) ^ U ( r ) = - ( Z - x)eyr ,  (37.24)

1 W . H e i s e n b e r g ,  Zs. f. Phys., 39, 499 (1927).
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де χ — стала екранування. В цьому разі метод збурень також є за­
стосовним.

В дійсності для гелію можливі лише такі стани, коли принаймні 
один електрон перебуває в основному стані. Це видно з того, що енер­
гія атома (при нехтуванні електронною взаємодією), в якому обидва 
електрони збуджені, завжди більша, ніж енергія· іона гелію в основ­
ному стані плюс енергія безмежно віддаленого від Не+ нерухомого 
електрона. У зв’язку з цим ми могли б розвинути теорію на підставі 
наближення Гейзенберга, що робиться досить просто1. Збурення має 
при цьому вигляд

~ - v ( r i ) - v ( r 2), (37.25)
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але, маючи ,на увазі лише якісні результати, ми оберемо менш точну 
форму теорії збурень.

У рівнянні (37.15) член, що описує взаємодію електронів е2/гі2, бу­
демо розглядати як збурення. Незбурене рівняння буде

( - Ε ^ . - £ Δ’ - ^ - ^ ) Φ 0 =  £ 0 Ψ·. (37.26)

Для системи двох електронів в полі ядра з зарядом Ζ ряд теорії збу­

рень ми одержуємо як ряд за степенями Л-. Цей ряд погано збігається,

бо збурення е2/гі2 не є досить малим 2. За нульове наближення треба 
обрати лінійну комбінацію

Ψ * =  C iV  +  с2̂ 2°, Е° =  Еу +  E k, (37.27)

де

^ 1° =  ψι (θ)ψ* (r2) , -фа0 =  Ψι (Г2) Ψ* (Λ) - (37.28)

Тут ψι описує Індивідуальний основний стан електрона, а %  — деякий 
збуджений стан відповідної одноелектронної задачі.

Повне рівняння Шредінгера запишемо так:

( Я °  +  1/)ψ  =  £ ψ , “  (37.29)

Н* =  Я? +  Щ  =  ~  £  δ , - -  ^  -  £  д 2 -  7 7  ’ (37-30>

а

V =  f ,  (37.31)

і шукатимемо розв’язок у першому наближенні теорії збурегіь:

ψ =  ψ* -f- φ, E =  Е° -f- є, (37.32)

вважаючи У, φ та є величинами першого порядку малості.

Підставляючи (37.32) у (37.29) та врахувавши, що ψ* задоволь­
няє незбуреному рівнянню, ми одержимо, нехтуючи членами другого 
порядку малості, ■

Я°ср — £°<Р= (V — ε)ψ*. (37.33)

■ ^ 1 1
1 Г. Б е т е ,  Квантовая механика простейших систем, ОНТИ , 1935, гл. І, раздел В.

2 Х ілераасу вдалося, комбінуючи цей метод з варіаційним, знайти розклад 
власного значення в ряд за степенями l /Ζ для основного стану. E. H  у і  1 e r a a s, 
Zs. f. Phys., 65, 209 (1930). Див. Г. Б е т е ,  loc. cit., гл. I, § 18.
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За загальною схемою теорії збурень для кратних власних значень (об­
мінне виродження) маємо такі умови існування розв’язку неоднорід­
ного рівняння (37.33):

] Ч і° (У — ε)ψ*Λτ =  0, J v (V - r r  ε)ψ*Λ==0, (37.34)

або, підставивши вираз (37.27) для ψ*, одержимо, зважаючи н-а Орто- 
нормовацість функцій ψι° та ·ψ20,

, Ci(Fii — є) + с 2Уі2 =  0 (37.35)

CiVvi “b ^2 ( 1^22 — ε) =  0,

де через V 1к позначено матричні елементи *

Vjk — J  ψΓ V c/τ, dx =  d%\dx2, (37.36)

для яких, у зв’язку з симетрією енергії збурення, маємо співвідношення

Vn =  V22, ^12=^21-

Умова існування нетривіального розв’язку однорідної системи (37.35) є

j Vu — ε V,2 (37.37)

I V21 V,22 — ε

звідки

(Уп _ е ) 2 _  V»J==0, Vn — ε =  +  Vi2· (37.38)

Підстановка співвідношень (37.38) у рівняння (37.35) дає

С\ +  с21== 0. (37.39)

Отже,

ф* =  с1(ф?±.ф2) =  с1{ф1(1)ф*і2)±ф*(1)фі(2)}, (37.40}

що відповідає вимогам симетрії і могло бути записаним зразу без об­
числень, на основі цих вимог. Константа сі визначається з умови нор­

мування для Ψ* і дорівнює

Таким чином, ми маємо дві координатні функції:

ф* = р ^ И і(1)ф* (2)+фі(2)ф*(1)} (37А1)

Φ . =  ^={ψ ι(1 )ψ *(2)-  Ψ,(2)Ψ* П)\ (37.42)

і відповідні значення енергії:

Ε ^ Ε ,  + Ε ^  Vn + V 12 (37.43)

Еа — Еі + Ek-\-Vn — VVi

Es- E a =-2Vri. (37.44)

Розглянемо структуру та зміст матричних елементів Уц та V\2, які 
входять в поправку до енергії є. Почнемо з Vn'·

Vn =  J  Ψ? —  rfx —  J J  Є Ψι (1) Ψι (j) dyL ej>k (2) (2) diX' (3745 ),

Величину e|ij)i(l)]2 можна інтерпретувати як густину електричного за-
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■ряду Qi, зв’язану з першим електроном в індивідуальному стані ψι, а 
е|-фй (2)|2 — як відпойідну густину ρ2, зв’язану з другим електроном. 
У зв’язку з цим Vu можна записати у вигляді

VV =  J j ^ c M x 2 =  /C> 0, (37.46)

який говорить про те, що V\i має зміст кулонівської взаємодії хмар 
електронних зарядів (відштовхування) і має простий аналог у класич­
ній теорії. Позначення Vu =  К відповідає прийнятій назві цього ін­
теграла як кулонівського. Розглянемо тепер Via'·

Vi2 =  j  ψο J l  ф} =  j  . (37.47)

Якщо ввести «густини» заряду

Р1*(1) =  еф1(1)фй(1). ^ ( 2 ) = ^ ( 2 ) ψ * ( 2 ) ,  (37.48)

то відповідний інтеграл теж має зміст кулонівської взаємодії

У Ї2 =  М  (?) άτ2 =  А, (37.49)

але густини зарядів побудовані так, що перший і другий електрон, 
зокрема, представлені обома індивідуальними станами та ψ*. Via 
носить назву обмінної енергії або обмінного інтеграла і позначається 
літерою А.

Ця друга частина енергії взаємодії електронів теж обумовлюється 
електростатичною кулонівською взаємодією, але її присутність є 
чисто квантовомеханічним здобутком і не має класичного аналога.

Той факт, що квантовомеханічні наслідки тотожності електронів 
виступають так, що ми маємо дві відокремлені частини К та А, є ре­
зультатом лише нашого наближення. За загальною теорією, поправка 
до енергії першого наближення дорівнює середньому значенню енергії 
збурення:

Є =  =  f у -1 ф  (Ги r 2) I2 d x j ά τ 2.
M2 J  r  12

Підстановка у цей вираз нашого наближення Для Ф(гь fa) (37.40) дає 

ΐ  =  ΐ Γ ^ 1 [ | ψ ο | 2  +  |ψο|2 ± -ψοψο ± ψ οψ ο ] ά τ ι ά τ2 =  Κ ± Α .  (37.51)

'13 z J  r  12
—► -►

Доли б ми могли застосувати точний розв’язок Ф(гі, Га), ми не ма­
ли би такого простого відділення обмінного члена, як у (37.51), і об­
мінний ефект був би виражений у більш складній формі. ^

Обмінна енергія появляється при будь-якій центральній взаємодії 
тотожних частинок, розглядуваних за квантовою механікою, і є одним 
з найважливіших результатів цієї теорії.

Не заглиблюючись більше в кількісну теорію атома гелію \ заува­
жимо, що наш розгляд приводить до висновку, що спектр гелію відріз­
няється від водневого тим, що завдяки двом системам термів пара- та 
ортогелію подвоюється кількість рівнів, крім того, маємо розіцеплен- 
ня станів з однаковим п та різними І (знімається /-виродження). Від-

1 Див. Г. 5  е т е, Квантовая механика простейших систем, гл. І В.
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даль між пара- та орто-термом характеризується обмінним інтегра­
лом А1.

Знаючи наближені хвильові функції атома гелію, можна розраху­
вати для нього різні характеристичні величини.

Наведемо лише приклад обрахунку магнітної сприйнятливості 
гелію в основному стані (найнижчий стан пара-гелію), Спінова функ­
ція пара-гелію відповідає протилежно орієнтованим спінам, у зв’язку 
з чим спіновий магнітний момент атома дорівнює нулю (спіни компен­
совані). Правильною функцією нульового наближення буде

Ψ* =  ψιοο(1)ψιοα(2), (37.52)

яка є симетричною відносно обох електронів і нормованою.

Таким чином, в основному стані пара-гелію орбітальний момент
атома теж дорівнює нулеві. За формулами § 31 > одержуємо, що ЗШ1)

(парамагнітний момент, магнітне поле спрямоване по осі ζ) дорівнює 
нулеві. Отже, гелій повинен бути діамагнітним, що і спостерігається 
на досліді. Діамагнітний момент атома гелію легко записати, узагаль­
нюючи формулу (31.9) на випадок двох електронів

' ^ 2) =  -  +  М + .У Ї)), (37.53)

де середні значення лгі2, у і2, х22, г/22 вираховуються за допомогою хви­
льової функції (37.52). Завдяки сферичній симетрії стану ми можемо 
записати:

у  2 ---  2 -------- ν* 2 - ,  і 2 ----- ^*2 2 _ ** 2 _________  у 'І
Л\ У  1 β »  Л 2 -_у2 ---  β > ' 1 -------- · з ----- У ·

Діамагнітна сприйнятливість χ дорівнюватиме

дШ<?> е
y— ^ = - S ? r1· (37.54)

Обчислення г2 за допомогою функції (37.52) приводить до чисельного 
значення χ =  — 1,87· 10_6 у той час, як експеримент дає число у =  
=  — 1,88· 10-6. ..................■

§ 38. Самоузгоджене поле

Тепер ми можемо повернутись до питання про методи визначення 
ефективних полів, у яких повинен розглядатись рух електронів багато- 
електронної системи, розглядуваних формально як «незалежні», при 
підході, сформульованому для атомів раніше в так званому наближен-. 
ні центрального поля.

Методи наближеного розгляду багатоелектронних систем, які ми 
зараз вивчатимемо, мають загальне значення і можуть бути застосо­
вані не тільки до багатоелектронних атомів, а й взагалі до будь-яких 
багатоелектронних систем — молекул і кристалів. Загальною ідеєю ме­
тодів, які цікавлять* нас зараз, є ідея наближеного зведення задачі 
про N взаємодіючих електронів до N задач про‘один електрон, який 
рухається у відповідному ефективному полі.

1 Теорія тонкої структури спектра гелію на основі наближеного релятивіст­
ського рівняння, в певній мірі подібна до теорії Паулі у випадку одного електрона, 
була розвинена Брейтом (Q. B r e i t ,  Phys. Rev. 34, 553 (1929); 36, 383 (1930); 39, 
616 (1932). Див, Г. Б е т е ,  loc. cit., §  22.

21 А. Ю . Глауберман
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У зв’язку з цим ми сформулюємо проблему більш широко, ніж 
вона стоїть в теорії атома, так, щоб вона мала зміст для руху системи 
електронів в полі будь-якої кількості нерухомих ядер або додатних 
іонів, розташованих на певних віддалях одне від одного в просторі.

Метод Хартрі1

Хвильова функція системи п електронів

"Ψ  (хи . . хп)

є функцією від всіх координат всіЯ електронів, враховуючи як просто­
рові, так і спінові координати електрона, і є антисиметричною віднос­
но перестановки частинок.

Знехтуємо свідомо вимогою антисиметрії функції. Тоді ми зможе­
мо просто розглянути координатну частину хвильової функції, зокрема, 
(ми маємо на увазі, що гамільтоніан системи враховує лише кулонів- 
ськї взаємодії)

Ф

Сформулюємо основне і тепер по суті єдине наближення методу, а саме: 

будемо апроксимувати функцію Ф(гь ...г„) добутком п «індивідуаль­

них» невідомих функцій г|̂ (г;) :
П

'Ф (п , ■■;Гп) = Π ψί<Г,). (38.1)
і-ї ..

Для побудови рівнянь, яким повинні задовольняти індивідуальні функ­
ції ψ,·, ми зараз підемо конструктивним шляхом за Хартрі. З апрокси­
мації (38.1) випливає, що в цьому наближенні

ІΦ Й  . · · · Г„) І2 =  І фх (r,, І21 фа (г2) і2.. .|ф„ Й)|2· (38.2)

Отже, густина імовірності певної конфігурації системи електронів 
у прийнятому наближенні визначається добутком густин імовірностей 
розподілу в просторі окремих електронів, кожна з яких дорівнює квад­
рату модуля відповідної шуканої індивідуальної функції. Тоді густина 
електричного заряду, зв’язаного з k-ям електроном (при умові нормо- 
ваноеті всіх індивідуальних функцій), буде

Q k = e ΙΨ *(Γ*)Ι2· (38·3>

Потенціальна енергія взаємодії і-го електрона зі всіма іншими може 
бути записана в звичайний спосіб:

k+i *·· і 

Повна потенціальна енергія і-го електрона одержиться як сума:

•■£/і Й = ^ о Й . +  С/і, (г), (38.5)

(38.4)

1 D. R. H a r - t r e e ,  Proc. Cambr. Phil. Soc., 26, 89 (1928).
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де U0(r) — потенціальна енергія у зовнішньому полі (наприклад, ство­
реному ядром атома або кристалічною граткою ядер у кристалі). На 
підставі цього формальне рівняння Шредінгера для індивідуальної 
функції ί-го електрона буде /

■ Δ, + U ,Й  -  W,) ф, Й  =  0, (38.6)

або

(~ША + и о Й  +  J Й  =  ° · ' (3 8 -6 а )
А ФЇ

Оскільки кожне з ^ к(к ф і)  у свою чергу визначається рівнянням 
типу (38.6), то ми маємо в дійсності систему інтегро-диференціальних 
рівнянь ( і = 1 , . . . ,  п), розв’язок якої дає нам сукупність шуканих ін­
дивідуальних функцій , які визначають апроксимацію (38.1). Знайде­
мо зв’язок власних значень W, з повною енергією системи (в нашому

наближенні). Помножимо (38.6) на та проінтегруємо по dxh одер­
жимо .

W,

або

W  ̂=  1 Ф [ - £ ^  + ^ о Й  + 1 ] £ ) ф Л ( ά τ= Υ \ ά τ ,
k + i (=1

Обчислюючи суму всіх власних значень Wit приходимо до формули

П П П

Σ  ^ - = Χ φ { Σ ( — os. ?)
* .1 = 1  i k+i

в той час, коли повна енергія системи дорівнює

Ψ = | ф / / ф *  =  | ф  { Σ ( ~  55-Δ,+ U, Й  ) +  ' £ } ф * .  (38.8)

i k,i

Ми бачимо, що у (38.7) потенціальна енергія взаємодії електронів 
входить подвоєною. Якщо ввести позначення 1 :

^  =  1 ф * ( - ^ Ді +  ^ о Й ) )ф ,Л ,  =  ̂ ф ( - ^ ; Д, +  « /о Й ))ф Л , (38.9)

то ми одержимо шукане співвідношення:

^ = υ Σ (ΖΓ' + ^ ·  (38Л°)
І

Розглянутий метод набув назви методу самоузгодженого поля, бо спра­
ва виглядає так, -ніби кожний електрон рухається у полі, створеному 
розподілом заряду всіх інших електронів та нерухомого ядра (або 
ядер) з потенціалом

Й · (зв:їі)

#
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Зв ’язок з варіаційним методом 1 .

Варіаційний принцип може бути застосованим до нашої проблеми
в найпростіший спосіб так, щоб мультиплікативне наближення (38.1)
здійснити за допомогою п відомих індивідуальних функцій (дібраних 
з певних додаткових міркувань), які містять певну кількість невизна- 
чених параметрів:

Ψι(η, «і. Ьи ···), ψ2 (/·2, а 2, Ь2, . . . ) ,---- $п{гп, ап, Ь„ ,. . . )  (38.12)

При цьому енергія системи

^ΦΗΦ άτ І  | φ φ  βίτ (38.13)

'буде функцією цих параметрів. Мінімізація W реалізується при визна­
ченні параметрів з умов

" ~ 0  ' « - І ........ . > , - £ - 0 ( 1 - 1 ...........» !............ (38.14)

Така форма використання варіаційного принципу практично бага­
торазово застосовувалась. Але варіаційний принцип можна застосувати 
не тільки для визначення скінченної кількості параметрів, які входять у 
заздалегідь обрані індивідуальні функції, а і для того, щоб не вводячи 
явно параметрів, визначити індивідуальні функції, які при побудові
(38.1) вважаються невідомими. Це означає введення безконечної кіль­
кості параметрів, коли функції представлені рядами.

Нехай Ф визначається мультиплікативною апроксимацією (38.1).
Запишемо варіаційний принцип у вигляді

δ  ̂ФНФйх =  0 (38.15)

при додаткових умовах 2

|*ψ;ψ;ί/τ(=  1, або δ ψ, d%i — 0 ί — 1, . . .η .  (38.16)

Проводячи варіацію під знаком йтеграла, маємо

j* δ Φ Η Φ ά τ  - -j* іф 'Я  6Φί/τ - 0,

або, завдяки самоспряженості оператора Я,

^ 6 Ф Я Ф *  +  J  δΦΗΦάτ =  0. (38.17)

Підставляючи вираз для Ф, одержимо

П П/

Σ  + Σ  | δΨ ί Π ψ * ^ Φίίτ==0· (38.18)
і. v k + i і k + i

1 В. А. Ф о к ,  Zs. f. Phys., 61, 126 (1930); Трудьі Гос. Опт. инст. 5в. 1 (1931).

J. С. Slater, Phys. Rev., 35, 210 (1930). .

2 М ожна було б ще накласти умови ортогональності : індивідуальних функцій,

тоді ми одержали би кінець кінцеві додатковий член ^  λί;· ψ;·.

■ · j*i

З?4

Перепишемо тепер систему додаткових умов (38.16) так:

п п ,

δ Ф/ П Фа ф + j  δΨ( Π Ψ* ф = 0 (і = 1 ......п) ‘ (38.19)
k + i k+i

Помножимо кожну умову на відповідний множник Лагранжа λ2 та від­
німемо їх всі від виразу (38.18), тоді матимемо

п п п п п п

Σ  j δ {■ -J Π  ψ* я П  ψ* Π  άτι- λ; J Π  Π } <Μτι +
ι k+i k+i k+l k+i k+ i' k+i

+  компл. спр. =  0. (38.20)

Через незалежність варіацій 6-ψ, та ■ бчр/ прирівнюємо коефіцієнти 
при них до нуля і приходимо остаточно до системи рівнянь

Н і - λ,·) ’̂  =  0, (38.21)

( і =  1, ..., η),
де ■·, · ■

^  =  (38-22)
k=f=i k̂ t-i k / І

має зміст середнього значення оператора Н для даного положення 
/-го електрона при всіх конфігураціях інших електронів. Математично 
послідовно одержані рівняння (38.21) еквівалентні рівнянням Хартрі
(38.6), а сам розгляд за варіаційним принципом дає математичне об­
грунтування конструктивного виведення рівнянь за Хартрі. Різниця 
полягає в тому, що Η , , крім членів, що входять у «конструктивний» 
гамільтоніан Хартрі

~  2й ̂ /+ (г<) + (гі).

містить ще середнє значення енергії всіх інших електронів, так що 
власні значення Xt відповідають повній енергії W. Нормальний Стан 
системи відповідає найменшому W зі всіх стаціонарних значень, які ви­
пливають з варіаційного методу.

Методи такого типу можна застосовувати до систем, які є сукуп­
ностями будь-яких мікрочастинок або підсистем.

Метод Фока з антисиметричними функціями 1

Розглянута вище форма методу самоузгодженого поля не врахо­
вує важливих властивостей симетрії хвильових функцій систем тотож­
них мікрочастинок. Хвильова функція системи електронів повинна бути 
антисиметричною відносно перестановки будь-якої пари електронів.

Будемо розглядати функцію системи Ψ (χ ι,..., хп), де xt — сукуп­
ність просторових координат ί-го електрона та його спінової координа­
ти, у мультиплікативному наближенні. Єдина форма, яка задовольняє 
умові мультиплікативності та антисиметрії, є

1 В. А. Ф о к ,  Zs. f. P hys, 61, 126 (1930). P. A. M . D i r a c ,  Proc. Cambr. Phil. 

Soc., 26, 376 (1930).
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Ψ  -  c

де

ψι(*ι)ψι(*2) ·.%(*„)

^2(*і)яМ*2)...гМ*л)

' h i * і) ΦΒ(·«2)·.·ψ„(·«ηί

=  f 2 j (-  1)Ρ'Ρ Ψΐ(Λΐ)Ψ2 (JP2) * - - Фя (-«„),

P (38.23)

\

Фі (■«/.) =  Ψ/ Cn) «S’*

a P — оператор перестановки.

Припустимо, що всі індивідуальні функції ортонормовані:

Σ  | ф<МФаМ ^  =  ̂ · (38.24)

При цій умові константа нормування с у виразі для Ψ  буде рівною

1
с =  ~F=. у  п\

Будемо далі опускати символ суми по дискретній спіновій змінній, але, 
записуючи лише інтеграли, будемо мати її на увазі.

Варіаційний принцип записується так:

Σ ί ψΗψάχ =  0, (38.25)

або, приймаючи спрощений запис та пам’ятаючи, що варіація δψ;(χ) 

відноситься лише до ■фД/̂ ), а не до S(si2), одержимо

ίΨ # Ψ έ& + Γ δΨ //Ψ < /τ  =  0, (38.26)

де використано умову самоспряженості оператора Я,

Позначимо для скорочення простий добуток індивідуальних функ­
цій через φ:

Я

Фі (-«і) ф2 (-«я) · ■ · Ф» (·*„) =  Π  ΨΠΧ-) =  ψ.
. · 1 І- 1

ТОДІ

Оскільки вираз ̂  j ΡδψΗψάχ не змінюється при застосуванні будь-якої

перестановки до всіх змінних інтегрування у всіх членах підінтеграль- 
ного виразу, застосуємо для нього перестановку' Р~1. Тоді

| δ¥ //Φ ίίτ  =  ̂ ^ ] ( -  1 )Ρ | δ ^ Ρ - 1Ψί/τ =  - ^ ^ | δ ^ Ψ ί ί τ ,  (38.27)

Ρ Ρ '

бо Ρ~’Ψ  =  (— 1)ρ ψ . Далі, оскільки число різних перестановок дорів­
нює п\, то

δ Ψ # Ψ  άτ =  р= =  ̂  j δ φ # Ψ  άτ =  γη\ J δ<ρ//Ψάτ.
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Підставимо тепер вираз для оператора Я:

П - П- - 
Н  =  ^ Е ( Хі,Рі) +  ̂  ^ F [ xi, x k) (38.28)

Я Я

(в нашому випадку вважаємо, що F(xh xk) — e2/rik, а Е не містить спі­
ну) і одержимо · '

П

f δΦ7/Ψύ!τ =  .(- l)pj  δ * # / > ? * .=  J ]  (— 1)р j J ]  ^byE[xhP i)P«>dx+

p  P t — l

+ \ Y ^ F [ x h xk) P y d ^ .  (38.29)

i , k

Інтеграл

де

кі-і

відмінний їв ід нуля лише тоді, коли Р означає тотожню перестановку, 
як це випливає з умов ортогональності індивідуальних функцій, і до­
рівнює при цьому

^ b ^ iE[xi,p i) ^ l dzi.

Інтеграл ^Ф^(Х-> xk)Pydx відмінний від нуля в двох випадках, коли

р  =  і і коли Р — Р ік, тобто коли Р являє собою або тотожну переста­
новку або транспозицію Р ік (перестановку i-το та k-vo електронів). 
В першому випадку

j  δ φ/=■(.*„ xk) Ρ γ ά τ  =  J  [ψ; [xt] δψ* [xk) -f

+  ψ* (-V*) Ч і  (■*,)] F і х і> x k) Фі W  Ψ* (■**) d^i d x k,
у другому —

j  δ φ F  (Xi, Xk) Ρφ άτ =  j  [фг (Xi) δψ* [xk) +

+ Ψ* (**} F  (Xi. Xk) Ψ/ (**) Ψα (χ/) db dxk.

Використовуючи властивість симетрії закону взаємодії F (x it хк) == 
=  F(xk, Хі), одержуємо

Я

J  δ Ψ Η Ψ  άτ =  5] j  άτ, δ фг { IΕ [xt, Pi) -f Σ  jifr* F  [xt, xk)| ψ* [xk) |2 j ψ, (**) -  

i 1 k + i

— Σ  J  (-̂г. -̂a) Ψ* ψί (-̂ *) Фй - (38.30)

Коли ми введемо позначення ' , * ,
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A ki Μ  =  j  F  {x, ■*') Φι ( ·* ')  ψ* (■*') d x ',

П

(38.31 >

/8-1

то зможемо записати скорочено: ' ;

j  δ В Д Ф  άτ =  £  j  dx  δ ψ, (χ) { [E(x, p) +  B (*)] Ψ< (x) -  ^  A w ψ, (jc)} .

(38.32)

Віднімаючи від суми цього виразу та відповідного комплексно спря­
женого^ систему додаткових умов ортонормованості індивідуальних 
функцій, помножених на множники Лагранжа Xkl

х*;,|5Фі [x)$k{x)dx + l kl J ψ,-(аг) §ψΑ(^)ίίΛ =  0,

та прирівнюючи коефіцієнт при δψ; до нуля, ми одержуємо систему 
інтегро-диференціальних рівнянь

п

(£  + £ )ψ * Μ -  · Σ ^ * · + λ«)Ψ*(·*) =  °  (38.33)
к- 1

та аналогічну систему для функцій комплексно спряжених. Рівняння
(38.33) і є основними рівняннями методу Фока.

Помноживши ці рівняння на ^j(x), інтегруючи по координатах цент­
ра ваги електрона х, у, ζ та беручи суму по спіновій змінній sz, одер­
жимо

h i =  ̂ j{ x ) { F  + B )^ i ( x ) d x - Y i ^ A ki^j (x)^k (x)dx^ (38.34)

k

або, в розгорненому вигляді,

λβ =  Ец +  J F(x, х') [χ) ψ, (х) ^  ψ* (χ') ψ* (*') dx dx' —

k

-  §F{x,x ')ty j(x) ψ,(χ) y,£ i ^k{x')^k{x)dxdx', (38.35)

к  1

ДЄ

ЕЧ =  j  Ψ; [x) F  (x, ρ) ψ, (λ) dx (38.36)

матричні елементи «власної енергії» електрона.
Коли практйчно використовувати розділення просторових і спіно­

вих змінних в індивідуальних функціях, то треба обмежитись невиро- 
дженими проблемами, у яких всі електрони в одноразово заповнених 
станах мають однаково направлені спіни. і

Справа в тому, що антисиметрична функція (38.23) не буде влас­
ного функцією квадрата результуючого спінового моменту системи, коли

всі і|); (Г() різні, a S{ (хіг) обираються випадково.
У загальному випадку невироджених функцій ми одержали б одне 

рівняння для координатних функцій для станів, зайнятих двічі, і дещо
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інше рівняння^ для станів, зайнятих однократно. Таким чином, не всі 
координатні функції були б ортогональні. Якщо обмежитись системами, 
для яких результуючий спін дорівнює нулеві, так що кожний індиві­
дуальний стан двічі зайнятий (два електрони з протилежними спінами), 
то можна записати рівняння Фока для самих координатних функцій.

В цьому разі рівняння Фока для координатних функцій можна за­
писати так: ^

П 1

— ш Δψι' ̂ й + Σ  j  ̂  й>й) і й )  і2 άτ* } й )—
А-1

п п

-  у ,  ( Φι ή)ψ*. й ) ψΛй )= λϋψιй )+ Σ  λ« ψ* й 1·
■ iZ U  1 '7-і (38.37)

1 tt спіни

ЦІ рівняння правильно враховують антисиметрію хвильової функції 
системи електронів і містять обмінні ефекти. Відкидаючи у (38.33) всі 
члени 3 k Ф  і, ми знову приходимо до системи рівнянь типу Хартрі

(E +  B - A tt) b  =  Xn b. (38.38)

Як рівняння Фока, так і рівняння Хартрі приводять до концепції само­
узгодженого поля, причому кожний електрон рухається у «своєму» са- 
моузгодженому полі.

Для того, щоб, як ми це зазначали при розгляді наближення цент­
рального поля, ввести єдине самоузгоджене поле, треба від рівнянь 
Хартрі (38.38) перейти до ще більш наближених, знехтувавши членом 
Ап, тобто розглядаючи фактично ефективне поле, створене усередненим 
зарядом усіх електронів.

Після такого спрощення ми приходимо до рівнянь Шредінгера для 
окремих електронів, які всі мають той самий вигляд:

' (E -І В — )ч ) t|-; — 0. - (38.39);

Знаходження індивідуальних функцій навіть у спрощеній схемі Хартрі: 
вимагає громіздких обчислень.

Безпосередньо розв’язок системи рівнянь Хартрі може бути одер­
жаний за такою схемою послідовних наближень. Обирається, взагалі 
кажучи, довільно система відомих індивідуальних функцій ψι ... ψ„. За 
допомогою цих функцій обчислюються інтеграли, які входять у вирази 
для потенціальної енергії взаємодії даного електрона зі всіма іншими 
(див. 38.6а), після цього система перетворюється на звичайну систему 
диференціальних рівнянь з частинними похідними. Ця система розв’я­
зується. Знайдена сукупність розв’язків ψ/, ψ2',..., ψ„' використовується 
так само, як вихідна, і процес продовжується доти, доки знайдена на 
певному етапі система функцій не збіжиться з системою, знайденою 
на попередньому етапі (з певною мірою точності). Таким чином, збіж­
ність процесу забезпечує існування самоузгодженого поля.

Сама назва самоузгодженого поля випливає з того, що функції, які 
ми визначаємо, виявляються узгодженими з «полем», в залежності від 
якого ми їх знаходимо.

; У загальному випадку потенціал, який викликається іншими елект­
ронами атома, не є сферично симетричним у зв’язку з відхиленням від 
сферичної симетрії самого розподілу зарядів:

Σ ^ · ι
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Тому в теорії атома Хартрі застосував його вираз, усереднений по всіх 
напрямках. Врахування (відхилень від сферичної симетрії є складним 
і в проблемі атома навряд чи приведе до поліпшення результатів. Для 
одержання сферично симетричного самоузгодженого поля досить при­
пустити, що кожна індивідуальна функція має форму хвильової функ­
ції задачі центрального поля для одного електрона. Це означатиме, що 
у варіаційній задачі варіації підлягає лише радіальна' частина. Можна 
переконатися, що при таких умовах ефективне поле буде центральним. 
Кінець кінцем у методі Хартрі для атомів ми завдяки введенню цент­
ральної симетрії замість системи диференціальних рівнянь в частинних 
похідних одержуємо систему звичайних диференціальних рівнянь для 
N радіальних функцій. Метод Хартрі, а особливо метод Фока, дає дуже 
високі за точністю результати *. Розвиток теорії в бік поліпшення основ­
ної апроксимації (38.1), тобто часткового відмовлення від повного роз­
ділення змінних, в основному зв’язаний з роботами Фока та його спів­
працівників2.

У зв’язку з розвитком машинної техніки обчислення за методами 
Хартрі і Фока суттєво полегшуються.

§ 39. Метод Томаса—Фермі

Для атомів та атомних систем, до складу яких входить досить ве­
лика кількість електронів, застосовується й інший наближений підхід, 
який можна назвати статистичним.

Статистична теорія атомів, молекул або кристалів заснована на 
розгляді системи електронів як виродженого електронного газу при 
абсолютному нулі температури. Підставою для цього є факт, що у 
складних атомах з великою кількістю електронів переважна більшість 
їх характеризується індивідуальними станами з великими квантовими 
числами і можливим є квазікласичне наближення з поняттям про 
«ячейки» фазового простору, відповідно до трактовки електронного газу 
за статистикою Фермі—Дірака. Оцінка відомого з статистичної фізики 
параметра виродження:

8 и3/г3я

(2TzmkTfki l
(39.1)

де η =  -- середня густина електронного газу (Ω — об’єм системи),

приводить до того, що як для металів, де електронний газ утворюють 
зовнішні колективізовані електрони всіх атомів кристала, так і для 
атомів з багатьма електронами параметр виродження має великі зна­
чення при звичайних температурах і газ є повністю виродженим.

Як відомо, при низьких температурах кінетична енергія, а значить 
і тиск газу ферміонів, прямує не до нуля, а до скінченного граничного 
значення. Це випливає безпосередньо з принципу Паулі — у найнижчо­
му квантовому стані поступального руху може перебувати лише одна 
частинка, друга частинка може займати тільки вищий стан, якщо не 
зва>Кати на спін. При абсолютному нулі реалізуються енергетично 
найнижчі стани.

Розглянемо простір імпульсів з ячейками розміром 8π3Λ3/Ω. Коли 
основний стан частинок g-кратно вироджений, кожній ячейці відповідає

1 Див. Е. К о н д о н  и Г. Ш о р т л и ,  loc. cit., гл. X IV , 9; В. А. Ф о к ,  Трудьі 
ГОИ  5 в. 51 (1931); В. А. Ф о к  и М. И. П е т р а ш е н ь ,  Ж ЗТ Ф , 4, 295 (1934). Ряд 
конкретних розрахунків див. в книзі Д . X  а ρ т р и, Расчетьі атомньїх структур, И Л , 

М „ (1960).
2 В. А. Ф  о к, Μ . Г. В е с е  л о в  и М. И ; П е т р а ш е н ь ,  Ж ЗТ Ф , 10, 723 (1940).
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g станів. Густина станів в просторі імпульсів буде ν — βΏ/8π3/ι3. N час­
тинок розподіляється всередині сфери в просторі імпульсів, яка носить 
назву сфери Фермі, з густиною ν. Радіус цієї сфери р шах визначається 
з рівняння

(39.2)

звідки
І 3 У/з2тсА ! ,  - , о п  о ч

Ртік  == ( 4π~) J U » *  <3 9 ·3 )

і максимальна кінетична енергія

(SM)
Якщо газ зазнає дії сил, які описуються потенціальною енергією■ V, 

то максимальне значення повної енергії Ψ  буде

( з а д

При рівновазі W повинно бути однаковим у всіх точках простору
(ψ  =  const) і маємо

=  25/» gm'1' ( ψ  _  уу/,т (39.6)
4π2 3h3

Значення цієї константи Ψ  визначаються з умови

j'ndv =  N, (39.7)

де інтегрування поширене на весь об’єм газу. Формула (39.6) вірна 
лише для областей, де W — V >  0, а для областей, де W — V <С 0, ми 
довизначаємо п як п =  0. З цих міркувань можна прийти до уявлення 
про радіус атома чи границю металу.

Пригадавши ці загальні співвідношення теорії виродженого фермі- 
газу (Г — 0), покладемо для електронів g — 2 і підрахуємо середню 
кінетичну енергію електронів:

ff Z \ EB\ >EE ™ .  < 3 9 · 8 )

Число квантових станів електронів в об’ємі Ω з величиною імпульсу 
в інтервалі ρ, р +  dp дорівнює

Ω , ,

* & P “dP>

отже, маємо
Ршах

4 г̂аах
2n2mh* N J и y 5 2m

o

г » =  4  (39.9)

На одиницю об’єму припадає кінетична енергія (для вільного електрон­
ного газу):
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Рівняння Томаса— Фермі

Для загального виводу основного рівняння методу будемо застосо­
вувати варіаційний принцип1. Ми розглядаємо в статистичній моделі 
атомні системи так, що сукупність електронів трактується як виродже­
ний електронний газ (при Т =  0), причому електрони вважаються «роз­
мазаними» по всьому об’ємі і ця «атмосфера», завдяки притяганню до 
ядер та взаємному відштовхуванню електронів, перебуває у рівновазі.

Визначимо енергію електронного газу для системи з багатьма 
електронами при наявності зовнішнього потенціального поля Vk, яке 
може бути полем довільного числа ядер та враховувати інші зовнішні 
поля. Розділимо об’єм на елементи dv — такі, щоб потенціал всередині 
цих елементів був практично сталим, але щоб у «их містилась достат­
ньо велика кількість електронів. Тоді всередині кожного елемента dv 
електрони можна розглядати як вільний електронний газ при Т =  0.

На підставі цього повну кінетичну енергію електронів можіна в 
доброму наближенні записати так:

/*;=.· у.к [n  >dv. (39.12)

Потенціальну енергію електронів в елементі dv ми запишемо як суму 
двох частин, одна з яких дорівнює (густина заряду ρ =  — еп) :

— enVk (39.13)

і описує взаємодію з ядрами та зовнішнім полем, а друга рівна

- e n V e, де Ve= - e  (*~ {·2  - dv', (39.14).

і описує взаємодію електронів. Тоді

ЕьС . р — — J* Vk endv, Ер =  — γ  Ц  Ve endv =  -і e2 J* dv dv’ ,

(39.15)

причому в члені Ер міститься і енергія «самодії» електрона самого на 
себе (як і в наближенні Хартрі з єдиним полем U).

Повна енергія Е =  Е к -\-.Ер буде рівною

ίΓ)η|Γ,) dvdv'. (39.16) 
\Т-?\

Розглянемо Е як функціонал відносно п і запишемо варіацію повної 
енергії при додатковій умові

j*endv — eN. (39.17)

Одержимо варіаційне рівняння

1 W. L e n z ,  Zs. f. Phys., 77, 713 (1932). Перші роботи див. Е. F e r m i ,  Rend. 
Lincei. 6, 602 (1927); 7, 726 (1928); Zs. f. Phys. 48, 73; 49, 550 (1928). L. H. T h o m a s ,  
Proc. Camb. Phil. Soc. 23, 542 (1927).

f

6 ( E  4 -  V a N e )  =  0 ,  ( 3 9 . 1 8 )

де V0 — множник Лагранжа. 

Оскільки

ЬЕк =  tC^bndv, Ь Е р=  — e J  Vkbndv ,

ГЬ —> *·►

ЬЕер =  ег і п dvdv' =  -  g j  Ve bndv, e W  =  e jj5ndv ,
r — r

то з (39.18) одержуємо рівняння 

5

I
з якого випливає, що

(V — V0)e bndv =  0, + (39.19)

(V — V0)e — -^Kk Φ» =  0, (39.20)

або

n =  a0(V — V0yi·, (39.21)

де
σ0 =  (3e/5xfr)3/a,

Якщо тепер застосувати рівняння Пуассона для зв’язку густини заряду 
і відповідного потенціалу, ми прийдемо до рівняння Томаса—Фермі:

A (V — Vo)=4naoe(V— Voyi‘ . (39.22)

Фізичний зміст множника Лагранжа Vo з’ясовується при порівнянні
формули (39.21) з формулою (39.6) при g =  2, звідки видно, що — eV0
дорівнює максимальній енергії електрона.

і 3 другого боку, оскільки електронна густина і границі системи ви­
значаються з варіаційного принципу (39.18)

6£+-Voe6N =  0, (39.23)

а варіацію енергії мож,на виконати, змінюючи число електронів N, 
так що

δ £  =  ̂ ν = μ δ / ν ,  (39.24)

то, порівнюючи останні два рівняння, матимемо

% = - eV«· <3925)

звідки — eVo дорівнює хімічному потенціалу μ системи при Т =  0.

Рівняння Томаса— Ферм і—Д ірака

У попередньому розгляді була врахована лише звичайна електро­
статична взаємодія. Можна вдосконалити теорію, взявши до уваги об­
мінну взаємодію ‘. Проведемо відповідне розвинення теорії за варіацій­
ним принципом2. Обмінну енергію електронного газу при абсолютному

1 P. А. М. D i r a c ,  Proc. Cambr. Phil. Soc., 26, 376 (1930).

2 H. J e n s e n ,  Zs. f. Phys., 89, 713 (1934).
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нулі температури можна знайти таким чином Ми розглянемо дві гру­
пи електронів, що відрізняються напрямком спіну. Інакше кажучи, роз-

д τ '  ■ N
глянемо систему N електронів, які займають -g- двічі вироджених ста­

нів (по спіну). Для електронів одної групи обмінний інтеграл для пари 
електронів, що перебувають відповідно в індивідуальних .станах ψ - 
І ψ;, дорівнює ’

Ап =  е2 dvdv'. (39.26)
'' і r — r' I

Для «вільних» електронів оберемо хвильові функції у вигляді хвиль 
де Бройля, нормованих на об’єм Ω:

. 1  'І*;'’)

( 3 9 ·2 7 >

1, відповідно,

Вираз

1 Hkj-kjr)
Р л = а е  '  " . (39.28)

У п й =  \ (39.29)
J  r r'

можна розглядати як потенціал, відповідний до розподілу заряду 
(для строгості всіх міркувань треба замість плоских хвиль під ψ;· ро­
зуміти відповідні власні диференціали, що задовольняють граничним 
умовам обернення в нуль на безмежності), і записати рівняння Пуас- 
сона:

Δ Vji {П =  - ^ ^ п { г ) = ~ ^ е ~ Цк̂ ^ .  (39.30)

Звідси підстановка

дає зразу, що

4π 1
Cl =  -κ-----

kj kl

Отже,

ViiCr) =  - ^ - ? n C r )  (39.31)
I*/ — *1 іг

і обмінний інтеграл

Ап= е * [  ?JlCr)Vj l {r) dv =  · . (39.32)
J  ϋ kj -  kt 2

—> —■>· ■
Оскільки hk-t =  p h де p t — імпульс t-го електрона, то

1 F. B l o c h ,  Zs. f. Phys., 57, 545 (1929). Див. Г. Б е т е  и А. З о м м е р ф е л ь д ,  
Злектронная теория металлов, О Н Т И  (1938), § 27.
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2 \ Pj—Pi I2

Повну обмінну енергію одної групи електронів (з паралельними 
спінами) ми одержимо, вираховуючи вираз

_  1 У  Λ
2 Z j  і ь

ІЛ

де сума береться по всіх можливих / та І. Для цього запишемо:

ІР) —Pi І2 =  Р І+ РІ -  ЇРі Р і cos» 

і введемо в просторі імпульсів полярну систему координат з віссю,
•—У

спрямованою вздовж вектора p j. Кількість електронів одної групи, для 
яких величина імпульсу лежить в інтервалі ph p l -sr dpl, а напрямок 
імпульсу в межах #,'·& -f- dft, є рівною

Q

_ ( 3 9  3 3 ) j

4 π2ή3
ρ'ι dpl sin θ; db.

Коли ми тепер суму по І заступимо інтегруванням, то одержимо

N12 р тах  к

Σ ,  _  Г з . (· ________sinθΑθ _

І 1 πΛ J  P*1 J  P j-\ - p ‘f — ' I p j P i  COS&

1=1 ο

=  ~ h ,  ( —   ІП Pm3X +  ̂  +  2 l m «  . (3 9 .3 4 ) *2 n h \  p j  pm ax p j  1 r m i x j  \ >

де pmax— максимальний імпульс електрона.

Виконуючи в такий же спосіб підсумування по j, одержимо для. 
повної обмінної енергії одної групи

__ г̂пах

-  і  Σ  V —  т а т  І  · » * £ *  H- ipjjp} *г. =
п 0 у

J^-°.
(39.35)

Після обчислення, подвоюючи вираз, ми матимемо для обмінної енергії 
в обох групах 1

(·3 9 · 3 6 )

або, підставляючи значення ртах (39.3) при g — 2),

Λ =  - κ β«>ί2,' ν = ι · ( | · ) ν .  (39.37).

На підставі одержаних результатів ми можемо застосувати розгляд, 
аналогічний прийнятому для кінетичної енергії, а саме: для обмінної 
енергії електронного газу записати вираз

1 Ми не виключали «власноенергетичних» членів Ац, бо вони саме компенсують 

«власноенергетичні» члени в кулонівській взаємодії, як це вже з’ясовувалось при 

розгляді рівнянь Фока.
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а для повної енергії — 

‘Оскільки

Ea =  — %a^ n ^ d v , 

Е =  Ек + Ер + Еа.

(39.38)

(39.39)

δ Еа — — -і κα J  « !/з bndv,

ми одержуємо з варіаційного принципу рівняння

(V -  v n) е — κΛ + -|· ха п'!= =  0. (39.40)

Звідси випливає формула

■л =  ®0[(У - У 0 + т;3)‘/. +  х0]», (39.41)

де

0 \15х*е/

Зауважимо, що при розв’язанні квадратного рівняння відносно п'!з 
(39.40) треба, з огляду на додатну означеність густини п, обирати знак 
плюс перед коренем квадратним. У зв’язку з рівнянням Пуаосона ми 
одержуємо рівняння Томаса—Фермі—Дірака:

Δ ( ν - ν 0 +  χ Ι)^4 ™ 0β [ (ν - ν 0 +  τΐγΐ> +  τ0]*: (39.42)

Запровадження обмінної енергії є необхідним для більш-менш по­
слідовної теорії. Дійсно, у нульовому наближенні повну хвильову функ­
цію системи, яка складається з розглянутих двох груп електронів, мож­
на записати так1:

Фії'-

ψ =  ψβ' · ψα* (ιN парне число)

1

Ψι(1)Ψι (2 ),..<|v(^)

Μ 1)ΨλΛ2) . . · Ψ λγ( Ϊ )
2 2 2

ώ(2)— γα —

V ( b

(39.43)

(39.44)

Μ Ι + 1) Φ^ν(4+2)...ψΛ ,(^ν)
.1 '  /  Ο '  '  ο

(39.45)

'де індивідуальні функції є функціями лише координат центрів ваги 
електронів. Звідси ми бачимо, що імовірність того, що два електрони 
з паралельними спінами будуть в одному і тому самому місці, дорівнює 
нулеві; тобто електрони з паралельними спінами відштовхуються. Це

1 В. А. Ф о к , Zs. f. Phys., 61, 126 (1930).
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відштовхування є додатковим до «звичайного» електростатичного і, як 
ми зазначали, є наслідком квантовомеханічної трактовки. Отже, обмін­
на енергія повинна зменшувати електростатичну енергію, порівнюючи 
з тою, яка була б лри рівномірному розподілі електронів з паралельни­
ми спінами Ч

Зв’язок обмінних членів з кореляцією ілюструється рисунком 29, 
на якому зображена відносна -імовірність перебування двох електро­
нів з сукупності п вільних електронів на віддалі r один від одного 
(rs ■— радіус сфери, рівної об’єму, що припадає на один електрон, спі­
ни паралельні).

В розглядуваному наближен­
ні електрони з антипаралельними ? і____
спінами належали до різних ква- ‘ 
зінезалежних груп. Але в на- і 
ступному наближенні це поло- | 
ження повинно змінитись. Щ

Наше вихідне мультипліка- ^  
тивне наближення, яке зводить 
проблему N електронів до одно­
електронних проблем, містить у о 1 2 3 _______________ ^  3 0
собі недолік, який не дає мож- r/rs
ливості правильно врахувати ко- Рис. 29.
реляцію в русі електронів.

У методі Хартрі імовірність перебування електрона в даному місці 
визначається середнім розподілом заряду інших електронів, і кореляція, 
про яку йде мова, у ньому зовсім випадає. У методі Фока обмінні чле­
ни враховують кореляцію для електронів з паралельними спіпами, але 
для електронів з антипаралельними спінами ефект кореляції не охоп­
люється.

Кореляційна поправка для електронів з антипаралельними спінами 
для моделі рільних електронів була досліджена Вігнером 2, і відповід­
ний енергетичний член в задовільному наближенні при великих густи- 
нах електронів має вигляд:

Ew= — ^g {n 'k )ndv, (39.46)

де
«1== 0,05647-J-, а2 =  0,1216

лн

Взагалі кажучи, проблеми кореляції дуже складні і кореляції обох 
типів не є незалежними. Обмінні члени повинні бути зменшені за вели­
чиною, бо кореляція в положеннях електронів з антипаралельними 
спінами впливає на кореляцію електронів з паралельними спінами, і 
навпаки.

Врахування «кореляційної енергії» в статистичній теорії є, таким 
чином, складним 3.

1 Взагалі кажучи, знак обмінного інтеграла залежить від конкретного виду інди­
відуальних функцій (див. далі), але коли всі індивідуальні функції є розв’язками 
одної і тої самої задачі на власні значення, як це має місце в нашому випадку, 
коли взаємодія є збуренням і ми оперуємо функціями вільних електронів, він завжди 
додатний.

2 Е. W i g n e r ,  Phys. Rev., 46, 1002 (1934); Trans. Far. Soc., 34, 678 (1938); див. 
також E. W i g n e r ,  F. S e i t z ,  Phys. Rev., 46, 509 (1934); Ф . З с й т ц ,  Современнач 
іеория твердого тела, ГИТТЛ (1940), §  76.

3 Пряме врахування E w вперше запроваджено у статистичній теорії атомів 
Г а м б о ш е м  (P. Gombas, Zs. f. Phys., 121, τ. 23 (1943).
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Систематичний виклад статистичної теорії виходить за межі наших 
можливостей і може бути знайдений у фундаментальній книзі П. Гам- 
боша *.

Повертаючись зараз до найпростішої форми теорії, а саме — до< 
схеми Томаса—Фермі без урахування всіх кореляційних ефектів, роз­
глянемо нейтральні атоми.

Вважаючи, що N.. електронів атома (розподілені сферично-симетрич­
но, ми можемо записати рівняння (39.22) так:

d2{Vd^ Vo) + T w ( V~ Vo) =  4 е (.V -  V0)\ (39.47)

З формули (39.21) випливає, що при V =  V0 густина електронів п =  0, 
таким чином, умова V =  Vo визначає границю атома. Для нейтрально­
го атома Vo =  0, бо центральносиметричний розподіл зарядів з сумар­
ним зарядом, рівним нулеві, ,не створює зовнішнього ІГІОЛЯ. Для іонів 
ми мали б додатне значення

у  SZ-NU_

де Го —  граничнии рад іус юна.

Рівняння (39.47) для нейтрального атома можна переписати так:

rf2 [r V) =  4 πσ0 Є -4т [r Vψ κ
■ r '2dr

Якщо тепер ввести безрозмірну змінну

r
х =  —

де

μ:
1 0,8853 a ll

(4πσ0)̂ 3ίΖ1/3 21/з j

а замість rV — безрозмірну функцію

Х Μ  V’

то рівняння Т. Ф. прийме вигляд

•Рг г 2
dx2 х'/з

З граничних умов для потенціалу V

hm(rV) =  Ze, 1іт(г1/] =  0
г-»-0 /·-*■«>

випливають умови для функції χ:

limX:
Jc-*0

1 1ішХ =  0.

Для густини електронів в атомі матимемо формулу

Z
п - JL

4 π μ 3 і х

(39.48)

(39.49)

(39.50)

(39.51)

(39.52)

(39.53)

(39.54)

Рівняння (39.52) розв’язується чисельно і функція %{х) табулюється.

1 Π . Г а м б о ш, Статистическая теория атома и ее применения. ИЛ, 1961.
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У моделі Т. Ф. розподіл густини заряду в різних атомах є подібним, 
характеристичним параметром довжини є μ. Можна твердити, таким 
чином, що більшість електронів в атомі з номером Ζ перебуває на від­
далі від ядра порядку Z~,/s(в атомних одиницях).

В теорії Т. Ф. «радіус» атома дорівнює безмежності, бо функція χ 
обертається в нуль лише на безмежності, як випливає з граничних умов 
і нейтральності атома в цілому.

У наближенні Т. Ф. Д. маємо інше положення. З формули (39.41) 
видно; що п ніде в нуль не обертається, тому повинна існувати скін­
ченна границя атома з радіусом Го, на якій гранична густина є скін­
ченною, а поза нею доозначена як тотожний нуль. За Ієнсеном 1 гра­
ничний радіус г0 та гранична густина п(г0) визначаються з умови 
d E

а Е в теорії Т. Ф. Д. визначається формулою (39.39) і в теорії

Т. Ф. формулою (39.16), де інтегрування ведуться по сфері радіуса г0.
На рис. ЗО подане порівнян­

ня статистичного радіального ^  
розподілу електронів D = in n r2 
в атомі аргону за Томасом —■
Фермі (крива А) та Ленцем і 
Іенсеном (Т. Ф. Д.) (крива В) 
з розподілом за Хартрі (кри­
ва С). Тут r задано в одини­
цях a Ні a D в одиницях \/ан.

Рівняння Томаса—Фермі 
стає непридатним на дуже ма­
лих і дуже великих віддалях 
від ядра, у зв’язку з тим* що 
на цих віддалях не виконують­
ся умови, необхідні для закон­
ності квазікласичного набли­
ження, яке лежить в основі 
статистичного методу. Легко 
бачити, що чим більше Z, тим , 
більш точним є метод. рис. ЗО.
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§ 40. Заключні зауваження до теорії атомів

Досі при розгляді атомних рівнів ми вважали ядро атома нерухо­
мим. В дійсності рух ядра треба враховувати і відповідні поправки 
внести в попередні розрахунки.

Врахування руху ядра

Нехай маса ядра М та координати його — Хо, уо, z0. Координати п 
електронів атома позначимо, відповідно, хи у i, Z \,... х„, у п , zn. Запро­
вадимо координати центра ваги системи

1
Х  =  M+J^n (МХ° + тХ ' + · · · +  тХп) 

і, відповідно, У, Z та відносні координати електронів

(40.1)

! H. J e n s e n, Zs. f. Phys., 93, 232 (1935). Див. Π. Г а м б о ш, Статистическая 
теория атома и ее применения.
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ξ; = Χ (  — Χο ( І =  1, 2, ...,η) (40.2)

ϊ, відповідно, η і та ζ ; . Легко бачити, що

λ) r) r)
+ ΟΪ7 ( i = l .  (40.3)dx,· d A" Λί+nm : rfj;

_д_ _  d M _________ d____  d

dx0 d X  ' '  d i n '
(40.4)

У загальне рівняння Шредінгера, в якому врахований рух ядра, 
входить такий вираз (х — частина оператора кінетичної енергії си­
стеми) :

■2М д х (] 2m ( ~dxf +  ■ · · +

Λ2 дг №■ \ Ί дг Нг \Л дгΛ2 у і  д* кг дг , п „

2т ь  д і ї  -;м Z jd t id h  : { }2 (М + п т )  д Х г

i,k

Відокремлюючи рух центра ваги за загальним методом, ми одержимо 
рівняння Шредінгера

£ Σ ^ & Σ ( ^ + ^ + ^ ) + * - ν ] · - ο .
і i , k =1 (40 .6)

Другий член в лівій частині рівняння є шуканою поправкою на
рух ядра і приводить до поправки до власного значення енергії, про­
порційної до тІМ. .

Одержане рівняння легко перетворити, розбиваючи суму у другому 
члені окремо на частини з і =  k  іта і ф  k  та вводячи ефективну масу 
електрона

» = М + Ї ’ (40·7)

1 ф =  0. (40.8)[ 2μ L·  ‘ +  м L· ^  дМдЛк +  дн Я* ) ̂  п v
i<k

Ми бачимо, що врахування руху ядра змінює розглянуте раніше 
рівняння Шредінгера для багатоелектронного атома так, що замість 
маси електрона т  з’являється «ефективна» маса μ та цовий член рів­
няння, який можна трактувати як збурення. Цей член змінює енергію 
атома на величину

ΐ Σ ί 4 τ ^ + ^ + 3 5 ^ ) Φ Λ · < 4 0 '9 )i<k

Для одноелектронних атомів (наприклад, для атома водню) Δ£г 
відсутнє і відмінність від рівняння, з яким ми працювали раніше, поля- 
гатиме лише в тому, що замість маси електрона т  буде фігурувати μ, 
яке має зміст приведеної маси системи електрон—ядро. Отже, враху­
вання руху ядра в теорії водню полягатиме в тому, що для енергії 
атомного стану, записаної у «рідбергах», треба замість сталої Рідберга 
для нескінченної маси ядра R „ покласти число Рідберга для скін­
ченної маси ядра
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д ї ї ^ - О - ж ) .  <40Л°)

інакше кажучи, до терма, обчисленого для нерухомого ядра £<*, , треба 
додати поправку

І^Е1 =  — ^ Е т . (40.11)

При цьому частоти всіх спектральних ліній атома зменшуються в одна­

ковому відношенні: 11 — .

Поправка ΔЕ%, яка виникає для атомів з кількома електронами, 
є різною для різних станів. Коли б електрони рухались цілком неза­
лежно один від одного і власна функція атома була просто добутком 
«індивідуальних» функцій ·ψ,· ( і )

П

Ф =  П 'М * Ь  (40.12)

1-І

то ΔЕ2 дорівнювало би нулеві. Дійсно, вираз (40.9) в атомних одиницях 
після інтегрування по частинах записується так:

Δ^  =  ! Σ ί (' ^ Φ ^ Φ)ί/τ’ (40.13)
i<k

а підстановка (40.12) дає

АЕ2 =  ^- Σ  j  dzi Ψι νΨι J dxk Ψ* νΨ* =  0, (40.14)
i<k

бо середнє значення імпульсу зв’язаного електрона в довільному на­
прямку х

) ^ (к
дорівнює нулеві.

Отже, Δ зв’язане з кореляцією в русі електронів. Цей зв’язок 
легко пояснюється. Якби електрони рухалися в однаковому напрямку, 
то для зрівноважування руху електронів ядро повинно було би руха­
тись швидше ніж тоді, коли рух електронів є незалежним або, напри­
клад, попарно протилежним.

Кореляція в русі електронів, як ми зазначали раніше, виникає з 
двох причин: в зв’язку з принципом Паулі (обмінний ефект) та через 
електростатичну взаємодію («кореляційний» ефект). Вклад другого 
ефекту є малим порівнюючи з першим, і вони взагалі взаємно зв’я­
зані.

Ми зупинимось лише на ефекті обміну, нехтуючи «кореляційним» 
ефектом 1. Розглянемо атом гелію і запишемо:

Ф =  J L  (ψ, (1) ψ2 (2) ± ψ2 (1) Ψ, (2)), (40.15)

де -ψι та ψ2 можна вважати визначеними за методом Хартрі. 

Підстановка (40.15) у (40.13) приводить до формули

1 ,Г. Б е т е ,  Квантовая механика простейших систем, ОНТИ  (1935), §§-17, 21.
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Δ £ 2 — ~Ж ·ψ2 (2) [ψι t1) νψ2 (2) ± ψ2(1) νψι (2)J άτγ(1τ2, (40.16)

звідки, враховуючи, що

j  ψ νΨ ^τ — 0,

одержуємо

Δ £ 2 -  +
* — Μ J* V Ψ1 -Ψ2 ά τ %, (40.17)

де верхній знак належить до парагелію, а нижній до ортогелію.

Вираз (40.17) формально визначає імовірність оптичного (диполь­
ного) переходу з одного зайнятого електронного стану до іншого. Та­
ким чином, поправка ΔЕ% додається лише тоді, коли обидва зайняті 
електронні стани комбінують один з одним.

Ми бачимо, що у випадку гелію енергія паратерма зростає, а орто­
гелію зменшується. Це можна інтерпретувати так, що в парастанах оби­
два електрони в основному рухаються в однаковому напрямку, а в 
ортостанах навпаки.

Знайдена поправка практично важлива для визначення ефекту ізо- 
топії в спектрах, оскільки поправка на масу для різних ізотопів є різ­
ною *.

Періодична система елементів Менделєєва

Викладені у попередніх параграфах правила систематики атомних 
спектрів, сформульовані на основі прийнятих наближень, можна допов­
нити емпіричним правилом Гунда2.

Справа в тому, що енергії атомних термів з різними L та S при 
однаковій електронній конфігурації є різними. Ця івідміна обумовлена 
електростатичною взаємодією електронів. Правило Гунда дає якісну 
характеристику взаємного розташування таких термів. Мінімальною 
енергією володіє терм з найбільшим можливим при даній електронній 
конфігурації значенням 5 та найбільшим, можливим при даному S, зна­
ченням L. Вимога максимальності S зв’язана з кореляцією в русі 
електронів, яка приводить до зменшення енергії електростатичного від­
штовхування.

Загальні положення систематики атомних спектрів дозволяють роз­
глянути закономірності в послідовному заповненні оболонок атомів і 
з’ясувати природу періодичного закону Менделєєва. Для цього ми бу­
демо розглядати електрони в атомі як квазінезалежні (наближення 
центрального поля) і приймемо, що кожний наступний елемент відріз­
няється від попереднього тим, що до ядра атома додається один протон 
(і відповідна кількість нейтронів), тобто заряд ядра збільшується на 
одиницю, та до електронної хмари атома додається один електрон. 
Кожний електрон в атомі ми можемо, в наближенні центрального поля, 
характеризувати квантовими числами η, I, т , ms, де п =  1 , 2 , ...;

п — 1 ; т  =  0 , ... +  {І — 1 ), ms =  + ~ .

У зв’язку з принципом Паулі в кожній електронній оболонці 
атома (яка визначається квантовим числом п) може бути максимум

1 Див. докладніше Г. Б е т е ,  loc. cit., § 21 с. випадок ізотопів Li, а також 
Е. К о н д о н  и Г .  Ш о р т л и ,  loc. cit., гл. X V III.

2 F. H u n d ,  Linienspektren und periodisches System, Berlin (1927); Zs. f. Phvs 33, 
345 (1925).
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2 J] (2 / + l) =  2rt2

0

n—1

(40.18)

■електронів, які можна розмістити в п групах з максимальним числом 
2 (2 /~Н) в кожній.

Вживаючи рентгеноскопічне позначення термів, будемо говорити 
так. При п ■= 1 ми маємо /(-оболонку з максимальним числом електро­
нів, рівним 2 . /(-оболонка є заповненою у атома гелію (ми маємо на 
увазі нормальні стани атомів), і в першому періоді періодичної систе­
ми с  лише два атоми: Н та Не. З атома Li починає заповнюватись L- 
оболонка (п =  2), у якій є два s-електрони та 2 ( 2  · 1 +  1 ) =  6 р-елект- 
ронів; заповнення 8 -електронної L-оболонки здійснюється у Ne, яким 
закінчується другий період системи. Наступна M-оболонка (п =  3) 
містить всього 18 станів (у згоді з (40.18)). Сукупність станів з 1 =  0 
та / =  1, аналогічна L-оболонці, є заповненою у Аг, на якому закін­
чується третій період. В наступному елементі К ми маємо не продов­
ження заповнення Λί-оболонки, а початок заповнення наступної N-обо­
лонки (я =  4). Завдяки неодноразово підкреслюваному раніше факту 
залежності енергії від обох квантових чисел п та І, ми маємо тут, що 
■Е40 <  Е32 і одержуємо структуру, подібну до Na.

Деякі властивості атомів і передусім їх хімічні властивості зале­
жать від структури периферії електронної хмари. Закон періодичності 
хімічних властивостей елементів Менделєєва безпосередньо зв’язаний 
з однаковою структурою зовнішніх електронних оболонок відповідних 
атомів. Атоми інертних газів: Ne, Аг, Kr, Хе, Rn мають однакові зов­
нішні оболонки по 8 електронів. Ці конфігурації є стійкими, що обу­
мовлює їх хімічну інертність. У випадку гелію ми теж маємо стійку 
конфігурацію, але з двома електронами.

Лужні метали мають один s-електрон поза оболонкою інертного 
газу (терм 2Si/„), лужно-земельні метали мають два електрони поза 
оболонкою інертного газу.

З ходу ефективної потенціальної енергії для електронів в різних 
станах в тяжких атомах випливає, що в s- та p-станах електрони в се­
редньому перебувають на однаковій віддалі від ядра, у випадку d- і 
особливо /-станів електрон перебуває головним чином ближче до ядра, 
ніж у s і p-станах. У зв’язку з цим при заповненні 4/-станів у так зва­
них рідкоземельних елементів периферія атома визначається в основ­
ному попередньо заповненими станами і додаткові 4f електрони прак­
тично не змінюють хімічних властивостей. Це пояснює хімічну подібність 
всіх рідкоземельних елементів. Група рідкоземельних елементів, яка 
починається з La (лантаніди), теж характеризується порушеннями по­
слідовності в заповненні оболонок у зв’язку з конкуренцією між стана­
ми 4f, 5d та 6s.

Група, дещо подібна до рідкоземельної, починається з Ас (актині­
ди). Вона суттєво доповнена за останні роки новими трансурановими 
елементами (див. таблицю елементів), Просте застосування методу То­
маса—Фермі може нам дозволити визначити атомні номери елементів, 
у яких вперше з’являються електрони з відповідним / ·. Відомо, що 
р-електрони появляються вперше у B(Z>=5), d-електрони— у Sc(Z =  
=  21), а f-електрони — у Ce(Z =  58). Дійсно, ефективну потенціальну 
енергію електрона з квантовим числом / можна записати так:

1 Л. Л а н д а у ,  Е. Л и ф ш и ц ,  Квантовая механика, § 70.
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де V (r) є потенціалом Томаса—Фермі, а у другому члені у згоді з ква- 
зікласичним наближенням покладено (l-{-lh )2 замість Ц /+ 1 ) (див.
(21.30). Повна енергія електрона, зв’язаного в атомі, повинна бути 
від’ємною, тому Ul (г) не може бути додатньою для всіх г.

Якщо зафіксувати І і змінювати Z, то виявиться, що при малих Z для 
всіх r U[(r)^> 0, але зі збільшенням Z настане момент, коли крива 
U{ (r) дотикається осі абсцис, а при більших Z вже матимемо об­
ласть, де U[(r) 0. Таким чином, умова появи електрона з даним /
буде мати вигляд

Ut ( r )=  0

— п (40.20)
d r ν ·

Підставляючи в ці рівняння вираз для Ut (r), в якому V(r) задається 
формулою (39.51), ми одержимо систему умов, записану через функцію 
χ(χ), з якої випливає рівняння для χ:

^ = - ψ .  (40.21)

Знаючи розв’язок рівняння Томаса—Фермі, можна чисельно розв’я­
зати (40.21) і знайти х. Після цього з одного з рівнянь системи умов
(40.20) обчислюється відповідне Ζ як функція від І. Наближено одер­
жується

Ζ =  0,155(2/+ І )2. (40.22)

Коли покласти замість коефіцієнта 0,155 множник 0,17, ми одержимо 
формулу, яка при умові заокруглення чисел до найближчого цілого дає 
точні результати.

Рентгенівські спектри

Характеристичні спектри рентгенівських променів виникають вна­
слідок переходів між сильно збудженими станами атомів, які відпові­
дають конфігураціям, де з одної з внутрішніх заповнених оболонок нор­
мального стану атома електрон переведено у зовнішні оболонки. Ці 
збуджені стани атомів є квазістаціонарними, але з досить великим ча­
сом життя. Відповідні дискретні рівні називаються рентгенівськими 
термами.

Той факт, що рентгенівська спектроскопія має справу з кристала­
ми, не має суттєвого зяачення, бо енергія в рентгенівському спектрі 
багато більша, ніж енергія взаємодії атомів кристала, і, отже, рентге­
нівський спектр кристала в першому наближенні можна розглядати як. 
спектр, обумовлений окремими атомами.

Рентгенівські терми класифікують, зазначаючи, з якої оболонки 
усунено електрон, куди саме при цьому його переведено не має прак­
тичного значення в першому наближенні.

Заповнена оболонка (η, І) має повний момент, рівний нулю. Після 
усунення з неї одного електрона вона набуває моменту /, який може 
приймати значення І +  Vz· Отже, рівні можна було би позначити від­
повідно символами:

υ ι ( κ )  =  - ν ( τ )  +  ^  +  4 ' ]2 ,  ( 4 0 . 1 9 )

lsi/j, 2s.;., 2рі/3, 3sv2, З/?!/., 3/?з('2, 3ί&/2, 3d 7а> 1
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Але прийняті позначення інші. Відповідно маємо:

К, L t, Lw, L\w, Mi, Жц, Mm, Μ\γ, М у , . . .
у згоді з застосованим раніше позначенням оболонок за головним кван­
товим числом п.

Зручно буває оперувати поняттям «дірки» замість того, щоб го­
ворити про, переходи електрона. Так /(-серія рентгенівського спектра 
одержується при переходах з /(-рівня на всі нижчі (з виконанням 
правил відбору Δ/ =  +  1, Aj — 0, +  1). Лінія /(α, відповідає переходу 
з рівня К на рівень Lu і. При цьому електрон з оболонки 2 р переходить 
у оболонку Is, тобто переходу K ^ L  відповідає перехід електрона з 
L-оболонки на /(-оболонку. Зручно цю обернену відповідність для елек­
трона замінити прямою для вакансії («дірки»)— дірка переходить з 
/(-оболонки до L-оболонки.

Якщо ми нехтуватимемо впливом зовнішніх електронів, ми одержи­
мо теорію рентгенівських спектрів як теорію одноелектронних спектрів. 
«Квазіводнева» теорія з урахуванням екранування дає задовільні ре­
зультати. У зв’язку з цим ми одержуємо залежність рентгенівських 
термів в першому наближенні лише від п, що ілюструється тим, що 
рівні з однаковим п є близькими і віддалені досить далеко від груп 
рівнів з іншими п. Врахування релятивістських ефектів приводить, так 
само як і в теорії водневих спектрів, до розщеплення рівнів з різни­
ми j (Li та Lii від Lm, М\ та Ми від Мт та Μιν) — відповідно до реля­
тивістських дублетів. Розділення рівнів з різними І при однакових / 
(Li в ід  Lu, М і в ід  М и )  відповідає дублетам центрального поля —  дуб­
летам екранування.1

1 Більш докладну теорію рентгенівських спектрів див. К о н д о н  и Щ о р т л и , .  
loc. cit., гл. X I I ,  § 9, 10. А. З о м м е р ф е л ь д ,  Строение атома и спектрьі, І, гл. IV, V..



Р о з д і л  XI I

МОЛЕКУЛИ

§ 41. Адіабатичне наближення

Молекули та більш складні системи, включаючи кристали, є сукуп­
ностями електронів і ядер, що взаємодіють між собою. У деяких ви­
падках, особливо в теорії кристалів, систему можна розглядати як 
сукупність електронів та атомних залишків, які складаються з ядер 
і мідно зв’язаних з ними внутрішніх електронів. Так чи інакше, послі­
довний розгляд складних атомних утворень веде нас до поділу системи 
на дві частини — легку підсистему, що складається з електронів, і 
важку підсистему атомних ядер чи додатних іонів. Саме той факт, що 
одна з підсистем є важкою у порівнянні з другою, дозволяє нам роз­
винути наближений підхід до розв’язування проблем опису стану бага­
тоатомних систем.1

Розглянемо багатоатомну систему, яка складається з N «ядер» та 
І електронів, при умові врахування лише кулонівських взаємодій. Га­
мільтоніан такої системи матиме вигляд

N ■ І

і— 1 ;'=!

де V — повна кулонівська енергія ядер та електронів. Введемо позна­
чення :

Я 0 (Г, Vr>R) =  - ^ Y i \j + ν ( Χ · . . ϊ ϊ Ν·,ϊι...η)  (4 1.2 )
І

так , щ о

Н  =  Н 0 + Τ Ν ,  ΤΝ =  —  ~  ̂  - Щ  .
І

Оскільки кінетична енергія ядер, репрезентована оператором ΤΝ, завдя­
ки великій масі ядер, звичайно мала, можна Я 0 тлумачити як нульове 
наближення до дійсного гамільтоніана і шукати розв’язок проблеми 
за теорією збурень, вважаючи ΤΝ збуренням. Сам гамільтоніан Я 0
можна розглядати іЯк гамільтоніан системи електронів при закріпле­
них ядрах.

Приймемо за малий безрозмірний параметр величину

1 Ми йдемо за викладом книги М. Б о р н  и Х у а н  K ν н ь, Динамическая тео­
рия кристаллических решеток, И Л , 1958, § 14, прилож. V I I , 'V I I I .
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де Aio може бути будь-якою з мас ядер, наприклад найбільшою, або 
середнім значенням маси ядер. Покладемо далі

ΤΝ =  ^ Η ν де Ях =  - 5 ]  (41·4)

І

ТОДІ

I I Ih~-v.4h.

Рівняння Шредінгера має вигляд

(Я  —  £ Ж ' Гі · · · .  г); R x . . . , R n )  = 0 .

Припустимо, що рівняння Шредінгера для електронного руху в по­
лі фіксованих ядер

(Я0- £ » ) ф (г і .. .,£ і : . . ) = 0

розв’язане. Е° та φ залежать від координат ядер R, як від параметрів:

Е° =  Ф Й(#), φ =  φ^(Γ,/Τ),

де п — електронне квантове число.
Розглядаючи ці величини як відомі для деякої ядерної конфігура­

ції R0 та для всіх сусідніх, спробуємо розв’язати точне рівняння, при­

пускаючи, що рух ядер обмежений малим оточенням R i°,... Rn та що 

всі ^  — R0 можна вважати малими величинами. Відповідно покладемо

R.-R9 =  KUn  (4 1.5 )

де щ розглядатимемо як ядерні координати. Ми побачимо, що метод 

збурень може бути послідовно проведений лише при відповідному до­

борі конфігурації R0. Маючи на увазі, що далі ми діятимемо за теорією 

збурень, запишемо розклади:

ф п (R) =  фп (R0 +  * и)=  ФЯ +  *Ф І + *2 +  . . ·

(41.6)

φ„ [r, R) =  φ„ (Г, R 0 + %ΐΐ) =  φ2 +  ЩІ +  + · · · ·

Зауважимо, що величини зі значком 0 не залежать від и, зі знач­

ком 1 — лінійні в и, зі значком 2 — квадратичні і т. д. Запишемо далі:

Ho =  H o ( r , v „ R )  = Н 0( І ч „ Я °  +  ш )  +  +  (41.7)

де величини Я ' є операторами по відношенню до координат електро­

нів та однорідними функціями порядку r від и. Підстаївляючи розкла­
ди у незбурене рівняння та прирівнюючи члени однакового порядку 
по κ. одержуємо систему

а) (Ή °-Φ »)φ» =  0,



6) (HI -  Φ») <р‘ =  _  (Щ -  ΦΑ) φ°,
Β) (Щ ~  Φ») «p» =  _  (//>  -  Ф ‘ ) φ' _  (Щ _  ф .)  φ0

л . ' ■ ' · · · .......................... .................. ..................  (41.8)
Оскільки

_д _____1 д

dR  ~  х д ї

НОГО члена  ‘ п о р я Д К ^ ^ Г  Κ|" ™ ,Η01  ли ш е  ,  од-

ΤΝ=  н4Я , == %2Н\, (419)
де ν ' '

=  (41.10)
і

Отже, повнии гамільтоніан Я  може бути записаний у формі розкладу

Я  =  Я ° + хЯ і +  *2(Я 2 + я ? ) + хзЯ з +  _ (4 іп )

Різні коефіцієнти в розкладі по х можна вважати величинами од­

накового порядку, якщо хвильова функція ψ(Γ, ,..^гь «>...«„) суттєво 
відмінна^від нуля тільки в області, яка має однакову протяжність по

м е ™ з Г ^ Г ь СТИМ0’ Щ° ЦЄ Так’ 1 буДЄМ0 Р°зв’язУва™ точне рівняння 

Підставляючи

Е=<Ь· + *ίϊ+.χ>£3+·... , ψ = ψί + *φ1  + *>ψ· + ... ,
(4Гп"?оР*ержН„Нм оШрЄДІНГЄРа' "  ЯК° МУ Н  т Л Ж  У Розкладу

а) .(Н% -  Ф °)  ψ° =  о,

б) (Щ-Ф°п)Гп =  - (Щ - Е } ,)Г п , (41.12)

в) (Щ  — ф°) ψ*== — (Яй — Е'п) ψ’ -  (Щ +  Н\ — Еп) ψ°

льового4наближення ВаяЄп Û° фд° ~ φ" Є Розв’язком рівняння ну­льового наближення, але ми ще можемо помножити її ,на довільну
функцію від и, отже,

Уп(г,и) =χ °(«)φ £ , (41.13)
—̂

де χ (ω) визначиться з вищих наближень. Розглянемо тепер (41 126) 
Умовою існування розв язку, як відомо, є рівність

J (Щ  -  Е'п) Ψ» (r, и) dr =  χ° (ti) j  (r, R°) ( Щ - E'n)& d r  =  0.

З другого боку, помножуючи (41.86) на φ„° і інтегруючи по dr, маємо- 

— J  ?« ІН 1 — Ф 'п) ?п dr — j  φ" (HI ~  Φ») <p> dr =  J  (7/g _ ф ° )  cpO 0.

Порівнюючи дві останні формули, ми одержимо, що
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F' — ф 1і̂ п — ·

Власні значення Е, а значить і Е°п, Е повинні бути сталими, не за-

лежними від и, в той час коли Ф„ є лінійною однорідною функцією и. 
Тому остання рівність може мати місце лише тоді, коли Ф 1п = 0. Отже,

і->

—̂ ->
тобто R =  R° повинно бути рівноважною конфігурацією, для якої

д-% ) = о .
dRt J%°

При такому виборі R0 маємо Е„ =  0. Покладаючи Eh =  Ф„ =  0 у

(41.126) та (41.86) і порівнюючи результати, бачимо, що %°(и)у),(г,и) 
є розв’язок неоднорідного рівняння (41.126). До цього розв’язку можна 
додати загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння і одер­
жати загальний розв’язок

Ψ 1==Х°(Щ^п(г,и)+ y}(u)^n(r,R°), ■ (41.14)

j—>·
де χ1 — довільна функція від и. Після підстановки цих результатів у 
(41.12в) одержимо рівняння:

(Щ  -  Ф°„) =  χ° f ' -  (НЬ+Н\ -  El) χ°φ° -  H I t  ?°П.

Віднімемо від нього рівняння (41.86), помножене зліва на χ1, та

(41.8в), помножене на χ°. Пам’ятаючи, що Щ  не діє на и, можна тоді 
одержати рівняння

(tfj} — Фя) {<|* -  x»fn -  χ1 φϋ =  -  (НІ + Ф £ — Е%) χ« <рй. (41.15) 

Умова існування розв’язку дає співвідношення

|?Й (« ї + Фя— « ) χ ° φ ^ 7 = 0 ,

або, оскільки (Я і2 -f-, Фд2 — ЕІ) не залежить від г,

(НІ-\ -ФІ-Е%)^(и) = 0 .  (41.16)

Якщо наближення припинити на цьому місці, то одержане рівняння 
визначає рух ядер. Коли помножити це рівняння на κ2, то ви­
значає кінетичну енергію ядер, κ2Φ„2 відіграє роль потенціальної енер­

гії, а к2Еп2 є відповідним власним значенням. Оскільки Ф«(и) є одно­
рідною квадратичною функцією ядерних координат, розв’язок цього 
рівняння описує гармонічні коливання ядер. Це наближення зветься
гармонічним. В такому наближенні хвильова функція системи визна-

—> —>· і—>

чається лише в нульовому порядку: x°(u)y„°(r, R0) . Власне значення 

є сумою власного значення Ф п° (R0) для електронної підсистеми (з ядра­

ми. закріпленими у рівноважній конфігурації R0) та енергії коливання 

ядер при ефективному потенціалі Ф„2(и),

Гармонічне - наближення дає просту картину руху системи: ядра
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рухаються у відповідності до деякого ефективного потенціалу, а елек­

трони рухаються так, ніби ядра фіксовані у конфігурації R0·, вплив 
електронів на ядра проявляється лише в тому, що ефективна потенці­
альна функція для ядер залежить від електронного квантового числа п, 
При врахуванні вищих наближень важливо знати, доки зберігається 
проста картина гармонічного наближення. Можна показати дальшим 
обчисленням, що член другого порядку в хвильовій функції має вигляд

■fn[r, =  й) + X і («) ?«('·.«)+  Х2(и)®« (Я ^°), (41.1:7)

а χΐ та у2 задовольняють рівняння

[ Щ  +  Ф І  -  ЕІ) X і =  -  (Ф* -  ЕІ) χ ο}

( 4 1 . 1 8 )

[Н\ + Ф =  — £ ’ ) χ 2 =  _  ( φ 3 _ £ 3 ) χ ΐ  _  щ  +  С .- Е І ) х ° ,  

де ’

С ==~ 2 Ϊ Σ ( ί | )
І

є константа, оскільки φ„— квадратична функція ядерних координат. 

Т іким чином, якщо обмежити наближення членом другого порядку, то

'K [r, U) =  ψ° +  %fn +  ψ. =  χο (φο + κ φ, (~ ή  + %2 φ, £  ^

+  κΧ> (φ°-}-κφ« (̂ , Μ)}'+κ2Χ2φ̂ . (41.19)
Додаючи члени вищого порядку до розкладу ср„, ми з тим самим сту­
пенем точності можемо записати:

^ п { г , и ) = { Г [ и )  +  %хЦи) +  %*К{и) ) чп ( г , Щ.  (41.С2)
Ця хвильова функція має просту інтерпретацію. Перший множник опи­
сує рух ядер, а другий показує, що під час руху ядер електрони ру­
хаються так, ніби ядра закріплені у своїх миттьових положеннях. Елек­
трони адіабатично йдуть слідом за рухом ядер. При адіабатичному 
русі електрон не переходить з одного стану в інший, а сам електрон­
ний стан поступово «деформується» внаслідок зміщення ядер. Розгля­
нуте нове наближення зветься адіабатичним.

В адіабатичному наближенні, так само як у гармонічному, існує 
ефективна потенціальна функція для руху ядер. Можна переконатися 
в тому, що три рівняння для χ°, χ1 та χ2 збігаються з рівняннями, які 
одержуються при застосуванні методу збурень до системи з гамільто- 
ніаном вигляду

Щ  +  Φ η (ή +  *Ф£ («) +  х2 [.Фі (в) + С].

Якщо помножити цей вираз на κ2, то κ2#ι визначить кінетичну 
енергію, а

к2Щ {1) +  ^ Ф І{и )  +  ̂ \Ф%(іі) +  С}

може вважатися ефективною потенціальною енергією руху ядер. Різні 
важливі властивості кристалів можуть бути з’ясовані у припущенні, 
що ядра рухаються у відповідності з такою потенціальною функцією.
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Як т іл ьки  ми просунемось далі другого наближення у хвильовій 
функції (або далі членів четвертого порядку у гамільтоніані), прості 
риси гармонічного та адіабатичного наближень зникають. Не можна 
вже формально розглядати динаміку ядер на основі потенціальної 
функції, що містить κ5 і  вищі степені κ.

Розширення адіабатичної моделі

Нами було показано методами теорії збурень, що адіабатичне на­
ближення є законним до членів четвертого порядку по κ включно. За­
уважимо, однак, що адіабатична модель має більш широку область 
застосування. Розглянемо другий метод, який приводить до того са­
мого практичного результату, з тою зміною, що роль потенціальної 
енергії ядер відіграє вже не власне значення електронного стану, а 
дещо інша величина *. Цей новий метод має ту перевагу, що приво­
дить до системи рівнянь для всіх електронних станів, яка строго опи­
сує зв’язок електронного та ядерного рухів.

Повний гамільтоніан має вигляд

I f = T N+ T E+ V (r ,R ) , '  (41.21)

а гамільтоніан, який відповідає закріпленим ядрам,—

:Н* =  Те + У ( г,Щ . (41.22)

Нехай задача з цим гамільтоніаном

■ (//° — Ф „ (^ )) φβ (r, (41.23)

'->· —> —> .

є розв’язаною. Ф„(/?) та <p„(r, R) виражають енергію та хвильову функ­
цію електронної підсистеми в стані n для фіксованої конфігурації

—у

ядер R.
Будемо шукати розв’язок рівняння Шредінгера

(Я  — Ε)ψ (τ, R) =  0 (41.24)

у вигляді розкладу

Ψ (γ, Λ ) = Σ ψ„ (Λ )Τ «Λ «). (41-25)
П

Підставляючи цей розклад у рівняння (41.24) та помножуючи його на 

φ„(τ, Я), одержимо після інтегрування по dr, маючи на увазі, що 7^ =

= 4 1 \Рп!Мп, ■
п

[Ти +  ф„ (Я.) -  Ε) Ψ„ (R) +  Σ  c nn' і R, Ρ) ψ»· (R) =  ο, -(41.26}
n' '

де

С п „ '= ^ - щ { А кпп'Рк +  В ^ ) ·  (41.27)

*

1 M , B o r n ,  Gott. Nachr. math. pnys. K.I., I (1951).
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A n n ' ( R )  = ^ п ( П  R ) P K f n ' { ^ , R ) d 7  

Bnn’ { R)  = γ | φ„ ('% R ) P l < ? n ’ ( r , R )  d r .  (41.28)

Розглянемо діагональні елементи цих матриць. Для стаціонарних 

станів функції розкладу φ„(/*, R) можна завжди обрати дійсними, тоді

A knn (R) =  -Щг 4 -  f  (λ R) dr =  0,
dkk J

-у

якщо (г, У?) нормовані для всіх R. Таким чином, Спп не залежить від 

диференціального оператора Р к і є оператором множення на функцію 

від R. Можна тепер (14.26) записати так:

(TN+ V n (R) -  Е ) ψ„ (R) + j c ™ .  (R, P) <jv (&) =  0, (41.29)
n'

де

ν '» ά ) = Φ „ ( ^ ) + Σ ^ θ « « .  (41.30)
k

—y
Саме ця величина, а не Ф„(і?) івідіграе роль потенціальної енергії, якщо 
можна знехтувати зв’язком між різними електронними станами, який

описується сумою: ^  Спп' ψ»'. Дійсно, у припущенні дуже слабкого

п’

.зв’язку електронних станів рівняння, що описує рух ядер, має вигляд

(Г л г + а д )  - Е Ш Ю  = 0 .  (41.31)

При яких умовах параметри зв’язку С„„· всі будуть малими, не можна 
з’ясувати у загальному вигляді. Навіть коли вони не дуже малі, їх 
вплив буде малим, якщо розглядуваний електронний стан п  відділений 
від усіх інших широкою щілиною. У цьому можна переконатись, за­
стосовуючи метод збурень. Таке положення реалізується для діелек­
триків та напівпровідників, молекули яких перебувають в основному 
метані. При цьому нульовим наближенням є інегармонічні коливання

ядер з потенціальною енергією V0(R), а зв’язок з вищими електронни­
ми станами може бути розрахований з (41.29) методом збурень. Для 
металів, де електронні стани утворюють квазінепереривну множину,

У  Спп· <1V  (R) не можна розглядати як мале збурення. Ця сума перехо-
п’

дить у відповідний інтеграл, і рівняння (41.29) стає інтегро-диферен- 
ціальним рівнянням, яке строго описує зв’язок між електронним та 
ядерним рухами.

Коли розглядуваною системою є молекула, обчислення ядерних 
функцій в прийнятому наближенні спрощується тим, що відповідна 
ефективна потенціальна енергія залежатиме лише від взаємних відда­
лей і не залежатиме від положення центра ваги молекули та її орієн­
тації в просторі. Внаслідок цього ядерну функцію молекули можна роз­
бити на три множники: власну функцію руху центра ваги, залежну 
від 3 координат центра ваги, власну функцію обертання, яка зале­
жить від координат, що визначають орієнтацію молекули в просторі
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(для молекули з числом ядер, більшим ніж два (N ^  3) такими коорди­
натами є три ейлерові кути; для двоатомної молекули її вісь визна­
чається лише двома кутами), і, нарешті, власну функцію коливань, яка 
залежить від З (N — 2) відносних координат, коли N >  3, та від одної 
взаємної віддалі R для двоатомної молекули.

Адіабатичне наближення дозволяє розглядати проблеми для ба­
гатоатомних систем, зокрема для молекул, в три етапи. Першим ета­
пом є розв’язання електронної задачі, у якій ми досліджуємо рух елек­
тронів в полі фіксованих «ядер». На другому етапі ми окремо вивчаємо 
рух ядер, а .на останньому — враховуємо взаємний зв’язок руху елек­
тронів та ядер. У багатьох випадках ця остання задача може бути роз­
в’язана в межах теорії збурень.

§ 42. Теорія молекул. Молекула водню. Гомеополярний зв’язок

Розв’яжемо зараз електронну задачу для молекули водню Н2, розгля­
даючи рух електронів в полі двох нерухомих ядер, що перебувають на 
взаємній віддалі R, враховуючи лише кулонівські взаємодії. Обмежимо 
розгляд молекулою водню у нормальному 
стані. Тобто будемо вважати, що при 
R ^  оо наша система зводиться до двох 
ізольованих атомів водню, кожний з яких 
перебуває в нормальному стані з енергією 
Е0. Власне значення електронної задачі при 
фіксованих ядрах залежить параметрично 
від ядерної віддалі R і може бути записа­
не так:

E(R) --2£0 +  ε (« ), ,, (42.1)

де e(R) виникає за рахунок взаємодії міік Рис. 31.

атомами.
Відповідно до координатної схеми (рис. 31), оператор Гамільтона 

може бути записаний в такій формі: Iі

е‘
Гаї

Є‘

ГЬ2
(42.2)

Якщо координатну частину хвильової функції системи позначити 
Ф (гь Ги), то рівняння Шредінгера буде 1

НФ (ги г2) =  ЕФ(ги г2). (42.3)

За методом Гайтлера—Лондона2, вихідним наближенням ми будемо 
вважати розв’язок, який відповідає R =  оо, тобто добуток хвильових 
фунвдій ізольованих атомів водню.

Нехай

Н  а (1) =■■= — Δ і — H b( 2) =  _  " A j _  і-
2т 1 гаі ’ 2т 2 гь, (42:4)

ТОДІ

де

Η -=На (1) + (2)-f-Н аЬ(\,2), (42.5)

1 Постійний член, що описує'взаємодію ядер, ми можемо завжди додати,
2 W. He i . t l . e r ,  F. L o n d o n ,  Zs. f. Phys., 44, 455 (1927).
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/у (12) = ___—__ .---J-—  (42.6)"eftUi-iJ. Га2 rH ^ r n - v r

Розглядаючи взаємодію атомів як збурення, ми для незбуреної 
задачі матимемо

[Яа (1) + Я й(2)]Ф° =  £ 0Ф°, (42-7>

з розв’язком

ф? =Ψ ι (Г1. ''2) =  ψα (?'«ι)ψ* Е° =  2Е0. (42.8)

Однак систему двох атомів можна розглядати й так, щоб вважати дру­
гий електрон належним до ядра а, а перший — до ядра Ь. Тоді задача 
має обмінне виродження. Ми з тим же успіхом можемо покласти:

Н = Н а [2)-\-Нь{\)-\-НаЬ(2,\), (42.5а)

де

в д — £ * . - £ ·  « . н і — £ * . - £ .  ‘42-4a>

Я „ ( З Д  =  - £ - £  +  £ .  (42.6а>

У цьому разі незбурена задача

[На (2) Н ь (1)] ф° =  £·° Ф° (42.7а)

має інший розв’язок:

Ф® =  Ф2 (гп г2] =  ^а [га2)'Ьь{гЬі)· Е° =  2Е(). (42.8а)

У зв’язку з цим за нульове наближення треба взяти лінійну комбіна­
цію розв’язків (42.8) та (42.8а):

Ф° =  (Τιψι +  с2̂ 2· (42.10)

Маючи на увазі розв’язання проблеми у першому наближенні теорії 
збурень, покладемо далі

Ф =  ciif>i +  С2̂ 2 +  <Р> Е =  2£о +  ε (42.11)

і підставимо ці вирази у точне рівняння Шредінгера. Нехтуючи чле­
нами другого порядку малості, враховуючи, що ψι та ψ2 є розв’язками 
незбуреного рівняння, і записуючи член гамільтоніана #φ за форму­
лою (42.5), ми одержимо

[#α(1) + //6(2)]φ — 2Е0<о =  (ε — И аЬ( 1,2)) -+- (ε — H ab(2,\)) с2ф2· (42.12)

Якщо ж #φ записати за формулою (42.5а), матимемо в свою чергу

[На [Ч) +  Н ь (1)] φ -  2Е0 φ =  (ε -  H ab (1,2)) Cj. Ψι +  (e -  H ab (2,1)) c2 ψ2.

(42.13)

Умова існування розв’язків виписаних неоднорідних рівнянь дає спів­

відношення:

| [ (е - ^ а Л 152))^Ф і +  ( г - Я аг,(2Л))с2ф2]ф1йх1^ 2 =  0, (42.14)

J  [(є — //efti l t2)) Сі ψχ + [£ — Н аЬ (2,1)) е2ф2] <|>2 rft1'dx2. =  0, (42.15)
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де функції є дійсними, бо ми розглядаємо основний стан атомів водню. 
Введемо позначення:

К =  | / /йй(1,2)ф?гігіЛ2 =  | Я а4(2,1)ф1^х1Л 2, (42.16)

А =  ], ^ ( 1 .2 ) ψ 2Φι^τ1^ 2  =  | ^ ( 2 ,1 ) Φ 1ψ2ίίτ1ΰ!τ2, (42.17)

S2 =  J  Фі Фг dvt άτ2, (42.18)

ДЄ 5 — так званий інтеграл неортогональності, відмінний від нуля,
оскільки функції ψα (1)>Ψ*(1) є функціями різних атомів і не є орто­
гональними між собою. Тоді умови (42.14), (42.15) ми зможемо.пере­
писати так:

(г-/<)сі +  (в52- А )с 2 =  0, (s52- ^ )C j -f (ε — / C ) =  0. (42.19)

віального розв’язку ці«

(ε — K )2 =  (zS2 — A )2,

Умова існування нетривіального розв’язку цієї системи рівнянь дає 
співвідношення:

звідки

Є1 =  Г = ^ ,  ε2 = Γ ^ .  · (42.2С)

Підставляючи ці значення в систему (42.19), одержуємо, що при ε =  еь 
с і — —  С2, а при ε =  ε2, С\ =  с2. Таким чином,

Е\ =  2Ей-\- Фл =  ψι — ψ2 антисиметричний стан,

Е$ =  2Е0 -f Φ5 =  ψι +  ψ2 симетричний стан. (42.21)

Розглянемо докладніше інтеграли К. та А, підставляючи в них явний 
вираз Н  (1, 2). Почнемо з інтеграла К:

к== ί  { ~  ~ {Гаі] Гь {г»2) άτ*· (42·22) 

Оскільки —— не містить координат другого електрона, а координат
гаг

першого, то у зв язку з нормованістю функцій можна записати К 
у вигляді

+  +  (42.23)

де

' Рь(2) =  — ефЦгм), ρβ (1) =  — βψΛ ‘ (42.24)

Перший інтеграл у (42.23) є середня потенціальна енергія елек­
трона «2» атома «b» в полі ядра «а», а другий інтеграл дає відповідну 
енергію для електрона «1» атома « а » в  полі ядра «6», третій член дає 
середню енергію взаємодії електронів. Таким чином, інтеграл К описує 
середню енергію електростатичної взаємодії атомів (постійний член, що 
описує взаємодію ядер, ми додаємо окремо). Розглянемо тепер інте­
грал А:



•A =  j*| — 7^ — r̂ ^ e2̂ ft ^Xl ^ 2' (42.25)

Вводячи обмінні густини зарядів:

РаьЩ =  - е % { г а1)$ь[гЬі), 9 a b [ 2 )  — - e ^ a [ra2) ^ b[rb2), (42.26)

ми можемо записати А у вигляді:

Л =  5 j  ̂  P.. 1.2) * ,  +  S j  £  Р„ (1) * ,  +  j  « І І І М Ш  * ,  Л „  (42.27)

Останній інтеграл у (42.27) є обмінна енергія електронів такого 
«самого типу, як і відповідний член, одержаний при розгляді атома ге­
лію. Тільки там йшла мова про обмін електронів, які відрізнялись інди­
відуальними станами, що відповідали різним енергіям, зараз же стани 
'\J)a та ψ*, відрізняються не енергіями, а положеннями електронів: або 
коло ядра «а», або коло ядра «Ь». Обмін відбувається між атомами «а» 
іта «b». Перші два члени становлять поправки до обмінної енергії, зв'я­
зані з неортогональністю індивідуальних функцій:

5 =  J  фа [га1) [г61) άτι =  J  ψα (га2) Ψ* (г*г) ̂ τ2· (42.28)

При зростанні R(R -» оо) хвильові функції, що опадають експоненці­
ально з віддаллю від ядер «а» та «Ь», відповідно, так слабо перекри­
ваються (ψα відмінне від нуля практично лише в оточенні «а»), що 
S-^0. Навпаки, коли R -> 0, ψα та г|зй стають функціями того ж̂  са­
мого атома та внаслідок нормування, S -» 1, тобто 0 <  5 <1 , 0 <  1

, j  Запишемо тепер повну енергію системи двох атомів «молекули» 
водню для симетричного та антисиметричного станів: відповідно,

UA =  2Е0 +  ̂  +  ^ ,  і/, =  2£0+  -£ +  £ £ £ ,  (42.29)

або

/̂д =  2Я0 +  ( ^  +  К ) - Л  +  52^

Us =  2Д> +  ^  ^  — S2 j

(42.30)

Вираз ^  -f К дає середню електростатичну енергію двох атомів

водню, що перебувають на віддалі R. Останній член містить поправку 
на неортогоиальність функцій, що були обрані для побудови нульового 
наближення.

Щоб обчислити одержані вирази, досить підставити у відповідні ін­
теграли хвильові функції нормального стану атома водню:

w = v b e~'"a- a = a *·

r — віддаль електрода від ядра.
Щоб одержати ·ψβ {ral), ψ* (rb2), треба замість r підставити ral або 

rb2. Як вже згадувалося вище, обидва інтеграли К та А практично від­
мінні нід нуля лише внаслідок того, що хвильові функції перекривають­
ся, таким чином ці інтеграли експоненціально зменшуються із ростом R.
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Якщо графічно подати результат розрахунку при 2Е0, прийнятому за 
початок відліку енергії, то матимемо рис. 32.1

Для антисиметричного стану Фд енергія UA відповідає відштовху­
ванню так, що молекула не може утворитись. Для симетричного стану, 
навпаки, bs має виразний мінімум при Ro =  1,4а =  0,74 · 10~8 см, так 
що атоми водню мати- u(R) 
муть тенденцію перебува­
ти на цій рівноважній 
віддалі. У симетрично­
му стані існує стійка мо­
лекула водню. З точки 
зору орієнтації спінів 
електронів одержаний 
результат свідчить про 
те, що спінова функція 
у стійкому стані молеку­
ли повинна бути антиси- 
метрична. Оскільки спі­
нові взаємодії можуть бу­
ти враховані як збурен­

ня, маємо, що стан Ф^бд синглетний а стан Фд5s— триплетний

Два атоми водню з протилежними спінами електронів притягаються

та утворюють стійку молекулу, а два атоми з паралельними спінами 
відштовхуються. Притягання або відштовхування атомів водню за­
лежить від знаку обмінної енергії А, бо Ua та Us відрізняються тіль­
ки знаком перед А і саме утворення гомеополярного зв’язку визнача­
ється обмінними силами.

dU*
З умови мінімуму Us (R ):

dR 0 можна теоретично одержати

рівноважну віддаль /?0 між атомами в молекулі. Далі можна обчисли­
ти власну частоту коливань ядер молекули к>о, бо при малих·/? — /?о 
маємо

R o)2 =  C + ^ ( R R0Y\M·- (42.31)U s (R ) =  U s (R 0) + Y U lio(R

і оцінити енергію диссоціації молекули: D — — Us (Ro) — .

З другого боку, До, ωο та D можна одержати на досліді. Теоретичні 
розрахунки перебувають у добрій згоді з експериментом2.

1 Розрахунки шестимірних інтегралів 5, А і К були вперше проведені Гайтле- 
ром та Лондоном, Joe. cit., та Сигиура (V. S i g i u r a ,  Zs. f. Phys. 45, .484 (1927).

2 Уточнена теорія молекули водню, основана на методі Гайтлера— Лондона, була
розвинена Вангом (S. W a n g ,  Phys. Rev., 31, 579 (1928). Більш точна загальна
схема була розвинена Джеймсом та Куліджем (H. M. J a m e s ,  A. S. C o o l  i d  g e
J. Chem. Phys., 1, 825 (1933), 3, 129 (1935), які використали метод, подібний до за ­
стосованого Хілераасом для гелію (E. А. Н  і 11 e r a a s, Zs. f. Phys., 54, 347 (1929). 
Альтернативою до наближеного метода Гайтлера— Лондона є метод Хунда— Муллікена
(див. F H u n d ,  Zs. f. Phys., 51, 759 (1928); 73, 1 (1931), R. S. M i i l l i  k e n ,  Phys. 
Rev., 32, 186 (1928); 41, 49 (1932). У цьому методі замість атомних функцій- Гайтлера—  
Лондона, для побудови хвильових функцій молекули використовуються функції елек­
трона в полі двох ядер, тобто функції, що описували би електронний стан в молеку­

лярному іоні водню Н ■ Задача про молекулярний іон :водню має самостійний ін­
терес, ї ї  наближені розв’язки можна знайти у книзі Π . Г о м б а ш а, Проблеми мно-
гих частиц в квантовой механике, И Л , М., (1952), § 16, § 39. Ми цією задачею 
займатись не будемо.
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Якщо записати електронну густину q(7) — — 2е\\Ф(г* r')\2dx', то

для Ф  =  Фд маємо, що при r =  r' Фд =  0, і тому електронна густина 
в області поміж ядрами мінімальна, навпаки, при Ф =  Ф$ густина 
електронного заряду в обох атомах мовби зливається, так що в області 
між атомами утворюється додатковий максимум електронної густини. 
Цей випадок відповідає утворенню гомеополярного (ковалентного) 
зв’язку, якому ми співпоставляємо валентний штрих у хімічйих формулах 
Н — Я. Можна показати, що^ сили гомеополярного зв’язку володіють 
властивістю насичення, тобто, що приєднання третього атома Н до мо­
лекули # 2  не приводить до виникнення обмінних сил між електронами 
молекули та електронами третього атома, кулонівська взаємодія при 
цьому залишається. Ця обставина приводить до того, що третій атом 
відштовхується. Відмітимо зразу, що не можна в принципі різко роз­
межовувати гомеополярний зв’язок від інших типів зв’язку в молекулах. 
Гак, наприклад, гомеополярний та так званий іонний (гетерополярний) 
зв’язки є лише крайніми випадками єдиного явища колективізації елек­
тронів. В чистому гомеополярному випадку ми маємо симетричний роз­
поділ електронної густини відносно обох ядер. Коли ж атоми, що об’єд­
нуються в молекулу, різної природи, то виникає асиметрія розподілу 
густини електронів. Якщо ця асиметрія є різко вираженою, то заряд 
електронів в основному зосереджений коло одного з ядер і ми маємо 
випадок іонного зв’язку

Розглянемо два атоми гелію в основному стані. Коли б такі два 
атоми об’єднались у молекулу, то вона б містила по два електрони кож­
ного напрямку спіну. У цьому разі, за принципом Паулі, просторова 
частина хвильової функції «молекули» повинна була би бути антиси­
метричною відносно перестановки електронів з однаковим спіном. Єди­
на функція, яка задовольняє цю вимогу, має вигляд

- [ψβ (1) Ψ* (2) -  ψ* (1) Ψ» (2)] [ψβ (3) ψ6 (4) -  фа (4) ψ, (3)].

Ця функція, по суті, співпадає з антисиметричною власною функцією Ф а 
Гайтлера—Лондона, яка, як ми бачимо, приводить до відштовхування 
атомів.

Таким чином, з’ясовується природа сил відштовхування і спадання 
цих сил з віддаллю між ядрами атомів за законом ~  е_/?між атомами, 
які не утворюють молекул (для гелію у збуджених станах наведені мір­
кування вже не мають сили).

Спрямовані валентності

Метод Гайтлера—Лондона можна застосувати до різних молекул. 
Наприклад, для LiH ковалентний зв’язок буде представлений функцією

ф , =  Фu  (1) ΨΗ (2) + фи (2) ψΗ (1), (42.32)

де, для основного стану молекули, арі/ є 25-хвильовою функцією Li, 
a ψ;ι є ls-хвильовою функцією водню. Математична схема є цілком 

аналогічною до застосованої у випадку Н2. Написана вище функція Ф^, 
домножена на антисиметричну спінову функцію, зображає стан стійкої 
молекули. Для випадку СН4 ми можемо зобразити 4 ковалентні зв’язки:

1 Експериментальні методи рентгенографічного дослідження розподілу електрон­
ної густини в кристалах дозволяють у зв’язку з наявністю чи відсутністю додатко­
вих піків в областях поміж атомами гратки виявити ступінь гомеололярності зв’язку.
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■феї ( 1 ) ·ψ//ι (2 )  -(-'феї ( 2 )ψ / / ι  ( l ) t

ψ<?2 (3) Фяг (4) + ФС2 (4) фяг (3), 

Фсз (5) фяз (6) + фс3(6) фяз (5), ( 4 2 . 3 3 )

Ф,Л7)Фя 4(8) +  Фс4(8)Фя Л7).

Чотири зовнішні електрони вуглецю є в станах з головним квантовим 
числом п =  2 і мають однаково орієнтовані спіни. Кожний з цих елект­
ронів може утворити гомеополярний зв’язок з електроном відповідного 
атома водню (інші 2 електрони вуглецю в стані Is мають протилежно 
спрямовані (спарені) спіни).

Внаслідок утворення молекули СН4, спіни чотирьох зовнішніх 
'електронів вуглецю опарюються зі спінами електронів водневих атомів 
і в молекулі всі спіни виявляються спареними, так що загальний спін 
системи дорівнює нулю. Аналогічна картина була у випадку Н 2 та LiH. 
За методом Гайтлера—Лондона стійкі молекули в основному стані зав­
жди повинні мати загальний спін, рівний нулеві. Факт, що більшість 
стійких молекул не парамагнітна, підтверджує цей результат теорії. 
Але винятки, що мають місце (наприклад, в молекулі Ог не всі спіни 
здвоєні), свідчать про те, що наближення Гайтлера—Лондона не може 
пояснити всі закономірності зв’язку і в окремих випадках треба вдава­
тись до інших методів. Залишаючись в межах метода Гайтлера—Лон­
дона, що є достатнім в багатьох випадках, ми можемо встановити, що 
ковалентність атома є рівною числу електронів з нездвоєними спіна­
ми. Наприклад, електронна конфігурація основного стану атома азо­
ту є:

(ls )2(2s)2(2p)3.

Найнижчим термом (атомним) є при цьому AS, що вказує на те, що су­
марний спін є 3/г ((2s+  1 )= 4 ), тобто, що три 2р — електрони мають 
паралельні спіни. Внаслідок цього азот повинен мати ковалентність З, 
що узгоджується з досвідом.

Для ковалентних зв’язків в NH3 ми, наприклад, маємо функції:

ф2рж(1)фя(2) +  ф2̂ (2 )  Фя (1 )>

ф,^(3)фя(4) + фа̂ (4)фя[3), (42.34)

ΨιΡζ (5) фя (6) +  ф2/,г (6) фя  (5).

Енергія зв’язку, як ми з’ясували в теорії молекули водню, визначається 
обмінним інтегралом, а цей інтеграл тим більший, чим більше пере­
криття відповідних електронних функцій. ·§2Ρχ має максимальне значен­

ня поблизу ОСІ X, ·ψ2ρν— поблизу ОСІ у іі ·ψ2ρ2— поблизу осі ζ\ таким чи­

ном, всі три зв’язки в ΝΗ3 будуть найбільш стійкими, коли атоми вод­
ню будуть розташовані на відповідних осях декартової системи коорди­
нат, на початку якої міститься атом азоту. У такий спосіб розвинута 
теорія спрямованих валентностей встановлює структуру молекул. Мо­
лекула ΝΗ3 буде трикутною пірамідою з кутами Η—N—Н, рівними 
90°. Аналогічний аналіз для НгО дає для кута Η—О—Н теж 90°. Екс­
перимент дає дещо більші значення кутів: Η—N—Н— 108°, а Н —О—Н =

y(NHs> ·ν<Ή2ο ;

=  105. Цей результат легко пояснюється неврахованим при теоретичній 
оцінці відштовхуванням ядер.

Сили Ван-дер-Ваальса

Ми одержали наближений розв’язок молекулярної задачі для ви­
падку малих взаємних віддалей R. Цей розв’язок визначається у пер-
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шому наближенні теорії збурень і дає різні результати, залежно від 
того, чи спіни реагуючих атомів (атомних електронів) є паралельними, 
чи антипаралельними. На великих взаємних віддалях проявляють себе 
сили іншого походження, які відповідають взаємному притяганню ато­
мів незалежно від орієнтації спінів атомних електронів. Незважаючи 
на те, що ми розрахуємо цю взаємодію для найпростішого випадку двох 
атомів водню, зауважимо, що сили притягання, про які йде мова, діють 
між всіма атомами та молекулами. У зв’язку з відомою поправкою 
Ван-дер-Ваальса в рівнянні стану реальних газів, ми будемо називати 
ці сили силами Ван-дер-Ваальса.

Розглянемо два атоми водню на великих взаємних віддалях. 
У зв’язку з цим ми у дальшому знехтуємо обмінним виродженням і бу­
демо вважати, що перший електрон зв’язаний з ядром а, а другий —
з ядром Ь. У цьому разі взаємодія обох атомів опишеться виразоїм

V =
<42-35>

Якщо (хі, ух, Ζ\), (х2, г/2, z2) визначають координати 1-го та 2-го 
електронів відносно відповідних ядер, а вісь ζ проходить через ядра 
обох атомів, то можна записати:

rab — R, г13 =  У (хг -  х2)2 4- (yt -  у  2)2 +  (Z l- z 2-  RY;

(42.36)

r a2 =  V x \ + y \  + ( ^ 2  +  ^ ) 2, f'bl =  Y x \  +  У І  + [ Z 1— R )* .

Умова того, що взаємна віддаль: є великою R >  хи /?.> х2, ..., до­
зволяє використати розклади в ряд (з точністю до членів другого по­
рядку):

, J  . 1 _  1 '

гі2 Y (X i χα}2 (Уі— .Уг)2 +  (гі ~ 'г2— R)2 

=  J_  Ь _  (^1 — -%)г + - J';)8 - 2 tzt — *„)» — 2R[zl~ z2)j ^
R  \ 2R2 

1 _  1 f i x \ + y * - 2 z \ + 2 R z tX 1 I f ,  x{ ,+ j»? -  2z\ -  2Rẑ \

Гл 2R* )"ГЦ  2Λ2

(42.38)

Звідси, у прийнятому наближенні,

^=|γ{*ι-Κ 2 +  >'ι3'2-2ζ1 ζ 2}, (42.39)

що аналогічне потенціальній енергії диполь-дипольної взаємодії. Оскіль­
ки ми зараз нехтуємо обмінним ефектом, то за нульове наближення до 
хвильової функції системи ми можемо обрати функцію

Ψ =  Ψβ;(1)Ψ4(2). (42.40)

Поправка до енергії у першому наближенні теорії збурень

Α  =  |ψα( 1 ) Ψ&(2) V"ψβ(1 )·ψΛ (2) (42.41)

для ls-стайів водневих атомів буде дорівнювати нулеві, бо V функція 
непарна, в той час коли функції ·ψα , — парні функції координат.
Поправка другого наближення становить
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де сума проводиться по всіх станах атома водню, крім основного. Зна­

менник Eo — E k дорівнює

а„ \ к

. . .  З е2
де fi _  головне квантове число k-ro стану, і змінюється від 4 а^

при п =  2 д о__при п -» ОО. У зв’язку з цим для наближеного об­

числення Е2 МИ__можемо покласти у всіх членах суми (42.42) знамен­

ники рівними — є21 an і одержимо

Β , _ = - α̂ ν Λ ν , ^ - ^ Υ _ { ν Λ ν ^ ν ΐ . ) ,  (42.43)

k-t‘0 . k 

або, оскільки Уоо =  Е\ =  0,

£ ! ~ - τ Σ ι/'>*ν’" = ” ¥ ,ν 'ί,“ · ( 4 2 -4 4 )

к

При обчисленні (У2)оо ми одержуємо

(νη αο =  -£■ j  Ψα (1.) Ψ* (2) \χ\χ \ +  У Ї У І + ψ*І2) ^  * 1 ^ ’ ί42,45>

б о  в с і інші чл ени  зн и к аю т ь  з  т о ї ж  п ри ч и н и , щ о  й Voo- В и к о р и ст о в у ю ч и  

те, що в силу сферичної симетрії Is станів водню

·<» ■ _  2r

=а_ ^ _ р = ±=? г2 =  Л- U  a” r2r2dr =  ?>a2H,Xx— y x -— 3 1 » ад j n
H v0

γ 2 __ II 2 - z 2 -— r?X2 -У 2 2 3 ’

(42.46)
можемо записати

і для поправки другого наближення матимемо

0 0 = - ^ .  (42-47>

Більш точні розрахунки 1 приводять до заміни чисельного множника

6 на 6,47—6,49. .
Коли зберігати в застосованих вище розкладах вищі члени, то ван-

дерваальсова енергія теж міститиме члени вищого порядку 2:

^ 6 1 3 5 ег aqH 141 ег апи (42.48)
Е2 =  — ДЮ· ·· ·

1 p. L o n d o n ,  R. E i s e n s e h i t z ,  Zs. f. Phys., 60, 491 (1930)■ див. Г. Б е т е ,  

Квантовая механика простейших систем, § 63. J. С. S l a t e r ,  a. J. G. K i r k  w o  о , 

Phyg. Rev., 37, 682 (1931)
2 Див., наприклад, Η. М  a r g e п a u, Phys. Rev., 5o, 1137 (1939).
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ІЦя енергія відповідає силам притягання, які діють на великих відда­
лях між атомами, і на віддалях порядку атомних розмірів заступаються 
сильним відштовхуванням1 (якщо не утворюється стійка молекула). 
•Одержані результати відповідають s-станам атомів. В інших випадках 
вищі члени енергії взаємодії, наприклад, відповідні до квадруполь- 
ної взаємодії, можуть дати відмінний від нуля вклад вже в перш ому 
наближенні теорії збурень.

Якщо записати енергію взаємодії двох атомів, які не утворюють 
• стійкої молекули, у вигляді двочленної формули типу

£/(/?) А  > (42.49)

у якій один член репрезентуватиме сили відштовхування, які діють на 
малих віддалях, а другий — сили Ван-дер-Ваальса, то можна розраху­
вати так званий другий віріальний коефіцієнт рівняння стану для атом­
ного газу і порівняти розрахунок з дослідом. Для гелію, наприклад, 
одержується добра згода2. Для нижчих електронних станів енергію 
U (R) з доброю точністю описує емпірична формула Морза 3 

U (R) =  U0 |е-2№-Яо)/“ _

де Uo, Ro та а — параметри. Потенціал Морза зображений на рис. 33.
Вандерваальсівську енергію можна 
зв’язати з атомною полярізовністю, 
яка для ізотропного випадку дорів­
нює (див. (19.29).

β
_2_

ЗАΣ°kn I D nk І

і для стаціонарного поля (ω =  0) мо­
же бути наближено записана так:

2̂  1 
z3h  ІР =

лпк
^  [n\r\k) (к \r\ti] =  

k

2е*

3hoink
(n\r І ге).

Коли замінити hwnk на перший іонізаційний потенціал J, то

2е2 =?,
ЗУ

звідси, використовуючи (42.46), одержуємо

Е ,=
2 J У 2)оо =

1
2 J

З J 2 β2 

2 R*
-ЦІЇ
4 /?6

(42.50)

(42.51)

Коли атоми не однакові, то, як показав Лондон4, формула узагаль­
нюється в такому вигляді:

f  — __ ϋ Λ βιβ2 ,ло ς 0 4

2 2 Λ+Λ Λ6 · (42.52)

Для багатоелектронних атомів ми матимемо суму членів типу (42.51).

1 Див. Н. M a r g e n a u ,  Revs. Mod. Phys., 1], 1 (І939).
2 Див. Г. Б е т е, Квантовая механика... §  63.
3 P. М. M o r s e ,  Phys. Rev. 34, 57 (1929).
4 F. L o n d o n ,  Zs. f. Phys. 63, 245 (1930).
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§ 43. Коливна та обертальна структура молекулярних спектрів

Розвинута у § 41 систематична адіабатична теорія збурень показа­
ла, що у адіабатичному наближенні електронний рух розраховується 
так, ніби положення ядер є фіксованим і при цьому роль потенціальної 
енергії ядер відіграє ефективний потенціал, який являє собою електрон­
ний терм — усереднену енергію електронів (її власне значення) в за­
даному стані і включає електростатичну енергію взаємодії ядер між 
собою для заданого нерухомого розташування ядер.

Для звичайних молекул наведений розгляд повинен бути уточне­
ний в зв’язку з можливістю обертання молекул. У число ядерних коор­
динат тоді треба включати ще три координати, які описують обертання 
(три координати, які описують рух центра ваги всієї молекули, є три­
віальними, ми можемо для зручності завжди розглядати систему коор­
динат, у якій центр ваги нерухомий). Наявність трьох обертальних 
координат приводить до появи у операторі кінетичної енергії ядер чле­
нів порядку κ3 та κ4 так, що замість (41.9) ми одержимо

Τ ^ χ 2Η Ι+ χ 3Η\-\-^Η\. (43.1)

Послідовне застосування теорії збурень за викладеною раніше схемою 
веде до рівняння для обертального руху молекули та до врахування 
взаємодії між обертальним та коливним рухами ядер та рухом електро- 
нів *.

. Ми не будемо виконувати цієї послідовної програми, а, обмежую­
чись розглядом двохатомних молекул, підемо простішим шляхом. Для 
двохатомної молекули електронний терм залежить лише від віддалі 
між двома ядрами г, так що ефективна потенціальна енергія в рівнян­
ні для руху ядер може бути позначена через U(r). Як відомо, задача 
про відносний рух двох частинок, що взаємодіють за центральним за­
коном, зводиться до задачі одної частинки з приведеною масою μ в 
центральносиметричному полі U(r).

Оператор Гамільтона для такої задачі ми могли б записати, коли б 
ввели ефективну потенціальну енергію (при заданому електронному 
стані), яка складається з електронного терму U(r) та усередненої за 
електронним рухом відцентрової енергії. Дійсно, коли б момент кіль­
кості руху ядер зберігався, то, за відомою теорією, ми мали би

+  <43·2) 

але, оскільки в молекулах рух електронів відбувається в полі, яке не 
володіє центральною симетрією через наявність декількох ядер, то за­
кон збереження повного електронного моменту, а значить і моменту 
ядер, не має місця. Зберігається лише повний момент кількості руху 
молекули в цілому, що складається з моменту електронів та моменту 
ядер. Розглядаючи для простоти електронні терми, для яких повний 
спін електронів молекули дорівнює нулеві, відцентрову енергію зручно 
записати так:

2 ( 4 3 . 3 )

-> f* 
де К — оператор повного моменту молекули, a L — оператор повного

/ m  VI*
1 Загальна теорія збурень за малим параметром I -ĵ - 1 =  κ вперше була дана

Борном та Оппенгеймером (М. Born, R. Oppenheimer, Ann. d. Phys., 84, 457 (1927).
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орбітального моменту електронів. Тоді ефективна потенціальна енергія 
буде

Wk= U { r )  +  ̂ ( j [ - L ) \  (43.4)

Позначаючи квантове число, що квантує оператор К2, через k, так 
Що

K *=h?k(k+ \ ), (43.5)

одержимо

Wft= £ / ( r )  +  ̂ ( £ + l )  + ~ 2 ІК ) . (43.6)

У двоатомній молекулі поле, у якому рухаються електрони, має 
аксіальну симетрію відносно осі центрів обох ядер, у зв’язку з чим 
проекція повного орбітального моменту електронів на цю вісь є теж

інтегралом руху, як і повний момент К. Позначимо величину проекції 
орбітального моменту електронів в одиницях h через Л (0, 1, 2...). 
У стані з певним Lz, Lz — А середні значення інших компонент Lx, Ly. 
рівні нулеві, бо в представленні, в якому Lz діагональне, діагональні 
матричні елементи Lx та Ly рівні нулеві. Тому середнє значення L 
спрямоване по осі z і ми можемо написати

L =  п\, (43.7)

де п —- одиничний вектор осі молекули. Момент кількості руху двох 

ядер М за класичною механікою має напрям, перпендикулярний до 

лінії центрів, те ж саме має місце для оператора моменту Лі, тобто

(K — L)n =  0 ,K n = ln .  (43.8)

Отже, для власних значень маємо, відповідно,

—► ->■ -V
д/г =  Ln =  Л,

тобто проекція повного моменту /С на вісь молекули теж дорівнює Л. 
Таким чином, у стані з певним Л квантове число k ^  А. Підставляючи

LK — АпК =  Л2 у вираз для Wk, одержимо

Wk(r )=  U(r) + — k (й +  1) -f JL i (L2 -  2Λ2). (43.9)

Приєднуючи останній член, який є функцією від r і залежить від елект­
ронного стану, до енергії U(r), запишемо:

Wk(r) =  W'ir) +  2f̂ k (k +  1)· (43.10).

Рівняння для радіальної функції руху ядер R(r) після підстановки

R(r) = ·φ (τ)/τ

матиме вигляд

- £ S '+ W * ( r ) < P  =  *P . (43.11)

При невеликих k крива Wk(r) не сильно відрізняється від електронного
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терма U(r), але коли k велике, Wk(r) стає всюди додатним. Звідси ви­
пливає, за теорією одновимірного рівняння Шредінгера, що при силь­
ному обертанні £ > 0  і спектр власних значень непереривний, що 
означає, що внаслідок дії відцентрових сил при сильному обертанні
молекула дисоціює на атоми1.

Обмежимось випадком порівняно невеликого обертання, так що 
W k(r) має мінімум при деякому г =  гь \ розкладемо Wk.(r) в Р ЯД за 
ступенями відхилення міжядерної віддалі від рівноважної r =  rt, з точ­
ністю до членів другого порядку включно:

w k (r) =  U7ft (r,) + і  (r -  гї ї ,  (43.12)

де

Wk(ri) =  W (rt) + ^ ^ - .   ̂ (43.13)

Введемо позначення:

=  — \d2M  = μ ω ί , Г- Γ ^ ζ .  (43.14)
1 2Tl \ dr  lr-rl

Тоді (43.11) можна буде записати так:

- '2μ ·5? +  {47(Γ') +  β^ ^ +1) +  ̂ μωΚ2} φ^ £φ · (43Л5)

Маючи на увазі, що W (rt ) та Bl k(k-\- 1) є сталими, ми бачимо, 
що одержане рівняння є рівнянням Шредінгера для лінійного гармоніч­
ного осцилятора з власними значеннями

Е ' ^ Е  — W(rt) — B.,k(k+ 1).

Шукані рівні енергії Е ми можемо на підставі цього визначити фор­
мулою

Е =  W[rt) + B ,k (k + l)  + ha>l (v +  \y (43.16)

(у =  0, 1, 2.,..).

Отже, енергія молекули може бути представлена як сума трьох членів

Ekv =  Eel +  Erot +  Ev, (43.17)

Л6
Ee l = W ( r t) , (43.18)

електронна енергія разом з енергією взаємодії ядер при r — r, та до­
датком, залежним від електронного стану (від значення Λ, див (43.9); 

член
Erot =  Bl k [ k + 1), (43.19)

де Ві — так звана ротаційна стала, описує енергію обертання. При 
Λ =  0 'формула (43.19) визначає рівні енергії системи двох жорстко 
зв’язаних частинок, що обертається. Така система зветься ротатором. 
В цьому разі квантові числа k квантують момент кількості руху самих 
я д е р . Хвильові функції стаціонарних станів ротатора є звичайними сфе­
ричними функціями. Для А ф О  залежна від кутів частина функції ста­
ціонарного стану двоатомної молекули складніша і переходить у
сферичні функції лише при Λ =  0. Останній член Ε ν описує коливання.

1 Для більшості молекул у нормальному стані при r —> оо молекула дисоціює 

на два ізольовані нейтральні атоми. Wk(r) при цьому прямує до сталого 
швидше ніж У /-. Лише для деяких випадків ми маємо дисоціацію на іони.
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Як ми бачимо, енергія обертання квантується, і якщо знехтувати 
слабкою залежністю ротаційної сталої від k, то віддаль між сусідніми: 
рівнями буде

AErot =  2Bl ( k + l ) .  (43.20)·

Ротаційна стала містить у знаменнику момент інерції молекули: 
// =  μ/·,2. Через це інтервали AErot ~  1 /μ . Вібраційні інтервали АЕп

при заданій формі потенціальної енергії Wk пропорційні до-?-^. Інтер-
V Iа

вали між електронними рівнями зовсім не залежать від приведеної маси 

μ. Оскільки є малим параметром теорії молекул (т  — маса електро­

на), то ми маємо важливе співвідношення

^ E el »  AZ?0 »  AErot. (43 21)

Отже, енергетичний спектр двоатомної молекули має такий характер. 
Кожний електронний терм розщеплюється на групу рівнів під впливом 
коливного руху, а ці коливні рівні завдяки обертанню додатково роз­
щеплюються в більш тонку структуру.

У нашому наближеному розгляді ми знехтували вищими членами 
розкладу Wk(r) в ряд за степенями r — ги обмежившись гармонічним 
наближенням. Таке наближення є задовільним, коли коливання не є . 
інтенсивними так, що \r — rl \<^rl. З теорії лінійного гармонічного 
осцилятора маємо, що ця умова означає, що

/ і = і / ® + т « г »  <4 3 -2 2 >

тобто рівень коливань не повинен бути високим. У вищих наближеннях 
вже інеможливо виділити в енергії коливну та обертальну частини 
зокрема, бо зв’язок між коливним та обертальним рухами стає силь­
ним. При малих k та υ, навпаки, цей зв’язок слабкий і ми можемо обме­
житись адитивною формулою (43.17) і навіть нехтувати залежністю 
В[ та ω, від k (тобто покласти гг= г 0).

Внаслідок .наявності зв’язку між електронними та ядерними рухами 
при взаємодії молекули зі світлом, вбирання світла веде як до зміни 
електронного стану, так і до зміни стану руху ядер. У «адитивному» 
наближенні частота вбираного світла може бути подана формулою

W =  +  +  +  + l j 2 . (43.23)

Спектр вбирання молекули має характер смуг. Навколо спектральної 
лінії, яка відповідала б чисто електронному переходу, групується ціла 
смуга, структура якої визначається коливними рівнями.

Про систематику спектрів двоатомних молекул

Як ми вже зазначали, поле, в якому рухаються електрони молеку­
ли, не є центральносиметричним у зв’язку з наявністю декількох ядер, 
а тому і принцип систематики молекулярних спектрів повинен бути 
іншим, ніж спектрів атомних. У двоатомних молекулах поле має 
аксіальну симетрію, і ми можемо класифікувати молекулярні електрон­
ні терми за значеннями проекції, вислідного орбітального моменту елект­
ронів на вісь молекули, яка зберігається.
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Абсолютну величину цієї проекції ми позначали Λ, а терми з різни^- 
ми Λ прийнято позначати великими грецькими літерами

А =  0 1 2 ...
(43.24)

Σ Π Δ ... .

Так само, як і в атомах, електронний стан молекули характеризується 
значенням повного спіну 5. При 5 +  0 має місце виродження за на­
прямком повного спіну кратності (25 +  1). При врахуванні релятивіст­
ських ефектів це виродження знімається й виливається у мультиплет- 
ну структуру. Як і в теорії атома, 25·+ 1 означає мультиплетність терма, 
і відповідне число пишеться зліва вгорі коло символу терма.

З властивостей симетрії гамільтоніана двоатомної молекули мож­
на вивести ряд тверджень про електронні терми. Якщо здійснити від­
биття у довільній площині, що проходить через вісь молекули, то енер­
гія молекули залишиться незмінною; У той же час відповідний стан 
буде, взагалі кажучи, іншим, бо змінюється знак моменту кількості 
руху відносно осі. Внаслідок цього всі стани з Λ +  0 є двократно ви­
родженими1. При А =  0 стан молекули не змінюється при описаному 
вище перетворенні, або точніше — хвильова функція помножується на 
сталу. Ця стала може дорівнювати +  1 або — 1, у чому легко переко­
натись, беручи до уваги, що двократне відбиття в даній площині еквіва­
лентне тотожному перетворенню. Отже, маємо дві грури Σ термів: Σ+~ 
та Σ~, які відрізняються поведінкою відповідних хвильових функцій при 
відбитті в площині, яка проходить через вісь.

Якщо молекула складається з однакових атомів, то, має місце інва­
ріантність гамільтоніана відносно інверсії координат усіх, електронів· 
(координати ядер при цьому незмінні і початок координат обрано в- 
середині відрізку, який з’єднує ядра). У зв’язку з комутацією операто­
ра інверсії з оператором орбітального моменту, терми з певними А 
можна додатково розрізняти за їх парністю. Хвильова функція парних 
(g) станів не змінюється при інверсії, а непарних (и) змінює знак. 
Символ парності пишуть як індекс знизу з правого боку від символу 
терма.

Виходячи з наближення, в якому хвильова функція молекули є до­
бутком електронної та ядерної функцій, відзначимо, що коли ядра у 
двоатомній молекулі тотожні, то ядерна хвильова функція повинна: 
мати певну перестановочну симетрію відносно ядер. Якщо спін ядра ці­
лий, вона повинна бути симетричною відносно перестановки ядер, а коли· 
спін ядра півцілий — антисиметричною.

При нехтуванні спіновими взаємодіями ми можемо провести такі 
міркування. Парність ядерної функції Σ терма (А =  0) визначається- 
її кутовою частиною, яка є звичайною сферичною функцією. Отже, при 
зміні знака координат ядер ядерна функція помножається на (— 1)*.. 
Звідси випливає, що при цілому спіні ядер відповідна спінова функція 
повинна бути симетричною при парному k і антисиметричною при не­
парному k, а при півцілому спіні навпаки 2.

Для молекули водню стан з симетричною координатною ядерною 
функцією (антисиметричною спіновою) називають параводнем, а стан

1 Врахування взаємодії між електронним станом та обертанням приводить до 
розщеплення терма з л=̂ =0 на два близьких — л подвоєння (J. Н . Van Vleck, Phys.

Rev., 33, 502 (1929)).
2 Ми розглядаємо основний стан, в якому електронна функція симетрична від­

носно ядер.
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з антисиметричною координатною ядерною функцією (симетричною спі­
новою) о р т о в о д н е м .

Зі сказаного випливає, між іншим, що параводень може бути у 
обертальних станах лише з парним k, а ортоводень з непарним k. Різ­
ниця енергій

Erot{k )- E roM = B ik { k  +  \) (43.25)

для водню дорівнює .

Erot(:k)~Erot{0) =  5 9k{k+ l). ..■■■■ (43.26)

Тому найнижчий рівень ортоводню (k =  1) лежить вище, ніж найниж­
чий рівень параводню (fe =  0), і при низьких температурах ортоводень 
повинен бути нестійким. Але імовірність переходу ортоводню у параво­
день (при зіткненнях молекул) у звичайних умовах є дуже малою і ор- 
то- та параводень ведуть себе як різні гази, представлені у нормаль­
ному водні в статистичному співвідношенні 3:1.  Коли сумарний спін 
протонів рівний lh, є три стани з трьома можливими орієнтаціями у 
зовнішньому магнітному полі. Наявність такої суміші проявляється 
у чергуванні інтенсивності обертальних ліній.

У загальному випадку двоатомних молекул з однаковими ядрами 
зі спіном Sh повне число спінових станів (2S —(— 1)2 можна розділити 
на (5 -f- 1) (25 +  1) симетричних та 5(2S -|-'1) антисиметричних (час­
тинні випадки цього правила ми розглядали в теорії атома гелію та 
молекули водню). Наше твердження можна довести шляхом аналогіч­
ного конструювання спінових функцій двочастинкрвої задачі при спі­
ні, рівному Sh, де 5 — ціле, півціле або нуль. Внаслідок цього у газі, 
що перебуває в стані статистичної рівноваги, відношення числа моле­
кул з парним та непарним k буде пропорційним до (S -f- 1) /5 при 5, 
цілому або рівному нулеві, та 5/(5 -f- 1) — при півцілому 5. У зв’язку 
з цим виникає зміна інтенсивностей обертальних смуг у спектрах. Цей 
ефект можна використати для експериментального визначення спіну 
відповідних ядер 2.

Ми не будемо заглиблюватись далі у питання теорії молекулярних 
спектрів і обмежимося викладеним вище3.

1 Ц і назви виникли за аналогією з теорією атома гелію.
2 Більш докладну теорію двоатомних молекул та питання теорії багатоатомних 

молекул, основані на теорії симетрії, можна знайти у книзі Л. Л а н д а у ,  Е. Л  и ф- 
щ и ц а ,  Квантовая механика, гл, X I— X II I .

3 Докладну теорію двоатомних молекул див. також К· Н и к о л ь с к и й ,  
Квантовая механика молекул, ГТТИ, Л .— Μ., 1939., гл. V I, V II. Тут подано докладний 
список оригінальних джерел на той час. Г. Г е р ц  б е р  г, Спектри и строение двух- 
атомньїх молекул, И Л , 1949; Г. Г е р ц б е р г ,  Колебательньїе и вращательньїе спектрн 
ліногоатомньїх молекул, И Л , 1949; Г. З й р и н г ,  Дж.  У о л т е р ,  Дж.  К и м б а л л ,  
Квантовая хймия, И Л , 1948; М. В. В о л ь к е н ін т е й н, Строение и физиЧеские свой- 
ства молекул, A H  СС СР , 1955; У. К о з м а н ,  Введение в квантовую химию, И Л , 
I960.

Р о з д і л  X III

КРИСТАЛИ 

§ 44. Одноелектронне наближення

Теорія кристалів з багатоелектронної точки зору може бути 
розвинена як теорія «великих молекул». Специфіка кристалічної струк­
тури, яка приводить до трансляційної симетрії, обумовлює, однак, мож­
ливість розробки спеціальних методів, за допомогою яких розкривають­
ся особливості кристалічних систем.

Використовуючи адіабатичне наближення, ми будемо розглядати 
кристал як сукупність двох підсистем. Одна підсистема є кристалічною 
просторовою граткою, утвореною з додатних іонів (атомні залишки), 
які складаються з ядер та відповідних внутрішніх електронів ‘, друга 
підсистема — сукупністю зовнішніх електронів всіх атомів, які рухають­
ся в полі гратки і взаємодіють один з одним.

Розглянемо нашу систему на основі методу Хартрі. Система рів­
нянь Хартрі у позначеннях § 38 має вигляд (див. (38.39)

{Е +  В - Х ^ л |ν=0 , (44.1)

де ψ,· можна розглядати як координатну частину індивідуальної функ­
ції електрона.

Потенціал U0(r), створений іонною граткою, однаковий для всіх 
електронів, є періодичною функцією координат з періодом гратки. Роз­
глянемо властивості самоузгодженого потенціалу В (див. 38.31):

Ь - - У Ч  i w . r . » ' ) ! · * ·  (.,.1
^  J Vix— х'}*+{у— у'У+ (Z — 2 ')! ‘ *- ;
k

Нехай у першому наближенні заряд всіх електронів вважається рівно­

мірно розподіленим так, що В ·- const, тоді сума U0(r) -f- В буде періо­
дичною функцією з періодом гратки і рівняння Шредінгера (44.1) буде 
рівнянням для руху електрона в пррсторово-періодичному полі, вивче­
ним нами у § 16. Як ми знаємо, розвозки такого рівняння мають форму

Ь  (Xi y , z ) = e ikr Uj t  {x, у ,  z),

де

1 Розглядаючи ядра ί внутрішні електрони атомів: як одне ціле, як атомний за ­
лишок, ми фактично використовуємо ще одне : наближення. Така гіпотеза «твердих» 
іонів (атомних залишків) фізично обгрунтована сильною взаємодією внутрішніх елект­
ронів з ядром і вимагає поправки на певну «деформувальність» лише при врахуванні 
взаємодії носіїв струму з коливаннями гратки при розв’язанні кінетичних проблем.
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иД (г+ я) =  иД(г),

якщ9 η — вектор гратки (розглядаємо просту гратку).

У зй’язку з цим у наступному наближенні маємо.

„ г. у ( ·  · {44 3)

J Vi* — х’)*+{у—-У')2 н- І-2—
J

-+ -> ->·

Здійснимо трансляцію r -» r +  η:

)Ujt [x',y',z') 12dx'-____________
В (r-4-л) =  Γ ,

J  / ( *  — х' + ЩОї) 1 +  (.У — У '  +  «2 a l f  +  t* — Z ' + П3 «ЗІ2

T " (44.4)

Після заміни змінних ч

x' = л ," +  я1а 1) у ' — у" +  п2 а2, z’ =  ζ" + л3 αΆ (44.5)

одержимо

p ,:; + : ) - V f ' j y * + пі ^ у." + ”2Д2' г" + dx"dy-dz" (44.6) 
1 ^  1 L · )  /  {х- х")’ + [у-у"у + {г-г 'Г

- і

і, завдяки періодичності «амплітуди» ujt,

п -  1-і - у :  , (44.7)
т  v  ^  -f- Ly -  ν";.- -- u  -  z ' r

/

Одержаний результат є точним для безмежного кристала, коли інтегру­
вання поширюється на весь простір. Поняття періодичності у точному 
розумінні слова треба застосовувати до суми ' і

В(х, у, z) +  t/0, (44-8)

яка відповідає умові електричної нейтральності кристала в цілому- 
Отже, при послідовному уточненні самоузгодженого потенціалу за ме­
тодом Хартрі властивість періодичності повного потенціалу (44.8) буде 
зберігатися.

' Наведені міркування показують, шляхом яких наближень ми при­
ходимо до зведення задачі про N взаємодіючих електронів у полі неру­
хомої іонної гратки до N одноелектронних' задач (однакових) про рух 
одного електрона у деякому просторово-періодичному полі, період якого 
співпадає з періодом гратки. У § 16 іущ вивчили енергетичний спектр 
електрона в періодичному полі, а зараз розглянемо основи так званої 
зонної теорії кристалів.

Основи зонної теорії кристалів

Розглянемо тепер елементи теорії, яка дає змову вивчити характер 
хвильових функцій і енергетичного спектра електрона в періодичному
полі тривимірної гратки.

Припустимо спочатку, що потенціал гратки малий в порівнянні з 
енергією електрона. Тоді в рівнянні Шредінгера потенціальну енергій}
V можна розглядати як збурення, а, незбуреНою задачею вважати рів­
няння Шредінгера для вільного електрона. Такий підхід відомий під
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назвою наближення, що виходить з вільних електронів, і 6vb впешне 
розвинений Бете і Пайерлсом ·. Отже, рівняння μ

Δ Ψ + | Γ (£  — Κ)ψ =  0, ’ (44.9)

будемо розв’язувати за теорією збурень. Незбурене5 рівняння

Δψ° +  ̂ £ 0Ψ° =  0 ' ■ (44.10)

має розв’язками плоскі хвилі2

■і'-:е"кг (44.11)

і відповідні власні значення дорівнюють: и '

: Е " - £ > ·  , (44.12)

Накладаючу умову періодичності (див. § 1 6 ):
" \

ψ (г -j- tij Gcl1 -j- n2 0&2 -j- n3 Gcig)~ ψ (r),
при якій

2π ' ■ "* ■*
^  =  0-(κ!^ι + κ262 +  κ363)

І нормуючи функції ψ0 в основній області

ф° =  2-,/*е,<* г\ ■ (44.13)

збурень°б'€М ° СН0ВН01 області> одержимо в першому наближенні теорії

·· £>-J V № f < h - ± (  (44.14)

■ S І

поправка першого наближення до енергії дорівнює просторовому се­
редньому від періодичної потенціальної енергії, a Vooo — є постійний
член в розкладі V у потрійний ряд Фур’є. ПОСТІИНИИ

Друге наближення, як відомо, можна записати так:

Σ 1 J Ψο ψη Vdz I2 __ V 4  |JV<* r)e~l W· r) VdzQT1]2

E l~ E ° n  ~~ 2 j  ' ‘ (44·15)
Ε 2·· ,

Z_J Щ ~ Е ° п  ____

n  ̂I) ̂  u * 3»

Далі, оскільки V має період кристалічної гратки, то матричний еле-

Vhk’ =  Ω 1j v e ‘ lk h,r)d-z (44.16)

відмінний від нуля лише тоді, коли експонента володіє тим же періо­
дом, тобто, коли .

—► —►

_ _ _ _ _ _  k' — k =  2 ng. (44.17)

55 (1928).Р Є І Є Г І 5 ,  ΑΠΠ· d ‘ PhyS'’ 4’ 121 (1930); H · B e t h e > A nn · d. Phys., 97,

2 Тут k так званий «вільний хвильовий вектор».

24* , „ ■
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:у  цьому випадку Vкк дорівнює Vg-коефіцієнт Фур’є: у розкладі потен­
ціальної енергії і, таким чином,

E':
2т

кг
І

t k — {/г Ч- 2: π#)2

. або

Я-
m

2πΛ2Σ IIV 2'

(44.18)

(44.19)

„ Для того, щоб прийнята нами схема теорії; збурень була поправ­
ною, знаменники у формулах (44.18), (44.Ш); не; повинні бути малими;

 ̂коли для якого-небудь вектора оберненої граггк» g наближено вико­
нується умова

ka=  (k +  2ng)*, (44.20)
—► ·

то збурення, яке вноситься граткою, перестає бути; малим. Для всіх k;. 
для яких умова (44.20) хоч наближено виконується, ми маємо пору-

Рис. 35.

шення збіжності ряду теорії збурень і не можемо користуватись виве­
деними формулами Умова (44.20) збігається з умовою Лауе—Брегга 
для відбиття електронної хвилі від плоскої сітки ґратки — вектор

k-\-2ng є хвильовим вектором відбитої хвилі.
Для наочного встановлення умов виконання (44.20) при заданому

векторі k падаючої електронної хвилі використаємо так звану побудо­
ву Евальда 1. Накреслимо обернену гратку, відповідну до розглядува-

,  .. k 
ного кристала і проведемо з точки, обраної за початок, вектор — ^  .

->

Вектор, проведений з кінцевої точки вектора — ^  (точки поширення) 

у вузол g, дорівнюватиме -r  ̂+  g· Якщо тепер побудувати навколо точки

поширення сферу з радіусом (сфера поширення, див. рис. 34), то

1 P. P. E w  а 1 d, Ann. d. Phys. 54, 519, 557 (1917). Див. Г. Б е т е  и А. З о  м.  
м е р ф е л ь д ,  Злектронная теория металлов, ОН Т Й , Л .— М., (1938), § I I .

умова (44.20) буде виконуватись для всіх точок g, які лежать-на'сф-ерІ

поширення або поблизу її. Для того, щоб встановити, для: яких k:

при фіксованому g має місце умова Лауе—Брегга, використаємо метод 
Бріллюена З (44.19) бачимо» що знаменник у формулі для Е1 дорів-

■ - > —>· —у - -
нює нулеві, коли g _L k -j- jig. Розглянемо знову обернену гратку та зо­

бразимо площину, перпендикулярну до вектора g, яка проходить на від- 
g  . 

далі ~2 ~ від початку. Після цього проведемо з початкової точки хвилио-- 

вий вектор (див. рис. 35). Якщо кінцева точка цього вектора ле-

'->· -> —>
жить у побудованій площині, то умова gl_k-\- ng задовольняється..

Уявімо собі, що таку побудову ми проробили для всіх g, тобто по­
будуємо обернену гратку з сталою гратки, рівною половині сталої пер* 
тісної гратки і через кожний вузол проведемо площину, нормальну до*, 
лінії, що з’єднує його з початком. Тоді бреггівського відбиття слід чекаь

ти для всіх тих хвиль, для яких кінцева точка хвильового вектора 

буде розташована поблизу побудованих площин. Площини, поблизу
—v

яких виконується умова Брегга, ділять ^-простір на багато зон, які, 

називаються зонами Бріллюена. Хвильовий вектор k _тут не є приведе-
—>

ним, і для того, щоб енергія була однозначною функцією від k, можна:
—у

покласти вимогу непереривності енергії як функції від k, в межах кож­
ної бріллюенівської зони і додатної раптової зміни при переході через 
границю зони назовні. При такій умові в граничному випадку 1 / 0  
хвильова функція електрона непереривно переходить у функцію віль­
ного електрона (а хвильовий вектор можна називати вільним на від­
міну від приведеного). Повернемося тепер до нашої задачі і припусти-

>
мо, що при заданому k умова Брегга наближено виконується лише для

—>·
одного g. Ми маємо тут випадок близьких власних значень (див. § 10). 
За загальною теорією, за функцію нульового наближення необхідно 
обрати лінійну комбінацію власних функцій, що відповідають розгля­
дуваним двом близьким рівням:

ψο =  с^е^п  -j- c2el ^ +2̂ .n  , (44.21)

і за звичайним методом ми одержимо

' Am №  + і* +  2*г)2] + V'ooo + j /  : i y i 2 +  ̂ ; (Kg,k +  4 y .  (44.22) ·

—У
Позначимо тепер складову хвильового вектора у “напрямку g че- 

■■·» —> ■ —> 
рез — k ', а складову, перпендикулярну до g, через k". Тоді

-  E k= ш  і ̂ + 2π^ 2 ~  a2j = [4 π + 4π2 ̂ 2]=

=  2̂  ng(ng — k’). i (44.23)

1 Див. Л . Б р и л л ю е н ,  Квантовая статистика, ГНТИУ, Харьков— Киев (1934), 
§§ 97— 99; L. B r i l l o u i n ,  С. r. Acad. Sci. Paris, 191, 198, 292 (1930).
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Умова Брегга, задовольняється; коли

η =  π £  — k' =  0, (44.24)

де η — називається недостатком резонансу. Складові — #, к" визна­

чаються рівняннями k' =  — V j , .  (k", g) =  0, V  =  k'2 +  k,f\ Отже, для 

E  можемо записати вираз

Е  =  £  к"г +  Е * .+  ν 'οοο +  £  η3 ± Y  V i +  2 Е %^ ,  (44.25)

h 2

Де Eg— має зміст кінетичної енергії електрона,* що рухається

перпендикулярно до відбиваючої сітки і відбивається за Бреггом. При­
пустимо, що умова Брегга наближено виконується, тобто, згідно з
(44.23),

; , V„
Tl< r c g  j J L  (44.26)

( \ E ^ f - E r \«2\Vff\).

Ми. можемо розкласти вираз для енергії в ряд за степенями η і одер­
жимо

E< =  ES+ S k"' +  V^+\ Vs ( + ^ r ^ + l) +  . . .

(44.27)

■ ■ ε >·= Е* + S  *“  + -1 ̂  І -  ί  V1 (Щ - > )+ ·■ · ·

відповідно, для вищого і нижчого власних значень. Коли бреггівська 
умова виконується точно (η — 0), ми одержуємо два власні значення, 
які віддалені одне від одного на величину 2 | :

^та*=  Eg+  Voco'+  k"1 + I V g I

E min =  E g +  V000 +  - ^ k " 2̂ \ V g \. (44.28)

При неточному виконанні'умови Брегга більше власне значення лежить 
вище Етах, а менше нижче Етіп. Отже, між Е ^  та £ шіп (при заданому 
k”) не лежить ні одного власного значення енергії електрона. Таким 
чином визначається заборонена смуга енергії.

Наближення^ що виходить із зв’язаних електронів. Метод Блоха1

Будемо виходити тепер з іншого припущення (і вважатимемо, що 
енергія зв’язку електронів з атомами кристала багато більша за кіне­
тичну енергію їх руху крізь гратку. Відповідна модель виглядає так, 
що електрон більшість часу перебуває коло якого-небудь атома гратки 
і лише іноді переходить від одного атома до другого. Знання потен­
ціальної енергії в областях між атомами не є для нас зараз важли­
вим, оскільки ці області є потенціальними бар’єрами і хвильова

1 F. B l o c h ,  Zs. f. Phys. 52, 555 (1929); Див. Г, Б е т е  и А. З о м н е р ф е л ь л ,  
Злектрокная теория металлов, § 12.
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функція там мала. В області же поблизу атома хід потенціальної енер­
гії повинен бути схожим до ходу потенціальної енергії електрона у 
вільному атомі. Отже, власна функція електрона безпосередньо поблизу 
вузла гратки повинна бути досить близькою до власної функції де­
якого квантового стану вільного атома ·ψο·

Коли ми обмежимось розглядом s-станів, для яких функція елек­
трона у вільному атомі залежить лише від віддалі до ядра, та гратками

Браве, то якщо електрон перебуває біля атома номер п, його власну 
функцію можна ап-роксимувати так:

Ψ ~  сф0( к — п\), (44.29)

де г — радіус-вектор електрона, а п —  вектор гратки, який визначає по­
ложення відповідного вузла гратки. Якщо ми тепер врахуємо трансля­
ційне виродження, яке в зв’язку з тим·, що в нульовому наближенні 
ми припускаємо, що електрон знаходиться поблизу одного з атомів і 
нехтуємо впливом інших атомів на нього, каже, що енергія залишиться 
незмінною, на якому би атомі (вузлі) з основної області не перебував 
електрон (в тому самому стані), то мусимо написати для нульового · 
наближення хвильової функції

ψ =  Σ  -̂"Фо (Іг — . (44.30)

п
І, нарешті, згідно з теоремою Блоха,

ψ* =  Ψο ( I r — (44.31)-
• ->
П -У

Функція (44.31) задовольняє всім вимогам. Біля вузла п головне

значення має тільки ψα(Γ — /г), і далі,

Ψ* ( ' +  т) =  с У і в'ч* "> ψο (\r +  т  —  АІ) =
—►
П ,

=  се *(*«) Л  (|т -  (п -  т)\),

тобто

ψ* (г 4-т) =  е1 <*"*> ψ* (г), 
у згоді з теоремою Блоха (див. § 16) *.

За загальною теорією,

Е  =  *— і--- 5 --- , (44.32)
J І ΨΙ* dx

де ·ψ — хвильова функція, а V (г) —: повний потенціал. Якщо U(r) — по­
тенціальна енергія електрона у вільному атомі, то ψο задовольняє рів­

няння

^ Δ  +  £ 0- £/(Γ ))ψ 0 =  0, (44.33)

1 В розглядуваному методі Блоха використовується приведений вектор k.
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де Eo — повна енергія електрона у вільному атомі. Підставляючи
(44.31) у (44.32), з урахуванням (44.33), одержимо

J  Σ (і >’Σ -  «'t i *3)) +і ( і i ) ^

Н Е0 ■!---— — ------------------------------------------ ,-— --·_.

] Σ  ”  1 Ψο { I /■ —  Л ' І )  Ψο i\r —  η \ ) ά τ  '

—> —>■ 
η η'

(44.34)

ττ —̂ ^
Для граток Браве інтеграли залежать лише від різниці п', а не від < 

п та ї ї, зокрема, з огляду на це сума по одному з індексів, наприклад 

η!, дасть множник G3, який скорочується. Якщо далі зробити заміну 

п — п' —> — п та г —.п -» г, то для енергії електрона в гратці одержимо

£  J  ψο ( |. Г-п\) [ У і(Я- U (г)] Ψο (r) e~i[k·“Vάτ

Ε =  Εύ +  ^ --- — — --------------------------------- :--.. ■ ------· (44.35)

j  ίο ( l^— η I ) ψο (r) Є ‘ {hn) άτ
η

Для обчислення сум по п треба взяти до уваги такі міркування.
 ̂ —> —> —»

При великих \п\ функції ψο(0 та фо(іг — «і) майже не перекриваються 
і інтеграли, практично, обертаються в нуль, тому ми можемо обмежити

суму лише тими п, що відповідають найближчим сусідам вузла з ti =  0.

У знаменнику член з п =  0 набагато більший від всіх Інших, бо

J Ι'ψο(f) \2dx= 1, a j iM k  — n\)^o(r)dx =  S <  1 вже для найближчих

сусідів1. У чисельнику, навпаки, вклад від атома т =  0 та вклади від 
сусідів — того самого порядку. Дійсно, інтеграл

J l  Ψο М  I2 [V{r) — U[r))di (44.36)

буде зменшений завдяки тому, що різниця V(r) — U(r) мала при 
r ^  0, а інтеграл

i AZ =  f Ψο(|γ — n\)[V{r) — U(r)]^0(r)dr (44,37)
t'

—► —>
буде збільшений коло сусіднього атома, бо при г ^ п Ф  0 потенціал

нульового атома U (г) у цьому місці майже дорівнює нулеві, а V (г) 
досить велике. '

Таким чином, ми можемо нехтувати інтегралами неортогонально-
сті S у порівнянні з одиницею, але повинні зберігати А поряд з К■ При
таких умовах маємо

£· =  £·0 +  / ( 4 - ^  А~ exp [— i{kn)\, (44.38)

-> —*■ . —> —> ->■ —
1 Треба мати на увазі, що функції г|зо(і|г —  п\) та *ψο(|r —-п'\) при η ф  п' не є

ортогональними, бо вони є функціями різних атомів.
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де сума поширюється по всіх найближчих сусідах атома п =  0. Нехай- 
кожний атом має Ζ найближчих сусідів (координаційне число), які всі 
однаково віддалені від нульового атома, причому всі атоми в гратці 
вважаємо однаковими. Тоді, позначивши через А значення інтегра­
ла А п при переході до якого-небудь сусіда, одержимо

Е  =  Е 0 + К + А  (44.39)

Для простої кубічної гратки сусіди нульового атома мають коорди-. 
нати η,·= +  1, пк =  0(і ф  k) (і, k =  1, 2, 3), отже, підставляючи ці зна­
чення П\, П‘2, п3, приходимо до виразу

E =  Eo -f- K -S- 2А (cos ξ -f- cos η +  cos ζ), (44.40)

де (k α,), .η — (k a2), ζ =  (k α3).

У виразі для енергії ми маємо три частини. Перша Е0 є енергія 
електрона у вільному атомі. Постійний додаток К описує потенціальну 
енергію електрода в полі, створеному всіма іншими атомами (крім того, 
на якому перебуває електрон), усереднену за допомогою хвильової 
функції того атома, на якому знаходиться електрон. Головне значення 
має третій додаток, який показує, що кожному дискретному рівню енер­
гії, вільного атома відповідає в періодичному полі гратки ціла смуга 
щільно розташованих рівнів, ширина якої для нашого прикладу прос­
тої гратки 12 А. Всередині смуги енергії із зростанням квазіімпульсу 
енергія зростає, бо А взагалі від’ємне (у всякому разі для моделі 
s-станів,-яку ми розглянули).

Для малих значень квазіімпульсу (малі ξ, η, ζ) косинуси можна 
розкласти в ряд, і ми одержимо в квадратичному наближенні

Е =  Е0' ^- Ь4|/г2, · (44.41)

де Ео' =  Е0 +  К +  6Л є нижньою границею дозволеної смуги енергії. 
Таким чином, поблизу краю смуги енергія квадратично залежить , від 
квазіімпульсу і залежність ця формально подібна до залежності енер­
гії від імпульсу для вільного електрона (треба мати на увазі, що за-

—► '
раз k — приведений хвильовий вектор, а для вільного електрона k — 
«вільний»). На підставі цього формулу (44.41) можна переписати так:

Е - Е 'о +  Щ ~*^ (44.42)

h}
де т* =■ 0 .-т — так звана ефективна маса.

І \ A  j
—¥

Маючи на увазі приведений хвильовий вектор k, ми розглядаємо
->■

лише такі значення хвильових векторів k, кінцеві точки яких потрапля­
ють у найбільш внутрішню зону Бріллюена. Для простої кубічної 
гратки-ця зона має форму куба (— π <С ξ, η, ζ ^ π ) 1.

Розгляд двох протилежних за змістом наближень у теорії триви-

1 Для іншого типу граток ми одержуємо дещо інші результати. Так, наприклад,, 
для гранецентрованої кубічної гратки маємо Ео' — Е а +  Κ  +  12А (2 =  12), а для
об ’ємноцентрованої: E0' =  Е а -f- K  +  8A (Z  =  8); для останньої перша зона Бріллюена 
має форму ромбічного додекаедра.
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'мірного періодичного поля показує, що в обох «граничних» випад­
ках ми одержали якісно тотожні результати. Головними є два ' ви­
сновки. \ ,

1. Спектр енергії у задачі про електрон у періодичному полі є не- 
переривним спектром, в якому існують розриви, — смуги дозволеної 
енергії, взагалі кажучи, розділяються смугами заборонених значень 
енергії.

2. Характеристика цих смуг така: з ростом енергії ширина дозво­
лених смуг збільшується, а ширина заборонених смуг зменшується.

Якщо застосувати розвинену зонну теорію до задач про реальні 
кристали, незважаючи на грубість наближень, що лежать в її основі, 
то ясно, що при малих енергіях електронів кращим є наближення, що 
виходить із зв’язаних електронів, а при досить великих енергіях пере­
вага на боці наближення, що виходить із вільних електронів.

Заповнення смуг енергії

Як ми знаємо (§ 16), число станів в енергетичній смузі дорівнює 
числу атомів в основній області. Отже, коли кожний з G3 атомів при­
носить з собою у кристал один електрон, то всі ці G3 електронів можна 
розмістити :в найнижчій смузі. Коли врахувати спін електрона, то кіль­
кість станів, у яких можна розмістити електрони, подвоюється. Так, 
коли б у вільному атомі була зайнятою лише /(-оболонка (гелій), то 
при утворенні кристала електрони запрвнили би нижчу смугу енергій 
(це відповідає в просторі квазіімпульсів першій.зо,ні Бріллюена). Ана­
логічне становище буде для всіх атомів з замкненими оболонками. 
Доти, доки ми не беремо до уваги можливості перекриття смуг енер­
гії, відповідні смуги будуть повністю зайняті електронами з замкнених 
оболонок атомів. Отже, у випадку атомів, що мають тільки замкнені 
оболонки, існуватимуть цілком заповнені смуги енергії, а вище них ціл­
ком пусті смуги.

Найвищу із заповнених смуг ми. будемо називати нормальною зо­
ною, а найнижчу з незаповненйх смуг — зоною провідності. Кристал, 
для якого енергетична зонна схема характерна тим, що нормальна зона 
цілком заповнена, а зона провідності пуста, є діелектриком (або напів­
провідником; див. далі). *

Оскільки всі стани руху у нормальній зоні є зайнятими, електрони, 
стани яких належать до цієї зони, не можуть створювати результуючо­
го струму. У кожний момент кількість електронів, які рухаються крізь 
гратку в даному напрямку, є рівною кількості електронів, що рухають­
ся в протилежному напрямку. Прикладене ззовні поле не змінює по­
ложення, бо перерозподіл, електронів по імпульсах, необхідний для 
того, щоб частину електронів, які; рухаються в напрямку, протилеж­
ному до напрямку електричних сил, перевести в стани руху вздовж 
цього напрямку, є неможливим у межах нормальної зони через зайня­
тість станів V. ■ ,

Такий кристал може почати проводити струм лише тоді, коли час­
тина електронів нормальної зони, внаслідок збудження кристала, пере­
йде в пусту зону провідності. Збудження кристала може реалізуватись 
завдяки нагріванню, опромінюванню і т. д.

Якщо ширина забороненого інтервалу енергій між нормальною зо­

1 Якщо поля <  106e/cjn. При досить великих полях можливий перехід З нор­
мальної зони у зону провідності шляхом тунельного ефекту.
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ною та зоною провідності є великою (рис. 36), то кристал з розгляну­
тою схемою заповнення станів є діелектриком (ізолятором). Коли ж 
цей інтервал не є великим (рис. 37), то ми маємо справу з напівпровід­
ником.

У випадку металів зонна теорія приводить до іншої картини запов­
нення енергетичних смуг. Для металів характерним є (знову, доки ми

Зона
пробідності.

Нормальна
зона

не розглядаємо можливості перекриття смуг енергії) цілковите запов­
нення нормальної зони та лише часткове запоівнення зони провідності. 
Те, що кристал з такою енергетичною схемою буде провідником, є 
очевидним, бо у зоні провідності до заповнених рівнів як завгодно 
близько (практично) підходять рівні вакантні. У зв’язку з цим, як 
завгодно мале (в принципі) зовнішнє поле викликає результуючий 

струм.

Рис. 38.

Взагалі кажучи, структура енергетичних смуг тривимірної гратки 
є складною і загальне чітке правило важко сформулювати. Загальна 
теорія руху електрона в періодичному полі (§ 16) дозволяє подати 
таке загальне твердження: кристали, утворені з атомів з непарним 
порядковим номером та з структурою простої гратки Браве, повинні 
бути металами. Неметалічні кристали повинні утворюватись з атомів, 
які мають парний порядковий номер, або мати структуру, при якій до
елементарної ячейки входить парне число атомів.

Для ряду металів треба вважати, що має місце перекриття енерге­
тичних смуг. Наприклад, для Си ми можемо чекати, що смуга, яка від­
повідає атомному рівню 3d, перекриється смугою, що відповідає ста­
ну 4s, оскільки віддаль між цими термами вільного атома є малою 
(~  1,44ев) і може бути меншою за ширину відповідних смуг. Внаслі­
док перекриття смуга «4s» буде заповненою більше ніж наполовину, а 
смуга «3d» буде обсаджена електронами неповністю (рис. 38).
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Аналогічне становище має місце для Ag і Au та ряду інших мета­
лів. Наприклад, для Mg повинні перекриватись смуги «3s» та «Зр», 
інакше смуга «3s» була б повністю зайнятою, а смуга «Зр» — пустою, 
а це відповідало би діелектричній схемі енергетичного спектра.

Загальне обговорення зонного' наближення

Як ми бачили, два цілком різних наближення, а саме: наближен­
ня вільних та зв’язаних електронів приводять до однакових якісних 
тверджень відносно енергетичного спектра електронів у кристалі. Це 
не означає, однак, що яка-небудь з розглянутих моделей є доброю для 
всіх електронів кристала. Досить вказати, що було би фізично невір­
ним застосовувати уявлення про майже вільні електрони та зони Бріл- 
люена до /(-електронів. Краще електрони внутрішніх оболонок вважати 
належними до атомного залишку і лише зовнішні електрони розгля­
дати за одним з двох розглянутих методів (метод Пайерлса та метод 
Блоха) або за допомогою іншої моделі.

Як вказав Френкель ·, основні положення зонної теорії можуть бути 
застосовані до «зайвих» по відношенню до кристала електронів. Ці 
зайві електрони можуть бути внесені до ячейки ззовні кристала або 
з’явитися в результаті пересадки електрона з одного нормального ато­
ма на другий атом (у випадку іонного кристала треба говорити про 
пересадку з одного нормального іона на другий).

Отже, коли говорити взагалі про можливість застосування зонної 
теорії, то тільки по відношенню до цих зайвих електронів. При цьому 
зонне наближення буде вірним для цих зайвих електронів, коли вико­
нуються такі умови:

1. Концентрація «аномальних» атомів (з зайвим електроном) по­
винна бути настільки малою, щоб можна було вважати кожний колек­
тивізований зайвий електрон таким, що «загубився» серед нормальних, 
однакових атомів.

2. Середня віддаль між «аномальними» атомами повинна бути так 
великою, щоб взаємодію між зайвими електронами не треба було вра­
ховувати.

3. Треба, інарешті, щоб поява зайвого електрона на атомі (чи іоні 
у іонному кристалі) не змінювала стану власних електронів атома.

Всі ці якісні умови не виконуються у випадку металів, а у випадку 
неметалічних кристалів ці умови часто можна вважати наближено за­
доволеними. У зв’язку з цим, зонна теорія як теорія руху електроіна 
в періодичному полі, строго кажучи, не має змісту для металів і, на­
впаки, в ряді питань теорії діелектриків та напівпровідників є задовіль­
ним наближенням.

Відмітимо, що зонна теорія історично вперше була розвинена саме 
для металів і привела до цілого ряду важливих успіхів. Цей факт, що 
теорія не обгрунтована у випадку металів, .приводить для них у цілій 
низці питань до добрих результатів, вимагав спеціального пояснення, 
яке міститься у багатоелектронній теорії кристалів, що розкриває зміст 
поняття «носіїв струму» в кристалах.

Розглянемо зараз деякі питання зонної теорії, маючи на увазі не- 
металічні кристали. Передусім, повернемося до схеми енергетичного 
спектра.

При абсолютному нулі температури та відсутності можливостей

1 Я. И. Ф  р е н к е л ь, Вестник A H  С С С Р  №  10 (1946).
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збудження кристала через його опромінення енергетична схема зво­
диться до заповненої нормальної зони та пустої зони провідності *. При 
наявності збудження теплової чи іншої природи електрон з нормаль­
ної зони може бути переведений до зони провідності, при цьому в нор­
мальній зоні залишається вакантний стан — дірка. Перехід електрона 
у зону провідності та утворення дірки в нормальній зоні відповідає ви­
никненню двох «аномальних» атомів (чи іонів) у гратці, достатньо 
віддалених один від одного.

Переміщенню електрона в зоні провідності та переміщенню дірки 
в нормальній зоні відповідають переміщення «аномальних» станів ато­
мів по гратці. Рекомбінація протилежних аномальних станів означає 
в зонній схемі перехід електрона із зони провідності у дірку в нор­
мальній зоні.

Процеси утворення пари електрон-дірка та їх рекомбінація вихо­
дять за рамки зонної теорії. У зонну схему також не вкладаються ста­
ни, в яких електрон та дірка не є достатньо віддаленими, так що взає­
модія між ними є помітною (екситон Мотта). Не має місця в зонній 
схемі також збудження, при якому електрон не переноситься з одного 
атом^ на інший, а переходить у більш високий стан (електрон та дірка 
на одному атомі — екситон Френкеля). Ці особливі збудження криста­
ла, як і деякі інші, може розглядати лише багатОелектронна теорія.

Незважаючи на те, що в електричному сйнсі дірка веде себе як 
додатній заряд, в рамках зонної схеми знаходить тлумачення лише зона 
провідності. Тлумачення нормальної зони за Блохом є фактично не­
можливим. . ,

Описуючи рух зайвого електрона, тобто електрона в зоні провід­
ності (при виконанні сформульованих вище умов), ми в задовільному 
н абл иж енн і формулюємо одноелектронну задачу. Ті ж електрони, що 
заповнюють нормальну зону, є власними електронами гратки і їх опис 
не може бути зведений до одноелектронної задачі. Електрони нормаль­
ної зони описуються хвильовою функцією системи частинок і при на­
явності дірки в колективній хвильовій функції буде бракувати сукуп­
ності координат відсутнього електрона — така функція в деякому ро­

зумінні описує одну дірку.
Перш ніж перейти до багатоелектронної теорії кристалів, розгля­

немо ще деякі питання, які не виходять за межі одноелектронного під­

ходу.

§ 45. Порушення періодичності потенціалу. Дефекти гратки

Всяке порушення ідеальності кристалічної гратки веде до пору­
шення періодичності потенціалу. Дефекти у структурі гратки ведуть 
до виникнення в. енергетичному спектрі електрона дискретних рівнів, 
розташованих в забороненому інтервалі енергій. Ці рівні називаються 
локальними у зв’язку з тим, що відповідна хвильова функція володіє 
більш-менш різким максимумом в області дефекту і швидко спадає з
відстанню від нього 2.

Дефекти можуть бути різного типу, як зв’язані з порушенням внут­
рішньої структури, так і з наявністю сторонніх домішок. Навіть 
тоді, коли немає порушень структури і домішок, наявність граничної

1 Заповнених зон може бути декілька, а пустих зон є багато, але досить роз­
глядати найвищу з заповнених (нормальна) та найнижчу з пустих (зона провідності).

2 В принципі можливе утворення додаткової «домішкової» зони всередині забо­

роненої смуги основного кристала.
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поверхні реального кристала обумовлює порушення періодичності по­
тенціалу. Ми розглянемо лише зміну енергетичного спектра, зв’язану з 
наявністю граничної поверхні. Наближений розгляд впливу дефектів 
різного типу можна знайти у спеціальних монографіях, присвячених 
теорії напівпровідників

Поверхневі рівні Т амм а2

Розглянемо одновимірну модель кристала. Для конкретності змоде- 
люємо гомеополярний кристал, розглядаючи ланцюг однакових атомів, 
обмежений з одного боку і(зліва) і будемо через п позначати номер 
атома. Гамільтоніан системи запишемо так:

І *  А- + ^  ■

де
7 оо

ν* =  'Σι υ η( ϊ ) + Β (7 )= ν - ν ' ,
п 1 /

Un(x, у, z) =  U (х — па, у, ζ) — потенціал п-το іона, В (х, у, ζ) — само- 
узгоджений потенціал електронів, V — періодичний потенціал, a V '-~
член, який враховує наявність границі і порушує періодичність У*,
а — стала гратки. Очевидно, що для V' маємо умову

У'(х, у, з ) 0, коли х -» оо. (45.3)

Будемо, для опрощення, вважати, що

У* т  У при х >  а, (45.4)

V* =  V — V' при х <  а.

Розв'язок рівняння Шредінгера візьмемо у формі

Ь [ х ,у ,г ) = '£ і апЦп{х,у,г), (45.5)

де — індивідуальна функція атома п, яка задовольняє рівняння

Я лф„ =  £ 0ф„, H n =  - £ b  + U„(r). (45.6)

Нехай ψ„ — функції s-станів. Для знаходження системи коефіцієн­
тів а„ застосуємо варіаційний метод. Розглянемо інтеграл

У =  |ψ [Н — Е) =  ап αη· { {Е0 -  Е) J ψ, ф„. άτ +

п=\ п’=1

+  'J-Φ» (1/* — £/„.) ψΛ- (45.7)

і приймемо позначення: 1

1 Див. наприклад, Ф. Ф . В о л ь к е н ш т е й н ,  Злектропроводность полупровод-

никові О Г И З , ГИТТЛ, М .— Л . (1947), гл. I I I .  . . у
2 И . Е. Т а м м ,  Sow. Phys., 1, 7,33 (1932); Zs. f. Phys., 76, 849 (1932). Див.

И. M. Л и ф ш и ц ,  С. П е к а р ,  У Ф Н , LV I, в. 4 (1955). Там наведена повна

бібліографія.
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(45.1)

(45.2)

Умова мінімуму інтеграла /  як функції ап, ап дає систему рівнянь:

J ]  [(Я0— Е) АПП' +  Впп] = 0 . (45.9)
dJ

dan
η'-, і

1 ,п '  =  п „
Ппп’ =

0, п' ф п .

У зв’язку з апроксимацією потенціалу (45.4) та малим перекриттям 
сферично-симетричних функцій ψ„, ми можемо покласти наближено

а, п’ — п =  2, 3, ...

а', η' =  η — 1

β, П' =  п +  1 = 2 , 3, ... (45.10):

η' =  п — 1 =  1,2...

0 в інших випадках.

Тоді система (45.9) набирає вигляду — для п — 2, 3 ...

а„(Е0 — Е -)- а) -f- Р(а„_! + я,+і) =  0; (45.11)
для η — 1

а, (Е0 — Е -)- а7) -(- βΩ2 — 0. (45.12)

Будемо шукати розв’язок системи у формі

ап =  АеЛп + В е ип (45.13)

і після підстановки цього виразу в рівняння одержимо

(А еІІп -)- Ве~ιλη) (Е0 — і: -}- a ~j- 2β cosX) =  ϋ (45 14)

А е ^ іЕ ,- Ε +  ο.' +  $e*) + Be-*{E0- Ε+α.' +  $e-*) =  0. ' ’

При розв’язуванні цієї системи рівнянь будемо розрізнювати два ви­
падки:

(а) А ф  О, В ф  0 (45.15),

(б) Л ф О , 0 

А — 0, В ф О .

У випадку (а) перше з рівнянь (45.14) дає

Е =  Eg —J— a -f- 2β cos λ, (45.16)

а підстановка цього виразу у друге рівняння системи приводить до
рівності

АеіХ ψ! — а — ;ре~ІХ) + Be- д (а.' — а — §е‘х) =  0, (45.17)

Отже, коефіцієнти А та В виявляються пов’язаними один з одним. Ви­
користовуючи цей зв’язок, одержимо

а„ =  с {βεϊηλτι + ( а '— а) sinX (п,— 1)),

— 2/Л _  ________ Ш
(а' —· а) Є~іХ — β _  (а ' — ® ) / λ - β . ·

Із знайденого випливає, що для окінченності функції ψ на безмежності 
необхідно, щоб параметр λ був дійсним.



Отже, випадку (а) відповідає дійане λ і енергетичний спектр, за 
■формулою (45.16), має чисто зонну структуру.

У випадку (б) скінченність ψ-функції забезпечується завжди, коли 
X — пт +  ΐλι, де т  — ціле число, а λι — дійсне додатне число. Дійсно, 
в цьом5т разі друге з рівнянь нашої системи дає

Ео — Е +  а ' +  $е‘1 =  0,

звідки

" • - я' 7 а , (45.19)

і, оскільки а, а ' та β — дійсні числа, це рівняння задовольняється, коли

λ =  я т  +  ιλι (45.20)

" ( _ ! ) » < * =  (45.20)

При цьому, коли (α' — α)/β <[ 0, то т  — 'непарне, а коли (α' — α)/β >  0, 
то m — парне.

Перше рівняння системи приводить знов до виразу (45.16). Отже, 
для розв’язку маємо

п = 1 η — 1

і скінченність ψ у просторі забезпечується умовою

β І <  1, (45.22)
* а — а і

яка виконується, коли λι ^> 0.
Хвильовій функції (45.21) при цьому відповідає локальний рівень, 

положення якого в енергетичній схемі визначається з (45.16), коли під­
ставити знайдений вираз λ =  ят  ϊλ\

Е =  Е0 -j- а +  2β cos (ят  +  Ϊλι) =  Eo +  а -)- 2β(— l)m cKkь (45.23)

звідси, якщо покласти -

маємо

£  =  £ο4-α +  β(-1)'η| ^ α|. (45.24)

Коли β >  0 та а' >  а, т  — парне, число, а коли β > 0  і а' <  а, т  — не­
парне. Для від’ємного β навпаки, коли а' >  а, т  — непарне, а коли
α '< α ,  т  — парне. Звідси для енергії локального рівня маємо оста­
точно

Е ----- Е0 -f а'. (45.25)

Якщо а ' >  а, локальний рівень лежить над зоною, колй а' <  а — під 
зоною, a коли умова (45.22) не виконується, локальний рівень відсут­
ній. Коли 4 =  0, В Ф  0, міркування цілком аналогічні.

Одержані результати легко поширюються на випадок гетерополяр­
ного кристала — ланцюга з іонів двох сортів в нашій одновимірній мо­

делі.
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Існування поверхневих рівнів Тамма відіграє велику роль у по­
верхневих властивостях напівпровідників та діелектриків. Можна по­
казати, що так само, як у випадку поверхневих рівнів Тамма, пору­
шення ідеальної періодичності кристала іншої природи (дефекти струк­
тури, домішки) приводять до появи в енергетичному спектрі локальних 
рівнів, розташованих у забороненій смузі. Не заглиблюючись далі у 
розгляд цих питань, відмітимо, що наявність локальних рівнів суттєво 
визначає фізичні (в першу чергу електричні) властивості напівпровід­
ників, у зв’язку з чим створення в напівпровідникових зразках дефек­
тів чи домішок певного типу дозволяє керувати фізичними властиво­
стями цих кристалів.

Метод ефективної маси 1

Одноелектронна теорія реальних кристалів, яка враховує дефекти 
структури, може бути розвинена на основі розгляду руху зайвого елек­
трона в періодичному полі ідеальної гратки та у додатковому полі, яке 
враховує відхилення від ідеальності. У такий спосіб може бути описа­
ний вплив різноманітних дефектів. Навіть тоді, коли кристал вважати 
структурно «ідеальним», але врахувати можливість зміщення іонів 
гратки зі своїх положень рівноваги, рух електрона визначатиметься не 
тільки періодичним потенціалом нерухомої ідеальної гратки, але і до­
датковим потенціалом, який враховує деформацію граши полем са­
мого електрона. Врахування цього ефекту привело до виникнення 
поляронних 2 та конденсонних уявлень 3. У першому розглядається вза­
ємодія електрона з оптичними коливаннями гратки, а в другому— з 
акустичними.

Беручи до уваги різноманітні порушення періодичності структури 
в реальних кристалах та можливість дії зовнішніх електричних та маг­
нітних полів, ми можемо твердити, що визначення енергетичного спект­
ра реального кристала в одноелектронній теорії зводиться часто до роз­
в’язування рівняння Шредінгера

— ^ Δ +  W \г ) + V ( r ^ { r ) = E  (45.26)

де W — періодичний потенціал ідеальної гратки, а V враховує відхи­
лення від періодичності.

Метод ефективної маси, який ми хочемо зараз описати, дає мож­
ливість знайти наближені розв’язки рівняння (45.26) при певних обме­

женнях у поведінці V(r). Для чисто періодичного потенціалу розв’язки 
рівняння Шредінгера мають вигляд

Ф {aj  =  unt[r)el ( l ^  (45.27)

Е [Пї  =  Еп{1),

де k — приведений хвильовий вектор, а η — номер енергетичної зони.

1 См. С. И . П е к а р ,  Исследования по злектронной теории кристаллов, ГИГТЛ, 
М ,— Л „ 1951, гл. І, §  4.

2 Л . Д . Л  а н д а у, Sow. Phys., З, 664 (1933); Я· И. Ф р е н к е л ь ,  Sow. Phys.,
9, 158 (1936). С. И. П е к а р ,  Ж ЗТ Ф , 16, 933 (1946); Ж ЗТ Ф , 22, 641 (Г952). Иссле- 
дование по злектронной теории кристаллов, loc. cit.

3 Μ. Ф . Д е й г е н, С. И . П е к а р ,  Ж ЗТ Ф , 21, 803 (1951); Μ. Ф. Д е й г е н ,  
Ж ЗТ Ф , 31, 505 (1956).

25 А. Ю. Глауберман 385.



Припустимо, що ф ун кц ія  Епф) має мінімум при k =  0. Тоді можна 

в оточенні k =  0 представити ЕпЩ  через ряд, який після приведення 
матриці коефіцієнтів розкладу до головних осей, запишеться

En(k) =  E ° n ^ ^ u k !  + ·· ·  , (45.28)

Припустимо далі, що кінетична енергія електрона мала, так що у 

розкладі ψ (0  за системою функцій V ?  (') суттєву роль відіграють лише

функції відповідні до малих \к\, для яких можна обмежитись квадра- 
тачним наближенням у розкладі (45.28). Щодо додаткового потенці­

алу V(r) , то будемо вважати його мало змінним на протязі постійної

гратки'а / , с о т
1 ν ^ | α « ι ΐ η  (45 ·29>

Ідея методу ефективної маси полягає в тому, щоб замість розв’язуван­

ня (45.26) розглядати більш просте рівняння

[Σ дх[
-Е' — V [г) » =  0. (45.30)

Для кристалів з кубічною симетрією всі щ  однакові: аи — а. Вводя­

чи ефективну масу шляхом позначення

Л2
Iі  —  2а

одержимо

| _  Δ + ■ V (г) φ (г) =  Е'<? [г).

Представимо розв’язок цього рівняння через ряд Фур є.

->

(45.31)

(45.32)

(45.33)

і вважатимемо, що підстановка цього розкладу у (45.32) задовольняє 

рівняння, тобто одержимо тотожність

а ;  еі{к г) k2 +  E ' - V = 0 .
(45.34)

Покажемо тепер, що наближений розв’язок рівняння (45.26) має 

вигляд

..ψ==Σ α* ψί' е = е « + е '>
(45.35)

· „  коефіцієнти розкладу (45.33) , а сума по к ведеться по всіх К
б л и з ь к і Z  ̂ зони. Підставляючи (45,35). у (4 5 .2 6 ), одержуємо

- Oj (45.36)
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де — не залежний від к член у розкладі u„k в ряд за степенями к. 
Порівнюючи (45.36) та (45:34), ми бачимо, що (45.35) є дійсно набли­
женим розв’язком рівняння (45.26).

Для двох крайніх випадків — наближень сильно та слабо зв’яза­
них електронів,— одержуються кількісні критерії можливості застосу­
вання методу ефективної маси. Так для сильно зв’язаних електронів 
одержується для кристалів кубічної симетрії

Е ' ν\α„-\ Ψη. (45.37)

де Wn — ширина дозволеної енергетичної смуги.

Важливим результатом методу ефективної маси є можливість об­
числення матричних елементів повільно змінних величин (див. 45.23), 
або операторів, в результаті застосування яких під інтегралом з’яв­
ляються плавний та швидко осцилюючий множник, за допомогою функ­

цій q:· (г), а не більш складних функцій -ψ (г). Дійсно,

■■■)еі{Гг]- а по<Ї Сг), (45.38)

к

Р„р =  ^ iinoU „o^F^paz. (45.39)

Оскільки и, ь и, 0 швидко осцилює, а φ? F<ap — плавна функція, маємо 1 

p qp =  “по ипо j  F  Vp dt =  -gr j  dz, (45.40)

де Ω — об’єм основної області кристала, у якій нормована функція 
(45.27) ·.

У тих випадках, коли F (г) не досить плавна функція, розрахунки 
матричних елементів можна проводити за допомогою функцій (45.38).

При цьому для знаходження «амплітуд» и по(г) доводиться користува­
тись тим чи іншим наближеним підходом (наприклад, наближенням, 
сильно зв’язаних електронів Блоха).

§ 46. Багатоелектронна теорія кристалів 1
(конфігураційне представлення)

Взаємодія між електронами в кристалі не є, взагалі кажучи, ма­
лою у порівнянні з їх кінетичною енергією або з енергією взаємодії 
електронів з іонами гратки. Ігнорування міжелектронної взаємодії’ або 
неповне «усереднене» її врахування позбавляє можливості розглядати 
цілий ряд важливих властивостей кристалів.

Як ми вже зазначали, цілий ряд явищ лежить принципіально поза 
межами одноелектронної зонної теорії. У зв’язку з цим перед багато-

1 Ц е зразу випливає з виразу для середнього значення ипо ип0

: 1 ,‘
^по^по ~ <2 у мпо иПо dz,

бо умова нормування функції (45.27) при :&<=0 .дає І иПо ипо άτ =  1,

25* 387'



електронною теорією стоять принаймні два завдання. Перше з них по­
лягає в розгляді властивостей кристала, які не можна описати в одно- 
електронному наближенні, а друге полягає в обгрунтуванні одяоелек- 
тронного розгляду в межах його придатності і в розкритті змісту його 
результатів з точки зору послідовної теорії системи частинок.

Почнемо з розгляду системи електронів у кристалі у конфігура­
ційному представленні. Розглянемо найпростішу модель гратки, що 
складається з одновалентних атомів (гомеополярний кристал), як си­
стему N взаємодіючих електронів, що рухаються в полі, створеному 
./V-фіксованими іонами. _

Позначимо через qu ... qN і su ... sN координати центрів ваги елек­

тронів та їх спінові координати, відповідно j , а через f(fl, f2, f3)

позначимо вектор гратки, який визначає положення іонів.

Рівняння Шредінгера для розглядуваної системи буде

( — ЇЇгп Σ  ^ Ч  ^ ^  ^ k’ ^  ^ lSl' ‘ ’ ' ^N’ SfJ) ~

=  E W (q isu . . , q N,s N), (46.1)

де Uf(q) означає потенціальну енергію взаємодії електрона з іоном, 

який перебуває у «вузлі f, Uo — стала енергія взаємодії іонів, а

Ф(<Ь qk') =  e2l\qk- q k'\.

Будемо вважати, що на Ψ(</ι, Si ... qN,sN) завжди накладена умова пе­

ріодичності з періодами основної області кристала (Gau Ga2, Ga3), яка 
містить N вузлів (гратка вважається простою).

Для наближеного знаходження енергетичного спектра системи ми 

будемо виражати Ψ  (qь Sj, ... qx„ sN) через індивідуальні електронні функ­

ції. За такі функції оберемо функції валентного електрона у вільному
атомі. Оскільки ми не враховуємо спінових взаємодій, індивідуальні
функції можуть бути записані у вигляді

φ/, λ(ί)δ(β-α), σ = ± 1 /2 , (46Λ)

де λ може означати сукупність декількох квантових чисел.

Можна об’єднати λ та σ в один індекс ν, тоді ці функції запишуть­

ся коротше: Ф̂ л(<7· s) * а^о навіть, ще скорочуючи запис, ψα (#), де а- 

=  (f,v), a х =  (q,s). Як ми знаємо, обрані в такий спосіб індивідуаль­

ні функції не є ортогональними (при різних /), але ми будемо вважати 
їх наближено ортогональними, а також підкоримо умові нормування

(46.3)

S

Будемо шукати хвильову функцію системи як лінійну комбінацію анти- 
симетризованих добутків індивідуальних функцій
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V,......f N, vN)W/ib; f V [q.s .̂q^n),
(А̂ і-/д? ίν) Ν Ν (46.4)

Де

 ̂]Ρ ,<?1 5ΐ) · · · S,v)· (46.5)
Ρ

Коефіцієнти Κ та рівні енергії визначаються з системи секулярних рів­
нянь

2  i  Φ Λ’···■/„ V  (И - E ) ^ d41 · · · d4N =  0. (46.6)

При збільшенні віддалі між іонами наближені хвильові функції
(46.4) стають все більш точними, але при цьому перекриття між окре­

мими індивідуальними функціями різних атомів (/ Ф f') стає меншим
і величини, у які входять добутки відповідних функцій, стають малими 
величинами.

У виразі (46.4) враховані всі добутки, дозволені принципом Паулі, 

отже він містить і такі члени, у яких є декілька φ^ν з однаковими f, 

але різними ν. Ці члени відповідають полярним станам, коли декілька 
електронів перебувають на одному атомі. Вираз (46.4) містить у собі 
всі Члени, які відповідають методу Гайтлера—Лондона (гомеополярні 
стани), тобто, у нашій моделі, випадкам, коли біля кожного атома є 
по одному електрону і, крім того, члени, які відповідають «полярним» 
станам, про які щойно говорилось.

>.
Обмеження у (46.4) членами з різними / означає перехід до ме­

тоду Гайтлера—Лондона, який з успіхом був застосований Френкелем 
та Гейзенбергом в теорії феромагнетизму1 і є придатним в деяких 
інших задачах. Однак при такому обмеженні неможливо описати яви­
ща, зв’язані зі струмом та деякими специфічними збудженнями (на­
приклад, екситонами Мотта, див. .далі). Саме тому дослідження за­
гального випадку, або, як ми будемо говорити, полярної моделі, стає 
особливо важливим.

Розглянутий метод секулярних рівнянь можна вважати, по суті, 
одним з варіантів методу Рітца. Дійсно, варіаційна задача, відповідна 
до рівняння Шредінгера, як відомо, формулюється так:

=  4 (46.7)

при умові

δ ^  | ψ ψ ^ 1. . . ^ ν =  0, (46.8)

а варіація проводиться в «просторі» довільних функцій Ψ  (qu sb ... qN,sN), 
які задовольняють граничним умовам та умовам антисиметрії 
Ρ Ψ = * (—Λ)ΡΨ.

1 Див. далі.
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Коли система індивідуальних функцій є повною, то довільну функ­
цію Ψ  з вказаного простору можна виразити розкладом: ■

(46.9)

. . .  «ι···<ν.

Ψ  = J  (-1')рР?«Д?і Si) · · · [qN sN). (46.10)

Підстановка розкладу (46.9) у варіаційне рівняння (46.7), коли варі­

ації ЬК та 6К вважаються незалежними, приводить нас до рівнянь для 
визначення К, які мають вигляд (46.6): 1

Σ ] .... ..
1 N

Ф·,...·,, (Я -  Е) W4qt . . . dqN - 0 (46.11)

і є точними рівняннями.

Якщо ж система атомних функцій φα не є повною, як це має місце 
у випадку атомцих функцій певного типу, коли сума по ν охоплює не 
всі можливі стани електрона у вільному атомі, а лише деякі, то побу­
довані на цій системі функції (46.9) не вичерпують множини дозволе­
них функцій і рівняння (46.11) стають наближеними.^

Для збільшення точності треба в систему індивідуальних функцій 
включити якомога більше атомних функцій різних станів. Але прак­
тично вдається розглянути лише s- та p-стани, бо з більшим числом 
станів розрахунки сильно ускладнюються.

Ортогоналізація атомних функцій

При розгляді секулярних рівнянь за поданою вище схемою ми 
маємо оправу з інеортогональними атомними функціями, завдяки чому 
виникають ускладнення у розрізненні членів і визначенні їх порядку

величини. При f =  f '; та різних ν функції ,φ та задовольняють

одне рівняння і їх можна завжди обрати так, щоб вони були орто­

гональними, але при / Ф / '  функції φу., φ/ν  задовольняють різні рів­

няння і тому є неортогональними. u
Для того, щоб працювати з ортогональною системою базисних ін­

дивідуальних функцій, треба замінити обрану нами систему атомних 
функцій системою нових функцій, які можна добрати ортогональними. 
Оскільки атомні функції є «наближено ортогональними», тобто інтеграл

s  / V . / ' - / .  (46.12)

є для них малою величиною, побудову нової системи функцій можна 
виконати з будь-якою точністю у вигляді розкладів за степенями цієї 
малої величини. Метод побудови ортогональної системи базисних функ­
цій, розроблений Боголюбовим спирається іна такі міркування. Поряд

з системою атомних функцій <р„ (q, s) розглянемо іншу систему €v(g, s) , 
таку, що

1 Μ. М. Б о г о л ю б о в, Лекції з квантової статистики, Радянська: школа (1949), 

розд. IV, § 2.

θα (qt 5) lltm' α' {q> &}
a'

=  (46.13)
a'

Якщо матриці иш· та и й1' існують, то системи {φ*} та {&<*} називаються
еквівалентними.. Легко показати, що (46.4) та рівняння (46.6) інварі­
антні відносно переходу до еквівалентної системи φα ->■ . Дійсно,

маємо

\Яі> * )  · · . ? . w [ q N, S N) =  2  K l '  · ■ · u w ' N  *«.' ( J a )  - ·  θ« 'Λ τ ( ίν - ^ )

o/...a'
N (46.14)

і тому

^a,...aN — 2  · · · WoT̂<x' (46.15)
, r N

a ,  . . . a
N

ДЄ

Θα,.,.α^ =  2  ( l ) P P& a, (#1 Sj) . . . [qN, S\).

P

Функцію Ψ, визначену формулою (46.4) або (46.9), можна представити 
у вигляді

^ S q K · · · * * ) 0'.···-*· (46.16)
<H...aN

Підстановка цієї функції у рівняння

2  dq\ · ■ . < ^  =  0 (46.17)

дає

2  м“а ’ · · · и<*м J  Φ «',.·«'/ν №  Е) Ψ  dqr . , .  dqN =  0. (46.18)

«ί··Λ

Отже, коли коефіцієнти К задовольняють рівняння (46.6), то коефіці­
єнти Q визначаються рівняннями (46.17). Це і треба було довести. 
Певним вибором матриці иаа' можна завжди ортогоналізувати вибра­
ну систему базисних функцій1.

Екситони

У діелектриках та напівпровідниках збуджені стани кристала, які 
зв’язані з провідністю, відповідають переносу електрона з одного 
атома (іона) на інший, досить далекий атом (іон). При цьому, як ми 
вже зазначали, ми маємо зайвий електрон і незалежну від нього дірку. 
Ці збудження в певному наближенні описуються одноелектронною зон­
ною теорією. Але ряд експериментальних фактів вказує на те, що в

1 Спеціальна побудова ортогональних «квазіатомних» функцій була розроблена 
Ваньє (функції Ваньє) G. W a n n i e r ,  Phys. Rev., 52, 91 (1937).
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цих кристалах існують збуджені стани, не зв’язані з провідністю, енер­
гія яких, взагалі кажучи, лежить нижче енергій струмових збуджень. 
Теорія таких станів була вперше розвинена Френкелем '.

Розглянемо, для простоти, атомний кристал, у якому кожний атом 
має тільки один валентний електрон, й структуру будемо вважати 
простою кубічною. Для дальшого спрощення не будемо брати до ува­
ги спін електронів і припустимо, що нормальний та перший збуджений 
атомні рівні не вироджені. Ці спрощення не позбавляють змісту якісні 
висновки.

Нехай атоми перебувають у точках, що визначаються вектором 
гратки

п =  пійі -+- п2а2 +  п3аз- (46.19)

Позначимо через та ψ' хвильові функції нормального та збудженого 

станів електрона в «-ому ізольованому атомі. За систему базисних ін­
дивідуальних функцій, необхідних для побудови наближеної багато- 
електронної функції системи, приймемо систему атоміних функцій і бу­
демо вважати функції різних атомів ортогональними (в дійсності вони 
лише наближено ортогональні).

Хвильова функція основного стану системи може бути побудована 
у вигляді детермінанта

-/N1

Ψ* ta) ■··<!»№ {rN)

(46.20)

де N— загальна кількість електронів (і відповідно атомів), а ги ... гн — 
радіуси-вектори електронів.

Розглянемо тепер збуджений стан, коли один з атомів перебуває 
у стані о|/ замість ·ψ. Відповідну функцію Ψ„ можна одержати заміною 
у (46.20) на г|)л (для якогось певного п). Побудована в

такий спосіб функція Ψ„ не дає найліпшого наближення, бо не вра­
ховує виродження, зв’язаного з трансляційною симетрією. Оскільки 
енергія не залежить від того, який саме атом гратки розглядається як 
збуджений, то правильною хвильовою функцією нульового наближення 
буде лінійна комбінація 2

Ψ :

коефіцієнти якої визначаються з секулярних рівнянь

а т  Н т п  == >

де

■J
Ψ „Η Ψ „ά τ

(46.21)

(46.22)

(46.23)

матричні елементи оператора Гамільтона.

1 Я· Ф р е н к е л ь .  Phys, Rev., 37, ]7 (1931); 37, 1276 (1931); Sow. Phys., 9„ 
158 (1936).

2 Сума по п означає суму по трьох цілочисельних індексах nh п2, п&.
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З симетрії гратки випливає, що матричні елементи Нтп залежать,
лише від різниці між «цілочисельними індексами» т  та п, у зв язку
з чим розв’язки рівнянь (46.22) можна шукати у вигляді

am= a keikm. (46.24}

Підстановка цих виразів у рівняння (46.22) приводить до визначення 
енергетичного спектра

£ *  =  / / „ „ Ч - 'Σ ι Н„,п+ іЄік ‘ , (46.25);

І

де запроваджене позначення / =  т  — п.
Нормована хвильова функція, що відповідає приведеному хвильо­

вому вектору k, одержується підстановкою (46.24) у (46.21) при ak= l!Y]N'

Ψ *== ί 7 τ Σ " ' Γ“ >Ιν ( 4 6 '2 6 )
П

Коли є один атом на елементарну ячейку і збуджений стан неви-
—̂

роджений, то всі незалежні значення k лежать в одній зоні. Припус­
каючи мале перекриття атомних функцій, ми можемо, як і в теорії Бло­
ха, перейти до наближення «найближчих сусідів», поклавши Нтп =  0‘

для всіх атомів (ш ф п ), крім сусідніх. Тоді

Ek =  Hnn (46-27>

—>

де сума береться лише по найближчих сусідах атома п, а / є значен- 
ня Нтп для цього випадку. Як ми знаємо, для простої кубічної гратки 
зі сталою а ця сума дає

Ek =  H nn -\- 2 / (cos kx а +  cos kya -j- cos k za). (46.28)

Таким чином, збуджені рівні утворюють смугу, ширина якої пропор-·
ційна до< J. В станах (46.26) збуджений атом не локалізується, а є ко- ^
лективізованим всім кристалом. Легко довести, що збудження (збудже­
ний стан атома) рухається з груповою швидкістю 1

v =  ~gradkEk.

Важливою особливістю хвиль збудження є те, що струм, зв’язаний з 
хвильовою функцією Ψ*., дорівнює нулеві2.

Правила відбору для оптичних переходів з основного стану Ψ 0 до 
збудженого визначаються інтегралом

j ‘ ¥ 0 ( Σ  V,· е dx 1 · ■ · d z N (J  =  1, . . .  N ), (46.29)

1 Аналогічна теорема розглядалась нами у § 16.
2 Доказ див. Ф . З е йтц ,  Современная теория твердого тела, ГИТТЛ, М.- Л. 

(1949), § 96.
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де η — хвильовий вектор кванта світла нормований так само як і k. 
Підставляючи Ψ^,, згідно з (46.26), одержимо

V N ^ e  e- ^ ψ ndXl . . . d z N, (46.30)

-*·

де г — радіус-вектор довільного електрона. Якщо Ψ 0 та ψ„ подати у 
вигляді детермінантів, то інтеграл у попередньому виразі стає рівним

J Фл ν ^” 'η r¥ndxdydz

і збігається з інтегралом, який визначає правила відбору для ізольо­
ваного атома. Звичайно, можна вжити дипольне наближення (η/α мале)

і  замінити е на е ІГіП. Таким чином·, (46.30) набуває вигляду

Σ  eiik^ ] " r w ί  *  Ψ” άτ =  ( ί  Ψ» νΨ* άτ) -  η), (46.31)
η

-> —*

де 6(k — η) — символ Кронекера.

Крім умови k~r\, з (46.31) випливає, що для того щоб імовірність 
переходу була відмінна від нуля, треба щоб стан ·ψπ' був одним із ста­
нів,^до яких дозволений перехід ізольованого атома зі стану фп. Оскіль­

ки η мале, правила відбору для квазіімпульсу хвилі збудження можна 

писати так: k =  0.

Як вже вказувалося, хвилі збудження не створюють струму і їх 
можна розглядати як нейтральні «квазічастинки», що з’являють­
ся внаслідок збудження кристала та рухаються крізь гратку — екси­
тони.

Модельне уявлення екситона як зв’язаних, взаємодіючих між со­
бою зайвого електрона та дірки відповідає фізичному змістові і мате­
матичній трактовці проблеми. Ваньє 1 перший подав розгляд екситонів 
в діелектриках та напівпровідниках, у якому було показано, що дірка 
та електрон можуть бути зв’язаними, притягаючись з силою, яка на 
великих віддалях подібна до кулонівської. Ваньє показав, що смуги 
збудження аналогічні дискретним рівням атома водню в тому сенсі, що 
у відповідних станах електрон і дірка рухаються навколо спільного 
центра ваги.

Поряд з екситонами Френкеля, коли, говорячи модельною мовою, 
взаємодіючі електрон і дірка перебувають на одному атомі, можна 
розглядати перенесення електрона з одного атома на сусідній, при яко­
му взаємодія цього електрона із залишеною ним діркою є суттєва. 
При такому розгляді ми приходимо до так званих екситонів Мотта 2. 
Наближена двочастинкова (квазіводнева) модель екситона Мотта була 
розглянута в ряді робіт у зв’язку з оптичними властивостями іонних 
кристалів 3.

1 G. Н. W a n n i e r ,  Phys. Rev., 52, 191 (1937).

2 I. C. S 1 a t e r, W . S h o c k !  v, Phys. Rev., 50, 705 (1936); G. H  W a n n i e r  
(loc. cit.), N. F. M o t t ,  Proc. Roy. Soc. (A) 167. 384 (1938). H. M ott и P. Т е р в и  
Злектрошше процесом в ионньїх кристаллах, И Л , М. (1950).

3 См. И. М. Д ь ї к м а н  и С. И.  П е к а р ,  Д А Н  СССР , 88, 825 (1952) і ін див 
огляд Г. Х а к е н а .  У Ф И  LXV1II, 565 (1959).
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Ми проведемо зведення багатоелектронної проблеми екситона Мот­
та до двочастинкової (електрон-дірка) на основі методу квазічастинок 
у наступному параграфі.

Теорія феромагнетизму

Явище феромагнетизму не знайшло свого пояснення у рамках кла­
сичної теорії. Теорія Вейса ', як феноменологічна, не розкривала приро­
ди явища. Для того, щоб привести у відповідність з експериментом 
результати феноменологічної теорії, треба було припустити, що так 
зване внутрішнє магнітне поле у феромагнетику має порядок 106 гаус. 
Дослідженням Дорфмана2 було доведено, що такого поля всередині 
феромагнетика немає. Френкелю3 та дещо пізніше Гейзенбергу4 на 
основі квантовомеханічної теорії системи частинок в рамках методу 
Гайтлера—Лондона вперше вдалося пояснити явище.

В цій теорії, у згоді з гіромагнітним ефектом, припускається, що 
намагнічення феромагнетика обумовлене не орбітальним рухом елек­
тронів, а спіновим магнітним моментом. При цьому відповідне намаг­
нічення створюється не валентними електронами, а внутрішніми елек­
тронами недобудованих оболонок атомів феромагнетика. Орієнтуючи­
ми виявилися обмінні сили.

Розглянемо вже відому нам модель атомного кристала простої 
структури, кожний атом якого має лише один «феромагнітний» елект­
рон. Оскільки ці електрони є внутрішніми, то взаємодію такого електро­
на з сусідніми атомами можна напевно вважати малою і застосувати 
метод Гайтлера—Лондона. Виберемо за базисні індивідуальні функції 
атомні функції.

Розглянемо стан, у якому спіни всіх електронів спрямовані вздовж 
деякої осі z і лише в одного електрона спін має зворотний напрямок^

Нехай цей зворотний спін зв’язаний з атомом, вектор гратки якого є І.
Хвильова функція такого стану Ψ, в нульовому наближенні дорівнює

' Ψ , =  Σ  (- ' 1)Р р Ь  Й ) 5ν.(«*ι) Ψ2 Й  S4a(sz2) . . .
P

.... . Фг [ґι) S-η, [szt) . .  Ψ* (rN) S4t[sz/f) . (46.32)

Розглядаючи взаємодію електронів з сусідніми атомами як збурення 
(як завжди в методі Гайтлера—Лондона), ми можемо побудувати пра­
вильну функцію нульового наближення, якщо врахуємо трансляційне 
виродження і оберемо відповідну функцію у вигляді лінійної комбінації

N

ψ  =  ^ α Γ Ψ ;1. (46.33)

Г = 1

Оператор Гамільтона в нашому випадку матиме такий же вигляд, як 
і в попередніх задачах:

1 P. We i . s s ,  Journ. Phys., 6, 667 (1907).
2 Я- Г. Д о р ф м а н ,  Nature, 119, 353 (1927); Магнитньїе свойства и строение 

вещества, М .— Л., (1955).
3 Я. Ф р е н к е л ь .  Zs. f. Phys., 49, 31 (1928).
4 W . H e i s e n b e r g ,  Zs. f. Phys., 49, 619 (1928).
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1 VI Ν Ν
Я = Я 0+ 2 - 2 ,^ / гу + 2 і / / Й ;  Я 0 =  5 ] я п; 

у - 1 /w-i „=0

ffi ' “*■
Н п =  ~ 2 m^n +  Un (Г„). (46.34)

Всі члени в Н, крім #<ь розглядаються як збурення. Маючи на увазі,, 

що базисні функції задовольняють рівняння

и п Ψ« 'W  =  Е° ψ„ (гя), (46.35)

після підстановки розв’язку (46.33) в рівняння Шредінгера для розгля- 
дуваної системи ми одержимо:

N

ΝΕ° Σ  “<■ V.' +  Σ  ( г ^  + и . ( О ) Σ  «Г W,. =  Е  Σ  а,- Ψ,.. (46.36)
I' п,т=̂ \ /і }'

тфп

Множення цього рівняння на Ч^та дальше інтегрування по координа­
тах всіх електронів і підсумовування по двох значеннях спінових змін­
них, при врахуванні ортогональності спінових функцій та прийнятої 
нами (наближено) ортогональності атомних функцій (координатних) 
приводить до секулярного рівняння

N Е° аг) =  Е а р (46.37)
I'

де

У‘1' =гу | (М 'і)Фг ( ί ) { ^ + ^ ( λ )  +  ^ ' ( Γ 2) +

+  Ui' {fi) + Ut (r2)| dx1 dx2. (46.38)

У зв’язку з тим, що обмінний інтеграл із збільшенням віддалі між ато­
мами швидко спадає, ми можемо обмежитись врахуванням лише най- 
лижчих сусідів. Вважаючи всі найближчі сусіди рівноправними так 

що обміннии інтеграл для них усіх має одне і те саме значення J одер­
жимо ’ А F

(Е  — NE°) at +  7 ̂  (ar  — а{) =  0, (46.39)

ν

де сума поширюється лише на найближчих сусідів.

Розв язок рівняння шукатимемо, як і у випадку екситонів у вигля­
ді хвилі . ’ J

 ̂ «ζ =  aW l =  const el k l. (46.40)

Для простої кубічної гратки цей розв’язок відповідає енергії 
—̂

E{k) =  N E 0-\-2j{d> — coskxa — coskya — coskza). (46.41}

Якщо основний стан феромагнетика відповідає всім спінам, орієн­
тованим вздовж осі 2 , то збудженням є протилежна орієнтація спіну.
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Ми знову маємо хвилі збудження — спінові хвилі. Як і у випадку екси- 
тона, ми можемо встановити аналогію з вільним рухом частинки, що 
має заданий імпульс. Ця аналогія виступає і в тому, що при малих

—̂
\k\ =  k енергія може бути записана у формі, зовнішньо подібній до 
енергії вільної частинки:

h2 tj2
Е =  const +  ш „  ■ =  (46.42)

де т* — ефективна маса. У зв’язку з аналогією між поширенням у кри­
сталі спіну певної орієнтації та рухом вільної частинки, ми можемо 
говорити про розглядане нами збудження як про квазічастинку — феро- 
магнон.

Коли в кристалі є декілька спінів, орієнтованих проти осі ζ, спра­
ва значно ускладнюється, але коли число таких спінів g невелике, мож­
на вважати, що випадки, коли «зворотні» спіни будуть на близьких 
атомах, є малоімовірними, і розглядати розв’язок як сукупність неза­
лежних (невзаємодіючих) спінових хвиль. З корпускулярної точки зору 
ми матимемо ідеальний магнонний газ. При такому розгляді

Е =  N E 0 + 2 7 ^  (3 _  cos kr!a — cos kvia — cos k7ia\. (46.43)

7 = 1

З цієї формули видно, що при J <  0 енергія має мінімум при найбіль­
шому g, а тому рівноважний стан відповідає неупорядкованому роз­
поділу спінів по орієнтаціях; навпаки, коли /  >  0, мінімум енергії від­
повідає найменшому g, отже в системі існує тенденція до повного 
упорядкування спінів вздовж осі Z.

Додатне значення обмінного інтеграла є необхідною умовою феро­
магнетизму, а орієнтаційний ефект обумовлений обмінними силами. 
Магнітний момент феромагнетика (в нашій моделі) дорівнює

μ =  μ Β( Ν -  2ξ), (46.44)

де μ я— магнетон Бора, a g — середнє число «зворотних» спінів, яке 
відповідає статистичній рівновазі при даній температурі *.

Викладені якісні теоретичні уявлення не вичерпують теорії феро­
магнетизму, яка є важливою проблемою і в сучасному стані теорії. 
Деякі більш детальні уявлення, як «спінові комплекси» Бете 2, вияви­
лися непридатними для тривимірної гратки3. Глибока трактовка питань 
теорії феромагнетизму розвивається Вонсовським та його школою.

Ми обмежимось у розгляді цих, взагалі кажучи, складних питань 
лише викладеним та додамо такі зауваження.

Обмінна взаємодія пояснює не тільки явище феромагнетизму, але 
і інше явище, яке має місце в деяких металах, стопах та неметалічних 
кристалах, а саме — явище антиферомагнетизму. Антиферомагнетики 
поводять себе в певному сенсі протилежно до феромагнетиків. Для них 
спостерігається аномалія теплоємності при температурі, нижче якої маг­
нітна сприйнятливість менша, ніж при більш високій температурі. Пояс­
нення такої ловедінки кристала можна знайти в тенденції спінів сусід­
ніх атомів мати не паралельну, а антипаралельну орієнтацію. При цьо­

1 Докладні відомості з теорії феромагнетизму див. С. В. В о н е о в с к и й ,  УФ Н , 
35, (1948); 36, 37 (1949); Современное учение о магнетизме, М.— Л (1963), М. (1956), 

гл. 8.
2 Г. Б е т е и  А. З о м м е р ф е л ь д ,  Злектронная теория металлов, § 59.
3 F. J. D y s o n ,  Phys. Rev., 102, 1217 (1956).
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му при досить низькій температурі гратка може бути представлена як 
дві^підгратки з протилежною переважною орієнтацією спінів. На пер­
ший погляд, здається, що саме така картина відповідала би в набли­
женні спінових хвиль від’ємному значенню обмінного інтеграла (/ <  0). 
В дійсності, проблема є складнішою, але у всякім разі якісно а,нтиферо- 
магнетизм треба пов’язувати з обмінною взаємодією, протилежною за 
знаком до випадку феромагнетика ( / < 0 ) · .

§ 47. Теорія елементарних збуджень у напівпровідниках

Ефективним методом у розгляді системи взаємодіючих частинок є 
такий, прй якому система сильно взаємодіючих частинок формально 
може бути представленою як система слабо зв’язаних між собою нових 
«квазічастинок», які репрезентують збуджений стан системи. Коли си­
стема є слабо збудженою, в ряді проблем вдається елементарні збу­
дження розглядати кінець кінцем як квазіідеальний газ.

Побудова такої теорії реалізується найзручніше в представленні 
вторинного квантування.

Розглянемо полярну модель кристала, у якій можна розглядати 
процеси, що ведуть до появи електричного струму, для неметалічних 
кристалів. Розвиток полярної моделі в представленні вторинного кван­
тування зв’язаний з першими роботами Шубіна та Вонсовського2 та 
дальшими роботами Вонсовського та його школи у застосуванні як до 
теорії феромагнітних кристалів, так і до теорії напівпровідників. Най­
більш послідовний розгляд полярної моделі розроблений нещодавно 
Боголюбовим та Тябліковим3, але для врахування полярних станів 
виявляється зручним відступити від загальної схеми Боголюбова і бу­
дувати теорію в зв’язку з основною ідеєю методу Шубіна—Вонсовсько­
го, за якою замість звичайних операторів Фермі у вторинному кванту­
ванні запроваджуються нові оператори, безпосередньо зв’язані з тими 
елементарними збудженнями, які розглядаються в тій чи іншій моделі. 
При цьому як динамічні змінні, замість чисел заповнення електронів, 
фігуруватимуть числа заповнення відповідних квазічастинок.

Введення квазічастинок і визначення величин, що їх характери­
зують, мають зміст лише по відношенню до того стану, який прийнятий 
за «вакуум», за фон, іна якому існують елементарні збудження.

Ми обговоримо далі дві моделі кристала. У першій в нормальному 
стані ми розглядатимемо атоми з одним s-електроном на кожному з 
них. Спін цього електрона у фоновому стані може бути орієнтований як 
наліво, так і направо (спінонезамкнений фон). У другій ми розгляда­
тимемо атомну гратку, в якій кожний атом має два s-електрони з про­
тилежно орієнтованими спінами (спінозамкнений фон). Викладення 
теорії ми проведемо у формі, ВІДМІННІЙ від прийнятої в цитованих 
вище роботах. Гамільтоніан кристала в представленні вторинного кван­
тування дорівнює -

и  £  К  <0 а+ а*' + -і ^  Ф а2 а\ <*;) а+ а+ а а <г (47,1)

1 Вперше проблема антиферомагнетизму була з ’ясована Л. Д. Л а н д а у .  Sow.
Phys., 4, 675 (1933). Перші роботи з цієї проблеми див. L. N e e l ,  Ann. de Phys.,
18, 5 (1932); 6, 232 (1936). Огляд теоретичних робіт див. V a n  V l e c k  J. H. Journ.
Phys. et. rad., 12, 262 (1951). ’

2 G. И . Ш у б и н  и C. В.  В о н с о в с к и й ,  Sow. Phys., 7, 292 (1935); 10, 348
(1936); C. В. В о н с о в с к и й ,  У Ф И , 48', 290 (1952).

3 Μ. М. Б о г о л ю б о в, Лекції, з квантової статистики;'
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де складний індекс а вказує номер вузла гратки, стан валентного елект­
рона та спін. Нашою метою є формулювання проблеми в термінах еле­
ментарних збуджень (квазічастинок) і послідовне відділення частини, 
гамільтоніана, що описує ці збудження. Виконаємо це завдання на 
основі методу наближеного вторинного квантування, розробленого Бо­
голюбовим та Тябліковим '.

Загальна схема

Виділення основного стану в схемі наближеного вторинного кван­
тування здійснюється з допомогою канонічного перетворення;

at = α/λ,= Σ  ^  а% * t47·2)'
о>

з додатковою умовою, що забезпечує фермієвість нових операторів

^  (λ, а) θω- (λ, σ) =  3 (ω — ω'). (47.3)»

af

Число значень, які пробігає індекс ω(ω =  1, 2,... штах), дорівнює 
числу станів електрона на вузлі, які беруться до уваги. Вважаємо, 
що в основному (фоновому) стані системи на кожному вузлі є певна; 
фіксована кількість електронів, яка надалі буде позначатися φ.

Функції ·θ,„(λ, σ), які внаслідок трансляційної інваріантності від 
номера вузла не залежать, вибираються так, щоб в основному стані 
системи

1, ω <  φ

0, ω >  φ
(47.4>

і щоб енергія основною стану була мінімальна.
Здійснимо перехід до нових фермі-операторів b+o)> bfa> за допомо­

гою такого перетворення;

bf ω < ? (47.5).
α;» Ь f(o fJfm

Тоді в основному стані системи для всіх значень ω

nbr = b  + bflо =  0. (47.6>

В будь-якому збудженому стані системи певна кількість чисел запов­
нення ... дорівнює одиниці.

Тобто, можна вважати, що оператори bf+, bfm описують деякі уза­

гальнені елементарні збудження, яких нема у фоновому стані системи 
і які повністю характеризують довільний збуджений стан.

Для того, щоб одержати більш повну інформацію про енергетичний 
спектр системи, доцільно перейти до операторів, що характеризують, 
стани окремих вузлів (операторів вузлових елементарних збуджень). 
Всяке відхилення від фонової конфігурації електронів на даному вузлі, 
викликане присутністю на ньому одного або декількох узагальнених

1 Η . Н. Б о г о л ю б о в ,  С. В. Т я б л и к о в, Ж ЗТ Ф , 19, 251, 256,, 1949. Μ. М. Б о- 

г о л ю б о в, Лекції з квантової статистики, Київ, 1949.
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елементарних збуджень. Кожний стан вузла, що характеризується пев­
ного кількістю узагальнених збуджень, будемо описувати операторами 
1/г+> Y/i- Очевидно, що індекс і пробігає стільки значень, скільки є можли­

вих відхилень від фонової конфігурації на одному вузлі (обмежених 
тими електронними станами, які враховуються). Тобто, кількість мож­

ливих вузлових елементарних збуджень дорівнює 2“max — 1.
Знаходження правил переходу від операторів узагальнених збу­

джень bf +, bfm до операторів вузлових збуджень y t ,  приведемо для 

випадку сошах= 4 . Це означає, що будемо брати до уваги чотири 
електронні стани на вузлі: λ =  s, σ =  +  У2; λ =  ρ, σ =  +  V2 ( ρ — стан 
вважається невиродженим). Така модель широко використовується в 
-багатоелектронній теорії напівпровідників.

Таблиця елементарних збуджень 
(врахування s-станів та одного «невиродженого» р-стану)

Спіно-
замкн. bqi bq2 bqs bqi

Спіно-
незамкн.

s фон 0 0 0 0 «— s

$ <— T?i 1 0 0 0 • s

S -► У2 υ 1 (} 0 7"*· s

S · · Т?з 1 1 0 0 —* s

Р —►
s M 0 0 1 0 —>·P 

<— s

Р -
-

1 0 1 0 —*p 
■ · s

р —* 
s —► tqis 0 1 1 0 ~^P 

7~*~s

Р~^
S · ■

T?7 1 1 1 0 -~*p
—*■ s

І γ 
І Υί8

0 0 0 1 "— P
■<— s

1 ν 1 0 0 1 +—p 
• · s

Р^~ 
s —> T?10 0 1 0 1 *—p

7"*· s

/»<— 
s ■ ■ Ttfll 1 1 0 1 4—P

—*· s

S  J Z i
T?12 0 0 1 1

<— s

Ρ ̂  1 Ύ

S  —  1γ?ι3
1 0 1 1 ^ P 

■ · s

s —»
0 1 1 1

s

P^± 
s ■ ■ 1Y?15 1 1 1 1 Z^P 

—>■ s
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Кількість можливих вузлових елементарних збуджень в цьому ви­
падку дорівнює 15. В таблиці наведені всі можливі збуджені кон­
фігурації електронів на вузлі. Кожній з цих 15 конфігурацій зістав­
ляється вузловий оператор у^. Структура будь-якої конфігурації 
зображається набором одиниць і нулів. Кожна одиниця з стовпця bfa> 
показує, що на вузлі ""є узагальнене збудження bу,» нуль означає від­
сутність відповідного узагальненого збудження.

В таблиці, також показано структуру всіх можливих вузлових збу­
джень для випадків спінозамкненого і спінонезамкненого фонів.

Оператори вузлових елементарних збуджень будуються з до­

помогою використання коректуючих множників1 таким способом: 
кожній одиниці' з стовпця b зіставляється оператор b ; кожному 

нулеві зіставляється добуток операторів 6/ω b^a =  1 — bfmbf »\ шуканий 

оператор вузлового збудження дорівнює добуткові операторів, які по­
ставлені у відповідність одиницям і нулям, що характеризують струк­
туру цього збудження.

Наприклад:

l f t  =  bf t bp b+n br , bf t bf^ bf t  (47.7)

'(ft4, =  bfl bft bft bf3 bf t

Використовуючи фермієвість операторів bf-ζ, bfm і співвідношення 

типу (47.7), легко одержати формули переходу від операторів узагаль­
нених збуджень до операторів вузлових збуджень:

V  =  y t  + У І Y/з +  Yf t  Y/4 + Yf t  Y/6 +  Υ/ί Уа +  b t i  Ую +  yts Y/1‘2 +  Tfts Y/н
(47.8a)

bft — Yft  — У І Y/i +  Yf t  Y/4 — 1ft Y/5 +  Y/io Y/β — У ii Y/9 +  y ti Ї /12  — Y/f5 Y/із
(47.86)

bft  =  y t  — y f  Y/i — Yf t  Y/2  +  Yf t  T/з +  Yft» T/8 — Y/is Y/9 — Tft  і Y/ю +  Y fts Y/U
(47.8b)

bft =  y t  -  y t  Y/I -  Y/ioY/2 + y ti Y/з -  Yft; Y/4 +  yt* Y/5 +  Yft, Y/6 -  Y/+5 Y/7
(47.8r)

Об’єднуючи формули (47.2), (47.5) і (47.7), можемо записати га- 
мільтоніан системи електронів (47.1) через оператори вузлових елемен­
тарних збуджень.

При цьому треба використовувати такі переставні співвідношення 
для операторів у f t , ~[fi (одержані з допомогою (47.7): 

для однакових вузлів
15

У, 1ft +  ·ΪΛ+ Уі =  1 -  Σ  У Ї У і { i = h  2 ’ · ■ · 15) (47,9)
) = 1 
ЗФІ

ї / ,  і „  -  i , t  ν  =  їл  т , ;  -  о  ( <¥■/ ; /

1 А. Е. Г л а у б е р м а н, В. В. ' В л а д и м и р о в ,  И . В. С т а с ю к, ФТТ, 2, 133,

1960.
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для різних вузлів

ї / / ї ^  +  Т^/Т// =  0

А. Т/ГЇ// + Т/'гТ/г^О 

Τ/ίΤ^+Τ/,-Τ^-Ο 

Т /гТ /^-Т /іТ //^0

В. І / і У ' і  — Т/ії/г =  ° 

УҐчГ-'і/Ґіп 0

(і =  1,2, 4, 7, 8,11, 13,'14) (47.11)

(/ =  3,5,6,9,10,12,15) (47.12)

Одержані переставні співвідношення_ вказують на існування двох 
віток вузлових елементарних збуджень. Фермієвська вітка представлена 
вузловими збудженнями сорту А, оператори яких підлягають квазіфер- 
мієвським переставним співвідношенням (47.9), (47.11). Вузлові збу­
дження сорту Б становлять бозевську вітку; їх оператори підкоряються 
квазіпаулієвським 'переставним співвідношенням (47.9), (47.12).

Відмітимо, що статистика вузлового збудження визначається його 
структурою. Точніше, статистику диктує парність числа узагальнених 
'збуджень, що входять в склад конфігурації, описуваної даним вузловим 
оператором (для збуджень сорту А кількість узагальнених збуджень 
непарна; для збуджень сорту Б — парна).

Викладений вище перехід до операторів γ+, γ/;, які характери­

зують стани вузлів, легко узагальнюються на випадок довільного сотах. 
Проводячи аналогічні до (47.7), (47.8) перетворення, для кожного зна­
чення сотах одержимо цілу сукупність різних вузлових елементарних 
збуджень, відповідальних за різні властивості досліджуваної системи.

Спінонезамкнений фон. Найпростіший випадок

Як приклад застосування викладеної схеми розглянемо найпро­
стішу модель із спінонезамкненим фоном; атомний кристал, який в 
основному стані має по одному валентному електрону на кожному 
атомі. Вважаємо, що кожний з цих електронів перебуває в невиро- 
дженому орбітальному s-стані, причому спін його може бути або 
«правий» або «лівий». Така модель з виродженим фоном (коли спіни 
частини валентних електронів орієнтовані направо, а частини — на­
ліво) використовується в теорії напівпровідників для опису домішок 
або у випадку кристалів із складним характером зв’язку поряд із спі- 
нозамкненим фоном.

Візьмемо до уваги тільки s-стани електронів на вузлах. Тобто, 
в цьому випадку сотах= 2 ,  φ =  1. Канонічне перетворення (47.2) для 
даної моделі має вигляд;

Ярі/, ~  7 г) af t  "Ή ̂ 2 (S» V2) af t

af+_4 = b i [ s ,- ili )a + + b 2{ s ,- 1l2)a/+. (4 7 .ІЗ)

З умови (47.3) випливає, що дійсні коефіцієнти цього лінійного пе­
ретворення зв’язані співвідношеннями;

» ї(? ,.1/ї) +  »2(5 ,1/г)=1

θ? (s, —'Va) ч- (s, — =■ І (47.14)
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■ M s, 7 2' M s, - 7 2) + » ? (s,V 2) M s- -  7 2) =  0. (47.14)

Позначимо

* i( s ,  Ч 2 ) =  в , Ф г ^ У г )  = А .

Умови (47.14) можемо задовольнити, записавши перетворення
(47.13) у вигляді:

af+k= B a ft + Aaf+ (47.15)

а+_ч = - А  af+ + Baft

з додатковою умовою

Λ2 +  β 2 =  1. ‘ (47.16)

Для знаходження коефіцієнтів А і В використаємо вимогу, щоб в 
основному стані системи енергія була мінімальною при додаткових 
умовах що середні кількості «правих» і «лівих» спінів в цьому стані 
є відповідно фіксованими.

Легко переконатись, що А2 та В2 дорівнюють фоновим концентра­
ціям правих та лівих спінів

А2 =  п, В* =  т ,  (47.17)

де
Nx No

η · Λ ’ "λΓ·

коли Ni фіксована середня кількість лівих спінів, a N2 — відповідна 
кількість правих. При відсутності зовнішньогб магнітного поля ми 
одержимо тоді

А---·· В- — . '47.18

Не беручи до уваги спінових збуджень1, ЗДІЙСНИМО - перехід до 
вузлових операторів ,

af+ = bfu af+ =  bf+

’ b/t =  rft. . bf+== γ,+ ·, (47.19)

де ЧИСТО ферМІЄВСЬКІ оператори y^f, Yyl І у ft·, Ур описують струмові 
збудження — «двійки» та «дірки» відповідно.

Будемо далі позначати оператори двійок символом ψ, а дірок — 
символом φ. В цих позначеннях запишемо гамільтоніан системи. Остан­
ній запишеться, як сума двох частин, одна з яких відноситься до фону, 
а друга є гамільтоніаном елементарних збуджень. Для розглядува­
ного прикладу одержимо

н  =  Я Ф0„· +  2  L {я, я') (φ+ ЧУ +  Ψ+ %') 4- у  ̂  ф (я, я', І, І') X

Ч ’ Ч ‘ 9 ,.9 , '1 ,1 '

X  (<Р+ ^  ?Г?1 -  2 Ψ+ ф+ Φβ, φ, +  ψ+ Ψ+ Фг Ψ,). (47.20)

Аналогічним чином може бути розглянутий і спінозамкнений фон. 
При врахуванні p-станів у випадку обох фонів модель розширюється

1 П ро спінові збудження в розглянутій моделі див. А. Е. Глаубеоман И  В Ста-
сюк, ФТТ, 3, 2089 (1961). " ■ ■ - ■ ■ о .



і поряд із струмовими збудженнями, які складають фермієвську гілку 
(квазіфермієвські переставні співвідношення), враховуються екситони 
Френкеля, які складають бозевську гілку (квазіпаулієвські перестав­
ні співвідношення). У випадку спінонезамкненого фону в тих же про-, 
стих моделях можлива ще бозевська гілка спінових збуджень.

При правильному визначенні основного стану існують умови, при 
яких стан системи можна вважати слабозбудженим і число квазіча­
стинок вважати малим. Якщо при цьому час життя квазічастинок не 
є дуже малим, то в гамільтоніані квазічастинок можна відкинути всі 
члени, що містять більше як два оператори елементарних збуджень. 
В  цьому «квадратичному» наближенні система квазічастинок кінець 
кінцем може розглядатись як деякий квазіідеальний газ. В  квадратич­
ному наближенні в різних задачах вдається здійснити діагоналізацік 
гамільтоніана елементарних збуджень і знайти відповідний енергетич­
ний спектр.

Сама концепція елементарних збуджень (квазічастинок) зберігає 
зміст і тоді, коли не можна обмежуватись квадратичним наближенням. 
В  цьому разі ефективним методом розгляду проблеми в термінах квазі­
частинок є метод функцій Гріна V

Багаточастинкова теорія в представленні вторинного квантуван­
ня у послідовній формі, розробленій Боголюбовим, і розвинені ним ме­
тоди наближеного вторинного квантування привели до фундаменталь­
них результатів у теорії Бозе-систем, які дають пояснення явища над- 
плинності2 в термінах квазічастинок.

Найвизначнішим досягненням теорії є побудована нещодавно Бого­
любовим і його учнями теорія надпровідності на основі нових мето­
дів 3, зв’язаних з розвиненими раніше для явища надплинності.

Успіх у проблемі надпровідності в останні роки був здобутий у 
декількох етапах. Суттєвий вклад у розвиток теорії був внесений 
у 1950 р. Фоеліхом 4, який перший подав ідею про те, що надпровід­
ність визначається головним чином взаємодією електронів з коливан­
нями гратки (фононами), тобто тією взаємодією, яка при звичайних 
умовах визначає опір металу. Роботи Шафрота, Батлера та Блатта5,
з одного боку, та Купера і Бардіна, Купера і Ш ріфера6, з другого, 
визначили другий етап. Остаточне і повне розв’язання проблеми нале­
жить Боголюбову і його школі7.

Ми не можемо зупинитись на викладі цих важливих питань і обме- 
жимoςь лише посиланнями на відповідні роботи та монографії.

Ефективне «двочастинкове» рівняння Шредінгера для екситонів Мотта 
при спінонезамкнеиому фоні

Для розгляду питання про екситони Мотта будемо виходити з га­
мільтоніана двійок та дірок (іншими збудженнями нехтуємо) у моделі

1 Див. В. Л , Б о н ч - Б р у е в и ч, С. В. Т я б л и к о в ,  Метод функций Г рина 

в статистической механике. Физматгиз, 1961.
2 Η. Н. Б о г о л ю б о в ,  Journ. of. Phys., 9, 23 (1947); Вестн. М ГУ №  7, 43 

(1949); Лекції з квантової статистики (Іое. c it.), розділ I II .
3 Η . Н. Б о г о л ю б о в ,  Ж ЗТ Ф , 34, 58 (1958); Nuovo cim., 7, 794 (1958).

4 Н. F r o h l i c h ,  Proc. Roy. Soc., A. 223, 296 (1954).
S M  R. S c h a f r o t h ,  Phys. Rev., 96, 1442 (1954); M. R. S c h a f r o t h, S. T. B u t ­

l er ,  J .M .  B l a t t ,  Helv. Phys. Acta, 30 , 93 (.1957).
6 L. N. C o o p e r ,  Phys. Rev., 104, 1189 (1956); J. B a r d e e n ,  L. N. C o o p e r ,  

J  R. S c h r i e f e r, Phys. Rev., 106, 162 (1957); Phys. Rev., 108, 1175 (1957).
7 Η. H. Б о г о л ю б о в ,  В.  В.  Т о л м а ч е в ,  Д.  В.  Ш и р к о в ,  Новий метод 

в теории сверхпроводимости, AH  СССР , М. (1958).
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s-станів, із спінонезамкненим виродженим фоном:

я= Н ° + Σ 1 V + ]+ Т  Σ Ф (φ+ φ+, φι* ь  -
Ч\Ч'

, -  2 Ψγ Ф?' Ь  +  К  Ψί ψ1' Ф^· . (47.21)

Гамільтоніан збуджень Я зб складається з двох частин — «квадратич­
ної»:

и " =  Σ р  М  ^  Ь + Σ ^ '  я') %  + у  R [я) Ψ+ Ф, -
Ч q,q' q

—  ' Σ  Я і я , я ' ) ^ ^ ’ (47.22)

q,Q'

і «четверної»: .

Яік== Т  Σ φ (*·q ' (tp?f φ?: φΓ Ψι 2φ«+ ^  Ψ*' Ψι·' (47·23)
q,q,l,l'

так , ЩО

//,„ //„}-//,(·. (47.24)

Для скорочення у (47.22) введені позначення

Р(Я) =  L (q, q) +  Ф [q, q, q, q) +  Σ ' ф ІЯ,Я'> Я,Я')·

q '

P{q,q') =  L {q, q') +  Ф (q, q, q, q') + Ф (q,q\q\ q') +  ^ ' ф  {q,l,q\f).

■ i

n  (q) =  — L [q,q) — Σ ф (?> q', q, Я') + Σ ф (Я,Я'>Я':Я)·

q’ q'

R [q, q') =  L {q',q)+ Ф (q', l, q , l) -  ^  Ф (/, q ', q, l), (47.25)

i i

а фонова частина Ho дорівнює

Н 0=  NE° -f- J ]  L {q, q) -f ~ [Ф (q, q q , q ' ) ~  Ф (q, q’ , q\ q)\, (47.26)

q qq’ ‘ *

де £° — власне значення енергії окремого атома в s-стані: N — число 
атомів в розглядуваній простій гратці кристала.

Вільні квазічастинки

Якщо обмежитись лише розглядом «квадратичного» гамільтоніана 
//її, то систему легко записати як суму двох «квазіідеальних газів» ква­
зічастинок — двійок та дірок. Дійсно, перейдемо до ^-простору за допо­
могою перетворення Фур’є:

γ ι τ Σ '̂ + ^ єхр ^ ^ № q~ q  — q\ai~\~Ят.а2-\-ЯзР-ь)>
->
к
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- =  Σ  *ρ+ (^) exP \i[k-*b) -R4l  (47.27)

I ·  k

де N — число атомів в гратці; для дірок перетворення робиться зі зсу­

вом на πb, де Ь — вектор оберненої гратки. Цей зсув потрібний для за­

безпечення різного відрахунку квазіімпульсів її двійок та дірок. Тоді 
одержимо

//Π =  Σ [ Ρ  + /, ί)]ψ +(ήφ(Α) +  Σ [ /?  +  Λ(Α)]φ+(Λ)φ(Λ), (47.28)

t  t  

де P(q) =  Р =  const, R(q) =  R =  const, внаслідок трансляційної інва-
—> -

ріантності, a P(k) та R(k) дорівнюють

P{k) =  Y i P[\Rh\)e^H· R{k)== -  Y t R ^ R ^ e ^ 4 ' (47.29)

A * 0

Дq Rh =  R 4 — R q,.

Обмежуючись підсумуванням по найближчих сусідах у розгляду­
ваній простій кубічній гратці а { — а2 ■= щ — а, ми приходимо до виразу

Р Щ  =  2Р (a) (cos kx а cos ky а -)- cos k2 а), 

де а — стала гратки. У так званому «наближенні ефективної маси»

(малі ka або відповідно k a — я, розклад навколо точки, що відповідає 
мінімуму енергії) одержимо

P{k) =  — 6|Р(а)| + 2~^*> т і* == 2аг\Р(а)\

і, відповідно,

т = ~ Ц К [ а ) \  +  ^ - ,  т ; =  ,47.30)

Остаточно гамільтоніан Н ц набуває вигляду1

' На =  Σ  Е 2 (k) φ+ (k) φ Ckj +  Σ  Е г (k) Ψ+ (І) Ψ (k) (47.31)

k k

E2(k) — R — 6 \R (a)|-f- (47.32)

Взаємодія двійок та дірок,

Розглянемо ту частину Нп, яка описує взаємодію двійок та дірок:

= -  Σ  ф Μ· f *і>1 ) <  Ψ? ψβ' T»» ί47·33)
qq'll'

1 Додатність енергії активації (частини Е и 2 не залежної від k) обох  сортів 
квазічастинок можна завжди забезпечити відповідним вибором хімічного потенціалу, 
введення якого враховує умову рівності кількості двійок та дірок.
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Запровадимо відносні координати

4  =  ^ - ^  Rt =  R i-- R * ,  R =  R 4- R 4' (47.35)

і відмітимо, що внаслідок трансляційної симетрії в інтегралі (47.34)
-У -у —> —> —»  —*·

можна провести заміну змінних r r +  Rq і r ’ -> r' -f- Rq·. Тоді

ф (q,q',i,i') =  j* φ Й  ч» (^+ ^·) |7_ ;  Cr') т Й  -  f r )dr dr' =

=  Ф(Я.,Я|і, Я). (47.36)

Перехід у простір квазіімпульсів виконується за допомогою пере­
творень Фур’є;

(47.34)

Ψ?

2  ?+А ) е* * Ь -=  y L ·  Р,& ).в ^ ’+ЇЇ- ^К

ψ+ (І2) , ф,, =  ψ V  (47.37)

Г kn k3

Підстановка цих виразів у (47.33) і заміна в останньому суми по 

q, q', І і І' сумою по q', Ra, /?р і R приводять до виразу

н в =  -  ^  ^  ^  Σ ф w - * *  ехр &  -

- * 4) / ? - Ь а д Р +  ій4Я.]. . (47.38).

Щоб одержати вираз для енергії взаємодії двійок та дірок в першому
·> -> ' > 

наближенні, в сумі по Rx і R р обмежимося головним членом, що відпо-
—у

відає /?ос =  Rb — 0, тоді одержимо

- 1 Σ  ■̂+( Ψ )  *+ ( Μ )  ψ ( ¥ )  f  ( Ч 1 ) 2 ф (°- ° · «) хнм  =
ВЗ  і

р ,  k, k

■ k — k' %
I — 75 RX  exp 

де

Р =  ki —|— ̂ 2 == —j— fo === kι — &2Ї =:= ̂4 ’ £3·

Запровадимо тепер бозе-амплітуди за формулами:

(47.39)
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,+ (ρ — k\

(ρ —  k' \ ίΡ +  k'
) ? f ■ b? [k').

Через ці иові оператори гамільтоніан записується в « 

ній» формі:

и'й =  2  Л k ' ]

P ,  k ,  k '

—>■ —у

A (k, k') =  - - ^ ^ a > (0 ,0 ,R )z x p  · Я].

—>

R
Повний «модельний» гамільтоніан системи-взаємодіючих двійок та ді­
рок в прийнятому наближенні складається з Щ ]з та власноенергетичної

~> ->

частини, тобто можемо записати в змінних р і й : 1

Н м =  £ {^ -Щ  +  е 2 Ь} (к) Ь ї $  +

(47.40) 

квадратич-

(47.41)

де

p, k

+ % A (b’ k ')b } W b p fr ) · (47.42)

p ,  k ,  k '

Для діагоналізації цього гамільтоніана зробимо перетворення:

b} [к] =  J ]  Unp [k)&p- b- (P) =  2  un7, (P) ξηη;. (47.43)

n n'

Тоді

Нм ==Σ (̂4̂ ) + fr )̂] Σ ® Ua* &  6  ̂ +
n,n'

p  k

і Ч- ̂ Σ̂  ̂  ̂  ̂ Σ Unp{k) Urtp [k ) X̂ p ζnP·
л.л'

p ,  k ,  k

Якщо функції «„^знаходити з рівняння:

Е і ) +  Е2 (*=*]] и,ГР (k) +  Σ  А {І  к') ипг $ )  =  Εαη, ιιηη, [k) (47.44)
-ν

1 Такий запис власноенергетичної частини на відміну від випадку'вільних дві-' 
і дірок (47.28) відповідає попаоному оозгг ""”  "■* π ™ .™ . .» » ™

1 акии запис власноенергетичної частини на відміну в і,
дірок (47.28) відповідає попарному розгляду їх, тобто

як система різноманітних пар двійка-дірка. Гамільтоніан Н м треба розглядати як мо­

дельний гамільтоніан для екситонів Мотта, і його побудова є подібною до побудови
модельного гамільтоніана Ф рел іха . в теорії надпровідності за допомогою наближеного
вторинного квантування. Див. Η . Н. Б о г о л ю б о в ,  В. В. Т о л м а ч е в ,  Д. В· Ш  и р- 
к о в, Новий метод в теории сверхпроводимости, § 4.
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при умові ортогональності

^  ~uTp (k) ип<р (к) =  Ьпп·, (47.45)

k

то Нм набуває вигляду

И м =  ^ Е ^ р і *р . (47.46)
->
Р, п

що й треба було вивести.

Розглянемо тепер рівняння (47.44) для функцій u ^ (k ) , які віді­
грають роль хвильових функцій квазічастинок-екситонів. Перетворимо 
квазіімпульси так:

-*■ —> m* __ fu* _>

й =  2κ -|-- М*=т\-\-т\. (47.47)

Це перетворення дозволяє розділити рух центра ваги пари двійка-дір­

ка, який описується квазіімпульсом р, і відносний рух двійки і дірки,,

який описується квазіімпульсом κ. Дійсно, маємо

2 — м* P ' ’ 2 М *Р

отже

( Ч г )  + Е* (~ іг )  =  Р +  R -  6 1-р[а) ! ~ 6 1  R [а] 1 +

№ 2 Λ2 ( р — І № ̂ 2 1 №
: ε4~ ‘>M*P2JT

де g:=.P-(-/? — 6 І Р(а)| — 6 j Ρ(α)||, а μ* — приведена ефективна маса,, 
μ* =  пі* т\ І т * +  т\.

Далі маємо, що

А (k, к ' ) = А  (%, %') = —-^Σφ(°'°'̂ εχΡ (κ~ κ')̂ ]
->

і ми можемо рівняння (47.44) записати в новій формі:

ε 2М* Ρ 2 % 2  U r t 'P  [κ, К ) ип’р [к ) =  Еп'р ип,р [к). (47.48)
—у '

Якщо тепер перейти до конфігураційного простору за допомогою пере­
творення

(47.49):
" ' П Р У ' ' ·  ) Y ,

де V — об’єм системи, і взяти до уваги, що #

Σ єхр [ -  Г%' (к+Ґ)\ =  F5 (> + £ ) , (47·50)

1 Праву частину формули для Е\ -\- Е2 треба, взагалі кажучи, розділити на1 

число, що репрезентує фіксовану кількість двійок (рівну кількості д ірок).
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-Де Ь(ґ  +  Р) — дельта-функція, то одержимо, що

Σ '4  К  =  — - ^ г  °» % ) е ‘ Х*  и п 'р (—  R)· (47.51)

Помножимо праву та ліву сторони (47.48) на ехр [Ьг] і візьмемо 

суму по κ від всіх членів.. Перший член в лівій частині перетворюєть­
ся так:

Σ [ ε +  2т Ρ 2 + - ξ * ^ и „$ (κ) е і X г

2μ*
ип'р (%) е

бо

‘ * г . ї х  r%е =  — іу ге

Використовуючи далі перехід до конфігураційного простору (47 49) 
матимемо для цього члена вираз '

V'u кг №■
S 2М*Р~ ~2μ* ^г “п7 И .

Для другого члена в лівій частині, використовуючи формули (47.49), 

(47.51) і переходячи від суми по Р  до інтегрування

о-
R

одержимо вираз

V3h
~ Ш Г Ф і°г0’ ~ г )и п̂ (г).

Для правої частини, на підставі тих же формул, матимемо

Σ  и птр  Μ  β ~  V '1* Е п'р  и п’р  (г).

Таким чином, рівняння (47.44) набуває" вигляду

ε +
ю_ 

2 М *

К8 

2μ* K—  ® W U .5  (Ί  =  Й- №-52)

де введено позначення = ф (0,о ,- ? ) .  Якщо розділити змінні, по-
клавши ип̂  (r) ~  ип, (r) то

ft2 " ■ “· (47.53)

//17

ε ~Ь 2М *Р 2 Рл' '

Де β„, власні значення рівняння Шредінгера

Л2 . _ . і

Одержане рівняння і є наближеним ефективним двохчастинковим 
рівнянням для екситонів Мотта. Оператори ξ+,-% є операторами 

екситонів Мотта, внутрішній стан яких характеризується квантовим

числом п', а рух центра ваги — імпульсом р. Якщо ип<(г) є власного 
функцією рівняння (47.54), відповідною до дискретної частини спектра, 
то йідповідне £„'р є енергією зв’язаного стану системи двійка-дірка (є 
є енергія активації для утворення вільних двійки і дірки з квазіімпуль-

сами, рівними нулю). Якщо ж ип> (г) є власного функцією для непере- 
ривного спектра власних значень β^, то дірка і двійка не є зв’язаними. 
При великих відносних віддалях двійки і дірки потенціальна енергія

Ф (г) наближається якісно до кулонівської, а на малих віддалях по­
мітно відмінна від неї.

Зауважимо, що у випадку спінозамкненого фону енергія взаємодії 
двійок і дірок має більш складний характер, як за рахунок обмінних 
інтегралів, так і завдяки появі додаткових членів в гамільтоніані Ηιν, 
які треба брати до уваги.

Наведений розгляд проблеми екситонів Мотта на основі модель­
ного гамільтоніана має певний методичний інтерес і вказує на те, що 
цілкоїм строга і послідовна теорія екситонів Мотта в термінах квазічас­
тинок, поряд з іншими елементарними збудженнями, на основі повного 
точного гамільтоніана залишається ще проблемою, вартою уваги.



Р о з д і л  XIV

т е о р ія  у т о м н и х  ЗІТКНЕНЬ. ПРУЖНІ з іт к н е н н я

§ 48. Загальна теорія розсіяння

Під пружним зіткненням двох частинок ми розуміємо зіткнення, 
яке не приводить до зміни внутрішнього стану частинок. У зв’язку з 
цим, при формулюванні закону збереження енергії для таких процесів 
ми не повинні враховувати внутрішньої енергії частинок.

Приведемо спочатку короткий розгляд у термінах класичної меха­
ніки '.

Нехай ми маємо систему двох вільних частинок, які, пролітаючи 
досить близько одна від одної, взаємодіють між собою і розлітаються, 
так що через деякий час їх можна знову розглядати як вільні, але, вна­
слідок взаємодії під час зіткнення, їх енергії та імпульси мають інші 
значення, ніж до зіткнення.

Розглянемо систему відліку, у якій до зіткнення дві частинки з ма-
— —>·

сами т\ та т 2 рухаються зі швидкостями Vi та υ2. Цю систему ми бу­
демо називати лабораторною (за таку систему можна обрати систему» 
в якій одна з частинок до зіткнення є нерухомою). Поряд з нею буде­
мо розглядати систему, у якій до зіткнення і після нього нерухомим є 
центр інерції, і будемо називати її системою центра інерції.

У лабораторній системі центр інерції має швидкість

т / ___  +  т !  v 2 / уі О  1 \

^  — - « 7 + « — - (48Л>

а швидкості частинок до зіткнення в системі центра інерції визначають­
ся формулами:

V0l =  ---- T  =^=------ r —  (“У) —  ό 2)
υι 1 m l +  m 2 m i  +  m 2 1 2'

(48.2)
_  i b i + м  „  _

w ml m2 тпл-Х-т* 1 2

За законом збереження імпульсу, імпульси обох частинок після зітк­
нення залишаються рівними за величиною і оберненими за напрямком, 
а за законом збереження енергії залишаються незмінними абсолютні

—>■
величини імпульсів. Якщо п — одиничний вектор у напрямку швидкості 
частинки з масою т.\ після зіткнення, то швидкості обох частинок в 
системі центра інерції можна записати так:

1 Див., наприклад, JI. Д. Л  а н д а у, Е. М . JI и ф ш и ц, Механика, Физматгиз 
(1958), r.!. IV. '
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Піп
V\ , - vn,01 т!-\-тг ГПХ ГПі

νη, V-· V, ■νΛ (48.3)

Швидкості частинок після зіткнення в лабораторній системі будуть від­

повідно дорівнювати:

ТП\ -р Щ2
vn-\-V. (48.4)

Вектор n не може бути визначений із законів збереження, а визна­
чається взаємним розташуванням частинок під час зіткнення та зако­
ном взаємодії. Помножаючи (48.4), відповідно, на яг, та т 2 і записуючи

V за (48.1), ми одержимо формули для імпульсів: 

ρ [ ^ μ ν η  +  -^η̂ ί .ρ ι+Ρ2),
т 1 + т 2

-4----ρ— [Ρι~\~Ρ2̂ > μ ­
ι т і 4- '

Р '2 =  —  μ ν η  +

т 1 т 2 (48.5)

Проведемо корисну геометричну інтерпретацію Побудуємо коло ра­
діуса μν і виконаємо в ньому побудову (рис. 39) векторів.

АО-- т 1 + т-,_ ІР і + М  ов ті ■ [Ρι^Ρζ) ї о с — п·

Тоді маємо, що вектори АС та СВ, відповідно, рівні рд та р2 . При

заданих Рі та рг точки А, О, В нерухомі, а 
точка С може рухатись по обводу кола, відпо- с

відно до напрямку п.
Нехай одна з частинок (т2) до зіткнен­

ня була нерухомою. Тоді ОВ =  μϋ і^точка В

лежить на колі. У той же час АВ =  р\ і, коли 
т і <  т2, точка А лежить всередині кола, а 
коли т , >  т 2 — зовні.

Кути €ч та Ф2 є кутами відхилення части­
нок після зіткнення відносно напрямку зітк­

нення (який тепер збігається з напрямком рі) ,

а кут Όο, ЩО визначає напрямок п, є кутом ^
повороту першої частинки в системі ц е н т р а ^  інерції — кут розсіяння
в системі центра інерції. З рисунка легко знайти такі зв язкй.

tg ( θ. (48.6)
cos θο ’

Коли маси частинок однакові, то не тільки точка В, але й точка А ле 
жить на колі і ми одержимо зовсім прості зв язки.

Т '  2 2
(48.7)

В класичній механіці зіткнення двох частинок визначається їх 
швидкостями до взаємодії та прицільною віддаллю, тобто віддаллю, на 
якій частинки пройшли б одна повз другу при відсутності взаємодії. 
В квантовій механіці проблема ставиться в інший спосіб,· бо при русі 
з певними швидкостями не має змісту поняття «прицільної віддалі».

В теорії пружних зіткнень квантова механіка ставить лише завдан-
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ня визначення імовірності відхилення на той чи інший кут (імовірність- 
розсіяння) внаслідок зіткнення.

Зауважимо, що викладені вище геометричні співвідношення є вір­
ними як для класичної, так і для квантової механіки. Цей факт зв’яза­
ний з тим, що ми маємо тут співвідношення між векторами імпульсу в 
асимптотичній області, у якій частинки можуть розглядатись як «вільні» 
і тому можуть мати певні імпульси.

Задача про пружне зіткнення як проблема двох тіл в нерелятивіст- 
ському випадку і при умові, що сили взаємодії залежать лише від від­
носного положення частинок, може бути зведена до двох одночастин- 
кових задач, одна з яких описує вільний рух центра інерції, а Друга =— 
відносний рух частинок.

При знаходженні енергетичного спектра внутрішнього руху ми мог­
ли вважати центр інерції нерухомим. У проблемі зіткнень треба врахо­
вувати· його рух. Дійсно, в експерименті часто нерухомі частинки бом­
бардуються іншими. Повна енергія налітаючих частинок (внаслідок 
розділення змінних, які характеризують рух центра інерції і відносний 
рух) є сумою енергій руху центра інерції та відносного руху, і результат 
розсіяння залежить від того, що в початковий момент було нерухомим: 
розсіююча частинка чи центр інерції.

Розрахунки легше проводити у системі центра інерції, бо ми маємо 
в цьому разі лише три степені вільності (замість шести), і ми в даль­
шому майже всюди будемо користуватись цією системою. Перехід до 
системи центра інерції зводить, як відомо, задачу двох тіл до задачі

про розсіяння одної частинки з приведеною масою μ в полі V(г) неру­
хомого силового центра.

Зауважимо, що при зіткненні частинок з різко відмінними масами 
(наприклад, зіткнення електронів з атомами) відміною між лаборатор­
ною системою та системою центра інерції можна нехтувати, але коли 
відношення мас не є досить великим (наприклад, при ядерних зіткнен­
нях), цього, взагалі кажучи, робити не можна.

І

Розсіяння силовим центром

Реальні проблеми зіткнення (наприклад, електрона з атомом) є 
складними проблемами теорії систем багатьох частинок. Але в певно­
му наближенні такі проблеми, як розсіяння електронів атомом, можна 
розглядати як розсіяння заряджених частинок малою сферичноси- 
метричною областю, у якій потенціальна енергія падаючих частинок 
відмінна від нуля. Цю область ми умовно будемо називати «атомом» 
у відповідних задачах. Вудемо позначати потенціальну енергію частин­
ки на віддалі r від розглядуваного силового центра через V (г).

Кутовий розподіл частинок, розсіяних нерухомим силовим центром, 
описується звичайно за допомогою так Званих ефективних перерізів 
розсіяння. Припустимо, для простоти, що ми маємо один розсіюючий 
«атом», на який падає пучок «незалежних» частинок (потік вважаємо 
слабким так, що інтерференція між падаючими частинками відсутня). 
Нехай потік, тобто число частинок, що падають на одиницю поверхні 
за одиницю часу, дорівнює N, тоді кількість частинок, розсіяних ш  оди­
ницю часу всередині тілесного кута άω в напрямку, який становить 
з напрямком руху первісного пучка полярні кути θ і φ, можна запи­
сати у вигляді -

Νσ(·&, φ)άω. (48.8)
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З цього виразу видно, що коефіцієнт пропорційності σ ^ ,  φ) має роз­
мірність площі. Функцію α(θ',φ) називають диференціальним ефектив­
ним перерізом розсіяння.

При зіткненні частинки з нерухомим центром визначення диферен­
ціального ефективного перерізу (48.8) є вірне як у лабораторній системі,, 
так і в системі центра інерції (ефективна маса нерухомого центра без­
межна). У випадку зіткнення двох частинок скінченної маси наше ви­
значення має силу лише в лабораторній системі. Зв’язок між ефектив­
ними перерізами в системі лабораторній (L ) і в системі центра інерції 
(С) можна знайти, використовуючи геометричні співвідношення, роз­
глянуті вище:

їй  ̂ (1 +  f  +  2 ї cosft.y’A, ,а ' \ « і  їл о  п\
^  (θ, φ) =  —̂ Т і Г ~ аЛ Т о Ь  7 =  —  . (48.9)

Позначимо через (г, -θ, ·φ) сферичні координати падаючої зарядженої 
частинки (будемо говорити, електрона) і вмістимо «атом» у початок
координат. Диференціальний переріз σ(θ, φ) можна знайти з асимпто­
тичної форми розв’язку рівняння Шредінгера.

Як завжди, коли йде мова про розв’язання рівняння Шредінгера,, 
ми можемо провести математичний розгляд до кінця, коли змінні в рів­
нянні розділяються. Як вказувалося вище, фізично важливою є модель 
сферичносиметричного поля, для якого саме можливе розділення змін­
них. На цій підставі ми і будемо розглядати поле силового центра за­
лежним лише від r(V (r)). В цьому разі задача є симетричною віднос­
но полярної осі і диференціальний переріз не повинен залежати від. 
кута φ, тобто замість (48.8) ми повинні записати

Νσ(ϋ·)άω. (48.10)

Припустимо (див. далі), що V(г) прямує до нуля швидше, ніж xjr, 
і що потік електронів рухається зліва направо вздовж осі г. Цей потік, 
електронів (падаючих) описується плоскою хвилею eikz. Функція ψ =

=  e ikz відповідає потоку імовірності N =  v ^k= ~ ^J . Розсіяну хвилю в.. 

точці (г, ϋ·, φ) далеко від центра сил представимо у вигляді

r-'f(b)eikr. (48.11)

Імовірність розсіяній частинці пройти за одиницю часу крізь еле­
мент поверхні ds =  дорівнює ^j/(Ό·) [2cis■= ϋ|/(·θ)Ί2£?ω, Відношення
її до густини потоку імовірності в падаючій хвцлі дає число електронів, 
σ(0)Λο, розсіяних за одиницю часу всередині тілесного кута άω, з чого 
випливає, що

σί-β·) =  |f(^) (48.12)

Число електронів, розсіяних в інтервалі ϋ·, ΰ- -j- dft, буде дорівнювати

2itj/(O)|2sin ϋ·άϋ·. (48.13)

Визначення амплітуди розсіяння f(ft) вимагає розв’язання рівняння:: 
Шредінгера

--^  Δψ +  V (r) ψ — (48.14а)

або

Δψ +  [/22 — t/(r)h|> =  0* (48.146)*
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при умовах скінченності розв’язку в усьому просторі і такій асимпто­
тичній формі його при r -> оо:

ψ eikz-\- r-1 eikr f  ,θ). (48.15)

Плоска хвиля еікг є розв’язком рівняння

Δψ +  £2·ψ =  0. (48.16)

Це рівняння можна розв’язувати також у сферичних координатах, 
і функція

=  Р ;(c°s O')fi(r) . (48.17)

буде ЙОГО розв’язком, КОЛИ fi(r) — розв’язок рівняння

^ w ( r2% ) + ( k2- lJiP 1) f = 0· <48·18)

Розв’язуючи рівняння (48.18) за допомогою рядів за степенями г, ми 
одержуємо два розв’язки. Один починається з г1, а другий — з r~l~'. 
Позначаючи через ft (r) розв’язок (48.18) скінченний при r =  0, ми бу­
демо вважати розв’язок відомим (з точністю до сталого множника). 
Найбільш загальним розв’язком рівняння (48.16), скінченним у початку
координат та таким, що володіє осьовою симетрією, буде розклад

^ = S ^ ( c o s & ) / , ( r ) ,  (48.19)
■ 1=0 . 

деЛ; — сталі коефіцієнти. Звідси маємо розклад

gikzgikrco&b _  'V  A lP l { cosft) f  i {r). (48.20)

ι=ο

Визначення коефіцієнтів A t можна здійснити в такий спосіб: помножи­
мо (48.20) на P l (cos#) sin ΰ· І проінтегруємо від 0 до π. Поклавши 
cos О =  х, одержимо

4-1

2Т ІЛ Лг/Л?') =  j . elkrxPi [x)dx. (48.21)

- 1

Праву частину , цієї рівності ми можемо інтегрувати по частинах і за­
писати так:

Ч- і

j ir r {elkrxP l {X ))xx^ - - - ^ : ^ eikrxp{ ^ ) d x ,  .

— І

де другий член має порядок 1/г2. При великих r можна вважати, що

^ A lf l ( r )~ . lr [ e ^ p i u )]XxZ+_ l  (48.22)

Щоб визначити довільну сталу, яка міститься у fi(r), будемо вимагати, 
щоб fi(r )  була розв’язком рівняння (48.18) з такою асимптотичною 
формою:

f i( r) ~  {kr)~l sin [kr — y/rcj. (48.23)

Виконуючи подвійну підстановку у (48.22) (Pt (1) =  1, Pt (— 1) =
=  (— 1)0 і використовуючи .асимптотичну форму fi(r)\ ми одержуємо
вираз для At \

At — (2/ +  \)il.

Таким чином, шуканий розклад плоскої хвилі має вигляд

eikz= ’̂ {2l-\-\)il Pl {cosb)fl {r). ' (48.24)

і=о

Повернемося тепер до рівняння (48.14). Загальний розв’язок цього рів­
няння, що володіє аксіальною симетрією, має вигляд /

Ф =  ^ ^P ,(c o s » )/? ,( r ) , (48.25)

1=0

де Лг — шукані коефіцієнти, a R t — розв’язок рівняння для радіальних 
функцій задачі центрального поля:

~F Ί? (п  т )  + (к’ ~  U ̂  (48.26)

Це рівняння має два незалежні розв’язки, один з яких є скінченним 
у початку координат. Оберемо саме цей розв’язок. Тоді R (г) буде ви­
значеним з точністю до сталого множника. Коефіцієнти At визначимо 
так, щоб ψ мало асимптотичну форму (48.15). Коли покласти Р г =  
=  r~lG(r), то рівняння для G буде таким:

d 2 G

d r2
G =  0. (48.27)

При великих r .останні два члени рівняння прямують до нуля і можна 
чекати, що кожний розв’язок матиме асимптотичну форму

G ~ A sin (kr -j- ε), (48.28)

де А та є — сталі·. Для з’ясування цього покладемо в рівняння (48.27)

G (\'(г)еікг,
тоді

W2 ,я Г / / / І 1 \ *1

φ =  0.

що

d r2 1 dr

Оскільки для великих r амплітуда φ(>) майже .постійна, вважаємо,

dr2 d r ’

і відкидаємо перший член у рівнянні для φ. Після інтегрування одер­
жуємо

Через функції Бесселя точний розв’язок f ^ r )  виражається так: 

sinfer / π V /а

=  / iW “ (iFr) Ji+Лкг).
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2ik In φ = j* U(r) 1(1+  1)

r
dr.

.При великих r права частина цієї рівності прямує до сталої грани­
ці лише тоді, коли U(r) на безмежності прямує до нуля швидше, ніж 1/г. 
Отже, для полів, які зникають із збільшенням віддалі швидше, ніж 
поле Кулона, для частинного розв’язку (48.26), скінченного у початку, 
ми матимемо асимптотичну форму

er-1 sin (kr

де с — довільна стала, а η, ■— стала, яка залежить від k та U(r).

Фаза % визначається граничною умовою скінченності R при r —> 0, 

при якій розв’язується точне рівняння Шредінгера. Доданок — у  /π

запроваджений для того, щоб при U(r) =  0 фаза г]г оберталась в нуль. 
Обираючи конкретне значення с, визначимо Rt (r) як такий розв’язок, 
що має асимптотичну форму

(kr)~l s in^/гг — +  (48.30)

Віднімемо тепер від (48.25) вираз (48.24). Утворена різниця по­
винна характеризувати розсіяну хвилю. Коефіцієнти Лг нам треба обра­
ти в такий спосіб, щоб згадана різниця не містила членів типу г~хе~Шг 
(що описують збіжну хвилю). При великих r  маємо

Ψ ~  ^  J -Я, (COS&) , Sin (kr, — і- /π +  —

ί

— il {2l-\-1) sin [kr — γ ^ π)|. (48.31)

Вираз у фігурних дужках можна переписати так;

1
7Г - Є21

i(kr--iA i ~i{kr~TiA
\ 2 } {Alei^ - i l{2l+ 1 )}-ж е V ) [Al e-l\~ ї(21 +  \)}.

Звідси видно, що для того, щоб зник член з е ікг, треба покласти

Лг =  (2/ +  І) і1 еітч . (48.32)

Хвильова функція ψ має при цих Л; вигляд

ф =  ^  [21 + 1) і1 е 4 Ri (r) P l (cos0), (48.33)

і u

а коефіцієнт /(■θ) у асимптотичній формі розсіяної хвилі має вигляд

W ^  2] (2  ̂-Ь 1) L̂ 2iTii — ^(с°3&). : (48.34)

’ /-0 

Одержана формула визначає амплітуду розсіяної хвилі, .а разом 
з цим і ефективний переріз через фази η,. Оскільки інтенсивність роз­
сіяння (ефективний переріз) виражається через і / (Ό-) І2, то зручно за­
писати /

1 Випадок кулонівського поля ми розглянемо далі.
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]/(ΐ>)'2 =  Л 2 і - В2,
де

А =  Jk Σ  №  +  0  Geos 2ηζ — 1] p t

(48.35)

s = 3 - i S (2/+ .1) sin2^ - p i* . ·

Якщо проінтегр.увати (48.13) по О від 0 до п, то ми одержимо повний 
ефективний переріз розсіяння σ, який є відношенням повної імовірності 
розсіяння частинки в одиницю часу до густини потоку імовірності у па­
даючій хвилі:

σ =  2л

о

π

У 1/(0) I2 sin (48.36)

Підставлення в цю формулу виразу (48.34) при використанні власти­
востей поліномів Лежандра дає такий результат:

Ат.

Розвинений метод має назву методу парціальних хвиль (% — фаза 
1-ої парціальної хвилі) і був застосований до задачі про розсіяння елек­
тронів атомами Факсеном і Хольцмарком !.

§ 49. Дослідження загальних формул. Кулонівське поле

Якісний розгляд загальних формул

Для оцінки величини фаз г\г при великих t можна скористатись 
з того, що при цих умовах рух є квазікласичним. Фаза хвильової функ­
ції у зв’язку з цим подається виразом ·· ·

^ у к, - Я ± Ж ^ Щ К а г + 1 ,  (49.1)

г0 :

де г0 — корінь підкорінного виразу (див. § 21). Віднімаючи звідси фазу 
хвильової функції вільного руху

J V '
k2 _ l l ± M . dr +  J. (49.2)

і покладаючи r -> оо, ми одержимо r\t .

При великих І значення г0 теж є великим, а значить, в усьому ін­
тервалі інтегрування V(г) є малим (V(г) зникає на безмежності) і на­
ближено можна одержати

Г m V (r) dr

- Го

1 H. F a x e n ,  J. H o i t s m a r k ,  Zs. f. Phys., 45, 307 (1927).
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За порядком величини цей інтеграл (в разі його збіжності) до­
рівнює

< « : 4 >

причому Λ. ~  І/к. ■ ' -
Я ктттгі У(г) обертається в нуль на безмежності, як 1 гп з 1, ін­

теграл (49.3) буде збіжним і фази η, скінченні (у згоді з умовою існу­
вання асимптотичної форми скінченного розв’язку (48.29)), коли ж 
п ^  1, інтеграл розбігається і фази ηζ є нескінченні. Цей висновок за­
гальний, бо існування інтеграла (49.3) обумовлюється асимптотичною 
поведінкою V(г) при г —> оо, а на досить великих r радіальний рух ква- 
зікласичний при довільних І. З порядкової оцінки (49.4) ми бачимо, що 
при п >  1 фази η ;<  1 при великих І.

Отже, сума всіх членів ряда (48.37) для повного перерізу, які від­

повідають Γχ> 1, за порядком величини ~  Σ Іі\1 . Інтегральна ознака

г» і
збіжності рядів каже в цьому разі, що ряд для σ буде збіжним тоді,

коли збігається інтеграл J  /η! dl або інтеграл j  V2(ro)rasdro. Отже, коли

V(r) спадає на безмежності швидше, ніж '/г2, цей інтеграл збігається 
і повний ефективний переріз буде скінченним. У протилежному разі — 
σ —» ос. _ .

Ця розбіжність зв’язана з Тим, що при повільному зменшенні по­
тенціальної енергії з віддаллю імовірність розсіяння на малі кути 
стає дуже великою. У зв’язку з цим треба дослідити /(#) при ϋ· -» 0 
і для випадків спадання V(r) більш швидкого, ніж 1jr2. Покладаючи 
у (48.34) # =  0, одержимо для далеких членів суми ( / >  1) за поряд­

ком ~  & « ·  так що скінченність· [(ϋ·) приводить до умови збіжності

інтеграла J V2(r0)r02dr0. Цей інтеграл розбігається при умові, що V(г)

опадає, як або повільніше. Таким чином, диференціальний переріз 
обертається у безмежність при ■& =  0 ■ у полях, що спадають, як і[гп 
при п 3.

Розглянемо, нарешті, випадок, коли V(r) ~ 1/rn при r.-> оо, a^n< 1, 
При таких умовах при ф =  0 обертаються в безмежність і повний пере­
різ і амплітуда розсіяння /(θ). Подивимось, однак, як треба обчислю­
вати в Цьому разі f(ft) при Ф фО .  ■

У зв’язку з тотожністю

δ (1 -  co s» ) -  γ  ^  (2 /+  1) Я, (cos θ),

/=о
яка є розкладом б-функції за поліномами Лежандра, можна при Ф 0 
відкинути в загальній формулі (48.34) одиницю в квадратних дужка-х, 

так що

•f(0)  =  ^ | ] ( 2 /  +  1 )Я Л с0 5 » )Л  (49.5)

І (І

Коли тепер праву частину помножити на е~2,7]о , то ефективний переріз
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не зміниться, бо він визначається квадратом модуля |/(Ф)|2, а фаза 
комплексної функції ((Ί}) зміниться .на константу. Але при'цьому в різ­
ниці у\1 — η0, у згоді з формулою (49.3), зникає розбіжний інтеграл. 
Таким чином, у розглядуваному випадку амплітуду розсіяння Ι(ϋ·) мож­
на обчислити за формулою:

■<mli W + l )p i ( cosV e2i{'qi ηο)· (49.6)
ζ=ο

Фази r\l та момент кількості руху розсіяної частинки

Як вже відзначалося, фази треба знаходити таким чином. Треба 
знайти скінченний розв’язок рівняння

з асимптотичною формою (при Г -> оо), рівною

G =  0 (49.7)

G ~ » s in  \kr~-L· / π -j- т]г) ,

і в такий спосіб визначити η;.

Коли при великих r функція U(r) експоненціально спадає до нуля, 
то можна оцінити r\t при досить великому І і тим самим кількість членів 
в ряді (48.34), яку треба враховувати при обчисленні f Так можна 
перевіряти і збіжність цього ряду. Дослідимо функцію

F{r) =  t f - U { r ) - l̂ ± - И. (49.8)

Якщо U(r) не має полюса, вищого за порядкам ніж г-1, то F(r) 0 
при малих г, а при великих т, навпаки, F (г) ^>0. Внаслідок цього F(r) 
обертається в нуль принаймні в одній точці. Припустимо, що існує лише 
один корінь F(r) в точці r== rt . При досить малих r (коли в квадрат­
них дужках (49.7) можна залишити лише останній · член), розв’язок 
рівняння (49.7) веде себе як Art+l , де^Л — стала, яку ми вважатимемо

додатною. При малих r маємо, що G >  0, >  0, а з (49.7) випли-

.. іІЧІ ,,
ває, що и* -^г > 0 .

При зростанні r функція G не може спадати доти, доки не змі­

нить свого знаку; це може статись лише при значеннях г, більших за
Cj

перший корінь функції . Оскільки G зростає і, у зв’язку з цим, до­

датне для всіх  ̂ r до першого кореня d2G/dr2, то з рівняння (49.7), ви­
пливає, що цей останній співпадає з гг. Функція G зростає монотонно 
до точки r =  rt, аналогічний результат ми одержимо і при А <С, 0. При 
Г> П  функція G має, взагалі кажучи, коливний характер1.

Покажемо тепер, що-коли К(гг) є малим при значеннях І, більших 
за якесь цевне значення, то ηζ при цих І теж дуже мале, (в цьому разі

1 Легко показати, що корінь гг дорівнюй віддалі, на яку частинка із заданим
моментом кількості руху (відносно центра) наближається до силового центра за кла­
сичною теорією,
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ггможе визначатись з умови k2 — 0). Нехай g t(r) є розв’язком

рівняння ,

g  + (49.9)

скінченним у початку координат, з асимптотикою при великих г, ви­
гляду:

gi — sin (kr — ~ InJ .

Функція gi (r) є рівною

Si =  [ w ^ J i+%{kr)

(див. рівняння (48.18) та зноску на стор. 419).

При /■<>, функція gt(r) зменшується разом зі зменшенням r екс­
поненціально.

Розв’яжемо тепер рівняння (49.7) методом збурень, а саме: покла­
демо

0 1 =  §1^ Ф  (49.10)

і будемо нехтувати добутком Ф U як малою величиною другого по­
рядку.

З рівняння (49.7) одержуємо

+ =  U (r)g l{r). (49.11)

Нехай

Ф НЛП-іп. (49.12)

тоді для і(г) маємо, після підстановки,

, S i ir )C~  +  djĵ -  ■ 2 а̂ г =  и (г)§1(г). (49.13)
} і 

Помножаючи це рівняння на gL (r) та інтегруючи, одержимо

Г

=  § U ( r)te i(r)]*dr.. (49.14)

0

Оскільки при г =  0 — ■ повинно бути скінченним, a gi(r) при ма­

лих r веде себе, як г1+ї, то нижня границя в інтегралі має бути рівною
• нулеві. Отже,

Г

f i  =  [g iirT 2^U {r)[g i[r)fdr. (49.15)

' 0 

При великих r маємо

. ·. |“ ~-CSC2( V -  j  U{r) \g l{r)\2dr. (49.16)

'о

Оскільки ми припустили, що при розглядуваних значеннях І функція 
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U (г) мала, якщо г >  гь а з  другого боку ми знаємо, що gt мале, якщо 
г<^гь то чисельне значення інтеграла в правому боці (49.16) повинно 
бути малим.

Інтегрування обох частин рівняння (49.16) дає

ctgjfer — const · -γ j U ( r ) \Si[r)Ydr, (49.17)

о

звідки випливає, що

O ^ s i n ^ r  — -̂ -π/'j-j- cos (kr — γ /π )  -f-

+ const ■ sin (kr — J U{r) [g, (r) J2 dr. (49.18)

o

Нехтуючи членами другого порядку відносно малої величини η; =
оо

= ---j  U(r)[gi (r)]2dr, одержимо остаточно:

о -

G, ~  const ■ sin (kr — у  h  -f- η, j ,

\v (r) \Ji+\{kr)\2rdr. (49.19)

o

Це співвідношення є вірним, коли його права частина мала, і свід­
чить про те, що при розглядуваних умовах η; мале. Оскільки (49.19)
має місце при великих значеннях /, то цією формулою можна користу­
ватись для дослідження збіжності загального ряду (48.34). Цей ряд збі­
гається, коли збігається ряд

£  ΆιΡι (cos#) (2/+ 1). (49.20)

Якщо ηΓ<  1 для довільних /, то формулою (49.19) можна користува­
тись завжди.

Отже, наш метод парціальних перерізів, в якому

; - - V  а„ (49.21)

і

де парціальний переріз σ ; відповідає частинкам з моментом кількості 

руху У  Л2/(/■-(- 1), вказує, що при

(49.22)

kr ~Yn[n-\-\), k =  mvjh

J  можна нехтувати всіма фазами η;, для яких 1^>п.

Ефективний переріз розсіяння є функцією від швидкості частинок, 
що розсіюються. Визначення залежності r\t - від k при малих значен­
нях k дозволяє встановити границю, до якої прямує переріз розсіяння 
при малих швидкостях. Загальний аналіз розсіяння повільних части­
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нок 1 приводить до таких результатів. Я к щ о  '/& є великим у порівнянні 
з віддаллю г0, на якій V(г) стає малим, та коли У(г) спадає на великих 
віддаллях швидше, ніж 5/г3, то закон залежності фаз від k може бути 
якісно записаний так:

ηζ — kn+x, коли я — 3 > 2 1,

(49.23)

"Ні·—- kP~2 коли -л — 3 <  21,

де я — показник степеня у законі спадання, V(r) ~ ljrn на великих г, 
Зокрема ηο при п^> 3 є пропорційним до k. На підставі цього при ма­
лих швидкостях? залежність перерізу від швидкості визначатиметься за­
лежністю η0 від k:

/ ( β) - ά ( * 2'’ΙΟ- 1Η | ==Ρ'' ί49·'24)

бо η0 =  $k, де β — константа, не залежна від швидкості, і для повного 
ефективного перерізу ми одержимо

σ =  4πβ2. , (49.25)

Отже, при малих швидкостях розсіяння ізотропне, а ефективний 
переріз не залежить від швидкості.

Розсіяння частинок кулонівським полем ·

Як ми зазначали, розвинений метод парціальних хвиль є придат­
ним для обчислення амплітуди розсіяння лише тоді, коли V(г) при 
зростанні r прямує до нуля швидше, ніж гК Таким чином, розсіяння 
у кулонівському ПОЛІ з точки зору цього методу є Особливим випадком. 
Це пов’язане, насамперед, з тим, що асимптотична форма скінченного 
розв’язку рівняння для радіальних функцій в цьому разі містить лога­
рифмічний член під знаком сінуса (див. § 14 (14.48)). Було показа­
но, Однак, що хвильова функція, що описує розсіяння,, має вигляд
(48.33) і для цього випадку 2 і має асимптотичну форму

ψ ~ У---67(f)), (49.26)

де J характеризує падаючу хвилю, а 5 — розсіяну, причому

l /№ !  =  ( w ) csc!f .  с«-27>

де Z'e — заряд частинки, що розсіюється,' a Ze — заряд центра так, що 

V(г) = — р-4-. Ми підемо іншим шляхом, не використовуючи розкла­

дів типу (48.33), а розв’язуючи безпосередньо хвильове рівняння. Роз­
глянемо для конкретності розсіяння ά-частинок на атомі тяжкого еле­
мента. В цьому разі головну роль відіграє кулонівське відштовхуван-, 
ня між α-частинкою та ядром. Тому потенціальну енергію можна за­
писати так:

1 Загальний аналіз розсіяння повільних частинок у стислій, але коректній формі 
дано у книзі Л . Л а н д а у ,  Е. Л и ф ш и ц а ,  loc. cit., § 108. Дослідження залежності 
η η та Оо, а також фаз та парціальних перерізів вищих порядків від швидкості для 
конкретних прикладів розсіяння потенціальною ямою, бар ’єром і т. д. докладно подане 
в книзі Н. М о т т  и Г. М е с с и ,  Теория атомньїх столкновений, И Л , М. (1951), 
(див. гл. II, § 3). Див. також Л . ПІ и ф ф, Квантовая механика, § 19.

2 W. G o r d o n ,  Zs. f. Phys., 48, 180 (1928). ■
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Хвильове рівняння для нашої задачі має вигляд\

+  , ,49·28> 

Нехай α-частинка має певну енергію Е := р2/2т, де р — кількість руху 
частинки на безмежності, і момент кількості руху частинки навколо 
осі ζ дорівнює нулеві, так що хвильова функція не залежить від азі- 
мута φ. (Нехай хвиля падає з боку від’ємних г).

Оскільки енергія частинки має певне значення, ми можемо по­
класти І

/ψ =  ч|ге . ,

де ψ° задовольняє рівняння Шредінгера

ft2 9 7>2
~ L W ' + ψ γ  =  Ε<ι“.

Для спрощення коефіцієнтів запровадимо нову одиницю довжини

h1 
' 22е 

і .покладемо

=  / -  ;v , 2 '-  ;  , =  (49.30)
"ο '0 '0 '0 ' ο

Тоді рівняння набуває вигляду

— j- Д’ф0 -f ”  ψ° =  ε·ψ°, ' (49.31)

Г .

а гранична умова про те, що при від’ємних ζ та великих r хвильова 
функція повинна являти плоску хвилю, запишеться в нових змінних так:.

~  2 при — оо ;<[ z' 0, ґ  -» оо. · (49.32)

У зв’язку з особливою роллю осі 2 , введемо параболічні коорди­
нати

и =  r' +  ζ', V =  r' — z'. , (49.33)

Ми можемо використати обчислення, пророблені у § 15, і взяти звідти 
рівняння (15.8) з певними змінами. У зв’язку з тим, що кулонівська 
енергія має в розглядуваному випадку обернений знак (α-частинка & 
полі ядра), треба +  1 замінити на — 1, далі треба покласти у (15.8) 
g — 0 і врахувати, що ψ° не залежить від йута φ. Проробивши ці зміни, 
одержимо

ψ° =  0. (49.34)
ди

І
Гранична умова в параболічних координатах'запишеться так:

ψ° ~  е 2 (49.35)

при V -> оо іа  всіх значеннях и. Цій умові можна задовольнити лище
тоді, коли



1V t “ψο =  β r 2 .χ, (49.36)

.де χ не залежить від и і задовольняє граничній умові

Т  νX ~ е при ν -> оо. (49.37)

Підстановка (49.36) в рівняння (49.34) показує, що (49.36) дійсно 
визначає розв’язок, коли χ задовольняє рівнянню

а г К Я  +  ( ,У ' ї “ 1+ ^ и ’) х =  0· (49'38)

■Оскільки ε >  0, ми можемо покласти тут v]/r2e =  vi. Тоді

; 4 К і )  +  ( т - 7 ї  + Ь ) * - 0' (49.39)

Це рівняння збігається з рівнянням, дослідженим нами у § 14, а саме:
з рівнянням вигляду

■ έ (Хі * t ) ·+ ( т · + λι -  ^ ° ’

при .

λι Y ~9~' * ^  === ^

Позначимо для зручності:

v k - ь ·  λ. =  ί - "

і на підставі результатів § 14 запишемо розв’язок рівняння (49.39), 
скінченний при vi -> 0:

_іщ

% =  се 2 F (—ib, 1; ivi) =

iV i - ,

■ =  T {і +  ^  ■ iv i +  1 ~ + 11 № і)г +  · · · } ·  (49-40)

Сталу с треба визначити з граничної умови для χ:

2
χ . при ϋι оо. (49.41)

Для цього треба скористатись асимптотичним виразом для ряду F,
одержаним нами у § 14 (14.46). Для наших значень параметрів ми
одержимо

X =  rff+ 7 ь)е \ ·

г .и Л ь t , ν

Ц » + І М + Л - £ ) .  (49.42)

де F* — формальні ряди, побудовані за правилом (14.45). Ми бачимо, 
що гранична умова (49.41) буде наближено виконуватись, коли по­
класти
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с =  е 2&Г(1 Н- (49.43)

Повернемося тепер до змінних Ґ та z' і запишемо функцію -ψ0. Для 
малих у =  τ' — ζ ’ одержимо

Г  =  е~т Ь Т(1 +  іЬ)е‘ ^  + +

(49.44)

а для великих v =  r' — z’

I £l ib In (ΊζΞΐ) .

v  =  · {1 +  ̂ · ^  +  . . . } -

r d  + iW Ьг »4- -іііп(ЦІ)
rjl̂ 76) ґ —г, е  e ;{1+··■}· ' (49.45)

Остання формула дає повний розв’язок задачі. На великих відда­
лях від силрвого центра та не дуже близько до осі ζ перший доданок 
наближено дорівнює

ι-Z- +ibln
ψ°=β * " (49.46)

і описує невідхилену плоску хвилю. Другий доданок репрезентує роз­
сіяну сферичну хвилю

фР = - № ̂  () + 'fe)- -4-Д g ~'6111 ̂  (49.47)
■2 Г (1 -  іь) г '—г’ v ’

Запроваджуючи кут розсіяння так, що z' — r' cos Ф, ми можемо Ψ20
записати у відомій формі

ψ2ο =  f(tf)S, (49.48)

де '

5 — г~1 e'irlr°b~ib ln rlr°b'> (49 49)

exp {—ib In (1 —cos&) -f- /π~|-2π)0}
/(» ) =  *%

2 sin2 ~2 (49.50)

β«Ίο =  Γ(1 + і6 )/Г (1  — ib ).'·

Звідси інтенсивність розсіяння (диференціальний ефективний переріз)

σ (0 )  =  \f(®)\2 =  ( ^ ) 2.csc^|  =  | ( ^ ) 2c s c 4 ,

або, поклавши E =  mo2, одержимо в більш загальному записі

Z ' Ζ & Ϋ  ,θ  , , л г П

^ ) CSCY '  t49·51)

де для розглянутого нами випадку розсіяння α-частинок Z' — 2, а для 
електронів, наприклад, треба покласти Z' — — 1.

Одержана нами формула (49.51) має назву формули Резерфорда,
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яким вона вперше була виведена на основі класичної механіки. Таким 
чином, класична і квантова нерелятпвістські механіки приводять у ви­
падку кулонівського поля до однакових результатів1. Формула Резер­
форда експериментально підтверджена дослідами по розсіянню а-час- 
тинок на тяжких ядрах.

Відмітимо, що амплітуда розсіяння обертається у безмежність в 
нулях функції Г(1 — ib), тобто в точках, де аргумент Г-функції дорів­
нює цілому від’ємному числу або нулеві. Відповідні значення енергії 
дорівнюють, як легко побачити, рівням енергії дискретного спектра в 
кулонівському полі. Цей факт ілюструє загальний зв’язок між зако­
ном розсіяння частинок (з< додатною енергією) у даному полі і дис­
кретним спектром власних значень енергії у тому ж полі2.

§ 50. Деякі спеціальні питання.
Потенціальна енергія як збурення. Борнівське наближення3

Ефективний переріз розсіяння вираховується в більш компактному 
і простому вигляді, ніж одержані раніше точні формули, якщо поле 
силового центра можна розглядати як мале збурення.

Задача теорії збурень, до якої зводиться в цьому разі проблема, є 
особливим випадком теорії збурень у непереривному спектрі. Не обме­
жуючись спочатку питанням розсіяння, розглянемо взагалі сформульо­
ваний випадок теорії збурень 4.

Незбуреним рівнянням Шредінгера буде рівняння для вільної час­
тинки: -

, , Δψ° +  £ 2ψ 0 =  0, k  =  Y ^ ^ =  γ .  (50.1)

Рівняння для поправки до хвильової функції першого наближення має
в свою чергу вигляд '

+  (50.2)

Будемо розв’язувати це рівняння безпосередньо, не використовую­
чи загальних формул теорії збурень у непереривному спектрі. Розгля­
немо рівняння вигляду

(L — λ0) ψ =  F (г), (50.3)

Г υ

де L — самоспряжении оператор з власними1 значеннями λ, a F(r) — 
відома функція точки. Якщо (ψ } — система власних функцій операто­
р ах , то-задовольняються рівняння

, - · λι|\, (50.4)

, а умови ортоиормованості виглядають так: ,

J  фх'(г) ψλ (r )d t=  δ (λ — λ');. ■ J* ψλ (r) ψλ {r') dX=5 [r — ґ). 1 (50.5)

Ми вважаємо спектр власних значень λ непереривним.

1 При зіткненнях тотожних частинок можуть бути відхилення від класичних ре­
зультатів (див. далі).

2 Див. наприклад Л. Л  а н д а у, Е. Л  и ф ш и ц, loc. c it, § 107.
3 М. B o r n ,  Zs. f. Phys., 38, 803 (1926).

. . 4 У попередньому розділі в зонній теорії кристалів був розглянутий такий 
випадок для, квазінепереривного спектра (теорія Пайерлса).
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Будемо шукати розв’язок (50.3) у , вигляді розкладу за системою 
{ψλ}1: - ' ;

ψ =  ^(λ)ψχ(Γ)ί*λ (50.6)

і, підставляючи його у рівняння (50.3), одержимо

^ (λ ) (λ  — λ0)ι|n{r)d% =  F,(r). (50.7)

Помножаючи тепер на i|n'(r) обидві частини одержаного рівняння та 
інтегруючи по простору, одержимо

f ψ λ '  (r) F  (r) άτ

• . Φ ')  =  ---------- · . . (50-8)

Таким чином, розв’язок рівняння (50.3) можна записати у формі

ф(г) =  J Qx0[ l? )F { ? )  άτ’ , (50.9)

де величина

п J* ~*\ f  Ψλ ί7-) Ψ). І'-') ,, /cn. <A„(r, r )=  J -— — dX (50.10).

називається функцією Гріна для оператора L  та числа λ0 2.
Якщо оператор L є гамільтоніаном вільної частинки, як у рівнянні 

(50.2), то функцію Гріна легко обчислити. Власна функція операто­
р а — Δ, що відповідає власному значенню k'2 (див. (50.2), відповідно
нормована, відома:

<|&(г) =  (2π)-3/ ^ ^ Γ  W\ =  k', (50.11)
\ \ .

а тому

Gk( l ? )  =  (2K)~3 ^ jL ^ - L - d P .  , (50.12)

Переходячи в просторі k' до сферичних координат і: обираючи полярну
-> -> ' ->

вісь у напрямі вектора Q — f — r', одержимо

оо π  2 π  <»

Gk (Я ? )  =  (2к 'Г  j  j ' j  k'2 dk ' sln& db d<* =  2̂π2ρ)_1 k' dk>’
0 0 0 ,  "0

або, позначаючи k'q =  κ,

оо

Gk [ r ,f )  =  { 4π2Ρ)-ι (50.13)

—̂ · ■ ->

де σ =  kQ — k\r — r'\ >  0.

1 Див. подібний розгляд неоднорідних рівнянь для дискретного спектра у § 10. 

Там %о вважалося одним з власних значень оператора.
2 Див. А. С о к о л о в ,  Д.  И в а н е н к о ,  Классическая теория поля, ГИТТЛ, М .— Л. 

(1949), § 7; Φ. М . М о р с  и Г. Ф е ш б а х ,  Методи теоретической физики, ч. І, И Л  

(I960), гл. 7.
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При κ =  4- σ іпідінтегральний , вираз має сінгулярність, відповідно 
до сінгулярності при λ =  λο, у загальній формулі (50.10). Оскільки за-, 
гальний розв'язок будується як сума знайденого частинного розв’язку 
неоднорідного рівняння та загального розв’язку відповідного однорід­
ного рівняння, саме рівняння (50.3) не дозволяє визначити характер 
коефіцієнтів с (λ) іпри λ =  λο. Яку саме добавку треба обрати, можна 
визначити лише за допомогою граничних умов.

Якщо, згідно з нашою задачею розсіяння, обрати розв’язок незбу- 
реного рівняння у вигляді еШг так, що в першому наближенні

ψ  =  ψ °  -f ψ 1 =  elkz -f- ψ 1, (50.14)

де ψ1 визначається формулою (50.9), то, накладаючи граничну умову

ψ еікг -f r * 1 f[b,<?)el!ir, г~>со, (50.15)

ми зможемо визначити внесок безмежно малого оточення точок κ =  
=  +  σ в інтеграл (50.13). Порівняння останніх двох формул показує, що

—У
нам треба брати лише такі розв’язки ψ1 (r), які мають асимптотичний 
вигляд: /—1/’(θ̂ , <р) е

X L /
*в

Рис. 40.

З формули (50.9) випливає, що інтеграл (50.13) треба обчислити 
так, щоб він при великих а поводив себе як еіа. Наявність членів типу 
e~h в G відповідає присутності в ψ1 падаючої хвилі, що суперечить гра­
ничним умовам на безмежності. Обчислення інтеграла (50.13) зручно 
провести, розглядаючи його яК контурний інтеграл у комплексній пло­
щині κ. Нехай контур інтегрування обраний так, як це показано на 
рис. 40.

Запишемо далі:

i xsinx , і ґ

2TJ t

Перший доданок можна обчислити, замкнувши контур безмежним 
півколом у верхній півплощині, бо на цьому півколі експоненціальний 
множник прямує до нуля і, відповідно, додана частина інтеграла обер­
тається в нуль. Таким чином, перший доданок у (50.16) дорівнює 
остачі відносно полюса (κ =  σ), що лежить всередині контура, по­
множеному на 2пі.

Другий доданок обчислюється так само, тільки півколо треба бра­
ти у нижній півплощині. Для першого доданку одержуємо значення 
ineh , а для другого — іл,еіа (див. рис. 41), Таким чином, весь інтеграл 
дорівнює леіа. При будь-якому іншому виборі контура інтегрування

обов’язково з’явились би члени типу e

dv.
■ α) (х. +  σ)

(Іу». (50.16)

430

Підставляючи знайдене значення інтеграла у (50.13), одержуємо

- -, ч 2 т , т, χ 
де U (г) =  -p- V{r),

ψ (r) =  eikz

m 
¥

Gk(r, П

в’язку

- i f lt/

1 i k  I r  — r ’

4ic I r - r’ I
і для наближеного розв’язку збуреного рівняння маємо 1

i k  j Г  — Ґ  І

leikz' U[r') άτ',

Припустимо, що функція U (ґ) досить швидко 
спадає на великих віддалях, так що існує асимпто- 

—> -->
тична область, де \г\ більше за значення И , які 
дають суттєвий внесок в інтеграл у-* (50.18). Тоді, 
оскільки (див. рис. 42)

у  — г|2 =  г2 +  г'2 — 2 (пґ) г, 

маємо при г> г ':

І r — ґ\ =  г — n r ' 0 (L-)

(50.17>

<50.18)

r — r Г \ г2 ,

і асимптотична формула набуває вигляду:

ψ (г) ? ik Z  . [4пг)~х е‘кг J U{r')elk{z nr)dx’

або

ψ (r) — eikz — (4 roj~l eikr j* U  (ґ) e k {п° п) г άτ’ (50.19>

де п0 — о д и н и ч н и й  вектор падаючої хвилі* спрямований вздовж осі zy.

а п — одиничний вектор напрямку вектора г. Порівнюючи одержаний 
вираз з (50.15), бачимо, що

1 Зауважимо, що з нашого розгляду випливає, що загальний точний розв’язок рів­
няння Δψ +  fft2— ί / ( / · ) ]ψ=0 повинен задовольняти інтегральне рівняння

1 Л ехр (ik \г — г'\)
U



Ж  φ) =  - (4 « Γ 1 ̂ U ( ? ) e ik{n° n)r'dz'. ' (50.20)

—̂ —>■ —> —У » —̂  ̂ ^

Запровадимо вектор K, =  k(tio — n) =  ko — ]/C| =  K =  Îno — n\ —
θ

^  4nsm~2"
=  2k sin "2 = --^--

Тоді
-> ->■

ί* ІК r’
f{%, φ) =  — (4π)-Μ U{r’)e άτ'. (50.21)

—̂
Вектор hK. репрезентує імпульс, який передається силовому центру за 
час зіткнення '.

-> % ->

Якщо функція U{r) сферично симетрична U (r) = U ( r ) ,  то у фор­
мулі (50.21) можна провести інтегрування по кутах, що визначають на­

прямок вектора ґ. Обираючи при цьому інтегруванні полярну вісь у 

напрямку вектора К, ми легко одержимо

оо

=  (50.22)

0
де ми замість ґ  написали г.

Зауважимо, що, як і слід було чекати для сферично симетричного 
поля, амплітуда розсіяння не залежить від азімута φ і, що найбільш 
цікаве, імпульс частинки і кут розсіяння входять лише через К, тобто

Q.
лише у комбінації p sin-^.. Якщо V (г) описує поле атома та йде 

мова пр#о розсіяння електронів, то буває зручним перетворити вирази
. —у

так, щоб у них фігурувала густина заряду в атомі — eq(r). Потенці­
альну енергію взаємодії електрона з атомом можна записати у формі

V[rr :=~-zf  +  c- f -V f '\ сі-:. (50.23)
г ■ J І г — ґ'\

Підстановка у (50.21) дає

=  Ч » · » )

1 Ті самі результати можна одержати, застосовуючи безпосередньо відомі нам 
формули теорії збурень у непереривному спектрі. З  Імовірності переходу rflFvjV =  

2π
=  -fi I Vv„v [г δ (E i — E ia)dv , де V  потенціальна енергія, для випадку переходу час­

тинки (падаючої) зі стану з заданим імпульсом р  у стан з імпульсом Ґ , одержують 
всі формули борнівського наближення. Див. Л . Л а н д а у ,  Е. Л и ф ш и ц ,  Кванто­
вая механика, § 110. Л . Ш  и ф ф, Квантовая механика, § 29.

М ожна використати і відомий розв ’язок рівняння для потенціалів (рівняння Да- 
ламбера) —  так звані запізнені потенціали у випадку чистої осциляції, тобто

1 ІГ5

n p n p  =  p0ew , ψ =  γ0β2πΜ, ^  =  =

Див. наприклад, Д. И . Б л о х и н ц е в, Основи квантовой механики, § 77.
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Перший інтеграл Легко обчислити користуючись рівнянням Пуассона. 
Дійсно, інтеграл

С рЖ~г
(50.25)J і г - ґ ї

можна розглядати як потенціал, створений у точці ґ  зарядами, розпо-
—> -> ' І

діленими у просторі з густиною д(г) = е ‘Кг, тобто маємо

Δφ (/■) =  — 4πρ (r) =  — 4леік r , (50.26)

звідки зразу знаходимо розв’язок:

ср(г7) =  ^ С ^ ,  \К\2-К І+ Ц -\ -К і. (50.27)
1*1* '

На підставі цього перший інтеграл у (50.24) обчислюється зразу, 

він дорівнює 4я/|/СІ2, а другий інтеграл легко вирахувати за допомогою

(50.27) та інтегрування в сферичних координатах з полярною віссю рів­

нобіжною до Кі. В результаті одержуємо

(50.28)

де

F(ft) =  4 u j P(r)si ^ V r f r .  (50.29)

о *

Маючи иа- увазі, що K2 == 4k2 sin2 у  =  — sin2 у  , одержуємо оста­

точно

/ W  =  w f Z - /;'.W]cse2i ·  (50·3°)

Величина F називається звичайно атомним фактором. Функція F ви­
значає кутовий розподіл розсіяних електронів і протабульована в пев­
ному інтервалі значень К для всіх елементів. Цей самий атомний фак­
тор визначає і розсіяння рентгенівських променів атомами.

Умови придатності борнівського наближення

Для визначення умов" можливості застосування борнівського на­
ближеннями повинні визначити умови придатності теорії збурень, коли 
вся потенціальна енергія розглядається як збурення. Такою умовою 
є нерівність ψ1 <  ψ° (див. 50.2). Нехай розміри області простору, де 
поле помітно відмінне від нуля, є порядку величини а. Розглянемо частин­
ки з так малою енергією, що ak <  1. При таких умовах у виразі для ψ1

—>

Ψ1 =  — 4̂ - j V ~ “ '  ^ ^ U [ r ' ) d z '  (50.31)

множник eikS>r r'\ не має зна.чення' при оцінці порядку величини, і 
весь інтеграл за порядком буде дорівнювати ·ψ° | U ] а2, так що
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Ψ1 ~  ^  I ν  I α2ψ°.

Умова придатності методу матиме вигляд

пРя к а ~ 1· (50.32)

Права частина цієї нерівності є ні чим іншим, як порядком величини 
кінетичної енергії, якою володіла би частинка, що вміщена в об’ємі 
з лінійними розмірами ~  а.1 У неглибокій тривимірній потенціальній 
ямі, для якої виконується умова (50.32), не існує від’ємних рівнів енер­
гії. Дійсно, при Е =  0 «езбурена хвильоіва функція ψ° =  const. Оскільки 
Ψ1 С  Ψ°> то хвильова функція руху в ямі -ψ == ψ° -j- ψ1 не має вузлів; 
звідси випливає, що ця функція відноситься до нормального стану, так 
що Е =  0 залишається найменшим можливим значенням енергії частин­
ки Я  У випадку великих енергій, коли ka >  1, множник еікг суттєво 
зменшує величину інтеграла. Проведемо оцінку в цьому разі. 'Розгля­
немо розв’язок незбуреного рівняння ψ0 =  elkz і розв’язок рівняння

Δ-φ1 .+

шукатимемо у вигляді ψ1 =  elkz · f. Оскільки k вважається досить ве­
ликим, можна зберегти при підстановці обраної форми розв’язку у рів-, 
няння лише ті'члени у Δψ1, де хоч один раз диференціюється множник 
eikz. Для f тоді одержимо рівняння

Звідси

ф і =  glkz f =  _ _  J f L  e ik z ^  V d z  

_  , , ,  m \ V \ a .
Отже, за порядком величини | ψ1 | ~  ^ - і умова можливості за­

стосування методу буде такою:

117 j €  ~Шїка== ПР И (50.33)

Ця умова більш слабка ніж умова (50.32). Тому коли можна розгля­
дати поле як збурення при малих енергіях частинок, то це можливе 
і при великих енергіях, але обернене, взагалі кажучи, невірне. З умови
(50.33) видно, що борнівське наближення у всякому разі цінне для 
досить*швидких частинок. (Якщо, наприклад, «яма» настільки глибока, 
що може захопити частинку, то борнівським наближенням можна ко­
ристуватись лише при великих енергіях). Коли ж виконується умова 
(50.32) (мілка «яма»), то воно придатне при всіх швидкостях.

В зв’язку з тим,' що борнївське наближення придатне в основному 
для частинок великих енергій, воно доповнює метод парціальних хвиль, 
практично найбільш корисний для малих енергій. Зауважимо ще таке. 
Вираз для }(■&) (50.22) і вираз для 4t (49.19) були одержані нами у

1 З а  нерівностями Гейзенберга імпульс такої частинки має порядок ~  fila.
і 2 У двовимірному чи одновимірному випадку завжди є рівні від’ємної енергії. В цих

випадках взагалі не можна застосовувати розглянуту нами теорію: збурень при Е  ^  0,
бо інтеграл, що визначає ψ 1, розбігається при k -н> 0 (див. Л . Л а н д а у  и Е. Л и ф-

ш и ц, ioc. cit., §  45).
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припущенні, що V(г) є малим збуренням, у зв’язку з цим можна че­
кати, що підстановка (49.19) у точний вираз для 7(Ф) (48.34) приведе 
до формули Борна (50.22). В тому, що це дійсно так, можна перекона­
тися за допомогою співвідношення

sin Кг 

Кг ^ ( S Z + l ^ c o s W ^ ) ] 2

при одночасній заміні е — 1 ~  2іщ у (48.34) . Цю заміну можна 
робити лише тоді, коли всі ύ\ι одночасно є малими. Ми могли би тепер 
записати критерій застосування наближення Борна при всіх т9· так:

ї ї  °\j V\r)\J i+llAkr)\2 άτ С  1 для всіх /.

о

Цей критерій є жорстким. У багатьох випадках точний вираз потребує 
для апроксимації врахування великої кількості членів, і наближений 
вираз для ефективного перерізу

k

' 1=0

(50.34)

може дати всі ці члени, крім декількох перших (в розумінні точності). 
Коли (50.34) не дуже помітно порушується при / =  0 і ряд містить'ве­
лике число членів, то різниця буде малою. Більш високі наближення 
теорії Борна розглядалися в свій ч ас1, але явні вирази не були одер­
жані навіть для другого наближення. Чисельні оцінки, однак, пока­
зують, що наближеними формулами можна користуватись в ряді ви­
падків і тоді, коли заміна е2І7іі — 1 2іг\1 не є вже законною, йдучи цим
шляхом, легко одержати формулу, яка дає непогане наближення для 
великих значень фаз. Обчислюючи фази і переріз за (50.34) та вносячи 
поправку на відхилення е2і\— 1 від 2ir\t, одержимо

■(Щ- ■■№*+ т  Σ  (2/+ ( ехР -  1 -  2І^  РЛ

або для головного члена (/ =  0)

К  (&)),/з + 27£ іеЩі! — 1' — 2 Що) (50.35)

де аь диференціальний переріз в першому борнівському наближенні.. 
Відхилення від формули Борна стає важливим, при малих значеннях 
еь (Ф), тобто при великих кутах розсіяння.

Зауважимо на закінчення, що з формули (50.22) випливає, що коли
V (г) прямує до нуля при зростанні r швидше ніж г~3,. /($■) при зменшен­
ні до нуля зберігає скінченне значення, так само як і у випадку точ­
ної формули для /(-&). При зростанні К  функція F(-&) (див. (50.29))· 
прямує до нуля, завдяки чому можна твердити, що при великих швид­
костях і великих кутах розсіяння f(tf) прямує до виразу (Zez/2mO2)*
• csc2#/2, так що розсіяння обумовлене в основному впливом ядра ато­
ма, як і слід було чекати. ,

1 Chr. M e  11 er, Zs. f. Phys., 66, 513 (1930), F. D i s t e l ,  ibid., 74, 785 (1932). 
Див. Φ. M . М о р с  и Г. Ф  е ш б а х, loc. cit., ч. I I , гл. 9, § 3.
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У граничному випадку малих швидкостей (при умові чинності бор- 
нівського наближення), ми можемо покласти у формулі (50.21)

e iK  r' І х а к >  що ( при U =  U(r) )  ‘

;(&) т4π2ή3
2 _  4m*_ 

h*
j v ( r ) r 2rfrj2. (50.36)

У згоді з попереднім розглядом розсіяння при малих швидкостях, ми 
одержуємо, що розсіяння є в цьому разі ізотропним і не залежить від 
швидкості.

Розсіяння на чисто кулонівському центрі в рамках прийнятого на­
ближення вимагає, строго кажучи, особливого розгляду. В полі V =  
=  Ze2lr не можна виділити скінченної області простору, зовні якої
V було би значно меншим ніж в середині її. Умову застосовності набли­
ження Борна можна одержати, коли у формулі (50.33) замість а по­
класти змінне r і підставити явний вираз V(r). Одержимо

%  «  1· (50.37)

'■ ' ч
Таким чином, при великих енергіях частинок кулонівське поле мож­

на розглядати як збурення. При великих швидкостях можна врахувати 
релятивістські ефекти. Це здійснюється шляхом застосування борнів­
ського наближення до рівняння Дірака. При цьому незалежно від фор­
ми потенціалу V (г) одержується1

V2 її
1 — "сї  sin2 2

з(») =  і/(»)|2------Λ (50.38)

1 ~~ ~с*~ ‘

де /(ΰ) .визначається, як і раніше, формулою (50.21). Множник
1 V2 \~1 /, V2 . 2 θ \
1 — -̂ г| є відомим лорентцовим множником, а множник (1 — sin*1 у  І 

обумовлений спіном.

Квазікласичне наближення 2

Для застосування квазікласичного наближення взагалі теорія ви­
магає, щоб потенціал V(г) та енергія Е частинки, що розсіюється, були 
такими, щ об. задовольнялися умови квазікл^сичності руху. Цих умов 
недосить, щоб розсіяння було квазікласичним.

Розглянемо точну формулу, виключаючи з розгляду кут розсіяння, 
рівний нулеві (див. (49.5):

Σ '.(2 /+ 1 )Ρ ι («>8»)/\  (50.39)

1 =  0

Оскільки квазікласичні функції характеризуються великими. фазами, 
можна вважати, що переходу до квазікласичного наближення в теорії

1 Див. Н. М о т т  и Г. М е с с и ,  loc. cit., гл. V II, § 3. ·
2 Див. JI. Л а н д а у  и Е. Л и ф ш и ц ,  Квантовая механика, § -111;

також див. Н. М о т т  и Г. М е c с И і loc. cit., гл. V II, §§  4, 5; W i l l i a m s ,  Rev. Mod. 

Phys., 17, 217 (1945). ·
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розсіяння відповідає перехід до великих фаз η; у квантовій теорії. Зна­
ння суми (50.39) визначається головним чином членами з великими 

і, тому можна P t заступити його асимптотичним виразом (див (21 19)) 
записавши його так: ' ' / >

]/2π/8ΐηθ
. .*~'Т

Є

Підстановка цього виразу у (50.39) дає

/ і» ) - j . v i / ~ , . ' h - K b f i
J y ) k Z j  V 2«sihftie — e L v ‘ J}. (50.40)

’ЧЛЄНИ y фІгуРних ДУжка* є швидко осцилюючимн функ­
ціями від І, у ЗВ язку з чим більшість членів у Цій сумі взаємно ком­
пенсуються. Сума буде визначатися в основному значеннями / близьки­
ми до того, яке відповідає екстремуму одної з експонент, тобто близьки­
ми до кореня рівняння ’ илиаьки

drl / θ
~ α ΐ = ± Ύ . (50.41)

прящв У з'и  М0Ж" а 3а" ИСаТИ ЯК ГраМИЦЙ· Д0

T +  ¥  i  V 2m (£  -  V(r) іг
Λ»

™ь’Х ,с ^  у{г) 1 фази “ ильової фушщіі

ГО ·» <
(50.42)

в (50 41)ЦІПпІЄТ Г И Треба ВЗЯТИ П0ХІДНУ по 1 і підставити результат 
в (50.41). При диференціюванні треба мати на увазі що гпанипя ій-

Т4 г0УВаННЯ, Г° залеЖ{ІТЬ BW І (го—корінь підкорінного виразу), але член

'k ~3ї ’ що 3 являється завдяки цьому, компенсується похідною ВІД — krQ.

в результаті обчислень одержимо (50.41) у вигляді:
/ со ’

^  U 4- ‘/a) dr π + θ

2 „ ( £ - V | _ » , l ' + W  2 · № 4 3 )

1 \

Оскільки A(/+ V2) Є момент кількості руху частинки, ми можемо за 
класичною механікою його записати як mQv, де ρ є прицільна шддаль

•мо 3 (504?Гл<їпЧаСТИНКИ Н3 безмежності· 3 Цією заміною ми одержи­
мо з (50.43) формулу класичної механіки, яка визначає кут оозсіяння 
Е залежності від прицільної віддалі ρ ■· У розсіяння

Див. Л. Д. Л а н д а у  и Е. М.  Л и ф ш и ц ,  Механика, §  18.
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У полі притягання це рівняння має корінь (для р), лише коли з правого 
боку перед Ф стоїть плюс, а у полі відштовхування — навпаки.

Умова класичного розсіяння на даний кут θ полягає в тому, щоб 
/, при якому виконується (50.41), було великим і щоб 11г,при цьому теж 
було великим. Ці умови можна пояснити так. Для того, щоб можна 
було говорити про класичне розсіяння на кут # при проходженні частин­
ки на прицільній віддалі р, необхідно, щоб квантовомеханічні невизна­
ченості відповідних величин були відносно малі (Δρ/ρ) « 1 ,  (Δθ/θ)«1.

За порядком величини Αϋ· ~  Ар/p., де Ар — невизначеність попереч-
h h

ної складової імпульсу. Оскільки Ар ~ д-- -у , то Δ# »  h/ρр, а тому
♦

напевно

f t » — ·. (50.45)
^  p mv

Звідси, якщо замість rnpv покласти наближено hi, ми одержимо умову 
■0·/ >  1, що відповідає η; »  1, бо за (50.41) η, ~  /Ό·. Для малих кутів 
за класичною механікою можна твердити, що кут Ό рівний за поряд­
ком величини силі V'(q), що діє на частинку на віддалі ρ, помноженій 
на «час зіткнення» q/ v і поділеній на імпульс mv:

З 1 V' (р) 1 р
mv2

Отже, для розсіяння на малі кути умова (51.45) перепишеться

! V''(o)ic>2 /iv. (50.46)

Звідси випливає, що коли V(r) спадає швидше, ніж Цг при. зростанні 
г, то умова (50.46) порушується при досить великих ρ. Великі ρ від­
повідають малим Ф. Отже, розсіяння на досить малі кути не буде кла­
сичним. Коли ж поле спадає повільніше ніж 1/г, то розсіяння на малі 
кути буде класичним. Чи буде класичним р о з с ія н н я  на великі кути, 
залежить від поведінки поля на малих віддалях. Для кулонівського 
поля умова (50.46) має місце, коли (Ze2/hv) >  1. Ця умова обернена 
до умови (50.37) для борнівського наближення. Умова застосування 
борнівського наближення полягає в малості η; лпри всіх І, у зв’язку 
з чим обидва розглянуті наближені методи в певному сенсі доповнюють 
один одний. (У випадку чисто кулонівського поля, як ми знаємо, нере- 
лятивістська квантовомеханічна теорія приводить до результатів, що 
завжди співпадають з класичними).

Підводячи підсумки, можна сказати, що класичне наближення, за 
винятком дуже малих кутів, є вірним тоді, коли для характеристики 
розсіяння необхідно задати велику кількість фаз, багато з яких є вели­
кими. Наближення Борна є узасадненим тоді, коли всі фази є малими; 
при великих # воно менш точне, ніж при малих, Якщо розсіяння харак­
теризується невеликою кількістю фаз, причому деякі з них є великими, 
обидва розглянуті наближення стають непридатними і треба користува­
тись точним методом ‘.

1 Докладне розвинення теорії у застосуванні до конкретних проблем розсіяння - 
електронів атомами у відповідних наближеннях та порівняння з дослідом подано у 
книзі Η. М  о т т и Г. М  е с с и, Теория атомньїх столкновений, гл. IX, X.

Зіткнення однакових частинок

У системі тотожних частинок за квантовою механікою, існує гак 
звана обмінна взаємодія, що не має класичного аналога. Особливості 
квантової механіки систем тотожних частинок проявляються і в пробле­
мі розсіяння.

При наявності одних лише сил взаємодії рух системи двох части­
нок, як відомо, розділяється на рух центра інерції і на рух одної ча­
стинки відносно другої. При перестановці двох тотожних частинок

радіус-вектор центра інерції (гх -[- г2) /2 залишається незмінним, а від- 
-> -> —>

носні координати r =  г\ — г2 змінюють знак. Координатна хвильова 
функція системи з двох тотожних частинок може бути симетричною або 
антисиметричною в залежності від характеру симетрії спінових функцій 
та типу статистики. У зв’язку з цим хвильова функція, що описує роз­
сіяння, повинна бути відповідно симетризована чи антисиметризована. 
В сферичних координатах перестановка частинок, зв’язана з заміною

r на — r, означає заміну координат г, Ф, φ на г, π — θ, φ +  π. Асимпто­
тичну форму хвильової функції відповідної симетрії в системі центра 
інерції можна записати так:

ψ·~ (eikz ± e~lkz) -j- r-1 [/(θ, φ) ± /(π  — θ, φ + π)| elkr. (50.47)

Для тотожних частинок не можна вказати, яка саме частинка розспос-ть- 
ся. В системі центра інерції ми маємо дві падаючі хвилі, спрямовані 
протилежно, а другий член (50.47) враховує розсіяння обох частинок. 
Відповідно диференціальний переріз, у припущенні, що він залежить 
лише від -fly а не від φ, визначиться для симетричних координатних 
функцій так:

М 1») =  \Н$) + / (я  — 0)ї2> (50.48)

а для антисиметричних:

вд(0) = Ш О )  — /Ся — fl) І2· (50.49)

Коли б частинки можна було розрізнити, то імовірність розсіяння будь- 
якої з них в даний елемент тілесного кута άω дорівнювала б сумі імо­
вірностей відхилення одної з них на кут Ό-, а другої — на л - ■ ■&, тобто 
ефективний переріз дорівнював би:

Ί/(θ)|2-Η /(π  — θ)Ι*. (50.50)

Квантовомеханічний принцип тотожності частинок приводить до 
появи обмінного «інтерференційного» члена

+  2Re [/(#)7(я — ■θ)]. (50.51)

Ці міркування вірні, якщо взаємодія між частинками не залежить від 
спіну. Якщо частинки не перебувають в певних спінових станах, то тре­
ба виконати усереднення по всіх можливих станах, вважаючи їх рівно- 
імовірними. Коли спін частинки s, то для кожної частинки є (2s — 1) 
спінових функцій, а для системи з двох частинок (2s~f- І)2 незалежних 
спінових функцій, кожна з яких одержується як добуток індивідуаль­
них спінових функцій. Замість цих функцій можна користуватись будь- 
якими їх (2s +  І )2 лінійними комбінаціями.

Ці нові функції будуть трьох типів (див. § 37):

. І- Sm (Sj,j) Sm (*̂22), s 4s,. τη s,
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де mh є власне значення оператора sz, таких станів є (2s +  1); далі,

II. +  (т  Ф т ' ) .

таких станів є s(2s -f-1); і нарешті,

III. Sm (szi) Sm· (s22) Sm (sz2) Sm’ (s2l) (гпфгп') ,

яких теж є s(2s:+ 1). Перші два типи є симетричні, а третій — антиси- 
метричний. Отже, із загального числа (2s -f-1)2 спінових станів є 
(s -f l)(2s -f- 1) симетричних: і s(2s -j-1) антисиметрнчних.

Враховуючи, що при півділому спіні частинок повна хвильова функ­
ція мусить бути антисиметричною, знаходимо, що імовірність системи 
з обох частинок описуватись симетричною координатною функцією до­
рівнює s(2s -j- !)/(2s -f- І)2 =  s/2s -|- 1, а описуватись антисиметричною 
координатною функцією: s +  l/2s -f- 1. Записуючи відповідно усеред­
нений ефективний переріз, маємо

.'(50.52)

Підставляючи вирази для σ5.(,θ) і аа (#), одержимо

■<*(»)= І/(») І2 + |/(« -  ») !2 -  2 Re [/(»)/(* — »)].'

Об’єднуючи цей результат з. відповідним результатом для цілого спіну» 
маємо взагалі *

σ(Φ) =  \ fm 2+\Mn — Q)\* +  - t ^ 2 R e (в )Т (л ^ ■&)].. (50.53)

Як приклад візьмемо зіткнення двох електронів, що взаємодіють по за­
кону Кулона (V =  —■ е2/г). Підстановка виразу (49.50) у формулу 
(50.53) при s =  Уг після простих обчислень дає

- щ )2 { csc4 Т  +  sc4 J  -  csc2 Т  5с2 T CPS ( ΐ  ln ̂  ί ) }  · (50.54)

Виписані нами формули для ефективних перерізів відносяться до систе­
ми центра інерції. Перехід до системи, у якій одна з частинок є нерухо­
мою, робиться за правилом (48.7). У цій системі замість (50.54) ми бу­
демо мати1:

3 !θι) =  ( J ^ ) 2{csc4 θι + sc4&i — csc2&i sc2&i cos (т а 1п ̂ 2&1)} cos&1 (5°·55)

(при цьому відповідний елемент тілесного кута береться в новій системі 
координат ά(ΰι — sin ϋ^ά^ιάψ).

1 При заміні θ на 2#і елемент тілесного кута deo треба замінити на 4 cos 
оскільки sin 'б'сНМф =  4 cos sin Oitfihdcp.

Р о з д і л  XV

ТЕОРІЯ АТОМНИХ ЗІТКНЕНЬ. НЕПРУЖ Ш  ЗІТКНЕННЯ

§ 51. Загальна теорія атомних зіткнень. Непружні зіткнення 
при великих швидкостях

Розвинена у попередніх параграфах теорія пружних зіткнень в 
більшості випадків не є достатньою. При зіткненні, взагалі кажучи, 
має місце зміна внутрішнього стану частинок, що зіткнулись. Цю зміну 
'треба розуміти в ^широкому смислі. Може мати місце не тільки обмін 
енергією між відносним поступальним рухом та внутрішнім рухом 
систем, що стикаються, але й обмін частинками, що входять до складу 
цих систем, і,навіть зміна самого роду частинок, як це буває при ядер­
них реакціях.

Ми почнемо вивчення непружних зіткнень з простих випадків, коли 
має місце лише обмін енергії між . поступальним і внутрішнім рухами. 
Відповідна теорія дає змогу розглядати такі явища, яК збудження ато­
мів і молекул електронним ударом, збудження, коливних і обертових 
станів молекул при зіткненнях з іншими молекулами чи атомами, пе­
редача збудження від атома до атома, збудження атомних ядер при 
їх бомбардуванні іншими ядрами і т. д. Зіткнення особливого типуг 
при яких має місце обмін частинками, розглянемо окремо.

У зв’язку із складністю проблеми ми повинні у переважній біль­
шості випадків користуватись наближеними методами. Коли відносна 
швидкість систем, що стикаються, є великою у порівнянні з швидкостя­
ми внутрішніх рухів, ми в борнівському наближенні легко одержимо 
результати. В інших випадках, за відсутністю загального методу j вико­
ристовуються спеціальні наближення.

Теореми збереження 1

Сформулюємо загальні теореми, дійсні незалежно від конкретних 
умов зіткнення. Розглянемо потік частинок, що падають на центр роз­
сіяння. Припустимо, що зіткнення з центром можуть бути як пружни­
ми, так і непружними. Як і у § 48, запишемо падаючу хвилю як суму 
парціальних хвиль з моментами кількості руху h[l(l -f-І)]1/г. Радіальна 
функція, що описує падаючу парціальну хвилю 1-го порядКу, має таку 
асимптотичну форму на великих віддалях від центра

ф ~ (А гГ 1^(2/+1).8Іп(лг---у),Л =  -^-.

1 N. M o t t ,  Proc. Roy. Soc., А 133, 228 (1931).
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Пружно розсіяна парціальна хвиля матиме відповідно асимптотич­
ну форму

и парціальний переріз для пружного зіткнення можна визначити так:

- ·2/4" ι ' ^ 2· '51.1;

Якщо має місце лише пружне розсіяння, то радіальний потік частинок, 
що володіють даним моментом кількості руху та вихідним значенням 
енергії, спрямований до силового центра, повинен дорівнювати нулеві. 
Коли можливі також непружні зіткнення, то радіальний потік частинок 
до центра буде дорівнювати потоку частинок, для яких зіткнення було 
непружним '.

На великій віддалі від центра цей потік буде описуватись виразом 
такого вигляду:

r - ' v Z g · ' # * .  (51.2)

Взагалі, радіальний потік частинок, що володіють первісним значенням 
енергії, на великих r можна обчислити за формулою»

2ті І ’ дг ‘ дг / '■2 т і  

ДЄ

ψ ~ Г_1 [ І  (2/+ !) Sln (kr *  І  Ιπ ) + сі eikr 
Цей потік дорівнює

1 і (21 4- 1)(с, — С1) +  к\с1\2
h

т г г 2
Легко перевірити, що цей вираз обертається в нуль,

— (2/+1)(е2,\— 1)

(51.3)

коли

сі Ш  ' (51·4)

Де Άι — деяка дійсна фаза. Якщо ця умова виконується, то за допо­
могою загальних формул (48.34) і (48.37) можна визначити переріз 
пружного розсіяння через дійсні фази х\1, навіть тоді, коли взаємодію 
частинки з силовим центром не можна описати за допомогою потен­
ціальної функції V(r).

Прирівнюючи (51.2) та (51.3) і враховуючи (51.1), одержуємо

повне непр і ηρ 2 πί ,—
°ί ·=<>ι + ° 1Р^ - Г {С1- С 1),

повне _ · „ '
де σ; — парціальний переріз, якии відповідає всім зіткненням, як 
пружним, так і непружним.

1 У випадку пружного розсіяння асимптотична форма розв’язку

_ / Ιπ
Rl ~ Щ Sltl J kr — ~2~ η;

відповідала наявності зб іжної і розб іж ної хвилі з однаковими амплітудами’, що від­
повідає рівному нулеві радіальному потоку. При непружному зіткненні амплітуда 
розбіж ної хвилі повинна бути менше амплітуди збіжної.
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Оскільки

\ С і ?  >

маємо
я повне\г

ηρ _  4π , ,2 і____ )_
°1 — 2 1 1 I ^  a;max ’

ДЄ

о Г  =  ̂ ( 2 / + 1 ) .

Враховуючи, що а”р не може перевищувати ап°те, ми одержуємо

4тс
σГ вне <-w(2l+\ ). (51.5)

Далі,

непр повне .пр 
: Оі =<3і — Зі

.̂повне̂  2

„ max 
Ql

Права частина цієї нерівності набирає максимального значення, коли

повне 1 max 

°1 = 2 й1 '

Таким чином, маємо, що

а Г Р < ~ (2 1 + 1 ) . ■ ■ (51-6)

У цьому разі знак рівності має місце, коли а"р також дорівнює

-ψ (2/ —j— 1).

Всі одержані співвідношення мають місце лиш^ для парціальних пере­
різів. Для повних перерізів не існує загальних методів обчислення.

Коли область простору, в якій зосереджене розсіююче поле, мала 
у порівнянні з довжиною хвилі, то розсіюється лише парціальна хвиля 
нульового порядку і ми можемо записати оцінки:

Оповне <  -|г з °непр ^  -£Г · (51.7)

Зіткнення електронів з атомами водню '

Розглянемо найпростіший випадок зіткнення електронів з атомами 
водню, на якому можна.провести дослідження непружних зіткнень. Зав­
дяки великій різниці мас, можна вважати, що при зіткненні електрона 
з атомом водню протон залишається нерухомим. Нехай електрони па­
дають на атом водню, який перебуває в нормальному стані.

Припустимо, що інтенсивність пучка така, що за одиницю часу че­
рез одиницю площі поперечного перерізу проходить один електрон 
(маємо на увазі пучок невзаємодіючих між собою електронів, як і в 
задачах про пружне розсіяння). Визначимо число електронів, що роз­
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сіюються за одиницю часу на кут.-ft всередині тілесного кута d® внаслі­
док збудження я-го стаціонарного стану атома. Відповідні диферен­
ціальний і повний перерізи будемо писати з індексом п, який вказува­
тиме на збуджений стан атома.

Повний переріз дорівнюватиме
2 π  π

Зл = J j ап (θ) sin θ ί/θ <ίφ. (51,8)
ο ο

Рівняння Шредінгера для· системи, яка складається з атома водню та 
падаючого електрона, має вигляд

{-5ГІД. +  Д!) +  £ + > 7  +  £ - - ~ } ї ' =  0. (51.9)

Індекс 1 визначає падаючий електрон, індекс 2 — атомний електрон, а 
Е дорівнює сумі енергії Е0 атомного електрона в нормальному стані 

... mifi -*
та кінетичної енергії —^— падаючого електрона. Функція Ψ'==Ψ(Γι, г2)

може бути представлена розкладом

^  ^2)= ( Σ  +  J ) с гі) (72), (біло)';
п

дe $„(г) — власні функції атома водню, які задовольняють рівняння:

{Ш ^+ \ Еп + т ) ^  =  0. (51.11)

Розклад записаний у формі, яка враховує як дискретний, так і непере- 
ривний спектри. Підстановка його у рівняння (51.9) дає

(Σ + J H Δ + Е  ~  Еп) Рп [Гг) = ψ(η, rt) .
П

■ , , (51.12)

Множення обох частин цього рівняння на ^„(гг) та інтегрування по 
координатах атомного %лектрона приводить до рівняння для функції

І 'Л гх ) :

+  =  (51.13)

При великих г\ права частина цього рівняння прямує до нуля і Fn за­
довольняє граничному рівнянню

F „ ( r ) =  0, (51.14)

тобто рівнянню для вільної частинки з енергією Е — Еп (відповідна 

довжина хвилі Kn= ~ - ) kl =  ~ - (E — Еп)). Ми будемо розглядати

далі такі п, для яких Е — Е„^> 0, тобто умови, коли падаючий електрон 
має енергію, достатню для збудження п-го стану атома. За умовою за­
дачі, електрон стикається з атомом, який перебуває у нормальному ста­

ні, отже, F0(r) повинно бути сумою падаючої та пружнорозсіяної хвиль 
і мати таку асимптотичну форму: ,
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■ F o - e ^  +  r - 'e ^ M b ,  ?). . (51.15)

У цей час функції Fn повинні описувати / лише розсіяні хвилі і мати 
асимптотичну форму .

Fn~ r l eiknrf n[b,y). (51.16)

Звідси випливає, що г~2 І/„(-О, <р)12 визначає число електронів в одиниці 
об’єму на. віддалі r від атома, які брали участь у збудженні n-го стану 
цього атома. Число таких електронів, що проходять через одиницю пло­
щі поперечного перерізу за 1 сек., пропорційне до knr~2 I fn І2, а у па­
даючому пучку воно пропорційне до к  Отже, маємо

о*{Ь)<Ь* =  -%-\/п(Ь,ч)\*<1*У ' (51.17)
0

Не маючи змоги знайти асимптотичну форму Fn(r) точно, ми мо­
жемо при великих швидкостях зіткнення використати борнівське набли­
ження. В цьому разі за нульове наближення обираємо функцію

Ψ  =  exp [ikan0 гл) Ф0(г2) (51.18)

і, підставляючи її у праву частину рівняння (51.13), одержуємо ‘

(Δ 4-kl) F„ (гі) = η£- j exp (ik, п0 r,) ψ0 (r2) ψ„ (г2) άτ2.
Розв’язок такого рівняння ми можемо зразу записати на підставі 

результатів § 49:

F» &  =  1 ] ехР —£-)ψο(72)Ψ„(Κ) ι̂^2,
(51.19)

причому відповідна асимптотична форма буде такою:

^ Й ~  ΐ5τΓ/'~"1βίνί  |ехр[*ЧМ о-*.«Й  (“ - ^ )ψ οΗ Ψ „(Κ )^ ι^2 ,
(51.20)

— > — > 

де п — одиничний вектор у напрямку г: На підставі цього знаходимо 
остаточно

J j exp [i\k0 rtn -  kn n)r1 ] (j- — £-) X
X Ψο fa) ψ„ fa) άτ1 αίτ2

Загальний випадок зіткнення двох систем

(51.21)

Одержані результати легко узагальнюються на випадки зіткнення 
між двома атомами, іонами або молекулами. Рух всієї системи розкла­
дається на рух центра ваги всієї системи, відносний рух центрів ваги 
кожного з тіл і рух окремих частинок, що входять до складу кожного 
з тіл, відносно центра ваги відповідно тіла. Рух центра ваги системи 
нас не цікавить і його можна відділити. Тоді для незбуреного віднос­
ного руху матимемо рівняння

£ д  + - е£ .)ґй  =  0, ,51.22)
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де r — відносні координати, а μ =  т 1т 2/(т^ -(- пц) приведена маса 
системи двох тіл (наприклад, атомів) з масами т х та т 2. Внутрішні 
рухи кожного з двох атомів описуються рівняннями

\На {га) — Е'а)и{?а) =  0

(Hb{r„)-E b)v{rb) =  0, · (51,23)

де На та Нь — оператори Гамільтона для незбурених атомів.

Відповідно, ми матимемо дві сукупності власних функцій та влас­

них значень: un(ra), Е ” та vm {rb), Е ™ . Для зручності хвильову функцію
• . . .  . . „ I—, /2 Т"ТП

системи невзаємодіючих атомів і, відповідно, суму енергій Ь а та Ьь
-V —у —у  —̂

будемо писати лише З ОДНИМ індексом п, тобто r b) = u n [ra) u m(rb),

En = E a  + Е'ь. Функція ψ задовольняє рівняння

[//в( О + Я 4Й ) - £ в- £ й]ф =  0. (51.24)

Повне рівняння Шредінгера, подібно до (51.9), запишеться у формі

Ψ 0.h2 Δ, -  Н а ( r j -  H b [rb] +  +  £ 0 -  V (г,7а, г„)
2μ

(51.25)

де V(r,ra, rb) описує взаємодію двох атомів.

У межах застосовності першого наближення Борна ми одержимо 
для диференціального перерізу, що відповідає переходу системи в ці­
лому з п-то стану до m-ro'

μ2£„
4 π2 ft4 kn 

ДЄ

j V(г,7а,7 ь) exp \i(knn0 — km~ri)~r\ ψ„ψη dzad ibd'z j ,

(51.26)

ka =  livlh, k l =  ^  (-i f  + Eu -  EmJ .

Одержаний переріз поданий у системі центра інерції.

Зіткнення з перерозподілом частинок

Як приклад процесів, зв’язаних з перерозподілом частинок, розгля­
немо знов зіткнення електрона з атомом водню. На відміну від попе­
реднього розгляду, поставимо зараз питання про імовірність того," що 
налітаючий електрон буде зв’язаний у η-му стані атома, а атомний 
електрон випромінюється. Такий процес можна назвати обміном елект­
ронами. Будемо для простоти вважати, що спіни електронів антипара- 
лельні так, що ми можемо розрізнювати електрони. При розгляді зви­
чайного розсіяння електронів хвильову функцію системи ми записували 
у вигляді

=  ( Σ  + ί ) ' /7Π ί )ψ „ Λ ) ,  . (51.27)

де F0 описувало сукупність падаючої і пружно розсіяної хвиль, a Fn 
розсіяні хвилі, при умові, що енергія збудження п-го стану атома мен­
ша за енергію падаючого електрона. Якщо ця умова не виконується, 
F„ експоненціально спадає. Значення п, які відповідають непереривно-
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му спектру, відповідають саме захопленню падаючого електрона та ви­
промінюванню атомного електрона. Для обчислення імовірності цього., 
процесу запишемо функцію (51.27) у формі

ψ  =  ( Σ  +  ΐ Η £ ) Ψ „ ( ? ι ) ·  (51.28)
П

Припустимо, що Gn має асимптотичну форму

σ „ ~ Γ - ν ν ^ ( » , φ ) .  (51.29)

Тоді імовірність захоплення падаючого електрона в стан п і висилання 
атомного електрона в середині тілесного кута άω дорівнює

Λ-·Ι&,(Φ,φ)Ι2</ω. (51.30).k,

Для обчислення gni®, φ) розглянемо рівняння Шредінгера

-ш ^  +  Ч  +  е  + у - + І - - £ Ψ  =  0. ■ (51.31)

Як підстановка (51.10) привела до (51.13), так зараз підстановка
(51.28) приводить до рівняння

(Δ +  kl) а пГг2) =  ^  j  {-—  -  -£) Ψ  Й ,  ; 2) ψ„ Й ) Ον,. (51-32), 

При побудові наближених розв’язків цього рівняння шляхом певного. 
—> —>

вибору функції Ψ (γі, Гг) треба, взагалі кажучи, керуватись тим, що·· 
вона повинна задовольняти умовам ортогональності такого вигляду1:;:

Ф « Й - ^ 2 =  0

| [ ¥ - О Л Й ф „ Й ] Ф « Й ) ^ і  =  0. (51.33),

У межах борнівського наближення ми можемо для Ψ, як і раніше, по­
класти . '

Ψ(λ> г2) =  exp (ik0n0 · ri)^o(r2) (51.34)

та одержати відомим нам шляхом

ТИ Г* (  в ?  \

gn  ? ) =  — OrJC- —  7 7 /  Ψ« lr i )  Ψο (г г) exp і  (K  « 0, Гі —  k n f l  r2) d t i  ά τ 2,

• (51.35)
—>

де η — одиничний вектор у напрямку (θ, φ).
Функція (51.34) не задовольняє умовам ортогональності (51.33),. 

але при великих швидкостях зіткнення' помилка, зв’язана з цією обста­
виною, є малою. Викладені результати можна узагальнити на випадок 
довільних зіткнень з перерозподілом частинок.

Нехай нас цікавить імовірність того, що при зіткненні двох систем
А та В, які перебувають відповідно у станах п та т , відбувається пере­
розподіл частинок і утворюються системи С і Ζ)Λ що перебувають від­
повідно у станах s i t .

За методом:, застосованим нами до найпростішого випадку зіткнень 
електронів з атомами водню, треба записати рівняння, Шредінгера у

1 (51.33) одержується з рівнянь (51.10) і (51.27) множенням: на відповідну атом­
ну функцію та інтегруванням по простору.

447 -



вигляді, придатному для опису стану систем С і D (кінцеві системи). 
У згоді з цим, ми запровадимо координати, які відносяться до кінце-

-»
вих, а не початкових систем: відносні координати ρ центрів ваги си-

—> у
стем 'С і D та внутрішні координати rc, rdjw x  систем.

Рівняння (51.25) буде, мати вигляд ' г

-г H с {г с) + H d[r d) V (rc,rd, р)І Ψ  =  0, (51.36)2μ'

де \к'=.тет аІ[тс + md).

Як і раніше, два стаціонарні стани систем С і D будемо визначати
—У —У

одним індексом s : [rc, rd), Es, де '

Vsir-c^d) =  ир (rc)vq(rd), ES =  E PC + E 9d. (51.37)

Тепер шукане узагальнення можна легко здобути, якщо у попередніх
<-> —У —У —у

результатах замінити /п на μ', ψ0(/·2) на ψ0(ra, rb), (гх) на qv(rf> rd)
/ і  1 \ —̂  ̂ ~̂

і, нарешті, e2 І—----- на — V (r га, р ) . , В межах наближення Бор-
' ' 2 '12 /

■—У
на ми одержуємо (у відносних координатах q )

gs (», φ) І2 ώα =  £ s0 I J  V (re, Д exp [i (kn0 r -  k's n p)J X

X  Ψο (ra, rb) φ,; (rc, r j  dza dxb dp I2 tfa, (51.38)

де v ivs вихідне і кінцеве значення відносної швидкості.

Як приклад, можна подати захоплення атомних електронів а-ча-

станками. У цьому разі r означає віддаль між центрами ваги атома та

а-частинки, а ρ — між центром ваги іонізованого атома і центром ваги 
іона гелію, що утворюється внаслідок захоплення електрона. Внутріш­
німи координатами у вихідному стані є координати електрона, відносно 
центра ваги атома, а у кінцевому стані координати того самого електро­
на відносно центра ваги іона гелію.

Нспружні зіткнення швидких електронів з атомами

При непружних зіткненнях швидких електронів (v >  e2/h) з ато­
мами на основі першого наближення теорії Борна можуть бути розра­
ховані різноманітні важливі процеси: імовірність іонізації внутрішніх 
рівнів атома, гальмівна здатність речовини тощо. Точність результатів 
при цьому є достатньою для аналізу експерименте. Ми додамо зараз 
кілька зауважень у зв’язку з цими питаннями.

Розглянемо зіткнення електрона з атомом, внаслідок якого атом 
переходить з т-го стану до п-го:

• ' E n ~ E m =

. >
якщо v і vmn — початкова і кінцева швидкості електрона. Диферен­
ціальний переріз зіткнення дорівнює.

*<») т' к
4π2 h4 k ^ ( r , ^ ) e x p [ t ( ^ „ n ,- k n 0)-R} ^n(r)^m(r)drdR

2

(51.39)
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де hkn0 i hkmntil— початкове і кінцеве значення імпульсу електрона, 
який стикається з атомом, a та г|з„— хвильові функції початкового 
і кінцевого станів атома. Під V треба розуміти енергію кулонівської

■—у .—У

взаємодії падаючого електрона з електроном атома e2 / і r — R І, або
Z

1 /1 rs — R І , якщо атом має кілька електронів. Енергіюсуму е
S = 1

взаємодії падаю'чого електрона з ядром не треба враховувати, бо відпо­
відний член обертається в нуль внаслідок ортогональності атомних 
функцій.

Імовірність переходу між станами різної системи термів, напри­
клад, імовірність сінгулетно-триплетного переходу для гелію, за фор­
мулою (51.39), дорівнює нулю, бо потенціальна енергія V симетрична 
по відношенню до координат атомних електронів у той час, коли функ­
ції .та мають різні властивості симетрії. Цей висновок узго­
джується з досвідом для швидких електронів, але не відповідає йому 
у випадку повільних зіткнень. В останньому випадку теорія повинна 
враховувати електронний обмін Якщо відбувається іонізація атома, 
то п-й стан (кінцевий) належить до непереривного спектра. Коли ха­
рактеризувати рівень непереривного спектра величиною λ : Εχ =  h2X2/2т  
і взяти до уваги правила нормування на δ-функцію для я|зх , ми одер­
жимо для диференціального перерізу, який відповідає збудженню групи 
рівнів, що лежать в інтервалі λ, λ -f- dX,

σ«λ (θ) dX =  - --f- J  V exp {i (kmx nl — kn0) R} ψλ <bm d r d R  βΧ. '

(51.40)

При розрахунках буває зручним оперувати імпульсами як змінни-
—У '

ми. Вектор h(kmnn\ — kno) (розглядаємо для простоти дискретні стани) 
характеризує зміну імпульсу падаючого електрона. Оберемо його за 
полярну вісь сфер-ичної системи координат, тоді

exp {i{kmnn{ — kn0) R ) е‘кх, (51.41)

де . .

К=\ ктпП-і — kn0 \ =  k2 — 2kkmflcosb)'i*. (51.42)

Оскільки KdK =  kkmn sin $άϋ·, ми одержуємо для перерізу, відповідного 
до зміни величини імпульсу в інтервалі K, K +  dK,

amn( K ) d K ^ ^ f h i ^ \ ^ V e lKX^ J nd7dR\2. , (51.43)

Якщо атом має кілька електронів (1,у2 .....Ζ), то

V e iKxdR =  e2\  { - i ^ - d R .  (51.44)
J \R — r s\

s=l

Використовуючи формулу (див. 50.27)

Г ехрІіКґі _  _4в /ТУ
\ - >  и г  і/г V і

J  \г-ґ\. к

1 Див. Н . М о т т  и Г. М , е с с и ,  loc. cit., гл. X I, § 5.
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одержимо
ζ

V еІКХ dR =  ^ е ІКх*. (51.45)
К

S  — 1

Підстановка цього виразу у (51.43) дає, остаточно,

8к т г е4 dK  і  ̂

k*h*~ ~КГ ' Єтп

ДЄ

с.

е™ (/<)=Σ J <51·47>
ί-1

Повний ефективний переріз, відповідний до переходу т  -» п, знаходить­
ся інтегруванням (51.46) в межах від Кт-Ш до Лтах/ де, як легко по­
казати,

^тах == ^ 1 ^min =  ^ ^тл· ПРИ &2 ~  k'mn ~| -jjr' ·

(51.48)

У випадку швидких зіткнень

<51·49»

і, таким чином,

А',па* - 26 j
« (£ „ - £ * )  (51.50)

~ h2 k — Лі1

Загальну формулу (51.45) можна проаналізувати для ряду частин­
них випадків. Будемо вважати, що початковий рівень атома т  є нор­
мальним, і покладемо гіг =  0. Ми побачимо, що основну роль відіграють 
зіткнення, які відповідають розсіянню на малі кути # «  1 з малою пе­
редачею енергії у порівнянні з енергією падаючого електрона. З формул
(51.42) і (51.49) при цих умовах ми одержимо

К = У  +  (5 Ш )

Для малих К(Ка0 <,1) ,  де а0 — величина порядку атомних розмірів, 

що відповідає малим кутам і невеликим енергіям збу­

дження атома Ктіпа о С  1, тобто Еп — Е0 С  hv/a0 νυ0, де і’о — вели­
чина порядку швидкості атомних електронів, експоненту у формулі 
(51.47) можна розкласти в ряд

1 +  г/С^ - Ь  . . (51.52)

Підстановка цього розкладу в загальну формулу дає

Z
ч  \ о A i/  1

(D
, / r/ \ j  / ' 8Ttrri1 e4 dK

“ H F /F -T T V \ 2 8 Ttm2 e1 dK

k 2 Λ4 Λ xlon

(51.53) 
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якщо ми зберігаємо лише перші два члени розкладу (члени з 1. дають
Z

нуль через ортогональність атомних функцій; тут Пх =  V  exs є х-ком-

£ = 1
понентною дипольного моменту атома). Таким чином, при малих К 
ефективний переріз визначається матричним елементом дипольного мо­
менту для відповідного переходу. Якщо, в силу правил відбору, відпо­
відний перехід є забороненим, то розклад експоненти в ряд треба про­
довжувати, враховуючи дальші члени. Так, у випадку забороненого 
дипольного переходу матимемо

Z

Ύ , χή  2· (51·54>
/ on

s = 1

У протилежному граничному випадку великих /С(/Са0 1) атом
одержує імпульс, великий порівняно до первісного імпульсу. В цьому 
випадку можна розглядати атомні електрони, як вільні, а зіткнення як 
пружне зіткнення падаючого електрона з нерухомими атомними елект­
ронами. Цей висновок випливає не тільки з фізичних міркувань, але 

й з формули: (51.47). Дійсно, при великих К множник еіКх“ сильно осци- 
лює і інтеграл є близьким до нуля, якщо г[з„ не містить такого ж множ­

ника. Функція ψ„, що містить множник elKxs, відповідає іонізованому
—̂

атому з електроном, який вилетів з нього з імпульсом ІіК і який ви­
значається законом збереження імпульсу.

При такому розгляді нам треба врахувати тотожність частинок, бо· 
внаслідок зіткнення імпульс вторинного електрона стає приблизно рів­
ним імпульсу падаючого. Використовуючи формулу (50.55), у якій, в 
зв’язку з тим, що ми розглядаємо швидкі електрони, покладемо

c°s(|--ln tg2̂  1, одержимо

(9е2 \ 2
- ^ ї)  (csc4ft :-j-sc4ft — csc2ftsc2ft) COS β, (51.55)

де ми ввели множник Ζ, рівний кількості електронів в атомі:1..

Кутовий розподіл

Для знаходження кутового розподілу непружно розсіяних електро­
нів нам треба знайти ефективний переріз розсіяння в даний елемент 
тілесного.кута, незалежно від того, у який саме стан переходить атом.. 
Такий переріз одержиться, коли ми у (51.46) проведемо підсумовування 
по всіх п, крім п — 0 (маємо на увазі, що вихідний стан т  є основним 
т  — 0, а сума по п береться по всіх вищих станах як дискретного, так 
і непереривного спектрів):

п ф О  η  -f- 0  п ф О

(51.56)

1 У цій формулі можна виразити кут розсіяння через енергію, якої набувають 
електрони після зіткнення. При зіткненні частинки з енергією Е =  ти 2/ 2 з нерухомок» 
частинкою рівної маси ми одержуємо для енергії частинок після зіткнення Е і =

■ = £ s i n * 6 ,  H i =  £  —  E ^ — E cos2 ϋ . Коли одна з цих енергій є малою у порівнянні: 
з другою, то обмінний ефект стає несуттєвим і з (51.55) одержується: формула Ре ­
зерфорда. .
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Якщо не розглядати великих та дуже малих кутів, то можна вва­
жати, що К не залежить від величини енергії, яка передається, тобто 
від пл. Враховуючи цю обставину, маємо

2
8л / <?3 \2анепр _ _  / J L , ') 2 V  , ε  

К \ hv j ' оп 1 Кл \ hv
Пф 0 >> пфО 5 = 1

»-)ΈΙ(Σ^ΙΓ· <«■*>
Оскільки, за правилом добутку матриць,

. -  Σΐ'..ΐ! = Σ
п = 0

ми можемо записати

■'У, і е._  оп У 
п-гО п

За означенням,

( є )оо :

s~l s = l

де F(KУ— атомний фактор атома в нормальному стані, крім того,

'■ =  Z + Y e ‘
S+'t

Підстановка цих виразів приводить нас до результату:

°непр №  =  %- [й f  {z -  F 2 W  + ( Σ  piK[X̂ Xt)
s+t

Маючи на увазі, що 1

/ анепр (^  dK =  анепР (θ) dbi

і що в нашому наближенні

KdK^= kkn sinMfl· =  -4^- do) χ du>, а K ~ kb,.

(51.58)

ми можемо (51.58) переписати так:

°Henn ^  =  { ^ r ) i { z - F * [ K y + { Y i мх.-^)\ }_L 
e s Ч  І в*

оо J

(51.59)

(51.60)

1 3 формули (51.51) видно, що коли Е п — £ 0 порядку енергії атомних електронів, 
то при не дуже малих кутах першим членом можна нехтувати. ..-Стани з великим 
Е„ —  Ео відіграють невелику роль у сумі, бо для переходів з великою передачею енер­
гії ефективний переріз малий і, з другого боку, при високих п залежність від п стає 

непомітною. Це видно з формули для квазіводневих рівнів

е‘ 
2 а μ

(у всьому діапазоні зміни п різниця Е 0 — Е п змінюється лише від

З е2 <■-
4 2а,

до 2 а

Ми вважаємо ϋ· < 1 ,  щоб не треба було враховувати обмінні ефекти. 
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Повні перерізи

Інтегрування диференціального перерізу по К, або, відповідно, по 
кутах, дає повний ефективний переріз зіткнення зі збудженням даного 
стану. -

Повний переріз, що відповідає збудженню n-го квантового стану 
дискретного спектра атома, який перебував до зіткнення у нормальному 
стані, дорівнює:

А:пах .

J (/c) dK, (51.61)

А*
min

де межі інтегрування визначаються формулами (51.50).

Припустимо, що матричний елемент дипольного моменту атома для 
даного переходу відмінний від нуля. Тоді при малих К ми бачимо з 
формули (51.53), що інтеграл по dK логарифмічно розбігається із змен­
шенням /(. При великих К ефективний переріз, при заданому Е„ — Е0, 
експоненціально спадає у зв’язку з наявністю сильно осцилюючого чле­
на, як згадувалося раніше. Таким чином, основний вклад в інтеграл 
дадуть невеликі К, так що верхню межу можна замінити значенням 
К =  Кр =  2т І Е01 / h2. , Виконуючи інтегрування при умові, що | Е„ | <  
«  І Е0 і та використовуючи вираз для Ктіп (51.50), одержимо

!2mv2 
п ' Е 0

(51.62)

Якщо дипольний перехід є забороненим і основним є квадруполь- 
ний член, то

°п — ^¥W~ І (χ2ϊ°η І21^01 =-2т.т ̂ ) 21 (х3)0„ І21Е01, (51.63)

так що σ" ~  1/ї»2.

Оскільки для пружних зіткнень при великих швидкостях переріз 
спадає, як υ"2, то з формули (51.62.) випливає, що з ростом швидкості 
роль непружних зіткнень збільшується.

Для первинної іонізації ми повинні виходити з диференціального 
перерізу для збудження рівнів непереривного спектра, тоді повний пе­
реріз для іонізації дорівнюватиме

λ кшах шах

, ' = J  ^**(K)dKd\, (51.64) ^

° Ктт ■ I
ДО J

=  Е0\. (51.65)1

*£»
Чисельне інтегрування дає змсй-у §. 
побудувати відповідні криві, по- ^  
дані на рис. 43, де А —  теоретич­
на крива для іонізації у водні 
(припускається, що  ̂молекула 
водню поводить себе як два ато­
ми водню) , В —  експерименталь­
на крива.

При великих швидкостях (]>1О3Є0, але таких, що релятивістські 
ефекти ще не мають значення) можна одержати наближені аналітичні

Рис. 43.

4ит‘ е4
12 In

Ί т tr
F __ F^  η ο

{ D J o n l2 ^  -β
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формули. Для водню обрахунки проводяться до кінця і одержу­
ється 1

=  '° ’285 (51.66)E 0 \mv2 \ 0,0481£0|/ ’

Гальмівна здатність речовини 2

Втрата енергії частинкою, яка проходить через газ з об’ємною гу­
стиною атомів v, на одиниці довжини шляху визначається виразом

к„
dT 

dx

'max

: νΣ  \ Ε̂ ° ~ Ε ^ α°η (Κ]άΚ· (51.67)

Для обчислення цього виразу ми розглянемо спочатку допоміжну теоре­
му, яка має значення і для теорії оптичних переходів, розглянутої у 
розд. VI.

Розглянемо матричні елементи деякої величини L та її похідної 
аа часом. Як відомо (розд. II, 7. 28),

■(■4г) =  — 4  t-ε·· -  £■-)\ і  оп

з другого боку, на підставі (1.5) і (1.8) 3,

,  [L)nm і^тп)·

Отже,

, Σ (Е П - Б о ) I Lon І2 = Σ (Е « -  Б о )  Lon  Lon =  Σ (Е п -  Ε ο )  t o n  [L )no  =

■■ ih Σ ( ΐ )  {E)no^ifi{LL)00. (51.68)
A / ОП

Хвильові_ функції стаціонарних станів атома можна обрати дійсни­

ми і тоді (L0„) — (L)on І попередня сума може бути записана так:

Σ ίΕ η Е °) І ^ оп і " =  Σ ( E n Е о) L on [L)no— Σ IE n —  E 0) (L)ori Lno =
n n n »

=  - ih Y i (L)0n[L)n0= - ih { L L ) 00. (51.69)

П '

Утворюючи півсуму обох виразів, маємо

1 Див. Н. В e t h е, Ann, d. Phys.-, 5, 325 (1^(30).

2 C h r .  M o l  l e t ,  Ann. d. Phys.. 14, 531 (1932); F. B l oc . h ,  ibid, 16, 285 (1933).

3 Дійсно,

■ J ψ/я L'h άτ = j  ψ„ [L+ fm) dx,

або

j rm L 'fn  d- = j y„ 1. i m dz,

  (L)nm  — [L )nm = L mn,

••бо за означенням* оператор L є таким, що коли Ι ψ = .φ ,  то ϊ ψ  =  φ.
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У і (Еп- Е 0)\10а\> =  ^  (L L - L L ) . (51.70)

П

Ζ

Застосуємо одержану теорему до величини L — ^  elKxs . Оскіль-

s =  l

ки для будь-якої функції f(r) оператор f(r) дорівнює

/  Й  =  ‘ (Я / -  fH ) =  2 ^  (p*f-fp*) =  -^r ip Vf + vf-p),
(51.71)

де p =  — ihsj, ми можемо обчислити комутатор, у правому боці (51.70) 
і одержимо

L L - l L  =  - ^ K * Z .  (51.72)

Підстановка у (51.70) приводить нае'до «теореми сум»:

Σ τ * · № . -  « І ( Σ e‘a ‘L  Г “  Σ  ■ї  № · - Е М ‘--{ К) ? - ζ ·
n s — 1 п

(51.73)

Ця теорема є узагальненням відомої теореми про суми сил осциляторів 
по всіх переходах, вихідним станом для яких є даний стан атома т

=  (51.74)

П
2тїі

Де. ї тп =  [Еп -  Ет) [ (Dx)mn І2 — сила осцилятора ’.

Для обчислення втрат за формулою (51.67) ми не можемо зразу 
застосувати теорему сум (51.73), бо КШіп залежить в ід  п. Розіб’ємо 
у зв’язку з цим область інтегрування на частини: від К >  Ко до Ко та 

: ;від К<.Ко до Ко.
Може здатися, що немає потреби враховувати зміну імпульсу, біль­

шу за Ко, оскільки при таких великих К величина а0п(К) дуже мала. 
Однак переходи зі значною зміною імпульсу пов’язані з великою втра­
тою енергії і відповідні члени є суттєвими. Позначимо втрати енергії на 
Одиниці шляху (1 см) для обраних інтервалів через ©о та © · Для об-

j ts χ

числення ©о ми можемо розкласти є  ̂ в ряд, тобто підставити під 
інтеграл вираз (51.53) для' а0п(К)· Тоді

8π/η2 ег ч V I  , _  і- \ і / \ їв Г dK
% ) т х\оП\* (51.75)

1 В нашому виведенні не використовувався той факт, що стан з т  =  0 є основ­
ним. Таким чином, він є вірним для довільного початкового стану. Теорема для сум 
сил осциляторів (теорема Томаса— Рейхе— Куна) може бути виведена різними мето­
дами. Див. Г. Б е т Єі Квантовая механика простейших систем, § 40. Там подані 
посилання на літературу. Ми привели вивід за Л . Ландау и Е. Лифшицем, Квантовая 

механика, § 121.
Теорема сум T. P. К. для звичайних осциляторів випливає з (51.70) при 

Ή . М  о т т и Г. М  е с с и, Іос.' cit., гл. X I, §  4.

L  =  — =  Σ  xs' ί  =  Σ  Psx· Вивід «узагальненої теореми» сум див. також
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звідки, 'використовуючи звичайне правило сум Т. P. Κ., одержимо

■ In К0 -  У  (Еп -  Е0) I (Dx)on р In КШ1,} , (51.76)© = 8  π{4~)2 Vі Z{eh]
h v  j  I '2m

П

Величина <£ визначається загальною формулою

^шахі \ Ί
@  =

\ n v  J

'max

8π (ΐτ)2 ν Σ {Ε* “ £ο) J I*) 12 f r  · (51.77)

Звідси, вважаючи, як і раніше, К  незалежним від п та використовуючи 
узагальнену теорему сум (52.73), одержуємо

(51-78)
hv ] 2т

Оскільки при великих змінах імпульсу значення 60п(К), які даються 
наближенням Борна, стають невірними, ми не можемо приймати зна­
чення Кт„ . Що дається формулою (51.50), а використаємо умову збе­
реження імпульсу при зіткненні між падаючим та атомним електрона­
ми. Через рівність мас обох електронів максимальний імпульс, який 
може одержати атомний електрон, дорівнює половині повного ім п ул ьсу ,, 

.а тому

К т а х ^ ·  (51,79)

Беручи це до уваги і додаючи вирази (51.78) і (51.76), ми матимемо

®0 +  ® =  -  8π (- £ )\ 2  [Еп - Е0) I (Dx)on р In /<Ггаіп +  8π Щ 2 v ^  In

ТІ

Підставляючи для /Cmin вираз з, формул (51.50), одержимо

®. + 6 =  8 „ Z  ta ί » - 8 « г і„ -  _

- 8” ( ΐ ' / ν ίΓ » - Σ Λ " 1η(£” _ £ Λ  151
п

де ми використали ще раз просту теорему сум Т. Ρ. К- 

Запровадимо деяку «середню енергію»:

l n i = { 5 ; / J n ( £ „ - £ e). (51.81)

П

Тоді у нових позначеннях одержимо, остаточно,

dT  4π е4 ν _ ,  /m v 2\ . / с і  о т

~dx — ~invr ' [~J~J ’ <51'82^

Величину /  краще всього визначити з досліду, але для тяжких ато­
мів можна сподіватись доброї точності підрахунку на основі статистич­
ної теорії атома. У всякому разі вже на Основі теорії, розвиненої Бло- 
хом1, можна вважати, що для швидких електронів статистична атомна 
модель не тільки дає правильну залежність від порядкового номера,, 
але й може бути застосованою для визначення абсолютної величини 
гальмівної здатності.

1F. B l o c h ,  Z s. f. Phys., 81, 363 (1933).
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§ 52. Непружні повільні зіткнення

Якщо енергія відносного руху систем під час зіткнення не є вели­
кою у порівнянні з енергією внутрішніх рухів, застосування борнівсько­
го наближення стає неможливим. Для таких зіткнень (повільних) роз­
винені спеціальні наближені методи: метод деформованих хвиль, метод, 
сильно зв’язаних рівнянь, метод збурених стаціонарних станів та метод 
комплекса частинок. Крім цих основних методів у різних конкретних 
задачах можливі спеціальні ефективні більш чи мещп штучні методи.

Ми не маємо можливості обговорити всі згадані методи і зупини­
лись лише на частині з них

Метод деформованих хвиль

Узагальнення формули (51.1.3) для фун-кцій F„(r) показує, що вони 
задовольняють рівняння:

{b +  t t )F a{?) =  ^ ^ V ( ? X J 6)W 4 adzadzb(n =  0,\ ,2,...).

(52.1)

Застосовуючи розклад

х1' = Т і р тІГ)^т {га,гь), (52.2) ,
т

І * - > ■ ' · '  
ми одержимо рівняння для Fn(r) у вигляді

{& +  k l)F n( r ) = 2% :^ i FmVmn (П<=0, 1, ...), (52.3):
т

де 1

Cr) =  \ v(r, ~ra, гь) ψ„ άτα dxb. (62.4)

Покладаючи в правій частині (52.3)

Fо =  ехр (ikotior), F m=  0 (m φ  0),

ми одержуємо наближення Борна.

Припустимо тепер, що недіагональні матричні елементи малі так,., 
що в правій частині можна залишити лише діагональні члени Vпп F„ та 
члени V0nFo, зв’язані з падаючою хвилею. Таке припущення приводить 
до системи рівнянь:

■ V0ll) F a[r;

(δ +  ^ - J i ' nn)F n {7) =  ^ V on[?)F0{h [пф 0). (52.5)

При умові сферичної симетрії Vo0(r) та Vnn(r) ці рівняння можна роз­
в’язати при граничних умовах (51.15) і (51.16).

Розв’язок першого рівняння системи (52.5), що задовольняє гра­
ничній умові (51.15), був нами знайдений в (48.33), Позначимо його

F0(r). Підстановка цього розв’язку в праву частину другого рівняння 
системи приводить до неоднорідних рівнянь:

1 Докладний розгляд див. Н. М о т т  и Г. М е с с и ,  !ос. pit., тл-. V III ,  § 5— 9.
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Д +  ̂ - ^ 1 / „ я й ] ^ Й - 5 Л г ,& ,? ) .  , (52.6)

Можна показати, що коли %„{г, ϋ ) — відомий розв’язок рівняння

2μ
S„==0, (52.7)Α +  Μ - ψ ν αΗΗ

який має асимптотичну форму (див. 43.33)

^ ( r . V - e ' ^  +  K W r- 1/ * " ' ,  ' (52.8)

то асимптотична форма шуканого розв’язку є такою1:

РЛг)----r - W  ^  j  V0n{r')F0{r\b')^n{ r '^ - % )d ^ ,  (52.9)

де

cos Θ =  cos -θ cos ■θ' +  sin -& sin φ' cos (φ — φ'), (52.10)

a ϋ· — кут розсіяння. Диференціальний переріз, відповідний до збу­
дження п-го стану атома (у відносних координатах) (див. (51.26),
є рівним

=  l v ^ a ^ b ) ^ o ^ n F 0{r,,b’)%n(r\ ii-%)dzadxbdx .

(52.11)

Якщо ми замінимо функції F0 та г?„ плоскими хвилями, то ця формула 
перейде у формулу Борна (51.26). Розвинений метод, таким чином, 
враховує деформацію падаючої та розбіжної хвиль розсіюючим полем. 
Функція F0(r,b) описує рух електрона в полі Voo(r), відповідному до 
первісного стану, а ч$п(г', π — Θ) характеризує рух в полі Vnn(r) відпо-· 
;відно до збудженого стану.

Аналогічні формули можна одержати і для зіткнень з перерозпо­
ділом частинок. В цьому разі у формулі (51.38) треба замінити плоскі 
хвилі, відповідно, функціями F0(r, Щ і ®s (ρ, π — Θ), де F0 та — 
розв’язки рівнянь

+  k2 -  V00) F„ =  0, Уоо =  J  V (r, ra, rb) I ψ012 άτα dzb,

Ар +  k'l -  Ц -  Uss) ®s = 0 , Uss =  j  V ( r j d, p) ! ?s I2 dxc dzd, (52.12)

з асимптотикою плоскої і розсіяної хвиль, відповідно.

Розглянутий метод знаходить застосування в багатьох проблемах, 
починаючи з розсіяння електронів атомами ,і кінчаючи питанням про 
збудження коливного і обертального станів під час зіткнення мо- 
лекул.

Метод збурених стаціонарних станів

В ряді випадків нехтування взаємодією всіх станів, крім вихідного 
1 розглядуваного, веде до значних помилок.

Розглянемо тепер інший метод, придатний тоді, коли відносна швид­
кість систем є малою на протязі всього процесу зіткнення. В цьому 
методі використовуються хвильові функції, що зображають стаціонарні 
стани, вже збурені взаємодією систем. На першому кроці системи роз­
глядаються як нерухомі, а далі кінетична енергія відносного руху вра-

1 Див. додаток №  7.
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.ховується як збурення. При такому розгляді частково враховується 
взаємодія між різними станами, бо збурення хвильових функцій ста­
ціонарних станів не повинно обов’язково бути малим. Обмежимось, для 
простоти, випадком, коли системи, що беруть участь у зіткненні, воло­
діють сферичною симетрією. Для розв’язання рівняння Шредінгера

-^-K~Ffa (ra) ~ H b(rb) -  V (r ,ra,r b) +  E  ψ  =  0 (52.13)

при звичайних граничних умовах розглянемо спершу рівняння

f FI а (О  + F[b (rlj + v  [r, ra, 7b) -  © (r) 1 χ =  0, (52.14)
—■> '

де r — відносні координати двох систем, які відіграють роль пара­
метрів (аналогічно відомому адіабатичному наближенню). Припускаю-

чи, що розв язок (52.14) існує при довільному г, ми знайдемо ряд влас­

них функцій %„(r, ra, гь) і відповідних власних значень @„(г)> таких, що 
при r н> оо &„(г) -* Еп, де Еп— власне значення рівняння:

■\Ha {Pa) +  H f ,fb) - E ] ^  =  0. (52.15)

Власні значення ©„(r) можна, представити у формі різниці

^n{r) =  F n — T]n{r), f\n{r)-> 0, колиг-^оо. (52.16)

Функції χ„ утворюють ортонормовану систему як функції коорди­

нат (ra, гь) при всіх значеннях параметра г, а тому можна записати

ψ  =  Σ χ η( Κ ί , ί ) / Γ„(τ). , (52.17)
п

Ми будемо шукати функції Fn(r) з асимптотикою розбіжної хвилі 
(51.16). Підстановка розкладу (52.17) у рівняння (52.13) дає після не­
складних перетворень

Σ ̂  ір п Кхп + 2 grad, Fn grad, Х„ +  Хл ArFa) =  % [Еа -  η„ (7)-E]X nFn.

η ' η

(52.18)

Множення обох частин цього рівняння на х„та інтегрування по коорди­

натах га та г„ при використанні співвідношення

gradr Хп άτα — 0

приводить нас до рівнянь вигляду

Арп + \Е -  Еп +  (?).]/=’„ =  - ^ F m (r) j  X„ Δ, Xmdza dx6 -

j * ngrad/Xm* adv  (52.19)
ТПФП

Ці рівняння заступають рівняння (52.1), одержані шляхом розкладу за 
незбуреними функціями (див. 51.10).

Наближений розв’язок цих рівнянь можна знайти, нехтуючи знов 
всіма недіагональними матричними елементами, крім тих, що належать 
до вихідного стану. Тоді одержимо:
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* ■Fo +  { ¥  [E -  E0 +  η0 (r) j+  j X0 Ar X0 dxa dtb} F0 =  0

- Λ2 ^и+ ^яМ ] 4* ̂  ̂ -n^r^n^adz^ Fn=  (52,20)

=  ~  P° j  ^  ̂  dZ° d%b ~  2 grad F ° J  X« ?rad'· d%a dxb·

Ці неоднорідні рівняння розв’язуються тим самим шляхом, що і рів­
няння системи (52.5). Не зупиняючись на детальному порівнянні мето­
дів, зауважимо, що коли збурені хвильові функції можна одержати 
досить точно, то цей метод повинен давати кращі результати, бо взаємо­
дія між збуреними Станами до деякої міри заздалегідь включена у ви­
хідне наближення. Цей метод має особливе значення для розгляду про­
цесів іонізації і збудження атомів тяжкими частинками (додатні іони 
або мезони), коли швидкість відносного руху менша, ніж орбітальна, 
швидкість розглядуваних атомних електронів. .

Метод комплекса частинок

Розв’язання системи (52.3) при граничних умовах (51.15) і (51.16) 
у звичайних наближених методах здійснюється в припущенні, що май­
же всі члени у правих частинах (52.3) є малими. Але в багатьох фізич- 

; но важливих випадках це припущення не може мати місця — велика 
кількість членів Vnm, що характеризують взаємодію станів, є великими.. 
Саме таке становище реалізується в багатьох ядерних реакціях.

Розглянемо зіткнення окремої частинки з більш або менш склад­
ною системою, яка складається з декількох частинок. Якщо в деякій 
області г < Я  значна кількість членів Vnm не є малими, то коли бом­
бардуюча частинка перебуватиме в цій області, передана нею енергія 
швидко перерозподілиться цііж великим числом степенів вільності си­
стеми. Лише через певний час, внаслідок обміну енергії, на одній з них 
сконцентрується достатня кількість енергії, що приводить до висилання 
системою одної чи декількох частинок. Таким чином,, на першому етапі 
падаюча частинка може утворювати разом з частинками складної си­
стеми єдиний збуджений, комплекс, який має значний час життя (в 
ядерних зіткненнях — компаунд-ядро) !.

Збуджений комплекс буде; характеризуватись системою квазіста- 
ціонарних рівнів, як кожна система, здатна до розпаду. Коли ширина 
цих рівнів менща за віддаль між ними і енергія падаючої частинки 
така, що повна енергія системи є близькою до якогось квазістаціонар- 
ного рівня комплексу, ефективний переріз повинен різко зростати — 
резонансний ефект.

Якщо ці умови не виконуються, резонансних ефектів не буде, і коли 
довжина хвилі падаючої частинки є малою у порівнянні з ефективними 
розмірами комплексу R, стає можливим квазікласичний розгляд.

Зіткнення з утворенням комплексу мають ще ту особливість, що 
завдяки тому, що частинки досить довго залишаються на близьких від­
далях одна від одної, може бути великою імовірність висилання енер­
гії у вигляді випромінювання (γ-кванти в ядерних зіткненнях, на­
приклад) 2.

1 Необхідність застосування методу комплекса в ядерних зіткненнях була вка­
зана Бором (N. B o h r ,  Nature, 137, 344 (1936); У Ф Н , 16, 425 (1936), а відповідна 
теорія вперше розроблена Френкелем (Я. Й . Ф  р’ е н к е л ь, Sow. Phys., 9, 563 (1936) 
та Ландау (Л. Д . Л а н д а у ,  Ж ЗТ Ф , 7, 819 (1937).

2 У  випадках зіткнення ядра з повільними нейтронами радіаційне захоп­
лення нейтрона може мати більшу імовірність, ніж  висилання частинки.
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У ядерних реакціях ми маємо випадки з реалізацією різних умов. 
Так, наприклад, при зіткненнях повільних нейтронів з ядрами спо­
стерігаються /резонансні ефекти, у той час коли при діленні тяжких 
ядер під дією швидких нейтронів практично реалізуються класичні 
умови *.

В кінетиці хімічних реакцій між молекулами (коли електронні пе­
реходи не відбуваються), тобто реакцій з перерозподілом частинок, 
коли умови відповідають класичному наближенню, метод комплексу 
теж дає добрі результати. У теорії швидкостей „хімічних реакцій, побу­
дованій на цій основі, метод набув назви методу перехідного стану або 
методу активованого комплексу 2.

Строге обгрунтування методу комплексу, не зв’язане з теорієїо збу­
рень, основане на роботі Пайерлса і Капура 3. Ми не будемо йти цим 
строгим шляхом, а використаємо метод Бете 4, який хоч і не є стро­
гим, але має формальну подібність до розглянутих вище наближених 
методів.

Розглянемо зіткнення частинки 1 з системою А, яке приводить до 
захоплення цієї частинки, висилання деякої іншої частинки 2 і пере­
ходу, у зв’язку з цим, системи А в іншу систему В. Для простоти буде­
мо розглядати безспінові частинки і припустимо, що як у початковому, 
Так і в кінцевому стані системи момент кількості руху дорівнює нулю.

Рівняння Шредінгера для нашої задачі можна записати у двох 
формах:

Ψ  =  0, (52.21)

де Яд·—оператор Гамільтона для внутрішніх рухів у системі A, Vx(rx га )

— енергія взаємодії, гх — відносні координати, а μι — приведена 
маса частинки 1 і системи А; або

Ψ  == 0, (52.22)

де гь внутрішні координати системи В, г2 — відносні координати ча­
стинки 2 і системи В.

На основі теорії зіткнень з перерозподілам' частинок, поданої у 
§ 51, ми одержуємо точні рівняння

- (Δι +  k l ) F { 7 j ~ ^ ] ^ ( 7 a)V l {7,rrayVdxa' (52.23)

(A2 +  £!)G (F2) =  Κ.:/-;,7 , Vd-.b, (52.24)

1 Проблеми теорії ядерних зіткнень викладені в ряді монографій. Вкажемо на 
книги Н , М о т т  и Г. M e  с. с и, loc. cit., гл. X I I I ;  А. А х и е з е р и И. П о м е р а н ч у к .  
Некоторьіе вопросьі теории ядра, О Г И З , ГИТТЛ, М .— Л. (1948); Г. Б е т е .  Физика ядра, 
ч. II, О Г И З , ГИТТЛ, М .— Л . (1948); А. С. Д а в ь і д о в ,  Теория атомного ядра, Физ- 
матгиз (1958); В. В. М  а л я р о в, Основи теории атомного ядра, Физматгиз (1959).

г Див. E. W і g п е г, Trans. Farad. Soc., 34, 29 (1938); Г л е с с т о н ,  Л а й д л е р  
и З й р и н г ,  Теория абсолютних скоростей реакдий, М. (1948).

3 Див. R. P e i e r l s ,  P. K * p u r .  Proc. Ro.y. ■ Soc., А  166, 277 (1938); E. Wi g -  
п е r, Phys. Rev., 70, 15 (1946); 70. 606 (1946); И. F e s h b а c h, P . P e a s l e e ,  V,  W  e i s- 
s k o p f ,  Phys. Rev., 71, 145 (1947); А. А х и е з е р  и И.  П о м е р а н ч у к ,  Ж ЗТ Ф , 18, 
603 (1948).

4 .Г. Б е т е ,  Физика ядра, ч. II, О Г И З , ГИТТЛ, М .— Л. (1948), § 55. Н. В e t he ,
О. Р Г а с е к ,  Phys. Rev., 51, 450 (1937). Наш  виклад ведеться за Н. М о т т  и 
Г . М е с с и ,  loc. cit., гл. V I I I ,  § 8. .
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де ψ і φ — хвильові функції вихідного стану системи А та кінцевого 
стану системи В, відповідно, a k\2 та k22 дорівнюють

■к\ =  Щ - (Е - Е а), kl =  ^ - [ E - E b). (52.25)

Для розв’язання рівнянь (52.23), (52.24) треба в певний спосіб 
апроксимувати ψ. Якщо тепер врахувати можливість утворення комп­
лексу, то в праві частини цих рівнянь треба підставити не Ψ  =■ 

—► 1—► —> —

=  ■̂'(Γι)'Φ(Γα) +  G (ra)q>(r^), а форму, яка враховує також функції 
комплексу.

Припустимо, що існує один невироджений рівень комплексу Е СУ 
розташований ближче до Е, ніж всі інші. Нехай повний момент кіль­
кості руху, який відповідає цьому рівню, характеризується квантовим 
числом І. Якщо полярна вісь спрямована за напрямком падаючих час­
тинок, то ζ — компонента моменту кількості руху дорівнює нулеві;

і коли хс [га, Гу) — хвильова функція такого стану комплексу, то мож­
на покласти

Ψ  =  ./'(γι).'Ψ(γ0) +  G(r2)y(rb) +.с%с (га, гі), с =  const, | (52.26)

не враховуючи інших станів комплексу.
Підстановка цього виразу дає:

(Δι +  k\ -  UJ  F  (rt) =  c Uu (ft) P t (cos »!) + % - j ψ (r j V, φ (rb) G (r2) dza

(52.27)

(Δ2 -f kl -  U2) G (r2) =  c U2c (r.,) P t (cos θ2) 4* J  У ІЇь) V 2 Ψ (O  F  6 )  άτ„,

' (52.28)

де

*л-= ΐ  j V i  ;*(/■,:

^2 =  ̂ \  V2\f[rb)\2dzb, . (52.29)

У\е p i (cos »0 =  % - j  ψ ( r j  V1 xc dza,

2y„, ,·
U2cP l (cosb2l =  i ^ ^ ( r b)V 2yedzb. s (52.30)

Кутова залежність цих інтегралів визначається умовами, накладеними 
на моменти кількості руху.

Оскільки ми припускаємо, що переходи відбуваються в основному 
' з утворенням комплексу, а не безпосередньо, можна нехтувати інтегра­

лами в правому боці рівнянь (52.27), (52.28). (В тому ж Сенсі можна 
вважати, що поля ІУгта t/2, які викликають звичайне пружне розсіян­
ня, малі в межах комплексу).

Після спрощення правих частин рівнянь (52.27), (52.28) їх розв’я­
зок, що задовольняє необхідним граничним умовам, можна знайти за 
відомим методом (див. додаток № 7). Одержуємо

Е І Ї  =  % і ‘ {2 *+ 1 )е ^Л г )Р Л ™ *)  -  k icuicWi W  +  Ar(r)] P*(cosftJ,

де fs(r) — розв’язок рівняння
, (52.31)
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r2 dr (r* 4 ^ )  +  1_Λ? — — ^ ± 1 1 . 1 =  0,

скінченний в початку координат, з асимптотикою при r ^  оо: 

fs^  {k1r)-ysm(k1r — ~ sn +  T!]s).

Функції м1с та Л / (r) визначаються виразами

r2 dr,

(52.32)

(52.33)

(52.34)

u M r ) = f i [ r )  U lc f ir "  dr' -\-fi [r) U lcf , r '  dr', (52.35)

де fi — другий розв’язок рівняння (52.32) з асимптотичною формою

/г ~  ( k-i f ' r 1 cos (k1 r — — Ік-\-ги) (при r -> co, ht{r) f\ [r)). (52.36)

У розкладі (52.31) перший член описує сукупність падаючої хвилі та 
хвилі, розсіяної полем Uь а другий член відповідає висиланню частин­
ки комплексом.

Диференціальний переріз пружного розсіяння при цьому дорівнює

(e2tr>s 1) (2s -(- 1) Ps (cos θ) ( і)1 иіс Pi ̂ os θ)

(52.37)

В аналогічний спосіб знаходимо

G(r) =  — k2cuSc [igi (r) + j i( r )  ]P[ (cos 0). (52.38).

Диференціальний ефективний переріз зіткнення з перерозподілом до­
рівнює

„ п е р  Ш  =  І с  | ї І а  12. { р г ( C 0 S  & ) j  2 . 

Сталу с визначають з умови

J x c (Я  — Ε)Ψάτάτα= 0 ,

де Ψ  визначено формулою (52.26).

Оскільки (Я  — Е)%с— (Ес — Е)%с, маємо

J Хс (Я  — E) с%с didxa с (Ес — Е).

(52.39)

(52.40)

(52.41)

Далі,

(Я  — E)Fty

_  ■__
2'j-i

~ ( Δ  + Ή ) ·+ ν ι (λ,Κ )

Як вже зазначалося, величиною Ux в межах комплексу можна нехту­
вати. В такому разі,
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j  ХДН — E) F  t  ch dxa =  — c J  Xt Utl P, (cos»,) φ *  ih„-\-

+  J
y.c VhF  Ψ dz dxa. “ (52.42)

-Другий інтеграл в правій частині знаходимо, користуючись позначен­
ням (52.30) і формулою (52.31) для/7:

'H?.̂ Х сУ1/7ф Л Л в =  ^ | { | х сУ1ф Л в) ^  =  ^ | ^ л Я ) Я і (со8 ^ )Х

X  F  (/*!) άτ =  4π 7 '1lj ~1 / ί *  ̂a’c і2 і \
*' в ̂  UU -  V  ̂ іг+ Т  + si j (52.43)

де функція sh зв’язана з hb є дійсною.

Перший інтеграл у (52.42) є дійсним і може бути включений до«г. 
Аналогічним чином знаходимо

^ ^ c ^ 2 0 ^ d v d z b^ -  4%k2clK~ ^ ^ Y  + (52.44)

де t t — дійсне.

Збираючи члени для підстановки у формулу (52.40), одержимо з неї

с ( Е - Е ;  +  ± іТе) =  2- £ їе Ч й 1е, · '  (52.45)

де Е /  запроваджене замість Е с для врахування дійсних доданків з st 
та іь а Гс дорівнює

Визначивши с, знаходимо для повного перерізу з перерозподілом час­
тинок , ■

°ПЄР == ΐ  (2/ + І )------ -- ------ > (52.47)
( £ - £ / ) * + 1 _ ( Г ,+ Г 2)2 ,

де . ,
p =  ^r.kihi |иіс|з p = 4Kk2V \u3cj2 /5 2  48)

1 μ , 2/ · 1 ’ 2 μ2 2/ + 1 · ' ' '

Формула (52.47) була вперше виведена Брейтом та Вігнером ’. 
Вона має резонансний характер. По аналогії з резонансним вбиранням 
світла величину Гі/А інтерпретують як імовірність висилання комплек­
сом за одиницю часу частинки 1, а ГгД як відповідну імовірність для, 
частинки 2. Та'ка інтерпретація перебуває у згоді з формулами (52.48), 
бо величини и\с та и2с визначаються мірою перекриття функції хс> яка 
характеризує комплекс, з функцією.А|) чи Gcp, як і ,у матричних елемен­
тах, що визначають імовірність переходу. Величини Гі та Г2 називають 
парціальними значеннями ширини рівнів для висилання частинок 1 та
2, оскільки повна шйрина рівня Гс =  Гі -)— Г2 є сумою членів, відповід­
них до різних процесів розпаду комплексу 2. ■

1 G. B r e i t ,  E . W i g n e r ,  Phys, Rev., 51, 593 (1937).
г Вивід формули Брейта— Вігнера можна здійснити іншим шляхом, так що ком­

плексні вЛасні значення квазістаціонарних рівнів Е  =  Е0 —  гГ зразу вводяться в 
теорію і фізичний зміст величини Г як ширини рівня є відомим. Див. напр. Е. W i g -  
п e r, Phys. Rev., 70, 15, 606 (1946); JI. Л а н д а у  и E. JI и ф ш и ц, Квантовая ме­
ханика, § 119. ‘ "
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Виведена одночленна формула узагальнюється на випадки, коли 
комплекс може розпадатись не тільки шляхом висилання якої-небудь 
одної з двох частинок, а й будь-якої з п частинок (р-ої) комплексу, а 
також для будь-якого значення моменту кількості руху. Коли спінове 
квантове число падаючої частинки є s, а момент кількості руху систе­
ми, з якою частинка стикається, визначається квантовим числом І, то 
замість (52.47) одержується 1

*ер  π 2/-f- 1_____________ГхГр______________________
P ftf i 2s -j— 1) (2/ +  1) ' , і ■ (52.49)

( Е - Е су +  —  П

η

де Г =  ^ Г „  а / повне квантове число комплексу. 

t 1 - .

Ми не будемо зупинятись на дальших узагальненнях і на аналізі 
теорії, посилаємось на вказані раніше спеціальні монографії.

Зіткнення між тяжкими частинками

При зіткненні тяжких частинок з атомами (під тяжкими частин­
ками ми розуміємо частинки, маса яких є великою у порівнянні з ма­
сою електрона), якщо тяжка частинка розглядається як елементарна, 
випадок борнівського наближення має місце при тих самих умовах 
(виражених через швидкість частинки), що й для електронів. Це ви­
пливає із загальних умов застосовності розгляду потенціальної енергії 
частинки у полі атома як збурення (див. § 50). Загальна формула не- 
пружного розсіяння (51.46) залишається вірною, якщо замість елемен­
тарного заряду підставити заряд частинки Ze і замість маси електрона 
m — масу частинки М:

amn=i^ p ^ d K \ , mn]̂  (5250)

Ряд результатів у цьому зв’язку вимагає перегляду. Це стосується 
формул, виражених не через К, а через кут розсіяння #, та питань, де 
раніше враховувалися обмінні ефекти, які тепер не мають місця. Ми 
не будемо проробляти відповідних перетворень здобутих раніше фор­
мул, які легко здійснити.

З різноманітних проблем, зв’язаних із зіткненнями тяжких части­
нок, таких, як проходження швидких тяжких частинок крізь речовину, 
зіткнення з передачею заряду (перезарядка) чи передачею збудження 
і т. д. ми зупинимось лише на теорії збудження внутрішніх рухів мо­
лекул при зіткненнях з атомами.

Обмін енергією між поступальним рухом та молекулярним коливанням

Непружні зіткнення молекул між собою та молекул з атомами, що 
приводять до збудження коливань ядер, та обертання молекули є 
найважливішим процесом при газокінетичних швидкостях молекул. Об­
мін енергією між поступальним рухом та молекулярним коливанням 
та обертанням відіграє вирішальну роль у ряді фізичних явищ. Коефі­
цієнт акомодації атомів газу на поверхні твердого тіла визначається 
імовірністю обміну енергією між атомами газу та поверхневими

1 H. B e t h e ,  G.  P l a c e k ,  Phys. Rev., 51, 450 (1937).
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атомами твердого тіла, які перебувають у коливному русі. Час релак­
сації при обміні енергії поступального та коливного рухів при зіткненні 
молекул визначає вбирання ультразвуку1. Кількість прикладів можна 
було би збільшити.

Теоретичний розгляд питання про імовірність зміни коливного або 
обертального стану двохатомної молекули внаслідок її зіткнення, з ато­
мом, звичайно обмежується лобовими зіткненнями, тобто зіткненнями, 
коли падаючий атом рухається вздовж прямої, яка з’єднує ядра мо­
лекули. Для таких зіткнень імовірності коливних переходів повинні 
бути найбільшими і математична тра,ктовка їх є більш простою. Кван- 
товомеханічний розгляд .такої задачі був здійснений Зинером 2 та Джек- 

. еоном і Моттом 3 на основі методу деформованих хвиль (повільні зіт­
кнення) .

Енергія взаємодії між падаючим атомом і двохатомною молеку­
лою, розглядуваною як гармонічний осцилятор, обирається у вигляді

V(x — y) == Се~аіу~х), (52.51)

де у —: віддаль від падаючого атома до положення рівноваги осциля­
тора (молекули), х — зміщення осцилятора, з цього положення рівно­
ваги, С та а — сталі, причому вісь оу спрямована протилежно до на­
прямку руху падаючого атома.

Як зазначив Френкель 4, у, згаданих роботах є непослідовність у 
тому відношенні, що розрахунок в них базується на теорії збурень 
у першому наближенні, в тон час коли ,при розкладі (52.51) в ряд за 
степенями малої величини ах зберігаються члени другого порядку ма­
лості. Ці члени ведуть до появи величин того ж порядку, як. і члени 
першого: порядку малості у другому наближенні теорії збурень. М и  

викладемо покращений варіант теорії, здійснений за нашою пропози­
цією Гайдою 5.:

Рівняння Шредінгера в нашому випадку має вигляд:

- m - w  +  V { x - y ) - E Ψ =  0, (52.52)

дe m — зведена, маса всієї системи молекула -j- атом, а М — зведена 
маса молекули. Будемо шукати розв’язок у вигляді розкладу по влас­
них функціях гармонічного осцилятора ijr, (х) :

ψ  =  Σ Λ  - ■ (52.53)' J p

p 1

Якщо початковий стан осцилятора описується функцією $* (* ), тс? 
на функції fp(x) накладаються такі асимптотичні умови:

, ( f n^ e-% y+ А пе ^  
при у -> оо (52.54)

. \f„ - 4 р с 'v· р , η і

які відбивають факт, що на великих віддалях від молекули атоми опи­
суються плоскими хвилями. Тут кп і kp хвильові вектори падаючої та

1 Див. N. K n e s e r ,  Ann. d.-. Phys., 16, -337 (1933); M . А. Л e о я т о в и ч, 
Ж ЗТ Ф ; 6, 561 (1936).

2 К. Z e n e r ,  Phys. Rev., 37, 556 (1931). Тут розглядається більш простий -по­
тенціал ніж (53.51).

= І. М. J a c k s o n .  N. F. M o t t .  Рґос. Roy. Soc., А  137, 703 (1932).
4 Я. И. Ф  p е н к е л ь, У Ф Н , 20, 84 (1938).

5 Ρ. П. Г а й д а ,  Физйч. сборн. Львов. ун-та, 1(6), 54 (1955).
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відбитої хвиль. Імовірність переходу осцилятора зі стану: п. до стану ./?, 
при зіткненні з атомом визначається формулою

13«„ ^  Ар (52.55)

Рівняння для функції fp {у) здобувається відомим нам шляхом і має 
вигляд

(^■  +  kp ) fp (y )- '^ i f r ,y )^ rP (y), (52.56)
r

‘2пі '
и гр (у) — ~ж] V {x-y ) Ψ, Μ  ψρ Μ  dx =  X rp U (y) (52.57)

при

X rp =  j eax ψ, (χ) ψρ (x) dx (52.58)

V ' U ( y ) ~ ^  e-a>. ·; (52.59)

Розкладаючи Xro в ряд по степенях ах (ми вважаємо,;що © мале, 
у порівнянні з амплітудою коливань осцилятора), бачимо, що за по­
рядком величини

■ Х гг— 1, Х г,г±л ~ ατ, X r,r±2 ~  (ατ)3, (52.60)

де τ — .область, у .якій ψρ (χ) є суттєво відмінним від нуля. Отже,-не- 
діагональні матричні елементи енергії взаємодії є малими у порівнянні 
з діагональними, причому порядок малості дорівнює різниці індексів, 
і метод деформованих хвиль є обгрунтованим.

Покладемо тепер

' f n { y )= fn { y )+ fn ]{y )+ ··· m m

: . f P{ y ) - f f ( y ) + fT { y ) + · · ·  . (52.62)·

Ми бачимо, що, обмежуючись першим наближенням (першим чле­
ном у ряді (52.62)), доцільно враховувати у рівнянні (52.56) матричні 
елементи и г,г±і , які приводять до переходів першого порядку
(п-^п +  1), Якщо ж брати до уваги елементи Ur,r±2 , що є необхідним 
для врахування переходів п п -Ь 2, то в розкладі (52.62) не можна 

нехтувати членом fpK Таким чином, одержуємо в першому і в дру­
гому наближеннях

( w  +  k'p “  u ™)f'p ^  =  Unp Р п ]]' (52-63і

+ кР -  Upp)ff = Un p [y ) fn {y )+ ^O rP (y)frl> (Jr),{p =  n±  2).
/■ =  p  + 1

(52.64)
Зауважимо, що в сумі

S f V U  і v) =  U  f [l] 4- U  f [l)J  r  rp \ У  1 У  n ± S ,  n ± 2  J. n ± 3  ' n ± l ,  n - i J  n ± \
r -^p - 1 1

30* 4gJ



перший член: можна відкинути, бо jp — першого порядку тільки для 
р - п +  1.

Нехай тепер Fm означає розв’язок рівняння

[і§г +  tfm-U{y)\ Fm{y) =  0 (52.65)

з асимптотикою

Fт -+ cos [kmy-\--r\), Fm~>0, _ (52.66)
у - О О  у ^  —  ОО

де η — стала. Тоді рівняння (52.63) розв’язується підстановкою

f $ 4 y )= < f{ y )F p (y).

і ми одержуємо

р с т і  </» ·«  ■F-F,±l dy" ,52·67)
α — оо

(52·68)- ^ - 1 n± 1 J
у  -» co —  оо

Рівняння (52.64) відрізняється від (52.63) лише правою частиною і

в аналогічний спосіб ми можемо записати асимптотичну форму f n±2
при великих у

ei[kn±ry^ ] { j 2Un· и±2 F *-Fa±* dy + i Un±i;n±2fn±\Fn± 2 dy

(52.69)

де fn± 1 нам уже відоме.

Беручи до уваги, що матричні елементи Хп,п±и Хп,п± 2 після роз­
кладу є®·* б ряд зводяться до відомих матричних елементів х та х2, ви­
рахуваних за допомогою власних функцій гармонічного осцилятора, ми 
одержуємо остаточно для імовірності переходу п η +  2» ■'

р «.я±2= 1^ /г+ 1 ± 1 )Х

х І ;ί \е Лу̂ ^  ·rfv + ( < у /··„±1 ( * ν " «гл,х /-'« /,\,
" -СО -ОО а — 00

(52.70)

a для імовірності Р п,п±\'

V ”  (*,+  W ) | j * Г К Г ш 4 г

Врахування лише першого члена у фігурній дужці формули (52.70) 
приводить до формул, одержаних Джексоном і Моттом.

Якщо позначити

то, як легко переконатись,

F n l

де КіЧт— функція Бесселя уявного порядку iqm. Нескладні обчислення 

дозволяють записати Рп,п±і у вигляді

Р  _  16^mav / . 1 n  shnqshitq’ ,Μ 7Π1
+  (52-72)

де q зв’язане зі швидкістю атома перед зіткненням, a q' — зі швидкістю 
атома після зіткнення. Аналіз цього виразу дозволяє з’ясувати залеж­
ність імовірності переходу від зміни енергії поступального руху АЕ =  
=  2Tthv — hii) (при р =  п + 1 ) .  Виявляється, що імовірність обміну 
енергією поступального і коливного рухів зменшується із збільшенням 
кванта Асо і зростає із збільшенням швидкості падаючого атома. Імо­
вірність зміни енергії при переході η -> п +  2 значно менша,' ніж у 
переходах п-> «.+ 1. Це показує, що обмін енергією між поступальним 
та коливним рухом є утрудненим. Цей факт саме і пояснює дисперсію 
та вбирання ультразвуку в газах.

У зв’язку з математичною громіздкістю методу доцільно відшукати 
більш простий засіб розв’язання проблеми. Ми опишемо такий спро­
щений метод, який ілюструє можливості використання штучних засо­
бів.при певних формах потенціалу1.

Будемо розглядати хвильове рівняння

ш  ■& -  4 г  - ψ + χ! + 17 f*· J’) ]'^ :=  а т  ■ <52-73>

де V(x, у) =  Се~а{у-Х) ·

Запровадимо енергію У0 =  Се~ау, яка описує взаємодію падаючого 
атома з молекулою при відсутності коливань'останньої, і різницю

V(x,y) — V0(y) (52.74)

розглядатимемо як мале збурення.
Основне рівняння розв’язується методом варіації параметрів

ψ  =  Σ Μ №  ' (52.75)

Р
де

Ψ2 =  e~h[Ex+Ey)t'fp [х) Хр (у) (52.76)

є розв’язком «незбуреного рівняння» 

h2 д2

2М дх2 V .[ y ) \ ¥ - ih ^ .  (52.77)

Для простоти застосування теорії збурень ми можемо уявити, що 
при у =  D існує потенціальна стіна (тоді ми матимемо задачу з дис­
кретним спектром) і в кінці перейти до границі D -» оо . Як легко ба­
чити, функції <р„(х) і %п(у) задовольняють рівнянням

■ - т - ^  + І Мш2х2Ч«№  =  (Е*)п'?«[х) (52.78)

h\ &Хп 
2т dy2 У о ^ Ж { У )  =  {Еу)Лп{у). (52.79)

А. Е. Г л а у б е р м а н ,  Ж ЗТФ, 23, 182 (1952).
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Перше рівняння є рівнянням для лінійного гармонічного осцилятора, 
і функції <р„ та власні значення (Ех)п, таким чином, добре відомі. Дру­
ге рівняння легко перетворити підстановкою

г·- ™ r U\B . .> ·  С. (52.80)

Тоді одержимо

+ Ζ-1 Α ψ Ι  „  ( і _  jg.) Хл [г) =  о, (62.81)
z-

де

Ь3 ~  ІзП? У
kh (52.82)

Це рівняння є рівнянням Бесселя уявного порядку ikn і уявного 
аргументу. Розв’язок його відомий:

( „_V /2 knz/2 1 ·
X„(Z) =  АКі> „(*) =  „ ( « ) - Ч ( ^ } · '

Функції K,ikn (2 ) 0 при г/-»— 00 і Kikn {z) οο3(α£/+β) при

у -> ос·, що відповідає руху атома до молекули з боку у■> 0. Обчис­
лення легко проводяться до кінця і ми одержуємо результатн у  формі, 
придатній для порівняння з досвідом1.

Закінчуючи на цьому розгляд питань теорії атомних зіткнень, за­
уважимо, що загальні методи теорії за останні роки збагатилися ідея­
ми, що народилися в квантовій теорії поля та в результаті розвитку 
варіаційних методів 2.

1 А. Е. Г л а у б e р м а н и В. И. Д  о р о г а н ь, Ж ЗТ Ф , 23, 430(1952).
2 Ми не можемо обговорювати цих проблем в межах підручника. Вкажемо на

книгу Ю . Н . Д  е м к о в а, Вариационньїе принципи в теории столкновений, Физ- 
матгиз, М. (1958). Зауважимо, що загальна теорія переносу енергії при зіткненнях 
в квазікласичному наближенні була створена Ланда\' ще у 1932 році. Л. Л а н д а у  
Sow. Phys., 1, 41 (1932). ; ■

ЗАКІНЧЕННЯ

Питання загальної трактовки квантової механіки 1

Фізика в системі наук про природу займає виключне місце. Особ­
ливості фізики є результатом того, що, як говорив С. І. Вавілов 2, у фі­
зиці фактично зосереджується вчення про найпростіші і найбільш за­
гальні властивості та явища зовнішнього світу. Ця обставина є при­
чиною тісного зв’язку фізики з філософією, характерного для всього 
багатовікового періоду розвитку цих наук.

Методологічні проблеми фізики були і є зараз проблемами, на­
вколо яких точиться гостра боротьба матеріалізму проти ідеалізму. Су­
часна фаза цієї боротьби, початком якої можна вважати рубіж XIX та 
XX ст., коли народжувалась фізика мікросвіту, є особливо гострою. 
Саме тому В. І. Ленін уважно стежив за процесом народження так 
званої «нової фізики». Основні положення діалектико-матеріалістич- 
ного розуміння відкрить фізики мікросвіту, сформульовані В. І. Леніним 
у книзі «Матеріалізм та емпіріокритицизм»3, і дана ним критика іде­
алістичного тлумачення нових фізичних даних повністю зберегли свою 
силу і для сучасного етапу розвитку фізики.

Створення і розвиток квантової механіки зі всіма її глибокими від­
мінами від теорій класичної фізики поставили проблему тлумачення 
основних понять квантової механіки і трактовки її в цілому.

Погляди так званої копенгагенської школи, очолюваної Н. Бором, 
особливо в період, який передував останнім кільком рокам, зводились 
до ідеалістичної інтерпретації всіх проблем. Ця школа, возводячи в 
абсолют сучасну форму теорії, наповнювала суб’єктивним змістом 
ψ-функцію як характеристику' стану частинки. Ця школа замість того, 
щоб" намагатись показати зміст та границі застосування квантової ме­
ханіки, в тому чи іншому розумінні виходячи, за її межі, описує все, 
включаючи те, що лежить за границями цієї теорії, залишаючись у ме­
жах останньої. Незаконна гіперболізація ролі приладу в зв’язку з цим 
дозволяє філософам-позитивістам, використовуючи погляди копенга­
генської школи, легко прийти до суб’єктивізму, до заперечення об’єк­
тивного змісту теорії і зведення її до операціоналістської «процедури», 
заперечення загальності законів причинності і т. д. Ми не будемо зу­
пинятися на викладі та критиці копенгагенської трактовки квантової 
механіки4, з одного боку, і на обговоренні ряду робіт, зв’язаних з'

1 Трактовка квантової механіки, яка розвивається в цьому розділі, є дискусійною.
2 С. Й. В а в и л о в ,  G6. «Философские вопросьі современной физики», изд. АН  

СССР , М'„ 1952.
3 В. І. Л е н і н, Твори, т. 14.
4 Стара «копенгагенська» трактовка викладена в книзі В. Гейзенберга «Физи- 

ческие принципи квантовой механики», М .— Л. (1932). Див. також В. Г ей з є н  б ерг ,  

Философские проблеми атомной физики, М., 1953.
У справі критики ідеалістичних концепцій в квантовій теорії визначна роль на­

лежить радянським фізикам Д. І. Блохінцеву, В. А. Фоку, Я. П. Терлецькому, а також 
філософам І. В. Кузнецову, С. Г. Суворову, Μ. Е. Омельяновському та іншим.
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іншою інтерпретацією, яка має матеріалістичний характер г, маючи на 
увазі, що такими питаннями треба було би займатись окремо. Актив­
не обговорення методологічних питань квантової теорії, яке ведеться 
у нашій країні, дає змогу відіслати читача до спеціальних дискусійних 
статей2. ‘

Ми сформулюємо в загальних рисах трактовку квантової механіки, 
з точки зору якої треба, на нашу думку, розглядати всі проблеми.

Про зміст хвильової функції

З самого початку при побудові математичного апарату квантової 
механіки і формулюванні основних положень теорії виникає питання, 
яке ви'магає чіткого розв’язання. Питання це зв’язане з фізичною ін­
терпретацією власних функцій оператора, який відповідає деякій фі­
зичній величині. Зміст питання такий. Якщо при вимірюванні деякої 
величини, котрій відповідає оператор L, ми кожний раз одержуємо пев­
не значення λ, то що значить характеристика системи за допомогою 
відповідної власної функції цього оператора ·ψ(χ, λ)? Чи це означає, що 
в результаті вимірювання стан системи став таким, що його треба 
описувати функцією ·ψ(χ, λ), чи, навпаки, слід вважати, що до вимі­
рювання стан був такий, що його слід описувати цією функцією.

Сама математична схема квантової механіки, на перший погляд,, 
не містить у явній формі відповіді на це питання. У зв’язку з цим до­
сить поширене невірне уявлення, яке зводиться до прийняття першого 
з двох альтернативних тлумачень. Це невірне тлумачення, при певній 
радикалізації, приводить до твердження про так звану «редукцію» 
хвильових пакетів.

Розглянемо стан системи, який описується функцією ψ(χ), І роз­
кладемо ·ψ(Λ:) у ряд за повною ортонормованою системою власних 
функцій ψ(χ, λ) деякого оператора L (будемо для простоти припуска­
ти дискретність спектра власних значень оператора L)

Ф(*) =  !]с„ф(л:, Ю- 0 )
П

Якщо тепер над системою виконане вимірювання величини L, яке дало 
певне значення λ*, то за першим тлумаченням після вимірювання ряд 
(1) редукується до одного члена з n =  k. З другої точки зору, ніякої 
«редукції» немає, а після вимірювання стан системи описується деякою 
функцією φ(*), яка, в свою чергу, може бути представленою розкладом 
типу (1), але з іншими коефіцієнтами. Ми приймаємо як основу саме 
таке тлумачення 3. Розглянемо, в зв’язку з цим, відому дискусію А. Ейн­
штейна та Н. Бора 4. Нехай дві частинки 1 та 2 беруть участь у зіт­
кненні. Стан їх до зіткнення (в початковий момент часу) описується 
функцією

1 Л . д е  Б р о й л ь, Д . Б о м, Ж- ВиЖ' ье ,  І. Ф е н ь є ш  та інші, див. Вопросьі 
причинности в квантовой механике, сб. И Л , М., (1955); Д. Б о м, Причинность и слу- 
чайность в современной физике, И Л , М. (1959).

2 Див. Философские вопросьі современной физики, Изд. A H  СССР, М..,. 1952. 
Философские вопросьі современной физики, Госполитиздат, М. (1958).

Треба мати на увазі, що філософські позиції лідерів копенгагенської школи за 
останні роки дещо змінились. Як свідчить В. А. Фок, позиції Н. Бора зараз відмінні 
від чисто позитивістської трактовки квантової теорії (Див. В. А. Ф о к ,  УФ Н , X II . 
464(1957).

3 В цьому аспекті розглядається питання і в книзі Л. Л а н д а у  и Е. Л  и ф- 
ш и ц а ,  Квантовая механика, див. § 7.

4 д ив. у ф н , X V I, в. 4 (1936).
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Ψ ° ( Χ ι ,Χ 2) =  ψ ?  (*ΐ)ψ ,2  (*2 )· (2)

Після зіткнення, після того, як пройшов досить довгий час, хвильову 
функцію системи позначимо л¥{х\,х2)· Вона, у згоді з теоремою Ней- 
мана \ вже не матиме мультиплікативної форми. Розкладемо її в ряд 
за власними функціями деякого оператора величини L, яка може бути 
виміряна для частинки 1:

Ψ ( χ ι, Хг) =  ^  φ(*2, λ)ψ(χι, λ), (3)

λ

де φ (χ2, λ) є амплітудою розкладу.

Виконаємо тепер вимірювання величин λ на першій частинці. Якщо- 
в результаті вимірювання ми одержимо значення то це, за першим 
з двох обговорених вище тлумачень, веде до редукції:

Ψ (χχ,χ2) -*φ(χ2, %K)^ (x u h )  ■ (4)

Отже, як наслідок випливає, що, незважаючи на те, що частинки дав­
но перестали взаємодіяти, вимірювання, виконане над одною з них, 
веде до зміни стану другої.

Суб’єктивістське пояснення Бора зводиться до того, що поняття 
стану ототожнюється з «відомостями про стан», а якщо відмовитись 
від об’єктивного змісту хвильової функції, то ніякого парадокса нібито 
не виникає 2.

Якщо описану схему досліду прийняти буквально, тобто при роз­
гляді рівнянь

“ ^ 7 ΔΙ Ψ - ”2 ^ Δ2Ψ  + ^ ( Α;1 > ^ .0 1ΪΓ- ^ Ϊ  =  0, U < t < t 2

(6>

. (7)

постулювати повну відсутність взаємодії при t^> t2, то останні два рів­
няння жодного зв’язку між собою не мають, бо припинення існуючої 
взаємодії в скінченний час можливе лише при порушенні стану систе­
ми — запровадження екранів тощо, у всякім разі коли не розглядають­
ся сили зі скінченним радіусом дії, і тоді міркування Ейнштейна не 
матимуть місця (до цього випадку не матиме відношення і теорема 
Нейма«а).

Якщо ж цю схему прийняти як ідеалізацію і вимагати існування 
єдиної хвильової функції для всіх t, то розв’язок рівняння (6) висту­
пає як початкова умова для розв’язків рівняння (7). Таким чином, не­
обхідність «зшивання» розв’язків приводить до дійсного врахування 
взаємодії при t >̂ t2, взаємодії, так чи інакше згасаючої з часом. Не- 
мультиплікативність розв’язку просто виражає факт наявності взаємо-

1 J. V. N e u  m an, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik.
2 Конкретний приклад Ейнштейна (див. А. З й н ш т е й н ,  Б. П о д о л ь с к и й  

и Н.  Р о з е н ,  У Ф Н , XV I, 440 (1936) мав на меті довести неповноту квантової меха­
ніки як теорії в межах ї ї  чинності. Див. И . Д. Б л о х и н ц е в, Основи квантовой ме- 
ханики, § 129. Критична аргументація І. Д. Блохінцева на користь повноти квантової 
механіки є вірною, але розв’язання парадокса Ейнштейна в цілому у зв’язку
з прийнятою І. Д . Блохінцевим концепцією «ансамблів» не може бути нами 
прийнятою.
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дії частинок при і^>.І2· Це уточнення не знімає, однак, парадокса, 
оскільки коли б при згасаючій взаємодії (третій етап) можна було б 
при різній інтенсивності цієї взаємодії, виконуючи вимірювання над 
одною з частинок, визначити з однаковим ступенем точності стан ін­
шої частинки, парадокс мав би місце '.

В дійсності, парадокс не має місця завдяки відсутності «редукції». 
При t^> t2 хвильова функція системи може бути представлена у ви­
гляді

Ψ(*1,Χ2) — ^  С (Яі, λ2) -ψΐ (ЛГ!, λι) ψ2 (8)

λ,λ.

або, що те саме,

Ψ (*ι,χ2). == ^ ' φ (*2, λ)Ψ(χι,λ).,. (9)

λ

де г|з(х, λ) — власні функції оператора Ly а φ(χ, λ) не є власного функ­
цією цього оператора і, взагалі кажучи, може не бути власного функ­
цією будь-якого оператора механічної, величини. Вимірювання вели­
чини L на одній з частинок (2) не редукує пакета до добутку 
{р(*2, λ)ψ(χ1 λ). Після вимірювання функція системи знову описується 
рядом типу (8) або (9), але з іншими амплітудами.

Саме відкинення невірного уявлення про редукцію пакетів, зв’я­
заного з невірним тлумаченням власних функцій операторів фізичних 
величин, разом з уточненням питання про взаємодію, вказує шлях для 
точного розв’язання парадокса Ейнштейна.

Статистична трактовка квантової механіки

Статистичний характер квантової механіки, імовірнісна форма її 
передбачень, особливість ряду її положень, таких, як нерівності Гей­
зенберга, потребують спеціальної трактовки. Природа статистичності 
квантової механіки не в тому, що мікроскопічна частинка і макроско­
пічний прилад, який взаємодіє з нею, утворюють одне ціле, як уважав 
Бор. Як ми вже вказували, в копенгагенській концепції роль приладу 
-є гіперболізована. Факт непереривного переходу при певних умовах 
квантових закономірностей в класичні підкреслює незаконність цієї гі-· 
перболізації.

Приймемо, передусім, положення про те, що хвильова функція у 
квантовій механіці як характеристика стану частинки дає реальний 
об’єктивний опис стану окремої мікрочастинки в сенсі квантової меха­
ніки і в межах її чинності. Для з’ясування того, як саме треба розумі­
ти ψ-функцію як об’єктивну характеристику стану окремої мікросистеми 
у зв’язку зі статистичним характером теорії, та для розуміння самої 
природи цієї статистичності треба в тому чи іншому сенсі зробити крок 
за межі квантової механіки. Цей крок зараз можна зробити, оскільки 
ми маємо уявлення про процеси, що лежать явно за межами квантової 
механіки. Ми обмежимо зараз обговорення нерелятивістською кванто­
вою механікою.

Нагадаємо, передусім, що основні постулати квантової механіки, на 
яких побудована ця повна і несуперечлива теорія, що дала блискучі

1 Див. для порівняння А. Д, А л е к с а н д р о в ,  Д А Н  СССР, 74, 253(1952). В цій
роботі, як нам здається, переоцінена роль наявності тої чи іншої взаємодії в зв’язку
з  парадоксом Ейнштейна,

результати і згоду з дослідом, є узагальненням певних дослідних фак­
тів. Статистична гіпотеза-Борна і-саме рівняння Шредінгера є цими 
узагальненнями. Статистичний характер опису стану так званої вільної 
частинки в квантовій механіці треба розуміти так, що задача про віль­
ну мікрочастинку є, в. дійсності, задачею про не вільну мікрочастинку. 
Це задача про частинку в деякій мікрообстановці, яка явно не присут­
ня в рівняннях квантової механіки, в рівнянні Шредінгера. Будемо 
розрізняти цю мікрообстановку і поля і взаємодії, явно враховані через 
відповідну потенціальну енергію в операторі Гамільтона. Таким чином, 
задача про вільну частинку в квантовій теорії має лише той зміст, що 
ми розглядаємо випадок відсутності, будемо говорити, класичних полів 
(макрообстановка) (t) =  0), але, в дійсності, мікрочастинка взаємодіє 
з мікрообстановкою і задача лише формулюється в термінах, що сто­
суються поняття вільної частинки класичної фізики.

У цьому розумінні мікрообстановка відіграє роль оточення кла­
сичної статистичної фізики. Аналогія між класичною статистикою Гіббса 
та статистичністю квантової механіки не повинна розумітись буквально 
і повно. Мікрооб’єкти за своєю природою якісно відрізняються від1 
макроскопічних систем класичної статистики; мікрообстановка це «тер­
мостат», якісно відмінний від термостату статистики Гіббса.

Квантова механіка як теорія, у якій явно виступає корпускулярно- 
хвильовий дуалізм, формулюється все-таки як теорія, у якій центр ваги 
лежить в корпускулярних уявленнях. Тому цілком виправданим є фор­
мулювання нашої трактовки в корпускулярних термінах. Підкреслимо, 
що «корпускулярна» форма трактовки не є принциповою. Майбутня 
теорія може в іншій формі, в разі потреби, відбити суть цієї трак­
товки. ■ . .

Підкреслюючи аналогію із статистикою Гіббса, ми можемо тверди­
ти, що при певній «слабкості» зв’язку частинки з її мікрообстановкою 
виконуються умови існування «кінетичної функції розподілу» ty(x, t)· 
Можна вважати, що в певних випадках умова існування цієї «функції 
розподілу» не виконується. Запроваджуючи для хвильової функції 
ty(x, t) назву кінетичної функції розподілу, ми маємо на увазі лише 
аналогію в статистичних ролях хвильової функції і класичної кінетич­
ної функції розподілу, а не аналогію в законах еволюції. У законах 
еволюції, як ми бачили, аналогом кінетичних функцій розподілу ви­
ступають статистичні оператори комплексів частинок і це має зовсім 
інший зміст.

Продовжуючи міркування, ми можемо розглядати рівняння Шре­
дінгера як рівняння для «кінетичної функції розподілу» ty(x, t). «Мікро- 
термостат», про який йде мова, саме лежить за межами квантової ме­
ханіки, але внутрішньо відображений в ній через статистичну природу 
теорії. Що можна розуміти під мікрообстановкою? Розвиток сучасної 
теорії квантованих полів та нові експериментальні дані (лембівський 
зсув тощо) дозволяють припустити, що мікрообстановкою є фізичний 
вакуум зі всіма своїми особливостями.

Говорячи про те, що аналогія між класичною статистикою і ста­
тистичністю квантової механіки не є повною, що ми маємо справу з сут­
тєвими якісними відмінами, ми маємо на увазі таке. При побудові кла­
сичної статистики ми завжди мовчки приймаємо, що закони взаємодії 
(слабкої) між екземплярами макросистеми є тої самої природи, що 
і закони взаємодії, які діють всередині самої системи. Ця якісна одно­
рідність законів є суттєвою умовою.

У квантовій теорії положення інше. Електрон це не частинка кла­
сичної фізики і взаємодія електронів між собою, наприклад, може бути 
якісно зовсім іншою, ніж взаємодія електрона зі своєю мікрообстанов-
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кою. Якщо в дій останній відіграють роль фізичні властивості вакууму, 
то можна, разом з Френкелем \ пояснити «регенеративний» рух елект­
рона, коли він, взаємодіючи з віртуальними парами, вакууму, аннігілює 
з позитронами і виникає (електрони тотожні) як електрон, що входив 
до складу цієї пари. У зв’язку з цим можна відчути суть проблеми,, 
коли ми за допомогою поняття про «координати» електрона, яке ство­
рене класичною фізикою, будуємо опис руху електрона. Цей «регене­
ративний» рух електрона безпосередньо зв’язаний'з особливостями ре­
лятивістської квантової механіки, у якій, внаслідок цього руху, виступає 
спін електрона і формально проявляється мікрощвидкість (Zitterbewe- 
gung). Вимога релятивістської інваріантності має глибокий зміст і,, 
зокрема, в певній мірі (не повно) виводить взаємодію з вакуумом (мік- 
рообстановкою квантової механіки) з-за куліс на авансцену2.

Своєрідність рівняння, яке визначає «функцію розподілу» ty(x,t),.

тобто рівняння ~  0’ та наявність особливих співвідно­

шень між дисперсіями некомутуючих величин, зокрема нерівностей 
Гейзенберга, є проявом якісних відмін у природі самих мікрочастинок 
тй мікрообстановки і характеру взаємодії між останніми від класичних. 
Зауважимо, що співвідношення Гейзенберга оперують з величинами

У  (х — х)2 та У  (р^ — р х)2, які не мають індивідуального змісту, а 

лише статистичний, якщо мова йде про співвідношення, що випливають 
з апарату квантової механіки. Нерівності, які випливають з уявних 
експериментів і формулюються за допомогою індивідуальних відхилень, 
є додатковими відносно до квантової механіки і їх можна було 
би, як пропонує ОмеЛЬЯНОіВСЬКИЙ, на відміну від нерівностей Гейзенбер- 
га, що випливають з квантової механіки, називати співвідношеннями 
Гейзенберга—Б ора3.

У цій першій і основній статистичній проблемі квантової механіки 
можуть виникати питання, у певній мірі зовнішньо аналогічні пробле­
мам класичної статистики,'— встановлення умов існування хвильової 
функції і навіть певного аналога Я-теореми по відношенню до закону 
еволюції хвильової функції з часом, який повинен співпадати з хвильо­
вим рівнянням.

Принципіально іншим питанням є статистична проблема змішаних: 
станів, що описуються статистичними операторами. Як ми вже зазна­
чали, тут ми маємо звичайну проблему Гіббса.

Відзначимо, нарешті, таке. Саме тому, що статистична основа в 
квантовій механіці є іншої природи і більш глибокою, ніж у класичній 
теорії, ми маємо таке положення, що імовірність певних значень вели­
чин повного набору визначається не самою хвильовою функцією ty(x, t), 
а квадрантом модуля J ψ (х, t) |2.

У певному сенсі це означає, що хвильова функція має більш бага­
тий зміст, ніж звичайна кінетична функція розподілу. Дійсно, ми знає­
мо, що для вимірювання різних величин в квантовій механіці потрібні 
різні вимірювальні досліди, і відповідні статистичні ансамблі результа­
тів вимірювання, якщо про такі говорити, є різними. У класичній меха­
ніці це не є необхідним.

Знання функції тр(х, t) дає можливість переходити від одного ста­
тистичного ансамблю значень деякої величини до іншого ансамблю

1 Я. И. Ф р е н к е л ь ,  У Ф Н , X C V II, 69 (1952).

2 Див. А. Е. Г л а у б е р м а н ,  Учение записки Львов. университета, серия физ,- 
мат. X X II, 105 (1953).

3 М. 3. О м е л ь я н о в с к и й ,  Вопросьі философии, №  1, 203 (1954).
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значень іншої величини (канонічне перетворення) і таким способом 
зв’язує різні ансамблі.

Функція ty(x, t) через квадрат модуля І ψ І2 дає розподіл імовір­
ностей в даному ансамблі результатів вимірювання, а з другого боку, 
сама функція ty(x, t) визначає зв’язок між різними ансамблями.

Розвинена трактовка має багато спільних рис з трактовкою кван­
тової механіки, висунутою Бомом ', але і істотно відрізняється від неї, 
бо не має рис радикальності в механічному розумінні2. Немає потреби, 
у всякому разі зараз, будувати спеціальний апарат математичного 
оформлення цієї трактовки, бо в рамках нашого курсу це є спосіб ро­
зуміння бездоганного апарату квантової механіки, викладеного раніше.

У сучасній теорії квантованих полів висловлені ідеї мають безпо­
середнє застосування. Корінна проблема в квантовій теорії поля є, оче­
видно, спорідненою з квантовомеханічною. Незадовільною є постановка 
питання, у якій розглядаються «вільні» — невзаємодіючі поля і лише 
на другому етапі запроваджується «взаємодія». Зразу треба мати спра­
ву з взаємодіючими полями 3.

Межі застосування квантової механіки

Для того, щоб накреслити орієнтовно границі області застосування 
квантової механіки, пригадаємо відзначені раніше її особливості. Кван­
това механіка, як і класична, є, передусім, механікою систем зі скін­
ченною кількістю степенів вільності. У зв’язку з цим ми можемо твер­
дити, що квантова механіка не може охопити системи взаємодіючих 
частинок, які рухаються зі швидкостями, що лежать у релятивістській 
області. У релятивістській області для опису системи частинок треба 
квантовим чином розглядати одночасно частинки і електромагнітне 
поле, стан якого визначається нескінченною кількістю степенів віль­
ності.

Процеси з взаємним перетворенням частинок: породження і аннігі- 
ляція пар, радіоактивний β-розпад, розпади мезонів і гіперонів, всі ці 
явища вже не мають нічого спільного з механікою системи частинок, 
бо і число і природа частинок змінюються.

При великих енергіях зникає відміна між частинками, з якими мала 
-справу квантова механіка (з масою спокою тоф 'О ), і такими об’єкта­
ми, як фотони, які ми фактично розглядали як квазічастинки — як носії 
корпускулярних властивостей полів. Коли енергії стають того ж поряд­
ку, що і енергія спокою частинок, вони всі починають поводити себе 
як квазічастинки — взаємно перетворюються, зникають і народжують­
ся. Отже, у цій суттєво немеханічній області квантова механіка повин­
на бути заміненою квантовою теорією полів, розвиток якої, незважаючи 
на ряд великих труднощів, невпинно продовжується.

Нова теорія, придатна для розгляду систем з безконечною кіль­
кістю степенів вільності, охопить квантову механіку як частинний ви­
падок.

1 D. B o h m ,  Phys. Rev., 85, 166, 180 (1952).
2 Викладена трактовка була сформульована в лекціях з . квантової механіки нами 

ще в 1949 році і викладена на філософському семінарі фізико-математичного факуль­

тету Львівського університету в квітні 1950 р.
3 Див. Η. Н. Б о г о л ю  б о в, Д. В. Ш  и р к о в, Введение в теорию квантованннх 

пояей, стр. 139. Див. також А. Е. Г л а у б е р м а н ,  Уч. зап. Львовского уии- 
верситєта,. серия физ-мат., X X V II, 105 (1953). Д о подібних же висновків приходить
І. Д . Б л о х і н ц е в, див. Философские вопросьі современной физики, М., 1952, стр. 395; 
Ж · В а'с с ель,  див. Вопросьі причинности в квантовой механике, стр. 130 та ін.



МАТЕМАТИЧНІ ДОДАТКИ

JVs 1. Про теорію гільбертових просторів

У матричному представленні квантової механіки матриці Борна-· 
Гейзенберга є нескінченними і їх можна розглядати як оператори, що 
відображають простір з нескінченним числом вимірів самого на себе.' 
З другого боку, всяка функція непереривних змінних і, зокрема, хви­
льова функція квантової механіки г|з(х) може бути представлена век­
тором функціонального простору, число вимірів якого теж нескінченне.. 
Оператори, що діють на хвильовії функції і перетворюють їх у інші, 
функції, викликають відображення цього простору самого на себе.. 
Саме ця аналогія, на яку вказував ще Гільберт, лежить в основі до­
казу еквівалентності методу Шредінгера і матричної механіки Борна-— 
Гейзенберга.

Між двома цими просторами є відміна. Матриці Гейзенберга діють 
в просторі, число вимірів якого є зліченним, а функціональний простір 
має потужність континууму. Ця відміна, однак, є більш уявною, ніж 
дійсною.

Інтеграл Лебега

Для того, щоб скласти уявлення про теорію функціональних гіль­
бертових просторів, зручно оперувати з так званим інтегралом Лебега. 
Інтеграл Лебега . існує для всякої обмеженої функції, в той час коли 
звичайний означений інтеграл (Рімана) існує при задоволенні ряду 
умов, що накладаються на функцію. ■

Побудова інтеграла Лебега спирається на поняття міри точкової 
множини. Розглянемо множину точок на відтинку а <  х <  Ь. Якщо мно­
жина заповнює інтервал а χ β, який лежить всередині відтинку 
(а, Ь), то за міру цієї множини приймають довжину β — а. Якщо мно­
жина заповнює скінченну, або зліченну сукупність інтервалів, що не 
перетинаються, то її називають відкритою, а множину, що залишаєть­
ся після вилучення відкритої множини з відтинку а х · . замк­
неною.

За міру відкритої множини приймають суму довжин інтервалів, 
що входять, до її складу, а мірою замкненої множини вважають різни­
цю між довжиною відтинку (а, Ь) і мірою вилученої відкритої мно­
жини.

Умовимось говорити, що множина А покриває множину Б, якщо 
всі точки В належать до А (коли В є частиною Л). Будемо називати 
зовнішньою мірою множини А точну нижню границю мір всіх відкри­
тих множин, що покривають її. Внутрішньою мірою вважатимемо — 
точну верхню границю мір замкнених множин, які покриваються мно­
жиною А. Можна довести, що внутрішня міра не перевищує зовніш­
ньої. Множина зветься вимірною, коли співпадають її зовнішня та
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внутрішня міри. Поняття міри точкової множини, розташованої на від­
тинку, узагальнює поняття довжини, відповідно поняття міри поши­
рюється на точкові множини, розташовані у багатовимірних просторах,, 
де воно виступає як узагальнення відповідних «обсягів».

Множина з мірою, рівною нулеві, — це множина, яку можна по­
крити відкритими множинами як завгодно малої міри. Якщо говорять,, 
що деяка властивість має міс­
це майже всюди, це означає, що у 
вона може не мати місця лише 
на множині з мірою нуль. Міру 
множини А ми будемо записува­
ти як .

Після короткого вступу з те­
орії множин перейдемо до ви­
значення інтеграла Лебега.

Звичайне визначення інте­
грала є
b п

(д. 1.1)

^ 3~П ?Г -2V ‘і'> ї-п-/ %п 't'n

Рис. 44.

де λ — максимальна різниця з (х — Xk-ι), a — деякі середні точки 
інтервалів (xk, Xk-i), як це показано на рис. 44.

Наближена рівність
b п

(д. 1.2)f ix )  dx =  ^ f { l K) (j Xk-ι)

Ά =  \

при досить великому п. 
добре виконується, коли 
f(x) змінюється недуже 
швидко. Якщо Ж f (х) 
швидко коливається, ми 
одержимо різні результа­
ти при різному виборі то­
чок i k.

У цьому разі краще 
провести іншу побудову. 
Площу розбивають на фі­
гури, що нагадують пря­
мокутники з малими ви­
сотами, розташовані в го­
ризонтальних смугах між 
прямими у =  уі~і та у =  
=  уі ( і= 1 , . .п ) .

Приймемо за основи цих «прямокутників» сторони, що лежать на 
верхньому краю смуги (у — у,)· Сума відповідних площ приблизно до­
рівнює добутку ВИСОТИ (уі — у і—і) на суму довжин основ.

У кожній точці основи f(x) > у , , так що суму основ можна вважа­
ти множиною значень х, у .яких f(x) ^ у ^  а суму довжин основ як міру 
цієї множини. Площа частини фігури, яка лежить в смузі Уі-л *<С у <С Уі - 
наближено дорівнює [yt — Уі-ι), а площа всієї фігури μοί/ο +
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Якіцо границя

П

lim {μ0 у  о + 2  μ іІУ і- У і- о}, (Д. 1.3)

і = \

де λ =  max (уj — у ^ j), існує, то ця границя зветься інтегралом Лебега 
функції f(x) на відтинку (а, Ь).

Узагальнюючи пророблену побудову на функції, не обов’язково не- 
переривні, ми маємо, що інтеграл Лебега визначається так:

Ь п

j /  [x)dx=\\m {μοΛ +  ^ μ ι ^ , —J/ί-ι)}, (д. 14)

а шах(уг—у ,_ і ]->-0 < = 1

де μ; — міра множини значень х, для яких f(x) ^  уіг а а — г/0 та β =  уп
числа, між якими лежать всі значення f(x).

Аналогічно визначається інтеграл Лебега для функцій багатьох 
змінних. Можна довести, що інтеграл Лебега від обмеженої функції 
завжди існує.

Ми припускали, що для довільного С множина значень х, для яких 
f(x) ^  С, вимірна. Інакше інтеграл Лебега губить зміст. У зв’язку з 
тим, що коли існує інтеграл у звичайному розумінні, він співпадає з 
інтегралом Лебега, ми вживаємо звичайні позначення інтеграла. Ін­
теграл Лебега можна визначити і для необмеженої функції. Основні 
властивості звичайного інтеграла Рімана мають місце і для інтеграла 
Лебега. Інтеграл Лебега як від дійсної, так і від комплексної функції 
завжди абсолютно збіжний

Збіжність у середньому

Розглянемо сукупність функцій, що набирають комплексні значен­
ня, визначені майже всюди в скінченній області Ω m-мірного евклідо- 
вого простору, які є квадратично інтегрувальними, і умовимось вважати, 
що дві функції збігаються, коли вони збігаються майже всюди в Ω. 
Будемо^ говорити, що послідовність квадратично інтегрувальних у Ω 
функцій· <рп(р) збігається в середньому до квадратично-інтегрувальної 
функції ф(р), коли

lim Г І Ц>п(р) — φ(ρ)\2άΩ =  0. (д. 1.5)
П-+ ос J

Ώ

Якщо ц>„(р) в Ω рівномірно збігається до φ(ρ), то ψη(ρ) збігається 
до φ(ρ) також і в середньому, але зворотне невірне. Послідовність, яка 
збігається в середньому, може збігатись нерівномірно і може не збіга­
тись ні в одній точці. Можна довести, що послідовність функцій не може 
збігатись в середньому до двох різних функцій. Нехай <р„(р) збігається 
в середньому до φ (р). Маємо2

! fk (р ) — <?п ір) І2 =  ί[?* (р ) — ? (р ) І— [?п(р) — ?(р)112^

, < 2 \9kW-?(P)\2 +  2 l? n (p)~ 9(p)]2.

Інтегруючи цю нерівність та докладаючи n -> оо, k ос, одержимо

' С · Г · М и х л ин,  Примне методьі в математической физике, ГИТТЛ,
М.—Л., 1950, гл. І.

2 Ця нерівність доводиться так:

\а ±  Ь |2< 1 а  +  6 І2 +  ] а — Ь |2 =  (а +  Ь) (а +  Ь) +  (а — Ь) (а — Ь) = 2  |а]*+2')6|*. 
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lira ГJ ®fe(p) — <Vn(p)\2d& —  -О,·· (Д-.І.б)
k.n- -■ J

a ! ■ . ;

що є необхідною умовою збіжності <f„(p) в середньому. Існує теорема 
Pica—Фішера, яка доводить, що ця умова є достатньою. Можна довес> 
ти важливу теорему, яка каже, що коли послідовність збігається в се­
редньому, то середні значення членів послідовності збігаються до відпо­
відного середнього значення граничної функції (під середнім значен­

ням функції φ(ρ) в області Ω ми розуміємо y(p)dQ). Ця теоре-
о

ма є важливою для фізики тому, що вимірювання дають не значення 
величини в точці, а середні значення на малому інтервалі. Математичні 
методи дають нам можливість наблизитись до шуканої величини в се­
редньому, що практично достатньо.

Визначення гільбертового простору

Розглянемо множину функцій, означених у скінченній област і^ , 
таких, що коли множина містить функції <р(р) та ty(p), то вона містить 
також функцію α φ ( ρ ) bty(p), де а та Ь — довільні комплексні сталі. 
Такі множини називаються лінійними (лінеали). Наприклад, множина 
квадратично інтегрувальних у Ω функцій є лінеалом.

Лінеал називається функціональним гільбертовим простором, якщо 
кожній парі функцій φ та ·ψ, що належать до лінеалу, можна привести 
у відповідність число (φ, *ψ), яке задовольняє таким аксіомам:

А. (αιφι +  агф2, Ф) =  Оі(фь "Ψ) +  α2 (φ2, Ψ) , 

де <РЬ φ2, ψ — елементи лінеалу, а аі та аг — сталі,

В. (φ,ψ) =  (·ψ,φ),

С. (φ, φ) >  0,

D. якщо (φ, φ) = 0 ,  το φ(ρ) =Ό .

Функції, що входять у гільбертів простір, називаються елементами 
або точками гільбертового простору (Г. П.). Число (φ, ψ) називається 
скалярним добутком елементів φ та ·ψ. ,

З  аксіом А та В випливає, що

(φ, λψ) — λ,(φ, ψ), (д. 1.7)

j_

де λ — комплексне число. Величина (φ, φ )2 ^  0 зветься нормою елемен-
і

та φ і позначається так: (φ, φ )2 =  || φ j|. Говорять, що задання || φ || 
визначає метрику у Г. П. Поняття норми є узагальненням поняття дов­
жини вектора у звичайному евклідовому просторі. Елемент, норма яко­
го дорівнює одиниці, зветься нормованим.

Як приклад Г. П, візьмемо простір Li(Q). Розглянемо множину 
функцій, визначених майже всюди в Ω і квадратично інтегрувальних 
у Ω. Ця множина є лінеалом. Визначимо на цьому лінеалі скалярний 
добуток в такий спосіб:

(φ. Ψ) =  §φ(ρΗ?(ρ)άΏ . (д. 1.8)
а
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Цей інтеграл існує, бо з властивостей інтеграла Лебега випливає, що 
коли і f(x )І і<р(х), φ(χ) — інтегрувальна, то f(x) — теж інтегрувальна,

а тут, як легко бачити, ίφψ І <  і  (І Ψ і2 +  І-Ψ І2)·

Запроваджене означення (д. 1.8) задовольняє аксіомам А, В, С. 
Воно задовольняє також і D, якщо вважати тотожними дві функції, що 
співпадають майже всюди. Таким чином, визиачивши скалярний добу­
ток, ми перетворили лінеал у гільбертів простір L2(Q). Ми не маємо 
змоги більш докладно розвинути теорію і обмежимось викладеним1.

№ 2. Нерівність Буняковського — Шварца

Розглянемо дві функції f і та /2, для яких інтеграл jfibd t існує і не 
дорівнює нулю. Нехай μ — деяке комплексне число, a ν — довільне дійс­
не число, тоді

f  (/1 — νμ/2) (fi —  ν μ ί ζ Η χ Χ ) .  (д. 2.1)
ч)

Розкриваючи дужки та інтегруючи окремі члени, маємо

(, ; / 1Ν τ - ν μ | Λ / 1Λ - ν μ | 7 1/ 2ίίτ +  ν*|μ|* J / 2/2^ > 0 ,

 ̂ (д. 2.2)

або

j  Ι/ l  j* dx -  2v Re [μ J Λ  Λ  dx\ -f V2 | μ ρ J  |/2 |2  άτ >  0.

Одержаний вираз є квадратним трьохчленом відносно ν, який за­
довольняє умові невід’ємності при всіх дійсних значеннях аргументу й, 
з чого випливає, що його дискримінант недодатний

{ ^ [ μ | / ι Λ ^ τ } — Ιμ12|ί/ι12^ · | | / 3|2ί/τ< 0 . (д.2.з)

i '
Ця нерівність має місце при будь-якому μ і ми Можемо покласти

. .  і ' · ' ·
άτ\

t-— —L , (д- 2.4)
J /1  /2 Αχ

що έ можливим, бо, за умовою, \ ffcdt Ф  0. Доді І μ І — 1. Далі, при 

нашому виборі μ, величина

μ J / iM t =  j J  7ιΜΐ I

є дійсною (додатною) і співпадає зіі своєю реальною частиною. Отже,

| / ι / 2^ }= = μ  j 7 i / 2^ = | j7 i / 2  d%\ (д. 2.5)

1 Див. багато разів цитовану книгу Н е й к а н а .  Математичний* виклад питань 
теорії гільбертових просторів і теорії операторів в них можна знайти, наприклад, в 
книзі Ф. Р и с с а  и Б. С е к е ф а л ь в и - Н а д ь ,  Лекции по функциональному анализу, 
И Л , М . (1954).
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1 ми приходимо, на підставі (д. 2.3), до нерівності Буняковського— 
Шварца

j j / i A i f r  <  ] Ί /ι Ι2^ | | / 2|2ίίτ. (д. 2.6)

Зауважимо, що коли ^ f if id x ^O , ця нерівність очевидна.

№ 3. Поліноми Чебишева— Ерміта

Поліномами Чебишева—Ерміта називаються поліноми, які є роз­
в’язками рівняння

• - ^ . . 2 ξ  ^ 4 - 2 ^ 0 .  (д.3.1)

При цілому п вони позначаються И п (ξ). Покажемо передусім, що по­
ліном Чебишева—Ерміта може бути представлений у формі

Я«(5) =  (-  \)п^ ^ е Г '  (д. 3.2)

(див. (8,38)). Легко бачити, що вираз у правій частині (д. 3.2) є полі­
ном, старший член якого (2|)". Оскільки рівняння (д. 3.1) має лише 
один розв’язок у вигляді полінома, то нам залишається довести, що 
(д. 3.2) задовольняє рівняння (д. 3.1).

Покажемо це в такий спосіб. Функція у — е~^ задовольняє рів­
нянню

У'-l· 2ξ?/ ·—- 0.

Диференціюючи це рівняння n -f 1 раз, одержимо

z" -f·, 2ξζ' :-f- (2η -f- 2) z == 0, 2 =■ :
dny

d\n

Поклавши тепер

c2 ζ2 dn
W =  e*· Z =  e

одержимо для w рівняння

w" — 2ξα)' -f- 2nw =  0, (д. 3.3)

що й треба було довести.

Продиференціюємо тепер по і  рівняння для поліномів Ч. Е (д. 3.1):

^ . - 2 ξ - ^ - + 2 η Ή η =  0,

одержимо

d2H„ dH„

^ ■ - 2ξ- ^Γ  +  (2β- 2)//" ==°· (Д- 3.4)

Отже, поліном Нп' задовольняє тому самому рівнянню, що й 
може відрізнятись від Н„-1 лише сталим множником. Цей множник ви­
значається з простих міркувань. Оскільки старший член в Нп' є 
2η{2ξγ-\ а у Н„-\ він дорівнює {2ζ)η~\ маємо рівність



З другого боку, диференціюючи вираз (д. 3.2), маємо рівність 

dHn
di

2 ξ Η η~ Η η+  1·

Звідси, порівнюючи два останні вирази, одержуємо рекурентні фор- 
мули

Н п 1 - 2ξΗη-\-2ηН„ .і 0 (д. 3.5)

(див. § 8).

№ 4. Теорія сферичних функцій

Сферичні функції є розв’язками рівняння

W » ( s i n » 4 r )  +  T iW T ? L +  '< '+ I >>'> =  0. t a 41>

де ціле число / =  0, 1, 2,... визначає порядок сферичної функції У1. Бу­
демо розв’язувати рівняння (д. 4.1) в такий спосіб. У, буде власною 
функцією -оператора т г, коли задовольняються рівняння

- ih 4 t  =  ™*Yb

розв’язком якого є
.  / tmz

У І (θ, ?) =  θ (θ) .

З вимоги однозначності Yt випливає, вдо mz' — mh (т  =  0, +  1,...) (див. 
§ 5 (5.45), (5.46) та § 13 (13.17)).

Підстановка цього виразу у. (д. 4.1) дає рівняння для Θ(#)

і е т і ( 5‘" 8 ^ ) - - т ш т в  +  '(г+ 1) в  =  0·

або

^ ? θ +  /{ /+1)β  =  0, (д. 4.2)-

де покладено х — cos -θ. Особливими*точками цього рівняння є х = '+  1, 
бо якщо його розв’язати відносно другої похідної, то коефіцієнти в цйх 
точках обертаються в безмежність.

Якщо розглядати І як невідомий параметр, то можна довести, що· 
рівняння (д. 4.1) має розв’язок скінченний при х =  +  1, лише тоді, коли 
І є цілим числом1. Таким чином, сферичні функції є єдиним розв’язком 
рівняння (д. 4.1), що задовольняють умовам, яким повинна задоволь­
няти власна функція оператора т 2 (див. § 13).

Знайдемо розв’язки (д. 4.1) при цілому /. Розглянемо спочатку ви­
падок т  =  0. Покладемо у =  (х2 — І ) 7, тоді

У  2 їх

У  1 ’

або

' (1 — * 2) J j  +  2/jfy =  0..

1 Див., наприклад, В. И. С м и р н о  в, Курс висшей математики, т. I I I ,  ч. 2, § 136„ 
М, ГИТТЛ, (1956).

Продиференціюємо це рівняння k +  1 разів по х та покладемо 

Тоді

z =  dkJ  ^  dk (х ? їй 
dxk dxk ' '

Л \ - х г) % - { ї к - 2 І  +  2 ) х ^  +  {21-~к)[к-\-\)г== 0. (д. 4.3)

Якщо покласти тут k =  l, то одержимо рівняння, яке збігається з 
(д. 4.2) при т  =  0:

^ ~ x2) ^ - 2x^ + l l̂ + ^ z = Q· (д·4·4)

Розв’язок такого рівняння, що обертається в одиницю при 1, 
називається поліномом Лежандра Pt (x )1 і дорівнює

P‘ W “ ¥ 7 r ^ (-'! - 4 '  ' <»·4·5>

Зробимо тепер у рівнянні (д. 4.2) підстановку
т

Θ =  (1 — х2) 2 V.
Для функції и одержимо рівняння

[ ^ - x 2) ^ - { 2 m  +  2)x% -\ -{l-m ){l +  m+\ )v =  0. (д. 4.6)

При іншій підстановці:

т

Θ =  ( 1 — х2) 2 w,
■одержимо, в свою чергу,

(1 - х 2) ^ + ( 2 т - 2 ) х ^ +  (/ -j- т ) ( / -  m +  1) а> =  0, (д. 4.7)

що відрізняється знаком перед т  від (д. 4.6). Обидва рівняння (д. 4.6) 
та (д. 4.7) є такого типу, як (д. 4.3). Перше з них одержується з (д. 4.3) 
при k =  І т , а друге — при k ~ l  — т . На цій підставі маємо

V

w

dl+m

1 dx l+m
(x2 —

dl-m

-(x2C,---j—
d x l m

"* /■_ т

М І - * 2) 2 - £ і^ ( х * - 1 ) 1 =  с2 ( 1 - - х * Г 2 ~ j- ~ - (λ:2 —  1 ) г.

Для того, щоб знайти відношення cjc2, досить у (д. 4.8) покласти 
якесь певне значення х. Обчислення дає

Прирівнюючи вирази для Θ, визначені через v та w, одержимо

(д. 4.8)

(д. 4.8) по

сі{1 +  т)\ =  сг(— \)т (1 — т)\.



Якщо обрати 

то, одержимо

С> =  - J - 7  (— 1]т · (Д. 4.9)
<211 \ і1~  т У'·

Відповідні розв’язки позначають РТ (X)·

Отже, функції1 ·
HL nl + m І гг— 11̂

pr(x ) =  (l - x 2) 2 - ^ i% 7f L . (д. 4.10)

або

р"> ( * · ) _ ( _  Μ _χ2\~Γ d‘ т I х" -  1 >*. сд; 4.11')
P l  І·*) І 1) , / _ « ) !  I і Х > , dx  ' 2l t\ '  ’

€ розв’язками рівняння (д. 4.2), скінченними при х = + \ . Останні фор­

мули визначають функцію P f(x ) як для додаїних, так і для від’ємних 

т . Порівняння обох формул дає

Р Г М ^ - І Г - ^ ї т Я ' М .  (д. 4.12)

П Р И  Imi > 1  вирази (д.4.10) та (д.4.11) обертаються в нуль, так 
що розв’язків з потрібними властивостями немає. Звідси маємо, що
при даному І число т  може приймати такі значення (див. § 1,3).

т  =  — І, — І +  1, · · · ·  ̂— 1* ^
Для розгляду деяких властивостей сферичних функцій запишемо фор­

мулу Коші >

■ : (Л4ЛЗ)

для іпохідної /-ГО порядку від аналітичної функції і покладемо

' т  -  Щ 1 - ■ ‘Д-4Л4)

За (д 4 5) ми можемо тепер записати інтегральну формулу для Pt (х)'·

Запровадимо заміну змінних: *
ζ—χ _  %_ #
гг · 1 2 ’

або

*·· !(1

Обираючи знак мінус перед радикалом, бо він відповідає ζ =  χ

при ζ — 0;' _ L. . , .
__ ' χ —-С_____ j -

' 2  ;. у ^ П - Т х :  -r '7 k о ’ ·.

І Поліноми pj’(x) називають приєднаними поліномами Лежандра (див. §  13)
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одержимо після нескладних перетворень

Λζ άζ

. , , г — χ ζ / 1 —  2χζ +  ζ2

і інтеграл набуває вигляду

Р ‘ ^  ~  2πΤ I  уТ — 2χζ + ζ2 і 1+1 ’ (Д. 4.15)

Звідки, за (д. 4.13) ,

: · Λ  М  ~  ту (^ Т  γ ϊΖΤ 2χζΐ^ζ2 )с-0 · (д. 4.16)

Ми бачимо, що Р[(х) є коефіцієнтом у розкладі Тейлора:

1

/ 1 —2 xr + r2 Zmi
г=о

(д. 4.17)

Ця формула є зручною для одержання різних співвідношень длгі ііОЛІ- 
номів Лежандра. Диференціюючи (д. 4.17) по г, одержимо

(1 — 2 хг -f-.
1 — 0

і

домножуючи зараз це рівняння з обох боків на г2, а (д. 4.17) ^  па- .г 
і додаючи результати, будемо мати

г —  х г г

(1—2 хг+Гг
!· ; · (д. 4.19:)

1=0

З другого боку, помноживши (д. 4.18) на 2г і додаючи результат 
до (д. 4.17) f маємо . -·

(1 —  2хг-\-гг)2
■ ■ '^(2l+ l)HPl (x). (д. 4.20)

І-о

Сума виразів (д. 4.18) та (д. 4.19) дорівнює помноженому на х виразу 
(д. 4.20), тобто .. : ■■

^ r t { l+ \ )P l+x[x) +  'S ^ r n P l^ {x ) =  Y ^ r l [2l + \)xPl {x):

·■ І -0 1 І -·■> ... І 0

Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях r у цій тотожності, 
одержимо рекурентну формулу для поліномів Лежандра

(21+ \)χΡι(χ) =  ( 1 ^ \ ) Ρ ι+ι(χ)^Γ ΙΡ ι1ι (χ). (д. 4.21)

Продиференціюємо розклад (д. 4.17) по х та поділимо результат на г. 
Одержимо

<*ρι+ι .
(1—  2xr-\-r2y* ' dx

i-o
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помножаючи це на 1 — г2, матимемо

Σ „  ( άΡί+ι dPi~') /н 4 22V
rf-c dx J ' (Д. 4.22}

/=о

Порівнюючи одержану формулу з (д. 4.20), можемо записати

(2/ -f 1 ) Рі {х) =  ~  · (д. 4.23)

Співвідношення (д. 4.21) та (д. 4.23) узагальнюється на сферичні функ­

ції Pi (х). Диференціюючи (д. 4.23) пі разів по х та домножуючи потім

на (1— X2) 2 , матимемо1

(21+1){\ -  χψ- ρΤ (χ) =  ΡΓ++1ι (χ) ^ Ρ !ί γ (χ ) .  . (д. 4.24)

Диференціюючи рекурентну формулу (д. 4.21) т  разів по х і домно-
т

жаючи потім на ( 1 - х 2) 2, одержимо

(21 + 1 )хРГ[х) +  [21+ \)т(1 — х ^ '^ Р Г 1 (х) =

, .= (1 + 1 )Р Г +і(х )+ ІР & (х ) .

Заміняючи тут на підставі (д. 4.24) (2/ +  1) (1 — х2)'ІЗР?~1 на Р/+і —

— РТ-\, одержимо рекурентну формулу для приєднаних поліномів Ле­
жандра:

[21+ \)хРТ{х) =  { 1 ~ т +  \)РГ+і{х)+[1 +  тп)РГ-і{х). (д. 4.25)

Інтеграл нормування для P f  (х) =  СшР Ї1 (х) (див, § 13) має вигляд

+ 1

^ { F > y d x =  1.

-і

Звідси для сталої нормування Сш маємо

№ = f i p ” w  і’ ^ ·
' ■ -1

Замінимо квадрат Р Г  добутком двох рівноправних виразів для Р Г  

(д. 4.10) та (д. 4.11):

2 іу* (/ + ” )! » гУ от(*8-1)* dl+m(x*-l)‘
(Cim)* 1 ' (/ —m)! (21/!)* J <аг“т

-1 ·

Інтегруючи / — w разів по частинам та маючи на увазі, що

1 Н а підставі наших формул ми можемо писати

—  dm
Р? (*) - (1 -■**>2 рі М- (« > 0).

488

знаходимо

_ 2 ______ (/+  m )! (2Q! f  ,

(СшГ (2*/!)*J 11 Χ )α Χ ·
-i

Інтеграл тепер легко береться:

j V  ~ x 2)! dx*= 27^гї 75ЛГ 

і ми одержуємо остаточно, що

C,, = K2i+T]/|f|», 
а нормовані приєднані поліноми Лежандра мають вигляд:

Р Ш { Х ) = У Ш ^ У ^ ^ Р ? [ Х ). (Д.4.26> *

№ 5· Деякі властивості узагальнених поліномів Чебишева—Лагерра

Узагальнені поліноми Чебишева—Лагерра, які є розв’язками рів­
няння

d1 0s dQs „ . ■
Х ~Ш^~'Г * — х ) ~dx'~^~PQp~Q’ (д·1 5.1)

можна представити в диференціальній формі (14.17)

1' £ ■ · ' ·ν" Γ· <д· 5·2»

Для доведення цієї формули помножимо формулу (див. (14.16))

Qp (х) =  ( -  I f  {я* — ^{s+p) χρ~ι +  +р) (S +Р  -  1 } ^ * 24-

+  · . .  +  ( -  1)p (s +  ̂ ) . . . ( s  +  1)J 

на xs е~х та перепишемо результат у вигляді

=  («-'·) + Р ■ЕхР*‘ +  '

+ е Р  ̂  ■ & *” +■■ - + ^ ‘ &  хг*·· <* 5 3>

За формулою Лейбніца для похідної від добутку двох функцій, цей 
вираз дорівнює

HP
X s е ~ х  Cfp (я) =  ш  е~хxs+P, (д. 5.4)

що й треба було довести.

Використаємо тепер теорему Коші і запишемо

і І* 0 — 2  „p+s 1

JC* Є-* Qp {х ) - (- _ ^ Р +Г d z ■ (я- 5.5)
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Запроваджуючи заміну змінних

і
г » 

одержимо
xt

Але за тою ж теоремою Коші цей вираз дорівнює

_ _  ХІ_

Q p M  —  {~dtP (i — ί)ί+ι ·),'_ο· ' (Д-5.7)·

Отже, одержуємо розклад в ряд Тейлора:

е ~ '~ ' = ^ 0 * р {х). (Д-5.8)

р=0

Одержана формула є зручною для одержання різних співвідношень між; 
функціями Qsp.

Помножуючи обидві частини цієї формули на 1 — t, матимемо, .

____ х і

;\-іГ е 1 ' = ^ : № р  х - p Q l- i HJ- ^ · 5·9)
Р = °  , ■

З другого боку, вираз, що стоїть в лівому боці цього рівняння, одер­
жується з (д. 5.8) при заміні там s на s — 1. Пророблюючи це та при­
рівнюючи члени з однаковими степенями t, одержимо

Qsp-l {x) =  Q ; (x )- p Q sp_ ! (χ). (д. 5.10)

В аналогічний спосіб, диференціюючи обидві частини (д. 5.8), одер­
жуємо , ;

Диференціюючи (д. 5.9) по t та записуючи обидйі частини при допо­
мозі (д. 5.8) у вигляді рядів, знайдемо

«Q* -  *Qp+1 =  Qp+i — ί^ +  1)

або, після заміни s на s — 1,

x Q sp ={p-\-s)Qs-1 — Qsp+\. · 01.5.11)

Звідси, за допомогою (д. 5.10), маємо рекурентні формули

(2p +  s +  \ -x)Qsp = Q ; +i +  P(P +  s)Q;_i- 4 (д. 5.12)'

На підставі одержаних формул легко вивести співвідношення:

х  + sQp =  (/> + s) Qp-1
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Розглянемо ще обчислення інтегралів типу

00 ■

J  -·- j ‘Xs е х Q* І » /  (*) dx. (д. 5.14)

0 “ 

Використовуючи диференціальне представлення Qsp, перетворимо 

Інтеграл за допомогою інтегрування по частинах р разів:

J *= f Ш  ^ χΡ+̂  f  W dx= Ь  1 f ^  f  М dx· ·̂ 5-15)
0' 0 ' . ‘

Якщо
f(x) =  e[l-a)x ,

'ТО ‘ , ·

ОО ОО . : - І.

j1 X * Q*p(x)dx =  іа — 1 )ή·е-«*х*+Р dx =  (̂ 7р+г Г (s +  р +  1).(д. 5.16) 

Ь a а

Інтеграл вигляду

оо

 ̂xs+r е^ах Qspdx

6

при цілому r одержується диференціюванням (д. 5.16) по параметру а. 

Коли ми покладемо f(x) =  хг, то одержимо
-оо

j  xs+r е~х Q* (JC) dx =  (-  1 )P r (r -  1). .  . (Г -  p +  1) Г (s +  r -Ь 1). (д. 5.17)

0 . ....

Якщо f(x) — поліном степеня, нижчого від р, то інтеграл (д. 5.14) пере­
творюється на нуль. На підставі цього можна знайти інтеграли (д. 5.14) 
для випадків:

/  (*) =  * 2 Q* (дг) == (-  1 у  [χρ+2 -  p  (s +  p) XP+' -f 

(s+ /)j (S +  /7 — 1) χρ + . . .] 

f(x)*=*xQ*p {x) =  {-\)P[xP+i-p(s+p)xP +  ...] (д: 5.18)

f(x) =  Qsp(x} =  (-\)P[xP+ ...] ,

де невиписані члени є поліномами степеня, нижчого від р. Одержимо, 
відповідно, '



•ο
J e~*xs+2 (Q*)2 dx =  ρ! Γ (s +  р -f 1) {6ρ2 Ц- 6ρ (гг -f 1) +  (« +  1) (s +  2)}

Ο
оо

J e ^ ^ +1(i?p2^  =  p! Γ (s +  P + l ) ( 2 p  +  s + 1) (д. 5.19)

0
<ю

J  е~х Xs [Qspf  dx =  ρ! Γ (s +  ρ -f- 1) ·

Знаючи властивості інтеграла і(д. 5.14), можна легко довести, що 
всі корені полінома Qsp є дійсними і додатними числамиЗнання дру­

гого інтеграла у (д. 5.19) дозволяє легко запровадити нормовані полі­
номи Чебишева—Лагерра і обчислити сталу нормування (див. 14.24).

№ 6. Оператори та групи

Ми можемо фізичні величини ii оператори, що їх описують, зв’яза­
ти з деякими простими групами, або, інакше кажучи, з тими перетво­
реннями, що їх викликають.

Розглянемо спочатку частинні питання. Нехай ми маємо віртуаль­
не зміщення без деформації бх просторового розподілу функції Тоді, 
після цього, ми знайдемо в точці X, у, ζ те значення ψ, Яке раніше було 
в точці х — 6х, у, ζ. Отже,

δψ =  — ■ (д.6.1)

Ми бачимо, що компонента імпульсу рх ~  — і є  множеним на

lh оператором цього безмежно малого перетворення. Якщо система
складається з п частинок І відбувається віртуальне зміщення сукуп­
ності Ьх — Ьхл =  Ьх2 =  — Ьхп, то .відповідна варіація ψ в конфігура­
ційному .просторі буде ,,

* — · £ & * *  (д-6'2) 

а проекція сумарного імпульсу системи на вісь х також буде репре­
зентована диференціальним оператором цього перетворення

(д-в-З)

і

Повернемося знов до випадку одної частинки і припустимо, що ми 
маємо віртуальне обертання бф* навколо осі х:

δχ — O, бу =  — 2 6# .̂, 6z =  y6'&x. (д. 6.4)

Тоді ,

H  =  (д.6.5)

1 Див. напр. В. А. Ф о к ,  Начала квантовой меХаники, ч. II, гл, V, § 4. Взагалі 
додатки № №  3, 4, 5 нами,дані за цією книгою.
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Порівнюючи цей вираз з означенням компоненти т х моменту кіль­
кості руху, ми бачимо, що т х представляється оператором перетворен­
ня (д. 6.5), помноженим на ih. Це визначення загальне і стосується до 
системи з будь-якої кількості частинок, при умові, що зміна ψ в конфі­
гураційному просторі заздалегідь обчислена, так само як і у випадку 
зсуву.

Таким чином, квантова механіка приводить у відповідність кіль­
кості руху оператори, що породжують групу зміщень, а моменту кіль­
кості руху — оператори, що породжують групу обертань.

Переходячи до більш загальних міркувань, будемо цікавитися гру­
пами операцій, які можуть залишити гамільтоніан Я  інваріантним. Та­
кими групами в основному є:

1. Група перестановок, тобто обмін положенням в просторі між 
тотожними частинками. Ця група завжди залишає гамільтоніан Я  не­
змінним.

2. Група обертань та дзеркальних відбивань, яка залишає Я  ін­
варіантним лише тоді, коли потенціальна енергія системи володіє від­
повідною симетрією.

Ці групи належать лише до просторових координат частинок, які 
складають систему і їх операції (елементи), є лінійними ортогональ­
ними підстановками в просторі конфігурацій Г (осі у звичайному про­
сторі залишаються прямокутними). Вони можуть мати місце (в сенсі 
інваріантності гамільтоніана відносно них), як у нерелятивістській, так 
і в релятивістській механіках. Група Лорентца, яка стосується про­
стору і , часу (див. розділ 8), залишає інваріантним гамільтоніан Ді- 
рака, але не гамільтоніан Шредінгера.

Нехай хи х2, ..., хп — координати конфігураційного простору Г і 
нехай g буде операцією одної з розглядуваних груп, g визначається 
системою п рівнянь

П

χΐ =  (д-6.6)

*· і

де матриці і І γ j І завжди ортогональні. Скорочено можна писати

x ^ x '  =  gx (д. 6.7)

• : X = ' g ~ W ,  '

де х означає точку простору Г, тобто сукупність координат Хі ... хп. Яке 
перетворення в функціональному просторі «індукує» елемент g?

Узагальнимо міркування, з яких ми починали. Операція g замінює 
в просторі Г точку х точкою x '~ g x  і переносить в той самий час в 
точку х' те значення ψ, яке було в точці х. Оскільки система координат 
нерухома, ми одержуємо нову функцію г|/(л:) і покладемо, за визна­
ченням,

f  (*) \|·'(λ·) - -£г|:(.ї); (д. 6.8)

але тоді, у згоді з наведеним вище,

ψ'(*') = g ^ (g x )  = Ψ (χ ) ,
або

£·ψ(*) =·· t  (й"‘λ’) · (д. 6.9)

Таким чином,-елементи g групи G виступають як оператори, що 
діють на вектори функціонального простору R як відображення R са­
мого на себе, викликані в просторі групою G. Оскільки перетворення
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(д. 6.6) еквівалентне перетворенню ортогональних осей в просторі Г, то 
розглядувані .перетворення є унітарними і· залишають незмінним ін­

теграл j  ψιψ2ώτ:

j ·ψι·φ2Λ  =  {gtyi) (g^2)dx, (Д· 6.10)

де ψι та ψ2 — деякі функції з R і інтегрування ведеться по простору Г. 
У лінійності цих операторів можна переконатись безпосередньо. При­
пустимо тепер, що потенціальна енергія системи

V(x) : V(x, ... х„)

залишається інваріантною для всіх операцій g групи G. Тоді

V(xi' хп') =  V(gx) = V (x )  , (д. 6.11)

або, згідно з (д. 6.9),

gV(x) =  V(g-'x) = V (x ) . (д. 6.12)

Говорять, що функції, які задовольняють умові (д. 6.12), симетричнї 
відносно групи G.

Розглянемо тепер добуток νψ , згідно з (д. 6.9),

Я ІУМ  Ψ (*) ] =  V(g-*x) ψ (g-1*) =  gV(x) g\p (x)

і якщо умова інваріантності (д. 6.12) має місце, то

£[У(*)ф(л:)] =  ν(χ)£ψ(χ). (д. 6.13)

Більш загально, інваріантність 'оператора, наприклад, оператора Га- 
' мільтона Я  відносно операцій g групи G може бути записана в такій 

формі:

• _ g H q = Hg%

або, символічно,

gH =  Hg, (Д. 6.14)

тобто оператор Гамільтона Я  комутує з оператором g групи G. У зв’яз­
ку з одержаним результатом формулюється так звана теорема Вігне- 
р а Я к щ о  -ψ є власного функцією оператора Я  для власного значен­
ня Е, то теж буде власного функцією Я  для того самого власного 
значення Е.

З цього твердження випливають важливі наслідки, які ми в різ­
них частинних випадках використовували в нашому курсі, оговорюю­
чи кожний випадок зокрема.

Викладені зараз положення дають основу застосуванню теорії груп 
у квантовій механіці. Ми не можемо більш послідовно і строго 
обговорювати ці проблеми і відсилаємо читача до спеціальних моно­
графій2.

1 E. W i g n e r ,  Zs. f. Phys., 43, 524(1927).,
2 Б. Л . В а н  д е р  В е р д е н ,  Метод теории групи в квантовой механике,

ДНТВУ, Харькав, 1938; 3 . Б а у з р ,  Введение в теорию групп и ее приложения к
квантовой физике, ОН Т И , М .— Л., 1937, H. W  е у 1, Gruppentheorie und Quantenmecha-
nik, Leipzig, (1931), '2 изд,ь Г, Л . Л ю б а р с к и й ,  Теория групп и ее применение в фи­
зике, Физматгиз, М., 1958; С. Б а г а в а н т а м ,  Т. В е н к а т а р а й у д у ,  Теория групи
и ее применение к физическим проблемам, И Л , М. (1959).
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№ 7. Розв’язання рівняння йигляду (Δ + k2 — U [r]) ψ =  F{x,у , ζ)

Розглянемо рівняння '

Lq =  F(x, у, z), (д. 7.1)
ДЄ

L =  A-f &2— U(r). (д.7.2>

Нехай функції U (г) та F(x, y,z) задовольняють умовам; г іі(г )—* О

npH7r17>00’ гР 0 ПРИ г °°· Нам треба знайти розв’язки рівняння
(д. і .)) при граничних умовах

ψ ^  r leikr f{$, φ) (д. 7.3)

при великих ґ та умові скінченності ψ у всьому просторі.
Розкладемо функції ψ та Ζ7 в ряди по сферичних функціях:

<Х> І

F (а').У, ζ] --- ^  ^  АГ (г) РГ (cosft) (д. 7.4)

1—0 гп**—1 

<*> +ї ■

Ф 2  ВТ іг) РГ (cosli) eimr. (д. 7.5)

/-0 m=*~l

Підставляючи ці розклади в рівняння (д. 7.1) і помноживши після 
цього рівняння на Р ” (cos та проінтегрувавши по тілесному
куту, одержимо:

^ М ГгЩ  +  { кг~ и [ г )- ' 1І!7 ^ ) В " - А ’ і·')· (д- 7.6) 

або, після підстановки

, ВТ{г) =  г

Одержане рівняння є рівнянням в звичайних похідних, загальний ви­
гляд якого

ά2Φ . _ _ _ .
Ч п + $ Ф  =  Р[Г)· (д. 7.7)

Знайдемо розв язки цього рівняння, що задовольняють потрібним гра­
ничним умовам.

Метод розв’язання рівняння типу (д. 7.7)

Нехай нам відомі два незалежні розв’язки рівняння

'JA -j- Οψ =  0: (д. 7.8)

та \J-2(r). - '

З рівняння випливає, що

d /.». ^Ψΐ л. \_ Гї



внаслідок ного ми можемо помножити ψι та ^  на сталі коефіцієнти 
гак, щоб при будь-яких r виконувалась рівність

- * Φ .- ·Φ - Ψ ι  =  0. ' (Д. 7.9)

Якщо -фі та ψ2 обрані так, що : (д. 7.9) задовольняється, то функція
- r b

- Φ =  ψι ίΟ ^iFdr-\- o|72 (r) J tyxFdr (д. 7.10)

v ' ' а Г ' . . .

e розв’язком рівняння (д.7.7), що перевіряється безпосередньою під­
становкою. Цей розв’язок є загальним, бо містить дві довільні сталі 
а та Ь.

Знайдемо тепер розв'язок (д.7.7), який відповідає потрібним гра­
ничним умовам. Нехай F (г) 0, коли r -> оо,  та нехай функція F(r)
обмежена та диференційовна у всій області 0 <  r <  оо,  крім точки 
r - 0, де вона може мати полюс порядку г~]. Нехай, далі, Q (r) =  

’, ^  ̂ 1 — U(r), де Л—стала, а функція U(r) обмежена і диференційовна у 
всій області зміни г, крім точки r — 0, де вона може мати полюс типу 
п(п -j- 1 )/г2, причому rtl(r) —> 0, коли r -9- оо.  Накладемо на функцію Ф 
дві- граничні умови.

1. В точці r =  0 Ф повинно обертатись у нуль. З характеристично­
го рівняння видно, що поблизу r =  0 один з розв’язків поводить себе, 

Κη~Γ·1·ν.~ а.; другий,— як г~п. Таким ..чином, один з розв’язків буде на 
початку· координат перетворюватись у нуль.

2. Друга умова залежить від знаку А. Нехай А =  №^> 0. Будемо 
в цьому разі вимагати, щоб асимптотична форма розв’язку (при ве­
ликих г) була

• Ф ~  const еікг.

Перепишемо наше рівняння:

^ + ^ 2 _ и(г)]ф  ==F(r). (д- 7.11)

Нехай φι — розв’язок відповідного однорідного рівняння, який дорів-' 
нює нулю на початку координат. Припустимо, що* φι нормовано так, 
що при великих r

φι ~  sin(&r-~|- η). .' .·

Позначимо через φ2 другий розв’язок однорідного рівняння, який 
має асимптотичну форму

φ2 ~  ^“1exp[i(^r+ η)]·
При всіх r  для цих функцій задовольняється співвідношення (д.7.9). 
Розв’язок, який перетворюється в нуль на початку координат, дорів­
нює, очевидно,

Г Г

ф =  ?L И  J Ψ2 Fdr— ψζ (r) J Fdr, (д. 7.12)

а 0 д' ' . ·

лив. (Д. 7.10).
При r оо обидва інтеграли збігаються. Поклавши а — оо, ми 

одержимо розв’язок, який має потрібну асимптотичну форму:

Повернемося тепер до нашого рівняння (д. 7.6). На підставі (д . 712) 
ми можемо тепер записати розв’язок (д. 7.6), який задовольняє’по- ' 
ставленим граничним умовам, у вигляді

00 r

B n = - k L n ( r ) ^ H n{r)A 'Zir)r>dr-.kHn(r)\Ln(r)A,:(r )r*d r ,
r 0 ■ *

(Д. 7.14)
де Ln та Нп розв язки відповідного до (д. 6.6) однорідного рівняння 
причому L„ скінченне на початку координат і нормоване так що має 
асимптотичну форму 1

~  sin (V  - г/л| , 

а Нп має асимптотичну форму

Fin ~  ik ry 1 exp [ і {k r-  +  η„ j .

У такий спосіб визначається шуканий розв’язок.

гпяг,^н;йа^ ТЬ0Х ВИПаДКЗХ ЦЄЙ Розв’язок буває зручно подати в інте­гральній формі:

Ч> =  § K ( t ? )F (x ' ,  y',z')dx', (д. 7.15)

Гіокладаючи:
ос

К== ~  4^ ̂  Ln V) н п (ґ) Р п (cos Θ); (ґ >  Г)

k - (д. 7.16)

~  Ft„{r)Ln (r') Рп (cos® )■, (r' <  r),
η — n/1-0

Τπ 7°^ £  — C0S # C0S ^  +  si? °  sin ^  cos (Φ —  φ') - можна показати, що 
тожність2 Є шуканим РОЗВ язком. Для цього треба використати то-

2π %

J  d? J  sin θ db Pn (cos θ) Ял (cos θ) e"** =  P™ (cos Г ) ew
0 0

Асимптотична форма розв’язку

При великих г і фіксованому ґ  маємо ,

ОО

К (r- г ) ~  4^ r-1 (2п+\)е 2 ш%+ІУІп l n (f) р п (cog (д_ 7_ j Т)

п = 0

Запровадивши позначення (див, § 52)

δ  [Г, ») =  2  № +  1) Ln (r) Pn (cos θ),
n = 0n = 0

κ ο ο ρ , ,Η , , .  «  „ „  знаємо, „ „ „ „ „  3„ 1Ч„ М

2 Див. В. И. С м и р н  о в, Курс вьісшей математики, § 133.
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одержимо

/ к  (r, r')"---г~г elkr & (Ґ, π — Θ)

і, для ψ,

ψ ~  -  ~ r ~ l e‘*' J  S (ґ, π -  Θ) F  [X', у ', z') i/τ', 

при умові збіжності інтеграла.

(д. 7.18)

П РЕД М ЕТ Н И Й  ПОК АЖ ЧИК

Адіабатичне наближення 346, 351 
Альфа-розпад 195

константа 196 ,
Ангармонічний осцилятор 100 
Антисиметризовані добутки 279 
Антисиметричні функції 275 
Антисиметричності умова 279 
Атом водню 123, 242 

поляризовність 139 
Атом гелію 313

енергетичний спектр 316 
Атоми багатоелектронні 306 і далі 
Атомна одиниця довжини 124, 244 
Атомний фактор 433 
Атомних зіткнень теорія 441 

Багатоелектронна теорія кристалів 387 
Бете— Пайєрлса наближення 371 
Бінарна матриця.287 
Блоха метод 374 
Блоха теорема 142, 147, 375 
Бозе-амплітуди 286 
Бозе частинки 275, 284 
Больтцмана формула 13 
Б ора постулати 8 
Б ора правила квантування 8, 183 
Бора теорія 8 

Борнівське наближення 428 
умови придатності 433 

Бреггів закон 151 
Брейта— Вігнера формула 464 
Бріллюена зони 373 
Бріллюена метод 373 
Буняковського —  Ш варца нерівність 56, 

483 
Вакуум 226

поляризація 227 
Ван-дер-Ваальса сили 359 
Варіаційний метод 110, 112, 270, 324, 332 
Вбирання імовірність 161 
Вектор гратки 141

Вектор густини струму імовірності 68,214 
Вентцеля— Крамерса— Бріллюена метод 

180
Взаємодії представлення 69 
Взаємодія двійок та дірок 406 
Випромінювання спонтанного імовірність 

162
Випромінювання умова 191 
Вігнера теорема 494 
Власні значення кратні 94 

----близькі 98

Власні функції 23, 95 
Вторинне квантування 280 
Вторинного квантування представлення 

281

Гайтлера— Лондона метод 353 
Гальмівна здатність 454 
Гамільтона рівняння 43 
Гамільтона функція в класичній реля­

тивістській механіці 203 
Гамільтона— Якобі рівняння 178 
Гармонічний осцилятор 9, 74 
Гейзенберга матриці 66 
Гейзенберга нерівності 57, 199 
Гейзенберга співвідношення 476 
Гетерополярний зв’язок 358 
Гільбертові простори 481 

теорія 478 

Гіромагнітне відношення. 248 
Гіпергеометричний ряд 125 

Гіпергеометрична функція вироджена 
125, 130 

Гомеополярний зв’язок 353 
Гранична енергія Фермі 87 
Гратка обернена 143 

вектор 143 
Гріна квантові функції 305 
Гріна функція 429 
Гунда правило 342 
Густина струму 88, 247

умова непереривності 69 

Густина електричного струму середня 68 
Густина заряду середня 68 
Густина імовірності 68, 215 
Дельта-функція Д ірака 29, 106 
Дефекти гратки 381 
Дипольне випромінювання 161 

правила відбору 165, 241 
Дискретний спектр 105 
Дискретні стани атомних систем 7 
Дисперсія 172

формула 173 
Дисперсійна формула для розподілу 

енергії 195 

Діамагнетизм 257 
Д ірака гамільтоніан 202, 235 
Д ірака ітеровапе рівняння 227 
Д ірака рівняння для стаціонарних ста­

нів' в полі з центральною симетрією 
249

Д ірака теорія 202 і далі 
—  рівняння 206, 208
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Д ірака рівняння лорентц-інваріантність 

208
узагальнення 216 
градієнтна інваріантність 216 
в криволінійних координатах 230 

Дублет екранування 246 
Евальда побудова 372 
Ейнштейна коефіцієнти 161, 162 
Ейрі функція 182 
Екрануючий ефект 246 
Екситон Мотта 381, 394, 404, 410

—  Фр^нкеля 381, 392 
Екранування 309
Елементарні збудження в напівпровід­

никах 398
Електрон у просторово-періодичному по­

лі 141
Електрон у полі з центральною симет­

рією 115, 234 
Елементи гільбертового простору 481 

'■’Ефективна маса 377 
Ефективний переріз розсіяння 414 

диференціальний 415 

Закон Пуля 90 ■
Збіжність в середньому 480 
Збурені стаціонарні стани 458 
Збурення, не залежні від часу 107 
Зеемана ефект 252 

складний 255 
Зіткнення атомні 412

—  пружні 412
—  непружні 441, 448'
•— повільні 457
—· однакових частинок 439
—  тяжких частинок 465
—  двох систем 445

Зміна стану системи в часі 59, 62 
Зоммерфельда модель 86 
Зоммерфельда формула 245 
Зона нормальна 378

—  провідності 378 
Зонна теорія кристалів 370 
Імовірність вбирання 161 
Імовірність переходу 12, .105, 107 
Інтеграл неортогональності.355 
Калібровка потенціалів Лорентца 229 
Канонічна спряженість 43 
Канонічне перетворення 33, 69, 79

оператор к. п. 35 
Квазіімпульс електрона в періодичному 

полі 143
неоднозначність 143 

Квазікласичне наближення 178, 436 
Квазістаціонарні рівні 194 
Квазічастинки 398 
Квадрат модуля хвильової функції 

фізичний зміст 39 
Квадрупольне розщеплення 141 
Квантові рівняння руху 61, 220 
Квантова теорія світла . ;

основні рівняння 6 
Квантове число азимутальне 122, 238 
Квантове число внутрішнє £40 
Квантове число головне 122, 126, 244 
Квантове число електронне 347 
Квантове число радіальне 122, 126 
Кєлі— Клейна узагальнені параметри 211 
Кінетична енергія електрона 220 
Клейна парадокс 225

Комбінаційний принцип Рітца 8 
Компонента Ф у р ’є матричного елемен­

та 158 
Комптона досліди 7 
Комутативна група 142 
Комутативність операторів 40 
Кореляційна енергія Вігнера 337 
Координати Якобі 268 
Коші формула 486
Крамерса— Д ж ефріса граничні умови 181 
Криволінійні координати 230 
Кристали 369
Кроніга— Пенні модель 146
Кулонівське поле 419
Кульові спінори 238
Кутовий розподіл 451
Лабораторна система 412

Ламе коефіцієнти 136
Лакде множник 257
Лапласа інтегральне перетворення 128
Лебега інтеграл 480
Лежандра поліноми 187, 485
Лінійні множини 18, 481
Локальні рівні 381
Лорентц— Лоренца формула 173
Лорентца оператор сили 156

— формула 173 
Лорентц-перетворення 208, 211

матриця 210 

Магнетон Бора 248
Магнітний орбітальний момент атома 248 
Магнітна сприйнятливість гелію 321 
Матриця діагональна 67 
Матриця ермітова 20 
Матриця унітарна 26 
Матричний елемент збурення 103 
Матриця густини 294 
Матриця перетворення повороту ортого­

нальної системи координат 204 
Метод деформованих хвиль 457, 466 
Метод ефективної маси 385 
Метод комплекса частинок 460 
Метод наближеного вторинного кванту­

вання Боголюбова— Тяблікова 393 
Метод парціальних хвиль 419 
Метод статистичних операторів 293 
Молекули 346, 353 
Молекула водню 353 
Молекулярні спектри 363 

М орза потенціал 362 
Мультиплетна структура спектра 252 
Недостаток резонансу 374 
Норма елемента 481 
Область енергій дозволена 151

---- заборонена 151
Обмінна взаємодія 333

—  енергія 335
—  інтеграл 334

Обмінна енергія електронів 335, 356 
Одноелектронне наближення 369 
Оператор антисамоспряжений 20 
Оператор Гамільтона 52, 62, 69, 70, 74, 

102, 139
Оператора гейзенбергівське представлен­

ня 60, 63, 64
—  Шредінгерівське —  60, 65 

Оператора власне значення 23 
Оператор імпульса 47

власні значення 49

500

власні функції 49 
Оператор кінетичної енергії 52 
Оператор кінетичної енергії системи ча­

стинок 272 
Оператор квадрата повного моменту 

кількості руху 240 

Оператор квадрата орбітального момен­
ту 240

Оператор квадрата спінового моменту 240 
Оператор координати 45 
Оператор Лапласа 52, 117, 135 
Оператор лінійний 17, 18 

Оператора матриця 19, 23, 64 
Оператор моменту кількості руху 116 

в сферичних координатах 117 
Оператор обернений 18 
Оператор одиничний 18'
Оператор парності 312 

Оператор повної кількості руху систе­
ми 265 

Оператор прискорення 70 
Оператор проекції 295 

Оператор проекції моменту імпульсу 50 
Оператор самоспряжений 19, 20, 35, 61, 

221
Оператор симетризації 303 
Оператора спектр 23 

Оператор спінового моменту кількості 
руху 250,

Оператор спряжений 19, 35 
Оператор статистичний 296

координатне представлення 296 
зміна з часом 298 

Оператор трансляцій 141 
Оператор транспозиції 304 

Оператор швидкості зміни фізичної ве­
личини 61 

Оператор унітарний 23, 60 
Оператора ядро 18, 22, 64 
Орбітальний струм 247 
Ортоводень 368

Ортогоналізація атомних функцій 390 
Ортонормованість функцій 24 
Ортостани 314

Остроградського— Гаусса теорема 191 
Осцилятор гармонічний 74

— лінійний 74

випромінювання лінійного гармо­
нічного осцилятора 165 

правила відбору для лінійного о с ­
цилятора 165 
сила 173 

Осцилятора енергія 77 

Осцилятори, теорема про суми сил 455 
Параводень 367 
Парамагнетизм 257 
Парність стану 122, 311 
Пашена— Бака ефект 252 
Паулі матриці 230

—  гамільтоніан 230, 251
— теорема 276

— принцип 226, 277, 330
—  хвильове рівняння 230, 252 

Перетворення зарядового спряження 224 
Півширина квазістаціонарного рівня 195 
Планка гіпотеза 5

стала 5 
формула 13 

Плоска хвиля 14

Поверхневі рівні Тамма 382 

Повний ефективний переріз зіткнення 
453

Повний імпульс системи 265 
Повний момент імпульсу системи 265 
Повні системи функцій ЗО 
Позитрон 224 і далі 
Поле з центральною симетрією 115, 187, 

234
Поліноми Лежандра приєднані 118 
Поляризації вектор 173 

Постулати квантової механіки 18, 24, 38 
Потенціальна яма 80 
Потенціальний бар ’єр 82, 86, 185 

коефіцієнт відбиття 84 
у коефіцієнт прозорості 84, 87, 88, .187 

Правило відбору Лапорта 312 
Правило додавання для квадратів мо­

ментів 306 
ГІрестона правило 257

- Принцип відповідності Бора 11, 163 
Принцип тотожності частинок 273 
Прицільна віддаль 413 
Проблема багатьох тіл 262 
Пуассона дужки 44, 48, 50, 154

—  рівняння 334 
Радіальний імпульс 190 

Радіальна функція 118, 188, 237, 364 
рівняння 119, 238 

Радіальні функції суцільного спектра 128 
Резерфорда формула 427 
Рекомбінація 381

Рессел— Саундерсівський зв’язок 307 
Релея— Д ж інса формула 13 
Релятивістський дублет 246 
Релятивістська квантова механіка 202 і 

далі

Рентгенівські терми 344 
Рентгенівські спектри 344 
Рівняння руху

інтеграли 116 

Рівняння руху заряду в електромагніт­
ному полі 153 

Рівняння руху частинки (Еренфеста) 70 
Рівняння непереривності 68, 178, 215 
Рівняння Шредінгера 52. 53, 62, 71, 74, 

80, ,83, 91, 99, 102, 115, 134, 142, 
146, 147, 180 

Рідберга число 340 
Pica— Фіш ера теорема 481 
Рітца метод 389 
Робота виходу 6, 87 
Розсіяння амплітуда 416 

Розсіяння комбінаційне 174 
правила відбору 176 

Розсіяння кулонівським полем 424 
Розсіяння теорія 412 

Розсіяння силовим центром 414 » 
Ротатор 365 
Ротаційна стала 365 
Самоузгоджене поле 321 

Світла випромінювання 156
—  вбирання 156 

Світлові кванти 5 

Секулярне рівняння 96 
Середнє значення величини 39, 65, 71, 293 
Середня тривалість життя частинки 195 
Силова функція 153 
Симетричні функції 275 .
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Система центра інерції 412 
Система ..частинок 262 
Скалярний добуток елементів 481 
Слід оператора 296, 297 
Спектр дискретний 17 
Спектральна густина 161 
Спектри двохатомних молекул 366 
Спін 218
Спінові хвилі 397 
Спін-орбітальна взаємодія 249 

Спінори 215 
Стала Рідберга 127 
Стала розпаду 192 
Стала тонкої структури 242 
Статистична незалежність величин 59 
Статистична трактовка квантової меха­

ніки 474
Статистичні оператори комплексів части­

нок 300 
Стаціонарні стани системи 65 
Сф ера Фермі 331 
Сферичні функції 118, 484 

порядок 118 
Тензор поляризовності атомної системи 

172
Теорема віріала 270
Теорема про ортогональність власних 

функцій 25 
Теорія випромінювання Ейнштейна 12, 

Теорія д ірок Д ірака 226 
Теорія збурень 91, 102 
Томаса— Фермі метод 330 

Томаса— Ферм і— Д ірака рівняння 336 
Тонка структура водневого спектра 244

і далі 
Тотожні частинки 273 
Трансляційна симетрія 141 

Тунельний ефект 86 
Тяжкі частинки 465 
Умова 1 нормування 25, 26, 28, 49 
Умова ортогональності 25, 26, 40, 78 
Унарна матриця 284 
Унітарні інваріанти 36 
Фермі-амплітуди 292

Фермі-частинки 275, 276, 289 
Ферромагнетизм 3Θ5 
Ф ока метод 325 
Формула Бальмера 127 

Фотоелектричний ефект 6 
Франка і Герца досліди 7 
Функціонал 111і'

умова мінімуму 113 
Функція д ії 178 
Хартрі гамільтоніан 325 
Хартрі метод 322, 369 
Хвилі де Бройля 14 

довжина хвилі 16 
Хвильова функція 37, 48, 59, 63, 70 

зміст 472 
нормування 145 
умова непереривцості 69 
систем бозонів та ферміонів 278 
в представленні вторинного кван­

тування 281, 288 
Хвильове рівняння 62, 178

при наявності магнітного поля 230 
Хвильовий вектор 6, 145, 150 

приведений 144, 150 
Хвильовий пакет (14, 199 

центр ваги 15
швидкість руху центра х. п. 15 
розширення з часом 199 

Хімічний потенціал 333 
Холодна емісія електронів з металу 86 
Центрального поля наближення 309 
Ч ас життя 163
Чебишева— Ерміта поліноми 77, 260, 483 
Чебишева— Лагерра нормовані поліноми 

244
Чебишева— Лагерра узагальнені поліно­

ми 126, 127, 489
рекурентні співвідношення 126, 135 

Числа заповнення 280 
Швидкість електрона середня 145 
Ширина забороненої зони 151 
Ш тарка ефект 133

в атомі водню 135 
Штерна і Герлаха досліди 8

ЗМІСТ
Стор.

Передмова . . . . .  . . , . . . . . . . з

Вступ . . . . . . . . . .  ................................................ 5
Р о з д і л  1 . Математичний апарат та основні постулати квантової механіки . 17

§ 1. Лінійні о п е р а т о р и ..............................................................................................17
Спряжені оператори (19). Сума та добуток операторів . . . .  21

§ 2. Власні значення та власні функції о п е р а т о р і в .....................................23

Ортогональність та нррмування власних функцій (24). Дельта-функ­
ція Д ірака (29). Повні (замкнені) системи функцій (ЗО) .

§ 3. Канонічне перетворення . .............................................................................33
Оператор канонічного перетворення (35). Унітарні інваріанти (36).

§ 4. Квантовомеханічний опис стану системи ........ ...............................................  37
Незалежні змінні. Комутативцість операторів (40).

Р о з д і л  II. Динамічні змінні. Еволюція стану системи в часі . . .  . 43

§ 5. Канонічна спряженість. Вигляд операторів механічних величин . 43
Оператори для координат та імпульсів частинки (45). Загальні умови, 
що накладаються, на хвильові функції (48). Власні значення та 
власні, функції операторів імпульсу (49). Оператори проекцій мо- · 

менту імпульсу (50). Оператор Гамільтона (51). Деякі загальні вла­
стивості рівняння Шредінгера (53).

§ 6. Нерівності Гейзенберга . ................................................ .........  . . 55
§  7. Зміна стану системи в часі ....................................................................  . 59

Оператор швидкості зміни фізичної величини (61). Хвильове рівняння
(62). Реалізація гейзенбергівського представлення. Стаціонарні стани
(63). Зміна середніх значень в часі (65). Матриці (66). Рівняння не- 

переривності (67). Представлення взаємодії (69). Рівняння руху. (70).
Р о з д і л  I I I .  Одновимірні проблеми . . . .  7 "  —  . ' . _ 74

§ 8. Стаціонарні стани одновимірних си ст е м ......................................................... / 74
Рівняння Шредінгера для гармонічного осцилятора (74). Лінійний 
гармонічний осцилятор (74). Потенціальна прямокутна яма (80).

/  ' § 9. Проходження частинок крізь потенціальні бар’єри . . . . 82
Деякі найпростіші застосування теорії проходження частинок крізь 

потенціальні бар ’єри. Холодна емісія електронів з металу (86). Вихід 
електронів з металу у напівпровідник чи діелектрик (88).

Р о з д і л  IV’; Наближені методи розв’язування квантовомеханічних проблем . 91
§ 10. Теорія збурень, не залежних від часу ’ . . . . . . 91

Кратні власні значення (94). Вищі наближення (97). Близькі власні 
значення (98'). Приклад ангармонічного осцилятора (100).

§ 11. Теорія збурень, залежних від ч а с у ...................................................................102

Квантові переходи у дискретному спектрі (105) . Імовірність переходів 

в стани непереривного спектра під дією періодичного збурення (106). 
Переходи під дією постійного збурення (107).

§ 12. Варіаційний метод . ............................................... ..........  . . . ПО
Варіаційний метод як наближений метод (112).

Р о з д і л  V. Електрон у зовнішньому електростатичному полі . . 115
§ 13. Електростатичне поле з центральною симетрією . . . . .115,

Інтеграли руху (115). Розділення змінних (117). Асимптотичний ана­
ліз рівняння для радіальних функцій (119). Парність стану (122).

§ 14. Атом водню (електрон у кулонівському полі) . . . . . . 123

Рівні енергії та радіальні функції дискретного спектра водню (126). 
Радіальні функції суцільного спектра (128). Асимптотичний вираз для 
радіальних функцій при великих значеннях аргумента (130). Заключ­
ні зауваження (зміст та симетрія водневих функцій стаціонарних ста­
нів) (132).

503



§ 15. Розщеплення спектральних ліній в однорідному електричному полі
(ефект Ш тарка) ............................................. 133

Ефект Штарка в атомі водню (параболічні координати) (135). Р о з ­
щеплення рівнів енергії у електричному полі (136). Залежність 
гамільтоніана від параметра. Поляризовність атома водню (139). 
Заключні зауваження (140).

§ 16. Електрон у просторово-періодичному полі ................. ............................141

Середня швидкість електрона (145). Модель Кроніга— Пенні (146).
Р о з д і л  V I. Електрон у довільному електромагнітному полі . . . .  153

§ 17. Рівняння руху зарядженої мікрочастинки у довільному електромагніт­
ному п о л і ............................................................................ ......... 153

§ 18. Напівкласична теорія взаємодії атомних систем із світлом. Випромі­
нювання та вбирання світла . . . . . . і  . . 156
Ейнштейнові коефіцієнти (161). Принцип відповідності (163) Правила 
відбору для дипольного випромінювання (165).,

§ 19. Теорія розсіяння світла атомними системами . . . . . .  І68
Класична теорія дисперсії та сила осцилятора (172). Комбінаційне 
розсіяння (174).

Р о з д і л  V II. Квазікласичне наближення . . . . . .. . . 178
§ 20. Хвильове рівняння квантової механіки та класичне рівняння Г а ­

мільтона— Якобі . . .  . . . . . . .  . . 178
Метод Вентцеля— Крамерса— Бріллюена (ВКБ) (180). Граничні умови 
Крамерса— Д ж ефріса (формули зв’язку) (181). Правила квантування 
(183).

§ 21. Проходження крізь бар ’єр у квазікласичному наближенні . . .  . 185

Квазікласичне наближення для поля з центральною симетрією (187).
§ 22. Квазістаціонарні стани. Вихід частинок через просторовий централь-

носиметричний бар ’є р ..................................................... .................................... . 190

Квазістаціонарні рівні (194). Радіоактивний а-розпад (195),
§ 23. Щ е про зв’язок між квантовою та класичною механіками . . . 198

Розширення хвильового пакета з часом (199).
Р о з д і л  V III .  Основи релятивістської квантової механіки (теорія Д ірака) . 202

§ 24. Гамільтоніан Д ірака. Матриці Д ірака . .................................................... 202
Вибір матриць (206).

§ 25. Лорентц-інваріантність рівняння Д ірака ........ ................................................. 208
Матриця S для перетворення Лорентца (210). Вектор струму (214).

§  26. Загальні проблеми. Рівняння Д ірака при наявності поля . , . . 216
Момент кількості руху та спін .(2Щ ):. Кінетична енергія електрона 

(220). Перетворення -зарядового спряження. Позитрони (224).
§ 27. Рівняння другого порядку. Рімщцдяі_ДІаулі. Криволінійні координати : 227

Ітероване рівняння Д ірака (227)/Рівнян1гг'Паулі та магнітний момент 
електрона (230). Рівняння Д ірака в криволінійних координатах (230).

§ 28. Електрон у полі з центральною симетрією. Атом водню . . » . < 234
Розділення змінних. Радіальні функції (237). Правила відбору для 
дипольного випромінювання (241). Радіальні функції дискретного '
спектра атома водню (242). Тонка структура водневого спектра (244).

Р о з д і л  IX. Частинки в магнітному полі . ............................ ......... . . 247

§ 29. Орбітальний магнітний момент та спін-орбітальна взаємодія для
електрона в центральному полі . . . . . . . . . .  . 247
Орбітальний струм (247). Спін-орбітальна взаємодія (249). Проекція 
спіну як динамічна змінна (251).

§ ЗО. Розщеплення спектральних ліній у магнітному полі (ефект Зеемана) 252
Розщеплення спектральних ліній у слабкому магнітному полі (255).

§ 31. Парамагнетизм та д іам агнетизм ......................................................................... 257
Вільний електрон в однорідному магнітному полі (259).

Р о з д і л  -X.· Квантова механіка системи частинок . ..................................... ....... . . 262
§ 32. Загальні питання проблеми багатьох тіл . .............................................262

Повний імпульс та повніш момент імпульсу системи (265). Рух центра 
ваги системи частинок (268). Теорема віріала (270).

§ 33. Система тотожних ч а с т и н о к ....................... ................................. ... . . 273

Ферміони та бозони (274). Ферміони та принцип Паулі (276). Хви­
льові функції систем бозонів і ферміонів (278).

§ 34, Метод вторинного квантування. Представлення вторинного кванту­
вання для хвильових _ функцій . . . .  . . . . . .  . 280
Оператори динамічних величин у представленні вторинного кванту­
вання (281). Випадок Бозе-системи (284), Випадок Фермі-системи (289).

Стор.

504

Стор.

: § 35. Метод статистичних операторів . . . . . . . . .  . . 293

Оператор проекції та статистичний оператор (295). Зміна статистич­
ного оператора з часом (298). Стаціонарні-розв’язки (299), Статистич­
ні оператори комплексів частинок _(300).

Р о з д і л  X I. Багатоелектронні атоми . .’ ....................................................  . 306
§ 36. Систематика атомних спектрів . . . ........................................... .......  306

Рессел-Саундерсівський зв’язок (307). Наближення центрального поля 
(309). Парність станів і правила відбору (311).

§ 37. Теорія атома г е л і ю ............................................................................................313

Наближена теорія енергетичного спектра гелію (316).
§ 38. Самоузгоджене поле . .............................. .......  . ..................................... 321

Метод Хартрі (322). Зв ’язок з варіаційним методом (324). Метод
Фока з антисиметричними функціями (325).

§ 39. Метод 'Томаса— Ф е р м і .............................................   . . . . . . 330

Рівняння Томаса— Фермі (332). Рівняння Томаса— Фермі— Д ірака 
(333).

§ 40. Заключні зауваження до теорії а т о м ів .......................................................339
Врахування руху ядра (339). Періодична система елементів Менде­
лєєва (342). Рентгенівські спектри (344).

■ Р о з д і л  X II . М о л е к у л и ....................................... ............................................................. 346
§ 41. Адіабатичне наближ ення.................................................................... . '346

Розширення адіабатичної моделі (351).
§ 42. Теорія молекул. Молекула водню. Гомеополярний зв’язок . . . .  353

Спрямовані валентності (358). Сили Ван-дер-Ваальса (359).
§ 43. Коливна· та обертальна структура молекулярних спектрів . . . .  363

Про*сіістематику спектрів двоатомних молекул (366).

Р о з д і л  X I I I .  Кристали . '  . . ." \ . . ..................................................... ............  . 369
§ 44. Одноелектронне наближення . ................................................................... ' ; 369

Основ.и зонної теорії кристалів (370). Наближення, що виходить із 
зв’язаних електронів. Метод Блоха (374). Заповнення смуг енергії 
(378). Загальне обговорення зонного наближення (380).

§ 45. Порушення періодичності потенціалу. Дефекти г р ат к и ..........................381
Поверхневі рівні Тамма (382). Метод ефективної маси (385).

§ 46. Багатоелектронна теорія кристалів (конфігураційне представлення) 387
Ортогоналізація атомних функцій (390). Екситони (391). Теорія фе­
ромагнетизму (395).

§ 47. Теорія елементарних збуджень у н ап ів п р ов ід н и к ах .........................398
Загальна схема (399). Спінонезамкнений фон. Найпростіший випадок 
(402). Ефективне «двохчастинкове» рівняння Шредінгера для екси­
тонів Мотта при спінонезамкненому фоні (404). Вільні квазічастинки 
(405). Взаємодія двійок та дірок (406).

Р о з д і л X IV . Теорія атомних зіткнень. Пружні з іткнен ня ..................................... 412
§ 48. Загальна теорія р о зс ія н н я .........................................................................................412

Розсіяння силовим центром (414).
§ 49  ̂ Дослідження загальних формул. Кулонівське поле . . . . . . 419

Якісний розгляд загальних формул (419) Фази η; та момент кіль­
кості руху розсіяної частинки (421). Розсіяння частинок кулонівським 
полем (424).

§ 50. Деякі спеціальні питання. Потенціальна енергія як збурення. Борнів-
ське н а б л и ж е н н і......................................................................................................... 428
Умови придатності борнівського наближення (433). Квазікласичне на­
ближення (436). Зіткнення однакових частинок (439).

Р о з д і л  XV. Теорія атомних зіткнень. Непружні з іткнення .....................................441
§ 51. Загальна теорія атомних зіткнень. Непружні зіткнення при великих

швидкостях . . .  . . ' .............................................. .......  . . . 441

Теореми збереження (441). Зіткнення електронів з атомами водню 
(443). Загальний випадок зіткнення двох систем (445). Зіткнення з 
перерозподілом частинок (446). Непружні зіткнення швидких елек­
тронів з атомами (448). Кутовий розподіл (451). Повні перерізи 
(453). Гальмівна здатність речовини (454).

§ 52. Непружні повільні зіткнення . . ............................................................ ....... 457
Метод деформованих хвиль (457). Метод збурених стаціонарних ста­

нів (458). Метод комплекса частинок (460). Зіткнення між тяжкими 
частинками (465). Обмін енергією між поступальним рухом та молеку­
лярним коливанням (465).

505



Crop..

З а к і н ч е н н я  .. . . . . . ............................................. ....... J .. .. . 471

Питання загальної трактовки квантової механіки  ..............................  . 471
П ро зміст хвильової функції (472). Статистична трактовка квантової 
механіки (474). М еж і застосування квантової механіки (477).

' М а т е м а т и ч н і  д о д а т к и  . . . . . . . . . . . . 478
№  1. П ро теорію гільбертових просторів . . . . . . . . .  . 478·

Інтеграл Лебега (478). Збіжність у середньому (480). Визначення
гільбертового простору (481).

№  2. Нерівність Буняковського— Ш варца . . . . . . . . . .  482
№  3. Поліноми Чебишева— Ерміта . . . . . . . 483
№  4. Теорія сферичних функцій . ............................................................ .......  484
№  5. Деякі властивості узагальнених доліномів Чебишева— Лагерра . . 48*9
№  6. Оператори та г р у п и ............................................................... ...........................492

№  7. Розв ’язання рівняння вигляду (Д-)-*2— U (r), ψ -- F(x, у, г) . . .  495
Метод розв’язання рівняння типу (д. 7.7) (495). Асимптотична форма 
розв ’язку (497).

Предметний п о к а ж ч и к ..................................................... .......  499

НБ ПНУС

232766

Редактор М . Д . Ф  е л л e р 

Технічний редактор Т. В. С а р а н ю к  

Коректор С. С. К о ρ п а л

Абба Ефимович Глауберман 

Квантовая механика.

(Н а украинском язьіке).

БГ 03860. Здано до набору 4. І. 1962 р. Підписано, 
до друку 9. V I I I .  1962 р. Формат 70ХіЮ8'/і6. Па- 
перов. арк. 15,875. Умови, друк. арк. 43,49 

+  1 вкл. Обл-вид. арк. 41,4 +  0,16 арк. вкл. 
Тираж 2000. Ц іна без оправи 1 ~крб. 26 коп. 

Оправа 15 коп. Зам . 78.

Львівська книжкова друкарня Головполіграф- 
видаву Міністерства культури УРСР . 

Львів, Пекарська, 11.


