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Г Л А В А  В О С Ь М А Я

ПЕРВООБРАЗНАЯ ФУНКЦИЯ 
(НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ)

§  1. Неопределенный интеграл и простейшие 
приемы его вычисления

2 .263. Понятие первообразной функции (и неопределеннее  
интеграла). Во многих вопросах науки и техники приходится н е « 1р 
заданной функции искать ее производную, а наоборот — восстанав
ливать функцию по известной ее производной. В 91, предполагая 
известным уравнение движения s =  s(t), т. е. закон изменения пути 
с течением времени, мы путем дифференцирования нашли снаадла

ds dv , ,  Vскорость ό =  g  , а затем и ускорение й =  ^ г .  На деле, однако, ла-
сто приходится решать обратную задачу: у с к о р е н и е  а з а д  да  о 
в ф у н к ц и и  о т  в р е м е н и  t: а =  а (t), т р е б у е т с я  о п р е д е 
л и т ь  с к о р о с т ь  ν  и п р о й д е н н ы й  п у т ь  ^ в з а в и с и м о 
с т и  от t. Таким образом, здесь оказывается нужным по функции 
a =  a(t) восстановить ту функцию v =  v(t), для которой а является 
производной, а затем, зная функцию ν, найти ту функцию s =  ),
для которой производной будет г». С

Дадим следующее о п р е д е л е н и е :  j
Ф ункция F (х) в данном промежутке называется п е р в о о б 

р а з н о й  ф у н к ц и е й  для функции f ( x )  или интегралом от 4L·). 
если во всем этом промежутке f ( x )  являет ся производнойЩля 
функции F( x )  или, что то же, f ( x ) d x  служит для F (х) диф
ференциалом «

F ( x )  =  f ( x )  или dF(x)  =  f ( x )  d x* . f

Разыскание для функции всех ее первообразных, называемое 
интегрированием ее, и составляет одну из задач интегральногсфис- 
числения·, как видим, эта задача является обратной основной 
дифференциального исчисления.

* В этом случае говорят также, что функция F(x) является 
разной (или интегралом) для дифференциальною выражения f (x)dx .
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[263

Теорем а. Если в некотором (конечном или бесконечном, 
замкнутом или нет) промежутке X  функция F(x) lu c re t ' пеРв̂  
образная для функции f ( x ) ,  то и фунтция F  ( х ) + С. гОе С 
любая постоянная, также будет первообразной. Olfamnn, н о ж  
да я функция, первообразная для / ( х )  в промежутке К  может
быть представлена в этой, форме.

Д о к а з а т е л ь с т в о . То обстоятельство, что, наряду с t  ( л ), 
и /г (х )_1_с является первообразной для f ( x ) ,  вполне очевидно, »

 ̂  ̂Пусть теперь Ф (х) будет л ю б а я  первообразная для / ( х )  ф>нк
ция, так что в промежутке 3?

Φ ' ( χ ) = ί ( χ ) .

Так как функции F (х)  и Ф (х) в рассматриваемом
одну и ту же производную, то они разнятся на постои у [
следствие]:

Φ  ( λ ;) - F (х)  ~ г  С ,

что и требовалось доказать. ж„и1/чич
Из теоремы следует, что достаточно найти для данной функции

f ( х)  только одну первообразную функцию F(x),  чгобы 3" аг,; н 
первообразные, так как они отличаются друг от друга постоянны»·

' “ “ Г  этого выражение F ( x ) + C , j d e  С -  произвольная по
стоянная, представляет собой о б щ и й  в и д D1BC.
имеет производную f ( x )  или дифференциал / (x )dx .  Это Р 
ние называется н е о п р е д е л е н н ы м  и н т е г р а л о м  f ( x )  
значается символом

 ̂/  (x) dx,

в котором неявным образом уже заключена произвольная п0" ° ян" а*  
Произведение f ( x ) d x  называется п о д и н т е г р а  л ь  н ын  в ы{> * * <  
н и е м,  а функция / ( х ) — п о д и н т е г р а л ь н о й  ф у  и “ Нрпппе· 

П р и м е р .  Пусть /( jc )  =  JC2; тогда, как нетрудно видеть, неопре
деленный интеграл этой функции будет

^ x l dx  —  - г  С-

Это легко проверить обратным действием -  диФФеРен̂ Р° ® ™ ала.
Обращаем внимание читателя на то, что под знаком «интегра 

f пишут д и ф ф е р е н ц и а л  искомой первообразной функции, а не 
п р о и з в о д н у ю  (в нашем примере: х * dx,  а не л?). Такой 
записи, как будет выяснено ниже [294], создался исторически; к тому 
ж е  он предоставляет ряд преимуществ, и его сохранение вполне це
лесообразно.



Из определения неопределенного интеграла непосредственно b*j 
каю г следующие свойства:

1. d \ f ( x ) d x  =  f ( x ) d x ,  Д

т. е. знаки d и 5, когда первый помещен перед вторым, в з ^ м н о

сок-р щ jo как есть первообразная функция для F  (.х). то |м еем
у

\ F ( x ) d x  =  F ( x )  +  C, 

что может быть переписано так:

 ̂dF (дг) =  F (х)  С.

Отсюда видим, что знаки d и стоящие перед F(x),  Сокра
щаются и тогда, когда d стоит после но только к F { ^ н у ж 
но прибавить произвольную постоянную. пп&япили

Возвращаюсь к той механической задаче, которую мы подавили
вначале, мы можем теперь написать, что β

v  =  \ a ( t ) d t  *
J ι

и %
s =  \ v ( t )  dt. £

Предположим для определенности, что мы имеем дело с Ра1* 0Ус™- 
ренним движением, например под действием силы 1яжесп1>
а —  g  (если направление по вертикали вниз считать положи ильным) 
и — как нетрудно сообразить — *

v =  \ g d t  =  g t-\-C . ·,
J «

Мы получили выражение для скорости v, в которое, кр£'<·|"Р®· 
мени t. входит еще и произвольная постоянная С. При Р И  « 
значениях С мы будем получать и различные качения JJknpoL 
в один и тот же момент времени; следовательно, имеющихся у нас 
данных недостаточно для полного решения задачи. Чтобы 
вполне определенное решение задачи, достаточно т т  #е. 
скорости в один какой-нибудь.момент времени. Например, пус.ь или 
известно, что в момент t =  U скорость * =  *  п о д с т а в и л и  зна- 
чения в полученное выражение для скорости j|

W- =  Pta -4- С .• · о *

о ιкуда

13
2 6 3 1 §  1. П РО С Т Е Й Ш И Е  П РИ ЕМ Ы  ВЫ ЧИ СЛ ЕН И Я ^

C  =  v 0 —  g fo .
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и теперь наше решение принимает уже вполне определенный вид

v =  g (t  — ta) -{-г-0.

Найдем, дале£, выражение для пути s. Имеем

s =  \ [g( t  —  t о) +  'у„] dt =  - j g ( t  —  tnf  -j- v,  (t — ί„) 4 -  C

(дифференцированием легко проверить, что первообразная функция 
может быть взята в такой форме). Неизвестную нам новую постоян
ную С  можно определить, если, например, дано, что путь s =  s0 
в момент t =  t0’, найдя, что С’ перепишем решение в оконча
тельном виде

s =  g (t  —  t0f  Ц- т„ (t — 10) -f" So-

Значения t0, .So. Va условно называются н а ч а л ь н ы м и  з н а ч е 
н и я м и  величин t ,  S  И V.

Мы знаем, что производная функции y ^ F ( x )  дает угловой 
коэффициент касательной к соответствующему графику. Поэтому

задачу разыскания .первооб
разной F ( х)  для заданной 
функции f ( x )  можно истол
ковать гак: требуется най
ти кривую y ^ - F ( х),  для 
которой имел бы место 
заданный закон изменения 
углового коэффициента ка
сательной:

tg а =  / (* ) .

Если y z = F { x )  есть одна 
из таких кривых, то все ос

тальные могут быть получены из нее простым сдвигом (на произвольный 
отрезок С) параллельно оси у  (рис.1). Для того, чтобы индивидуали
зировать кривую в этом множестве кривых, достаточно, например, 
задать точку (дг0, уо). через которую кривая должна пройти; н а ч а л ь 
н о е  у с л о в и е  у о B F  (-^о) - -  С даст С =  уо — F(Xo)·

264. И нтеграл и зад ач а  об определении площ ади. Гораздо 
важнее истолкование первообразной функции как площади криво
линейной фигуры. Так как исторически понятие первообразной функ
ции было теснейшим образом связано с задачей об определении 
площади, то мы остановимся на этой задаче уже здесь (пользуясь 
интуитивным представлением о площади плоской фигуры и отклады
вая точную постановку этого вопроса до главы X).

Пусть дана в промежутке \а, Ь] непрерывная функция y = f ( x ) ,  
принимающая лишь положительные (неотрицательные) значения.

Ряс. I.
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Рассмотрим фигуру ABCD  (рис. 2), ограниченную кривой y = f ( x ) ,  
двумя ординатами х  =  а к х  =  Ь к отрезком оси л:; подобную фи
гуру будем называть к р и в о л и н е й н о й  т р а п е ц и е й .  Жсйая 
определить величину площади Р  этой фигуры, мы изучим поведшие 
площади п е р е м е н н о й  фигуры AMND, заключенной между П е
чальной ординатой х  =  а и ординатой, отвечающей произвольно 
выбранному в промежутке [a, b\ 
значению х. При изменении лг эта 
последняя площадь будет соответ
ственно изменяться, причем каждо
му х  отвечает вполне определен
ное ее значение, так что площадь 
криволинейной трапеции AMN D  
является некоторой функцией от 
х ; обозначим ее через Р (х ) .

Поставим себе сначала задачей 
н а й т и *  п р о и з в о д н у ю  э т о й
ф у н к ц и и .  С этой целью придадим х  некоторое (скажем, по; 
тельное) приращение Δχ; тогда площадь Р ( х )  получит приращение!

Обозначим через т и М,  соответственно, наименьшее и наиболь
шее значения функции / ( х )  в промежутке [χ, χ - ) - Δ χ ]  [85] и Д а в 
ним площадь Δ Ρ с площадями прямоугольников, 
основании Δ χ  и имеющих высоты т и М.  Очевидно,

откуда

т  Δ χ  <  ΔΡ  <  Μ  Δχ,

построенный _ на

Если А х —-О, то, вследствие 
миться к f ( x ) ,  а тогда и

непрерывности, т  и М
\

будут ^стре-У
P  (x) =  lim ί

Таким образом, мы приходим к замечательной теореме (обычно 
называемой теоремой Н ь ю т о н а  и Л е й б н и ц а ) · . *  производная 
от переменной площади Р  (х ) по конечной абсциссе χ  ραβφι ко
нечной ординате у  = / (х). <

Иными словами, переменная площадь Р  (х) представляетjco o o u  
п е р  в о о бр а з н у  ю ф у н к ц и ю  для данной функции у =%~/ (х). 
В ряду других первообразных эта первообразная выделяет^! по 
тому признаку, что она обращается в 0 при х  =  а. П оэтом у если

* В действительности это предложение— хотя и в другой ф ор м »--оп у
бликовал еще Б а р р о у  (Is. Barrow), учитель Н ь ю т о н а .  Ш
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известна к а к а я - л и б о  первообразная F (х) для функции f (x) ,  и по 
теореме предыдущего п°

P ( x )  =  F( x )  +  C, 

то постоянную С легко определить, положив здесь х  =  а 

Q =  F (a )-\-C , так что С =  — F(a).
Окончательно

P( x )  =  F ( x ) - F ( a ) .

В частности, для получения площади Р  всей криволинейной тра
пеции ABCD  нужно взять х = Ь :

P =  F(b)  — F  (а).

В виде примера, найдем площадь Р ( х )  фигуры, ограниченной
п а р а б о л о й  у = - а х г, ординатой, отвечающей данной абсциссе х, 
и отрезком оси х  (рис. 3); так как парабола пересекает ось х  в 
начале координат, то начальное "значение х  здесь 0. Для функции

f ( x )  =  ax* легко найти первообразную:
d  f 1

F ( x ) =  у .  Эта функция как раз и оо-

ращается в 0 при jc= * 0, так что

/> < * » = » / Ч * ) . »  Т Г - -
ах*__ту
Т  3

[ср. 32, 4)]
Ввиду той связи, которая существует 

между вычислением интегралов и нахож
дением площадей плоских фигур, т. е. квад
ратурой их, стало обычным и самое вы
числение интегралов называть к в а д р а 
т у р о й .

Для распространения всего сказанного 
выше на случай функции, принимающей 

и отрицательные значения, достаточно условиться считать о т р и ц а 
т е л ь н ы м и  площади частей фигуры, расположенных п о д  осью х.

Таким образом, какова бы ни была непрерывная в промежутке 
\а, b] функция / ( j c ) ,  читатель всегда может представить себе перво
образную для нее функцию в виде переменной площади фигуры, 
ограниченной графиком данной функции. Однако считать эту геомет
рическую и л л ю с т р а ц и ю  доказательством существования первооб
разной, разумеется, нельзя, поскольку самое понятие площади еще 
не обосновано.

В следующей главе [305] мы сможем дать строгое и притом 
чисто аналитическое доказательство того важного факта, что каждая
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непрерывная в данном промежутке функция f ( x )  имеет в нем * 
первообразную. Это утверждение мы принимаем уже сейчас.

В настоящей главе мы будем говорить о первообразных лиш^ 
для непрерывных функций. Если функция задана конкретно и име( пIточки разрыва, то рассматривать ее будем лишь в промежутках ^  
непрерывности. Поэтому, допустив сформулированное выше утверу 
ждение, мы освобождаемся от необходимости всякий раз оговариваг 
существование интегралов: р а с с м а т р и в а е м ы е  н а м и  и н г
г р а л ы  в с е  с у щ е с т в у ю т .

265. Т аблица основных интегралов. Каждая формула диф ф ^ 
ренциального исчисления, устанавливающая, что для некоторой фун^· 
ции F (х) производной будет f  { х \  непосредственно приводит к сс? 
ответствующей формуле интегрального исчисления

 ̂f ( x ) d x  =  F  (х) С.
!

Перебрав формулы п° 95, по которым вычислялись производные эле 
ментарных функций, а также некоторые формулы, выведенные д ал | 
ше (для гиперболических функций), мы можем теперь составить сле
дующую т а б л и ц у  и н т е г р а л о в :  ^

*1. $0-dJC =  C.

2.  ̂ 1 · d x  =  § d x  =  x  -f- С.

3' 5 -  11

& $ г Ь > ,<х“ $т£р =  " с' » д' + с
ϋ. f 1 —  dx — { ** - —  arcsin x  - j- C.

8. § s in x d jc  = — co sjc -f-C .

9. J cos x d x  =  sin x  -[- C.

10· J W 7 rfx = iu ife  =  -c lB X + C



П- S ^ 7 dx== § ^ T  =  tgx+ C·
12. J sh л: d x  =  ch x  - |-  C.

13.  ̂ch jc d x  =  sh x  -J- C.

14· S i F T r f J f = - cth A :+ c · 

15‘ j  d ^ T dx==ihx +  c ·

По поводу формулы 4 сделаем пояснение. Она приложима в любом 
промежутке, не содержащем нуля. Действительно, если этот про
межуток лежит вправо от нуля, так что л г ^ О , то из известной

I -W
формулы дифференцирования [1плг]' =  — непосредственно следует

S “ = 1 " J =  +  C.

Если же промежуток лежит влево от нуля и jc< ^0 , то дифферен
цированием легко убедиться в том, что [In (— .fij' =  1 ,  откуда

5 у  =  1н (— ·*) +  С.

Обе эти формулы и объединены в формуле 4.
Рамки приведенной выше таблицы интегралов раздвигаются при 

помощи п р а в и л  и н т е г р и р о в а н и я .

266. Простейш ие правила интегрирования. I. Если а —  по
стоянная (а ф  0), то

\ a - f ( x ) d x  =  a - \ f ( x ) d x .

Действительно, дифференцируя выражение справа, мы получим [105, I]

d \a ' \ f  (X) d x \  =  a - d  [ $ / ( * )  dx] = a - f ( x ) d x ,

так что это выражение является первообразной для дифференциала 
a - f ( x ) d x ,  ч. и тр. д. Итак, постоянный множитель можно вы
носить из-под знака интеграла.

II. $ [ / (х) ±  £(■*)] d x  =  $ /(лг) d x  ± $ ^ ( j c )  dx.

Дифференцируем выражение справа [105, II]:

Л [ $ / W d * : ± : =

=  d $ f  (x) d x  ±  d $ g  (x) d x  =  [ f  (x) ±  g  (jc)] dx;
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таким образом, это выражение является первообразной функцией 
для последнего дифференциала, ч. и тр. д. Неопределенный инте
грал от суммы (разности) дифференциалов равен сумме (разности) 
интегралов от каждого дифференциала в отдельности. I

З а м е ч а н и е .  По поводу этих двух формул заметим следующее.
В них входят неопределенные интегралы, содержащие каждый'произ-J 
вольное постоянное слагаемое. Равенства подобного типа пониН 
маются в том смысле, что разность между.правой и левой частями^ 
его есть постоянная. Можно понимать эти равенства и буквально^ 
но тогда о д и н  из фигурирующих в них интегралов перестает быть· 
п р о и з в о л ь н о й  первообразной: постоянная в нем устанавливается? 
после выбора постоянных в других интегралах. Это важное заме^ 
чание следует иметь в виду и впредь.

III. Если
\ f ( t ) d t  =  F(t )  +  C,

J f ( a x  - \ -b )d x  =  ^ - F  (ах  -j- b) -f- G'- 

Действительно, данное соотношение равносильно следующему.

± F ( l )  =  F ( t )  =  f (t ) .  ,1
dt t

Но тогда

£  F (ах -\-b ) =  F  (ах  - f b)-a =  a - f  (ах  -f- b),

2671 §  1. П РО С Т Е Й Ш И Е  П РИ ЕМ Ы  в ы ч и с л е н и я

то

так что
d

dx
 ̂ ί  F (α χ -j- 6 )j =  f ( a x  -f- b),

i
T e _L p  (ax  _u b) действительно оказывается первообразной длр 

' a  J,
функции / (ax  -f- b). ' __.

Особенно часто встречаются случаи, когда а =  I или b —  ir. *

 ̂f  (x  - |-  b) d x  =  F (x  -f- b) -{- Ci, 

^ f ( a x )  d x  =  ~ - F  (x) -f- C* I
[На деле правило III есть весьма частный случай правила заме|ы  

переменной в неопределенном интеграле, о чем будет речь ниже, 26В.]

267. Примеры. J (6*а — Зх +  5) dx.
Пользуясь правилами II и 1 (и формулами 3, 2), имеем

$ (6а:2 — Зл: +  5) dx — \ 6х* dx — $ 3xdx  +  ξ 5 dx =

== 6 jj λ:2 dx —  3 $ λ: dx +  5 $ dx =  2x* — j  x* +  5x‘



2) Легко проинтегрировать многочлен и в общем виде 

J (а0хп +  а , л +  ■ ■ · +  an-i* +  ап) dx =  аа\ Xя dx  +

+  а, $ x"-1 dx + . . .  +  α*-ι ] x d x  +  an \ d x  =

__ a » v-n+i - J -  αί  χη -+- . -f- ! x2 4“ a«x 4" С· (II. I'· 2)
n +  1 n " *

3 )  ̂ (2л:2 +  l ) 3 dx =   ̂ (8x 6 +  I2x4 -+- 6jc2 +  1) dx  =»

_  8  . ·  . · - _r‘ 4 - i r * x  4 -С . (пример 2)_  7 д _Г'1Г ^  ^

4) J (j +  y x ) * d x = ]  ( 1 + 4  V x  + 6 x  +  4x V x  Л-х*)Лх =

1 J
=  5 tfx +  4 ]j л: 2 dx +  6  ̂x  dx +  4 $ дг2 d* +  J -*2 dx =

=  * +  | л : 2 + 3λγ 2 +  4· * 2 + \ x 3 +  C ' («· 1: 3' 2)
«J *

- Π Ή * -
— § x~~- dx — 'c x 2 +  ^ X  — 'n x  -t- Χχ  +  C- i11’ 1; 3’ 2’ 4)

p (x - V x ) ( \  +  V x )  j T_ C  =
* - ^  ' , V x

=  5 л: 6 dx — \ x 6 dx  =  Уз x b — γ χ ° +  c - <1I; 3>

Дадим ряд примеров на применение правила 111.

С dx  ,  , , i p  (III; 4)
7) (а> \  j ^ - i n | . r - e | - r C .

(б) [ — ——f  =  \ (·>: — a)-* dx =' ’ |г  — «JP J
Й >1|

1 , -Λ-n I Г _  _________ !_____ ί------ ь с .  ПН; 3)
Т Т Г \ ( х — а) + C — \ k  — \ ) (x  — a)k~i

[267
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- - *  +
г , · , г  (Ш, 8)8) (a)  ̂ sin m x dx =  — — cos nix +  o , >■

(тф 0)
(6 )  5 c o s  m *  d x  =  ^  S in m x  +  С ,  .  (Ш . 9 )

(в)  ̂e~ix dx,=  — 3X +  C. (Ill, 7)
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9) (а) \
dx

J V а· — х а
I С dx
а У ,  Г ~V!о >  0)

__=  arcsin — Ч~ С . (HI-. 6) ·
1Х\* а

arctg — + С .  ύ
С dx _  1 f  _  I

(б) j  в. +  л « - 5 \ .  1 +  ^ j *  а

Примеры на все правила:

10) (ех — 1) (е'2х +  1) d r _  Р 1ргх — g* \ — ε~χ) dx =

а
(Hi; 5) jj

» У х + Ъ
СХ +  d

Разделив числитель на знаменатель, представим подинтегральное выра-g  
жеьие в виде 1 ^

•J

d x .

J
I=  1 2̂лг_χ  -j-  ̂ x ~\~ С. (11» И1» 7,2)

J
1a , 6c — f l d ______

" 7  ~  e cx -r d ’

Отсюда искомый интеграл равен
*

α χ  + b c - ^ a d l n ] c x  +  d ] + C m _ (II, I, III; 2, 4)j 
» ί

л owe

12) \ 2̂ 4 ί ± 1  dx =  i \2x- 5^ ^ n i dx~  #
* =  a'j — 5x +  6 ln I x  +  1 +  &

« S S W W S K
ι _  ι / _ i _________I

^  г s i\  9 η  v r  —  a  X  -4- tt j  * *x * L t f  — \ x  — a)(x +  a) 2 a \ x  — a x +  uJ:

поэтому [см. пример 7) (a)[

С dx 1 Г f* dx _  f13) 3 xl —  Xr_0 ^
Для дроби более общего вида

d x  Ί _  1_, U — β 
, .« -f- u j la  ‘ I x  i -  o

+  C.

(x +  a) (x +  &)

такой прием. ( 
гвенно

_  1 (х +  а) — (х +  Ь) __ I I___L

V* - I / \ w
можно указать, например, такой прием. Очевидно, (х +  в) — (* +  * f =  
жа — Ь. Тогда имеем тождественно <

>  +  а)(х +  * Г ~  Д '  (* +  <»)(* +  ^  - +  *

Таким образом,

i

Η;
!' ______ ЯГ______ _ _ ! _ Ί η
j  V  +  а) (х ■+ ft) ~  а — Ь

jf -f- ft 
л + β +· С.
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В частности, .  .
f  dx f  dx _ _ i J £ = f U 4 - C ·

15) (a) ^ * » — 5x +  6 ~ J  ( x —  2 ) ( x  —  3) \ x  —  2 ,

C dx  I f  _______ 4 * _____— =» J- ln 1 1
*»  )  4? + « = » " r l  +  4 u + ‘ ·

■« ! д а я т ,п,' ‘ , ' * >0)'
Знаменатель следующим образом разлагается на вещественные

тели: А  ( х — о ) ( х  — β)) где _________
— В +  У в ‘ —  АС. ( _  — В - У В *  —  А С _

~А ' 1

А тогд·, согласно «р««РУ Н). "«»'·■■ “ *Г“ “
r i c  _  I . .1 ^ £ + Я п ^ £ = А 1  +  ̂
J  Л х 2 +  б х  +  С  2 У  В 2 —  А С  ' AX +  B +  V &

npew6p»3oe*iii»rt, » * r e i t * p v « M M  » « * (  " f " 1 \
приемов..

О ч е в и д н о ,  н а п р и м е р  , г ^ Ъ п х
1 cos 2 tnx . о  m v — _____________

cos mx =  2-------- ■ m  ‘J·

откуда ( j
17) (a) ^ cos2 mx dx = - ^  x  +  4-  sin 2mx +  “ > (m ψ  0)

(6) \  s\n2 mxdx =  ̂ x  — j-m sm2mx +  C.
*

Аналогичным образом, имеем

sin mx cos nx =  5  [Sin (m +  n) x +  sin (m -  /t) *1,

cos mx cos я* =  4  I cos (m +  n) *  +  C°S (m ~~П)Х]'

sin mx sin ях =  -J-1 cos (.m - n ) x  -  cos (m +  я) xl-

Считая т ± п ф О , получим следующие интегралы:

181 (а)  ̂ sin mx cos «x dx =
J - 1 ________ r cos ( m - n ) x  +  C,= 2<m- n)

(б) \  cos mx cos nx dx =
1 - .(- x n tx  -i---- ?-- .sin(m -n)Jc + c ,+ ^ 2(m- n)

(в) J sjn mx sin nx dx  =
ι ~n , — -=— n sin -r n) x +  c. 

β 2Τ ϊΓ = Τ Γ > * % л ш + п )



В заключение р .сс-о .ри- немного более е.о«»ы» п р н Й -

(1| J S g K . , ,  (« =  1 . 2 . S.···»·

Так как а

, » 2« -  Σ
* — 1

то подинтегральное выражение приводится к 2 £  cos(2fe ) 

мый интеграл будет равен
. VI sin (2ft — 1) x  ±  г,

2 L·  —  2 fe—  1 
k=\

Аналогично

ι; . № + » * , , , = , + г  У . ^ + с ·  
w  3 sin*  ftTi

268. Интегрирование путем з а м е н ы
„з EWbHrtiuHX п р и е м »  ДЛЯ интггр Р - ^  дежиг
п е р е м е н н о й  или п о д с т а н о в к и ,  d u  *

простое з а м е ч а н и е :  J
если известно, что ¥

^g(t )d t  =  Q(t)-\-C> ^

то тогда . п
5^(ω (*)) <о { x ) d x =  О (<*> (*)) +  с · .

[Все фигурирующие здесь функции g(t). ш(х). ■"(·*) ПР л ^  

" " S .  “п р я Т ' ^ е ,  из правила дифференцирован», € » < & ·  

функции [981 φ

$■ О (ω (JC)) =  0 >  (-С)) ω' (X) =  g  (<“ W ) -  (χ ) · f

_ fYin —  e (t\ To же можно выразить и иначе,
если учесть, что СfW  —  g m  g
сказав, что соотношение

dO(t) =  g( t )d t  j ,

η» я ппи замене независимой переменной t на & н к -сохраняет силу и при замене ■
цию ш(дг) 11061 „нтргпал

Пусть требуется вычислить интеграл

\ f { x ) d x .

2 6 8 ]  §  1 . П РО С Т Е Й Ш И Е  П РИ ЕМ Ы  ВЫ ЧИСЛЕН ИЯ
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Во многих случаях удается в качестве новой переменной выбрать 
такую функцию от χ : ί =  ω (χ), чтобы подинтегральное выражение 
представилось в виде

f ( x ) d x  =  g(w ( jc ))  ω ' (лс) dx,  (1)

где g(t)  — более удобная для интегрирования функция, чем /(х ) . 
Тогда, по сказанному выше, достаточно найти интеграл

$ g ( 9 itt =  G ( 0  +  C,

чтобы из него подстановкой ί  =  ω (χ) получить искомый интеграл. 
Обыкновенно пишут просто

\ f ( x ) d x = ^ g ( t ) d t ,  (2)

подразумевая уже, что в функции от t, которая представлена инте
гралом справа, произведена указанная замена.

Найдем, например, интеграл

§ sin2 x  cos x  dx.

Так как с? sin х  =  cos x  dx,  то, полагая t =  sin jcv-нреобразуем под- 
пнтегральное выражение к виду

sin3 x  cos x d x =  sin3 x  d sin x  =  t3dt.

Интеграл от последнего выражения вычисляется-легко:

J  (hit =  ~  - f  С.

Остается лишь вернуться к переменной х ,  подставляя s in x  вместо t'.

Jj sin3 jc cos x  d x  =  -f- C.

Обращаем внимание читателя на то, что при выборе подстановки 
t =  ω (х), упрощающей подинтегральное выражение, нужно помнить, 
что в его составе должен найтись множитель u>'(x)cfx, дающий 
дифференциал новой переменной, d t[см. (1)]. В предыдущем при
мере удача подстановки t =  s in x  обусловливалась наличием множи
теля cos x d x  =  dt.

В этой связи поучителен пример

5 sin3 x  d x ;

эдесь подстановка i =  s in x  была бы непригодна именно ввиду отсут
ствия упомянутого множителя. Если попробовать выделить из подин- 
тегрального выражения в качестве дифференциала новой переменной 
множитель sin x d x  или лучше — sin x  dx, то эго приведет к под-
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становке ί =  cos jc; так как остающееся выражение

— sin2 х  =  cos'2 χ — 1 

этой подстановкой упрощается, то подстановка оправдана. Имеем

^ s in 3 jcdjc =  ^ (t* — 1 =  -----ί С =  -" ,--------c o s x - ) - C .  $

При некотором навыке в производстве подстановки можно само»;
переменной t и не писать. Например, в интеграле

J sin3 j c  cos j c  d x  =   ̂ sin3 x  d sin x

м ы с л е ’н н о  рассматривают .sin j c  как новую переменную и сраз^
переходят к результату. Аналогично

_  =  arc sin* -f- С. t β 1

r

! ·< -  *

Подстановка < =  -  здесь подразумевается. Ь
•  *>

Читатель видит теперь, что правило III, 266, по существу, сво
дится к л и н е й н о й  подстановке t =  a x  -j- b:

^ f ( a x - \ - b ) d x  =  - j  ^ f  (ах b) d ( a x  b) =  -^  ^ f ( t )di .  ΰ

Иной раз подстановка применяется в форме, отличной от указф - 
ной. Именно, в подинтегральное выражение f ( x ) d x  непосредственно 
подставляют, вместо х , функцию x  — <o(t) от новой переменно^ t 
и получают в результате выражение у

/ ( φ  (t)) φ" (t)dt =  g (i)d t. I

Очевидно, если в этом выражении произвести подстановку t =■ ω φ ) ,  
где ω ( j c )  — функция, обратная для φ (t), то вернемся к исходному 
подинтегральному выражению f ( x ) d x .  Поэтому, как и прежде, им® г 
место равенство (2), где справа, после вычисления интеграла, 
дует положить t =  a> (л:).

Д ля примера найдем интеграл

£ dx
J Ϋχ (1 +  ух)' -



Если положить x  =  t* (чтобы все корни «извлеклись»), то получим 

у x  =  t3, V x  =  t*. d x  =  U 4 t  и

‘ +  * i = 6 { t  — a rc tg 0 4 - С.

Теперь остается перейти к переменной х  по формуле t У .х, 
окончательно

ζ ____ _____ —  =  б{л/~х —  arctg +  С.
j  Y x  ( l  +  V χ )

Более интересен пример

\ V l F = j ? d x .

Разность квадратов под корнем (из которых ПСРП“ И Имеем
сказывает нам тригонометрическую подстановку дг —  · « *

ΐ/ α2 —  x i — a cos t, d x  =  aco s t d t

*  ̂Y ai _  x* с1х =  аг \ cos* t dt.

Но мы уже знаем интеграл

аг ^ cos9 1 dt  =  a2 j γ  t -f- у sin “b  ^

[267, (17) (a)l- Для перехода к x  подставляем t =  arcsin -  , преобра

зование второго слагаемого облегчается тем, что

^ s in 2 i  =  ^ a s i n f - a c o s i  =  Y - )‘:V V  —

Окончательно

^ d x  =  \ x  V a '  —  x 1 +  γ  arcsin ±  +  С.

*· Уменье разыскивать выгодные подстановки1
нием. Хотя общих указаний по этому поноду дат « л ь  ■
; «  « ? ! « «  З .»е4 т.., овягч-юиле ..о  Р»··- . · » * ? ! ^  
™ » „ ,  в следующем в·. В ка,ю,„.веских сл,ча.х ..MCrMOW. Оулуг
просто указаны в курсе.

* ~ ^ м ё с т н о  у к а з а т ь ,  что  *  мы с ч и т а е м  и з м е н я ю щ и м и ,  м е ж д у  

■ t между — ^  и Поэтому t =  arcsin—.

2 6  ГЛ. V III . П Е Р В О О Б Р А ЗН А Я  Ф УНКЦИЯ 1 ^ 6 8
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w*
С f  *** i  — *— d x.

269. Примеры. 1) (a) ^ ex xdx,  6) ^ | r* * * '  cos* x“

(а) P E ш E H и e. Полагая t =  x \  имеем dt =  2x dx, так что ^

^ e x* x d x  =  \ \ i et dt =  \ e ‘ +  C = \ e x* + C .  jj

(б) У к а з а н и е .  Та же подстановка. Ответ: - j  arctg x* +  С. В о б о й

случаях интегралы имели вид ■

с . . .  Γ " r c r ; , , ΐ ' ™ : 5 . r ™ r ,  etсгвенна подстановка I — д ‘ . Л«алогично ин н ^

g ( x 3) x s dx =  -'r I

a t — χ 8 и т д Под последний тип подходит тр<«ийберутся подстановкой t — л: и т. д. м
интеграл. ■

(в) Ответ: ig Xs +  С . «

2) [ (ах2 +  β)'1 x  dx (μ Φ  — 1)· *
t ·  г*· ::ο п р о ш е  сразу в>ять 

„  =  Н, ^ Г ; 7 б о М~ г е Г Г ^  ™  числовым коэффициентом | л и -  
чается от du =  2axdx.  Имеем, таким образом, ^

' u^ i i u =  “μ + с — *
= ____!------- * ·.« ·+  р г ,,' + с ·

2 » lj» +  IJ

3) (a)  jj ~  <б > jj <Dl )  л: In* лг* j j

У к а з а н и е .  Все эти интегралы имеют вид

J g ( l n x ) ^ - =  jj g On*) d i n *

и берутся подстановкой i =  ln * .

,  Ответ: (а) In2 *  +  С; (б) In In д: +  С; (в) -  ш  +  С.

4) Интегралы вида
(* С d*

Ц g  (sin x ) cos x dx, ^ g  (c o s  х )  sin x d x ,  ^ g ( 4 x > cbS· } 

берутся, соответственно, подстановками
t =  sin x, u *  cos x , и =  tg ■*.

2 6 9 j  I  1 . п р о с т е й ш и й  п р и е м ы  в ы ч и с л е н и я :

\
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Например,

(a) f  cosxdx С dt
j  1 +  sm2 x  *  j  1 -J- ί 3 — arctg t - \ -C  =  arctg sin x +  C:

<r>» l  и л / r *  f  i' du
* J u i  =  j  u -ln l “ l +  C =  — ln |co sx | +  C;

dx
(в» \ -гг-----T - dx . — f  cos2 л: f

J /1 sm jf -i- 5-coszx  ;  И* tg2 лг +  B* =  j  T V  +  S 3 =

=  4 S arCtg fi + c  =  Лд  arctg ig .e) +  C.

5) ( a )  1  - (6> (B) \  (r) i'
, . ■· I 1 J

1 Д  V III. П Е Р В О О Б Р А ЗН А Я  Ф УНКЦИЯ [2 6 9

p '■ -· * τ  i j  sin д: cos л: ■

В ГОЧНОСГИ й Г и н д а р ^ м в е Г е и я Т  ί = χ · ! +  1, то ЧИСЛитель 2л: dx дает

Г dt
)  ,- =  1пИ  +  С =  1п(л:2 +  1) +  С.

Заметим, что всегда, когда предложенный интеграл имеет вид

i c ^ i d ,  „  ‘‘
·’ /< * )  }  / U )  ■

и ·  что в подинтегральном выражении ч ·. · . .. . ,  . „ „ о
с о б н !  д  и ώ (b e d  е н ii и я л u , „ 1  ι *  л и  ι г л .  п р е д с т а в л я е тД Ί  ψ ш С JJC н Ц И а л З Н а М Р Н А Т Р л я  ППЛПаилв«п 4 j: / \ ~ приводит к целц * П0ЛС1ан0Вка t = f ( x )  сразу

f  ,
3  г - * " 1*1 +  С =  1п | / ( * ) |  + с .

По этому образцу имеем

(б) \  ctg r rf.r =  j  =  , sin д. , ^  с  [ср 4) (б)];

(В) j  rfj: =  2 i  4 ^ - 4 f | l> =  У |п <е'х +  0  +  С;
dx

/г\ С dx  f· cos2 л
' J  sm x  cos ^  ”  J tg χ ~  =  ln 1 -r I +  С .

6) Из последнего интеграла легко получаются два полезных интеграла:
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*

7 ) (а) У * у '  d ' ~ \  V'arclK х Ί arctg χ  =  (arctg x ^  +  С,

LU» -  4- С 
X  I

tЯ
$

,СМ Дадим' теперь несколько примеров^ интегрирования выражгимП ГФ ^  
жащих двучлены вида аг — х х *  -+- & и л: — о ■ о эт*х у " 5
бывает выгодно заменить *  т р и г о и о м е т р и ч е с к о й или r u n e  я р  
л и ч е с к о й  функцией от новой переменной t , используя соотношение

sin21

8 )
dx

(x 2 +  a2)2·

-f cos2 ί =  1, 1 +  tga t =■ sec! t — f ,

chs i — shai  =  l, 1 — «h’ t =  ch- ! y .

o dt
Подстановка: x  =  a tg t *, dx =  cog,   ̂ . ·*’ +  a2 cos2"f ’ T3K 4T° *

Vi

£ _dx__— A- C cos2 ί d i =  s-» «  +  sin* cos i) +  c  ■ tCM- 267' 17> ΜΗ?
J (x2 -+- ° 2)2 «*■ ' 2fl3 J

Перейдем теперь к переменной х, полагая t =  arctg ^  и вы р аж ф  sin t

и cos ii через tg t Окончательно 

dx 1 *

9) i

\  (x ‘ ; a 2)2 — 2 a2 x2 +  a2 2 a3
— -4- рЛтг arctg - -  -f- C.

dk
;· /

Здесь удобнее применить гиперболическую подстановку. О станавЛ ваяа .  
для примера, на нижнем знаке, положим: х  =  я с п г (п р и  х  и
— a sh i di, |Лл:а — a 2 =  д <>h <. Интеграл приведется просто к  ̂ dt +  L. 
Для перехода к л: вспомним выражение обратной для г и п е р б о л и ч н о го  
косинуса функции [49, 3)]

j  = , „ ( £  +  ) +  с  -  ή  «  + , ■ - * = . ;  f  с .

апричем в постоянную С’ мы включаем и слагаемое In а.

10) (а)
1* dx  i* dx f  dx_
S u '  +  e V · · ’ У . Ь Д2 - х 2)3/2'

A
•  Причем достаточно предположить t изменяющимся между — Щ  и , .
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В данном случае одинаково просто приводят к цели и тригонометри
ческая и гиперболическая подстановки. Для примера, во втором интеграле

a sin t dt а \е  t dtвозьмем x =  asect ,  dx =  - cos° t — - ,  тогда X s — a2 =  a  tga £ и
COS t

S dx 1 f  cos t dt  __ 1 _I___L _ _ ___ 1_____ x _____ i_ f .
(^*__<,») * /,*= «»  J sm* t sirTT ’ *  α2 ]Лл:2 — a2

Подстановка: Ar =  a sm i, d x =  a cost dt приводит этот интеграл к такому 
[см. 6) (а)]:

а j  sin ί а '«s
Но

'R -y

+  С.

I — cos t a — Y  a2 — лг*
sin t

так что окончательно
i* dx 
'  χ ν  7 ]

с — Y  а2 — x 2 +  С.

В заключение рассмотрим еще два примера интегрирования путем 
замены переменной, где подстановка не столь естественна, как в предыду
щих случаях, но зато быстро ведет к цели.

(« 5 * 0 ).
, у  X -- О.

Положим — х  и примем .t за новую переменную. При воз
ведении в квадрат, х 2 в обеих частях можно опустить, и в результате

t'· — a

так что

У x' +  a =  t-

2 ί ·

ί" — a t2 А- а 
Я — 21

ί® -4- ac
d x — w - dt·

Окончательно

[  ^ '■ -  С ^- =  l n U |  +  C =  l n | x + K x 2 +  a|  +  C.
*7 ] /  4 -  a J  f

[Ср. 9)1

1з» 5
dx

: (a <  ж <  β).
/ ( *  — “) ф — х)

Положим, х =  а cos2 <р -г- β sin2 φ ^0 <: φ <  -IJ-j , где о — новая переменная;

тогда
X — α =  (β — а) sin2 φ, β — *  =  (β —  a) COS2 φ, 

dx =  2 (β —  a) sin φ COS φ dtp.
Таким образом,

ϋ ν „ - « « - « Г 1 S



270. Интегрирование по частям. Пусть u = f ( х )  и v  =  g( x )  
будут две функции от х,  имеющие непрерывные производные Ц =  
=  f ' ( x )  и v’ =  g (x ) .  Тогда, по правилу дифференцирования про
изведения, d (uv) =  и dv -j- v  du или u d v  =  d(uv ) — v du. Для ^вы
ражения d(uv)  первообразной, очевидно, будет uv; поэтому иЛеет 
место формула “

270) § 1. ПРОСТЕЙШИЕ ПРИЕМЫ вычислимая *31
•

ί

(̂ СИМ,

^ u d v  =  uv — J v du. g  (3)

Эта формула выражает п р а в и л о  и н т е г р и р о в а н и я ^  п о  
ч а с т я м .  Оно приводит интегрирование выражения u dv  =  u f f d x  
к интегрированию выражения v d u  =  vu' dx.

Пусть, например, требуется найти интеграл  ̂x  cos x  dx. Пол
'3

и =  х , d v · ^  cos x  dx, так что duwmdx, г; =  sin jc 

и, по формуле (3),

J x  cos x  d x  =   ̂x  d sin x  =  χ  sin χ  —  ̂ sin χ  d x  =  *
I

=  χ  sin χ  -f- cos χ  4 -  (4)

iпенТаким образом, интегрирование по частям позволило заменить 
сложную подинтегральную функцию x  cos х  на простую sin л !  По
путно для получения v  пришлось проинтегрировать выражение 
cos x d x  — отсюда и название: интегрирование п о  ч а с т я м .

Применяя формулу (3) к вычислению предложенного интеграла, 
приходится разбивать подинтегральное выражение на два множителя: 
и и dv —  v 'd x ,  из которых первый дифференцируется, а второй Инте
грируется при переходе к интегралу в правой части. Нужно стараться, 
чтобы интегрирование дифференциала dv не представляло трудн&тей 
и чтобы замена и на du и dv на v  в с о в о к у п н о с т и  влекла я  со
бой упрощение подинтегрального выражения. Так, в разобртном  
примере было бы явно невыгодно взять, скажем, x d x  за \ v ,  а 
cos х  за и. -, ·

При некотором навыке нет надобности вводить обозначе^я и, 
v, и можно сразу применять формулу [ср. (4)]. t.

Правило интегрирования по частям имеет более ограниченную 
область применения, чем замена переменной. Но есть целые классы

* Так как для наших целей достаточно представить cos x d x  хотьлршм 
способом в виде dv, то нет надобности писать наиболее общее вырДГние 
для v, содержащее произвольную постоянную. Это замечание следуегЖиеть 
в виду и впредь.
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интегралов, например,

[ л - l n ' x i x ,  \x > „ „ b x d x .  [ x ‘ c o s b x d x .  \ x ‘ e " d x  я йр„

“ Т Г т „ Г ^ Т Г “  ■ С Л0" ° " ,Ь"  » " ® Р » Р » * " « ·  "0  « т .
. 0. . .  : ,р""-,а " " " ГР»Р»>"И» по „ С П . „р„.
•  ” .  .  " о  Г  0 6 °  6 “■е 0 " f  » Р » У ”  " » > Р г р „ рР0 .

. « й г г й ь .™  л р о -
-■ I г я м и  «·, „·, , ·  г .  0— _ „ . i S r J J 1" ,  *“  т  1 »то

Заменяя в формуле (3) ϋ на ««»',’ будем' иметь'

i ·**""· d x = \ u d v ' a' = и о ' я' - \ * ' * ·  dl, =  UV^ - \ l t v ' a dx.
Аналогично

$ н· в'"· (ί.ΛΓ =  U 0 l - - n  _  J и- φΙΒ-,)  ^

J h 'b * *  l , rfx =  // * l)'» ·. -  5 , r  ! . ' · “ ■ rfx.

5 tfx =  U{n)v  — J » '« « 1 , dx

- ' . “ Ι Ζ Γ Γ ν "  поочередно на 4 -  , ИЛЙ ня _  , „ , кла.
-  у ‘тоже,и,и и д -м .и о .и , .«м сгрм о» .  ярстой

Ή Π 1  ор м дщ  к И ш * «ну ιοβ  4 * » p » y a t

5 d x  =  uvin> — „ V я- 1) ... „·„«■-*» _  _ _ _|_

+  ( -  1 )"«<") г»+  ( -  l ) n+1 5 « ' - +"t>rfx (5)

« 1ю 2 « т ^ е Г ь  Γ ΓΟΛΜΟ "ол‘аова1,'с - 9Т°« фориулоП. котла олиим .о

представляет собоГ м ^ л е ^ Т Г с ^  “ Л · · -  "

НоГвнраУже°ни.“ ^  ИН1еграла в '* ‘ю1 * * «  получается окопча’ е л Г
Перейдем к примерам.

271. Примеры. 1) $ х * 1П л: dx.
Дифференцирование \п х  приводит к упрощению, поэтому полагаем

u-m.\nx, dv =  x*dx,  так что du =  d-  ν = -  л·
х ’ 4

| [ . г * ^ - ^ д М п х _ ^ д . +  с

3 2

2 ) ( a ) j l n  x d x ,  (6) (j arctg x dx, (в) \ згевт x  dx,



Принимая во всех случаях d x  =  dv, получим

(а) $ In *  dx rsxXn χ  — j *  d l n x  — x l n x  — J dx =  x ( \ n x  — 1) jjfc;

(б) ^ arctg x  d x  s= x  arctg χ  — ̂  χ  d  arctg *  =  x  arctg x — ^

-  j ^ f T r dv  =  * arc t g * - y l n ( * a + l )  +  C [cm. 2 6 9 ,1 )  (a)];

f ^
h]  j  arcsin x dx =  χ  arcsin x — f  χ  d arcsin x — x arcsin x _ 3!

f  X  d x  _________  8

J  ^7= ^ -  =  x a r c s i n * + / l _ x >  + C [ с м . |б 9 ,  2)].

3) J x s sin *  dx. v

Имеем Л

\  x ‘d (— cos x ) =* — x* cos x  —  ̂ (— cos x) d x 8 =  К

=  — лга cos *  +  2 ( x  cos x  rfii1 ■
Таким образом, мы привели искомый интеграл к уже известному 1270 1А\\- подставляя его значение, получим свечном у ц /и  (4)1,

J x s sin x  d x =  л:8 cos λ: +  2 (λ: sin *  -f- cos x)  +  G. ^

n p и m e h ить* д в у'кратно ПравИЛ° H"TerP”P°'>a""« "° « « я у  п ^ шлось
Так же, повторным применением этого правила, вычисляются ин|егралы

] P ( x ) e a* d x ,  \ P ( x ) s m b x d x ,  $ Р  (x) cos bx  dx,  *

где P (x )  — целый относительно х  многочлен.
4) Если воспользоваться обобщенной формулой интегрирования по&астям. 

то можно получить сразу общие выражения^ для интегралов этого e f f i  
Полагая »(я+1' =  еах, будем иметь - '

6а* р&Х JXX
^  в | , „ т. д.

§  1· П РО С Т Е Й Ш И Е  П РИ ЕМ Ы  ВЫ ЧИ СЛ ЕН И Я * 3 3

Поэтому, считая Р (х) многочленом га-й степени, по формуле (5) Йолучим

1 ' · « " “ * — '' “ | ί - ί + * ; — ] - >с .  I

Аналогично, если взять v lnw  =  sin bx то ί
i

о1» » _  £os bx „ (я- ii  sin bx „ (я_а1 cos bx
* * *> · " =■ -ь,— и r. JОтсюда формула

P(x) s m b x d x ^ s i n b x  · [ ^  -  ^  -j- . . . j  — cos i *  · | ^ -  ^  + . . Ж - С .

2 Г. М. ФахтЕЩ-ильц, т. 11



Подобным же образом устанавливается и формула . '
J P (x ) cos bx dx =

7  J
г л · V III . П Е Р В О О Б Р А ЗН А Я  ФУНКЦИЯ

=  sin bx ■

5) f X s lns x  dx. Имеем I
J - I

j  1 п » д г ,/£  =  1 * Ч п ' . г _ 1  J дг«,Пп2д = - 1 л : М п » х _ ^ .  ^ χ * \ \ χ β χ ,

и мы свели дело к интегралу I). Окончательно 

J χ 3 1 ^ χ ί ί χ  =  - ί χ 4 1π2 χ _ γ ( - ± - χ 4 Ι η χ — Ι χ ή + 0  =

(in· дг — ^ .1 п л г + ^ Н -С .

Так, последовательно, вычисляется интеграл

 ̂x k \пт x  dx,

где ft — любое вещественное число ( к ф — 1), а т=1,  2, 3, ... Если приме- 
ннть к этому интегралу формулу интегрирования по частям, положив 
и *= й г х ,  то получим р е к у р р е н т н у ю  ф о р м у л у  _«j

J  1пШ x d x  =  Т ^ Т  **+1 χ  -  J  лг* h,*-»* dx, '  У

по которой вычисление рассматриваемого интеграла сводится к выч! 
интеграла такого же типа, но с меньшим на единицу показателем п

R n n n u P M  n r m r r a u r v D i / a  /  —  1η  ν- _____________________ _ _ _ л
“ · — - ------ “■,*" **u VAfHUiû  1Шлада1СЛСМ пиру In Г

Впрочем, подстановка t =  \пх  приводит рассматриваемый интеграЛГ виду
■ ------------  "■ I' *) ime,k+1,i dt, уже изученному в 3) и 4). |
6) Любопытный пример представляют интегралы |

< I
J еах cos bx dx, J eax sin bx dx. -  >

Если к ним применить интегрирование по частям (в обоих случаях взя5> 
скажем, d v = e ° * d x ,  то получим

j  еах cos bx dx =  - ί  eax cos bx -f  у  | eax sin bx dx, · ft Ψ у

j  eax sin b x d x ^ l  eax sin 6* — i .  j  eax cos bx dx .  *  *

Jpy loft • ^ ^ 830Μ> κ,ш nы,  ̂ из 31,11 ,1НТеграяов оказался в ы р аж ен и е^  ,<П Щ З

«-

функция - I
........ ___  I

ι™ ο ίίΤ  ««тсгралами разуметь определенные первое)!
L ,«  “ мсчаи” с в 286), то, желая во второй формуле иметь те же функция - ■ 

"  * пермж , мы, строго говоря, должны были справа присоединись ги к  ·

. · > ·
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»<

Однако если в первую формулу подставить выражение второго инте
грала из второй формулы, то придем к у р а в н е н и ю  относительно neoi 
вого интеграла, из которого он и определится: ' “

V i  ^  cos bxdx =  ^ + ^ 3C0S bx

Аналогично находим и второй интеграл

a sin bx — i  cos bx

7) В качестве последнего примера применения метода интегрирований 
частям выведем р е к у р р е н т н у ю  ф о р м у л у  для вычисления интя

Щ '

\ При

ί sin bx d x  —
afi+b'

✓“ -j- С.

e°x +  C.

,  _  i* dk
j  ( λ :8 +  as)n (n=*  *· 2> 3> "·)■

1
меним к нему формулу (3), полагая

*

41
И

(х2 +  а*)п 

получим

f άυ =  dxt так что d u = -
(.t* +  a*)'1

4 ·- r ■ dx.j  (л-а +  a2)n+1

^рследний  интеграл можно преобразовать следующим образом:

7
X■____________d x  __ f  u *  +  a*)— а2

(jcs +  e 3)« +1 3 (лг‘ 4 -в ·)" ’*

Ί
ч.
i

f
ί

dx
(x* -f- e 8) " * 1 14-1»К-л  Подставляя это выражение в предыдущее равенство, придем к соогно- 

Ь^ш ению  (

в2)п +  2 я /я — 2 na2Jn+1,

куда
. ι * , 2 л — 1 1 ,

( ^ + а 8)» 1 2 /i 0s '■·

Полученная формула сводит вычисление интеграла к вычислен
— интеграла с меньшим на единицу значком. Зная интеграл

, 1 . x
Λ  =  -  arctg -

9) (6); мы берем одно из его значений), по это(1 формуле, нии ч —3 
л  й и д ем  ^

•  I _  1 * I 1 . X
t  ' ·  2β* л * - f  α* +  2α* 8 7  ·

I
ί

1



[что мы выше получили другим путем, см. 269, 8) 1. Полагая в формуле (6) 
п =  2, мы получим далее

Л =  - L _____ *  I з
• 4a2 (x2 -f- а2)2 1 Аа?

*  , 3  *  , 3 χ
4а2 (χ2 +  α ψ  +  ^  ^  arctS ^

И т. д. Таким образом можно вычислить интеграл J .  д л я  любого н а т у р а я ь -  
ного показателя п.

§ 2. Интегрирование рациональных выражений

272. Постановка задачи интегрирования в конечном виде. Мы
познакомились с элементарными приемами вычисления неопределен
ных интегралов. Эти приемы не предопределяют точно пути, по 
которому надлежит идти, чтобы вычислить данный интеграл, предо
ставляя многое искусству вычислителя. В этом и следующих пара
графах мы остановимся подробнее на некоторых важных классах 
функций и по отношению к их интегралам установим вполне опре
деленный порядок вычислений.

1еперь выясним, что именно нас будет интересовать при инте
грировании функций упомянутых классов и по какому принципу 
будет произведено самое их выделение.

В 51 было охарактеризовано то многообразие функций, к кото
рым в первую очередь применяется анализ; это — так называемые 
элементарные функции и функции, которые выражаются через эле
ментарные с помощью к о н е ч н о г о  ч и с л а  арифметических дей
ствий и суперпозиций (без предельного перехода).

В главе III мы видели, что все такие функции дифференцируемы 
и их производные принадлежат к тому же многообразию. Иначе 
обстоит дело с их интегралами: очень часто оказывается, что инте
грал от функции, принадлежащей упомянутому классу, сам этому 
классу не принадлежит, т. е. не выражается через элементарные 
функции с помощью к о н е ч н о г о  ч и с л а  названных выше опера
ций. К числу таких заведомо н е в ы р а ж а ю щ и х с я  в к о н е ч н о м  
в и д е  интегралов относятся, например,

5 е~А d x ,  J sin х г d x ,  J cos λ;'2 d x .

гл. V III. П Е Р В О О Б Р А ЗН А Я  Ф УНКЦИЯ [272.

другие примеры подобного рода будут приведены ниже 1280. 280 . 
290 и сл.]. · '*

Важно подчеркнуть, чт о все эт и интегралы реально с у щ е 
с т в у ю т *, но они лишь предст авляю т  собой с о в е р ш е н н о

■ См. сказанное по этому поводу в 264. Мы вернемся к этому ниже,



I
н о в ы е  ф ункции и не приводят ся к  т ем  ф ункциям , которые мы 
назвали элемент арными *. ,

Известны сравнительно немногие общие классы функций, 
которых интегрирование может быть выполнено в конечном βηϊ 
этими классами мы ближайшим образом и займемся. На первИм 
месте среди них надлежит поставить важный к л а с с  р а ц и о н а л ь 
н ы х  ф у н к ц и й .  "j

2 7 3 ]  §  2 .  И Н Т ЕГРИ РО В А Н И Е РА Ц И О Н А Л ЬН Ы Х  ВЫ РА Ж ЕН И Й  3 7 -

ι^>·273. Простые дроби и их интегрирование. Так как из неправи^ 
ной рациональной дроби можно исключить целую часть, интегср*1-
рование которой не представляет трудностей, то' достаточно занятая  
интегрированием п р а в и л ь н ы х  д р о б е й  (у которых степдаь 
числителя ниже степени знаменателя). d

Из них мы остановимся здесь на так называемых п р о с т ;
д р о б я х ;  это будут дроби следующих четырех типов:
, А п А П1 Мх -f- N  ш  Mx -^ N
" л — a '  (х — а ) * ’ x2+ p x - \ - q ’ (x* - f  рх  +  ηί

(ft =  2, 3, . ..)  (m ~ 2. 3. . . . ι  "

где A, M, N, a, p, q — вещественные числа; кроме того, по οτί
шению к дробям вида III и IV предполагается, что трехчлен
x i -\-p x ~ \-q  не имеет вещественных корней, так что *

— q <  0 или q — ^  >  0. *

Дроби вида I и II мы уже умеем интегрировать [267, 7)] 

А l j ^  =  A l n \ x - a \  +  C, 

δ С ____ А_______ 1 ·.
j  (x — αψ k — 1 (x —  a )*-1 1 "

t

Что же касается дробей вида III и IV, то их интегриров^ие 
облегчается следующей подстановкой. Выделим из выражения
x i - \ - р х  -\- q полный квадрат двучлена 4

+ + ? = + + I

* Для того чтобы помочь читателю освоиться с этим фактом, напоЗушм 
ему, что интегралы

С dx С dx
3 τ ·  3 н т ?

от р а ц и о н а л ь н ы х  функций сами уже не являются рациональ^ 
функциями. Таким образом, е с л и  бы для нас „элементарными" были 
лишь рациональные функции, то уже названные интегралы от „элемейар- 
ных“· функций не выражались бы через „элементарные" функции прм4та- 
вляя собой „неэлементарные“ функции новой природы: 1пл: и arctg х\ Щ

Т

tЬ№11



Последнее выражение в скобках, по предположению, есть число поло
жительное, его можно положить равным а \  если взять

а * =  +  ] / " Ч— j  .

Теперь прибегнем к подстановке

х  "Ί" Y  d x  =  dt,

χ ϊ - \ - ρ χ - \ - 4  =  Ρ-\-α?,  =
В случае III будем иметь ' ■»
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f Mx +  N „  „ _  (· Mt +  ( * -  ~2Р) 
J χ 2 +  ρχ +  ς - -  J  ^  +  β· dt =t% -j- a

M 1· 2ta i  . / Мр\ С dt
3  i - V - ·  ■ Г — Ύ )  j  “.  Η + ι ·

=  ln (*s +  a*) + - j  ( λ 1 — arctg -j· -f- C, 

или, возвращаясь к x  и подставляя вместо а его значение;
I  Mx +  N

x * + p x  +  q 
Μ

αχ-

: y  In {χ* - f  p x  - f  q) - f - |й = = = р  arctg С.
I  4я — г  y  4fl— p» ‘

Для случая IV та же подстановка даст ·

i* Mx +  N p  Mt +  (/V —

j  ( x * + p x + q ) m rfX™  j  (i2 +  a2)"* Lrf2! =
β  M C 2 td t  , / Aip' f  rf*

2 j  ( i 4 a ’)n T \ ‘ 1  /  j  7Γ* -r  α*Γ · i ! )
Первый из интегралов справа легко вычисляется подстановкой 
? - \ - а ‘ =  и, '2tat =  du
С 2 td t  _  С [du 1 ι
J (t* +  a2)m-^ J ϊ -  β  —  ϊ Γ = Τ Ί Ρ ^  +  °  =

*  /n — 1 (t2 +  а2)”1' 1 Η С- (2 )

Второй же из интегралов справа, при любом т, может быть вычис
лен по рекуррентной формуле (6) п° 271. Затем останется лишь

положить в результате t  =  2-± + £ ,  чтобы вернуться к переменной *.

Этим исчерпывается вопрос об интегрировании простых дробей.

274. Разложение правильных дробей на простые. Остановимся 
теперь на одной теореме из области алгебры, которая, однако,



имеет фундаментальное значение в теории интегрирования рациональ
ных дробей: каж дая правильная дробь

2741 § 2. И Н Т Е ГРИ РО В А Н И Е  РА Ц И О Н А Л ЬН Ы Х  ВЫ Д ф Ж ЕН И Й  W *

Pix)
Q M ίможет быть представлена в виде суммы конечного числа 

ст ых дробей. f
Это разложение правильной дроби на простые дроби теснейщйм 

образом связано с разложением ее знаменателя Q (x) на простое 
множители. Как известно, каждый целый многочлен с вещественными 
коэффициентами разлагается (и притом единственным образом) 1на 
вещественные же множители типа , л: —  а и х г 4 - р х  -f- q; при этом 
квадратичные множители предполагаются не имеющими вещественюнх 
корней и, следовательно, неразложимыми на вещественные л и н ей к е  
множители. Объединяя одинаковые множители (если такрвые имею-гея) 
и полагая для простоты старший коэффициент многочлена Q(x)  {яв
ным единице, можно записать разложение этого многочлена схемати
чески в виде ■

Q (ji) =  ( j ; — axft. . . ( j c 2 - | - p j i  +  ?)m. . . ,  4 3 )

где k, . . . ,  m, . . .  суть натуральные числа. 'i
Заметим, что если степень многочлена Q есть п, то, очеви ^о, 

сумма всех показателей k, сложенная с у д в о е н н о й  суммой всех 
показателей т, в точности даст n: f

£ *  +  2 ^ >  =  я. £(4)

Для доказательства теоремы установим предварительно следую* 
щие два вспомогательных предложения:

1°. Рассмотрим какой-нибудь линейный множитель х — а, входя
щий в разложение знаменателя с показателем А ^ 1 ,  так что ^

Q (x) =  (х  —  a f  Qi (лг),

где многочлен Q4 уже на х  —  а не делится. Тогда данная прав\ 
ная дробь

Pjx)  _  Р (х)
Qix)  ( х — а)к Оъ(л:) 1

й
может быть представлена в виде суммы правильных дробей?

А , Pyjx) I
(x— a)k > (х — а ) * - 1 0 , (* ) ' ^

из которых первая является п р о с т о й ,  а знаменатель второй содер
жит множитель х  —  а в более низкой степени, чем раньше. i

Г

* Буквы Р, Q (с различными указателями) обозначают здесь Д ш е  
многочлены, а буквы А, Μ, N — постоянные числа.
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Для доказательства достаточно подобрать число А и многочлен 
Р ι (х) так, чтобы выполнялось т о ж д е с т в о

Р ( х ) — A Q, (х) =  ( χ  — а) Р , (х).

Определим сначала А  так, чтобы левая часть делилась на х __а,
для чего достаточно (по известной теореме Б е з у ) ,  чтобы ее зна
чение при х  =  а было нулем; это приводит к следующему выраже
нию для А:

л __
<Λ («)'

Оно имеет смысл именно потому, что (также по теореме Б е з у )  
Qi (®) При указанном выборе А многочлен Р\ определится 
просто как частное.

2 . Пусть теперь x* -J— р х  -J -  q будет какой-нибудь из квадратич
ных множителей, входящий в разложение знаменателя с показателем 
m 1, гак что на этот раз можно положить

q)m Q, (x),
где многочлен Q, на трехчлен x 2 - f  р х  -f- q не делится. Тогда дан
ная правильная дробь

Р(х) _ ________ Р{х)
Q (χ ) (χ2 Λ-рх -y  q)m Q, (*)

может быть представлена в виде суммы правильных дробей
__Мх -f- N p t (x )
(x*+px  +  q)m ' r  (x2+ p x  +  q)m~i Ql (x)' ’

из которых первая уже будет п р о с т о й ,  а вторая содержит в зна
менателе упомянутый трехчлен снова — в низшей степени.

Для доказательства достаточно подобрать числа Μ, N  и многочлен 
Ру (лг) так, чтобы имело место т о ж д е с т в о

Р (х)  — ( Мх  -r N ) Q l (x) =  (χ 2 - f  ρ χ  q) р ,  (х ).

Определим М  и N  так, чтобы на этот раз левая часть делилась 
на квадратный трехчлен х'2 -{- р х  -f- q. Пусть остатками от деления 
Р  и Qj на этот трехчлен будут, соответственно, a x - j- β  и γ χ - ΐ-δ .  
Тогда вопрос сведется к тому, чтобы на д;'2- ) -д о ^  делилось 
выражение

α χ - |-  β — ( Мх  - f  Ν)  (7х  - f  S) =
=  — iM x i -f- (α — δΛί — γΛ/) Jt - f  (β — Щ .

Выполнив здесь деление, на самом деле, в о с т а т к е  будем иметь
[(П  —  8) М  —  ТА/ -}- α] х  4 -  {q i M  —  bN +  β].

Мы должны приравнять нулю оба эти коэффициента и, таким обра
зом, для определения М  и N  получим систему из двух линейных
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уравнений; ее определитель
P f — δ — γ

rr — 8
отличен 
в виде

от нуля. Действительно, при γ ф  0 его можно написате

Л г т /
но выражение в квадратных скобках есть значение нашего трехчле ι
x* 4 - ρ χ  -j- q в точке jc*=  — γ  и, следовательно, не может быть нуле^,
ибо трехчлен этот не имеет вещественных корней. При γ =  0 опре
делитель сведется к δ2, а в этом случае 8 заведомо не нуль, поскольку 
многочлен Qi на χ * - \ - ρ χ - \ - ς  не делится.

Установив указанным путем значения М  и Ν, многочлен Р : | 
здесь также определим без труда как частное.

Обратимся теперь к доказательству "высказанной вначале теорем 
Оно сведется к повторному применению предложений 1° и 2°, кото
рые обеспечивают возможность последовательного выделения п р е 
е т  ы х д р о б е й  из данной правильной дроби вплоть до ее исчер
пания. V

Если множитель х  — а входит в Q лишь в первой степени, то, 
в силу 1° (при / г = 1 ) ,  мы поставим ему в соответствие единствф- 
ную п р о с т у ю  д р о б ь  вида f

—  ■ ix  —  а  *

В случае же, если показатель степени х  — а есть А ^>1, то, 
выделив, на основании 1°, п р о с т у ю  д р о б ь  л

Ак Я
t

f
(x  —  a)k ’

мы к оставшейся дроби снова применим 1°, выделим п р о с т  
д р о б ь

«♦ .
(х —  а)* 1 I

и т. д., пока множитель .лг— а вовсе не исчезнет из разложев^я 
знаменателя. Таким образом, в рассматриваемом случае множителю 
(д: — а)* (А^> 1) будет отвечать группа из k п р о с т ы х  д р о б е й ?

Аз 1 Ак wijjА,
( х - а У ( х - а ) " ГТакое же рассуждение, мы поочередно применим и к каждому&из 

оставшихся еще линейных множителей, пока знаменатель не исче| 
ется или в его разложении не останутся одни лишь квадратич 
множители.
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Аналогично . этом/, пользуясь 2°, квадратичному множителю 
x* -j- р х  -f- η мы поставим в соответствие одну лишь п р о с т у ю  
д р о б ь  вида

Мх +  N
х‘ +  ρχ +  q ’

если он входит в первой степени, и группу из от п р о с т ы х  
д р о б е й

MlX +  N, . Μ,χ +  Ν,, , , Mmx  +  Nm
Х 2 +  РХ  +  Ч ' (x 2 +  px +  qУ  1 ■ "  1 (Λ-“ +  /».«· -1- q)m ’ ( ° )

если этот множитель входит с показателем т~^> 1.
То же можно сделать и с прочими квадратичными множителями, 

если они еще имеются; этим и завершается доказательство теоремы.

275. Определение коэф ф ициентов. И нтегрирование правиль
ных дробей. Таким образом, зная разложение (3), мы тем самым 
знаем з н а м е н а т е л и  тех простых дробей, на которые разлагается 

Р
данная дробь -q . Остановимся на вопросе об определении ч и с 
л и т е л е й ,  т. е. коэффициентов А, М, N. Так как числители группы
дробей (5) содержат k коэффициентов, а числители группы дробей
(6) 2т коэффициентов, то ввиду (4) всего их будет п.

Для определения упомянутых коэффициентов обычно прибегают 
к м е т о д у  н е о п р е д е л е н н ы д  к о э ф ф и ц и е н т о в ,  который
состоит в следующем. Зная ф о р м у  разложения дроби ■£, пишут

его с б у к в е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  в числителях справа. 
Общим знаменателем всех простых дробей, очевидно, будет Q, скла
дывая их, получим правильную дробь *. Если отбросить теперь 
слева и справа знаменатель Q, то придем к равенству двух много
членов ( я — 1)-й степени, тождественному относительно х. Коэффи
циентами при различных степенях многочлена справа будут линейные 
однородные многочлены относительно*я коэффициентов, обозначен
ных буквами; приравнивая их соответствующим численным коэффи
циентам многочлена Р, получим, наконец, систему п линейных урав
нений, из которых буквенные коэффициенты и определятся. Ввиду 
того, что возможность разложения на простые дроби наперед уста
новлена, упомянутая система никогда не может оказаться п р о т и 
в о р е ч и в о й .

Больше того,, так как упомянутая, система уравнений имеет 
решение, каков бы ни был набор свободных членов (коэффициентов 
многочлена Р), то ее определитель необходимо будет отличен от 
нуля. Иными словами, система всегда оказывается о п р е д е л е н 
ной.  Это простое замечание попутно доказывает и е д и н с т в е н 

* Сумма правильных рациональных дробей всегда предсгавляег собой 
правильную же дробь.
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н о с т ь  разложения правильной дроби на простые дроби. Поясним
сказанное п р и м е р о м .

°  *** 4- 2х -4-13 
Пусть дана дробь 2 д г 3 +  I)3'

имеется разложение
2л:2 +  2 * + 1 3  _  А , Вх +  С . Dx  +  Е

Согласно общей теореме, для нее

х  —  2 хг +  1 (*2 + 1)2(х — 2 ) (х2 +  1 )а

Коэффициенты А, В, С, D, Е определим, исходя из тождества
2* 2 +  2л: +  13 =  Л (л;2 +  I) 2 +  (Вх +  С) (л:2 +  1) (х - 2 )  +  (Dx +  Е) ( х - 2 ) .

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х  слева и справа, 
придем к системе из пяти уравнений

д»
X*
л*
л»

А  +  5  =  0,
— 25  +  С =  0,

2А +  В — 2C +  D =  2,

— 2В +  С — 2D +  E =  2,

А — 2С — 2 Е =  13,
откуда 

Окончательно
А =  1, S  =  — 1, С =  — 2, О =  — 3,

2л:2 +  2л: + 1 3  _  1 л: +  2

£  =  — 4.

Зл: +  4
( х - 2 )  (x* +  I) 2 х  — г

iАлгебраический факт, который мы только что установили, имеет 
непосредственное применение к и н т е г р и р о в а н и ю  р а ц и о 
н а л ь н ы х  д р о б е й .  Как мы видели в 273, простые дроби инте-^ 
грируются в конечном виде. Теперь мы то же можем сказать" 
о любой рациональной дроби. Если всмотреться в те функции, через, 
которые выражаются интегралы от целого многочлена и от правиль
ных дробей, то можно сформулировать более точный результат: у

Интеграл от любой рациональной функции выражается ' 
в конечном виде —  с помощью рациональной же функции, логаЧ  ̂
рифма и арктангенса.

Например, возвращаясь к только что рассмотренному примеру и вспо 
миная формулы п° 273, имеем
ί* 2л:2

J ( * -

2л:2 +  2л: +  13
2 ) (x* +  I) 2

-

С dx

Зл: +  4

С *  +  2-S- '.—г ах ■

(х2 +  1)а
• йх

j  - t* + l  
1 3 — Αχ . I . (χ — 2Ρ
Τ ϊ π Γ ι +  ϊ 1π - ? π Γ γ ·

f
φ»

■ 4 arctg χ  +  <?<

276. Выделение рациональной части интеграла. Существуев
прием, принадлежащий М. В. О с т р о г р а д с к о м у ,  с помощы| 
которого нахождение интеграла от правильной рациональной дроС 
значительно упрощается. Этот прием позволяет чисто а л г е б р а *  
ч е с к и м  п у т е м  выделить рациональную часть интеграла.



Мы видели [2731, что рациональные члены в составе интеграла 
получаются при интегрировании простых дробей вида II и IV
В первом случае интеграл сразу можно написать

I’ Л а 1

3 (x — a)k ах — k -  1 (.г — а)к-1 “Ь С· ( 7)

Установим теперь, какой вид имеет рациональная часть интеграла 
С М х  -j- N  ' , г ^ „S  \
)  J ^ T p X +  q r  ^  у Я > « .  <? *4~ >  о)  -

Прибегнув к знакомой уже нам подстановке х - \ -  = t ,  исполь
зуем равенства (1), (2) и формулу приведения (6)" п° 271 при 
п — т — Если вернуться к переменной лг, то получим

{  _____ M x  +  N  М ' х  -I- N'  С „ г
J  ( х 2 +  p x  +  q)m ■ { x * + p x  +  i ,·*-· + α ) - f r i  +  p x  +  q)m- ,  .

где Λί, TV и а означают некоторые постоянные коэффициенты
Ilo этой же формуле, заменяя т на /га— 1, для последнего инте
грала найдем (если т 2)

С _______ adx  _  Μ'χ +  Ν" „ (* ал
J  (x '+ p x  +  qy*-* ~ iP + p x  +  q)m-' + P  j  - {x * +  px +  q)m .

и т. д., пока не сведем показатель трехчлена х * - ^ р х - { - а  в инте
грале справа к единице. Все последовательно выделяемые рациональ
ные члены суть правильные дроби. Объединяя их вместе, получим 
результат вида

С Мх + N d x  __  R(x)  , . dx
' { x * - \ - p x  +  q)m (χ2 +  р х  +  f)»»-» i 3 * 2 + / w r  +  <7 ’

где R  („v) — целый многочлен, степени низшей, чем знаменатель * 
а л  — постоянная. '

Пусть имеем правильную дробь которую будем предполагать
несократимой, и пусть знаменатель ее Q разложен на простые мно
жители [см. (3)]. Тогда интеграл от этой дроби представится 
в виде суммы интегралов от дробей вида (5) или (6). Если k  (или 
т) больше единицы, то интегралы всех дробей группы (5) [или (6)1 
кроме первой, преобразуются по формуле (7) [или (8)]. Объединяя все 
sm  результаты, окончательно придем к формуле вида

4 4
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{  P ^ ffr —  P > <*) О- С р » (х) и 
)  Q (x) d x  -  Q-(x) +  J Qj~x) d x - (9)

* См. сноску на стр. 42.
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Рациональная часть интеграла j  1 получена от сложения выделенных (
' Увыше рациональных частей; следовательно, прежде всего она $ 

является п р а в и л ь н о й  д р о б ь ю ,  а ее знаменатель Qt имеет раз- ft 
ложение ί>

Qi (·*) =  (■* —  a)*-1 . . . ( x 2-|-px +  <7)m-1... 
p

Что же касается дроби ^ , оставшейся под знаком интеграла, то с н а '

получилась от сложения дробей вида I и III, так что она также] 
п р а в и л ь н а я  и

Qi (х) =  (х  — а ) . . .  (х 1 - \-p x - \-q )  . . .  Ί

Очевидно [см. (3)], Q = C iQ , .  1
Формула (9) и называется формулой О с т р о г р а д с к о г о .  9  

Дифференцируя, можно представить ее в равносильной формей

Р  ГР.Т  , Ро ^
о  =  1 ?г-1 t -  г» - ( 1 0 ) ’V  I V  ι I чг« V ’

Мы видели, что многочлены Q, и Q2 легко находятся, если.ч 
известно разложение (3) многочлена Q. Но они могут быть опреде-' 
лены и без этого разложения. Действительно, так как производная (?£ 
содержит все простые множители, на которые разлагается Q, имении! 
с показателями на единицу меньшими, то Qi является наибольшими, 
общим делителем Q и Q', так что может быть определено по этим ' 
многочленам, например, по способу последовательного деления. 
Если Q! известно, то Q.2 определится простым делением Q на Q,.

Обратимся к определению числителей Я, и А  в формуле (10).$ 
Для этого также пользуемся м е т о д о м  н е о п р е д е л е н н ы х  коэ ф- _ '  
ф и ц и е н т о в .  t

Обозначим через п, пъ /ц, соответственно, степени многочленов Q,fi 
Qi, Qi, так что я, - |-  я, =  я; тогда степени многочленов Р, Р ь Рф  
будут не выше п — 1, пу — I, щ — 1. Подставим в качестве Р , и ΐ ',γ  
многочлены степеней л, — 1 и щ — \ с б у к в е н н ы м и  к о э ф - ΐ  
ф и ц и е н т а м и ;  всего этих коэффициентов будет щ -J- /ц, то есть n i  
Выполним в (10) дифференцирование f

PIQi — P&'i ι Р« P
Oi Q , ~  Q -

Покажем теперь, что первую дробь в с е г д а  можно прмвест4 
к знаменателю Q, сохраняя целым числитель. Именно

Р Q __ Р  O jO j
p , Q , - p , o \ l V> ■ υ .  _ p 1q , - p ,h

O? QtQ. — Q

i
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если Н  означает частное Но это частное можно представить
в виде целого многочлена. Действительно, если (х  — а)к, при 1, 
входит в состав Qh то (лг— а)*”1 войдет в Q{, a χ  — а в состав Q5; 
такое же заключение можно сделать и о множителе вида (л:2 -}- р х  - | -  q)m 
при т >  1. Следовательно, числитель Н  н а ц е л о  делится на зна
менатель, и впредь под Н  можно разуметь целый многочлен (сте
пени гц — 1).

Освобождаясь от общего знаменателя Q,. придем к тождеству 
двух тиногочленов (степени п — 1)

PiOi — P i H - i - P t Q ^ P .

Отсюда, как и выше, для определения п введенных буквенных 
коэффициентов получим систему из п линейных уравнений.

1 ак как возможность разложения (10) установлена, каково бы 
ни было Р, то упомянутая система должна быть с о в м е с т н о й  при 
любых свободных членах. Отсюда само собой вытекает, что опре
делитель ее отличен от нуля, а значит — система необходимо ока
зывается о п р е д е л е н н о й ,  и разложение (10) — при указанных 
знаменателях Q, и Q, — возможно лишь е д и н с т в е н н ы м  образом*.

П р и м е р .  Пусть требуется выделить рациональную часть интеграла

С 4** +  4λγ3 +16λγ3 +  12λγ+ 8  v
j  ( * + l)S (* 2 + 1 ) 3 α Χ ·

Имеем
0 i =  0 2 =  ( x +  1) ( * 2 +  \) =  x» +  xs +  х  +  1,

4х4 —|— 4x’ -f 16х2 -)-  12л: 4- 8 _Г ах% -|- Ьх -(- с 1 ' , dxs -f- ex 4- f
(* 3 + * a +  *  +  ~ [ х г +  Xs +  x  +  \ \ ~  x* + x *  +  x  +  Г

OTK>ла

4x* +  4χ· +  16λ8 +  I2x +  8 =  (2ax +  b) (x> + x *  +  л: +  1) —
— (ax* - f  bx - f  с) (3* 2 -f- 2x +  l) - f  (dx% +  ex +  / )  (x* -f- x* -)- χ  _|_ ])_

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х  в обеих частях, 
получим систему уравнений, из которых и определятся неизвестные

I / ί

Λ*
ж*
г*
X* 
X«
я*

dam0  (в последующем уже d в расчет не берем),
— а +  е =  4,
- 2 b  +  e + f = 4 ,

а - Ь  — Зс +  е -(- / =  16, а =  — 1 , 6 = 1, с ·  — 4 , 
2а— 2с +  е +  / =  12 , d =  0 , е =  3 , / = 3 . 
b — c + f =  8.

* Ср. аналогичное замечание по поводу разложения правильной дпоби 
на простые дроби, стр. 42. г



Итак, искомый интеграл

С 4х* +  4х’ +  16ж* +  12* +  8 , л:8 — х  +  4 ,
}  (х +  I) 2 (ха + 1)2 ϊ τ + λ » +  χ +  j +

С dx х* —  x -i-4 , п , „
^ + * 8 4 - * + l f ° arct2 X +  C■

В этом примере вычисление последнего интеграла легко было произвести 
сразу. В других случаях приходится снова разлагать на простые дроби. 
Можно, впрочем, и этот процесс объединить с предыдущим.

277. Примеры. Приведем дальнейшие примеры на интегрирование Я 
рациональных функций.

2 7 7 1 §  2 .  И Н Т ЕГРИ РО В А Н И Е Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х  В Ы РА Ж ЕН И Й  47

d x
x s (1 +  л:2)2

Разложение на простые дроби здесь достигается путем незамысловатых 
преобразований:

»______ ( 1 + л · 8) — л:2 » I
.к2 (1 + л :2)л лг2 (1 +  л 2) 8 “ л:2 ( 1 + л :2> ( i + * V

_  (1 + х 2) — * 8 1 1 f )
(1 + χ2) (1 + л :2)2 * л:2 1 + л :3 (1 +  л:2)2

„  1 1 л: 3 , _Ответ·. — — — γ  t arctg л: +  С.

·· 4л:2 +  4* - . 1 1

'  J  (2х — 1) (2л: +  3) (2л: — 5)

*
i

Имеем
Г . , 1 И а

4л:а +  4л: — 11______ 7 ^ 7  х ~  8 \
(2дг— 1) (2л: +  3) (2л: — 5)

Χ - Ϊ  ' χ + ί  '

откуда следует тождество $

з  - 2 *■- У -  А (* + 1 ) (* - у )  + в [х ~ i )  [х - у )  + I

Вместо того чтобы приравнивать коэффициенты при одинаковых степе- 
вя1 х  слева и справа, можно поступить иначе. Положим, в этом тождестве (

1 3  5 1 ι .■ осдедовательно лг =  ? , — - j , -0- ; сразу получим Л =  — ,
(■ьо всякий раз справа останется лишь о д н о  слагаемое).
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Ответ: -г In 4

М ' ^ т т ·
Так как

I . Л
- J m  X Г J

. 3 . 1  5
+  -8 1П| Я- — 2 +  С =

=  sr ‘n
(2х — I) 8 (2х— δ)3 

2х +  3 + СГ*.

*·■;■ 1 =  (х* +  2х* +  1) — 2х* =  (χ2 +  I ) 8 — ( j c /  2)2 =

=  (** +  * / 2 + 1)(лг8 —  χ Υ  2 + 1),
то разложение ищем в виде

I _  Ах  +  В Cx +  D
χ* +  I χ- χ  Y  2 + 1  1 х 2 — x Y  2 + 1 ’

Из тождества

1 == (Ах +  β ) (λ:* — χ  Y  2 +  1) +  (Сх +  D) (x2 +  *  Y  2 +  1) 
получаем систему уравнений

л° Л + С  =  0,

χ* — γ  2А +  В +  / S C  +  £> =  0 ,

х ‘ A — Y  2В +  С +  Y  2D =  0,
л" β  +  £ > = 1,

откуда

Таким образом, 
С dx 1

А =  — С =  —!— , fl =  D =  l .2 Υ  2 2

. ^ _—  С * + » С χ - ν τ
J * ‘ - H  2 / 2  J x 2 +  x Y  2 + \ 2 / 2  J jc8 — j c / 2 + l

1 , x 2 +  jc /  2 +  1 ι ,
— -—y=r In — -- ----------- 1------- — ■ arctg (χ Y  2 +  1) +

4 / 2  х г — л: / 2 + 1  2 / 2

+  g ^ f  arctS (Jf К  ?  -  1) +  C.

Использовав формулу сложения для арктангенсов [50], можно этот ре
зультат представить и в такой форме:

1 x* +  x Y  2+1  , I . x V " i  . 
Т Х  |п . -г  arctg ,

4 / 2  jc8 —  д г / 2 + 1  ' 2 / 2 1 ---ЛГ* - Г  С·.

Нужно заметить, однако, что это выражение годится лишь о т д е л ь н о  
для промежутков (— со, — 1), (— 1, 1), (1 , + с о ) ,  ибо в точках jc= ± 1  оно 
теряет смысл. Постоянная C' для этих промежутков, соответственно, равна

С. С
2 / 2' ‘ 2 /  2 '

Скачкообразное изменение постоянной компенсирует разрывы самой функции 
при х =  ±_ 1.

С 2х* — 4х3 +  24jc! — 40л: +  20
* j  ( x - l ) (x2- 2 x  +  2y d x ·

* Очевидно, постоянная С’ разншся от постоянной С н а -----ί  In 2.
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-1____f__
J ' x — 1

f x  +  \
- 2x

Прибегнем к выделению рациональной части интеграла. Имеем 
Qi =  (x2— 2х  +  2)2, Qs =  (x — 1) (χ 2 — 2х 2),

Таким образом,
2 х 4 — 4л:3 +  24л:2 — 40лг +  20 

( х — 1) ( х 2 — 2х  +  2 ) 3 “
_  [ ах3 -)- Ьх‘ +  сх +  d 1 '
“ L (х 2 — 2х  +  2 )

причем мы заодно уже разлагаем на простые дроби то выражение, котйрое 
еще подлежит интегрированию (после выделения рациональной части^ин- 
теграла). I

Тождество я
2х4 — 4х 3 +  24х8 —  40л: +  2(j> =  (Золг2 +  2bx +  с) (х 2 — 2х +  2) (х  —  1) —  J.

— (ах3 -f- Ьх2 -f- сх +  d) ■ 2 (2х —  2) (л; —  1) - f  >
+  е (лг2 — 2лг + +  ( /x  +  g) (x — 1) (лг' +  2лг 2 f  

приводит к системе уравнений: к
e+ f= 0 ,  2

— а — 6е— 5 / + g  =  0, В
—  а — 2Ь +  18е +  1 2 /— 5 g -= 2 , В

8о +  26 — Зс — 32е— 1 6 / + 1 2 ^ =  — 4,
— 6<z +  4& +  5 c  — 4d +  36i? +  1 2 /— 16g =  24,

— 46 +  8 d — 24е — 4 / +  12g =  — 40,

— 2с — Ad +  8е — A g =  20,

х и
х ‘
X*
лг* 
дг* 

X‘ 

JC*
откуда

а — 2, Ь =  — 6 , е =  8, d =  — 9, е =  2, / =  — 2, £ = 4 .

Ответ 2лг3 — 6х 2 +  8лг — 9 
(лг2 — 2лг +  2 ) 2

!- 1п 7с/ ^ 2 лг1+ 2  + 2arctS С* — 1 ) +  С,
.г°— х 5 +  х 4 +  2х3 +  3х2 +  3х  +  3 

* ( х + 1 ) 2 (х 2 +  х + I)3 £,JC·
Выделим рациональную часть интеграла. Имеем

0 1  =  (x +  1) (х 2 +  х  +  I)2, Q2 =  (χ  +  1) (лг2 +  χ  4 - 1). 
Разложение Ищем в виде

Г _ах4 +  Ьхг +  сх2 +  dx +  e |  , / x 2 +  gx  +  Л
L ( * + 1 ) ( * 2 +  χ +  I)2 1 +

Из системы уравнений:
-I (х +  1) (х8 +  х +  I)'

/ =  о,
— a +  g =  1,

а — 2b -\- 3g h =  — 1,
5α — b — Зс +  bg +  3h =  1,
Aa +  3b — 3c — 4d +  5 g +  5Л =  2, 
3b -\-c —  5d — 5e +  3^ -f- 5h 3 ,

2c — d — 7e +  g + 3 h  =  3, 
d — 3e - f  Λ =  3

1

!
♦t«
i
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находим
α - . — 1, 6 =  0, с =  — 2, d =  0, е =  —  1, / = £  =  /, =  о.

Таким о б р а зр ^ з д е с ь  интеграл весь сводится к рациональной функции

~  ( * + l ) ( * * +  * + ! ) >  - г С·

§  3. Интегрирование некоторых выражений, 
содержащ их радикалы

278. Интегрирование выражений вида f t !х, р ^ах ^  ξ "
Примеры. Выше мы научились интегрировать в конечном ^и д е  ра
циональные дифференциалы. В дальнейшем основным приемом ин
тегрирования тех или других классов дифференциальных выражений 
будет разыскивание таких подстановок t =  u>(x), которые привели бы 
подинтегральное выражение к рациональному виду и дали бы воз
можность представить интеграл в конечном виде в функции от t. 
Если при этом сама функция ш(дг), которую надлежит подставить 
вместо t , выражается через элементарные функции, то интеграл 
представится в конечном виде и в функции от х .

Назовем этот прием м е т о д о м  р а ц и о н а л и з а ц и и  п о д и н -  
т е г р а л ь н о г о  в ы р а ж е н и я .

В качестве первого примера его применения рассмотрим инте
грал вида

l R {x ' 0 )
где R  Означает р а ц и о н а л ь н у ю  функцию от двух аргументов, 
т — натуральное число, а α, β, γ, 8 — постоянные.

Положим

t =  o>(x) =  i ‘/ a± ± 4 '  r  =  ^ ± £  x ^ v ( t ) ^ Stm- R г ι-ν +  δ· γχ +  δ ’

Интеграл перейдет в

$Ж<р (0 . О ? ' < / ) #

здесь дифференциал имеет уже рациональный вид, так как R, ю, 
φ — рациональные функции. Вычислив этот интеграл по правилам 
предыдущего параграфа, к старой переменной вернемся, подставив 
t — ω (х).

К интегралу вида (1) сводятся и более общие интегралы

S /? ( * .
\7.r +  i /  · \ γ χ  +  δ/ '  "  ) α χ ·

* Условимся раз навсегда буквой Я  обозначать р а ц и о н а л ь н у ю
функцию от своих аргументов. 1
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где все показатели r,  s, . . .  рациональны; стоит лишь привести эти 
показатели к общему знаменателю т, чтобы под знаком интеграла

m r - j - г  f
получить рациональную функцию от jc и от радикала 1 /  -------а

» V  + 4 #»

П р и м е р ы .  I) f  -----V х  +  1 + -  ftr
J  ( x  +  1)а — V x  4-  1( х + \ ) * - У х  +

Здесь д р о б и  о - л и н е й н а я  функция *Г , в частности, свелась про%о 
.  . 1 > -И  f f
* 'к  л и н е й н р й  функции. Полагаем t  =  γ  x  1, d x  =  2tdt\  тогда

С _ £ £ ± T ± 2 = t o _ I  ( < ± 2Λ _  f  , Λ .
J  i j r + l ) ·  —  K -r +  l J  ** —  i  J \t —

( 2 2* +  2 \
u — 1 ί* + 1 +  1 /at i

_  ln « - Ig______2_ 2 * + l
*2 +  * +  ι γ 3* ε у з  T '

где остается лишь подставить ( = У х  f  1. В

? | Г dx  _  f  ·/ j f +  1 dx  »
J  — 1 )(λ :+  l)2 3 F x  —  I x  +  1 * *

Полагаем ί —  l / J r — dx  =  - j ^ L , X тогда f

dtwm
*

Ь у ш .  dx  _  С — 3 dt ( 1 i +~2 \
' ж —  1Ж +  1 J  ί · — i “ j l  t —  I 1 / T + T + T j

____  4 « 1 Й г + к ь г с « ^ + с,

Гд ^ г = у / ^ | .  ;

2 7 9 . И н т е г р и р о в а н и е  б и н о м и а л ь н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л о в . П р и м
Биномиальными называются дифференциалы вида

х т (а - f  b x nY  d x ,

‘/

f
где a, b  — любые постоянные, а показатели т , п, р  — рациональные 
числа. Выясним случаи, когда эти выражения интегрируются в к о 
нечном виде. f

Один такой случай ясен непосредственно: е с л и  р  —  ч и ^ о  
ц е л о е  (положительное, нуль или отрицательное), то рассматриваемое 
выражение относится к типу, наученному в предыдущем п°. Имефо, 
если через λ обозначить наименьшее общее кратное знаменателей

дробей от и я, то мы имеем здесь выражение вида R(-j/~x)dK, тяк^угп 

для рационализации его достаточна подстановка t  =  \/~x.
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z =  X '.Преобразуем теперь данное выражение подстановкой 
Тогда

ι т г 1 1
х т (a -j- bxnY  d x =  -  (а г  bz)p z  п d z

и, положив для краткости

<" +  1 , _ Л
п 1

будем иметь

\ х т (a -J- bxnf  d x  =  1  J  (а -f- bz)p ζ « dz.  (2)

Е с л и  ^ — ч и с л о  ц е л о е ,  то мы снова приходим к выраже
нию изученного типа. Действительно, если обозначить через ν зна
менатель дроби р, то преобразованное выражение имеет вид
R(z ,  у  a- j-bz ) .  Рационализации подинтегрального выражения можно 
достигнуть и сразу — подстановкой

t =  у  а bz =  у  а - |-  Ьхп. 

Наконец, перепишем второй из интегралов (2) так:

(a -f bz\PSl! Ί
z p+q dz.

Легко усмотреть, что при p - \-q  ц е л о м  мы также имеем изучен-

/ аный случай: преобразованное выражение имеет вид R[ z ,  |

Подинтегральное выражение в данном интеграле рационализируется 
и с р а з у  подстановкой

. I . О 4- ίυ ---д- , .
ί =  I —j —  *  у а х  Л +  Ь.

Таким образом, оба интеграла  (2) выраж аются в конечном
виде, если оказы вает ся целым одно из чисел

р, <1. р - \ -я
ели  (что то же) одна и з чисел

_ т 4- I т 4 - I ,
Р' η » п 1 Р-

Эти с л у ч а и  и н т е г р и р у е м о с т и ,  по существу, известны 
были eme Ньютону. Однако лишь и гередине прошлого столетия
II. Л. Ч е б ы ш е в  установил замечательный факт, что других слу
чаев интегрируемости и конечном виде для биномиальных дифферен
циалов нет.



Рассмотрим п р и м е р ы .

/ Т — 1 7 7  1 ί 1
I V1 --------- -—  d,  =  \  Л~ * ( н - Λ*) ах.

' ι х  »' '
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1 1
Здесь т =  — -.у, п =  — , я  — -ь", так как

=  2 .«ι I
4

то имеем второй случай интегрируемости. Заметив, что ч =  3, положим! 
(по общему правилу)

t jV'i +  'Гх , x =  (t3 — 1)·, dx =  VU4t*— \fdr .

τ ο ι  д а

,» ί /  1 -t- f / x  
----------V— *c

dx

=  12 ^ φ  —  t* )  d t  =  γ  i 4 (4 13 — 7) +  С  и т. д.

2) ί  -  =  ί  х° (1 +  x 1) * dx.
:  ι“ ι r-r* J

На этот раз m =  0, η =  4, ρ =  — J ; третий случай интегрируемости, так как!

ffl ~t~ ' L p —̂ i -L =  0.. Здесь v = 4 ;  положим
1 ■ 4 4

, , __________  τ / Ί  +  λ: 1 -  *
< =  ^ = i + T ==2 L - X _ > x*=z(tl l) \

f
·’ |‘ I H* ■

dx  =  — t3 (i1— 1)" ’ dt,

_  I
· ,^ Π Γ ^ = ίΛ ·  =  ί ( i1 — 1) 1

f Λ  J f |  I ____
T j l i  +  i * - ! / " t J h rfi

i 2 +  1

=  4 ' °
( +  11 I
f- ^ T | - i 4rc,g< +

и т. д.

3) f
d x =  x - 1 <1 + Jt ‘)~ 3 dx.

J  x  I + ■**
Здесь w =  — 1, л =  5, /7 =  — -!-; второй случай: -  1 = 0 ;  ν =  3. t

1 ι  _  *
t = y f l — x \  x  =  ( f  —  l ) b ,  d . x  =  5  i* v i*  —  l j  b rff;

ί
\
*

i
K
l

I
i
9

i



имеем
dx 3 f m  Ι ί ' / ι  t _  ι \
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f  dx _  3  C » _  t ί* ( ι < — i \
J л· p  i'~+ e» j  ί> — i ь j  \t —  i t*.(-1 + 1;

1 V— Π2 Г К З  21+1  „
iff *a - H + i  1 5 агс,&- р | ~ ‘Ь с

и т. д.

280. Формулы приведения. Так как интеграл от биномиального 
дифференциала всегда может быть [см. (2)] преобразован к виду

J p . q =  \{<i  +  bzY, z qdz, (3)

то в дальнейшем ограничимся рассмотрением именно этих интегралов.
Установим ряд ф о р м у л  п р и в е д е н и я ,  с помощью которых 

интеграл <3) может быть, вообще говоря, выражен через подобный же 
интеграл Jp-,4·, где p' и q разнятся от р и q на произвольные це
лые числа.

Интегрируя тождества

(a -f- bz)p+1 z q == а (а -j- bz)p z q +  b (а -j- bz)p z g+\

J ,  [(a +  b z f ^  z q+1 j =  {p-\r \ ) b { a +  bz)» i*·» +  (q +  l)  (e +  bz)™  z «,

найдем
Лч·', q ^ = a 'Jp. q T 4. «+·»

. (a +  b z T 1 =  (p +  1) bJPi ?+1 +  (? +  1) J p+1_ r  

Отсюда получаются первые две формулы

Hi j  =  —  <а + fe)?+12?+I i /> +  g +  2 .
w  p-q a ( P + 1) τ β ( ρ 4 - | |  V f

(p=£ — i)

ПП / _  ta +  h r " * f "  _  , p +  g +  2 ,
"P. ? a (? +  1) a id 4- 1) J P. ?+i’

(д ф - D
которые позволяют у в е л и ч и т ь  показатель р  или с[ на единицу
(если только он отличен от — 1).

Разрешая эти равенства относительно Jp+1 д, Jp ?+1 и заменяя р
и q соответственно на p —  1 и q — 1, придем к формулам

ПП) j  —  «> +  bz)P g w  , ар ,
v: q р +  я +  i ~г р +  я +  

ip +  — i)

( IV ) 7 =  <а +  bz)p+1 ζ“ ________ аЧ .
р - ч  b ( p  +  q  +  1) 6  ( p  +  q  +  1) J P.  9 - 1 ’

которые позволяют у м е н ь ш а т ь  показатель р или q на единицу
(если только сумма p - \-q  отлична от — 1).

/



Если ни р, ни q, ни p - \-q  не будут целым числом (так что 
интеграл Jp q не выражается в конечном виде через элементарные 
функции), то формулы приведения могут последовательно прилагаться^ 
без всякого ограничения. С их помощью п а р а м е т р ы  р и q могут 
быть сделаны, например, правильными дробями.

Остановимся на более интересном для нас случае, когда интеграл^ 
берется в конечном виде. При этом можно предположить, что целы 
оказывается показатель р или q, так как случай целого p - \ -q  под
становкой z =  -^ приводит к случаю целого q.

Тогда последовательное применение выведенных формул позвс 
ляет свести этот целый показатель, р или q, к 0 (если он был по-[ 
ложительным) или к — 1 (если он был отрицательным). Этим обычно^ 
либо заканчивается интегрирование, либо — во всяком случае — зна-й 
чительно упрощается. j

П р и м е р ы .  1) Рассмотрим интеграл*
п д т а

/ / - =  V —г =  dx (т — целое). £
J V i - x *  I

1
Здесь п =  2, р =  — поэтому при т нечетном оказывается целым числом 

т 4 - 1 m + 1 m +  1 .• = — ^— , а при т четном— число — 1------- 1-р =  — ^-----г- = —L·ft A fi ^ ^ ™
так что во всех случаях интеграл в конечном виде берется. Подстановко 
г =  х г сведем его к интегралу

ι m - ι  V
-г) ^  г 1 dz =  -j-J , т _  j . £

- - j  . — j -
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?
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Если, считая т >  1, применить к этому последнему интегралу формулу, 
(IV), то получим

1 т  — 1

3 ■ T~ ~ 3 * —Ϊ
или, возвращаясь к данному интегралу, I

Нт =  - - х т-' у т ^ х 14- - ------ Ня 'm m m t

Эта формула, уменьшая значение т на 2, последовательно сводит в.̂  
числение Нт либо к

I
I

* Аналогично можно исследовать и интегралы



при т нечетном, либо же к
ζ  ι ΐ χ

На =  \  arrsin х 4- С.
V 1 -

при т четном.
Пусть теперь т < — 1, так что т =  — μ, μ >  1. Применим на этот раз 

формулу (II)
1 m-f- 1

J 1  .Ί  — η \ ·  ‘ , т +  2 .
_ l m -  I - т  , [ 1 _|_ 1 1 т+1.

2 2 ^  - 2 ■ - 2~
откуда
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μ — 1 ' μ — I

Г помощью этой формулы мы имеем возможность уменьшать значение μ 
на 2 и последояательно грести яычисление Н_а либо к

/ / . , =  С - - - ----- =  in
J x У 1 — л·*

I — / 1  — X' 
х +  С

при μ нечетном, либо же к

J λ-2 V 1 — .С3 ■*

при μ четном.
2) Если к интегралу !

1 = li ( * ·+ ί· )» +1 =  Т  jj («* +  *)-'»+1’*‘ аЛ  =  /  

( я = 1, 2, 3, ...)
<«+!>. - 4 -

применить формулу ( 1):

(а2 +  г )-пг 2 , 2 л — 1 1

_(л +  ц, _ 1  ли* 1 2п а2 - « . - у ’

то, возвращаясь к У„, получим уже известную нам [271, (6)] формулу при
ведения

f _  1 л , 2п — 1 1 ,
"η+ι~ 2na2 (χ2 as)n 1 2 /z a2 ' rt·

281. Интегрирование выражений вида R  (x , V а х г -\~ dx-\- с). 
Подстановки Эйлера. Переходим к рассмотрению очень важного 
класса интегралов

\ R (x, V а х 2 - \ - d x - \ - c )  dx. (4)

* Аналогично можно исследовать и интеграл

С dx 
J  (λ ;3 — α-)ηΛΪ ’



Предполагаем, конечно, 4tq квадратный трехчлен не имеет равных 
корней, так что корень из него не может' быть заменен рациональ
ным выражением. Мы изучим три подстановки, называемые п о д 
с т а н о в к а м и  Э й л е р а  (L. Euler), с помощью которых всегда 
можно достигнуть здесь рационализации подинтегрального выражения.

I п о д с т а н о в к а  приложима в случае, если а^>0, Тогда полагают

У  ах* -j- b x  с =  t — Y  а х * .

Возводя это равенство в квадрат, найдем (по уничтожении членов 
а х1 в обеих частях) b x - \ - c  =  f· — 2 У  a tx , так что

с- . У ^  +  Ьх +  С= ' - И 1 ^  +  ’ У ‘
2 Y  a t  b 1  2 Y  a t -\-b

d x  =  2 У  °· t2 ~ bt с Y  o_ β.
(2 Y a t  +  by

Все остроумие эйлеровой подстановки именно в том, что для опре
деления х  получается уравнение первой степени, так что лг, а од- 8
новременно с ним также и радикал У  а х2 -j- bx  -|- с выражаются '  
р а ц и о н а л ь н о  через t.

Если полученные выражения подставить в (4), то вопрос сведется v 
к интегрированию рациональной функции от t .  В результате, воз- '  
вращаясь к х , нужно будет положить t =  \ f  а х 1 +  bx  +  c +  V a  х . *

II п о д с т а н о в к а  приложима, если с ^ > 0 . В этом случае можно 
положить

2 8 1 1 §  3 .  И Н Т ЕГРИ РО В А Н И Е РА Д И К А Л ЬН Ы Х  В Ы РА Ж ЕН И Й  5 7

У а х 3 - | -  Ьх т  с =  x t  -f-  У с
I

Если возвести в квадрат, уничтожить с в обеих частях и сократить i 
на х, то получим а х  -f- b =  x t% - f  2 /  с t — снова уравнение первой £ 
степени относительно х. Отсюда ^

x  =  2 Y j i ~ b  =  У 1 * - ы +  Y c  а
а — t 1 ‘ a —1‘ ·

d x - 2 V 7 t S - b t + y ~ e a dt(a — t3)2 а '

Подставив это в (4), очевидно, осуществим рационализацию подин-1 
тегрального выражения. Проинтегрировав, в результате положим

^ Y  ах2 -|- bx -f с — Y  с

4 Можно было бы положить и

γ  ах2 +  Ьх +  с =  t +  Υ ά χ .
** Или γ  ах2 -|- Ьх -|- с — Α'ί — Υ  с .
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З а м е ч а н и е  I. Случаи, рассмотренные выше ( а ] > 0  и с > 0 ) ,
приводятся один к другому подстановкой дг =  —. Поэтому всегда

можно избежать пользования второй подстановкой.
Наконец, 111 п о д с т а н о в к а  пригодна в том случае, если квад

ратный трехчлен а х 2 -f- d x  - |-  с имеет (различные) вещественные корни 
λ и μ. Тогда этот трёхчлен, как известно, разлагается ка линейные 
множители:

а х 2 -f- άχ  “Η с а (дг —  λ) (χ  —  μ).
Положим ______________

]/ а х 14  d x  -, - с  = t ( x  —  λ).

Возводя в квадрат и сокращая на дг — λ, получим и здесь уравнение 
первой степени α (дг —  μ) =  ΐ1 (дг — λ), так что

* - = τ £ ϊ τ ·
.  i n  I U — А > /  j .

и г. д.
З а м е ч а н и е  II. При сделанных предположениях радикал 

У а ( х  —  / )  (χ —  μ) (считая для определенности, скажем, д г > Х )  можно 
преобразовать к виду _______

( * - > >  | Л ^ .

так что в рассматриваемом случае

R (дг, У  а х г 4 -  d x  с~) =  Rii^Xt "j/ ajp ~ iJ  ·

и мы, в сущности, имеем дело с дифференциалом изученного в п° 278 
типа. III подстановка Э й л е р а ,  которую можно записать в форме

тождественна с подстановкой, уже указанной в 278.
Покажем теперь, что I и III подстановок Э й л е р а  одних доста

точно для того, чтобы осуществить рационализацию подинтегрального 
выражения в (4) в о  в с е х  в о з м о ж н ы х  с л у ч а я х .  Действительно, 
если трехчлен адт2 4 -  d x  4 -  с имеет вещественные корни, то, как мы 
видели, приложима Ш подстановка. Если же вещественных корней 
нет, т. e. Ь2 — 4 а с < 0 ,  то трехчлен

а * 2 4 -  Ьх  4 -  с =  ̂  [(2адг 4 -  Ь? 4 -  (4ас -  й2)]

при всех значениях переменной дг имеет знак а. Случай а < ^ 0  нас 
не интересует, ибо тогда радикал вовсе не имел бы вещественных 
значений. В случае же а > 0  применима I подстановка.



Эти соображ ения приводят  вместе с тем к общ ем у  утверждению: 
интегралы типа  (4) всегда берут ся в конечном виде, причем для  
представления и х , кроме функций, через которые выраж аются 
интегралы от рациональны х дифференциалов, нужны еще лишь 
квадратные корни.

282. Геометрическая трактовка эйлеровых подстановок. Эйле
ровы подстановки, кажущиеся столь искусственными, могут быть все 
получены из наглядных геометрических соображений,

■ Рассмотрим к р и в у ю  в т о р о г о  п о р я д к а

у  = z t  У  а х 3 - \ - b x - \ - c  или у 2 =  ax'1 - |-  b x  -f- с.

Если взять на этой кривой произвольную точку (дг0, у 0), так что
y l  =  a x i  +  Ьх0 +  с, (5)

то проходящая через нее секущая у — y 0 =  t ( x — дг0) пересечет кри
вую еще только в о д н о й  точке (χ , у). Координаты последней най
дется простым вычислением. Исключая у  из уравнений кривой и 
секущей, получим

[ Уо +  * (χ  — -*0)1’ =  αχ1 +  bx +  c’
откуда, с учетом (5),

2У(/ (х  —  х а) +  Р (х  —  ·*»)’ =  а (.x1 — x i)  +  b (x  —  х 0)
или — по сокращении на х  —  х 9 —

2Л * +  (■* —  х о) =  а (х  +  х о) +  Ь-
Таким образом, абсцисса дг, а с нею и ордината у  второй точки 
пересечения выражаются р а ц и о н а л ь н ы м и  ф у н к ц и я м и  от пере
менного углового коэффициента t. При этом очевидно, что, надле
жаще изменяя I, можно заставить точку (дг, у)  описать всю кривую.

Теперь ясно, что зависимость

V  а х 1 +  b x  +  с —  у 0 =  t (дг — д:0)

и определит ту подстановку, которая заведомо рационализирует под
интегральное выражение в случае (4).

Пусть трехчлен адт3 - -  Ьх - |-  с имеет вещественные корни λ и μ; 
эго значит, что наша кривая пересекает ось д: в точках (λ, 0) и 
(μ, 0); взяв, например, первую из них за точку (дг0, у0), придем 
к III подстановке Э й л е р а

У  а х а -)- b x  - \- c  =  t  ( χ  —  λ).

Если с ^ > 0 , то кривая пересекает ось у  в точках (0, r t  ]/~с); 
взяв одну из них за точку (дт0> у 0), получим II подстановку Э й л е р а

У  а х 3 Ь х - \ - с ± У  с =  tx .
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Наконец, в сущности/ в том же порядке идей получается и I под
становка Э й л е р а ,  лишь за точку (дг0, _у0) мы принимаем б е с к о 
н е ч н о  у д а л е н н у ю  точку кривой. Именно, предполагая а _> О 
(в этом случае кривая будет гиперболой), рассмотрим асимптоту 
кривой^ =  ± У  а х  и станем пересекать кривую прямыми;/ =  t ±  У  а х , 
параллельными асимптоте (они будут проходить через упомянутую 
б е с к о н е ч н о  у д а л е н н у ю  точку). Каждая такая прямая пересе
кает кривую во второй точке (х, у), координаты которой будут 
рациональными функциями от t. Отсюда подстановка

У  а х 2 -]- Ьх  -}- с =  t ±  У  а х .

283. Примеры. Нам уже известны два о с н о в н ы х  интеграла 1269 9) 
и 12); 268]: 1 ' ’

[  — In I *  +  I + С ,
·' У х 2 ±  а-

;* ах . χ  .
I /  — arcsm ------г С,
J V  а2 — х 2 а п

относящихся к рассматриваемому типу. Отправляясь от них, можно вычис
лить и другие интегралы, 

i* dx
1) \ ----------— . При вычислении этого интеграла будем различать два

J У ах- ρ 
случая: я >  О и а <  0 .

Если а >  0, то интеграл легко преобразуется к первому из основных

ι При

4 -С.

Можно еше умножить аргумент логарифма на а, что введет дополнительное

слагаемое . _  1η а и, следовательно, отразится лишь на С. Окончательно
V а

получим

\  =  1,1 I ах +  V С1 (αχ2 +  β) I +  C'r (6)J Y ax2 β y  a (a>0)

Если же α <  0, так что а = — | а |, радикал перепишем в виде / β  — | а | л:3. 
Для того чтобы радикал вообще .мог иметь вещественные значения, необхо
димо предположить здесь β ;> 0 .  Интеграл преобразуется ко второму из ос

новных интегралов (при —  =  а ‘1, и
» i - ι  /

\г ** ~  ~Г ~~ arcsin ( V   ̂1 х ) +  ^·J Ϋ  лХг 4 - jJ Ϋ  \ а 1 \ Г  |1 / т
«· < 0'

(7)

I



К интегралам (6 ) и (7) с помощью элементарных приемов приводятся 
многие другие. Например,

2)  ̂ У  ах2 +  β dx берется интегрированием по частям

 ̂ у  XX2 +  3 dx =  x  У  ах2 +  β —  ̂ xd У  ах2 +  β =

=  X У  ах2 -j- β — I — ' dx =  x У  ajcs -4- β — f
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(м »  +  Р ) - Р
l/< = «J  ν  αχ* + P ' У  αχ2 +  |Г

= , У ^ - + 1 _  i  f 'f>
J  J  V W -f-p

Справа у нас снова получился искомый интеграл; перенося его налево 
и разделив все равенство на 2 , найдем ‘

(  у « »  +  р л г = 1 д W 1 +  β +  Λ  f  - (8 )
z ] /  ал:2 +  |ϋ

Д л я  получения окончательного результата остается лишь вместо последнего 
интеграла подставить его выражение (6) или (7), смотря по тому, будет ли 
а >  0 или а <  0 .

3, (а, f - - g ____ , С -  lD# , _________
·' λ: ад1 β J  л1 β 3 (i** -f г|г'»

_____  f  dx
£ϊ  +  ν  B

сводятся к уже известным интегралам простой подстановкой x =  - ~ t 

dx =  — j t  dt. Имеем (для определенности, пусть х  и < >  0):

Ы  С ____ * L · ·  - Г
л: У  ах2 +  β J У  а +  βί3

— дальнейшее вычисление производится по формуле (б) или (7 ), смотря по 
знаку β. Далее,

,. I* dx С t dt 1 ---------------
(б) \ 1 т = т  ■ 1 а + ^ *  +  С = .• I ^   ̂ ·  т  V ^

V  о «· 4- 6
[Ur ■ + С

и аналогично
/в, С 'dx __ f  t dt

J (αΛΓ2 +  β)3^  _  J (α  +  β ί 2>3/2

-  1 1 r  1 Г  ̂ r
β / a  +  βί2 ' β У П Г + I  '

4) Тождественные преобразования подинтегрального выражения приво
дят к уже вычисленным следующие, например, интегралы:

Г ,га г 1.x г У  ах* J- β ι* ,»
I*' \  \  j------- dx, (В) \ -----------------—  dx.

J |г ΑΛ' +  ί  J X J (ал ?) *
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Имеем

(„  С Ύ  » И » * Ч - Е ) - Р
'  ·  J  / а л Г + З

= i  f  с * « _ _
“ J “ J КчЛ- ' + β

или, воспользовавшись формулой (8),

J  ) ! , ΐ -  =  й + Р 5 и т. Д. [см. 1)Г. Затем

(б)
Х  J  X  У  а х *  4  β

[ я  f  _  x d x  f  ______ ^

J  / о и с 2 +  β Т  j  *  / ал:2 +  β ’ 

первый из интегралов берется сразу, второй вычислен в 3 ). Наконец,

О) i — ί!____ ^—  J, С  dx _  8 г л*
.) (а х 2 - f  β)*'« л .1 J/ ад и J, a J  (ал:2 p ,V ,

|см. 1) и 3)].
5) Если под радикалом стоит полный квадратный т р е х ч л е н  ах2 -f-Ьх-4-

4- с, часто выгодно линейной подстановкой свести его к д в у ч л е н у  
Выделяя полный квадрат **

ах1 +  Ьх +  с =  [(2ах +  ί ) 2 +  4ас —  δ2],

полагают ί= = 2 α * - |-6 . Таким путем, например, из формул (6) и (7) полу
чается при а >  О

1 т ^ ^ = п и' 12ах+ь+2уа{ах°+ ь х + с ) ] + с =

=* рг^ ,п вА +  *- + /<Ц«лг* +  *д с) +  С', (в·)
а при о <  О

Г Ar 1 2ах -\-Ь . „1 . — -------г----- arcsm—  - 4 - С. π · \
J j y  ах“ -|-· Ьх -}- с У I α I у О2 — 4ас

6) Обратимся теперь к э й л е р о в ы м  п о д с т а н о в к а м .  В 269, 12) 
мы фактически применили 1 п о д с т а н о в к у  к вычислению интеграла

С _  * <
j у :

Хотя второй основной интеграл

У х 2 ±  аа ■



s  j?:es r w s r ^ - a s s a . — -   - - - - - - - 1
=  Ч » - х СГ ТоВ0СП0ЛЬ30Ват ь СЯ СНаЧаЛЗ 111 β ® * « » » · 0 · « ο η  I  

л *» β ~ 1 -  Aatdt , - , ------- 2at
Λ ~ · έ* + ι -  ί τ ^ Τ ϊ 7 · r « f — 7 * -
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< » + ι

f  <?* С λ  /— ;—
J У ^ Г ~ Г  =  2 3 F 4 r r  =  2 arctg*  +  C =  2 arctg j / i - r ^  +  c .

Так как имеет место тождество

2arc tg | /  ϊ ί ί  = a r c s i n T  +  T  <“ « < * < « ) ,

10 “ чФ ° Р Г Й раЗНИТСЯ от >'же известного на- .
гпа.и 7 о ~ ; ? т *я T L u ^  T o  : : и: г ся с
для его вычисления метода. а зависимости от примененного

' - Ш - / * · "  к тому же интегралу применить II п о д с т а н о в к у  Г
» — ю  аналогично получшм

f  dx — 1* Λ  „ 3
J J iTqpT =  - 2 a r c t g i  +  C=- t

=  — 2 arctg — +  ν ° *  — χ * +  a  I

(О, а), ибо в точке *  =  и выражение межутка I* в - 0) и яля промежутка

— 2  arctg -°

ί",*!!*,!*™  смысла- п РеДелы этого выражения при л : - * ___ 0 и пПн »- -L η ^
р а з л и ч н ы :  они равны, соответстиеннп * и — . .  Р· * —· +  0 ц>
промежутков р а з л и ч н ы е  же значения п о с т о * н ! £ № ^ £
из них было на 2π больше первого, можно составит* функцию неппрп!!.п вS ^ 7 cK,” “S . ' , 7 “' "■ ”г'" · '*“ * “  “  “  Т Л Ж й  !
Мо ™ ” ·"  “f ' * " 11 P ' » ·11· ·  " ™ ‘  ■ друг-ой форме, i

п  * fl -4- l / "  д 2 —  д*2 — 2 arctg — — --______ _

(7) ί

arcsin -ί- — π для 0 < л : < о ,

arcsin * +  π для — а с  χ  <  0.

dx

•  Ср пример 3) η* 277.
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(а) Сначала применим I п о д с т а н о в к у :  У  х г — л г + 1  = t — х, 

/ · -  1х  ■■' 2/ — 1 * ‘ (2( — 1 f

f  rft _  C2t3 — 2ί +  2 ί* Г 2 3 3 1
) x + y  χ2 — Л" + 1 j  i(2/-l)‘ * ~ .4 ^  2T=T'i'(2i -  11* I 11

2‘ 2 , 4 - 2 ln | f I — ’ lnl2< — ll - l -C .

Если подставить сюда < =  л, +  / л : - — л: +  1, то окончательно получим 

Г dx 3 1

.4 +  /  jc1 —  лг +  1 2 2х + 2 / л: - — л г + 1 — 1

— γ  In I 2х - f 2 I 'a s — л- 1 — 1 1 + 2  \η\ χ  +  Y  χ* — χ  +  I \ +  C.

(б) Применим теперь II п о д с т а н о в к у :  |  χ 2 — χ  +  1 = t x — 1,

2t — 1 _ ί* — ί 4-  1 , ----------—Γ ί * _ ί 4 - 1
·« — /  (ί2_ ])2 *Η· ^  r — 1

д: +  ]/ .г1 — лс +  I Г
I -  i ·

rfjc r — 2t*A-2t— 2
}  a  4 - / * 2 — * + 1  i  < ( i  —  1 ) «  i -  1) :

; t / /  =

i* Г 2 l ! 3 1 3 1
J L t 2 t — \ 2 i +  1 ( i +  l)2j 0 1 *

+  2  ln |ii i — —  ln ί — 1 I — - ί  1 π | ί + 1 l +  C .
<4-1 2 1 2

. /  _ _  J I ^
Остается подставить сюда t =  —----------- — — —— : после очевидных уи-X ’

рощении получим

i* __________ dx_________  _____________ 3jt______________

i  д: +  / л ' 2 — χ  -\-\ У  χ 2 — х + 1 + л : + 1

+  2 ln I У х 2 — x  +  1 +  1 1— -i- ln j γ  χ 2 — x +  1 — x +  1 | —

_  -  in I у  x 2 — x  +  1 +  ЛГ+ 1 l +  C'.

Это выражение хотя и разнится от ранее полученною по ф о р м е ,  но при
з

C' =  С +  отождествляется с ним.
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(а) Так как корни подкоренного выражения вещественны, то можно * 
применить III п о д с т а н о в к у  У  а2— x 3 =  i ( a  — л-); здесь — а < . х < а  
и О О .  Имеем

t2 — 1 2at , , 2а= <t4 +  I, х- +  а —г2 + 1
.1

И

^ _________ dx__________ _ 1 £ 2Я*

J (χ2 +  a2) j / 'a 2 — * 2 _  2a2 J  ( 1

“ 2a* S \ ] Γ Π

t- +  2

1Г +  <■? fi 

j
y?
&

t
+  t Y  2 +  1 ί2 — < Y  2 +  Ί

I

dt>

arctg (t Y  2 +  1) +  arctg (i /  2 — 1)1 +  C&
a2| /  2

куда еше нужно подставить для получения окончательного результата

1 /  a j -дг 
Г fl — л:

Воспользовавшись формулой для суммы арктангенсов, а также очевид^ 
ным соотношением

1 π  \  лarctg — = — arctg а ^  (при α ^  ϋ), 

можно придать результату более простую форму

%ч
I

1 t χ  Y  *2-arctg — ------
а2 У  2 У и*

■ С, ( где С, =  С7 —1------- V
\  2а-γ  2! !

(б) Если к тому же интегралу применить II п о д с т а н о в к у  
l^ a 2 — x “-m*tx— а, то получим, что '

{ ---------L -^ a rc tg  ( Y  2 + l ) <  +  arctg ( Y  2 - \ ) t \  +  i%
J (хг -(- а·) у  а1 — х c r y  2

a J- I и* — х г тпри t = -----ί------------------· Этот результат годится в о т д е л ь н о с т и  д,ш

промежутка (— а, 0 ) и для промежутка (0 , а); легко сообразить, что изм®  
няя значение постоянной C' при переходе х  через 0, цожно сделать ег» 
пригодным во всем промежутке (— а, а). Наконец, если преобразовать e i f  
по формуле для суммы арктангенсов, ю  он отождествится с предыдущим 
результатом. * £

ilx
У (χ2 +  1 ) Υ χ 2-Γ μ *

I п о д с т а н о в к а :  \ ' χ 2-\-μ =  ί — х. Имеем 
dx _ v“ 21 dt

У (х2 +  1) Υ χ 2 +  μ )  ί ’ +  2 (2λ — μ) ί2 +  μ·

=  2 [ du
j  и2 -r 2 (2λ —μ) и 4 - μΐ

3 Г М. Ф и х т е я г о л ь ц ,  т. II



Таким образом, вопрос сводится к вычислению элементарного интеграла· 
в результате надлежит подставить
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и — t2-- (.1 -)· I i '

284. Другие приемы вычисления. Хотя подстановки Э й л е р а  
принципиально во всех случаях решают вопрос о вычислении инте
грала типа (4) в конечном виде, но иной раз — при их применении — 
даже простые дифференциалы приводят к сложным выкладкам. Ввиду 
важности интегралов рассматриваемого типа мы укажем и другие 
приемы для их вычисления.

Для краткости положим

У =  ах1 -f- bx  -f- с и у  —  УУ.

Рациональная функция R (x ,  у )  может быть -представлена в виде 
частного двух целых многочленов относительно х  и у. Заменяя у* 
всюду на Y, мы приведем R.(x, у ) к виду

Ό ( у __ Pi (Х) +  Ра(Х)У
" (х ’ У)- 1 Щ + Р ^ Ь > ’

где Р,(лг) -ц ел ы е  многочлены. Умножая числитель и - знаменатель 
эю й дроби на выражение Р3(х ) — P i ( x ) y  (и снова заменяя у4 на Y), 
придем к новой форме для R

R (x ,  y )  =  R , (χ) — (x)y.

Интеграл от первого слагаемого справа мы уже умеем выражать 
в конечном виде: следовательно, нам надлежит заняться лишь вторым 
слагаемым. Умножая и деля его на у, окончательно получим такое 
выражение

R * (x )  — =  /?* (* )- 1
У У  ах2 4  Ьх +  с '

интегрированием которого мы и займемся.
Прежде всего выделим из рациональной функции R* (х) целую 

часть Р(х),  а правильно-дробную часть представим себе разложенной 
на простые дроби [274]. В таком случае интегрирование полученного 
выражения сведется к вычислению интегралов следующих трех типов:

= dx.J У  αχ2 4 - bx - f  с

II. 

IIL

_________ A dx
J (x — a)fc У  αχ2 -[- bx -, с
f  __________Мх 4  ·Ν__________
J (дг2 +  рх 4  q)m У  αχ2 4  b x ^ c  *'

где все коэффициенты вещественны, а корни трехчлена л:3 4 -  р х  - 1-  о — 
мнимые. Остановимся на каждом из них в отдельности.



I. Положим (для т —  0, 1, 2, . .  .)>
I χ *  . С  хт dx

Vm =  3 У  а х> +  Ь х + с  Х ~  )  V  У ' I

Легко установить рекуррентную формулу для этих интегралов. С этой^ 
целью, считая т 5 : 1, возьмем производную

{х^ У У у = ( т - 1 ) х ”^ У У + ^ у  =

__ 2 (т — 1) хт~2 (ах2 +  Ьх +  с) +  хт~1 (2ах -4- 6) ___
—  ’ 2 у  Y
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и проинтегрируем полученное тождество

х т-1 1/г у ~  ща Г„  f /и----- ft V̂m л (т —  0  е ^тл-
’  \  » .

Беря здесь т = \ ,  найдем 

полагая затем т =  2  (и используя выражение для 1/Д  получим %

Vt =  Аи, {Чах -  3ft) V Y - f  , 7. (3*'! -  4ас) V«- j
Поступая так дальше, придем к общей формуле

Vm =  Pm-l (χ ) У ~Ь кт о̂>

где /7т Л (лг) есть многочлен ( т — 1)-й степени, a Xm =  const. Так^м 
образом, все интегралы Vm приводятся к V0. »

Если в интеграле I многочлен Р ( х ) будет п-й степени, то ι κ ι  
интеграл представит собой линейную комбинацию интегрсЭ.Яв 
у„, Vl ___ Vn, а значит, по предыдущей формуле, напишеавя
в виде

где Q (x ) — некоторый многочлен ( л — 1)-й степени, а λ =  const, γ  
Самое определение многочлена Q(.v) и постоянной λ обычно

гроизводится по м е т о д у  н е о п р е д е л е н н ы х  к о э φ ф и ц и ^ -ίι-
• о в. Дифференцируя (9) и умножая полученное равенство на ·’ > 
получим ·

P  (х) =  Q’ (X) (ах- +  bx  - f  с) +  {г Q (х) (2 ах  +  ft) - -  λ. fa

>* I
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Если вместо Q (x)  подставить сюда многочлен (п — 1)-й степени 
с буквенными коэффициентами, то в обеих частях мы будем иметь 
многочлены п-й степени. Приравнивая их коэффициенты, придем 
к системе ti - |- 1  линейных уравнений, из которых и определяется 
п коэффициентов многочлена Q(jc) и постоянная λ*.

З а м е ч а н и е .  Формула (9) осуществляет в ы д е л е н и е  а л г е 
б р а и ч е с к о й  ч а с т и  из интеграла

С zg-dx.
.1 у у

Подобное же выделение могло бы быть произведено и по отноше
нию к интегралу общего вида

{ Ψ  dx,
J  у  У

где R — знак произвольной рациональной функции. На этом мы не 
останавливаемся.

II. Интеграл
Г dx 
’  (х — а)* У  У

приводится подстановкой х  — а =  ~  к только что рассмотренному 
типу. Действительно, имеем

d x  =  — dt, n v i - l . h r  ■ ----- (aa2 +  ba +  c )r  +  (2aa +  b ) t~  аI'·  t t

так что (считая для определенности x  и ί ^ > 0 )

С _ _ _ _ ctx_ _ _ _ —=—  ί f* ‘ ‘ dt
. (χ -  a)k У  αχ·* +  bx с J У (ea*-ι-6α f с) ί 2 +  (2αο +  b) t +  а '

Если αα2 - j - &α- |- с  =  0, т. е. а оказывается корнем трехчлена Υ, то 
дело еще упрощается: мы получаем интеграл типа, рассмотренного 
в 278.

III. (а) Обращаясь к последнему интегралу, рассмотрим особо 
случай, когда трехчлен а х 2 - |-  Ьх -'г  с лишь множителем а отличается 
от трехчлена x i - j -p x - \ -q .  Тогда искомый интеграл имеет вид

f  Mx +  N dx.2 m -j- I 
(.αχ2 -f- bx  - f  c) 2

Ия доказанного явствует, что эта система будет совместной при любых 
значениях свободных членов, a r таком случае ее определитель необходимо 
отличен от 0, и система оказывается всегда определенной. Этим попутно 
устанавливается и е д и н с т в е н н о с т ь  представления (9) (Ср ctd 42 
и 46).



_
Его легко представить как сумму двух интегралов:

ΛΙ ι· 2вдг -г- b . , / А, МЬ\  Р _________ dx __________
:·α J ----------- Ζ Ξ Γ  ν ■·' V" ~  ώ О  !я ' 1 '

(αχ! -  -f- e) * (ax2 +  bx +  f)
из которых первый сразу берется подстановкой t =  ax - \ ·ϋ χ ~ γ  с. 

Для вычисления интеграла

V* dx __ Р  ί  dx _
\  \  1т l· I

(ах2 -f- bx 4  с) К 1

всего удобнее так называемая подстановка А б е л я  (N.-H. Abel)

< _ ( ! ’ Г ι - «
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2 )/ V У αχ2 -f' bx с

Возводя в квадрат и умножая на 4 Y, получим равенство 

4t * Y = (  Y f  =  4α}χ* -f- Aabx -\- b1. 

которое вычтем из умноженного на 4а равенства

Y = a x 2 - |-  Ьх-\- с.
В результате получится

4 (a — f )  Y =  4ас — й2,
откуда

м  4 ас— 62\ m 1
^  — 1 4 1 (a - t 2)m '

Дифференцируя теперь равенство

ί )/" К - — ядг -]— ,̂ · t

найдем
] /  Y d t d x  =  adx ,

так что
dx ___ dt 

у  γ  u — /*'

Из (11) и (10)

- 4 х-- -  f — (а -  /*)" 1 dt
2т  ч- 1 \ 4 а с  —  b  '

у г
и, наконец,

k* rf* _ /■ 4 *  i’ ,
л* t 1“



Таким образом, весь вопрос сводится к вычислению интеграла от 
многочлена.

В частности, например, при т =  1 имеем

I’ ri.к 2 2 αχ -1- b
\
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J (ax'2 f- bx +  cf"1 ^ае — b' γ αχ'2 - bx +  с "
(б) В общем случае для большей симметрии обозначений положим

а х 2 - |-  Ьх -\-с =  а ( х г -г  р’х  -)- q )>

причем теперь мы можем предположить, что трехчлен в скобках 
не тождественен с трехчленом х г -\- p x - \ - q .  Поставим себе задачей 
преобразовать переменную х  так, чтобы в о б о и х  т р е х ч л е н а х  
о д н о в р е м е н н о  исчезли члены первой степени.

Пусть сначала р ф р .  Тогда пашей цели можно достигнуть 
с помощью дробно-линейной подстановки

* “ - ί ΐ ν  (,3)

надлежаще подобрав коэффициенты μ и ν. Имеем 

д-*_|_рХ ι с _  ‘i1* +№ + я) t2 + tV » Р (μ· + ν) + 2g] t + l·’ J- P + Q)
(t r 1)

π аналогично — для второго трехчлена. Искомые коэффициенты опре
деляются из условий

2μ ν -}--/? (μ — v) -f- 2«7 =  0 , 2 μν -p '(u  , - y ) - r 2 q = 0
ИЛИ _

μ -J J L n l  и н = РЯ= РЯ. т
1 p — P  ' p — p

Таким образом, μ и v суть корни квадратного уравнения 

(р -  p') Ζ* +  2 (q -  q') z  +  (p’q -  vq') =  0 .

Для того чтобы эти корни были вещественны и различны * (необхо
димо и), достаточно условие

{q ~ q 'f  — {p — plip 'q— p q l>  О; (И)
удостоверимся в его выполнении.

Перепишем условие в равносильной форме

[2 ( И -  Я) -  ΡΡΎ >  (4 Я - Р 1) (4 я' -  р'2)· (14*)
Дано, что 4q — р * >  0  (ибо трехчлен x i - \ - p x - \ -q  имеет мнимые
корни), поэтому неравенство (14*) заведомо выполняется, если одно-

* При [л =  ч подстановка теряет смысл, ибо сводится к х — ц.



временно 4q '— p''<^0. Остается исследовать случай, когда и * 
4с/ — /  >  0. Тогда <7 > 0 , < ? '> 0  и 4 /q q ^ > P P ,  и мы имеем
последовательно *

[2 (Ч +  Ч) — РР? [4 VЧЧ' — W’T  =  _
=  (Ц  — p-)(lq  — / )  — * ( p V q  ~  P V  4? ' -

5г(4<у — P:)f4<7' — /»")■

Здесь дважды знак неравенства соединяется со знаком равенства, но 
равенство не может иметь место в обоих случаях одновременно, если 
q -^ .q , то равенства, наверное, нет в первом случае, а при q —  Q 
наверное, нет во втором. Таким образом, неравенство (14*), а с ним 
и (14), доказано.

Выполнив подстановку, мы преобразуем искомый интеграл к виду.£
с P{t) dt I

(f-i-X )" \  ^ г У  £
где Р ( 0  есть многочлен степени 2т — 1 (и λ^>0). Снова прибегну^' 
(при т^>  1) к разложению правильной дроби ^

P{t) ’ ·
( ί 1 +  λ ) “  ..

на простые, мы придем к сумме интегралов вида ^

С ______ + /j -dt  (k =  \, 2 , . . . .  от). . j
J (i2 +  X)fe + β  »

В исключенном случае, когда p = p" ,  уничтожение членов перво^
p

степени достигается еще проще — подстановкой x  =  t — , . «ι мы 
н е п о с р е д с т в е н н о  приходим к интегралу только чго указанного 
вида.

Полученный интеграл, естественно, разлагается на два: ,
Л С it dt____________β  l’_________d t__________ £

“ 3 (t‘ + к)” Y  ats 4-p ' (ί2 +  λ)« y"3is +  p‘ Г

Первый из них легко берется подстановкой и =  / α ί '2 - |-  β. Ко вт<^ 
рому же приложима уже знакомая нам подстановка А б е л я  %

at &и —- г ----- I
У  at*-r fi *

Именно, в силу (11), имеем
dt (in
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кроме того, как легко вычислить,
ι 1 __ (Р— аХ) ц2 -[- λα3
1 а ( а  —  и 2)

Поэтому
Г dt _  ^  ί·
. < г +  | '  i f  -i p J --------------------- ------------------------- UV,[ 0  — ολ) K> +  λβ·]»

и искомый интеграл привелся к интегралу от рациональной функции.
З а м е ч а н и е . Помимо того что мы в настоящем п° указали ряд 

новых приемов для вычисления интегралов типа (4), совокупность 
приведенных соображений дает независимое от прежнего доказатель
ство утверждения, сформулированного в конце п° 281.

285. Примеры.  1) i —— ~  'r * dx.
J  v  x2 +  2x  +  2

Полагаем
С я 1 · - У 4- 1 ___________ Г -I у
I 7 7 = 7-  ■ - dx =  (ах1 +  Ьх +  с) У  х % +  2х +  2 +  (5 \  -------- ~ ___  ,

I x ̂  - t  λ« J У  x'  4-2λ- +  2
откуда

а·3 — x  +  1 =  (2ах +  Ь) (х2 +  2х +  2) +  (ах1 +  Ьх +  с) (x +  1) +  д. 
Система уравнений

За =  I, 5e +  26 =  0, 4a +  3b +  c =  — 1, 2& +  с +  <Э=1
I 5 1 5приводит к значениям α -ж—, t = — -«■, г =  -^ , й =  — . Таким образом,
о  О О Z

если

S
учесть пример 5) п” 283, окончательно получим 

— “ X + 1  d x =  I  (2х2 — 5л: +  1) У ^ Г р ^  +  2 +
У  X s , 2л 2

+  *  1п (л -г  1 +  У х 2 -·-2 2) Ч С.

7, С ___________ rf* -
' (лг — I) 3 К  л·2 — 2лг — 1

Подстановка л:— 1 =  (если, скажем, x  >  1 и ί > 0 )  приводит инте

грал к виду
/ 2 dt

- I у  1 — 2Ϊ1 '
Этот интеграл легко берется элементарными средствами [см. 283, 4)].

Ответ: i  t У  1 — 212-------- ?—  arsin t У  Ί  +  С =
4 4 У  2

I г ------------------------ 1 »'·>
— у У χ 2 — 2х — 1 -----------— arcsin------- г -f С.4 ( χ - ι γ  ' -  4 у -2

3V С ■**______
' j  12л·»— х  + 2),/‘ *



Подстановка Абеля
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Ах — 1
ι -

2 /  Ίχ%— х  +  2 
преобразует интеграл следующим образом:

« , $ ( 2 - , · ) · *
О

при этом можно либо повторить для частного случая общие выкладки п 
284, III (а), либо воспользоваться готовой формулой (12).

64 . 4х — I 1 (4х— I)3Ответ: »2·-

I

3375Г '( 2х 2 — х  +  2)1/* б ' (2χ2— χ  +  2)4'·
I ( 4 д : - 1 ) 5 ) . с

160 (2х ! —  л  4 - 2 ) ’ *ί Г

41 i' . (* +  3)dx
’ ’ (л-2 — л: 4- 1) / ^ 2 +  -*+  1 ’

Дробно-линейная подстановка
u t  - 4-  ν  *

* — 1 ---- Г »1 т 1  ·даст
(μ2 ± μ + 1 ) ί 2 +  [ 2 μ ν ± ( μ + ν ) + 2 ] ί 4 - ( ν = ± ^ + 1 )  Ϊ

Λ > х + , -  ( П н Т ) 5 * \
Требования

2μν ±  (μ 4- V) 4- 2 == О

или μ4-4  =  0, μν =  — 1 удовлетворяются, например, при μ =  1 , ч =  — 1 
Имеем

t —  I , 2fit , _ 4*4-2 . , , <2 +  3
' - ϊ ψ τ ·  ΤΓ+Τ)1 ’ "  +  Й Г Г ·  дс“ лг+ , ; = ( Г н ?

!

|  Λ* f  Λ +  I ■

если— для определенности — считать t 4- 1 >  0 (т. е. дг<1). Таким образом]

С ________(х 4- 3) dx________^  С (8t 4- 4) dt
} (*> — * 4 - 1) / * 2 4 -л :4- 1 J (ts 4- 3) γ  г г  4- I ' f

Полученный интеграл разбивается на два: а

ί dt________ f  ___________ dt *
(ί2 4 - 3 ) / I F + T  J (<3 4 -  3) ‘ *

Первый легко вычисляется подстановкой ц = } ^  3ί3 4- 1 и оказывается раЬ,
J

У  8 arctg j /   ̂4" С’. Ко второму применим подстановку Абел:

3ί
I

У а -  +  1
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которая приведет его к виду
l ,  С а\и I 3 / 5  +  2 /  2 и
* 2 7 — 8иа “  / б ‘ 3 / 3  — 2 / 2 «

Остается лишь вернуться к переменной х.

f  (х 2 +  1) / * 8 + - c + i - f - * a —

4- С"·

5 ) \
■ dx.

Y  x 2 -f- x  +  1 — x  
У К а з а н и  e . Представить подинтегральную функцию в виде 

2х* +  д:3 +  2х2 +  1 2л:5 +  2х4 +  Зл;3 — 1 _
■*·'+· (x +  1) Y  x s - j - x +  1

4 2х4 +  3х2 — Злг +  З ,
=^(2л· — * ‘ +  Зл: — 3) +

Y  x 2 +  х -\-1

1 (x +  1) / j c ’ - p X + l  ’

к третьему слагаемому применить метод п° 284, I, а к последнему — под-
, 1 1 становку * - { - ] =  — .

§ 4. И нтегрирование вы раж ений, содерж ащ их 
тригонометрические и показательн ую  функции

286. И нтегрирование диф ф еренциалов # (sin .jc , cos я ) dx.
Дифференциалы этого вида всегда могут быть рационализированы

подстановкой i = t g i  (— гс<^лг<^г). Действительно,

2 ig -j' 21 1 — tg” Ύ  > — f*
s i n x — ------------- —  T 7 T ' · c o s x = ------------ f = - {— (t,

l - r t g 2 -‘ ~ ' t '

П L t J 2dtx  =  2 ar ctg t, d x  =  ~° i *- i
так что

R( s i n x ,  cos x ) d x  =  R  . , i t I — 1‘\ Id·
+  t1' 1 + f - J  1 +  r '

Таким образом, интегралы типа

\ R ( sin x , c o s x ) ( ix  (1)
•

всегда берутся в конечном виде; для их  выражения, кроме функ
ций, встречающихся при интегрировании рациональных дифферен
циалов, нужны лишь еще тригонометрические функции.

Упомянутая подстановка, являющаяся у н и в е р с а л ь н о й  для 
интеграла типа (1), приводит иной раз к сложным выкладкам. Ниже 
указаны случаи, когда цель может быть достигнута с помощью более



простых подстановок. Предварительно сделаем следующие элементар
ные замечания из области алгебры.

Если целая или дробная рациональная функция R (и, v) не меняет 
своего значения при изменении знака одного из аргументов, например, и, 
т. е. если

R  (— ч, v) —  R (и, v),
то она может быть приведена к виду

R(u,  г ) ) = / ? 1 (на, v),
содержащему лишь ч е т н ы е  степени и.

Если же, наоборот, при изменении знака и функция R (и, v) также 
меняет знак, т. е. если й

R  (— и, v) =  — R(«, v),

2 S 6 ]  §  4 .  ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ = -

ί
ι

то она приводится к виду .
R(u, v) =  R2 (и1, ν) и;

это сразу вытекает из предыдущего замечания, если его применить Й
. R(u, v)к функции —--— -.
I. Пусть теперь R  (и, г») меняет знак при изменении знака и ;« 

тогда
/v' (sin x, cos cos x)  sin x d x =  i

— cos2 x, cos j c )  deos x,

и рационализация достигается подстановкой t =  cos x.  у
II. Аналогично, если R(n, v) меняет знак при изменении знака v, то\.

R  (sin х,  cos x ) d x  =  R ; (sin x ,  cos2 x)  cos x  d x  =
=  R,T (sin дг, 1 — sin - x )  d sin x , .

,так  что здесь целесообразна подстановка i = s i n j c .  ^
III. Предположим, наконец, что функция R (и, г>) не меняет cBoei oj;

зн ач ен и я  п р и  о д н о в р е м е н н о м  и зм ен ен и и  з н а к о в  и и ν
R (— и, — v) —  R (и, v). ίВ этом случае, заменяя и на v, будем иметь

Я (и, v ) = r [ ~ v ,  v )  =  R* " . v ) .

По свойству функции R, если изменить зщ|ки гг и ϋ  (ο ιноше? 

k при этом не изменится), μ

« ' ( £ .  - »  - " ·  τ ·  ")■

I
ние

а тогда, как мы знаем,
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Поэтому

R  ( sin x , cos χ ) =  R f (tg x , cos2 x) =  R f  (tg  χ , χ  ) ,
т. e. попросту

R  ( sin x, cos x) =  $  (tg x).
(  T  ♦  V

Здесь достигает цели подстановка t =  tg  x  (— ~ j<C x<C  γ ) ,  Ибо

ft (sin x, cos x) dx =  & (t) и т. д.

З а м е ч а н и е .  Нужно сказать, что каково бы ни было рацио
нальное выражение R  (и, ν), его всегда можно представить в виде 
суммы трех выражений рассмотренных выше частных типов. Например, 
можно положить
г ;... R tti. v) — R i - u ,  ν) , R {— u, ν) — R (— и, — ν) ,К  (н. V ) ------------л---------- j-'------------ ^ ,

R { —  i i , ~ v )  +  R ( u ,  v)
2 ·

Первое из этих выражений меняет знак при изменении знака и, вто
рое меняет знак при изменении знака ν, а третье сохраняет значение 
при одновременном изменении знака и и ν. Разбив выражение 
ft (sin x, cos лг) на соответствующие слагаемые, можно к первому из 
них применить подстановку t =  cos х,  ко второму — подстановку 
< = s i n x  и, наконец, к третьему — подстановку t =  tgx.  Таким 
образом, для вычисления интегралов типа ( 1) достаточно этих трех 
подстановок.

287. И нтегрирование вы раж ений sinvJt · cos^a:. Будем считать ί 
и μ. рациональными числами, а переменную х  — изменяющейся в про

межутке (О, ~ ) .  Тогда подстановка z —  sin4 x, d z ^ - 2  sin x  cos x d x  
ι -  /

дасг
I °—Sin’j t  cos11* r f x *= J  sin ’ * 1 χ  (1 —  sln? x ) 3 2 sin x  c o sx d x ^=·

μ -  t . - I

так что дело сводится к интегрированию б и н о м и а л ь н о г о  д и ф 
ф е р е н ц и а л а  1279]

ι (. Ϊ . - - 1  - Ζ -  I
\ sin’x  cos11 лг dx  =-^- \ ( 1 — ζ) * z * dz *  i  J,L _ ι » (2)

 ̂ J * —/  · —

Вспоминая случаи интегрируемости биномиальных дифференциалов, 
мы видим теперь, что интересующий нас интеграл берется в конеч

ном виде, 1) если — ^нли есть целое число, т. е. если (j.



■*4.
J  μ  - f -  Ύ 1

(или v) есть н е ч е т н о е  целое число, либо же 2 ) если — есть

целое число, т. е. если μ -J-v есть ч е т н о е  целое число. I
Сюда же, в частности, относится случай, когда о б а  показателен 

и v —  целые; впрочем, тогда выражение s in v x  co s ^x  рационалlJIu 
относительно sin х  и cos х,  т. е. принадлежит классу выражен^ 
уже рассмотренному в предыдущем п°.

В этом случае, если показатель v (или μ) будет н е ч е т н ы м ,  
рационализация сразу достигается подстановкой t = c o s  х(или t -»-sin  ft). 
Если же оба показателя v и μ. ч е т н ы е  (а также если они оба Не
ч е т н ы е ) ,  то можно для той же цели применить подстановку t =  t x  
или i = c t g j c .

Заметим, что если показатели v и μ оба суть п о л о ж и т е  ь- 
Hbig ч е т н ы е  числа, то предпочтительнее другой прием, основан ill 
на применении формул

sin 2* . . 1 — cos 2х  * 1_+gos2jc
SIIT JC COS X = --- π--- , Sin ■ X  = ------- ρς-------, cos X ----- ό

2 8 7 )  §  4 .  И Н Т ЕГР И РО В А Н И Е ТР И ГО Н О М ЕТР И Ч ЕС К И Х  В Ы РА Ж ЕН И Й  7 7 ^

Именно, если ч =  2η, μ =  2т, то при ν ^ μ  пишут

sin in A: cos'2mA' =  (sin x  cos -t)*" sin 1 (" m)x =  Ύ
I sin 2 x \ 2m ! 1— cos 2x \ n~m

~ [ — Ι \ 2 1 ' I
f

а при ν < μ  f

/sin 2x\in ! 1 +  cos 2x
S i n ' * * XCOS : ? J C =  (Sin x  cos x f "  cos x = \ 2~ “■ \ i  i

В развернутом виде получится сумма членов вида ^
I

C sin v’2x  cos^' 2х, fIизгде ν' | μ' sg  n -j- m =  — ~— . Те члены, у которых хоть од и

показателей V, \х' есть н е ч е т н о е  число, легко интегрируются по 
указанному выше способу. Остальные члены подвергаем подобном^ же

;а*дразложению, переходя к sin 4 х  и cos 4х, и т. д. Так как при каудом 
разложении сумма показателей уменьшается, по крайней мере, в^вое, 
то процесс быстро завершается. j k

Вернемся к установленной выше зависимости (2). Мы можем теиерь 
воспользоваться формулами приведения биномиальных интегйлов

Т280], чтобы, полагая там а —  1, b =  — 1, р = —^ —  

лсхановить формулы приведения для интегралов рассматриваемогоЖипа.
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Таким путем получатся следующие формулы (которые, конечно, 
могут быть выведены и самостоятельно):

Js in 4 jc cos '1 x d x - sin*+ 1 x  ens·*+ 1 x
И -  1

ι > :
ϋ - I  ̂ s i n ν χ  εο5μ+! x d x  (μ Φ  — 1 )-

(II) J sin '‘-x  cos '1 x  d x  =

sinv + I Λ:ω3μ· + 1 χ  , v - f  μ - | - 2  f  . *j.o .. , , , n^----------j :----------1-----. V sin x  cos x d x  {уф  — 1),ί · |- 1 1 v -f- 1 /

(III) J sin ” x  cos11 x  d x  =

■vi-μ

(IV) J s in v x  cos1* x  d x  ==

sinv+1 X cos!1' 1 χ  , μ --  ][■  n o .  , t , n\- ~ r — ,—  I ип x c o s  x d x  ( v - f - u ^ O ) .  
* v +  i* ;

sin4-1 x  cos^ 1 x  , ч —
v -r μ

J s i n '  * x  c o s 11 x  d x  ( v -4 - |i 0).

Эти формулы вообще позволяют увеличить или уменьшить показа
тель v или μ на 2 (за указанными исключениями). Если оба показа
теля v и μ — целые числа, то последовательным применением формул 
приведения можно свести дело к одному из девяти элементарных 
интегралов (отвечающих различным комбинациям из значений v и ц, 
равны х— 1, 0  или 1)

1) \  d x  —  jc,

2) \ cos jc d x  =  sin x ,

.. I' slnjfb) V d x  —  — In ! cos x  I ,

С dx , ' ,  *
7> \  ln 1 lS ,sm.r

* I I f! 111 S) f  — d x  — ln I sin x  I ,’ ,) Sill Λ 1

*1)1 sin x d x = — cos x ,  

5) \  sin x c o s  x d x =

■·> \ sm x  cos x =  l n | ! g . v | .

288. Примеры. 1)  ̂sin2 x  cos 3 x  dx. Подинтегральное выражение меняет 
знак от замены cos а: на — cos л-. Подстановка i =  sinx:

 ̂ ми* x  Coj x dx
i’  t '  ι*

— 1 /*lt — Ο Λ ϊ »  . —  т  С =d’ '·* ■'
МП* ДГ ЫП* д , п
 Т---------------- г Г



· з * *I sin V
2) Ϊ — - ' dx. Подинтегральное выражение меняет знак от замены sin .с

J  COS X

на — sinx. Подстановка i =  cosx: 1

1‘ ί ·— : r  -f  I

* 4  § 4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ

l’ sin* χ  ,
, ---- ϊ—  C.r iJ COS4 A' dt-- 1- Т  +  з \> + с -  

t— — cos x  -
I

αχ

cos x  " 3 cos* λ:

·. Подинтегральное выражение не изменяет с « т

С

3) \J sm1 x  cos- χ
значения при замене sin x  на — sin jc и cosx  на — cosx. Подстановка t - 
=: tg x:

dxi’• __________
J sm4x  cos-x

ι* (I 4  <V
3 <*

dt — , + C :

=  tg X — 2 Ctg X ---- ! Ctg3 X +  i

4) § sin2 x  cos4 x  dx. Здесь пригодна та же подстановка, но проще пол i 
зоваться формулами удвоения угла

’ sin2 x  cos1 х  =  ̂ !г sin2 2х (c o s2 x -{ -1) =  4 - sin2 2х  cos 2х +  1 ( 1 — cos 4х)
О О J b

i1 1 1 1
1 sin2 x  cos4 x  dx =  sin3 2x -|-----x  — -̂r sin 4x 4- C.
j  4c  16 64

*

к
dx I dx

}  sin x  sin 2x  2 j  sin* x  cos x  
но проще прибегнуть ко II формуле приведения:

. Пригодна подстановка t*= sin лI
1 I' vr ·

dx I
2  ,) sm- x  cos χ  '

1 i1 dx
2  sin x  " ^ 2  3  cos x

I I
2 sin x  ' 2

In

dx
6)  ̂ r "   ̂ . Пригодна подстановка i =  sinx, но проще дважды ιΐ||

MW* С
бегнуть к I формуле приведения:

j' dx sin x  i 3 P dx
j  cosa x  4 cos4 x  +  4 j  cos3 x  *

в свою очередь,

i* dx  _  sin x  I Г dx
j  cos3 x  2 cos2 x  .' 3

sm x

sin x

cos x  2 cos2 x  

3 sin r  3

, 1 . 1  t x  , 
y , п Г * ( 2" .·

£ rfx
j  cos5 x  4 cos4 x  ' 8 cos2 x In I X

1ηΰ  +  -t J i  c'·

i r.\
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f  cos' X
,) sin3 x  ^x' "Ригодна подстановка ί =  cos л:, но проще воспользо

ваться II и III формулами приведения:
СО - д·_______rfl — _  cos°x  3  Р cos1 *

J sfn3 X ■ -  2 sin2 x ~ 2  j  Щ ^ а г <

=  f| cos3 X  - f  cos x  4- In 

так что (после упрощающих преобразований)
tg .. +  С.

cos1 XfJ Sin·1 X

8) С ____djc ,
J sin дг cos 2x 

dx

dx  = cos X

' b

2 sin2 x 

fix

-COS X ■— у · " ! 1» -j f  c.

c __________  .
j  sin x  (2 cos·1 x — 1) J (1 — t*H I —

sin x  ( 2 cos2 x  — 1) 

f  dt

Подстановка i =  cos.*·:

V f
In ■ + t V  2

I — t Y l

I 2
- In 1 -l· У 2 спк χ

I — Y  2 cos x
+  ln tg +  C.

9'. Sin3 X COS X•'V Λ- , _

«) sin λ: 4 - cos л: * *  как ПРИ изменении знаков у sin л: и cosx
новкаТ^ ^ ? 6 Выражение ,ie теРпит изменения, то пригодна подсга-

J sii
sms x  cos x  

sin x  +  cos x - ί

- и ·

r a t
О + 0 0  + Ο 2 ~

I I ι ί -  ι
•1 t — I 'At'  7 1  ~'г  2 ( t - +  l )2j 

l +  '  i - ± ± ^ , =— . In ____ -
4 V I Ί - 1* 4 M-  г»

im

— () ln J sin *  -f- cos v , -----L cos x  (sin x  cos x) -f- C.

J dx
A cos5 x  - f  2B sin xcosx  +  C sin2 x '  ПрИ >  °- Предполагая

< л  , с помощью подстановки ί =  tg лг приведем интеграл к виду 

ί  dt

Ответ: I
У АС — В2

.1 А +  2Bt 4  Ctf - 

arctg -^ A S -^ T  ® i r·'
'  K i4 C -e - ·  ~
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г»
in  \ d . г

·' j  а +  b tg л; *   ̂ (а +  bt) (1 +  ί-')

при t =  tg x  ( — ^ с д г с - I j ,

dt

Разлагая на простые дроби
1 Bt +  C

(а +  bt) (I +  t s) a +  bt 1 l + i 2 ’

для определения коэффициентов А, В, С получим уравнения 

А 4- ЬВ =  0, аВ 4- ЬС =  О, А +  аС =  1,

Ьг bоткуда А ■ а* -j- ό* 

b

r  = _____
• a' -г Ьг ■

. a-t-M  ,In — 1 4 С =a2+  b2 γ  ι _|_ r

*  гг  I ял: -f- 6 In I a cos x  4 - b sin x  11 -f- C’M a —I— b ■

12) К этому же интегралу приводятся следующие два:

С sin x dx 
3  a cos x  J - b sin x '

cos x dxe ____________
j  a cos x -\- b sm x '

Впрочем, проще вычислить их, исходя из связывающих их соотношений 

ЬТ± 4 - аТа =  \ dx = х  -|- Си 

a  sin .г +  h  cos x  .— aT, 4-ЬТ  =  \* J а со* x b sm x
i d (a cos дг 4 - 6  sm Jf) , , , . . . . ~ »=  \  -------------- p-r-------- - =  ln a co i.v  f t s m x j + C j i .J a  cos x  -j- b sm x ·

откуда и получаем

Т. =  -ϊ-τ—~ ! bx — a ln I a cos x  4 - b sin x  1 1 4 - C, a‘ 4 -  t>- 4

a- -t~ o‘ lax 4 - b ln I a  cos x  4 - b sin x  11 4- C'.

\ (* ι _r* ·
13) ^  \  ------------:— 5 dx  ( 0 < r < l ,  — π <  λ: <  π). Применим здес&.

2 j  1 — 2 r cos x  - f  rs 4 i f  ^

} 1пгверсальную подстановку £ =  tg·^  . Имеем

» \ rfT, „  ^  f  " _________^
^  J I — 2r cos .v 4 - r· J ( I — Г)* +  (1 +  r)s t*

rctg ( |± - Г  t ) + c  =  arctg t g | )  +  |
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К этому интегралу приводится и такой:

Г 1 — Г ros дг

(ДО

J 1 — 2r c o s * - t - r “ [ 2   ̂ 2 1 — dx =1 —  r*
2r cos x -\-ra

=  { ί  +  arctg ( у ^ ' Е  :з ) + С·

141  ̂ ~ ·̂  > cos x  ’ в предположении, что | а I .  - ft I (— κ < ζ χ < π ) .
Пусть сперва | а | >■ | b \ и (что не умаляет общности) а >  0. Подста-

X
новка t =  tg -g - , как и в только что рассмотренном частном случае, дает

h
dx

Г 4" b cos X у  α* _  /,»

Можно преобразовать это выражение к виду

. а cos х 4- b1

Υ  а2 — b*
-arcsin α -\- b cos x

причем верхний знак берется, если 0 ^ л г< сл , а нижний — если — π <  

< л г ^ 0 ,  и значение постоянной C' возрастает на
Υα~ — b* х  через 0 .

Пусть теперь | а | <  b и £>>0. Та же подстановка:

при проходе

dx С■ =  « 2 dt
J а +  b cos x  j  {b 4- а) — (h — a)t-

I
Y  b3 — a3

In +  C =
У  h л д + у ъ  — at  
Y  b -γ a — Y  b — a t

Y  b -f- a-\- Y  b — a tg  "1

Y  b*
ln

Y  b-\- a — Y b  — a tg  ‘
. r

Это выражение легко преобразуется к виду

Y b- — .1»

tlx

In ft +  a cos x Y  b2

Интеграл \
j  a  - t -  ί: s m  x

a +  b cos x

приводится к предыдущему подстановкой

* = Т ±<.

15) Наконец, к интегралу 14) приводится и интеграл \ dx

Если ввести угол а под условием,
j a -f - b cosx 4 - с sin-v'



'  >
то интеграл перепишется в виде *

2891 § 4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ §3

ь (ίχ
+  / 6 2 +  с1· COS (X  —  а) ’

подстановка t — x — а. И здесь, конечно, интересен случай \а 1 " -■ Y Ь- — с2.

289. Обзор других случаев. В 271, 4) мы уже видели, как 
интегрируются выражения вида

P  ( j c )  еах dx, P  ( j c)  sin b x  d x , P  ( j c )  cos b x  dx,
где P (x )  — целый многочлен. Любопытно отметить, что дробные
выражения

ех . sin χ  , cos x  , , Λ ч
-,ч в х - - ^ τ αΧ ( » > = 1 , 2 . 3 , . . . )

уже н е  и н т е г р и р у ю т с я  в к о н е ч н о м  в и д е .
С помощью интегрирования по частям легко установить для ин

тегралов от этих выражений рекуррентные формулы и свести их,
соответственно, к трем основным:

I.  ̂ e— d x  =  ^ =  Ii v * («интегральный логарифм»);

II. \ 'm-  d x  =  s \ x  («интегральный синус»); *
1 ^

III.  ̂ * d x  =  c i x  («интегральный косинус»)**. j

Мы знаем уже [271, 6 )] интегралы J

sin b x d x = a s,n b* -  bJ 0S bX e«* -4- c. *J a'-\-b2 1

\ cos b x  d x  -  *-sin b\  “cos bx ea' -  C.
,1 a J — oJ 1

Отправляясь от них, можно в конечном виде найти интегралы ,

jj x ”eai sin b x  dx, \ x neax cos b x  dx, 
где t i =  1, 2, 3, . . .  Именно, интегрируя по частям, получим

I* х пеах sin b x  d x  =  х п g-gin-^x-7 - f-cos bx _
, a- +  b1

—  а. ^ х п геах sin b x  d x  —  . \  х п 1еах cos b x  d x . J

\ cos b x  d x  =  Xn bstobx + a  cosbx V
. a- +  b1 f

i
------- ί  x " 1eax sin b x d x --------------, n a , ·3 ί  x"  'eax cos b x d x .$ ia- +  b- J α- +  δ3 ,1 1

>-k
* Подстановка x  — lnjy.

** Впрочем, во всех трех случаях надлежит еще фиксировать произ- 
■ -ькую постоянную; это будет сделано впоследствии.



Эти р е к у р р е н т н ы е  ф о р м у л ы  позволяют свести интересующие 
нас интегралы к случаю п =  0 .

Если под Р ( . ..) по-прежнему раз)'меть целый многочлен, то, как 
окончательный результат, можно утверждать, что в конечном виде 
берутся интегралы

i P [ t .  еа'х, еа"х, . . . .  sin b'x, sin b"x, . .. cos b'x, cos b' x, . . . )d x ,

где а\ а”, b', Ь", . . .  — постоянные.
Дело сводится, очевидно, к интегрированию выражения

х пеах sin k' b'x  sin k" b"x . . .  cosm' b'x . . .

Если использовать элементарные тригонометрические формулы

, , 1 — cos 2 bxsin* b x  —.------ g--- .

sin b'x  sin b" x  =  ^ [cos (b' — b") x  —  cos (b' b") x]

и им подббные, то легко разбить рассматриваемое выражение на сла
гаемые типа А х пеах sin b x  и В х пеак cos bx, с которыми мы уже 
умеем справляться.

§  б. Эллиптические интегралы

290. Общие замечания и определения. Рассмотрим интеграл 
вида

\ R ( x ,  у )  dx, (1)

где у  есть а л г е б р а и ч е с к а я  ф у н к ц и я  от х , т. е. [205] удо
влетворяет алгебраическому уравнению

Р ( х , у )  =  0 (2 )

(здесь Р — целый относительно х  и у  многочлен). Подобного рода 
интегралы получили название абелевых интегралов. К их числу 
относятся интегралы, изученные в § 3 ,

^  R  (х, ^ dx,   ̂ R  (x, V а х *  - г  b x  -| с) dx.

Действительно, функции

y = V  у = У а х *  +  Ь х - \ - с

удовлетворяют, соответственно, алгебраическим уравнениям

(7* +  й)Ут — i·7·* +  ίΟ =  0 , / 2 — (α χ 2 -[- bx  -j- с)*=0.
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Становясь на геометрическую точку зрения, абелев интеграл (1) 
считают связанным с той а л г е б р а и ч е с к о й  к р и в о й ,  которая 
определяется уравнением (2). Например, интеграл

5 R {x, V а х 1 +  Ьх  -{- с ) d x  (3)

связан с к р и в о й  в т о р о г о  п о р я д к а  у г =  ax'* -f- bx  с.

Если кривая (2) может быть представлена параметрически

х  =  гг (t), у  =  г., (О

так, что функции rl (t) и r2 (i) оказываются р а ц и о н а л ь н ы м и  
(в этом случае кривая называется у  н и к у  р с а л ь  н о й * ) ,  то 
в интеграле (1) становится возможной рационализация подынте
грального выражения: подстановкой x  =  rt (t) оно приводится к виду

R  (П (t ), Го (t)) r[ (t) dt.

К этому классу и относятся оба упомянутые выше случая. В част
ности, возможность рационализации подинтегрального выражения
в интеграле типа (3 ) связана именно с тем фактом, что к р и в а я  
в т о р о г о  п о р я д к а  у н и к у р с а л ь н а  [281, 282].

Очевидно, что переменные х  и t связаны алгебраическим урав
нением, так что ί является а л г е б р а и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  от х. 
Если расширить класс элементарных функций, включив в него и все 
алгебраические функции, то можно сказать, что в случае у  нику р- 
сальности кривой (2 ), интеграл ( 1) в с е г д а  выражается через 
элементарные функции в конечном виде.

Однако подобное обстоятельство является в некотором смысле 
исключением. В общем случае кривая (2) не уникурсальна, а тогда, 
как можно доказать, интеграл ( 1) заведомо н е  в с е г 0 а, т. е. не 
при всякой функции R, может быть выражен в конечном виде ^  
(хотя не. исключена возможность этого при отдельных конкретных R).

С этим мы сталкиваемся уже при рассмотрении важного класса 
интегралов

 ̂R { x ,  γ' α χ :ί - ‘ b x '  — ex ■ д) dx,

2 9 0 J  §  5 .  Э Л ЛИ ПТ ИЧЕ СКИЕ И Н Т ЕГР А Л Ы  ®

i

R  ( j c ,  1 /  ax~ - b x A —(— c x l - \ - ϋ χ  — e )  dx,
( 0 !

содержащих квадратный корень из многочленов 3-й или 4-й степени J  
и естественно примыкающих к интегралам (3). Интегралы вида (4 )— · 
как правило— уж е не выражаются в конечном виде через эле- Λ 
ментарные функции  даже при расширенном понимании этого тер-™ 
шша. Поэтому знакомство с ними мы отнесли к заключительному· 
параграфу, чтобы не прерывать основной линии изложения настоящей т

* Можно дать и чисто геометрическую характеристику уникурсальногёъ 
кривой, но мы на этом останавливаться не будем.
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главы, посвященной, главным образом, изучению классов интегралов, 
берущихся в конечном виде.

Многочлены под корнем в (4) предполагаются имеющими веще
ственные коэффициенты. Кроме того, мы всегда будем считать, что 
у них нет кратных корней, ибо иначе можно было бы вынести ли
нейный множитель из-под знака корня; вопрос свелся бы к интегри
рованию выражений уже ранее изученных типов, и интеграл выра
зился бы в конечном виде. Последнее обстоятельство может иметь 
место иной раз и при отсутствии кратных корней; например, легко 
проверить, что

(  I - f  -ν* dx  __  г_______ г
'  ! —  ·** у Г Г ·  ~ I i Λ 

ί  r 1 dx =  x  У '2xJ -t- 1 4-  C.
J У 2jcj 4- I 1 '

Интегралы от выражений типа (4) вообще называют эллиптиче
скими [в связи .с тем обстоятельством, что впервые с ними столк
нулись при решении задачи о спрямлении эллипса, 331, 8 )]. Впрочем 
эго название, в точном смысле, относят обычно лишь к тем из них, 
которые н е  б е р у т с я  в к о н е ч н о м  в и д е ;  другие же, вроде 
только что приведенных, называют псевдоэллиптическими.

Изучение и табулирование (т. е. составление таблиц значений) 
интегралов от выражений (4) при произвольных коэффициентах а, 
Ъ, с, . . . ,  разумеется, затруднительно. Поэтому естественно желание 
свести все эти интегралы к н е м н о г и м  таким, в состав которых 
входило бы по возможности м е н ь ш е  произвольных коэффициен
тов (параметров).

Это достигается с помощью элементарных преобразований, кото- 
.рые мы рассмотрим в последующих пп°.

291. Вспомогательные преобразования. 1°. Заметим, прежде 
всего, что достаточно ограничиться случаем многочлен^ 4-й степени 
под корнем, ибо к нему легко приводится и случай, когда под кор
нем многочлен 3-й. степени. Действительно, многочлен 3-й степени 
а х 3 —J— Ьх2 -}- сх  - д с в е щ е с т в е н н ы м и  коэффициентами необхо
димо имеет вещественный корень [81], скажем, л — и, следовательно, 
допускает вещественное разложение

а х 3 ■ Ь хг - |-  сх  -\ - д —  а (х  — л) (х 2 -)- р х  q).

Подстановка χ  — λ =  ί '2 (или χ  — λ =  — ί2) и осуществляет требуе
мое приведение

J R  {х, У  а х 3 - - - . . . )  d x  =  lj R  ( i2 -j- λ, t~\f atf1- ( - . . . )  21 dt.

Впредь мы станем рассматривать лишь дифференциалы, содержащие 
корень из многочлена 4-й степени.



2 9 1 ] §  5 .  ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 8 7

2°. По известной теореме алгебры, многочлен четвертой степени 
с вещественными коэффициентами может быть представлен в виде 
произведения двух квадратных трехчленов с вещественными же коэф
фициентами:

axi —)— bx3 -p bx1 —  дх —  e =  a (x2 -\-px —  q) (х г -j- p'x · - q"). (5)
Постараемся теперь надлежащей подстановкой уничтожить в обоих 
трехчленах сразу члены первой степени. Мы имели уже дело с по
добной же задачей в 284, III (б).

Если р = р ' ,  то наша цель достигается, как указывалось, простой
подстановкой x  =  t — Пусть теперь р ф р ' \  в этом случае мы

воспользуемся, как и выше, дробно-линейной подстановкой
IIГ - ^

’ —  t — 1 '

Возможность установить вещественные и притом различные значения 
для коэффициентов μ и v, как мы видели, обусловлена неравенством

(ч — чУ  — (р— ρ Ί  (pq— рч) >  о. (6) ά
Мы уже доказали это неравенство в предположении, что один из * 

рассматриваемых трехчленов имеет м н и м ы е  корни, и это играло 
существенную роль в наших рассуждениях. Пусть же теперь трех- ,· 
члены (5) оба имеют вещественные корни, скажем, первый — корни а % 
и β, a второй — корни γ и δ. Подставляя i

р =  —  (α - fP ) ,  q =  а?, p '=  —  (τ +  δ), q '=  γδ, £
можно переписать (6 ) в виде к

(α — γ) (а — δ )(β — γ)(β — δ) >  О, (Θ')
а для осуществления этого неравенства достаточно лишь позабо
титься, чтобы корни трехчленов не перемежались (например, чтобы Д 
было α ^ > β ^ > γ ^ > δ ) , что в нашей власти*. ^

Таким образом, надлежаще выбрав μ и v, с помощью указанной f  
подстановки мы получим £

J R ( x ,  V  ах1 -)- . . . )  dx =
„  Г η /μί +  ν Y ( M  +  Nt*)(M’ +  N't2)\ μ — ч ,,
-  У к : +  ■ ■ ( ί + 1)2 ) U +  D-

(
Λ
f* Заметим попутно, что представление неравенства (6) в форме (6')’ 

может быть использовано для доказательства его и в тех случаях, когда < 
корни α, β, ... невещественны. Если лишь первый трехчлен имеет невеще- i  
ственные, т. е. комплексные с о п р я ж е н н ы е  кориц а и β, а числа γ и Ьj 
вещественны, то множители a — γ и β — 7 будут с о п р я ж е н н ы м и ,  та 
что их произведение будет, как известно, положительным вещественным 
числом; то же относится и к множителям a — 5 и β — δ. Если же как корни 
г так и корни γ, δ суть п о п а р н о  с о п р я ж е н н ы е  к о м п л е к с н ы  
числа, то сопряженными же будут множители а — γ и β — δ, а также о- 
л р — γ, и их произведения снова дадут положительные вещественные числа
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что можно также (если исключить случаи вырождения, когда какой- 
либо из коэффициентов M, /V, Μ , N '  оказывается нулем) переписать 
в виде

S W .  Г а  (1  -f- tnij) ( 1 - |-  m t 1)) dt,

при А, т и tri отличных от нуля.
3°. С помощью соображений, совершенно аналогичных тем, кото

рые были применены в начале п°284, можно с-вести этот интеграл, 
с точностью до интеграла от рациональной функции, к такому:

f —  Л.· Y  А (1 -f- mt-) (1 -j- m’f )

Разложим теперь рациональную функцию R* (t) на два слагаемых

о* и\  _  +  /? * ( -  Π , R* (О — ι - а·■ W ^ ,-------------г2---------- .

Первое не меняет своего значения при замене t на — t, следова
тельно, сводится к рациональной функции от t1'. R l (ί3); второе же 
при указанной замене меняет знак, а потому имеет вид R ^it^ t* .  
Рассматриваемый интеграл представится в форме суммы интегралов

Г ______________ /?, (t2) dt______________R2(t-)tdt
j  V A  (1 +mt-) (1 + m ’t*) 1 3 У  A (1 +  mt2) (1 +  m’t2) *

Но второй из них подстановкой u =  t2 сразу приводится к элемен
тарному интегралу

1 j1 ______ R., (и) da______
2 ' У  А (1 -j- mu) (1 +  т'и)

и берется в конечном виде. Таким образом, дальнейшему исследо
ванию подлежит лишь интеграл

С Ri (t2) dt 
' У  А 1 1 +  mt2) (1 +  rn’t-)

292. Приведение к канонической форме. Покажем, наконец, 
что каждый интеграл типа (7) может быть представлен в форме

— \  .. . Ri'z*)dz____  , (8)
J  У  (1 — z2)(  1 — k2z2) ’ v ’

где k есть некоторая положительная правильная дробь: 0 < ^ & < ^ 1. 
Назовем эту форму к а н о н и ч е с к о й .

Положим для краткости

У =  У а (\ -f- mt2) (1  - |-  m’t2).

9 Ср. замечания по аналогичному поводу в 286,



Не умаляя общности, дозволительно считать здесь Л =  ± 1 ;  
кроме того, для определенности ограничимся положительными значе
ниями t. Рассмотрим теперь различные возможные комбинации зна
ков А, т, т' и укажем для каждого случая подстановку, непосред
ственно приводящую интеграл (7) к к а н о н и ч е с к о й  форме.

1) А =  ~  I, т =  — /г2, tr’ = — h'1 ( Λ > Λ’ >  °)· Д ля Т 0 Г0  чтобы
радикал имел вещественные значения, нужно, чтобы было t - 

или Полагаем

ht =  z, где 0 < > < 1  или z ~^>^·

Тогда
dt dz

292] § 5. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ S9

у * | / <
А·

так что за k здесь следует принять у .
2) A =  - j - l ,  т =  — /г2, rn '— h'* (It, h"^> 0). Для того чтобы 

радикал имел вещественные значения, ограничимся значениями t —. 
Полагаем

ht =  V \  — г*, где 0  <  г  1.
Тогда

dt 1 dz
t  * P  +  r

h’
11 МОЖН О  ВЗЯТЬ £  =  __________ „

) Λ-- +  Λ’2 ,

3) A =  - 1- 1, m =  h*, m' =  1P 0 ). Изменение t  ничем не V
стеснено. Полагаем ,

χ

К 1 — г*
В этом случае

dt dz

’ ‘F ί

4) Л =  — 1, wz = — /г2, m’=  hrl (h, /г '">  0). Изменение t огра

ничено неравенством t .  Берем
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так что
dt dz

и к =  - h
V  h - + Λ'2 ■

5) A =  — 1, tn —  — /г2, m =  — h'2 (h h' 0). Переменная t
может изменяться лишь между и ' , Полагаем

J h h

W = j /  I — - - г*, где 0 < [ г < 4 .

Имеем
______________th___________

I' ,  __h *

.. b — V h 2 — k·* „
и * — ------ r-------· этим исчерпываются все в о з м о ж н ы е  случаи,

ибо в случае, когда А — — 1 и оба числа m, ni  ^ > 0 , радикал вообще 
не мог бы иметь вещественных значений. О множителе R t (f2) мы 
не говорили ничего, ибо во всех случаях он, очевидно, преобразо
вывался в рациональную функцию от z г.
. Отметим еще, что, рассматривая интеграл (8 ), мы можем огра

ничиться значениями г < ' 1; случай г ^ >  приводится к этому под

становкой k z =  где ζ < Ί .

293. Э ллиптические интегралы 1-го, 2-го и 3-го рода. Теперь 
остается изучить п р о с т е й ш и е  из интегралов вида (8 ), к кото
рым могли бы быть сведены в с е  интегралы этого вида, а следова
тельно, в конечном счете, и все вообще эллиптические интегралы.

Выделим из рациональной функции R (x) ,  фигурирующей в под- 
интегральном выражении (8), целую часть Р(х),  а правильно-дроб
ную ее часть разложим на простые дроби. Если пе объединять со
пряженные комплексные корни знаменателя (как мы это делали в 274), 
а рассматривать их порознь, подобно вещественным корням, то R (x )  
представится в виде суммы степеней х а.(п =  0 , 1, 2 , . . . )  и дробей

ВИДа (х _ар* (m = = U 2 , 3, ...) , где а может быть и мнимым чи
слом, умноженных на числовые коэффициенты. Отсюда ясно, что 
интеграл (8 ), в общем случае, является линейным агрегатом сле
дующих интегралов:

/ _  I* *:· ···'■■ . . ι *  Лг
ι»  \  ___ ___ - I I  Н -  = »  II 11 -  '1 11 -  с ' · · 1 * '> II -  ι (! с : ' )  2 (j* — а)т у  (I — ζ*ι(1 — к-г3)'

(л  - -  и I.  J .  ( m I .  2,  . . .)



Остановимся на интегралах 1п. Если проинтегрировать (легко 
проверяемое) тождество

U*'1 Μ (1 — — £*г4)]' =  (2/г — 3)22л-‘ /(1 _ 2 а)(1 — A V H -
, , in- з _2к2гг — .е! 1) г _

/ ( 1 — г2) ( 1 — fc2z2)
_  (2гг — 1) k 2z2n — (2га — 2) (к2 4- 1) г2""2 -+ (2п — 3) г?" '1 

)/ (1 —г-) (1 — к-г2) 
то получится рекуррентное соотношение 

( 2 я - 1 ) ^ / „ - ( 2 я - 2 ) ( ^ + 1 ) / я , +  ( 2 n - 3 ) / „  , =

_  ZW- 3 -|/(1  _ 2S)(1 _  £ V ) , (9)

связывающее три последовательных интеграла I. Полагая здесь п =  2, 
выразим /» через /0 и / t; если взять п — Ъ и вместо /2 подставить 
его выражение через /0 и 1Ь то и /3 выразится через эти интегралы. 
Продолжая так дальше, легко убедиться, что каждый из интегра
лов 1п ( п ^  2) выражается через /0 и /,, и даже, учитывая (9), можно 
установить и вид связывающей их формулы

4  —  +  РлЛ +  Чы-ъ О)  / ( 1  —  г 2) (1 —  А®24),

где ап и — постоянные, a qin_3(z) есть н е ч е т н ы й  многочлен 
степени 2 п — 3. Отсюда ясно, что если Рп (х) есть многочлен п-й 
степени от х,  то
Г p / f}2.  ___    
У Й Г -V ) (1 -  a v f  =  ^  / 0 - * * ) ( i  -* * * * ) . (Ю)

где а и β — постоянные, a Q„_2 (.x') есть некоторый многочлен (п — 2 )-й 
степени от х. Определение этих постоянных и коэффициентов мно
гочлена Q может быть произведено (если многочлен Р  конкретно 
задан п о  м е т о д у  н е о п р е д е л е н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в  
[ср. 284, I].

Заметим, что из (9) можно было бы выразить через /Q и 7, инте
гралы /„ и при о т р и ц а т е л ь н ы х  значениях (п —  — 1, — 2 , . . . ) ,  
так что в интегралах Нт достаточно ограничиться случаем а ф  0 .

Переходя к интегралам Нт (скажем, при вещественных а), по
добным же образом установим для них рекуррентное соотношение

(2 щ — 2)[— a - f  (A* +  1) ά2 — /W ]  Hm —

_  (2 и  -  3) [1 -  2α (А* +  1) +  3 A V ]  Нт_, +
+  i2in — 4) [(А2 +  1) — 3k2a\ Нтл  — (2т — 5) 3 =

И»| § 5. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 91

- - -  * ( I
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справедливое и при отрицательных и нулевом значениях т. Отсюда 
все Нт выразятся через три из них:

т. е. окончательно через /0, /, и //,.
Подчеркнем, что все это сохраняет силу и при м н и м ы х  значе

ниях параметра а; однако мы не станем входить здесь в разъясне
ния по этому поводу, отсылая читателя к § 5 главы XII.

Итак, в результате всех наших рассуждений мы приходим к такому 
общему заключению: все эллиптические интегралы с помощью 
элементарных подстановок — и с точностью до слагаемых, вы
ражающихся в конечном виде, — приводятся * к  следующим трем 
стандартным интегралам:

(последний получается из Нх введением, взамен а Ф  0, нового пара-

ville), в конечном виде уже не берутся. Их Л е ж а н д р -назвал элли
птическими интегралами, соответственно, 1-го, 2 -го и 3-го рода. 
Первые два содержат лишь один параметр k, а последний, кроме 
него, еще (комплексный) параметр h.

Л е ж а н д р  внес в эти интегралы еще дальнейшие упрощения,
выполнив в них подстановку z =  sin φ j® изменяется от 0  до ^  j , 

При этом первый из них непосредственно переходит в интеграл

* Хотя выше даны достаточные указания для того, чтобы вопрос о при
ведении произвольного ЭЛЛИПТНЧССК01 и интеграла к упомянутым ipi'M МИГ 
считаться п р и н ц и п и а л ь н о  решенным, но н а  п р а к т и к е  на чгпч 
пути могут встретиться трудности. В специальных монографиях, носинщен· 
пых эллиптическим ιιιιτοι ралам и смежным вопросам, можно наПтп spy· не 
практически удойные приемы для этой цели.

(г- — а) / ( 1  - г * )(1  — k V )  :
dz

, __ Г -  ft) d t
3 — z2) (1 — й2г3) —  11 — ai o,

( (1 +  /гг2) γ (1 — z2)( l  — feV)
dz

метра интегралы, как показал Л и у в и л л ь  (J. Liou-

(П)
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Второй преобразуется так:

С sin" ;Р d* - = 1  { d o --------- ' \ 1Г 1 -  4* sln»<pd<p,
j  | /  j — k2 sin2 !} fe' J  у  1 — fe2 sin2 о * 

т. e. приводится к предыдущему интегралу и к новому интегралу

 ̂ γ / \ — sin 2 φ rfcp. ( 12 )

Наконец, третий интеграл при указанной подстановке переходит в

f ---------------------^ = = = .  (1 3 )
J  (1 J -  h sm2 φ) 1 — ft4 sm2 φ

Интегралы (11), (12) и (13) также называются эллиптическими ин
тегралами 1 -го, 2-го и ii-го рода — в форме Л е ж а н д р а .

Из них особую важность и частое применение имеют первые два. 
Если считать, что эти интегралы при φ — 0 обращаются в нуль, 
и тем фиксировать содержащиеся в них произвольные постоянные, 
то получатся две вполне определенные функции от <р, которые Л е- 
ж а н д р  обозначил соответственно через F (k, φ) и E(k,  φ). Здесь, 
кроме независимой переменной φ, указан также параметр k , назы
ваемый м о д у л е м ,  который входит в выражения этих функций.

Л е ж а н д р о м  были составлены обширные таблицы значений 
этих функций при различных φ и различных к. В них не только 
аргумент φ, трактуемый как у г о л ,  выражается в градусах, но и 
модуль k (правильная дробь!) рассматривается как синус некоторого 
угла Θ, который и указывается в таблице вместо модуля, и притом 
также в градусах.

Кроме того, как Л е ж а н д р о м ,  так и другими учеными были 
изучены глубочайшие свойства этих функций, установлен ряд отно
сящихся к ним формул и т. д. Благодаря этому функции F  и Е 
Л е ж а н д р а  вошли в семью функций, встречающихся в анализе и 
его приложениях, на равных правах с элементарными функциями.

Низшая часть интегрального исчисления, которой в основном мы 
вынуждены пока ограничиться, занимается «интегрированием в конеч
ном виде». Однако было бы ошибочно думать, что этим ограничи
ваются задачи интегрального исчисления вообще: эллиптические ише- 
гралы F  и Е  являются примерами таких функций, которые плодо
творно изучаются по их интегральным выражениям и с успехом 
применяются, хотя и не могут быть представлены через элементар
ные функции в конечном виде.

Мы еще вернемся к интегралам F  и Е  в следующей главе и 
вообще не раз будем с ними встречаться в дальнейших частях курса.



Г Л А В А  Д Е В Я Т А Я  

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

§ 1. Определение и условия существования 
определенного интеграла

294. Другой подход к зад ач е  о площ ади. Вернемся к задаче
об определении площади Р  криволинейной трапеции ABCD (рис. 4),
которой мы уже занимались в 264. Мы изложим сейчас д р у г о й

п о д х о д  к решению этой за
дачи*.

Разделим основание АВ  нашей 
фигуры произвольным образом на 
части и проведем ординаты, со
ответствующие точкам деления; 
тогда криволинейная трапеция 
разобьется на ряд полосок (см. 
рисунок).

Заменим теперь приближенно 
каждую полоску некоторым пря
моугольником, основание кото

рого то же, что и у полоски, а высота совпадает с одной из орди
нат полоски, скажем с крайней слева. Таким образом, криволиней
ная фигура заменится некоторой ступенчатой фигурой, составленной 
из отдельных прямоугольников.

Обозначим абсциссы точек деления через

<··■
< с i.

I ' m  4

■а<^х j < > 2 < . . .< > ,■ < X<+1 ' '  Х „  Ь. 0 )

Основание ί -го прямоугольника (ι =  О, I, 2............ п — 1), очевидно,
равно разности x j+l — x it которую мы будем обозначать через Δ χ ;. 
Что же касается высоты, то, по сказанному, она равна y i = f ( x i). 
Поэтому площадь г-го прямоугольника будет y t \ x i = f ( x i) А х г

* Обобщая при этом идею, уже однажды примененную в частном при
мере [32, 4J.



Просуммировав площади всех прямоугольников, получим п р и 
б л и ж е н н о е  значение площади Р  криволинейной трапеции

я— 1 я— 1

Р =  V  У ,  Ах, или Р =  V  / (х .) Δλ',. 
i= 0  i="

Погрешность этого равенства при безграничном убывании всех Δχ,· 
стремится к нулю. Точное значение площади Р получится как п р е д е л :

Р =  lim У 1,у,- Δ χ ; =  lim V  / (χ ,)  Δχ,·, (2)
1

в предположении, что все длины Δ χ ; одновременно стремятся к 0.
Тот же прием применим и к вычислению площади Р (х )  фи

гуры AM N D  (рис. 2), лишь дробить на части пришлось бы отре
зок AM. Заметим еще, что случай, когда у = / ( х ) ,  принимает и 
отрицательные значения, исчерпывается заключенным в 264 условием 
считать площади частей фигуры под осью х — отрицательными.

Для обозначения с у м м ы  вида У, ν Δ χ  (вернее сказать — п р е 
д е л ь н о г о  з н а ч е н и я  этой суммы) Л е й б н и ц  и ввел символ 
J V dx, где у  d x  напоминает типичное слагаемое суммы, а  ̂ есть 
стилизованная буква 5 — начальная буква латинского слова «Summa»*. 
Так как площадь, представляющая это предельное значение, в то же 
время является первообразной для функции у, то тот же символ 
сохранился и для обозначения первообразной функции. Впоследствии, 
с введением функционального обозначения, стали писать

 ̂/  (x) dx,

если речь идет о переменной площади, и
ь
\ П х )  d x
а

— в случае площади фиксированной фигуры ABCD, отвечающей из
менению х  от а до Ь. ,

Мы воспользовались интуитивным представлением о площади, 
чтобы естественно подойти к рассмотрению пределов своеобразных 
сумм вида (2) (которые исторически и были введены в связи с за
дачей о вычислении площади). Однако самое понятие площади ну
ждается в обосновании, и — если речь идет о криволинейной трапе
ци и— оно достигается именно с помощью упомянутых пределов. 
Разумеется, этому должно быть предпослано изучение пределов ( 2 )

2911 §  1 .  О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  И УСЛОВИЯ СУ Щ ЕСТ В ОВА Н ИЯ 9 5

4 Термин «интеграл» (от латинского integer — целый) был предложен 
у -р -ιίικοΜ и сподвижником Л е й б н и ц а  Иоганном Б е р н у л л и  (loh. Вег- 

Л e I) (i и и ц первоначально и говорил «сумма».
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самих, по себе, отвлекаясь от геометрических соображений, чему 
и посвящена настоящая глава.

Пределы вида (2 ) играют исключительно важную роль в матемаг 
тическом анализе и в разнообразных его приложениях. К тому же 
в различных видоизменениях развиваемые здесь идеи будут неодно
кратно повторяться на всем протяжении курса.

295. Определение. Пусть функция f  (х) задана в некотором про
межутке [а, Ь]. Разобьем этот промежуток произвольным образом 
на части, вставив между а и b точки деления ( 1). Н а и б о л ь ш у ю  
из разностей K xi =  x i^1— χ ( (г =  0 , 1, 2 , . . . ,  η — 1) будем впредь 
обозначать через λ.

Возьмем в каждом из частичных промежутков | x t, jc(+1] по про- 
изиолу точку χ =  ί( ·

х,  »| x l+i (i —  0» 1......... н — 1)
и составим сумму

* — I

° =  Σι ΐ & ) λχι·
(  =  0

Говорят, что сумма о при λ -» -0 имеет  (конечный) предел 1, 
если для каждого числа е ^ > 0  найдется такое число δ ^ > 0 , что7 
лишь только λ < ^ δ  (т. е. основной промежуток разбит на части, 
с длинами Δλγ(· δ), неравенство

|о  — / | < в

выполняется при любом выборе чисел ξ;.
Записывают это так:

/= :Н ш р . (3)
λ- 0

Этому определению «на языке ε-δ», как обычно, противопоста
вляется определение «на языке последовательностей». Представим 
себе, что промежуток [a, b] последовательно разбивается на части, 
сначала одним способом, затем — вторым, третьим и т. д. Такую по
следовательность разбиеиий промежутка на части мы будем называть 
о с н о в н о й ,  если соответствующая последовательность значений 
λ =  λ,, λ2, λ3, . . .  сходится к нулю.

Равенство (3) можно понимать теперь и в том смысле, что по
следовательность значений суммы с, отвечающая любой о с н о в 
н о й  последовательности разбиений промежутка, всегда стре
мится к  пределу I, как бы ни выбирать при этом  tr

Доказательство равносильности обоих определений может быть 
проведено в том же порядке идей, что и в 53. Второе определение

* Выше мы в качестве ξ; брали во всех случаях наименьшее значе-



"к
позволяет перенести основные понятия и предложения теории преде
лов и на этот новый вид предела.

Конечный предел I суммы  σ при λ - > 0  называется о п р е д е 
л е н н ы м  и н т е г р а л о м  ф у н к ц и и  f (х) в промежутке от а 
до b и обозначается символом f  i t  ^

l —  \ f ( x ) d x ; ^  '
Л

в случае существования такого предела функция f ( x )  называется 
и н т е г р и р у е м  о-й в промежутке [а, Ь\.

Числа а и b носят название, соответственно, н и ж н е г о  и в е р х 
н е г о  п р е д е л о в  интеграла. При постоянных пределах определен
ный интеграл представляет собой постоянное число.

Приведенное определение принадлежит Р и м а н у  (В. Riemann), 
который впервые высказал его в общей форме и исследовал область 
его применения. И самую сумму σ иногда называют р и м а н о в о й  
с у м м о й * ;  мы же будем предпочтительно называть ее и н т е г р а л ь 
н о й  суммой, чтобы подчеркнуть ее связь с интегралом.

Поставим теперь себе задачей — выяснить условия, при которых 
интегральная сумма σ имеет конечный предел, т. е. существует опре
деленный интеграл (4).

Прежде всего заметим, что высказанное определение в действи
тельности может быть приложено лишь к о г р а н и ч е н н о й  функции.
В самом деле, если бы функция / ( х )  была в промежутке [а, Ь\ нео- 
граничена, то — при любом разбиении промежутка на части — она 
сохранила бы подобное свойство хоть в одной из частей. Тогда за 
счет выбора в этой части точки ξ можно было бы сделать /(ζ),
а с ней и сумму а, — сколь угодно большой; при этих условиях 
конечного предела для а, очевидно, существовать не могло бы. 
Итак, интегрируемая функция необходимо ограничена.

Поэтому в дальнейшем исследовании мы будем наперед предпо
лагать рассматриваемую функцию f (х)  о г р а н и ч е н н о й  

m s i , / (x) М  (если ^  Ь).

236. Суммы Дарбу. В качестве вспомогательного средства иссле
дования, наряду с интегральными суммами, введем в рассмотрение, 
по примеру Д а р б у ,  еще другие, сходные с ними, но более про
стые суммы.

Обозначим через и Л17. соответственно, точные нижнюю и 
верхнюю границы функции f ( x )  в ι-м промежутке [л:;, x i+1] и ί  
составим суммы

η— I га— 1

s =  2  m i S =  2  A x‘·
I -  и i - a

Э6| §  1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ W

I

* На деле еще К о ш и  отчетливо пользовался пределами подобных j 
и, но лишь для случая непрерывной функции.

% Г. Ф ш т е н г о л ь ц ,  τ ,  I I
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Эти суммы и носят название, соответственно, н и ж н е й и в е р х н е й  
и н т е г р а л ь н ы х  с у м м ,  или с у м м  Д а р б у .

В частном случае, когда / (jc) н е п р е р ы в н а ,  они являются 
просто наименьшей и наибольшей из интегральных сумм, отве
чающих взятому разбиению, так как в этом случае функция / ( j c )  
в каждом промежутке д о с т и г а е т  своих точных границ, и точки Ег 
можно выбрать так, чтобы — по желанию — было

f ( l i) = m i или / ( У  =  М г.

Переходя к общему случаю, из самого определения нижней и 
верхней границ имеем

Умножив члены обоих этих неравенств на Л х ^ Л х { положительно) 
и просуммировав по i, получим

s  « S  О s g  5 .

При фиксированном разбиении суммы s и S  будут постоянными 
числами, в то время как сумма а еще остается переменной ввиду 
произвольности чисел Но легко видеть, что за счет выбора 
можно значения /  ('?,) сделать сколь угодно близкими как к m h так 
и к M it а значит —  сумму σ сделать сколь угодно близкой к 5 или 
к .S’. А тогда предыдущие неравенства приводят к следующему уже 
общему з а м е ч а н и ю :  при данном разбиении промежутка суммы 
Д а р б у  s и S  служат т о ч н ы м и ,  соответственно, нижней и 
верхней границами для интегральных сумм.

,£уммы Д а р б у  обладают следующими простыми свойствами:
'_l)-e с в о й с т в о .  Если к  имеющимся точкам деления доба

вить новые точки, то нижняя сумма Д а р б у  может от этого 
разве лишь возрасти, а верхняя сумма  — разве лишь умень
шиться.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства этого свойства доста
точно ограничиться присоединением к уже имеющимся точкам деле
ния еще о д н о й  точки деления х'.

Пусть эта точка попадет между точками x k и jct+1, так что

Xfr ^  Jf” -£*+!·

Если через 5 ’ обозначить н о в у ю  верхнюю сумму, то от преж
ней S  она будет отличаться только тем, что в сумме 5  промежутку 
[Хд, x*+i] отвечало слагаемое

Мь (хш  ■*>*)>

а в новой сумме S' этому промежутку отвечает сумма двух слагае
мых

M k (x' — x k) -j- M k {хш  — x'),
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где M k и М к суть точные верхние границы функции f  (х) в проме
жутках 1*й> х ]  и [х ,  х*+1]. Так как эти промежутки являются . 
частями промежутка [лг*, х »и |. т0

М к ^ М к, М к^ М к.
так что

М к (х  —  х к) s :  Мк (х —  х к).

!
м к (ХМ  — х') -  м к (ХШ — X).

Складывая эти неравенства почленно, получим

Мк (X --- Хк) ! М к I -« а , I X ") _ М к (Xfc+l х к).

Отсюда и следует, что У  s£ S . Для нижней суммы доказательство £  
аналогично этому. j)

З а м е ч а н и е . Так как разности Мк — М к и Мк — Мк, очевидно, 
не превосходят колебания Q функции f  (лг) во всем промежутке 
[а, Ь\, то разность 5 — 5 " не может превзойти произведения Q \ x k, " 
Это остается справедливым и в том случае, если в А-ом промежутке .. 
взято н е с к о л ь к о  новых точек деления. ς

2-е с в о й с т в о .  Каждая нижняя сумма Д а р б у  не превос-*
ходит каждой верхней суммы, хо т я  бы отвечающей и -другому
разбиению промежутка. ?

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разобьем промежуток [ а ,  Ь\ произвольным^ 
образом на части и составим для этого разбиения суммы Д а р б у  ;

Si и S’], (I)
+.

Рассмотрим теперь некоторое другое, никак не связанное с пер-^1 
б ы м ,  разбиение промежутка [а, Ь\. Ему также будут отвечать его* 
суммы Д а р б у  ■

Si и Sj. (■■*

Требуется доказать, что «S* С этой целью объединим те и*
дг\тие точки деления; тогда получим некрторое третье, вспомогагель-$ 

разбиение, которому будут отвечать суммы £

Sj и S3. (111)?

Третье разбиение мы получили из первого добавлением новых£ 
1^ .> . деления; поэтому, на основании доказанного 1-го свойст;
сумм Д а р б у ,  имеем

-«ι ^  бз-

Сопоставив теперь второе и третье разбиения, точно так ж |Л



Но s3 чС 5 »  так что из только что полученных неравенств 
вытекает

что и требовалось доказать.
Из доказанного следует, что все множество {s} нижних сумм 

ограничено сверху, например, любой верхней суммой S. В таком 
случае [ 1 1 ] это множество имеет конечную т о ч н у ю  верхнюю  
границу

It  =  sup \.ч\
и, кроме того,

/ , < 5 ,
какова бы ни была верхняя сумма 5. Так как множество {6 ]  верх
них сумм, таким образом, оказывается ограниченным снизу числом
/* , то оно имеет конечную т о ч н у ю  нижнюю границу

ί · =  inf \S\,  ^
причем, очевидно,

/ * < / * .
Сопоставляя все сказанное, имеем

ί·* » /*  ^ ^ *S (5)
для любых нижней и верхней сумм Д а р б у .

Числа I, и 1* называют, соответственно, нижним и верхним 
интегралами Дарбу [ср. ниже 301].

297 . У сл ов и е су щ ест в о в а н и я  и н тегр ал а . С помощью сумм 
Д а р б у  теперь легко сформулировать это условие.

Теорема. Д л я  существования определенного интеграла 
необходимо и достаточно, чтобы было

lira (S — s) =  0. ( 6 )
λ-,0  4

Сказанное в 2 9 5  достаточно для уяснения смысла этого предела. 
Например, «на языке e-δ», условие (6 ) означает, что для лю бого  
ε ^ > 0  найдется такое 8 ^ > 0 , что лишь только λ < ^ δ  (т. е. пром еж у
ток разбит на части с длинами Δ χ ,·< ^ δ), тотчас выполняется нера
венство

5  — s<d&.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Предположим, что 

сущ ествует интеграл (4). Тогда по любому заданному е ^ > 0  найдется 
такое 8 ^ . 0 , что лишь только все Δ χ , - ^ δ ,  тотчас

I σ — / |< ^ е  или I — е < ' σ < ' / - j - е,

как бы мы ни выбирали в пределах соответствующ их промеж ут
ков. Н о суммы ί  и ύ , при заданном разбиении промежутка,
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••ляются, как мы установили, для интегральных сумм, соответственно, 
т о ч н ы м и  ннжней и верхней границами; поэтому для них будем

(7)

/  —  ·  < .  S < .  S  ^  /  - | -  Е,

так что
lim s =  /, Н т £ = / ,

λ—О λ->0
откуда и следует (6 ).

Д о с т а т о ч н о с т ь . Предположим, что условие ( 6 )  выполнено; 
тогда из (5 ) сразу ясно, что /* =  /* и, если обозначить их общее 
значение через /,

‘ (5*)
Если под о разуметь одно из значений интегральной суммы, отве
чающей тому же разбиению промежутка, что и суммы s, S, то, как 
мы знаем,

S  <  а  <  5 .

Согласно условию (6 ), если предположить в.се Δ χ, достаточно малыми, 
суммы s и S  разнятся меньше, чем на произвольно взятое е 0 . 
Но в таком случае это справедливо и относительно заключенных 
между ними чисел о и I:

I 3 — / I < е, ■
так что /  является пределом для σ, т. е. определенным интегралом.

Если обозначить колебание Λί,· — от, функции в г-ом частичном 
промежутке через ω;, то будем иметь

п — 1 η  —  I

ι — 0

и условие существования определенного интеграла можег быть пере
писано так:

ω; Δ χ ; =  0. I  ϊ *
этой форме оно обычно и применяется.

298. Классы интегрируемых функций. Применим найденный нами 
знак к установлению некоторых к л а с с о в  и н т е г р и р у е м ы х  
н к ц и й.
I. Если функция / ( х ) непрерывна в промежутке [а, Ь], то

• интегрируема.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Раз функция / ( х )  непрерывна, то на осно- 

следствия из теоремы К а н т о р а  [87] по заданному е 0 
найдется такое 8 ^ > 0 ; что лишь только промежуток [а, Ь\ 

ι на части с длинами Δχ, <С 8. то все », < ‘ Отсюда

*

I
4

W  “ . « . < ·  £  а * ,  =  « ( < · -
Д '

9  <Λ'
α)·
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Так как Ъ — а есть постоянное число, а ε произвольно мало, то 
условие (8) выполняется, а из него и вытекает существование инте
грала. Можно несколько обобщить доказанное утверждение.

II. Если ограниченная функция f  (х) в [а, Ь\ имеет лишь 
конечное число точек разрыва, то она интегрируема.

Д о к а  з а  т е  л ь с т в о. Пусть точки разрыва будут x ’, х ”, . . . , х ^ кК 
Возьмем произвольное е^> 0 . Окружим точки разрыва окрестностями

(х' —  в,  Jc' +  e'), (х"  — ε", * "  +  ε"), . . . ,  (*< * '— ε<*>,

тгким образом, чтобы длина каждой была меньше ε. В оставшихся 
(замкнутых) промежутках функция f  (х) будет непрерывной, и мы 
можем применить к каждому из них в отдельности следствие из 
теоремы К а н т о р а .  Из полученных по ε чисел δ выберем наимень
шее (его мы также будем обозначать буквой δ). Тогда оно будет 
годиться для каждого из указанных выше промежутков. Ничто нам 
не мешает взять при этом δ < ε .  Разобьем теперь наш промежуток
I a, b] на части так, чтобы их длины Δ χ ί все были меньше δ. Полу
ченные частичные промежутки будут двух родов:

1) Промежутки, лежащие целиком вне выделенных окрестностей 
около точек разрыва. В них колебание функции и», <^ε.

2 ) Промежутки, либо заключенные целиком внутри выделенных 
окрестностей, либо частью на эти окрестности налегающие.

Так как функция f  (х) предположена ограниченной, то колебание 
ее 2  во всем промежутке [a, b) будет конечно; колебание же 
в любом частичном промежутке не превосходит LJ.

Сумму

V  Лх{
ι

разобьем на две:

V u ) ; ,  Δλγ(. и v . , .  д л>>>
·' I"

распространенные, соответственно, на промежутки первого и вто
рого рода.

Для первой суммы, как и в предыдущей теореме, будем иметь 

£  «>. Ад-i. <  ε V  Л*;, <  E (Ь  — а).
I' j '

Что касается второй суммы, то заметим, что длины промежутков 
второго рода, целиком попавших внутрь выделенных окрестностей, 
в сумме промежутков же, лишь частично налегающих на них,”
может быть не больше ‘2k, и сумма их длин < 2kb, а значит и 
подавно < 2 А6. Следовательно,

V * .  Длг,



Таким образом, окончательно, при Длг; < ^ 8 имеем

V  ш, \ х ,  <  ε [(b — а) +  ЗА2].

1 ι
Это и доказывает наше утверждение, так* как в квадратных j 

скобках содержится постоянное число, а ε произвольно мало. '  1
Наконец, укажем еще один простой класс интегрируемых .] 

функций, не покрывающийся предыдущим.
III. Монотонная ограниченная функция f  (х) всегда интегри

руема.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /  (х) — монотонно в о з р а с т а ю щ а я  

функция. Тогда ее колебание в промежутке [х г, x i+1] будет

= · / ( * , . , )  — f{Xi).
Зададимся любым е ^ > 0  и положим

И |  §  1. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Я УСЛОВИ Я СУ Щ ЕСТВОВАНИЯ Ю З

/ ( * ) — f(a)  '

Как только Δ χ ; < 8, тотчас будем иметь

2  ω,Δχ,· <  8 2  № ί+ι) -  f{Xi)\  =  3 ff ( b)  -  f(a)} =  t 
откуда и следует интегрируемость функции.

\
299. С войства интегрируемых функций. Из признака п° 2 9 7 ' .? 

кожно вывести и ряд общих свойств интегрируемых функций. *
I. Если функция f ( x )  интегрируема в промежутке [а, Ь\, то f

и функции \ f { x )  и k f  (х) (где k =  const) интегрируемы в этолt ,  j  
промежутке. ·

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем для функции | / ( х ) | .  Так как для 
любых двух точек х ,  х"  промежутка [х ;, x i+1] имеем [17J

I /  ( У )  I -  I /  (У) К I  А (У )  — f ( x ) \ ,

то и колебание ш* функции | / ( х ) [  в этом промежутке не превос- \ 
ходит ω; [85], Отсюда

V  и)*Дх,- V  U>J AjCj; £
Vтак крк последняя сумма стремится к нулю (при λ —> 0 ), то первая  ̂

и подавно, что влечет интегрируемость функции |/(лг)|.
II. Если две функции f ( x )  и g( x )  интегрируемы в промежутке £  

|а, Ь\, то и х  сумма, разность и произведение также интегри
руемы.

Д о к а з а т е л ь с т в о  ограничим случаем произведения f ( x ) g ( x ) .  ς 
Пусть | g  (x) | «S Ζ.. Взяв в промежутке [Х;, х г+1] Я

любые две точки х ,  х".  рассмотрим разность

i  i - O  g ( У )  f  (.У) g  (У ) ==
=  L/ (*") — /  OOJ g ( У )  +  [g (.У) — g (■*■')] f  (·*')· J
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Очевидно,

I / (X") g (X") — /  (x ') g (X') I * £ /.< » ,+  Л'„“  
если через ω(·, ω;· обозначить, соответственно, колебания функций / ( х ) ,  
^ (х )  в промежутке [х ;, χ,·+ι]. Но тогда [85] и для колебания 2,- 
функции f ( x ) g ( x )  в этом промежутке будем иметь

Ω; s ;  Luii - ь  AcoJt
откуда

Σ  ^ 1 Σ  ω<Δχ.· 4- κ  Σ  :,-Λλ'-·
1 ак как две последние суммы стремятся к нулю (при λ —> 0 ), то 
первая и подавно, что и доказывает интегрируемость функции / ( х ) ^ ( х ) .

III. Если функция  / ( х )  интегрируема в промежутке [а, Ь\, 
то она интегрируема и в любой чисти [д, 3| этого промежутка.. 
Наоборот, если промежуток [о, Ь\ разложен на части, и в каждой 
части в отдельности функция f ( x )  интегрируема, то она инте
грируема и во всем промежутке [а, Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим^_уто функция / ( х )  интегри
руема в промежутке [а, Ь], и построив для'^того промежутка сумму 

(считая, что а и β входят в состав точек деления). Ана
логичная сумма для промежутка [а, β] получится отсюда, если опустить 
ряд (положительных) слагаемых; она наверно стремится к нулю, 
если стремится к нулю первая сумма.

Пусть теперь промежуток [a, b] разложен, скажем, на две части 
[а, с] и [с, b] (где а<^с<^Ь),  и в каждой из них функция / ( х )  
интегрируема. Возьмем снова сумму ^ ω ;Δ χ ; для промежутка [а, Ь\; 
если точка с оказалась в числе точек деления, то названная сумма 
составится из двух подобных же сумм для промежутков [а, с] и [с, b] 
и вместе с ними стремится к нулю. Заключение это остается в силе 
и для случая, когда с не является точкой деления: присоединив эту 
точку, мы изменим лишь о д и н  член суммы, который сам, очевидно, 
стремится к нулю.

IV. Если изменить значения интегрируемой функции в конеч
ном числе { =  k) точек, то интегрируемость ее не нарушится.

Д о к а з а т е л ь с т в о  0чевидн0| ибо упомянутые изменения к о с 
нутся не более чем k  членов суммы ^  wAXi-

Легко понять, что и значение самого интеграла при этом не 
потерпит изменения. Это вытекает из того, что для обеих функций — 
исходной и измененной — точки Е, в интегральной сумме всегда 
можно выбирать так, чтобы они не совпадали с теми точками, для 
которых значения их разнятся.

З а м е ч а н и е .  Благодаря этому свойству мы получаем возмож-
ь

носгь говорить об интеграле <\ f [ x ) d x  даже тогда, когда функ-



Ш1Я f ( x )  не определена в конечном числе тс/чек промежутка [а, Ь\. 
При этом можно приписать в этих точках-наш ей  функции сов'ер-. 
иен н о  произвольные значения и рассматривать интеграл от функции^  
определенной таким образом  е о  всем промежутке. Как мы видели*  

и сущ ествование этого интеграла, ни величина его не зависят οτϊί 
значений, приписанных функции в точках, где она не была определена.-^

§  1. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  И УСЛОВИЯ СУ Щ ЕСТ ВОВ А Н ИЯ  I ®  С

I
ЗСО. Примеры и дополнения. В качестве упражнения приведем ещ 

примеры применения признака п° 297 к конкретным функциям.

1) Вернемся к функции, рассмотренной в 70, 8): f {x)  =  ί- если лг есг$
? '  ’}

несократимая правильная дробь 1 и равно 0 в прочих точках проме-,f
жутка [0 , 1]. М

Пусть промежуток f0, 1] разбит на части с длинами Δλ-,-^Χ. Возьме 
произвольное натуральное число Ν. Все частичные промежутки распредели 
на два класса:

(а) К первому отнесем промежутки, содержащие числа f- со anifoei.a-f

телями так как таких чисел существует лишь конечное число =  * v fi
то и промежутков первого рода будет не больше 2k, а сумма их длин н е ·
превзойдет 2йХ.

(б) Ко второму отнесем промежутки, не содержащие указанных" чисел;,
дли них колебание ω,·, очевидно, меньше !·,. f

РЕсли соответственно этому разложить сумму V  « s i t )  на две и оценить*
каждую порознь, то получим в результате ·>

V v - » j < 2ftvx +  -JL. . f

•  ι γ ,
Взяв сначала N > - - t а затем λ, < r r —f=b, будем иметь >  ω,Δ*. <  ε, что.

• ш
доказывает интегрируемость функции.

Пример этот интересен тем, что функция здесь имеет б е с ч и с л е н ,
к о е  множество точек разрыва и все же интегрируема. |Впрочем, примеру.

'[46; 70, 7)] х ( х ) =  I,
такого рода можно построить и на основе теоремы 111]. 

2) Теперь рассмотрим вновь функцию Д и р и х л е  [
ес.-ц ι-— рациональное число, и 0, если х  иррационально. Так как в любо1;
чгсти промежутка [0 , 1 | колебание этой функции ω = 1, то и ^  =  L
:ак что функция заведомо не интегрируема.

3) Критерий существования определенного интеграла, выведенный в 297, 
может быть представлен в следующей форме: j

Для существования определенного интеграла необходимо и доста\  
очно, чтобы по заданным числам ε >  0 и σ >  0 можно было найти/

.iiKoe 6 >  0, что, лишь только все a .i, <  Ь. сумма

V i ( .  f
•  4·

и н  тех промежутков, которым отвечают колебания ί
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Н е о б х о д и м о с т ь  ясна из неравенства

Σ  ш<1ж> -■ Σ  ш‘ Лх‘- ^  ε Σ  Ддгг'> 
i i '  l'

е с л и ,  з а  с ч е т  в ы б о р а  ϊ ,  с д е л а т ь  п е р в у ю  сумму м е н ь ш е й  чем га. 
Д о с т а т о ч н о с т ь  ж е  в ы т е к а е т  и з  о ц е н о к :

2  «.Δ*. =  2  “ ,,Ддгг +  2  “ ί” <  Ω Σ  Αχϊ  +  ε Σ  Αχί" <  Ωσ +  ε (b — α)·
ι /' ι "  i '  i 1'

(Здесь Ω, как всегда, означает колебание функции во всем рассматриваемом 
промеж) тке; значком ι" отмечены частичные промежутки,-в которых коле
бания ю ^ С е .)

4) Применим критерий в этой новой форме к доказательству следу
ющего предложения:

Если функция f ( x)  и н т е г р и р у е м а  в промежутке [а, Ь], причем 
значения ее не выходят за пределы промежутка [с, d |, в котором не
п р е р ы в н а  функция а> (у), то сложная функция γ (f(x)) также интегри
руема в \а, Ь].

Возьмем по произволу числа ε > 0  и σ > 0 .  По числу ε, в силу непре
рывности функции φ (_у), найдется такое' η >  0 , что в любом промежутке 
значений у  с длиной <  η колебание функции φ будет <  ε.

Ввиду интегрируемости функции / ,  по числам η и σ теперь найдется 
такое δ, что лишь только промежуток разбит на части с длинами Ддг; <  δ, 
сумма 2  Δ-Cj. длин тех из них, для которых колебания функции /:< ·ν [ /]3 ϊη ,  

i '
сама меньше σ [см. 3)]. Для прочих промежутков имеем ω(.„ [/[ <  η, а следо
вательно, по самому выбору числа η, ω(·„ [ ? ( / ) ] <  ε. Таким образом, для слож
ной функции φ (/(.*)) колебания могут оказаться ^ ε  лишь в некоторых из 
промежутков первой группы, сумма длин которых заведомо <  σ. Применяя 
к сложной функции критерий 3), убеждаемся в ее интегрируемости.

5) Если и относительно функции <? предположить лишь интегрируемость, 
то сложная функция может оказаться и неинтегрируёмой. Вот пример:

В качестве функции f ( x)  возьмем ту, которая была уже изучена выше 
в 1); она интегрируема в промежутке [0 , 1], причем значения ее также не 
выходят за пределы этого промежутка. Далее, пусть

'Р 0 ' )  —  1 Дл я  0  < _у == 1
и

<р(0) = 0 .
Функция ч>(у) также интегрируема в [0 , 1].

Сложная же ф у н к ц и и  с(/(дг)), как л е г к о  видеть, совпадает с функцией 
Д и р и х л е  [см. 2;]; они не интегрируема в |0 ,  I].

301. Нижний и верхний интегралы как пределы. В заключение мы 
вернемся к нижнему и верхнему интегралам, которые в п° 296 были опре
делены как т о ч н ы е  г р а н и ц ы  сумм Д а р б у s и S. Мы покажем теперь, 
что вместе с тем они являются и п р е д е л а м и  названных сумм.

Теорема Дарбу. Какова бы ни была ограниченная функция f(x),  
для нее всегда

/* =  lim s, /* =  1<m S. 
λ_*ο λ -ο

Д о к а з а т е л ь с т в о  п р о в е д е м ,  н а п р и м е р ,  д л я  в е р х н и х  с у м м .
Прежде всего, по наперед заданному t  > 0 ,  возьмем такое разбиение 

промежутка [а, Ь\, что д л я  отвечающей ему верхней суммы S' будет



это возможно, так как I* служит т о ч н о й  нижней границей для множества' 
верхних сумм. Пусть это разбиение содержит m' (внутренних) точек 
деления. · 5

Положим теперь У
» ____ *

2  т ' й ’

где Ω означает колебание функции f ( x)  во всем промежутке \а, Ь\, и .pad  
смотрим п р о и з в о л ь н о е  разбиение промежутка, для которого все hxi <  
пусть ему отвечает сумма S. Г

Для того чтобы оценить разность между S и /*, введем еще третье 
разбиение нашего промежутка, объединив точки деления первых двуз| 
разбиений. Если соответствующая ему верхняя сумма есть S", то·, nd 
1-му свойству сумм Д а р б у  [296], S ''s£ S ', так что и подавно [см. (9)[ I

S" < / * + - .  ‘ <н1

С другой же стороны, по замечанию п° 296 разность S — S" не превосхс! 
дит произведения Ω на сумму длин Axt тех промежутков второго разбиени^ 
внутрь которых попали точки деления первого разбиения. Но число таки 
промежутков не больше т', а длина каждого из них меньше δ, так что

S — S " С  m ' Q b =  

откуда, в связи с ( 10),
S <  /* +  ε.

Так как, с другой стороны, S то, лишь только Д.гг <  δ, ®

O igS — /* < ε ,  J
*

так что, действительно, S — * /*. г
Из доказанной теоремы непосредственно следует, что в с е г д а  \

lim (S — s) =  /* — /*. 
λ—о

Это соотношение позволяет высказать критерий существования интеграла 
ь следующей форме [ср. 297]: „

Для существования определенного интеграла необходимо и доста
точно, чтобы нижний и верхний интегралы Д а р б у  были между собцй 
равны

/ . - / * .
При выполнении его, очевидно, их общее значение и дает величину оп 
деленного интеграла. ι

Новая форма условия имеет некоторое преимущество перед прежней. 
Для тогЪ чтобы убедиться в равенстве интегралов Д а р б у ,  достаточно 
установить, что неравенству ·
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ί

S — s <  ι

при произвольном ε удовлетворяет х о т ь  о д н а  пара сумм s и S. Дейст^и· 
тельно, в силу (5), тогда будет также

Ой? /*  — /* < ε ,
откуда, ввиду произвольности ε, и вытекает требуемое равенство.

Легко сообразить, как в соответствии с этим может быть облегчен^! 
условие интегрируемости, высказанное в предыдущем п° [см. 3)].

ί
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§ 2. Свойства определенных интегралов

302. Интеграл по ориентированному промежутку. До сих пор, 
говоря об «определенном интеграле в промежутке ог а до Ь», мы 
всегда подразумевали, что а<^Ь. Устраним теперь это стеснительное 
ограничение.

С этой целью мы, прежде всего, устраним понятие н а п р а в- 
л е н к .о г о  или о р и е н т и р о в а н н о г о  промежутка. Под о р и е н 
т и р о в а н н ы м  промежутком \а, Ь\ (где может быть и а<^Ь  и 
а^>Ь) мы будем разуметь множество значений, х ,  удовлетво
ряющих неравенствам, соответственно,

о <» х  или а ^ х ~ ^ Ь

и р а с п о л о ж е н н ы х  или у п о р я д о ч е н н ы х  от а к Ь, т. е. 
в порядке возрастания, если а<^Ь, или убывания, если а^>Ь. 
Таким образом, мы различаем промежутки [а, b] и [b, а]: совпадая 
по своему составу (как числовые множества), они разнятся по 
н а п р а в л е н и ю .

То определение интеграла, которое было дано в 295, относится 
к о р и е н т и р о в а н н о м у  промежутку [а, Ь\, но лишь для случая, 
когда а<^Ь.

Обратимся к определению интеграла в ориентированном проме
жутке [а, Ь\, в предположении, что а^>Ь. Можно повторить для 
этого случая обычный процесс дробления промежутка путем вста
вления точек деления, идущих в н а п р а в л е н и и  от а к Ь:

a =  -K o > -K i> -* 2 > . . . > * i > * ; +i > . . . > . * „ = = 6 .

Выбрав в каждом частичном промежутке [дг,·, х ;+1] по точке ^  так 
что X/ с - l ,  ^  x Mi, составим и н т е г р а л ь н у ю  с у м м у

f-U

где — на этот раз — все Д хг· =  дгг+1 — х ,  0. Наконец, предел этой 
суммы при λ - з т а х  |Δ χ(· | -* 0 и приведет нас к понятию интеграла

ь
Пя»з

;

Если для промежутков [а, Ь\ и [b, а] (где a l> b )  взять те же 
точки деления и те же точки I, то отвечающие им интегральные 
суммы будут разниться лишь з н а к а м и .  Отсюда, переходя к пре
делам, получаем такое предложение:



0
1°. Если /  (х) интегрируема в промежутке [Ь, а\, то она 

интегрируема и в промежутке [а, Ь\, причем
ь а  . С

( x ) d x  =  — ^ f  (χ)ώχ. ^ \
а  Ь I!ill

Впрочем, можно было бы именно это равенство принять за о п р е -  £ 
? М д е л е н и е  интеграла \ при а^>Ь  в предположении, что интеграл
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t**
\ существует.

Заметим еще, что по о п р е д е л е н и ю  же полагают

\ f ( x ) d x =  0 . t

I303. С войства, вы раж аемы е равенствами. Перечислим даль- |  
нейшие свойства определенных интегралов, выражаемые р а в е н 
с т в а м и * .

2°. llycnib- / (х) интегрируема в наибольшем из промежутков I
[а, Ь\, [а, с] и [с, Ь\ **. Тогда она интегрируема в двух других, \
и имеет место равенство

* г
\ f { x ) d x  =  \ f { x ) d x - \ - \ f ( x ) d x ,  *
а ·  ? I

каково бы ни было взаимное расположение точек a, b и с.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим сначала, что а< ^с< ^Ь  и функ- 

и.'я интегрируема в промежутке [a, b |. ·
То, что функция интегрируема в промежутках [а, с] и [с, Ь\,[ 

следует из 299, III.
Рассмотрим разбиение промежутка [а, b] на части, причем точку с ( 

’•".ем считать одной из точек деления. Составив интегральную сумму, f  
■%лем иметь (смысл обозначений ясен) %

* .1 1

2 / ( 5 )  Δ* =  Ц /С О  Δ χ  +  £ / ( 0  Δαγ.

J
* Здесь и впредь, если речь идет об интеграле \ ,* - 1

мы считаем возмож^З

ь. (при о т с у т с т в и и  специальной о г о в о р к и )  оба случая: а с  b и·*)
^  V
** Вместо этого можно было бы предположить, что функция f ( x ) инте-£5 

►}ема в каждом hS двух меньших промежутков: тогда она была бь 
ьАегрируема и в большем.
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Переходя к пределу при λ -»  0, мы и получим требуемое равенство.
Другие случаи расположения точек а, Ь, с приводятся к этому. 

Пусть, например, Ь < ^а< ^с  и функция / ( х )  интегрируема в проме
жутке [с, Ь], или — что то же ввиду 1° — в промежутке [Ь, с]. В этом 
случае, по доказанному, будем иметь

с а  с

§ / ( х ) d x  —  § / ( х ) d x - \ -  $ / ( х ) dx,
b b а

откуда, перенося первый и второй интегралы из одной части равен
ства в другую и . переставив пределу (на основании свойства 1 ), 
придем опять к прежнему соотношению.

3°. Если / (х) интегрируема в промежутке [а, Ь], то ιι k f  (х) 
(где k  —  const) также интегрируема в этом промежутке, причем 

ь ь
 ̂k f  (x) d x  =  k J /  (x) dx.

a a

4°. Если f  (x) u g ( x ) — o6e интегрируемы в промежутке [a, b], 
то и f  (x) z t  g (x )  также интегрируема в этом промежутке, 
причем

ь ь ь
5 [ / (x) ±  g-(x)] d x  =  \ f { x )  d x  ±  J g( x )  dx.
a a a

В обоих случаях доказательство строится аналогично, исходя 
из интегральных сумм и переходя к пределу. Проведем его, напри
мер, для последнего утверждения.

Разобьем промежуток [а, Ь] произвольно на части и составим 
интегральные суммы для всех трех интегралов. При этом точки 
в каждом частичном промежутке выбираем произвольно, но для всех 
сумм одни и те же; тогда будем иметь

Σ  [/&) ±  S& )] Ьх, =  Σ /6 )  Δχ, ±  Σ  *&) Δχ,
Пусть теперь λ —► 0; так как для обеих сумм справа пределы 

существуют, то существует предел и для суммы слева, чем устана
вливается интегрируемость функции f  ( х ) ±  g(x).  Переходя в пре
дыдущем равенстве к пределам, приходим к требуемому соотношению.

З а м е ч а н и е .  Обращаем внимание на то, что при доказательстве 
двух последних утверждений не было надобности опираться на пред
ложения 299, I и II: интегрируемость функций k f ( x )  и f ( x ) ± g ( x )  
устанавливается непосредственно переходом к пределу.

304. Свойства, ввфажаемые неравенствами. До сих пор мы
рассматривали свойства интегралов, выражаемые равенствами; перей
дем теперь к таким, которые выражаются н е р а в е н с т в а м и .



5°. Если функция f { x ) ,  интегрируемая в промежутке \а, Ь\, 
н е о т р и ц а т е л ь н а  и а<^Ь, то '
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\ίj /  (x) d x  5 ;  0 .
a

Д о к а з а т е л ь с т в о  очевидно. "
Труднее доказать более точный .результат:
Если функция f ( x ) ,  интегрируемая в промежутке [а, Ь\, 

положительна и а<^Ь, то
ь

а

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем от противного. Допустим, что
9

b f
\ f ( x ) d x  =  0 . ' у

t
Тогда при λ->-0 и верхняя сумма Д а р б у  S  также стремится к нулю 
[297 (7)]. Взяв произвольное в ]^> 0 , можем сделать эту сумму мень
шей чем ε, (Ь — а). При этом хотя одна из верхних границ Λ ί,|
окажется меньшей ε|; иными словами, найдется в [а, Ь\ такая часть 
[а„ £,], в пределах которой в с е  значения /(-£)<_’ ει· ^

Так как и

f
J f { x ) d x  =  О*,
аI

то, аналогично, из [а1( Ьк\ выделится часть [аг, Ьг\, в пределах кото
рой / ( jc)<^e2, где е*— любое положительное число < ^ г1; и т. д. ** 

Взяв последовательность положительных чисел zk —* 0, можно 
определить такую последовательность вложенных один в другой^ 
(и — если угодно — убывающих по длине до 0 ) промежутков [ак, Ьк\л  
что *

0 < f ( x ) < B k, если ak ^ x ^ b k, ( А = 1, 2 , 3 , . . . ) .  -  ΐ

'  i
* Действительно, по 2°:



Тогда по лемме п° 38 существует точка с, общая всем этим 
промежуткам; для нее должно быть

° < / ( сХ е* ПРИ £ — 1, 2 , 3 , . . . ,

что невозможно, ибо еА —»· 0. Теорема доказана.
Простым следствием отсюда (и из 4°) является 
6 °. Если две функции f ( x )  и g( x)  интегрируемы в проме

жутке [a, b] и всегда f  ( х ) ^  g ( x )  [или f  (x )< ^g\x)} ,  то и
ъ ь Р * ь
j / (jc) d x  ^ g ( x ) d x  или  ̂ f  ( x ) d x < ^ ^ g ( x ) d x
a a  L α a t

в предположении, что a<^b.
Нужно лишь применить предыдущее свойство к разности g(x)  — f ix).  

Так же легко получается:
7°. Пусть функция /( jc )  интегрируема в промежутке  [а, Ь\ и 

а<^Ь, тогда имеем неравенство
ь ь
\ f { x ) d x  <  $ I /  (лг) [ dx.
а а

Существование последнего интеграла следует из 299, I. Свойство 
6 ° применяем затем к функциям

- I / M I  ««/(■*) < | / ( * Н
Впрочем неравенство легко получить и непосредственно, исходя 

из интегральных сумм*

| Σ / ( ξ ;) Δ Λ ; , . |< Σ  | / & ) |  .Их,

и переходя к пределам.
8°. Если /( jc )  интегрируема в [а, Ь\, где а<^Ь, и если во всем 

этом промежутке имеет место неравенство
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m feS /(Jc)s^  М,
то

т(Ь  — а) s S $ /( jc )  cfjcsS M (b — a).
a

Можно применить свойство 6 ° к функциям m, f  (лг) и М, но проще 
непосредственно воспользоваться очевидными неравенствами

ι β £ Δ * ( < Σ / (?,-) Δ*, ^  Μ Σ  *■', *

и перейти к пределу.

* Так как а <  Ь, то все Δλ  ̂>  0.
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Доказанным соотношениям можно придать более удобную форму 
р а в е н с т в а ,  освобождаясь в то же врем я''от ограничения а<^Ь.

9°. Т еорем а  о среднем  значении. Пусть f ( x )  интегрируема 
в [а, Ь\ (а «5 Ь) и пусть во всем этом промежутке т. ^ f ( x )  ^  М; 
тогда

ь
\ f ( x )  d x  =  μ (b — a),
a

где
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если а^Ь, то по свойству 8° будем иметь

ь
m{b  — a) sg  § /  (x) d x  sS  Λί [b — a),

откуда

J  f(x)dx<CM.

Положив
■

γ ~ γ \ ί ( . χ ) ά χ = - ^
*

получаем требуемое· равенство.

Для случая, когда а^>Ь, проводим то же рассуждение для

а затем, переставив пределы, приходим к прежней формуле. * ‘
Только что доказанное равенство принимает особенно простой 

вид, когда ф у н к ц и я  f ( x )  н е п р е р ы в н а .  Действительно, есл и ' 
считать, что т и Λί  суть наибольшее и наименьшее значения функции, 
существующие по теореме В е й 
е р ш т р а с с а ,  8-5, то и проме
жуточное значение μ, по теореме 
Б о л ь ц а н о  — Ко ш и, 82, должно 
приниматься функцией f ( x ) в не
которой точке с промежутка [а, Ь].
Таким образом, 

ь
\ f { x )  d x  =  (b — a)f(c),
а

где с содержится в [а, Ь].
Геометрический смысл последней формулы ясен. Пусть / ( x ) s ^ 0 . 1 L 

Рассмотрим криволинейную фигуру ABCD  (рис. 5) под криво! ~ 
7 = f  (-*■)■ Тогда площадь криволинейной фигуры (выражаемаJ
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определенным интегралом) равна площади прямоугольника с тем же 
основанием и с некоторой средней ординатой LM  в качестве высоты.

10°. О бобщ енная т е о р ем а  о среднем  значении. Пусть 1) / ( х )  
и g( x )  интегрируемы в промежутке [а, Ь\, 2 ) m < / ( х )  s£  /И;
3) g  (х ) во всем промежутке не меняет знака: g( x )  0  [g (х) йС 01. 
Тогда *

ь ь
\ f ( x ) g ( x ) d x  =  μ $ g  (x) dx,
a a

где /я - i μ sg; /V i.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сначала g  (x) 2= 0 и a < [  b; тогда 
имеем

mg  (x) <  f  (x) g  (x) <  Mg  (x).

Из этого неравенства, на основании свойств 6 ° и 3°f получаем 
ь ь ь

т ^  g  (x) d x  sS (j f  (x) g  (x) d x s ^ M ^ g ( x )  dx.
a  a  a

Ввиду предположения о функции g(x),  по 5°, имеем
ь
J g (x) d x  ^  0 .
a

Если этот интеграл равен нулю, то из предыдущих неравенств ясно, 
что одновременно также

ь
\ f ( x ) g ( x ) d x  = 0 ,
а

и утверждение теоремы становится очевидным. Если же интеграл 
больше нуля, то, разделив на него все части полученного выше 
двойного неравенства, положим

о
\ f ( x ) g { x ) d x
а
— -------------- = 4*

§ g {x) dx
а

и придем к требуемому результату.

* Самое существование интеграла от произведения f ( x ) g( x )  следует 
из 299, II. Впрочем, мирно было бы вместо интегрируемости функции f ( x)  
непосредственно предположить интегрпруелюсть самого произведения 
/ 1-0



От случая а<^Ь  легко перейти к случаю а^>Ь, равно как от 4 
предположения g ( x ) 3 s 0 — к предположению g -(x )= ^ 0 : перестановка 
пределов или изменение знака g (x )  не нарушат равенства. .1

Если /(дг) н е п р е р ы в н а ,  то эта формула может быть записана!; 
следующим образом: 1

ь ь
\ f ( x )  8  (лг) d x = f ( c ) \ g  (x) dx,
о a

где с содержится в [а, Ь].

305. Определенный интеграл как функция верхнего предела^
Если функция / ( х )  интегрируема в промежутке [а, Ь\ (й * Ь), то* 
[299, III] она интегрируема и в промежутке |а, х\,  где х  есть лю^оев 
значение из \а, Ь]. Заменив предел b определенного интеграла пере-^ 
менной х,  получим выражение * Щ

f
<b(x) =  ̂ f ( t )dt ,  ‘ (\  К

а 1

которое, очевидно, является функцией от х. Эта функция обладает 
следующими свойствами:

11°. Если функция f ( x )  интегрируема в [а, Ь\, то Ф (х) будещ  
непрерывной функцией от х  в том же промежутке. #

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Придав х  произвольное приращение Δ χ  =  As 
(с тем лишь, чтобы x -f-A  не выходило за пределы рассматриваемо^ 
промежутка), получим н о в о е  значение функции (1) $

x- -̂h x x-\-h
Ф (х  +  Й) =  jj =  j

3 0 5 )  §  2 .  СВО ЙСТВА  О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Х  И Н Т ЕГР А Л О В 1 1 5

[см. 2 °], так что
X-\- h

Ф (x  -|~ h) — Ф (x) —  \ f  (t) dt.
•

Применим к этому интегралу теорему о среднем значении 94

Ф (x  -f- ft) — Φ (χ) =  μ/г;

здесь μ содержится между точными границами т  и М  функции f  (х) 
в промежутке [х, x - j- f t] ,  а следовательно, и подавно между (посто
янными) границами ее т и М  в основном промежутке [а, Ь] **. ^- - - - - - -  i

* Переменную интегрирования мы обозначили здесь через t, чтобы не 
смешивать ее с верхним пределом х; разумеется, изменение о б о з н а ч е н ]  
переменной интегрирования не отражается на величине интеграла.

** Напомним, что интегрируемая функция о г р а н и ч е н а  [295],

ί
I

I



Если устремить теперь h к нулю, то, очевидно,

Ф (дг 4 -  /г) — Φ (χ ) -► 0 или Ф (x  -j- h)->- Φ (χ),

что и доказывает непрерывность функции Ф(дг).
12-. Если функцию f  (t) предположить н е  пр е р ы в н о  й в точке 

t -^ях, то в этой точке функция Ф (х) имеет производную, рав
ную f  {х)

Ф '( х ) = / ( х ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, из (2)  имеем 

Ф ( х 4 - Л )  — фглг)
---------------------- — μ, где т Лг.

Но, ввиду непрерывности функции f  (i) при t  —  x,  по любому ε ^ > 0  
найдется такое 8 ^ > 0 , что при |А |< ^ 8

/ ( χ ) - ε < / ( ί ) < / ( χ )  +  ε

для всех значений t в промежутке [дг, х -{ -Л |. В таком случае имеют 
место и неравенства

/(дг) —  г - . n i  s i  μ ^  ΑΓ < / ( χ )  f - ί,
так что

| μ — / ( д г ) |  - ί - *.
Теперь ясно, что

ф - ( , ) = 11т  < о - .И л } = „ т 1 = /
Л- 0  « 0

что и требовалось доказать.
Мы пришли к заключению, имеющему огромное принципиальное 

и прикладное значение. Если предположить функцию /(дг) н е п р е 
р ы в н о й  во всем промежутке [a, b], то она интегрируема [298, I], 
и предыдущее утверждение оказывается приложимым к л ю б о й  
точке х  этого промежутка: производная от интеграла ( 1) по 
переменному верхнему пределу х  везде равна значению /(дг) под
ынтегральной функции на этом пределе.

Иными словами, для н е п р е р ы в н о й  в промежутке [а, Ь\ 
функции /(дг) всегда существует первообразная·, примером ее 
является определенный интеграл ( 1) с переменным верхним 
пределом.

Таким образом, мы, наконец, установили то предложение, о ко
тором упоминали еще в 264.

В частности, мы теперь можем записать функции / ' и  Е Л е ж а н д р а  
[293] в виде о п р е д е л е н н ы х  и н т е г р а л о в
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1 — й2 sin2 В d6.



По доказанному только что, это будут первообразные функции, соответственно, 
для функций

»
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У  1 — ft2 Sin2 φ ’ 

и притом обращающиеся в 0  при φ =  0 .

У 1 — ft2 sin1 f

З а м е ч а н и е .  Утверждения, доказанные в настоящем п°, легко 
распространяются на случай Интеграла с переменным н и ж н и м  пре
делом, так как ( 1°)

X Ь

Производная от этого интеграла по χ , очевидно, р авн а— f ( x )  
(если х  есть точка непрерывности).

306. Вторая теорема о среднем значении. В заключение уста
новим еще одну теорему, относящуюся к интегралу от произведений 
двух функций

ь
l = \ f ( x ) g ( x ) d x .

а

Ее представляют в разных формах. Начнем с доказательства 
следующего предложения:

13°. Если в промежутке [a, b ] ( a<^ b) f ( x )  монотонно убывает  
(хот я бы в широком смысле) и неотрицательна, a g( x )  интег
рируема, то

ь ξ
\ f ( x ) g ( x ) d x = f ( a ) \ g ( x ) d x ,  (3)
а а

где £ есть некоторое значение из названного промежутка.
Разбив промежуток [а, Ь\ произвольным образом на части ,с по

мощью точек деления Χι(1 =  0 , 1, . . . .  я), представим интеграл ] 
в виде

η 1 ΐ - ■ -1 п — \
1 =  Σ  5 f ( x ) g ( x ) d x ^ =  V/(AT,-)  ̂ g{x)dx~ \r

i =  0 Xi 1=0 X£

n — 1 x i  f - 1

+  Σ  S [ f ( x ) - f ( x l)]g(x)dx-=a-\-  p.
i = 0  Xi

Если через L обозначить верхнюю границу для функции |^ ( х ) [ ,  
а через ω( (как обычно) колебание функции f ( x )  в г-ом промежутке



I—*-■<> Χ;+ι] длины Δλ:,·, то, очевидно,

Л — 1 '■  l- ι  л  — 1

I р ! <  Σ  S \f  ( · * ) - / ( * . · ) 11* ( * ) ! * * «, Дд· , .
< —О jr(- ί =  0

Отсюда ввиду интегрируемости функции /( jc )  [298, III] ясно, что 
р -*■ 0 при λ =  max A x t —*■ 0, так что

1—  lim σ.
λ—о

Введем теперь функцию

X
G(x)  =  \ g{ f ) d t

а

и с ее  немощью перепишем сумму σ так:

η— 1
о =  2  / ( * , · ) [ G (* ы ) -  G (*,·)]

i О

или, наконец, раскрытая скобки и иначе группируя слагаемые,
л — 1

°  =  Σ  a (x t) l f (x i-i)—f ( x i)]-ir-G(b)f(xn_i).
i =  I

Непрерывная функция G(jc) [305, 11°], при изменении х  в про
межутке [а, Ь], имеет как наименьшее значение т,  так и наибольшее 
значение М  [85]. Так как все множители

/G * i- i)—■/(■*«) (при 1 = 1 ,  2 , . . . .  п — 1) и f ( x nA),

в силу сделанных относительно функции / ( х )  предположений, неот
рицательны, то, заменяя значения Q соответственно через т  и М, мы 
получим два числа:

m f  (а) и M f  (а),

между которыми содержится сумма а. Между теми же числами, 
очевидно, содержится и интеграл I как предел этой суммы, или 
иначе

l  =  \i.f (а),

где ш - М.  Но, по непрерывности функции G(x), в проме
жутке [а, Ъ\ найдется такое значение ς, что μ =  G (ς) [82]. Тогда

, = f  (а) О (с),

что равносильно формуле (3).
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Аналогично, если функция  /(лг), оставаясь неотрицательной, 
монотонно возрастает, то имеет место формула

ь ь
$ /  О )  g  (x) d x = f ( b ) \ g ( x )  dx,
а е

где а <  i с  Ь. Эти формулы обычно называют формулами Б о н н е  
(О. Bonnet). Наконец,

14°. Если сохранить только предположение о монотонности 
функции f {x) ,  не требуя ее неотрицательности, то можно 
утверждать:

ь ζ ь
5 /  W  g  (χ ) d x = f ( a ) \ g  (дг) d x  - |-  'f (b) $ g  (x) d x  (4)
a a i

( α « ζ  -  b).

Действительно, пусть, например, функция /(лг) монотонно убывает; 
тогда, очевидно, разность / (дг)— f ( b ) ^ ?  0 , и стоит только к этой 
функции применить формулу (3), чтобы после легких преобразований 
получить (4).

Доказанная теорема и носит название второй теоремы, о среднем 
значении [ср. 304, 10°].

Следующее простое замечание позволяет придать ей несколько 
более общую форму. Если изменить значения функции f ( x )  в точках 
а и Ь, взяв вместо них любые числа А  и В  под условием лишь

A ~ ^ f ( a - \ -  0 ) и Я < / ( * — 0 ) (если /убы вает),

Л ^ / ( а - [ - 0 ) и B ^ f ( b — 0) (если /  возрастает),

тр не только значение интеграла /  не изменится, но и сохранится
монотонность функции f ( x ) ,  -так что по образцу (4) можно утвер
ждать

b i  b

$ / ( * )  g (x ) d x  —  А $ g (x )  d x  -j- B  U g  (x) dx. (5)
o  α  £

В частности,

» ί  b

\ f ( x ) g  (x) d x  =  f ( a  - f  0 ) ^ ( x )  d x - \ - f ( b  — 0 ) \ g  (x) dx.  (5*)
a ξ

Здесь, как и выше, ς означает некоторое число из промежутка 
[а, Ь], но оно, вообще говоря/з а в и с и т о т  в ы б о р а  ч и с е л  Л ,и В.



§  3. Вы числение и преобразование определенны х  
интегралов

307, Вы числение с помощью интегральных сумм. Приведем 
ряд примеров вычисления определенного интеграла, непосредственно 
как предела интегральных сумм — в согласии с его определением. 
Зная наперед, что интеграл для непрерывной функции существует, 
для в ы ч и с л е н и я  его мы можем выбирать разбиение промежутка 
и ι очки руководствуясь исключительно соображениями удобства.
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число).

1)  ̂ x kd x  (a, b —  произвольные вещественные числа, а к —  натуральное
а

и

Сначала вычислим интеграл Jj х к dx (а ф  0). Промежуток [0 , а] разобьем
о

па п р а в н ы х  частей, а в каждом частичном промежутке функцию х№ 
вычислим для его правого конца, если а >  0, и для левого — при а <  0 
Тогда интегральная сумма

я —  \ /I · I п
i =  1

и, если учесть пример 14) п° 33,
*
С aV * — Urn « . =  /* * ’ ·

φ ΐ  Ч —  β β  *  - r  1

Отсю лз уже нетрудно получить и общую формулу

й L а

, > ~ - Н - = й р ·
h

2) $ xv-dx (й >  а >  0, μ — произвольное вещественное число).
а "·

На этот раз мы разобьем промежуток [а, Ь\ на н е р а в н ы е  части, 
а именно между a w b вставим η — I средних геометрических. Иными сло
вами, положив

У  h 
Ч =  Ч п =  у

рассмотрим ряд чисел
a, aq, ..., aq‘........aqn= b.

Заметим, что при га — оо отношение q =  qn ^ \ ,  разности же аа'Л1— аа1 
все меньше величины b (q— 1) —»0.

Вычисляя функцию для л е в ы х  концов, имеем
η- l  л-1

° л =  2  {aq,)Vk{aql^ — aq‘) =  a ^ i (q— \ ) S \  
ι - н



и, используя уже известный предел [пример 5 ), (в), 7 7 ], получим 
ь
f  x^d x  =  lim αη =  (№+1— at1·1·1) lim —9 ~  1— ^ '* * * '  ~ ****'
J  n '  — 1 ii —t 1

Ξ 07Ι §  3 .  ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 121

Предположим теперь μ zfc— 1; тогда

Л

В случае же μ =  — 1 будет

°П =  n (qn —  1) =  п  ̂| /  * — ί ]  , 

и на основании другого известного результата [там же, (б)]
0
1 dx ,. , ι " /  bι dx ,. , / " / b \
V —  =  lim σ„ =  lim η I T / -------1 ) =  ln b —  ln a.

J · *  Я  — * СО П -+ С Х ) \  T  a  J

*
3)  ̂ sin x  dx.  Разделив промежуток [a, b\ на n равных частей, положим 

т
1 b — а л,h — — ; функцию s in *  еычислим для п р а в ы х  концов, если а < Ь ,  и 
для л е в ы х  при а >  Ь. Тогда

П

°л= Λ 2  sin ιβ + ίΛ)· ι= Ι
Найдем сжатое выражение для суммы справа. Умножив и разделив ее

о  . h
на i  sin а затем представляя все слагаемые в виде разности косинусов, 
л е т о  получим

Ί П
^  sin (a -f- ih) =  -  * ^  2 sin (a г'Л) sin — =

, Г |  2 illi *  (~Ti *

-Λ _____ ____

-iJH '+ '-S fH '+ '+ M b
»

C0£· l a + τ A) — cos ia + /г +  i Λ)
O . h2 sin y

(1)

Таким образом,
k

« · —
Sili

2  ·
— ^ [ c o s  ffl +  ^ j - C O S ^  +  l ^ j .  

n 2~
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Так как Λ — О при п — оо, то 
b h

I  sin x dx  =* Нга̂  — j ĉos (α +  4 - — cos +  !r fij j =  cos a — cos b.

a 2

Аналогично, исходя из элементарной формулы *

γ ι  яп^о +  и + -д - /г )  — sin fe - f - j j -* ]
’  cos (a +  ih) =  —  --------------  ------- ----- :-------- =—L # (2)

Я  2 sm - j

легко установить, что
ь
 ̂ cos x d x = s m b  — sin a.

a

4) Чтобы дать менее тривиальный пример, рассмотрим интеграл
чс
 ̂ In (1 — 2r cos x  -J- r2) dx,

о
обычно связываемый с именем П у а с с о н а  (S.-D. Poisson). Так как 

(1 — I г  [)2 -£  1 — 2r cos x  +  rs,

то, предполагая | г \ φ  1, видим, что подинтегральная функция непрерывна, 
и интеграл существует.

Разделив промежуток [0, π] на п равных частей, имеем
Л

°п = it 2 1η ί 1 — 2r cos й ^ =  
k - а  1

П — 1

=  ~  In [(1 +  r f  ]  J  (1 -  2r cos к ±  +  гА ],
»- ι '

где П есть знак п р о и з в е д е н и я .  С другой стороны, из алгебры щвесгно 
разложение **

п — !

г,п —  1 = ( z a— 1) J  J  ( l — 2z c o s ^ + z 2j ,  
k =  ι

■ Которая получается из (1) заменой а на а +  ^ ·

** Учитывая значения корней степени 2п из единицы, имеем такое раз
ложение ζ· η — 1 на линейные множители:

=  ίί (г - С0 8 т - / 5! пт ) <
k----я

где I есть мниман единица.
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Используя это тождество при z =  r, представим ол в виде

(Г -  I
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.  1п ir ------i - ' · ' / ■

Пусть теперь | г | < 1 ,  тогда г-п —-0  и

V ln (1 — 2r cos х  +  г1) dx =  lira σ„ =  0.
0 я-со

Если же | г | > 1 ,  то, переписав σ„ так:

π (r +  i r ^ - ηπ . ( Г +  1 Г™ — П . о , , ,
° « = ^ l n{r - i  гм ) +  2π 1п И .

найдем

\ In (1 — 2r cos х  -f- г2) dx =  2π ln | r |.
6

Читатель видит, что прямой способ вычисления определенного 
интеграла, как предела сумм, требует даже в простых случаях зна
чительных усилий; им пользуются редко. Наиболее практичным яв
ляется прием, излагаемый в следующем п°.

308. Основная формула интегрального исчисления. Мы видели 
в 305, что для непрерывной в промежутке [a, b] функции / (х)  инте
грал

X
Ф (x) =  ^ f ( t )dt

* ύ

оказывается п е р в о о б р а з н о й  функцией. Если F( x )  есть л ю б а я  
первообразная для / ( х)  функция (например, найденная методами 
§§ 1 — 4 предыдущей главы), то [263]

Φ (χ) =  F (x) -{-С.

Постоянную С легко определить, положив здесь х — а, ибо 
ф (а )  =  0 ; будем иметь

0 =  Ф (а) —  F (а) —|- С, откуда С —  — F (а).
Окончательно

Ф (x) =  F( x )  — F(a).
Если выделить множители z =  ±  1 (отвечающие k =  — п и й =  0) и 

собрать вместе сопряженные множители, го мы и получим, что гш — 1 равно

П ки k~' кк . . к*л
I г —  со* -  i sin - z —  ccs i sm =

V « n  j \ n  11 J

n — I
j .

к -  I

I



В частности, при х  =  Ь получим

ь
< $> (b)= \f(x)dx  =  F(b) — F(a). (А)

а

Эго —  основная формула интегрального исчисления*.
Итак, значение о п р е д е л е н н о г о  интеграла выражается 

разностью двух значений, при х = Ь / и  при х  =  а, любой п е р в о 
о б р а з н о й  функции.

Если применить к интегралу теорему о среднем [304, 9°] и вспом
нить, что f  (х) =  F’ (х),  то получим

F (b) — F  (a) =  f (c) -{b  — a ) ^ F  (с)· (b — а) (a sg  с sC b);

читатель узнает в этом формулу Л а г р а н ж а  [112] для функции F (х). 
Таким образом, с помощью основной формулы (А) устанавливается 
связь между теоремами о среднем в дифференциальном и интеграль
ном исчислении.

Формула (А) дает эффективное и простое средство для вычисле
ния определенного интеграла от непрерывной функции / ( х).  Ведь 
для ряда простых классов таких функций мы умеем выражать перво
образную в конечном виде через элементарные функции. В этих 
случаях определенный интеграл вычисляется непосредственно по 
основной формуле. Заметим лишь, что разность справа обычно изо
бражают символом F (x)  j* («двойная подстановка от а до b») и фор
мулу пишут в виде

*
\ f { x ) d x  =  F(x)\^. (А*)
м

Так, например, сразу находим: 

ь
: ·  χ  μ т  I 1 *  A * * * _

"  --------r F T - ^ - " 'II
Ift

2) t — =  lnxl* = l n  b — ln a (a >  0. b >  0).' x  la ' ’
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* Эту формулу называют также формулой Н ь ю т о н а — Л е й б 
н и ц  а. Читатель видит, что рассуждения здесь вполне аналогичны тем, кото
рыми мы пользовались в 264 при вычислении функции Р (х) и площади Р. 
Сама формула (А) легко могла бы быть получена сопоставлением резуль
татов пп° 264 и 294.



b
3) \ sin x d x  я* — cos x  0 =  cos а —  cos b,-i aa

f .
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! cos x  d x  =  sin x  b =  sin b —  sin а

— результаты, ке без труда полученные нами в предыдущем п° Гер. гши- 
меры 1), 2), 3)] *

309. Примеры. Приведем дальнейшие примеры использования фор
мулы (А):

к
4) (а) J sin тх sin пх dx =

— *

1 Г sin (т — n) x  sin (т +  п) х~\ | *
“  2 [  т — и----------- пГ+~п j ■ . = ° ·  (л * я >

т
ι* ■ · j  I Г sm2mx] \ ~ * ,

(б) \  s\n-mxdx =  -^\^x------- 2 m j  j , * *  [см. 3ttf7e 17;, ' 18>J.
• Λ
Анало1Ично

π
(в) \ sin тх ens пх dx =  G,

— Ч
ш

(г) j cos мх cos nx dx =  0 или π, смотря rro тому будет -ИИ п "/· ГП
— π 

и л и  п  =  т .
5) Найти значения интегралов {m, п  — натуральные числа *̂

Т1
т
(а sin (2т — 1) х

(d  I \  -----------------------—  d X  .' J sin л: 
о
•
Τ

sin x  !

У к а з а н и е ,  (а) Из ф о р м у л ы  (2), п олаг ая  в ней а =  0, h= *2x  и 
п  =  т —  1, м ожн о яыа ес т и ,  что

т — 1 ,

1  +  У  ш > Ъ х - + * я - [>х .
 ̂ м  2 sin х

i — 1

* Пример 4) предыдущего п° уже не может быть исчерпан так просто,
ибо соответствующий неопределенный интеграл в конечном виде не выра
жается.
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Отсюда, так как отдельные слагаемые легко интегрируются по фор
муле (А), сразу получается

U
'J
1‘ sin (2т — 11л: ,  г
I — ----------- —  dx —,1 sin χ  '

υ
(б) Из формулы (1), полагая а =  — χ , h =  2x, найдем 

п
V  /г, , ч 1 — cos 2п х  sin2 п хУ sin (2т — 1) х ----- ----------------.
—  2 sin л: sin х '

т =  1

Отсюда, если использовать предыдущий результат,
ψ
'Л

/sin п х  \*if sin X
О

6 ) Вычислить интеграл .
1

dx

- j dx =ζ η 
/

\_■ V 1 — 2αχ +  α2 / 1 — 2βχ +  β2 ’
где 0 < α ,  β <  1.

Если в формуле [283 (6*)]
(* dx  1 ln
J У  αχ2 -f- Ьх . с У  а

ΟΧ τ  γ  т  f  Я Y  U.C* +  ОХ  < с
Ο Χ  -г С У  U  ·

отождествить
а х 2 +  Ьх +  с =  (1 —  2<хх +  а2) (1 — 2βχ -f β2), 

то, дифференцируя, найдем

а х +  *- =  — « ( 1 — 2βΛ: +  β 2) —  β ( 1  —  2 < « +  <**).

Отсюда легко вывести, что при х =  1 выражение, стоящее под знаком лога
рифма, получит значение
_  „  (1 _  Р)« _  β (1 _  а ) 2 +  2  У  afi  (1  —  α)  (1 —  β) =

=  - [ / «  (1 — Р)— К Р  ( 1 - « ) ] 2 =  - ( К «  -  > Т )2 (1 +  Κα β )2,
a при х — — 1 значение

- ( К а  _ / β - ) · ( 1 _ / ; ρ ) « .

Таким образом, окончательно для искомого интеграла получается простое 
выражение

/α β 1 —  V  а? ’

зависящее только от произведения αβ *

* Наши выкладки безупречны лишь при α ^ β ,  но легко видеть, что
результат верен и при α = β .



Заметим, что при выводе основной формулы нам на деле не было надоб
ности требовать, чтобы функция F (х) была для f ( x )  первообразной в з а м 
к н у т о м  промежутке [а, Ь\. Опираясь на следствие п° 131, достаточно 
было бы предположить это для о т к р ы т о г о  промежутка (а, Ь), лишь бы 
только и на концах его функция F (х ) сохраняла непрерывность.

Поэтому, например, мы имеем право писать [268]
II
f ________ ____Г i r —.----- s- х  ”1 Ια πα*

Ί  \ у  а? — x 2dx =  \ - у х у а 2 — л:2 +  - у  arcsin — j | ~  2 '
- α

хотя при л: =  ±  а вопрос о производной найденной первообразной еще тре
бовал бы исследования.

Некоторое затруднение мы встречаем при вычислении интеграла

8) ί  ί-------- π * Г* ι-dx (0 <  r  <  1),' J  1 — 2r cos x  +  r-
— К

так как найденная в 283, 13) первообразная 

F(x) =  2 arctg

не имеет смысла при χ^=.±π.  Однако существуют, очевидно, пределы 
lim F(x) =  — π, lim F(x)=n„

X — n - f C  r  -*  π  —  0

и если, как обычно, положить F(— π) и F (π) равными именно этим преде
лам, то функция F(x) будет не только определена, но и непрерывна на 
концах промежутка. Поэтому все же имеем
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1   1-2
I ^ -:— :— , d x = F  {х)J 1 — 2r cos л: +  г-

9) Аналогично вычисляется и интеграл

=: F (π) — F  (— π) =  2π.

ёл (AC — β 2 >  0)..* A cos2 χ  ι 2В cos x  sin x  -)- С sin2 x
Я

1
Мы уже имели [288, 10)] выражение первообразной

_ I С tg x  -f- ВF  (.г) ^ ---- = = -  arctg —  6 — ,
у  АС — В* У АС — В'2

пригодное д л я -----f  <  х  <  ■ Отсюда
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причем значки — j ---- 0 символизируют необходимость брать соот

ветствующие п р е д е л ь н ы е  значения функции t  (лг).
10) Е сли  при вычислении интеграла

1* -V' -4- I

А д ' +  I
d x

исходить из формально вычисленной первообразной

I Зх (лг2 — 1)
— 3 аге1В ^ -4я-2  ■ I

и подставить сюда лг =  0 и лг =  1, то для интеграла получится парадоксаль
ное значение 0 (интеграл от п о л о ж и т е л ь н о й  функции не может иметь 
нулевое значение!).

Ошрбка в т0м, что это выражение испытывает с к а ч о к  при лг —
=  У''2 — \^3 =  х0. Если порознь вычислять интегралы от 0 до д:, и от х0 
до 1, то получится правильный результат

I

f-
■*о- 0

+ J , f  я™ У

11) Легко вычислить, с помощью первообразных, интегралы

i
, d x- =  ln лгX =  ln 2.

ί
Если вспомнить о стремлении к ним соответственных интегральных сумм, то 
можно получить, например, такие предельные соотношения.

lim f —
1 _  Ф \и

I I :1П 2,

lien
в — ез

-|-1  · п +  2

f ι , ι___ , М .«, — -
»а* +  I· ' и» +  22 ' П~  4*

310. Другой вы вод основной формулы. Установим теперь основ
ную формулу (А) при более общих предположениях. Пусть функ
ция / (лг) и н т е г р и р у е м а  в промежутке [a, b], а н е п р е р ы в н а я  
в [a, b] функция F (x )  имеет /(лг) своей производной

F ( x )  =  f ( x )  (3)

повсюду в (a, b) или даже лишь повсюду, исключая к о н е ч н о е  
число точек.
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г ,

Разобьем промежуток [а, Ь] произвольным образом на части 
точками

< * , < * ы  < . .  . < х я =  Ь

[позаботившись лишь о том, чтобы в и х  ч и с л е  б ы л и  в с е  т е  
т о ч к и ,  г д е  не  и м е е т  м е с т а  с о о т н о ш е н и е  (3), если такие 
точки есть]. Очевидно, будем иметь

F (b) F  (а) =  | ]  [ / ^ ι ) - / ^ ) ] ·
ι —  (1

Применим к каждой из разностей, стоящих под знаком суммы, 
формулу конечных приращений, — условия для ее применения все 
выполнены. Тогда получим

^ F ( b ) - F ( a ) =  2  F' Сч) (* ,+, -  Xi).
i =  0

где ξ, есть некоторое определенное (хотя нам не известное) значе
ние х  м е ж д у  x t и лгг+1. Так как для этого значения F  = / ( ξ ;), 
то мы можем написать

F (b) -  F  (а) =  П- £  f  &)&*-,■
1 =  0

Справа получилась интегральная сумма в для функции f (x ) .  
Мы предположили, что для суммы σ при λ —>■ 0 существует опреде
ленный предел, не зависящий от выбора чисел Е, Следовательно, 
в частности, наша сумма, сохраняющая (при указанном выборе этих 
чисел) постоянное значение, также стремится к интегралу, откуда 
и вытекает, что

ь
F  (b) — F  (a) =  ^ f  (x) dx.

а

В предыдущем п° мы с помощью основной формулы вычисляли 
определенный интеграл. Но она может быть использована и в дру
гом. направлении. Заменив в основной формуле b на х, а /(лг) на 
F  ( лг) ,  можно написать ее в циде

X
F ( x )  =  F ( a ) - \ - \ F { t )  dt.

Λ

Таким образом, с помощью предельного процесса (ибо определен
ный интеграл есть п р е д е л ) ,  по заданной производной F  (х)  «вос
станавливается» первообразная функция F(x).

Впрочем, это предполагает, что производная не только ограни
чена, но и интегрируема в согласии с римановым определением, что 
осуществляется не всегда. ·
5  Г. М. Фихтенгольц, т. II
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811. Формулы приведения. Мы видели, что основная формула 
при благоприятных условиях сразу дает значение определенного инте
грала. С другой стороны, с ее помощью различные ф о р м у л ы  
п р и в е д е н и я  в теории неопределенных интегралов преобразуются 
в аналогичные формулы уже в определенных интегралах, сводящие 
вычисление одного определенного интеграла к вычислению другого 
(вообще более простого).

Мы имеем в виду прежде всего формулу интегрирования по частям

^ u d v  =  uv — J ν du

и ее обобщение [270 (3) и (5)], а также другие формулы приведе
ния [271 (6); 280; 287], частично на ней же основанные. Общая форма 
их такова:

^ /(Α Γ )α ίχ= φ (Λ :)— 5§(x)rfJf. (4)

Если областью применения подобной формулы является промежу
ток [а, Ь], то ей в определенных интегралах отвечает формула

ь ь
\ f ( x ) d x = y ( x )  ζ —  (5)
а а

При этом функции / ,  g  будем считать н е п р е р ы в н ы м и .
Для доказательства обозначим последний интеграл в формуле (4) 

через Ф (х). 'Тогда
ь
\ f ( x ) d x  =  [<f(x)—  Ф (JC)] £  =  <Р (x)  I® — Ф (х) £ .
а

Тяк как, в то же время,
ь
$£(Λ:)οϋ: =  Φ (.χ )£  ,

η

то мы и приходим к доказываемой формуле.
В частности, формула интегрирования по частям примет теперь вид

ь ь
 ̂и dv  =  uv J* — § ν du, (6)

а а

а о б о б щ е н н а я  формула перейдет в такую: 
ь
 ̂ιινκΜ) cгл: =  lыv," , — u'v(n υ (— 1 )nu(n)v} £ - [ -

а
b

- Μ — 1 ¥·*$■*·’”  v d x \  (7)
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при этом по-прежнему функции и, v  и все встречающиеся их произ
водные предполагаются н е п р е р ы в н ы м и .

Формула (5), устанавливающая соотношение между ч и с л а м и ,  
принципиально проще формулы (4), в которой участвуют ф у н к ц и и ;  
она особенно выгодна, если двойная подстановка равна нулю.

312. Примеры. 1) Вычислить интегралы

(при натуральном m).
Интегрируя по частям, найдем

2

Jm в  V sinm_1 xd  (— cos x) =  
ό

=  — sinm" * x  cos x
• 1

+  (m— 1) \ sinm_8 x  cos3 x  dx. 
·· »

Двойная подстановка обращается в нуль. Заменяя cos2 х  через 1 — sin2*, 
получим

Jт =»!■ 0  Лл—з ί * * 0  3тл

откуда р е к у р р е н т н а я  ф о р м у л а :

,  т— 1 .
■ ·Λm m~s’

по которой интеграл Jm последовательно приводится к 70 или Jt. Именно, 
при т = 2п  имеем

•

J - L i n ° » x d x -  < 2 п -1 Х 2 п -3 )  ... 3-1 _ π
.) 2л · (2л — 2) ... 4 -2  2*
ά

если же т = 2 /г  +  1. то

I' · . 2в ■ (2л— 2) ... 4-2
. и  —  \  S]n x d x —  ... 3 . |  ·

Tivne же точно результаты получаются и для J'm. 
β·
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Для более короткой записи найденных выражений воспользуемся сим
волом mil *. Тогда можно будет написать

1 ·  [ (т — 1)1! π2 2 -------гг*— · -я- при т четном.I ml! 2 v
\ sinmx d x — \ cos'71 x dx =  I (m — I'M
. J i --------гг-— при m нечетном.о о I ml! 1

2) Доказать формулы
■
5

(a) \ cos'71 x  cos (m +  2) x  dx =  0, 
li

2 
I*

(6) \ cos'” x  sin (m +  2) x  dx  =.1 m -1- i ’
Ό

(в)  ̂ sinm x  cos (m +  2 ) x  d x  - 
n
ш
f

(r) Ц sinm x  sin (m +  2) x  dx -

tmzsin

m +  I '

тк
cos 2-

m -(- 1
If

(где m— л ю б о е  положительное число).
Рассмотрим интеграл 

*
2
\ cosm+2 x  cos (т 2) x  dx  
η

и л в а ж л ы  произведем в нем интегрирование по частям:

 ̂ cosm+2 x  cos (m -f- 2) x  dx =
Ό

— -  [cosm ‘2 x  sin (m +  2) x  — cosm+1 x  sin x  cos (m +  2) x} 2"  +  
o

(8)

л
+  m g  ̂ t— (?n +  1) cos- x  sin2 x  4- cosm+s x] cos (m 4- 2) x  dx.

* Напомним, что m\\ означает произведение натуральных чисел, не пре
восходящих m и о д н о й  с ни м ч е т н о с т и .



Двойная подстановка обращается в 0. Заменяя под знаком интеграла sin3 дг 
через 1— cos2 лг, придем к равенству
*/2
Ί cosm+! x  cos (m - f  2) x  dx =
o

π/2 я/2

=  — m -|-2  K cosmx cos (m +  2) x  rfji -f  ij cosm+2 x  cos (m +  2) x  dx, 
ή ύ

откуда и следует (а).
Аналогично устанавливаются остальные равенства.
3) Вычислить (при натуральном и) интегралы

я π
J  2

Кп =  \ cos™ х  sin пх dx, Ln =   ̂ cos" х  cos nx dx.
б 6

Интегрируя по частям, будем иметь
π/2

I гК η = ------I cos" 1 х  sin x  cos nx dx.
П 0

Если к обеим частям прибавить по К.п, то преобразуя выражение под 
знаком интеграла справа, легко получить

Жп =  - -  +  Kn-t или Кп =  +  Кп-1 j .

По этой р е к у р р е н т н о й  ф о р м у л е  легко уже найти
1 / 2 2* 2* у« \

^  =  - 2 ^ i T  +  T + 3 + - + - 7 T j ·
Аналогично
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2Л+1 *
4) Найти интеграл

I
Hk, т = \  xk x d\

о
где k >  0, а т — натуральное число.

, Интегрирование по частям [ср. 271, 5)]
ι I
t xb in'» χ  dx  =  , * x kJrl lnm x  * — г—г т  l  ·** lnm_1 x  dx.1 /: +  1 +0 k - f  1 .5
о о

приводит к рекуррентной формуле

H k ,  m —  u ι 1 H k ,  m - u
m 

k +  \
откуда и получается

ι и / i m m'
m — ( 1) (Λ -f- |/* “



Особенность этого примера в том, что в точке л: =  0 значения как под
ынтегральных функций, так и функций щзд знаком подстановки определяются 
как п р е д е л ь н ы е  при х  —* +  0.

5) По формуле (III) п° 280 имеем (считая р и q натуральными числами)

f  (1 — s ) P j dx =  ^ ~ * )P -γ P f  (1— x ^ x 4 d x ,
J P + 9 + 1  1 P + ? + l J

что при переходе к определенным интегралам в промежутке от 0 до 1 дает

ι 1
f  (1— x)P x4dx= —  ^  f  (1— χ)Ρ~ι χ ΐ  dx.
У  P +  q +  1 Уo o

Последовательно применяя эту формулу, получим

f (1 — х)Р x'i dx — - Г Р - 1 С x q dx
У  ’ (Р +  9 +  1) (Р -ь 9 )... (9 +  2) 3о о

и окончательно

I
\ ( \  — x)P x4dx—
V
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(/» +  9 +  1)1 *

6) Если в формулах (IV) п° 287 при натуральных μ и ν перейти к опре
деленным интегралам, то, используя результат примера 1), можно получить 
более общую формулу

5  („ _ 1 ) || (μ _1)И  π
2 I -----ь а . ■ у  (при 4 е т н Ы X μ И ν),

( sinv X соФ x d x = {  ч  _  n „ *, _  1)М
•j  ̂ ^ — — (во всех прочих случаях).

313. Формула замены переменной в определенном интеграле.
Та же основная формула (А) позволит нам установить правило замены 
переменной под знаком определенного интеграла.

о
Пусть требуется вычислить интеграл ^ f ( x )  dx,  где / (лс) — непре-

1 а
рывная в промежутке [a, b] функция. Положим x  =  y(t), подчинив 
функцию φ (t) условиям:

1) φ (0  определена и непрерывна в некотором промежутке [α, β] 
и не выходит за пределы промежутка [a, b] *, когда t  изменяется 
в [α, β];

* Может случиться, что функция f ( x )  определена и непрерывна в более 
широком, чем [а, Ь\, промежутке [Д, β], тогда достаточно потребовать, чтобы 
значения <р (t) не выходили за пределы промежутка [Л, В\.
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2) φ(α)==α, <Р(Р) =  *;
3) существует в [а, р] непрерывная производная φ' {t).
Тогда имеет место формула

* »
\ f ( x ) d x  =  \f(<f(t))<f-(f)dt. (9)
ш ·

Ввиду предположенной непрерывности подинтегральных функций 
существуют не только эти определенные интегралы, но и соответ
ствующие им неопределенные, и в обоих случаях можно воспользо
ваться основной формулой. Но если F (x )  будет одной из перво
образных для первого дифференциала f { x ) d x ,  то функция Φ (ί) =  
=  / 7(φ(0)> как мы знаем, будет первообразной для второго диф
ференциала / (φ (t)) φ' (t) dt [ср. 268]. Поэтому имеем одновременно

ь
\ f ( x ) d x  =  F  (b) — F  (α) 
d

f
\ /Op (0) ψ' (0 dt =  Φ (β) — Φ (α) =
а

=  F  OP (β)) ~ Ρ ( ψ  (α)) =  F(b) — F  (α),

откуда и вытекает доказываемое равенство.
З а м е ч а н и е . Отметим одну важную особенность формулы (9). 

В то время как при вычислении неопределенного интеграла с по
мощью замены переменной, получив искомую функцию выраженной 
через переменную t, мы должны были возвращаться к старой пере
менной х, з д е с ь  в э т о м  н е т  н а д о б н о с т и .  Если вычислен 
второй из определенных интегралов (9), который представляет собой 
ч и с л о ,  то тем самым вычислен и первый.

а _____
314. Примеры. 1) Найдем интеграл  ̂ У  а3 — х г dx с помощью подста-

Ь
ТЕновки x — a sint; роль а и р здесь играют значения 0 и γ .  Имеем

f  у - ж ^ ? , и = Л с о +  Г'! = * £
i  i   ̂ '  ι* *

[ср. 268].
2) Вообще при п натуральном с помощью той же подстановки получим
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[см. (8)], и аналогично
а

\  (a*- x 2)
2 л  — 1

~ α χ  =  * * ι2α- " "2п\\ 2 ·

3)
2 а _______
Г / JC1 — а· .\ -— ---dx.
.ι X

Подстановка x =  asect, пределам а и 2а переменной х  отвечают пре
делы 0 и π/З переменной t. Находим

π/3
I ί* . 2 . . . .  1 sin31— l sin2 t cos ta t  =  —ь— — 

fl ,) a  3b
4) Рассмотрим интеграл

- /3  _  | / . f  

o "  8άΓ

S'* x  sin л
1 +  cos2 x dx.

Подстановка χ  =  π — t (где t изменяется от π до 0) приводит к равенству

1’ x  sin χ  ί' (π — ί) sin ί ..
3 1 +  cos* t X  e  J  1 -f- cos21 ύ1
ϋ 0

i1 x  sin x  . i* sin t
I  —:— J-----------5------- a x  ■mm π \  ~ :------------5------
J  1 +  cos X J  1 +  cos2 1

- i t sin t
) 1 -j- cos2 * 

'0
dt.

Перенеся последний интеграл (в котором вместо t снова можно написать х) 
налево, получаем

x  sm х  
1 +  cos2 x

, π f  si:sin ί , π . , ..
cosFT" 2 arctg (cos t)

о о
Ср. ииже 11), где этот пример будет обобщен.

I
5) Вычислить интеграл J =  \ ^  dx.

• ■■
ϋΒ Τ ·

, r i n( :

Подстановка x =  tgtp ^где φ изменяется от 0 до j '  переводит его
:/4
 ̂ In (1 -f- tg φ) d<f. Но

1 +  1g f  *
y -2 e n (-^  +  ?)



3,4I § 3 . ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 137

π/4

J =  In 2 =  С In sin ( -- +  dy — f ln cos φ rftp.
3 J V ·« / Jo o

Так как оба интеграла равны ^например, второй приводится к первому под

становкой φ = -̂ — ψ, причем ψ изменяется от у  до oj , то окончательно

1
f  arctg д: .

Заметим, что то же значение имеет и интеграл \ -----— а.г, в чем
rf ' ^

легко убедиться интегрированием по частям.
6) Установить, что

1 π/2
f  arctg λ: , I f f\ ---- - — dx =  -r- \ —r dt.J x  2 J  sinr
u o

У к а з а н и е . Подстановка *  =  tg-^-.

7) Преобразовать один в другой интегралы
■ ж
[ (х +  У х 2— 1 COSφ)η d'f  =  —------ -—=̂ β==---- — - ,
J  j' (x  — У x ‘ — 1 cos β)η+ι

считая χ  >  1 и η —  натуральным.
Это достигается путем преобразования переменной по формуле

(л: +  У  Xs — 1 cos φ) (х — У х 2 — 1 cos Θ) =  1.
Отсюда

— У х 2 — 1 4- х  cos вcos ф =  ■ -------
х  — У  х 2 — 1 cos Θ

причем выражение справа по абсолютной величине не превосходит единицы, 
и каждому Θ в промежутке [0, π] однозначно отвечает некоторое φ в том же 
промежутке. При 0 =  0 или π также и φ =  0 или π. Имеем

sin Θ dQsin φ αα ■
(χ — У х 2 — 1 cos θ)2 

π так как
sin 0 dbsin tp = -------- r — — , то йср = ----------------------------------

x  — У х 2 — 1 cos θ χ  — У  χ 2 — 1 cos θ

так что окончательно
40

(х +  У  х 2 — 1 coscp)” dtf- (х — У х 2 — 1 cos 6)re+1 

откуда и следует требуемое равенство.
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[Заметим, что оба интеграла (с точностью до множителя выражают 
п-й многочлен Л е ж а н д р а  Рп (х), 118, 6).]

8) Какова бы ни была непрерывная в промежутке [0, а] (а >  0) функ
ция f(x),  всегда

а а
 ̂f (x )  d x = ^ f ( a  — t) dt

О о

(подстановка х =  а — t, а 2* t 2 ; 0). В частности, так как cos х  =  sin ^ ---- xj  ,
то при любой непрерывной функции F(u) будет

ot/2 я/2
 ̂ (sin x) dx =   ̂ F (cos x) dx. ■

(I и

9) Пусть f (x)  непрерывна в симметричном промежутке [— α, α ] · (α > 0 ) .  
Тогда в случае ч е т н о й  функции [99, 25)]

а и
j  f ( x ) d x  =  2 ^ f  (χ ) dx,

— П. ϋ

а в случае н е ч е т н о й

Л

j  /  (л:) dx =  0.

В обоих случаях интеграл  ̂ представляется в 'виде суммы интегралов
— а

О /I
§ +  |  и к первому из них применяется подстановка х  =  — t.

10) Пусть имеем непрерывную п е р и о д и ч е с к у ю  функцию f (x )  
с периодом ω, так что при любом x: f  ( х -\-<&) =■ f  (х). Тогда в л ю б ы  п р о 
межутках с длиной ω, равной периоду, интеграл от этой функции имеет 
одно и то же значение

α - ( - ω  «J

 ̂ f ( x ) d x  =  \ f  (x) dx.

cl —f- to 0 οι a, ω

Для доказательства разлагаем: j  =  | -f-  ̂ -f- \ и, применяя к треть-
а а 0 «з

ему интегралу справа подстановку x =  t-\-a>, убеждаемся, что он лишь Зна
ком разнится от первого..

11) Доказать, что

71 и

f  x f ( s m x )  dx =  ^  ί  / f s in x) dx, 
d’ * o

где / ( « )  — любая непрерывная в промежутке [0, 1] функция.



У к а з а н и е . Воспользоваться подстановкой χ  =  π — t.
12) Доказать, что

3« я

I <р (a cos Θ +  b sin Θ) dfl =  2 J φ (У  a2 -\-b2 cos λ) d\,

где φ(α) — любая функция, непрерывная для | и | У  а2 +  Ь2.
Определяя угол а соотношениями

в Ь
COS а =  ■— r i m *  ,

/  α2 +  63 /  а8 +  6й
имеем

a cos Θ b sin 0 =  У  a2 -\-b2 cos (0 — a).

В силу (10) можно написать
2тс a -J- π
J φ (a cos 0 +  b sin Θ) d6 =   ̂ <t(V a1 +  A* cos (Θ — a)) dO
ϋ a — π

или, если положить 0 — д =  А и использовать 9),

я π

Ϊ <р(У а2 +  b2 cos λ) d\ = 2   ̂у (У  а2 +  b2 cos λ) dk.
- «  и

13) Доказать, что
π/2  π /2

f g (sin 2и) cos a da =  \ g (cos2 v) cos v dv,
3 i)

где g(z)— любая непрерывная функция от г в промежутке [0, 1].
я / 2  π /4  π/2

Представив первый интеграл в виде суммы интегралов ( =  t +  \ ,
17 щ ι

подстановкой а · » у — It приводим и второй из них тоже к промежутку 
10, π/4] и получаем

ж/1
J g (sin 2и) (cos и +  sin a) du. 
и

Здесь мы делаем замену переменной, исходя из соотношения sin2u =  
=  cos2t»; возрастанию о от 0 до π/4, очевидно, отвечает убывание г/ от п/2 
до 0. Дифференцируем cos 2adu =  — sin w cos v dv; учитывая, что

cos 2« =  У  1 — sin2 2 и = У  1 — cos4 υ =  sin υ У 1 +  cos2 v
и

1 +  cosa υ =  1 +  2 sin a cos о =  (sin a +  cos uf,  
находим окончательно

(sin a +  cos u) du =  — cos υ dv.

Теперь уже нетрудно получить требуемый результат.
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14) В заключение вернемся к интегралу П у а с с о н а
Я

/  (г) =   ̂In (1 — 2r cos x  +  r 2) dx
II

[ср. 307, 4)]. Мы уже знаем, что при \ г \ ф \  подинтегральная функция непре
рывна и интеграл существует. Мы наново вычислим его с помощью некото
рого искусственного приема, в котором замена переменной будет играть 
существенную роль.

Заметим предварительно, что из очевидных неравенств

(1 — I г I )а sc 1 — 2r cos x  +  г2 (1 +  | r | )s,
логарифмируя и затем интегрируя от 0 до π, получаем (при | г | <  1).

2π In (1 — I г I) sg I (r) «ί (2π ln (1 +  | r  | ).
Отсюда ясно, что при r —* 0 и I( r )—> 0.

Рассмотрим теперь интеграл
π

/ (— г) =  j  In (1 +  2r cos λ: +  r2) d x . 
u

Если в этом интеграле положить χ ^ π  — t , причем t изменяется от π до 0, 
то окажется, что

α
1 (— г) =   ̂ In (1 +  2r cos (π — t) +  r2) d(n — t) =

π
If

=  J In (1 — 2r cost -\-r2) dt =  i  (r). 
u

В таком случае
« .

21 (r) =  /  (r) +  /  (— r) =  \ In [(1 — 2r cos x  +  r2)(\ + 2 r  cos'x +  r 2)] dx
'0

π
2/ (r) =  J In (1 — 2r2 cos 2x - f  r 4) dx.

u

Полагая x  =  tj2 (где t меняется от 0 до 2π), получим
2π * 2 те

21 (r) =  у  ln (1 — 2rs cos t +  r 4) dt =  y   ̂ - f  ^ .
0 0 π

Последний из полученных интегралов подстановкой £ =  2π — и (где а 
меняется от π до 0) приводится к первому, так что у нас получается

2 /(/■) = / ( г 2), откуда /  (г) = /  (г2).

Заменяя здесь г на г2 и т. д., легко получить общую формулу

/(г) =  4 / ( г 2") ( « = 1 ,2 ,3 , . . . ) .
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Пусть теперь | г | < 1 ,  так что г 2" —»0 при я —>■ со; так как при этом 
(согласно замечанию вначале) /  (г8™) —« 0, то должны иметь т о ж д е с т в е н н о

/  (г) =  0 при \r  I <  1.
Легко теперь вычислить этот интеграл и при | г | > 1 .  В самом деле

1 — 2rcosx +  r2= r 2 (1 — 2 · y - c o s x  +  μ  )

ί
| ] \

1 — 2  . — ■ COSAT +  p j ,

так что, интегрируя от 0 до π, будем иметь

/(г) =  2* 1п|г | +  /(-1 .).

Но, по предыдущему, следовательно, при | г  | >■ 1 имеем

/  (г) =  2π In I г |.
Те же результаты мы получили и в 307.

315. Формула Гаусса. Преобразование Ландена. В качестйе еще одного 
примера на замену переменной рассмотрим замечательную формулу, уста
новленную Г а у с с о м (С. F. Gauss) для преобразования интеграла

π / 2

G =  i’ (a>b> 0).
jl a2 COS2 φ +  ft2|sin2 φ

Положим здесь
. 2a sin θ
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’ (β -(- &) +  (β — £) sin2 β ’
гнии θ от 0 до π/2 и φ ]

_ (а -■]■- b) — (а — b) sin2 θ „
COS φ ί/φ =  2 d  , .  7 u\ I /-----ГГ---Γ η ϊΤ  cos ® d ®·γ γ [(β +  b) +  (α — 6) sm2 θ)2

легко видеть, что при изменении Θ от 0 до π/2 и φ растет в тех же преде
лах. Дифференцируем

Но
Ϋ  (а 4- ft)2 — (а — ft)2 sin2 θ η 

cos * =  A"  C0S θ’
так что

(a -f- b)— (а— й) sin2 А ___________ d%___________
~а (а +  b) +  (a —  ft) sin2 Θ у  (а _|_ fy* — (a — ft)2 sin2 0

С другой стороны,
---- 5— . и  _ ( β  +  ί) — (Я — 6)sm«eY  *  cos» у +  ft* sut· у =  а (д +  b) +  {а _  b) s.n, 9

И окончательна
d<o dfi



Если положить =  b1 =  Vab,  то
х /2  π /2

/ » - Г  *1 _ С  Λ
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J К" fl2 cos2 φ +  ft2 sin2 φ p a/ cos2 6 y|- ft' sin2 U

Это и есть формула Г а у с с а .
Применяя это преобразование повторно, получим, что

π/2

( 3 = ^  - = М = =  (я =  1 ,2 ,3 , . . .) ,
^  V  cos2 φ +  ft, sm2 φ

где варианты а„, Ьп определяются рекуррентными соотношениями

α _  ая-1 +  6η-ι ь — τ—“я --  2 > л -- ’ ап-1°п-1-

Мы уже знаем [35, 4], что эти варианты стремятся к некоторому общему 
пределу μ =  μ(α, ft), который мы назвали «средним арифметико-геометриче
ским» чисел в и ft. Из легко получаемых неравенств

π _ π
5Г„< а <  2Fn '

переходя к пределу, находим теперь, что

0 =  π/2μ (a, ft), откуда μ (a, b) =  n/2G.
Таким образом, каждое из чисел Q и μ просто выражается одно через 

другое. Пусть, например, требуется вычислить интеграл
π / 2  π /2

(г = ζ rfo _  f ______ ________
^  У 1 +  cos2 θ ^  V  2 cosJ Θ -f- sin2 Θ *

Здесь a =  y j  и f t=  1; варианты a„ и ft„, определенные выше, стремятся 
к μ б ы с т р о :  уже α4 и а, оба приближенно равны 1,198140, и можно μ 
положить равным этому числу. Тогда получаем приближенно

0  =  ~ =  1,3110288.2μ
Обратно, интеграл G приводится к п о л н о м у *  эллиптическому интегралу 
первого рода

π /2
. 1  С ___________ 1 „ / / a 2- f t g \

a j  Ί  f , as — b2 . , » ‘4  β /o j '  1----р — ЯП»?

и легко может быть вычислен по таблицам; а уже отсюда прлучается μ.

* П о л н ы м и  называют интегралы F(k, у) и £  (/г, φ) Л е ж а н д р а  
[293, 305] при φ =  π/2: в этом случае в их обозначении обычно опускают 
второй аргумент и пишут К (ft), Е (/г). Для полных интегралов существуют 
особые таблицы.



Рассмотрим теперь полный эллиптический интеграл первого рода
х/2

316| § з. В Ы ЧИ СЛ ЕН И Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Х  И Н Т ЕГРА Л О В  I43

к ( * , = Л  _ Д _ : 
J  V  1 — ft· sin*e» У

при любом значении м о д у л я  k он получается из G при
а ■= 1 и Ь =  Y 1 — ft8 =  ft'.

Желая применить к нему формулу Г а у с с а ,  вычисляем прежде всего

a i = l ± j q = E = i ± L f i i = y W i  ·

„ _ V JS E S .- \ = JL  i - ι* *
1 а, — 1 +  к  ■ а4 ~

так что
it/2 π /2

f  —  —  =  (i -J- V  (  --------- —---------
J  /  1 — fts sin22 1 /  1 — fc{ stn* β

ИЛИ
K (ft) =  (1 + * ,)  K (ft,).

Эта формула, равносильная формуле Г а у с с а ,  на деле была получена 
до Г а у с с а  и представляет частный случай так называемого преобразова
ния Ландена (Landen). Последовательно применяя ее, получим 

K(ft) =  ( l + f t 1) ( l + f t a) ... (i+ ft„)K (ft„), 
где вариант ft„ определяется индуктивно

1 - / 1 - * ; . ,  
η ι +  / τ ί γ ^ 7 7 ’ 

так что Q<.k <?\ и ft <  ft3 ι, чем обеспечивается б ы с т р о е  стре-П П '* — 1 *
мление ft„ к 0 при и — оо. В то же время

«/а. 
1' 1—  \Г \ —  Ц  silr φ Д I  У  I  

 ̂ / 1  — sina φ ,< 2  V^l — ’

откуда К (ft„) — γ  при и —>· оо и, наконец,

К (ft) =  £  lim ( l + f t , ) ( l + A . )  . . .  ( 1 + й л). (Ю)
 ̂Я -* OQ

На этом основывается метод приближенного вычисления интеграла К (ft), 
который — при достаточно большом п — попросту полагают равным

К (ft) =  -у (1 +  ft,) (1 Н- ft2) ... ( l+ ft„ ) .

316. Д ругой вывод формулы замены переменной. Мы дадим 
теперь другой вывод формулы (9) при измененных предположениях.

Прежде всего (и это —  самое важное) мы не станем предполагать 
функцию f ( x )  непрерывной, а только лишь и н т е г р и р у е м о й .



Зато от функции <p(t) мы дополнительно потребуем, чтобы при изме
нении t от а до β она переходила от значения α =  φ(α) к значению 
b =  φ (β), м о н о т о н н о  изменяясь. ,

Для определенности допустим, что а<^Ь  и а 3, так что функ
ция φ (t) монотонно в о з р а с т а е т .

Разобьем промежуток [α, β] произвольно на части с помощью точек

а  ==; ta t\ <С ^  U *С. *i+i < !  · · · ^

если положить jc, =  φ (tt) (г =  0, 1, 2, и), то одновременно
будем иметь

β =  · * ο < · * ι Ο » <  ··· Ο ι Ο , + 1 <  ··· < х п = Ь .
Если наибольшая из длин Att == t i+1 — h  (обозначим ее через λ) стре
мится к нулю, то ввиду (равномерной) непрерывности функции 
χ  =  φ (t) то же будет справедливо относительно наибольшей из длин 
А х i =  χ ί+1 —  χ ι = γ  (tl+{) — φ (t;) [см. 87].

Возьмем теперь по произволу число t t в каждом промежутке 
[tit £;+1] и составим интегральную сумму для второго из интегра
лов (9)

У ) / ( ?  ( '<))  φ' ( -г )  Д^··
ι

Положим 1< =  φ (τ(·), так что х { ^  ξ, ^  х ;+1. Если к функции <р(£) 
в промежутке [tit i i+1] применить формулу конечных приращений, 
то получим

А Х t =  X i+l —  X t =  φ (ti+i) —  φ (ί,·) =  φ' ( ΐ ;) Δ /,.

где также t, < ^ t ,  но (нам не известное) вообще отлично
от наудачу взятого значения τ ;. Вместе с тем интегральной сумме 
для первого из интегралов (9)

■δ =  Σ /& ) Δ · # ι
£

теперь можно придать пид

5 (■<■))?’ (ΐ,·) ч -  
i

Эта сумма при λ —*0, очевидно, имеет своим пределом интеграл
ь
^ ( χ ) ά χ .  Для того чтобы показать, что к тому же пределу стре-

мится и сумма в} достаточно .установить, что разность а — а стре
мится к нулю.

Задавшись произвольным числом ε^ > 0 , ввиду (равномерной) 
непрерывности функции φ'(0» можно найти такое 8 ^> 0 , чтобы при 
λ < ^ δ  выполнялись неравенства

I?' (*ι) —  < p ' ( * i ) K e
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[см. 87, следствие]. Тогда

Iσ —  δΊ <  Σ I f te  II (τ<·) ~  f t )  I Δ ΐ̂ <  L № — α) e·
i

если через L обозначить верхнюю границу для | / ( х ) |  и сумму V  Δί 
заменить через β — а.

Теперь ясно, что при λ — 0 сумма а стремится к пределу 
ь р
§ f ( x ) d x , а это значит, что существует интеграл §/(®  (0) ψ' (0  dt
а  а
и имеет место формула (9). Доказательство завершено.

З а м е ч а н и е . Подчеркнем особо, что на основании доказанного 
простые и часто полезные формулы, установленные в упражне
ниях 8), 9), 10) п° 314 распространяются теперь на случай любой 
и н т е г р и р у е м о й  функции / (х).

§  4. Некоторые прилож ения определенны х интегралов

317. Формула Валлиса. Из формулы (8) п° 312 легко вывести знамени
тую формулу В а л л и с а  (J. Wallis).

Предполагая 0 < л :< ;л /2 , имеем неравенства
sin2ra+1 x  <  sin2" χ  <  sin2"-1 χ.

Проинтегрируем эти неравенства в промежутке от 0 до π/2:
тс/2 π /2  π /2

j  sinin+1 x  dx <   ̂ sin2” x  dx <  jj sin2"-1 x  dx.
о o o

Отсюда, в силу (8), находим
__ 2я1!__ (2« — 1)!! π ^  (2га — 2)!!
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(2га+1)!! "  2«!! 2 (2га— 1)!!
пли

2/ιϋ I2 1]2 1 ___ π 2га!! ]2 1
(2га— 1)!! j  2га +  1 <  2 <  .(2га— 1)!! J 2n'

Так как разность между двумя крайними выражениями
1 Г 2га!1 I s ,  1 *

2га(2га+1)[_(2га— 1)!! J <  2га 2 ’

очевидно, стремится к 0 при га — со, то π/2 является их общим пределом. 
Итак,

π . .
,  — hm
■ь Я  —  СО

2га!!
(2га —  1)1!

1
2га +  1

или

2 - 2 - 4 - 4  ... 2га-2га
"Ζ n'™oo 1- 3- 3- 5  ... (2га— 1).(2га+1) ‘

Это и есть формула В а л л и с а А Она имеет исторический интерес, как 
первое представление числа π в виде предела легко вычисляемой рацио
нальной варианты. В теоретических исследованиях ею пользуются и сейчас



[см., например, 406]. Для приближенного вычисления числа π теперь суще
ствуют методы, гораздо более быстро ведущие к цели [410]. ς

318. Формула Тейлора с дополнительным членом. Положим в обоб
щенной формуле интегрирования по частям (7) [311] v =  (b— х)п. Тогда

— n (ft— x)n~l, v" ш=п(п — l ) ( f t— х)п~‘\  · ..,

о ‘п> =  ( _  1)»п ( я— 1) . . .  1, о 1Л+1, =  0 ;

при х =  Ь все функции ν, ν', v ‘n~l' обращаются в нуль. Пользуясь для 
и, и’, и", . . .  функциональным обозначением f(x),  f i x ) ,  f ' (x ) ,  ··· , перепи
шем (7) в виде

0 =  (— 1)» j п\ f  (ft) — п\ / ( а )  -  и! / '  (a) (ft -  а) — ^  f  (a) (ft -  а)2 -  ...
ь

/< л+1) (л:) (Ь— х)п dx.
а

Отсюда получается формула Т е й л о р а  с дополнительным членом в виде 
определенного интеграла

/ W = / ( a )  + ^ ( f t - a ) + ^ ^ ( f t - a ) 3+  ...

Л * 1 Ι α ι  1 ί*
. . .  -Ь (й — а)" +  g  \ / ,n+n (X) (ft — х)п dx.

а

Переходя к обозначениям пп° 124— 126, заменим , здесь b через х, 
я через х 0:
f (x)= f ( x0) +  ! ^ {x- x0) + f l t * ά ( χ —χβγ +  ...

*
... +  (X- ХоГ +  ;J- J  / ,n+1’ (0 (X -  t)n dt.

Xo
Новое выражение для дополнительного члена, в отличие от изученных 

в 124 и 126, не содержит никаких неизвестных чисел.
Если угодно, из этого выражения можно было бы вывести и уже зна

комые нам формы дополнительного члена. Например, воспользовавшись тем, 
что множитель (x — t)n подинтегральной функции не меняет знака, можно 
применить к последнему интегралу обобщенную теорему о среднем [304, 10°]

Л X
1  J  / 1Л+1) ( 0  (х -  Ψ  dt =  (с) J  (X -  t)n dt =  ( *  -  * о )л+\

где с содержится в промежутке [х0, х]. Таким образом, мы вновь получили 
лагранжеву форму дополнительного члена.

319. Трансцендентность числа е. Та же формула (7) п° 311 может 
послужить отправным пунктом для доказательства одной замечательной 
теоремы Э р м и т а, относящейся к числу е.

Все вещественные (а также и вообще комплексные) числа распреде
ляются на два класса — а л г е б р а и ч е с к и е  и т р а н с ц е н д е н т н ы е .
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. . .  — / |л > (а ) (6 —  a )n ]  +  (—  1)л+1 j



Число называется а л г е б р а и ч е с к и м ,  если оно является корнем алгеб
раического уравнения с рациональными коэффициентами (очевидно, не ума
ляя общности, эти коэффициенты можно считать целыми); в противном 
случае число называют т р а н с ц е н д е н т н ы м .

Примером алгебраического числа может служить любое рациональное 
число или иррациональное число, выражающееся через рациональные
в радикалах: число — | |  служит корнем уравнения 17л:+ 1 1 =  0, а число

1 /  I +  ^ 5  — корнем уравнения л:6 — Зл:4 +  3xs— 3 =  0 и т. д.
Э р м и т установил, что е является т р а н с ц е н д е н т н ы м  числом *. 

Мы приведем доказательство этой теоремы.
Допустим, что е служит корнем уравнения

<·» +  +  ··· + c mem =  0, (1)
где все коэффициенты с* е....... .. ст — целые числа.

Пусть в формуле (7) п° 311 u = f { x )  будет п р о и з в о л ь н ы й  много
член п-й степени, а г> * (— 1)л+1е- ·*; тогда, если взять а =  0, эта формула 
примет вид

ft О
=  - е - * [ / ( л : ) + / ' ( * ) +  ... + / ,Л,(*)]К

так как / 1Л+11 (л:) == 0. Полагая для краткости

/  (л:) +  / '  (л) +  ... +  f n' (x) =  F (x),
имеем отсюда

ь
ebF(0) =  F (b) +  e» j  /  (x) e~x dx.

0
Возьмем здесь последовательно h =  0, 1, 2, , m; умножая получаемые

равенства соответственно на с0, clf с2, . . .  , ст и складывая, в силу (1), придем 
к окончательному равенству

m  i

0 =  C„F(0) +  C1F ( 1 ) +  ... + c mF{m) +  2  V 1 i f  W  r *  dx, (2)
« = о „

которое, напомним это, должно иметь место для л ю б о г о  многочлена f (x ) .  
Теперь мы покажем, что этот многочлен можно выбрать так, чтобы, равен
ство (2) стало невозможным; этим теорема и будет доказана.

Положим, с этой целйю,

ί(*) =  ^ Γ [ γ χρ- 1(χ - \ Υ , ( χ - 2)Ρ ... (х — ту,

где р — простое число, большее т и [ с0 1. Производные этого многочлена 
порядка р и выше имеют целые коэффициенты и притом делящиеся на р\ это 
вытекает непосредственно из того, что произведение р последовательных 
натуральных чисел делится на р\. Поэтому при любом целом значении х  
все эти производные имеют целые значения, кратные р. Так как при
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* Вслед за этим Л и н д е м а н  (F. Lindemann) доказал трансцендент
ность числа π, чем впервьГе установил неразрешимость исстари знаменитой 
задачи о квадратуре круга.
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л: =  1, 2, ... , т многочлен / ( х) и его первые р — 1 производных обращаются 
в 0, то F (l), F(2), ... , F(m) будут целыми числами, кратными р.

Иначе обстоит дело с F(0). При х  =  0 многочлен f  (х) обращается в 0 
лишь с р — 2 своими производными, так что

Все слагаемые, начиная со второго, как мы видели, суть целые числа, крат
ные р\ но /'Р —>' (0) =  (— \у(т\)Р,ас ним и F(0), на р не делится. Так как 
при сделанных относительно р предположениях и с0 не делится на р, то 
приходим к заключению, что первая сумма, стоящая в равенстве (2) справа, 
есть целое число, не делящееся на р и, следовательно, з а в е д о м о  не 
р а в н о е  нулю.

Обратимся ко второй сумме в (2). В промежутке [0, от], очевидно,

Но мы знаем [35, 1)], что последний множитель при р —* со стремится к 0, 
так что вторая сумма в (2), при достаточно большом р, будет по абсолют
ной величине меньше первой. В таком случае их сумма не может равняться 0, 
и мы пришли к противоречию.

320. Многочлены Лежандра. Поставим себе задачу — найти такой 
многочлен я-й степени Хп (х ), чтобы для л ю б о г о  многочлена Q (х) сте
пени ниже п выполнялось равенство

где а и b — произвольные, но ф и к с и р о в а н н ы е  числа.
Каждый многочлен я-й степени Хп (х ) можно рассматривать как я-ю 

производную от некоторого многочлена R  (х ) степени 2я, который из Хп (х) 
получается я-кратным последовательным интегрированием. Если при каждом 
интегрировании произвольную постоянную выбирать так, чтобы при х = а  
интеграл обращался в 0, то для многочлена R (х) окажутся выполненными 
еще условия

Итак, задача наша сводится к нахождению такого многочлена R  (х ) сте
пени 2л, чтобы было

F (0 )= fP ~ l) (0 )+ /^ >  (0 )+  ...

\ f ( x ) \ < ^ z r \ y \ mP~ltnPmP ■··
m m p + p -i

( р - 1)1 ·
Поэтому

и υ

и, если сумму | с0 | +  | c t | +  · · ·  + \ ст \  обозначить через С, 

т (

b
§ Хп (x) Q (x) dx — 0, (3)
а

R (а) =  0, R'(a) =  0, . . . ,  R™~" (а) = 0 . (4)

ь
 ̂R lm (x) Q (x) dx =  0 (5)

а



для любого многочлена Q (х) степени ниже п и, кроме того, выполнялись 
равенства (4). Но по формуле (7) п°311, если заменить в ней я на я — 1.

J Rin) (x) Q (x) d x = [Q  (χ) Λ1"-1' (χ) — Q' (χ) R ln~a> (χ) + . . .  ±
b

±  C?'"-·' (χ) R  (*)] ζ  *  5 (χ ) Я Μ  dx.
α

Если принять во внимание (4), а также то, что 0 (л1(х)=^0, то условие (5) 
приведется к виду

Q (b) /?<«-» (Ь) — Q' (b) Д '"-2' (b) +  ... ±  <?’*■" (fi) R (Ь) = 0 .  (6)
Ввиду полной произвольности многочлена (я — 1)-й степени Q (х) зна

чения Q (b), Q' (b)........Q,n~l’ (b) этого многочлена и его последовательных
производных при х  =  Ь можно рассматривать как п р о и з в о л ь н ы е  числа, 
а тогда условие (6) равносильно следующим:

R(b) =  0, R' (Ь) =  0.......  /?'«-*' (Ь) = 0 .  (7)
Из (4) и (7) видим, что многочлен R (х) должен иметь числа а и b кор

нями я-й кратности и, следовательно, лишь постоянным множителем может 
отличаться от произведения (х — а)п ( х — Ь)п. Таким образом, окончательно

Ап (x) =  i [(-ν — а)п (х  — Ъ)п 1-

Если, в частности, взять α =  — 1 и Ь =  -(-1, то придем к уже знакомым 
нам многочленам Л е ж а н д р а

dn (x2 — 1)"

320| § 4 .  п р и л о ж е н и я  о п р е д е л е н н ы х  и н т е г р а л о в  149

ХЯМ ‘ Ах*
Мы условились в 118, 6) обозначать многочленц Л е ж а н д р а  через Р„(х), 

если постоянные сп выбраны так:
1 1

°п ~  2я -я! 2«!! ’

для этих многочленов имеем Рл (1) =  1, Р„ (— 1) =  (— l)"· Обыкновенно 
полагают еще Р0(х)=1.  Все члены многочлена Рп имеют показатели оди
наковой с я четности.

Старший коэффициент, очевидно, будет

2я(2я— 1 ) ...( я + 1 )  _ (2я — 1)1!
2я!1 я! *

По самому определению многочленов Л е ж а н д р а  имеем всегда 
1
^Р п (х) Q{x)dx =  0, (8)

-1
каков бы ни был многочлен Q (х) степени ниже п. В частности, если я и 
т —два неравных неотрицательных числа, то

I
\Pn(x)Pm {x)dx=Q .  (9)

- I
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Найдем значение интеграла ^Р^(х) dx\ он лишь множителем cl ==^ j j ^ r  

отличается от интеграла
I
I* dn (x*— \)" da (x3 — 1)» J
}  dxn ' dxn uX'

- I

Если применить к последнему снова формулу (7) п° 311, заменив п на п — 1 
и положив

dn (xs — 1)я , а
Я = ----- dxn ■ » =  (** —

то он сведется к интегралу

ι 1
С 42п(ха_11"  ;·

( - 1 ) "  V - — dxin ' (х2 — \)ndx =  2 · 2п\ \  (1 — x s)ndx
- I  ϊ

(все внеинтегральные члены исчезают, потому что функция о и ее произ
водные до (п— 1)-й включительно при x = j i l  обращаются в 0). Полагая 
здесь x  =  sin i [ср. 314, 2)], получим

2 ' 2“' · < 2 ^ = 2 Ϊ Τ Τ < 2»”>’·
так что о ко н чате л ьн о

J P ' ( x ) d x = ^ F r  (10)

В заключение, используя свойства многочлена Л е ж а н д р а ,  выведем
рекуррентное соотношение, связывающее три последовательных таких много
члена.

Заметим предварительно, что степень хп может быть представлена в виде 
линейной однородной функции от Р„, Plt ... „ Ра с постоянными коэффициен
тами; тогда то же справедливо и для любого многочлена степени п. Поэтому

хРп — аоРП+1 +  aiPn +  aiPn- 1 +  ° 3Ρη_2 +  ··· >
где e0, au a2, aa, . . . —  постоянные коэффициенты. Легко установить, что 
а3 =  а4 =  .. .  =  0. Например, чтобы определить е 3, умножим обе части этого 
равенства на Xn_s и проинтегрируем от — 1 до +  1 ,

\ 1 ι
\  Рп * dx е0 \ Рп , ιРη-s dx  а, \ РцРл_§ dx  -j—

-1  - ' ί  —Ί
ι ι

+  «a \ Ρη-ιΡη-2dx  +  a , \ Ρ'α _  2 d x + . .. 
- Ί  - ι

Ввиду (8) и (9) все интегралы, кроме одного, будут нулями, и мы получим
I

« i j  Я * _ 3 А с = 0 ,  откуда о , = 0 .



Коэффициент Л| также равен 0, ибо левая часть равенства не содержит вовсе 
члена с хп. Для определения а0 приравняем коэффициенты при xn+l в обеих 
частях равенства

(2/1 — 1)!! (2га+1)!! га+1
я; = а- ( я + 1)Г> 0ТКУда а° = ^ Г + Τ ’

Наконец, чтобы найти а2, приравняем обе части равенства при х —*1:
п

3 2 1 )  §  4 .  П РИ Л О Ж ЕН И Я  о п р е д е л е н н ы х  И Н ТЕГРА ЛО В 1 5 '

1 =  а0 —(- а2, так что а2 =  1 — а0- 2 п +  Г
Подставляя найденные значения коэффициентов, окончательно получаем

( л + 1 ) Р п+1 — (2/1+1) χΡη +  ηΡ*-ι=  О· (П)
Это и есть искомое рекуррентное соотношение, которое позволяет находить 
многочлены Л е ж а н д р а  последовательно, отправляясь от Р 0»  I й Pt =  х:

„  _ 3 х 2— 1 0 _ 5х3 — Зх п  _ 35х4 — 30х2 +  3
•  > т т  2  · I  '  ·> * Ч  m  g  t  Μ »

321. Интегральные неравенства. В п° 133 и 144 был выведен ряд не
равенств для с у мм,  покажем теперь, как подобные же неравенства' могут 
быть установлены для интегралов. Все рассматриваемые здесь функции р (х ), 
'F (х )> Ψ (■*) будем считать и н т е г р и р у е м ы м и * .

1) В п° 133 мы имели неравенство (4), которое можно переписать так:
Σ  P j lna j  

ΣΡι Σ ? ί αί
e *· v -----·

ZiPi
( 12 )

Рассмотрим в промежутке |a, b] положительные функции p (x ) и φ (χ). 
Разделив промежуток точками

α =  χ 0<ζχί <  ... <  х, С  x i+l <  . . .  С  хя ~- b
на части, с длинами Δх г =  х 1+1— х г·, положим теперь в написанном нера
венстве Pi =  р (х^  · Δχ(·, βί =  φ(Χ(); мы получим

Υ ρ ( χ , ) · Α χ .  2  Р  f  ( χ ^  Α χ 1* — ί ■ ^ -----—----------------- .
^ p ( X i )  Αχ I

Все суммы здесь имеют вид и н т е г р а л ь н ы х  с у м м  при Дхг— 0 стре
мятся к соответствующим интегралам. Таким образом, в пределе получим 
«интегральный аналог» неравенства (12): 

ь
J p (x ) in f (x )d x
•_________

b b
J  p (x )d x  f p  (x ) φ (x) d x

] p { x ) d x

* Из этого предположения вытекает уже интегрируемость и других 
встречающихся ниже функций: для обоснования этого достаточно сослаться 
на п° 299, 11 и п° 300, 4).



В частности, при р ( х ) = \ ,  будем иметь: 
ь '

Ъ̂ ~а \ h
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b
I

Ь ·  1 \ ί We <ς - ------  \  φ (x) dx.
и  ~ a  Bi

a

Выражение справа называется «средним арифметическим» значений функ
ции <р(лг) в промежутке [а, Ь\, а выражение слева — их «средним геометри
ческим».

2) Выведем теперь интегральные аналоги неравенств К о ш и  — Г ель-  
д е р а  и М и н к о в с к о г о  [133, (5) и (7)]:

Σ ^ { Σ « ? } 4 Σ * Π *  03)

{ Σ  (“t +  6ι ) Τ  <  { Σ  β? Ρ  +  { Σ  bi)  *"■ (14)

(\  *'>1, 1 + 1  =  ,)

Пусть в промежутке [а, Ь] даны положительные функции <φ (л:) и ψ (х); раз
ложив, как и выше, этот промежуток точками х,·, положим в (13):

I 1
я,· =  ?(·*;) ■·*-*/. Ь. =  ψ (*.) ■ Д*?',

а в (14):
t 1

«/ =  ?(■*,)-А**, ^  =  фЦ)-Алг*.
Будем иметь:

1 1

2 ?  (·*«) Ψ (X;) Δ*; { 2 t ?  ' { Σ  № taM*’ Λ,»Γ
U

i l l  
{ 2 >  (■*<) +  ψ w i *  ■ Μ *  ^  { Σ  [? w i *  · Δ- t i }*  +  { Σ ι ψ  ^ i ) ] *  ■ Δ*.·}* .

Переходя к пределу, при Длг; —* О, получаем окончательно

ь ь J. ь Λ
$<ρ.ψ =  4» d x j k ■ |ji ^k' dx]k' (13*)

{$ [φ +  ψ ] * ^ } *  ^ { $ < р * Л с } * + { $ ф * Л с } й. (14*)
о. а а

Отметим частные случаи этих неравенств при k =  k' =  2;
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[φ +  ψ]2 Λτ *£ j X f  <P2rf* +  j X ?  ¥ d x  , (14)

Первое из них принадлежит В. Я. Б у н я к о в с к о м у .  Второе легко приво
дится к первому возведением в квадрат.

3) Перейдем, наконец, к неравенству И е н с е н а [144 (12*)]:

(15)

здесь функция f ( x )  предполагается в ы п у к л о й  в некотором промежутке S.Г, 
которому принадлежат точки х(, р}— положительные числа. Пусть в неко
тором промежутке [а, Ь] задана функция φ (лг), значения которой содержатся 
в и п о л о ж и т е л ь н а я  функция р (х). Теперь будут означать точки 
деления промежутка [а, Ь\, прежние лгг в (15) заменим на φ (xt), a pt поло
жим равными p (Xf) · Δχι. Переходя, как и выше, от интегральных сумм 
к интегралам, получим интегральное неравенство И е нее на:

/ ь
I \p (x )< t (x) dx \  \p{x) - f {^ l (x) )dx

\ \ p ( x ) < lx  J  \ p ( x ) d x
'  а

§ 5. Приближенное вычисление интегралов

322. Постановка задачи. Формулы прямоугольников и трапеций.
ь

Пусть требуется вычислить определенный интеграл  ̂f ( x ) d x , где f ( x )  есть
а

некоторая заданная в промежутке [а, Ь\ непрерывная функция. В § 3 мы 
имели много примеров вычисления подобных интегралов, либо с помощью 
первообразной, если она выражается в конечном виде, либо же — минуя 
первообразную — с помощью различных приемов, большей частью искусствен
ных. Нужно отметить, однако, что всем этим исчерпывается лишь довольно 
узкий класс интегралов; за его пределами обычно прибегают к различным 
методам п р и б л и ж е н н о г о  вы ч и с л е  н^^я.

В настоящем параграфе мы познакомимся ^простейшими из этих мето
дов, в которых приближенные формулы для интегралов составляются по не
которому числу значений подинтегральной функции, вычисленных для ряда 
(обычно равноотстоящих) значений независимой переменной.

Первые относящиеся сюда формулы проще всего получаются из геомет-
ь

рических соображений. Истолковывая определенный интеграл j\ f ( x ) d x  как
а

площадь некоторой фигуры, ограниченной кривой y ^ f ( x )  [204], мы и ста
вим перед собой задачу об определении этой площади.
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Прежде всего, вторично используя ту мысль, которая привела к самому 
понятию об определенном интеграле, можно разбить всю фигуру (рис. &)
на полоски, скажем, одной и той же ширины* =  , а затем каждую
полоску приближенно заменить прямоугольником, за высоту которого при 
нята какая-либо из ее ординат. Это приводит нас к формуле

И-

где Xf ^  ^  дгг+1 (ί =  0, 1 , . , . , η — 1). Здесь искомая площадь криво
линейной фигуры заменяется площадью некоторой состоящей из п р я м о 
у г о л ь н и к о в  ступенчатой фигуры (или — если угодно — определенный 
и н т е г р а л  заменяется интегральной с уммой) .  Эта приближенная фор
мула и называется формулой прямоугольников.

На практике обычно берут £,· =  = x i + l/s; если соответствую
щую среднюю ординату /(£ ,)= /(д г < + , ^ ’| обозначить* через у(· , то фор
мула перепишется в виде - - ......... ....

$ /(*)<£*_L—-  - f ... + y „ _ tfJ, 0)

Впредь, говоря о ф о р м у л е  п р я м о у г о л ь н и к о в ,  мы будем иметь 
в виду именно эту формулу.

I еометрические соображения естественно приводят и к другой, часто при
меняемой, приближенной формуле. Заменим данную кривую вписанной в нее 
ломаной, с вершинами в точках (хи у {), где y i = f ( Xi) (,"=  0, 1, . ,  « — 1). 
Тогда наша криволинейная фигура заменится другой, состоящей из ряда 
трапеций (рис.7). Если по-прежнему считать, что промежуток [а, Ь\ разбит 
на равные части, то площади этих трапеций будут

ъ —  Д Уо + Уi Ь ~ а у 1 +  у 2
п 2 ’ п 2 ’

Ъ —  а у п - 1  +  У п  
п 2

Складывая, придем к новой приближенной формуле

$/<*> dx= ^ т ~  + *  + * + -  +-*·-*)

• Мы сохраняем обозначения п* 294.

У
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Это так называемая формула трапеций.
Можно показать, что при возрастании п до бесконечности погрешности 

формулы прямоугольников и формулы трапеций безгранично убывают. Таким 
образом, при достаточно большом п обе эти формулы воспроизводят иско
мое значение интеграла с произвольной степенью точности.

Для примера возьмем и з в е с т н ы й  нам интеграл
I

S ax
Н М * J

и применим к нему обе приближенные формулы, беря л =  10 и вычисляя 
на четыре знака.

По ф о р м у л е  п р я м о у г о л ь н и к о в  имеем

* ι 2 =0.1>5 у Чг =0,9975
•*з/2 =0 ,15  у3/2 =0,9780
х ъ/2 =0 ,25 у5/2 =0,9412

x 7/i =0,35 у 1/ш =0,8909

* t l / j= 0 ,55  уп /, =0,7678
*13/2 =  0,65 У и / ,=  0,7030 
* » , , =  0,75 y ll/f =  0,6400 
лг,7/, =0,85 у„ ,ш =0,5806 

■*!»/„ =  0,95 У19/2 =  ° ’5256
сумма 7,8562 

По ф о р м у л е  же  т р а п е ц и й
.v„ =  0,0 у0 =  1,0000 х, =  0,1 у, =0,9901

* ,. =  1.0 у  ίο =  0,5000 * , =  0,2 у, =  0,9615

сумма 1,5000 * II о “со у , =  0,9174
x t =  0,4 у4 =  0,8621

+  7.0998) =

=  0,78498

* II о сд у , =  0,8000
* . =  0,6 у# =  0,7353
*» =  0,7 у, =  0,6711
*1 =  0,8 y i =  0,6098
* 1 = 0 ,9 у, =  0,5525

сумма 7,0998

Л *

9 * * * 0
Η Ο Ι λ Γ

7 Ш Я 0

- f o z s o
J 0 1 J £

t s j r c

Оба полученных приближенных результата обладают примерно одина
ковой степенью точности — они разнятся от истинного значения (в ту и в 
другую сторону) меньше чем на 0,0005.

Читатель, конечно, дает себе отчет в том, что погрешность мы смогли 
оценить здесь лишь потому, что наперед знали точное значение интег
рала. Для того чтобы наши формулы были действительно пригодны для
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приближенных вычислений, нужно иметь удобное выражение для погреш
ности, которое позволяло бы не только оценивать погрешность при данном 
п, но и выбирать п, обеспечивающее требуемую степень точности. К этому 
вопросу мы вернемся в п° 325.

323. Параболическое интерполирование. Для приближенного вычисле- 
b

ния интеграла j  f ( x ) d x  можно попытаться заменить функцию /(д?) «близ-
а

ким» к ней многочленом

У — Pk (X) =  а0хк +  - f  ... +  ak_tx  +  ак (3)
и положить

й b
\ f ( x ) d x ^ P k (x) dx. 
а а

Иначе можно сказать, что здесь — при вычислении площади — данная 
«кривая» y = f ( х) заменяется «параболой й-го порядка> (3), в связи с чем 
этот процесс получил название параболического интерполирования.

Самый ныйпр интерполяционного многочлена p k(x) чаще всего произво
дят следующим образом. В промежутке \а, Ь] берут k +  1 значений незави
симой переменной ξ0, . . . , ί Α и подбирают многочлен Р^(х) так, чтобы
при взятых значениях л: его значения совпадали со значениями функции f(x).  
с7тим условием, как мы знаем [128], многочлен Р^(х) определяется одно
значно, и его выражение дается и н т е р п о л я ц и о н н о й  ф о р м у л о й  Л а г р а н ж а :  -r r j

f r  — »ι)(* -£ .·)  ·(-* — S*) f(L) , (x— ζ<>)(χ —  У  ...(x  — ik) ,,
( ίο  - ξ , )  -  -  ξ * )  / ( ξ , )  -  Ж ~ ~  б .) (5χ - £ , ) . . .  (5χ -  ξ * )  Χ

χ  f ( i , \  4- -1-  Iх  ^  ^  χ ι) ■••(χ  - /£ 4

При интегрировании получается л и н е й н о е  относительно значений 
/(£о)> ··■ i /(S t) выражение, коэффициенты которого от этих значений уже 
не зависят. Вычислив коэффициенты раз навсегда, можно ими пользоваться 
для любой функции f ( x )  в данном промежутке [а, Ь].

В простейшем случае при й = 0 ,  функция f ( x )  попросту заменяется 
п о с т о я н н о й  / (ξ0), где ξ0 — любая точка в промежутке [а, Ь), скажем, 

а ·*- bсредняя: ξ0 =  — . Тогда приближенно

\ f ( x ) d x =  (b — e ) / ^ + * j .  (4)

Геометрически — площадь криволинейной фигуры заменяется здесь пло
щадью прямоугольника с высотой, равной средней ее ординате.

При k =  \ функция f ( x )  заменяется линейной функцией Рх(х), которая 
имеет одинаковые с ней значения при Λτ =  ί0 и л: =  ̂ . Если взять ξ0 =  α 
Ь=Ь,  то

' ’■ <·<>=“ ts)
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и, как легко вычислить,

J Рг (х) dx =  (b — a) +  .
«

Таким образом, здесь мы приближенно полагаем

\ f ( x ) d x ± ( b - a ) i l a ) \ f{b) - . (6)
а

На этот раз площадь криволинейной фигуры заменяется площадью тра
пеции: вместо кривой берется хорда, соединяющая ее концы.

Менее тривиальный результат получим, взяв й =  2. Если положить
£о =  Оо> £ι =  , £а =  то интерполяционный многочлен Рц (х) будет
иметь вид

а +  b х  —  1
' • W — 7-------------------------- i T 5 T ----------/ (« Η -

) ( x - b )

(x — a)(x— b) /a +  b \ ,  ' \  2 I ,Tl
■ -----A f \ ~ 2 ~ r ~ ------J t / ( ί ) · (7>

(“ I ----- 3) V 2------ *) ----- H

С помощью легкого вычисления установим

* и 4" ί  l . .  .
/* I * ------ s — )(* — ft) - ' r  . ,

2 ffje— δ)3 , * — o(jc— й)3И* _ b ~  а
"“ (b— fl)3L 3 1 2 2 J |α 6

и аналогично

(jc —  α) (x — b) . ,b  — a—   -dx = 4 — . — .

v
(a +  b \ i a - f  b Λ 
( - 2 — °) h — °)

b — a■ dx  =  —^— ,
j

Таким образом, приходим к приближенной формуле

I /(ДГ) d x  i  ^  [ / (««)  +  4 / +  /  ( 6 ) ] . (8)



Здесь площадь фигуры под данной кривой заменяется площадью фигуры, 
ограниченной обыкновенной параболой (с вертикальной осью), проходящей 
через крайние и среднюю точки кривой.

Увеличивая степень k интерполяционного многочлена, т. е. проводя 
параболу (3) через все большее числа точек данной кривой, можно рассчи
тывать добиться большей точности. Но более практичным оказывается дру
гой путь, основанный на с о ч е т а н и и  идеи параболического интерполиро
вания с идеей д р о б л е н и я  п р о м е ж у т к а .

324. Дробление промежутка интегрирования. При вычислении инте-
b

грала  ̂ ' f(x)dx  можно поступить так. Разобьем сначала промежуток [о, Ь\ 
а

на некоторое число, л, равных промежутков

[·*ο. -̂ ι1ι [·*·*ι» ···» I-***—#· ·%η\ (χ ο === ==

в связи с чем искомый интеграл представится в виде суммы

^ f ( x ) d x + ^ f ( x ) d x  +  . . .+  \ f ( x ) d x .  (9)
*■ *·

Теперь же к каждому из этих промежутков применим параболическое ин
терполирование, т. е. станем вычислять интегралы (9) по одной из прибли
женных формул (4), (6), (8), ...

Легко сообразить, что, исходя из формул (4) или (6), мы таким путем
вновь получим уже известные нам ф о р м у л ы  п р я м о у г о л ь н и к о в  и
т р а п е ц и й ,  (1) и (2).

Применим теперь к интегралам (9) формулу (8); при этом, для краткости, 
положим, как и выше,

f ( x i) — Уit Х> =- *1+1/,. / ( * ( + «/,)>= yi + i/ r
Мы получим “ .

$ /W r fA T = ^ = ^ (y 0 +  4y1/2+ у ,) ,
Х ш

Х \  f t _____ а

\ f ( x )  d x ~  - д — (у, +  4у3/2 +  у3),
•л
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] f ( x ) d x + ? - ^ ( y „ _ ] + 4 yn^ l/i +  ya).
%-·

Наконец, складывая почленно эти равенства, придем к формуле 
b . _
\ f ( x )dx— —̂ -  [(Λ -\-Уп) +  2 (yi -+-.у« + - . .  +  yn-i)+
Π

+  4(3’з/а +^S/J + · · ·  +  3 'η -ι/2)1· (10)



Она носит название формулы Симпсона (Th. Simpson); этой формулой 
пользуются для приближенного вычисления интегралов чаще, чем формулами 
прямоугольников и трапеций, ибо она — при той же затрате труда— дает 
обычно более точный результат.

(* dx
Для сравнения вычислим снова интеграл 1 . ^  [см. 322] по ф о р-

Ь
м у л е  С и м п с о н а .  Мы возьмем л =  2, так что число использованных 
ординат на этот раз будет даже меньшим, чем раньше. Имеем (вычисляя 
на пять знаков)

1 1 3 .
■*о*0; *1/2“  f  ι Xl=a"%> 7  ’ * з » 1 .

Уо =  1; 4у1/2 =  3,76471; 2 ^  = 1 ,6 ;  4у3/2 =  2,56; >-2 =  0,5.

4 ( 1 +  3,76471 +  1,6 +  2,56 +  0,5) =  0,78539...
1 ^

— все пять знаков верны!
Конечно, по отношению к формуле (10) могут быть повторены замеча

ния, сделанные в конце п° 322. К оценке погрешности приближенных фор
мул мы сейчас и переходим.

325. Дополнительный член формулы прямоугольников. Начнем с 
формулы (4). Предположим, что в промежутке [а, Ь\ функция / (х) имеет не
прерывные производные первых двух порядков. Тогда, разлагая f  (х) [по

а —j- b
формуле Т е й л о р а ,  126 (13)] по степеням двучлена х -^— вплоть до

квадрата его, будем, иметь для всех значений х  в [a, b]

/ w = / ( i + » ) + ( *  -  ( ! + i ) + i  ( ,  - ψ ) · ν  Α

ί α +  bсодержится между х  и — и маисят от х .

Если проинтегрировать это равенство в промежутке от а до Ь, то вто
рой член справа исчезнет, ибо

5*(,
#

Таким образом, получаем

^ / (x) dx =  (b — a)f  +  j  ϋ /"  (б (-r — dx,
■ ·

так что д о п о л н и т е л ь н ы й  ч л е н  формулы (4), восстанавливающий ее 
точность, имеет вид
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Обозначив через т и М, соответственно, наименьшее и наибольшее 
значения н у з р е р ы в н о й  функции /"  (*) в промежутке [а, 6] [85] и 
пользуясь т Я,  что второй множитель подинтегрального выражения не



м е н я е т  з н а к а ,  по обобщенной теореме о среднем [304, 10°] можем 
иаписать

ь
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1 С / а +  Ь\* (Ь — а)'
Р =  2 μ 3 \ ~2  J 24

где ц содержится между m и М. По известному свойству непрерывной функ
ции [82], найдется в [а, Ь\ такая точка ξ*, что μ = / ’’ (£*), и окончательно

Р =  —^ 4— V  <β*)· (12)

З а м е ч а н и е .  Естественно было бы, разлагая функцию / ( х) по степе-
0 4 -  Ь

ням х ------ 2— . оборвать разложение уже на первой степени этого дву
члена, т. е. воспользоваться формулой

Это привело бы нас, при интегрировании, к равенству

( / ( x )  dx =  (b — a) f  j  +  I  f  (I) f Λ _  °± -* '  αχ,
о а

так что д о п о л н и т е л ь н ы й  ч л е н  выразился бы интегралом
»

Р =  ί  / '  (?) {χ — —Ί  b'*dx,\ ·■ ia
содержащим лишь п е р в у ю  производную f  (х). Но здесь второй мно
житель подинтегрального выражения м е н я е т  з н а к  в промежутке 
[а, Ь\, и применение обобщенной теоремы о среднем— в целях упрощения 
выражения для р — оказывается невозможным. Продвижение в тейлоровом 
разложении еще на один член, в связи с равенством (11), обеспечило нам 
успех.

Если теперь разделить промежуток [а, Ь\ на п равных частей, то для 
каждого частичного промежутка [χι, λ:,·+1] будем иметь т о ч н у ю  формулу

хгн t
\  /  (A·) dx = - = l m  + t/t) +  f "  (,D * (x. ^ r ^ x . +i).
'xi

Сложив эти равенства (при ( =  0, 1, ... , ti — 1) почленно, получим при 
обычных сокращенных обозначениях 

ь
 ̂f i x )  dx =  -  (у1/2 + ^ з /2 +  ··· -\-уп _  ι/2) +

а
где выражение

„  (ь- α γ  _ / " ( е ю + / " ( е ? ) + . . · + / " ( 6 ϊ _ ι )



и есть дополнительный член формулы прямоугольников (1). Так как выра-
ж е НК С

f '  (Eg)+  (£.«_,)
η

также содержится между т и М, то и оно представляет одно из значений 
функции / "  (х).

Поэтому окончательно имеем

^ л =  ' &24 r f  f " (;) (a sS ς <  b). (13)
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При возрастании п этот дополнительный член убывает п р и м е р н о  как —*
г п2 ‘1

Вернемся для примера к вычислению интеграла  ̂ η ^  2 [ произведен-
ό

ному в 322. Для подинтегральной функции f ( x ) = — ^—j- имеем / "  (лг) =
I ·ί ж

З д  2 ___  J '

& 2 ~(1 -)-χϋ)2 ■ эта производная в промежутке [0, 1] меняет знак, но по аб
солютной величине остается меньшей 2. Отсюда, по формуле (13) | R101 <  
<  0,85 ■ 10 Λ Мы вычисляли ординаты на четыре знака с точностью до 
0,00005; нетрудно видеть, что погрешность от округления ординат может 
быть включена в приведенную выше оценку. Истинная погрешность, дейст
вительно, меньше этой границы.

326. Дополнительный член формулы трапеций. Займемся теперь фор
мулой (6) при прежних предположениях относительно функции /(х).  Вос
пользовавшись интерполяционной формулой Л а г р а н ж а  с дополнительным 
членом [129 (7)], можем написать [см. (5)]

/  (х) =  Pi (л:) +  - i  f "  (?) (x — a)(x — b), a <  7, <  b).

Интегрируя эту формулу от а до Ь, найдем 
» ь

j  f ( x ) d x = ( b  — a)-f i a ) + fib)  + y  j  / " ( 0  (x — a) (x — b) dx,
°  a

так что дополнительный член формулы (6) будет
ъ

р == у  ^ / "  (η) (X — а)(х — b) dx.
а

Рассуждая, как выше, и пользуясь тем, что второй множитель под
интегральной функции и здесь не м е н я е т  з н а к а ,  найдем 

ь
Р =  у /"(>]*) ^  (дг — а) (x — b) dx =  — (-> - a)V " (η·) (α <  η* b).

* Мы говорим: п р и м е р н о ,  ибо и ξ может изменяться с измене
нием п. Это следует помнить и впредь. ·
fi Г- М; Фкхтвйгмц* ΐ, II



Наконец, для случая деления промежутка на п равных частей

(η) (0 < r , ^ b ) .  (14)

Таков дополнительный член формулы трапеций (2). При возрастании п
он также убывает примерно как Мы видим, что применение формулы

трапеций приводит к погрешности того же порядка, что и для формулы 
прямоугольников.

327. Дополнительный член формулы Симпсона. Обратимся, наконец 
к формуле (8). Можно было бы, аналогично тому, как это было сделано 
только что, снова воспользоваться интерполяционной формулой Л а г р а н ж а  
с дополнительным членом [129 (7)] и положить [см. (7)|

f i x  ) =  Р 2 М  +  — ^  (*  — <*) (*  — *)«! c l c b ) .  (15)

Но мы сталкиваемся здесь снова с таким положением вещей, какое имели 
в п° 325 (см. замечание). Именно, проинтегрировав равенство (15), мы 
не могли бы упростить интегральное выражение для дополнительного члена

/ о  4 - Ь\
с помощью теоремы о среднем, так как выражение (х  — а) I χ ------- 1— ) X ̂ Z t
χ  {х — Ь) в подынтегральной функции уже м е н я е т  з н а к  в проме
жутке [а, Ъ\. Поэтому мы поступим иначе.

Выражение

R, (2) +  К ( z -  а) (г -  —+ - )  (г -  Ь),
о  -i- b  ,к а к о в о  б ы ни б ы л о  ч и с л о  д , в точках г =» а, —j — , о принимает

те же значения, что и функция / ( г ) .  Легко подобрать теперь число К так,
а +  Ьчтобы и п р о и з в о д н а я  этого выражения при z = —^— совпадала с про

изводной / '  ( " у ” ) ·  Таким образом, при этом значении К, мы имее^ в лице 

написанного выражения не что иное, как интерполяционный многочлен Э р-
а +  Ьми та [130], отвечающий простым узлам a, b и двукратному узлу —^— ■

Воспользовавшись формулой Э р м и т а  с дополнительным членом [130(H )]— 
в предположении существования для функции f  (х) производных до четвер
того порядка включительно— получим:

f i x )  =  Р 2 (х) +  К ( х  —  α) { χ  —  * + ~ ι  (х  —  Ь) +

+  Г " / *  (* -  а) ( с -  ( х - Ь )  (а <С <  Ь).

Теперь проинтегрируем это равенство от а до Ь\ мы найдем, что
»
[  /  (.ν) dx =  * * " | /  (а) +  4 /  ^- ί  -  ) +  /  (*)] +
а

+  ^  $ Г и (I) {Л -  а) (х -  ' ( х - Ь )  dx,
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^ (x — a)[x — ̂ - ~ ^ ( x  — b)dx =
а

- ϊ ϊ - ' - ϊ  ) [ ( - · « ■ - * ^ 1 * - ·
а

Если предположить производную / (4) (х ) непрерывной, то, как и в преды
дущих случаях, дополнительный член формулы (8)

ь
Р =  $ | ^ / ш (Ф(* — а ) [ х — (x — b)dx,

а

пользуясь тем, что второй множитель в подынтегральном выражении 
не м е н я е т  з н а к а ,  можно представить в такой форме*:

ь
Ρ =  ̂ ξ / <4|(ϊ*) \ — (x — b)dx m»

а

dx =  

(b — β)5
180 ·24 f* '  (С).

Если промежуток \а, b] разделен на п равных частей, то —для фор
мулы С и м п с о н а  (10)— получим дополнительный член в виде

л» =  —  п щ й ?  ί · < δ < Η  (16)

При возрастании п это выражение убывает п р и м е р н о  как та
ким образом, формула С и м п с о н а  действительно выгоднее двух пред
шествующих формул.

1
Г d  кОбратимся снова к примеру интеграла \  ̂ . Для того чтобы избе-
ό

жать вычисления четвертой производной, фигурирующей в формуле (16), мы 
заметим, что функция f ( x ) =   ̂ ^  сама является производной от у =

=  arctg х, так что мы можем воспользоваться готовой формулой из 116, 8). 
В согласии с ней

/ |4) (х) =  у151 =  24 cos5 у sin о +  у  j — 24 cos5 у cos 5у;

* Если f ( x )  есть многочлен степени не выше третьей, то, очевидно, 
f  обращается в 0. Значит, для такого многочлена формула (8) будет т о ч 
н о й  (в чем легко убедиться и непосред^венно).
6·
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это выражение, по абсолютной величине, не превосходит 24, так что по
формуле (16) I /?, I <  ■ ^  <0,0006. Истинная погрешность, как мы видели,
значительно меньше этой границы.

З а м е ч а н и е . На этом примере бросается в глаза, что граница по
грешности, найденная по нашей формуле, оказывается довольно грубой. 
К сожалению — и в этом практический недостаток выведенных формул,— 
подобное обстоятельство встречается нередко.

Тем не менее именно с помощью этих формул, позволяющих все же 
оценивать погрешность наперед, можно осуществлять приближенное вычи
сление определенных интегралов. Обратимся к примерам.

1
328. Примеры./Ί) Вычислим интеграл f  — =  In 2 с точностью до 0,001,

Y *
воспользовавшись ф о р м у л о й  п р я м о у г о л ь н и к о в .

1 2Так как для f (x)  =  — имеем 0 < / "  (х) =  - 3^ 2  (если 1 ^ л г ;£ 2 ), то
по формуле (13)

Если взять η = 1 0 , то дополнительный член нашей формулы будет
/?10 < ,-Д—<0,84· 10_3. Нам придется внести еще погрешность, округляя

■ ЛЛ)
значения функции; постараемся, чтобы границы этой новой погрешности 
разнились меньше чем на 0,16 · 10-а. С этой целью достаточно вычислять
значения функции — с четырьмя знаками, с точностью до 0,00005. Имеем:

* i„ ~ 1 .0 5  У1/а =  0,9524
2=1,15  ^8/s =  0,8696

х»ы — 1,25 У5/2" =  °>8
■*7/, =  1,35 у7/а =  0,7407
·»·.,, =  1,45 у0/2 =  0,6897

■ îi/j =  1,55 yU/‘ =  0,6452 6^9284 -
АГ,3/а =  1,65 у13/2 =  0,6061 10
■ *15 /2  =  1 , 7 5  У 1 5 /2  =  0,57 14
х п/3 =  1,85 У17/2 =  0,5405
·*·ΐ9/2= 1 ,95  У1э/2 =  0,5128

сумма 6,9284

Учитывая, что поправка к каждой ординате (а следовательно, и к их 
среднему арифметическому) содержится между ±  0,00005, а также принимая 
во внимание оценку дополнительного члена А?10, найдем, что In 2 содержится 
между границами 0,69279 =  0,69284 — 0,00005 и 0,69373 =  0,69284 -|- 0,00005 +  
+  0,00084, а следовательно, и подавно между 0,692 и 0,694. Таким образом, 
In 2 =  0,693 ±0,001.
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Г ■>.
2)'Провести то же вычисление по формуле трапеций.
В- этом случае по формуле (14)

Rn <  О, I R* I <  f a t .

Попробуем и здесь взять и = 1 0 , хотя тогда гарантировать можно лишь
что I RI01 <  gQg <  1,7 ■ 10_3. Ординаты (вычисленные с той же точностью,
что и выше) будут

*, =  1,1 у, =  0,9091
* , =  1,2 у 2 —- 0,8333
л-3= 1 ,3  у, =  0,7692 * . =  1,0 з?0 =  1,0000
.*4=1,4 у к =  0,7143 * 10 =  2,О у 10 =  0,5000
х ъ =  1,5 у5 =  0,6667

>6 Ve =  0,6250 сумма 1,5000
* 7 = 1 ,7  Ут =  0,5882
* 8 =  1,8 _у8 =  0,5556
* 8 =  1,9 у й =  0,5263

сумма 6,1877
WL5000 .J. 6,1877)= 0,69377

Учитывая все поправки, найдем, что In 2 содержится между границами 
0,69202 =  0,69377— 0,00005— 0,00170 и 0,69382 =  0,69377 +  0,00005, т. е. снова 
между 0,692 и 0,694, и т. д.

3) С помощью ф о р м у л ы  С и м п с о н а ,  при том же числе ординат,, 
можно получить более точный результат. Так как четвертая производная

24подинтегральной функции есть - 5, то по формуле (16)

д я <  о

24
180-(2л)4 15 ■ (2га)4

При га =  5 (тогда число ординат будет то же, что и в предыдущем слу
чае) имеем I Rb | <  1,4 ■ 10~s. Вычисление поведем на пять знаков, с точ
ностью до 0,000005:

*! =  1,2 у , =  0,83333 * 1/2 =  1,1 у1/2 =  0,90909
* , =  1,4 у, =  0,71429 * 3/2 «=1,3 у ,^  =  0,76923
* 8= 1 ,6  уъ =  0,62500 * 5/s =  1,5 Уь/, =  0,66667
* , =  1,8 у 4 =  0,55556 * 7  ,г =  1,7 y 7/s =  0,58824

сумма 2,72818 ■ 2

5,45636

* .,= » '■ 9  у. , =  0,52632

сумма 3,45955 · 4

£ 13,83820
* 0 =  1,0 у0 =  1,00000
*i =  2,0 уъ =  0,50000

сумма 1,50000 

^  (1,50000 +  5,45636 +  13,83820) =  0,693152.
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Отсюда 1п2 содержится между границами

0,693133 =  0,693152 — 0,000005— 0,000014

* 0,693157 =  0,693152 +  0,000005,

так что, например, можно положить In 2 =  0,69315+ 0.00002·
В действительности 1п 2 =  0,69314718 ... , и истинная погрешность  ̂ока

зывается меньшей чем 0,000005 [ср. замечание в конце предыдущего п°|.
4) Поставим себе задачей вычислить п о л н ы й  э л л и п т и ч е с к и й  

и н т е г р а л  2-го рода *

с точностью до 0,001 по ф о р м у л е  С и м п с о н а .
Г j π

Дли функции / (л-) =  I/ 1 —  9 siT]*x  > ПРИ изменении л: от 0 до ^  ,
имеем |/и* | <  12 **, поэтому [см. (16)]

W ’ TaK как й ’ < 1 0 ·

Возьмем п =  3, так что | /?» | <  0,00052. Тогда

Α ,,- 0  (0·) у0=  1,0000

X l/i =  ^ (1 5 ° )  4y1/2 =  V ^ + V  12 = 3 ,9 3 2 4

=  J  (30°) 2y, =  / 1 4 / 2  =  1,8708

(45*) 4yw = / f t = 3 , 4 6 4 1  I  · 1 ^ - 1 , 3 5 0 6 3 . . .

x t  =  * (60*) 2y, =  /1 0 / 2  =  1,5811
О

Xt/t =  5? (75°) 4y5/„ =  / l 2 - / l 2  =  2,9216

л'3 =  -* (90°) ys =  / 2 / 2  =  0,7071

сумма 15,4771

* См. сноску на стр. 142.
** Очевидно, у  » / ( - * )  5» ~ Ц <  Дифференцируя тождество — j  sin2·*.

К *
легко последовательно получить оценки (сверху) айсилюгьых величин про
изводных у , у", у ’", у’41.



К полученному результату, кроме поправки Rs, следует добавить еще 
(неотрицательную) поправку на округление, которая не превосходиг 
О, О О Н · *  . < 0 ι 0 0 0 0 3 >
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36
Таким образом,

1,35011 < Е  <  1,35118,

и можно утверждать, что Е ( p / j )  =  1.351±  1001.

(На деле в полученном результате все знаки верны.)
5) Вычислить интеграл

1
β~χ2 dx

о

с точностью до 0,0001 по ф о р м у л е  С и м п с о н а .
Непосредственно вычислив четвертую производную от подинтегральной 

функции, убеждаемся, что по абсолютной величине она не превосходит 12; 
поэтому

1* »|С  12180 -(2η)1 '

Достаточно взять » * 5 ,  ибо | /?51 <  0,7 - 10-5. Имеем

х 0 =  0,0 у 0 =  1,00000 х Хи =  0,1 у1/п =  0,99005
=  1,0 >, =  0,36788 лсэ/* =  0,3 уа/" =  0,91393

-*5/2 =  0,5 ys/2 =  0,77680 
сумма 1,36788 л:7/а =  0,7 y Vi =  0,61263

*о/2 =  0,9 уа/1 =  0,44486
лг, =  0,2 y t =  0,96079 -------------------------
х 2 =  0,4 уг =  0,85214 сумма 3,74027-4
лг3 =  0,6 у 3 =  0,69768 ---------------- -
*4  =  0,8 y t =  0,52729 14,96108

сумма 3,03790-2 1,36788 +  6,07580+ 14,96108
----------------- 30 1

6,07580 =  0,746825
0,746813 <  W <  0,746837

®  W =  0,7468+ о,оооо5'

(И здесь в полученном результате верны все ш е с т ь  знаков!)
6) Найдем интеграл

о =  i
J  *
■
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[ср. 314, 6)] по ф о р м у л е  С и м п с о н а ,  при л =  5, вычисляя на пять
знаков:

Vo =  ι
у ъ =  0,78540 

сумма 1,78540

V, =  0,98698 
уа =  0,95127 
у ъ =  0,90070 
V« =  0,84343

сумма 3,68238-2 
7,36476

В полученном результате все знаки верны. Предоставляем читателю 
оценить погрешность по формуле (16).

Значение G иногда называют постоянной К а т а л а н а  (Е. Catalan) 
[см. также 440, 6) (а)].

З а м е ч а н и е . Последние три примера интересны в том отношении, 
что соответствующие первообразные функции в конечном виде не выра
жаются, так что ими воспользоваться для вычисления определенных интег
ралов было бы невозможно.

Наоборот, если эти первообразные представить в виде определенных 
интегралов с переменным верхним пределом, то можно было бы вычислить 
значения этих интегралов, отвечающих ряду значений верхнего предела. 
Этим, с принципиальной стороны, выясняется возможность составления для 
функций, заданных лишь их интегральными выражениями, таких же таблиц, 
какие известны читателю для элементарных функций.

На этом пути можно также получить для упомянутых функций и при
ближенные выражения.

y1/s =  0,99668 
* =  0,97152 

Уь,2 ·= 0,92730 
>-7/2 =  0,87246 
Л/1 =  0,81424

сумма 4,58220 · 4
18,32880

1,78540 +  7,36476 +  18,32880 
30

=  0,915965.

t



Г Л А В А  Д Е С Я Т А Я

ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
К ГЕОМЕТРИИ, МЕХАНИКЕ И ФИЗИКЕ 

§ 1. Длина кривой

329. Вычисление длины кривой. Пусть на плоскости парамет
рическими уравнениями

* = т ( 0 .  .ν =  ψ (0  (1)
(/„г?/* Г)

задана непрерывная простая кривая АВ. В первом томе [247] было 
установлено понятие д л и н ы  к р и в о й  как точной верхней гра
ницы 5  периметров, вписанных в кривую ломаных

S = s u p { p } .  (2) ·

В предположении, что функции (1) имеют непрерывные производные, 
было доказано [248], что кривая с п р я м л я е м а ,  т. е. длина дуги
к о н е ч н а .  Больше того, если рассмотреть переменную дугу AM,
где М  — любая точка кривой, отвечающая значению t параметра, то 
было установлено, что длина

AM  =  s =  s (О

есть дифференцируемая функция от t, производная которой выра
жается так:

«, ( 0  =  1/ [«р '(0 ] ,  +  [ ф ' ( 0 ] 9

или — короче —

s't =  V  (3)

[248 (10)] и, очевидно, тоже непрерывна.
Владея понятием интеграла мы можем теперь перейти и к вы 

ч и с л е н и ю  длины s кривой АВ. По основной формуле интеграль
ного исчисления, сразу получим

т
s (T) — s (t(,) =  5 s]dt 

‘л
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или
7 ______________  7 _________________________

А В  =  5  =  5 У  X ?  +  у ?  dt  =  5 v V  (О]2 +  [ψ' (ΟΙ3 Λ .  (4)
Λ] *0

Длина переменной дуги AM , о которой  выш е шла речь, как 
легко понять, вы разится ф ормулой

* _ _ _ _ _ _

AM =  s —  s(t) =  5 V  +  У* dt·
*0

Может случиться, что за начальную точку отсчета дуг берется 
какая-либо в н у т р е н н я я  точка 'Λί0. Если ί0 по-прежнему опреде
ляет именно эту точку (в этом случае t0 уже не будет к о н ц о м  
промежутка, где изменяется t), то формула (5) дает, очевидно, в е 
л и ч и н у  дуги AM  с о  з н а к о м ,  именно, со знаком плюс, если 
t ^ > t0 и точка М  лежит с положительной стороны от начала 
отсчета дуг Ж0, и со знаком минус, если t< ^ ta и точка М  лежит 
с отрицательной стороны от Λί0·

Если кривая задана я в н ы м  уравнением в прямоугольных коор
динатах

y = f ( x )  (х0 <  X),

то, принимая л: за параметр, из формулы (4), как ее частный случай,
получим

4Г _______  Д __________
5 =  5 У  1 -\-y'xt d x =  \ У  \ - \ - { f  ( x ) f  dx. (4a)

-*fl *<1

Наконец, случай п о л я р н о г о  задания кривой

r =  g@) (Θο^Θ^Θ),
как известно, также приводится к параметрическому с помощью 
обычных формул перехода

х  =  г cos δ * § · (θ )  cos Θ, у  =  r sin θ =  ̂ (θ) sui θ;

роль параметра здесь играет Θ. Для этого случая

5  =  \  / r 5 +  r 02 db =  \ V T i ( F + I i №  dB. (46)
u. е„

Легко для этих двух частных случаев задания кривой написать 
и выражения для величины переменной дуги AM, если М  отвечает 
абсциссе х  или полярному углу Θ:

х _______
AM =  s =  s (x )  —  J у  Ι -j- у х  dx. (5а)

Хц



или, соответственно,
е

ЛЖ =  5 =  $ ( 6 ) = $  | / " r i -J- r*  dQ. (56)
·.

330. Другой п одход к определению  понятия длины кривой  
и ее вычислению. При определении самого понятия длины непре
рывной простой кривой (1) мы исходили из равенства (2). Докажем 
теперь, что — в случае н е з а м к н у т о й  кривой — ее длина S  
является не только т о ч н о й  в е р х н е й  г р а н и ц е й  для мно
жества длин { p J, вписанных в кривую ломаных, но и попросту 
п р е д е л о м  для р — при условии, что стремятся к  0 длины 
всех сторон ломаной (р) (или, точнее, длина λ* наибольшей из 
эт их сторон)'.

S =  lim р. (6)
λ» ->о

Впрочем, удобнее исходить из значений параметра t:

< о < < 1 < . . . < г , < ^ +, < . . . < < „ =  7, (7)

определяющих положение на кривой вершин ломаной (р), и предпо
ложить, что стремятся к нулю все приращения Δί; = ί /+1— t t (или, 
точнее, наибольшее из них Х =  тах Д ^(). Две леммы п° 245 обеспе
чивают равносильность обеих характеристик предельного процесса. 
Итак, подлежит доказательству предельное соотношение

5 =  lim р. (6*)
λ —о

Сначала отметим следующее важное свойство периметра р. Если 
он отвечает некоторому способу (7) разложения промежутка [i0, 7|, 
и затем мы вставим еще одну точку деления t :

то периметр р разве лишь увеличится, причем увеличение его не
превзойдет удвоенной суммы колебаний функций ψ(ί) и ψ(ί) в про
межутке \tk> i fr+l |. Действительно, добавление новой точки t  заме
няет в сумме р одно слагаемое (длину стороны):

/ [ ?  Μ  -  <Р & )]* +  [ψ ftw ) -  ψ (У ]*  (8)
суммой двух слагаемых (суммой длин двух сторон)

у  Ιφ (?) -  φ (tk) f  +  [ψ (t) -  ψ «*)]* 4 -

+  ^ ί 'Ρ  0*+ι) -  φ (01* +  [ψ (*Λ+1) -  ψ (0 J3 , (9)

которая во всяком случае не меньше, чем слагаемое (8).
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С другой стороны, вся сумма (9) не превосходит суммы

] φ ( 0  —  φ (tk) 1 + 1Ψ ( ϋ  —  Ψ ( У  I + 1 ?  (h+ΰ — ψ (Ь1 + 1 Φ (t*+i) —  ψ ( 0 1

и, следовательно, у в е л и ч е н и е  периметра р и подавно не превосхо
дит этого числа, которое, очевидно, меньше упомянутой удвоенной 
суммы колебаний.

В дальнейших рассуждениях ограничимся случаем конечного 5. 
Для произвольно малого числа ε^ > 0 , по определению т о ч н о й  
верхней границы, найдется такой способ разбиения промежутка [ί0, Т | 
на части точками

n  =  U < t * i < n < - . - i m  =  T,  (10 )

что для соответствующего периметра р* будет выполняться нера
венство

р * > 5 — j .  (11)

Ввиду равномерной непрерывности функций φ (ί) и ψ(ί) существует 
столь малое число δ 0, что

| 9 ( П - ? ( 0 1 < 4 ·  Ι ψ η - Η Ο Κ - ,

лишь только 11’ — f  I с '  δ. Разобьем же промежуток [tb Т] нй части 
точками (7) под единственным условием, что λ < ^ δ  (т. е. что все 
Ati и составим соответствующую сумму р.

Рассмотрим третий способ дробления промежутка [ί0, Г] на 
ч.асти, при котором точками деления служат как все точки tt спо
соба (7), так и все точки t% способа (10); пусть ему отвечает пери
метр pt). Так как этот способ получен из (10) путем добавления 
новых точек, то в силу сказанного вначале

Ро^Р *·  (12)

С другой стороны, тот же способ получен и из (7) добавлением 
точек t%. Добавление каждой точки t% увеличивает р не более, чем 
на удвоенную сумму соответствующих колебаний функций φ (t) и ψ (t),
т. е. меньше, чем на Так как этот процесс повторяется меньше, 

чем m раз, то ро превзойдет р меньше чем на ^ :

Р^> S — е,

1 7 2  г л .  X. П РИ Л О Ж ЕН И Я  И Н Т ЕГРА Л ЬН О ГО  ИСЧИСЛЕН ИЯ [ 3 3 0

Ρ ο Ό  +  γ ·  (13)

Из неравенств (13), (12), (1 1 ) следует, что



330] §  1 . Д ЛИ Н А  КРИ ВО Й 173

так что 0 < ^ 5  — /?<Се> откуда вытекает доказываемое утвержде
ние (6*), а значит и (6).

Так как из (6) обратно вытекает (2), то равенство (6) можно 
рассматривать как новое определение длины кривой, равносильное 
прежнему.

З а м е ч а н и е . Однако, как нетрудно видеть, в случае з а м к н у 
т о й  кривой такое определение не может быть применено безогово
рочно: ведь даже при соблюдении 
указанного условия ничто не ме
шало бы ломаной стягиваться 
в точку, а ее периметру стре
миться к 0 (рис. 8). Суть дела 
в том, что при н е з а м к н у т о й  
кривой одно убывание всех звеньев 
ломаной (р) до нуля уже обеспе
чивает все более тесное примы
кание их к соответствующим частичным дугам; поэтому-то и естест
венно предел ее периметра р принять за длину всей дуги. В случае 
же замкнутой кривой дело обстоит уже не так.

[Отметим, что если вместо стремления к 0 длин всех с т о р о н  
ломаной, потребовать того же относительно диаметров соответствую
щих д у г ,  то новое определение было бы в равной мере приложимо 
как к незамкнутым, так и к замкнутым кривым.]

Покажем теперь, как из определения (6) или — что то же — (6*) 
непосредственно вывести выражение (4) для длины 5  кривой. Будем 
исходить из готового выражения для периметра р ломаной 
[см. 248 (7)]:

ρ = Σ  ^ Ι τ ' Μ Ι '  +  ΙΨ’ ύ ) ! · · ^
t = 0

где хг, тг — некоторые значения t из промежутка [tly
Если заменить во втором слагаемом под знаком корня везде тг 

на τ;, то преобразованное выражение

β =  σ '  W w r  +  wa*!)]* ■ Ы*
1 = 0

очевидно, представит собой и н т е г р а л ь н у ю  с у м м у  как раз для 
интеграла (4). При стремлении λ к нулю, эта сумма и будет иметь 
своим пределом упомянутый интеграл *. Для того чтобы показать, 
что к тому же пределу стремится и периметр р ломаной, достаточно 
обнаружить, что разность р — а стремится к нулю.

* Существование его не вызывает сомнений, ибо подинтегральная функ
ция непрерывна [298, 1J.
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С этой целью произведем оценку этой разности

\ P - ° \ ^ \ V W  (τ,)]* +  [ f  (τ";)]2 -  V  [φ' (τ,)]* +  [ψ' (*,))« | · Δτ,.i
Элементарное неравенство

\Уа*-\-Ь* —  Уа* +  Ь \ \ ^ \ Ь  —  Ь1\ *,
если применить его к каждому слагаемому написанной выше суммы 
в отдельности, даст нам

I р — σ К  Д] I ψ' (τ,) — ψ' (тг) I .  tt.
i

Ввиду непрерывности функции ψ'(0> по любому заданному ε ] > 0  
найдется такое δ ^> 0 , что |ψ ’ (0  — ψ’ (О I<С ε> лишь только \t — ί |< Λ  
Если взять λ < ζ δ  (т. е. все Δt l <^b), то и |т г — τ, [ <^о, так что

| ψ ' ( τ /)  —  t ' W i < £ и

\р —  σ | < β 2 ) Δ ^  =  ε ( 7 '— h). f t
i

Это доказывает формулу (4).

331. Примеры. 1) Ц е п н а я  тлиния:  jy =  ach^j  (рис. 9). Мы имели
уже в 252, 1):

У \  + y i = c h — .а
Тогда по формуле (5а), если за начало 
отсчета дуг принять вершину А кривой

ί =  КМ =  f  ch — 
i

dx ж a sh —. Л о

Ρ ίκ . 9.

Вспоминая, что tga =  vl =  sh — .■ л а .
имеем также s =  a tg a . Таким образом, 
в Д  MPS (рис. 9) катет MS =  a tg a 
в точности равен (по длине) дуге s. Мы 

получили простой способ графического спрямления цепной линии.
X^2) П а р а б о л а :  _ У = ^ .

* Неравенство это очевидно при я =  0; если же а ф  0, то оно непосред
ственно вытеивет из тождества

Y  а* +  Ъ‘ — Уа^ +  Ь* ь +  ь,
у ' а2 +  b2 +  V’ а2 +  ЩЛЪ-Ьд,

так как множитель при разности в скобках по абсолютной величине меньше 
единицы.



Приняв за начало отсчета дуг вершину 0 ( *  =  0), для произвольной 
точки М с абсциссой х  имеем
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Л
s =  CШ =  —  ̂ γ х 2 +  р‘ dx =  

1г»

3) А с т р о и д а :  х  =  а cos31, у  =  в sin3 ί.
Пользуясь уже вычисленными [224, 4)] значениями x ’t и yi, имеем 

У x 'i +  У? За sin t cos t ^если ύ ^  t  <  j .

Длина четверти астроиды между точками А (а, 0) и В (0, а), по фор
муле (4), равна

Т
АВ =  За sin tcost dt sin2 t i 3<i

> 2 '

так что длина всей кривой будет 6а.
4) Ц и к л о и д а :  х ^ а  (t — sin t), у =  а (1 — cos t). 
Здесь (при 0 с  t ^  2π)

^  x t~ + У * =  а V i I — cos ty  +  sin31 =  2a sin ;

длина одной ветви циклоиды, по формуле (4), будет
2π

• . f I t 2π
2а V sin y  dt =  — 4a cos j  =  8a.

o

5) Э в о л ь в е н т а  к р у г а :  χ  =  a (t sin t +  cos t), у  =  a (sin t — t cost).
Имеем (при t >  0)

V  x't ' - \ - y f  » o  Y  (t cos t)2 4- (t sin t f  = at,

TtjK что переменная дуга A%i от точки A(t — 0) до любой точки M (t >  0) 
выразится так:

A$l =  s =  % .

При t < 0  в предшествующей формуле справа нужно лишь поставить 
знаг минус.

6) А р х и м е д о в а  с п и р а л ь :  г =  αθ.
По формуле (56), отсчитывая дугу от полюса О до любой точки М 

(отвечающей углу Θ), получаем
о

δ ά = α  j  / r + F i ( 0  =  |-[evr r+ flF +  in(Θ +  J / T + F ) ] .
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Любопытно, что подставив здесь 6 =  -^-, мы придем к выражению, фор

мально сходному с выражением для длины дуги параболы [см. 2)].
7) Л о г а р и ф м и ч е с к а я  с п и р а л ь: г =  ает® (рис. 10).

Так как г'^=тг, то г =  --г'у  и для дуги М0М между двумя точками 

с координатами (г0, θ0) и (г, Θ) будем иметь по той же формуле (56)

в ________  в _______
s = A y W  =  l|* V г* +  r ,  dO =  Y  1 +  - L  ^ r ' d 0  =  | / "  1 +  1  (г  — /·„).

1« ·ί

Если вспомнить, что для логарифмической спирали tgco =  ! ; то получен
ный результат можно написать так:

г — г„
COS ω

Приближая точку М0 к полюсу О, 
т. е. устремляя г0 к нулю и п р и н и 
ма я  п о л у ч а е м ы й  п р и  э т о м
п р е д е л  д л и н ы  д у г и  М0М за 
д л и н у  д у г и  ОМ, мы придем к еще 
более простому результату

СПб ω

С помощью этой формулы из ДМОТ  
(см. рисунок) уже легко усмотреть, что 
дуга s равна полярному отрезку каса
тельной tp.

(ТМ=ТМ  *·

Мы получили весьма простой способ графического спрямления нашей кривой.
8) Эл л и п с :

Удобнее, впрочем, взять уравнения эллипса в параметрической форме 
x  =  a sin t, у щ Ь  cos t. Очевидно,

У  x j* f  у '/  =  V а* cos21 +  b- sin81 =  V  a2 — (a2 — b2) sin8 ί a Y 1 — ε2 sin- t,

где ε =  -Y  a2 есть численный эксцентриситет эллипса.

* Это свойство логарифмической спирали позволяет легко установить 
такое предложение: когда эта кривая катится б е з  с к о л ь ж е н и я  по пря
мой МТ, то полюс О (если считать его неизменно связанным с кривой) 
описывает некоторую прямую. Предоставляем читателю доказательство.
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Вычисляя длину дуги эллипса от верхнего конца малой оси до любой 
его точки в первом квадранте, получим

t _________
s =  a ^ y i  — ε2 sin21 dt =  aE (e, t).

II

Таким образом, длина дуги эллипса выражается э л л и п т и ч е с к и м  и н т е 
г р а л о м  2-го рода [293, см. также 305]; как указывалось, этот факт 
послужил поводом для самого названия «эллиптический».

В частности, длина четверти обвода эллипса выражается через п о л н ы й  
эллиптический интеграл *

α ΙΪ y' 1 — ε2 sin21 dt =  аЕ (ε). 
fl

Длина же всего обвода будет
S =  4аЕ (ε).

Интересно отметить, что для длины одной волны синусоиды у = ^ с й п ~ ,
где с =  \  а2 — b2 получается в точности такой же результат. Геометрически 
это совпадение объяснить легко. Вообразим прямой круговой цилиндр; 
в пересечении его поверхности с плоскостью, наклонной к образующим, 
получится эллипс. Если разрезать поверхность цилиндра по образующей, 
проходящей через вершину малой оси, и развернуть, то обвод эллипса 
перейдет в синусодду.

Аналогично к э л л и п т и ч е с к и м  и н т е г р а л а м  (обоих родов) при
водится и вычисление дуги г и п е р б о л ы .

9) У л и т к а: г =  a cos Θ -f- b.
Здесь rj =  — a sin Θ и

г· +  τζ- =  в2 +  2ab cos 0 +  й2 =  (а +  Ь)2 [ ί sin2 ~ ] .

Поэтому (при Ьфй)  для длины дуги от точки, для которой 0 = 0 , до точки 
с любым θ< ;π  получим выражение в виде э л л и п т и ч е с к о г о  и н т е 
г р а л а  (2-го рода)

в ________________
s =  ( f + » )  $ | /

О
I

ι λ - ^ * · ' λ = 2< » + » , ; (24 ? ·  ί ) .=  21

Длина всей криной выразится п п л п ь ш  эллиптическим интегралом:

с м  , ab\S =  4 a +  b ) E { - J ^ . j .

* См. сноску на стр. 142.
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Однако для частного случая — к - а р д и о и д ы  (Ь =  а) дело значительно 
упрощается. В этом случае

г2 +  гь =  4я2 cos2 £ ,
так что (0 <  Θ sg π)

Ι =  2α \ cos ^ m =  4a sin -y

Если (рис. 11) из полюса О радиусом 2 а описать дугу υΌ . до пересечения 
с продолженным радиусом-вектором ОМ, то х о р д а  AL, очевидно, будет 
равна дуге s =  AM-

Длина всей кардиоиды будет 8а.
10) Л е м н и с к а т а :

г2 =  2а2 cos 2Θ.
Вычислим длину дуги лемнискаты от вершины, отвечающей θ =  0, jo

лю бой ТОЧКИ С п о л яр н ы м  углом

Имеем

откуда = 

В таком случае

rr j =  — 2α2 sin 2Θ,
2α2 sin 2Θ

' у  cos 2Θ
и по формуле (56)

, =  а У  2

1'нс. II.

У  cos 28 

- ^ 1 У 1— 2 sin2

мы снова преходим к э л л и п т и ч е с к о м у  и н т е г р а л у  (1-го рода). Так 
как таблицы вычислены для интегралов, в которых множитель к2 при sin2 Θ 
меньше единицы, то прибегаем к замене переменной. Положим 2 sin2 θ =  sin2 φ
(так как θ <  то 2 sin2 (i <  1, и угол ср отсюда определить действительно
можно); тогда

sin о =  —— sm φ.
У 2

I
V  2

COS φ d<?.

I 2

COS 0 ί/θ :

COS φ da -Γ  =------------- j—---- 1------- —, У 1 — 2 sin" φ =* cos φ
S ina φ

и о к о н ча т ел ьно

,=я i
Ь j /  1 — -j sin1 9

t fl/7
( Λ ·  *)■

%
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Полагая в предельном случае* 0 =  , a <р =  - - ,  для длины четверти
лемнискаты получим выражение через п о л н ы й  эллиптический интеграл

—  г  й  ж'  1

длина всей лемнискаты будет S =  4оК ( — .
* у  2 ·

Замечательно, что задача спрямления дуги кривой столь часто приводит 
именно к э л л и п т и ч е с к и м  и н - т е г р а л а м.

11) В заключение приведем пример использования формулы для длины 
дуги при построении э в о л ь в е н т ы  к р и в о й  [256].

Рассмотрим ц е п н у ю  л ини ю.  Если текущие координаты ее точки 
обозначить через ί, η (применительно к обозначениям п“256), а дугу ее, 
отсчитываемую от вершины, — через о, то уравнение кривой напишется в виде

и 5 η =  a ch — ,
|J

а дуга представится формулой [см. 1)]

а =  a sh —. а
Отсюда можно выразить ζ и η непосредственно в функции от σ:.

ξ =  а [1п (а γ  +  а2) — In β], η == / о 2 - f  а*.
Теперь по формулам (17) п°256, учитывая, что здесь [см. (18)]

cos β =  0 , sin 6 =  ° .
J / V  4— а2 J / V  +  й2

можно написать параметрические уравнения произвольной эвольвенты

х  =  a [In (σ +  / о 2 -|- а2) — In а] -)-(с — σ)—  а ,
У σ2 -f- а3

у = У ^ + - ^ + ( с _ а) ·
У а' т о

Остановимся на той из эвольвент, которая отвечает сш*0; она исходит 
из вершины цепной линии и имеет в ней точку возврата (рис. 12). Исклю
чая σ, эту кривую (называемую т р а к т р и с о й )  можно выразить и явным 
уравнением

*  =  —  УГа · —  У  j .

* Мы вынуждены рассматривать этот случай именно как предельный,
переходя в полученном выражении для s к пределу при 8 —. - ~ или φ—

* J
β 71так как при ® =  -j производная =  оэ и формула (56) н е п о с р е д 

с т в е н н о  неприложима.



Если вспомнить выражение «отрезка касательной» [ 230 (4) ]

1 8 0  гл. X. ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 1332

то отсюда легко получить, что ί =  α. Этим выражено замечательное свойство 
трактрисы: отрезок касащельной для нее имеет постоянную величину*.

Этот результат легко получается и непосредственно из свойств цепной 
линии [см. в 1) ее спрямление, рис. 9].

332. Н атуральное уравнение плоской кривой. Представление 
кривой с помощью уравнения между координатами ее точек (по 
отношению к какой-либо системе координат), несмотря на всю 
полезность такого представления, часто носит искусственный характер, 
поскольку координаты не являются существенными геометрическими 
элементами кривой. Такими существенными элементами, наоборот, 
являются д у г а  кривой s, отсчитываемая в определенном направлении 
от некоторой начальной точки, и р а д и у с  к р и в и з н ы  R  (или сама

] I
к р и в и з н а  k = -χ. I [см. 250, 251].

Для каждой кривой между этими элементами можно установить 
зависимость вида

F(s, R) =  0,

которая и называется натуральным уравнением кривой**.

* С этим связано и самое название т р а к т р и с а  (происходящее от 
латинского глагола trahere — в л е ч ь ,  т а щи т ь ) :  если движущаяся по гори
зонтали точка Т при помощи нити ТМ т а щ и т  за собой точку М, то по
следняя будет описывать как раз т р а к т р и с у .

** Перевод немецкого термина: natiirliche Gleichung: не менее выразите
лен и французский термин: equation intrinseque (т. е. «внутреннее уравнение»).
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Докажем, что кривые, имеющие одно и то же натуральное 
уравнение, могут отличаться только своим положением на 
плоскости, так что ф о р м у  кривой натуральное уравнение опреде
ляет вполне однозначно.

Пусть же две кривые (I) и (II)  имеют одно и то же натуральное 
уравнение, которое мы возьмем в виде

-£ -= * (« )■  (14)

Для того чтобы доказать их конгруентность, сначала перенесем одну 
из кривых так, чтобы совпали точки, от которых на *обеих кривых
отсчитываются дуги, а затем повернем эту кривую так, чтобы
совпали положительные направления касательных в этих точках.

Отметим указателями (1 и 2) соответствующие одному и тому же 
значению s элементы обеих кривых:

координаты переменной точки: (х и у {) и (хь j/2); 
угол касательной с осью х: а, и л,; 
радиус кривизны: /?, и Rb

В силу (14) будем иметь при всех s: - J —=  - i - ,  т. е. [250, (2)1Hi к  j ■
d a l __  d α3

(10)ds ds '

Кроме того, как предположено, при s =  0

Xi —  Xi, у  ι —— Уъ (16)

αι =  α4. (17)

Из (15), по следствию п° 131 вытекает, что а, и эс, могут разниться
лишь на постоянную; но, как мы видели, при s =  0 эти величины
совпадают, следовательно равенство (17) имеет место всегда. В таком 
случае для всех значений s будет [249, (15)]

dxi __ dx2
ds — COS ί/ .^ C O S  

- У‘ —■■ sin α, =  sin α.2 =  -dv*a,  ι 2 dt ·

откуда аналогичный образом заключаем, что и равенства (16) имеют 
место всегда, т. е. кривые совпадают.

Покажем теперь, как по натуральному уравнению (14) кривой 
восстановить координатное представление ее. Прежде всего из (14)

d a  .
имеем ^  = g ( s ) ,  так что

s
a = $ g (s )d s - \ -a о, ( 18)
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где а0 — постоянная. Затем, исходя из равенств

d x = c o s a d s ,  dy =  sin a ds, (19)

интегрируя, находим
S

х  § cos a ds -f- x 0, у =  J sin a ds -(- y0,о о (20)

где λ:0 и у 9 — новые постоянные.
Нетрудно понять, что вращение кривой влечет за собой измене

ние постоянной а0, а параллельное перенесение ее связано с измене
нием постоянных х 0, у 0*. Равенство этих постоянных нулю означает, 
очевидно, что кривая расположена так, что начальная точка для 
отсчета дуг совмещена с началом координат, а положительное на
правление касательной в ней совпадает с положительным направле
нием оси х.

Пусть теперь уравнение (14) взято произвольно [лишь функцию g-(s) 
мы будем предполагать н е п р е р ы в н о й ] .  Тогда, определив сначала % 
формулой (18), а затем х  и у — уравнениями (20), получим параметри
ческое представление некоторой кривой. Дифференцируя (20), вер
немся к (19), откуда прежде всего усматриваем, что

так что ds, действительно, является дифференциалом дуги этой 
кривой, а s — дугой (если надлежаще выбрать начальную точку 
отсчета). Затем те же равенства (19) приводят к заключению, что a 
служит углом касательной к той же кривой с осью х. Наконец, 
дифференцируя (18), найдем, что кривизна будет равна

и, таким образом, уравнение (14) действительно оказывается н а т у 
р а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  для нашей кривой. Итак, каждое урав
нение вида (14), где функция g(s)  непрерывна, может быть рас
сматриваемо как н а т у р а л ь н о е  у р а в н е н и е  некоторой 
кривой.

Обращаем внимание читателей на то, что за счет выбора начальной 
точки и направления отсчета дуг на кривой в ее натуральное уравнение 
можно вносить (впрочем несущественные) изменения.

ds1 ■= d x 2 -f- dy'2,

d a
ds = S ( s )

* Обращая эти утверждения, легко получить новое доказательство того 
предложения, которое было высказано выше.
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В заключение заметим еще, что две с и м м е т р и ч н о  располо
женные кривые* (рис. 13) имеют натуральные уравнения вида (14), 
разнящиеся лишь знаком правой части

I =  8(s) I
=  —  g(s)· (21)

Действительно, при согласном выборе начальных точек и направления 
для отсчета дуг на обеих кривых, радиусы кривизны их будут иметь 
противоположные знаки. Обратно, две кривые, - имеющие, соответ
ственно, уравнения (21), передви
жением по плоскости могут быть 
приведены в симметричное поло
жение. Можно не считать и такие 
две кривые существенно разнящи
мися по форме.

333. Примеры. 1) Найти кривую, 
отвечающую натуральному уравнению 
R2 =  2 as.

Имеем
da  1

ds Zeis'
Ί Л 2 Г  ** 

a = V  T  · * =  -

так что ds  =  aa da .  Выбирая а в качестве параметра, получим затем 
d x  =  cos a ds  =  a a COS a da, d y  =■ sin a d s  =  аа sin a da,

откуда
X =  a  (cos a -)- a Sin a), у  =  a  (sin a — a cos a).

Кривая оказалась э в о л ь в е н т о й  к р у г а  [225, 8)].
2) То же для натурального уравнения R2 -f- s2 =  16a2. Здесь

1
ds ~ / Ι Β ? - 5»Γ* ° ~  arcsin —— r s _  4a sin a, ds =  4a cos a da.

Тогда
dx *  cos a ds =  4a cos2 a da, dy =  sin a ds =  4a sin a cos a da 

и отсюда, интегрируя,

: =  2a -f- sin 2a ) =  a (2a -(- sin 2a),

V =  — a cos 2a =  a — a (1 -(-cos2a).

* Совместить их перемещением по п л о с к о с т и  нельзя; для этого 
понадобилось бы вращение в п р о с т р а н с т в е .

** Так как нам нужно восстановить хоть о д н у  кривую, то выбирать 
постоянные интегрирования мы будем лишь по соображениям удобства. Это 
замечание следует иметь в виду и впредь.



Если перейти к параметру t  =  2α — π, то уравнения полученной кривой 
примут вид

х  =  πα -t- a (t — sin ί), у =  a — a (1 — cos t),
и мы узнаем ц и к л о и д у  [225 , 6) |, лишь сдвинутую и перевернутую по 
сравнению с обычным ее расположением.

3) То же для натурального уравнения R =  ms.
Очевидно,

da 1 ln s „
' d s ^ m l -  α =  Ί Γ ’ S =  e"*' ds =  ™m°d«,

dx =  cos a ■ memrldat dy =  sin a ■ memadn
и, наконец,

™ ,_____ , ____m
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x =  —— г (m cos a +  sin a) em“, y =  ] (m sin a — cos a) em*.

ным координат 

r =  Ϋ  x* +  y».

i - r  m 1 -t- m
Перейдем к полярным координатам. Прежде всего

У 1 +  т2

Затем, вводя постоянный угол ω под условием tg ω =  — будем иметь
ttl ’

t g  а --------—V__ m sin а — cos а ___  & m
x m cos а -f sin а . 1 13

1 Η----- tg«m 6
так что полярный угол Θ можно принять равным а — ω, откуда а =  ω -|- 0. 
Окончательно полярное уравнение найденной кривой будет таково:

т .
у  1 -t- Я1а

это — л о г а р и ф м и ч е с к а я  с п и р а л ь  [226, 3) 1. Величина коэффициента 
при ет6 роли не играет, его можно свести к 1 поворотом полярной оси.

4) Займемся теперь задачей другого рода: станем по заданной кривой 
устанавливать ее натуральное уравнение.

(а) Для ц е п н о й  л и н и и  у =  a ch — имели [331, 1); 252, 1) ]

s =  ash  — =  V V — в2 R =  -  -  · а ’ а '
s*

отсюда R =  β ι ----- .
а

(б) Для а с т р о и д ы  л: =  a cos3*, y  =  asmai, если за начало для от
счета дуг выбрать середину ее ветви в первом квадранте, будет [ср. 331,3)]

s =  sin21 — , R =  За sin t cos ί.
Поэтому

η, . 3α . . .  3α „ , . [ 3α , \ / 3α \ 9α*R -=  4 · - 2 SMs r - - 2-cos-i =  4 i -  - _ 4 s 8

и окончательно натуральное уравнение- астроиды может быть написано
Уд1

в виде ^ 2 +  4sa = —— .
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(в) В случае к а р д и о и д ы  г =  а (1 +  cos 6) у нас было [331, 9); 252, 6)]
,  0 4 н

s =  4 a sm y , R =  — a cos у ;

очевидно, 9Я2 +  s2 =  16α2.
(г) Последние два результата содержатся как частные случаи в следую-

■ э п и - и г и п о ц и к л о и д ы  [225, 7) ] натуральное уравнение будет
(1 +  2т)- A -j- s =  16/л2 (1 +  т2) а2.

(д) Нетрудно вновь получить натуральные уравнения э в о л ь в е н т ы  
к р у г а ,  ц и к л о и д ы  и л о г а р и ф м и ч е с к о й  с п и р а л и ,  известные 
нам из 1) — 3).

Ь) По натуральному уравнению кривой можно установить натуральное 
уравнение ее эволюты. Мы имели соотношение [255, 15) ]

п dR
Ρ =  Λ ~ Гз:  (22)

Если начало для отсчета дуг на эволюте выбрать так, чтобы было R =  a 
|с.м. 255, 2 ), то, исключая R  и s из этих двух соотношений и натурального 
уравнения данной кривой, придем к зависимости между р и σ, т. е. к 
н а т у р а л ь н о м у  у р а в н е н и ю  э в о л ю т ы .

(а) Для л о г а р и ф м и ч е с к о й  с п и р а л и  #=m s; тогда р =mR=ma. 
С точностью до обозначений мы вернулись к прежнему уравнению, отсюда 
заключаем, что эволютой будет такая же логарифмическая спираль, которая 
от исходной может отличаться лишь положением [ср. 254, 5) 1.

(б) Для э в о л ь в е н т ы к р у г а

а = R = yr2as s =  -^—,2α ’
dR _ -| Г  a  1 a a

4 ds ~ V ~2 ~yY P =  " · — =  a

(результат, который следовало предвидеть).
(в) Если натуральное уравнение кривой имеет вид # 2- f  ft2s2 =  с2. то ее 

эволюта будет такой же кривой, но в ί  раз увеличенной по линейным 
размерам.

Действительно, имеем

с*

и, накокец,

г =  R =  Ус-  — k2s2, ks =  У  с2 — 
d R ______ k2s к У
dS — у  β* _  k2f2 

k У с 2 — σ2

О*

Р — — О---------- ---------- =  — k У с 2 — о2 или р2 k sa2 =  ( ke f .

Отсюда и вытекает сделанное утверждение.
Полученный результат применим к ц и к л о и д е  [ср 254 4) ] к э п и - и  

 ̂^ 0 ^ е» в частности, к к а р д и о и д е  и к ’ а с ' т р о и д е
Iср. J H ,  d) J.

З а м е ч а н и е . Указанный метод во всех случаях позволяет судить 
лишь о ф о р м е  эволюты, оставляя открытым вопрос об ее положении.

334. Д лина дуги пространственной кривой. По отношению 
к простой п р о с т р а н с т в е н н о й  к р и в о й

Х = Н < ) >  У =  Н*)> * =  *(9
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определение длины дуги может быть дано в таком же виде, как и 
для плоской кривой [249, замечание]. Здесь также для длины дуги 
получается формула, аналогичная (4),

т  ______________
s *  А В  =  jj V x ' t а -f- у Т  -(- z', *dt 

ft
и т. д. На этот случай, почти без изменений, переносится все ска
занное относительно случая плоской кривой. Не задерживаясь на 
этом, приведем п р и м е р ы .

1) В и н т о в а я  л иния :  x  =  a cos *, у  =  a sin *, z =  ct.
Так как здесь

V x't +  У? +  =  V  а* +  с\
то длина дуги кривой от точки Α(ί =  0) до точки M (t — любое) будет

t _______  ______
s — КМ — \ У  а2 -)- с2 dt ν  У  а1 +  сЧ

о

— результат очевидный, если вспомнить, что при разворачивании цилиндри
ческой поверхности винтовая линия на ней превратится в наклонную
прямую.

2) К р и в а я  В и в и а н  и: x  =  R sin2*, у  =  R sin * cos *, z =  R cos *.
Имеем

У  x ts -\-y't 2 +  =  R У 1 - f  sin2*.

В таком случае длина всей кривой выразится п о л н ы м  э л л и п т и ч е 
с к и м  и н т е г р а л о м  2-го рода

π П
2   Т  ____

S =  4R \ У  1 +  sin** dt =  4R |  У 1 -j- cos2* dt =

It
Z _________

=  4 Y 2 R  J  "j/~ 1 — sin21 dt =  4 У  TRE _

§  2. Площади и объемы

335. Определение понятия площади. Свойство аддитивности,
М н о г о у г о л ь н о й  о б л а с т ь ю ,  или — короче — м н о г о  у . г о л ь -  
н и к о м ,  мы будем называть произвольную конечную (возможно, и 
несвязную) плоскую фигуру, ограниченную одной или несколькими 
замкнутыми ломаными. Для такой фигуры понятие п л о щ а д и  было 
достаточно изучено в школьном курсе геометрии, его мы положим 
в основу.
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Возьмем теперь произвольную фигуру (Р) на плоскости, пред
ставляющую собой о г р а н и ч е н н у ю  и з а м к н у т у ю  область. Ее 
г р а н и ц у  или к о н т у р  (К) мы всегда будем себе представлять 
в виде замкнутой кривой (или нескольких таких кривых) *.

Станем рассматривать всевозможные многоугольники (А), цели
ком содержащиеся в (Р), и многоугольники (В), целиком в себе 
содержащие (Р) (рис. 14). Если А 
и В  означают, соответственно, их 
площади, то всегда А ^ В .  Мно
жество чисел { А }, ограниченнее 
сверку любым В, имеет т о ч н у ю  
верхнюю границу Р* [11], причем 
P ^sg -S . Точно так же множество 
чисел { В }, ограниченное снизу 
числом P*, имеет т о ч н у ю  ниж* 
нюю границу Р* ^  Р*. Эти границы ■ рис. 14.
можно было бы назвать первую —
в н у т р е н н е й ,  а вторую — в н е ш н е й  площадью фигуры (Р ).

Если обе границы

р.„ ж  sup { А } и Р* =  inf { В }

совпадают, то общее й х  значение Р называется п л о щ а д ь ю  
фигуры (Р ). В этом случае фигуру (Р) называют к в а д р и р у е м о й .

Как легко видеть, для существования площади необходимо и 
достаточно, чтобы для любого е ^ > 0  нашлись такие два много
угольника (А) и (В), что В  — A

Действительно, необходимость этого условия вытекает из основ
ных свойств точных границ [11]: если площадь _Р существует,

то найдется Л ^ > Р  — у  и В < ^ Р - \ -  j .  Достаточность сразу же
следует из неравенств

А  <  Р* <  P* =s£ В.

Пусть теперь фигура (Р) разложена на две фигуры (Pj) и (Р2)**; 
можно себе представить, например, что это осуществлено с помощью 
кривой, соединяющей две точки ее контура, или целиком лежащей 
внутри (Р) (рис. 15, а и б). Докажем, что

* В этом параграфе, говоря о кривой, мы всегда будем иметь в виду 
н е п р е р ы в н у ю  простую кривую, допускающую параметрическое предста
вление. Как доказал Ж о р д а н  (С. Jordan), замкнутая кривая этог.о типа 
всегда разбивает плоскость на две области, внутреннюю и внешнюю, для 
которых и служит общей границей.

** Они могут иметь частично общую границу, но не н а л е г а ю т  одна 
на другую, т. е. не имеют общих в н у т р е н н и х  точек-
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квадрируемость двух из эт их трех фигур (Р ), (Р Д  (Р 2) вле
чет за собой квадрируемость третьей, причем всегда

Р=Р\-\~Рг> (1)
т. е. площадь обладает с в о й с т в о м  а д д и т и в н о с т и .

Предположим для определенности, что имеют площади фигуры 
(Pi) и (Р2). Рассмотрим соответствующие щ  входящие л  выходящие 
многоугольники (AJ, (Βχ) и (Л 2), (5 а). Из взаимно неналегающих 
многоугольников (Ai), (Л 2) составится многоугольная область (А ) 
с площадью А =  A i- \ -  А%, целиком содержащаяся в области (Р). Из

многоугольников же (Bt) и (β Α  возможно и взаимно налегающих, 
составится область (В) с площ * ью В ^ B t -f- В%, содержащая в себе 
область (Р). Очевидно,

-J-ι A j  =  Α  ί ί  В ^ В ,  -j- Bi,

так как при этом B t от Л, и Вг от А г могут отличаться произвольно 
мало, то это же справедливо относительно В  и А, откуда и выте
кает квадрируемость области (Р). ·

С другой стороны, имеем одновременно 1

Ai -j- A% A  Р  В  ^  jBj -)- Βι
и

Ai -f- Ai  < ; Pj -]■- Р 2 <  Βι -j- Вч,

так что числа Р  и P t -j- Р 2 содержатся между одними и теми же и 
притом произвольно близкими границами A t -г  Ла и следо
вательно, эти числа равны, ч. и тр. д.

Отметим, в частности, что отсюда P j <  Р, так что часть фигуры 
имеет площадь, меньшую чем вся фигура.

336. Площадь как предел. Условие квадрируемости, сформули
рованное в предыдущем п°, может быть перефразировано так:

1) Д л я  того чтобы фигура (Р) была квадрируема, необходимо 
и достаточно, чтобы существовали такие две последовательности 
многоугольников {(Л„)} и {{Вп) } и соответственно, содержащихся
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в (Р) и содержащих (Р), площади которых имели бы общий пре
дел

lim А п =  lim Вп =  Р. (2 )

Этот предел, очевидно, и будет п л о щ а д ь ю  фигуры (Р).
Иногда вместо многоугольников выгоднее использовать другие 

фигуры, квадрируемость которых уже установлена:
2) Если для фигуры (Р) можно построить такие две после

довательности к в а д р и р у е м ы х  фигур { (Q J}  и {(/?„)}, соот
ветственно, содержащихся в (Р) и соаержащих (Р), площади 
которых имеют общий предел

lim Q„ =  lim Rn =  P, (3 )

то фигура (Р) также к в а д р и р у е м а ,  причем упомянутый пре
дел и будет ее п л о щ а д ь ю .

Это сразу вытекает из предыдущего утверждения, если заменить 
каждую фигуру (Qn) содержащимся в ней многоугольником ( Л .\  
а фигуру (Р п) — Содержащим ее 
многоугольником (Вп), настолько 
близкими к ним по площади, 
чтобы одновременно выполни
лось и (2 ).

Хотя на практике выбор фи
гур (Ап), (Вп), (Q J , (/?„), упо
минавшихся в двух сформули
рованных выше признаках, и не 
создает затруднений, но все же 
представляет принципиальный ин
терес устранение связанной с этим
выбором н е о п р е д е л е н н о с т и .  С этой целью можно поступить 
например, так:

Заключив рассматриваемую фигуру (Р) внутрь некоторого пря
моугольника (R ) со сторонами,- параллельными координатным осям, 
разобьем его на части с помощью ряда параллелей его сторонам. 
Из прямоугольников, целиком содержащихся -в области (Р), составим 
фигуру (Л) (на рис. 16 она заштрихована), а из прямоугольников, 
имеющих с (Р) общие внутренние точки, но могущих частично и 
выходить из этой области, составим фигуру (В). Эти фигуры пред
ставляют, очевидно, частный случай тех многоугольников (А) и (В), 
о которых была речь в определении понятия площади; их площади 
А и В зависят от способа разложения на части прямоугольника (Д). 
Будем через d обозначать длину наибольшей из диагоналей частич
ных прямоугольников.

3) Если при d —*-0 обе площади А и В стремятся к  общему 
пределу Р, и т о л ь к о  в э т о м  с л у ч а е ,  область (Р) будет

г
. j i

—
ж

4 Ϊ
•г. N

4 '
‘ ч

\
· V* \

\
)

Рис ια
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квадрируема; при выполнении этого условия упомянутый предел 
и буоет п л о щ а д ь ю  фигуры (Р ).

Читатель легко сам выразит понятие предела, которое здесь фи
гурирует, как «на языке ε-δ», так и «на языке последовательностей».

В доказательстве нуждается только н е о б х о д и м о с т ь  указан
ного условия. Допустим же, что площадь Р  существует, и установим, 
что тогда

Н ш Л =  lim Ъ =  Р. (4)
d - *  о d  — о

По заданному е ^ > 0  найдутся [335] такие многоугольники А ж В, 
что В  — Л < ^е; при этом можно предположить, что и х  к о н т у р ы  
не  и м е ю т  о б щ и х ^ о ч е к  с к о н т у р о м  (К) фигуры (Р ). Обо
значим через δ н а и м е н ь ш е е  из расстояний между точками контуров 
обоих многоугольников, с одной стороны, и точками кривой (/С) — с дру
гой *. Если взять теперь d ^  δ, то каждый частичный прямоугольник, 
хотя бы в одной точке задевающий кривую (ΛΤ), заведомо лежит вне 
многоугольника (А) и внутри многоугольника (В). Отсюда следует, что

А ^ А ^ Р ^ В ^ В ,

так что Р  — 1 < ε  и В  — что и приводит к (4).
Ясно, что на равенстве (4) можно было бы построить и самое 

определение понятия площади, очевидно, равносильное прежнему. 
Такое определение представляется весьма простым и естественным; 
недостатком, однако, является его (конечно, кажущаяся) зависимость 
от ориентации координатных осей.

337. Классы квадрируемых областей. Кривая (К) — контур 
области (Р ) — играет существенную роль ^ вопросе о к в а д р и р у е 
м о с т и  этой области.

Если квадрируемость налицо, то, как мы видели в 335, по задан
ному ε ^ > 0  кривая ( К)  может быть заключена в некоторую много
угольную область (В  — А), содержащуюся между контурами обоих 
многоугольников (Л) и (В) (см. рис. 14) и имеющую площадь 
β  — Λ < ε .

* Пусть имеем две конечные н е п р е р ы в н ы е  кривые на плоскости; 
предположим, например, что они заданы параметрически

(1) *  =  ®(ί), у =  ’\> (ί)'· (И) ΛΓ =  φ*(«), υ==ψ·(ΐί),
/ 0 =S /  =S Г Но : £ « « = £ /

где о, ψ, φ*, ψ* — непрерывные функции, каждая от своего аргумента. Тогда 
расстояние между двумя произвольными точками этих кривых

/ [ φ ( ί ) - φ *  («)]3 +  [ψ ( 0 - ψ * ( « ) ] 3
будет непрерызной функцией ог (t , и) r замкнутой области [ί0, Т; ы0, U] и, 
следовательно, достигает там своего наименьшего значения [1731. Если кри
вые не пересекаются, то это н а и м е н ь ш е е  расстояние будет отлично от 
нуля,
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Допустим теперь, обратно, что контур (К ) может быть заключен 
в многоугольную область (С) с площадью С < ^е, где г — любое на
перед заданное положительное число. При этом, без умаления 
общности, можно предположить, что (С) не покрывает всей фигуры (Р). 
Тогда из точек области (Р), не попадающих внутрь (С), составится 
многоугольная область (Л), содержащаяся в (Р); если же к (А) при
соединить (С), то получится многоугольная область (В), уже содер
жащая в себе (Я). Так как разность В  — А =  С <^е, то — по кри
терию п° 335 — отсюда следует квадрируемость области (Я).

Для облегчения речи условимся говорить, что (замкнутая или 
незамкнутая) к р и в а я  (R) и м е е т  п л о щ а д ь  0 , если ее можно 
покрыть ■ многоугольной областью с произвольно малой площадью. 
Тогда приведенное выше рассуж
дение позволяет сформулировать 
следующее у с л о в и е  к в а д 
р и р у е м о с т и :

для того чтобы фигура (Р) 
была квадрируема, необходимо 
и достаточно, чтобы ее кон- 
тур (К) имел, площадь 0 .

В связи с этим приобретает 
важность выделение широких 
классов кривых с площадью 0 .

Прежде всего легко показать, что этим свойством обладает лю
бая непрерывная кривая, выражаемая я в н ы м  уравнением вида

1 ι ι

! 1 ι 
: ι >

*  * н
Рис. 17.

У —fix)  ИЛИ x =  g(y)
( a  =S *  =S * ) (с  «  у  ^  d )

(5)

( /  и g — непрерывные функции).
Пусть, например, мы имеем дело с первым из этих уравнений. 

По заданному е ^ О  можно промежуток [а, Ь\ разложить на части 
[χ ί< Λ ι+ι]  0  =  0 , 1, . . .  , η — 1)  так, чтобы в каждой из них коле
бание ш, функции /  было <~ ^ ^  [87]. Если обозначить, как обычно,
через m t и M t наименьшее и наибольшее значения функции /  в г-ом 
промежутке, то вся наша кривая покроется фигурой, составленной 
из прямоугольников

[j^ii т,, Λί/] (1 = 0 ,  1, . . .  , η — 1)

(см. рис. 17) с общей площадью

2 (Ж -· ~  m t) (·*/+> — ·*<) =  2  “ /Δ·*; <  J Z T j £  bXi =  ш,

что и требовалось доказать. Значит, кривая (5). имеет площадь 0. 
Отсюда следует:
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Если фигура (Р) ограничена несколькими непрерывными кри
выми, каждая из которых порознь выражается явным уравне
нием (5)%пого или другого типа), то эта фигура квадрируема.

Действительно, поскольку каждая из упомянутых кривых имеет пло
щадь 0 , то и весь контур, очевидно, также будет иметь площадь 0 .

Из этого критерия можно получить другой, более частный, кри
терий, который на практике, однако, оказывается более удобным.

Назовем кривую, заданную параметрическими уравнениями

* = ? ( 9 .  у  =  Ф(0. (6)
(Iίο ϊ= ί =; Τ)

г л а д к о й ,  если 1) функции φ и ψ имеют непрерывные производные 
во всем промежутке [ί0> Т] "изменения параметра, и 2) на кривой 
нет ни кратных, ни вообще особых точек. В случае з а м к н у т о й  
кривой, потребуем еще равенства

φ '( ί« ) = φ '( Ό .  ψ '(ω  =  ψ '(7>
Установим теперь, что гладкая кривая имеет площадь 0.

Возьмем на кривой любую ^очку М, определяемую значением t 
параметра. Так как эта точка — не особая, то, как мы видели [223], 
существует такой промежуток:

a =  (t — δ, t  - |-  δ),

что соответствующий участок кривой может быть выражен и явным 
уравнением.

Применим теперь лемму Б ό р е л я [8 8 ] к промежутку [ί0> Т] и 
к покрывающей его системе V  =  { 0 } окрестностей; весь промежу
ток перекроется конечным числом таких окрестностей, так что кри
вая распадается на конечное- числЪ частей, каждая из которых выра
жается явным уравнением (5) (того или другого типа). Остается лишь 
сослаться на доказанное выше. Итак,

если фигура (Р) ограничена одной или несколькими г л а д 
к и м и  кривыми, то она заведомо квадрируема.

Заключение это сохраняет1 сиЛу д&же в том случае, когда кривая 
имеет к о н е ч н о е  число особых точек: выделив эти точки с по
мощью окрестностей произвольно малой площади, мы будем иметь 
дело уже с гладкими кривыми.

338. Выражение площади интегралом. Обратимся теперь к вы
числению площадей плоских фигур при помощи интегралов.

На первом месте рассмотрим, впервые — в строгом изложении, 
уже встречавшуюся нам задачу об определении площади к р и в о 
л и н е й н о й  т р а п е ц и и  ABCD (рис. 18). Эта фигура ограничена 
сверху кривой DC, имеющей уравнение

- y = f ( . x \
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М  ^  ο Τ ^ ,Ζ "  "0; л г · ; · ·  т т п “ · S|

МОЙ фигуры ARCn  ™  * РассматРив^ -
идег ЛИ1̂  об е е  в ы ч и х н и ,Г  Д° ка3анн0г° в пР « ы л у щ е- п ° . н  р е ч ь

Вс , , ™ г : ^ “ 7 г / ; Т г о Чрек” ежуго,‘ k  н  к“  ° б т “° · -

β = * » < * !  < ■ * ! < . . . < * , < . * <+1< ; . . .

Обозмамио чеоез яг  и и  _________
иначзшм / (1 )  . ' / « ^ Ϊ ^ Τ Γ Ϊ Τ  я “ 3 ® ? " ’”*
п — 1 ) ,  с о с т а в и м  с у ммы ( Д а  р б у )  ' · *

5 =  Σ  ОТА*,·, 5 =  V  Λί,Δ*,.

Они, очевидно, представляют со
бой площади ступенчатых фигур, 
составленных, соответственно, из 
входящих и выходящих прямо
угольников (см. рисунок). Поэтому

5 < С Р < &  Рис. 18.

Но при стремлении к нулю наибольшей из разностей А хг обе суммы 

имеют своим пределом интеграл \ j \ x ) d x * ,  следовательно, ему и 

равна искомая площадь —-------—
φ ' ζ £ Ό * 'χ~ κ" 'т

P =  \ y d x  =  \ f (x)dx.  X .
т — (7)

Если к р и в о л и н е й н а я  т р а п - е и и я  ППРР огпаниирыя н ™ 
и сверху кривыми (рис. 19), уравнения которых" ° ГрЗНИчена и СНИЗУ

У> =  ̂  и >’з —  Λ  (-*) (а ^  д; ^  £),

то, рассматривая ее как разность двух фигур А 5Р Я  и A R n r  
лучим площадь названной трапеции в виде '  G П°*

* »
/> =  J (Уа _  j/,) rf* =  J [ f 2 ( х )  _ _  f t  (χ)] ^

(8)

нейной т р а п е ч ^ ^ П°полТчи °ьКа̂ п ^ 1 яКваДР‘фуеМ0СТЬ КРИВ°·™- 
в а т е л ь н о с т и фигур М0Жно б ы л и  бы напвиме""·™?”  " "  П 0 С л е д °- равные части. ‘ ’ н а п РИмер, делить п р о м е ж у т о к  на
7  Г. М . Ф н хтен гол ьц , т. I I
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Пусть теперь дан с е к т о р  АОВ  (рис. 20), ограниченный кри
вой Α ί  и двумя радиусами-векторами ОА и ОВ (каждый из кото
рых может свестись и к точке). При этом кривая АВ  задается по
лярным уравнением r = g ( 6 ) ,  где g(B) — положительная непрерывная 
в промежутке [α, β] функция. И здесь вопрос стоит лишь о в ы ч и 
с л е н и и  площади Р  сектора, так как с у щ е с т в о в а н и е  площади 
обусловлено свойствами контура фигуры.

Вставив между а и р  (см. рисунок) значения

α —  0„ <  в, < в( <  . . .  <  <  0;+1 <  .··  <  в* == β>

проведем соответствующие этим углам радиусы-векторы. Если ввести 
и здесь наименьшее и наибольшее из значений функции g-(6)

*

Рис. 19. Рис. 20.

в [®/> 9j+iI: Pi и М;, то круговые секторы, описанные этими радиу
сами, будут, соответственно, входящими и выходящими для фигуры 
АОВ. Составим отдельно из входящих секторов и из выходящих 
секторов две фигуры, площади которых будут

σ =  1 ν μ| ΔΘί и У = ^ У М О Д

и, очевидно,
В этих суммах σ и £  легко узнать суммы Д а р б у для инте-

(S
грала -g- [£(θ)]*α?θ; при стремлении к нулю наибольшей из раз-

*
ностей ΔΘ,· обе они имеют пределом этот интеграл *, так- что и

р р

j  j  икв)]»</а (9)

* Здесь можно было бы сделать замечание, аналогичное замечанию на 
стр. 193, но со ссылкой на 336, 2).
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339. Примеры./if) Определить площадь Р фигуры, ограниченной ц е п 
н о й  л и н и е й  y =  a c h ^ ( осью х  и двумя ординатами, отвечающими
абсциссам 0 и л: (рис.Д/.

Имеем

У

Р =  Га ch — dx-=a* sh — =  as, 
о a

где s — длина дуги AM цепной ли
нии [331,1)]. Таким образом искомая 
площадь АОРМ оказалась равной 
площади прямоугольника, построен
ного на отрезках PS и SM (ибо 
S M ^  AM).

• 7*?,, x  ' , У  ,i?) Даны э л л и п с  —5 + |й г= 1  аа b
и точка М (a:, jy) на нем (рис. 21). Определить площадь криволинейной тра
пеции ВОКМ и сектора ОМВ.

Из уравнения эллипса имеем j y » — У  а2— х 2, так что по формуле (7) 

Р, =  пл. Б О Ш  =  j  *  У  — x s dx

3

Рис. 21.

ab χ  , Ь=  π  arcsin---- \- ab ~  , ху» - .......  , „ х  у  а* — x ’ =   ̂arcsin------Ь -r-.2 а ' 2а ' 2 и 2
Так как последнее слагаемое представляет площадь Д  О КМ, то, отни

мая ее, для площади сектора получим выражение

_  хР3 =г пл. ОМВ =  -fj arcsin — .

При х  =  а для площади четверти эллипса найдем значение ■лаЬ так что
площадь всего эллипса Р =  каЬ. Для круга а =  Ь =  г и получается извест
ная формула P  =  w 2.

^  χ 1 V»
( у  Пусть даны г и п е р б о л а  ^ I и на мгП точка Λ1 (г , у)

(рис. 22). Определить площадь криволинейных фигур АКМ, ОАМ и 
OAML.

Из уравнения гиперболы имеем у =  Ух*  — аа, и — по формуле (7) —

Р!=»пл. АКМ
- И  г * ■ a* dx -

=  ^ - [ у  х  У х 2— о1 — у  'n (х +  V  * - * > ] £  -

х  -4- у х -  —  о*1 a b .
=  2 . .  а



_  у х *  —  α “ V1ак как -------------=  -^-1 то это выражение можно представить в более
симметричной форме

Р, =  \ х у - \ а Ь  In (-J  +  I ) .

Отсюда уже легко получить

Р» =  пл. ОАМ =  -2& In

Р 3 =  пл. OAML =  4- ху  -)- 1  ab In (— -+· ·£ V
i  2 Ve о }

З а м е ч а н и е . Полученный результат позволит нам несколько углубить 
аналогию между тригонометрическими (круговыми) и гиперболическими
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функциями. Сопоставим к р у г  радиуса 1: л:2 -|-_у2 =  1 и равнобочную 
г и п е р б о л у :  х 2 —у 2 =  1 (рис. 23, а и б). Эти кривые параметрически 
могут быть представлены так:

для круга: OP =  х  =  cos t, PM =  _у =  sin t,
для гиперболы: OP =  x  =  ch t, PM *=-y =  sh t.

Но в то время как в случае круга ясна геометрическая роль t — это 
<Х АОМ, для гиперболы так истолковать числовой параметр t невозможно. 
Можно, однако, для круга дать и другое истолкование параметра t, именно: 
< е с т ь  у д в о е н н а я  п л о щ а д ь  с е к т о р а  АОМ (или площадь сек
тора М’ОМ). Оказывается, что э т о  истолкование переносится и на случай 
1иперболы.

В самом деле, если координаты точки М суть
. . e 1 -f- е~* ,  ̂ — е~1jr =  ch< =  —  2— , y  =  sht =  — g— .

то х - \-у  =  е* и t =  ln(x-l-y).  Если вспомнить найденную выше для Ра 
формулу и положить в ней a =  ft=. 1, то получим, что ί р а в н о  у д в о е н 
н о й  п л о щ а д и  с е к т о р а  АОМ (как и для круга).

Итак, в к р у г е  отрезки РМ и ОР представляют к р у г о в ы е  синус 
и косинус от удвоенной площади к р у г о в о г о  с е к т о р а  АОМ, а для 
г и п е р б о л ы  аналогичные отрезки выражают г и п е р б о л и ч е с к и е  
синус и косинус от удвоенной площади г и п е р б о л и ч е с к о г о  
сектора АОМ. Роль гиперболических функций по отношению к ги



перболе вполне аналогична роли круговых (тригонометрических) функций 
по отношению к кругу.
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Рис. 23.

С указанным истолкованием аргумента гиперболических функций, как 
некоей п л о щ а д и ,  связаны и обозначения обратных им функций [см. 
49, 3) и 4)],

Arsh х, Arch л: и т. п.

Буквы Аг являю тся начальными от латинского слова Area, означающего 
«площадь».

4) Найти площадь Р фигуры, огра
ниченной осями координат и параболой

' V х  +  V y =  V  а (а >  0).
а

Ответ: Р =   ̂ y d x  =  j. а2. (Чита- 
'n

телю самому предоставляется сделать 
чертеж.)

5) Определить площадь фигуры, 
заключенной между двумя конгруент- 
ныыи параболами у3 =  2рх и x s =  2pv 
•?лс. 24).

Очевидно, нужно воспользоваться 
»  рыулой (8), полагая там

У1 =  2р> У*=У2рх-

Для установления промежутка интегрирования решим совместно данные 
г.ззнення и найдем абсциссу точки М пересечения обеих парабол, отличной 

Λ качала: она равна 2р. Имеем

' “ ? ( ν * * -  ( I ' ‘

1
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6) Найти площадь Р  эллипса, заданного уравнением

A r8 +  ЧВху +  Су2 =  1 (АС — β 2 >  О, С >  0). (10)
Р е ш е н и е .  Из этого уравнения

_  — B x — У В2х щ — С (А х2 — \)
У , -  ζ  .

у ^  — В х +  У  В2х 2 — С ( Ах 2—  1)

ГЛ . X. П РИ Л О Ж ЕН И Я  И Н Т ЕГРА Л ЬН О ГО  И СЧИСЛЕНИЯ |З Э в

причем у ъ j>2 получают вещественные значения лишь для х, удовлетворяю
щих неравенству

С —(АС —В2) x2 sc 0,
/ -------? ----т. е. содержащихся в промежутке [— а, а], где а =  1 /  ---- -gg.

Тогда искомая площадь будет

Я П
р=   ̂ Су3 — yi)dx = j,   ̂ Ус — (АС — B2)x2dx='

—  а —

я
- 1  Vac—в2 [ у а2-хЧх =  Д в2 ■ ‘ , * _...L  ·' с  2 у ас —в2— а г
7) Пусть, наконец, эллипс задан о б щ и м  уравнением

ах2 -)- 2Ьху +  су3 +  2<λν +- 2еу -f- / = 0 :
требуется найти его площадь Р.

Задача эта может быть сведена к предыдущей.
Если перенести начало в центр (ξ, η) эллипса, определяемый, как из

вестно, из уравнений
аЪ + Ьц + д =  0,
Ы 4- ci) +  е =  О,

то уравнение примет вид
ах2 +  2 Ьху +  су2 - { - / ’ =  О,

где
Λ + β η  + /  =  / '.

Исключая ξ, η из равенств (11) и (12), найдем
a b д
b с е =0,
д е / - / '

ПО

(I?)

откуда

ас — й8
, где Δ ==

■ ft ύ
b t  t

·> f  f

* Очевидно, / '  и Δ отрицательны (иначе уравнение не выражало бы 
вещественной кривой).
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Полученное уравнение легко приводится к виду, рассмотренному в б), 
если положить

д __ а „ ____b
■*1 *  j·' 1 уг 9 ̂  у> ·

Значит, площадь эллипса будет

Р =  _ 4 Л _ ~ ______ πΑ
У  ас — V* (ас — bs)3/a

8) Формула (7) может быть использована и в том случае, если кривая, 
ограничивающая криволинейную трапецию, задана параметрически или урав
нениями вида (6). Произведя замену переменной в интеграле (7), получим 
(в предположении, что х  =  а при t =  t0 и х  =  Ь или t = T ):

• 7 7
P = \ y x ' tdt =  ^ ( t )« ! '  (t)dt. (13)

г« /.ι

Если, например, при вычислении площади э л л и п с а  исходить из его 
параметрического представления

x  =  a cos t, у =  b sin t

и учесть, что х  возрастает от — л до а, когда t убывает от π до 0, то 
найдем

О ΊΙ
Р ж  2 jj b sin t ■ (— a sin t) dt =  2ab j  sin2 td t  =  nab.

π 0

Мы вычислили здесь площадь верхней половины эллипса и удвоили ее.
9) Аналогично вычисляется площадь фигуры, ограниченной ц и к л о и 

д о й  x  == a (t — sini), у =  о(  1— cosf)· Имеем по формуле (13)

2?
Р =  i α2 (1 — cos i )2 dt хша* f 4" t — 2 sin t -f- sin 2t\ Γ* =  3πα3..1 \ 2 1 4 I io

o
Таким образом, искомая площадь оказалась равна утроенной плошадп 

образующего круга.
10) Найти площадь одного витка а р х и м е д о в о й  с п и р а л и  r  =  att 

(рис. 25).
Имеем по формуле (9)

'1%
P, =  i f l s j  =  Jo*

в то время как площадь круга радиуса 2πα будет 4π3α3. Площадь ватка 
спирали равна трети площади круга (этот результат был известен еще 
Ар х и м е д у ) .

Предоставляем читателю показать, что площади фигур, заключенных 
между последовательными витками, составляют арифметическую прогрессию 
с разностью 8

11) Найти площадь у л и т к и

г =  a cos 0 +  b п р и  b ^  а.



Имеем по формуле (9)

2π

ρ  =  γ  h (a cos θ +  b)s db =

2 0 0  г л .  X. П РИ Л О Ж ЕН И Я  И Н Т Е ГРА Л Ь Н О Г О  ИСЧИСЛЕНИЯ ( 3 3 9

( у  а* + »·' θ + -i a2 sin 20 + 2ab sin ej P* =  j  (a2 + Ж).

В частности, площадь к а р д и о и д ы  (ft =  a) равна πα3.
12) Найти площадь л е м н и с к а т ы  г2 =  2а2 cos 20.

Рис. 25.

Достаточно удвоить площадь правого овала, которому отвечает измене
ние vi ла Ь о т ----— до — -4 4

Р « = 2 ~  2а2 сое2Θ dd = 4 а 3 ^ cos26 db =  2Д3.

13) Найти площадь д е к а р т о в а  л и с т а л :3 ->-_у3 — За;гу =  0.
Перейдем к полярным координатам. Полагая в уравнении кривой

х  =  г cos Θ, у =  г sin Θ,
по сокращении на гг придем к такому полярному уравнению:

Г  Ж
За sin Θ cos θ

s in 3 Θ c o s 3 Θ ‘
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Так как самый виток кривой отвечает изменению угла 9 от 0 до у ,  то по 
формуле (9)

Ж
т

р ___ 9а* I' sin2 6 cos '■ 0 _

“  2 ' \  (sin3 Θ +  cos3 θ) 8 **■ 
о

Заменяя sin 0 через tg Θ cos б, приведем подинтегральное выражение 
к виду

tg2 6d tg θ 
(1 +  tg3 θ)2’

откуда сразу находится первообразная функция

1 1 1 cos3 Θ
3 1 -j- tg3 θ 3 sin3 θ cos3 θ *

Таким образом,

- _ 3e* сое* О
2 sin3 Θ -j- cos3 (I

5 3a*
о T·

14) Решить задачу 6) наново, воспользовавшись полярными коорди
натами.

Р е ш е н и е .  Вводя полярны е координаты , представим уравнение (10) 
эллипса в виде

г * = -  1A cos2 Θ -f- 2 В cos Θ sin Θ -j- C sin3 В * 

Тогда по формуле (9) сразу получаем [309, 9)]

*

Р =  2 . ’ Г ______________ *»
2 j  Л cos2 Θ t- 'IB cos Θ sin Θ -f- C sin2 Θ “ у  дq  gi ’

“ У

Площадь всего эллипса мы здесь приравняли удвоенной площади той 
его части, которая лежит в I и IV координатных углах. Какие затруднения 
встретились бы при использовании результата 10) 288 для вычисления непо
средственно всей площади эллипса?

15) Формулу (9) можно приспособить к случаю, когда кривая задана 
своими параметрическими уравнениями вида (6). Так как

ν  X V # — X . VО =  arctg ~  и С,'— —  г£ уГ- .

=  1  (xy't —  х'(у) dt.
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Если изменению угла 0 от а до β отвечает изменение параметра t от t0 
до Т, то

т т

Ρ =  Ύ  J {ху> ~  х *у) dt =  \  \  ί τ (t) Ψ'(t) -  'f'(t) Ψ WIdt- O4)
0̂ io

Ввиду большей симметричности эта формула зачастую приводит к более 
простым выкладкам. Например, если по ней вычислить площадь э л л и п с а ,  
исходя из его параметрических уравнений х  =  а cost, у a b s in t ,  то по
лучим

2 π  2i t

Р *  -γ  ^ (я cos t · b cos t +  a sin t ■ b sin t) d t s a ^  ab ^ dt ~  nab. 
ο ό

16) Вычислим еще по формуле (14) площадь а с т р о и д ы  jc =  acos8f, 
y ^ a  sin3 1. Имеем

3«
Р ™ -j- ^ (a cos31 · За sins t cos t -f- 3α cos21 sin t ■ a sin3 1] dt =  

о
2«

3 2 (* . „ „ 3 · sin At \ |2π 3 „=  -- a \ sin21 cos81 dt =  — a2 t ----- —  1 =  — πα3.1 J  lo v 4 I lo 8
n

340. Определение понятия объема. Его свойства. Наподобие 
того, как в 335, исходя из понятия площади многоугольника, было 
установлено понятие площади для произвольной плоской фигуры, 
мы сейчас дадим определение объема тела, опираясь на объем 
многогранника.

Итак, пусть дано произвольной формы тело (V), т. е. ограни
ченная замкнутая область в трехмерном пространстве. Границей (S) 
тела пусть служит замкнутая поверхность * (или несколько таких по
верхностей).

Мы будем рассматривать многогранники (X) объема X, целиком 
содержащиеся в нашем теле, и многогранники (У) объема У, содер
жащие в себе это тело. Существует всегда точная верхняя граница V# 
для X  и тс.чная нижняя граница V* для У, причем К*; их
можно было бы назвать, соответственно, в н у т р е н н и м  и в н е ш 
н и м  о б ъ е м а м и  т е л а .

Если обе границы
V* =  sup {ΛΓ} и У* =  inf {К}

совпадают, то и х  общее значение V называется о б ъ е м о м  
тела  (V).

В этом случае тело ( V) иногда называют г с у б и р у е м ы м .

* Мы имеем в виду непрерывную поверхность, допускающую параметри
ческое представление.
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И здесь легко видеть, что для существования объема необхо
димо и достаточно, чтобы для любого ε ^ > 0  нашлись такие два 
многогранника (X) и (У), для которых Υ — Х ^ & .

Далее:
Если тело  (V) разложено на два тела ( Vt) и (V3), то из су

ществования объема для двух из этих трех тел вытекает  
существование объема для третьего. При этом

v=  И, +  V*
т. е. и объем обладает с в о й с т в о м  а д д и т и в н о с т и .

Легко перефразировать для объемов и те предложения 1), 2 ), 3), 
которые в 336 были доказаны для площадей.

1) Д л я  того чтобы тело  ( V) имело объем, необходимо и до
статочно, чтобы существовали такие две последовательности, 
соответственно, входящих и выходящих многогранников { (X j) 
и {(^л)}> объемы которых имели бы о б щ и й  п р е д е л

lim X n =  lim Yn=  V.

Этот предел и будет о б ъ е м о м  тела ( V).
Полезно отметить и такое предложение, где вместо многогран

ников фигурируют произвольные тела, заведомо имеющие объемы.
2) Если для тела  ( V) можно построить такие две последо

вательности, соответственно, входящих и выходящих тел 
{(Г„М 11 которые имеют объемы, причем эти объемы
стремятся к  о б щ е м у  п р е д е л у

lim Τ ' , , · lim Un =  V,

то и тело ( V) имеет объем, равный упомянутому пределу.
В заключение упомянем о возможности выбирать многогранники, 

приближающиеся к рассматриваемому телу, «стандартным» образом. 
Заключив тело внутрь некоторого прямоугольного параллелепи
педа (W) с гранями, параллельными координатным плоскостям, 
разобьем его на части с помощью ряда плоскостей, параллельных 
его граням. Из частичных параллелепипедов, входящих в (У), со
ставим тело (X), а присоединив к ним и частично выходящие из ( V) 
параллелепипеды, получим тело Y. Эти тела представляют частные слу
чаи гех многогранников (X)  и (У), о которых была речь выше. Будем 
обозначать через d наибольшую из диагоналей тех прямоугольных 
параллелепипедов, на которые был разложен параллелепипед (W \

3) Если при d —► 0 оба объема X  и У стремятся к  общему 
пределу V и т о л ь к о  в э т о м  с л у ч а е  тело ( V) будет 
иметь объем; при выполнении этого условия упомянутый предел 
а выразит объем тела  ( V).

Доказательство всех этих утверждений мы предоставляем чита
телю; их легко скопировать с рассуждений п°336.
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341. Классы  тел, имеющих объемы. Как и в случае площади, 
существование объема для тела (V) зависит целиком от свойств гра
ницы (5) этого тела. Легко [ср. 338] установить такой критерий: для 
существования объема тела ( V) необходимой достаточно, чтобы 
его граница (5) имела объем 0 , т. е. чтобы эту границу можно 
было заключить в многогранное тело с произвольно малым объемом.

К числу поверхностей с объемом 0, прежде всего, принадлежат 
поверхности, выражаемые явным уравнением^ одного из трех типов

z = f ( x , y ) ,  y =  g(z, x), x  =  h(y, ζ),

где / ,  g, h — н е п р е р ы в н ы е  функции от двух аргументов в неко
торых ограниченных областях.

Пусть, скажЬм, дано уравнение первого типа в области (Р), 
которая содержится в прямоугольнике (R). По теореме п°174, 
каково бы ни было ε ^ > 0 , можно разложить этот прямоугольник 
на столь малые прямоугольники (7 = 1 , 2 , . . . ,  я), чтобы коле
бание функции /  в той части (Р г) области (Р), которая содержится

в (Ri)> было · \4 > .  Если mt и Af j — наименьшее и наибольшее из
I К

>' .. значений функции /  в (Р ;), то вся наша поверхность может быть
• заключена в многогранник, ч:оставленуцй из прямоугольных парал^ 

лелепипедов с площадями оснований'/? ,  ή высотам^ ωί =^·Λίί — /кг. ) 
Объем этого многогранника будет

У  < ! ч· и тр· д·

Поэтому, если тело ( V) ограничено несколькими непрерыв
ными поверхностями, каждая из которых порознь выражается 
явным уравнением (одного из трех типов), то это тело имеет 
объем.

Чтобы дать обычно применяемый на практике частный критерий, 
установим понятие г л а д к о й  поверхности.

Пусть поверхность выражается параметрическими уравнениями

Χ —  ψ(ιι, v), у  =  'Ь(и, ν), ζ  =  χ  (и, v)
где функции φ, χ, ψ непрерывны вместе со своими частными про
изводными в некоторой ограниченной замкнутой области (Q) на пло
скости uv. Границу этой области (L) мы представим себе состоящей 
из г л а д к и х  кривых. Наконец, предположим, что поверхность 
не имеет ни кратных, ни других особых точек. При соблюдении всех 
этих условий поверхность и называется г л а д к о й .

Пусть М  — любая точка поверхности, определяемая значениями 
ιι =  ιι, ν =  ν  параметров; так как она — не особая, то можно 
[см. 228J * окружить точку (ιι, v) на плоскости uv такой окрестностью

о =  (и —  8, и  —[— δ; τ» —  Ь, v  -f -  δ),
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чтобы соответствующий участок поверхности выражался явным урав
нением. Остается лишь применить к замкнутой области (Q) и к по
крывающей ее системе окрестностей 2  =  М  леммУ Б о р е  л я  [175], 
чтобы установить возможность разложения рассматриваемой гладкой 
поверхности на конечное число частей, каждая из которых выражается 
явным уравнением одного из трех типов. Отсюда — по предыдущему — 
следует, что г л а д к а я  п о в е р х н о с т ь  и м е е т  о б ъ е м  0 .

Теперь ясно, что
тело, ограниченное одной или несколькими гладкими поверх

ностями, заведомо имеет объем.
Допустимо, впрочем, и наличие на ограничивающей тело поверх

ности конечного числа о с о б ы х  точек, которые могут быть выде
лены окрестностями с произвольно малым объемом.

342. Выражение объема интегралом. Начнем с почти очевид
ного замечания: прямой цилиндр высоты Н, основанием которого 
служит к в а д р и р у е м а я  плоская фигура (Р), имеет объем, 
равный произведению площади основания на высоту. V = P H .

* ι

Рис. 26.

Возьмем [336, 1)] многоугольники (Ай) и (Вп), соответственно 
содержащиеся в (Р) и содержащие в себе (Р), так, чтобы их пло
щади Ап и Вп стремились к Р. Если на этих многоугольниках 
построить прямые призмы (Х п) и (У„) высоты Н, то их объемы

Х п =  А пН  и Yn =  BnH

будут стремиться к общему пределу V = P H ,  который в силу 1) 
i t  340 и будет объемом нашего цилиндра.

Рассмотрим теперь (рис. 26) некоторое тело (VQ, содержа
щееся между плоскостями х  =  а и х  =  Ь, и станем рассекать его

* Если точка (и, ν) лежит на границе (L) области (Q), то по отношению 
к ней следует иметь в виду сказанное в 262.
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плоскостями, перпендикулярными к оси х.  Допустим, что все эти сече
ния к в а д р и р у е м ы ,  и пусть площадь сечения, отвечающего 
абсциссе х,  — обозначим ее через Р (х )  — будет непрерывной функ
цией от х  (для α x  «g: b).

Если спроектировать (без искажения) два подобных сечения 
на какую-либо плоскость, перпендикулярную к оси х,  то они могут 
либо содержаться одно в другом (как на рис. 27, а), либо ча
стично одно на другое налегать или лежать одно вне другого (см. 
рис. 27, б, в).

& U

с

т
Рис. 27.

Мы остановимся сначала на том случае, когда два различных 
сечения, будучи спроектированы на плоскость, перпендикулярную 
к оси х,  о к а з ы в а ю т с я  в с е г д а  с о д е р ж а щ и м и с я  о д н о  
в д р у г о м.

В этом предположении можно утверждать, что тело ( V) имеет 
объем, который выражается формулой

ь
У—  i|* P (x )d x .  (15)

а

Для доказательства разобьем отрезок [а, Ь] на оси х  точками

α=*Λ β<Λ ΓΙ < . . . < Λ Γ ί < Λ Μ п =  Ь

на части и разложим плоскостями x  =  x it проведенными через 
точки деления, все тело на слои. Рассмотрим l -й слой, содержа
щийся между плоскостями

х  =  х { и х  =  х ш  (г =  0 , 1......... η —  1).
В промежутке [x,·, лг;+1] функция Р (х )  имеет наибольшее значе
ние M t и наименьшее значение от,·; если сечения, отвечающие раз
личным значениям х  в этом промежутке, поместить на одну пло
скость, скажем, x  =  x t, то все они (при сделанном предположении) 
будут содержаться в наибольшем, имеющем площадь УИг, и содер
жать в себе наименьшее, с площадью /и;. Если на этих, наибольшем 
и наименьшем, сечениях построить прямые цилиндры высоты 
Д хг = х (+ |— χ ;, то больший из них будет содержать в себе рас
сматриваемый слой нашего тела, а меньший сам будет содержаться
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в этом слое. На основании сделанного вначале замечания объемы этих 
цилиндров будут, соответственно, M iA x i и т ,А х1.

Из входящих цилиндров составится тело ( Т), а из выходящих — 
тело (U); их объемы равны, 
соответственно,

V  Mt Ух, мт ν « ( Λ.Κ,

и, когда стремится к нулю 
λ =  max Дл:г, имеют общий пре
дел (15). В силу 340, 2) таков 
же будет и объем тела ( V)*.

Важный частный случай, 
когда заведомо выполняется 
указанное выше предположение
о взаимном расположении сече
ний, представляют т е л а  в р а 
щ е н и я .  Вообразим на плоско
сти х у  кривую, заданную урав
нением у  = f ( x )  ( а ^ . х ^  Ь), 
где f  {х) непрерывна и неотри
цательна; станем вращать ог
раниченную ею криволиней
ную трапецию вокруг оси х  
(рис. 28, а и б). Полученное
тело (V), очевидно, подходит под рассматриваемый случай, ибо сече
ния его проектируются на перпендикулярную к оси х  плоскость 
в виде концентрических кругов. Здесь

Рис 2S.

так что
Ρ ( χ )  =  π_ν'2 =  π  [ / ( j c ) ] a, 

λ
» *

V =  π d x  =  π ξ [/ (л;)]2 dx. <IG)

Если криволинейная трапеция ограничена и снизу и сверху кри
выми у  у = / j  (χ ) и y^ = / 2 (дг), то, очевидно,

Ь £

V =  π \ Ы  — У\] d x  =  r. \ {[/а (x ) ] 2 — [/j (x)]2} dx,  (17) 
л й

хотя предположение о сечениях здесь может и не выполняться. 
Вообще доказанный результат легко распространяется на все такие

* Деля, например, промежуток на равные части, легко выделить те 
п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  входящих и выходящих тел, о которых гово
рится в цитированном предложении.



тела, которые получаются путем сложения или вычитания из тел, 
удовлетворяющих упомянутому предположению.

В общем случае можно утверждать лишь следующее: если
тело ( V) имеет объем*, то он выражается формулой (15).

В самом деле, задавшись произвольным е^ > 0 , мы можем между 
плоскостями х  =  а и х  =  Ь построить такие два тела, (X)  и (У), 
с о с т а в л е н н ы е  из п а р а л л е л е п и п е д о в ,  чтобы первое со
держалось в (V), а второе содержало в себе ( V), и притом было
^  ®· Так как к этим телам формула наша, очевидно, прило
жима, то, обозначив через А (х)  и В (х)  площади их поперечных 
сечений, будем иметь

ь ъ
X = \ A { x ) d x ,  Y = \ B ( x ) d x .

п а

С другой стороны, так как А (х)  ^  р  (χ ) в  (х), то и

ь ь - ь
X = \ A ( x ) d x ^ \ P ( x ) d x ^ \ B  (.x ) d x  =  F,
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так что объем V  и интеграл  ̂ Р  (x) d x  оба содержатся между

одними и теми же границами X  
и Y, разнящимися меньше, чем 
на е. Отсюда и вытекает требуе
мое заключение.

343. Примеры. 1) Вычислить 
объем V к р у г о в о г о  к о н у с а  с ра
диусом основания г и высотой h.

Проведем через ось конуса секу
щую плоскость и выберем эту ось за 
ось х, считая начальной точкой вер

шину конуса; ось у  проведем перпендикулярно к оси конуса (рис 29) 
Уравнение образующей конуса будет

и — по формуле (16) — получим
h

о
Результат этот известен читателю из школьного курса.

Так будет, например, если тело ограничено одной или несколькими 
г л а д к и м и  поверхностями [341].

r  W -  *****
I* J Л! 3



дг* ν"
2) Пусть э л л и п с  - _ - f - ^ . =  1 вращается вокруг оси дг. Так как

У2= ^ ( ^ — X2),

тп ДЛЯ объема э л л и п с о и д а  в р а щ е н и я  найдем 

° а 
ν = Ί ί  ~ s ( a* — x t ) d x  =  2Ti Zi ^ ( a fi —  x * ) d x  =— a i)

=  2π ί . ( ° , χ ~ ί ) | ο  =  ϊ ΒθΜ·

Аналогично для объема тела, полученного от вращения вокруг оси у у 
« 4

найдем выражение -gna2b. Предполагая же в этих формулах a =  i  =  r, мы 

получим для объема шара радиуса г известное значение 4 - π^3·
ь

Я) Определить объем тела, полученного от крашения ц е п н о й  л и н и и  

у  =  а сЬ i  вокруг оси х, между сечениями, соответствующими точкам 0 и х.  
Имеем

* Г
ν  =  l| (d l^  - J  d x  =  у  πα* ( l  +  ch y j  rfjc =

0 0
1 ,( , a , 2x\ 1 /  χ χ ν=  я- π я* ; л: -+- sh — =  πα . ал: 4 -  a ch — · a sh -■ · ] .2 V 2 a I 2 \ ' a a j '

Вспоминая [331, 1)], что a sh -ί· есть длина дуги s нашей кривой, оконча
тельно получим

V =  πα (ах +  sy).

4) То же — для ветви ц и к л о и д ы

x =  a(t  — sin t)t У =  а(  1 —  cosi) ( 0 ^ ί ^ 2 π ) .

Параметрические уравнения кр.ивой облегчают выполнение подстановки 
x  =  a(t — sini), dx=*a( l  — cost )dt  в формуле

2 «а .
V  =  π J у г d x .  

о -

Именно:
2 я

V =  πα3 $ (1 —  cos ί)3 dt  =  πα3 ( Α  ί —  4 sin /  +  sin 2t +  ~  sin3 ή  =  5
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2̂ 2 2
5) То же для а с т р о и д ы  л:3 + у , | = а 5 ‘
Имеем

/  9 2 \ i  а /  з 3ν·
V - ,  J  ( .* - x V

* - в
Предлагается повторить вычисления, исходя из параметрических урав

нений астроиды и прибегнув к замене переменной (как в предыдущей 
задаче).

6) Найти объем общей части п а р а б о л о и д а  2azt»x24 -y 2 и 
с ф е р ы  x 2 -\-у2 ζ1 г=3а2.

Р е ш е н и е . Вместе с обоими этими телами и общая часть их будет 
т е л о м  в р а щ е н и я  вокруг оси г. Пересечение указанных поверхностей 
происходит по плоскости г =  а.

Плоскости, перпендикулярные к оси г, пересекают рассматриваемое 
тело по кругам; квадраты радиусов этих кругов равны 2аг, пока z ^ a ,  и 
За2 — ζ2, лишь только г становится t> а. Пользуясь формулой, аналогич
ной (16), будем иметь

a aVS
V = 2 n a  f  zd z  +  π [  (За2 — г') dz =  "Τ’ (6 У  3— 5). 

i’ i ’ 3
7) Найти объем общей части с ф е р ы  л:2 +  у2 -4 -z2 =  .Л?2 и к о н у с а  

x 2= y 2 +  z2 (лт=гО).
у

У К а з а н и  ε .  Пересечение поверхностей происходит по плоскости х=*̂ ~ . .
V 2Имеем

V} я
| / = π  \ x 2dx +  n ^  (R* — х~) d x = ~ ( 2  — У %

71
До сих пор мы рассматривали примеры применения частной формулы (16). 

Перейдем теперь к общей формуле (15). Так как самое с у щ е с т в о в а н и е  
объема во всех случаях легко может быть обосновано, например, исходя 
из соображений п°341, то мы на этом останавливаться не будем и займемся 
лишь в ы ч и с л е н и е м  объема.

8) Определить объем ц и л и н д р и ч е с к о г о  о т р е з к а .  Так назы
вают геометрическое тело, отсекаемое от прямого кругового цилиндра пло
скостью, проходящей через диаметр основания (рис. 30).

Положим, что основание Цилиндра есть круг радиуса а:
х 2-\-у2

и что секущая плоскость проходит через диаметр AA' и составляет угол а 
с плоскостью основания. Определим площадь сечения, перпендикулярного 
к оси х  и пересекающего ее в точке М (х). Это сечение будет п р я м о 
у г о л ь н ы м  т р е у г . о л ь н и к о м ;  очевидно,

гл. X. ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ (343
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а
V =  ^ (a2- x 2)d x  =  | · * 4 δ α = - | α 2Λ,

— а
где Λ =  ΑΓΖ. есть высота цилиндрического отрезка.

Интересно отметить, что тот же объем можно было бы получить, 
заставив ось у  играть ту роль, какую до сих пор играла ось х, т. е. 
рассекая тело плоскостями, перпендикулярными оси у  (рис. 31). Такая

т а к  ч т о  п о  ф о р м у л е  (1 5 )

Рис. 30. Рис. 31.

плоскость, проведенная через точку М с ординатой у, пересечет наше 
тело по п р я м о у г о л ь н и к у  SQ, площадь которого будет

Р (з>) == 2ху  tg а. =  2 tg а · у  V  а2 —у'2.
Поэтому, аналогично (15),

V =  2 tga ^ у  γ" а% -у 2 dy-. -  *
■tga (а2 —У ) 2 * = у я ^ я .

9) Найти объем трехосного э л л и п с о и д а ,  заданного каноническим 
уравнением

__4* -4· - -  ■
а2 Ь2 * с2 ' I

(рис. 32).
Плоскость, перпендикулярная к оси х  и проходящая через точку М (х) 

на этой оси, пересечет эллипсоид по эллипсу; уравнение проекции его (без 
искажения) на плоскость уг  будет таково:

— , '-----*  - -Г- — (л; =  const).

* · ( > - ν )
Отсюда ясно, что полуоси его будут, соответственно,
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а площадь [см. 339,2), 8), 15)] выразится так:

P(x) =  n b c ( \ - £ ) = ^ ( a * - x 2).

Таким образом, по формуле (15) искомый объем
а

И =  J (а2 — x 2) dx =  ~  %abc.
— а

10) Найти объем э л л и п с о и д а ,  отнесенного к центру, 
А х2 +  2 Вху +  Cz2 +  2 Fyz +  2 Gzx +  2 Нху =  1.

Р е ш е н и е .  Если фиксировать г, то уравнение соответствующего 
сечения (или — вернее— его проекции на плоскость ху) будет

ах2 - f  2Ъху +  су2 -f- 2dx +  2еу + / =  0 ,
где положено

а =  А, Ъ =  Н, с =  В, d = G z ,  e =  Fz, f = C z 2 — 1.
По 339, 7), площадь этого сечения равна

P ( Z ) :
кД*

(АВ — Н2)3/2’ 
если через Δ* обозначить определитель

I дс

А И Gz
Н В Fz =  Δ23
Gz Fz Cz‘ -— 1

А H G
Δ = И B F

G F С

= Д2г —  (АН —  /Л>.

Подставляя, получим 

Р ( ф
(АВ  —  Н 1)



Очевидно, ζ может изменяться лишь в пределах 

от — j / ~
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А В — Н3 до

интегрируя в этих пределах, найдем окончательно

I
у - i -

11) Рассмотрим два круговых цилиндра радиуса г, оси которых пере
секаются под прямым углом, и определим объем тела, ограниченного ими.

Тело OABCD, изображенное на рисунке 33, составляет восьмую часть 
интересующего нас тела. Ось х  проведем через точку О пересечения 
осей цилиндров перп£ндикулярно к обе
им осям. Тогда в сечении тела OABCD 
плоскостью, проведенной на расстоянии х  
от О, перпендикулярно к оси х, получится 
к в а д р а т  f(LMN, сторона которого MN =
=  У  гг — Xs, так что Р(х) =  г2— л:3. Тогда 
по формуле (15)

f  16 1 = 8 ) (r2 —  x 2) d x = · ^  г \
о

12) Решим, в заключение, ту же за
дачу, но в предположении, что цилиндры 
имеют р а з л и ч н ы е  радиусы: г и R >  г.

Разница, по сравнению с прежним, у -  
будет лишь в том, что, вместо квадрата, Лу 
в сечении рассматриваемого тела плос- 
костьюна расстоянии а: от О получится п р я 
м о у г о л ь н и к  со сторонами У  г2—Xs 
и У Д 2 — x 3. Таким образом, в этом случае объем V выразится уже э л- 
л и п т и ч е с к и м  и н т е г р а л о м

■ ·  г  я  

*ψ  -

уЩ  \
Ϋ Λ / , ·  ν  'jШ  \

\

Рис. 33.

V =  8 \ У (R2— x 2) {r2— x 2)d x

или, если  с д е л а т ь  п о д с т а н о в к у  x  =  r  sin а и п о л о ж и т ь  & =  -=-,t\

V =  8Rr2 J cos2cp · }/ 1 — fe2sina a da> — 8Rr2 · I.
0

Займемся сведением интеграла I к полным эллиптическим интегралам 
обоих видов. Прежде всего
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Но

7  . 7
I,, _ £ 1 — sin8 <;? . ft* — 1 i* rf®

J у  ι — k2 sin2 φ ft3 ^  у  ι — й3 sin2 φ

г
+  - j jr j  V  1 — ft' sin* φ «у =  ( | _ ^ Κ ( Α )  +  ·ρ- E(ft).

С другой стороны, интегрируя по частям, имеем
Я
Л

Λ =  у  ^ sin 2<Р d / 1  —  As sin2 φ =  sin φ γ  1 — № sin2 φ | τ  _

2“

*— ^  COS 2φ · 1 — k2 sin2 φ dtp =

πτ
=  ί  (1 — 2 cos2 φ) У"" 1 — k- sin2 φ rfcp =  E(ft) — 21.

Отсюда

/ e = H ( i  +  , ) E W - ( ^ - 1) K H ·
Таким образом, окончательно

R А'* '
к  =  — 1(1 + f t 8)E ( ft) — (1— ft8)K (ft)l.

344. П лощ адь поверхности вращ ения. Пусть имеем на пло
скости х у  (именно, в верхней полуплоскости) некоторую кривую АВ  
(рис. 34), заданную уравнениями вида (6 ), где φ, ψ — непрерывные 
функции с непрерывными же производными φ', ψ'. Предполагая 
отсутствие особых и кратных точек на кривой, мы можем ввести 
в качестве параметра дугу s, отсчитываемую от точки Α  (ί0), и 
перейти к представлению

JC =  ® (s), >/ =  ¥ ( s ) .  (18)

Параметр s изменяется здесь от 0 до S, если через 5  обозначить 
длину всей кривой АВ.

Если вращать кривую вокруг оси х,  то она опишет некоторую 
п о в е р х н о с т ь  в р а щ е н и я .  Поставим своей задачей — вычислить 
п л о щ а д ь  этой поверхности.

Мы лишены возможности установить здесь в общем виде понятие 
площади «кривой» (т. е. н е п л о с к о й )  поверхности; эго будет
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сделано в третьем томе. Сейчас же мы определим это понятие 
специально для поверхности вращения и научимся вычислять ее 
площадь, причем будем исходить из данных» еще в школьном курсе 
правил вычисления боковых поверхностей цилиндра, конуса и усе
ченного конуса. Впоследствии мы убедимся, что полученная 
нами формула входит как частный случай в общую формулу 
для площади кривой поверхности.

Возьмем на кривой А В  в направлении οτ А к В  ряд точек 
(см. рис. 34)

Ait Ait i4/+t , Ац_j» (19)

и рассмотрим ломаную A A t . . .  А ^ В ,  вписанную в кривую. Станем 
вместе с кривой вращать вокруг оси х  эту ломаную; она опишет 
некоторую поверхность, площадь которой мы умеем определять по 
правилам элементарной геометрии.
У с л о в и м с я  п о д  п л о щ а д ь ю  
п о в е р х н о с т и ,  о п и с а н н о й  
к р и в о й ,  р а з у м е т ь  п р е д е л  Р 
п л о щ а д и  Q п о в е р х н о с т и ,  
о п и с а н н о й  л о м а н о ю ,  при 
стремлении к нулю наибольшей 
из частичных дуг. Это определе
ние площади поверхности враще
ния дает нам ключ к ее вычис
лению.

Мы уже знаем, что ряд то
чек (19) может быть получен, 
исходя из ряда возрастающих значений s, вставленных между 0  и S

О =  So <  s, <  s2 < . . .  <  Si <  s i+1 < . . .  <  s„_, <  sn =  S.

Каждое звено ломаной при вращении вокруг оси х  будет описывать 
поверхность усеченного конуса *. Если обозначить ординаты точек 
Aj и Л ,+1 соответственно через у { и у 1+и а длину звена Α ,Α ι+ί 
через /„ то площадь поверхности, описываемой ί-м звеном, будет

2K >4+j>·*'

Площадь же поверхности, описываемой всей ломаной линией, будет

Q = 2
ί —О

* В частности, эта поверхность может выродиться в поверхность конуса 
или цилиндра; площадь ее, однако, и в этом случае можно вычислить по 
общей формуле для поверхности усеченного конуса.
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Полученную сумму можно разбить на две суммы следующим образом:

ζ)=2π J ]  Μ· +  π Σ  Οί+i — Vi) h-
i =  0 1 — 0

Так как функция у  =  Ψ (s) непрерывна, то (по свойству равно
мерной непрерывности) можно предположить нашу кривую разло
женной на столь мелкие части, что все разности у ;+1 — y t по 
абсолютной величине не превзойдут произвольно малого положи
тельного числа е. Тогда

л - 1

π Σ  Cv.+i —  y d h
i  =  Q

η —  1

<Ζεπ 2  h  ^  zkS;
г = о

отсюда следует, что эта сумма стремится к нулю при max Δ«ί —»- 0 . 
Что касается суммы:

η— 1

2π 2  y f o
/ =  о

то ее можно разложить на две суммы:

л - 1  л — 1

2π Σ  y ^ si — 2π Σ  У i ίΔ*ί — h)·
■— 0 J_u

Так как функция ЧГ (s) непрерывна, то она ограничена, так что все 
1.Уг1^Л4, где Л1 — некоторое постоянное число. Обозначая послед
нюю сумму через τ, имеем

■>-'  , л - 1  .

С 2 т г ж ( 5 ’— ΣI τ I =  2 π
I — Π ■ 0 I

При дроблении кривой на все более и более мелкие части раз
ность

П— 1

s - Σ ^

по определению длины дуги, как предела периметра вписанной 
ломаной *, должна стремиться к нулю. Но тогда и τ —► 0.

Оставшаяся сумма
л - 1

5=211 Σ  у ίΔί»
1 = 0

* Это непосредственно следует из определения лишь для простой н е- 
з а м к н у т о й  кривой, но затем легко получается и для простой з а 
м к н у т о й  кривой, путем разложения на две незамкнутые кривые.



является интегральной суммой для интеграла

s
2π J у ds, 

о

который вследствие непрерывности функции _μ =  Ψ ( ί)  существует, 
так что при max Ast —»■ 0  сумма σ стремится к этому интегралу. 

Мы получаем окончательно, что — при сделанных предположе
ниях — площадь поверхности вращения существует и выражается 
формулой

Р =  2 π § у ds  *= 2 π  ̂Ψ (s) ds. (2 0 )
о о

Если вернуться к общему параметрическому заданию (6 ) нашей 
кривой, то, произведя в предшествующем интеграле замену пере
менной [см. 313, (9)], преобразуем его к виду

г т
Ρ = 2 π $  y / x ; °  +  y / d t  =  2n  J ψ ( 9  l /  [φ '(0]*  +  [ψ '(0 ]* Λ . (21)

*a to

В частности, если кривая задана явным уравнением у  =  f ( x )  
( a t ^ x s ^ b ) ,  так что в роли параметра оказывается х,  будем иметь

ь ь
Р  =  2π $ у У I  +  у t‘ d x  =  2π $ f ( x )  J/ I +  [ / » ] *  dx. (22)

a a

345. Примеры. 1) Определить площадь поверхности ш а р о в о г о  
п о я с а .  Пусть полукруг, описанный около начала радиусом г, вращается 
вокруг оси х. Из уравнения круга имеем у = У  г2— х 2; далее,

=  + y '  =  у  “ г- 

В таком случае площадь поверхности пояса, описанного дугой, концы 
которой имеют абсциссы х, и х 2 >  x lt по формуле (22) будет

Р — 2яг ^  r dx =  2nr (xs — Xi) =  2itrh,
Χι

где h есть высота пояса. Таким образом, площадь поверхности шарового 
пояса равна произведению окружности большого круга на высоту пояса.

В частности, при x t = — г, л:2 =  г, т. е. при h ^ 2 r ,  получаем площадь 
всей шаровой поверхности Р =  4тсг2.

2) Найти площадь поверхности, образованной вращением дуги ц е п н о й
χ

л и н и и  y =  a c h —, концы которой имеют абсциссы 0 и х.

з 4 5 ) §  2 .  П ЛО Щ А Д И  И О Б Ъ Е М Ы  2 1 7
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Так как ]/~ 1 - | - =  ch — , то по формуле (22)а
X

P =  2n [ ch ' — dx =  — V. j  а

где V — объем соответствующего тела вращения [см. 343, 3)[.
3) То же для а с т р о и д ы  х  =  а cos31, утя a sin3 t.
Достаточно удвоить площадь поверхности, описанной дугой астроиды, 

лежащей в I квадранте -? j . Мы имели уже

V x't* +  У'/2 — За sin t cos t\ 

в таком случае по формуле (21)
π
т

Р =  2 · 2π  ̂a sin3 1 · За sin t cos t d t x

ι 
f

4) To же для ц и к л о и д ы  x = a ( t  — sin ί). . у™ я (1 — cos t). 
Так как у =  2а sin2 ds =  2а sin ί dt, то

2π
. t Г»

sin3 u du
О

P = 2π 4a*sin3 £  dt**  16да2 ^ sin

.  f  cos5 и \  !* 64 .

у 3-------“ *“) |ов з "  ■

5) Найти площадь поверхности, образованной вращением к а р д и о и д ы  
r  =  a( l  +  cos Θ) вокруг полярной оси.

Следует в основной формуле (21) перейти к полярным координатам:
5 Р ________

P =  2 u ^ r f s  =  2rc$rstn0 y ^  +  r^db.  (23)
О a

В нашем случае а =  0, β =  π, и
* d л вν =  r sm fi =  о (1 -J-cos в) sin 3 = 4 n cos3 -я·,sin t ds =  2a cos Λ d0,i  Δ 4t

поэтому



6) То же для л е м н и с к а т ы  r a =  2a2 cos20.

Здесь у  м  a Y  ]/cos 26 sin 8, ds — ι _zd6, так что по формуле (23)
V cos20

IT
τ

P =  2 · 2π · 2as ^  sin 9tf0 =  8®a2 ( l —X ^ ;i;  7,361α2.
о *

Наконец,
7) определим поверхность э л л и п с о и д а  в р а щ е н и я  как вытянутого, 

так и сжатого (сфеооида).
Ж* V*Если эллипс =  1 вращается вокруг оси х , и a > b t то имеем'

последовательно

у*=Ь»— * х * ,  3»/ — — у д г ,

3 4 5 J  §  2 .  П ЛО Щ АД И  И О Б Ъ Е М Ы  2 1 9

>’ > I + ? ' = V y t +  i y y ' ) ' = Y v t - $ *  +  j k x '  =

а р  а2

Но а2 — Ь2 =  с2, где с — расстояние фокуса от центра и ~  равно эксцен
триситету е эллипса. Таким образом,

у V  ι + / а= 4  е2·*3
Р

« а
Р  =  2 π  ^  ' а2 — e2xs dx =  4π  ^  ^  —  ε ?ΛΤ2 d je  β  '

- u u

=  4π 4  ( τ '* ^ ' - ' v  +  2 .arcsin ? ) C  =

=  2π ^ (а У  a2 — ε’α2 -j- а2 arcsin ε);

но α2 — ε2α2 =  α2 — c2= b 2, так что бкончательно имеем

P =  2nb (b -|- — arcsin ε j .

Если эллипс вращается вокруг малой оси, то для того, чтобы удобнее 
было воспользоваться уже произведенными выкладками, мы будем считать, 
что ось х  и служит малой осью. Тогда в полученном для у V  \ - \ -y ’2 выра
жении нужно лишь обменять а и b местами, так что теперь

,  у  Г+ У 2 =  I  у  ν  +  x* =  I  у  Ь‘ +  % х 2·
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в таком случае
ь

—  D—  D

но У  b1 -j- с£2 =  о, с =  ЕД, так что окончательное выражение для Р будет
такое

346. П лощ адь цилиндрической поверхности. Рассмотрим еще 
один частный тип к р и в  о й  поверхности, для которой мы также здесь

определим понятие п л о щ а д и  (предвосхищая то общее определе
ние, которое будет дано лишь впоследствии). Мы имеем в виду 
ц и л и н д р и ч е с к у ю  п о в е р х н о с т ь .

Вернемся к кривой АВ  на плоскости ху,  о которой была речь 
в 344. Приняв ее за направляющую, представим себе цилиндрическую 
поверхность с образующими, параллельными оси z  (рис. 35). По этой 
поверхности проведем кривую CD, которая с каждой образующей 
пересекается в одной точке; эта кривая определится, если к урав
нениям (6) присоединить еще третье

I

ж

Рис. 35.

(24)
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Речь идет о вычислении площади Р  части цилиндрической поверх
ности «под этой кривой».

Как и в п° 344, введем дугу s в качестве параметра; тогда 
не только уравнения (6 ) кривой А В  заменятся уравнениями (18), 
но и уравнение (24) перейдет в

z  =  X  (s).

Вписав в кривую АВ  ломаную АА t . . .  А ^ В  и, в соответствии 
с этим, в кривую CD — ломаную CCt . . .  C ^ D  (см. рисунок), из тра
пеций AiAl+lCi+iCi составим призматическую поверхность, вписанную 
в рассматриваемую цилиндрическую поверхность. П о д  п л о щ а д ь ю  
э т о й  п о с л е д н е й  б у д е м  п о н и м а т ь  з д е с ь  п р е д е л / 5 п л о 
щ а д и  Q у п о м я н у т о й  п р и з м а т и ч е с к о й  п о в е р х н о с т и  
при стремлении к нулю наибольшей из частичных дуг.

Полагая z { =  ЛгСг, имеем (сохраняя в остальном прежние обо
значения)

0 =  V  а+1>±1 {
i =  о

С помощью таких же соображений, что и в 344 (провести их пол
ностью читатель сможет сам), вопрос приводится к вычислению 
предела суммы

п— 1

1 ^ ,
г= о

в которой легко узнать интегральную сумму. Окончательно *
s S

Р  =  ||* z ds =  X  (s) ds.
о , о

Возвращаясь к произвольному параметру t, легко получить и 
общую формулу

т г
Ρ = ^ Ζ  V x'С-Vv'C d t =  ξ χ  (Ο W ( 0 ] * - H * W  dt. (25)

Наконец, для случая явного задания кривой АВ: y = f ( x )  ( a ^ x s ^ b )  
эта формула перепишется так:

ь ь
p = \ z  V T + V i d x  =  J χ  (x) V \ + [ f r( x ) f d x .  (26)

* Этот результат становится совершенно наглядным, если представить 
себе цилиндрическую поверхность развернутой по плоскости, так что рас
сматриваемая фигура превратится в «криволинейную трапецию».
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347. Примеры. 1) Пусть на рис. 36 кривая АВ представляет собой п а- 
р а о о л у с вершиной в точке В. Ее уравнение (при обозначениях рисунка)

, Ъх8
У =  Ь -------- г .а2

Построенная на ней цилиндрическая поверхность пересечена плоскостью ОВС 
с уравнением

сζ =  — х. 
а

Найти площадь Р  части ABC цилиндрической поверхности.
Р е ш е н и е .  По формуле (26)

? а Г 3 1
Р  =   ̂ г У \ +  у ’2 dx =  ^   ̂ х У а* +  Ab2x 2 dx =  +  4й2)~ — a3 J ’

и 1 о
2) Если кривая ЛД будет четвертью окружности у  =  а.2 — х 2

( 0 ^ х £ и ) ,  то воспользоваться фор!мулой (26) — безоговорочно — нельзя,

ибо при хт~а производная у ^ обращается в с о .  Прибегнув к параметри
ческому представлению

x  =  a cos t, y =  asir.t | 0 «ς t ·. 

мы по общей формуле (25) будем иметь

* I
Р =  J z V ^ ' + y ?  dt ж  ас ^dt ж  ас \ cos t dt =  ас. 

о
Если вернуться к ц и л и н д р и ч е с к о м у  о т р е з к у ,  о котором была 

речь в 343, 8), то боковая поверхность его, как следует иэ полученного только 
что результата, окажется равной 2ah (с =  h).

3) Наконец, решим ту же задачу в предположении, что кривой АВ будет 
четверть э л л и п с а
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|Явным уравнением здесь не следует пользоваться по той же причине, что 
и выше). ■ ______

4) Рассмотрим часть цилиндрической поверхности x 2 -\-у2 *»Rx, ограни
ченной сферой x 2 -f- у 2 +  z2 =  R2\ кривая, получающаяся в пересечении [кри
вая В и в и а н и, 229, 1)], как мы знаем, может быть представлена парамет
рически так:

Очевидно, первые два уравнения играют роль уравнений (6), а последнее — 
уравнения (24).

Площадь упомянутой поверхности по формуле (25) будет

5) Определить площадь поверхности тела, общего двум цилиндрам ра
ди vca г, оси которых пересекаются под прямым углом [ср. 343, 11)|. Введем 
систему координат, как на рис. 33.

Ограничиваясь одной из цилиндрических поверхностей, для первого ок
танта имеем

(а) Пусть сначала а>Ь.  Вводя эксцентриситет ε 
по формуле (25), получим

Ϋ  а2 — Ь2 эллипса

δ о
(подстановка и =  a sin t), и окончательно

(б) В случае а <  Ь, эксцентриситет ε =  ■ - и

и

x  =  R  sinV, у =  R  sin t cos t, г =  R cos t.
η πЕсли ограничиться первым октантом, то t здесь надлежит изменять от О до ^ .

Ч
Р *= 4R2  ̂ cos t dt =  AR2.

z = Y r 2 — x 2 =  rs’int

Гю формуле (25) половина искомой площади равна



6) Та же задача — но для случая, когда цилиндры имеют различные 
радиусы г и / ? > г  [ср. 343, 12)].

Вычислим сначала площадь части цилиндрической поверхности радиуса г. 
Имеем

x  =  r sin t, у =  r cos t  ̂0 s£ t ^  у  j ,

z=Y_F? — х * = У Я *  — r 2 sin2i =  , P /  1 — Л3 sii7 t  =

По формуле (25)
■Я

2

р1 =  8Rr (j Y  \ — k2 sin91 dt =  8Rr E (k).
o

Обращаясь теперь к цилиндрической поверхности радиуса R, обменяем 
ролями ось г и ось у. На этот раз

х  =  R  sin t, z ^ R  cos t,
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у  =  Y  r 2 — x s =  У  r2 — Rs sin2t =  r j /  1 — ~  sin 21  ̂ft =  ,

причем t может изменяться (если, как всегда, ограничиться первым октан
том) лишь от 0 до arcsin ft. Тогда, по формуле, аналогичной (25), получим

arcsin  к a rcs in  А

Р2 =  8 ^  y V x'ta +  z f  dt =. 8Rr l Y  1 — jj, sin21 dt.

sin t =  k sin φ, dt-=-

0 0
Подстановка

ft COS φ d o

У 1 — ft2 sin2 φ ’
η πгде <р изменяется от 0 до у ,  дает

π
arcsin k _______________ У

\  l / ~  1 — - l . s , r t d '  =  k i' =  '
f  * »' У 1 — k2 sin- o

0 u r

С последним интегралом мы уже встречались в 343, 12); он равен

( 1 — i ; к (*) ч- -̂ а Е (*).

Таким образом,
Р3 =  8Р 2 {Е (ft) — (1 — ft2) К (ft)}.

Окончательно
Р  =  Р 1 + Р а =  8Я (Я  +  г){Е(й) — (1 — ft)K(ft)}.

N

Этим исчерпываются простейшие геометрические приложения опре
деленного интеграла. С вычислением геометрических протяжений в бо
лее сложных и более общих случаях мы встретимся в третьем томе.
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§  3. Вычисление механических и физических величин

348. Схема применения определенного интеграла. Прежде чем 
перейти к применениям определенного интеграла в области механики, 
физики и техники, полезно наперед уяснить себе тот путь, по кото
рому в прикладных вопросах 
обычно приходят к определенному У 
интегралу. С этой целью мы на
бросаем общую схему примене
ния интеграла, иллюстрируя ее 
примерами уже изученных геоме
трических задач.

Вообразим, что требуется опре
делить некоторую постоянную ве- ■, 
личину Q (геометрическую или иную), 
с в я з а н н у ю  с п р о м е ж у т к о м  
[а, Ь]. При этом пусть каждому час
тичному промежутку [α, β], содержа
щемуся в [а, Ь], отвечает некоторая 
часть величины Q так, что раз
ложение промежутка [а, Ь] на час
тичные промежутки влечет за со
бой разложение на соответствую- ^ис·
щие части и величины Q.

Точнее говоря, речь идет о некоторой «функции 
жутка» 0  ([α, β]), обладающей «свойством аддитивности»;

•Γ·ύχ

41

от проме- 
это значит,

что, если промежуток [α, β] состоит из частичных промежутков [α, γ] 
и [γ, β], то тогда и

Q (K  β ] ) =  Q([®. tD +  Q([T> PI)·

Задача же состоит в вычислении ее значения, отвечающего всему 
промежутку [а, Ь\.

Для примера возьмем на плоскости кривую у  = /(л г) (α <ί х  - \ Ъ) 
(рис. 37)*. Тогда 1) д л и н а  S кривой АВ, 2) п л о щ а д ь  Р ограниченной 
ею криволинейной трапеции АА'В'В и 3) о б ъ е м  V тела, полученного 
от вращения этой трапеции вокруг оси х, — все три являются величинами 
указанного типа. Нетрудно дать себе отчет в том, какие «функции от про
межутка» ими порождаются.

Рассмотрим «элемент» /YQ величины Q, отвечающий «элементар
ному промежутку» [x, x  - f  Δχ], Исходя из условий вопроса, ста
раются найти для AQ приближенное выражение вида q ( x ) k x ,  линей
ное относительно Δχ, так чтобы оно разнилось от Δζ) разве лишь

* Функция f ( x )  предполагается непрерывной и имеющей непрерывную 
производную. Для определенности мы допустим, что кривая все время идет 
в в е р х  и выпукла вниз .
8  Г . М . Ф и х те н го л ь ц , т , I I



на бесконечно малую порядка высшего, чем Ах. Иными словами, 
из бесконечно малого (при А х  —> 0) «элемента» AQ выделяют его 
г л а в н у ю  ч а с т ь .  Ясно, что тогда относительная погрешность 
приближенного равенства

AQ q (λ) Αχ  (1)

будет стремиться к нулю вместе с Ах.

Так, в примере 1) элемент дуги можно заменить отрезком каса
тельной МК, так что из AS выделяется линейная часть

V T + y ?  Δ* =  У 1 +  [ / '  (лг)]а Ах.

В примере 2) естественно заменить элементарную полоску АР входящим 
прямоугольником с площадью

у  Ах =  f  (χ) Ах.

Наконец, в примере 3) из элементарного слоя AV выделяется его главная 
часть в виде входящего кругового цилиндра, с объемом

тгу2Ах =  π [ /  (х)]2 Ах.

Во всех трех случаях нетрудно показать, что погрешность от такой 
замены будет бесконечно малой высшего порядка, чем Ах. Именно *, в слу
чае 1) она будет меньше I(Ml =  Ay— dy, в случае 2) — меньше АхАу, 
а в случае 3) — меньше π (2у -|- Ау) Ах Ау.

Лишь только это сделано, можно уже утверждать, что искомая
величина Q т о ч н о  выражается интегралом

ь
Q = ^ q ( x )  dx. (2 )

а

Для пояснения этого разложим промежуток [a, b] точками
х ь Хъ,. . .  , х п_ъ на элементарные промежутки ‘

[a, JJj], [Х], х^], ■ ■., [·£,·, ·£Ι+ι]>. . .»  [Хп-u b\.

Так как каждому промежутку [χ,·, χ ι+λ\ или [jc,·, x iy -j-Aj:,·]
отвечает элементарная часть нашей величины, приближенно равная 
q^x-^Axi,  то вся искомая величина Q приближенно выразится суммой

Q — Σι Я (■*«) Δ*;·
i

Степень точности полученного значения будет тем выше, чем мельче 
частичные промежутки, так что Q, очевидно, будет пределом упомя
нутой суммы, т. е. действительно выразится определенным инте- 

ь х
гралом § q (x) dx. 

т
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* При предположениях, сделанных в сноске на предыдущей странице.
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Это в полной мере относится ко всем трем рассмотренным примерам. 
Если выше мы получили формулы для величин S, P, V несколько иначе, 
то это потому, что задача наша состояла не только в в ы ч и с л е н и и  их, 
но и в доказательстве их с у щ е с т в о в а н и я  — в согласии с ранее данными 
определениями.

Таким образом,' все дело свйдится к установлению приближен
ного равенства ( 1), из которого непосредственно получается окон
чательный результат (2 ).

Обыкновенно, впрочем, вместо Дд: и Δζ) пишут d x  и dQ, а ра
венство (1) для «элемента» dQ величины Q записывают в форме

dQ =  q (x )d x .  (3)

■Затем «суммируют» эти «элементы» (на самом деле беря интеграл!), 
что и приводит к формуле (2) для всей величины Q.

Мы подчеркиваем, что пользование здесь и н т е г р а л о м ,  вместо 
обыкновенной с у м м ы ,  весьма существенно. Сумма давала бы лишь 
приближенное выражение для Q, ибо на ней отразились бы погреш
ности отдельных равенств типа (3); предельный же переход, с по
мощью которого из суммы получается интеграл, уничтожает погреш
ность и приводит к совершенно точному результату. Итак, сначала 
в интересах простоты, в выражении элемента dQ  отбрасываются 
бесконечно малые высших порядков и выделяется главная часть, 
а затем, в интересах точности, суммирование заменяется интегриро
ванием, и п р о с т о  получаемый результат оказывается т о ч н ы м .

Впрочем можно было бы подойти к вопросу и с иной точки зре
ния. Обозначим через Q (x ) переменную часть величины Q, отвечаю
щую промежутку [a, jc], причем Q(a), естественно, полагаем равным 0 . 
Ясно, каким образом рассмотренная выше «функция промежутка» 
Q([a, β]) выражается через эту «функцию точки» Q (x)

Q([a, p ] ) = Q ( j3 ) - Q ( a ) .

В наших примерах функциями точки являются: 1) переменная дуга AM,
2) площадь переменной трапеции АА'М'М и, наконец, 3) объем тела, полу
ченного от «вращения именно этой трапеции.

Величина AQ есть попросту приращение функции Q(jc), а произ
ведение q (jc) Ах, представляющее собой его г л а в н у ю  ч а с т ь ,  есть 
не что иное, как дифференциал этой функции [103, 104]. Таким 
образом, равенство (3), написанное в дифференциальных обозначе
ниях, на деле является не приближенным, а т о ч н ы м ,  если только 
под dQ разуметь именно dQ(x).  Отсюда также сразу получается 
требуемый результат: 

ь
\ q  ( x ) d x =  Q(b) —  Q ( a ) =  Q([a, b ] )= Q .
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Отметим все же, что в приложениях более удобной и плодо
творной является и д е я  с у м м и р о в а н и я  б е с к о н е ч н о  м а л ы х
э л е м е н т о в .

349. Н ахож дени е стати ч еск и х  м ом ентов и ц е н т р а  т я ж е с т и  кривой.
Как известно, статический момент М материальной точки массы т. относи
тельно некоторой оси равен произведению массы т на расстояние d точки 
от оси. В случае с и с т е м ы  η материальных точек с массами ти т2........тп,
лежащих в одной плоскости с осью, 

dt
соответственно, на расстояниях 

... , dn от оси, статический 
момент выразится с у м м о й

При этом расстояния точек, ле
жащих по одну сторону от оси, бе
рутся со знаком плюс, а расстояния 
точек по другую сторону — со знаком 
минус.

Если же массы не сосредоточены 
в отдельных точках, но расположены 
сплошным образом, заполняя линию 
или плоскую фигуру, то тогда для вы
ражения статического момента вместо 
суммы потребуется-и н т е г р а л.

Остановимся на определении ста
тического момента Λ1 относительно 

оси х  масс, расположенных вдоль некоторой плоской кривой АВ (рис. 38). 
При этом мы предположим кривую однородной, так что ее л и н е й н а я  
п л о т н о с т ь  р (т. е. масса, приходящаяся на единицу длины) будет постоян
ной; для простоты допустим даже, что p =  1 (в противном Случае придется 
полученный результат лишь умножить на р)/Прд этих предположениях масса 
любой дуги нашей кривой измеряется npocYn* ее длиной, и понятие стати
ческого момента приобретает чисто геометрический характер. Заметим вообще, 
что когда говорят о статическом моменте (или центре тяжести) кривой—без 
упоминания о распределении вдоль по ней масс,— то всегда имеют в виду 
статический момент (центр тяжести), определенный именно при указанных 
предположениях.

Выделим теперь какой-нибудь э л е м е н т  ds кривой (масса которого 
также выражается числом ds). Приняв этот элемент приближенно за мате
риальную точку, лежащую на расстоянии у  от оси, для его статического 
момента получим выражение

dMx = y  ds.
Суммируя эти элементарные статические моменты, причем за независимую 
переменную возьмем дугу s, отсчитываемую от то,чки А, мы получим

о

Аналогично выражается и момент относительно оси у

(<>

\ Му =   ̂x  ds.
о

(5)
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Конечно, здесь предполагается, что у  (или χ) выражено через s. Практи
чески в этих формулах s выражают через ту переменную· (t , х  или Θ), кото
рая играет роль независимой в аналитическом представлении кривой.

Статические моменты Мх и Му кривой позволяют легко установить 
положение ее центра тяжести С (-, η). Точка С обладает тем свойством, 
что если в ней сосредоточить всю «массу» S кривой (выражаемую тем же 
числом, что и длина), то момент этой массы Относительно л ю б о й  оси сов
падает с моментом кривой относительно этой оси; в частности, если рас
смотреть моменты кривой относительно осей координат, то найдем

Si =  Му ϋ л ds, $>, =  Λ !,=  J I'rfj,

откуда

,  М , 1 1 ' Мх I (· .

/ - З Г . И " * '  4 = S  У '* * · (S)

Из формулы для ординаты η центра тяжести мы получаем замечательное 
геометрическое следствие. В самом деле, имеем ‘

S s
η δ =  jj yds,  откуда 2mjs =  2π  ̂у ds;

о о
но правая часть этого равенства есть площадь Р  поверхности, полученной
от вращения кривой АВ [см. 344, 20)], в левой же части равенства 2πη обо
значает длйну окружности, описанной центром тяжести кривой при вращении 
ее около оси x, a S есть длина нашей кривой. Таким образом, приходим 
к следующей теореме Гу л ь д и н а  (P. Guldin):

Величина поверхности, полученной от вращения кривой около некото
рой не пересекающей ее оси, равна длине дуги этой кривой, умноженной 
на длину окружности, описанной центром тяжести С кривой (рис. 38)

Р  =  S · 2πη.

Эта теорема позврляет установить координату η .центра тяжести кривой, 
если известны ее длина S и площадь Р описанной ею поверхности вращения.

X* v*350. Примеры. 1) Найти статический момент обвода эллипса
относительно оси х  (предполагая а >  V).

Для верхнего (или нижнего) полуэллипса этот момент только отсут
ствием множитела 2π отличается от величины соответствующей поверхности 
вращения. Поэтому [см. 345, 7)]

М : =  2ь[ь  -  -ϊ· arcsin ε | .

2l Если рассматриваемая дуга с и м м е т р и ч н а  относительно некото
рой прямой, то центр тяжести дуги необходимо лежит на этой прямой.

Для доказательства примем ось симметрии за ось у, а точку ее пере
сечения с кривой — за начальную точку для отсчета дуг. Тогда функция 
x = i ( s )  окажется н е ч е т н о й  функцией от s и, если на этот раз длину 
■сей кривой обозначить через 2S, будем иметь [см. 314, 9)]

s
Му —- { a: cis =  0 ,

- S
•D 1JU ■ ; =  0.
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3) Пользуясь теоремой Г у л ь д и н а ,  определить положение центра
тяжести дуги Т в  (рис. 39) круга радиуса г.

Так как эта дуга симметрична относительно радиуса ОМ, проходящего 
через ее середину” М, то ее центр тяжести G лежит на этом радиусе, и для 
полного определения положения центра тяжести необходимо лишь найти его 
расстояние η от центра О. Выбираем оси, как указано на рисунке, и обо
значим длину дуги через s, а ее хорды АВ (=  А'В')— через d.
От вращения рассматриваемой дуги вокруг оси х  получается шаровой
пояс, площадь поверхности Р которого, как мы знаем [345, 1)], равна 2nrd.

По теореме Г у л ь д и н а  та же
поверхность равна 2tu)s, так что

ж rd
SY]— ·r d  и 1 =  — .

В частности, для п о л у 
о к р у ж н о с т и  d^=2r, s «= πΓ и

η =  — г — 0,637г.тс
4) Определить центр тяжести 

ветви ц и к л о и д ы  
x  =  a(t — sini), у ж а ( \ — cosi) 

РК . ЗА (0 £ « ^ 2π).

Если принять в расчет симметрию, то сразу ясно, что 1 =  πα. Учиты-
4

вая же результаты примера 4) n' 345, легко получить затем η =  -^α.
5) В тех случаях, когда наперед ясно положение центра тяжести, тео

ремой Г у л ь д и н а  можно воспользоваться для определения площади

поверхности вращения. Пусть, например, требуется определить величину 
поверхности кольца ( тор  а), т. е. тела, образованного вращением круга 
около оси, не пересекающей ею (рис. 40). Так как очевидно, что центр 
тяжести окружности совпадает с ее центром, то (при обозначениях рисунка) 
имеем

Р *= 2πΓ · 2nd — 4n2rd.
351. Нахождение статических моментов и центра тяжести плоской 

фигуры. Рассмотрим плоскую фигуру АА'В'В (рис. 41), ограниченную 
сверху кривой АВ, когорая задана явным уравнением y = f ( x ) .  Предполо
жим, что вдоль по этой фигуре равномерно распределены массы, так что 
п о в е р х н о с т н а я  п л о т н о с т ь  их f (г. ε. масса, приходящаяся на еди
ницу площади) постоянна. Без существенною умаления общности можно
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тогда принять, что р = 1 ,  т. е., что м а с с а  любой части нашей фИ1уры 
измеряется ее п л о щ а д ь ю .  Это всегда и подразумевается, если говорят 
просто о статических моментах (или о центре тяжести) плоской фигуры.

Желая определить статические моменты Мх, Му этой фигуры относи
тельно осей координат, мы выделим, как обычно, какой-нибудь элемент нашей 
фигуры в виде бесконечно узкой вертикальной полоски (см. рисунок). При
няв эту полоску приближенно за прямоугольник, мы видим, что масса ее 
(выражаемая тем же числом, что и площадь) будет у dx. Для определения 
соответствующих элементарных моментов dMx, dMy предположим всю массу

¥
Ряс. 41.

*
полоски сосредоточенной в ее центре тяжести (т. е. в центре прямоуголь
ника), что, как известно, не изменяет величины статических моментов. Полу-

Iченная материальная точка отстоит от оси х  на расстоянии -у у, от оси у — 

на расстоянии +  последнее выражение можно заменить про

сто через х, ибо отброшенная величина у  dx, умноженная на массу у dx, 
дала бы бесконечно малую высшего порядка. Итак, имеем

dMx =  i ·  у2 dx, dMy =  xydx,- 

Просуммировав эти элементарные моменты, придем к результатам

»
Л1У=  I ху dx, (7)

*

прячем под у разумеется, конечно, функция f(x) ,  фигурирующая в уравне
на кривой АВ.

Как в случае кривой, по этим статическим моментам рассматриваемой 
агуры относительно осей координат легко определить теперь и координаты 5, центра тяжести фигуры. Если через Р обозначить площадь (а следова- льнэ, и массу) фигуры, то по основному свойству центра тяжестй

ft ь
Pj =  Mye  ^ jcytfjc, Р ц = М ж = И y ‘ d x ,

«.-и У1 dx,
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откуда
» ь

е Му t Г . М х I I* . .
t =  - p = p -  ] хУах> Ί =  ~ρ = 2р  j y ' 'dx. (Ч)

а а
И в данном случае мы получаем важное геометрическое следствие из 

формулы для ординаты η центра тяжести. В самом деле, из этой формулы 
имёем h

2πηΡ =  π  ̂у2 dx. 
а

Правая часть этого равенства выражает объем V тела, полученного от 
вращения плоской фигуры АА'В'В около оси х  [342 (16).], левая же часть 
выражает произведение площади этой фигур»-Р-на-Зпи)— длину окружности, 
описанной центром тяжести фигуры. Отсюда вторая теорема Гу л ь д и н а :

Объем тела вращения плоской фигуры около не пересекающей ее оси 
равен произведению площадй этой фигуры на длину окружности, опи
санной центром тяжести фигуры:

V =  Р  · 2πη.
Заметим, что формулы (7), (8) распространяются на случай фигуры, 

ограниченной кривыми и снизу и сверху (рис. 19). Например, для этого 
случая

6 ь
Мх =  f  (yi — Уд dx, Му =  ^ л: (у, — y j  dx\ (7a)

a  a

отсюда ясно уже, как преобразуются формулы (8). Если вспомнить фор
мулу (8) п° 338, то легко усмотреть, что теорема Г у л ь д и н а  справедлива 
также и для этого случая.

352. Примеры. 1) Найти статические моменты Мх, Му и координаты 
центра тяжести фигуры, ограниченной п а р а б о л о й  у2 =  2рх, осью х  и 
ординатой, соответствующей абсциссе х.

Так как у =  У~2рх, то по формулам (7)
Я

Мх =  у  · 2p ^ x  dx =  у  рх'\
I)

* Я 4
М„=» V  2р f  x 2 dx =  ‘Ί , ^ ’ λ: 2 .

о
С другой стороны, площадь [338, (7)]

Ρ = γ 2 ρ  I  x 2* dx =  H - ~ ? χ 1 ,

В таком случае по формулам (8)

с 3 3 -./Ό— 3ξ =  g χ , η =  -- у  2px =  j  у.



Пользуясь значениями ζ и η, легко найти— по теореме Г у л ь д и п а  — 
объем тела вращения рассматриваемой фигуры вокруг осей координат или 

' вокруг конечной ординаты. Например, если остановиться на последнем слу-
2чае, так как расстояние центра тяжести от оси вращения есть -т-х, то иско-
О

мый объем будет
8
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15' '■•V
х  у2) Найти центр тяжести первого квадранта э л л и п с а  — — ^, =  1,

воспользовавшись результатами 339, 2) и 343,· 2).
п г 4а 46По теореме Г у л ь д и п а  =

3) Если фигура имеет ось симметрии, то центр тяжести фигуры необ
ходимо лежит на этой оси.

Докажем это для случая фигуры, ограниченной снизу и сверху кривыми 
y i = f i ( x )  и у 2=/а(х).  Если взять ось симметрии за ось у, то обе функ
ции _у, и у 2 окажутся ч е т н ы м и ;  промежуток же изменения х  в этом 
случае будет иметь вид [— а, в]. Тогда, по второй из формул (7а) [см. 314, 9)] 

а
Му =  j  jc(_v, —y t) dx — 0, вместе с чем и 1 =  0.

—а ‘
4) Найти центр тяжести фигуры, ограниченной ветвью ц и к л о и д ы  

x  — a ( t— sini), у =  а(  1 — cosi) и осью х.
Воспользовавшись 339, 9) и 343, 4), по теореме Г у л ь д и н а  легко уста-

5 ,-, ,новить: m =  - -а .  По симметрии ξ=.πα. f>
5) То же для фигуры, ограниченной двумя п а р а б о л а м и  у 2 =  2рх и 

х : =  2ру (см. рис. 24).
Вспоминая пример 5), 339, по формуле (7а) находим

2р § „·
f 1 i' 1тГЪ— A‘*N / 5  9

\ 1 ί j ' ~ ~ τι/*'
ο Ί ρ·

6) Подобно первой теореме Г у л ь д и н а  [ср. 350, 5)] и вторая теорема 
также может быть использована в том случае, когда положение центра тяжести 
ясно, для определения объема соответствующего тела вращения. Например, 
д и  т о р а  (рис. 40) получается объем V— 2n2r2d.

353. Механическая работа. Из элементарной механики читателю известно, 
что если сила, приложенная к движущейся точке М, сохраняет постоянную 
величину F и постоянный угол с направлением перемещения точки, то 
работа А этой силы на перемещении s точки выразится произведением 
Fam'F, s) · s, где (F, s) обозначает угол между направлениями силы и пере- 
шеищення точки. Произведение Fs =  F cos (F, s), очевидно, представляет собой 
*«> шню силы F на перемещение s; вводя эту проекцию, можно выражение 
лае работы представить в виде А =  Fss. Если направление силы совпадает 
ί направлением перемещения точки, то А =  Fs; в случае же, когда оба 
яг»рэб^ения прямо противоположны, Л * - — Fs.

Соебще говоря, однако) и величина силы F и угол (F, s) ее с направле
н и и  а-ремещения могут не оставаться постоянными. При непрерывном 
(ГшпЕ-nttn хоть одной из этих величин для выражения величины работы 
■цяхажкся прибегнуть снова к определенному интегралу. \
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Пусть путь s, проходимый точкой, будет независимой переменной: при 
этом предположим, что начальному положению А нашей точки М соответ
ствует значение s =  s0, а конечному В — значение s =  S (рис. 42). Каждому 
значению s в промежутке (s0, S) отвечает определенное положение движу
щейся точки, а также определенные значения величин F и cos (F, s), которые, 
таким образом, можно рассматривать как функции от s. Взяв точку М в каком- 
нибудь ее положении, определяемом значением s пути, найдем теперь при
ближенное выражение для элемента работы, соответствующего приращению ds 
пути, от s до s-{-ds, при котором точка М перейдет в близкое положение M'

(см. рисунок). В положении М на точку 
действует определенная сила F под опре
деленным углом (F, s); так как изменение 
этих величин при переходе точки из М 
в M' — при малом ds— также мало, пре
небрежем этим изменением и, считая вели- 
чдщ^силы F и угол (F, з)7ТтриближЕПГно 
постоянными, найдем для элемента работы 
на перемещении ds выражение

dA =  F cos (F, s)-ds,
так что вся работа А представится инте
гралом S

А —  ̂F cos (F, s) · ds. (9)
So

Из этого общего выражения для рабо
теты силы F ясно, что при (F, s) *  t)- работа
•

обращается в нуль; действительно, при 
этом cos (F, s) =  0 , так что подинтегральная 

функция оказывается нулем. Таким образом, сила, перпендикулярная к на
правлению перемещения, механической работы не производит.

Если действующую на точку силу F разложить (по правилу параллело
грамма) на две составляющие — по касательной к пути, т. е. по направлению 
перемещения, и по нормали к нему, то, согласно сказанному, работу будет 
производить лишь касательная составляющая Fs =  F cos (F, s):

s

A =  5 Fsdsl (9a)
So

t
Положим теперь, что F есть равнодействующая всех приложенных к точке 

сил; тогда, по закону движения Н ь ю т о н а ,  касательная составляющая Ft 
равна произведению массы т точки на ее ускорение а, и выражение для 
работы А можно написать в виде

х

А = \ т а  ds.
\  ‘о

Вспомним теперь, что
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в гаком случае

=  J m * «*· 5  I т/а 1=  mV1 — -у mvi,
S q £  έ

где через ν0 и V обозначены величины скорости, соответственно, в конеч
ной и начальной точках пути.

Как известно, -j- tnv8 есть ж и в а я  с и л а  или к и н е т и ч е с к а я
э н е р г и я  точки; таким образом, мы пришли к важному предложению^ 
механическая работа А, произведенная силой, под действием которой 
происходило движение точки, равна приращению кинетической энергии 
точки. (Разумеется, работа А и прира
щение кинетической энергии могут одно- 
временно оказаться и отрицательными). 9§Я К вП К ^В  
Этот принцип, который можно распро- Щ ^
странить и на системы материальных ______  . , г , ^  —
точек, и на сплошные тела, играет в ме- ^  ^
ханике и физике очень важную роль. %. ·
Его называют «законом живой силы».

354.' 'П ри м еры . 1) Применим в ви- Рис· 43.
де примера формулу (9) к вычислению 
работы растяжения (или сжатия) пру
жины с укрепленным одним концом (рис. 43); с этим приходится иметь 
дело, например, при расчете буферов у железнодорожных вагонов.

Известно, что растяжение s пружины (ерли только пружина не перегру
жена) создает натяжение р, по величине пропорциональное растяжению, так 
что p= cs,  где с — некоторая постоянная, зависящая от упругих свойств 
пружины («жесткость» пружины). Сила, растягивающая пружину, должна 
преодолевать это натяжение. Е с л и  у ч и т ы в а т ь  т о л ь к о  ту ч а с т ь  
д е й с т в у ю щ е й  с илы,  к о т о р а я  на  э т о  з а т р а ч и в а е т с я ,  то ее 
работа при возрастании растяжения от 0 до S выразится так:

i S
А _  I* . 1* . *' I* eS3

Обозначив через Р  наибольшую величину натяжения (или преодолеваю
щей ее силы), соответствующую растяжению S пружины (и равную cS), мы 
можем представить выражение для работы в виде

A = j P S .

Если бы к свободному концу пружины сразу была приложена сила Р 
(например, подвешен груз), то на перемещении S ею была' бы произведена 
вдвое большая работа PS. Как видим, лишь половина ее затрачивается на 
растяжение пружины; другая половина пойдет на сообщение пружине с гру
зом кинетической энергии.

2) Пусть некоторое количество газа (пара) содержится в цилиндре (рис. 44) 
п d одну сторону поршня, и предположим, что газ этот расширился и пере
двинул поршень направо. Поставим себе задачей определить работу, произ
веденную при этом газом. Если начальное и конечное расстояния поршня 
ci левого дна цилиндра обозначить через s1 и s2, давление (на единицу пло
щади поршня) — через р, а площадь поршня — через Q, то вся сила,
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действующая на поршень, будет pQ, и работа, как мы знаем, выразится инте
гралом

·«
A =  Q § pds.

Обозначая через V объем рассматриваемой массы газа, очевидно, будем 
иметь V=Qs.  Нетрудно теперь перейти от переменной s к новой перемен

ной V; мы получим
Г,

A = \ p d V ,
v,

(10)

Рис. 44.

где Vi и V2 означают начальное 
и конечное значения объема V.

Если бы нам известно было 
давление р  как функция от 
объема V, то этим определилась 

бы работа А. Предположим сначала, что при расширении газа температура 
его остается^ постоянной, так что необходимая для его расширения энергия 
в виде тепла притекает извне; в этом случае процесс называют и з о т е р м и 
ч е с к и м .  Считая газ «идеальным», по закону Б о й л я  — М а р и о т т а  будем

£
иметь: /»K =c =  const, так что р =  и для работы получаем значение 

Vt
A =  ^ d V = ,= cln V

Vi

v* , ^2 = : С In γ / .
Vi V,

Если обозначить через р, и р2 давления в начале и в конце процесса,у  ц
то plVl =  p2V2 и — . Поэтому работу расширения, связанного с пере- 

у 1 Р 2
ходом от давления рх к давлению ρ2<ρι,  можно представить в виде

А = с  !п —.
Рг

Наконец, вместо с в эти формулы можно подставить произведение PiVt. 
Часто бывает, однако, естественнее предположить, что во время расши

рения не происходит теплового обмена между газом и окружающей средой, 
и на производство работы затрачивается энергия самого газа, температура 
которого при этом понижается; такой процесс называется а д и а б а т и ч е 
с ким.  В этом случае зависимость между давлением р и объемом V рас
сматриваемой массы газа имеет вид

pVk — с — const

[эта зависимость будет выведена ниже, 361, 3)], где k есть характерная для 
каждого газа (пара) постоянная, всегда большая единицы. Отсюда p =  oV~k и
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Этот результат можно представить в более удобной форме, если вспо
мнить, что cV^~k =  pu cV ^k = р 2; подставляя, придем к следующему выра
жению для работы:

я  PiVi —Р?Уг
п ~  k — 1 ·

Мы лишь для простоты рассуждения и наглядности предположили рас
ширяющийся газ заключенным в цилиндр. Основная формула (10), равно как 
и полученные из нее частные формулы, сохраняют силу независимо от формы, 
которую имеет в каждый данный момент рассматриваемая масса газа. Разу
меется, те же формулы выражают и работу с ж а т и я  газа от объема V3 
до объема Vj <  V, (сопровождаемого повышением давления от р2 до рг > р 2), 
т. е. работу внешней силы, заставляющей газ сжиматься; работа самого газа 
в этом случае отрицательна!

355. Работа силы трения в плоской пяте. П я т о й  вообще называют 
опорную часть вертикального вращающегося вала; неподвижная опора, в кото
рой вращается пята, называется п о д п я т н и к о м .  В настоящем п° мы рас
смотрим вопрос о мощности, затрачиваемой на преодоление трения в пятах, 
ограничиваясь простейшим случаем— п л о с к о й  пя т ы.

Плоская пята представляет собой цилиндрическое тело, которое на под
пятник опирается своим плоским основанием (рис. 45). Это основание имеет, 
вообще, форму кругового кольца, с внешним радиусом Л и внутренним 
радиусом г0; в частном случае, при г0-=- 0 , мы получаем сплошное круговое 
основание.

Обозначим через Р полное давление, передаваемое пятой, через ω (1/сек.) — 
угловую скорость вращения вала, через μ — коэффициент трения, наконец, 
через р — давление на единицу площади пяты в рассматриваемой ее точке. 
Не касаясь пока вопроса о р а с п р е д е л е н и и  давления, отметим лишь 
одно очевидное обстоятельство: точки пяты, равноудаленные от ее центра О, 
находятся в одинаковых условиях, и в них давление должно быть одинаково. 
Таким образом, р вообще можно считать функцией от радиуса-вектора г. 
Ниже будут указаны допущения, которые обычно делаются относительно 
этой функции: но одному условию она должна удовлетворять во всяком слу
чае, именно полное давление на пяту должно уравновешиваться давле
нием Р со стороны вала.

Для того чтобы вычислить это полное давление, прибегнем снова к методу 
суммирования бесконечно малых элементов по схеме п° 348, причем за неза
висимую переменную примем радиус г, изменяющийся от г0 до Д. Разбивая 
этот промежуток на части, мы в то же время можем разложить все кольцо 
на элементарные концентрические кольца, так что все давление Р сложится 
из элементарных давлений, соответствующих отдельным кольцам. Рассмотрим 
теперь кольцо, ограниченное окружностями радиусов г и г -\- dr (на рис. 45,6 
оно заштриховано). Площадь этого кольца есть π (г dr)s — π/·2 =  2яг dr -f- 
—f- π (ifr)2; отбрасывая бесконечно малую второго порядка π (dr)2, можно 
принять эту площадь приближенно равной 2nr dr. Если р есть давление (на 
единицу площади) в точке, отстоящей от центра на расстояние г, то рас
сматриваемому кольцу отвечает элементарное давление

dP = /> · 2пг dr, 
так что, суммируя, получаем равенство

R
Р =  2π  ̂pr dr.

Го
Онп, ппнтсряем, и выражает тот факт, что суммарное 
генное по пяте, равна давлению со стороны вала.

(И)

давление, распреде-
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Определим теперь момент М силы трения во вращающейся пяте отно
сительно оси вращения. Рассмотрим снова элементарное кольцо, о котором 
шла речь выше; развивающаяся в нем сила трения, противодействующая 
вращению, будет

μάΡ =  2πμρΓ dr,

так что соответствующий ей элементарный момент dM выразится произве
дением из этой силы на плечо г (об
щее для всех точек кольца)

dM »  Ъург* dr.
Отсюда полный момент трения будет 

R
Λί =  2κμ \pr*dr. (12) 

Ό
Как известно из механики, рабо

та А, производимая таким постоян
ным вращательным моментом М 
в одну секунду, получается умноже
нием момента Λί на угловую ско
рость ω (1/сек.) вращения

А =  М».
Для того чтобы довести до конца 

вычисление работы А , теперь нужно 
сделать те или иные допущения от
носительно закона распределения р 
на поверхности пяты.

Самым простым является пред
положение, что давление распреде
ляется равномерно, т. е. что р =  
=  с =  const. Величина этой постоян
ной определяется из условия (11). 
Впрочем, в этом случае непосред
ственно ясно, что если давление Р 

по площади кольца π (R2 — г§), то на единицу

Рис. 45.

равномерно распределяется
г

площади придется давление ρ =  β =  _r sy·
Подставляя это значение вместо р в (12), найдем далее

М ·ί # - φ  ?  ^  *  - . 4 ^ 5 - 3
Го

В частности, для сплошной пяты будем иметь: ΛΙ =  -^-μΡΡ.
Однако эти результаты прилагают лишь к новым, не обтершимся еще 

пятам. Дело в том, что при вращении вала точки пяты, дальше отстоящие 
от центра О, движутся с большей скоростью, в них работа трения больше и, 
соответственно, больше и изнашивание как пяты, так и подпятника; благо
даря этому часть давления перелагается на более близкие к центру части 
пяты. Для старых приработавшихся пят обычно допускается, что давление 
на них распределяется так, что работа трения (на единицу площади), а с нею 
и изнашивание, всюду сохраняют постоянную величину. Разделив элементарную



работу d A ^ u d M  на площадь 2 nr dr элементарного кольца, запишем 
наше допущение в виде

ωμρΓ =  const, откуда и рг =  с =  const;

итак, мы предполагаем, что р  изменяется обратно пропорционально расстоя
нию г от центра. Подставляя с вместо рг в условие (11), найдем величину 
этой постоянной
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Р =  2пс ^ dr =  2nc(R— г„), откуда с -

Наконец, заменив и в (12) рг полученным выражением, придем к такому 
результату:

R
М<

Для сплошной же пяты Λί =  -^-μΡ/?.
Легко видеть, что потеря мощности на трение в случае приработавшихся 

пят меньше, чем в случае новых пят.

356. Зад ач и  на сум м ировани е бескон ечн о м алы х эл ем ен тов . Приве
дем еще ряд задач, решаемых методом суммирования бесконечно малых 
элементов.

1) Найти формулу для выражения статического момента М тела (V) 
относительно данной плоскости, если известны площади поперечных сечений 
тела параллельно этой плоскости в̂ функции расстояния х  от нее). Плот
ность предполагается равной единице.

При обозначениях п° 342, масса (объем) элементарного слоя тела на рас
стоянии х  от плоскости есть Р (x) dx, его статический момент dM =  хР  (.v) dx, 
так что, суммируя, получим

ь
M =  § x  Р (x) dx.

а

Расстояние i центра тяжести тела от данной плоскости выразится так:

М

6
5 х Р  (x) dx

I-

i -

В частности, для тела вращения
»

с

\ ? Л Х
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Если применить этот результат (а) к круговому конусу и (б) к полу
сфере, то найдем, что расстояние центра тяжести от основания составит

1 3(а) — высоты, (б) -5- радиуса.Ч С
2) Найти формулу для выражения статистического момента М п о

в е р х н о с т и  в р а щ е н и я  относительно плоскости, перпендикулярной к оси 
вращения. «Поверхностная плотность» предполагается равной единице.

Примем ось вращения за ось х, а за начало координат возьмем точку 
пересечения ее с упомянутой плоскостью. При обозначениях п° 344 масса 

(площадь) элементарного кольцевого слоя на расстоянии s от начала дуги 
есть 2ity da, его статический момент dM =  2nxy ds и, окончательно,

s  s
Μ =  2π ij ху ds =  2π  ̂ Ф (s) T (s) ds. 

ΰ u
В частности, если вращающаяся кривая задана явным уравнением у  =  

=  f (x ) (a  x  i i  b),b b
M·· :2π \  x y ] / l  + y 'J d x = 2 n   ̂ x - f ( x ) Y \ - \ - \ f ' (x)Y dx.

Расстояние £ центра

Μ

тяжести
sf*
\ xy ds

поверхности 
b 
i

от данной плоскости будет

\  ху У I  ·+ y ’J  dx

v ds
Ь

последнюю формулу к поверхности (а) кругового конуса, 

Ответ. Расстояние центра тяжести от основания равно (а) -ί- высоты,

Применить 
(б) полусферы.

(б) γ  радиуса.
3) Определить статические моменты Муг, М^х, Мху относительно ко

ординатных плоскостей для ц и л и н д р и ч е с к о й  п о в е р х н о с т и  [346, 
рис. 35] и положение ее центра тяжести. Применить полученные формулы 
к боковой поверхности цилиндрического отрезка [343, 8)].

Ответ. Общие формулы
5 s
(’ ГМуг =  \ xz dst Λί,Λ =  \ yz ds, Мху
о b

Ι - * .  ν  "■

J
r* ds,

D '
r  M x y  

P ’

где P — площадь поверхности. В предложенном примере: ξ =  0, η =  -  α,

' — JL h
8

4) М о м е н т о м  и н е р ц и и  (или к в а д р а т и ч н ы м  моментом) 
материальной точки массы т относительно некоторой оси (или плоскости) 
называется произведение массы т на к в а д р а т  расстояния d от точки до 
оси (до плоскости). Исходя из этого, предполагается найти выражение
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для момента инерции /у относительно оси у  плоской фигуры AlB lB3Ai 
(рис. 46), в предположении, что «поверхностная плотность» распределения 
масс есть единица.

Имеем
ь

dly =  х ш (у3 — Уд dx, 1у - = \ х 2 (У i — Ух) dx.а
Например, для случаев, изображенных на рис. 47, получим:,

i' bh3
(а) у  г —ух =  6, ly — b 1 x 2 dx =  bc2h +  - j y ,

(6) З’г — Λ  = 2 / г *  — (* — с)2,

* 2  V л:3 г-4 — (λ: — с)2 dx =■ лг2с2 4* —f  >
Jс — г

πΓв частности, при с = 0  будет 1у =  —— ,
5) Определить момент инерции т е л а  (V), рассмотренного в задаче 1), 

относительно упомянутой там п л о с к о с т и .  Применить полученную фор
мулу к вычислению момента инерции (а) 
кругового конуса, (б) полусферы — 
относительно плоскости основания.

Ответ. I =  ^л:2Р  (лг) dx; в частно-
а

сти, (a) I =  - ~ R 2h \ ( б) /  = 15

6) Давление жидкости на какую- 
нибудь площадку, расположенную на 
глубине h (м) под ее поверхностью, 
равно весу цилиндрического столба 
жидкости высоты Л, имеющего эту 
площадку своим основанием. Таким 
образом, давление (в кЦм“) на глуби
не h (м), приходящееся на единицу 
площади, равно Λγ, если γ означает’ 
удельный вес жидкости (кГ/м3).

Предположим, что в жидкость вертикально погружена плоская фигура 
AiBlBiAi (рис. 46) *.

Найти полное гидростатическое давление W на эту фигуру и его мо
мент М (относительно свободной поверхности жидкости).

Рис. 46.

* Мы берем ось у  лежащей на свободной поверхности жидкости.
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Элементарная площадка dP =  (ys — y i ) dx  испытывает давление 
dW =  -{X (Vs— y j d x ,  

момент которого относительно оси у  равен
dM =  γ-ν2 (_уа — у dx.

Отсюда
ь ь

ΐν =  γ^Λ:(^2— y j d x ,  Μ =  ί ^ χ 2 (уг — y j d x .
a <i

Первый интеграл, очевидно, представляет собой с т а т и ч е с к и й  м о м е н т  
Му фигуры относительно оси у; второй же дает м о м е н т  и н е р ц и и / ,  
фигуры относительно той же оси.

Рис. 47.

Если ξ есть расстояние центра тяжести С фигуры от свободной поверх
ности, а Р — ее площадь, то можно написать, что W =  ~{Pt Центр д а в л е 
ния,  т. е. точка приложения равнодействующей всего давления, от свобод
ной поверхности отстоит на расртоянии

М
W

Приложим эти формулы к случаям, изображенным на рис. 47.
В случае а): ξ =  с, P =  bh и ίν  =  γ6Λ<\ Далее, так как в 4) мы уже

I bha h?
вычислили 1у =  bc^h +  - р - , то можем сразу написать i* =  c +  y ^ ·  в  част"
ности, если с =  Λ/2 (т. е. верхняя сторона прямоугольника лежит на уровне

1 2
- - [№ * ,  t* =  -¥ c.

κι*В случае б): ξ =  с, Р  =  лг2 и W =  "(cnr2. Здесь 1у =  яг2с2 — j -  [см.4)]. 
г-

Поэтому =
7) Если в стенке резервуара, наполненного водой, на глубине h (ж) под 

поверхностью воды имеется горизонтальная щель, то через нее вода будет
вытекать со скоростью (в j— j v = Y ^ g h s

* Эта формула, доказываемая в гидродинамике, известна под названием 
формулы Т о р и ч е л л и .  Отметим, что она имеет такой же вид, как и фор
мула для скорости, приобретаемой тяжелой материальной точкой при паде
нии с высоты h.
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Предположим теперь, что в стенке резервуара имеется прямоугольное 
отверстие (рис. 48). Требуется определить расход воды, т. е. объем воды 
Q (ж3), вытекающий в 1 сек.

Рис. 48.

Элементарной полоске ширины dx на глубине х  отвечает скорость 
v = Y 2 g x ;  так как ее площадь есть b dx, то расход воды через эту полоску 
выразится так: dQ =  У  2gx · b dx. Суммируя, найдем

л ι з а
Q =  Y ^ g  b ^ x ^  dx  =

ho
Фактический расход несколько менее вычисленного, ввиду наличия

лг- Y T g b (h 2 — Λ„2).

трения в жидкости и сжатия струи, 
учитывают с помощью некоторого эм
пирического коэффициента μ <С 1 и 
пишут формулу в виде

1 L
Q = \ v -  Y ^ b ( h 2 - h J ) .

При А0 =  0 отсюда получается фор
мула для расхода воды через прямо
угольный водослив (

а
ь '2

Влияние этих факторов обыкновенно

Q =  ̂ p Y 2 g b h \

8) Изучая магнитное поле тока,
Б и о и С а в а р  пришли к заключению, 
что сила, с которой ток действует на 
«магнитный заряд», может быть рас
сматриваема как равнодействующая сил, как бы исходящих от отдельных 
бесконечно малых «элементов тока». По установленному ими закону, эле
мент тока ds (рис. 49) действует на магнитный заряд т, помещенный 
в точке О, с силой *

«Р --
Im sin φ ds

где /  — сила тока, г — расстояние ОМ, а φ — угол (ds, г).

* Формула имеет место в таком виде лишь при надлежащем выборе 
единиц (например, если силу выражать в динах, расстояние — в см, магнит
ный .заряд и силу тока — в электромагнитных единицах).
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Сила эта направлена по перпендикуляру к плоскости, проходящей 
через О и ds, и притом— в случае, изображенном на рисунке, — в сторону 
от читателя. При желании установить действие к о н е ч н о г о  отрезка тока 
на магнитный полюс, приходится суммировать эти элементарные силы.

Для примера определим силу, с которой действует на единицу м аг
нитного заряда» прямолинейный отрезок тока ВС (рис. 50), при указанных 
на рисунке обозначениях.

Так как sin φ =  sin <  ОМА =  — , το dF можно представить в виде

a F =

г
aids aids

(α3 +  s2) 2

Элементарные силы здесь можно непосредственно складывать, ибо они все 
имеют одно и то же направление. Поэтому

J (а2 -f- s2) /2 а Y  s2 +  а2 ii а \  г„ >1 j '

§ 4. Простейшие дифференциальные уравнения

357. О сновны е п онятия . У равн ен и я  первого  п орядка. В главе VIII 
мы рассматривали задачу об определении функции у= .у (х )  по заданной 
ее производной

/ = / ( . * )  (1)
[или— что то же — по ее дифференциалу d y = f( x ) d x \  и учились произ
водить операцию и н т е г р и р о в а н и я  или к в а д р а т у р у ,  с помощью 
которой она решается,

У =  \ f ( x ) d x  +  C*. (2)
В этом о б щ е м  р е ш е н и и  фигурирует постоянная С. Как мы видели 

на примерах [263, 264], если даны н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я
У=Уа  при Х =  Х0, (3)

то этим определяется конкретное значение постоянной С =  С0. Подставив 
его в (2), мы придем к ч а с т н о м у  р е ш е н и ю  нашей задачи, т. е. 
к конкретной функции у = у ( х ) ,  которая не только имеет наперед заданную 
производную, но и удовлетворяет начальным условиям (3).

Часто, однако, приходится определять функцию у = у ( х )  из более слож
ных соотношений вида

F(x, У, У. У', ■■■) =  0,
связывающих значения независимой переменной х  с значениями как самой 
искомой функции у, так и ее производных у', у ' ,  ... Такого рода соотно
шения вообще называются д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и .

Остановимся на уравнении п е р в о г о  п о р я д к а ,  содержащем лишь 
первую производную / ,

^(х,У,У')= 0- (4)
Решением его является любая функция у = у ( х ) ,  которая удовлетворяет 

ему тождественно относительно х. Как можно показать (при известных

* В этом параграфе под символом \ f ( x ) d x  мы будем разуметь хотя 
и произвольную, но о п р е д е л е н н у ю  первообразную функцию, так что 
постоянную интегрирования мы в этот символ не включаем и будем писать 
ее отдельно.
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предположениях относительно функции F), о б щ е е  р е ш е н и е  его, подобно 
упомянутому вначале простейшему случаю [см. (2)], и здесь также содержит 
произвольную постоянную С, т. е. имеет вид

V =  <?(*, С). (5)

Иногда, впрочем, это решение получается в неявной форме

Ф (х, у, С) =  0 или ψ (х, у) =  С. (6)
Разыскание общего решения дифференциального уравнения, в той или 

иной форме, называется и н т е г р и р о в а н и е м  у р а в н е н и я .
Для примера рассмотрим такую задачу: н а й т и  к р и в ы е ,  д л я  к о т о 

р ы х  п о д н о р м а л ь  п о с т о я н н а .  Если представить себе такую кри
вую выраженной явным уравнением у = у ( х ), то вопрос сведется к разы
сканию таких функций, которые удовлетворяют условию уу' = /? , где yw=« const 
[230 (3)]. Перепишем его в виде (у2) '= 2 р ;  теперь ясно, что общим реше
нием его будет

jy2 =  2рх +  С или у = ± У 2 р х  +  С. (7)

Таким образом, поставленному требованию удовлетворяет целое семейство 
парабол, получающихся одна из другой смещением параллельно оси х.

Здесь ответ на задачу дает именно общее решение, поскольку требо
валось разыскать все" кривые, обладающие упомянутым свойством. Если бы
в задаче было дополнительно указано, что кривая должна проходить через
заданную точку {ха, у 0), то, подставив эти значения х  и у  в полученное 
уравнение (7), мы сможем определить значение С:

C0= y i — 2px0.
Полагая в (7) С =  С0, мы придем к ч а с т н о м у  р е ш е н и ю  у2 =  2рх  -f- С0, 
выражающему уже конкретную кривую.

Нужно сказать, что чаще всего бывает именно так, что задача, при
ведшая к дифференциальному уравнению, требует конкретного ч а с т н о г о  
р е ш е н и я .  Обычно последнее определяется н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и  
типа (3), выдвигаемыми самой задачей. По этим условиям, как и только что, 
прежде всего может быть установлено конкретное значение С =  С0; оно 
определится из уравнения, которое получится, если в общем решении (5) 
|или (6)] положить х  =  х 0, у = у 0. Если теперь в это общее решение под
ставить найденное решение С„ вместо С, то и придем к тому частному 
решению, которое удовлетворяет задаче.

358. У р ав н ен и я  п ервой  степ ени  отн осительн о  производной . О тде
ление п ерем ен ны х. Предположим теперь, что в уравнение (4) производ
ная у  входит в п е р в о й  с т е п е н и ,  т. е., что уравнение имеет вид

Р(х, y) + Q(x, У)У' =0,
cfyгде P, Q суть функции от х  и у. Полагая здесь у ’ — , можно предста

вить уравнение в форме

Р  (х, у) dx +  Q (х, у) dy =  0, (8)

которая часто более удобна.
Мы остановимся здесь подробнее лишь на тех простейших частных 

случаях уравнения (8), когда интегрирование его н е п о с р е д с т в е н н о  
сводится к квадратурам; рассмотрение этих случаев, таким образом, служит 
естественным дополнением главы VIII.
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Если в уравнении (8) коэффициент Р  на деле зависит только от х, а 
коэффициент Q — только от у, т. е. если уравнение имеет вид

Р (x ) dx  +  Q (у) dy =  0, (9)

то говорят, что п е р е м е н н ы е  о т д е л е н ы .  В этом случае интегриро
вание производится очень просто.

Пусть функции Р (х) и Q (^) непрерывны (в соответствующих проме
жутках). Тогда Р  (л:) dx будет дифференциалом функции Р  (*) =  ij Р  (*) dx, 
a Q (y)dy— дифференциалом функции Q (у) =  \ Q (у) dy, даже если поду 
разуметь функцию у (х), удовлетворяющую уравнению (9)*. В таком случае 
левая часть уравнения (9) представит собой дифференциал от суммы
P(x)-\-Q(y). Так как этот дифференциал, в силу уравнения (9), равен О,
то сама функция сводится к постоянной

P{x) +  Q(y)=C.  (10)

Легко видеть, что и обратно, если функция у = у ( х )  удовлетворяет (при 
любом х) этому уравнению, то удовлетворяется и уравнение (9). Равенство (10) 
дает о б щ е е  р е ш е н и е  уравнения (9).

При решении уравнения (9) иногда предпочитают члены с dx w dy 
помещать в разных частях уравнения

Q(y)dy-*=— Р (x) dx. (11)

Интегрируя каждую часть порознь и не забывая о произвольной постоян
ной, которую достаточно присоединить к одному из интегралов, придем 
к результату

\Q (y )d y  =  — \P ( x ) d x  +  C,

тождественному с полученным выше.
Предположим, что требуется удовлетворить н а ч а л ь н ы м  у с л о в и я м  

(3). Вместо того чтобы сначала находить общее решение, а затем подбирать 
постоянную С, исходя из этих условий, можно поступить проще: «просум
мировать» элементарные величины (11), справа между х 0 и л:, а слева — 
между соответствующими им значениями у0 и у. Мы получим равенство 

у х
§ Q(y)dy =  — 5 р  М  dx,
J'o ·*ο

которое и дает требуемое частное решение; самый вид его подчеркивает, 
что оно заведомо выполняется при х  =  х 0 и У = У о■ Читатель легко уяснит 
себе, что этот прием лишь формой отличается от прежнего.

П р и м е  р-1): Пусть дано уравнение

sin x  dx  -j-----^  — 0.
Vy

Интегрируем

f  sin x  dx -4- С ■= С или — cos x  +  2 V у  =  С,
J  ·> V У

откуда
(cos х  Ч- С )2 
------4----------*

■ Ввиду инвариантности формы дифференциала [106].



Таково о б щ е е  р е ш е н и е  предложенного уравнения. Если даны н а ч а л ь 
н ые  у с л о в и я ,  например з» = 1  при * =  0 , то, подставляя эти значения, 
сразу находим С =  1, что приводит к частному решению

(1 -j-cosj: ) 2 
У ““  л ■
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Как упоминалось, можно в этом случае избежать необходимости пред
варительно составлять общее решение, написав сразу

ί
d y

Vy
\  sin xd x ,  т. e. 2 { Y  у  — 1) =  cos χ  — 1,

откуда
ι / Г  1 +совл: _______ / l + c o s j f \
ГУ 2 * У [ 2 j

Часто случается, что хотя уравнение (8) и не имеет вида (9), но может 
быть преобразовано к этому виду, после чего интегрируется, как указано 
выше. Такое преобразование и носит название о т д е л е н и я  п е р е м е н -  
н ы х. Переменные легко отделяются в том случае, когда коэффициенты 
Р и Q представляют собой произведения множителей, зависящих каждый 
только от одной переменной, т. е. когда

P (х, У) =  ρ ι (-Ό P. (.V) И Q (х, у) =  Q, (x) Q„ (у).
Действительно, достаточно разделить обе части уравнения

. Pi М  Р°. (.У) dx +  Q, (x) ζ) 2 (у) dy =  0 (12)
на Рц(у) Qi(x), чтобы этим уже отделить переменные:

РЛх) , <?»0) rfv_ n 
0 Λ χ ) ά χ +  P 7 t i ) d y - ° ·

X XП р и м е р  2): у  sin -g- dx — cos -j- d_y =  0.
Уравнение имеет вид (12); отделяем переменные

. х  , sin -я-

9 хcosT
и интегрируем

χ
In у =  — 2 In cos -я- +  с.

Потенцируя, определяем отсюда у
ес 2ес

__ . х  1 -f- сое дг *со*1 *2

Полагая еще С =  2ес, приведем общее решение к виду
С

^  ”  1 +  cos χ  *

359. Задачи. Рассмотрим ряд задач из различных областей знания, 
непосредственно приводящих к дифференциальным уравнениям с отделяю
щимися переменными.



1) Найти кривые, у которых отрезок п нормали (до пересечения с осью лг) 
сохраняет постоянную величину г.

Вспоминая выражение для п [230, (4)], записываем условие, которому 
должна удовлетворять искомая функция у от х, в виде дифференциального 
уравнения

\у Y  1 + У 2\ =  г или у2(1 + У 2) =  га.
Отсюда ______

dy У  г2 — у2 у  dyу ’=-£-=■ ± - ------- —  или - - j r* d x  у γ  г* — у* —
Интегрируем:

— Y г2 — у2 =  ±  (х +  С) или (х -J- С)2 +  у2 =  г2.
Как и следовало ожидать, мы получили семейство окружностей радиуса г 

с центром на оси х.
2) Найти кривые, у которых отрезок t касательной до пересечения 

с осью х  сохраняет постоянную величину а.
В силу 230 (4), дифференциальное уравнение задачи имеет вид
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=  д.

Полагая у' =  ^ , его легко преобразовать так:

[у У  1 +
( £ П - ‘

или
, Y  а2 —у 2dx =  ±  ---------- —  dy.

У
Интегрируем:

х +  с = ± [а1п - ± ν Ζ Ξ Ζ . _ / ? = 7 ];

мы получили семейство т р а к т р и с  [ср. 331, 11)].
3) З а к о н  о х л а ж д е н и я .  Пусть охлаждающееся тело температуры Θ0 С 

окружено средой с температурой 0° С. Н ь ю т о н установил закон, по которому 
с к о р о с т ь  о х л а ж д е н и я  пропорциональна самой температуре Θ, т. е.

я — “ ·
где k — положительная постоянная. Определить закон, по которому убывает 
температура тела, начиная с момента t =* 0 .

Имеем
ы *Ί Γ =  '

откуда, интегрируя, найдем 1ηθ =  — kt -f- ln С *. Очевидно, Θ =  Пола
гая здесь < =  0, видим, что С есть не что иное, как н а ч а л ь н а я  т е м 
п е р а т у р а  θ0. Подставляя, придем к окончательной формуле

θ =  θοβ-*ί,
которая определяет температуру тела в любой момент, если только она 
была известна в начальный момент (θ0).

* Предвидя потенцирование, мы сразу берем постоянную для удобства 
в виде 111 С.
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Коэффициент к зависит от свойств тела и среды; он определяется опыт
ным путем.

4) Э к с т р а т о к и  р а з м ы к а н и я  и з а м ы к а н и я .  Если в элек
трической цепи действует постоянное напряжение V, то, обозначая через R 
сопротивление цепи и через /  — силу тока, по закону О м а  будем иметь
V ■= RI. Когда же напряжение V меняется (а также в момент размыкания 
или замыкания тока постоянного напряжения), во многих случаях имеет 
место явление самоиндукции, которое состоит в появлении дополнительной 
электродвижущей силы, пропорциональной с к о р о с т и  и з м е н е н и я  с и л ы  

4/т о к а  -г но имеющей обратный знак. Таким образом, величину этой элек-
n  t

тродвижущей силы самоиндукции можно представить так: — гДе L —(f/
«коэффициент самоиндукции» (L >  0).

Если налицо самоиндукция, то при размыкании тока его сила не сразу 
падает до нуля, а при замыкании — не сразу достигает своей нормальной 
величины. Исследуем эти явления аналитически.

Закон О м а  теперь принимает следующую форму:

V - L ddL = R I »ли (13)

(а) Пусть постоянный ток силы /0 в момент < =  0 размыкается. Так 
как тогда К = 0 , то имеем

и (аналогично 3))

dl . R d/ R
-й + Г /  =  u или — =  Γ Λ

- τ *  /=/„<? L .

Этот ток, проходящий в цепи под действием одной лишь электродви
жущей силы самоиндукции, называется э к с т р а т о к о м  р а з м ы к а н и я .  
С возрастанием t его сила быстро стремится к 0, и через короткое время 
он становится неощутимым.

(б) Если цепь в момент < =  0 з а м ы к а е т с я  в ней начинает дей
ствовать постоянное напряжение V, то из уравнения (13), снова отделяя 
переменные, получим

μ
V— % =  —  T dt’ ln(v - W )  = ---- j - t  +  lnc, V -R I= C < T ~ Lt  .

Постоянную С определим из н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  1 =  0 при t * 0 ;  
очевидно, С =  V, так что окончательно

νМы видим, что наряду с током , отвечающим закону Ома ,  одно-
* <V - ~ г ‘временно протекает в обратном направлении т о к ---- е . Это и естьR

э к с т р а т о к  з а м ы к а н и я ;  его сила также быстро убывает с возра- 
с l a i n t e M  ί .
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5) У р а в н е н и е  х и м и ч е с к о й  р е а к ц и и .  Рассмотрим химический 
процесс, состоящий в превращении взаимодействующих веществ А, В, . . .  
в вещества Μ, N, .. .  Для оценки количества вещества, участвующего 
в реакции, его выражают в грамм-молекулах или м о л я х .  Молем какого- 
нибудь вещества называется такое его весовое количество, которое выра
жается в граммах числом, равным его молекулярному весу. В моле любого 
вещества всегда содержится одно и то же количество молекул, независимо 
от вещества.

Если предположить, что во взаимодействие вступают на каждую молекулу 
одного вещества по одной молекуле другого, то на каждый моль одно! о 
придется один моль другого. По истечении времени t от начала реакции, 
от каждого из взаимодействующих веществ вступит в реакцию одно и то же 
количество х  молей. С к о р о с т ь  в о з р а с т а н и я  х  относительно вре- 

dx
мени, т. е. производная • у * ,  называется с к о р о с т ь ю  х и м и ч е с к о й  

р е а к ц и и .
Пусть в процессе участвуют д в а  вещества А и В, первоначальные 

количества которых (в молях) обозначим через а и b (при этом пусть, 
скажем, b >  а). Через промежуток времени t будем иметь количество а — х  
вещества А и количество b — х  вещества В. Естественно допустить, что 
скорость химической реакции в момент t пропорциональна п р о и з в е д е 
н и ю  реагирующих масс, т. е. произведению количеств реагентов, не под
вергшихся еще превращению. Это приводит к такому дифференциальному 
уравнению

%  =  к { а - х П Ъ - х )  или =

Интегрируя, получим

- j —  in -  —  М + С.b — a b —х '

Так как при ί =  0 мы должны иметь и х  =  0, то С »  д м  1п у ·  Под

ставляя это значение С:
/а  х\ ь 1 __ е~к ,ь~а> 1

In ------- г—  =  — k(b  — α)ί, легко находим затем x  =  ab—.-----(b— х)а

При возрастании t показательное выражение стремится к 0; через 
конечный промежуток времени оно становится настолько малым, что х  прак
тически уже не отличить от а, и реакция заканчивается.

6) М а т е м а т и ч е с к и й  м а я т н и к .  Пусть материальная точка мас
сы т подвешена на нерастяжимой нити или стержне длины I (весом кото
рых пренебрегаем) так, что может двигаться по дуге окружности (рис. 51). 
Эта система называется математическим маятником. Выведя маятник из 
положения равновесия ОА в положение ОВ (α < π /2 ) , предоставим маятник 
самому себе, не сообщая ему начальной скорости.

Маятник перейдет в симметричное положение OB', потом вернется в по
ложение ОВ и т. д. Задача состоит в установлении характера колебаний 
маятника, т. е. в выяснении зависимости между углом Θ = * < Л О М  и време
нем t. Для определенности рассмотрим движение точки М по дуге АВ,
отсчитывая пройденный путь s=»  A ti  *  /0 от точки А, а время t  —  от момента 
прохождения маятника через положение равновесия.

Разлагая силу тяжести F = m g, действующую на точку М, как ука
зано на рисунке, видим, что ее к а с а т е л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я
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Fs — — mS sin θ *, в то время как нормальная составляющая уничтожается 
сопротивлением нити или стержня. Если через ν обозначить скорость 
точки М, то ее кинетическая энергия в рассматриваемом положении будет

•j- mv% и сведется к 0 при переходе М в В. С другой стороны, работа

А ,  произведенная силой F s на пути M B  
выразится так [352 (9а)]:

s
А =  — j  mg sin Θ ds

•

(здесь S =  Ж )  или, если перейти к 
переменной Θ,

а
А =  — mgl  ̂sin Θ dft =

1

— — mgl ( cos θ — cos α).

Тогда, по закону живой силы [352], 
имеем:

j  mv'2 =  mgl (cos θ — cos α) , 

ν  == Υ  gl У 2 (cos θ — cos a) .

T da db
1ак как ι» =  ^  β  Щ· то для 0 ПРеДеления зависимости между Θ и t полу
чаем дифференциальное уравнение

=  J /  у  V  2 (cos Θ — cos а) или dt =  j /  -j-
Y  2 (cos θ — COS a) ’

где переменные уже отделены.
Интегрируя слева от 0 до t, а справа от 0 до Θ, приходим к искомой 

зависимости:

' ~ V i \
аГО

Y  2 (cos Θ — cos α) (И)

Однако, квадратура на этот раз в конечном виде не берется: как сейчас 
увидим, интеграл справа непосредственно приводится -к эллиптическому 
интегралу 1-го рода.

Переписав (14) в виде

dt

ί  j /  sm‘ - j  —  sin* ~

α
и положив sin =  k (О <  k <  1), введем новую переменную интегрирования f

* Сила направлена п р о т и в  движения!
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по формулам
П I I

sin - у  =  k · sin φ, -у  COS -j- Μ =  k · COS φ ■ rf f j  (15)

при этом изменению Θ от 0 до а отвечает изменение φ от 0 до π/2. Тогда

£  » = V j ' F {ь  k)- (16)f  * .’ V I  — * ·  sin-1 φ r  g

Так как по первой из формул (15) легко выразить <р через Θ, то зависи
мость ί от 6 можно считать установленной.

Желая выразить, наоборот, Θ через t, мы нуждаемся в о б р а щ е н и и  
эллиптического интеграла

у

j  V 1 — k2 · sin* β ■ u ' τ

Это равенство определяет и как м о н о т о н н о  в о з р а с т а ю щ у ю  не
прерывную (и даже дифференцируемую) функцию от φ в промежутке 
(— со, + о о ) ,  которая и сама при этом изменяется от — оо до - | - со· В таком 
случае [83] переменная φ оказывается однозначной функцией от и в про
межутке (— со, + о о );  ее Я к о б и  обозначил через агам*. Из (16) теперь 
ясно, что

u =  am У  γ ί  и, значит, sin sin ■ sin am 1.

Функцию sin am и («синус амплитуды» или «эллиптический синус») обычно 
обозначают просто через sn и **. Итак, окончательно, зависимость Ь от С 
выражается равенством

в а Г~ё
sin -γ  =  sin - у  sn у  * t.

Определим, в заключение, продолжительность Т одного размаха маят
ника из положения OB' в положение ОВ; она в д в о е  больше промежутка 
времени, нужного для перехода из О А в ОВ. Полагая в (14) θ =  α или в (15) 
<Р =  π /2 ***, получим (после у д в о е н и я )  выражение для Г через полный 
эллиптический интеграл 1-го рода:

___ π/2 _

7 = 2  l /  i-  ϊ . ------— =  2 ~f/~— · К (ft).
* fi j' V 1 — k2 ■ sin2 φ r g

Отметим, что период колебания Т на деле з а в и с и т  от угла я, 
на который маятник первоначально был отклонен, ибо k зависит от а. 
Заменяя — при малых углах о — модуль k нулем, получим простую

* am — начальные буквы от слова amplitudo (амплитуда).
** Функция sn и, рассматриваемая как функция комплексного аргумента, 

является одной из простейших (введенных А б е л е м  и Я к о б  и), так назы
ваемых, э л л и п т и ч е с к и х  ф у н к ц и й .

*** Если верхний предел интеграла (14) взять равным а, то интеграл 
станет «несобственным» [см. ниже 479], ибо на этом пределе подинтеграль
ная функция обращается в оо. Это затруднение исчезает при пользовании 
интегралом (16).
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п р и б л и ж е н н у ю  ф о р м у л у

Γ - Ύ ΐ ·
которая обычно и приводится в элементарных курсах физики.

360. Зам еч ан и я  о составлен и и  д и ф ф ер ен ц и ал ь н ы х  уравн ен и й . Огра
ничиваясь уравнением первого порядка вида (8), мы остановимся на вопросе
о составлении подобного уравнения. Наши замечания по этому поводу чита
тель сопоставит со сказанным в 348 относительно простейшего уравнения 
dQ =  q (x) dx.

Как правило, при составлении уравнений приходится рассматривать бес
конечно малые элементы входящих в рассмотрение тел и бесконечно малые 
приращения тех величин, о которых идет речь. Правда, в задачах предыду
щего п° нам, как будто, удалось избежать этого, но лишь ценой использова
ния уже г о т о в о г о  выражения для углового коэффициента касательной, 
г о т о в о г о  выражения для скорости изменения той или иной величины, 
к о т о р ы е  с а м и  п о я в и л и с ь  из  р а с с м о т р е н и я  б е с к о н е ч н о  
м а л ы х  э л е м е н т о в .

При установлении зависимости между бесконечно малыми элементами 
следует пользоваться всеми возможными у п р о щ а ю щ и м и  д о п у щ е 
н и я м и  и п р и б л и ж е н н ы м и  з а м е н а м и ,  сводящимися в сущности 
к отбрасыванию бесконечно малых высших порядков. В частности, все бес
конечно малые п р и р а щ е н и я  р а с с м а т р и в а е м ы х  в е л и ч  и’н р е к о 
м е н д у е т с я  з а м е н и т ь  и х  д и ф ф е р е н ц и а л а м и ;  как читатель 
знает, это также сводится к отбрасыванию бесконечно малых высших поряд
ков. Истинный смысл всех этих указаний лучше всего выяснится на приме
рах (см. следующий п°).

Здесь же мы хотим остановиться еще на разъяснении того важного 
обстоятельства, что получающееся в результате всех этих упрощений и 
отбрасываний дифференциальное уравнение вида (8)

P  (.г, у) d x + Q  (x, y )d y  =  О
оказывается отнюдь н е  п р и б л и ж е н н ы м ,  а вполне т о ч н ьсм *.

Итак, предположим, что заменяя приращения Ах и Ау дифференциа
лами dx и dy и отбрасывая — в случае надобности — бесконечно малые сла
гаемые в ы с ш е г о ,  чем Ах, порядка, мы пришли к уравнению (8). Если бы 
мы не делали этой замены, то вместо dx и dy имели бы Δλ: и  Δу. Восста
новим, сверх того, все отброшенные бесконечно малые высших порядков и, 
перенеся в правую часть, обозначим их сумму через а; очевидно, а также 
будет бесконечно малой в ы с ш е г о  порядка. Таким образом, рассуждая 
строго, мы пришли бы не к равенству (8), а к такому:

P  (x, у) Ax +  Q (х, у) Ау =  а, 
которое вполне точно. Разделим теперь обе части его на Ах

Р(х, y) +  Q(x, =

и перейдем к пределу при Ах — 0. Так как при этом ^ — 0, то в пределе 

пллучим ракенство ,

Р(*< y) +  Q(x, у)у' =  0 или Р  (х, у) +  Q (х, у) ^  =  о,

которое тождественно с (8). Поэтому и уравнение (8) оказывается точным.
Хотя при обычном методе составления уравнения мы явным образом 

не прибегаем к предельному переходу, но фактически мы его именно

* Это аналогично сказанному в конце 348 о равенстве dQ =  q (x )dx .



254 ГЛ. X . П РИ ЛО Ж ЕН И Я И Н ТЕ ГРА Л Ь Н О ГО  И СЧИ СЛ ЕН И Я [361

и выполняем, когда отбрасываем бесконечно малые высших порядков и 
заменяем приращения дифференциалами.

Обращаем внимание читателя на то, что мы вовсе не утверждаем, что 
всякое отбрасывание бесконечно малых высшего порядка приводит к т о ч 
н о м у  результату. Лишь в том случае, если это отбрасывание доведено 
«до конца», и в результате получилось уравнение вида (8), л и н е й н о е  и 
о д н о р о д н о е  относительно дифференциалов, можно уже ручаться за его 
точность. [Опять аналогия с п° 348!]

361. Задачи. 1) Б а р о м е т р и ч е с к а я  ф о р м у л а .  Поставим своей 
задачей установить зависимость между высотой h (м) места над уровнем 
моря и давлением воздуха р (кг/м2).

Вообразим над уровнем моря площадку в 1 лг2 и рассмотрим призмати
ческий столб воздуха, опирающийся на эту площадку. Давление воздуха р 
в сечении этого столба на высоте h обусловлено весом той части столба, 
коюрая опирается на упомянутое сечение. У в е л и ч е н и е  высоты h на 
бесконечно малую величину dh влечет за собой у б ы л ь  давления — dp, 
которая измеряется весом слоя воздуха между площадками (К) и (h -\- dh) 
(рис. 52)

— dp =  s dh,
где s есть вес (в кг) 1 м3 воздуха под давлением р. Мы пренебрегаем здесь 
тем, что на деле s м е н я е т с я  при переходе от нижней площадки рассма
триваемого слоя к верхней.

Как легко вывести из закона Б о й л я  — М а р и о т т а ,  величина s сама 
пропорциональна давлению р: s — kp, так что 
окончательно

dp =  — kpdh или ^  =  — k dh 
Р

ι_— уравнение уже знакомого нам типа [ср. 359,
А Щ Ц  задачи 3) и 4) (а)].

Отсюда
p = p 0<rkh.

'' Если решить это уравнение относительно Λ,
то получим формулу

Ура8ень моря =
Рис. 52. позволяющую судить о высоте h подъема над

уровнем моря по давлению р  воздуха.
Постоянная 1 jk, как устанавливается в физике, равна (с округлением) 

8000 (1 + 0 ,004 ί), где t — средняя температура воздуха. Если перейти к деся
тичным логарифмам (умножив и разделив на модуль УИ =  0,43) и заменить 
отношение давлений p0jp отношением барометрических отсчетов й0/й, то по
лучим окончательную формулу h =  18 400 (1 -)- 0,004 t) log bjb.

Эта формула годится и для определения разности высот h любых двух 
точек, в которых показания барометра соответственно равны 60 и Ь.

2)  Т р е н и е  к а н а т о в  и р е м  н е й .  Представим себе, что через непо
движно укрепленный цилиндрический барабан перекинут канат (ремень 
и т. п.), который прилегает к цилиндру по некоторой дуге АВ (рис. .53а), 
соответствующей центральному углу ω («угол обхвата»). Пусть к концу А 
каната приложена сила S0, а к концу В — сила S,.

Если между канатом и барабаном существует трение, то сила S0 можег 
уравновесить даже большую ее силу, приложенную на другом конце. 
Какова же та н а и б о л ь ш а я  сила S„ которая при наличии трения может 
быть уравновешена данной силой S0?
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Для решения этого вопроса рассмотрим сначала, как распределится 
н а т я ж е н и е  S вдоль части АВ каната в тот момент, когда лишь начи
нается скольжение. Что это натяжение не будет постоянным, явствует уже 
из того, что в точках А и В оно, соответственно, равно S0 и Sj,

Возьмем на дуге АВ какую-нибудь точку М, положение которой опре
деляется углом Ь=--4ИАОМ, и установим, какие силы действуют на эле
мент каната, отвечающий центральному углу М. Прежде всего в точке М 
действует натяжение S =  S (Θ), а в точке M' — натяжение S +  dS (рис. 536).

Обе эти силы направлены по касательным к окружности барабана. Для того 
чтобы определить силу трения на рассматриваемом элементе, нужно вычи
слить нормальную силу dN, прижимающую этот элемент к поверхности 
барабана. Она слагается из радиальных составляющих обоих натяжений 
так что ’

dN =  S sin у  +  (S +  dS) sin

dU "Здесь можно отбросить произведение d S s t a y  как бесконечно малое выс-
dV

шего порядка и заменить s i n y  эквивалентной^ему бесконечно малой у

(что снова равносильно отбрасыванию бесконечно малой высшего порядка! 
Окончательно d N = S d d .  Так как сила трения пропорциональна этой нор
мальной силе, то, обозначая множитель пропорциональности (коэффициент 
трения) через μ, получим άΝ =  μΞ dQ. Трение противодействует начи
нающемуся движению, так что сила dR вместе с натяжением S в точке М 
должны уравновешивать натяжение S +  rfS в точке М', откуда dS~*txSdb. 
Мы снова получили дифференциальное уравнение знакомого типа. Можно 
сразу шшисать его решение (с учетом начального условия S =  S0 при 9 =  0)· 
5 =  5*»»* Наконец, полагая, здесь θ =  ω, найдем S, =  Эта важная Φοό- 
ыула принадлежит Э й л е р у .  ’

3) Ф о р м у л а  П у а с с о н а  (S. D. Poisson). Предложим себе устано
вить зависимость между объемом V и давлением р одного моля идеальною



газа при а д и а б а т и ч е с к о м  процессе (т. е. в случае полного отсутствия 
теплового обмена между газом и окружающей средой).

Состояние газа, кроме величин V и р, характеризуется еще его (абсо
лютной) температурой Т. Впрочем эти величины не независимы; они связаны 
известной формулой К л а п е й р о н а

pV =  RT (R — газовая постоянная). (17)
Установим, какое количество энергии dU, в единицах тепла, нужно 

затратить, чтобы перевести газ из состояния (р, V, Т) в бесконечно близкое 
состояние (p-\-dp, V-\-dV , T +  dT).

Процесс перехода можно представить себе состоящим из двух стадий. 
Во-первых, объем V газа увеличивается на dV  и, во-вторых, температура Т 
газа — при постоянном объеме — изменяется на dT.

Чтобы вычислить элементарную работу расширения газа, предположим 
для простоты, что рассматриваемая масса газа находится в цилиндре по одну 
сторону поршня [ср. 354, 2)]. Сила, действующая со стороны газа на пор
шень,'будет pQ, где Q —  площадь поршня. Если при расширении газа пор
шень сдвинулся на расстояние ds, то работа, произведенная газом, будет 
равна pQ ds или р dV  (так как Qds =  dV). Так выражается работа— в обыч
ных единицах работы, например, в кгм (если р  дано в кг/м2, V —  в м3). 
Желая установить потраченное на эту работу тепло, нужно полученное 
выражение умножить на так называемый «термический эквивалент работы»

Л =  | 2 γ кал!кгм, что даст ApdV.
Изменение температуры на dT потребует cv dT кал, где cv есть тепло

емкость газа при постоянном объеме. Складывая, получим
d U = c v dT-\-ApdV. (18)

Исключить отсюда dT  легко. Если продифференцировать формулу (17)
p d V + V d p  =  R dT  (19)

и определить dT
dT =  ~ ( p d V +  Vdp), 

то остается лишь подставить это выражение в (18)

d U = C- § V d p +  -V+. AR pdV.• \ Η
Можно показать, что си Л/ ? есть как раз теплоемкость ср газа п р и  
п о с т о я н н о м  д а в л е н и и * ,  так что окончательно

d U = cj* V d p  +  cJLpdV.

Вернемся теперь к сделанному вначале предположению, что процесс 
протекает а д и а б а т и ч е с к и ;  тогда dU =  0. Таким образом, мы приходим 
к дифференциальному уравнению, связывающему р и V,

cvVdp +  срр dV  =  0 или i C - r  ^где * =

Интегрируя, найдем \пр -f- k In V =  0 или pVk =  C.
Это и есть формула Пуассона.
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* Если из (19) определить pdV  =  R d T — Vdp  и подставить в (18), то 
получим dU = { c v -\- AR) dT — AV dp. Полагая здесь p =  const, т. e. dp=* 0, 
придем к равенству dU ^  (г,  -f- AR) dT, которое и показывает, что cv -\-AR  
есть ср.



Г Л А В А  О Д И Н Н А Д Ц А Т А Я  

БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ

§ 1. Введение

362. Основные понятия. Пусть задана некоторая бесконечная
последовательность чисел

<Э|, flg, 0$, > Ч ) -·■ 0 )
Составленный из этих чисел символ

ai “1“ I аз ~г · · ·  ~ г  ап
называется б е с к о н е ч н ы м  р я д о м ,  а сами числа ( 1 ) —  ч л е н а м и
ряда. Вместо (2), пользуясь знаком суммы, часто пишут так:

ОО

Σ  (2 а )п 1

указатель п пробегает здесь все значения от 1 д о  оо *.
Станем последовательно складывать члены ряда, составляя (в бес

конечном количестве) суммы;
А  =  «ι, Λ»=  αι а а· А% =  Д| —  йз а з> j

. . . ,  А„ —  а, - f -я * - |-  · · · + а л> · · · > I
.·х называют ч а с т н ы м и  с у м м а м и  (или о т р е з к а м и )  ряда. Эту 
**.»едовательность частичных сумм {Ап\ мы всегда будем сопоставлять 
с рядом (2 ): роль этого  символа и заключается в ы р о ж д е н и и  упомя- 
!ф ;ой  последовательности.

Конечный или бесконечный предел А частичной суммы А п
jp-ia  ( 2 ) при п —* оо:

А =  lim  А п 
ь а а в а ю т  суммой ряда  и пишут

ОО

А =  av -{- 4 *  · · · Η-  ап 4"  · · · =  Σ  а «’
η =  1

Впрочем, нумерацию членов ряда иногда бывает удобнее начинать 
е д и н иц ы , а с нуля или- же с какого-либо натурального числа, большего

I  Г. М. Оохтенгольц, т.  II
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придавая тем самым символу (2) или (2а) числовой смысл. Е с л и  р я д  
и м е е т  к о н е ч н у ю  с у м м у , его  н а з ы в а ю т  с х о д я щ и м с я ,  в про
т и в н о м  ж е с л у ч а е  (т . е . ' е сл и  с у м м а  р а вн а  ±  оо, л и б о  ж е с у м м ы  
в о в с е  н е т )  —  р а с х о д я щ и м с я * .

Таким образом, вопрос о сходимости ряда (2), п о  о п р е д е л е 
н и ю ,  равносилен вопросу о сущ ествовании конечного предела  
для последовательности (3). Обратно, какую бы варианту х  =  х п 
( я = 1 , 2 , 3, . . . )  наперед ни взять, вопрос о наличии для нее конеч
ного предела может быть сведен к вопросу о сходимости ряда

* 1  +  O i  —  Χ ι )  - Ь  С *з  —  Х г )  +  · · · +  ( Х п  —  хп-\) + · · · ,  (4)

для которого частичными суммами как раз и будут  последовательные 
значения варианты:

При этом сумма ряда совпадает с пределом варианты.
Иными словами, рассмотрение бесконечного ряда и его суммы 

есть просто н о в а я  ф о р м а  изучения варианты (или последователь
ности) и ее предела. Н о эта форма, как читатель увидит из дальней
ш его изложения, представляет неоценимые преимущества как при 
установлении самого существования предела, так и при его вычис
лении. Это обстоятельство делает бесконечные ряды важнейшим 
орудием исследования в математическом анализе и его приложениях.

363. Примеры. 1) Простейшим примером бесконечного ряда является 
уже знакомая читателю геометрическая прогрессия:

Если знаменатель прогрессии, q, по абсолютной величине меньше единицы, 
то [как мы уже знаем, 25, 7)] s„ имеет конечный предел

т. е. наш ряд сходится, и s будет его суммой.
При I q I ^  1 та же прогрессия дает пример расходящегося ряда. Если 

? 5 ? 1, то его суммой будет бесконечность (определенного знака), в прочих 
случаях суммы вовсе нет. Отметим, в частности, любопытный ряд, который

а +  aq -f- aq2 -f- . . .  - aqn 1 .. .

Ее частичная сумма будет (если q ^ \ )

а — аоп

а

* Об этом уже была речь в первом томе [25, 9)].



случается  при а =  \ и q*m— 1:
1 - 1  +  1 - 1 +  . . .  = 1 + ( - 1) +  1 + ( - 1) +  . . . · .

Его частичные суммы попеременно равны то 1, то 0.
2 ) Вещественное число разлаженное н бесконечную десятичную дробь

Со, cjc2ca . . .  ся ..·

[9], очевидно, представляет собой сумму ряда:

т — Г 1 ci I са ι сп ,
т " 1 о +  ГО8 ^ Ш 5 ^  *·· ^  Го» ^  *·*

3) По образцу (4) построен ряд
ОО . 00

1
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2  1П 1̂ - μ -L) *  2  [1п ( я  +  1) —  1п и ] ,

η — I η-— 1

явно расходящийся, ибо In (п +  1) —< -(- оо.
4) На той же идее построены следующие ряды (где а обозначает про

извольное число, отличное от — 1, — 2 , — 3, ...):

я- ι

I _ V  Г_1__________ !_____1 =  '
(а +  и) (а +  и 4- 1) ”  Ь + и  “ +  n + U  “ +  * ’

L ·  (a +  / l ) ( a  +  / l + . l ) ( a  +  r c + 2 )  
а — I

2  7  [(а -f- и) (а П 1) ( а +  П + 1) (а +  Я + 2 ) ]  2 ( а + 1 ) ( а  +  2)
η = I

ii* вообще, -при любом целом p i  1:

IV  ____________________________ ______________
^  (а +  n) (a -f- п 4 - 1) ■ . . .  · (a +  П +  р) р (а +  1) ■ . . .  ■ (а + /> )

п «· I
5) Аналогично трактуется ряд ·

оо _ , со
V  _  V  I 1 1
i . '  \ - Х ^  L \  \ — х *пг

п =  1 л — 1

х  есть любое фиксированное число, отличное от ±  1. Так как п-я 
кчная сумма равна

1 — jc 1 —

[ ■“ * Если какой-либо член а ряда оказывается о т р и ц а т е л ь н ы м  числом:
i — b (где b >  0 ), то вместо того, чтобы писать:

... + ( — 6) + . . . ,  пишут: . . . — b-г  ...
черкнем, что ч л е н о м  ряда здесь будет все же — Ь, а не Ь.



/

то при I χ  I <  1 ряд сходится к сумме ■ ^ , а при |л : | > 1  — к сумме
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1— х  *
6) Легко установить расходимость ряда

V  _ _ L  =  ι _|— !____ ι____ 1____ l  _ ! _  _1_
Z x V ~ n  V  5 ' 3 1 ■ '·  у  г  ' · · *

В самом деле, так как члены его убывают, то его п-я частичная сумма

1 + 7 7 = +  ·· ·  +  -I*- >  гг ■ - J -  =  γ η  у  2 у п у  п
и растет до бесконечности вместе с п.

7) Наконец, менее тривиальный пример нам доставит уже известное [37] 
разложение числа е:

СО

е== 1 + 1 Т + 2 Г +  ··· + ^ +  ■■· = 1 +  2  i ·
л =  1

Вспоминая приближенное вычисление числа е в 37, читатель на этом 
примере сможет оценить выгоду последовательного введения все менее и 
менее значительных поправок, постепенно улучшающих получаемые в лице 
частичных сумм приближенные значения е.

3 6 4 . О с н о в н ы е  т е о р е м ы . Если в ряде (2) отбросить первые т 
членов, то получится ряд:

СО

а т+ 1 +  ат·# +  · · · +  α«+Λ +  ■ · .  =  S  av  (5)
n — m -f I

называемый о с т а т к о м  р я д а  (2 ) п о с л е  m -τ о  ч л е н а .
1°. Если сходит ся ряд  (2), m d' сходится и любой из его 

остатков (5); обратнд, из сходимости остатка  (5 )  вытекает  
сходимость исходного ряда  ( 2 ).

Фиксируем т и обозначим k -ю частичную сумму ряда (5) 
через Ah:

A ’k =  am+t +-am+2 -f- . . .  -L- am+k.
Тогда, очевидно,

А ’ь =  Ат+к — Ат. (6)
Если ряд (2 ) сходится, так что Ап —+А, то —  при безграничном воз
растании k —  сущ ествует конечный предел

А' =  А - А т ( 7 )

и для-суммы A'k, что и означает сходимость ряда (5).
Обратно, если дано, что сходится ряд (5), так что А ’ь —*А', то 

перепишем равенство (6 ), полагая в нем k =  n —  т  (при а т), так:

Ап —  Ат —|— An^mt



отсюда можно усмотреть, что —  при безграничном возрастании п —  
частичная сумма Ап имеет предел

А =  Ат-\- А', ( 8 )

т. е. сходится ряд ( 2 ).
Иными словами, отбрасывание конечного числа начальных 

членов ряда или присоединение в начале его нескольких новых  
членов не отражается н а  п о в е д е н и и  ряда (в смысле его сх о 
димости или расходимости).

Сумму ряда (5), если он сходится, обозначим вместо А’ симво
лом ат, указывая значком, после какого члена берется остаток. Тогда
формулы (8 ) и (7 ) перепишутся следующим образом:

А - =  А т - |-  <хт , ат - - А  — Ат. ( U)

Если увеличивать т д о  бесконечности, то Ат—*А, а ат —»0. Итак: 
2°. Если ряд  (2) сходится, то сумма ат его остатка после 

т-го члена с возрастанием т стремится к нулю.
Упомянем следую щ ие простые свойства сходящ ихся рядов:
3°. Если члены сходящ егося ряда  (2 ) умнож ить на один и 

тот же множитель с, то его сходимость не нарушится (а сумма 
лишь умнож ится на с).

В самом деле, частичная сумма Ап ряда

с а \ т  с а 2 “Ь  · · · _г  с а п “I "  · · 1 >

очевидно, равна

Ап —  с ̂  - г  c<h  - L · · ·  +  с =  с (αι +  α2 -j -  . . .  - f  aa) — cAa
ι· имеет пределом с А.

4°. Д ва сходящ ихся ряда

^  А  =  «i - j -  <Ц - f ’ ■ ■ ■ Н“ ап 4 '  · · ·

г
В =  Ьх-\-Ьг -\Г . . .  -\-Ьп-\~ . . .  

можно почленно складывать (или вычитать), т ак что ряд

(α1 ι ί= 2>1) +  (α2 ± ^ )  +  . . .  -\-(fln ± b n) - \ -  . . .

также сходится, и его сумма равна, соответственно, А ± В .
Если А№ Вп и Сп означают частичные суммы упомянутых рядов, 

то, очевидно,

С , =  (aj ±  6 ,)  4 - (а 2 ±  Ьг) - f  . . .  +  (ап d z bn) =

=  (<aj -J- аг - |-  . . .  +  ап) — (^i +  К  “f- · · · +  bn) =  An dz Вп.
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П ереходя к пределу, найдем, что lim  Сп =  lim  А „ ±  lim  Вп, что и 
доказывает наше утверждение.

В заключение сделаем ещ е одно замечание.
5 °. О б щ и й  ч л е н  ап сходящегося ряда стремится к нулю.
Это может быть доказано соверш енно элементарно: раз А п

(а с ним и имеет конечный предел А, то
' ап =  А п —  Л„ _1 —* 0 .

В предыдущем утверждении содержится н е о б х о д и м о е  условие  
для сходимости ряда, которым мы будем часто пользоваться. П р и  
н а р у ш е н и и  е г о  р я д  з а в е д о м о  р а с х о д и т с я .  Однако важно 
подчеркнуть, что это условие не является само по себе д о с т а т о ч 
н ы м  для сходимости ряда. Иными словами, д а ж е  п р и  в ы п о л 
н е н и и  е г о  р я д  м о ж е т  р а с х о д и т ь с я .  Примерами этого  слу
жат ряды

со по

2 ' ° ( ' + i )  ■ I h
η =  1 η — ι

рассмотренные выше [363 , 3) и 6 )]; многочисленные другие примеры  
этого ж е рода читатель найдет в последующ ем.

§  2. С х о д и м о ст ь  п о л о ж и т ел ь н ы х  рядов

365 . У сл о в и е  с х о д и м о с т и  п о л о ж и т ел ь н о г о  ря да . Займемся 
теперь вопросом о б  установлении сходимости или расходимости ряда. 
Этот вопрос всего прощ е решается для рядов, члены которы х не
отрицательны; для краткости такие ряды мы будем , называть просто  
п о л о ж и т е л ь н ы м и .  -

Пусть ряд

Σ  αη =  αι +  α* +  · · ·  + ал +  ■·· (А )
п =  1

будет положительным, т. е. ал ^ 0  ( л = 1 ,  2, 3, . . . ) .  Тогда, очевидно, 

Ап+\ =  Ап - f -  an+i А„,
9

т. е. варианта А п оказывается в о з р а с т а ю щ е й .  Вспоминая теорему
о пределе монотонной варианты [34], мы непосредственно приходим  
к следую щ ему основному в теории положительных рядов предложению:

Положительный ряд  ( А ) . всегда имеет сумму; эт а сумма  
будет конечной (и, следовательно, ряд  —  сходящимся), если ча
стичные суммы ряда ограничены сверху, и бесконечной (а ряд —  
расходящимся) в противном случае.

Все признаки сходимости (и расходимости) положительных рядов, 
в конечном счете, основаны на этой простой теореме. Н о н е п о 
с р е д с т в е н н о е  ее применение лишь в редких случаях позволяет  
судить о характере ряда. Приведем примеры этого рода.
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2 !  Т  =  1 + Т  +  Т +  · "  + Ί Γ  +  · ”  ·
я I

известный под именем г а р м о н и ч е с к о г о  ряда *.
Имеем очевидное неравенство:

1 . 1 . , 1  1 1
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I) Рассмотрим ряд

и+ 1  ' п +  2 1 ” · 2я 2л- ! '
Еежи, отбросив первые два члена, остальные члены гармонического ряда по- 
еаедовательно разбить на группы, по 2, 4, 8, . . .  , 2*-1, ··· членов в каждой

Λ  + 1 4 .1 4 .1 .  1 +  1 .
5 6  7 ' 8 ’ 9 ' ”  16’ ··■ *

22 2 » 

1 , , 1
2 &-Ι +  \ ··■ т 2* ’ "■ ’

• _ _

то каждая из этих сумм в отдельности будет больше в этом легко убе

диться, полагая в ( 1) поочередно л =  2, 4, 8 , . . .  , 2fc_1, . . .  Обозначим я-ю ча
стичную сумму гармонического ряда через Н„\ тогда, очевидно,

Мы видим, что частичные суммы не могут быть ограничены сверху: р я д  
м к е е т  б е с к о н е ч н у ю  с у м м у .

Упомянем уже здесь, что Нп с возрастанием л возрастает очень мед
ленно. Э й л е р ,  например, вычислил, что

^юоо=  7,48 . . .  , / / 1000000̂  14,39 .... , и т. д.
Впоследствии мы будем иметь случай точнее охара^еризовать возрастание 
сумм Нп [367, 10)].

2) Рассмотрим теперь более общий ряд:

У  1 ш | + 1 x 1  χ  4 - 4 -Zd п* ^ 2 * ^ 3 * ^  ·*· л* т  ” · '
Л=- I

к  s — любое вещественное число; он содержит в себе, как частный случай 
s =  l), предыдущий ряд. По сходству с рядом 1), и этот ряд тоже на

тают г а р м о н и ч е с к и м .
-  * Так как при s <  1 члены рассматриваемого ряда больше соответствую- 

чаенов ряда 1), то, в этом предположении, частичные суммы и подавно 
■е ограничены сверху, так что ряд расходится.

•  Каждый член его, начиная со второго, представляет собой с р е д н е е  

а р м о н и ч е с к о е  двух соседних членов. |^Число с называется с р е д н и м

1 1 i' 1 , 1 \ 1а р м ^ н и ч е с к и м  чисел а и Ь, если — =  [ ------I- -т- 1 . 1



Займемся случаем, когда s >  1; положим для удобства s =  1 +  з, где а >  0. 
Аналогично ( 1), имеем на этот раз:
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1 , 1 , , 1  1 1<- к ·( и +  l) s ' (n +  2)s 1 ·■· '■ (2пу ns η··
Выделяя, как и выше, последовательные группы членов:

J . 1 . 1 ц I j .  L ι 1 . 1 l , J .
Is ’ 5s 1 6s . 7s 8s ’ 9s 1 ·· ·  1 16s ’

12)

1 2» 2»

(2fc- , +  l ) i ' ··■ 1 (2*)‘ .............

с помощью (2) легко показать, что эти суммы соответственно меньше чле
нов прогрессии

1 1 1 1 1  1 1
2" ’ 4σ (23)2 ’ 8“ " (2a)s ’ 1 ’ - ’ (2k~lY  (23)&_1 ’

В таком случае ясно, что какую бы частичную сумму рассматриваемого 
ряда ни взять, она будет меньше постоянного числа

1

1 2*
L== 1 ^ 2 * ^ 7 3 1 · ·

2”
следовательно, ряд с х о д и т с я .

[Его сумма, зависящая от s, представляет знаменитую функцию С (s) 
Р и м а н а, играющую важную роль в теории чисел.]

366 . Т еоремы  ср ав н ен и я  ря дов . С ходимость или расходимость  
положительного ряда часто устанавливают путем сравнения его с д р у 
гим рядом, заведомо сходящимся или расходящимся. В осн ов е такого  
сравнения лежит следующая простая теорема.

Теорема 1. Пусть даны два положительных ряоа
ОО

Σ  ап 3  а1 аЪ ~Ь · ■ · ~\~ ап 4 ~  · · · (А )
л — I

Σ  bn =  b t r b , + ... - f  Ья+ . . .  (В)
и =  1

Если, хот я бы начиная с некоторого места (скажем, для η N),  
выполняется неравенство·. ап ^ Ь п, то из сходимости ряда (В) 
вытекает сходимость ряда  (А ) или —  что то же —  из расходи
мости ряда  (А ) следует расходимость ряда  (В).

Д о к а з а т е л ь с т в о . На основании того, что отбрасывание ко
нечного числа начальных членов ряда не отражается на его поведе
нии [364, 1°], мы можем считать, не нарушая общ ности, что ап ^ Ь п



::рп в с е х  значениях п =  1, 2, 3, . . .  Обозначив частные суммы рядов 
i А) н (В), соответственно, через Л„ и Вп, будем иметь:

Ая ^ В п.

Пусть ряд (В) сходится; тогда, по основной теореме [365], суммы 
8 .  ограничены:

Bn ^ L  (L =  const; η =  1, 2, 3, . . . ) .

В силу преды дущ его неравенства, и подавно

А* I-,

з это, по той же теореме, влечет за собой  сходимость ряда (А).
Иногда на практике более удобна следующая теорема, вытекаю

щая из первой:
I Т е о р е м а  2. Если существует предел *

\  \\т <±  =  К  ( О ^ Л ^  +  оо),
“ П

то из сходимости ряда  (В), при К <^~ f - ° ° ,  вытекает сходимость 
ряда (А), а из расходимости первого ряда, при К ^>  0, вытекает  
расходимость второго. [Таким образом , п р и  0 /С оо оба ряда 
сходятся или оба расходятся одновременно.]

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ряд (В) сходится и К  <С[ -f- оо. Взяв 
произвольное число е ^ > 0 , по самому определению предела, для д о 
статочно больш их п будем иметь

j 1 <  К  +  ε, откуда ап <  {К  +  ε) bn.ип

В силу 3 6 4 , 3°, одновременно с рядом (В) будет сходиться и ряд
полученный умножением его членов на постоянное

'■ясло ΛΓ-j -e . Отсюда, по предыдущ ей теореме, вытекает сходимость  
Г5 и» (А).

Если ж е ряд (В) расходится и К^>  0, то в этом случае обрат- 

азе отнош ение *ч имеет конечный предел; ряд (А ) долж ен быгь
ап

* 2 годящ им ся, ибо если бы он сходился, то, по доказанному, схо- 
.1ДЛСЧ бы и ряд (В).

Наконец, приведем ещ е одну теорем у сравнения, также представ- 
•еаощую собой следствие первой.

Т е о р е м а  3. Если, хот я бы начиная с некоторого места
[схож ем , для n N), выполняется неравенст во**

a_ n ± l^ bJL·И, , 3 )
<*п »1

•  Мы аредполагаем при этом, что Ъп ф 0.
’* При этоы ап и Ьп, конечно, предполагаются отличными от нуля.
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то из сходимости ряда (В) вытекает сходимость ряда  (А ) или —  
что то же —  из расходимости ряда (А) вытекает расходимость 
ряда (В).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как и выше, при доказательстве теоремы 1 , 
не умаляя общ ности, можно считать, что неравенство (3 ) справедливо  
для в с е х  значений 2, 3, .. . .  В таком случае будем иметь:

а» Ь» ап  ̂.· Ьп
ai bt ’ а% Τΐχ ’ ’ ап_ j Ъп-\

Перемножив почленно эти неравенства, получим:

ИЛИ ап̂ ^-Ья (л =  1 , 2 ,  3, . . . ).
“I i'l

Пусть ряд (В) сходится; вместе с ним, сходится ряд . Ь„, полу

ченный умножением его членов на постоянный множитель .
• |

А тогда, по теореме 1, сходится и ряд (А), ч. и тр. д.
П ерейдем теперь к примерам установления сходимости или рас

ходимости рядов непосредственным применением т е о р е м  с р а в н е 
ния .

367. Примеры. 1) ^  (а > 0 )·
П — 1

Если а «  1, то нарушается н е о б х о д и м о е  условие сходимости, 364, 5° 
и ряд расходится. При а >· 1 члены ряда оказываются меньшими членов схо

дящегося ряда У' (  М  : ряд сходится (теорема 1).
Ш  \  0 ι

™ V  ("О82 ) j сходится, так как
ЛЛ, (-''Л

- I

*
(теорема 1).

(л!)а _  п\ _  I
(2л)1 — 2" - ( 2 п — 1)!! < 7*

2я · sin ^  (0 <  χ  <  3π).
η— 1 

Так как

2 " · Sin ;

и ряд ^  сходится, то это же справедливо и для данного ряда (теорема 1).



оо

4) Рассмотрим вновь г а р м о н и ч е с к и й  ряд ^  ~  и сопоставим его,
л — 1

□о теореме 2 , с заведомо расходящимся рядом
СО ОО

J  [In (п +  1) -  In п\ =  2  1п ( ί  +  I )  [363, 3)].
п—- I л= 1

Так как [77, 5) (а)]

lim - ■ — -  =  |,

п

то отсюда уже вытекает расходимость гармонического ряда.
Или иначе: применяя к функции ln х  в промежутке [и, п +  1] формулу 

конечных приращений, найдем, что

1п ( п + 1) — ln п =  — —» (0 < θ < 1).п +- о

В таком случае гармонический ряд, члены которого соответственно больше, 
п подавно расходится (теорема 1).

СО

5) Аналогично можно установить вновь сходимость ряда ^  д1+,-
п— 1

СПри а :> 0),  с о п о ст а вл я я  его с з а в е до м о  с х о д я щ и м с я  рядом
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2  [(И — Ι) 3 ησ] ·

Применяя к функции — в промежутке [η — 1, п\ формулу конечных прира- 
X*

1* е н и й ,  найдем:

( л— 1)»— л»“ (л — 8)1+» ( 0 < и < 1 ) .

Таким образом, при я ^ 2

Г__ ί_____ 11
п 1+’  с [ ( я  —  I)3 n ° J ’

b t s v ;

(

т р а п

<

откуда, по теореме 1, и вытекает сходимость испытуемого ряда.
6 ) Чтобы подобным же приемом получить н о в ы й  результат, рассмо-

ОО

грим ряд 2  п \лп (члены которого еще меньше, чем соответствующие
л =  2

ы гармонического ряда).
Сопоставим его с заведомо расходящимся рядом

т
• |ΙηΙηΐ* + I) — IntnnJ.

» - »

*



Применяя формулу конечных приращений к функции ln ln х  в промежутке 
[га, η +  1], получим:

1п 1п ( Я + 1) — 1п 1п п = -( яЧ_ е)1^ (я +  ())-  ( 0 <  θ <  1),

откуда, по теореме ], заключаем, что данный ряд, члены которого соот
ветственно больше, и подавно расходится.

7) Сравнение с гармоническими рядами 4) и 5) позволяет установить 
поведение многих рядов. По теореме 1:

03

ν  1 1 1(>) * —  -  ранодщ ся: —  -  > — :—;;
У η (га +  1) У п (л +  1) п +  1

со

2 6 8  г л .  χ ι .  БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛБНАМИ |3 6 7

/*\ V  ] 1 1(б) ▼ —  — сходится: —  ____ — - -у ? -;
Я—  у  η (п2 + 1) у  η (л2 +  1)

(в) V  _ L _ ( ^ > 0 ) расходшся: (1п и ) Р < п  (для апстлочно  
п — 2 больших «);

а)
„.V V  ,А п\ ч .1-! —,Г сходится: -= <  -*  (для га > 3 ) ;—  га" л» "η 1

(д) ^  .  схапитгп: ------ ί—----- = . — - 4 --------<  '
n T i  (ln «) (ln га) n n я1» 1-  я*

(для достаточно больших я);
со
V ’ 1 1 1 1(с) /  — —----- г—— сходится: -------------  -----=  , , ,—  < - д  (то же);
**  (In 1п га) ' 11 п (In 1п га) "" raln ln 1п» я

^  ^  (In и)1а 1п п РаСХ°ДИ1СЯ· (In га)1п 1п п е(1п |[| п)г > einn " η

(то же).
8) По теореме 2:

00

(а) 2  (а -)- &га) 5 ^  ^  сходится при s >  1 , расходится при s ^ l :
в =  в0

1 1 1
(a -f- bn)s " ns bs ’

00
I 1 1(б) 2  -—  -----  расходится: — — : -— * 1;

п  =  I n  - / п  га γ Γη  п

(в) У  sin ^  ( 0 < χ  < π) расходится; sin — ► х; аналогично,Ari * Я Ягг — 1
оо 00

расходятся и ряды ^  ( х >  0) и Iя г  1).
η—I л « 1



V  / .  Х\ * X \ X2
• . ▼ , 1 — cos — . сходится: 1 — cos — : - л —>тг·_   ̂ η ι п п2 2п =  1

9) Вот более сложные примеры этого же типа:
ш

"> Σ ι 1—
п =  1

Обозначим через хп отношение общего члена этого ряда к :

ln х п =  ln n +  n ln f 1 — -П— ' .
v п

Пользуясь разложением In (1 -f- х), о котором была речь в 125, 5), можно 
написать:

. i’ ] п п \  ln η 1 / l n n \ s , /  In η \·
, η ν - — )= — ίγ -2[-ί γ ) + “»■(— ) -

где ал —>■ 0 при η — со. Поэтому
, 1 ln2 η , ln2 η η
ln * »  =  — J  ϋ------- ° ’

следовательно, χη —► 1 , и предложенный ряд расходится.

|б> Σ  ( " " Ί ΐ ί - 1) ·
η =  I

Пользуясь и здесь упомянутым разложением log (1 +  ·*), будем иметь:

. 2/1 Η- 1 . , ,  . 2 \»  ~п~- . =  In 1 1 4 - -7г-------- ----------------------------------------------------- ) -In—  1 \ 2 η —  1 I
=  _ л _____ 1 /  п ■' . ' t 2 У з ·ι -· - '

•л —  3 ·.* v 2 *  — 1 / Ύ 3 \ 2л —  t / "  \ 2л — I ■ ·
гле :« — 0 при п —- со, так что

, 2 п + 1  2/г +  З t 1 \ а , .  8n [ 1
" 2п — 1 ' — 3(2 /i — 1) Ί  2га — 1 i +  Pn' 2 « — I ‘ \ 2п — ! j '

I
Таким образом, отношение общего члена испытуемого ряда к

» 1  §  2 .  СХОДИМОСТЬ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЯДОВ ЗС'·*

(2л — ι 
1.имеет пределом — ; наш ряд сходится,

О

10) Наконец, рассмотрим ряд

п — 1
Мы знаем [133, 4)], что

In (1 х) < х  ( хфО,  — 1 <  х  <  +  со). 
Пользуясь им, можем написать:

п +  1 i _  Λ ι 1 \ -  1



и в то же время

1η ^ ϋ =  — In— =  — In С] ------ ± -λ  >  —j- г .
/i 71 + 1  V η +  11 η +  1

Поэтому
0  . j ___ я + l  μ  1 _  1 ^  1

<- η η η <  η +  1 η (η 1) "4" « 2 ’
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Таким образом, члены данного ряда положительны и меньше соответ-
I 

i*
ственных членов сходящегося ряда V  д  [365, 2)]; следовательно, и данный

ряд сходится.
Если обозначить его сумму через С, то частичная сумма

£  ( I -  In*±1) =  Яп_ in („+!)—> с
к -  I

(Нп обозначает, как всегда, частичную сумму гармонического ряда). Можно 

заменить здесь 1п ( я + 1) на Inn, так как их разность, равная l n f l + —\ Я ,

стремится к нулю. Окончательно: обозначая через γ„ некоторую бесконечно 
малую, имеем для Нп замечательную формулу

Я„ =  1пп +  С +  7 „. (4)
Она показывает, что при бесконечном возрастании п частичная сумма Нп 
гармонического ряда растет, как In п.

Фигурирующая в формуле (4) постоянная С называется э й л е р о в о й  
п о с т о я н н о й .  Ее численное значение (которое удается вычислить из дру
гих соображений) таково:

С =  0,677 215 664 90 .. .  (5)

368. Признаки Коши и Даламбера. Сравнение данного ряда
03

to ' .  2  a n z:==al + ° 1  +  ·· ·Η _ α η · |_ · · ·  (А )
n 1

г различными с т а н д а р т н ы м и  рядами,  заяедомо сходящимися или 
расходящимися, может быть проведено и в другой , так сказать, более  
организованной форме.

Возьмем для сравнения, в качестве ряда (В), с одной стороны, 
с х о д я щ у ю с я  геометрическую прогрессию

2 ‘?Я =  <7 +  ? 2 +  - -  +  ?л +  ·· ·  ( 0 < - ? <  1).
а с другой стороны —  р а с х о д я щ у ю с я  прогрессию

Σ 1==1 +  1+ · · · + 1+ ···
Сравнивая испытуемый ряд (А ) с этими рядами по схем е тео

ремы 1 , придем к следую щ ему признаку:
П ри зн ак  Кош и. Составим для ряда  (А ) варианту

Ъщ =  \Г о *



Если, при достаточно больших п, выполняется неравенство

%n <  q,

где q —  п о с т о я н н о е  число, меньшее единицы, то ряд схо~ 
дится·, если же, начиная с некоторого места,

V . X .
то ряд расходится.

Действительно, неравенства ^~aa ^ q  или 1 равносильны,
соответственно, таким: a „ ^ q n или ап^  1 ; остается применить тео
рему 1 *.

Чаще, однако, этот признак применяют в другой , п р е д е л ь н о й ,  
форме:

Допустим, что варианта сё п имеет предел (конечный или нет)·.

lira  ' € п = ■  i f .

Тогда при ^  1 ряд сходится, а при i f  1 ряд расходит ся.
Если ? ? < 1 , то возьмем полож ительное число ε, меньшее чем 

1 — так что и е 1 . П о определению  предела, для п^> N 
будет:

Число £? -4-  е играет роль числа q в предыдущ ей ф ормулировке: 
ряд сходится.

Если же >  1 (и конечно), то, взяв ε =  ’ё ’ —  1 , так что ^  —  ε == 1 , 
для достаточно больших значений п на этот раз будем  иметь '^> 1 ; 
ряд расходится. Аналогичный результат и при *§ =  - ( - 0 0 .

В с л у ч а е ,  к о г д а  2? =  1 , э т о т  п р и з н а к  н е  д а е т  в о з 
м о ж н о с т и  с у д и т ь  о п о в е д е н и и  р я д а .

Варианту *§п будем называть в а р и а н т о й  К о ш и .
Если сравнение ряда (А ) с указанными стандартными рядами 

производить по теорем е 3, то придем к такому признаку:
П ри зн ак  Д а л а м б е р а  (J. d’Alembert). Рассмотрим для ряда  (А ) 

еарианту

? β 8 Ι §  2 . СХОДИМОСТЬ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЯДОВ 271

Если, при достаточно больших п, выполняется неравенство

* Р а с х о д и м о с т ь  ряда, конечно, может быть установлена и простой 
ссылкой на нарушение необходимого условия сходимости — 364, 5 °.
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где q —  п о с т о я н н о е  число, меньшее единицы, то ряд сходится·, 
если же, начиная с некоторого места,

то ряд расходит ся  *.
И в этом случае удобн ее пользоваться п р е д е л ь н о й  формой  

признака:
Допустим, что варианта Ш„ имеет предел (конечный или нет):

П т  =

Тогда при <_[ 1 ряд сходится, а при 1 ряд расходится.
Д оказательство —  такое же, как и в случае признака К о ш и .
И э т о т  п р и з н а к  н и ч е г о  н е  д а е т ,  е с л и  о к а з ы в а е т с я ,  

что &  = \ .
Варианту 3 ’ „ назовем в а р и а н т о й  Д а л а м б е р а .
В примере 77, 4 ) мы видели, что из существования предела для 

варианты £&п вытекает уж е сущ ествование предела и для варианты 
2Г„. причем оба предела равны. Таким образом , во всех случаях, 
когда признак Д а л а м б е р а  дает ответ на вопрос о поведении ряда, 
ответ может быть получен и с помощью признака К о ш и .  На при
мерах мы увидим ниже, что обратное утверж дение неверно, и приз
нак К о ш и  сильнее признака Д а л а м б е р а .  Однако на практике 
пользование признаком Д а л а м б е р а  обыкновенно прощ е.

369. Признак Раабе. В тех случаях, когда указанные простые 
признаки не дают ответа, приходится прибегать к более сложным  
признакам, основанным на сравнении испытуемого ряда уж е с д р у 
гими с т а н д а р т н ы м и  рядами, так сказать, «медленнее» сходящ и
мися или «медленнее» расходящимися, чем прогрессия **.

Мы рассмотрим здесь ещ е признак Р а а б е  (J. L. Raabe); он 
осущ ествляет сравнение данного ряда (А ) с гармоническими рядами —  
сходящимися:

2 i = 1 + i + i + - - - + i + · · ·  ( О 1)
п =■ 1

и расходящимися:

5 ΐ = ι + τ + τ + · · · + ! + -  <н >
· - 1

* И здесь р а с х о д и м о с т ь  прямо вытекает из нарушения необходи

мого условия сходимости: ведь если ^  1 или ап+1 Ξ3 ат то ап не может
аа

стремиться к 0 .
* · Ср. 375, 7).



—  именно с помощью теоремы 3. При этом приходится рассматри
вать в а р и а н т у  Р а а б е :

_ Г·  я  “ ■ ___  I IlA  ,  —  Я ι I ·
' а*· I

П ри зн ак  Р аабе. Если, при достаточно больших η, выпол
няется неравенство

G% п ^ Г ,

где г —  п о с т о я н н о е  число, большее единицы, то ряд сходится; 
если же, начиная с некоторого места,

' Г I.
то ряд расходится.

Итак, пусть, при достаточно больш их п, имеем:

п ( ^ 2 -  —  l )  >  г  >  1 или >  1 -f-
' urt+l /  Л-ί-1 п

Возьмем теперь лю бое число s  меж ду 1 и r: r ] > s ^ > l .  Так как 
по известному предельному соотнош ению  [77, 5)]:

. . и -  ' Г -  1 
1- Пlim ------------ -̂---------~ s y

л · αο _
п

то для достаточно больших п будет

—— т -------< г или (1 +  1 ) * < 1 +  ί·'
п

я следовательно, и

— *> 11 -i- — Vαη+ι ^ \  1 п)  *

Это неравенство мож но переписать следующим образом:

1
^  __ (” + ! ) *

3 6 9 ] §  2 . СХОДИМОСТЬ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЯДОВ 27 3

с  <  ( ϊ Τ ΐ )

Справа мы имеем отнош ение двух последовательных членов ряда (Н 4); 
применив теорем у 3, убеж даемся в сходимости ряда (А).

Если же, начиная с некоторого места,
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то отсю да сразу находим, что

α η + 1  ^  п

ап я +  1

применив к рядам (А ) и (Н ) теорему 3, заключаем о расходимости  
ряда (А),

Признак Р а а б е  тож е применяется преимущ ественно в п p е  д-е л ь -  
н о й  форме:

Допустим, что варианта ё*Рп имеет предел (конечный или 
нет)·.

lim е ^ л =  ей*.

Тогда при 1 ряд сходится, а при е ^ ^ 1  ряд расходится·
Сравнивая признаки Д а л а м б е р а  и Р а а б е ,  видим, что посл ед

ний значительно сильнее первого. Если предел ^ = l i m ^ n сущ е

ствует и отличен от единицы, то для =  ------- l j  сущ ествует

предел <М, равный - | -  оо при ^  1 и —  оо при ^ ^ 1 .  Таким обра
зом, если признак Д а л а м б е р а  дает ответ на вопрос о поведении  
данного ряда, то признак Р а а б е  и подавно его  дает: больш е того, 
все такие случаи охватываются всего д в у м я  из возможных значе
ний <&, именно ± о о .  В се остальные значения ей* (исключая еЙ’ * ·  1), 
также дающ ие ответ на вопрос о сходимости, соответствую т, таким 
образом , случаям, когда признак Д а л а м б е р а  заведомо ответа не 
дает, потому что £$ =  \.

Но все же и здесь п р и  = 1  мы н е  и м е е м  о т в е т а  н а  
в о п р о с  о п о в е д е н и и  р я д а ;  в подобны х случаях (которы е очень 
редки) приходится прибегать к ещ е более тонким и сложным при
знакам [см., например, ниже п °3 7 1 ].

Обратимся к примерам.

370. Примеры. I) Применим признак К о ш и  к следующим рядам:
ОО

|>:' Σ  iW n y r ’ %η = Έ τ ’ ^ = 0 :  ряд схвдится;п =  2
оэ

(б) 2  ( ^ )  ( * > 0 ) *  # t f = 0 :  рял сходится;
п _ 1

оо

(в) 2  ( а~ ) (Л ^ 0]ап —  положительная варианта, имеющая предел а):
п =  I

χ
· ·  — ^ ·  Если а =  0 , то & =  -(- оо, и ряд расходится, если о =  + о о ,  то 

® — 0, и ряд сходится; наконец, при 0 <с| а -}- оо будет ί  =  н поведе-



кие ряда зависит от х: при х < а  ряд сходится, при х > а — расходится. 
При х =  а в общем случае о поведении ряда ничего сказать нельзя, оно 
зависит уже от характера приближения а„ к а.

2) Применим признак Д а л а м б е р а  к следующим рядам:
О»

(а) 1 +  У  {х >  0 ), £ ) я = .  *  , . <?' =  0 : ряд сходится;
П ! Я  - f ·  I

CD

(б) 2  ηχ"~ι (х  >  ° ) . , Ψ  =  χ '· ряд сходится при д;<  1

П — 1

и расходится при х^>1 (при х = * \  в этом убеждаемся непосредственно).
СО

(в) V  ? “ ( Х > 0 , s >  0 ), & п =  х (  в *  j--) , &  =  ряд сходится 
я — I

при χ  <  1 и расходится при j c >  1; при х =  1 получается гармонический ряд, 
поведение которого, как мы уже знаем, зависит от s.

О)

(г) У  « ι ( 4 ) " ί χ > 0 1 · при х < е  ряд
( , + т )

сходится, при х > е  расходится; при х =  е признак Д а л а м б е р а  в пре

дельной форме ничего н? дает, но так как варианта ( l  + ~ )  приближается

к е в о з р а с т а я ,  так что 3 ■ >  1 , то первоначальная форма признака поз
воляет все же заключить о расходимости ряда.

IU

(д) 2  п £ г (л :> 0 ) · ^ «  — * ■ ( 1 + ' *  )"· & = х е :  «Ри х < \  РЯД
η —  I

1 1сходится, а при х  >  — расходится; при х — — на этот раз при помоши

признака Д а л а м б е р а  ничего установить нельзя, так как прибли
жается к i g = \  снизу. Мы вернемся к этому случаю ниже, в 5) (г).

3) Возьмем ряд

1 j r a j r ab +  asb +  а5Ь3 +  α 4 η~ι апЬп +  ... ,

где аиЬ  — два различных положительных числа. Здесь ilSr2„_i =  a, =  
и признак Д а л а м б ер а  (в первоначальной форме) позволяет сделать заключе
ние о сходимости или расходимости ряда, лишь если оба числа о, b меньше 
единицы или оба — больше.

В то же время

— 2" “ α» ' 1 δ™- 1 и

так что <g = Y a b · ,  по признаку К о ш и ,  при ab <  1 ряд сходится, а при 
α δ >  1 (очевидно, и при ab=* 1) — расходится.

ОО

4) Рассмотрим ряд V  τ(η)χη, где х  >  0 и т(л) означает число дели-
* л -  1

телей натурального числа п. Ввиду прихотливого хода изменения функции τ(η)

370] §  2. сходим ость п о л о ж и т е л ь н ы х  р я д о в  275
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не представляется возможным применить здесь признак Д а л а м б е р а .  
Между тем признак К о ш и  вполне приложим:

' в я =  V τ <я) · x  s i  у  п ■ χ , так что ё  =  лг,
и при 1 ряд сходится, а при х >  1 (очевидно, и при л г = 1) — расходится.

5) Приведем примеры применения признака Р а а б е .

(а) 1 4 - V  <2я —  1)11 1
^  U  (2п)!1 1 i n  +  I 1

п =  1
Признак Д а л а м б е р а  к этом у ряду неприложим, pi6o

(2я — I) 3

2 я  (2я -j- Ι )  1

(и притом <; 1). Составим варианту Р а а б е :

_® _  „ /^я (2и +  ] ) _  (6ге — 1) я
\ <2я — ! Г ‘ — (2п — I) 2 *

»1
Так как lim =   ̂ ;> 1, то ряд сходится.

СП

(б> Σ — ; + ! ) . " . ( . + , )  '< > 0 >·гг =  1

Так как =  - Я +  ι
" A’ f  П f  1

приложим. Имеем, далее,

, Jj,1 =  1, то здесь признак Д а л а м б е р а  не- 

л:, так что <& =  х. Таким образом,л +  1
при -лг с  1 ряд расходится, а при x  >  1 сходится; при л: = 1  получается рас
ходящийся гармонический ряд (без первого члена).

(в)

ОО
V
Li

п\хп
(х +  а1)(2х +  а, ) - . . . - (пх +  ап) ’

где . д о  0 , и ап —  положительная варианта, имеющая конечный предел а.
ММСГМ* 1)-V q  , |  _ _ _  г  _  HU* -  tl

< л - Н ) * Ч - в д+1 ( п +  \ ) Х ' - - '  X
Итак, при х  <  а ряд сходится, при х  >  а он расходится. При х  =  а в об
щем случае ничего сказать нельзя: поведение ряда тогда зависит от харак
тера приближения ап к а.

(г) Наконец, рассмотрим ряд

V  ± ( * Л Н
L т [ е )  ■

Для него

(1 +
чтобы вычислить предел этой варианты, заменим ее более общим выраже-
нием:

(х —* 0),
(1 + * ) Г



к которому уже можно применить методы дифференциального исчисления. 
По правилу Л о п и т а л я ,  переходим к отношению производных:

I I

------------- i—  ■ {d  + * ) ^ · 1 η ( 1 + * ) ■ ( - р ) + ^ -  * ( 1 + * ) *  ”  J =

1(1 + x )x j*
in(i+x)__£_ 

----------------r ---------------^7

o + x ) ·
Полагая

ln  (1 + x )  =  x — i - λ:8 +  ο  (λ:2) , γ § Γχ =  x — Xs +  o {xs) ,

сразу получаем, что искомый предел равен - ί .  Ряд расходится.

371. П ризнак'Куммера. Теперь мы выведем один весьма общий при
знак, принадлежащий К у м м e р у (E. E. Kummer); его скорее можно рас
сматривать как о б щ у ю  с х е м у  для получения конкретных признаков. 

Признак Куммера. Пусть
Cl, С$, . . .  , Ся, . . .

будет произвольная последовательность положительных чисел, такая, 
что ряд

со

У 1А .с Л

расходится *. Составим для испытуемого ряда (А) варианту

eh п =
“ли

Если (для n > N )  выполняется неравенство
Λ  а ->  ».

где δ — п о с т о я н н о е  положительное число, то ряд сходится. Если же 
{для η > Ν )

d/if n sS Οι
то ряд расходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть

• "(1+1 

(неравенство это, очевидно, можно считать выполненным при в с е х  и). 
Умножив обе части этого неравенства на ап+1, получим:

спа„  —  cn+lo n+I S s  β · в , +1, (6)
значит,

спап — Cn+ian+i >  0  или спап >- сп+1ап+1.

* Обращаем внимание читателя на то, что последним предположением 
мы будем пользоваться только при выводе признака р а с х о д и м о с т и :  
признак с х о д и м о с т и  в нем не нуждается.
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Отсюда следует, что переменная спап монотонно убывает и, следова
тельно, стремится к конечному пределу (так как она ограничена снизу нулем). 

Итак, ряд
са

2  (Сп а п ~  Cn+ lfln+l) 
я =  I

сходится, ибо сумма его п первых членов:

Cl f l l  СЛ + 1 ° Я + 1

имеет конечный предел. Но тогда из неравенства (6), по теореме I, следует,
СО

что сходится ряд 2  δβη+ι, а с ним и данный ряд (А).
п — 1

Если же, для η >  Ν,

• '■ У  (I =  ° п  '  ~ ~  с Л + 1  ^  О ,
“ л +1

то имеем:
I

ύα+ι «ь_!!л+1 

9  1 ·
*п

Так как ряд Т* - -  предположен расходящимся, то, по теореме 3, расхо-
^  сп

дится и испытуемый ряд (А), ч. и тр. д.
В п р е д е л ь н о й  форме признак К у м м e р а выглядит так: 
Допустим, что варианта п имеет предел (конечный или лет):

lim e/ι' п =  .

Тогда при > 0  ряд сходится, а при «%■’ <  0 — расходится.
Покажем теперь,' как при помощи признака К у м м e р а можно полу

чить некоторые важные признаки сходимости как частные случаи его.

а) Положим, например, с „ =  1; условие, чтобы ряд ^  —  расходился,
соблюдено. Имеем:' *

-  « - н ------ 1.
•«♦ι т »

Если варианта S>п стремится к пределу «#, то „ у ,  стремится\к пре

делу оЖ — 1 (<з%Г =  +  оо, если =  =  — 1 , если <3! =  -\- ое).
При <3! >  1, очевидно, «йГ С  0, и по признаку К у м м e р а ряд расходится; 
если же Jl? <  1, то ^ ' > 0 , и ряд сходится. Таким образом, мы пришли 
вновь к признаку Д а л а м б е р а .

б) Положим, далее, и отметим, что ряд У  расходится. Выра
жение .айг̂ л получит вид:

JT n  =  n -* * ·----- (в +  l) =  e J ? „ - l .ип+1
Если варианта j j f ,  стремится к пределу Л ,  то стремится к пре

делу сШ‘ =  et? — 1 ±  оо, если е ^ =  ±  оо). При >  1 имеем р.#” >  О,
и по признаку К у м м е р а  ряд сходится; если же е ? ? < 1, то <  0 , так 
что ряд расходится. Мы вновь получили признак Р а а б е .

г л · XI· б е с к о н е ч н ы е  р я д ы  с  постоянными ЧЛЕНАМИ (371



в) Наконец, возьмем с„ =  я1п я (я 2 = 2), такой выбор допустйм, ибо ряд
V  1j■ —j—  расходится [367, 6)]. Имеем в этом случае А ·  л WI f|

=  η 1п η ■ — — <я 4 - 1) In (η 4 - 1).
« Я .1

что можно также представить в виде:

если обозначить через е®„ новую варианту:

са9Э- =  In ---I j — I j =  1п п . (ай’д — 1).

Отсюда получается уже новый
Признак Бертрана (J. Bertrand). Допустим, что варианта $дп 

имеет предел (конечный или нет):
$S =  lim «$?„.

Тогда при S3  >  1 ряд сходится, а при s $ J <  1 — расходится.
/  1 \ п 4 · 1

Действительно, так как l i ml n l l - f -  — j =  loge =  1, то варианта К у м 

м е р а  оУСп стремится к пределу Л р  =  <£β — 1 (Θ =* ±  оо, если =■ ±  оо). 
Остается сослаться на признак К у м м е р а .

Сопоставляя признаки Р а а б е  и Б е р т р а н а ,  можно было бы повторить 
те же замечания, которые мы выше сделали по поводу признаков Д а л а м 
б е р а  и Р а б б е  [369). Эта цепь все более и более чувствительных (но и 
более сложных!) признаков может быть неограниченно продолжена.

372. Признак Гаусса. Из признаков Д а л а м б е р а ,  Р а а б е  и Б е р 
т р а н а  легко может быть получен следующий признак Г а у с с а (С. F. Gauss). 

Признак Гаусса. Допустим, что для данного ряда (А) отношение
- ί * -  может быть представлено в виде:
«ΙΧ+Ι

-£в-ап+, п ' я 2 ’

где λ и μ — постоянные, а θ„ есть о г р а н и ч е н н а я  величина: | #g | ^  L\ 
тогда ряд сходится, если λ > 1  или если λ =  1, μ > 1, и расходится — 
если λ  <  1 или λ  =  1 , μ  sg . 1 .

Случаи λ ^  1 приводятся к признаку Д а л а м б е р а ,  ибо l im ^ i*  = _ г*
аа *

Пусть теперь λ = 1 ;  тогда

и случаи μ ^  1 исчерпываются признаком Р а а б е .  Наконец, если μ =  1, то 
имеем:

^ В . =  1п я ( Л * - 1) = ™ ? -вя.

Так как *-2-5, как известно,'стремится к нулю при я —►оо, а 0 ,  ограничена,
Я

то ($i =  l i m =  0, и по признаку Б е р т р а н а  ряд расходится.

3T72J §  2 . СХО ДИ М О СТЬ П О Л О Ж И ТЕ Л Ь Н Ы Х  р я д о в  2 7 9



(Г а уПсРс" М 6  ̂Ы" ^  Рассмотрим так называемый гипергеометрический ряд
ОО

F(a,  β, γ, χ) =  ι +  ^  “ ■ ( « +  1) - - - ( а  +  я - 1) . В . ( В +  | ) . . . .  ■ ( β + η - Ι )  ,
" ! γ · ( γ + ΐ ) · . . . · ( ϊ  +  « - ΐ )  ' *Я *= I

■=1 , . а · ^  ■ ° · ( ° + 1 ) · Ρ · ( Ρ + 1 )  . .
1 · γ ”  ‘ 1 · 2 · γ . ( γ  +  1) ^  ·

Β · ( α + 1) · ( Β +  2) · β . ( ρ + 1) . ( β  +  2) ^
1 - 2 - 3 - 7 - (1 +  1)·(γ +  2) Ί- · ·· ·

предполагая п о  к а α, β, γ, л: >  0. Здесь

ап+ 1 _  (а +  ”) (3 +  «) 
ап (1 +п) ( ч  +  п)Х ~*Х’

так что по признаку Д а л а м б е р а  сразу устанавливается сходимость при
х  <С I и расходимость при * ; > ! .  Если же ^ = 1 ,  то возьмем отношение

2Я0
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ап _  (1 +  Л) ( γ  +  л ) ( ч 4 ) ( · + ί )
а л н  (« .+  Л) (β-|- л) 1

ί 1 + ΐ ) ( ι + 1 )
и, пользуясь разложениями:

— —  = 1 — . 1 ' 
ι +  ±  » 1 +  л  l 4 . i  *  ' , ί ' η * ’

η η η η
представим его в виде:

=  ( _1_ 7 — а — р + 1  0^
чп+| а ' я**

где 0„ ограничена. Применяя признак Г а у с с а ,  видим, что ряд F(a,  8, γ, I) 
сходится при γ - α  — β > 0  и расходится при γ - ^ α —  β=<0. Ниже мы вер
немся к гипергеометрическому ряду при более общих предположениях 
относительно α, β, γ и х.

2). Другим примером на применение признака Г а у с с а может слу
жить ряд

' +  ( i r  +  ( H ) 4 . . .  +  ( ! ^ M ) ' + . . .  ( » > 0),

который сходится при р >  2 и расходится при 2. Здесь — по формуле 
Г е й л о р а

j k .  _  I 2п γ  =  ( ] ___ Ч _ р _ ,  , /» , р 0» + 1) ι , _ м \
anri \2n— \j  V 2л/ 2п 1 - 2  * (2п)а ‘ “ \n*j'

откуда
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373 . Интегральный признак Маклорена— Коши. Этот признак 
по форме отличается от всех предыдущ их. Он. построен на идее со 
поставления ряда с интегралом и представляет собой обобщ ение  
того приема, которым мы уж е пользовались для выяснения сходим о
сти или расходимости ряда в примерах 4), 5), 6 ) п° 3 67 .

Пусть предложенный ряд имеет ф орму

f  (?)
л — 1 η — 1

где /  (я )  есть значение при х  =  п  некоторой функции /  (х ) , опре
деленной для х ^ 1 * ;  функцию эту  предположим непрерывной, по
ложительной и монотонно убывающей.

Рассмотрим какую-либо п е р в о о б р а з н у ю  функцию F (я )  для 
/(л г); так как ее производная F  ( х )  = / (л:) ] >  0 , то F ( x )  возрастает
вместе с л: и, при х  -► - | -  о о , ' наверное, имеет предел, конечный или
нет. В первом случае ряд

£ [ / ? ( „ + l ) _ f  (я)] ( 8 )
га= 1

сходится, а во втором —  расходится. С этим рядом мы и сравним 
испытуемый ряд.

П о ф ормуле конечных приращений, общ ий член ряда ( 8 ) пред
ставится в виде:

F { n + \ )  — F { n ) = f ( n  +  b) ( О < 0 < 1 ) ,

так что вследствие монотонности функции f  ( х )

an+l =  f ( n +  1) ■< F (я +  1) -  F  (я) < /  (в) =  ап. (9)

В случае сходимости ряда (8 ), по теореме 1, сходится ряд
т ОТ
S  а™+■* =  f(nJr 1)> члены которого меньше соответственных

л =  1 η — 1
членов ряда ( 8 ); значит, сходится и данный ряд (7). В случае рас
ходимости ряда ( 8 ), расходится и данный ряд (7), ибо члены его  
больш е соответственны х членов ряда ( 8 ).

Таким образом , мы приходим к следую щ ему интересному при
знаку (впервые найденному в геометрической форме М а к л о р е н о м ,  
но позабы тому и лишь впоследствии вновь откры тому К о ш и ) :

* Начальным значением номера п, вместо 1, может быть и любое другое 
натуральное число я0; тогда и функцию f  (х) надлежит рассматривать при



И н т еграл ьн ы й  п ри зн ак . При сделанных предположениях 
ряд  (7) сходится или расходится в зависимости от того, имеет  
ли функция

F{ x )  =  \f{x~) d x  
при х  —»- -j— оо  конечный предел или нет.

Приведем примеры применения этого признака (помимо рассмотренных 
Я 367).

оо
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п =  2

Здесь / ( * )  =  д , 1д1-ю ^; F (х) — —  i  iJ , χ  —  0 при дг — +  оо: ряд схо-
ДИТСЯ.

2) V  1
__  п ■ ln п ■ In ln η '

rc-=- 3

Имеем /  (χ) = F {χ) =  ln ln ln x  —► - f  oo: ряд расходится, 
со

^  ,Σ  η ■ In η · (ln 1η η)ί+”
п =  3

В этом случае

^  Х1 лг ■ In лг (In In х)1̂ 17 ’ j  . (ln In χ)  σ 0:
р я д  СХОДИТСЯ, И т. д,

П ервообразную  функцию F( x )  можно взять и в ф орм е опреде
ленного интеграла

X
F( x )  =  \ f ( t ) dt.

i

П редел его при д : - » - - |- о о  называют «интегралом от 1 д о  - [ - о о » *  
и обозначают так:

+  оо
т - о о ) =  5 f ( t ) d t .

1

Итак, предложенный ряд  (7 ) сходит ся или расходится, смо
тря по тому, имеет ли этот интеграл конечное значение или 
нет **.

* Это гак называемый н е с о б с т в е н н ы й  интеграл; подобными инте
гралами мы будем заниматься в главе XIII.

** При такой формулировке признака доказательство легко провести 
без предположения о н е п р е р ы в н о с т и  функции /  (лг) и используя только 
о п р е д е л е н н ы й  интеграл (который для монотонной функции существует. 
298, III).
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В такой ф орме интегральный признак допускает простое геом е
трическое истолкование, близкое к идее М а к л о p е н а. Если изобра
зить функцию / ( х )  кривой (рис. 54), то интеграл F( x )  будет выра
жать площадь фигуры, ограниченной этой кривой, осью х  и двумя 
ординатами; интеграл ж е .F ( - f -o o ) , в некотором смысле, можно рас
сматривать как выражение для площади в с е й  бесконечно прости
рающейся направо фигуры под кривой. С другой ж е стороны, 
члены ~аь аг, ап . . .  ряда (7 ) выражают .величины ординат

в точках j c = 1 , 2 , . . . ,  п, . . .  или, что то же, площади прямоуголь
ников с основаниями 1 и с высотами, равными упомянутым орди
натам.

/_Таким образом , сумма ряда (7 ) есть не что иное, как сумма 
площадей выходящих п р я м о у г о л ь н и к о в ,  и лишь первым членом 
Отличается от суммы площадей в х о д я щ и х  прямоугольников. Это 
делает соверш енно наглядным установленный выше результат: если 
площадь криволинейной фигуры конечна, то и подавно конечна пло
щ адь заключенной в ней ступенчатой фигуры, и предложенный ряд 
сходится; если ж е площадь криволинейной фигуры бесконечна, то  
бесконечна и площадь содерж ащ ей ее  ступенчатой фигуры, так что 
в этом случае ряд расходится.

Сделаем теперь некоторы е замечания относительно дальнейш его 
использования неравенств (9).

а) В случае существования конечного предела

lim  F (x)  =  F (-{-oo)
дг-» +  оо

можно указать удобную  о ц е н к у  о с т а т к а  предлож енного ряда. 
Именно, просуммировав неравенства

яри k =  n - \ - \ .........п-\-т ,  получим

и +  т  л +  г л - 1

2  а* < / 4 / 1 4 - от) —  / * ( » ) <  2  аА*к=п+ 1 ь=п



П ерейдем  к пределу, увеличивая здесь т  д о  бесконечности:

Σ  s  F ( “H с - )  —  F (ff)  V  α„
k =  n - f l  k —  n

или

^ (+ o o )  —  F ( « +  1 )<  2  Ο Λ ^ ^ ί+ ο ο )  — ^ (я );  (Ю )
A =  ]

эт о  и д а е т  и ск о м у ю  о п е н к у  к а к  с в е р х у , т а к  и сн и зу  *.

оо

Например, для ряда V  _ 1 _  ( 0 >  0) будет
п — 1

^ ( + с о )  =  0 ,

-1 . 1 . - ν  ι - ι ι
О ' (/г +  I f  Zd ft· ■1 г ■ nJ * '

1

б) Если ж е Z7 (x )  возрастает д о  бесконечности вместе с х,  то 
эта функция позволяет судить о б ы с т р о т е  р о с т а  частичной 
суммы предлож енного ряда. Рассмотрим неравенства

0 < / ( А )  -  [F (k - f  1 ) —  F  (А)] < / ( * )  — / (А +  1)

и, просуммировав их от А — 1 д о  k =  n, получим в о з р а с т а ю 
щ у ю ,  но ограниченную варианту

П
Σ  /(*) ■— ^  (я +  1) -  z7 (1)] < /(1) - / ( я  +  1) </(1),

/2  =  1
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* Так как
п-\-т

f ( n  +  m) — F ( n ) =   ̂ f(t)rft,
П

то, переходя к пределу при m —»оо, получаем н е с о б с т в е н н ы й  интеграл
+  00

F ( + со) — F(n) =  j  f  (t) dt.
П

Поэтому неравенства (10) могут быть переписаны так: 

с о  ос- о з  ла

$ f ( f ) d t I ]  ( 10a)
Л - М  А —  л - j  1 A —  n  -J- I л



которая стремится к конечному пределу. То ж е справедливо и отно
сительно варианты

j ± f {k) - F { n  +  1).
* =  1

Если через С обозначить ее предел, а через ал —  бесконечно малую, 
которой она разнится от своего предела, то придем к формуле:

' £ f (k)  =  F (n - \-  1 ) + С + а „ .
* = 1

Например, при /(дг) =  -^-, F(x) =  \nx, отсюда вновь получается формула 
(4) п° 367.

374. Признак Ермакова. Примерно ту же область применения, что и 
интегральный признак, имеет и своеобразный признак, предложенный
В. П. Е р м а к о в ы м .  Формулировка его не содержит понятий интеграль
ного исчисления.

Признак Ермакова. Предположим по-прежнему функцию f ( x)  непре
рывной *, положительной и монотонно убывающей для x  >  1 **. Тогда, 
если для достаточно больших х  (скажем, для х~̂ 5 х а) выполняется не
равенство

_____
f i x )  ' = - « < ' ·  

то ряд (7) сходится, если же (для х^ > х0)

Л £ f l · ! *  .
/ ( х)

то ряд (7) расходится
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполняется первое неравенство. При 

любом х ^ х 0 будем иметь (подстановка t =  eu)

г* .г
$ f ( t ) d t =  $ f ( e u) -ea d u ^ q \  f ( t )  dt,

ехо ·*«
отсюда

ея х  Iя
( 1 - 9 ) $ f i t ) d t ^ q [ \ f i t ) d t -  $ f ( t)d t \* £

е̂ а ·Χο gJfo
***«» #·* e*o

*£ q l  J f i t )  dt  -  $ f ( t )  dt] <  q $ f i t )  dt,
Jto x  Jto

так как
ex > x ,  ( 12)

* На деле требование непрерывности может быть опущено. См. 
сноску ** на стр. 282.

** См. сноску на стр. 281.
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и вычитаемое в последних скобках положительно. В таком случае

0я ех 0

ί  / < ι , Λ < Γ ^ ί  / w * ·
«■*0 ДСП

ех о
прибавляя к обеим частям интеграл  ̂ f ( t )dt ,  получим

*·
ех о
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J | / ( о « = а
■*0 *0 

и тем более:— учитывая ( 12) —
X
\ f ( t ) d t ^ L  ( х ^ х 0). 
х0

Так как с возрастанием х  и интеграл возрастает, то для него суще
ствует конечный предел при х —-оэ:

и — по интегральному признаку — ряд (7 ) сходится.
Пусть теперь имеет место второе неравенство. Тогда

ех о
и — если к обеим частям прибавить интеграл \ f ( t ) d t  —

X
е* ех «
5 f ( t ) d t ^  j  f ( t ) d t  =  T >  0

X  X q

(так как, ввиду (12), Определим теперь ηоследовательность

x (ii Х\1 ···» -^«-11 «*Я» ···»
х„ .полагая х п =  е я- i ;  по доказанному

S
*П-1

хп П Х1
\ f ( t ) d t =  2  $ f i t )  d id n 't .



О т о д а  ясно, что
СО χ
{ /  (t) d tяш, lim \ f  (t) dt =  -[- со,

•*o
■ — по интегральному признаку —  ряд (7) расходится.

Примеры предыдущего п° легко исчерпываются и с помощью доказан- 
вого признака:

η = 2

В этом случае f ( x)  ~= χ  и выРажение

f ( ex) - ex ln1+I1 х  -L y J - ------- -------------- υ п р и . - с о ,

так что при достаточно больших х  оно становится меньшим любой пра
вильной дроби q\ р я д  с х о д и т с я .
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2) У 1

η · 1п п · In ln n ‘
τι =  3

Здесь f (x)  =   ---- ί— - — . а выражение
' ' χ  · ]πχ ■ ln ln x ’

f(ex 1 · ex■- — =  In ln x  —» g o  при x  — co,

и при достаточно больших х  превзойдет единицу: р я д  р а с х о д и т с я .

^  2  га · In га · (In In n) 1+<1 ''а ^  ^,L"
η—Э

Имеем на этот раз
1

/< * ) = ■’ х  · ln х ■ (In 1η λγ)1+° ’
f ( e x) · ex (ln ln λγ) 1+Ι1 „, .  .—  =  -— =-=- -------- ► 0  при дг->со: р я д  с х о д и т с я .f ( x)  ιπ° χ

Заметим в заключение, что функция ех, фигурирующая в признаке 
Е р м а к о в а ,  может быть заменена любой другой функцией φ (л:), моно
тонно возрастающей, положительной, имеющей непрерывную производную и 
удовлетворяющей неравенству

φ (х) >  ( 12*)
которое заменяет (12). Доказательство может быть скопировано с приведен
ного выше. Таким образом, в общей форме признак Ермакова я в л я е т с я  
источником для получения ряда конкретных признаков, отвечающих различ
ному выбору функции <р (л:).

375. Дополнения. 1) Мы воспользуемся оценками (11), чтобы охарак
теризовать поведение функции Р и м а н а [365, 2)[

ао

С ( ' + ‘) = 2  ^
η— 1

(которая определена лишь для а >  0) при приближении о к 0.



Прежде всего, полагая и =  0 в первом из неравенств (11) и п =  1 во 
втором из них, легко получить

1 < σ · ζ ( 1 + σ ) < 1 + σ,
откуда

lim σ · ζ (1 -f- σ) =  1.
σ—»·0

Можно прийти к более точному результату, если, исходя из очевидного 
равенства

со

! ( 1 + · )  =  1 +  5 ^ + . . ,  +  ϊ ^ +  У  j ,1-
А =  л +  1

применить неравенства (11) при произвольном п :

1 +  2ΙΤ“ +  · · · +  η& ϊ+ ν  [ (Τ + Τ )ϊ— <  ε d +  — у  <  ι +

+  2Т+5-+  . . .  +  ^1+5-+ 7 - ( 7)i — l)  . 

Переходя здесь к пределу при σ —»0, мы получим

1 + “гг +  · · · + - [ ----- 1°  (п -[- 1) <  lim Γζ (1 -|- <*)----- - 1  <
" ТГГб L 0 .!

[ ζ ( ΐ + 3) - 4 ] = ι + τ + · · · + Γ ~ ΐη и *

Наконец, ввиду произвольности /z, устремим здесь п к бесконечности. Так 
как первое и последнее выражения, в силу (4) п° 367, при этом стремятся 
к эйлеровой постоянной С, то наибольший и наименьший пределы совпа
дают, так что существует обычный предел и равен

2 8 *  ГЛ. ХГ. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ |3 7 5

l im Γζ( 1 + σ ) -----П = С ..-.о L ' о J
[Эти результаты принадлежат Д и р и х л е . ]
2) Пусть члены ряда (А) м о н о т о н н о  убывают; тогда ряд (А)

СО

сходится или расходится одновременно с рядом 2  '* · а%ь ( К о ш  и).
*=о

Действительно, с одной стороны,
И,* <  а, +  {а, +  в,) +  .. .  +  (ν  +  . . .  +  аг Ш1 ) <  а, +  2а, + . . .  +  2 \ к, 

а с другой —

\ ь  =  а1 +  °2  +  ( в з +  о 4)  + . . .  +  ( а 2* _ 1+1 +  . . .  4 -  o i k )  >

>  -т  в. +  в. +  2а4 +  .. .  +  2*-*в,* =  1  (в, +  2а, +  4а, +  . . .  +  2 \ k).

* Мы пока не знаем, существует ли предел выражения ζ (1 - f  σ)---- L
G

при з у, и потому пользуемся наибольшим и наименьшим пределами [42]. 

Пределы выражений -  М  Л и  находим по формуле
7 7 ,5 ), (б).



Отсюда и следует требуемое заключение.
со

Например, поведение ряда ^  “  совпадает с поведением ряда
]

зз со 00

V  2* . =  2  1, явно расходящегося. Ряд Ν ' — (я >  0) сходится вместе
"Т о Т

оо оо σο

[рядом  N  2* · =  У  2й  · Ряд 2  /ТТгГя Расходится> иб° Расх°дится
Т  2

00 оо

ряд 2 * - , 1па.  — Σ Λ · In 2■ 11 T' Д- 
ι ι

В этой теореме ряд сравнения может быть заменен и более
00

общим рядом 2  mk -amk, где т — любое натуральное число.
* =  о

3) Пусть (А) будет произвольный с х о д я щ и й с я  ряд. Какие заклю
чения можно сделать о порядке малости общего члена ап по сравне- 

1 -кию с — ? п
Прежде всего, очевидно, что если эти бесконечно малые вообще срав

нимы между собой [60], т. е. если существует предел

lim ^  =  lim пап =  с,

J ® 4  § 2. СХОДИМОСТЬ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЯДОВ 289

п
то необходимо с =  0 , так что

» • = » ( 1 ) ·  <|3>

V  1Действительно, иначе— ввиду расходимости гармонического ряда т ——
Т"

я данный ряд был бы расходящимся [366, теорема 2].
Однако существование такого предела, вообще говоря, не обязательно, 

как видно на примере ряда

1 , 1 , 1 , 1 , ι , ι , 1 , 1 , 1 .  _L ,

1 т  2, "г  31 Т  52 п~ б5 “И 7* "и т  Я Ί ΙΟ'"1· '·  *'
от
Vi 1

Сходимость этого ряда ясна из сопоставления с рядом /  в то же вре-т
мя, если п не есть полный квадрат, то для него пап — — , в противном жеЯ
случае: пап= \ .

Впрочем, если члены ряда м о н о т о н н о  у б ы в а ю т ,  то для сходи
мости его условие (13) все же н е о б х о д и м о .  Действительно, при любых 
т и п >  т:

(,п — т) ап <  ат‘н  +  .. .  +  ап <  ат,
1 0  Г. М. Фихтенгольц, т. II
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гДе ат — остаток ряда. Отсюда

ппап< -----------#п — т "

Пусть сначала т взято так, чтобы ат было меньше произвольно заданного 
числа ε >  0; если предположить теперь п настолько большим, что

η ε
<  —  .п — т а.

то одновременно 'пап <с е, ч. и тр. д.
Заметим в заключение, что даже для рядов с монотонно убывающими 

членами условие (13) отнюдь не является д о с т а т о ч н ы м  для сходи-
CQ

мости. Это видно на примере ряда J —
м  п 1п п '
2со

4) Если ряд расходится, и D„ означает его п-ю частичную
СО 

,  \ 1сумму, то ряд также расходится, в то время как ряд
I “

СО

V  ,  ( » 0 )  сходится. [ А б е л ь  (N: Н. Abel) и Д и н  и (U. Dini).]
1

Имеем:

-i- t ^ dn+i-\-■··-{-dntm , D„
Dn+i · - ■  · D^~m----------  5 ^ , ·

Сколь большими ни взять п, всегда можно выбрать такое т, чтобы было 

А  < 4 -  и, следовательно, +
^  Я  f  J  i - ' n j - m  Δ

ОО

J A
ί

расходится.

Для ряда нарушено основное условие сходимости [364,5"] — ряд
ι п

Для доказательства сходимости ряда ^  —Υ+ΪΓ мы прибегнем к при-
I

ему, сходному с применением К о ш и  Г3731.

К функции  ̂ — Λ  . J_ g промежутке от x  =  Dn_1 до x =  Dn
применим формулу конечных приращений:

1 / 1  1 \  dn

0 \*Л~ ι b°J ~  ' *' <  <  ° п'



* т § 2. сходим ость п о л о ж и т е л ь н ы х  р я д о в 29!

Таким образом, члены рассматриваемого ряда соответственно меньше членов
т

сходящегося ряда V  JL  ./-- !-----------— ) что и доказывает высказанное ут-
D ir

■срждение.
оа

Я) Если рягЗ ^  ся сходится и γβ означает его остаток после п-го 
ι

оо
члена, то ряд У  расходится, в то время как ряд

■ V  , Т  (0 <  а <  1)

Г т- .
сходится (Д и н и ).

Доказательство аналогично предыдущему.
6) Следующий признак сходимости недавно был указан Н. А. С а п о -  

г о в ы м:
Если «„ —  положительная монотонно возрастающая варианта, то ряд

00 оэΣ ('-£.) 1<—"*■ ifif-1)!
п  =  1 п — 1

сходится при условии ограниченности этой варианты и расходится — 
в противном случае.

Положим (при п =  1, 2, 3, ...)
п

r f n =  М Л 4-| —  « Л .  D n  =  2  ~  й Л +1 ■“  И 1>
fc=-l

тогда предложенный ряд перепишется так:
с о

Σ Λη
Оп +  и, >

л -»1

и его поведение совпадает с поведением ряда
СП
V  rf»

Vа *л«4
09

а значит — и с поведением ряда dn (в случае расходимости его можно
««=1

сослаться на результат А б е л я—Д и н и, 4)). Последний же ряд сходится 
или расходится в зависимости от того, будет ли варианта ип ограниченной 
или нет.

7) -Пусть даны два сходящихся ряда:
OQ ОО

Σ · * ·  и Σ  с'п-
п — \ л = 1

10·
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Второй называется м е д л е н н е е  с х о д я щ и м с я ,  чем первый, если 
остаток -[д второго ряда есть бесконечно малая н и з ш е г о  п о р я д к а  
чем остаток γΛ первого:

lira Ϊ?- = 0 .
Ίη

ОО

Для каждого сходящегося ряда 2  сп можно построить ряд, мед-
1

л е н н е е  сходящийся. Достаточно рассмотреть, например, ряд
СО ОО

Σ  ‘V ’· 2  ( У τη-ι -  УЧп) *>
/2 — 1 /z—]

так как в этом случае > =  | Г7»-
Рассмотрим теперь два расходящихся ряда:

оо оо

Σ α» и Σ Χ
и —1 л=1

Про второй говорят, что он р а с х о д и т с я  м е д л е н н е е ,  чем первый, 
если его частичная сумма D'n является бесконечно большой н и з ш е г о  
п о р я д к а ,  чем частичная сумма Dn первого:

D'n
lim γ -  =  0 .

l-*n
00

Для каждого расходящегося ряда 2  dn можно построить ряд, 

м е д л - е н н е е  расходящийся. С этой целью можно, например, взять ряд
со оо

2  t ' n - V D i  +  2 (У Я п- V d ^ i);
п =  1 п= 2

здесь D n=Y ~D n.
Аналогичные заключения можно получить и с помощью рядов А б е л я  

и Д и н и, рассмотренных в 4) и 5).
Построенные примеры приводят к такому принципиально важному 

утверждению: никакой сходящийся {расходящийся) ряд не может служить 
у н и в е р с а л ь н ы м  средством для установления путем сравнения 
с ним ** сходимости (расходимости) других рядов.

Это ясно из того, что

  Ύ/ζ—ι ϊ/ι ■ г ι лс* -- -- 77=· у  Гя- 1  -г  У и  - *0
" V  7л- 1 — К 7л

И

Ъ  \  D„ -  V U Z t ^  +  ^

оо
* За γ0 принимаем всю сумму У] сп.

** С помощью любой из теорем п° 369.



8) Пусть даны две последовательности положительных чисел

аи а,, ап, ... и blt bs, . . . ,  bn, ...

Каково бы ни было п, для первых п чисел этих последовательностей имеет 
место неравенство К о ш и  — Г е л ь д е р а :

н неравенство М и н к о в с к о г о :

I j > ,  s |  i x i '  +  1 Σ * ? Ι *
j= l i =  l i =  l

[133 (5) и (7)]. Здесь k — произвольное число > 1 ,  а к' другое число 
тоже >  1, которое связано с k соотношением

i  + Ί  =  1 к k’
Переходя в этих неравенствах к пределу при я —> со, получим подобные 

же неравенства для бесконечных рядов:

m  оо 1  оо _L

Σ α* Γ  · { Σ  *?’}*’
i =  l « =  1 i =  1

|· =  1 / =  1

причем из сходимости рядов в правых частях вытекает сходимость 
рядов в левых.

§ 3. Сходимость произвольных рядов

376. Общее услолие сходимости ряда. Обратимся к вопросу
о сходимости рядов, члены которы х могут иметь произвольные знаки. 
Так как, по определению , сходимость ряда

ОО

Σ  ап — αι *!* ° » ■{” ■■■ а л ■· ■ №
п»- 1

приводится к сходимости последовательности

А\, А%, . . . у  Ап, Ап̂т> ..·> (1)

376] § 3. с х о д и м о с т ь  п р о и з в о л ь н ы х  р я д о в  293

составленной из ч а с т и ч н ы х  с у м м  ряда, то естественно приме
нить к этой последовательности принцип сходимости  [39]. Из двух
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номеров я и ή , которые в нем упоминаются, можно, не умаляя 
общности, считать п'~^>п и положить п’ =  п -\-т , где т  — любое 
натуральное число. Если вспомнить, что

■̂ л+т — А„=г- ап+1 - |-  оП4а - | - . . .  а„+т,

то принцип сходимости  применительно к ряду можно перефрази
ровать так:

Д ля того чтобы ряд  (А ) сходился, необходимо ιι доста
точно, чтобы каж дому числу е ^ О  отвечал такой номер Ν, 
что при η ^ > Ν  неравенство

I ^Л+1 а га+2 ■ +  ап+т К ·  (2)

выполняется, каково бы ни было т = \ ,  2, 3, . . .*
Иными словами: сумма л ю б о г о  числа членов ряда, следующих 

за д о с т а т о ч н о  д а л е к и м ,  должна быть п р о и з в о л ь н о  ма л а .
Если, предполагая ряд сходящимся, в неравенстве (2) взять, 

в ч а с т н о с т и ,  т = \ ,  то получим: ,

I °я+11 <  6 (при л >  Λ/),

так что αη+1 —»0 или (что то же) ап ~ ► 0, и мы вновь приходим 
к известному н е о б х о д и м о м у  условию сходимости ряда [364, 5°]. 
Оно требует гораздо меньшего, чем принцип сходимости: необхо
димо, чтобы не только далекие члены, в о т д е л ь н о с т и  в з я т ы е ,  
были малы, но и с у м м а  далеких членов, в з я т ы х  в л ю б о м  
к о л и ч е с т в е ,  должна быть мала! В этом смысле поучительно вер
нуться к гармоническому ряду [365, 1)] и к неравенству (1), уста
новленному для его членов. Хотя общий член здесь и стремится к О,
но неравенство (2) (настоящего п°) при е =  у  и т =  п не выпол
няется ни при одном п, и гармонический ряд расходится!

Нужно сказать, однако, что проверка выполнения приведенного 
общего условия сходимости ряда в конкретных случаях обычно 
бывает затруднительна. Поэтому представляет интерес изучение класса 
случаев, когда вопрос решается с помощью более простых средств.

377. Абсолютная сходимость. Мы видели в предыдущем пара
графе, что в отношении положительных рядов сходимость, по боль
шей части, устанавливается легко, благодаря наличию ряда удобных 
признаков. Поэтому естественно начать с тех случаев, когда вопрос
о сходимости данного ряда приводится к вопросу о сходимости 
п о л о ж и т е л ь н о г о  ряда.

Если члены ряда не все, положительны, но начиная с некоторого 
места становятся положительными, то отбросив достаточное количе

* Оба автора принципа сходимости — Б о л ь ц а н о  и К о ш и  сформу
лировали его именно как условие сходимости бесконечною ряда.
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ство начальных членов ряда [364, 1°], сведем дело к исследованию 
положительного ряда. Если члены ряда отрицательны или, по край
ней мере, с некоторого места становятся отрицательными, то мы 
■ернемся к уже рассмотренным случаям путем изменения знаков всех 
•ленов [364, 3°]. Таким образом, существенно новым случаем будет 
ю т, когда с р е д и  ч л е н о в  р я д а  е с т ь  б е с к о н е ч н о е  к о л и 
ч е с т в о  к а к  п о л о ж и т е л ь н ы х ,  т а к  и о т р и ц а т е л ь н ы х  
членов. Здесь часто бывает полезна следующая общая

Теорема. Пусть дан ряд (А) с членами произвольных знаков. 
Если сходится ряд

ГС

2 1 ап I —  I α ι I - Ь  I I · ■ · ~ Н  an I · · ■ > (А*)
i - l

составленный из а б с о л ю т н ы х  в е л и ч и н  его членов, то и 
санный ряд также сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о  сразу получается из принципа сходимости: 
неравенство

I й л+1 +■ а л+2 “Г  · ■ · +  an+m I <  I й л+ 11 +  I α η+2 Ι + - - -  +  Ι an+m I

показывает, что если условие сходимости выполняется для ряда (А*), 
то оно тем более выполняется для ряда (А).

Можно рассуждать и иначе. Из п о л о ж и т е л ь н ы х  членов 
рада (А), перенумеровав их по порядку, составим ряд

ОО

Σ  Ρ α = /7ι + Ρ 2 + · · · + ρ λ  +  · · · ;  W
k=\

ιικ  же поступим с о т р и ц а т е л ь н ы м и  членами и составим ряд 
■з их а б с о л ю т н ы х  в е л и ч и н

ОО
Σ  Ч т  =  <7ΐ +  Чч Н“  · · · +  Ч т  +  · · · ( Q )

е т = 1

Сколько бы членов того или другого ряда ни взять, все они содер
жатся среди членов сходящегося ряда (А*), и для всех частичных 
сумм P k и Q m выполняются неравенства

P k ^ A * ,  <Эт < Л * .  

так что оба ряда (Р) и (Q) сходятся [365]; обозначим их суммы 
соответственно, через Р  и Q.

Если взять η членов ряда (А), то в их составе окажется k поло
жительных и т отрицательных, так что

== Pk Qm·
Звесь номера k и т зависят от п. Если в ряде (А) как положи
тельных, так и отрицательных членов бесчисленное множество, то
прн п —<■ со одновременно k —► оо и т —<· оо.



296 ГЛ. XI. Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Е  РЯД Ы  С П ОСТОЯННЫ М И ЧЛЕНАМ И [378

Переходя в, этом равенстве к пределу, приходим снова к заклю
чению о сходимости ряда (А), причем его сумма оказывается равной

А =  Р — Q. (3)

Можно сказать, что при сделанных предположениях сумма дан
ного ряда равна разности меж ду суммой ряда, составленного 
из одних положительных его членов, и суммой ряда, составлен
ного из абсолютных величин отрицательных членов. Этим мы 
в последующем будем пользоваться.

Если ряд (А) сходится вместе с рядом  (А*), составленным  
из абсолютных величин его членов, то про ряд  (А) говорят, что 
он а б с о л ю т н о  с х о д и т с я .  По доказанной теореме, одной схо
димости ряда (А*) уже достаточно для а б с о л ю т н о й  сходимости 
ряда (А).

Как увидим ниже, возможны случаи, когда ряд (А) сходится, 
а ряд (А*) — нет. Тогда ряд  (А) называют н е  а б с о л ю  т н о  с х о 
д я щ и м с я .

Для установления а б с о л ю т н о й  сходимости ряда (А) — к поло
жительному ряду (А*) могут быть применены все признаки с х о д и 
м о с т и ,  изученные в предыдущем параграфе. Но нужно быть осто
рожным с признаками р а с х о д и м о с т и :  если даже ряд (А*) окажется 
расходящимся, то ряд (А) может все же сходиться (н е а б с о л ю т н о). 
Исключение представляют только признаки К о ш и  и Д а л а м б е р а ,  
и именно потому, что когда они констатируют расходимость ряда (А*), 
то это значит, что общий член | ап | ряда (А*) не стремится к нулю, 
а тогда и ап к нулю не стремится, так что и ряд (А) также расхо
дится. Поэтому упомянутые признаки могут быть перефразированы 

“применительно к произвольному ряду. Сделаем это, например, для 
признака Д а л а м б е р а  (который преимущественно и применяется 
на практике):

П ри зн ак  Д а л а м б е р а  Пусть для варианты, ! - -  1 су
ществует определенный предел:

=  l l m ^ i

тогда при &  * <  1 данный ряд (А) а б с о л ю т н о  сходится, а при 
он расходится.

378. Примеры. 1) Применить признак Д а л а м б е р а  ко всем рядам 
(а)— (д), о которых была речь в 2) п° 370, но отбросив требование .ν >  0 
Мы получим, что:

(а) ряд а б с о л ю т н о  сходится для всех значений х;
(б) ряд а б с о л ю т н о  сходится при — 1 < х < 1  и расходится при 

х > \  или λγϊ£ — 1 (при х = ± 1  нарушается необходимое условие сходи
мости);

(в) ряд абсолютно сходится при — 1 < д г < 1  и расходится при лг> 1 
или х  <  — 1; если s >  1, то при х — +  1 ряд также а б с о л ю т н о  сходится,
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если же 0 < s ^ l ,  то при jc= 1  ряд заведомо расходится, а при х  « = — 1 
в о п р о с  п о к а  о с т а е т с я  о т к р ы т ы м ;

(г) ряд а б с о л ю т н о  сходится при —  е <_х <.е  и расходится при x  ^  е 
п л и л :^  — е (при х =  ± е  нарушается необходимое условие сходимости);

(д) ряд а б с о л ю т н о  сходится п р и ------ < . * <  — и расходится при

1 1 ( 1
--------  : -------Ιι:

e е
x — или х с ------ - I при х  = -------в о п р о с  п о к а  о с т а е т с я  o t ·

r e  \  t
к р ы т ы м ) .

\ 1  хп
2) 1 +  L  ( 1 + л г )(1 + л г 2) - . . . - ( 1 + - * л) ( Аг с “ 1)·

п = \
Имеем

j I jc I, если — 1 < х  <  1 ,

=  если х = \ ,

О, если х  <  — 1 или x >  1; 

итак, ряд а б с о л ю т н о  сходится для всех значений х ф — 1.

3)
л —  I

Здесь

& ·.=
х  — л
1 —  xn'

ί1* 1, если — 1 < х  <  1,
“  [ 1, если х >  1 или х с — 1.

При I χ  I <  1 ряд а б с о л ю т н о  сходится; при | χ  | >  1 признак Д а л а м 
б е р а  ничего не дает, но все же можно заключить о расходимости ряда, 
ввиду нарушения необходимого условия сходимости.

4) Вернемся к г и п е р г е о м е т р и ч е с к о м у  ряду [372]

. . . »  Т ^  π !γ ·(7 +  Ι ) · . . . · ( γ +  я — 1)
η - 1

— при любых α, β, γ, х  (параметры о, β, γ предполагаются лишь отличными 
от нуля и от целых отрицательных чисел).

Применяя признак Даламбера в новой форме, убеждаемся, что при 
\ χ  , с  1 этот ряд а б с о л ю т н о  сходится, а при | χ  | >  1 расходится.

Пусть теперь х = \ ]  так как отношение

i a e j z z i )

1 зя достаточно больших п будет положительно, то члены ряда, начиная' 
с некоторого места, будут иметь один и тот же знак, а тогда к ним (или 
к их абсолютным величинам) приложим по-прежнему признак Г а у с с а, кото
рый показывает, что ряд сходится (конечно, а б с о л ю т н о )  при γ —  а — β> 0
■ расходится при γ — а — β ^ Ο .

Пусть, наконец, х  =  — 1. Из только что сказанного ясно, что при 
■j — з — р > 0  будет сходиться ряд, составленный из абсолютных величин
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членов данного , ряда F( α, β, γ , — 1), так что данйый ряд в этом случае 
сходится а б с о л ю т н о .  При γ — α — β < — 1 будем иметь, начиная с не
которого места,

А
••« I

< 1 , т. е. | в „ | < | в я

а„ не стремится к 0 , ряд расходится.
В случае х  =  — 1 и — 1 7  — “ — β О в о п р о с  о с х о д и м о с т и

ряда Р (α, β, γ, — 1) о с т а е т с я  п о к а  о т к р ы т ы м .

3 79 . С теп ен н ой  ряд, его  п р ом еж ут ок  с х о д и м о с т и  Рассмотрим  
с т е п е н н о й  р я д  вида

ОО

Σ  апХп =  аъ +  а1х  +  а^х! апх п (4)
л = О

представляющий собой как бы «бесконечный многочлен», расположен
ный по возрастающим степеням переменной x  ( а 0, alt а ь  . . .  здесь 
обозначают постоянные коэффициенты). Выше мы не раз имели дело 
с такими степенными рядами [см., например, в предыдущем п° 1) 
(а) — (д)].

Предложим теперь себе выяснить, какой в и д  имеет «область 
сходимости» степенного ряда, т. е. множество 9? =  {л;} тех значе
ний переменной, для которых ряд (4) сходится. Это послужит снова 
важным примером применения изложенного выше.

Л е м м а . Если ряд  (4) сходится для значения х  =  Х, отлич
ного от 0 , то он а б с о л ю т н о  сходится для любого значе
ния х , удовлетворяющ его неравенству: | j c |< ^ |  Х\.

Из сходимости ряда:

СО

Σ  а«х * —  *0 —  в |* Ч -  - f , . .  - f -  а„Х" - f - . . .
л - 0

вытекает, что его общий член стремится к 0 [364, 5°], а следова
тельно, — ограничен [26, 4°]:

К - Г К У И  (п =  0, 1, 2, 3, . . . ) .  · (5)

Возьмем теперь любое х, для которого |jc |< ^ |je |,  и соста
вим ряд

СО
Σ I αηχη  I=  I αο I +  I αι·* I ~Ь I &tX* I -J-1 αηχ η I “h  · · · ( 6 )

n =  0

Так как [см. (5)]:

Ι ν · | = Ι · . * Ί · | ί Γ < * · | ΐ Γ ·
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и члены ряда (6) оказываются меньшими соответствующих членов с х о-

то, по теореме 1 п° 366, ряд (6) сходится. В таком случае, как мы 
знаем, ряд (4) сходится а б с о л ю т н о ,  ч. и тр. д.

При дг =  0 сходится, очевидно, всякий ряд (4). Но есть сте
пенные ряды, которые — помимо этого — не сходятся ни при од
ном значении х. Примером такого «всюду расходящегося» ряда

может служить ряд ^  ■*”> как в этом %1егк0 убедиться с помощью

признака Д а л а м б е р а .  Подобные ряды для нас не представляют 
интереса.

Предположим же, что для ряда (4) вообще с у щ е с т в у ю т  такие 
отличные от 0 значения х  =  х , при которых он сходится, и рас
смотрим множество { IX | }. Это множество может оказаться либо 
ограниченным сверху, либо нет.

В последнем случае, какое бы значение х  ни взять, необходимо 
найдется такое X, что | χ | < ' | ; ϊ | ,  а тогда, по лемме, при взятом 
значении х  ряд (4) а б с о л ю т н о  сходится. Ряд оказывается «всюду 
сходящимся».

Пусть теперь множество { | X | } сверху ограничено, и R  будет его 
т о ч н а я  верхняя граница. Если то сразу ясно, что при
этом значении х  ряд (4) расходится. Возьмем теперь любое х , для 
которого I χ  I R. По определению точной границы, необходимо 
найдется такое X, что | χ  | ^  | X | ^  R; а это, по лемме, снова вле
чет за собой а б с о л ю т н у ю  сходимость ряда (4).

Итак, в открытом промежутке (— R, R) ряд (4) а б с о л ю т н о  
с х о д и т с я ;  для x ^ > R  и х< ^ — R ряд заведомо р а с х о д и т с я ,  
в лишь о концах промежутка x  =  +  R  общего утверждения сделать 
нельзя—там, смотря по случаю, может иметь место и сходимость, 
в расходимость.

Поставленная нами задача решена.
Д ля каж дого степенного ряда вида (4), если только он не 

являет ся всюду расходящимся, «область сходимости» ЗС пред
ставляет собой сплошной промеж уток от  — R до R , со вклю- 

ением концов или нет; промеж уток этот мож ет быть и бес
конечным. Внутри промеж утка, к т ому же, ряд сходится  
а б с о л ю т н о .

Упомянутый промежуток называют п р о м е ж у т к о м  сходимости, 
а число R  (О ^ R  ^  оо) — р а д и у с о м  с х о д и м о с т и  ряда. Если

оо



вернуться к примерам 1) (а) — (д) предыдущего п°, то, как легко 
видеть, в случае 

(a) R =  -j-о о ;  (б), (в) Я = 1 ;  (г) R =  e- (д) Я =  у .  

Для всюду расходящегося ряда принимают R =  0: его «область 
сходимости» с в о д и т с я  к  о д н о й  точке х  =  0 .

380. Вы ражение радиуса сходимости ч ер ез коэффициенты. Теперь 
мы докажем более точную теорему, в которой не только вновь устанавли
вается существование радиуса сходимости, но и определяется его величина 
в зависимости от коэффициентов самого ряда (4).

Рассмотрим последовательность:

Pi =  a i I. 9г =  V \ a ,f. .. . .  р „ =  | ая |, . . .

Обозначим н а и б о л ь ш и й  п р е д е л  этой последовательности [который 
всегда существует, 42], через р, так что

p =  lim Рп =  Ш У \ ^ \ .
11—* СО п —ь СО

Теорема Коши—Адамара. Радиус сходимости ряда (4) есть величина, 
обратная наибольшему пределу р варианты р„ =  у^| ап |:

. « п  г л  ΧΙι БЕСКОНЕЧНЫЕ р я д ы  с  п о с т о я н н ы м и  ч л е н а м и  [3 8 0

Р
(при этом, «ели р =  0 , то /? =  -{- оо, если р =  + О 0 , то Я =  0).

Теорема эта, открытая К о ш и ,  была забыта; А д  а м a p (J. Hadamard) 
вновь нашел ее и указал важные приложения.

Д о к а з а т е л ь с т в о . /  случай'. р =  0 . Докажем, что в этом случае 
i? =  + o o , т. е. что при любом х  ряд (4) а б с о л ю т н о  сходится.

Так как последовательность |a„[j состоит из положительных эле
ментов, то из того, что р =  0 , следует, что она имеет определенный предел:

lim ^ 7 ^ 7 1  =  0;
Я  —*  ОО

отсюда варианта К о ш и

%п ·* уЧ  I · I χ  Г  =  I -к I · у г| а я I — о 
/ 4 ν 

при и —» оо, каково бы ни было х. Следовательно, по признаку К о ш и  [368], 
ряд, составленный из абсолютных величин членов ряда ( 1), сходится, а зна
чит сам ряд ( 1) сходится абсолютно.

II случай', р =  —|-оо. Докажем, что в этом случае /? =  0, т. е. при всяком 
х ф О  ряд ( 1) расходится.

Так как

. Р =  Τϋπ *T<hA =  +  оо,
п —* 00

то., очевидно, можно найти такую частичную последовательность {л,·}, чтобы
П, ____

lim 1' ' а~. I =  4- сю. 
i - . » '  1 “
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О езэвательно, при каждом х ф О  найдется такой номер <<,, что для всех 
: >  i, будет выполняться неравенство:

Ч
V \ в'ч\> ТГ\ ИЯИ >  1.

Видим, что в этом случае не выполняется необходимое условие сходи
мости ряда (общий член ряда не стремится к нулю). Следовательно, ряд (4) 
расходится.

Ill случай: р— конечное положительное число: 0 < р <  +  оо. Докажем,

в этом случае — . т. е. что при ] x  I <С— ряд а б с о л ю т н о  схо-
Р ' Р

хнгся, а при | а г | > —----- ряд расходится. Возьмем любое х, для которого

<1 J . t Выберем ε >  0  настолько малым, чтобы выполнялось неравенство 
Р ’

Пт этому ε, очевидно, всегда можно найти такое число Ns, чтобы для всех
■ >  Л'е было:

ап 1 <  Р +  е

F3 основании 1-го с в о й с т в а  наибольшего предела последовательности 
42]. Отсюда следует, что варианта К о ш и

=  »' I аяхп ! =  \ х \ -  УЛК П <  I х  I · (Р +  е) <  1

пзн всех n > N t. [По признаку К о ш и ,  ряд, составленный из абсолютных 
величин членов ряда (4), сходится, а значит сам ряд (4) сходится а б с о 
л ют н о . *

Возьмем теперь любое х,  для которого | л: | >  — . Выберем ε настолько 

палым, чтобы было

По 2-му с в о й с т в у  наибольшего предела [42], для сколь угодно боль· 
шах п будет выполняться неравенство:

ν'! «я | > р — ■.
так что

\апх п\ >  j χ  I · (р —  ε) >  1.

Следовательно, для сколь угодно больших п общий член ряда

I апх п I >  1,
в ряд (4) расходится.



381. Знакопеременные ряды. З н а к о п е р е м е н н ы м и  назы
ваются ряды, члены которых поочередно имеют то положительный, 
то отрицательный знаки. Знакопеременный ряд удобнее записывать 
так, чтобы знаки членов были выявлены, например

с.,— ρ,- f  с, — С.-4- . . .  + ( — 1 Г ( г я>0) .  (7)

По отношению к знакопеременным рядам имеет место следующая 
простая теорема.

Т ео р ем а  Л ей бн и ц а. Если члени знакопеременного ряда  (7) 
монотонно убывают по абсолютной величине:

{ п =  1 , 2 , 3 , . . . )  (8)

и стремятся к  нулю:
lim сп =  0,

то ряд сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Частичную сумму ч е т н о г о  порядка Cin 

можно написать в виде:

Q /n * = (cl —  са) +  (с3 —  C i )  -}- . · · +  (C im  И —  Ci m ).

Так как каждая скобка, ввиду (8), есть положительное число, то 
отсюда ясно, что с возрастанием т сумма Сш  также возрастает. 
С другой стороны, если переписать С2т так:

С*т =  Ci~— (Сц —  с3) —  . . .  — —  с1я,

то легко усмотреть, что С2т остается сверху ограниченной:

Q m  ^  с1·

В таком случае, по теореме о монотонной варианте [34], при без
граничном возрастании т частичная сумма С2т имеет конечный 
предел

lim  Cim =  C.
П —*οο

Переходя к частичной сумме н е ч е т н о г о  порядка С2т+„ имеем, 
очевидно, C2m_i =  С2т -j- сш . Так как общий член стремится к нулю, 
то и

lim  C2m_ j —  С.
m-* 00
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Отсюда следует, что С и будет суммой данного ряда.



З а м е ч а н и е . М ы видели, что частичные суммы четного п о 
рядка С2т приближаются к сумме С  ряда в о з р а с т а я .  Написав 
С9т_, в виде

Q m -l :== С1 —  (l2 —  сз) — · · · (С«Я1-* cim -1)>

легко установить, что суммы нечетного порядка стремятся к С у б ы 
вая.  Таким образом, всегда

Q i m  ^  С  ζ  ^ 2 / 7 1 - 1 ·

В частности, можно утверждать, что
o < c < Cl.

Это позволяет дать весьма простую и удобную оценку для 
о с т а т к а  рассматриваемого ряда (который и сам представляет собою 
такой же знакопеременный ряд). Именно, для

Ъ т  c im + 1  c 2 m + 2  " } “ ■ ■ ■ »
очевидно, имеем:

О  ^  Т  2 т  ' ' С  C t a + 4 ·
наоборот, для

1̂=-----Cim  "f' c2m+l ■ ■ ■ == { с Ч т c2m+l · · ■)
будет:

• Т̂ ОТ-1 < 0 ,  I "lim -1 1 c2m·
Таким образом, во всех случаях остаток ряда л е  й б н и ц е  в~ 

с  к о г о  т и п а *  имеет знак своего первого члена и меньше его 
по абсолютной величине.

Это замечание часто используется при приближенных вычисле
ниях с помощью рядов [см. 409]. .

382. Примеры. 1) Простейшими примерами рядов л е й б н и ц е в с к о г о  
типа служат ряды

м 2 <гПГ—=  . . . -h(-•J'*-*

V  (— I)" 1 _ L I 1 I / — J \n-l -------- !------------ 1
' 2 я — 1 3 5 · ■ ■ + *  2п —  1

ч — I
Сходимость обоих вытекает из доказанной теоремы.

В то же время ряды, составленные из абсолютных величин их членов, 
асходятся: для ряда (а) это будет гармонический ряд, для ряда же (б) полу

чатся ряд
. . 1 . 1 . . 1 .
, ч  Т Т 1 Г  ·-· ^ Т г Г - Т  +  ■■··

Ш Щ  §  3 . с х о д и м о с т ь  п р о и з в о л ь н ы х  р я д о в  I M

* Так мы называем знакопеременный ряд, удовлетворяющий условиям 
jeopeubi Л е й б н и ц а .



расходимость которого ясна из того, что его частичная сумма

ГЛ. XI. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ [382

_  - ______  2
А = 1

Н„.

Таким образом, в лице рядов (а) и (б) мы имеем первые примеры н е- 
а б с о л ю т н о  с х о д я щ и х с я  рядов. [Ниже мы увидим, что сумма пер

вого из них есть In 2 , а сумма второго равна -*: 388, 2); 405, 404].
2) По теореме Л е й б н и ц а  сходятся ряды

к> оо оо

2 (— ί ) " " 1 V  (— 1)га V  (— l ) n_1
ns ’ Zd η ■ lns« ’ Z i n ln η ■ (In ln n)s (s > 0 )·

n = l n-i 2 n  =  3

Если заменить все члены их абсолютными величинами, то, как мы знаем 
при s >  1 получатся сходящиеся ряды, а при s ■*-: 1 расходящиеся. Таким 
образом, исходные ряды при s >  1 оказываются а б с о л ю т н о  сходящимися, 
а при s s a l  —  н е а б с о л ю т н о  сходящимися.

оо

В частности, про степенной ряд ^  ^  t который мы рассматривали в 370
п =  1

и 378, теперь можно сказать, что на конце х  =  — 1 своего промежутка схо
димости, при s ^  1 он все еще сходится, но н е  а б с о л ю т н о .

оо

3) Рассмотрим ряд ^  (— 1)" sin ^  , при любых х фО.  Теорема Л е й б -
η — 1

н и ц а применима, если не к этому ряду, то к его достаточно далекому (по 

номеру) о с т а т к у .  Действительно, при достаточно большом я, sin —  при

обретает знак л: и по абсолютной величине убывает с возрастанием п. Итак, 
ряд сходится [очевидно, неабсолютно, см. 367, 8) (в)].

4) Для того чтобы выяснить, что требование монотонного убывания
чисел сп в теореме Л е й б н и ц а  отнюдь на является лишним, рассмотоим 
знакопеременный ряд ' г

— 1__________ L _  +  _ J __________ 1_ л _  ______1 ,
у ъ- ι  у 2 +  1 ^ у э - 1  у з+ 1 ...... _ 1 7^+1 ’
общий член которого стремится к нулю. Сумма 2п его членов равна

“  V T + T ) =Х * ^ т = 2/7"

и бесконечно возрастает вместе с η: ряд расходится! Нетрудно проверить 
что м о н о т о н н о с т ь  убывания нарушается всякий раз при переходе ог
ч л ен а------— -----  к члену —   ̂ ------У п+1 у п-̂ 1 — ι ·



Для той же цели может служить и р а с х о д я щ и й с я  ряд

ЗБЗ] §  3 .  СХОДИМОСТЬ ПРОИЗВОЛЬНЫ Х р я д о в  3 0 5

К -  I»·-’ м
1 г * * " 1

в чем убедиться предоставляем читателю.
5) Последний ряд дает повод к такому замечанию. Если его сопоставить

2

(— ])П-1
— ^ — , то оказывается, что отношение их 

Y n
общих членов стремится к 1. Таким образом, теорема 2 п° 366 не имеет ана
лога в теории рядов с членами произвольных знаков.

6) Использование в выкладках р а с х о д я щ и х с я  рядов и действий над 
нх б е с к о н е ч н ы м и  суммами может привести к парадоксам. Вот, напри
мер, один из них:

=  ( 1 + Т  +  4 -  +  Т +  • • • ) ~ 2 ( т + т +  ·■·) =  

= (1+Т  + 1Г + Т  + •■■)~(1+ Т  + Т + Т +  •■•) = и
Если то же преобразование применить к сходящемуся ряду 

Р =  1 —  25 + 3 s _  4* · + · · '  (s > 0 )i

то получим, что

Р =  ( ' ~  ψ = τ ) ΐ .

ч е

Ч =  1 +  2Ϊ +  3Ϊ +  4ί +

При s <  1 (в этом случае последний ряд расходится!) снова приходим 
к парадоксу: р <  0 [ср. 381, замечание]. При s >  1 мы имеем дело с сходя
щимися рядами, и получается правильный результат.

383. Преобразование Абеля. Часто приходится иметь дело 
с суммами парных произведений вида

т

S  =  У . а(Р/ =  «iPl +  **гЧ “f" · · ■ “ l· amPm · (θ)
ί=  1

Во многих случаях дгри этом оказывается полезным следующее эле
ментарное преобразование, указанное А б е л е м  (Ν. Н. Abel).

Введем в рассмотрение суммы

B i == Ρι> В 2 =  Р. Η- β*· В 3 =  pj -|- ра -|- β3, · ■ · > 
В т  =  Pi +  Ра +  · ■ · +  Рот·
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Тогда, выражая множители β,· через эти суммы,

βι =  Bi, — Βι, β3 =  Β3— Β·2, . . . ,

Pm = =  Bm Вт-Ъ
сумму 5  можно написать в виде

5 =  “ A  -f -  сц (В2 —  В]) - j -  «3 (Вз —  в2) -f" ат (Вm —  Bm_i).
Если раскрыть скобки и иначе сгруппировать члены, то и получим 
окончательную формулу *

т

S  =  Σ  α'β<·=  (αι ~  а2) В , - f  (сц —  а 3) В,2 . . .
' =  1

т  — 1

• · · Ч- К > - 1 — «m) Bm_i - f  ат в т = 2  (®, — «i+i) В, +  (10)
' ‘ = '

[Если переписать ее в виде
m т — 1 ·
^  a iPi amBm ^  ·“ · α;) В,·,

i  =  1 i =  I

то станет ясно, что эта формула для конечных сумм является ана
логом формулы интегрирования по частям для интегралов: диффе
ренциал здесь заменен разностью, а интеграл — суммой.]

Основываясь на формуле (10), выведем теперь следующую оценку 
для сумм указанного вида:

Л е м м а  Если множители а г не возрастают (или не убывают), 
а суммы Βι все ограничены по абсолютной величине числом L : '

\ B j \ ^ L  (г =  1 , 2 , ...·., т),
ТО

м

Σ  г
/=  1

< 1 .( | <*i I +  2  I am I).

Действительно, так как все разности в (1 0 ) одного знака, те
/71— 1

\S \< :  2  К —  «,+ΐ|· £ + |«· |· *·  =
=  L(  I α, —  | - | - 2  | am |).

Н етрудно видеть, что если множители аг не возрастаю т и поло
жительны, то оценку можно упростить:

т
151 = Σ

1 = 1

(Π )

Этими оценками мы будем ниже не раз пользоваться по разным 
поводам. Сейчас мы их применим к выводу критериев сходимости, 
более общ их, чем установленный "выше 1ф итерий Л е й б н и ц а .

* По сути дела, мы уже пользовались подобным преобразованием при 
доказательстве второй теоремы о среднем значении [306].
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384. Признаки Абеля и Дирихле. Рассмотрим ряд:
ОО

Σ  a „ b „ ^ a ib1 - f  сьЬ% -L  . . .  4 . апЪп iW )
л -»1

гае {□,) и {Ьп} — две последовательности вещественных чисел.
Следующие предположения относительно каждой из них в отдель

ности обеспечивают сходимость этого ряда.
П ри зн ак  А б ел я . Если ряд

Σ  * .  =  * ! + * +  · ■ · + * « + ■ · ·  <в >
л— 1

сходится, а числа ап образуют монотонную и ограниченную 
последовательность

\ ап \ ^ К  ( п =  1 , 2 , 3 , . . . ) ,

то ряд (W ) сходится.
П ри зн ак  Д и р и х л е . Если частичные суммы ряда  (В) в сово

купности ограничены *:

|β„|=£ΞΛί ( я = 1 ,  2, 3, . . . ) ,
а числа ап образуют монотонную последовательность, стремя
щуюся к нулю'.

lim  ап =  0,

то ряд (W ) сходится. ,
В обоих случаях для установления сходимости ряда (W) мы 

прибегнем к принципу сходимости [376]. Рассмотрим поэтому 
сумму

п-\ m т

А—л+ 1 i = l

она имеет вид (9), если положить ai =  an+i, β,· =  £η+Ι·. Попытаемся 
оценить эту сумму с помощью леммы.

При предположениях А б е л я ,  по заданному ε >  0 найдется 
такой номер Ν, что при п ^ >  N  неравенство

I л̂+1 +  *л+2 "Ь · · · +  *Я+Р Ι Ο
будет выполняться, каково бы ни было р  ( п р и н ц и п  с х о д и 
мос ти) .  Следовательно, за число L, упоминавшееся в лемме, можно 
принять ε. Имеем тогда при η ^ > Ν  и т =  1, 2, 3, . . . :

Σ  a»bк ^  е  (1 ап+11 +  2  I а п +т 1) <  3/С· ε,
А =  л  +  1

что и доказывает сходимость ряда (W).
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* Это требование шире предположения о сходимости ряда (В).



При предположении Д и р и х л е ,  по заданному е ^ > 0  найдется 
такой номер N, что при n ^ > N  будет

K I O ·
Кроме того, очевидно,

I ^л+1 ~Г ^л+а ~\~■ · ·4 *  bn+p I=  I Вп+р —  I 2 Λί,
и можно в лемме положить L =  ‘2M. Тогда, при я ^ >  N  и 
т =  1 , 2 , 3 , . . . ,

п +  т

3 0 8  ГЛ. XI. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ [385

Σ
/г =  /г 1

с 2 М - ( \а п+1\- { -2 \а п+т\) бЖ -в ,

и сходимость ряда (W) доказана. 
З а м е ч а н и е .  Признак А б е л я  вытекает из признака Д и- 

р и х л е. Ведь из предложений А б е л я  следует, что ап имеет 
конечный предел а. Если переписать ряд'(\¥) в виде суммы рядов

СО αα

Σ  ( < ν —  a)bn+ a  2  ьт
n = 1 л — 1

τη яторпй из них сходится пп предп олож ен ию , а к первому приме- 
ним уже признак Д и р и х л е .

385. Примеры. Если ап, монотонно убывая, стремится к нулю, а ί , =  
l)”-1, то условия теоремы Д и р и х л е ,  очевидно, выполнены. Следо

вательно, ряд
СО
£  ( — \)n~la„ — at — iis -f β, — ... -f ( — l)"-1 α„ 4-...

я — I

сходится. Таким образом, теорема Л е й б н и ц а  получается, как частное 
следствие теоремы Д и р и х л е .

2) При тех же предположениях относительно ап, рассмотрим ряды 
(.х —  любое):

ОО СП
У  ап ■ sin пх, Σ  ап ■ cos пх.

п  — 1 п =  1

Полагая а =  0 и й =  х  в тождествах (1) и (2) п° 307, которые там были 
установлены по другому поводу, мы найдем

ш I [ , ) \у ,  cos х  — со» 4 - J ) х
7  (In i x  = ---- -------------р -----------.

fT i 2 «iri у  x

. f . I \  1ь т  I я  I -  - _ ' tr —  t i n
4 f .  I λ . 1

γ ,  +  2 1 X — eln i  x
^  «м ix  =>-------------  — j----------------

2 sin x
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в предположении лишь, что л: не имеет вида 2 кл (k — 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) .  
Таким образом, если только х ф  2Ы, обе суммы при любом я по абсолют
ной величине ограничены числом- 1

I sin У
По признаку Д и р и х л е ,  оба ряда сходятся при любом значении х, 

отличном от 2кп, впрочем, первый ряд сходится и при х  =  2йтс, ибо все 
члены его обращаются в 0 .

В частности, например, сходятся ряды
СО СО

Σ  sin ял: VI !■ , 1 , , 1 \  sin ял:
— , 2  1 1 + 2 + · · · + 7 τ )  —  и т - п ·

Л=1 /z= 1

3]  Б о л ь ш о й  и н т е р е с  п р е д с т а в л я ю т  р я д ы  в и д а

1  г .  <12)
п  =  1

где {ап} —  произвольная последовательность вещественных чисел; они носят 
название рядов Д и р и х л е .

Для них может быть доказана лемма, имеющая сходство с леммой п° 379, 
относящейся к степенным рядам:

Если ряд (12) сходится при некотором значении х =  X, то он схо
дится при всяком χ  >  X.

Это сразу следует из теоремы А б е л я ,  так как при х > %  ряд (12) 
получается из сходящегося ряда

аа
V  in
Jm, П*n^l

умножением его членов на монотонно убывающие положительные множи

тели — Цг- (η =  1, 2 .3 , . . . ) .ηχ-χ
СО

Существуют ряды (12) «всюду сходящиеся», вроде ^  ^  · J p ,  и «всюду
1

оэ

2 2п—  . Если исключить эти случаи, то с помощью

1
приведенной леммы легко установить существование п о г р а н и ч н о й  
а б с ц и с с ы  с х о д и м о с т и  λ, такой, что ряд ( 12) сходится при л :> Х  и

ста

расходится при x d .  Например, для ряда V  -  , очевидно, λ =  1, а для
тт Я

1со
У( --- ] )Л-1

----- --------имеем λ =  0. Если угодно, для «всюду сходящегося» ряда
1

можно считать λ =  — со, а для «всюду расходящегося» положить λ =  -{-оэ.
Читатель легко усмотрит сходство со степенными рядами: в обоих слу

чаях «область сходимости» представляет собой с п л о ш н о й  промежуток.
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Но есть и существенное отличие: область а б с о л ю т н о й  сходимости здесь 
может не совпадать с областью сходимости вообще. Так, указанный только

ОО
^  / __ пп -1

что ряд 7 ------Ч-----  сходится для л: ;> 0, а а б с о л ю т н о  сходится лишь
^  п*

для х  >  1.
4) Сопоставим с рядом Д и р и х л е  (12) ряд

V   5!£а________  „ 3 ,
±  χ ( χ + \ ) · . . . · ( χ  +  я )»п = I

рри тех же значениях коэффициентов ап. При этом, естественно, будем 
'считать х  отличным от 0 , — 1, — 2 , .. .  и т. д.

С этим ограничением имеет место такое предложение, принадлежащее 
Л а н д а у  (Е. Landau): ряды (12) и (13) сходятся при одних и тех же 
значениях х.

Ряд (13) получается из ряда Д и р и х л е (12) путем умножения егй 
членов, соответственно, на множители:

***  < я =  1 , 2 , 3 , . . . ) .  (14)χ ( χ + \ ) · . . . · ( χ  +  η)

При достаточно больших значениях п эти множители приобретают опреде
ленный знак. Кроме того, начиная с некоторого места, они изменяются уже 
м о н о т о н н о .

Действительно, отношение (л + 1 ) -г о  множителя к га-му будет таково:

( ч - т Г
х  +  П +  I t , х  4 -  1 ■

Но [125, 4)]

( , + > Г = 1 + ^ + ^ + » Ш

и, аналогично,

откуда

л + 1  , ( * + ! ) »  ,
х  ι

\х+1
f i  +  i v
\ щ  _ / 1 \
— д + г -  * + —s?— +

И

Из последней формулы явствует, что при (л: +  1) л: >  0 упомянутое отноше
ние в конце концов становится ббльшим единицы, а при (лг -J- 1) лг 0 — 
меньшим единицы. *■

Для того чтобы установить ограниченность множителей (14), мы со
шлемся на то, что [как это будет доказано ниже, в п° 402, 10)] для выра
жения (14) при п — оо существует к о н е ч н ы й  предел. Таким образом, 
по признаку ‘А б е л я ,  сходимость ряда (12) влечет за собой сходимость 
ряда (13).
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Так как названный предел (как мы увидим) всегда отличен от 0, то 
подобные заключения применимы к множителям, обратным по отношению 
к (14). В таком случае, по той же теореме, и сходимость ряда (13) влечет 
за собой сходимость ряда (12). Этим доказано все.

5) Подобного же рода взаимность может быть установлена между пове
дением так называемого ряда Л а м б е р т а  (J. Н. Lambert):

2 , · ·  <|5 >

и степенного ряда [379]

Σ  опхп, ( 16)
η — 1

с теми же коэффициентами ап (значения х = ± \ ,  конечно, исключаются). 
Точнее говоря:

Если ряд

Σ  ап (А)
п =  I

сходится, то ряд Л а м б е р т а  (15) сходится при всех значениях х; 
в противном же случае он сходится как раз для тех значений х, для 
которых сходится степенной ряд (16). [ К н о п  (К. Кпорр).]

(а) Пусть сначала ряд (А) р а с х о д и т с я ,  так что радиус сходимости 
ряда (А) будет /? 5 в  '· Покажем, что для | х  \ <  1 поведение рядов (15) и (16) 
одинаково.

Если сходится ряд (15), то сходится и ряд, полученный умножением 
его членов на хп *, а следовательно, и ряд (16), который является разностью 
обоих рядов [364, 4°]:

ОО СО

Σ а»*“- Σ [а™ · · *"]·
π— I я— 1

Пусть теперь сходится ряд (16); тогда, по признаку А б е л я  сходится 
ряд, полученный умножением его членов на монотонно убывающие множи- 

, e J "
пи си

2  ° пХП' 1 — х*"’ раВН0 как " Σ  β'1*'1· ί ^ ϊ ·
я - · !  л · 1

• ОО

* Если к а к о й -л иб о  ряд ,  с к а ж ем ,  Ьп сходится,  то это  з на чит ,  что сте-
I

со
пенной ряд 2  Ьпхп сходится при лг =  1, а тогда, по лемме п° 379, 

ι
этот ряд заведомо сходится при любом х, для которого | х | < ] .  Этим за
мечанием мы еще дважды будем пользоваться в рассуждении, проводимом 
в тексте.
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Следовательно, сходится и ряд (15), который представляет сумму этих 
рядов [364, 4°]:

СО СО

п =■ i

Для |л;1 > 1  ряд (16) заведомо расходится; мы утверждаем, что при 
этом значении х  расходится и ряд (15). Действительно, в противном случае, 
из сходимости ряда

V ..w  1 — л" 
π --1 2 « * ·

ι

- Й Г
вытекала бы сходимость рядов [364, 4°]:

V  & '
▼ О т  · -------------- Г "/ 1

V'

V V
&

Ш "
ч.

вопреки предположению.
(б) Если ряд (А) сходится (так что /? < j l ) ,  то для \х\ <  1 ряд (16) 

сходится, и сходимость ряда (15) устанавливается как и выше. Остается 
показать, что ряд (15) сходится и при | лг j >  1.

< 1  и рядДействительно, тогда

" ί—^  \ х
1 \»

■ / Г
Λ 1  ' - ( т

I

как упомянуто, сходится, следовательно, сходится и ряд [364, 4°]:

V . .
А

I — дг"
V/

я -  I я t

( λ \ 9 -
( i

- ( τ ) ’ .

6) В заключение, в качестве примера непосредственного применения 
преобразования А б е л я  (10), приведем тождество

где

Σ  апхГп =  (1 — лг) 2  А"хП>
η =  1 η — I

=  ао +  °ι +  ■·· +  ап (л =  0, 1, 2, ...).
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При этом I χ  I предполагается не только меньше радиуса сходимости R  
первого ряда, но и меньше 1.

В самом деле, имеем:
• t  -  1

2  « ; * ' ■ =  Σ  Ы х 1- х Ш) + А пх".
1=0 /= 0

Отсюда при η —► оо и получается требуемое равенство, если только устано
вить еще, что Апх п —-0. С этой целью возьмем число г под условиями

I лг j <  г <  /?, г ф  1. 
Тогда I а; | г1 <  L (для t =  0, 1, 2, ...) и

^  С \ ‘ · Г ■ г· Г ··· Г г» Я I — Г \ Г ) I - г
Последнее же выражение при сделанных предположениях, очевидно, стре
мится к 0.

§ 4. Свойства сходящ ихся рядов

386. Сочетательное свойство. Понятие суммы бесконечного 
Г яда существенно отличается от понятия суммы конечного числа 
слагаемых (рассматриваемого в арифметике и алгебре) тем, что 
Еключает в себя п р е д е л ь н ы й  п е р е х о д .  Хотя некоторые свой
ства обычных сумм переносятся и на суммы бесконечных рядов, 
но чаще всего лишь при выполнении определенных условий, кото
рые и подлежат изучению. В иных же случаях привычные нам 
свойства сумм ^разительным образом нарушаются, так что, вообще, 
в этом вопросе надлежит соблюдать осторожность.

Рассмотрим сходящийся ряд

Σ  ап —  αι - Ь а2 И-  · ■ ■ Н~ ап · · · ( ’М
л =  1

и станем объединять его члены произвольным образом в группы, 
не меняя при этом их расположения:

а 1 'Г ·  · ■ - Ь аЛ1> аЛ| + 1 “Ь · ■ - - \-аП2> · · · >
апк_ 1+1 +  · · · + % , .■ · ·

Здесь {nk\ есть некоторая, извлеченная из натурального ряда, ч а- 
с т и ч н а я  возрастающая последовательность номеров.

Теорем а. Ряд, составленный из эт их сумм:

( а , - р . . .-{ -α η ,ί-Ι- ίβ η ,+ ι аЛз) +  . . .

. . .  +  (α„4 t+ ι  - j - . . .- \ -a nk) 4 - . . .  (A)

всегда сходится и имеет ту же с у  м  м у , что и исходный ряд. 
Иными словами: сходящийся ряд обладает с о ч е т а т е л ь н ы м  
свойством.



Действительно, последовательность частичных сумм нового ряда

^1« ■ · * t · · ·

есть не что иное, как частичная последовательность
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сумм исходного ряда. Этим [40] и доказывается наше утверждение.
Мы видим — пока — полную аналогию с обычными суммами; но 

эта аналогия нарушается, если мы попытаемся применять сочетатель
ное свойство, так сказать, в обратном порядке. Если дан с х о д я -  
щ и й с я  ряд (А), члены которого каждый в отдельности пред
ставляют собой сумму конечного числа слагаемых, то, опустив 
скобки, мы получим новый ряд (А), который может оказаться и 
р а с х о д я щ и м с я .

Вот простые тому п р и м е р ы :  ряды

( 1 - 1 )  +  ( 1 - 1 )  +  ( 1 _ 1 )  +  . . .  * 0  +  0 +  0 +  . . .  =  0
и

1 — (1 — 1) — (1 — 1) — .. .= = 1  — 0 — 0 — . . . =  I.

очевидно, . сходятся, между тем как полученный из них опусканием 
скобок ряд

1 — 1 +  1 — 1 +  1 — 1 + . . .

будет расходящимся.
Конечно, ес  л и  — опустив скобки — мы получим с х о д я 

щ и й с я  ряд (А), то его сумма будет та же, что и у  ряда (А). 
Это вытекает из данного выше.

При некоторых условиях можно наперед гарантировать, что 
ряд (А) будет сходиться. Простейшим случаем этого рода является 
тот, когда в с е  с л а г а е м ы е  в (А) в н у т р и  о д н и х  и т е х  ж е  
с к о б о к  б у д у т  о д н о г о  з н а к а * .

Действительно, тогда при изменении п от nk_x до nk частичная 
сумма Ап будет изменяться монотонно, следовательно, будет содер
жаться м е ж д у  j4njtJ =  i4*_, и A„k =  A k. При достаточно боль
шом k эти последние суммы произвольно мало разнятся от суммы А 
ряда (А), следовательно, то же справедливо и относительно суммы Ап 
при достаточно большом п, так что А п ~* А.

Этим замечанием мы не раз будем пользоваться в после
дующем.

• Этот знак от одних скобок к другим может меняться.
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Рассмотрим и сейчас такой
СО __
γ ι  ( — 1 ) E l V r t )

П р и м е р .  Установить сходимость ряда /  -----------------,
· »  Яη — I

Здесь сначала идут 3 отрицательных члена, за ними 5 положительных
■ т. д. Если объединить каждую такую группу членов одного знака в один 
член, то получится знакопеременный ряд

2  (~  ' *‘ +  I ' *·’ ' (Л О* — 1 ]'
А =  1

Легко установить неравенство
» I

(D

2 ' ί I 1 . I- 4 - — !— ^  + _____ -_____ < - ·*4- I й3 Лг* -f- 1 ' +  * ' ··· ' (fc+1)3— 1 ^  k >

• 1 1■апример, так как сумма первых k слагаемых меньше, чем

а сумма последних (й-|-1) слагаемых меньше, чем (ft+ 1 ) ^  ^  ^ =  - у ,
2

то вся сумма, действительно, будет меньше, чем . Отсюда заключаем,
что члены ряда (1) будут стремиться к нулю, монотонно убывая по абсолют- 
вой величине. Тогда, по теореме Л е й б н и ц а ,  ряд (1) сходится, следова
тельно, в силу сделанного выше замечания, сходится и предложенный ряд.

387. Переместительное свойство абсолютно сходящ ихся рядов.
Пусть дан сходящийся ряд (А), имеющий сумму А. Переставив в нем 
члены произвольным образом, мы получим н о в ы й  ряд:

со
У . o-k — ν ι -Ь а2 < · · -Ь a 'k -1- · · · (А 1)

fe =  l
Каждый член а* этого ряда отождествляется с определенным чле
ном a„ft исходного ряда *.

Возникает вопрос, сходится ли ряд (А') и — в случае сходи
мости — будет ли его сумма равна сумме А  исходного ряда. При
рассмотрении этого вопроса нам придется провести резкое различие 
между а б с о л ю т н о  и н е а б с о л ю т н о  сходящимися рядами.

Теорем а. Если ряд (А) абсолютно сходится, то ряд  (А'), 
полученный из него перестановкой членов, также сходится и 
имеет ту же сумму А, что и исходный ряд. Иными словами: 
а б с о л ю т н о  сходящийся ряд обладает переместительным 
свойством.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  (а) Проведем доказательство в два приема. 
Предположим сначала, что ряд (А) — положительный.

* * Причем последовательность номеров {nk} без пропусков и повторений 
воспроизводит— с точностью до порядка — натуральный ряд.



Рассмотрим произвольную частичную сумму Л* ряда (А'). 
Так как

Й | ---- dn\> ----- ^/ij» · · ■ t &k =

то, взяв ri ббльшим всех номеров пи щ , nk, очевидно, будем 
иметь A ’k АП’, а следовательно, и подавно

В таком случае (А') будет сходящимся [365] и его сумма А’ не 
превзойдет А:

А’ ^ А .
Но и ряд (А) из (А') получается перестановкой членов, поэтому 

аналогично:
А  *£ А .

Сопоставляя полученные соотношения, придем к требуемому равен
ству: А' =  А.

(б) Пусть теперь (А) будет произвольный абсолютно сходящий
ся ряд.

Так как сходящийся п о л о ж и т е л ь н о й  ряд:
СО

Σ  К 1  =  К I - И а * ] - г · · · -} -К !+ ···>  (А*)
п =  1

по доказанному, при любой перестановке членов останется сходя
щимся, то по теореме п° 377 сохранит при этом свою (абсолютную)
сходимость и ряд (А).

Далее, мы видели в 377, что, в случае а б с о л ю т н о й  сходи
мости ряда (А), его сумма выражается так:

A =  P — Q,
где Р  и Q суть суммы положительных рядов

ОО

Σ  рк (р)k =  1

Σ  (Q)
т — 1

составленных, соответственно, из положительных и абсолютных
величин отрицательных членов ряда (А).

Перестановка членов в ряде (А) вызовет перестановку членов и 
в этих рядах, но не отразится (по доказанному) на их суммах Р  и Q.
Следовательно, и сумма ряда (А) останется прежней, ч. и тр. д.

388. Случай неабсолю тно сходящ ихся рядов. Обратимся теперь 
к рассмотрению н е а б с о л ю т н о  сходящихся рядов и установим,

3 1 6  ГЛ . X I. Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Е  РЯ Д Ы  С П ОСТОЯННЫ М И ЧЛЕНА М И  ( 3 8 8
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•то они переместительным свойством не обладают: в каждом 
таком ряде надлежащей перестановкой членов можно изменить его 
сумму или даже вовсе нарушить сходимость.

Предположим, что ряд (А) сходится, но н е а б с о л ю т н о .
Из сходимости следует, что lim a„ =  0 [364, 5°]. Что же касается
рядов (Р) и (Q), о которых мы упоминали в предыдущем п°, то, 
хотя, очевидно,

lim рк =  0 и lim qm =  0, ί(2)
£ со т -»оа 4

но в данном случае они о б а  расходятся.
Действительно, имеют место равенства

An =  Pk — Qm> A% =  Pk - f- Qm, (3)

если k Vi m означают число положительных и отрицательных чле
нов в составе первых п членов ряда (А). Подчеркнем, что из трех 
номеров n, k, т  один может быть взят произвольно, а другие два 
по нему подбираются. Из сходимости одного из рядов (Р) или (Q), 
ввиду первого из равенств (3), вытекла бы с необходимостью и 
сходимость другого, а сходимость обоих, ввиду второго из этих 
равенств, имела бы следствием сходимость ряда (А*) — вопреки 
предположению!

Докажем теперь следующую замечательную теорему, принадле
жащую Р и м а н у:

Т еорем а Р им ана . Если ряд (А) н е а б с о л ю т н о  сходится, 
то какое бы ни взять наперед число В  (конечное или рав
ное ±  оо), можно так переставить члены в этом ряде, чтобы 
преобразованный ряд имел своей суммой именно В .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Остановимся на случае конечного В. 
Заметим, прежде всего, что из расходимости рядов (Р) и (Q),
в силу 364, 1°, вытекает, что и в с е  и х  о с т а т к и  также будут 
расходящимися, так что в каждом из этих рядов, н а ч и н а я  
с л ю б о г о  м е с т а ,  можно набрать столько членов, чтобы сумма 
п р е в з о ш л а  л ю б о е  ч и с л о .

Пользуясь этим замечанием, мы следующим образом произведем 
перестановку членов ряда (А).

Сначала возьмем столько п о л о ж и т е л ь н ы х  членов нашего 
ряда (в том порядке, в каком они в нем расположены), чтобы их 
сумма превзошла число В:

Pi ~г Рч, +  · · ■ ~\~Pk ι В.

Вслед за ними выпишем о т р и ц а т е л ь н ы е  ч л е н ы  (в том по-
рядке, r каком они расположены  я данном  ряде), взяв их столько,
чтобы общая сумма стала меньше В

Pi +  Pi + . . .  + / ' а  — Ч\ — 4i —  ■ · ■ —  В.

\



318 ГЛ . X I. Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Е  РЯ Д Ы  С ПОСТОЯННЫ М И ЧЛЕНАМ И 1388

После этого снова поместим п о л о ж и т е л ь н ы е  члены (из числа 
оставшихся) так, чтобы было

Pi 4 " ··  -~\-Pki — Я\ — · · ■ — Ятт ~\~Pk 1+1

Затем наберем столько о т р и ц а т е л ь н ы х  членов (из числа остав
шихся), чтобы было

Pi 4~· · •mbPki — 4l — · · · — 4mi -\~Ph 1 + 1 · · ■
• · · Pk 2 Я m i +  1 '  · · · “ ■ Ятг В

и т. д. Процесс этот мы' мыслим продолженным до бесконечности; 
очевидно, каждый член ряда (А), и притом со своим знаком, встре
тится на определенном месте.

Если всякий раз, выписывая члены р или q, набирать их не больше, 
чем необходимо для осуществления требуемого неравенства, то укло
нение от числа 5  в ту или другую сторону не превзойдет по абсо
лютной величине последнего написанного члена. Тогда из (2) ясно, 
что ряд

(Pi 4 " ·  · ■ ~\~Pkι) — 0?1 4 _ · · · 4 -  Ятд~\~- · ■
• ■ · 4 "  (Pki_ i+i 4 “ · · · 4 ~Pk) — (7я1,·. ,+ ι +  ■ ■ · — Чт) +  · · ·

имеет своей суммой В. В силу замечания п°386, это останется вер
ным и после раскрытия скобок.

Если 5  = -{-оо, то, взяв последовательность возрастающих до 
бесконечности чисел B i7 можно было бы набор положительных чисел 
подчинить требованию, чтобы суммы последовательно становились 
больше Вх, Вь Ва и т. д., а из отрицательных членов помещать 
лишь по одному после каждой группы положительных. Таким путем, 
очевидно, составился бы ряд, имеющий сумму -)- оо. Аналогично можно 
получить и ряд с суммой — оо *.

Установленный результат подчеркивает тот факт, что н е а б с о- 
л ю т н а я  сходимость осуществляется лишь благодаря в з а и м н о м у  
п о г а ш е н и ю  п о л о ж и т е л ь н ы х  и о т р и ц а т е л ь н ы х  ч л е 
нов ,  и потому существенно зависит от порядка, в котором они сле
дуют один за другим, между тем, как а б с о л ю т н а я  сходимость 
основана на быстроте убывания этих членов — и от порядка их не 
зависит.

П р и м е р ы .  1) Рассмотрим з а в е д о м о  н е а б с о л ю т н о  сходящий
ся р я д :

1 -  1 +  J - — U  1 Д .2* · 3 4 - "· 1 2ft — 1 f k + · "' Η)

* Читатель легко сообразит, как разместить члены данного ряда, чтобы 
частичная сумма преобразованного ряда имела в качестве н а и м е н ь ш е !  о 
и н а и б о л ь ш е г о  пределов два наперед заданных числа В и С >  С.
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сумма которого, как легко показать [см. 2)], есть In 2. Переместим его члены 
так, чтобы после одного положительного следовали два отрицательных:

I __ L __ L _i_ J ___ !___ L i  ι ι I 1 ,
2 4 3 6 8 2ft — 1 4ft — 2 4Jfe

iihi утверждаем, что с у м м а  р я д а  от т а к о г о  п е р е м е щ е н и я  
у м е н ь ш и т с я  в д в о е

R самим деле, если обозначить частичные суммщ этих двух рядов, соот
ветственно, через Ап н А ‘п, то

m т

А 3т =  2  \ 2 k ^ ] ~ 4 k  — 2 ~ 4 k j == 2  (4 * — 2 ~4 k )  =  
h= 1 k= 1

= l \ I J ____ М » ± и
2 ш  \2k— 1 2k) 2 lm'

*= 1

так что A\m—* - j  In 2. Так как

A 3m -  1 “  А 3т +  Ат И А 3т - 2 *  А 3т -  1 "Г '4/п— 2

стремится к тому же пределу - j  Inf, то ряд (5) сходится и имеет суммой 
именно это число.

2) Более общий результат можно получить, если исходить из формулы 
для частичной суммы Йп гармонического ряда [367 (4)]

Нп =  1 +  -у -[■... - i  »  In η +  C +  γ,,,•
где С есть э й л е р о в а  п о с т о я н н а я ,  а -р* — бесконечно малая. Отсюда, 
прежде всего, имеем ’

1 , 1 ,  , 1 1 .  , 1 _ , 1
т  +  т  +  - -  +  2от==т / /т  =  т 1 п  от +  т с  +  у Т т ,

1 +  Т + - - -  +  2Й — 1= ^ * * _ 4  #/* =  1п2 +  у  1п * +  У  с  4  *>■> — -J-7*.

Расположим теперь члены ряда (4) в тако.м порядке: сначала поместим р  
положительных и q отрицательных, потом снова р  положительных и q отри
цательных и т. д. Для того чтобы определить сумму ряда

3 + 4  +  ...Ч  1 1  1 ■ 1 ■

Ар — 1 2q +  2 *·■ (6)

нам удобнее объединить последовательные группы из р или q членов. Частич
ная сумма Л2„ полученного таким путем ряда равна

Л** — 1п^2 J/
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и стремится к пределу к тому же пределу стремится и

сумма Д1Я_,. Наконец, в силу замечания п°386, и ряд (6) будет иметь сум

мой это же число In ^2 j / "  — j .

В частности, для ряда (4) получается 1п2(р =  <7=1), для ряда (5), как 
и в 1), -^ -1п 2(р= 1 , <7 =  2). Аналогично:

ι , Ι  1 . 1 , 1  1 , 3 ,  „

‘ +  '3 2 +  5 ' 7 4 ------ 2 ’

, 1 1 1 1
'S 4 6 8' '

СР“ 2, ?=1)

3 10 12 14 16 5
(р = ?  =  4)

и т. п.
Заметим, что если численность последовательных групп положительных 

и отрицательных членов еще изменять от группы к группе, то легко закон 
этого изменения подобрать так, чтобы для преобразованного ряда действи
тельно получить л ю б у ю  наперед заданную сумму. Предоставляем читателю 
убедиться в этом.

389. Умножение рядов. О почленном слежении (или вычитании) 
двух сходящихся рядов, равно как о почленном умножении сходя
щегося ряда на постоянный множитель — уже была речь в 364, 3° и 4°. 
Теперь мы займемся вопросом об у м н о ж е н и и  р я д о в .

Пусть даны два сходящихся ряда:

А =  Σ  ап =  at -j- а2 -f-  - « .- г  ап “Ь · ■ ·
п — 1

(А)

(В)

Подражая правилу умножения конечных сумм, рассмотрим и здесь 
всевозможные парные произведения членов этих рядов: a fik, из них 
составится бесконечная прямоугольная матрица:

<7. ft, 0,6, аяЬ1 .. afi, ...
«А о36, 0|6| .. «А ■··
а,6, о,Ь, а,Ь, .. aib, ...

» А а.Ьк ааЬк .. a,bk ...
( 7 )
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Эти произведения можно многими способами располагать в виде 
п р о с т о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .  Например, можно выписывать 
произведения п о  д и а г о н а л я м  или по к в а д р а т а м :

Ι Α

a, b,  a,b. 
r  l S  /  .

ι ь,^ ,b ,
*  *  ♦  ·

а А а А
} " ' 

“А > ■ ·

а А а2Ь: а3 (?* * ч ·
а ,  Ьз а2Ь3 ' а Л , .  .

что, соответственно, приводит к последовательностям:

αΦι, « Α ,  αφχ, α ,^ ,  а^Ьр. алЬ^ . . .  (S)
ИЛИ

&Φΐί β|Α». α,δ„ α.φ%, βφ-ι* Oj&i" .··  (^)

Составленный из подобной последовательности р я д  называется 
п р о и з в е д е н и е м  рядов (А) и (В).

Теорема Коши. Если оба ряда (А) и (В) сходятся а б с о 
л ю т н о ,  то их произведение, составленное из произведений (7), 
взят ы х в л ю б о м  порядке, также сходится и имеет своей, сум
мой произведение сумм АВ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  предположению, ряды

Σ  I а /»! === I αι ! ~Н ! аз i ! а я ! Ч-  - - * (Λ*)
П —= 1

N

Σ  I Ьщ I =  I I - Н  ^2! -f· ■ · · ~ Н  ьт ! - { - . . .  (R*)
т =  1

сходятся, т. е. имеют конечные суммы, скажем, А* и В*.
Расположив произведения (7) произвольным образом в виде по

следовательности, составим из них ряд:
ОО

Σ  aiJ,ks =  aifik l '3r aiJJki - \ - - - - - \ - aiJ)ks Jr · · ·  (10)
s=  I

Чтобы доказать сходимость соответствующего ряда из абсолютных 
величин:

Σ  ' a‘sb^s Ι +  Ιβί,^* ,Ι~t~··· +  ia i / * s ί + ■  · · ’ ( ! i )
1

11 Г. М. Ф и х те н го л ь ц , т.» И
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рассмотрим его s-ю частичную сумму; если через v обозначить наи
больший из значков lu k x, ц, кг, . . . ,  ls, k s, то, очевидно,

I ailbkl I + 1 I+ ·  · · + 1 aish , i ^  (I βι 1 + 1 <*· I+ ·  · ·

• · · “H  а J )  (I 4  +  Ι Μ  +  ··· +  Ι&. | ) < Λ · · β · .
Отсюда [365[ вытекает сходимость ряда (11), следовательно, и а б с о 
л ю т н а я  сходимость ряда (10).

Остается определить его сумму. Мы вправе придать членам ряда (10) 
более удобное для этого расположение, ибо ряд этот, как а б с о 
л ю т н о  сходящийся, обладает переместительным свойством [387]. 
Разместив эти члены п о  к в а д р а т а м ,  как в (9), мы объединим 
последовательные группы, которые отличают один квадрат от другого
а,1', - |-  (Q\b% - |-  atbt - f  афj) - |-

+  (аА  +  +  ааЬ3 - | - аЛ  - г  azbi) - f - · . .  (12)
Если через А п и Вт, как обычно, обозначить частичные суммы 
рядов (А) и (В), то для ряда (12) частичные суммы будут

А\В\, А%В%, Лд53, . . . ,  A kBk, . . . ;

они стремятся к произведению АВ, которое, таким образом, является 
не только суммой ряда (13), но и ряда (10]^ ^

При фактическом умножении рядов чаще всего представляется 
удобным размещать произведения (7) п о  д и а г о н а л я м, как в (8); 
обычно члены, лежащие на одной диагонали, при этом объединяются:

А В  =  а,\Ь\ - ( -  ( o f y  - ( -  а ф \ )  - | -  (a^b3 - I -  - | -  а ,ф { )  - 4 - . . .  ( 1 3 )

В этом именно виде К о ш и  впервые и представил произведение 
двух рядов. Так, написанный ряд мы впредь будем называть произ
ведением рядов (А) и (В) в форме К о ш и .

Пусть, например, перемножаются два с т е п е н н ы х  ряда
ОО

Σ  а пх п =  а 0 - f  a tx  - | -  а 2х 2 + . . .  - f  а пх "  - f . . . ,
я -0
оо

Σ  ЬмХт =  Ь0 +  Ъ1х +  b*3<* +  . . .  +  bmx a +  . . .
s τη — 0

[причем х  взято внутри соответствующих п р о м е ж у т к о в  с х о д и 
м о с т и ,  379]. Тогда, как нетрудно сообразить, указанный прием 
отвечает приведению подобных членов в произведении:

со оо

Σ  а Σ  Ьт * т =
и  —  С m  —  С

= =  Qq&q ( β φ ι  « Λ )  x  - f -  ~f~ a \ b \ “ Γ  -*·3 · · ■

Таким образом, произведение двух степенных рядов в форме 
К о ш и  непосредственно представляется в виде степенного же ряда.



390. Примеры. Во всех примерах, кроме последнего, произведения рядов 
берутся в форме Ко ши.

Л) Помножив рядV

Э90| § 4. с в о й с т в а  сходящихся р я д о в  ^23

ι у х » =  | + .Г  4 - ( * | < 1 )ι — χ __
U

на самого себя, таким путем получим:
05

' V  пх”-' =  1 +  2х +  Зл:8 +  . . . +  пх"-1 +  ...
X) шб ι

2) Умножение рядов:
CD

— — =  У ( _  1)".ся =  l _ A r  +  J C * _ . . . - f ( — 1)ч лг'» +  .. .

т
п

+  (14)

1
(где I лг J <С 1) даст такой результат:
00 /
У  ( - I)*-Я *** *· +  . . .

... +  ( - 1)"-1 (l +-*- 4-... +  i )  -l·-...

Ниже мы увидим [405], что сумма ряда (14) есть 1п (1+ х), так что по-
ln (1 +  х)следнее разложение представляет функцию ——г----- ,1 -р х

3) Произвести возведение в квадрат:
«О ν *

(z— любое).
У к а з а н и е . Воспользоваться элементарно доказываемой формулой:

V  (/"μ)1 — с \  — —  
Ζ λ {" ' ,J 2’ “  (>!)*·

μ  =  0

2 м!*24
О т т I. t +  2  (~ 1} 2 2ν · ( ν ! ) 1 ’

I __ _
4) Тождество [см. 385, 6)]

OD ttt

2  An*n ** Σ
n —U n = 0

11*
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нли

Σ  αηχ π = ( ί — χ ) σ  Α»χα
п^О л — О
(где А„ =  а0- 1 - а , - ± - а „ )

легко доказывается путем почленного умножения.
При этом, если в промежутке (— R, Я) (0 <  f r ^ l )  сходится один из двух 

рядов, отсюда уже следует сходимость в том же промежутке и другого ряда.
5) Доказать тождество (а >  0):

I 1 _1_ 1 * · i ■ 3 -г* . \ /. . I , 1 · 3 2 . ϊ
U  +  2 ' 5 + 2 ” 2 1 ^ + 4  + - ) · ( '  + Т *  +  2Г4 *  + ■ ■ ■ / -

— 1 Π 1 а +  \ х  1 (<| +  1)(°  +  3) Λι j ,  Ί
о L а + Ъ  ' (я +  2)(« +  4) + ” Т

6) Как мы знаем уже [378, 1) (а)], ряд
ГО
X I X й х  х ш Г ” I я

±  я! =  ' +  π  +  2! +  31 +  -  +  Т\ +  -
и

а б с о л ю т н о  сходится при всех значениях х, обозначим его сумму 
через Е (лг).

Заменив здесь х  на у, получим аналогичный ряд с суммой Е (у). Произ
ведение обоих рядов в форме К о ш и  имеет общий член:

иП X IIя I χ* ||Ί-Ι г* 1|Я-*
'·  Я  + Т Г ■ (7 ^^Т )Г +  2Г ■ ( ^ 2 ) Г  +  ·■■· +  F ■ +  '"*

1 1 V  r k „ b . n * — (X +  V)nJ . i  - 1 -τ- \ _____ !_____  Xkvn"k   — V  C kXkVn
-  ' έ  ‘ L  k \ ( n - k ) \  x y  -  n\ L  n - n\

Таким образом, для неизвестной нам пока функции Е(х) получается 
соотношение

E (x) -Е(у) =  Е ( х +у )
— при любых вещественных х  и у. Впоследствии это даст нам возможность 
установить, что Е {х) есть п о к а з а т е л ь н а я  ф у н к ц и я  [439, 3); ср. 75,1°].

7) С помощью признака Д а л а м б е р а  легко показать, что ряды
OD
ЖЛ Г2'* Y* г» ^ я

С М -  У  ( -  1)« =  1 +  5 г - . . .  +  < -  I,- я  +  . . . .
(I
оо

ДГ® А‘*_  г ___________J  IV·*1 _____________ «-
ϋ! “Г 5! '·· υ  (2m — 1)! '

а б с о л ю т н о  сходятся при всех значениях х.  Путем умножения рядов 
можно доказать соотношения

С ( х + у )  =  С (х) ■C ( y ) - S ( x ) - S  (у),
S (x +у )  =  S (х) ■ С (у) + С (х) ■ S О')·*
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Так как на деле S (х) и С (х) есть не что иное, как sin а: и cosx [404|. 
то мы узнаем здесь известные теоремы сложения для этих функций.

8) Рассмотрим, наконец, положительный ряд t

ее

ι

который сходится для л :>  1 [365, 2)] и представляет функцию С Р и м а н а. 
Вычислим, с помощью умножения рядов, ее квадрат.

Всевозможные произведения

Л  » -  1
л» ■«*

на этот раз мы разместим так, чтобы члены с одним и тем же числом 
fc =  n-m  в знаменателе стояли рядом, а затем— объединим их. Каждому k 
будет отвечать столько (равных между собой) членов, сколько делителей п 
■иеет число k, т. е. τ (k). Итак, окончательно,

[СМ1* =  2  т р г ·  
» -»

391. Общая теорема из теории пределов. Для упрощения изложения 
в ближайшем п* и в последующем мы установим здесь одну теорему из тео
рии пределов, дающую широкое обобщение известных теорем К о ш и  и 
Ш т о л ь ц а  [33]. Эта теорема принадлежит Т е п л и ц у  (О. TOplitz). Мы 
докажем ее в два приема.

1. Предположим, что коэффициенты tn m( l ^ m ^ n )  бесконечной 
<треугольной> матрицы

'и

(о  *»

tnl fu» *П1 ■·· ?шш

(15*

удовлетворяют двум условиям·.
(а) Элементы, стоящие в любом с т о л б ц е ,  стремятся к нулю:

tnm —> 0 при п — оо (т фиксировано).
(б) Суммы абсолютных величин элементов, стоящих в любой стро к е, 

ограничены все одной постоянной:
\tm  I + 11„ ι +  ■ ■. + 1 tnn I *  к  (K =  const).

Тогда, если варианта χ η — 0, то это же справедливо и относительно 
варианты:

=  *„1 *  ι + +  ' ·' +  гппх п'
составленной из значений исходной варианты с помощью коэффициентов 
матрицы (15).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  е >  О н а й д е т с я  т а к о е  т ,  ч т о  при п >  т  б у д е т :
I I εI <  2д-> Для этих п имеем, используя (б):

I ХП I <  I (П1Х1 +  · · · +  tnmx m I +  "o'.

Так как т здесь уже постоянно, то — ввиду (а) — существует такое N ^ m ,
чго при n >  jV и первое слагаемое справа будет следовательно,
I х'п I <  е, что и тр. д.

И. Пусть коэффициенты tnm, кроме условий (а) и (б), удовлетворяют 
еще условию:

(в) Tn =  tn i+ t m, +  . . .  +  tnn — 1 при п -> оо*.
Тогда, если варианта х п —>■ а (а — конечно), то также и

х п ~  I х ι tnex s +  . .  . +  tnnx n ~ *α·

Д о к а з а т ε л ь с т в о. Выражение для х'п, очевидно, можно перепи
сать так:

Хn (χ ί а) “Ь П̂2 (Х2 а) “}*··· -\~ tПП (х п — "1" Тп ■ а.
Применяя теорему I к варианте х п— а — 0 и опираясь на (в), непосред
ственно приходим к требуемому заключению.

Г. Теорема К о ш и  [33] отсюда получается, если положить

t  - t  -  - ί  - 1  ‘ ΠΙ -  1П2 ---  · · ■ --- Lnn  --- ^  ·

Выполнение условий (а), (б), (в) очевидно.
2°. Обратимся к теореме Ш т о л ь ц а  [33], сохраняя прежние обозначе

ния. Итак, пусть имеем две варианты х п  и у п, из которых вторая стремится 
монотонно к оо. Предположим, что варианта

Г ,  - Х п - ,
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У  п У п - 1(Я=1, 2, 3, . . .  ; Яр»

и применим к ней теорему II, полагая tnm =  *т ~ -Vm~' . Выполнение уело-
Уп

вий (а), (б), (в) легко проверяется. Тогда получим, что варианта
П

х п _ X 1 - Л т  1 m ι __
Уп  ^  П т У т ~ У т - 1  Щ 

т  — 1
ч. и тр. Д. ,

Приведем ряд других полезных следствий теоремы Т е п л и ц а .
3°. Пусть даны две варианты х п —<■ 0 и у п —> 0, причем вторая из н и х  

удовлетворяет условию:

Ι λ Ι + Ι ^ Ι  - t - . . .+  |> « |= s /f  (П= 1, 2, 3, . . . ;  κ= ·  const).
Тогда и варианта

гп =  χύ’η +  х»Уп- 1 +  · · · +  хпУ1 — 0.

* В применениях обычно Тп =  1.



Простое применение теоремы I при tnm— yn_m+l.
4°. Если варианта х п — а, а варианта уп —* Ь, то варианта

_  х О'п +  -*ЧУя . I 4- ■ ■ ■ -4- -*YV| _
• α

Пусть сначала α — 0 и требуется доказать, что ζ„ — 0. Это просто выте- 
■ает из следствия 3°, если заменить в н е м ^ „ н а - я . Условие, наложенноеЛ
1ам на у„, легко проверяется с учетом того, что здесь уп ограничено:
I». I ·- к.

Обращаясь к общему случаю, перепишем ζη в виде

(г, — а)уя +  (х , — а)уп^  + .. . +  (хп — а)у1 . . yi +Уз +  · · ■ +Уп 
ή п

Первое слагаемое справа стремится к 0, по только что доказанному. Вто
рое же слагаемое стремится к ab, ибо множитель при а имеет пределом b 
■о теореме Коши (Г).

5°. Если х п —> а, то и*

* 2 |  §  4 .  СЕОЙСТВА СХ ОДЯЩ И Х СЯ РЯДОВ

1 · *о +  с п ' х \ +  с * ' x t +  · · · +  С* ' х п х п = ----------------------- -------------------------------

Применяем теорему II, полагая
С "* -Z * .•ят — 2я "

мЯ1
Так как СJJ1 <  пт и ^  —- 0 [32, 9)], то условие (а) выполнено. Выполнение 
условий (б) и (в) вытекает HenocpeflqTBeHHO из того, что

т — О

6°. Если х п — а и z =  const (z >  0), то и

1 · х о +  С\г · х 1 +  С^г2 · x s -j-, , .  -f- С”гя · х п 
Ж" =  (1 +  z)n - ·  ·.

Это — простое обобщение предыдущего утверждения, и доказывается оно 
талогично. Можно коэффициенты расположить и в обратном порядке, так 
что и

.. *“ · *0  +  С\ *» »·*, +  > . χ , + . . . +  \ · χ η
( 1 + ζ ) η

392. Дальнейшие теоремы об умножении рядов. Как указал M е р- 
т е и с (F. Mertens), результат К о ш и  может быть распространен на более 
общий случай.

* Конечно, несущественным является то, что нумерацию значений ва
рианты мы начинаем с 0 вместо 1.
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Теорема Мертенса. Если ряди (А) и (В) сходятся, причем хоть 
б.дин из них сходится а б с о л ю т н о ,  то разложение (13) имеет место.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть, скажем, ряд (А) сходится абсолютно, т. е. 
сходится ряд (А*).

Объединяя члены на я-й диагонали, положим
Сп =  ахЬЛ +  αφη-i +  ■ · · +  вл—А  +  ΟπΡι

Сп =  С1 +  с2 +  · · · +  Сп, 
так что нужно доказать, что Сп —*АВ.

Прежде всего, нетрудно видеть, что
Сп — aiВп -j- а2Вгг_1 +  ап- Ч- апВι· (16)

Если положить =  В (где о с т а т о к  *0 при т —+оэ), то
сумма Сп перепишется так:

Сп ж АпВ — ~tn< гДе Τη =  βιΡп “Ь а гРл-1 +  ■ ■ ■ +  ап -iPs Ч-  βηΡι·
так как А„—*А, то весь вопрос сводится к доказательству соотношения: 
lim γ„ =  0.

А это утверждение сразу следует из 3°, 391 (при х п =  ?п и Уп =  ап)> 
если учесть, что ~

I βι I +  I а» I 4- · ■ ■ + 1 ап I А*,
где А*— сумма сходящегося, по предположению, ряда (А*).

В виде примера применения теоремы, вернемся к задаче 4) п° 390. Упо
мянутое там равенство, как мы видим теперь имеет место и на конце

СО

х  =  ± Я  промежутка сходимости ряда ^ janx n, если У?<1 и ряд на этом
о

конце вообще сходится (хотя бы и н е а б с о л ю т н о).
Заметим, что е с л и  бы о б а  р я д а  (А) и (В) с х о д и л и с ь  л и ш ь  

н е а б с о л ю т н о ,  то у ж е  н е л ь з я  б ы л о  бы р у ч а т ь с я  за  с х о д и 
м о с т ь  р я д а  (13). Для примера попробуем умножить ряд

- у  _(-  1 Г 1 = 1____L + J ___ _ L +
" ,  К »  / 2 '  У З  ” ' + (  V n  +  " ’

[как мы знаем, 382, 2] сходящийся н е а б с о л ю т н о ]  на самого себя. 
В этом случае

4. I . . «
\Г 1 I

так как каждое слагаемое в скобках больше — , то ] с„ j >  1 (при я > 1 )  и
Л

сю

ряд 2  г„ расходится [364, 5°].
1

Однако если аналогично поступить с также « е а б с о л ю т н о  сходя
щимся [382, 1)] рядом

1 в2 о
п “  1
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ю окажется, что
. ι * . ι ι
' я ~ < [ 1· /i 2 - ( я — 1) ^  —  ‘ 1·(η — ί+ 1)

=  · -  '> - ‘ Д  г ( 1 + _ 2' + · " 4 ' «)■
Здесь, при возрастании п, \сп \ стремится к 0, монотонно убывая, так что

оо

|по теореме Л е й б н и ц а, 381] ряд ^  сп все же будет с х о д я щ и м с я .

Какова же его сумма, будет ли она равна (In 2)s? На этот вопрос отвечает 
Теорема Абеля. Лишь только для двух сходящихся рядов (А) и (В) 

■ их произведение, взятое в форме Коши,  оказывается с х о д я щ и м с я ,  
ьВО его сумма С необходимо равна А - В.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сохраняя п р е ж н и е  обозначения, из (1 4 ) легко 
иолучаем:

Ci -f- Cs -j- . . .  -j- Cn =  A 1 Bn -{- A*Bn_i +  . · . +  AnB,.

Разделим это равенство почленно на п и перейдем к пределу при п —«со. 
ТГяк как С„^ С,  то по теореме К о ш и  [33; см. также 391, 1°) и среднее 
арифметическое

c , V c g j - . . . + с .
п

С другой стороны, в силу 391, 4° (если положить там х п =  Л„, уп =  Вп),
АхВп -f- А2Вп_, - ί - . . , ι ■ АпВг _

п *
Отсюда С =  А- В, ч. и тр. д.

§  5. П о в т о р н ы е  и д в о й н ы е  р я д ы

393. П о в т о р н ы е  р я д ы .  Пусть задано бесконечное множество 
чисел

a f  ( ι = 1 ,  2, 3, k = l ,  2, 3, ...) ,
взвисящих от д в у х  натуральных значков. Представим себе их рас
пложенными в виде бесконечной прямоугольной матрицы:

ЙГ
1 1 1аV

аТ
• Ii 

·. . . а.<2). . .1

а? < а(3)3 ...а !3'...1

< < •т • · " J · ··

Такого рода матрица носит название бесконечной прямоугольной 
матрицы с д в у м я  в х о д а м и .

. 4
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Теперь остановимся на одном понятии, связанном с рассмотре
нием матриц вида (1) — понятии п о в т о р н о г о  р я д а .

Если в бесконечной прямоугольной матрице просуммировать 
каждую строку отдельно, то мы получим бесконечную последова
тельность рядов вида

Просуммировав теперь эту последовательность вторично, будем 
иметь

Полученный символ и носит название п о в т о р н о г о  р я д а .  Если 
заменить строки столбцами, т. е. если суммировать члены нашей 
бесконечной матрицы по столбцам, то мы получим второй повтор
ный ряд

Повторный ряд (3) называется с х о д я щ и м с я ,  если, во-пер
вых, сходят ся все ряды по строкам  (2) (их суммы, соответ
ственно, обозначим через A >k)) и, во-вторых, сходится ряд

его сумма и будет суммой повторного ряда (3). Легко перефра
зировать все это и для ряда (4).

Элементы матрицы (1) можно многими способами представить 
в виде обыкновенной последовательности

[Об этом мы уже говорили в связи с частного типа матрицей (7) 
п°389]. Обратно, если имеем обыкновеЯную последовательность (5), 
то разбив все ее члены (не считаясь с их расположением) на беско
нечное множество бесконечных групп, можно ее представить мно
гими способами в виде матрицы с двумя входами (1), и по этой 
матрице составить повторный ряд (3). Естественно встает вопрос
о связи между рядами (6) и (3), состоящими из одних и тех же 
членов.

СО

(2)

ОО ОО

Σ  Σ  «Г (3)
А— 1 ι = 1

оо со

Σ  Σ  «Г- (4 )
i =  I k=\

со

(5)

и по ней составить “п р о с т о й ряд

(6)
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Теорем а 1. Если ряд (6) сходится а б с о л ю т н о  к сумме U, 
то, как бы его члени ни расположить в виде матрицы (1), схо
дится и повторный ряд (3), причем имеет т у же сумму. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р я д

Σ Ι Μ
r =  1

по предположению, сходится; обозначим его сумму через U*. 
Тогда, прежде всего, при любых п и k,

(fi*)

Σ Κ - H f · ·i=  1
со

откуда следует сходимость ряда Σ  | а /*' | [365], a значит и сходи-
I -  1

СО

кость ряда Σ  a[k) [377] (при любом k).
ί — 1

Далее, для любого числа ε ^ > 0  найдется такое г0, что

Σ  К К ® .
Г  =  Г 0 + 1

следовательно, и подавно

Σ  иг
r  =  r 0 - \ -1

Го 

г =  1
О

(7)

(8)

Члены ии иг.........иг ряда (6) содержатся в первых п строках
а первых т  столбцах матрицы (1), если п и т  достаточно велики, 
скажем, при л ^ > я 0 и т ^> т й. Тогда для указанных п а т  выра
жение

п т  г(
Σ  Σ  «!*’ -  Σ " '

fe — 1 ί  — 1 r =  1

представляет сумму группы членов ur с номерами, бблыиими г0,
■ ввиду (7) по абсолютной величине <^ε. Переходя к пределу при 
т —*оо, получим (для п^>па)

п го ι
Σ  л‘" -  Σ  «г

Л = 1

так что — в связи с (8) —

Σ  */ < 2 е ,

агкуд а  следует сходимость повторного ряда (3), и именно к сумме U.

У
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З а м е ч а н и е .  Некоторые строки матрицы (1)  могут состоять 
и из конечного числа членов; легко распространить результат и на 
этот случай.

Если вспомнить, что в 386 мы разбивали члены простого ряда 
лишь на к о н е ч н ы е  группы, н е  н а р у ш а я  п р и  э т о м  их  р а с 
п о л о ж е н и я ,  то станет ясно, что теорема 1 формулирует далеко 
идущее распространение (совместно) сочетательного и переместитель
ного свойства абсолютно сходящегося ряда.

Обратная теорема имеет место лишь при усилении предположе
ний о повторном ряде.

Т еорем а 2. Пусть дан повторный ряд (3). Если по замене 
его членов их  абсолютными величинами получается сходящийся 
ряд, то сходится не только ряд (3), но и простой ряд (6), со
стоящий из т ех же членов, что и ряд (3), расположенных 
в любом порядке, и притом — к той же сумме.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  предположению ряд
га  гп

Σ  Σ  М"1
*=1 £ = I

сходится; пусть Л* — его сумма. При любых п и т, имеем
m п

Σ  Σ  \ ^ ] \< А  *■ (9)
k = \ 1 =  1

Возьмем теперь п р о и з в о л ь н у ю  частичную сумму ряда (6*): 
U i  =  11ц I I н* I I иг |.

При достаточно больших п и т, члены иь и ,̂ . . . ,  иг будут содер
жаться в первых .п строках и первых т столбцах матрицы (1). 
Тогда из (9) следует, что

- U f < A *
и ряд (6*) сходится, т. е. ряд (6) сходится а б с о л ю т н о .

Остается применить теорему 1.
Так как, очевидно, jjce  сказанное о повторном ряде (3) справед

ливо и для повторного ряда (4), то как следствие из доказанных 
теорем получается следующее важное предложение, которое часто 
бывает полезно *.

Т еорем а 3. Пусть дана матрица (1). Если по замене членов 
ряда (3) и х  абсолютными величинами получается сходящийся 
ряд, то сходятся оба повторных ряда (3), (4) и имеют т у же 
сумму:

оэ -СО 00 оо

Σ  Σ  Σ  Σ  «Р.
k =  \ ι =* 1 i =  1 ft =  l

* В немецкой литературе это предложение носит название cgrosser 
Umordnungssatz».
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394. Двойные ряды. С бесконечной прямоугольной матрицей (1) 
связано и понятие д в о й н о г о  р я д а .  Так называется символ

+  +  й!1|+ · · ·

+  a f  +  ^ 2) +  <  +  . . .  +  « f , +  .··

+ # , * + + в / ч - . - . + в ; * '  -)-■··

+ ........................................................ =  Σ  ( ,0 )
ί: * =  ι

Ограничившись первыми гп столбцами и первыми п строками, 
рассмотрим конечную сумму

i  — m , k — п

* S =  Σ  «!*'·i, k = \
называемую ч а с т и ч н о й  с у м м о й  данного двойного ряда. Станем 
увеличивать числа m a n  одновременно, но независимо друг от друга, 
устремляя их к бесконечности. Предел (конечный или бесконечный)

А яш lim
т  —*со
П -*са

называют с у м м о й  двойного ряда, и пишут
ОО

а  =  Σ  №  
ί. к = 1

Если ряд  (10) имеет к о н е ч н у ю  с у м м у ,  его называют с х о 
д я щ и м с я ,  в противном же случае— р а с х о д я щ и м с я .

Вернемся для примера к матрице (7) предыдущего параграфа, 
с общим членом

(*> иCi =  aibk-
В этом случае частичная сумма, очевидно, равна (если сохранить 
арежние обозначения)

г·"1 —  A R'-'т ---п ти ю
так что двойной ряд, соответствующий упомянутой матрице, всегда 
сходится и имеет сумму *

С =  lim АтВп =  АВ.
т  — оо 
Л — оо

* Таким образом, если произведение двух сходящихся простых рядов 
представить в виде д в о й н о г о  ряда, то суммой последнего всегда будет 
произведение А В ; трудность была в доказательстве того же но отношению 
я произведению рядов, представленному простым рядом.



На двойные ряды легко перенести теоремы [364, 3° и 4°] об 
умножении членов сходящегося ряда на постоянное число и q  по
членном сложении или вычитании двух сходящихся рядов; предо
ставляем сделать это читателю.

Точно так же для сходимости двойного ряда н е о б х о д и м о  
стремление к 0 о б щ е г о  ч л е н а :

l im  а * ' =  О
I —* ОО 
Й-+ОЭ

[ср. 364, 5°]. Это сразу видно из формулы

а}*) =  Д<*> —  , —  А ^ -'>  -и А[\~  Ч

Естественно сопоставить д в о й н о й  ряд (10) с п о в т о р н ы м и  
рядами (3) и (4), рассмотренными выше. Так как

< с =  σ  I Σ  «!*’} .
* =  1 {-1

то, переходя здесь при фиксированном п к пределу при т —*со 
(в предположении, что ряды по строкам сходятся), получим

lira  А т ' =  Σ
Ш - . С О  J k - 1

Теперь ясно, что сумма повторного ряда (3) есть не что иное, как 
п о в т о р - н ы й  п р е д е л

l im  lim  Л т '·
п -» со т ~*са

Вопрос же о равенстве сумм двух повторных рядов (3) и (4) 
является частным случаем вопроса о равенстве двух повторных пре
делов.

Применяя к рассматриваемому случаю общую теорему п° 168
о двойном и повторном пределах *, придем к результату:

Т еорем а 4. Если 1) сходится двойной ряд (10) и 2) сходятся  
все ряды по строкам, то сходится повторный ряд (3) и имеет  
т у же сумму, кто и двойной ряд

αα αα οα

2  Σ  «!*’= λ =  Σ  »ί*’·
*k =  1 ί =  1 i, k =  1

Аналогичная теорема имеет место и для второго повторного 
ряда (4).

* Здесь т и п  играют роль независимых переменных, а частичная 
сумма — роль функции от них.

3 3 4  ГЛ . XI. Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Е  РЯ Д Ы  С П ОСТОЯННЫ М И ЧЛЕНАМ И |З Ф 4
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Вопрос о сходимости двойного ряда (10) просто решается для 
случая п о л о ж и т е л ь н о г о  ряда, т. е. ряда с неотрицательными
членами: 0.

Теорем а 5. Д ля  сходимости ряда (10), если а'*13 ^ 0 , необхо
димо и достаточно, чтобы его частичные суммы были огра
ничены.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость этого утверждения ясна. 
Докажем достаточность. Пусть Возьмем точную верхнюю
границу множества сумм А ^ :

А —  sup { }

■ покажем, что она и будет являться суммой нашего ряда.
Зададим любое е > 0 .  По определению т о ч н о й  верхней гра

ницы, можно найти такую частичную сумму что

Л("о) \  А  — г.т0

Если взять т~^>тй, л^>Яо, то и подавно

A W >  А — ε,

так как А с возрастанием о б о и х  значков п и т ,  очевидно, 
возрастает.

Так как всякая частичная сумма не превосходит А, то можно 
иаписать, что

I — А I < ;  ε (при m >  т0, п >  п0), 

а это и означает, что

А =  lim A 'f ,
т  —  со
П -*со

г. е. ряд (10) сходится.
На основе этой теоремы можно установить теорему о сравнении 

положительных двойных рядов, аналогичную теореме 1 п° 366; 
предоставляем это читателю.

Рассмотрим теперь двойной ряд, составленный из матрицы, 
в которой не все элементы положительны. Очевидно, что, как для 
простых рядов, мы можем исключить из рассмотрения те случаи, 
когда все элементы матрицы отрицательны или когда есть только 
конечное число положительных или отрицательных элементов, так 
как все эти случаи непосредственно приводятся к только что рас
смотренному. Поэтому мы предположим, что в рассматриваемой 
матрице (1), а значит и в ряде (10), есть бесконечное множество 
гсак положительных, так и отрицательных элементов.
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Кроме матрицы (1), составим еще матрицу из абсолютных вели
чин элементов.

! «<,’> 1Κι ·

I :
ΗΊ ! 42)! ■· • Ν2Ί -
ί βρ> 1

\ 4 ] \ - • ИА)! -

(10*)

и по этой матрице составим двойной ряд

Σ
1, ft=I

Подобно теореме п° 377 о простых рядах, и здесь имеет место 
Т еорем а 6. Если сходится ряд (10*), составленный из абсо

лю тных величин членов данного ряда (10), то и данный ряд 
сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим aW в виде:

- t f · ,
где

J Λ») I -L  „<*) ^  I aj*>

------- о------- ■

Так как то из  с х о д и м о с т и  двойного
ряда (10*) вытекает сходимость двойных рядов

Σ  р ' г = р > Σ  « Г — о ·
г. f t - i  г. f t - i

Но тогда сходится и ряд
в? -Q

Σ  « ;*»* Σ
t. к —  I i, А =  1

а именно имеет сумму
А =  Р  — Q.

Если одновременно с рядом  (10) сходится и ряд (10*), то 
ряд  (10) называется а б с о л ю т н о  сходящимся. Если же ряд (10) 
сходится, а ряд (10*) расходится, то ряд (10) называется н е 
а б с о л ю т н о  сходящимся.

Докажем теперь теорему о связи между двойным рядом (10) и 
простым рядом (6), состоящим из тех же членов. Она аналогична 
теоремам 1 и 2.

Теорем а  7. Пусть даны двойной ряд (10) и простой ряд (6), 
состоящие из одних и т ех же членов. Тогда а б с о л ю т н а я
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сходимость одного из них влечет за собой а б с о л ю т н у ю  же 
сходимость другого и равенство и х  сумм.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что сходится абсо
лютно двойной ряд (10), т. е. сходится ряд (10*); сумму последнего 
обозначим через А*. Взяв любое натуральное число г, составим
частичную сумму ряда (6*):

Ur =  I Щ ! +  I На 1 +  · ■ · I иг I ·

‘Как и при доказательстве теоремы 2, легко устанавливается нера
венство U i< ^A *, а с ним и абсолютная сходимость ряда (6).

Пусть теперь дано, что сходится абсолютно простой ряд (6),
т. €. сходится ряд (6*); его сумму обозначим через U*. Какую бы 
частичную сумму

Х Г = £  Σ Μ » !  
ft= 1 «= 1

ряда (10*) ни взять, найдется столь большое г, что все слагаемые 
этой суммы будут содержаться среди первых г членов ряда (6*), 
так что

A*W<T U*.

В таком случае, по теореме 5, двойной ряд (10*) сходится, а зна
чит ряд (10) сходится абсолютно.

Наконец, для вычисления суммы U  ряда (6) — ввиду его абсо
лютной сходимости — можно члены его расположить в любом удоб
ном для этой цели порядке [387]. Мы расположим их п о  к в а д 
р а т а м  схемы (1); тогда, если еще объединить члены, отличающие 
один квадрат от следующего за ним, получится:

i / *  lim А'„п)= А ,
П —*■ ОО

что и зав ер ш ает  доказательстпп.
Сопоставляя теоремы 1, 2 и 7, сформулируем, в заключение, 

такое
Следст вие. Пусть матрица (1) и последовательность (5) 

состоят из одних и т ех же членов. Тогда двойной ряд  (10), 
'повторные ряды (3), (4) и, наконец, простой ряд (6) — е с л и  
х о т ь  о д и н  и з  н и х  о к а з ы в а е т с я  с х о д я щ и м с я  по  
з а м е н е  е г о  ч л е н о в  и х  а б с о л ю т н ы м и  в е л и ч и н а м и  — 
все четыре сходят ся и имеют одну и ту же сумму.

В случае положительных рядов (-т. е. при aj*1 0), очевидно, 
достаточно сходимости одного из указанных рядов, чтобы сходились 
все четыре и притом к одной и той же сумме.



395. Примеры.
1) Интересный пример дает матрица (0 <  лг <  1):

ГЛ. X L  Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Е  РЯ Д Ы  С ПОСТОЯННЫМ И ЧЛ ЕНАМ И [395

*  — л:2 Xя — х» л:8
х ( \ — х) — x 2 (1 — л 2) χ 2 (1 -—л:2) — χ 3 (1 — л:3) χ 3 (1 — д а) ...
х ( \ — х)2 — χ 2( \ — χ 2γ  χ 2( \ — χ 2)2 — χ 3 (1 — χ 3)1 χ 3 (1 — х 3)2 ...

Здесь ряды по строкам а б с о л ю т н о  сходятся и имеют, соответ
ственно, суммы χ , х [ \— л'), χ  ( \ — χ)2, ... Ряд, составленный из этих сумм, 
также а б с о л ю т н о  сходится; его сумма равна 1. Между тем другой 
повторный ряд не сходится, так как ряды по столбцам имеют суммы, попе
ременно равные - f  1 или — 1.

Этот факт нисколько не противоречит теореме 2, ибо для матрицы 
и з а б с о л ю т н ы х  в е л и ч и н  ни один повторный ряд не сходится. Мы 
видим лишь, что предположение об а б с о л ю т н о й  сходимости рядов 
по строкам (по столбцам) и об а б с о л ю т н о й  же сходимости ряда, со
ставленного из их сумм, не может заменить требования, чтобы сходился 
повторный ряд для матрицы абсолютных величин.

2) Приведем знаменитый «парадокс Йог. Б е р н у л л и » .  Рассмотрим 
положительную матрицу (недостающие члены можно заменить нулями):

J ____ i____j j _
1-2 2 - 3  3 - 4  4 -5* 1 *

_1___ 1_ _ 1_
2 - 3  3 - 4  4 - 5 '  * ' 

J _  _1 
3 - 4  4 - 5 '  '  '

4 - 5 ' *  ’

и приравняем сумму двух соответствующих ей повторных рядов. Если сна
чала суммировать по строкам, то получим суммы [ср. 25, 9)]: 1 ,4 - , ,

Z fi
1-ξ·, из которых составится гармонический ряд; его сумму обозначим 

через s. Суммируя же по столбцам (все они содержат по конечному числу
η 1 1 1 1членов!), придем к результатам т , — , —, -г-> . . . ;  из них составится

& о  4 Э
гармонический ряд без первого члена, что в сумме даст s — 1. Итак,
s =  s — 1!

На деле, конечно, этот «парадокс» является лишь доказательством от 
противного того факта, что с у м м а  s не  мож*ет б ы т ь  к о н е ч н о й ,  
т. е. что гармонический ряд расходится.

3) Пусть q пробегает всевозможные степени с натуральными основа
ниями и показателями (большими единицы), и притом — к а ж д у ю  о д 
н а жд ы.  Доказать, что

Q
[X. Г о л ь д б а х  (Ch. Goldbach)],



Если т принимает всевозможные натуральные значения (:> 1), не яв
л я ю щ и е с я  с т е п е н я м и ,  то

G==2 I/n s — 1 +  2  m8 — 1 + " '  =  2 1 {m 2 — 1 ~^m3 — 1 +  — } 3
m m  m

==2 { ( i  + i + i + - )  + ( i + i + i + - ) + - }  = 
m

= 2 { ( i + i  +  - )  +  ( i  +  i + - )  +  ( i + i + , " )  +  " ’ } = '
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- 2 { ;
_ J ___  I 1 I » . . . t
i (m — 1 ) ^ m 2(m2— 1 ) ^ m 3(m3— 1) 1 J ’

Отсюда

G=“  2  n ( n — 1)’ 
я—a

где re пробегает на этот раз уже в с е  натуральные значения, начиная с 2, 
так что, действительно, G==l [25, 9].

[Обоснование, со ссылкой на доказанные теоремы, предоставляем
читателю].

Любопытно сопоставить этот результат с результатом Ш т е й н е р а  
(J. Steiner):

αο аз m
\  V  J  =  V  _ J ____ =  ι
^  т *  *ш. m  ( т  —  1)

m = 2fc = 2 m = 2
(Здесь степени могут появляться и не однажды!)

4) Рассмотрим матрицу с общим членом
■ ·, ( f e - l )  _  ( / - 1 ) !
‘ i ( i + \ ) - . . . - ( i  +  k) k ( k + \ ) . . . . - ( k  +  i)'

Воспользовавшись установленным в 4), 363 соотношением
m
У  _______________ 1_______________= _________i_________  (ID

( a +  n )  ( а  +  я + 1) · . . . - ( а  +  Я + р )  р  ( а  +  1) · . . .  ■ ( а  +  р )

п =  I

(при а =  0, р  =  й), легко просуммировать члены й-ой строки:

У  а Ч»  ( f e — 1 ) ί _  1 ,
Z i 1 ~  k-k\  f i -  

t=  1
отсюда сумма повторного ряда

οα со on

Σ  Σ  “" - I (,2)k = \ i = \ k= 1
Ввиду симметрии выражения а\к' относительно i и k, второй повторный 

ряд тождествен с первым, и приравнивание их сумм ничего нового не даст.
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Видоизменим теперь матрицу так: сохранив в т-ой строке первые т— 1 
членов прежними, вместо т-го члена подставим сумму гт всех членов 
т-и строки, начиная с т-го, а остальные члены отбросим. Для новой 
матрицы

Γι
‘ 1” г%
β}3» а?
й(,я,> 4 Ш|а\т +1)

4т) а(т) г
“ m - Ι  '  т  

.,1 m f Ii - I m  +  t) _ 
m  — i 9 т  r m  + 1

Суммы рядов по строкам, а с ними и сумма первого повторного ряда оста
нутся прежними [см. (12)1 Для суммирования рядов по столбцам вычислим 
пичали

(m — 1)!

i ·  т
ί (/-f ))·...·(< -fm)

-Ση = 1

(m —  1)! (Д -1 ) !
(m — I η) ■ ...· (2m — 1 -f- n) m* (m-\· 1) - . . .  ■ (2m — 1)’

здесь мы снова воспользовались соотношением (11), при а =  т — 1, р =  т. 
Сумма же остальных членов т-го столбца равна

V
лш

=  m  f  1

(т — 1)!

= 1
(in — 1)! (m — 1)!

Am (in f· n) (m -f- η +  1) · ... · (2m -f- n) m (m -4- I ) · ... · 2m
η  ·  I

[в (11) мы положили a = p  =  m]. Окончательно же, сумма членов т-го 
столбца оказывается равной

(m —  1)1
m (m +  1) ■... ■ (2т — 1) ■ 2т ■ Я · [(w -1 )!]2

2т!
Приравнивая, по теореме 3, суммы обоих повторных рядов, мы приходим
к интересному соотношению:

(13)

Так как ряд справа сходится очень быстро, то он облегчает прибли
женное вычисление суммы важного ряда, стоящего слева. Больше тою, 
ниже [440, 7J мы увидим, что выведенное соотношение позволяет выразить
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сумму первого ряда «в конечном виде»: она равна (этот результат при
надлежит Э й л е р  у).

5) Остановимся на ряде Л а м б е р т а :

k= 1

ограничиваясь предположением, что |л г |< 1 . Мы видели [335, 5)], что при 
этом предположении ряд Л а м б е р т а  сходится при тех же значениях х, 
что и степенной ряд

ОО

/ w =  Σ  а>‘хК k = \

Допустим же, что радиус сходимости R  этого ряда >  0 [379], и будем счи
тать I x  I <  R.

Очевидно: *

т ^ г  =  * * + * ,» +  . . .+  +

Составим теперь матрицу из этих членов, умноженных еще на ak, помещая 
одинаковые степени х  в один столбец (пустые места можно заполнить 
нулями):

Ш,Х α,χ* α,Λ1 а, х* а,лг* и, r ·  atx’ β .* ' atx> fl.jc1» ..
а,хг atx' α3Λ·* α.,λ:1'

ог г* avа4 α,χ*
а,х·

α,χ*
«И *

α,χ1

a,x‘ • ·

а*х·
at x*

• ι·* * ···

Повторный ряд по с т р о к а м  как раз и имеет сумму а (х). Так как 
степенной ряд, а с ним и ряд Л а м б е р т а ,  сходится при замене л: на | х  \ 
и σ* на I ак |, то можно применить теорему 3 и просуммировать по с т о л б 
цам.  Мы получим разложение φ (λ;) в степенной ряд

со со

ч(*)= Σ  α*χΤ1' пРичем ап =  Σ  аь'
* η — I k/n

значок kjn условно означает, что сумма распространяется лишь на дели
тели k числа п.
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Например, полагая α * =  1 или ол =  /г·, будем иметь соответственно
СО , СО ОО со

2 Σ  τ(η)'χη’ Σ  T=ir= 21й{п)хП’f t-  I ■ —I

где τ (n) означает ч и с л о ,  а а (п) — с у м м у  делителей п.
6) Расположив те же члены иначе, без пропусков:

atx aLx 2 atx 3 агх к ···
а2х ‘ a^x1 α2χ β a2x 8 ...
ацХ3 a^x* агх» a3x 12 . · .

. diX* atx s atx 12 ' atx l<i

мы сохраним те же суммы по строкам, по столбцам же получим, по по
рядку: f ( x ) ,  f ( x s), / ( х г), f ( x 4), ... Таким образом, мы приходим к тожде
ству, связывающему функции φ и /:

СО

* < * )=  Σ /(*")·п=  1

Например, взяв a)t =  ak1 где будем иметь

ч а х
/ W  =  f z r s i .

так что

v  Ыг? 0 ^ 1 ,  ! * < ! ) .

7) Полученный результат можно обобщить. Пусть даны два степенных
ряда

оо оо

/ ( * ) =  2  αηχη и ё ( х ) =  2  ЬтхШ-
п ^ \  т=1

Ограничимся значениями х, для которых | х | <с1,  и оба ряда абсолютно 
сходятся.

Составим матрицу из элементов а„Ьтх тп. Так как (для m >  1 и n >  1) 
тп 3= т +  п, то

I апРтХтп I ■ - 1 onx rl ■ I атх гп .
Отсюда легко заключить, что двойной ряд, соответствующий взятой матрице, 
абсолютно сходится. Приравнивая, -на основании следствия, суммы повтор
ных рядов, найдем тождество:

Σ  bmf{xm)=  2  αηΖ(χη)·m— 1 n«-1

* В обоих случаях, как легко проверить, /? =  1, так что достаточно 
считать просто J jc | с  1.



Отсюда тождество предыдущего упражнения получается при bm=  1 

£так что g(x) =  t Л х ] ·
8) Ряд

V  х'у*
I, к =-0

СО <м

получается умножением рядов ^  х ‘ и 2  Укг которые (абсолютно) сходятся
г=о * =  о

при I χ  I <  1 и [ _у I <  1; для этих значений (абсолютно) сходится и двойной ряд.
Если I χ  I >■ 1 или ν , >  J, то нарушается необходимое условие сходи

мости: общий член не стремится к 0, ряд расходится. Легко проверить непо
средственно, что расходимость налицо и в случае, если | χ  | =  1 или |_у| =  1.

9) Рассмотрим ряд
GO

2  W  <1 > 0 'Э > 0 ) .
i , k  =  1

оо оэ

Он также получается умножением рядов 2  тг и 2  Р  ’ котоРь,е сходятся
< =  ι * к =  1

при <*;> 1 и β >  1, так что и двойной ряд при этих предположениях схо
дится.

Наоборот, если а ^  1 (или β ^ Ι ) ,  то двойной ряд наверное расходится, 
ибо тогда расходятся все ряды по строкам (по столбцам) (ср. следствие пре
дыдущего п°).

10) Исследуем сходимость ряда
-СО

2  (7 Т « Г  (> > 0 )'
i, А = 1

Для этого представим его в виде простого ряда, расположив члены его 
по д и а г о н а л я м .  Так как члены, лежащие на одной диагонали, равны, 
то, объединив их для удобства подсчета, получим ряд

ей

п = 2
Ввиду очевидных неравенств

~  п ^ п  — 1 <  re,

деля на я®, будем иметь
ι 1 1 _  I

Т  * я771"* · Iя *' * л» ■*· л*-‘ *

Отсюда ясно, что полученный нами простой ряд сходится при « > 2  и рас
ходится при а ^ 2 .  По теореме 7, то же справедливо и для двойного ряда.

11) Рассмотрим теперь более сложный ряд
со оч

2  2  {Ai1 +  2Bik +  C k y  (Р> 0 )>
i, к - i  i, к - ι

395) §  5 .  П О В Т О РН Ы Е И Д ВО Й Н Ы Е РЯ Д Ы  3 4 3
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где ф о р м а  А х 2 -f- 2 В х у  -|- Су* предполагается о п р е д е л е н н о й  п о л о 
ж и т е л ь н о й ,  так что Δ =  А С  —  Ь г >  0, а также А  и С >  0.

Если через L обозначить наибольшее из чисел | А |, j В  |, | С |, то, оче
видно,

А Р  +  2Bik +  C k * ^ L  (i! +  k ) \  a f  » - j -  ■ ( . Д , р .

В таком случае из 10) ясно, что при р ^  1 наш ряд расходится.
С другой стороны, имеем

А Р  +  2 B ik  +  Ck* =  1  [(AC —  В*){2 +  (Bi +  C k f \  ^  £  i \

так что
С P 1

' δρ ‘ ϊ»ι

Отсюда легко получить, что

(ы ,  ы- ι |Л, И·1 1
п; < & ρ · ψ 9 "· аналогично, а\к) <  т ,- _ ^ .

Г К  ДС » I
г - *- / ■ «ггftp ■

Сопоставляя это с 9), видим, что при р>  1 рассматриваемый ряд сходится.
12) В теореме 4, вместе с предположением о сходимости двойного ряда, 

делается особо предположение о сходимости всех рядов по строкам. Сле
дующий простой пример показывает, что без второго предположения обой
тись нельзя —  оно не вытекает из первого. Двойной ряд по схеме

1
— 1 

1
Т

— 1
1

1
— 1 

1
Т

— 1
1J

1
“ Т

J
1

~ т
1 1

*2*
1
2*

1
2

1
3*

1
3

1
т

1
3"

1 1 1 1
3 3 3 3

сходится, его сумма равна 0. Между тем все ряды по строкам расходятся.
13) Установить суммы следующих двойных рядов:

(3) 2 ι  (р +  п)т р  +  1 {р >  (б) 2 !  (2л)'
т .  η ^  2 m ^  2, /2=1

Λ  со

(в) Σ  —  ~  2 1п2; (г) w  (4„_1)*И1 =  Т  1,1 2:
m, п =  1 m, л — I

г =Ш2:

* Л) 2  ( 4я  — 2 ) »  —  Т*
да, я —1



У к а з а н и е .  Перейти к повторному ряду, начав с суммирования по т. 
Использовать разложения

1 L J ___ L  +  ... =1п 2
2 ^ 3  4

. 1 . 1 1 I _  *
3 +  5 ~ Т  +  ,” - Т

как известные.
14) Рассмотрим функцию двух переменных

Х  _ 1 ч~ή\ζ — * *)
<f (x, z) =  e* (ζ^:0).

Перемножая абсолютно сходящиеся ряды

• * ■ * - 2 ( 1 ) 4 .  ί Ί Γ ' τ - ·
i= 0  *=0

получим для этой функции (также абсолютно сходящийся) двойной ряд

SB5| §  5. П О В Т О Р Н Ы Е И Д В О Й Н Ы Е РЯДЫ

V »  r j f  \ · + »  ( -  1>* , к
, ( * .* · ) -  2  (Т ) - 7 П Й - *  ■

/. * - 0
Собирая (следствие) члены с одинаковыми степенями ζ> можно преобра

зовать его в повторный ряд
-f со

Ч(х, г ) =  2  ■>■(*)■*".·

где для я >  0

а для ж  0

, ν  ( - 0 *

* — я

V  ( - 1 ) *  l x \ sk+n.
^  k\ (ft +  n)! ν τ )

ft — — Я
впрочем, легко видеть, что

J- . (x)  =  (— l)n Jn(x)·
Функция Jn (x) (п =  0, 1, 2, . . . )  называется ф у н к ц и е й  Б е с с е л я  

со значком л; эти функции играют важную роль в математической физике, 
небесной механике и т. д. Функция φ (х, г), из разложения которой они 
получаются, носит название «производящей функции» для бесселевых функций.

+  СО

* Сумма 2  *·· 110 о п р е д е л е н и ю ,  есть^сумма двух рядов
—  ОО

-f со -J- со
2  “» + 2  а-л·

л— О л — 1
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396. Степенной ряд с двумя переменными; область сходи
мости. С т е п е н н ы м  р я д о м  с д в у м я  п е р е м е н н ы м и  х , у  
называется двойной ряд вида

£  о 4 )
i, k  — О

расположенный по целым положительным степеням переменных х  и у .
Как мы сделали это в 379 по отношению к простым степенным 

рядам, мы и здесь поставим себе задачей выяснить вид «области 
сходимости» ряда (14), т. е. множества а$ =  { М( х ,  у ) )  тех точек 
плоскости, для которых ряд сходится.

Л ем м а . Если ряд (14) сходится в некоторой точке М( Х,  J ) , 
координаты которой о б е  отличны от. О, то он а б с о л ю т н о  
сходится во всех точках М  (х, у), удовлетворяющих неравен
ствам: | j f l <^ | j 5 | ,  [у K | j > |  (т. е. во всем открытом прямоуголь
нике с центром в начале координат и с вершиной в точке М).

Доказательство вполне аналогично доказательству леммы п° 379, 
Из ограниченности членов ряда (14) при х  =  х, у = у

Iai i t t y , < , L  (I, k =  0 , 1 , 2 , . . . )
получается

а,. * . * ' / ! < * . ·

так что — если только [ лг | | Л |, \у ] < ' | J71 — справа мы имеем
общий член сходящегося ряда [395, 8)J; отсюда и следует абсолют
ная сходимость ряда (16).

Мы станем изучать лишь такие ряды, для которых подобные 
точки М  существуют — другие ряды для нас не представляют инте
реса. Самый характер леммы позволяет нам ограничиться рассмо
трением лишь первого координатного угла; полученные результаты — 
по симметрии — легко можно будет распространить и на остальные 
углы.

Возьмем же в первом угле луч OL,  исходящий из начала, под 
углом Θ к оси х  (рис. 55). Как и в 379, пользуясь леммой, можно 
показать, что найдется такое положительное число R (Θ) (которое 
может оказаться и бесконечным), что во всех точках М  на этом 
луче, для которых

0 Ж < К ( 0 ) ,

ряд (14) сходится абсолютно, в то время как при условии

он расходится.
О М > Я (6)
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Если хоть д л я  о д н о г о  луча /? (Θ) = =  —)— о о ,  то, в силу леммы, ряд 
оказывается сходящимся (и притом — абсолютно) на всей пло
скости, которая и играет роль «области сходимости» «Λ.

Исключим теперь этот случай в с ю д у  с х о д я щ е г о с я  ряда. 
Тогда R  (Θ) будет конечной функцией от Θ, и на каждом луче OL 
найдется п о г р а н и ч н а я  т о ч к а  М 0, для которой

O M t =  R  (0).

Она отделяет точки М  луча, в которых ряд (абсолютно) сходится, 
от точек, где он расходится; в самой точке Λί8, смотря по случаю, 
может иметь место и сходимость, и расходимость.

Если провести через вертикаль Р Р  и горизонталь QQ' (см. 
рисунок), то в н у т р и  прямоугольника OPMqQ ряд заведомо схо
дится, а в н у т р и  угла Q'M^P1— заведомо расходится (по лемме!). 
Поэтому на новом луче OL', отвечающем какому-нибудь другому 
углу 6', вдоль OR будет сходимость, а вдоль SL' — расходимость. 
Следовательно, пограничная точка Λίβ’ на этом луче должна лежать 
между R u S. Отсюда легко усмотреть, что, при изменении Θ от О

До γ , R  (Θ) изменяется н е п р е р ы в н ы м  образом, так что точка Mt
описывает в первом координатном угле непрерывную п о г р а н и ч 
н у ю  к р и в у ю .

Так как при уменьшении Θ абсцисса х е точки Же не убывает, 
а ордината ее не возрастает, то обе имеют предельные значения 
при Θ ->  0. Тогда, очевидно, имеет предельное значение и R (Θ). Если 
этот предел

l i m R ( 0 )  =  K o /
е-»о



34« ГЛ. XI. Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Е  Р Я Д Ы  С ПОСТОЯННЫМ И ЧЛЕНАМИ [ 3 9 7

конечен, то, точка Λί9 стремится к некоторой предельной точке AfJ (Ro, 0) 
на оси х, в противном же случае пограничная кривая имеет асимптоту, 
параллельную оси х  (которая может совпадать и с самой осью х).
Легко перефразировать все сказанное и для случая, когда 0 -♦  *-,
меняя ролями оси х  и у.

З а м е ч а н и е .  Не следует, однако, думать, что предельная 
точка УИ£ о которой только что шла речь, необходимо совпадает 
с п о г р а н и ч н о й  т о ч к о й  Мо на самой оси х. Точка Л19 может 
оказаться и правее (и даже лежать в бесконечности). Возможность 
эта не должна удивлять читателя, ибо лемма и построение на ней 
рассуждения относятся лишь к точкам в н е  координатных осей.

Дополним теперь построенную в первом координатном угле кри
вую симметричными ей (относительно обеих осей и начала координат) 
кривыми в остальных углах. Таким путем мы получим полную п о 
г р а н и ч н у ю  к р и в у ю ,  которая’ в существенном и определит инте
ресующую нас «область сходимости» <М\ в той части плоскости, 
которая извне ограничена этой кривой, ряд (14) сходится  (и при
том абсолютно), во внешней части плоскости ряд расходится *, 
в точках же самой пограничной кривой может иметь место 
как сходимость, так и расходимость.

Рассмотрим примеры.

397. Примеры. 1) Для ряда
□П

I, k =  о
как мы видели в 395, 8), «область сходимости» «f/ сводится к открытому 
прямоугольнику (— 1, 1; — 1, 1) (рис. 55), в пределах которого суммой его

2) Для аналогичного ряда 

£  
ι. S . I

(где указатели i, k изменяются, н а ч и 
н а я  от  1) «область сходимости» будет 
состоять из этого же прямоугольника, н о 
с п р и с о е д и н е н и е м  о б е и х  к о о р 
д и н а т н ы х  ос е й.  В этом случае, хотя 
пограничная точка УИ„, о которой речь шла 
выше, и стремится при Θ—*0 к предельной 
сходимость* Имеет место на в с е й  этой оси

* Если не считать координатных осей, вдоль которых в иных случаях, 
как указывалось, ряд может сходиться и за пределами этой кривой.
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3) Ряд

i =  0 ft =  оI. ft — о
очевидно, абсолютно сходится на всей плоскости.

4) Для того чтобы сходился а б с о л ю т н о  ряд

V <L±«L#v  
L ·  Л *1 У ■

i, ft —О
т. е. сходился ряд

i, ft —fi
н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  чтобы сходился ряд

M l * l  +  I.V I) "  =
I

ι — (I ·* I + 1 .у I) ’
л —»о

который получается из предыдущего 
суммированием по диагоналям. Это 
приводит нас к условию | х  | +  | у | <  1. 
Следовательно, здесь «область сходи
мости» представляет собой косо по
ставленный квадрат с вершинами в точ
ках (+  1, 0), (0, ± 1 ) (рис. 57).

Рис. 57. Рис. 58.

5) Рассмотрим, в заключение, следующий двойной ряд:

2  x sy k =  1 + х  + х* -}-... +  х т +  ... +  ху  +  х*у +  ... 
i^ ft

... +  х ту  +  · · ■ +  Х*У* +  ■ ■ ■ +  ХтУ2 +  · · · +  Хтут +  
Если, п р е д п о л о ж и в  его абсолютную сходимость, просуммировать его 
по строкам, то получим:

(1 + д : +  х 2+  ···) 11 + ^ - Ь ( ^ ) 2+  · · ■ ] * *  \ l x y -



350 ГЛ. XI.  Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Е  РЯД Ы  С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ [ 3 9 3

Отсюда ясно, что для абсолютной сходимости н е о б х о д и м о :  | д г | <1  
|.* у |< 1 ;  вместе с тем, эти неравенства и д о с т а т о ч н ы .  «Область схо
димости изображена на рис. 58; кривые на ней — равнобочные гиперболы.

398. Кратные ряды. Дальнейшее расширение понятия бесконеч
ного ряда происходит совершенно естественным образом. Пусть 
задана бесконечная с и с т е м а  ч и с е л

11 i, k ......... ь

занумерованных s ( s ^  2) значками t, k, . . . .  I, каждый из кото
рых — независимо от других — принимает всевозможные натураль
ные значения. Тогда символ

ао

Σ  *<· h.........ι(, к......./ = I

носит название к р а т н о г о  (точнее: s - к р а т н о г о )  ряда.
Предел частичной суммы ряда

п т  р

Un,m.... ρ = Σ  Σ  **· Σ Ηί·*····»ί
«■= 1 k=\ 1 = 1

при η —*■ оо, m-*· oo, . . . ,  p-+  oo (конечный или бесконечный) есть 
с у м м а  р я д а .  Ряд называют с х о д я щ и м с я ,  если он имеет конеч
ную сумму.

Важнейшим классом кратных рядов являются с т е  п е н н ы е р я д ы  
с н е с к о л ь к и м и  п е р е м е н н ы м и :

Σ  ai, k....Iх У ··♦
i, k........1 =  0

На кратные ряды также распространяются основные понятия и 
предложения изложенной выше теории.

§  6. Бесконечные произведения

399. Основны» понятия. Если

Pi, Pi, Pi, . . . ,  р п, . . .  (1)

есть некоторая заданная последовательность чисел, то составленный 
из них сим вол*-

СХ»

P i - f t - f t -  . . .  -Д ,- . . .  =  П И ·п — 1
называют б е с к о н е ч н ы м  п р о и з в е д е н и е м .

* У нас уже встречалось такое обозначение для произведения, но лишь
конечного числа сомножителей.



Станем последовательно перемножать числа (1), составляя ч а с т и ч 
н ы е  п р о и з в е д е н и я

Р \ — Рь P i ^ P x - P b  P a = P i - P r P i .........

Ρη =  Ρι·Ρ*· ··· ·Ρη> ··· (3)
Эту последовательность частичных произведений {Л„} мы всегда 
будем сопоставлять символу (2).

Предел Р частичного произведения Рп при п —> оо (конечный 
в  ли бесконечный)

lim Рп =  Р
называют з н а ч е  н и  е м произведения (2) и пишут:

ОО

Р = Р \ - Р ч -  . . .  'Рп- ··· = П  P*
л-» 1

Если бесконечное произведение имеет к о н е ч н о е  значение Р 
и  п р и т о м  о т л и ч н о е  от  0 ,  то само произведение называют  
с х о д я щ и м с я ,  в противном же случае— р а с х о д я щ и м с я * .

Достаточно одному из сомножителей произведения быть нулем, 
чтобы и значение всего произведения также было равно нулю. В даль
нейших рассмотрениях мы этот случай будем исключать, так что 
д л я  н а с  в с е г д а  рп Ф  0.

Читатель легко установит аналогию с бесконечными рядами [362] 
r уяснит себе, что — подобно рядам — и рассмотрение бесконечного 
произведения также есть лишь своеобразная форма изучения варианты 
(или последовательности) и ее предела. С этой формой полезно 
познакомиться, так как в иных случаях она представляется более 
удобной, чем другие.
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400. Примеры. I ) ] | ( l — jjr)·
п =  2

Так как частичное произведение

„  I. I W . I \  Л I V  I «4- 1 «
' • “ Γ · / Ι Γ ' ϊ · |  ·*· τ ·

то бесконечное произведение сходится, и его значением будет
2) Формула В а л л и с а  [317]

- π 2 ■ 2 · 4 ■ 4 · . . .  · 2п ■ 2п
2 =  я- ϋ  1 ·3 ·3 ·5  · . . .  -(2л— I). (2п + 17'

* Таким образом (подчеркнем это), если Р =  0, то произведение для нас 
б\цет р а с х о д я щ и м с я .  Хотя эта терминология идет в разрез с терми
нологией, принятой для бесконечных рядов, но она общепринята, ибо облег
чает формулировку многих теорем.
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очевидно, равносильна разложению числа у  в бесконечное произведение

π 2 2 4 4 2п 2 я
Τ  1 * 3 * Т ’ 5* " ·  * 2я — 1 * 2я +  Г  '· ·

Она же приводит к формулам

Ш ' - с т Н ·  n o - i K .
т  -  1 m =  I

3) Докажем, что (при |лг| <  1)
1( 1 + * ) ( 1 + * * ) ( ! + * * ) ' . . .  . ( 1 + * · " - ) . I - * ·

Действительно, как легко убедиться последовательным умножением, 

( l - ^ ) - P „  =  ( l - x ) ( l + x ) ( l + r s).  . . .  ·(1 +  x in l) =  1 — x*"t
\-х*п

Р » « · 1— х  '
Отсюда в пределе и получается требуемое равенство.

4) Мы имели в п° 54, 7а) предел:

1 в ® tp sin ω , „lim coa -/> ■ cos -jU- ■ . . .  'Cos „  = ----- >- (™ φ  0).я —♦ β) ζ У F  φ

Теперь мы можем записать это так:

1 1
η — ι

ф sin 9 
cos- ^ r -  —

η  πк частности, при (р =  -у ) придем к разложению:

2 
а

Если вспомнить, что

2 π π π
— =  cos т  · COS . COS -yi-TC

cos -j- —  ~2~ и cos ‘2—  ]/"“5 cos a'

in разложение это можно переписать в виде

’ t + t V Т +  ύ Υ ί '  —
[ Ви е т а  (F. Vi e t a) ] .  Эта формула вместе с формулой В а л л и с а  пред
ставляет первые примеры бесконечных произведений в истории анализа.

5) В 315 (10) для п о л н о г о  э л л и п т и ч е с к о г о  и н т е г р а л а  1-го 
рода мы установили формулу



где варианта кп определяется рекуррентным соотношением:
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t I — 1 1 k n - \  , .  , λ

i +  Т/ 1 — *S — ι

Эта формула дает разложение К(й) в бесконечное произведение

к  ( * ) = ! - ·  Д о + ал .
п — ]

fi) Рассмотрим еще такое бесконечное произведение:

II
1

е7

И  1 4- J -  “" ' п

В данном случае частичное произведение имеет вид 

'+ -J  +·■·+-£ u ,„+ C + t
П  ■  __  ^  ™__ „L . а  I /1

η +  I η +■ I к +  ’■
где С — э й л е р о в а  п о с т о я н н а я ,  а т, бесконечно малая [367 (4)|.
Таким образом, произведение сходится, и его значение

Р =  ес.

401. Основные теоремы. С вязь  с рядами. Отбросив в беско
нечном произведении (2) первые ηι членов, получим о с т а т о ч н о е  
произведение

оо
*(Я —  Рт+1 ' Рт+2 · . . .  · Pm+k ' · · · β  1 I Рп’ (4)

п—т +1

которое вполне аналогично о с т а т к у  бесконечного ряда.
Г . Если сходится произведение (2), то сходится, при любом т, 

в  произведение (4); обратно, из сходимости произведения (4) вы- 
екает сходимость исходного произведения (2) *.

Доказательство предоставляем читателю [ср. 364, 1°].
Таким образом, и в случае бесконечного произведения отбрасы

вание конечного числа начальных множителей или присоединение 
вначале нескольких новых множителей на его поведении не отра
жается

2°. Если бесконечное произведение (2) сходится, то

lim irm =  1
Я» ж

К * (4)].

* Напомним, что мы раз навсегда предположили рп ^ 0 .  
1 2  Г, М . Ф и х тен го л ьд , т . II
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Это следует из равенства
Р

Ъщ---  Я—

и из того, что Рт стремится к Р ^ О ;
3°. Если бесконечное произведение (2) сходится, то

l im рп =  1.

Действительно, вместе с Р п, и Pn_t стремится к Р,

[Ср. 364, 5°.]
Не перечисляя других свойств бесконечных произведений, ана

логичных свойствам бесконечных рядов, мы обратимся к установле
нию связи между сходимостью бесконечных произведений и рядов, 
что позволит нам непосредственно использовать для произведений 
подробно развитую для рядов теорию.

В случае сходящегося произведения, множители рп, начиная с не
которого места, будут положительны (3°). Впрочем, ввиду 1°, мы 
не нарушим общности, если б у д е м  в п р е д ь  п р е д п о л а г а т ь  
в с е  Р „ > 0 .

4°. Д л я  того чтобы бесконечное произведение (2) сходилось, 
необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд

При выполнении этого условия, если L есть сумма ряда, 
имеем·.

Обозначив через 'Ln частичную сумму ряда (5), будем иметь:

Из непрерывности логарифмической и показательной функций теперь 
следует, что если Рп стремится к конечному положительному пре
делу Р, то L„ стремится к In Р, и обратно — если Ln имеет конеч
ный предел L, то для Р п пределом будет eL.

При исследовании сходимости бесконечного произведения (2) часто 
представляется удобным, полагая

(5)

Р

записывать его в виде
Р п = Н -  0-

П о + « л ,(2*)я—I



а ряд (5) — в виде

Σ > ο + α *)· <5 *>
я-=-1

В этих обозначениях имеем простую теорему:
5°. Если, по крайней мере для достаточно больших п, будет

а„ >  0 (или ап <  0),
то для сходимости произведения (2*) необходима и достаточна 
сходимость ряда

Σ  « · ·  <6)в = I
Так как для сходимости как произведения (2), так и ряда (6) 

во всяком случае необходимо, чтобы было
lim a ra =  0 (7)

Л —*  а с

[см. 3°], то предположим это условие выполненным. Тогда имеет 
место соотношение

1π(1-ΐ-βη) .lim — -— 1— — =  1
ΤΙ —> оо а п

[77, 5) (а)]. В таком случае, ввиду того, что члены обоих рядов (5*) 
и (6), начиная с некоторого места, с о х р а н я ю т  о п р е д е л е н н ы й  
з н а к ,  по теореме 2 п° 366 эти ряды сходятся или расходятся одно
временно. Отсюда, в связи с 4°, и следует наше утверждение.

Возвращаясь к общему случаю а „ ^ 0 ,  докажем еще такое пред
ложение:'

6°. Если, вместе с рядом  (6), сходится и ряд

Σ  <
л=1

то бесконечное произведение (2*) сходится.
В самом деле, из (8) прежде всего следует (7). Вспоминая разло

жение функции 1 п (1 -|-л :) по формуле Т е й л о р а  [125, 5)], имеем:
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In (1 -{- ап) ^ а п —  ^ а \ А г о (ад),

так что
„m  * * - 1п О + я «> =  | .  (9)

По теореме 2 п° 366 сходимость ряда (8) влечет за собой сходи
мость ряда

2  [ a „ - l n ( l  +  an)]. (10)
я—1
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Так как ряд (6) предположен сходящимся, то отсюда следует схо
димость и ряда (5*), как разности двух сходящихся рядов. Остается 
применить предложение 4°.

Остановимся бегло на случае, когда бесконечное произведение 
«расходится» к 0.

7°. Д ля  того чтобы бесконечное произведение [(2) или (2*)] 
имело н у л е в о е  значение, необходимо и достаточно, чтобы 
ряд (5) или [(5*)] имел суммой — оо.

В частности, это будет так, если ап <^ 0 и ряд (6) расхо
дится, или если ряд (6) сходится, но расходится ряд (8).

Предоставляем доказательство читателю. Лишь по поводу послед
него предположения заметим, что из расходимости ряда (8), в силу (9), 
вытекает расходимость ряда (10), который будет иметь суммой- j - оо. 
А тогда, ввиду сходимости ряда (6), ясно, что суммой ряда (5*) 
будет — оо.

В заключение используем связь между произведением (2) [или (2*)] 
и рядом (5) [или (5*)] для установления понятия а б с о л ю т н о й  
сходимости бесконечного произведения. Произведение называют а б с о 
л ю т н о  сходящимся именно в том случае, когда а б с о л ю т н о  схо
дится соответствующий ряд из логарифмов его множителей.

Исследования пп° 387 и 388 сразу же позволяют заключить, что 
а б с о л ю т н о  сходящиеся произведения обладают переместительным 
свойством, в то время как н е а б с о л ю т н о  сходящиеся заведомо 
им не обладают.

Легко доказать по образцу 5°, что
8°. Д л я  а б с о л ю т н о й  сходимости произведения (2*) необ

ходима и достаточна а б с о л ю т н а я  же сходимость ряда (6).

402. Примеры. 1) Применим доказанные теоремы к бесконечным произ
ведениям:

(а)
оо

1̂ -)- j  (х >  0) сходится при х > \  и расходится при x s g l ,  
η— 1

в согласии с таким же поведением ряда V  (5°); аналогично, j|l —
^  п — 2

при х  >  1 сходится (5°), а при 0 <  x  ig 1 расходится к нулю (7°).

(б) |~ |  [] + (->,>»·-]  при х >  сходится: именно, при х  >  1 произ- 
1

оо
ведение а б с о л ю т н о  сходится, поскольку сходится РЯД ^ ^ |( 8 ° ) ,  а при

л = 1

1— < д г < 1  произведение н е а б е е л ю т н о  сходится, так как сходятся ряды
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09 оо
Σ ,_ι 1 _

i— —--- и 7 — (6°); наконец, при 0<сх-
пх  .  п-х

значение произведе-
п = 1 [=  I
ния есть 0, ибо первый из этих рядов сходится, а второй уже нет (7*).

2) Пусть х п— произвольная в а р иа н т а ,  содержащаяся в промежутке 0̂, J  j» 
Тогда произведения

I Iη = I
СОВХщ и I I * •Ϊ*.

СХОДЯТСЯ ИЛИ нет, смотря ПО тому, СХОДИТСЯ ЛИ ряд 2  Хп или нет·
η ~  1

Предположим сначала, что варианта х п -~0; тогда эти заключения вы
текают из 5° и 7°, если воспользоваться разложениями [125, 2) и 3)[

, * '" ι - sinх п . х п . , ч
cos х п =  i — j  - 4· <> ъ«;). =  *— 6- +»(·»,,)■

Если же л-я к 0 не стремится, то одновременно и ряд расходится, и оба 
произведения имеют н у л е в ы е  значения *.

3) Из теории бесконечных произведений легко получить теорему А б е л я :
ОО

если 2  ап — данный полож ительный ряд, и А„ означает его частичную
п «·.! го

сумму, то ряд  ^  сходится или  расходится одновременно с данным
—  А*п I

|ср 375, 4)]. В доказательстве нуждается лишь случай расходимости. Если

Λ * - ό ο , .то бесконечное произведение расхо-
п -2 я—а

днтся к С, а тогда (в силу 5°) ряд ^  j p
п 2 *

А) Рассмотрим важное произведение
р-

расходится.

ί1 я**)
[гиже, в п° 408, мы увидим, что оно представляет функцию sin*]. Пусть 
χ  ф  Ы, где k =  0, ±  1, i t  2, ...

Его сходимость (конечно — а б с о л ю т н а я )  сразу вытекает из сходн
ей
V I Xsм»сти ряда ^  ^сли кажДый множитель разложить на два и написать

п »  ι

* Что произведения имеют определенные конечные значения, явствует 
пз того, что все множители их —  правильные дроби; однако значения их не

ϊγυτ  быть отличны от 0, так как нарушено необходимое для этого усло- 
не”(3°).
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произведение в виде:

Λ(,_ .*)(, + f  _  - ' (ιд. у ). ...,
\  «  /  \  F *  /  ν J r .  ν 2 я  Ϊ \ пх l \  η* I *

1 γ  1то —  так как I ------- *1— сходимость при  у к а з а н н о м  р а с п о л о ж е -пи
ни и  м н о ж и т е л е й  сохранится, сохранится и значение произведения. Но 
на этот раз сходимость станет н е а б с о л ю т н о й ,  ввиду неабсолютной 
сходимости ряда

X . X X . X  X X
r  tl-rr  ' Пат *π ’ π 2π 2π ηπ ηπ

так что множители эти произвольно перемещать нельзя.
г, „ , х  х  \ ♦ г .Заменим теперь каждый множитель 1 + - - множителем 1 + \ е  n7t’

ηπ \ ηπ j
легко видеть, что это не отразится ни на сходимости, ни на значении беско
нечного произведения. В то же время новое произведение будет уже а б с о 
л ю т н о  сходящимся, ибо [125, 1))

1 - н  —  J ___ f 1 Т  f  * т е  —  ι χ3 ι 0 I  '  \
ηπ 1 2η 2π 2 1 \ n ’ J ' \ ηπ j 2 n V  1 \H F  )

и множители, начиная с некоторого места, становятся положительными пра
вильными дробями.

5) Доказать тождество (при 0 < д < 1 )

( i + ? ) ( l + ? 2) ( l + ? 3)· ··· =  < 1 - « ц !  «*>·...

(Э  й л e р).
У к а з а н и е .  Сходимость обоих произведений устанавливается с по

мощью 5°. Представить первое из а и х  в виде
( l- g » ) ( i- g « ) (1 - g · )·  ...
(1— ?)(1 — <?2) U — 93)· ■·■’

6) Доказать, что (при а >  β)

п т  Pg + ! ) - №  +  » - n  g  
«-.«=*(* +· U — (“ -)· η — I)

Для этого достаточно установить расходимость бесконечного произве
дения

п ш - п
п —=0

или [см. 7°] расходимость ряда
п =  0

\* а-\-п}*

γ  ι —я
W  п -т- Я "

.  л  1

А это легко вытекает из сравнения написанного ряда с гармоническим.
З а м е ч а н и е .  Этот пример, равно как и следующие, поучительна 

в том отношении, что показывают, как иной раз действительно выгодно сво
дить разыскание предела варианты (или последовательности) к исследованию



бесконечного произведения, с использованием развитой для бесконечных 
произведений теории.

СО

V4 (ft7) Вернемся к раду Л  ^  , который мы уже рассматривали в 370,
п =  1

1) (д) и 378. 1] (д). Мы оставили открытым вопрос о поведении его на конце
1X =  — его промежутка сходимости.

R атом случае получается з н а к о п е р е м е н н ы й  ряд

_ ,  '  г  Ιύ ί ·  ·
η =- I

члены которого по абсолютной величине монотонно убывают. Вспоминая 
теорему Л е й б н и ц а  [381J, видим, что заключение о сходимости ряда зави
сит от наличия равенства

п п  1 lira % ■ = 0 ,п^о=п\ еп

Так как отношение («+ 1)-го  значения этой варианты к и-му есть

I
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(' +  т

то задачу можно представить в равносильной форме — разыскания значения 
бесконечного произведения

'Л Р Я .
л — I

Логарифмируя, получим [125,  5)]

to ==" i" (l +  4̂ ) — 1 = « [-i-— + 0 (^) ]3  — 2!;г+ 0 (тг) -
так что ряд логарифмов типа (5) расходится и имеет суммой — со. В таком 
случае (7°) значение бесконечного произведения (а с ним — и искомый предел), 
действительно, есть 0. Р я д  с х о д и т с я .

8) Исчерпаем вопрос о поведении гипергеометрического ряда
ОО

ши t  , ч_ι ! V а ,(д +  ’> ··"·(» + Я - 1)-Р-(Р + »)■···■ (Р-f я - 1)
„I 7 ■ (Ύ +  1) ■ ·■■ - (7 +  η  — 1)

η — I

(см. 372 и 378, 4)] при х =  — 1, в предположении, что — 1 ^ 7  — а — β=^0 
именно этот случай остался без рассмотрения).

Отношение (га-'г 1)-го к о э ф ф и ц и е н т а  к я-му здесь равно:

( «  +  я ) ( Р  +  я ) _ .  / ц  1 е ~ м
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Для достаточно больших значений п это отношение положительно; пусть 
γ — а —  β > — 1, тогда оно окончательно становится меньшим единицы. 
Таким образом, ряд

„ « • (« - f  »)■ ·■· -(а +  п — 1) М Р +  1·· ■■■ - β  +  я -  η  ^  
^ · Π + Ι | · ' · · Ί τ + ι ι - ΐ |

сслп отвлечься от некоторого числа его начальных членов, оказывается знако
переменным, с монотонно убывающими по абсолютной величине членами. 
И здесь нахождение предела (абсолютной величины) общего члена удобнее 
свести к определению значения бесконечного произведения:

IIп=п0
(“ + ") (Р + я )‘ 
(1 +  п) (~! +  п)

Гели ·( —  а —  β > — 1 (как мы предположили), то из (11), в силу 7°, следует, 
что это произведение имеет значение 0 : р я д  с х о д и т с я .

В  случае же, когда γ— α — β = — 1, формула (11) получит вид
(g +  n)(P-i->i)
(1 +  Ό ( ϊ +  Ό Я1

по теореме 5°, значение бесконечного произведения отлично от 0, для ряда (12) 
нарушается необходимое условие сходимости, р яд  р а с х о д и т с я .

Мы, наконец, завершили исследование поведения г и п е р г е о  м е т р и 
ч е с к о г о  ряда .  Результаты могут быть сведены в таблицу

1 *  1 <  1 аСс. сходится

! χ  1 >  ι расходится

х —  1 1 —  а  —  β >  0 
1 —  а  — β 0

абс. сходится 
расходится

х  =  — 1
γ  —  а  —  β >  0 

0 > γ  — а  — β >  —  1
абс. сходится 
неабс. сходится

γ — а  — β sg — 1 расходится

9) Доказать, что ряд
ОО
2  ап (л:2 -  1) ( х 2 -  22) ... ( х 2 -  п*)

п  =  1

сходится для ΐ  сех  значений'л:, если сходится хоть для одного н е ц е л о г о  
значения х ^ х 0 [ С т и р л и н г  (Т. Stilling)).

Члены этого ряда отличаются от членоп сходящегося ряда
со

2  “ л (■**— 1) (·*· — 2) ··· ( x l  —  n1)
П = 1

* Начальное значение п =  п0 предполагается настолько большим, чтобы
Е с е  множители были положительны.
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множителями
(ха — 1)(х2 — 2--) ... {Xя — п2)
( x l  —  —  22) ... (x l  —  п2) ’

которые при достаточно больших п изменяются монотонно.
Остается еще установить их о г р а н и ч е н н о с т ь  (ибо тогда можно 

будет применить признак Аб е л я ) ,  а для этой цели проще всего убедиться 
в сходимости бесконечного произведения

I Iη — I

Xя —  п*
х\ — л*

мы предоставляем это читателю.
10) Рассмотрим (вместе с Э й л е р о м )  бесконечное произведение

-  11 '
I I I  ( "И п /

г ' " - т  11 V r ^ - · иα -  I ‘ + п
считая х  отличным от нуля и от Есех целых отрицательных чисел.

Легко представить его общий множитель так:
< I
0  ^  Я J , , х ( х — И , _/ ι \ .

η
отсюда, в силу 8°, вытекает, что наше произведение (абсолютно) сходится. 
Определяемая им функция Г (х) является (после элементарных) одной из важ
нейших рассматриваемых в анализе функций. Ниже [глава XIV, § 5] мы 
дадим другое определение этой функции и глубже изучим ее свойства.

Так как п-е частичное произведение имеет вид

(я+ 1)1_________ __

п\пА
х (х  +  1) (х  +  2) ■ . . .  ■ (* +  / ! ) ’

* ( ΐ + * > ( ι  +  ί ) · . . . · ( ι  +  ί )
=  М ± 1 \ Д 

\ и /
то можно положить и

Г (Д Г )=% ϋ *  X (X  +  1) ( *  +  2 ) .  . . .  · (х  +  пу  (14)

Написав аналогичную формулу для Γ (* 4 “ 0ι легко видеть, что

Г ^ . ± Л = Пт ....
Г(х) п-Та х + 1 + п

и мы приходим к простому и важному соотношению:
Г (л :+  ] ) = х - , Т ( х ) .  (15)

Ксли положить х  равным н а т у р а л ь н о м у  числу т, то получим 
рекуррентную формулу

Г (m +  1) =  m · Г(;я).



Так как Г  (1) =  1 (что легко проверить), то отсюда
Г  (m -f- 1) =  т\

Еще одну важную формулу для функции Г  мы получим, если перемно
жим почленно равенства

-  i l 4 . l l '  -  ΐ

Γ ' · + " - Γ « · ' - Ι Ι ^ γ — Ί Γ  » ^ ' “ ί ί τ τ τ τ γ · ·
Η- ι  1 +  - -  - 1  [ ΐ + τ )

из которых первое следует из (13) и (15), а второе легко выводится из 400, 6). 
Мы найдем:

х
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еС х  ■ Г

1
Г ( * + 1 ) , ' с ' 1 1 ( , + т )  Γ ϊ · <1й

п —- ]

Это —  ф ормула В е й е р ш т р а с с а .
11) Приведем замечательный пример преобразования бесконечного про

изведения в ряд, также принадлежащий Э й л е р у .  Если перенумеровать 
п р о с т ы е  числа, в порядке возрастания:

Pi —  2, р 2 =  3, /73 =  5, Ph, . . . ,  
то при х  >  1 имеет место тождество

1

( ‘ 2 * ) [ 1 З ' И 1 у ) ’ · · · * ( '  р * ) '  "Pi

=  1+ i  +  -JF + -4Т +  -  -
И 311

к 1 =  V _L
ι

ft= i  ̂ ν π 9  1

Pk
так что это произведение представляет функцию С (x)  Р и м а н а [365, 2)]. 

Имеем, по формуле для суммы геометрической прогрессии:
1 1 , 1 .  , 1

i - - ’- r l  W  ........... </?) 1
Рк

Если перемножить к о н е ч н о е  число таких рядов, отвечающих всем простым 
числам, не превосходящим натурального числа N,  то частичное произведение 
окажется равным

со N  оа

' ϊ - Π  Τ Γ Τ “ Σ ^ - Σ ^ +  Σр ь ^  Ν ί _ К п =  1 л - l  л - Λ'4- i
* Рк

Я?, o n
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где штрих означает, что суммирование распространяется не на все натураль
ные числа, а лишь (не считая единицы) на те из них, которые в своем раз
ложении на простые множители содержат только уже введенные простые 
числа (первые N  натуральных чисел этим свойством, конечно, обладают). 
Отсюда и подавно

N  со

( к г 1, » ' —  У  J - <  У  А - .• Ш  11* Lu пх
я —1 л =  ЛГ+1

«*-
Ввиду сходимости ряда У1 — , выражение справа, представляющее его м  п*

η =  1
о с т а т о к  после TV-го члена, стремится к 0 при TV—*со; переходя к пре
делу, и получим требуемый результат.

12) При х = 1  соотношение (17) еще сохраняет силу, отсюда
*

N

''"“II т-Ч-> Σ
Ρι Рь

так что при N —>co на этот раз PW) — <·-J- со, т. е. произведение

оо
> I I  III

1 - - -
\  2  /  V а  /  \  э  /  \  р ь  i  p k

р а с х о д и т с я  и имеет значение + оо .
В этом состоит данное Э й л е р о м  новое доказательство того, что мно

жество простых чисел бесконечно (чем, по существу, в проведенном рас
суждении мы не пользовались); ведь при конечности этого множества и про
изведение имело бы конечное значение. Если полученный результат пере
писать так:

ОО

( ' 4 ) Μ ) ( ' 4 ) · 4 ' - 7 Γ ) · · · · 4 ΐ ( ' - ^ Η ·h ~  ]

ю , R связи с 5е, можно заключить η расходимости ряда

оо

Т  +  Т  +  +  =  1  K 'k = 1

Это важное предложение дает, сверх того, еще некоторую характеристику 
роста простых чисел. [Подчеркнем, что оно гораздо сильнее утверждения

ОО

о расходимости гармонического ряда ^  —, ибо здесь речь идет лишь
n =  L

о ч а с т и  его членов].



13) Аналогично может быть установлено'(при х >  1) тождество:

( l +  i ) ( 1 - i ) ( 1 +  i ) ( l +  i T ' ) '  "■'
/ i _____1 · '  .

3х Ьх I х 1 9* "*
где знак плюс или минус в знаменателе левой части берется в зависимости 
от того, будет ли (нечетное) простое число вида 4п — 1 или 4я-)-1.

§  7. Разложения элементарных функций

403. Разложение функции в степенной ряд; ряд Тейлора.
Мы уже рассматривали в 379 степенные ряды вида:

ОО

=  а\х  ~Ь -*■ ■■■ ~\-αηχη  ···» 0 )

расположенные по степеням х. Если исключить «всюду расходящиеся» 
ряды, то для каждого такого ряда существует п р о м е ж у т о к  
с х о д и м о с т и  с центром в точке х  =  0, от — R  до R, где 
р а д и у с  с х о д и м о с т и  R^>  0, но может быть и бесконечным. 
Концы этого промежутка включаются или нет, смотря по случаю. 

Рассматривают fa степенные ряды более общего вида:
ОО

Σ α η (χ  — χ  о)я =  ао +  аЛ х - Х о ) - г  ·■■ ~Г ап ( х  — χ ο)η ···,  (2)
о

расположенные по степеням двучлена х  — х п (вместо х).  Такой ряд 
не разнится существенно от ряда вида (1), ибо приводится к нему 
простой заменой переменной: х  — х 0— у  (с точностью до о б о з н а 
ч е н и я  переменной). Для ряда ( 2 )  — если он не будет «всюду расхо
дящимся» — также существует п р о м е ж у т о к  с х о д и м о с т и ,  
но на этот раз с центром в точке jc0> от д;0 — R  до x B-\-R . Концы 
его, как и в случае ряда (1), могут принадлежать, но могут и не 
принадлежать промежутку.

В последующих параграфах мы детально изучим свойства сте
пенных рядов, которые во многом уподобляются многочленам. 
Отрезками степенного ряда являются многочлены, что делает степен
ные ряды удобным средством для приближенных вычислений. В связи 
со всем этим приобретает большую важность вопрос о возможности 
наперед заданную функцию разложить по степеням х  — лг0 (в частности, 
по степеням х), т. е. представить ее в виде суммы ряда типа (2) 
или (1).

Мы займемся здесь подобным разложением по отношению к эле
ментарным функциям, причем путь к решению поставленного вопроса 
нам открывает формула Т е й л о р а ,  подробно изученная в 124— 126. 
В самом деле, предположим, что рассматриваемая функция f  (х)
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в промежутке [х0, х й-\-Н ]  или [х0 — Я, х 0] 0) имеет произ
водные всех порядков (тем самым — непрерывные). Тогда, как мы 
видели в. 126, для всех значений х  в этом промежутке имеет место 
формула

/ 0 0 — / ( * о )  —  ( х  —  Х о )  +  — д г -  ( х  —  Х и У  - г  · · · +

# ι· ι
ί-*?— -*οΓ+ (д:), (3)

где д о п о л н и т е л ь н ы й  ч л е н  г„(л-) может быть представлен 
в одной из указанных в п° 126 форм. П р и  э т о м  п мы м о ж е м  
б р а т ь  с к о л ь  у г о д н о  б о л ь ш и м ,  т. е. доводить это разложе
ние до сколь угодно высоких степеней х  — х 0.

Это естественно приводит к мысли о бесконечном разложении:

f  (x) ~\~ — fr  (х  — х о) -f- ~  ~  (х  — х о)а - ( - · · ·

г С *  —  х оУ‘ -'г ·■· (4>

Такой ряд — независимо от того, сходится ли он и имеет ли, на самом 
деле, своей суммой / ( х ) ,— называется рядом Т е й л о р а  для функ
ции / (х). Он имеет вид (2), причем коэффициенты его:

f ,  \ / '  (* о ) f  (* о )  f {n' (x<i)a<t =  f (Xo)> 0 ! = ^ - ^ - ,  . . . ,  fl„ —  4 ; ■ ···

носят название к о э ф ф и ц и е н т о в  Т е й л о р а .
Так как разность между / ( х )  и суммой п -4-1 членов ряда 

Т е й л о р а ,  ввиду (3), есть как раз гп (х), то, очевидно: для того 
чтобы при некотором значении х  действительно имело место 
разложение (4), необходимо и достаточно, чтобы дополнитель
ный член гп (х) формулы Т е й л о р а  — при этом значении х  — 
стремился к 0 с возрастанием п:

lim гп (х) =  0. (5)
η —* оо

При исследовании Еопроса, имеет ли место это равенство и при 
каких именно значениях х, нам и будут полезны различные формы 
0 полнительного члена г„(х ), в ы я в л я ю щ и е  е г о  з а в и с и м о с т ь  
©г п.

Чаще всего приходится иметь дело со случаем, когда х„ =  0 и 
,.ункция f ( x )  разлагается в ряд непосредственно по степеням х:

»  =  / (  0) + ψ χ  +  ̂ х *  +  . . .  +  * · +  . . .* ;  (6)

* Этот ряд обыкновенно называют рядом М а к л о р е н а; см. сноски 
sip. 247 и 251 первого тома.



этот ряд имеет вид (1), с коэффициентами:

, rm . г т  п - г  (0) г -  (0) то» / (0)> Oi  P Q| — 1£, > · · · I 4■ ·“  n[ I ·· · КЧ

Выпишем теперь подробнее дополнительный член rn (x)  примени
тельно именно к этому частному предположению: х 0 =  0 [1261

p n + D  /0д*Ч
в форме Л а г р а н ж а :  гп (х) =  χη+1> (8)\П -f- i).

в форме К о ш и :  r„(x) =  ——V ^ ^ ( l — Θ)"λπ+ι. (9)

При этом о множителе 0 известно только то, что он содержится 
между 0 и 1, но он может меняться при изменении х  или η (и даже — 
при переходе от одной формы к другой).

Перейдем к конкретным разложениям.

404. Разлож ение в ряд показательной, основных тригономет
рических функций и др. Докажем сначала следующее простое пред
ложение, которым сразу будет охвачен ряд важных случаев:

Если функция f  (х) в промежутке [0, И] или [— Н, 0] (Н ^>0) 
имеет производные в с е х  порядков, и все эти производные прп 
изменении х  в указанном промежутке оказываются по абсо
лютной величине ограниченными о д н и м  и т е м  ж е  числом:

I r ' W K i  (Ю)

(где L н е  з а в и с и т  от п), то во всем промежутке имеет  
место разложение (6).

В самом деле, взяв дополнительный член r „ (х ) в форме Л а г 
р а н ж а  [см. (8)], имеем, в силу (10):

| r  , у , | -  I / '71+11 (O.r)l : Hn+1
I —  ( „ 4 - 1 ) 1  <ε= ί - (/Ι +  1)1·

При безграничном возрастании п выражение ^  +  },, стремится к 0,
как мы видели в 35, 1); впрочем, это же [в силу 364, 5°] следует 
и из сходимости ряда
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+ ΣНп+1

(я +  1)1га — 1

[370, 2) (а)]. Но в таком случае и гп (х) имеет пределом 0, что и 
доказывает наше утверждение.

(а) Э ю  предложение приложимо к функциям

/  ( j c )  =  ех, s i n  x,  c o s  χ



в л ю б о м  промежутке [— Н, Н\,  ибо производные их, соответ
ственно, равные

/ (я) (χ) =  ех, sin i x̂ -|- п · у  j , cos ( χ  η · у ) ,

будут в нем по абсолютной величине ограничены числом — для 
функции ех, и единицей — для sin х  и cos х.

Так как коэффициенты Т е й л о р а  мы уже вычисляли для этих 
функций в 125, 1) — 3), то можем сразу написать разложения:

e ' = l - f  ц  f  J - f -  (N )

4041 § 7. р а з л о ж е н и я  э л е м е н т а р н ы х  ф у н к ц и й  367

COS X

sin λ: — Λ: — 3f T 5| ···■! ( (2k — 1)! '

—  1 — Я + 4 !  · ” ~ Η

Все они имеют место при л ю б о м  значении х.
(б) Нетрудно подобным же образом получить разложения и для 

основных г и п е р б о л и ч е с к и х  функций, но проще, вспомнив их 
определение:

а Х  _ _  р ~  X  р Х  - 1 .  p  X

sh χ  —  . c h  A' =  у  ,

вывести эти разложения путем почленного вычитания или сложения 
ряда (11) и следующего ряда, который из него получается заменой 
х  на — х:

^ = ι - ΐ  +  £ - . . .  +  ( - 1 Г £ + . . .

Таким путем мы находим:

s h j ;  =  x  - f -  j j - f -  • • • “ Г  (2ft —  1)! " Г  · ·>

.  ,  ι ΛΓ* . -t'  , , - ι

ch ДГ 9f "1“  i f  · · · Т  м21 ι 4! ~  ·· ·  ' (2Λ)1 1 *··

(в) К функции у  =  arctg х  доказанное вначале предложение уже 
не приложимо. Действительно, общее выражение для ее я-й произ
водной, найденное в 116, 8):

У л) =  ( я — 1) I cosпу  · sin п [у (14)

не гарантирует существования о б щ е й  границы для всех у (я).
Так как соответствующий ряд Т е й л о р а  [см. 125, 6)]:



сходится лишь в промежутке [— 1, 1]*, то вне этого промежутка 
не приходится уже говорить о выражении функции arctg х  этим 
рядом. Наоборот, для ι _ν | -iC 1 имеем по формуле Л а г р а н ж а  (8) 
[с учетом (14)]:

к" ‘; v sW(" + ') 1Уо +  у )
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I г» (■*) I n -f- 1
где ye =  a rc tg вх. Отсюда ясно, что гп (х )-+  0, так что для всех 
значений х  в промежутке [— 1,1] имеет место разложение

a rc tg х  =  х  — VT *f" — . . .  +  (— D" 1 -I- . . .  (15)

Мы еще раз подчеркиваем, что хотя arctg л: и вне этого про
межутка имеет определенный смысл, но разложение (15) там уже 
не действительно, поскольку ряд н е  и м е е т  с у м м ы .

Из ряда (15) при х = \ ,  в частности, получается знаменитый 
ряд Л е й б н и ц а

* =  ' - J  +  I — ■ • ■ + ( - ' ) * - , 2 ^ г Т + . . .  (16)
■— первый ряд, дающий разложение числа π.

405. Л огарифмический ряд. Если в качестве функции /(лг) взять 
In (1 —|— jc) ( х ^ > — 1), то соответствующий ряд Т е й л о р а  будет 
таков [125, 5)]:

v  ^  * - 1 -  ^  1 (  1 1 * -!  J2 I ;Г ···'!' (
Он сходится лишь для значений х  в промежутке (— 1,1]**; значит, 
только для этих значений и имеет смысл исследовать поведение 
дополнительного члена гп (х).

Возьмем его сначала в форме Лагранжа (8). Так как

11Г т т 4 р т
[116, 2)] то

1 Гп+1
% < * > = < - · > " т г й - ( Г Т 1 С р · ·  ( " < » < ' ) ·

Если то последний множитель не п ревосходит  единицы,
я  отсюда

k n M I ^ - ^ j r p 'T a K  что rn ( x ) - * Q  (при п- >  со).

* По признаку Даламбера [377] легко убедиться, что ряд (абсолютно) 
сходится, если | х | < 1 ,  и расходится при | х  [ >  1. Сходимость (неабсолют
ная) при х  =  ±  1 вытекает из теоремы Л е й б н и ц а  [3 8 1 ]..

** Ср. предыдущую сноску; при х = — 1 получается (с точностью до 
знака) р а с х о д я щ и й с я  гармонический ряд.
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Но при л ;< ^0  поведение этого множителя становится неясным, 
и приходится прибегнуть к форме К о ш и  дополнительного члена 
[см. (9)].

Имеем

;„(■*) =  ( -  ΐΓ·*η+1 ( 0 < 9 < 1 ) .

так что

! (-*■/ I ^  I Ж( · ( ; , . « , , 1  ·

Так как при д :^ > — 1 будет — 0. то последний множи
тель меньше единицы; следовательно, лишь только |х |< ^ 1 ,  заве
домо г„ (λ;) - f  0.

Любопытно, что хотя форма К о ш и  вполне исчерпывает вопрос 
для всех значений х  между — 1 и 1, она ничего не дает при x  —  1; 
в этом случае мы получаем

К О Ж О - б у ,

но ввиду возможности для Θ меняться вместе с п, нельзя заключить
о том, что (1 — θ)α-> 0.

Итак, по совокупности для всех значений х  в промежутке 
(— 1, 1] действительно будет

In (1 х ) —  х  — у  +  Tf — · · * -f- (— 1Т  1 ~п “Ь · · ■ ОТ)

В частности, при х = 1  получаем уже знакомый нам ряд

1 п 2 = 1  — -j  -f- [ -  . . . + ( — Ι Γ 1^  - f . . . (18)

Из ряда (17) можно вывести и другие полезные разложения. Напри-
.vep, заменяя в нем л; на — х  и вычитая полученный ряд почленно
:̂ з ряда (17) (при этом мы считаем |х [ < ^ 1 ) ,  придем к следую
щему ряду:

+  +  ί  *»’ +  ■·· - r - J i V i  ( , 'J)

406. Формула Стирлинга. В качестве приложения покажем, как с его 
••мощью может быть выведена одна важная формула анализа, носящая имя

- и р л и н г a (J. Stirling).
* , где « — произвольное натуральное число.Возьмем в (19) х  ·

т к  как тогда
2 n - f  1

1 + * 1 +

I — х
2а 4 - _ 1  _  « 1

1 л
‘2 n + l
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то мы получим разложение

, _« +  ! _  2 Г. , I 1 , « » , 1
п ”  2л +  1 L 3 ' (2/1 +  1) ^ ’ (2>ι +  1)· +  · · * J ’ ( *

которое можно переписать п виде:

(n + i ) 1п ( 1 +  ^ )  =  1 +  j  * ( s r i i ) T + т  · (2л+  D* +  ·■·
Это выражение, очевидно, больше единицы, но меньше, чем

I
1 +  '3 '[ (2 я + 1 )*  +  (2я-р-1)‘ + · · · ] - 1 1 

Итак, имеем:

1<(гг+т)1п (1 + 1 )<1 ' *

\2п (n -J- 1) *

12л (и +  1) ’
откуда, потенцируя, найдем

Введем теперь варианту ап = ------- р .  Тогда
" + Тп

( « + Ϊ
*»+» e

и из предыдущих неравенств следует, что

1 IL·
!< _ ? » _  < е Пп ( « + ! ) = _ *

«η+ι 1__е12(я+1)

так что, с одной стороны, ап >  ап+1, с другой же,
I I

Таким образом с возрастанием п варианта ап убывает (оставаясь огра
ниченной снизу, например, нулем) и стремится к конечному пределу а, 

ι
— V> пварианта же ап ■ е. возрастает, стремись, очевидно, к тому же пределу а

_  Λ
(ибо е 12л—*1). Так как при любом п выполняются неравенства

1_

ап -е Τ2/Ι <  а <  ап, 
то найдется такое число Θ, заключенное между нулем и единицей, что

__ е_ с
а=-ап е *2/1 или ап = а  ■ е^п.



(Заметим, что число Θ, вообще говоря, зависит от я). Вспоминая определе
ние переменной ап, находим:

0_
п\ =  a Υ  η ■ ί γ  j ■ е̂ 2п (0 <  0 <  1). (21)

407) §  7 .  р а з л о ж е н и я  э л е м е н т а р н ы х  ф у н к ц и й  371

Остается теперь определить величину постоянной а. С этой целью 
вспомним формулу В а л л и с а  [317], которую можно записать в виде:

* I Г 2п\\ I*
2 2 я + 1  L(2/г— l)!lJ *

Выражение в скобках преобразуем следующим образом:
2я11 _ (2я!1)а _22п · (я!)2_

(2я — 1)!! “  2я! — 2я! >

подставив сюда вместо п\ его выражение по формуле (21), а вместо 2я! 
аналогичное выражение

в’
2п\ — a Y  1п \ — \ · е24л (О < 0 '< 1 ) ,

г \* 1
после элементарных упрощений получим

---- «5 — (Г
2л!1 л Гп

(2 п -1 )!
'Ип

так что

Отсюда:

«ι 1 .  П Ί8 - 1*' О*

Τ - Λ « 5 η + 1 α”  12я ~  4 ·

а2 =  2π и α =  Ύ  2π.

Подставляя это значение а в формулу (21), мы и придем к формуле 
С т и р л и н г а

п\ =  V  2йя ( у ) "  · ет  (0 <  Θ с  1),

которая позволяет легко оценивать величину факториала я! при больших 
значениях я.

Для упражнения предлагаем читателю фактически найти сумму ряда

2
η —1 ·

сходимость которого была доказана в п° 367, 9) (б).
У к а з а н и е .  Вычислить я-ю частичную сумму и, преобразовав ее

с помощью формулы С т и р л и н г а ,  перейти к пределу. Отв. γ ( 1  — In 2).

407. Биномиальны й ряд. Возьмем, наконец, /(д ;)  =  ( 1 jc)™, 
где щ — любое вещественное число, отличное от 0 и от всех нату
ральных чисел (при натуральном т получается известное конечное
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разложение по формуле Н ь ю т о н а ) .  В этом случае ряд Т е й л о р а  
имеет вид [125, 4)]:

I - U  И  , , т ( т  -  I ) · . . . ·  ( m  n  - f -  1) „  ,

т  ' ί · 2  ' ' ' '  ' ί -2· . , . .4 ---------- Λ + · · · ·

его называют б и н о м и а л ь н ы м  р я д о м ,  а коэффициенты е го —■ 
б и н о м и а л ь н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .  При сделанных относи
тельно т предположениях ни один из этих коэффициентов не будет 
нулем (наоборот, если бы т было натуральным числом, то коэффи
циент при x m+l и все .следующие обратились бы в нуль). С помощью 
признака Д а л а м б е р а  [377] легко установить, что при | х | < ^ 1  
биномиальный ряд (абсолютно) сходится, а при | x | J > l  расходится. 
Исследование дополнительного члена г„(х) мы будем производить 
в предположении, что | х | < ^ 1 ,  причем сразу возьмем его в форме 
К о ш и  (9) (форма Л а г р а н ж а  и здесь дает ответ не при всех 
значениях х).

Так как

( х ) = т ( т —  1) . . .  (т — п -{-1) (т —  η) (1 -|- дг)'71" ’ ·,

то будем иметь:

г . w = ■<— » - ( ■ —  > я -!-*·«— ■( , _
I * €  · ···'* Л

Представим его, перегруппировав множители, в виде: 

r . w = <—  ■»— (,  + а д - .

Первое из этих трех выражений представляет собой общий член 
биномиального же ряда, но отвечающего показателю т — 1; так 
как при I x  I 1 биномиальный ряд сходится, каков бы ни был 
показатель, то это выражение при а — > оо стремится к нулю. Что же 
касается двух других выражений, то второе по абсолютной вели
чине содержится между границами

"  I т х  I ■ (1 — | х  |)я 1 и [ т х  [ · (1 —J— | дг 1)™* *,

не зависящими от п, а третье, как,*и в 405, меньше единицы. 
Таким образом, гп ( х ) —*· 0, т. е. для | дт| 1 имеет место разло
жение

(1  -l- χ ) »  =  1 +  т х  +  ̂ ^ 1 )  х* +  . . .

, т( т — п —  п +  1) „  ,
• ' • ι  1. 2 ■ ... .  л *  Τ · ”  >

которое также связано с именем Н ь ю т о н а .
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Мы не рассматривали вопроса о применимости его при значениях 
х  =  ч; 1. Легко сообразить, что биномиальный ряд есть частный случай 
гипергеометрического ряда и получается из последнего при а =  — т,  β =  γ 
и замене л: на — х.  Вследствие этого, по таблице в 402, 8), легко составить 
такую таблицу, характеризующую поведение биномиального ряда 'на концах 
х  =  + \  его промежутка сходимости:

m >  0 абс. сходится
х  =  1 0 >  m > — 1 неабс. сходится

m - i — 1 расходится

m >  0 абс. сходится
х  =  —  1 m <  0 расходится

Можно показать, что всякий раз, когда биномиальный ряд сходится, 
его суммой будет (1 f  х ) т Здесь мы на этом не останавливаемся, желая 
избежать кропотливого исследования дополнительного члена, так как этот 
результат просто вытекает из одной общей теоремы, которая будет доказана 
ниже [см. 437, 6“].

Отметим некоторые частные случаи .биномиального ряда, отвечающие, 

например, ш = — 1,

— ^— w* 1 — х  х* — ···-(- (— 1)га-1 · х п -(-··· (— 1 < а г <  1)
1

(обыкновенная геометрическая прогрессия), затем,

у  14*X=1. ■+ J  X—у X* + ^  л4 — J χ** -4-...

·■· +  ( -  В " - 1 Λ *4- -  ( -  I <  *  ^  1) (23)
ц

1 __ . 1 1 *  _L ^  ® lf« ·

ψ τ ψ Τ  ъ
■ · · + < -  1)П (2ηΖ η ' λ хП +  ' - < - ’ < л <  1). (24)

Важно подчеркнуть, что в случае рационального т сумма биномиаль- 
ого ряда дает всегда а р и ф м е т и ч е с к о е  значение радикала.

З а м е ч а н и я .  1. На этом построено, например, следующее любопытное 
разложение, принадлежащее Шлёмильху (О. Schlomilch). Прежде всего, 
полагая в (23) х  = — у 2, где — получим, что

γ  (2 « -3 )ϋ  
у  « j  2л!! *

я  =  1

2«
, затем, вместо у  подставим сюда выражение гДе 2 изменяется
s s  между — оо и -|-со. Окажется, что

оо . „ . (*· если sg l,
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Этот пример интересен тем, что для функции, определяемой в разных
промежутках р а з л и ч н ы м и  аналитическими выражениями г  и — , дается
в то же время и е д и н о е  аналитическое выражение — в виде суммы 
ряда [ср. 46; 363, 5)].

II. Во всех рассмотренных выше примерах разложения функций в ряд 
Т е й л о р а  выходило так, что для всех значений х ,  при которых ряд схо
дился, его сумма равнялась той функции, для которой ряд был построен. 
Поэтому у ч'итателя могло возникнуть подозрение, что вообще достаточно 
установить сходимость ряда, даже не проверяя соотношения (5 ), чтобы было 
обеспечено разложение (4) или (6).

На деле, однако, это не так. Если, например, вернуться к функции, 
рассмотренной в замечании п° 138:

1

f { x )  =  e х ~ (при х ф О ) ,  /  (0 ) =  0 ,
то для нее, как мы видели, существуют даже при х  =  0 производные всех 
порядков, но все в этой точке обращаются в нуль. Ряд Т е й л о р а  вида (6) со 
сплошь нулевыми коэффициентами, конечно, сходится везде, но ни при одном 
значении х  (кроме х  =  0) не воспроизводит значения исходной функции.

408. Разложение синуса и косинуса в бесконечные п рои зведен и я.
Мы познакомились выше е разложениями важнейших элементарных функ
ций в бесконечные ряды, расположенные по степеням х , т. е. с представ
лением этих функций в виде «бесконечных многочленов». В заключение 
этого параграфа мы представим функции sin л: и cos л: в виде бесконечных 
произведений, которые как бы осуществляют разложение на множители 
соответствующих «бесконечных многочленов».

Начнем с вывода одной вспомогательной формулы. Известна из алгебры 
ф ормула М о а в р  а *:

(cos z i sin z)m =  cos tnz -j- i ■ sin mz,

где m будем считать натуральным числом. Раскрыв слева скобки —  по обыч
ному правилу —  и__приравняв слева и справа коэффициенты’при «мнимой
единице» i = V — 1, получим

m - 1 ■ т ( т — 1 )(т  —  2 ) _  ,sm mz —  m cosm lz · sm z ---------- ------- - cosm~bz ■ sin3 z 4- . . .I ' ώ ' О

Если m =  2 n - \ - \  н е ч е т н о ,  то, заменяя четные степени косинуса по фор
муле cos2*z =  ( l — sin2 г)*, мы представим результат в виде:

sin (2п 4- 1) г =  sin г · P_(sin2 г), (25)
где Р (и) есть целый многочлен я-й степени.

Этот многочлен, если через и и и2, . . .  , ип обозначить его корни, можно 
следующим образом разложить на множители

P(u) =  a ( u - ttl) . . . ( u - ua) =  A ( ΐ - Λ ) . . . ( ΐ _ £ ) .

Корни «ц «2> ··· . ип легко определить из (25), заметив, что если z  об
ращает в нуль sin (2п -|- 1) z, но оставляет sinz отличным от нуля, то 

.sin2z необходимо будет корнем многочлена Р  (и). Очевидно, значениям

2*  2 п ^ 1  ’ 2 2 п +  1 ..........  "  2η ψ ~1 * c W — ca между 0 и * и

* См., например, ниже, 453.
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идущим в порядке возрастания, отвечают возрастающие же (следовательно, 
различные) корни:

=  sin’ - "■=  sin2 2 2Я Т Т ......... “ "· =  5Ш° л ъ Г ± \  ■

Наконец, коэффициент А = Р ( 0 ) определяется, как предел отношения 
sin (2/г+ 1) г/sin z при г —<· 0; отсюда А =  2п -\- 1.

Таким образом, приходим к формуле

s in ( 2 « +  l )z  =  (2rt-{- 1) sin г /1 -------- — \ · . . . · / 1 ----------------*** *g----- \.

I  - s t i /  I

Полагая jg =  2ra^_ χ , перепишем ее так:

I  sin’ о ~ Г “Т \  /

■in' я
2п 4- *

■ < · 'sin*
sin x  =  (2 n +  1) sin 2^—r—j I I -----

' ' itiila
1 ---- — t - L  . 0 «)

silt9 f;— 'τ-, \ stn* It,2n +  1 /  ̂ 2n 4 - 1  i

Будем считать x  отличным от 0, ± π ,  ± 2 π ,  . . . , так что sin χ  ф О . 
Возьмем натуральное число ft под условием: (ft 4- 1) π >  | х  |, и пусть п 
будет >  k. Представим теперь smx в виде произведения:

sin x = U * f . V f ,  (27)
f  Ut

/  sin* - - x —Λ  /  sin’ *, . \
^ = ( 2n + i )sin 2- ^ rT ; . - ^ ± i

\ 2 я + 1  / V sin ' 2^ H ,

содержит лишь ft множителей в скобках, а

f  МП1,. Х. г  \  /  sin* , Х \

V 81п2(й +  1) ^ г т т У  rin‘ e 2^ r r . . /

охватывает все остальные.
Пусть ft пока фиксировано; легко найти предел при и —>-оо, по

скольку это выражение состоит из определенного конечного числа сомно
жителей. Так как

lim (2п +  1) sin
Й —* по "f“ А

H m -------=  (A =  I. 2........................... ft),
·-<* cin»

' 2« - H

‘1  -  Λ " .  - 5 )  (' - ё )  · -  ■ ( ‘ -  w ) ·



Ввиду (27), существует и предел

Vk =  lim l-V'. причем sin x ~ U h · Vk.
«-♦00

Займемся о ц е н к о й  предела Vk.

Известно, что для 0 <  φ <  ~  имеют место неравенства

2
- - φ <  Sin <в <  φ

[Ξ4, (9); 133, 1)]. Поэтому
Jr л*Sin' -Г--j ί <  -i---- г-j-

Jn 4- I ι ί "  -r-l> '

. j  ,  в 4 ■ Λ2π2 . . .  ,

S'n 2η +  1 >  π2 ' (2η +  I )2 (л "  д τ  1........").
так что

•  W  ГЛ. X I.  Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Е  РЯДЫ  С  ПО СТО ЯННЫ М И  ЧЛЕНАМ И ИСШ

(2S)1 4 ( Λ 1 > 0  ■ · - ■ ■( '  4Й5) ·

Бесконечное произведение
со

I I  ( ·  - М
h ~ h Q \

(где Л0 выбрано так, чтобы было Ahl >  Xs) сходится, ибо сходится ряд
ОО .
У Х2

[теорема 5°, 401]. Поэтому о с т а т о ч н о е  п р о и з в е д е н и е

Λ ■=— k -J- 1

при ft—»со должно стремиться к 1 [401, 2°]. Очевидно, мы лишь усилим 
второе из неравенств (28), если напишем

1 >  Vf> >  v v

переходя (при фиксированном к) к пределу при п —  оо, получим

1 >  V k ^ V k.
Отсюда следует, что

lim Vk = \ ,  так что lim ί/* =  sin х,
/г—> оо к —*■ оэ

и мы приходим, окончательно, к замечательному разложению: 
та

г» \
sin λ : =  л : '

η=  1

впервые установленному Э й л е р о м .
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Оно имеет место, разумеется, и для исключенных ранее значений х  =  0, 
± .π , ± 2 π .........ибо тогда обе части этого равенства суть нули. Легко
видеть, что отдельные множители как раз и отвечают различным корням 
sin х  *.

πЕсли R полученном разложении положить х  =  —  9 то найдем:

Ы К ‘ - т У .
η — I

откуда снова вытекает формула В а л л и с а  [317; ср. 400. 2)].
Укажем еще одно интересное применение этого разложения; которое, 

заменяя χ  на π χ , можно представить в виде:

sin π χ  —  π χ
I L

Вспомним определение функции Г  (дг) [402, (13)]:

r w - 4
,  K i r

W -

и соотношение Г  (л: +  1) =  χ · Γ  (х) [там же, (15)]. Тогда 

Г  (1 —  х ) = —  х - Т ( - х )  =

Умножая, сразу приходим к так называемой формуле дополнения

И х ) . τ  ( i - χ ) · . sin π χ  ’
< д а >

также найденной Э й л е р о м ;  она имеет место при любых н е ц е л ы х  зна-
чиниях х

Аналогично разложению sin.*· выводится разложение

<*».** 1 -
· - 1 *

«ыявляющее корни cosx: ±

(2 п —

2 п —  ]

-разложения sin л:, по формуле

cosx =  sIn или cosjc
 ̂i- ι

π. Впрочем, овв-может быть получено и 

sin 2л:
2 sin х

* Относительно возможности переставлять сомножители —  см. 402, 4).
1 [· / 1 \"|2

** Положив здесь л = - у ,  в частности, найдем, что I  w j  =  π; так

ири дс>0 II Г  (х) >  0, то Г  j  =  γ



Наконец, упомянем о разложениях

— 9  ^  (  t I ^

eh* =  * . [ [  ( l + ^ r ) ,  c h , = ] j  ^ 1 +  ρ Ξ Γ ^ ) ’ (31)

которые также могут быть установлены с помощью сходных соображений.

§  8. П риближенные вычисления с помощью рядов. 
П реобразование рядов

409.̂  Общие замечания. На примере полученных нами конкретных раз
ложений мы разъясним, как бесконечные ряды могут быть использованы 
для целей п р и б л и ж е н н ы х  в ы ч и с л е н и й .  Предпошлем ряд общих 
замечаний.

Если неизвестное нам число А  разложено в ряд:

^ =  αι +  ΰ 2 +  аз +  · · · + °п  +  · · · I

где аи as, аг, ... —  легко вычисляемые (обыкновенно рациональные) числа, 
и мы положим приближенно:

А  =  А п =  а1-(- а2 \-а п,

то п о п р а в к а  на отбрасывание всех остальных членов выразится 
остатком

а  η —  а п+1 +  в Л+2 +  · · ■

При достаточно большом п эта погрешность станет сколь угодно малой, 
так что А п воспроизведет А  с любой наперед заданной точностью.

Мы заинтересованы в возможности просто производить о ц е н к у  
остатка αη; это позволило бы нам и вовремя остановиться при вычислении 
последовательных частичных сумм, когда уже будет получено приближение 
требуемой точности.

Если рассматриваемый ряд оказывается знакопеременным и притом 
с монотонно убывающими по абсолютной величине членами («лейбницев- 
ского типа*·), то, как мы видели [3 8 1 , замечание], остаток имеет знак своего 
первого члена и по абсолютной величине меньше его. Эта оценка в смысле 
простоты не оставляет желать лучшего.

Несколько сложнее обстоит дело в случае положительного ряда.
Тогда обыкновенно стараются найти л е г к о  с у м м и р у е м ы й  поло

жительный же ряд, члены которого были бы б о л ь ш е  членов интересую
щего нас остатка, и оценивают остаток суммой этого ряда.

Например, для ряда V  можно получить:

ГЛ. X I.  Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Е  РЯДЫ  С ПО СТО ЯН Н Ы М И  ЧЛЕН А М И  f409

(Я
V

т ·» п -+■1

I
т3 m (т — 1) =  У  ( 1 V

\ т — 1 т )'
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[эта оценка совпадает с оценкой сверху, полученной в 373 (11) с помощью 

интегрирования!, а для ряда 1 4 V я»!

т\ п\ а .  (п - \-1 )  ■... ■ т "  п\ ^  (п 4 - 1)'” ™ п\п 
т  — п + 1  m = n + 1 т  =  я  +  1

[ э т о й  оценкой мы фактически и пользовались при вычислении числа е в 37].
Обыкновенно ищется д е с я т и ч н о е  приближение числа А, в то время 

как члены ряда могут и не быть выражены десятичными дробями. При об
ращении их в десятичную дробь, округление их служит источником новой 
погрешности, которую также следует учесть.

Наконец, отметим, что далеко не всякий ряд, имеющий суммой интере
сующее нас число А, пригоден для ф а к т и ч е с к о г о  вычисления этого 
числа (даже если его члены просты, и оценка остатка производится легко). 
Вопрос —  в быстроте сходимости, т. е. в быстроте приближения частичной 
суммы к числу А.

Возьмем для примера ряды [см. 404 (16) и 405 (18)]:

L ’ 1 — L ■ И '- 1 +  1 -  1 4- 1 3 ^ 5  7 τ*·· * 2 3 4 5 1

дающие соответственно разложение чисел и 1п 2. Для того чтобы с их4
помощью вычислить эти числа, скажем, с точностью до 1/Ю5, нужно было бы 
сложить п я т ь д е с я т  т ы с я ч  членов в первом случае и с т о  т ы с я ч  — 
во втором; это, конечно, осуществимо лишь с помощью быстродействующих 
вычислительных машин.

Ниже мы без особого труда вычислим упомянутые числа даже с боль
шей точностью, но использовав более подходящие ряды.

Λ
410. Вычисление числа π. Воспользуемся известным рядом для арктан

генса [404 (15)]:
arctg х  =  х  — Ϊ-  +  ΊΓ  — ^  +  ·■· (— 1) .a »i i

Если взять х = —Ц=,то arctg х  =  , и мы получим ряд
I ' 3 *>

JL  1 I I  I 1 . I 1 _  ' ' , \
6 / 3 \  з *3* ^  5 ' 3я

л же пригодный для вычисления.
Вспоминая формулу сложения для арктангенса*

х + Уarctg х  4 ' arctg у  =  arctg -
1 — х у

я выбирая в качестве л; и у  какие-нибудь две правильные дроби, удовле
творяющие соотношению

= 1 или (х + 1) ( 3' + 1)==2 ,

* Которая в этом виде верна лишь в предположении, что сумма углов 
■о абсолютной величине <  [50].



будем иметь
«  arctg л: +  arctg у  =  [χ  — ~  -f-... j  +  (у  — у—  +  ... j .

Например, положив х =  ^  , ^ =  - ί | получим

* _/ i  __ι 1 , 1  ι л г ι 2  1 L I i '
4 “ \ Y  3 ■'2*"," 5 . ‘ 2r  " w) ^ [  3 3 * 33'  5 ' 35

Существуют, однако, ряды, еще более удобные для вычисления числа π. 
Положим а =  arctg |·, тогда

1  10

1 . „ о  *  Λ . . Т5 120««» =  ■£. *8 2 - ----— 1 --- та- tg 4 .— -  —  T lB .
25 144 ·

Ввиду близости этого числа к 1, ясно, что угол 4а близок к положив

| i s 4< — будем Иметь:
120

. > ГТ5 1 . I
l g ? ~  , , 120 ~ 2 3 9 ’ ТаК ЧТ°  P= arC tS f f l·

^  119
Отсюда

„  , Л 1 1 1 , 1 1  I I ,
π  \ ь ~ Т  +  '5 '  ' t f  ~ Τ ' 5 > ·  +

_L 1 1 _  1 1 . I  Л  1 · 1 1 . \
11 * 5U " Ί  1239 3 ' 239s h  "f·

Это —  формула М э ш и н а  (J. Machin).
Вычислим по ней число π с 7-ю знаками после запятой. Для этого до

статочно тех членов формулы, которые фактически выписаны. Так как оба 
ряда — типа Л е й б н и ц а ,  то поправки в уменьшаемом и вычитаемом на 
отбрасывание невыписанных членов, соответственно, будут:

- ■ 16 1 „  д 4 1
U <  4,1 <  13 ■ 513 ТП®- И 2 <  5  ■ 2395 <  '108'·

Сохраненные члены обратим в десятичные дроби, округляя их (по правилу 
дополнения) на 8-м знаке. Вычисления сведены в таблицу ( + в скобках 
указывает з н а к  поправки):

ί - =  3,20000000 0,04266667 (— )Г) J  ν  ν 7

-f =  0,00102400 -f *  0,00002926 (—)5 · 7 · a7 4 7

— =  0,00000091 (+ ) 0,00000003 (—)v 7 II - a11 4

340 гл . X I. Б ЕС КО Н ЕЧ Н Ы Е  РЯДЫ  С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ [ ‘>10

3,20102491 0,04269596
^  =  0,01673640 (+ )

3,20102491 — <--  Q 00000010 (—)
0,04269596 3 - 2393 )
3,15832895 0,01673630
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Учитывая все поправки, имеем:
3,15832895 <  16а <  3,15832898

— 0,01673632 <  — 4Э <  —  0,01673630,
та-к что

3,14159263 <  π <  3,14159268.
Итак, окончательно, π =  3,1415926 ..., причем все выписанные знаки верны.

411. Вычисление логарифмов. В основе вычислений лежит ряд

которым мы уже пользовались в п° 406 [см. (20)] при выводе формулы 
С т и р л и н г а .  При я = 1 , получим разложение для In 2:

Этот ряд вполне пригоден для вычислений. Покажем, например, что, огра
ничиваясь лишь выписанными членами, можно найти In 2 с 9-ю правильными 
десятичными знаками.

В самом деле, если отбросить члены этого ряда, начиная с десятого, 
то соответствующая поправка будет:

I 1 , 1  1
3 ' 1)‘ ' '5”  *5» 4- »)‘ . . .  . ( 1)1

<  3- 19-99

12 · 19 ■ 9а < Т Р Г '
Вычисления, на 10 знаков, сведены в таблицу:

j  =: 0,66666 66667 (— )
Учитывая все поправки, имеем:

0,69314 71802 <  In 2 <  0,69314 71809,

3 - ^ 7 9  =  0,02469 13580 (+ )
так что

In 2 =  0,69314 7180 ,

3 7 ^  =  0,00164 60905 (+ )
и все написанные 9 знаков верны.

j - j - p  =0,00013 06421 (+ )

0,00001 12901 ( - )

-  Q =  0,00000 10264 (—)

— 0,00000 00965 (— ) 

=  0,00000 00093 (—) 

(р  =  0,00000 00009 (+ )

0,69314 71805



Полагая теперь в (1) п =  4, найдем:

l n 5  =  2 1 n 2  +  l ( l + i . l  +  i - . ^  +  . . . ) .

Пользуясь уже вычисленным значением In 2, по этой формуле легко вычис
лить 1п 5, а затем и 1п 10 =  1п 2 -f- In 5. После этого, с произвольной сте
пенью точности, может быть вычислен модуль

м = й ш
для перехода от натуральных логарифмов к десятичным; он равен 
М  =  0,434294481 ... Умножив на модуль, найдем десятичные логарифмы: 
log 2 и log 5.

Перейдем к десятичным логарифмам и в основной формуле (1):
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(2)log (n + l ) - l o g B =  1 ^ [ 1 + i . w ^  +  | . ^ r ^  +  . . . ] .

Полагая здесь га =  80 =  23 · 10 и принимая во внимание, что га -f-1 =81 
найдем

4 lUg 3 - 3 1 o g 2 - l  =  ^ l + l 1 , 1  1
25921 1 Λ 2592l 2

откуда легко найти log 3. Полагая, далее, в формуле (2) га =  2400 =  3-23 · 102, 
будем иметь

п +  1 =  2401 =  V  
и '

4 log 7 3 log2 log3 2 =  ( l +  3- · 23049601 + Ί Γ  ’ 230496012 + "■ ) ’

так что найдем и логарифм log 7. Подбирая подобные числовые комбинации, 
можно с произвольной степенью точности вайти логарифмы простых чисел, 
а по ним путем умножения на натуральные множители и сложения найдутся 
логарифмы составных чисел.

Можно было бы поступить и иначе, непосредственно вычисляя логарифмы 
последовательных натуральных чисел и переходя от log га к log (« -|— 1) при 
помощи формулы (2). Так, для вычисления логарифмов чисел от 1000 до 10000 
возьмем в формуле (2 ) только о д и н  член, т. е. приближенно положим

log (га +  1) —  log га =  { (103 s£ га s i  104).

Поправка при этом будет

> — ш  Г 1 , Г , 1 , 1 , 1 .
'* 2га+  1 L3  (2га +  I )2 ^  5 (2га +  1)* ^  j ^

2М___ Гт +  1 ■ 1 1 _
3(2га +  1)3 I  ^  (2г а + 1)а ^  (2и + 1)4 1 “ j

2 М т
3 (2га +  1) · 2га ■ (2га +  2) ^  24га3 *

Так как у нас га > : 103, а 2М <  1, то



Если бы даже в с е  ошибки суммировались, то в общем все же погреш
ность была бы меньше, чем  ̂ * . Но легко избегнуть такого на
копления погрешностей, вычислив целый ряд к о н т р о л ь н ы х  логарифмов 
по первому методу. Таким путем можно достигнуть гораздо большей точ
ности, сохранив в то же время присущий второму методу а в т о м а т и з м  вы
числений (который очень ценен, особенно при составлении обширных таблиц).

412. Вычисление корней. Проще всего корни вычисляются с помощью 
таблицы логарифмов. Однако если отдельные корни нужны с большой точ
ностью, то целесообразно прибегнуть к биномиальному ряду [407 (22)]:

(1 +  * ) "  =  1 +  т х  +  '™ (mx ~  ‘> л* +  (”  7 , ' j  %  - 12) л· +  ...

Предположим, что нужно вычислить у /А ,  причем уже известно прибли
женное значение а этого корня (по недостатку или по избытку), но требуется 
его улучшить^Если, скажем,

Л 1 L

где I χ  I есть небольшая правильная дробь, то можно преобразовать корень 
следующим образом:

k г -  к Г а  L ·у Л = в ·  у  -^ =  β· (\ - \ - x ) k

я использовать биномиальный ряд при m =  J- . Иногда выгоднее исходить 
из равенства

τ = ι + α

если I лг' I снова— небольшая правильная дробь, и прибегнуть к другому 
преобразованию:

V~A=—ky^-  = « · ( ! + * ' )  * ,
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У А

яосле чего применить биномиальный ряд, взяв m — —
Для примера, вычислим с большой точностью j/ 'J ,  исходя из его при- 

. -олиженного значения 1,4. С этой целью преобразуем корень по одному из 
указанных двух образцов:

> !  -  '·«· | /  + 8 » - м  - ( '  +  i } T
шли

— 1,4 ( '  Т т
у  ί ψ  γ · , _ ψ  t  *>

.Для облегчения вычислений естественно предпочесть второй путь. Итак 
тассм : ’

*  —  1 4  ( \  Л - 1  1 -J- 3 1 о -  5  5 35 1 .6 3  I , \
1  ' V ^  2 ' 50+ 8 ' 50s + 16 ' 503 +  128 * SD» +  256 ’ 505
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Ограничимся написанными членами; все они представляются конечными 
десятичными дробями:

Ч - -  +  й-5 51  =  | ' " 101525

“  ■ SB· =  0,00000004375 

=  0,0000000007875
2θο оО?

_ 1,0101525445375 X  1,4= 1,41421356235250 .

Так как коэффициенты при степенях ^  убывают, то поправка может 
быть оценена, как обычно:

Δ <

Поэтому

23» ( и  1 j-  1 4 - 1.4-231 2,1
■ ’ 1024-50е Ч  50 50' 1024·505·49 ^ ϊ ΐ Γ 1'

1,414213562352 <  У Т  С  1,414213562373, 
)/' ΐ  =  1,4142135623...;

все десять знаков после запятой верны. 
Использовав преобразование

K 2 ' =  1 , 4 l ( l - g f g r )  Т ,
легко получить значительно большее количество знаков. Приведем еще 
несколько примеров подобных преобразований (предоставляя вычисления 
с помощью биномиального ряда читателю):

_  j_  ι

V ' S =  1,73· ( l — 30 000 ) * *  —  10ό) ;
I I

Λ/Vs I t  I 3  \  A I  /~Z~ ΐ Φ   ̂I I  2 ^  \~ T
^  β  T \ l2o) ’ * 3==T ·

413. Преобразование рядов по Эйлеру. При использовании ряда для 
приближенных вычислений иной раз оказывается выгодным предварительно 
подвергнуть его преобразованию. Так называется замена данного сходяще
гося ряда —  по тому или иному правилу— другим рядом с той же суммой. 
Конечно, применять такое преобразование целесообразно лишь в том случае, 
если новый ряд быстрее сходится и удобнее для вычислений.

Выведем формулу для классического преобразования, носящего имя 
Э й л е р а .  Пусть дан с х о д я щ и й с я  ряд 

со
S ( x )  =  2  (— \)k akx k =  a0 —  a Ix  +  asx a —  . . . - \ - ( — \)k akx k +  . . . ,  (3)

ft = о
где jc >  0. Мы лишь для удобства представляем й-ый коэффийент его под 
видом (— 1)в о*. вовсе не предполагая все ak >  0. Для варианты 
ak (k =  0 , 1, 2 , ...) мы введем в рассмотрение последовательные р а з 
н о с т и  (наподобие того, как сделали это в 122 по отношению к функции 
f ( x )  от непрерывно меняющегося'аргумента х):

=  * Ь |  —  «А,  Д2ак =  Д«А+1 —  Д а й =■■ а Л+2 -  2<,Л+- I " Ч
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и, вообще,

Δ ^  =  Δ Ρ - ^ +Ι- Δ Ρ - .α,  =  V p _ C ; V p  l + q V p  ,. +  Ι - ψ α ^  (4) 
Перепишем данный ряд так:

_0р __  α ι χ  —  α οχ  , a ? x s  —  α · χ Δ  — о , х *  ,5(л>. 1 + х 1 + JT 1 +дг 1 -Нлг
Э ю  дозволительно, так как k -я частичная сумма нового ряда разнится от 
аналогичной суммы ряда (3) лишь слагаемым — * ^ (— l ) fc+I at+, jc*", стре
мящимся к 0 при k —► αο ввиду сходимости исходного ряда [364, 5°]. Введем 
теперь разности для упрощения записи:

S ^  =  ГТ л-  —  Δαο' +  Δαι · * 2 —  Δα2 ‘ χ ! +  ■··}■

Сохраняя первый член
I , остающийся ряд

---{ д0о— ·ΛΓ +  Δα3. χ 2— ...}

перепишем как и S (л:) в форме
I

-  ‘ Г + χ  < -  Д*°о ' *  +  Д' а‘ · * ’ “ ■··»·

так что, если снова выделить первый член, имеем:

+ x y ' x J r  (1 л - х у ^ ' а·  — V * i ’ X +  ···!·

Продолжая поступать так и дальше, после р  шагов получим:
»· Ая» Δ*β,

1+ х  (1 +  х)а ' ( 1 + * ) 3

S - w = ( - I )p·( 1 +д-)*

···+(- !)р'* - ( ΐ + Χ )Ρ ·' χΡ~' +  R P M· t5) 

{Δρ0ο —  A P flj ■ λ : - f -  Δ Λ ζ2 · λ:2 — . . . }  =

=  (—  l)p ( 1 + л Г  ^л —о
Обратимся к доказательству того, что (* ) при р — <х стремится к 0. 
Заменив р -ую разность ΔΡαΑ ее разложением (4) и переставив сумми

рования, получим

R p {х) - 1
( 1 +д:)Р

* - 0
Р

< - 0

Ь я г  2 с ^ '  2  ( - 1)й+р-‘' ^ +Р-г^ - г.
1=0 * - о

Г. М Ф ихтенгольц, т . I I
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Если ввести обозначение для о с т а т к а  исходного ряда (3), положив
СО

r « w =  Σ  ( - 1 )fe+' 4 +«**+n (я =  0 , 1, 2 , ...),
*<-0

то выражение для (х) окончательно может быть написано в виде 

£ ψ ' τ ρ _ ( (.χ )  Σ  С ^ р - ‘ т г (х)
 ̂ 1 =  0  _ I  :«= 0  _______________________________  

R p W ) =  (j + Х )Р  — ( 1 + х ) "

и так как г п (х) —► 0, то в силу 391, 6 °, и R p (х) —- 0.
Переходя в (5) к пределу при р — со, найдем, что

с ,  ч ι I » х  . .· f *  \ 2
^  1й* — " ' Г + Т  ~ “ *

. . . - и - и м * * .  ( г | Ь Г  +

Подставляя вместо S (х) его выражение (3), мы и придем к  преобразованию  
Э й л е р а :

V , _  „ ...,. . f l T i -  1 )W .. (βι
fc =  0  p — 0

Чаще всего его применяют при х =  1; тогда оно преобразует числовой* 
ряд в числовой же:

I  ,7,
* = 0  р= 0

414. Примеры. 1) Положим а*· »— г—г , где z —  любое постоянное число,
г  -f- ή

отличное от 0, — 1, — 2, — 3, ... Ряд
ПО
ν  tz id :

z +  ft ’
* = 0

если отбросить в нем достаточное число первых членов, окажется рядом
«лейбницевского типа» и, следовательно, сходится.

Легко вычисляются последовательные разности Аак, Д'дй...... и с помощью
математической индукции находим:

Δ°«α =  ( — Ψ (z + k)(z + k^  . . .  (2 +  й +  о) '·
в частности,

Δ Ρα0 =  ( —  1)Р ^ -----------------z(z +  1) ·... ■ (г + р ) '
Таким образом, по формуле (7)

ОО ОО

2 ( —  ! ) *_  V  1 ________я!________
г +  /г ~  L ·  2 Р+1 ‘ г ( г +  1)· ...·(ζ +  р) ' 

А - 0  р - 0
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Если положить здесь z =  1, то получится преобразование известного ряда 
для In 2 :.

со со

Ιπ2 =  V  ( —  ])"«-> 1 =  У  _ L·
М  гп а '  » ' 2“ ’

т = I п = 1

Читателю ясно, что вторым рядом для приближенного вычисления In 2 
пользоваться гораздо выгоднее; чтобы получить точность в 0,01 в первом 
ряде потребовалось бы 99 членов, в то время как во втором достаточно 
было бы взять 5 членов!

2) Пусть ак : (ζ отлично от 0, — 2, — 4,...). Представив ацJ + 2*
в виде: =  — !— ( для выражения ΔΡα0 мы можем воспользоваться

Т + *  
прежней формулой:

Д/Ч =  ( — !) 2 ' " J Р'·

( у  "f l )  · ··· +
1 2P+l · o'=  ( _  1)Р -4-________ f---- Ei------

ν · Τ  ζ(ζ +  2 )·...·(ζ +  2ρ) ·
В этом случае преобразование Э й л е р а  имеет вид:

V (— !)* ±  V /Ί
г +  2Й 2 Sm  ζ(ζ +  2 )·...·(ζ +  2ρ) '

р -  О

В частности, при ζ =  1 отсюда получается преобразование ряда Л е й б н и ц а ,
выражающего — ;4

J? _  V - V р|
4 ^  '  *Г 2 А+»  2 (2р +1)11 1

к  =  0  р  =  0

3) Для D ^ j r ^ l  мы имели в 404 (в) разложение
00

arctgх  =  2  ( - ■ * * ■ ' ·  
к  =  о

лая применить к этому общему ряду преобразование Э й л е р а ,  положим 

° к =  6 Г + Т  ’ тогда для ΔРа° можно использовать формулу предыду- 
его примера (при ζ = 1):

2/>; ι
цра, =  ( —  \)Р

(2Р +  I)!! '
не того, заменим в (б) х  на л:2 и обе части равенства еще умножим 

х . В результате получим:

c ig jc =  У  ( __η » ___ !__ ^  2р!1 / х ш у
g  2Λ 4- 1 i +  .с* Ad (2 p +  l)!l l l  -4-j*:1̂ (8)

k — o p =  0
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4) Не следует думать, что эйлерово преобразование сходящегося ряда 
в с е г д а  приводит к улучшению сходимости. [При это м , сравнивая качество

f  оо оо
сходимости двух рядов 2  ck и 2  ск с членами любых знаков, мы, как и

ft = О k = 0
в 375, 7), исходим из поведения отношения их соответственных остатков

Ίη — О, то первый ряд сходится б ы с т р е е ,  а второй —  м ед 

л е н н е е . !
Вот примеры:

V  ( — 2*ь переходит в б и с т  р е  с сходяишПся ряд ^  2~ 
Λ α  * -  о

1 1
4 Р ’

Σ Ι Υ  1 / э у
ψ  » » м е д л е н н е е  » » £  Т \ 4 ]

*=о р = 0

5) При использовании преобразования ряда для вычислений часто бывает 
выгодно первые несколько членов ряда вычислить н е п о с р е д с т в е н н о  
и преобразованию подвергнуть лишь о с т а т о к  ряда. Проиллюстрируем это 
на примере вычисления числа π с помощью ряда, выведенного в 2 ):

o i l  , 1 , 1-2 , 1 . 2 . 3  , , 1 , 1
π {  +  3 + 3 ·5 Τ 2·5·7+ " · +  3 · 5 ·... · (2р -J- 1) + · " / ·

ρ  1
Так как отношение последующего члена к предыдущему ^  ^   ̂ <  < ,

то отбрасываемый ост аток ряда всегда будет меньше последнего в ы ч  и- 
с л е н н о г о  члена. Например, мы получим шесть верных цифр числа π после 
запятой, вычислив 21 член написанного ряда, ибо 2 1-й член

1 . 9 . 3 .  .70
2 · ; Ζ : =  0,000 ООО 37... <  Ο,ΟΟΟ ООО 5.1 - 3 · 5  · . . . ·  41

Если же, скажем, первые семь членов исходного ряда вычислить непосред
ственно, и лишь остаток после 7-го члена преобразовать, мы получим

Л U 1 , 1 1 , 1 1 , 1 \
π = 4  ν ~ ~ · ά + τ ~ Ύ + τ ~ η + ~ \ 3 ) ~

о ' ι- ι л . _____ l ·2 ^-·^,_______ ^
"\15 ■ 15-17 ^  15-17· 19 · **· 15 ■ 17 ·... ■ (15 +  2р) ' <

Здесь уже восьмой член ряда в скобках меньше требуемой границы:
2· 1 ·2·3·4·5·6·7 _ _ 0 000g _

15■ 17 ■ . . .  ■ 29

и для достижения той же точности достаточно, кроме 7 сохраненных чле
нов, вычислить еще 8 членов, т. е. всего 15, против прежних 21!

415. Преобразование Куммера. Мы видели, что преобразование 
Э й л е р а ,  основывающееся на точно сформулированном правиле, приводит 
к однозначному результату, правда не всегда выгодному [414, 4)]. Метод же 
преобразования рядов, предложенный К у м м е р о м ,  допускает большой про
извол, многое предоставляя искусству вычислителя, но зато является более 
целеустремленным, в смысле облегчения приближенного вычисления. Мы
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ограничимся изложением идеи, положенной в основу названного метода, и 
осветим его немногими примерами.

Пусть дан с х о д я щ и й с я  ряд
О)

и требуется вычислить его сумму с заданным приближением. Очевидно, 
A ,h)—· 0 при k —> оо. Выберем другую бесконечно малую а'
A ik' [62], так, чтобы ряд

(к) эквивалентную

+  < ’ +  . . .  +  +  . . .

не только сходился к конечной сумме A lt но и чтобы эта сумма легко вычи
слялась. Если положить

а\к> =  «<*>. 

в'*> =  о ( /4 (й') ,

г,1·2!

J ]  A ik) =  Α ί +  Σ  а[к\
I 1

и вычисление суммы исходного ряда приводится к вычислению суммы п р е 
о б р а з о в а н н о г о  ряда, члены которого заведомо быстрее стремятся 
к нулю.

CD

Например, желая вычислить сумму ряда ^ ^  , мы вспоминаем про ряд

V
k { k  +  1) с суммой 1 [25, 9)] и отмечаем, что (при ft —»оо)

Так как разность

1 I
k (k +  1) ·

1 1
k (k +  1) “  ft2 (k +  1) ’

:» (ft+ l)>

в преобразованный ряд оказывается более выгодным для вычисления.
Указанный процесс можно повторить и, взяв новую бесконечно 

малую aW , эквивалентную aW , так чтобы ряд

4 1) +  4 4 · . .  +  ί 4 · . .

одился к конечной и легко вычисляемой сумме Л2, мы сведем вычисление 
тмыы исходного ряда, по формуле

00 ОЭ
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к вычислению суммы последнего ряда, члены которого
«·,*·' =  =  о («iAl)

стремятся к нулю быстрее, чем а*,*1.
Повторив процесс р  раз, придем к формуле

оо со

2  A'*' =  A l +  A t +  . . .  +  Ap +  2  βΓ·  (,0)

где

\  =  Σ  аТ  (* =  1.2....... Р)
fc= 1

суть известные суммы последовательно выделяемых рядов, и сведем дело
СО

к вычислению суммы ряда
ι

ОР
V  ·Так, в приведенном выше примере вычисления суммы ряда т ^  можно

Λ
пойти дальше:

« с о  ft#

v  ι _  v  ι , о. v  1
Z ;  ks (k+ 1 )“  L\ k(k+ 1 )(А  +  2) ' “  id й г ( * + ! ) ( * +  2 ) ’

h  =  I к  -  1 f t -  I

так что

V ' - , + 1 +я У
затем,

Р  ‘ т 2г " г  ^  й2 (*4- 1)(* +  2 ) ’
* - ι * -  I

*  I 1 1 111 I
2  F = 1 + F  +  3 ^ + 31 2  ft2 (А +  1НЙ +  2) (А +  3)

* = I А= 1

и т. д. После р шагов получим

2  +  +  ^  +  V  ft, (ft +  i ) . l . . . (ft+7 } "  (,0 ί>
k — 1 Λ- ι

При этом мы все время пользуемся уже известной нам формулой

00 I 1
2  k ( k - \ - \ ) - . . . - ( k + p - l ) ( k  +  p) -= 7 τ ρϊ 

ft=l
[получающейся из выведенного в 363, 4) соотношения при а =  0).

V  1Таким образом, вычисленные суммы медленно сходящегося ряда ? φ
fe — l

приводится к вычислению суммы р  его членов и суммы б ы с т р о  с х о д я 
щ е г о с я —  уже при умеренных значениях р — преобразованного ряда. 

Приведем еще один более сложный пример.



Обозначим через S p (р —  натуральное) сумму ряда

ОО

V  !_________
L i  Λ2 ( Λ + 1)2·...·(Λ +  ρ - 1)2 ·

4 — 1

При неопределенном п о к а у  имеем

____________ k + y _________________________ ft +  1 + у _____________
fe2 (А 4- I )2 -... · (А Ч - Р— 1)а (k +  D2 (к +  2)2 · .... (*  +  р Г ~

(2р —  1) к1 + р  (р +  2у) k -\-ур*

415J § 8. в ы ч и с л е н и я  с  помощью р я д о в  391

й2 ( * + 1)8-...-(й +  Р - 1)8 ( й + Р )2 ·
Отсюда видно, что (при ft—►•оо)

I ____________к -f-J__________________________ к -f-1 -f y_________ 1
ft2 ( f t+ D 2 - . . . - ( f t + P - i )2 (ft н- 1)э (ft-h 2)2 - .... (Й -hp)* t

1

Если заменить члены ряда Sp этими эквивалентными им р а з н о с т я м и ,  
то получится ряд с легко вычисляемой суммой

1 1 +  V
2р — Г  (1 · 2 ·3 · . . . ·ρ )*  -

Дополнительный («преобразованный») ряд будет иметь общий член

ft2 ( к + \ У - . . . - ( к  +  р)>

Вот теперь мы воспользуемся произвольностью у  и выберем его так, чтобы 
в числителе здесь .исчез член, содержащий к:

„  3/> ι
*  7

Учитывая все сказанное, получаем для ряда S p такую формулу преойра- 
ования

о Зр ι р  · м м
ЬР -  2 (2р —  1) W ~  ^  2 (2р —  1) e lD+1·

гсюда, подставляя вместо р  последовательно значения 1, 2 , . . . ,  р, имеем

2  F - ^ = T + T S*>
A —  I

JL ς  ________3 1 , (21)» С
2 ' *  2 · 22 3 ' 2 2 · 3!!

[( p - i) ! f  5 _  а ( я - D' . W  ,
2 Р ^(2 р  —  3)11 * р -2Р  (2 р —  1)!! "г  2Р · (2р—  l)!l v 1
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Наконец, складывая почленно все эти равенства, придем к результату

1
L i  к* " 1 2  · 2 -2 3 3

к _  I

1„ __________ 21 +  - L — ! _ .
• 3 · 23 5!! ^  ·’ · ' р -2 Р  (2р —  1)!! J

СО
сρ \γ  V  1

2Р · (2р —  1)11 Z i  k * (k +  1)а ·...·(* +  Р)1 ' 
k = 1

(Юб)

Взяв, например, р  =  5 и сохранив в преобразованном ряде тоже 5 чле
нов, можно вычислить сумму исходного ряда с точностью до ,

416. Преобразование Маркова. Прием для преобразования данного 
с х о д я щ е г о с я  ряда (9)

ОО
2  =л,
k=  I

указанный А. А. М а р к о в ы м ,  также оставляет много произвола вычисли
телю. Разлагая каждый член А {к' каким-либо образом в с х о д я щ и й с я  же 
ряд:

СО
Л<*> =  2  a\k)- 

i— I
Из членов всех этих рядов составляется бесконечная прямоугольная матрица 
с двумя входами [ср. 393 (1)|

А ' 1' 

А '* ' 

A ' “

А ' к '

. О1!1* αψ 4 "  ■.. а'/’ ...

О1!21 a$' af  .... а;2’ ...

o f a f ... a f ' ...

a f '

: 
-J 

:

я1**°3 ... 4*> ...

(12)

1
так что искомое число А  оказывается попросту суммой п о в т о р н о  го р я д а

ОО ОО
Λ =  Σ  Σ  4 А)> ft=l i =  l

соответствующего этой матрице. Предполагая, далее, еще сходимость всех 
рядов по столбцам:

СО

Σк <= I
М а р к о в  устанавливает условие, необходимое и достаточное для того, чтобы

ОО
ряд 2  и ,  сходился к той же сумме А. Преобразование М а р к о в а  и со-

i I
сю ит в замене одного повторного ряда другим

ОО со
А =  V  Λ '* ·=  V  А{.

А - 1 i— 1
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Д о с т а т о ч н ы е  условия для применимости преобразования М а р к о в а  
даются, например, в теореме 3 п° 393. [Сама теорема М а р к о в а ,  впрочем, 
значительно шире, ибо не предполагает даже упоминающиеся в ней ряды 
а б с о л ю т н о  сходящимися.]

Примером применения преобразования М а р к о в а  может служить соот

ношение (13) п° 395. Речь идет о ряде ^  ’ 11 е г0  член представ-

J -  « V ,* ' +  a f  + . . .  +  β»*!, +  r k =

k = ι
ляется в виде суммы, на этот раз, к о н е ч н о г о  числа членов

=  (* —  I)! 1 -2· ...· (* +  l ) T 2-3-...-(ft +  2) '

1 1 , (* —  DI
' ( k —  1) Λ -... - (2/г —  1) J ' k2( k + \ ) - . . . - ( 2 k  —  1) *

Затем производится суммирование по столбцам, которое и приводит к упо
мянутому соотношению [см. 395, 4)].

Любопытно отметить, что, если воспользоваться разложением

‘ _  ν  *(»>- V
ί = I i - l

то преобразование М а р к о в а ,  как уже подчеркивалось в 395, 4), ничего 
нового не даст, ибо просто вернет нас к исходному ряду.

Можно построение матрицы (12) связать с повторным применением 
преобразования К у м м e р а. Об этом уже была речь в предыдущем п° 
|см. (10)], но там процесс К у м м e р а повторялся лишь конечное число раз, 
г здесь мы мыслим это повторение продолженным до бесконечности. При 
этом всякий раз надлежит лишь проверять стремление к нулю, при р —* со, 
«дополнительного члена» формулы ( 10):

lim У . а<*>=0 .

Для того, чтобы убедиться в этом, например, по отношению к (106), 
отметим, что фигурирующая в дополнительном члене сумма не превосходит 
■ ыражения

со

т а г  что весь д о п о л н и т е л ь н ы й  член не п р е в о с х о д и т  в е л ич и ны

CU
/’I V  1

2Р (2р —  1)1! й2 
k=  1



и, очевидно, стремится к нулю при р —*со. Переходя к пределу в (106), при
дем к равенству

СО
V  ' з ! 1 ■ 1 , 1  I , 21 i ■ 1 ( P - Q I  ,
L d P  12 ■ 2·22 7^ 3 - 2 »  5ТГ + · " 1 р-2? ' (2р — l)!f 'r "· ) -
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» V  _ J _  ( р —  0 !
• jL  ρ ·2 ρ " (2 р—  1)!1 ’ 

р = 1
которое, как нетрудно видеть, тождественно с равенством (13) п° 395.

Однако подобный предельный переход вовсе не всегда приводит к полез
ному результату: если, например, осуществить его в равенстве ( 10а), то по
лучим просто тождество

со со
У  Λ  =  V  1  

Z j  р2 '
k = \  р = 1

Таким образом, прием, предложенный М а р к о в ы м ,  дает очень общую 
схему, предоставляя вычислителю широкие возможности, но многого требуя 
от его искусства.

§  9. Суммирование р асходящ и хся  рядов

417. Введение. До сих пор на всем протяжении настоящей главы 
заданному числовому ряду

00

2  α η " ~ α 0 ~ \ ~ α \ “ h  α 2 “ Ь  · · · “ Ь  Я п “ Ь  · · · ( А )
я — ·

в качестве его с у м м ы  мы приписывали п р ед ел  ее  ч а с т и ч н о й  с у м м ы

А  =  lim А п

в предположении, что этот предел существует и конечен (или же 
равен бесконечности определенного знака). «Колеблющийся» расхо
дящийся ряд для нас всегда оказывался лишенным суммы, и подоб
ные ряды мы систематически из рассмотрения исключали.

Различные факты из области математического анализа, как, напри
мер, расходимость произведения двух сходящихся рядов [392], естест
венно выдвинули во второй половине прошлого века вопрос о возмож
ности с у м м и р о в а н и я  р а с х о д я щ и х с я  р я д о в  в некоем н о в о м  смысле, 
конечно, отличном от обычного. Некоторые методы такого «сумми
рования» оказались особенно плодотворными; ими мы займемся 
подробнее.

Нужно сказать, что до создания К о ш и  строгой теории пределов 
(и связанной с нею теории рядов) расходящиеся ряды нередко встре
чались в математической практике. Хотя применение их при доказа
тельствах и оспаривалось, тем не менее иной раз делались попытки 
придавать им даже числовой смысл. Так, колеблющемуся ряду

1 —  1 +  1 —  1 - f  1 —  1 + . . .
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еще со времен Л е й б н и ц а  в качестве «суммы» приписывалось 
число . Э й л е р ,  например, мотивировал это тем, что из разло

жения
у-)—  =* 1 —  χ  —I— дгг —  jc3 —1— jc* —  x f 4 -  . . .
1 +  х

(которое в действительности имеет место лишь для ] jc |< ^ 1) при 
подстановке вместо дг единицы как раз и получается

| = 1  +  1 - 1  + 1 - 1  +  ···

'В  этом уже содержалось зерно истины, но постановке вопроса не 
хватало четкости; самый произвол в выборе разложения оставлял от
крытой возможность, скажем, из другого разложения· (где п  и т  —  
любые, но т < ^ п )

1 +  х  +  . . .  +  х т~1 _ _  \ —  х т
1 + x  +  . . .  +  x n~l 1 — л* 

получить одновременно

1 —  Х т +  JC* —  +  ДС®* — . . .

—  =  1 —  1 +  1 — 1 +  1 — .. .п 1 1

Современный анализ ставит вопрос по-другому. В  основу кла
дется то или иное точно сформулированное определение «обобщен
ной суммы» ряда, не придуманное только для конкретно интересую
щего нас числового ряда, но приложимое к целому классу таких 
рядов. Законность этого не может вызвать сомнения: читатель дол
жен помнить, что даже обычное понятие «суммы ряда», сколь про
стым и естественным оно ни кажется, тоже было введено на основе 
условно принятого определения, оправдываемого лишь целесообраз
ностью! Определение «обобщенной суммы» обычно подчиняется двум 
требованиям.

Во-первых, если р я д у  У ,а я п р и п и с ы в а е т с я  « о б о б щ ен н а я  с у м м а »  А ,  

р я д у  V * „  —  « о б о б щ ен н а я  с у м м а »  В , т о  р я д  +  ?£ „, где
. q —  две п р о и зв о л ь н ы е  п о с т о я н н ы е , д о лж ен  и м е т ь  в к а ч е с т в е  
обоб щ енной  с у м м ы »  ч и сл о  p A - \ - q B .  Метод суммирования, удо- 
.етворяющий этому требованию, называется л и н е й н ы м .

Во-вторых, новое определение должно содержать обычное опреде- 
ние как частный случай. Точнее говоря, р я д , с х о д я щ и й с я  в о б ы ч н о м  

ы ы сле к  с у м м е  А , д о лж ен  и м е т ь  «обо б щ ен н ую  с у м м у » , и  при
е м  т а к ж е  р а в н у ю  А . Метод суммирования, обладающий этим 

войством, называют р е гу л я р н ы м . Разумеется, интерес представляют 
Jb такие регулярные методы, которые позволяют устанавливать 

умму» в более широком классе случаев, нежели обычный метод 
■ммирования: лишь тогда с полным правом можно говорить об 
бобщенном суммировании».
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Мы переходим теперь непосредственно к  рассмотрению двух 
особо важных с точки зрения приложений методов «обобщенного 
суммирования».

418. М етод степенных рядов. Это  метод, в существенном, при
надлежит П у а с с о н у  (S.-D. Poisson), который сделал первую по
пытку применить его к тригонометрическим рядам. Он состоит в сле
дующем.

П о  д а н н о м у  ч и с л о в о м у  р я д у  (А ) с т р о и т с я  с т е п е н н о й  р я д

V  алУ  =  о# -f-a ,jr +  о*лг*+  β,Λ^ 0 )
п=О

е с л и  э т о т  р я д  д л я  0  χ  «ζ 1 с х о д и т с я  и его  с у м м а  /  (лг) при  
х  —> 1 —  0 и м е е т  п р ед ел  А \

lim  / (х )  =  А,
х -> 1 - 0

т о  ч и с л о  А  и н а з ы в а ю т  «о б о б щ ен н о й  ( в с м ы с л е  П у а с с о н а )  
с у м м о й » данн ого  р я д а .

П р и м е р ы .  I. Ряд, рассмотренный Э й л е р о м :
1 — 1 +  1 —  1 +  1 — 1 +···, 

здесь уже в с и л у  с а м о г о  о п р е д е л е н и я  приводит к степенному 
ряду, сумма которого -j—|--- при л; —>- 1 — 0 стремится к пределу Значит,

число -̂ -t действительно, является «обобщенной суммой» указанного ряда
в точно установленном здесь смысле.

2) Возьмем более общий пример: тригонометрический ряд

-i- -f V  cos ηθ (2)
η =  1

является расходящимся при всех значениях в, — к χζ Θ ^  п. 4

Действительно, если Θ имеет вид -̂тс, где р  и q — натуральные числа, 
то для значений га, кратных q, будет

cos ηθ =  ±  1,

так что нарушено необходимое условие сходимости ряда. Если же отноше-g
кие — иррационально, то, разлагая его в бесконечную н е п р е р ы в н у ю71

дробь и составляя п о д х о д я щ и е  дроби будем иметь, как известно,

В т
я  п

откуда

1я9 — тъ\ <
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Таким образом, для бесконечного множества значений п

] cos ηθ ±  1 I <  — ,
1 1 п '

так что
I cos ηθ I >  1 —  —.n

Это также свидетельствует о нарушении необходимого условия сходи· 
мости.

Если образовать степенной ряд
со

I
- т + 2 гл‘cos ηθ (0 <  г  <  1)

п =  1

(здесь буква г  заменяет прежнюю букву х), то его сумма при значении О, 
отличном от 0 , будет

J ______ 1 ~  г*-----  (3)
2 1 — 2r cos θ +  г2

[см. 440 (5 )] и при г —«1— 0 стремится к 0. Таким образом, для в ф О  
«обобщенной суммой» ряда будет 0. Если 6 =  0, то ряд (2), очевидно, имеет 
сумму, равную + со ; впрочем, и выражение (3), которое в этом случае

1 14- гсводится к - γ  · -j---- , также имеет пределом +  со.
2 1 - г

3) Аналогично ряд

V  sin ηβ (— π - : Θ sg π), 
я=!

который сходится лишь при 0 =  0 или ±  π, приводит к степенному ряду 

r n sin ηθ =  -\ ι  - . г sin О
— 2r cos Θ г 2 

п= 1
[461, 6) (а )], так что «обобщенная сумма» на этот раз оказывается равной 
4" c t2  “V в при θ ф  0 и равной нулю при 0 =  0 .
*  *

Непосредственно ясно, что рассматриваемый метод «обобщенного 
суммирования» является л и н е й н ы м .  Что же касается р е г у л я р 
н о с т и  этого метода, то она устанавливается следующей теоремой, 
принадлежащей А б е л ю :

Если ряд  ( А)  сходит ся и имеет  сум м у А  (в обычном смысле), 
то для  0 < ^ х < [ 1  сходит ся степенной ряд  (1), и сум м а его 
ст ремит ся к  пределу А , когда х —> 1 — О*.

* Эта теорема была доказана А б е л е м  в его исследованиях по теории 
биномиального ряда [мы к ней вернемся в п° 437, 6 °|. Нельзя сомневаться, 
что именно она привела к общей формулировке метода «обобщенного сум
мирования», который П у а с с о н о м  был применен лишь в частном случае. 
В связи с этим и самый метод часто называют м е т о д о м  А б е л я ,  хотя 
саиоыу А б е л ю  идея «суммирования» расходящихся рядов была в высшей 
тепени чужда. Мы будем в дальнейшем говорить об этом методе, как 

методе П у а с с о н а  — А б е л я .
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Прежде всего, ясно [379], что радиус сходимости ряда (1) не 
меньше 1 , так что для 0 < ^ х < ^ 1  ряд ( 1), действительно, сходится. 
М ы имели уже тождество

ОО ОО

' Σ  α"χΠ= о  — * ) Σ  л ”х "
ПшшО л—X)

(где А п =  αη +  а, 4- . . .  -|- а п) [см. 385, 6 ) , или 390, 4 )]; вычтем
его почленно из очевидного тождества

m
А =  ( 1 - х ) % А х " .

я—-О
Полагая А —  Ап =  ап, придем к тождеству

А — 2  ап*п =  (1 — ·*) Σ  а*хП·
я—о ц=-о

Так как а „ —· 0, то по произвольно заданному ε^> 0 найдется такой 

номер Ν , что | | < Т е' лишь только и^>Л/.
Разобьем сумму ряда в правой части (4) на две суммы

N  со

Ο — Χ ϊΣ ,α -κ Χ *  и (1 — ,х) Σ  «„лг".
П= 0 η= Ν -(-1

Вторая оценивается сразу и независимо от х :

СО  СО с о

( 1 — х ) 2  “ «■*" < ( ! — ■*) 2  Ι α» |ΛΓη< Τ · ί 1 —  ■*) 2  χ η < Τ ·
r e=7V+1 п = Л г-|-1 я = ЛГ +1

Что же касается первой, то она стремится к 0 при х —-1 и при
достаточной близости х  к 1 будет

N

о-*ч)
< 4 .

так что окончательно

а — Σ  α ηχ η
я= I

О -

что и доказывает утверждение.

419. Теорема Таубера. Если ряд (А ) суммируем по П у а с с о н у  — 
А б е л ю  к сумме А , то в обычном смысле, как мы видели, он может и не 
иметь суммы. Иными словами, из существования предела

m
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вообще говоря, не вытекает сходимость ряда (А). Естественно возникает 
вопрос, какие дополнительные условия надлежит наложить на поведение 
членов этого ряда, чтобы из (5) можно было заключить о сходимости ряда (А), 
т. е. о существовании для него суммы А в обычном смысле.

Первая теорема в этом направлении была доказана Т а у б е р о м  
(A. Tauber); она гласит:

Пусть ряд  (1) сходит ся при 0 - c j c c I ,  и имеет место предельное 
равенство (5). Е сли  член и  ряда  (А ) т аковы , что

lim fl| +  2йз +  ■ · ■ +— л -  =  О п (6)

/1=0

Д о к а з а т е л ь с т в о  разобьем  на две  части. Сначала предполож им , что

» V

Если положить

lim пап =  0 или ап =  0  ( — ) .
л-»оо '  п ■

=  max I kak |,
k ^ t l

то при п —-оо величина Ьп, монотонно убывая, стремится к нулю. 
Имеем при любом натуральном N

N  N  со

2 ] а „  — Л - »  2 α " (1 — χ η Ί —  Σ ί α*χη  +о о jv-H
так что ** 

л/

У .е п  — А < у , „ . | ( 1 _ , ) +  V i r s j l i -
О ЛГ+1

^  (1 — A-)iV»g -h

Σ “ηχ Λ - Α
.. «ι

m

У  0„хп -  А

"ЛГ-И
(Я + 1) ( 1 - х )  · 

Взяв произвольно малое число е >  0, положим

( 1 — Λ:)Α^=ε или лг= 1  — у ,

* Отсюда, по известной теореме К о ш и  [33, 13)], уже следует выпол- 
ие условия (6 ), но не обратно, так что мы исходим теперь из б о л е е  

ι с т н о г о предположения, нежели (6 ).
** Мы пользуемся очевидными при 0 < л :< 1  неравенствами:

1 — хя =  (1 — *)(! +  * +  ** +  . . .  + л (1 —х)

I

Л+1
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м к что лг — 1 при N - *  со. Пусть теперь N  выбрано достаточно большим, 
чтобы I) выполнялось неравенство . [ < е 2 и 2) соответствующее х  было 
настолько близко к 1, что

что и доказывает утверждение теоремы.
К рассмотренному частному случаю теоремы приводится и общий случай. ПОЛОЖИМ г г

Для доказательства этого достаточно разбить здесь сумму на две:
N п:

и выбрать N  таким, чтобы во второй сумме все множители были по
абсолютной величине меньшими наперед заданного числа ε >· 0 , тогда и 
вторая сумма по абсолютной величине будет меньше ε, каково бы ни было х\ 
относительно первой суммы, состоящей из определенного конечного числа 
слагаемых, того же можно достигнуть за счет приближения л: к 1 

Таким образом, ввиду (7), (5) и (8) имеем

У а пХп _ А < е .

Тогда
N
У ,а а —  А  <  (2 +  ϊ „ ) . е,

v n β  V i -f- 2а2 пап (п ^  1), v 0 =  0,
так что

αη ^ ~ { 4 ι ~ ν η _  1) (Л 5 =  1),

и затем

ϋ i i
οα го

=  α0 +  ( 1 — χ )  \ Ъ х п
imi tl

Но из предположения теоремы, т. е. из того, что 
легко получить, что

ι-о — t п
lim (1 — χ ) ^ —η- χ η  =  ο. (8)

1 Ν+ 1



С другой стороны,
Я η п Я Я  +  1 ft
У  vm ^  У  Ущ _  V  Vm _  y p n  _  V  У т __ , V
•  1) м  и  м ·  tu 1 jL i m ^  т η -г  1 1 ^ ‘а'л'
1 1 1  1 1  1

Отсюда, так как первое слагаемое справа стремится к нулю

п
lira ^ а т =  А —  ал,

П -+  СО I

что и завершает доказательство теоремы.
Впоследствии различными авторами был установлен целый ряд тонких 

теорем подобного типа (их принято называть «тауберовскими» теоремами), 
видоизменяющих и расширяющих условия Т а у б е р а .  На них мы не будем 
останавливаться.

420. М етод средних ариф м етических. Идея метода в простейшем 
его осуществлении принадлежит Ф р о б е н и у с у  (G. Frobenius), но 
связывают его обычно с именем Ч е з а р о  (E . Cesaro), который дал 
методу дальнейшее развитие. Вот в чем самый метод состоит:

П о ч а с т и ч н ы м  с у м м а м  А„ данн ого  ч и с л о в о го  р я д а  (А ) с т р о я т с я  
и х  п о с л е д о в а т е л ь н ы е  средние а р и ф м е т и ч е с к и е

а ~ =  А а <?, —  +  а  — Α ο +  Α ι +  ·· ·  +  Α η
“ 2 ’ *··’ α" —  ίΓ+ Ί--- 1 ” · 5

е с л и  ва р и а н т а  ал при п  —?■ оо и м е е т  п р ед ел  А , т о  э т о  ч и с л о  и 
н а з ы в а ю т  « о боб щ енной  ( в с м ы с л е  Ч е з а р о )  с у м м о й »  данного  
ряда .

П р и м е р ы .  I) Возвращаясь к ряду

1 1 +  1 — 1 + 1 - 1 + . . . ,
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имеем здесь

так что ол — VJ-. Мы пришли к той же сумме, что и по методу П у а с 
с о н а - А б е л я  [418, 1)].

2) Для ряда
СО

+  У  cos «О (—π ^  0 ^  π)

частичные суммы будут (если только 8 ^ 0 )

. / . 1 \ " -t-
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Теперь нетрудно подсчитать средние арифметические:

(Л +  1)а „  = ----L ---  У  sin (от θ =
2  аж -у в ffS )

it
------ j—  V 1 [cos mb —  cos (m +  1)9] =
4 sin2-jfl *± o

_  I — m i ' g f  l ) t  ^  1 !

4 sin* -j- 8 1 У sin -j- J

Итак, окончательно

j /  sin (n +  1)

Очевидно, an —*0: для значений θ^£0 «обобщенной суммой» и здесь слу
жит 0 [ср. 418, 2)[.

3) Наконец, пусть снова предложен ряд

и =  1

Имеем при 6 ф 0

cos -ί Θ —  cos I η +  О
------------f ---- —

2  s in  у  В

и затем
я + 1

(п +  1) ап -= — ctg у  Θ-------Ц --- У  [sin (т +  1) Θ — sin шб] =
4 «η2-у * Λ ΐ

_ η .f- I I т s in  (п 2 ) 0 —  sin И
*  2 С 5 Г 2 7 “ Ч  *4 ып* ^  9

Отсюда ясно, что ап —► ctg Θ.
Во всех случаях по методу Ч е з а р о получилась та же «обобщенная 

сумма», что и выше, по методу П у а с с о н а  — А б е л я .  Ниже [4211 будет 
выяснено, что это — не случайность.

И здесь также непосредственно ясна л и н е й н о с т ь  метода. 
Известная же теорема К о ш и  [33, 13)] в случае существования
предела

lim Л „ * А
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удостоверяет наличие того же предела и для средних арифмети
ческих ап. Таким образом, метод Ч е з а р о  является р е г у л я р н ы м .

421. Взаимоотношение между методами Пуассона —  Абеля и 
Чезаро. Начнем с простого замечания: если ряд (А ) суммируем 
по методу средних арифметических к конечной «сумме» А, то 
необходимо

ап =  о (п).

Действительно, из ап л —ν А и :—ί  α„ —>- А следует, что

(л +  1)а„ — пап_, А„
--------------  — = — о,

а тогда и
ч П

Л _____ "  —  \  А

что и требовалось доказать.
Поставленный в заголовке вопрос исчерпывается следующей тео

ремой, принадлежащей Ф р о б е н и у с у :
Если ряд (А) суммируем по методу средних арифметических 

к конечной «.сумме» А, то одновременно он суммируем также 
по методу Пуассона — Абеля и притом к той же сумме.

Итак, пусть а „- > Л . Ввиду сделанного вначале замечания оче
видна сходимость степенного ряда

СО

f  с*) =  Σ  αη * η
я

■ ля Выполнив д в а ж д ы  преобразование А б е л я  [см. 383
особенно 385, 6)], последовательно получим *

о о  ОО

л  =  0 и  = 0

* В справедливости этого тождества легко убедиться и непосредственно, 
равляясь от^заведомо сходящегося, ввиду ограниченности а я , ряда справа:

— 2х  +  Xs) 2 ]  (η +  1) апх п =
о

ОО

=  +  0 · «  — 2яа„_, + ( п —  l ) a „ _ s] =

ОО

1)ал — ηαη_±] —  [я а„ , ,  — ( n —  1) ая_2]} =

оо со

—  Λ„_ι) X* =  V  апх п.

полагае?* “- != * - · =-4-4 =  о.] Сходимость последнего ряда получается сама собой. у



404 ГЛ . X I.  Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Е  РЯДЫ  С ПО СТО ЯН Н Ы М И  ЧЛЕНАМ И [421

[при этом следует помнить, что Л 0 -j- Ay -f- . . .  ~\- А п =  (п  4- 1)  а„]·
оо

Известно, что (для 0<^х<^\ )  ( 1 — х )~а =  У](п — 1) хя
о

оо

1 =  (1 —  x y  V ( «  гт
Умножим обе части этого тождества на Л  и вычтем из него почленно 
предыдущее тождество:

СО
Л — / ( * )  =  ( !  — χ γ  V ( „ - | - 1 ) ( A  — ая) л “ .

я —0

Сумму справа разобьем на две:
ЛГ - 1  со

( ί  —  χΤ Σ  + ( ! - ^ ) 2 Σ ’
О N

причем число N  выберем так, чтобы при η ^ > Ν  было

| Л  —  а „ | < е ,

где ε —  произвольное наперед заданное положительное число. Тогда 
вторая сумма по абсолютной величине и сама будет меньше е (не
зависимо от х!), а для первой суммы того же можно добиться 
за счет приближения л: к 1. Этим и завершается доказательство 
[ср. с доказательством теоремы А б е л я  в 418].

Итак, мы установили, что во всех случаях, где приложим метод 
Ч е з а р о, приложим и метод П у а с с о н а  —  А б е л я  с тем же ре
зультатом. Обратное же неверно: существуют ряды, суммируемые 
методом П у а с с о н а  —  А б е л я ,  но не имеющие «обобщенной суммы» 
в смысле Ч е з а р о .  Рассмотрим, например, ряд

1 _ 2  +  3 —  4-4-...
Так как здесь явно не соблюдено н е о б х о д и м о е  условие сумми
руемости по методу средних арифметических, указанное вначале, 
то этот метод не приложим. В  то же время ряд

1 —  2 х  -|- Зл:2 —  4х3 + . . .  

имеет (при 0 < х <  1) сумму , [ ^  χ ) , , которая при дг-> 1 —  0  стре

мится к  пределу . Это  и есть «обобщенная сумма» нашего ряда

по П у а с с о н у  —  А б е л ю .
Таким образом, метод П у а с с о н а  —  А б е л я  является более 

мощным, т. е. приложим в более широком классе случаев, чем ме
тод Ч е з а р о ,  но не противоречит ему в тех случаях, когда они 
оказываются приложимыми оба.



422. Теорема Х а р д и  — Л а н д а у .  Как и в случае метода П у а с 
с о н а — А  б е л я, для метода Ч е з а р о  также могут быть доказаны теоремы 
«тауберовского» типа, устанавливающие те дополнительные условия относи
тельно членов ряда, при наличии которых из суммируемости ряда по ме
тоду средних арифметических вытекает его сходимость в обычном смысле 
слова.

Ввиду теоремы Ф р о б е н и у с а  ясно, что каждая тауберовская теорема 
для метода П у а с с о н а  — А б е л я  приводит, в частности, к такой же тео
реме для метода Ч е з а р о .  Например, сама теорема Т а у б е р а  перефра
зируется теперь так: если ап —-А  и выполняет ся условие

lim α. +  1ί0» +  ··· +  ηα" ~ 0 ,  <П)
п -*х> *ί

то одновременно и А п А. Впрочем, здесь она непосредственно вытекает 
из легко проверяемого тождества

л .. _  «ι +  ?« , + .·· +  пап *

которое для данного случая указывает даже на н е о б х о д и м о с т ь  усло
вия (9).

Х а р д и  (G. Н. Hardy) установил, что заключение от ап —* А  к А „ —*А

можно сделать не только, если ап =  о ) (это содержится в предыдущем!),
но и при более широком предположении, что

I тат \ с С  (С =  const; m = l ,  2, 3, ...).
Л а н д а у  (Е. Landau) показал, что можно удовольствоваться даже «одно
сторонним» выполнением этого соотношения:

Е сли ряд  (А) суммирует ся к  «сумме» А  по мет оду средних арифме
т ических и при этом выполняет ся условие

тат >  —  С (С =  const; т =  1, 2, 3, ...), 
то одновременно и

со

Σ  ал = А-
о

[Изменяя знаки всех членов ряда, видим, что достаточно также пред
положить неравенство другого смысла:

тат <  С.

Ь частности, теорема, очевидно, приложима к рядам с членами п о с т о я н 
н о г о  з нака . ]

Для доказательства рассмотрим сначала сумму
П ~\-k

s =  Σ
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* Имеем
Г 1 ·' -‘'я 1)а„ =  ( я +  1) Ап — (Л 0 -f- А, -{- ... -f- Л га) =

=  ( J ^n ^ о ) +  ( А „  —  /4j) -|-. . .  -f- ( А п — А п ^1у =
=  (αι +  а 2 +  · · · +  ап) +  (а з +  · · · +  ап) +  · · · +  ап =

=  о, +  2 es -J- ... +  пап.



где п и к —  произвольные натуральные числа; путем тождественного пре
образования она легко приводится к виду

n~\~k П

2 ·^»—  2  =  (я +   ̂+  1) “л+ft —  (л + 1) ап ·
т = 0  т= 0

==*аЯ+ *+ (я +  1) (“ я+fc— ал)· (Ό )
Если взять любое А т (при п <  т ^  п +  к), то, используя предположенное 

Снеравенство ат >  —  — , можно получить такуюоценку снизу:

^ η ι·"^ β  +  (β*+ι +  <·· +  βΒΐ)> Ап — ~  С,

откуда, суммируя по т, найдем
ks

S > k A n — ~ C .  п п
Отсюда, сопоставляя с (10), приходим к такому неравенству:

А  n <  a n+k  +  ( “ я +ft —  ап ) - \ -  —  С -  О О

Станем теперь произвольно увеличивать п до бесконечности, а измене
ние к подчиним требованию, чтобы отношение — стремилось к наперед за-Л
данному числу ε >  0. Тогда правая часть неравенства (11) будет стремиться 
к пределу А  4- £С, так что для достаточно больших значений п будет

Л „< Л + 2 е С . (12)
Совершенно аналогично, рассматривая сумму

П
S ' =  2  kan_k +  (п +  1) (ап — ая~л)

m—«—*-fl
и проведя для А т (при n — k <  т <  п) оценку сверху:

k
Да —  А п £ С,

придем к неравенству

у < м -  +  ^ с ·
Отсюда ·

л  ι -I- 1 , \  k _~
А п  >  а я - к  T  д  (“ л  “ “  “ л - f t )  ~  g, ' - ·

к ίЕсли л —► оо и одновременно —- ε, как и прежде 1̂ но на этот раз пусть

е <  , то правая часть этого неравенства стремится к пределу

А  -— г—— С >  А  —  2гС. Следовательно, для достаточно больших п окажется 
1 — s

Ая >  А — 2шС. (13)
Сопоставляя (12) и (13), видим, что, действительно,

Теорема доказана.
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11т Ап =  А,
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Заметим, что подобная же «тауберовская» теорема была установлена 
затем и для суммирования по П у а с с о н у  — А б е л ю  — для нее только что 
доказанная теорема является частным следствием. Но ввиду сложности до
казательства мы его не приводим.

423. Применение обобщенного суммирования к умножению рядов.
Остановимся на применении обобщенных методов суммирования в- вопросе 
об у м н о ж е н и и  р я д о в  по правилу К о ш и  [389]. Пусть, кроме ряда (А), 
дан еще ряд

тогда ряд

(В)

(С|

и называется п р о и з в е д е н и е  м рядов (А) и (В) в форме К о ш и .  Если 
данные ряды сходятся и имеют обыкновенные суммы А  и В, то ряд (С) все 
же может оказаться расходящимся [пример этого мы имели в 392].

Однако во всех случа я х  ряд  (С) сум м ируем  по мет оду П  у  а с с о н а  — 
А б е л я  и именно к  сумме АВ.

Действительно, для 0 < л г <  1 ряд ( 1) равно как ряд

Σ ι  ^ηχ/ι — H btx  -j- b^x2 -f- bnx n 
n —0

оба а б с о л ю т н о  сходятся J379]; обозначим их суммы, соответственно, 
через f ( x )  и g (x ). Произведение этих рядов, т. е. ряд

ОО СО
2  спх " —  2  “Ь aJ>n-i +  ··· +  ап-\Ь\ +  аЛЬа) х п, 

η = 0  η = 0

по классической теореме К о ш и  [389] также сходится и имеет суммой про
изведение f ( x ) - g ( x ) .  Эта сумма при х -+ 1  —  0 стремится к А В , ибо, как 
мы видели, по отдельности

lira f ( x )  =  A,
х  —* 1 — 0 lim g ( x )  =  B.  

-►i—o
Итак, «обобщенной (в смысле П у а с с о н а  —  А б е л я )  суммой» ряда (С) 
действительно будет А В, что и требовалось доказать.

Отсюда как следствие получается теорема А б е л я  об умножении ря
дов [392]. Равным образом из самого доказательства ясно, что то же за
ключение остается в силе, если ряды  (А ) и (В) — вместо того, чтобы схо
диться в собственном смысле — лишь суммируемы по мет оду П у  а с с о н а — 
А б е л я  к  суммам А и В.

В таком случае, учитывая теорему Ф р о б е н и у с а  [421], можно сде- 
и т ь  и следующее утверждение: если ряды  (А), (В) и (С) суммируемы  

1 * смысле Ч е з а р о  и имеют, соответственно, обобщ енны е суммы* А . 
\В  и С, то необходимо

С =  АВ.
В качестве п р и м е р а  рассмотрим возведение в квадрат ряда

—L  =  1_  1 + _ L 1  
γ Τ  2 2-4
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который получается из биномиального разложения

I . 1-3 „ (2т —  1)!! _  .
1 ---+  ■?>—т-х —  ··· +  (— \)m *■+··У Т + У  ? ' 2-4 - - Г '  i2m)!!

при х — \. Умножая указанный числовой ряд на самого себя, придем к хо
рошо знакомому нам ряду

1 —  1 +  1 —  1 +  1 —  1 
«обобщенная сумма» которого, как по методу П у а с с о н а  —  А б е л я ,  так

и  1 I  1 Vи по методу Ч е з а р о ,  есть =  1 — .
2 \ у 2  1

Далее, «возведем в квадрат» и этот расходящийся ряд. Мы получим ряд 
1 —  2 +  3— 4 +  ...,

«обобщенная сумма» которого в смысле П у а с с о н а  —  А б е л я  есть -j- =
, I V»

== ( -у 1 (в смысле Ч е з а р о  он не суммируем!).

424. Другие методы обобщенного суммирования рядов. 1) Методы  
Г. Ф. В о р о н о г о .  Пусть имеем положительную числовую последователь
ность \р „ \ и

Ро=Ро, Ρη =  Ρο + Ρι +  ··· + Ρπ(η > 0).
Из час;гичных сумм А п ряда (А ) составим выражения

_ .  Р п ^ о  +  Ρ η - ι ^ ι  +  · ·■ + P i H r e
α’η = ------------- и-------------- ·' п

Если тп -*  А при п — оо, то А  называется «обобщенной суммой» ряда (А) 
в смысле В о р о н о г о — при заданном выборе последовательности {рп }.

Л и н е й н о с т ь  метода как в этом случае, так и в следующих —  оче
видна, и мы на ней не будем останавливаться.

Д л я  р е г у л я р н о с т и  метода В о р о н о г о  необходимо и доста
точно условие

l im 1>п 0.
п - * о э  Р п  \

Н е о б х о д и м о с т ь .  Допустим сначала регулярность рассматриваемого 
метода: пусть из А л —  А  всегда следует и w n —>■ А. Если, в частности, взять 
ряд

1 - 1 + 0  +  0 4 - 0  +  —  
для которого Л0 = 1 , а прочие А п —  0 (так что и /1 =  0), то необходимо

- о .
* я

* Мы пользуемся здесь числовым тождеством

у  ( 2 т  —  I  ) ! 1  ( 2 п  — 2 w  —  I  ) ! 1 ____

Лт ('̂ /п)!1 (2rt —  2 /я)Н ’
и

где (— 1)!! и 0!1 означают условно е д н н и ц у .



Д о с т а т о ч н о с т ь .  Предположим теперь условие теоремы выполнен
ным и докажем, что из А п —<■ А вытекает и wn —* А.

Обратимся к теореме Т е п л и ц а  [391 ] и заменим там х п на А п и t nm

на Условие (а) этой теоремы удовлетворено, ибо
“ п

t _  Р я - т  Р п - т  <ч
« я  и Р~ я ‘ п т

Выполнение условий {б) и (в) очевидно, так как
щ ч
У ! *пт I =  2  *пт ~  I*

m — fl т =  О

Следовательно, как и требовалось доказать, w n —* А.
2) Обобщенные методы Ч е з а р о .  Мы уже знакомы [420] с методом 

средних арифметических; он является простейшим из бесконечной последо
вательности методов суммирования, предложенных Ч е з а р о .  Фиксируя на
туральное число k, Ч е з а р о  вводит варианту

л» _ С^ + ! - 1-4° +  С^+ 1 _ 2Л +  ■•• +  <Л - \ А п
'*  "  г-Л .  .к

и ее предел при и — оо рассматривает как собобщенную сумму» (k-ro 
порядка) ряда (А). При й =  1 мы возвращаемся к методу средних арифме
тических.

В дальнейшем нам не раз понадобится следующее соотношение между 
коэффициентами С:

+ С *  +  + ! + . . .  +  C ;- jll_ 1 = с *4-*! О4)

оно легко доказывается по методу математической индукции относительно п, 
если исходить из известного соотношения

f '  А __ / Ά  ι — 1
— Ч л - 1)Н-a D*

Прежде всего, покажем, что методы Ч е з а р о  всех порядков являю т ся  
частными случаям и регулярны х методов В о р о н о г о .  Для этого доста- 
ючно положить =  ибо из (14) тогда следует, что Р „  =  С*^_Й ,
а к тому же, очевидно,

Р·  _  1

424| §  9. СУММ ИРОВАНИЕ РАСХОД ЯЩ ИХСЯ р я д о в  409

• 0 при л — оо.

С помощью того же равенства (14), пользуясь самим определением ве
тчи н  SJ,*1, устанавливается, что

S<* ■-‘> +  “  +  ... +  S'£ -  l> =  * (15)

dio дает возможность выяснить взаимоотношение между суммированием 
■о Ч е з а р о  й-го и (k  —  1)-го порядка. Пусть ряд (А) допускает

• Под SJ,0' разумеется А п.
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суммирование (k — 1)-го порядка, так что —* Л. В силу (14) и (15) имеем

tn r *

, ^ * - 1 (6 - 1) , , - Ji- I
'·»» — iT ii r ' « t  Л -r-···--

•C k_k'n  +- h
Применяя сюда теорему Т е п л и ц а  [3911, причем полагаем

* ч =  Т?-1) и = C” t*~*- ( т  —  ®> 1.......я).

придем к заключению, что и t f - л .  Таким образом, если ряд  (А ) допу
скает суммирование по методу Ч е з а р о  какого-нибудь порядка, то он 
допускает и суммирование лю бого в ы с ш е г о  порядка, и прит ом к  той 
же сумме.

Приведем теперь обобщение уже известной нам теоремы Ф р о б е н и -  
у с а |4211: если ряд  (А) суммируем по ка ком у-либо  из методов Ч е з а р о  
(скажем k-ro порядка), то он сум м ируем  к  той же сумме и по мет оду  
П у а с с о н а  —  А б е л я .

Пусть дано, что
S '* ’

lim γ^' =  1ίπι — 5^-- =  А.  (16)
п-со » - * ° °C )I+fc

Легко заключить отсюда, что ряд

2  S , * "  (17)
п =—(1

для — 1 < л г < 1  сходится. Действительно, так кяк , то из (16)

lim -
я — оо

Если А ф  0, то

| |  II ___  I А [-----гг·

lim V l  S<f>! = 1,
η —* са '

так что, по теореме К о ш и  — А д а м а р а ,  радиус сходимости ряда (17) 
равен 1. Он во всяком случае не м е н ь ш е  1, если Л =  0.

Рассмотрим теперь'ряд тождеств
со ОО оо

J ] a nx "  =  ( l - χ )  J } A ax " = - ( l - x )  2  З Г А
п —Д) nssO п—Л

оо оо

У
* —о

y « i ' V = ( i - x | b , V .
ч - 0

* Здесь и дальше учитываются соотношения типа (15).
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Выше мы установили сходимость последнего ряда в промежутке (— 1, I); 
отсюда вытекает [см. 390, 4)) сходимость и всех предшествующих рядов. 
Кроме того,

2  апх" =  ( \ - х ) ^  2  5<*>*» =  ( 1 - * ) * «  2  · ΐ ϊ Κ + » χη· <18)
п =  Q " п — С

Сопоставим с этим тождеством другое:

(19)

которое имеет место в том же промежутке (—  1, 1); оно получается А-крат- 
ным дифференцированием прогрессии

«·
V r t

I —  Я ы
п ■» 0

Умножив обе части тождества (19) на Л и вычитая из него почленно ра
венство (18), получим, наконец,

Л —  2  arlx'> =  ( l — x ) ll+l
п =  0 1 =0

Дальнейшие рассуждения [с учетом (16)1] вполне аналогичны тем, с помо
щью которых была доказана теорема А б е л я  в 418 и теорема Ф  р о б е- 
н и у с а в 421; они могут быть предоставлены читателю. В  результа!е мы и 
получим:

со
lim V  апх п s  Л,

* "* I — u a S \i
ч. и тр. д.

Отметим, что существуют расходящиеся ряды, суммируемые по методу 
П у а с с о н а  — А б е л я ,  но не суммируемые ни одним из обобщенных 
методов Ч е з а р о .  Таким образом, первый из названных методов оказы
вается сильнее всех последних даже вместе взятых!

3) Методы Г е л ь д е р а .  Эти методы состоят просто в повторном при
менении метода средних арифметических. Все вопросы, относящиеся к их
егулярности и взаимоотношению, исчерпываются ссылкой на теорему 

н о ш и .
Можно доказать, что k-крат ное применение метода средних арифме- 

ш чески х  совершенно равносильно применению метода Ч е з а р о  k -го по- 
дка, т. е. суммирует тот же класс рядов и притом к тем же суммам.

4) Метод Б о р  е л я .  Он состоит в следующем: по ряду (А ) и ею 
стичным суммам Л „ строится выражение



Е сли  последний ряд сходит ся, хот я бы для достаточно больш их значе
ний х , и ego сумма при х  —>· -f- <х имеет предел А , то это число и явля 
ется «обобщенной сум м ой» в смысле Б  о p  е л  я для данного ряда  (А).

Докажем регулярность метода Б о p е л я. Допустим сходимость ряда (А) 
и обозначим его сумму через А, а остатки А  —  А п — через а„. Имеем (для 
достаточно больших х )

СО ОО ОО СО
л ,  γ  ,  Х Л . .  V  л * п  - ,  V  л · "  , νА  — е х  '  А .  —т — е · Λ  —г — е * )  Д . —  ™  е * ▼ з . —-.

jL i ■· п! п\ м  ·■ л1 а  п п!
О 0 0 и

Зададимся произвольно малым числом ε >  0; найдется такой номер Ν, что 

для η > Ν  будет | i „  | <  - j  ■ Представим последнее выражение в виде суммы,

N  со

е~х2 ап'^+е~х Σ
и N  1

Второе слагаемое по абсолютной величине каково бы ни было х , а

первое, представляющее собой произведение е~х на многочлен, целый отно

сительно х ,  становится абсолютно <; ,* при достаточно больших х . Этим

все доказано*.
5) Метод Э й л е р а .  Для ряда

СО

Σ  < -k = 0
мы имели в 413 [см. (7)] формулу

со со

У  ( - 1 ) 4 =  2  (20)
k — 0 р — 0 4

выражающую «преобразование Э й л е р а » .  При этом, как было доказано, 
из сходимости ряда в левой части уж е вытекает сходимость ряда в пра
вой части и равенство между и х  суммами.

Однако и при р а с х о д и м о с т и  первого ряда второй ряд может 
оказаться сходящимся; в подобном случае его сумму Э й л е р  приписывал 
в качестве «обобщенной суммы» первому ряду. В этом собственно и со
стоит метод Э й л е р а  суммирования рядов; сделанное только что замеча
ние гарантирует регулярность метода.

Если писать рассматриваемый ряд в обычном виде (А), не выделяя 
знаков ± ,  и вспомнить выражение (4) п° 413 для р -й разности, то можно 
сказать, что по методу суммирования Э й л е р а  в качестве «обобщенной 
суммы» ряда (А) берется обычная сумма ряда

ОО
у унсу», + ·■·+<>„
_  2 Р+1

Р =  0
(в предположении, что последний сходится).
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* Читатель отметит сходство этого доказательства с доказательством 
теоремы А б е л я  [418] и других.
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На этом мы закончим обзор различных методов суммирования расходя
щихся рядов, так как и приведенных уже достаточно, чтобы создать у чита
теля впечатление о многообразии подходов к этому вопросу. Регулярность 
метода, как необходимую его особенность, мы устанавливали во всех случаях. 
К сожалению лишь, мы не всегда имели возможность достаточно углубиться 
в вопрос о взаимоотношении различных методов. А между тем может слу
читься, что два метода имеют п е р е с е к а ю щ и е с я  (но не покрывающие 
одна другую) области приложимости; может оказаться и что два метода 
приписывают одному и тому же расходящемуся ряду р а з л и ч н ы е  «обоб
щенные суммы».

425. Примеры. 1) Пусть { а„ } положительная монотонно убывающая 
последовательность, сходящаяся к 0. Положим

Л  =  0о. Λ „ =  «ο +  βΙ +  — + « я  ( я >  0).
Доказать, что знакопеременный ряд

А 0 —  И ( +  /42 —  -̂ 3 +  ···
суммируем  по мет оду Ч е з а р о  (1 -го порядка), и его «обобщенная сум м а» 
равна половине суммы сходящ егося ряда лейбницевского типа

а а0 β ι -; - а2 д3 -|~ .. ·

[ Х а р д и  (G. Н. Hardy)].
У к а з а н и е . Подсчитать среднее арифметическое первых 2т частичных 

сумм данного ряда; оно представится в виде

1 _ (а о —  g i)  ~Ь(До —  О·! Ч~ а * —  а г) 4~ ··· ~ Ь (а о —  αι 4~ ··· — а а т - 1)
7  т

и, по теореме К о ш и  [33, 13)], стремится к .у а. Затем легко уже показать,
что к тому же пределу стремится и среднее первых 2 т-{- 1 частичных сумм.

2 ) В з я в я „  = — 5—7 или а„ —  In п  ̂ 1п =  0 , 1, 2, ...), установить
я  -f- 1 п - f  1

на основании теоремы 1), что расходящиеся ряды

... ·
л

In 2 —  1п 3 -f- 1п 4 — In 5 +  ... 
оба суммируемы по методу Ч е з а р о ,  и их «обобщенные суммы» соответ
ственно равны 4 -1п 2 и у  In j .

У к а з а н и е . Во втором случае используется ф орм ула В а л л и с а  [317].
3) С помощью той же теоремы доказать, что при — 1 < л г< 0  расхо

дящийся ряд Д и р и х л е
С О  о о

У  — ,Ι,Γ ’ s  2  ( Ζ = - χ ,  0 < ζ <  1)
η =  1 π =  1

г.ммируется по методу Ч е з а р о .

* Н п (как обычно) обозначает и-ю частичную сумму гармонического 
?яда.



У к а з а н и е . Представить п'· в виде суммы

ЯЕ =  (1 -0 ) +  (2б-1 )+  ...
и методами дифференциального исчисления доказать, что с возрастанием п 
варианта и' —  п — 1& убывает (при этом, ввиду 32, 5), она стремится к О!).

4) Если «разбавить» члены сходящегося ряда нулями, то это никак не 
отразится ни на сходимости ряда, ни на его сумме. Как видно из следующих 
примеров, с обобщенным суммированием расходящегося ряда дело может 
обстоять иначе. Рассмотрим ряды

(а) 1 —  1 +  1 —  1 +  1 —  1 +  . . .
0 1 2 3 4 &

(б) 1 — 1 + 0 + 1 — 1+ 0+ 1  — 1+0 ...
0 1  2 3 4 5 6 7 8

(в) 0 + 1  —  1 + 0 + 1 + 0  +  0 +  0 —  1 +  . . . *  
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Про первый ряд мы уже знаем, что его «обобщенная сумма» по Ч е з а р о  
равна 1/2. Показать, что ряд (б) имеет уже другую сумму, именно 1/3, 
а ряд (в) вовсе не суммируем по Ч е з а р о .

У к а з а н и е . В случае ряда (в), при изменении п от 22m_1 до 22m — 1, 
среднее ариф м етическое первых га+ 1  членов колеблется

1 2 гш —  1 2  1 22m—  1 I
от 3  ' 2 am_1 + 1  3 Д°  3 * 22ш 3 ’

5) Считая k любым натуральным числом, рассмотрим ряд

оо

Σ * -  Σ  < - » < + *
п — О

и докажем, что не суммирует ся методом Ч е з а р о  k-го порядка, но 
суммирует ся (к  «сум м е» l/2fe+1) мет одом Ч е з а р о  (ft +  1 )-го порядка.

Используя равенство (18) и — дважды —  равенство (19) (в первый раз 
заменяя х  на — х ,  а второй раз х  на х*), последовательно получим:

21 δ« ) χ π = ( i — x ) k+i 21  2 i
п =  0 п  =  0 т = =  0

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х  в первом и 
в последнем из этих рядов [мы пользуемся здесь «теоремой о тождестве 
степенных рядов», которая будет доказана лишь ниже, в 437, 3°], приходим 
к заключению, что

'Ч £  =  с £  + 4, + ! =  О (я  =  0 . 1, 2 , 3, ...) (21 )
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* Член ±  1, стоявший в (а) на т-ом месте (где т =  0, 1, 2, 3, ...), 
в (в) перемещен на 2 т -е место; остальные места заполнены нулями.

** Сходимость последнего ряда в промежутке (— 1, 1) легко устанавли
вается с помощью теоремы К о ш и — А д а м а р а, а отсюда уже вытекает 
и сходимость первого ряда.
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Таким образом,

■тЙ ί*·+ * 1 _*1"Пт ..а ‘)Л ι ί Jm -t-1L  """
и предложенный ряд не имеет «обобщенной суммы» Ч е з а р о  k-το порядка.

С другой стороны, ввиду (21), (15) и (14) как для п =  2т, так и для 
п =  2 т + 1  будет Sjf!+1)=  С*,-г С *+ , +  ... +  Ckm + k =  Ckm\ \  + l. Отсюда

Cm V k  -l1 I .
I2ot ^ ΙΓΓ .

то же справедливо и для τ2η, -̂+*\» чт0 и Доказы вает наш е утверж дение.
(6) Ряд

СО

Σ  ( - ! ) " ( « +  1Л
п — С

где k —  любое натуральное число, также суммируем по методу Ч е з а р о  
(к +  1)-го порядка. Это можно установить, опираясь на предыдущий резуль
тат. Действительно, разложим С *+А по степеням и + 1:

=  gt (п +  к) (n +  k — 1) ... (« — 1) =

=  aj*1 (η +  1)* +  «<»> (η +  1)»-» +  . . .+ · £ * . ,  (« +  О:

здесь — постоянные коэффициенты, причем а(*> =  1/й! ^  0. Написав еще 
ряд таких равенств, заменяя k  на k — 1, k —  2, ... , 1, легко затем, наоборот, 
представить (re +  l) fe в виде суммы

( я + 1)* =  р‘« с ;  + * +  Р ? )С ^ Ц 1+  ... +  Р ^  + 1

с постоянными коэффициентами р. Но тогда
ОО

Σ  ( - о п (« +  1 ) ^ ^ 1 ; Л +  Р Г Ь - 1 +  - + № Σ ι·п — 0

Так как в с е  ряды (7=1, 2, ... , k) суммируемы по методу 
Ч е з а р о  (Дг —(— 1 )-го порядка (мы учитываем здесь свойства методов 
Ч е з а р о  последовательных порядков!), то ввиду л и н е й н о с т и  названного 
иетода это справедливо и для предложенного ряда.

Самое вычисление «обобщенной суммы» мы в состоянии будем осуще
ствить лишь впоследствии [4 4 9 ].

Приведем еще несколько простых примеров на непосредственное при
менение методов Г е л ь д е р а ,  Б о р е л я  и Э й л е р а .

7) Просуммировать по методу Гельдера ряды
(а) 1 - 2 + 3 - 4 +  ...

(б) 1— 3 +  6 — 10+ ...
Ответ, (а) Двукратное усреднение дает 1/4.

(б) Трикратное усреднение дает 1/8.
8 ) Просуммировать ряд 1 —  1 +  1 —  1+ 1  — 1 +  ... по методу Б о р е л я .

.· я* А-г* 1Отит, lim е~*----X —
1 » · T '



9) Просуммировать по методу Э й л е р а  ряды
(а) 1 _ 1  +  1 - 1 +  ...
(б) 1 - 2  +  3 - 4 +  ...
(в) 1 — 2 +  2 2 —  2 4 +  ...
(г) 1з _ 2 з + э » _ 4 1 +  ...

У к а з а н и е . Во всех случаях удобно восп ользоваться  преобразованием  
Э й л е р а  в форм е (20).

Ответ, (а) А  =  ,'г ; (б) А°а0 =  1, Д‘а0 = 1 , ΔΡβ0 =  0 для р > \ ,

A = Y ~ i = i ;  (β) Δ/4 = ι .  ^ ^ у - т + т -  ·■· = у'> (г) ДОа° = 1 -
А1а0 =  7, Δ2α0=  12, Δ3α0 =  6 , ΔΡα0 =  0 для /?> 3

1 7 12 6 1
2 4 _ r 8 l b -  8 ’

426. Общий класс линейных регулярных методов суммирования.
Приведем в заключение некоторую весьма общую схему для построения 
класса линейных регулярных методов суммирования, содержащего в частности 
все методы, упоминавшиеся выше.

Пусть в некоторой области 3  изменения параметра х  задана последо
вательность функций

<Ро(·*), <Pj ( * ) .  Ъ  (х ), ··■. ? л ( 4 -  (Ф )
Допустим, что область £С имеет точкой сгущения число ω, конечное или нет. 
По данному числовому ряду  (А ) строится ряд, состоящий из ф ункций :

со
Ато (х) +  (х ) +  ··· +  А п'?п (х ) +  ··· =  2  A rfln(x ) (22)

л  — 0

(где И„ =  я 0 +  а 1 +  ... +  ап). Е сли  этот ряд, по крайней мере для х , 
достаточно б л и з к и х  к  ω, сходит ся и его сумма при χ —>·ω стремится 
к  пределу А , то это число и принимается за  <обобщенную сум м у» дан
ного ряда.

Мы получаем, таким образом, некий метод суммирования рядов, связан
ный с выбором последовательности (Ф ) и предельной точки ω. По самому 
построению метода ясна его л и н е й н о с т ь .  П редполож им теперь, что 
ф ункции f a (х) удовлет воряют  следующим трем требованиям:

(а) при лю бом  пост оянном п
lim  φ„ (лг) =  0;

лг —► 01
(б) при значениях х, достаточно близких к ω, *

оо
2  I Тп (х ) I «£ К  ( К =  const);
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п — G
(в) наконец,

Um 2  'Р/г(лг) =  1-■*
Тогда метод суммирования оказывает ся р е г у л я р н ы м .

* Т. е. для I лг —  ω I <  δ’, если ω конечно, или для χ  >  Δ', если ω =  +  во.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Итак, пусть
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lim А п =  А.

Тогда по произвольно заданному ε > 0  найдется такой номер п ’, что для 
n >  rt' будет

Ая -  А I <
%к · (23)

Ввиду ограниченности А п и абсолютной сходимости ряда Ύη (х )< по
п — ϋ

крайней мере для | χ —  ω | <  δ' (лг>Д') будет сходиться также и ряд
СО
У! Α„ψ„(χ). При этом, очевидно,
я =0

Σ  Апъ(х)—А=а =  0
я 1 оа со

“  Σ  И » - л ] ? » ( * ) +  Σ  И Л - л ] т „ ( * )  + л  [ Σ  ? « W - i ] ,
п =  0 п = n'

так что, переходя к абсолютным величинам,
п =  о

I Σ  А пчп ( х ) - А \ ? Я
л — 0

Σ  « « w |  +  Σ  ι α . - · α ι ι τ « ( · * ) ι + μ ι
η — n' ί- 1

Σ  η (χ ) — 1
η — 0

Второе слагаемое справа <c в силу (23) и условия (б). Что касается

первого и третьего слагаемого, то кяжлое из них можно сделать <  ~
«э ’

приблизив достаточно х  к ω, в силу условия (а) и условия (в). Следовательно,

lim 2  А п'?п <Х> =  А  
*  — ш п = 0

I. е. «обобщенная сумма» оказывается существующей и ’равна обычной 
сумме.

Если х  есть натуральный параметр т (так что ω =  4- ое), со последова
тельность функций (Ф ) заменяется бесконечной прямоугольной м а т р и ц е й :

00 *01 0̂2 ·«· ^от ■ ·
ifl *11 t i5 ... · ·
,0 41 2̂S 12ГП ‘ ’

: :  m
ло *т  ̂Л2 ... ^пт · ■

Ϊ 4  Г. М . Фихтенгольц, r, I I
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З а  «обобщенную сумму> ряда (А ) принимается предел при т —*а> варианты

Тт =  Attorn 4* A itim  +  ... -f A nt n m -\- ... ,
в предполож ении, что этот ряд сходится, по крайней мере для доста
точно больш их значений т.

У словия р е г у л я р н о с т и  преобразуются для этого случая следую
щим образом:

(а) при лю бом пост оянном п-
lim  t nm =  О,

т  —> оо

(б) при достаточно больш их т
со
2  \ ‘п т \ ^ К  (AT =  const),

η — ϋ
(в) наконец ,

ГГ1

По существу все эти идеи принадлежат Т е п л и ц у  [ср. 391], у которо
го лишь, как читатель помнит, матрица предполагалась треугольной. 3 τοι о 
ч а с т н о г о  с л у ч а я  на м по б о л ь ш е й  ч а с т и  и б ы л о  д о с т а 
т о ч н о .  Упомянем еще, что под упомянутую выше схему непосредственно 
подходит как суммирование по П у а с с о н у  — А б е л ю ,  так и суммирова
ние по Б о p е л ю. В первом случае имеем

00 сп

Σ  α«χη=  Σ  о - ■ * ) * "  а , ,
п =  О п ~  О

так что роль <р„ (х) в области ^Г==(0 , 1) (<о=1) играет множитель
(1 — х) х п. Во втором же случае <р„ (х) =  е~х ■ в 3 7  =  (0, + ос) (<о =  -4-ос).

•I
Соблюдение условий (а), (б), (в) легко проверяется, и тем — на основании 
доказанной выше общей теоремы —  снова устанавливается р е г у л я р н о с т ь  
этих методов.

Общее определение метода суммирования, данное выше, и теорему
об его регулярности легко перефразировать так, чтобы в них участвовали 
не частичные суммы А П, а непосредственно члены ап суммируемого 
ряда (Л). Останавливаться на этом не будем.



Г Л А В А  Д В Е Н А Д Ц А Т А Я  

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ

§  1. Равномерная сходимость

427. Вводные зам ечания. М ы  изучали выше бесконечные после
довательности и их пределы, бесконечные ряды и их суммы; элемен
тами этих последовательностей или членами рядов были постоянные 
числа. Правда, иной раз в их состав и входили, в роли параметров, 
те или иные переменные величины, но во время исследования им 
неизменно приписывались определенные постоянные значения. Так, 
например, когда мы устанавливали, что последовательность

' + T ·  ( ' + * ) ’ . { ' + * ) ■ ..............( l  +  f ) · .  . . .
имеет пределом ех или что ряд

χ - Τ  +  τ -  - + С - I ♦··

veeT суммой ] п ( 1 + х ) ,  лля нас х  было числом постоянным. 
Ф у н к ц и о н а л ь н а я  п р и р о д а  элементов последовательности и ее 
предела или членов ряда и его суммы —  нами вовсе не учитывалась; 
сейчас же именно к этому моменту будет привлечено наше внимание!

Предположим, что дана п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ,  элементами 
которой являются функции

А ( 4  Λ  (χ).........  f n(x), . . .  ( i )
от одной и той же переменной х ,  определенные в некоторой области 
р  изменения П усть для каждого х  из Э? эта последова-

ельность имеет конечный предел; так как он вполне определяется 
начением дг, то также представляет собой функцию от х  (в ·#*):

/(·*) =  lira / „ (x ) , ( 2 )
1 η  —*■ СО

оторую мы будем называть п р е д е л ь н о й  ф у н к ц и е й  для после- 
овательности ( 1) [или для функции f n ( x ) J.

-- * Ча14е всего это будет промежуток; но мы сохраняем пока наибольшую 
■ность, разумея под х  любое бесконечное числовое множество.



Теперь мы будем интересоваться не одним лишь существованием 
предела при каждом отдельном значении дг, но ф у н к ц и о н а л ь 
н ы м и  с в о й с т в а м и  предельной функции. Чтобы читатель уяснил 
себе наперед, какого характера новые задачи при этом возникают, 
упомянем для примера об одной из них.

Допустим, что элементы последовательности (1) все суть непре
рывные функции от i  в некотором промежутке 37 =  [а, Ь\, гаран
тирует ли это непрерывность предельной функции? Как видно из 
следующих примеров, свойство непрерывности иногда переносится 
и на предельную функцию^ иногда же нет.

П р и м е р ы .  Во всех случаях 37— [0, 1].
1) / „ (x )  — x", / (х )  =  0 при x<d 1 и / ( 1 ) =  1 (разрыв при х  =  1);

2) fn (x) = i + nx ■ /(■*) =  0 при х > 0  и / ( 0 ) = 1  (разрыв при 
—  0);

3) / „  (х ) =  | * *  , / ( х ) =  0 при всех х  (везде непрерывна);
4) / „  (х ) =  2 п * х  ■ е~п2*2, / (х ) =  0 при всех х  (то же).
Естественно возникает задача —  установить условия, при которых

предельная функция сохраняет . непрерывность; этим мы займемся 
в 431 (и 432).

Мы уже видели [362], что рассмотрение числового ряда и его 
суммы есть лишь другая форма исследования последовательности 
чисел и ее предела. Рассмотрим теперь ряд, членами которого 
являются функции от одной и той же переменной х  в некоторой 
области 37·.

СО

2  ип (χ ) *  «1 (χ ) +  lh  (■*) - г  · ■ ■ +  «П (χ ) - г  · · ■ (3)
η 1

Пусть этот ряд сходится при каждом значении х  в 37\ тогда его 
сумма также представит собой некоторую функцию от х: / (х). Эта 
сумма определится предельным равенством вида (2), если под f n(x) 
разуметь частичную сумму

/„  (x) =  щ (х) +  и, ( * ) + ■ ·  ■ —  и„ (*). (4)

Обратно, вопрос о предельной функции для произвольно заданной 
последовательности (1) можно рассматривать под видом суммирования 
ряда (3), если положить

U i (х )  f i  (χ ), Ιϊ<2 (х ) -— /■> (x ) f i  (х), · * · ι

и п (х ) ==/„ (х ) —  (х ), . . .

Нам чаще придется иметь дело именно с функциональными рядами, 
так как эта форма исследования предельной функции на практике 
обычно удобнее.
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И здесь также следует подчеркнуть, что предметом наших бли
жайших исследований будут не одни лишь вопросы сходимости 
ряда (3), но функциональные свойства его суммы. В  виде примера 
можно назвать вопрос о непрерывности суммы ряда, в предположе
нии непрерывности всех его членов; это —  та же задача, которая уже 
упоминалась выше.

Как оказывается, функциональные свойства предельной функции 
(или —  что то же —  суммы ряда) / (х ) существенно зависят от самого 
х а р а к т е р а  приближения f n(x) к / (д ;) при различных значениях л. 
Изучением типических возможностей, которые здесь представляются, 
мы займемся в следующем пэ.

428. Равномерная и неравномерная сходим ости . Допустим, что 
для всех X  из Ж  имеет место равенство (2). По самому определению 
предела это значит следующее: л и ш ь  т о л ь к о  ф и к с и р о в а н о  
з н а ч е н и е  х  из SV (для того чтобы иметь дело с определенной 
числовой последовательностью), по любому заданному ε^>0 найдется 
1 акой номер А/, что для всех п ^ >  N  выполняется неравенство

1 / л  С * ) —  / ( - Ό | < ε , (5)
гд е  по д  х  р а з у м е е т с я  и м е н н о  то  з н а ч е н и е ,  к о т о р о е  
б ы л о  з а р а н е е  ф и к с и р о в а н о .

Если взять д р у г о е  значение х, то получится д р у г а я  числовая 
последовательность, и —  при том же ε —  найденный номер N  можег 
©казаться уже непригодным; тогда его пришлось бы заменить ббльшим. 
Но х  принимает б е с к о н е ч н о е  м н о ж е с т в о  значений, так что 
•тред нами б е с к о н е ч н о е  ж е  м н о ж е с т в о  различных числовых 
последовательностей, сходящихся к пределу. Для каждой из них 
в отдельности найдется свое Ν; возникает вопрос: существует ли 
1*кой номер Ν, который (при заданном ε) способен был бы обслу
жить с р а з у  в с е  эти последовательности?

Покажем на примерах, что в одних случаях такой номер N  суще
ствует, а в других —  его нет.

1) Пусть сначала

fn (х) - ,I -j- n X

Так как здесь

lim f n (λ;) =  0 ( 0 < х < 1 ) .

О; ■ f fX ) — l , 2пх  ^  1  
: ··' 2п 1 п*х‘ 2я

сразу ясно, что для осуществления неравенства f n (x)<^s доста- 
очяо, каково бы ни было х, взять Таким образом, напри-

число N  =  E  в этом случае годится о д н о в р е м е н н о  
i д! й в с е х  х.



fn О )  =  г ■ " л * · lim /«(·*) =  0 ( O s S x s i l ) .
li η —* са

Для любого ф и к с и р о в а н н о г о  достаточно взять п "> £  | --
^  и п  / '

чтобы было: / n W ^ J J < C s· Но, с другой стороны, с к о л ь  б о л ь 
ш и м  ни в з я т ь  п, для функции / л (х ) в промежутке [0, 1] всегда 
найдется точка, именно точка дг =  — , в которой ее значение

равно ’(• β - j. Таким образом, за счет увеличения п  сделать

/л(-*)<С4 для в с е х  значений л  от 0 до 1 з а р а з  —  никак нельзя. 
»

Иными словами, уже для ε = 4 -  не
существует номера Ν, которое го
дилось бы для всех дг одновременно.

На рис. 59 изображены гра
фики этих функций, отвечающие
п =  4 и л =  40: характерен г о р б
высоты передвигающийся с воз-•
растанием п справа налево. Хотя по 
каждой вертикали, в отдельности
взятой, точки последовательных кри
вых с возрастанием и бесконечно 
приближаются к оси х ,  но ни одна 
кривая в ц е л о м  не примыкает
к этой оси на в с е м п р о т я ж е н и и  
от х  =  0 до χ —  1.

Иначе обстоит дело с функциями, рассмотренными на первом 
месте; мы не приводим их графиков, ибо они, например при « * * 4  
или ns-s40, получаются из графиков, изображенных на рис. 59,
путем уменьшения всех ординат, соответственно, в 4 или в 40 раз. 
В  этом случае кривые сразу на всем своем протяжении примыкают 
к оси х.

Дадим теперь основное о п р е д е л е н и е :
Если  1) последовательность  (1) имеет в ЕС предельную ф унк

цию f ( x )  и 2) для каждого числа  ε^·0 сущ ест вует  т акой н е  
з а в и с я щ и й  от х  номер Ν , что при π~^>Ν неравенство  (5) 
вы полняет ся с р а з у  д л я  в с е х  х  из S ',  т о говорят , что по
следовательность  (1) сходит ся [или —  ф ункция f n (x)  ст рем ит ся] 
к  ф ункции  / (х )  р а в н о м е р н о  от носительно х  в области SV.

Таким образом, в первом из приведенных примеров функция f n (x)  
стремится к нулю р а в н о м е р н о  относительно х  в.промежутке [0, 1], 
а во втором —  нет.

422 гл. хп. ф у н к ц и о н а л ь н ы е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  и р я д ы  (428

2) Положим теперь [427, 3)]:

У

- f i 0 I  1
η

»  « V

if >

-1 i /

i
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Нужно сказать, что и для прочих функций, рассмотренных в пре
дыдущем п°, сходимость не будет р а в н о м е р н о й .  Установим эго.

3) Для функции f n(x )~ * x n [427, 1)] невозможность неравенства 
χ"<^ε  (при ε<^1) с р а з у  д л я  в с е х  х<^1 видна хотя бы из 
того, что χ " — 1, если (при фиксированном п) х —+1. Рис. 60 
дает представление о своеобразном характере нарушения равномер
ности: здесь предельная функция 
изменяется скачком, а г о р б  не- f  
подвижен.

Пусть теперь

Во втором случае высота г о р б о в ,  которые мешают равномерному 
'тремлению к 0, вдобавок еще бесконечно возрастает.

к как выражения справа неограниченно возрастают, первое —  при 
иближении л; к 1, а второе —  при приближении л  к 0, то ясно, 
с никакой номер п с р а з у  п р и  в с е х  з н а ч е н и я х  jc этим не- 
енствам удовлетворить не может.
Перенесем теперь все сказанное выше о сходимости функций на 

, чай функционального ряда (3).
Предполагая ряд с х о д я щ и м с я ,  введем в рассмотрение его 
•У f ( x )> частичную сумму f n(_x) [см. (4)] и, наконец, его оста- 
после я-го члена

Невозможность равномерного 
приближения в [0, 1] к предель
ной функции, которая для 
в обоих случаях равна 0 ,следует 
из того, что, соответственно

■ или

f I · 9т I
Рис. 60.

Покажем на примерах функций хп и ι _^ηχ еще другой путь для 
исследования вопроса. Неравенства

в н о с и л ь н ы ,  соответственно, таким:

оо

φη (χ ) =  Σ  "* W  = f  Μ  —  tn О)·
к п -\-1
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При любом фиксированном х

lim / „ ( * )  =  / ( * )  И lim <рл ( х )  =  0.
л —* оо п  —> со

Е с л и  ч а с т и ч н а я  с у м м а  / „  ( х )  с т р е м и т с я  к  с у м м е  р я д а  f ( x )  
р а в н о м е р н о  о т н о с и т е л ь н о  х  в о б л а с т и  3 7  [или , ч т о  т о  ж е, 
о с т а т о к  р я д а  φ,,(-ν) р а в н о м е р н о  с т р е м и т с я  к  0 ], т о  г о в о 
р я т , ч т о  р я д  (3) р а в н о м е р н о  с х о д и т с я  в э т о й  о б л а с т и .

Это определение, очевидно, равносильно следующему:
Р я д  (3), с х о д я щ и й с я  д л я  в с е х  х  и з  о б л а с т и  3?, н а з ы в а е т с я  

р а в н о м е р н о  с х о д я щ и м с я  в э т о й  о б л а с т и , е с л и  д л я  ка ж д о го  
ч и сла  ε^> 0 с у щ е с т в у е т  т а к о й  н е з а в и с я щ и й  о т  х  н о м ер  Ν , 
ч т о  при п ^ >  N  н е р а в е н с т во

\ f n ( x ) —  / 0 ) 1 0  и ш  1 ? я ( - * ) 1 0  ( 6 )

в ы п о л н я е т с я  о д н о в р е м е н н о  д л я  в с е х  х  и з  3 7 * .
Примеры равномерно и неравномерно сходящихся рядов, конечно, 

можно составить, преобразовав приведенные выше примеры после
довательностей. Мы присоединим к ним еще несколько новых при
меров.

СО
6) Рассмотрим прогрессию ^  х п *; она сходится в открытом проме-

η — I
жутке & " =  {— 1, 1). Для любого х  из Ж  остаток после я-го члена имеет вид:

х п
( * ) =  1 ·

Если п произвольно ф и к с и р о в а т ь ,  то очевидно:

lim I <р„ (л:) | = 4 - ,  lira U  (х ) =  » ·
х -+ — 1 +  °  л J f—» 1 — О

И то, и другое доказывает, что осуществить д л я  в с е х  х  о л н о в  р е \  
м е н н о  неравенство

I I N
I? * ( - ) !  < ·  (« л и  » < y j

при одном и том же номере п невозможно. Сходимость прогрессии в про
межутке (— 1, 1) н е р а в н о м е р н а ;  это же относится к промежуткам 
(— 1, 0J и [О, 1) по отдельности.

СО
при любом значении х  из 3 7  =  (— оо, +  оо)

1
сходится, ибо он удовлетворяет условиям теоремы Л е й б н и ц а  [381]. По

* Понятие р а в н о м е р н о й  сходимости ряда было введено в науку 
одновременно (в 1848 г.) З а й д е л е м  (Ph. L. v. Seidel) и С т о к с о м  
(Q. С. Stokes), но еще до них применялось В е й е р ш т р а с с о м  на его 
лекциях.

Т, Р « А"* +  П
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замечанию, сделанному после доказательства теоремы, остаток ряда оцени
вается, по абсолютной величине, своим первым членом:

<  хг у < л +  I '

Отсюда ясно, что во всем бесконечном промежутке ряд сходится р а в н о 
в е р н о .

m
\ /_ Пя ι χΛ

' (1 -j-j.!))! сходится р а в н о м е р н о  в ££  =
I

=  (—  00, +  ос), ибо при х ф О

I Чп (■*) I <
I

(1 х 2)п 1 + п х 2 +  ... <  я ·

Любопытно отметить, что ряд, составленный из абсолютных величин

V  » 'i~j—ι у2уг , хотя и сходится, но н е р а в н о м е р н о .  Действительно, его 

•статок, при х ф О ,  таков:

(1 +  x s)n+i 1

I 1
1 +ЛГ2

(1 + х ‘ )я ’

реи любом фиксированном п он стремится к 1, когда х —»0 .
З а м е ч а н и е . Если в примере 2), вместо промежутка [0, 1], рассмотреть 

■***бой промежуток [β, 1], где 0  <  а <  1, то в нем сходимость уже будет 
ί  - в но м е р н о й .  Действительно, для всех х ^ а

f n  (х )  * ! +  я 2* 2 +  п‘а‘ па1'

• тюбом же промежутке [0 , а] сходимость, очевидно, н е р а в н о м е р н а ,  
•гким образом, вокруг точки лг =  0 как бы «сгущается» свойство неравно
мерности; назовем ее т о ч к о й  н е р а в н о м е р н о с т и .  То же относится

· примерам 4), 5) и 8 ). Аналогичную роль в примере 3) играет точка х  =-1, 
ь примере 6 ) —  обе точки х  ■=■— 1 и х = 1 .

В более сложных случаях точки неравномерности могут встречаться 
??сконечном количестве.

429. У словие равномерной сходим ости . Теорема Б о л ь ц а н о -  
< о  ш и [39], устанавливающая условие существования конечного пре- 

для заданной числовой последовательности («принцип сходимо- 
11. естественно приводит к следующему условию р а в н о м е р н о й  
i:.мости для заданной в области последовательности функций (1): 
Для того чтобы последовательность (1) 1) имела предельную 

акцию и 2) сходилась к этой функции р а в н о м е р н о  отно- 
:-.хьно х в области X ,  необходимо и достаточно, чтобы для 

седого числа ε^>0 существовал такой не з а в и с я щ и й  о т  х
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номер N, чтобы ·ηριι n^>N и любом т =  1, 2, 3, . . .  неравенство

I fn-vm (·*) — /„  (·*) I <  8 (7)

имело место д л я  в с е х  х  из Я·' о д н о в р е м е н н о .
[Требование это можно кратко сформулировать так: принцип схо

димости для последовательности (1 ) должен осуществляться р а в н о 
м е р н о  для всех х  из 37.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Если последователь
ность (1) имеет предельную функцию f ( x )  и сходится к ней р а в 
н о м е р н о  в 37, то по заданному ε^> 0 найдется не  з а в и с я щ и й
от х  номер А/, такой, что при η^>Ν  будет

l / , W - / W I < ^

для в с е х  х. Аналогично и

\ f  п+т С-*") f  (-*0 ! ~2 ε == 1 > 2 ,  3 ,  .. .),

а из этих обоих неравенств вытекает (7).
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть условие, указанное в теореме, выпол

нено. Тогда, какое бы значение х  из .2' ни ф и к с и р о в а т ь ,  в лице 
последовательности (1) мы будем иметь ч и с л о в у ю  последователь
ность, для которой выполняется условие Б о л ь ц а н о - К о ш и .  Сле
довательно, для этой последовательности существует конечный предел, 
чем доказано существование для последовательности (1 ) предельной 
функции /  (х).

Теперь, взяв по произволу л^>Л/ и х  из 3\  станем в неравен
стве (7) безгранично увеличивать т  (при постоянных п и х). Пере
ходя к пределу, получим:

l / W - Λ  (Λτ)|*ίε .

Этим устанавливается р а в н о м е р н о е  стремление f n{x ) к f (x ).
Нетрудно перефразировать доказанное условие для случая функ

ционального ряда:
Для того чтобы ряд (3 ) сходился р а в н о м е р н о  в области 37, 

необходимо и достаточно, чтобы для каждого числа суще
ствовал такой не з а в и с я щ и й  о т  х  номер N, что  при N. 
и любом т =  1 ,  2, 3 ,  . . .  неравенство

n - j- т

Σ  м * )
k =  л-fl

1П+1 M  ~l· и/м» (Л‘) +  · ■ · -f- t>n+m (χ ) I ‘C  ε (8)

имеет место д л я  в с е х  х  из 37 о д н о в р е м е н н о .  
Отсюда, в частности, вытекает полезное с л е д с т в и е :

»



Е с л и  все  ч лен ы  р я д а  (3), р а в н о м е р н о  с х о д я щ е г о с я  в о б 
л а с т и  S t ,  у м н о ж и т ь  на  од ну  и т у  ж е ф у н к ц и ю  г»( х ) ,  о г р а 
н и ч е н н у ю  в Jt*:

I v  ( χ )  I s g  М , 

т о  р а в н о м е р н а я  с х о д и м о с т ь  с о х р а н и т с я .
Для установления на практике равномерной сходимости конкрет

ных последовательностей или рядов выведенные условия мало при
годны. С этой целью пользуются— на них же основанными, но более 
удобными в применении —  достаточными признаками, которые фор
мулируются обычно применительно к ря дам.

430. Признаки равномерной сходимости рядов. Вот простейший 
и чаще всего применяемый признак:

П р и з н а к  В е й е р ш т р а с с а .  Е с л и  член ы  ф у н к ц и о н а л ь н о г о  р я д а  (3) 
ъ о в л е т в о р я ю т  в о б л а с т и  SC н е р а в е н с т в а м

I " я (■*)] « £ ( я =  1, 2, 3, .. . ) ,  (9)
где сп с у т ь  член ы  н е к о т о р о го  с х о д я щ е г о с я  ч и с л о в о го  р я д а  

00

X  1 п “  C1 " Ь  с * ~ г  · ■ · +  Сп - | -  · · · > (С)
п — 1

«*· \
о р я д ^ 3 }  с х о д и т с я  в £ £  р а в н о м ё р н о .

При наличии неравенства (9) говорят, что ряд (3) м а ж о р и -  
у е г с я рядом (С), или что (С) служит м а ж о р а н т н ы м  рядом для (3). 

Действительно, из (9 ) получаем неравенство

I “ л+1 С *) 1 -  "n+i (x )  4 "  · ·  · Ня+1И < · * ) ! <  ‘'л+1 с п+ъ “ f"  ■ · · —Н я̂+т>
раведливое одновременно для всех х  из области ££. Согласно
инципу сходимости, который мы применяем к числовому ряду (С), 
~ любого е ]> 0  найдется такое N, что при n^>N  правая часть 
~дыдущего неравенства будет уже меньше ε, а с нею —  и левая,
чтом для всех х  одновременно. Этим, по условию п°429, наше 
ерждение доказано.
Таким образом, например, в любом промежутке р а в н о м е р н о  

одятся ряды
СО СО

2  а п sin п х ,  2  а п c o s  п х >
/г— 1 ns- 1

ш
и только ряд £  а п сходится а б с о л ю т н о .  Ведь

л~ I
|a „s in  л * К | а п |, | ап cos п х  | ап |,

СО

что роль м а ж о р а н т н о г о  здесь играет ряд | [.
Д=1

430) §  1. Р А ВН О М ЕРН А Я  сходим ость 427
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З а м е ч а н и е .  Каждый равномерно сходящийся в 37 ряд
СО

V  ип(х) путем  расстановки скобок м о ж е т  бы ть преобразован
л — 1
в ряд, к которому у ж е  применим признак В е й е р ш т р а с с а .  

Действительно, возьмем какой-нибудь положительный сходящийся
ОО

ряд 2  ck- По числу q  [429] найдется такой номер т ь что нт , + 1(дг)-- 
* "  1

-4-... ч п (x )  I с1 в 37 для п ^ >  Затем, по числу с2 найдется 
такой номер т 2^> т л, что | ггт2+1 (jc )- f- ... -f- ип(х) | < [ г% в 37 для 
/г^>ть  и т. д. Тогда, группируя члены данного ряда следующим 
образом: "

[«1 О )  Г  ■ ■ · +  11 mi О )] -!- [Ит1 + 1 (х) ~Г · ■ · +  “т, (*)] +
+  [Нщ! +1 (х ) · · ■ -7- ч т , (■*)] + . . .

получим ряд, члены которого —  начиная со второго —  по абсолют
ной величине не превосходят в 37 последовательных членов взятого 
числового ряда.

Если к данному ряду (3) признак В е й е р ш т р а с с а  оказался 
применим, то ряд (3) необходимо а б с о л ю т н о  сходящийся. Больше 
того, одновременно с рядом (3) будет р а в н о м е р н о  сходиться 
и ряд, составленный из абсолютных величин его членов:

СЕ

Σ Κ ( * ) Ι ·  ( 10)
л =  i

Между тем возможны случаи, когда ряд (3) сходится р а в 
н о м е р н о ,  будучи н е а б с о л ю т н о  сходящимся. Примером этого 
служит ряд 7) п°428 (что ряд этот не сходится абсолютно, следует 
из сравнения с гармоническим рядом). Возможно даже такое по
ложение вещей, когда ряд (3) сходится абсолютно и равномерно, 
но ряд (10) все же сходится неравномерно [см. ряд 8) в 428]. 
Подобные случаи заведомо не охватываются признаком В е й е р 
ш т р а с с а ;  для их исследования нужны более тонкие признаки.

Сейчас мы установим два признака, относящихся к функциональ
ным рядам вида:

Σ  ап ( х )  ■ ьп ( х )  =  «ι ( * )  · bl (x) -j- а, (х) ■ Ы (х) - [- ... -[- 
« — 1

+  а„( х) - ья(х) + ( Щ

где ап(х), bn(x) (п =  1, 2, 3, . . . )  суть функции от х  в 37. Мы 
скопируем эти признаки с признаков А б е л я  и Д и р и х л е  [384] 
из теории числовых рядов; у с л о в н о  будем называть и их по именам 
этих ученых.
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П р и зн а к  А б е л я . П уст ь ряд
оо

Σ  =  ^  (х)  +  ■ · +  Ьп (х )  +  ■ · · (в )
η — 1

сходит ся равномерно в области а ф ункции ап (х) (при каж 
дом х )  образуют монот онную  последоват ельност ь и в совокуп
ности  —  при лю бы х х  и п —  ограничены:

\а„ ( х ) \ ^ К .

Тогда ряд  ( W ) сходит ся р а в н о м е р н о  в област и St.
Доказательство аналогично прежнему. Ввиду р а в н о м е р н о й  

сходимости ряда (В ) номер N  находится независимо от х ,  с ссылкой 
на условие п °4 2 9  (вместо принципа сходимости), а затем с помощью 
леммы А б е л я  [383] получаем, как и выше (считая n^>N):

п-\- т

V  ak (х ) · bk (x ) ^  e (| an+i (x ) | +  2 | а „+т (,х) [) <  ЗА ε,
! k = n -\-1

с р а з у  д л я  в с е х  j ; из J .  Этим наше утверждение доказано.
П р и зн а к  Д и р и х л е .  П уст ь частичные суммы В п (х ) ряда  (В ) 

е совокупност и  —  при лю бы х х  и п — ограничены:

I Вя ( х ) \ ^ М ,

а ф ункции ап (х) (при каж дом  х ) образуют монот онную  после
довательность, кот орая сходит ся к  0 р а в н о м е р н о  в об
ласти St. Тогда и ряд (W ) сходит ся р а в н о м е р н о  в этой  
области.

И здесь доказательство проводится так же, как и в 384. Отметим 
.тишь, что номер N  можно выбрать независимо от х  именно ввиду 
с а в н о м е р н о г о  стремления ап (х ) к 0.

На практике часто на месте ф у н к ц и о н а л ь н о й  последова
тельности {а „ (х ) }  оказывается обыкновенная ч и с л о в а я  последо
вательность {ап\ или на месте ф у н к ц и о н а л ь н о г о  ряда
со оо

^  Ъп (х ) —  обыкновенный ч и с л о в о й  ряд ^  Ьп. Нужно заметить,
Τ  ι
что этот случай, конечно, входит как частный в рассмотренный выше; 
ведь с х о д я щ у ю с я  последовательность {ап\ и с х о д я щ и й с я  ряд
С

можно рассматривать как р а в н о м е р н о  с х о д я щ и е с я  (за-
I

висимости от х  н е т).
Например, если [ап\ есть последовательность положительных чисел, 

монотонно стремящихся к 0, то оба ряда
00 00

^  ап sin пх, 2  ап cos п х
я=I л— I
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—  по признаку Д и р и х л е  —  равномерно сходятся в любом зам
кнутом промежутке, не содержащем точек вида 2£π (где k =  0, 
±  1, ± 2 ,  ...). Это следует из того, что, например [см. 385, 2)],

n
7 sin ix —

cos }-х — cos (η -f- £ у

2 sin γ χ
1

sin ■

и в названном промежутке sin х  не обращается в 0, так что для
суммы можно установить границу, не зависящую и от х.

Дальнейшие примеры применения признаков равномерной сходи
мости читатель найдет в п°439 и следующих.

§  2. Функциональные свойства суммы ряда

431. Непрерывность суммы ряда. Мы переходим теперь к изу
чению функциональных свойств суммы ряда, составленного из функ
ций, в связи со свойствами этих последних. Выше уже указывалось 
на эквивалентность точки зрения п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й  и 
точки зрения б е с к о н е ч н ы х  р я д о в .  В  изложении мы отдаем 
предпочтение последней точке зрения, потому что в приложениях 
встречаются почти исключительно именно бесконечные ряды. Пере
несению сказанного о функциональных рядах на случай последова
тельностей функций будет посвящен особый п°[436].

Введенное выше понятие р а в н о м е р н о й  сходимости во всем 
дальнейшем будет играть решающую роль, гак что важность его 
выявится с полной силой. *

Начнем с вопроса о непрерывности сумУш ряда, которого мы уже 
касались в 427.

Теорема 1. П усть  функции ип(χ ) (п =  1, 2, 3, . . . )  определены 
в промежутке SV =·[α, b] и все непрерывны в некоторой точке  
х =  ха этого промежутка. Если ряд (3) в промежутке Ж  схо
дится р а в но м ер  нд, т о  и сумма ряда f ( x )  в точке  лг =  дг0 
т а к ж е  будет непрерывна.

[Подобное утверждение впервые было сформулировано К о ш и ;  
но знаменитый автор придал ему слишком общую форму, не выдви
нув требования равномерности, без которого оно перестает быть 
верным.]

Д о к а з а  т e л ь'с т в о. Сохраняя прежние обозначения, имеем при
любом /г= 1, 2, 3,

и, п частности,

откуда

и любом х  из ZV'.

/ ( * )  = / „  W  -I- φ„ {x)

f  (-λ о) f ч (х„) “1" Ψα (X(i)’

' f  I t

Κ . Λ

i »

i

(N )

! / ( * )  - f ( X 0)  [ : ^ \ f n ( X )  _ / „  (Λ-J I - p  I φ „  (Λ-) I +  I φ ,  ( jg  | . (12)
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Зададимся теперь , произвольным е^>0. Ввиду равномерной схо
димости ряда можно ф и к с и р о в а т ь  номер п так, чтобы неравен
ство

I φπ Μ  ι < s (13)
выполнялось для в с е х  значений х  в промежутке X  (в том числе
и для x  =  jc0). Отметим, что при фиксированном я функция f n(x )
есть сумма определенного конечного числа функций uk(x), непре
рывных в точке х  =  х 0. Поэтому она также непрерывна в этой точке, 
н по заданному ε^>0 найдется такое δ^>0, что при |х  —  ^■ „Κ 'δ  
будет

\ f П (х) — fn К )  I < е· (14)
Тогда, ввиду (12), (13) и (14), неравенство Ijc —  Λ Γ ,Κ 'δ  влечет 
за собой

| / ( * ) - / ( * 0)|< 3 ε ,  
что и доказывает теорему.

Естественно, если функции ип(х) непрерывны во всем проме
ж у т к е  &  ̂ [ а ,  Ь], т о  при наличии р а в н о м е р н о й  сходимости 
и сумма ряда (3), / (х), будет непрерывна во всем промежутке.

Что требование р а в н о м е р н о й  сходимости в тексте теоремы не может 
fihiTb с л а щ е н о ,  п о к а з ы в а е т ,  н а п р и ме р ,  ряд

Ум
л — 1

(1 -\-х*)п

ч. 428, 8)], с^мма которого равна 1 при х ф О  и равна 0 при лг =  0. Однако 
авномерная сходимость фигурирует в теореме лишь как д о с т а т о ч н о е  
словие, и не следует думать, что это условие н е о б х о д и м о  для непре- 
 ̂вности суммы ряда *: например, ряды

I
2х [/z2<rra2*s _  (η— \γ «-■"-·>

>1

1" пх (п --1) X
|_1 + п 2х 2 1 + ( п  —  I )3 л:3

р. 428, 5) и 2)] в промежутке [0,1] имеют непрерывную сумму 0, хотя оба 
нем сходятся н е р а в н о м е р н о .

Впрочем, есть классы случаев, когда равномерная сходимость все же 
казывается необходимой. В  этом направлении мы докажем следующую 
орему, принадлежащую Д и н и  (U. Dini).

Теорема 2. П усть  члены ряда (3) непрерывны во всем про- 
ежу тке  ^ * [ а ,  Ь\ и п о л о ж и т е л ь н ы .  Если ряд имеет 
■мму f  (χ ), т а к ж е  непрерывную во всем промежутке, т о  он 

ходится в это м  промежутке равномерно.

• См. следующий п\
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим остатки ряда (3):
со

? » (· * )=  Σ ι  » * (■ * )= / (■ * )— /»(·*)·
k =  n-\- 1

Функция <р„(х) от х, как разность двух непрерывных функций, 
также непрерывна. Ввиду положительности членов ряда, последова
тельность {φ „(χ )}, при постоянном х ,  является убывающей (невозра
стающей):

Ψι (х) 5 '? *  (x) Ss Ψη+ι (χ)
Наконец, поскольку ряд (3) сходится в промежутке Л', при любом 
постоянном х

lim φ „(χ ) =  0.
п~*со

Для того чтобы установить равномерную сходимость ряда, доста
точно доказать, что для каждого числа ε^>0 существует хоть одно 
значение п, при котором φ „(χ )< ^ε одновременно для всех х  (ибо 
тогда для больших значений п это неравенство выполнялось бы и по
давно).

Доказательство этого будем вести от противного. Предположим, 
что для н е к о т о р о г о  ε О такого номера п не существует.
Тогда при любом п =  1, 2, 3, . . .  в промежутке SP  найдется такое 
значение х  —  х п, что φη ( χ „ ) ^ ε .  К  последовательности {х „}, все 
элементы которой содержатся в конечном промежутке Л', применим 
лемму Б о л ь ц а н о — В е й е р ш т р а с с а  [41] и выделим из нее частич
ную последовательность {х п̂  сходящуюся к пределу х 0.

Ввиду непрерывности <рт (х), имеем: 

lim =  
l ·  —·  СО

каково бы ни было т. С другой стороны, при любом т, для доста
точно больших k\

nuS*m , так что ? т  (х я J  >  =я> (х „к) =& е.

Переходя здесь к пределу при k —>■ о о ,  найдем, что

^  ™ ?» (х ч ) **  ?я <*.) ь

А это неравенство, имеющее место при любом т, противоречит тому,
ЧТО

lim φη·(·*«)=ο.
т  — .к

Теорема доказана.

432. Замечание о квази-равномерной сходимости. Итак, если функ
циональный ряд (3) состоит из непрерывных в промежутке а, Ь\ функ
ций и сходится в этом промежутке к сумме f i x ) ,  то для непрерывности
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этой последней д о с т а т о ч н а  равномерная сходимость ряда, но — в общем 
случае — вовсе не н е о б х о д и м а .  Было замечено еще Д и н и и другими 
чвд д о с т а т о ч н ы м  условием является некая'«ослабленная» равномерность 
(.ходимости: она состоит в том, что для каж дого числа ε > 0  и каж дого  
номера ΛΓ существует х о т ь  о д и н не зависящ ий от х  номер n >  N ' 
т акой, что неравенство (6 ) выполняется одновременно для всех х  из 3 7  
Действительно, при доказательстве теоремы 1 мы и использовали лишь 

дин номер п, при котором неравенство (13) выполняется для всех х  из I '  
Однако даже эта «ослабленная» равномерность все же не является" 

ье  о б х о д и м о й  для непрерывности суммы f ( x )  ряда (3). Она не имеет 
л’.еста, например^для рядов (15), сходящихся к непрерывной сумме f ( \ :)s=0 

А р и е л а  (С. Arzela) ввел в рассмотрение в 1883 г. особый тип сходи
мости (впоследствии получивший название к в а з и - р а в н о м е р н о й  сходи
мости), который решает вопрос о т о ч н о й  характеристике сходимости ряда, 
►чеспрщвдющеи непрерывность его суммы.
,  П ? Р °  Р'лд  (3)> сходящ ийся в промеж ут ке %  =  \а, Ь\, говорят, что он
- Ъдится к в а з и - р а в н о  м е р н о е  X  к  сумме f  (х), если для  каж дого  
^ : л а  е > 0  и каж дого номера N ' промеж ут ок мож ет быть покрыт

о н е  ч н ы м числом от кры т ы х промеж утков

К  h ) ,  (а2, b2)....... (ef, bι)......... (ah  bk),

и им в соответствие могут  быть поставлены k номеров

П1> П!....... «,·......... «А (>  Ν ')

гак , что для  всех значений х  (из S£), содерж ащихся в (а± ЬЛ (i =  1 2 k\ 
ψ ϊравенство * ’ ’ ■··' '·

I / ( * ) - / „ , ( * )  1 =  1* ,  W I <«
исполняет ся одновременно.

ВЬШе <ослабленн°й» равномерной сходимости в с е м  
«чениям у  ич Ύ. ставился в соответствие о д и н  и т о т  ж е  номер п. а 

*** *  разбиваются на группы, которым в соответствие ставятся разные, 
чения п, но всякий р а з —  R - к о н е ч н о м  ч и с л е

,,0НЯТ,,ем' л Р цела  установил следующее предложение: 
р в л л  a . i.y r» *  ф ункции ип (х) определены и непрерывны в про- 

утл* л  — Ь\, п  р яб  (Λ) сходит ся в этом промеж ут ке. Д л я  того 
+ н  сумма ряда f i x )  т акж е была непрерывна в .Т ,  н е о б х о д и м о  

- г р н о  ’ 4 Ы ряд  сходился в Ж к  f ( x )  к в а з и - р а в н о -

Н е о б х о д и м о с т ь .  Предположим сначала непрерывность функции f i x ) 
и всех остатков ?я (x). Возьмем в ДГ л ю б у ю  точку х ’. По задан- 

числам & и N  для нее найдется такой номер n' ;> N , что

I τη- (χ ') 1 <  ε.
непрерывности функции о„, (х) подобное же неравенство

I ?n' ( * ) | < ε
^  выполняться и в некоторой окрестности σ’ =  (χ ’ _ δ Γ, т о ч к и  r'
• f i x  этих открытых промежутков σ', построенных для всевозможных 

--£■  ™ с™ с я  некая б е с к о н е ч н а я  система Σ, Покрывающая пр^
‘ 1юпги^тр0ГДа’ П°  лемме Б о р е  ля  [88 ], из нее выделяется и к о н е ч -иодсистедоа промежутков

Σ  *=* 1ъ» s· ···»
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также покрывающая ЗС.  Эти промежутки и будут теми, о которых идет речь 
в определении квази-равномерной сходимости.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Допустим теперь, что ряд (3) сходится к своей 
сумме f ( x )  квази-равномерно. Задавшись числами ε и /V’, построим про
межутки (а,·, bi) и выберем номера и,- (г =  1, 2, , k) с указанными в опре
делении свойствами. Возьмем по произволу в &  точку х 0; пусть она содер
жится в промежутке (а^ , bio). Как и при доказательстве теоремы 1 [431 (12)], 
можем написать

\ f ( X ) — f ( X o ) \ ^ \ f n i ( x ) — f n i (,Xo)\ +  \<?ni (X)\ +  \'?ni  (*ο)Ι· ( 12а)

При этом, очевидно,
I f ni (*о) I < е;

если х  тоже принадлежит этому промежутку Ь^\, то и

. I ?/1,- W  I <  ε.

Можно найти такое число ®> 0 , что, при | х  —  аг0 | С  С, не только х  со
держится в указанном промежутке, но и первое слагаемое в ( 12а) справа 
будет <  ε, а значит

I/(■*)—  f {Xo) \  <3ε,
и непрерывность f ( x )  в точке х 0 доказана *.

Из этой теоремы с легкостью выводится теорема Д и н и предыдущего п°. 
Действительно, если ряд (3) состоит из положительных непрерывных функ
ций и сходится к непрерывной же сумме, то, как мы видели, сходимость 
необходимо будет квази-равномерной.

Пользуясь тем, что в данном случае остатки (х)  с возрастанием п 
убывают, достаточно взять номер N  ббльшим всех я,- (г =  1, 2, ..., /г), чтобы 
для n ~ > N  неравенство (6 ) выполнялось одновременно для всех х  из .^ с х о 
димость оказывается р а в н о м е р н о й .

433. Почленный пер еход к пределу. Приведем еще одну теорему, 
которая является обобщением теоремы 1. В  ней 3" =  {х } есть 
п р о и з в о л ь н о е  бесконечное множество, имеющее точку сгущения 
а  (конечную или нет) [52]; эта точка сама может и не принадлежать * 
множеству.

Теорещ^4. П усть  каждая из функций ип(х) ( я = 1 ,  2,3, . . .) 
определена в области SV и имеет, при стремлении х  к а, конечный 
предел·.

lim ип(х) —  сп. (16)
х-+а

Если ряд (3) в области 3? сходится р а в н о м е р н о ,  т о  1) схо
дится ряд, составленный из эти х  пределов:

за

Е г« = с ’ ( о
* = 1

* Как читатель заметил, предположение, что все номера л» могут быть 
выбраны сколь угодно большими, на деле нигде не используется.



и 2 )  сумма ряда ( 3 ) ,  / ( х ) ,  та к ж е  имеет при х  -* а предел, именно: 
t»

lim f ( x )  =  С. ( 1 7 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно условию равномерной сходимости 
п 429, для произвольно взятого ε > 0  существует такой номер Ν, 
•то при « > V V  и т =  1, 2, 3, . . .  неравенство (8)-выполняется для 

~ι-χ х  из Переходя здесь к пределу при χ —»-а с учетом (16), 
айдем, что
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I Сп+ 1 +  +  ■ . .  - | -  Сп+т I Ξβ,

так что для ряда (С) выполняется условие сходимости J376].
Если С, С„ и означают, как обычно, его сумму, частичную 

сумму и остаток, то

с =  Сп - I -  Т »■

Вычитая это равенство почленно из (11), легко получить:

J / ( x )  —  С| <  1/„ (х ) —  Сп I -|- |<р„ (x ) I -f-1 Тл |. (18)

Ьвиду р а в н о м е р н о й  с х о д и м о с т и  ряда (3) и сходимости 
яда (С), по любому ε^>0 можно ф и к с и р о в а т ь  п столь большим, 
обы для всех х  из J  было:

I f n W K y ,  а также | γη | < ε . (19)
к как, очевидно,

l im / „ ( x ) =  П т  2  « * ( * ) =  2  с, =  С„ 
*--о ! * = I

— если ограничиться случаем конечного а —  найдется такое δ^>0, 
*■ при |х  —  α δ будет: ’

1Л ( * ) - С я |< е . (20)

Тогда, при указанных значениях х, в силу (18), (19) и (20), будет 
“ олняться неравенство

|/ (х ) —  С |< 3 е ,
и приводит к (17)*.

Равенство (17) можно написать в форме [см. (16)]:

I i m Σ  Μ * ) =  Σ  { lim αη (χ )Υ>
■* — ° л  = | п=  1 х ~*<*

• Читатель узнает в этом рассуждении то, которое уже было применено 
доказательства теоремы 1.
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таким образом , при наличии равномерной сходимости, предел суммы  
ряда равен сумме ряда, составленного из пределов его членов, 
или, иными словами, в ряде допустим предельный, переход п о-
ч л е н н о .

4 34 . П оч лен н ое и н т егр и р о в а н и е  ря дов . П ерейдем теперь к рас
смотрению вопроса о б  интегрировании суммы сходящ егося функцио
нального ряда.

Т ео р ем а  5. Если функции ип ( χ )  (η —  1, 2, 3, . . . )  непрерывны 
в промеж утке. Ά' =  [а, Ъ], и составленный из них ряд  (3) схо
дится в эт ом промеж утке р а в н о м е р н о ,  то интеграл от 
суммы  / ( х )  ряда  (3 ) представляется следующим образом:

Ь со b

\ f ( x ) d x  =  2  \u n(x ) d x  =
а я— ] а

ь ' ь b
=  ξ ιΐγ (■*) d x  - f -  U и., (x) d x  - f - . . .  - j -  § un (x )  d x (21)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ввиду непрерывности функций ιιη ( х )  и /  (x )  
[431 , теорема 1], сущ ествование всех этих интегралов очевидно. 
Проинтегрировав тож дество

/ ( х )  =  щ (х)  к, (х )  - р . . .  ип ( x )  - f  φ„ ( χ )

в промежутке [а, Ь\, получим: }

ъ ь ь
\ f { x )  d x  =  \u i  (x )  d x  -j -   ̂щ (x )  d x  - f - . . .
a  a  a

b b
• · · +  S «n (-'■) d x  +  \  <p„ (x )  dx.

a o,

Таким образом , сумма n членов ряда (21 ) разнится от интеграла 
ь ь

f { x ) d x  дополнительным членом ^срn (x )d x .  'Для доказательства  
а а
разложения (21 ) нужно лишь установить, что

ь
lim  \  cp„ (x )  d x  =  0, (22 )

Л - . С О  'а

В силу равномерной сходимости рядя (3), для лю бого ε ^ > 0  най
дется номер N  такой, что при η ^ > Ν

1?« W I O
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сразу для всех х  в рассматриваемом промежутке. Тогда для тех же  
значений п будет:

ъ ь
I 5 ? л  ( · * )  ά χ  I -  S i  ? n ( x ) \ d x < ( b  —  d ) . e ,  
u ,1

4 .0  и доказывает предельное соотнош ение (22).
Равенство (2 1 ) может быть написано в виде

" 'll uj и
5 { Σ  « n ( x ) } d x =  Σ  \ \ u n { x ) d x \
а п =  1 ч - '

т::: что в случае равномерно сходящ егося ряда интеграл от суммы  
.•яда равен сумме ряда, составленного из интегралов его членов,
* ■' И’ иными словами, допустимо п о ч л е н н о е  интегрирование 
ряда.

Как и в случае теоремы 1, требование равномерной сходимости с у 
щ е с т в е н н о  для верности разложения (21), т. е. не может быть просто 
-rvute.m но все же не является н е о б х о д и м ы м .  Ряды (15), рассмотрсп- 

m !<ак раз и иллюстрируют это обстоятельство. Оба они в пооме- 
Ш,Кп0 |U’ сходятся к Функции / ( х )  =  О н е р а в н о м е р н о .  Но, интегри- 
ггч первый почленно, мы в качестве суммы ряда интегралов получим

< t
l im \  2 п * х . е - в1* а х =  l im (1 1, хотя t / ( V) r f j r - 0 ·

■ - »  · л )

ея второго же ряда аналогично найдем

Л"' \ г т о йх =  Ч"1 ^ 0 —  =  о =  ( /  (χ) dx.

^з-«впытен пример ряда

Г ^ ' = 1 - *  +  *» — . . .  +  ( -  1)» * » + . . .  (О =£= л г <  1).

ι

( т^ - = | п 2 = , _ 1  +  1 . _  'J I - t x  2 3

ч т о  ряд м о ж н о  интегрировать, почленно, хотя при j t  =  1 он и r o r p p  
г о д и т с я .  г

Укажем теперь обобщ ение теоремы 5, связанное с отказом от 
-ования н е п р е р ы в н о с т и  рассматриваемых функций 
Т еорем а 6. Если функции ип (х) (п =  1, 2, 3, . . . ) '  интегри- 

‘Лы в промеж утке £1 —  [а, Ь], и составленный из них ряд  (3)

В смысле п° 295.
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сходит ся р а в н о м е р н о ,  то сум м а  / ( х )  ряда такж е будет  
интегрируема, и имеет  мест о разлож ение  (21).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Остановимся на интегрируемости функ
ции / ( х ) .

Ввиду равномерной сходимости ряда, по заданному наперед е, 
мы можем ф и к с и р о в а т ь  п столь большим, чтобы во всех точках 
промежутка [а, Ь] было:

1 / W — A W K - J  или / л (х )  —  у  < / ( . * ) < / „  (* )  +  -£-. (23 )

Возьмем какую-нибудь часть [α, β] промежутка [а, Ь\, и пусть т, 
М  будут точные границы функции / п (х )  в [α, β], аш =  М  —  т  —  ее  
колебание; соответствую щ ее колебание функции / (х )  обозначим через Ω. 
Ввиду (23), в пределах промежутка [α, β]:

т —  ^ < / ( х ) < Л 1 - г у ,  так что

Разобьем теперь промежуток [а, Ь] обычным ббразом  на частич
ные промежутки [ х ;, х 1+|] и станем значком I отмечать колебания, 
относящиеся к i-му промежутку. Тогда ΰ ,- s g  о>,·-|-е. и

2  β |  · Δ-*; +  e (b —  a).
i i

Так как второе слагаемое справа произвольно мало, а первое стре
мится к нулю вместе с Х =  т а х Д х г, то это ж е справедливо и отно
сительно выражения слева, откуда и следует интегрируемость функ
ции / ( х )  [297  (8)].

Что ж е касается равенства (21), то оно доказывается буквально 
так же, как и выше.

Покажем на примере, что при нарушении равномерности ряд, состоящий 
из интегрируемых функций, может иметь неинтегрируемую сумму. Положим 
ип (х) (для п =  1 , 2 , 3 ,  ...) равным 1, если х  выражается н е с о к р а т и 

мо  й дробью — , и равным 0 — в прочих точках промежутка [0, 1]. Эти л
функции, имеющие, лишь конечное число разрывов, интегрируемы в [0, 1], 
а суммой ряда будет заведомо неинтегрируемая функция Д и р и х л е  [300,2)).

Вместе с тем, разумеется (мы это видели на примерах), равномерная 
сходимость не является н е о б х о д и м ы м  условием для интегрируемости 
суммы ряда, составленного из интегрируемых функций. И для этого случая 
А р ц е л а указал условие, одновременно н е о б х о д и м о е  и д о с т а т о ч 
н о е  («квази-равномерная сходимость вообще»), ср. n' 432.

435 . П оч лен н ое д и ф ф ер ен ц и р о в а н и е  рядов . С помощью тео
ремы 5 преды дущ его п° легко доказывается следующая

Т е о р е м а  7. П уст ь ф ункции ип (х)  ( п =  1, 2, 3, . . . )  опре
делены в промеж ут ке £ £ ^ ? \а , Ь\ и имею т  в нем непрерыв
ные производные и‘п (х ) . Если в эт ом промеж ут ке не т олько



одится ряд  (3), н о  и р а в н о м е р н о  сходит ся ряд, состав- 
енный из производных:
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Σ  ( * ) - Ь  (х) " К . . ,  (24)
■ • t

о и сумма f  (х ) ряда  (3) имеет  в 3  производную, причем

f '  W  =  Σ  и“ (·*)· (25)
п * I

Д о к а з а т е л ь с т в ? ) .  Обозначим через / * (х )  сумму ряда (24); 
у теоремы 1, это будет непрерывная функция ог х .  Восполь- 

авшись теперь теоремой 5, проинтегрируем ряд (24) почленно в 
межутке от а до произвольного значения х  из мы получим

Ф VAJ Л

\ f * { t ) d t =  2  \ u n (t)d t. .
а л  —■ 1 п

х
■ очевидно, ^ u n ( t )dt  =  un (x)  —  ип (а), так что

\ f *  (t) i f t =  У] [ип (х )  _  ип (а)] =
а п =  1

со оо

=  Σ  “ « W -  Σ  " л ( а )  =  / ( * ) - / ( а ) .
п = 1  П = 1

преобразование оправдано н а п е р е д  известной с х о д и м о -
о рядов £ « » (■ * )  и 2 w«(a); см. 364, 4°.] Так как интеграл 
, ввиду непрерывности подинтегральной функции, имеет пло» 

-ную равную / * ( х )  [305, 12°], то ту же производную имеет и 
ия f ( x ) ,  которая от интеграла отличается лишь на постоянную, 

звенство (25) можно переписать (если воспользоваться, следуя 
и, обозначением D  для производной) в виде

Μ Σ  » » w } =  Σ  D u n {x).
л —I η =  1

образом, при указанных условиях, производная от суммы  
н а зы в а ет с я  равна сум м е ряда, составленного из производ
ил членов, или,· иными словами, допустимо п о ч л е н н о е  

щенцирование ряаа.
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Рассмотрим ряды
СО
V  1 ,-1 — 1л·

п «1

го

у  In (1 +  X s) +  2! Ц п  1η 0  +  ” * * 2) -  2 (η -  1) 1п 0  +  (п -  1 )г х ’> ■
п =  2

Первый из них сводится к 0 при х  =  0 и к 1 в остальных точках, а сумма 
второго везде равна 0. Если продифференцировать их почленно, то получатся 
уже знакомые нам ряды (15) 1431 ], сходящиеся во всем промежутке [0, 1] 
к 0, но оба н е р а в н о м е р н о .  В первом случае ряд из производных схо
дится и при ,кг =  0, где сумма первоначального ряда производной иметь не 
может, ибо разрывна в этой точке. Во втором случае, наоборот, почленное 
дифференцирование повсюду приводит к верному результату. Этими приме
рами иллюстрируется роль требования, чтобы ряд производных сходился 
р а в н о м е р н о :  оно с у щ е с т в е н н о ,  но не н е о б х о д и м о .

Теорема 7 может быть освобож дена от некоторых лишних пред
положений ценою небольш ого усложнения доказательства.

Т ео р ем а  8. Пусть функции ип(х) ( л = 1 ,  2,  3, . . . )  определены 
в промеж утке Ж  =  [а, Ь\ и имеют в нем конечные производные 
и'п(х). Если ряд  (3 ) сходится хот ь в одной точке, например 
при х  — а, а ряд  (24 ), составленный из производных, р а в н о 
м е р н о  сходится во всем промеж утке X ,  то тогОа 1) ряд  (3 )  
сходится р а в н о м е р н о  во всем промеж утке и 2) его сумма  
f ( x )  имеет в производную, выражаемую равенст вом  (25).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем в промеж утке [а,  Ь\  две различ
ные точки лг0 и л: и составим ряд

ОО
у  Ц/1 ( V) -  ип (·*·<>)
*т *  — -*·

я =  1
Мы докажем, что при любом фиксированном х 0 этот ряд сходится  
для всех χ  ф  дг0 и притом р а в н о м е р н о  относительно х.

С этой целью, задавшись произвольным числом ε ^ > 0 ,  ввиду 
р а в н о м е р н о й  сходимости ряда (24), наймем такой номер А/, что 
при « > 7 V  и т =  1, 2, 3, . . .  неравенство

п-\- т

! Σ  »-(■*)! О  (27>
/г =  л  +  1

выполняется для всех значений х  одновременно. Фиксируя на момент 
л и т, рассмотрим функцию

п -\-т

U ( x ) =  2 j  "а (*)'>
k — n -J- 1

ее  производная
п -\-т

U ' { x ) =  У) ч'к(х%
k  ·=- n  -J- 1
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в силу (27), по абсолютной величине всегда < ^ ε . Но, очевидно,
Я -j- /72

\  Un(■*) Un(X θ) ^(**) ί/(^θ) гУ/
^  χ = ϊ ;— — — =к = п+\

\

где с содержится между дг0 и дг [по теореме Л а г р а н ж а ,  112]. 
П оэтому, окончательно, для всех χ  ф  х 0

п-\- т
I V  чл (л ) — иП (Хр)

А* Ад
b =  n f  I

< e;

так как это неравенство имеет место, лишь только п >  Л/, каково бы
ни было m —  1, 2, 3 .......... то р а в н о м е р н а я  сходимость ряда (26 )
этим доказана. Отсюда уж е вытекают все нужные нам заключения. 

П реж де всего, взяв х 0 =  а, из равномерной сходимости ряда

х —  а a с ним и V  [№ „ (* )_  Н|1 (а)]
п= 1

оо
{см. следствие η 429],  и из сходимости ряда ^  ил (а) заключаем

п =  \
оо

о р а в н о м е р н о й  же сходимости ряда ^  ип С*)·
τι— I

Если через f  (х)  обозначить его сумму, то суммой ряда (26),
»де х 0 есть снова лю бое значение х  в промежутке [а, Ь], —  очевидно.

„  / ( - * ) — /( я )  -г
Г?дет х __а------ · ' ак как в равномерно сходящемся ряде можно

реходить к пределу п о ч л е н н о  (по теореме 4), то, устремляя х  
дг0. получим:

' ( * , ) =  lim \  ■ ш
‘ .Ж —П — 1

lim
дв

“η (X) -  Чп (-Ун) ) _
х — х л I

=  2  1,п (х »)' ч- и ТР· д·
гг= 1

З а м е ч а н и е .  В се эти теоремы о почленном предельном пере- 
оде, почленном интегрировании и дифференцировании устанавливают 

глогию между функциональными рядами и суммами конечного  
ьла функций. Аналогия эта, однако, ограничена известными усл о

виями, в характеристике которых р а в н о м е р н а я  с х о д и м о с т ь  
занимает исключительное место.

*36. Точка зрения последовательности . П редставляет интерес 
ерефразировать полученные результаты с точки зрения последо- 

1ельности функций. Это позволит отчетливо поставить в связь
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рассматриваемые вопросы- с общим вопросом о п е р е с т а н о в к е  
д в у х  п р е д е л ь н ы х  п р о ц е с с о в ,  который играет столь важную  
роль во всем анализе. С другой стороны, наметится и путь к о б о б 
щению этих результатов.

Итак, мы снова сопоставляем последовательность функций (1) 
и функциональный ряд (3), считая, что они связаны соотношениями:

f « ( x ) =  Σ  1 1 (х ) 0 =  Ь 2> 3> ···)
' k = \

или равносильными им:

и,(х)  =  / , ( х ) ,  un{x)— f n{x)—fA.\(x)  (» =  2. 3, ...).

Предельная функция для последовательности есть то же, что и сумма 
соответствую щ его ряда. Равномерная сходимость может иметь место  
лишь одновременно и для последовательности, и для ряда.

I. Рассмотрим сначала вопрос о п р е д е л е  упомянутой предель
ной функции. Пусть множество 3? = . \ х \ ,  в котором определены все 
рассматриваемые функции, имеет точкой сгущения а. Т огда теорема 
4 п° 4 3 3  перефразируется так:

Т еорем а  4 * . Если функции f n(x ) имеют пределы

lim  / n (x )  =  / ( x )  (х  из (28 )
Я —* ОО

"  lira f n(x) =  C„ ( я = 1 ,  2, 3, . . . ) ,  (29)
χ — а

причем в первом случае стремление к преаелу происходит р а в 
н о м е р н о  относительно х  (в ££), то существуют оба конечных 
предела

lim / ( х )  и lim C„,
f  e  x —*a  I n  —* oo

которые равны между собой.
Равенство

lim  f  (x)  =  lim C„,
χ  — а я —* go

t
если принять во внимание (2 8 ) и (29), может быть переписано так: 

lim  lim  / л (х )  =  lim  lim f„ (x ).
χ ~ * α  n  —>со n —* c o  x — η

Таким образом , рассматриваемая теорема устанавливает для функ
ции f n(x)  о т  д в у х  переменных, х и л ,  условия существования  
и равенства двух повторных пределов и непосредственно примыкает 
к исследованиям п° 168.

Предоставляем читателю перефразировать для последовательностей  
и две теоремы п° 431 . .



Н. Теперь пусть область X  представляет собой  пром еж уток [а, Ь\, 
«•р ассм отр и м  вопрос о б  и н т е г р а л е  предельной функции. Вот  
аналог теоремы '6 [434]:

Т ео р ем а  6 * . Если последовательность { /„ (х ) }  состоит из 
функций, интегрируемых в промеж утке [а, Ь\, и сходится 
к своей предельной функции f  (х) р а в н о м е р н о  относительно 
х  в [а, Ь\, то функция f ( x )  будет интегрируема в [а, Ь], причем

ύ О
\ f ( x ) d x =  lim  [ f n (x ) dx .
и а

П оследнее равенство перепишем в виде: 

ь ь
Kva \ f n ( x ) d x  =  \ { W m  f n ( x ) \ d x ,  . (30 )

о  о  Л - .0 0

ак что предел, относящийся к интегралу, оказывается возможным  
тнести непосредственно к подинтегральной функции. В этом случае 
оворят, что допустим предельный переход п о д  з н а к о м  ин- 
еграла.

В равенстве (3 0 ) переставляются знаки п р е д е л а  и и н т е г -  
а л а. Т ак как определенный интеграл также получается в резуль- 
те некоего предельного процесса, то рассматриваемый здесь вопрос  
азывается родственным тому, который изучался в 168.

III. Наконец, перейдем к вопросу о п р о и з в о д н о й  предель- 
Я функции. П ереф разируем теорему 8 [435]:

Т еорем а  8 * . Пусть все функции f n{x) дифференцируемы 
промеж утке [а, Ь], и последовательность производных \ f n (х )\ 

дится во всем промеж утке, р а в н о м е р н о  относительно х . 
и известно, что последовательность функций {fn (x )\ схо- 

тся хот ь в одной точке промеж утка [а, Ь], то можно 
верждать, что 1) эта последовательность сходит ся во всем  
■межутке, и даже р а в н о м е р н о ,  2) предельная функция 
) дифференцируема, причем

f ' ( x ) =  lim  /ά (χ ) .
η —»0 0

Если переписать это равенство бол ее выразительно:

D {  lim  / „ (χ )}  =  lim \ Df n (x ) }, *
/1 -· OO /1 — 00

разу станет ясно, что речь идет о перестановке знаков п р е д е л а  
р о и з в о д н о й .  Так как производная также есть п р е д е л ,  то 
гот вопрос связан с перестановкой двух предельных переходов.

заключение заметим следую щ ее. Если стоять на точке зрения 
онечного ряда, л о  натуральный параметр п, естественно, не
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может быть заменен бол ее общим. Иначе обстоит дело, если речь 
идет о последовательности функций. Здесь  функция /„ ( .* )  может  
быть заменена функцией / (х, у )  от двух переменных, где у  изме
няется в произвольной области У  =  [у } , имеющей точкой сгущения 
число у й (конечное или нет). Предельный п ер еход  при п -*■ о о  заме
няется предельным переходом  при у  —ι>-у0. Ф ормулировка и доказа
тельство теорем, относящ ихся к этому общ ем у случаю, не п ред
ставляют трудности. К некоторым из этих обобщ ений мы вернемся 
ниже, в главе XIV.

4 37 . Непрерывность суммы степенного ряда. Важнейшим  
примером применения всей изложенной теории является изучение 
свойств с т е п е н н ы х  р я д о в .  Мы ограничимся степенными рядами 
вида

со
2  алх г =  а0 -{- αλχ  -j- агх* . - f -  апх п - f - . . . ,  (31 )

п = О

ибо, как мы видели в 403 , ряды более общ его вида 

Σ  == αο ~ι' αι —  -*о) *» (х  —  -хг0)3  ̂ . . .  -j -
п — I)

+  αη ( * - * „ ) "  +  . . .  (31* )

непосредственно приводятся к виду (3 1 ) простой заменой переменной.
Пусть ряд (3 1 ) имеет р а д и у с  с х о д и м о с т и  R ^ >  0 [379]. 

П реж де всего, м ож но утверждать:
1°. Какое бы положительное число r< ^ R  ни взят ь, ряд  (3 1 )  

будет сходит ься р а в н о м е р н о  относительно х  в зам кнут ом  
промеж утке [—  г, г].

Действительно, так как г < / ? ,  то при х  =  г ряд (3 1 ) сходится  
а б с о л ю т н о ,  т. е. сходится положительный ряд: ,

ОО

Σ  Ια/ . | · ' ' ,, =  |α«Ι +  Κ | · Γ  +  Μ · ' ' 2-1-. . . +  | а „ | - г л +  . . .  (32 )
л — О

При [x jsg :/·  члены ряда (31 ) по абсолютной величине не п рев осхо
дят соответствую щ их членов этого ряда, который, таким образом, 
играет роль м а ж о р а н т н о г о  ряда, и по признаку В е й е р 
ш т р а с с а  ряд (31 ) для указанных значений х  сходится р а в н о м е р н о .

Хотя число г и может быть взято сколь угодно близким к R, 
но из доказанного все ж е н е  вытекает равномерная сходимость  
в промежутке [—  R, /?]. На примере прогрессии [428, 6)] читатель 
видит, что как раз концы промежутка сходимости могут оказаться 
т о ч к а м и  н е р а в н о м е р н о с т и .

Теперь, как следствие теоремы 1, получаем:
2°. Сумма f  (х) степенного ряда  (31 ) для всех значений х  

м е ж д у — R u R  представляет собой непрерывную функцию от х.
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Какое бы значение χ . * χ 0 внутри промеж утка сходимости ни взять, 
#жно выбрать число r< ^ R  так, чтобы было | х 0 1 < V .  Применив 

«■«•рему 1 в промежутке [— г, г], ввиду 1°, установим непрерйв- 
«  ь функции / ( х ) в этом промежутке, следовательяо, в частности,
•  1 ф И  Х  =  Х 0.

[Обращаем внимание читателя на то, что мы избежали приме- 
«*>;;!Я теоремы 1 в промежутке (—  R, R), где равномерная сходи 

ть не может быть гарантирована.]
Непрерывность суммы степенного ряда может быть использована 

доказательства т е о р е м ы  о т о ж д е с т в е  с т е п е н н ы х  
f  » л о в (напоминающей подобную  ж е теорем у для многочленов): 

oJ. Если два степенных ряда

2  апх п =  ай- ] -а 1х-\-а<1х'- +  . . . - \ - а пх п- \ - .

имеют одну и ту же сум м у, то 
т. е. соответственные коэффи-

.. а„ =  Ь„. . . .

Р окрестности точки х ^ О *  
яи  ряды т о ж д е с т в е н н ы ,  

нты их попарно равны:

а0 К,  g j —  b ι ,

Полагая х  =  0 в тож дестве

а0 ~г αιχ  - г  ■ —=  -f -  b±x j - . . . ,

у  убеждаемся в равенстве α0 =  ο̂· Отбрасывая эти члены в обеих  
гях написанного тождества и деля их на х  (в э т о м  с л у ч а е  

■i в ы н у ж д е н ы  с ч и т а т ь  χ  ф  0), получим, новое тож дество

Й1 ~г αϊχ  ~Ь · ■ ■ ьх —j— b%x

орое также имеет место в окрестности точки х  —  0, н о  и с к л ю -
■ с а м у  э т у  т о ч к у .  Н е имея права положить здесь х  =  0, 
однако, можем устремить х  к 0; в пределе, пользуясь непре- 
ю стью , мы все ж е получим, что а [ =  £ 1. Отбрасывая эти члены 

Упова деля на χ  ф  0, при х - * - 0  найдем, что ai =  bi, и т. д.
Эта простая теорема, устанавливающая е д и н с т в е н н о с т ь  раз- 

~ения функции в степенной ряд, имеет частые применения. С ее 
щью, например, сразу устанавливается, что разложение четной 

четной) функции в степенной ряд вида (3 1 ) мож ет содер- 
. ь лишь четные же (нечетные) степени х .

• Здесь имеется в виду не 'только д в у с т о р о н н я я  окрестность
о) точки х  =  0, но и о д н о с т о р о н н я я  окрестность вида 0 8) 

(—6, 0].
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Рассмотрим теперь более тонкий вопрос о поведении ряда 
вблизи одного из к о н ц о в  x  —  +  R  его промежутка сходимости  
(считая впредь этот промеж уток конечным). Мы можем ограничиться 
правым концом все сказанное о нем, с помощью простой
замены л; на — х , переносится и на случай левого конца х  =  —  R. 

П реж де всего ясно, что
4 е. Если степенной ряо  (3 1 ) на конце x  =  R его промеж утка 

сходимости р а с х о д и т с я ,  то сходимость ряда в промеж утке 
[О, R) не может быть р а в н о м е р н о й .

Действительно, при наличии равномерной сходимости, можно быЛЪ 
бы, по теореме 3, перейти в нашем ряде к пределу при x - * - R —  О 
почленно, и тем установить сходимость ряда из пределов:

ОО

У ι anRn =  т  a i R aiR* ~Ь · · · “Ь arfi.n - f - . . .  >
п^О

рппреки предположению.
Имеет место и следующ ая, в некоем смысле —  обратная теорема: 
5°. Если степенной ряд  (3 1 ) сходит ся и при x  —  R  (хот я бы 

и неабсолютно), то сходимость ряоа будет необходимо р а в н о 
м е р н о й  во всем промеж утке [0, /?].

Действительно, если представить ряд (3 1 ) в виде
оо со

2  апх п =  2  a“Rn ■ ( i )" ^
0 я-=-0

то требуем ое заключение непосредственно вытекает из признака
ОО

А б е л я ,  так как ряд ^  anRn сходится, а множители ( « V  обра- 
П=ь и .  ' 1

зуют монотонную и равномерно ограниченную последовательность
*  / дг \я +  *

~RI
Д оказанное предложение позволяет применить теорем у 1 ко 

всему промежутку [О, R], Таким образом, в виде дополнения к тео
реме 2° о непрерывности суммы степенного ряда в открытом проме
жутке ( — R, R), мы получаем такую теорем у (принадлежащ ую  
А б е л ю ) * :

6°. Т ео р ем а  А б ел я . Если степенной ряд  (3 1 ) сходит ся при 
x  =  R, то его сумма сохраняет непрерывность и при эт ом зна
чении х  (разумеется слева), т.' е.

ОО' СО

lim  V  апх п =  Σ  anRn· 
м-»и—о ц ^

* Другое доказательство этой теоремы (в предположении R = \ )  мы 
дали в п°418— в связи с вопросом о регулярности метода П у а с с о н а -  
А б е л я  суммирования расходящихся рядов.



i
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Теорема А б е л я  имеет важные приложения.
Если для функции f  (х)  получено разлож ение в степенной ряд 
ь в открытом промежутке ( — R, R):

СО

/(■*)= Σ  α*χη (-# < ·* < « ),л · о
функция сохраняет непрерывность, а ряд продолж ает сходиться, —  

на каком-либо из концов этого промежутка, например, при x x R ,
: р а з л о ж е н и е  о с т а е т с я  в е р н ы м  и д л я  э т о г о  к о н ц а ,  
этом легко убедиться, переходя в написанном равенстве к пределу  

Ч x - * R  —  0.

Таким образом, например, получив разложение

1 п ( |+ * )  =  ж - £ + £  +

ь для — 1 с х  <  1, но, зная, что ряд

1 - 4 + j — ■ + < - ' ) ■ - 1 + -
ится, заключаем, что сумма его есть In 2. Точно так же оправдывается 

ерждение п° 407 о том, что биномиальный ряд
. . , т(т— 1) . ,
1 +  мх + -----

т ( т  —  1) ( ш  —  2 )  · . . .  ■ ( т  —  я  4 -  П  

" Ύ  Г 2 -3-  . . .  -п----------------- * " + -
при х = ±  1 имеет своей суммой (1 + л - )т . если только ряд оказывается 

лщимся.

438. Интегрирование и диф ф еренцирование степенны х рядов.
!еним теперь к степенным рядам теоремы пп° 4 3 4  и 435. 

Сопоставляя доказанные уж е свойства 1° и 5° с теоремой 5 п° 434 , 
чим: ’

Г . Степенной ряд  (31 ) в промеж утке [0, х], где | .v | ^  R, 
да можно интегрировать п о ч л е н н о ,  так что

X

{ / W i U = < w r - b  “ · ** +  £ 4 - * “ (з з )  
ь щ

ение х  здесь мож ет совпадать и с одним из концов про- 
•тка сходимости, если на эт ом конце ряд  (3 1 ) сходится. 
ереходим к вопросу о дифференцировании степенного ряда.
. Степенной ряд (3 1 ) внутри его промеж утка сходимости
о дифференцировать п о ч л е н н о ,  так что

с о

=  Σ  паах п-' =
η »  I

« a j  - j -  2агх  - j -  ЪаАх *- - f  . . .  - j -  Папх п 1 Ί *- , . .  ( 3 4 )

§  2 . ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА СУММЫ РЯДА 447
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Утверждение сохраняет силу и для конца промеж утка схо
димости, если только написанный ряд на эт ом конце сходится.

Возьмем л ю б о е  х  внутри промежутка сходимости исходного  
ряда, так что | x  | <  R, и вставим число г' м еж ду [ jc j и R: 

Ввиду сходимости ряда.

и*

Σ  апГ'Я J  α» ■+■ α *Γ’ +  °»гГ* + ·  · ■ +  αΊΓ’" · ■ ' · ’
η =  1

его общий член ограничен:

I а„ ] гт - ■: L (L =  const; я = 1 ,  2, 3, . . . ) .

Тогда для абсолютной величины я-го члена ряда (3 4 ) получается 
оценка

п а . ' ι·*-: =  я j а„ I ■ г'* ■
п - 1

г  Г

Ряд

1  V

I -  I

η — I -L • Н - я
я — 1

сходится; в этом легко убедиться с помощью признака Д а л а м -

б е р а  [368], если учесть, что <  1. В таком случае абсолютно

сходится ряд (34). Отсюда ясно, что радиус сходимости R' этого 
ряда н е  м е н ь ш е  R.

Если теперь взять л ю б о е  r < ^ R ,  то одновременно и r  < ^ R '\  
в силу 1° ряд (3 4 ) р а в н о м е р н о  сходится в промеж утке [—  г, г], 
так чго —  по теорем е 7 п° 4 3 5  —  в этом промежутке допустимо по
членное дифференцирование ряда (31). Так как г < ^ /?  произвольно; 
то основное утверж дение теоремы доказано.

В случае сходимости ряда (34), скажем, при x  =  R, эта сходи 
мость р а в н о м е р н а  [5°] в промежутке [О, R],  и теорема 7 при
ложима ко всему этом у промежутку —  почленное дифференцирование 
оказывается допустимым и при x = - R .

З а м е ч а н и е .  Мы убедились в том, что R ' ^ R .  С другой сто
роны, члены исходного ряда (3 1 ) не превосходят по абсолютной  
величине соответственны х членов ряда

имеющего тот ж е радиус сходимости R', что и ряд (34). Следова
тельно, R ^ R ’. Таким образом , окончательно, R’ =  R: радиусы 
сходимости степенного ряда (3 1 ) и ряда (34 ), полученного из, 
него почленным дифференцированием, совпадают. Это, впрочем.
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аегко устанавливается и с помощью теорем й К о ш и  —  А д а м а р а  
1380], если вспомнить, что " п -*■ 1 при п -*-оо  [32 , 10)].

Так как ряд (3 1 ) получается почленным дифференцированием из 
^ а а  (33), то и эти ряды имеют один и тот же радиус сходимости.

Последняя теорема 8° открывает возможность последовательно  
' н о г о к р а т н о г о  дифференцирования степенного ряда. Таким 

•&разом, по-преж нему обозначая через f ( x )  функцию, представляемую  
«огненным рядом (3 1 ) в его промеж утке сходимости, будем иметь 
рсеасюду внутри этого  промежутка:

/ ( χ )  =  α0 +  αι·χ +  α4-κ2 - | - α 3·*3 - 1- . . .  -j- α „хп -|- . . .  

f ' ( x ) =  1 · а , - | -  2 ■ а2х  - | -  3 ■ а^х1 -f -  . . .  -j-  η · α ηχ η Λ - 1- . . .  

f ’ ( χ ) =  1 . 2  ■ α.2 2 ■ 3 · asx  - | -  . . .  -f -  (η —  1) · η ■ апх п~г

f "  О )  =  1 · 2 · з ■ α3 -f -  . . .  - f  (я —  2) (η —  1) η ■ αηχ η~3 +  . . .

f n ) ( x ) = l  · 2 · 3 ·  . . .  . ( л —  1)·ηαη +  . . .

Если положить во всех этих равенствах х  =  0, то придем к хо-
о нам знакомым выражениям коэффициентов степенного ряда:

= - / ( 0 ) ,  a i = / ' ( 0 ) ,

_  /<«> (0)
. . . .  ая —  я| . ...

403 (7)]. Если бы речь шла о ряде общ его вида (31*), то лишь 
.♦ось бы здесь вместо значения х  =  0 подставить х  =  лг0. Итак: 

ЧР Функция, представляемая степенным рядом в его проме
тке сходимости, имеет внутри этого промежутка произ- 

ие всех порядков. Самый _ряд, по отношению к этой функ- 
. являет ся не чем иным, как ее рядом Т е й л о р а .

- замечательное предлож ение проливает свет на вопросы раз- 
езяя функций в степенные ряды, которыми мы занимались в пре- 
атаей главе. Мы видим, что е с л и  функция вообщ е разлагается  

«валенной ряд, то необходим о —  в ряд Т е й л о р а ;  поэтом у-то мы 
т раничивались исследованием возможности для функции быть 
вставленной именно своим рядом Т е й л о р а .  Заметим, что функ- 
. которая разлагает ся в ряд Т е й л о р а  по степеням х  —  л'о, 
ъ т ет ся  а н а л и т и ч е с к о й  в точке х 0.

Г. М. Ф и х тен го л ьц , τ, II
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Изложенная теория распространяется и на кратные степенные 
ряды. Остановимся для определенности на ряде с двумя переменными:

СО

Σ  a ib (χ  — х оУ ( у — У οΫ·
«·, k = Q

Внутри области сходимости [396] такой ряд также можно п о
членно дифференцировать по любой из переменных и лю бое число 
раз. Отсюда, как и только что, легко получаются выражения для 
коэффициентов

в и = / С * 0, Уо), в »*""— У°- ■ во. =  ·νο ).

  1 d*f(x„, jf0)-  ijA-------- -------------------

и, вообщ е,
~20' 2! дх2

__  1 di+* f ( x c, у 0)
, ь ~  Г1*1 дл ‘ dy*

Таким образом, разложение функции f ( x ,  у )  (если только оно  
возмож но) необходим о имеет вид

СО

У)=>  J  W  *  — r —
i, * = o  *

И этот ряд называется р я д о м  Т е й л о р а ;  он естественно примыкает 
к ф о р м у л е  Т е й л о р а ,  о  которой была речь в 195. При нали
чии такого разложения функция f ( x ,  у )  называется а н а л и т и 
ч е с к о й  в точке (л;0, у 0).

§  3. П риложения

ывност
гь на н

СП

/ ( * ) =  ’V

439. Примеры на непрерывность суммы ряда и на почленный пере
ход  к пределу. 1) Исследовать на непрерывность суммы ряда

__ пР -)- х* · пЧ
ι

в предположении, что p · q ^  0 и один из этих показателей >  1 (чем обес
печивается сходимость ряда для всех значений лг). Очевидно, достаточно 
ограничиться неотрицательными х.

Если р > \ ,  то для х ^ х 0 (л:0 ;> 0 — л ю б о е  число) ряд мажорируется 
сходящимся рядом

I

п =  1

следовательно, по признаку В е й е р ш т р а с с а  сходится равномерно, и его 
сумма в промежутке [0, лг0| непрерывна. Ввиду произвольности лг„ это отно
сится ко всему промежутку [О, -J- оо).
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Если же p s £ l ,  но q >  1, то, переписав ряд, для л г > 0 , в виде

I

Σ
а - 1

*

ючаем, по предыдущему, о непрерывности его суммы для всех х >  0. 
:?!« образом, нужно лишь решить вопрос о точке х =  0.

Методами дифференциального исчисления можно установить, что п-й
р — ч 
Тн ряда достигает своего наибольшего значения при х =  п * и это зна- 

ие равно
1 1 

7 "  р + ч  '

p - \ - q >  2, то наш ряд мажорируется сходящимся рядом

ОО

' V  _ L _
^  jL. t U  ’η =  ι д - Τ '

обеспечивается непрерывность функции f (x)  для всех х, в к л ю ч а я
ч к у х  =  0.
Остается открытым вопрос о непрерывности f (x)  при х =  0'в случае, 

и р <  q >  но p - \ - q ^ 2 .  Мы увидим ниже [491, 13)], что при этих 
овиях функция f ( x )  в точке лг =  0 имеет разрыв.
2) Рассмотрим ряд Д и р и х л е  [385, 3)]

V  ?- ·
Sm **'

п =  I

{ ап } — некоторая последовательность вещественных чисел. Предположим, 
он не будет «всюду расходящимся», так что для него существует погра- 

■чная абсцисса сходимости λ <  +  оо. Какое бы число х0 >  λ ни взять, ряд

л — I

дится. Отсюда можно заключить, что рассматриваемый ряд сходится 
в н о м е р н о  для всех x ^ s x 0 [аналог теоремы Г, 4371. Это утверждение 

едует из признака А б е л я ,  если переписать наш ряд в виде

V . 4 .

А · *
I

I

заметить, что множители ----------- убывают с возрастанием п, будучи все„х — Хо
сте ограничены единицей. А тогда, по теореме 1, сумма ряда будет не- 
рывна для х  >  х 0, а следовательно (ввиду произвольности х 0) ,— для 

e i х >  λ [аналог теоремы 2°].
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Если λ конечно, и ряд

On

Итак, окончательно, Е(х) =  ех [ср. 404 (11)].
4) Дадим новую трактовку биномиального ряда [407 (22)]

л — 1
сходится, то таким же образом убеждаемся в равномерной сходимости рас
сматриваемого ряда для [ср. 5°1 и в непрерывности его суммы при
х = Х  справа [ср. 6°].

3) В п° 390, 6), определив функцию Ε (х) равенством
ОО

η =  I

мы убедились в том, что она удовлетворяет такому соотношению:

Е ( х + у )  =  Е{ х) - Е (у). ( I)

Теперь, согласно теореме 2°, 437, функция Е (х) оказывается непрерыв
ной во всем промежутке от — оо до оо. В силу же доказанного в 75, 1°, 
непрерывное решение уравнения (1) необходимо имеет вид: Е (х) =  ах. На
конец, основание а, очевидно, определится равенством

оэ

. _ £ < ! ,  =  1 +  2  
η— I

, Е(х) =  е* [ср. 404 (11)].
1ктовку биномиального ряд

i +  < | +

. т(т — 1)· .. .  · (т — n f - 1)
*** ' 1 · 2 ·  . . . · «  * ■ + - .

который абсолютно сходится при любом т, если | x  | <с 1. Поставим задачей 
определить его сумму. Обозначим эту сумму как функцию от т (при фик
сированном χ,  I л: I <  1) через φ (т).

Из элементов алгебры известно, что при любом н а т у р а л ь н о м  т (ряд 
тогда обрывается на (т -[-1 )-м  члене) ср(ш) =  (1 покажем же, что это
верно для всех т.

Взяв любое ft, рассмотрим подобный же ряд

ι - r * * .  , . 2 *  + ----------------------- ^ + ·*

, f t ( f t - l ) ·  . . .  . ( f c - n  +  l ) -  ,
■" · I - 2-  .. .  - л x Т  -

с суммой φ (ft) и перемножим оба ряда по правилу К о ш и .  Нетрудно напи
сать несколько первых членов этого произведения:

φ (Μ )·<ρ(Λ )=1 +  +  mk - f

=  1 +  (OT +  ft) .  +  J OT +  fe)^  +  fe- 1) ^  +  ...
Д*Я

Коэффициентом при —  будет, очевидно, некий целый многочлен п-й сте

пени относительно т и ft. Каков вид его? Если т и к  —  любце н а т у р а л ь -



г
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н ы е  числа, большие п, то из элементарных соображений явствует, что на
званный коэффициент будет

(m-T-fc)(/rt +  ft— 1) ··· (m -\-k — ге+ 1 ) ·

Следовательно (как это вытекает из алгебраической теоремы о тождестве 
целых многочленов с двумя переменными), этот же вид он будет иметь при 
л ю б ы х  т и к. Итак, искомая функция φ (т) удовлетворяет функциональ
ному соотношению

о (т) · φ (к) =  φ (m +  к).
Установим теперь н е п р е р ы в н о с т ь  функции Это следует из

равномерной сходимости биномиального ряда для всех значений т, не пре
восходящих по абсолютной величине произвольно взятого числа т0 >  0: для 
этих значений он мажорируется сходящимся рядом

I λ- я». m о ('"о +  0 j x j8 j ma («o +  1) (Wq +  2) | * |» >t
I ··.» 1 ” ' ' ι · 2 ■ J

В таком случае, как мы знаем [75, Г], необходимо

φ (m) =  ат.

Так как α =  <ρ(1)=  1 -\-х, то окончательно

? (» 0  =  (1 +  * )”’■
5) Известный уже читателю логарифмический ряд [405 (17) j можно по

лучить из биномиального ряда [407 (22)1, с помощью соотношения [77,_5 (б)|

l n a =  lim й (!у~а — 1) ( f c = l ,  2, 3, ...)
k оэ

Положим а =  \ + х  (где | x  | <  1) и подставим вместо ( 1 + * )  
□ожение

его раз-

к \ к Ί
I -2

·** +■■■ 1 1 -2  ■ ... -п

Тогда 1 п (1+ л :) представится как предел при к — > оо выражения

‘ Κΐ +  ^ - ι Ι ^ - τ ί ι — ΐ - Ι  +  τ Ο — « - ) ( ' - » ) — ·

•••+<-'>,· , - τ ( 1- τ ) ( , - 1 ) · · · · · ( |- · 5Γ Τ Τ 7» ) + · · ·  га

Члены этого ряда ( п р и  п о с т о я н н о м  л:) содержат, в качестве пере
менной, натуральный параметр k. Во всей области его изменения ряд (2) 
сходится р а в н о м е р н о  относительно k; это (по признаку В е й е р -  
s  т р а с с а) следует из того, что он мажорируется рядом

I*!
ix l '  , 1 х !*

Ь "  + (Jf =  const, I x  I <  1),



И е й *  В Г К0М СЛуЧае’ П0 те°Реме 4> * в ряде (2) можно
ск0му ряду при й— »  п о ч л е н н о ,  что и приводит к логарифмиче-

™ °  ”  “ ■■■■«“ « »  Р » »

' ' = Λ » ( '  +  τ ) '  (‘ “ ' . 2 .  3 . . . )
N

Имеем, разлагая степень бинома по формуле Н ь ю т о н а ,

ГЛ . XII. Ф У Н К Ц И О Н А Л ЬН Ы Е П О С Л ЕД О В А Т ЕЛ ЬН О С ТИ  И РЯ Д Ы  [ 4 3 9  *

^  ft ( ft.- 1 ) . . . .  . ( f t —  n +  1) t X  \n
1 ■ 2 - . - П  \ [ t )

=  Г +  1 Т ^  21 ( ‘ - i ) + ■ • · + ΐ τ  ί 1 - ! ) ·  -  ■(>

На деле здесь, при каждом ft, членов всего лишь к о н е ч н о е  число
Й гт я ^ ч й  £ Г п о “  пТпнмми пТОчПрСД нами бесконечный ряд>, если 
для ΒΓΡΥ * ийп равными 0. Этот «ряд» сходится р а в н о м е р н одля всех д, ибо, очевидно, сходящийся ряд

ι +  ί £ ΐ _ ι . ΐ £ ϋ  . , 1«ч* , .
χ  II ■ 21 1 ··· ■ ~ Й Г ^ ··· ·  =  Consi)

= ’ s  » : г .  ; ; * χ " τ λ  е  ™ ° “„ по ; ео> " " 4 ·, г · »  <з>этого пяпя  п я п и Л  η У п о ч л е н н о .  Так как 1л4-11-й «пенэтого ряда, равный 0, покуда k e n , при всех k ^  п имеет уже вид*

X
~п\« τ ί 1 *— г ) ·

х п
то его предел при ft —► оо есть . Таким путем мы приходим вновь к раз
ложению показательной функции е*.

7) Исходя из формулы М о а в р а ,  мы уже вывели в 403 формулу

sin тг =  т cos"-· 2 ■ sin г -  ”  j  ~ 2> «»■»-. г ■ sin3 г +  ,

° ТСЮДа М 0Ж 6Т  бЫ ТЬ  п о л у ч е н о  Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  sin л: в с т е -

Положим г и вынесем cos'” —  за скобки; наша формула перепи
шется в виде:

г { .

Считая х  неизменным, перейдем в ней справа к пределу при /и — оо.

сечь* в^теоnpuT*4 Ч̂ Г ПЛ КТЬ изм<:нения &  переменной дг, о которой шла 
И к натуральному ряду ( с к ы ,* Л Т а  = ° + £ £  часгнос™, она могла свестись
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Так как cosm — — 1 [например, см. 79, 4) при λ = 0 ] ,  а от tg — — л:, то 
® IH

пределе, действительно, получается требуемое разложение [404 (12)]

х* .Sin X =  X -----gj- +  ...

Остается обосновать почленный предельный переход в скобках, где число 
членов при каждом т конечно, но неограниченно возрастает вместе с т 
|ср. 6)].

Пусть взятое х  содержится между — у  от0л и +  ^- т0п; будем считать

■ >  т0. Легко показать, что тогда выражение m tg —  по абсолютной вели-
гп

мне убывает с возрастанием т и, следовательно, ограничено:

m tg —  
s  m =  ma t g - i ^ (m m0).

В таком случае разложение  в скобках м ажорируется  сходящимся рядом

* + £ + · · ·
Р1ссуждение завершается как и в предыдущем примере.

Аналогично может быть получено и разложение cos х  в степенной ряд. 
З а м е ч а н и е .  Примеры 5), 6) и 7) воспроизводят в уточненном изло- 

ении вывод разложений элементарных функций, данный Э й л е р о м  в его 
Введении в анализ бесконечно малых» (1748).

8) Доказать, что

(а) IIх-<·
СИ

= ί , η ,  
1 - 0  Ш  η 1 -4- х п 2

л  =  I

(б) lim ( I —  χ)  У  ( - Ι ) 4'· 
Jf-I -a  matп=  1

Xя 1
Т ^ г = 2  1п2·

(а) Пусть 0 <  х  <  1; так как р я д ^ - — ~ —  сходится, амножители

г  i j»  . ограниченные сверху единицей, монотонно убывают с возраста

е м  п, то приложим признак А б е л я ,  так что ряд сходится р а в н о -  
е р н о  для всех х  в (О, 1). Переходя в нем к пределу при jc —► 1 — О
о ч л е н н о (теорема 4), получим требуемый результат.

(б) Пусть и здесь 0 < х < 1 ;  имеем:

л  ·— I
1 +  х  +  Xs +  ■·■ -\~х ч -ι

этот раз ряд ^  (— I)™'1 не сходится, но его частичные суммы огра- 

1«ченыЛ, Зато множители
1 + Х + . . .  + * * " “ ·

не только «монотонно



убывают с возрастанием п, но и р а в н о м е р н о  для х  в (0,1) стре
мятся к 0, ибо

__________ ^ ___________ „ _________ Г*________ х п _  1
1 + х +  л 2™'1 '  1 ... + х п~1 пх" п ‘

В таком случае приложим признак Д и р и х л е ,  ряд сходится р а в н о 
м е р н о ,  допустим п о ч л е н н ы й  предельный переход при х  —<■ 1 — 0. 
и т. д.

9) Говоря о степенном ряде, мы всегда подразумевали, что члены его 
расположены в порядке возрастания показателей. Если в н у т р и  проме
жутка сходимости это не имеет значения, поскольку ряд сходится абсолютно, 
то, например, теорема А б е л я  становится неверной без этой оговорки.

Проверить это на ряде
хл x' i '  х · Λ-*
2 4 3 ' '6

полученном перестановкой членов из логарифмического ряда Гер. 388, при
мер 1)].

10) Применим теорему А б е л я  [6°] к доказательству его же теоремы
об умножении рядов [392]. Рассмотрим два сходящихся ряда

Λ — V  ал (AJ
Л — I

(I

< 3 5  г л .  X II. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ [4 3 9

в =  Σ  ъ« <в)
п — 1

и  п р е д п о л о ж и м ,  что их п р о и з в е д е н и е  ( К о ш и )
со

с =  Σ  сп, ( с )
n -= 1

где сп =  афп -f- афп_г -f- .. .  -i- anbl также сходится. Нужно доказать, что 
тогда

А- В =  С.
Из сходимости ряда (А) прежде всего заключаем, по лемме п° 379, 

что ряд
со

А ( х ) =  2  апх" (А*)
п— 1

а б с о л ю т н о  сходится для | х | < 1 ,  так что радиус сходимости R этого
ряда наверное ̂  1. Таким образом, во всяком случае имеет место соот
ношение

ОО
lim А(х)  =  А =  У  ап,

именно, при ^ ? = 1  — по теореме 6° А б е л я ,  а при R  >  1 — по теореме 2° 
[437]. Если рассмотреть, аналогично, ряды (при | х | < 1 ) :

СП
В ( х ) =  Σ  h"*'1· (В*)

п 1
со

с  (■*·)= Σ  с*хП> ( с · )
η  =  I ♦

то для них будет справедливо все сказанное о ряде (А*).



М0| § 3. ПРИЛОЖЕНИЯ 457

Применяя теперь к а б с о л ю т н о  сходящимся рядам (А*) и (В*) тео
рему К о ш и  [389], будем иметь

А(х) · В (х) =  С (х).
Остается лишь перейти к пределу здесь при х —* 1 — 0, чтобы получить 
требуемый результат:

А - В ^ С .

440. Примеры на почленное интегрирование рядов. 1) Суммирова-

у  < -  1)"пне ряда З л +  1 м о ж н о  о с у щ е с т в и т ь  так:

V J = i r = lim V у -
d Зга-t- 1 л - Т - о  з п 1 J

■ ̂ -0 п =  0
lira ii V (— l)nx sndx =  

- 1 - 0  J imi и Л —II

Г С d x  .. I 1 t ( . r +  IV . I „ 2 x — 1 ,=  lim \ — j - lim J -*■ In —— L—p-г -γ- arctg — — — h
< - i - o  J 1 + jc8 x _ i _ 0. \ 6  X-  —  X + 1  j ^3 s  y 3

I -
lru2 -

3 / 3  ’

Мы использовали сначала теорему А б е л я ,  а затем — почленное 
интегрирование степенного ряда [437, 6°; 438, 7°].

2) Почленным интегрированием рядов

1 А — х  +  х* — ...  +  (— 1)»-‘ х а~1 +  ... ,\ + х  

1 + ^

1 промежутке [0, х] (где | х | < 1 )  сразу получаются разложения

1 =  1 — х*-\-х* —  . . . - f  (— 1 ►"“* x 2 <« -1) +  . . .

ttX
i + Г =  !d Т  + V —  · + ,)Я“

г

J H-Jr*

уЗ j-э |»‘Я~1
: arctg х =  дг — у  +  . . .  +  (— 1)'·-»^-— -t 4-

ibJropbre в 405 [см. (17)] и 404 [см. (15)] были получены более сложным пу- 
I тем. Справедливость первого разложения при л:*=1 и второго при x = ; t  1 
[ устанавливается дополнительно с помощью теоремы А б е л я  [437, 6°].

3) Если вспомнить, что производная функция arcsin х, равная 1
Г 1 — >·'

[разлагается в ряд следующим образом [407 (24)]:

------ !-------- -- 1 Λ- V  (?В 1)И_ Yin /__\ <г ν <~\\
y ' j T T p '  1 ^  2л!! *  '



то почленным интегрированием этого ряда легко получить (новое для нас) 
разложение самого арксинуса:

J  СО
t d *  ______________ , \ 1  (2/ι— n il x ‘»+‘· . , ,,

•  η =  ϊ

Так как этот ряд сходится и при х =  ± \  [370, 5) (а)]*, то, по теореме 
А б е л я ,  разложение действительно и при этих значениях. В частности, 
при х = 1  будем иметь такой ряд для числа π:

π (2га — 1)1! I
Т  ‘ "и Z j 2п!1 * 2п +  1 ·

я  =  I

Аналогично, разложив производную
I

<5® ГЛ. X II. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ Й РЯДЫ (440

[In (x-t- Y  1 +  JC*)]-
Κ ι  + х *

в ряд и почленно проинтегрировав  его, найдем разложение

СО

+ ’ ' ' ‘ T 7 · ' = '  +  Σ  <- а т е т и  ■ я т т
я — I

(— К ^ 1 ) .

Функция эта есть не что иное, как Arsh х, т. е. функция, обратная sh х 
[49, 4); 339, замечание].

4) С помощью почленного интегрирования рядов получаются разложе
ния в бесконечные степенные ряды для некоторых интегралов, н е  в ы р а 
ж а ю щ и х с я  в к о н е ч н о м  в и д е  через элементарные функции |см. 272|. 
эти разложения могут быть использованы для приближенных вычислений. 

Так, исходя из известного разложения

'  = 1 - Т Г + 5 Г - - + ( - » ) “ яТ +■■■

В прочем, сходимость ряда 1 4 -  V  ^  —- i — . - — .—г теперь мож ет
’ Ш 2 л !! 2л IП *  ]

быть доказана проще. Имеем — при любом т —

„ , γ  (2п — 1)!! л **» _ π
* +  L ~ 2 n \ \  ' 2 ^ + T < a r C S ln x < T ·

л =  1
Переходя здесь к пределу при х —* 1, получим

. . \ 1  (2га — 1)1! 1 π
, - Γ  im  2га И ' 2га +  1 ^  2 *

η — I

откуда [365] и следует требуемое.
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* ·  . I * · , л  1 **ям ,
=  · у - · · . · + < - · > " Я Г ' 2 ^ + 1  +  -

Поставим себе задачу: вычислить с точностью до 0,0001 интеграл

ι
' dx.

зяв верхний предел интеграла равным 1, получим для W знакопеременный 
н с л о в о й  ряд с убывающими по абсолютной величине членами:

w  .  ι , ι ___ ι ,  ^ ___ L  J ______ 1 _  ·
• "  1 з  ^'То 42 2lS 1320 ^  9360 75600 ^  '"

Так как восьмой член уже значительно ниже заданной границы, то мы 
раним лишь первые семь членов. Соответствующая (отрицательная) по- 
вка Δ легко оценивается

1
75600 105

Вычисляя оставленные члены с пятью знаками после запятой, найдем:

т =  0,00463 (—)

I
Т
1

=  0,33333 (+ )

=  0,02381 (—)

gXg — D.OOOl' (-) 

1,10474 0,35790 0,746ь4'

ли учесть все поправки, то окажется, что

0,74681 <  W <  0,74685, W =  0,7468...

все четыре знака верны. [Ср. 328, 5).]
5) Аналогично, так как [ср. 404 (12)]

sin *  . χ 2 , х* , , х 2п~а
— · = ι - 3 Η  * г — · ^ - 1 Г (2я— 1)!

г  sin λ: х а . х а . , .v» ,. x  ,
3  λ: α χ  —  χ  з Г з  +  S r S  * ( 2 / ι —  1 ) ! ( 2 η  —  1) '

Предложим себе вычислить, с помощью этого разложения, интеграл

»* =
f sin дгАс.

точностью до 0,001.



Имеем, полагая χ  =  π,

• ___   1 , I 1 7 I _ I
” 18 " 6ϋ0 _  35 280 * 7 ~  3 265 920 — 439 084 800 к11 ’ " 1

т. е. снова знакопеременный ряд с убывающими по абсолютной величине 
^ленами.

Так как шестой член меньше, чем 0,0007, то мы ограничимся пятью чле
нами. Вычисляем на четыре знака:

π =  3,1416 (—) 

βΟΟ π5 =  ° ,510° ( + )  ̂ * · =  1,7226 ( - )

3 2()5 92θ"> =  0,0091 S slk o  r7 =  0,0856 "  КЯОЧ2
3,6607 Г д ш  Г^523

Учитывая поправки, приходим к заключению:

1,8517 < μ <  1,8527, μ  =  1,852 ±  0,001.
6) Поставим себе задачей представить в виде рядов интегралы

С ,  <б)

0 ' ft 

(я) Вспоминая разложение арктангенса, имеем:

О

-  I 1 1  1 ^
ι ~ ? τ Ρ " ϊ ι + -

Так как ряд, стоящий под знаком интеграла, сходится при л г = 1 , то по
членное интегрирование допустимо [438, 7°].

Мы уже упоминали [328, 6)], что значение этого интеграла
С =  0,915965 ...

известно как «постоянная К а т а л а н а». Теперь мы видим, что

^6® г л .  XII. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ [*Ю

( -  \)п~
—  (2п— I)2

П — 1

б) Переписав подинтегральное выражение в виде е х1ах) разлагаем его 
в показательный ряд

>*1+ V (_ Ь· х- ]п"х *
sLi п\

п =  1

При члены ряда, начиная с п =  1, заменяем предельными зна
чениями, т. е, нулями.
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аоторый сходится р а в н о м е р н о  для ибо максимум функции
х!пх\  (как легко установить методами дифференциального исчисления)

есть — , так что' написанный ряд мажорируется рядом

•О Ш -
У  \ e I 

п \  ·
п =  О

Итак, допустимо п о ч л е н н о е  интегрирование. Так как [312, 4)J 
t

^ X я  In" x d x  =  (— I)4 ( α  +  I ) » · *  ’

то окончательно

т =  1

7) Мы имели [414 (8)] разложение

■ rc!g X- х  V  2̂ 11 f  χ* γ
» + * *  i -  <2рН- 1)!1 \1 + W  

р —о
(O i£ .r s s  П.

Полагая здесь х  =

взйдем:

учитывая, что arrfg =  arcsin-v 1501

arcsin у  \ ι  2р\\ .
V  Т ^ 7 ~  —  { 2 р + \ ) \ \ У 

р —0
/о  «С - 4 - '

Проинтегрируем это равенство от 0 до у, причем справа выполним инте
грирование почленно:

± / ягМпг1. _  V  2/7!! „·*+» V  [2(Я1 — 1)1 II f m
2 <srcs,n‘ > -  ^  (2/>+ί)ϋ - 2р +  2 Z i (2/л — 1) II ' 2„Г

Р —0 от =  1
Этот результат можно переписать так:

v  к»- оч*2 (arcsin у)2 =  ^
m — 1

2ml (2у)“

I

\ 1  [ ( / / I —  I ) ! ] 2 _  π 2 

2m! 18’m =  I
мы видели уже [395 (13); ей. также 416], что

■ i  i - 2 « = ^  
п  --1 m = 1

2 /и !
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так что, окончательно,
ОЭ

1 π2 1 1 π3
Ι ^ = 6-· ί4)

я— I

К этому интересному результату Э й л е р а  мы будем возвращаться 
еще не раз.

8) Вычислить интеграл

5' Х
Нели воспользоваться логарифмическим рядом [405 (17)1, то для подин- 

тегральиой функции получим разложение

1 - у  *  +  4  * s -  -  +  ( - 1)"-1 *" -· + . . . ,

которое действительно во всем промежутке [0, 11. Интегрируя почленно, 
найдем

оо

/яя1 —  з» +  « .  +  (—
η =  I

Мы только что установили равенство (4); из него следует:
оо m  со

2 (— i)"-1 _  V  1 _  о Y ’ ι _  «■·’
П2 ~  jL ih 1 ~ Zd (2t i f  12*

л ~ - 1  п^~ I л  =  1

•Таким образом, мы приходим к «конечному» выражению для искомого ин
теграла / = ^ ,

9) Пусть требуется найти интеграл ( | а | < 1 )
К
f  In  (1 +  д  ■ cosx) 
J  c o s  λ:

^При хжж— приписываем подинтегральному выражению предельное при
π \

х —- ~2 значение а.)
Пользуясь разложением логарифма, имеем:

H S L + 2
I» mm I

причем ряд сходится р а в н о м е р н о  в промежутке [0, *|. Заметив, что 
(3 1 2  (8 ) |
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ιη οα
С In (I 4- а сгвл·) . I , V  ( 2m— l) ϋ a 2m+1 \
J  co s*  2  2/nil · · Ъ н Л  ί·
0 m =  \

В полученном ряде мы узнаем разложение функции арксинус [см. 3)]. Таким 
образом, окончательно находим (в конечном виде!)

It
С In (1 +  a cos л:) ,\  —^ '-  dx =  π · arcsin а.
J cosx
о

10) Рассмотрим разложение (при ] г | < 1 ) :
ОО

1 —  г*

вроизведем почленное интегрирование:

1 — 2r cos х  +лГ+т*"=  1 + 2 2 г п -cos пх. (5)

До к а з а т ь  его легко,  у мн о жи в  п р я я у ю часть  на з на ме н а т е л ь  1— 2 гс о 5 Х - \-Г г \ 
мы получим:

оо оо

1 — 2r cos х  +  г8 +  2 ^  r n  cos пх — 2 ^  r n+1 ■ 2 cos пх · cos χ  +

со
+  2 V . г'**'1 cos пх.

¥г
Если заменить 2 cos пх · cos х  через cos (п +  1) x  +  cos (п — 1)дг и соответ» 
ственно разбить вторую сумму на две, то после сокращений останется лишь 
1 — г2, что и завершает доказательство.

αα

Ввиду сходимости ряда ^  | г |п (при | г | <С 1), ряд в (5) справа сходится 
1

р а в н о м е р н о  относительно х  в промежутке [— π, π]. Возьмем теперь 
интегралы от — π до π и.слева и справа, причем ряд можно интегрировать

я

п о ч л е н н о  (теорема 5). Так как J cos пх dx  =  0, то мы получим;
— я

f  -----  1~ f * t -dx =  2т.
— J  1 —  2 r CQS X  -\- г*

— It

Iср. 309, 8)1.
Аналогично, умножив ойе части тождества (5) на cos тх (m — 1, 2, 3, ...) 

ii интегрируя почленно, легко получить

Г cos тх ■ dx  «= 2π -
г*

j  1 — 2r cos ■* +  /■* 1 — r2’
—  *

При этом используется известный результат [309, 4) (г)]

cos тх cos пх dx <
f .

0 при т ф п , 
при т =  п.
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11) Если в тождестве (5) перенести единицу налево и разделить обе 
части на 2г, то получим:

cos л: — r V
7 г‘
m

7,-1 COS пх.1 — 2 r cos x  -f- r : __
η -  1

На этот раз фиксируем по произволу х  и станем рассматривать г, как пере
менную с областью изменения (— 1, 1). Проинтегрируем обе части равенства 
по г от 0 до любого г  в этом промежутке, причем степенной ряд справа 
будем интегрировать п о ч л е н н о ;  так как слева числитель (с точностью 
дЬ числового множителя) есть производная знаменателя по г, то в резуль
тате получим:

l n ( l — 2rcosA: +  r2) =  —2 2  -jj cosnje ( | г | < 1).
η =  1

Теперь снова фиксируем г, а х  будем изменять от 0 до π. Легко видеть, 
что ряд справа сходится равномерно относительно х  в этом промежутке, 
так что допустимо п о ч л е н н о е  интегрирование (теорема 5). Выполнив его 
придем к интегралу:

π
5 In ( ] — 2r cos λ: +  r2) dx  =  0 ( | r | < l )
о

[cp. 307, 4); 314, 14)]. Отсюда, как мы уже видели, легко получить значение 
интеграла и при | г | >  1.

12) Следующие интегралы, зависящие от х:
т
У

(х) =  — V cos (х sin Θ) flf0,
' - • У

т

J n ( X )  =  (-2~ π  \  COS (Λ· sin  в ) COS-'" о </в ( л = 1 ,  2 ,  3 , . . . ) ,

л

представляют так называемые б е с с е л е в ы  ф у н к ц и и  [ср. 395, 14)]. 
Разлагая подинтегральные выражения по степеням x  sin 0 и интегрируя по
членно, легко получить уже знакомые нам разложения этих функций в ряды 
по степеням х.

Например, интегрируя ряд
СО

/ · оч , , V  , лг** sin** 8cos (x sin θ) =  1 - f  (— 1)*-----2fti----
k =  1

и вспоминая формулу [312 (8)]

π

и л  _(2J_______
2ft!! * У

о



найдем для бесселевой функции с н у л е в ы м  значком
СО

Ju( x ) =  1 +
А - I

13) Нам уже встречались так называемые п о л н ы е  э л л и п т и ч е 
с к и е  и н т е г р а л ы  1- г ои 2 - г о р о д а  [315 и др.]:

π  *
'2 '2

К ( й ) =  f  —  ώ· E ( f t ) =  f  V  l — кг sin» ч rf<?.
J У l — k 2 Sin8 <f

Поставим себе задачей— разложить их по степеням модуля k ( 0 < й - < 1 ) .  
Полагая в формуле (24) п° 407 л: =  — /г2 sin φ, получим:
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L = = l +  V  <2n ft™ -sin™ ?.■ - ■ · 1 2л!!Y  I — / И  s i n 1 φ1 « =  1

Этот ряд сходится р а в н о м е р н о  относительно % ибо мажорируется при 
всех значениях φ сходящимся рядом

л =  1

следовательно, по теореме 5, здесь допустимо п о ч л е н н о е  интегрирование, 
которое мы и выполним. Используя снова формулу (6), таким путем получим;

О л — 1

Аналогично, исходя из формулы (23) п° 407, найдем 

*

"2 оо

Е(*) =  5 ^  “ ** Si"2 φ ^ · =  Т  { 1 -  2  [  (2”^!!1)!1Т  ’ 2 ^ 1  }·
0 η — 1

Этими рядами также можно воспользоваться для приближенных вычи
слений. Для примера рассмотрим ряд

/  1  ̂ π / ,  _ _ L _ J _____ 5 175 441 \
2 ^  8 256 2048 262 144 2 097 152 ·" /·

Если сохранить здесь только написанные члены, то соответствующая по
правка будет отрицательна и оценивается следующим образом:

| 4 | < ( т ж ) "  · Τ Γ 2 ΐ ( ι +  ΐ  +  ' · · ) < 0 '00024'·



ГЛ. XII. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ Г440

с ° Л ю ^ а к а ^ Хи Г е ^ ЫХ ЗНаК0В П0СЛ6 ЗЗПЯТ0Й· Действительно, вычисляя

2 — 1,57080 (—) γ  · γ  =  0,19635 (—)

Т  ' 255 = 0,01841 <—) 
1,57080 ,  .

'0,21997 γ  · =  0,00383 (+)
1,35083 π j75

T  · 262П4*"0,00105 <-> 
я  441

Т  ■ 2097152"=  °*00033 (+)

0,21997

1,35057 < E  ( F T )  <  ,да>85· Е ( у т )  =  'да···· 1'Р 328. 4,1.

д .я  * ук»>»"ь,е выше ряды
ДЛЯ вычислена» н «  Существуют^ n n P n fin i.L  (А) на сам0м деле ВЫ|0ДНЫ числение начняннй^ f  ТВУЮТ преобразования, позволяющие сводить вы- 

Т Г м Г п  Г  интегралов к случаю сколь угодно малого k [ср. 315].
числения следуЮщ ё Т С е г р а л а . ЛУЧеННОе Разлож ение ФУН^ ИИ Е  (*) Д™ вы-

•
Т
f  E (h sin θ)
3 T ^ A » . s i n » e sfn,rffl ( ° < Λ < i), β

Прежде всего, легко проверить, что имеет место разложение

Ά = f  { 1+ Щ 1 · + ( г ! ) ’ ■ 5‘ * + ( Ш )  ■ » · + - } ■ =

например, умножая правую часть равенства на 1 — йа.
Подставляя k h ■ sin 0 и умножая еще на sin 0, мы можем интегрировать

почленно по 0 от 0 до у ,  поскольку полученный ряд сходится в этих 

“^ Д& Г т а к 0к“ е ?1Н20(8)1Н’ НаПРИМеР> мажоРиРУется предыдущим рядом 

_*“а
i sfn2',+16 db » __ 2 л 1 1 _

(2л +1)11 *
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ваходим:

' т = ч ^ - * , л = т ( ' + т ‘ , + й * + 2 1̂ Н й'+  I

-Я-+2ί  (2rt — 1)3 /(J
2я!1

п=  1

Сопоставив выражение в скобках с формулой (24) п° 407, получаем 
зчение искомого интеграла даже в конечном виде:

«
. Т

С Ε(ΛβΙηθ) π 1
\  i Ьл ГТй Μηθ Λ  =  -гг · г ,j  1 — hr · sin2 θ 2 уА j  /j3

о '
15) Наконец, рассмотрим вопрос о разложении по степеням х  (но н е  

елым1) функции у  =  arcsin (1 — х) при л: 5 : 0 * .
Имеем (используя биномиальный ряд):

1 1 1
к  ι - о - χ γ  ■ v r x - y x_ i _ x

— т Ы 1 + т х + 1 * , +  ·■·}*

J —  JC- "2 .
/  2 4 / 2

1
χ ϊ

3 2 / 1

ричем, если опустить^ первый член, который при х  =  0 обращается в оо, 
сходимость ряда будет р а в н о м е р н о й  в любом промежутке (0, л:]̂  где

< х < 2 .  Первообразная функция для первого члена есть — / J jĉ ; для 
остального ряда первообразную получаем почленным интегрированием. Так

как при лг =  0 должно быть y  =  ^ - t то окончательно находим такое разло

жение по д р о б н ы м  степеням х  (действительно для 0 ^ л : -< 2 ) :

t 1ν=·£—  / Ъ Т -  
2 6 У~2

а
х Т . '■ _ Л _·· · ··

8 0 / 2

налогично получается и разложение

_____ ι
. , Г  2х __ гarcsin

ля 0 ^  х  <  1.
in V  п й ? = 1Г 5 { ,*т + т х * - К Ч ' Т + - }

* О разложении обычного типа по целым положительным степеням х  
десь не может быть речи, ибо иначе, по теореме 9°, 438, наша функция 

имела бы к о н е ч н у ю  производную и при λ· =  0, чего на деле нет.
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1) Вернувшись снова к функции [ср. 390, 6); 439, 3)]:

» - * « - > + i s .
η — 1

мы можем теперь легко установить ее производную; для этого достаточно 
[438, 8°] почленно продифференцировать этот ряд. Мы получим, что E' \х) =  

так что рассматриваемая функция удовлетворяет дифференциаль
ному уравнению: у' = у .  Отсюда у  =  Сех; так как при Хш*0, очевидно, 
у =  1, то окончательно находим, что Е(х) =  ех.

2) Аналогичный прием применим к определению суммы биномиального 
ряда

y = f ( x )  =  \ + т х +  . . .  + я?(/я — 1) · „ . ·  (от — я +  1) χ „ +  ^

[на этот раз т фиксировано, а х  изменяется в промежутке ( —  1, 1); ср. 439, 
4)]. Дифференцируя его почленно, получим:

f  (л:) =  m { l  +  (от —  1) х +  ~  2> ^  + . . .

(от — 1) (от — 2) · . . .  · (m —  п) \
1 - 2 . . . . - и - / ·

Теперь нетрудно убедиться в том, что*

(1 + x ) - f  (x) =  m- f ( x ) .

Таким образом наша функция удовлетворяет дифференциальному уравнению

(1 + х ) .у '= —ту.
Отсюда

у  =  С ( \ + х ) т.
Так как при х  =  0, очевидно, у^*  1, то постоянная С =  1 и, окончательно,

y = f ( x )  =  ( 1 + х ) т
3) Мы знаем уже, что сумма ряда Д и р и х л е  [385, 3)]

П лт 1
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* При умножении f '  (х) на \ - j - x  надлежит воспользоваться свойством 
биномиальных коэффициентов:

(от— \){т — 2)· . . .  -(от— /г) , (от—  1) (от —  2) · . . .  · (m — n - f  1)
1 - 2 · . . . . и  1 1 · 2 - . . .  - ( « —  1) =

_  т (от — 1) ■ . . . ·  (от —  л +  1) 
— 1 - 2 · . . . - л  ’

частным случаем которого является известное соотношение
С п  ' г п  —  ι ___г п
b m —1 T  - m — I — т*



для х~ > \  (где λ — пограничная абсцисса сходимости, λ < - | - ο ο )  есть не
прерывная функция |439, 2)].

Почленным дифференцированием можно найти производную этой 
функции:

со

У . I n я ( х > \ ) .

Пока мы получили этот результат лишь формально. Для хого чтобы 
оправдать его, достаточно удостовериться в том, что последний ряд схо
дится р а в н о м е р н о  относительно х для всех х  3= х 0, где х 0 — л ю б о е  (но 
фиксированное) число, большее λ. Это устанавливается, как и в 439, 2), с помо-

» * 1нп ощью признака А б е л я ,  опираясь на то, что множители χ-χ , начиная с я =  2,

убывают с возрастанием п, будучи все вместе ограничены числом In 2. Какое 
бы значение д :> Х  ни взять, его можно заключить между границами χ' >  λ 
н χ" χ ’·, к промежутку [х', х"\ применима теорема 7 |435].

Таким же путем можно убедиться в существовании для функции γ (х) 
производных всех порядков и получить их выражение в виде рядов.

Все сказанное, в частности, приложимо к функции

Р и м а н а при х >  0.
4) Мы уже встречались с разложением б е с с е л е в о й  ф у н к ц и и  

с нулевым значком J0 (х ) в степенной ряд
СО

·/»(*) =  ! +  2
1

[395, 14); 440, 12)1.
Покажем теперь, что эта функция удовлетворяет дифференциальному 

уравнению Б е с с е л я :
хи" -J- u' -f- хи =  0.

Имеем, полагая u =  J0(x),
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00
*0=  V (— 1)»-' - (2*>' . г»»-1

1 4  (k\)2 · 2~к
k — I

а затем, дважды почленно дифференцируя разложение и,
СО

“ *  ^  (ft 1)2. 22к ‘ Х’Л *·
k =  1

(-  Ц* 2( k ? . 7 ^  - х ,к" ·
» — 1

Если сложить эти равенства, то коэффициент при окажется равным

(АО*-а*
что и доказывает требуемое утверждение,

[2ft (2й — 1) +  2й —  (2й)2] =  О,



Аналогично можно убедиться в том, что б е с с е л е в а  ф у н к ц и я  
с произвольным натуральным значком Jn (лг), о которой также была речь 
выше, удовлетворяет общему уравнению Б е с с е л я :

XSU" +  XU' +  (Xs-— И2) 11-жО.

5) Поучительнее другая постановка задачи: пусть требуется н а й т и  
функцию, разлагающуюся в ряд для всех х  и удовлетворяющую уравнению 
Б е с с е л я .

Выполним это, например, для простейшего случая л =  0. Напишем раз
ложение искомой функции в виде ряда с н е о п р е д е л е н н ы м и  к о э ф 
ф и ц и е н т а м и :

00

« =  Σ  ат*т
т О

и, считая его всюду сходящимся, дважды продифференцируем почленно. 
Подставляя все эти разложения в уравнение, получим:

оо

βι +  Σ  (т Ч л  +  ят - 2) * т '1 =  0.
т=—2

По теореме 3° [437]:
=  0, tnsam +  вт _2 =  0 (т =  2, 3^ ...).

Отсюда, прежде всего, коэффициенты с нечетными индексами a2k_, = 0  
(k*=\ ,  2, 3 , . . . ) ,  что же касается коэффициентов с четными индексами a.ih, 
то по рекуррентной формуле все они выразятся через аа\
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Итак, с точностью до произвольного множителя а0 мы возвращаемся к функ
ции J0(x).

Что полученный ряд, действительно, всюду сходится, проверяется непо
средственно. А из самого способа его получения явствует, что представляе
мая им функция удовлетворяет уравнению.

[Обращаем внимание читателя на своеобразное использование метода 
неопределенных коэффициентов', здесь у нас оказалось уже бесконечное 
множество этих коэффициентов и пришлось прибегнуть к теореме о тожде
стве степенных рядов, взамен обычно применяемой теоремы о тождестве 
многочленов].

6) Гауссом была введена функция
u — F (α, β, γ, х) =

а ( « + 1 ) . . . ( в  +  в - 1 ) . р ( р + 1 ) . . . ( р  +  в — 1)

ЯИ ( Т +  1)···0ϊ +  η — 1)п = 1

\гипергеометрический ряд (см. 372, 378, 4)]. Дважды дифференцируя этот 
ряд почленно (считая | л: | -с  1), можно установить, что эта функция удовлет
воряет так называемому г и п е  р г е о м e т р ич е с к о м у  дифференциаль
ному уравнению

х (х  — 1) и" —  [γ — (α - |-  β - f - 1) лг] · u' -j- <ψ · и =  0.

Предоставляем несколько громоздкие, но нетрудные выкладки читателю. 
И здесь можно изменить постановку задачи, как это 'сделано в упражне
нии 5.

= . +  2



7) Определим для 0 < Д Г < )  функцию /(лг) равенством
ОО

X я
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т - 2 % .
η 1

Покажем, что для 0 <  х  <  1 эта функция удовлетворяет интересному функ
циональному уравнению:

f (x)  - | - / ( 1  —  x) -|- ln х  · In (1 — х ) = С  =  const.

Для этого достаточно доказать, что производная по х  от выражения 
слева тождественно обращается в нуль: ·'

f  (*) - f  d  -  x) +  ^  In (1 — x) —  In λ: =  0. 

Дифференцируя почленно ряд, определяющий функцию /(лг), найдем:
СО
VI х п~1 1

/ ’ W  =  2  j i n O - · * ) :
η *  1

заменяя х  на 1 — х,  получим, что

/ ( \ — Х) — —
J ---- л

Этим и завершается доказательство.
Самую величину постоянной легко определить, устремляя в доказанном 

соотношении х  к 1. По теореме А б е л я  левая часть его будет иметь пределом
со

Пт y (jf) =  / ( 1 ) =  V  1  =  ^
χ-*»—0 П 6

1

[440 (4)]; значит, С

8) В 400, 4) рассматривалось бесконечное произведение

п =  1

Предполагая 0 < φ < - ^ - ,  сначала прологарифмируем это равенство [401, 4°]:

СО

2  In cos ̂  =  In sin φ — In <р,
η =  1

а затем продифференцируем полученный ряд почленно:
со
Σ 1 . -  1

^ g  W  -  — — c t g *
и -  I

Так как ряд из производных мажорируется сходящейся геометрической- 
прогрессией, то почленное дифференцирование оправдано.
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9) В 408 мы вывели разложение sin л: в бесконечное произведение

Вводя абсолютные величины, получим отсюда: 

I sin χ  ι =  j χ X1___1 4 4

Если х  отлично от чисел вида йп (й =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  то, логарифмируя, 
придем к бесконечному ряду:

со

ln ι sin лг I =  In I лг I ■ "V In I 1 .
n =  I

ll~.

Почленное дифференцирование дает нам такое разложение:

COS X

sin X
2х

η *  1
·

Для оправдания его достаточно убедиться в том, что полученный ряд схо
дится равномерно в любом замкнутом конечном промежутке, не содержащем 
точек вида kn. Действительно, при изменении х  в этом промежутке его 
абсолютная величина остается ограниченной: \ х \ < . М,  так что, по крайней 

_ Ммере для п>~ — ,

Так как ряд

2х

ев

2

-1*1 

2 М

, <
2/И

пгк>— М* *

п> М

сходится, то требуемый результат получается с помощью признака В е й е ρ
ω т р а с с а.

Разложению ctg х  можно придать форму:

c o s  .V 

s i n
ti= 1

в этом виде оно является как бы р а з л о ж е н и е м  ctg х  на  п р о с т ы е  
д р о б и ,  отвечающие отдельным корням 0 и ±  па знаменателя sin л:.

По формуле tg х  =  — ctg (л:— отсюда можно получить р а з л о ж е-
H i i c  tg .c  н а  п р о с т ы е  д р о б и :



441| §  3 .  П Р И Л О Ж Е Н И Я

Точно так же, если воспользоваться формулой:

^ = 4 ( с* т + * т )·

473

можно получить разложение и для

_!_ = ± +  у  (_ n.f 1 .и.. ’- Λ = 1 + V (_п» - ^ У - .
5Ш X X ' ^  ' \  х  — ηπ ' X - f  ηπ j x ' ^  ΧΔ — η~π~

n =  1
Продифференцировав почленно разложение для ctg х  (предоставляем 

читателю убедиться в дозволительности этого), получим еще одно полезное 
разложение:

1 1

я »  1
L( r̂ — ηπ)2 ' (x  -f- ηπ)[\

10) Если исходить из представления sh х  бесконечным произведением 
[408], то аналогично можно прийти к разложениям

по

1 . V  2хcth х  ==----- Н 7  — πX mm х  Я π
η — ι

2х

* — I
x* +  η’π* η τ, ττ.

11) Для функций ,Γ (χ) мы вывели в η° 402 формулу В е й е р ш т р а с с а  
[см. (16)]:

1
Г ( * + 1 )

η =  1

Учитывая, что Г (χ +  1) =  х  · Г (дг), и переходя к логарифмам, отсюда легко 
получить (при х, отличном от 0 и от целых отрицательных чисел)

In Г ( * ) | = - 1 п | * | - С * +  У  ( £ - 1 η  ι +  £ | ) .
л — 1

Дифференцируя ряд почленно, ф о р м а л ь н о  отсюда получим
υύ

Г' (*) _  1_______ ________с +  V  ( 1 ______!__ ^
Г (дг) х  \  л x  -f- η I *

л — 1
Покажем теперь, что ряд справа сходится р а в н о м е р н о  в любом 

«онечном промежутке (не содержащем целых отрицательных чисел). Дей
ствительно, так как при этом | х  | остается ограниченной: | х  | <. М., то 
по крайней мере для η >  М, имеем:

I I 1x1 УИ
' n ( n - \ - x )  η (я — Λί) *



Так как ряд ^  (п^- М\ сходится· т0> по признаку В е й е р ш т р а с с а ,
π>ΛΙ

равномерная сходимость Гобеспечена. Мы получаем возможность сослаться 
на теорему 7 п° 435 и тем докажем и самое существование производной 
от 1 п |Г (* ) |,  а следовательно, и от Г (л:) и т. д.

Прибавляя к правой части полученной формулы ряд
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71= ι
можно привести ее к виду:

■ + 2 Ы т - 4 ) - *

г  (лг) L ·  U  +  1 х  +  ч / '
v = 1

Легко убедиться в существовании для функции Г (л·) производных всех 
порядков.

442. М етод последовательны х приближений в теории неявных ф унк
ций. Для того чтобы показать в действии теорию функциональных рядов 
(или последовательностей), рассмотрим вновь вопрос о существовании «неяв
ных» функций [206 и след.]. Ограничимся для простоты случаем одного 
уравнения:

F( x , y )  =  0, (7)
из которого у  подлежит определению, как однозначная функция от х. На 
этот раз мы прибегнем к методу последовательных приближений, кото
рый позволит нам не только установить существование этой функции, но 
и дать указания относительно ее ф а к т и ч е с к о г о  вычисления.

Пусть функция F(x, у) непрерывна, вместе со своей производной 
Fy (х, у) в некотором квадрате

&  =  [*0 —  Δ. Хо +  Δ; Уо —  Δ> Уо +  Δ] 
с центром в точке (л:0, у 0), причем

F (*„■ Л ) =  °. но F*y (лг0, у0) ф  0. (8)

Тогда уравнение (7) в окрестности точки (лг0, _у0) определяет у  как 
однозначную и непрерывную функцию от х, которая при х  =  х 0 обра
щается в у 0.

Нам удобнее рассмотреть сначала ч а с т н ы й  с л у ч а й ,  когда уравне
ние (7) имеет форму

У **Уо +  <Р (х, У), (7*)
где функция φ вместе с <р'v удовлетворяет тем же условиям непрерывности, 
что и F, но с заменой условий (8) следующими:

'P (*о> -Vo) =  °> \ b  (*о> Уо) I <  '· (8*)
Ввиду непрерывности производной мы можем с самого начала считать 

область <g) настолько малой, чтобы в ее пределах вообще было

I ? v‘ (-*. У) I <  К (9)
где λ есть некоторая постоянная, м е н ь ш а я  е д и н и ц ы .  Затем, сохраняя 
промежуток изменения переменной у, нам придется еще сжать промежуток
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изменения переменной х, заменив его столь малым промежутком [х0 — S, 
■*о +  8], чтобы в его пределах непрерывная функция от х: у(х,  у 0), которая 
обращается в 0 при λ · * λ ; 0, удовлетворяла неравенству

1?(* . Λ ) Ι < ( 1 - λ ) Δ .
Таким образом мы подготовили область

=  [лг0- ь , х л +  8; у 0- А ,  у 0 +  Δ], (10)
к которой и будут относиться наши дальнейшие рассуждения.

Подставив в п р а в у ю  ч а с т ь  уравнения (7*χ вм есто^ постоянную у,,, 
мы получим некоторую функцию от х:

3>ι =У1 (х ) +  Ч (*> Уо)·
Аналогично, полагаем последовательно

у3 = y s (х) = у 0 +  φ (х, у %),
Уз =У» (х) =Уо  +  'P (х, Уг),

и вообще
_ ' Уп =Уп  (■*) =Уо  +  ΐ  (·*> Уп-ι)· (11)
oiw функции

уЛ х), л ( 4 · · · .  Уп(х),· · ·
и осуществляют последовательные приближения к искомой функции у  (л:).

Правда, остается еще проверить, что все они не выходят за пределы 
промежутка [у 0 —  Δ, у 0 -|- Δ], ибо, если бы какая-нибудь из них вышла из 
этого промежутка, то ее уже нельзя было бы подставлять вместо у  в пра
вую часть уравнения (7*).

Установим это и н д у к т и в н о .  Пусть, скажем,

Из (11):
Уп— Уо =  !((х, Уп-ι)·Но

I Τ {х, Уп-1) I <Р (х, Уп-1) — t  (X, Уо) 1 +  I <Р (X, Уо) I-
Первое слагаемое справа преобразуется по теореме о среднем значении, и, 
на основании (9),

I Ч Уп-ι)  — f  (χ · Л )  I =  I b  (x’ Ί ) '  (Уп - 1 ~ - v o> I <  λ  ' Δ > 

а второе меньше (1 — λ) Δ, в силу (10), так что по совокупности 

\Уп — Уо I <  λΔ -f- (1 —  λ) Δ =  Δ,
что и доказывает наше утверждение.

В то же время индуктивно устанавливается, что все построенные ука- 
занным путем функции будут н е п р е р ы в н ы .

Обратимся теперь к вопросу о п р е д е л е  для последовательности функ
ций {уп}. Удобнее, однако, рассмотреть ряд ■

Ус +  Σ ι (У п~ Уп-ι)· (12)
1

Из самого определения нашей последовательности ясно, что

Уп — Уп- 1 =  <Р (*. Уп-ι) — φ (х , Уп-s)· 
оспользовавшись снова теоремой о среднем и неравенством (9), найдем

I Уп — Уп-ι I < λ I Уп-ι — Уп-s |.



Отсюда, заменяя η на η —  1, на п — 2 и т. д., окончательно получим 

\Уп — Уп-i  I <  λ " - 1 · | Λ  — Λ  I λ » -1 · (1 — λ) · Δ, 

ввиду (10). Таким образом, ряд (12) мажорируется геометрической прогрессией

( 1 _ λ) д .  ( |з )

а следовательно, с х о д и т с я  и притом р а в н о м е р н о  для всех значений х  
в промежутке [х0 — δ, х 0 -и δ], А тогда, по теореме 1 п° 431, и предельная 
функция

у = у ( х ) =  lim у п (х)
п —* со

будет в указанном промежутке н е п р е р ы в н а .
В том, что эта функция удовлетворяет исходному уравнению, легко 

убедиться, переходя к пределу при ге—· оо в равенстве (11). Остается еще 
доказать, что не существует других значений у, кроме доставляемых ею, 
которые удовлетворили бы уравнению (7*). В самом деле, если бы, при 
некотором х, наряду с (7*) имели

У =  *о +  <? (х, У '),
то, вычитая и оценивая разность значений φ, как обычно, получили бы

\ у —.у 1 =  1 ?(■*'.у ) —ч(х, 5-)Ι < λ · \у — 5>Ιι
что невозможно, е с л и ^ ^ з ; .

Отсюда уже вытекает, что

У (*о) = У *
это, впрочем, непосредственно ясно и из того, что все у п (дг0) =  у0·

Теорема —  в рассматриваемом частном случае— доказана. Общий случай 
легко приводится к частному; именно, уравнение (7) можно переписать 
в виде
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который отождествляется с (7*), если положить

Р ( х ,  у)Ψ (х, у )  =  У — уо ■ Р'у (*0. У о) '
Эта функция удовлетворяет требованиям (8*), в частности второму из них, 
потому что ®у (х0, у 0) оказывается равной 0.

Как уже упоминалось, изложенный процесс облегчает и фактическое 
вычисление искомой функции у  (х ) по приближению. Погрешность от замены 
у  (х) на у а (х) легко оценивается, так как остаток ряда (12) после /}-го члена 
мажорируется соответствующим остатком геометрической прогрессии (13). 
Отсюда и получается:

Ij» W — У п ( х ) \  < Δ · λ π (и =  1, 2, 3, ...).

Весьма поучительно сопоставление доказательства теоремы о неявной 
функции в 206 и только что проведенного. Там мы имели дело с чистым 
«доказательством существования», здесь ж е — с п о с т р о е н и е м  искомого 
объекта.
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Подобным же образом могут быть э ф ф е к т и в н о  доказаны и общие 
теоремы п° 208. Мы ограничились простейшим случаем, чтобы лучше вы
явить идею метода.

Аналитическое определение тригонометрических функций.
ЧнИЧЯв видел,- какую важную роль в анализе играют тригонометрические 
функции. Между тем вводятся они на основе чисто геометрических сообра
жений, анализу совершенно чуждых. Поэтому приобретает принципиальную 
важность вопрос о возможности определения тригонометрических функций
■ изучения их основных свойств —  средствами самого анализа. Бесконечные 
ряды как раз и есть то орудие, с помощью которого все это может быть 
осуществлено, и мы посвятим этот п° изучению тригонометрических функ
ций по их аналитическому определению, в качестве нового примера прило
жения изложенной выше теории.

Итак, рассмотрим две функции С (х) и S (х), формально определяемые 
для всех вещественных значений х  всюду сходящимися рядами:

о»  со

с м = 1 +  2  Ы Р з д г . SW= 2  <-■>" (2Γ=Τ)Γ·
η — 1 η  *■ 1

ни в какой мере не отождествляя их покуда с ранее известными нам функ
циями cosх  и sin*. Мы уже имели однажды дело с так определенными 
функциями [390, 7)]; с помощью умножения рядо»> как там указывалось, для 
них можно установить две основные формулы:

С (;е + .у )  =  С (дг)-С (у) — S ( * ) .S ( y ) ,  (14)

S ( ^ + J ' )  =  S W , C ( y ) - f C W ' S ( y ) ,  (15)

справедливые при всех значениях х  и у.
Продолжим исследование свойств функций С (х) и S (х). Заменяя х  

на— х,  сразу усматриваем, что С (л:) есть функция четная, a S {х)— нечетная,
С( — х) =  С (x), S (— * ) =  — S (х).

Полагая же λ· =  0, найдем, что
С ( 0 ) = 1 ,  S (0) =  0.

Если теперь, сохраняя х  произвольным, положить в (14) у  =  — х, то —
с учетом только что установленных равенств —  получим соотношение, алге
браически связывающее обе функции

С2 (лг) +  S2 (a: ) = 1 .  (16)

Легко получить и формулы удвоения или деления пополам аргумента.
Из теоремы 2J, 437 и 9°, 438 заключаем, что обе функции С (х) и S (х) 

не только непрерывны, но и имеют производные всех порядков. В частно
сти, применив к рядам, определяющим наши функции, почленное дифферен
цирование 8°, 438 легко убедимся в том, что

С'(х) =  — S(x),  S' (х) =  С (х). (17)

Все эти свойства, как видим, устанавливаются легко. Несколько боль
ших усилий требует доказательство п е р и о д и ч н о с т и  рассматриваемых 
функций, к чему мы теперь обратимся.

Установим сначала, что в промежутке (0, 2) существует, и притом един
ственный, корень функции С (х). В самом деле, мы знаем, что С ( 0 ) = 1 .  
Значение же С (2) можно написать в следующем виде (отделив первые три



члена соответствующего ряда, а остальные члены объединив попарно):

г о , , 2* 2‘ /2* 2 ·'С (2) -  1 - у  +  ι

Так как все скобки положительны:

22Я 2ая+а _ 2  ί η [,  2 -2
2яГ (2л +  2)1 ~ Ш  I (2л +  1 ) ( 2 я + 2 )  ) > 0 '

а сумма первых трех членов дает — то С (2) <  —  'g_i T· е· С (2) заведомо
отрицательно. Ввиду непрерывности функции С (х), отсюда следует, что 
в промежутке (0,· 2) действительно лежит корень этой функции.

С другой стороны, в том же промежутке функция

очевидно, сохраняет положительный знак, а производная С'(х) = — S(x ) — 
отрицательный, следовательно, функция С (х) убывает, когда х  растет от О 
до 2, и обращается в 0 лишь однажды.

Обозначим теперь упомянутый корень функции С (х) через -^-.при

чем π, таким образом, вводится здесь совершенно формально, и отождест
влять его с отношением окружности к диаметру п о к а  нельзя.

Итак, имеем:
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последнее равенство следует из (16), с учетом положительности функции S(x) 
при 0 <  jc 2.

π
Полагая в формулах (14) и (15) сначала х  =  у =  -^,я  затем х =  у = п ,

последовательно, найдем:

C(7t) =  — 1, S (π) =  0; С (2π) =  1, S (2π) =  0.

Если в тех же формулах, с о х р а н я я  х  п р о и з в о л ь н ы м ,  взять у =  π
или у  =  2π, то получим:

С (х +  п) =  — С(х),  S(x +  *) =  — S(x)  (18)
и, наконец,

С( х +  2к) =  С(х),  S(x  +  2n) =  S(x).
Последние соотношения устанавливают, что функции С (х) и S (х) имеют 
п е р и о д  2π.

^-----НгтруцШГбыло бы вывести и другие «формулы приведения:»; мы пре
доставляем это читателю.

Теперь попытаемся доказать совпадение рассмотренных функций С (х) 
и S(x)  с тригонометрическими функциями cos*  и sin*, а также отожде
ствить формально введенное нами число π  с тем числом π , которое играет 
столь важную роль в геометрии.

С этой целью рассмотрим к р и в у ю ,  заданную параметрически уравне
ниями:

x =  C(t),  y =  S (t),
где параметр t  изменяется от 0 до 2π. Ввиду (16), все точки ее удовлетво
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р я ю т  уравнению: at® +  _уа =  1, т. е. лежат на окружности, описанной вокруг 
начала радиусом 1 (рис. 61). Покажем, что при этом получится к а ж д а я  
ючка ее и лишь по разу; исключение представит, естественно, начальная 
ючка А, отвечающая значениям < =  0 и < =  2π.

Мы видели, что S (<) >  0, пока 0 <  t ;£  2, а следовательно, и подавно

в р и  Заменяя во второй из формул (18) х  на — t, получим

S ( n - t )  =  S(t);

отсюда можно усмотреть, что S (t) >  0 и при γ ^ ί < π .  В таком случае,

функция С (t), производная которой равна —  S (i), монотонно убывает при 
изменении ί от 0 до π, проходя по разу через каждое значение от 1

о — 1. Отсюда ясно, что промежутку [0, π] изменения параметра взаимно 
днозначно отвечает верхняя часть нашей окружности. Аналогичное утвер- 
тение можно сделать относительно 

иромежутка [π, 2π] значений параметра 
нижней части окружности, ввиду того, 

что [см. (18)] -
Р ( < + Я) =  - С ( 0 ,  S(t +  n) =  - S ( t ) .

Теперь вычислим, по формуле (4)
329, длину дуги AM,  считая, что 

течка М отвечает значению t параметра.
Принимая во внимание (17) и (16), мы 
юлучим

t
V [C' (01*+15' (/)]‘ Д= ί.

Это показывает, что t совпадает с углом 
=  < Л О М , выраженным в радианах, 
тогда:
С (0) =  x  =  cos Θ, S (Θ) =  у  =  sin Θ.

В то же время, длина в с е й  окружности по нашей формуле оказывается 
равной 2π; следовательно, введенное нами число тождественно с тем, кото
рое рассматривается в геометрии.

444. Пример непрерывной функции б ез  производной. Первый при
мер такого рода был построен В е й е р ш т р а с с о м ;  его функция опре- 
еляется рядом:

/ ( * ) =  2  о"
п =  О

■ COS (Ъп πχ),

где 0 < а < 1 ,  а Ь есть нечетное натуральное число!  ̂причем ab >  1 + ;t \ 
ί Ί ·

Этот ряд мажорируется сходящейся прогрессией ^ а л, следовательно [430,

1, теорема 1], сходится р а в н о м е р н о ,  и его сумма является всюду 
е п р е р ы в н о й  функцией от х. Кропотливым исследованием В е й е р- 
т р а с с у  удалось показать, что тем не менее ни в одной точке для нее не 

уществует конечной производной.
Мы приведем более простой пример в а н -д  e р -В  а р д е н а (В. L. van 

er Waerden), построенный по существу на той же идее, лишь к о л е б л ю -  
и е с я кривые у  =  cos <&х заменены к о л е б л ю щ и м и с я  ломаными.
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Итак, обозначим через иа(х) абсолютную величину разности между 
числом х  и ближайшим к нему целым числом. Эта функция будет л и н е й -

Г s $4 - 1 1н о й  в каждом промежутке вида | — — J,  где s — целое; она непрерыв

на и имеет период 1. Ее график представляет собой ломаную, он изображен 
на рис. 62, а; отдельные звенья ломаной имеют угловой коэффициент ±  1. 

Положим, затем, для f c = l ,  2, 3, . . . :

а0 (4кх)
и к (х) - “ l * —  ·

Г s s +  Π
Эта функция будет линейной в промежутках вида j g . 4F  ■ 2 . 4* j ’ ° НЗ T*K'

же непрерывна и имеет период - j .  Ее график также ломаная, но с более 

мелкими зубчиками; на рис. 62, б, например, изображен график функции

Рис. 62.

к, (л:). Во всех случаях угловые коэффициенты отдельных звеньев ломаной 
и здесь равны ±  1.

Определим теперь, для всех вещественных значений х, функцию f (x)  
равенством

ОО

/ ( * ) =  2  “А ^ -

Так как, очевидно, 0 sg и* (χ) ϊ £ ^  =  ” ·)’ так 410 Ряд мажо"

рируется сходящейся прогрессией ^  ^ ^  , то (как и в случае функции
о

В е й е р ш т р а с с а )  ряд сходится р а в н о м е р н о ,  и функция / (л:) всюду 
н е п р е р ы в н а .

Остановимся на любом значении х =  х0. Вычисляя его с точностью 

до 2 ~4п (где и =  °. ·. 2. ···)> по недостатку и по избытку, мы заключим 

его между числами вида:

л п. ^  ло '■>· 2 . 4™ ’2 · 4"



где sn — целое. Очевидно, что замкнутые промежутки

Δ Sn ! " + i l  (п =  0 1 2  )а я — ^2·4η ' 2 · 4 η \  — ’ ’ ’

оказываются вложенными один в другой. В каждом из них найдется такая 
точка х п, что расстояние ее от точки х 0 равно половине длины промежутка;

_  1
I Хп ха I =* n̂-ri 1

ясно, что с возрастанием п варианта х п —► х0.
Составим теперь отношение приращений

ОО
f (Xn)—f(Xp) _  у  uk (хп) — «к(хо)

X П ' Ха ЛшЛ Хц X*
k =  0

Но, при й > и ,  число есть целое кратное периода -^-функции ик(х),
так что и/, (хп) =  н* (х 0), соответствующие члены ряда обращаются в 0 и 
могут быть опущены. Если же k ^ n ,  то функция uk (х), линейная в про
межутке Akl будет линейной и в содержащемся в нем промежутке Δ„, причем

и k (Xn)— uk (*о) =  ± 1  (ft =  0, 1..........и ).
Xtl “ “

4 45] §  4 .  Д О П О Л Н И ТЕЛ ЬН Ы Е СВЕДЕНИ Я О С ТЕП ЕН Н Ы Х  РЯ Д А Х  481

Таким образом, имеем окончательно
л

f { x n) —f { x  p) _  у  ( ± 1
«Жя — **п ^и·

fe «  0
иными слонами, это отношение равно четному целому числу при нечетном п 
и нечетному целому числу при четном п. Отсюда ясно, что при п оо от
ношение приращений ни к какому конечному пределу стремиться не может, 
так что наша функция при х = * х 0 конечной производной не имеет.

§  4. Д оп ол н и т ел ь н ы е св ед ен и я  о  ст еп ен н ы х  р я да х

445. Д ей ст в и я  н ад  степенны м и рядам и . Этот п° мы посвятим 
о бзор у  —  в основном уж е известных —  действий над степенными ря
дами, что послуж ит отправной точкой для дальнейш его продвижения. 

Рассмотрим два ряда;
CCI

αηχη  == αο "Τ' αιχ  *1' -J-. . .  -j- anx n -J-. . . ,  (1)
n =  о

tx>

У  ЬпхП =  bv b\X  -j- ЪцХ1 -j- bnx n - j - . . . .  (2)
n =  0

Предполагая радиусы сходимости обоих рядов отличными от 0, 
обозначим через г наименьший из них. Тогда для |л г |< ^ г , как 
мы знаем [364, 4°; 389], эти ряды можно почленно с к л а д ы в а т ь ,  
в ы ч и т а т ь  и п е р е м н о ж а т ь ,  причем результаты вновь распо
16 Г, М . Ф ихтенгольц, т, II
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лагаются по степеням х:
00 00 00 

Σ  ai ^ ±  Σ  ьп*п=  Σι к  ±  ьп) χη>
п =  0 п =  О п — О

со оо

V  β .* » ·  v  ь„х* =
я  =  0 п  =  О

50

=  Σ  +  а 1йл -1 +  +  · · ■ 4 -  anb0) х п. (3)
п =  О

Допустим, что ряд (2) тождественен с (1); тогда получится, что 
внутри промежутка сходимости степенной ряд можно следующим  
образом  в о з в о д и т ь  в к в а д р а т :

ОО OQ

(  Σ  а пХ  )9 =  £  ( й 0а п “ Ь  a l a n I Ч -  · ■ · “ Ь  а па о) χ Π · 
л  =  О 4 л  =  О

Если последний ряд, по указанному выше правилу, снова помножить 
на ряд (1 ) и повторить это неопределенное число раз, то придем  
к заключению, что степенной ряд, внутри промежутка сходимости, 
можно вообщ е в о з в о д и т ь  в с т е п е н ь  с л ю б ы м  н а т у р а л ь 
н ы м  п о к а з а т е л е м  т, причем результат представляется также 
в виде степенного ряда:

О) о»

( 2  “/ ) "  == Σ  αΤ χΛ (« =  1, 2, 3, ...). (4)
га — О л  —  О

Коэффициент зависит от коэффициентов а0, ait а$, . . . ,  ап 
и сходного ряда и —  как это следует и з ( 3 )  —  п о л у ч а е т с я  и з  н и х  
л и ш ь  с п о м о щ ь ю  с л о ж е н и й  и у м н о ж е н и й .  Э то замечание 
нам ниже понадобится.

Теперь о со б о  остановимся на с л о ж е н и и  б е с к о н е ч н о г о  
м н о ж е с т в а  с т е п е н н ы х  р я д о в ,  с чем нам часто придется  
иметь дел о ниже. Итак, пусть дана бесконечная последовательность  
степенных рядов

л
Σ  а"т-*л (т =  О, 1 , 2 , ...у,

/2 =  0

из них составим повторный ряд
оо со

Σ  { Σ  ап ш ^ \  09
т  -= О η — О

Если при выбранном значении х  сходится ряд , полученный 
отсюда заменой всех  членов их абсолютными величинами, то 
сходится и ряд  (5), причем сумма его А (дг) мож ет быть раз-
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ложена в степенной ряд просто путем объединения подобных 
членов:

со со

Λ ( · * ) = · Σ  А ^х "’ где А п =  Σ ί  а™  (л =  °> 1> 2’ ···)·
п =  0 т — О

Доказательство исчерпывается ссылкой на теорему 3 п° 393.

Применение этой важной теоремы осветим примерами.
П р и м е р ы .
1) Разложить функции

ОО ^
Σ , ат XI (— 1)* ап

шГ 1 +  а*»л*~ · (б) (ЛГ) =  — й Г ~  1 -t- a imx *
m — О m — О

(считая I л: I <  1 и 0 < а < 1 )  в ряды по степеням х.
(а) Имеем

я =  О
я подставляя и изменяя порядок суммирования,

ОО со 00

Λ ΐ * ι -  2 ^ 2  ( - и - · — ” « * · ■ -  2  2
m =  Q л =  О

Так как повторный ряд
со оо

2 i 2 ■

л =  О

^  4<i/i+nm

гя =  О
ml

=  2  (— 1)"
/2=0

(5я+11 m y in  —  .  ______1______ ________ ί___ f ·
_  ^  m! 1 — а?тх ·  l — x*

m =  0 n = 0 m =  0

1

сходится, то перестановка суммирований оправдана.
(б) Аналогично

/ ,  (х) =  f )  ( _ 1 ) « ^ ' ι+1Λ-2».
7 1 — 0

2) Исходя из разложения функции x ctg х  на простые дроби [441, 9)1, 
представим ее теперь степенным рядом. Для упрощения заменим лишь х  
на ъх} так что

09
X*

их · ctg it.v =  1 — 2 7 —i-----.
ь Sd  m*— x*

m — l

Если I jc [ <  1, то для любого m =  1, 2, 3, .. .
x '

jc* m
OO

m· r4 Jt*
l - Tm’

. =  V  t* L
n  =  Ь



Ввиду положительности всех членов, по теореме сразу получаем: 
с о  о »  о

2  2  s'n ' jr’" где 52П== 2  / i  ( « = 1 . 2 , 3 , , . . ) .
т =  1 /1 = 1  т =  1

Таким образом, при | x  | <  1 имеем:
СГ!

ч 1: л ; · c t g π л : = l— 2 2  senx in.
п —- I

3) Совершенно аналогично, исходя из разложения функции л: · cth х  на 
простые дроби [431, 10), получим разложение в степенной ряд

СО

πχ· cth π χ =  1 + 2  2  (— О""1 Ssn х*п- ( | х | < 1 ) .
П =  1

Впоследствии 449 мы дадим и другое выражение для коэффициентов разло
жений в 1) и 2).

4) Теорема сохраняет свое значение и в том случае, когда складываемые 
в бесконечном количестве ряды вырождаются в обыкновенные конечные 
многочлены. Для примера выведем логарифмический ряд, исходя из бино
миального и показательного путем следующего рассуждения.

При I χ  I <  1 и произвольном а имеем [407 (22)]:

( 1 + ^ = 1  +  ^  +  л < ^ ^ + ; (“ - у а- 2 ) ;с. +  -, >

Фиксируя х, станем рассматривать члены этого ряда как целые многочлены 
относительно а. Так как ряд

1 +  1 . . | , |  +  l £ l i ^ + 1 | | J | . +  ^ J ^ ) 0 » l  +  2 > u | . + . . .

сходится, как легко убедиться с помощью признака Д а л а м б е р а, то
• в предшествующем ряде, согласно теореме, можно объединить подобные 
члены:

(1 +  χ)* =  I +  ,  +  Г! _  . . . j  + . . .

С другой стороны, очевидно,

(1 +  ху  =  е“1п V +  *1 =  1 +  a In (1 +  х) +  .. .

Так как оба разложения должны быть тождественны, то, приравнивая коэф
фициенты при а, получим:

•ь-2 -̂3
Ы ( \ + х )  =  х - ^  +  ^ - . . .  

Заметим, что доказанная теорема непосредственно распростра
няется и на кратные ряды, например на ряд
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ii)

Σ  ί Σ  ankmX%
. Π rrt —  Q * η  —  А 'k =  0, m =■() *л — 0

Действительно, стоит лишь заменить двойной ряд простым, чтобы 
свести дел о к уж е рассмотренному случаю.



446. П одстановка ряда в ряд. Рассмотрим функцию y = f ( x ) ,  
которая в промеж утке (— R, R)  разлагается в степенной ряд (1). 
Пусть, кроме того, дана функция φ (у), также разлагающаяся в сте
пенной ряд

? ( у ) =  Σ  =  Λ· 4 " +  · · · - Η ν ν " , + · · ·  ( 6 )
m —  О

для значений у  в пром еж утке (—  р, р).
Если | α η | =  | / ( 0 )  К р ,  т о  и  при достаточно малом X будет  

·/(■ *) К  Р. так чт0 имеет смысл с л о ж н а я  функция φ ( / ( χ ) ) .
При единственном условии. | а0 1 <1 р, эт у функцию  φ ( / ( χ ) )  

в окрестности точки х  =  0 можно разложить в ряд по степе
ням х, если подставить в (6 ) вместо у  ряд  (1 ) и, произведя все 
возведения в степень согласно (4), объединить зат ем подобные 
члены.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Считая ' . * ] < / ? ,  рассмотрим ряд
ОО

2  I α ηχ η  I=  I αο I + 1 αι I ■ I х  И~ I а * I Ί  χ  Is +  ■ · · +  1 а п I · I -*Г +  · · ■;
п  =  0  \

по непрерывности суммы его [437, 2°], ввиду ] αυ [ р, для доста
точно малых х  выполнится неравенство

Σ  I αηχ'1 i <  р> (7)
п — 0

так что ряд

I ih I-Ь 2  I I  ̂ Σ  I ал I ■ I *  Л т
т — 1 ' я  =  0 '

будет сходящимся.
Полагая, аналогично (4),
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предыдущий ряд можно переписать в виде
СО f  со

|<м+ Σ  i**I■ ( Σ  ®Γ·ι*ι*).
m -  1 я  =  0

Так как α^η> получается из | а0 1, | а , |............ \ ап\ с п о м о щ ь ю
с л о ж е н и й  и у м н о ж е н и й  [445] соверш енно так же, как а1™' 
из а„, alt ап, то очевидно: | a | а лт). П оэтом у для упомяну
тых значений х  сходится, и ряд

ОО оо

IA.I+ Σ  I* т I·( Σ  I С  М*Г),m =  1 л =» 0 '



а тогда к ряду
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оо оо оо аз

применимо последнее утверж дение преды дущ его п°, что и доказывает  
теорему.

Область изменения х , для которой наше рассуж дение обеспечи
вает возм ож ность разложения функции φ ( / ( .* ) )  в ряд по степеням л:, 
характеризуется, таким образом , кроме само собою  разумею щ егося  
неравенства | jc | Af, ещ е неравенством (7). При R  =  - \ - c o  нет  
надобности вводить первое ограничение, при р =  - | - с о  отпадает  
второе.

В больш инстве приложений теоремы достаточно знать, что р аз
ложение имеет место для м а л ы х  значений | х  |. Если представляет  
интерес вся область применимости полученного ряда, то этот вопрос  
требует отдельного исследования.

Для примера проведем его в простом случае. Рассмотрим функцию
00

ч ( у ) =  Σ  у т
т =0 t

в промежутке (— 1, 1) [ р = 1 ]  и, вместо у, подставим функцию f ( x )  =  2лг — х ш 
[,/? =  4 -с ° ] . Сложная функция

' V W - l - A . - A - f p h f
имеет смысл, лишь если

— 1 <  2х — х г <  1, т. e. 1 — У  2 <  x  <  1 +  У Т ,  но х ф \ .
Ее разложение по степеням х  нам известно *

( 7 ^ Ь ? =  1 + 2*  +  3* 2 +  4х* +  ···:

этот ряд сходится для — 1 < х < ] .  По совокупности, равенство
ОО
2  (2х — x s)m= l  + 2 л : +  Зл:2 +  . . .

т~0
имеет место при условии, что

i — У Т  < х < 1 .
Интересно сопоставить это с тем, что дает наше рассуждение. В согласии 
с ним надлежало бы потребовать, чтобы было [см. (7)]

2 \ х  I +  I х \ 2<  1 или 1 - У 2 с х с У 2 - \ ,

* См. 390, 1). Можно получить это и почленным дифференцированием 
[428, 8°] прогрессии
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Как мы видели, полученное равенство на деле применимо в более широкой 
области.

И здесь надлежит отметить возможность дальнейших обобщ ений  
теоремы. Пусть, например, дан двойной ряд

ОО
? ( у > г ) =  Σ ι кктУкг т>

k, т =  (]
сходящийся при | у | < ^ р  и | z | < ^ p ,  и два ряда

оо оо

y = f ( x )  =  2  z = g ( x '> =  Σ  м*.
л =  0 η= О

сходящиеся при | х  \< R ·,  тогда, при условии: \ а0 1 < р  и | * « | < р .  
сложную функцию w(f(x), g(x)) в Окрестности л: =  0 можно 
разложить в ряд по степеням х, если подставить вместо у  
и z  соответствующие ряды и, выполнив возведения в степень 
и умнож ения, сделать приведение подобных членов.

447. Примеры. 1) Найти несколько первых членов разложения функции
I

—  (1 -\-х )ж по степеням х.
Имеем для | x  | <  1

I I  χ  х^  ν·3
1 / 1  , v i  1 ^ I n d + J r t  - 2  +  Τ - ~ τ— •(1 +  χ ) χ τ*ζ— · е х = β  г *

- '  + ( - т  + т - т + т - т + - )  +
, W  χ  . х г x ’ . χ* Ϋ  . 1 f x  , x 3 x 3 

+  2 Γ Ι  +  Ι _ 4 +  5 - · · · )  + T f r  +  T ~ 7 '

+ i ( _ f + f _ ···)  + m { ~ Y + · · · )  + ■ · ·  =

. . ) · +

1 , 11 .  7 - , 2447 , 959 ,  .
— '1Σ Χ ^ ’ΪΑΧ ' 5760 2304X ■*■···

[Подобного типа задачи близки к тем, которые рассматривались уже в 125.|
2) Поставим себе задачей получить биномиальный ряд, исходя из лога

рифмического и показательного рядов.
При I x  I <  1 и любом а, очевидно, будет:

/ _ * ? , · * * _  \
( 1 + * ) ‘ =  е‘ 1п(, + * '= Л *  2 + Т  " V -

I I  f  JT* . JT* \  . я* / X 1 X*  \*

=  1 Ч-ах +  ,-̂-*-~ 1̂ , +  ...
Вид нескольких первых коэффициентов устанавливается сразу. Коэффи

циент же общего, члена, содержащего хп, можно получить из таких сообра
жений. Непосредственно ясно, что он представляет собой целый многочлен 
относительно о, степени n: Qn (a). Так как при а =  0, 1, 2, . . . ,  п — 1 в



разложении члена с хп нет, то этот многочлен в названных точках обращается 
в 0, а следовательно, имеет вид:

Q n  ( “ ) =  С · α  ( а —  1) . . . .  · ( а  —  И +  1).

При а — п коэффициент при х п есть 1, Qn (n) =  1; отсюда с =  Д -, и окон-
• л!

чательно:

g . w - t b = : ■ > · " · ; » - » + ■ > .

3) Пусть /  (х) будет некоторая функция, разлагающаяся в ряд по сте
пеням х, без свободного члена:

/  (x) =  «i* +  asx2 +  azx3 +  · ■. +  опхп +  · · · J
тогда, по общей теореме, для тех же значений х  разлагается в ряд и функ
ция g(x)  =  e^x>, причем свободный член, очевидно, равен 1. Требуется 
найти это разложение.

Покажем, как для этого может быть использован метод неопределен
ных коэффициентов. Пусть

g (x) =  ef'x> =  1 +  bLx  +  b2x 2 +  Ь3х 3 +  .. .  +  bnxn +  . . .

Продифференцировав это равенство, найдем:

е7<·*’ . f ( A )  =  bi -ir  2 bsx +  Щ х2 +  .. .  +  nbnxn- 1 +  . . . ,

или, подставляя вместо множителей левой части их разложения,

О +  M  +  b.2x s +  b,x:3 +  ...) (о, +  2агх  +  3а3х* +  .. .)=*>, +  2Ь2х  +  3Ь3х2 +  . . .  
Это условие приводит к такой системе уравнений: 
ai =  bi, 2а2 -f- fljft, =  2b2, 3а3 2aJ)l -J- albt =  3b3, . . .

. . . ,  ηαη +  (η — \)a n_lbl +  ... +  2aiibn_2-]-alba_i =  nbn, ... , (8)

из которой неизвестные коэффициенты b п о с л е д о в а т е л ь н о  и опре
делятся.

Для примера приложим указанный прием к решению следующей задачи 
(В е й е р ш т р а с с).

Доказать, что разложение функции
х_ #  гП't

g(x)  =  (l — х)е  1 + 7 +  + т - '  

х т
начинается ч л е н а м и ! ----------l · · · · *  и что все его коэффициенты по абсо-ш
лютной величине меньше единицы.

Напишем £ (* )  в виде
r уИ i jn ..ТП~ 1

g(x)  =  e 1 2 1 =  е m m+ l :

тогда первая часть утверждения становится очевидной. Вторая же часть 
докажется и н д у к т и в н о .  Допустим, что все коэффициенты Ь̂  со знач
ком, меньшим п, по абсолютной величине меньше единицы. Так как в дан
ном случае

ак =  0 при k < m  и ак = — (kak =  — 1) при k ^ m ,  

то п-е из равенств (8) обнаружит, что и | Ъп | <  1.
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[Предлагается применить указанный здесь метод к примерам 1) и 2).|
4) Те же уравнения (8) могут пригодиться и в другом вопросе. Пусть 

: а н о  разложение функции

g (х) =  1 +  +  b2x 2 +  bsx3 + . . .  +  bnxn + . . . ,

а и щ е т с я  разложение функции

f (x)  =  1п£-(х) =  а^х +  а2хг2 +  α,χ* +  . . .  +  апхп + . . .

Легко понять, что коэффициенты а и & связаны теми же соотношениями (8), 
но на этот раз подлежат определению коэффициенты а.

5) Показать, что бесконечное произведение

f ' ( x ) =  "р[(1 -\-qmx) =  (\ +  qx) (I +  q2x) (\ +  qax ) . . .  (|  q\ <  1),
m= 1

при достаточно малых x  разлагается по степеням х, определить коэф
фициенты этого разложения.

При j лг; с  1 произведение сходится и имеет положительное значение; 
логарифмируя, получим

ОО СП

In F(x)  =  2  'n (1 +  qmx) =  2  [qmx  —  γ  + · · · ) .
m =  1 m=-1

В частности, этот ряд сходится при замене всех членов в скобках их абсо
лютными величинами. Отсюда [445] следует, что In /-’(л:) в окрестности нуля 
разлагается в ряд по степеням х, а с ним [уже по теореме п° 446] разла
гается и выражение

F(x) =  eXnF(x\
Итак, для достаточно малых х, имеем:

F (х) =  \ +  btx  +  bsx2 +  ... +  Ьпхп +  ...,
где коэффициенты Ьи Ь3, . . . ,  Ьп, ... еще подлежат определению. Проще 
всего это выполнить, если исходить из очевидного равенства:

F(x) =  ( \ + q x ) - F ( q x ) ,

которое,· воспользовавшись разложением, можно переписать в виде:

1 \-Ьгх  +  b2x 2 +  Ьпхп +  . . . =
=  0 +  qx) V +  b tfx +  b<,q2x 2 +  ... +  bnqnx n +  ...).

По теореме о тождестве степенных рядов, отсюда

blq +  q =  b1, Ь^2 +  Ь^2 =  Ь2, bnqn +  Ьп_^п =  Ьп, ...
■ЛИ

и _  q h — M L .  h = * * = iS l
° l  1 —  q '  ~  1 · · · · *  n

и, окончательно,
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6) Возьмем разложения функции в бесконечное произведение [408] 

и в бесконечный ряд [404] (12)] и приравняем их логарифмы [401, 4°]:

п I1
или
оа

27 * ·  , « , \ _ / χ *  X* ,  ̂ \ [X* X4 . \ 2
l U v  "2 ·■·] U ‘~  120 ■*■ · · · / ' '*  Τ \ 6 · “ Τ 5δ+  · · · ;  +  ·· ·

п =  1

Разложив левую и правую части по степеням л: [445, 446] и отождествив 
коэффициенты, придем к равенствам

оо оо
ΐ γ  L _ J _  ί \ ι  ί
π2 Z i П2 ~  6 > 2η· Ζ ί  П

откуда

-  _  180’
t t

HP
ι β «· ·  v _ !_

ί  · e « , _ 9 0 ’ ***
ι

Впрочем, ниже [449] мы найдем эти формулы из других соображений 
„ 7) Если функция f ( x ) в промежутке (— Я, R) разлагается в степен

ной ряд (1) и х  — произвольная точка этого промежутка, то в ее окрест
ности функция разлагается в ряд по степеням x — X.

Действительно, положим в (1) х = х - \ - у ;  по общей теореме (меняя 
лишь роли х  и у), покуда | X | | у  | <  Д или | _у | с  А* — | X |, можно перейти
к разложению по степеням у,  т. е. по степеням x  — X:

Σ  АкУк =  Σ  Ak(x — x)k-

СО

Выполнив в ряде ^  ап(х ~Ьу)п все возведения в степень и собрав
п =  1

подобные члены, легко определить и коэффициенты этого разложения:
оо

Ао =  Σ ί anxn =  f ( x )
л  =  0

и, вообще,

А >= «■»-*
·-* !

CD

П-=- k
Результат этот, ввиду 438, 9°, не является неожиданным.

* Этот результат нам уже известен [см. 440 (4)J.
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Мы лишь для простоты взяли исходный ряд расположенным по степеням 
с — дело не изменилось бы, если бы функция f ( x ) была дана разложенной 

■о степеням разности х — х0.
Напомним, что функция f (x) ,  которая в окрестности точки х =  х0 разла- 

мется в ряд по степеням х  — х%, называется а н а л и т и ч е с к о й  в этой точ- 
- е. Мы доказали, таким образом, что функция, аналитическая в какой-либо 
почке, будет аналитической и во всех точках некоторой ее окрестности.

Это утверждение распространяется и на случай функции от нескольких 
переменных.

8) В качестве последнего примера рассмотрим разложение функции

1
=j" =  [1 (“■ 2ха)] 1

У  \ — 2ха +

по степеням а, при произвольно фиксированном х. Возможность такого 
разложения гарантируется нашей Теоремой, если только | а |2 - |-2  | χ  \ ■ | α |<  1. 
Легко усмотреть, что коэффициентом при a” (rag; 1) будет некий многочлен 
Рп =  Рп (х) степени п, так что

1 = l + P i a  +  P«a, +  . . .  +  P na* +  .. .  (9)
У 1 —  2*а -(- а®

Для определения этих коэффициентов, продифференцируем равен
ство (9) по а:

/ /  = P i  +  2P * +  -  +  *Pn*a~1+ -( У  1— 2^а +  аа)*-
Сопоставляя этот результат с (9), легко получить:

(1 — 2л:а +  as) (Р , +  2Р 2а +  . . .  +  пР„а"”1 + . . . )  =
=  (Х —  а)!( 1 +  P i«  +  Р ^  +  · ·. +  Рп*п +

Приравниваем теперь коэффициенты при одинаковых степенях а в обеих 
частях. Мы найдем, прежде всего,

3** — 1Р ^ х  п 2Ρ2 — 2χΡ1 =  — \ + χ Ρ ί, откуда Р 2 = ------^— ·

Затем, вообще,
(га +  1) Р„+1 — 2пх · Рп +  (га — 1) Р η_1·^ χ Ρ η—  Ρη-ι

вли
(п +  1) Рп+1 —  (2 /1 + 1 ) хР„ +  иР„_! —  0.

Зная первые два многочлена, по этой рекуррентной формуле последовательно 
можно вычислить остальные.

Бросается в глаза, что многочлены P t и Р 2 совпадают с первыми двумя 
многочленами Л е ж а н д р а ,  а упомянутая только что формула тождественна 
с аналогичной формулой (11)п° 320, по которой вычисляются многочлены 
Л е ж а н д р а .  Отсюда заключаем, что коэффициентами разложения (9) 
являются именно многочлены Л е ж а н д р а .

В связи с этим функцию от двух переменных а и л :
1

У 1 —  2ах +  а8

Этот ряд, необходимо, будет ее рядом Т е й л о р а  [438, 9].
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называют «производящей функцией» для многочленов Л е ж а н д р а .  Разло
жение (9) с успехом может быть использовано для изучения свойств этих 
многочленов,

448. Д еление степенны х рядов, Важным примером применения 
теоремы о подстановке ряда в ряд является вопрос о д е л е н и и  
с т е п е н н ы х  р я д о в .

Пусть свободный член а 0 ряда (1 ) отличен от 0; представим этот  
ряд в виде

“· ( '  + “i x + ‘i  * ■ + ■ · · + “'■ * ’ + ■■ · ) = μ ι + λ
полагая

Тогда

___  А , (Va л  .

I 1
аа +  αιχ  +  ··· +  апХп +  ·.· ац \-\-У

=  τ ^ - у  - · · ■ + ( - υ "  + . . . ) ·
П оследний ряд играет роль ряда (6), причем р здесь есть 1. Согласно 
общ ей теореме, это  выражение может быть разлож ено по степеням х\

а„ -(-■ fli-v +  · · · +  αηχη +  · · · С* ’ 1 ‘ - 1-  СпХ + · · · ·

по крайней мере, для достаточно малых значений х, например для 
тех, которы е удовлетворяю т неравенству

£ | · ι ί + Ι 5 | · ι ^ + · · · + Ι ϊ Ι · ι * γ + . . . < ι .
Рассмотрим второй степенной ряд

h  К х  - | -  Ьгх'2 - j - Ьпх п

с отличным от 0 радиусом сходимости. Тогда частное 

bp -|- bjX +  .. .  +  bnxn +  ... 
ао +  а1*  +  ··· +  опхп 4 - .. .  ι

для достаточно малых х  может быть заменено произведением  

(Ьц - ( -  biX -f- · . ·  _f· bnx n - 'r . ,  .J (c0 -) -  CjX - | - . . .  - ) -  cnx n - j - . . . )

и, следовательно, снова представимо в виде некоторого степенного ряда 

da -( -  diX  -j -  ά%χ* - | - . . , - j -  dnx n - j - . . .

Коэффициенты этого ряда прощ е всего определятся по методу  
неопределенны х коэффициентов, исходя из соотнош ения

(а0 -f- aiX  - f - . . .  -f- апх п - | - . . . )  (da - | -  άγχ  - f - . . .  -f- dnx n - ) - . . . )  =

== ba -[ -  byX - f - bnx n - f - . .  ·»



в которы х коэффициенты а и b предполагаются известными. П ер е
множив ряды слева по общ ем у правилу [445], мы затем приравняем 
коэффициенты при одинаковых степенях х  слева и справа. Таким 
путем получится бесчисленное множество уравнений:

â df) =  b0, a0di -f- aydo =  bit -f- a^d\ -j- â d̂  =  bit . . .
a0d „ -} -a 1d „ _ i- j- . . , - l -a „ _ id l - ] -a nda =  b„. (10)

Так как коэффициент a0 предполож ен отличным от 0, то из пер

вого уравнения сразу  получим: </« =  — , затем второе даст нам:
«О

, _  Ь, — a ,rfn_ _ _  айЬi — а_хЪл и Х- Д- в  общ ем случае, если п коэффи- 
1 а0 а*

циентов dn, d i..........  dn_t уж е найдены, то ( я -f -  1)-е уравнение,
содерж ащ ее единственную неизвестную d n, позволит установить ее  
значение. Так, п о с л е д о в а т е л ь н о ,  уравнениями (1 0 ) определяются  
все коэффициенты частного и притом вполне однозначно.

П р и м е р ы .  1) Найти несколько первых членов частного

х _____________ х____________ _______________1____________
1 V 2  V я J T *  Г* X* r* *

ln ] _ x  x  + " '2 '+ '3  +  7  +  · · ·  1 + " 2  + T +  T + ■··

Уравнения (10) здесь принимают вид:

^ι + - 2 _£?ο =  0, i/2 r f , d o =  0,

+  5  ^2 +  +  4" =  0>

и т. д.; отсюда d0 “ l,  d, — — у .  , d3=  —  > ■■■ · И и * .
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I 2 " 12 24
π-;-------1 —  х

2) Найти разложение t g x  в окрестности нуля, рассматривая tg х  как 
частное sin л: и cos л:, разложения которых известны [404, (12) и (13)].

Существование такого разложения наперед известно —  по общей тео
реме. Так как tg х  есть функция н е ч е т н а я ,  то это разложение содержит 
только н е ч е т н ы е  степени х. Коэффициент при л:2" '1 в искомом разло-

Т
кении удобно взять в форме _Ц f jj · Итак> имеем

се

' « * “  2 ( 5 ^ 1 ) ! * ' * "  <">
п= 1

Z i  я (2л— 1)1 L '  ' 2я1 jLt (2л— 1)1*
« „ I  /1 =  0 л = 1

I



Очевидно, 7'1 =  1. Для определения остальных чисел Тп, приравнивая коэф
фициенты при л:2» -1 слева и справа, получим последовательность уравне
ний вида:

Тп_____ г . - ,  ι т„ j ________________ , ui-i ι
(2п — 1)! (2га — 3)! 2 ! ^ ( 2 л  — 5)! 4! · · ·  — ' ( 2л— I)!

(п—2, 3, ...)

или, по умножении на (2 « — 1)!,
т„ -  Q „ _ i  тп _ , +  с ^ _ [  тп _  2 - . . . . -  f - 1 )<·-·.

Так как все числа C j ,_ |  суть целые, то последовательно убеждаемся, что и 
коэффициенты Тп все целые. Вот значения нескольких первых из них:

Г, =  1, Г3 =  2, 73. =  16, 7"4 =  272, 7"5«= 7936, ...
Таким образом,

. I .  . 2 ,  , 17 . . 62 . .
3 х +  ,5 ^ + 3 1 5 - С +  2835х

В следующем п° будет указан другой способ вычисления коэффициентов 
этого разложения и точно установлена область его применимости.

449. Числа Бернулли и разлож ения, в которых они встречаю тся.
Рассмотрим еще один пример деления, который будет иметь важные прило
жения:

х  _ х______________ _____________I____________
р Х  .  1 у *  y f l  у·  у П ~ 1  *

- · - + 1  +  . . . + · ^ + . . .  1 +  1  +  . .  . +  V  +  -

Согласно общему утверждению п° 448, это частное, по крайней мере для j 
достаточно малых значений x t представляется в виде степенного ряда

i f i n - ' + l f e * * ·  н
■»1

Коэффициенты его мы взяли в форме: βπΓη!, что (как увидим) сделает более! 
удобным их последовательное определение.

Исходя из соотношения:

( l  +  5 i +  g  +  . . .  + - j j  x

X ( i  +  +

приравняем нулю коэффициенты при различных степенях х п (я =  1, 2, 3, . . .) |  
слева. Мы получим уравнения вида

+  (я  —  1)1 21 +  (n — ft +  1)! *1 Pn-*+‘ +  ···

j ___1_r 1 V
• • • ^ 1 1  n\ (n -f- 1)!

или — по умножении на (n +  1)!— *

CJ,_1_1P„ +  C* +  |P„_1 +  .. .  +  C * _J_! _j_J _ A +  ··· +  £ £ + i?i +  1 = 0 .
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Использовав сходство с биномом Н ь ю т о н а ,  можно эти уравнения 
с и м в о л и ч е с к и  записать так:

(Р + 1)»+ 1_ря+ 1 =  0 (га=  1, 2, 3, ...);
после возвышения двучлена в степень по обычному правилу и сокращения 
старшего члена, степени β6 должны быть заменены здесь коэффициентами β*. 
Итак, для определения чисел βη ( я =  1 , 2 , 3 ,  ...)  будем иметь бесконечную 
систему уравнений:

2β, +  1 = 0 ,  3β, +  3β, Η- 1 =  0, 4β„ +  6β2 +  4β1 +  1 = 0 ,
5β1+ 1 0 β , +  10β1 +  5β1+ 1 = 0 .........

из которых последовательно находим:

Pi- — j - ,  Ь * · - ? - )  P i— о, 'gjj> Р» =  0> Р » * ® !

Й n ·  3617 я — о Й _ 43867 в - о  в -Pi5 =  0> P L -  75s ■ Ρ ι · » υ. P»·
174611 

330 ’

Так как числа β определяются из линейных уравнений с целыми коэф
фициентами, то все они являются р а ц и о н а л ь н ы м и .  Легко установить, 
в общем виде, что числа β с нечетными значками ( к р о м е  п е р в о г о )  —

X
нули. Действительно, перенося в равенстве (12) ч л е н ---- ^  налево, будем

иметь в левой части равенства, очевидно, ч е т н у ю  функцию

*
I

Я Л

В таком случае ее разложение
са

' + Σ &

X
• W

Х п

х
I

п

не может содержать нечетных степеней х, ч. и тр. д.
Для чисел β с четными значками введем более привычное обозначение, 

полагая *
Р2л =  (— I)"-1 Вя,

1ЭК что

f l j — -g·. - * “ ao» ^ • " 4 2 ’ δ*

R - 5 Я » 691 β - 1— e 573δ> 7 6 ’ ···
ο  3617 β «·. 43867

'■ 'Ж · Β*
174611

330 " " *

Эти именно числа Βη и называют числами Б е р н у л л и ,  по имени Я к о в а  
Б е р н у л л и ,  который впервые пришел к ним при изучении сумм степеней

* Мы скоро убедимся, что все Вп положительны.
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последовательных натуральных чисел с натуральными же показателями. 
Числа Б е р н у л л и  играют важную роль во многих вопросах анализа. 

Итак, заменяя для удобства х  на 2х,  окончательно имеем разложение
9 2R  0 *R  ъгпо

x . c t h x  =  l - f  - g j i . r * — (—  +

л  — 1

действительное для достаточно малых значений х. 
В 445, 3) мы уже имели разложение

π χ  ■ c th  π χ  =  1 +  2 2  (—  I ) " ' 1 S2/. · x 2n,
/2— 1

CO

где через s2n была обозначена сумма ряда У  Заменив и в равен-
т — 1

стве (13) х  на -πχ,  перепишем его так:
ОО

π χ  · c th  и х  =  1 - |-  2 ]  (—  l ) n ‘ ' ~2Т'2п\ Вп ' * ’"·
η — 1

Оба разложения, разумеется, должны быть тождественны; отсюда

β  . s
(2π)2η 2n’

так что все числа Вп оказываются п о л о ж и т е л ь н ы м и .  Так как при 
η —<-оо, очевидно, s2ra —► 1, то из полученной формулы явствует, что числа 
Б е р н у л л и  бесконечно возрастают * при возрастании их номера.

Отметим попутно полезные выражения, получающиеся для сумм s2„:

s =  V  1 в ■
ln ^ т *» 2(2«)!

tn= I
в частности [ср. 447, 6)]

ОО 0 0

2 J_ — *1 _  V  _L — ^
т2 ~  6 ’ S* ~  Z i  mi ~~ 90*

т =  1 т = 1

Вспомним теперь, что и для и х  · c tg  π χ  мы имели [445], 2)] разложение,
коэффициенты которого также зависели от сумм ssn:

πΧ · Ctg πΧ =  1 —  2 2 ® 2 » Λ' 2'1· ( Ч )
я — 1

Заменяя здесь π χ  на х  и подставляя вместо s2„ найденные их выражения 
через бернуллиевы числа, получим:

п — 1

* Хотя, как мы видели, не монотонно, а по весьма прихотливому закону.



Так как про разложение (14) мы знаем, что оно имеет место при | j c | < I ,  
ί ο  разложение (15) действительно при | * | < * .  Но при ±  у е ш « т  
Равенства (15) бесконечно возрастает, следовательно, ряд справа не может 
^ о д Г с я  НИ при л  =  ±  π ,  ни тем более при | *  | >  * :  его радиус сходимости

В Т оТсадВа,Рмежду прочим, ясно, что таков же будет радиус сходимости 
ряда (13), между тем как исходный ряд (12) имеет ради>с сходимости 2π. 

Пользуясь тождеством
tg x =  ctg λ : — 2  ctg 2x, 

из (15) легко наново получить разложение для tgx:
IAJ
V 22rt (22л — 1) p 

ι§ *  =  2d   2ή!------- Βη Χ ·
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ν  2ι'ηΒη
2 η\ 

η =  i

Оно тождественно с полученным раньше [см. (11)], но его предпочит ю 
писать именно в этой форме потому, что числа Б е р н у л л и  хорошо изу
чены, и для них имеются обширные таблицы. Радиус сходимости ряда, пред

ставляющего tg  х,  есть - J ; это видно теперь из самого способа его полу-

С числами Б е р н у л л и  связаны и многие другие полезные разложения. 
Например, так как

СО

(m  * L i V  =  £ i S f - i  =  v ( x - c t g ^ - i ) = -  У
V А· 1 S i n i  X х' ’ /1=1

то, интегрируя почленно, находим (для | χ | < π )
со

г — Σп — *

А н а л о г и ч н о ,  и з  р а з л о ж е н и я  (16) п о ч л е н н ы м  и н т е г р и р о в а н и е м  п о л у ч а е м  

[ д л я  | * |  < у )

2  2! л (2! л — \ ) В п х !Щ
--------- 2л! 2гГ'

. smx χ  2™Вп х 'п
1п~ т L  —г й г '& г ·

η — ♦

л  -  I

Из этих разложений легко получить разложение для In . Ряды эти по

лезны при составлении логарифмо-тригонометрических таблиц.

* Впрочем все вопросы, связанные с определением радиуса сходимости 
степенного ряда, легко решаются с помощью теоремы К о ш и — А д а м а р а  
[380]. Например, для ряда (15) имеем

2п /  2η ^ η  2 · 2η\ „ _  1  2η - - —
p — 0, р, в — у  =  У  5rcf“ ( 2 ^  2η " ^

Р =  П т  Рт =  Т ’ Λ  =  Τ ==π·



В е р н е м с я ,  в з а к л ю ч е н и е  к  р а с х о д я щ е м у с я  р я д у

оо
2  ( -  1) » ( я +  \ ) \

4 9 8  ГЛ . X II . Ф У Н К Ц И О Н А Л ЬН Ы Е П О С Л ЕД О В А Т ЕЛ ЬН О С ТИ  И РЯ Д Ы  [4 5 0

/1 =  0

который мы рассматривали в задаче 6) п° 425. Там была установлена сум
мируемость этого ряда по методу Че з ' а р о  k-το порядка, но самой «обоб
щенной суммы> (обозначим ее через Л<й)) мы не нашли; выполним это сей
час. Впрочем, мы просуммируем ряд по методу П у а с с о н а — А б е л я, 
что — как мы знаем [424, 2)] — должно привести к тому же результату.

При ί > 0  будет 0 < е ~ * < 1  и, суммируя прогрессию, получим
ю

2 ( ίλη^-ι*·*»,!— е~‘_____ L   !
'  ' 1 —  е~* β » + ΐ “ ί Π Ζ__ е{ +  1 е* — 1 е «  —  1п =  О

1 Г I 2t
t ‘ е‘— 1 t ' e*—  1

Используя разложение (12), для достаточно малых t будем иметь

у  __ у  v a = M L t- e
m i Ш  nlη —о η = 1

Продифференцируем оба ряда почленно k раз; для степенного ряда справа 
мы опираемся на теорему 8° п° 438, она же служит основанием и для диф
ференцирования ряда слева; который тоже оказывается степенным, если 
ввести переменную В результате найдем

ГО
2  (— 1)"(л +  |)* е -<»+!>< =

п — О
о о

=  ( - 1 ) , т  2  ^ а ~ п \ ) ^ П ( п - \ ) { п - 2 ) .  ... . { n - k ) t ^ - K
п= k -f 1

Устремим теперь ( к  0, а следовательно, *  к 1. Слева в пределе получится 
именно искомое Л1*1, а справа — свободный член

/_nfe+. (2*<**1> — 1)Р*»1
( ’ М П  ·

Вспоминая, что числа β с нечетными значками, ббльшими единицы, все нули, 
а с четными — приводятся к числам Б е р н у л л и ,  окончательно приходим' 
к формулам:

Л'»»·— 0, Л12'”- 1' — (— 1 Вщ j)

450. Решение уравнений рядами. Мы еще раз вернемся
к вопросу об определении переменной у, как функции от х ,  из
неразрешенного уравнения:

F(x ,  у)  =  0 - (17)

[ср. 206 и 442!], но в иной постановке:
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Предполож им, что ф ункция F (x ,  у )  в окрест ност и т очки  
(jc0, _Vo) разлагает ся в ряд по ст епеням  х — дг, и у — у 0, причем  
постоянный, член в нем  равен  0, а коэффициент при у — у 9 
от личен от  0 * .  (Тогда и ф ункция у = у ( х ) ,  определяемая ур а в
нением  (17) в окрест ност и указанной т очки, такж е разлагает ся  
в ряд по ст епеням  х  —  л;0 вблизи  х  =  * 0-

Иными словами, если ф ункция F, фигурирующая в левой части 
уравнения  (17), будет а н а л и т и ч е с к о й  в т очке  (л:0, у й), то 
и ф ункция у = у ( х ) ,  определяемая уравнением, оказы вает ся  
а н а л и т и ч е с к о й  в т очке  jc0· Таким образом, здесь речь идет 
уже не только о существовании или вычислении значений искомой 
функции, но и об ее а н а л и т и ч е с к о м  п р е д с т а в л е н и и .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без умаления общности можно принять 
лсг0 =_Vo = : 0; это, по существу, сводится к тому, что в качестве 
новых переменных мы выбираем разности х  —  дг0 , и у — _у0> н0 
сохраняем старые обозначения. Если выделить член с первой сте
пенью у ,  то, перенося его в другую часть и деля на коэффициент 
при нем, можно будет переписать данное уравнение так:

у  = :  cwx  -j-  Сзо-*'" -f" С\\ХУ 4“ сщУ* ^зоХ3 -j- СщХ*у - |-  с^ху*  -j-  соз_У*4- · · ■
(18)

Ряд для функции у  от дг будем искать в виде:

у  =  atx  -f- α3Λ;2 - f  α3χ 3 -}* . . .  (19)

Прежде всего, е с л и  п о д о б н о е  р а з л о ж е н и е  в' о к р е с т 
н о е  т и н у л я  и м е е т  м е с т о ,  т о  к о э ф ф и ц и е н т ы  е г о  в п о л н е  
о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я ю т с я  с а м и м  с о о т н о ш е н и е м  (18).

Действительно, заменяя в нем у  (при указанном п р е д п о л о 
ж е н и и )  разложением (19), получим:

αιΧ  -}- ^ х *  +  а3л:3 - f-  . . .  =  с10л: - f  +
-f- СцJf (atx  4 -  а,2х 2 4 -  . . . )  4~  c0i ■ (αγχ  - f-  а^х* - (-  . .  . f  - f -  сп х 3 -{ -

4 -  См·** · (а,\Х 4~ · · ■) 4“ ‘ 4 “ · · ·)2 -f~
4 “ соз · ifliX  · · -)3 4 “ · · · (18a)

По теореме п° 446, для достаточно малых х ,  справа здесь можно 
выполнить все возведения в степень и сделать приведение подобных 
членов. Если после этого воспользоваться теоремой о тождестве 
степенных рядов и приравнять коэффициенты, при одинаковых сте
пенях х  слева и справа, то мы придем к (бесконечной!) системе 
уравнений:

Oi =  cl0, a2 =  c*o4- r iia i~ b  сИв?.

а3 =  Сца2 4~ 4 ~ сзо 4~ c2ia i 4~  ci2ai 4~ соза |> · ··  (20)

* Это в точности соответствует обычным требованиям 
/· (а',,, >’0) =  0, Р'х{хй, у  о) Ф  0.
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относительно искомых коэффициентов аи аг, а3, . . .  , ап, . . .  Так 
как в (18) справа все члены, содержащие у, не ниже второго изме
рения (т. е. содержат либо высшую степень самого у, либо у  
в первой степени, но умноженное на какую-либо степень л:), то 
в п-м уравнении системы (2 0 ) коэффициент ап оказывается выра
женным через коэффициенты ах, аь  . . . .  αη_λ с меньшими номерами 
(и известные коэффициенты с). Э т и м  и о б е с п е ч и в а е т с я  в о з 
м о ж н о с т ь  о п р е д е л я т ь  к о э ф ф и ц и е н т ы  ап п о с л е д о в а 
т е л ь н о  о д и н  з а  д р у г и м :

a i =  cio> а9 =  сго ~Ь сн сю соас’о>
аз =  (си ~  2 с02с10) (с.20 -j- CjjCio —|— Согс'о) Ч-*

Н- 3̂0 _Ь 3̂1̂ 10 “f" ci2cIo _Ь rMr i* ···  (21)

Попутно сделаем такое, важное для дальнейшего, замечание. 
Так как при раскрытии скобок в (18а) над буквами а и с не при
ходится производить иных действий, кроме сложения и умножения, 
то в правых частях уравнений (2 0 ) мы будем иметь целые много
члены относительно этих букв, с заведомо п о л о ж и т е л ь н ы м и  
(даже — н а т у р а л ь н ы м и )  коэффициентами. А тогда и в фор
мулах (2 1 ) справа также будут целые многочлены с п о л о ж и т е л ь 
н ы м и  же коэффициентами относительно букв с.

Составим теперь ряд (19) с коэффициентами а, вычисленными 
именно по этим формулам. Про него можно сказать, что он «фор
мально» удовлетворяет соотношению (18а). Если бы была удосто
верена сходимость этого ряда для достаточно малых х , то уже не 
было бы надобности доказывать, что для представляемой им функции 
условие (18) выполнено, ибо в этом случае равенства (2 0 ), которым 
коэффициенты ряда удовлетворяют, вполне равносильны (18а). Итак, 
в е с ь  в о п р о с  т е п е р ь  с в о д и т с я  к д о к а з а т е л ь с т в у  т о г о  
л и ш ь ,  ч т о  р я д  (19), к о э ф ф и ц и е н т ы  к о т о р о г о  о п р е 
д е л я ю т с я  ф о р м у л а м и  (2 1 ), с х о д и т б я  в н е к о т о р о й  
о к р е с т н о с т и  н у л я .

Рассмотрим, одновременно с (18), аналогичное соотношение

У =  Τι»·* т  Тзо-̂ 2 '[ихУ -f- '!oiy i -f-

+  Тзо-s3 - f  b lx*y - f  Tl2. x /  -[- Toa/  - f  . . . ,  (18*)

где все коэффициенты п о л о ж и т е л ь н ы  и, кроме того, удо
влетворяют неравенствам

(22)

Построим для него — пока формально — ряд, аналогичный (19):

y  =  . . .  о.пх п 4 -  . . . .  (19*)



причем коэффициенты его, наподобие (2 1 ), определим формулами:

αι —  Тю> a* —  Т20 “Ь Τιιΐιο - (~ Τ02ΤΪ01

«з =  (Тп 4" (lio Т11Т10 - г  Toafio) “Ь
~Ь Тзо ~Ь Т21Т10 ~\~ Т12Т10 “Г ТозТJo> ··· (21*)

Самый состав этих формул, ввиду отмеченного выше, обеспечивает 
п о л о ж и т е л ь н о с т ь  чисел а„. Кроме того, сопоставляя с (21) и 
учитывая (2 2 ), видим, что и (при всех п)

Κ Ι < α„· (23)

Если бы удалось выбрать положительные коэффициенты γ,-Α так,
чтобы не только выполнялись условия (2 2 ), но и чтобы соответ
ственно построенный ряд (19*) имел отличный от нуля радиус схо
димости, то, ввиду (23), это же было бы справедливо и для
ряда (19) — и теорема была бы доказана. Займемся же в ы б о р о м  
чисел γ,·*.

Существуют такие положительные числа г и р, что двойной ряд

k io  I · г +  I с201 · г2 -(- I сп I · гр -+-1 с021 р2 -f- . , .
будет сходящимся, так что его общий член | cik | г'р* стремится к 0  и,
следовательно, ограничен:

• ь М\ci k \ - r lf ^ . l И, откуда 

МПоложим ^ik= -p ^ s и, в согласии со сказанным, рассмотрим соот

ношение:
М . Μ , , Μ , Μ , ,

У =  Т х  +  7г Х *  +  - ^ * У + - ? - У , +  -  =
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м  - M - “ v
Р ·

или, наконец,
- J   P* ν _ι_ МУ*--------  — —  о.
у  p -1-ΛΙ* 1 р +  М г — х

Здесь оказывается возможным ф а к т и ч е с к и  найти функцию 
у — у ( х ) ,  удовлетворяющую уравнению — именно ту ее ветвь, кото
рая обращается в 0 при д; =  0. Решая квадратное уравнение, мы 
получим (считая | х  | <  г):

P* I .  ι  Г \  4Λί(ρ +  М) х _ } *
2 (p +  M) L V  Ра г — х \  *

* Знак минус перед корнем взят как раз для того, чтобы при *  =  0 
иметь и >> =  0.



Если, для упрощения записи, ввести обозначение

Г, =  Г ( р + Г2Л<) ■ ,* 2 * )

то выражение для. у  можно написать в виде:

>==2(Р+ М ) |1 “ (* ~ F , )  (1 ~ т )  ] ’

откуда уже ясно, если воспользоваться биномиальным рядом, что 
оно для I JC· 1 <^Γ ι < Г г разлагается по степеням х . Так как упомяну
тое разложение должно быть тождественно с (19*), то этим и за
вершается доказательство сходимости ряда (19*), а значит, и ряда (19), 
по крайней мере для

Ответим, что теорема устанавливает лишь возможность разло
жения у  по степеням х  (или, в- общем случае, по степеням х  — х 0) 
в б л и з и  jf =  0 (λγ =  λ·ο). Определение точного промежутка сходи
мости этого разложения требует особого исследования.

Подобным же образом можно трактовать и общий случай, когда 
система функций определяется из системы уравнений.

Замечательный метод рассуждения, примененный выше, принад
лежит К о ш и .  Сущность его заключается в замене данных степен
ных рядов, с одной или несколькими переменными, — более удоб
ными для исследования «мажорантными» рядами, все коэффициенты 
которых положительны и, соответственно, превосходят абсолютные 
величины коэффициентов данных рядов. В связи с этим и сам метод 
получил название метода мажорантных рядов. Им часто поль
зуются в теории дифференциальных уравнений.

451. Обращение степенного ряда. Как частный случай решен
ной задачи, рассмотрим теперь вопрос об о б р а щ е н и и  с т е п е н 
н о г о  р я д а .  Пусть функция y = f ( x )  в некоторой окрестности 
точки х  =  х 0 представляется рядом, расположенным по степеням 
х  — Хц. Обозначая свободный член (выражающий значение у  при х = х 0) 
через _у0, напишем это разложение в виде

У — Уо =  а1(х  —  л:,,) - |-  <h (х  — х 0) 2 - |-  ап (x  —  х 0)п - f  . . .

При ах ф  О,- в окрестности y = y g, χ  определяется отсюда 
как функция от у ,  разлагающаяся, в свою очередь, в ряд по 
степеням у — _у0- Таким образом, если у  являет ся а н а л и  т и 
ке  с к о й  функцией от х  в точке х й, то в соответствующей 
точке _у0 (при указанном условии) и обратная функция будет 
а н а л и т и ч е с к о й .

Все это непосредственно вытекает из доказанной теоремы. Поло
жив для простоты х а= гу 0 =  0, напишем соотношение, связывающее
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у  с х ,  по примеру (18), в виде

х  =  by -j- 4 г  с3х 3 ctxг4 *

Тогда коэффициенты искомого разложения 

x  =  biy - \r biy i +  b3y i -\- ... 
последовательно определятся из уравнений: 

bi =  b, bi —  ctbl bi =  2c<iblb.2 4- сф\, 
bi =  Сц (2Ьф3 4- b£) 4- Зс3Ь)Ьг 4* сф\, 
Ьъ —  2 (Ьф4 4 -  М з )  4 -  Зс3 (6^3 4 -  6 ,^ )  4 -  \сф\Ьъ 4 -

Например, зная разложение синуса
1 з  ,  1 .

JI =  sin х  =  х  — -g- х 3 +  Р20ДГ* —
можно найти разложение

x  =  arcsin у = у  + b y  + Ь!>у ь+  ...
(мы выписываем лишь нечетные степени у, ибо, ввиду нечетности функции 
y =  sinx, наперед ясно, что и обратная функция будет нечетной). Уравне
ния, определяющие коэффициенты Ь, в этом случае имеют вид:

* i = l ,  * a = g -* i= -g - .  *5 =  -2 blh  — i l o ^  — i o ’ ■" ·
Другой пример: пусть

У =  е х —  1 = х  +  ЗТ +  | г +  ·” :
отсюда

x  =  l n ( l  + ^ )  =  i LV +  ^ 2 +  ^ a +  —

Коэффициенты b определяются последовательно:

&I =  1, >f =  — =  — -j-, Ь3 =  — Ьф3 — Ь] =  у ,

Ьь = --  (6l*4 4" --- 4 “ ----R =  "5" · ·■· ·
т а к  ЧТО

1п (1 + у ) = у — [у *  + - 5 -У  — -jy*  4 - § у‘ — —

Область изменения у, в которой гарантируются существование обратной 
функции и действительность полученного для нее разложения, может быть 
установлена из соображений п° 450, но оказывается обычно очень занижен
ной. Если, скажем, в первом из приведенных примеров переписать уравне
ние, связывающее х  и у  в форме (18):

X8 х %
х==у +  б" — Т2 0 +  ···
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* Нужно помнить, что здесь — по сравнению с предыдущим n” — х  и у 
обменялись ролями.
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и ограничиться х  и у, удовлетворяющими неравенствам | . у | ^ 1,

т. е. взять р =  — , г =  1, то получим М =  1 и — по формуле (24) —

в то время как . истинная область применимости полученного результата 
есть промежуток [— 1, 1|!

З а м е ч а н и е .  Полезно дать себе отчет в значении условия α, ф  О, 
при котором только и справедливо сформулированное выше утвер
ждение. Пусть а, =  0, но аг фО ,  скажем, а.2^>0; итак, вблизи х  =  О 
(для простоты мы полагаем x 0 = j> o =  0 ) имеем

у  =  агх г -J- а3х 3 4 -  
1

так что у 0. Обозначая через у 2 арифметическое значение корня, 
видим, что

V y  =  У 4  α'·'·χ3 -\- αίχί - f  · · · · =

причем поставленный двойной знак совпадает со знаком х .  В силу 
теоремы п° 50, последний радикал вблизи jc =  0 сам представляется 
степенным рядом с свободным членом 1. Таким образом, оконча
тельно (если двойной знак перенести налево):

± V у  =  αγχ a{yf-

где уже α ί = ' Κ α 2^>(Χ Используя теорему настоящего п° (роль у  
играет величина ± У ^у1 ), мы получим д в а  различных разложения 
для х ,  в зависимости от выбранного знака:

1  £
х 1 =  Ьуу2 4 ь̂ у 4 Ьъу2 4 4 - . . .  > о [ьх = - L · > о)

V У ва 1

1 £
х * =  — h y 7 b ŷ — b3y ~ b y *  — . . .  < 0 .

Обращаем внимание, читателя как на д в у з н а ч н о с т ь  обратной
функции, так и на то, что каждая из ее ветвей разлагается уже не
по целым, а по д р о б н ы м  степеням переменной у.

452. Ряд Лагранжа. Применим теорему п° 450 к частному уравнению 
вида

у  =  а +  х<!(у), (25)
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где функция о (з>) предполагается аналитической в точке у  =  а. Тогда, как 
мы знаем, для достаточно малых значений х, отсюда у  определяется, как 
функция от х, аналитическая в точке л; =  0 и обращающаяся в этой 
точке в а.

Пусть, далее, u = f ( y )  будет какая-либо функция от у, аналитическая 
при у  =  а. Если вместо у  подставить сюда упомянутую функцию от х, то а 
окажется функцией от х, которая также является аналитической при л: =  0. 
Поставим себе задачей найти разложение и по степеням х,  точнее— найти 
удобные выражения для коэффициентов этого разложения.

Заметим предварительно, что — при переменном а — из уравнения (25), 
у  определяется как функция д в у х  переменных х  и а, аналитическая 
в точке (0, а) *. Тогда и переменная и будет функцией от тех же двух 
переменных.

Дифференцируя (25) по х  и по а, получим:

[ 1 —  *■<?' ( у ) 1 ^  =  т ( у ) ,  [1 —  -<·'?’ ( У ) 1 ^  =  1.

откуда ,  о че ви дн о ,

£ - » < * · £ .  с»»

а также и вообще, при u — f(y),
да . д а  . . .

(26а)
С другой стороны, какова бы ни была функция F(y), для которой су

ществует производная по у, имеем:

i  К Й К  [ ' « · £ ] ·  В 1 >

В этом легко убедиться непосредственно дифференцированием, с ссылкой 
на тождества (26) и (26а).

Всеми этими замечаниями мы воспользуемся для доказательства важной 
в дальнейшем формулы:

дпи дп~1 Г дк1 *· 0
дхп дап 1 | /  '-V/ d«J ’ ^

При п = 1  она приводится к (26а). Допустим теперь, что она верна для 
некоторого значения л : > 1, и установим справедливость ее для производ
ной (« 4-1)-го порядка. Дифференцируя (28) по х  и пользуясь правом пере
ставлять дифференцирования [190], получаем

дп+1а дп~1 д Г
дхп+1 дап~1 дх [[ * ■ « · £ ] ·

Но, в силу (27) и (26а) имеем последовательно

д Г „ ,  . ди 1 д Г  ди 1
<jjr [<f "dx J— да ?  ^  "да  J’

* Это утверждение предполагает, что теорема п° 450 распространена 
на случай, когда в уравнении фигурируют т р и  переменные, и одна из них 
определяется как функция от остальных д в ух ,

** Здесь φ" (у) означает с т е п е н ь :  [φ (у)]".
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Подставляя это в предыдущее равенство, получим:

дп+1и дп Г
дхпП дап [ 'da  1'

Таким образом, формула (28) индуктивно оправдана.
Обратимся, наконец, к интересующему нас разложению функции и по 

степеням х. При постоянном а оно необходимо имеет вид разложения 
Т е й л о р а  [438, 9°].

и  —  и 4 - х  ( д и \  л - х \ ( д *и \  i _1_  χ η  ( д " и \
и - а° +  х  1 а Д + 2 Г  Ш * 7 . +  ·" + ' п Т Ч ^ ) о +

где указатель 0 означает, что функция и ее производные взяты при х  =  0. 
Но тогда у  обращается в а, так что и0 = / ( а ) ,  и затем, по формуле (28),

Подставляя эти значения коэффициентов, мы приходим к разложению:

/ О О  = / ( « )  +  *  ■ ч  И / '  ( а )  +  ~  ■ ~  [φ 2 ( а )  . / ·  ( « ) ]  +  . . .

· · * - г  ( « ) · / ' ( « ) ] +  · . . ,  (2 9 )

которое и называется р я д о м  Л а г р а н ж а .  Оно замечательно тем, что 
коэффициенты его представлены в виде явных функций' от а.

Если f ( y ) ^ . y ,  то, в частности, получаем

y  =  a +  x . ' ? (a) +  £ . - £ i [' fS(a)]+ . . .  · +  ^  · ^ - [<РЛ (*)] +  ... ' (29а)

Существует тесная связь между задачей, рассматриваемой в настоя
щем п°, и задачей обращения степенного ряда. Если (в предположении, 
что у(а)фО)  переписать уравнение (25) в виде

-  У ~ а - ^b0 +  bl (y —  a) +  b2(y —  a)2+ . . . ,
f  (У)

то задача Л а г р а н ж а  окажется равносильна обращению этого ряда, рас
положенного по степеням у  — а. Наоборот, если поставлена задача обраще
ния степенного ряда

y =  alx - \-a 3x 2-\-a3x s -\- ... ( а ^  0),
то, переписав это соотношение так:

У =  * («i +  а2л: +  а3х* - f  ...),
обозначим сумму ряда в скобках через ψ (х). Тогда приходим к уравнению 
типа (25)

1
Х = У  I <\>(х)

'ГО, X

нее замечание важно потому еще, что позволяет сразу дать общее выражение
здесь α =  0, φ (х) ^  и, кроме того, х  и у  обменялись ролями. Послед-



для результата обращения по формуле (29а):
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1 , у · Г d 1 I
' - ^ ' ψ ( Ο )  ' 21 L a s + 'W L - , +

■ .У" Г *"-* 1 1 ,
·”  f  п\ id x " -1 ψη (·«).]*-ο ” *

(30)

Приведем п р и м е р ы .
1) Начнем именно с использования формулы (30). Пусть дано уравнение

илп

Так как

у  =  х(а  +  х) (α?ϊ0)

1х = у · a -j- х  '

dn~ ( _ 1)л-1 П.(я_ |_ 1) .  ... .(2/1 — 2)
(а +  х)2п~1dxn~l (а +_ х)п 

то приходим к такому разложению:

х  =  Л - £ +  + ( -  m - i - P " - 2)1 - У " - л .а а5 ' " '  * '  (/г —- 1)! /г!

То же разложение получается, если решить квадратное уравнение относи
тельно х,  выбрав то из его значений, которое обращается в 0 вместе с у.

2) Будем исходить из уравнения типа (25)

ι х

так что здесь tp(y) =  - - .  Полагая f ( y ) = y ~ k, по формуле Л а г р а н ж а  (29) 
У

найдем 

. I 1 k . x 2 k {k +  3) л:3 k (k +  4) (k +  5) .
— *  · au+2 -t- 21 ■ 3! *

, ft(* +  5)(ft +  6)(ft +  7)
T  4i “*+i

Так как данное уравнение приводится к квадратному:
у г — ау — х  =  0,

то, очевидно,*
a i t f a 2 ,

V =  y + y  τ  +  χ ·

Например, если а =  2, то получается (по умножении на 2к) такое раз
ложение:

2 \* , t  x  , k(k +  3 ) ( x \ a k(k +  4)(k +  5) ( χ \ ·
ι + ν τ + i 'l " < T ~ m -------------------------3! Λ τ )·  +  -

* Знак плюс перед корнем взят в связи с тем, что при лг^О  должно 
быть у  =  а.



3) В теоретической астрономии важную роль играет уравнение 
К е п л е р а :

E —M-\-&-smE,
где Е есть эксцентрическая аномалия планеты, М — ее средняя аномалия, 
а ε — эксцентриситет планетной орбиты. Воспользовавшись рядом Л а г 
р а н ж а  (29а), можно найти разложение Е по степеням эксцентриситета, 
с коэффициентами, зависящими от М:

ε* d t* г! Л-1E — Μ +  ε · sinAf -)- =г · -τι, sin2 Μ -ί -  -)— - · —; sin" Μ 4- ...
1 1 2! dM 1 ^  η \  dMn~l ~

Здесь представляет важность знать точные размеры промежутка схо
димости: Л а п л а с  [P. S. Laplace] первый установил, что сходимость 
имеет место для ε < 0,6627 ...

4) Наконец, рассмотрим уравнение

y  =  x  +  ~ ( y s — \ ) *

Его решение, обращающееся в х  при а =  0, будет
_1 — У  1 — 2ах -(-а3 2х — a
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а 1 +  1 — 2ax +  а2

Разложение этой функции по степеням а имеет вид:

V — *  _1_ 3  /**— 1)4. 1 ' IУ х  +  2 ( ‘ 21 \ 2 j dx * · · '
1 [ а \ п dn- 4 x 2— 1)" ,

*■· + п\ V5 У ‘ dx”' 1 ’ ” ·
Продифференцируем обе части этого равенства по х  (причем из анали

тического характера у  как функции от д в у х  переменных а и дг, можно
заключить, что для ряда допустимо п о ч л е н н о е  дифференцирование). 
Мы получим разложение

1_______1 d( x ’- -  1) , , ,  1 d * ( x * - 1)8 ,
dxs ' ·*·

1 dn (x* — I)"
y i — 2ax +  as ***■“ ' ' 2' dx  ‘r4 , 'Ш *  ■ dxs

n\2n dxn
Его коэффициентами, как мы в этом случае н е п о с р е д с т в е н н о  усма
триваем [ср. 447, 8)], являются многочлены Лежандра:

_  1 dn (xs— l)n
" — и!2я ‘ dxn

§ 5. Элементарные функции комплексной переменной

453. Комплексные числа. Хотя наш курс целиком посвящен в е щ е 
с т в е н н ы м  переменным и в е щ е с т в е н н ы м  же функциям от них, 
настоящий параграф — отступая от этой основной линии — мы посвятим 
элементарным ф у н к ц и я м  к о м п л е к с н о й  п е р е м е н н о й .  Изложе
ние этого вопроса примыкает к теории степенных рядов и, в свою очередь, 
проливает свет на некоторые принципиальные моменты этой теории. Кроме

• Здесь х  играет роль а, а а — роль х.
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того, знакомство с функциями комплексной переменной оказывается полез
ным для вещественного анализа и в вычислительном отношении [ср. при
меры в 461, а также главу XIX, посвященную рядам Фу р ь е ,  в третьем 
томе курса].

Мы предполагаем, что читатель уже знает комплексные числа из ал
гебры. Поэтому мы ограничимся здесь лишь кратким обзором основных 
свойств этих чисел.

Комплексное число ζ имеет вид: г =  х-\-у1, где i есть м н и м а я  е д и 
ни ца ,  i ^ y — 1, а х и  у  — вещественные числа. Из них х  называется
в е щ е с т в е н н о й ,  а у  — м н и м о й  составляющей или частью числа г, и

-обозначаются так:
х*= R  (z), у  — 1 (г).

Два комплексных числа x -\-y i  и x'-\-y 'i равны тогда (и только тогда), 
когда порознь х =  х' и у = у '.*  Сложение и умножение комплексных 
чисел производятся по формулам:

( x +y i )  +  (x' +y ' i ) =  (* +  x') +  (у + / )  I,
( x +y i )  (x' +y' i )  =  (xx' — yy') +  (xy' +  x'y) i:

легко п р о в е р и ть  с у щ е с т в о в а н и е  р а з н о с т и  и ча ст н ог о ,  в ы р а ж а е м ы х  так:

(.X 4- у  i) —  (х> _|_ у  i) =  ( х  —  х · )  +  (у  —  У )  i f

X + y i  _ xx'  +  yy'  I x ’y  — xy'
x '+ y 'i  х '“+ у ’'· X ’2 _|_ y 3

(последнее — в предположении, что x' -\-y’i φ  0, т. e. что x '2-\-y's >· 0). 
При этом для комплексных чисел соблюдаются все обычные свойства дей
ствий, не связанные с понятиями б о л ь 
ше  и м е н ь ш е  (эти понятия для ком
плексных чисел не устанавливаются). Точ
нее говоря, имеют место свойства II Г —
4° п° 3 и III 1° — 5° п° 4.

Возьмем на плоскости прямоугольную 
систему координатных осей хОу (рис. 63).
Тогда каждое комплексное число z =  x  +  yl 
может быть изображено на этой плоскости 
точкой М (х, у), координатами которой 
являются вещественная и мнимая состав
ляющие этого числа. Очевидно, и обратно — 
каждой точке М плоскости отвечает вполне 
определенное комплексное число. В связи 
с этим рассматриваемую плоскость назы
вают п л о с к о с т ь ю  к о м п л е к с н о й  
п е р е м е н н о й г  или просто к о м п л е к с 
н о й  п л о с к о с т ь ю .

Вещественные числа х  =  х  +  0 -г изображаются точками на оси х  (ибо 
для них у  =  0), а чисто мнимые числа yi =  Q-\-yi (л: =  0) — точками на 
оси у. Эти оси и называют первую — в е щ е с т в е н н о й  осью, а вторую — 
мн и мо й .

Важную роль играют также полярные координаты г, Θ точки, служащей 
изображением числа z =  x -\-y i (см. чертеж). Неотрицательное число г 
называется м о д у л е м  или а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н о й комплексного

* Иными словами, и здесь для нас равенство сводится к простому то
ждеству [ср. п° 2].
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числа z и обозначается так: r  =  |z |.  Модуль однозначно определяется ком
плексным числом г:

\г\ =  + } П ё + У
и обращается в нуль в том и только в том случае, когда г — 0. Угол Θ 
называется а р г у м е н т о м  комплексного числа ζ, Θ =  Arg г. При г ф  0, 
он определяется из равенств

с о а в » ^ ,  sin Θ =  ,

но лишь с точностью до слагаемого вида 2kn(k— целое). Для г =  0 аргу
мент остается вовсе не определенным. За исключением этого случая для 
каждого числа z существует один и только один аргумент Θ, удовлетворяю
щий неравенствам

— π <  θ ^  π;

его называют г л а в н ы м  з н а ч е н и е м  аргумента и обозначают через 
arg z. Если 0 <  π, то

О sin Я г sin О
« В т  —2  1 - f -  COS0 Г +  Г COS Θ A' 4~

и угол arg z можно определить равенством 

arg z — 2 arctg
■* +  У  X s ’

оно годится для всех комплексных чисел, кроме вещественных отрицатель
ных (и нуля).

Отметим, что для модулей комплексных чисел z =  x -\-y i и z '=  x ' 
также выполняется неравенство:

\z +  z ' \ ^ \ z \  +  \z'\,
столь п р и в ыч н о е  для а б с олют н ых  в е л ич и н в е щ е с т в е н н ы х  чисел.  Д е й с т в и 
т ел ьн о ,  в н а с т о я щ е м  с л уч а е  оно п ри в о д и т с я  к и з в е с тн о му  н е р а в ен с т в у :

У  {х +  л:')2 +  (у +  у')2 <  У  x* + ?  +  V  x ' s +  У2,

которое представляет частный случай неравенства М и н к о в с к о г о  [133 (7)]; 
см. также сноску на стр. 346 I-го тома.

Справедливы и вытекающие из него следствия [см. 17].
Если в обозначении комплексного числа z =  х -]- у i положить x  =  г · cos Θ, 

y =  r - s in 0 , то получим так называемую т р и г о н о м е т р и ч е с к у ю  
ф о р м у  комплексного числа:

z =  г  (cos Θ +  i sin θ) .

Возьмем второе комплексное число z' также в тригонометрической 
форме:

Z' =■ г’ ( COS θ '  +  i sin θ').

Тогда п р о и з в е д е н и е  zz' в тригонометрической форме напишется так:

zz' =  rr'l cos (θ  +  θ ')  -)- / sin (θ  4- θ ’)];

это непосредственно следует из теорем сложения для косинуса и синуса. 
Отсюда

I гг ' \  =  I z I ■ | z ' \, Arg zz' =  Arg z +  Arg г'.



454] §  5 .  Ф УНКЦИИ КО М П Л Е К С Н О Й  П ЕРЕМ ЕН Н О Й 511

Аналогично, для частного чисел г и г '  (z'ф  0) находим:

Т  = п Н ’ Ars р " =  Ars г — Аг§ г'·

Из формулы произведения получается формула для степени с натураль
ным показателем п:

в частности, при r =  1, приходим к формуле М о а в р а  (A. de Moivre):

при других значениях Θ будут уже лишь повторяться эти же значения корня.

454. Комплексная варианта и ее предел. Рассмотрим последовательность 
{ζ„}, состоящую из к о м п л е к с н ы х  чисел zn =  x n -\-yni (п =  1, 2 , 3, ...) 
и переменную г; принимающую эти значения в порядке возрастания номеров.

Предел такой комплексной в а р и а н т ы  определяется в тех же терминах, 
что и в случае вещественной варианты [23]:

Постоянное число с =  а-{-Ы называется п р е д е л о м ,  варианты 
г=мг„, если сколь мало бы ни было число е >  0, для него существует 
такой номер N, что все значения г„ с номерами п >  N удовлетворяют 
неравенству

Точно так же переносятся на рассматриваемый случай определения 
б е с к о н е ч н о  м а л о й  и б е с к о н е ч н о  б о л ь ш о й величин.

Отметим, что теперь не может быть речи о стремлении варианты к бес
конечности о п р е д е л е н н о г о  з н а к а ,  поскольку комплексным числам 
знак вообще не приписывается. Если z„ есть бесконечно большая, т. е. 
\гп I —- +  оо, то говорят, что гя —>■ оо (без знака!).

Рассмотрим, например, варианту zn =  zn, где г есть комплексное число. 
Если при этом I г [ <  1, то г„ —*■ 0, если же | г | >  1, то г„ —>· оо; легко видеть, 
что при |z |  =  1 (но ζ φ  1) для варианты г„ предела вовсе нет.

Для комплексной варианты легко непосредственно передоказать основ
ные утверждения теории пределов, почти дословно повторяя прежние рас
суждения. С другой стороны, все эти утверждения автоматически переносятся 
на случай комплексной варианты на основании следующей простой теоремы:

Комплексная варианта zn =  x n -{- y ni стремится к пределу с =  а-\-Ы  
тогда и только тогда, когда вещественные варианты х п и уп стремятся 
соответственно к пределам а и Ь.

Ее доказательство сразу следует из неравенств:

zn =  rn { cos ηθ +  i sin ηθ),

( cos θ —j- i sin θ)η =  cos я0 +  isin ηθ. 
Наконец, для к о р н я  п-й степени из ζ имеем

где Υ г есть а р и ф м е т и ч е с к и й  корень из г. Полагая здесь поочередно, 
например,

θ =  θ, θ-{-2π, θ —1~ 4π, ... , θ - |-2  (η — 1)π,

мы получим п р а з л и ч н ы х  значений корня y'^z (конечно, считая ζ φ 0);

\ ζη — с I <  ε.
При этом пишут

limz„ =  c или zn —*c.

£ J !  — c l = V ( x n — o)2 +  (yn — b f  ^ \ х а — а\ +  \уп — Ь\.

I



I

Таким образом исследование комплексной варианты может быть заменено 
исследованием двух вещественных вариант. В частности, этим путем можно 
доказать для комплексной варианты и п р и н ц и п  с х о д и м о с т и  [39]. 

Рассмотрим теперь бесконечный ряд
ОО

У! С п  =  С 1 +  С 2  +  ·  ·  · +  С П  +  ·  ·  ·

я— I
с комплексными членами сп =  ап -\~ Ьп1. С у м м о й  ряда и здесь называется 
предел частичной суммы

С „ =  2  с„.
ft =  ι

Так, например, для геометрической прогребсии
ОО
2  z n = l  +  ζ +  ζ2 +  .. . +  ζπ~ι +  .. .

п=О

(где z — комплексное число, отличное от 1), частичная сумма равна
п — 1
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СЯ=  У  *к 1 — zn
_ 1 — z

о
отсюда ясно, что при | г \ <  1 ряд имеет сумму

1

а при I z I 1 у него (конечной) суммы нет.
Все основные понятия и теоремы пп° 362, 364 (с их доказательствами) 

сохраняются.
Исследование комплексного ряда может быть сведено к исследованию 

двух вещественных рядов, на основании теоремы:
Сходимость комплексного ряда

оз со

Σ  сп ~  Σ  (an +  bni) (С)
п =  1 п =  I

к сумме С =  А +  Bi равносильна сходимости двух вещественных рядов
со оо

Σ  ап <А ) и Σ  ь» (в )>η— 1 1

соответственно, к суммам А и В.
Это утверждение, очевидно, есть лишь перефразировка теоремы, дока

занной выше в терминах варианты.
Теперь докажем теорему, аналогичную теореме п° 377.
Если сходится положительный ряд

Σ ιγ„!, ( с ч
л =  I

составленный из м о д у л е й  членов ряда (С), то и этот последний ряд 
также сходится.
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Действительно, ввиду очевидных неравенств 

сходимость ряда (С*) влечет за собой сходимость обоих рядов

С О  СО

2  ι “я ι и Σ  ι *« I-η— 1 η= I

Отсюда [377] следует, что сходятся ряды (А) и (В), а тогда — по предыдущей 
теореме— сходится и ряд (С).

В случае сходимости ряда (С*) ряд (С) называется а б с о л ю т н о  схо
дящимся, отметим, что при этом, как мы видели, и ряды (А), (В) также 
сходятся абсолютно.

Благодаря этой теореме, для комплексных рядов сохраняет свою силу, 
например, признак Д а л а м б е р а  [377].

На абсолютно сходящиеся комплексные ряды переносятся теорема п° 387
о перемещении членов ряда и правило п° 389 о почленном умножении рядов. 
В Первом случае доказательство осуществляется сведением к вещественным 
рядам, а во втором — в прпнципе может быть сохранено прежнее доказа
тельство.

Наконец, аналогичным образом можно на комплексный случай перенести 
основные понятия и теоремы из теории двойных рядов.

455. Функции комплексной переменной. Пусть комплексная перемен
ная z =  x - \-y i  принимает всевозможные значения из некоторого множества 
I|  =  {z}, которое геометрически интерпретируется, как область (открытая 
или нет) в комплексной плоскости. Если с каждым значением z из области §; 
сопоставляется о д н о  или н е с к о л ь к о  значений другой комплексной пере
менной w =  u-\-vi, то последнюю называют (соответственно, о д н о з н а μ
η  о й или м н о г о з н а ч н о й )  функцией от z в области % и пишут:

w = f ( z )  или w =  g(z), и т. п.

Примерами однозначных функций (и притом — во всей комплексной пло
скости) могут служить: | z j, z™ или вообще — ц е л а я  р а ц и о н а л ь н а я  
ф у н к ц и я ,  т. е. целый многочлен

c0zn +  с,гп~1 +  ... +  е„_,г +  сп

с произвольными комплексными коэффициентами с0, си ... , сп. Д р о б н а я  
р а ц и о н а л ь н а я  ф у н к ц и я ,  т. е. несократимое частное двух многочле
нов, также однозначно определена во всей плоскости, но в точках, отвечающих 
корням знаменателя, она обращается в бесконечность. В качестве примеров
неоднозначных функций назовем Arg ζ, γ 'Τ ’. Ниже, в 457 — 460 мы изучим 
другие важные функции комплексной переменной.

В последующем, если не оговорено противное, мы будем рассматривать 
о д н о з н а ч н ы е  функции.

Если w =  u-\-vi есть функции от z =  x -\-y i  в области % =  {z} =·{■*+}"’}. 
то ее составляющие и, v, очевидно, также будут функциями от z или — что 
то же— от х, у  в соответствующей области g * = { ( x ,  у)} (которая геоме
трически изображается той же фигурой, что и %γ.

и =  и (х, у), υ =  υ (х, у),
17 Г. М Ф и х тен го л ьц , т . II



Например, для вещественных функций w — \z\  или o i= a rg z  имеем, соот
ветственно:

и =  У х -  -j-y2 или « =  2 a rc tg --------- v (« =  0);
х - \ - У  x- - f  у 2

для функции w — z n =  ( x - \ - y i )n, очевидно,

n (п — 1)»/ ·»— %-Л______j______ '
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-Я(и- 1) ( д - 2 )
1 -2.-3 i  - t  —

Пусть с будет точкой сгущения области %. Говорят, что функция 
w =  f ( z ) при стремлении z к с имеет предел С *, если для каждого 
числа е >  0 найдется такое число δ > 0 ,  что [/(г) —  С | <  е, лишь только 
I г — с I <  δ (и гфс) .

Записывают этот факт, как обычно:

lim да =  lim /( г )  =  С.
г- > с  г- > с

Легко перефразировать это определение для случая, когда с (или С) есть оо; 
можно выразить его «на языке последовательностей».

Если c — a-j-bi, С =  A A- Bi, то [как нетрудно вывести из п° 454] пре
дыдущее соотношение равносильно таким двум:

lim и (х, у) A, lim v (х, у) --—В. 
х  — а х - т
у~+Ь у  —* Ь

Н е п р е р ы в н о с т ь  функции /(г )  в какой-либо точке г0 — х 0+ у 0( 
области % определяется равенством:

lim / ( г ) = / ( г 0).
2->го

Она, очевидно, равносильна непрерывности обеих составляющих и(х,у),  
v (х, у) в точке (х0, у 0).

Таким образом, вспоминая только что приведенные выражения для \г [ 
и составляющих гп, видим, что эти функции непрерывны для всей плоскости 
комплексной переменной. Аналогично, arg z оказывается непрерывным по
всюду, исключая отрицательную часть вещественной оси.

Конечно, непрерывность может быть устанавливаема и непосредственно 
из комплексных соображений. Например, для функции | z | она сразу следует 
из неравенства

I M  — 1*оП<12— «d.Для функции z n имеем:

гл -  <  =  (z -  z 0) (г»-» +  z 0zn- 2 +  . . .  +  zn ~ ').

При достаточной близости z к z0 значения z будут ограничены некоторой 
постоянной: Jz | М, так что

I zn — *»!*£ ηΛΊ" -1 · j z — г0 1, 
откуда и следует требуемое заключение.

* Здесь с и С — комплексные числа.



Легко теперь доказать непрерывность целой и дробной рациональной 
функции (в последнем случае — исключая корни знаменателя).

Определение п р о и з в о д н о й  для функции w =  f(z)  в точке z =  z0 
имеет тот же вид, как в обычном дифференциальном ̂ исчислении:

» = / ' ( * „ ) =  lim / ( г ° +  Дгд) ~ / ( г °) - =  Пт /(г 2) Г г/ ( г °)-·
д2—>о г - *  г 0 2 г о

Например, для функции w — zn имеем 

гп — гп
-------- !=.·.<·-1 +  z0zn~2 + . . .  +  zn~ \
г  —  г „

так что, переходя к пределу при г — г0, получаем снова знакомую формулу:

w' =  nzn~ 1.О

Формула п° 94 для производной обратной функции и все правила диф
ференцирования пп° 97, 98 переносятся без изменений. Аналогично устана
вливается и понятие производных высших порядков.

Упомянем еще о рядах:
СО

Σ  fn  (*) = / ι  (г) + / ,  (г) +  ... + / „  (г) +  ... .
п =  1

членами которых являются функции от комплексной переменной г в одной 
и той же области %.

Здесь, прежде всего, может быть установлено понятие р а в н о м е р н о й  
с х о д и м о с т и  в тех же терминах, что и в 428. В случае комплексных 
функциональных рядов убеждаться в равномерной сходимости также можно 
по’ наличию положительного мажорантного ряда, так как признак В е й е р -  
ш т р а с с а  сохраняет силу и здесь. Из теорем о функциональных рядах 
нам понадобится в дальнейшем теорема о п о ч л е н н о м  п р е д е л ь н о м  
п е р е х о д е  в равномерно сходящемся ряде 433, теорема 4; доказывается 
она так же, как и выше.

Теперь мы обращаемся к рассмотрению, в частности, с т е п е н н ы х  
рядов, которые в теории функций комплексной переменной играют исклю
чительно важную роль. Им мы посвятим особый п°.

456. Степенные ряды. Пусть имеем ряд
ОО
Σ  cnzn =  c0 +  c1z +  csz2 +  ... +  cnzn +  ..., (1)

п =  0

где с0, с,, с2, ... — постоянные комплексные коэффициенты, а z — перемен
ная, изменяющаяся во всей комплексной плоскости. Совершенно так же, 
как это было сделано в 379 [или 380], для него может быть установлено
существование такого неотрицательного числа R, что для | s | С  /? (если
/ ? > 0) р я д ( 1) абсолютно сходится, а для | z \ >  Д  (если /?< -f-o o ) ряд 
расходится. Таким образом, если отбросить случай /? =  0, мы имеем при 
/? =  -{- оо ряд, сходящийся на всей комплексной плоскости, а при конечном 
R  — ряд, сходящийся внутри круга, описанного около начала радиусом R, 
и расходящийся вне этого круга. Вместо п р о м е ж у т к а  с х о д и м о с т и  
здесь "появляется к р у г  с х о д и м о с т и ,  и термин «радиус» впервые оказы
вается оправданным.
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Например, как легко убедиться с помощью признака Д а л а м б е- 
Р а, ряд

' + 2 S
• п — 1

абсолютно сходится при любом комплексном значении ζ, в то время как 
ряды

»  ОО (Я

V ,· V*· V i!
4 *  ' J ± n {> * *  Я
И I I

имеют радиусы сходимости # = 1.
На границе круга сходимости поведение степенного ряда может быть 

различным. Например, из только что приведенных трех рядов— первый 
р а с х о д и т с я  во всех точках Окружности | ζ | =  1, ибо нарушено основное 
условие сходимости — общий член не стремится к нулю; второй ряд во всех 
точках этой окружности а б с о л ю т н о  с х о д и т с я ,  так как сходится ряд
ОО

V  1• наконец, тРетии ряд, если положить в нем z — cos 6 +  i sin Θ, при-
i

нимаст вид
со се
4̂ 1 cosnB ( .Уф sin я О
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Л ' м  л
i

и (исключая случай 6 =  0 , т. е. г = 1) с х о д и т с я  [385, 2)], но н е а б с о- 
л ют н  о.

З а м е ч а н и е .  Если коэффициенты степенного ряда— вещественные 
числа (как в приведенных примерах), то ясно, что радиус /? «круга схо
димости» на комплексной плоскости совпадает с прежним радиусом «про
межутка сходимости» на вещественной оси.

Перечислим теперь дальнейшие теоремы о степенных рядах, которые 
переносятся па комплексные степенные ряды.

Теоремы Г и 2° п° 437 сохраняются полностью, так что внутри круга 
сходимости сумма степенного ряда (1) является н е п р е р ы в н о й  функ
цией от г.

Что же касается теоремы А б е л я  [437, 6°], тб теперь изложим ее 
в такой форме:

Если ряд (1) сходится в некоторой точке z0 окружности |z |  =  /?, 
то при приближении точки z к точке z0 изнутри в д о л ь  по р а д и у с у  
имеем

lim 2  c*z" =  Σ  *·
=  О п =  0

В частном случае, когда ζ0* ^ ? , можно считать, что z =  r есть веще
ственная положительная переменная, и доказываемое равенство представится 
в виде

П т 2  < νη =  2  cnRn.
- —Я - ο  п = ~  -п = 0  п ·  0

* Можно доказать это равенство и при более общем законе приближе·
ния z к г0, на чем мы, однако, не будем здесь останавливаться.



Если положить Γα· α η +  6ηί, то оно распадается на такие два равенства:
ПО СО ОО СО

"m 2  Σ  ап*п< | im Σ  ν " =  Σ  * « * “■
— ° л = о  п ~ о  r — R - ° n = o  л — α

Т а к  к а к  р я д ы  в п р а в ы х  ч а с т я х  с х о д я т с я ,  в в и д у  п р е д п о л о ж е н н о й  с х о д и м о с т и  
р я д а

СО СО
Σ  Г . * · -  Σ  К  +  М  · R\

η =  0 η ·=·0

то для доказательства этих равенств остается лишь сослаться на обычную 
теорему А б е л я .

Переходя к общему случаю, обозначим через θ0 аргумент числа ζ0. 
Тогда можно положить:

zo — R (cos θ0 -f- 1 sin θ0), z =  r  (cos θ0 -f- I sin fl0), 

и подлежащее доказательству равенство напишется так:
оо ' с о

lim V  с„ (cos п9„ +  ί ■ sin «θ0) rn =  V  cn (cos «θ0 -j- I sin ηθ„) Rn.
R-Ъ  n_ 0  n =  0

Если множители в скобках отнести к коэффициентам, то вопрос, очевидно, 
сведется к уже рассмотренному случаю.

Теперь (не ссылаясь на общую теорему о дифференцировании рядов) 
непосредственно докажем, что внутри круга сходимости степенной ряд 
можно дифференцировать п о ч л е н н о ,  т. е. если для | г \ <  R положить

ОО ОО
/ ( г ) =  Σ  то Σ  пспгП~1·

п — 0 п=  1

Прежде всего, отметим, что и радиус сходимости последнего ряда также 
есть R, в чем легко убедиться, например, с помощью теоремы К о ш и- 
А д а м а р а.

Остановимся на определенной точке z„, | г 0 J <  /?. Имеем:

f{z), z ! x(*o) =  Σ  r« =  2 Сп {гЛ~1 + г °га~*+■ · ■ + гг  ’)■ ^
η — 1 п — ]

Если взять р между | z0 1 и R, то можно считать и | z [ < p ;  тогда

I сп (*»-« +  ζ0ζ»-* +  .. .  + * ; - 1) I <  я  · I с„ I · р»-‘.
ОО

Ряд I сп I рл_1 сходится, ибо р меньше R, который (как мы указали)

ОО
служит радиусом сходимости и для ряда Σ  пспгп~1. В таком случае, при-

1
меняя признак В е й е р ш т р а с с а ,  заключаем о равномерной сходимости 
ряда (2); в нем при z —>ζ0 можно перейти к пределу п о ч л е н н о ,  что и 
приведет к требуемому результату.

Отсюда уже вытекает, что предложения 8 и 9 tn° 438 также переносятся 
на комплексный случай без изменений.

Таким образом, внутри к р у г а  с х о д и м о с т и  сумма степенного ряда 
непрерывна вместе со всеми производными. Иными словами, если мы
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разлагаем функцию в ряд по степеням г, то расстояние от начала до ближай- 
шен к нему точки разрыва функции (или какой-либо ее производной) явля
ется естественной г р а н и ц е й  для радиуса сходимости эюго разложения. 

В случае прогрессии

1 — г  +  г * — . . . - ( - ( _  1 ) " , «  +  . . . =  Г
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1 + Z
такой точкой будет ζ =  — 1; она лежит на в е щ е с т в е н н о й  оси, поэтому 
и раньше было ясно, что радиус сходимости разложения функции т—̂■— 
не может быть больше единицы. Иначе обстоит дело с прогрессией

1 —

Ее сумма терпит разрыв в точках г= зч ь / м н и м о й  оси, на расстоянии 
единицы от начала; оставаясь на вещественной оси, вдоль которой функция
у—p-^i непрерывна вместе со всеми производными, нельзя было уяснить себе,
почему радиус сходимости ее разложения равен единице.

Подобного рода примеры, когда переход в комплексную область помо
гает выяснить истинные причины тех или иных особенностей разложения 
вещественной функции от вещественной переменной, гмы встретим и ниже.

В заключение упомянем, что все правила действий над степенными 
рядами [445], теорема о подстановке ряда в ряд [446], о делении рядов [448 
и, наконец, об обращении степенного ряда [451] сохраняют свою силу и здесь; 
доказательства, носящие формальный характер, в полной мере годятся и для 
комплексных степенных рядов.

457. Показательная функция. Мы видели в 404 (11), что при произ-
вольном вещественном х  имеет место разложение

ех =  1 -L- — 4- ** 4- 4- ХП 4-е * ‘ II 2! +  ••• +  7 П + - "

Если заменить в э т о м р я д е  вещественную переменную-* комплексной
ОО

■переменной z =  x  +  yi, то получится ряд .1 +  У ^ .  про который мы уже

знаем [456], что он сходится, т. е. имеет определенную конечную сумму
во всей плоскости комплексной переменной. Его сумму и принимают, 
по о п р е д е л е н и ю ,  за значение показательной функции ez при любом 
комплексном ζ, т. е. полагают

eZ=1 + Τ ΐ +  ̂ |+  —  +  S +  ■■· <3)
Это определение, как мы видели, не противоречит обычному определению 
для случая вещественного показателя и является естественным его обоб
щением.

Если воспользоваться правилом умножения степенных рядов, то, как и 
в. 3€0, 6), легко убедиться, что при любых к о м п л е к с н ы х  значениях г и



Функция ег непрерывна во всей плоскости, больше того — она имеет 
производные всех порядков; почленно дифференцируя определяющий ее ряд, 
получим

(е1)' =  е%
как и раньше.

Пусть z =  x-\-yi, где х  и у  — вещественные числа; заменяя в (4) z на х, 
а г' на yi, будем иметь

ег =  ех · еУ1.
Займемся теперь особо степенью еУ'1 с чисто мнимым показателем. Если 
в основном определении (3) подставить yi вместо г, то получим
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„•П
! -  W -  V  —  < -I Г . . .  - Г ( — i / V ^ v  4-

1)4 {2n-\-\)\tJr  ·"*
или, отделяя вещественную часть от мнимой,

„4 ».»Л V
еУ‘ —  ',! ~ Ь г  Ί ' 4ί  - · · · + <  !^ k i  ■+· - !

υΜ·Ι \
+  31 +  ■·■ + ( _  1 )η  (2 7 Γ 4 = ΊΓ )Γ 4 _  · ■ · ) u

В этих рядах мы узнаем разложения cosy и sin3/ [404, (12) и (13)] и, таким
образом, приходим к замечательной формуле

еУ‘ =  cos у -Г i sin jv, (5)

которую впервые установил Э й л е р ;  отсюда, например,
Λ ( ϋπ ,·

е 3 ^ i ,  егЛ= — 1, е 2 = — t, e'-K' =  1.
Итак, если z =  x  yi, то

ez =  ex (cos у -\- i sin у) *; (6)
мы видим, что

e* =  eR m = \ e z \, у  -= I (2) =  A rgе \
Так как ех >  0 при любом в е щ е с т в е н н о м  х, то ez отлично от нуля 
при любом к о м п л е к с н о м  г.

Заменяя в (5) у  на —у, путем сложения и вычитания обеих формул, 
получим соотношения'

еуг л -e -f1 ey i — e-yi
cos у = ------------, sin_y= ------------'■ (7)

выражающие тригонометрические функции от в е щ е с т в е н н о г о  аргумента 
через показательные' функции от ч и с т о  м н и м ы х  аргументов. Мы еще 
вернемся к этому замечательному факту ниже.

Если в равенстве (6) заменить у  на у  2π, то значение правой (а зна
чит, и левой) части равенства не изменится; иными словами,

g!+txl -- gS'

* Можно было бы положить и это равенство в основу определения по
казательной функции от комплексного аргумента; тогда (4) вытекало бы из 
теорем сложения для косинуса и синуса.



и показательная ф ункция оказывается п е р и о д и ч е с к о й ,  с чисто 
мнимым периодом 2πί.

Легко показать, что, кроме периодов вида 2Imi ( k — целое), других пе
риодов функция ег иметь не может. В самом деле, если ez+w= e z, то (полагая 
z =  0) еш=  1. Пусть, скажем, ω =  α +  βί, так что [см. (6)] еа (cos g - f  i sin β) =  1;
отсюда £“ » 1  и α =  0, а затем: cos β =  1, sin β =  0, следовательно, β =  2£π,
ч. и тр. д. . r i

Теперь лишь, когда мы знаем, что =  | ,  становится понятным, по

чему разложение функции ■ в степенной ряд [449 (12)] имеет радиус

сходимости 2π; хотя на в е щ е с т в е н н о й  оси у функции— - —  нет осо-
л —  1ценностей, которые могли бы это мотивировать, но на мнимой оси есть точки,
где функция обращается в бесконечность, и ближайшими из лих к началу 
как раз и будут точки г =  ±  2πΙ, лежащие от него на расстоянии 2π.

В связи с обобщением показательной функции на случай любого ком
плексного показателя, вспомним об одной интересной функции, которую мы 
рассматривали в 128, 407:

1

f ( x )  =  e Х*(хф0) ,  / ( 0) =  0.

Невозможность разложить ее по степеням х  в какой бы то ни было окрест
ности нуля, несмотря на непрерывность самой функции со всеми производ
ными вдоль вещественной оси, включая точку х  =  0, становится непосред
ственно очевидной при переходе к к о м п л е к с н о й  переменной z  =  x  -j- yi.

Действительно, функция е г1 ( ζ φ  0) при г —>0 не имеет даже предела, ибо, 
например, при приближении ζ κ  нулю вдоль мнимой оси, когда z =  vt и v - 0, 
будет;

1 1
-  Λ .т. 

e  s е у  - *  оо.

458. Логарифмическая функция. Возьмем любое комплексное число w, 
отличное от 0, и поставим себе задачей найти число z> удовлетворяющее 
уравнению:

ez =  w
(при w  =  0 это уравнение, как мы знаем, не имеет решений). Такое число z 
называется (натуральным ) логарифмом w  и обозначается символом

z  =  Ln w . 0 f)

Если w  «  r  (cos Θ i sin Θ) и положить z  =  x  A- y i t то, ввиду (6), урав
нение (8) распадается на такие:

=r, cos у  =  cos Θ, sin_y =  sin Θ,
откуда

x  — In r  *, _y =  0 - \-2kn  (k — целое).

Мы приходим к заключению, что логарифм w  (при хмф^О) всегда существует;
он равен *

Ln w ж  In I w I * ■ Arg w — ln | w \ +  i · arg w -|- 2kni (9)
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* Здесь имеется в виду о б ы ч н ы й  натуральный логарифм положитель
ного числа г.



и, таким образом, оказывается м н о г о з н а ч н ы м .  Впрочем, это легко было 
предвидеть, исходя из периодичности показательной функции. Взяв ft =  0, 
получим так называемое г л а в н о е  з н а ч е н и е  л о г а р и ф м а :

In w — In I да I +  i · arg да, (10)
которое характеризуется тем, что его мнимая составляющая содержится в про
межутке (— π, π]:

—  π  <  /  (ln да) <  π .
Например, имеем

In 1 =  0, Ln 1 =  2kni; ln (— 1) =  π?, Ln (— 1) =  (2k +  1) πΐ,
, . π . , . 4Й +  1 .1η ί =  -γ  ι, Ln t — — ^—  та и т. д.

При переменном да формула (10) выражает г л а в н у ю  в е т в ь  много
значной л о г а р и ф м и ч е с к о й  ф у н к ц и и  Ln w. Другие ветви получаются 
при различных целых значениях k по формуле

Ln w =  In да +  2kiti.
Легко видеть, что функция (10) непрерывна на всей плоскости комплекс

ной переменной да, за исключением начальной точки и отрицательной части
вещественной оси. Разрыв при и»= 0  неустраним, ибо при да —- 0, очевидно, 
In гг;—* оо. Иначе обстоит дело с отрицательными вещественными значениями 
и'о =  ио < 0· Разрыв здесь создается, в некотором смысле, искусственно из-за 
нашего условия брать arg да в промежутке (— π, π]. Когда да =  и -|- vi — да0 при 
w>0, то arg w —>ti =  arg да0, если же при этом о < 0 , то arg да—— π. Если бы от 
г л а в н о й  в е т в и: ln t» во второй четверти мы перешли к д р у г о й  в е т в и :  
In да+  2πϊ— в третьей, то непрерывность была бы восстановлена. Таким 
образом, желая избегнуть многозначности и расчленяя многозначную функ
цию на однозначные ветви, мы тем самым для каждой отдельной ветви создаем 
разрывы. Наоборот, одна ветвь в другую переходит непрерывным образом. 
В этой связности различных ветвей многозначной функции и заключается 
замечательная особенность комплексной плоскости, не имеющая аналога 
в многозначных вещественных функциях, определенных на вещественной оси.

По общей теореме о производной обратной функции, имеем (исключая 
точки разрыва)

(in ш)· =  -4- = —U = . (ii)(f*)· е- w 4

Заменив да на 1 -]-да, рассмотрим функцию z =  In (1 -f- да) (w φ — 1). 
Тогда

m оо

e* =  eln,,+ w> =  1 4 - t» =  1 Ц- 2  так что t *  ^ - j · ,
л** i л—. ι

Отсюда следует, что для достаточно малых (по абсолютной величине) значе
ний да функция 2 =  1п ( 1 -]-да) разлагается в ряд по степеням да:

2 =  да - f -  с 2да3 - f -  c 3w 3 - f -  . . .  c n w n  - f -  . . .

Производная от этой функции по да представится рядом:
[In (1 -(- да)]' =  1 -\-2c2w +  Зс3и)2 -f- ·.. +  ncnwn~1

в то же время, ввиду (И), она выразится и так:

+  -  ... ...
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Сравнивая эти два разложения, видим, что
2с, =  — 1, Зс3 =  1..............  { _ ψ -1 ,

откуда

« . = * — £ .  £а =  у ,  . . . .  С„ =  ( - 1 ) ^ 1 ,  . . .

Итак, окончательно, в окрестности нуля имеем разложение:

1п (1 + w ) =  w — ~  ... о-(_ d- « 4. ... (12)

Легко проверить, что полученный ряд имеет радиус сходимости 7? =  1. 
Мы видели, что при достаточно малых г, его сумма будет г л а в н о е  з н а 
ч е н и е  логарифма: 1п(1-[-ш;); будет ли это так и во всем круге | ю | <  I? 

Так как ряд (12) формально удовлетворяет равенству
tj.1 - _ 7£ί3

™ * ' з •••==] + W '

то он и ф а к т и ч е с к и  ему удовлетворяет, покуда сходится. Таким обра
зом, во всем круге | w \ <с 1 сумма ряда (12), наверное, представляет собой 
о д н о  и з  з н а ч е н и й  Ln (1 —|— гс); весь вопрос теперь в том, всегда ли это 
будет именно г л а в н о е  з н а ч е н и е .

Если I w  I <С 1, так что точка, изображающая число 1 -f· w , лежит в н у т р и  
круга радиуса 1, с центром в точке д а = 1 ,  то arg(l-(-ai>) лежит между

~ π
11 ~2 ’ Др)т и е значения Arg (1 +  ®) лежат в промежутках 

5~ 3π\ / 9π 7π'ι
2 Г  \ ~ Y ’ ~  2~)‘ "*
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(-■
ИЛИ

5т:\ /7я 9π\
\ T ’ 2]' \2' T / ’ "·

Мнимая составляющая суммы ряда (12) и есть Arg ( 1 + да) [см. (9)]. Для 
д о с т а т о ч н о  м а л ы х  да =  и -j- vi она дает главное значение arg (1 w),
т. е. содержится м еж д у---- — и в то же время, как непрерывная функция
от и и v, она не может перескочить в другие указанные промежутки, сле
довательно, п р и  в с е х  | да | <; 1 равна именно главному значению arg (1 -f- w)· 
Этим доказано, что равенство (12) имеет место во всем круге | да | <Г 1.

Заменяя в (12) т на — да и вычитая полученный ряд из ряда (12), полу
чим полезное разложение *:

1 , 1 -f- w  ш* er** 1
Т |п Т ^ £ Г  =  ,г +  - :Г +  ··· - (13)

которое годится для | w ] <  1.

459. Тригонометрические функции и им обратные. Мы знаем [404 (12) 
и (13)], что при в е щ е е  т ' в е н н о м  х  функции cos л: и sin л: представляются 
следующими рядами:

«г — I
(2л = 1)Г

* Так как мнимая составляющая разности 1п(14-яу)— In (1 — w) лежит
I —L чй\между — л и π, то эта разность дает именно г л а в н о е  з н а ч е н и е  In ;------
1 — w'
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Естественно функции cos г и sinz для любого к о м п л е к с н о г о  г опре
делить с помощью аналогичных рядов:

w-ч {/} I
cos z =  1 +  У  ( -  1)" J jf . Sin z =  2  ( -  О1*-1 (2 <14>

η'Τ’ι « =1
сходящихся на всей плоскости переменной z.

Этот способ введения тригонометрических функций для нас уже не нов. 
в 443 мы воспользовались им даже в вещественной области (для того, чтобы 
обосновать ати важные для анализа функции без обращения к геометрии). 
Подражая проведенным там рассуждениям, можно было бы и здесь устано
вить для косинуса и синуса теоремы сложения, формулы приведения, свой
ство периодичности, а также правила дифференцирования их — но уже для 
комплексных значений независимой переменной.

Впрочем те же результаты можно получить и другим путем, установив 
связь тригонометрических функций с показательней._ Именно, при любом 
комплексном z, обобщая сделанное в 457 для z*=yi, можно вывести,
[ср. (5)] 

а отсюда [ср. (7)]

cos z :

е— εί =  cos z ±. i · sm z,

_ e ^ ± e ^ _  slnz==e ^ - e ^  ()5)
2 ’ 21

Эти формулы целиком сводят изучение тригонометрических функций к изу
чению показательной функции. [Их можно было бы положить в основу опре
деления тригонометрических функций вместо (14).] Предлагаем читателю, 
исходя из формул (15), наново доказать упоминавшиеся выше свойства ко
синуса и синуса, а также установить, что 1) cosz и sinz не имеют^других 
периодов, кроме 2ктг (k — целое), и 2) что все корни этих функции веще- 
ственны.

Если в (15) взят z — yi (у — вещественное), то найдем

cos yi =  ̂ - ^ - ^ -  =  chy,  sin yi — - 2 e- - l  =  i -shy.  (16)

Таким образом устанавливается н е п о с р е д с т в е н н а я  связь между гипер
болическими функциями от вещественного аргумента и тригонометриче
скими— от чисто мнимого. Любопытно отметить, что cos yi есть веществен
ное число, всегда большее единицы.

Теперь, воспользовавшись теоремами сложения, можно написать, что
cos (л: +  yi) =  cos л: ■ cos yi  — sin x · sin yi,
sin (x +  yi) =  sin x  · cos yi  +  cos л: ■ sin yi

или [во внимание к (16)]
cos (χ +  yi) =  cos x  · ch у  — / · sin x  · sh y, 
sin (x +yi )  =  sin x  · ch у  +  i ■ cos л: · shy,

и тем разложить косинус и синус на их составляющие.
Функции tgz  и ctgz определяются формулами

причем оказываются имеющими период π.



Разложения, полученные в 449 для tg л; и л:-ctg л:, сохраняют свою силу 
и после подстановки комплексной переменной z на место вещественной х. 
Сходство разложений для х  ■ ctg х  и x-cXhx  становится совершенно понят
ным, если учесть получающиеся из (16) соотношения

tg yi = 1 ■ th у, ctg yi  =  — i · cth у.
Из функций, обратных тригонометрическим, мы остановимся на арктан

генсе и на арксинусе.
Ввиду того, что тригонометрические функции приводятся к показатель

ной, естественно ждать, что обратные им окажутся связанными с логарифмом.
Начнем с указания, что w =  Xgz не принимает значения ±  i (в этом 

легко убедиться, рассуждая от противного). Пусть w =£ ±  ί; тогда уравнение
1 ezi — e~zi 1 e2zi — 1

t!giг:= T * = τ  · ®
может быть решено относительно ζ:

e*‘i 1 + tt,/ ,  _  J _  τ η 1
1 — rei ’ 2i 1 — ml ’

Таково выражение! для обратной функции Arctg w, очевидно, б е с к о н е ч н о  
м н о г о з н а ч н о й  вместе с Ln.

Если для логарифма взять его главное значение, то получим г л а в н о е  
з н а ч е н и е  а р к т а н г е н с а :
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i i _L iQji
arctg w -  In (ινφ ±  i),'li 1

которое характеризуется тем, что его вещественная часть содержится в про- 
/ π  π  \ межутке , - ^ j  ;

— у  <  Д (arctg w ) < - j .

Остальные значения получгпотся по формуле
Arctg w =  arctg w - f  Ы (k — целое).

Заменив в ряде (13) w на wi, придем к разложению для г л а в н о й  
в е т в и  арктангенса

arctg »  =  » - · * +  ... +  .···

которое действительно для | w | с  1 *.
Обратимся, наконец, к решению уравнения

_е~и8,пг = ----- _ _  =  и)

относительно z :
e2tZ — 2wi · eiz — 1 — 0, eiz =  wi ±  У  1 — w2,

откуда

, =  1τz =  Arcsin w =  — Ln (wi ±  V \  — u»*); 

и здесь получаем б е с к о н е ч н о  м н о г о з н а ч н у ю  функцию.



j -  ln (wi +  У 1 — o>2) +  -j-  ln (wt — У 1 — w2) =  ±  π,
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Ограничимся для логарифма его г л а в н ы м  з н а ч е н и е м :

г =  In (wi ± У  1 — w2). .

При w =  +  1 или — 1 радикал обращается в 0, и мы получим, соответственно,
г « ^  и л и ---- что и примем за г л а в н о е  з н а ч е н и е  а р к с и н у с а .
Пусть теперь ® ^ ± 1 ,  и нам предстоит выбор из д в у х  значений г. Оче
видно, ______  _____

(wi 4 - М  — w2) (wi — У 1 — да*) =  — 1,
так что

W i  - j -  у  1 —  W ‘) - f -  * 

следовательно, и

R  (-j- In (wi -j- У 1 — ws)j +  Λ ·π ( w t  — У 1 — да") j =  _L π ,

в то время как мнимые части разнятся лишь знаками. Так как каждая из 
вещественных частей не выходит за пределы промежутка (— π, π], то лишь

я г .
одна из. них будет содержаться между — ^  ис о о т в е т с т в ующе е  значение
арксинуса принимаем за г л а в н о е .  Исключение представится лишь в слу

ге «чае, когда обе вещественные части равны или — - х  тогда за главное
принимается то значение, которому отвечает положительная мнимая часть *. 
С этой оговоркой можно сказать, что г л а в н о е  з н а ч е н и е  а р к с и 
н у с а  определяется условием

— R  (arcsin w)

Легко проверить, что остальные значения выразятся формулами:
Arcsin w =  arcsin w -|- 2kr.,
Arcsin w =  (2k -|- 1) π — arcsin да (k — целое).

В заключение, упомянем о разложении arcsin® по степеням w. В обла
сти вещественных переменных мы уже видели, что для ряда

И Л-2Л-1

[выражающего sin х], обращением будет ряд
, 1  у8 , Ь З  У  , . (2л — 1)11 У ™  .

2 * 3  2 · 4 ’ 5 2л!! 2л + 1  · “ *

[выражающий arcsin у; см. 440, 3)]. Так как и в случае комплексных пере
менных коэффициенты определяются совершенно одинаковым образом, то 
ясно, что в результате о б р а щ е н и я  ряда

~3 ~2П~1
»  =  « - 4 г  +  4 г - - + < - « · * ' ,3! 5! -  '  (2л— 1)1 ‘

* Например, arcsin 2 =  +  i In (2 +  3).
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д о л ж е н  получиться ряд
____ _ , 1 ш>3 , 1-3 да5 , (2 я— 1)1! да’ 4 ·1 ,
г - *  +  Т  ■ У +  274 * -5 +  -  ~  ' 2i.il * й Г + Г -  -

Его радиус сходимости /? =  1 *; при | w | <С 1 он дает о д н о  из значений 
Arcsiiiay. Покажем, что это будет именно г л а в н о е  з н а ч е н и е  arcsin w. 
Действительно | (г) | не превосходит

U I - 1  -L .1  . 1 ■ «··■» 1 , (2я-1)!1  1
1 2 3~ 2 · 4 5 1 "· 1 2?г!! * 1БГ+1 + -------- ’

откуда и вытекает требуемое заключение.

460. Степенная функция. Пусть а и b будут два комплексных числа, 
из которых а 9— 0 . Тогда общее определение степени аь будет такое 

а Ь =  еЬ Ln а =  е Ь (Ш а +  2 Ш ,  { к _  це лое)>

так что степень оказывается вообще м н о г о з н а ч н о й .  При й =  0 полу
чается так называемое г л а в н о е  з н а ч е н и е  степени

аь =  еь in о

Для отличия общее выражение степени, следуя Ко ши ,  иногда обозначают 
так: ((a))®. Таким образом

((а))® =  аь · eikr'bl (k — целое).

Если b равно ц е л о м у  числу, то второй- множитель обращается в еди
ницу: в этом случае степень будет иметь лишь одно значение. Когда b есть
несократимая рациональная дробь — (q >  1), то степень будет иметь ровно q
различных значений. Наконец, при всяком другом значении b степень будет 
иметь б е с к о н е ч н о е  м н о ж е с т в о  значений.

Например,

2 ' =  e' 111 J =  cos (ln 2) - ( - / .  sin (ln 2), ((2))! = 2 ' ■ e~2!l* (ft — целое),

iin, -  4  -(4*4-1) 4-i‘ = e = e  , ((г) ) 1 =  e ‘ (ft — целое).
Если m есть л ю б о е  постоянное комплексное число, то с т е п е н н а я  

ф у н к ц и я  ((z))m вообще многозначна. Ее главная ветвь есть (ζ ф  0) **
gm — gtn- In

Из соотношения
(1 _j- z)m=  em ·1η0  +  2)

совершенно так же, как в п° 447, 2), можно получить б и н о м и а л ь н ы й  
р я д
( l + g ) W = l + m z  +  j H m - l )  г 2 +  _  .j. - , ι + Ι )  ^  +  ^

* При w ■= i :  1 нарушается непрерывность п р о и з в о д н о й  арксинуса:

V 1 -  w* ■
** Иногда при 2 =  0 полагают zm =  0, если R ( m ) >  0.



Этот ряд сходится прп любом комплексном т, если | г | <С 1 ·, и воспроиз
водит, как видно из самого способа его получения, именно г л а в н о е  зна
чение степени бинома. Исследованием его занимался А б е л ь .

461. Примеры. В этом п° на нескольких примерах мы покажем, какие 
услуги оказывает вещественному анализу комплексная переменная и элемен
тарные функции от нее.

^Последовательные производные функции д« + "Г  легко вычи'
сляются, если представить ее в виде:

1 1 / 1 ' 1 \
У ж  21 V х  —  t х  +  * i '

Именно,

=  1)гг_‘ (« — !)! [(.χ — о - ~ ( х +  «)» ] =
( _  1 )я-1 (n — 1 )1 (x +  i)n — (x — i)n _

“  2 i * (*2 + l ) ' 1
(_!)«->  (л - 1)1 Γ -,η -ι я ( я - 1) ( я - 2) νΒ-,_ι_ 1

-  (х* + -ф  Ч  1- 2 . 3  "  ^  J -
Например,

/ 1  \(4) 0 5л:1— 10л2 +  1
VJ C - + 1 У ~  (χ2 +  ι γ  ·

Одновременно, очевидно, получаются и последовательные производные 
функции arctg х  [ср. 116,  8) и 118, 4)].

2) Формулы Э й л е р а ,  выражающие косинус и синус через показатель
ную функцию, могут быть многообразно использованы. Например, желая 
найти сжатое выражение для суммыП

s =  2  cos kx,
можно свести дело просто к с у м м и р о в а н и ю  г е о м е т р и ч е с к о й  
п р о г р е с с и и :

\ ( X  ,.г; ,  V I  _ ь ,Л  1 ( e x i  —  e fn^ x i  , <г*‘ —
5 =  У ( Z 6, + 2 е ' ■“  Г
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, feT xi_ e(n+ ^ ) xi t - \ xi _ , ~ ( " + Ϊ Η \

1 — j ·*1 4 xi \ xi xl\  e 2 —  e 2 e 2 — e

^  ( ,( ·  »■ D "  - J L  -  г *  Λ

.in [n - f  y j  X

о  · 1 2  *2 sin у  л;

* При 2 =  — 1, если не сама степень (1 -\-г)т, то достаточно далекие ее 
производные терпят разрыв; исключение представляет лишь случай, когда т 
равно 0 или натуральному числу.



3) Целые положительные степени sin л: и cos*, а также произведения 
таких степеней можно представить линейными комбинациями с и н у с о в  и 
косинусов кратных дуг. Выполнить это легко с помощью тех же формул 
э й л е р а ,  развернув выражения

■ .  /  е*‘ ·— e~xi \ п ! ех ‘ A-e~xi \ п
яп - Ή ------27------) - cos» * = ( A ^ H L _ )  t .„

по биному Н ь ю т о н а .  Например,

Sta* х  —  -д^т- (ebxl —  5eSxi +  1 Qexi —  ] 0e~xi  +  5e~3xi —  e~sx!) =

_ I /e5*1— е~Ъх1 ,  e*·*1— β_ίχί ex i __e~*i\
“ ϊ β \  27 5  21 “  1 0 -------21------

=  (sin 5x — 5 sin 3* - f  10 sin x);
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cos4 x  sin3 *  =  _

• j 7̂ ,y (e8*1' — 3e2xi - f  3e~Sxi — e-*χί) (exi +  e~xi) = ,

( β ΐ χ i 4 e bxi _  3 e 3X i _  3gx i  3 e - x i  g ^ - s X i _  e- bxi _  g- 7xiS) _

=  — -щ- (sin 7x +  sin 5x — 3 sin Зл: — 3 sin x): 

Можно установить и общие формулы:

(а) sin24 *  =  {cos 2чх — 2v cos (2v — 2)x +

+  2- ^ Ι > „ ( 2 , - 4 , . , _  .. .  + ( - ■ > ' ^ ( 2. - · )  . „ ( , +  »■
1 ■Δ ζ I ‘V ... v J

(б)  ι ίη · ·«ΛΓ =  ! = Ι ! 1 | ί ||1 (2» 4 . i ) x  — ( 2 .  - | -  1, sin ( 2 .  —  l j . t  +

+  ! * + » * * „  <2 ,  _ 3) , +  ... + ( _ 1)л ^ + 1№ . . . ( .  +  2 ) >|п^ |

(в) cos" x  =  ~2ίρ τ  {cos nx - f  n cos (n — 2)x-\-

n{n — 1) 1
H----- ) ; g cos(n 4)x  -(- ...j·,

причем в формуле (в) последний член имеет вид

1  . 2у (2v — 1) ... (у 4 - 1) (2,  +  l ) 2v ... (v4 - 2)
2 Ь 2  . . .  -v ’ или  --------- Г.~2 . . .  v----------c o s *·

смотря по тому, будет ли п =  2ч или 2v 4 - 1.
Подобные преобразования выгодны при интегрировании [ср. 287].
4) На комплексные функции от вещественной или комплексной пере

менной распространяются простейшие формулы интегрального исчисления 
(относящиеся к разысканию первообразных).



Пусть требуется найти интегралы:

 ̂еах cos bx dx, J еах sin bx dx.

Эта задача равносильна нахождению интеграла:

\ еах (cos bx +  ί sin bx) dx =   ̂e<a+bilX dx, 

который — по элементарной формуле — равен 

ешШ,х «  cos bx  +  i sin bx gax ̂
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a +  bi a +  bi
a cos bx 4- b sin bx „„ , , a sin bx — b cos bx „„

—   \__________ ___pCLX _4_ t ___________ ___________ ________ , p d X
a3 +  b3 ■ T  ■ a*+ b3

Приравнивая порознь вед;ественные и мнимые, получим искомые интегралы 
[ср. 271, 6)].

Формулу для вычисления интеграла типа

^Р(х ) ·  еах dx,

[271, 4)], можн 
1риведутся не τι

 ̂P (x) cos bx dx, § P (x) sin bx dx,

где P {x) '— целый многочлен [271, 4)], можно распространить и на случай 
комплексного а. Тогда к ней приведутся не только интегралы

но и интегралы
§ P (x) еах cos bx dx, J P(x) eax sin bx dx

[271, 4); 289].
5) Связь между логарифмической и обратными тригонометрическими 

функциями объединяет многие формулы интегрального исчисления, казавшиеся 
совершенно различными, и позволяет устанавливать новые формулы. Напри
мер, интегралы

С dx  1 , х  — а Г dx 1 , х
1 —;------- 3 - · *  - к — i n  1—  И !  — 5—:— —  a r o g  —
j  х  — а 2а х  4- a j  х* 4 -  от а ь а

или

\  =  1п (х +  И \  -,7 ~'rfr , — ягЫп^.J У г  +  ^  J у a* — Xs "

приводятся один к другому заменой х  на xi.
6) Отделяя вещественную и мнимую части в известных комплексных 

разложениях, можно иной раз просто получить интересные разложения 
в вещественной области.

(а) Возьмем, при | г | < 1 ,  прогрессию

=  Y
ι - _

π, = 1

и положим г =  r  (cos 0 +  I sin Θ). Справа получим ряд
ОО

2  тп (cos пО 4 - i sin nO),
n= 1



а слева — выражение
r (cos 8 - f  i sin θ)   r cos 0 — r a , r  sin θ

(1 — r  cos θ) — ir sin θ "“ 1 — 2r  cos 0 -j- r2 ' 1 — 2r cos 0 -f- ra ' '
Приравнивая вещественные и мнимые составляющие в обеих частях равенства 
(и сокращая на г), придем к разложениям:

оо
cos 0 — г V
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c o s n 9 >
rt^l

sin0 sin ηθ.
1 — 2r  cos θ +  r 3'

[Ср. 440, 11).]
б) Аналогично поступив с логарифмическим рядом:

оо
1п(1-г) = - У ^  (|ζ|<1),я

я·—1
получим для Г < 1  [ср. 440, 11)]:

1-у In (1 — 2r  cos Θ -f- r 2) — — У  rn —08 т
« М  ft

1

г sin fl V  „ Sin πθarctg—j---------- x - =  > rn --------** 1 — r cos θ μ  a
я— 1

Пусть 0 < θ ^ π ;  так как при г = 1  ряды справа продолжают сходиться 
[385, 2)], то можно, воспользовавшись теоремой А б е л я  [437, 6°], перейти 
здесь к пределу при г —<■ 1— 0. Слева получим в первом случае:
■̂ -1п (2 — 2 cos 0) — In 2 sin -у , а во втором: arctg {ctg j =  arctg ^tg * ~  * j  =

π — 0 , ,:— -— . Итак, имеем:

СО 00
, О . 0 VI cos ηθ π  —  θ V  sin «0 ο
1η 2 sin -7τ = — 7  —-— , —я— =» ? -----------  (0  <  θ π).2. imi П ’ 'i ^  П

η = 1 η = 1

[В третьем томе курса мы встретимся со многими замечательными 
тригонометрическими разложениями.]

7) В п° 447, 8) мы имели разложение

1
1 +  У  Рп(-г ) · » - ,у  1 — 2ojc-fa« ^

где Рп (х) — многочлены Л е ж а н д р а .  Изменяя х  между — 1 и -|- 1, 
положим здесь x  =  cos Θ:

_L оо
(1 — 2<х cos 0 + “2) 2 =  1 + 2  (C0S ' “"·

η— 1
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Заменим теперь 2cos9 на е’1: 4  мы получим 
__ 1 _ 1  

(1 — 2а cos θ +  а2) “ 2 =  [1 — а (е*‘ +  «-·■’) +  а*] 2
I _  I

=  (1 — ае«'0) 2 ■ (1 — ае~‘6) 2 =
f 1 + 1  « й  +  А « «  + . . . ) ( !  +  у  “ e" i6 +  \--А Л "’,е +  ···) .

Перемножив эти два ряда по обычному правилу и приравняв коэффициенты 
при ап в обоих разложениях, мы придем к выражению для Рп (cos Θ):

Р п  (cos Θ) =  (2я~ 1)!! (еп1Ь +  е~’м ) +  ^  _|_ β-<η-ιι«β) _|_

(2га 5 ) ! !  1 · 3  . - in - s iiS .  . . .
т  ( 2 я  —  4)!1 ‘ 1 ··*

Скобки теперь можно заменить последовательно на 2 cos яб, 2 cos (и — 1) 0, 
2cos(n — 2)6 и т. д. Так как все коэффициенты здесь положительны, то 
совершенно очевидно, что наибольшего значения это выражение достигнет 
при 0 =  0, т. е. при x  =  c o s 0 = l. Таким образом, воспользовавшись сооб

ражениями из области функций комплексной переменной, мы нашли 
интересный результат, всецело, относящийся к вещественной области: при 
изменении х  в промежутке [— 1, + 1 ]  все многочлены Л е ж а н д р а  
своего наибольшего значения достигают на конце х  =  1.

§ 6. Обвертывающие и асимптотические ряды. 
Формула Эйлера —  Маклорена

462. Примеры. В § 9 предыдущей главы мы познакомили читателя 
с некоторыми важнейшими определениями «обобщенной суммы» для расхо
дящихся рядов, причем сами ч а с т и ч н ы е  с у м м ы  ряда всего менее 
были пригодны для приближенного вычисления такой «суммы». Сейчас мы 
вновь займемся расходящимися рядами, но совсем в другом плане: мы по
кажем, что п р и  н а л и ч и и  о п р е д е л е н н ы х  у с л о в и й  и в и з в е с т 
н ы х  г р а н и ц а х  именно ч а с т и ч н ы е  с у м м ы  расходящегося ряда 
могут служить превосходными приближениями для числа, в том или ином 
смысле «породившего» этот ряд. Для того чтобы читатель ощутил наперед 
практическую важность применения расходящихся рядов в приближенных 
вычислениях, достаточно упомянуть о том, ^что этим методом привычно 
пользуются астрономы для предвычисления положения небесных тел, причем 
точность получаемых результатов оказывается вполне удовлетворительной.

Мы постараемся сначала выяснить нужные нам идеи на двух простых 
примерах.

1) Рассмотрим логарифмический ряд
у- ν3 *·ϋ 1

* “  2 +  3 -  -  + < - 1>, ' ‘ п -  0>

Хорошо известно [405], что этот ряд сходится и представляет функцию 
In (1 -j— лг) лишь для — lC A T ig l. Вне этого промежутка (например, для 
х > \ )  ряд будет расходящимся и лишен суммы. Однако и для значе
ний х > -\  функция ln (l-f-x )  продолжает быть связанной с отрезками этого 
расходящегося ряда, ибо, по формуле Т е й л о р а ,

Iu (1 +  х )  =  дг -  J  - - - ---------+  ( -  !)"-> +  r n (x ).,
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где «дополнительный член» гч (х ) может быть взят, скажем, в форме 
Л а г р а н ж а  [126J

г" ('г) =  (Γ+ W T  . < -  I)» - м -  (0 < Θ, в± <  1).

Оказывается, что дополнительный член абсолютно меньше первого 
отбрасываемого члена ряда и имеет одинаковый с ним знак (как и в слу
чае сходящегося ряда лейбницевского типа!). Итак, если заменить значение 
In (1 -f-дг), при лг> 1, отрезком расходящегося ряда (1), то мы имеем удобную 
оценку погрешности (и даже знаем ее знак). Этого достаточно для moko, 
чтобы можно было воспользоваться упомянутым отрезком для при
ближенного вычисления числа In (1 +  *)!

Конечно, при О с ж  1, с возрастанием п до бесконечности погрешность 
стремится к 0 , а при заданном п, но л:— 0 , будем иметь даже t

Гл~  -* 0 , т. е. гп (х) =  о (*»),

т. е. погрешность будет, по сравнению с х, бесконечно малой тем более 
высокого порядка, чем больше п. При любом ф и к с и р о в а н н о м  х > 1  
оценочный член сам растет до бесконечности с возрастанием п, и не может 
быть речи о том, чтобы — для д а н н о г о  х  — за счет п сделать погрешность 
произвольно малой. Однако, как показывает сама оценка*—Я 4·!

I гп (χ) I ' η +  1

при х, д о с т а т о ч н о  близком к 1, все же можно сделать погрешность 
п р о и з в о л ь н о  малой! Если х  фиксировано, но близко к 1, то члены 
ряда (1), даже при л г > 1, будут сначала убывать по абсолютной величине, 
именно, покуда отношение

х п 'Л- х п п 1
— x  <: 1 или п <с ■, I · =- Γ ΐ Λ 1 fL "*4. -----T ,η +  1 η η +  1 λ" — 1

а затем лишь начнут возрастать. Выгоднее всего оборвать ряд на члене
с номером п =  Е -----г ) :  так — при данном х — получается наилучшее
приближение для числа In (1 -f- x).

В изложенном примере рассматриваемый ряд (1) все же для— 1 <лгг£1 
был сходящимся. Второй пример поучительнее в том отношении, что здесь 
рассматривается постоянно расходящийся ряд.

2) Положим теперь (для х  >  0)

А =  1

где 0 <; с С  1 (ряд сходится!).
При k <  х  имеем

•V - ( -  Л  ДГ Л *  · Л *  . t ’
*·*»

если же k 5 ; х, то этот ряд расходится. Тем не менее, ф о р м а л ь н о  под
ставив это разложение в ряд, определяющий функцию F{x),  объединим 
подобные члены и получим таким путем ряд

+  Т* +  **· + w ? +  **·· (2)
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где
Л„ =  (— l ) n_1 ^  kn~l ck.

k = \

Легко убедиться, что ряды, определяющие коэффициенты Ап, все схо
дятся. Но предшествующий ряд явно расходится, ибо

\Ап \ ^ п п' ,сп и d-l Пп *с*
^  . ж ·

а последнее выражение при я —► оо стремится к оо.
Для написанного расходящегося ряда (2) п-й отрезок будет:

п со ft со

......
v=l &=1 v=l

так что «дополнительный член»
со

г .  ω = Т (X) -  S .  м = ( - 1 ) "  2  .
k=\

И здесь имеем

Γ „ (Λ )  =  β . ( - 1 ) » 2  * · < * ϊ ϊ τ ΐ  =  » · ί £ τ  (о <  β <  1).
k=l

Снова налицо привычная особенность ряда лейбницевского типа, хотя рас
сматриваемый ряд и р а с х о д и т с я .  Конечно, приближенно приравнивая 
F(x)  частичной сумме Sn (x) этого расходящегося ряда, при ф и к с и р о 
в а н н о м  х, заведомо нельзя получить п р о и з в о л ь н у ю  точность, 
но можно добиться л ю б о й  точности при д о с т а т о ч н о  боль
шом х. Для рассматриваемого случая сохраняет силу замечание о том, что 
наращивание числа сохраняемых членов выгодно (в смысле увеличения 
точности) лишь до тех пор, пока члены по абсолютной величине убывают,
т. е. 4 п !  < х .А(̂

Очевидно, при фиксированном п, дополнительный член г„ (х) стремится 
к 0, если х —«-оо. Более того, так как при этом

хпГ п ( х ) = ьА ш ^  о,
ТО

Г η  (X ) =  о  ^  , (»)

так что гп (х) о к а з ы в а е т с я  б е с к о н е ч н о  м а л о й  в ы ш е  я-го π ό
ρη д к а. Чем больше членов расходящегося ряда (2) мы удерживаем для
приближенного представления функции F(x),  тем более высокого порядка 
малости при л:—-оо можно ждать от погрешности этого приближения!

463. Опредёления. Перейдем теперь к общим формулировкам и опре
делениям.

Пусть дан числовой ряд 
со

У, αη —βΰ  +  а1 +  а2 +  ■ · · +  аП +  ап+1 +  · · · (Ό



(а) Если его частичные суммы поочередно то меньше, то больше 
некоторого числа А, т. е. если д о п о л н и т е л ь н ы й  ч л е н ,  опре
деляемый формулой

Л =  ао +  αι +  · · ■ +  ап +  гл. (5)
оказывается з н а к о п е р е м е н н ы м ,  то говорят, что ряд (4) обвер
тывает число А.

Простое равенство
ГП *= ап+1 "Ь ГПА-1

делает очевидным, что это определение р а в н о с и л ь н о  такому:
(б) Ряд (4) называется о б в е р т ы в а ю щ и м  число А, если, во- 

первых, этот ряд — з н а к о п е р е м е н н ы й  и, во-вторых, дополнитель
ный член гп формулы (5) меньше числа а„ +1 по абсолютной величине и 
имеет одинаковый с ним знак*.

В предыдущем п° мы уже имели дело с такими рядами: ряд (1) явно 
был обвертывающим для 1п (1 + л:) (при любом л г > 0), а ряд (2) — обверты
вающим для функции F(x),  определенной в 2) (тоже при х > 0).

Заметим, что в случае расходимости ряда (4) он может одновременно 
обвертывать и бесконечное множество чисел А. Например, ряд

1 — 2 +  2 — 2 +  2 — . . .
с частичными суммами 1, — 1, 1, ■— 1, 1........очевидно, обвертывает каждое
из чисел промежутка (— 1, 1).

Свойство обвертывающего ряда, сформулированное в определении (б), 
часто делает его ценным средством для приближенного вычисления числа А, 
но само собою ясно, что далеко не всякий ряд, обвертывающий число А, 
может сл_ужить для этой цели.

Пусть, вместо ряда (4) с постоянными членами и числа А, имеем 
функциональный ряд

ОО
• Σ  0/1 (Х) =  а° (Х) +  °1 (χ ) +  · · ■ +  W  +  β»+ι W  +  ■ ■ *

О

и некую функцию А (х ), причем все функции ап (х) и А (ж) заданы в одной 
и той же области SU. Только что приведенные определения числового ряда, 
обвертывающего данное число, естественно распространяются и на случай 
функционального ряда, обвертывающего данную функцию. Не останавливаясь 
на этом, мы дадим новое определение, относящееся специально к случаю, 
когда члены ряда, подобно (6), содержат ,еще параметр х,  область измене
ния которого Э? имеет в качестве точки сгущения конечное или бесконечное 
число ω. Как всегда, дополнительный член гп (л:) определим равенством

А (х) =  а0 (х) +  а , ( х ) +  . . .  +  ап (х) +  гп (х).
(в) Ряд (6) называется а с и м п т о т и ч е с к и м  разложением 

в б л и з и  х  =  и> функции А(х),  если при любом фиксированном п

lim rJ ^ L  — о**. (7)
X—*iD {X)
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* Мы сохраним термин «обвертывающий» и в том случае, если пред
положенное в определении выполняется лишь для достаточно больших п 
(скажем, для п ^ п 0^> 1).

** При этом, естественно, предполагается, что ап {х) отличны от О 
(по крайней мере, для х, достаточно близких к ω).



Этот факт записывается так:
А (х) со а0 (x) +  aL (х) +  . . .  +  ап (х) +  . . .

Ввиду
Г*(х) =  ап+1 (* )  +  f  П+1 (X)
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Гп (х) _  Д/м-1 (-У) 
вл W  °п (X)

как следствие из (7), получается, что

1 i [(·*)!
' V i W J '

lim а"+-# = 0· (8)
« /iW

Легко доказывается такое утверждение:
£сл« ряд (6) обвертывает функцию А (х), причем выполняется (8), 

то названный ряд служит и асимптотическим разложением >функ
ции А(х) вблизи х  — и>.

Действительно, имеем
I rn (x) I -S I e„ fl (x) I,

так что
1 гп (X) °Я+1 (х)
1 ап (х) ап (х)

Тогда из предположения (8) непосредственно вытекает (7).
Оба ряда (1) и (2), приведенные выше в виде примеров, служат асим

птотическими разложениями соответствующих функций, первый — вблизи 
х  =  0, а второй — вблизи х  — оо.

В последующем . изложении нам, к а к  п р а в и л о ,  предстоит иметь 
дело с асимптотическими разложениями вида

А (х) ί>= У  I "  =  u„ -I- +  · · ■ +  |«" +  · · · ^
О

вблизи х =  оо. Напомним, что смысл написанного соотношения состоит лишь 
в том, что, как бы ни было фиксировано п, всегда

Гп (х) =  о )

или — подробнее

Д т  [Λ (х) -  в. -  £  - . .  · -  -;а ) x '  =  °. (Ю)

Таким образом, для «больших» х  имеет место приближенная формула

Л ( х ) = а . +  ^ - + - 5 - +  —  + > - .

«качество» которой характеризуется равенством (10).
Если переписать это равенство так:

lim [ л  ( * ) - « » - - - % = L ] . x *  =  a„. (10*)
X

то станет ясна е д и н с т в е н н о с т ь  асимптотического разложения, вида (9), 
функции А(х),  — конечно, в предположении, что она вообще допускает такое



разложение. По формуле (10*) все коэффициенты ап п о с л е д о в а т е л ь н о  
определяются вполне однозначно!

Обратное утверждение, однако, неверно: р а з л и ч н ы е  функции могут 
иметь о д н о й  то же  асимптотическое разложение. Например, известно, что 
е' х -хп—>0 при х —. оо; поэтому, очевидно, все функции вида А(х)-\ -С-е~х 
будут иметь то же асимптотическое разложение, что и функция А (.*)· 

З а м е ч а н и е .  Иногда для удобства мы будем писать
по

В (*) OS φ (X) +  ψ (X) - 2  ,
я — 0

где В (χ), φ (д:) и ψ (х ) — функции, определенные в ДГ, разумея под этим, что
оо

В (X) -  о (X) у  Oj,
ψ  (х) L i  Х п 'п = 0

464. Основные свойства асимптотических разложений. Говоря об 
«асимптотических разложениях>, мы здесь и впредь разумеем разложения 
вида (9) *. Все рассматриваемые функции предполагаются определенными 
в области ЗС с точкой сгущения -j- оо.

1°. Если
го оо

(U)
Λ-=0 Π —О

то, очевидно, и
то

и (X) ±  В (х) со 2 ]  g" * \
л =  0

т. е. асимптотические разложения можно складывать а вычитать 
почленно.

2°. Покажем теперь, что асимптотическое разложёпие произведения 
А (х) ■ В (х ) может быть получено путем формального умножения — 
по <правилу К о ш т —разложений (11).

Имеем, при любом и,

^ ,  =  ^ ^  +  £  +  . . .  +  ^  +  „ ( - 1 )
и

я  (*)«=*„ +  -£  +
Перемножая, получим:

Λ (*)-Д (*) =  с„ +  - ^  + £  +  . . .  + - ^  +  0 ^ 1 ) ,

т
Ст =  2

i  =  0
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* Теория таких разложений была развита П у а н к а р е  (Henri Poincare), 
который дал важные приложения их как в теории дифференциальных урав
нений, так и в небесной механике.
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Это и равносильно утверждению
ОО

А{х) -В{х)  со
л =  0

которое подлежало доказательству.
Если отождествить В (х) с А (х), то получим асимптотическое разложе

ние для квадрата: [Α (λ')]2. Так же может быть получено асимптотическое 
разложение для функции [А {х)]т, где т — любое натуральное число.

3°. Далее, пусть дана некоторая функция F (у), аналитическая -в точке 
у  =  0 , т. е. разлагающаяся в окрестности этой точки в степенной ряд:

F ( y )  =  2  ”Ь  P ii’ +  $ sy s +  · · ■ +  РтУт +  · · ■
m —О

Кроме нее рассмотрим функцию А (х), допускающую асимптотическое раз
ложение б е з  с в о б о д н о г о  ч л е н а :

А(х)о  (12)

так что Л (а-) — 0 при х  — оо. В таком случае, по крайней мере для доста
точно больших х,  сложная функция

ОО
F(A{x))  =  23 Р т И  W ]m

т =  О

имеет смысл.
Функция F(A(x) )  тоже'допускает асимптотическое разложение, 

которое может быть получено из предыдущего разложения, если вместо 
каждой степени \А{х)]т подставить ее асимптотическое разложение и 
формально выполнить приведение подобных членов [ср. 446!].

Заметим, прежде всего, что в окрестности точки у  =  0 функция F(y) 
имеет непрерывную (а следовательно — ограниченную) производную, и для 
любых двух точек этой окрестности у и J  будет выполняться неравенство

I F{ 3)  — F( y)  \ ^ L - \ y  — y \  ( / - =  const).

Обозначим n-й отрезок ряда (12) через Ап (х ):

a .  w - 2 - + - 3 r + ■ · . + £ .

При фиксированном п, для достаточно больших х,  обе функции А (х) 
и Ап (дг) попадут в упомянутую только что окрестность, так что

t х п \F(A (x)) — F(An (χ) )] |< Ι · λ · "  | А (х) — Ап (x) \ =  L ■ х п I г„ (х) | — О

F(A {x)) =  F{An { x ) ) + o [ ± . y

при X —* 00, и



С другой стороны, на основании известной нам теоремы ц° 446, для доста
точно больших х\
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F (Ап (χ)) =  β0+  2  Pm {Ап (x) уп =
т =  1

_ 9 · βΐ°1  I M 2 +  M 1 , + 2β2α,α2 + ?3 α1 ,— Ρ· · —  -I  ^ 2  Τ ^ ----------------------------

I $ίαη +  · · · +  ?яа? I - ί 1 \ . 
· · · '  ^

ввиду предыдущего соотношения т а к о е  же  равенство может быть написано 
для F(A  (х )), что и доказывает справедливость а с и м п т о т и ч е с к о г о  
разложения

F (А (х)) со +  i g i -  - f  ^  +  M i' -

βΐ°3 ~1~ ~Ь Рза ! . _t_ Piап ~г . . . _
л:3 Т  · · · . д-я . · · · ·

о котором была речь. 
Например, если взять

F w = '- '= i + 2 ‘»f·
m *  1

то окажется, что

Л1лг) со 1 4  Ь -  4- ί  ° 1 J .  1 1 4- Г α3-  4- 2а‘а  ̂ 4- -“U  1М  .V  + L И ' 2! J л *  + L ϋ  +  2! +  3! J
4- Г —  +  4- —  - 4-II и! л" ^  —

Интересным приложением этой теоремы о подстановке ряда в ряд 
является [как и в случае сходящихся степенных рядов, 448] деление асимп
тотических разложений функций В (х) и А {х), в предположении, что 
свободный член а0 второго из них отличен от нуля. Так как, по сравнению 
с п° 448, здесь не приходится привлекать никаких новых идей, мы не будем 
на этом останавливаться.

4°. Обратимся к и н т е г р и р о в а н и ю  асимптотического разложения.
Пусть функция А (а:) непрерывна в промежутке ££  — [а, + о о )  и допу

скает асимптотическое разложение

A ( x ) c a % r +  g  + . . . + £  + . . . ,  (13)

н а ч и н а ю щ е е с я  ч л е н о м ., с о д е р ж а щ и м  . Тогда для этой 
функции существует конечный интеграл от любого х ^ а  до <х> *, ц

* Напомним [см. стр. 282], что интегралом функции f ( x )  от а до +  оо 
называется предел



этот интеграл (как функция от х) в свою очередь имеет асимптоти
ческое разложение
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j  A (x) dx  со -*·- -j- Ц-  · -1- + . . · +  · -£ = г  +  - ■ ■ (14)

которое из (13) формально получается п о ч л е н н ы м  и н т е г р и р о 
ван и е м.

Действительно, полагая

п

Ап (х) =  У ? .  гп (х) =  А ( х ) - А п (х), 
й = 2

при произвольно взятом е - » 0  и любом фиксированном п, для достаточно 
больших х  будем иметь

Хп ■ 1 rn (X) ] <  е. (15)
Если X  >  х,  то
X X X

(x) dx =

т
V  в» f 1 1

к — [ { х к~1 Xk-i
k = 2

При X —♦ со, получим

-}  +  ^ гп (X) dx.

СО

\  А (X) dx =  +  â - . l , + . . . +  1^ T . - ± r  +  Rn_l (x), (16)
Д ·
где

X со"'
/* Г

R„_1(x)=  lim \ rn ( x ) d x =  \ r„(x)dx.
А"—* со J  JX X

Так как, в силу (15), для достаточно больших х  
X X  X

' ).
dx

- ε ί  1 -
1

х п и  — 1 v X n~ l χ η - ι
Л Я  Я

то, -переходя к пределу при X —► оо, будем иметь (для указанных х)

I Ля-1 W  I ^  х п - 1  »

так что
lim л;” *1 Rn_{ (х) =  О,

JC—»00

а это, вместе с равенством (16), и доказывает справедливость асимптоти
ческого разложения (14).



Можно показать, что наличие в асимптотическом разложении функ
ции А (х) члена J  (при at ^£0) сделало бы невозможным существование
конечного интеграла для этой функции от л· до - f  оо. [См. ниже 474.]

З а м е ч а н и е .  Любопытно отметить, что формальное почленное д и ф 
ференцирование асимптотического разложения, в о о б щ е  г о в о р я ,  недо
пустимо. Для примера рассмотрим функцию F (x) =  е~х sin ех. Так как, при 
любом п,

lim F (х) ■ х п =  0,
х —* αα

то F ( x ) a о 0 , т. е. асимптотическое разложение функции F(x) состоит 
из нулей. Между тем для производной F' (x) =  е~х sin e* -j- cos ех такое 
разложение вообще невозможно, ибо не существует даже предела lim F' (х).

X— СО

465. Вывод формулы Эйлера — Маклорена. Эта формула играет важ
ную роль в анализе; в частности, ею нередко пользуются для получения 
конкретных обвертывающих и асимптотических разложений. Мы дадим ее 
вывод и укажем приложения.

Будем исходить из формулы Т е й л о р а  с дополнительным членом 
в форме определенного интеграла 1318]:*

Д /(х0) =  / +  h ) —  / ( а - 0 ) =  h f  (л -0 ) +  А / - Uo) +  ... + - — ■ Г т< (Jr.) +  p, 

где дополнительный член
я

P =  J r  J (О (*. +  h — t r  dt =  r ■**' (x. +  h  -  Z)  - - J  d z .

*0 П
Возьмем здесь, вместо /,  поочередно функции

х

j  f { t ) d t ,  f ( x) ,  h f ’ (x), h*r  (x), . . .  , Μ *+Γ*-·'(Χ),
Х п

одновременно заменяя щ соответственно на

ш, т —  1, /71— 2, т —  3, 1.

Мы получим систему т равенств:
х а~\- h ^

■ή J  /  W) d i  =  f  U o )  f  U o )  +  f ’ (Jio) +  ■ ■ ■ 4- *  -  f {m ~  Po
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Й2 bW — 1
A/ Uo) / "  <дгп| +  . ф. -4- .yim  ~  -f-pl

—  1A4/'(*Λ)=- «·/·· + /m -" (je0) + Ps

Ат - 2 д/( т - 2) Uo).  —

At

4.
• · » 
• · I

Лт-1

* Мы здесь и впредь, не оговаривая этого специально, всегда пред
полагаем существование и непрерывность всех упоминаемых производных.
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Исключим из этой системы все производные в правых частях; для этого 
сложим почленно первое равенство со всеми остальными, умноженными 
соответственно на числа Ait Аг, . . . ,  Ат_и которые мы выберем так, чтобы 
было

1
т\

I
(яг — 1)! 1 (m — 2)!

О, ... 

А2 -г ... +  Ат_1
(17)

В результате найдем:
Л ц -f- Л

/  (х о) =  -fj J  f i t )  dt +  /W (A -0) +  A J i \ f  (x0) + . . .

-  +  Am^hm ~ 4fm -^ {Xo) +  r< (18)
JtD

где

Po - îPi Asf s ... ■— 4̂от_,рот1==

нли — короче —

где положено

и
г == -  ^ (Jfo +  А -  г) 9* (г) rfz, 08*)

2т  hzm~l №zm~2
Ы  (г) =  И Г  +  7 ^ 7 ^ n r  -5- ^  +  ■ ·· +  ^m-,Λ"*-«/. (19)(ш — 1)! (т - 2)!

Очевидно, из системы линейных уравнений (17) коэффициенты Аи А2, ... 
··■■, Ат-\ о д н о з н а ч н о  определяются один за другим, и притом неза
висимо от выбора функции / .и  чисел х 0 и h. Впрочем, эти коэффициенты

β * Унам уже известны — это коэффициенты разложения ----------  по степе-
ft! е1 — 1

ням х  [449 (12)]. Действительно, если вспомнить символические уравнения:

( Р + 1 ) ‘ - Р *  =  0,

которым удовлетворяют числа β, то легко убедиться в том, что именно 
числа и будут решениями уравнений (17). Из сказанного о числах βΛ 
в п° 449 явствует, что

л — ?1  — _ * δ _ fv>1 И 9 I Λ2ρ-1 --  /r( 2 р - 1 ) Г
■ 0 для р >  1,

2р (2р)! 
где Вр есть р-е число Б е р н у л л и .

(2 0 )
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Пусть функция f ( x )  рассматривается в конечном промежутке [а, Ь];
,  —  ^положим Л =  - — , где п — натуральное число, и, взяв за λ·0 поочередно 

числа
a, я +  А, a +  2h........а +  (п^-  1) h =  b — h,

для каждого промежутка [α +  ( ί— 1) Λ, a - f  ih] (г =  1, 2, . . . ,  ή) в отдель
ности напишем равенство типа (18), с дополнительным членом (18*), и все 
эти равенства почленно сложим. Мы получим:

п ь ь
V

г — 1
/ ( а  -Ь i -  1 А) =  2  / ( · ')  =  {  J  f i x )  dx  +  At [.f ( b ) - f { a )] +

+  Л2А [ / '( * ) - / '( « ) ]  +  ... -\-Am_ih™-*\rm " \b )— f'™-*'{a)\ +  R, (21) 
где дополнительный член

n h

* = -  τ  2  $ /,m ’ (a + /Λ  - г> °т (г) *г ~
ι =  1 О

b h
f n ' ( x  +  h - z ) 4m(z)dz. (21 ')

Эта формула и есть формула Э й л е р а  — М а к л о р е н а ,  и притом
с дополнительным членом (которого авторы ее, разумеется, не писали).
Числу т можно давать различные значения, начиная с 2 .

466. Исследование дополнительного члена. Сначала сделаем некото
рые замечания относительно функций tpm (г).

Прежде всего, дифференцируя (19), получаем:
=  +  (22)

Далее, каково бы ни было ш > 2 , имеем
Ч т  (0 ) =  0, « . „ ( * )  =  0. (23)

Первое ясно по самому виду многочлена <рт  (г) [см. (19)], а второе следует 
из последнего равенства системы (17).

Докажем теперь такое утверждение: функция <ρ5*(ζ) ( ч е т н о г о
порядка) не может принимать в промежутке [0 , А] какое-либо зна
чение больше двух раз. Допустим противное; тогда ее производная [см. (23)]

(г) — 42k — 1 (г) (веДь Л2£_! = 0 !), кроме концов промежутка [О, А), обраща
лась {5ы внутри промежутка в 0 — по теореме Р о л  ля — не менее двух раз. 
В таком случае производная 42k — ] (г) — 42k — 2 (г) "Ь ^ 2А —2Λ2* - 2  — по той же 
теореме — должна была бы обращаться в 0 внутри промежутка [О, А] не 
менее трех раз, т. е. функция φ»*_2 (г) принимала бы внутри этого проме
жутка одно и то же значение: — A«k_2h2li~2 не менее трех раз. Так, посте
пенно понижая порядок функции на две единицы, мы пришли бы к заклю
чению, что функция φ 2 (z) = -i-z2 — -i ( к в а д р а т и ч н ы й  двучлен) прини
мает некоторое значение не менее трех раз, что невозможно! Этим наше 
утверждение доказано.

Из него вытекает такое важное следствие: функция <р4* (г) с о х р а 
н я е т знак в промежутке (О, А), ибо, обращаясь в 0 на концах проме



жутка [(23)1, она внутри промежутка больше уже в 0 обратиться не может. 
Легко установить, какой именно знак сохраняет функция ер2* (г): для малых 
значений z (а, значит, и повсюду между 0 и К) этот многочлен имеет 
знак младшего члена А1к- ^ 2к~2г2 (Л2* _ 1 =  0), т. е. — так как Α ^-ζ =

=  {~ 1)к~2Щ = ? у - ъпш (- 1)й·
Таким образом, две последовательные функции четного порядка, 

о.,ь (г) и <р2£+2 (г), сохраняют ■— каждая — определенный знак в (0 , А), но 
знаки их п р о т и в о п о л о ж н ы !  Это замечание нам сейчас понадобится.

Возвращаясь к дополнительному члену R, будем считать теперь от че т 
н ым числом, т =  2/г, и предположим на этот раз, что производные / ,2ftl (г) 
и / l2ft+2) (z) в промежутке [а, Ь\ о б е положительны или о б е  отрица
тельны.

Из выражения для R, дважды интегрируя по частям, с учетом (22) и (23) 
последовательно получаем:

b h

=  У  J 4!b ( z ) f * 4 x  +  h — g)dz =
а  0
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Ь h
=  J  V  J (ЛИАМ р2й +  1 (г))/'2*' (x +  h - г )  dz =  

а  0

Ь
=  I  V  [/«»*-·) (д. +  Λ ) — /<»*-»■' ( х ) ] _

ц
й Λ

-■ у  У  J f  1*-1 (г) / 12/!+11 (* +  Λ — г) tfz =
а 0

=  Ат#*-11/ 1*-1' (£)— (fl) ] _
6 л

—  у  У  ^  ? й  +  2 ( г ) / д а + 1 ) ( ^  +  й — z ) d z  =

а 0
\=  A2kh*b~i (*>— (д)] —

й Λ

~  'A' 2  i  'f2i+2 № ^ 2к+2' (x  +  h — z)dz  
а 0

Так как подчеркнутые суммы интегралов в силу сделанных предположений 
имеют п р о т и в о п о л о ж н ы е  з н а к и ,  то первая из них имеет тот же 
знак, что и выражение

Azkh**-1 [Z126' 11 (b)— f 2*-" (а)] 

и меньше его по абсолютной величине. Таким образом, окончательно 
R =  Rih =  b .A ,kh!!k- 1 (Ь) _/<»-»> (а)]



Если предположить теперь, что . в с е  производные / (2*> (ζ) четного по
рядка сохраняют в промежутке [a, b] один и тот же знак, и написать 
вместо конечной формулы (21) бесконечный ряд, учитывая вдобавок зна
чения (20) коэффициентов Ат, то получится бесконечный ряд Э й л е р а  — 
М а к  л о р е н а :
ь ь

2  / ( * )  =  77 J / ( * )  I/O ) — /(e ) ]  +  - f f  Λ f/' W  - f ’ (e)] -
я α

Λ3 [ / " ’ (δ)— / ' "  (α)] 4- ... +

+  (“  ^  T s f e V  A*^ ‘ {h) («)] +

+  (~  1}̂ '  ( W  Λ !* ' 1 t ' " * " '  ^  (β)] +  ... (24)

Этот ряд вообще говоря, р а с х о д и т с я  (так что знак — поставлен здесь 
условно!). В силу сделанных предположений, он — по крайней мере, начиная 
с третьего члена —  оказывается знакопеременным. Учитывая еще (21*),

ь
можно сказать, что написанный ряд о б в е р т ы в а е т  сумму стоя-

а
b

Щую слева- Если переставить эту сумму и интеграл-^- ^ f ( x ) d x ,  изменив

при этом знаки всех прочих членов на обратные, то получится ряд, о б в е о- 
т ы в а ю щ и й  названный интеграл.

Частичные суммы этих рядов позволяют иной раз с большой точностью 
ь ь

вычислять сумму 2 >  зная интеграл, или интеграл ~  ^  , зная сумму. Ко- 
а *

нечно, во всем этом о с н о в н у ю  роль играет тот факт, что нам на
перед известна оценка дополнительного члена!

467.̂  Примеры вычислений с помощью формулы Эйлера — Макло- 
рена. i) Наити приближенное значение суммы 900 (!) слагаемых

/ =  999 1000

^  -  =  \  ±
4Ы I ЛШ X '< — 100 100

положив f (z)  =  1/z, <2 =  100, b =  1000, h =  1. Так как

т - 4 ,  r w - £ ,
и, вообще;

f m  ' W =  ^ S r .

то условия на счет производных четного порядка соблюдены.
Мы продолжим разложение до члена, содержащего так что в до

полнительный член выйдет уже /  . В этом случае формула Э й л е р а  —

° 1 ·* ГЛ . X II. Ф У Н КЦ И О Н А ЛЬН Ы Е П О С Л ЕД О В А Т ЕЛ ЬН О С ТИ  И РЯ Д Ы  [4 6 7
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М а к л о р е н а  дает:

v i =  f *£ + I / _ L ____L U
4ш* X  .1 U 0 0  ю о о у  ^
100 100

A f u f ----------· ' ■ *  ■ '  . 1

Так как
+  ώ ( ι ο ο 2 iooo2) f 2 6 ( i o o 4_ T o W ) +  0 ' 3 ^ ( w — T o W ) ( 0 < 0 < 1 ) ·

1000
\ Ц  =  ln 10 =  2,302 585 092 994 045 ,

Too

4  (ш ~ - п ш )=0-0045

T1 ( l o o 5 — T o ot? )  ~  0,000 008 25

755 ( 1004 10001) =  0,000 000000 083325

2,307 093 342 910 720

 ̂37)24 ( 100е 1000е) ^  ®^0 ®00 ^00

1000
то с точностью до можно положить ^  -ί- =  2,307 093 342 910 72.

J 100

2) Вычислим теперь ^ - ^ ^ . = ^ 2 .  Здесь / ( г ) = т А _ 1 а =  0, 6 = 1 ;  

возьмем Λ = 1 /1 0  (п =  10). Имеем

/ (2> = - < н Ь ? ·  ■Г « - < п Ь ·  /■ (* » — ( T F i j i .  ■ 

/ ,У (г)= (Т Т W*· / У (г) = - ( Г Т ^  и- вообще- ^ г ь <г> = T r ife r· ·
так что наши условия снова выполнены. Воспользуемся видоизмененной 
формулой Э й л е р а  — М а к л о р е н а ,  оборвав ее и на этот раз на члене 
содержащем * ’
\
Г dz д  1 4- 1 α- 1 > 1 . 1 . 1 , 1 , 1
^  l + z . ^ r a + i i + i s - t - T S + n + T B + i e + T T + i i + T a -

- W l ___ L'l____L / i ___ 1 \ Λ I \ a 12 f ,  j \
20v 2 1 1200 V 4 ;  +  7 200 000 i, Гб] ~  3 024 000 000 ~  64)

(0 <  Θ <  1).
1 8  Г. М. Ф ихтенгольд, τ , ΙΓ .  '
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Находим, далее,

Г0 +  ГГ +  А +  - '  +  ϊ ί : =  0,718 771 403

r 4 f i

56 (* 2' ) ---- 0,1

~ Т200 ( 1 4~) =  0,1

025

,000 625

7 200 000 ( 1 ~  Гб) =  +  0,000 000 781 
0,693 147 184

8 ' 3 024 000 000 ί 1 ~  ш )  <  0,000 000 004·

Поэтому с точностью до 2~ jQt получаем:

I
ΐ  dx
\ J Z f Y  = ln 2 =  0,693 147 18.
о

3) Покажем наконец, как с помощью формулы Э й л е р а  — М а к л о -  
P ' ,но2 может быть приближенно вычислена сумма бесконечного ряда схо
дящегося, но медленно. В виде примера остановимся на ряде: '

• = 6  V  '
t *  I · ·1 =  1

Положим в общей формуле (21) [и (21*)]

/  (х ) — , h =  1, Ъ =  a -j- nh,

i ? »  <“ + i)’ [o +  » ~ т ] - т [ ( 0 + я ) * _  У - Ц ] ! +

—  ( —  l)* -1 Bk [  (α _|_ nyk*i i i r ]  (0 <  e„ <  1).

При фиксировании* а и ft перейдем здесь к пределу, устремив п к 4- го

преде°луУ М И̂ С0 ^ % МТ ^ ^ т Й е : ОЖе Пр“ ЭГ° М К



Возьмем теперь конкретно а =  10 и k = 1 0 ; воспользовавшись известными 
значениями чисел Б е р н у л л и  [449], окончательно найдем:

, f i v l .  6 ,  3 , 1  1 , 1  1 .
π Z j Ϊ2 ' ю ' 100 “Η 1000 5 · ΙΟ5 ' 7 · ΙΟ7 5 · ΙΟ9 ~Γ

/ =  1
5 691 , 7 3617 , 43867 174611

» 1 1Л1Й  ̂ '
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• 1 1 -1011 4 55 -1013 1 101* 8 5 -101» ' 133 · ΙΟ19 55· ΙΟ21-

Вычисления проведем с 19 знаками после запятой:
9

6 У  4 - =  9,238 606 386 999 244 142 1
1

Т() +  Ш ) + ϊόοό=  0,631

5· 105 
1

7- 107 
1

' 5 - 10е 
5

11 · 10"
691

455 · 1013 ' 
7_ 

101г : 
3617 

85· 10” " 
43867 

133- 1019 =

■ 0,000 002

0,000 000 014 285 714 285 7 

■ 0,000 ООО ООО 2 

0,000 ООО ООО 004 545 454 5 

-0,000 ООО 000 000 151 868 1 

0,000 ООО ООО ООО 007 

• 0,000 ООО ООО ООО ООО 425 5 

0,000 ООО ООО ООО ООО 033 о

9,869 604 401 089 358 621 7 
Если учесть поправки на округление и дополнительный член, то окажется, 
что

π3 =  9,869 604 401 089 358 62 
с точностью до 1/2 · 10~17.

Этот пример очень поучителен: сумму т? с х о д я щ е г о с я  ряда мы 
вычислили с очень большой точностью по формуле Э й л е р а  — М а к л о 
р е на ,  по сути дела прибегнув к частичной сумме р а с х о д я щ е г о с я  ряда, 
обвертывающего число π2. Если бы мы захотели достигнуть того же, поль
зуясь самим сходящимся рядом, то пришлось бы взять больше миллиарда 
его членов!

468. Другой вид формулы Эйлера — Маклорена. Вернемся к фор
муле (21) и (21'), но предположим, что производные функции f ( x )  всех 
порядков существуют в бесконечном промежутке [а, +  <») и удовлетворяют 
условиям:

(а) производные / <2*> (г) четного порядка в с е  имеют в этом промежутке 
один и тот же определенный знак,
1 8 ·
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M«I i 6 V ,HP; : , o BOflHUe / 4 * " “ W  НеЧ€ТН0Г0 П° Р ЯЩ£а п *’и — в с е  сгреГ

(вм еЙ Г с Ч,еТНОе: т =  Ж  Числа “ и h мы Фиксируем, а Ь = П +  »*(вместе с п )  «удем считать переменным. Дополнительный'член А> [гм  Α ΐ ' Ή  представим теперь в следующем виде: д ел ьн ы й  член н  [см. (21)]
00 А

— \  2  ί  Ч‘Ь (г ) / 12*’ (а +  ih —  z ) d z  +  
ί - 1 О

со h

+  Т  2  f  ? * *  ( г )  / <2* ’ ( °  +  ^  —  z ) d z ~
*= л+ 1 5

oo h 7

=  f  ?** (*)/'“ ’ (* +  Λ — z)dz +
a 0

со h

+  T  2   ̂ Tt* ^ /<2*’ (x  +  h ~ z )  Ί:.
Ь 0

° Г ,етШВ Первую и3 9ТИХ С?мм со всеми членами формулы (21) содсть жащими а, в одну п о с т о я н н у ю :  **> v j  ы сидср
' со Λ

Ck =  — A lf ( a ) ~ A i h f ' ( a )  —  , . . —  A i k_2h 2k~3f iSk- s ' (q) —  -1. ^  j

я в н о  не з а в и с я щ у ю  от перепишем формулу (21) так: 
ь , ь

V /(-v ) =  C* +  - i  £ / (x )  d x \  AJ(b)  +  Ash f  (b) -f-... 
α i

Где · · · +  У 4 ' "  (b) +  /? , (25)
DO A

R ’ — \  2   ̂ Ъ к ( 2 ) / ^ Ь) (a +  ih —  z ) d z ~ m
1 = n + i i?

co A 

i= 1 0
oo A

*  7Г ̂  \ (·** ~l· h — г) dz.
ь о

Для обоснования проведенного преобразования нужно лишь еще v6e~ 
ДИТЬСЯ в оос х о д и м о с т и  использованных бесконечных рядов; начнем

с ряда Из (24) следует

/2— 1 А

т  2  ^ ^ <2*’(β+ ih—z) dz
0 <" l == ̂  ^

(a) +  L
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По свойству функции <p2ft (ζ) [466] и в силу предположения (а), в с е  с л а 
г а е м ы е  в ч и с л и т е л е  и м е ю т  о д и н  и т о т  ж е  з н а к ,  совпадаю
щий со знаком знаменателя. Отсюда, переходя к пределу при п —* оо и учи
тывая предположение (б), заключаем о сходимости ряда

со А и к
• j  2  J  ?»* &  f {ik' (x +  h — z ) d z m ^  У  f  ?1* (г) Г-*' (а +  ih -  г) Л ,

« '# /=i Ь

причем его сумма имеет тот же знак, что и выражение ./ ι**-1 '{а),
и по абсолютной величине не превосходит его. Заменяя в проведенном рас
суждении числа а на Ь, убедимся в сходимости ряда

а> Л т  к

\  2  S  Ъ к  (*> / " * '  ( x + h - z ) d z ^ ±  У  ξ  Ъ к  (Ζ)  Г - 1 "  ( b  + ih-  z) dz,
ο ι )  ί - ι  о

а также в том, что его сумма имеет тот же знак, что и выражение 
A2kfisk~l (j)-, а по абсолютной величине не превосходит его.

Итак, мы не только убедились в сходимости примененных бесконечных 
рядов, но попутно установили, что дополнительный член Я ’ формулы (25) 
можно написать в виде:

R  =  Θ . A3kh*k~l ·/«*-* ( b )  =  θ - ( -  1)*-ι ^  Λ2*-1 (j) (0 <  0<  I).

(25*)

Весьма любопытно, что постоянная С* в формуле (25), для которой — 
по самому способу ее составления — не исключена была возможность зави
сеть от указателя k, на деле от k не зависит! Для того чтобы в этом
удостовериться, достаточно сопоставить формулы (25) и (25*) с такими же 
формулами, написанными для Л = 1 :

V О

2  f  =  7 f  $   ̂̂  ^
а а

где
# = . Q - A sh - f ( b )  (0 <  Г <  1).

Имеем
С, +  Ϊ ■ Ath · / '  (b) =  Ck +  Л3Л/' (£) +  ...

... +  Л2*_2Л2*-3/ 12*-3’ (6) +  6 . Askh^-if ^k-u φ γ

Если перейти здесь к пределу при δ — оо, то — с учетом предположения (б) — 
получим: Cfc =  C 2 =  C. Постоянная С, которую естественно было бы назвать 
постоянной Э й л е р а  — Μ а к л о р е  на для функции /  (х), кроме этой 
функции зависит еще от выбора а я h.

З а м е ч а н и е .  Переходя в неравенствах к пределу, нам следовало бы 
к знакам неравенства присоединить знаки равенства и для множителя Θ 
в (25*) писать O s ^ 0 « g l .  Что равенство нулю исключается, это сразу ясно — 
сумма бесконечного ряда с членами одного знака не может быть нулем, 
Если же предположить 6 =  1, то — при увеличении в формуле (25) номера k 
на единицу — имели бы /?' =  0, что (как мы только что разъяснили) невоз
можно. Итак, на деле: 0 <  Θ <  1, как мы и писали.



Напишем вместо конечной суммы (25) бесконечный ряд. Мы получим
ряо а п  л е р  а — М а к л о  р е н а в следующем виде:
ь ъ

У / ( * ) = с + J L  J  / ( * )  dx — ^  / (& )  +  hf  ( ί ) _ Ва ф)+  ...
а  а

... +  (-1)*-» (b) +  ( _  i)fc-i g j  (й) +  ...

[Знак =  и здесь также имеет лишь условный смыслП В силу предположе
ния (а), все производные /<«-» (δ) с возрастанием Ь изменяются в одном 
направлении; а так как, по предположению (б), при 6 — оо они стремятся 
к нулю, то все они имеют один и тот же знак. Отсюда [и из (25*)1 заклю
чаем, что и в новой форме ряд Э й л е р а — М а к л о р е н а о б в е р т'ы в а е т

сумму 2 / ( * ) >  стоящую справа.
а

З а м е ч а н и е .  Сделаем, в заключение, пояснение относительно воз
можности определить саму постоянную С, фигурирующую в написанном 
выше разложении. Выбрав некое Ь > а , для которого и сумма и интеграл 
вычисляются без труда, можно для числа С получить о б в е р т ы в а ю щ и й
его ряд*

А Ь

с  =  2 / ( * ) - Т  \ f W dx  +  Y f ( b) - ^ h f ( b )  +  ^  h>f"(b) - . . . ,
а а

который во многих случаях и позволяет найти приближенное значение С.

469. Ф орм ула и р я д  Стирлинга. В качестве примера использования
полученных в предыдущем π разложений применим их к вычислению

п  — i
1п (я!) =  ln п +  2  1п 

1 =  1

Взяв а =  1, Λ =  1 и (заменив п на η — 1) Ь =  п, мы положим

f (z)  =  lnzt так что f im) (ζ) =  (— nm-i (т

и условия (а) и (б) выполнены. Мы приходим, таким образом, к асимпто
тическому разложению для 1п (л!) *:

1 п ( п 1 ) и С  +  ( л - { - 1 )  1 п л —  л  +  . - i  —  -L  +

+ < - 1>*"(2^ τ τ2ϊ · ^ +  -  <*>
Это — так называемый ряд С т и р л и н г а · ,  он явно расходится, ибо абсо
лютная величина его общего члена [4491,' равная — ■«» . (2Й~ 2)! гт_ .

1 F 2π2η (2πη)2̂ -3 » стре
М И Т Г Я  V  Λ Π  ν 7

δ δ Ο  ГЛ . X II. Ф У Н КЦ И О Н А ЛЬН Ы Е П О С Л ЕД О В А Т ЕЛ ЬН О С ТИ  И РЯ Д Ы  [ 4 6 9

* К сумме логарифмов прибавляется отдельно написанный In и. Число 1, 
получающееся в виде слагаемого при интегрировании, включено в С.
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Из асимптотического разложения 1п (л!), как указывалось в 464, 3*, 
можно получить разложение и для самого факториала. Именно, подставляя 
вместо коэффициентов Bk их численные значения, получим:

Л__ / п \п [ , , 1 , 1 139 571 . \
η\ ζΛγ  2 π η j j  1 +  l2-  +  288w2 51840/ia 2488320га4 ^  *”  J ’

Если оборвать ряд (26), удовольствовавшись выписанными членами, но, 
прибавив дополнительный член, то получим формулу С т и р л и н г а :

I 1 \ . В, 1 В2 1 .
1п(л!) =  С + ( я + 2 - ] 1 п л — ' ~ п ~  3~4 ’

·■■ +  1,4-1 (2ft — \) 2k ‘ +  1)fe (2fc+l)(2ft +  2 ) ‘ F*+r ’ (2?)
которая, как увидим, уже вполне пригодна для приближенных вычислений.

Положив ft =  1, получим простой и важный частный случай формулы 
С т и р л и н г а :

/ 1 \ в
In (л!) =  С +  [n +  Y j  Ып ~  п +  Ггй‘»

потенцируя, ее обычно пишут в виде: В
С - ъ Г — ! п \ П Ϊ2η п! =  е у п ( —) ■е .

Эта формула в п° 406 уже была выведена другим путем; там же мы нашли, 
что ес =  а =  У 5π, так что неизвестная нам до сих пор постоянная С оказы
вается равной -^-1η2π.

Вычислим для примера In (100!) с десятью знаками после запятой — по 
формуле (27), взяв ft =  2. Сложив всего пять чисел

4-1η 2π=  0,91893 85332 04

(л +  4  ) 1п " =  100,5 In 100 =  462,81960 36918 03
— л =  — 100 = — 100

*= jgjff =  0,00083 ззззз зз

_  -®i- _ ---=  — 0,00000 00027 77,
12л3 3 6 -107

получим для In (100!) значение 363,73937 55556, точное до 2 _ | Q10 (с учетом
дополнительного члена и ^поправок на округление). Точность приближения 
можно еще в е с ь м а  значительно увеличить, взяв больше членов и выписав 
в каждом из них больше верных знаков. Эта точность будет возрастать — 
для данного случая — примерно, до 300-го члена (покуда члены по абсолют
ной величине продолжают убывать).

З а м е ч а н и е .  Читатель на ряде примеров видел, что отрезки заведомо 
расходящихся рядов иной раз позволяют находить значения нужных величин 
и даже с большой точностью. Подобные ряды и в старину, и в наше время 
некоторые авторы называли «полусходящимися». Мы, однако, предпочли 
отказаться от применения этого термина, поскольку затрудняемся дать ему 
достаточно общее и в то же время точное определение.



Г Л А В А  Т Р И Н А Д Ц А Т А Я  

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§ 1. Несобственные интегралы с бесконечными 
пределами

470. Определение интегралов с бесконечными пределами.
h

В главе IX было изучено понятие определенного интеграла J f ( x ) d x

для случая к о н е ч н о г о  промежутка [a, b] и о г р а н и ч е н н о й  
функции /(лг). Настоящая глава посвящена обобщению этого понятия 
в различных направлениях. Начнем с рассмотрения интеграла, распро
страненного на б е с к о н е ч н ы й  промежуток.

Пусть функция /(лг) определена в промежутке [а, — ос),  т. е. 
для л г и  интегрируема в любой конечной его части [а, А], так 

/1
что интеграл \ f ( x ) d x  имеет смысл при любом А ^> а.

а

Предел этого интеграла (конечный или бесконечный) при 
Л —» -(-о о  называют  и н т е г р а л о м  ф у н к ц и и  f ( x )  о т  а 
до -J- оо и обозначают символом

$ /(л г )й л ;=  lini \ f ( x ) d x .  / n
£ Л *«СП ^

В случае, если этот предел конечен, говорят, что интеграл (1) с х о 
д и т с я ,  а ф у н к ц и ю /(х )  называют и н т е г р и р у е м о й  в бесконеч
ном промежутке [а, -f- оо]. Если же предел (1) бесконечен или вовсе 
не существует, то про интеграл говорят, что он р а с х о д и т с я .  
В отличие от изученного ранее интеграла в собственном смысле или 
с о б с т в е н н о г о  интеграла, только что определенный интеграл (1) 
называется н е с о б с т в е н н ы м * .

* Мы уже сталкивались с понятием несобственного интеграла в п° 373.



Рассмотрим п р и м е р ы .  1) Функция  ̂ интегрируема b любом ко
нечном промежутке [0, А] (А >  0), причем имеем
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J i r £ ? = areH eГ агс,в

Так как для этого интеграла при А —► -f- оо существует конечный предел - у ,  
то интеграл от 0 до +  оо сходится и имеет значение

4 «  *

2) Изучим вопрос, при каких значениях показателя λ >  0 существует 
несобственный интеграл

+  со

J  d/  <β>0). (2)

Пусть λ φ  1, тогда 
А

ni - К

»

Это выражение при А —*· оо имеет пределом оо или конечное число > ^Λ — 1
в зависимости от того, будет ли λ <  1 или λ >  1. Если λ =  1, имеем

А
С dx )л\ —  =  \ п х  I =  In Л — 1п о 

*  :,iв
и при Л —» 0 0  в пределе получается оо.

Таким образом, интеграл (2) при λ >  1 сходится (и имеет значение
j - Ц  , а при λ eg 1 расходится.

Аналогично (1), определяется и интеграл ф ункции f ( x )  
от  —  оо до а\

а а
\ f ( x ) d x  =  lim \ f ( x ) d x  (A '< a), (3)

-  во А ’ - . - соа .

равно как и интеграл ф ункции f ( x )  от  — оо до -}-оо:



Π ρ · э т о ·  сохраняется и терминология, введенная по поводу инте- 
r p u a  (IX

В последнем случае, взяв любое а, можно положить
А а А

\  f i x )  d x  —  \  f i x )  d x - \ - \ f  (x ) dx,
A ' A ' a

h существование предела при А '—» — оо, А —  + 00 Для интеграла 
слева, очевидно, равносильно существованию порознь пределов (1) 
и (3) для интегралов справа *. Таким образом, интеграл от —  оо
до —  оо можно определить и равенством

-(-оо а + с о

5 f { x ) d x  =   ̂ f i x )  d x  - |-  $ f ( x ) d x
— OO —· 00 a

в предположении существования порознь интегралов справа. Опре
деление это не зависит на деле от выбора точки а.

• Ш  ГЛ . X IIL  Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы  [4 7 1

П р и м е р ы :  
г

3)
,■ * -Г  -  Я- —* — с

— oo А
+  00 +  00 О

4) $  Т Т Г 1== S  +  S = " ■

[ г4г~ш =  lim (— arcts Λ') =  - J ;
;  1 + Λ *  Л’ _ _ о о  ·’ 1 +  Α A’ - - 0 0  *

471. Применение основной формулы интегрального исчисле
ния. В приведенных выше примерах интеграл по конечному проме
жутку вычислялся с помощью первообразной функции, а затем осущ е
ствлялся переход к пределу. Можно объединить оба момента в одной 
формуле.

Пусть, например, функция f { x )  определена в промежутке [a, -f- оо) 
и интегрируема в каждой конечной его части [а, А]. Если для f { x )  
при этом существует первообразная функция ^(д;) во всем проме
жутке [a, -j- оо), то по основной формуле интегрального исчисле
ния [308]

5 f { x )  d x  =  F ( A ) - F  (α) =  F  (x) f .
a

Отсюда ясно, что несобственный интеграл (1) существует в том и 
только в том случае, если существует конечный предел

lim F  (Л) =  F  (оо),
А —*■ со

* Исключается лишь случай, когда оба этих интеграла равны бесконеч
ности, но разных знаков.
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и тогда

^ / ( x ) d x  =  F ( x )  —  F(a) =  F( x )  |*
а

Аналогично

\  f ( x ) d x  =  F ( x ) \ a e .
\лл

Г  ^I— оо
\ f ( x ) d x  =  F ( x )

—  U J

если под F ( —  эо) разуметь предел lim F (A '). Самая возможность
Д ' — со

вычисления двойной подстановки, связанная с существованием и 
конечностью фигурирующего в ней предела, свидетельствует уже
о сходимости интеграла.

Обратимся к дальнейшим примерам.

CJU

472. Примеры. 1) J е~ах sin bx dx (а>  0).

Так как первообразная функция

a sin b x + b  cos bx _ax 
r w  = ------------i “ 1

так что F{0) = — α2 f  μ и F(<x>)=*0> то 

^  е~ах sin bx dx = α2 +  bs *

Аналогично
СО _ , b sin bx — a cos bx a< I”  ·  

e~ax cos Vx dx = -------- α3+ Ύ  ’ +

”  dx _ Γ  1 h, х 2 +  х'У"2 +  1 .
2) ^ i + x« - L 4 / 2  λ3 — ^ / 2 + 1 '

i —■ i  iOT ·
— arctg (x У  "2 +  1) +  £ y r -1 arctg (x У  2 — 1) J

ОО»
Μ  . I , ί3) V — sin — dx*= cos —

> j  x" x  x

«0
i e , #

a



{xdx.  Первообразной функцией здесь будет — cos л:, но двойная
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i -

ΛΛψϊρ ни к какому пределу: интеграл не существует.

S) I'
x  In х  ,dx.f  П+д:*)*

С помощью интегрирования по частям и разложения на простые дроби 
виолам первообразную функцию

. С х \ п х  , 1 In л* , 1 , I . ,, , _ , 1 1
_  )  (1 +  X2)3 4 * (1 +  л;2)3 1 4 Т 1п(1+ ^ + Т 1 + ^ ·

При х —<· 0 имеем lim .F(x) =  4 - , этот предел и принимаем за значение
О

функции при х  =  0. С другой стороны, /■’( -|-оо) = 0 .  Таким образом, значе-
1ние интеграла е с т ь ----—.
О

6) Для тела, полученного вращением гиперболы ху  =  1 вокруг оси х, 
вычислить объем и боковую поверхность части, определяемой неравенством 
х >  1.

Конечная часть тела, отвечающая изменению х  от 1 до А (Л>- 1), имеет 
объем и боковую поверхность

V. V  ,+Frfx·
Естественно за объем V и боковую поверхность -S всего (простирающегося 
в бесконечность) тела принять пределы этих величин, т. е. положить

dx.

Однако, в то время, как первый интеграл сходится [470, 2)], и для объема 
получается конечное значение π, второй интеграл расходится, что указывает 
на бесконечное значение боковой поверхности.

Для того чтобы убедиться в последнем, достаточно заметить, что
А

S , >  2π \ — =  2Ып А,
V *

я SA стремится к ос при А —<■ оо.
7) Пусть в начале координат О находится масса т, которая притягивает 

материальную точку М массы 1, находящуюся на оси х  на расстоянии х  от 
О, с силой

Г - * ,х2
(по закону Нь ют о н а ) .  Какую работу А произведет сила F  при переме
щении точки М вдоль оси х  из положения, отвечающего х  — г, в беско- 
вечность?



Работа, очевидно, будет о т р и ц а т е л ь н  ой, так как сила направлена 
протйв движения. Распространяя на этот случай формулу (9) п° 353, найдем:
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тт
С т .  m Не т

A =  ) - J * d x = x i ~ - T ·
г

При обратном перемещении точки М из бесконечности до расстояния 
х  =  г сила ньютоновского притяжения произведет п о л о ж и т е л ь н у ю
работу Эта величина называется потенциалом рассматриваемой силы
на точку М и служит мерой, накопленной в точке потенциальной энергии.

8) Для работы, производимой газом при расширении его от объема Vx 
до объема V2 (V2 >  Kj), мы имели формулу [354 (10)]:

vs
А =  \ pdV.

Vi
Пусть дана некоторая масса идеального газа, занимающая объем V, при 

давлении pt. Предположим, что газ расширяется до б е с к о н е ч н о с т и  и 
притом адиабатически, т. е. без теплообмена с окружающей средой. В этих 
условиях, как известно [361, 3)], имеет место формула П у а с с о н а

Тогда работа, которая могла бы быть выполнена газом при таком расшире
нии, будет

OO

Vv
ани<

мулу, окончательно найдем

Vt л - 1

Принимая во внимание, что t e ^ V f ,  и подставляя это в полученную фор-

Я _  PlVlЯ  МС к — Г
• 9) В задаче 8) п° 356 мы установили силу F, с которой на единицу

«магнитного заряда» действует конечный прямолинейный отрезок тока:
s2

r =  \   —Г/— ds·J (a2 +  s2)v *
*ι

Рассмотрим теперь случай б е с к о н е ч н о г о  (в обе стороны) провод
ника, т. е. положим Si =  — оо, s2 =  + o c . Тогда

+  со
5 + оо 2 /

/г=  Г ------— - jF d s = ~  ■ 5
J (а2 +  s2)3/2 а У  о2 +  s2 а

Разумеется, б е с к о н е ч н ы й  проводник — это фикция; тем не менее 
полученный результат может оказаться -полезным: в случае очень длинного 
проводника его выгодно п р и б л и ж е н н о  рассматривать как бесконечный, 
ибо этим достигается значительное упрощение формулы!

10) Если в электрической цепи с самоиндукцией в момент времени £ = 0  
ток силы /,, разомкнуть, то в ней возникает э к . с т р а т о к  р а з м ы к а н и я ,  
подчиняющийся закону:

l  =  U - e  1
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[см. 359, 4) (а); мы сохраняем здесь прежние обозначения]. Предложим себе 
вычислить п о л н о е  количество джоулева тепла Q, выделяемое этим током.

Элементарное количество тепла за промежуток времени [i, t-\-d t\, оче
видно, будет

dQ =  PR-dt .
Суммируя за весь б е с к о н е ч н ы й  промежуток, получим:

(? =
са _2Rt

> =  ^ I-R · dt =  RII ■ J  е L dt =  ̂ Ll%.

Отметим, что хотя практически ток через конечный промежуток вре
мени становится неощутимым, все же для определения п о л н о г о  количе
ства энергии тока, переходящей в тепло, приходится . интегрировать по 
б е с к о н е ч н о м у  промежутку.

473. Аналогия с рядами. Простейшие теоремы. В последующем 
мы ограничимся интегралами вида (1): все сказанное о них легко 
переносится на случаи (2) и (3). При этом мы всегда будем пред
полагать, что функция f (x)  интегрируема в с о б с т в е н н о м  
с м ы с л е  между любыми пределами а и А ^> а, так что вопрос 
относится только к н е с о б с т в е н н о м у  интегралу от а до оо.

ОО
Между несобственными интегралами § f ( x ) dx  и числовыми ря

дами 2  ап существует глубокая аналогия, которую полезно под-
1

черкнуть.
Если процесс с у м м и р о в а н и я  по п заменить процессом 

и н т е г р и р о в а н и я  по дг, то аналогами будут

общий член ряда
а п

частичная сумма ряда 
N

Σ - -i
сумма ряда

со

Σ αη1
как предел частичной суммы  

при N —>00 

остаток ряда
СО

Σ  а»
Ν+ 1

подинтегральная функция 
f { x )

собственный интеграл 
А
J f ( x ) d x
а

несобственный интеграл
СО
§ /  (x )  d x
а

как предел предыдущего 
интеграла при А  —* оо 

интеграл
СО

§ f ( x )  d x



Мы перечислим п р о с т е й ш и е  теоремы о несобственных инте
гралах, сходные с теоремами п° 364 о рядах. Доказательство их — 
с использованием указанной аналогии — предоставляем читателю.

СО
1°. Если сходит ся интеграл \) f ( x ) d x ,  то сходит ся такж е

а
со

интеграл  ̂ / (x )  d x  (А а), и наоборот. При эт ом
А

со А  со

 ̂ f ( x ) dx  — \ f  (.x) dx -}- jj f (x)  dx.
a  a  A

со

2°. В  случае сходим ост и интеграла  § f { x ) d x  имеем
а

со

lim § /  (λ;) dx  =  0.
А  - *  оо а

со

3°. И з сходим ост и интеграла \ f  (x ) d x  вытекает и сходи-
а

оо
мост ь интеграла J с - f  (x ) d x  (с =  const), причем

а

со со

§ c - f ( x ) d x  =  c - ^ f ( x ) d x .
а  а

Наконец:
СО СО

4°. Если схо д ят ся  оба интеграла  jj f ( x )  d x  и § g ( x ) d x ,  т о
а а

со

сходит ся интеграл [ f ( x ) ± g ( x ) \ d x ,  и
а

сс оо оз
5 \ f ( x ) ± g ( x ) \ d x  =  *\ f ( x) dx ±  I g ( x )  dx.

474 1  §  1 . И Н Т ЕГРА Л Ы  С Б Е С К О Н ЕЧ Н Ы М И  П РЕ Д ЕЛ А М И  5 5 9

474. Сходимость интеграла в случае положительной функции»
Если функция f i x )  п о л о ж и т е л ь н а  (неотрицательна), то интеграл

А
Ф (Л) =  $ f i x )  d x

а
( 4 )
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представляет собой монотонно в о з р  а с т а ю щ у ю  функцию от пере
менной А. Вопрос о существовании для нее конечного предела при 
А -> оо решается очень просто —  на основании теоремы о пределе 
монотонной функции [п° 57]:

Д ля сходимости несобственного интеграла (1) — в случае 
п о л о ж и т е л ь н о й  функции / (jc) — необходимо и достаточно, 
чтобы интеграл (4) при возрастании А оставался ограниченным 
сверху:

А
 ̂ / ( x ) d x ^ L  (L  =  const).

а

Если же это условие не выполнено, то интеграл (1) имеет зна
чение оо [ср. п^Збб].

На этом основана следующая «теорема сравнения» для интегра
лов от положительных функций:

Теорема 1. Если хот я  бы при х ^ А  (Л  ^  а) имеет место
СО

неравенство f ( x ) ^ . g ( x ) ,  то из сходимости интеграла  ̂ g  (x) d x
а

со

следует сходимость интеграла J f ( x ) d x  или, что то же, из
а

оо оо

расходимости   ̂ f ( x ) d x  следует расходимость  ̂ g ( x ) d x .
а а

Доказательство можно скопировать с доказательства теоремы
1 п° 366.

Часто полезна следующая теорема, являющаяся следствием первой: 
Теорема 2. Если существует предел

Н т  Ш ( 0 < f f <  +  oo),

со
то из сходимости интеграла  ̂ g ( x ) d x ,  при К < ^~ f - оо, выше-

а
оо

кает  сходимость интеграла Jj f ( x ) d x ,  а из расходимости пер-
а

вого интеграла, при К ^ >  0, вытекает расходимость второго. 
[Таким образом, при °ба  интеграла сходятся или оба
расходятся одновременно.]

Д о к а з а т е л ь с т в о  такое же, как и для аналогичной тео
ремы 2 п° 366 [см. 473, 3°].

Выбирая конкретную функцию для сравнения, можно отсюда 
получить частные признаки сходимости или расходимости интеграла
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со ,
\ f ( x ) dx .  Практическое значение имеет сравнение с функцией — λ-, 
J  J f

которая интегрируема от а^>0 до оо при λ > 1  и не интегрируема 
при λ < : ΐ  [п° 470, 2)]. На этом построены следующие признаки 
К  о ш и: 

Пусть для достаточно больших х  функция  / ( х ) имеет вид 

/(·*) =  * $  ( λ > 0 ) .

со

Тогда·. 1) если λ > 1  и φ <[-|- оо, то интеграл $ /  (x)  d x
а

сходится, 2) если же X s ^ l  и φ (jc) 55 с >  0, то этот интеграл 
расходится. 1 

Для доказательства надо воспользоваться теоремой 1; функцией 
сравнения является ^  [п ° 473, 3°]. 

Если при л :—»· оо функция f [x)  является бесконечно малой порядка
со

0 (̂ по сравнению с —j, то интеграл  ̂ / (д;) dx сходится или 

расходится в зависимости от того, будет ли λ^>1 или λ ^ Ι .  
Здесь следует сослаться на теорему 2; роль функции £(-£)

λ

играет

П р и м е р ы :
1

Подинтегральные выражения при л:—·· оо представляют собою бесконечно 
малые, соответственно, порядка 1j2 и 2. Следовательно, первый интеграл 
расходится, а второй — сходится.

СО
2)  ̂ 5 4 ^  d x ,  где Р  (л) есть целый многочлен степени m, a Q (дг) — 
' )  Q ( x )

а
целый многочлен степени п > т ,  не имеющий корней в промежутке [а, х ).

Для достаточно больших х  подинтегральное выражение сохраняет опре
деленный знак. Поэтому (изменяя в случае надобности знак) можно приме
нить изложенные выше признаки. Подинтегральная функция является (при 
х —у оо) бесконечно малой порядка п —  т. Поэтому при п —  и-^-1 интеграл 
расходится, а при я ^  m -f- 2 сходится. (При n <  т он, очевидно, расходится, ι

475. Сходимость интеграла в общем случае. Вопрос о существо-
СО

вании несобственного интеграла  ̂ f ( x ) d x , согласно определению (1),
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приводится к вопросу о существовании конечного предела при 
А —*■ оо для функции от А:

А
Ф (Л )  =  $ f (x )d x .  (4)

а

Применяя к этой функции признак Б о л ь ц а н о  —  К о ш и  [58], 
можно условие существования несобственного интеграла представить 
в следующей форме:

+  оо
Для сходимости несобственного интеграла jj f (x ) dx* необ-

а

ходимо и достаточно, чтобы каждому числу ε^>0 отвечало 
такое число Л 0> а ,  чтобы, при Л ^ > Л 0 и А '^>А0 выполнялось 
неравенство

А  А"

1Ф(Л ') — Ф ( Л ) |  =  |$ f ( x )  dx —  $ f ( x )  dx I = К / ( х ) ( г х | < е .
a  a  A

Этот критерий позволяет с легкостью установить такое предло
жение:

OQ
Если сходится интеграл § \f(x)\dx, т о * и подавно сходит-

а
с о

с я  § f (x )  dx.
а
В  самом деле, применяя изложенный критерий к интегралу

ОО

5 1 /0 0 1 dx> который предполагаем сходящимся, видим, что для 

любого ε^>0 найдется такое Л0^>а, что -

A ’

jj \f(x ) I g?jc;< e,

лишь только Л '^ > Л ^ > Л 0. Но, очевидно,
A ’

J f (x )d x
A '

и, следовательно, для тех же Л, А  тем более выполняется не
равенство

Л '

\ f {x )d x  <  ε,

* В предположении, что в каждом промежутке [а, А], Л >  а, функ
ция /(лг) интегрируема (в собственном"смысле).
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откуда, в силу нашего критерия, вытекает сходимость интеграла 

$ f (x )  dx.
а

Отметим, что из сходимости последнего интеграла, вообще
СО

говоря, не следует сходимость интеграла § | / (jc) | dx. Это обстоя-
а

тельстводает основание особо отличать следующий случай. Если наряду
ОО ОО

с интегралом § f ( x )  dx сходится и интеграл § \ f(x ) | dx, то инте-
а о·

со
грал  ̂f (x )d x  называют абсолютно сходящимся, а функцию

а
f ( x )  —  абсолютно интегрируемой в промежутке [a, -f" °°]·  При
мер интеграла, сходящегося неабсолютно, будет дан в следующем пэ.

По отношению к з н а к о п е р е м е н н о й  функции / (х ) признаки 
п° 474 непосредственно неприложимы. Но можно попытаться с их 
помощью установить с х о д и м о с т ь  интеграла от положитель
ной функций 1/(х)|: если эта функция оказывается интегрируемой, 
то функция f ( x )  также будет интегрируема и притом а б с о л ю т н о .

Отсюда вытекает и следующее предложение, которое часто бывает 
полезно:

Если функция f { x )  а б с о л ю т н о  интегрируема в проме
ж у т к е  [а, —|— оо], а функция g (x ) ограничена, т о  и произведение 
их f (x )  ■ g (x ) будет функцией, а б с о л ю т н о  интегрируемой 
в промежутке [а, -{- оо].

Для доказательства достаточно сослаться на неравенство

|/(x)-g-(x)|=sCL· |/0')|·
ОО

Пусть, например, дан интеграл l| d x - Здесь функция f { x )  =
ό

=  _— !— - оказывается (абсолютно) интегрируемой, в то время как g ( x )  =
ft —j— jc

=  cos ax, очевидно, ограничена. Отсюда —  абсолютная сходимость предло
женного интеграла.

Как видно, для з н а к о п е р е м е н н о й  функции изложенные здесь 
соображения —  в благоприятном случае —  могут установить лишь 
а б с о л ю т н у ю  сходимость. Если же интеграл от данной функции 
расходится или сходится, но не абсолютно, то различить эти случаи 
с помощью установленных здесь признаков нельзя.

476. Признаки Абеля и Дирихле. Мы дадим сейчас признаки 
другого типа, основанные на применении второй теоремы о среднем 
значении [306]. Они аналогичны признакам А б е л я  и Д и р и х л е



ГЛ. X III . НЕСОБСТВЕННЫе И Н ТЕГРА Л Ы |47в

р^иечных рядов [384], ввиду чего удобно и их связать 
Эти признаки позволяют устанавливать сходи- 

*>■ венных интегралов в ряде случаев, когда абсолютная 
отсутствует.

П р и з н а к  А б е л я .  П усть  функции f ix )  и g (x ) определены 
Ш Щшм .-^сутке [а, оо), причем

Tji функция f {x )  интегрируема в это м  промежутке, т а к  что  
Явшгграл (1) сходится ixomn бы и неабсолютно),

2) функция g ix ) монотонна и ограничена·.
\ g (x )\ * .L  (Z. =  CQnst, а ^ х < ^  ос).

Тогда интеграл
ia
\ f ( x ) g { x ) d x  (б)
а

сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о . По второй теореме о среднем значении, при 

любых А '^> Л ^> а, будем иметь .
A ' е а <
[ f ix )  g {x) dx =  g (A ) \ f  (λ:) dx-\-g (Л ') $ /  (x ) dx, (6)

I

где Л г ^ ^ Л ' .  Ввиду предположения (1), для произвольно задан
ного ε^>·0 найдется такое Л 0^>а, что при Л ^ > Л 0 будет

» I A’
f ix )d xy ( x ) d x  < £ ,  f i x < T L

В  связи с 2), это дает нам, при Л '^>Л^>Ло,

1 * И )| +  и и ' ) 1
А ·

§ f ix )d x <

что и влечет за собой [475] сходимость интеграла (5).
Можно и в случае интегралов дать другую комбинацию условий, 

налагаемых на функции f i x )  и gix), при которых сходится интеграл 
от их произведения:

Признак Д и р и х л е .  П усть
1) функция f ix )  интегрируема в любом конечном проме

ж у т к е  [а, Л] (Л  а), и интеграл (4) оказывается ограниченным:

(К  —  const, а sS  Л < [  ос)



lim g ( x )  =  0.
X —* CO

Тогда и н т е г р а л  (5) с х о д и т с я .  — _
[Как читатель видит, прежнее условие _

ибо мы здесь не требуем сходимости интегр*Л  f) i  
заменено более сильным!]

Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится как и выше, Ш
венства (6), но в этом случае первые множители g ( A ) и g f r f j j f y »
быть сделаны сколь угодно малыми, если взять А  и A '  д о с т ^ · * *
большими, а вторые множители ограничены числом 2К- 

З а м е ч а н и е . И здесь признак А б е л я  вытекает из 
Д и р и х л е .  Действительно, для ограниченной монотонной _
^(лг) необходимо существует конечный предел

£ (о о ) =  Иш g (X ).
X —* СО

Представив f  (лг) ■ g  (х ) в форме

f ( x )  ■ g ( x )  = f ( x )  · г ( с » )  + / (■ * ) · [g С*) —  * 0 » ) Ь
видим, что для второго произведения уже выполняются услос> 
Д и р и х л е  [см. 473, 3 ° и 4°].

Лёгко видеть, например, что при λ >  О сходятся интегралы

2) функция g { х)  монотонно

ОО W
и (3 > ° )

Д и р и х л е ,  мы полагаем /(л:) ■■ sin лг или cos.r.Пользуясь признаком 
a g  (λ*) =  —j . Условия 1) и 2) выполнены, так как

А
[ sin x  d x
а

1

=  I cos а — cos А  I 2 и, аналогично,
А
t cos x  d x  
а

и Функция монотонно убывая, стремится к 0 при дг — ® .
В частности, отсюда при λ =  1 пытекает сходимость интеграла

с»
f  sin x  

}  *

d x

(мы могли взять здесь а =  0, потому что подинтегральная функция >φκ .г — 9  
имеет конечный предел). Можно показать, _что этот интеграл "ΖΛΛ 
н е а б с о л ю т н о ,  т. е. что интеграл



расходится. В  самом деле, если бы этот интеграл сходился, то по теореме 
1 п° 474 сходился бы и интеграл

00
Г* sin2 х  . , _ п.\ ---- d x  (а >  0).
*3 х

а

ибо sin2 x  I sin х  ]. Иными словами, сходился бы интеграл

1 С 1 —  cos 2 х
у  5 — ^ ' * · ·

а

прибавив к нему заведомо сходящийся интеграл
ОО

а

мы пришли бы к заключению, что сходится интеграл
с о

\_ I* d x  
'i )  x  *

u
чего на деле нет [470, 2)].

З а м е ч а н и е .  Теперь, когда мы установили сходимость интегралов
ОО СО

f  sin х  . f* сое х  ,

• а
мы можем, наконец, у т о ч н и т ь  определение неэлементарных функций sia : 
(«интегральный синус») и ci л: («интегральный косинус»), о которых мы упо
минали в п° 289. Именно, полагают

со со
sin t  ,, f  cos tsi x  =  — \ —  dt, Cl x  =  —  \ —7— dt.

J * «" r
Jt  X

(*=s0) (*>0)
Если, например, вторую из этих формул написать в виде:

. f  cos< .. С cos tа , ----

10 — по известному свойству определенного интеграла [п° 305, 12°] —  ясно,
CO S X

что производная от ci л: действительно равна —— .

477. Приведение несобственного интеграла к бесконечному 
ряду. Мы знаем, что понятие предела функции может быть выражено 
двояко —  «на языке ε-8» и «на языке последовательностей» [52, 53]. 
Если к функции Ф (Л ) [см. (4)] применить второе определение пре
дела, то определение (1) несобственного интеграла может быть
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истолковано так: какую  бы ни взять последовательность возрастающих 
до бесконечности чисел { А п} (Л „^ >  а), последовательность интегралов

f ( x )  d x }  должна стремиться к одному и тому же конечному пре-
а

с о

делу*, который и дает значение несобственного интеграла J f ( x ) d x .
а

С другой стороны, вопрос о пределе последовательности 

тождествен вопросу о сумме ряда [362]:

477| § 1. И Н Т ЕГРА Л Ы  С БЕС К О Н ЕЧ Н Ы М И  п р е д е л а м и  567

Λ | Λ 9 Ai ЛЯ .«g Л | -«Я

s +  (5 “  $ }  + {$  ~  $ }+ · · · = $  +  $ +  5 +··л 'a а я a ' n Д J Λ ~

Таким образом, можно утверждать: д л я  с у щ е с т в о в а н и я  н е с о б с т -
ОО

в е н н о г о  и н т е г р а л а  § f {x )  dx н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  —
а

к а к о в а  бы ни  бы ла  ва р и а н т а  А п —> оо ( А п ^ > а ) — р я д

ОО

2  § f (x )d x  (Л0 =  а)
»—I А .  .

с х о д и л с я  к  од но й  и  т о й  ж е  с у м м е ,  к о т о р а я  и  д а ет  зн а ч е н и е  
н е с о б с т в е н н о г о  инт егр а л а .

Отметим, что в случае п о л о ж и т е л ь н о й  (неотрицательной) 
функции f { x )  —  для существования интеграла достаточно сходимости 
указанного ряда п р и  о д н о м  ч а с т н о м  в ы б о р е  в а р и а н т ы  
А п -+  оо. Действительно, тогда возрастающая функция (4 ) от А  бу
дет ограничена суммой этого ряда и, следовательно, имеет конечный 
предел при А  -> оо [474].

Сведение вопроса о сходимости интеграла к вопросу о сходимости 
ряда представляется часто очень выгодным, так как дает возможность 
использовать многочисленные признаки сходимости или расходимости 
рядов.

Лш
* Достаточно предположить, что все последовательности |  ̂ /  (дг) d x  |

сходятся, чтобы отсюда уже можно было заключить, что предел у  них будет 
один и тот же [53J.
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Для примера рассмотрим снова интеграл \ --- d x , о котором уже была
ь х

речь в предыдущем п°.
Так как sinx при возрастании х  принимает попеременно то положитель

ные, то отрицательные значения, меняя знак в точках ηπ ( п = \ ,  2, 3, ...), 
то естественно именно эти числа взять в качестве А п и рассмотреть ряд

оо (/i-f- 1) те

Σ  ) — dx- <7>
п =  0 ηπ

(л +  1)*

Произведя в общем члене vn =  ^ d x  подстановку x  —  niz-\-tt

получим

Отсюда видно, что члены ряда имеют чередующиеся'знаки и по абсолютной 
величине монотонно убывают. Далее, при гс> О,

и, следовательно, абсолютная величина членов ряда стремится к нулю 
с увеличением их номера. Ряд (7) будет типа Л е й б н и ц а  и, по известной 
теореме [381], сходится. Обозначим его сумму через /. Таким образом, для 
любого ε >■ 0 найдется такое Ν, что при η ^ Ν  имеет место неравенство

ПТ.

j <*■ <8)

Теперь уже завершить доказательство существования интеграла проще 
«на языке ε-δ>. Пусть А  >  Νπ; тогда существует такое натуральное число л0, 
что η0π«£ А  <  (п„ -f- 1)π, причем, очевидно, η0 ^ Ν .  Так как в промежутке

А
от η 0π до (я0 +  1) π функция sin х  сохраняет знак, то интеграл  ̂ будет

D*»■ (η0-£1)π
содержаться между интегралами ^ и  ̂ , каждый из которых лежит,

в силу (8), между / — s и I  -\-ε. Следовательно, то же можно утверждать и

об интеграле § . Итак, окончательно, для Α > Ν π  имеем
о
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так что существует
со А
I* «in x  . sin х  , , *\ ------dx  =  lim 1 -----d x  =  I  *.
J  Л-*4-оо .1 *О О

Мы уже знаем [476], что этот интеграл сходится н е а б с о л ю т н о ,

т. е. что интеграл 1
ί

|8ta,Cl rfx расходится. Этот факт также легко устано

вить, обращаясь к представлению интеграла в виде ряда. Действительно, 
если бы интеграл сходился, то имели бы, как и только что,

оз со ι/s-j·» I) к го *

J  ! * £ ! < · - 2  J' ^ ' - = 2  Ш . " ·
О /1 * 0  ля л^* 0  0 *О

Но ηπ +  t  sg (п +  1) так что

i* sin t _  I Г . , .. 2
\ d t  >  7— г-π— · \  s m td t - —  ,,) η π - f - t  *~ (?ι+ 1 )π  J  (π+1)π*
0 II

2 V i 1между тем как ряд — расходится! [365, 1)].

478. Примеры. 1) Исследовать сходимость интегралов:
с о  о о

(а)

Р е ш е н и е ,  (а) Подинтегральная функция при х —--|-оо является бес
конечно малой первого порядка; интеграл р а с х о д и т с я .

(б) Бесконечно малая порядка 3/2: интеграл с х о д и т с я . .
(в) При л:— 0 подинтегральная функция стремится к 0. Разлагая в ряд, 

видим, что выражение
a 2 b2

-  χ ΐ  -  *т b3 —  а2 .,  - е  =

при x —<· +  οο является бесконечно малой 2-го порядка: интеграл с х о 
д и т с я .

(г) Разлагая е *  ·* в ряд, легко получить
x  1 __ x 3 ,

ех — е-* —  1 2 .............

* Здесь (как и в предыдущем п") нас интересует лишь вопрос о сходи-
f

мости этого интеграла. Ниже мы увидим, что его значение Ι  =  ~2 ·



так что при дг—*0 подинтегральное выражение стремится к __-ij. При
х  —· оо оно будет бесконечно малой 2-го порядка. Интеграл с х о д и т с я

i )  Ιό  же для интегралов:
“  со

(а) \  xv-e~a x d x  (μ. α > 0 \  (6 )  С — Х̂ С-—  (и) I* _______! М _____ d x
5  U  i  *

Р е ш е н и е ,  (а) Взяв любое λ > 1 , имеем:

χ μ - e - a x  χ λ+μ 

1,дд ~ г* ·  °·
интеграл с х о д и т с я .

(б) Заметим сначала, что при х  —»■ 0 подинтегральная функция стремится 
к 0. Взяв теперь снова л ю б о е  λ >  1, получим:

х  1 _  1
У  eSx — 1 ' х 1 ~  у  е‘гх. х~ ^+а> _  х -  l a w  — 0 при х  +  °°: 

интеграл с х о д и т с я ,
(в) При х  *■ 1 подинтегральная функция имеет пределом 0. Пусть

Т0ГДа отношение этой функции к можно написать в виде:

5 7 0  г л .  XIII. Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы  [ 4 7 8

Xх ln х  __In χ  i

интеграл с х о д и т с я .
3) То же для интегралов:

00 _
. . Г sin У х  (ai *-----I sin V л: „ р

J  ) t ( a 4  t ) ^  J  х 'е ~ ах cos x d x  (μ, β > 0 ).

У к а з а н и е .  В обоих случаях имеем произведение ограниченной функ
ции на (абсолютно) интегрируемую.

4) Исследовать сходимость интеграла (а > 0 )
оо а  со а
jj d x  $ sin (β-V ) t/β =  jj {   ̂sin ф2х а) 'ф  }  d x  *

Постараемся оценить порядок убывания при дг—<-'со «внутреннего» инте
грала. Полагая в нем ^ х ъ =  г, имеем:

• ·«*»

■ Примем здесь без доказательства, что «внутренний» интеграл пред
ставляет непрерывную функцию от л, '



т
sin ZВвиду сходимости интеграла \  —==dz  [476], найдется постоянная L такая,

J  у  z  Q г
что при всех Л >  О

Λ

4 7 8 )] §  1 . ИНТЕГРАЛЫ С БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛАМИ 5 71

Г sin z -

ft' у *
«£ 2 L.

ОО

(б)
ь’
00/1

(0
й’

Ш
Следовательно, интеграл  ̂sin (β2* 3) άβ по абсолютной величине не превос-

й
ходит выражения . Отсюда вытекает абсолютная сходимость пред
ложенного интеграла.

5) Установить сходимость интегралов (a, k, λ > 0 )

<■> <б>

СО

, ч С .. ,1 sin x  . . f  sin (x  4- дг1) .(в) J |ln .* |*  —  «Λ*, (r) ^
а  6

Р е ш е н и е .  В о всех случаях пользуемся признаком Дирихле.
(а) g· (д:) =  ̂ |-т— для достаточно больших л: монотонно убывает и при

Л
х —>оо стремится к нулю; интеграл ^втвдгйд:, очевидно, ограничен,

II
(б) g(-*0 =  ·̂ -, монотонно убывая, стремится к нулю при л:—»со 

f ( x )  =  es l a x · sin 2лг, так что (если положить sin л: =  ΐ)

A sin Л ,
Ц/(лг)Лс1 =  2|  ̂ te‘ d t \ < 2 e .
1 й 1 и 1

(в) g  (д:) =  I ln х  |λ · — , для достаточно больших значений х

g ' (χ) =  Пп ^  (к —  1п х )  <  О,

так что g ( x )  убывает, очевидно, стремясь к нулю, и т. д.
(r) g ( x )  =  -p"} f ( x )  =  sin (x  +  -К2), так что (полагая z =  x - { - x s)

л  А + А *
в ? П  У

■ d z .f  sin (дг 4- x 2) d x  =  С 2

i
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Э ю  выражение по абсолютной величине остается ограниченным, ввиду того,

1’ sin г

L  v i m
dz  сходится (в чем можно удостовериться с почто интеграл

а +
мощью того же признака Дирихле).

6) Доказать следующее утверждение:
Пусть ф унк ц ия  /  (х) определена в промеж утке [а, +  оо) и имеет  

период ω >> 0, а ф унк ц ия  g  (х) монотонна в том же промеж утке и стре
мится к  0 при х  —» со. Если  интеграл (собственный)

u4-t»

т f ( x )  d x  =  О, (9)

то интеграл  (несобственный)

\ f ( x ) g { x )  dx (5у

сходится. Е сли  же, наоборот,

a  4-od

$ /{χ)άχ =  Κ φ  О, (9*)

то интеграл  (5) сходится или  расходится в зависимости от того, схо 
дится или  расходится интеграл

$ g  (x) dx. (10)

грал
(а) Предположим сначала выполнение условия (9) и покажем, что инге-

А
§ f ( x )  d x

в этом случае остается о г р а н и ч е н н ы м  при всех А >  а.
Ввиду 314, 10) и замечания в 316, очевидно, и

a-\-koi

$ /(*)</*«= 0 (А =  1, 2, 3, ...),
а

* /Л j ^  \
и тогда, каково бы ни было А  >  а, если взять й =  — I будем иметь

Л i A  I A — km * 4 ' ·
) / (x)dx  -  с  $ <  i  \f(x)\dx—L,
a  I β - f  I a  q :

и требуемое заключение следует непосредственно из признака Дирихле .



И(б) В  предположении (9*), заменим f ( x )  на f ( x ) —---. Так как эта функ
ция удовлетворяет условию типа (9), то интеграл

СО

\ [ f ( x ) - ~ K \ g ( x ) d x  (5*)
а

по доказанному сходится. Отсюда уже ясно, что интегралы (5) и (10) схо
дятся (или расходятся) одновременно.

7) Если, например, положить / (x ) =  sin2 :̂ в промежутке [0, + оо) 
и ω == π, то видим, что интеграл

478] , § 1. ИНТЕГРАЛЫ С БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛАМИ 573

ί
d o * .* * *  — χ ?£ 0 ι

следовательно, интеграл
о о

Ϊ  sin2*  · g  (л:) d x  
«

{при преж них предполож ениях относительно g) сходится или  рас
ходится одновременно с интегралом  (10).

Напротив, интеграл
CD СО

^ —  sin* x j g  (x) d x  =  -j- ^  cos 2 x  ■ g  (x) d x

%
сходится во  в с я к о м  с л у ч а е ,  независимо от поведения интеграла (10)1

8) Исследовать сходимость интегралов
оо оо

'  (а)  ̂ ecos х · sin (sin x )  ^ , (б) ^ esin х · sin (sin x )  ^ .

(а) Имеем
2π
jj gC0S x  . s jn  ^sjn  x ) d x ^ \ - { -  ^ = 0 ,

ибо второй из двух последних интегралов разнится от первого из них лишь 
знаком (подстановка ζ =  2π —  л:). В силу 6), интеграл (а) сходится.

(б) На этот раз
2π
^ esin ■* · sin (sin x )  d x  >  0, 

так что [см. 6)] —  ввиду расходимости интеграла

[ т  <■>·»
а

— интеграл (б) расходится. *
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9) Исследовать интеграл
т
^ sin х
J  л:·'· -f- sin x
о

dx

на сходимость, в зависимости от значений параметра д '> О 
Имеем тождество

sin x  _sin x  sin* x
x μ· +  sin χ  ~  ~^ν· д-μ- (^μ _j. sjn x) ·

Интеграл от первого члена справа
СО
i* s i n *  ,

\ ^ r dx-
b

членаМ“ п?аваМ [4?61’ ВСеГДа СХ° ДИТСЯ· 0бРати^ я  к интегралу от второго

^  χμ (Χμ sin х) d x · ( I I )
и '

Так как
sin2 x  sin" x  j

χμ (χμ +  1) ( χ μ -|- sin χ )  ^  χΐχ (χμ —  |)>

то при μ > 4-  интеграл от выражения справа, а с ним и интеграл (11),

сходится; при μ ζ γ  рассмотрим выражение слева: интеграл от него, в силу 7), 
ведет себя так же, как и интеграл

т
1' d x
.1 X!1 (Xl1 +  1) (β > 0 )>
m

т. е. расходится, а с ним расходится и интеграл (11).

Окончательно, предложенный интеграл сходится при f i > — и расхо-
1 2

дится при

Пример этот, в случае μ <г-1, поучительно сопоставить с признаком
сходимости Д и р и х л е .  Интеграл от первого множителя, sin л: ограничен
в то время как второй множитель ’ 0ГРаничен<

1

sin2 X

х * +  sin χ

стремится к 0 при д: — оо. Нарушено лишь требование м о н о т о н н о с т и  
этого множителя, и предложенный интеграл оказывается расходящимся!



10) Исследовать интеграл
о о

f  * a d x  
}  1 +  х? ■ sin2 x
о

на сходимость, в зависимости от значений параметров «; β >  О."
Обозначив подинтегральную функцию через f i x ) ,  будем иметь при изме

нении х  между ηπ и ( я -f- 1)π:

_________<ЯЯ>* r '  f  С 1-1 — К я + Ц * 1 ‘
1 - !-[(«+  1)π]Ρ sin2*  ТК 1 +  (ηπ)β sin2 λ:*

Интегрируя эти неравенства, учтем, что

§  1- И Н Т Е ГРА Л Ы  С Б Е С К О Н ЕЧ Н Ы М И  П РЕ Д Е Л А М И  575

(п -]- I) π π

f  dx -  f  d x «
J  1 +  sin2 *  “  J  i + A  sin2 л: “  г А ГЗ Гл  ’
ηπ il г  -  I -  -

( 12)
ηπ О

мы получим
(η+1)π

-  f  f ( r ) d x '  +
Y 1 +  (η 1)βπ3 J  V 1 _|_ ηβπβ«Λ

Теперь суммируем по я от 0 до со:

У  - ^ , .* “π*+ι ^  У  Hl + w 1
. " о  У 1 +  (л +  1)3«? ,Ρ ^  К 1 +  ηβπβ ■

Так как оба крайних ряда сходятся или расходятся одновременно с рядом

»  а-
Σ »

то это же справедливо и для интеграла.
при ^ < К2("Р+ 1 )ЖеННЫЙ ИНТеГрЗЛ сходится ПРИ β> 2(< χ+ 1) и расходится

11) То же —  для интеграла
а »

ί τ + S r f c i  < « .* > » > ·
о

Метод рассуждения тот же, что и в предыдущем примере. Вместо инте- 
грала (1 г) здесь придется рассматривать интеграл [см. 288, 14)]:

*

ί

d x  п 1 п ( А - \ - У  A s—  1 )
1 +  >4 sin jc ~ Y  A *  1 ( ^ > U *

* Это легко вывести из 288, 10) или 309, 9),
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Так как при А  —* оо
In (A  -f- In А

1У А 2 —  1 ' А

то сравнивать предложенный интеграл достаточно с рядами

I n *
2 « · + · * · ηί ·

г
т. е., в конечном счете, с рядом:

аа
V  In я
Μ  ηβ~Λ ·
2

Ответ. При β >  a -f 1 интеграл сходится, а при β<α-|-1 расходится. 
Примеры 6), 7), 9), 10), 11) принадлежат Х а р д и  (О. Н. Hardy).
12) Произвести полное исследование случаев сходимости и расходи

мости интеграла:

j =  Г ______ **
,) 1 +  χΛ ■ I sin л: |ί

в зависимости от значений параметров а и 3 (а, 0 >  0).
(а) Пусть а=^1. Так как

______1 а  i
1 αγ“ ■ I sin jc |β 1 -j- χ°· * 

то в этом случае интеграл р а с х о д и т с я  [474].
(б) Пусть Переходя к ряду [477], имеем в этом предположении:

1
е т  ( я  +  Ч *  о о  с  СО ( л + 1) τ

V I ___ dJL___________ - У  f  „ x f
Ld .) 1 +  ■ I sin χ  P &  J  I -4-(nw+ z)* sinf г "  Z i  1 ‘

n  =  0 mz П =  0 ц  η =  ϋ ύ

Но Д Л Я  0  <  Ζ  <  ^
(п + 1 )*

(ηπ  - f  ζ γ  sin? ζ  <  (я - f  1)* π*ζ3 <  (re +  Γ)3 π3 ■ ( ------?------V  =  1.
\ {n + l) * /  *

так что члены последнего ряда оказываются большими соответствующих 
членов расходящегося ряда

□о
1 XI I

2* п  +  1 ‘ 
ύ

Итак, интеграл снова р а с х о д и т с я .
(в) Пусть α > β >  1. Представим J  в виде суммы У, +  J2l где

■ (С
00 T m 3

ί β  V  f d l  J  =  V i '______ό_ 1 ______
* L· J  1 +  (ля +  z)“ sinP z  ’ * j  1 +  (ηπ — г)“ sin? z ·

η=οσ η—\ a



479] §  2 . ИНТЕГРАЛЫ ОТ НЕОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ т

Затем, для и п 5:1,

( О —-
^  z J =  nac$z$, где с =  2π β

откуда

2
Г ________ dz________
^ 1 +  (ηπ -j- z)a sin? z

2

ϋ ϋ

1 f  # dt
со

где с*
1 С dt

“ i  J  1 +  ^  
re'5 - с 0

α *
T

с j  i -нео
■ I

Таким образом,

A s S - J  +  c*· У  - τ < °°·  
— ' « T

Аналогично и /2 <  оо, так что интеграл с х о д и т с я .
(г) К случаю α >  β >  1 приводится и общий случай, когда одновременно 

α >  1 и α>β. Действительно, в этом случае легко найти такое β'2=β, чтобы 
было α >  β' >  1. Так как при уменьшении β сходимость лишь усиливается, 
то и в упомянутом общем случае налицо с х о д и м о с т ь .

Резюмируя все исследование, видим, что интеграл J  сходится при одно
временном выполнении условий а >  I и а >  β и расходится во всех прочих 
случаях. Можно сказать и короче: если а >  max (1, β), интеграл сходится, 
а при a sg max (1, β) —  расходится.

§  2. Несобственные интегралы от неограниченных 
функций

479. Определение интегралов от неограниченных функций.
Рассмотрим теперь функцию / (х ), заданную в конечном проме
жутке [а, Ь\, но н е о г р а н и ч е н н у ю  в этом промежутке. Пред
положим более определенно, что в любом промежутке [a, b —  η] 
(О <С^ <С ̂  —  а) ФУНКЦИЯ ограничена и интегрируема, но оказывается 
неограниченной в каждом промежутке [Ь —  η, b ] слева от точки Ь. 
Точка b носит в этом случае название осо бо й  т о ч к и .

П р е д ел  и н т е г р а л а  J  f { x ) d x  при  η —>0 (к о н е ч н ы й  и л и  беско -
а

н е ч н ы й )  н а з ы в а е т с я  (н е с о б с т в е н н ы м )  и н т е г р а л о м  ф у н к ц и и  f { x )  
о т  а до b vi обозначается как обычно:

*-η

Ь ί>-η
(1)

19 Г. М. Ф ихтенгольц, т, II
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В  случае, если этот предел конечен, говорят, что интеграл (1 ) 
с х о д и т с я ,  а функцию / (лс) называют и н т е г р и р у е м о й  в про
межутке [а, Ь \  Если же предел (1) бесконечен или вовсе не суще
ствует, то про интеграл говорят, что он расходится.

П р и м е р .  1) Функция ^  - ограничена и интегрируема в любом

промежутке [0, 1 —  η] (0 < η < 1 ),  и 
1 - 1

У
dX  .=  arcsfn ж

1 — η
=  arcsin (1 — η).

В точке функция обращается в бесконечность. Напомним, что под
этим разумеется лишь то, что при х  —*■ 1 функция —   ̂ стремится

У  1 — Xs
к бесконечности. Очевидно, в любом промежутке (1 —  η, 1) функция неогра- 
ничена, т. е. точка х = \  является особой. На практике обыкновенно при
ходится иметь дело именно с такого рода особыми точками.

Так как вычисленный интеграл прит)—<■ 0 стремится к пределу arcsinl=-j·,
то существует несобственный интеграл

г*
П усть теперь функция f ( x )  ограничена и интегрируема в любом 

промежутке [a-f-η', b ] (0 < ^ г {  < ^ Ь —  а), но оказывается неограни
ченной в каждом промежутке [a, a  -j- η'] справа от точки а  ( о с о б а я  
точка). Тогда (н е с о б с т в е н н ы й )  и н т е г р а л  ф у н к ц и и  / ( х )  о т  а до b 
о п р е д е л я е т с я  р а в е н с т в о м

•  9
J / (x) dx =  lim J  f (x )d x .  (2)
■

В  общем случае, в промежутке [а, b] может быть конечное
число о с о б ы х  точек с0, сь  . . . ,  ст_ъ ст, вблизи которых функ
ция f ( x )  неограничена, между тем как в каждой части этого про
межутка, не содержащей особых точек, функция ограничена и ин
тегрируема.

П усть (для простоты письма) таких точек т р и ,  причем две из 
них совпадают с концами a, b промежутка, а третья, с, лежит
между ними. Тогда оп ре д елен и е  и н т е г р а л а  о т  а до b д а е т с я
р а в е н с т в о м

Ь C —  T]S Ь — η ,

\ f ( x )d x =  lim i  J +  J  I  (3 )
α Ίι  — 0 ’ a + 7 ]!  c +  t]j



Взяв в н у т р и  каждого из промежутков [а, с], [с, Ь] соответственно 
по точке d, е, будем иметь

с — тга d с — η2 b — ̂  е Ъ —■ η4

\  =  ί  +  S » ·  s  =  j  +  S ·
a-j-Г\ 1 « ч * 7]! C +  T]g c - f  1)8 e

Легко видеть, что существование предела (3) равносильно сущ ество
ванию порознь пределов для всех четырех этих интегралов, так что 
определение (3) можно заменить таким:

5 / ( х )  dx =  $ f{x) f ix)  d J f + J  f{x)  dx +  5 f ix)  dx,
a a d с  g

в предположении, что все несобственные интегралы справа сущ ест
вуют *. Э то  определение не зависит от выбора точек β  и е.

По отношению к несобственным интегралам (2 ) и (3) сохраняется 
та же терминология, что и выше.

П р и м е р ы .
о

2) i — , ‘lx  особая точка — 1,

0 о
1  d x  - lira f  dx  - .  "  lim [—  arcsin (—  1 +  η')] =
J  V \ —  x* v - o  , V 1 —  V  — 0— . — I -f- η

+ t
i1 dx3) \ --- —- две особые точки — 1 и 1,

Y  1 — χ 2 *
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I

i

Лг
О 1

у \ - х *

4) Исследуем, при каких значениях показателя λ ;> 0 сходится несоб
ственный интеграл

ί  “ > " > ·  * *  
Λ

При λ φ  1 интеграл

α + η

* За исключением случая, когда два из этих интегралов равны беско
нечности разных знаков.
19*



при η —* 0 имеет пределом оо или конечное число *  ̂ (ft—  β)1-λ в зави
симости от того, будет ли λ >  1 или λ <  1. Если λ =  1, то 

д
(* d x
 ̂ -χ __а =  In (ft —  а) —  In η -*  оо (при η —> 0).

α +  η

Итак, интеграл (4) при λ -< 1 сходится и имеет значение  ̂  ̂ ^ (Ь — а)1~х ,
а при λ 1 расходится [ср. 470, 2)].

6) Аналогичный результат может быть установлен относительно инте
грала

»

$ Ί ρ - x f  '
а

который несущественно разнится от предыдущего.

З а м е ч а н и е . Полезно заметить следующее: если функция /(дг)
в промежутке [а, Ь\ интегрируема в собственном смысле (так  что 

ь '
интеграл J f (x )d x  уже определен\ то предельное равенство (1) [(2)

а ‘

или (3 )] для нее все же имеет место. Оно непосредственно вытекает 
из н е п р е р ы в н о с т и  интеграла по переменному верхнему (нижнему) 
пределу [305, 11°]. Таким образом, для несобственного интеграла 
мы приняли за о п р е д е л е н и е  то равенство, которое для собствен
ного выполняется само собою.

Наконец, рассмотрим функцию / (jc), заданную в бесконечном 
промежутке, например в [а, - [-оо), и имеющую в нем к о н е ч н о е ,  
число особых точек *, вблизи которых она перестает быть 'ограни
ченной. Предположим, что в каждом конечном промежутке [а, А]

интеграл \f f (x )d x  существует, как собственный или как несобствен-
а

ный, согласно данному выше определению. Тогда, переходя еще раз 
к пределу при А —> оо, можно равенством (1 ) [470] определить не
собственный интеграл в промежутке [а, — оо].

В  случае бесконечного промежутка точка оо играет ту же 
роль, что и особые точки, требуя подобно им дополнительного 
предельного перехода. На этом основании и точку ±  оо также на
зывают о с о б о й ,  независимо от того, будет ли функция f (x )  при 
безграничном возрастании х  оставаться ограниченной или нет.

ГЛ . X III . Н ЕС О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы  [479

Особых точек может быть и бесконечное множество, лишь бы в 
каждом к о н е ч н о м  промежутке [а, А] (А  >  а) их было лишь к о н е ч н о е  
число (которое может расти до бесконечности вместе с А).
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480,'Замечание относительно особых точек. Рассмотрим функцию f ( x ) ,  
определенную в конечном промежутке [а, Ь], и предположим, что она в этом 
промежутке в собственном смысле не интегрируема. Тогда в промеж утке  
Iа, Ь\ необходимо найдется т акая точка с, в к а ж д о й  окрестности  
которой ф у н к ц и я  оказывается не интегрируемой (в собственном смысле).

Действительно, если бы подобных точек не было вовсе, то каждую 
точку х  промежутка [а, Ь] можно было бы окружить такой окрестностью <з, 
чтобы в ее пределах функция была интегрируема. Применив к системе
2  =  М ,  покрывающей промежуток [а,· Ь\, лемму Б о р е  ля  [88], легко 
в таком случае разложить промежуток [а, b] на конечное число частей, 
в которых порознь функция интегрируема. Но отсюда вытекала бы ее ин
тегрируемость во всем промежутке [а, Ь], вопреки предположению.

Упомянутую точку с и естественно назвать о с о б о й :  в ней как бы 
«сгущается» свойство функции не быть интегрируемой. Особых точек может 
быть несколько, даже —  бесконечное множество; в случае функции Д и 
р и х л е  [300, 2)], например, особые точки заполняют сплошь весь проме
жуток [0, 1].

Ограничимся случаем к о н е ч н о г о  числа особых точек с0, clt cs, .. . , ст. 
В этом случае природа «особенности», осуществляющейся в названных точ
ках, легко вскрывается: в окрестности каждой из них функция попросту
н е о г р а н и ч е н а  (так что именно н е о г р а н и ч е н н о с т ь  и является
причиной н е и н т е г р и р у е м о с т и  в собственном смысле). Чтобы убе
диться в этом, достаточно рассмотреть случай, когда единственной особой 
точкой будет Ь. _

Итак, пусть при любом η >  0 (η <  6 —  а) функция f ( x )  'интегрируема 
(следовательно, необходимо —  и ограничена) в промежутке [a, b — η], чо не 
интегрируема в промежутке [Ь— η, Ь\. Нужно доказать, что при этих усло
виях вблизи точки b ф унк ц ия  не может оставаться ограниченной. До
пустим противное: пусть для всех х  в [а, Ь\ имеем:

f | / W | < i  (Z. =  const).

Задавшись произвольным числом ε >  0, возьмем Для проме-
Е

жутка [a, b —  η], в котором функция f i x )  интегрируема, по числу -j- можно
найти такое δ >  0, чтобы при разделении этого промежутка на части с дли
нами Δλ ,̂ <; δ было ν

2 * V A' r < y .
i '

где ω„ означают, как всегда, соответствующие колебания функции [297]. 
Можно предположить сверх того, что δ <η .  Разобьем теперь в е с ь  про
межуток [a, b] на части с длинами \ x t <  δ, и пусть Длу будут отвечать 
тем частям, которые не выходят за пределы [a, b — η], a Δλ:(„  —  остальным 
частям; из них только одна может выходить за пределы [a, b —  η ]— если 
точка b —  η сама не входит в состав точек деления. Тогда по-прежнему

2 л ' Ах . "< 1 -
г

с другой уке стороны:

2 <*>1" Δ-V < 2 ΔχΓ < (Ί + δ) < 4ir) < Ί *.
I"  I"
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и окончательно

2  “ ; Δ ^  =  Σ  +  Σ < ε ·i i' i"

А этим обусловливается [297] интегрируемость функции f ( x )  во всем про
межутке \а, Ь\, и точка b оказывается не особой, вопреки предположенному 
о ней. Этим и завершается доказательство.

Таким образом, в случае конечного числа особых точек, их можно 
характеризовать именно тем, что вблизи них функция перестает быть огра
ниченной; это мы и возвели в определение особых точек в предыдущем п°.

481. Применение основной формулы интегрального исчисле
ния. Примеры. Пусть функция f (x )  определена в промежутке [а, Ь\ 
и интегрируема (в собственном смысле) в каждом промежутке 
|а, b —  η], в то время как b служит для нее особой точкой. Если 
для f  (х) в промежутке \а, Ь), т. е. для а ^ х  <^Ь существует пер
вообразная функция F  (х), то

$ f (x )d x  =  F ( b — r i ) - F ( a )  =  F (x
та

и существование несобственного интеграла (1) равносильно суще
ствованию конечного предела lim F (b  —  η). Если последний СуЩе-

^ О
ствует, то его естественно принять за значение F  (Ь) первообразной 
функции при х = Ь ,  достигнув этим непрерывности F  (х) во всем 
промежутке [а, Ь]. Для вычисления интеграла (1) мы имеем тогда 
формулу обычного вида:

л
\ f (x )d x  =  F (b )  — F {a )  =  F (x )  |* .  (5)
а '

Та же формула имеет место и в том случае, если особая точка 
лежит внутри промежутка или при наличии нескольких особых 
точек, но (это нужно твердо помнить) при непременном условии, 
чтобы первообразная функция F  (х), имеющая f ( x )  своей производ
ной всюду, исключая особые точки, была непрерывна и в этих  
последних. Существование такой первообразной обеспечивает суще
ствование несобственного интеграла.

З а м е ч а н и е .  Говоря о «первообразной» функции F (х), мы 
могли бы понимать ее в еще несколько более широком смысле: F (x )  
должна иметь своей производной /  (х ) повсюду, исключая не только 
особые точки, но и, быть может, еще некоторые точки в конечном 
числе, лишь бы и в них не нарушалась непрерывность функции 
F (x )  [ср. 310].



Заменив в основной формуле (5) b  на л , a f ( x )  на F“ (х ) ,  мы,
как и в 310, можем написать ее в виде

X
F (x )  =  F (a )- {- \ F  (x)dx.

а

Такйм образом, по заданной производной F' ( х )  в о с с т а н а в л и 
в а е т с я  первообразная функция F ( x ) ,  если только производная ин
тегрируема, х о т я  б ы  в н е с о б с т в е н н о м  с м ы с л е .

Обратимся к п р и м е р а м .
8 3 2

n  f  _ίί£_ особая точка лг =  0;так как первообразная функция γ  x  fs’ 1 3 Г'~ ’ “
V х

непрерывна и в этой точке, то интеграл существуем
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f  d x  J  7 | «  ·
Ι - ι Τ *

9
2) f  <ix d x  не существует, так как первообразная In [ x 2 — 1 I обра-

ι * ~ Ι
-  2

щается в ос в особых точках 1.
1
f  arcsin^  особая точка х ш *  1; здесь первообразная — (arcsin л:)3

} ,5 ' 1
непрерывна при х = \ ‘, следовательно, интеграл существует g j .

4) J  ln x  d x , особая точка х  =  0\ здесь первообразная λγΙπλγ — лгпри

*  — 0 имеет пределом 0. Приписывая ей при л: =  0 именно это значение, 
будем иметь

I \ n x d x  =  x \ n x  —  x  Iд =  — 1.

2
5 · f  d x  — ппобая точка х = 1 :  имеем:

.J х У  Зх2—  2 х —  1

2 

S, _____  d x  arcsin^
.J x  Y  Злга — 2 х  —  1 Lx

2 π . 3i = T - a rc sm T .

s
m f __ — __ особая точка х = \ ;  интеграл не существует, так как

j  jcln л: ’
1 , 

первообразная ln ln х  обращается в оо при х = 1 .
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482. Условия и признаки существования интеграла. Мы оста
новимся лишь на случае, связанном с определением (1), гак как пе
рефразировка для других случаев не представляет трудностей. Ввиду 
полно! аналогии с несобственным интегралом, распространенным на 

сконечный промежуток [а, оо], мы ограничимся формулировкой не
которых основных предложений. Доказательства аналогичны приве
денным выше. F

Д л я  с х о д и м о с т и  н е с о б с т в е н н о г о  и н т е г р а л а  ( 1 )— в с л у ч а е  
п о л о ж и т е л ь н о й  ф у н к ц и и  f  ( х )  —  н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  
чт о б ы  при  в с е х  т£>0 в ы п о л н я л о с ь  н е р а в е н с т в о

ъ  -  η

$ f ( x ) d x ^ L  (L =  const).
a

Теоремы сравнения n ° 474 формулируются и доказываются и в
рассматриваемом случае почти в тех же выражениях. Приведем без
доказательства вытекающие отсюда признаки К о ш и .

П у с т ь  д л я  д о с т а т о ч н о  б л и з к и х  к  Ъ з н а ч е н и й  х  ф у н к ц и я  f  ( х )  
и м е е т  вид·. к '

=  ( λ > 0 ) .

i
Тогда, 1) е с л и  λ  1 и  g (х ) ^  с < -J- оо, т о  и н т е г р а л  \ f ( x ) d x

ТаТхадится. и & ( * ) ^ с > 0, т о  э т о т  интеграл
Более частная форма, удобная на практике:
Е с л и  при  х - + Ъ  ф у н к ц и я  f ( x )  я в л я е т с я  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш о й

п о р я д к а  λ > 0  (по  ср а вн ен и ю  е -j—L — ) . т о  и н т е г р а л  j  f { x ) d x

с х о д и т с я  и л и  р а с х о д и т с я  в  з а в и с и м о с т и  о т  т о го ,  “б у д е т  л и  
а \  I и л и  л S i  1.

i
d xΠ n u n  i a X _

п р и м е р ы .  1 ) 1  . ^  . Подинтегральная функция при л: — 1 пред-
fi

ставляет бесконечно большую порядка 1/i :

-  1 - -___ L .  _  1 1
V \ — X +  y f -  при л:—<· 1.

Следовательно, интеграл сходится 
1

2) J  у  ( i —  (4* < 1 )· Бесконечно большая порядка >/*, ин

теграл сходится.



X
3) § χ ν · \ η χ  dx .  Если μ  >  0, f ( x )  =  деМп х  —* 0 при х  — >■ О, интеграл 

о
существует как собственный. При μ=^0 подинтегральная функция обра
щается в бесконечность при л: =  0.

Если μ ;> — 1, то взяв λ под условием 1 >  λ >  ] μ ] = — μ, будем иметь

χ  — 0 (при х  —► 0)j

1
(* d xтак как интеграл I —λ- сходится, то и предложенный интеграл сходится 
'о

[по теореме, аналогичной теореме 2 п° 474] *.

Наконец, если μ  ?£ —  1, то интеграл  ̂х ^  d x  расходится, тем более рас-
о

ходится предложенный интеграл, ибо

* μ ln x  , , η-,------ =  ι π χ —> ос (при χ —>-0)

[по той же теореме].
Дальнейшие примеры читатель найдет в следующем п°.

Далее, применяя признак Б о л ь ц а н о  —  К о ш и ,  имеем такое общее 
условие сходимости: 

ь 
Д л я  с х о д и м о с т и  н е с о б с т в е н н о г о  и н т е г р а л а  §f ( x ) d x  (где  b —

а
о с о б а я  т о ч к а ) н е о б х о д и м о  и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  к а ж д о м у  ч и с л у  
ε^>0 о т в е ч а л о  т а к о е  ч и с л о  δ^>0, ч т о б ы  при  0< ^η< ^δ н 0<^ 
<^η'<^δ в ы п о л н я л о с ь  н е р а в е н с т в о

I ]  f ( x ) d x  |< ε .
Ь - η

Отсюда, как и выше, вытекает: 
ь 

Е с л и  с х о д и т с я  и н т е г р а л  J [ f { x )  | d x ,  т о  **  и п о д а вн о  с х о д и т с я
а

b
и н т е г р а л  jj / (x ) d x .
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. *  Мы применяем к функции дги- 1плг признаки, предназначенные для 
положительных функций, ибо она приводится к положительной простым из
менением знака.

** В предположении, что в каждом промежутке [a, b —  η] (η >  0), функ
ция f  (х) интегрируема (в собственном смысле).



Обратное, вообще говоря, неверно. Поэтому и здесь особо отли-
ъ

чают случай, когда наряду с интегралом  ̂ f ( x ) d x  сходится и 

ь а
тогда первый интеграл называют а б с о л ю т н о  тс х о д я -

щ и м с я ,  а функцию / (х ) —  а б с о л ю т н о  и н т е г р и р у е м о й  в промежут
ке [а, Ь \

Подобно последнему утверждению п ° 476 легко доказать и здесь: 
Е с л и  ф у н к ц и я  /  (х ) а б с о л ю т н о  и н т е г р и р у е м а  в п р о м е ж у т 

к е  [а, Ь], а  ф у н к ц и я  g ( х )  и н т е г р и р у е м а  в [а, Ь] в с о б с т в е н н о м  
с м ы с л е ,  т о  и ф у н к ц и я  f  ( х )  ■ g ( x )  б у д е т  а б с о л ю т н о  и н т е г р и 
р у е м а  в у к а з а н н о м  п р о м е ж у т к е .

Связь с бесконечными рядами дается теоремой:
ь

Д л я  с х о д и м о с т и  н е с о б с т в е н н о г о  и н т е г р а л а   ̂ f ( x ) d x  (где  b —
а

о с о б а я  т о ч к а )  н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  —  к а к о в а  бы ни  
б ы л а  в а р и а н т а  а п -*-Ь  —  р я д

ОО ап+1 0-
2  5 f ( x ) d x  (Оо =  а, а ^ а „ < ^ Ь )

η =  О о п

с х о д и л с я  к  о д н о й  и т о й  ж е  с у м м е ;  п о с л е д н я я  и д а ет  зн а ч е н и е  
н е с о б с т в е н н о г о  инт егр а л а .

Дадим п р и м е р  интеграла, сходящегося, но не абсолютно. Положим 
для 0 < * ig 2 ,

j* / \ в  2п« It/ ( * )  =  2 *- sm p  — — · co sp ,

она непрерывна при х > 0 , и единственной особой точкой для нее в проме
жутке- [0, 2] будет 0. С другой стороны, первообразной для / (х ), как не
трудно проверить, является функция

F (x )  =  x2- s in ^ ,
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которая имеет при х —*0 пределом /7(-{-0) =  0. Таким образом, интеграл
2

*  =  2 у Т
i

f ( x ) d x  =  x 2 · sin ^

сходится.
1

Для того чтобы обнаружить, что интеграл | | / ( х ) | Ж с  расходится, при

бегнем к представлению этого интеграла в виде ряда. Возьмем варианту 
ап —> 0, положив

i  г — 5—  I
ао=  2, °2A-i — у  if· [ · =  у~£  =  2, 3,



Тогда
00 ап - 1  т  “ s fe - l

V  ϋ l / W | A e » X  j \П*)\*х-
. Λ ,_ . X *  .яВ промежутке агк_ 1], т. е. для J —  -j-, s in ^ n c o s p

имеют противоположные знаки, так что f { x )  с о х р а н я е т  определенный 
знак, и поэтому

®2*-1 в2*-1 _ . 
jj \ f ( x ) \ d x  =  \ f ( x )  d x  =  I F ( a , b) | =  _  | >  T '

a4t
0»

Ввиду расходимости гармонического ряда ^  у  расходится и рассматривае-
1

мый ряд, а с ним и предложенный интеграл.

483. Примеры . Исследовать на сходимость интегралы
II 1 1

(■) f i T T *
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! ) (а)  ̂ i/  rf<P - - Т ’ (ό)  ̂ У  -Ж ’ (в'  ̂ IFTFУ  cos <р —  cos Θ J у  х  (ел —  е х ) ф

-п/2 π/4
С , „ . , , f  / cos θ —  sin Θ \P j

(г) y x g x p d x ,  (Д) J  ( coslJ +  sinT j  d i
δ — π /4

Р е ш е н и е , (а) Особая точка φ =  θ. Ввиду существования производной

* COS φ —  COS fi . .
l i m ------- :-----Ά —  « i n ·

подинтегральное выражение будет (при φ— <· Θ) бесконечно большой по
рядка ‘/а ^относительно g V ) .  С х о д и м о с т ь .

(б) Особая точка х  =  0. ^эк как
р Х ____ е - - х

lim  ---- —  =  2,
* - . о  *

то порядок подинтегрального выражения ^относительно - i )  будет 2/3. Сх о 
д и м о с т ь .

(в) И здесь
1п х  . ,у — j---1 при x — 1,

порядок ^относительно | равен 1. Р а с х о д и м о с т ь .
(г) Если р >  О, то особой точкой является π/2, при р <  0 особая точка 0. 

В обоих случаях подинтегральное выражение является бесконечно большой 
порядка j /71. Итак —  с х о д и м о с т ь  при | р | < 1  и р а с х о д и м о с т ь  
при \р I 3:1.
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(д) При р >  0 особой точкой будет —  -Ϊ-, а при р <  О особая точка γ .  
Ответ тот же, что и только что.

« I
i^  f  1ПХ . ... f  χ*-* —  χΒ-ι J

2) (a) \  y r = ?  <6> J  — ΠΓί—  “ *·
О (а. 4 > 0)
*

> У
(в) ^ In sin лг d.г, (г) j  In | sin* 0 — ft* | e/0 (* » <  1).

Р е ш е н и е ,  (а) При лг—>1 подинтегральная функция стремится к О, 
Особая точка х  =  0. ГТусть 0 < λ < 1 ,  тогда

ln .г 1 χ λ ln χ
_ 0 при х —>0;ν Τ - Α 1 X 1 у  I _  χ

с х о д и м о с т ь .
(б) При лг— 1, раскрыв неопределенность, найдем, что подинтегральная

функция имеет конечный предел (= 6 — а). Особая точка х  =  0 (если хоть 
одно из чисел a, b меньше 1, что мы и предположим). Отношение подин-
тегральной функции к числителю равно -р!----- >0 (при лг—*0). Ввиду схо-

«Г* X
[

димости интеграла  ̂(х°~1 —  x a~l) d x  сходится и предложенный интеграл. 
о

(в) Особая точка х  =  0. Пусть 0 <  λ <  I , имеем:

In sin л; / х  \* . .
- 1/д-х =  (τϊϊΓί) ‘ Sln х ‘ In sin х 0 ПРИ (χ — ° ) ;

с х о д и м о с т ь .
(г) Положим k  =  sin ω 0̂ <  ω j , особая точка θ =  ω. Пусть снова 

0 <  λ <  1, тогда
In I sin2 6 —  sin2 ω I

1/1 0 —  ω |λ sin 6 —  sin i
l

• | sinO —  sin ω |λ χ  

X {In I sin 0 — sin ω I -}- ln (sin В +  sin ω)}

стрсмится к нулю при А—· ω; интеграл с х о д и т с я
I I

3) (з) \  лс*-· (1 —  x f - ·  dx , (б) \  x a~l (] — x ) b~‘ In x  dx.
ό η

Р е ш е н и е ,  (а) При α < 1  особая точка 0, при b <  1 особая точка 1.
I

I 2 I
Разложим предложенный интеграл на два, например, так:  ̂e   ̂ -f-  ̂ .

о О

Так как подинтегральная функция при х —<■ 0 является бесконечно большой 
(если а < 1 )  порядка 1 —  а, то первый интеграл сходится лишь при усло
вии 1— а <  1, г. е. а >  0. Аналогично, второй сходится при Ъ >  0. Итак,



предложенный интеграл сходится в том и только в том случае, если одно
временно а >  0 и Ъ >  0.

(б) По отношению к точке лг =  0 положение осталось прежним. Доста-
1
2

точно рассмотреть интеграл  ̂ и притом в предположении а ^ 1  (приа> 1

интеграл существует, как собственный). Рассуждения те же, что и в при
мере 3) п° 482. Интеграл сходится при а >  0, как в случае (а).

Что касается точки х  =  \, то здесь положение изменилось, так как In а:
1

при х  —»1 является б е с к о н е ч н о  м а л о й  1-го порядка. Интеграл V

"J
существует при b >  — 1.

Окончательно, условия сходимости предложенного интеграла; а >  О, 
* >  —  1.

п
.ч I* sin"-^  rfy 
'  J  j 1 +  /г cos φ j™ *

u
Р е ш е н и е .  Так как случай k <  О приводится к случаю k >  О подста

новкой φ =  π — fu  то можно ограничиться предположением: k ^ O .  Кроме 
того, для сходимости интеграла во всяком случае необходимо: п >  0 —  иначе 
при φ—»0 (иди <р — π) подинтегральная функция становится бесконечно 
большой порядка 3= 1.

Если й-<1, то этого условия и достаточно. При k — 1 интеграл схо
диться не может, ибо при ψ—► π имеем бесконечно большую порядка 1. 

Пусть, наконец, к >  1. Тогда налицо еще одна особая точка.
а =  arccos -̂--, при о — а подинтегральное выражение обращается в беско
нечность порядка п, значит для сходимости интеграла нужно еще потре
бовать: п  <  1. _

Итак, интеграл с х о д и т с я ,  если l ) 0 s ? f t <T l  и я > 0  или 2 ) я > 1  
и 0 <  tt <  1; в прочих же случаях —  р а с х о д и т с я .

5) (a) J  d x ,  (б) J  d x ,  (в) j  хР~‘е~* dx.

Р е ш е н и е ,  (а) Особые точки: оо и (при а <  1) также 0. Если разбить
со I оо

интеграл: j  =   ̂-j- j  , то первый сходится при а > 0  (бесконечно большая

порядка 1— а <  1 относительно х), а второй —  при а ■< 1 ^бесконечно малая 

порядка 2 —  α >  1 относительно Итак, интеграл сходится при 0 < а < 1 .
со 1 оо

(б) Особые точки оо и 0, -f· Взяв О С  λ <  1, имеем

4β3| §  2 .  И Н ТЕГРА ЛЫ  ОТ Н ЕО ГРА Н И ЧЕН Н Ы Х  Ф УНКЦИЙ 5 8 9
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I
 ̂ сходится. Пусть теперь 1 < μ < 2 ,  тогда 

D

In χ  1 x ' 1шг _
пр"

« i ^  со
значит, и  ̂ сходится. Отсюда следует с х о д и м о с т ь  ^ .

1 1
(в) Особые точки оо и 0 (при p<z  1). ί существует лишь при />>0

ft
со

^бесконечно малая порядка 1— р  по отношению к ^ существует,

каково бы ни было р, так как, взяв λ >  1, имеем

х р - t g ~ X  χ \ + ρ - ι

- i y j i — j f ------- ° "P« * - “>■
OO
j  существует при ρ  >  0.

В следующих двух упражнениях рассматриваемые в конечном (или 
бесконечном) промежутке [а, Ь\ функции предполагаются имеющими в нем 
(или в каждой его конечной части —  если промежуток бесконечен) разве 
лишь конечное число особых точек.

6) Доказать, что
(а) если интегрируема функция / а, то и сама функция /  необходимо

будет абсолютно интегрируема (про такую функцию говорят, что она «инте
грируема с квадратом»);

(б) если обе функции /  и g  интегрируемы с квадратом, то и сумма их 
/+§■ также интегрируема с квадратом;

(в) при тех же предположениях и произведение f g  будет (абсолютно) 
интегрируемой функцией.

По теореме сравнения все это просто вытекает из неравенств

1 / | < Ц Л  <У+£)2^  2 </*+£=), |Λ | ^ £ + ΐ ! .

7) Для функций указанного класса могут быть установлены те же инте
гральные неравенства, какие были выведены в п°321 в предположении 
интегрируемости рассматриваемых функций в собственном смысле. Например, 
если единственной особой точкой во всех случаях является b (которое может 
быть и оо), то стоит лишь написать то или иное интегральное неравен
ство для промежутка [а, х0], где а < х 0 < Ь ,  а затем перейти к пределу 
при х 0—- Ь, чтобы установить справедливость неравенства и для несобствен
ных интегралов. При этом из сходимости интегралов в правой части не
равенства вытекает сходимость интегралов в левой части, сходно с тем, 
что мы имели в 375, 8) по отношению к бесконечным рядам.

484. Главные значения несобственных интегралов^ Допустим, что 
в промежутке [а, Ь\ задана функция f ( x ;), которая имеет <7дну лишь особую 
точку с в н у т р и  промежутка и интегрируема (в собственном смысле)
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в каждой части его, не содержащей е. Несобствейный интеграл от а до b 
определяется равенством

t t —ц #
\ f ( x ) d x =  lim {  S +  5 } ,
°  $ Ζ θ  °  С +  П'

причем предел должен существовать п р и  н е з а в и с и м о м  п р е д е л ь н о м  
п е р е х о д е  по η и по η'. В некоторых случаях, когда этот предел не 
существует, оказывается полезным рассмотреть предел того же выражения, 
если η и η' стремятся к нулю, о с т а в а я с ь  р а в н ы м и :  η' =  η —  0. Если 
этот предел существует, его называют (по примеру К о ш и )  главным зна-

ь
чением несобственного интеграла f ( x ) d x  и обозначают символом

■

Ь  с — η о

V. p. \ f ( x ) d x  =  lim {  $ +  $ } .
α Ί - *· °ο  с -f η

[V. р. —  начальные буквы от слов «Valeur principale», означающих по-фран-
*

цузски «главное значение»]. В  этом случае говорят, что интеграл   ̂f ( x ) d x
а

ь
существует в смысле главного значения. Если интеграл \) f ( x ) d x  Суще-

fit
ствует как несобственный, то он, очевидно, существует и в смысле главного 
значения; обратное же, вообще говоря, неверно. Рассмотрим п р и м е р ы .  

ъ
1) Интеграл  ̂ ^(а <  с <  V) как несобственный не существует, ибо

выражение

•~ Ч

J Г =  in - ^ L  +  ln - l
J  ~

c  +  η '

то получим выражение
с~ п

не имеет определенного предела, если η и η' стремятся к 0 н е з а в и с и м о  
д р у г  от  д р у г а .  В то же'время, если связать η и η' требованием η' =  η,

—  η  в

а  C +  η 
f

на деле не зависящее от η, так что главное значение интеграла существует;

ь
„  f  d x  b —V. Dk I --------« i n ------

*  J  Χ - β  β -
—  с 

а
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d x2) Интеграл  ̂ _ _ _ _ _  (а <  с <  ^  „ > 2 )  при п четном имеет беско*
а

нечное значение, а при п нечетном вовсе не существует, как несобст
венный.

•Рассмотрим выражение ·

С — η

f  d x  ζ  d x
)  J  ( * _ £ ) » “

: — !—  { ________________________________________________ 1_ _________ \_________i_________ !_________!_ / j)»* _ L _  l
n — 1 \(e — c)"-J (6 — e)"-' ' η"-1 1 1 ’ η»**!'

c + η

При n нечетном оно сводится к постоянному числу; таково же будет в этом 
случае и главное значение:

ь

ν · Ρ· ϋ  -  ^ у г г ] (« -н е ч е т н о е ) .

3) Рассмотрим, далее, расходящийся интеграл f  -г——— g ( O c f e c l ) .J  й sin * 
о

Особой точкой будет а =  arcsin к, и при Θ —► а подинтегральная функция 
обращается в бесконечность 1-го порядка. Имеем:

dO 1С,  . , ______j  к —  sin  U у  j  h» In ft — sin О
1 —  k  sin 0 —  У 1 — ft2 cos t· 

1

Поэтому
V 1 — k 2

In
sin ч —  sin ί

1 —  cos ( a  —  0)

α-η
I* , I* _  1 r sin a Sin (a  η) 1 —  COS a )

.) .* У  1 —  k* I  Sin ( a  +  η )  —  Sin a * Sin a  j *
J α - f  η

При η —► 0 выражение под знаком логарифма в первом слагаемом стремится 
к 1 (в чем нетрудно убедиться, раскрывая неопределенность по правилу 
Л о п и т а л я). Окончательно,

V  ί' dl)
P '  .1 к  —  s in  О 

U у  1—  к2
In —--- У  У-  (0 <  к <  1).



В некоторых случаях можно наперед установить существование главного 
значения интеграла. Остановимся на одном таком случае. Пусть дан интеграл

ь
С
j  / ( * ) ’ 
а

где функция f ( x )  непрерывна в промежутке [а, Ъ\ и обращается в 0 в одной 
лишь точке с внутри промежутка. Предположим, что в окрестности точки с 
существует первая производная / '  (х), не обращающаяся в 0 при дс =  с, а в 
этой точке существует и вторая производная / "  (с).

Так как — -—  пои х —»с  является бесконечно большой 1-го порядка, 
f ( x )

и притом меняя знак при прохождении х  через с, то предложенный интеграл 
не существует. Покажем, что он существует в смысле главного значения. 

Положим

7 W =  /(<0 (x  —  c ) + t f W ’
эта функция для x z £ c  непрерывна. Вблизи х  =  с имеем, по формуле 
Т е й л о р а  с дополнительным членом в форме П е а н о [ 124J:

/ (лг) =  / ' (с) (х  —  с) +  [/" (с) +  а (*)] · ( Х ~ ^ ~ , 

где а (дс) —>0 при х —*с. Тогда, очевидно,

\ [ f "  (с )+  « (* )!

* (Д:)= I Γ Ϊ ? )  +  · { Χ )
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/' (с) [/' (ί) + г  {с) j 7—— (χ -  ο]
так что <? (х) вблизи х ~ с  остается ограниченной и, следовательно,^ инте
грируема даже в собственном смысле. Так как для функции ^   ̂ с
интеграл существует в смысле главного значения [см. 1)], то это справедливо 
и относительно предложенного интеграла.

С помощью этого признака, например, легко установить существование 
главного значения в примере 3). Другим примером может служить опреде
ление одной важной неэлементарной функции, так называемого «интеграль
ного логарифма>:

а
Г d x

1.1 ln x

Этот интеграл сходится лишь при 0 <  а <  1; при а >  1 его понимают именно 
в смысле главного значения. ,

Нетрудно распространить понятие главного значения и на случаи любого 
конечного числа особых точек в н у т р и  рассматриваемого промежутка.

До сих пор мы и с к л ю ч а л и  возможность особенностей на концах 
промежутка; можно этого не делать, если только при гГостроении главных 
значений этих именно особенностей в расчет не принимать.

4) Пусть, например, предложен заведомо расходящийся интеграл (а >  О)
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Особыми здесь буду^ точка лг=1 и (если а <. 1) конец промежутка *«= 0. 
«легко показать, что в этом случае

. приводится просто к интегралу

(при а <  1 —  несобственному).
В заключение рассмотрим еще одну разновидность сглавного значения», 

которою нередко приходится пользоваться. Именно, остановимся на инте
грале, распространенном на бесконечный в о б е  с т о р о н ы  промежуток 

+<*>), причем внутри промежутка мы не предполагаем наличия
особых точек. Как известно, такой интеграл может быть определен предель
ным равенством

V + с о  л
\ f ( x ) d x  =  lim \ f ( x ) d x ,  ,

— СО Л —►-(-СО^-
Л '—»· — со

гд е  п р е д е л ь н ы й  п е р е х о д  по А и по A' п р е д п о л а г а е т с я
н е з а в и с и м ы м  о д и н  от  д р у г о г о .  Может оказаться, однако, что 
в этом смысле предела нет, но существует предел, отвечающий част
ному предположению A' =  — А. Его также называют главным значением

- f  со
интеграла  ̂ f ( x ) d x  и обозначают символом

— 00 -
Ч-OO А

Например, если функция f ( x )  н е ч е т н а я ,  то ее интеграл в симметрич
ном относительно 0 промежутке (— А, А) будет равен 0, так что и

—f—00
V. р. J  f ( x )  d x  =  0,

—  СО 

-f 00
хотя несобственного интеграла  ̂ f ( x ) d x  может и вовсе не существовать

—  СО
(как, скажем, для функции sin лг).

Если функция /  (х) ч е т н а я, то

А  А
[  f ( x )  d x  =  2 \ f  (jc) dx ,

- A  0
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предел для этого интеграла существует в том и только в том случае,
А

-когда существует предел для интеграла \ ^ f ( x ) d x , т. е. существует несоб-
II

-{-оо Н-оо
ственный интеграл { f ( x ) d x y а с ним и интеграл  ̂ f ( x ) d x .  Таким обра- 

0 -о°
зом, для четной функции главное значение интеграла существует лишь 
одновременно с несобственным интегралом (и, естественно, равно ему).

Любую функцию f  (х) (интегрируемую в каждом конечном промежутке) 
можно представить в виде суммы двух функций, ч е т н о й  и н е ч е т н о й

(сохраняющих то же’ свойство интегрируемости).
Из сказанного выше теперь ясно, что

+  о о  + О Э

V. р. 5 f ( x ) d x =  5 4 ( x ) d x >
— со — ос

если последний несобственный интеграл существует. Например, замечая, что
I I -  1 X

функция j- ^ ^ 4  состоит из четной части  ̂ и нечетной части
сразу можно написать

-{-СО -J-CO

I' 1 -t- x  . d x
ρ · 3 i  ΐ ΐ ? :

*
— 00

485. З ам еч ан и е  об обобщ енны х зн ач ен и ях  р асх о д ящ и х ся  и н т е г р а 
лов. В § 9 главы X I мы занимались суммированием р а с х о д я щ и х с я  р я 
дов,  приписывая такому ряду —  по тому или иному правилу —  «обобщенную 
сумму». Подобно этому, существуют методы, позволяющие в иных случаях 
и р а с х о д я щ и м с я  и н т е г р а л а м  приписывать «обобщенные значения». 
Собственно говоря, мы делали это и в предыдущем п° именно тем, что вносили 
некоторые упрощающие частные ограничения в предельные процессы, которые 
приводят к обычным несобственным интегралам. Здесь же мы име£м в виду 
уже существенно иные процессы, сходные с теми, какими мы пользовались 
по отношению к расходящимся рядам. Мы ограничимся двумя примерами 
таких процессов, которые служат аналогами метода Ч е з а р о и метода 
П у а с с о н а  —  А б е л я  для рядов.

1. Пусть функция f ( x )  определена для х ^ О  и интегрируема в соо- 
ственном смысле в каждом конечном промежутке [0, х], но не интегрируема 
в промежутке [0, оо]. Определим функцию ^

F ( x )  =  \ f ( t ) d t

и составим с р е д н е е  ее з н а ч е н и е
лГ

1  j  F(u)du.



Если для него существует конечной предел

Ж
lim — f  F ( u ) d u  —  I

то это число и рассматривают как обобщенное значение» интеграла.
Применим этот процесс, для примера, к известному нам расходящемуся 

интегралу J
о»

sin x  d x  (6)

ГЛ . Х Ш . Н Е С О Б С ТВ ЕН Н Ы Е И Н Т ЕГРА Л Ы  |485

[472, 4)]. Здесь f ( x )  =  s inx , F ( x ) — \ —  cosx ,  и

X
lim - i f F (u )  d u =  lim ^ ~ sin*  =  i.

* - .0 0  ■* J  x

В качестве «обобщенного значения» расходящегося интеграла (6) потучилось 
таким образом, число 1.

Естественно, и здесь возникает вопрос о р е г у л я р н о с т и  изложен
ного метода: приписывает ли этот метод с х о д я щ е м у с я  интегралу

с о

j  f ( x )  d x ,  (7)

имеющему по определению п°470 конечное значение /, и в качестве «обоб
щенного значения» —  то же число /. Покажем, что это именно так.

По произвольному числу ε >  О, ввиду сходимости интеграла (7), най
дется такое лг0 >  0, что для х 5 г х 0 будет

я

\ F ( x )  —  I \ < L ~ t где F ( x ) =  j  f ( t ) d t .

Предполагая х > х 0, имеем

Л χ

- J  ̂ F  (и) du  —  / =   ̂ [ F ( u ) — I] d a  =
δ δ

** *
=  у  +  ( ϊ  — . _ _ 1 _  (J IF { a ) - I ) d u ,

О m-
так что

x
1 *

-  \  F  (u) da  —  / < J L |  f  [ F { u ) — I} d u  +  χ ^ _ χ  ξ | F (u ) —  l \ d u .
δ  " i 0
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Второе слагаемое справа (по самому выбору числа х 0у, первое же тоже 

станет < - у , при достаточно большом х ,  и одновременно:
X

Таким образом, действительно
л

lim —  f  F(u)du =  I,

ч. и тр. д.
II. На этот раз по заданной функции f ( x ) ,  для которой интеграл (7) не 

существует, введем в рассмотрение другой интеграл

Если последний интеграл при ft >  0 сходится и существует конечный предел

то этот предел и принимается за «обобщенное значение» расходящегося 
интеграла (7).

Чтобы дать пример, рассмотрим вновь интеграл (6). Так как

[472, 1)] стремится к 1 при й — +  0. то и здесь в качестве «обобщенного 
значения» интеграла (6) получается 1.

К вопросу о регулярности второго метода мы вернемся ниже [520].

§ 3. Свойства и преобразование несобственных интегралов

486, Простейшие свойства. М ы будем рассматривать функции, 
интегрируемые (в собственном или несобственном смысле) в конечном 
или бесконечном промежутке [а, Ъ \  Таким образом, а и b могут 
означать не только конечные числа, но также и ± о о .  Простейшие 
свойства несобственных интегралов, которые мы лишь перечислим, 
вполне аналогичны свойствам собственных интегралов [302 —  306] и 
получаются из них единообразным приемом. Так как несобственные 
интегралы суть пределы собственных, то обычно достаточно написать 
для этих последних равенство или неравенство, выражающее требуе
мое свойство, и перейти к  пределам.

ОО

о

со

о δ
lim  ̂ e~kxf  (x) d x  =  /,

CD

I  e~kx sin x  d x
V

k 2 + I



Здесь, прежде всего, также можно ввести понятие о б  и н т е г р а л е  
п о  о р и е н т и р о в а н н о м у  п р о м е ж у т к у  и установить:

I м. Е с л и  f  ( х )  и н т е г р и р у е м а  в п р о м е ж у т к е  [Ь, а], т о  она  
и н т е г р и р у е м а  г  п р о м е ж у т к е  [а, Ь], п р и ч е м

Ь а

\ f ( x )  d x  =  —  $ / (х )  d x .  
а Й

[Можно принять это просто за о п р е д е л е н и е  интеграла 

§ для случая, когда - > » J .

Далее:
2°. П у с т ь  f i x ' )  и н т е г р и р у е м а  в н а и б о л ь ш е м  * и з  п р о м е ж у т к о в  

[а, Ь], [а, с] и [с, Ъ\. Тогда она  и н т е г р и р у е м а  в д в у х  д р уги х ,  и 
и м е е т  м е с т о  р а в е н с т в о

Ь с ъ
\ f ( x ) d x = ^ f { x ) d x - \ -  \) f ( x ) d x .
а Л  с

3°. Е с л и  f ( x )  и н т е г р и р у е м а  в [а, Ь\ и  с —  const, т о  и  с - / (л ;) 
т а к ж е  и н т е гр и р у е м а ,  и

ь ь
\ c - f  (x ) d x = r c - \ f { x ) d x .
•  а

4°. П у с т ь  ф у н к ц и и  f  ( χ )  и g ( x )  —  обе и н т е гр и р у е м ы  в про
м е ж у т к е  [а, Ь\, т о гд а  и н т е г р и р у е м а  и ф у н к ц и я  f  ( х ) ±  g  (jc), и

ь ъ ь
ϋ [/ ( x )  ± g ( * ) ]  d x  =  \ f ( x ) d x ± : \ g ( x )  d x .
β α α

При доказательстве** этого (и следующего) свойства следует 
иметь в виду замечание п ° 479. Пусть, скажем, b будет единствен
ной особой точкой для той или другой из функций f ( x ) ,  g ( x ) .  
Тогда, написав равенство

*0 ■*<) -*0
$ [/  (x ) ± g ( x ) \  d x  =  $ f ( x )  d x ± \ g  ( x )  d x  (a  <  x 0 <  b),
ж —

* Точнее: в том1 из промежутков, который содержит в себе оба других.
** По отношению к интегралам с бесконечным пределом свойства 3° и 

4° уже упоминались в п° 473 и даже использовались в последующих п°. 
Здесь они приводятся в более общей формулировке.



можно из него получить предшествующую формулу, переходя к 
пределам при х 0 -► Ь, как в том случае, когда все интегралы от 
а до b  несобственные, так и в том, когда один из них собственный.

5°. Если для двух интегрируемых в [а, Ь\ функций f  (х) и 
g (x ) выполняется неравенство f  (x )^ g (x ) ,  т о  при а<^Ь

ь ъ
J /  (x) dx 5 £ Μ  άχ · 
а а

6°. Е с л и  ф у н к ц и я  f ( x )  в п р о м е ж у т к е  [а, Ь] а б с о л ю т н о  
и н т е гр и р у е м а ,  т о  (при а < ^ Ь )

ь ъ15/ (.x:)
I а а

7°. Е с л и  ф у н к ц и я  f { x )  и н т е г р и р у е м а  в [а , Ь], т о  при л ю б о м  
х  и з  э т о г о  п р о м е ж у т к а  с у щ е с т в у е т  и н т е г р а л

Ф ( * )  =  $ / (0 Л  (1)
•

и п р е д с т а в л я е т  собой  н е п р ер ы вн ую  ф у н к ц и ю  о т  х .
Пусть а < ^ Х о ^ Ь \  докажем, например, непрерывность функции 

Ф(лс) при лг =  х 0 слева. Взяв с между а и лг„ так, чтобы в про
межутке [с, jc0] не было особых точек, исключая разве лишь х 0,
имеем для с < ^ х

\ f { t ) d t = \ f { t ) d t +  \ f ( t ) d t  ( 2)
н а с

и достаточно установить, что
X Хо

lim \ f { t ) d t = \  f(t)d t.
X —► Xq — 0 c c

А это равенство имеет место [см. замечание п ° 479] как в случае,
когда интеграл справа —  собственный, так и в случае, когда он
несобственный.

Если д;0 =  & =  -{-оо, то непрерывность функции Ф (х )  при 
x  =  -J-oo понимается в том смысле, что

+ оо
lim Ф  (л-) =  Ф  (-j-со) =  jj f(t)d t.

J T - » - ( - C O  а
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89. П р и  т е х  ж е  п р е д п о л о ж е н и я х ,  е с л и  в  т о ч к е  χ  =  χ 0 ф у н к ц и я  
f ( x )  непреры вна ,  с у щ е с т в у е т  п р о и з в о д н а я  д л я  ф у н к ц и и  Ф (х )  
[см. (1)] в э т о й  т о ч к е ,  и

Ф ' О в ) = / ( * „ ) .

Для доказательства используется разложение (2), с ссылкой на 
аналогичное свойство собственного интеграла.

Легко перефразировать свойства 7° и 8 ° для случая, когда пере
менным является нижний предел интеграла.

487. Теоремы о среднем значении. Первая теорема о среднем 
значении в первоначальной форме [304, 9°] существенно предполагает 
функцию / ( х )  ограниченной, а промежуток конечным, и потому не 
может быть перенесена на случай несобственного интеграла. В обоб
щенной же форме [304, 10°) ее перенести можно:

П е р я а я  т е о р е м а  о с р е д н е м  з н а ч е н и и .  Пусть функции f ( x )  
и б ( х ) о б *  интегрируемы в промеж утке [a, b ], причем J ( x )  
ограничена·.

т ^ / ( х ) * £ М ,

а ё ( х ) н е  м е н я е т  з н а к а ;  т о гд а  и ф у н к ц и я  f  ( х )  ■ g  ( х )  и н т е гр и 
р у е м а  и

ь в
$/(-*) * g  (* ) d x  =  i* 5 g (Jf) dx,
<J a

где /и ig  [x M.
Существование интеграла вытекает из заключительной теоремы 

п° 475 и аналогичной ей теоремы п° 482. Само же равенство 
доказывается формально так же, как и для собственных интегралов.

Если функция / (λ;) н е п р е р ы в н а  в замкнутом промежутке 
[а, Ь\, то за m, М  можно взять наименьшее и наибольшее значение 
/ (λ;) в [а, Ь], и множитель р, оказывается равным одному из значений 
функции /(л г ) :

» ь

\ f ( x ) - g ( x )  d x = f ( c ) - \ g (x ) dx,
а а

где с содержится в [а, Ь\. Это верно и в том случае, если промежу
ток [a, b] бесконечен, ибо теоремы В е й е р ш т р а с с а  и Б о л ь 
ц а н о  —  К о ш и  [85, 82] для этого случая также справедливы, 
в чем предлагаем читателю убедиться самому.

Имеет место также [ср. 306, 14°]:
Вторая теорема о среднем значении. П у с т ь  ф у н к ц и я / ( л г )  

м о н о т о н н а  и о гр а н ичен а  в п р о м е ж у т к е  [а, Ь\, а  ф у н к ц и я  g ( x )  
и н т е г р и р у е м а  в э т о м  п р о м е ж у т к е .  Тогда и ф у н к ц и я  f { x ) - g ( x )



та к ж е  интегрируема, и
ь г ь
\ f (x )  -Six) d x = f {a )  ξ g (x ) d x -\-fib) jjg (x )d x
a  a  i

(a < ■ : ^  b).

Остановимся для определенности на случае, когда а конечно, 
Ь —  -\-оо и других особых точек для g (x ) нет. Существование 
интеграла вытекает из признака А б е л я .

Без умаления общности можно считать функцию/ ( х )  у б ы в а ю щ е й .  
Ввиду ограниченности ее, существует конечный предел

/ ( + о о ) =  lim f (x ).
« — - f 3 S

Тогда f * ( x ) = f i x ) — / (- (- о о )^ О . Для конечного промежутка 
[а, А] имеем [306,13°]:

*  л
5 / *  С*) g С*) dx = / *  (а) 5 £ (х ) dx ( Ж  η <  Α). (3)
Λ Λ

λ
Непрерывная в промежутке [a, -f-со] функция ^ g (x )d x  от А имеет

а

к о н е ч н ы е  границы m, М, так что [см. (3)]
Л

m ■/* ( а ) С  § / *  ix )g ix )d x  M - f * ia)
9

и, в пределе при А -* -}- оо,

m -f* ia) ^  \ f * (x )g ix )d x 4 ^ M - f* ia ) .
Л

Отсюда
+  со

\ / *  (x )g (x )d x  =  \>.-f* (a) im ^ ix ^ M ) .  (4)

А

Но непрерывная функция достигает своих границ m, М
а

и принимает любое содержащееся между ними значение, т. е. 
ί

t1 =  J 8 i-*-) гле a -j- оо.
а

Полагая в (4) / * (д г )= / (х) —  /(-(-оо) и подставляя только что 
найденное выражение для [а, и  придем к доказываемой формуле.
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488. Интегрирование по частям в случае несобственных 
интегралов. Пусть функции и =  и (х )  и ζ> =  ιι(λγ) определены и 
непрерывны вместе со своими первыми производными во всех точках 
промежутка [а, Ь], исключая точку b (которая может быть равна 
и -f-oo). Тогда имеет место равенство

При этом предполагается, что из т р е х  входящих в равенство выра
жений (два интеграла и двойная подстановка) имеют смысл два:  
существование третьего отсюда уже вытекаёт.

В  самом деле, взяв а<^х0<^Ь, напишем обычную формулу 
интегрирования по частям для промежутка [а, х 0], где все инте
гралы —  собственные:

Пусть теперь в этом равенстве х 0 стремится к Ь. По условию, два из 
входящих в него выражений имеют конечные пределы при х ^ - х а*. 
Следовательно, имеет конечный предел также третье выражение, и 
доказываемое равенство оправдывается с помощью предельного пере
хода.

489. Примеры.

— интегрированием по частям здесь удалось свести несобственный интеграл 
к собственному и тем доказать существование несобственного интеграла 
[ср. 483, 2) (в)]. Ту же особенность имеют и следующие примеры:

ь ь
 ̂udv =  ιιν —  J  v du,

а а

если под двойной подстановкой понимать разность 

l im  и (x) v (х) —  и (a) v (а).

J udv =  [н (лг0) v (Хо) —  u (a )v  (α)] —   ̂ v da.
a a

π

sin x dx =  x ln sfn x 3 о
Г cos x . i*\ x ■ ---dx =  — \
J  sin *  ,)о 0

dx =  —

In x ■ arctg x

• См. замечание n° 477.



б) Аналогично -

е ___  с
J V 1—л:8 J *
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а ' »
00 о о

3) У * г в _ _ р я г - _ а - | Г _ 5 = -

Так как и* двойная подстановка и интеграл справа имеют смысл, то этим 
снова доказано существование интеграла слева [ср. 476, 477].

Совершенно аналогично можно установить существование интеграла
СО

d x  (α, λ >  0), если функция f ( x )  непрерывна и интеграл от нее
а

х
F ( x ) ^ ^ f ( x ) d x  ограничен для всех х  >  а. [Это вытекает и из признака 

а
Д ц р и х л е ] .

Путем интегрирования по частям иной раз получаются рекуррентные 
формулы, с помощью которых затем уже легко осуществляется вычисление 
предложенных интегралов. Проиллюстрируем это на следующих примерах 
(и и k — натуральные числа):

СО

4) /„ е~( · t n dt.

Имеем:
1 СО

/ „ = — e~l - t n | J °  +  е~‘ ■ t* -1 d t  =

откуда /„ =  п\
Уничтожение двойной подстановки здесь (и в дальнейших примерах) 

создает преимущество для применения формулы интегрирования по частям 
именно к определенным интегралам (а не к неопределенным).

ОО

5) Еп =  jj е~ах sin" x  d x  (а >  0).

Прежде всего, интегрируя по частям, найдем:

Е„ = ---— е~ах sin п х

00
е-ох  sin"-1 л:cos x  dx.

Так как двойная подстановка равна нулю, то, снова прибегая к интегриро
ванию по частям, получим далее:

Е п «■ — 2  е~ах s*n n~1 x  cos х 4- п ^  —i i  f  е~а х  s i n " - 2  x  c o s 2 x  d x  —  
α ί

e~ax sin" x dx.
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Если заменить здесь cos2 л: на 1 — sin2 л:, то легко прийти к рекуррент
ной формуле:

п ( п  —  1)
и2 -f- а2

Так как £ . =  — и Е, = , —г—т . то окончательно для случаев нечет-* а * 1 +  в·* *
ного и четного п найдем соответственно:

„  2ft — 1!
2/г—1 =

£.*■

(1 +  a2)(3 2 +  a2)...(2 ft —  12 +  а2) 
. 2ft!

а (22 +  а2) (42 +  a3)...(2ft2 +  a2)
6) Легко распространяется на случай несобственных интегралов и 

о б о б щ е н н а я  формула интегрирования по частям [311 (7)].
Пусть, например, предложен интеграл

СО

/<=5 e - iP ^ x -L n ( x ) d x ,
о

где р  >  0 и Ln (λ;) означает так называемый п-й многочлен Ч е б ы ш е в а  — 
Л а г е p р а (Е. Laguerre)

ή η (χ ηρ-χ\
1» (*) =  **· ---- (я =  0, 1, 2, ...).

Пользуясь упомянутой формулой, будем иметь 

„  f  _DX d n ( x ne~x ) .
K = y P* ' d x ■ =

Г  rfx™-1 +  t d x «-1 f j 0 +

и, окончательно [(см. 4)]:

С d ne~fx ί*+  (— 1)”  \ x ne~x . d x  =  p n \ x ne~lP+ u x d x

TS __ P* | | l
(/»+  1)л+1

Аналогично устанавливаются результаты:
оо

t*  - j :  t / \ , /  ч  I  ° >  е С Л И  k Ф  n\  e Ln (x) ■ Lk (.x ) d x  _  есди _  я>
о

490. Замена переменных в несобственных интегралах. Пусть 
функция / (л:) определена и непрерывна в конечном или бесконечном 
промежутке [а, Ь) и, следовательно, интегрируема в собственном 
смысле в каждой его части, не содержащей точки Ь, которая может 
быть и -f-oo; эта точка, по предположению, является единственной 
особой точкой для функции f ( x ) .
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Рассмотрим теперь м о н о т о н н о  в о з р а с т а ю щ у ю  функцию 
х =  непрерывную вместе со своей производной φ'  (t) в про
межутке [α, β), где β может быть и -)-оо, и допустим, что ср(а) =  а

i и f ( P )  =  ft. Последнее равенство надлежит понимать в том смысле, 
что lim φ (t) =  b.

ί-»ρ
> При этих условиях имеет место равенство

ь β
(x) dx =  (у (t)) (5 )

а а

в предположении, что существует один из этих интегралов (суще
ствование другого отсюда уже вытекает). Второй интеграл будет либо 
собственным, либо несобственным —  с единственной особой точкой β.

По теореме об обратной функции [83] ясно, что и t  можно рас
сматривать как монотонно возрастающую и непрерывную функцию 
от л  в [а, Ь)·. ί =  θ(χ), причем lim Θ (jc) =  β.

'ДГ
Пусть теперь дг0 и U будут произвольные, но соответствующие 

одно другому значения х  и t и из промежутков {а, Ь) и (α, β). 
Тогда с помощью замены переменной в собственном интеграле будем 
иметь I

Ха h
\ f { x ) d x  =  \ f (${ t ) ) -4’ {t)dt.
а а

Если существует, скажем, второй из интегралов (5), то станем при
ближать п р о и з в о л ь н ы м  о б р а з о м  лг0 к Ь; при этом ta =  6(лг0) 
устремится к β, и мы установим формулу (5), одновременно с дока
зательством существования интеграла слева.

Наше рассуждение одинаково применимо в случае м о н о т о н н о  
у б ы в а ю щ е й  функции φ(ί), когда α ^ β .  Так же исчерпываются 
и другие возможные случаи распределения особых точек. При рас
становке пределов в преобразованном интеграле всегда следует по
мнить, что н и ж н и й  п р е д е л  а д о л ж е н  с о о т в е т с т в о в а т ь  н и ж н е м у  
п р ед елу  а, а  в е р х н и й  п р е д е л  β —  в е р х н е м у  п р ед ел у  Ь, н е з а в и с и м о  
о т  т о го ,  б у д е т  л и  « <  и л и  ^>β.

CD

f" dx491. Примеры. 1) Интеграл ι - (ft2 <  1 <  x 0) под-
J  У  χ  ( x — 1)(лг —  ft2)

1 2 ^  становкой x  =  - j j ,  d x x  —  -ψ d t  приводится к интегралу



Здесь а =  х 0, Ь =  со, a a» j __, р =  0. Несобственный интеграл преобра-
V  Хо

зуется в собственный.
2) Вычислить интеграл

β ο β  г л .  X III . Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н ТЕГРА Л Ы

dx*
Y  (х  —  а ) ( Ь —̂  х )

подстановкой
х  =  a cos2 φ -f- b sin2 φ.

У к а з а н и е . Здесь α =  0, и искомый интеграл приводится к
собственному интегралу

It 
"2

Sо
to

3) Для установления сходимости интеграла \ sin x 2 d x  выполним в нем

2  ̂ dy  =  π.

ί_  41
замену переменной: х  =  у  t  , d x  =  ^ . α » α  =  0, £ =  β =  оо. Мы полу-

в>
чип заведомо сходящийся [476 или 489, 3)] интеграл ~  1 ^  d t , следо-

ь  y t
вательно, сходится и предложенный интеграл. Интересно отметить, что под- 
йнтегральная функция в нем при х — <-оэ не стремится ни к какому пределу, 
колеблясь между — 1 и -f-1.

СО

, Аналогично исчерпывается вопрос о сходимости интеграла  ̂ cos x 2 dx .
и

В следующем примере устанавливается более общий результат.
4) Доказать, что интегралы

ОО СО

 ̂ sin (/  (x)) d x ,  ) cos { f  (x)) d x
a a

сходятся, если f  (x) монотонно возрастает и стремится к оо при х —>со.
Прежде всего, / ' (х) >  0 для достаточно больших х  и f ( x )  монотонно 

возрастает; будем считать, что это имеет место уже начиная с х  =  а. С по
мощью формулы конечных приращений получаем

/  (x +  1) =  /  (х) +  / ' (х  +  Θ) 5» /  (в) +  / ' (X),

"следовательно, сама функция f ( x ) —* со при х —>со. Введем новую пере
менную t = f  (x), так что

x  =  g ( t ) ,  d x  =  g' (i) d t [α =  f ( a ) ,  β =  со], 

если через g  обозначить функцию, обратную/. Но производная g ’ (t) =

/
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монотонно убывает и стремится к 0 при t —>оо. Поэтому преобразованные 
ннтегралы

со со

§ sin t  · g' (t) dt, § cos t  · g ' (t) d t
/ ( a )  / ( o )

по признаку Д и р и х л е  сходятся, а с ними сходятся и предложенные ин
тегралы.

00
5) Для вычисления интеграла ^ d x  [его сходимость мы уже

о
оо 1 оо

установили в 483, 5) (б)] разобьем его на два:  ̂ Во вторбм из
о u Т

I  
t

зультату

них сделаем подстановку х  =  ~-  (в =  1, 6 =  со, а =  1, β =  0) и придем к ре

С \ п х  . f  ln t  .. С ln x

откуда следует, что предложенный интеграл равен 0.
6) Пусть дан несобственный интеграл

V I  — х*
d x ,

подстановкой jc =  sin ί ^β =  0, 6 =  1, a =  О, он приводится к соб
ственному интегралу

7) Вычисление интеграла
СО

■J а х

[ср. 472, 2)]- может быть очень упрощено применением целесообразных под
становок.

Прежде всего, к нему приводится интеграл

09I х а d x  
УЦ-х*



АЛЯ

подстановкой л: =  у  (я =  0, Ь = х 1 а = о о ,  β =  0), так что можно написать

г л - X I» .  Н ЕС О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н ТЕГРА Л Ы  [491

ш СО / 1 t/= 1 f 0+*2) d x  1 г(1+р)' 2J 1 + *4
4 х

1

Если теперь прибегнуть к подстановке х ---?-=  2 (я =  0, δ =  +  αο, а =  — оо,
Р =  + го ), то сразу получим 

+ “
/

- И
dz 1 z

** +  2 _ 2 К 2  arCtg7 f
-f-* ОО π
- «  2 У 2 '

А

f db
—p = L  естественно положить t  =  У  te  θ - J  >Atg e  Г g ,

6 =  arctg i 2 fa =  0, b =  ~ ,  a =  0, p =  ooj; мы придем к только что вычис-т. е.
f V

i" dtленному интегралу: 2 и
) '  +  t l У  2

9) Установить формулы:
1

,(аа- Д ^ )» / 1 - х * т«
1

d x arcsin а
(x.2 —  а2) у  х 2 —  1 a y  1 — α2

d x π
(B' J .  (х* +  а .)  у  -  а (а >  0):

(г) f ------- - Х ~  1п (а +  У  1 +  ie>0)·(х2 4 -  a2) ΐ Λ ^ Γ Τ  -  V  ( ^  0 )’

( . )  J

(X2 +  а2) У х 2 —  1 а У" 1 Н- а;

</ДГ In (а  +  l / V —  1)
---------- -- -------i  ( a > l ) ,

J  +  a  / а 2 —  1

=  1 (α =  1),
__ arccos a
~  a У  1 — а1

(О <  a <  1).

У к а з а н и e . Во всех случаях воспользоваться подстановкой А б е л я



I 10) Вопрос о сходимости интегралов

f  - dX ί ------ ϊ-----^ΤΤΤϊ— Г (λ >  0, α >  1, Α >  e)
\  χ  1η* χ  ·  }  x  ■ ln χ  ■ 1ηλ (1η λ;)

ί  Α

сразу решается, если подстановкой

t  =  In x ,  и  =  In (ln λ:)

Ι  491] § 3. П Р Е О Б Р А ЗО В А Н И Е  Н ЕС О БС ТВ ЕН Н Ы Х  И Н ТЕГРА ЛО В

привести их к интегралам

С d t  С d a
j  ? ’ J  7

In a la [In A)

__оба сходятся при λ > 1  и расходятся при λ ^ Ι .
В сл е д у ю щ и х  упражнениях под / (и ) разумеется произвольная непре

рывная для и ^ О  функция.
11) Доказать, что

“ > 0 ) ·

если только интегралы сходятся. й   , „ ч
У к а з а н и е .  Прибегнуть к подстановке х  —  аеа (а =  — оо, р----(-оо).
12) Доказать, что (при р > 0)

° °  d
(а) {  f ( x p +  х ~р) ln х  —  = 0 ,

ί

° °  ,i1 d x  Λ(б) \  f ( x p +  х~р) In *  ϊ-ρ^5 =  0 ,

если только интегралы сходятся.

Например, для (а) имеем:  ̂  ̂ , но  ̂ как в этом легко

убедиться подстановкой х  =  -^·, и т. д.
13) В предположении, что сходится интеграл справа, доказать формулу

Г

2 0  Г .  М .  Ф и л т е в г о л ь ц ,  т ,  I I



βίο

Подстановка у = А х __— /я*» ^  ,
X  * ~ + о е ,  α- O , P =  +oc J  дает

! ) ' ] · Κ # ) * , =

+  00 - f -  о т

= А  ί  f
α

Но последний интеграл подстановкой *  =  _ ^ / . _ П А  ,
в m  /4/ '  —  > ° = - +  ОС, а =  —  5ВР =  0) приводится к

ГЛ. X III. Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы  |

так что 1:0

' [ ί * * - * ) ' } - *  w  —00 · ·*

ф0™ . (ВВИДУ ЧеТН0СТИ подинтегральной функции) „  вытекает требуемая

градах^ ^ ^ е м м ЧкНо д а о ^ Днга^а̂ ре™ нНо5?е1<ен,,ой "  несобствеяиых инте- 
исследовали на непрерьТ“,]ос ”  ф ^ ю В п* 439, I) мы

00
/(*)= У ___ *

Ш  пР +  х* . ПЯ ’П= ]
но не установили ее поведения в тпчкр = ™
q >  1 и /> +  0 <£2 . "  втом случае, когда 1,

Воспользовавшись формулой (10 а) в сноске cm ■»№ 
сумму ряда с н и з у  с помощью интеграла: Р' ’ “ 0ЖН0 °Ч енить

1 
00

I»* Λ JTtffУСдг>
1 tP -f t4 ■ X s ·

2

П олаЬя „ е с ь  ,  =  ,  ^

Р + 9 -2  «>
f ( x ) ^ X  9 - Р  Г ^

J  г/Р -)- v i "
2

х Ч - Р

д м у Л ^ ^ " 0  интегРал стремится к конечному ~ . . о « „ , е , ь „ о „ ,  „ ре.
>

ОГВ
-J- ϋ? >

ί

J?



а множитель при нем либо равен 1 (если р -+-<? =  2), либо даже стремится 
к с» при л· — +  0 (если р +  q <  2). Так к а к / (0) =  0, то справа в точке х  =  0. 
во всяком случае налицо р а з р ы в ;  то ж е —-и слева.

+  оо
З а м е ч а н и е .  Интеграл с бесконечным пределом § f ( x ) d x  в с е г д а

а
может быть надлежащей подстановкой прив&ден к интегралу с конечными 
пределами (собственному или нет). Н а п р и м е р ,  если а >  0, можно поло

жить х  =  -J-:

\ f ( x ) d x = y [

4Θ2| § 4. О С О Б Ы Е  П РИ ЕМ Ы  ВЫ ЧИ СЛ ЕН И Я ЯМ

Наоборот, несобственный интеграл $ f ( x ) d x  с единственной особой точ-
а

кой b в с е г д а  может быть приведен к интегралу с бесконечным пределом 

(без других особых точек). Н а п р и м е р ,  полагая х » Ь ---получим:

О СО

^ f ( x ) d x =  ^ f [ b  —  -j)-pr·

§ 4. Особые приемы вычисления несобственных 
интегралов

492. Некоторые замечательные интегралы. Начнем с вычисле
ния некоторых важных интегралов с помощью искусственных приемов. 

1°. Интеграл Э й л е р а  (L. Euler):

а
J= .  § ln sin x  dx. 

о 

В  его существовании мы уже убедились. Вычисление интеграла 
Э й л е р а  основано на использовании замены переменной. Имеем, 
полагая x  =  2t\

9 * £
Т  т  4

J =  2^ In sin 2i d t — ~  ln 2 - [- 2 j  ln sin tdt-\-2 J  ln cos tdt.

SO*
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ч

Подставляя в последнем интеграле < =  £ - и ,  приведем его к виду
π
*2

2 J In sin и du, так что, окончательно, для определения J  получаем 
т

уравнение

j =  у  In 2 -f- 27, откуда У =  —  ^  1п 2.

К  этому же интегралу, с точностью до знака, приводятся и с о б 
с т в е н н ы е  интегралы [ср. 489, 1) и 2) (б)]:

*
7  1f Х f arcsin λ: ,

/ θ  «5 ο
V  2°. Обратимся к вычислению интеграла Э й л е р а  —  П у а с с о н а :

СО

л г = $  e -  *2dx,
о

встречающегося в теории вероятностей. С этой целью предварительно 
установим некоторые неравенства.

Обычными в дифференциальном исчислении методами нетрудно 
установить, что функция ( 1 + 0 ^  достигает своего наибольшего 
значения 1 при t =  0. Следовательно, для * ^ 0  будет

(1 0  е~‘ <  1.

Полагая здесь t =  ± x i, мы получим

(1 Ό е*2 <С 1 и (1 -h JC*) ϊ,
откуда

X~ X' < e ~ Xt< x ^  (JC>0JL

Ограничив в первом из этих неравенств изменение χ  промежут- 
ко» (0. 1) (,ак  ,го 1 л* >  0), а во втором сита»  ί  любы» воз. 
ьысим все эти выражения в степень с любым натуральным показа- 
телем щ  это дает нам *

(1 —  х*)п < ” е~ ηχ2 и е~ пх2 - 1
\  П _L_ х г\п ·

«><■*< D

612

Для неравенств с п о л о ж и т е л ь н ы м и  членами д о п у с т и м о  и п ч п ы  шение в натуральную степень почленно. устимо возвы-



Интегрируя первое неравенство в промежутке от 0 до 1, а вто
рое —  от 0 до -{- оо, получим

I - I + 0 0  + 0 0

^ ( l - j c T r f x <  [  e - " * * d x <  J (1
Ъ <Г o o

СО

f  e~ nx! d x  =  —\ = - K  (подстановка u = \ r nx).
J  у n
0 '

1C
1 2

^ (1 —  лг*)я d x  —   ̂sin ·ηΛΉ dt =  (подстановка x  =  cos t),

4H JtJ §  4 .  О С О Б Ы Е  П РИ ЕМ Ы  ВЫ ЧИСЛЕН ИЯ 6 1 3

о

и, наконец,

00 ‘i

j  ( Γ + χ ψ  =  S Sin 2П ~ H d t =  (2" — 2)H ' 1  (постановка jf =  ctg t).
0 0

π
T

1 Мы воспользовались здесь известными выражениями для f  s\nmxdx,
*■ о
312 (8 )j. Таким образом, неизвестное нам значение К  может быть 
заключено между следующими двумя выражениями:

1Λ Γ  2я11 ' ' у ' ' У ή  (2” ~  3)!| . JL.
* П' (2п+ 1)!! <·<■■ V ' (2л — 2)11 2 ’

так что, возводя в. квадрат и преобразуя, получим

η  (2 /ι ! !)8 п  ( 2 л  —  З!!)3 (2/ζ —  1) f
2п +  1 ' (2п— 1!!)2(2 «+ 1 ) ^ 2 я — 1 ' (2«— 2!!)а ' \ 2  ) '

Из формулы В а л л и с а  [317]:

* =  Пт ____ в ____
2 —  „  JToo [(2« —  1)И]3 (2« +  1) 

легко усмотреть теперь, что оба крайних выражения при п -*■ оо 

стремятся к  одному и тому же пределу -5-, следовательно,

К 1 —  j  и (так как К ^ > 0).



О
М ы знаем уже, что он сходится [476 ; 477 ; 4 89 , 3)]. Представим 
интеграл в виде суммы ряда

«о (’ +-»■

г л .  X III. Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы  |4 W

3°. Рассмотрим, наконец, интеграл

• * т
Положив V —  2μ или 2;j. —  1 и прибегнув, соответственно, к подста
новке JC =  {Ате —(— ί или χ  =  μπ —  t, будем иметь:

Ι2μ+1|· j

2 μ .|

* · }  T

Отсюда
* "  V
J eo T

Так как ряд
СО

2  < - Н - й т = + < = Ы 51" ‘
μ=1

в промежутке 0 ί сходится р а в н о м е р н о ,  ибо мажорируется
со

сходящимся рядом — У — !—р ,  то его можно интегрировать по-
• Iх'  4

ч л е н н о .
Это  дает и-ам право написать выражение для / в виде:



4 9 Э | § 4. ОСОБЫЕ ПРИЕМЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ «15

Но выражение в квадратных скобках есть разложение на простые

Приведенный изящный вывод принадлежит Л о б а ч е в с к о м у ,  
который первым обратил внимание на нестрогость тех приемов, 
с помощью которых этот важный интеграл вычислялся раньше.

493. Вычисление несобственных интегралов с помощью инте
гральных сумм. Случай интегралов с конечными пределами.
Если функция f ( х )  в промежутке [а, Ь\ неограничена, то п р о и з 
в о л ь н ы м и  интегральными (римановыми) суммами пользоваться для 
вычисления ее интегралов в этом промежутке, разумеется, нельзя. 
Однако всегда можно так в ы б и р а т ь  эти суммы, чтобы они —  при 
дроблении промежутка —  стремились к значению несобственного инте
грала. Мы установим это для простейшего случая монотонной функции.

Итак, пусть функция f  ( х )  в промежутке [0, а] (а^ > 0 ) положи
тельна, монотонно убывает и при х  —► 0 стремится к -|- со; в то же 
время пусть для нее существует несобственный интеграл от 0 до а. 
Разделив промежуток [0, а] на п  равных частей, будем иметь

дроби функции г·— [441, 9)]. Таким образом, окончательно, 
W  с

3

а
а п п

\ f (x )  dx <   ̂ f(x )dx-\-  J  f [ ^ a) ' T '

В  то же время, очевидно,

а  Л

так что/ по совокупности,

а п п

0 < $  f ( x )  d x  —  ~
и



Так как последний интеграл ^при я —►сю стремится к  н улю *, то 
окончательно

6 1 6  г л - Х Ш . Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н Т ЕГРА Л Ы  [ 4 9 3

В  случае положительной возрастающей функции f ( x ) ,  стремя
щейся к -j-оо при х  - + а ,  получается аналогично

j m d x =  i i . j .  2

11 v =  О

Наконец, изменяя знак /, легко получить такие же формулы и 
для монотонной отрицательной функции.

1
Рассмотрим п р и м е р ы .  1 )  Для вычисления интеграла  ̂ \ n x d x  ( с  осо

бой точкой 0) имеем: 0

У п \
С In x d x  =  lim ~  У  In —  =  lim In
J  л - ф  Л Lm п П -ю о n
υ v I

t  j /  n l 1
Так как [77, 4)] =  — ,-то предыдущий предел равен — 1; таково,

в действительности, и есть значение предложенного интеграла. ♦
 ̂ 2) В качестве второго примера возьмем более сложный интеграл:

^ ln sin x  d x . В  этом случае

г» я  — 1 л — 1

V ln sin x  d x —  lim ~  \  ln s in ^  =  lim ln TT sin £
J  n - + c o  2 n  я - , 0 , 2η  U  2 ч '
U ’ -  1 ι - l

Желая получить простое выражение для последнего произведения рас
смотрим целый многочлен, получающийся от деления z Sn__1 на г 2—  Т и
разложим его на линейные множители, собирая вместе множители, отвечаю-

* Он  представляет собой разность между несобственным интегра

лом ^ и стремящимся к нему собственным интегралом ^



щие сопряженным корням. Мы получим (при любом вещественном г, отлич
ном от ±  1):

ί ( - “ τ ) , + - , ϊ ]· ·
»— i *

При г —  1 отсюда найдем:
я - I  Я - 1

494] § 4 .  О С О БЫ Е П РИ ЕМ Ы  ВЫ ЧИ СЛ ЕН И Я 6 1 7

и =  [I [ ( l  -  c°s £ ) *  +  Sin8 ^  ]  =  4η~ι Π
Μ =  1 У =  1

. ο νπ SIIT д- 2//>

так что, наконец,
л - ί

\π J/ /гпsin 5я 2п~
1 — 1

Поэтому искомый интеграл оказывается равным:

-  12 -ту Inti —  (п — 1) 1п 2
\ 1п sin x  d x =  lim ■ —------------------  = -- гг In 2
J  Я-ОО·* п

[ср. 492, 1°].

494. С л уча й  интегралов с бесконечным пределом. Пусть функ
ция определена и интегрируема в промежутке от 0 до 4 ~ °°·  Разла
гая этот промежуток на бесконечное множество равных промежутков

СО

ДЛИ Н Ы  h >  О, составим сумму 2  /(»*>■*. напоминающую по своему
v = 0

строению риманову сумму. Сходится ли этот ряд, будет ли его сумма
+ ОО

при h  - *  0 стремиться к несобственному интегралу § / (лг) d x  —
о

вот вопросы, которыми мы займемся при некоторых частных пред
положениях относительно /  (х).

Предположим сначала, что f ( x )  положительна и, монотонно убы 
вая, стремится к 0 при л: —»--|-°°·  Тогда

со со (м -J- 1) Λ со
5 f(x) ά χ = Σ  s d x < h -  2  fbh),
ο ν =  Ο ν Λ  v =  0

а с другой стороны, очевидно,

\ f ( x ) d x > h ·  f ;  f ( y h )  =  h  2 / ( ν ή ) - Α · / ( 0 ) ,
U v =  1 v =  0

* См. сноску на стр. 122.



filS

так что
оо со'

° < h ■ 'E i f ( y h) ~ \ f W d x < h ' f { b )
v = 0 б

5 f (x )d x  —  lim h · V  / (v/г). (1)
о л - °  " о

П р и м е р ы .  1) П о л о ж и м  f ( x )  =  e~x . Т о г д а

оо * оо

\ f ( x ) d x  =  lim h-  У  е~чН =  lim =— =  1.
t) h Q Λ ϋ 1 —  eV m = 0

2) Зная значение интеграла 
00

ГЛ. XIII. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [494

J

_  X 2 "у πe d x =  - ^ ■

из других соображений, мы все же можем применить выведенную формулу 
и получим, таким образом, что ‘ ■

lim h 
h о

Если положить е ла =  г, то * =  ^ 1  —  ί при f - Ι .  Отсюда -
интересное предельное соотношение:

П т  + *  +  <« +  *· +  **· +  =/— 1-0

Может случиться, что требование монотонного убывания функ
ции f  (х) выполняется лишь для x^ sA ^>  0. Это обстоятельство не 
мешает применению указанного для монотонных функций приема;

нужно лишь озаботиться тем, чтобы отношение ~  было целым
Т ЯТогда

„ _ Д .
,m=h А

lim f { y h ) - h  —  \ f { x ) d x  (2)
Λ -* 0 II = 0 fi

по самому определению собственного интеграла, а
оо оо

l im 2  f ( 4 h ) - h = a [ f ( x ) d x
Λ~ ° . - Α  I

—  по доказанному выше.



П р и м е р .  3) Пусть f ( x )  =  xe~x ; эта функция монотонно убывает, начи
ная с х = 1 .  Тем не менее

 ̂ хе~х d x  =  lim h% (e~h +  2e~2h -J- 3e~3ft +  ···) =
о

== lim Λ ν Λ (1 —  fTft)-2=  lim eh f > *  , )  e l ,
a —>o ft->o \ e » —  1 /

что легко проверить интегрированием по частям.
Перейдем к более общему случаю, не требуя от f ( x )  пока ничего, 

кроме интегрируемости. Имеем

494] § 4. ОСОБЫЕ ПРИЕМЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ 619

оо A  to  ·

\  f ( x )  d x  /  M  d x  - \ - \  f  ( x )  d x .
A

При достаточно большом А  последний интеграл по абсолютной вели
чине будет произвольно мал*. Каково бы ни было А , Станем и 
здесь h  брать таким, чтобы A j h  был целым. Тогда, при А  =  const, 
как и только что, будет выполняться (2).

Теперь ясно, что для справедливости равенства (1 ) достаточно, 
чтобы еще выполнялось условие:

ОО

lim У  f ( v h ) - h  =  0. (3)
Л-+ + СЧ >
f t - » 0  V —  —h

Действительно, тогда все слагаемые правой части равенства

---I
Α Λ

L О ν=ο —

оо оо

+1-1А
' - г

при достаточно большом А  и достаточно малом h будут произ
вольно малы.

Условие (3) автоматически выполняется при ранее сделанных 
относительно f ( x )  предположениях, ибо

СО

0< 2  f ( ? h ) ' h < .  \ f ( x ) d x ,

* Он представляет собой разность между несобственным интегралом

1 А
и стремящимся к нему при А —* со собственным интегралом

00
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Оно также выполняется, если / ( χ )  =  φ ( χ ) . ψ ( χ ) ,  где φ (χ ) (хотя бы 
для х ^ х 0^>0) удовлетворяет тем условиям, которые выше были 
наложены на /  (х), а ф(лг) ограничена: |t]>(je)|^Z.. В  этом случае

и/

? (vft) ■ ψ (vA)

' - t

ОО СО

L · 2  ? ( V* ) - A < b   ̂? (X)dx,

и т. д.
с »

4) В качестве  п р и м е р а  рассмотрим интеграл С dx·, здесь

ь
<Р (χ ) =  р - , ψ (лг) =  sin2 х. Имеем

Л X л-о (^Л) Й_ 0Л
sin ' νΛ

0 v = 1 ΐ β |

Д ля вычисления последней суммы сообразим сначала, что

2 ^ = 2  
<· — ■ )А  > - 1

sin 2 νΛ π — 2 h π

[461, 6) j[6)]. Почленное дифференцирование для h ^ b  0 допустимо по тео
реме 7 η 435, ввиду равномерной сходимости ряда, составленного из произ
водных [по признаку Д и р и х л е ,  430]. Интегрируя, найдем выражение для
интересующей нас суммы: — . h.  Отсюда наконец,

V - т

В  других случаях выполнение условия (3) приходится проверять 
непосредственно.

00 *
5) Пусть, например, предложен интеграл  ̂ ^  d x .  Ограничимся (на

о
что мы, очевидно, имеем право) значениями h =  -jj· и А -= т щ  где ft,
т — натуральные числа.

Представим интересующую нас сумму в виде:

л — km

sin nh 
nh ■h

A(m +  1) — 1 Ь(т + 2 )  — 1

- 2  +  2  +···
n=km n=k(m-\-\)

Нетрудно убедиться в том, что слагаемые в пределах каждой конечной 
суммы справа будут одного знака, который меняется при переходе к еле-



дующей сумме. В общем, ряд справа будет типа Л е й б н и ц а .  Поэтому его
сумма по абсолютной величине будет меньше абсолютной же величины пер
вого слагаемого. С другой стороны, так как kmh =  m n = iA i

496] §  4 . ОСОБЫЕ ПРИЕМЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ 621

k (m +  i) — i

2 sin nh .
- Щ Г ' Н

η km

=  У̂  nh
n=km

— 1 k — I
I "

^  -n ~km  i=0

Последняя же сумма, как интегральная сумма для интеграла  ̂ sin x d x  2, 

при достаточно малом h будет меньше любого числа С 2, а тогда
00
VI sin nh ^ 
h  «Λ

п — кт
< Х *

откуда и вытекает выполнение условия (3).
Самое же вычисление предложенного интеграла, оправданное изложен

ными соображениями, проводится весьма просто [см. 461, 6) (б)]:

00 00 ,t* sfnjc V  Sin ИЙ .. π —  η *i rfjc_  lim \  =  lim _ _ —  «= — ,
1 λ: η ή— о * *
'0 «= 1

что выше [492, 3°] мы получили иным путем.

495. И нтегралы  Ф руллани . Рассмотрим вопрос о существовании 
и вычислении одного частного вида несобственных интегралов, обычно 
называемых интегралами Ф р у л л а н и  (G . Froullani):

Ί  f ( ax) — f ( bxi dx (β, й > 0 ). 

i

I. Относительно функции f ( x )  сделаем следующие предположе
ния: 1 ° f ( x )  определена и непрерывна для jc S s O  и 2 ° существует 
конечный предел

/ (- } - ο ο )=  lim f ( x ) .
Х-++00

Из 1° ясно, что существует (при 0 8 <С ̂  < С ° ° )  интеграл



σ ао 1 αΔ

Применяя к последним двум интегралам порознь обобщенную тео
рему о среднем значении, получим

м м
§ Ш  = / ( ξ )  С f = / ( ξ ) . In i  (где αδ < Μ)

βδ ' αδ

® 22 г л .  Х Ш . Н ЕС О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н ТЕГРА Л Ы  [ 4 9 5

Предложенный же интеграл определяется равенством

и, аналогично,
ύΔ

5 “ ί τ  dz = f ( ' r0 ■1η ~  (где αΔ « s η ^  6Δ).
αΔ

Так как, очевидно, £ -> 0  (при δ —>-0), а η - > - |- о о  (при Δ —>-{-оо), 
то отсюда

00
j f ( *x) - f (bx )  dx==[/r(0)_ /(Н_оо)].1д j. (4)

П р и м е р ы . 1) В случае интеграла

ОО
f  e - α *  —  е-Ъх
\ ---------------- dx
}

имеем:
f ( x ) = r * ,  / ( 0 ) = 1 , / (  +  оо) =  0,

так что значение интеграла будет In - - .fl
2) Пусть предложен интеграл

со ,

f  t Р +  QB~ax d x  ,

Заменяя логарифмы частного разностью логарифмов, можно положить здесь 
/ (х) =  In (р +  qe~x), так что /(0 ) =  ln (р +  q) и / ( - f  оо) =  In/».

Ответ. In 1̂ +  -2-j ■ In — .
3) Вычислить интеграл



В этом случае
f  (х) =  arctg х, /(0 ) =  0, / (  +  со) =  -2 .

_  π  , аОтвет. -у 1п -у .
II. Иной раз функция t ( x )  не имеет конечного предела'при 

но зато существует интеграл
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+_<®
I

x
dz.

Заменяя в приведенном рассуждении Δ сразу на + ° о .  придем, 
взамен (4), к результату

i  / ( ax)—f(bx ) dx==f(Qy lnJL' (4a)

П p и м e p 4):
to

cos αχ  — cos 6л: . . bdx =  ln —* a

|ибо интеграл dz, как мы знаем, существует j .

III. Аналогично, если нарушена непрерывность функции /(лг)
. при х  =  0, но существует интеграл

А

 ̂ d z  04 <С +  с0 )·

ТО

I  f(a x ) - f ( b x ) _ d x  =  f { +  о о ) . in « .  (4б)

Впрочем, этот случай приводится к предыдущему подстановкой

1
Х  <*

496- И нтегралы от рациональны х ф ункций между бесконеч
ными пределами. В заключение рассмотрим еще один частный тип 
ишеграла с бесконечными пределами:

+5°f
—
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где Р (х )  и Q (x ) — целые многочлены. Предположим, что много
член Q (лг) в е щ е с т в е н н ы х  корней не имеет и что степень Р (х ), 
по крайней мере, на две единицы ниже степени Q (x). При этих 
условиях интеграл существует [474, 2)]; вопрос лишь в его вычис
лении.

Если χ λ —  (βλ^ Ο ; λ = 1 ,  2, . . . )  суть различные корни
многочлена Q (x), то дробь P (x ) jQ (x )  следующим образом разла
гается на п р о с т ы е  дроби

------ d i _______! ^ ' λ  I Ί  / - »
Χ  —  Χ χ  1 ( χ  —  Χ λ) 2 1 ” · ’ W

Ρ ( χ ) _  у  
Q ( x )  L ·

причем число дробей в каждой скобке равно показателю кратности 
соответствующего корня*.

Распространяя на случай к о м п л е к с н о й  функции от в е щ е 
с т в е н н о й  переменной элементарные способы вычисления интегра
лов, видим сразу, что, при т ^>  О,

+  00
f  ____ йх __ I 1 + 0 0

J (x — *x)m+1 ~ т  \ х  — х- χ ύ— до
следовательно,

. + "  *

00 =  °* — 00

С другой  стороны ,

— !—  — --------------------------------------------------------- !-----------  ------- х  °λ ί ί Ρχ____*-Λ Τ λ х  —  ак- Ы  ( χ _ α λ)ί +  ρ 2 - ί- ί(Α. _ α.)2 +  ρ1

ή

ί £ ϊ Γ  =  { τ  ■" Κ · * -  “*)’ +  ? ! ] + *  » c ig  I ^  =

__ 1 ,_ (Α — αλ)2 +  βλ , ·Γ ί h — α„ , , h4-a, Ί
~ Τ 10 ( F F ^ 4 T f H a r c tg  - χ ^  +  a r c tg  ~ ^ г ] ·

При первое слагаемое в последнем выражении стремится
к 0, а второе к -j-  или — πί в зависимости ог того, будет ли 
βλ> 0  или βλ< 0 .

В главе VIII [274] мы имели подобное же разложение, но там мы ста
рались избежать мнимости и, в случае мнимых корней, рассматривали дроби, 
знаменателями которых служили степени квадратного трехчлена уже с ве
щественными коэффициентами. Здесь же мы мнимые корни трактуем так 
же, как хам вещественные.
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Таким образом, приходим к результату:

4-00

где при Ау стоит знак плюс, если соответствующее βλ^>0, и знак 
минус в противном случае. Эту формулу можно несколько видоиз
менить на основании следующих соображений. Умножим обе части 
тождества (5) на х . При л: —* оо левая часть будет стремиться к О, 
так как степень х - Р ( х ) все же ниже степени QOO- В правой части 
в пределе уничтожатся все члены с нелинейными знаменателями, так
что и предел суммы остальных членов также 0. Отсюда У] Лх =  0,

λ
так что ^ · +>Αλ= — если знаком (-1 -)  и ( — ) обозначить 
суммы тех Αλ, которые отвечают βλ] > 0  и βλ<^0· Теперь получен
ную формулу можно написать в виде

<о)
— 00

Что касается вычисления коэффициентов Αλ, то мы ограничимся 
указанием, относящимся к случаю п р о с т о г о  корня х χ, для кото
рого ζ>(*λ) =  0, но Qf (хО  5έΟ; ему отвечает в разложении (5) о д и н
только член χ  Αχχ  Если обе части равенства (5) умножить на

х  — дгх, то оно представится в виде

Р ( х )
Q (л:) — Q {х\)

Χ  —  Χχ

Αχ 4 "  (■* — · R  (·*)<

где R (x)  означает группу членов, остающихся конечными при при
ближении х  к Χχ. Переходя к пределу при х —» Χχ, получим

я —  Ρ (χ ύ
Αχ—  0 (χύ * ( >

Обратимся теперь к п р и м е р а м  применения формул (б) и (7).
1) На первом месте рассмотрим интеграл

где т  и я — натуральные числа, причем т ^ п .  Все условия для 
применения установленной формулы здесь соблюдены.
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Корнями знаменателя являются числа

,. Γη_(2λ+1)« ■. (2).+ 1)«
Χλ—  C0S-----2R--------T 1 Sln 2n

(λ =  0, 1, 2, . . .  , n —  1; n.......... 2 л — 1),

но лишь первые п из них имеют положительные мнимые части. 
Очевидно, л:х= л ;2 х +  1> где

* o =  cos ^ Г  +  г' sin S T '

По формуле (7), при λ =  0, 1, . . .  , я — 1,

Х 2 т  , 1
л __ 1 .„2m + l  1 „(2m4-l)(2X + l)

Л х ~ 2  n - x p 1 -------- 2η χ ---------------------------- ’Σή 0

(с учетом того, что х^п =  — 1). Суммируя прогрессию, получаем:

2m + I_ (2m+l) (2/1+1)
1) (2λ-{-1)   1 х 0 х 0 ____________

х о1λ =  0 0 

или, так как х1п =  — 1,
Jim + 1 

Ί(+) - 1 Х0

Σ(-Η 1 V  j2m + l)(2X+l)_ 1 — χ 0
--- ~ 2 n Z d X ~~ 2η ι _ ^ 2 ( 2 ι π + 1 )

ν<+) - 1 Λι
2  Λ > = — _2(2m+l) η „2m + l  — (2m-j-l)'

*0 Λο — x0
Подставляя

-+- i2m +  i) 2/я - j -1 . . 2m -4- 1
Xo =  COS — π -+-1 · sin — 2^—  π>

окончательно представим нужную нам сумму в виде
1 _ 1

’Σηΐ ’ 2т +  1 ’sin — ^ —  π 2п

Отсюда же, по формуле (6),
+  СО

J  T T ^ d x = = T  · . 2 m + 1  ( / W < n ) '
- «  ' 51Π~ ^ Γ - π

2) Несколько более общий пример:
+ ет(* у*т_ у-2т'

dx.J 1 — х 2п
—  0 3

где m, m' п — натуральные числа и m, m' < /г.
Условия выполнены, за исключением того, что знаменатель имеет ве

щественные корни ±  1. Это обстоятельство здесь не существенно, ибо эти 
корни имеет и числитель, так что дробь могла бы быть сокращена на х 2— 1. 
Впредь эти корни не будем принимать во внимание.
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Остальные корни знаменателя суть
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λπ . . . λπ ч
Χχ  =  COS--------1- I · s i n -----=  XTK n n 1

0  =  1,2.........n — 1; n +  1...........2n— 1)

Из них положительные мнимые части имеют первые п — 1. По формуле (7)

-2п ■

Зт .

тис что
η— 1 я— I

Σ + ’ '’ * = 4  2  w + l  -  =  4  Σ  W “ ' + " “ + ")  ·
л—I λ=Ι

Полученное выражение последовательно преобразуется так*:

V + > „  _  \ \  А {2т'+Х)~  А 1
Z i  λ —  2/5 [_ j - 2 m ' + 1 ____ j

2m’ +1 „л(2ш+1) .,2m+1
I x \

I
'2n

2m H- I

1
' l i t

2 m + 1

+  *i

1 or,
_ l _ x5m'+T ι _ ^ « + Γ

2m’ -|— 1

2m 4-1 
L X ,  2 X  i

2m -j- L
+  *l

2m'  -J- 1

— χ.

Окончательно,

+  oo
S x*m_ 

i -

1 Г 2m 4 -! 2m '+ 1  1
r -?r-: c ig  -----FT5-----π —  Ctg — -T—1 π .2ш I G 2 tt r In  J

+  o o

x** rfjc = π Г 2m +  1 T_ 2m’ 1
j l cl« T — c , i - s r ~ * ]

{m, m’ <  n).

Заметим, что из этой формулы иегко можно было бы получить и пре
дыдущий результат, если заменить η на 2л и положить т' =  т-\-п (при 
т <  it).

3) Наконец, рассмотрим интеграл

+во

ί— 00

где я»< и  и — * с Я < * .

■■х*п +  2х*п ■ C O S 0 +  1
а х ,

•  Учмымя, « о  j r f e — 1.



Вводя угол 0' =  π —  Θ, 0 <  6' <  2π, перепишем интеграл так:
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$ X in —  2xSn · cos θ' +  1 dx.

Для вычисления корней знаменателя положим х 2п =  г, тогда г определится 
из уравнений г2 —  2г · cos Θ'+  1 =  О, именно, z = c o s 0 '± i·  sin θ'. Для x  
получаются две серии значений

V . . . О'
■к, =  х в ■ где л-0 =  cos j -  + t · sm j -

ε - cos---hi· sin —n n

x , =  x 0· ^ ,  где x 0 =  cos2— — i · sm^-

ε =  cos---- i sm — ,η. n

(v =  0, 1, , η — 1;
n.........2 n — 1)

При этом положительную мнимую часть будут иметь п е р в ы е  п из пер
вой серии и п о с л е д н и е  η из второй.

Соответствующие корням х ч (ν = 0 ,1 , . . . , η —  1) коэффициенты А ν вычис
ляются по формуле (7):

Ъп
1

r2m + l

Ап ( * 4 " - 1 _ x l n - 1. cos 6’)  4п x'in (x ' in —  cos θ)
2m +  l (2m+I)-<

1 χ0 ь
4η * ( cos θ' i sin θ') ■ / sin θ' * 

Суммируя эти коэффициенты и умножая на 2πί, получим *

2 /п +  1
2 п

2m +  1
2 η

2п sin О'
)  1 ---(ЕЛ)*ПЖ _

" 72/71+·

) f l '

1 ____ g 2/71+1

2ffi +  1

1
/, 2m 4-1 \ . ■ 2m + 1
( 1 —  COS -------!-----π  I —  t * S in ------------- π
v «  /  n

Для второй группы корней Х^(у =  п, я + 1 ,  2л— 1) аналогично по
лучится выражение, сопряженное с этим; их сумма даст удвоенную вещест
венную часть. После элементарных преобразований эта сумма сведется к

я
η

sin Iί ( ' - ^ + * £ 4

■ и  . 2m +  1 sm v  ■ sm— ft—  π

*  —  1.
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Возвращаясь к углу θ =  π — θ', окончательно получим

.г - dx =  —

..* * »  + 2*!»· c o s 0 + l  п . . . 2 т  +  1-'оо яп Θ · sin— —  πin
(m e n ,  — π <  θ <  π).

497. С м еш анны е п рим еры  и у п р аж н ен и я . 1) Доказать существование 
интеграла

ОО

Ч  "х* ■ ( sin x)2/s'

Особых точек бесконечное множество: χ  =  η π (η = 1 , 2, ...). В любом 
конечном промежутке их конечное число, и интеграл сходится. Вопрос лишь 
о сходимости интеграла в бесконечном промежутке.

Имеем:
оо (π+1)π 00 π π оо

/ =  2  ί  = Σ j  ( х  +  η τ .γ  . ( Sin х)*ь <  ί ( sin xf*  2  +  с о ·
η =  1 ли η = 1  О . О 1 п =  1

2) Если в сходящемся [478, 5) (в)] интеграле

f  I log t I^-ELL dt (X>0)
0

сделать подстановку t  =■ ex, x  =  lnt, придем к интегралу
+  CO

^  I x  |λ · sin ex dx;
— 00

последний, таким образом, сходится, несмотря на то, что подинтегральная 
функция при безграничном возрастании j лг j колеблется между — оо и +  оо·

3) Мы видели только что, что для сходимости интеграла
00
£  / M  dx (8)
а

вовсе не необходимо даже, чтобы было

f ( x )  — o( 1) (при л: — оо). (9)
Доказать, что, однако,
(а) е с л и  существует предел

lim f(x ) ,
.*-*00

то — в случае сходимости интеграла (8) — этот предел необходимо равен 0; 
больше того,

(б) е с л и  существует предел
lim x - f( x ) ,  '

X-»00



то и этот, предел н е о б х о д и м о  равен 0, т. е.

/ w  +  0 (t ) ’ (10)

(в) если интегрируемая в промежутке [а, оо] функция монотонно убы
вает, то это условие (10) н е о б х о д и м о  выполняется.

Доказательство [для (б) и (в)] сходно с доказательством аналогичных 
предложений для положительных рядов [375, 3)].

Отметим еще (тоже по элалогии с рядами), что даже для монотонно 
убывающей функции f i x )  выполнение условия (10) не гарантирует сходи
мости интеграла (8): примером может служить расходящийся интеграл

6 3 0  ГЛ. X III. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ | W

J  х  ■ In х  
а

4) Распространить утверждение, доказанное в 6), 478, на случай, когда 
функция f(x )  в промежутке [α, α-|-ω] интегрируема в н е с о б с т в е н н о м  
смысле (при сохранении прочих условий). С ' помощью этого установить, 
что — в предположении, что g (х) монотонно стремится к 0 при л:—*· ос, — ин
теграл

ί in I sin x  I · g  (*) dx

сходится или расходится одновременно с интегралом

оо

£ g (x) dx,
о

в то время как интеграл

Г In 2 I sin x  I · g (x) dx
4

сходится во всяком случае.
5) Вычислить интегралы

ц  t со

w | *  lnsin*rf* , (В) j  α χ · (в) j V M r T "

У к а з а н и е ,  а) Подстановкой χ  =  π — t убеждаемся, что интеграл при-
i f  π  / 2

водится к ^ In sin x  d.x =  2 ^ ln sin t dt.
•o ‘o

«Я
(б), (в) Интегралы приводятся к ^  ln sini di подстановками *  =  sinf,

1In . .sill t

!



6) Вычислить интеграл
1

, =  у к т = 5 Ч » | 1 - £ | ,
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1
У =  ^  V  Y — x 1 ^  11 —  ts ·  I й х .

О
Имеем (полагая jc =  sin G)

\  2
У =  2 Jcos2& · In ctg Θ db =  f  cos 20 · ln ctg Θ d Θ.

о о
Интегрируя по частям, затем, получим:

« π
π Ύ Τ

·/ =  у  Sin 20 · In ctg 0 I J + i - 1 ^ 2 0 . . ^  - - ^ < / 0 =  | * 9  =

7) Найти интеграл
1C

~2
K =  ^  In I sina0 — a21 d0 (a8 sg l) ·

о
Положив a =  sino> и использовав тождество

sin2 θ — sin2 ω =  sin (0 — ω) sin (θ +  “),
получим, что

. *
“ + 7  <

К =  ^  In | sin 0 I άθ β  ^  la sin0 dO =  — π In 2.

к
2 '

8) Вычислить интеграл

L — \е  л"dx (а, b >  0).
- а д С - ^

Р е ш е н и е . Воспользовавшись формулой [491, 13)], имеем
ОО 

ί
оо / __ УТГ'а <*

L =  d x = - U e - ^ [ e - > ‘d x .тПГ
у г .

[См. 492, 2е].
9; Вычислить интегралы

/  2 f  « Г  ; , 2 С* “ " .2 *
# β  * J  | / ”2  ( c o s  φ — COS0) '  π J ) / ' 2 ( c o s i f  —  c o s  6)

%
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Р е ш е н и е .  Обозначим c o s 8  через х  и сделаем подстановку z =  co sc f; 
тогда ____  - _____

1 "I "Н 2 3 ί  /  1 +  ζ п 1ч
co sy tf =  у  —j — , cos~2 f =  у  g ‘

_  > Г ** ____ LC
* π J  У  (z — x) (1 -—г) ’ 1 * J

(2г — 1) dz 
У  {ζ — χ) (1 — г)'

Вводя еще раз новую переменную ί по формуле У (ζ — χ) (1— ζ) =  
: ί (1 — г), получим:

со

я 1 *'
ft

2 С <2 +  2 * - 1  
(ί2+ 1 ) 2 Λ

О ‘ = ^ { 1 ^ т +2(д:_1) μ .J (ί2 +  l)2|
Ό 0

Итак, J0 =  1 и Jt — cos 0. Ниже [511, 3)] мы установим более общий ре
зультат.

10) Интегрированием по частям установить следующие результаты:

, . Г cos ах — cos bx π .(а) \ --------- ^ ---------dx =  T (b — a),

(б) S £ ■dxr e  У  π (b — a),

I ln ^  +  а* ^  ~ ln +■ dx =  n ( a -  b).(в) , ------------------------ p -

11) Легко видеть, что [492, 3°, 494, 5)]

oo

ί
sin αχ dx =

у  при α > 0 ,  .

О .  α =  О,
№ Λ 

- T  · α < °·
Отсюда, так как

>
sin ах

со (со  со j

f « ψ -  , , + 1  “ " ( « j B *  „ , J ,

то, очевидно (если считать для простоты а и β > 0 ),

00

ί
sin our cos ,ΐχ dx —

γ  при β <  a,

к
T

Ч)

1 =  0,

| i >  а .
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Этот интеграл многократно применялся Д и р и х л е  и известен под на
званием разрывного множителя Д и р и х л е .

К нему приводятся многие другие интегралы. Например (если я, β, γ > 0  
и а — наибольшее из них):

' sin ах  · sin βχ · sin -;Х d x  —

при Η <β +  γ,

f  . ‘ =  β +  γ,

О . ® >β +  γ

(замена произведения двух синусов разностью косинусов) или (снова счи
тая α, β >  0):

(к
stn а х  sin βχ d x  —

при

(интегрирование по частям).
Последний результат может быть обобщен следующим образом.

П

Если а, аи а2, ап >  0 и а а/, то
1

08
Г sin ах sin а.л: sin а„х , πJ — \ --------  · ---------  . . .  --------- dx =  а, а, ...,) x  x  -V 2 1 2

Доказательство проводится по методу математической индукции (интегри
рование по частям!).

12) Вычислить интеграл

У к а з а н и е .  Проинтегрировать по частям; использовать разрывной
1C

множитель Д и р и х л е .  Ответ: · |« — Ь |.
13) Вычислить

2х  · sin ах, т С 2х  -sin с 

' ■ Р '

(я, г >  0).

Р е ш е н и е .  Особая точка х  =  г. Пользуясь тождеством
2 х  __ 1 1

х 2 —  г 2~  х  4- г  х  —  г ’

сразу выделяем с х о д я щ и й с я  интеграл
00 со оо

5 sta ад: . f  sina» . Г COS αν— -—  dx — cos чг ■ \ -----  dy — sm a r ■ \ ------*-

* + r  J У J у
dy.



Затем, с помощью легких преобразований, наводим _
(г — я ео
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оо до
С sin оу . . . С cos ay  . ' _ ί* sin ay=  cos ar · i ———  dy sm ar * 1   ---------   dy ~J- 2cos ar * V ay 9
J  3! J У л */_■' Уг

так что
Г sin 

p -

, Sin αχ , 
V. ρ· V— · τ αχ

получается, если в - последнем интеграле положить просто ε == 0. 
Окончательно,

ОО 00
Ч‘ 2лгяпяаг ... , п : С sin αν .V· ρ. \ — i----- — dx — 2cos ar · \ — —i- d y  =  π· COS a r .

14) Пусть функция /(дг) (Q'jg x  <  с») удовлетворяет условиям

/(Λ Τ +  π ) = / ( д г )  И / ( π  — Д Г)=^/(Л Г).

В предположении, что Существует интеграл слева, доказать формулу

dx.

[Она принадлежит Л о б а ч е в с к о м у  и доказывается с помощью раз
ложения функции ^ χ  на простые дроби так ж?, как и в частном случае
f ( x )  s  1; см. 492, 3*.]

Применить эту формулу к вычислению интегралов:

(а)
СО - V _ L o o

С Ϊ  dx=* \sin2*x- ύ χ '  '<v— 1. 2, ...);
·} х  I  х '

00
{* v dx ' Г arctg { a s i n x  m(6) \  arctg (a · sm *) —  =  ^ . _  rfx (e >  0).
δ δ 

Интеграл (а) приводится к уже известному [312 (8)] интегралу



I
I*  a r r ' t r r  n i

dt
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а интеграл (б)— к интегралу

t Y  1 — 1%
, 0 ,

(подстановка: t =  sinjc), значение которого

~ \п (а + у т + т * )  г  Г . - /  '.·■

будет установлено ниже (511, 9)].
15) Налагая те же условия на функцию f{x), доказать формулу (снова— 

в предположении существования интеграла слева)г

со 2

dx.

У к а з а н и е . И здесь применим метод Л о б  а ч е в ск о г о, лишь с ссыл
кой на разложение функции на Простые дроби [44f, 9)|.

При f ( x )  s  1 отсюда снова получается* известный нам интеграл
00 ·' ** .

sin8 дг . π ,— j— djc =  — χ* 2

{см. 494, 4)]. '
16) Вычислить интегралы (а, 6 >  0)

№  Г («)
о о

1 ,
Λ xa -t^-xb -i 

в) d x ‘ ~ -

ВДНХЧ
У к а з а н и е .  Все; приводятся к интегралам Ф р у л  л а н и: первые два 
трала при а =  Ь р а с х о д я т с я .  -

Ответ, (а) In ] /  , ' "  . (б) In , {B) ln |
17) Вычислить интегралы (a, 6 > 0 )

(а) j  _b - s m a x -a .s m b x

(б) j  + « * ) - «  in a dx



У к а з а н и е .  Все три приводятся к интегралам Ф р у л л а н и  интегри
рованием по частям.

18) Найти интеграл ( а > 0 )

00
f  (  x  1 \  сГлг
J  [ё*~— е~х 2 )  Xs '
о

Р е ш е н и е . Имеем тождество
Ί '

. 1  ( _ } ____ 1 .  1 е-Л  _  1  [ 1 ' _  i  . 1  g-u)
+  х [ех — 1 χ  ‘ 2 j х \ е 1х — \ 2 x ^ 2  ) '

Ийтегралы от второго и от третьего выражений взаимно уничтожаются 
(в чем легко убедиться заменой переменной), и все сводится к интегралу
Ф р у л л а н и .  Ответ. — ί  In 2.

19) Найти интеграл (а, 6 >  0)

ё~ах — е~Ьх -f- х  (а — Ь) е~Ьх

636 гл. XIIL НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (4ЭТ

d x .л~

Р е ш е н и е . Имеем (для η >  0)

с о  с о  оо
С (* е~ах —  е -Ьх . , , .. С е~Ьх . Λ
)  =  J  -------- 3?---------*x +  ( a - b )  \  — dx*.
η η η

Первый из интегралов справа преобразуем интегрированием по частям.

f* е- а х _ е-Ьх _  е-ах _ _  е-ъж ι со ¥  Ье~Ъх — ае~ах
У  ** * ’■ Х ~  h + J X
η

так что, окончательно

е~ах — e~bx х  (а — Ь) е~Ьх . e~ari — е . f" e !>х — e ахdx — ------ --------- \-а \  ----------------dx.

При η —*0 первое'выражение справа стремится к b — а, а второе к инте
гралу Ф р у л л а н и :

СО
Q-bx_е~ах

dx — a- log

* Эти интегралы не сходятся при ij =  0.



20) Установить формулу
С О  ,

f  Acosax +  Z?cos*x +  ... +  /<rcosftjc . , , ,  , „ 1  . ,\ ------------- !------------- 1------1— ---------- dx =  — {A In a 4- В In b - f  ΑΓΙηA}
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в предположении, что a , b , . . . , k >  0 и А-\-'В K=Q  (последнее
условие, очевидно, н е о б х о д и м о  для существования интеграла).

У к а з а н и е .  Подагая АТ=— А — В — ..^воспользоваться формулами

С A cos ах — A cos kx . . , , . , ,I  —------------- dx =  — A m a -\- A m k  и т. п.

Легко обобщить предложенную формулу на случай любой функции /(х ) , 
удовлетворяющей условиям п° 495, II. .

21) Найти выражение для интеграла
ОО

i* sin" х
х т

о
dx,

где п и т — натуральные числа и
Р е ш е н и е .  Распространяя на случай бесконечного промежутка о б о б- 

щ е н н у ю  формулу интегрирования по частям [311], сразу получим (так как 
двойная подстановка здесь исчезает): _

со  оо

f  sinn x  1 f  d d x1 — rr- dx  == --------ρ-τ- \ . ■ , sinnx  · — . (11)Λ x m (m — 1)1 J  dxm 1 x  * '  '
' ■ e o

Для вычисления, последнего интеграла удобно воспользоваться извест
ными нам разложениями 8тя х  по синусам или косинусам кратных дуг 
[461, 3), (а) и (б)].

Рассмотрим различные могущие представиться здесь случаи.
(а) я =  2v-j— 1, т.=  2μ-)-1. Тогда·

—  8й1»*+*х — t d d t  d x *  22’ jf2v +  l ^ s i n  (2v+  l)x -

—  (2-v +  1) (2y — I ) 3**· sin (2v — 1) x '+  j~T^ ·—  (2v — 3)2и· sin (2v —  3) x  — ... j

и, по формуле (11),
CO

)
sin211+1 x  л __ (— 1 )ν+μ·

χ 2 μ·+ 1 dx  =  U . % ) t  · T  [ (2v +  l)2* ~ (2v + ' ) ( 2 v - l ) ^  +

(6) n =  2v, m =  2 μ + 1 . В этом случае:

------- ( - ‘Г 11
dx2v-ΐίη2ν x  =  *· cos 2 v  x  — 2ч ■ (2м —  2 ) 2'1 cos (2м —  2 )  x -f-

- ^ 2  ^  (2-J — 4 )^ cos (2ч — 4) x  —  . . . J ,



Легко видеть, что левая -часть (так как ν > μ )  при х  =  0 обращается в О, 
так что сумма коэффицйенюв при косинусах равна 0, ы мы можем исполь
зовать предыдущее упражнение 20). Отсюда

^  [ (2")2ft ln 2- — 2v (2v In (2v — 2) -h

+  2v^ v—l l ( 2 v — 4)^ ln(2v — 4J — ,

Аналогично устанавливаются, формулы для случаев: (в) я =  2ч4-1, т — 2μ 
и (г) η =  2'ΐ, tn — 2μ..* Отметим, что, в частности, для любого «3=2

' ; :· V -

= 2^ ' + ^  - - 1 ·

22) С помощью того же разложения 461, 3) (б) легко получить, что 
(при р > 0 )

' fr
638 ГЛ. XHI. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ *. И®?

, ( 2 v + l ) 2 v  ^

■ 1 - 2  . · · *  ' ч

. ; .  +  ( _  l r ( 2 j L ± J i ^ M : 2 ) - | .

Впрочем, с помощью элементарных соображений, это выражение приводится 
к более простому:

π (2ν— 1)!!
T  ' 2;.!!

'  с о  у
(* sin2v tyx ... _Интеграл \  — —~  dx  расходится. Интеграл Ф р у л л а н и

С sin8* р х — sin3,1 gx dx {p q>Q)

δ' *  . .

не удовлетворяет условиям η” 495, но с помощью разложения 461, 3) (а) 
легко установить, что он приводится к случаю' II интеграла Ф р у л л а н и ,  
если sin2v х  заменить на.

c i n - i  1 2м(2v 1 ) ...(м +  1)
, sm х  2” 1 -2...Ч  *

Окончательно, по формуле 4а):
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1Л · i* COS^  X  ! ' -
нтеграл \  ^  ни при каком натуральном п не сходится. Но при

СО '
я  =  2ν +  1 сходится ί  и, по формуле Ф  р у л л а н и 4а), сразу имеец>

А - V ? ч · _ J, ' ( :·
ОО

•ί
cos8,+1 рх  _  cos αχ . л
-— —— — — --------2 - d x — \n-i-'x  p

синусов, получимСП° ЛЬ3^Я разложение »■;<&. 3 ).(»Х ]как и выше а случае
w
(* COSSvj0-*— COS8’ (7ΛΓ . /

J — — J —

23) Установить следующие формулы1*:

. ( Z v - n n v ,  n i  
) p2vll

00 oo
(а) ^ cos γ* dx  J

0 x

CQ oO
(б) I  sin γχ dx  J  —" ί  dt =

при I γ I >  i,

7 1 =  1,

τ( <  1·

при |γ I >  1,

4’ *
0 .  I γ ( <  i

π 

2ϊ 
πτ
° . f Ύ I <  1

Ι ϊΙ  =  ι.

при „ t » ,  ± ι ,
Ο x  '. I I

=  1 при γ^=0*4

(г) Д sin^jcrfjc J  
О.- JPЧ/
СО

COS ί  ί"1̂
~rt ~ dt =  — lf ll ί — ϊ 4  при γ^ώο, +  l,

=  0 при γ —  О **.

(д) |  е t* dx  ^ у  Л  =  ~1п (1  -j-γ) прй γ > 0 ,
0 X · ' , ' ' ·■'

=  1 ,при γ =  0.

* .Интегралы

dt
' : . - · л ·__ · ·.··* :

й представляют собой функции si х  и н  ** « »
гральный косинус»), о который упоминалось^ хГ/2&  СИН)?С> И <инте*

* при γ =  +  1 интеграл расходится. ~ ‘



г-и- ξ · 5=г-|г+гу·^·” "
° * х ■

Так как
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д , , , , , , , . , . . . . ·  С) Предполагая lS * 0 , „н.егр.руе.. по ч а с .»

ОО
ζ"  COS t  А . 

j  ~ t ~

oo
с  COS ί  A .

t " +

1
P dx 
J

=  С +  i ln x 1,

X ' 1 X

,о  „>о».а. подстановка обращ аем  .  в, .  интеграл п рям ится « р в р н »

1,ОМ̂ 0еобоСрасёмотри»<'случай { У / П р .  M b .  Л > 0, повторно и.тегр.руя 
по частям , получим:

Λ о°

С dx y ^ i d t  =  x  +  | α » * ^ = = Α J £7 i "  +  8ta.‘A=’
σ' χ * _  в,

sini 100
Т Ц

| " л  +  йпЛ =  Л ^ ' « .

ПО второ» теореме о средне, з » .ч е м «  1«7]. иос.еднее выражение при- 
А '

водите, к « , , у .  а .тот иитесрал с.ре.нтся к 0 ир.

д ^ с о  в силу условия Б о л ь ц а н о —К о ш и  [47Н примененного в сходя-
' СО

щемуся интегралу ^ —j r  At. Итак,

со со

и
cos t di =  0 .

Д оказательства в  прочих ^ У ча“ анал° г “ ч« ы·
24) Д оказать следую щ ие ф орм улы  (я, р > и ) .



4 » 8 |

/„V С ί С cosi ^  f s i n i ^  1 1 1“ +  ΡΙ I 1 . P*l
(B> )  d X \  )  — d t · J  — + 2 β 1π1Τ - !·

при
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Μ

=  -1 η 2  α
при at β.

i + '

. α^β*β*

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  (а) Интегрированием по частям предложенный 
интеграл приводятся к интегралам типа, рассмотренного в 23) (а):
СО ОО ОЭ ОО СО

· $ * ,{ $  г "
О α* βχ αχ βχ *=0 +

-{- У cos atx dx  ^ C-j-~  dt +  ί  cos βχ dx  ^ - γ — dt =
βΧ 0 ax

0 x 0 x

cos t .. π те
~ r d t - %  или 23’

смотря по тому, будет ли к  2 = β или а <  β.
Сделаем еще пояснение относительно обращения в 0 двойной подста

новки. Из уже знакомой нам оценки

dt <  с +  I ln х  I

явствует, что выражение под знаком подстановки стремится к 0 вместе с х. 
С другой стороны,

СО ОО СО

(* cos t , sin ί  00 , (' sin t ^  (* cosi dt 2
x  9

откуда следует, что упомянутое выражение стремится к 0 и при л:—*со.
Доказательство остальных формул проводится аналогично, со ссылками 

на формулы, установленные fe 23) (б), (в) и (г), (д).

§  5 . П р и б л и ж е н н о е  в ы ч и с л е н и е  н е с о б с т в е н н ы х  и н т е г р а л о в

498. И н теграл ы  с конечны м и п ределам и ; в ы д ел ен и е  особенностей . 
Выше, в 33Ά—328, нами изучены были различные приемы для приближенного 
вычисления определенных интегралов^в собственном смысле. К несобствен
ным интегралам эти приемы и указанные для них оценки погрешностей 
непосредственно неприменимы. Иногда удается, путем замены переменной 
21 Г. М. Фихтенгольц, т, II



или интегрирования по частям, свести несобственный интеграл к собствен
ному. Тогда й приближенное вычисление-несобственного интеграла приво
дится it уже знакомой задаче. 5

Во многих случаях приближенное вычисление несобственного инте-
Ъ ' s-' : ~ , · - — i

грала  ̂f ( x )  d x  (с конечными пределами) облегчается путем выделения

особенностей*. Последний прием состоит в подыскании функции g ( x )  про
стого вида, которая как бы впитывает в себя все особенности функции f ( x ) ,  
так что разность y ( x ) — f ( x ) — g ( x )  оказывается уже лишенной особен
ностей, т. е. интегрируемой в собственном смысле. При &том,выбором функ? 
ции g ( x )  стараются распорядиться'так, чтобы интеграл от g '(x )  выражался 
в конечном виде, а функция <р(дг) имела нужное число производных, чтобы 
при приближенном вычислении интеграла от нее можно было использовать 
существующие формулы для погрешности.

Подбор функции g ( x )  производится различным образом, смотря по слу
чаю. В виде примера мы-укажем общее правило построения этой фуикции- 
для одного Часто встречаю щ егося-класса интегралов. ~ . 4 .

Пусть подынтегральная функция имеет вид:

/ ( * )  =  (* — x„)~a ‘ h(x) (a t£ x asSb, 0 <  α <  1),
где А (л }  для a д: s£ 6 разлагается в степенной ряд -

h (Х У =  с0 +  ( х — Ха) +  с» (д?—  дг0)8 + . . .  +  са ( x  —  X J P J -  ■■ ·\
Тогда полагаем

g (χ) =  (лг— “ . Ic0 +  с, ( x — x t) +  ... +  с„ ( x — Jf0)n| 
и ' ' ■ 1

<р(д:) =  ( х - ' х 0)-“ 1 Сп+1 ( х - х ^ ™  =  1ся+4 +  — I·

Интеграл от £ (* )  берется легко; с другой стороны, <f(x), очевидно, имеет 
в [а, £|, включая в точку х„, п непрерывных производных. >

499. Примеры. 1) Пусть требуется вычислить интеграл

: ■ · - i  . V* ‘ Λ ' , V  ' " - J
2(1 — x) d x = 2 ^  x  (1— ,дг) dx;

в последнем интеграле единственной Особой точкой является 0.

Разлагая (1 — х)  2 по степеням дг, остановимся на чдрне, содержащем 
х*, и положим '  1

g(x) =  x  2 ( 1 + ~2Х ■+■ "s '**2■+■ Тб

<р(д;) =  дг 2[(1— х) 2 ( l +··· +  2̂ ·*2+··’ ‘
Тогда > ,

Г 1 1_
2 _ 1  __L 2 2

. · '  ' - 5
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•г'Этог прием был предложен Л. В. К а в т  о р  о в и ч ем.

х ■ a- χ ) j  g (χ ) dx  4- (x) dx ==4 4- U·
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Значение /, легко вычисляется: : ' т

л Ч е т ^ “ , г 6 ? 1585>··

- Что же касается /„  то его найдем по формуле С и м п с о н а ,  деля про
межуток |θ , -g-j на 2 п =  10 частей и ведя вычисление на 6 знаков:

;  х ' г  у '= у 1/ш =  0 2у, =0,000018
4 ^ = 0 ,0 0 0 2 2 5  

2у, =  0,000431 
' , 4у5/ =0,002496 /, =  1,5691585

2 у’ =0,003017 / , =  0,0016385 
4у7/ =0,012901 /== 1,5707970

2у, =0,012632 
4у#/1 =0,046350

- ‘ у , =  0,020239
0,098309| 60

0,0016385

|  Истинное же значение I  равно |как это вытекает из теории функции «Ветз»·
ί'· 8 »  (5а)|, '

• : ' .. /-”- =  1,5707963...

Произведем оценку погрешности (не пользуясь, разумеется, тем, что 
мы — аз других соображений — можем здесь получить точное значение инте
грала). Имеем:

, -IV #„ч__ 63 Т_ 5^. ϋ _ . д . > 0
φ 256 1Г 2 · 2 2 + - > w»

и φιν возрастает вместе с дг, так что наибольшего значения достигает при
' χ = - γ .  Отсюда легйо получить* что max<pIV(je) =  288.

Погрешность формулы С и м п с о н а  выражается во известной фор
муле |3к7): *

101 180
Таким образом,'

288
, /? < 0 ,  |Я I  <  104 · 180 10“ * '

С другой стороны, погрешность получерного для /3 значения, проистекающая
.i'· ' ,·.\/·; ·-. - : / g ,  J(j’ i < . ·· "U

из округлений, абсолютно меньше —щ — </10-7. Такова же абсолютная
; ' - , - 5,2 '' 0,2погрешность значения /,. Общая погрешность лежит между и ^gj,

так что "г ■ ' · ■·
■ 1.5707918 <  /  <  1,5707972 или 1,570791 <  /  <  1,570798.

‘ 21* : .... - '



Окончательно,
I ,57079+о,00001-

Я . _ з
2) Для интеграла 1=^^х  2 (1 — χ) * dx  обе точки 0 и 1 являются

о
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особыми; соответственно этому разбиваем его на два:

1
1 2  1 -

+  jj =  Λ +  h- Полагаем для вычисления / t

Т

' ( ' • ■ ' " I 1 + ' i x + m * ' + m x' + m s * ‘) ·

так что

1  1
2  2  -

■ Λ =  ̂  g  (*) dx  +  ̂  9 (x) dx  = /п +  /12.

Сразу получаем

/и  = § 1 1 / 2 ^  1,6581248.

Интеграл /1г вычисляем по формуле С и м п с о н а ,  2/г=10, на шесть 
знаков: / 12 ^  0,003813. Отсюда / t === 1,661938. Оценивая погрешность, как 
и только что, найдем:

■ ; \

/j =  1,66193+005001.;
Аналогично,

1
1 1  _ 1  "2 _ !

/ а =

2

j x  ? (1— x) 4 dx  =  ̂  x  4(ΐ — χ) 2 dx =

l_
2

J *  4 ( h 4 * + . . . + e | * ) « < * +  ■

1
"2* _ £

+  J *  4 t(l x) 2 - ( l  +  ...)]dx =  Isl +  Ia, 

/ 21 =  3,580291, / ss =  0,002033, /a ^  3,582324.

Найдем, что



Если оценить погрешность, как выше, то получим
/ а =  3,58232+0000005.

Таким образом, '
/ = 5 , 2 4 4 2 5 _ |_ o i0oooi5  и л и  / = 5 , 2 4 4 2 6 ^ ( ^ 0 0 0 0 1 ·

• 1
3) Пусть предложен интеграл /  =  ^  ̂ dx; особенность npii x  =  0.

о ·
Для выделения ее прибегнем к приему, сходному с примененным выше. 

Положим: 1
i 1

7  =  ^  (1 +  x  -f- x 2 +  x s +  x 4) ln x  dx-{- ^ dx =  / l + / 2.
о
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.Легко найти (с помощью интегрирования по частям): /, =  — 1,46361... 
Интеграл же /2 вычисляем по формуле С и м п с о н а  (2га =  10, на пять зна
ков); мы получим: / s =  0,18135. Таким образом, / = — 1,64496. Истинное
значение искомого интеграла [519, 1) (б)] есть — g- = — 1,644934...

При оценке погрешности производная mlv(x) вычисляется по формуле 
Л е й б н и ц а  [117]. При этом удобно воспользоваться легко доказываемой 
формулой:

(где с лежит между а и х), взяв /(лг) =  1пх, а — 1. Грубая оценкаг дает 
j φιν(Λτ) I <  200, отсюда

^ К п г ' Т Й - 0'00011·

Общая погрешность ±  0,00013. Окончательно,
1̂ 1 =  1 >645±  0 > 0 0 0 2 .

4) Рассмотрим, наконец, пример другого типа
JC ■ ' · . · '
т

I = \  log sin x  dx,

с особой точкой 0.
Естественно сопоставить подинтегральную функцию с функцией 

g  (лг) =  log ;с, для которой интеграл вычисляется легко *:

Δ А  (

/ 1 =  f log x d x = M  · ϊ  ln χ  dx — Mx (ln χ  — 1)
о 0 '  .

2 
0.

=  f  ' ( IogT - A i ) - _ ( ) ’374123·

* Буквой М  ниже обозначен модуль перехода от натуральных логарифмов 
к десятичным.
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/ # ' ■
Интеграл же / ,  от функции φ (л) =  log вычисляем по формуле С и м п 
с о на ,  при 2/1=18, на шесть знаков. Имеем: '

- 2
/* =  — ̂  [log·* — log sin л:] rfjc =  — 0,698733. ν

Поэтому
7  =  /, +  ^ — 0,472856.

На деле интеграл /  лишь множителем А1 отличается от известного уже 
нам [492, 1°] интеграла:

и, следовательно,

1в sin л: Ас = — ~  . In 2

~  . log 2 =  — 0,4728568...;

N

мы видим, что в полученном выше значении все шесть'знаков верны.
Не зная истинного значения; мы вынуждены были бы пользоваться 

оценкой погрешности формулы С и м п с о н а .  Здесь -

. t  ( ,)  -  М (М ж - 1 .  sin П  / » w  „  м  6 1 ~ *  ■

■’ πι
Можно показать, что 0 < φ ιν (x) <  ^  Μ <  3,6, откуда R  <  0 и | R  | <  0,000002. 
Учитывая и погрешность от округлений, мы могли бы лишь установить, что

I / 1 =  0,4 7285_|_ оооос ·

• 500. Замечание по поводу приближенного вычисления собственных < 
интегралов. Метод выделения особенностей может оказаться полезным и 
при вычислении с о б с т в е н н ы х  интегралов, если подинтегральная функ- 
ция, даже будучи непрерывной, не имеет нужного числа непрерывных произ- 
врдных (что затрудняет оценку погрешности). Поясним это нч. примере. ; 

Рассмотрим интеграл
1' " '

/ = |  1й х  ■ In (J x) dx.

Легко видеть, что при лг—<) подинтегральная функция стремится к 0, так . 
что эту функцию можно считать непрерывной во всем промежутке и т е р и 
рования: Но уже первая производная подинтегральвой функции обращается 
при лг =  0 в бесконечность. Воспользовавшись разложением .логарифма, 
представим нашу функцию в виде сумуы двух функций

х 2 ( Xs х*\



Интеграл от первой функции берется легко: его значение есть— 0,20528... 
Интеграл же от второй ф у н к ц и и  (имеющей уже четыре непрерывных произ
водных!) вычислим по формуле С и м п с о н а ,  2 я = 1 0 , на пять знаков. Мы 

.ш м учим -^ 0,00348, так что общий результат буд?т— 0,20876. ’ .-.'ч
' r  Так как | ?,у (лг> | <  36, то ,| /? | <  0,00002. Окончательно,

“ 'и:· [/1 =  0,20876+.оооооз — 0.2087 .̂00001.

- (На деле же в полученном приближенном значений все знаки будут верны, 
так’ как истинное значение /  будет— 0,2087618 ...)

Любопытно отметить, что если формулу С и ъ г н с о н а  (при том же
■ 2л =  10 и по-прежнему вычисляя, на пять знаков) применить к подинтеграль- 
■Лой функций без предварительного выделения особенности, то получим 
\iz==— 0:2080, т. е. всего три верных знака. - ,  *
Г Таким образом, если не прцбеднумь* к выделению особенности,, шо Мы 

ф не только испытаем затруднение в оценке погрешности, но можем
- столкнуться и .с фактическим понижением точности результата*

' 501. Приближенное вычисление несобственных ^интегралов с беско- 

печным пределом. Редко удается вычислять интеграл ^ f(x }d x ,  на основе
- ' . ’ ■■ ■ . ! Л  ' i
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аА
U^ero. определения, как предела собственного интеграла § /  {x )d x , прибли

а
+  00 А /

с' женно полагая {при достаточно большом A) J -U J , причем последний
Ϊ-/ ; a a  '■>

иятеграл вычисляется уже изученными приемами. Это может оказаться 
>- полезным разве - лишь , при очень быстром убывании подынтегральной функ- 

'Пии с возрастанием х, так что— даже при;небольшом А — написанное выше 
^ приближенное равенство имеет уже достаточную точность.

t ’”"''’ 1 * ' -1 Г.

1) Так, например, будет обстоять дело в случае интеграла/  =  \ е ах. 

|£ Из неравенства X s 3=  2Ах — А* следует, что .·

'  : . е -* * < еА* - е - 2Ах ■

«о. ■ 00
^  е~ х* d x ^ e A t· ^■д2 - f  е~2Ах dx== - 4  е А*'

При i4 = 3 :
ОО 

j '
t~  ** dx  <0,00002.

Что ж е  касается интеграла ^ е ~ х* dx, то его вычислим по формуле

С и м п с о н а *  при л =  30, на пять знаков; это дает нам 0,886^1. Нетрудно 
I '  получите оценку·.· | ( е ~ х*£*  i 12,1 /?  | <  2 · 10-5. Общая погрешность содер- 
? жится между —‘ 0,00004 и”В,00006. Таким образом,

0,88617 < /  <0,88627, /= 0 ,8862±0>ооо1·



Точног значение /, как мы знаем [492, 2°], есть 1 ^ -  =  0,886226...
СО

Чаще бывает выгодно либо преобразовать интеграл ^ к конечным пре-
а

А оо
делам, либо разбить его на двд:  ̂ ^ , и второй преобразовать к конеч-

а А
ным пределам.

со
2) Возьмем снова,тот же интеграл /==  ̂ e~?2-dx и представим его в виде 

суммы:'
со 1 оо

= А  +  /3.
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5 = 5 + 5
О -  0  1

It вычислим по формуле С и м п с о н а ,  2 я =  10, на пять знаков, | R  f <  0,00001; 
h  =  0,74683^0 00002. / 2 подстановкой х  =  ~  преобразуем к виду:

о
\

Обычным путем получим 0,13945, так что 1 ~ 0,88628.
Оценкой погрешности заниматься не будем.
Если интеграл с бесконечным пределом имеет особую точку и на конеч

ном расстоянии, та надлежит разбить интеграл на два, содержащих каждый 
лишь одну особенность.

3) Рассмотрим (при 0 с  а <  1) интеграл
с о  1 - СО
(* х а~1 ί* ι-α - ι с  уа - 1

' / = 3 T + T r f j f = . V T T ^ rf,r+ i  T + T rfx =  /l +  /2· о о . 1
Интеграл находится путем выделения особенности:

1
■а+4

Λ =  ^ (л"*-1 — х а +  х а+1 — х а+2 +  х“+3) dx — |  ]XJ_ x  dx =  In — Ils.
о О

/ п = у - ^  +  ^ 2 - ^ р з  +  Б̂ ГЗ, a /la вычисляется по Формуле 
С и м п с о н а .

l/"2  ' 1 Пусть, например, а =  =  0,7071068 ...; тогда /„  =  1,14052... Для / ls
(2« =  10, на пять знаков) получаем значение 0,09518. Итак, It 1,04534.

Интеграл / а подстановкой x  — ~j приводим к виду

i
r* fb - i

' ■ = ) ΐ + 7 Λ ·



где b —  1 —  а =  0,2928931 ... Аналогично прежнему получим: /2 2,90289.
Окончательно, /=3,94823. Впоследствии [522, Г ]  мы узнаем, что истинное
значение / есть =  3,948246... sm πβ

„  с о

' Иногда в случае «медленно сходящегося интеграла»  ̂/  (x ) d x  все же
а · '

удается выделить из него (например, путем повторного интегрирования по 
частям) легко вычисляемые члены с тем, чтобы остающийся интеграл был 
уже мал.

у 4) Пусть предложен интеграл
ОО

/ =  С d X .
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А  со '

Представим его в виде суммы интегралов: \ +  Ϊ , не стремясь, однако,
о А

к тому, чтобы второй из них был мал. .Интегрируя затем по частям, будем 
иметь:

со

S sin х  , ( cos х  sin λ: . _ cos x  , „ sin x----- dx  = { ----------------- s— 4 -2 -—5— [-6 —г-------
x  l  λ: x* 1 x 3 1 x*

A
CO.

_ 2 4 С- ^ _ 1 2 0  5 Н Д } Г  +  720 [ ^ 4 - d x ,
X э X е J A . J  X 7 ■

A
&3яв, например, А — 2-я, получим:

со со
{*- sin x  , 1 2 , 24 , С sin x  ,
) —  ^ = 2 i - ( 2 i P  +  ( W  +  720 3 ^ flrX
2« 2π

Сумма' проинтегрированных членов равна 0,15354 ... Далее

СО ОО V

°  < 720 Г * ¥ ■ i x  < 7 2 ° I  Р = ( к Н 0·0®·
2« 2π

2π
Вычисляя интеграл ί по формуле С и м п с о н а  (2л =  40 на четыре

0 . ’· 
знака), найдем: 1,4182. -

Сценка погрешности:

00 —  оо

, ιν , . . ,  V  ( — l)mХгт 
J  W  — ^  (2m -j- l)! * 7 ‘ 2m! (2m +  5) ’



Отсюда, учитывая общую погрешность,
1,5702 <  /  <  1 ̂ 752, /  =

Как мы знаем, 492, 3°, неделе /  =  у  =1,5707 ...

502. Использование асимптотических разложений. При приближен
ном вычислении интегралов вида

СО

[ f ( t ) d t .  i
часто оказывается выгодным использовать их асимптотические разложения. 
Поясним это на примерах. · '

Г. Интегральный логарифм. Е с л и 0 < о < 1 ,  интегральный логарифм Ii а 
определяется так:

П а =  С ' (12).) 1п и ’ " V
о

в случае же а >  1 этот интеграл расходится, и его понимают в смысле 
главного значения:

+ £ ) &  . . .  .<“ *

[см. 484]. . s  :
Пусть сначала в < 1 .  Положим а =  е~* при л :> 0  и сделаем в инте

грале (12) подстановку и — е~и.
СО

1ί (е~х) =  — j  ~ d t .  -  (13)
х

Полагая t =  x-\-Or uhi придем к интегралу

l i ( < - ^ = _ r * f ^ .  . 1■ / . j] Χ +  ν
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(14)

Так как
1 *1 Ч) «Λ-1 ·’ «я--- ---- -= - ___ ( — ПЯ-1 Z.___________________ L (_ j\l»___ ? . ___

x - \-v  х  х К 'х *  t χ η Τ Κ τ / (x -f-» )’

то отсюда [489,4)1
V ‘

i i (ί-*) ==_ ^ { l _ i i +  | ^ | + i . .  +  ( _ t)» -«< *= il> L  +  r „ Ц , (is)

•гае дополнительный член выражается интегралом
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Если отбросить его и продолжить разложение до бесконечности:

И («-·*) оо —  « г* | - L _ i j  +  ^ — 1)"“* · . . } .  . .0 6 )

то получающийся ряд явно будет расходиться, ибо Отношение последующего 
члеца к предыдущему

я— —♦ОО при П—-00.

Но из выражения (15а) для дополнительного члена видай, что он имеет знак 
первого отбрасываемого члена ряда и по абсолютной величине меньше 
этого члена

\Г Л (* ) I <  -ГЙТГ {  e~ V '  ° ndv: 
δ’

п\

Таким образом, ряд (16) о б в е р т ы в а е т функцию И (е~*) и в то же время 
служит для нее а с и м п т о т и ч  ес  к и м п р е д с т а в л е н  и е м 1463]. Из § 6 
предыдущей главь} читатель знает, как подобный ряд может быть исполь
зован для приближенных вычислений; наилучший, результат получится, если 
ПШ£(х).

Если α >  1 и х  < 0 ,  то положение’ вещей значительно усложняется. 
В этом случае также можно установйть формулы (ί3) — (16), но все интегралы 
здесь понимаются лишь в смысле главных значений. Разложение (16) в этом 
случае оказывается з на к о п о с т о я н н ы м (ведь х  <  0); оценка; дополни
тельного члена представляет большие .трудности. С помощью обстоятельного 
и тонкого исследования С ти  л т ь е с у  (Th. Stieltjes) удалось установйть, чуо 
п р и  д а н н о м  дг <; 0 для получения навлучшего приближения к числу И (е~х) 
также следует таять п — Е (| jc |), причем порядок приближения оценивается,

выражением j / " ^ . Ч · .
Можно для функции li (е- *) получить разложение по целым возрастаю

щим степеням х, действительное для всех вещественных значений х. С этой - 
целью перепишем, формулу (13) в виде

1 СО  х  X

Ч е -* )=  (  (1 -  Г*) f  -  f  ΊΓ* γ  +  i  dj  +  ^ (1 -  Г  
'o V V o

dt 
t ’

Лри л г< 0  интеграл ^ — расходится, и нужно взять его главное значение; 

оно равно ·>' ’ '

. “ + o ( J  +  p f  ^ e Wm0[ l n * +  l n ^ ]  =  ln ( - ^ )  =  ln i^ | .  ;

* В рассматриваемом случае а <  1 асимптотическое разложение (16) 
и выражение для дополнительного члена могут быть получены последова
тельным применением к интегралу (13) и н т е г р и р о в а н и я  по ч а с т я м .  
Но этот путь закрыт для случая а >  1. „ .



Сумма первых двух интегралов есть не зависящая от х  постоянная С*. 
Остается лишь последний интеграл разложить по степеням х, чтобы полу
чить требуемый результат:

Ν *-2 ν*3 ν·4 у Я

I K O - C  +  (17)

Однако этим разложением невыгодно пользоваться при больших значе
ниях I дг I, и расходящееся разложение (16) имеет перед ним в указанном 
случае существенное преимущество: Так, С т и л т ь е с ,  взяв 23 члена 
ряда (16), нашел
'  Н Ш10 =  455055614,586;

в ряде же (17) понадобилось бы больше 1010 членов, чтобы осуществить 
ту же точность!

2°. Интегральный косинус и синус:

оо оо
г> - С cos* _ · (* sin < ,,Ρ = α  x  — — \ —— dt, Q— six  — — i —γ -  dt.

X X

Для упрощения выкладок введем в рассмотрение интеграл от к о м п л е к с 
н о й  функции по в е щ е с т в е н н о й  переменной:

” deu
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Последовательным и н т е г р и р о в а н и е м  по ч а с т я м  получается формула

м х  pix pi x pi x pix
P + « ' = f f +  <ЙГ +  21,Е)>  +  3' Щ - Л  . . .  +

где

r* ( * ) =  ( — l)n~Jin · n\
со
С еи

Если выведенную формулу разделить почленно на — е‘х и отдельно при
равнять вещественные и мнимые члены в обеих частях равенства, то полу
чим более удобные для вычислений формулы:

00
COS ( t ----X )  '  . „ ,

V -— —t— - dt = — P co sx— (?sm x =

= 4 { ί " ~ 5  +  ··· +  < -  1)m~1 -(2^ 1 )!} +  r'im^  (x) (18)

* Как увидим ниже, она на деле тождественна с эйлеровой постоянной 
1538, 3)j.
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Уи
00

sin(£— х) -. ~— ^ dt  =  P  sm x  — Q cos x  =
X
s

=  I 1 D**1 +  rw > Μ  *, (19)

НГНО,
- со

Г м - ,М  =  ( - 1 Г ( 2 * + 1 ) 1  J

где, соответственно,
- со

sin (t — x)
£2m+2

X

И ' ,
со

r"am- 3 W  =  ( -  Dm (2m)l J  S l n dt.
'' X ,

Легко установить [например, с помощью формулы Б о н н е, 306, (3)], что

tn . j
Переходя к пределу при X —* оо,.получим, что дополнительные члены в фор
мулах (18) и (19) по абсолютной величине не превосходят каждый у д в о е н 
н о г о  члена (соответствующего разложения), следующего за выписанными 
членами. Отсюда явствует, что, продолжив разложения (18) и (19) до беско
нечности, мы придем к асимптотическим представлениям интегралов в левых 
частях.

В частности, например, из (19), полагая там х  =  Ы  (ft =  1,2, 3, ...), 
найдем

ОО ,
P4  =  S i ( / № ) = —  I  ^ L d t C C (  —  I ) * * 1 +  · · · [·

/гтс
При k > 2  отсюда легко найти приближенные значения pft:

Рз =  0,1040, р4== — 0,0786, р5 =  0,0631, Рв =  — 0,0528, ...
Например, для вычисления р4 достаточно трех членов в скобках:

0,07958 — 0,00101 +  0,00008 =  0,07865;
так как погрешность абсолютно меньше 2 · 0,000015 =  0,00003, то | р41 содер
жится между 0,07862 и 0,07868, и окончательно

р4=г— 0,0786 ...

* Любопытно отметить, что члены в {...} оказываются как раз о б р а т 
н ы м и  в е л и ч и н а м и  по отношению к членам известных степенных рядов 
для синуса и косинуса [404, (12) и (13)].



Г Л А В А  Ч Е Т Ы Р Н А Д Ц А Т А Я  

/ ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ЛАРАМЕТРЛ

§  1. Элементарная теория

503. Постановка задачи. Р ассм отри м  ф ункцию  / ( х ,  у)  двух 
переменны х, оп ределен ную  дл я  всех  значений х  в  н еко то р о м  п р о 
м еж утке [а, Ь) и в сех  значений у  в м н ож естве  У  —  [у}· П усть , при; 
каж дом  п остоянном  значении у  из S ', f ( x ,  у)  будет интегрируем а 
в п р о м еж у тк е  [а , Ь], в  собственном  или в н есобственном  смы сле. 
Т огда и нтеграл

ь
1{y) =  \ f { x , y ) d x  (1)

а
будет, очевидно, ф ункцией  о т  в с п о м о г а т е л ь н о й  перем енной 
или п а р а м е т р а  у .

Г оворя  в 4 3 6  о п оследовател ьн ости  ф ункций  {/„(лг)}, мы -рас-! 
см атривали  и нтегралы

ь ' .
I„ =  [ fn(x )dx , ·

— х а .

к о то р ы е  п редставляю т собой  частны й случай  интегралов  (1): в  рол и  
п арам етра зд есь  ф и гу р и р у ет  н атуральны й у к азател ь  я.

П о отнош ению  к  ф ункции  1 (у ) естествен н о , возн и к ает  ряд  в о 
п росов —  о сущ ествован и и  и вы раж ени и  ее  п редел а при оп редел ен н ом  
предельном  п ереходе, в частности , о б  ее  н епреры вн ости  по у, о б  ее  
ди ф ф ерен ц ируем ости  и вы раж ени и  для  ее  производн ой , наконец ,
о б  ее и нтеграле. Всем этим  вопросам  и п освящ ен а н астоящ ая глава .

И зучение свойств  ф ункции, вы раж ен н ой  интегралом  (1), завися
щим о т  парам етра, м ож ет п редстави ть  сам остоятельны й и н терес  
(в  этом  отн ош ени и  См., наприм ер, §  5). Н о , помимо то го , эти  
свойства, к а к  читатель увидит, имею т и м н огообразн ы е применения, 
в особен н ости , к  во п р о су  о  вы числении несобственн ы х и нтегралов.

и. Р еш аю - 
у к азан н ое

в заго л о вк е  понятие. П усть  ф ункц ия f ( x , y )  определен а, в  общ ем

504. Равномерное стремление к предельно» функци
щую оОль в предстоящих исследованиях будет игпать
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случае, в  двум ерн ом  м н ож естве  =  Х .З^ , гд е  и 3^ означаю т
м нож ества зн ач ен и й ,v приним аем ы х п о р о зн ь  п ерем енны м и. X  и у , 
причем  У  им еет своей  точкой  сгущ ения, скаж ем , к о н е ч н о е  
чи сло  уц.

Е сл и  1) д л я  ф ун к ц и и  f { x ,  у )  при  у -+ у } >  сущ ест вует , ко н еч н а я  
п редел ьн ая  ф ун к ц и я

• lim f ( x , y )  =  <p(x) ( х  из. ЗГ), (2)
- V- > —>® , .' "... · I

и  2 ) д л я  л ю б о го  ч и сл а 1..ε ^ > 0  н а й д ет ся  т а к о е  н е  з а в и с я щ е е  
о т  х  число Ъ % в ,  ч т о  .

При | у  — у 0 1 б у д е т  \ f ( x ; y )  — vf  (* )  I <  8 (3 )

с р а з у  д л я  в с е х  х  и з  5V, т о  го в о р я т , ч т о  ф ун к ц и я  / ( х ,  у )  
с т р ем и т ся  к  п редельной  ф ун к ц и и  у  (х )  р а в н о  м е р н о  от н оси 
т ел ьн о  Jc в  о б л а ст и  SP.

Д- Н етр у д н о  п ер еф р ази р о в ать  э т о  о п р ед ел ен и е  и на то т  случай, 
к о гд а  у  о е с т ь  несобственное, число, напрй м ер , - f -o o :  при  этом  лиш ь 
н еравен ство  вида | у  —  У в! <С ® зам еняется неравен ством  вида у ^ > Д .  
В  гл ав е ' XII [4 2 8 | мы имели у ж е  д ел о  с частным случаем  так о го  
-равном ерного  п риближ ения к  п редельной  ф ункции; там р еч ь  ш ла
о  ф ункций  /„ ( ·* ) , с о д е р ж а щ е й . в качестве  п арам етра  н атуральны й 
зн ач о к  п. ' ■

: В , 4 2 9 , имея д ел о  с  п оследовател ьн остью  ф ункций , м ы  у стан о 
вили, что  д л я  равном ерн бй  сходи м ости  н еобходи м о и достаточно , 
т а к  ск азать , равн ом ерн ое вы полнение принципа сходим ости . Т о  ж е 
м ож но  сделать  и в общ ем  случае. И м енно (если  ограни чи ться  п р ед 
п олож ен ием , что  у 0 конечно);
; ; 1°. Д л я  т о го  чт обы  ф ун к ц и я  f ( x , y }  при  у - * у 0 и м ела  пре

д ел ьн ую  ф ун к ц и ю  и  ст р ем и л а сь  к  н е й ' р а в н о м е р н о  от н оси 
т ел ьн о  x  в  о б л а ст и  н е о б х о д и м о  и дост а т о ч н о , чт обы  д л я  
к а ж д о го  числа  е ^ > 0  сущ ест во в а л о  'т а к о е  н е  з а в и с я щ е е  о  т  
5с число  8 ] > 0 ,  ч т о  н ер а вен ст во

; С  l/(J f ,  у')  — /(-«>>') ! < ®  (4>

вы п о л н я ет ся  д Л я  в с е й  х  из  Э£  с р а з у ,  лиш ь т о л ь к о

| у “ 7 - y« i< S . 1У — У » 1 < 8 (у> У из ^)· . (5.)

|В  сл учае  у „  = *  -{- о о  взам ен  последн их  неравен ств  п оявляю тся  
н еравен ства  у  Δ, у '  Δ.]

Н е о б х о д и м о с т ь . П у сть  имеет м есто  равном ерная сходи 

м ость. Зам енив в оп ределен ии  е на у и  соответствен н о  вы брав  δ,

V
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возьмем теперь д в а  значения у  я  у  аз У , так чтобы выполнялись 
условия (5). Тогда будем иметь, каково бы ни было х,У

1 / с * , / ) — < р ( * ) | < у  И |<p(jc)—  f ( x , y ) \ < , ^ ,
откуда и следует (4).

Д о с т л т о ч н о с т - б Г '  Если упомянутое условие выполнено, то 
прежде всего ясно существование предельной функции (2). Пере
ходя затем к пределу в неравенстве' (4) при у '—*-у0 (причем у 
фиксировано так, что |у — _у0 |<С^)> получим:

i ?(·*) — /С*-, jO|*Ss.'
Этим и установлено р а в н о м е р н о е  стремление функции f ( x , y )  
к предельной функции φ (jt).

Установим теперь возможность сведения рассматриваемого вопроса 
к равномерной сходимости п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й  функций: 

у 2°. Д ля  того чтобы функция f ( x ,  у )  при у  -*■ у  о стремилась 
к  функции φ (jc) р α έ  н о м е р  н о  (относительно х  в области Э£), 
необходимо и достаточно,, чтобы к  φ (jc) равномерно сходилась 
каж дая последовательность {/(■ *,>„)}, по каком у бы закону 
варианта у п (со значениями из У  У на стремилась к у  0.

Доказательство ограничим случаем конечного у й.
Н е о б х о д и м о с т ь .  Предполагая равн ом ерн ое  стрем лен ие 

f ( x , y ) к φ (х), по произвольно взятому е^ > 0  найдем соответствую
щее, в согласии с определением, число δ 0 [см. (3)]. Какова бы 
ни была варианта у п -+уц, для нее существует такой номер Ν, что 
\ у а — У ш\ < Ь  лишь только η ^> Ν . Но тогда, при тех же значениях п, 
в силу (3), выполняется неравенство

!/(*> > '« )—· ? ( * ) ;  < έ  
и притом, сразу для всех х. Таким образом, доказана р а в н о м е р -  
н а я сходимость последовательности { f ( x ,  у п) }.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть теперь дано, что каждая такая по
следовательность сходится к φ (дг) р а в н о м е р н о .

Для того чтобы доказать равномерное стремление функции f ( x ,  у )  
к ср(.£), предположим противное. Тогда для н е к о т о р о г о  ε^>0, 
какое бы ни' взять 8 == δ' 0, найдется такое значение у  — у '  из У,  
что хотя Iу  — у й I 8', все же по крайней мере для одного значения 
х  =  х  из Зу· будет выполняться неравенство: | / ( х ' ,  у )  — φ (jc')|^ ε.

Возьмем теперь последовательность положительных чисел { δ„}, 
сходящуюся к нулю. Каждому δη, по сказанному, можно сопоставить 
два значения у п и х п такие, что ( '

\Уп— У0 | < δ „ ,  но \ f ( x n, y n) — φ (χ η)1^=ε. (6)

Ясно, что у п -*-уо (ибо ->  0), но последовательность { f ( x , y „ ) } 
р а в н о м е р  н о сходиться к ψ(χ)  не может, ввиду (6). Мы пришли 
к противоречию с тем, что дано.
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Пусть теперь множество 2С представляет собою к о н е ч н ы й  
промежуток [а, Ь]. Мы знаем [436], ч т о  если п о с л е д о в а т е л ь 
н о с т ь  функций, непрерывных (или интегрируемых в соо-
ственном смысле), р а в н о м е р н о  сходится к предельной функции 
то и последняя необходимо будет непрерывной (интегрируемой). 
Ввиду 2° непосредственно ясно, что все это переносится и на общий
случай: п . ,

3°. Если функция f { x ,  у )  при любом у  из У  непрерывна {инте
грируема) по х  в промеж утке ££ —  [а, Ь] и при у  ->_у0, р а в н о- 
м е р н о  стремится к  предельной функции φ (х), то и эт а функ
ция такж е будет  непрерывна (интегрируема).

В интересах дальнейшего изложения мы установим еще следую
щее предложение, обобщающее теорему Д и н  и п° 431. П р и  э т о м  
мы б у д е м  с ч и т а т ь ,  ч т о  в с е у < ^ у & .

4°. Пусть функция f i x , у )  W 11 любом у  из У  будет непре
рывна по х  в промеж утке 2V — {а, Ъ\ и при возрастании у , м о н о 
т о н н о  в о з р а с  т а я ,  стремится к  н е п р е р ы в н о й  же пре
дельной функции tp (х)· Т огда  стремление это. необходимо будет  
р а в н о м  е р  н ы м относительно х  в промежу тке 3?.

Выделим из У  монотонно возрастающую последовательность {у п } 
значений у ,  сходящуюся к у а, и рассмотрим, соответствующую по
следовательность функций { f ( x , y n) \ ,  очевидно, также монотонно 

х возрастающую вместе с п. Так как ряд
У ' ОО

f i x ,  У д  +  Σ  tf ( x ’ y n ) — f ( x > У η- ί)1 =  9 (x )
71 =  2

состоит и з  п о л о ж и т е л ь н ы х  членов (возможно, за исключением 
первого члена), то теорема Д  и н и позволяет утверждать, что этот 
ряд сходится р а в н о м е р н о  относительно лг в промежутке ψ .  
Следовательно, по заданному е^ > 0  найдется такой номер щ,  что 
неравенство ^

|<р(*)— f { . x>yn) \ < *
окажется выполненным сразу для всех х  из SV. Ввиду монотонного 
возрастания функции /  вместе с у ,  тогда подавно выполняется и 
неравенство '

I (? (■*) — f { x > y )  I <®> ' i
лишь только у  ^>Упоу этим доказывается наше утверждение.

Хотя установленный частный признак равномерного приближения 
и кажется очень узким, но он нередко бывает полезен, избавляя 
от необходимости иным путем убеждаться в наличии' равномерного 
приближения.

505. Перестановка двух предельных переходов. В настоящей 
главе'через все изложение красной нитью проходит вопрос о п е р е 
с т а н о в к е  д в у х  п р е д е л ь н ы х  п р о ц е с с о в  того или иного



типа. В простейшей форме этот вопрос впервые встретился нам 
в 16$, когда речь шла о существовании и равенстве повторных 
пределов: /

lim lim / ( j f ,  y)xs= lim lim f { x , y )  (7)
Х—Х» y-*y<> ‘ y-+y0 x-+xо - -

в предположении, что существует двойной предел: ■

lim f { x ,  у ). ,

■ 'л-лЧЙ- \ v ' - ,у-+Уо Λ ' ·ν V:>  ■' ' · : " .>- ■
Затем в 436 мы видели, что теорема о почленном переходе к пре
делу в равномерно сходящемся функциональном ряде · также может 
быть выражена в подобной форме:

lim lim /„(.*) =  lim lim f „ (jc)
- Лч+f l  й - * о т  1 n-+co x^+a

на этот раз — в предположении р а в н о м е р н о й  сходимости при 
я - v c o  функции f n \x )  к своей Предельной функции.

Пользуясь введенным в предыдущем п° понятием, мы сформули
руем сейчас Общую теорему того же типа. Мы будем предполагать, 
что функция/ i x ,у )  определена в двумерном множестве <М =  5 £ у (У ,  

.причем множества ZV == {х} и У  =  {у} имеют порознь точки сгу
щения х 0 и у 0 (конечные или нет). , - -

Пусть при каж дом -х из SC существует п р  о с т о й  предел;
lim / ( j c ,y )  =  (p(jc),

. ; ^  , '  у —*· У а

а при каж дом у  из У — п р о с т о #  предел

lim / ( J f , y ) = t ( v ) ·  r ■

Если при у -* -у «  функция f { x , y )  стремится к  предельной 
функции ψ i x) . р  а в н о м  е р  н о  относительно х  в, области X , met 
существуют и равны оба п о в т о р н ы х  предела (7).

Легко было бы свести- эту теорему к упомянутому выше част? 
ному случаю ее, но — для большей отчетливости —  мы предпочитаем 
дать здесь независимое доказательство (предполагая —  для опреде
ленности —- оба числа х 0 и у 0 к о н е ч н ы м  и).

Задавшись произвольным числом О, в силу теоремы 1° 604, 
найдем соответствующее ему число δ ̂ > 0  такое, что «неравенства (5) 
влекут аа собою (4), каково бы ни было. Jf йЗ 5&. Фиксируем зна
чения у  и у', удовлетворяющие условиям (5), а х  предположим 
стремящимся к *<>; переходя в (4) к пределу, получим:

* ΙΨΟΟ —  Ψ 0 ,) 4 ^ β· : (8)

Таким образом, для функции ψ (у), при предельном переходе у  ~*~у0, 
выполняется классическое условие Б о л ь й а  н о — К о ш и  [58], откуда
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/
и следует существование конечного предела

lim ψΟ ) =  Α  
у-*у»

Теперь ясно, что, лишь только \ у — Уо1<СЛ будет (при любом а; 
оиз SP) '

I φ (х ) — f ( x ,  у )  I е, а также | ф (у) — А  | s g  s;

в этом легко убедиться, переходя к пределу в неравенствах (4) и 
(8) при у  - + у ь и фиксированных х  н у .  Сохраняя выбранное зна
чение у ,  найдем такое 8'^>0, что

-V \ / { Х ’У)  —  $ ( У ) \ < *  /  ■ - ; --V ■

при 1 x — х 9 1 < ; 8 '.' Тогда из всех этих неравенств следует,' что при 
тех же значениях je выполняется, и неравенство

' |<р(х) — Л |< 3 б , -  ;
так что и

lim <р(д;)з=:А .
. Χ-*Χο ' ■

Т еорем а д оказан а. -;■■■·.
З а м е ч а н и е .  М ожно показать, что число А , о котором только 

что шла речь, в то же время будет и д в о й н ы м  п р е д е л о м  
функций f i x ,  у )  при совместном предельном переходе х  -*■ х», 
У -* -У  о· Это обстоятельство сближает" доказанную теорему с тео
ремой п ° 1 6 8 . * ν

- 5 0 6 .  Предельный переход под знаком интеграла. Обращаемся 
теперь к рассмотрению интеграла (1), зависящего от параметра у , 
ограничиваясь вначале случаем к о н е ч н or о промежутка [а, Ь] и 
функции, интегрируемой в с о б с т в е н н о м  с м ы с л е .

Предполагая, что область У  изменения параметра имеет точку 
сгущения y t , поставим вопрос о п р е д е л е  функции (1) при у г * У ь  
t- .  Т е о р е м а  i. 1 . Е сли  ф у н к ц и я  f i x ,  у )  при п о ст о я н н о м  у  ин т е

гр и р уем а  по х  в  [а, Ь) и при у - * ·  у  а с т р ем и т ся  к  предельной  
ф ун кц и и  (2 ) р а в н о м е р н о  о т н о си т ел ьн о  х ,  т о  и м еет  м е с т о  
р а в е н с т в о

у ' 6  Ь
lim 7(j/)= =  lim ^ f { x , y ) d x  =  ^ y { x ) d x .  (9)

У~*Уо >  У —Ув а а

Д о к а з а т е л ь с т в о *. - Интегрируемость предельной функ- 
ади tp(jc) уж е известна [604, 3 °]. Задавш ись произвольным числом

6Q61 §  1 . ЭЛЕМрНТАРНАЯ ТЕОРИЯ
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* Дла определенности мы предполагаем, что у„ конечно.
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ε ^ Ο ,  найдем такое число 8 ^> 0 , чтобы имело место (3). Тогда при
IУ — Jo |<C ^ будем иметь 
ь ь ь

| $ / ( * ,  jO — $ <р (·*) а?* | =  | $ [ / ( χ , y )  —  <? (x )]d x  I <  - .
a a a

b
^  5 \ f ( x · у ) ~  ?  (·*) Id x  < ε $ — fl)’

a

что и доказывает формулу (9).
Формула (9) может быть переписана в виде:

* ь
lim \ f { x , y ) d x  —  \  lim f ( x , y ) d x .

У~*У»а  а  У~*Уо

При наличии ее говорят, что предельный переход по параметру 
допустим п о д  з н а к о м  и н т е г р а л а .

Предполагая, что все у  <^_у0. имеем:
Следствие. Если функция f ( x , y )  при постоянном у  н е п р е 

р ы в н а  по х  в [а, Ь] и при возрастании у  стремится к  н е 
п р е р ы в н о й  же предельной функции, м о н о т о н н о  в о з р а с 
т а я ,  то справедлива формула (9).

Ссылка-на обобщенную теорему Д и н  и [504, 4°].,
В предположении, что область У  сама представляет собой конеч

ный промежуток [с, д], рассмотрим в заключение вопрос о н е п р е 
р ы в н о с т и  функции (1).

Теорем а 2. Если ф ункция  /  (х, у )  определена и непрерывна, 
как функция от двух переменных, в прямоугольнике [а, Ь; с, д],
то интеграл (1) будет непрерывной функцией от параметра у
в промежутке [с, д\. k

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ввиду равномерной непрерывности функ
ции f ( x ; y )  [174], по произвольному ε^>  0 Найдется такое δ^> 0 , 
что из неравенств

\ * Г - * \ < Ъ ,  \у"  — y '  I <  δ

следует неравенство

У ) I О
Положим,, в частности, x '  =  x"  —  x , у ' = у 0, у "  — у; тогда при
IУ — Уо | <  δ, к а к о в о  б ы  н и  б ы л о  л , будем иметь

\f(-x> y)— f ( x , y « ) \ < e ·

Таким образом, функция f { x , у), при стремлении к любому част
ному значению у е, стремится к  / ( х ,у 0) р а в н о м е р н о  отнрси-
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тельно дг. В  таком  случае, по теорем е 1,

6 ' »
\ i m ] f ( x , y ) d x  =  ] f ( x , y « ) d x  

У~* У о а а
или

lim /  (у) =  /  (Уо)>
У~* У о '

что и доказывает наше утверждение.

Так, например, не вычисляя интегралов

1 } ·
^ arctg —■ d x , J  In (x* -j- y s) d x ,

сразу видим, что они представляют собой непрерывные функции от пара
метра у  для любых положительных его значений.

507. Дифференцирование под знаком интеграла. При изучении 
свойств функции (1), которая задана интегралом, содержащим пара
метр у ,  важное значение имеет в о п р о с  о п р о и з в о д н о й  э т о й  
ф у н к ц и и  п о  п а р а м е т р у .  .

В предположении существования частной производной / У( х , у ) 
Л е й б н и ц  дал для вычисления производной 1 (у) правило, которое 
в обозначениях Л а г р а н ж а  записывается так:

l ' ( y )  =  \ f y ( x , y ) d x ,  Λ ί1?)
а

или — если воспользоваться более выразительными обозначениями 
К о ш и  —

b b
Dy \ f ( x , y ) d x  =  \ D y f ( . x , y ) d x .

а а  ' -<

Е с л и  такая перестановка знаков производной (по у )  и инте
грала (по х )  допустима, то 'говорят, что функцию (1) можно диф
ференцировать по параметру п о д  з н а к о м  и н т е г р а л а -

Самое вычисление производной по указанной формуле и полу
чило название «правила Л е й б н и ц а » .

Следующая теорема устанавливает простые достаточные условия
для применимости этого правила.

Т ео р ем а  3. Пусть функция f  (х , у ), определенная в прям оуголь
нике |а, b: с, б], будет  непрерывна по х  в [а, Ь] при любом по
стоянном у  в [с, д]. Предположим, далее, что во всей области 
сущ ествует частная производная f y (x, У), непрерывная как



функция д в ух  переменных*. Тогда при л ю б о м у  из Г с, д] имеет
место формула  (10). "У-У 1 ‘ ^

Непрерывность функции f i x ,  у )  по х  обеспечивает существовав·!
ние интеграла (1). ·

Тогда*КСИ̂ Я ЛЮ̂ 0е значение У =: У а придадим ему приращение Δy==k
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7(Уо) \ f {x ,y» )dx ,  I СКо —j— k) '=  \ f { x , Уъ~\-k)dx,  ,
« - ·'■■■■'■ a

так что ■ ' ,

y _ j ^ y„ +  k ) - f ( X, y t) dXi (11)

Ф ' . ' -  ■ ■■ a -  . - '
Интеграл справа зависит от параметра k. Нам предстоит дока- , 

зать, что при k -* -0  здесь допустим предельный переход под зна- 
ком интеграла. Этим будет установлено и существование производной

/'О о )=  Иш £^о_+ ^)-7Ы  ~ . V ·
- *-»о :.· . « ■ ‘ ■) - ' - >,

и наличие требуемого равенства г'

7'СУо)= Нш Г f ( x ’ ^>!+ * ) - / ( * .  ά χ _  |
iJ k . . ·'- , 4. : Шa , 4Λ ' . -νίν |

° ' a  "У '.>*
С этой целью, сначала по формуле Л а г р а н ж а  на пишем

■ у  ^  *  +  Г / ( * '  Л > < » < 1 >  0 2 Й

Пользуясь же р а в н о м е р н о й  непрерывностью функции / » ( х ,у), 
по произвольному ε ^ > 0 найдем такое 8 ̂ >0, что при

. Y\ ‘- \  \ x " - s \ < *  и 1 У ' - / | < 8  ' . ',;■>·
будет выполняться неравенство

\ fy (x" ,y" )— f y ( x ’, y ' ) \ < * .  . :
Полагая здесь χ  — л; = х ,  / = _ у в, _у" ==ye ΘΑ и считая- j Λ! <Г8, 
получим, с учетом (12), что с р а з у  д л я  в с е х  дг будет УУ

/(*» Уо +  Ь)—/( х ,  у0)
■ А· (·*■> JHo) I <4 ε.

* J'k 9ТИХ условий, собственно, уже вытекает'и непрерывность функ
ции f  (x, у) lio обоим аргумента^, но мы ею пользоваться пе будем,- /·



О тсю да ясно, что п оди нтегральная  ф ункц ия (1 2 ) при k  -»· 0  р ав н о 
м ерн о (ртн оси тельн о  х )  стрем ится к  предельн ой  ф ункции  / у (х ,У ч 1  
Э тим, * по теорем е 1, и оп равд ы вается  предельн ы й  п е р е х о д  под: 
ш и к о м  и н теграла (11).

В виде п ' р и м е р о  в снова рассмотрим интегралы,, о которых была речь 
в предыдущем п°. О чевидна,'для j> > 0

'г* . х  - f  x d x  1 1п У  Λ

see] § 1. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ ' ^

• (· х  '(*  ̂ x  . ( x d x
Dy \  arctg Д  d x  —  J- D y arctg — d x —  Д j q r -

о о S

i >
D , j l n  (лг1 + У )  d x  =  ^ D y ln (x 2 +  y ‘) d x

4  . / + ? - - rf* = 2 a r c tg T ·
' /·'· ; о

Л егко проверить полученные результаты, непосредственно вычислив эти 
-интегралы в конечном виде:

x  1 1 Vя
arctg у  d x  =  arctg — +  ^  у  Ъ  f + p  *w - S

о
1-I- 1/,(y)== \  ln (*г +  y*) dx =  In (1 +  у8) — 2 +  2jy · arctg

У

‘ и затем продифференцировав по у. __
При у = 0  'условия теоремы 3 на р у ше н ы;  посмотрим, как обстоит . 

дело с производными функций /,(у ) и /»(у) при ,У==0. Если в первом 
интеграле подинтегральному выражению при у  — 0 и х  >  0, чтобы сохранить
era непрерывность, приписать значение у ,  то получим — так яТ0
функция /, (j)) будет непрерывна по у и при у *= 0. Но

'/.'б) — Λ (0) -  1 ln J>* - ' arctg3>. -  а,
-Ч  ' ~ ~ ~ У  2 1 + ? *  У
при у —* 0, так что конечной производной' при у =  0 не существует. Для 
функции же / ,  (у) имеем: '

' 7 ,(0) = — 2, ( l + -£L  +  2 arctg у - »  π
* .. У ** У

πρΐι V —  О З д есь  Л (0)==«, между тем как производная по у  от подинте- 
гральной функции при у  =  0' равна нулю, так что и интеграл от нее тоже 
нуль: правило Л е й б н и ц а  -не приложимо.

608. Интегрирование под знаком интеграла. Поставим, нако- - 
нец. вопрос о б  и н т ё г р а л е  п о  у  о т  ф у н к ц и и  (1), скажем, 
в промежутке [с, д]. ,



Нас, особо будет интересовать случай, когда этот интеграл выра
зится формулой:

!? д ь  ь д
y ( y ) d y  =  \ { \ f { x , y ) d x } d y  =  \ [ \ f i x , y ) d y } d x ,  ,
с с а а с

которую — без скобок —  пишут обычно так:
д Ь  ь д \
\d y  \ f ( x , y ) d x  =  \ d x \ f ( x ,  y)dy . (13)
с а  а с

При наличии ее говорят, что функцию (1) можно интегрировать 
по параметру у  п о д  з н а к о м  и н т е г р а л а  (взятого по пере
менной дг).

Простейшие условия, достаточные для равенства двух повторных 
интегралов (13), дает

Теорем а 4. Если функция  / ( х , у )  непрерывна (по обеим 
переменным) в прямоугольнике [а, Ь; с, д], то имеет место 
формула (13).

Докажем более общее равенство
η * ь щ

\ d y \ f ( x , y ) d ' ) c = \ d x \ f ( x , y ) d y ,  (13*)
с а  а с

где с ^ - ц ^ д .  ' 1
В левой и в правой его частях мы имеем две функции от пара- ’· 

метра η; вычислим их производные по η. "■ ·
Внешни^ интеграл в левой части имеет подинтегральную функ- 

цию (1), непрерывную по у  в силу теоремы 2. Поэтому его произ
водная по переменному верхнему пределу будет равна подинтеграль- i 
ной функции, вычисленной при у  =  η, т. е. интегралу

*
I(ri) =  \ f ( x , r i ) d x .

а

В правой части (1 3 * ) стоит интеграл

• с ■ v
~ )? (x ,r j )d x , где ψ (χ , η) =  \ f ( x , y ) d y .

а e

Функция φ (χ, η) удовлетворяет условиям теоремы 3. Действи
тельно, φ (х, η) непрерывна по х  *, в силу теоремы 2. Затем произ
водная

<?n(x,-ri) —  f ( x ,  η)
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* Который играет здесь роль параметра.
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непрерывна как функция двух переменных. Поэтому к упомянутому 
интегралу применимо правило Л е й ^ н л ц а :  

ъ · ь ь
βη 5 φ {X, f i ) d x = \  φή (X, fi)d x  =  \ f ( x ,  η) d x  =  1 (η).

а о a

Таким образом, левая и правая . части равенства (13*), как функ
ции от η, имеют равные производные, следовательно, могут разниться 
разве лишь на постоянную. Но при i\ =  c оба упомянутых выражения 
обращаются, очевидно, в нуль; следовательно, они тождественны при 
всех значениях η, и равенство (13*) доказано.

При из чего, в частности, и получается равенство (13).
Рассмотрим п р и м е р ы. 1) Пусть f ( x ,  у) =  хУ в прямоугольнике [0, 1; 

а, Ъ\, где 0-< a<c b. Условия теоремы соблюдены. Имеем
- 6 , 1  , 1 f t  " 

dy J хУ dx == jj dx хУ dy.
a 0

Слева легко получается окончательйый результат

1 „ Ш  
3 1 + у  1 ■ +  « ’ ··< ' а

1
справа же мы приходим к интегралу I — — dx. Таким образом, бла-

о
год-ар я перестановке интегрирований, мы находим его значение [ср. 497, 

16) { Β ) ] ·2) В случае функции f ( x ,  у) =  в прямоугольнике [0, 1; 0, 1]
условия теоремы невыполнены: налицо разрыв в точке (0, 0). Имеем:

\ fdx =  i? T ? >\Хх1 1о = т Т ¥  { у>%
О ·

1 1  ■

1  ^  J  f d x  =  &1ccXgy o =  T ’

1 1 '

\ d * \ f  — £"·

в то время как

509. Случай, когда и пределы интеграла зависят от параметра.
Обратимся к рассмотрению более сложного случая, когда не только 
подинтегральное выражение содержит параметр, но и самые пределы 
интеграла зависят от него.



В этом случае интеграл имеет вид- - ■·

/ Л " t  ' Λ  - J' ~ ? Ш  '
I(y)  =  J /(* >  V)dx.  '(14) 1

*LV> ·■' - ■ · · i ' i
: '·. - ' . \ 

Ограничимся исследование^ вопроса о непрерывности и дифферен- |
цируемости по параметру подобного интеграла. 1

Т ео р ем а  5. Пусть функция f ( x ,  у )  определена' и непрерывна i
в прямоугольнике [а, Ь; с, ό], а кривые ' т )

х  =  а(у),  х  =  $(у )  [ c s S y s ^ d j  „

непрерывны и не выходят  за, его пределы. Тогда интеграл (14) Л
представляет собой_ непрерывную функцию от у  в [с, д].

Если у а есть любое частное значение у , то'интеграл (14) можно 
написать в виде ,  ' ]

?(Уо) ■' /  β й {У) ; ' j
у y ) d x ~l· 3 f i x ,  y ) d x —  \  f i x ,  y ) d x .  (15) Щ

®0’o) · |,(j>o) . ' «Су®) ' Ц

Первый интеграл, в котором пределы уже постоянны, при у  —*■ у 9 
стремится к · · - /

. Р СУо) /·.'■ - -
. I ( y » ) =  J f i x ,  y»)dx,

"  ' “ Оо) Λ  , . Λ , ' -
■ V' ■■ "/'·■'·· У-.:· У.У-Л- '' ·?: ’?

по теореме 2. Остальные же два интеграла допускают оценку

■" : - V', .. -'4·-·
I I /(-V, ^)rfJi|sSV W -|?(y) — р(у0) |,  у
Нуо) ~ .

- f т ' 4 4а (у) ' ·■' \  ̂

I $ :/(·*»  Ж- | а ( у ) - — а(уоН -
к(Л>)

где М  —  max | / (je, у )  |, и в силу непрерывности функций а (у), 3 
β (у) — при у  —>у0 стремятся к нулю.

Таким образом, окончательно -

lim I (y)  —  I(yJ ,
- ' _ . У-+УО

что и доказывает теорему. .
Т ео р ем а  6 . Вели, сверх сказанного, функция f { x ,  у )  допускает  ί 

в прямоугольнике [а, Ь; с, 5] непрерывную производную Гу{х, У% * 
а такж е существуют и производные а' (у), ψ  (у), т о интеграл (14) -

6 6 6  Г Л . XIV. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА |5Θ 9 ' 1



имеет производную по параметру, кот орая выражается формулой

Р № ' - '
$ / И * .  j/)d Jc  +  p '( y ) - / ( p ( y ) ,  у ) - * Ч у ) - / < « < У ) .  У)· ( 16>

;V- ' Ity) '
И здесь мь> будем исходить из равенства (15). Первый интеграл 

при у  = у в имеет производную, представляемую интегралом от произ
водной
. Р Су·» ■ ■■

I f'y {X, У о) dx  
«№1 ' '

— по теореме 3. Для второго интеграла (значение которого при 
у= _у* есть нуль) имеем, по теореме о среднем:

ΡϋΌ> .
где X  содержится между р(ул) и β(ν). Отсюда производная второго 
интеграла при у==уо> которая совпадает с пределом предшествую
щего выражения при у — Уо> будет

Р '(У о)-/(РО '»)>  УоХ

Аналогично, для производной'третьего интеграла при у  ~ У о  получим

—  а '(У в)-/(<*(У»)> Уе)·

Объединяя все эти результаты, убедимся в том,'что производ
ная Г (уо) существует издаётся указанной формулой.

З а м е ч а н и е .  Заключения обеих теорем сохраняют свою силу 
и в предположении, что функция /(дг, у )  задана (и обладает указан
ными свойствами) лишь в области, содержащейся м е ж д у  кривыми

х = а ( у )  и дг =  Р(у). > .

Возможность рассматривать функцию и вне этой области использо
вана была для упрощения расСуждениЙ.

Поучительно взглянуть на установленные результаты и с такой 
точки зрения. Интеграл / ( у )  получается из интеграл^ ι

·. У':·'." ' С . У  Л'·· - '··'■■'" : - · V .  ' ■' . ■
- vv 1'ν ;■ ч-З" -ν'' , ;; - - ν·.Λ ·Γ·- · · v·, -.' * - /.V

, 1 ψ ,  и, v )  =  \  f ( x ,  y ) d x ,

зависящего от т р е х  параметров у ,  и, ν, подстановкой ы =  а(у), 
г> =  β (у). Вопрос исчерпывается; применением общих теорем о непре
рывности и о дифференцировании с л о ж н о й  функциц В частности.

9891 § 1. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ ,  667



у
формула (16) написана по классической схеме:

dl dl , dl , .  . . d/ 0, ,  .

610. Введение множителя, зависящего лишь от лг. Легко по
лучить некоторое обобщение установленных выше результатов, и 
притом — без привлечения ηοβριχ идей. Именно, можно вместо (1) 
рассмотреть интеграл

ь
I{y )— \ f { x , y ) ’g (x )d x ,  (1*)

Я

где g {x)  является функцией от х ,  которая а б с о л ю т н о  интегри
руема в промежутке [a, b] (возможно, и в н е с о б с т в е н н о м
смысле). Таким путем удается частично распространить изложенную 
элементарную теорию и на несобственные интегралы.

Сформулируем предложения, аналогичные теоремам , 1, 2, 3 и 4: 
Т еорем а 1*. При предположениях теоремы 1 имеет место 

формула ·
ь ь

lim \ f ( x ,  y ) - g  {x) d x  =  \<? (x) ■ g (x ) dx.
У ^ У о  a  a

Прежде всего заметим, что все интегралы, фигурирующие в этих 
формулах, существуют. Интегрируемость предельной, функции <р(х) 
была уже доказана. Существование же интегралов^от f - g  и <р·^ 
(вообще говоря, несобственных), следует из п° 482.

Теперь, задавшись числом ε 0, найдем, ввиду равномерного 
стремления /  (х, у )  к ψ (х), такое число о'^>43, что имеет место (3)*. 
Тогда при Iу — _у0 |< ^ 8  справедлива будет такая оценка:

ь ь .
($/(*> y ) - g ( x ) d x  —  5 φ <JC)-^(лг)cfjc

b b 
: SI f ( x > У) —  ? C*)| ' k w  I d x< ^e  · $ I £·(*) I dx,
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a
b

что и доказывает нашу формулу, ибо справа произвольно малое
г.-

число умножается на постоянное конечное число § | g (x )  | dx.
а

В частности, подобная теорема имеет место и для п о с л е д о в а 
т е л ь н о с т и  функций { f n ( x ) \  с п в роли параметра. Мы сформу-

* Мы и здесь, как всегда, для примера рассматриваем случай конеч
ного у а, распространение на случай у 0 = -} -(»  не представляет трудности.
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лируем этот результат «на языке бесконечных рядов>, так как в таком 
виде он чаше применяется.

Следст вие* Если 1) члены ряда

Σ  ».<*> .η — 1

— интегрируемые в [я, Ъ\ (в собственном смысле) функции, и ряд  
сходит ся равномерно, 2) g (х)  — а б с о л ю т н о  интегрируемая 
в [а, Ь\ функция (хот я  бы и в несобственном смысле), то ряд

С О .  ' '  '

Σ  U n(x)-g (x)
л — 1 t

можно интегрировать п о ч л е н н о .  , |
Далее, совершенно так же, как и теоремы 2 и 3 (но лишь со 

ссылкой на теорему 1* вместо 1), доказывается:
Т е о р е м а  2*. При предположениям теоремы 2  интеграл (1*) 

будет непрерывной функцией от у  в промеж утке [с, д].
Т е о р е м а  3*. При предположениях теоремы  3 функция (1*) 

будет дифференцируема по параметру, и имеет место формула·.

ь
r ( y ) = \ f y ( x ,  y ) - g { x ) d x .

Наконец:
Т е о р е м а х  4*. При предположениях теоремы 4 справедливо 

равенст во повторных интегралов
!

д д Ь Ъ г)

\ l i y ) d y  =  \ d y \ f ( x ,  y ) - g ( x ) d x  =  \ g ( x ) d x \ f ( x ,  y ) dy .
с с а а с

Доказательство буквально воспроизводит доказательство теоремы 4 
(лишь со ссылкой на теоремы 2* и 3* вместо теорем 2 и 3).

Многочисленные примеры применения этих (равно как и пред
шествующих) теорем читатель найдет в следующем п°.

511. Примеры/ Используя разложение в ряд функции ех, представить 
в виде суммы ряда интеграл

(а) \
о

1
i* е * ~  1 ех ln x  dx, (б) V —у= - dx.
о V *



По следствию из теоремы 1* имеем:

I I соI гМ \\dx

V
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(a) J e * ! n * r f * = | l n * . { l + Д я } '

1 со 1 оэ ; v |

• = U x . r f x + 2  i ' ' j . * * » n ^ » - { i + ' 2  c + D i W o b ^
О m — 1 О m — I

Ο r 0 m =  l m =  1
' ч

2) Разложением в ряд вычислить интеграл <
* , ■ -А

1
/= ^ 1 п л > 1 п (1  -\-x)dx. ~

По теореме п° 437, 5', ряд
00 ,

1 п .(1 + < );— 2  -“ j  * "
1 · I

* - j
р а в н о м е р н о  сходится в промежутке |0,-1]. Так как ln х  абсолютно ии- з 
тегрируема в этом промежутке, то, по тому же следствию из теоремы 1*, 1

Ввиду тождества - - .
1 1 1 1

„ ( я 4- 1)» — я п 4-1  (я + 1 )*  '

учитывая притом известные разложения -i · ’

ν ( - Ι ) 1·-1 , - о  . V  ( - 1 Г *

; .  V 1 » “ * 1

выражение для /  можна представить в виде::

п= 1 - ■ . - _ ·

Здесь для /  подучилось значение «в конечном виде». Разумеется, это 
удается не всегда. · , , , ■ ■ ■

* 405 (18); 440, 8).



3) Означая через Рл (х) и-ый многочлен Л е ж а н др  а, доказать, что

2 Г СОв (я  -t- -|-) φ .
Р п (cos6) =  — ^  уЛ 2(cos<p — сдаву ■-

Еслй вспомнить происхождение многочленов Л е ж а н д р а  Р„(лг), как 
коэффициентов разложения по степеням^ вы ражения•^=======- [447, 8)),

то достаточно, рассмотрев ряд

,  ”  ' !  cos(n +  i W < p

Ι Σ -J

511J x:.' § . 1. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЙ

Λ. well .) У  2 (cos φ —  COS 0) ’

(17)

" \ Aустановить, что сумма его равна указанному выражению при x==cosB.
Так как [ср. 461, 2)], при | а | <  1, _

00 Г \ COS у  ?
2  а» сое (п + у )  т -  (1 -  а).

п =  0 ■

и ряд сходится р а в н о м е р н о  относительно <р (ибо мажорируется геоме-
оо ч

трической прогрессией У] I а 1д) . то ряд (17) — снова по тому же след-
о

схвию — можно преобразовать так:
1

■·” » Τ τ · -  df
j5 у  2 (cos φ — cos β) ‘ 1 — 2acos <p-f α“

Прибегая к тем же подстановкам, что и в задаче 9) 497 (где, собственно, 
был установлен частный результат, для п — 0 и 1), последовательно получим:

1 — а (*
■— S у  (2 —JC)(1— ζ) 1 — 2аг +  о8

- - V  (1 _  а) \  (1 -  β)* ί* +  (1Г-  2<ΰτ +  а») =  У  L _  2«* + Ϊ  ’
• ."''СЯ·■ : ■· ■■ с У ■ j,- ....*·' - ■ ...·' ■■//=' ■ ' ■ л .. " V · / · " ■
что и завершает доказательство! -  ■ ,

. 4) Воспроизведем один из приемов, с помощью которых Э й д е £ полу
чил свой результат:

V
L  п * -  6 *

1 . ί
£ =  arcsine · ■ ■ ■■■!?—=- =  \ arcsin х  d arcsin χ  =%■

rf V '— ** I  ' 8

Вычислим «-интеграл
t ί

d x  f  , . π*



еще иначе, воспользовавшись известным разложением арксинуса

, r„„iT1 r _ r  , V  (2п —  1)И
arcsm х  дг +  2  - 2п\\ ' 2 ^ + Т ’

\ П  =  1

которое в промежутке [0, 1] сходится равномерно. Будем иметь
1 со
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1
f  x d x  γ  (2п— 1)51 Г ΛΓ2« «
3 γ τ ^ Γ *  +  Z i t 2л!! (2η + 1) J  γ γ —

r 2H+l
dx.

5' Г ι — χ -  j “ . 4 у  1 —  X*
Так как

ί
2л11S v M + l ί»

dx — \  sin2n+1 φ dw =  —,
υ K l  — λ :2 J  Y f  ( 2 / i - f - 1)11 ’

то получается, что

*8£  — π — 1 I V  “ 1 Χ 1 1
8 Z i  (2 η + 1 )8 - " Ζ )  (2η—  I)8 '

η = 1 η =Ι
откуда уже легко прийти к упомянутой вначале формуле.

ζ) Показать, что прием Л о б  а ч е в с к о г о ,  с помощью которого в 14) 
и 15) п° 497 были выведены формулы ■

со 2 со 2

I /С * )  dx  =  j* /(дг) Ле, ^ /(лг) d x =  j  f ( x ) dx.

применим и в том случае, когда функция f{ x )  в промежутке ĵ O, инте
грируема в н е с о б с т в е н н о м  смысле (при сохранении прочих условий).

С помощью этих формул получаются, например, следующие интегралы:
г π

со ~2

(a) f  In I -sin x  j · 2 ^ 5  dx  == f  ln sin x  dx  =  — ~  ln 2;
b , - о

_oo со ■ Z .
/ЙЧ f  In I cos л: I {* In I c o s 'j t  | sm2* . ,  f  in cos* . π

о о о
(интегрирование по частям); -



6) Установить непосредственно, что для интегралов (где у >  0)

<■> о и
предельный переход при у —»-0 не может быть произведен под знаком ин
теграла. Удостовериться в нарушении условий теоремы 2. _

7) Применить правило Л е й б н и ц а  к вычислению производной по па
раметру от интеграла

π
2'

/ (а) =  ̂  In (а1 —  sin2 6) М  (а > 1 ).

Легко проверить, что условия теоремы 3 здесь соблюдены. Имеем
1C - '  '· ■

С 2а dbГ (а) =

511) § 1. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ 673

■ ί
а® — sin* в у  — i *

Отсюда, интегрируя по а, восстанавливаем значение I (а): ' .
1(a) =  π1η (α +  Υ а% — 1) +  С.

Для того чтобы определить постоянную С, представим интеграл /  (а) в виде

¥  .
1 (а) =  π 1η β +  I  In 1̂ — sin* 0  ̂d9,

так что, если использовать и найденное для /  (а) выражение,
π

а -f- У  а* — 1С =  ^ In sin* db — π In 1 a

Перейдем здесь к пределу при а —* -(- оо; так как

|1пМ ^ ,9)М1пМ)1’
то интеграл стремится к нулю, и находим: С — — π In 2. Окончательно, для 
а >  1 [ср. 497, 7)]:

, a + V * — 1/(β) =  π1η—1-------------- 2-■

Весьма замечательно, что дифференцирование по правилу Л е й б н и ц а  
позволило найти конечное выражение предложенного интеграла. Этот метод 
нередко приводит к цели.

8) Еще проще вычисляется уже известный нам [307, 4); 314, 14); 448, 11)] 
интеграл '

Я
/(г) =   ̂In (1 — 2г cos л; +  f*) dx  ( | г ] <  1). 

о '
2 2  Г- М. Ф нхтенгольц, т , И



По правилу Л е й б н и ц а
* . ' /

* · — 2cosje +  2r . ,
J  ~~Г— 2r cos л: -f- г* dx-
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G помощью подстановки t ==£ tg — ле!'ко установить, что полученный инте
грал равен 0; в таком случае j ■

~ ·■ /  (г) =  С =  const.
Но /  (0) =  0, значит, С =  0. Итак, при | г |-<  1 интеграл /(г) =  0.

У ■' ’ ■ ' ■ "9) Вычислить интеграл‘7 =  \  ----arct^ х  dr
$ x V l - x *

Вводя параметр, рассмотрим болееобщий интеграл

из которого предложенный интеграл получается ври у = 1 .  Условия тео
ремы 3*, если положить

г м = - ^ = ,л  . у  1 — jcs

выполнены. Дифференцируя по у  (под знаком интеграла), найдем
I

/' (у)= ? ---------т— -..........
. ^ ( 1 + хУ )  / 1 - ^  » ·

этот интеграл легко вычисляекя, например, с помощью подстановки *==cos8:

_ 1 tg (
o<5 ί + ̂  cos2 в ~ yT+y arc g о 2 K i  +  У  ’ 3

Отсюда, интегрируя, находим ' ^

/  ο ;)= γ  in 6 + / т а + C .

Так как I (0) =  0, то C =  0; при y = l  получаем, наконец, искомый интеграл

1= I \ п  Ϋ  2).

10)„Доказать, что выражения , '
* те

(а) и — х п ·^  соЦ* cos Ь) sin8*» в rfO и (б) u =  ̂  cos (пв — л: · sin 9)rf8



(при целом п ^ О ) удовлетворяют так называемому дифференциальному урав
нению Б е с с е л я :  .

xW +  xu' + { х *  —  п3) и =  0.  / ;

Здесь роль параметра играет х .  Дифференцируя под знаком интеграла 
дважды (теорема 3), найдем, что сумма в левой части уравнения (цри под
становке вместо и указанных выражений) будет равна:

(a) Jtn+1  ̂[jc · cos ( х  cos 6) sin2n+2 β —

—  (2л +  1) sin (x cos 6) — cos Θ · sin2" Θ) =  — sin3n+I 0 · sin (x cos Θ) j* =  0,

* . -Λ·':,,.· ■ '
_(6) — ̂  [Or2 sin2 Θ +  n3 — Xs) cos (nfl — д: sin a) —

- 1t
— д: sin ft.? sin ( « Θ  — # sin 0)] d.& == — (я +  *  cos Θ) · sin (ηθ л: sto 6) q — 0.

11) Доказать, что уравнению ,

/  ^ 8 +  — ~ — n3u =  0-  , dr3 r dr
■ у  . ■ ■ . · , . · ■  . ' ·

(при целом я) удовлетворяет функция AuL -f- Ви2 (Л, В  — произвольные по
стоянные), где

5 1 1 ] §  1 . ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ - 6 7 5

«1 =  J e^ coserf0,

к2 =  I  епг С09 8 In (г sin8 0)rf0. ■ - ' ,

Очевидно, достаточно проверить, что уравнению удовлетворяют функ
ции и, и« порознь. Это выполняется, как и выше, с помощью дифферен
цирования под знаком интеграла, причем к функции ^применяется тео
рема 3, а к функции ,

иг =  In г · je '" ’·“ s9 db +  2  ̂enr cosθ In sin 0 db

— еще и теорема 3*. '
12) Найти производные от полных эллиптических интегралов

2
E(fe) =  ^  V  1 — ft®sin8φ d<f,

i

K(ft) =  y
d<q

У  1 — ** sin* φ

г по модулю * ( 0 < * < 1 ) .
22·



Имеем
Я '
“  1
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rfE
dk =г — ^ k sin2 φ · (1 — ks sina <p) 2 dtf =

0
те
T  . '' _1_ 2 _

=  -^-j ^ (1— fcs sin2cp)2 dtp—:^ ( 1  — ft3 sin3 φ) 2 J  ̂ ^  ^

Аналогично

2

Ho

^  =  y {  § ( i — ft2sin3<?) 2 rff — ^(1 — ft2sin2cp) 2 </φ|.
о 0

те те
*2 _  _3 2 - J_
^  (1 — k2 sin2 <p) 2 d'f =  j—ί-^ j ^ (1 — ft2 sin8 tp) 2 rf<p*,

так что
rfK E К
d k ~  й(1 — k 2)  k '

Полученные формулы имеют интересные применения. Например, если 
ввести с о п р я ж е н н ы й  м о д у л ь  k' — У 1 — k* и функции

Е' (Λ) =  E (k') и К' (й) =  К /й’),

то легко получить (ЕК' +  Е'К — КК') =  0, откуда следует, что ЕК' -|-
Е'К — КК' =  с =  const.

Для определения величины этой постоянной с установим п р е д е л  леврй 
части при k —>-0 (k' — 1): этот предел, очевидно, и будет с. Прежде всего, 
легко получить, что

lim К =  lim С = - J ;
й-»о. *-»о g) У  1 — A2sin3<p. ^  2

те *
2 2

irn̂  E' =  Jim^ ^ У  1 — k'2 sin2 <p dy == ^  cos φ d<p =  1lim 
k

* Это вытекает из легко проверяемого тождества:
· ■

, I  ь Η - -
=  ϊΖ -k»  о  — ftSsinS т)2 — fZ T jp  Щ tsin T cos φ (1 — ft2 sin2 φ) 2 ].

(1 — A2 sin2 φ) 2 =



[теорема 2, 506]. Затем имеем: - *
л . π "·' ч ■ V. -

*2 .
С do ^  π 1 ___

К' =  )  V i _ ^ s i n “T  2 V t = F  2Λ·
' . . π

1Γ ΙΜ r  f  - f  ** — 9___|E  — K1 =  K — E — ^ ^  2
u 9

— ". f\77
5 |  J J  §  1 . Э Л ЕМ ЕН ТА РН А Я Т Е О РИ Я

так что

|K '( E  —  K)’| <  j *  и ‘‘” οΚ' (Ε — Κ )= = °·

Искомый предел оказывается равным-|·, и мы приходим окончательно 

к известному соотношению Л е ж а н д р а .

ЕК' +  Е'К — К К '=  у .

13) Доказать тождество
—1 аί ■** л-ι L1 i ^

\ d t n_x \

a a  ... · g  α  %
n . ■

где f ( t )  есть произвольная функция, непрерывная в промежутке [а, Ь\

И “ р^ п^ н и е  Прибегнем к методу математической индукции. При η == 1 
тождество очевидна Допустим теперь, что оно справедливо при каком-нибудь 
Я ^ 1  и докажем его справедливость и при замене а  на й + 1 .

Для краткости положим * .

а

Продифференцируем по х  выражение
X

а · ;,
Г ппименением теоремы 6. Так как нижний предел здесь постоянен, а на 
верхнем пределе, т. е. п р и *= х , подинтеграяьная функция обращается в нуль, 
то внеинтегральные члены формулы (16) исчезают, и мы получим

Γ ίά Γ ί ^ ΙΛ χ ) ·
Ввиду того, что 1п (а) —  0, отсюда



Подставляя вместо /„ его выражение в виде повторного интеграла, 
придем к такому же выражению и для /л+1.

Совершенно так же доказывается и более общий результат:
х «я-ι и '
\  Ψ dt/i-i  ̂ f ifn-t) dfn-i ··· yfif) dt =
0 a  ■ a  ,

__ · x  ■ '

^ -(7 Γ ~ ΐ) ΐ J  \ч (х )-< ? т п-'
" a

где /  и φ — непрерывные функции в промежутке [а, Ь\,. причем φ имеет и 
непрерывную производную.

14) Найти,, производную по параметру а интеграла

67% гл. XIV. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА - [511

.)  У  а  —  х
-

-* '  ■ ■ · ./■ ._ · ·.'. ·.

где φ (λ;) непрерывна вместе со своей производной φ’ (х) в промежутке [0, в] 
и 0 < ι < β ;  ;

Применить формулу (16) непосредственно мы не можем, ибо подинтег- 
ральное выражение при х  — а, вообще говоря,- обращается в бесконечность. 
Мы прибегнем к обходному пути, именно, подстановкой х  =  at преобразуем 
интеграл к виду:

’ ’  1

i  ·’

здесь применима уже теорема 3*. Найдём, дифференцируя интеграл по пра
вилу Л е й б н и ц а :  ' ч -

, / Ч а ) =  '  Т А л  +  у Л  ^  Д  -  V -
- '  2 / а  .1 V ι - г  т  /  i - г

или, если вернуться к прежней переменной,

. Преобразовав первый из Ьтих интегралов путем интегрирования по 
частям, можно прйдать формуле более простой вид:
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1
Установить непосредственно, что к ийтегралу J /  (х,, у) dx  правило Л е й б 

н и ц а  при у = 0  неприложимо.
То же для функции

' x'

(/(х,У) =  х ' е у при O sgxsS 1, 0 < у  sg 1, 
\ f ( x ,  0) =  0.

16) Представим вычисление интеграла

/ == f - i i r n ^ d x ,  -
.3 x V \  —  Xsо

который мы нашлк в 9) дифференцированием по параметру, в другом виде,
arcte х' Заменяя в подинтегральном выражении — —— равным ему интегралом

1 > : : *
arctg x _ f  dy

x  J  1 + x Y '

перепишем I  в форме повторного лнтеграла -
' 1 1 . '

/ _  f  dx  С dy
.) Ύ 1— x 3 J  Τ + Ί Ψ -о ’ о

Применяя теорему 4*, переставим интегрирования:
i i i

/  =
‘Ь

17) Вычислить путем интегрирования под знаком интеграла интеграл

dx (а > Ь > й ).С , a +  bsiпд: 
* =  ^  1п а - Ь 'п г Г х s in*

Представим лодинтегральную функцию is виде интеграла

1 , а 4- b sin хIn '----------
' sin λ:

так что >

a —  b sm x  J a* —  b*ys sin* x

K  —  2ab j  d x  j  a ,  _  b. y  sin* χ  ,



Переставляя интегрирования (по теореме 4), получим:
1C

i ¥.

а2 — b-y* sin2 х

680 ГЛ- Χ ,ν · ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА (512

Так как

то, окончательно

d x

b 'f  sin2 x  г а У Ж - b ^  ’

1
К — Tib С ^  =τ- =  π· arcsin—.

•J У  а л — b2y s о

™ * ! ! ? Г ВеДеМ еще пРимеРы случаев, когда перестановка двух интегрирований оказывается н е д о п у с т и м о й :

1 >

'λ;5 2л:8 \ ------г- ί i
г - у · ) ·  ’ *»— т + т ·и и .

собою РазУмеется> ЧТО в. этих случаях условия соответствующей 
еоремы нарушаются: подинтегральная функция терпит разрыв в точке (0,0) *

на T5eoMMvyC4C° ВГ °я^К?3аТеЛЬСТВ0 0СН0В" 0Й теоремы алгебры. Опираясь 
' теоремы алгебры ВеСЬМа своеобРззное Доказательство основной

Эта теорема гласит, что всякая целая функция 
/{ х )  =  х* +  аЛх » - '+  ... + в „

{ныИ1ГкоТплексный  к о " ™ 4 * " коэ№ “Чие»тами) ™еет веществен- 
Положим x  — г (cos в +  / sin Θ); тогда

x k=  rk (cos kb 4- i . sin *8),
так что

f(x) =  P+Qi,
где
_________  P  =  rn cosn0+  . . . ,  Q =  r n sinn0 4 - . . .

* ?  случае (б),^при j> =  0, но хф О , подинтегральную функцию можно 
считать непрерывно», если положить ее здесь равной нулю.
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причем ненаписанные члены содержат лишь низшие степени г, а члены, 
свободные от г, сводятся просто к постоянным.

Теорема, очевидно, будет доказана, если будет установлено, что выра
жение Р% Q* обращается в нуль для некоторой системы· значе
ний г и Θ.

Введем в рассмотрение функцию
Р£/==arctg -q .

512] §  1. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ

Тогда дР п  ' d Q  йР_ dQ
5-· С?— Р'ЗГ A l l  rffl г  дд

так что

dU d r ' Q ' dr d U _  дд_____________
~д7~~ Ps +  Q* ’ дв Ps +  Qs

d*U Н ( г , Ь )  _ 
дгЖ  — (Ра +  Q2)2 ’

здесь Н(г, Θ) есть непрерывная функция г и Θ, точное выражение которой 
для нас не’ представляет интереса.

Составим, наконец, повторные интегралы

; ‘ =  ^ dr \  ъ г к  м  и 1%~  S М S дгдд d r '
0 0 о 0

где R  есть положительная постоянная, значение которой мы установим 
нижеЕсли бы функция P s +  Q2 никогда не равнялась нулю, то подинтеграль- 
ная функция была бы непрерывна, и, по теореме 4, необходимо было бьк 
/ , = / .  Мы покажем, однако, что п р и  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о м  R 
подобное равенство заведомо rfe выполняется; это будет свидетельствовать 
о том что в круге радиуса R  вокруг начала функция Р +  Q2 должна при
нимать и нулевое значение, и теорема будет доказана.

Вычисляя внутренний интеграл для /„  получаем:

2тс R

С д%и M -W -
3 дг дв дг
о

dU

9=2*
=0 =  °’

так как из самого выражения для видно, что это и есть функция от в

с периодом 2*. Отсюда следует, что / t =  0.
Обращаясь к интегралу /2, имеем

*  -  r=R

0
d *U  И г — ОН.

WWb д9 г=О

Для дальнейшего важно теперь рассмотреть старшие относительно г  члены 

числителя и знаменателя дроби -щ -.

Так как
^ « - ■ я г -smiw-r w

ТО

др - 0 - Р - Ш - = - ^ я +  -Ж · &



С другой стороны,
Ра +  0 * = = г * » + ... ,

так что, окончательно^ имеем:

- dU лг,л +  ...
т ~  гзл+ . . .  ·

Так как ненайисанные члены содержат низшие степени г, коэффициен
тами которых служат о г р а н и ч е н н ы е  функции от Θ, т о -he только

* ·,. dUlira -зд- =  — п,
- г —►оо ОТ

но самое стремление к пределу — η происходит р а в н о м е р н о  относи
тельно в. -

Поскольку при г =  0 и -^g- =  0 ^ибо в этом случае =  ,

внутренний интеграл д л я /, сводится к значению ^  при г — R. Когда R -—со, .
это значение; стремится к — и р а в н о м е р н о  относительно Θ. А тогда, по 
теореме I,

lim / ,  =  — 2тсп. ,
• ■ i ' '

Таким образом, для достаточно больших R  интеграл / 2 будет отрица
тельным,. и равенство станет невозможным.

§  2. Равномерная сходимость интегралов

513. Определение равномерной сходимости интегралов. При
распространении^ изложенной теории интегралов, зависящих от
параметра, на случай н е с о б с т в е н н ы х  интегралов особую роль 
играет понятие р а в н о м е р н о й  с х о д и м о с т и  интегралов, которое 
мы предварительно и выясним. 

Предположим, что функция f ( x ,  у )  задана для всех значений 
х ^ а  и всех значений у  в некоторой области У.  Пусть, далее, при 
каждом у  в этой области существует интеграл

СО

y ) d x .  * (1)
, а  ' 4 ■ · ' " ! 'V '

По самому определению^ несобственного интеграла е бесконеяньш 
пределом [470]: . - .  -

■ со А
\ f ( x , y ) d x —  lim i  f { x ,  у ) dx.
а  А  -*  оо а -

Таким образам, интеграл
ч j  - -

- F(A,  j ) =  \ f { x ,  y ) d X,  (2)

682 ГЛ. XIV. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА {513



6 8 3

представляющий собой функцию от Л и у, при у  —  const и А  оо 
имеет пределом I (у). Если стремление этого интеграла к  I (у)  
происходит р а в н о м е р н о  относительно у  в области У , то 
ин/пеграл 1 (у ) называют р а в н о м е р н о  сходящимся относи
тельно у  для указанны х значений параметра.

Это значит, что для любого ε ^ > 0  найдется такое н е  з а в и с я щ е е  
от у  число А, Ξ&α, что, лишь только Λ > Λ >  неравенство

5131 § 2. РАВНОМЕРНАЯ СХОДИМОСТЬ ИНТЕГРАЛОВ

оо А  со

$ / ( * ,  y ) d x - \ f ( x ,  y ) d x  =  5 f ( x ,  у ) dx < 8

будет выполняться о д н о в р е м - ё н н о  д л я  в с е х  з н а ч е н и й  у
ъ &. - . '

Для примера рассмотрим интеграл
. . -. . , . ’' оо - ' '·>· · ,

\ уе~хУ dx,
‘о

который сходится при каждом фиксированном значении у 2г0.
Вычислим-непосредственно интеграл

CU
\ ye~*y dx.

При _у=0 он равен 0, каково бы ни было А; если же у  > 0 ,  то с помощью 
подстановки xy =  t  легко находим . ■_· .

( уе~хУ d x =  \ dt — e Ау.А .Ау
Когда V фиксировано, это выражение при А —»оо, очевидно, стремится 

к 0, и, каково бы ни было ε >  0, неравенство

e ~ Ay< t  Λ (3)
In ~

будет выполняться для всех А >  А0 (у), где А0 (у) =  —  зависит от у.
Если изменение « ограничено промежутком [с, д\, где с >  0, то найдется 

ί и н е  з а в и с я щ е е  от  у  число А 0, такое, что при А  >  А 0̂ неравенство (3) 
будет выполняться,- с р а з у  д л я  в с е х  у: достаточно за А 0 принять /40 (с), 
ибо при А > А о будет тогда

е - Ау^ е ~ Ас< е  ( с ^ у ^ д ) .

Иными словами, наш интеграл с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  относительно у

В Й̂ ЙнаГеУТобстои?'дело, если параметр у  изменяется в промежутке [0, d| 
' На этот раз такого Л0 уже не существует (по крайней мере? если

ε < 1 ) . Это видно хотя бы из того, что, сколь большим'ни взять А, выра
ж ениеГ Ау стремится к 1 при 0, ггк\ что для достаточно малых
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значений у  оно будет б о л ь ш е  любого числа ε <  1. Сходимость интеграла 
при изменении у  в промежутке [0, д ] у ж е н е  б у д е т  р а в н о м е р н о й
относительно у .

5 1 4 . У с л о в и е  р а в н о м е р н о й  с х о д и м о с т и . С в я з ь  с  р я д а м и . П о л ь 
зуясь  общ им  кри тери ем  равном ерн ого  стрем ления ф ункции  к  п ре
д ел у  [504 , 1°], м ож но прим енительно к  рассм атри ваем ом у  случаю  
сф ор м у л и р о вать  е го  так:

Д л я  т о го  чт обы  и н т еграл  (1 ) сх о д и л с я  р а вн о м ер н о  от н оси
т ел ьн о  у  в  о б л аст и  У , н ео б х о д и м о  и д ост ат оч н о , чт обы  при 
л ю б о м  за д а н н о м  ε 0 н аш лось  т а к о е  число  Л 0, н,е з а в и с я щ е е  
от  у ,  чт обы  н ер а вен ст во  -

S f i x ,  y ) d x  —  [ f i x ,  y ) d x  =  $ f i x ,  у )  d x < ·

вы полнялось о д н о в р е м е н н о  д л я  в  с  е х  у  в  У , лиш ь т о л ь к о  
A ' >  /1 >  Л 0· ‘ .

И здесь, к а к  обы чно, д ел о  сводится к  ■ том у, чтобы  для  всех  
рассм атри ваем ы х значений у  р а в н о м е р н о  вы полнялск принцип 
сходим ости  [ср. 475].

Н есобственны й интеграл  с бесконечны м  пределом  мы в 4 7 5  уж е 
сопоставляли  с бесконечны м  рядом . С вязь с бесконечны м и рядами 
сущ ествует, и в в о п р о се  о  р а в н о м е р н о й  сходим ости  интег
рала ( 1).

К ак  мы знаем из 5 04 , 2°, дл я  равном ерн ого  (отн осительн о  у )  
приближ ения ф ункции  F { A ,  у )  [см. (2)] при Л  - *  с о  к  и нтегралу  ( 1) 
необходим о и достаточно , чтобы  к  этом у  интегралу  равном ерно 
сходи лась  каж д ая  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ф ункций { F (Л „, у ) } ,  
к ако в а  бы  ни бы ла вариан та Л „, стрем ящ аяся  к  - ( - с о .

Если , наконец , от  «язы ка п оследовательн остей»  перейти  к  «язы ку  
бескон ечн ы х рядов» , то  придем  к  ок ончательном у  заклю чению , что  
р а вн о м ер н а я  О т н о си т ел ь н о  у )  с х о д и м о с т ь  и н т еграла  ( 1) со вер 
ш енно равн оси л ьн а  р а вн о м ер н о й  ж е с х о д и м о ст и  в с е х  р я д о в  ви да

со Α η + ι
Σ  5 y ) d x  (A t  — а,  А я ^ а ) ,

гд е  А п е с т ь  л ю б а я  вариан т а, ст р ем я щ а я ся  к - f-o o .

5 1 5 . Д о с т а т о ч н ы е  п р и з н а к и  р а в н о м е р н о й  с х о д и м о с т и . У стано
вим теп ерь н ек о то р ы е  призн аки , о о  которы м  обы к н овен н о  на п р ак 
ти ке  судят  о  равном ерной  сходим ости  и нтегралов.

О ни п остроены  по о б р а зц у  п ризн аков  В е й е р ш т р а с с а ,  
А б е л я  и Д и р и х л е  равном ерн ой  сходим ости  ф ункц ион альны х 
рядов  [430J, а  так ж е бли зки  к  признакам  сходим ости  н есобственн ы х



и н тегралов  [476], к о т о р ы е  мы так ж е  связы вали  с  и м ен ам и-А  б е  л я 
и Д и р и х л е .

1°. М ы будем  п редп ол агать , что ф ункция /  (х , у ) интегрируем а 
по х  в каж д ом  конечном  п р о м еж у тк е  [а, А] (А  ^  а). Если суще
ст вует  т акая, зависящ ая лиш ь от  х ,  ф ункция  φ (х), интег
рируемая в б е с к о н е ч н о м  промеж ут ке  J a , - f - оо], чт о при 
всех  зн ачен иях  у  в У

\f(x,  >/) I φ (лг) (для х ^ а ) ,

т о интеграл (1) сходит ся р а в н о м е р н о  от носит ельно у  
(в указанной области его значений).

Э то н еп осред ствен н о  вы тек ает  из н еравен ства

A' A'

И  /  (х> 'J f(x)dx,
А А

если  во сп о л ьзо ваться  к ри тери ем  п реды дущ его  п°.
П ри  указан н ы х  усл о ви ях  иногда говорят , что ф ункция / ( х ,  у )  

имеет интегрируем ую  м а ж о р а н т у  φ (х), или что и н теграл  ( 1) 
м а ж о р и р у е т с я  сходящ им ся интегралом

СО .

 ̂ ψ (x) dx,
а

не содерж ащ и м  парам етра.
2°. Б о л е е ' тон ки е  призн аки , к а к  и в 4 7 6 , д о став л яет  нам прим е

нение в то р о й  теорем ы  о  среднем.
Рассм отри м  и нтеграл  о т  п р о и з в е д е н и я  д в у х  ф ункций:

СО

/ ( у )  = = ] / ( * .  y)g(x.  y)dx,  <■ ( 4 )
а

предп олагая  ф ункцию  f ( x ,  у)  и н тегрируем ой  по л: в лю бом  п ром е
ж утк е  [а, Л ], a ф ункцию  g(x,  у)  м о н о т о н н о й  п о  х.

Е сл и  и н т еграл
со  0

$ f ix ,  у) dx
&

сходится р а е  но м е р н о  относительно у в области У, а ф унк
ция g(x,  у)  р а в н о м е р н о  ограничена: 

|£ (* , y)]sSZ. (L =  const, х ^ а ,  у  из У), 

то интеграл (4) сходится р а в н о м е р н о  относительно у  
в области У.

5 1 5 ]  §  2 .  РА В Н О М Е РН А Я  СХ О Д И М О СТЬ И Н Т Е ГРА Л О В  6 8 5



В м есто (6)  п° 4 7 6 , имеем на эт о т  раз: ,

A'
I f i x .  y )g ( .x >  y ) d x =
А

ξ '  A'
=  g(A, y ) \ f ( x ,  y )dx  +  g(A, у) l / ( x, y)dx.

Е сли  на о сн о ван и й  Б 1 4  взять  А 0 н асто л ьк о  больш им , чтобы  при 
А '^ > А ^ > А о  б ы л о  ->

A'

/ ( х ,  у )  d x  I <  2̂

6 8 6  ГЛ . X IV . И Н Т Е ГРА Л Ы , ЗА ВИ С ЯЩ И Е О Т П А РА М Е ТРА  1515

I]
одн оврем ен н о  д л я  -всех у ,  то  (к ак  и в 4 7 6 ) н етрудн о  п олуч и ть  
оц ен ку

A ' -

I $ f ( x ’ y ) g ( x > y ) d x \ < s ,
А ·

ЧТО [5 1 4 ] и д о к азы в ает  н аш е утверж ден и е.
3°. А налогично п° 4 7 6 , м ож но у к а за т ь  и др у гу ю  ком бинацию  

услови й , налагаем ы х на ф ункции  /  и g.
Е сли  и н т еграл

А  -

‘ $ / ( * ,  y ) d x  . '

б уд ет  р а з н о м е р н о  ограничен , к а к  ф ун к ц и я  о т  А  и у:

А
I f / ( х ,  y ) d x \ s ^ K ‘ (AT= c o n s t, " А - ^ а ,  у  и з  У ) ,
а \ ' ,

'  Г
a  g (  х ,  у ) - >  О при х  —► о о  р а в н о м е р н о  от н оси т ел ьн о  у  (в  об 
л а с т и  2 /), даго и н т еграл  (А) с х о д и т с я  р а е  н о  м е р  н о  от н оси ί  
т ел ьн о  у  в  о б л аст и  2/ .

Д о к азат ел ь ств о  п ред оставляем  читателю .
4°. В заклю чени е . заметим, что на п р ак ти к е  чащ е встречается  

случай, к о гд а  из д в у х  м нож ителей  /  и g  на д ел е  лиш ь один  содерж и т 
п арам етр  у .  Т аким  образом , каж д ы й  из к р и тер и ев  2°, 3 °  д ает  д в а  
частны х п ризн ака (в зависим ости  о т  то го , к а к о й  из эти х  м нож и
телей со д ер ж и т  у ) .

С ф орм ули руем  один  и з п ризн аков, вы текаю щ и х из 2°, которы й  
н аиболее ч ас то 'п р и м ен я ется  на п ракти ке:

Е сли  и н т еграл



с х о д и т с я , а  ф у н к ц и я  g (x>  у ) , м о н о т о н н а я  по х ,  равн ом ерн о  
огран и чен а , т о  и н т егр а л  '  '

<х> . /  „· ·

\ f ( x ) g ( x ,  y ) d x
а

с х о д и т с я  р а вн о м ер н о  о т н о си т ел ьн о  у .

В качестве примера, отсюда следует равномерная относительно у , для 
у  0, сходимость интеграла типа <

\  e - x y - f ( x ) d x ,  J e~**y - f { x j d x  ( α ^ Ο )
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+ _.··'· ν·. 
в предположении, что интеграл  ̂ f ( x ) d x  -сходится. Действительно, обе

а
функции: е ~ ху, е ~ х2у, монотонно убывающие по х , ограничены единицей. 

Это замечание не раз будет нам полезно-в дальнейш ем..

6 1 6 . Д р у г о й  с л у ч а й  р а в н о м е р н о й  с х о д и м о с т и . Р ассм отрим  
теп ер ь  ф ункцию  / (х ,  у ) ,  оп ределен ную  для  значений jc в  к о н е ч 
н о й  п р о м еж у тк е  [<ju Ь\ и значений у  в н еко то р о й  области  пусть 
при _ v = c o n s t  она интегрируем а по х  (в  собствен ном  см ы сле или 
н ет) о т  а  д о  Ь. Т огд а  и нтеграл

y i d X ,  (5)
а

б у д ь  о н  с о б с т в е н н ы й  и л и  н е т ,  является  пределом  при 
η -»·0 интеграла

\ , » -ц
<ρ(η> у ) =  \  f { x ,  у )  d x :  ч - .· (6)

' - а

Е сли  ст р ем л ен и е  э т о г о  и н т еграл а  при  η - > 0  к  п редел у 1{у)  
п рои сходи т  р а в н о  м е р н о . о т н о си т ел ьн о  у  д л я  значен и й  у  
в о б л аст и  У ,  т о  го в о р я т , ч т о  и н т еграл  (5 ) с х о д и т с я  р а в н о 
м е р н о  от н о си т ел ьн о  у  в у к а з а н н о й  област и .

Э то  значит, что д л я  л ю б ого  е ^ > 0  найдется так о е  н е  з а в и 
с я щ е е  о т  у  число  Ь >  0 , что, лиш ь то л ь к о  η < [ δ ,  н еравен ство

\ f{x,  y ) d x —  5 f ix.  У) dx  | — I I  fix,  y)dx  J  < e
Ь - 1)

~ ■ "/  
б у д ет  вы полняться о д н о в р е м е н н о  д л я  в с е х  з н а ч е н и й  у
в
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Н етр у д н о  сф о р м у л и р о в ать  дл я  эт о го  случая  услови е, необходи
мое и достаточное д л я  равном ерн ой  сходим ости . И  зд есь  он о  св о 
дится, к  р а в н о м е р н О м у  вы полнению  принципа , сходим ости : по 
числу ε 0 должно найтись такое не зависящее от у  число 
8^>0,  что при выполняется неравенство

ь-т;
' 1 5  / (x, y )d x  | < е ,

6 - 1 1

каково бы ни'было у  в области У.
Точно так  ж е здесц  м ож но свести  в о п р о с  о равном ерн ой  сх о 

дим ости  и нтеграла (5 ) к  в о п р о су  о  равн ом ерн ой  сходи м ости  б еск о - * 
нечного ряда:

ь ет αη+1 . —
y ) d x =  2  5 f ( x , y ) d x  (α0 =  а, a ^ a n ^ b ) ,

a  n = 0 ап

к ак о в а  бы  ни  бы ла вари ан та  ап ->  Ъ [ср. 614].
Н акон ец , переносятся  на рассм атри ваем ы й  случай и достаточны е 

признаки  п° 5 15 . П ред оставл яем  э то  читателю .
М ы рассм атри вали  интеграл  (5 ) о т  а д о  b к а к  п р ед ел  интеграла 

(6)  о т  а д о  b —  η, и нас и н тересовав  х ар ак тер  п риближ ени я п ослед
н его  интеграла к  своем у  п ределу . Т аким  образом , о с о б у ю  роль  
зд есь  и грает  точк а  х  =  Ь (к ак  в 5 1 3  — точка х  =  со). М ож ет п он а
доб и ться  (в зависим ости  о т  обстоятел ьства , к о то р ы е  вы яснятся дальш е) 
отвести  подобную » ж е р о л ь  и др у го й  точк е  п ром еж утка. Н априм ер, 
то т  ж е и нтеграл  (5 ) м ож но р ассм атри вать  к а к  п р ед ел  при  η  - >  О ин
теграла

4 ' ' , 1 
$ /(·*> У) dx.

а+П - - -

Е сли  последний  при η -» · 0  приближ ается  к  своем у  п р ед ел у  р а в н о 
м е р н о  отн оси тел ьн о  у ,  т о  так ж е го во р я т  о  р а в н о м е р н о й  с х о 
д и  м о с  т  и л н т е г р а л а  (5). В се  сказан н ое  вы ш е п ерен оси тся  и на это т  
случай. i

Е сли  м ож ет возн и кн уть  сомнение отн оси тел ьн о  того , о  каком  1 
виде равном ерн ой  сходим ости  идет речь, го во р ят , что  интеграл схо- I 
датся равномерно (отн оси тел ьн о  у  в определен ной  области ), c o o t -  j 
ветствен но , при 'x  == -f- оо, при х  =  Ь, при х  —  а и т. п. ^

О тметим , что, к а к  п рави ло , равном ерн ая сходи м ость интеграла
(5), скаж ем , при х ~ Ъ ,  нас буд ет  и нтересовать  в т ех  случаях, когд а  
именно точка х  =  Ь о к азы вается  о с о б о й  дл я  и нтеграла (5)
[в см ы сле п° 479 ] —  при  тех  или^ины х значениях у. )

Н о оп ределен ие не то л ь к о  ф орм ал ьн о  сохран яет  силу и тогда , 
к о гд а  и н теграл  (5 ) п р и  в с е х  з н а ч е н и я х  у  о к азы вается  соб*
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ственным, но, как увидим, может оказаться реально полезным также 
и в этом случае.

Например, интеграл
1

!  + f dx

для каждого значения у  в промежутке [0, д], где д >  0, будет существовать 
как собственный. Однако для указанного промежутка изменения^ его схо
димость не будет равномерной при х  — 0. Действительно, неравенству 

η
j - _ . . ^ , rfx =  ar c t g j - < £,

π
если только ε <  -у  > нельзя удовлетворить одновременно для всех значений

у > 0 :  сколь малым ни взять η, его левая часть при ^ —►0 стремится к-^- 
и для достаточно малых значений у  будет, наверное, больше, чем е.

517. Примеры. 1) Доказать непосредственно равномерную относительно 
у  сходимость интеграла .

со

(для всех значений у). 
Имеем:

03

откуда и вытекает требуемый результат. i
2) Установить с помощью мажоранты, что интегралы

со со

(а) \ e~tx2 dx, (б) ί  e~tx х а cos x d x  (a rg 0) 
ο о

сходятся равномерно относительно t  для О.
У К а з а н и  Е. Мажорантой £удет (а) е~<***, (б) е~**кХа.
3) Доказать непосредственно, что интеграл

у х> е ™ ах

для значений п =  1, 2, 3, ... не сходится равномерно относительно я. 
Это следует из того^ что, каково бы ни было А — const,

(х2+у*У ■ dx

г  — X • dx A * + ys
, ±
А
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4) Доказать непосредственно, что интеграл ^  ————  dx . сходится рав-
sin ах

номерно относительно а в области α ^ α 0> 0 ,  а  неравномерно в области
а ^ г 0.

Если А 0 настолько велико, что при А > - А 0 .

sin г dz < ε ,

где ε >  0 — произвольное наперед заданное число, то

СО  СО

С а х  J  sin

А Х Μ *

■ dz О)

по абсолютной величине будет меньше- ε для всех α ^ α 0 > 0 ,  лишь только

А  >  . Э м м  доказывается первая часть утверждения.

Вторая же часть следует из того, что выражение (7) при лю бом· 
А  =*■ const стремится к  пределу

СО

4 sin ζ -, ·. π
- f d2=  Τ ’

когда α —· 0. -
5) Доказать равномерную относительно α сходимость интеграла

j * . ах . ч соs x d x

в любом замкнутом промежуттсе, не содержащем ±  1. 
У к а з а н и е .  Преобразовать интеграл к виду

1 ί" sin (а -(г 1)х -f~ sin (а — 1) х  ^
Т У  ·; *

6) Исследовать вопрос .о равномерной (относительно t) сходимости ии- : 
теграла 'I

• f  " 1 'IX sjn x ‘ 8Ш tx  dx.



У к а з а н и е . С  помощью двукратного интегрирования ι по частям ин-
00 - ··-*· ' 

теграл J приводится к виду:
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cos х* · sip tx  , t  sin х г · cos tx  
За: +  3 Здс*

ОО СО . ,
1 С cos xs -s in ta  , . t  f  sinx’ -cosix . ,

— з  \ ------ F — 'α χ + κ ) - — Τ*--------+  ,
V  A A

- oo
/- , t2 f  sin X s * sin tx' ·

¥ ) — * —
отсюда ясна равномерная сходимость относительно t  в любом к о н е ч н о м  
промежутке.

7) Установить, Что интегралы
' 1 I 1 ■' - - .

(а) ^ χΡ~ι dx, (б) ^ xP~4nmx d x

(т __натуральное число) сходятся равномерно относительно р (при jc =  Q)
'в  области р ^ р „ > 0  и неравномерно — в области /> >  0.

Мажоранта: (а) хРо~ 1, (б) xPo_1 \ \а х \т (Аля области р^~р0>0).-С дру
гой стороны, какое бы ни взять η =  const, . ,

i
тРχΡ~ι d x — - — ► оо, когда р -+  0.

8) Аналогично устанавливается равномерная сходимость интеграла
1 . ’

— Χψ- 'd x

относительно р для р 5гр0 >  0 (при х  =  0) и относительно q для q ^  д0 >  О 
(при х =  1). -

9) Доказать, что сходимость интеграла >
1

sin х  .-d x
f

хУ

(при jc =  0) будет равномерной относительно у  для 2 и не будет
равномерной для у  <  2.

Мажоранта — —т для случая у ^ у 0< 2 .  Далее фиксируем η > 0  
'  х?° ' ■ ‘ ,

sin х  1
произвольно, но настолько малым, чтобы при Х££у] было.·—- — тогда



10) Доказать равномерную относительно я(л =  \т 2 , 3, ...) сходимость 
интеграла

1 ____
j  (1 +  λ: +  * 2 +  -  +  X " - 1) ] /  1п ~  d *

(как при х ~ 0 ,  так и при * = 1 ) .
Так как 1 +  х  +  χ2 +  · ·· +  χη~1 <  >т0 мажорантой служит функция

-j—i— у  In — , которая в промежутке [0, 1] интегрируема.1"— χ  γ х
11) Непосредственно установить, что  сходимость интеграла
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1
уг — X* dx

не будет равномерной (при *  =  0) относительно у  в промежутке [0, 1] из
менения у.

Имеем, при произвольном η =  const,

; dX -

(х2 +  у У ^  ,х * + у 3

12) То же для интеграла
1
f  8Xsу  — 8хуя ^

*=η η 1 п
=  з  | —г — — . если У-*χ=ο п + у2 η

Здесь интеграл

( х * + у Г
■Ч - . I

С _  Ц*У
} “  ( ч + У ) 2

при у — ч\ обращается в — ί .
13), Доказать, что интеграл

СО
e - * y ^ - d x  ( 0 < л < 1 Х  ,

сходится равномерно относительно у  для j> 2= 0 (как ври =  0, так и при 
* = o o ). ,

По отношению к *  =  0 это ясна из наличия мажоранты , а для
х =  оо это следует из сходимости интеграла

00
COS* ,— dx ,

[476] в связи с заключительным замечанием п” 515.



14) Пусть функция f  \t) непрерывна для t >  0. Если интеграл
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Y xf i f ) d t

сходится при \  =  а и λ =  β (α < β), то он сходится — и притом равйомерно 
относительно λ (при ί  =  0  и при t — оо) — для всех значений λ между а и β.

Доказательство. Интеграл  ̂ £“/  (t) dt сходится, а для зна

чений λ а является монотонной функцией от t  и ограничена единицей. 
Отсюда интеграл ,

1 1 1 
^ tkf  \t) dt — \ ίλ~* · t*f(t) dt

для указанных значений λ сходится равномерно (при t =  0). Аналогично 
убеждаемся в том, что интеграл

\  txf  (t) dt =  J t l~? ■ t?f(t) dt

сходится равномерно относительно λ для Xsgfi (при t= o о).
15) Установить равномерную относительно у  сходимость (при х = о о )  

интеграла

cos Х у  
I X й '

dx  (0  <  а <  1)

для у ^ у а > 0 ,  и нарушение равномерности в случае, если изменение у  
ограничено лишь неравенством у  >  0.

' В отношении первой части утверждения можно было бы воспользоваться 
признаком 515, 3° (ср. 4°), дак как при любых Л ^ О  и у ^ у 0

1
Уо ’

А
\  cos ху dx ■—

sin Ay 
vJ0 У

а функция -^5-, монотонно убывая, стремится к нулю при х —* оо.
То же замечание можно сделать, непосредственно рассматривая выра

жение

С  COS X V  , ·β С  COS Z ...

Вторая часть утверждения вытекает из того, что это же выражение
при А^=— и у -*  0 бесконечно возрастает. -

(Легко видеть, что при х==0 интеграл сходится равномерно относи
тельно у  — в любой области изменения у.)



X sin βχ
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16) Доказать, что интеграл

α8+ Χ d x  (я, β >  0)

равномерно сходится Относительно β, для β ^ β 0 >  0. 
.Это следует из 515, 3°. Действительно, для β ΐ2 β0

А

jj sin §х dx 

С другой стороны, выражение

α* +  χ 8

3Ι
и стремится к 0 при х - т  +  оо.
не^одержащее β, убывает с возрастанием х  (по крайней мере для х ^ а )

§  3 . И с п о л ь з о в а н и е  р а в н о м е р н о й  с х о д и м о с т и  
" и н т е г р а л о в

518 . П р е д е л ь н ы й  п е р е х о д  п о д  з н а к о м  и н т е г р а л а . М ы займемсй : ■ 
сейчас, главны м  образом , вопросом  о  п р ед ел ьн о м  п ер ех о д е  п о д  зн а
ком  и нтеграла, расп р о стр ан ен н о го  на бесконечны й п ром еж уток . 
Т еорем а 1 п° 5 0 6  н а  эт о т  случай не расп ростран яется: если  даж е j 
в о  всем бесконечном  п р о м еж у тк е  ф ункц ия f ( x , y )  при  у  -> -у а 
р а в н о м е р н о  стрем ится к . п редельн ой  ф ункции  φ (х ), п редельн ы й  i  
п ер ех о д  п од  знаком  интеграла м ож ет ок азаться  недопустимы м. '  j 

Рассм отрим , в виде прим ера, ф ункцию  ( и - =  1 , '2 ,  3, . . . )  |

/ „ (  0 ) = 0 .

О бычными методами ди ф ф ерен ц и альн ого  исчисления л егк о  у ста 
новить, что н аибольш его  значения эта  ф ункция д о сти гает  при х —

=  л [ %■ и равно  о н о 3 ■е ~  2 . Т а к  к а к  при  оо это  значение
У 3 у м  .

стрем ится к  нулю , то  отсю да ясно , что  ф ункция f n ( x )  "при л -* -  оо 
во  всем п ром еж утке [0, - } - оо) р а в н о м е р н о  стрем ится к  < p (jf} ;= 0. 
Тем не менее интеграл

■ : 1 : ' СО

\ f n ( x ) d x —  1
‘ ' " . О ' ; · · ·' ■ ■' - . "· ;

при оо в о все  нё стрем ится к  нулю . . -
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У словия, достаточ н ы е дл я  доп усти м ости  п ред ел ьн ого  п ерехода, 
даю тся следую щ ей  теорем ой:

Теорема 1. П у с т ь  ф у н к ц и я  f ( x ,  у )  при у  и з  У  и н т егри руем а  
(в  со б ст в ен н о м  см ы сл е) по  х  в  п р о м е ж у т к е  [а, А ] при л ю б о м  
А~^>а, и  в  к а ж д о м  т а к о м  · п р о м е ж у т к е  при у  —> у а р а в н о 
м е р н о  от н оси т ел ьн о  х  ст р е м и т с я  к  п редел ьн ой  ф ун к ц и и  φ (х ) . 
Е сли , с в е р х  т ого , и н т еграл

со
I { y )  =  \ f ( x ,  y ) d x  ( 1)

а

сх о д и т е  я^р а  в  н о  м е р  н о  от н оси т ел ьн о  у  {в  У ) , т о  и м еет  м ест о  
ф о р м ул а  " ■
V: ■■■'- ■ ■' ■■· · '  00 оо

\  П т  Л  f ( x ,  y ) d x  =  \  <p( x ) d$ .  (2)
У - У ° а  а ■ . ·

П олож им , к а к  и вы ш е,

. '  F ( A ,  y ) = ] f ( x ,  y ) d x .  (3 )
■' ■ ~  α. У' - '

Д л я  эт о го  интеграла вы полнены  усл о ви я  теорем ы  1 п° 506 , п оэтом у

. · ' ■■ ν  А ■ -- ' / и  ■.

lim  ' F( A,  y ) = = \ f ( x ) d x .  (4)
У У-+У0 а  ‘

G др у го й  сторон ы , очевидно, 4
^  . ■" _  00 . ( ■■ 

lim  F ( A ,  y )  =  \ f ( x ,  y ) d x ,  (5)
> A~*co a

причем дан о , что  зд есь  стрем лен ие ф ункций  F ( A ,  у )  к  своем у  п ре-. 
д елу  п рои сход и т  р а в н о м е р н о  отн оси тел ьн о  у .  В  таком  случае 
м ы  имеем п р аво  сосл аться  на общ ую  тео р ем у  п° 5 0 5  о  п ерестан овке  
предельн ы х п ереходов  и у твер ж д ать  сущ ествован и е р равен ство  по- 
в торн ы х  п ределов, чт0 н еп осред ствен н о  и п риводи т к  (2).

О тсю да, прим еняя обобщ ен ную ч тео р ем у  Д  и н и  [504 , 4°], м ож но 
получить т ак о е

Следствие*. П у с т ь  н еот ри ц ат ел ьн ая  ф ун к ц и я  f i x ,  у )  
н е п р е р ы в н а  по  х  в  п р о м еж ут к е  [а, оо) и ст р ем и т ся , 
в о з р а с т а я  с  в о  з р  а с т а  н и  е м у ,  к  п редельной  ф ун кц и и  φ (х ) ,  
т а к ж е н е п р е р ы в н о й  в у к а з а н н о м  п р о м еж ут к е . Т огда и з  
сущ ест во в а н и я  и н т еграла

ОО

. I ψ ( л )  d x  (6)

Мы считаем, что здесь все у < у 0.
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уж е вытекает как существование интеграла (1) (при всех у  из 
У), так и наличие формулы  (2).

По упомянутой теореме при указанных условиях стремление 
функции / ( х , у )  к  φ (χ )  будет р а в н о м е р н ы м  относительно х  
в любом конечном промежутке. Далее, в силу теоремы 1 п° 474, 
существует интеграл (1J, так как

/(·*> У) <  ? (■%)■
Функция φ (х) играет одновременно и роль мажоранты [515], обеспе
чивающей р а в н о м е р н у ю  (относительно у )  сходимость интеграла 
(1). Таким образом, соблюдены все условия для применения преды
дущей теоремы.

Читатель легко докажет, что предположение о существовании 
интеграла (6) от предельной функции может быть заменено 
здесь предположением о существовании к о н е ч н о г о  предела

ОО

lim \ f ( x ,  y ) d x
У -+ У о а

— отсюда уже будет вытекать и существование интеграла (6), и на
личие формулы (2).

В том же порядке идей можно получить и некоторое обобщение 
теоремы 1 п° 510, относящейся к конечному промежутку.

Т еорем а  Г. Пусть функция f ( x ,  у )  (для у  из 2/) интегрируема 
(в собственном смысле) в промежутке [a, b — η], при любом  
η ^>  0 (но b — а), и в каж дом таком промежутке при у  -*■ Уъ 
р а в н о м е р н о  относительно х  стремится к  предельной функции 
φ (jcJ. Если, сверх того, интеграл .

ь
\  f ( x ,  у )  d x  
а

сходится (при х = Ь )  р а в н о м е р н о  относительно у  в У, то 
имеет место формула

ь ь
lim [ f ( x ,  y ) d x  =  \<f ( x ) dx.

У ~*У Ь а а

Доказательство ничем не отличается от только что проведенного. 
Легко распространяется на этот случай и с л е д с т в и е .

Конечно, роль точки b может играть и любая другая точка про
межутка. Кроме того, подобных точек в промежутке может быть и 
несколько.

Как и выше, с предельным переходом под знаком интеграла 
чаще всего приходится иметь, дело применительно к  п о с л е д о в  а- 
т е л ь н о с т и  функций { /„  (х){. Переходя от последовательностей



к  бесконечным рядам, можно получить, таким образом, новые теоремы
о почленном интегрировании функциональных рядов.

Вот, например, какую форму получает с л е д с т в и е :
Пусть ряд

СО У

Σ  »«(■*).
η— 1

состоящий из п о л о ж и т е л ь н ы х  н е п р е р ы в н ы х  <для х  
(или для а ^ х < ^ Ь )  функций, имеет для эт их значений х  н е 
п р е р ы в н у ю  же сумму <р(х). Если последняя в промежутке 
[a, -f- оо] (или [а, Ь\) интегрируема, то в этом промежутке ряд 
можно интегрировать п о ч л е н н о .  Здесь так же, как и выше, 
вместо интегрируемости суммы ряда, можно было бы предпо
ложить сходимость ряда интегралов:

со оо ' со b · ■ · : > . · ■

У  ^ ип (x) d x  ]кли 2  § 11П О )  d x  ] .
п== 1 а л=1 а ^

Утверждение, очевидно, остается в силе и в том случае, когда 
все члены ряда отрицательны: он приводится к предыдущему про
стым изменением знака.

519. Примеры. 1) С помощью разложения в ряд вычислить интегралы: 
i 1

(а)
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О U
Решенве. (а) Разлагаем подинтегральную функцию в ряд 

_ 1п(1— дг)_ x  x 2 дг3
дг — 2 Т - Т ~ ” ·'

все члены которого имеют отрицательный знак. Нарушается равномерность 
сходимости вблизи х — 1. Эта точка и является для суммы ряда особой; 
тем не менее, в промежутке [О, 1] сумма интегрируема. Применяя последнее 
предложение предыдущего п°, интегрируем почленно

Ί  оо 1 со

О n= 1 0 в = 1
[440 (4)1. n
, б) Второй интеграл подстановкой д т = 1 — г приводится к первому. Тем

не менее, для упражнения, вычислим его заново, разлагая в ряд -- ! , .;
оо ‘

1п х
1 — x

я=0
х п ln х;

все члены здесь тоже отрицательны. Равномерность сходимости на этот раЪ 
нарушается вблизи д в у х  точек: д- — О и x= £i, так что упомянутое



предложение следует применить порознь, например к промежуткам £θ, -i-J 

и [ И  . Окончательно,
- ,  1 с о  1 4 с о

698 гл. XIV. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 1 1519

dx  =1 — χ __
n = 0  0  Л = 1

2) (а) Вычислить сумму ряда
_1________
3 5  7 1 9 1 11

___ i » 1 1 1 , 1 ,  1
σ  * “ Ь  я  к  7  ‘ о  * 1 1  * · · ’

исходя из того, что
1

1 f  <с2п dx ( п = О, 1, 2, ...).2 n +  1 

Р в ш ε н и Е. Имеем:
ОО

2  1)" ^ (х*“ +  χ4η+1)dx 

=  \ dx%  {~ 1)n xi" ‘ ( 1 + χ 2 ) = =  ^

Хотя особенностей сумма ряда не имеет, но равномерная сходимость 
нарушается вблизи х==1. Так как для .частичной суммы ряда имеем:

л -1  ■ .
1 ц -  1 4 -  у

2  (”  ϊγχ1" · (1 +  χ2) =  Υ ψ Ί ^ (1 +  χ2)^ 2- Τ + Ρ ^ 4’
ο ' :

то в роли мажоранты оказывается просто по с т о я  нн ая  и интеграл от. 
этой суммы сходится (при лг==1) р а в н о м е р н о  относительно /г. Этим 
оправдывается почленное интегрирование (теорема Г). ;

б) Аналогично: -

7, 9 15 17 4 2

3) Исходя из формулы

=  -нг 5 «

вычислить сумму' ряда: -
/ Ч .1 , 1 , 1
( а )  ,  Г, .  о  " Ь1- 2- 3  1 3 - 4 - 5  1 5 - 6 - 7

(б)
’ 1 , 1 , 1

2 Т3Т4 1 4 - 5 - 6  ‘ 6 - 7 - 8  ·*·.·_

1 - 2- 3 -4  +  4 - 5 - 6 - 7  +  7 <· 8 · 9 ■ 10 +
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Ответ.

j (i — ^ r f * = = l n 2 - ±
0
1

/Λν 1 f  (1 — дг)2 х  3 , 0
^  2 \  1 — х* 4 ’

L f  О--*)8

6  Т  Ш d +  '2  1̂ 3- '  g ·

ί
_  ί i ■ 1

л·3
о .

4) Вычислять интегралы Э й л е р а :
4 00 00(* »-0-1 (· ν-α-ι,__ ,»ί-ι

^  / = )  (б) у - г - х  4 *

(0<а<;1)\ (а, й >  0)
Р е ш е н и е , (а) Разбив интеграл на два интеграла:

■ V  , 1  с о

+  jj — As+Λ »
_ вычислим их порознь.

Для 0 <  jc <  1 имеем разложение в ряд
- ... ’ /Л ■ ■ ■- . . ■  СО ', dta~1 ИЛ . ✓ "·'

' ϊ τ ^ Σ < - ^ α + ,_ ν  ■ ' '»=0
который сходится равномерно, лишь если 0 <  ε ^  χ  «g 1 —  е' <  1. Но ча
стичная сумма: имеет интегрируемую в JO, 1] мажоранту -

О gg 2  (— l)v x0-*-11- 1 —

»=0 ' - ■ -  ' ' ^
следовательно, интеграл от нее сходится равномерно (как при х  — 0, так и 
при х =  1). Интегрируя-почленно, по теореме 1 получим:

: ■ . : ' 4 >==0 О V =0

Интеграл У, подстановкой х  — ~£ приводим к виду ,
Iс х -а f  jc.i-e.-i

Применяя уже полученное выше разложение, найдем:

=  y ( - j r
' α — Ί '

Usa i



Таким образом, /
V  о о  -

. 2 ( τ ΐ ) · ( τ ρ ; + ϊ = 7 ) ·  ί

7 0 0  ГЛ . X IV .  И Н Т Е Г Р А Л Ы , З А В И С Я Щ И Е  О Т П А Р А М Е Т Р А  [ 5 1 9  j
. ь

ν = 1

Мы узнаем в этом выражении [см. 441, 9] разложение на простые дроби
функции —------.Окончательно,sin πα ■

π
Sin 7ΐ<2 *

(б) Разбивая интеграл на два, как и выше, и делая во втором ту же . f 
подстановку, получим

1
(* уа - 1  у - а  (·

К -  j  Х | . ;  - < ! * - I х  ! — χ  =
о

Очевидно, достаточно найти Kt. Прибегая к разложению подинтеграль- 
ной функции в ряд, как и только что,,найдем:

но [441, 9)] здесь мы узнаем разложение на простые дроби функции π · ctg π а. 
Итак,

СО
(· ■ yd~ l __  Υ*>~1
\  ~ ~ т— х ~~" dx==% *s — cts я )̂·
0  .

5) Найти значения интегралов (| г | <  1)
ОО #

, ч , Г 1 — rcos^x j
J (1 +  Хг) (1 — 2r cos fu  +  r*) ’
о '

0
причем в обоих случаях интеграл ,

ΐ π ^ - τ · " *  <ί > 0 >
и

считать Известным [см. 522, 4°, а также 523, 9)].

* В обоих интегралах при х  =  1 особенности не будет, особая точка 
*==0; интегралы сходятся.



Р е ш е н и е , (а) Исходи» из разложения ■ - _ '

1 —  Г COS βΛΓ
_

1умножая на ■ ̂  , интегрируем почленно
оо СО

C0S ν β χ
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1 — г cos Вд; VI . „ *-j— =------ —s- =  ;  r '  cos ·$χ *;1 — 2r cos $x +  r 2 ^

T + i T t e
v =  0 0.

Так как исходный ряд — по умножении на дробь — - —? — сходится равно-_1_
1 -f- х 2

мерно относительно х  даже во всем бесконечном промежутке, а частичные
ссуммы его имеют мажоранту вида . . — то почленное интегрированиеί —J- JC

оправдано (теорема 1).
Если использовать теперь значение указанного интеграла, то оконча

тельно получим
С О  . -

j π я π 1 π ββ
1 — ,Τ  ' '2 j r e ~~ ΊΓ ' 1 — re- f  ~~ ~2 ' .eV— r *

o
(б) У к а з а н и е . Исходить из разложения [461, б) (б)]

о о

ln (1 — 2r cos βχ +  г2) = — 2 ^  Г— cos νβ-ν.
i . ν«=1 1
Д У, Ответ. / s =  π ln (1— re~V). ,
Y /  6) Разложить интегралы ( Л а п л а с )

oo oo

(a) ^ e~ x* cos Ibx dx, (6) ̂  e~x‘ ch 2bxdx,

СО

(в) I  e ~ x2 cos 2bx dx

в ряды по степеням b (b >  0), причем во всех случаях считать известным 
интеграл

- y ~ * 2dx =  ¥ jL

[492, 2°].
(а) Р е ш е н и е . Пользуясь известным разложением косинуса и инте

грируя почленно, получаем

J  е~х* cos 2bx dx =  ^  e” *2 J j  -  dx  =

v=0 0

v=Q

* Оно легко получается из разложений в 10) и II) п° 440.
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(519

Равномерная сходимость нашего ряда в любом конечном промежутке [0, А] 
очевидна; частичные суммы его имеют мажоранту:

е_ х% (2*>*Г _  ch 2Ь х,
ч=0

интегрируемую от 0 до оо. Этим установлена законность почленного инте
грирования. у ей

Остается определить интеграл Λ rf* = /^Интегрируя по ча-
о

стям, легко придем к рекуррентной формуле:

=  i, откуда / ,  =  -2*2,+!—  / * ·

Подставляя это в ранее полученное разложение, найдем окончательно:

?  . V -ή .· V ( — 1)’ (2»)и  (2v — 1)И_ . VjL  =
\  e~* cos26,tdx  = 7 2 — t* £  '"ϋ ϊί V  2V 2

v —1

V π „-»«

(в) Аналргично получаекя разложение:

С Λ 2 t o » * - »  | ^ < - - г · ,
ν·ν =  1

которая нужна была бы для выражения нашего интеграла [523, 5) (б)]. .
7) Найти значение интеграла/ · ,··; ·-;

со  ,
ί* JC2*-1 . - - 4

ί h  —  I  е8*д:_1 dx ■

(k — \,  2, 3, ' .
Р е ш е н и е .  Разложив ,

1 ,
e2KX_ J 1

в прогрессию, получим п о л о ж и т  е и ь н  ы й ряд

* Мы воспользовались очевидным преобразованием:- 
2vl =  2vll (2ν— 1)11 = 2 V  (2v — I)H .



который сходится равномерно в любом промежутке (η, Α) ( 0 < η  <гА<: 4- ос | 
Так как сумма ряда интегрируема в промежутке [0, +  оо], д о  почленное 

.интегрирование оправдано *: '

5 1 9 1 §  3. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РАВНОМЕРНОЙ сходим ости 703

/*= Т  f x ik~le~invxd x — X 1 (2̂ ~  0! _  (2ft — 1)1 V 1
}  Li (2m i)*k----------- Щ *Г- 2,-rfST.

n~  0 n= ! - - я =  1
Вспоминая, что ft-е число Б е р н у л л и  имеет выражение

0 _  2 · (2А)! v i  1
' к ~  (2π)!*

' л=1
1449], окончательно получим

* 4ft
8) Найм выражение для интегралов (Л е ж а н д р):

®  со
ia» f  __мпт£_ / f  sin лис··

^ e2* * — 1 ’ J  I 2»* _j_ i (m >  0).

Решение, (а) Разложение 

sin тх
es*x — 1 ~  __

ν = Ί
е~2,я·* sin тх

тоже сходится равномерно а  любом промежутке [η, Л], его частичные суммы 

мажорируются функцией . Поэтому допустима почленно^ инте-
грирование:

ОО СО

f  sin тх . VI ί* о
3 ~ψ£χΖΓ\ ά χ — 2 j \  e X™ntnxdx-- 
δ »=1 δ

ΟΟ
— \  m — 1 (  1 1 ν 1 \ __ 1 e ™ + \  1

Ζ<»»2 +  4ν2π2 2 1 em — 1 т T l “ — 1 ~ Ш * *

(б) Аналогично получаем (пользуясь той же м’ажорантой):

■ Ь · - v- 1  Я12 +  4»8π2 2/п 2 ет/2— е- тГ2 '

З а м е ч а н и е .  Естественно было бы также-,искать значения поелло- 
женных интегралов путем разложения т т х  в ряд. В  случае (а), напоимe j ,

* Мы пользуемся здесь (и в следующей задаче) сразу и теоиемой 1 и 
'” [оГТ]° порозньДЫДУЩеГ° П ’применениыми- скажем, к промежуткам [1, +  <х>|

** Эти результаты получаются из разложений на простые дробц- функ
ций c thx  и [441, 10)].,



мы пришли бы к интегралам, рассмотренным в 7), а  для получения резуль
тата в конечном виде могли бы использовать известное разложение
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к =  \

1449] и т. д. Но этот метод имеет принципиальный недостаток —  он требует 
предположения /η < 2 π ,  в то время как результат вереи для любого т.

1Г 9) Если в элементарной формуле ]ср. 492, 2°]

d x  (2п —  3)Н π
(1 -4-jca)« (2n — 2)1! 2

2положить χ  =  ·̂ —= , то получим: 
У И

со

к

d x  (2/г — 3)!! π
~  (2«'-2)1! У г .-

функция —----- * а -д > монотонно убывая с возрастанием /г, стремится

1 +  —  '« / ■ I
к поеделу в " * 2. Опираясь на следствие п° 518 (которое сохраняет силу и 
для монотонно убывающей функции), можно здесь перейти к пределу при j  
л  —*· оо под знаком интеграла. Если для определения предела правой части j  
воспользоваться формулой В а л л и с а  317, то  окончательно получим ре- |  
зультат

со
_g2 , г С dz __ У  πе z dz =  l im

1  ч 4 Г

10) Известный интеграл Ф е й  е р  а [309, 5) (б)]

2JL ί
n J  \s iiv sin г j  2 '

если положить здесь г  =  —, может быть переписав в виде

Переход к пределу при я — «о здесь затруднен тем обстоятельством.
4TQ от параметра п зависит не только подинтегральная функция, но и вер*, 
ний предел интеграла.



Полагая, однако,
: ; ■ / £ \ ‘  ■

• / Л * ) = = ( ^ г )  ( I для 0 г £ * < л . - | ·

. -  v  '  { * ■ £ / .  . 
и -

/ л  (*)— 0 для прочих значений ve, - ~ 
можно написать и так:

оо .· , _ · ■

'V  . J f A x ) d x  =  Y .  ' (7)

Очевидно, каково бы ни было л :> 0 ,  , '

< А .  ^  · lim /n (^) =  ( ~ ) 2, -

примем приближение функции / „  (х)  к своему пределу в любом конечном 
промежутке {<), Л{ будет равномерным. С другой стороны, известно, что для
О < 2  :

SW | i  3 . ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РАВНОМЕРНОЙ с х о д и м о с т и  >. 705

* _  У .

2 -

..-.v г  jt r
поэтому ДЛЯ 0 <  X  s£ п  · ~

,  ; ) * τ ’* f

это, неравенство тем более выполняется при л  ибо/тогда / „  (л·) =  0.

Применяя теорему I; П° 518, можем в равенстве (7) перейти к пределу 
при я —►<» под знаком интеграла, что1 приводит нас к результату

. со
- " f  /sin,*r\s ·, x  7. *■" '

I — “ T  ·
(ЙЬ.ЛМ, «)i «7 ,Ί5 ),1  ' °

I I )  Другой пример того ж е рода. Известно {см. 440, Ю)}, что

f  ' cos тх j 'г*
J  1— 2гсов лг +  Н ■«* — « у —

где ли--»натуральное число и | г |  < 1. полож им здесь х  =  —  и г  — 1 -— —m т
(где Л >0); Считая т > Л ,  получим:
ιΊ* ■" - .
Г ' cos г d z _______  -

f i ——)
/ _  π V m /

Λ \ «
«os г rfz

β 4 ( 5ίπ — \  , . Λ 2—  —
. - H r )  ■

\ 2 т  J '
2 3  Г. М. Фяхтеигольц, т. II



Переходя здесь к пределу при т—*со <под знаком интеграла», не 
стесняясь тем, что и верхний предел здесь растет вместе с т (его мы заме· , 
ним на со), получим: -

f _ c o s z _
\ h s +  z * - ~ ~ 2 h e
о ■»

Но верно ли это? Постараемся обосновать выполненный предельный 
переход. -

Введем и здесь функцию

fm (ζ) =  — -------- С-/ г5------------- при

,  ( 1 - 1 )

. \  2т J ■
f m (z) =  0 при ζ >  яге, 

так что левая часть интересующего нас равенства перепишется таю
V ' со

 ̂fm  (2 ) Лг.

Очевидно,
, ч cos г

l*m' fm (2) — гл I -г * 
m —оо »  7Г z

причем в конечном промежутке стремление происходит равномерно. Нако
нец, мажорантой может служить функция

есл и  т 0>  А и  рассматривать только· значения т З ?  т0. Остается сослаться 
на теорему I п° 518.

12) Необходимость обоснования предельного перехода в примерах ш; 
и 11) подчеркивается следующим сходном с ними примером, где, однако, 
такого обоснования дать н е л ь з я ;  рёзулмат же не подкрепленного обос
нованием предельного перехода оказывается н е в е р н ы м .

Рассмотрим интеграл
η

Λ ι=  Ϊ -Г"Г—г&Х \“ - J  n2 +  JCa ’
О '

если с ним поступать, устремляя п к-со, как в предыдущих примерах, то 
получится, что

с о  ■' в ' .

l im /„  =  ^ 0 - d x = 0 .

На деле же (как легко убедиться с помощью замены переменной) чинтеграл /„
π Iсохраняет постоянное значение -̂ -1
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'Приведем еще два нешаблонных Примера, интересных, как увидим 
в другом отношении.

13) Вычислить интеграл (где а — любое число)
СО

dx

5№| ^  §  Ц. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ 707

Г dx/  == i  еа cos x sin (α sin χ)  —
о

[ср. 478, 8) (a)], считая известным интеграл
00
С sin t π
i — ““ “ Τ

[см. 492, з·; 494, 5).
Удобно ввести комплексную переменную

г =  a (cos x  -J- i sin x);
тогда [457, (6)]

e?=  eacosx [cos (a sin x) +  i sin (a sin x)]
разлагается в ряд

eo
an (cos nx  - j-1 sin nx)

n\ 
n =  1' +Σ

Приравнивая мнимые части, мы и получим разложение того выраже
ния, которое стоит первым множителем под знаком интеграла:

‘-АД
gO cos х sjn sjn д.) __ 2  ~  sin nx,

п = I 
отсюда

О /1 =  1 "
Если бы можно было здесь произвести интегрирование почленно, то 

осразу получили бы:
со оо оо

, V  °п С sin пх . π VI ап π .

η— 1 О я — 1
Но обосновывать право на это в данном случае приходится своеобразно.

Так как ряд, стоящий под знаком интеграла, мажорируется постоянным 
рядом

Σ
αν

« =  о
то в конечном промежутке [О, А] интегрирование можно произвести по
членно: _



. О стается перейти к пределу - при А-^-со. Но, как нетрудно видеть, ^
■ 'со - , '  ■ I ‘ :' v -

'  ' - ί* βΐη ί , - C' sin t  ;'-ΐ|
ввиду самого существования интеграла » - j —d t,  интеграл 1 а х  ^И>и:· :

в с е х  значениях t t  0 будет равномерно ограничен: <
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Тогда рад (8), члены которого зависят от А лер^менйо^р Л, мажорирует^ 
ПОСТОЯННЫМ рядом Г , ~  ̂ „ > ■ \

. 1  
о=1

и, следовательно, сходится р а в н о м е р н о  относительно А.  В таком слу- * 
чае, по известной теореме (433], в нем можно перейти почленно', к  пределу 4 
при Λ —»сю, чем и заверш ается доказательство;

14) Другой пример того же рода. Пусть ряд

1
Σ  * n ~ s  J

П =  0
··" :,4

с х о д и т с я ,  и положим для Х ^ О
00

X я
'я

. я=-0
—· 4 ... J

этот ряд также сходится, и притом —  в любом конечном промежутке [0, <4l·— > 
равномерно относительно лг [по признакам А б е л я — Д и р и х л е ,  см. 4301 ,'J 
так как множитель x nJn\, по крайней мере для п  >  А , убывает с. возраста- 
нием и.

Доказать,- что тогда
- с о

e~xsg ( x ) d x  =  s. (Щ-:
/ .· ' ’ . 

Результат получается с р а з у, если проинтегрировать-почленно
00 00

j  2  ? · · ; £  * *=  Σ  ж ϋ  2
О пав О η ~0 0 · я** О

со ♦  ■ . · - ■ -  i:·''
ибо ^ £~х · х п dx*=> л! [489, 4)1· Обратимся теперь к  обоснованию правч^

на это. - ....
Как и только что, в конечном промежутке почленное интегрирование ■ 

допустимо:
*



И нтегрируя по частям, легко показать, что 

У л  , А

*  i  j  * *  < ! *

ν»> -Γ/· ■■ ..

,  5 1 9 J  §  -3; ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РАВНОМЕРНОЙ с х о д и м о с т и  7 0 9

так что множителя
, ■■ у 1- . ч;:" л ;■ ;.vL: V - . . ; -

·.· " ·.■■ 5Г \  e~*.xi%dx, . ; '■.■·' ‘ ж
&ЩФГГ ■ в .

зависящ ие от А я  п, монотонно убываю ! с возрастанием я  (при А  =  const), 
оставаясь равномерно ограниченными. В таком случае (по только что ука
занному признаку) ряд в (10) справа сходится равномерно относительно А,

ч а значит, в нем можно перейти к пределу при А —  оо п о ч л е н н о ,  
я -t. я, ■: -

Приведем два примера применения полученной изящной формулы (9).
(а) Рассмотрим так называемый и н т е г р а л ь н ы й  с и н у с

0 9

S s m i *  -  x? х* , *
Т Л в Г ^ Г з - 5 Г 5  +  " ·

X

к Этот ряд (оставляется по типу £ (* ) ,  исходя из ряда

f - i + 0 + i + 0 - i + ...

По формуле (9) тогда _

/  -  J  | - ( |  - i + i — .) т - 4  ·
о

(б) Другая интересная ф ункция—  ф у н к ц и я  Б е с с е  л я  с н у л е в ы м  
& й а ч к о м  Jt ( x }  имеет рааложёние [441, 4), 5):

СО
Г*»

• U * ) =  1 +
W| V ; V=il·*, f \, ’ - > * ' ; v

которое составляется по тийу g ( x ) ,  если положить

' , ,w(2v — 1)1!
■ л “ * V  1) 2vli .* βί*·*ι ®·

* Это разложение легко вывести, если написать:

i f  βίπ ί  . .  ί* s in i ..- s i ^ . J  —  Λ - J —  dt
■ о о

н во вторрм интеграле заменить синус его разложением в ряд, а затем про
интегрировать почленно.



Тогда, в силу (9),

f  e~x -Ja( x ) dx—  2  ( - I ) * ” = V f  >
0  . 1 ' s b  O  'M  ■■

окончательный результат получается здесь, если вспомнить разложение

функции  ̂ в  биномиальный ряд [407 (24)] и положить в нем х = 1 .  
у 1 х  л

З а м е ч а н и е . Поучительно разобраться, в чем состоит особенность 
примененного в двух  последних примерах метода рассуждения —  по сравнен 
нию с прочими примерами на почленное интегрирование рядов в бесконеч
ном промежутке. ~

Если вернуться к общему вопросу о предельном переходе под знаком 
интеграла с бесконечным пределом [518], то он оказывается равносильным 
вопросу о существовании и равенстве обоих п о в т о р н ы х  пределов для 
некоторой функции F(A, у ) двух аргументов [см. (3)]. Согласно общей тео
реме п° 505 достаточным условием в этом случае является —  п р и  наличии 
обоих п р о с т ы х  пределов —  равномерное' стремление ф ункции  к  одному  
из н и х , (4) и л и  (5), и прит ом все равно к к а ко м у. Обычно мы предпола
гали такую равномерность в отношении предела (5), что и отвечало «рав
номерной сходимости интеграла» с бесконечным пределом. Н о заключение 
оставалось бы в полной силе, если бы вместо этого равномерным было  
приближ ение ф ункции  F к пределу (4)1

СО  - -  -

В случае ряда ^  и„ (х ) с частичными суммами / „  (х ) можно, таким

образом, либо устанавливать равномерное (относительно и) приближение 
функции .

А
Fn (A) =  \ f n ( x ) d x

а

со
при Л — со к пределу lj / „  (дг) dx,  т. е. «равномерную сходимость» этих

а ' ■ · - ,
интегралов, что мы о б ы ч н о  и делали, либо убеждаться в равномерном 
(относительно А) приближении названной функции при п - ^ с о  к  пределу 
А
Ϊ  <р (*) dx,  т. е. в равномерной (Относительно А ) сходимости ряда 
а _ .

со А А
2 J  un (x) dx —  J <f (л:) dx,

п =  1 а  а

что оказалось более удобны м  д ля  нас в прим ерах  13) и  14)1

5 2 0 . Н е п р е р ы в н о с т ь  и  д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т ь  и н т е г р а л а  по 
п а р а м е т р у . З ай м ем ся  и зд есь  сначала п ерен осом  теорем  2 и 3 
пп° 5 0 6  и 5 0 ?  на случай  б еск он ечн ого  п ром еж утка.

Т е о р е м а  2 , П у с т ь  ф ун к ц и я  / ( х ,  у )  оп редел ен а  и н епреры вн а  
(к а к  ф ун к ц и я  д в у х  п ерем ен н ы х)  д л я  зн ач ен и й  х ^ а  и зн ачен и й  у
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V»
в  п р о м е ж у т к е  [с , д}. Е сли  и н т е гр а л

/  I ( y )  —  \ f ( x , y ) d x  ( 1)
■ а

-С ходит ся р а вн о м ер н о  о т н о си т ел ьн о  у  в  п р о м е ж у т к е  [с, д], т о  
он п р ед ст а вл я ет  со б о ю  н еп реры вн ую  ф ун к ц и ю  о т  п арам ет ра  у  
в э т о м  п р о м еж ут к е . ,

Э то  следствие из теорем ы  1. Д ей стви тельно , к а к  мы видели  
в 5 0 6 , п р и  изменении X  в  лю бом конечном  п ром еж утке  [а, А ], 
ф ункц ия  / ( х ,  у ) при  j / ->_уо (где  у*>—  лю бое ч а с т н о е  значение у)  
р а в н о м е р н о  отн оси тел ьн о  х  стрем ится к  п редельной  ф ункции 
f ( X> Уъ). А  тогда, по теорем е 1, в  интеграле (1 ) мож но перейти  
к  п р ед ел у  п о д  знаком  интеграла: "

с о  СО

lim  /  (у) =  lim  \  f ( x ,  y ) d x = \  f { x ,  у<>) d x  —  I  (у 0),
У-*Уо У~* У о а а

что и д о к азы в ает  наш е утверж ден и е.

В п° 485, описывая методы, с помощью которых расходящимся интегра
лам приписываются «обобщенные значения», мы оставили открытым вопрос
о регулярности второго из этих методов. С помощью только что доказанной 
теоремы мы в состоянии теперь восполнить этот пробел. Если интеграл
О О С О  ,

^ f ( x ) d x  сходится, то интеграл^ e~kx /  (лг) dx  р а в н о м е р н о  сходится

относительно параметра k, для k ̂  0 (см. замечание в конце п° 515) и, сле
довательно— по крайней мере, в случае непрерывности f { x ) —“представляет 
непрерывную функцию от параметра k, для й ^ О . В частности, имеем:

00
e-kx dx =t Ϊ /(лг) dx.
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lim ί . e~kx f ( x )  d x  =? Ϊ 
k-* +  0/5 g

Таким образом, величина сходящегося интеграла совпадает с его «обобщен
ным значением»; в этом и состоит упомянутая р е г у л я р н о с т ь .

З а м е ч а н и е .  В  случае , если  ф ункц ия f ( x ,  у )  н е о т р и ц а 
т е л ь н а :  f ( x , y ) ^  0, им еет место в некоторо 'м  см ы сле о б р атн ая  
теорем а: и з  н еп реры вн ост и  и н т еграла  ( 1), к а к  .ф ун к ц и и , о т  пара - 
м ет р а , в ы т е к а е т  р а в н о м е р н а я  е го  с х о д и м о с т ь .  

В  этом  случае н епреры вн ая  ф ункц ия о т  у

'  -А

F ( A ,  у ) = \  f ( x ,  y ) d x  (3)

при возрастан и и  Л  в о зр астает  и, сл ед о в ател ьн о  (п о  обобщ ен ной  тео 
рем е Д « н и ,  5 0 4 ,4 ° ) ,  стрем ится  к  своем у  п р е д е л у . (1 ) р  а в н о - 
м е р н о  отн оси тельн о  у ,  ч. и  тр . д.
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. Т е о р е м а  3 . П у с т ь  ф у н к ц и я  f ( x ,  у )  оп редел ен а  и  н еп реры вн а  
п о  х  д л я  х ^ а  и у  -в (с, d j и, с в е р х  т о го , .и щ е т  д л я  у к а з а н - Щ  
н ы х  зн ачен и й  н еп реры вн ую  по  о б еи м  п ерем ен н ы м  п р о и зв о д н ую  
f y ( x ,  у ) .  П редполЬ ж им , д а л ее , ч т о  и н т еграл  (1 ) с х о д и т с я  д л я -  
в с е х  у  в  [ i ,  д], а  и н т еграл  / \  . ;

у \ л > (Μ)

с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  от н о си т ел ьн о  у  в  т о м  ж е  п ром е
ж у т к е , Т о гд а  щ и. -лю бом  у  и з  [с, д] им еет . м е с т о  ф о р м у л а  * ', >

Г ( у ) = = \  fy (x >  y ) d x .  , · '  -
’ "v,. . Vi·.''v-.. . j ' " a

В зяв частное значение у  = y 0, рассм отрим , отн ош ени е

j  ' / ( * .  У* +  k y - f ( x ,  y t ) i x
k (12)

и докаж ем , что зд есь  допустим  п редельн ы й  п ер ех о д  п о  п арам етру  .< 
А ->  0 п од  зн аком  интеграла. - j

М ы у ж е  видели  в 5 0 7 , что  е с л »  х  изм еняется в  лю бом  конец- |

ном п ром еж утк е  [а, Л ], п оди нтегральная  ф ункция ^ х,Уо — v ^

стрем ится при  k  -*· 0 к  п редельн ой  ф ункции  / у ( х ,  у й) р  а в й о  м е  р  н о · 
отн осительн о  х .  Д ля , то го  чтобы  иметь п раво  п ри м ен и ть4 теорем у  1, j 
нам сл едовал о  бы  ещ е убедиться  в р а в н о м е р н о й  сходим ости  ί. 
и н теграла ( 12) отн оси тел ьн о  k. ' , ' ^

В виду п редп ол ож ен н ой  равном ерн ой  сходи м ости  интеграла (11), " 
по лю бому ε 0 найдется т а к о е  А в ^ а ,  что , лиш ь то л ь к о  А '^ >  1
> Л > Л 0) буд ет  . "  , _  ' \  ■ ^  ; ;.■-■■·;:~1

' '  А ' . . Й

\ f y (X,  у )  d x  < е  (1 3 )
’ А  ■ . ■ ' 'V  . . .  ■:&

Для всех  _у зар аз П окаж ем , что  одн оврем ен н о  буд ет  и .

/ ( * .  У* +  к)—;/0с, У<>)
■' к . ■ ■ d x < *

дл я  в сех  в озм ож н ы х значений к.

•Вычисление производной по »той формуле и здесь называют прави
лом Л е й б н и ц а .
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. Д л я  это й  ц ел а  (ф и кси руя  Л  и Л ')  рассм отри м  ф ункцию  v

L - A'
ф ( у ) =  S /(·*> y ) d x .

!-·. ,  A
t  П о ^ о р е » * е  3. ii° 5 0 7 - e e  п рои зводн ая  вы числяется.п о  п рави л у  Л е й б -
f ’ н и ц  a: ' /  ' ■·■. '  ’ ■'

· ·..· "Γ '.ν'*· " ■ .̂V·' ' V ■ r ’ ·. ■■■■■' - , ·'·'■ · V - .· ;.т ■hi- 7- г A' —  -  - - ·>
b  i  , ф ’ ( y ) =  $ f'v (x , у )  d x

·. 3 ■ ■ '-· - %.'' " . ' ' ,: ·’■■: '  \  ■ Л -Ф  Г '■ V' ' "V  ̂^

и, ввиду (13), по абсолю тной  величине всегд а  < [ ε .  Н о  тогда и от- 
 ̂ нош ение . ; '

L ,.· ' ' . ' ■ · '' . a ' ·■·..............
Г , ф (У* +  *) — ф (Уо) г -  С f (Xf  У,1 +  k) — f  jx, у й) ■ .ί ч:-: Г -к j ' k αχ, - ^  ...
[■; - ' . ·

. к о т о р о е  п о  ф ор м у л е  Л а г р а н ж а  равн о  v (у # - f - ΘΑ),. то ж е  п о  абсо-
► ■ лю тной величине буд ет  < ^ е , т. е. вы полняется (14). О т с ю д а , .п о

п р и зн ак у  п° 6 1 4 , сл едует  равном ерн ая  сходи м ость  интеграла (12),
\ чем и заверш ается  д о к азател ьств о . [
;'■■■> Л егк о  получи ть и о б о б щ ен и е  теорем  2* и 3* п° 5 1 0 , отн осящ и хся  
ΐ к  конечном у п р о м еж у тк у  [а, Ь\. с тои т лиш ь, ничего не меняя по
f·. су щ еств у  в  п риведенны х -здесь ф о р м у л и р о в к ах  и рассуж ден и ях , зам е-
I нить точку  χ  ос точкой  х  —  Ь (к а к  это  сделано, наприм ер, при
в п ереход е  о т  теорём ы  1 к  теорем е  К).
[j З а м е ч а н и е . В  излагаем ой зд есь  теори и  мы не п ользуем ся 

связью  интегралов  с рядами, п редпочитая  вы дви гать  п о всю д у  ту
I идею , к о то р ая  в дей ствительн ости  является осн овой  всех  ум озаклю -
; чений, -г- йдею  равн ом ерн ого  стрем ления к  п редельн ой  ф ункц ия . -

О дн ако  в ины х случаях  ссы лка на у ж е  развитую  теори ю  ряд ов
i. м огла бы со зд ать  ф о р м ал ьн о е  уп рощ ен и е  в рассуж ден иях . Р азъ ясн и м
j это , дав  н овое  д о к азател ьств о  теорем ы  3 (где  уп ом ян утое у п р о щ е-
·. . п н е  б ол ее  значительно),

[ Замерим интеграл /( у )  рядом [477]

f оо А„ ; ■ '
Г  '  '  / ( у ) — S  5 / ( · * . у) dx (Ап·— <»)· ’ .
I  ; ' г  К - х  , ·

Члены , этого ряда '



в силу* теорем 2  и 3;яп° 506 и 507 непрерывны и нмедат непрерывные же 
производные

"г"
К  (у ) =  \  f y ( x ,  У ) d x .

АП- 1
К тому же ряд, составленный' из бтих производных, сходится равномерно 
относительно у  в промежутке [с, д], как это следует из равномерной схо
димости интеграла (11) [514]. Тогда, по теореме о почленном дифференци
ровании ряда [435], существует производная

ОО СО оо

Г  (У) =  2  в ;  (у ) = Σ  \  f У У) а х  =  \  f 'y {Х ' У) d x '
У » Ля_,

что и доказывает требуемое. .  „
Тот же прием можно применить и к Доказательству теорем 1 и 2 η 51» 

и 520 (а также теоремы 4 из следующего п°), со Ссылкой на соответствую
щие теоремы из теории функциональных рядов. Осуществление этого пре
доставляем читателю.

5 2 1 . И н т е г р и р о в а н и е  и н т е г р а л а  п о  п а р а м е т р у . С начала д о к а 
ж ем следую щ ую  теорем у:

Т е о р е м а  4 . П ри п р ед п о л о ж ен и я х  т еорем ы  2  и м е е т  м ест о  
ф о р м ул а :

д  д  с о  с о  д

\ l ( y ) d y  =  \ d y \  f ( x ,  y ) d x  =  l  d x \ f ( x ,  y ) d y .  (1 5 )
с  с  а  а с

Д ей стви тельно, по тборем е 4  п° 5 0 8  д л я  л ю б ого  ко н еч н о го  Л  
сп равед ли во  равен ство

д А А д
\ d y ^ f ( x , y ) d x  =  \ d x \ f ( x , y ) d y .
с а а с

Н о , по п редп олож ен ию , ф ункц ия  (3), н епреры вн ая  по у , при  А -* · во 
стрем и тся  к  своем у п р ед ел у  ( 1) р а в н о м е р н о  -относительно у .  
С л едовател ьн о , по теорем е  1 п° 5 0 6 , в и н теграле слева м ож но пе
рейти  к  п р ед ел у  по А  -*■ оо п о д  зн ак ом  и нтеграла, т. е.

д А д со
lim  \ d y \  f ( x ,  y ) d x = \ d y \  f ( x ,  y ) d x .

A —*■ oo q q с a

В таком случае существует и предел при А  оо интеграла справа, 
т. е. интеграл

со д
\ d x \ f ( x ,  y ) d y ,
а - с -  '

и имеет то же значение, ч. и тр. д.
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Е сли  во сп о л ьзо ваться  з а м е ч а н и е м  к  тео р ем е  2 [520 ], то  л егк о  
вы вести  отсю да так о е

Следствие. В  с л уч а е  н е о т р и ц а  т е  л ь  н о й  ф ун к ц и и  /  (лг, у )  
одна н еп реры вн ост ь и н т еграла  ( 1)  по у  в л еч ет  з а  собой  ф ор
м у л у  (15 ). ч,

Т аки м  образом , мы —  п ри  и звестны х условиях —  устан ови ли  п раво  
- п е р е с т а в  л я  т ь  д в а  и нтеграла, из к о т о р ы х  лиш ь один  р асп р о стр а 
нен на бесконечны й п ром ёж уток , а д р у го й  —  на конечны й.

М еж д у  т е м  в о  м ногих случаях  к а к  р а з  п ри ход и тся  п ереставлять  
интегралы , в зяты е о б а  в  бескон ечн ы х  п ром еж утк ах , п о  ф орм ул е

СО СО 00  оо

[  d y  $ f ( x ,  У) d x  =  \  d x  \  f ( x ,  y ) d y .  (16 )
с  а  а  о

О правдать  такую  п ерестан овк у  часто  п редставляется  д ел ом  слож ны м
и кропотли вы м , чему читатель н иж е н айдет м ного  п рим еров.

Л иш ь для  у зк о г о  кл асса  случаев  удается  обосн овать  ф орм ул у  (1 6 ) 
общ им и соображ ениям и:

Теорема 5. П у с т ь  ф ун к ц и я  f ( x ,  у )  оп редел ен а  и  непреры вна  
д л я  X I и  у ^ с .  П редп олож и м , д ал ее , ч т о  об а  и н т еграла

\ f ( x , y ) d x  и  \ f ( x , y ) d y  .. (1 7 )
а  .  с . J

/  , - ' 
с х о д я т с я  равном ерно', первы й  —  о т н о си т ел ьн о  у ,  а  вт орой  —  
от н оси т ел ьн о  х ,  в  л ю б о м  к о н еч н о м  п р о м еж ут к е . Т огда, если  
х о т ь  один и з  д в у х  п о вт о р н ы х  и н т егр а л о в

с о  с о  с о  с о  ···

\ d y  \ \ f ( x ,  y ) \  d x ,  $ d x  J \ f ( x ,  y ) \ d y  (1 8 )
•  e a  a  с

с у щ е с т в у е т , т о  с у щ е с т в у ю т  и  р а вн ы  п овт орн ы е и н т егралы  (16 ). 
Д опустим , ч т о  сущ ествует  в т о р о й  из и н тегралов  (18). В виду

СО

равном ерной  сходим ости  и н теграл а  J f  d x ,  п о  п реды дущ ей  теорем е,
■ а

дл я  л ю б ого  к о н е ч н о г о  С ^ > с  будем  им еть

С  с о  00 С  ,

5 d y  J f ( x ,  y ) d x  —  \ d x \  f ( x ,  у )  dy .
С ' . β ' '€ί '
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С О стается  д о к азать , что  в  и нтеграл е  сп рава  при С -* · оо .доп усти м  
п р е д е  л ь н ы  Й п e p f e x  о д  п о д  з ы а к о  м и н  т  е.г  р  а л  а, и б о  тогда 
б у д ет  сущ ествовать

г . *' ■ · ' · < .  ' ' Ύ ".
ОО СО : - О  СО  . *

\  d y  I  f i x ,  y ) d x = =  l im  j  d y \ f ( x ,  y ) d J c =
С a '. · V С*4 ® -c* a

оо \ С oo ' r ,C . -  i>

=  l im  \  d x  j  / ( . * , y ) d y = ± ^  d x ·  liir i J / ( a t ,  y ) d y  =
C a с a c ~*v> с . -

4 *==$ d x  \  f ( x ,  y ) d y .
a e ■

О п равдать  упом януты й  п редельн ы й  п ер ех о д  мож но, оп и раясь  на 
тео р ем у  1 [518]. Ф ункция о т  х  и С '

с  ’
'  $/(·*> * )< у .

< ·. С · · · . -
: ■ ' '· '

непреры вн ая п о  х  [теорем а 2, 5 0 6 ], при С - >  оо стрем ится  к  п ре
дельн ой  ф ункции

\ f { x , y ) d y
* - 

равн ом ерн о  отн оси тел ьн о  х  в  лю бом  конечном  п ром еж утке. И нте
гр ал  ж е

N оо , С  /  1 '

I  d x  5 f i x ,  y ) d y
а  с  ·

' сходи тся  равн ом ерн о  отн оси тел ьн о  С,  п отом у  что  /м а ж о р и р у е тс я  
вторы м  из и н тегралов  (18 ), п о ск о л ьк у
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с
{ f i x ,  y ) d y

Т аким  образом , все  услови я  теореМ ы 1 зд есь  вы полнены , и  наш е 
у тверж д ен и е  оп равдано .

Н еск о л ь к о  п рощ е о б сто и т  д ел о  а ,  случае ф ункции, не меняю щ ей 
знака. Н апри м ер, д л я  неотриц ательной  ф у н к ц и и 4 (этим  случаем  д о 
статочн о  ограни чи ться) им еет место

Следствие. П у с т ь  дл я  н е о т р и ц а т е л ь н о й  непреры вной  
ф ун к ц и и  f i x ,  у )  оба  и н т еграла  (1 7 )  т ако/се п р е д с т а в л я ю т  соб ой  н е с  
п р е р ы в н ы е  ф ун к ц и и , первы й  —  о т  у ,  а  вт о р о й  —-  о т  х .  Т огда , 
если  с у щ е с т в у е т  о ди н  и з  п о вт о р н ы х  и н т егр а л о в  (16 ), т о  сущ е
с т в у е т  и другой  и п ри т ом  —  ра вн ы й  п ер во м у .
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, П о  теорем е  2  и замечанию  к  ней  явствует, ч т о / предп олож ен ие
О н епреры вн ости  и н теграл ов  (1 7 ) р авн оси л ьн о  требован ию  их рав
н ом ерной  сходим ости . О стается  прим енить п реды дущ ую  теорем у, 
отм етив, что  в данном  сл учае  \ f ( x ,  y ) \ — f ( x ,  у ).

П р ед л о ж ен и я  н астоящ его  п° т ак ж е  м огут бы ть  п ереф рази рован ы  
на· случай  конечны х п ром еж утков ; при этом  о со б ая  точка х  =  оо' 
лиш ь зам еняется конечной  о соб ой  точкой  х  ==  Ь, а  т ак ж е  (если  нуж но) 
точк а  у  =  оо точкой  у  =  д.

522. Применение к в ы ч и с л е н и ю  некоторых интегралов» П ри 
меним вы ш еи злож енн ую  тео р и ю  к  вычислению ' н еко то р ы х  важ ны х 
интегралов.

>  1°. И нтегралы  Э й л е р а :  ■ ' · . '
;> ‘V .  . . - · "  ·/ 0 0 ^ '  ' С О  j-  Λ ·.-·?··'...· /■ ·" ’■■ ' " .  "i

с X * 1 f  χ0-* — дг»*1 j  f  χ “-ι dx  . ;
} l + x a x ' J 1 — x  a x ' )  x s +  2xcos9 -f 1 *

- - о ·■; о . ·. / о .
J (0<α<1| ■ (0<a, »<l) (0<a<l, —
И з р езу л ьтато в  п° 4 9 6 , 1) с р а зу  Получается:

5 1 +  г*п dz- ~  2п * . 2 / Я+1 (* * < » )·
° -  8Ш —2“ ’'

П о л о ж и в  зд есь  ζ  =  х гя, найдем п ервы й  из эй л ер о в ы х  интегралов:

-со

ί d x —  2/П + 1 * ί1 9 )8Ш_ Х _ П

2л
Д ля  т о го  чтобы  отсю да п олучи ть значение и ском ого  и нтеграла 

при, лю бом а, удовлетворяю щ ем  неравенствам  0 < α < [  1, убедим ся 
в том , что э то т  и н теграл  п р ед ст ав л я ет  собой  н епреры вн ую  ф ун к ц и ю  
о т , л  д л я  указан н ы х  значений парам етра. , \  ч

П р и  0  jc ~ о о  и 0  < ^ α < [  I л оди н тегральн ая  ф ункц ия  со» 
хран яет  непреры вн ость п о  обеим  перёменным» Д ал ее , рассм атриваем ы й 
интеграл  сходи тся  рав н о м ер н о  отн оси тельн о  а: при дг =± 0 для  а ^  ао } >  О, 
»  при л г в х о о  . для  · a < a , < l ,  JleeCTBH TeflbH o, разб й вая  и н теграл
to  1 со 1

ί  на, два: J - f -  л егк о  видеть, что последн ие МаЖОрИруЮТСЯ, CQO Ι 
Ο 9 I - "
в етствен но , интегралам и:



00 1
П рилагая  к  и нтегралу  \  теорем у  2, а к  и н теграл у  § —- аналогич-

1 о
ную  ей тео р ем у  дл я  к он еч н ого  п ром еж утка, убеж даем ся  в  н еп реры в
ности  обои х  интегралов  к а к  ф ункций  о т  п арам етра.

К  лю бом у значению  α, 0  а  1 м о ж н о  п р о и зв о л ьн о  приблизи ться

с пом ощ ью  значений вида ( т  и я  —  натуральн ы е, т < ^ п ).
2т 1 i

П ер ех о д я  в ф ор м у л е  (1 9 ) к  п р ед ел у  при  — ------> а  и и с п о л ь зу я

доказан н ую  н еп реры вн ость  и нтеграла, найдем ок о н ч ател ьн о :
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СО

.  , . d x = - ^ -  [ср. 5 1 9 , 4)].У 1 +  x  sin να 1 r

Совершенно аналогично, из 496, 2) и 3) получим:

СО .

\  χα ‘i ~ Jj f ~  djc— π (ctg дтс — ctg 6π)

d x  s in (l — α)θ—  π --------------- *
J  л:2 +  2χ · cos θ - f  1 sin θ ■ sin απ

τ ’ . 0
2°. И н теграл

[ср. 4 9 2 , 3°].
Р ассм о тр и м . и н теграл

С sin х  
У х

ОО
/ Г  S i n o * ^ я > 0 >  ■

о v / :
В ы числим его  с пом ощ ью  ди ф ф ерен ц ировани я  по п арам етру  а. 
О дн ако  н еп осред ствен н ое прим енение п рави л а . Л е й б н и ц а  п ри 
води т зд есь  к  расходящ ем уся  и н теграл у

СО

Jj cos our dx. . . .
о

П о это м у  мы введем  «м н ож и тель сходи м ости » e_ft* (& ^ > 0 )  и станем 
и скать  значение и н теграла

dx

I =  jjV * *  dx (α ̂  0).
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Д л я  н его  д и ф ф ерен ц и рован и е  по а  п о д  зн аком  интеграла уж е 
д о зво л и тельн о , ибо  соблю дены  услови я  теорем ы  3: подинтеГральная 

'ф у н к ц и я  и ее  частная п рои зводн ая  по а  непреры вны  по л: и а  для 
и а ^ О ,  a и н теграл , получаем ы й в р е зу л ьтате  д и ф ф ерен ц и ро

вания:

кх co s а х  d x  ■ а* +  к*

С ходится равн ом ерн о  отн оси тел ьн о  а, так  к а к  м аж о р и р у ется  ин- 
: * со

тегралом  ^  e~k x d x ,  не содерж ащ и м  а.
о ,

И так , для  а ^ О
■ d l  _  к

</а а2 +  А2 ‘ .

И н тегр и р у я  по а; найдем

/ = arc tg

(п остоян н ого  слагаем ого  зд есь  ввод и ть  не приходится , так как  оба  
этл  вы раж ени я при а  =  0 обращ аю тся  в нуль).

Э та  ф орм ул а  вы ведена в п редп олож ен ии , что h  0. Н о , при  
а =  co n s t, и н теграл  /  ок азы в ается  ф ункц ией  от  k , н е п р е р ы в н о й  
и п р и  k  =  Q; это  сл ед ует  по теорем е  2 и з равн ом ерн ой  сходи м ости  
интеграла /  отн оси тел ьн о  k  при [см. 5 1 5 , 4°]. И ными сл о 
вами,

/0=  Нш I.
Λ—-j-0

Е сл и  а ^ > 0, то  , \

/ # =  lim ' a rc tg  ^  =  a rc tg  ( - j -
*-vt-o я Δ

В  частности  (п ри  α =  1)  и
СО

ί
sm x  щ
—  d x = 2 ·

3°. И н теграл  Э й л е р а  —  П у а с с о н а
'СО ·

J = \  e ~ x* d x
о

[ср . 4 9 2 , 2°].
П олож и в  зд есь  x  —  u t, гд е  и  —  л ю б ое п о л о ж и тёл ьн о е  число, п о 

лучим ·

J = t i [  e ~ a44 t



Умнож им теп ер ь  о б е  части э т о г о  равен ства  на е - ** и п рои н тегри - 
руем  п о  и о т  О- д о  09:

л ' · \  со- · i  со со V ; ■ . -Щ
e~a*dn = J * = = J  e -^udu^ e~uittdt.

, 0 0 0

Н етр у д н о  видеть, что  п ерестан овк а  и н тегралов  в ед ет  зд есь  весьм а 
б ы стр о  к  резул ьтату . В  самом деле, п осле  п ер естан о в к и  получим

v  V 4  со · : . οο4'^ ν ;:·. ΐ  ν ν:'··νΐί

о тк у д а  (т а к  к ак , очевидно, V ^ > 0)

ОО

' j = \ e - * d x  = % ? -.  ·
о ' ' ■'

Д ля  оп равдани я произведен н ой  п ерестан овки  и н теграл ов  п о п р о 
буем  п рибегн уть  к  следствию  из теорем ы  5 п9 5 2 1 . Н о  в т о  врем я 
к а к  и нтеграл

ί ' - , , + Λ ”’ “ «'“ = τ · ι τ ? ·
о -

е сть  непреры вн ая ф ункц ия о т  t  для  всех  0, и нтеграл

СО

- i e - U + Q ^ u d t — e - *  J  ·.' \
о ■ ’ /  ' · '■■;; , ·' · ■

н еп реры вен  лиш ь дл я  и ^ > 0, а при  н =  0 о б р ащ ается  в 0, терпя  
в„ этой  то ч к е  р а з р ы в .  П о это м у  прим енить следстви е н еп осред
ственн о к  п рям оугол ьн и ку  [0, оо; 0 , оо] нельзя1 М ы его  применим
к п рям оугол ьн и ку  [«о, оо; 0, оо], гд е  а9^ > 0 ,  н о яьзу ясь  тем, что
интеграл

ОО ’· ; . т. ‘

«о - " ·„ . ..· . ■·

является  непреры вн ой  ф ункцией  о т  t  д л я  всех  # ^ 0 .  Э ти м  оп равд ы 
вается  р авен ство  ; -

I du^ е -* 1+'*>“’ и ей =  $ dt J e-V'+'W"’ adu.
a» 0 /  0 о*
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Λ



F χ

О стается  л и ш ь , '  ум еньш ая щ , перейти  зд есь  к ' п р ед ел у  п ри ' щ  - *  О, 
что  в п равой  части м рж но  вы п олни ть п о д  зн ак ом  и н теграла — на 
основании следствия  ti° 618. \  . ч

4°. И нтегралы  Л а п л а с а  (P . S. L aplace): ^

V —  X  d x ,  г  =  ί  d x  (α, β > 0).
О 0 /

. Ц олагая  в  п ервом  из них

' г г з ' - И * ** U
П олучим

со со
у  ==  J cos $ х  d x  $ e ~ <(at+ xS)dt .  . 

u . о

П ерестави м  зд есь , п о  теорем е  5, и н тегрирован ия  по х  и по t
СО со

у  ==  J e - · * 'd t ^  е ~ '■** co s β * d x .
' о о

Н о внутренний  и н теграл  нам и звестен  [519 , 6) (а)]
€0 .. р*

. j j  е ~  iJc2co s  {be d x  —  j  e  4t,

, так  что -

* · . ' f ”  С “ ' * “ 5  dt лг ~  с

V - “ Τ ί *  ,. } *  Λ
, ' · · ’ ■ ,  (/—г4)

В спом иная '4 9 Я  8)* о к о н ч ател ьн о  находим

... ■ ' ;  y = - h  e"*· \

В торой  и н теграл  Л  а  п л  а с  а  получается  из п ер во го  ди ф ф ерен ц и ро- 
у ванием  по п ар ам етр у  β:

' · z  =  — Q  —  — e -at V '
: ; ‘ . I Щ ~  2 ^

П рим енение п рави л а  Л е й б н и ц а  о п равд ы вается  тем, что и нтеграл  
сходится , рав н о м ер н о  отн оси тел ьн о  β дл я  (З з г  β0 ̂ >  0  [δ  17, 16)J.

5°. И нтегралы  Ф р е н е л я  (A . J . F resnel):
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J sin x* d x ,  ^ c o s  x * d x .
о

. 'V·



П о лагая  х г — t,  получим:

^  s i n x 4 ^  ^ ψ /lt, ^  co s x*  d x  =  ^  ~ = d t · ,

станем  и скать  первы й  и з эти х  и н теграл ов  в  п реоб разован н ой  ф орм е.
Зам ейяя (п о д  зн ак о м  и н теграл а) вы раж ен и е 1/у f t  равны м  ему 

и нтегралом  ,

-y=  =  -y = A e r « * d а,
Y t  Y *  J.

п риведем  иском ы й и н теграл  к  виду:

со со со

[  Щ ± М = Х =  [  sin  i  d t  {  e ~ ,a idu.
I у * у -  }  )

П ер естан о в ка  и н тегралов  зд есь  с р азу  п ри вел а  бы  к  о к о н ч ател ь
н ом у р езу л ьтату :
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ОО СО

__  2 Т  d a __  2 - π  _ _  I  /^ JL  *
“  Υ π  J 1 +  u* ~~ Y *  * 2 У '2 У 2

Т а к  к а к  н еп осред ствен н ое  о б о с н о в а н и е  т а к о й  п ерестан овки  тр еб у ет  
к р о п о тл и вы х  п реобразован и й  и о ц ен ок , мы предп очтем  и зд есь  (ср . 2 )  
приб егн уть  к  «м нож ителю  сходи м ости »  ( k  0). ■■

И меем

ОО СО

i  е ~ы d t  =  ^  e~kt s in  t  d t  ^  e ~ iui du  =

]  Т Т ^ Ы -

Н а  эт о т  р а з  в о зм о ж н о сть  п ерестан овк и  и н теграл ов  устан авл и вается  
, с пом ощ ью  теорем ы  5. О стается , наконец , перейти  к  п р ед ел у  при 

/г —  0, что  —  к а к  л егк о  п р о в е р и т ь — м ож ет бы ть п р о вед ен о  п од  
зн аком  и нтеграла.

* См. 472, 2) или 491, 7).



И так , ок он ч ател ьн о
СО ____  '

С sin /  -ш. -ж У~ π
) У 7 * - У - Т

ί  - „ - ОО
■' *р. С COS ίТо же значение получается и для интеграла А — ^ dt. Отсюда

о У?
со оо ___

^ sin  ΛΓ2 <ίΛΓ =  ^  c o s x ^ d x  =  - ί  .

523. П рим еры  на д и ф ф ер ен ц и р о в ан и е  под зн ак ом  и н тегр ал а .
1) Исходя из известных интегралов (при а > 0 )
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О)  aX*d x = i Y T >

оо
f  d x  _  1 π
} а +  х*~~ 2 ‘ у а *

ОО
(б)

(в) V х а 1 d x  =  —  f

путем последовательного дифференцирования их по параметру вывести новые 
интегралы. ,

(а) Решение. П о  правилу Л е й б н и ц а ,  после η-кратного дифферен
цирования, найдем:

С e- a x \ x2nd {2п г -\) \\  ,  Г ^  у  X а х -  2л+1л„ а .

Так как подучающиеся при этом интегралы все равномерно сходятся 
относительно а, для а ^ а 0> 0  (например, написанный интеграл мажори-

с о

руется и н тегралом е~~а°*2х 2п dx), то" применение правила Л е й б н и ц а

оправдано. -
- 00

d x  1 (2д — 1)11 1 π(б) Ответ. , —
$ (a +  jcs)"+1 2 2nli ап У  а
t

(в) Ответ, log” * tf*  =  (—



- J ^ L r t o d x ,
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2) Дифференцированием по параметру вычислить интегралы (о, β, к >  0>
■̂v i , «О

1«) И S

: , в?
(б) М Vυ

(а) Р е ш е н и е .  Производная J  по а выражается интегралом (сходящимся 
равномерно относительно а) ,

■ ■ со
dJ =  V е~Ьх sin ах  d x  2—j — — ■ \  С  'M U  я л  Ил Т "  о 7 L «  «da }  а* -J- ft* 1

О .
отсюда -

7 = - ί ΐη ( α ·  +  **) +  α  - -

Так как при а  =  0 интеграл У обращается в 0, то С  =  —  in ft* и окон

чательно '

у = = т 1п ( 1 + f ) ·

(б) Дифференцируя И  по а под знаком интеграла, получим:

Ш Л  r f j '
da \  X

Применение правила Л е й  б н и ц а законно, ибо условия теоремы 3 соблю
дены, как в этом легко убедиться. -

Преобразуя, произведение синуса на косинус в разность двух синусов, - 
•сведем полученный интеграл к интегралам знакомого нам вида [522, 2*|:

М = Щ  d x -  J  , - * *  s i n <t t j p ) 5 -  d x j  =  '  · ; · ; . Ί

- т f arct?  Ч г  ~ arctg fLT ® ) ·  ;

Интегрируем по α: ^ . i

α -j- 8 α '4-3 в — β- ·* в — β ί Λ t til·--f* (4 — β)* , ^
« 8 ^ τ ^ “ * - Τ Γ + 4 7 1" ί Φ ν + » Ι + α  j

Постоянная С =  0 (ибо Н = -0  при в =  0). 1
3) Вычислить интеграл 1

СО

• cos t dt.
■ V .3

: · "3
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У к л з л н и в .  Рассмотреть более общий интеграл, введя параметр;

ОО

c o s  t  d l ,

вычислить его cjiom O iu m o дифференцирования, .а затем положить а =? I. 
Ответ. \ η γ 2 .
4) Вычислить интегралы: ' '

- (а) Л =  ^  ■— d x  (в, А > 0 ) .

(rS s0)*

(в) / s = ^  , (e , * > 0 ) .

(а) У к а з а н и е .  yt непрерывен по в для а 2г 0; мажоранта — f  ̂  
для 0 s £ a t i a t . Производная для в > 0  -

d J t _  f  2ах* . it
da l  (ft* +  x*) (1 -j- β* x ‘) d x  -  ~ W + T '

мажоранта для a < a t ^ a ^ a i.

Ответ. J t == у  In (aft -+-1).

(б) У К а з а н и  в. .Производная при г ̂  0:

i  ОО

dJ t  Р rfjr в  1
rfr ~  J  ( i + r v )  ( Г Т Р )  - 1  ’ T £ T * '

I
мажоранта -y - j—- j .  Ответ. 3 t — \  In (1 4 - г ) .

(в) У к а з а н и е .  Производная по а  приводится к интегралу типа / s:

Ъ

Ответ. J t = \
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,3 am  в ч а  н и е. ИзУв, п р и г  =  1, подстановкой x  =  ig  t  получается интеграл

о

а отсюда интегрированием по частям находим вновь [ср. 492, 1°]:

In sin t d t=  — \n,2.

со
5) (а) Вычислить интеграл J =  ^ e χ3 cos 2bx dx. 

Р е ш е н и е .  Имеем
СО

^  =  — i  e~ ** · 2 x · sin2bx dx.
d b / I

Интегрируя по частям, получим затем:
СО

— * \ г
^  =  — 26 V е ·** cos 2bx dx  =  — 2bJ.

Таким образом, для определения J  получилось простое д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н о е  у р а в н е-н и е с отделяющимися переменными [358]. Интегри
руя, находим

J =  Се~ьг.

Так как при Ь — 0 должно быть У =  то именно этому и равно С. Окон-2
чатёльно,

j = V * - e - b\

[ср. 519, 6) (а)]. *
(б) Если тот же прием применить к вычислению интеграла п  =

ОО . ·
=   ̂ e~xi sin 2bx dx, то придем к дифференциальному уравнению

~ {  +  2ЬН=1.ао ^

Умножив обе его части на слева получим, очевидно, производную 
от произведения ет ·Η  по Ь; интегрируя от 0 до 6, найдем

eb3- H = y b*db



523| I  3 . ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ 727

(гак как / /  =  0 при £ =  0). Таким образом,

ь
H =  e- b*· \ e t2dt.

υ

Здесь для выражения интеграла пришлось ввести новую, «неэлементар
ную» функцию

о
[ср. 519, 6) (в)].

6) Вычислить интеграл (а, Ь >  0)

СО _  α χ ΐ  _  *

* dx. ■

Р е ш е н и е .  Искомый интеграл лишь множителем 1/У  а обличается от 
интеграла

ОО _ у 2 _ ϋ?
y*dy,

где с* =  ab (Подстановка у — У  ах). 
Имеем:

J =  Ae~tc, Α =  ϊ ^ -

Ответ. ^  ~ 2νΞΒ . [Ср. 497, 8)].
7) Вычислить интеграл

··- «г
, £ <? “‘ co&bt — e °1 cos,bi t , .

/  =  \  — --------- —— -̂----------  — ί-1 d i  (λ , β, >  0).

Р е ш е н и е . Дифференцируя по α и по δ порознь, подучим:
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Нетрудно по этим частным производным восстановить самую функцию *

}  =  - 1  In («* +  **) + С, ‘

где С  не зависит ни от а, ни от Ь. Так как при a =  a t п b =  bl  будет J  — 0, то-

С  =  γ  In (β? +  *ϊ),

так что
Ι , αΙ+ b j

J ~~ 2 “ +  · vi

8) Вычислить интегралы ( а > 0 ,  bStQ ):
ОО

и = У
ё ~ ах* co&bx* dx , о  =  \  е ~ йх* sta bx* dx .

Р е ш е н и е .  Найдем производные этих интегралов по параметру Ь, 
пользуясь правилом Л е й б н и ц а :  '
"■ ' : / · /■  '" 'у,. 1 · * . - ■  OQ/ .V. СО : у  : ’J .  '■■■>■χ ' ν  ■■■■■■ ■'■'■■■■■■ ·'

: ч |  jc * . < r  sin bx3 dx , dj b —  [  x* ·  е ~ “** a s  bx* dx .

Интегрированием по частям отсюда л егко  получить

  1 __ 6 d v  d y  _  1 ' .  6
' · d b ~ ~  2 a V a ' d b -* d b ~ ~ 2 a  ^  a " db

или — реш ая эти уравнения относительно производных —
1 ■ · - . . . I ■ ϊ

— d a  bu av  j do  βα — он ; ρΛ ·
“  2 (й*+  d* ~~2 (аа +  6s) ‘

■·■"'·■''0V”r.'V\ 'ч ν > ":-7V; и -< V·; f; ί" · ν' 'Г v:/7 , ■■■■'* . :'·> ·̂  '· if > :
Таким образом, для определения неизвестных функций и, о  от b мы

получили с и с т е м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й .  .
Вводя комплексную функцию в> =  иЦ -1я  от вещественной переменной 

легко свести дело к; одному уравнению (с отделяющимися переменными), у 
Именно, если второе из уравнений (20) умножить на i  и почленно сложить 
с первым, то придем к уравнению - ■ j

г  j l w  _  — b - \ -a l  I w  "  ' ■ , '
< '  , ~ d b 2 (a® -f- b*) Ws=s 2  * ά — Ы ’ '  5 '

Его можно интегрировать обычным путем, отделяя переменные. Чтобы Ц 
избежать пользования логарифмами комплексных чисел, можно и непосред·· j 

-■ ственно убедиться, что

V  V  а — 6 0  =  0 .

в силу дифференциального уравнения, откуда

w · У  а ~~Ы =  с =  const.

* Впоследствии мы займемся этим вопросом систематически, здесь же ’
«первообразная функция» устанавливается иа глаз.
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■ .. Z  . ■ V i ". ; ;  ■ ■· . ■ . ” ■

Полагая * =  0,· легко найти c = i ~ ,  так «то

ч · 2  У  ά —  Ы 2 | / · β»_|_£»

< 0Λ с и » 8 о я о « у 0 ± «  мы разумеем т е  ветви корней, которые при * =  0 
обр^щаются в а р и ф м е т и ч е е к и й  корень + У а  »

> Игйестно, что

fte m t образом,

У  F H F if e  +  i γ ~ α  +  Υ *  +  ¥

Приравнивая отдельно вещественные и мнимые части;, получим, наконец:
* СО ___ ____________________ '

и 2 =  f  e - « ^ c o $  bx*  A t *  1 . л / ~ * .  λ ί « + / « *  +  **2 К 2 Г
у со ί * ‘ ^

I Ό =  С е ~ ах* sin bx* d x = * ~  1 ί ~  1 /  ~  a +  V ^  +  b’
$ - 2 V 2 V . ·

^ ^ ТИн „Ф°Р “ УЛЫ в“ в€лены нами при существенном предположении, что
Г е ?  и S 14 1 ч  Т . ™ а, ” НТеГраЛа’ как 'легк о  убед и ть ся  с  п ом ощ ью  теорем ы  2
JCm. и  51 5 , 4  J, являю тся непреры вны м и ф ункциям и от  в  и при в = = 0  го
п ер ех о д я  в подуч енн ы х р авенствах к  п р едел у  j ip n  а - * 0 , найдем  (если  Ь >  0):

W  СО _

j"  COS b x * d x  =  j  s in  b x s d x  = ~ -  j / ^ ^ .

т. q. интегралы Ф р е н е л я  [ср. 522, 5°].
. - 9) Покажем, как с помощью дифференциального уравнения м о г у т  быть 

просто вычислены интегралы Л а п л а с а - [ с р .  522,- 4°]: У

У-

мучается? ^  9 +  Ы =  * '+  У ’ буДСМ имет« «  =  * ’ ~ Л  » =  2ху.  Отсюда,

f L ± i C f ! ± * l .  . . i u - l /  — s  +  y V + F
2 \ ----------- §-----------71

причем оба корня з д е с ь  берутся с плюсом, во внимание к заключенному
только что условий' и к‘ тому^ что ху  =  —  Ь >  0.. \  ^



Мы уже видели, что ' ■

dJ -  =  - z  d?
Дальнейшее дифференцирование по β производить под знаком интеграла 
невозможно, ибо в результате такого дифференцирования получился бы· уже 
расходящийся „интеграл.

Однако если к написанному равенству почленно прибавить равенство
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ОО

* Г dx
2 3 *

[522, 2°] *, то получим^

dy , « _g8e sing* dr  
Щ + 2 - ' а х -

Здесь дифференцировать под знаком интеграла снова можно и таким цутем 
мы найдем

ОО
d*y__,I , с cos β*

г — J  “2 +  * 2
dx.

т. е.
£ У__
a f '

Для этого простого дифференциального уравнения второго порядка с по
стоянными коэффициентами, по корням ± а  «характеристического уравне
ния»; легко составить общее решение

у ^ С ^  +  С ^ ,
где и Са — постоянные. Но’при всех значениях β величина^ ограничена:

i ■ ОО
С dx

■ \у\··

значит Ct необходимо равно 0 (ибо иначе, при β —* -Ь °°ι и величина у  без
гранично возрастала бы). „

Для определения же постоянной Са положим р =  0, очевидно.

Окончательно,

Отсюда дифференцированием получается и г.

* Впрочем, для дальнейшего нам вовсе не нужно значение этого инте
грала'; достаточно лишь знать, что при всех β > 0  он сохраняет постоянное, 
значение, а в этом легко убедиться простой подстановкой ί =  β·*.
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10) Вычислить интегралы

“ j  e~ ^ c m ~ d x ,  v = t * - * d n  ^ d x .
О' О

Существование и непрерывность интегралов нри всех, значениях а обе
спечивается наличием мажоранты: е ~ ^ \  По правилу Л е й б н и ц а :

^  =  е^Хг^  'T*dx==~ 2 j  ^ s m y ^ d y .

,  { ? ~ ~ )  ■

Второй интеграл сходится равномерно— как при ν =  0, так и пои ν = * 5_  
Я  иСп о и Т - О й Значит- пеРвый сходится равномерно-как при * = о с ,
•С а <: а <г  лГХ?"т 3”ачений Удовлетворяющих неравенствам 0 < я„ «g 1 
оправдано^ Таким образом, для а >  0_применение правила Л е й б н и ц а

дастДн а Т еЙШее ДИффереНЦИр0ВаНие ПОа (которое оправдывается аналогично) 

d ^ ~ ~ 2 j  e y i  s f tj» * * -y r-rfy  =  4 J  е ~ х3sm ~ 3 d x = 4 O .

Точно так же
d*v
d ^  =  ~ 4u·

иение°ЛаГаЯ W~ U +  iv’ имеем для Определения «г дифференциальное урав-

dsw ■
d a * ~  т '

Составим характеристическое» уравнение: λ· +  4 / = 0  и по корням его
-  У 2 + V 2 ‘ напишем общее решение дифференциального уравнения.

Ш =  И -|-/о  =

=  Ае “ ^ ( c o s a  У 2 +  f sina У  2) -j-Bea^  (cosa У Т — ί sin а У  2). 

Так как функция да при всех а ограничена, то_ необходимо: В—  0; но при 

а =  0 должно быть w =  i ^ L > так что Α = ϊ - ^ - .  Окончательно,

И) Доказать тождество '

и =  e~aV2 c o s  а  У% v = ^ - e - ^ s m  aY2.



Обозначим первый интеграл через %  d второй —  через о. Полагая, в н: ~
х? а 2= у*, преобразуем его к виду: . '*

- ' - * ' ' зί. < » · * · 00
u =  eat dy.

. i»" α
Бведем^новую переменную и в /р , полагая x = -  a t,  получим - < -V

J С.*
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<fe
2*4 -1

■ ч- : /- ·
Продифференцировав «  по ά (по правилу Л е й б н и ц  щ), представим произ- >,

d v  ' '·.■·' . . .  ·, - · 1 , , ;
водную. ^  в виде: . -

откуда для определения о  получаете* линейное дифференциальное уравнение *

dv „-=-----2в > о =  — 1.
ofl , . ' i\

Умножив обе части его на («интегрирующий») множитель1 е  придем |  
к равенству . .  *

если проинтегрировать его л о  «  от 0 до в, то получим:

Ό ·β ~ α* =  Ό0— ^ e ~ fl dt,

где под щ  разумеется предельное значение^

1 f  Λ  » Г
.  . . .  v - j a — j ^ j i + т г т

С

Так как это же число есть значение интеграла |  е ~ (* d t, то для d  оконча

тельно получается

* у  —  ё*% ‘ 5 e— ̂  dt,
• а

т. е. то же выражение, что и для й.
12) Доказать тождество (при к >  0)

СО
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:-W » ^ r erP” a’ ВД ФуЯКЩ*И 01 *' У^рлмворяют: дифференциальному

ип п п » » ^ НИп >Л х ерВ° ¥У V t0M Убеждаемся, дважды дифференцируя его 
его представления в” виде: . отношению ко .В10Р°«У "РОДе исходит* йз

cosA· jj “7"̂  d t— sink · r* dt. _  . '· .

м м ^ л ·  *“  ричусть обоих предложенных интегралов z — z(k) удовлетво
ряет однородному уравнению: z" +  z =  0, то она имеет форму '

" Г =  С, · sin (k - f  с3), '  - ■ >

где ef и с,*—постоянные. Но оба интеграла, а с ними и их пазность ? 
S r  к 0 При А—► се. Отсюда с, =  0, г ( й ) = 0  и требуемое ̂  тождество’

гн ач ^й я^тп ^егралов*  и н тегРи рован и в  под зн ак ом  и н теграл а . 1) Найти

; « J (а, » > 0 )

путем интегрирования, под знаком интеграла, .
Р е ш е н  в  в. (а) Интеграл ч

- 00 

j ‘ ^ e - y * d x = :±  (_у>0) ·

в е н с т в Т п Г »  п°тМ«Рп0 ° тносительно У Для у ^ у 0>  0. И нтегрируя это ра- 
У д  b' "Р и чем .«лева  интегрирование можно произвести под знаком интеграла, получим ' ΐ  ,

> = = £ * < , _  | 4 _ „ л ,

(Ср. 495, I).]'
б) Аналогично, исходя вд. интеграла

'.У* ... 
со ·-·' ·. V . . I

ί
Ух  п / Λν 

x d x = 2
N

который гакж е сходится равномерно относительно у  для . v S ^ X ) ,  найдем:
С О *  00

- COS bx πdx — ~ [ b  — a).. 1  f v S  * » * * - 1

ICp. 497, 10) (a).] *



2) Рассмотрим полный эллиптический иитеграл 1-го рода ■ .·,

. 1
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к ( к ) = \ - - = Ц = = = ,
J у  i — k2 sin2 φ,о

*' N . ^
как функцию στ м о д у л я  ft, и найдем интеграл от этой функции в про· 
межутке [О, 1]. ‘

Имеем
■· · ~ " · а

— 15 ' ' -
I

d<f
!sina<p

У  I ft* Sill8 φ j  

что подстановкой x  =  tg —■ приводит'к у д в о е н н о м у  интегралу

2 ί 
=  C - J - -db  1

sm φ 7 ‘

i arCtg d x = G  =  0,915965... x
J

[G— «постоянная К а т  а л а н  а», см. 328, 6) и 440, 6а)].
Перестановка интегралов производится на основании (модифицирован

ного) с л е д с т в и я  из теоремы 5. Подинтегральная функция повсюду
в прямоугольнике ^ 0 , 0 , l j  положительна и непрерывна, за исключением

точки 1), где она обращается в оо. Интеграл
π

С dft
.; У  1 — ft8 sin2 φ

есть непрерывная функция от ft для значений ft С  1, а интеграл
1
f  - dk
3 У  1 — fts sin2 φ 
0 ---

— непрерывная функция от φ для значений 9 5 : ^ - .  Наконец, второй из по-!
вторных интегралов; очевидно, существует. Таким образом, все условия 
названного с л е д с т в и я  выполнены.

В ближайших нескольких примерах будем вловь иметь дпю с уже 
знакомой нам функцией Б е с с е л я  с нулевым значком [440, 12); 441,4)]

π ,

=  — i cos(xsine)rfe,



но в основу наших i умозаключений положим «асимптотическую» формулу 
; для Jb(x)9 которую примем без доказательства. Вот эта формула: . ' У~'·.

. <21> 

где <р0 (х) при безграничном возрастании х  остается о г р а н и ч е н н о й :

■ i T o W l i i ·  .

Вычислить интеграл ’
ОО

• Л = |  e-ax-J0(x)dx  (β > 0 ).

Имеем ч

ОО *¥.■■■'

А — ~  ^  е~ах dx  ^ cos (д: sin Θ) </0 =  1
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%  СО

=  — f  е~ах cos (x sin Θ) dx  =  — Г ———
π J  J  ’ π f  «а4- si: M:j  a* +  sin2 Θ Y Y j^ ·

■ > - Τ' -
Перестановка интегралов дозволительна ввиду равномерной (относи

тельно Θ) сходимости интеграла
СО
I  е~ах cos (д: sin 6) dx  ч

(мажоранта: е~ах).
Так как из (21) явствует, что интеграл

оо
^ У0 (ж) dx

Кп°^ИТСо Д?тепрал А бУдет непрерывной функцией от в и при в =  О 
(теор. i, 515, 4 J. Поэтому значение этого интеграла может быть получено 
из выражения для А предельным переходом нри а — 0, Таким образом,

СО

jj J0( x ) d x =  1.

* Это сразу станет ясным, если первое слагаемое в (21) справа написать в виде: г

л /  (cos-v-cos-*  -f- sin дг · sin =  —1—  (  i S i i  _i_ ®!L5. \  ^
4 J V * \ f x  V x } '
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4) вычислить интегра* '  ι ■ '4 я

В, sin ах
Λ  (·*) dx  (а > 0 ) .

Имеем ■■".f
_ л-

к
2 оо

cos(xsifi9)<fx.

■ е ■ ’  . 4  · ;  ,  ;

Но внутренний интеграл, есть «разрывный множитель» Д и р и х л е  [# 7 ,  П ) |.

ееяи ,яп  0 <  в, 

если s in 6 ;> a .
Поэтому

оо ( к

i
sta, а х  . - Ί  -р гг , е
— - — c o s (^ s in 0 ) r f jc = {  2 ’

. Г 1 о , е

Д = Г 8 ^ . / о ( . ) ^ Ц |  при в ^ ! .  .

'  , о varcsin а при а  <

Установим дозволитёдьнЬсть перестановки интегралов. Имеем

*_ к -

J  - * - Х- dx  ^  cos(jf em 8 ) r f f t=  -3- J  db J  еда (X э д  ^  &Xm

Но можно написать внутренний интеграл в виде:  ̂ х  \

' . ‘.T

sin ах
eos I(*  sin θ) < х ~ Щ  +

+
Α Α(β+?1ββ)

, (а —  s in 6 )х  J t |  __ 1 j  I  sm 2
Л ( а —sini)

f j  < x  I Ϊ Ι . ) · Zо 0
• d z  rf* ,

Если a >  1, так что a —  $ ϊπ θ > β ·— 1 "> 0 , то эго выражение при Λ —» αοί 
стремится к своему пределу р а в н о м е р  и & относительно'0, иными словами,^
- . : оо " ‘ ■. \. ’> . ' ; : ..

(* sin αχ, '..V. Ч', - . ' i , ' i 'С. ;. v.
интеграл Λ — cos (x  sin §) ев  сходится равномерно, и перестановка

• ’ ·■■■■· : ' ^  . -- ;V- .·, ■
тегралов оправдана. П р и .а ^  1 равномерность нарушается вблизи б s  arcs in t 
Но так как выражение (22) остается равномерно ограниченным Щ>и всех !  
и в (мажорируется постоянной), то н а р у  ж  Мы й интеграл прив==агС8Й^ 
сходится равномерно относительно А, так -что} рреде-льцуй переход при A'— t 
под зн а к о в  интеграла #се же; допустим, чем сн ова-оп равдааап ерестанов*  
интегралов; 1



ГОЙ ^ р е ш 1 ейРи"атеф ал!,ФФереНЦИрОВаН“ еМ П°  иаРаметРУ « .  получаем дру-

?  ί  0  при β >  1,
С =  \  Λ (х) cos ах dx  =  I 1

δ \  Ι Τ τ Ξ ρ  π ρ Η β < 1·

зам ен ы  ПР̂ Ва Н3 ДИФФеРен«иРование под знаком интеграла
заметим, что интеграл С  схсщиты( равномерно относительно а  в любом 

, замкнутом промежутке значений а }  и  е с о д е р ж а щ е  м е Г и  н и и ы Это 
следует из асимптотической формулы (21). Переписав ее в виде*

' J ° ( д г ) = (cos * + sin х ) + * 
умножим обе части на совал::
Jo (х) cos ах  =

: '  — - i —».cos(1 +  д> х  ~bcos С1 — д) -У Ч- sin (\ -I- α}ίχ -t- sin Л — я\'«·
■2 к *  ■ τ γ τ  '— ~ — — , ;

i ' ' > i ?ο (χ ) · cos αχ
- '  5 ' - л:5'*

Второе с л а г а е т е  мажорируется функцией ' - L - ,  Что же касается Интеграла-

от.первого слагаемого, то при 11 _  β | ^  0  и он сходится оавномепнп

I) В^иФсг 7 ь ЛГ Г р а л ВаеТ' ЧТ° ПР" а =  1 ИНГеГрая С Рас™ с я /  _Р *
; ' 00 ' · - .·'· ..  ̂ ’ л"

Л_ (* 1— cosax s
J  ------~5с------ Jo ( x ) d x  (а >  0).

^  ' ■§ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ 737

Имеем
о

*
О Г* 1 ____2 (* 1 — совел: (*
~  \  ----- х  . dx  I cos (лг sin Θ) rffl =  '

о о
. JC

2 оо
_» ·2 С .n f  1— cos ел: ..

ϊγ  j-- j  т ■—χ — ' Cos ̂  sm > d x —

2

0 0 
π
T

It ’
/ 0

p |  [1п V I — Sin2 θ| — In sin Θj tfO 
ο ,

[см. 497, 16) (б)]. Таким образом [497, 7) и 511, 7)]:

£> =  f  lz:.9™ ax . 'j9 (ΛΓ) dx==h a (a +  V « * — ί) при а э И , 
о , -  , I · 0 при β <  1.

* См. сноску на стр. 735.
2 4  Г. М, Фихтенгодьц, т, II I



Для обоснования перестановки интегралов напишем сначала1 для конеч
ного А:

* η  π

А  2 2" А
2 f  1— cos αχ . ί* . . .. .. 2 f  ί* 1— cos ел:

738 гл. XIV. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМ ЕТРА (524

■ dx  J  cos (x sin Θ) db ί  X  ί------ (lX- cos (x sin Θ) dx .
о о о

l

Весь вопрос теперь в том, можно ли справа здесь перейти к делу при Л —· оо 
п о д  з н а к о м  и н т е г р а л а .  ·

Чтобы исследовать характер стремления внутреннего интеграла к своему 
пределу, рассмотрим интеграл 
A'

1 — cos ал: . . . .  , ---------------cos (х sin В) dx =

=  Ύ  jj  C0S s*n ^  — cos (a -f- sin 6) x  — cos I e — sin Θ | лг] =  

A ' sin 9 A ' (a +  sinQ) A ' \ a  —  sm 6 | ' <

t 2  J I .  -  -  ί  I " -
Λεϊπθ i i ( a - f s i n 6 )  Л | a  — sin0 |

_ 4 ( a H ~ s in 9 )  .A '( a - f - s in  Θ) A | e —- s i n 9 |  A* [ a — sin
"I COS z dz.

Z

CO

{* COS ZВвиду- существования интеграла I ——  dz (z0 >  0) ясно, что, взяв Л и Л'
• г0

достаточно большими, можно сделать эту сумму сколь угодно малой сразу 
для всех значений 0 в любом замкнутом промежутке, не содержащем ни 0, 
ни arcsin а (если а ^  1). Таким образом, р а в н о м е р н о с т ь  стремления 
внутреннего интеграла к своему пределу при Л —► оо нарушается лишь 
вблизи одного или двух указанных значений Θ. *

Но, с другой стороны, этот внутренний- интеграл мажорируется функцией 
[1п V  I а2 — sin2 Θ I — In sin Θ], которая интегрируема в промежутке [0, π/2]; 
значит, н а р у ж н ы й  интеграл равномерно сходится как при 6 =  0, так и 
при. 6 =  arcsin а (если αζζ 1). Тогда, по теореме 1' п° 518, упомянутый выше 
предельный переход допустим.

7) Отсюда дифференцированием по параметру найдется интеграл:
00 - [ i
ί* , - I 1 - ПРИ а >  1»E=r= 1 J0 (х) sin ах dx — < у^а2 — 1
о '  I 0 при а <  1.

Обоснование проводится сходно с 5), опираясь на формулу (21). При 
а =  1 интеграл расходится.

8) (а) Проверить непосредственно допустимость перестановки инхеграда 
в случае

со со
у 2 —  X s



Имеем:
х = со

§  3 · ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ 739

ί* У -л г *  , л:
. (дг8+ У )

1
i + У ’х — 1

так что

  π . К    π
2 ‘ T  τ ·

r f  dy - 
J==-  t + 7 = - arct&y

В то же время для другого повторного интеграла

Λ ■ \ СО ' ОО

3 " - \ d x \ ^ 7 f d>

аналогично получается значение 7 = ^ :  п е р е с т а н о в к а  н е д о п у с т и щ  
Любопытно отметить, что [как мы убедились в 517, 1)] интеграл

ОО ,8_
ί Г — ^----- dx
у (*‘ + У ) 8

сходится равномерно относительно у  для всех v 5 s l:  аналогично устанявли 
вается и равномерная относительно *  (для * ^ 1 )  сходимосгь интеграла"

ОО ■
{ У* —Л’2 
} <*■+>■>· «■·

c p e , 5 . г r ) 5„ “ "p‘, ," “ pи“ '" ■ " ,  “ ' “ i'· <»“  проверить fieno-

00 оо со 1

расходятся!
в .недопустимость перестановки интегрирований и

оо 1 J

Здесь интеграл

24*

ОЭ

ί У — * s 
(х +  У)3
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— как это. ясно уже из теоремы 4  —  н е  м о ж е т  б ы ть ’ равномерно сходя
щ имся относительно у  в промежутке [0, 1] (в чем легко убедиться и не
посредственно). . >

(в) Еще изящный пример того ж е типа ( Х а р д и ) * :

1 с о -

j  d x  jj (ре~Р*У —  Че-я*У) d y —  j  d y  |  (ре~Р*У —  qe~4*y)dx  =

ζ  £-Р*— е-ч* . . η  -

что н е  р а в н о  н у л ю ,  если взять р ^>0, qb> 0, р -ψ-q. -
9) Приведем два новых приема для вычисления интеграла Л  а п д.д с  а:

' - ' . I ' · ,  t
(ср. 522, 4е]. 

Так как -

то, подставляя, представим J  в виде

·' >■* 00 ' \ со 
У J —  ^  cosQxdx jj е~*У siny dy.

П ереставляя интегрирования, получим . ~ , -

4 ,-·'Ί .· . ί

ί

Но последний интеграл, с  точностью до! знака, представляет собой- .
, — ' - »р 

так что J  удовлетворяет Простому дифференциальному уравнению · ” '

=  — Λ откуда J  —  Се~?.

. /  ■ 
Так как J = C  =  -^  при β =  0, то, окончательно, J  =  у  ert.

* Интеграл Ф р у Л л а н и  [49?, 1)]. _ у \



V
924|

О стается еще обосновать перестановку интегралов. Если 0 < а < Л с  
<  +  оо, то легко убедиться в справедливости равенств:

А  А  СО  ■ г л  »

i* cos Pjc С С "
)  I + x * d x =  J  cos βχ  dx  l е~хУ sin у  dy —  f  sin у  dy f  е~*У cos β* dx  =
a a 0 о £

CO 4

=  f  S i n v t f v i l ^ n  M ~ ^ COS M  A y _  β_«η P « - J > c o s p fl i

I  L y * + P  e J -
09 ' OT

’ · !? 09-
J  - ^ e ^  +  cospa . J  ,

Равномерная сходимость всех ин*егралов, соответственно относителы т п 
и Л  позволяет перейти Цод знаком интеграла к пределу п р Г « “ Г и  И«и 

Отсюда ясно, что рассматриваемое выражение при указанном двой-
- ;  4 ' · · ·- -Ч г _ · 1 . ОО ·

ном предельном переходе действительно стремится к пределу С У^Щ'У dy

10) Используя другое тождество * ) /

~ V.;·.. . оо -
\  е~У sin xy dy,

мож но написать:

§  3 . ИСПОЛЬЗОВАНИЕ'РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ *74 [

• J =
00

cos βχ
dx  ^ е~У sin xy dy.

Переставляя здесь интегралы
ОО 00

J = ^ : * d y ^ ~ 2 - c o $ t x d x ,  :

Г и рВи х л ееСТ[4этЛ [)Т еННеГ° ИНТеГраЛа П° Лу.Чаем «РазР“ вный множитель»

( О при Ο- 

γ  при 0 ·

stoxy '■ ( °  ήΡ“ 0 < ^ < β ,*
—-  - - cos ffx dx '

/ - f l

Таким образом, ί ■ V
°0

Λ v —« j ' π



Для обоснования перестановки интегралов заметим, что интеграл
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СО

S sinjcv „ . е У · ------ — · cos pjcrfy

• сходится равномерно относительно х  (мажоранта уе~У). Поэтому

'  А А . А

- dx  \ е~У sin ху dy =

со АА
sin ху cos βχ dx.

Можно ли в последнем интеграле (по _у) перейти к пределу при Л —► со под 
знаком интеграла? Подинтегральное выражение есть произведение е~У на

cos βχ dx  =  \  I  r i n( y- f P) * +  « in (y -P )*  dx  =

и стремится при Л —··с» к своему пределу равномерно относительно.}», 
исключая окрестность точки y — β. Так как второй множитель равномерно 
ограничен при всех А и у, то подинтегральное выражение имеет мажоранту 
вида Се~У, так что при V =  β и у  =  оо (наружный) шуеграл сходится равно
м е р н о  относительно А. Этим оправдывается предельный1 переход под знаком 
интеграла, а с ним и перестановка интегралов.

11) В заключение укажем еще один изящный вывод значения интеграла

UJ
г — С sin* dx.

Так как
СС

е~*У dy,
■ И ϋ

то
СО 03 UJ w

/ =  Ϊ  sin л; dx  ^ е-хУ dy =  ̂  dy ? g -^s in  x d x — ^
о 0 0 0 *0
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Займемся вопросом о законности перестановки интегралов. Взяв 0 <  а <  
Л <С оо, легко оправдать равенства

£  . f t  00 оо А

J  х  =  j  sin x  d x  ̂  е~хУ dy —  ^  dy  ^  ег-*У sin x  d x  -

S? оо

= sin a · У т + 7 <?"а-у^ + С05в· f  r q i y  r * > d y ~
' 0  5

• S? 00
~ siny4· J  dy —  ca sA . l + y e ~ Ay dy.

Так как последние два интеграла сходятся равномерно относительно А  
1ДЛ 1 A S s A ° >  °Ь то> переходя к пределу при А  —»-оо под знаком интеграла, 
видим, что оба <5ни стремятся к 0. Второй интеграл, равномерно сходящийся
относительно в (для а 3=0), очевидно, стремится к ~  при в —►О. Остается
убедиться в том, что первый ^интеграл, умноженный на sin a, при этом W  
дельном переходе стремится к 0. Имеем: ψ

00 “  1 ОТ '

1 1

J < ^ 5 5 ^  =  Y t n( l + « a) - l n e ,  | < | g = c . '

Отсюда и вытекает требуемое заключение.

§ 4. Дополнения

525. Лемма Арцела. Хотя для вычислительных целей чаще всего доста
точно того материала, который изложен в первых трех параграфах но 
в теоретических построениях иной раз бывают нужны нскоторые более’тои-
рассмот?снныхДа,Гроцессо"аТИ СКа3аТЬ’ б° Лее ПР° СТЫе уСЛ0ВИЯ "Р ан и м о сти

Начнем с доказательства одного вспомогательного утверждения относя
щегося к системам промежутков; оно принадлежит А р ц е л а  (С Arzela) 

Лемма. Пусть в конечном промежутке [а, Ъ] содержатся системы 
„»· J .........  * ··· промежутков, каждая из которых состоит из к о н е ч -
Е с ш  c Z Z  ™ « алегаЮ тХ друг На Ч уга Утых промеж утковсе ла  сумма длин промежутков каждой, системы Db(k =  1 2  3 Ъ
больше некоторого постоянного положительного числа 8, то найдется 

Z o T , ш , ш  * - ' ·



■ A'  ̂ ". л ■
концами делится на части, то эти части .мы впредь будем рассматривать как 
отдельные промежутки системы Оь. Хаким образом, если d' есть промежу
ток системы a d" — промежуток системы Dk„, и А' <; к"·, то либо d'
и d" не налегают'друг на друга, либо же d" содержится ^  d'. . \

Однако целиком система 23*+1 может в предшествующей системе D& и 
не содержаться. Так как это обстоятельство неудобно, т о , мы заменим 
системы Dk другими системами промежутков ΔΛ, по следующему правилу! 
Для получения мы кладем* в основу Dk, присоединяем к ней не содержа
щиеся в Dk промежутки системы D ^ u затем не Содержащиеся в /)* и 
в ^ *+ 1  промежутки .системы, £)ft+2i и т. Д; до бесконечности.

Построенная таким образам система Δ* может состоять уже из беско
нечного множества промежутков. Но зато 1) каждый as промежутков 
системы наверно содержится в одном из промежутков системы Д*. , 
К тому же 2) сумма длин (или точнее — сумма р я д а  длин) промежутков,‘ 
составляющих Дй, и подавно больше Ь, как. это имело место для Dk. -

Следующий шаг будет состоять в том, \ что мы и эти системы Ак заме
ним их. к о н е ч н ы м и частями Δ4*1, сохраняя, однако, при этом первое из 
только что указанных свойств систем Сделаем мы' это так.

Если число промежутков системы Δ, конечно, то просто положим .Δ' == Д,, ! 
В противном случае мы из Д  ̂выделим к о н е чн у ю систему Δ' нромежут- 
ков d[, d '2, . . . ,  d'r так, .чтобы сумма длин остальных промежутков

2> ·■ · системы Aj была меньше 6*. Некоторые из промежутков системы Δ, 
содержатся в промежутках Δ', ибо, если бы все они содержались в проме
жутках i> ^ ’г+ 2> ··· > 10 сумма их дл^н была бы меньше 8, вопреки вто
рому свойству систем Δ*,. Если промежутков системы Д2, содержащихся в Δ'· 
конечное чиоло, то из них и составим систему Д". В противном сдучае' мы 
выделим из рих к о н е ч н у ю систему Δ" так, чтобы сумма длин всех прочих, 
промежутков Д2 ( в м е с т е  с теми из них, которые не содержатся в Δ') была 
меньше S *. Продолжаем этот процесс до бесконечности, последовательно 
выделяя из Δ, к о н е ч н у ю  систему Д"', . . . ,  из Ак — к о н е ч н у ю  си
стему Δ™,... При этом каз/едьш из промежутков системы. "Д,й+1‘ содер
жится в одном из промежутков системы Д**’. (Второе свойствсУ системы Δ*, 
вообще говоря, · утеряно, но, ценой этого мы - восстановили к о н е ч н о с т ь '  
систем, наподобие Dk.) , у ■

Наконец, последний этап заключается в выделении из систем Д’*’ по 
о д н о м у  промежутку так, чтобы каждый из них содержался в пре
дыдущем. . г :  -V . ' . · V

Именно среди промежутков системы Д 'ч найдется хоть один (обозначим 
его.через d'), в котором содержатся промежутки б е с к о н е ч н о е  о 
множества последующих систем. Действительно, пусть это не так, и 
в к а ж д о м  промежутке Д' содержатся промежутки лишь конечного числа 
последующих систем; тогда это же было бы справедливо и относительно всей ■ 
системы Δ' в целом (именно пЬтому, что она состоит из к о н  е ч н о г  о числа 
промежутков). Иныйи словами, можно было бы найти столь большой нойер k0, 
чтобы ни один из промежутков системы Δ(Λβ) не содержался в Δ', а это про
тиворечило бы свойству 1) систем Д,й1.

В d' содержатся некоторые промежутки системы Δ" (ибо, в‘ противном, 
случае, в нем вовсе не было бы промежутков Δ"’ и т. д.). Б9 льше. того, хоть 
один из содержащихся в d' промежутков системы Δ" (обозначим его через d") 
должен обладать подчеркнутым выше свойством промежутка 4 \ т. е. содер
жать промежутки бес к-о we Ч но  г о множества последующих систем, 
ибо иначе этим свойством не мог бы обладать и d’ (здесь снова играет роль
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* Уто можно сделат& по свойству остатка сходящегося ряда.



Н »Ч н ° с 1 ь  ' истемы Δ ί· п Родолйая 9101 процесс до бесконечнпгти
™ Г Л еЛЬН0 Я3 кажд0й системы Д<*’ выделим промеруток й™ ^оде0- жащийся в ранее выделенном промежутке dik~l> ’ р

r f - * - = ? Z T i  7kc= r r r r TL ЦТ Л ННЫХ о д и ц в  д а *  промежутковэлементарной ip u u u  гедл мы— как и при доказательстве известной
” °  " "  переменных «„

..  ̂  ̂ linj аА =  α <  β =  lim bk.

Та кк а кодлина х  промежутков d<* мы ничего не знаем, то рав-енства ппр
S  « < ^ я Ь уТВерВД^ ь «е можем. Но любая точка Ж  И  
вчем «=Sc=ζβ, принадлежит, очевидно, всем промежуткам rf<*' (am  
2,3, ..Λ  Вместе с тем точка с принадлежит каждой системе Д* (пои ft— i’
2, 3 ,...), значит, каково бы ни было k -тойка с - н р А й к у м и Л .» !"  ~  L’
(если учесть·, правило построения А )  и некоторой ̂ системе Dk,, г д е ^ ^ Т

?Исте2а Д Г ч .ЯиН? р Т  Т0ЧКа ‘ П|ШНаДЛеЖИТ бССК °  не 4 н 0 м У множеству

Т е о р е м а  1 (А р ц е л а ) .  Пусть дана последовательность ф ун к ц и й

• Jn<x) ( л = 1 ,  2, 3 ,- .. .χ  /  V :

Τ '* *  ' ^ ж у т щ  ύ β  ^ Ь г р ф ш ,

\ fn(x) \*£L  (Ζ. =  const; β « * = 6  fc я =  1, 2, 3 , ,

Е с л и  д л я  т е х  х  в [в, Ь\ существует предел

f W =  lim f n (χ \ 'η—+ςο - ,
и ф у н к ц и я  ч ( х )  т акж е инт егрируема, то  ,

ь \ ь *  '
,im \ f , n ( . x ) d x =\ ^ ( x ) d x .»“»co ί  ν 'а . а ,

_ 5 ° КАЗА; ЕЛ ь с т в о · Ограничимся вначале частным предположенири что Функции / я (JC) неотрицательны: . предположением,

i ' / „ W & 0  —и имеют пределом нуль:

1 - J Z f n(X)=0- '  ( ! )

в  этом предположении нам нужн«Г будет доказать, что '

§  4 .  ДОПОЛНЕНИЯ 7 4 5



Взяв последовательность положительных чисел т)„—►О, мы для каждого я  
можем разлож ить промежуток [а, Ь] на частя d p  (< =  1, 2, . . . ,  йл) так, 
чтобы соответствующ ая нижняя сумма Д  а р б у * :

'  й»
« л =  2 т <пМ я)1=1

удовлетворяла неравенству ^
ъ

О «=  $ / я  ( * )  d x  —  s „  <  т,„. 
а

v ■ ' \  '
Тогда, очевидно, '

Ь . ~г
I s  lim [ ! / „ ( * ) < / * —  s„] =  0,

v п - *  со  ι  Ζ  > .

и для доказательства (2) нам достаточно установить, что-

lim ' s „ = 0. (3)
Я-*00

С этой целью, взяв произвольно малые числа ε >  0 и 5 >  0, установим, 
что найдется такой номер Ν , что при η ^ Ν  сумма длин тех из промежут
ков dSp п-го подразделения, которым отвечают нижние границы т р 5  е,
будет ^  8. *

Действительно, допустим, что это не так. Тогда для бесконечного мно
жества значений я : ,

Я =  Яц я а, . . . ,  щ , . . .
. '  . i

сумма длин тех промежутков d ^ k\  для которых m(n*) е, была бы >  8. 
К системам D k, составленным, из этих промежутков, применима лемма пре
дыдущего п”. В согласии с ней нашлась бы в [а, й] ,такая точка с, которая 
принадлежала бы б е с к о н е ч н о м у  множеству систем 23*. Таким образом, 
для б е с к о н е ч н о г о ,  множества значений я  выполнялось бы неравенство

/ я  («) 3= ε,

а это противоречит предположению (1), которое должно выполняться и 
при х  —  с. ^

Итак, упомянутый номер N  существует; пусть же n ^ N .  Обозначим 
через i' и Г  номера тех промежутков я-го подразделения, для .·κοτορι>ιχ, 
соответственно, будет

т .р  <  ε или т р  3= ε.

Сообразно с этим разобьем и сумму:

5л -  у  m fd f>  =  2  m f d f  +  2  т р  Щ
i  ч i’ i"
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* Мы обозначаем через dja) и самый частичный промежуток, и длину 
его; т р  есть inf /  (х) в промежутке d p .



Теперь легко видеть, что

Σ  тР  4 П) <  * · Σ  df  < · ■ ( * - « ) .  dP  <  ■L · Σ '  dP  < l . »,
i' i' V' v?

ибо, конечно, m\n )^ L  (по условию теоремы). Отсюда

sn <  ε (Ь —  а) -)- L · 8,

что>—  ввиду произвольности чисел ε и’ δ —  и доказывает утверждение (3), 
Общий случай легко приводится к исчерпанному только что частному 

случаю. В самом деле, ввиду неравенства ~

ь ь i *
\ f n ( x ) d x  —  [<t{X)d X  U s $ | /„..(*) —  φ(ΛΓ)| d x ,
a a I a

достаточно применить доказанное к неотрицательной функции I f n ( x ) — φ (χ)\ ' 
стремящейся к-нулю .

С л е д с т в и е . При выполнении всех усло ви й  теоремы, кроме предпо
лож ения об интегрируемости предельной ф ун к ц и и ; во всяком  случае 
мож но утверж дать существование конечного предела

ь
lim  \ f n ( x ) d x .

ft—►Ort*'
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Для доказательства достаточно [39] установить, что для любого ε >  О 
найдется такой номер, Ν , что при η" >  η' >  N  будет

и U
5 /л» (χ) dx~ \  fn· w dx I  I fn" (x ) — fn ' (·*)] d x <  ε.

Допустим противное. Тогда сущ ествует такое число· ε0 > Ό  и такие две 
последовательности неограниченно возрастающих чисел п'т и п ’т (т =  1, 2, 
3> ...»  п'^  >- п'т), что всегда выполняется Соотношение

] \ f n’m W  — fn'm M l  d x (4)

С другой стороны, , I

\ f a ^ x ) - f n m m ^  и J i r n ^  f t .  ( x ) - f n 'm ( x ) ] = 0.

Если к функции

применить предыдущую теорему, то получим:

что противоречит соотношению (4). Это противоречие и доказывает наше 
утверждение,



От параметра и, принимающего лишь натуральные значения', легко 
перейти а  к произвольному параметру у  [ср. теорему 1 п° 506]:

Т е о р е м а  2. Пусть ф ун кц и я  f ( x ,  у )  определена д л я  значений х  в про
м еж ут ке [а, Ь] и  значений у  в област и У ,  инт егрируема по х  в [а,- ί ]  
(при пост оянном у )  и  равномерно ограничена

[/(лг, (/.==  const)

дАя всех уп ом янут ы х значений х  а  у .  Е сли  д ля  всех х  существует пре
дельная ф ункц и я

f ( x ) =  lim f ( x ,  у )  *,
'У~>Уа

т акж е инт егрируемая в [а, Ь\, то
ь ь

lim \ / ( * ,  y ) d x  =  \ y ( x ) d x .  (5)
•У— -Уо.а а

Достаточно применить теорему 1 к  функции / п ( х ) — /( х ,У п ) ,  гДе {_уя f 
есть произвольная последовательность значений у  из У ,  стремящаяся к у 0. 
Получаемое таким путем соотношение

ь ь
lim [ f i x ,  у„) d x = { < {  (x ) d x  

Я —» α  «
равносильно (5). '

527. Дифференцирование под знаком интеграла. Н а основе теоремы 
А р ц е л а  легко получается и следующий результат, как аналог и обобще
ние теоремы 3 п° 507; - у

Т е о р е м а  3 . Пусть ф ун кц и я  f ( x ,  у ) ,  определенная в прям оугольнике  
\а, Ь: с, 01, будет инт егрируема по х  в \а , Ь\ при лю бом  пост оянном у  
в \с, д]. П редполож им, далее, что во всей област и существует частная 
производная /J, (х , у ) , т акж е инт егрируемая по х .  Если- эта производная, 
к а к  ф ун к ц и я  д вух  переменных, ограничена: " v

~ ! f 'y  {x, y ) \ ^ L  (Z, =  const; α ^ ζ  x  6; с ^ у ^ д ) ,  ·

то при лю бом  у  из [с, д \  д л я  ф ункц и и  ~ .. f~:
ь

l ( y ) = \ f ( x ,  y ) d x
' а

имеет место ф ормула
ь

! '( y )  =  ^ f y ( x ,  y ) d x .
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Взяв любое значение у  = ^ 0> как и ПРИ Доказа
тельстве в п° 507 [см* (11)], будем иметь

ь * .

+  _  ΐ  f ( x ,  У * +  k ) — f ( x ,  у*) .
k  , ~  J  к a X '
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* При этом, конечно,^предполагается, что область 8̂  допускает предель
ный переход при у - * у 0.



Так как, по т е о р е м е  Л а г р а н ж а ,  . '

-

то подинтегральная функция, зависящ ая от *  и ft, будет при всех значениях 
t этих переменных ограничена (по абсолютной величине) постоянной L. п ри 

меняя к этому случаю теорему 2, мы можем перейти к пределу при f t—»0 
под знаком интеграла, что. и даст нам требуемый результат. v .

528. Интегрирование под знаком интеграла. В этом направлении 
имеет место предложение, значительно обобщающее теорему. 4 о ' 508.

. . Т е о р е м а  4. Пусть ф ункций  /  (х , у ) :, определенная в прям оугольнике
{о, о; с, oj, инт егрируема по х  в [а, Ь] (при пост оянном у )  и  по v  в  |с , dl 
\п р и  пост оянном х). Ьсли, сверх, того, ф ун к ц и я  f ( x ,  у )  ограничена

.. i/C*. y ) \ ^ L  (L =5const) /

д ля  всех упом янут ы х значений х  и  у, т о существуют оба повт орных 
.инт еграла  '  <- :

ь

δ 2 8 Ι  §  4*  ДОПОЛНЕНИЯ! 7 4 9

О О , 0
)  аУ 5 f i x ,  У) d x ,  J d x  х ,  y y d y

- г  . »
f i x ,  У) d x , # (* ) = = $  f i x ,  V) dy.

и равны меж ду сабой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим 

ь

'  · '
Рассмотрим произвольную последовательность разбиений промежутка Гс <Э1 

на части с длинами * /

• Г .  ЬТ ......... ( « = 1 . 2 , 3 ,  . . X

подчиненных лишь тому условию, что max { S f ' f  с возрастанием п  стремится 
к 0 .В  каждой г-й части (ί =  1, 2, . . . ,  k a) п-го  разбиения по произволу 
возьмем значение у= * у{п) и составим интегральную сумму для функции /{у );

h > н ь ’

/ д а - ч г  =  Σ  { \ п * .

S { Σ  уГ )  · Ψ 1} d x .
a г —1 1

Σ / Ϊ Χ ,  v f ' ) * * f ~ f * { x ) ,

ΰ ' ...
Ч» =  $ f%{X) d x .

’ / i *» 1 
то ол перепиш ется, в виде:



Так как, очевидно, существует предел

д
lim f*{x) =  \ f { x , y ) dy  =  K(x) (6)

Л  — ОО с

и к тому ж$ для всех значений и п

\ f % ( x y \ ^ L . ( d - c ) ,

то, по с л е д с т в и ю  п° 526 заключаем о. существовании предела

.lim Ьп.
п -*  00

Итак, предел этот сущ ествует, как бы. ни делить промежуток на части 
(лишь бы наибольшая из длин их стрем илась'к  нулю) и как бы ни выбирать, 
в них значения у {* \ 'Отсюда ясно, что предел этот должен быть одним ύ  
тем же во всех случаях, т. е. что сущ ествует интеграл

д  Ь

\ l ( y ) d y  =  lim <s„ =  lim \ f * ( x ) d x .
i  tl —+ со

Но подобным же образом можно доказать и существование интеграла
6
\ K ( x ) d x ,  т. е. интегрируемость предельной для / *  (х) функции [см. (6)J.
о - '
Тогда, применив к /% (х )  теорему 1, окончательно получаем 

д  ь ь
\ l ( y ) d y =  lim \ f * ( x ) d x  =  \ K ( x ) d x ,
с α

т, e. -
... д  Ь Ь д

\ d y  ^ f ( x ,  у )  d x  = > ^d x  ^ f ( x ,  у )  dy,
с a a e

4 .  И T p . Д.
Мы ограничились здесь случаем собственных интегралов. Если положить 

в основу доказанные для них теоремы; то можно было бы соответственно 
обобщить и результаты, относящиеся к несобственным интегралам; этимл 
однако, мы заниматься не будем. !
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§  5. Эйлеровы интегралы

' 529. Эйлеров интеграл первого рода. Так называется (по пред
ложению Л е ж а н д р а )  интеграл вида ·

В (а, Ь) =  \  х ° -1 (1 —  jc)"-1 d x , 1 (1)
о

где а, Ь ^ > 0. Он представлйет функцию от д в у х  переменных пара-, 
метров а и Ь: ф ункцию  В  («Бета»).
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Рассматриваемый интеграл, как мы знаем [483, 3) (а)], для поло
жительных значений а и b (хотя бы и меньших единицы) сходится * 
и, следовательно, действительно может быть положен в основу опре
деления функции В. Установим некоторые ее свойства.

1°. Прежде всего, почти непосредственно (подстановкой д: =  1 —  
получаем: ’

В (а, Ь) =  В(Ь , а),

ТЗКоч0™ Функция В является с и м м е т р и ч н о й  ^относительно а и b
2 . L  помощью интегрирования по частям из формулы Г1) пой 

£ >  1, находим ** ф
1

В (а, =  С (1 — л:)*’-!

_ х а (\ — х)
а

ib-1
г dx--

(1 —  х )°  * d x ( 1 — x f - ' d x  =

В (a, b ~  l ) - t = - 1 В (а, b),
откуда

Β ί β> ъ^ -а Ь+ ь - \  B (g, b - \ ) . (2)

Эту формулу можно применять с целью уменьшения Ь пока b 
остается больше 1; таким образом всегда можно достигнуть того 
чтобы второй аргумент стал ==£ 1. ’

Впрочем, того же можно добиться и в отношении первого аргу
мента, так как — ввиду симметричности В — имеет место и дпугая 
формула приведения (а ^ > 1) у

В (“' 4> = ί ψ ϊ ^ η Β ( α _  1, t). (?)

«е„,Е» > „ р ^ ; 7 2),” Г Г 0“У Ч" “ 7 I0 ' ”Р“-

· г т ^ - - - г т г в <“ · ■).

* Наоборот, если значение хоть одного из параметров a  b  6 ν π ρ τ  - η  то интеграл расходится. и, и оудет sg o ,
** Мы используем ниже тождество

ха — х°~1 —  (1 —  x).



В (а, 1 ) =  ί  х°~* dx  = - L .
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Н о * ' '

Поэтому для В (о, я) и —  одновременно —  для В (л, а) получается 
окончательное выражение

В (л, а) =  В (а, я ) =  . , „  2/ 3, '" (ЯТ  1}, п . (3)v '  4 '  · а · (а +  1) · (а -f- 2) г.. (а +  я  —  1) 4 '

Еслй и а равно натуральному числу т., то ,

В (т > - щ  ·

Эту формулу можно применять и при т ~  1 или я= = 1 , если под 
>символом 0 ! разуметь 1.

 ̂ 3°. Дадим для функции В  другое аналитическое представление,
которое часто бывает полезно. Именно, если в интеграле ( 1) про-
извести подстановку где у  — новая переменная, изме-

. няющаяся от 0 до оо, то и получим
' 4 ' ’ ' . ' "Ч - ' ..■.·■

• 4 СО : ^  ’ ·

в  (а, Ь ) =  J ^ J ^ —bdy. (4)
■v ;; 0 ■■■■■ г  >

4°. Положим в формуле (4) Ь =  1 —  а, считая, что -0 < ^ .α < * ΐ;  
мы найдем

С О  · "

В (α, 1 — а) =  ^  i — dy.

Читатель узнает уже вычисленный выше интеграл,; также связывае
мый с именем Э й л е р а  [см. 519,. 4) (а) или 522, 1°]. Подставляя 
его значение, приходим к формуле .

в ( * .  » - ^ - ^ 5  « · < · « < ! >  :  (5)

Если, в частности, взять α = 1 — α = γ ,  то поручим:

® ( 2" ’ 2') ~  π · -  ( Ί 3)

' Мы ограничимся этими немногими свойствами функции «Бета» 
потому,^ что — как увидим сей ч ас^  она очень просто выражается 
через другую функцию — «Гамма», которая и будет главным пред
метом нашего изучения в настоящем параграфе.
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СО к л  .J , ■ .

■V(a)=^s?1 ' e'xdx, ψ)

530. Эйлеров интеграл второго рода; Это название было при
своено Л е ж а н д р о м  замечательному интегралу:

о о

/ Г  (а ) =

' ■■ о
который сходится при любом а ^ > 0  {483, 5 (в)] * и определяет 
функцию F' («Гамма»). Функция Г, после элементарных, являётея ‘ 
одной из важнейших функций длй анализа и его приложений. Обстоя
тельное изучение свойств функции Г, s исходя из ее интегрального' 
определения (6),> послужит одновременно' и прекрасным примером 
применения изложенной выше теории интегралов; зависящих от 
параметра. * ■ '

В главах XI и XII 402, 10); 408? 441, 11) мы встречали уже 
функцию Г, но определяли ее иначе; покажем же, прежде всего, 
тождество обоих определений (конечно, для а ^ > 0 ).

Полагая в (6) jc =  ln - i- ,  найдем:

; r w = f ( t a X ) M i .

Как известно [77,. 5) (б)];

V ln  -^  =  l im  n {l  — z") ,
л —♦  о о  . : V '  ■■

причем выражение п (.1— - ζ η ) при возрастании 71 стремится к своему 
пределу в о з р а с т а я * * .  В таком случае, на основании 518, оправ
дано равенство -

. Г (а )= Ц ш  йа- ‘ ϊ ( ΐ  — г » )  dz
< ·., · \  " я -+00 J  : \ 'J

или —-  ёсли  п ри б егн уть  к  п о д стан о вк е  г = у л __  V
* · · ': - --Ч i  "J' .· λ- ■ · ;

ч г  (а )  = =  Iim  па j  y a~l (1 —  у )* -3» dy.

Но, согласно (3), . ’ -
i . '  ' - * . ■ ' . . . . 
f  — yYt-ifiyszzBin, ”} —  Ь 2 - 3  . . .  (я  — 1>
J ' ^ (α +  0 · (α  +  2) . ..  (а +  я — 1) ·

* При a* g O  интеграл расходится.
В этом можио убедиться методами дифференциального исчисления, 

рассматривая выражение ———-  как функцию ох а.



Таким образом, окончательно, приходим к знаменитой ф ор м ул е,
Э й л е р а —  Г а у с с а:

Г (а ) =  lim па ----- — . .1*2, ’ V o l· -" Ч ----------- тт- > (7)
4 п — со β · ( α  +  . 1 ) · ( β  +  2 )  ( β  +  я — 1) ’  ̂  ’

которая выше послужила нам отправной точкой [402 (14)]. В даль
нейшем свойства функции Г, как указывалось, мы будем извлекать 
из ее интегрального представления (6).

531. П ростейш ие свой ства  ф ункции Г. 1°. Ф ункция Т(а) при 
в с е х  зн а чен и ях  а ^ >  0 непрерывна и им еет  непрерывные ж е про
изводные вс е х  порядков. Достаточно доказать лишь существование 

, производных. Дифференцируя интеграл (6) под знаком интеграла, 
получим

СО

Υ { α ) ^ \ χ α- ί · \ η χ · ε - χ ά χ .  (8)
• о

Применение правила Л е й б н и ц а оправдано тем, что оба интеграла
1 оо
 ̂ jca_1 · ln x  · ё~х d x  и λγ6̂ 1 ·41η x  ■ e~x d x
0 1

сходятся р а в н о м е р н о  относительно a: первый при х  —  0 для 
а ^  а0 0 (мажоранта х °»-1 f ln х  |), а второй при х  —  оо  для 
α-= ζΑ < ^οο  (мажоранта х Ае~х *).

Таким же путем можно убедиться и в существовании второй 
производной

ОО

Г" (а) == 5 х а~1 ■ (In х ) г е~х d x  (8*)
и

и всех дальнейших.
2°. Из (6), интегрировайием по частям, сразу получаем:

00 со
x a~ie~x d x  =  х ае~х I”  -j- § х?е~х d x ,

'  в о

т. е. [ср. 402 (15)]
Г ( а - | -  1) =  а -Г (а ) .  (9)

Эта формула, повторно примененная, дает

Г (а - |-  п )= (а ~ \~ п  —■ 1) (а -j-  п —  2 ) . . . ( а - | -  1 )а Г  (а). (10)

Таким путем вычисление Г для сколь угодно большого значения 
аргумента может быть приведено к вычислению Г для аргумента·^ 1.
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* Для х  >  0, очевидно, ln х  <  х .
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Если в (10) взять а — 1 и принять во внимание, что
ОО

Г (1) =  § е~х d x  =  i ,  ( 11)
0

то окажется, что

Г ( л ~ Ь  1) =  я !  ( 12)

Ф ункция  Г я в ля е т с я  ест ест венны м распрост ранением —  на 
область лю бы х полож ит ельны х значений аргум ент а  — ф акт о
риала^ л!, определенного лиш ь для  нат уральны х значений п.

3°. Х о д  и з м е н е н и я  ф у н к ц и и  Г. Теперь мы "можем со
ставить себе общее представление о поведении функции Г (а) при 
возрастании а  от 0 до оо.
' Из . ( 11) и ( 12) имеем: Г (1) =  Г ( 2 ) =  1, так что, по теореме 

F о л л я, между 1 и 2 должен лежать корень а„ производной F  (а). 
Эта производная постоянно возрастает, ибо вторая производная Г" (а), 
как видно из ее выражения (8*), всегда положительна. Следова
тельно, при 0 < а < а 0 производная Г ( а ) < 0 ,  и функция Г (а) 
убывает, а при % < а < о о  будет Г » > 0, так что Г (а) возра
стает; при а —  а0 налицо м и н и м у м .  Вычисление, которого мы не 
приводим, дает " . '

αβ= 1 ,4 6 1 6  т ш Г (а )  =  Г (а0) =  0,8856 . . .

Интересно установить еще предел для Г (а) при приближении а 
к 0 или к оо. Из (1 1) [и из 1°] ясно,, что

1> )  =  1 ^ Н ) - - * + о о

при а -» - - ) -0. с  другой стороны, ввиду ( 12)

Г (а)^>п!, лишь только а > и - ( - 1, 

т. е. Г (а ) - * - |- о о  и при
График функции Г (а) представлен на рис. 64. (Сейчас нам инте

ресна его часть, лежащая в первом координатном углу).
4°. С в я з ь  м е ж д у  ф у н к ц и я м и  В и Г. Для того чтобы

установить - эту связь, мы подстановкой x  —  ty  ( i S o )  преобоа-
зуем (6) к виду:' ^

^  J  Уа~1е~*у dy. (13)

Заменяя здесь а на а - \-Ь  и одновременно t  на 1 - \ - t ,  получим:

Г (а -)- b) f* у j
(1 +  t)ai b —  \ У  е У dy. ч
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Умножим теперь обе части этого равенства на t“ 1 и проинте
грируем lio  t  от 0 до оо:

■ О О  /  . 00  с о
t a-1

dt-.
о о" о

В интеграле слева мы узнаем функцию В (а, Ь) |см. (4)];. справа же 
переставим интегралы. В результате получим [с учетом (13) и (6)J:

1’ (α - f  fr) · В (α, ») =  ί  y“+ 6 " 1 e -^y  -
г .. о ;; ,  : V ; .’ · о :ч */'···:- λλ.;· " η '.::Λ·':ΐ
со ■’.· : оо ,/ ·. :j.

=  ^ у а+'ь- '  е-У . . ^ X  dy  —  Г (a) ^ y ^ e ^ d y  (а ) . Г (A),

откуда, наконец,
, ч _  Г  (g )  ; Г  (ft) 

(^  > ~  Г(в +  6) · • (И ).

Приведенный изящный вывод этого соотношения Э й л е р а  при
надлежит Д и р и - х д е .  Впрочем, для обоснования его надлежит еще 
ог^равдадь перестановку интегралов.

Г

ν< Ч I
J

/ J j
fIvi 2

Λ У1 4.
V. -

5ί и г·-;·: -г -/ -о1 / 2 r Л
/ i

/ \ I " . V-
I

Wrfx)J1
V „ · £ V .4 „ -

,:ί 1 1
1 •5—

/ Рис. 64. ‘ i '
' ; /  ■,■■■ Ύ  ■ ' . / “ . ■ ·. .

Мы сделаем это, ограничиваясь поначалу предположением, что 
a^> 1, έ>]> I. Тогда, для функции ' '

" fo - ty V tb - i
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оказываются выполненными все условия следствия п° 621: эта функ
ция н е п р е р ы в н а  (и притом положительна) для ν >  О и ί > 0  
а интегралы =®г *

и
* ОО

Уа+Ь~' е У  ̂ ta~l e~iy d t  =  Г (а)/ ' <

в свою очередь представляет собою н е п р е р ы в н ы е  функции· 
первый - г  от t  для- i  0, второй — от у  для у  s*  0. Ссылка на упо- 
мянутое следствие оправдывает перестановку интегралов, а с нею 
и формулу (14) — для случая i а Ъ 1 ,  b^>  1.

же Н^естноч.лишь, чтоΛа > 0  и й > 0, т о - п о  доказан- 
ном у имеем

R ( f lw j - 1  h J L .  ι -т—  J («  +  Д ) г ( й 4 - 1) .

; . Г  П } : Г (в  +  6+ - 2). '  ’

Ф° рмулы пРиведения (2), (2 ')  для функции В  
и (9) для функции Г, легко вновь получить формулу (14) Уже беч

- ненужных ограничений. , J у (  } у
,h j y  Фп °Р*Ула дьполнения  Если в формуле (14) положить 

ношение [ερ^ίΟ β (3 0 )} Я ” "ЛУ' <5) “ (U )> ” * * *  ^

Г , 4 , 0 ,  

которое и называется ф о р м у л о й  д о п о л н е н и я .  - 41
. При а — у  отсюда находим (так как Г ( а ) > 0 ) :  '

Г  (4 ~ )=  . (16 )
.Если в интеграле 5 ,

~ d z  =  ΐ λ π  '

§  5. ЭЙЛЕРОВЫ ИНТЕГРАЛЫ

V i

э Т л Г р  " ™ п а,Т с “с о н 7 Х ' '  « ■ * ! * ' * » Г Г  « е  »нВДр а „



6°. В качестве применения формулы дополнения определим 
(вместе с Э й л е р о м )  величину произведения (где п  — любое нату
ральное число)

£ = г Ш г ( 4 ) - г ( £ т 1 ) г ( - ^ ) ·

Переписав это произведение в обратном порядке:

ε = γ ( ^ ) γ ( - ^ ) · · · γ ( Ι ) γ ( τγ) ·

перемножим оба выражения:
ч

£ ‘ = П Г Ш Г ( ^ )
V—  1

и к каждой паре множителей Г Г применим формулу

дополнения... Мы получим
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&  = π . г» *π . , л ч πsin — · Sin .2 — . * . sin in  -— 1)— η η  4 J η

Теперь для-вычисления произведения синусов (ср. стр. 621), рас
смотрим тождество

τι— 1
гп — \  Т Т -1 2κπ , . 2νπ \cos —  - i s m  — )

_v = l

и устремим в нем z  к 1. В пределе: -

;  '  ’ B s t = n ( 1“ c o s ^ L “ i s l n '? r ) '
v= I

или, приравнивая  модули, -

V —  1 —  - V =  1

так что
л - 1

νπ П

П ’

п sin а 2«- 
»=  1

П одставляя  это  в вы раж ени е для  £ У  окон ч ательн о  получаем:

i -п — 1п— 1

V — 1



7 . И нт еграл Р а а б е .  С формулой дополнения связано и вычис
ление важного интеграла:

ч § 5. ЭЙЛЕРОВЫ ИНТЕГРАЛЫ 759

1
/?о —  ί  1 η Γ ( α ) < / α ,

о ' /
очевидно, существующего, так как [см. (9)]

In Г (а) =  in Г (а-}-1) —1п а,
Заменяя а  на 1 — а, можно написать

1
/?о =  jj In Г (1 — a) da

и, складывая:

i  '
—  J In Г (в) Г (1 — a) da =  С

О V
1п - Д _  d a = ,  sm απ

I f *  2
In π — V in sin x d x  =  In π —  ~  С in sin xdx.

1 0 
СЮДа значение Уже известного нам [492, 1α] интеграла,

ί ·

Я» =  ^  ( α ) ά α = = Ι η Υ 2π.

Р а а б е  рассмотрел интеграл (при а > 0 )

“+ 1 а + 1 а
R(a) =   ̂ In Г (a) da—  jj _   ̂ ,

Л  ак как, очевидно,

/?'(<*) =  In Г  ( а  +  1)  _  ш  Г  ( а )  =  i n  α  

[см. (9)], то интегрируя, находим для а > 0

> - -· /?(<*) =  а (In а — l ) - j - C.  '

Но R(a) сохраняет непрерывность и при а =  0; переходя влегь 
к пределу при а-+0, убеждаемся что г — о ’ ,1С̂ еходя 3Десь
ние (18), приходим к Л: ' ^  П° ДСТавляя

R ( a ) =  ^  In Г (a) da =  а (In а —  1) in Υ"2π, (19)



8°. Ф ормула Л е ж а н д р а .  Если в интеграле .
1 1 

В (а, а) =  I  x°~ l (1 — х )а 1 d x  —  ^

' 1 —

'  ’ ■ ■ ‘ V  ■- - . $ н ы г *
■' ч " . , -  ■ ■ ' :V  -·. дч д  X о . . Λ ,

сделать подстановку у  — х= =  у  V t , to  получим /

 ̂ ί _ j _ -  '  f - 

Β (α , α ) =  - 2̂ τ  § ί  20  W B ( τ >  β} ν
-. 0 ' 'V

Заменим в обоих случаях функцию В ее выражением (14) через Г:
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/ Г (а) Г (а) ■ 1 Г Ы Г (а)

: ' . ί
Г (2°) 2 ^  г ^ _ ,

“ т )

Сокращая на Г (а) и подставляя вместо I’ ^ y j его значение4 У~к 

[см. (16)] придем к ф ормуле Л Ь ж а н д р а :  ~

Г (а) Г [ а + 4 )  =  ^ - ·  Г (2в). (20)

..... ' Λ-Λ Ц*. f v · .‘ΐΠ .· ""/i?’ r ' i'~ ’ ' y ■ .
532. Однозначное определение функции Г ее свойствами. Мы знаем, 

что ф щ ец и я  Г (в) непрерывна вместе со своей производной для положи
тельных значений аргумента. Кроме того (см. (9), (20) и (15)], она удовле

т в о р я е т  функциональным уравнениям: . '  '

(О Ф (a -f-1) =  вФ (а), v

(И)'Ф (а) Ф (в  + 1 )  =  Ф (2").

Мы покажем, что эти свойства в совокупност и вполне характ еризую т  
ф ункцию  Г  (так л т о  каждая функции, обладающая втими свойствами, тожде
ственна с Г). - . .

Одних свойств (1) и (11) для этого недостаточно, так как, наряду с Г, 
ими обладает и функция

» Ф (о) == Г (а) · [4 sin* απψ  (при μ > 0 ) .

’ Точно так же недостаточно и свойств (И) и (Ш), ибо они принадлежат 
и функции

( т - Л

21я -1
d x  =



§  5 · Э Й Л Е РО В Ы  И Н Т Е Г Р А Л Ы  ι 7 61

f  “ Τ Λ  СВ0ЙГ а ®  1 (,11МВН& 0СТ™ ^ Р 0ИЗВ0Л,„ЫМ„ значения фу„к- 
I ' ции ф (в) д л я 0 < в < у .  Иначе обстоит дело, если налицо все три свой-

I  S S i a t ? ; n ^ 3r HO t e e  слабым требова.& и вытекает из (Ш) * W  ПрИ в > 0  не обращалась в" 0, что как раз

I^  производной, о т лич на^от  ^ ° и  % 5влет вооякт РерЫвНа вместе с? сеоей 
, Д окаж ем , что mxteda. ф ( а ) ( I ) ;  Р  соот нош ениям (i) и  (II).

 ̂ Ры®”а с<> своей 5}йзводн£й Годична ο ϊο 'κ η ο  ? (β) ТЗКЖе Непр€'
; :  н о ш ^ я °м  УДОВЛеТВОрЯЮТ УСЛ0ВИЯМ <‘> и ( « к т о  'М?а) у /овлетворяег  с ^ ^

(Ι')Λ1.(β'+1) =  Λ1(β) и (Ι1·)Λί(β) Λ ί /α +  1 ] = Λ ί ( 2α). 1

> предел. Если принять его^ м ач ^ н и е^ И  (oV ^o^A ul) существУет конечный 
; · вместе со своей производной вплоть до ϋ  о окажется непрерывной

, а д  „  ‘ (U/ п р и  i _ l  следует, что М (4-1 =*I,-значнг
Μ (« );> 0  для всех a 2 s 0  Это дает ням тивп  ' ' ’- t дает нам право рассматривать функпи™

■ г .. '  £ ( β ) = 1 π Λ ί  (β ) , ' V  - А

удовЛетворяе*СуслЪвиям^ВНЗ ®М€Сте со св«ей производной для в 2s 0, но

• (П  £  (« +  1) =  Ца) и (II") L (a) + L { a + ± )  =  ψ α ) .  ;

Наконец, введем еще непрерывную функцию
_ - ' Δ (в) — U (а);

' она выполняет соотношения: ’ . у ‘

'  V (!"') Δ (в +  1) =  Δ (а) и (IV") Д {в) +  д ^  Vj =  2Д (^ } Г

Из (U'"), заменяя в на — , получим  ̂ '

: · ”2 '{  Δ( τ )  +  Δ ( ~ ΐ ~ 4  }  =  Δ (")·

Если здесь енова заменить * сначала „а « гзатем  на £ + 1  и сложить 
полученные равенства, то найдем, что '

- H i  ( f ) + i ( ^ ) + A  ( i ± i ) + i

Методом « « м  общ„  соотношение

. - i  Σ ί ? 5 >  * « ·  ■
- ' r·. i Λ' ' .\ ·

следует у ж е соблюдение этого требования для прочих значений а



' Но, каково бы ни было а, сумму слева можно рассматривать как инте
гральную сумму для интеграла

1
. ^  Д (*)</**.

Поэтому '
2я —1 I

, Д (а) =  И т 1  2  Δ ( ^ ) =  \  ^ (jc> dx  =  L ( l ) - L ( f H  =  0 "
п~* о в ^  .

[ввиду О")]· В таком случае L (а) =  const, значит и М (я) — const Но мы

ридели, что М  ( у )  =  1> так 410 Λί (в) =  1 и ф  (а) =  Г (а), ч. и тр. д.
В заключение отметим еще, что требование дифференцируемости играет 

при этом существенную роль и не может быть отброшено. Если, например, 
положить

оо -

1 L  (в) =  2  ^  sin (2"πύι)»
Bs= 1

то в ярще 1 (e) будем иметь непрерывную функцию, удовлетворяющую ус,- 

ловиям'(1") и (II"). Вместе с тем Z. (0) =  О - так чт0 L (α) не

сводится к постоянной!

533. Д р у г а я  ф у н к ц и о н ал ьн ая  х а р а к тер и сти к а  ф ун кц и и  Г. В пре
дыдущем п° была дана характеристика функции Г (а), как единственной 
непрерывной вместе со своей производной функции, _удовлетворяющей 
функциональным уравнениям (I) и (П) и не обращающейся в 0 (для а > 0 ) .  
Здесь же мы дадим более простую характеристику функции Г (а), йсполь- 
зуя лишь о д н о  функциональное уравнение (I), но налагая на функцию еще 
требование «лог арифмической выпуклости», смысл которого мы сейчас выясним.

В п° 141 было дано определение в ы п у к л о й функции / ( х ) .  Положи
тельная функция f ( x) ,  заданная в промежутке S t , называется л о г а 
р и ф м и ч е с к и  в ы п у к л о й  в этом промежутке, если ее логарифм 
In f ( x )  оказывается выпуклой функцией. Так как

f ( x )  =  etaH *,
. то в силу 142, 3° из л о г а р и ф м и ч е с к о й  выпуклости функции / (х) вы

текает ее выпуклость; обратное заключение, вообще, неверно. Таким обра
зом, логарифмически выпуклые функции составляют лишь часть всего класса 
выпуклых функций.

Пользуясь теоремой 2 п° 143, можно установить условие логарифмиче
ской выпуклости: пусть положительная функция f ( x )  непрерывна вместе 
со своей производной f  (х \ в промежутке SC и имеет в н у  т р и  проме
жутка конечную вторую производную f "  (х)\ тогда для логарифмиче
ской выпуклости функции f  {х) в SV необходимо' и достаточно, чтобы 
внутри 3 ’ было

f { x ) . f " ( x ) - \ f ’(x) 1агэ0.

Доказательство состоит в применении упомянутой теоремы к функции In f { x ) .

* Учитывая при этом п е р и о д и ч н о с т ь  функции Д (а), в  силу (Г").
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р а ж а ю Т с Г ф о п ^ л ? м и % 8/ Н„КТ ^ Г ^ ) Ее пеРвая и вторая производные вы- 
(13 ); 483* 755°рмуламИ <8> и (8 ). П о неравенству Б у н я к  о н е к о г о  [321,

г р * ь
\  f? (Х)Г dx ·  ̂ [ψ (x)]2 dx — i  С φ (χ) ψ (х) dx I > . 0( 1 
°  о а

■если положить здесь ,

а =  0,Ь=<х>; =  * / ( х ) = У Т«->е- х , \ д х
получим: '

Γ ( α ) - Γ " ( Λ) — [Г '(а)]2 5а  0.

совместно с уравнением (1), функция Г и определяется с ί  о ч н п  в̂оиством> 
п о с т о я н н о г о  м н о ж и т е » .  Иными словами т о ч н о с т ь ю  до

ЁСЛи 1} 8 промежутке (0, оо) Ф (а) удовлетворяет уравнению (I)
Ф (a - f  1) =  а · Ф (а),

2) Ф (а) логариф м ически вы пукла  и
3 ) Ф ( 1 )  =  1 , ю Ф ( а )  =  Г (а ) .
Допустим, что для Ф (а) выполнены все эти три условия 
Повторно применяя уравнение (I), придем к общему равенству

Ф(а +  п)==(а +  п — 1)(а +  п - 2).  . . .  · (« + 1 )  · а :'ф (а), (21)

^ Г га”Г1™,айдем:ТУРаЛЫЮе ЧИСЛ° ; ° ТСЮДа> Полагая 0 = 1  [см. 3)] и заменяя η
Ф (л) =  (н 1)1 2̂2)

Отметим, что достаточно доказать совпзлрнир г> р / \
(0, 1], ибо, вследствие (I) о т  ( ) в  пРомежУ™е

.  Пусть же 0 < β ^ 1 .  Функции будут совпадать и повсюду.
Вспомним неравенство (6) п° 143

У ^ - f j x )  ^ f(x,) - f ( x )
χ ι —  X Х2 —  x ·

имеющее место для выпуклой функции fix) ппи 1
xt < x s*. Применив дважды это непавен/тпп''v единс5 венном Усл° вии: 
ции In Ф (а) при любом η > 2 ,  полутом выпуклой, ввиду 2), функ-

- "  j "  \ + , % ~ Ы Ф~ ^ -  ^ J L ^ + Ζ ^ ΐ Ι π Φ ^  ^  In Ф (1 -f- я )  —  1П ф (п\
(а +  я ) - и -  52 ( Г + ^ = ^ - ^

или — с учетом (22)—

In (η —  1) <  In i i ? .  +  д ) —  1п_ ( ^ 1 ) !  .
а ~ ·

Отсюда следует

In (я 1)“ . (п  1)! s c ln  Ф (а +  n ) s g ln  па ■ (п — ])|
а значит: v ' ’

(и 1 )а -(п— η ) ^ η α · (η— 1)!

* Правда, в указанном месте было предположено ντο ν ν __
нетрудно убедиться, что написанное неравенство - гттп’твоп 1'^-'г< лга> но 
положении точки х , лишь бы она не совпадала с x . J  χ , ™°  ПрИ ЛЮб° М
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Переходя теперь, с помощью формулы (21), к  самому значению Ф (о), ^при
дем к неравенствам ·

(я-— 1) ‘ (в  О* <  ф /а\ < _______я °  (я  1)1—-----
a (r f-t - l) ' . . .  • ( β - f n - l ) ' ·  V / ^ e f a + l ) -  . . .  . (β +  η — I ) 1

Наконец, заменяя; в первом из них п  на п .- \-1, представим полученные 
неравенства в виде:

: .  t i t :
Отсюда уже ясно, что . 1

„  1 · 2 · 3 · . . .  ·(«  — !) '  р  1п\i Ф (а) =  ltra ηώ — p-fv---------> -------rr == Г (а)
w  я -о о  α · ( β + 1)·  — ·(«  +  « — 1) '

. . χ  -J  ■ ■ ■ · . .  ·, . , · -Гч' .. ·,; ’■

— в силу формулы (7) Э й л е р а — Г а у с с а.

534. П рим еры . 1) Найти интеграл 
1
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^  х ^ 1 (1 —  х т)Ч~1 d x  0Р, Q, гп >  0).
,  о

1 - , » 
У к а з а н и е . Полагая х т — у , сводим его к эйлерову интегралу пер

вого рода. . ·
Ответ. ‘ ·■

г ( £ - } г <*>

Г т :
Предлагается с помощью этого результата доказать, наиример, что при 

любом натуральном я  - х - .

- ’ С ■ dx------- С x n d x  * ( Э й л е р ) .
^ / 1 _ х *п ^ γ ί — χ*η 2п

2) Вычислить интеграл

) [αΛΓ +  Ρ (1( -Λ Γ ) +  γ1̂ ?  dX  (a’ ?S s0 : * > ° > ·

С помощью подстановки - ;

(» +  ϊ)  *  -  /  > (β +  т) 0 — х ) _1  f  . 4
■ о х - |-р (1 — x) +  T( ’ сиг +  ЭЧ1— *) +  ϊ  ’ . Ι

1 ■ ( * + l ) $  +  l ) d x  I
• . '  ' i ^ + ? ( i - - ^ ) + i r ] ar  J

предложенный интеграл приводится к вид у· , \ - |

1^ + W T #  J tP i (1 ~ t)4 i d t  =  +  Λ  +  ^  ·



,a- b‘ P>°> '  (W, л >0 )  !

НИЯ· (а) ПоДС1анОВка > “ < · '+ /»  (б) Подстановка « =

“ • I T f F ·
Ответ, (а). ^ в  {а Ь). (б) 2И+Л_8 в  ( т _ я)

:. о . . ^ ^ Й Й ! е ? 18Й »  " " Г 46"  рядлю бопы тных интегра- 
и сделать пож:тановку ^ ^  то нТйдемТ ~  ^  П0>0 т  2т ^  =  cos 2а

. 1 ' ' " ■ . ■ , ! ·

Т "  ■·■.'
И С05<р -f- Sin ф\еоз2а · ' π '

τ  cos ψ ■ - sin <р/ f  ~  2ϋ η ( π ;

' ' “ '4

4) Найти интегралы

*

(а) J  sin «-1 φ cos*-» , rf t (a, b >  0)r
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3) Найти.интегралы

[π cos2 a). *

V : 2 . "5-
«5) "

“Ώ

J  βίη«-»<ρ =  J  cos°-‘? d<j (a> 0);

' (B) (I c l  c l ) .  <■;; .. V '  .

интегралу* ” И Р' ^  Полагая ·* =  sin φΓ приведем предложенный интеграл к

с
Τ ^ ο - ή 2 d x ,

так что, используя задачу 1), будем иметь
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(б) В частности, при 6 =  1, получим отсюда

№ Г

С помощью формулы Л~е ж  а н д р а этот результат может быть переписан 
в виде:

[ r ( M ?
i ) .

(в) Наконец, полагая в (а) а = \ - \ - е  и А = 1  —  с, где | с | <  1, найдем 
(используя формулу дополнения)

о  С%2cos~2̂

5) Определить площадь Р  фигуры, ограниченной кривою
г 4 =  sin5 Θ cos θ. '

Р е щ е н и е . Кривая имеет две петли —  в одну и в три ч етв ер о ; доста
точно удвоить площадь одной из них. По формуле для площади в полярных 
координатах [338 (9)] имеем: S

4 f s,nV. , c o , v . .  Λ _  =  ( ± )  Γ ( · ) -  й ?
о -

[см. зад. 4) (а) и соотношения (9), (12), (15)].
6) Определить (а) площадь Р  фигуры, ограниченной одним витком 

кривой (т —  натуральное число)'
*■ ■ r m —  am cos mO,

и (б) длину S этого витка.
1C 1C

•1т j f  2  2  .

Р е ш е н и е ,  (а) Р  =  2 · ^ - ?  cos /ив =  — ^  cos <pdtp =
о о

а1 ( .  Г : ■■ ’ *а* Г ( я г )

" f f T * ( ± + 0  \ * № ) } у
[см. зад. 4) (б) и соотношения (9), (20)].

* Легко проверить, что в этой формуле как частные случаи содержатся 
о б е  формулы (8) п? 312.



(б) По формуле для длины дуги в полярных координатах [329 (46)]
_!L π -
2w i 2 j Г /  1 \*I2

ί f  cos™ !/»βί?β =  - ^ -  f  cos’" _ 1? rf?  =  - ? .2̂ _ I l r W j  
b m J  m T n ,

\ m /
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[см. зад. 4) (6)}.
7) Вычислить интегралы

(a >  0, 0 <  k  <  l).

(а) f —
•J К З —cos6’

(б) ΰ τ - τ ΐ φ г - 1__Л V1 +  * cos f j  I + k o

(а) У к а з а н и е .  Подстановка: cos 6 =  - i__о i / V

■ ° ~ ϊ τ ϊ № ·

(б) У к а з а н и е .  Подстановка: ΐσ J L — ί /  1 —  й
г / л ,  2 “  "  Τ + ϋ

Ответ . — ^  [ ^ Ш

t g f .

V jn io tn i.  -----------------------ί: 1 7 ^
( 1 _ Λ2)α/2 Г  (β) *

8) Доказать, что
1 1f — Λ со I

1 (1 ~ хЬ) 2 d x = y  3 j  {xs _  j}-

Р е ш е н и е .  Положим 
1 ]

J (* 3 _ i p ^ x = / 2 )

f — — °° _ 1
'  ^  ~ x *) 2 (1 + x s) 2 d x  =  /

— оо о · ' ■ · . '
Подлежит доказательству равенство

i i + h — V  з /2.

Применяя к этим ̂ интегралам  подстановки (соответственно) *  =  Д ,

рода. Затем придется^ лишь Н есколько  оачЙиг£пВЫМ ™ тегРалам первого нения. несколько раз использовать формулу допол-

9) Доказать формулу (принадлежащую Д и р и х л е )



У к а з а н и в. Подставить ·

Т  ί  \  'р  1 о о

и использовать перестановку интегралов по х  н  по у (случай п о л о ж и 
т е л ь н о й  функции).

10) В задаче 12) п° 511 мы доказали тождество
ЕК’ +  Б'К—-KK' =  c==const ' г

(относительно обозначений см. в указанно» месте). Затем, с помощью некоего

предельного перехода было установлено, что c =  -gv Этот же результат
можно было бы получитц вычислив величину левой части при каком-нибудь 
частном значении к. ■

Пусть k — \ тогда £’ =  £,. Е' =  Е и К' =  К, и тождество прини
мает вид — - г

-, 2ЕК — К8 =  (2Е — Ю · К =  с. -
Интегралы
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1C

. ?·>■■. - · : ,  · >;.ч ъ

1 — -g- sin*o
sin2 <f da/

последовательными подстановками cos<p =  /, t * = x  приводятся к эйлеровым 
интегралам первого рода:

! Д X .3 _ !  ' ·■- - ' '

. · j  4 ( l ~ x)  2</х' 

е - ф \ .

$ Щ у  ЧТО -г-г7 "  Г'·.' ;  . .. : 'V f  »’ .. \ ■' /" ■ ■ :

Отсюда искомая постоянная

i ^ r j Ш ) г ( т ) г Ш  . „
8

r ( 4 ) r ( f )  * ’

11) Разложить в ряды интегралы:
со 00
i* X s~l  , ί* fS - l« j  ί*ΧΤ?$ (6) J - ^ + r dx‘

l*>0 1*>Ш



Р е ш е н и е .
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(*) j  - 2 г = т  а х = J  I  * * 1е

ОО

= r (s ) - 2 i - = r ( s ) - ' (s)’1
если через ζ (s) [функция «дзета» Р  и м а н а], как обычно, обозначить сумму 
последнего р яд а .' Мы воспользовались здесь теоремой об интегрировании 
положительного ряда [518] и формулой (13).

( «) '  J Ма жо ра нт а :  ^ Т Г '

Е с л и  в > 1 ,  то этот результат можно представить в виде 

Г  (s) (1 —  2l~s) · ζ (s),
ибо

ОТ 00 оо оо

1 1 . 1  >

12) Некоторое обобщение предыдущей задачи представляют разложения:

( О  l i r b r  <*> 1 ' “ > 0 '
О в =  0

[И ) (а) отсюда получается при в =  1];

0 0  0 9

s - ie-n  X d x  =

оо «>
z x s~l d x  ^  /<Λ V  z^_ (— 1 s= z  <  1 и s > 0 ,

Is  ИЛИ 2 = 1  s >  1 )
Л= 1

[11) (а) отсюда получается при z =  1, a 11) (б) —  при г = —  1].
13) Обозначая сумму г и п е р г е о м е т р и ч е с к о г о  ряда [см. 441, Ь)]

, , V  « ( « + 0  . . . f r  +  я —  1)Р(Р +  1) -  g  +  я — 1) г„
М "  2d  1-2 . . .  « · γ ( γ  + 1) . . .  (γ +  я  — 1)

через F (a t β, γ, л:), доказать соотношение:

Ρ(α β γ η  г  (ΐ) * г  (т а Р).
F  (а, β, γ, 1 )—  Γ (γ _ α ) . Γ ( γ  —  β)

(Γ j  у с с).
Считая а > 0  и γ —  о > 0 ,  рассмотрим интеграл 

1
/ ( х )  =  | г «-‘ (1 —  г) Tt-*-1 (1 —  z x ) -$ d z

35 Г. М. Фихтеигольц. т, И



при 0 < x < l .  Так как ряд

(1 _ ^  =  I  ^  +  1) ; ^ + " ~ 1)

и = 0

сходится (при фиксированном лг) р а в н о м е р н о  относительно ζ  в проме
жутке [0, lj , то —  умножая на интегрируемую в этом промежутке функцию 
2α-ι ( j — ζ)ΐ-α_1 —  полученный ряд можем интегрировать почленно. Мы при
дем к разложению

со

Ι ( χ )  =  Σ / * ' χη >
о

где
, р (р 1) . . .  (β +  я —  1) Г (α +  п) · г  (γ — о)
*п ~  1-2 . . .  П ' Γ (γ  +  η)

Γ (α )Γ (γ - α )  а ( а + 1 )  . . .  {а +  η -  1) β (β +  1) . . .  (β +  * - 1 )
-  Г  (γ) * 1 -2  . . .  n - t f r + l )  . . .  (γ +  η - 1 )

[CM. (10)1.
Таким образом,

, Ιχ.Λ_ τ (α) Γ (ϊ —  °) ο τ „чУ (ЛГ) —  р   ̂ · Г  (а, р, γ, ЛГ).

Для получения формулы Г a у с с a остается лишь перейти здесь к пределу 
при х  —► 1 (считая γ —  а —  β > 0 ) .  В ряде этот переход можно выполнить 
почленно —  по теореме А б е л я  [437, 6°J. В интеграле же можно перейти 
к пределу под знаком интеграла —  ввиду наличия мажоранты:

г*-1 ( 1— г)1_сс_1 (при β ^  0) или г®-1 (1— ζ ) Τ α~β_1 ( π ρ π β > 0).

В результате [см. (14)]

. Г ( α) Γ( γ - α - β) = ^(α)_Γ_(7- α) .
Г (γ — β) Г (γ) l , P ’ ** Л

откуда и следует доказываемое соотношение.
Из него, в частности, при γ =  1, β = — а получается [с учетом (И ), ф), 

(15)], любопытное разложение ((Ус а с  1).

sin απ . аа . а2 (а2 — 1) о2 (о2 —  1) (а8— 4) . х
~ а т Г ~  (1-2)* (1· 2· З)8

635. Логарифмическая производная функции Г. Продолжая 
изучение свойств функции Г, обратимся к рассмотрению ее л о г а 
р и ф м и ч е с к о й  производной, т. е. выражения

d  In Г (а) Г ' (а)
da  Г  (в) *

9°. Различные представления этого выражения в виде интегралов 
можно получить и из формулы (8). Но проще исходить из следующих
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* Оно, впрочем, может быть выведено и преобразованием известного
бесконечного произведения, выражающего синус [408].



соображений. Имеем:

Г (Ь)___В fa b) =  Г ( b ) __—Са>.Г.(*>. =  T (b) ' b . г  (a +  6) —  Г (а) _
К )  } ( )  Г  (а +  Ь) Г  (а +  Ь) Ь ~~

Г 0 + 1 )  Г (а +  ft) —  Г  (а)
Г (а +  6) Ь

так что, если перейти здесь к пределу при Ь -+ 0 , 

Щ = \ ш [ Т ( Ь ) - В ( а ,  Ь)].

Возьмем сначала [см. (6) и (4)]:
СО СО

Г (*) == $ d x , В (а, Ъ) =  \  dx .
ϋ  ϋ

Т огда

и, выполняя предельный переход под знаком интеграла, получим 
ф орм улу К о  ш и:

СО

^ И  =  [  Г г - _______l — V j L  Ш )
о

Для оправдания предельного перехода заметим, что вблизи 
х  =  0, Ь —  0 выражение
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± - \ е-х ____ ί__ 1
х L (i +  x)a+b J

будет непрерывной функцией от х  и b, а x b 1. Для достаточно 
больших х  и b ^ b 0 имеется мажоранта:

х ьо-1 1
L ( i+ x ) «

х  =  е
Если же ·β выражении (1) для В сначала сделать подстановку 

В (а, Ь) =  f  (1 — е -1)ь~1 dt, '

то можно написать

Г' (а) _  11ш
h  —  4 - 0  _  

U
2 5 *

ϊ ^ Κ ί ΐ ,  S



Переводя здесь к пределу под знаком интеграла (что оправдывается 
аналогично), придем к другой формуле:

Г ' (а) ?  /е~х  е~а* \ ,
^ W = V ( t - T ^ T 5 ) ^  (24)

u
Наоборот, можно вовсе устранить показательные выражения из 

подинтегральной функции. С этой целью положим в (23) а —  1:
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= - с ,

где С есть так называемая эйлерова пост оянная *. Вычитая почленно 
это равенство из (23), получим

Г  (a), i с  Π  1 _ 1 Л й х
г (а) ■ ^ 1 + л :  (1 +  аг)« J  л: *

Наконец, подстановка i  =  приведет нас к ф ормуле Г а у с с а · .

| +  С =  ' j  X— L t άί  (25)
Г  И
Г (а)

536. Теорема умножения для функции Г. 10°. Опираясь на 
представление (25) для логарифмической производной, установим 
теперь следующую замечательную формулу, также принадлежащую 
Г а у с су .

η — 1

г ( “) г ( « + т ) ; · · '  г ( « + " - = ! ) = а х 1' (* · !  №' « '  4 '  па-—S-
п г

(л —  любое натуральное число). Она выражает т е о р е м у  у м н о 
ж е н и я  для функции Г. · -

Полагая в (25) t==tjin, получим:
/

\ - 

п  \  i __пя du ,

■ * Мы имели в [главе XI [367, 10)] другое определение этой постоянной, 
п иж е мы убедимся в тождестве обоих определений.



откуда, заменяя а на s - h j  (,  =  0, 1, я — 1),

Г
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1 я- ι  „па+ч- 1

* { a + i )  

а, суммируя по V от 0 до п —  1,

г |
; * + з 1

г |
( * + i ) 1

Сопоставим это равенство со следующим: 

Г' (па)
Г (па)

Умножив последнее равенство на я и вычитая из предыдущего, 
найдем:

я —  1 j y

• ? · 7 ( " + τ )

( · + « )  „ ! · ( » » > _  .  С г » » - ' , _____
/ м \ Г (na) j  [_ΐ —  и» ■ 1 — « J

,  1— и» =  —  П 1п 1 — и

что можно написать в виде:

1
=  —  л In в,

о

Отсюда, интегрируя, получим

или

Г ( а ) г ( а  +  1 .) . . .  r / a  +  ^ j  

ln ---------- V V ; --------  == o .n \n ti- \- \n C *

r-w r г ( . + ^
Γ(ηα) 

янной

но, C = n E ,  где £  есть то произведение Э й л е р а ,  которое мы

Для определения постоянной С положим здесь а =  ~ .  Очевид-

* Предвидя потенцирование, мы заранее берем произвольную постоян
ную под видом In С.



вычисляли в 531, 6°. Подставляя его значение из (17), придем 
к формуле (26).

Частным случаем формулы Г а у с с а является ранее выведенная 
независимо формула Л е ж а н д р а  (20). Действительно, если в (26) 
взять п =  2, то получим формулу

Г (а) Г (« +  . ! ) = - £ £ - Г (2«*

которая равносильна (20).

537. Некоторые разложения в ряды и произведения. 11°. Источ
ником их является та же формула (25). Разложим подинтегральное 
выражение в ряд:
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1 α 1
= ( ί  _  г - * )  2  f  =  2

ν = 0 v = 0

все члены которого имеют один и тот же знак. Почленное инте
грирование дает:

(27)
0 , " Г ( « )  +  С = 2 ( 7 Т Т - ^ ) ·

V =  0

Ряд этот сходится равномерно для 0 < ^ α ^ α β, ибо мажорируется
ОО

рядом (а0- | - 1) 2 ^ .
1

Если его почленно продифференцировать по а, то получим заме
чательное по простоте разложение

GO

Я Ч п Г ( а > =  J  <28>
ν =  0

Так как и этот ряд сходится равномерно для а ^ > 0  (мажорируется
СО у

рядом 2  а̂"), то почленное дифференцирование оправдано.
ν== 1

12°. Проинтегрировав почленно ряд (27) по а от 1 до а^ > 0  
(что законно, ввиду равномерной сходимости ряда), получим

ОО
1п Г ( « )  +  С ( а - 1) = 2 ( » - = { - 1„ г + ^ .  (29)

ν — 0
Заменяя здесь а  на гг —(— 1 (при а  —  1), перепишем разложение 
в виде

00
In Г (а -fc-1) -f- Се =  2

п =  1



или

1п Г ( ^ Т Т )  = С а +  2  [ 1п ( ! +  ί )  ~ т ] ·
η  —  I

Отсюда, потенцируя, приходим к уже известной нам ф ормуле  

В е й е р ш  т р а с  с а [ср. 402 (16)], дающей разложение -г ^ 
в бесконечное произведение:

+  <3 0 >
η =  I

13°. Возвращаясь к (29), положим здесь а =  2. Так как In Г (2) =  
=  In 1 =  0, то получим:

ОО

c = 2 t τ ϊ - Κ - ΐ ) ·  .  ( 3 »
V = 0

Зам етим  п опутно, что отсю да
п

c = A mJ 2  т ~ 1 п ( я + 1) ] *
k = 1

и мы приходим  к  уж е зн аком ом у  нам оп ределению  эйлеровой  по- 
стоянной [367, 10)]. Наконец, умножая (31) на а — 1 и вычитая по
членно из (29), мы исключим С:

СО

1п Г ( « ) = ^ 2  [ ( α - 1) 1η ^ - 1π ^ ]  =

=  lim ln Гла_1 * '2 " ’
л —► оэ L а ( я  +  1) . . .  ( а  +  п  —  2)  J

или, что то же,

1п Г (а) =  lim 1пГяа— —1 'Л ^— тг1.
W  n ^ o o  L a (a +  О ·■· (« +  « — 1) J

Отсюда, потенцируя, мы вновь находим формулу (7) Э й л е р а  —  
Г а у с с а ,  выше установленную другим путем.

538. П рим еры  и доп олн ени я. 1) Пользуясь тем, что

е~* =  lim ( l -----
n —»oo V п j  * ■

доказать, что (при а >  0)
СО п

Г (а) =  ^  t a~le~* d t =  lim ί  t a~l ^1 —  d t, 
о n_>00o

и вывести отсюда формулу (7).
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/

У к а з а н и е .  Предельное равенство устанавливается так ж е ,  к ак  э т о  
было сделано в задачах 10) и 11) п* 519. Подстановкой x =  tfn  преобразуем
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интеграл
I

Л < * · * ( ΐ— £ )" < «  =  п« ^  (1 —  τ)η άτ —  па · В  (а, я + 1)

и используем формулу (3).
2) Из формулы (23)

-И М  -  С L -*  1 У х
Τ (α ) Н  ( 1+ J c y » j x

н е п о с р е д с т в е н н о  вывести формулу (24).

г ' (а) _  Г  Г*'а 1 j  

Г (в) J.L я Т = 7 = * ] ал  .

Заметим, что трудность здесь в том, что. н е л ь з я интеграл (24) рассматри-
вать как разность двух интегралов (иначе вопрос был бы исчерпан преобра
зованием второго подстановкой *  =  <?«—  1). Поэтому, обходя ее, напишем;

с о  со

И М =  Нп, { £ _  С I
г (в) * J (i + jc)a·χ \ -

в в 1 . _

Е lnU +  ε)

“ Λ " .  ί [ ? - r S = ] " “ =  J [ x - T ^ i ]  
в
Г* е_со

Iim \  i------- =S<?« =  0.t - o  J  1— в и
In  (1 +  «)

£это  видно из того, что интеграл оценивается выражением

ε —  In (1 -j- ε )  ε ~|
ε (1 -j- ε)«“ ΐ ^  2(1+ ε ) ° - 1 ] '

3) Исходя из определения эйлеровой постоянной равенством

- С = л г ( 2 т - Н ’ ·» =  1

:=5 \da,

так как
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установить интегральные формулы
1 оо

(а)

Так как

ln i

то 1 *

с =  \  ' - ‘ Ц ,  т  ( г Ь — ' * ) ? ·
О 1 о

1К

i 4 = i i —
1 ϋ 1 ϋ о

η
С ds

" = Κ ·1

■ 4 „ ' « ΐ ί [ ' - ( · - ί ) Ί ? - ί § Η

- . 5 · . { ί [ - { - ί Π τ - 5 ( · - ί ) · ¥ · } ·

Предельный переход во втором интеграле проводится, как и в 1). Отно
сительно преобразования (а) в (б) см. 2).

4) Полагая (при а >  0 и s >  1)
00 , 

ζ (s> α > =  Д о к а за ть , что [ζ  (s, о) -  j - L ]  =  -  Щ  .

(a)]
СО

‘ ( ί , | = ά Ι

л  — О

Мы имели [534, 12) (а)]

—  dx.

dx.

\ — е~х
о”

Поэтому 00 

о
00

ί с _ . г  е~ах е~х ~\
” Γ ω ) *  h - e - *  χ \

Предельный переход при s —*1 можно произвести под знаком интеграла, 
так как подинтегральное выражение, в промежутках {О, 1] и [1, —(- сю] по
рознь, стремится к своему пределу монотонно 518. Затем использовать фор
мулу (24). При а '=  1, в частности, получается

lira [ζ ( s )—  —..Т1 =  С.
, - 1+ oL  s — l j

[Ср. 375, 1)]. , '



5) Вычислить величину бесконечного произведения
со

р =  П н»'
п ~  1

где

и _ (« +  g i) («  +  gt) -  (”  +  «*) (а ъ ъ  η
Un (η +  bt) (я  +  b2) . . .  (η +  bk) (β» !)·

[ Э й л е р ] .
[Так как

“ . = ( > + £ ) - ' ( > + ? ) ( ‘ + r  - ( ‘ + r =

_i i (gi +  · · ·  + gft) —  (^i-f ■■· - Щ  i
■и η  η 3

( J An  I === A  <  +  <»),
то сходящимся бесконечное произведение будет лишь при условии

αι +  ··· + βΑ =  6ι +  ··· +  bk',
в этом предположении и предлагается вычислить Р].

У к а з а н  КЕ. Представив ип в виде
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( > + ϊ ) · - ·  ■ · · · ( ■ + ? ) ·ып =

( 1 + у е " · · ·  ( 1 + ^ ) е  "

использовать формулу В е й е р ш т р а с с а  (30).

О т в е т  Р -  Г  (I +  ftx) Г (1 +  ft,) . . .  Г (1  +  »»)
U в т - Р  Γ (1 +  βι ) Γ ( 1 + βι ) . . .  Г(1 +  «*) ·
6) Предполагая 0 с  | <2; |, |ί> ,· |< 1 , вывести из 5) другой результат 

Э й л - е р а :
П — + С О

__ sin 6,π · sin b̂ -it · .. .  .s in  b^v,
n sin αχπ · sin α2π · . . .  · sin *

n =  — 00

У к а з а н и е . Воспользоваться формулой

Г ( 1  +  с ) . Г ( 1 - е)  =  _ ^ -  ( 0 < И < 1 ) ,

которая вытекает из (9) и (15). ■
7) Вернемся к формуле Г а у с с а :

п

F ( a  В Т 1) —  -Г (т) Г (т g —  Р) 
{ ' * ’ ъ  } Г ( 7- « ) Г ( 7- Р )  -

которая в 534, 13) была установлена в предположении, что
“ > 0, 7 —  а > 0  и γ — а —  β > 0.

Сейчас предлагается доказать ее другим путем, предполагая лишь положи
тельными аргументы функции Г в правой части формулы и о п у с т и в  н е 
н у ж н о е  у с л о в и е  « > 0.



Укажем план доказательства. Обозначим, соответственно, через ап, Ьп, 
сп общие члены гипергеометрических рядов

A  =  F(a,  β, γ, 1), B = ± F ( a  —  l,  β, Т,_1), C =  F (a , β, γ +  1, 1).
Непосредственно проверяются соотношения

ап ап+1=  с« &п+и

(ϊ — “) (ап — К) =  ββη-ι +  (re — 1) α„_! — κα„
и доказывается, что пап —+ 0. Складывая эти соотношения при изменении 
указателя от 1 до η и переходя к пределу, получим:

γ β  =  (γ —  β) С, ( γ - α  ) . ( Л - 5 )  =  рЛ,
откуда

ϊ ( ϊ — “ — β)

Рассмотрим теперь выражение
“b / .  о ,  п  ^ ( f  — «) Г( Т — Р) ■ /ооч

Р. ϊ.  1) Γ-(γ) Г (γ — ot-— р> ’ ' 3 *

предыдущее соотношение [в связи с (9)] показывает, что значение этого
выражения не изменится при замене γ т а  γ +  1· Таким образом,

F ir ,  Η V η Г ( т - д ) . Г ( 7- Р )  _F {  , β, Τ. 1 ) · Γ ( γ ) . Γ ( 7 _ α _ β)

  ρ(„ ο ,  ι η Γ (ΐ +  Μ — «)·Γ(γ +  Μ — β)
“  ( ’ γ +  ’ ^ Γ ( γ  +  « ) · Γ ( γ  +  Μ — α — β)·

Перейдем здесь справа к пределу при т — со. Из равномерной, относи
тельно /я, сходимости ряда F(a,  β, 1) следует [433], что его сумма
стремится к 1. Таков же будет предел и множителя

Г(т +  д - а ) . Г ( т  +  >И-р)
Г (7 +  т ) . Г (7 +  «  — а - р ) »

так как он представляет собой о с т а т о ч н о е  произведение для сходяще
гося [в силу 5)] произведения

5 3 8 ] §  5 . э й л е р о в ы  и н т е г р а л ы  ^79

п
п ~  1

(т— а +  ”) (т — Р +  «)
(Ύ -h  «) (Ύ —  “ —  β +  я ) '

В таком случае выражение (32) оказывается р а в н ы м  1, а это равносильно 
формуле Г а у с с а.

Из этой формулы теперь можно, при γ =  1, α =  β =  — 1/2, получить раз
ложение

4■+ш‘+( т +ш +е т · +■··-
можно доказать и более общий результат, что сумма биномиальных коэф
фициентов, отвечающих показателю т бинома, при т > —  */2, равна

Г (1 —)— 2/я) . . . . ' '  -
1 г~ ( Т + т )]г  ( Т = 1 ’ “ =  Р =  - т )·

Раньш е мы это сделать не могли из-за ограничения а > 0 .
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8) Распространение Г  (а) на случай от рицат ельны х а. По фор
муле (9),

Τ « - Ι ί · ± Ι 1,

так что значение Г  (а) определяется через значение Г (а + 1 ) .  Если
— 1 < д < 0 ,  то а 1 >  0, и Г (в - |* 1 )  имеет смысл. О п р е д е л и м  Г (а) 
по предыдущей формуле; таким образом, определение функции Г  (а) распро
странено и на случай — 1 < в < 0 ,  Вообще, если —  я < в <  — (я — 1), то, 
раслространяя на этот случай формулу (10), о п р е д е л и м  Г  (а) равенством

Г(а) = _______Г (а +  я )_______  .
( > в(« +  1) (в +  я - 1) · (33)

Если для большей отчетливости положить здесь а  — — п - \-а ,  где 
0 <  а <  1, то о п р е д е л е н и е  это перепишется так:

г , . — ( Щ

Отсюда сразу видно, что знак Г (а )  для — я < а <  — ( я — 1) дается множи
телем (— 1)" При приближении а к — я  или — ( я — 1) (т. е. при прибли
жении а к 0 или к 1) Г (в) обращается в оо (первого порядка!):

9) Предлагается, основываясь на 8), обобщить на случай любых вещ е
ственных значений аргументов формулы (7), (9), (15), (20), (26), (30) (избегая 
'лишь целых отрицательных и нулевого значений аргументов).

У к а з а н  и,е. При распространении формулы [30] учесть равенство (33).
Если воспользоваться распространением Г  (а) на случай отрицатель

ных а, то и формула Г а у с с а ,  о которой речь была в 7), окажется верной 
при единственном предположении: γ —  а —  β > 0, которое необходимо для 
сходимости самого ряда F  (а„ β, γ, 1) [378, 4].

10) Основываясь на формуле (34), доказать, что, при изменении а от 0 
до 1, Г '( а  —  я) однажды (скажем, при а —  ап) проходит через 0, меняя знак 
(— 1)л+1 на (— 1)". При соответствующем значении а =  а„·.— я  ф ункц ияГ (а) 
имеет, таким образом, положительный минимум (при я  четном) либо отри
цательный максимум (при я  нечетном). См. график функции Г  на черт. 64.

Предлагается доказать также, что (при возрастании я) как ап, так 
и Γ„ =  |Γ (α „ :— я) I, монотонно убывая, стремятся к 0.

У к а з а н и е . Основанием для этих заключений служат равенства

| г , « — я + т ) |  = £ £ = i ! J ,

Г’ Ы
Г (“ «) 2 d * ·

V =  1

11) Доказать, что при — я < а <  — ( я — 1) функция Г  (а) выражается 
интегралом

ОО

+ £ - £ +  -  

У к а з а н и е . Применить интегрирование по частям; см. 8).
12) В главе XI [402, 10)], исходя из определения функции Г (в) фор

мулой Э й л е р а  — Г а у с с а  (7), — и притом сразу для любых вещественных
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значений аргумента (исключая нуль и целые отрицательные числа) —  мы 
установили некоторые простейшие свойства этой функции [см. также 408). 
То же можно сделать и по отношению к другим изученным свойствам.

Точно так же отправной точкой для изучения функции Г (в) при любых 
вещественных а (за теми же исключениями) может служить ряд

(Л
г  M, =  V  1

(α +  η)>·
ЛзО

при дополнительных условиях Г ( 1)—  Г (2) = 1.
13) Наконец, отметим, что функция Г  (а) может быть определена, как 

однозначная аналитическая функция, во всей плоскости к о м п л е к с н о й  
переменной а*. Это может <5ыть сделано, исходя из самого интегрального 
определения (6), если разбить

1

Тогда функция

Р  (а) =  ί  *«-*<!-* d x  =  ^  \  (~ νζ χ χη  dx= *
и 0 0 ч

„  у ь т  { ^ n - td x = s
A i Я1 J  Δ ί  Ш а +  п

о о о

естественно распространяется на всю плоскость комплексной переменной 
как мероморфная функция, с простыми полюсами в точках 0, — 1, — 2,

—  я, которым отвечают вычеты 1, — 1, i - .........(— 1)" ^ , . . .  функ
ция же

СО

(?(a) =  J χ α - ΐβ -* ά χ

имеет смысл и при комплексных значениях а и представляется целой 
функцией. Свойства функции Г (а), доказанные для ,положительных Веще
ственных значений аргумента, автоматически распространяются на всю плос
кость, по известной теореме об аналитических функциях (мы имеем в виду 
свойства, выражаемые равенствами между аналитическими функциями). 
В 4acTHOcfH, из формулы дополнения (15), которую можно написать так:

' 1 (1- = ^ ) ·  =  \  8111 ™  · г  («) =  sta απ [Р (а) +  Q (а)] · · ,

явствует, что 1/Г  (а) голоморфна во всей плоскости. Таким образом, Г  (а) не 
имеет корней.

В заключение упомянем, что как формула Э й л е р а — Г а у с с а (7) так 
и формула В е й е р ш т р  а-^с а (30) с успехом могут быть положены в основу 
определения функций Г (а) сразу во всей плоскости.

•  Это последнее замечание о распространении функции Г может быть 
понято лишь теми, кто знакбм с основными понятиями и терминами теории 
функций комплексной переменной.

■** В тех точках, где Р  (и) имеет полюс, sin ии обращается в ну ль.



539. Вычисление некоторых определенных интегралов. Обратимся 
к рассмотрению некоторых интегралов, при вычислении которых исполь
зуется функция Г (а) и ее свойства.

1) Дифференцируя по а формулу

ОО
Г (а) =  ^ x a- ‘e~x d x , 

мы получили в 531, 1° формулу (8):
ОО

Г' (в) =  $ х а~10~х  In х  dx .
О

Полагая здесь а =  1, так как Г ' (1) =  — С, получим:

00
jj е~х  In х  d x  =  — С.

Подстановка х  =  — In и приведет к любопытному интегралу

1
I  In (— In u ) d u  =  — С.

Если взять а =  Чг и положить x  =  t 3, то найдем:

оо  
^  e - iS \ n t d t  =  ^ T '  ( γ ) = -  2 - £ - ( С  +  2 !п 2 ), 
и

как это легко получается-из разложения (27) — с учетом логарифмического 
ряда.

Повторяя дифференцирование по я, мы пришли к равенству (8');

00
Г ' (а) =  J х а~1е~х  In2 х  d x . 

о
При α =  1 оно дает нам:

00

1  е~* In2 x d x  =  Г" (1) =  С2 +  ^ .

Последний результат получается из (28), если при этом воспользоваться
ОО

известным рядом 2 / ?  =  1Г· Наконец' полагая и здесь а =  */*, с помощью 

подстановки x  —  t* получим ещ е такой интеграл:

ОО  
J  e - <8lnH d t =  ^ [ ( С  +  21 п 2)2 +

И т. д.
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2) Вычислить интеграл
СО

г С sin*7*  · 
d x ·

о

г д е  р  есть рациональная дробь с нечетными числителем и знаменателем. 
У к а з а н и е .  Воспользоваться формулой Л о б а ч е в с к о г о  [497, 14)j;
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в согласии с ней
π
т

J =  ^ sinP - 'x d x .

У  π  ^
См. 532, 4) (б) Ответ. J =  ~ - ( 2 )

2 Т ( Р + 1\ Т (Р) '
т

3) Вычислить интегралы (b >  0):

s in  bx dx.

(0< i < l )  (0< i < 2)
Имеем^ cm. (13)]:

1
Xs

w  ОО OO

t =  ^ z s~1e~zxd z , так что А  =  — — ^ cos b x  d x  j  z s~ie~zxdz.

Переставив интегрирования, получим

со со со

zS~'d z \  e~ZXcosЬхах = щ г ) )  i p F

или, полагая b2t  =  z3,

5—1

А-· . Ь*-1 С t  2 i*-* / s + \  A - S \
2Г (s) J  1+ ^ й£- 2Г ( 5) й 1̂ ~ >  — J-

=  6s-1 π π ί^ - ί

[см. (4), (5)]. Аналогично

2Г (s) s i n ^ - i ^ -π 2Г (s) · cos у

2Г (s) sin ^
Λ

Обоснование перестановки интегралов проводится так же, как и приОО * · г
i* sin x

вычислении интеграла \  —̂ —d x  в 524, 11).



4) Вычислить интегралы
оо

sin х . . f a n * , . 'in x d x ,  V -------In* x d x .
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X  J  X

Согласно 3), интеграл (0 <  s <  2)

. i sm x  .
J =  \  — r- d x  —  -

2Г (s) sin ̂

Дифференцируя его по параметру s (пользуясь правилом Л е й б н и ц а ) ,  
найдем:

i sm x  , * π 1 ί . 'Sit :  * -  . . sirt
^  — t o x d x ^ -  . ρ _ _ _ ^ { Γ ( . ) . · η τ  +  τ  r ( s ) . c o s T ( .

Применение правила Л е й б н и ц а  оправдывается равномерной сходимостью 
полученного интеграла относительно s как при х — ао (для s :>  s0 >  О, 
см. 515, 4°), так и при лг==0 (для s ^ s , ,  мажоранта | In jc j : л:*1 — ]). Продиф
ференцировав полученное равенство ещ е раз (что обосновйвается анало
гично), найдем:
СО '  ?

Р s in *  . .  , π Г ". src , π _ , „ sjcI®
\  · 1η x d x  =  —------------— (s) sin — +  -s - r ( s )c o s  J  —
oJ  Ι Г (s) · sin y J  1 1 1  2 >

~~ T  7 ------1 src ia | r " (*)sin T  +  πΓ’ ^  cos T  ~ T  Γ sin ·
j Г (s) sin 1 2 2 4 21

Полагая в обоих равенствах s = l ,  найдем значения искомых интегралов
^  СО

ζ Sin X  / '  π  _ f / i .
J  — 1п д : й л : = т . Г ( 1) ,

.7 " О
оо
J  !!!!£ | П* x d x  =  я [Г  ( 1 ) ] * _ £ . Г" (1) +  £ .  

о
π8

Учитывая, что [ср. 1)] Г ' (1) =  — С, Г" (1) = С 2 +  -g-> окончательно будем 
иметь;

00 оо ‘
£ sin л:, ‘ Я- f  s i n ^ t  ·  . π  , π8
J ΛΓ X n x d x ---------2  ' C > J 7c~ x d x ~ Y ‘ C  +я.
о 0

5) Мы имели уже [см. 534, 4 (б)] формулу
*/2
ί  sin!« - V ?  =  V -  · - .-Г-(а ), . (а >  0).

*J  : г ( - + т )  ,
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Дифференцируя по а [с применением правила Л е й б н и ц а ,  520], по
лучим

*/2
С  ■ S a - t  1 s  \  У * .  Г  (в)J  sm3 a l<? · In sm φ tfcp— -g- .

τ , ,  ν d l n T  d i n  Γ (fl) Ы )
da  da

Если воспользоваться формулой Г а у с с а (25), то выражение в скобках 
перепишется в виде

1 — у
С t  2 —  ^

)  ι - <  Λ

Положим теперь 2« 1 =  2л,. где п —  любое натуральное число или нуль, и
сделаем подстановку t  =  u3. Тогда получим ί

Т У  π  Г ( " ' ^ у )  С usa
\  sm8n? ln sin φ . - г ( -га +  1) J  T  +  j r f e .

о о

При я  =  0 эта формула дает уже известный результат:
*
т

J  In sin φ rf<f -------- In 2.

При л ^ 1  кы  приходим jc новому интегралу

2

| s m ^ . l n s i n ? rffp =  | . ^ 2̂ ( l - i -  +  l _  . . .  _ ^ _ ι π 2 ) .

6) Вычислить интегралы ( α > 0 ,  /» > 0 )
со оо

и =  ■ j  е~ах χΡ~ι cos Ьх d x , о  =  j  е~ах хР~> sin b x  dx .

Решение проводится аналогично 8) п° 523. Для функции w  =  u - \ - v i  от Ь, 
как и там, получается дифференциальное уравнение

dw  р
Т ь = — ¥ + ъ * ( ь - а 1>W·

которое можно переписать в виде:

d w  i
d b - P V ' T - b i ·

Легко проверить, что —  в силу этого уравнения — 
w  ■ (а — bi)P = с  =  const *.

* Под (а ±  Ы)? здесь и ниже мы разумеем ту ветвь степенной функции, 
которая при b =  0 обращ ается в положительное вещественное число а».



Г (о) Г  (р) ,
W —  (а —  Ы)Р =  (а8 +  b y  (а +  ^  =

^  ( ^ + Ϊ )Ρ/2 {cosp arctg  ~а +  ‘ sin р  arctg I } ·  

Приравнивая порознь вещественные и мнимые части, получим, наконец: 

" —  . Т(Р) -соарв, v  = -------sin ρθ,
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Полагая здесь Ь — О, находим, что с =  Г (р). Таким образом,

(а2 +  b2)p/2 (а2 +  b2)p/2

о ♦ bгде для краткости положено: 8 =  arctg — .

Заменяя У  а2 -\-Ь2 через или через ^  д , можно переписать ре
зультат в виде

и =  sinp θ cos р 0 =  cosP Θ cospd,

v  =  T- g L  sinp Θ sin ρθ =  I  cos7’ Θ sin о 6.aP

Предлагается получить отсюда интегралы А  п В  задачи 3), полагая р  =  1 — s

и устремляя в к 0 ^при b >  О угол Θ =  arctg  будет тогда стремиться к .

Дифференцируя по р  интегралы и, », можно получить ряд новых инте
гралов; предоставляем это читателю.

7) Найденные для интегралов и, υ  значения позволят нам вычислить 
другие интересные интегралы. Умножим обе части равенства

• со

cosp 0 - cos ρθ —  ^ е~ах χΡ~ι cos Ьх d x  
о

на

„а. trrff-i о . _____
COS8 Θ

(считая 0 < q < p  и <7 <  1) и проинтегрируем слева по Θ от 0 до а справа 

по b от 0 до оо *. В результате получим

„ П  оо со
 ̂ пР~Я р  С

^ cosР~я-1 Θ · sin?-10 · cos ρθ dO =  Χ (ρ) J  *?_1 db  ̂  e~°·* cos d x .

Если переставить. справа интегралы, то это сразу приведет к вычислению

Связь между переменными b и Θ дается формулой b =  а · tg  Θ (а =  const).



интеграла
ОО СО

г ° Р-? Г -а Г О-I J  i* cos b x  ,,
^ d x ) - W T db· ,
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о о

Из 3) легко установить, что значение внутреннего интеграла будет 

1' (q) cos ^  x~ q, так что-

дР-? Г (q) cos Щ  “
/ ·—----------- -------------------------_  I р—я х  y p —q—i /i у·
1 г  (р) У  х  ах

О

и, окончательно, 

те/2

J  i =  j  cosp~®-1 · sin?-1 О · cos pfi Μ  =  . ·̂  (?) Г ( p — ф _  cos 

о

Аналогично можно вывести:

π/2 /
У2 =  С cosP-?-1 θ · sin?"1 0 ■ βϊηρθ rf0 =  r ( g ) r (P  — g) sin рт 

J  Г (p) 2
о

Покажем теперь, как обосновать перестановку интегралов, без чего, 
разумеется, результат не может считаться установленным. Так как интеграл

GO

ί  χΡ~χβ~αχ№~1 cos bx d x  
о

сходится равномерно для 0 <  b0 ^  b ^  В  <С +  оо, то

В  со со В

Ϊ  Ьч~1 db ί  χΡ~χ е~ах cos b x  d x  =  ^ e~ax x p~‘ d x  С №~ι cos b x  db —
bQ 0 0 b$

со Bx

f  g-ax χ ρ -q -i d x  С

О b a X

B x

== \  e~ax хР-ч*1 d x  f  u<i~l cos и da.
b0X

CO

Ввиду существования интеграла V к ?-1 cos a da, внутренний интеграл <
о

при &о—*0 и В -> - (-о о  стремится к нему, оставаясь ограниченным:



так что все подинтегральное выражение мажорируется функцией

L ■ е ^ х Р -ч -1,

и предельный переход при b0 —  Q и S  —► +  оз допустим под знаком интег
рала и т. д .  ,

8) Положим
1
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о
{см. (25)]. Тогда

1
d x  =  ψ (q +  1) -  ψ (ρ +  D

(при ρ  4 -  1 >  0, q 4 -1  >  0).
Заметив это, рассмотрим интеграл

1
О__________

(1— х ) 1п,с
i i r

η
(α >  -  1, ρ >  -  1, α +  ρ >  -  1).

Его производная по а

f  ^  ~ d x  =  ψ (a -]- 1) —  ф (q -I -β -4- 1) =  — ln r â +  1) 
da j) i —  X ^  V  rfa Γ (α  +  β + 1 ) ·

Поэтому
, _ ln Γ ( · + 1) , с

J Г (α -J- Р -h  1)

Так как У =  0 'нри а =  0, то необходимо С  == In Г (β -}- 1)ι следовательно,

'  , ,■ Г ( а + 1 ) Г ( Р + 1 )  ■
.Г(«+:р +  1)

Аналогично находятся интегралы

у л - ( 1- ^ ( 1- л ^
1 ( 1— х )  In х  ,

i _  ]п Г (g +  Т +  1) Г (а 4~ β +  1) (я > '— 1, α +β > -  I, 
~ “ Γ ( α + 1 ) Γ ( α 4 - β  +  γ +  1)· « +  ϊ  >  -  1. * +  β +  ϊ  >  -  1>

/ _  Г (1- ^ ) ( 1- д г Р ) ( 1- х Т )
L -  )  (1 — χ ) \ α χ  ~ d x '

. Γ ( «  +  1 ) Γ ( 3  +  1 ) Γ ( ϊ  +  1 ) Γ ( ^  +  β + 7  +  1) .
“  Г («  +  р + 1 ) Г ( а  +  7+ 1 ) Г ( р  +  т +  1) · <я >  1 а г - я-)

и ί. η.



Г 1г г 1 )

г
№)*■

Если в интеграле К  взять Τ —  γ ,  “ = у  —  1. β =  ^ — й сделать 
подстановку х  =  ί 2, то придем к интегралу

1

(1 +  i ) I n t d t =  ln " "  ' i '  (fl’ * > ° ) ·

При b =  1 — а отсюда получается любопытный интеграл
i
S /α-ι __ f  ~ a  п

( b - H ) l n ^  =  ln tg  T  (0 < «< ■ »)·
о

Приведенных примеров достаточно, чтобы показать, насколько расширя
ются наши возможности представления интегралов конечной формулой благо
даря введению функции Г. Даже в тех случаях, когда конечная формула не 
содержит иных функций, кроме элементарных, получение ее все же часто 
облегчается использованием функции Г, хотя бы в промежуточных выкладках.

540. Ф орм ула С тирлинга. Обратимся теперь к выводу удобных при
ближенных формул для 1п Г (а) и к вопросу о вычислении значений этого 
логарифма (и самой функции Г). -

Отправной точкой нам будет служить формула (24) для логарифмиче
ской производной Г:

00
Р  1 а —X  л - а х  \

d x . s

5 4 0 1  §  5 .  э й л е р о в ы  и н т е г р а л ы  7 8 9

(ег* егах \
\  x 1 —  е~х)

Так как подинтегральное выражение представляет собой непрерывную 
функцию от обоих аргументов х  и а при х 3= 0 и а > 0  (при х  =  0 в этом 
можно убедиться разложением в ряд), а при х = а о  интеграл сходится рав
номерно относительно в для я  Ξ5 я0 >  0 — мажоранта

x  1 —  е~х  ’

— то можно проинтегрировать по а, от 1. до а, под знаком интеграла: 

In Г (а) =  j  [  (а -  ~ ( « >  0).

Изменяя знак переменной интегрирования, перейдем к промежутку 
[— во, 0]: .

о

« « - J  p = = f (35)

И этот интеграл сходится равномерно при х  = —  оо для 0 <  д0 sg  а ^ А  < + < » ;  
проинтегрируем снова по а, от а до a -f- 1, под знаком интеграла

а  —  о о

(36)



Мы используем полученный интеграл, равно как и элементарный интеграл 
Ф р у л л а н и  [495]:

оо 0
\ л ? е-х —  егах dx  С еах —  ех dx  /07Ч

Τ 1η α = . \  — 2---------2— - - F ·  (37)
о — со

для упрощения выражения (35). Именно, вычитая из него (36) и прибавляя 
(37), получим:

— оо
Полагая, для удобства,

— оо

и подставляя вместо R ( a )  известное уже нам выражение (19) интеграла 
Р а а б е ,  получим

1пГ («) =  In У 2π — 2") ' η α  —  β +  ω (α)· (39)
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В главе XII [441, 10] мы имели разложение на простые дроби гипербо
лического котангенса:

оо
2 х

cth +  fcV  ’ 
* = ι

действительное для всех значений х ф О .  Заменяя здесь х  на х/2 , можно 
преобразовать его к виду [ср. 449]:

СО
2л:2 ___

__ и» т" ~***
=  1

или, наконец,
оо

/ м - 4 Ы г _  4Α2π2 ·
* =  1

В лице f ( x )  мы узнаем функцию, входящую в подинтегральное выраже
ние (38).

Фиксируем любое неотрицательное целое число т  и заменим каждый 
член ряда тождественной ему суммой

1 1 х 2 х 1 1 х гт~*
Xs -)- 4ft2 π2 =  4ft2 π2 _  (4ft2 π2)2 +  (4ft2 π2)3 — +  (— 1)'" 1 (4ft2 π2)"» +

y2m i
+  (— l)m /Ah2 _s\m+i(4ft2 π2)” j

4ft2 π2
Суммируем отдельно слагаемые вида

г 2П — 2
( - Г щ i



при k =  1, 2, 3, . . .  Полагая, как обычно,

ОО

2  ψ Λ  =  ^ η ,  получим результат (— 1)* -«  - Sm  · х 2п~ 2·,
k=  1

если ввести я-е число Б е р н у л л и  [449];

D 2 · (2я)!
&п (2%)sn * > (40)

то этот результат перепишется так:

(__1\ я - 1. у.гп-2
К '  2 · (2я)!

Что же касается последних слагаемых, снабженных множителями 1 [ 1 -(—
V ' 4 k V j '

представляющими положительные правильные дроби, то, суммируя их, при
дем к члену

D
(__1W  . в . т+1 .1 > 2 (2т +  2)! х  ’

где Θ также есть положительная правильная дробь.
Окончательно получим такое выражение для f ( x ) :

/( * >  =  Τ ! - Ϊ Γ * *  +  15 ^ - · · · + ( - +

+  (~ 1Г ‘ Ь (2§ + 2)1 ( ° < 9 < 1 ) .

Подставив это в (36), проинтегрируем почленно. Так как 

о
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^ еах х 2« d x =  ^  е~ах х 2п d x  =
о

о о

 ̂ В . λ:2"· ί/ΛΓ =  θ ί ^ ea* x ™ d x  =  0 · - ^ г р  (0 < θ < 1)*,
— ОО

то находим, что

β  (в) =  J .  +  Л _ . ± _  ,
w  1 -2  а  3 - 4  в’ ' 5 ·6 в5 +

_1)^-1 *
( 2 т — \ ) 2 т а%т~ ^

+  (— 1)"*6 ' (2 т  +  Щ 2т  +  2) * Ί?*™  ( ° < ® < 1) .

*) Обращаем внимание читателя на то, что Θ зависит от х , а. 9 —  нет.
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Наконец, еслй в (39), вместо <ю (а), подставить полученное выражение, 
то мы придем к формуле:

In Г (α) =  1п γ~2π  +  —  γ )  а  — а +  ~у 12 '  а

' . - I - . .. +  (_Ι)™"1 Вт 1
3 - 4  а3 1 · "  1 v ’ (2т — 1) 2т а2т~1 1

+  < - ■ ) ' · » ·  < » < ■ < ■ ) .  (41)

носящей имя С т и р л и н г а  (J. Stirling).
В простейшем случае при т =  0 формула принимает вид

1п Г (в )  =  1п / 2* + ( в  —  y ) l n e ~ "  +  ^  (0< в <  1).

Если, отбросив д о п о л н и т е л ь н ы й  ч л е н  (содержащий множителем Θ), 
продолжить ряд членов в формуле до бесконечности, то получится так на
зываемый ряд  С т и р  л  и н  г а:

π  V IIn Г (β)βο1π / 2 *  +  ( в - т ) In в - я  + Д  · I - А - ·  £  +

- L —  ΐ ν π - 1 ______-Ф -__________!____ L
(2т —  \ ) - 2 т  a* * - ι ^ · · ·

Э т о т  р я д  б у д е т  р а с х о д я щ и м с я .  Действительно, ввиду (40), абсо
лютная .величина общего члена ряда С т и р л и н г а при п  —» оо

β „  1 _  1 (2л — 2)! . „
’(2я  — 1) 2л а 2"-1 ~  π ( 2 n a f n- 1 2n

Тем не менее этот ряд очень полезен для приближенного вычисления 
функции In Г (а), являясь .ее  а с и м п т о т и ч е с к и м  п р е д с т а в л е н и е м  
и в- то же время о б в е р т ы в а я  ее. Мы уже сталкивались как с формулой, 
так и с рядом С т и р л и н г а  для In (л!) [см. 469, (26) и (27)]. Только что 
полученные разложения j имеют более общий характер. Если пожелать вы
вести из них прежние результаты, то следует положить а =  п  и, кроме того, 
прибавить еще In я, так как Т (л ) =  я — II а не nl И в  рассматриваемом' 
общем случае также, потенцируя [464, 3°], можно получить асимптотическое V 
разложение для самой функции Г  (а) [см. 469].

541. Вычисление эйлеровой постоянной. Вернемся к формуле (39), 
котирую продифференцируем по а:

, о j
D  In Г (в) =  In а — ц— )- <о' (а), где ω' (a) =  \  х е ах f ( x )  dx.  \

а — ОО

Повторяя прежние выкладки, прлучим
I

I - и —а -1 — - ( - η Λ . Ι .  I
ω w —  2 а 2 4 α 4 · ”   ̂ ' 2 m  am  "*“■ *

- Ь ( - 1 Г +19’. ^ 2  ‘ - j i r  <0 < « * ;< ! ) .  (42)



Отсюда и приходим к асимптотическому разложению

, Z) In Г  (а) оэ In β +  -----Ф- · Λ  4 - —  · - ______________ 4- 1 W B n 1 ,
τ 2в 2 β8 ^  4 в4 ·· ·  +  ( —  2̂ / ^ я + · . .

р а д / с т и р  л ин°гНа * М0ЖеТ бЫТЬ Получено п°членным дифференцированием
- Из выведенной формулы (42) можно извлечь .удобный прием для вычи
сления эйлеровой постоянной С. А

Полагая в формуле Г а у с с а  (25) а равным натуральному числу к, найдс м
1 ч
i* 1__А - 1

с =  \  -  . ■ d i  —  D in  Г (ft). ,
'о

1 —  tk~l
T - l  =  < + < + ; · ·  +  <*-*,

1
С 1 —  1 1
\ - τ ^ γ λ = 1 +  2 + · · · + , 4 τ ·

Используя формулу (42) при а =  к, окончательно получим 

C = l + i + . . , +  1tJ - r _ l „ »  +  ^ + _ j _ ------^  +

— MOST+ . . .  +  ( — 1) " ^  —  +  ( — ! ) » «  (0< » ' <  I)

„ , ^ ы ” айй ф0рмуле’ ВЗЯВ * = 1 °  и вычисляя члены вплот'ь до содержащего k  , Э й л е р  нашел значение С  с 15-ю знаками:

С =  0,577 215 664 901 5 3 2 . . .

542. Составление таблицы десятичных логарифмов функции Г. Ука
жем вкратце путь для составления упомянутой таблицы

Вернемся к формуле (27), которую, заменяя а на 1 +  а, напиш ем-в виде
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Но

так что

< П п Г ( 1 + а ) - ' γ η  j . '
da -  t + Z  I T  T + k J -  

k = \

Го°дной°ВаТеЛЬНЫМ диффеРенциР °ванием придем к формуле для л-й произ-

< *Ч п Г (1+ д ) ”  ' j

а ° п ( } (”  } L ·  & + W  .
* =  1

рРе Х 1°роевРа™^)СХ°ДИМОСТЬ получаемых Рядов оправдывает почленное диффе-

. л л Г 11ким образом, в д а н н о м  с л у ч а е  оказалось допустимым почлен
ное дифференцирование асимптотического разложения [ср. замечание в п° 464).



Таким образом, находим коэффициенты ряда Т е й л о р а :

1 Г dn In Г(1 +  a) I  где s =  f  ±
и! L d a n L _ „  n ·  п Z i k n '

α- υ k = \
Тогда для I а | <  1 будем иметь:

In Г (1 а) = '  — Са +  - ί  s2a3 — - ί  s3a3 +  ~  s4a4 — . . .

Так как числа sk (особенно для больших k) близки к 1, то выгодно при
бавить почленно разложение (также справедливое для | а | < 1 )

In (1 -f- а) =  а — -i- а2 +  ~  а* — - ί  а4 +  . . . ,

что дает нам

l n r ( l - j - a )  =  - l n ( l  +  e) +  ( l - C ) a + i - ' ( s 2- l ) a 2 - i - ( S 3 - l ) e 3 +  . . .

Умножив на модуль М  и полагая

M (l — C) =  Cj, 1 m (s2- 1 )  =  C2, i - M ( s 2- l )  =  C3, . . . ,
получим

1η Г (1 +  a) =  — In (1 +  a) +  Cta +  C2a2 — C3a3 +  C4a4 — . . .  (43)

Заменяя а на ·— а, вычтем получаемое разложение

In Г (1 — a) =  — In (1 — a) — Cta +  C2a3 -j- C3a3 -(- C4a4 + . . .  

из предыдущего. Так как, по формуле дополнения,

Г(1 — а )Г (1  +  а) =  и In Г (1 — а) =  — In Г (1 +  о) +  In ,v } v ‘ '  Sin απ к '  \ 7 sin απ ’
то найдем:

l n r ( l + a )  =  l l n ^ - l l n i ± f  +  C1a - C sa3- C 6̂ - . . .  (44)

Л е ж а н д р  дал значения коэффициентов Сп (для n i i  15) и их лога
рифмы и вычислил с помощью формул (43) и (44) десятичные логарифмы 
Г (а) для а  от 1 до 2 через 0,001, сначала с 7, а затем и с 12 десятичными 
знаками.

Закан чи вая  этим  и зучение ф ункции «Гамма», мы видим , что, 
исходя из ее  п редставлен и я с помощ ью  интеграла, содерж ащ его  п а
рам етр  а, мы не то л ь к о  ознаком или сь с глубоким и  ее свойствами, 
но и научились вы числять ее. Н овая  ф ункция эта  является в такой  
ж е мере освоенной  нами, к ак  ir элем ентарн ы е ф ункции.

7 9 4  ГЛ . X IV . И Н Т ЕГРА Л Ы , ЗА ВИ С ЯЩ И Е О Т П А РА М Е ТРА  [5 4 2



АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

А белевы  интегралы  84 
А бель 290, 292, 527 
А беля лем м а 306
— подстановка 69, 608
— п р ео б р азо в ан и е  305, 312, 403
— п р и зн ак  равном ерн ой  сходимости ряда 429 
 сходимости и н тегр ал а  564
 — -ряд а  307
— те о р е м а  328, 397, 516
А беля — П уассон а м етод обобщ енного  сум

мирования рядов  401, 409 
Абсолю тно и н тегри руем ая  ф ункция 563, 586
— сходящ ееся произведени е $56
— сходящ ийся несобственны й интеграл  563, 586
— — р яд  296, 356, 513
------------ , перем естительное свойство 315. 332,

356, 513
------------ . ум нож ение 321, 513
А дамар 300
Аддитивная ф ункция п р ом еж утка 225 
А ддитивность о б ъ ем а  203
— площ ади 188
А лгебраическая часть и н теграл а, вы деление 68 
А мплитуда 252
А налитическая ф ункци я 449, 450, 491, 499, 502 
А ргум ент ком плексного  числа 510 
А рксинус, главное зн ачен ие 525 
— , степенной ряд  458, 467, 503, 526 
А рктангенс, главное значение 524 
— , степенной ряд  368, 457, 524 
А рхимедова спи раль  175, 199 
А рцела 433, 438, 743, 745 
А симптотический ряд  534, 650, 793
--------, действия 536
--------. диф ф еренцирование 540, 793
— —, единственность 534
--------, интегри рование 538
--------,  потенцирование 538
А строида 175, 184, 185, 202, 210, 218

Б ар р о у  15 
Б ернулли И оганн 95 
Б ернуллиевы  чи сла 494, 541, 703, 704 
Б ертрана п ризнак  279
Бесконечно малых элем ен тов  сум м ирование 

221, 228
Б есселевы  ф ункци и  345, 464, 468, 709, 734 
Б есселя диф ф ерен циальное уравнен ие 468, 675 
Б ета-ф у н к ц и я  750
— —, рекуррен тн ая ф о р м у л а  751
--------, связь  с гам м а-ф ункцией  755
------- , сим м етричность 751
Биномиальный диф ф ерен циал , интегри рова

ние 51
— ряд 372, 452, 468, 487, 526 
Био иХ )ав ара  закон  242, 557 
Бонне ф орм ула 119

Бореля м етод обобщ енного  сум м ирования 
рядов  411 

Буняковского н еравенство  153, 590

В аллиса ф орм ул а 145, 352, 371, 377, 613, 704 
В ан-дер-В арден 479 
В ари анта ком плексная 511
--------, предел  511
В ей ерш трасс  424, 479, 488 
В ей ерш трасса  ф о р м у л а  362, 473, 775,.. 778 
Вивиани кр и вая  186, 223 
В и ета  352
В интовая линия 186
Вороного методы обобщ енного  сум м ирования 

рядов  408
В ы деление алгеб раи ч еской  части и нтеграла 68
— раци ональной  части  и нтеграла 44 
В ы числение интегралов: 
π
J In (1 -  2r cos x  - f  r2) dx  122, 140, 464, 673 
О 
' π
J In sin  * dx 611, 616, 726, 785 
0
C O

S e - * 2 dx  612, 704, 719, 757 
0 
oo

J e ~  χ2 cos 2bx dx  701, 726 
0
CO

^  J i £ £  ax  614, 621, 718, 742 

0 
oo

\ dx 7Q6> 72729> 74<>· 741
0 
CO

5 ^ ^ 7 2 1 ,  729 , 740 
0 ·

CO
С χ α\ ------ dx 699, 717
J I +  X
u

со со '
J Sin x 2dx, J c o s  x 2dx  721, 729
0 0 , ■ -
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В ы числение определенны х интеграл ов , диф 
ф еренц ирование по п ар а м етр у  673 , 674," 
717 ,721 ,723 .782

------- —. интегральны е суммы  12Q, 616, 617
--------— , интегри рован и е по п арам етру  679,

718, 7 2 1 ,722 , 732, 756, 786
— — — , интегри рование по частям  131, 603, 

632,- 634, 636
------- искусственны е прием ы  611, 621, 623
_  *_ основная ф о р м у л а  интегрального  ис- 
■' числения 124, 554, 582
------------ , подстановка 134, 143, 605, 611, 630,

631, 764
------------ 1 предельны й переход  по п арам етру

704, 717, 719, 722, 735, 788
— — — , р азл о ж ен и е  в р я д  457—467, 614, 632, 

670, 671, 672, 697—710

Гам м а-ф ун кция 361, 753 v
—, В ей ерш трасса  ф орм ул а  362, 775 
—t Гаусса ф о р м у л а  772 
—, гр аф и к  755 ·... .
—1 дополнения ф о р м у л а  377, 757 
—, Кош и ф орм ул а 771 
—, Л еж ан дра ф о р м у л а  760, 774 
—.л о гар и ф м и ч еск ая  производная 473,770, 774 
—, максимумы  и минимумы  755, 780 
—, оп ред ел ен и е ее свойствам и  760, 762 
— , Р ааб е и н тегр ал  759 
—.р а с п р о с т р а н е н и е  780 
—, р ек уррен тн ая  ф о р м у л а  361, 754 
— , С ти рл и н га  ф орм ула и  ряд  792, 793 
—, таблицы  логари ф м ов  793 
—, Э й л ер а  произведени е 758 
—, Э й л ера — Г аусса  /ф орм ул а 361, 754, 769, 

775· ™  ^  ~  Гарм онический р яд  263, 267, 270, 289 
Гаусс 281, 680, 769 
Гаусса признак  280
— ф орм улы  142, 772 ^
Гаусса — Э й л ера ф орм ул а 361, 754, 769, 775, 780 
Г ёльдера м етоды  обобщ енного суммирования

рядов  411 
Гипербола 177, 195 
Гиперболические подстановки 29
— ф ункци и , сопоставление с  три гоном етри

чески м и  196, 523
Г и пергеом етрич еский  ряд  280, 297,< 359, 470, 769 
Ги пергеом етрическое диф ф ерен циальное урав

нение 470 
Гипоциклоида 185
Главное зн ачен ие ар гум ен та ком плексного 

числа 510
-------  арксинуса 525
------- арктангенса 524
------- л огари ф м а 525
---------несобственного и нтеграла КН , о»4
------- степени 526
Гладкая кри ва? 192
— поверхность 204 
Гольдбах 338
Г ульдина тео р ем ы  229, 232

Д алам бера п ризнак  271, 278, 296, 513 
Д арбу  97
— интегралы , верхний  и ниж ний 100 
 как  пределы  106
— сум м ы , верхняя и ниж няя 97 
—·’ те о р ем а  106
Д войной ряд 333, 452 
Д екартов  лист 200
Д зета-ф ун кц и я 264, 287, 362, 469, 769, 777 
Д ини 290, 291, 292
— те о р ем а  431
------обобщ ение 657, 695, 7U

Дирихле 290, 754, 769
i— признак сходимости интеграла 564
----------- равномерной ряда 429
----------- ряда 3071
— разрывный множитель 633, 640, 741
— ряды 309, 451, 469
— функция 105, 106, 587
Дифференциальное уравнение 244 
------ Бесселя 469, 675
------ - *гиП ергеометрическое 470
-------, составление 253
Дифференцирование интеграла по верхнему 

(нижнему) пределу 116, 600
-------по параметру, (дифференцирование

п о д  знаком  -и н т е г р а л а )  661, 666, 66;*,
710, 749 . '

— ряда, почленное 447, 517 
Длина кривой 169, 171
— —, выражение интегралом 169 
 , производная 169
-------, пространственной кривой 1Й

е  (число), трансцендентность 146 
Ермакова признак 285

Ж ивой силы закон 235 

Зайдель 424
Знакопеременный ряд 302 
-------. оценка остатка 303 1

Инерции момент плоской фигуры 241
------- тела 241
Интегральная сумма 97

 -------, верхняя, нижняя 97
Интегральный косинус 83, 566, 639, 652
— логарифм 83, 593, 650
— признак М аклорена — Коши 282
— синус 83, 566, 639, 652, 709
Интегралы, не выражающиеся в конечном 

виде 36, 52, 83, 86, 92, 459 
Интегрирование биномиальных дифферен

циалов 51
— в конечном виде 36
— интеграл по параметру (интегрирование 

под знаком интеграла) 663, 669, 714, 749
— по частям 31, 130, 602
— подстановкой (путем замены переменной) 

23, 135, 143, *602
— , правила 18
w  простых дробей 37
— радикальных выражений 50, 61, 56, 66,

529
— рациональных выражений 43
— ряда Почленное 447, 668,, 697, 710
— тригонометрических и Показательных вы

ражений 74, 83, 529
Интегрируемая функция 97
------- , классы  101
-------, свойства 103
------- с  квадратом 590 у
Интегрируемость предельной функции 437, 659 
Интерполирование параболическое 156

Канторович 642 
Кардиоида 178, 185, 200, 218 
Каталана постоянная 168, 460, 734 
Квадратура 16 10*
Квадрируемая фигура 187 #
Квадрируемости условие 187, 189, 191 
Квази-равномерная сходимость 433 
Кеплера уравнение 509 
Кнопп 311
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— перем енная, ф ункци я от н ее  513, 519, 
520, 522, 526

— плоскость 509 
К ом плексное число 508 
 , аргум ент 510
— —, вещ ественн ая часть 508
— —, действия 508 г
— —, мнимая ч а сть  508 
=- —, модуль 508
-------, тригонометрическая форма 510
К онус кру го во й  208, 239, 240, 241 
К о р ен ь  и з  ком плексного  числа 511 
Корни из вещ ественны х чисел, вы числение 383 
К осинус, аналити ческое определение 477 
— , бесконечное произведение 377
— в ком плексной области  523
— гип ерболический , бесконечное произведе

ние 378
--------, степен ной ряд 367
—, степен ной ряд 367, 523
— , ------- для л огари ф м а 497
К отангенс, А дамара теорем а 300
— гип ерболический , р азл ож ен и е на просты е 

дроби 473
— , разл о ж ен и е  на просты е дроби 472 
—, степенной ряд  484, 496, 524 
Кош и 290, 502, 591
— Г ёльдера н еравенство  для ин теграл ов  151 
 _  рядов 293
— , М аклорен а п ри зн ак  282
—, признаки  270, 290,561, 584
—.т е о р е м а  321, 326
—, ф орм ул а 321
К ратны й ряд 350
К уби руем ое тело 202
Кум м ера преоб разов ан и е  рядов 388
— п ри зн ак  277

К ом плексная вариан та 511

Л агер р а  (Ч ебы ш ева) многочлены  604 
Л а гр ан ж а  ряд  504 
Л а м берта  р яд  311, 341 
Л ан д ау  310
Л андена преоб разован и е 143 
Л аплас 508, 701, 721, 729 
Л еж ан др  92, 677, 703, 750, 753, 794 
Л еж ан дра многочлены 138, 148, 491, 508, 530, 671
— ф орм ула 760, 774
— ф ункции К {к), Е (А) 142, 166, 177, 214, 224, 

252, 352, 465, 675, 734, 768
------ К (к, φ), Е (к, γ) 93, 116, 177
Л ей бн и ц  15, 95, 395 
Л ейбница и Н ью тона теорем а 15
— правило  661
— теорем а 302, 308 
Л ем н и ската  178, 200, 219 
Л и увилль  92 
Л об ачев ск и й  614 
Л обачевского  ф орм улы  634,672 
Л огари ф м  ком плексного числа 520 
Л огари ф м и ческая  спи раль  176, 184, 185
— ф ункци я в  ком плексной области 520
--------, степенной ряд  368, 453, 457, 484, 503, 522
Л огариф м ы , вы числение 331

')
М аж орантны й интеграл  685
— ряд  427
М аж орантны х рядов  метод 502 
М акл орен а — К ош и признак 281 
М аркова преоб разован и е рядов  392 
М аятник м атем атический 250 
М ертен са теорем а 328 
М ехани ческая раб ота  233 
М инковского н еравенство  293, 590

М ногозначны е ф ункци и  ком плексной перем ен
ной 513, 521, 524, 525, 526 

М нож итель сходимости 718, 722 
М оавра ф орм ул а  374 
М одуль ком плексного числа 509
— перехода от  н атуральны х л огари ф м ов к  де

сятичным 382
— эллип тического  и н теграл а 93
М омент инерции плоской  ф и гу р ы , те л а  241 
М эш ина ф орм ул а 380

Н ап равл ен и е в п р о м еж у тк е  108 
Н ату р ал ьн о е  уравнен ие кри вой  180 
--------эволю ты  185
Н атурал ьн ы й  логариф м  ком плексного  ч и сл а520 
Н ачальн ое значение величины  14 
Н ачальн ы е 'условия 14, 244 
Н еабсолю тн о , сходящ ееся произведени е 356
— сходящ ийся и нтеграл  563, 565, 569, 586
--------р я д  296, 3 0 4 ,‘336, 516 '
Н еопределенны й  интеграл  11
— —, геом етри ч еск ое  истолкование 14
— свойства 13
— —, сущ ествовани е 116
— —, таблица 17"
Н еопределенны х коэф ф и циентов  м етод1 42, 45, 

,67, 91, 470, 488, 492 
Н еп реры в н ая  ф ункция без производной  479 
Н е n j) е р ы вность и н теграл а по п ар ам етр у  660,

— п ред ельн ой  ф ункци и  420, 657
— суммЫ ряд  430
--------степен ного  ряд а  444, 446
— ф ункции ком плексной п ерем енной  513 
Н еравен ства  для ин теграл ов  151
— для рядов  293
Н еравн ом ерн ая  сходимость и нтеграла 683, 689
-------  п оследовательности , ряда 429, 446
Н еравном ерности  точ ки  425, 444 
Н есобственны й интеграл  от неограниченной 

ф ункции 577, 578 ,
— — с  бесконечны м пределом  552, 580 
 сходящ ийся, расходящ ийся 552, 578
 — -. аналогия и связь с рядам и  558, 586, 713
------- 1 , п ризнаки  сходимости 561, 564, 584
--------—, свойства 597
 — -, условия сущ ествовани я 562, 585
Н ечетн ая ф ункци я, интеграл  по сим метрич

ном у п р о м еж у т к у  138
Н еявны е ф ункции 474, 498
Н ью тон 15, 248, 372
Н ью тон а — Л ейбниц а те о р ем а  15
— — ф орм ула 124'

О бверты ваю щ ий ряд  '534, 544, 550, 651, 792 
О братны е три гоном етрические ф ункци и  — с м .

А рксинус и А рктангенс 
О бращ ение степенного р яд а  502, 506 
О бъем  те л а  202
--------, аддитивность 203
------- , внутренний , внеш ний 202
------- Вращ ения 207
--------, вы раж ен и е интегралом  205
-------  как  предел  203
------ - по поперечн ы м  сечениям  206, 207
--------, условие сущ ествовани я 203, 204
О пределенны й и нтеграл  в  собственном смыс

ле  96 . .
------- , вы числени е с помощ ью  и н тегральны х

сумм 120.
------- , —■ Ч- — первообразн ой  124
--------, свойства 108
--------, схема прим енения 225
--------, условия сущ ествовани я 100, 105, 107
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О риентированны й пром еж уток  108, 598 
О сновная последовательность  разб и ен и й  п ро 

м еж утка 96
— те о р ем а  ал гебры  680
— ф орм ула интеграл ьн ого  исчисления 123, 

127, 128, 554, 582
О собая точка ф ункции 577, 580, 58Г 
О собенности вы деления при  вы числении ин

теграл ов  642, 646 *
О статок  р я д а  260 
О статочн ое произведени е 353 
О строградского  м етод вы деления раци ональ

ной части и н теграл а 43
— ф орм ул а 45
О сь вещ ественная 509 1
— мнимая 509
О ценка остатка  р яд а  283, 303, 378

П арабол а 16, 174, 197, 232, 233 
П ар ам етр  654 
П ервообразн ая  ф ункция 11
— —, восстановление с пом ощ ью  определен

н ого  и н тегр ал а  129, 583
П ерем ести тел ьн ое свойство абсолю тно сходя

щ егося  п роизведени я 356
----------------- ряд а  315, 332, 513
П ер естан о в ка  двух пред ельн ы х переходов 

442, 443, 658 
П ери оди ч еская ф ун кц и я, интеграл  по пе

р и о д у  138
π (число), п рибли ж енное вы числение 379 
П лощ адь кри волинейной трапеции 192 
------------  как  первообразная 16
— :------------предел* сумм ы  94
— плоской ф игуры  187
 — --^аддити вность  188
------- - — , в н утренняя, внеш няя 187
------------ , в ы р аж ен и е  интегралом  192
------------  как  п ред ел  188
— —  ̂ , условия сущ ествования 187, 189,

— поверхности в ращ ения 214
— цилиндрической  поверхности 220 
П овторны й  ряд  330 
П одинтегральная ф ункция 12
П од и н тегральное вы раж ен и е 12 
П одстановка (зам ена перем енной) 23, 134, 

143, 604
— А беля 69
— гип ерболическая  29
— дробно-линейная 70, 87
— р яд а  в ряд  485
— тр и гон ом етри ческая  29
— Э йлера 57, 59
П оказательная ф ункция в ком плексной  обла

сти 517
------- , связь с  три гоном етрическим и  ф ун

кциям и 519, 523
--------, степен ной ряд  367, 452, 454, 468,

518
П оследовательн ы х прибли ж ений м етод 474 
П очленн ое ди ф ф ерен ц и рован и е р яд а  438, 517
— интегри рование р яд а  436, 669, 697, 710
— ^умножение рядов  321, 328, 333, 407, 456,

П очленны й переход  к  п ред ел у  434, 515 
П равильн ая дробь, р азл о ж ен и е  на просты е

- 21, 39
П ред ел  « н т егр ал а  по  п арам етру  (предельны й 
переход  под знаком интеграла) 442, 659. 668, 

694, 696, 745, 748
— ф ункции ком плексной п ер ем ен н о й  514 
П ределы  интеграла ниж ний и верхний 97 
П редельная ф ункция, д и ф ф ерен ц и руетость  443 
 , ин тегри руем ость  443, 657
------- , непреры вность 657

П редельны й  переход  в ряде почленны й 434, 515
--------под зн аком  и нтеграла 443, 659, 668, 694,

696, 745, 748 
П р ео б р азо ва н и е  р яд о в  по К ум м еру  388
------------ М арков у  392
------------ Э йлеру  384
П риближ енн ое вы числение интегралов  несоб

ственны х 641, 647, 650
------------ собственны х 153, 646
П ри бл и ж ен н ы е вы числения с  пом ощ ью  р я 

дов 378, 388, 390, 459, 460, 466, 650 
П риведени я ф орм ул ы  для биномиальных диф* 

ф еренциалов 54 
------------ интегралов  от  s in v х cos*1 лег 78
— — — определенны х ин теграл ов  130 
П роизведение бесконечное 351
------- , абсолю тно сходящ ееся 356
— —, признаки  сходимости и расходим ости 354 
 , р асход ящ ееся  351
------- , сходящ ееся  351
— остаточное 353
— частичное 351 *· '
П роизводная ф ункции ком плексной перем ен

ной 515
П роизводящ ая ф ункция для бесселевы х ф ун

кций 345
--------— многочленов Л аж ан д р а  492, 508
П росты е дроби 37
--------, интегри рование 37
--------,  р а зл о ж е н и е  п равильной  дроби  21, 39, 42
------- , разл о ж ен и е  ф ункци й  c tg  x, c th  x, tg  χ,

-J------, - A r - .  J -  472, 473s in  x  s in 2 x  sh  x 
П рям оугольников  ф орм ул а 154
— —, дополнительны й член 159 
П севдоэл л и п ти ч ески е и н теграл ы  86 
П уассо н  122, 140, 612
П уассон а — А беля метод об общ енного  сум

м ирования рядов  3%
П уассон а ф орм ул а  256

Р а а б е  интеграл  759
— признак 273 , 278
Р авном ерная сходимость и н тегр ал а  682, 687, 

688
------- —, признаки  684, 688
------------ , связь  с рядам и  684, 688
------------ , условие 684, 687
------- ряд а , последовательности  419, 422, 424,

515
------------ , признаки: А беля 429, В ей ерш трасса

427, Д ирихле 429
--------—, условие  ̂ 425
--------степен ного  р яд а  444, 446
Р авном ерное стрем ление к  п редельн ой  ф унк

ции 654
Р азры вны й м нож итель Д ирихле 633, 640, 

736, 741
Р асходящ иеся бесконечны е п р ои звед ен и я  351 
Расходящ ийся и н тегр ал  552, 578 
------- , обобщ енное зн ачен и е 595
— ряд  258, 333
Расходящ ихся рядов  сум м ирование, см. Сум· 

м ирован и е рядов  обобщ енное 
Р ационализация подин тегрального вы раж ения 

50, 51, 57, 74, 85 
Р ацион альная ф ункция, интеграл м еж ду  бес

конечны м и пред ел ам и  623
— ч асть  и н тегр а л а , вы деление 44 
Р егу л яр н ы й  метод сум м ирования 395 
Р еш ен и е  уравнен ий р яд ам и  498 
Р им ан  97, 564
Рим ана теорем а 317
Рим анова (интегральная) сум м а 97
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Ряд (бесконечный) 257, 512 *
— гарм он ический  263, 267, 270, 289
— гип ергеом етри ч ески й  280, 297, 359, 470, 769
— двойной 333, 513
— зн акоперем енн ы й  302
— кратны й  350
— лейбницевского типа 303
— повторны й 330
— расходящ ийся 258, 292, 333
— сходящ ийся 258, 292, 333, 512
--------абсолю тно 296, 336, 513
--------неабсолю тно 296, 317, 336, 516
—, остаток  260
—, сум м а 258, 333, 512 
—, у сл ови е сходимости 294 
—, частичная сум м а 257, 333, 512 см. та кж е  

С тепенной ряд

С ап огова п ри зн ак  291 
Симпсона ф орм ул а 159
--------, дополнительны й член  162
С инус, аналитическое определение 477 
— , бесконечное произведени е 376
— в ком плексной области 523

■ — гип ерболический , бесконечное произведе
ние 378

------- , р азл ож ен и е обратной  величины  на
просты е дроби  473

--------, степен ной  ряд  367
— , р азл о ж ен и е  обратной  в еличи ны  на про

сты е дроби 472 
—, степенной ряд  367, 454, 522

, s in  х
—, -------для lo g ----------497х
С очетательное свойство ряда 313, 332 
С прям ляем ая кр и вая  169 
С равнения теорем ы  для несобственны х ин

тегр ал о в  560
------------  рядов  264
С реднее зн ачен ие, теорем а 113
------- , — в торая  117, 600
--------, — обобщ енная 114, 600
------- . —» связь  с ф орм улой  Л агран ж а 124
С татический м омент кри вой  228
--------плоской  ф и гуры  231
--------поверхности  вр ащ ен и я  240
-------  тел а  239
-------- цилиндрической поверхности  240
С тепенная ф ункция,^ главное значение 526 
С тепенной ряд 298, 364, 515
--------,  действия 481, 485, 518
--------, делен ие 492, 518
— —, диф ф ерен цирование 447, 449 
 , единственность 445
--------, интегри рование 447
--------, к р у г  сходимости 515
--------, непреры вность 444, 446
------- обращ ение 502, 506, 518
--------, п ром еж уток  сходимости 299, 516
--------, ради ус сходимости 300, 515
--------с двумя перем енны м и 346
— с нескольким и перем енны м и 350 
С ти льтьес 651
С тирлинг 360 
С ти рлинга ряд  550, 792
— ф ормулы  369, 550, 793 
С токс 424
С ум м а ряда 257, 333, 512 
С ум м ирование рядов  обобщ енное 395
------------ , метод Б ореля 411
------------ , —  Вороного 408
------------ » — Г ел ьдера 411
------------ » — П уассона — А беля 396
------------ , — Ч езаро  401, 409
------------ > — Э йлера 416

С ф ера (п олусф ера) 241 
Сходимости пограничная абсцисса 309
— принцип 308, 512
С ходим ость бесконечного произведени я, при

зн аки  354
““  ™  Р яда’ признаки: А беля 807, Б ертрана 

279, Гаусса 279, Д ал ам бера 271, 288, 296, 
n-iX’ Д иР ихле 307. Е рм акова 285, Кош и 
270, Кош и — М аклорен а 282, К ум м ера 277, 
Лейбница 302, 308, Раабе 273, 278 Са
п огова 291 

------------ , условие 293 '
— несобственного ин теграл а, признаки  561, 

563, 584
------------ , у сл ови е 560, 584
С ходящ ееся бесконечное произведени е 351 
Сходящ ийся бесконе'Ш ы й ряд  258, 292
— несобственны й и н теграл  552, 578

Т ангенс в ком плексной области  523 
—, р азл ож ен и е на просты е дроби  472 
— степенной р я д  493, 497, 524 
Т а у б ер а  те о р ем а  398, 405 
Т ей л ора ряд  364, 449, 450
— ф орм ула 364
------- , дополнительны й член 146, 366
Т еп л и ц а теорем а 325 
Т ож дество  степенны х рядов  445 
Т ор  230, 233 
Торичелли 242 
Т р а к тр и са  179, 248 
Т рапеций  ф орм ул а 155
“------ , дополнительны й член 161
Т ри гоном етрическая ф орм а ком плексного чи

сла  510
Т ри гоном етрические подстановки  29
— ф ункции, аналитическое оп ределение 477
—  — в ком плексной  области 522 см. та кж е  
С инус и т . д .

с  ги п еР болическими ф ункциям и

--------. --------показательной  ф ункци ей  519, 523

У литка 177, 199^-
У м нож ение рядов  321, 328, 333, 407, 456,

513
У никурсальная кри вая 85

Ф рен ель  721, 729 
Ф робени ус 401 
—, теорем а 403
Ф руллани интегралы  621, 635, 636, 638

Х арди 576, 740
Х арди — Л ан дау  те о р ем а  -405

Ц ен тр  тяж ести  кри вой  229
--------плоской  ф и гу р ы  232
--------поверхности  вращ ен и я  240
-------- тел а  239
-------- цилиндрической  поверхности 240
Ц еп н ая  линия 174, 184, 195, 209, 217 
Ц иклоида 175, 184, 185, 199, 209, 218, 230,

Ц илиндрический о тр е зо к  210, 222, 240

Ч астичная сум м а 257, 333, 512 
Ч ебы щ ёв 52
Ч ебы ш ева — Л а ге р р а  м ногочлены  604 
Четная ф ункция, и н теграл  по сим м етричном у 

п р о м еж у тку  138



А ЛФ А ВИТНЫ Й  У К А ЗА Т Е Л Ь

Шаровой пояс 217 
Шлёмильх 373 
Штейнер 339 
Штольца теорема 326

Эвольвента круга 175, 183, 185
— цепной л и н и и  189
I I “ίο и  я р а и " 'й Р 'й Г а в  363, 376. 
Эи$ *  « 1 ,  т, п?;™. 758, 764, 778 
Эйлера метод обобщенного суммирования 

рядов 412 0
— преобразование рядов ав4
— ряд 462, 490. 496, 671
Й ?ера"-Т аусса формула 361, 754, 775 
^ Р1Г д » е Нлаь ? ^ " Г н ^ ,М 8

800
Эйлера — Маклорена ряд 543. 549
_____ — ,  п р и б л и ж е н н ы е  в ы ч и с л е г а я  8«
Эйлерова постоянная 270, 285, 319, 353. 772,

Эйлеровы'интецимы первого в второго рода 
750, 753

Э л,"ГТт “ * :  « 8. >99. *»< « ■  * *
О М

Эллипсоид 209, 211, 212, 219 
Эллиптические интегралы 8Ь 
____в форме Леяандра 93, i l i
I  -  ' ; Гл°ные3'ш .!т  ш .  179. 214. 224. 252.

352, 465, 675, 734, 7 «
Эллиптический сивус 2Ы 
Эпициклоида 185 
Эрмит 146
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