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Теория чисел. Б о р о д и н  А. И. «Вища школа», 
1970, 275 стр. (на украинском языке).
Изложенный в книге материал соответствует 
действующей программе по теории чисел для 
педагогических институтов. Кроме теоретического 
материала, в ней рассмотрены примеры, которые 
иллюстрируют теорию, облегчают изучение 
и усвоение соответствующих вопросов программы. 
В конце каждого раздела помещены примеры и 
задачи, предназначенные для практических заня
тий и составления вариантов контрольных работ 
для студентов, а в конце каждого параграфа даны 
контрольные вопросы для самопроверки.
Учебник предназначен для студентов физико-мате
матических факультетов педагогических институтов

Табл. 35. Библ. 84.

ПЕРЕДМОВА ДО 1-ГО ВИДАННЯ

Цей шдручник з теорн чисел складено на основ1 лекщ'й, 
яю автор читае з 1947 р. в Донецькому педагопчному шститут1 , 
(на стацюнар! 1 на заочному в!ддш ). ГПдручник в1дпов1дае 
Д1ЮЧ1Й програм1 з теорп чисел для ф1‘зико-математичних фа
культете  педагопчних шститут1в. Кр1м теоретичного матер!алу, 
у ньому подано практичш застосування теорп чисел 1 и  мето- 
Д1в, зокрема арифметичш застосування теорп конгруенщй.

У ТеКСТ1 ДОКЛЭДНО рОЗГЛЯНуТО рЯД ПрИКЛаД1В, ЯЮ 1люс?ру- 
ють теорию й полегшують вивчення та засвоення вщповщного 
матер1алу. В юнщ кожного розд1лу вмещено приклади й задач! 
як обчислювального, так 1 теоретичного характеру, призначеш 
для практичних занять 1 складання вар1анпв контрольних ро- 
б!т для студент1в-заочник1в. Деяю  задачу а також вказ1вки 
до Тх розв’язування взято з р1зних поабниюв з теорП чисел. 
Це стосуеться здеб1льшого задач теоретичного характеру.

Висловлюю щиру подяку доцентам Галетову ]/ ПГ 1 Су- 
калло А. А. за ряд цшних зауважень, яю були враховаш при 
остаточнГй редакцП шдручника. /

ПЕРЕДМОВА ДО 2-ГО ВИДАННЯ

Це видання В1др1зняеться В1д  попереднього тим, що в ньому 
багато положень уточнено, замшено доведения деяких теорем 
(на нашу думку) б1льш доступними, виправлено пом1чеш по
милки. Деяю параграфи значно перероблено; особливо це сто
суеться § 48, 49 1 50. Перероблено також § 4, 8, 11, 12, 13,
19, 21, 32, 33 1 38; § 11 1 12 об’еднаш. Дещо розширено 1сто- 
ричний матер1ал.

ПЕРЕДМОВА ДО 3-ГО ВИДАННЯ

Це видання В1др1зняеться вщ поц&реднього насамперед тим, 
що в ньому шсля кожного параграфа подано контрольт запи
тання для самоперев1рки, додано матер1ал про 1ррацю нальт 
числа (§ 42) в1дпов1дно до новоТ програми з теорП чисел, до
дано розв’язування двочленних показникових конгруенщй (§ 32), 
значно скорочено вступ, вилучено 1сторичн1 вщомосп з тексту



1 виносок, 1сторичш коментар!, що мютягь короткий огляд 
розвитку розглянутих понять, подано шсля кожного рОЗД1Лу. 
К р 1м цього, значно перероблено § 13, 34 , 38, виправлено по- 
м1чен1 помилки 1 неточности в окремих означениях, формулю- 
ваннях 1 доведениях теорем, додано деяк1 задач1 теоретичного 
характеру 1 вказ1вки до них тощо.

Це видання шдручника не лише вщповдае новш Д1ЮЧ1Й 
програм1 з теорИ чисел для педагопчних ш стш уп в , а й шл- 
ком охоплюе весь програмний матер1ал для студент1в ушвер- 
ситет4в, тому вони також можуть користуватися ним.

Автор

В С Т У П

Предмет теорп чисел.
Основш роздши теорп чисел

Теор1я чисел належить до найбшын стародавшх роздш в мате
матики. У класичному розумшш — це внвчення властивостей нату
ральних (цших додатних) чисел.

Теорпо чисел шод1 називають вищою арифметикою, бо вона 
виникла 13 задач арифметики, пов’язаних з множенням I дшенням 
цших чисел.

Т еор 1я чисел мае давню юторио, 1 в цгй галуз 1 математики, 
починаючи з середини XVIII стол 1ття 1 до  цього часу, досягнуто  
видатних усп 1 Х1 в. Але багато основних питань, як1 виннкли в про- 
ц ес 1 розвитку теор 1 1  чисел, незважаючи на елементаршсть Тх 
постановки, не були розв’язаш протягом ряду столггь не Т1льки 
засобами самоТ теорп чисел, а й залученням найдосконалш их  
засоб1в 1нших розд1Л1в математики.

Розвиток теорп чисел мае величезне значения для багатьох 
роздш в математики. Еажко назвати такий роздш математики, який 
не був би пов’язаний з поняттям натурального числа, що е одним 
з основних понять ус1е'Т математики. Теор1я чисел в сучасному 
розумшш вивчае не тшьки властивост1 цших рацюнальних чисел, 
а й властивост1 шших клаав  чисел. Використовуючи при розв’язу- 
ванш своТх задач результати 1 методи р1зних математичних дисцип- 
Л1н, теор1я чисел, у свою чергу, вдаграе велику роль у розвитку 
1 вдосконаленн1 цих дисциплш.

Рок1в 80 тому шмецький математик Кронекер говор!ив, що тео- 
р1я чисел тим добра, що вона не мае застоеувань. Тепер ця 
абстрактна галузь математики широко використовуеться у найр1зно- 
ман1тнш их галузях науки. Результати, здобут1 в геометрп чисел, 
використовують для наближеного обчислення складних штеграл1в. 
Теор1я чисел допомагае розв’язувати проблеми теори 1нформацп 
1 значно зменшуе затрата машинного часу при розв’язуванш спе- 
Ц1’альних задач. Н ар ен т , слщ зазначити, що теор1я чисел ткно 
пов’язана з деякими питаниями природознавства, ТТ застосовують 
у криеталографп при дослщженш реш1ток кристал1в. Усе це робнть 
теор1ю чисел одшею з найважлив1ших дисципл1н математики.

Теор1я чисел у сучасному розумшш вивчае властивост1 двох 
клас1в чисел: чисел алгебраТ'чних 1 чисел трансцендентних (див. 
розд. VIII).



Питания теори чисел, пов’язаш з властивостями алгебраТчних 
чисел, називаються теорьею алгебрашних чисел; вщповщно питания 
теорп чисел, пов’язаш з властивостями трансцендентних чисел, 
назиЕаються теорьею трансцендентних чисел. До теорп чисел вхо- 
дять проблеми розв’язування невизначених алгебраТчних р1внянь 
з цшими коефщентами р1зних степешв у щлих (або, бшьш загально, 
алгебраТчних) числах, до яких безпосередньо належать задач! про 
наближення чисел тих чи шших клас 1 в за допомогою ращональних 
а$о алгебраТчних чисел. Щ роздши теорп чисел називаються вщ- 
позщно: теорьею дгофантових ргвнянь I теоргею дюфантових 
наближень.

Серед методов дослщження теори чисел слщ видшити таю:
1. Е л е м е н т а р н 1 м е т о д и  т е о р п  ч и с е л .  Щ  методи 

використовують вщомоет1 з елементарноТ математики 1 елементи 
анал1зу несюнченно малих. Слщ мати на уваз1, що елементаршсть 
методу не свщчить ще про його простоту.

2. А н а л 1 т и ч и а т е о р 1 я ч и с е л .  Д о не'Т належать Т1 роз
дши теорп чисел, для вивчення яких доводиться застосовувати 
методи математичного анал1зу в широкому розумшш цього слова, 
а саме: теорио фуикщй дШсноТ 1 комплексно'Т змшних, теорш  
ряд1в, теорш ймов1рностей тощо.

3. А л г е б р а Т ч н а  т е о р 1я ч и с е л .  Цей напрям мютить пи
тания, пов’язаш з вивченням р!зних клаав  алгебраТчних чисел, яю 
для свого розв’язання потребують залучення тих або шших роздш в 
сучасно'Т алгебри, наприклад, теори груп, теорп Галуа, теорп юлець 
1 ПОЛ1В тощо.

4. Г е о м е т р и ч н а  т е о р 1 я ч и с е л .  Сюди вщносяться т 1 
ровд!ли теори чисел, для розгляду яких доводиться застосовувати 
геометричш поняття, зокрема, так зваш «просторов! ренптки», тобто 
системи точок, координати яких в заданш прямокутшй систем1 
координат е ц ш  числа.

Д ля розв’язання т!еТ або шшо'Т проблеми теори чисел можуть 
одночасно застосовувати кшька або нав1ть у а  з перел1чених нами 
метод!в. Так, наприклад, методи анал1тичноТ теори чисел застосо- 
вують у алгебраТчшй I геометричнШ теор1Т чисел.

Курс теорГТ чисел у педагог1чному шститут! можна подшити 
на так! три розд!ли: 1) теор1я конгруенц1й та ТТ застосування; 
2) неперервш дроби 1 арифметичне досл!дження 1рращональиих 
чисел; 3) числов! функцН.

Ряд важливих проблем теори чисел безпосередньо або поее- 
редиьо пов’язаний з поияттям под!льност! ц!лих чисел, тому вста- 
новлеиня основних властивостей под!льност1 можна розглядати як 
перший розд!л теорГТ чисел. Теор1я конгруенцШ — природне про- 
довження теорГТ подш ьноеп— е одним з найважлившшх допом1ж- 
них $парат1в теорГТ чисел 1 займае значну частину нашого курсу.

Вивчення курсу теорп чисел мае ьелике значения для вчителя 
математики. У ньому докладно викладаються 1 обгрунтовуються

питания подшьноеп цших чисел, теор1я перюдичних десяткових 
дроб1в, теор1я неперервних або ланцюгових дроб1в (зокрема сюн- 
ченних), розв’язування невизначених р1внянь першого степеня 
в цших числах тощо, тобто питания,'з якими повинен бути обгзна- 
ний кожен учитель математики. Деяю питания теорп чисел з усгп-. 
хом можна розглядати на заняттях шюльного математичного гуртка.

Сл1д зауважити, що кр1м деяких питань аналггичноТ теори 
чисел, для засвоення курсу теори чисел досить ведомостей тшьки 
з елементарного курсу математики. Але через те що методи дове
день, яю подаються в ку р а  теорп чисел, дуже р1зномаштш 1 часто 
штучш, вивчення тборп чисел становить певш труднощь

Коротка 1стор1я розвитку теорГТ чисел

Протягом бшьш як двадияти п’яти статить теор1я чисел була 
улюбленою галуззю дослщження видатних математиюв 1 багатьох 
аматор1в. Ще в Стародавшй Греци, в так зеэ ш й  П1фагорейсьюй 
школ1 (IV ст, до н. е.) вивчалась подшьшсть шлих чисел, були 
вид1лен1 окрем1 шдкласи щлих чисел, як, наприклад, прост! числа, 
складеш числа тощо.

Праця видатного математика древноеп А р х и м е д а  (близько 
287—212 р. до н. е.) пщ назвою «П сам м т, або <4 телепня пйци- 
нок», в1Д1грала виршальну роль у створенш самого поняття про 
нескшченний ряд натуральних чисел. 1нший видатний математик 
СтародавньоТ Греци — Е в к л 1 д  (III ст. до и. е.) у своТх знамени- 
тих «Початках» дав систематичну побудову теорп подшьност1 на 
основ1 так званого алгоритму Евкл 1да для знаходження найбшь- 
шого спшьного дшьника двох щлих чисел, дов1в несЮнченшсть 
простих чисел тощо.

Велике, навпъ виршальне значения для розвитку теорп чисел 
мали пращ знаменитого александрШського математика Д  1о ф а н т а  
(близько III ст. и. е.). Йому належить один з перших твор1в 
з теорп чисел, який звичайно називають «Арифметикою», що скла- 
даеться з’ 13 книг, з яких до нас дшшло тшьки 7. У  цьому твор1 
викладено основи алгебри 1 подано багато задач, яю зеОдяться 
до невизначених ргвнянь р 1зних степешв, причому вказано ряд 
метод1в знаходження розв’язюв таких ргвнянь у ращ'ональних чис
лах. Згадаш розд1ли теорН чисел 1 названо на честь цього вченого: 
теор1я д 1офантових р1внянь 1 теор1я д 1офантових наближень.

В 1ндп у працях А р 1 а б х а т т й  (VI ст.), Б р а м а г у п т и  
(VII ст.) 1 Б х а с к а р и  (XII ст.) дослщжено ряд задач, яю стосу- 
ються розв’язувания д 1офантових р1внянь першого 1 другого степеня 
в щлих числах.

У трактат! з  алгебри знаменитого узбецького вченого аль -  
X ор  е з  м 1 (IX ст.), вщ 1меш якого «Аль-джебр 1 вал мукабала» 
походить саме слово алгебра, не тшьки значно вдосконалено алгеб- 
раТчний апарат, а й продо,йкено досл1дження Дюфанта. Ця 1



гмзшип прац1 середньоаз1атських учених О м а р а  Х а й я м а  (1048— 
1123), Джемшида Пяседдша Канл (?— бл. 1436) та шших вда- 
грали також Е а ж л и в у  роль у передач! европейським математикам 
знань, набутих грецькими, шдшськими 1 арабськими математиками.

Середньов1чна математика не внесла в теорго чисел шчого
1СТОТНО НОВОГО.

Розкв1т теорп чисел в бврош почався з праць славетного фран- 
цузького математика П. Ф е р . м а  (1601 — 1665). Юрист за осв1тою 
1 профеаею, Ферма займаися найр1зномаштшшими математичними 
питаниями, не дбаючи про опублжування добутих ним чудових 
результате, бшышсть яких вщома з листування Ферма з видатними 
французькими математиками— П а с к а л е м  (1623— 1662), Д е к а р 
т о м  (1596— 1650), англшцем В а л л 1с о м  (1616— 1703) та шшими 
видатними математиками того часу. Частина теоретико-числових 
сшввщношень, яю вщкрив Ферма, дшшла до нас лише у форм1 
запиав на полях екземпляра «Арифметики» Дюфанта, який нале
жав Ферма.

Ферма справедливо вважають батьком теорп чисел; В1дкриття 
Ферма викликали загальний штерес до теорп чисел, 1 багато до- 
сягнень ц!еТ науки пов’язано з спробами розв’язати ряд задач, як1 
вш поставив. Незважаючи на це, аж до Л. Ейлера майже шчого 
1Стотного в напрям1 обгрунтування теорп чисел як науки не було 
зроблено.

Теор1я чисел як  наука починае свое юнування власне з Л . Е й 
л е р а  (1707— 1783). Видатний петербурзький академж значно роз- 
ширив область теорп чисел, поставивши ряд нових проблем 
1 створивши нов1 методи дослщження. Ейлер написав близько 150 
праць з теорп чисел. О пд зауважити, що в листуванш Ейлера 
з петербурзьким академжом X. Г о л ь д б а х о м  (1690— 1764) було 
висловлено три зн ам еш т проблеми: 1) всяке непарне число 7 
е сума трьох простих чисел; 2) всяке парне число п >  4 е сума 
двох простих чисел; 3) всяке непарне число, починаючи з 5, можна 
подати у вигляд1 р +  262, де к — цше, а р  — просте число.

Перил дв1 проблеми ще ранш е висловив англШський математик 
В а р 1н г  (1734— 1798). Д в1 останш проблеми д о а  остаточно не 
розв’язаш.

1деТ Ейлера мали великий вплив на розвиток теорп конгруенцш, 
анал1тично1 теорп чисел, дюфантових р1внянь 1 теорп форм.

Отже можна зробити висновок, що хоч теор1я чисел належить 
до найстародавнших роздш в математики, але тшьки в XVII— 
ХУШ_ст. вона формуеться як наука в працях Ферма 1, головним 
чином, у працях Ейлера.

Дальший розвиток теор1Т чисел до Гаусса в основному пов’яза- 
ний з працями англшського математика Е. В а р 1 н га  1 видатних 
французьких математиюв А. Л е ж а н д р а  (1752— 1833) 1 Ж . Л а г 
р а н ж а  (1736— 1813); майже в а  видатш математики в цей перюд 
займаються теор1ею чисел.

Зазначимо лише, що згодом слав1 Варшга особлиро сприяла 
висловлена ним у 1770 р. теорема, вщома як проблема Вар1нга, 
про те, що всяке натуральне число можна подати у вигляд! суми 
однакових степешв шлих додатних чисел, число яких нижче в1д 
деяко! границ!, яка цшком визначаеться показником степеня 1 не 
залежить вщ числа, що розкладаеться.

Видатному н1мецькому математиков! К. Г а у с с у  (1777— 1855) 
належить заслуга у створенш основних метод1в 1 систематичн1Й 
побудов1 теор11 конгруенщй. Якщо до Гаусса теор1я чисел була 
просто зб1ркою окремих результате та щей, як1 П1зн1ше оформи
лись у загальш методи, то П1сля праць Гаусса вона почала розви- 
ватись у р1зних напрямах як струнка теор1я. Значения Гаусса 
в 1Сторп розвитку теорП чисел величезне 1, не переб1льшуючи, 
можна сказати, що пращ Гаусса в значнш мгр! визначили и роз
виток у XIX ст.

Дальший розвиток теорп чисел в бврош в основному пов’яза- 
ний з 1менами шмецьких математшав: Д  1р 1х л е  (1805— 1859), 
Р 1 м а н а  (1826— 1866), К у м м е р а  (1810— 1893), Д е д е к 1н д а  
(1831— 1916), К р о н е к е р а  (1823— 1891), Д Н н к о в с ь к о г о  
(1864— 1909), Я к о б 1 (1804— 1851), французьких математиков: 
К  о ш 1 (1789— 1857), Л 1у в 1л л я  (1809 — 1882), Е р м 1т а  (1822— 
1901) 1 особливо з науковою д1яльшстю математик1в так званоТ 
ПетербурзькоТ школи теор11 чисел.

Пров1дна роль рос1ЙськоТ математики 
в розвитку теорп чисел.

Петербурзька школа

Видатних результата у галуз1 теорп чисел було досягнуто ще 
в дореволюцшнш Росп. Можна сказати, що теор1я чисел вперше 
оформилась як наука в працях .Ейлера _в наш1й крапп; саме тут 
було покладено початок 1 окремих галузей теор11 чисел — а н а л 1- 
т и ч н 1й (Л. Ейлер), а л г е б р  аТчн 1Й (€. I. Золотарьов) 1 гео-  
м е т р и ч н 1Й (Г. Ф. Вороний, незалежно в1д шмецького математика 
Г. Мшковського). В СРСР теор1я чисел розвинулась далг, виникла 
1 нова и галузь — теор1я трансцендентних чисел (О. О. Г е л ь -  
ф о н д ) 1.

Але найвизначшших результат1в з теор11 чисел було досягнуто 
в працях великого росШського математика м механ1ка Пафнут1я 
Львовича Ч е б и ш о в а  (1821— 1894), який створив теоретико-числову 
школу, так звану Петербурзьку школу теорп чисел — едину за своУм 
значениям у всьому свш . У дальшому розвитку теорп чисел 
роайсыи вчеш займали провщну роль. Петербурзька школа теорп

1 Теорию трансцендентних чисел можна вщнести до област1 д 1офантових на- 
ближень, бо трансцендентн1сть числа встановлюеться за характером наближень 
його рацюнальними або алгебраТчними числами



чисел уславилась такими именами, як П. Л . Чебишов, О. М. Кор- 
юн, 6 . I. Золотарьов. А. А. Марков, Г. Ф. Вороний, заслуги яких 
у розвитку теори чисел важксГ переощнити.

У працях П. Л. Ч е б и ш о в а ,  яю характеризувались винятковою 
анал1тичною проникдивктю 1 надозго визначали як тематику, так 
1 методи доопдження найвидатнших рос1йських математиюв, ви- 
св1тлювались найр1зномаштш1ш питания чисто! й прикладноТ мате
матики.

П. Л. Чебишов займався досл1дженням розподшу простих 
чисел, що не розроблялося з чаав Евкл1да. Ц1 дослщження при
вели Чебишова до квадратичних форм з додатним дискримшантом. 
ГПзшше теорш квадратичних форм дослщжували його учш —
О. М. Корюн, € . I. Золотарьов, А. А. Марков, Г. Ф. Вороний. 
Праця П. Л. Чебишова про наближення р1зних клаав  чисел рацю- 
нальними числами вщнрала важливу роль у розвитку теорп дю
фантових наближень. П. Л. Чебишову належить також перше 
доведения постулату Бертрана1 та багато шшого.

К  о р к 1 н Олександр Миколайович .(1837— 1908), професор 
Петербурзького университету, разом з П. Л. Чебишовим в1Д1грав 
велику роль у створенш ПетербурзькоТ математично! школи. Його 
пращ з теори чисел привернули до ще! галуз1 математики увагу 
ряду талановитих учених: 6 . I. Золотарьова, А. А. Маркова, 
Г. Ф. Вороного, Д. О. Граве (1863— 1939). О. М. Корюн розро- 
бив метод розв’язання двочленних конгруенщй, який дае дуже 
добр1 результата. О. М. Корюн 1 6 . I. Золотарьов своТми сшль- 
ними працями про мШмуми додатних форм здобули велику 
славу.

З о л о т а р ь о в  €гор 1ванович (1847— 1878)— учень О. М. Кор- 
юна, видатний математик — прожив тшьки 31 р ж *  але й за таке 
коротке життя встиг написати ряд надзвичайно важливих праць. 
К р 1м згаданих дослщжень, що. стосуються теорп квадратичних 
форм 1 невизначених р1внянь третього степеня, вш перший побу- 
дував загальну теорш  алгебраТчних чисел, випередивши Дедеюнда 
на чотири роки. Тому творцем теори 1деал1в 1, отже, теорГТ 
подшьносп цших алгебраТчних чисел сшд вважати 6 . I. Золота
рьова, його методи стали ш знш е одними з основних у теорп 
алгебраТчних чисел. Заслуги Золотарьова в цШ галуз1 довгий час- 
ннорували на Заход1, де створення теорп подшьност1 цших алгеб
раТчних чисел приписували Дедеюнду.

П 1зн1ше професор Петербурзького ушверситету I. I. 1ванов 
(1862— 1939) встановив екв1валентшсть алгебраТчних теорш Золо
тарьова та Дедеюнда.

1 Див. § 49, стор. 226,
а Життя 1 блискуча наукова Д1яльн1сть Золотарьова об1рвались через не- 

щасний випадок — на зал 1зничнш станцП' Олександр1вська В1Н потрапив шд 
поТзд.

Академш М а р к о в  АндрШ АндрШович (1856— 1922) е авто
ром визначних праць з багатьох галузей математики: теори алгеб
раТчних неперервних дроб1в, теори скщченних р1зниць, теори функ- 
Ц1Й, ЩО найменш В1ДХИЛЯЮТЬСЯ В1Д нуля, 1 особливо теорГТ ЙМОВ1р- 
ностей. У теори чисел дуже важливе значения мають пращ 
А. А. Маркова про верхню границю мш1мум1в невизначених 
квадратичних форм; вони стали основою для робота багатьох м'ате- 
матиюв в СРСР 1 за кордоном.

В о р о н и й  Георпй Федосшович (1868— 1908), за нащональшстю 
укра'Тнець, професор Варшавського ушверситету, член-кореспон- 
дент Рос1йсько'Т академи наук, працював майже виключно в галуз! 
теор1Т чисел. Г. Ф. Вороний подшяе з М1нковським прюритет щодо 
створення геометрично'Т теор1Т чисел. Одна з його праць тюно 
пов’язана з геометричними досл1дженнями славетного росшського 
кристалографа 6 . С. Федорова; вона стосуеться 1 теорИ квадратич
них форм, 1 геометр1'Т. Праця Г. Ф. Вороного «Про одну задачу 
з теорГТ асимптотичних функцш» (1903) стимулювала розвиток 
сучасно'Т анал1тично'Т теори чисел. Пращ Вороного з аналпичноУ 
теор1'Т чисел стосуються також загальних питань про методи шдсу- 
мовування функцш; один з цих метод 1в дктав назву методу 
Вороного. Теор1я чисел, розроблена в працях Вороного, була розви- 
нута в працях радянських математиюв: I. М. Виноградова, Б. М. Д е
лоне, Б. О. Венкова та ш.

Сл1Д зазначити, що багато результат!в, здобутих математиками 
ПетербурзькоТ школи, лише через деякий час досягли вчеш в За- 
Х1ДН1Й ввроп! 1 в Америщ.

Радянська школа теор!Т чисел _
як пров!дний напрям сучасно'Т теорп чисел

За останш десятил1ття найвизначн1ших результат1в у теори 
чисел, безперечно, досягли радянсью математики на чол1 з акаде- 
м1ком I. М. Виноградовим.

В и н о г р а  п о я  1ван Матв1йович (нар. в 1891 р.), один з най- 
видатнших сучасних математик1в, присвятив свою Д1ялыпсть ана- 
л1тичн1Й теор1'Т чисел. Основи щеТ -теор1Т були викладен! ще Диле
ром; видатн! результати в розвитку анал1тичноТ теорИ чисел, як 
уже говорилося, належать математикам ПетербурзькоТ школи тео- 
рп чисел.

I. М. Виноградов е творцем нового методу в анал1тичшй теори 
чисел, який дав йому змогу зробити в цш галуз1 математики ряд
в1дкритт1в, що належать до найвидатшших досягнень теор1Т чисел
за весь час и кнування. Досить тшьки вказати, що за допомогою 
створеного ним ориг1налыюго методу оц!нки тригонометричних



сум I. М. Виноградов не тшьки розв’язав (1934) 1 проблему Варшга, 
а й знизив ощнку для числа доданюв, близьку до остаточной 

Цей самий глибокий метод дав можливють Виноградову (опубл. 
1937 р.) розв'язати вщому проблему Гольдбаха для вс1х непарних 
чисел, бшыпих вщ деякоТ сталоТ2. За цю працю I. М. Виноградов 
був удостоений ДержавноТ премп 1-го ступеня (1940 р.). Метод 
Виноградова е найдосконалшим в анал1тичнш теорп чисел. Вш 
виклав цей метод у свош книз1 «Новий метод аналггичноТ теорп 
чисел». У 1945 р. I. М. Виноградову присвоено високе звання Героя 
СощалктичноТ Пращ.

Методи, створеш I. М. Виноградовим, розвинеш й усшшно 
застосовуються багатьма радянськими математиками до розв’язання 
ряду центральних проблем теорп чисел.

Академик ЮрШ Володимирович Ш н н и к  (н. 1915 р.) показав, 
що метод Виноградова можна застосувати до розв’язання найваж- 
чих проблем теорп ймов1рностей.

Вш нав1в ряд ощнок тригонометричних сум методом Виногра
дова, дав елементарне доведения проблеми Варшга. Кр1м того, 
Лшник дов1в, що будь-яке досить велике число е сума семи куб1в 
(замкть восьми, як це вважалось ранине). В 1947 р. Лшнику було 
присуджено Державну премио, а в 1969 р. йому було присвоено 
звання Героя СощалктичноТ Праць

Вщмшний вщ методу Виноградова метод в анал1тичнш теорп 
чисел належить видатному радянському математику чл.-кор. 
АН УРСР Льву Генр1ховичу Щ н 1 р е л ь м а н у  (1905— 1938).

Пращ Шшрельмана належать до числа кращих досягнень ра- 
дянськоТ математики (див. § 51). Його дослщження продовжили 
багато в1тчизняних 1 заруб1жних математигпв.

Пращ Виноградова 1 Шшрельмана внесли в науку багато прин- 
цишально нового, що зовам  не випливало з метод1в, встановлених 
рашше.

У галуз! дюфантових р1внянь 1 дюфантових наближень численш 
1 важлив1 результати належать членам-кореспондентам АН СРСР 
Д^ел.о.н^-Борису Миколайовичу (н. 1890р.) 1 X 1 н ч и  н у  Олександру 
Яковичу (1894— 1959). " '

Визначш пращ Делоне охоплюють ряд питань, спшьних для 
алгебри, геометрп 1 теорп чисел. Теория бшариих куб1чних р1внянь 
з вщ’емним дискримшантом набула в працях Делоне повного завер
шения; вш також показав, що за допомогою щлком своерщного 
алгоритму, який вш назвав «алгоритмом пщвищення», можна прак-

1 Проблему Варшга вперше розв’язав шмецький математик Пльберт 
у 1909 р., але його метод давав дуже велике значения для числа доданюв 
1 мав частковий характер. У 1920— 1925 рр. англшсью математики Хард1 
1 ЛПлвуд застосували новий метод до розв’язання проблеми Вар1нга, але й 
вш давав дуже велике значения числа доданюв.

2 Докладшше див. § 51.

В и с н о в о к .  Щ ле число а тод1 { т ыьки тод1 кратне ЪФ  0, 
коли остача вьд д'иення а на Ъ дорсвнюе нулю.,

Справд!, якщо г =  0, то р1вшсть а — Ьу г перетворюеться 
в а ~ Ъ ц ,  звщки випливае, що а дшиться на Ь. Навпаки, якщо а 
дшиться на Ъ, то матимемо р1вшсть а — Ь -с ,  де с — цше. Звщси 
внаслщок единост! частки I остач! виходить, що с =  с/,- а остача 
г дор^внюе нулю.

Властив1сть 4 гилих чисел дае змогу в питаниях подшьност! 
обмежуватись тшьки додатними числами. Взагал!, в питаниях по- 
Д1 льност! числа а \ — а р1вноправн1; так! числа, що В1др1зняються Т1льки 
знаком або множником — 1, називаються асощйовними. Дал! роз- 
глядатимемо лише додатн! дшьники.

Ряд властивостей подшьносп Ц1 лих чисел тюно пов’язаний з по- 
няттям найбшьшого сп 1льного д1льника.

Контрольна запитання

1. Дайте означення числового шльця.
2. Поясшть зм1ст твердження: а дшиться на Ь.
3. Користуючись лише означениям под1льност1 щлих чисел, довед1ть на- 

сл1дки 1 1 3 з теореми 2 .
4. Сформулюйте теорему про Д1лен н я  з остачею.
5. Яка умова е необхщною 1 достатньою для подшьноеп а на Ь Ф 0?
6. Яка буде частка 1 остача В1д дшення 5 на 7, 120 на 13, 529 на 23.

§ 2. Найбшыний сшльний дшьник двох чисел

Якщо ц ш  числа а 1 Ь дшяться на деяке натуральне число 8 , 
то 8 називаеться Тх сшльним дьльником, Найбшыний 13 сшльних 
Д1льник1в чисел а 1 Ь називаеться найбьльшим стльним д'ьльником 
(скорочено н. с. д.) 1 позначаеться символом (а, Ъ).

Якщо обидва числа а \ Ь дор1внюють нулю одиочасно, то по
няття Тх спшьного Д1льника, а також 1 найб1льшого шального дшь- 
ника втрачае смисл (бо нуль мае нескшченну миожину Д1льник1в); 
тому дал1, говорячи про сп1льн1 дшьники заданих чисел, ми завжди 
припускаемо, що принаймш одне з них вщмшне вщ нуля.

Через те, що будь-яке цше число мае скшченне число дшьни- 
к 1в, то скшченним буде й число сшльних дшьниюв двох даних 
чисел а \ Ъ, отже, найбшьший сп1льний д1льник цих чисел завжди 
1снуе 1 дор1внюе деякому натуральному числу--

Якщо найбшыний сшльний дшьник деох заданих чисел дор1внюе 
1 , то Ц1 числа називаються взаемно простими.

3 наведенних вище означень випливають так1 два твердження: 
Теорема 1. Якщо а делиться на Ь, то сукупшсть сшльних 

д1 льните а I Ь збггаеться з сукупшстю д{льните одного Ь, зо
крема, (а, Ь) =  Ь.



Справд!, всякий стльний дшьник чисел а 1 Ь е дшьником 1 од- 
ного Ь. Навпаки, осюльки а дшиться на Ь, то будь-який дшьник 
числа Ь е також дшьником числа а, тобто вш буде спшьним д!ль- 
ником чисел а 1 Ь. Отже, сукупшсть спшьних дшьниюв чисел а \ Ь 
збшаеться з сукупшстю дшьниюв одного Ь. I через те що най- 
бшыний дшьник числа Ь е саме Ь, то (а, Ь) =  Ь.

Теорема 2 . Якщо а, Ь, с, й — ц ш  числа, пов’язаш сповводно- 
шенням а =  Ьй-\- с, то сукупш сть ст льних дольников чисел а о Ь 
зб 1гаеться з сукипшстю ст льних дольников чисел Ь о с; зокрема 
(а, Ь) =  (Ь, с).

Справд1, всякий спшьний дшьник чисел а 1 Ь (на гпдстав1 тео
реми 2, § 1) буде дшьником також 1 числа с. Навпаки, всякий 
сшльний дшьник чисел Ь 1 с буде дшьником числа а 1, отже, е 
спшьним дшьником чисел а 1 Ь. Отже, спшьш дшьники чисел а 
1 Ь збшаються 13 спшьними дшьниками чисел Ь 1 с, зокрема (а, Ь) =  
=  (Ь, с).

Контрольт запитання

1. Яке число називаеться найб1льшим сшльним дшьником двох чисел?
2. Користуючись означениям, знайд1ть найб1лыпий сшльний д|'льник 

чисел 15 1 0.
3. Як1 числа називаються взаемно простими?
4. Перев1рте, чи виконуеться теорема 2 для чисел: а =  650, Ь — 52, й =  12,. 

с =  26.

§ 3. Алгоритм Евкл1да I властивост! найбшьшого 
сш'льного дшьника двох чисел

Д ля знаходження найбшьшого спшьного дшьника дбох чисел 
е дуже простий споаб, вщомий ш д назвою алгоритму Евклща ’, 
або способу посл1довного дшення. Вш полягае ось у чому: при
пустимо, що а 1 Ь ц ш  числа, причому а > Ь л Ь >  0. Подшимо а 
на Ь 1 частку позначимо через*^, а остачу через /у, 0 <  гх <  Ь. 
Д ал1, подшимо Ь на т 1( добуту частку позначимо через ^  1 остачу 
через га; 0  <  г2 <  гх 1 т. д.

Процес вважаеться закшченим, коли д 1Стаемо остачу, що до- 
ргвнюе нулю. Легко переконатися, що описаний процес е сюнчен- 
ним. Справд1, внаслщок означения остач1 маемо ряд спадних цших 
додатних чисел: Ъ >  гг >  г2 >  . . .  . Але такий ряд не може мати

1 Слово алгоритм, або алгорифм, походить В1Д перекрученого латинським 
перекладачем 1меш видатного узбецького математика аль-Хорезм1, автора вщо- 
мого трактату з алгебри. Спочатку це слово означало «майстершсть Л1чби», а 
тепер вживаеться для позначення певноТ посл<довност1 операщй. Зокрема в ма- 
шинн1й обчислювальшй математищ роль алгоритму е фундаментальною

бшьш як Ь члешв. Запишемо тепер цей процес за Допомогою та
ко! системи р1вностей:

а =  Ы7о +  ги  0 < г 1 < Ь ;
ь =  Ш  +  гя, 0  <  г2 <  п ;

г1 =  г2д 2 +  г 3, 0  < г3 < г2, (1 )

гп_ 2 =  гп̂ п_ х + г п, 0  <  гп <  гп_ {,
ГгЯ «>

причому гп+1 =  0 .
На щдстав1 теореми 2, § 2 з р1вностей (1), розглядаючи !х 

зверху вниз, переконуемось, що спшьш дшьники чисел а 1 Ь зб\- 
гаються з спшьними дшьниками чисел Ь \ гг\ останш збшаються 
з спшьними дшьниками чисел гг \ г2 \ т. д. Отже, спшьш дшь
ники чисел а 1 Ъ збшаються з спшьними дшьниками чисел г
1 гп 1, нарешт!, вони збшатимуться з дшьниками одного числа' гп 
(на П1дстав1 теореми 1,§ 2).

Зокрема, маемо:

(а, Ь) =  ( у х) =  (г1г =  (/-„_!, гп) =  г„

Цим ми довели так1 дв1 теореми:
Теорема 1. Сукупшсть стльних дольников чисел а о Ь збогае- 

ться з дольниками ох найбольоио^о стльного дольника.
Теорема 2. Наибольший стльний дольник двох чисел а о Ь до- 

ровнюе останшй остачо алгоритму Евклода, що не доровнюе нулю. 
Оскшьки при знаходженш найбшьшого спшьного дшьника за до
помогою алгоритму Евклща кожна остача при дшенЪй е дшьником 
при наступному дшенш, то вщповщш обчислення зручно проводите 
за схемою, яку ми продемонструемо на такому приклад к

Приклад. Знайти найбшьший сшльний дшьник чисел 816 1 323. 
Обчислення найрацюнальшше розмютити так:

816 523,
646 2

323
170

170
1

170
153

К З
1

153 17
153 9
0

Тут остання, вЩмшна вщ нуля, остача дор1'внюе 17, отже, 
(816, 323) =  17. - *



Теорема 3. Якщ о два числа а о Ь помножити на нат уральне  
число т, то ох н. с. д. збольшиться у  т раз, тобто

{ат, Ьт) =  т (а, Ь).

Справд1 , помножаючи р 1вносп (1) на т, дктанемо нов1 р1 вноси 
де замкть а, Ь, гх, . . . ,  гп стоятимуть ат, Ьт, гхт, . . . ,  гпт  тобто 
алгоритм Евклща застосовано до чисел ат  1 Ьт; осюльки остання 
остача, що не дор1 внюе нулю, буде гпт, то дктанемо:

(ат, Ьт) =  гпт  =  т (а, Ь).
Теорема 4. Якщо два числа а о Ь подолити на охной спольний 

дольник 8, то на 8 подолиться оохной наибольший стльний дольник,

тобто ( у , | )  = ( г т ^ )  •
Справд1 , на шдстав1 теореми 3 знаходимо:

(а, Ь) =  (-1 • 8, |  • б) =  ( у  . | )  8, зв1дки ( у  . у )  =  НГ* '

Теорема 5. Д л я  того, щоб дольник й був найбольоиим спольним 
дольником двох чисел а о Ь, необходно о достатньо, щоб частки

-д- о ^  були взаемно просто, тобто =  1.

• Справд!, якщо (а, Ь) =  с1, то, за теоремою 4, маемо:

( ±  ± )  =  1  =  \.
\ ч '  а )  л

Навпаки, якщо ^  =  1, то, помноживши обидв1 частини 

ц 1 € 1  р 1 вност1 на й, зпдно з теоремою 3 дктанемо: (а, Ь) =  й.

Контрольна запитання
1. Як визначити найб1льший стльний Д1льник двох чисел? Як1 його основш

властивост!? _ .
2. Чому процес послщовного Д1лення в алгоритм! Евклща скшченнии?
3. На шдстав1 якоТ теореми написано р1вност1 (1)?
4. Що можна сказати про пор1вняльну величину остач гх, г ,.......... г„?
5. Перев1рте на числових прикладах справедлившть теорем 3, 4, 5.
%

|у §  4. Основш теореми про подмыпсть

Як насл1док з алгоритму Евклща дктанемо теорему, за допо
могою якоТ легко буде довести властивост^ взаемно простих чисел, 
ЯЮ е ОСНОВНИМИ ДЛЯ ВС161 теорп ПОД1ЛЫЮСТ1.

Теорема 1. Якщ о <1 —  найболыаий стльний дольник двох чисел 
а о Ь, то завжди можна знайти тако ц ш  числа х  о у, що буде  ̂
справедлива ровность: ах  4- Ьу — й : 1накше кажучи, найболымий

стльний дольник двох чисел завжди можна подати у  виглядо ло- 
нойноо комбонацоо цих чисел.

Справд1 , з р 1вностей (1), § 3 матимемо:

гх =  а —  Ц ,  =  1 • а +  (— #„) Ь =  ахх +  Ьух,

де ^1 =  1, у х = — <7 0; з наступноТ р1 вност1 , записано!' у вигляд1
гг =  Ь — г ^ ,  випливае, що г2 також можна подати у вигляд1 Л1-
ншноТ комбшацп чисел а \ Ь:

г„ =  Ь — {ахх +  Ьух) <7Х =  а (— дхх х) +  6(1 — дху х) =  ахг +  Ьу2,

де х2 =  — дхх х, уг =  1 — цху х — цш  числа. Так, переходячи В1 д 
р1 вност1 до р 1вност1 зверху вниз, ми дктанемо, що гп =  ахп +  Ьуп, 
де хп, уп — Ц1Л1 числа. Осюльки гп =  <1, то, позначаючи хп =  х, 
уп =  у, дктанемо р 1 внкть ах -\- Ьу =  д., що й треба було довести.

В и с н о в о к .  Якщо а о Ь взаемно просто числа, то завжди 
можна знайти тако цоло числа х  о у, що буде справедлива ров
ность

ах +  Ь у =  1. ( 1)

Теорема 2. Якщо добуток аЬ долиться на с о (Ь, с) =  1, то 
а долиться на с.

Справд1 , осюльки (Ь, с) =  1, то за теоремою 1 :Ь х - \ - с у =  1. 
Помноживши цю р1 внкть на а, дктанемо: аЬх +  асу =  а. Але Л1ва 
частина щеТ р 1вност1 при будь-яких шлих х  1 у  Д1 литься на с, отже, 
1 праиа частина щеТ р1 вносп, тобто а, дшиться на с.

Теорема 3. Якщо а долиться на Ь о .на с I ( Ь , \ )  =  1, то а 
долиться о на Ьс.

Справд1 , з а\Ь випливае, що а — Ь- ах, де а х — цше; дал1 , а-с, 
тобто Ьах\с, але (Ь, с) =  1, тод| за теоремою 2 ах\с 1 , отже, ах — 
=  са2. Таким чином, а =  Ьах — Ьса2. Ця р 1вшсть 1 показуе, що 
а\Ьс.

Теорема 4. Якщо два числа а о Ь взаемно просто з трет ом 
числом с, то й добуток аЬ взаемно простий з  с.

Справд1 , з умови (а, с) =  1 маемо: а х -{ -с у =  1. Помноживши 
цю р1вп^ть на Ь, дктаемо аЬх +  Ьсу =  Ь. Припустимо тепер суп- 
ротивне, тобто нехай (аЬ, с} =  й  >  1; тод1 л1ва частина р 1вност1 
аЬх-\-Ьсу =  Ь дшитиметься на д. 1 , отже, Ъ\<1. Але 13 зробленого 
припущення випливае, що й с \й \ отже, (Ь, с) =  й >  1, що супе
речить умов1 , зг 1дно з якою (Ь, с) =  1. Що й треба було довести.

Цю теорему можна узагальнити так: якщо кожне з чисел ах,
аг, . . . ,  ат  взаемно просте з кожним з чисел Ьх, Ь2......... Ьп, то
й добуток аха2 ■.. ат взаемно простий з добутком ЬХЬ2 . . .  Ьп.

Справд1, маемо (а„ =  1, де / =  1, 2, . . . ,  т, к =  1 , 2 ,
Тод1 , внасл1'док доведено! теореми, (аха2,Ьк) =  1, а отже, (аха2а3,Ьк) =  
=  1, 1 т. д. НареЩт1 , Д1-станемо (а,а2 . . .  ат, Ьк) =  1, а це означав, 
що добуток аха2 . . .  ат =  А взаемно простий з Ьк (к =  1, 2, . . . ,  п).



(А, Ьх) =  (А, ЬХЬ2) =  • • • =  (А, Ь1У Ь2 . . .  Ьп) =  1 ,

тобто добуток аха2 . . .  ат взаемно простий з добутком ЬХЬ2 . . .  Ьп.
В и с н о в о к .  Якщо числа а о Ь взаемно просто, то будь-якх 

окно натурально степено — взаемно просто числа.
Справд1, поклавши

ах =  а2 =  ■■■ =  ат =  а 1 ЬХ =  Ъ2 =  ■■■ = Ь п *=Ь,

дютанемо (ат, Ьп) — 1.
На П1дстав1 цього висноЕку можна твердити, що жодний нату- 

ральний степшь нескоротного дробу не може бути скоротним 
дробом о, зокрема, натуральным числом. Останне означав, що ко- 
ронь п-го степеня з натурального числа не може доровнювати не- 
скоротному дробу.

Контрольш запитання
1. Як розум1ти, що найбкпьший сшльний д1льник двох чисел е Тхньою л!- 

шйною комбшащею?
2. При якш умов1 числа а 1 Ь взаемно прост!?
3. Перел141ть властивосп взаемно простих чисел.
4. Довед1ть, щ о у ^ б — 1ррацюнальне число.

»
§ 5. Найбшьший сшльний д!льник кшькох чисел

Якщо ц ш  числа аи а2, . . . ,  ак ВС1 дшяться на деяке натуральне 
число 8 , то 8 назиг ають ш п м  спшьним дольником. Найбшыний 13 
спшьних дшьниюв називаеться ш пм  найболыиим спольним дольни-' 
ком 1 позначаеться символом (аи  а2, . . . ,  ак).

Якщо найбшыний сшльний дшьник чисел аи  а2, . . . ,  ак дор1в- 
нюз 1, то щ числа називаються взаемно простими. Якщо кожне 
з чисел ах, а2, . . . ,  ап взаемно просте з кожним шшим з них, то 
ц! числа називаються попарно взаемно простими (або попарно про
стими).

3 цих означень виходить, що коли числа ах, а2, ак попарно 
взаемно просто, то вони будуть о в?^смно" простили.дС правд1, 
якби_прй~цьему (с ,г -а 2, . . . ,  ак) =  с1 > \  1, наприклад а, дши- 
лося б на й \ а2 дшилося б на й, то ах I а2 не були б гзаемно 
просп, а це суперечить тому, що щ числа попарно взаимно прост).

Обернене твердження взагал1 несправедливе, що видно хач би 
з такого Црикладу: (35, 21, 16) =  1, але (35, 21) =  7.

Очевидно, що для двох чисел поняття «попарно взаемно просто 
1 «взаемно простЬ зб1гаються.

Стттоб знайти найбшыний спшьний дшьник бшын як двох ч^сел, 
можна скористатись таким твердженням:

(# 1 , ^ 2> . • а к—\> а к) —  ((а 1 > а 2> • • •> а к—1 ) ’ а к)'

(#1, а2) =  й2, (й2, а3) =  с13, . . . ,  {с1к_ 2, ак_^)— йк_ х, (с1к_ 1 ,ак) —(1 к,
( 1)

1 покажемо, що

(а 1> а 2> • • •> ак—1> ак) ~  №к—1> =  ^к'
Д ля к =  2, тобто для двох чисел а 1 1 а2 твердження справед- 

ливе 1 за теоремою 1 , § 3 матимемо, що спшыи дшьники чисел 
ах 1 а2 зб1гаються з дшьниками Л2. Припустимо, що твердження 
справедливе для к — 1 (к >  3) чисел а х, а2, . . . ,  ак_ х 1 покажемо, 
що воно справедливе для к чисел. 3 останньоТ р1вност1 ( 1), за тео
ремою 1, § 3 матимемо, що спшьш дшьники чисел йк_ х 1 а к 3 6 1 - 
гаються з дшьниками йк, але за припущенням спшьш дшьники
чисел ах, а2......... ак_ х зб1гаються з дшьниками йк_ х, 1, отже, спшьш
дшьники чисел а}, а2, . . . ,  ак_ г, ак зб1гатимуться з дшьниками 
числа йк. Оскшьки найбшыний дшьник числа <1к е саме (1к, то й д1- 
станемо, що (а1; а2, . . ак_ 1г ак) =  йк =  ( ^ _ х, ак). Зокрема (а1У 

ак_ 1) =  йк_ х, а тому (ах, а2, . . . ,  ак_ х, ак) =  ((ах, а2, . . . ,  
ак_1), ак), що й треба було довести.

3 доведения випливае, що задача в1дшукання найб1льшого сп1ль- 
ного Д1льника б1льш як двох чисел зводиться до такоТ само! задач! 
для двох чисел, тобто до вщшукання чисел й2, с13, . . йк.

Переглядаючи подане внще доведения, легко перЛонатися, що 
теорема 1, § 3 справедлива бшьш як для двох чисел. Так само 
будуть справедлив! бшьш як для двох чисел 1 теореми 3, 4, 5, 
§ 3, бо в1д множення на натуральне число т  або в!д дшення на 
сп!льний дшьник 8 у а х  чисел ах, а2, . . . ,  ак в1дпов1дно помно
жаться на т  або подшяться на 8 вс1 й2, (1Ъ, . . . ,  йк.

/  Контрольно запитання
1. Яка р 1зниця М1 ж  поняттями «взаемно прост! числа» ! «попарно взаемно 

прост! числа»?
2. Яке з понять «взаемно прост!» 1 «попарно взаемно прост!» е наследном 

другого? Коли ц! два поняття зб1гаються?
3. Покаж!ть справедливкть теорем 1, 3, 4, б, § 3 для к!лькох чисел.

§ 6 . Найменше сшльне кратне
ч

Нехай дано два натуральних числа а I Ь. 1снуе неск!нченна 
множина ц1лих чисел, як1 Д1ляться одночасно на а 1 Ъ, тобто е 
стльними краткими цих чисел. Це, наприклад, числа аЬ, 2аЬ, . . . ,  
тому особливого значения набувае поняття найменшого сильного 
кратного цих чисел.

Наймешиим спольним кратним  (скорочено н. с. к.) натуральних 
чисел а 1 Ъ називаеться 1х спшьне кратне т, яке е найменшим се
ред ус1х натуральних сшльних кратних цих чисел, тобто найменше



натуральне число, що дшиться на а 1 Ь. Будемо його позначати 
символом [а, Ь].

Нехай М  — будь-яке довшьне спшьне кратне чисел а 1 Ь. Через 
те що воно д 1 литься на а, то М  =  ак, де к — щле. Але М  дшиться 
також на Ь, тому щлим мае бути й

Л  а ц .

Ь с ! ' Л  с !
Поклавши (а, Ь) =  й, маемо а =  а Д  Ь = Ь 1й, 1 вираз (1)

можна подати так: ~ , де (а1у 6Х) =  1. Через те що ~  е цше 1 01 0̂
(ах, 6Х) =  1, то, за теоремою 2 , § 4, к мае дшитись на Ь1г тобто 

к =  Ьх( =  ^  , де I — цше число. Звдеи  маемо:

М =  ^ / .  (2 )

Навпаки, очевидно, що всяке М  такого виду кратне як а, так 
1 Ь. Отже, формула (2 ) дае загальний вигляд у а х  спшьних крат- 
них чисел а 1 Ь.

Найменше спшьне кратне дктанемо при I =  1. Отже, маемо

I а > Ь )= т  =  % = ^ у  (3)

Формулу (2), виведену для М, можна тепер переписати так:

« - 5 Г 7 )  <2'>

3 р1вностей (2 ') 1 (3) випливають таю теореми:
Теорема 1. С пиьт  кратш  двох чисел а I Ь зб1гаються з крат

кими ёхнього найменшого стльного кратного (або, що те саме: 
всяке стльне кратне М чисел а » Ь делиться на 1хне найменше 
стльне кратне т).

Теорема 2. Найменше стльне кратне двох чисел дорёвнюе ёх- 
ньому добутку, поделеному на гхшй найбёльший стльний дёльник.

Теорема 3. Найменше стльне кратне двох чисел а ё Ь тодё
4 тёльки тодё дорёвнюе ёх добутку, коли а I Ь взаемно просте.

Справд1, якщо (а, Ь) =  1, то [а, Ь] =  =  аЬ. Навпаки,

якщо [а, Ь] =  аЪ, то, враховуючи, що [а, Ь] =  > робимо

висновок, що (а, Ь) — 17
Поширимо тепер пойяття найменшого спшьного кратного бшьш 

як на два числа.
^Здано натуральш числа а х, а2, . . . ,  ак (к > '2 ). Цше число, яке 

Д1литься на кожне з цих чисел, називаеться спёльним кратним  цих 
чисел. 1снуе, очевидно, нескшченна множина спшьних кратних цих

чисел. Найменше натуральне з них називаеться найменшим спёлЬ- 
ним кратним даних чисел. Позначатимемо його символом [ах, 
а2, . .

Щоб знайти найменше спшьне кратне бшьш як двох чисел, 
можна скористатися таким твердженням:

[#1> а2.........^к— 1, =  ^2> • • •>
Справд1, введемо позначення:

[ах, а2] =  т 2, [т2, а3] =  т3, . . . ,  [тк_ 2, ак_ х] =  ( 1)
=  Щ - 1 , [ щ - 1. а*] =  т к

1 покажемо, що
Юь а2..........ак_ и ак] =  [т* _ х, ак\ =  т к.

Д ля к =  2, тобто для двох чисел а х 1 а2 твердження справед- 
ливе 1 за теоремою 1, § 6  матимемо, що спшьш кра^ 1  чисел ах 
1 а2 зб1гаються з кратними числа т 2. Нехай твердження справед- 
ливе для к — 1 (к >  3) чисел ах, а2, . . .  , ак_ г, покажемо тод1, що 
воно буде справедливе 1 для к чисел. 3 останньо! р1вност1 ( 1) за 
теоремою 1, § 6  матимемо, що спшьш кратш чисел тк_ х 1 ак зб1- 
гаються з кратними числа тк, але за припущенням спшьш кратш 
чисел аи а2, . . . ,  ак_ х зб1гаються з кратними числа тк_ г 1 отже,
спшьш кратш чисел а1г а2......... ак_ х, ак, зб1гатимуться з кратними
числа тк. Оскшьки найменше натуральне число кратне числа т к 
е саме тк, то й дктанемо, що [ах, а2, . . . ,  аА_ х, ак] =  т к =  
=  [тк_ г, ак\. Зокрема, [ах, а2, . . . ,  аА_ х] =  тк_ х, а тому

[ах, а2, . . . ,  ак_ 1У а =  [[ях, а2, . . . ,  я^_х], о^],

що й треба було довести. 1
3 доведения випливае, що задача вщшукання найменшого сп1ль- 

ного кратного бшьш як двох чисел зводиться до тако! само! задач1 для 
двох чисел, тобто 'до вщшукання чисел т 2, т 3, . . .  тк.

3 доведения випливае справедливкть теореми 1 бшьш як для 
двох чисел.

Легко також узагальнити теорему 3, § 6 б1льш як для. двох 
чисел.

^Теорема 4 . Найменше стльне кратне кёлькох чисел дорёвшое ёх- 
ньому добутку тодё I т иьки  тодё, коли щ числа попарно взаемно 
прости .

Справд1, припустимо, що щ числа попарно взаемно прост1, тод1 
маемо:

[Ох, Ог] =  ^ 2  =  аз) =
[т2, а3] =  т3 — т 2а3 =  аха2а§, (т3, а^) =  1

1 т. д. Маемо:

[ях, а2, . . ., =  я хй2 • • • &к"



Навпаки, якщо [аи  а2, ак] = а ха 2 . . .  ак, то числа аи  
а2, . . . ,  ак попарно взаемно простк

Справд1, припустимо, що серед чисел аи  аг......... ак е хоч одна
пара не взаемно простих, наприклад: (а1; а г) =  8 >  1. Позначимо 
а, =  иЬ, а« =  а8.

Число
М. =  иьЪа&х . . .  ак <  а 1а 2а8 . . .  ак,

бо иоЬ =  ^  <  аха2.

Тим часом М  дшиться на числа: а , =  «8, а 4 =  р8, а3, . . . ,
отже, М е спшьне кратне, яке е меншим В1д  н. с. к., що немож
ливо. Отже, кожн1 два з даних чисел взаемно просп.

Приклад. Знайти [343, 147, 231].
Знаходимо спочатку [343, 147].
Д ля цього за допомогою алгоритму Евклща визначаемо (343, 

147) =  49, а тому

[343, 147] =  — |у —  =  1029.

Тепер знайдемо [343, 147, 231] =  [1029, 231]. Для цього об-
числюемо (1029, 231) =  21, а тому

[1029, 231] =  -0” ' 231 =  11319.

Отже, маемо
[343, 147, 231] =  11319.

Контрольна запитання
1. Яке число називаеться сшльним кратним даних чисел?
2. Яке число називаеться найменшим сшльним кратним двох чисел? Юль- 

кох чисел?
3. Чому дор1внюе найменше сп!льне кратне двох чисел?
4. Чи справедлива теорема 2, § 6 для кшькох чисел. Чому?
б. Узагальшть теорему 3, § 6 для кшькох чисел.
6 . При як!й умов! найменше сшльне рратне юлькох чисел дор1внюе IX- 

ньому добутку?

§ 7. Зв’язок алгоритму Евклща 
з неперервними дробами

Алгоритм Евшпда використовуеться також 1 для знаходження 
найб1льшоТ сшлыюТ М1 ри двох в]'др1зк1в а 1 Ъ. Як у цьому випадку,. 
так 1 в розглянутШ задач1 знаходження найбшьшого спшьного дшь- 
ника двох чисел а \ Ъ за допомогою цього алгоритму, вщбуваеться

розкладанням дробу — в так званий неперервний, або ланцюговий,

Припустимо, що а  1 Ь е эадан! натуралып числа. Застосуемо 
до них алгоритм Евкл1да г

а — Ьчо +  г^, у  =  <70 +  =  90 +  - у ,

ТУ

ь ~  Г1Я1 +  гг> у  =  Я\ +  ~  =  Я\ +  ~ ,
1 1 IX

Гг
'■1 =  М , + г » ; ^ = 9г+ ; ^  =  ^ 1 ,

г*

—\Яп—1 +  гп; +  ^  =  Яп- 1  +  ~  ,
Тп—1 /1—1 Г п  1

гп

* п— 1 ^пЯп’ ~~р “  Яп>• п
8В1ДКи|
а _  1 1
ъ — я оН ; =  <7<Н---- 1— =  • • • —Яо~

С,1 +  ~ ~ Т  4 1 + ---------р  *  +  ■

г% г3
Вираз у правш частиш мае назву оконченного неперервного, або 

ланцюгового, дробу ^вш шби складаеться з окремих ланок ^0,

Ч\ ’ " '  ^ 0Г0 часто п°значають символом [<7„; ц2, . . . ,  <7Я].
Отже,

■г =  [̂ 7о» Я\* Яг> • • •» Яп\ — Яо + --------------- г »
41+ *• + ~

Яг,

де п називаеться довжиною неперервного дробу, а числа ^0, а1, 
......... — неповними частками.

Якщо у  — правильний др!б, то д0 =  0 1 матимемо такий роз-
клад:

~  ® Н р  == [®1 Чи 9а» • • •» 7я1"
? ! + '•  +

Я̂п

Якщо ж дано вщ’емний др1б , то його завжди можна подати

так: — к +  ^  , де к —  цше додатне, а у  — правильний додатний 
дрхб.



Отже:

—  Ь  +  ^  =  [— к\  Я и Я г ............ <7„].

де вс1 с/,, кр1м 9 0 =  — к, додатш.
Зауважимо, що всяке число можна розглядати як неперервний 

др1б, який мае -ильки одну ланку: наприклад, 5 =  (5]. Д р 1б виду
1 1— можна розглядати як неперервнии дрю з двома ланками: — =

=  [0; а]. За означениям довжини неперервного дробу щле число 
матиме довжину, що дор1внюе нулю. Отже, доведено таку теорему.

Теорема. Будь-яке ращональне число можна розкласти в скш- 
ченний неперервний дрьб виду ( 1 ) ,  де — будь-яке щле число а 
д2, . . .  — натуральт числа.

Дроби

Ро_% _п _1____Р г_____ п _1_______ *
Яо

Яг

5  =  , »+ 7 Т - 1 - г (‘ < п >  (2)
?1ПГ

називаються тдхёдними дробами. Очевидно, що останнШ пщхщний 

др1б у розклад1 ращонального числа г =  —■ дор1внюе цьому числу,

тобто ^ ! =  4 - • Д Р!б ?  =  №о'> <7х......... Як\ називаеться тдхьднимО.П ® Чк
дробом порядку к вщносно даного неперервного дробу, причому

пщ Р к 1 0_к розум1тимемо чисельник 1 знаменник дробу ^ , який

дютаемо формальним згортанням право! частини [д0; <7Х..........як]
без-будь-яких скорочень (якщо нашть вони й можлив1).

З а у в а ж е н н я .  Якщо поставити вимогу, щоб останнШ знамен
ник був бшьший вщ одинищ, то розклад ращонального числа в не
перервний др1б буде единим. Якщо ж не вимагати, щоб <7„ >  1, 
то можна дане ращональне число розкласти в неперервний дртб 
двома способами: якщо один з них дае розклад [д0; я и . . .  , яп- к  
цп] 1 <7„ >  1, то другий [д0; <71. Я п ~  !> Ч- ТУТ чи сл 0  ланок 
зШльшуеться на одиницю, останнш знаменник яп+г =  1. Якщо маемо 
розклад [<?0; . . . ,  яп_ г, 1], то його можна подати так: [<70;
<7х, . . . ,  Яп- 1 , 1]. Тут число ланок зменшуеться на одиницю, 1 
останшй знаменник яп—1 +  1 >  1- Де зауваження дае можлив1Сть 
вибирати номер останнього пщхщного дробу (при розкладанш в,не
перервний др1б) парним або непарним.

У
Контрольна запитання

1. Як пов’язаний алгоритм Евклща з неперервними дробами?
2 . Яке число називаеться довжиною скшченного неперервного дробу ( 1)?
3. Якими числами е <70, <7а, • • ■> Яп* Як вони називаються?
4. Як! дроби називаються шдх1дними до неперервного дробу (1)?
5. Коли розклад рацюнального числа в скшченний, неперервний др!б € 

единим?

§ 8. ОСНОВШ властивосп' ШДХЩНИХ дроб!в

Теорема 1. Чисельники I знаменники трьох посл1довних тдх1д- 
них дроб1в пов'язаш залежностями

Рк+1 =  Як+ 1^к +  ^к—1> Фк+1 =  Я ь+ А  +  Як-1' > 0  ( 0

Зауважимо спочатку, що Р к \ С}к залежать лише вщ с/0, <7Х> 
Яг* • • ■ > Як'

Цю теорему доведено методом математичноУ шдукцц. У спра- 
ведливоси рекурентних формул (1) для к =  1 переконуемося без- 
посередньо: |

5 ” Т ’ %  =  1;к = ̂ + 1 =
^  =  п  -(-• 1 =  г , Яг _  (Я0Я1 +  0 Яг +  Яо _  Я гР \  +  Рр
Я г  °  0 Я1Яг +  1 Я \ Я г +  1 Я гЯ \ +  Я о '

Яг

Припустимо тепер, що щ формули справедлив! для пщхщного 
дробу порядку к (к >  1) 1 доведемо, що тод 1 вони будуть такими 
самими 1 ДЛЯ ПЩХЩНОГО дробу порядку к +  1.

За припущенням маемо:

—  =  Я к Р к —1 ~Н Р к —2 
Як ЯкЯк—1-\~Як—2

Але П1дх 1дний др!б порядку к +  1 утворюеться з пщхщного дробу 
порядку к додаванням до нього одше'1 ланки, тобто замшою цк на
Як + — т[ • Отже,

Рк+х _  9й + г) к~ Х А~ 2 _  ЯЬ+1 (ЯкРк+1 +  Рк-ъ) +  Рк 1  
Як+\ /  ̂ 1 \ Як+1 (.ЯкЯк+1 +  Як-г) +  Як- 1

I Як +  -----I Я к — г ~ { -Я к - г
\ Я к + 1 /

—  Як+1Рк +  Рк- 1 
Як+1Як +  Як- 1

к



що й доводить таке твердження. Рекурентш формули (1) не т1льки 
дають зручний спосмб обчислення шдхщних дробш, але е також 
формальною основою вае! теорп неперервних дроб1в. Чисельники 
1 знаменники п1дх1дних дроб1в дошльно обчислювати за такою 
схемою:

к 0 1 2
-

к — 2 6— 1 к га— 1 га

Чк Чо Ч1 ?2 2 Чк—г Чк Чп — 1 <7л

Рк 1 о II л 2 Р к — 1 Рк Р п Я „ = а

Чк 0 Со=1 & <?» ФА — 2 <2а_1 Чк Фл —1 0 „ = 6

Приклад. Розкласти в неперервний др1б число — щ  1 обчислити

ВС1 ШДХ1ДН1 дроби.
.■ • '  99 , , . 71 .
Маемо:— -р^ = — 1 + 7 7 3 »

170 71
42 2

71 28
56 2

28 15
15 1

15| ^
13 1

131~2
_2П Г б .

0| 2

Отже, шуканий розклад буде

— Ш  [— 1; 2> 2> и  1  6’ 21 =  _ 1  +  ^ 1 1

к 0 1 2 3 4 5 6

- Г 2 ‘ 1 1 6 2

Рк , ^ —1- —3. —4 —7 -  46 —99

<>к 0
0 *

2. 5 7 12 79 170

ж  * $ . = - 1 ;
/>1 _  
Ч г ~

1 , 
2 ’

Я,
Чг

3 . 
5 ’

Р з '_
<?з

4
7 <?4

5
Чь

4 6 . Р , 
79 ’ <3, 170’

Теорема 2 . АНж чисельниками г знаменниками двох посл1довних 
мдхьдних дробь в мае мьсце залежшсть:

Рк+\0 к — Р кЯ ш  — (— 1)* (к >  0 ).
Справд!, знайдемо р1зницю:

(2)

Рк+ 1 ____ Нк+1
ЧкЧ,к*к+1

де
^к+1 ~  Рк+1@к ' ' РкО-к+й

шдставляючи замють Рк+1 \ (}к+1 1ХН1 вирази з формул (1), мати
мемо:

^к+ 1 “  (Як+1^к  +  Рк-х) 0 к Рк (Як+$к +  ^А-^) =  ? к -А к  — 
РкЯк—1 ~  ^к,

ЗВ1ДКИ Н к+1 =  — Н к.
Але з цього сшввщношення в поеднанш з тим, що /г, =  

=  Л З о  — Л А  =  (<7о?1 +  1) • 1 — 90^1 =  1, а отже, Н2 =  — 1 1 т. д., 
маемо Нк+1 =  (— 1)*, тобто Рк+1<Зк —  Рк0 к+1 =  (— 1)*- Цим теорему 
повшстю доведено.

Зокрема, в попередньому приклад1 маемо:
Л<?4 - т  =  - 4 6 -  1 2 - ( - 7 )  79 =  (— I ) 4 =  1.

В и с н о в о к  1. Рьзницю мьж двома сум 1жними тдхьдними 
дробами можна подати у  виглядс

к+1
2*-и

(3)



В и с н о в о к  2. Кожний пёдхёдний дрёб е нескоротним. 
СправдЬ припустимо, що (Рк, С1к) — сё>  1, тод1 л1ва частина р1в- 

ност1 (2 ) мае дшитись на д., а отже, 1 права частина щеТ р1вносй 
(— 1)* також мае дшитись на с1 , що неможливо.

З а у в а ж е н н я .  Якщо рашональне число — розкласти в непе-
р

рервний др1б, ТО ОСТЗНН1Й ПЩХ1ДНИЙ Др1б ~  у цьому розклад! неско-
Ч.п

х ротний 1 доревнюе Отже, розкладгГння в неперервний др1б дае
\  зм^гу скорочувати дроби.

Приклад. За допомогою розкладання в непер'ервний др1б скоро- 
... 1180 

ТИТИ ДР1б Т829 *

Маемо: =  [0; 1, 1, 1, 4, 2]. Знайдемо тепер останшй пщхщ-
ний др 16 у цьому розкладк

ч 0 1 1 1 4 2

рк 1 0 1 1 2 . 9 '20

Як 0 1 1 2 3 14 31-

О . Рп Рь 20 . 1180 20
Зв1ДСИ (}п —  <2  ̂ —  31 о т ж е > 1829 — 31 ’

Теорема 3. Пёдхёднё дроби парного порядку ёз зростанням 
номера дробу утворюютъ зростаючу послёдовнёсть, а пёдхёднё 
дроби непарного порядку — спадну послёдовшсть, отже, будь-який 
пёдхёдний дрёб непарного порядку бёлыиий за будь-який пёдхёдний 
дрёб парного порядку.

Доведемо спочатку, що для в ах  /е >  2

р ь ( -0 * —V*
Як_ 2 ЯкЯк- 2

Справд1, користуючись теоремами 1 1 2 , маемо:

Р/г—2 __  Рк - 2̂ к ~  РкЯк—2 _
Я к - 2  Я к  Я ь Я к - 2  

_  ( Ч к Я к - 1  +  Я к - г) Р к - 2 ~ ( Я к Р к - \  +  Р к - 2 >  Я к - 2 _  (—
ЯкЯк—2 ЯкЯк—2

Зауважимо, що знаменники шдхщних дроб1в зростають 13 збшь- 
шенням номера дробу (Як =  ЦкЯк-\ +  Як- 2  >  Як- 1  +  Як- 2  >  Я к-1- 
Тому 3 ДОВеДеНОУ р1ВН0 СП МОЖНа ЗробиТН ВИСНОВОК, ЩО ШДХ1ДШ

дроби парних порядшв утворюють зростаючу послщовшсть, а пщ- 
Х1ДН1 дроби непарних порядюв— спадну послщовшсть. Д ал 1, вна- 
слщок  ̂теореми 2 , кожний пщхщний др1б непарного порядку 
бшьший вщ дробу беспосередньо нас(тупного парного порядку; але, 
очевидно, що

[ Р1 > ^  
я о ^ я ,  в , як

при довшьному к, отже, в а  пщхщш дроби парного порядку менпп 
вщ ус1х шдхщних дроб1в непарного порядку.

Знаючи, що др 16 ~  дор!внюе ~  (останньому шдхщному дробу), 
можна записати:

' Я, ^  <?3
Н ер1вност1 (4) 1 доводить нашу теорему.
К р1м цього, нер1вност1 (4) показують, що розкладуваний др!б

® =  ~Ь 3авЖ ДИ М1СТИТЬСЯ М1Ж ДВОМЭ б у д ь -я к и м и  СуМ1ЖНИМИ 2 ПЩХЩ-

ними дробами, штервал М1Ж якими 13 зростанням порядку змен- 
щуеться. Цим 1 пояснюеться назва «пщхщш дроби». Нер1вносп (4 )
показують нав1ть бшьше, а саме, що лежить М1ж будь-яким
парним 1 будь-яким непарним пщхщними дробами.

Х еорема 4. Парт пёдхёднё дроби дають наближення до
а ~  ~ь 3 нед°стачею, а непарнё — з  надвишком, причому, оцёнка
похибки визначавться нерёвностями:

а — 1
< 4 .Як(Яь.+ Як—у) р* (5)

Справд1, перше твердження беспосередньо випливае з нер1вно- 
стей (4). Д ал1, на пщстав! теореми 3, можна записати, що

« - А с рш Рк 1

Як Як+1 Як ЯкЯк+1
(див. теорему 2 ), 1 через те що <&+, > Я к +  Я к-и  то

Як ЯкЯк+ Як^к + Я к - ^ а * '

1 У  нер!вностях (4) два знаки <  1 >  одночасно р1вностями бути не 
можуть.

2 Будь-як1 П1ДХ1ДШ дроби, що стоять поряд у ряд1 ~  ^ ............. ,
Яо Я1 я к

називають сум1жними-.



З а у в а ж е н н я .  Хоч оцшки похибки
1 _1_

Ч к  ( 4 к +  4 к - 1) ’ 0%

4 прцп, ш ж  оцшка — , але вони значно зручншй, бо при 
ч/№к-|-1

0 Ц1 НЦ1 » ,п — г не потр1бно знати знаменник С& + 1  наступного
Ч к  (Ч к  +  Ч к - \ >  1

П1ДХ1ДНОГО дробу, а Т1льки попереднього, а при оцшш  похибки —
Чи

взагал 1 не потр 1бно знати знаменник ш попереднього, ш наступного 
П1ДХ1ДНОГО Дробу.

Контрольт запитання
1 . Як пов’язаш М1ж собою чисельники 1 знаменники трьох посл1довних

П1ДХ1ДНИХ Дроб1В? . .
2. Перев1рте формулу (1) для трьох посладовних пщхщних дробш у роз-

99
к л а д 1 чи сла — в н еп ер ер вн и й  д р 1 б.

3. 3  я к о ю  м етою  в т аб л и щ  д л я  зн аход ж ен н я гадхщ них д р о б 1 в у  стовпщ  
п ер ед  Р0 1 <2о с т а в л я т ь  ч и сла 1 1  О?

4. Я ки й  з в ’язо к  ^пж чи сельн и кам и  1 знам енникам и  двох п о сл 1довних  пщ -
Х1ДНИХ ДР061В? .

5. Ч ом у  б у д ь -як и й  П1ДХ1ДНИЙ др1б п арн ого  п о р яд к у  менший В1Д будь- 
як о го  ш дхщ н ого  д р о б у  неп арн ого  п о р яд ку ?

6. Ч о м у  д о р 1 вню е п о х и б к а , я к у  д о п у ск аю ть  при зам 1 Ш рац ю н ал ьн о го

числа 4 -  П1дх1дним дробом  ?
Ь Чк

§ 9. Застосування неперервних дроб1в до розв’язування 
невизначених р1внянь першого степеня з двома невщомими

Розв’язування невизначеного р1вняння перш ого степеня з двома 
невщомими, тобто р1вняння

ах +  Ьу — с, (1)

в загальному випадку не становить штересу, бо, надаючи одному 
з нев1домих дов1льного значения, зразу ж дютаемо значения дру
гого невщомого. „ . .

Набагато щ кавш ою  \ складшшою буде така задача: знаити цш 1 
розв’язки р1вняння (1) при щлих а, Ь \ с. Вона тюно зв’язана з
питаниями подшьностг, так, наприклад, при довшьному цшому

• с — Ьу
значенш у  р 1зниця с — Ьу буде цшою, але вщповщне х  — — -— ,

взагал1 кажучи, при цих значениях у  не буде  щлим; все залежа- 
тиме в!д под1Льност1 с —  Ьу на а.

Доведемо таю два твердження.
Теорема 1. Якщо права частина рьвняння (1) не дыиться на 

найбыьший ст льний дьльник й =  (а, Ь) коефщентьв л 1во'1 час
тини, то це рьвняння не мае розв’язт в у  щ лих числах.

Справд1, при довшьних шлих х  1 у  Л 1в а  частина р1вняння (1) 
дшиться на (I, а права — не дшиться на <1 , що суперечить тео
рем! 2 , § 1.

На да л 1 можна буде обмежитись р1внянням (1), в якому (а, Ь) =  
=  1, бо якщо (а, Ъ) =  (1 >  1 1 с дшиться на с1, то, скоротавши 
обидв1 частини р!вняння (1) на й, матимемо, що в новому р 1внянш 
(а, Ь) — 1. Можна вважати також, що а 1 Ь недор1внюють нулю. 
Коли б хоч один коефщ ент дор1внював нулю, то ми мали б фак- 
тично одне р 1вняння з одним невщомим.

Теорема 2 . Якщо х г I у х е яка-небудь пара щ лих значень 
х  I у, що задовольняють рьвняння (1), де (а, Ь) =  1, то загаль- 
ний розв’язок цього рьвняння в щ лих числах можна подати у  
виглядь: к .

х = * х 1 +  Ы, ^ у  ~ у 1 —  а(,

де I — дов'ьльне щле число.
Справд1, за умовою теореми, маемо: ахх +  Ьуг =  с.
Вщшмаючи цю р1внють. почленно в1д р1вняння (1), знайдемо:

а ( х — х 1) +  Ь (у  —  у1) =  О,
и — и л а

Оскшьки (а, Ь) — \ за умовою, то

у — У1 =  — а(, х  —  х 1 =  Ы, 

де I — довшьне цше число, 1 остаточно маемо:

х  =  х х -\-Ы , у  =  у 1 —  а 1 .

Отже, розв’язування р1вняння (1) в щлих числах зводиться до 
знаходження якого-небудь окремого розв’язку цього р1вняння.

Розкладемо в неперервний др1б1; нехай ~п буде останшм шд-
Чп

Х1дним дробом у цьому розклад1, тод! ^ . За умовою (а, Ь) =

=  1 ,1  тому що всякий шдхщний др!б нескоротний, то (Р Ю  ) =  1 
отже, Рп =  а  I <?„ =  Ь. п* Чп> ’

1 Зауважимо, що а \ Ь, тобто коеф1щенти р 1вняння ах +  Ьу =  с, завжди 
можна вважати натуральними числами. Д ля цього досить, в раз! потреби 
в!дпов1Дно зм!нити знаки перед х  \ у. Наприклад, р 1вняння 12л:— 19у =  7 
записуемо так: 12л: +  19 (— у) =  7, або 12л: +  19К =  7, де л: =  л:, У => — у.



Скориставшись теоремою 2, § 8 , матимемо:

Р & п -г — Р п -З п  =  (— I)"-1 . або аС1п-\ ЬРп- \  =  ( - 1 ) п" 1.

Помноживши останню р^вшсть на (— 1)л~ 1 • с, дктаемо:

а  [ ( _ 1 ) — | с<3„_ 1] +  Ь [ ( - 1 ) ^ Р „ _ , ]  =  с.

Пор1внюючи знайдену р 1вшсть з р1 внянням ах +  Ьу — с, пере-
конуемось, що

=  (— 1 Уг =  ( - 1  )псРп-\
е частинним розв’язком заданого р1вняння. Цим, беручи до уваги 
теорему 2 , доведено таке твердження:

Теорема 3. Загальний розв’язок у  щ лих числах невизначеного 
р1вняння ах +  Ьу =  с, де (а, Ь) =  1, можна подати у  виглядь

х  =  (— 1)л—'сфп-1  +  Ы; у  =  (— 1 — а/, (2)

де I — дов1льне щ ле число, а Рп—\ * Яп—\ — чисельник I знаменник 
передостаннього тдхедного дробу в розклад1 ^  в неперервний дреб.

Приклад. Розв’язати в цших числах р1вняння — 117л: +  343г/=  
=  119.

Насамперед перепишемо задане р1вняння так: 117 (—х) +  343у  =  
=  119. Тод1 стоятиме завдання визначити нев1дом1 —х  та у.

Розкладаючи ^  щ  в неперервний др!б, дктанемо:

-  [0; 2, 1, 13, 1, 1, 1, 2].

У даному випадку п — 7, Рп- \  =  Р е =  44, (}п- 1 =  <2е =  129,
1 одним з частинних розв’язк1в р1вняння буде:

—х 0 =  (— I)6 • 119 • 129 =  15351;
Уо _  ( _ 1 ) 7 . Ц 9 44 =  —5236.

Загальний розв’язок, за формою (2), запишеться так.
—х =  15351 + 3 4 3 / ,  у * * —5236 — 117/,

аб° л: =  — 15 351 — 343/, у  =  —5236 — 117/л.

Тут ми дктали пор1вняно велию за абсолютною величиною 
частинш значения х0, у0, але з загального розв’язку легко дютати 
1НШ1 окрем! значения для х  \ у, яю будуть неимении за абсолют
ною величиною. Якщо покладемо ./ =  —45, дютанемО х х -  84,
уг =  29, 1 загальний розв’язок р1вняння буде:

* =  84 +  343/; у  =  29 + 1 1 7 /.

Тут / заменено на —/.

Зауважимо, що можна було б у щй задач1 зразу визначити 
х  1 у. Справд!, розкладаючи — щ  8 неперервний др!б, дктанемо

маемо п =  8 , а =  — 117, Ь =  343, с =  119, Рл_ , =  р .  =  *_4 4 . 
=  0 , =  129; тому 7

* 0 =  (— I)7 - 119- 129 =  — 15351,
Уо =  (— I )8 П 9 - (—44) =  —44-  119 =  —5236.

Отже,
х =  — 15 351 +  343/, # - = —5236 +  117/.

При / =  45 дктаемо той самий результат:
* =  84 +  343/; у  =  29 +  117/.

На заюнчення цього параграфа спинимось на одному елемен- 
тарному способ 1 розв’язування невизначених р1внянь першого сте
пеня, який, по сут1, зб1гаеться з поданим вище, але не потребуе
знания теорн неперервних дроб1в; цей спос1б рашше часто викла- 
дали в курсах елементарноТ алгебри.

Д ля визначеносп покладемо | а | >  | Ь | 0; тод1 з р1вняння
ах +  Ьу =  с дктанемо у  =  - ь ах ; покладемо с =  Ъцх +  гг 1 а =
— Ьз +  аи  де \а 1 \< .\Ь \,  | гг | <  | Ь |; тод1, вщокремлюючи щлу 
частину, дктанемо:

у  =  Ч1 - 8Х +  ^ = ^ .

Вимога, щоб у  було щлим при щлому х, екв1 валентна вимоз1,

щоб ь 1 =  /) було щлим числом. Отже, можна записати нове
р1вняння з двома нев1домими х  1 /1( але вже з коефщкнтами 
ктотно меншими х:

Ых +  ахх  =  Г].

Аналопчно перетворюючи останне р1вняння, прийдемо до нового 
р1вняння з коефвдентами, ктотно меншими В1д попереднього. Цей 
процес продовжуемо доти, поки не дктанемо р1вняння, в якому 
один з коефщк-нт1в при нев1домому дор|'внюватиме 1 1 яке безпо- 
середньо розв’язуеться в щлих числах. Пщставляючи знайдеш 
значения невщомих в оберненому порядку, знайдемо розв’язок да- 
ного р1вняння ах  +  Ьу =  с, причому вщразу в загальному виглядь 
Те, що в результат! дктанемо р!вняння з коеф!ц!ентом 1 при

1 НайМлыпий коеф!щент у. цьому р1внянш за абсолютною величиною не
б1льший В1д найменшого коеф!Ц1ента даного р1вняння.



одному з невщомих, випливае з того, що вказаний процес вщокрем- 
лення Ц1Л01 частини, по сут1, зб) гаеться з алгоритмом Евклща для 
знаходження н. с. д. чисел а 1 Ь, але за умовою (а, Ь) =  1.

Прошоструемо це на прикладь Розв’яжемо те саме р1вняння:
— 117л: +  343*/=  119.

Маемо: 4

3431/— 119 , — 8у  — 2 0 , „  4 » + 1
*  = — ГТт—  =  3 *  — 1 +  — П 7 —  =  3 ^ - 1 - 2 - ^ -  =

=  3у —  1 — 2 / 1(
Ау +  1 х ■ _ .

Де 117 =  Н — т л е  число, л добутого ртняння знаходимо:

У ~  — 29^1 +  "Ч г~  =  29/, +  I,

Де /х 4 * =  I — шле число. Останне р1вняння розв’язуеться вже
беспосередньо, а саме: /х =  1 +  41. ГНдставляючи знайдене значения
1Х у вираз для у, матимемо:

у  =  29 + 1 1 7 /
1 йал1

х  =  3 (29 +  1 1 7 0 - 1 - 2 ( 1  +  40 =  84 +  343/.

Д ля скорочення викладок при дшенш 343 на 117 беремо 
вщ’емну остачу — 8  замкть додатноТ 109 1 понм з дробовоУ час
тини виносимо сшльний множник— 2 .

Коли за зм1стом задач! треба невизначене р1вняння розв’язати 
в цших додатних числах, то слщ спочатку це р1'вняння розв’язати 
в цших числах, а пот1м розв’язати систему нер1вностей

х > 0 ,
У >  0

В1ДНОСНО I.
3 того, що дане невизначене р1вняння мае розв’язок в шлих 

числах (розв’язшв у шлих числах або немае, або Тх нескшченна 
множина) ще не випливае, що воно матиме розв’язки в шлих до
датних числах. Взагал1, невизначене р1вняння може не мати роз- 
в’язюв у цших додатних числах 1 може мати скшченну або 
нескшченну множину таких розв’язюв.

Щоб пояснити це, розв’яжемо таку задачу: нехай на 1 крб. 
треба купити 2 0  поштових марок — варт1стю по 6  коп., 4 коп.
1 3 коп. Скшьки буде марок кожноУ вартост1, коли вважати, що 
купуватимуть в а  три види марок?

Позначимо через х  число марок варт1стю 6  коп., через у  — 
число марок вартютю 4 коп. 1 через г — число трикошечних марок. 
Дктанемо систему двох р1внянь з трьома невщомими:

/ 6 х +  4у +  Зг =  100,
( * +  у +  2 0 .

Справд1 , очевидно, що всяке с1 виду (^) дшить а. Навпаки, не
хай (1 дшить а, тод1 а =  с1д, де ц — цше >  1, 1 , отже, вс1 просп 
дшьники числа с1 входять до каношчного розкладу числа а з по- 
казниками де 0 <  р, <  а,. Тому вс1 дшьники с1 числа а матимуть 
вигляд (4).

Припустимо, що дано два натуральних числа а 1 Ь. 1хш кано- 
шчш розклади завжди можна записати в такому виглядк

а =  рI1 р12 . . .  р"/ 1 Ь =  р]1 р \г . . .  р ] \

причому припускаемо, що я, 1 можуть набувати й нульових зна
чень. Внаслщок цього можна для зручност1 в обох розкладах пи- 
сати одш й т1 сам1 сшвмножники р1; р2, . . . ,  рв, пронумерувавши 
ВС1 ПрОСП числа, ЯК1 входять до розкладу хоч би одного з чисел 
а 1 Ъ. Тод1 будуть справедлив! так1 висновки.

В и с н о в о к  2. Найб1льший сшльний дыьник чисел а I Ь ма
тиме вигляд:

(а, Ь) =  р\1 р]1 . . .  р ) \  де X, =  т ш (а, Т,).

В и с н о в о к  3. Найменше стльне кратне чисел а I Ъ матимб 
вигляд:

[а, Ь] =  р ^ р 1 ‘ . .  . р^\ де л  =  т а х  (а„ ъ).

ЦД твердження очевиднь 3  них безпосередньо випливае тотожшсть:

(аЪ) [а, Ь] — аЬ,

1  Тх без зм1 н можна поширити на випадок бшьш, як двох чисел.

Контрольна запитання

1 . Яке число називаеться простим?
2. Перел1чить основш влистивосп простих чисел.
3. Сформулюйте основну теорему арифметики щлих чисел.
4 . У чому полягае факторизащя заданого числа?
5. Чому при складанш таблищ простих чисел «решетом Ератосфена» не

треба знати ознак под1льност1 на прост! числа?
6 . Коли за допомогою «решета Ератосфена» можна вважати закшченим 

складання таблиц1 простих чисел, як 1 не перевищують натурального числа N7
7. Який вигляд мають д 1льники числа а =  р“‘ р “2 . . .  р “8?
8. Чому дор1внюють найб1льший сп1льний д!льник 1 найменше сп1льне 

кратне двох чисел, якщо В1ДОМ1 каношчш розклади цих чисел?

В п р а в и

1. Д о в е с т и , щ о одне з тр ь о х  п о с л 1  довних ч и сел  Д1 л и т ь с я  на 3.
2. Довести, що п (п +  1) (п +  2) дшиться на # п р и  будь-якому натураль

ному п.
3. Довести, що 8 • 2323 — 71 . 3232 Д1литься на 10.



4. Знайти остачу В1д Д1лення числа
8833 +  ЗЗ88 на 7.

В 1 д п о в 1 д ь . 3.
5. Довести, що коли (тп +  р<?) : (т —  р), то ( т ?  +  пр)  : (т —  р ).
6 . Дано Ц1Л1 числа а , Ь, с, Л, п, як 1 задовольняють умови (Ь, п ) =  1, 

{аЛ— Ьс) : п, (а — Ь) 5 п. Довести, що (с— й) ;  п.
7. За допомогою алгоритму Евкл 1да знайти найб1льший сшльний Д1льник 

кожноТ з таких груп чисел: а) 42 628 I 33 124; б) 299, 391, 667; в) 1955, 2431, 
3111, 4862.

В 1 д п о в 1 дь.  а) (42 628 , 33 124) =  4; б) (299, 391,667) =  23; в) (1955,
2431, 3111, 4862) =  17. -

8. Довести, що коли а =  с<? +  г 1 Ь =  +  гъ
де а, Ь, <7, ^  г, гг — ц ш  нев1д ’емш числа 1 с — щ ле додатне число, то (а,
Ь, с) =  (г , гъ  с). Сформулювати правило, яке зв1дси випливае, для знаходжен
ня найбшьшого сильного д1льника (а, Ь, с) послЦовним подвШним д1ленням. 
Узагальнити це правило на випадок п чисел.

9. Користуючись виведеним у попередщй задач1 правилом посл1довного 
подв1йного д1лення, знайти найбыыний сшльний Д1льник чисел 2337 , 4389 1 
5909

В 1 д п о в 1 дь. (2337 , 4389 , 5909) =  19.
10. Знайти найменше стл ьн е  кратне чисел: а) 120 1 96; б) 232, 460 1 280.
В 1 д п о в 1 д ь. а) [120, 96] =  480; б) [232 , 460 , 280] =  186760.

э  ч 37 «ч 18И ч 1723 32031 1 . Розкласти в неперервш дроби: а)щ -; б ) - щ - ;  в ) щ у ;

д) ; е) 2,98976; е) 2,71828; ж) 3,14159.

В 1 д п о в 1 д ь . а) [0; 2, 5, 3, 2]; б) [2; 1, 1, 1 , 1 , 1 , 3, 7, 1, 2]; в) [1; 5,
4, 8 , 2, 1, 2]; г) [2; 2, 16, 39]; д) [0; 4, 14, 1, 8 , 2, 7, 2]; е) [2; 1, 96, 1, 1,
1, 10]; е) [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6 , 10, 1, 1, 2]; ж) [3; 7, 15, 1, 25, 1, 7, 4].

о  ч343 226 117 343 п  . .12. Розкласти в неперервш дроби: а) 6) ^ 1 ^ .  П ороняйте

т д х 1дш дроби в цих розкладах.ОдО ППО
В 1 д п  о в 1 дь . а) 226 =  [1; 1; ■' 13> 1' У  1 з Й  =  ^  1> 1> *- 13-

, , „ 1  . . . ,  . . 1 2 3 41 44 85
1 , 1 , 2 ]; п!дх1дн1 дроби в1дпов1дно дор1внюватимуть: у  , у ,  , 2 7 , 2 9 , 5 3 ,

№  343 . 0_ _1_ _1_ 2_ 27 29 56 _86_ 226 _ г_ ,
85 ’ 226 1 I ’ 1 ’ 2 ’ 3 ’ 41 ’ 44 ’ 85 ’ 129’ Ш ’ ' 343 ~  [ ’ ’ ’ ’ ’

1, 1, 1, 2] 1 - щ  =  —3; 14, 1, 1, 1, 2; шдх!дш дроби в1дпов1дно дор1вню-

. п 1 14 15 29 44 117 . 3  41 44
ватимуть. 1 , 0 , 3 41 44 §5 129’ 343 ' 1 ’ 1 4 ’ 1 5 ’
 85 _ ] 2 9   343

29 ’ 44 ’ 117 ’
13. Розв’язати в щлих числах невизначеш р 1вняння: а) 49л: +  9у  — 400;

б) 12;е +  Ъ\у =  170; в) 3827а: +  3293у  =  1869.
В 1 д п о в 1 дь. а) х  =  1 — 9/, у  =  39 +  49/; б) д: =  9 +  ЗП; у  =  2 — 12/;

в) х — — 15 +  37/, у  — 18 — 43/.
14. Розв’язати в щлих додатних числах невизначен1 р 1вняння: а) 8* +  

+  \3у  =  15; б) 23л: — 42у  =  72; в) 15х +  28у  =  185.
В 1 д п о в 1. дь.  а) Р^вняння в щлих додатних числах розв’язю в не мае;

б) х  =  4 +  42/, у — 231, де / — дов1льне щ ле додатне число; в) х  =  3, у  — 5.
15. Розкласти число 100 на суму таких двох щлих додатних чисел, щоб 

одне з них длилось на 7, а друге на 11.
В 1 д п о в 1 д ь. 56 1 44.

16. Для настилания шдлоги завширшки З л е  дошки завширшки 11 см. \ 
13 см. Ск1льки треба взяти дощок того й другого розм1ру, коли вважати, що 
довжина К1мнати 1 довжина дощок однаков1 1 дошки кладуться вздовж имнати?

В 1 д п о в 1 дь.  19 дощок завширшки 11 см 1 7 дощок завширшки 13 см, 
або 6 дощок завширшки 11 см I 18 дощок завширшки 13 см.

17. 26 о а б  витратили разом 88 монет, причому кожен чоловш витратив
6, жш ка 4, а Д1вчина 2 монети. Сюльки було чоловш1в, ж ш ок 1 д 1вчат?

В 1 д п о в 1 дь.  Задача мае 10 розв’язк 1в: (0, 18, 8); (1, 16, 9); (2, 14, 10);
(3, 12, 11); (4, 10, 12); (5, 8, 13); (6 , 6 , 14); (7, 4, 15); (8 , 2, 16); (9, 0, 17).

18. Хтось купив 30 птах1в за 30 монет; з числа цих птах1в за кожних 3 
горобщв буяо заплачено 1 монету, за кожш дв1 горлищ також 1 монету 1 , 
нарешть за кожного голуба — по 2 монети. С к 1льки куплено птах1в кожного 
виду?

В 1 д п о в 1 дь. Горобц1в 9, горлиць 10, голуб 1в 11.
19. В1домо (теорема 1, § 4), що найб1лыний сшльний Д1льник двох чисел

а 1 Ь л1н1йно виражаеться через щ числа з Ц1лими коеф 1Ц1ентами, тобто, 1с-
нують так 1 два Ц1Л) числа х  1 у,  що

д. =  (а, Ь) =  ах +  Ьу.
Узагальнити це твердження для юлькох чисел.
20. Довести, що два додатних нескоротних дроби р1вш тод1 1 и льк и  тод!, 

коли р 1вн1 1ХН1 чисельники I знаменники.
21. Довести, що сума

Т  +  ТГ +  - • •  +  4 ( г е >

не може бути щлим числом.
22. Довести, що сума

у  +  у + . . . + . ^ у 1 (« > 0 )
не може бути щлим числом.

Довести, що коли 2п +  1 — просте число, де п  — щ ле додатне, то п — 2к , 
де к — щле нев1д ’емне.

24. Довеет^, що коли 2п — 1 — просте число, то 1 п  — просте число.
25. Довести, що 1снуе нескшченна множина простих чисел виду 6т — 1.
26. Довести кнування неск1нченноТ множини простих чисел виду 4т. — 1.
27. За допомогою «решета Ератосфена» скласти таблицю простих чисел, 

яю менш1 за 200.
28. Знайти каношчний розклад чисел: а) 82 798 848; б) 4 497 552 259 200;

в) 67 463 283 888 000.
В 1 д п о в 1 д ь: а) 28 З5 I I 3; б) 27 З3 - 52 72 11 13 17 19 - 23; в)

2е З4 ■ 52 72 ■ И • 13 ■ 17 • 19 • 23.
29. Ск1льки е способ1в розкладання числа на добуток двох взаемно про

стих МНОЖНИК1В? ^
В 1 д п о в 1 д ь. 2к~ 1, де к — число р 1зних простих множник1в даного числа.
30. Нехай п — р “ 2 . . .  — каношчний розклад натурального числа п.

Довести, ЩО " У п  ТОД1 1 Т1ЛЬКИ ТОД1 е ЩЛИМ ЧИСЛОМ, КОЛИ показники СС|, 
а2, . .  ., а/1 канон1чного розкладу Д1ляться на т.

31. Довести, що алгебра'Тчна сума нескоротних дроб1в, у яких знаменники
попарно взаемно п росп, не може бути щлим числом,

32. Д о в ести , щ о  ЩЛ 1  д о д а тш  р о з в ’я з к и  р1вняння х 2 - \ - у 2 =  г2, щ о зад о
в о л ьн яю ть  у м ову  (х, у ,  г) =  1, м ож н а д к т а т и  за  ф орм улам и :

ц2 I „2 1 ^2
х  =  м ,  у  =  ^  , г =  ^

при цьому и > о > 0 , (и, о) =  1 ; и, V— непарш.



1СТ0РИ ЧН 1 К 0 М ЕН Т А Р 7
1. Так званий алгоритм Евклща був запропонований спочатку в геомет- 

ричшй форм! для знаходження найбшьшоУ м1ри двох в 1 д р 1 з к 1 в або, взагал!, 
двох геометричних величин. У щй форм1 вш е в «Початках» Евклща. Про ал
горитм Евкл1да для знаходження найбшьшого сшльного Д1 льн и ка двох чисел 
при скороченш дроб1в йдеться у вщомш пам’ятщ стародавньоТ китайськоТ ма
тематики— «Математика в д ев ’яти книгах».

2. Шдхщними неперервними дробами користувався в свш час ще араб- 
ський математик аль-Каласад1 (пом. 1486); вш застосовував !х при Д1ленн1 з ос- 
тачею I позначав ними дробове число.

Схему для обчислення шдхщних дроб1в, под1бну розглянут1й нами в § 8, 
склав шмецький математик Швентер (1585— 1636).

3. Розв’язуванням невизначених р 1внянь першого степеня в щлих числах, 
кр 1м Дюфанта, займались китайсыи (з II ст.) 1 шдшсью (VI ст.) вчеш, а та
кож учен! народ 1 в СередньоТ Азп (з IX ст.). Метод розв’язування невизначених 
р 1внянь першого степеня в щлих числах знову був знайдений у XVII ст. фран- 
цузьким математиком Баше де Мезер1аком (1581— 1638). Розв’язання ще'! за
дач! зумовило побудову дуже важливо? для теорп чисел теорп неперервних 
дроб!в. У другому виданы книги «Приемы 1 щ кав 1 задачЬ (1624) Баше де Ме- 
зер!ак розв’язуе р 1вняння а х — Ьу =  1. Вш фактично застосовуе процес, який 
ЗВОДИТЬСЯ ДО ПОСЛ1ДОВНОГО обчислення П1ДХ1ДНИХ дроб1в. Цей популярний ТВ1р 
Баше де Мезер1ака дуже вплинув на розвиток теорп чисел, сприяючи виник- 
ненню 1нтересу до ще'! област1 математики. Велике значения для розвитку 
теорп чисел мало й те, що в 1621 р Баше де Мезер1ак зд!йснив видання тво- 
р 1 в Д 1офанта грецькою 1 латинською мовами з доповненнями 1 примИками. Пшля 
Баше де МезерГака в XVII 1 XVIII ст. р 1зш способи розв’язання невиз- 
начного р1вняння першого степеня з двома невщомими в щлих числах пропо- 
нували французький математик Роль (1652— 1719), анпийський математик Саун- 
дерсон (1632— 1739), Ейлер та шип.

У явному вигляд1 неперервн) дроби до розв’язання таких р 1внянь застосу- 
вав Лагранж.

4. Задачу як 1 зводяться до систем невизначених р!внянь, зустр 1чаються в 
!талшського математика Леонардо П1занського (Ф 1боначч!) (бл. 1170— шел я 
1228) 1 в Баше де Мезер1ака. Ф 1боначч1 був першим з математиюв, хто пока
зав, що для знаходження дшьниюв натурального числа а досить випробувати 
його П0Д1 льш еть на числа, як! не перевищують I/ а  (див. властив1сть 5 простих 
чисел).

5. Третю 1  шосту власти воет! простих чисел вперше дов1в Евкл1д (в своТх 
«Початках») Теорема Евквл1да про нескшченно велике число простих чисел е 
першою задачею з теорп розпод1лу простих чисел у натуральному ряд 1.

6. Повне доведения теореми про ед и н ом ож ли в 1С1 ь подання натурального 
числа о > 1  у вигляд1 добутку простих чисел вперше дав Гаусс; до нього це 
т в е р д ж е н н я  необгрунтовано вважали очевидним. Евклгд користувався цим твер- 
дженням для побудови теорП под!льност1 .

7. Так зване «решето Ератосфена» належить старогрецькому вченому Ера- 
тосфену (276— 196 до н. е.). Вш вивчав також многокутн1 числа, збудував при
клад для розв’язування задач 1 про подвоення куба (мезоляб1Й) 1 заклав основи 
математично'Г географа.

8. Перил таблиц! факторизац11 (таблиц! простих чисел) були опубл1кован! 
ще в XVII ст. Одна з них, складена в 1668 р. англшським математиком Пеллем 
(1610— 1685), дае змогу робити факторизащю чисёл у межах 100 000. Фактори- 
защю чисел у межах 10 000 000 натуральних чисел було здшенено 1 опубл1ко- 
вано в перш1Й половин! XIX ст. Таблиця, опубл1кована в 1909 р. американсь- 
ким математиком Лемером (1867— 1938), дае для кожного натурального числа, 
яке лежить у межах перших 10 000 000, найменший простий Д1 льн и к . Чеський 
математик Кулик (1793— 1863) склав таблицю для факторизацп чисел у межах 
до 100 000 000, але щ таблиц! дос1 не надруковаш. Радянський учитель мате

матики В. А. Голубев (н. 1891) виконав величезну роботу по складанню таб- 
лиць простих чисел В1д 11 000000 до 15000000.

Таблицю простих чисел, як 1 лежать у межах перших 11 м!льйон1в, видано. 
Таблицю перших 6 мшьйошв простих чисел, найб1льше з яких дор1внюе 104 395 301, 
записано в 1959 р. на мшропл!вку.

9. Задача № 17 називаеться на честь шмецького математика задачею Адама 
Р 1зе (1492— 1559) — автора популярних у свш час шдручник!в з арифметики 1 
алгебри.

10. Р 1ВНЯННЯ х 2 +  Уг =  г2, яке зустр1чаеться в задач! № 32, називаеться 
р1внянням П1фагора; його розв’язання в Ц1лих числах пов’язане з задачею В1д- 
шукання вс!х прямокутних трикутник!в, сторони яких визначаються Ц1лим и 
рац10нальними додатними числами. Розв’язання цього р1вняння було в1доме ще 
стародавнем грекам 1 народам 1ндп.

Р о з д 1 л  II

НАЙВАЖЛИВ1Ш1 ЧИСЛОВ1 ФУНКЦП,
ЩО ЗУСТРШАЮТЬСЯ В ТЕОРП ЧИСЕЛ .

Числовыми функциями називають так1 функци, як1 набувають 
Ц1лих значень або визначеьп для цших значень аргументу.

§ 11. Числова ф ункфя [л:] 1 Тх застосування

Важливу роль у теорп чисел вдаграе функщя [ * ] вона визна- 
чаеться для вс1Х дшсних х  1 е найб1льшим цшим числом, що не 
перевищуе х : х  — 1 <  [х] <  х. Ця функщя називаеться щлою час- 
тиною в1д х  (або антье в1д х). Зокрема [0] =  0 , [2 ] =  2, -[3,7] =  
=  3, [— 1,2] =  —2, [К З] =  1, [—тс] =  —4 1 т. д. Отн?1?, ця функ- 
Ц1я набувае Т1льки Ц1лих значень при довшьних Д1Йсних значен
иях аргументу х.

Очевидно маемо:
[х] < * < [ * ] . +  1,

або
х  =  [х] +  0 ,

де 0  <  6 <  1.
Число 0, визначене останньою формулою, називаеться дробовою 

частиною х  1 позначаеться символом {*}, так що {х} =  д: — [а:]; 
зокрема (2} = 0 ,  {1,7} =  0,7, (—4,15} =  0,85, { /2 }  =  У  2 — 1
1 т. Д.

За означениям {я} е завжди невЦ’емним числом, меншим В1д 
одинищ, тобто 0  <  {л:} <  1.

3 означення функцп [х] випливають так1 и основн1 власти- 
вост1:

1 [■*] — позначення Гаусса; Лежандр позначав цю функщю символом Ех.



В л а с т и в 1с т ь  1г Якщо х  =  п -\-  6 , де п  — щле I 0  <  6 <  1, 
то п — [дс].

Ця властивлсть випливае з нер1вностей:
О <  х  — п  <  1, або х  — 1 <  п <  х.

В л а с т и в 1с т ь  2. [а +  Ь] >  \а] +  [Ь]-
Справд1, маемо:

а +  Ь =  [а] +  [6 ] +  {а} {Ь).

Тут можлив1 два випадки: по-перше, 0 <  {а}+  {&) '<  1; тод1 
очевидно, що [а +  Ь] =  [а] +  [Ь}\ по-друге, 1 <  {а} +  {&) <  2; 
у цьому раз1 матимемо [а +  Ъ] =  [а] +  [Ъ] +  1, тобто [а +  Ъ] >  
>  [о] +  [Ь]. Отже, в будь-якому випадку

[а +  Ь ]>  [а] +  [Ь\.
Приклади.

а )  [ З у  +  5 у

4
! 1 4 . к 5 б) ! 1 -г  +  5-д

> (■1I. 5 

’ +

8 Т

7—30

3 > 5 Т
=  5 1

=  7, ! , |4 ] =  5 1

[37  +  5т !=

14  +  5т ] >

В л а с т и в 1с т ь  3. Якщо  а — дШсне , додатне число /  6 
туральне число, то натуральних чисел, яке не перевищуюпЩ/.

I дёляться на Ь, буде точно ~  .
Справд1, нехай числами, кратними Ь, 1 такими, що не переви 

щують а, будуть к чисел: Ь, 2Ь, 3Ь ...  , кЬ. Тод1 буде справед
лива нер1вн1сть: кЬ <  а <  (к +  1) Ь, звщки к <  у  <  к +  1, тобто,

к  =  Г ]

В л а с т и в 1с т ь  4. Якщ о  а > 0  — будь-яке ф в  число ё Ь — на
туральне число, то №

Справд1, М1ж [а] 1 а немае натуральних чисел 1 тому кшьюсть 
чисел, кратних Ь, 1 таких, що не перевищують [а] 1 В1ДПОВ1ДНО а, 
буде однаковою. За властивштю 3 в першому випадку Тх буде,

у  , а в другому — | у | . Отже,

Щоб показати важливкть запровадженоТ функцп, розглянемо 
приклади ТТ застосувань.

Теорема 1. Показник, з  яким дане просте число р  входить до 
добутку п\, доревнюе:

+ + + , де рк <  п,

але вже рк+ 1 >  п. (Якщо вже р >  п, то п\ зовам не дшиться 
на р).

Справд1, на пщстав1 властивост! 3, число сшвмножниюв до

бутку п\ =  1 • 2  • 3 -----п, кратних р, дор1внюватиме — ; щ сщв-

множники будуть: р, 2р, . . . р. 1нпп числа цього добутку на
р не дшяться. Отже, поява числа р  в каношчному розклад1 п\ 
визначаеться добутком

М =  р  • 2р ■ Зр • • • |  р =  р 1 ~  ] . 1 • 2 • 3 • • -* [у ]  •

Позначимо |  =  п ъ тод1 М  =  1 - 2 * 3  • • • • р”*. Серед множ-
ник1в 1, 2 . . .  можуть бути числа, як1 Д1ляться на р: р, 2р, 

Зр, . . .  , р. Гх добуток Д0 р1ВНЮ€ '

. .  \ 3 } . РЫ1 - 2 - 3

=  [ т : р\ =  й  (див- власти-
або, позначаючи через п2 =
вкть 4), дктанемо:

М  =  ■ 1 2  • 3 • • • п2 • рл«+п»,
де М х — добуток множник1в, що не Д1ляться на р. Якщо пг <  р, 
то процес закончено; якщо п 2 >  р, продовжуемо його даль 

Шркуючи аналог1чно, дктанемо:

Де 

1 т. д.
Очевидно, що цей процес скшченний, бо п > п 1 > п 2 >  . . .

1 при досить великому к виявиться, що п к < р  \

М  =  М г ■ 1 - 2 ■ 3 п3 •

«з =
п2 

.Р .
= ы

Отже,
М  =  м к- 1 1 - 2 - 3

=  0.

Пк • р л»+л«+п«Н----- ^пк.



Серед множниюв 1, 2, . . .  , п к немае таких, що дшяться на 
р, бо пк <  р\ М к_  1 також не мютить множникш,^ кратних р, отже, 
до каношчного розкладу п\ просте число р ввШде з показником, 
який дор1внюе: '

«1 +  п2 +  • • • +  пк =  [ у ]  +  р ]  +  • • ' +  [ ^ ]  =  I ]  Ы  *
5 = 1

що й треба було довести.
На практищ обчислення краще проводити за формулою:

" • - Ы -
тобто п

~р*.
п

■ р

Приклад. Знайти показник степеня, з як'йм число 3 входить до 
добутку 701!

Обчислення проводимо, зпдно 13 зробленим зауваженням, за 
такою схемою:

3
3
77 3

701
233

25
8 _3 

2 •

Додаючи частки, знайдемо, що шуканий показник дор1внюе 
233 +  77 + 2 5  +  8  +  2 =  345.

З а у в а ж е н н я .  Ця теорема, очевидно, дае можливють знахо- 
дити каношчний розклад числа л!.

Приклад. Знайти каношчний розклад числа 30! =  1 • 2 3 • - 30.
Очевидно, що до каношчного розкладу 30! входять тшьки 

просп числа, менпп за 30. Знайдемо, з якими показниками вони- 
входитимуть д о . цього розкладу:

30 2 зо 3 30 5
15 2 10 3 6

7 2 3 3
3 2 1

30 30 И
2

1 т. д.

1

Маемо: 30! =  22в ■ З14 • 57 • 74 • I I 2 • 132 • 17 • 19 • 23 • 29.

1 Зауважимо, що =  0, якшо & > к .  Отже, замкть скшченно! суми

1 -1

ми могли б написати

можна було б 1 не згадувати.

оо

нескшченну суму ^  [ ^ ]  ! ТОД1 про число к 
5 = 1

Теорема 2. Якщо а, ь, • • п — натуральт числа С л >
> а + Ь  +  ■■■ + 1 ,  то а1Ь] ■Л -нат уральне число.

Д о в е д е н и я .  ЕНзьмемо довшьне просте число р < я .  До ка
ношчного розкладу чисел а, Ь, . , 1 воно ввШде з показниками
степешв, що вщповщно доршнюють:

а = а
7 . +

«Г
а 

1 -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------1

+  . . . ,

Р =
' Ь 
.Р +

' Ь
.Р2.

+  . . .  ,

■ X = ' 1
Р. +

' 1 '
.Р\

+  . .  . .

Отже, до каношчного розкладу знаменника число р  ввШде 
з показником степеня

[А =  а  +  р + +  * - 1 . 7 1  +

+ +

ь_
р\к+  • • •  +  

+  ... .
+

а
7ч +

ь_
р*\ +

До каношчного розкладу чисельника число р  ввшде з показ
ником степеня

" - Ш + Й + • • •  •.
Осшльки я >  а +  6 +  • • • +  /, то

- > - + - +  Р Р р ~
П

7 2

+  7 ’ 

+  —

3 останшх нер1'вностей дютанемо (властивкть 2):

п
>

. Р .
п

, р 2_
>

- + -  +  Р ^  р ~

1 + А  +  
. р 2 ' р 2 ^

+  7 \

+
I

а
Ср

а 
. Р

’+

+

+ +

+  + [ ^ ] ;

>  [х. Отже, п1сляДодаючи останш нер!вносп, бачимо, що
п\

скорочення дробу на р'1- каношчний розклад знаменника
не мютитиме р '\ Але р — довшьне просте число, що не переви
щуе л, тому каношчний розклад знаменника не мютитиме простих



чисел 1 знаменник дор 1внюватиме 1; отже, розглядуваний др 1б е 
натуральне число, що й треба було довести.

Приклад. Якщо т < п ,  то
п (л — 1) ■ ■ (л — т +  ')  _  (2 ™

I 2 3 ■ т п

е натуральне число.
Справд1, помножуючи чисельник 1 знаменник на (п — т )\, Д1-

станемо С  =  т]{п - т ) \ ' оск1льки п =  т +  ( п — т),  то внаслдок
доведено! теореми С™ е натуральним числом. Цим ми довели, не 
вдаючись до теорп сполук, що бшом1альш коефш,1 енти е нату- 
ральними числами.

Контрольна запитання

1. Дайте означения функци [х]. ,  ___
2. Що називаеться дробовою частиною х ? Яких значень може набувати

дробова частина?
3. Побудуйте графжи функцп [я] 1 (■*}•
4. Сформулюйте основш властивоеп функцп [х\. , [г1
5. Перев1рте на числових прикладах властивост1 2, 3, 4 функци 1л:].
6. 3  яким показником просте число р  входить у добуток п\

§ 12. Формули для числа Д1льник1в 
I суми Д1льник1в даного числа

Особливо важливу роль у теорп чисел вдограють так зваш
мультиплжативш функци.

Функщя 0 (п) називаеться мультипликативною, якщо. а) вона 
визначена для вах натуральних п 1  не перетворюеться в нуль хоч 
при одному такому значенш я; б) для дов 1льних натуральних вза-, 
емно простих п х 1 л2 справедлива р1вшсть:

9 («х • п2) =  0 Ы  • 0 (п2) У
Приклад. Функщя 0 ( я ) = я %  де « -б у д ь -я к е  дшсне або комп

лексне число, е мультиплкативною. Справд1, нав1ть при довшьних 
пх I п 2 маемо:

0 («1 • ла) — (П1П2)5 =  «1 п1 =  0 ( " 1) ' 9 

3 означення мультипл1кативноТ функцп, зокрема, випливають 
таю ТТ властивостк

1 Якшо ця охвшсть виконуеться для довшьних натуральних пх 1 л», то 
кяжл/ть також шо функшя 0 (л) щлком мультиплшативна або мультипл1ка-

1НОД1 говорять, мультишпкативною у вузькому розумш т).

В л а с т и в 1 с т ь  1.ч|9(1) =  1.
Справд1, якщо 0 («о) Ф  0, тод1

0 ( л « ) = 0 (/1о- 1 ) = - 9 Ы « ( 1 ) .
Отже, 0 (1) =  1 .
В л а с т и в 1с т ь  2. Якщо  0Х (п) } 02 (я) — мультиплёкативт  

функци, то I 1х  добуток також буде мультипликативною функ- 
щею.

Справд1, позначаючи 0О (л) =  0Х (п ) • 02 (л), знаходимо:

М 1) =  М 1) - Л ( 1) =  1 ;
дал1, при (пи л2) =  1 знаходимо:

00 (Л1Л2) =  01 («1Па) ' 62 (Л1Л2) =  01 («1) 61 (Л2) 02 («О 02 (Л2) =
=  [01 (п1 ) 02 (лО! [01 (л2) 02 (л*)] =  00 (лх) • 0О (л2),

що й доводить наше твердження.
В л а с т и в 1с т ь  3. Якщо 0 (л) — мультипликативна функщя, 

а щ , л 2, . . .  , л 5 — попарно взаемно просп числа, то
0 (ль  л2 . . .  п$) =  0 (лх) 0 (л2) . . .  0 (л5).

Справд!, для 5 =  1, 2 твердження справедливе; припустимо 
що воно справедливе для 5 — 1 1 доведемо його справедлившть 
для 5. Оскшьки (л,-, Л/) =  1 при в ах  I ф  /  за умовою, то (яхл 2. . .
л5 1, я,) =  1. За означениям мультишйкативноТ функцп дшта-
немо: 0 (Л!Л2 . . .  л 5_ 1( я 5) =  0 (яхя 2 . . .  я 5_ х) 0 (я,.); але за припу- 
щенням 0 (яхя 2 . . .  я 5_ х) =  0 (ях) 0 (я2) . . .  0 (я5_ х), 1 справедлившть 
щеТ властивост1 стае очевидною.

В л а с т и в 1с т ь  4. Нехай 0 (л) — мультиплшативна функщя
1 л =  р1'р1! . . .  р1к — каношчний розклад числа л. Позначимо сим
волом суму, поширену на в а  натуральш дшьники й числа л

Л/п
(включаючи 1 1 саме л). При цих позначеннях справедлива така 
важлива тотожшсть, яка виражае основну властивёсть мульти- 
плёкативних функцШ:

51 0 (с() =  [ 1 +  0 (р х) +  • • • + 0  (рх1)] • • • [ 1 + 0  (Рь) +  • • • +
й/п

+  0 (р**)] (1)

(у випадку п =  1 вважаемо, що права частина дор1внюе 1).
Для доведения щеТ тотожносп розкриемо дужки в ТТ правШ 

частник Дштанемо суму доданюв виду 0 (р^) ■ 0 (р2‘) ••• 0 (/?**), 
де 0  <  <  а,- (г =  1, 2 , . . .  , к), або, внасл1док мультигшкатив-
ност1 ц1еТ функци, 0 {р\'р1 ' ■■■ р 1к) = 0  (<1 ), бо р \ 'р ^  ■■■ р{к е не 
що шше, як д 1льники ё. числа л (див. висновок 1 , § 10). 3  пра
вила множення многочлена на многочлен випливае, що жоден та-



кий доданок не буде пропущений 1 не повториться бйшше, шж 
один раз. Тобто, матимемо вираз, що стоггь в Л1вш частиш тотож-
НОСТ1 (1 ) .

При 0 (я) =  я 5 тотожшсть (1) набере вигляду:

Ь  ^  =  (1 +  р 1 +  рТ  +  ••• +  Ра1 $) ■■■ (1 +  Рк +  р 2к +
й/п

+  . . .  + р 2* у .  (2)

Зокрема, при 5 =  1 Л1ва частина тотожност1 (2 ) дасть суму
в а х  натуральних д1лы ш к 1в числап\ позначаючи и через 5  (я), ма
тимемо:

5  (я) =  (I =  (1 -|- р 1 +  р 3 -(_ . . .  +  р “‘) • ■ • (1 +  рк +
й/п

+  р 1 +  ■■■ + р 1 к. „ (2 ')

Спрощуючи праву частину, дютанемо:

=  (3)
Рх — 1 Ра — 1 Рк — 1 ' '

Вважаючи в тотожност! (2) 8 =  0, бачимо, що п л 1ва частина
при цьому визначае число в а х  натуральних д1л ь т к 1в даного п: 
позначаючи його через х (я), дютанемо:

■е (л) =  (а, +  1) (а, +  1) •. (а* +  1). (4 )

/ Зауважимо, що, розкривши дужки в правШ частиш тотожносп
(2 ') , ми матимемо в а  дшьники числа я.

Приклад. Знайти суму Д1ЛЬНИК1В, ЧИСЛО ДШ ЬШ Ш В 1 СЭМ1 ДШЬ- 
ники числа 680 =  23 • 5  ■ 17.

5 ( 6 8 0 ) = ^ . ^ .  1 ^ 1  =  1620;

х (680) =  (3 +  1 )(1  +  1 )(1  +  1) =  16. 

числа 680 знайдемо, розкривак

(1 + 2  + 4  + 8 ) (1 + 5 ) ( 1  +  17).

• Сам1 дшьники числа 680 знайдемо, розкриваючи дужки у ви- 
раз!

Матимемо:

1, 2, 4, 8 , 5, 10, 20, 40, 17, 34, 6 8 , 136, 85, 170, 340, 680. 

ФункцП х (я) I 5  (я) — мультишпкативш.

Ц я тотожшсть, М1ж 1ншим, виражае суму 5-х степешв ушх нату- 
ральних Д1ЛБНИК1В числа п.

.9,Справд1, якщо (а, Ь) — 1 \ а — р\'р12 ■ • • Р*5> * Ь — <71*, 42
— каношчш розклади чисел а \ Ъ, то рГр'г2 ••• ■ •<?/—

каношчний розклад числа аЪ 1 тод! дютанемо:

— 1 р"8— 1 ^ , + 1 — 1 1

г (аЪ) =  (а ,  +  1) • • ■ К  +  1) (Рх +  1) • ■ • (Р, +  1) =  т (а ) т (Ъ)•

Функцп 5  (я) 1 х (я) е найпроепшими прикладами мультипл1- 
кативних числових функщй; у них 1 аргумент, 1 значения функ
щй набувають тшьки щлих додатних значень.

Контрольш запитання
1. Яка числова функщя називаеться мультишпкативною?
2. Чи е функщя [х] мультигшкативною?
3. Напшшть основну числову тотожшсть для мультишпкативних функцш.
4. За ЯКИМИ формулами обчислюють К1ЛЬК1СТЬ Д1ЛЬНИК1В 1 суму Д!ЛЬНИК1В 

даного числа?

§ 13. Функц1я Ейлера 1 ТТ основш властивоет!

Функщя Е йлера 1 <р (я) визначаеться для в ах  натуральних я 1 
являе собою к1льк1сть натуральних чисел, менших вгд п I вза
емно простих з п; при цьому припускаеться, що <р(1) =  1.

Для невеликих значень я  значения функцп ср (я) можна знайти 
простим шдрахунком кшькоеп чисел, менших вщ п. 1 взаемно 
простих *з я, наприклад, <р (2) =  1, 9  (3) =  2} ср (4) =  &  ср (5) =  4, 
<р (6 ) =  2, с? (7) =  6 , ср (8 ) =  4', ср (9) =  6  1 т. д.

Визначимо значения ср (я) для будь-якого натурального я.
Спочатку доведемо таю твердження.
Теорема 1. Ф ункщ я Ейлера мультипликативна, тобто ср (т ■ п) =  

=  ср (яг) • ср (я), якщо (т, я) =  1. Щоб довести цю теорему, роз- 
мютимо числа В1д 1 до тп у вигляд1 такоТ таблиш:

1 , 2 , . . .  , г, . . .  , т;
яг +  1, я г +  2 . т  +  г, . . .  , 2яг;

2т  +  1, 2т  +  2, . . .  , 2яг +  г, . . .  , Зяг;

(я —  1) /я +  1, (я — I)  яг +  2 , (я —  \ ) т  +  г  (я —  1) т  +  т  =  тп.
( 1)

Визначимо тепер з таблищ (1) кшыпсть чисел, взаемно прос
тих з тп. Взаемно простими з добутком тп будуть Т1 1 тшьки

■ т) числа, як1 взаемно прост! як з яг, так 1 з я. Тому вщберемо

1 В алгебр1 функщя Ейлера <р(л) виражае число первкних корен!в п-го 
степеня з одиниць



з таблищ (1) спочатку вс1 числа, взаемно просп з т , а з них и ,  
як1 взаемно просп з п.

Числа одного стовпця або одночасно взаемно просп з т, або 
ш, бо (г, т) =  (т, к т -\^г )  (за теоремою 2, .§ 2 ). Отже, можна 
говорите про «стовпщ, взаемно простих з т» визначати Тх число 
за к 1льк1стю чисел, взаемно простих з т одного рядка, наприклад 
першого; тому юльюсть таких стовпщв за означениям дор1внюе 
Ф (т ).

Розглянемо тепер будь-який стовпець таблищ ( 1), наприклад: 
г, т + г ,  2т +  г ............(п —  \) т +  г. (2)

Усього в цьому стовпщ п чисел; покажемо що в а  вони при 
д1ленш на п даватимуть р1зш остачь Справд1, припустимо супро- 
тивне, тобто:

к^т +  г =  щ х +  5 1 к2т +  г =  щ 2 +  5,

де кг, к2 1 5 — ц ш  невщ’емш, меннп вщ п. Тод1, вщшмаючи вщ 
першоТ р1вносн другу, Д1 Станемо: (кх — к2) т =  п — <?2)- Остання 
р1вн1сть показуе, що (кх — к 2) т \ п ,  але (т, п) — 1 за умовою, 
отже (кх — к2) : п, але це неможливо, бо к х 1 к2 рхзн1 1 | кх — кг | <  
<  п. Маемо, що вщ дшення чисел ряду (2) на п дютаватимемо 
остач1 5 =  0, 1, 2, 3, . . .  , п  — 1; позначаючи через у  =  кт  +  г =  
=  ж/ +  5 на пщстав1 теореми 2, § 2 д1станемо, що сшлып дшь- 
ники чисел у  1 п зб1гаються з сшльними д1льниками чисел п 1 5 
1, зокрема, (у , п) =  (5 , п). Отже, в ряд1 чисел (2 ) буде спльки 
взаемно простих з п, сюльки Тх буде в ряд1 0, 1, 2, . . .  , п — 1, 
тобто ф (п). Отже, в таблищ ( 1) е ср (т) • ср (п) чисел, взаемно про
стих як з т, так 1 з п, а, отже, 1 з тп. 3 другого боку, таб- 
лиця ( 1) мае в а  числа вщ 1 до тп, 1, отже, в нш <р (т ■ п) чи
сел, взаемно простих з тп, 1 ми дктанемо, що ф (т п) =  ф (т) х  
X ф (п) 1 теорему доведено.

Теорема 2. Нехай р  — просте число I а >  1 — будь-яке нату
ральне число, тодё

Ф (Р“) - р —1(р — 1) = р а[\ —  ^ ) .  (3)

Справд!, розглянемо ряд чисел вщ 1 до р \ .  Запишемо його 
в такому виглядп

1 , 2 , . . .  , р,  . . .  , 2р ............Зр, . . .  , р . р  =  р 2............ р“- 1р =  р \

Зрозумшо що цей ряд мае р^ 1 чисел, як1 дьтаться на ^  1, 
отже, не е взаемно простими з р а; шип числа цього ряду не де
литься на р, отже, вони будуть взаемно просп як з р, так .-1 з р". 
Отже,

ф (Ра) =  Р" — ра- 1= р а- 1(р — 1) =  р* (1 — у )  .

Зокрема,
Ф ( Р ) - = Р — 1 (4)

Теорема 3. Якщо п >  1 1 п =  р\'ра2 ••• р\к — каношчний роз
клад числа п, то

ф („ ) _ „ ( 1 - 1 ) ( 1 _ - 1 ) . . . ( 1 _ 1 ) .  (5)

Справд!, внаслщок мультиплшативносп, матимемо:

Ф (п) =  ф (р\'р% ; • • р1к) =  ф ( Р х 1 )  ф (Ра!) • • ■ ф (р?) =

Формулу (4) можна переписати так:

Ф («) =  Р]1” 1 (Р1 —  1)Р2~' (Рг — 1) • • • Р**~' (рк — О- (6)

На практицГ зручшше користуватися формулою (5).
Приклад. Знайти юльюсть чисел, менших за 1620 1 взаемно 

простих з цим числом, тобто знайти ф (1620). Маемо:

1620 =  22 • 3* ■ 5; ф (1620) =  1620 ( 1  — -̂ -) ( 1  — -1) ( 1  — 1 )  =

=  432.

Теорема 4. Сума значень ф (й), яка поширюеться на всё нату
ральна дёльники й числа п, дорёвнюе самому числу п, тобто

(7)5] Ф (й) =  п.
й!п

\

Справд1, припустимо, що п =  р^‘р^ ••• р \к — каношчний роз
клад числа п. Через те що функщя Ейлера е мультиплшативною, 
то на пщстав1 тотожносп (1), §' 12 1 формул (3) 1 (4) мати
мемо:

Ь №  =  [1 + Ф  (Р1) +  Ф (Р1) +  +ф (Р1в,)1 [ 1 + Ф ( Р а )  +
й/п

+  Ф (Ра) +  • • • -Ь Ф (Р**)1 =  [1 + ( Р 1 —  1) +  Р1 (Р1 — Л  +
+  + р Г 1 ( Р 1 - 1 ) ]  [1 + ( Р . - 1 ) + Р А(РА- 1 )  +

+  ••■ + Р ? ~ ' ( Р * - 1 ) ] = Р 1 - Р 2“' • • •  Ркк =  п.



Приклад. Перев1 рити тотожшсть (7) для л =  30.
Дольники й  числа 30 будуть: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30;

И  Ф (*0 =  Ф 0 )  +  Ф (2) +  Ф (3) +  ф (5) +  ф (6) +  ф (10) +
а/зо

+  ф (15) + ф ( 3 0 )  =  1 -1- 1 + 2  +  4 +  2 + 4  +  8 +  8 =  30.

Контрольн1 запитання

1. Що означае функщя Ейлера ср (я)?
2. Чому ср (1) =  1?
3. За якою формулою обчислюють функцш Ейлера?
4. Користуючись теоремою 3, знайти: ср(35), <р (77), ср (88)?
5. Чому дор1внюе сума значень функцп Ейлера по в ах  дшьниках даного 

числа?

§ 14. Функц1я Меб1уса

Функщею Мебьуса називаеться така числова функщя [*(«), яка 
визначена для вах натуральних п \ характеризуемся такими умо- 
вами: 1) (л(1) =  1, 2) и (л) =  0, якщо л дшиться на квадрат прос
того числа; 3) р. (п) =  (— \)к, якщо п не делиться на квадрат чис
ла, вщмшногб В 1 д  одинищ; при цьому к  позначае число простих 
дшьншив я. Наприклад,

Iх (2) =  — 1, И З) =  - 1 ,  И 4) =  0, [1(5) =  - 1 ,  |*(6) =  1,
/  (А (63) =  0 1 т. д.

Отже, функщя |х (п) набувае лише значения 0,1 1 — 1. Неважко 
переконатися, що функщя Меб1 уса е також мультиплжативною 
функщею, тобто для будь-яких натуральних взаемно простих щ 1  
л2 маемо:

|Х( « 1  п2) =  и- («х) И л 2).

Справд1 , якщо хоч би одне з чисел п1 або п 2 дшиться на квад
рат простого числа, то очевидно 1 1 (яхл2) = 0 ;  |х (л^  ̂(п2) =  0, 
тобто

!Х («1 «з) =  («2);

припустимо тепер, що

« 1  =  Р 1Р2 ■■■ Р5, « 2  =  ЧДг • • • Чь

де ръ ................р8; <7!, ?2. •••  . ^  — Р13И1 просп числа, тод1

!*■(«!)- ( - I ) * ,  ц (л,) » ( - ! ) '

I» (п^пъ) — (— 1)5+< =  [А (Лх) I» (л2).

*

Теорема 1 . Якщ о  0 (л) мультипликативна функщя I л  =
=  Р1 Р2 • • • Ркк — каношчний розклад числа п, то справедлива 
р1вшсть:

\

I  !*(с() • 0(<О =  [1 — 0 (Рх)] [1 — 0(р,)] ••• [ 1 - 0  (рА)] (1)
й/п

(для випадку л =  1 вважаемо, що права частина дор1в- 
нюе 1),

Справд1, якщо (а ( л ) — мультишйкативна функшя, то й 0 (л ).=  
( а ( л ) - 0 ( л )  буде мультипликативною (див. властивють 2 , § 12 ). 
Застосовуючи до функцп (л) тотожшсть (1), § 12  1 маючи на 
уваз!, що 0] (р,) =  0 (р,) 1 0, (р)) =  0  при 5 >  1 (бо [х (р,) =  — 1 1

Iх (Р/) =  0 за означениям), переконаемося в справедливое™ теореми. 
В и с н о в о к  1.

2  о, якщо я  > 1 ; ; <
а/п I I ,  якщо л =  1 .

Твердження одразу випливае з р1вносп (1) при 0 (л) =  1. 
В и с н о в о к  2 .

Це твердження також безпосередньо випливае з р1вност1 (1) 
при 0 (й) =  — (бо 0 (й) =  <28 при будь-якому 5  1, зокрема, при 
5 = — 1 е мультишпкативною функщею).

Теорема 2 . ( П р и н ц и п  о б е р н е н н я  Д  е д  е к  1 н да - Л 1 у-
в 1 л л я). Якщо  Ф (п) — однозначна функщя, визначена для ва х
натуральних п I

^ ( л) = - Е Ф ( < 0 ,  (4)
то

ф  (« ) =  X !  ^ (^) • 77 (5)
й/п

Д о в е д е н и я .  Припустимо, що й  — будь-який дшьник числа 

л; напишемо формулу (4) для числа ~ :

^ (-г) -  2 ! ф <*>• -

*/-5



Помножимо обидв1 частини ц1ех р1вносп на \х(с1) 1 пщсумуемо 
за вама Д1льниками й числа п; тод1 дктанемо:

Е и <о ^ ( - 5 ) * е  ^ № ф <8).

Тут с? 1 8 так1 д 1 льники числа л, що щ — цше число, тобто Л

можна вважати дшьником числа у  . Змшюючи порядок шдсумо- 
вування в прав1 й частиш останньоТ р1вносп, матимемо:

2  5 ] р (й) Ф ( 8 ) =  5 ]  [ Ф ( б ) ^ д а
, / п Л/п /  п л/п
ь ! т  * / т

Але, зпдно з висновком 1, р. (с?) =  0, кр1 м випадку, коли й  =  

=  — =  1, тобто коли 8 =  я. Тод1 =  1. Отже, в правш части-
Н1 останньоТ р1ВНОСТ1 Т1ЛЬКИ ОДИН доданок ЭОВНШШЬОТ суми не до- 
р 1 внюе нулю, а саме, коли 8 =  я вш дор 1внюватиме Ф (я). Звщси

(я)-
&1п

Формулу (5) називають «формулою оберненнц» Д  едекшда -ЛI увёл - 
ля. П записують так: /=’(«) =  ^Ф(я) ,  Ф (п) =  р Р  (п) 1 Р (я) нази
вають числовим шпегралом  вщ Ф (я), взятии по дшьниках, а Ф (п) 
назирають числовою похёдною в1д Р  (я).

Приклад 1. Якщо Ф (п) — п, то Р (я) — 3  (я). Це безпосередньо 
випливае з означення функцп 5  (я) 1 з р1 вносн (4); аналопчно, 
якщо Ф (я) =  1, то Р (я) =  т (я).

Приклад 2. Якщо Р (л) =  л =  р\х . . .  р’" >  1, то за формулою 
(5) дютаемо, що

й/л й\п

Але 51Ф (й) =  я за теоремою 4, § 14 отже, ф(я) = Ф ( л ) ,  бо
й/л

Р ( п ) = п  =  %  Ф(Й).
й/л

Використавши формулу (3) висновку 2, знайдемо, що

Ф(л) = л ( 1 - 1 ) ( 1 — Й  ( 1 _ Й *

Отже, ми шшим способом знайшли значения функцп Ейлера. 
Важливе значения в теорп чисел мае числова функщя к (х ), 

яка позначае число простих чисел, що не перевищують дШсного 
числа х,  наприклад, и ( 1 ) = 0 ,  тс (2) =  1, тг(3) =  2, тс (К  7) =  1,

к г 2т )  =  5 1 т- Д- Тут аргумент набувае довшьних невщ’емних 
Д1йспих значень, а функщя — лише щлих невщ’емних (див. § 47).

Контрольна запитання
1. Дайте озна4ення,функци Меб1уса.
2. Чи е функщя Меб1уса мультиплжативною?
3. Як пов’язаш М1ж собою функщя Меб1уса [х (4) 1 довольна мультишпка- 

типня функщя С?(<*); де Л —  дмьник деякого натурального числа п?

4. Чому дор1внюють значения ^  р. (4) ]' V  —^  ?

_ _  й/л а/п
5. Сформулюйте принцип обернення Дедек1нда-Л1ув1ллй.
6. Застосуйте принцип обернення Дедек1нда-Л1ув1лля до знаходження 

значень 5  (п ), * (п) I ф (я).

В п р а в и

1. Розв’язати р1вняння [Чах] =  т,  де а ф  О I х  —  Д1йсш числа.

В 1 д п о в 1 д ь. х  =  т ^а - , де 0 — дшсне число, що задовольняе умову 0 <  

< 0 < 1.
2. Знайти, при якому щлому додатному т справджуються сшвв1дношен- 

ня: а) [32,6 т] =  97; б) [27,4 т] =  140.
В I д п о в 1 д ь. а) пг =  3; б) такого т немае.

3. Довести, що [х] +

4. Довести, що
Х +  Т

М  + п

=  12х] ДЛЯ будь-якого Д1ЙСН0Г0 X.

я — Г
* +  • =  [ п х ]

ДЛЯ будь-якого Д1ЙСНОГО X 1 Ц1ЛОГО п >  2.
5. Знайти показник, з яким просте число 7 входить до добутку 81 561!. 
В 1 д п о в 1 д ь . Шуканий показник дор1внюе 13 589.

/1Г)Знайти каношчний розклад чисел: а) 401; б) 501; в) 60!; г) 751.
Т31 д п о  В 1 дь. а) 40! =  238 318-5в- 7» ГГ^" 133 • 172 ■ 192 23 ■ 29 31 • 37-
б) 50! =  247 322 512 78 ц 4  138 ]72 192 . 232 29 31 ■ 37  41 . 4 3 .47:
в) 60! =  256 328 514 79 ц б  134 173  193 232 • 292 31 37 41 43 у

X 47 • 53 59‘
г) 75! =  271 335 ■ 518 • 7а  • 11® 135 ■ 174 • 193 233 293 312 372 41 у

У 43 47 53 59 61 - 67 71 - 73.
7. Знайти число Д 1 л ь н и к 1 в ч и сла п, якщо: а) « =  4520; б) п =  27 504-

в) п =  116 424; г) п =  1 002 001; д) п =  1 294 700.
В 1 д п о в 1 д ь: а) 16; б) 30; в) 96; г) 27; д) 54.
8. Знайти сум у  Д 1 л ь н н к 1 в д л я  ч и сел  поп ередн ьоТ  з а д а ч 1 .

ДЛ д п о в 1 д ь: а) 10 260; б) 77 376; в) 410 400; г) 1 387 323; д) 3 116 988. 
(Ч уЗнайти  ВС1 Натуральн1 дмьники числа 4520.
~ В 1 д п о в 1 д ь .  1, 2 , 4 , 5, 8 , 10 , 20, 40, 113 , 226, 452 , 565 , 904, 1130, 

2260, 4520.



10. Знайти найменше натуральне число, що мае 15 Д1'льник1в.
В 1 д п о в 1 д ь . 144.
11. Ус1 натуральш Д1льники ц!лого числа я > 1 ,  кр1м самого л, назива

ються правильными, або властивими, дольниками. Очевидно, що сума в ах  
правильних Д1льник1в числа п визначиться р 1зницею; а (я) =  5  (я) — п. Це число 
п >  1 називають досконалим, якщо сума його правильних дьчьниюв дор1внюе 
п, тобто якщо а (п) =  п. Зв 1дси випливае, що для досконалого числа п 5  (п) =  
=  2 п.

Якщо 5 ( я ) < 2 я ,  то число п називають недостатшм, а якщо 5  (п) >  2п, 
то надлишковим.

Довести так 1 твердження; а) якщо п мае вигляд п =  2* (2*"*"1 — 1) =  2* р, 
де р  =  2*+1 — 1 — просте, то я  — досконале число; б) числа я , що мають 
зазначений у попередшй задач 1 вигляд, е единимн досконалими числами;

в) число р =  2*“̂ 1— 1 може бути простим ТОД! 1 Т1ЛЬКИ Т0Д1, коли показ
ник (к +  1) — число просте.

12. Нехай х  деяке Д1йсне додатне число, рх, р2, . . .  рк — р1зш просп 
числа. Позначимо через В (х, р1, р2, . . рк) — к 1льк 1сть щлих додатних чисел, 
як 1 не перевищують х  1 не д1ляться на жодне з простих чисел ри  р2, . . .  рк. 
Довести, що справджуеться така формула:

В  (*; рх,р2, . . .  рл) =  [х] —
. .  - - Ш

+  [ р л ]  +  ‘ "  +  [р*_1р*] [рхРгРз [рл._2р*_1Р*]

+  (-»)* ---- Г-1- (1)| РхРг • ■ ■ Рк

У третьому рядку право'! частини р)вност! (1) ф|гурують найр1'зномаш'тш- 
Ш1 комбшацп по два з к чисел рх, рг . . .  рк\ у четвертому рядку ц!еТ р!вно- 
с п — найр1зн0маштш 1ш комбшацП' по три з тих самих к чисел 1 т. д.

13. Користуючись формулою (I) попередньоТ задачу знайти вираз функцП 
Ейлера ф (я), де я  =  р“‘р“'  . • . р \к — канон!чний розклад числа я.

14. Знайти число натуральних чисел, як 1 не перевищують 1327 1 не д е я т ь 
ся на жодне з простих чисел 5, 7, 13.

В 1 д п о в 1 д ь. 840.
15. Знайти число натуральних чисел, як 1 не перевищують 2429 1 взаемно 

проси з 568.
В 1 д п 0 в 1 дь. 1198.
16. Довести, що коли х  >■ 2 1 р х, р 2, . . .  рк е к послщовних простих 

чисел, як 1 не перевищують У х ,  то
« (*) =  в  (х; Р х , р 2 . . .  рк) +  к —  1,

де тс (де) — число простих чисел, як1 не перевищують х.
17. Користуючись результатом попередньоТ задачу знайти л (200).
В I д п о в 1 д ь. тс (200) =  46.
18. Припустимо, що х > 0  — Д1йсне число 1 ах, а^, . . .  , ак — попарно 

взаемно просп натуральш числа. Позначимо через В (х; аи  а^, . . ■ ак) число 
натуральних чисел, як1 не перевищують х  1 не Д1ляться на жодне з чисел 
ах, а2 . . . , ак. Довести, що для В (х\ аи  . . .  , ак) справедлива формула, ана- 
лопчна формул1 (1) задач1 12.

19. Довести, що коли х — натуральне число, яке д 1литься на аг, аг......... ак,
де ах, 02, . . .  , ак — натуральш попарно взаемно просп числа, то

”*............^ - ' ( 1 - ^ ) ( 1- ? ) ( 1- 5 )  -  { ' - $ ■

20. Користуючись результатом попередньоТ задач1 , знайти число натураль
них чисел, як 1 не перевищують 82 798 848 1 взаемно прост! з 3168

В I д п о в 1 д ь. 25 090 560.
21. В ряд1 натуральних чисел 1, 2 ...........  2700, починаючи з 1, викре-

слюеться кожне четверте, кожне п’яте 1 кожне дев’яте число (включаючи 
й викреслеш). Ск1льки чисел зйлишиться? *

В 1 д п о в 1 д ь. В  (2700; 4; 5, 9) =  1440.
22. Знайти число натуральних чисел, менших В1 д  я  1 взаемно простих з я, 

якщо; а) п =  3560; б) п =  4520; в) п =  116 424; г) я  =  1 002 001; д) я  =  1 294 700’
В 1 д п о в 1 д ь. а) 1 408; б) 1792; в) 30 240; г) 720 720; д) 466 400.
23. Довести, що коли а) я  =  тр,  де (т , р) =  р  I р — просте число, то 

Ф (п) =  Ф (тР) — 9 (т ) б) я =  тц, де (т , (?) =  1 \ а — просте число, то ф (я )=  
=  9 (Щ)  =  Ф (т) (Д — 1).

24. Користуючись результатами попередньоТ задач 1 , вивести рекурентну 
формулу:

9 (тРк) =  9 (т) рк~ 1 (р — 1); (ет, р) =  1.

25. На п1дстав! формули, виведеноТ в задач1 21, знайти вираз для функ- 
цп Ейлера:

Т (я) =  я -  Г К 1 - } ) .

де р набувае ВС1Х значень простих Д1льник1в числа я.
26. Довести, що ср (4п) =  2ер (2л) 1 ер (4л +  2) =  ер (2л +  1).-
27. Дано, що «р(11”) =  13 310. Знайти л.
В I Д П О В 1 Д Ь. я  =  4.
28. Дано, що у (я) =  1792 1 я  =  2“ -5р • 1131 Знайти я.
В 1 д п о в 1 д ь. я =  23 • 5 ■ 113 =  4520.
29. Визначити я при умов1, що у (л) =  80.
В 1 Д П О В 1 ДЬ. л =  200.
30. Знайти натуральне число х  з умови:

а) 9 (2х) =  «р (Зд;); б) <р (5л:) =  <р (7л:).

В 1 д п о в 1 д ь  а) х. =  2“ у, де а > 0 1 (/ — натуральне число, що не д л и т ь 
ся на 2 I на 3; б) такого х  немае.

31. При якому натуральному я справедлива р1вшсть <р(я) =  -^-я?

В 1 д  п о в \ д  ь. При я =  2а Зэ; а >  0; р >  0.

32. Довести, що для натурального числа я  р1вшсть у (п) = ~  п  неможлива.

33. Тотожшсть ^  ср (Л) =  л перев1рити на приклад1 я  =  100.
(Цп

34. Довести, що ю льккть  чисел ряду 1 , 2 ,  . . .  , я , як 1 мають з л  один

1 той  сам ий НаЙб1ЛЬШИЙ СП1ЛЬНИЙ Д1ЛЬНИК 8, дор 1внюе 9 •

35. Корйстуючись результатом попередньоТ задач!, довести, що ^ с р  (&) =  я.
и/п

36. Скласти таблицю значень функцп ер (я) для вс1х я =  1, 2 , . . .  , 50, 
користуючись Т1ЛБКИ формулою у  (р“) =  р а~ 1 (р — 1) 1 ТИМ, ЩО <р (я) — мульти- 
пл1кативна функц1я.

37. Ск!лькома нулями закшчуеться число 1001?
В 1 Д П О В 1 д ь. 24 нулями.
38. Чи Д 1 л и т ь с я  С |°®0 на 7?
В 1 Д П О В 1 дь. Н1.

4



39. Тотожшсть ^  (х (с1) =  0 перевгрити на приклад! л  =  420.
л/п

40. Скласти таблицю значень функци [а (я) для вс!Х я =  1, 2 ...........
100.

1СТ0РИЧН1 К0МЕНТАР1

1. Теорема 1, § 11 вперше зустр 1чаеться у другому виданш «Теорп чисел» 
(1808) Лежандра.

2. Доведения твердження задач! 11 дав ще Евкл1д у IX книз1 його 
«Початк1в». Твердження задач1 11 вперше дов1в Ейлер. Ц1каво, що дос1 нев1- 
домо жодного непарного досконалого числа 1 не доведено, що Тх нема. Заува
жимо, що твердження задач1 11, будучи необх1дним, не е достатшм; так на
приклад, при простому к +  1 =  11 маемо: 211 — 1 =  2047 =  23 ■ 89. Зазначимо 
тут, що поряд з досконалими числами ще в Стародавшй Грецп вивчали так 
зваш дружш числа. Два натуральш числа називаються дружшми , якщо сума 
вс1Х правильних д 1льник1в першого з них дор1внюе другому, а сума вах  пра- 
ВИЛЬНИХ Д1ЛЬНИК1В ДруГОГО Д0р1ВНЮ6 першому, тобто ЯКЩО а (п-х) — л 2, а (л 2) =  
=  п х або 5  (я^  — пх =  я 2, 5  (я2) — пг — пх. Перша пара дружшх чисел е пара: 
пх =  284, я 2 =  220. Ейлер дав таблицю 60 пар дружшх чисел. Тепер В1домо 
к1лька сотень пар дружшх чисел, однак, сёред них немае жодноТ пари, в яюй 
одне число було б парним, а друге непарним, 1 нев1домо, чи е взагал1 так1 
пари.

3. Функщю <р(я) вв1'в  Ейлер у 1760 рощ.
Сл1д мати на уваз1 , що функщя Ейлера «р (/л) не завжди е найменшим 

натуральним значениям к, таким, коли ак =  1 (той  т). Щоб знайти значения 
к, мешш, шж 'р(яг), як 1 задовольняють цю конгруенщю, в розгляд вводять 
узагальнену ф у н щ т  Ейлера I  (т). 1т означають для вс1х значень т  так:

Ц 1 ) =  1, а при т >  1, I(я г ) =  [р“1-1 (рх —  1), р “*- 1  (р2 — 1), . . . .

. р;й_1 (р * -  о]-
При т — р* функцп <р (т) I Ц т )  очевидно зб!гаються.
Приклад. I  (680) =  Ь (28 • 5 ■ 17) == [4, 4, 16] =  16.
4. Формулу (5) § 13, яка дае загальний вираз функцп Ейлера, називають 

шод1 формулою Гаусса.
5. Формула додавання для функцп Ейлера <р (й) =  я  е тотожшстю, вона

4/п
зустр1чаеться вперше у Гаусса 1 тому називаеться його 1м*ям.

6. Формулу (1) задач1 № 12 вперше нав1в Лежандр; 1 и називають форму
лою Лежандра.

7. М е б 1 у с (1790— 1898) — шмецький математик 1 астроном; основш його 
пращ стосуються геометр п . Фактично в неявному вигляд1 функщю Меб1уса 
розглядав ще Ейлер.

Р О 3 д 1 л III

КЛАСИ ЗА ДАНИМ МОДУЛЕМ. КОНГРУЕНЦИ I КЛАСИ

У  § 15. Конгруенци I 1хн1 основш властивост!

Припустимо, що и  е натуральне число; розглядатимемо ц ш  
числа у зв’язку з остачами вщ дшення Ух на це натуральне т, 
яке називають м о д у л е м .  Зпдно з теоремою про дшення з оста-

чею кожному числу а вщповщатиме певна остача г вщ дшення а 
на т:

а -= т я -\-г ,  0 <  г <  т.

Якщо двом цшим числам а 1 Ь вщповщае одна й та сама остача
г вщ дшення Ух на т, то вони називаються конгруентними  (або
порьвнянними) за модулем т. Це позначаеться символом;

а =  Ь (тос! т) (1)

читаеться: а конгруентне з Ъ за модулем т.
Д еяк1 автори позначають це коротше:

а ^ Ь ( т ) .  ( Г )

Спттпнгппення (П [або (Г)] М1Ж числами називають конгруен- 
ц!ею, або пор1внянням.

Приклади.' 48 =  84 (тос! 18 ); 131 =  1 (тос113); 1 0 =  1 (т о ё  11). 
Знаком ф позначають неконгруентнють чисел за даним модулем. 

Так, наприклад, 7 ф 3 (той  11), 13 ф  6  (то й  16).
Теорема 1. КонгруенгПшсть чисел а \ Ь за модулем т равно

значна:
а) можливост1 подати а у  формь а =  Ь +  т(, де I —  щле;
б) под1льноспй а — Ъ на т.
Справд1, нехай дано конгруенцш а =  Ь (тос! т.). Тод1 за озна

чениям конгруенци матимемо:
а =  т <7 +  г, Ь =  т дх +  г, де 0 <  г <  т,

звщки
а — Ь =  т (я — <7Х), а =  Ь +  тп1,

де / =  <7 — <71 — цше число.
Навпаки, нехай маемо р1вшсть а =  Ь + т 1, де I — цше; подаю- 

чи Ь у форм) — I— —  ч
Ь =  т<7х +  г; 0 <  г <  т,

знаходимо, що
а =  т  (<7Х + 1) +  г =  т <7 +  г, 

де <7 =  <7! +  / — цше, тобто

(то с !т ) .
Отже, твердження а) доведено.
3  твердження а) бёзпосередньо випливае твердження б). 
Справд1, якщо а =  Ь -\~т1 , де I — цше, то це сшввщнвшення 

можна переписати так:
а — Ь =  т ■ I,

а це означае, що а — Ь дшиться на т. Отже, з твердження а =  
=  Ъ (тос1 т) випливае, що а — Ъ дшиться на т  1, навпаки, з по- 
дшьност! а —  Ь т т  в1дразу ж  дктанемо конгруенщю а, =  Ь (то й  т).



КонгруенцИ мають багато властивостей, под1бних до властиво 
стей р1вностей.

. Д д а  с т и в 1 с т ь 1. Д л я  конгруенцп справджуються закони: 
рефлективность, симетричность ь транзитивность, тобто вщпо- ц 
вщ ю : а) а =  а ( т о й / п ) ;  б) з конгруенцп а =  Ъ (т о й  т) випливае, 
що а (т о й  т) 1 в) якщо а =  Ъ (т о й  т) Ч Ь =  с (т о й  т), то а =  
=  с ( т о й т ) .

Д о в е д е н и я  а) а — а завжди дшиться на т, отже,
=  а ( т о й  т)\

б) якщо а — Ь дшиться на т ,  то 1 Ь — а дшитиметься на т, 
тобто з а =  Ь (т ойт )\ випливае, що Ь ^ а  (той /п );

в) за умовою, а — Ъ I Ъ — с дшяться на т; тод1

(а — Ъ) +  (Ъ — с) =  а — с

також дшитиметься на т, отже, а =  с (т о й  т).
В л а с т и в 1с т ь  2. Конгруенцп за одним ь тим самим модулем 

можнХТ почленно додавати (або вьдньмати).
Справд1, нехай дано конгруенщ! .

а1 =  Ь1 (той  т ) ,
а2 =  Ь2 ( т о й т ) ,  , (2)

ак ~ Ъ к (то й  т).

Тод1, зпдно з теоремою 1 , можемо написати ряд р1вностей:
а1 =  Ь1 +  т1и  а2 =  Ь2 +  т(г .ак =  Ьк +  т^к, (3)

де 1г, (2, , 1к — ц ш  числа.
Додаючи почленно щ р1вноеп, дютанемо:

а1 аг +  • • • +  ськ =  Ьг +  Ь2 +  • • • Ьк -\- т (1х 12 +  • • • +  (к) —
— +  Ь2 +  • • • +  Ьк +  т Т ,

де Т — цше, тобто

ах + 0% Ч------+ а к =  Ь1 + 6 2 Н----------- +  Ьк (тойт ).

В и с н о в о к  1. Доданок, що ст от ь у  якьй-небудь частит 
конгруенцп, можна переносити в ьншу частину, змьнивши знак 
на протилежний.

Справд1, додаючи конгруенцто а +  Ь =  с (той т) до очевидно! 
конгруенцп — Ь =  — Ь (то й  т), дютанемо:

а = с  — & (то й  т).
В и с н о в о к  2. Можна додати до обох частин або вьднщпи 

вьд обох частин конгруенцп одне й те саме число. ■
Справд1, додаючи (або в1дшмаючи) конгруенцп а ~ Ь  (то й  т) 

1 с ^ е ( т о й т )  маемо:
±  с ( т о й т ) .

В и с н о в о к  3. До кожноь частини конгруенцп можна додати 
(або вьдняти вьд не'ь) довьльне число, кратне модулю.

Справд1 , додаючи до конгруенцп а =  Ъ (той  т )  конгруенцто 
±  т 6  =  0 ( т о й т ) ,  ддстанемо:

а ±  тк =  Ь (т о й  т).

В ^ а  с т и в 1 с т ь 3. Конгруенцп за одним ь тим самим модулем  
можна почленно перемножати.

Справд!, розглянемо знову конгруенцп (2) 1 р1вносп (3), як! 
з них випливають. Перемножуючи почленно р1вносп (3), дютанемо:

ах а2 . . .  ак =  Ьх - Ь2 . . .  Ьк +  т Т,

де Т — цше число. Отже, за теоремою 1 маемо:

ах • а2 . . .  ак =  Ь, ■ Ь2 . . .  Ьк (той т).

В и с н о в о к  1. Обидвь частини конгруенцп можна помножити 
на одне й те саме цьле число.

Справд1, перемножуючи конгруенцто а =  Ь (той т) з конгруен- 
шею 6 =  к (той т), дютанемо ак =  Ьк (той т).

В и с н о в о к  2. Обидвь частини конгруенцп можна тдносити 
до одного й того самого цьлого невьд’емного степеня, тобто якщо 
а =  Ь (той т), то ап=  Ьп (той т), де п — цше >  0.

Властивост1 2 1 3 можна узагальнити такою теоремою:
Теорема 2. Якщо

! (*1, х2> • • ■ , хп) =  2  ахкх1х \г . . .  хкпп

— многочлен з цшими коефщ1ентами 1
а =  Ь (т ойт ), аА =  ^  (той  т ) ,  а2 =  р2 (т о й /л ) ...........

ап~ р „ ( т о й  т),
ТО

••• ^ " ( т о й т ) .  (4)

Справд1, на П1дстав1 властивост1 3 (наслщок 2) знаходимо: 

а*‘=  ^1* ( т о й ^ ) ,  ( т о й т ) ,  . . . ,  акпп =  (т о й  т).

Перемножаючи почленно вс1 щ конгруенщ! 1 конгруенцто а ~  
г Ь (той т), а пот1м пщсумовуючи знайден1 добутки (властившть 2 ), 
ми й прийдемо до конгруенцп (4);

Зокрема, якщо

[ (х) =  а0хГ- 4- аухп~ 1 -\------+  ап.^ х  +  ап

многочлен вьд одного аргумент у х з цьлими коефьцьелтаци г х ~  
^ х '  ( т о й т), то

} (х)*= [ (х') (той т),



Останне твердження (як побачимо дал1) е теоретичним обгрун- 
туванням для виведення ознак подшьность Теорема 2 дае можли- 
В1СТЬ ЗЗМ1НИТИ В КОНГруеНЦП .ВС1 В1ДОМ1 СТЭЛ1 коефщенти числами, 
меншими В1Д модуля т. Зокрема, ва числа, що дшяться на модуль, 
можна замшити нулями; можна, за бажанням, ва коефаденти в 
конгруенци зробити додатними.

_Вла с т и в 1 с т ь  4. Обидвь частини конгруенци можна пскИлити 
на гхшй стльний дыьник, якщо вш взаемно простий з модулем. 

Нехай
а =  Ь (той т), а =  а ^ ,  Ь =  Ъг(1 1 (т, й) — 1,

ТОД1
а — Ь =  й (ах — Ьг)

дшиться на т  оскшьки (т , д) — 1, то аг — Ьи  дшитиметься на
т  (теорема 2, § 4), а це означае, що

а х ^ Ь х  (той  т).

У щй властивост1 дуже ктотне застереження, що сшльний дшь- 
ник мае бути взаемно простий з модулем (тод1 як обидв1 частини 
р1 вност1 можна дшити на будь-який Тхн 1 й сшльний дшьник); напри
клад, 3 0 =  18 (тос! ^2), але 5 ^ 3  (той 12).

Д о а  ми розглядали властивост конгруенци за одним 1 тим 
самим модулем; вони багато в чому були под1бш до вщповщних 
властивостей р1вностей. Тепер розглянемо шип властивост! конгру- 
енцп, в яких особливу роль вдаграе модуль.

В л а с т и  В 1 с т ь  5. Обиден частини конгруенци I модуль можна 
помножити на одне й те саме натуральне число.

Справд!, з конгруенци а =  Ь (шо(1 т) випливае р1 вшсть а — Ь +
+  т(, де I — щле; помножаючи ТТ на щле к >  0, д 1Станемо ак =
~*Ьк +  тк • I, зв1дки випливае конгруенщя

ак^= Ь к  (той  тк).

В л а с т и В 1 с т ь  6. Обидвь частини конгруенци Iмодуль можна 
подййт и на будь-який 1хнШ ст льний дыьник.

Справд1 , припустимо, що а =  Ъ (той т) 1
а =  агй, Ь — Ь^й, т  =  тхй,

тод1 маемо
а — Ь +  т1,

або агй  =  Ьхд. +  тА1. Звщси, скорочуючи обидв! частини останньоТ 
р1Вност1 на й, дктанемо:

01 =  К  +  т 1*<
отже, (ш о ё т х).

В д а с т и в 1 с т ь  7. Якщо конгруенщя мае м кце за кыькома
модулями, то вона матиме м1сце I за модулем, що дорЩ щ
1хньому найменщому сп щ но м у кратному. '

Справд1, нехай дано:
а ~ Ь (  т о й  т г),
а ~ Ь  (тос!т2),

а ~ Ь  (то й  т^ ;

це означае, що а  — Ь дшиться на в а  модул1 т г, /и2, . . .  , тк, отже, 
а — Ь. мае дшитись 1 на Тхне найменше спшьне кратне т  =
== [ т х, т 2, . . .  , т ^ .  (Це випливае з праврШ знаходження н. с. -к. » 
кшькох чисел, викладеного в § 6 ), а це означае, що

а  =  й (то й  т).

В л а с т и в  1 с т ь  8 . Якщо конгруенщя мае м кце за модулем т, 
то вона матиме мкце I за будь-яким дольником й цього модуля. '

Справд1, з конгруенци а  =  Ь (то с1 т) випливае, що а — Ь ..дь 
литься на т\ тому а — Ъ дшитиметься I на будь-який дшьник ё  
числа т, тобто а =  6 (тосЫ ).

В л а с т и в 1 с т ь 9. Якщо одна частина конгруенци I модуль 
дият ься на яке-небудь щ ле число, то I друга частина конгруен
ци  д1литься на це число.

Справд!, з конгруенци а ~ Ь (т о А т )  випливае р1вшсть а =  Ь +
+  т(; якщо а 1 т  дшяться на й, то (зпдно з теоремою 2 ,
§ 1) ) Ь мае Д1литись на с1, що й стверджувалось.

^Вд_а с т и в 1 с т  ь 10. Числа а I Ь, конгруентш м 1ж собою за 
модулем т, мають з ним один I той самий найбыыиий стльний 
дольник.

Справд!, припустимо, що а = Ь (т о с 1 /п ) ,  зв!дки а — Ь +  т{. 
ЗГ1ДНО з теоремою 2, § 2, сукупш йъ спшьних дшьнишв а 1 т 
зб1гаеться з сп1льними Ельниками чисел Ь \ т, зокрема (а, т) =
-  (Ь, т).

Контрольн,1 запитання
1. Як! числа називаються конгруентними? Як1й р!вност! екв1валентна кон- 

груенц!я?
2. Сформулюйте властивост! конгруенщй, аналог!чш ■ властивостям р1в- 

ностей,
3. Сформулюйте властивост1 конгруенц!й, В1ДМШН1 В1Д властивостей р1внос-

тей.
4. Сформулюйте правило скорочення конгруенци'.

^   ̂ § 16. Класи за даним модулем. Юльце клаав .

Класом чисел за даним модулем т  називаеться множина- в ах  
ц1лих чисел, конгруентних з деяким певним числом а. Оск1льки 
при Д!ленн1 Ц1лих чисел на деяке натуральне число т  можна 
д!стати т1льки т  р1зних невщ’емних остач (а саме: 0 ,; 1, 2 , ... 
т —  1), то множина вс!х щлих чисел роз1б’еться на т  клас1'в чисел 
за модулем гп, що не мають сицьних елемент1в.



1з сказаного випливае, щ о в а м  числам дан ого  класу вщ повщ ае  
одна й та сама остача г вщ дшення Тх на число т\ от ж е , Д1ста- 
немо вс1 числа цього кл асу, якщ о у ф орм 1 гщ  +  г, д е  г —  стале, 
7 набуватиме значень у а х  щ л их чисел.

Отже, числа цього класу модуля т на числовШ прямш утво- 
рюють ДВОСТОрОННЮ ПОСЛЩОВЩСТЬ ЦШИХ ТОЧОК, ЯК1 лежать 
вщ одно! на однаковш вщсташ т, тобто кожний клас е двое 
ронньою арифметичною прогреаею з р1зницею, що дор1внюе 
дулю т. Цшавою шюстращею клаав липшв за модулем . _ 
клав1атура (необмежена в обидва боки); класи лишюв вщповщають 
П ри ЦЬОМу ТОНаМ ОДНЭКОВОТ НаЗВИ, ЯК1 ВЩр13НЯЮТЬСЯ один вщ од
ного лише на цш  октави. Як приклад клаав за модулем 7 е дш 
календаря (до одного класу належать т1 дш, як1 припадають на 
той самий день тижня).

3 означення конгруентносп двох чисел а \ Ъ за модулем т 
з щойно сказаного вщразу ж випливае таке твердження.

Два щ лих  числа а I Ь тод1 I тьльки тодь 'належать до од
ного класу за модулем т, коли вони конгруентш за цим модулем.

Будь-яке число даного класу називаеться  ̂лиш ком, або пред- 
ставником цього класу. Отже, якщо число а е представником де
якого класу за модулем т, то будь-яке шше число Ъ цього класу 
задовольняе умову: 6 е= а (т о й т ) ,  або Ь =  а -\-т (,  де I — деяке 
цше число, тобто, шакше кажучи, Ь =  а +  т( е загальний вигляд 
щлих чисел, як1 належать до того самого класу, що й а.

Символом Са позначатимемо той клас чисел, одним з линшв 
якого е число а. Звщси попередне твердження означае, що Са =  
=-Сь тод1 I тьлъки тоде, коли а =  Ь (той т).

Отже, запровадження клаав дае змогу замшювати конгруенщю 
чисел р1ВШСТЮ ВЩПОВЩНИХ КЛаС1В 1, навпаки, р1ВН1СТЬ КЛЭС1В — 
вщповщною конгруенщею. Водночас це твердження показуе р1 в- 
ноправшеть у а х  чисел цього класу.

-Означимо алгебраТчн! операцп «додавання» 1 «множення» клаав.
“'"Припустимо, що Са 1 Сь е два будь-як1 класи чисел за моду

лем т  1 припустимо, що а — будь-який лишок класу Са, Ь — будь- 
який лишок класу Сь. Тод1 пщ сумою Са + Сь клас1в Са 1 Сь
розум1тимемо клас Са+Ь, одним з лишюв якого е а +  Ь.

Покажемо, що означена таким способом сума клаав не зале- 
жить вщ вибору липшв а 1 Ь. Справд1 , нехай а ’ \ Ь’ — як1 -небудь 
1ШШ ЛИШКИ КЛЭС1В Са 1 Сь; ТОД1

а' =  а (т о й т ) , (1)
Ь' (т о й т ) .  (2)

Додаючи почленно щ конгруенцп, д1станемо: 

а' +  Ь' =  а +  Ъ (той  т ) ,  

тобто а' -\-Ь' мктиться в тому самому клаа Са+Ь, що й а ■+ Ь.

Звщси випливае, що означена нами операщя додавання клаав  
однозначна г завжди здШсненна.

Аналопчно означаемся множення клаав, а саме: пщ добутком  
Са : Сь кл аав  Са \ Сь розум1ють клас СаЬ, одним з липш в якого

Ъ.
- Означений таким сгособом добуток кл аав  також не залежить
■ вибору лишк1в. Справд1, при попередшх позначеннях перемно- 

. . до почленно конгруенщ! ( 1) 1 (2 ). Д1станемо:
а'Ь' ^ а Ь (  т о й  т ) .

Це показуе, що а'Ь’ моститься" в тому самому кл аа  СаЬ, що 
й аЬ. Означена таким способом операщя множення клаав одно
значна I завжди здШсненна.

Означеш нами операцП над класами задоволъняють комута- 
тивний I асощагпивний закони додавання I множення клаав, а 
також дистрибутивный закон, що зв’язуе щ операцп. Для при
кладу доведемо справедливом комутативного закону множення. 
За ©значениям маемо:.

Са ■ Сь =  СаЬ, Сь ■ Са =  СЬа.

Але Ьа =  аЪ, бо арифметичне множення чисел П1 длягае комутатив- 
ному закону, тому СЬа — СаЬ \ Са ■ Сь =  Сь ■ Са, що й треба було 
довести. Аналопчно можна довести й шил арифметичн1 закони.

Роль нуля при додаванш клас1в вш грае клас С0, бо Са 
+  С0 =  Са+0 =  Са. Тепер неважко пересв1дчитись, що р1вняння 
Са +  х — Съ завжди розв’язуеться однозначно, його розв’язком 
буде клас Сь_ а. Це означае, що операщя вщшмання клаав  
однозначна 1 завжди зд1йсненна.

Нагадаемо, що непорожня множина /? разом з означеними в нш алгеб- 
раТчними операц1ями «додавання» 1 «множення» називаеться шльцем,  якщо 
спранджуються так1 вимоги: 1) додавання П1длягае комутативному й асоц1атив- 
ному законам; 2) виконувана операщя обернена до операщТ додавання; 3) для 
множення справедливий асощативний закон; 4) справджуеться дистрибутивний * 
закон, тобто для будь-яких трьох елемент1в а, Ь { с з  К справедлив! р 1вност1:

с (а +  Ь) =  са +  сЬ 1 (а +  Ь) с =  ас +  Ьс.
Зокрема, ыльце називаеться комутативним,  якщо не Т1'л ь к и  додавання, 

л й множення комутативне.

3 попереднього випливае, що сукупшсть у а х .  кл аав  чисел 
зп модулем т  разом з означеними в шй операщями додавання 
I множення кл аав  задовольняе в а  вимоги загального означення 
комутативного К1льця. Тому ми приходимо до такого твердження:

Теорема 1. Сукупш сть вс1х клаав чисел за модулем т утворюе 
комутативне тльце вьдносно операцШ додавання I множення клаав.

Як Ыдомо, в усякому К1 льщ справедливе твердження: якщо 
п добутку двох або кшькох елеменпв к 1льця хоча б один 13 сп1в- 
МП0 ЖИИК1В е нуль, то й добуток дор1внюе нулю. Обернене тверд-

4  73
м и н  -



ження виконуеться не завжди. Може трапитись, що а'о =  0, але 
ш а ф  О, ш Ь ф 0; у цьому раз1 а 1 Ь називають дольниками нуля , а саме 
кшьце — кольцем з дольниками нуля.

Розглянемо тепер окремо випадки простого 1 складеного мо
дуля.

1) щ =  р  — просте число. Елементами, або лишками, клаав 
можна вважати числа 0,1, ... , р —  1. Припустимо, що а 1 Ь — 
будь-яю числа з системи 1, 2 , ... , р — 1, тобто а ф  0  (то й р ) 
1 Са ф  С0, Ь ф  0 (той  р ) \ С  & Ф С0; тод1

=  Саь Ф  С0,

ОСКШЬКИ

аЬ ф  0 ( т о й р ) ,  бо (а, р) — 1 \ (Ь, р) — 1.

Д ал 1, якщо С а ■ Сь =  С0, то це означатиме, що а 6 =  0 ( т о й р ) ,  
тобто аЬ дшиться на р, але це буде можливо тшьки тод1, коли 
або а =  0, або Ь =  0 1 р  е число просте 1 а <  р, Ь <  р.

Отже, д 1станемо, що у випадку простого модуля р, якщо до
буток кл аав  е нульовий клас С0, то принаймш один в  сшвмнож- 
ник1в е нульовий клас. 1 приходимо до такого висновку:

Сукупшсть 1 'с>* 'к ла а в  чисел за простим модулем утворюе 
комутативне кольце без дольников нуля.

2) Припустимо тепер, що т  — складене число, нехай т =  аЬ, 
де а 1 Ь мешш за т 1 бшыш вщ 1; тод1

аЬ ^в  0  (то й  т).

За умовою Са Ф С0, Сь Ф С0, алё

Са - Сь =  СаЪ =  С0,

тобто Са 1 Сь будуть дшьниками нуля, 1 ми дГстанемо таке твер
дження:
* Сукупшсть усох класов чисел за складеним модулем т утво
рюе комутативне кольце з дольниками нуля.

Приклад. Нехай т — 6 . За цим модулем маемо цпсть клаав:

^о> ^ 1» С*, С3, С4, С5;

розглянемо добуток

С2 • С3 =  Св =* С0,
або

С3 • С4 =  С12 =  С6 =  С0.

Отже, наприклад, С2 1 С8, С3 1 С4 е дшьниками нуля в кшьц! 
кл аав  за модулем 6 .

Контрольт запитання

1. Напшшть по юлька чисел, що належать до кожного класу за моду
лем 6.

2. Яка умова е необхщною 1 достатньою для того, щоб два числа належали 
до того самого класу за модулем т ?

3. Яке означення операцш «додавання» 1 «множення» клаав?
4. Що р о з у м ш т ь  ш д  словам и : м нож ина М1 стить дольники нуля?
5. Навед1ть приклад кшьця кл аав чисел з Д1льниками нуля.

§ 17. Повна система лишк1в

Як ми вже говорили, будь-яке число класу називаеться лишком 
за модулем т  ^рщносно вах_ чусел того самого класу.

Пщ найменшим невод'емким лишком  класу розумпоть найменше 
число серед невщ’емних чисел' цього класу; вш е не що шше, 
як невщ’емна остача г,- що утворюеться при дшенш довшьного 
числа певного класу на модуль т.

Лишок р, найменший за абсолютною величиною, називаеться 
абсолютно найменшим лишком-, його. легко знайти за таким пра

вилом: р =  г, якщо г <  -у  ; р — г —  т, якщо г >  у  ; нареигп,
- т ' ■якщо т парне 1 г =  , то за р 'можна взяти будь-яке з двох

т ,  т т 'чисел , або -у .— т — --- ^ .

Беручи вщ кожного класу по одному лишку, дктанемо так 
звану повну систему лишков за модулем т.

1 (айчаспше за повну систему линш в за модулем т беруть
найменшо нев1д’емно лишки 0 , 1, 2 .......  т —  1 або абсолютно
найменш1 лотки.

Приклад. Написати повну систему найменших невщ’емних 
лиш мв 1 повну систему абсолютно найменших лишюв за модулем 
т = 10.

Повна система найменших невщ’емних лииш в за модулем
10 буде: *

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Попну систему абсолютно найменших лишюв за модулем 10 
можна записати у виглядй

0, 1, 2, 3, 4, 5, - 4 ,  - 3 ,  - 2 ,  - 1

•б о  у ВИГЛЯД1

0, 1, 2, 3, 4, - 5 ,  - 4 ,  - 3 ,  - 2 ,  - 1 .

Повна система ли:ик1н за модулем т мае таю основш влас
тивост!.



В л а с т и в 1 с т ь  1. Будь-якх т чисел, яко попарно не конгру- 
ентно м 1ж собою за модулем т, утворюють повну систему лиш
ков за цим модулем.

Справд1, через те що щ числа попарно неконгруентш за мо
дулем т, вони е лишками р1зних кл аав  за цим модулем, а ос- 
юльки в а х  кл аав  т, тобто спльки, сюльки й чисел дано! си
стеми, то до кожного класу напевно попадае по одному числу 
(лишку), а це й означае, що даш т  чисел утворюють повну си
стему лишюв за модулем т.

В л а с т и в 1 с т ь  2. Якщо (а, т ) — I о х  пробогае повну си
стему лишков за модулем т, то вираз ах  +  Ь, де Ь, — довиьне 
ц1ле число, також пробогатиме повну систему лишков за цим 
модулем.

Справд1, чисел ах +  Ь буде спльки ж, скшьки чисел х, тобто 
т. Згщно з властивктю 1 залишаеться показати, що будь-яю 
два числа ахх +  Ь 1 ах2 +  Ь, яю вщповщають неконгруентним х г 
1 х2, сам1 будуть неконгруентш м1ж собою за модулем т.

Припустимо супротивне, тобто

ахх +  Ь =  ах% +  Ь (то й  т),

тод1 дктанемо:

ах1 =  ах2 (то й  т).

За умовою (а, т )  = '  1. Дшячи обидв1 частини останньо! конгруен
цп на а, дктанемо хх = х 2 (той  т), що неможливо, бо хх 1 х 2 
належать до р1зних клаав  лишюв за модулем т, а тому х х ф  
# л : 2 ( т о й т ) .

Приклад. Нехай х  пробкае повну систему найменших невщ’ем- 
них лишюв за модулем 8 . Знайти вщповщш невщ’емш лишки 
виразу Зх  +  2. Маемо:

х  — 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7; \

В1ДПОВЩНО:

Зх 2 =  2, 5, 0, 3, 6 , 1, 4, 7 (то й  8 ).

Контрольна запитання

1. Як Д1 СТати повну систему лишк1в за модулем т>
2. Напиш1ть повну систему абсолютно найменших лишюв, найменших не- 

В1д4мних лишк1в 1 дов1льних лишк!в за модулем 8.
3. Сформулюйте основш властивост1 повно'1 системи лишк!в.
4. 3  якою метою при доведенш властивоеп 2 використовуеться умова'

(а, Ь) =  1? —
5. Перев1рте справедливють властивосп 2 ня .числовому приклад!.

§ 18. Зведена система лишюв:*
Група клаав, взаемно простих з модулем

Згщно з властивктю 10, § 15, числа одного й того самого 
класу за модулем т мають з модулем один 1 той самий найбшь- 
ший сшльний дшьник. Особливо важлив1 класи, що мктять числа, 
взаемно просп з модулем. Через те що кожен клас за модулем т  
цшком характеризуеться будь-яким свош лишком, то, взявши за 
повну систему липш в наймешш невщ’емш лишки 0 , 1, 2 , ... , 
гп — 1, легко побачити, що класов чисел, взаемно простих з мо
дулем т, буде стольки, скольки буде чисел, менших вод т о вза
емно простих з т, тобто <р (т).

Беручи вщ кожного такого класу чисел по одному лишку, 
дктанемо так звану зведену систему лишков за модулем т. II 
можна скласти з числа повно! системи липш в, взаемно простих з 
модулем. Звичайно зведену систему лишюв видшяють з повно! 
системи найменших невщ’емних лишюв: 0 , 1 , 2 , ... , т — 1.

Приклад. Зведена система лишюв за модулем 20 мктить

Ф (20) =  Ф (4) • Ф (5) =  8 

лишк1в, взаемно простих з 2 0 :

• 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19.

Зведена система лишюв мае таю основш властивосп:
В л а с т и в 1с т ь  1. Будь-яко ф (т) чисел, що попарно некон- 

груентно за модулем т о взаемно просто з модулем, утворюють 
зведену систему лишков за модулем т.

Справд), осюльки щ числа попарно неконгруентш м1ж собою 
за модулем т I взаемно просп з т, то вони е лишками р1зних 
клаав чисел за модулем т, взаемно простих з т. У а х  таких клаав 
V <|> (т), тобто стшьки, сюльки даних чисел, тому до кожного 
класу напевно попаде по одному числу (лишку), а це й означае, 
що певш ф (т) чисел утворюють зведену систему лишюв за мо
дулем т.

В л а с т и в 1с т ь  2. Якщо (а, т) =  1 о х  пробогае зведену 
т с тему лишков за модулем т, то вираз ах теж пробогатиме 
ш д е н у  систему лишков за цим модулем.

Справд1, чисел виду ах буде спльки ж, сюльки чисел х, тобто 
4>(м). Згщно з властивктю 1, залишаеться показати, що вони 
попарно неконгруентш за модулем т 1 взаемно прост! з т. За 
умоиою (а, т) — 1 1 (х, т) =  1 (осюльки х  проб!гае зведену си
нему лнннав за модулем т), отже, (ах, т) =  1 (див. теорему 4,
О 4), Коли б тепер

ахх =  ах2 ( т о й т ) ,



то, скорочуючи на а, ми дктали б х х =  х2 (тос! т), що немож- 
ливо (бо х х 1 х2 належать до р1зних клаав  чисел за модулем т). 
Цим наше твердження доведено.

Нагадаемо, що непорожня множина О разом з означеною в ш'й алгебраУч- 
ною операщею (множенням) називаеться групою, якщо ця операщя асощативна 
1 якщо необмежено й однозначно здШсненна обернена операщя, тобто якщо 
розв’язними е р!вняння ах =  Ь, у а — Ь для будь-яких а [ Ь з О. Якщо, кргм 
того, групова операщя комутативна, то група називаеться комутативною, або 
абельовою. Вимога розв’язносп р 1'внянь ах =  Ь, уа =  Ь екв! валентна тому, 
щоб у груш кнував единий одиничний елемент ) для всякого а — единий 
обернений елемент а - 1 , тобто такий, що а а ~ 1 =  а ~ 1а =  1.

Тепер неважно довести таке твердження:
Теорема. Сукупшсть усох класов чисел, взаемно простих з  мо

дулем т, утворюе скшченну абельову групу порядку <р (п) вод
ное но множення класов.

Справд1, нехай (а, т) =  1, (Ь, т) =  1, тод1 (аЬ, т) =  1. 
Звщси випливае, що Са - Сь =  СаЬ, де Са, Сь, СаЬ —  класи, взаемно 
просп з модулем т ;  це означае, що в розглядувашй множит 
Ф (т) клаав, взаемно простих з модулем т, означена алгебраТчна 
операщя «множення» клаав. Ця операщя, як рашш було показано, 
е асоц дативною 1 комутативною. Роль одинищ виконуватиме, оче
видно, клас Сх, бо Са ■ Сг =  Са. Покажемо тепер, що для всякого 
класу Са, де (а, т) =  1, обернений, тобто такий клас Сх, де 
(х, /га) =  1 , отже,

Са ' Сх =  Сах — Сг.

Для цього досить показати, що кнуе таке х, взаемно просте 
з т, що мае мкце конгруенщя а х ~  1 (той  т). Нехай х  проб пае 
зведену систему лииш в за модулем т, тод1 за доведеним ах 
також пробНатиме зведену систему лиишв за цим модулем. Але 
1 е один 13 зведених лииш в за довшьним модулем, отже, при 
деякому единому х  =  х х дктанемо ахх =  1 (тос! т). ЕИдповщний 
клас чисел, що мктить х х, 1 буде оберненим до класу Са. А це 
означае, що в а  вимоги абельовоТ групи виконаш, 1 теорему дове
дено.

Контрольт запитання

1. Що називаеться зведеною системою лииш в за модулем т?
2. Сформулюйте основш властивосп зведено’! системи лишюв.
3. Напиппть зведену систему найменших невщ’емних лииш в 1 дов1льну 

зведену систему лицш в за модулем 12.
4. Чи проб1'гае вираз ах  +  Ь, де (а, т) =  1, зведену систему лиш ив за 

модулем т  при умов!, що * проб1гае зведену систему лиишв?
•5. Перев1рте справедлившть властивост! 2 на числовому приклад!.
6. Як розумгги, що для кожного класу чисел, взаемно простих з модулем, 

1снуе обернений клас?
7. Чи утворюе сукупшсть ус!х кл аав  чисел за модулем групу в1'дносно 

множення клас!в? Те саме вщносно додавання клаав?

ред чисел 0, 1, 2, 3, 4. Безпосередньою перевфкою встановлюемо, 
що Т 1льки  х  =  1 задовольняе задану конгруенщю, тому розв’язком 
щеТ конгруенцП буде клас чисел х =  1 (т о й 5), тобто х  =  1 +  5/, 
де I — будь-яке щ ле число. Отже, задана конгруенщя четвертого 
степеня за модулем 5 мае лише один розв’язок.

За властивостями конгруенцш до обох частин конгруенци можна 
додавати 1 В1Д обох-частин вщшмати числа, кратш модулю. Тому 
в данш конгруенцП завжди можна коефщ кнти замшите Тхшми 
найменшими нев1д ’емними або абсолютно найменшими лишками 
за модулем, що дор1внюе модулю конгруенци. 1накше кажучи, 
коефщкнти конгруенцП завжди можна зробити за абсолютною ве
личиною меншими в!д модуля т, а, за бажанням, можна зробити 
Тх Т1 льки додатними, меншими В1Д т.

Приклад. Конгруенщя
8л;5 — 12л:3 — 13л:2 — 15л: +  6  =  0 (той  5)

екв1валентна конгруенцП
Зл:6 —  2х3 —  3х2 +  1 е= 0  (т о ё  5),

або конгруенци
Зл* +  Зх? +  2л:2 1 =  0 (т о ё  5).

Щоб знайти розв’язки останноТ конгруенцП, випробуемо, наприклад, 
абсолютно найменип лишки за модулем 5: 0,1, 2, —2, — 1. Без- 
посередньо видно, що 0 , 1, — 1 задану конгруенщю не задоволь- 
няють. При дальШому випробуванш можна скористатись схемою 
Горнера з тк ю  тальки В1дмшнктю, що для полегшення кожного 
разу можна В1дкидати числа, кратш модулю

3 0 3 2 0 1

2 3 6 = 1 5 =  0 2 4 9 = 4

—2 3 .6 =  — 1 5 =  0 2 —4 9 = 4

Отже, конгруенщя Зхъ +  Зх3 +  2л:2 +  1 =  0 (шоё 5) не мае роз- 
в’язк1в, а тому не мае розв’язшв 1 конгруенщя

8 л  ̂— 12ха — 13х2 — 15л: +  6  =  0 (шоё 5).

При розв’язуванш конгруенцП з нев1домою величиною шод1 
доводиться помножати обидв1 частини конгруенци на щле число. 
Для тотожних конгруенщй ця операщя, як рашш було показано, 
завжди законна. Д ля конгруенщй з нев1домою величиною таке 
перетворення не завжди законне, тобто, шакше кажучи, при та
кому перетворенш конгруенцП’ може порушитесь екв1валентнкть 
даноТ 1 добутоТ конгруенщй.



то, скорочуючи на а* ми детали б х х =  х 2 (гпос! т), що немож
ливо (бо хг 1 х2 належать до р1зних клаав  чисел за модулем т). 
Цим наше твердження доведено.

Нагадаемо, що непорожня множина 0  разом з означеною в шй алгебраТч- 
ною операщею (множенням) називаеться групою, якщо ця операщя асощативна
1 /1кщо необмежено й однозначно здШсненна обернена операщя, тобто якщо 
розв’язними е р 1вняння ах =  Ь, у а =  Ь для будь-яких а \ Ь з О. Якщо, кр1м 
того, групова операщя комутативна, то група називаеться комутативною, або 
абельовою. Вимога розв’язносп р|внянь ах =  Ь, уа  =  Ь екв! валентна тому_, 
щоб у груш кнував единий одиничний елемент 1 для всякого а — единий 
обернений елемент а~},  тобто такий, що а а ~ 1 =  а ~  1а  =  1.

>
Тепер неважно довести таке твердження:
Теорема. Сукупшсть у а х  класьв чисел, взаемно простих з мо

дулем т, утворюе скшченну абельову групу порядку ср (п) вгд- 
носно множення к ла ш .

Справд1, нехай (а, т) — 1, (Ъ, т) =  1, тод1 (аЬ, т) =  1. 
Звщси випливае, що Са - Сь — СаЬ, де Са, Сь, СаЬ — класи, взаемно 
просп з модулем т\ це означае, що в розглядувашй множит 
Ф (т) клаав, взаемно простих з модулем т, означена алгебраТчна 
операщя «множення» клаав. Ця операщя, як рашш було показано, 
е асоц1ативною 1 комутативною. Роль одинищ виконуватиме, оче
видно, клас Сх, бо Са ■ Сг =  Са. Покажемо тепер, що для всякого 
класу Са, де (а, т) =  1, обернений, тобто такий клас Сх, де 
(х , т) — 1 , отже,

С а • Сх =  Сах =  СГ

Для цього досить показати, що 1снуе таке х, взаемно просте 
з т, що мае м1сце конгруеншя а х =  1 ( т о й т ) .  Нехай х  пробнае 
зведену систему лишюв за модулем т, тод1 за доведении ах 
також пробнатиме зведену систему лишюв за цим модулем. Але 
1 е один 13 зведених лишюв за довшьним модулем, отже, при 
деякому единому х  =  х г Д1 ста немо ахг =  1 (той  т ) .  Вщповщний 
клас чисел, що М1стить х ъ 1 буде оберненим до класу Са. А це 
означае, що в а  вимоги абельовоТ групи виконаш, 1 теорему дове
дено.

Контрольш запитання

1. Що називаеться зведеною системою лишюв за модулем т ?
2. Сформулюйте основш властивост1 зведеноТ системи лииш в.
3. Налипать зведену систему найменших нев1д’емних лишюв 1 довмьну 

зведену систему лииш в за модулем 12.
4. Чи проб1гае вираз ах  +  Ъ\ де {а, т) =  1, зведену систему лишшв за 

модулем т  при умов1 , що х  пробнае зведену систему лишшв?
5. Перев1рте справедливкть властивост1 2 на числовому приклад1.
6. Як розумгги, що для кожного класу чисел, взаемно простих з модулем, 

1снуе обернений клас?
7: Чи утворюе сукупнкть ус1Х класгв чисел за модулем групу в1дносно 

множення клас1в? Те саме в 1дносно додавання клас!в?

§ 19. Теореми Ейлера 1 Ферма

Як застосування властивостей зведеноТ системи лишюв, дове
демо теореми Ейлера 1 Ферма, що вщнрають фундаМентальну роль 
у теорп конгруенцш 1 широко застосовуються як у теоретичних 
дослщженнях, так 1 в арифметищ.

Теорема Ейлера. Якщо т — натуральне число, а — будь-яке 
щле число I (а, т) =  1 , то мае мьсце конгруенщя

а 9 (т) =  1 ( т о й т ) ,

де ф (т )  — функщя Ейлера.
Справд1, припустимо, що х  пробнае зведену систему наймен

ших невщ’емних лишюв за модулем т: '

X  =  Г2, ... , Гу( ту

Тод1, за властив1стю 2 зведеноТ системи лишюв, ах також про- 
биатиме зведену систему лишюв за цим модулем. Отже, можна 
написати таку систему конгруенцш:

агг =  рг ( т о й т ) ,  
аг2 =  Рг ( т о й т ) ,

ат(р (щ) —  р<р (т) (то й  т),

де ’рх, р2..........рТ <т) е також найменцц невщ’емш лишки, взаемно
прост! з модулем т, тобто п  сам1 числа, що й гъ г2, . . .  , г9 <т), 
але розмщ еш  в шшому порядку. Перемножуючи почленно щ 
конгруенцп, матимемо:

а* . . .  /\р (т) == р1р2. . .  Р<р (т) (то й  т ) .

Скорочуючи обидв1 частини ще'Т конгруенц1'Т на число гхга ... г9 {т) =  
=  РхРг • • • Рч> (т), взаемно п|юсте з щ  (бо вс1 г1 1 р1 взаемно просп 
з т за умовою), Д1станемо:

ач>(т)= ] ( т о й т ) .

Теорема Ферма. При простому р  I а, що не диит ься на р, 
мае м кце  конгруенщя:

0р-1  =  1 (то й р ).

Ця теорема безпосередньо випливае з теореми Ейлера при про
стому т =  р, бо р —  1.

Часто теорему Ферма формулюють трохи шакше:
При будь-якому щлому а мае мкце конгруенщя ^

ар =  а (т о й  р),

де р  — просте число.



Справд1, помножаючи конгруенщю ар~ х =  1 (той  р) на а, Д1- 
станемо конгруенщю ар =  а (шоё р), яка справедлива вже для в ах  
шлих а, бо вона справедлива 1 для а, кратного р.

Так, наприклад, при а =  4 1 р =  7 дктанемо:

47 =  (42)3 ■ 4 =  23 ■ 4 =  4 (т о ё  7).

Контрольт запитання
1. Сформулюйте теореми Ейлера 1 Ферма.

2. 3 якою метою використовуеться при доведенш теореми Ейлера умова" 
(а, т) — 1?

3. П ерев1рте справедливкть теореми Ейлера на числовому приклад1 а =  9, 
т =  16.

4. Покаж 1ть, що а22=  а2 (той  25). (При розв’язуванш розгляньте два випадки: 
а } 5 1 а не •. 5).

Вправи

1. Знайти наймений невщ’емш 1 абсолютно наймеипп лишки за модулем 
13 для чисел 3, 8, 16, —43, 132 , 278, —423, 1327. Як1 з цих чисел належать 
до одного 1 того самого класу за модулем 13?

В 1 Д П 0 В 1 ДЬ. Найменшими невщ’емними лишками будуть в1дпов!'дно 
числа: 3, 8, 3, 9, 2, 5, 6, 1; абсолютно найменшими лишками будуть в1дпо- 
В1ДН0 числа: 3, —5, 3, —4, 2, 5, 6, 1; числа 3 1 16 належать до одного й того 
самого класу за модулем 13, тобто 3 =  16 (той  13).

2. Знайти зведену систему найменших невщ’емних лицш в за модулем 40.
В 1 д п о в 1 д ь . 1, 3 , 7 , 9 , 11, 13, 17, 19 , 21, 23 , 27 , 29 , 31 , 33 , 37 , 39.
3. Чи утворюють степеш 2°, 21, 22 , 23 , 24, 26, 2е, 27 , 28 , 2е разом-з чис

лом 0 повну систему лишюв за модулем 11?
В 1 д п о в 1 д ь. Утворюють.
4. П ерев1рити формули 5<р (26) =  1 (той 26), 2<р (45) =  1 (той  45), 3!р *40* =  

=  1 (той  40).
5. Припустимо, що х  пробкае повну систему найменших невщ’емних лиш- 

К1в за модулем 8; знайти вщповщш наймений невщ’емш лишки для виразу 
?х +  4.

В 1 д п о в 1 д ь. Якщо х  =  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, то вщповщно 7х +  4 =  
^ 4 ,  3, 2, 1, 0, 7, 6, 5 (той  8). ' #

о 6. Знайти найменший невщ’емний лишок чисел 880 +  1390 за модулем 17.
В I д п о в 1 д ь . 0.
7. Довести, що квадрат всякого непарного числа конгруентний з едини

цею за модулем 8.
8. Довести, що непарне число виду 4^ +  3 не можна подати як суму двох 

квадрат1в ц1лих чисел.
* 9. Довести, що коли (п , 8) =  1, то п2 =  1 (той  8).

10. Користуючись малою теоремою Ферма, довести, що, р л 8р2 +  1 мо
жуть бути одночасно простими т!льки при р =  3.

11. Виходячи з розкладу бшома Ньютона для (а +  Ь)Р, довести, що (а +  Ь)Р—  
=  а Р Ь р  (тоА р). Узагальнюючи цей результат для випадку трьох 1 бгльше 
чисел, вивести малу теорему Ферма.

12. Якщо р —  просте \ а = Ь  (той рп), то аРт —вРт (той  рп+т); тут т \ п — 
ц!л1 невщ’емш числа. Вивести звщси теорему Ейлера, вважаючи вщомою малу 
теорему Ферма.

13. Довести, що натуральне число р  тод1 1 т1льки тод1 е простим, коли

С*_! =  (— 1)*(той р),

де С р _ ( — вс! можлпв1 бшом1альн1 коефщ кнти в розклад! (а +  Ь)Р 1 (к =
=  0, 1, 2, . . .  , р — 1).

14. Пщставляючи у вираз г =  5у Зх значения х  =  0, 1, 2, 3, 4; у =  0 , 1 ,  2, 
перев1рити, що ми дктанемо для г повну систему лишков за модулем 15.

15. Нехай т  — натуральне число, а Ь — ц ш  числа 1 (а, т) =  1. Довести, 
що коли х пробкае повну систему лишюв за модулем т,  то

з | ( я -  1) (той  т).
х

16. Нехай тх, т2, . . .  , т ь — натуральш, попарно взаемно просп числа. 
Довести, що ми дктанемо повну систему лишк1в за модулем . . .т к,  якщо 
у форм1

Х\ +  тгх 2 +  тгт2х3 +  • • • +  т^пц . . . тк_ х х к

числа хх, х г, . . . , Хк пробкатимуть повш системи лишк1в вщповщно за моду
лями т-1 , тг, . . . тк.

17. Припустимо, що т 1} пц, . . .  , тк — натуральш, попарно взаемно прост.1 
числа 1 т хтг . . . /л* =  гПхМх — т2М г =  • ■ ■ =  ткМк-

а) довести, що дктанемо повну систему лииш в за. модулем т хт 2 . . .тк, 
якщо у форм1

М^Хх +  М А  +  • • ■ +  М кх к

числа Хх, х 2, . . . .  Хк пробкатимуть повш системи лишК1в вщповщно за моду
лями тх, т2, . . .  , тк.

б) довести, що ми дктанемо зведену систему лишк1в за модулем /п1т а . . . т * , 
якщо у форм1

МхХх +  М гх г + -------1- М кХк

числа Хх, х2, . . .  , Хк пробкатимуть зведеш системи лишк1в за модулями 
тх, тг, . . .  , тк-

18. Довести, що коли {а, Ь) =  1 \ х  пробкае повну систему лицш в за мо
дулем а, а у  пробкае повну систему лииш в за модулем Ь, то г =  ау +  Ьх 
пробкатиме повну систему лиш мв за модулем аЬ\ г тод1 1 Т1льки тод1 буде 
взаемно простим з аЬ, коли х  взаемно просте з а I у  взаемно просте з Ь. 1накше 
кажучи, якщо х  пробкае зведену систему лишюв за модулем а, а 9» - зведену 
систему лишк1в за модулем Ь, то г пробкатиме зведену систему лишк1в за мо
дулем аЬ.

19. Користуючись результатом задач! 18, довести мультиплшатившсть 
функци Ейлера.

1СТОРИЧН1 КОМЕНТАР1

Теорему, доведену в § 19, на вдаину в1д так звано! велико! теореми Ферма 
(див. кторичш  коментар1 до розд. VIII), називають малою теоремою Ферма. 
Перше з в 1домих доведень ц к !  теореми належить видатному шмецькому мате
матику I ф 1лософу Лейбн1цу (1646 — 1716). Завдяки цш теорем1 за допомогою 
електроннол1чильних машин було вивчено под1льнкть чисел 2Р 1 — 1 на р2 при 
р <  50 000. З ’ясувалось, що 2Р~ 1 — 1 — дли ться  на р а лише для р =  1093 1 3511. 
Ейлер дав к1лька р1зних доведень теореми Ферма, з яких перше було дано 
до 1736 р. У 1760 р. Ейлер узагальнив теорему Ферма. Цю узагальнену тео
рему 1 називають теоремою Ейлера.

Доведено, що для будь-якого натурального числа а кнуе безл 1ч складених 
чисел т, таких, що ат~ 1 =  1 (той  т).

Невщомо, чи е нескшченною множина складених чисел т, таких, що ат~ 1 ~  
=  1 (той т) для в а х  а, взаемно простих з т ,  якщо Тх задовольняють Т1 сам1 
значения нев1домого х.



Р о з д 1 л IV

КОНГРУЕНЦП 3 НЕВ1 ДОМОЮ ВЕЛИЧИНОЮ1

§ 20. Класи розв’язюв конгруенцп дов!льного степеня

Нехай т  — натуральне число. Конгруенщя виду
/(х )  =  0  (той  т), (1)

де I  (х) =  а0У1 +  а1х п~ 1 +  ■ • • +  ап_ хх +  ап е многочлен степеня п 
з цшими коефщентами 1 а0 ф  0 (той  т), називаеться алгебршчною 
конгруенщею п -го степеня з  одним невьдомим х.

Розв'язати конгруенцш  — це означае знайти в а  значения невь 
домого х, яю й  задовольняють.

Д в 1 конгруенцп з одним невщомим називаються р1вносильними, 
або еш валент ними, якщо Тх задовольняють и  сам1 значения неве
домого х.

Теорема 1. Якщ о х  =  х х задовольняе конгруенцш  (1), то всяке 
число, яке належить до того самого класу лишшв за модулем т, 
що й число х ц  також задовольняе цю конгруенцш , тобто розе'яз- 
ком буде весь клас чисел х =  хх (той  т).

Це твердження безпосередньо випливае з властивостей конг
руенщй. Справд1, нехай х2 — будь-яке число, яке належить до того 
самого класу лишюв за модулем т, що й х х; тод1 х2 =  хх (тойт). 
За умовою хх е розв’язок конгруенцп (1), тобто мае М1сце тотожна 
конгруеншя /  (хх) =  0 (той  т), але тод1 матиме М1сце й конгруенщя 
[ (хг) =  0  (той  т) (див. висновок з теореми 2 , § 15), тобто х2 також 
буде розв’язком конгруенцп. Осюльки х2— будь-яке число класу 
х ^ х х ( т о й т ) ,  то весь цей клас задовольнятиме дану конгруенщю..

Розв'язки конгруенцп (1) ,  що належать до одного класу чисел 
за модулем гп вважають за один розв’язок ще1 конгруенцп. При 
цьому конгруенщя ( 1 )  мае ст иьки розв’я з ш ,  ск1льки клас1в чисел 
и  задовольняють. Через те що за модулем т  всього т  кл аав  чи
сел, то за допомогою сюнченного числа випробувань можна знайти 
в а  розв’язки конгруенцп ( 1), але при великому модул1 це досить 
важко.

Приклад. Розглянемо конгруенщю

Xх +  х3 +  х2 +  х  +  1 0 (той  5).

Розв’язки ще! конгруенцп за модулем 5 М1 стяться тшьки серед 
чисел повно!' системи лишюв за модулем 5, тобто, наприклад, се-

1 П0Д1бН0 ДО ТОГО, ЯК р!вН0СТ1 ПОД1ЛЯЮТБ на ТОТОЖНОСТ1 1 Р1ВНЯННЯ, серед
конгруенщй також можна розр 1зняти тотожш (так!, що зовам  не м ктять  букв,
або справджуються при дов1льних означениях букв, як 1 входять до них) 1 так 1 ,
що мктять нев!дом1 (тобто так! величини, як! лише за певних значень Тх за
довольняють конгруенц!ю).

ред чисел 0, 1, 2, 3, 4. Безпосередньою перевфкою встановлюемо, 
що тшьки х =  1 задовольняе задану конгруенщю, тому розв’язком 
ще! конгруенщ!' буде клас чисел х = 1 ( т о й 5 ) ,  тобто х =  1 + 5 / ,  
де I — будь-яке цше число. Отже, задана конгруенщя четвертого 
степеня за модулем 5 мае лише один розв’язок.

За властивостями конгруенцш до обох частин конгруенцп можна 
додавати 1 В1д обох частин вщшмати числа, кратш модулю. Тому 
в данш конгруенщ! завжди можна коефвденти замшити Тхшми 
найменшими невщ’емними або абсолютно найменшими лишками 
за модулем, що дор1внюе модулю конгруенцп. 1накше кажучи, 
коефщенти конгруенцп завжди можна зробити за абсолютною ве
личиною меншими В1Д модуля т, а, за бажанням, можна зробити' 
!х ильки додатними, меншими В1Д т.

Приклад. Конгруенщя
8хв — 12л:3 — 13л:2 — 15л: +  6  =  0 (той  5)

екв1валентна конгруенщ!
Зх6 — 2х3 — Зх2 +  1 =  0 (той  5),

або конгруенцИ
Зл? +  Зл? +  2л:2 +  1 = 0  (той  5).

Щоб знайти розв’язки останио! конгруенцп, випробуемо, наприклад, 
абсолютно найменнп лишки за модулем 5: 0,1, 2, —2, — 1. Без
посередньо видно, що 0 , 1, — 1 задану конгруенщю не задоволь
няють. При дальшому випробуванш можна скористатись схемою 
Горнера з пею  ильки вщмшшстю, що для полегшення кожного 
разу можна вщкидати числа, кратш модулю

3 0 3 2 0 1

2 3 6 = 1  5 =  0 2 4 9 = 4

—2 3 6 =  — Г "  5 =  0 2 —4 9 = 4

Отже, конгруенщя Зх5 +  Зл:3 +  2х2 +  1 =  0 (той  5) не мае роз- 
в’язюв, а тому не мае розв’язюв 1 конгруенщя

8х5 — 12х3 — 13х2 — 15х +  6  =  0 (той  5).

При розв’язуванш конгруенцИ з невщомою величиною 1нод1 
доводиться помножати обидв1 частини конгруенцИ на цше число. 
Для тотожних конгруенщй ця операщя, як рашш було показано, 
завжди законна. Д ля конгруенщй з неведомою величиною таке 
перетворення не завжди законне, тобто, шакше кажучи, при та- - 
кому перетворенш конгруенцИ може порушитись ,екв1валентшсть 
дано! 1 добуто! конгруенщй.



Приклад. Конгруенщя
х* +  х 3 +  хг +  х  +  1 =  0 (той  5),

як ми бачили, мае один розв’язок: х =  1 (той  5). Але, якщо обидв! 
частини Ц1е'1 конгруенцп помножити на 5, то дктанемо конгруенщю:

5л:4 +  5л:3 +  5л:2 +  5х 5 =  0 (той  5),

розв’язком якоТ буде вже будь-яке щле число. Вона, по сут1, 
перетворюеться в тотожну конгруенцш 0  • х = 0  (той  5 ).

Отже, виникае питания, коли множення обох частин конгруенци 
з нев1домою величиною на щле число е законним? В1дпов1дь на 
це дае теорема 2 .

Теорема 2. Якщ о обидв1 частини конгруенци (1) помножити 
на щле число к, в з а е м н о  п р о с т е  з м о д  у  л е  м т,  то дьста- 
немо конгруенщю , екв1валентну дашй.

Справд1, припустимо, що х  =  а задовольняе конгруенщю ( 1),
ТОД1

/  (а) =  0  (той  т ) .

Помножаючи обидв1 частини ще! тотожно! конгруенци на к, д к т а 
немо:

к • I  (а) =  0  (шоё/л). (2 )

Отже, а завдовольняе конгруенщю
к ■ { (х) ^ 0  (то й /л ). (3 )

Навпаки, якщо х  — а задовольняе конгруенщю (3), тобто
к • / ( а )  =  0 ( т о ё т ) ,  тод1 обидв1 частини конгруенцп (2 ) можна
скоротити на к, не змшюючи модуля, бо (к, т) — 1 (див. власти
в кть  4, § 15), отже,

/ ( а )  =  0 ( т о ё т ) ,

тобто а задовольняе конгруенщю ( 1), що й доводить наше твер
дження.

Зауважимо, що при розв’язуванш конгруенщй з нев1домою ве
личиною можна, не змшюючи модуля, скорочувати обидв1 частини 
конгруенцп Т1льки на такий Тх сшльний Д1льник, який в з а е м н о  
п р о с т и й  з м о д у л е м  (див. властивкть 4, § 15).

Д ал 1 в цьому роздш  ми докладшше розглянемо конгруенцп 
з одним нев1домим 1 покажемо, зокрема, що теор1я конгруенцш 
з одним нев1домим багато в чому нагадуе теорно алгебраТчних р5в- 
нянь з одним нев1домим.

Контрольна запитанняг
1. Дайте означения алгебраТчно! конгруенцП л-го степеня з одним не-

В1Д0МИМ.
2. Яке число називаеться розв’язком конгруенцП?

3. Як1 конгруенцп називаються екв1валентними?
4. Як1 розв’язки конгруенщй не вважаються р1зними?
5. Чи завжди при множены обох частин конгруенцп на щ ле число дктаемо 

екв 1валентну конгруенщю?
6. Чи дктанемо екв 1валентш конгруенцп при множенш обох частин конг

руенцп 1 модуля на щ ле число?

§ 21. Конгруенци першого степеня.
Поле клаав за простим модулем

Конгруенщю першого степеня шсля перенесения *1 льних члешв 
у праву частину, а члешв, що мктять невдоме х ,— у Л1ву частину, 
завжди можна подати в такому вигляди

а х = Ь  ( т о ё т ) ,  а #  0 (т о ё т ) .  (1)

Визначимо спочатку, при яких умовах ця конгруенщя мае роз
в’язки 1 якщо мае, то сюльки.

В и п а д о к  1. Припустимо, що в конгруенци (1) (а, т) =  1; 
тод1 на шдстав1 властивостей повноТ системи лишюв (властивкть 2, 
§ 17) можемо твердити, що коли х  пробкае повну систему лишюв 
за модулем т ,  то ах так само пробкатиме повну систему лишюв 
за цим модулем. Отже, зокрема, при одному 1 Т1льки одному зна- 
ченш х  — х0 з повноТ системи лишюв матимемо тотожну конгруен
щю ах0~ Ь  (тоё т ) .  Цим ми довели таку теорему.

Теорема 1. Якщо (а, т )  — 1, то конгруенщя (1) мае единий 
розв’язок.

В и п а д о к  2. Припустимо, що (а, т) =  с1 >  1, тод! а — агй, 
т = т 1й 1 (а^-т ^  =  1. Через те що в конгруенци (1) а \ т  дь 
ляться на й, то для того щоб конгруенщя мала мкце при деяких 
шлих х, 1 Ь повинно Д1литись на (I (див. властивкть 9, § 15). Отже, 
ми можемо записати, що Ь =  Ьх<1.

Я к щ о  Ъ не Д1литься на й, то конгруенщя не мае роЪв’язюв. 
Скорочуючи обидв1 частини конгруенцН (1) 1 модуль на А, дкта- 
немо нову конгруенщю:

а ^ ^ Ь х  (т о ё т ^ ,-  (2)

де (а1г тх) =  1, р[вносильну дашй.
Справд1 , нехай х  =  а  задовольняе конгруенцш (1), тод1 маемо 

тотожну конгруенщю: а л ~ Ь  (тоё  т ) .  Скорочуючи тепер обидв1 
частини 1 модуль щеТ конгруенцП на с1, дктанемо нову тотожну 
конгруенщю

аха =  ( т о ё т ^ ,  де (ах, т 2) =  1,

яка й показуе, що а задовольняе конгруенщю (2). Навпаки, нехай (3 
задовольняе конгруенцш (2), тобто а ^ = Ь х ( т о ё т ! ) .  Помножаючи 
цю тотожну конгруенщю 1 модуль на й, дктанемо: «3 =  6 (тоё  т ) .  
Остання тотожна конгруенщя показуе, що (3 задовольняе конгруен
щю (1). •



Д ал1, конгруеншя (2), за доведеним, мае единий розв’язок за 
модулем тх\ нехай цим розв’язком буде клас чисел х ^ х 0 (тоАт1), 
де х0 — найменший невщ’емний лишок цього класу. Внаслщок екв1- 
валентноси конгруенщй (1) 1 (2 ), цей клас буде також 1 розв’яз
ком конгруенцп ( 1) за модулем т, але за модулем т — т^й вш 
розпадеться на юлька клаав, а саме на спльки, сюльки в ньому 
буде додатних чисел, менших за т ;  цими числами, очевидно, бу
дуть таю й чисел:

х0, х0 -+- т 1( х0 +  2 т1..........х0 +  (й — 1) т 1( (3 )

бо 0  <  х0 <  тх.
Осюльки д. чисел виду (3) Менни за т 1 р1зш, то вони не конг- 

руентш М1ж собою за модулем т. Тому один клас за модулем т1 
розпадеться на д. клаав за модулем т =  тхй. Отже, конгруеншя (1) 
матиме & розв’язюв

* =  х0, х0 +  т,у, х0 +  2 пги . . .  , х0 +  (с1— 1 ) т 1 (той т ). (3')

Зауважимо, що щ с1 клаав за модулем т  1 клас х = х 0 (т о й  т х) 
складаються з одних 1 тих самих щлих чисел.

Цим ми довели таке твердження:
Теорема 2. Якщо (а, т) =  й >  1 I Ь дьлиться на й, то кон

груенщя ( \ )  мае с1 розе'язю в виду (3'); якщо ж у цьому випадку Ь 
не делиться на А, то конгруенщя ( 1) розв'язтв не мае.

Отже, для знаходження розв’язюв конгруенцп

ах= Ь (т ойт )  (1)

досить, очевидно, вмпи знаходити розв’язок ще! конгруенщ!, коли 
(а, т) — 1.

При невеликому т розв’язок конгруенцп можна знайти випро- 
буванням чисел повно! системи лишюв за модулем т; найзручшше 
ла повну систему лишюв брати або найменип невщ’емш лишки,
або абсолютно найменпй лишки. Але цей споаб при великому т 
стае дуже гром13дким. Вкажемо два шших, практично зручнших 
способи.

 ̂ С п о с 1б 1 грунтуеться на теорем1 Ейлера. Нехай треба роз
в’язати конгруенщю (1), якщо (а, т) =  1. Помножаючи цю конг
руенщю на а? (т) Дктанемо екв1валентну конгруенщю:

а ? (т) . х =  Ъоу (т) -  1 ( т о с 1 т )  (4 )

(див. теорему 2 , § 20). Але, за теоремою Ейлера, при (а, т ) =  1
а* (т> =  1 (той  т), отже, з конгруенцп (4) матимемо:

Ьа? <т > -* (той  т). (4')
— — . . -  —  - ч

Цей розв’язок конгруенцп (4) 1 буде единим розв’язком еквн 
валентно! !й конгруенцп (1).

\  * '

Приклад. Розв’язатй конгруенщю

3 7 х = 2 8  (то й  24).

Спочатку замшимо коефоденти !х найменшими невщ’емними лиш
ками за модулем 24 (див. висновок 3 з властивосп 2 , § 15):

13л: =  4 (той  24).

Через те що (13,24) =  1, ця конгруеншя мае единий розв’язок. 
Знайдемо його за формулою (4'):

х =  4 ■ 13» ®>) - 1 =  4 • 138~1 =  4 413 (132)3== 4 * Р = 4  (той 24).

Отже, х  =  4 (той  24) е шуканим розв’язком ще! конгруенцп, 
у чому легко переконатись звичайною шдстановкою:

13 ■ 4 =  4 (той  24).

Недолжом цього способу е те, що при великому <р (т) знахо
дження найменшого невщ’емного лишку того класу чисел за моду
лем т, в якому е число Ьа» (т) -1 , стае гром1здким:___

г  п п г I г^.9 розв’язування конгруенцИ ( 1) при (а, т) =  1 
туеться на теорП неперервних дроб!в.

Розкладемо — в неперервний дргб (при цьому зауважимо, що а
завжди можна вважати додатним 1 меншим за т). Позначимо через
Р Р  •передостаншй, а через ~  — останшй шдхщний др!б у цьому
Чп—1 Чп

розклад1, так що =  — . Через те що будь-який неперервний др1б 
V/, а

е нескоротний 1, за умовою, (а, т) =  1, то матимемо, що т =  Рп, 
а =  Згщно з вщомою властивютю пщхщних дроб1в (див. тео
рему 2 , § 0 ):

Замшюючи Рп 1 0 п вщповщно через т 1 а 'д 1станемо:

« О » - !— аР * - 1  =  Н  О " '1-
Ця р1вн1сть екв1валентна конгруенцИ (див. теорему 1, § 16).

(— 1) " ( т о й т ) .

Помножаючи обидв1 частини останньо! конгруенщ! на (— 1)” • Ь, 
дктаемо:

а [(— 1)п Рп_ гЬ] =  Ъ (той /п).

Пор1внюючицютотожну конгруенщю з заданою конгруенщею (1), 
бачимо, що

х = ( — \)пРп_ 1Ь ( т о й т )  (5)



е розв’язком конгруенцп (1); тут Рп_ г — чисельник передостаннього 

ШДХ1ДНОГО дробу в розклад1 у неперервний др!б.

З а у в а ж е н н я .  Конгруенщя (1) екв1валентна р1внянню пер
шого степеня з двома невщомими: ах  =  Ъ +  ту, або ах — т у  =  Ь. 
Тому розв’язання конгруенци (1) можна звести до розв’язання в щ- 
лих числах р1вняння ах — т у  =  Ь \ навпаки. Ми бачили, що це 
р1вняння мае розв’язки, якщо (а, т) =  1 , або якщо Ъ дичиться на 
(а, т) (див. § 9). Невизначеш р1вняння першого степеня почали за- 
писувати 1 розв’язувати у форм1 конгруенщй, починаючи з Гаусса.

Приклад. Розв’язати конгруенщю 105л =  75 (то й  125).
Маемо (105, 125) =  5 1 75 дшиться на 5, тому дана конгруен

щя мае 5 розв’язюв. Скорочуючи обидв1 частини конгруенцп 1 модуль 
на 5, дктанемо конгруенщю:

21л: =  15 (то й  25). (6 )

аючи ^  }
Знаходимо:

Розкладаючи ^  у неперервний др!б, дктанемо: |у  =  [1,' 5, 4].

к 0 1 'С  2 ; /

Як 1 5 4'

Рк 1 1 6- 25.

Зв1дси л = 2 ; Рп_ 1=  Рх =  6 ; за 
формулою (5) дктаемо розв’язок 
конгруенцп (6 ):

л =  6  15 =  15 (той  25).

Зв1дси задана конгруенщя 
105л =  75 (той  125) матиме п’ять 
таких розв’язюв: х =  15, 40, 65, 
90, 115 (той  125). Тут кожний 

розв’язок, зпдно з доведениям теореми 2 , виходить з попереднього

додаванням тх =  =  25.

Д ал1 доведемо таке твердження.
Теорема 3. Сукупшсть уа х  классе чисел за простим модулем  

р утворюе скшченне поле щодо встановлених рашше операщй до- 
давання г множення клаав.

Нагадаемо, що полем називаеться таке комутативне кшьце Р , 
в якому кнуе принаймш один елемент, вщмшний вщ нуля, I в якому 
розв’язуеться р1вняння ах =  Ь при будь-яких елементах а ф  0 1 Ь 
з Р. У § 16 було показано, що сукупшсть у а х  клаав  чисел за 
простим модулем утворюе комутативне кшьце без дшьниюв нуля. 
Лишаеться показати, що в цьому кшьщ ршняння

Са Сх =  Сь 

розв’язне для будь-яких клаав

Через те що Са ф С 0, то а ф  0 (тос! р)  1 конгруенщя 
а х ^ Ь  (той  р),

за теоремою 1 , матиме единий розв’язок л =  л0 (тос1 р).
Цей розв’язок 1 утворюе клас чисел Сх з лишком л0, що задо

вольняе р1вняння:
Са ■ Сх =  Сах =  с ь,

бо ал0 =  6 (тос1 р)  1, отже, лишки ах0 1 Ь належать до одного й 
того' самого класу Сах, =  Сь. Цим теорему доведено.

З а у в а ж е н н я .  Якщо модуль — число складене, то сукупш сть^ 
клаав чисел поля вже не утворюе, бо однкю з найхарактершших 
властивостей поля е вщсутшсть у ньому дшьниюв н у ля1, а в § 16 
ми довели, що сукупшсть ус1х клаав  чисел за складеним модулем 
утворюе комутативне кшьце з дшьниками нуля.

V

Конт рольт  запитання
1. При яюй умов! розв’язуеться конгруенц!я першого степеня з одним не-

В1ДОМИМ?
2. Сюльки розв’язю в мае конгруенщя ах —  Ь (той  т), якщо вона роз- 

в’язна?
3. Як знайти ус1 розв’язки конгруенц!Т ах =  Ь (той  т) при умов1 (а, т)—

=  <2>-1, КОЛИ В1ДОМО ОДИН розв’язок Ц161 КОНГруеНЦ11?
4. Написати формулу для знаходження розв’язю в конгруенци першого 

степеня, яка грунтуеться на застосуванш неперервних дроб1в, 1 пояснити зм кт 
букв, що входять до не'Г.

5. Чи утворюе поле сукупн!сть ус1х клас1в чисел за складеним модулем? 
Чому?

6. Яким конгруенщям екв1валентне р^вняння ах +  Ьу =* с?

§ 22. Система конгруенщй першого степеня

Обмежимося системою конгруенщй:

йхХ =  Ьх (гаос1 тх)-, (а1( т х) =  1,
а2х  === Ь2 (то й  т 2)\ (а2, т 2) =  1,

акх ^ в  Ьк (той  тк) ; (а*, тк) =  1

з одним невщомим, але разними модулями2.
Розв’язати систему конгруенцш з одним невсдомим — Означае 

знайти так1 ц ш  значения невщомого х, як\ задовольняли б ус1 
конгруенцп ц к ! системи.

1 Справд1 , нехай аЬ «= 0; 1 а ф  0; у пол1 е обернений елемент а-1  до еле- 
мента а , тобто такий, що а~-1 а =  а ■ а " 1 =  1. Помножаючи тепер р 1вшсть 
аЬ — 0 на а ~ 1, дктанемо, що 6 =  0. Це й означае, що будь-яке поле не мае 
д!льник!в нуля.

2 Цей випадок не мае аналог!!' в теор!!' алгебраТчних р!внянь.



» Дв! системи конгруенщй з невщомим х  називають рьвнозначними
(або еквьвалентними), якщо !х задовольняють и  сам! значения не- 
в1домого х. Якщо а за деяким модулем задовольняють систему
( 1), то весь цей клас чисел вважатимемо за один розв’язок ще! 
системи. Якщо ця система мае хоча б один розв’язок, то вона 
називаеться с у м 1 с н о ю.

Насамперед зауважимо, що, розв’язуючи окремо кожну з кон
груенщй ( 1), матимемо систему, екшвалентну задашй:

ДС (той  Шх),

х = с к (то й  тк).
Отже, досить умни розв’язувати систему конгруенщй (2 ). 
Неважко показати, що коли система (2 ) сумьсна, то вона мае 

единий розв’язок за  модулем М , що дорьвнюе найменшому стль- 
ному кратному чисел т 1( т2, . . . ,  тк.

Справд1, припустимо, що а 1 (3 — будь-яю два розв’язки системи 
(2 ), тодк

а =  с1 (то й  т ,) 1 (той  т{) (1 =  1, 2 ......... к).
Звщси (3 (той  т ,) ,  тобто р)зниця а — р дшитиметься на числа

Щ , Щ ......... т к, отже, вона дшитиметься 1 на Тхне найменше сш'льне
кратне М  =  [ти  т 2, . . . ,  т к].

Таким чином, а =  р (той  /И), а так1 розв’язки не вважаються
Р13НИМИ.

Розглянемо спочатку окремий випадок, коли модул1 т и  т 2,
. . . ,  тк системи (2 )' попарно взаемно проси. ч

(/^  Теорема 1. Якщо модуль т 1( т 2, . . . ,  тк попарно взаемно проспи, 
то система конгруенцш (2 )  мае единий розв’язок:

л : = х 0 (той  т 1( т 2 . . .  тк), (3)
де

■ *о =  М 1У1с, +  М 2у 2с2 +  . . .  +  М ку кск, 

причому числа УИ, 1 у { визначаються з умов:

М, =  - 1,П2т' ' тк =  ^  , М (у {=  1 (той  т{) (I =  1, 2 .........к).  (4)

Справд1, шдставляючи значения х0 в конгруенщю системи (2 )
х  =  с1(той  т{) (I =  1, 2 .........к) \ беручи до уваги, що в а  М ^Ф
ф  М (, згщно з (4), дшяться на т1} 1 конгруенщя М{у {=  1 (той  т () 
мае единий розв’язок щодо у 0 бо т{) =  1 , дктанемо:

х0 =  М 1у 1с1 == с1 (то й  т (),

тобто х0, визначене вказаним способом, задовольняе будь-яку конг
руенщю системи (2), а тому 1 всю цю систему. Тим самим показано,

що х0 е единим розв’язком системи (2 ) за модулем М  =  т1 т%. . .  
т к, бо найменше спшьне кратне попарно взаемно простих чисел 
дор1внюе Тхньому добутку. ^

Приклад. Знайти число, яке при дшенш на 17, 13 1 10 дае вщ- 
повщно остач! 15, 11 1 3.

Позначимо шукане число через х,  тод1 задача зведеться до роз
в’язання такоТ системи конгруенцш:

( х =  15 (той 17),
1 х ~  11 (той 13),
(%= 3 (той 10).

Маемо
М =  17- 13- 10 =  2210,

2210 , ОГ1 ,, 2210 , УГ. 2210 ОГ).
. М г =  =  130, М 2 =  - [ Г  =  170, М 3 —  =  221.

Розв’язуючи допом1жн1 конгруенцп
1 3 0 ^ =  1 (той 17^)^0(/2 =  1 (той 13) 1 221г/3=  1 (той 10),

дктанемо: ^  ^ \  ^
У\ =  14, |/2 =  1, У3^1-

Отже, за теоремою 1,
х ^ х 0 =  130 ■ 14 - 15 +  170 • 1 - 11 + 2 1 1  • 1 - 3  =  29833 =

=  1103 (той 2210)

буде розв’язком задано'! системи конгруенцш. Звщси випливае, що 
найменшим натуральним числом, яке задовольняе умову задачу буде
* =  1103.

загальному випадку, коли модула т1г т2 . . . ,  т к можуть I 
не бути попарно взаемно простими, систему (2 ) можна розв’язати 
так.

3 першо! конгруенцИ системи (2 ) випливае, що в а  значения х, 
як1 його задовольняють, матимуть форму х  =  с1 -\-т 1(1, де 1Х про- 
б1гае вс1 Ц1Л1 числа. Щоб вибрати з них значения х, як1 б задо- 
вольняли й другу конгруенщю, визначимо (л з умови, що

! +  т 1(1 =  с2 (то й  т 2),
або

у г ^  =  с2 — сх (то й  т 2).

Ця конгруеншя першого степеня щодо 1г матиме розв’язки, якщо 
с2 — сх дшиться на (т и т 2); шакше ця остання конгруенЩя не мае 
розв’язшв, а значить система (2) несумкна. Нехай с2 — ^дш и ться  
на (ти  т 2). Розв’язуючи цю конгруенщю, дктанемо:



Тод1 сукупшсть у а х  значень 1Ъ що задовольняють другу кон
груенщю, буде:

. __/ ' л  т* /
- Г1 +  ( т х,т„) 2’

де / 2 пробнае в а  ц ш  числа. З в 1дси дктанемо:

х  =  Сх +  +  (т ^  ^  ^2 =  ^2 ~Н [т 1> т г] 2̂> (5)

де у2 =  с1 + т 1{ 1 задовольнятимуть перни дв1 конгруенци. Тепер 
з чисел (5), аналопчно, виберемо Т1, яю задовольнятимуть третю 
конгруенщю. Так знову, або прийдемо до конгруенци вщносно /2, 
яка не мае розв’язюв, а значить система (2 ) несумкна, або зна- 
йдемо, що значения

х  =  у3 +  [Щ, Щ, Щ\ 13’
де /3 — щле, або

х ~  у3 (той  [т1У т2, т3])
задовольнятимуть перни три конгруенцп 1 т. д., Якщо така система
(2 ) сумкна, то, зрештою, за доведении на початку цього параграфа, 
прийдемо до единого розв’язку щеТ системи за модулем

[т1г т2, . . . ,  тк].
Приклад. Розв’язати систему конгруенцш:

1 х =  2 (той  15),
|л : =  7 (то й  20),
( х =  12 (той  35).

3 першоТ конгруенцп маемо * =  2 .+ 1 5 /^  де / . — щле число. 
Щоб визначити (и  шдставимо значения х  у другу конгруенц1ю; 
тод1 матимемо:

15^ =  5 (той  20) 

або,. скорочуючи на 5, знайдемо:

3/! =  1 (той  4).

Зв1дси / х =  3 (то й  4) або 1г =  3 +  4/2, де / 2 — будь-яке цше число. 
Тепер

* =  2 + 1 5 / х =  47 +  60/2

задовольнятиме дв1 перни конгруенцп. 3 цих чисел х  виберемо таю, 
яю б задовольняли и третю конгруенщю; для цього визначимо /?
з умови:

47 +  60/2 щ* }2 (той  35), ,

зв1дси випливае:
25/2 =  0 (то й  35), 5/2г=  0 (той  7), /а =  0 (т о й 7 ) ,

або / 2 =  7/, де / — будь-яке щле.
- Отже, розв’язком дано! системи буде х  — 47 +  420/ або х =  

47 (той  420).
Тепер зауважимо, що коли в систем! (1) (а1, т{) =  <1{ >  1' для 

деяких г =  1, 2, . . . ,  к 1 Ь1 дшиться на тод1 /-та конгруенщя 
системи (1) матиме розв’язюв, 1 ми дктанемо юлька систем А н- 
груенщй виду (2); тому система (1) матиме Юлька розв’язюв. Для 
складання систем виду (2 ) треба кожен розв’язок однкТ конгруен
цп системи ( 1) скомбщувати з кожним розв’язком решти конгруен
цш Щ€1 системи1.

Приклад. Розв’язати систему конгруенцш:
Г14л:= 12 (то й  18);
} щ х =  5 (то й  25).

Перша конгруенщя мае два розв’язки:
6  (той  18);

* л :=  15 (той  18).
Отже, розв’язування ще'Т системи конгруенщй зводиться до роз

в’язання таких двох систем:
( х = 6  (той  18), 1 х =  15 (то й  18),

5 (той  25); =  5 (той  25);
Розв’яжемо першу систему; дктанемо:

х =  6  (той  18),
ЗВ1ДСИ

отже,

або

л: =  6  +  18^; 6  +  18/2 =  5 (той  25); 

^ = 1 8  (той  25),

1Х =  18 +  25/; х =  6  +  18 (18 +  25/) =  330 +  450/, 
тобто X == 330 (той  450).

Розв’язуючи аналопчно другу систему, дктанемо: 
л := 1 0 5  (той  450).

Отже, ця система конгруенщй мае два розв’язки:'
* * =  105, 330 (той  450).

1 Якщо позначимо через 5 Ь 5 а..........5* число розв’язю в, як! в!дпов1дають
конгруешцям системи (1), а через 5 — число розв’язюв ц)е» системи, то

5  =  . . ,  5*.



К онт роль^  запитання
1. Дайте означения розв’язку системи конгруенцп 1-го степеня з одним 

нев1домим? ,
2. Як1 системи конгруенцш називаються екв!валентними?
3. За яким модулем визначають розв’язок системи конгруеншй (2)?
4. Напшшть формулу для розв’язання системи конгруенцш (2), якщо мо

дул! попарно взаемно проси. Поясшть зм1ст букв, як 1 входять до формули.
5. Чи застосовний другий споаб для розв’язання системи конгруеншй, 

якщо модул1 попарно взаемно просп?
6. Як з розв’язюв першо1 конгруенцп системи (2) знайти числа, як 1 за- 

довольняють другу систему?
7. Чи може система конгруенцш першого степеня з одним нешдомим не 

мати розв’язк 1в або мати б1льш як один розв’язок? У якому випадку?

§ 23. Зведення конгруенцш за складеним модулем 
до системи конгруенцш за простими модулями

Теорема 1. Якщо т и  тъ, ^ тк —  попарно взаемно прост<1 чис
ла, то конгруенщя

! (х) =  а0хГ +  а ^ - 1 +  . . .  + а п_ 1х  +  а„=в 0 (той тхт 2 . . .  тк) (1)

еш валент на система конгруенщй:

I (х) =  0 (той тх),
/(* )= =  0  ( т о  й т 2),

/  (х) =  (той тк).

При цьому, позначаючи через

5 ^  5 2, . . З к

числа розв’я з ш  окремих конгруенщй (2) за вод повод ними моду
лями I через 8  — число розв’я з ш  конгруенци (1), матимемо:

5  =  5 , 5 , . . . 5 * .

Перша частина твердження безпосередньо випливае з властивос
тей 8 1 7, § 15. Справд1 , нехай а задовольняе конгруенщю (1), 
тобто

/  (а) =  0 (той тхт2 . . .  тк),

а ЗВ1ДСИ Й П0Г0Т1В
/(<х) =  0 (т о й  ть) ,

тобто а — задовольняе будь-яку конгруенщю систему (2) .%
Навпаки, якщо р задовольняе систему конгруенцш (2),'томати- 

муть м1сце тотожш конгруенцп:

/  (Р) =  О (той т {) ( 1  =  1, 2, . . . ,  к ) .

Але тод1 (див. властивкть 7, § 6) ця конгруенщя матиме м1сце 
1 за модулем, який дор 1внюе найменшому спшьному кратному чисел 
тх, т 2, . . . ,  тк, тобто, зважаючи на те, що вони попарно взаемно 
прост!, за модулем т хт 2 . . .  тк:

/0 0  — 0 (той тхт2 . . .  тк);

це означае, що р також задовольняе конгруенщю (1).
Друге твердження випливае з таких М1 ркувань: припустимо, що

х  =  а: (той т ,)

е будь-який розв’язок конгруенцп

/  (х) =  0 (той т{),

тод1 завжди можна знайти едине число хх (див. теорему 1, §22) ,  
яке е розв’язком системи лшшних конгруенщй:

* * 
х  =  ах (той т х),

, х  =  ак (той т к).

Число хх визначаеться за модулем т  =  тхт 2 . . .  тк, воно буде 
розв’язком системи (2), а, отже, 1 конгруенцп (1). Але, комбшу- 
ючи  ̂ кожен розв’язок одше! конгруенцп з системи (2) з кожним 
розв’язком решти конгруенщй, ми, очевидно, дктанемо 5 х5 г . . .  З к=  
=  5  лшшних систем конгруенщй типу (3). Кожна така система 
мае единий розв’язок, який е розв’язком як системи (2), так I коц- 
груенцп (1), отже, цим 1 доведено другу частину теореми.

В и с н о в о к  1. Я кщо  хоч одна з конгруенщй системи (2) не 
мае розв’я з ш , то й задана конгруенщя (1) також не матиме 
розв’язков.

В и с н о в о к  2. Дослодження о розв’язування конгруенцй

/  (х) =  0 (той т),

де т  =  р11 ра2‘ . . .  ракк —  каношчний розклад модуля т, зводиться 
до дослодження о розв’язування конгруенщй: /  (х) =  0 (той  р]1) (г'=
=  1, 2, . . . ,  к)К  Це випливае з того, що числа р"1, р \ \  . . . ,  ракк по
парно взаемно прость

Отже, все зводиться до того, що доводиться окремо дослщжу- 
вати 1 розв’язувати конгруенцп виду

/  С*) —  0 (той ра), (4)

1 3 ц.!.е1 причини в теорп конгруенцш звичайно приймають, що модуль 
конгруенцп— просте число або стешнь простого числа.



де р  — просте число, а — цше додатне число. Зауважимо, що вся
кий розв’язок конгруенцп (4) буде розв’язком конгруенцп

/(х )  =  0 (/лой р). (5)

Очевидно, якщо конгруенщя (5) не мае розв’язюв, то й конг
руенщя (4) розв’язюв не матиме. Справд1, якщо /  (х) не дшиться 
на р, то /  (х) 1 погот1в не дшитиметься на ра, тобто

/  (х) ф  О (то й  р“)
Н1 при якому цшому X. *

Теорема 2. Всякий розв’язок
х =  х г (той  р)

конгруенцп (5)' при умовь, що / '  (х,) не делиться на р, дае один 
единий розв’язок конгруенцп (4).

Припустимо, що х =  хг (то й  р) е будь-який розв’язок конгруен
цп (5 ), тод1 х =  х1 + р / 1, де ^ - б у д ь - я к е  цше число. 3 цього 
класу чисел вибиратимемо т 1, яю задовольняли б конгруенщю.

/(х )  =  0  (той  р2). (6 )

Для визначення тдставимо в конгруенцто (6 ) значения х =  
=  х1 -{-р/ 1 1 розкладемо л1ву частину за формулою Тейлорах. Вра-

ск (х \ .
ховуючи, ЩО КОеф1Ц1€НТИ 1 - В цьому рОЗКЛаД1 будуть Ц1ЛИМИ, 1

вщкидаючи члени, кратш р2, дктаемо:
I (хх) +  р / /  (хх) == 0  (той  р 2).

Через те що
/  (х^) =  0  (той  р)

за умовою, то, скорочуючи обидв1 частини утвореноТ конгруенцИ' 
1 модуль на р, д 1станемо конгруенщю першого степеня за простим 
модулем р вщносно 1Х:

+  к  !' (Ху) ее* 0 (то й  р).

Через те що / '  (хх) за умовою не дшиться на р, то ця остання 
конгруенщя мае единий розв’язок. Нехай розв’язком ще! конгруен
цп' буде x̂^ ^ ' x (т о й р ); звщси 1Х =  1[ +  р /2, де 1г — будь-яке цше 
число.

Вираз для х  набере вигляду:
х =  х х +  р1[ +  рЧг =  х2 +  рЧг, 

де х2 =  х х +  р1[ — вщоме число.

1 Практично зручно користуватися схемою Горнера розкладу многочлена 
в ряд Тейлора за степенями х  — х х =  р1х, при цьому, як ми бачимо, досить 
обмежитись першими двома рядками в так 1Й схем1. Т е й л о р  (1665— 1731), Г о р 
н е р  (1786— 1837) — анппйсыи математики.

Цей клас чисел вже буде розв’язком конгруенцп (6 ). 3 цього 
класу чисел виберемо Т1, яю задовольняють конгруенцто

/  (х) — 0  (той  р3). '

Для^ цього шдставимо х =  х2 -[- рЧг в цю конгруенцто 1 розклавши 
ТТ лшу частину в ряд Тейлора, дютанемо:

/  (х2) +  р 2 / 2 / '  (х2) =  0  (то й  р3).

Туг /  (х2) д(литься на р2, бо х2 е розв’язок конгруенцп (6 ); [' (х2) 
не дшиться на р, бо з р1вносп х2 =  х х +  р1[ матимемо, що х2=
=  хх (то й  р) 1 тому

У (х2) 0  (то й  р ).

Скорочуючи тепер обидв1 частини останньоТ конгруенцп 1 модуль 
на р 2, дютанемо конгруенцто першого степеня вщносно (2 за мо
дулем р:

Ц р  +  12/ '  (х2) =  0  (той  р ),

яка внаслщок щойно сказаного мае один розв’язок: / 2 =  / 2'(т о й  р), 
звщси (2 =  Сг +  р(з 1 вираз для х  буде:

х =  х2 +  р%  +  р3/ 3 =  х3 +  р3/3, *

де х3 =  х2 -{- р 2/2' — вщоме число, яке е вже розв’язком конгруенщ!
/  (х) =  О (той  р3).

Отже, за цим розв’язком конгруенцп (5) знайдемо один розв’язок 
конгруенцИ (4) у виглядк

х  =  Ха +  р” {а або х =  хя (той  ^

Цим не тшьки доведено нашу теорему, але й вказано споаб 
знаходження розв’язюв конгруенцп (4), коли вщом1 розв’язки конг- 1
руенцп (5).

З а  у в а ж е н и я .  Якщо / ' (х,) дшиться на р 1 / ( х 2) не дшиться 
на р2, то це означае, що яке б не було 1Х

1 (хх +  р(х) ф  0  (той  р 2)

I конгруенщя (6 ), а, значить, конгруенщя (4) не мае розв’язюв для 
розглядуваного х = х х (той  р). Якщо ж  / ( х х) дшиться н а р 2, тобто 
/(х ,)  == 0 (той  р 2), то х х буде вже розв’язком конгруенцп П х ) ~
Е  0  ( т о й р 2) 1 .

Приклад. Розв’язати конгруенцто
/  (х) =  х4 +  Зх3 +  2х +  6  == 0 (той  45).

1 Через те що один клас чисел за модулем р розпадаеться, очевидно, на 
р к л аав  за модулем р 2, то з одного розв’язку конгруенцИ (5) дктанемо р роз- 
в’язк!в конгруенцИ (6). /



Маемо: 45 =  З2 • 5; тому така конгруенщя екв1валентна систем1 кон
груенщй:

/  (х) =  0 (то й  З2), /(х ) =  0 (т о й  5).

Розв’язуемо окремо кожну з конгруенцш. Безпосередшм випробу- 
ванням1 переконуемось, що розв’язком конгруенцп

/  (х) =  О (то й  5)

буде х =  2 /т о й  5). Тепер розв’язуемо конгруенщю
[(х ) =  0 (той  З2).

Для цього спочатку треба розв’язати конгруенщю /  (х) =  0 (то й  3), 
яку можна переписати так: ’ ■

х4 +  2х =  0 (тоЙ З).

Ця конгруенщя мае, очевидно, розв’язки: х =  0, 1 (то й  3). 3 
розв’язку х =  0 ( т о й 3 )  дктанемо, що х =  3(1, де ^  — щле. Шд- 
ставляючи це значения х в конгруенщю

/ ( х ) 5= 0 (той  9),
маемо

6  +  3/х • 2 =  О (той  9);

тут ! (0 ) =  6 , / '  (0 ) =  2 ; або, скорочуючи обидв1 частини конгруен
цп 1 модуль на 3 , дктанемо: 2-\~2(г =  0  (то й  3), звщки ^  =  2  (то й  3), 
1Х =  2 +  3/. Отже,

X =  3*! =  6  +  9/,
або ^

х =  6  (то й  9)

буде розв’язком конгруенцп /(х )  =  0 (то й  9). __
Аналопчно шукатимемо шший розв’язок конгруенцп / (х) =  

•=  0 (то й  9). Маемо: х =  1 +  3^'. Шдставляючи в конгруенщю 1 роз
кладаючи в ряд Тейлора за степенями х — 1 =  3^ ', дктанемо 2:

12 +  31[ • 15 =  0 (то й  9).

Тут / '( 1 )  =  15 дшиться на 3, але / (1)  == 12 не дшиться на З2
1 знайдена конгруенщя вщносно 1[ розв’язшв не мае, отже, конг
руенщя } (х) == 0 (то й  9) не мае розв’язюв для х =  1 +  3 / ,,  або 
для х =  1 (той  3).

1 Наприклад, за схемою Горнера.
* Див. прим1тку на стор. 96. Тут матимемо:

1 3 0 2 6

1 1 4 4 6 12  =  / ( 1 )
1 1 5 9 15 = / ' ( 1 )

^  Отже, конгруенщя /  (х) == 0 (то й  5) мае один розв’язок х  =  
=  2 (то й  5) 1 конгруенщя /  (х) =  0 (то й  9) також мае один розв’язок 
х =  6 ( т о й 9 ) .

Розв’язуючи тепер спшьно конгруенцп х = 2  (то й  5) I х =  
^ 6  (той  9), дктанемо Ухшй спшьний розв’язок:

х =  42 =  —3 (то й  45).
Це й буде единим розв’язком цкТ конгруенцп.

Контрольна запитання
1 . Ск1льки розв’язк!в мае система конгруенщй

( Зх =  12 (той  15),
(4л: =  6 (той  14)?

2. При якШ умов1 конгруенщя /  (*) =  0 (т о й  т 1 - т 2 . . .  т к ) ,  де т х, т г ,
, т/г — попарно взаемно прост1 , не мае розв’язюв?
3. Як1 конгруенцИ випливають з розв’язку конгруенцп за складеним мо

дулем?
4. 3 якою метою при доведенш теореми 2 використовують умову, що 

/ '  (*) не : р?
5. ЕНдомо, що конгруенщя /  (х) =  0 (той  р 2) мае розв’язок. Чи можна 

твердити, що конгруенщя /( * )  =  0 (т о й  р) також мае розв’язок? Чи справед
ливе обернене твердження?

§ 2 4 .  Конгруенцп я-го степеня за простим модулем.
Максимальне число розв’язюв

У попередньому параграф] ми бачили, що дослщження й роз-
11 язання конгруенцп «-го степеня (п 1) за складеним модулем 
миодяться зрештою до Д0 СЛ1Дження 1 розв’язання в1дповщних к о н г 
руенщй за простими модулями. Тому доведемо тепер деяю загалын 
теореми, що стосуються конгруенщй я-го степеня за простим мо
дулем р.

Припустимо, що задано конгруенщюх:
I (х) а  а0хГ +  а ^ - 1 +  . . .  +  ап_ 1 х +  а„ =  0  (то й  р), п >  1 , ( 1)

де а0 ф  0  (то й  р) \ р — просте число.
Теорема 1. Конгруенщю  (1) завжди можна замшити еш ва -  

мчипною конгруенщею того самого степеня з  старшим коефщен- 
том, що доревнюе одинищ.

Справд1, через те що р  — просте /  а0 не дшиться на р, то завжди 
1снус едине число а таке, що а0а ~  1 (шой р) (див. теорему 1, § 21 )Г 
Момножимо тепер конгруенщю ( 1) на а 1 замшимо а0а одиницею,

1 1 вияиня
о0х п +  ахX " - 1 +  . . . +  а „ _ !  л: + .а „  =  р(  (*)

к Ылими коефщентами 1 р >  1 екв 1валентне конгруенцп ( 1 ). Внасл1док тако! 
млгжност! задачу розв’язання р 1вняння (*) в щлих числах можна замшити 
млпчсю розв’язання конгруенцп ( 1), що й застосовуеться в теорп чисел*



дктанемо екв!валентну конгруенщю з старшим коефщкнтом, що 
дор1внюе одиницк

хГ +  Ъ ^ - 1 + : . .  +  Ьп_ 1х  +  Ьп=  0 (той  р)\ (Г )
тут Ь1 =  а1 а (то й  р).

Теорема 2. Якщо степшь конгруенцп (1) не менший вьд модуля 
конгруенцп, то вона екв1валентна деякШ конгруенцп степеня не 
вище р  — 1 (за тим самим модулем).

Справд1, подшимо /  (х) на хр — х  \ частку вш дшення позначимо 
через ц (х ), а остачу через г(х ) .  Тод1 на шдстав1 алгоритму дшення 
з остачею дктанемо:

/ (х)  =  (хр —  х )ч (х )  + г ( х ) ,

де частка <7 (х) 1 остача г (х) будуть многочленами з щлими коеф[- 
щентами, причому степшь г  (х) буде не вище р — 1. За теоремою 
Ферма хр — х  =  0 (то й  р) при будь-якому цшому х, тому дктанемо 
тотожну конгруенщю:

1(х) =  г (х) (то й  р).

Ця тотожна конгруенщя показуе, що конгруенщю (1) 1 конг
руенщю г  (х) =  0  (то й  р) задовольняють Т1 сам1 числа.

Отже, конгруенцп
/  (х) =  0  (то й  р) 1 г (х) == 0  (той  р)

екв1валентн1. Через те що степшь г (х) менший за р, то теорему 
доведено.

Зокрема, може статись, що /  (х) дшиться на хр —  х  тобто г  (х) =  
=  0  (то й  р) — тотожна конгруенщя за модулем р, тобто остача при 
зазначеному дшенш конгруентна з нулем, 1 дана конгруенщя еквь 
валентна конгруенцп 0  • х =  0  (той  р) та справедлива при будь-якому 
цшому х. Д ал 1, нехай остача вщ дшення /  (х) на хр — х  е много
член нульового степеня, що дор^внюе Ьр_ 1. Якщо Ьр_ х не дшиться 
на р, то ця конгруенщя не маг розв’языв, бо вона зводиться до 
неправильноТ конгруенцп:

Ьр_  1 =  0 (то й  р)

Приклад. Якш конгруенцп нижче в1д 5-го степеня екв1валентна 
конгруенщя:

[ (х) =  х17 +  2хп  +  Зх8 — 4х7 +  2х —  3 == 0 (то й  5).

Подшимо /  (х) на х ь — х  1 замшивши в а  коефщкнти остач1 най
меншими невщ’емними* лишками за модулем 5, дктанемо, що дана 
конгруенщя екв1валентна конгруенцп

г  (х) =  Зх4 +  Зх3 +  Зх -ь  2 =  0 (то й  5).

З а у в а ж е н н я .  Можна вказане дшення .ла хр — х фактично 1 
не вцконувати, а просто замшити х" на / ,  де г >  0  е остача в1д

дшення п на р — 1. Справд1, за теоремою Ферма хр =  х ( т о й р ) ,  
зв1дси хр+1^  х2, хр+2 =  х3 . . .  1 взагалп ' _

хп — хк('р~ 1'>+г =  х г (той  р).

У нашому приклад1 х17 можна змшити через х, а 2хи  через
2Х3, Зх8 через Зх4, —4х7 змшити через —4х3 =  х3 тому в1дразу
дктанемо:

/  (х) =  Зх4 +  Зх3 Зх 2 =  0 (то й  5).

У свою чергу, останню конгруенщю можна спростити так:
х ф  0 (той  5), тому х5-1  =  1 (то й  5) 1

/  (х) =  Зх3 +  З х =  0 (той  5),
або

/  (х) =  х2 +  1 =  0 (той  5).

Очевидш розв’язки останньоТ конгруенцп х =  2,3 (той  5) будуть 
також 1 розв’язками даноТ конгруенцп:

/ (х)  =  0 (т о й  5).

Теорема 3. Якщо — який-небудь розв’язок конгруенцп (1)^ 
то мае М1сце тотожна конгруенщя:

} (х) =  (х — ах) Д (х) (той  р), (2 )

де Д (х ) — многочлен степеня, на одиницю нижчого вьд степеня 
многочлена^ /  (х). Старший коефщент многочлена Д (х) збьгаеться 
/я старшим коефщентом даного многочлена /  (х) 1.

Справд1, подшимо /  (х) на х — а1 1 частку позначимо через !х(х), 
а остачу — через т! За теоремою Безу г =  / ( а 1), але

[ (ах) =  0  (той  р)

ма умовою, тод1 конгруенщю

!  (х ) =  (х  ~  =4 ) !х (х ) +  ! Ы  =  0  (той  р)
можна переписати так:

{ (х) =  (х —  ах) !г (х) (той  р).

При цьому кажуть, що /  (х) дшиться на х — ах за модулем р. 
Очевидно, й навпаки: з конгруенцИ (2) випливае: /  (о^) =  0 (той  р), 
тобто, а! — коршь конгруенцИ (1). Отже, маемо такий висновок: 

В и с н о в о к .  Конгруенщя (1) мае коршь х =  ах тод1 / тыьки 
то(И, коли льва и  частина /  (х) делиться на х  — ^  за даним моду
лем р.

■Чаупажимо, що теорема 3 1 висновок з неТ справедлив! для 
складеного модуля т.

' Цн теорема аналопчна в 1домому в алгебр! висновку з теореми Б е з у .  
Пг |у (1730— 1783) — французький математик.



Теорема 4. Якщо аи  а2, . . . ,  ак (к <  п)1 е р1зш розв’язки конг
руенци  (1), то мае м кце тотожна конгруенщя:

/  (х) =  (х — ах) (х  — а2) . . .  (х — а*) [к (х) (той  р ), (3)

де стетнь !к (х) доровнюе п — к I старип коефщенти /  (х) 1 [к (х) 
однаковI.

Справд1, зпдно з теоремою 3 конгруенщя ( 1) екв1валентна конг
руенци

(х —  ах) Д (х) =  0  (той  р). (2 ')

Через те що а2 е розв’язок конгруенцп (1), то, шдставляючи 
його в екв1валентну конгруенщю (2 '), дктанемо тотожну конгруен
щю:

(а2 — ах) / х (а2) == 0  (той  р).

Але добуток двох чи кшькох чисел дшиться на просте число р
ТОД1 1 ТШЬКИ Т0Д1, КОЛИ НЭ р ДШИТЬСЯ ГфИНЭЙМШ ОДИН 13 СП1ВМН0Ж- 
НИЮВ. За умовою ах 1 а2 р13Н1, тобто

ах ф  а2 (той  р),

отже, а2 — ах не дшиться на р, а тому (а2) дшиться на р, тобто 
/ х (а2) =  0  (то й  р): а це означае, що а2 — розв’язок конгруенцп 
/1 (х) =  0 (то й  р). За теоремою 3 д 1станемо:

/ х (х) =  (л: — а2) / ,  (л:) (той  р),
ЗВ1ДКИ

/  (*) =  (X —  аг) (х — а2) / 2 (*) (той  р).

М1ркуючи аналопчно, зрештою прийдемо до тотожноТ конгру- 
енци (3). 3  самого процесу утворення многочлешв / х (х), / 2 (х),
. . . ,  (х) видно, що старни коефщенти цих многочлешв однакогм
1 дор1внюють старшому коефщ1енту а0 многочлена [(х).

В и с н о в о к .  Якщо конгруенщя (1) п-го степеня за  простим 
модулем р (п  можна вважати не большим за р  — 1) мае п розних 
розв'язк1в ах, а2..........ап, то справедлива тотожна конгруенщя:

/  (х) ее  а0 (х — ах) (х —  а2) . . .  (х — а„) (то й  р). (4)

Справд1, тут к =  п, отже, стешнь многочлена /„ (х) дор1внюва- 
тиме п  — п = 0 , тобто 1п (х) '=  а0.

3 конгруенци (4) випливае справедлившть такого важливого 
твердження:

Теорема 5. Конгруенщя п-го степеня за простим модулем не 
може мати больш як п розних розв’я з ш .

1 Д ал 1 стешнь конгруенцп п завжди вважатимемо меншим В1д модуля 
конгруенцп р.

Справд!, нехай р — який-небудь шший розв’язок конгруенци (1), 
В1Дмшний В1Д а1( а2, . . . ,  ап, тобто

? Ф ас (той  р) (* =  1 , 2 , . . . ,  п);

покладаючи тепер у тотожнш конгруенцп (4) х  =  (3, знайдемо:

а 0 ( Р —  « ч И З  —  *2) • • •  (Р —  а„) =  ° ( т о ( 1 Р ). (4 ')

але р1зниц1 р — а1 за умовою не дшяться на р, тобто взаемно прост!
з р, а в такому раз1 й Тхшй добуток буде взаемно простим з р. 
Зв1дси випливае, що коли мае М1сце конгруенщя (4'), то а0 мае 
дшитись на р, а це суперечить умов1, за якою а0 ф.О (той  р).

Сл1Д зауважити, по-перше, що ця теорема взагал1 не стверджуе, 
що конгруенщя п -го степеня за простим модулем р мае розв’язки
1, по-друге, для складених модул1в вона несправедлива; наприклад, 
конгруенщя першого степеня 16л: =  32 (той  48), де (16, 48) =  16 1 
32 дшиться на 16, мае иистнадцять розв’язюв.

В и с н о в о к .  Конгруенщя
/  \х ) =  а0хР +  а ^ ”1 +  . . .  +  а„_! х  +  а„ =  0  (то й  р)

мае больш як п розв'язшв тод1 I тыьки тод1, коли вона тотожна, 
тобто коли вс1 и  коефщенти доляться на р.

Справд), якщо коефшенти заданоТ конгруенц11 Д1ляться на р, 
то ТТ задовольняе будь-яке значения х, тобто вона тотожна, 1 число 
ТТ розв’язюв (яке дор1внюе р) буде перевищувати п  (бо ми скр1зь 
передбачаемо стешнь конгруенцп не бшьший за р  — 1).

Якщо а0 не дшиться на р, то це конгруенщя п -го степеня, 1 за 
теоремою 5 вона мае не бшьш як п розв’язюв. Якщо ж  а0 дши
ться на р, але ах не дшиться на р, то стешнь щеТ конгруенци 
дор1внюватиме п — 1 1 вона за т 1ею самою теоремою мае не б1льше 
п — 1, а тому й не бшьш як п, розв’язюв. Так можна продовжу- 
иати дал1, 1 якщо тшьки не вс1 коеф1Ц1енти ц 1еТ конгруенци Д1ля- 
ться на р, то число ТТ розв’язюв, очевидно, не може перевищувати п.

Цей висновок дае змогу легко довести необхщну й достатню 
ознаку того, щд задане число е просте.

Теорема Вшьсона. Щ ле число р тодо I т иьки  тод’о е простим, 
коли мае м кце конгруенщя

(р —  1)! +  1 =  0 (т о й р ) . (5)

Справд1, припустимо, що р — просте число; якщо р  =  2, то 
К()шуренц1я (5), очевидно, мае М1сце. Якщо ж р >  2, то розглянемо 
конгруенщю:

(х— \ )(х— 2) ••• [х — (р — 1)] — (хр~х — 1) =  0 ( т о й р ) .

11п<;1жко побачити, що степ1нь щеТ конгруенцп не перевищуе р —2 , 
еле попа мае р — 1 розв’язок, а саме безпосередньо видно, що 
лишки 1, 2 , . . . ,  р — 1 задовольняють цю конгруенщю, бо, на шд- 
пип! теореми Ферма, хр~ ]— 1 =  0 (т о й р ) при будь-якому цшому



х ф  0 (т о й р ). Отже, вс 1 ц к оеф щ ен ти  кратш р, зокрема на р Д1 - 
литься I вшьний член, ЯКИЙ ДОр1ВНЮе

1 . 2 . . .  (р — 1) +  1 =  ( р— 1)1 +  1

(при р >  2 число р — 1 — парне), тобто мае М1сце конгруенщя (5).
Навпаки, якщо (р — 1)! +  1 =  0 (т о й р ) , то р — число просте. 

Припустимо, що р — число складене, тод1 воно дшилося б на де- 
який простий дшьник <7 <  р. Тому конгруенщя (5) мала б м1сце 
1 за будь-яким д 1 льни ком числа р, тобто за модулем ц. Через те 
що <7 <  р, то в добутку 1 • 2 • 3 • • • (р — 1) ОДИН 13 сшвмножниюв 
дор!внюе <7, тод1 дктанемо з конгруенцП' (5) за модулем <7 абсурдну 
конгруенщю: 1 =  0 (той<7), д е 1 < ^ < р .  Ця суперечнкть 1 пока
зуе, що р мае бути просте.

На закшчення цього параграфа зауважимо таке: вважатимемо, що х =  
=  а (той  р) е коренем к -Т кратнося конгруенщ! /  (х) =  0 (той  р), якщо /  (х) 
Д1литься за модулем р на (х — а)* ! не дыиться на (х  — а)*+1. При такому 
означенш кратносн кореня задано! конгруенщ!' теорема 2 твердить Т1льки, що 
конгруенщ! /  (л:) = 0  (т о й р ) 1 г (лг) =  0 (гпос1 р) мають одш й Т1 сам1 корень 
Може статись, що кратний коршь конгруенцп /  (х) ~  0 (той  р) буде простим 
для конгруенцп г (х) =  0 (той  р), проте може бути \ навпаки.

Приклад. Припустимо, що задано конгруенщю:

/  (х) =  л:5 +  х* +  х 3 +  4x2 + 3  =  0 (той  5).

Д 1Лячи и на х 6. — х, д 1Станемо екв1валентну конгруенщю

г (х) =  хх +  х * — х* +  х  — 2 =  0 (той  5).

Корен) задано! конгруенцп х ~ 1 ,  2, 3, (то й  5); вони задовольняють 1 кон
груенщю г (х) =  0 (т о й  5). Але легко перев1рити, що

/  (х ) =  (х — I)2 (х — 2)2 (х — 3) (т о й  5),
тод! як

г(х ) =  (х — 1) (х — 2) (х — З)2 (т о й  5),

тобто для конгруенцИ /  (х) =  0 (т о й  5) кореш 1 1 2 — подвш ш .а 3 — простий, 
а для конгруенцп г (х) =  0 (т о й  5) корен! 1 1 2  просп, а 3 — подвшний коршь.

Конт рольт  запитання
1. Як треба перетворити конгруенщю /  (х) =  0 (то й  р), щоб старший кое- 

ф1щент дор1внював одинищ? Чи завжди е таке а, що а0а =  1 (то й  р)? Чому?
2. Як застосувати теорему Ферма, щоб перетворити конгруенщю за простим 

модулем р  у екв1валентну конгруенщю з степеней, меншим в]'д р?
3. Яка необх1дна 1 достатня умова того, щоб конгруенщя /  (дг) =  0 (то й  р) 

мала коршь х  =  ах?
4. Що можна сказати про число розв’язюв конгруенцп п-го степеня за 

простим модулем?
5. Чи справедлива теорема 5 для конгруенцИ' за складеним модулем? Н а

вести приклад.
6 . Чи можна твердити, що конгруенщя виду (5) мае понад п розв’язюв 

тод1 1 т!льки тод1, коли вс! коефоденти дшяться на р?
7. Сформулюйте умову, необхщну 1 достатню для того, щоб натуральне 

число р було простим.

» § 25^ Конгруенцп другого степеня; 
зведення до двочленноТ конгруенцп.

Квддратичш лишки 1 нелишки

Найпроспшим випадком конгруенцИ вищого степеня з одним 
невщомим е конгруенщя другого степеня:

ах2 +  Ьх +  0 (то й  т), а ф  0 (т о й  т).
Теор1я конгруенщй другого степеня пов’язана з розв’язуванн'ям 

у цших числах р1внянь другого степеня з двома невщомими. Конг
руенщя ( 1) екв1валентна невизначеному р1внянню другого степеня 
виду

ах2 -\-Ьх-{- с — ту.
Помножаючи обидв1 частини конгруенцИ' (1) 1 модуль на 4а, 

дктанемо конгруенцто (див. властивкть 5, § 15):

4 а2х 2 4 аЬх -+- 4 ас =  0 (т о й  4 ат). (Г )
Останню конгруенщю легко перетворити до двочленного виду, 

а саме: перенесемо останшй член конгруенцИ в праву частину 1 до 
обох частин конгруенцИ додамо Ь2, матимемо:

(2 ах +  Ъ)2 =  Ь2 — 4ас (то й  4ат),

або, позначаючи 2ах -\-Ь =  у, в2 — 4ас =  Д  дктанемо двочленну 
конгруенцто виду:

у 2 =  И  (то й  4ат ). (2 )

Знаючи розв’язок конгруенцп (1), завжди знайдемо вщповщний 
розв’язок конгруенцИ (2 ):

Навпаки, якщо ми знайшли розв’язок конгруенцп (2):

у  == у 0 (той 4ат),
го з конгруенцИ

2 ах +  6 =  у0 (т о й  4ат)

ниайдемо розв’язок конгруенцИ (Г ) або (1) за модулем т .  Взагал1,
» р1вност1 2ах +  Ь — у  маемо, що х = ~ - ^ ;  якщо у  — Ь дшиться
пи 2а, то дктанемо розв’язок х  конгруенцИ' (1). Отже, серед розв’яз- 
к1н у конгруенцИ (2) е таю, яким вщповщають розв’язки х  конг- 
руеицГГ (1). Проте, можуть бути й таю, яким не вщповщають 
ршн'язки х; може бути, що кшьком р1зним за модулем 4 а т  роз- 
и'изкам у  вщповщатиме один розв’язок х  за модулем т.

Але, доЫ джую чи вс1 розв’язки у  конгруенцИ' (2 ), ми напевно 
апцйдемо вс1 розв’язки х  конгруенц11 (1), бо кожному розв’язков1 
конгруенцИ ( 1), за доведении, неодм1нно вщповщае розв’язок конг- 
руоици (2). Якщо конгруенц1я (2) зовс1м не мае розв’язк1в, то й 
иошруенщя (1) також Тх не мае.



Отже, справедливе таке твердження:
Теорема 1. Конгруенщю 2-го степеня виду (1) завжди можна 

звести до двочленноь конгруенци виду (2 ).
У деяких окремих випадках зведення конгруенцп 2-го степеня 

( 1) до двочленно'Г спрощуеться.
В и п а д о к  1. (а, т) =  1; тод1, визначаючи едине а з конгруен

ци аа,—  1 (тойот), дктанемо (а, от) =  1 ; помножаючи конгруенщю 
( 1) на а, матимемо:

х 2 -\-Ьхх  +  с1 =  0 ( т о й т ) ,  (Г )
де Ьх =  Ьа, сх =  са. (тойот). Помноживши тепер обидв! частини конг
руенци (1") 1 модуль на 4 1 поклавши 2х  +  Ь± =  у, дктанемо дво- 
членну конгруенщю

у2 (=  Б  (то й  4 т ) , (2')
де С  =  Й  — 4сх. Тод1 справедливе твердження: кожен розв’язок 
у  конгруенци (2 ') неодмшно дае 1 розв’язок х  конгруенцп (1"),
бо х  =  у ~ 1)1 в цьому раз1 завжди буде щле, оскшьки у  — Ьх завжди

парне, що безпосередньо видно з конгруенци (2 '):

у 2 — Ь \=  — 4с (той  4 т ) .

Але тут також р1зним розв’язкам за модулем 4 т  можуть в1д- 
повщати однаков1 розв’язки за модулем т.

В и п а д о к  2. Ь — 21— парне число; тод1, помножаючи обидв1 
частини конгруенцп ( 1) 1 модуль на а 1 покладаючи ах +  1 — у,  
матимемо:

у 2 =  И  (то й  а т ) ,  (2")

де й  =  / 2 — ас. Цей випадок бувае завжди при т  непарному, бо 
коли при цьому Ь — непарне, то його можна замшити на Ь ±  т  — 
парне число.

Звичайно, випадки 1 1 2 можуть бути одночасно; в цьому раз! 
конгруенщя ( 1) матиме вигляд:

х 2 + 2 1х-\- с =  0 ( т о й т ) .
Поклавши х  +  1 — у, дктанемо:

г/2= 1) (то й  т ) ,

де И  =  I2 — с. Цей випадок, наприклад, завжди матиме М1сце при 
простому непарному т.

У § 23 ми показали, що дослщження й розв’язання конгруенцп 
вищого степеня за складеним модулем зрештою зводиться до до- 
стпдження й розв’язання конгруенщй за простими модулями, тому 
при дальшому вивченш конгруенщй другого степеня можна обме- 
житись конгруенщею (1), де т  =  р — просте число, бшьше 2. Зпдно 
з останшм зауваженням и завжди можна подати у вигляд1:

х2 +  21х +  с =  0  (то й  р).

Цю ж конгруенщю, як ми бачили, легко перетворити в екв1ва- 
лентну двочленну конгруенщю:

у 2= ,0 (т о& р),

де у  — х  +  1, Б  =  12 — с.
Приклад 2. Звести конгруенщю другого степеня

4л:2 — 1 \х  — 8  =  0 (то й  13)

до двочленно'Г.
-Визначимо а так, щоб 4а =  1 (то й  13); матимемо а =  10 (то й  13). 

Помножаючи дану конгруенщю на 10 за модулем 13, дктанемо:
х2 — 6 л:— 2 =  0 (т о й  13);

тут I - —3, с =  —2. Отже, О — 9 +  2 = 1 1 ,  1 ми дктанемо шу- 
кану двочленну конгруенщю

</2=  11 (то й  13),
де у  =  х  — 3.

Розглянемо докладнш е двочленш конгруенци другого степеня 
за простим непарним модулем р:

дс2=  а (т о й р ), (а, р) =  1. (3)

Випадок, коли р — 2, ми не розглядатимемо як трив1альний, бо 
розв’язком конгруенцп (3) за модулем 2  будуть або 0 , або 1_, за- 
лежно В1д того, чи буде а парним, чи непарним. Якщо а =  
=  0  (то й  р), то конгруенц1я (3), очевидно, матиме тшьки один роз
в’язок х = 0 ( т о й р ) .  Тому дал1 р означатиме просте непарне число 
1 а — Ц1ле, яке не Д1литься на р. Якщо конгруенщя (3) мае хоча б 
один розв’язок, то а  називаеться квадратичним лишком, в про
тивному раз1 а називаеться квадратичним нелишком1.

«• Теорема 2. Якщо а — квадратичний лишок за  простим моду
лем р, то конгруенщя (3) мае два розв’язки. При цьому, якщо 
* =  л:0 (то й р ) е одним розв’язком конгруенци (3 ), то другим буде 
х =  — х 0 (той р).

Справд1, якщо а — квадратичний лишок за модулем р, то конг- 
.руенщя (3) мае принаймш один розв’язок; нехай цим розв’язком 
буде х = х 0 (то й р ), тод1 матиме мкце тотожна конгруенщя х2 =  
=  а (то й р ). Легко побачити, що х =  — х0 (то й р ) також буде роз
в’язком КОНГруеНЦ11 (3), ОСК1ЛЬКИ

(— 4 ) = 4  =  а (то й р ).

Щ розв’язки р 13Н1, в противному раз! з х0 =  — х а (то й  р) ви- 
ходило б, що 2х0 =  0 (той  р ), тобто що 2х0 Д1литься на р, що

1 Числа а  =  0 (т о й  р), тобто т а и ,  що належать до класу С0 за модулем 
р, для яких конгруенщя д:2 =  0 (р) мае один очевидний розв’язок х ~ 0 ( р ) ,  не 
алраховують Н1 до квадратичних лицш в, ш до квадратичних нелишк1в.



неможливо, бо (2, р) =  1 1 (х0, р') — 1. Останне виходить з того, 
що розв’язками конгруенцп (3) за простим модулем р можуть бути 
тшьки зведеш лишки за цим модулем, тобто числа 1 , 2 , . . р — 1 
яю явно взаемно просп з р. Цими двома розв’язками й вичерпу- 
ються в а  розв’язки конгруенцИ (3), бо вона е конгруенщею дру
гого степеня за простим модулем 1 тому, згщно з теоремою 5, 
§ 24, б1льше, шж два розв’язки, мати не може.

Теорема 3. Зведена система лиилмв за простим модулем р
складаеться з - 2 ■ квадратичных лишшв, конгруентних за мо

дулем р з числами

1 ~ ■ -1 квадратичних нелишкгв.

Справд1, в а  розв’язки конгруенцИ (3) слщ шукати серед зве
деноТ системи лишюв за модулем р. Тому квадратичш лишки за 
модулем р  мають бути конгруентш з квадратами зведених лишюв 
за модулем р, тобто з квадратами чисел (зведена система лиишв):

......-2, - 1, 1, 2........ (5)

шакше кажучи, з числами ряду (4), осюльки числа к \  — к дають 
однаков1 квадрати. Н а р е и т , покажемо, що числа ряду (4) не
конгруентш м1ж собою за модулем р. Припустимо супротивне, 
а саме: нехай

6 2= / 2 (т о й р ), 0 < & < / < ^ - ! - ,

але тод1 конгруенщя другого степеня

х2 =  I2 (той  р)

за простим модулем р повинна мати чотири очевидних розв’язки; 
± к ,  ±  I. Маемо суперечшсть з теоремою 5, § 24.

Приклад. Знайти в а  квадратичш лишки 1 нелишки за модулем
р =  11. Тут у • =  5; маемо:

12=  1, 22 =  4, 32 =  9, 42 =  5, 52 =  3 (той  11).

Отже, квадратичними лишками за модулем Г1 будуть числа:
1, 3, 4, 5, 9; шип зведеш лиш ки  будуть квадратичними нелиш- 
ками: 2, 6 , 7, 8 , 10. 1накше кажучи, конгруенщя х2 =  а ( то й  И ) 
мае два розв’язки при а =  1, 3, 4, 5, 9 (той  11) 1 жодного роз- 
в’язку при а = 2 ,  6 , 7, 8 , 10 (той  11).

Теорема 3, по сут1, е критер1ем розв'язносп конгруенцп' (3). 
Цей критерш можна замшити шшим, зручшшим.

К р и т е р 1й Е й л е р а .  При простому р I а, яке не дьлыться 
на р, а е квадратичным лишком за модулем р тод[ г пйльки тодь, 
коли мае мгсце конгруенщя:

а ^ = 1  (той  Р), (6)

/ квадратичним нелишком тод[ г т1льки тодь, коли мае м1сце 
конгруенщя

а^  =  —  1 (т о й р ). (7)

Справд1, за теоремою Ферма ар~ ] — 1 =  0 (т о й р );  р — просте 
непарне, тому р — 1 — число парне 1, отже, 1 — щле. Розгля-

даючи Л1в у  частину останньоТ конгруенцп як р1зницю к в а ^ а т ^  
дютанемо:

( а ~  — 1) ( а ~  +  1) — 0  (т о й р ).

3  ЩеТ конгруенцИ' випливае, що при будь-якому а мае М1 сце 
Т1льки одна з конгруенцш (6 ) або (7), в противному раз1 мали б,
1 = ' — 1 (то й р ), або 2  =  0  (т о й р ), а це неможливо, бо р >  2 .

Припустимо, що тепер а е квадратичним лишком за модулем р, 
тод1, згщно з означениям, вш маг задозольняти конгруенцто:

а =  х 2 (т о й  р).

Пщносячи останню до степеня р ~  1 1 пом1чаючи, що хр~ 1 =  1 (той  р)

(теорема Ферма), дютанемо, що будь-який квадратичний лишок 
а задовольняе конгруенщю (6 ). Але в ах  квадратичних лишюв за
модулем р, згщно з теоремою 3, буде р ; тому конгруенШя (6 )

Р — 1 , . . ’ о — 1 . .маг ——  розв язюв вщносно а, але бшьш н1ж розв язю в вона

мати не може як конгруенщя за простим модулем (див. теорему 5 ,
§ 24). Отже, квадратичними лишками а й вичерпуються в а  роз
в’язки конгруенцп (6 ). Це визначае й обернене твердження, тобто, 
якщо мае мюце конгруенщя (6 ), то а е квадратичним лишком за 
модулем р.

Звщси випливае друга частина критерш , бо якщо^ а — квадра
тичний нелишок, то

1 (то й р ),
*

отже, задовольняе конгруенщю (7). Навпаки, .якщо



то а,—  Ф  1 (то й  р) 1 за доведеним не може бути квадратичним
лишком, тобто а в цьому раз1 е квадратичним нелишком за моду
лем р. Отже, критерш Ейлера доведено повшстю.

Приклад. За допомогою критерш  Ейлера визначити, чи мае 
розв’язок конгруенщя

*2 = = 1 2 (то й  19).

Поопдовио знаходимо:

12Н Г  =  12е =  1 2 - ( 122)4 =  1 2 - 114 =  1 2 - ( I I 2)2 =

=  12- 72 =  12- 1 1 =  — 1 (той  19).

Отже, 12 е квадратичним нелишком за модулем 19, а тому за
дана конгруенщя не мае розв’язюв. 3 доведеного критерш  вип
ливае справедлившть такого твердження:

Теорема Ейлера. Добуток двох квадратичних лишков або не- 
лишков е квадратичним лишком за даним модулем р; добуток же 
квадратичного лиш ку на нелишок е квадратичним нелишком.

Справд1, якщо а 1 Ъ не дшяться на р, то, на шдстав1 критерш  
Ейлера, матимемо:

Р—1 Р—1
а 2 =  ±  1 (той  р), Ь 2 =  ±  1 (той  р).

Перемноживши почленно щ конгруенцп, знайдемо:
Р—1

(аЬ) 2 =  ±  1 (той  р).

Тут у правШ частиш буде знак плюс або мшус, шакше кажучи, аЬ 
буде квадратичним лишком або нелишком тод1, коли в правих час- 
тинах перемножуваних конгруенц$ будуть в1дпов1дно однаков1 або 
р1зн1 знаки, тобто якщо а 1 Ь будуть одночасно або квадратичними 
лишками, або нелишками, чи один а  них буде лишком, а другий 
нелишком. Цю теорему легко узагальнити так:

Добуток ряду чисел а, Ь, су . . .  дае квадратичний лишок або 
нелишок залежно вод того, чи буде серед ствмножников парне 
число нелишков, чи непарне.

КонтрольнЬ запитання
1. Як звести конгруенцш 2-го степеня до двочленноТ конгруенци? Розгля- 

нути окрем1 випадки.
2 . Яке число а називаеться квадратичним лишком за простим модулем р?
3. Сюльки розв’язюв може мати квадратична конгруенщя за простим мо

дулем?
4. Скьчьки кнуе квадратичних лииш в за простим модулем р, 1 з якими 

числами вони конгруентш?
5. Яка необх1дна I достатня умова того, щоб а було квадратичним лиш

ком за простим модулем р?

§ 26. Символ Лежандра.
Закон взаемност! квадратичних линий в

Критерш Ейлера дае змогу визначити, чи е а квадратичним 
лишком або нелишком за модулем р, тобто вщцовдати на запи
тання: мае чи не мае розв’язку конгруенщя

х2 =  а (той  р ).

Недолжом цього критерш  е його грошздюсть, а саме, якщо
р — велике, то шдносити а до --го степеня дуже незручно.

Щоб полегшити в1дпов1дь на поставлене запитання, вводить до роз-

гляду так званий символ Лежандра ; вш значно спрощуе запис

багатьох результате 1 полегшуе обчйслення. Читаеться вш так: 
СИМВОЛ а В1ДН0СН0 р.

/  Символ Лежандра визначаеться для ВС1Х шлих а, як1 не

дшяться на р, 1 дор1внюе 1, якщо а — квадратичний лишок, 1 — 1 , 
якщо а — квадратичний нелишок за модулем р. Число а назива
еться чисельником, а р, — знаменником символу Лежандра.

Виведемо ряд властивостей символу Лежандра, як1 дадуть змогу 
швидко його обчислювати, а отже, визначити, чи е а квадратичним 
лишком або нелишком за модулем р, 'тобто вирш увати питания про 
1снування розв’язюв конгруенци

х2 =  а (той  р).
Насамперед зауважимо, що конгруенци (6 ) 1 (7) попереднього 

параграфа можна буде об’еднати в одну конгруенщю
/ ? ‘ _ ^ ) ( т о й р ) ,  (1)

що виражае критерш Ейлера.
О с н о в н 1 в л а с т и в о с т !  с и м в о л у  Л е ж а н д р а .

1. Якщо а = а х (той  р), то (—) =  ( у ) .

Ця властивкть виходить з того, що числа одного й того самого 
класу за даним модулем е одночасно або квадратичними лишками, 
або нелишками. Це також виходить з критерш  Ейлера. Припус
тимо, а ^ а х (т о й р ), тод1 очевидно, що

В=1 ?=1
а 2 = а х 2 (то й р ),

отже, а 1 а х або одночасно е квадратичш лишки, або нелишки 
за модулем р.



Ця властив1сть очевидна, бо конгруенШя х°- =  1 (той  р) завжди 
розв’язна; 11 розв’язками будуть х = ±  1 (тос!р).

з  . ( = ! )  =  ы М  ,

Ця властив1сть безпосередньо випливае з конгруенцп ( 1) при 
а =  — 1 .

Через те що !• буде числом парним, якщо р =  Ак 1, 1 не-

парним, якщо р  =  Ак +  3, то цю властивють можна сформулювати 
так: — 1 е квадратичним лишком простих чисел виду Ак +  1 1 квад
ратичним нелишком простих чисел виду А к +  3.

Оскшьки к о н г р у е н щ ю  х 2= — 1 (то й р ) м о ж н а  записати у  вигляд1 
х 2 1 = 0  (то й р ), т о  ц ю  властив1сть м о ж н а  с ф о р м у л ю в а т и  1 в  т а -  
К1Й форМ П

Щль значения х, при яких х 2 +  1 делиться на просте число р, 
бувають тод1 I пйльки тод1, коли р е число виду 46 +  1, тобто 
коли р =  1 (той  4).

Справд1, на тд став 1 критерш  Ейлера, маемо: /

Р—I Р—I Р— 1 р _  1
(а ^о  . . .  а 5) 2 =  2 а 3 2 . . .  а ~ г  =

Ч р М '? ) '  ( т ) » " 101" » -

3 останньо! конгруенцИ випливае доводжувана р 1вшсть, оскшьки 
числа, як! стоять в обох частинах конгруенцп, за абсолютною ве
личиною дор 1ВНЮЮТБ 1. Д в 1 так1 величини можуть бути конгруентн! 
за модулем р >  2 , якщо тшьки вони однаковк 

В и с н о в о к .

(З-Ф-
тобто 6 чисельнику символу Лежандра можна в1дкидати множники, 
що е точными квадратами.

Через те що за модулем 8  в а  прост! непарш числа будуть 
числами виду 8к +  1, 8к + 3 ,  8 к +  5, 8 к +  7, або 8к +  1 1 86  +

±  3 1 ? ■ буде парним при р =  86  ±  1 1 непарним при р =  8к ±  3,

то цю властивють можна сформулювати так:

1 Ця властив1сть по сут! е СИМВОЛ1ЧНИМ виразом теореми Ейлера (див. §25)

Число 2 е квадратичним лишком для в а х  простих чисел виду 
8к ±  1 (або 8к +  1, 86  +  7) I квадратичним нелишком для ва х  
простих чисел виду 8к ± 3  (або 8 к + 3 ,  8 6 + 5 ) .

Властивють 5 означае, що простими дшьниками чисел виду
х2 — 2  можуть бути тшьки числа виду 8к +  1.

П р и к л а д .  Чи 1снують ц ш  х  так1, що х2 — 2 дшиться на 97?

Через те, що 97 =  8  12 +  1, то =  +  1,1  конгруенщя х2 —
— 2 =  (т о й  97) мае розв’язок. Отже, шукаш значения х  юнують 
1 е розв’язками Ц1еТ конгруенцп.

Цю властивють довести вже набагато складшше; ми и дове
демо разом з властивктю 6 .

6 . З а к о н  в з а е м н о с т 1 к в а д р а т и ч н и х  л и ш к 1 в. Якщо 
р  I <7 —  р1зш прост: непарш числа, то

/ \ Р~ 1 9^1 / \г (?)•
Через те що ~  ■ ? буде, очевидно, непарним, якщо р 1<7

е числами виду 4 6 + 3 ,  1 парним, якщо хоч одне з чисел р  або 7
буде числом виду Ак +  1, то властивють 6  можна сформулювати так: 

Я кщо р \ д е числами виду Ак +  3, то

якщо ж хоч одне з чисел р або д е числа виду Ак +  1, то

Перш шж приступите до доведень властивостей 5 1 6 , дамо 
шше тлумачения символу Лежандра.

Лема Гаусса. Якщо а не делиться на просте число р >  2, то

де т  — число таких остач вьд деления чисел

а, 2а, . . .  , р 2 1 а (3)

на р, як1 б1льий ~ .
Д о в е д е н и я .  Нехай I — число додатних остач в1д дшення 

чисел ряду (3) на р, менших за — . Позначимо Щ остач1 через
а,, а2, . . .  , а,. Так само позначимо через (Зх, (32, . . .  , (Зш остач1 в1д
дшення чисел ряду (3) на р, бшыш за ~ . Очевидно, що



Через те лцо вс1 а, 1 р/ конгруентш за модулем р з числами 
ряду (3), то можемо написати:

« Л  • • • аА р 2 • • • Рт =  а ■ 2 а  . . .  а =  а 2 { ^ )  ! (т о й р ).

Числа р  — р/ будуть менш1 за у  1 р1зш М1ж  собою. Справд1,

коли б р  — [Зу =  р — р,, то р/ =  р<( зле з щеТ р 1вност! випливала б 
конгруентшсть двох чисел ряду (3):

к 1а =  к 2а (то й р ),

де к и  к2 — 1, 2 .......... ЗВ1ДКИ К  =  6 2 (т о й р ), що неможлию

при к х Ф  кг.
Покажемо тепер, що ш  нов1 числа р  — Р/ вщмшш вщ чисел а,. 

Справд1, коли б а, =  р  — Р/, то ми мали б, що а, +  ру =  р. Остання 
р1вн1сть~призвела б до неможливо! конгруенцп:

кха + к га=в  0  (той  р),
або

+  &2 =  0  (т о й р ),
бо

О <  ку +  к2 <  р  — 1.

Отже, чисел

®1> а2> • • • > а1< Р ?1> Р Рг» • • • I Р Рт

збтаються з числами ряду 1 , 2 ............р- , -■; тому

а1( а2 . . .  аг ( р - М  (р—р.) . . .  ( р -  Рт ) =  1 ■ 2  . . .  р- ^ =  ( ^ 1 )  ! (4)

3  другого боку,

а 1 а 2 ••• (Р — Р1) (Р — Рг) ••• (Р— Рт) =
=  (— 1)"«!« , . . .  а/р1р2 . . .  Рт  (то й р );

але за доведении вище
1 т р—1 , ч

П « , |  1?;  =  о ! Т - 5 I.
(-1 /-1

отже,
«1«а ••• а< (Р— Рх) (Р — Рг) ••• (р — М  =

=  ( - 1  )та ~  ( ^ )  ! (т о й р ).

Д ал 1, на П1дстав1 р 1вносп (4), знаходимо, що

(Е~ т ^ )1= 1) т  ( 4 “^ ) 1 а~ ( т о с * Р)'

Скорочуючи обидв! частини останньоТ конгруенцп на !«

взаемно просте з р, 1 помножаючи обидв1 и частини на (— I )"1 Д1- 
станемо:

^ Г  =  (— \)т (т о й р ); 

на П1дстав1 критерш  Ейлера

о ~  =  (-2-) (т о й р ).

Отже,

( ! )  -  < - ' ) ■ •

Цим лему Гаусса доведено.
Знайденому виразу для символу Лежандра надамо шшого, бшьш 

закшченого вигляду, а саме покажемо, що

Р—1

( * ) - < - »  “  • ©  

Справд1, позначимо через дк 1 гк вщповщно частку 1 остачу вщ 

дшення к а  на р, де к  =  1, 2, . . .  , - ~  - . Тод1, на пщстав1 алго

ритму дшення з остачею, можна написати, що

ка =  <7*р +  г й; 1 < / - * < р  — 1, '  (6)

причому очевидно, що як — 1 гк не може дор1внювати нулю

бо (а, р) =  1 за умовою 1 ( к ,  р) — 1 ; отже, остач1 гк е не що шше, 
як числа л г  1 Р/ в доведенш леми Гаусса. Позначимо



Д ал1, ми бачили, що числа

<*!, а 2............. а ,, р  —  р1; р  — р2, . . .  , р — (

збнаються з числами ряду 1, 2 ...........—2~ - . Отже,

'  -

або

тобто

р — \ р  —

2 г=1 ' /=!

р2 — 1 0 .
— —  =  а — Р +  тр.

+  тр,

Додаючи почленно р1вноеп (6), дютанемэ:

або

р—1 р—I р—1

а - X  * =  Р 2  <7*+ Е  гк,
к=\ к-\ к= 1

Р—1
2

Р2 -  1а о
4 -1

ЕИдшмаючи вщ Ц161 р1вност1 р1вшсть (7), матимемо

р—1

к=\
ЗВЩКИ

р—1
2

р2 — 1

6 = 1
— тр (той  2 ),

р  — непарне число; отже р =  — 1(тос12), 1 тому

Р— 1

2 ^ р 1 ( а — 1) =  — Л  [ у ]  +  т  ( т о й  2),

ЗВ1ДКИ
р—1

2

т
4=1

внасл1док чого

(то й  2 ),

Р —I
2

1 р1вн1сть (5) доведено.
Тепер перейдемо до доведения властивостей 5 1 6. 
Д о в е д е н и я  в л а с т и в о с т !  5. У формул! (5) покладемо

а =  2 , тод! =  0, бо к =  1, 2 ...........’~ 2 ~~ ’ * Т0МУ Д'станемо:

Р*-1

Д о в е д е н и я  в л а с т и в о с т 1 6, тобто закону взаемносп квад
ратичних лишюв. Припустимо, що у формул! (5) а — д, де ц >  2 — 
просте число, тод1 а — 1 =  <7 — 1 буде парним числом, значить,

2 |
у формул! (5) можна В1д к и н у т и  - ~  . (а— 1) Отже, маемо

аналопчно

р—I
2

=  ( - 1)

(1—1

Звщси



Покажемо тепер, що

Р—1 д—1

(8.
*=1 /=1

Д ля цього розглянемо ^  чисел виду /р — кд, де Л =

=  1, 2 ...........^ 2~ >   ̂ =  *'* ^ .............^С1 ц* числа не дор1в-

нюють нулю. Справд1, якщо 1р— & / =  0, то 1р =  кц. 3 останньоТ 
р1вност1 виходить, що 1р дшиться на але через те що (р, =
=  1 , то / повинно дшитись на <7, але це не можливо, бо

1 < /  < ^ = 2 . '

Отже, серед чисел 1р — кс/ можуть зустр1чатись як додатш, так 
1 В1д ’емн1, але таю не дор1внюють нулю. Визначимо, скшьки з них 
ДОДаТНИХ 1 СКШЬКИ вщ’емних.

Припустимо, що 1р — к с]> 0  для заданого фжсованого /, тод1 

1Р_ . 1 ^  и ^  Р - 1
Я

зом узят1, екв!валентн1 нер1вностям

к  <  ^  ; разом з тим маемо, що 1 <  к <  ■ Ц1 нер1вносп, ра-ч

1 <  к <  % (9)

бо

— <  —-----=  ~ , тобто — <  •<7 <7 2 ’ ? 2

Нер1вшсть (9) мае щодо к (при фжсованому I) |  розв’язюв, 
а саме:

4  =  > . ' 2 ........... [7 ] .

тобто к набувае значень; але I набувае значения в1д 1 до

-  "2 -- включно. Звщси виходить, що серед р 2 1 • ? 2 --  чисел виду 

1р — &7 додатних буде
9—1 
2Щ-

Припустимо тепер, що 1р — кд <  0 тод1 (при фшсованому &) I <
■ оизттлгшпл оиойпдчп гиг. гопол Р ~~ !. . ? ~  1

Р
— кд вщ’емних буде всього

<  ; аналопчно знайдемо, що серед чисел виду 1р ■

Р—1
2

V
А=1

А через те що р1зних чисел в и д у /р — кд буде всього —2~~ • 9 2 -

1 кожне з них або додатне, або вщ ’емне, то й дктанемо р1вшсть (8 ). 
Отже,

/ \ / \ Р—1 Ч—1:(т)Ш=<-1)! '! ■
або, помножаючи обидв! частини р 1 вност 1 на ( у |  1  беручи до уваги, 

що |  =  1, дктаем о:

( 1 ) =  < - » - ' % ) •  '

1 закон взаемност1 доведено.
Закон взаемносп 1 властивосп 1 1 4 дають змогу обчислення

будь-якого символу Лежандра звести до обчислення символ1в

( ^ )  ’ ("Тт) * ( у )  • значения яких даються властиюстями 2, 3, 5. 
Приклад. Визначимо, чи мае розв’язок конгруенщя 

х2 =  76 (то й  101).

Д ля цього досить обчислити символ Лежандра ( щ }  • Насам-

перед бачимо, що 101 — число просте; розкладемо чисельник сим
волу на проси множники: 76 =  22 • 19. Тепер, на шдстав1 власти
вост! 4 1 висновку з неТ, можемо написатй:

= . (Л» \ = ( Л  \
\ 101 / \ 101/ \ 101/

Отже, лишаеться обчислити символ I-щ-1. Через те що 19 число19

просте, то, застосовуючи закон взаемност1, дютанемо] 

бо одне з чисел, а саме 101, е числом виду 4к +  1 (к =  25).
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В останньому симвсш чисельник б1льший в1д знаменника. Застосо- 
вуючи властивють 1 , д!станемо:

(т 1 г )= (п))> бо 101 = 6  (то й  19).

Д ал1, =  ( ^ )  (власпдасть 4).

Символ =  — 1 (власпш сть 5); до символу знову за-

•стосовуемо закон взаем ноет 1: 1, на шдстав! власти-

. , 119\ / 1 \
вост1 1 , маемо: — ,-Н  =  — ( т Ь  а Дал1, застосовуючи власти

в к ть  2 , дктаемо: — =  — 1.
Звщси матимемо:

© -  +  >■

Отже, задана конгруенщя мае два розв’язки.

КонтрольМ запитання
1. Дайте означення символу Лежандра.
2. Випиипть ус1 вирази для символу Лежандра.
3. Чому одиниця е квадратичним лишком за будь-яким модулем р?
4. Для простих чисел яйого виду — 1 е квадратичним лишком? Нелишком?
5. Д ля яких простих чисел 2 е квадратичним лишком? Нелишком?
6. Сформулюйте закон взаемносп квадратичних лиишв.
7. Перев1рте справедливкть леми Гаусса для а =  6 1 р =  13.

8. Як1 властивосп символу Лежандра дають можливкть звести

його обчислення до обчислення символ1в > значения яких

В1ДОМ1?

§ 27. Символ Якоб1

При обчисленш символу Лежандра доводиться розкладати чи
сельник символу на просп множники. Якщо чисельник дуже 
велике число, то таке розкладання станэвить значш труднощь Щоб 
уникнути цього 1 прискорити обчислення символу Лежандра, роз- 
глядаюгь узагальнення символу Лежандра, так званий символ 
Я«.об1.

Нехай Р — дов1льне непарне число, быыие за одиницю, 1 Р =  
=  р ,р 2 . . .  рк — розклад його на просп множники (серед цих 
множник1в можуть бути 1 однаков!). Припустимо, ДЭЛ1 , що а —

щле число, взаемно просте з Р, тод! символ Якоб1 ( — '1 визна-
, Р  I

чаешься р1вшстю:

а \

Рк! .

де — звичайш символи Лежандра. Зокрема, якщо Р п р 

иросте число, то символ Як.061 I — | 3 6 1 гаеться з символом Ле-

(Яжандра

В1ДОМ1 властивосп символу Лежандра дають змогу встановити 
аналопчш властивоспй символу Якоб!.

1. Якщо

а = а х (той  Р) то ( у  | 

Справд1, згщно з означениям, /

7НШУ--Ш
але, якщо а = а 1 (т о й Р ), то тим бшьш

( а \  • (  аг
а =  а , (той  р() (1 =  1, 2 ......... к) 1 тому |  ^

Отже, д1стаемо:

С правд!,

(+)
1

Р1 / \ Р2

Р—1
2

3. \  у ) =  ( 1) 2 • 
Справд!,



Але неважно показати, що Рх 1 ------+  РЛ  1 { 1 е числа
. . .  2 2 

однаково1 парность Це випливае з тако! р1вностк

Р — 1 _ Р1Р2 • • • Рк — 1

_ ( ' +  г а ^ ) ( ' + 2 а ^ ) : . . ( 1  +  г ^ ) - ,

=  а = 1  +  Е1р 1 + . . .  + ? * р 1  +  2 лг,

де 'М  —  щле число. Тут ми застосували правило множення бшом1’в,
ЯК1 В1Др13НЯЮТЬСЯ Т1ЛБКИ ДРуГИМИ ЧЛвНЭМИ. Отже, 3 Р1ВНОСТ1 (1) 
дктанемо:

4. _ ( * ) ( * ) . . . ( * ) .

Справд1, зпдно з означениям символу Якоб! 1 властивктю 4 
символу Лежандра, матимемо:

(^)“П(̂ )=ППШ=ППШ- 
'-1  1 1-\ /= 1 /_  1 1-1 1

/ = 1
В и с н о в о к .

Справд1, за означениям символу Якоб1 1 властивктю 5 символу 
Лежандра, дктанемо

РГ-1 Ра-1 р\ - 1
+  Т + -  +  Л - ,

але под!бно до того, як у властивост! 3, з р1вносп

Р2 — 1 р1р1 - р1— 1
" 8 ------------------------------------------В"

р? — 1 р \  — 1 р? — 1
= " V -  +  - V -  ч—  +  ™

р 2  1 р? — 1 р1 — 1 р? — 1
робимо висновок, що —^—  1 — д-----------------------------1-о Ь • • • Ч §— 6 числа

тк! само! парносп, отже, виходить:

ш = ( - . » - •
6 . З а к о н  в з а е м н о с т 1 с и м в о л у  Я к о б ь  Якщо Р I С} 

додатш непарш взаемно просто числа, 61льш1 за  1, то

Справдй нехай
<2 =  <7 ^ 2  ■■•Я,

е розклад <2 на прост! множники (серед них знов-таки можуть бути  
Й р1ВН1). ВнаСЛ1ДОК уМОВИ (Р, (?) =  1, ВС1 <7/ МаЮТЬ буТИ В1ДМ1НШ 
В1Д р[. ДаЛ1, ЗПДНО з означениям символу Якоб1 1 ВЛаСТИВ1СТЮ 6  
символу Лежандра, посл1довно дктанемо:

(4)-ЛШ-ПВД- 
1=1 1= 1 /= 1

у  у  рл1..чл1 к ь* ’ППШ-
«=.1 /=1

к

- < - » «  -  ( я )

Але при виведенш власти воет 1 3 ми бачили, що
кк

Р — 1 . V  р1 ~ Х

е числа однаково! парпостг, це стосуеться й чисел

/ - 1
Отже,

к
Р —



також числа однаково'1 па р ноет 1, а тому оста точно дктанемо:

(4)
п \ .«=!
4  = ( - 1) 2 2

Отже, ми показали, що для символ1в Якоб1 справджуються вс1 
властивост1 символ1в Лежандра. Тому символи Якоб1 обчислюються 
за тими самими правилами, що й символи Лежандра, 1 при обчис- 
ленш Тх не слщ розр1зняти. Це дае можливкть при обчисленш 
символш Лежандра не розкладати чисельники на прост1 множники; 
Т р е б а  Т1ЛЬКИ ВИД1ЛЯТИ множники, що дор1внюють 2.

З а у в а ж е н н я .  При узагальненш Якоб1 символу Лежандра 
виконано так званий принцип перманентность. Цей принцип по- 
требуе, щоб при узагальненш даного поняття залишались правиль- 
ними основш властивост1 цього поняття. Здавалося б, природшшим 
узагальненням символу Лежандра для складеного знаменника було б

вважати, щ о ^ |  =  + 1 ,  якщо конгруенЩя х2 =  а(хг.ойР) мае

розв’язки; в противному раз! вважати, що ^ ~ \  =  — 1. Але, тод|,

як неважно побачити, не було б виконано принципу перманентное™
1 таке узагальнення символу Лежандра не мало б жодного прак
тичного значения. Д ал 1 побачимо, що для символу Якоб1 умова

(т г ) =  + 1  н еобх1Д н а, але не д о с т а т н я  д л я  т о г о ,  щ о б  к о н г р у е н ш я

х 2 =  а (той  Р) мала розв’язок. ■

Приклад. Обчислити символ Лежандра Будемо обчислю-

в а т и ,  не зважаючи на те, як1 п р о м 1Ж ш  с и м в о л и  м а т и м е м о  — Л е
ж а н д р а  чи  Якоб1; п а м ’я т а т и м е м о  лише, що в ч и с е л ь н и к у  т р е б а  
ВИД1ЛЯТИ МНОЖНИКИ, ЯК1 д о р 1 в н ю ю т ь  2.

Застосовуючи поопдовно властивосп 4, 6 , 1, 4, 5 , 6 , 1 , 6 , 2 , 
знайдемо:

2 108\  _  /2 2_ 5 2 7 \  _  /  527 V _  /2 0 0 3 \ _  /4 2 2 \ _  (  2 \  /2 1 Л
2003/ \  2003 )  \2 0 0 3 / \  527 /  \5 2 7 / _  \5 2 7 / 1,527/ —

21
527

=  (527) =  ( Щ  _  / 2 И\ _  / _1_\ _
7} \2 11/ \2 1 1/ \  105/ \  Ю5/

Цей самий символ можна було обчислити, застосовуючи посл1- 
довно властивосп 1, 6 , 1, 4, 5:

2108\  _  /_Ш5_\ _  / 2003\  _  /  8 \  _  /  2 \  _  ,
2003/ \2003/ V 105 /  ^105/ — V105/ — +

Контрольна запитання
1. Дайте означення символу Якобь Як пов’язаш символи Лежандра ) 

Якоб1?
2. П ерел 1Ч1ть властивост1 символу Якобь -
3. Чим в1др1зняються формулювання закошв взаемиоси символу Икоб1 

1 символу Лежандра?

4. Вщомо, що ( т г )  =  1 (р ~  складене). Чи можна твердити, що квад

ратична конгруенщя х2 =  а(т о й Р )  мае розв’язок?
5. Чого сл1д уникати при обчисленш символу Лежандра за допомогою

символу Якоб1?

§ 28. Конгруенцп другого степеня 
за складеним модулем

Конгруенщя другого степеня за складеним модулем:
х2 — а (той  т), де т  =  2ар \1р12 ■ ■ • р ^ ,  {а, т) — \ ( 1)

дослщжуеться 1 розв’язуеться зпдно з загальними вказ1вками § 23.
За теоремою 1, § 23, конгруеншя (1) екв1валентна систем! 

конгруенцш
х 2=  а (той  2а),

-х 2=  а (той р^1),

х2 =  а (той  р\к).

Розглянемо конгруенцИ виду
х2 =  а  (той  р’); (а, р) =  1 , (3)

де а >  1 — Щле число, а р  — просте непарне число.
Ми вже бачили, що розв’язки конгруенцп (3) задовольняють 

1 конгруенцш
х2= а ( т о й р ) .  (4)

Позначимо через /  (х) вираз х2 — а, тод1 / '  (х) =  2х. Якщо
тепер х = х г (той  р) е розв’язком конгруенцп (4), то, зважаючи на 
те, що (а, р) =  1 , (*!, р) =  1 1 р — непарне, дктанемо, що
(:2хЛ, р) =  1, тобто / ' ( ^ 1) не Делиться на р. Тому до знаходження 
розв’язюв конгруенцп (3 ) можна застосувати м1ркування, викладеш 
в теорем1 2 § 23. За щею теоремою кожний розв’язок конгруен
цп (4) дае один единий розв’язок конгруенцп (3). Але остання мае 
два розв’язки тод1 1 Т1льки тод1, коли а е квадратичним лишком

за модулем р, тобто коли =  + 1 .  Отже, приходимо до такого

результату:
Теорема 1. Конгруенщя (3) мае два розв’язки або не мае 

жодного залежно вьд того, чи буде число а квадратичним лишком



або нелишком за модулем р, тобто чи буде в1дпов1дно —
/ \  '  \ Р

=  + 1  або ( у )  =  — 1.

З а у в а ж е н н я .  Неважно побачитн, що коли х  =  ха (той  р’) 
е один розв’язок конгруенцп (3), то другим н розв’язком буде — ха. 
Справд1,

(— ха)2 =  х \ =  а (той  ра);

дал1, хаф —ха (той  р’), бо, в противному раз1, 2ха =  0  (той  р’) , що 
неможливо, бо ш 2 , ш ха не дшяться на ра, тобто взаемно
ПрОСТ! 3 р “.

Розглянемо тепер конгруенщю

я 2 =  а  (той  2а)\ а >  0 , (а, 2) =  1. (5 )

ТУТ /  (^1) =  2 ^  дшиться на р  =  2, 1 тому загалын М1ркування 
§ 24 незастосовш; 1х можна змшити в такий споаб.

Нехай. конгруенщя (5) розв’язна, тод1, зважаючи на те, що 
(а, 2 ) =  1 , матимемо (х , 2 ) =  1 , тобто * =  1 +  2 /, де ( — цше 
число. 1накше кажучи, розв’язки конгруенцп (5 ) треба шукати серед 
непарних чисел. Шдставляючи х  =  1 + 2 / в конгруенщю (5 ), д к т а 
немо нову конгруенщю щодо (:

1 +  М (I +  1) =  а  (то й  2 ®).

Але одне з чисел I, I +  1 — парне, тому 41(1 -\- 1) дшитиметься 
на 8 .

Отже, щоб остання конгруенщя мала розв’язок, а разом з тим 
1 конгруенщя (5), треба, щоб

а ^  1 (той  4) при а =  2;
1 (той  8 ) при а >  3. (®)

Припустимо, що справджуються умови (6 ); розглянемо тод1 
питания про знаходження розв’язшв конгруенцп (5 ) 1 про Гхне 
число; при цюму розглянемо окремо так! випадки:

1) а =  1 , тобто л:2э а ( т о й 2 ).
Тут тшьки й може бути, що а =  1 (той  2), 1 будь-яке непарне 

число задовольнятиме нашу конгруенщю. Але вс1 непарш числа 
утворюють тшьки один клас за модулем 2 ; отже, в цьому випадку 
матимемо единий розв’язок: 1 (то й  2 ).

2) а =  2, тобто х 2 =  а  (той  4).
За умовою а = 1 ( т о й 4 ) .  Але легко побачити, що квадрат 

будь-якого непарного числа конгруентний одинищ за модулем 8 , 
а тому 1 за модулем 4. Слравд!, кожне непарне число можна по
дати у вигляд1 \ к  ±  1 . Беручи конгруенцп за модулем 8 , дктанемо:

(4к ±  I ) 2 =  16к2 ±  8к +  1 =  1 ( т о й 8 ).

Отже, в розглядуваному випадку задану конгруенщю задоволь
нятимуть ус! непарш числа. За модулем 4 вс1 непарш числа утво
рюють два класи, найменшими невщ’емними лишками яких будуть 
числа 1 1 3. Отже, в цьому випадку матимемо два розв’язки: 
х =  1 , 3 ( т о й 4).

3 ) а =  3, тобто л:2 = а ( т о й 8 ).
Через те що за умовою а =  1 (той  8 ) 1 квадрат всякого непар

ного числа конгруентний одинищ за модулем 8 , то й в цьому 
випадку вс1 непарш числа задовольняють задану конгруенщю. Але 
за модулем 8  непарш числа утворюють чотири класи:

х = 1 ,  3, 5, 7 (той  8 ),

вони й будуть розв’язками конгруенцп (5) при а =  3. При а  =  3,
5 , 7  (то й  8 ) конгруенщя, очевидно, розв’язюв не матиме, бо 
необх1дну умову не буде виконано.

4) а >  3. Якщо конгруенщя (5) при а >  3 мае розв’язки, то 
вони, очевидно, також задовольнятимуть ту саму конгруенщю за 
модулем 8 .

Отже, умова (6 ) необх1Дна 1 при а >  3. Доведемо, що ця умова 
е 1 достатня. Але спочатку з ’ясуемо, скшьки всього розв’язюв мае 
конгруенщя (5), якщо вона взагал1 мае розв’язки. Нехай Ь де
яний певний и розв’язок, а х  — будь-який и розв язок. Маемо:

Ь2= ва (  т о й  2*), х2 =  а (то й  2");
отже, .

х2 — Ь2 =  0 (то й  2*),
або

(л: — Ь) (х  +  Ь) =  0 (той  2“).

Припустимо, що
х  — Ь =  ■ к, х  +  Ь =  2Н,

де к 1 / — непарш числа; тод1 додаючи й дшячи на 2 , дктанемо:
х  =  2Э—1 • Дг +  2т-1  • I.

Але х  як розв’язок конгруенцп (5) мае бути непарним; отже, 
або 3 — 1 , або 7 — 1 , дор1внюе нулю, тобто одне з чисел р, у до- 
р1внюе одинищ, а друге не менше за а — 1, бо добуток (я — Ь) (* +  Ь) 
дшиться на 2а.

Припустимо, що 7 = 1 , тод1 р >  а — 1, 1 ми маемо
х  — Ь =  2а_1 ■ я, 

де § — будь-яке (не обов’язково непарне) число, або

х  — Ь +  2* - 1 • 5 ;

х = .Ь  +  2я- 1 ■ 5 (той  2*),



бо розв’язки конгруенцп (5) визначаються за модулем 2х. При 
парному 5

х  =  Ь (той  2а) ;
при непарному 5

х = 6  +  2 01- 1 (то й  2 я).

Щ два розв’язки р1зш за модулем 2 \
Нехай тепер 3 =  1 , значить, у >  а —  1 1 маемо х  +  Ь — 2Х~ ‘ ■ 5, 

де 5 — цше число. У цьому випадку, як 1 в попередньому, зна
йдемо ще два таю розв’язки:

х = —Ь (ГПОЙ2 1), х = - —Ъ +  2 * -' (той  2х).

Отже, конгруенщя (5) мае всього чотири розв’язки:

Ъ, Ь +  2“- ' ,  —Ь, ■—Ъ +  2" - 1 (або -—Ь —  2а~ 1).

УС1 ш розв’язки р 13Н1 за модулем 2 “, у чому легко перекона- 
тись.

Доведемо, що умова а = 1 ( т о й 8 )  буде дсстатня для гсну- 
вання розв’язтв конгруенцп (5). Ми бачили, що вона достатня при 
а =-■ 3. Застосуемо метод математичноТ шдукцп. На шдстав1 сказа
ного вище досить показати, що при виконанш умови а =  1 (той  8 ) 
конгруенщя (5) мае хоча б один розв’язок.

Припустимо, що достатшсть умови (6 ) доведена для конгруенцп

х 2= 'а  (то й  2* -‘), (5')

тобто при а 1 (той  8 ) ця конгруенш'я мае розв’язки. Якщо ха-1  
е один з п розв’язюв, то, як ми бачили, решта розв’язюв буде:

Х а - \+ 2 х~ 2, — Ха-\, —  Хсс-1  — 2’ - 2 (або — ха_1 +  2Х~2).

Отже,
а (той  2" - 1),

тобто х \ _ х— а дшиться на 2С‘~ ], або

х*_, — а =  2 “-* • к.

Якщо к — парне, то ха_1 — а дшиться на 2х, тобто х*_1 е роз
в’язком конгруенци (5), 1 наше твердження доведено. Якщо ж к — 
непарне, то в1зьмемо вираз ха- \  +  2 а_2 1 покажемо, що вш буде 
розв’язком конгруенцп (5) за модулем 2а, а саме: (ха-1  +  2а~ 2)2— а 
за умовою дшиться на 2 “-*, але ми маемо:

(Хщ—1 +  2х- 2)2 —  а =  — а) +  2*->хЛ- Х +  2 2* - 4 =
=  2  а~ 1к +  2а~ 1ха- \  +  2 2а- 4,ф

при а >  3, 2а — 4 >  а; отже,
(Ха-1  +  2 1- 2) 2 — а ~  2а~ 1 • (к +  ха-\)  (той  2”).

Але к 1 хЛ- \ — непарш: к за умовою, ха_ ^ я к  розв’язок конгруен- 
цн (5) при непарному а, отже,

{ха- \  +  2 а~ 2) 2 — а =  О (той  2а),

тобто х а—1 Ч- 2а~~2 е розв’язком конгруенцп (5); наше твердження 
доведено 1 в цьому випадку.

Як бачимо, один з розв’язюв конгруенцп (5') е неодмшно 
1 розв’язком конгруенцИ (5). Позначимо його через х а, решта 
розв’язюв конгруенщТ (5) будуть:

— Х а ,  Х а + 2 * - 1 ,  — Х а — 2 а ~ 1 .

Ус1 щ розв’язки задовольняють 1 КОНГруеНЦ1Ю (5'), ТШЬКИ для 
ще! конгруенцп вони не вс1 р!зн1, як для конгруенЩй (5), але 
розв’язки Х а  1 —Х а  р13Н1 1 Д Л Я  (5').

Пщсумовуючи все доведене, дютанемо такий результат:
Теорема 2 . 1) Конгруенщя (5) завжди мае один розв’язок при 

а =  1; 2) два розв’язки  — при а =  2, I а =  1 (той  4) г жодного при 
а =  2 г а =  3 (той  4); 3) при а >  3 конгруенщя (5) мае розв’язки 
т1льки при а =  1 (то й  8 ) I при цьому чотири рьзних розв’язки ; 
два з них неодмшно задовольняють I конгруенщю

х2 =  а (той  2Л+1).

Попередш тркування вказують на метод розв’язування кон
груенцп (5) при а >  3.

Приклад. х2=  33 (той  64).
У цьому випадку маемо:

а == 3 3 =  1 (той  8 ),

отже, розв’язюв буде чотири. Для Тх знаходження розглянемо 
конгруенцп

х2 =  3 3 = 1  (той  8 ), 
х2 =  3 3 = 1  (той  16), 
х2 =  33 =  1 (той  32), 
х2 =  33 (той  64).

Розв’язки перш01 конгруенцп будуть 1, 3, 5, 7; *з них, на
приклад, 1 задовольняе другу конгруенщю. Решта розв’язюв другоТ 
конгруенцп е: 1 + 2 3, — 1, — 1 — 23, тобто розв’язки другоТ
конгруенцп будуть 1, 7, 9, 15. 3 них, наприклад, 1 задовольняе 
третю конгруенЩю; решта ТТ розв’язюв буде: 1 +  21, — 1, — 1 — 24, 
тобто, 1, 15, 17, 31 е вс1 розв’язки третьоТ конгруенцп. 3 цих 
розв’язюв, наприклад, 15 задовольняе четверту конгруенщю, а 
решта ТТ розв’язюв буде- 15 -+- 26, — 15, — 15 — 25. Отже, маемо 
вс1 розв’язки даноТ конгруенцп:



Звичайно, не СЛ1Д обов’язково починати з конгруенцп (5) за 
модулем 8 ; краще починати з конгруенцп за модулем 2 % для яко '1 
нам в1домо хоть один розв’язок ха, решта три будуть:

—Ха, Ха +  2а~ 1, — Ха— 2“- 1.

Так, наприклад, конгруенщя
х2 =  57 (той  64) 

мае чотири розв’язки, бо 5 7 = 1  (той  8 ). Маемо:
х2= 5 7  =  1 (той  8 ), 
х2 =  57 =  9 (той  16), 
х2 =  57 =  25 (той  32), 
х2 =  5 7 (то й 6 4 ).

У конгруенцп
х2 =  25 (той  32)

25 е точний квадрат, тому один з п  розв’язюв буде х =  5 (той  32); 
решта будуть:

—5 , 5  +  16 =  2 1 , —5 — 16 =  — 21 =  11 ( т о й 32).

Розв’язок 11 задовольняе конгруенщю за модулем 64; отже, 
розв’язками останньоГ конгруенцп будуть: ± 1 1 ,  ± ( 1 1 + 3 2 )  =  
=  ± 4 3 , або

х== И , 21, 43, 53 (той  64).

3 теорем П  2 та з теореми 1, § 23, маемо таку теорему: 
Теорема 3. Конгруенщя

х2 =  а ( т о й т ) ;  т — 2лр^ . . .  р^; (а, т) — \ (7)

мае розв’язок тод1 I тыъки тод1, коли.Ш-+1;
а =  1 (той  4) при а =  2, 
а =  1 (той  8 ) при а >  3.

Якщо жодну з цих умов не' порушено, то ш лъйст ъ розв’язшв 
буде

2к при а  =  0 ; 1,
2к+ 1 при а  =  2 ,
2*+2 при а > 3 .

Приклад. Визначити, чи мае розв’язки конгруенщя 

х 2 = 2 4 1  (той  360),

1 якщо мае, то скшьки.

Знаходимо каношчний розклад модуля; маемо: 360 =  23 • З2 ■ 5; 
дал1,

М . ■ Д О *  ( ? ) - ( * ) - №  =

Отже, ця .конгруенщя мае 22+ 2 =  24 =  16 розв’язюв, бо тут 
к =  2; а  =  3.

З а у в а ж е н н я .  Якщо т  — непарне 1 конгруенщя (7) мае роз
в’язки, то символ Якоб!

бо ВС1 I —
\Р‘

енцп (7), але недостатня, бо з =  + 1  не виходить, що вс1

^  =  + 1 . У зв’язку з цим зауважимо ще раз, що застосування

символу Якоб1 та його властивостей лише прискорюе обчислення 
символу Лежандра.

■Контрольт запитання
1. Як1й систем! конгруенцш екв(валентна конгруенщя

х2 =  а (той т), 

де т = 2 а ■ Рх'Ра* ■ • ■ р ”й 1 (а, т) =  1 ?
2. При яю'й умов! кожний розв’язок конгруенци х 2~ а ( т о й р )  дае еди

ний розв’язок конгруенцИ х 2~ а  (тос1 ра), де р — просте непарне число? Чи 
риконуеться ця умова при р =  2? Чому?

3. Як знайти розв’язок конгруенцп х г =  а (той 2я"*"1), знаючи розв’язки 
конгруенцП х 2 =  а (той 2“)?

4. Яка умова розв’язност1 I яке число розв’язюв квадратично! конгруен- 
ц11 за модулем ра, де р — просте непарне число 1 а — натуральне? За моду
лем 2“? За будь-яким модулем т  =  2ар1'р*г . . . р^6?

5. Якщо квадратична конгруенщя за складеним модулем т  розв’язна, то 
сюльки вона мае розв’язюв?

Вправи

1. За допомогою добору розв’язати конгруенцп
а) х 2 =  3 (той 37); б) х ъ- — 5 =  0 (той 7);
в) х ь. — 7х* +  11л:3 — 5х +  1 =  0 (той 12);
г) 2х =  х 2 (той  5), х  >  0.

В 1 д п ов 1 д ь. г) х ~  15, 22 (той  37); б) х  =  3 (той 7); в) розв’язю в немае: 
г) х =  2,4 (той  5).

2. Розв’язати конгруенцп першого степеня: а) 7 х ~  13 (той  29); б) 8х ез 
=  15 (той 29); в) 9х —  17 (той 31); г) 17* —  13 (той  123); д) 243л: =  271 (той  317):
е) 2 2 1 * =  111 (той  360); е) 14 \х  =  73 (той  320); ж) 139л: =  118 (щой 239).

)=  + 1 . Ця умова необх1дна для розв’язност! конгру-

\



В 1 д п о в 1 дь: а) * =  6 (той  29); б) х =  20 (той  29); в) х  =  26 (той  31);
г) л: =  8 (той  123); д) * =  112 (той 317); е) х =  51 (той  360); е) * =  173 (той  320);
ж) х  =  147 (той  239).

3. Розв’язати конгруенцп першого степеня: а) 327л: =  78 (той  379);
б) 239* =  302 (той  471); в) 23* =  667 (той  693).

В 1 д п о в 1 д ь. а) х =  188 (той  379); б) х  =  19 (той  471); в) х  =  29 (той  693).
4. Розв’язати конгруенцп першого степеня: а) 9* =  15 (той  48); б) 21* =  

=  15 (той  111); в) 15* =  120 (той  85); г) 75* =  62 (той  111); д) 2560* =  
=  45 (той  3605); е) 36* =  54 (той  18).

В 1 д п о в г д ь .  а) * =  7, 23, 39(той48); б) * =  6 , 43 , 80 (той 111);
в) { х 8 , 25, 42, 59, 76 (той  85); г) конгруенщя розв’язю в не мае; д) х =  100; 
821, 1542 , 2263 , 2984 (той  3605); е) конгруенщя тотожна.

5. Скласти конгруенщю першого степеня за модулем 21: а) яка мае один 
розв’язок; б) яка мае 3 або 7 розв’язюв; в) яка мае 2, 10, 15 розв’язюв.

В 1 д п о в 1 дь: а) Шуканою конгруенщею буде а х =  Ь (той 21), де (а, 21) =  
=  1 1 Ь — щле; б) для того щоб конгруенщя ах —  Ь (той  21) мала, наприклад,
3 розв’язки, необх1дно 1 достатньо, щоб (а , 2 1 ) =  3 1 6  дшилося на 3; в) такоТ 
конгруенцп скласти не можна.

6. За допомогою конгруенщй розв’язати в щлих числах таю невизначеш 
р 1вняння: а) 53л: 4- \7у  =  25; б) 47*— 105</=  4.

В 1 д п о в 1 дь . а) * =  4 +  17/, у  =  —11 — 53/, б) * =  47 +  105/, у  =  21 +  
+  47/.

7. Безпосередньою перев1ркою переконатися, що класи чисел за модулем 7 
утворюють поле.

8. Припустимо, що р е просте I 0 < а < р .  Довести, що конгруенщя 
ах =  Ь (той  р) мае розв’язок.

, ш К - 1 У - ‘ № - ' > < Р - 2 Ь - ; № - ° + ' ) . (шо<1

ц!1 символ1чно позначаеться як др 1б, * =  — (то й  т). Довести, що (конгруенцп'

9. Якщо ах =  Ь (тойт) I (о, т )  =  1, то единий розв’язок щеТ конгруен-

символ1чно позначаеты

беруться за модулем т)\
_ . _ Ь __

а) якщо а =  аг 1 Ь =  Ьъ  то — =  — :

„  Ь Ьк ,
б) — =  —г , якщо (а, к) =  1 ;

а ак
Ь

в) чисельник Ь символ1чного дробу — можна замшити конгруентним

а ним числом Ь0 кратним, а. Тод1 символ1чний др1б ̂  буде конгруентний з

щлим числом, що подаеться звичайним дробом ~ ;

г) — ±  —  =  а’2^1 ^  а ^ г- (а, 1 а2 взаемно просп з т)\
0,\ ^1̂ 2

п1 — — =  (а, 1 а„ взаемно прост1 з т);
аг аг ахаг

е\ ; ' -?? (а ,, а„ \ Ь, взаемно прост1 з т)\
ах аг а, • »2

10. Розв’язати таю системи конгруенщй:
а) * =  3 (той 5), * = 2 ( т о й 7 ) ,  * =  4 (той 9);
б) * = 1 ( т о й З ) ,  * =  5 (т о й 7 ) , * =  9 (той 11);
в) * =  14 (той 19), * =  5 (той  7), * =  9 (той 10), * =  1 (той  3).
В ! д и о в 1 дь.  а) * =  58 (той 315); б) * =  2 2 9 ^ —2 (той  231); в) Х щ

«= 2959 (той 3990).

11. Розв’язати таю системи конгруенц1'й:
&) 37* =  73 (той  91), * =  9 (той 16), * =  5 (то й 7 );
б) 24* =  20 (той  22), 1 3 * =  19 (той  27);
в) 75* =  35 (той 40), 8* =  12 (той 44), 51* =  50 (той 63),
г) 5 * '=  200 (той  251), 1 1 * =  192 (той  401), 3* =  — 151 (той  907).
В 1 д  п о в 1 д ь: а) * =  425 (той 1456); б) * =  43, 340 (той  594); в) розв’яз

юв немае; г) * =  7 777 777 (той  91290457).
12. Знайти числа, яю: а) при дшенш на 4, 5, 7 д аю ть  в1дпов1дно остач!

2, 3, 4; б) при Д1ленн1 на 3, 7, 8 д аю ть в1д п о в1дн о  остач1 2, 4, 5.
В I д п о_в ! д ь. а) * =  18 (той  140); б) * =  53 (той 168).
13. Знайти найменш е н ату р ал ьн е  число, яке кратне 7 1 дае о стач у  1 В1д 

Д1лення на 2, 3, 4, 5 1 6 .
В 1 д п о в 1 д ь. 301.
14. Розв’язати таю конгруенцп' (зводячи Ъс до конгруенцп' за простими 

модулями):
а) * 4 +  7* +  4 =  0 (той  27); б) хъ. — 7* 3 +  2* 2 +  * — 4 = 0  (той  35). 
В 1 д п о в 1 дь.  а) * =  22 (той  27): б) розв’язю в немае.
15. Довести, що коли (п , т) '=  1, то конгруенщю я-го степеня

/  (х) =  х п +  а !* 0 - 1 +  • • ■ +  ап_ :х  +  ап =  0 (той  т) 

можна введениям нового невЦомого у  звести до конгруенцп' того самого степеня: 
Уп +  Ь2уп~ 2 + . . . + ьа_ 1у +  Ьа =  0 (той т ) ,

де немае члена ( п — 1)-го степеня.
16. Користуючись попередньою задачею, звести конгруенцш

к3 +  5* 2 +  6* — 8 =  0 (той  13)
до тричленного виду:

У3 +  РУ +  Ч =  0 (той 13).
В 1 д п о в 1 д ь .  у 3 +  2у —  2 =  0 (той 13).
17. Довести, що коли конгруенц1я п -го степеня /(* ) =  0 (той  р) мае п 

р 1зних розв’язк 1в 1 /  (*) за модулем р розкладаеться на два множники Д (*)
1 /2 (*) к -го 1 1-ТО степен1в (к +  1 =  п), тобто тотожно /  (*) =  (*) /2 (*) (т о й  р),
то конгруенщя /х (*) =  0 (то й  р) мае к р 1зних розв’язк 1в, а конгруенц1я /2 (*) =  
=  0 (т о й р ) мае / р 1зних розв’язшв.

18. Довести, що конгруенц1я /  (*) =  0 (т о й  р) степеня п < р  тод1 1 тальки 
тод1 мае п р 1зних розв’язю в, коли *р — * Д1литься за модулем р на /  (*)»без 
остач1 , тобто, шакше кажучи, коли вс1 коефщ1енти остач1 в1д Д1лення хР —  * 
на /  (х) кратш р.

19. Як1Й конгруенцП степеня нижче за 11 екв1валентна конгруенц1я
6*18 +  18*16 +  З* 4 — 8*3 +  * 2 +  3 =  0 (то й  1 1 )?

В 1 д  п о в 1 д  ь. 6 *8 +  7*5 +  З* 4 +  З* 3 +  * 2 +  3 =  0 (т о й  11).
20. Звести конгруенщю

5*24 +  4а.23 +  4х22 +  2х21 +  д.20 +  6х1Я +  4^18 +  3^17 +  4х1в +  6а-15 I 5х14 ,
+  2 ; 13 +  * 12 +  2* 11 +  * 10 +  3*9 +  4* 8 +  2* 7 +  5*в +  6** +  5* 4 +  З* 3 +  4* 2 +

+  4* +  2 =  0 (то й  7)
до екв1валентно1 конгруенцП степеня нижче 7 1 пот/м розв’язати П. 

В 1 д п о в 1 дь. * =  2 (т о й 7 ) .
2 1 . Знайти частку 1 остачу вщ д1лення за модулем 17 многочлена /(* )  == 

=  5* 4 — 7* 3 +  5* 2 — 6* +  3 на многочлен <р (*) =  З* 2 +  7* — 1.
В 1 д п о в 1 д ь. Частка ? (*) =  13*2 +  7* +  1, остача г (*) == 1 1* +  4 .
22. Перев1рити теорему В1льсона для р =  11 1 р — 17.
23 Користуючись теоремою В1льсона, довести, що конгруенщю

* 2 =  — 1 (т о й  р); р =  4п +  1 
задовольняе чцсдо (2гс)! Наприклад: (61)2 =  — 1 ( т о 4 13).



24. Звести таю квадратичш конгруенцп до двочленних: а) 4* 2 — 11*-—
— 3 =  О (т о й  13); б) 5х2 — 1 1 * +  16 =  0 (то й  45); в) 12* 2 +  8* — 15 =  0 (т о й  44).

В 1 д п о в 1 д ь .  а) у 2 =  0 (т о й  13), у ~ х — 3; б) у 2 =  — 16(1110(1225), у  =  
=  5* +  17; в) у 2 =  5 (то й  44), у  =  6* +  2.

25. Знайти вс1 квадратичш лишки за модулем 53. >
В 1д п о в 1д ь .  1, 4 , 6  , 7, 9 , 10, 11, 13, 15, 16, 17, 24, 25, 28 , 29 , 36,

37, 38, 40, 42, 43, 44, 46, 47, 49, 52. .
26. Користуючись критер1ем Ейлера, визначити, яю з чисел 2, 6 , 8 —

квадратичш лишки, а яю  — квадратичш нелишки за модулем 19.
В 1 д п о в 1 дь. 6 — квадратичний лишок, 2 , 8 — квадратичш нелишки.
27. Довести, що конгруенцп: а) х2 ~  579 (т о й  821), б) х2 =  728 (т о й  919),

в) х 2 =  847 (т о й  1087), г) * 2 =  3776 (то й  5987) не мають розв’язю в.
28. Показати, що конгруенщя х 2 =  3149 (т о й  5987) мае два розв’язки.

, ч /1613\ _ /3153\ . / 2 0  470'
29. Обчислити символи Лежандра 1 Якоб1: а) I II (Т20Т Г (Т847~

ч / 783 456 \  , I 93 979 \
Г) \9  073 421/ 1 Д) у4 567 891 ] '

В 1 д п о в 1 д ь. а) — 1; б) + 1 ; в) — 1; г) + 1 ; д) — 1.

30. Розв’язати конгруенцп: а) =  + 1 ; б) |  = —1.

В 1 д п о в 1 д ь: а) * =  1, 2, 4, 8 (т о й  15); б) * =  7 , 11, 13, 14 (то й  15).
31. Розв’язати конгруенцп: а) х 2 =  7 (т о й  27); б) х 2 — 7х +  1 =  0 (то й  45).

в) * 2 =  282 (то й  343); г) * 2 =  6 8 1 (то й  1024); д) * 2 =  421 (т о й  700).
В 1 д п о в 1 д ь .  а) х =  ± 1 3  (то й  27); б) * = 1 1 ,  26, 41 (то й  45); в ) х ==±

±  25 (то й  343); г) * = ± 2 4 3 ,  ± 269  (т о й  1024); д) * =  ± 111 , ±139, ± 211 ,
±239  (т о й  700).

32. Конгруенщю в п неводомими х1г *2, . . . ,  х п називають конгруенщею виду
/ ( * ! , * ............х п) =  0 (той  т), ( 1 )

де / ( * ! ,  * 2...........хп) — многочлен в!д хъ  х2, . . .  , х„ з щлими коеф1щентами
1 т — натуральне число.

Розв'язати конгруенцш  (1 )— означае знайти вс1 ц ш  значения 
невщомих хг, х2, ... , хп, яю задовольняють цю конгруенщю.

Д в1 конгруенцп з тими самими невщомими називаються р1ано- 
значними або еш валентними, якщо Тх задовольняють Т1 сам1 зна
чения невщомих х х, х2, , хп.

Довести:
1) якщо *х =  аь  =  ап задовольняе конгруенщю (1), то Ь( =

=  01 (то й  т) (/ =  1 , 2 , . . . , п) також будуть задовольняти конгруенцш  (1 ).

Класи чисел хг =  а х, х2 =  а 2..........хп =  ап (той  т ) , яш задоволь
няють конгруенщю (1), вважають за один розв’язок щеГ конгру
енцп.

Конгруенщю (1) називають розв'язною, якщо вона мае хоча б 
один розв’язок, 1 нерозв’язною, якщо вона не мае жодного розв’язку.

2) кожна конгруенщя (1 ), в яюй ж>ча б один з коефщ!ент1в Ф 0 (то й  т), 
мае сюнченну множину розв’язкчв.

33. Довести, що при простому модул 1 р на систему конгруенщй першого 
степеня з юлькома невдомими

а11Х1 ,+ • • ' +  Щпхп Î Р ) (* =  I» ?1 • • I .(?)

де а^, — Ц1Л1 числа, можна поширити вс! результата загальноТ теор!Т лш!й-
них р1внянь. Якщо через А ц  позначити клас, лишком якого е а1/, 1 через б , —
клас з лишком 6/, то систем! конгруенщй (2) в 1дпов1датиме система лш й ни х 
р 1внянь:

А ц Х г  +  • • • +  А х пХ„ =  В г.

Ат\Хх +  • • • +  ^тпХп — Вт,
де Х 1г Х 2........... Х ц  - класи, лишками яких е нев1дом1 *х, х 2, . . .  , х п.

34. Користуючись результатами попередньо'Г задачу доапдити й розв’я 
зати так! системи конгруенщй першого степеня:

а) Х1 +  х г +  2*з +  3* 4 =  1 1
3*! — * 2 — *з — 2*4 =  —4 I
2* 1 +  3*г - * з - * 4 =  - 6  (т о й  31);
* \ ±  2*2 +  3*з — *4 — 0 )

б )  2 х х  - -  5 * 2  +  3 * з  1 1

4*х +  6*2 +  8 * 3  =  9 > (то й  17);
2*1 — 8*2 +  Х 3  е з  1 ] •

В) * !  +  * 2  +  * з  —  * 4 =  1 |

* 1  +  * 2 — * 3 — 2*4  =  0 |  (то й  31).
3*! +  3*2 — 8*3 +  7*4 = 5  ]

В 1 д п о в 1 д ь .
а) *! =  5, * 2 =  — 13, *3 = 1 5 ,  *4 = —7 (т о й  31);
б) *х =  7 — 7*з, * 2  =  — 6 — 8 * 3  (т о й  17);
в) система несумкна.
35. Довести, що коли детермшант О системи п лЫ йних конгруенцш з п 

нев1домими

а{1х  1 +  ■ • ■ +  а/„*„ =  6/ (той т) (/ =  1,-2, . . .  , п)

взаемно простий з модулем т, то ця система мае единий розв’язок. Вш визна-
чаеться за формулами, аналопчними до формул Крамера:

*,• =  ^  (той  т) (1 =  1 , 2 , . . . ,  п),

Де А  — детерм1нант, який д 1стаемо зам1ною в О /-го степеня стовпцем з 
в!льних член1в ще! системи.

36. Вказати метод знаходження розв’язюв системи конгруенщй:

а/1*х Н-+  а1пхп =  6/ (той р“) (/ =  1 , 2, . . .  , п),

д е р  — просте число; а >  1 — щ ле число з розв’язю в т 1еТ само! системи за
модулем р а—

1СТОРИЧН1 КОМЕНТАР1

1 . Задач!, яю  зводяться до розгляду системи конгруенц1Й 1-го степеня, 
розглядалися приблизно в 1 ст. китайськими математиками. Незалежно В1д 
китайських математик1в споаб розв’язання таких задач дав в1домий 1нд1йський 
математик 1 астроном Брамагупта (VII ст.).

2. Теорему 5 § 24 називають теоремою Лагранжа. В1н сформулював 1 
дов1в и в 1768 р. Доведения, подане в шдручнику, близьке до доведения,



яке дав Гаусс. Аналопчне твердження в алгебр1 справедливе для р 1внянь над 
дов1льним числовим полем.

3. Теорему, сформульовану англшським математиком Выьсоном (1714— 
1/86), опублшував Вар1нг у 1770 р. в сво1х «АлгебраТчних роздумах». Варшг 
1 назвав п 1м’ям свого учня. Точн 1 ше цю теорему можна назвати теоремою 
Вкчьсона — Варшга. Подане нами доведения щеТ теореми належить Лагранжу. 
У зв’язку з щею теоремою (критер1ем) останшм часом було вивчено под1ль- 
н!сть чисел (р — 1)! +  1 на р 2, д л я _ р <  30000. З ’ясувалося, що (р — 1)1 +  1 
д1литься на р 2 лише для р =  5, 13 1 536.

4. У 1798 р. Лежандр опублжував тв1р: «Ез5а1 зиг 1а 1Ьеопе Йе пошЬгез», 
який  по сут1 е першим твором, що був спещально присвячений теорп чисел 
1 мав великий вплив на дальший п  розвиток. У щ й книз1 Лежандр уперше 
вв1В символ, який ми називаемо тепер символом Лежандра.

5. Властивкть 3 символу Лежандра 1нод1 називають першою додатковою 
теоремою, п’яту властив1сть — другою додатковою теоремою до закону взаем- 
ност1; IX сформулював ще Ферма, а дов1в вперше Ейлер.

6. Закон взаемноси (властивкть 6) у повному обсяз!, хоч 1 в трохи 1ншш 
форм1 , — вперше був сформульований без доведения ще' Ейлером у 1783 р. 
Незалежно в!д Ейлера цей закон в 1дкрив 1 дов1в Лежандр у 1785 р., але його 
доведения було неповним. Уперше закон взаемност1 квадратичних лиинив дов!в 
Гаусс у 1796 р.; згодом йому вдалося дата С1м р1зних доведень цього закону. 
Ш сля Гаусса 1ншими вченими було дано ще понад 50 доведень, серед яких 
СЛ1Д зазначити доведения Золотарьова € . I.

7. В1дом1 деяк1 узагальнення закону взаемност! на випадки лишюв сте- 
пешв п (п >  2).

Закон взаемносп квадратичних лии ш в було перенесено також на кон- 
груенцП, як 1 розглядаються в дов1льних полях. Ц1кав1 результата про 
закони взаемност1 загального виду дав у ряд 1 своТх праць I. Р. Шафа- 
ревич.

8. У 1918 р. академ1к I. М. Виноградов 1 в!домий американськии матема
тик Пойа (або Пол1а), незалежно один в1д одного д!стали нер1вшсть

<  \ /" р \п р ,

04а<Н

. Р ,
Ця нер1вшсть встановлюе достатню гладккть розпод!лу квадратичних 

лишюв 1 нелишюв. Вона була початком сери праць, присвячених розпод1лу 
квадратичних л ии ш в 1 нелииш в. Аналопч'ну нешвшсть розглядав I. М. Вино
градов для л ии ш в п-го степеня. Досл1дження I. М. Виноградова з цього пи
тания розвивали у СВ01Х працях як В1тчизняш, так 1 1ноземш вчеш. Теорто 
квадратичних лииш в можна застосувати для знаходження простих д 1льник1в 
натуральних чисел (див., наприклад, А. А. Б у х ш т а б .  Теор1я чисел. М., 
«Просвещение», 1966, стор. 189—191).

9. Символ Якоб1 був запроваджений у 1837. К. Якоб1 в 1домий переважно 
своГми працями з р1зних галузей математичного анал1зу 1 мехашки. У теор1ю 
чисел в1н зробив великий внесок своши працями з теорп куб!чних 1 бжвад- 
ратних лишюв.

10 . Систему п лЫ йних конгруенщй з п невцомими вивчав Гаусс. Повне 
досл1дження систем лш!йних конгруенщй дав шмецький математик Фробе- 
шус (1849— 1917) 1 англ1йський математик Стейнщ (1871— 1928) наприкшц! 
XIX ст.

. Р о з д 1 Л V

СТЕПЕНЕВI ЛИШКИ

§ 29. Класи, що належать 
до даного показника.

Основш властивост! показник!в

Припустимо, що Й 1 т > 0  е ц ш  числа \ (а, т) =  1; тод1, як 
в1домо, буде справедлива теорема Ейлера:

а ^ т)= \  (тойт).  (1)

3 конгруенщ! ( 1) випливае, що кнують таю ц ш  додатш у, для 
яких ау =  1 (то й  т) наприклад у =  ср (т).

Найменше натуральне число 8 , для якого

а б= ‘1 (той  т),

називаеться показником, до якого належить число а за модулем т.
Теорема. Якщ о  а х =  а 2 (то й  т), то ах 1 а 2 належать до одного 

й того самого показника за  цим модулем.
Справд1, припустимо, що а1 =  а2(тойт)  (звичайно а х 1 а2 вза

емно просп з т) 1 припустимо, що ах належить до показника 81( 
а а 2 — до показника 82 за модулем т. Тод1, шдшсши обидв1 час
тини конгруенцИ а1 =  а2 (тос1 т) до степеня 8Х, дктанемо:

а\' =  а 2‘ ( т о й т ) .

Але а\' == 1 (тос1 т),  тому а\1 =_1 (то й  т),  звщки 82 <  81. Так само, 
пщносячи обидв1 частини конгруенцп = = а2 (то й  т )  до степеня 
§2, знайдемо, що 8Х <  82. Отже, дктанемо, що 81 =  8а. Цим теорему 
доведено.

Отже, дал1, говорячи про число а, яке належить до показника 8 
за модулем т,  завжди матимемо на уваз! весь клас чисел за цим 
модулем, одним з лишюв якого е а.

О с н о в н !  в л а с т и в о с т 1  п о к а з н и к 1в. 1. Якщ о а нале
жить до показника 8 за модулем т, то в рядI степешв

1 =  а0, а, а2, . . .  , а 6- 1. (2 )

всь числа не конгруентш одне з  одним за модулем т.
Справд1, припустимо супротивне, тобто припустимо, що ак =

г= а1 ( т о й т) (к, 1 — 0, 1 , 2 ..........8 — 1); нехай для визначеносп
1с >  /. Скорочуючи обидв1 частини ц 1е 1 конгруенцП на а1 (за умо- 
ною (а, т) =  1), дктанемо: ак~‘ ~  1 ( т о й т), але 0 < / < & < 8 , 
або 0  <  к — / <  8 , а це суперечить означению показника 8.

2. Я кщ о а належить до показника 8 за модулем т, то кон
груенщя

ат =  а ^  ( т о й т ) ,



де у о у' — деяко цоло невод’емш числа, мае мкце тодо о тольки 
тодо, коли

7 =  7 ' (то й  8).

Справд1, нехай г \ г' е наймений невщ’емш лишки чисел у 1 у' 
за модулем 5; тод1 при деяких <7 1 д' матимемо

7 =  84 +  г, у ' =  Ьс/' +  г'.

Через те що за умовою

аь=  1 ( т о й т ) ,

ТО
ат =  аь<1+г =  (а5)? ■ аг =  аг (той  т), 0  <  г <  8;

ап' =  аЬч'+г' =  (а5)’ ' • аТ' =  а г' (той  т ) ,  0  <  г' <  8.

3  останшх конгруенцш робимо висновок, що коли а ^ ~ а ^ '  (то й  гп), 
ТО

аг =  аг' ( т о й т ) ;

але за властивктю 1 вс1 степеш ак (к — 0 , 1 , . . . ,  8 — 1) некон-
груентш м1ж собою за модулем т ,  тому з останньоТ конгруенци
маемо г =  г ', а це означае, що

7 =  -[' (то й  8).

Навпаки, якщо
7 =  7 ' (той  8),

то г =  г ' 1 аг =  аг' (той  т ) ,  а тому й

а 1 =  ат' (той  т ) .

В и с н о в о к .  Якщо а належить до показника 8 за модулем т, 
то конгруенщя а < =  1 ( т о й т )  мае м кце тодо / тольки тодо, коли 
■у долиться на 8, тобто коли у ^ ( т о й  о).

Це твердження е окремий випадок властивост1 2 при у1 =  0.
3 . Якщо а належить до показника 8 за модулем т, то 8 буде 

дольником числа ср (т ) .
Справд1, за теоремою Ейлера =  1 (то й  т ) ,  а на пщстав1 

попереднього висновку бачимо, що ср (т )  дшиться на 8.
Отже, показники 8 , до яких можуть належати {йзномаштш 

числа а, взаемно прост1 з модулем т, треба шукати тшьки серед 
дшьниюв числа ср (т ) .

Приклад. Знайти показник, до якого належить число 5 за моду
лем 44. Знаходимо

ср (44) =  ср (4) ср (11) =  20.

Отже, показник 8 , до якого належить число 5 за модулем 44, 
треба шукати серед додатних дшьниюв чисел 2 0 , тобто серед чи
сел 1, 2, 4, 5, 10, 20. Матимемо:

5Х =  5, 52 =  25, 54 =  9, 55=  1 (то й  44).

Отже, шуканий показник 8 =  5.

Конт рольт  запитання
1. Дайте означения показника, до якого належить число а за модулем т.
2. 3  якоТ теореми випливае кнування показника, до якого належить а за 

модулем т, якщо (а, т) =  1?
3. П ерел 1ч1ть основш властивост! показниюв.
4. Серед чисел якого виду м1ститься показник, до якого належить число а 

за модулем /п?

§ 30. Первкш корень 
Теорема про число кл аав  первкних корешв

Особливий штерес становить випадок, коли показник 8 , да 
якого належить а за модулем т, зб1гаеться з числом ср (т ) .

Число а, яке належить до показника ср (т ) за модулем т, нази
ваеться первкним коренем за цим модулем.

3 властивост 1 1, § 29, безпосередньо випливае таке твердження.
Теорема 1. Якщ о а — первкний коронь за модулем т, то сте

пеш
1 *= а0, а, а 2..........а ^ т > -1 ( 1)

утворюють зведену систему лишков за  цим модулем.
Справд1, зпдно з властивктю 1, § 29, щ  степеш один з одним 

неконгруентш за модулем т .  К р 1м того, кожен з цих степешв вза
емно простий з т, бо (а, т) — 1 за умовою; юльюсть чисел ряду 
(1) дор1внюе ср (тп). Тод1, за властивктю, 1, § 18, зведеноТ системи 
лишюв, можна зробити висновок, що ср ( т )  чисел ряду ( 1) утворю
ють зведену систему лишюв за модулем т.

Припустимо тепер, що модуль м  =  р  е просте число. Тод1 пер
вкш  кореш за модулем р  належатимуть до показника ср (р) =  р — 1 , 
а шил показники, до яких належатимуть зведеш класи чисел за 
модулем р, будуть дшьниками числа р — 1.

Доведемо тепер кнування первкних корешв за простим моду
лем р.

Спочатку доведемо таю два допом1жш твердження.
Л е м а  1. Якщо а належить до показника 8 за модулем р,

то
1 =  а0, а, а \  . . .  , а 5-* (2 )

е всо розв’язки конгруенци
х ь =  1 (той  р ). (3)



/
Справд1, числа ряду (2), за доведении, неконгруентш м1ж  со

бою за модулем р 1 взаемно просп з р, тобто належать до р1зних 
зведених клаав  за цим модулем; кожне з них задовольняе конгру
енщю (3 ), число Тх дор1внюе 8 , а остання конгруенщя, як кон
груенщя за простим модулем р, бшьш як 8 розв’язюв мати не може. 
Отже, числами ряду (2) вичерпуються в а  розв’язки конгруенци (3).

Л е м а  2 . Якщо серед чисел, як1 не д1ляться на р, е хоч би 
одне число а, що належить до показника 8 , то всього клаав та
ких чисел буде точно ср (8).

Справд1, за лемою 1, всяке число х, що належить до показ
ника 8 , повинно задовольняти конгруенщю (3), тобто бути конгру- 
ентним з одним з чисел ряду (2). Тому числа, яю належать, поряд 
з а, до показника 8, треба шукати серед чисел ряду (2). Припу
стимо, що будь-яке число ак (к — 0 , 1, . . . ,  8 — 1) ряду (2 ) нале
жить до показника г, тод1 г буде найменшим додатним числом, яке 
задовольняе конгруенщю:

(а*)г=  1 (т о й р ), або акг^  1 (т о й р ). (4)

Розглянемо тепер два випадки: , .
1) (&, 8) =  1. Покажемо, що в цьому випадку г =  8, тобто а 

належить до показника 8 .
Справд1, оскшьки за умовою а належить до показника 8, то 

а5=  1(тойр) .  Беручи до уваги конгруенщю (4), внасшдок власти
вост! 2, § 29, робимо висновок, що кг мае дшитись на 8. За умо
вою г  е найменше додатне число, що задовольняе конгруенщю

(а*)г=  1 (той  р),

але (ак)ь=  1 (то й р ) за лемою 1 , тому 8 буде також дшитись на г; 
отже, г >  О 1 8 >  0  дшяться одне на одне, а це й означае, що
2 =  8 .

2 ) (к, 8) =  <2 >  1. Покажемо, що в цьому випадку 2 =̂ =8 , тобто 
ак не належить до показника 8 .

Маемо: к =  кхй; 8 =  8г<1 Але тод1 конгруенщя (4) буде задо-
вольнятися щлим додатним значениям г =  :

8
(ак)г == а М  й =  (а5)*1 =  1 (той  р),

тобто показник г, до якого належить ак за модулем р, буде вже 
менший за 8 .

3  розглянутих випадЮв можна зробити такий висновок: якщо а 
належить до показника 8 за модулем р, то з ряду чисел (2 ) до 
цього показника належатимуть числа аг (к — 0 , 1, 2 , . . . , 8 — 1) 
тод! 1 тшьки тод1, коли (к, 8) =  1; але чисел к, менших за 8 1 вза
емно простих з 8 , буде р 1вно ср (8); лему 2  доведено повшстю.

Теорема 2. ( п р о  ч и с л о  к л а с 1 в п е р е д н и х  к о р е н 1 в 
з а  п р о с т и м  м о д у л е м ) .  1снуе точно ср (о) клаав чисел, що на

лежать до показника 8. Зокрема, точно ср (р — 1) передних коре
шв за простим модулем р.

Справд1, позначимо через ф (8 ) число зведених кл аав  чисел, що 
належать до показника 8 за модулем р; через те, що всього зведе
них клаав  чисел за простим модулем р буде р — 1 I кожен з них 
належить до якого-небудь показника за цим модулем, то можна 
записати, що

2  ф(8)  = р  — 1,
8/Р-1

де 8 пробкае дшьники числа р — 1 (див. властивкть 3, § 29).
3 другого боку, за теоремою 4, § 14, при п — р — 1 маемо

У] ср (8) =  р — 1, ,
6/р-1

де ср (8) е функщя Ейлера.
Отже, маемо р1вшсть:

2  ф (8) =  Ц  ср (8). (5)
5//>-1 8/р-1

Зпдно з лемою 2 для в ах  8 , що е дшьниКами числа р — 1, або 
ф (8) =  ср (8), або ф (8) =  0. Але припущення, що ’Ь (8) =  0 вщпадае, 
бо коли б який-небудь доданок у Л1В1Й частит р1вност1 (5) дор1в- 
нював нулю, у правш частиш щеТ р1вносп був би зайвий додатний 
член, бо ср (8) завжди >  0, 1 р1вшсть (5) перестала б бути пра
вильною. Отже, ф (8) =  ср (8) для будь-якого 8, що е дшьником 
числа р — 1. Теорему доведено.

При Ь — р  — 1 дктанемо, зокрема, що число первкних корешв 
за простим модулем р дор1внюе ср ( р — 1).

Практично зручного способу знаходження первкних корешв, 
тобто принаймш одного первкного кореня, за даним модулем немае; 
доводиться застосовувати просто споаб випробувань, який можна 
тшьки трохи удосконалити. Але якщо вже один первкний коршь а 
за модулем р  знайдено, то шпп, зпдно з лемою 2 , визначаються 
серед чисел, конгруентних з числами ак, при 0  <  к  <  р — 2  1 ( к ,  
р —  1) =  1.

Приклад. Знайти показники, до яких належать зведеш класи 
чисел за простим модулем 19, зокрема знайти в а  первкш кореш.

Маемо ср (19) =  18; для 8 будуть таю можлив! значения: 1, 2,
3, 6 , 9, 18. Отже, за теоремою Гаусса, число зведених клас1в чисел 
за модулем 19, що належать до показвиюв 1, 2, 3, 6 , 9, 18, до- 
р1внюватиме в1дпов1дно:

ср (1) =  1> <Р (2) =  1, <? (3) =  2, ср (6 ) == 2, ср (9) =  6 , ср (18) =  6 .
До показника 1 належить очевидно клас чисел з лишком 1, 

бо Р =  1 (то й  19). Знайдемо, до якого показника належить лишок 2 
(конгруенцп беремо за модулем 19):

21 =  2, 22==4, 23 =  8 , 2« =  7, 2е =  — 1, 2“ ==1.



Отже, 2 е первюним коренем за модулем 19. 1нпп 5 перв1сних 
корешв. можна знайти, за лемою 2 , серед чисел 2*,-де (к, 18) =  1 
1 0 < & <  17; останш умови задовольняють значения к =  1, 5, 7,
11, 13, 17. Отже, шшими первшними коренями за модулем 19 
будуть

26=  13, 27=  14, 2“ =  15, 213 =  3, 217=  10 (то й  19).

Цим знайдено вс1 первкш  кореш за модулем 19:

2, 3, 10, 13, 14, 15.

Будемо шукати тепер показник, до якого належить, наприклад, 
число 4; з розгляду вже можна виключити показники 8 =  1; 18. 
Маемо:

42 =  16, 43 =  7, 4е =  11, 49=  1 (тос! 19);

отже, 4 належить до показника 9 за модулем 19. Решта чисел, що
належить до цього показника, буде:

42=  16, 44 =  9, 45 =  17, 47 =  6 , 48 =  5.

Отже, до показника 9 належатимуть числа: 4, 5, 6 , 9, 16, 17.
Знайдемо тепер наприклад, до якого показника належить число 7 
за модулем 19; з розгляду вже можна виключити показники 8 =  
=  1, 9, 18. Маемо 72= 1 1 ,  73 =  1; отже 7 належить до показ
ника 3 за модулем 19; другим числом, що належить до цього
показника, буде 72 =  11 (то й  19).

Д ал 1, бачимо, що, наприклад, 8  не належить до жодного з по- 
казниюв 8 =  1, 3, 9, 18. Отже, 8  належить або до показника 2, 
або до показника 6  : 8 2 =  7, 8е =  1, отже, 8  належить до показника
6  за модулем 19. Другим числом, що належить до цього показника, 
на шдстав1 т1еУ само! леми 2, буде 8 5 =  12. Тепер бачимо, що 18 
не належить до жодного з показшшв 8 =  1 , 3, 6 , 9,‘ 18. Отже, 
воно належатиме до показника 8 =  2 , у чому легко переконатися 
1 безпосередньо.

У шдсумку дктали: до показника 1 належить число 1, до по
казника 2 — число 18; до показника 3 — числа 7 1 11; до показ
ника 6  — числа-8 , 12; до показника 9 — числа 4, 5, 6 , 9, 16, 17, 
до показника 18 — числа 2, 3, 10, 13, 14, 15, яю будуть первк- 
ними коренями.

У випадку складеного модуля от передних корешв може ! не бути. Н а
приклад, легко перев1рити, що за модулем 21 немае передних корешв. 
Справд1 , маемо

ср (21) =  12; 8 =  1 , 2 ,  3, 4, 6 , 12.

Числами, взаемно простими з 21, будуть:

1, 2, 4, 5, 8 , 10, 11, 13, 16, 17, 19, 20;

безпосередньо знаходимо (конгруенци беремо за модулем 2 1 ):

1 *= 1 : 22 =  4; 23 = 8; 24 = 16
2«= 1 ; 42 =  16; 43 = 1 ; 52 = 4;
58 Е=Г - 1 ; 54 =  16; 5е = 1 ; 82 = 1 ;

10 2 —1 16; 103=  13; 104 = 4; 10е = I;
I I 2-- 1 16; 1 1 3 =  8; 1 1 4 = 4; 1 1 е = 1 ;
132-- 1 1 ; 162 =  4: 163 = 1 ; 172 = 16;
173 =Е= - 1 : 17* =  4; 17е == 1 ; 192 = 4;
193 ЕЕ: 15; 194 =  16; 19е = 1 ; 202 = 1 .

Отже, до показника 1 належить число 1, до показника 2 — числа 8 , 13, 
20; до показника 3 — числа 4, 16; до показника 6 — решта чисел: 2, 5, 10, 11, 
13, 19. Бачимо, що до показниюв 4 1 12 за модулем 21 не належить жодний 
клас чисел, тому за модулем 2 1  немае перв1сних корешв.

У випадку складеного модуля от =  р “‘р “* . . . р “* первкш  корен! можуть
бути т1льки для от =  4 1 модул 1В виду от =  р* та от =  2ра, де р —  просте 
непарне число. Не спиняючись докладно на вс1х випадках, зауважимо, що 
основна причина цього полягае в тому, що найменше сшльне кратне чисел

«Р (р“*)» 9 (Р^1)' ■ ■ ■ > V (Рьк)> взагал! кажучи, менше, шж 1хшй добуток.
Д ля прикладу доведемо таке твердження.
Теорема, 3. Якщ о  от непарне складене число, яке мостить принаймш  два 

розних простих множники, то за модулем  от немае первссних корешв. 
Справд1 , припустимо, що

(а, от) =  1 ; от =  р“>р“» . . .  р “*, 

де к >> 2 I р х, рг, . . .  , рк — р1зн1 прост1 непарш числа. Очевидно, що

(а , )  =  1, зв1дси, за теоремою Ейлера, д1станемо:

. . а ,
а = 1 ( т о а р ( ) ,

або

ар1 =  1 ( т о й р ”*). (6)

Через те що р1 — 1 — парне число, то

\  Р1 в , - Ч ’~ ‘ • ■ • Р*кк~ '  (Рх -  1) (Р. -  1) . . .  (р* -  1) =  1  т  (от)
* 2 

е щлим 1 кратним (р “‘ ) (р,- — 1), тобто

1 7  (от) =  р]‘~ ] (р, —  1) «у,,

де <7; — ц!ле додатне число. Зв 1дси, шдносячи обидв1 частини конгруенцп (6) 
до <7г го степеня, матимемо:

4* (Р<Ш) <ча = 1  (то й  р , ‘) (/ =  1 , 2 , . . .  , к).

4- < Р ( т )
3 оста«ньо1 системи конгруенщй випливае, що о = 1  (тойот), тобто 

число а за модулем от належить до показника, який не перевищуе —  <р (от).



Отже, будь-яке а, взаемно просте з т, не може бути первкним коренем за 
модулем т. Теорему доведено.

3 теорем 2 1 3  та з задач! №  5, 6 , 7, 8 , 9, 11 випливатиме, що первкш  
кореш кнують лише за модулем т =  2, 4, р“ , 2р®, де р — просте непарне 
число 1 а — ш ле, не менше за 1 .

Контрольна запитання

1. Яке число а називаеться первкним коренем за модулем т?
2. Чи достатньо конгруенцп а '^т) з  1 (той  т) для того, щоб число а 

було — первкним коренем за модулем т ?
3. Чому числа ряду 1 =  а0, а, а2, ... , а'е(т>~ 1 не конгруентш м1ж со

бою за модулем т , якщо а — первкний коршь?
4. Як1 числа належать показнику 6 за простим модулем р, коли в1домо

що а належить показнику ' 5 за цим модулем? *
5. Чи можна з леми 2 зробити висновок про кнування первкного кореня 

за простим модулем р.
6. Чому дор1внюе число первкних корешв за модулем р?

та . « * ■

Нехай §  — перв1сний коршь за простим модулем р, отже, на
лежить до показника с р ( р ) = р — 1 ; тод1, на шдстав1 теореми 1 , 
§ 30, числа

1 =  8 °. ё , ё* ..........Рр~ 2 (1)

утворюють зведену систему лишюв за модулем р, тобто числами 
(1) подано в а  зведеш класи чисел за цим модулем.

Внаслщок цього, виконуючи операцп над числами за модулем 
р, можна користуватись зведеною системою лишЮв (1) нар1вш 1з 
зведеною системою найменших невщ’емних лишюв 1 , 2 , 3, ... , 
р — 1. Щодо дш множення, дшення, шднесення до степеня 1 до- 
бування кореня, то це дае таю сам1 переваги, як 1 при переход! 
до подання чисел у показниковш форм1, тобто при користуванш 
логарифмами. Введемо тепер поняття шдексу, яке в1Д1грае в тео
рп конгруенцш роль, аналопчну до рол1 логарифма.

Припустимо, що а е деяке цше число, яке не дшиться на р, 
тобто (а, р) =  1 , тод! а буде конгруентне з одним з чисел ряду
(1). Ыдексом числа а за модулем р при основ1 §  називаеться 
таке щле нев1д’емне число у, що

^  =  а  (той  р).

1ндекс числа а при основ1 §  позначають символом 

у =  т й г а, або у =  т й  а.

Поняття 1ндекс1в 1 Тхшх основних властивостей дав Гаусс.

На шдстав1 сказаного, всяке а, взаемно просте з р, мае деякий
единий шдекс у ' за модулем р серед чисел ряду

7 ' =  0 , 1 , 2 ..........р — 2 .

Знаючи один з ш декав, можемо вказати 1 в а  шдекси числа а 
за модулем р.

Справд1, маемо § у  = й ( т о й р ) ,  припустимо, що у  е шший 
будь-який шдекс числа а, тобто — а  (той  р) отже,

§1 (той  р);

але остання конгруенщя виконуеться тод1 1 тшьки тод1, коли (див. 
властив1сть 2, § 29):

7 =  7 ' ( т о й р — 1). (2 )

Отже, всо шдекси заданого числа а за простим модулем р
утворюють клас чисел (2 ) за модулем р  — 1 .

1з самого означення шдексу виходить, що числа одного й того 
самого класу за модулем р мають одш й т 1 сам1 шдекси при ос
нов! §  за модулем р.

О с н о в н 1 в л а с т и в о с т !  1 н д е к с 1 в. 1. 1ндекс добутку 
конгруентний оз сумою ондешв окремих множников за модулем  
р — 1 , тобто

т й  (аха2 ... ак) =* т й  аг +  т й  а2 +  • • • +  т й  ак (то й  р — 1). 

Справд1, за означениям:

аг (то й р ),
а2 — § ,‘П|1 а‘ (т0 (1 Р)>

ак ~ в § Шак( т о й  р),

зв1дки, перемножуючи, знаходимо:
ага2 ... а к^ @ ш  “» + |гк1 +  ••• + 1п<1 аь (той  р).

Користуючись доведении рашше [див. конгруенщю (2)], д 1ста- 
немо:

т й  (аха2 ... ак) =  т й  ах +  т й  а2 +  ... +  т й  ак (т<}й р — 1). •

В и с н о в о к .
т й  ак =  к т й  а (той  р — 1).

2 . [ндвкс дробу за модулем р: ~  (той  р), тобто шдекс розв’язку

конгруенци а х ^ Ь  (той  р), зокрема шдекс звичайно'1 частки якщо

Ь долиться на а, конгруентний з розницею ондексов чисельника й 
знаменника за модулем р —  1 .



Справд1, якщо а х (то й р ) 1 а та Ь взаемно просп з р, то 
за власти в 1 стю 1 дктанемо:

т <1 а +  т й х  =  1пс! 6 (той  р — 1);
отже,

т й  х =  т  йЬ  — т й  а (той  р — 1).
3. 1ндекс одинищ завжди конгруентний з нулем, шдекс основа 

конгруентний з единицею (за модулем р — 1).
Цд твердження безпосередньо випливають з очевидних конгру

енщй:
^ ° = 1 ( т о  др),  § 1 =  § { т о  йр);

маемо:
т й  1 = 0 ( т о й р — 1), т й ^  =  1 (то й  р — 1).

Ми бачимо, що шдекси мають багато аналогш з логарифмами. 
Можна сказати, що шдекси — це логарифми за модулем. Зважаючи 
на практичну користь ш декав, для простих модул1в (звичайно, не 
надто великих) складено таблищ шдекав. Це дв1 таблищ: одна 
дЛя знаходження шдексу за числом, а друга — для знаходження 
числа за шдексом. Таблищ м ктять найменнп невщ’емш лишки чисел 
(зведена система) 1 Тхш найменпп шдекси (повна система) вщпо- 
в1дно за модулями р 1 р — 1. Кожна з таблиць мае вигляд прямо- 
кутника; в рядку стоять цифри 0, 1, 2; ... , 9; у стовпчику цифр 
О, 1 , 2, ... ; номер рядка вказуе число десятюв, номер стовпчи- 
к а — число одиниць числа (або шдексу). У граф1, сшльшй вказа- 
НИМ рядку Й стовпчику, МЮТИТЬСЯ В1ДПОВЩНИЙ шдекс (число).

Для прикладу складемо таблиц! ш декав за модулем 23. Як 
неважко переварите безпосередньо, число 5 е одним з первкних 
корешв за модулем 23. Визначаемо (конгруенци беремо за моду
лем 23):

510==9; 515=  19;
511 =  22; 51в =  3;
512=  18; 517 =  15;
513 =  21; 518 =  6 ;
514=  13; 519 =  7;

5 ^ 1 ;
51щ Д ;
5 2 = 2 ;

55 =  20;
56 =  8 ;
57 —  17 
58=  16 
59 =  И

5ао =  12;
521=  14;

(тут р — 2  =  2 1 ).

54= 4 ;
Тому описан! нами таблиц! матимуть вигляд:

'ы 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 2 16 4 , 1 18 19 6 10

1 3 9 20 14 21 174 8 1 . 12 15

2 5 13 11

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 5 2 10 4 20 8 17 16 11

1 9 22 18 21 —» 19 3 15 6 7

'2 12 14

Приклад 1. Знайти шдекс числа 21 за модулем 23.
На перетиш рядка з номером 2 1 стовпчика з номером 1 знахо

димо за першою таблицею число 13, тобто тс121 =  13.
Приклад тс1 /У =  18. Знайти N  За другою таблицею на пе

ретиш рядка за номером 1 1 стовпчика з номером 8  знаходимо 
N  =  6 . У додатку 2 наведено таблицю ш декав для простих чисел 
у межах першоТ сотш,

З а у в а ж е н н я .  Таблицю ш декав можна будувати 1 для зве
деноТ системи лишк1в складеного модуля т,  що мае первюний 
коршь, причому, як неважко бачити, шдекси будуть визначеш тут 
з точшстю до кратного ф (т ), а в а  виведеш властивосп ш декав 
будуть характерш 1 для цього випадку.

Контрольна запитання
1. Якщо § — первГсний коршь за простим модулем р , то чи утворюють

числа §°, § 2, ... , §Р ~2 зведену систему лишк1в за цим модулем? У чому
переваги Ц161 зведено! системи лиш к 1в над будь-якою шшою?

2. Яке число називаеться шдексом числа а за простим модулем р  при
0СН0В1 § ?

3. На П1дстав1 яких М1ркувань можна твердити, що всяке число а, взаемно 
просте з р, мае единий шдекс 7 ' менший В1д р?

4. Знаючи один шдекс у числа а за модулем р, назвати вс1 шдекси цього 
числа а. За яким модулем вони утворюють клас чисел?

5. Н азв 1ть основн1 власти воет! ш декав.
6 . Що являють собою таблищ ш декав для даного простого числа р ?
7. Чи можна побудувати таблищ ш декав для складеного модуля т?

’язування двочленних конгруенцш 
з допомогою шдекав

Конгруенщя виду
ахп =  Ь (тойт),  (1)

де а ф 0 ( т о й т )  1 п  е натуральне число, називаеться двочленною 
конгруенщею з одним невщомим.

Зважаючи на те, що всяка конгруенщя за складеним модулем
зводиться до конгруенщй за простими модулями, ми обмежимось
розглядом двочленно! конгруенци:

ах" =  Ь (тойр),  (а, р) =  1 , (Г )

де р — просте число.
Покажемо, як з допомогою таблиць ш декав можна розв’язати 

конгруенцто (Г ).
Застосовуючи властивосп ш декав до конгруенцп (Г ), дкта- 

иемо екв1валентну конгруенщю:

т й  а +  п  тс! х  =  тс! Ь (тех!р — 1), 
обо п г = . с ( т о й р — 1), (2 )



д е 2 = 1пйя, с — 'т&Ъ — 'тйа. Отже, розв’язування конгруенци (Г ) зво
диться до розв’язування конгруенцп (2 ) першого степеня.

ЕИдомо, що коли Л =  (п, р — 1) 1 с долиться на й, то кон
груенщя (2 ), а отже, о конгруенщя (Г ) мае Л розв’язков; якщо 
ж с не долиться на д., то конгруенщя (2 ), а тому й конгруенщя 
(Г ), розв’язков мати не буде.

(ЛПриклад. Розв’язати конгруенщю 15г4 =  17 (то й  23).
Беремо шдекси в!д обох частин конгруенцп:

т й  15 +  4 т й х  =  1пй 17 (то й  22).

3 першо'Т таблищ § 32 знаходимо, що т й 1 5 = 1 7 ,  1пй 17 =  7. 
Отже, маемо конгруенщю першого степеня вщносно шйл::

4 т й * =  12 (той  22).

Ця конгруенщя мае два розв’язки, а саме: 
т й  л; =  3;14 (той  22).

Тепер, за другою таблицею, знаходимо, що 
х  =  10,13 (той  23).

Зауважимо, що з допомогою таблиць ш декав можна розв’язу- 
вати й конгруенцп першого степеня за простим модулем. Для прик
ладу розв’яжемо конгруенщю 48* =  59 (той  83).

Переходячи вщ щеТ конгруенцп до сшввщношень ш ж  шдек- 
сами, дктанемо:

т й  48 +  т й  х  =  1пй 59 (той  82).

3 таблиць шдеке1в (див. додаток 2 ) знаходимо: 
т й  48 =  64, т й  59 =  20,

отже,
т й  х  =  20 — 64 =  38 (той  82).

3  другоТ таблиц! для р — 83 знайдемо: 
х ~ А \  (той  83).

З а у в а ж е н н я .  Цшком аналопчно можна застосовувати теор1ю 
ш декав 1 для розв’язування конгруенцш

ах!1 =  Ъ (той /л ) (1)

у випадку складеного модуля т, якщо для цього модуля кнуе 
хоча б один первкний коршь, то беручи його за основу, можна 
побудувати систему шдекав.

При т >  2 матимемо конгруенщю
п т й  х =  т й  Ъ — т й  а  (той  ф (/А)),

з якоТ знаходимо значения тйл:(якщ о, вони, звичайно, е), а за 
ними значения невщомого х.

Особливий штерес становить двочленна конгруенщя виду

хп =  а(тойр) ,  (а, р) =  1 (3)

Якщо ця конгруенщя мае розв’язки, то а називають лишком сте
пеня п за модулем р, в противному раз1 а називають нелишком 
степеня п. Зокрема, при п =  2, як ми вже говорили, лишки 1 не
лишки називають квадратичними; при п =  3 — кубочними; при 
п — 4 — боквадратичними.

Легко побачити, що конгруенцш (Г ) завжди можна звести до 
двочленноТ конгруенци виду (3). Для цього досить обидв1 частини 
конгруенцп (Г ) помножити на таке а, щоб а а =  1 (то й р ). По
клавши Ьа. =  а (той  р), ми дютанемо конгруенщю (3).

Теорема 1. Конгруещоя (3) розв’язна  (1 тим самим а е лишок 
степеня п за модулем р) тодо о тольки тодо, коли т й  а краткий  
й =  {п, р —  1).

При розв’язност1 конгруенщя (3) мае й розв’язюв. У зведенШ 
систем! лишюв за  модулем р число лишюв степеня п дор1внюе 
Р - 1

а ’
Справд1, конгруенщя (3) екв!валентна конгруенцп ,

п т й * =  т й а ( т о й р — 1),

яка, ЯК В1ДОМО, розв’язна ТОД1 1 ТШЬКИ ТОД1, коли 1ПЙ а дш иться  
на с1, причому, у  випадку ТТ розв’я зн о еп  ми знайдем о й  значень  
для т й  х, Тм в1дпов1датимуть й розв’я зю в  к он гр уен ц п  (3).

Д ал1, серед чисел 0, 1, 2 ..........р — 2, що е найменшими ш-
о 1дексами лишюв зведеноТ системи за модуле^ р, буде —^— , крат

них Л. 1м в1дпов1датимуть лишки степеня п. Отже, теорема пов- 
шстю доведена.

КритерШ розв’язност1 (теорема 1) конгруенцп (3) можна по
дати 1 в шшШ, бшьш заюнченш формь

Теорема 2. Число а е лишком степеня п за простим модулем 
р тодо о тольки тодо, коли

2=1
а а =  1 (то й р ). (4)

Справдй умова теореми 1 (1п й а  кратний й), тобто т й  а =  
Е зО (то й й ) екв1валентна тому, що

^ 2 - • т й  а =  0  (той  р — 1).

Ми помножили обидв1 частини попередньо'Т конгруенцп 1 модуль 
Р — 1 * . . .на ~ — . Але, переходячи тепер вщ ш декав до чисел, дштанемо 

екв1валентну конгруенцш (4). Навпаки, з конгруенцп (4) виходить,



що а ■■■ т й  а =  0  (т о й р  — 1); дшячи обидв1 частини останньоТ кон

груенцп 1 модуль на цше число . дктанемо т й а  =  0  (то й  й),

тобто ш й а кратний й.
При п — 2 завжди 1 ^ =  2, бо якщо р е число непарне, то

р  — 1 е парне, 1 умова (4) перетворюеться в критерш Ейлера.
З а у в а ж е н н я .  Знаючи таблицю ш декав за простим модулем 

р, можна знайти в а  лишки степеня п, вобравш и числа, в яких 
шдекси дшяться на (1 =  (п, р  — 1); решта чисел будуть нелишками 
степеня п.

Приклад 1. Знайти в а  бшвадратичш лишки за модулем 29.
Тут с1 =  (4, 28) =  4. Вибираемо з таблищ ш декав Т1 числа, ш-
декси яких кратш 4: 1, 7, 8 , 16, 20, 23, 25. Це означае, що кон
груенщя х4 =  а (той  29) мае розв’язки (чотири) тшьки при 1,
7, 8 , 16, 20, 23, 25 (той  29).

Приклад 2. Знайти в а  лишки п’ятого степеня за модулем 17. 
Тут й =  (5, 16) =  1. Це означае, що в а  подан 1 лишки за модулем 
17 будуть лишками п’ятого степеня, тобто конгруенщя хъ= . 
э е  а (то й  17) мае один розв’язок при будь-якому а.

Тепер розглянемо розв’язання двочленних показникових кон
груенцш за допомогою ш декав

Обмежимось розглядом показниково! конгруенцп виду
а ■ сх =  Ь (т о й р ), (5)

де р — просте число, (а, р) =  1 1 (с, р) =  1 .
Застосовуючи властивост1 шдекав до конгруенцп (5), дктанемо 

екв1валентну конгруентшсть
ш йа +  д : т й с =  тй&  (той  (р — 1)). (6 )

Конгруенщя (6 ) е конгруенщею першого степеня за модулем 
р — 1. Якщо д. — ( т й  с, р — 1) 1 т й й — т й а  дшиться на й, то 
конгруенщя (6 ), а тому 1 конгруенщя (5) мае й  розв’язюв, а якщо 
т й  Ь — т й  а не дшиться на А, то конгруенщя (6 ), а отже, 1 кон
груенщя (5) не мае розв’язюв.

З а у в а ж е н н я .  Якщо а \ р  або с | р, а Ь не •'р, то конгруен
щя (5) неможлива 1, отже, не матиме розв’язюв; якщо при цьому 
1 Ь \ р ,  то конгруенщя (5) зводитиметься до тотожноУ конгруенцп 
виду 0  ̂=  0 (то й р ), 1 и  задовольнятиме будь-яке значения х.

Приклад 1. Розв’язати р1вняння 3 • 8 * =  7 (той  23).
Маемо

т й  3 +  х  т й  8  =  т й  7 (то й  22),
6х =  3 (той  2 2 ).

Оскшьки (6,22) =  2 1 3 н е ; 2, то остання конгруенщя не мае 
розв’язюв, а тому 1 задана конгруенщя також не матиме роз
в’язюв.

Приклад 2 . Розв’язати конгруенщю 15 ■ 72х~ 8  ■ 3я' ( т о й 31). 
Маемо:

т й  15 +  2х т й  7 =  т й  8  +  Зх т й  3 (той  30),
53л: =  —9 =  21 (той  30) або 23л: =  21 (той  30).

Розв’язуючи цю конгруенщю, дктанемо:. х  — 27 (то й  30). Цей 
розв’язок 1 буде единим розв’язком задано! конгруенцп.

П е р е в 1 р к а :  15- 754а= 15 • 724 =  15 • 1812 =  15 - 103 н= 15 х
X 10 ■ 7 = з2 7 (т о й 3 1 ); 8  ■ 381 =  8 (—4)7 =  8  (—2)2 (—4 ) =  8  х  

X 4 (—4) =  27 (той  31).
Тут ми скористались теоремою Ейлера, що 7?(31)= 1  1 3? (3,)=  

=  1 (то й  31), де ф (31) =  30.

Контрольнг запцтання
1. Д о розв’язання яко '1 конгруенци першого степеня зводиться розв’я 

зання конгруенцп ах!} ~  Ь (той  р), де (а, р) =  1?
2. Сюльки розв’язюв мае конгруенщя ахп =  Ь (той  р) 1 при яю й умов1?
3. Яке число називаеться лишком степеня п за простим модулем р?
4. Яка умова буде необх1дною 1 достатньою для того, щоб а було лишком сте

пеня п за простим модулем р?
5. Сюльки розв’язю в мае конгруенщя а ■ сх =  Ь ( т о й  р) 1 при яюй 

умов1?

Вправи

1. Знайти показник, до якого належать: а) 25 за модулем 31; б) 18 за 
модулем 29; в) 5 за модулем 61.

В 1 д п о в 1 д ь .  а) 3; б) 28; в) 30.
2. Знайти наймешш первкш  кореш для чисел: а) 23; б) 41; в) 71.
В 1 д п-о в 1 д ь. а) 5; б) 6 ; в) 7.
3. Довести, що коли а 1 Ь— два щлих числа, яю  не дшяться на просте 

число р, 1 а належить до показника а, а Ь — до показника р за модулем р, 
причому (а, Р) =  1, то аЬ належатиме до показника ар за модулем р.

4. На шдстав1 попереднього твердження, довести кнування первкних ко
решв за простим модулем р.

5. Довести, що коли ^ — первкний корГнь за простим непарним модулем 
р, то можна знайти таке щ ле I, щоб щ ле и, яке визначаеться р 1внктю  (§  +  
+  р()Р~ 1 =  1 +  ри  не д1лилося б на р; при такому I число ц  р1 буде пер- 
вкним коренем за модулем ра при будь-якому а > 1 .  (Теорема кнування 
первкного кореня за модулем р").

6. Припустимо, що а >  1 — щ ле число 1 §  — первкний коршь за модулем 
р а , де р — просте непарне число. Довести, що з чисел ц  1 §  +  р “ буде пер- 
вкним коренем за модулем 2р а те число, яке непарйе—(звадси на шдстав! 
попередньо!' задач1 випливае кнування первкного кореня за модулем 2Ра).

7. Довести, що п ерекш  кореш за м од у л ем  2“ бувають Т1льки при а =  
=  1, 2.

8. Довести, щонемае первкних корешв за модулем т — 2ар , де а > 1  1 
р >  2 е просте число.

9. Довести, що коли т =»2 ар“1р 22 каношчний розклад числа т
1 к >  2 , то за модулем т  немае первкних корешв.



10. Довести, що коли с =  ср (т) 1 ^  1 ?2> ••• > 9* е р к ш  прост! д1льники 
числа с, то для того, щоб число §, взаемно просте з /и, було первкним ко
ренем за модулем т, необхщно I достатньо, щоб це §  не задовольняло жод- 
но'1 з конгруенщй.

с с с

=  1 (т о й  яг), §42 = 1  (той от), ... , =  1 ( т о й т ) .

11. Довести, що непарне число а, яке делиться на просте число р, нале
жить до одного й того самого показника за модулем р а , 1 за модулем 2ра. 
Зокрема, всякий непарний первкний коршь числа р “ е первкним коренем 
числа 2р “.

12. Знаючи, що 4 належить до показника 14 за модулем 29, знайти решту 
чисел, як1 належать до цього показника.

В 1 д п о в 1 д ь . 5, 6, 9, 13, 22.
13. Знаючи, що 3 е одним з иервкних корен!в за модулем 29, знайт»

решту первкних корешв за цим модулем.
В 1 д п о в 1д ь . 2, 8, 10, 11, *14, 15, 18, 19, 21, 26, 27.
14. Знайти в а  иервкш  кореш  за модулем: а) 49; б) 81.
В 1 д п ов 1 д ь . а) 3, 5, 10, 12, 17, 19, 24, 26, 38, 40, 45, 47. б) 2, 5,

11, 14, 20, 23, 29, 32, 38, 41, 47, 50, 56, 59, 65, 68, 74, 77.
15. Користуючись твердженням задач! 10, довести, що: а) 7 е первкним 

коренем за модулем 79; б) 5 е первкним коренем за модулем 162.
16. Припустимо, що (а, т) =  1; т =  р*1р*г ... Р^к ~  каношчний розклад

числа т  на прост! множники. Довести, що показник 5, до якого належить й 
за модулем т, е найменше сшльне кратне показник1в, до яких належить а 
за модулями р“‘, р “2.......... р“*.

17. Нехай (а, р а) — 1, де а > 1 — щле 1 р — просте число, 1 покладемо,
що 6 — показник, до якого належить а за модулем ра~ *. Тод1, якщо а 0 =
=  1 (т о й  р а), то а належить до показника 5 за модулем р “, а якщо а 8 Ф
Ф 1 (т о й  р а), то а належить до показника р5 за модулем р а. Довести це
твердження.

18. Користуючись твердженнями задач 16 1 17, знайти показник, до якого 
належить число а =  16 за модулем т =  5929.

В 1 д п о в 1д ь . 1155.
19. Довести, що коли р — просте число виду 4к +  1 1 д — первкний

коршь за модулем р, то р — §  е також первкний коршь за модулем р.
20. Довести, що коли §  1 — два первкних кореш простого числа р,

то справедлив! конгруенци:

т й я а =  т й Й1 а ■ т й а (т о й  р — 1), ,
1пйЙ1 а =  т й  й а ■ !пй& §  (то й  р — 1).

Зокрема,
т й Й1 §  • т й й §! =  1 (т о й  р — 1).

Ц1 формули аналопчш формулам для переходу в!д одше! системи лога
рифм! в до 1НШ01.

21. Скласти таблицю ш д екав  за модулями 29, 31 1 59.
22. Визначити число розв’язш в конгруенцш: а) х1в ~  10 (т о й  37); б) х ъ —  

=  3 (т о й  71); в) х 21 =  5 (т о й  71).
В 1 д п о в 1 д ь. а) 4; б) розв’язк 1в немаер в) 7.
23. Користуючись таблицями ш декав , розв’язати конгруенцш: а) 15л;4 =  

=  26 (т о й  29); б) 25х^ ^  15 (то й  73); в) х48 =  2 (т о й  97); г) 15х — 19 (т о й  59).
В 1 д п о в 1 д ь .  а) х  =  3, 7, 22, 26 (т о й  29); б) х =  5 (т о й  73); в) розв’яз- 

к1в немае; г) х —  17 (т о й  59).

24. 3  допомогою таблиць ш д екав  розв’язати показников1 конгруенци'
а) 17* =  7 (т о й  53); 6 ) 6  1 Iх ~  56 (т о й  61).

В 1 д п о в 1 д ь .  а) х з 1 7 ,  43 (той  52); б) х ~ 3 ,  7, 11, 15, 19, 23, 27, 31,
35, 39, 43, 47, 51, 55, 59 (т о й  60).

25. Знаючи, що 2 е первкним коренем за модулями 101 1 163, розв’язати 
показников1 конгруенци.

а) 3 ■ 5*е= 4 • 32-«+1 (то й  101); б) 2* =  3 ■ 58* (т о й  163).
В 1 д п о в 1 д ь . а) х  =  7, 57 (т о й  100); б) розв’язк 1в немае.
26. Знайти шдёкс числа — 1 за простим модулем р >  2 при довшьнШ

ОСИОВ1 §.

В 1  д п  О В 1 д ь .  ~  (р —  1).

27. Довести, що добуток двох первкних корешв за простим модулем 
р >  2 не може бути первкним коренем за тим самим модулем.

28. Користуючись теор!ею ш декав, довести теорему В1льсона для прос
того р >  2 .

29. Користуючись теор1ею ш декав , вивести критерШ Ейлера для квад- 
ратичних лишк1В.

30. Користуючись таблицею ш декав, серед зведено1 системи лишюв за 
модулем 19 вказати: а) квадратичш лишки; б) куб 1чш лишки.

В 1 д п о в 1 д ь . а) 1, 4, 5, 6 , 7, 9, 11, 16, 17; б) 1, 7, 8 , 11, 12, 18.
31. Серед зведено'1 системи лиш ив за модулем 43 вказати: а) числа, що 

належать до показника 6; б) первкн! корен!.
В 1 д п о в ! д ь .  а) 7, 37; б) 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34.
32. Скласти таблицю ш д екав  для Модуля 27, взявши за основу п ер в к 

ний коршь 2; з допомогою ц!е\‘ таблиц! розв’язати конгруенци а) 5х =  
=  13 (то й  27); б) х 2 =  10 (т о й  27).

В ! д п о в 1 дь.  а) х ~ Ь  (т о й  27); б) х  =  ^ 8  (т о й  27).
33,. Скласти таблицю ш декав  для модуля 50, взявши за основу п ер в к 

ний коршь 3; з допомогою ц 1еТ таблищ розв’язати конгруенци: а) 17х  ~
=  39 (то й  50); б) х 2 =  29 (той  50).

В ! д п о в ! д ь .  а) х =  17 (т о й  50); б) х  =  ± 2 3  (т о й  50).

1СТОРИЧН1 КОМЕНТАР1

1. Теор1я степеневих лишк1в грунтуеться на теорем! Ейлера про лишки, 
ЯК1 утворюються в ^  Д1лення степен1в (1755). Поняття показника, !ндекс!в 1 
Тх основних властивостей вв!в Гаусс.

2 . Поняття перв1сного кореня запровадив Е^лер. Теорема 2, § 30 нази- 
ваеться теоремою Гаусса; п  сформулював (без доведения) Н1м ецький  математик, 
ф 1зик 1 астроном (за походженням француз) Л а м б е р т  (1728— 1777). И до
ведения зустр!чаеться в Ейлера, проте в^н не дав його в досить Ч1ткш  форм1 . 
Гаусс дав два р 1зш доведения щ'е1 теореми.

3. П. Л. Ч е б и ш о в у ряд 1 теорем розглядав деяк! класи простих 
чисел, для яких можна легко знайти первкний коршь.

Твердження, що первкш  кореш бувають лише за модулями т  =  2, 4, 
р“ , 2р а, де р — просте непарне число, зустр^чаеться у Гаусса в його «Арпф- 
метичних досл1дженнях».

4. Спинимось на класичних працях I. М. Виноградова, присвячених роз- 
под1лу перв1сних корен1в, 1ндекс1в, лшшив або нелишк!в того чи«!ншого сте
пени ! т. д. в арифметичних прогрес1ях 1 в 1нтервалах задано'! довжини. За 
ДОПОМОГОЮ простих ОЦ1НОК тригонометричних сум I. М. Виноградов ДОВ1В ряд 
теорем фундаментального значения, таких як:

1 ) найменший передний додатний коршь за простим модулем р менший 
2 к/—

ва 2 у  р 1 п р ,  де к — число р ш и х  прост их дгльникм  р — 1[



2) найменший додатний квадратичный нелишок для простого модуля р
1

буде менший, В1д р (1п р )2 при р , б1льшому В1д деякого р 0, де 
е — основа натуральних Логарифм1в.

Методи Виноградова мали велике значения у теори чисел, бо до появи 
його праць не було шякого уявлення про розиоди цих величин.

Зазначимо тут, що е припущення, за яким прост1 числа р, для яких 2 е 
первюним коренем, мають додатну щьчьшсть у множит простих чисел. Це 
означав, що коли позначити через Т  (х) число таких р <  * а через к (дг) 
загальне число простих чисел р < : х, то при деякому а >  О для вс1х х  вико- 
нуеться нер1вшсть Т  (х) 5» ап (я). Ц е припущення ще не доведене 1 не 

спростоване.

Р О 3 д 1Л VI

АРИФМЕТИЧН1 ЗАСТОСУВАННЯ ТЕОР1Т К0НГРУЕНЦ1Й

§ 33. Обчислення остач при д|'ленн! на дане число

Нехай треба знайти невщ’емну остачу х  вщ дшення деякого 
цшого числа N  на натуральне число т\ через те що дане число N  
1 шукана остача х  належать одному й тому самому класу чисел 
за модулем т, то ця задача зводиться до знаходження наймёншого 
невщ’емного лишку х  того класу чисел, до якого належить N  за 
модулем т, тому

А/=  л: (той  т),
Де

О < х < т .  (1)

Найчаспше N  е степенем якого-небудь цшого числа або сте
пенем многочлена вщ цших чисел. Останшй випадок зводиться до 
першого, а саме коли N  =  ак. У цьому раз1 завжди можна вважати, 
що 0 < а < т ;  дал1, якщо (а, т) =  1, то за теоремою Ейлера 
а? {т) =  1 (то й  т), \ тому в конгруенди ак =  х  (той  т), к можна 
заМшити числом г, яке е остачею вщ дшення к на ф (т) .

Приклад. Знайти остачу вщ дшення N  =  (8 6 143 — 3 1 647) 62 на 21. 
Зауважимо тут, що ф (21) — 12, тому для будь-якого а, взаемно 
простого з 21 справедлива теорема Ейлера:

а12 =  1 (шос1 2 1 ).

На шдстав1 теореми 2, § 16, дютанемо (конгруенди беремо 
за модулем 2 1 ): 8 6 143 =  2 143 =  (2 12)11 • 2 й , але через те що (2 ,2 1 ) =  
=  1, то ^а теоремою Ейлера 212 =  1 (той  21) 1 тому 8 6 Ш =  2П. 
Даш: 2П =  (25)2 ■ 2 =  16 • 2 =  11. Отже, 8 6 143 =  11 ( т о й 2 1 ).

Аналопчно, беручи до уваги, що на шдстав! теореми Ейлера 
1012 =  1 (той  2 1 ), послщовно дштанемо:
31647- з  10547э ( 1012)45 • 107 =  ( 102)3 • 1 0 == (—5) 3 • 1 0 =  10 (той  21 ).

Шукана невщ’емна остача х  вщ деления числа /V на 21 мае 
задовольняти конгруенцш (1). Знайдемо:

* з ( 8 6 143 — 31547)в2 =  (11 — Ю)в2 = 1 в2=  1 (той  21).

Отже, шукана остача дор1внюе 1.
З а у в а ж е н н я .  Якщо для модуля т  е таблиця ш декав, то 

для обчислення остач вщ дшення на т добутюв кшькох сшвмнож- 
ник1в 1, зокрема, натуральних степешв, можна застосувати шдекси. 
А саме, щоб знайти остачу х  вщ дшення добутку аха2 ... ак на 
т, де вс1 а, взаемно проел з т, запишемо

х = щ а ъ .. .  ак (тоАт),  де 0  * С х < т .

ЗвЩСИ
т й  * =  т й  аа +  т й  а2 +  ■ • • +  т й  ак (той  ф (т )).

За таблицею ш декав знайдемо
5 =  т й  аг +  т й  аг +  • • • +  т й  ап,

ЗВ1ДКИ
тйл: =  5 ( т о й ф  (т )).

Дал! знаходимо число, шдекс якого дор!внюе 5 , тобто таке г,
що

тй л : =  т й г  (то й ф  (т )) ,
ЗВ1ДКИ

х ~  г ( т о й т ).

Зокрема, якщо а х == а2 =  • • • ак =  а, ми дютанемо прийом для 
обчислення остач1 вщ дшення на модуль т  числа ак.

Якщо т  =  ра'р\г ■ ■ • р**, то, щоб знайти остачу вщ дшення на 
т добутку або степеня, можна знайти остач1 г[, г2, ... г к при 
Д1ленн1 на модул1 р’>, р^ , ... , а пот1м розв’язати систему кон- 
груенц1й

х  =  гх (той  р^), 
х  =  г2 (тойр*«),

г ( т о й р “*).

Приклад.  ̂Знайти остачу вщ дшення N  =  1337 ■ 1241 на 35 =  
=  5 • 7.. Спочатку знайдемо остачу вщ Д1 лення N  на 5: гх ~  
=  1337 ■ 1241=  З37 • 241 (т о й  5). Беручи шдекси в Л1 В1 Й1 правш части- 
нах конгруенц11, дютанемо:

т й г х =  3 7 т й З  +  4П пй  2 =  т й  3 +  т й 2  =  3 +  1 =  0  ( т о й 4),

ЭШДКИ
=  1 (то й  5).



Аналогично знайдемо остачу В1Д дшення N  на 7:

га=  1337 1241 =  6 37 • 541 (то й  7); щ йг, =  37 т й б  +  41 тс! 5 =  
=  т й  6  +  5 т й 5 = 3  +  5 -5  =  4 (той  6 ),

зв1дки г2 =  4 (то й  7). Розв’язуючи систему конгруенцш

х — 1 (той  5), 
х  =  4 (той  7),

д1Станемо
х =  11 (той  35).

Отже, шукана остача дор1внюе 11.

К онт роль^ запитання

1. До яко'1 задач1 звод и ться  зн ах о д ж ен н я  н е в Ц ’ем но! остач1 в1д Д1лення 
ц 1лого ч исла N  на н атуральн е чи сло  т?

2. Чи можна для знаходження остач1 В1д д1лення 22? +  315° на 30 засто 
сувати теорему Ейлера?

3. Як засто су вати  таб лицю  ш д ек ш в  для о бч и слен н я  остач В1д Д1лення?

§ 34. Встановлення ознак под1льност1 
за допомогою конгруенцш

Ознакою под1льност1 натурального числа N  на натуральне 
число й називаеться необхина й достатня умова подшьност! N  на 
й, застосування яко'1 потребуе меншого числа дш, шж процес 
Д1лення.

Нехай треба д1знатись, чи дшиться натуральне число N  на 
натуральне число й. Ц я  з а д а ч а ,  п о с у т 1, з в о д и т ь с я  д о  
п о б у д о в и  ч и с л о в о 1 ф у н к ц и  [ (Щ ,  я к а  з а д о в о л ь н я е  
т а к |  в и м о г и :  :

1) задане число N  1 /  (Ы) одночасно дшяться або одночасно 
не дшяться на й:

2 ) | / . (Л0 | <АГ;
3) при заданому N  функщю ((Ы)  можна визначити досить 

просто.
Якщо число | / ( Л 0 |  ще велике, то з ним роблять те саме, що 

й з задании числом М, 1 т. д. доти, поки не буде знайдено такого 
малого числа, що буде беспосередньо видно, чи дшиться воно на 
(I чи ш.

Взагал1 , досить знати Т1льки ознаки подиьносп на числа с/ =  р “ , де 
р — просте число I а  —  Ц1ле ~ > \, бо N  дшитиметься на ^ =  р “‘ р “а Р^  

тод1 1 т ь к и  тод1 , коди воно делиться на вс1 р*1 окремо.

Розглянемо деяк1 способи побудови фуНКЦП /  (Ы).
Вщомо, що кожне натуральне число N  при основ1 числення §  

мае вигляд:

N =  а0 +  а ,§  +  а2д 2 Н------+  ап§ п =  апап̂  ■ ■ ■ аха0,

де а0, й1, ... , ап — «цифри», тобто ц ш  числа, як1 бшыш або до- 
р1внюють нулю 1 менип в1д §. Позначимо через гк абсолютний 
найменший лишок числа § к за модулем й тод-1 буде справедливим 
таке твердження:

Теорема 1. Якщо N  =  а0 +  ах§  +  а2§ 2 +  • • ■ +  ап@п диит ься  
на й, то М  =  а0 +  а1г1 +  ■ • • +  а,/п  делиться на Л I навпаки.

Це твердження беспосередньо випливае з властивостей кон- 
груенцп (див. окремий випадок теореми 2, § 15). Споаб побудови 
функцп /  (А/) =  М, що грунтуеться на цш теорему називають 
способом Паскаля.

Отже, досгпдження подшьносп числа N  на й ми звели до 
досл1дження под1льност1 числа | М  | <  N на (I.

Тут М  =  /(Л 0 =  М (пкхЫ ), це наеш ь б1льше, н1ж нам було 
потр1бно, бо остання конгруенщя показуе не тьльки те, що 
N  I М  одночасно д1лятъся або не д1ляться на й, а й те, що 1хш 
остач1 в1д деления на с1 однаковь.

Ця теорема дае змогу встановити практично зручш ознаки по- 
дшьност1 на ряд натуральних чисел, якщо число N  записане в 
десятков1Й систем1 числення, тобто при основ1 §  =  10 :

N  =  а0 +  аг ■ 10 +  а2 ■ 103 +  • ■ • +  ап ■ 10".

Розглянемо деяк1 о к р е м 1 в и п а д к и .

1. д =  2; 5. Тут 10* =  0 (то й 2 ; 5) для ВС1Х к — 1, 2.......

п, отже,
М =  а0 (той  2; 5)

— це в1дом1 ознаки под1льност! на 2 1 5. Число N  диит ься на 2 
(в1дпов1дно на 5) тод( г т1льки тод1, коли число одинщь а0, тобто 
остання ^иф ра, дыиться на 2 ( вьдштдно на 5).

2. <1 =  3; 9. Тут гА=  10А=  1 (то й З ; 9) для ВС1Х к =  1, 2 .......
п\ отже,

Ы =  М  =  а0 +  ах +  + а „ ( ш о й З ;  9),

тобто N  делиться на 3 (в1дпов1дно на 9) тод1 I тгльки тод1, 
коли сума цифр, як1 його зображають, делиться на 3 (в1дпо- 
в1дно на 9).
3. А =  11. Тут г0 =  — 1 , г2 =  1, г3 =  — 1, ... , отже

N  М  =  а0 а1 +  а2 — а3 +  • • ■ =  (а0 +  а2 +  ~Ь • • -) —
— (а̂  +  ад +  абН------) (т о й П ) ,



тобто число делиться на 11 тодё ё пйльки тодё, коли рёзниця 
мёж сумою цифр, якё стоять на непарних (рахуючи справа на- 
Л1во) мёсцях, ё сумою цифр, якё стоять на парних м1сцях, де
литься на 11.

Приклад. 2 975 841 Д л и т ь с я  на 11, бо 4 1 ^ - 8  +  ^ - + 2) — (4 +  
+  5 +"9) =  0 дшиться на 11.

4 . а  =  4. Тут гх =  ±  2, г2 -  Гд =  • =  гп =  0, отже,

N  =  М  =  а0 ± 2 а  ̂ (то й  4).

Приклад. 368 дшиться на 4, бо 8  +  2 • 6  =  20 або 8  — 2 • 6 =  
=  —4 дшиться на 4.

5. с1 =  7. Тут г1 =  3, г2 =  2, г3 =  — 1, г4 =  —3, г5 =  —2, г0 =
=  1, г7 =  3 (дал1 величини остач повторюватимуться периодично)',
отже,

N  = М =  (а0 +  Зах +  2а2) — (а3 +  За4 +  2 а 6) +  ■ • • (той  7).

У щй форм1 ознака подшьносп на 7 досить складна ! В1др1зняе- 
ться вщ шшльного формулювання.

'  Приклад. 24 829 дшиться на 7, або 9 +  3 • 2 +  2 ■ 8  — (4 +  3 2) =  
=  21 дшиться на 7.

З а у в а ж е н н я .  При виконанш обчислень у правих частинах 
конгруенцш можна вщкидати числа, кратш й. Результат дае не 
тшьки в1дпов1дь на запитання про подшьшеть, а й величину остач1 
в1д дшення N  на <1, якщо N  не дшиться на д..

6 . Беручи за основу числення §  =  100, вивести ознаки подшь-
ност! на <3 =  4; 25; 50. Маемо:

N =  Ь0 +  Ьг ■ 100 +  Ь2 ■ 1002 + ------ \-Ъг  100',

де Ь0 — а1а() — цифра одиниць першого розряду, Ьг =  а3а2 — цифра 
одиниць другого розряду 1 т. д. У цьому випадку вс1 гк =  0 (к  =  
=  1, . . .  , /); отже,

N =  М  =  Ь0 =  ага0 (той  <1),

тобто число N  дшиться на 4 (в!дпов1дно на 25 1 50), якщо дв1 
його останш цифри утюрюють число, яке дшиться на 4 (вщповщ- 
но на 25 1 50).

Розглянемо окремий випадок теореми 1, а саме, доведемо таке 
твердження:

Нехай (й, 10) =  1, число 10 належить показнику 8 за модулем 
д. ё записане в система числення з основою 105. Число N  делиться на 
(1 тодё ё т1льки тодё, коли на й дёлиться сума чисел, яка утво- 
рюються при розбиттё справа налево цифрового запису числа N  
на граш по 8 цифр у  крэкнШ гращ.

N  =  с0 +  С1 • Юэ +  с2 • (108) 2 +  • • ■ +  ст (10»)«, (108)* =  1,
( к  =  1, 2 ..........т)

N =  М =  с0 +  ^  +  с2 +  . . .  ф с т (той тут 0 <  ск <  10® — 1.

3 останньоУ конгруенцп й випливае, що N  1 М  при дшенш 
на (1 дають однаков1 остач1 1, отже, одночасно або дшяться на д., 
або ш. Тут с0, с1У . . .  , сп — числа, я й  утворюються при розбигп 
справа нал1во числа N  на граш по 8 цифр у кожнш.

Отже, якщо за модулем с1 число 10 належить показнику 8 , 
тод1 в системе числення з основою 105 ознака подёльностё для с1 
така сама, як для чисел 3 ё 9 у  десятковёй системё.

Д ал1 зауважимо, що у  випадку, коли за модулем й  10 нале
жить парному показнику 8 , тод1 при основе 10 для Л ознака 
поде ль ноете аналогична до ознаки подёльностё на 11 у  десятковШ 
сешпемё, оскёльки 105/2 = — 1 (то й й ).

/  7. Полпчаючи, що 102=  1 (той  11), можна Д1стати шшу ознаку 
под1льност1 числа N  на д. =  11. Маемо: N  =  Ь0 +  Ьг ■ 102 +  • ■ • +
+  ЬГ  (\№у,  де Ь0 =  а1а0 — цифра одиниць 1-го розряду, Ьг =
=  а3а2 — цифра одиниць 2 -го розряду 1 т. д.; враховуючи, що 
( 102)А=  1 (той  11), к  =  1, 2 , . . .  , /, дктанемо

N ~ М  =  Ъ0 +  Ь! +  • • • +.Ь[ (той 11).

1накше кажучи, число N  дшиться на 11 тоде е тельки тод'е, 
коли на 11 диит ься сума двоцифрових чисел, утворених ведповёд- 
ними гранями числа N  при його розбиттё справа налево.

Так, для розглянутого вище прикладу N  =  2 975 841 матимемо: 
Л / е М = 4 1 + 5 8 + 9 7  +  2 =  8  +  3 — 2 +  2 =  0 (той  11), тобто що N  
дшиться на 11 .

8 . Лег^о перев1рити, що 10 належить показнику 8 =  3 за мо
дулем 37, тобто 103 =  1 (той  37). Записуючи число N  в систем1 
числення §  =  103, дютанемо: N =  с0 +  сх ■ 103 +  с2 (103)2 +  . . .  +
+  сп • ( 103)т , де с0 — а2а1а0 — цифра одиниць 1-го-розряду, сг =
=  а 5а4а3 — цифра одиниць 2 -го розряду 1 т. д.; М =  М =  с0 +  сх +
+  +  сгп ( т о й 37), тобто N  делиться на 37 тоде ё тёльки тодё,
коли на 37 дёлиться сума трицифрових чисел, утворених ведповёд- 
ними гранями числа N  при його розбиттё справа налёво.

Так для N  =  256 300 147 матимемо: Ы =  М — 147 +  300 +  256 =  
=  — 1 + 4  — 3 =  0 (той  37), отже, число 256 300 147 дшиться на 37.

9. Безпосередньою перев!ркою знаходимо, що 10 належить по
казнику 8 = 6  за модулями 7, 11 1 13. Зпдно 13 розробленим 
рашше зауваженням при основ1 §  =  103 д1станемо ознаки подшь- , 
ност1 на 7, 11 1 13 аналопчш до ознаки подшьност1 на 11 в десят- 
ков1й систем!, тобто

^  =  М =  (с0 + с 2 +  ••• ) — (С1+ Сз, +  ••• ) ( т о й  7; 11; 13),



отже, N  дшиться на одне з чисел 7, 11 1 13, якщо М  дшиться 
на одне з цих чисел.

ЕНзьмемо, наприклад, число А/' — 11 673 207. Тод1 матимемо И = =  
=  М  =  (207 +  11) — 673 =  455 (той  7, 11, 13). Тепер безпосередньо 
впевнюемось, що 455 дшиться на 7 1 13 1 не дшиться на 11, а 
тому 1 задане число N  дшиться на 7 1 13 1 не дшиться на 11.

Контрольш  запитання
1. Що називаеться ознакою подшьносп натурального числа N  на нату

ральне число <2?
2. Яким умовам мае задовольняти функщя /  (Ы)?
3. У чому суть способу П аскаля побудови функцп /(АО?
4. Сформулюйте ознаки подшьност! на 2 1 5 на 3 1 9, на 7, И , 13, 37.*

§ 35. Визначення члена цифр пер 1 оду 
при перетворенш звичайного дробу в десятковий

3  елементарно1 арифметики в1домо, що звичайний нескоротний

др1б перетворюеться в скшченний десятковий др1б тод1 1 тшьки
тод1, коли каношчний розклад знаменника не м1стить простих 
МНОЖНИК1В В1ДМШНИХ В1Д 2 1 5 Х.

Нехай нескоротний др!б 1 каношчний розклад знаменника Ъ

м1стить прост! числа, В1дм1нн1 в1д 2 1 5 ;  перетворюваТимемо такий 
др!б у десятковий.

Нагадаемо, що нескшченний десятковий др!б, десятков! знаки 
якого перюдично повторюються, називаеться пер'ю дичним  д е с я т к о -  
вим д р о б о м . Якщо десятков! знаки повторюються, починаючи 
з першого, то десятковий др!б називаеться ч аст и м  п ер ьоди ч н и м , 
у противному раз1 вш називаеться м и и ан и м  п ер ю д и ч н и м  д р о б о м .

Теорема 1. Якщо ~ — н еск ор от н и й  д р 1 б  I (Ъ, 10) =  1, т о  цей

д р ь б  п ер ет в о р ю ет ься  у  чист ий п ер ьоди ч н и й  д еся т к о в и й  д р ь б ;  
ч исло циф р у  пер1од1 д р о б у  дор1вн ю з Ь, д е  8 — п о к а з н и к , д о  я к о го  
н а л е ж и т ь  число 10 з а  м о д у л ем  Ъ.

1 Справд1 нехай Ь =  2“ • 5Р, де а !> 0 , Р > 0 ,  а -)- (3 >  0. Помножаючи
„я са . а а ■ 2р • 5а „ . ,

чисельник 1 знаменник на 2Р • 5 , д ш т а н е м о - а+р ’ 3 цеи д? ’ знаменник

якого е степеней 10, подаемо скшченним десятковим дробом. Навпаки, нехай 

-^- =  АГ, де N — щла частина, . .  . , <7Я — десятков! знаки

сличенного десяткового дробу: тод1 -2- =  N  +  • Де Я\Яг ■ ■ ■ Яп озна

чав число, зображене цифрами <7Х, ?2. • • ■ > Яп- Якщо цей др1б скоротний, то,
1 осшльки каношчний розклад знаменника е 2п ■ 5п, шсля скорочення в знамен- 

нику дктанемо число, яке не метить у своему розклад1 простих чисел, В1д- 
МШНИХ В1Д 2 1 5.

Справд1, не порушуючи загальност1 М1ркувань, можна нескорот
ний др1б вважати правильним (якщо вш неправильний, тобто
а > Ь ,  то ми спочатку видшимо цшу частину); отже, а можна 
вважати р1вним одному з ср (Ь) чисел, менших Ъ 1 взаемно простих 
з Ъ.

Перетворюватимемо др1б ~  у десятковий за загальними правилами;
для цього подшимо спочатку 10а на Ь\ позначаючи через аг частку 
I через г, — остачу вщ цього дшення, дютанемо:

10а =  Ьа1 -\-г1, 0 < г 1 < Ь .

Тепер подшимо Юг, на Ь\

10гх =  Ьа2 +  г2, 0 <  г2 <  Ь\

дал1 дшимо Юг2 на Ь:

10га =  Ьа3 +  г3, 0 < г 3 < Ь

1 т. д. Такий процес ■ нескшченний, бо щоразу будуть остач1 гх, г2, 
г3, . . . ,  менш1 в1д Ь \ взаемно прост1 з Ь. Справд1, (а, Ь) =  1, 
(10, Ъ) =  1 з& умовою, тому (10а, Ь) =  1 1 (гх, Ь) =  1; аналог1чно 
(Юг!, Ь) =  1, а тому (г2,Ь) =  1 » т. д.

,3 в1дси випливае, що р1зних остач при зазначеному дшенш буде 
не б1льш, як ф (6). Це означав, що не шзшш як через ф (Ъ) кро- 
К1в ми д1станемо повторения остач, а отже, й повторения цифр 
частки.

Для доведения теореми залишаеться показати, що перше повто
рения настане шсля 8 диень, де 8 — показник, до якого належить 
10 за модулем Ь, причому перша остача, яка повторюеться, саме 
й буде а. Тому знайдений дргб буде чистим перюдичним з числом 
цифр у перюд!, яке дор1внюе 8 .

Але для доведения цих тверджень досить встановити, що коли
8 — найменший показник, для якого

Ю5 =  1 (той  6)1 (1)

то при дтенш  на Ь будь-якого числа г < Ь  \ взаемно простого 
з Ь, остача г повториться тшьки шсля визначення 8 цифр частки. 

Справд1, конгруенщя (1) екв1валентна конгруенци:

Ю5 • т  =  г (той  6 ). (2 )

Ця конгруенщя саме й показуе, що приписавши до числа г
8 нул1в, що в1дпов1дае визначенню 8 посл1довних цифр частки, Д1ста- 
немо при дшенш 105 • г на Ь остачу г. Через те що 8 — найменше 
невщ’емне число, для якого мають М1сце конгруенци (1) ! (2), то  
жоДна остача не може повторитись рашш як через 8 дшень. Зо
крема, при дшенш а < Ь  на Ь перша остача, що повторюеться,



саме й буде а, причому вона повториться точно через 8 дшень. 
Цим теорему доведено.

Бачимо, що 8 залежить тшьки вщ знаменника нашого дробу 1, 
звичайно, вщ основи нашоЧ системи числення, тобто В1Д числа
§  =  10. Тому два дроби ^  \ а~  , яю задовольняють умову теореми
1 , матимуть одну й ту саму довжину перюду при перетворенш \'х 
у десятков1 дроби.

З а у в а ж е н н я .  3  конгруенцп 108=  1 (той  Ъ) випливае, що 
9 9 . . .  9 =  0 (той  Ь)\ тому 8 можна знайти так: дшимо 9 на Ь,

2 раз
пот1м 99 на Ь 1 т. д., поки не дютанемо в остач1 нуль. Число 
дев’яток у цьому дшенш, а отже, й число цифр частки, дор1вню- 
ватимуть шуканому показнику 8 .

Приклад. Знайти довжину перюду, який утворюеться при пере
творенш дроб1в , де а, — будь-яке цше, взаемно просте з 2 1 , 
у десятковь Тут 6 =  21; дйшмо:

99 |21
159 |047619 

129
39 С. 0

189
0

У частщ маемо 6  цифр, беручи до уваги й 0, який вщповщае 
першш дев’ятцй Отже, 8 =  6 , тобто шуканий перюд складаеться
з 6  цифр.

Теорема 2. Якщо у — нескоротний др1б I Ь =  2’5Г1 ■ Ьх, де
(Ьъ 10) =  1, то цей дрьб перетворюеться у  м ш аний перюдичний
десятковий дрьб; число цифр у  перюд1 дробу дор1вшое 8 , де 8 — 
показник, якому належить 10 за модулем Ьх; число цифр до пери
оду дор1внюе у; де у — найбьльше з чисел а або р.

Справд1, нехай др!б у  — нескоротний, причому

Ь =  2“ - 5Р - Ь1г (Ьх, 10) =  1, у =  т а х  (а, {ЗД

Помножимо у  на 107; шсля скорочення в знаменнику множни- 
К1в 2 1 5 Д1Станемо:

10 та , а,
~ 1 Г ‘ ~  '

де др1б — нескоротний 1 (Ьи 10) =  1. За теоремою 1, цей дрхб
перетворюеться у чистий перюдичний з числом цифр у перюд(, 
яке дор!внюе 8 , де 8 — показник, до якого належить 10 за моду

лем Ьх. Щоб з нього дютати початковий дргб у ,  треба ^  шда-

лити на 10т, тобто перенести кому в знайденому периодичному 
дробу на у знак 1 в л1воруч. У результат! д 1станемо мшаний пер1- 
одичний др1б з числом цифр до перюду, що дор1внюе 7 . Цим тео
рему доведено.

Приклад. Ь =  140 =  22 ■ 5 ..7; маемо у =  2. Знайдемо 8 , тобто 
показник, до якого належить 10 за модулем 7. Маемо:

<р (7 ) =  6 ; 8 =  1, 2 , 3 ,  6 ; 10 =  3, 102= 9 ,  103 =  — 1, 10в= 1 ( т о й  7).

Отже, 8 =  6  (8 можна було знайти 1 зпдно з зауваженням,
зробленим вище). Таким способом ус1 дроби виду щ . д е ^ а ,  140) =
=  1, перетворюються в мш аш  перюдичш, дроби з числом 
цифр у перюдь яке доргвнюе 6 , 1 з числом .-цифр до перюду, яке 
дор1внюе 2. Так, наприклад, безпосередньо переконуемось, що

ш  щ  =  1,33 (571428).

Розглянемо обернену задачу: знайти звичайний др1й^Лший~тдцов1дае зада- 
ному периодичному дробу. •

Нехай дано чистий перюдичний др1б: х  — N, (аха2 . . .  а5), де N  — шла
частина, тобто

* “ * '+ (т о  +  ГО+  "  + т у )  +  й * ( и  +  1^ +  +  ю*) +

г  Ш ____ л .  _2_  4 .Т  ТТоя | щ Т  ,га т  , 5 I ТЮ25 \ 10 102

або

^  +  _!_ (а±
+  Ю25 \  10

х =  М +  (Юь- \  +  105—2а2 +  • • ■ +  а,) ^  +  ■ • ■ )}

але V

Ю5 1028 108 — 1 ’

де число 105 — 1 зображаеться 8 дев’явками. Отже, дютанемо:

х =  1Ч +
'5

105 — 1

тобто для того, щоб перетворити чистий перюдичний др(б у звичайний, треба 
пер!од дробу зробити чисельником, а в знаменнику написати спльки дев’яток, 
смльки цифр у перюд1, Г знайдений др!б додати до щло! частини.

Нехай тепер дано мшаний перюдичний др!б:

X =  М, Ьх, Ьг . . .  (схс% . . .  С5). 
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Його можна подати так:

дг =  [ЛГ&А . .  . Ьг  (с,с2 . .  . с6) ] : ,07 =  ^ 6, 62 . . .  Ьг  : ю т -

_  ^  1 +  йг10 7 2 +  . . .  +  сг 10 5 ' +  сг 105 2 +  . . .  +  с5

. ~  ЩТ ЮЧЮ 4 — 1 )
=  N +  [(61 Ю5+т—1 +  ьгю 5+т- 2 + . . . + - Ь 1 10* +  с^О5- 1 +  . . .  + с г) -

■(61ЮТ-1 -М 2Ют- 2+  . . .  +  6Т)] 1
10т (10е— 1 ) '

Зв1дси виводимо таке п р а в и л о :  щоб перетворити мшаний перюдичний 
др 1б у звичайний, треба в!Д числа, що стоТть М1Ж комою I другим перюдом 
(тобто В1Д числа ЬхЬг . . . Ь^с1с2 . . . сд), В1ДНЯТИ ЧИСЛО, яке стоТть М1Ж комою 
1 першим перюдом (тобто число Ь1Ьг . .  . Ь^), 1 цю р1зницю зробити чисельни- 
ком; у знаменнику треба написати ст1льки дев’яток, сюльки цифр у перюд1 , 
й т е л я  них — ст1льки нул|'в, ск 1льки цифр М1ж комою й першим перюдом,
1 цей др1б додати до шло! частини N.

З а у в а ж е н н я .  Можна В1дразу перетворити перюдичний др1б у звичай
ний неправильний др1б (не видияючи щлоТ частини). Д ля цього треба цифри 
Ц1Л01 частини вважати цифрами, що стоять до перюду, й застосувати правило 
для перетворення мшаного перюдичного дробу в звичайний. При так1Й побудо- 
В1 знаменника цифри щло! частини враховувати не сл 1д.

Приклад.

о . / » .  ,1 5 4  — 1 о 153 0 17 „ а , 3 1 5 4 -3 1
3,1 (54) 3 9до _  З ддо -  3 1Ю , або 3,1 (54) — ддо —

3123 347 17
990 ~  П О -  110 '

Контрольна запитання

1. Сюльки цифр у перюд1, при перетворенш звичайного дробу -2- , де (а,

Ь) =  1 I (Ь, 10) =  1, у десятковий?
2 . 3  якою метою при доведенш теореми 1 використовують умову 

(Ь, 10 ) =  1?
3. Як розум1ти, що 5 — показник, до якого належить 10 за модулем 6?

4. Чому два дроби у  I , як 1 задовольняють умову теореми 1, 

мають однакове число цифр у перюд!?

5. У який десятковий др1б г 

=  2“ • 5р • Ьх \ вже (6„  10) =  1?

5. У який десятковий др!б перетворюеться др1б -2 ., де (а, Ь )=  1, Ь-

§ 36. Перев|'рка результатов арифметичних д1Й

Перев1рка арифметичних дш (додавання, вЦшмання, множення) 
над щлими числами грунтуеться на такому твердженш, яке без- 
посередньо випливае з теореми 2, § 15.

Теорема. Якщо
N - п N ,̂ N ^......... N к), ( 1)

де [ — многочлен в1д щ лих чисел N 1 , М2, . . . .  №к, то мае м1сце 
конгруенщя N  =  [ (N 1, Ы2, . . . ,  Ык) ( т о й т) (2 ), де т е будь- 
яке натуральне число.

Конгруенщя (2) показуе, що з р!вност! (1) випливае р 1вшсть
остач В1д дшення N I I  (Л ,̂ М2......... N 1 ) на т, але обернене
твердження, взагал1, несправедливе. Гнакше кажучи, справедлив1сть 
конгруенци (2 ) е умова, не06x 1 дна для р1 вноси ( 1), але недо- 
статня.

Найб^льш поширена перев1рка арифметичних Д1Й числами т =  
■=9 1 11. Справа в тому, що коли позначати через М  суму цифр 
числам,  то очевидно матиме мкце конгруенщя: Ы ^ М  (гпос! 9) 
(див. § 34, п. 2). Позначаючи тепер через М1 суму цифр числа 
N 1 ( 1  =  1 , 2 , . . . ,  к ) ,  д 1станемо таке твердження:

Д ля того щоб результат арифметичних дш (1) був пра- 
пильним, необх1дно (проте недостатньо), щоб мала мкце кон- 
сруенщя

М  =  }(М 1У М г......... М*)(тос19).

Приклад 1. 1042- 10 182 + 4 2  932 — 18 265 =  10 634 311.
Для перев1рки правильное^ виконаних дш замшимо цю р 1в- 

п1сть типу (1) конгруенщею (2) за. модулем 9;
7- 12 + 2 0  — 2 2 =  19 (то й  9), або 1 = 1 (т о с 1 9 ) .

Взагал1, якщо числа Л^, М2, . . . ,  М к велик 1', то до них можна 
застосувати ту саму теорему. 1з сказаного вище випливае, що 
коли не виконано умов контролю, тобто конгруенци (2 ), то об- 
числення зроблено неправильно, але виконання умов контролю ще 
но гарантуе правильности обчислень.

Легко побачити, що при перев1рщ числом 9 не виявилось би 
помилки, яка сталася з таких причин: а) не взято до уваги нуль 
у м ноже ному або множнику; б) в результат! записано цифри не 
и тому порядку; в) неповш добутки було записано не на своУх 
м1сцях; г) взагал1, якщо помилка становить число, кратне 9.

Приклад 2. 4325 • 897 =  451 425; перев1римо числом 9:

14 • 2 4 =  21 (то й  9);

лмстосовуючи ще раз зазначене вище правило,' дктанемо: 5 • 6  =  
^ • 3 (шос! 9), або 3 =  3 (то й  9). Отн*е, перез1рка числом 9 не вияв- 
ляе помилки в цьому прикладь Щоб мати б1лыпе гарант1й у пра- 
иильност! виконаних арифметичних Д1Й, треба перев1рити цей- ре- 
лультат будь-яким 1ншим числом т, найкраще числом 1 1 .

Припустимо, що

N  =  апап_ ! . . .  аха0 =  ап 10" +  а„_1Ю'1 1 +  • • • +  ^ 1 0  +  ай\ 

■Тод1, позначаючи через Р  вираз 

/ ’ -  а0 — ах +  а, — а3 +  • • • =  (а0 +  аа +  • • ) — («х +  аз +  • ••);



аналопчно до попереднього, д!станемо конгруенщю:

/У =  Я (то й  11),

(див. § 34, п. 3) 1, так само, якщо справедлива р1вшсть (1), то 
матиме м1сце конгруеншя:

Р  =  / ( Р 1, Р 2, . . . ,  Р*) (той  11),

де Р{ — сума цифр числа узятих по черз1 13 знаком «плюс» 
1 «мшус» (а не навпаки!).

Перев1римо результат арифметичних дШ у прикладах 1 1 2. 
В1дпов1дно маемо:

1) (—3) (—4) +  10 +  6 = — 5; 6  =  —5 (то й  11);
2) 2- 6 ^ 7  (той 11).
Отже, можемо ТЕердити, що в приклад1 2 вказаш ди виконано 

неправильно. Щодо правильное^ д!й у приклад1 1 е вже велика 
гарант1я. А коли все-таки допущено помилку в обчисленнях у цьому 
приклад1, то вона буде кратною 9 1 11, тобто кратна 99.

Результат деления переверяюта за допомогою множення (д1лене 
дор1внюе д 1льнику, помноженому на частку плюс остача). Взагалё, 
слёд мати на увазё, що додержання контролю при неправильних 
обчисленнях пов’язане принаймт з двократною помилкою в обчис
леннях , тому треба визнати контроль (нав1ть одним числом) 
ефективним.

Контрольш запитання

1. На якому твердженш грунтуеться перев1'рка арифметичних д!й за до
помогою конгруенщй?

2. Яка ум ова е необх1Дною д л я  того, щ об р е зу л ь т а т  ариф м етичних  Д1Й
N  =  /(Л ^ , /У2...........Ыь), де / —  м н огочлен  В1д щ л и х  чи сел  Л^, М2, . . .  ,
був правильним? Чи е ця умова достатньою? Чому?

3. Сформулюйте необх!дну умову перев1рки р е з у л ь т а т  д№ додавання, 
В1дшмання 1 множення числами 9 1 11.

4. Як перев1рити правильшсть результату Д1лення?

В п р а в а
1. Знайти остачу В1д Д1лення: а) 7100 +  11 юо на 13; б) 880 +  1390 на 17;

в) (8570 +  1932)17 на 21; г) (848“ — 234о)16 на 25; д) (15 728 +  193»)7 на 57; 
е) <12 3716» +  34)2® на 243.

В 1 д п о в 1 дь.  а) 12; б) 0; в) 17; г) 0; д) 51; е) 130.
2. Як1 остач! може давати сотий степшь целого числа N  при Д1ленш на 125? 
В 1 д п о в 1 д ь. Якщо N  : 5, то остача дор^внюг нулю; якщо (Ы, 5) =  1,

то остача дор1внюе 1 .
3. Знайти останню цифру числа: а) 9э9; б) 2®4.
В I д п о в 1 д ь. а) 9; б) 2.
4. Знайти дв 1 останш цифри числа: а) 2999; б) З999.
В 1 д п о в 1 д ь. а) 88; б) 67.
5. Знайти три останш цифри числа 243402.
В 1 д п о в 1 д ь. 049.

в. Користуючись таблицею !ндекс!в, знайти остачу в!д д!лення: а) 121г 
на 73; б) 85 ■ 79 на 97.

В 1 д п о в 1 д ь. а) 64; б) 22.
7. Методом конгруенц1Й довести таю твердження:
1) при буд ь-яко м у  н ату р ал ьн о м у  п\ а) п 1 -(- 6л д л и т ь с я  на 7; б) 10" (9п — 1)+  1 

д1литься на 9; в) 3 52п+ 1 +  2зп+' Д1литься на 17; г) 2Ъп— 1 Д1литься на 31.
2) а) 22226656 +  55552222 дмиться на 7; б) 4323 +  2343 д1литься на 66.
3) Довести, що коли ц!ле число N  взаемно просте з 10, то й 101-й сте- 

н1пь числа N  закшчуеться тими самими трьома цифрами, що й N.
8. 13-й степшь деякого одноцифрового числа мае цифрою одиниць 7. 

Користуючись таблицями ш д екав , знайти це число.
В 1 д п о В 1 д ь 7.
9. Вивести ознаки под1льност1 на 13 у десятков1Й систем! числення.
В 1 д П О В 1 Д Ь . Якщо

N  =  апап_ 1 . .  . аха0 — ап 10л +  ап_ х\0п~ 1 +  • ■ • +  а, 10 +  а0, 
то N  д1литься на 13 тод! 1 т1льки тодЬ коли

(а0 +  10а, +  9а2) — (а3 +  Юа4 +  9 а5) +  • ■ • =  0 (т о й  13).

10. Довести, що число, записане в систем1 числення з основою д, д1литься
НЛ # — 1 ТОД1 1 Т1ЛЬКИ ТОД1, КОЛИ сума ЙОГО цифр Д1ЛИТЬСЯ на § — 1.

11. Вказати системи числення, для яких ознаки под1льност1 на 3 ! 11 т) 
спм1, що й для десятково '1 системи числення (див § 35).

В 1 д п о в 1 дь. Системи числення з основою § =  10 (то й  33).
12. Беручи за основу системи числення § =  1000, вивести ознаки под!ль-

ност! на а =  3, 9, 27, 111, 333 , 999.
В I д п о в 1 д ь. /V =  М =  а^аха0 =  с0 (шо<1 <*), тобто N  дмиться на Л, якщо

три його останш цифри становлять число М, яке д1 литься на Л.
З а у в а ж е н н я .  При Л —  3; 9 до числа М  знову можна застосувати в1- 

дому для них ознаку под1льност1: М =  М х — а0 +  ах +  а3 (т о й  3,9).
13. Нехай (4, 10) = 1 ;  тод! конгруеншя ЮМ =  N  (то й  <2) в1'дносно М  мае

«линий розв’язок. Довести, що в цьому випадку N  I М  одночасно або Д1ляться, 
ибо не д1'ляться на Л, тобто М  задовольняе вимоги функцм [(Ы).

14. Знайти ознаки под!льност1 на 2, 3, 4, 5, 7, 9 для вю м ково! системи
числення.

В 1 д п о в 1 д ь .  На 2 д1литься число, яке зак|ичуеться парною цифрою, 
кключаючи 1 0; на 3 1 на 9 д1литься число, для якого р1зниця М1ж сумою 
инфр, що стоять на парних М1сцях, 1 сумою цифр, що стоять на непарних 
мкцях, делиться на 3 або на 9; на 4 д1литься число, яке закшчуеться нулем 
иЛо цифрою 4; на 5 Д1литься число N =  а„ +  8а, +  8га2 +  83а3 +  • • • , якщо 
мирлз

а0 — 2ах — а2 +  2а3 +  а4 — 2а6 — о, +  •••
л1 литься на 5; на 7 Д1 литься число, сума цифр якого д1 литься на 7.

15. Знайти ознаки под1льност1 на 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 13 для два-
Нядцятково! системи числення.

П 1 д п о в ' 1 д ь .  На 2 Д 1ли ться  число, яке зак1нчуеться парною цифрою, 
включаючи 1 0; на 3 д1литься число, яке закшчуеться цифрою 0, 3, 6, або 9; 
ни 4 длиться число, яке закшчуеться цифрою 0, 4, або 8; на 5 Д1литься число 
№ — а0 +  12ах +  122аа +  • ■ • , якщо число

а0 +  2ах — 2а3 +  ах +  2а5 — • • •

д1литься на 5; на 6 д!литься число, яке закшчуеться нулем або цифрою 6; 
ни 7 д1литься число М =  й „ +  1 2 ^ +  1 2 +  ••• , якщо число

а0 — 2ах — За2 — а3 +  2а4 +  3аь +  ав — 2в? — За8 +  • • •

д1 литься на 7; на 8 длиться число Ы, якщо а0 +  Аах д1 литься на 8; на 9 дь
ЛИТЬСЯ число N. якщо а0 +  За, д!литься на 9; на И  Д1 литься число, сума цифр



якого длиться 11; ознака под!льиост! на 13 така сама, як 1 в десятков!й систем! 
на 1 1 .

16. Припустимо, що р ф  2; 5 — просте число. Розбиваючи число N  на гран1

по — цифр у кожшй граш, тобто переходячи до системи числення з осно- 
р — 1

вою ц  =  10 2 , ми дктанемо ознаку под!льност1 на р , аналопчну до ознаки
под1Льност1 на 9 або 11, залежно в|‘д того, чи буде 10 в1'дпов 1дно квадратич- 
ним лишком, чи нелишком за модулем р. Довести це твердження.

17. Нехай N — а0 +  +  • • • +  ап^ п — число, написане при основ! системи
чи слен ня#  якщо (А, ц) —  1 1 р. — розв’язок конгруенци §х —  — 1 (то й  <1),

Г N |то М  =  1̂ -— I — ца,, задовольняе вимоги функцП [(Ы) ,  тобто М  I N  одночасно

або д!ляться на Л, або одночасно не дьтяться на й.  Довести це твердження.
18. Нехай, як 1 в попередньому твердженн!, #  =  0 0 + 0^  +  +а„§ '» ,

якщо (<*, §)  =  М  (д.— розв’язок конгруенци § * = 1 (тосЫ ), то М  '''
8 +

+  (л.а„ задовольняе вимоги функцп /(М ).
19. На п1дстав1 твердження за дач 1 17 довести, що число N  =  10а +  Ь д1- 

литься на число Л виду:
а ) <1= 10с +  1, якщо а —  Ьс д 1литься на
$) <1 =  Юс +  3, якщо а +  Ь (3с +  1) делиться на
в) Л =  Юс +  7, якщо а — Ь (Зс +  2) дииться на
г) с 1 =  Юс +  9, якщо а  +  Ь (с +  1) длиться на (1.
Зауважимо тут, що Ц1 ознаки подыьносп' застосоваш' для будь-якого про

стого числа, кр!м 2 1 5, бо в а  прост! числа кр1м 2 I 5, у десятков1й систем! 
числення закшчуються цифрами 1, 3, 7, 9.

20. Використовуючи ознаки под1льност1 попередньоТ задач!, знайти кано
шчний розклад чисел: а) 90 799; б) 3 058 487.

В ! д п о в I д ь. а) 29 •' 31 • 101; б) 172 19 557.
21. Методом конгруещцй виявити цифру а, яко! невистачае у восьмициф

ровому числ1 37 а 10201 1 яким числом требазамш ити букву х  у вираз! [11 (492 +  
+  *))2> щоб р1вн!сть [11 (492 +  *)]а, =  37а 10201 була справедливою.

В 1 д п о в ! д ь. а =  8; х  =  67.
22. Перев1рити, чи Д1литься число 372654600 +  72 Ю7 на 18.
В I д п о в 1 д ь. Д1литься.
23. Довести, що при будь-яких щлих т  ! п вираз т п (т‘° —  п‘°) длиться 

на 56 786 730.
В к а з I в к а. Методом конгруенцП показати, що такий вираз д!литься 

на вс1 прост! д!льники цього числа.
24. Довести, що вираз 20" +  16" т -  Э" — 1 длиться на 323, якщо п —  

парне.
25. Число, що записуеться в десятков1й систем! числення як 7х 36у  5, 

делиться на 1375. Знайти х \ у.
В 1 д п о в I д ь. х  =  1, у  =  2.
20. Число, що записуеться в десятков1й систем! числення як 13х у  45г, 

д!литься на 792. Знайти х , у , г.
В 1 д п о в ! д ь. * =  8 , у  =  0, г =  6 .
27. Знайти число цифр у перюд1 десяткових дроб1в, в як 1 перетворюються 

нескоротн! звичайш дроби 13 знаменниками: 3, 7, 11, 17, 19, 21.
В 1 д п о в 1 д ь. 1, 6 , .2, 16, 18, 6.
28. Довести, що коли 10 е первкним коренем за модулем т, то перюди 

вс!х нескоротних дроб1в !з знаменником т  складатимуться з кругових пере
становок одн1еТ й т!е1 само! системи к =  <р (т) цифр.

29. Припустимо, що гг, г2, . . .  , г* — пер!од дробу •— , де ( т ,  10) =  1, 1

10 е первюним коренем за модулем т. Довести, що число цифр <7, на яке 
треба В1дступати праворуч, щоб знайти перюд гя+ъ  г?+2, . . . , г? дробу

— , дор1внюе ц — шйюЯ.

Ш . 130. Користуючись результатом попередньо1 задач1 1 знаючи, що у =

2 3 4 5 6
0, (142857), знайти у  , у  , у  , у  , у  ■

В 1 д п о в ! д ь .  у  =  0, (285714); у  =  0, (428571); у  =  0, (571428); у  =

«  0 ,(714  285); у  =  0, (857142).

31. Знайти знаменник дробу, який перетворюеться в чистий перюдичний 
др|б з трьома цифрами в перюд1 .

В 1 д п о в 1 д ь. 27, 37, 111, 333, 999.
32. Довести, що коли 10 е квадратичним нелишком за простим модулем

/I +  2 , 5 , то при перетворенш —  у нескшченний десятковий др!б, утворюеться

парне число цифр у перюд1. При цьому, якщо р — просте число виду 4& 3,
то парне число цифр у пер!од1 буде т1льки тод 1 , коли 10  — квадратичний не- 
лишок.

33. Довести, що коли р  — просте число, вЦмшне В1Д 2 1 5 , !  др!б —

перетворюеться у чистий перюдичний десятковий д р 1б з парним числом цифр 
у пер10д 1 , то цифри друго! половини пер1оду доповнюють до дев’яти цифри 
псршоТ половини пер1оду. Наприклад, 0 ,(142  857) I 1 + 8  =  9, 4 - |- 5  =  9,
2 + 7=9- . . . . .  .34. За допомогою таблиць !ндекст визначити к 1льк 1сть цифр у перюд!

розкладу дроб1в ^  ^  ^  у нескшченний десятковий др1б.

В) д п о в ! д ь .  21, 44, 96.
35. Перетворити так 1 пер1одичш десятков! дроби в звичайн1 : а) 0,оо (о /),

б) 5,1 (538); в) 3 (27); г) 11,12(31).
х 3527 „  51 487. . ЗЙ_ 110119

В I д п о в ! д ь. а) 9доц, б) дд00 , в) 1 1  , г) дд()0 .

36. Перев1рити правильность результату обчислень числом 9.
а) 12 376 (809 376 — 745 934) +  432 - 97 215 =  964 908 727;
б) (3783 — 7 298 348) 10 +  (427 019 — 4512) 50 =  578 298 940.
37. Перев1рити правильность результату обчислень числом 11:
а) (2 7082 -  8 513 874) • 18 — 373 • 179 =  276 181 597;
б) 437 8 6 +  16 384 =  54 866.
38. Перев1рити правильшсть виконання арифметичних Д1Й числами 9 ! 11:

Я) 3125 256 =  800 000; б) 4325 897 =  454 125; в) 6735 • 324 =  2 178 900;
г) (574 339 +  831 991) 12— 12772 =  15 044 591.

1СТОРИЧН1 КОМЕНТАР1

1. Блез П а с к а л ь  (1623— 1662). — видатний французький математик, ф 1- 
■ик ! ф!лософ. Математичн1 1нтереси Паскаля були дуже р1зномаштш: В1н зро- 
Оии 1стотиий внесок у розвиток анал!зу нескшченно малих; разом з Ферма Пас- 
киль е основоположником теорП' ймов1рностей; йому належить загальна ознака 
п<|д1льност! будь-якого щлого числа на будь-яке ;нше Ц1ле число, яка грун
ту» ться на знанш су ми цифр числа, а також спос1б обчислення б 1ном1альних



коеф1'щ ент1в («арифметичний трикутник»); вж  вперше точно визначив 1 засто- 
сував для доведения метод повноУ математично! шдукцп.

2 . Перев1рка арифметичних Д1Й числом 9 була поширена до кшця XVIII ст.; 
нею користувалися ще на початку нашо! ери в 1 ндп.

Р о з д 1 л VII

АПРОКСИМАЦ1Я 1РРАЦЮНАЛБНИХ ЧИСЕЛ 
РАЦ10НАЛЬШШИ~

§ 37. Зб|’жшсть неск!нченних неперервних дробив

Теор1я неперервних дроб1в е одним з найважливших засоб1в 
анал1зу, теорп ймов1рностей, мехашки й особливо теорп чисел. 

Нескшченним непгрервним дробом називаеться вираз виду:

. 1 
Яо Н-------------!----- *

або символ1чно

1?0; Чи Чг> • • (1)
Букви , <7Г, ^ 2 . . .  залежно В1д спещальних потреб можна 

вважати дШсними або комплексними числами, функщями одше'Г 
або КШЬКОХ ЗМ1ННИХ 1 т. п.

Збережемо термшолопю § 8  1 9, де ми розглядали скшченш 
неперервш дроби. Зокрема, дроби:

о!г= Чог от “ 49+ 1Г* • • • * = :— Ч —  (2)
?1 + -----------------

Як
(к =  0 , 1, 2 , . . . )

називатимемо тдхгдними дробами до дробу ( 1).
Нескшченний неперервний др1б ( 1) називаеться зб1жним, якщо 

нескшченна послщовшсть (2 ) шдхщних дроб1в зб1гаеться, тобто 
мае певну границю а; цю границю а  називають значениям непе- 
рервного дробу ( 1) 1 записують:

а ~  Яи Яг> • • •]•
Якщо послщовшсть (2) шдхщних дроб1в гранищ не мае, то 

неперервний др 1б ( 1) називають розб1жним.

Надал1 вважатимемо д1г <72> • • • — натуральними, а <70 — будь- 
яким шлим числом, тод1, яке б велике не було к, шдхщш дроби
(2 ) до несюнченного дробу (1) е разом з тим шдхщними дробами 
до скшченного неперервного дробу. Тому ва властивост1 шдхщ- 
них дроб1в, доведеш в § 8  для екшченних неперервних дроб1в, 
будуть справедлив! 1 для нескшченних неперервних дроб1в такого 
типу.

Теорема 1. Нескшченний неперервний др1б (1) завжди зб1га- 
еться.

Справд), в1домо (див. теорему 3, § 8 ), що шдхщш дроби пар
ного порядку утворюють зростаючу, а непарного порядку — зуст- 
р1чну спадну послщовшсть, так що будь-який шдхщний др1б пар
ного порядку менший вщ будь-якого шдхщного дробу непарного 
порядку, тобто:

оГ <  о* <  оГ ^  ^  о. ^  о3 ^  Ох'

За В1ДОМОЮ теоремою про обмежеш монотонно посл1Довност1
можна твердити, що юнуе кожна з границь:

Нш ~  1 Н ш ^ Ш .
к-+оо Ч2к к-*- 00 Ч2Л+1

Покажемо, що щ гранищ р1вш М1Ж собою. Справд!, починаючи 
з к =  1 , 0 ь+1 =  0*Як+\ +  Як- 1  (див. теорему 1 , § 8 ), отже,

Ф&+1 >  Фй+Ф*—1 ^  Як>
бо <7, >  1 для вс1х / =  1 , 2 , 3 , . . . ,  тому послщовшсть натуральних
чисел С}0, <3̂  (}г, . . .  зростаюча, 1 П т  0* =  оо , отже

к-*■ оо

1 1 т.  ж  “  °-

Тепер легко побачити, що

Н т
к-*- оо

Р 2*+1 Р гк
ОгА-М 0 гк

(див. теорему 2 , § 8 ).
Цим 1 доведено твердження про 1снування гранищ И т  =

оо Ч П

<--- а, коли п проб1гае послщовно ус1 натуральн1, парн! й непарш, 
значения.

3  теореми 3, § 8  для зб1жних нескшченних неперервних дро- 
б1в випливае таке твердження:

Теорема 2. Значения збьжного нескшченного неперервного дробу 
( I )  биьш е в1д будь-якого тдхьдного дробу парного порядку 
I менше в1д будь-якого тдхьдного дробу непарного порядку.



Контрольн1 запитання
1. Який вираз називаеться нескшченним неперервним дробом?
2 . Як1 дроби називаються шдх1дними дробами до неперервного дробу 

типу (1 )?
3. Який неперервний др 1б називаеться зб1жним?
4. На як 1й теорем1 з математичного анал1зу грунтуеться доведения тео

реми 1 ?

§ 38. Подання г'ррацюнальних чисел 
несюнченними неперервними дробами

Надал1 символ
\.Яй’ Яй Яг' • • • > Як* . . . ] =  Я (1)

завжди позначатиме зб1жний неперервний др 1б а.
Неперервний дргб виду

а к =  1Як, Як+и  • • •]

називають к -ою повною часткою, або остачею, нескшченного непе
рервного дробу (1). При цШ умоз1 завжди можна написати такий 
вираз для а:

а  =  [?о. Я \ .............Я к - 1, а * ] .  ( 2 )

С правд!, для сличенного неперервного дробу це сшвв1дношення 
очевидне. Якщо границя послдовноеп шдхЦних дроб|'в до несюн- 
ченного неперервного дробу [ ^ ,  дк+1, . . . ]  дор1внюг ак, то ак >  1 , 
1, за в1домими теоремами про границю суми 1 частки, дктанемо:

Нш [^0; <7Х..........<7*. <7*+ ,............ ^А+1] =  [<70; ^ ............ Як-\], П т  [ок>
1-+°° и »

Як+1, • • ■ , Як+А,

тобто матимемо р1вшсть (2 ).
Зауважимо тут, що за означениям як =  [ак] для вах  к =  0 , 1 , 2 ,... 
Теорема 1. Якщо а — значения неперервного дробу (сличен

ного або нескшченного), то для будь-якого к >  1 справджуеться 
р1вшсть:

а. =  Рк—1ак +  Рк—8 /оч
(}к—1ак +  Чк—г

(для скшченного дробу & <  п, де п  — довжина дробу).
Справд!, за законом утворення шдхщних дроб1в (теорема 1, 

§ 8 ) маемо:
Рк  __ Р к—\Чк Р к—2 .
Я к  —1<7А +  С*—2 ’

але неперервний др1б [(/„; ^ ..........Я к-1/  а *1 =  а можна дштати
3 \.Яо> Яъ • • • » Як- ь <7*1 =  . замшивши неповну частку <7* пов
ною часткою ак, 1 ми дктанемо формулу (3).

Теорема 2. Всякому дШсному 1рращональному числу в1дпов1дае 
единий нескшченний неперервний дргб, що мае це число сво1м зна
чениям. Назпаки, всякий нескшченний неперервний др1б визначсш 
одне I пйльки одне дшсне 1рращональне число.

Доведения цгеТ теореми роз1б’емо на дв1 частини.
1) Припустимо, що со— довьльне дшсне число. Видшимо щлу 

частину числа со; нехай =  [со], тод!

®  == Яо “Ь х о> 0 < * 0 < 1 ,

де я о — Ц'ле число, бшьше або менше 0. Для того щоб мати мож- 
лив1сть повторити операщю видшення щлоТ частини, розглянемо
число свх =  — , обернене до х0. Припустимо, що 

х0
С0 | =  х^, 0  <  X} <С 1,

де — [со1] — натуральне число. Тод1

1 , 1
Хп = ----:---- 1 СО =  О п Ч------:----•

° ?1 +  Ч° <71 +  *1

Роблячи так само й дал1, на п-й стадп пронесу прийдемо до
Р1ВНОСТ1:

®  =  Яо Н----------------------------- 1 > ( 4 )
?1 Н-------------------- 1

Ч2 +  --- + 1 ^+ Т п

де Яо> Яъ  Яг. • • • >  Яп — числа, додатш, починаючи з а 0 <  
<  хп <  1. Якщо со — рацюнальне число, то описаний процес буде 
скшченним, тобто при деякому п Д1станемо, що хп =  0 (див. тео
рему § 7). А коли со — 1ррацюнальне число, то описаний процес 
породжуе нескшченну послщовшсть неповних часток д0, я2, ■ ■ ■
1 в1дпов1дну посл1Д О вн1сть П1дх1дних дроб1в, тобто со розкладаеться 
в нескшченний неперервний дргб типу ( 1), який за доведении
мае едине значения, що дор1внюе Нш =  а. Справд!, оскшьки

П-+ оо Ч п

со — 1ррац1ональне, то н1коли не матимемо хп =  0 , бо число хп як 
дробова частина 1ррацюнального числа саме буде 1ррацюнальним 
при будь-якому п  =  0 , 1 , 2 , . . .

Покажемо тепер, що

со =  Игл =  а .
П-+ оо Ч П

Справд1, якщо 0 <  х „ <  1 1' <й„+1 =  , то з р1вност1 (4) ви-
п ■ 1 пливатиме, що сол_̂ .| буде повною часткою в розклад1 со, за теоремою 1

маемо:
{О — Рп̂ П + 1 ~Ь Рп—1 

Опшп+1 +  Яп—1 *



^п 1
РпЯп—1Рц — хЯп

^п Юп^п+г +  Я и—1

РпЮП + 1 +  Рп-1 
ЯпшП+1 +  ^п—1 

1
Чп

<
^п (0пшп+ 1 *3я—1) (ЗлюлН-1

60  ©„+1 >  1 .

Звщси при п >  N 1 при будь-якому е >  0 д 1станемо

(&

(О
Сп

< е ,  а це означае, що со =  П т  =

Доведемо тепер, що для будь-якого дшсного 1'ррацюнального 
числа ш е один 1 Лише один неперервний др1б, що дор1внюе о>. 

Справд1, припустимо супротивне, тобто припустимо, що

“  =  [Яо, ? 1 . Яг, • • • ] = =  1Яо., Я1> Я г « • • • ] ,

Де Я1 • Яь— числа, причому при I >  1 вс1 <7, 1 <7/ — натуральна
Припустимо, що щ два неперервш дроби В1др1зняються хоча б 
одним елементом. Позначимо через к перший по порядку номер, 
такий, що ф  тобто припустимо:

Яо =  Я о . <71 =  <?1............. Як-1  =  Як—1» а л е  Як ф  Як•
Позначимо через

<°* =  [<7*. ?*+!> • • -1 * %  =  17*. <7а+1> • •
3 припущення 1 р1вност1 (2 ) випливатиме, що

ш =  №<» Я1...............Як- к  ©*] =  [я!,-, я1, ■ ■■ , Як-1,
зв1дси дютанемо, що <лк =  о^, але осшльки дк =  [юА] 1 д'к — [о^],
то дк =  дк , а це суперечить умовь

2) Рашш уже було доведено (теорема 1, § 37), що нескшченний
неперервний др!б (1) визначае деяке щлком певне число а =

Р
=  П т  - . Справд1, а е дшсне число, бо воно е границею нескш-

П-+оо Чл
ченно! ПОСЛ1ДОВНОСТ1 Д1ЙСНИХ чисел.

Покажемо тепер, що, коли [д0; ^  <72, . . . ]  =  а, то сам непе
рервний др1б [д0; <72, . . . ]  Д1 стаемо з а за допомогою видшення
Ц1Л01 частини.

Справд1, припустимо, що, розкладаючи а в неперервний др1б 
за допомогою вид^лення цшоТ частини, Д1 ста немо

а  =  [Яо ’, я [, Я г,  • • • ] •

Тут <70' =  [а] з другого боку, за формулою (2 ) можна написати: 
О =  [Яо, а 1]. де а 1 =  [Яи Яг, ■ •-1 — перша повна частка, тобто 
а =  <7о +  —  • Оскшьки ?! >  1, то вс1 шдхщш дроби для ах будуть

бьлыш вщ 1, а тому й ах > 1 , отже, —  <  1. Отже, <?„ визначаеться
®1

однозначно як щла частина числа а, тобто д0 =  [а]. Але <70' =  [а], 
тому Яо — Яо’ * 3 ревностей

°- =  Я о + - ^ >  а  =  <?о+-^г,

де 04 = [ ^ 1 , я%, • . . ] ,  маемо тепер ах =  а / .  Д ал1, аналопчно знайдемо, 
що ^  I т . д .

Тепер уже 1ррацюналынсть числа а  вщразу випливае з нескш- 
ченност1 процесу видшення щлоТ частини з а, бо коли б а було 
рацюнальним, то такий процес видшення цшоТ частини був би, як 
ми знаемо, скшченним (теорема § 7). Отже,, теорему доведено.

У ' § 7 ми показали, що коли поставити вимогу, щоб останнш 
знаменник <7„ був бшьший одиниш, то кожне рацюнальне число 
единим способом можна розкласти в екшченний неперервний др!б. 
За щойно доведеною теоремою кожне 1рращональне число единим 
способом розкладаеться в нескшченний неперервний др1б. Щодо 
цього розклади дшсних чисел у неперервш дроби характеризую т 
природу дшсних чисел краще, шж розклади Тх у систематичш 
дроби.

Розклад рационального числа у систематичний др 16, наприклад 
у десятковий, може бути скшченним 1 несюнченним (див. § 35), 
причому характер такого розкладу ютотно залежить вщ основи 
системи числення.

Через те що м1ж  дшсними числами 1 неперервними дробами 
встановлено взаемно однозначну вщповщшеть, то у випадку,

р .
коли а =  [90; <?!, ?2, . . . ] ,  шдхщш дроби ~  до цього неперервного
дробу називають також, для спрощення, шдхщними дробами до 
числа а.

Контрольна запитання
1. Який неперервний др!б називають к -ою повною часткою неперервного

дробу типу (1 ). .
2. Як зв’язан! м1ж собою значения неперервного дробу 1 к -а повна частка 

цього дробу?
3. Яким способом будь-яке д1йсне 1ррацюнальне число можна подати 

у вигляд1 неск1нченного неперервного дробу?
4. Чому 1ррацюнальне число подаеться неск1нченним неперервним дробом?

§ 39. Порядок наближення «ррацюнальних чисел 
шдхщними дробами1

У ряд1 обчислень доводиться Д1ЙСН1 числа а  подавати у вигляд! 
звичайного рац10нального дробу. Для цього можна скористатись 
шдхщними дробами розкладу а  у неперервний др1б.

1 Взагал1 , вс1 твердження щодо наближення 1ррацюнальних чисел шдх1д- 
р .

ними дробами -тА- (к =  0 , 1 , 2 , . . . )  справедлив1 1 для ращональних чисел, 
1̂к

т 1льки в цьому випадку треба вважати, що й <  я , де п — довжина скшчен- 
ного неперервного дробу.



Теорема 1. Якщ о замкт ъ точного значения неперервного дробу 
взяти його к-й тдхЮний дрьб, то за межи похибки зверхи можна 
взяти:

1 або -л, т . 7  ттт л . або 1
ЯкЯк+1 Як (Як +  Як—г) ’ О2^к

Це твердження е не що шше, як теорема 4, § 8 . Воно екв1ва- 
лентне нер1вност1 (5), § 8 .

а р* 1  ̂ 1 с: 1 -  1
Як  I ЯкЯк+1 Як (Я к + Я к -1) ^  о \■̂к

Але можна Д1 стати ще точншшй висновок про М1ру наближення, 
якщо додатково скористатись такою теоремою про ощнку похибки 
модуля Р13НИЦ1 ЗНИЗу.

Теорема 2 . Д л я  всякого к > 0  [ а.фРк̂ к мае м кце  нерьвшсть:

„ —  А
Як Як (Як+1 +  Як)

тобто за оцшку похибки знизу можна взяти число
Г

Як (Як+ 1 +  СЫ

Справд1, для к =  0  ця нер1вшсть очевидна, бо з розкладу а =
— [<?о. Як  Яг* • • •] числа а  у неперервний др1б випливае, що

“  Чо .  , 1 > ?1 +  1 _ Со(«1 +Со)-
Я\ т -----------------Чг + •••

1) Припустимо тепер, що к е парне число не менше за 2, тод! 
внаапдок властивост1 3 шдхщних дроб1в (див. § 8 ):

Ж  <  о й  <

Покажемо, що дргб Рп к Рп к+1 мктиться М1ж  —  1 ^ ± 2 .
Як .+  Як+1 Як Як+1

Справд1,
- ч

Рк+г__Рк +  Рк+1 _  (Рк+±Як — РкЯк+ч) 4~ {РА+гФб+1 — Рк+^к+у) __
Як+ 2 Як +  Як+1 (Як +  Як+1> Як+2

( - 1) Ч +8 +  ( - 1)*+1
(Як +  <?А-и) Як+2

(див. властивост1 3 1 2 , § 8 ). I через те що к — парне за умовою, 
матимемо:

Р .  . О . _1_ о . . п .  —  1

Рк  ~Н Р 6+1 _ _  Рк    Рк+\Як РкЯк+л _ _ ________( 1)* ̂  п
Як +  0*+! Як Як (Як +  С?*-и) Як (Як +  Як+д

Отже, дютанемо:

8В1ДКИ

Рк Рк  Ч~ Рк+ 1 Рк+г ^  п 
Як ^  Як +  Як+1 ^  Як+2 ^  ’

п <  Рк +  Рк+1 Рк ^  _ Р ±
Як +  Як+1 Як Як

а  р к I ̂  Рк +  Рк+1 Рк _______ 1_
Як \ Як  +  Як+1 Як Як (Як +  0 * + г )

2) Нехай к е непарне число, тод}, за властивютю 3 шдхщних 
дроб1Б (див. § 8 ):

7Г- >  >  а •Чк * /г+2

Покажемо, що др!б Рк метиться м1ж 1 •
г  Ра +  <2а+1 (Эа-и Як

Справд!, тут внаслщок непарност1 к аналопчно дктанемо:

Р к +  Р к+1 Р к ( - 1 )*  0

Як +  *2а+1 Як Як(Як~\~ Як+ 1)
Рк+2 __ Рк  +  Рк+1 __ Чк+2 +  1 л
Як+2 Як  +  Фа+1 (Як +  Ф/г+0 Сй+2

8В1дки випливае, що

Зв1дси:

Рк+2 ^  Рк ~Г Рк+1 Рк
Як+2 ^  Як +  Як+1 Як

Г) -  Рк __Р й +  Рк+1 ^  Рк___
Як +  Як+1 Як

Р к Рк  +  Рк+1 1
Як Як +  Сй+1 Як (Са+Фа-н)

Отже, теорему доведено.
Зауважимо, що можна розкладати у неперервш дроби не тшьки 

даш дшсш числа, а й невщом1 нам дшсш числа, наприклад, коре- 
Н1 алгебраУчних або трансцендентних р1внянь. Для цього треба 
тшьки вм1ти вид1ляти Ц1Л1 частини корен1в таких р1внянь. При 
цьому розкладуване в неперервний дргб 1ррац1ональне число можна 
наближено знайти у вигляд1 рац10нального числа з будь-якою напе
ред заданою точшстю. Цим рац1ональним числом може бути один



з П1дх1дних дроб1в. На П1 дстав 1 теорем 1 1 2 можна робити висно- 
вок про м еж у похибки зверху 1 зн и зу 1.

Щоб знайти рацюнальне наближення дшсного числа а з точ-
Р

н1стю до е >  0 , можна ш д1брати шдхщний др 16 ~  з таким най- 

меншим номером к, щоб <Эк<2к+] або (Як +  0.к-\), або 0% було 

б!льше в1д — , 1 тод! матимемо

Рк
а а*

<  е.

Приклад 1. Розкласти у неперервний др1б / 4 2  1 знайти рацю
нальне наближення до нього з точшстю до 0 ,0 0 0 1 .

Маемо:

Зв1дси:

/ 4 2  =  6  +  1 ,  де а.г >  1.

* 1 / 4 2  +  6 п I 1 .  ,
1 1 / ----— Л ----  ^  “ I-  • ССл ^  1 а
1 / 4 2 — 6 6 а2 2 '

6 =  / 4 2  +  6 =  1 2 + 1 ;  а з > 1;
2 / 4 2  — 6

1X3 ~  / 4 2  — 6 _  а1 ‘

Отже, дал) повторюватимуться Т1 сам1 повш частки, а тому 
1 В1ДПОВ1ДН1 неповш частки також перюдично повторюватимуться, 
починаючи з <7Х. В результат! дютанемо такий розклад 1 /4 2  у не
перервний др 1б:

1 /4 2  =  [6 , (2, 12)1.

У круглих дужках стоять Т1 неповш частки розкладу 1 /42  
у неперервний др1б, яю перюдично повторюються. Щоб дати вщ- 
повщь на 'друге запитання задачу треба знайти такий шдхщний

-  ркдрго гг у цьому розклад1, щоб 
Ч/г

(2к<2к+ 1 Чк (&к+0-к-1) ’ 0\

р
1 Зауважимо, що коли за наближення до а взяти шдх1дний др1б , то

V*
про межу похибки зверху завжди можемо зробити висновок на п!дстав1 тео
реми 1 , а про нижню — ш , щоб зробити висновок 1 про нижню межу похибки, 
треба знати ще <2^ 1 , яке не завжди можна легко знайти.

були менш1, ш ж 0,0001 (див. теорему 1). Маемо:

к 0 1 2 3 4

Як 6 2 12 2 12

Рк 1 6 ' 13 162 337

<3к 0 1 2 25 52 649

п • р  337
Тепер легко побачити, що шдхщний др1б тг=- го-  задовольняе

__  337
умову задач!, 1 ми можемо записати, що / 4 2  (з точшстю

до 0,0001). Тут похибка не перевищуе нав1т ь ^ 1 |д ,  що значно
менше вщ 0,0001. За теоремою 2 можна сказати, що ця похибка

1 Р
б1льша вщ 52 (52 -|- б49) ' ЗрозуМ1ло, що будь-який наступний за —

шдхщний др1б буде рацюнальним наближенням до /  42 з ще бшь- 
шою точшстю. Проте звичайно краще вибирати за потр1бне набли
ження той з пщхщних дроб1в, в якого знаменник найменший.

Приклад 2 . Знайти четвертий шдхщний др1б у розклад1 в не
перервний Др 1б кореня Р1ВНЯННЯ [ (х) =  Xх — X —  1 =  0, що метить
ся в штервал1 ( 1 ; 2 ).

3  умови задач1 вщразу випливае що

х  =  1 +  — , де >  1.
Х1

Щоб визначити [л^], знайдемо р1вняння, коренем якого е х^,
для цього розкладемо /  (х) за степенями х  — 1 =  1 , наприклад,

Х1

ва схемою Горнера

1 0 0 — 1 — 1

1 1 1 1 0 — 1
1 1 2 3 3
1 1 3 6
1
1

1
1

4

Отже, дютанемо:

1  +  4 - 1  +  6 . 1  +  3 - 1 - 1  = о .
*1 *Г *1 **



або ЗВ1ВШИ до сшльного знаменника,

Ф1 (^1) — х* — 3x1 — 6x1 — 4хх — 1 = 0 .

ЕИдомими з алгебри прийомами знаходимо, що коршь останньо- 
го р 1вняння лежить в 1нтервал1 (4; 5); отже, припускаемо, що х 1 =

=  4 + ^ - , I, розклавши ф, (хх) за степенями хх — 4 =  — , шсля ана-
х 2 Х2

лопчних перетворень д1станемо р1вняння для х2:

Ф2 (х2) =  49^2  — бОхг — 54x1 — 1 Зх2 — 1 = 0 .

Знаходимо, що коршь х2 лежить в штервал! (1; 2); нехай х2 =  

=  1 +  ^ . ГНсля аналопчних перетворень многочлена ср2 (х2) д к та

немо, що х3 буде коренем р1вняння

<Рз (х3) =  79хз +  105хз — 60хз —  136х3 — 49 =  0.

Коршь цього р!вняння також лежить в штервал] (1; 2); тод1 

Ха *= 1 +  -7  • ГИсля вказаних вище перетворень дктанемо, що х,Л4
буде коренем р1вняння

ср4 (х4) =  64x1 — 375х® — 729x4 — 421х4 — 79 =  0.

Знаходимо, що х4 лежить в штервал1 (6 ; 7); зв1дси х4 =  6  +  

+  7 - 1  т. д. На цьому спинимось, бо ми вже знайшли достатню
Х Ь

р
к1льк1сть неповних часток, щоб визначити ~  у розклад 1 кореня за-

'х4
даного р1вняння в неперервний др1б. Маемо:

де х5 — коршь р 1вняння, яке можна вивести з ф4 (х4) =  0  за допо
могою перетворень, аналопчних попередшм. Дал! маемо:

к 0 1 2 3 4

Як1 1 4 1 1 6

Рк 1 1 5 6 11 72

Як 0 1
*

4 5 9 59

Р  72 •Отже, тг =  ко наближено виражае коршь заданого ртнянняЦл оУ
. „ . 1 1 1 з точн1стю , яка принаимш не перевищуе 59 (59 ^ ду =  59" 68 =  ‘

Тут уже ми не можемо за верхню межу похибки взяти | —

=  ‘ , бо (2й нам невщоме. Це ми й мали на уваз1, коли в § 8
4 6  1 1 

зауважили, що хоч меж1 похибки ц_  ̂ прип, ш ж

^ — , але вони зручшии.
ЧкЧк+1

Приклад 3. 3 якою точшстю визначае четвертой щдхщний дргб 
коршь р1вняння:

10* =  5?
Очевидно, що х лежить в штервал! (0; 1). Отже, х =  0 +  - - .

Х1

Маемо:
Легко побачити, що х г лежить в штервал! (1; 2); отже, х х =

=  1 +  — . Маемо:
Ч

1+ 1-  1-
5 *• =  10; 5 - б** =  10; 5*« =  2; 2Х> =  5.

V 1
Очевидно х2 лежить в штервал1 (2; 3); зв|'дси х2 =  2 +  —. 

224 , = 5 ;  2 2 • 2** =  5; 2^ =  1 ;  (1 )* ’ =  2.

Випробуваннями знаходимо, що х3 лежить в штервал! (3; 4), 
тод1 Х3 =  3 -)——. Маемо:

Х4
з+ 1

/  5 \  х‘ _  о  125 /  5 _  о /  5 V* _  128 ( т \ х‘
\ 4 / 64 \  4 /  ~  1.4/ 125 ’ \125 /



Випробуваннями знаходимо, що х4 лежить в штервал1 (9; 10); 
ЗВ1ДСИ Х4 =  9 +  1  1 Т. Д.

ХЪ
Отже, д 1станемо:

х  =  1о§ 10 5 =  [0; 1, 2, 3, 9, хь]. 
р

Дал! знаходимо: ~ :
У4

к 0 1 2 3 4

% 0 1 2 . 3 9

Рк 1 0 1 2 7 65

Чк 0 1 1 3 10 93

ГЛ Р* 65 , -  1 1Отже, ^  =  щ  визначае д: =  1од10 5 з точшстю 93 (93 +  10)- =  9579 •
Так можна обчислювати логарифми за допомогою неперервних 

дроб1в; але цей споаб незручний, бо потребуе гром1здких обчислень.

Контрольш запитання
1. Як1 три числа можна взяти для визначення меж 1 похибки зверху, яка 

утворюеться при зам 1Ш точного значения неперервного дробу к-им шдх:дним 
дробом?

2. Яке з чисел попереднього запитання дае кращу оцшку наближення? 
Яке найзручшше?

3. Яке число можна взяти для визначення меж! похибки знизу, яка утво
рюеться при зам ш  точного значения неперервного дробу к-им шдхщним дробом?

4. Для розв’язання яких задач застосовували неперервш дроби?
5. У чому суть способу Лагранжа наближеного обчислення дшсних коре- 

н!в алгебра'Гчного р 1вняння?

§ 40. Шдх1дн1 дроби як наикраим наближення
Р

3 попереднього параграфа в1домо, що шдхщш дроби ~  [к =

=  0 , 1 , 2 , . . . )  розкладу дшсного числа а у неперервний др!б можна 
використати як рацюнальш наближення до цього числа. Осшльки 

р
Нгп ^  =  а, то шдхщш дроби при зростанш к дають дедал1 точш-

Ш1 наближення до числа а, причому точшсть шдвищуеться внасл1- 
док збшыиення знаменника С?*, а разом з ним 1 чисельника Р к шд- 
Х1Дного дробу (див. теореми 1 1 2, § 39). Бкльш того, виявляеться,

що тдхгдт дроби е найкращими наближеннями до числа а в тому 
розумшш, що жоден ращональний др1б -- 13 знаменником, який

рь.не перевищуе ф-. не може в1др1знятись вьд а мениг, шж тг . 1нши-
Чк

ми словами, тут справедлива така теорема:
Теорема про найкраще наближення. Якщо  а — будь-яке дшсне

Р Ь '  у
число, т.-----к-й шдх1дний др1б розкладу а у  неперервний д р (б , -------V* ® у
довиьний ращональний др1б 1з знаменником у, меншим вьд <2к,
то виконуеться нер1вшсть:

Рк X

“  Чк
< а -

~~У

Справд1, а завжди мютиться в штервал1 

му 2, § 40), довжина якого дор1внюе:

к- 1 ё) <*“•
( 1)

теоре-

к-г-1

Чк - 1

Нехай для визначеност!

Чк Ч к-\Ч к  "

Рк .  Рк - 1
чк < а < як- 1 (2)

Покажемо спочатку, що др!б — не може бути в зазначеному
штервалк Справд!, це випливае з очевидно! нер1вн ош :

к- 1

Чк-

I хЧк- ■ У Р  к —1 I 1
уЧ,к—\ УЧк-1 ' ЧкЧк— 1 ' (3)

бо у  <  0_к за умовою 1 — Ф .
У Чк-1

Подивимось тепер, що вийде у випадку сшвшдношення (2);

ТОД1 тг~—- МЮТИТЬСЯ М1Ж (X 1 — 1 ТОМУ 
Чк- 1 У 3

але

X
>

X Рк - 1
У У Чк - 1

а — Рк

'Ч к  ̂Чк—

>
1

Чк-\Ч к  ’

-А *
бо а М1ститься всередиш штервалу

( Р к - 1 Р  

’ Як



Отже, й погот!в
Рк 

* <?*
<

X
а -------

У

X кА коли — <  п" . то вЦразу ж дктанемо, що 
У Чь

Рк X
а  —  7Г < а -------

У

бо тг м!ститься М1Ж — 1 а.
Як У
Аналопчно доводиться нер1внкть (1) тодь коли

А-1
а < е й '

Конт рольм запитання
1. Як розум1ТИ, щ о к-ий П1дх1дний др1б р о зк л а д у  д1Йсного числа а у не

п ерервн и й  др1б е найкращ им  н абли ж ен н ям  до  ч и сла а?
2 . Сформулювати теорему про найкраще наближення.
3. Чому число а лежить М1ж двома посл1довними шдх1дними дробами роз

кладу а в неперервний?
4. Довести нер1вшсть (1) для випадку, коли

р к- 1 р к
•------ <Г я <  —
®к- 1 ®к

§  41 .  Наближення |ррац1'онального числа 
рацюнальиими дробами

з задании обмеженням для знаменника

Використання шдхщних дроб1в як рацюнальних наближень 1рра- 
щонального числа приводить до такоУ ощнки наближення ращо- 
нальними дробами 13 задании обмеженням для знаменника.

Теорема ( Д 1 р 1 хле) .  Д ля  всякого дшсного числа а при зада-
ному * >  1 можна знайти такий нескоротний др1б ~  1з знамен-
ником, що не перевищуе х, який в1др1зняеться в1д а не биьш  як
на ^ , так що:

або

де 0 <  у < х ,  | 0 | <  1 \ х, у-  

184

У У*

-взаемно проста.

Р
Справд1, розкладаючи а у неперервний др1б, виберемо так, 

щоб (}к було найбиьшим 13 знаменишив шдхЦних дроб1в, який не 
перевищуе ще х, тобто (}к <  х. Як др1б — , що задовольняе умови 

р
теореми, можна взяти ^  , тобто припустити х  =  Рк, у  =  (}к-

Справд!, розглянемо два можлив1 випадки.
1. <2* не е знаменником останнього ш дх1дного дробу в розклад1 

числа а (ця умова виконуеться для будь-якого 1ррацюнального а, 
але може бути 1 для рацюнального а), тобто кнуе С}к+ 1 таке, що 
(}к <  х <  0,к+\.

Тод1 зпдно з теоремою 4, § 8  дктанемо:

1 <- 1 - 1 с . 1X Рк--------а
У Як а ЯкЯк+1 <2кх ут у3

бо (}к <  х, (2*+ 1 >  х за побудовою.
2 . (}к — знаменник останнього шдхщного дробу в розклад! числа 

р  — 
а, тобто а =  , тод1 при х  =  Р к , у  =  0.к матимемо

Рк
а Як ух У

Коли 1  =  |  е ращональне число, наведене М1ркування допусти-
ме лише при х <  Ь. Формально ця теорема справедлива I для х >  Ь, 
бо тод1 можна припустити, що х  =  а, у  ф, 0 =  0 .

Цю характеристику наближення до дшсного числа а виражають 1нод1 
в зручшнпй для ряду застосувань формк

Д ля всякого а I будь-якого х >  1 можна знайти таку пару взаемно про
стих чисел х  с у, з  яких останне не перевищуе х, що

\ х - а у \ < ± .

х  ■*
Тут оцшка наближення дробу — до числа а даеться у форм! обмеження

У 1
р!знищ х — а у,  яке не залежить в!д х  ! у,  числом — при одночаснШ вимоз! 

У<х.
В останньому формулюванш теорему Д 1р1хле можна використати для роз- 

в’язування невизначених р!внянь з двома нев1домими в Ц1'лих числах; за допо
могою ц!е'1 само! теореми можна також довести, що всяке просте число виду 
Ап +  1 « сума двох квадрат1в 1.

Теорема про найкраще наближення 1 теорема Д1р1хле мають велике 
эначення. У математищ для наближеного подання 1ррацюнальних 
чисел 1, взагал!, величин найчастше застосовують десятков! дроби,

1 Д окладнш е про це див., наприклад; В. А р н о л ь д .  Теория чисел. М.,
Учпедгиз, 1939, стор. 194 I даль



проте 1нод1 використовують I прост1 дроби. В таких випадках саме 
П1ДХ1ДН1 дроби е найпроепшими 1 найточшшими наближеннями 
з знаменником, який не перевищуе деякоТ даноТ межь

Приклад. Знайти найкраще рацюнальне наближення до | / 7  з зна
менником, який не перевищуе т =  60.

Розкладемо ] / 7  у неперервний др!б: 

а =  1 /7  =  2 +  ( 1 /7 — 2) =  2 + - 7^ — =  2 + ^ — ; 1 /7  +  2
1 / 7  +  2  1 / 7  +  2  1

3

] / 7 +  1

1 / 7 + 1

3
1 / 7 + 1

1 / 7 + Г

1 / 7 + 1
; «з =

3

1 / 7 +  1 
2

1 / 7 + 1

^ 1 + 1 = 1
3  . +  3  1 + 1 / 7  +  2 ’

1 / 7  +  2
77=----- \ а5 =  -—:г—  =  <*,.
1 / 7  +  2  3  1

3

] / 7  +  2 =  4 +  ( ] / 7 - 2 )  =  4 +

Отже, д 1Стаемо: > /7  =  [2; (1, 1, 1, 4)].
За доведеним, найкращими наближеннями е шдхщш дроби.

Отже, треба знайти такий ш дхиний дргб ~  , щоб <  60, але
Чк

вже <3*+ 1 >  60. 
Маемо:

Чк 2 1 1 1 4 1 1 1 4

Рк 1 2 3 5 8 37 45 82 127

Чк 0 1 1 2 3 14 17 31 48 223

Отже, шукане наближення до У 7 буде ~ .
Можна, нав!ть, зпдно з теоремами 1, 2 , § 40, ощнити ступень 

цього наближення:

або

1
48 ■ 271 | ] / 7 - 11271

Ж  Г 4  48 • 223 ’

1. Сформулюйте теорему Д 1р]'хле про наближення 1рра1йонального числа 
рацюнальними дробами з задании обмеженням для знаменника.

а
2. Чи справедлива теорема Д1р1хле для рацюнального числа а =  ?

3. Якщо обмежити числом т >  1 знаменник рацюнального наближення —

до д1Йсного числа о, то яка буде похибка при такому наближенш?
4. Навед1ть шше формулювання теореми Д 1р 1хле, яке 1НОД1 зручшше для 

ряду 11 застосувань?
5. Яке практичне значения мають теореми про найкраще наближення 1 

теорема Д 1р1хле?

§ 42. Квадратичш 1ррацюнальност1 
1 перюдичш неперервш дроби.

Теорема Лагранжа

Нескшченний неперервний др1б називаеться перюдичним, якщо 
неповш частки перюдично повторюються, починаючи з деякого <7*. 
Якщо це повторения одного й того самого перюду починаеться 
з <70, то др1б називаеться чистим перюдичним; а якщо повторения 
неповни^ часток починаеться з деякого (й >  1), то др1б нази
ваеться м ш аним  перюдичним.

Д ля скорочення запису найменший перюд беруть у крупп дуж 
ки, як ми вже робили у приклад1 1, § 39 1 в приклад! § 41.

ДШсне 1ррац10нальне число ш називаеться квадратичною 1рра- 
щональшстю, якщо со е коренем квадратного р1вняння з циими 
коеф1щентами1. Другий коршь со' цього р1вняння називаеться спря- 
женою з  со квадратичною 1рращональн1стю.

Наприклад, числа У 42 1 ] /7 ,  як1 ми розглянули в двох попе- 
редшх параграфах, е квадратичними 1ррацюнальностями як кореш 
квадратних р1внянь х2 — 42 =  0 1 х 2 — 7 =  0 з щлими коефщ1ен- 
тами. Взагал1, всяка дшсна квадратична 1ррацюнальшсть мае 

А +1/15вигляд: ... , де А, В, О — ц ш  1 О —  додатне число, яке не
е повним квадратом. Це випливае безпосередньо з формули коре- 
шв квадратного р1вняння 1 з означення дШсноУ квадратичноТ 1рра- 
цюнальность __

Ми вже бачили на прикладах, що ] /4 2  1 ] / 7  розкладаються 
у перюдичш неперервш дроби; це не випадково, а саме справед
лива така теорема, яка В1д 1грае важливу роль у багатьох питаниях 
теорп чисел.

Теорема ( Л а г р а н ж а ) .  Всяка дШсна квадратична ьррацюналь- 
шсть розкладаеться у  перюдичний неперервний др1б.

1 Звйчайно, це р1вняння буде незв1дним у пол1 рацюнальних чисел, у про
тивному раз! його корен! були б рацюналып.



. Взагалц цю теорему досить довести для додатноТ квадратич
но! 1ррацюнальносп со, бо коли со— вщ’емне, то со =  [© ]'+  — ,
де (Ох >  1 — додатна квадратична 1рращональшсть; отже, якщо 
(Ох розкладаеться в перюдичний неперервний дргб, то й а  також 
розкладатиметься в перюдичний др1б.

Тому припустимо, що со е додатна квадратична 1ррацюналь- 
шсть. Не порушуючи загалыкхгп, припустимо, що со е коренем 
квадратного р!вняння з щлими коеф1щентами:

«х^ 2 — 2Ь0х  +  а0 =  0, (1)

л - Ьа +  У ь \ — а0ах 2
тобто со = --------- ----------- , де Ь0 — а 0а, =  и  >  О — дискримшант
цього р1вняння, причому Э  не е повним квадратом.

Розкладатимемо со у неперервний др1б. Позначаючи [со] =  д0, 
дютанемо:

й = ?° Де ®1 > к

Припускаючи тепер у р1внянш (1) х =  д0 +  —, дктанемо:
Х\

а 1 — 260 |  4 - а0 =  0 ,

або
а2х \ — 2Ь1х1 +  «х — 0» (2)

де
а2 =  а ^1  — 2&0<7о + а 0 [ ЪХ =  Ь0 — д0а г.

Маемо квадратне р1вняння (2 ) з щлими коеф1щентами, коренем 
якого е со, >  1.

Позначаючи [сох] =  <7,, дютаемо:

=  ?1 и 2 >  !•

Припускаючи тепер у р 1внянш (2) ^  =  <?,+ — , аналопчно
д!станемо р 1вняння з щлими коеф тентам и , коренем якого е соа:

а3х\ — 2Ь2х2 +  а2 =  0,
де а3 =  а2<7х — 2 ^ ,  +  аи Ь2 =  Ь1 —  дга2 \ т. д.

Отже, повна частка со(. >  1 задовольнятиме таке р1вняння з щ- 
лими коефвдентами:

а1+Iх] — 2&Л +  «/ =  0 , (3)

Д6
а <+1 =  а д \ - 1 —  +  а1—1> (4)

Ь1 =  й,_х — Я1-ха1- (5)

Зауважимо, що ва р1 вняння типу (3) при будь-якому I мають 
один 1 той самий дискримшант Б. СправД1 , маемо:

Ь) —  а{а1+1 =  (й,_х — Я 1- 1^ 1?  —  а1 -  2Ь1_ 1Яг_1 +  а,_х) =

=  &?_! -

тобто дискримшант /-го р1 вняння дор1 внюг дискримшанту (I — 1)-го 
р1вняння 1 , отже, при будь-якому (:

Щ —  а,а1+1 =  Ъ\ —  а0аг =  Я  >  0.

Доведемо тепер, що знаки чисел а1} а2, а3, . . .  , починаючи
з довшьного ак, не можуть бути одш й Т1 самь Зауважимо вщ- 
разу, що а{ ф  0, бо шакше р1вняння (3) мало б ращоналып кореш
1 со розкладалося б у скшченний неперервний др1 б, що суперечи- 
ло б теорем 1 1, § 38.

СправдГ, припустимо, що, починаючи з ак, числа ак, ак+1, . . .  
додатш, тод1 внаслщок р1вносп (5) дктанемо: а д ь_х =  — Ьс 1 ,
отже, починаючи з I =  к, Ь,_х >  Ь(. Значить, числа Ьь  як1 е цш , 
необмежено зменшуються 1 , починаючи з деякого /, Ь/ <  0 (» >  /). 
Через те, що /  >  к, то а1 >  0 при I >  \ (за умовою).

Отже, починаючи з номера /, Л1 ва частина р1 вняння (3) при 
х/ =  со/ >  0  буде строго додатною, бо а1+1 >  0 , —2Ь( > 0 , а( >  0 , 
а це суперечить тому, що со/ >  0 е коренем цього р1вняння.

Аналопчно доводиться, що числа а0 починаючи з деякого ак, 
не можуть бути ва вщ’емш. Отже, знак чисел а,-, повинен при 
необмеженому збшьшенш I зм1 нюватись неск1 нченне число раз1в. 
Таким чином, е безл1 ч пар чисел ат, ат+1\ ап, ап+1\ . . . ,  яш 
мають протилежш знаки. Для таких чисел обидва доданки алгеб- 
раТчно! суми Ь* — а1а1+1 =  И  >  0 будуть додатними числами, тому 
Ь} <  ^  1 | а{а1+11 <  О. Отже, числа

а т' а т+1> а п< а л+1> ^т’ ^п> • * •
обмежен1 , а тому тр1йки чисел

^т ’ а т' а т+1» а п’ а п+1* ' • *
не можуть бути ВС1 р13НИМИ.

Так, мають бути однаков1 тршки:

Ь, =  Ьи а5 =  аи а 8+1 =  а1+1. '

Але ТОД1 р1ВНЯННЯ (3), ЯК1 1М В1ДПОВ1ДаЮТЬ, зб1гатимуться, 1 ко
рен! Тх в1дпов1дно будуть р1вними, тобто со3 =  со,. Це означав, що 
в розклад1 со у неперервний др!б зустршуться дв1 однаков1 повн! 
частки со5 1 со,; звщси випливатиме, що со5+1 =  со,+1; со5+г =  со,+2,
3 Р1ВНОСТ1 ПОВНИХ ЧЭСТОК випливае Р1ВН1СТЬ В1ДПОВ1ДНИХ неповних
часток:

Яа ~  Я(’ Я$+1 =  Я{+1> Я5+2 ~  Я(+2> • • •



Отже, квадратична 1ррацюнальшсть со розкладатиметься у пе
рюдичний неперервний др1б, що й треба було довести.

Справедлива й обернена теорема.
Теорема, обернена до теореми Лагранжа. Всякий перюдичний 

неперервний дрСб е розкладом дшсноИ квадратичной ьрращональ- 
ностг.

Справд1 , нехай дано будь-який перюдичний неперервний дрхб: 
його значения позначимо через со (отже, со е 1ррацюнальне) 1 по- 
кажемо, що со е квадратична 1 ррацюнальнють. Осшльки со за умо- 
вою розкладаеться в перюдичний др1б, то перюдично разом з не- 
повними частками повторюватимуться й повш частки; тобто юнують 
так1 п 1 &( й >  1), що сол+А =  со„. Тод 1 за формулою 3 (теорема 1 
§ 38) матимемо:

м  __ Р п —1шп ~Ь РП—2 . ю  _  Р п + к —1а п+ к  +  Р п + к—г
Ч п —1шп  +  —а ’ Ч п + к—1шп+к  +  <2п+к—2 *

Звщси, наприклад, з першо'Г р1вносп, знайдемо

,_____________________________  . .  __________— <Эп-2ю +  Р п — 2 _ — О п+ к—2м +  Р л + 6  —г /Д \
* П+к Ч п - ^ - Р п - 1  Ч п+ к-х* -  Рп + к -1  • ^

Р 1вшсть (6) шсля зведення до сшльного знаменника дае р1 вняння 
з щлими коефщентами виду:

Лео2 +  Бсо +  С =  0, (7)

Де А — (̂ п—ъЯп+к—1-
Щоб довести, що со е квадратичною 1ррацюнальшстю, залишае- 

ться показати, що р1 вняння (7) квадратне, тобто його старший коефпй- 
ент А Ф  0. Зокрема, при п =  1 А — <20<2А_л — 0.-1 =  <ЭЙ_ 1  Ф  0,

ОСК1ЛБКИ =  1, =  0 П̂1Д ^=1 р03уМ1ЮТЬ НвЮНуЮЧИЙ Др!б
_1_
0

Доведемо вщ супротивного, що А ф  0 при п >  2. На шдстав! 
сшввщношення (2), § 8 випливае, що в послщовност1

=  о, <э0 =  1  <  С! <  <э2 <  . . . .  (8)

Будь-як1 два суадш  знаменники взаемно прость Коли припус- 
тити, що А  =  0 при п >  2, то ^ = 2  =  .

О.П—1 Чп+к—1
3 ршносп цих двох нескоротних дроб1в випливае, що

Оп+к—2 0п—2> О-п+к—1 =  Ф л—1»
а це су перечить тому, що в послщовност! (8) е найбшьше два 
однаков1 знаменники.

у _1/^3
Приклад 1. Розкласти в неперервний др 1 б со =  — 1 обчис- 

лити з точшстю до 0,00001.

Застосовуючи послщовно продес видшення щло1 частини, ма
тимемо:

7 - / 3  . 4 - / 3  , , Ксо — — -̂--- — I +- — ^—  =  1 +
3 (4 +  / 3 ) 1 +

1

со, = 12 +  3 / 3
13

2612 +  3 / 3  _  . . З / З — 1 , .
13 13 ■ Гз (3 / 3  4 - 1 )

=  1

12 +  3 / 3  ’ 
13

+  3 / 3  ’

С0о
1 + 3 / 3

1 +  3 / 3  ,} , 3 / §  5 о . 2 ^  1

2 13+ — 2 - ^ 2 ( з К з + 5 ) - Н з Т Щ ’
со3 =  3 У 3 +  5.

5 +  3 | / 3  =  10 +  ( З / З  — 5) =  10
2 -

со4 =

3 / 3  +  5 

5 +  3 / 3

10 +
3 / 3  +  5 ’

з 4 + = =  6  +  У ^  =  9  +  _ _ | _ _  =  5  +  1
2 1 2 ( 3 , / 3  +  5)  3 / 3  +  5 ’

(О5 =  3 У 3 +  5 — С0д.

Отже, дютали такий розклад квадратичноТ 1ррацюнальносп со 
у неперервний др1б:

7 — / 3со =  ■ =  [1; 1,3, (10,5)].

Дал1 маемо:

1 1 3 10 5 10

1 1 2 7 72 367

0 1 1 4 41 209 2131

На П1дстав1 значения верхньоТ меж! похибки робимо ви
сновок, що

7 —  / 3  367 , . Л  Л А П А  1 \

— 3—  209 (3 точн1стю д° 0 ,0 0 0 0 1 ).



Приклад 2 . Розв’яжемо тепер обернену задачу. Знайдемо квад* 
ратичну 1ррашональшсть х =  [1; 1,3 (10,5)]. 

Позначимо [(10,5)] через у , тод1

у — г 1 • } з  и ] - Р« + Р1- 7 У ± 1 .х  -  11, 1А у | 4у +  1 >

„  _  ю  4- 1 -  10 4- у =  51у +—
4'  “  +  , 1 -  + Б * - И  Ьу +  1 'о -1-----

У
ЗВ1ДКИ

Ъу2 — 50*/— 10 =  0; г/2 — Юг/— 2 =  0; {/ =  5 +  V  27,

де квадратний коршь беремо 13 знаком плюс, бо у  — додатна квад
ратична фрацюнальшсть. 

ГИдставляючи тепер знайдене значения у  у вираз для х, знай
демо:

7 (5 +  / 2 7 )  +  2 _  37 +  21 / 3  _  21 — З / З  _  7 — / 3  

^  “ 4 (5  + / 2 7 )  +  1 _ 21 +  1 2 / §  9 3

Отже, шукана квадратична 1ррацюнальшсть буде:
7 — / 3V -г— —

3

Приклад 3. Неперервний др1б дс == [ 1; 1,1, .. .] заданий посль
довшстю неповних часток 1, 1, 1 , ---- Щоб знайти його значения,'
можна вщразу записати, що 

х  =  [1, х], або х  =  1 +  1 ,  
ЗВ1ДКИ

Х * ^ Х -  \ = 0  1 Х =

Чисельники 1 знаменники шдхЦних дроб1в у розклад1 числа 
х — 1 +2̂ - будуть, очевидно, сум1жними числами ряду

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55..........

де кожний член дорьвнюе сум1 двох попередн1х. Цей ряд називае
ться рядом Ф1боначч1.

3 елементарно! геометры вщомо, що при «подш в1др1зка 
в крайньому 1 середньому вщношеннЬ (так званий «золотий пере- 
р13») вЦношення б1льшо'1 частини до меншо'1 саме й дор1внюе 

Тому В1ДНОШеННЯ ДВОХ ПОСЛ1ДОВНИХ чисел ряду Ф1боначч1 

можна використати для наближеного здШснення «золотого пере- 
р1зу».

1. Який нескшченний неперервний др1б називають перюдичним? Чистим 
перюдичним? ЛИшаним перюдичним?

2. Яке |ррацюнальне число називають квадратичною (ррацюнальшстю? 
Дати означення спряжено? квадратично!' 1ррацюнальност1.

3. У який неперервний др1б розкладаеться д1йсна квадратична 1ррацю- 
нальшсть?

4. Чи розкладаеться 1ррацюнальне число, яке не е квадратичною 1ррацю- 
нальшстю, в перюдичний неперервний др1б? Чому?

5. Сформулюйте теорему, обернену теорем1 Лагранжа.

В п р а в а

1. Знайти другий п!дх1дний др1б у розклад1 \ г2.

В I Д П О В 1 Д Ь.

2. Знайти трет1Й шдх!дний др 1б у розклад1 кореня р1вняння
х3 — х2 — 2х +  1 =  0, 

що мютиться в 1нтеграл1 (0; 1).
О! . 81В 1 д п о в 1 д ь .  щ .

3. Знайти другий шдх1дний др1б у розклад1 кореня р1вняння 2х =  5. " 

В1ДПОВ1ДЬ.

4. Розкласти в нескшченний неперервний др1б: а) / 5 ;  б) / б ;  в) / в ;  
г) / 1 0 ;  д) /Т Т .

В 1 д п о в 1 д ь . а) [2; (4)]; б) [2; (2,4)]; в) [2; (1,4)]; г) [3; (6)]; д) [3; (3,6)].
5. За допомогою неперервних дроб1в обчислити обидва кореш р 1вняння

ха +  9л: +  6 =  0 з точшстю до 0,0001.
29 331

В 1 д п о в 1 д ь. хх я  — ^ ; х2 я  — .

6. За допомогою неперервних дроб1в обчислити з точшстю до 0,0001 ко
ршь р 1вняння х8 — х 1 — 2х +  1 =« 0, що мютиться в 1нтервал1 (—2; — 1).

В 1 Д И О В I Д Ь. X Я —  -Ц- .

7. Беручи значения п я  3,1416 з точн!стю до четвертого знака п!сля
22коми, з ’ясувати, чи е др1б у  шдх!дним дробом розкладу и у неперервний 

др1б.
В I д п о в 1 д ь. Так.
8. За допомогою неперервних дроб1в обчислити 1е 500 з точн!стю до 

0 ,0001.
251

В 1 д п о в 1 д Ь. 1§ 500 я  .

9. Розкласти у нескшченний неперервний др1б 1 обчислити з точнктю до
0,0001: а) / 1 3 ;  б) / 1 4 ;  в) / 3 0 ;  г) / 5 9 .

В 1 д п о в I д ь . а) [3; (1, 1, 1, 1, 6 ) ] я | § ;  б) [3; (1, 2, 1 , 6 ) ] я Ц ;  
941

в) [5; (2, 10)] *  г) [7; (1, 2, 7, 2, 1, 14)] я  ^ .

10. Розкласти у нескшченний неперервний др1б I обчислити з точн!стю

„  0 .000, : , ,  2 ± А  «, ' Л У Е ;  г) .



« ш ; в) [1; 1, 1, (2, 2, 1, 12, 1, 2 ) ] « ^ ;  г) [2; 1, 4, (5, 3)] и  ^ .

11. Знайти квадратичну 1ррацюнальшсть х, якщо: а) х =  [6; (1, 5, 1, 12)]; 
б) х  =  [4; (1, 1, 5)]; в) * =  [4; 3, (2, 1^3 , 1)]; г) * ==_[3; 2, 1, (3, 1)].

п ;  • ч 1 / 7? 3 +  ] /3 7  25 — 1/61 ч 29 +  1/21В 1 д п о в 1 д ь. а) 1/ 47; б) — -----; в) ------ -ф-----; г) — г+ -----*  . ■ ^ 4 Ш
12. У яких р 1вняннях кореш розкладаються у так1 неперервш перюдичш 

дроби: а) [(2; 4, 1, 3)]; б) [2; 1, 2, (1. 1, 3)]; в) [9; (1, 1, 2, 4, 2, 1, 1, 18)1; 
г) [ 10 ; ( 10 , 20)].

В 1 д п о в 1 д ь. а) 19*2 — 37* — 1 1 = 0 ;  б) 2х2 — 15* +  26 =  0; в) * 2 —
— 92 =  0; г) — 102 =  0.

13. Знайти квадратичну |ррац1ональшсть х, якщо: а) х  — [17; (2^)]; б) х =
= [?; (<?; Ш - ____ ____

В 1 д п о в I д ь. а) х  =  I/ ? 2 +  1; б) х =  1/</а +  2.
14. Розкласти у неперервний перюдичний дрхб: а) I/ ? 4 +  2?;

б) 1 / ( '7 + 1 )2 — 2 (<7 — натуральне число).
В 1 д п о в 1 д ь . а) [<72; (<7, 2?2)]; б) [<7; (1 ^ — 1 , 1 , 2?)].
15. Знайти найкраще наближення до 1/29 з знаменником, що не переви

щуе 140, й оцшити похибку.
Р 727 1 1

В 1 д п  о в 1 дь. ^ = У 35  1 похибка

16. Знайти краще наближення до 1§ 11 з знаменником, що не перевищуе
400 1 оцшити похибку.

Р 327 1
В 'д п о в !  ДЬ. ^  =  щ  1 похибка <  .

17. Довести: якщо 6 >  1, то принаймш одна з двох наивностей
РА|< 1
<2к | "  2С2 

додатного а.

Р к-
Чк— 1

 ̂ 1
2 0 2*—  виконуеться для заданого дШсного

18. Довести, що коли а — д 1Йсне додатне число 1 р, <7 — натуральш взаем-
- Л '

<7
Р .но прост1 числа, так 1 , що а Ф — 1
Ч

розкладу а у  неперервнии др 1б.
19. Два 1ррацюнальш числа а> 1 <о', зв’язаш сшвв!дношенням

1 р
<  2^2 , ТО — е П1ДХ1ДНИМ дробом

0(1)' - (О =  .
сш' +  (1 ’

де а, Ь, с, й — ц ш  1 а й — йс =  + 1 , називають екв'юалентними. Довести:

а) коли о / >  1 1 с >> А >  0 , то ~  I ~  е двома послсдовними п 1д х 1дним и
а с

дробам и до  ш, а о /  в в1дпов1дна повна частка;
б) д ля  того щоб у двох н е ш н ч е н н и х  неперервних дроб1в посльдовносгт  

неповних  часток, починаючи з деяких  м(сць, з б 1гались, необх1дно  / достат- 
ньо, щ об щ  дроби визначали еШ валент ш  числа ( теорема С е р р е).

20. Довести, що коли со е коршь р1вняння
аш2 +  2 Ьш +  с =  0 (0  =  6* — ас > 0 )

з ц 1лими коеф 1ц 1ентами, то всяка екв 1валентна Тй 1ррацюнальшсть ю' задо- 
вольнятиме такого самого типу ргвняння з ц!лими коефЫентами 1 тим самим 
дискримшантом С.

21. Довести, що для всякого 1ррацюнального х  екв 1валентними завжди 
будуть —X 1 — .

1СТОРИЧН1 КОМЕНТАР1

1. €  припущення, що ще Арх1мед застосовував неперервн! дроби до до- 
бування квадратного кореня з 3.

У римлян зустр1чалися дроби, в яких чисельник не Ц1ле число, а дро-4 з
бове, наприклад, унцп, тобто всього — . Ц 1 дроби грунтуються на тому,

що чисельник може бути не т1льки Ц1лим числом, а й м1шаним, ’ тобто римля
нам 1дея неперервних дроб1в була зрозум 1ла 1 доступна.

Процес розкладання деяких Д1йсних чисел окремого виду (квадратних ко- 
решв з даних чисел) вперше зустр1чаеться в гталлйського математика Б ом- 
б е л  л 1 (1530 — ?) в його «АлгебрЬ> (1572), але не в с^часаих позначеннях. 
Сучасш позначення вперше зустр^чаються в 1613 р. в 1тал 1йського математика 
К а т а л ь д !  (1548— 1616), Т1льки вш зам1сть знака «+» писав «еЬ.

Англ1йський математик Б р о у н к е р  (1620— 1684) перший звернув увагу 
на застосування неперервних дроб1в. Вш подав у ®игляд1 неперервного дробу 
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валкове число — =  1 +  -о" +  -о' +  " о ' + " ‘> °Днак нев1домо, як вш це зро-71 А I А
бив. Броункер 1 Валл1С (1616— 1703) знайшли (щоправда гром1здкий) розв’язок
р1вняння ах2 +  1 =  у2 у Ц1ли х  числах, П1зн1ше приписаний Ейлером Пеллю. 
У Валл1са вперше з ’явився 1 сам терм1н «неперервний др!б». В1н обчислив 
35 перших елемент1в розкладу тс у неперервний др1б. Загальний вигляд еле- 
мент1в розкладу и у неперервний др 1б нев1домий.

Голландський механик, ф1зик 1 математик Христ1ан Г ю й г е н с  (1629— 
1695) широко застосував неперервн! дроби.

Саме при будуванш планетар1я (модел1 сонячно1 системи) Гюйгенсу треба
було, щоб виношення оберт^в зчеплених М1Ж собою зубчастих кол 1с вира- 
жались дробами заданими 1 притому великими чисельниками 1 знаменниками. 
Через те що точне зд 1йснення ще! умови потребувало б нездШсненного в кон- 
струкцИ великого числа зубц1в, то виникла проблема про замшу таких не- 
зручних в1Дношень якомога точшшими в1дношеннями менших чисел. Ця задача 
саме 1 розв’язуеться за допомогою розкладу у неперервний др1б 1 утворення 
П1дх1дних дроб1в 1 дуже зв’язаних з ними так званих пром1жних дроб1в типу:

Р к—Ъ ~Ь 1Рк— 1 / и   1 о \- —  . ----- ( к — 1 , I .............Як-\)-
Чк—г +  ‘Чк—1

Т е о р т  неперервних дроб!в систематизували Ейлер, а пот1м Лагранж. 
Зокрема останньому належить споаб наближеного обчислення корен1в алгеб- 
раТчних р!внянь за допомогою неперервних дроб1в (див. приклад 3, § 39).

2. Вкажемо, ще на деяк1 застосування неперервних дроб1в.
Про один з таких прикладгв, а саме про з ’еднання двох вал1в зубчастими 

колесами, ми згадували. Ця задача, взагал1 , розв’язуеться наближено. Справ- 
Д1 , якщо позначити через а в1дношення кутових швидкостей таких вал1в, то 
кутов1 швидкост1 кол 1с будуть обернено п р о п о р ц 1 ЙН1 числам зубц 1в; отже, 
обернене вщношення чисел зубц1в дор1внюе а. Але числа зубц1в — ц ш  I 
не дуже велик1, тод! як а може бути й 1ррашональним. Отже, щоб розв’я- 
зати задану задачу, треба взяти для а наближене значения у форм1 простого 
дробу I з не дуже великим знаменником.

К а л е н д а р н и й  с т и л ь 1. 3  астрономп в1домо, що рж  мае 365,24220... 
так званих «середшх» д1б. Звичайно, таке складне в^дношення року до доби 
в практичному ж игп дуже незручне; треба замшити його прост1шим, хоч 
1 менш точним. Розклавши 365,24220... у неперервний др1б, д1станемо:

365,24220... =  [365; 4, 7, 1, 3, . . . ] .

1 Див. А. К С у ш к е в и ч  Теория чисел, Харьков, 1954, стор. 44—45. 
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Перш! П1дх1дн1 дроби тут будуть:

365; 365-1; 3 6 б 1 ; 3 6 5 ± .

Наближення до 365-^- знали ще стародавш народи (египтяни, асаро-

вав1лоняни, китайц1), хоч вони й не мали регулярних високосних рок1в. 7 бе- 
резня 238 р. до нашо'1 ери вийшов Канопський декрет Птолемея Евергета, 
в якому вказувалось, що кожний четвертей р1к мае не 365, а 366 Д 1б . Але 
через 40 рок1в цей декрет забули 1 Т1льки в 47 р. до н. е. Юл1й Цезар за 
участю Сос1гена в1дновив його 1 встановив у кожний четвертей р 1к зайвий 
день у лютому. Цей день назвали ЫззехИНз, зв 1дки походить I назва «висо
косний» р 1к. Це так званий старий, або юл1анський, стиль.

97Новий, або григорьанський, стиль дае наближення 365- —- ;  Воно • трохи
400

7 8
точшше, шж 365— I 365— . Цей стиль В1др1зняеться В1д юл1анського там,

що в ньому кожний сотий р 1к — не високосний, Кр1М тих, число сотень яких 
Д1литься без остач1 на 4. Так, 1700, 1800, 1900— не високосш, тод1 як 1600, 
2000 роки — високосш, тобто 400 роюв мають 97 зайвих дшв, а не 100, як 
в юл1анському стилк

Вже у XV ст. було пом1чено в 1дставання кшанського стилю (тод1 на 
10 д1б), внасл1док чого були пропозицм зробити реформу календаря. Але цю 
реформу було проведено Т1льки в юнщ XVI ст. У католицьких краТнах ТТ 
було зд1йснено буллою папи Григор1я XIII в!Д 1 березня 1582 р. Десять дхб—
з 5 по 14 жовтня — було викреслено, тобто 5 жовтня наказано було вважати 
за 15 жовтня 1582 р.

Найб1лыи точний календар запровадив у Персп у 1079 р. знаменитей 
поет, астроном, математик 1 фмософ Омар Х айям1. Вш запровадив цикл
з 33 рок1в, в якому 7 раз високосний р1к вважався четвертим, а 8-й раз ви
сокосний був не четвертей, а п’ятий р1к. Отже, тут е в к 1м зайвих Д1б за

в
33 роки, тобто для кожного року маемо 365— доби; це е саме треп й  шдх1д-

ОО

НИЙ Др1б.
3. Теорему про те, що всяка додатна квадратична 1ррацюнальшсть роз

кладаеться в неперервний перюдичний др!б дов1в Лагранж. Йому належать 
1стотн1 доыпдження в теорп неперервних дробив 1 застосування Тх до розв’я- 
зання в Ц1лих числах невизначених р 1внянь 2-го степеня. Лагранж вивчав 
загальш питания квадратичних форм, зокрема дав перше доведения теореми 
про подання чисел у вигляд1 суми чотирьох к в а д р а т ,  яку висловив ще 
Баше де Мезар1ак, поклав початок вивченню в!дносних мш 1мум1в форм 1 дав 
багато доведень рашше знайдених законом1рностей.

Розкладом квадратичних 1ррацюнальностей у перюдичн! неперервн! дроби 
займався також гешальний французький математик-алгебра 1ст Евар1ст Галуа 
(1811— 1832), зокрема, вш дов1в таку теорему:

Квадратична 1рращональн1сть а =  ^  . Де Л, В  1 Б  >  1 — ц1л1

(I О  не е повним квадратом), розкладаеться в чисто перюдичний неперерв
ний др 1б тодс I пильки тод1, коли а >  1 I спряжена срращональшсть а' =

А — V  О
=  — —  лежить в 1 нтервал1 (— 1; 0).

Галуа дов1в так само, що при суто перюдичному розклад! квадратично! 
1ррацюнальноеп а спряжена Тй 1ррацюнальшсть а' мае Т1 сам1 елементи, але 
розм!щеш вони в зворотному порядку.

1 О м а р  Х а й я м  за нацюнальшстю таджик.

4. Зауважимо, що квадратична 1ррацюнальн1сть с окремий випадок (рра- 
ц!опальност1 л-го степеня (п  >  2). Ш д 1ррацюнальшстю га-го степеня звичайно 
розумш ть д 1йсний коршь алгебраТчного р 1вняння л-го степеня з щлими кое- 
ф1шентами, незв1дного в пол1 ращональних чисел. Внасл1док теореми Лагранжа 
1 обернено! до не! теореми т1льки Д1йсш квадратичш фращональносп роз
кладаються у перюдичний неперервний др!б. Для 1ррацюнальностей вищих 
стел ете  такий розклад уже неможливий. Це спонукало багатьох видатних 
математикТв XIX сг. шукати таке узагальнення алгоритму неперервних дроб1в, 
яке б забезпечило перюдичний розклад куб1чних 1рращональностей. Таке уза
гальнення зрббив видатний украТнський математик Г. Ф. Вороний; воно було 
опублжоване в 1896 р. у пращ «Про одне узагальнення алгоритму неперервних
ДР°б1в». . . . .  .

5. Багато математшав щкавилось питаниям про те, чи в ряд1 ФЮоначч1 
безл1ч простих чисел, чи ш. Це питания й дос1 не розв’язане.

6. Твердження задач! №  19 називаеться теоремою Серре за 1м’ям фран- 
цузького математика Ж озефа С е р р е  (1819— 1885), який працював у р1зних 
галузях математики 1 механши. Великою популяршстю користувались його 
курси вищоТ алгебри 1 диференщального й штегральнош числень, як 1 неод
норазово перевидавались 1 були перекладеш на шш1 мови.

Р о з д 1 л VIII 

А Л Г Е Б Р А Т Ч Н 1 I Т Р А Н С Ц Е Н Д Е Н Т Н 1 Ч И С Л А

§ 43. 1ррац1ональн1 числа

Поняття рацюнальносп й 1ррашональносп дуже ктотно харак
теризую т будову д1йсного числа. Так, наприклад, рацюнальш 
числа 1 Т1льки вони розкладаються в пер1одичн1 десятков1 дроби 
(ск1нченн1 десятков1 дроби розглядаються при цьому як пер1одЛн1 
десятков! дроби з пер1одом 0) 1 в ск1нченн1 неперервн1 дроби. 
1рращональш числа 1 Т1льки вони розкладаються в неск1нченн1 
неперюдичн1 десятков1 дроби 1 в неск1нченн1 неперервн1 дроби.

Зазначеш факти можуть, очевидно, бути критер1ями для визна
чення рацюнальносп чи 1ррац1ональност1 заданого д 1йсного числа, 
иле не завжди щ критери можна безпосередньа застосувати.

Наведемо деяк1 1нш1 критер11 рац1ональност1 й 1ррацюнальносп 
заданих Д1йсних чисел. При цьому зауважимо, що доведения 1рра- 
цюнальноеп будь-якого д1йсного числа а можна звести до дове
дения того, що нема щлих чисел а 1 Ь, таких, що Ъа. =  а.

У  § 4 на П1дстав1 теореми 4 ми встановили, що кор!нь п-го 
степеня з натурального числа не може дор1внювати нескоротному 
дробу. Можна довести загальнше твердження.

1еорема 1. Якщо N  I к —  натуральш  числа, причому N  не в
к-тим степенем щлого числа, то \ ^ N  — число 1ррац1ональне.

Припустимо супротивне, тобто, що 'У N  =  -у — число рацю- 
нальне, (а, Ь) =  1 \ Ь >  \ (шакше N  було б к-там степенем щлого



числа а). Тод1 ак — Ьк1Ч, звщки ак \Ь \ ак • р, де р — простий 
Д1льник числа Ь. Але в такому раз1 а також мае дшитися на р 
1 тод! (а, Ь) =  р >  1, що суперечить умов1 (а, Ь) =  1. Отже тео
рема доведена.

Ця теорема екв!валентна твердженню, що р1вняння х? =  у к ■ N  
нерозв’язне в  шлих взаемно простих числах.

Теорема 2. Якщо а — дШсний коршь р1вняння

[ (х) =  хп +  с̂ х*1 1 +  • • • +  сп■— 0  ( 1)

з щлими коефщьентами I з старшим коефщентом , що дор(внюе 
одинищ, то а. будь-яке ц1ле або 1ррац1ональне число.

При доведенш обмежимось випадком, коли сп ф  0. Припустимо 
супротивне: а не е (ррацюнальним числом, а рацюнальним дробом,

тобто а =  ~ , (а, Ь) =  1 1 Ь >  1; шдставляючи в многочлен (1),

д 1станемо:

ап +  с ^ ^ Ь  +  • • ■ +  спЬп — 0 або ап =  — Ь (схап~1 +  ■ • • +

3 бстанньо! р^вност! випливае, що ап •: Ь, тобто ми прийшли до 
суперечиостк

Теорема 2 твердить, що дшсне число а ,  неявно визначене р 1в- 
нянням ( 1), не б у д у ч и  щлим числом е число 1ррацюнальне, при 
ц ю м у  3 алгебри В1ДОМО, ЩО Ц Ш  розв’язки Р 1ВНЯННЯ (1 ) СЛ1Д ш у -  
кати серед Д1л ь н и к 1в  в!льного члена сп.

Для деяких дшсних чисел питания про рацюнальшсть чи 1рра- 
цюналыпсть з ’ясовуемо за допомогою таких >двох теорем.

Теорема 3. Д л я  всякого рационального числа а к н уе  таке до- 
датне число с, що нер1вн1стъ

(2)Ь

виконуеться для будь-якого рацюнального дробу ф  а.

Справд!, нехай а — ~ Ф  ~  (так що рЬ —  ад Ф  0) 1 д  >  1
ТоД1

а — р а
7  ~ ~ ь

де с =  — >  0 , 1 нер1вн1сть (2 ) доведена.
ч •

У теорем! 3 моститься необх1дна ознака рацюнального числа. 
Число, яке не задовольняе цю ознаку мае бути !ррашональним, 
( ми приходимо до такоТ теореми.

Теорема 4. Якщо для будь-якого додатного с можна знайти 
хоча б одну пару щ лих чисел а I Ъ т аких , шр

» - т | < | .  <3>

то а ьрращональне.
Справд1, якщо а було б рацюнальним, то 1снувало б т ак ес> 0 ,

що для зазначеного дробу у  виконувалася б нер1вшсть (2 ), 1 тод1

для цього с не могла б виконуватись нер1вшсть (3). Отже, а — 
фрацюнальне число 1 теорему доведено.

П р и к л а д .  Довести (ррацюнальшсть числа а:

„ _  , ___ ^ __________I ,  . . .  1 ^ 1 , . .
а А 21 24 29 2п2

В1зьмемо довшьне с >  0 1 п таке велике, що 22п+1 >  ~ .  Покла-
демо

Ь =  2п\  а =  2"2 1 ___1 ,
1 21 24 ' ̂  о"’

Тут а 1 Ъ — ц ш  числа. При таких а 1 Ъ

I а 1 | 1 1
| а  Ь | 2(п+1)2 '2<п+ 2)2 +  ' ‘

1
2(я+1 У Ь2*п+1 <  Ь

тобто за теоремою 4 а — 1рращ'ональне число.
Теорему 4 можна застосувати 1 для доведения 1рращональност1 

числа е. Але ще проепше скористатися таким м1ркуванням.
Припустимо супротивне, тобто припустимо, що е — ращональне

число, а саме е =  , де а 1 Ь ц!л!, 1 розглянемо при к >  Ь вираз

- Т Т — Г - --------Т г ) -

Оск1льки при к >  Ь добуток к\ делиться на Ь, то с повинно бути 
ц1лим числом (осюльки к\ е — Ц1ле, а 1нш1 доданки в дужках при 
мможешп на к\ також дають ц ш  числа). Але, з другого боку,

оск1льки е = = 1 + т у  +  ^ г - + - -  - ----- > то

1 , 1 , _. 1 , 1  , _ 1
У С ~  к +  1 +  (к +  1) {к +  2) ^ ^  (к +  1) "Г- (к +  1)» +  “  к ’

тобто с — дробове число. Знайдена суперечшсть 1 доводить !рра- 
ц1ональн1сть числа е.

1ррац!ональн1сть числа п довести значно складнше. Наведемо 
одне з доведень лрращональность числа тс.



Припустимо супротивне, тобто, що те рацюнальне ! те =  у , де 
а \ Ь — ц ш . Розглянемо многочлени

ц „ \  _  ЬПхП (к — *)п —  Ьх)“ .
1 '■ '  п\ ~  п\

Р(х)  =  Г (а:) -  /»  (а:) +  /'V (х) --------+  ( _ 1)-/(2«) (х), (5)

Оопльки х входить у чисельник многочлена /(х ) з показниками 
В1д п  до 2 п,  то /  (х) можна записати в такому виглядк

2 п

к * ) -  ■л- 2
Ып

8В1ДКИ ВИДНО, ЩО

/  (0 ) =  / '  (0 ) =  ••• = / ( " - • )  (0 ) =  о

1 що в похщшй /<*> (л:), л <  к <  2 я при л: =  0  збер1гаеться лише до- 
данок, утворений членом многочлена /(* ), який мктить х к. Тому

П  ° ) - т д - « ы г

Отже, для 0 <  ] <  2л, // (0) — щле число, осюльки, очевидно, що 
а/_я — числа ц ш . Але з р!вноси (4) д 1станемо:

III /(* ).

Отже, при будь-якому /, /</> (л:) =  (тс — х) 1 /</> (те) == /(/) (0) — 
також щле число. Тому /'(О) 1 Г ( п ) —  ц ш  числа.

Ураховуючи тепер, що з

^  (Р’ (х) 5'тх —  Р (X) С05 х) =  Р" (х) ЗШ X +  Р (X) 31П * =  /  (*) $!п X

випливае
К

I  — ^ 1(х) з!п х Л х =  [Р' (а:) зш х  — Р (х) соз дс]; =  Р  (те) -(- Р  (0),

приходимо до висновку: I  — число щле, притому додатне, бо в !н- 
тервал1 (0, тс) шдштегральна функщя додатна. Але для 0 <  х  <  те
з р1вност! (4) матимемо: /  (л) з т  х  <  . Остання нер1вшсть по-
казуе, що для досить великих п  шдштегральна функщя, а разом 
з тим 1 сам штеграл можуть стати як завгодно малими. Ця супе- 
речн!сть 1 доводить 1рращональшсть числа те.

1. Чим в1др1зняються розклади ращ ональних та 1рращональних чисел 
у дссятков1 1 неперервш  дроби?

2. У якому випадку яе к I N  —  натуральш  числа, буде числом |р-
рящональним? _

3. У  якому випадку Д1йсний корш ь а р1вняння х п - \ - * +  • •• +  с„ = 0  
% ц!лими коеф1щентами буде числом 1рращональним?

4. Сформулюйте необх1дну ознаку ращональност1 числа а.
5. Сформулюйте достатню  ознаку 1рращональност1 числа а.

§ 44. АлгебраТчш числа та 1хн 1 основы! властивость 
Поле алгебраКчних чисел

3 вищоТ алгебри в1домо, що будь-яке алгебра'Тчне р1вняння п-го 
степеня з ращональними коефодентами мае в пол1 комплексних 
чисел п корешв, з яких юлька, або нав1ть у а , можуть не нале- 
жати полю ращональних чисел. Проте не всяке комплексне або 
д!йсне число е коренем деякого алгебраТчного р1вняння з ращональ- 
ними коефЫентами.

Комплексне або дшсне число а. називаеться алгебрмчним чис
лом, якщо воно е коренем деякого многочлена з ращональними 
коеф1щентами. Будь-яке неалгебраТчне число називаеться транс- 
цендентним.

Якщо а — алгебраТчне число, то воно буде коренем навггь де
якого алгебраТчного р1вняння з щлими коефщентами. Припустимо, 
що р (х) =  0 е р1вняння найнижчого степеня серед ус1х алгебраТч- 
них р1внянь з щлими коеф1щентами, що мають а своТм коренем. 
Неважко побачити, що тод1 многочлен р(х) ,  який е Л1ВОЮ части- 
иою цього р1вняння, буде незв1дним над полем ращональних чисел 
I визначатиметься однозначно з точшстю до сталого множника, 
ШДМ1ННОГО В1Д нуля.

Справд1, перше твердження вщразу ж  випливае з того, що 
р(х)  =  0  е р 1вняння найменшого степеня, коренем якого е число а.

Д ля доведения однозначносп р(х)  припустимо, що а е також 
коргнем незв1дного над полем ращональних чисел р1вняння ц (х) =  
^ 0  3 ЩЛИМИ К0ефщ1€нтами. ТоД1 многочлени р (х) 1 Ц (х) Д1ЛИТИ- 
муться на х  — а. Отже, р  (х) 1 д(х) матимуть найбшьший сп1ль- 
НИЙ Д1ЛЬНИК й(х) ,  ВИЩИЙ В1Д нульового степеня, ЯКИЙ, ЯК В1ДОМО, 
не залежить В1д того, чи розглядаемо ми многочлени над даним 
полем Р,  чи над будь-яким його розширенням Р.  Внаайдок не- 
:ш1дносп многочлени р (х) 1 ц (х) зб1гаються з й(х)  з точн1Стю до 
сталого множника, який не дор1внюе нулю, а тому р(х)  1 ц (х) 
також В1др!знятимуться ОДИН В1Д ОДНОГО Т1ЛЬКИ сталим множни- 
КОМ, В1ДМ1ННИМ В1Д НуЛЯ.

Якщо п — стешнь незв1дного над полем 1 Я  р1вняння р(х)  =  0

1 Буквою Я позначатимемо поле ращональних чисел.



з цшими коефЩентами, то коршь а з цього р1 вняння називаеться 
алгебршчним числом степеня п\ ус! кореш цього р1вняння, В1д- 
мшш в1 д а, називаються спряженими з а. Очевидно, що степень 
спряжених алгебраТ'чних чисел один 1 той еамий.

Д о алгебраТ'чних чисел належать ус 1 рацюнальш числа як ко
рен! р1 внянь першого степеня: ах =  Ь (а ф  0) з щлими (рацюналь-
ними) коефйиентами, а також будь-який радикал виду у 'а , де а 
е рацюнальне, як коршь двочленного р1 вняння: хл — а =  0.

Всяке рацюнальне число як коршь р1вняння першого степеня 
не мае спряжених чисел, в1 дмшних в1 д нього, 1 ця властив1сть 
е для рацюнальних чисел характерною. Всяке алгебраТчне число, 
яке не е рацюнальним, буде коренем незв1дного многочлена (р1 в- 
няння), степшь ЯКОГО бШЫНИЙ В1Д 0ДИНИЦ1, 1 тому для НЬОГО 1С- 
нують спряжен1 числа, В1ДМ1НШ В1Д його самого.

Вкажемо тепер так! о с н о в н 1 в л а с т и в о с т 1 а л г е б р а Т ч 
н и х  чис е л .

В л а с т и в 1 с т ь  1. Сума, р1зниця, добуток I частка алгебра- 
1чних чисел е числа алгебрсичш. 1накше кажучи, сукупшсть у а х  
алгеб^шчних чисел утворюе поле, яке е шдполем поля комплекс- 
них■ чисел.

Справд1 , нехай дано алгебра'Тчш числа а 1 [3 в1дпов1 дно сте
пеня п  >  1 \ т >  I. Позначимо через =  а, а2...........ал ус 1 числа,
спряжеш з а, через =  р, р2, . . .  , Рт — у а  числа,- спряжеш з р 
через /  (х) 1 §  (х) — незвщш многочлени з рацюнальними коефь 
щентами, що мають сво'Тми коренями в1 дпов1 дно а 1 р. Очевидно, 
що многочлен /  (х) ■ д  (х) також мае рацюнальш коеф'шепти 1 його 
коренями е

Т1 =  а 1, • • • > =  а л> Тл+1 =  ?1 . • • • > Тп+т  =  Рш'

Складемо тепер многочлен, коренями якого е вс1 можлив1 суми
V  +  Т/> Де * Ф  /  ‘ *> /  =  1 > 2, , т +  п. Це буде, очевидно,
многочлен:

т + я

Р(х )  =  П \-х  (Т* +  Т/)1-
I, /= 1

Коефщ 1 енти цього многочлена не змшюватимуться при пере- 
ставлянш чисел . . .  , уп+т, отже, вони будуть симетрич-
ними многочленами в1д 7 !, у2, . . .  , уп+т. Зв 1 дси, внасл1док основ- 
ноТ теореми про симетричш многочлени, випливае, що коеф1щенти 
многочлена Р (х) е многочленами в1 д основних симетричних мно- 
гочлешв =  Тх +  • • •. +  уп+т, . . .  , оп+т =  \  . .  уп+т над тим
самим полем рацюнальних чисел, яш з точшстю до знака е кое- 
фщ 1 ентами многочлена / (х)  ■ ё( х ) .  Отже, коефшденти многочлена 
Р (х) будуть рацюнальними числами, 1 тому число а +  р =  ^  +  
+  Тл+1 > яке 6 одним з його корешв, буде алгебра'Тчним.

Так само за допомогою многочлена
п+т

0 ( Х )  =  П  (х  —  ч п д  ( ‘  Ф  / )
I .  / = 1

доводиться алгебр аУчшсть числа ар.
Д ал1 легко переконатись, що разом з р буде алгебра'Тчним 

числом 1 —р. Для цього, припускаючи, що у многочлеш д  (х) 
х — —у, дютанемо, очевидно, многочлен з рацюнальними коеф1- 
Ц1ентами, коренем якого буде —р, тобто —р буде алгебра'Тчним 
числом, а* тому а +  (—р) =  а — р, за доведении, буде числом 
алгебра'Тчним.

Нарешт1, покладемо, що р ф  0 е коренем р1вняння

§ (х) =  Ь0хт +  Ъ ^ - 1 +  • • • +  Ь ^ х  +  Ьт =  0 (Ь0 ф  0).

Припускаючи, що х  =  , дютанемо р1вняння з рац10нальними

коеф]Ц1ентами:

Ьту т +  Ьт- \ у т~ ] Ьгу  +  Ь0 =  0,

яке мае коршь у  . Отже, у  е алгебраТчне число, а тому 1 а • — =  

■= у  буде числом алгебра'Тчним. Отже, наше твердження доведено
Г10ВН1СТЮ.

I I а с л 1 д о к. Сукупшсть усгх дШсних алгебршчних 'кисел 
утворюе поле, яке, в свою чергу, е шдполем поля вс1х алгебршч
них чисел.

3 ще'Т властивост1 випливае, що будь-яка сума рацюнального 
числа 1 радикала з рацюнального числа, наприклад 7 +  -|/3> а та
кож будь-яка сума радикал1в, наприклад у' 2 + 1/ 7 , будуть ал- 
гебра'Тчними числами. I взагал!, будь-яка комбшащя простих 
радикальв з ращональних чисел I ращональних чисел, добута 
пнасльдок застосування скшченного числа дш додавання, вьдшмання, 
множення I д(лення, е числом алгебршчним. Наприклад, число 

2 -1_з 3_<— :------  — — — буде алгебра'Тчним. Проте ми поки що не можемо
‘/ 4  У  2 — 2

стверджувати алгебра'Тчност1 чисел, яю записують у вигляд! «бага-

топоверхових» (складних) радикал1в, наприклад, числа 1 / 2  +  3/ з .  
Це випливатиме лише з тако'Т властивост1:

В л а с т и в ^ с т ь  2 . Якщо  со — коршь р1вняння,

<р (х) =  хп +  а1хп~^ +  . . .  +  ап =  0  (п >  1),

коефщьенти якого е алгебршчними числами, то со також буде 
алгебршчним числом.



Справд», ми можемо вважати, що ах, а2, . . . ,  ал е коренями 
одного й того самого многочлена

Н (х) =  ^ х (х) ■■■ ?п (х)
з ращональними коеф1щентами, де <р1 (х) (1 — 1 , 2 ......... п) е много
член, коренем якого е ч1. Взагал1, стешнь т  многочлена к (х) може 
бути бшыний В1Д п, або о^, а2, . . ап можуть 1 не вичерпувати 
вс1х корешв многочлена Н (х). Тому позначимо вс1 кореш много
члена Н(х) через ъ ,  .......... 7т ( т > п ) ,  серед них, звичайно,
будуть а1, а2, . . . ,  ап, I складемо догеапжний многочлен:

н  (X) =  П (хп +  У ,х " -1 + : . . .  +  Т/я). (1)
V  ' ' •• 1п

де кожний з ш декав /2......... 1„ проб1гае значения 1 , 2 , 3 ............
т  1 4Х, /2, . . . ,  1„ попарно р1знь Так само, як 1 при доведенш 
властивост1 1, робимо висновок, що коефщ1енти многочлена Н (х) 
е симетричш многочлени В1д уг, у2, . . .  ут над полем ращональних 
чисел, а тому, зпдно з основною теоремою про симетричш много
члени, вони е ращональними числами. Оскьльки ср (х) е, очевидно, 
одним з множник1в добутку (1), то со буде коренем многочлена 
Н (х) з ращональними коефщентами. Отже со — алгебраТчне число. 
Цим теорему доведено. _______

Застосуемо цю властив1сть до числа со =  2 -{- у' З. Число а =
=  2 +  У З  зпдно з властив1стю 1 алгебраТчне, а тому й число со 
буде алгебраТчне, як коршь многочлена х 2— а з алгебраТчними 
коефщентами (властивкть 2). Взагал1, застосовуючи кшька раз1в 
властивост1 1 1 2 , прийдемо до такого висновку:

Усяке число, яке записуеться в радикалах над полем ращо
нальних чисел 7? ( тобто число, яке становить як завгодно складну  
скшченну комбгнащю радикалов, 1 в загальному випадку «багато- 
поверхових-»), буде алгебраЫним числом.

АлгебраТчш числа, яю записуються в радикалах, утворюють, 
очевидно, поле. Це поле буде, звичайно, тшьки частиною поля 
вс1х алгебраТчних чисел. До нього, зокрема, не ввшдуть Т1 алгеб- 
ра'Тчш числа, яю е коренями р1внянь з ращональними коефщентами, 
що не розв’язуються в радикалах.

У вищ1Й алгебр1 числове поле Р  називаеться алгебршчно 
замкненим, якщо. будь-який многочлен з коефщентами з Р  мае в 
самому пол1 Р  спльки корешв, який його стешнь. Отже, власти- 
вост! 1 1 2 алгебраТчних чисел означають, що множина вс1х алгеб- 
ршчних чисел утворюе алгебршчно замкнене поле.

1 Тут маеться на уваз1 чотири арифметичн! д!Т над радикалами, шднесення 
до степеня 1 добування кореня з ращональним показником. Проте, наприклад,
комбшац!я 2^ 2 буде неалгебраТчним числом.

1. Як1 числа називаються алгебраТчними?
2. Яке число називаеться алгебраТчним числом степеня п?
3. Як1 числа називаються спряженими М1Ж собою алгебраТчними числами?
4. Сформулювати основш властивост1 алгебраТчних чисел.
5. Яким числом буде будь-якакомбш ащ я радикал1в над полем ращональ

них чисел?

§ 45. Теорема Л)ув1лля. Трансцендентш числа.
Побудова трансцендентних чисел

У попередньому параграф! було показано, що поле алгебраТч
них чисел е алгебраТчно замкненим полем. За основною теоремою 
алгебри поле комплексних чисел також алгебраТчно замкнене. Вини- 
кае природне запитання, чи вичерпуеться алгебраТчними числами 
поле комплексних чисел.

Як ми вже зазначили, всяке число со, яке не е алгебра'Тчним, 
називаеться трансцендентним, тобто шакше кажучи, комплексне 
(зокрема дШсне) число со називаеться трансцендентним, якщо воно 
не е коренем жодного алгебраТчного р1вняння степеня п >  1 з ра
цюнальними коефщентами. Коротко кажучи, число со, яке не е 
алгебраТчним, називаеться трансцендентним.

3 цього означення випливае, що дшсне трансцендентне число 
повинно бути 1рращональним. Обернене твердження неправильне. 
Наприклад, У  7 — 1ррац юна льне число, але воно, як ми бачили 
вище, е алгебраТчним.

Усередиш минулого стол1ття було дано конструктивне дове
дения 1снування трансцендентних чисел.

Л 1ув1лль дов1в таку теорему.
Теорема 1 (Л 1 у в 1 л л я). Якщо а. — дшсне алгебршчне число 

степеня п >  2, то для будь-якоИ пари щ лих чисел а I Ь >  0 
справедлива нерьвшсть:

де С — додатна стала, яка не залежить в1д а та Ь.
Справд1, припустимо, що а е дШсний коршь многочлена

[ (х) =  аоХп +  агх"-1 +  . . .  +  а„_ \х +  ап (а0 Ф  0 )

з щлими коефщентами, незваного в пол1 ращональних чисел. За 
теоремою Безу, многочлен /  (дс) повинен дшитись на л: — а; позна
чаючи через / х (х) частку вщ цього дшення, д!станемо:

[ (х)  =  (х —  а ) ^ ( х ) ,



де /х (х ) — многочлен (п — 1)-го степеня з дгёсними алгебраТчними 
коефщентами. Припускаючи, що х  — ~  , д 1Станемо

ЗВ1ДКИ

И т М т ( 1)

3 другого боку, через те що /  (х) незвщний у пол1 ращональних 
чисел, то вш не може мати ращональних корешв, тому

[ |  _  \аоаП +  +  • • • +  апА  ф  д.

чисельник останнього дробу е щлим числом, але не дор1внюе нулю. 
Значить, абсолютна величина чисельника не менша В1д 1 1'(т) _1_ 

6" '

Отже, замшюючи у Л1вш  частиш р1вносп ( 1)  |/ величиною

а
а ь

_1_ .
Ьп >

ЯКЩО а — -2- >  1 , то й погот1в

а
а ь Ьп '

(2)

(3)

Тому залишаеться розглянути тмьки так1 пари чисел а 1 Ь, для 
яких

I а ' <  1. (4)

Легко побачити, що для таких пар а, Ь др!б у  обмежений \  

але оскшьки (х) — неперервна в сегмент! [а — 1, а +  1], то, отже,

1 Тобто -у  <  М , де М — деяка додатна стала (яка не залежить в!д чисел

а 1 Ь), що задовольняе умову (4). Справд!, через те що I —

ТО Й ПОГОТ1В |-

грае | а | +  1 . 
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1 а а
1 ~Ь

а <

<  1, звщкн | у  <  | а | +  1, тобто роль стало! М  В1д1-

'•(т)на цьому сегмент! /, (л:) буде обмеженою, тобто 

е деяка додатна стала.

Отже, нер1вн1сть (2) можна тдсилити, замшивши 

бшыйою величиною Ы:

<  N. де N

Ф)
I а ---- г

ЗВ1ДКИ
а

а ---- г > (5)

якщо а 1 Ь задовольняють умову (4). Припускаючи тепер, що С 
дор!внюе найменшому з чисел 1 1 , зпдно з нер1вностями (3) 1 (5),

д!стаиемо, що
а

а ~ т > Ьп

для вс!х щлих а 1 Ь >  0 та сталоТ С, яка не залежить в1д а 1 Ь, 
це й доводить нашу теорему.

З а у в а ж е н н я .  Якщо а алгебраТчне число степеня п — 1.

тобто а  =  — ращональне число, то ми д 1станемо теорему 3 § 43.

Теорема Л1ув1лля показуе, що наближення будь-якого алгеб
раТчного числа обмежене знизу.

За допомогою теореми Л1ув1лля можна довести юнування 
трансцендентних чисел.

Теорема 2. Нехай со — дшсне число. Якщо для будь-якого нату
рального п >  1 1 будь-якого дшсного С >  О хоча б один ращо-

нальний др!б Ф  со̂  такий, що

Г - Т \ <
с_
Ь" (6)

то со — трансцендентне число.
Справд1, якби а було алгебраТчним, то за теоремою Л 1ув1лля

ральне п 1 дШсне С >  0 так),

со С_ 
Ы1'

1 теоремою 3, § 43 знайшлися б натур

що для будь-якого дробу ~  було б

Це суперечить тому, що зпдно з умовою теореми для цих
п 1 С 1снуе др!б такий, що справджуеться нер1вшсть (6 ). При-
пущення, що со— алгебраТчне, привело нас до суперечносп, отже, 
со — трансцендентне число.



Числа со, для яких при будь-яких п >  1 1 с >  0 нер!вшсть (6 ) 
мае розв’язок у шлих а \ Ь, називаються трансцендентними чис
лами Л [увиля .

Теорема 3. Трансцендентш числа 1снуютъ.
Справд1, припустимо, ЩО <70 I <7! — ДОВ1ЛЫИ ЦШ Д0ДЗТН1 числа. 

У творимо неповш частки за Таким правилом:

Яг >  Сх» Яз >  0г> <74 ^  0з> • • •> Чк +1 • • •

Осюльки ^  =  Я0Я1 +  1 ) то ^  вибираемо так, щоб <7а >  <7, =  С .̂
р

Знаючи <70, <7Х, <7а, обчислюемо ^  1 вибираемо <73 так, щоб
Ч3 > (? 2 1 т. д.

Покажемо, що нескшченний неперервний дргб

®  —  [Яо> Ях< Яг< • • •]

визначае трансцендентне число со. Припустимо супротивне, тобто 
нехай со— алгебраТчне число степеня п > 2 .  На шдстав1 теореми 1, 
§ 39 маемо:

Рксо---
Чк ЧкЧк+1 Чк(Чк<)к+\ + Чк-0 4\<1ь+\ <?|+2 ’

бо <7*+1 > 0  ̂ за умовою.
Але, за теоремою Л 1ув1лля, таке додатне число С, що

с
> ~ 1уГ при будь-яких Ц1лих а 1 6 >  0. Зокрема,<0 - 1

>  при будь-якому натуральному к. 
Чк

0СК1ЛЬКИ

0к+2> -к >  4 1 '
то

1 > т |  1 ПРИ Ь > п - щ > С ,41
1 1але Игр —  — 0 1 при досить великому к —  <  С.

4% 4%
Ця суперечшсть говорить про те, що со не може бути алгеб-

раУчним числом степеня п >  2. Але со не може бути 1 рацюнальним
числом (тобто алгебра'Гчним першого степеня); отже, со — число 
трансцендентне. Цим ми не тТльки довели теорему, а й вказали на 
метод побудови трансцендентних чисел Л 1увшш. Клас чисел, яю 
д 1Стаемо таким способом, ш'кавий як юторичний приклад конкрет
ного задания явно трансцендентних чисел.

А тим часом можна будувати трансцендентш числа, Г не ко
ристуючись алгоритмом неперервних дроб1в. Так, наприклад, спра- 
ведливе таке твердження:

т = 1
Справд1, розглянемо рацюнальне число

к
Р _  1
<7

т - 1
матимемо

~ ^ 2 т' 1 
т - 1

.  р Г 1 I , Г 1 1 _  1 2
д ~  2 ^ 2 т1 2 ^  2(*+1)| 1 2(й+1)| — 1 2(А+1)| ’

0
Ч _

т = к - \ - \  =̂1
м

бо ^  2<*+1)| *' 6 СуШ неск‘ нченн01 спаДн01 прогресП, знаменник 1 перший

член яко! дор!внюють • Але для дов1лыю заданих С >  0 1 я >  1

завжди можна вказати таке досить велике додатне число I, щоб для вс1х 
к > I виконувалась нер1внкть

2 С
2(А+1)| <  ^  • (6>

Справд1, через те, щ о <7 =  2*1, то иер1вшсть (6) можна переписати у
2 С

вигляд! - т т г  <  ~ • Д я сама нер1вн!сть при досить великих значениях к , оче-
ч + чп

видно, справджуеться.
Отже, для довольно заданих С >  0 1 п 1 1 при досить великих значен

иях к матимемо, що

0<<о
Ч

Звщси, за теоремою Л 1ув1лля, випливае, що ш не може бути алгебраТчним 
числом степеня п 5 » 2, бо тод1 при довьльно заданих С >  0 1 п > 2  I при 
досить великих к виконувалась би нер1вшсть:

С>■ . 
чп

Залишаеться показати, що со не е алгебраТчним числом степеня п — 1, 

тобто не е число рацюнальне. Припустимо, що ш — рацюнальне 1 <в =  ~  , де 

а I Ь — деяи  ц ш  додатш числа. Тод[ для п =  2 1 С =  1 при досить вели* 

ких к  з нер!вностей 0 <  у  — ми д1стали б, що



бо <? =  2к' можна зробити як завгодно великим. Але це неможливо, осюльки 
ад — Ьр — щле додатне число Цим ми довели наше твердження V

Як приклад розглянемо трансцендентне число, задане десятко- 
вим розкладом.

П р и к л а д .  Число м =  Н— % -  +  ■ • • =
к 10" 1021 10

=  0, аха2000а3000 ООО ООО ООО ООО 0а400 . . . ,  де а, позначають довшь- 
ш цифри В1д 1 до 9 (найпроепше припустити, що вс1 а1 дор1в- 
нюють 1) будуть трансцендентними.

Справд1, в1зьмемо дов1льш натуральне п 1 дШсне С >  0. При

пустимо ак' +  ' ' '  +  ^ ~  де ^ вибрано та-
2

ким великим, що 10(*-1)| >  \ к >  п, тод1

т  — — -  °*+‘ ак+2 ^  10 , 10 ,
Ь ю<*+1)1 ‘г  ю<*+2>1 ”Г  ' ‘ ' ^  ~Г 2,1

_Ь . . . <  ____!_____ 1_____ !_____ _!----------------1____!------ 1.
Ю<Н-» !-1  ^  10(А+2)!-1 ^  ^  10А! Т  10(А+1)1 ^

‘ < С1)1 10(*-1)1 (*—1) ^  ьп '

ОсКШЬКИ ДЛЯ ДОВ1ЛЬНИХ натурального п 1 Д1ЙСНОГО С >  0  ми

шд1брали др1б у  такий, що 

число.

а
с о - у

Контрольна запитання

1. Як1 числа називаються трансцендентними?
2. Чи завжди трансцендентне число 1рращональне? Чи правильне обер- 

нене твердження?
3. Сформулюйте теорему Л 1ув1лля.
4. 3  якою метою при доведенш теореми Л 1ув1лля внкористовують умову, 

що а дшсне алгебраТчне число степеня п >  2?
5. Як1 трансцендентш числа називаються числами Л1увшля?
6 . Чи справедлива теорема Л 1ув1лля для алгебраТчних чисел степеня 

п =  1, тобто для ращональних чисел? Як треба сформулювати теорему в цьому 
випадку?

7 . Навед1ть приклад трансцендентного числа, заданого десятковим роз
кладом.

1  Цю теорему можна узагальнити так: ус1 числа виду ш ^  > де ат
т = 1

I I — ц1л! числа, / >  1 1 0 < а т < /  — 1 , е трансцендентш числа.

§ 46. Сучасний стан питания 
про трансцендентш числа; результати Гельфонда

Через 20—25 роюв шсля досл1джень Л 1ув1лля шмецький мате
матик Георг Кантор (1845— 1918) дав просте 1 орипнальне дове
дения 1снування трансцендентних чисел, яке грунтуеться зовам на 
1нших принципах. Вш показав, що множина в ах  дшсних алгеб
раТчних чисел е зчисленною множиною, а множина в ах  дшсних 
чисел незчисленна. Звщси випливае, що е незчисленна множина 
дшсних неалгебраТчних, тобто трансцендентних чисел. Сшд зазна- 
чити, що доведения Кантора не дае можлцвост1 побудувати будь- 
яке конкретне трансцендентне число. 3 цього погляду доведения 
!снування трансцендентних чисел Л 1ув1лля е ефектившшим.

У 1873 р. французькому математику Е р м 1 т у вдалося встано- 
вити трансцендентшсть числа е. Доведения трансцендентност)

X
числа е з використанням штеграла ^ (() с1(, де /  (() — много-

о
член, можна провести аналопчно доведению 1ррацюнальност1 чис
ла и.

У 1882 р. шмецький математик Л 1 н д е м а н ,  користуючись 
методом Ерм1та, дов1в трансцендентшсть числа тс. Цим самим було 
доведено неможливкть розв’язання славнозвюноТ проблеми квадра- » 
тури круга, тобто неможливють -побудувати за допомогою циркуля 
й Л1н1йки, квадрата, р1вновеликого кругу з рад1усом, що дор1внюе 
одинищ, або, що те саме, — В1др1зка завдовжки тс. До шеТ задач1 
зводиться також задача про спрямления кола.

Взагал!, Лшдеман дов1в загальшше припущення, з якого В1Д- 
разу ж  випливае трансцендентшсть числа тс.

Теорема Лшдемана. Якщо
&

®1 > ®2> • • •> а п

е р(зш мьж собою алгебрмчш числа, а

?1> ?2 • • •> Рл

в дов1льт алгебраьчш числа, ш  не ей  дорьвнюють нулю одно
часно, то рЬвшсть

+  М "’ 4------+  =  0

неможлива \
Ми не наводимо доведения щеТ теореми, бо воно досить складне.

3 щеТ теореми легко довести трансцендентнкть чисел е 1 тс. Справд!,

1 Цей результат виражають, говорячн, що е“*, еа‘ , . . . ,  еЯп при зазначе- 
них аI л 1Шйно н езалеж н ! над полем алгебраТчних чисел.



через те, що ц!ле рацюнальне число е окремим випадком алгеб- 
раТчного числа, то за теоремою Лшдемана сшввщношення

а0еп +  а1еп~ 1 -|------4- а„_\е +  апе° = 0 , п >  1 ,

де а0, аг......... а„ — ц ш  числа, неможливе. 1накше кажучи, е не
може бути коренем жодного многочлена /(* )  =  а0хп +  а ^ " - 1 +  • ■ • +  
+  ап~\х  -+- а„ степеня п >  1 з цмими коеф1щентами, тобто е — 
трансцендентне.

Трансцендентшсть числа тс тепер можна довести так. 3 в1домоТ 
формули Ейлера е1“> — соз ср -{- / з т  ср при ср =  тс виходить, що е '1 — 
=  — 1, або ех/ +  е° =  0. Звщси, за теоремою Лшдемана, дютаемо, 
що тс/, а тому й тс не може бути алгебра'Тчним, тобто тс е транс
цендентне.

3 теореми Лшдемана, зокрема, випливають 1 так1 твердження:
1) ё1 трансцендентне для всякого алгебраЫного а Ф 0;
2 ) натуральний логарифм всякого дШсного алгебраЫного числа 

(крьм 1)  е трансцендентним числом',
3) всяке вьдмшне в1д 1 число, що мае ращональний натураль

ний логарифм, — трансцендентне;
4) э т а ,  соз а 1 е трансцендентними при дшсному алгеб- 

раЫному а ^ О .
Справд1, щоб довести твердження (1), припустимо супротивне, 

тобто, що е“ — алгебраТчне, тод1 воно мае бути коренем деякого 
многочлена

/  (*) =  а0хп -\------+  ап- \ х  +  а„

степеня п >  1 з щлими коефщ1ентами, тобто мали б 
а 0еал +  ахеГ(п- Х) +  • • ■ +  а„е° =  0 .

Але ця р1вн1сть суперечить теорем 1 Лшдемана.
Щоб довести твердження (2), також припустимо супротивне, 

тобто що 1п а =  (3 — алгебраТчне число, тод! а =  е? за т1льки що 
доведеним мае бути трансцендентним, але за умовою а — алгеб
раТчне.

3) Припустимо, що р Ф  1 — будь-яке дШсне число 1 1п р =
т

е рацюнальне число; тод1 з р1вност1 р =  е п'  безпосередньо випли
вае трансцендентшсть числа р.

4) Доведемо трансцендентшсть з т а  у випадку дшсного алгеб- 
раТчного а Ф 0. Припустимо супротивне, нехай з т  а =  р — алгеб
раТчне число. Через те що

зв1дки (е*а)2 — 21$е*а — 1 = 0 , тобто е‘а е коренем квадратного р1в- 
няння х 2 — 2ф * — 1 =  0 з алгебраТчними коефнцентами 1 тому за 
властивютю 2 алгебраТ'чних чисел ё 1- мае бути алгебра'Тчним. Але 
це неможливо, бо /а — алгебраТчне число, в1дмшне в1д нуля. Анало- 
пчно доводиться трансцендентшсть соз а 1 1д а  при дШсному 
алгебра'Тчному а. Ф  0.

щ  результати протягом майже 50 роюв були единими, яю 
стосувались арифметично'Т природи чисел.

У 1900 р. на Паризькому м1жнародному математичному 
конгреа один з найвидатшших шмецьких математишв Г 1л ь б е р т  
(1862— 1943) вказав на 23 найважЧ1 математичш проблеми, розв’я- 
зання яких 1Стотно сприяло б дальшому розвитку математики. 
Серед цих проблем була проблема (шд № 7) про арифметичну 
природу чисел виду а*э, де а — алгебраТчне число, в1дмшне в1д 0 
1 1, а — алгебраТчне число, не нижче в1д другого степеня, тобто 
1ррацюнальне алгебраТчне число.

Довгий час цю проблему не могли розв’язати, I т1льки в 1936 р. 
Гельфонд повшстю розв’язав цю проблему, тобто дов1в таку 
теорему:

Теорема Гельфонда. Всяке число виду а. ,̂ де а — алгебра’Ыне 
число, вьдмшне в1д 0 I 1, * р — алгебраЫне число не нижче дру
гого степеня, е число трансцендентне.

Методи, створеш Гольфондом, дали змогу встановити 1 транс
цендентшсть ряду шщих чисел. Вони сприяють дальшому розвитку 
теорп трансцендентних чисел, яка е одшею з найскладшших роз- 
д1Л1в математики.

Як насл1док з теореми Гельфонда випливае така важлива 
теорема, яку ще шту'Ттивно сформулював Ейлер.

Логарифм алгебраЫного числа а ф  0 при алгеб раЫшй основ: 
р (0  Ф  8 ф  1) в число трансцендентне, якщо а не дор1внюе ращо-

_р
нальному степеню основи, тобто ь Ф $ ч ,  де р  I <7 (<7 >  0 ) — ц ш  
числа.

3 ще'Т теореми безпосередньо випливае, що десятковг логарифми 
ва х  натуральних чисел N  Ф  10* (к — цше число) е трансцендентм  
числа.

Цей факт мае ьелике принципоЕе значения. Десятковими лога
рифмами в наущ 1 практиц1 користуються понад 300 рок1в, 1 Т1ЛЬКИ 
в 40-х роках нашого стол1ття, завдяки блискучим усшхам 
радянсько'Т школи теорп чисел, удалось ц 1лком розкрити ариф
метичну природу цього класу чисел \ доЕести Тх трансцендент-
Н1СТЬ.

Взагал!, проблеми про арифметичну природу конкретно заданих 
чисел належать 1 дос1 до найважчих математичних задач, що 
потребують майже в кожному окремому випадку особливого ме
тоду розв’язання Тх.



1. Хто й коли дов1в трансцендентшсть чисел е 1 п?
2. Сформулюйте теорему Лшдемана 1 насл1дки з не!'.
3 У чому полягала проблема Пльберта шд №  7?
4. Сформулюйте теорему Гельфонда.
5. Яким числом буде десятковий логарифм натурального числа N Ф 10*?

Вправи

1. Довести, що коли неповш частки розкладу додатного 1рращонального 
числа со у нескшченний неперервний др1б задовольняють умову

<7*+, > 2*’? ^  . . .  ^ ( А = 1 , 2 , . . . ) ,

то число со трансцендентне.
2. Довести, що коли неповш частинш розклади додатного 1ррац1онального

числа со у нескшченний неперервний др1б маютц вигляд — 2^ *  , (к =  0 , 1 ,
2 , . . .), то число (о трансцендентне.

3. Довести, що- коли а >  0 — алгебраТчне дшсне число 1 1о§10 а — 1рращо- 
нальне число, то 1о@10 а трансцендентне число..

4. Довести, що 1о§10 2 — трансцендентне число.
5. Довести, що 1о§10 е — 1ррацюнальне число.

1СТОРИЧН1 КОМЕНТАР1

1. Теорема 2 § 43 належить Гауссу.
2. 1рращональшсть числа я вперше дов1в у 1761 р. Ламберт. Доведения 

Ламберта грунтуеться на застосуванш , неперервних дроб1в. Його уточнив 
Лежандр. Доведения, подане в § 43, дав американський математик Н1вен 
у 1947 р. Доведения Ламберта 1 Лежандра можна знайти у книз) акад. 
С. Н. Бернштейна «Про квадратуру круга» з додатками кторп  питания, скла- 
деними Ф. Руд10 (вид. 3, М .— Л , 1936).

3. Докладне вивчення властивостей алгебраТчних чисел становить предмет 
теорп алгебраТчних чисел, який стоТть на меж! алгебри 1 теорп чисел 1 е дуже 
змктовним. Д еяк 1 иов1 задач1, поставлен! ще в XVII ст., потребували для Тх 
розв’язання узагальнення поняття щлого числа. Одшею з задач, яка вЩграла 
неабияку роль в узагальненш поняття щлого числа, е так звана велика тео
рема Ф е р м а .  Вона твердить, що р^вняння хп +  уп =  гп нерозв’язне в щлих 
числах, В1дм1нних В1д нуля, при п >  2.

Цжаве походження великоТ теореми Ферма. На полях «Арифметики» 
Дюфанта Ферма написав: «. . . навпаки, не можна подцщти ш куб на два 
куби, ш бжвадрат на два бжвадрати, ш взагал! стешнь, б|льший В1д квадрата, 
на два степеш з тим самим показником; я вщкрив цьому, по правд1 кажучи, 
чудове доведения, яке через брак мкця не можна розмктити на цих полях». 
3  того часу 1 дос1, незважаючи на старанш зусилля видатних математиков 
майже трьох стол1ть, цю теорему у загальному вигляд1 не доведено, хоч II 
доведено для багатьох значень п (в тому числ1 для вс1х я  <  4003).

Зрозумыю, що перев1ряються Т1льки  прост1 числа, а не кратш. Останн1 
результати щодо доведения теореми були добут1 за допомогою електронно- 
обчислювальних машин. У свш час великий 1нтерес до спроб довести цю теорему 
навпъ серед неспещ алхпв у галуз1 математики був викликаний великою М1ж- 
народною прем1ею, анульованою ще в юнщ першо! св1товоТ вшни. Спроби 
довести цю теорему привели до вщкриття так званих щлих алгебраТчних 
чисел.

Першим розширенням поняття щлого числа були ц ш  гауссов1 числа, 
тобто числа виду а -\-Ы , де I — V —1 1 а, Ь — ц ш  ращональн! числа. Гаусс

дов1в, що для цих чисел мае м1сце алгоритм д1лення з остачею, а тому спра
ведлив! вс1 теореми под1льност1, аналог1чн1 теоремам подгльноеп в К1льц1 щлих 
рац1ональних чисел. Це узагальнене поняття щлого числа дало змогу розв’я
зати ряд важливих проблем теорц чисел. Цше гауссове число а +  Ы е коренем 
квадратного р 1вняння х 2 — 2ах +  (а2 +  62) =  0 з щлими ращональними коеф1- 
щентами. Природно, що дал1 досл1дження вчених були присвячеш вивченню 
властивостей корешв алгебраТчних р1внянь степеня п >  1 з щлими ращональними 
коефщентами, тобто алгебраТчним числом. При вивченш властивостей алгеб
раТчних чисел було введено поняття про щле алгебраТчне число, яке стало 
разширенням поняття про щле число.

4. Проблеми, що стосуються теори трансцендентних чисел, виникли вперше 
в працях Ейлера, який поставив зокрема задачу доведения трансцендентносп 
1ррацюнальних значень логарифм1чноТ функцп. Вш в вт  назву «трансцендентн1 
числа». Латинське слово «1гапзсепс1еге» в переклад! на украТнську мову означав 
«переходити» або «перевищувати». Ейлер назвав таю числа трансцендентними 
тому, що вони шби перевищують можливкть алгебраТчних метод1в».

5. Питания юнуваиня трансцендентних чисел до Г. Кантора розглянув 
Л 1ув1лль у працях, опублшованих у Г844 1 1851 рр.

6. Теорема Лшдемана е окремим випадком загальних теорем шмецького 
математика К- Л  31геля (н. 1896) 1 радянського математика А. Б. Шидловсь- 
кого (н. 1915) про алгебраТчну незалежнкть значень так званих Е  — функщй 
при алгебраТчних значениях аргументу.

7. Проблему Пльберта пщ №  7 висловив в дещо шшш форм1 ще Ейлер 
у 1748 р.

8. Свою теорему О. Й. Гельфонд опублшував у 1934 р. До цього (в 1929 р.) 
цю теорему було доведено-для окремого випадку, коли р чисто уявна квадра
тична 1ррацюнальн1сть, тобто р =  г ] / 5 , де Я — додатне ращональне число.

Продовжуючи своТ досл1дження, Гельфонд дов1в, зокрема, нер1вшсть
1п а >  е 1п н  , X =  сопз!,

встановив скшченшсть числа розв’язк 1в при змшних п 1 т  конгруенцП 

ап — рт  =  о (той  р $), в =  1 п^т, V =  сопз4,

де а 1 р — числа алгебраТчш; - 1ррацюнальне; 0 — алгебраТчне число ф1к-

сованого степеня 1 висоти Н 1; т  1 п — Ц1Л1 рац1ональн1 1 р — будь-який 
простий 1деал поля, який не входить в а 1 р. Кр1м того, у щй конгруенцП 
ап ф рт жодним ц1лим т  \ п. 3  цих тверджень випливае, наприклад, теорема:

Р1ВНЯННЯ

ОС* -|- р» =

мае лише см т енне число розе'языв у цЫ их числах х, у , г, якщ о а, р, у — 
алгебршчш числа, I хоча б одне з них не е алгебршчною единицею.

9. Зазначимо, на р е н т , що теор1я алгебраТчних 1 трансцендентних чисел 
ткно пов’язана з рядом найважливших проблем теорп чисел 1 , зокрема,
з проблемою розв’язування алгебраТчних 1 трансцендентних р1внянь у щлих 
числах.

Одним з повчальних приклад1в цього роду е, на перший погляд незначне, 
уточнения теореми Л1ув1лля, зроблене в 1908 р. норвезьким математиком 
А. Т у е  (1863— 1922 рр). Вш дов1в таку теорему.

1 Висотою Н алгебраТчного числа 0 називають максимальний з модул 1в 
к о еф 1Ц1еи т 1в того незваного у пол! ращональних чисел р1вняння, яке задо- 
вольняёться 0, коли вс1 коеф1ц 1енти цього р1вняння Ц1Л1 1 1хн1й найб1льший 
СП1ЛЬНИЙ Д1ЛЬНИК ДОр1ВНЮ6 ОДИНИЦ1.



Теорема 1 (Т у е ) . Д л я  всякого алгебраЫного числа а степеня п  >» 3
аНер1ВН1СТЬ а — —

с
<  -р -  допускав при будь-якому с >  0 лише скЫченне

число розв’язм в у  ц1лих числах а 1 Ь >  0.
Доведения щ е! теореми, на В1 дм ш у В1д теореми Л1ув1лля, потребувало 

дуже тонких М1р ку ван ь .
Далыш результати в цьому напрям! дктали  К- 31гель, А. О- Гельфонд 

та ш. Найточшшу ощнку нер!вност1 в теореш 1 дктав  у 1955 р. англшський 
математик Рот. 1менем Туе—З к е л я —Рота названо таку теорему:

Нехай а — алгебраТчне число степеня п >  2; тод1 при будь-якому е >  0 кнуе
а

ильки  скшченне число рацюнальних дроб т —  таких, що

3 Ц161 теореми випливае, що для будь-якого алгебраТчного числа а сте
пеня п > 2  I дов1льного е > 0  можна знайда таке с >  0, що для будь-якого

рацюнального дробу ~  справджуватиметься р1внкть:

-  ±  С
Ь +

Користуючись Ц1ею теоремою можна довести таку теорему.
Теорема 2 (Т у е). Якщо

/  (г) =  Оо/1 +  а ^ ~ 1 + ----- (- ап (а0 Ф 0)

неэв1дний у  пол1 ращ ональних чисел многочлен з, щ лими коеф1ц1ентами сте
пеня л > 3  1 т е  ц1ле число, то невизначене р1вняння

в (*, у) =  а0х"  +  а ^ - ' у  ап- \Х у п~ 1 +  апу п =  т

або нерозв’язне, або мае скшченну множину розв'языв у  ц и и х  числах.
Цей результат Туе е одним з небагатьох тверджень, встановлених для 

невизначених р!внянь вищих степешв.

Р О 3 Д 1 Л IX

РОЗПОД1Л ПРОСТИХ ЧИСЕЛ 
У НАТУРАЛЬНОМУ РЯД1

§ 47. Нер1вност1 Чебишова для функцп л (л:)

Числова функщя тг (х) визначае число простих чисел, що не 
перевищують дшсного числа х  >  1. Ця числова функшя вдаграе 
велику роль у теорп розподшу простих чисел, теорп, багато про
блем яко1 ще й тепер не розв’язаш.

У § 10 було доведено теорему Евклща про нескшченнють мно- 
жини простих чисел у натуральному ряди тобто що П т  к (х) =  с о .

Безпосередне вивчення таблиць простих чисел, а також деяю 
в1дом1 тепер теореми показують, що розподш простих чисел у нату
ральному ряд] В1др1зняеться т 1ею самою 1ррегуляршстю, яка вза- 
гал1 характерна для мультиплшативних властивостей чисел. Так, 
наприклад, у межах В1д 1 до 10 0 0 0  проси числа розподшеш так:

В1Д до простих чисел
1 100 25

101 200 21
201 300 16
301 400 16
401 500 17
501 600 14
601 700 16
701 800 14
801 900 15
901 1000 14

Всього в П(^рШ1Й ТИСЯЧ1 168 простих чисел
» » друпи 1> 135 » »
» 1> трет1й » 127 » »
» » четверт1й * 120 » »
» » П’ЯТ1Й » 119 » »
» » ШОСТ1Й » 114 » »
» » СЬОМШ » 117 » »
» » ВОСБМ1Й » 107 » »
» » дев’ят1й » 110 » »
» » десятШ » 112 » »

В с ь о г о В1Д 1 до 10 000 1229 простих чисел

Незважаючи на загальну тенденцш до зменшення кьлькоеп 
простих чисел, яш припадають на в1др1зок [а, а +  к] довжини к, 
1з зб1льшенням а при заданому к  можна вказати вперем1жку роз- 
м щ еш  В1др1зки одн 161 Й Т161 самоТ довжини з пор1вняно малою 
1 пор1вняно великою юлькютю простих чисел. Наприклад, под1- 
ляючи в1др1зок вщ 1 до 100 0 0 0  на сотш, можна побачити, 
що в ньому буде: одна сотня з 21 простим числом, дв1 сотш 
з 17 простими числами, пйсть сотен з 4 простими числами, три сотш, 
в яких е т!льки три простих числа, 1 т. д. Ус1 Ц1 СОТШ розмщеш 
при цьому аж шяк не; в порядку спадання юлькост1 простих чисел 
у них. ЕНдр1зок т1еТ самоТ довжини м1ж 8  900000 1 9000000 
мктить вже одну сотню, в як1й немае жодного простого числа.

А взагал1 справедливе таке загальне твердження.
1снують як завгодно довгг в1дрьзки натурального ряду, якх 

зовам не м кт ят ь простих чисел.
Наприклад, для дов1льного натурального п >  1 можна вказати 

такий в1др1зок натурального ряду завдовжки п — 1, який не мктить 
жодного простого числа, наприклад:

п\ +  2 , л! +  3, • .  • ,  п1 +  я.



Справд1, при 2 <  к <  л число л! +  к Д1литься на к, I через 
те що к <  л! +  к, то л! +  к буде складеним.

Безпосередне визначення того, чи е дане число простим чи скла
деним, становить задачу, яка для великих чисел в загальному 
випадку практично нерозв’язна. Спроби математишв визначити 
л-е просте число як функцш його номера за допомогою якого- 
небудь простого анал1тичного виразу, або р1внозначно! задач1 про 
аналггичний вираз функцп тс (л:) доа не привели до мети. Нав1ть 
розв’язання простших, шж ця, задач, пов’язаних з розподшом 
простих чисел- у натуральному ряд1, становить 1 доа величезнГ
ТРУДНОЩ1. *

Природними були спроби математик1в знайти для функцп тс (х) 
наближений вираз у вигляд1 простоТ анал1тичноТ функцп вщ х, 
досл1дити зростання якоТ було б не важко. Але й щ спроби аж до 
середини XIX ст. не дали ктотного результату. Вперше теоре
тично обгрунтував зв’язок м1ж функцГею тс (х) \ елементарною функ-
щею ~  наш великий сшвв1тчизник П. Л. Чебишов. Треба зазна-
чити, що в цшму питанш П. Л. Чебишов не мав попередник1в 
1 в а  1деТ 1 методи доведень вш створив заново, вш дютав також 
сво1 найважлив1Ш1 результати елементарними арифметичними при- 
йомами, не вдаючись до засоб1в вищоУ математики.

Зокрема, в 1850 р. вш дов1в таку визначну теорему, яка харак- 
теризуе порядок зростання функцп тс (л:).

Теорема. Д л я  вс1х дШсних х  >  2 можна вказати так1 дв1 
додатш сталь а г Ь (а <  Ь), що

а й Г х < * 1 хУ < ъ Ш -  <*>

Нер1вност1 (1) називають неровностями Чебишова. 
Д о в е д е н и я .  Припустимо, що п — натуральне число, не 

менше 2 ; розглянемо вираз

/ ч (2л)!
“ М  -  (л !)2 ’

Можна оцшити величину цього виразу двояко:
1) 3  одного боку, а (л) е коефодент при хп у бшом1альному 

розклад1 (1 +  х)2", тому

Ц -  =  С  =  а  (п) <  (1 +  1Г  =  2 * \ а (п) <  2 ^ ;

з другого боку:

_ +  *)•■• 2л __я  +  1 я  +  2  л +  л ^ л„
а (П) ~  1 ■ 2 . . .  я ------ Г  ' ~ Т ~  ‘ ' ' 1 •

Отже,
2" <  <х (п) <  22Л.

я

2) Тепер уведемо в розгляд просп  числа, не забуваючи, що 
а (п) як бш ом 1 альний коеф вдент е число шле.

3  одного боку, всяке просте число р, больше вщ л 1 менше 
В1д 2л, д1лить чисельник, але не Д1лить знаменника виразу а (п), 
тому а (п) дшиться на добуток у а х  тс (2п) — тс (п) простих чисел,
як1 м 1 стяться М1 ж  п 1 2п, 1 , оскшьки кожне з цих чисел бшыне
В1Д Л, ТО

а (п) >  П*™ -  * (*>.

3  другого боку, в каношчний розклад а  (п) =  Прг можуть
п < р < 2п

входити тшьки прост] числа р, як\ не перевищують 2л, 1 кожне
таке число, очевидно, ввшде в розклад а (п) з показником

т = 1
— 2

де г е найбшьше число, для якого ще рг <  2п (див. тео 

Легко побачити, що при парному х  вираз [х] — 2

эему 1, § 12) 

=  О, а при

непарному х  маемо [х] — 2 =  1, так що в обох випадках

1*1 - 2 <  1.

Застосовуючи це сшввщношення до в ах  чисел написано! вище 
суми, знайдемо, що ця сума не перевищуе г одиниць, через те 
всяке просте число р увШде в розклад а (п) з показником, що не 
перевищуе числа г, для якого все ще рг <  2п.

Замшимо тепер не меншим числом 2п у а  степеш рг простих 
чисел р, яК1 входять у каношчний розклад числа а (п). Ми Д1ста- 
немо добуток множник1в, як1 дор)внюють 2п, у числ1, що не пере
вищуе загального числа тс (2л) простих чисел на вщ р1зку в1Д 1 до 
2л. Отже,

а (л) <  (2л)" <2п>.

Таким чином, можна написати:

1) 2п < а ( л ) < 2 2Л;
2) п« (2л) - " ( п ) < 0 , (2Пу  <2л).

3  цих нер 1 вностей внаслщок транзитивност .1 сш'вв^дношення нер 1 в- 
ност) дютанемо:

п% (2л) -  ч (я) <  2 2", 2  (п)~(2л) >  2Л.



Логарифмуючи, знайдемо, що, по-перше:

[тс (2л) — тс (л)] 1п л <  2л 1п 2, 
тс (2л) — тс (л) <  2 1п 2  ;

по-друге:
тс (2л) 1п (2 л) >  л 1п 2 ; 

тс(2л ) > 1п 2 пг^ г).

Але при л >  2  очевидно

2л <  л2, 1п (2л) <  2 1п л,

(2)

(3)

отже,

*<2 « » т  А - (3')

Припускаючи, що л =  
дютанемо:

тс (х )  >  тс (2

1 користуючись нер!вн1стю (3'),

1п 2 
2

1п

1п 2 2
>  2 1п л:

при х  >  4. Ала коли * > 4 ,  то, як легко перев1рити, -^-х — 1 >  

> - ^ х ,  тому при х  >  4:
, ч ^  1п 2 *тс т  >  •=— .
4 '  8 1п х

Якщо 2 <  х  <  4, тс (*) >  1, а ^ , досягаючи мш муму в точщ
2 4х =  е> де е е  неперове число, буде <  ^  ^  <  3. Отже,

•
/ \  ^  1 л: 1п 2 X
М  >  3 1п * >  8 ' \ п х

при 2 <  х  <  4.
Таким чином, при будь-якому х  >  2:

тс (х) >  а
1п х  ’

де а 1п 2 Цим встановлено потр1бну межу тс (л:) энизу.
межу тс (ж) з: 

гмо, що можг

т с ( ^ ) - т с ( ~ )

Тепер встановимо межу тс (х) зверху.
Насамперед доведемо, що можна знайти таке с, що

<  с

при будь-якому х  >  2 , не тальки при х  =  2л, як це показуе нер1в-

шсть (2). Справд1, припускаючи, що у  =  л, знайдемо при х  — 2п
1 х  =  2л -4- 1, що

тс (х) <  тс (2л) +  П  тс >  тс (л).

Вщшмаючи В1д першоУ нер1вност1 другу, дктанемо

тс (х) — тс <  тс (2л) — тс (л) +  1 <  сг ^  + 1 ,

де <?! >  2 1п 2  (див. нер1вн1сть 2 ).

Якщо =  л, то небкшченно велика величина , зростаючи 
при х  ->  о о , дедал 1 бшьше В1дстае за своТми значениями вщ нескш- 
ченно великоТ -^~х . Тому легко вибрати с так, що й додана оди- 
ниця не заважатиме виконанню нер1вносп

с, ------ к 1 <  с —  ,1 1п п 1 1п х

тод1 матимемо
Xтс тс ( у ) <  с-.---1п х

при будь-якому X >  2 .
Зауважимо, що при встановленш нер1вност1 такого типу можна 

не турбуватись про початков1 значения х, бо значения с завжди 
можна в1дпов1дно зб1льшити так, щоб нер1вност1 виконувались для 
вс1х значень х, починаючи з х  — 2.

Тепер можна написати:

\п х  • 1 ' - 1пТ ■ тс =  1п х  • тс (х) — 1п * • %
(1) +  1п 2 - т с ( | )  =

{тс (х) — * ( | ) }  +  1п 2 - т с ( | ) < 1п х . с • X
1п х +  у  «= й  •

де с? =  с +  , причому ми скористались очевидними нер1вностями

* ( т ) < т  1 1 п 2 < ‘ -
Отже,

1пх • тс (*) — \ п ^  ■ т с ^ |  <  Л - х .  (4)

Покладемо тут, що х  — ^ , тод! матимемо:



Надаючи т  значень вщ 0 до к, де к таке, що ще >  1> 
дютанемо таю нер1вност1:

при т  =  0 1п г ■ и (г) — 1п ~  ■ тс < й  ■ г, 

при т  =  1 1п | -  ■ тс — 1п • те <  й ■ у ,

при т  =  И п ^ -  ■ *(§*-) — 111̂ .  тер^г < й .

Додаючи щ нер1вност1, дютанемо:

1пгте(г) — 1Пз Ш -  т с ^ ) < < ф  + 4  +  - * * + р ) 2 < 2  ̂  • г; 

але при вказаному вибор1 к
г г

2*4-2 1 > 2 Й+1 ^  '

1 тому те (— ) =  0 .

Остаточно д 1 Стаемо: 1 п г - т е ( г ) < 2 д, • г, або, змшюючи позна- 
чення г на х:

” Ы < ь ш~х-

Цим встановлено потр1бну межу зверху 1 тим самим теорему 
Чебишова доведено повшстю. Чебишов для сталих а 1 Ъ знайшов
значения: а — 0,92129 . . .  ; Ъ =  ^-а.5

Н ер1вност1 Чебишова дають змогу пор1внювати число простих 
чисел у заданих межах 1 число чисел якоьнебудь шшо'1 шдпосл1- 
довност1 натуральних чисел.

Контрольн1 запитання
1. Що визначае функщя тс (х)?
2. Дайте характеристику розпод1лу простих чисел у натуральному рядк
3. Що можна сказати про порядок зростання функца тс (х)?
4. Чи 1снуе анал1тичний вираз для функца тс (х)?

§ 48. Розб>жшсть ряду величин, 
обернених до простих чисел

Шсля Евклща Ейлер перший нам1тив новий шдх1д до д о т -  
дження питания про розподш простих чисел у натуральному рядй 
Вш знайшов друге доведения теореми Евклща, яке грунтусться

222 *

■»

на застосуванш понять 1 теорем з математичного анал1зу (найпро- 
ст1ший приклад застосування анал1тичного методу). Розглянемо 
доведения Ейлера теореми Евклща.

Припустимо, що р  е довшьне просте число. Оскшьки р  >  2,
то 0  <  ~  <  1 1 ряд 1 +  +  • ■ • буде зб1жним як сума
несюнченно спадно'1 геометричноТ прогреси з першим членом 1 

1 з знаменником — . Матимемо: р

1
г ^ 1 + у + ~  +  - - -  (!)

1—  ■— т=о
Р

Припустимо тепер, що число простих чисел сюнченне 1 найбшыне 
з них не перевищуе N.  Тод1 1 р1вностей типу (1) буде сюнченне 
число. Через те що в правих частинах цих р1вностей ми маемо' 
зб1жш ряди з додатними членами, то на шдстав1 вщомоТ з ана- 
Л1зу теореми про множення ряд1в 1 в а  щ р1вност1 можна перемно- 
жити. В результат! вийДе зб1жний ряд з додатними членами, яю 
можна розмктити в будь-якому порядку. Очевидно, що при пере- 

00

множенш ряд1в ^  дютанемо члени виду:
т =о

. ( 2 )

де ръ р2, . . . р к — у а  просп числа, яю не перевищують Ы; а1, 
а2, . . .  ак — довшьна система цших невщ’емних чисел. Осюльки 
за основною теоремою арифметики (див. § 10) всяке натуральне 
число п >  1 можна розкласти на прост! множники 1 притому тшьки 
единим способом 1 оскшьки знаменники члешв (2 ) знайденого ряду 
будуть добутками можливих комбшащй простих чисел, то вони 
являтимуть собою в а  натуралып числа п. Отже, ми д1станемо 
в результат! перемножения ряд!в ( 1) таку р!вшсть:

п.* VI,
р 1 - 1 Н  ПИ 1--- п—1

Але ця р1вн1сть неможлива, бо в правш частиш маемо розб1ж- 
ний (гармошчний) ряд, а в Л1В1Й — сюнченне число (число множ- 
ник1в сюнченне). Ця суперечшсть 1 доводить теорему Евклща.

За Ц1ею теоремою добуток скшченного числа абсолютно зб(жних ряд 1в 
(аокрема ряд!в з додатними членами) визначають як добуток скшченних сум, 
помножаючи кожний член кожного сп1вмножника на кожний член кожного 
3 реШТИ СП1ВМН0ЖНИК1В.



3 доведения Ейлера теореми Евклща як наслщок випливае така 
властивють простих чисел.

Т е о р е м а  п р о  р о з б 1ж н 1Сть р я д у  в е л и ч и н ,  о б е р -  
н е н и х  д о  п р о с т и х  ч и с е л .  Ряд

р

де р набувае значения в а х  простих чисел, розбьгаеться.
Справд!, з наведено го вище доведения теореми Евклща випли

вае, що нескшченний добуток П — Ц- розб1гаеться, тобто розб1-

1 ”гаеться 1 ряд — ^  1п (1  — , при цьому його сума прямуе до
+  оо.

Але

— 1п (1 — 'п) =  '»1 +  у +  - ^ - + . . . < т ' 1 + т | 2 + ^ 3 + . . .  =  ■[ ™  <  2т)

при т] =  <  1 ; тому ряд 2  ^  , тобто 1 ряд ^  у , розб1гаеться,
р  р

. що й доводить теорему.
Розглянемо друге доведения цього твердження, яке грунтуеться 

на нер1вностях Чебишова.
Покажемо спочатку, як за допомогою нер1вностей Чебишова 

можна дютати оцшку зростання л-го простого числа рп, а саме: 
я-е просте число рп при всякому щлому п  >  1 задовольняе не- 
рьвшсть:

а ■ п  1п п <  р п <  р я  1п п, (3)

де а I р — деякь додатш константи.
Справд1, припускаючи, в нер1вностях Чебишова х  — р„ 1 покла- 

даючи, що тс (рп) =  п,  д 1станемо:

а Д - <  п <  й-г^3- .
1п Рп  1 п р „

Звщси, по-перше, матимемо:

рп >  у  п  1п рп >  ~  п 1п п =  а ■ п 1п п,

де а =  , оск1льки рп >  п.

По-друге, д 1станемо, що

Р п < ~ п \ п р п. (4)

Границя величини при п  -*• оо дор1внюе нулю. Отже, для 
V Рп

досить великих п:

У Г п  < а '

ЗВ1ДКИ при досить великих п

± \ п р п < У р п -’

1 ми можемо нер1вн1сть (4) пщсилити при досить великих п:

Р п < " У р ' „ ,

ЗВ1ДКИ
рп <  я2, 1п рп <  21пл

при досить великих значениях п. ГНдставляючи у праву частину 
нер1вност1 (4) замкть 1п рп бшьшу величину 2 1п п, Т1льки шдси- 
лимо нер1вшсть:

Р п < ^ п 'п п  (5)

при досить великих п. Очевидно, що при потреб! можна сталу —
зб1льшити наст1льки, щоб нер1вн1сть (5) справджувалась уже для 
вс!х значень п >  1 .

Отже, для вс1х п >  1:

а • л 1п п <  рп <  р • п  1п п,

де а 1 р — деяк1 додатш сталь
Знайдена оценка (3) зростання л-го простого числа р п дае

змогу дуже просто виявити розб1жш сть ряду У  ~  з величин, обер-
р

нених до простих чисел.
00

Справд1, з матема-тичного анал1зу вщомо, що ряд У  роз-
П= 2

бшаеться. Осюльки — >  4- • - Д — , то зв1дси 1 погот1в розб1гаеться
Рп .р П 1П П

ряд

и-ып= 1 р

Разом з цим знову доведено нескшченшсть числа простих чисел. 

Розб1жн1сть ряду ^  ~  свщчить про те, що у В1ДП0 В1ДН0 Му сумар- 
р



. •
ному розумшш слова прост! числа густш е розмвдеш в натураль
ному РЯД1, Н1Ж П0ВН1 КВЭДраТИ п2 Ц1ЛИХ чисел, бо В1 до МО, що ряд

У  зб1гаеться. I все-таки просп числа розмвдёш досить рщко.
л= 1
Точшше кажучи, справджуеться така теорема, яку також вперше 
сформулював 1 дов1в Ейлер.

Теорема Ейлера. При необмеженому зростанш дшсного числа 
х  >  1 границя в1дношення дорьвнюе нулю.

ЕИдношення ~ ~  можна розглядати як «середню шдльшсть»
простих чисел на В1 д р 1 зку [1; х]. Отже, теорема Ейлера твердить, 
що при необмеженому зростанш х  середня шдльшсть простих чисел 
прямуе до нуля.

Це твердження е прямим наошдком нер1вностей Чебишова.
Справд1, маемо При * - ^ о о ,  ^ - > - 0 ,  отже ^ - , - 0 .

Контрольн1 запитання
1. Сформулюйте теорему про множення абсолютно зб 1жних ряд1в. 3  якою 

метою використовуеться ця теорема при доведенш Ейлером теореми Евклща?
2 . Сформулюйте теорему про розб1жшсть ряду величин, обернених 

^простим числам.

3 . Д о  якого значения прямуе в1дношення при х  -*■ оо.

§ 49. Сучасний стан питания 
про розпод1л простих чисел у натуральному ряд1

4 1 арифметичних прогреаях

У попередшх двох параграфах ми вже ознайомилися з деякими 
питаниями, пов’язаними з розподшом простих чисел у натураль
ному ряд1. Одним з напрям1в, який бере початок В1д теореми 
Евклща про нескшченшсть числа простих чисел, е спроба встано- 
вити нескшченшсть множини простих чисел в п й  чи шнпй части т 
натурального ряду, тобто серед натуральних чисел того чи шшого 
певного виду. Тут також не розв’язано ряд проблем, в яких треба 
дати загальне доведения або спростувати загалыпсть нав1ть най- 
простших емшрично спостережуваних на табличному материал! 
законом 1 рностей.

Спинимось на прикладах.
1. Ще Ф е р м а  висловив припущення, що числа виду Рп =  

=  22" +  1 при цшому невЦ’емному п  е проси. Числа Ферма мають 
значения для задач 1 про подш кола; це, наприклад, таш числа: 
Р0 =  22" +  1 =  3, Р1 =  22‘ +  1 =  5, Рг =  22' +  1 =  17, Р3 = 2 2‘ +

4-1 == 257, Р 4 =  65537. Але вже Ейлер у 1732 р. показав, що при 
п  =  5 виходить складене число, яке д1 литься на 641:

р 5 =  22‘ +  1 =  4 294 967 297 =  641 • 6  700 417.
Згодом було виявлено, що при п =  6 , 7, 8 , 9, 10, 11, 12, 13, 

15, 16, 18, 23, 36, 38 1 73 виходять складен 1 числа. Для кожного
3 ЦИХ Рп, Кр1М « = = 7 1 8 ,  В1ДОМИЙ один Д1ЛЬНИК.

Найб1льше з наведених чисел Ферма Р1ЫЪ мае простий Д1ль- 
ник 5 • 21947 +  1. 3 перших 118 натуральних чисел Рп (п =  
=  0, 1, . . .  , 117) В1домо 19 складених; на триста з лишком чисел 
шсля РП1 в1домо Т1льки 10 складених. Усього в1домо поки що 36 
складених чисел Ферма Рп.

Твердження шмецького математика Ейзенштейна (1823— 1852) 
про те, що вираз 22п -(- 1 дае, хоч 1 не П1дряд, але все ж  таки 
безл1Ч простих чисел, 1 дос1 не доведене.

Ц 1каво, що для п >  4 д о а  не В1ДОМ1 просп числа Ферма.
2. Французький математик Мерсенн (1588— 1648) розглядав 

числа виду М р =  2р — 1, де р  — просте (числа Мерсенна). Щ 
числа мають особливе значения, бо вони пов’язаш з проблемою 
досконалих чисел. Натуральне число п називаеться досконалим, 
якщо сума вс1х його власних дшьнишв дор1вшое п. Наприклад, 
в1доме твердження, що число р =  2к+1 — 1 може бути простим 
тод1 1 пльки чюд!, коли показник к +  1 — просте число.

Той факт, що числа М 17 1 М 19 — проси, встановив !талшський 
математик Катальд1 до Мерсенна.

Отже, не говорячи вже про те, що немае загально! В1ДПОВ1Д1 
на питания, чи 1Снуе ск1нченна, чи неск1нченна множина простих 
чисел Мерсенна, характер числа М р не з ’ясований навиь для 
пор^вняно невеликих окремих значень р.

Як дов1в 1. М. Первушин у 1883 р., число 261 — 1 =
=  2 305 843 009 213 693 951 — просте; довгий час його вважали
найбшыним з в1домих простих чисел. Тепер в1домо, що числа М р 
при р — 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607\ 
1279, 2203, 2281, 3217, 4423 — просп. Найбьльшим в!домим про
стим числом Мерсенна е М 4423.

До 1953 р. було припущення, що коли р — 2" — 1 просте, то
1 М, = 2 р — 1 =  2 2”~ 1 — 1 просте. У 1953 р. це припущення було
спростоване для п =  13.

Тепер деяк1 доопдники д1Йшли висновку, що чисел Мерсенна,
а, отже, 1 досконалих чисел, не безл1ч, а ск1нченне число.

3. Як поправку до твердження Ферма про числа 22п +  1 було
висловлено припущення, що числа 2  +  1 , 2 2 +  1 , 2 22 +  1 ,
2 2 +  1, . . .  — проси.

Недавно було доведено, що це припущення неправильне. Серед 
чиС' л цього виду е й складен!.' Складеним е, наприклад, число



4. Шукаючи формулу, яка давала б виключно просп числа, 
Ейлер указав калька многочлешв з цшими коефшлентами, значения 
яких для пор1вняно великого числа початкових значень х  =  0 , 1,
2, 3, . . .  становлять -ильки просп числа. Це наприклад, таю много
члени:

+  * +  17( 2л:2 +  29, л:2 +  а: +  41, л:2 — 79л: +  1601,

що дають в1дпов1дно 16, 29, 40 1 80 простих чисел при шдстав- 
лянн! замють х  значень 0, 1, 15; 0, 1, . . .  , 28; 0, 1, . . .  ,
39; 0, 1, . . .  , 79.

Однак уже Ейлер дав загальне доведения того, що жодний 
многочлен в1д х  з щлими коефщентами

{ (х) =  а0х? +  а , / 1- 1 +  . . . ' +  ап

не може при в а х  без винятку щ лих значениях х  набувати зна
чень, я м  становлять (хоча б за абсолютною величиною) простI 
числа.

Справд1, припустимо, що при х =  х 0 маемо просте число /  (л:0) =  
=  р. При х  =  х 0 +  ру, де у  —  будь-яке цше число, /  (х) дшиться 
на р, бо

I (*о +РУ) =  !  (*о) +  Р8 (У) =  Р +  Р8 (У) =  РП +  8  Ш>
де д  (у) — многочлен в1дносно у  з цшими коефщентами. Осюльки 
/(л:) В1дм1нний в1д сталого, то многочлен § (у) не перетворюеться 
ТОТОЖНО В нуль. Тому При ВС1Х Ц1ЛИХ значениях у, кр1м сюнчен- 
ного числа корешв р1вняння @(у) =  0 , цей многочлен набувае зна
чень, В1ДМ1ННИХ В1Д НуЛЯ. МнОЖИИК 1 +  §  (у) при цьому буде Ц1ЛИМ 
числом, В1дм1нним в!д одиниц1, 1 число /  (х 0 +  ру)  буде складеним 
при вс1х значениях х,  кр1м лише скшченного числа.

5. У 1845 р. французький математик Жозеф Б е р т р а н (1822— 
1900) для доведения одшеТ теореми з теорп скжченних груп ско- 
ристався таким твердженням: якщо п >  3 — щле число, то е при
найми! одне просте число, що лежить м1ж  п \ 2п — 2. Незва- 
жаючи на в а  зусилля, Бертрану не вдалось довести це твердження 
(хоч вш 1 перев1рив його справедливкть для в ах  п  <  3 0 0 0  0 0 0 )
1 вш прийняв його як постулат. Цей постулат вперше дов1в у 1852 р. 
Чебишов. Метод доведения його дуже дотепний 1 пор1вняно еле- 
ментарний. Чебишов розглядае функщю 0 (х), що е натуральним 
логарифмом добутку вс1х простих чисел, як1 не перевищують д 1йс- 
ного числа х  >  0 , 1 розглядае зростання 6 (л:) при зростанш х. 
Вш знаходить таю нер!вносп:

А х  —  ^  А х  т  — ^  1п2 л: — ̂  1п л: — 3 <  0 (х) <  Ах -  А х Т  +  

+  4 -Е б 1пг* +  Т 1п* +  2’

де
Л  ±

о 2 о 3 с 5
А =  1п =  0 , 9 2 1 2 9 . . . .

303®

За допомогою цих нер1вностей Чебишов дов1'в ряд теорем, пов’я- 
заних з законом розподшу простих чисел у натуральному ряд1, 
зокрема, не Т1льки дов1в постулат Бертрана, а й Д1став кращий 
результат.

Найпроепшими несюнченними шдпослЦовностями натуральних 
чисел е арифметичш прогресп. У 1788 р. Лежандр висловив, а 
в 1837 р. Д 1р 1хле дов1в таку теорему.

Теорема Д |р1'хле. Усяка арифметична прогреая, перший член 
яко1 I р1зниця взаемно проста числа, м1стить безл1ч простих 
чисел.

Д ля деяких окремих випадюв, наприклад, для чисел виду 
6 6  — 1, 4к — 1 (див. приклади 25 1 26, розд. I), 46 +  1, 8 А + 5, 
цю теорему легко довести. Доведения теореми в загальному ви
падку дуже складне 1 потребуе використання спещального анал1- 
тичного апарату, зв’язаного з рядами типу

л-=1

яю називаються тепер рядами Д1р1хле. У 1949 р. норвезький 
математик Сельберг опубл1кував перше елементарне доведения 
ц!еТ теореми. У 1956 р. Гельфонд опублжував друге елементарне 
доведения теореми Д 1р 1хле. Ця теорема твердить, що коли числа 
а \ Ь взаемно просп, то !снуе безл1ч простих чисел виду ах +■ Ъ 
(.х  — шле).

Умова (а, Ь)=  1 ютотна, бо коли (а, Ь) =• й >  1, то вс1 члени 
прогресп дшитимуться на Л, \ тод1 прогреая матиме щонайб1льше 
одне просте число (саме д., якщо д. — просте).

Наступним природним кроком було б доаиджування в тому 
самому розумшш вираз1в другого степеня, тобто вираз1в виду 
ах2 +  Ьх +  с. Проте у цьому напрям! шчого зробити не вдалось. 
Сучасна наука не знае жодного шдходу нав1ть до найпроспшого 
випадку Ц1€1 задач!— до питания про те, чи безл1Ч простих чисел 
виду л:2 +  1, тобто в ряду чисел, 2, 5, 10, 17, 26, 37........

Ще важчою стае проблема, якщо перейти до многочлешв вищого 
степеня. Д ос1 для жодного многочлена /  (х) =  а0хп +  а 1х п~ 1 +  ... 
... +  ап_ гх  +  ап з Ц1лими коефЫентами степеня п  >  1 не вдалося 
встановити 1снування безл1Ч1 простих чисел у посл1довност! / (1) ,  
/  (2), /  (3), . . . .  Отже, сучасна теория чисел може досл1дити роз- 
под1л простих чисел т!льки в арифметичних прогрес1ях, та й то 
далеко не повюстю.
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Питания розподшу простих чисел розглядають, як бачимо, 
1 за допомогою елементарних метод 1в 1 метод1в математичного 
анал 1зу. Особливо плодотвориим е метод, що грунтуеться на ви- 
користанш тотожностп

П Vп8 

п= 1

(добуток поширюеться на ес 1 прост! числа), на яку вперше вказав 
Л . Ейлер. Ця тотоЖшсть для дшсного 5 >  1 виходить шсля фор
мального перемножування зб 1жних ряд1в:

7 Г ±  ~  1 +  ^  ^  +  -  
р $

(пор. § 47). Вона справедлива 1 при вс1х комплексах 5 з дшсною 
частииою, бшыною вщ одиницп На П1дстав1 д!еТ' тотожносп пи
тания розподшу простих чисел зводяться до вивчення специально! 
так званоТ дзета-функци, яка визначаеться рядом

00С(*)в 2 ̂ (*«*>!)•
1

Конт рольт  запитання

1. Як1 числа називаються числами Ферма? Що ведомо про щ числа тепер?
2. Як1 числа називаються числами Мерсенна? 1х число сшнченне чи не- 

скшченне?
3. Чи можна побудувати многочлен в1д одного нев!домого х  з щлими 

коефодентами, який набував би значень простих чисел при вс1х щлих зна
чениях х?

4. Сформулюйте постулат Бертрана.
5. Сформулюйте теорему Д1р1хле про розпод1л простих чисел в арифме

тичних прогрес1ях.

§ 50. Асимптотичш оцшки функцп к (х )

Д в 1 додатш функцп § ( х )  I Н (х), означеш для д1йсних додат- 
них значень х,  називають асимптотично р1вними якщо

Асимптотичну р1ВН1СТЬ фуНКЩЙ 8  (х) 1 Н (х) записують знаком 

~ .  Приклади: 8Ш - —  — ; х3 +  4л;2 +  2 У~х ~  х3.

Природно, що перед учёними XIX ст. вииикла проблема зна
ходження досить просто! анал1 тично! функцп !{х) ,  яка асимпто
тично дор!внювала б те (ж). 1ншими словами, ш у ка на анал1 тична 
функщя /  (х) мае бути, наближеним виразом функцп те (л:) з як 
завгодно малою в1 дносною нохнбкою при досить великих значен
иях х, тобто мае бути:

71 (я')
Але ця умова екв1валентна такш: П т ^ ~ = = 1 ,  тобто функцН

[ (х) 1 к ( х )  ПОВИНШ бути ЭСИМПТОТИЧИО Р1ВН1.
Вивчаючи таблищ иростих чисел, Лежандр I Гаусс висловили

припущення, що функщя ^  асимптотично дор1 внюе те (х). Але

вс1 зусилля як Лежандра 1 Гаусса, так 1 багатьох шших видатних 
учених того часу, були марш. У 1849 р. ЧёбишОв показав, що 
емшрична формула Лежандра

_ / \ ^  х
~ \ п х — 1,08366’

яка визначае наближено кшьюсть простих чисел, що не перевищу- 
ють заданого числа х,  неправильна. Але основним результатом роботи 
Чебишова було твердження, що вьд х  =  2 до х  =  оо функщя те (х) 
задовольняе безльч раз1в I нергвшсть

X
, ч С д,и ах 

2

I нерьвшсть
X

. . (* Аи ах

*  С^) <  ]  1п и 1п" х  '
2 •.

де а — як завгодно мале додатне число \ п  — як завгодно велике 
додатне число.

Змкт ц1е! теореми полягае в тому, що функщя те (х) зростае 
не пов1 льшше, н!ж функщя

х
Г йи ах
)  1п и 1пп х  ’
2



1 не швидше, шж функщя

йи ах
1п и ' 1пп х

при як завгодно малому а. >  0  1 як завгодно великому цдлому п >  0 . 
З в 1дси, зокрема, випливае, що коли границя

П т
Х-у ов ■ И # ]

то вона обов’язково дор 1внюе одиниць
Отже, Чебишов уперше вказав на зв’язок функцП тс (х ) з транс-

X

цендентними функциями ^  1 |  («штегральним логарифмом»).
2

Цей зв’язок саме й полягае в тому, що при великих значениях х
X

Функцп 1 ^  дають значения функцп тс (х) з выносною

похибкою, яка прямуе до нуля, тобто

П т тс(*):
\п х \ 1

П т ( 1)

При цьому похибка при користуванш 1нтегральним логарифмом
менша, ш ж для функцп

1п х '

Твердження, що границя в 1дношення тс ( х ) : дор 1внюе оди-
ниц!, називають асимптотичним законом розподыу простих чисел. 

Для прикладу наведемо таку таблицюх;

X
*

тс(*)
} 1п“ 2

1000 
10 000 

100 000 
10 000 000 

100 000 000 
1 000 000 000

168 
1 229 
9 592 

664 579 
5 761 455 

50 847 478

178 
1 246 
9630 

664 918 
5 762 209 

50 849 534

0,94 . . .  
0,98 . . .  
0,996 . .. 
0,9994 . .. 
0,99986. .. 
0,99996. ..

„ 1,159... 
1,132. .. 
1,104. .. 
1,071. . . 
1,061. . . 
1,053. ..

1 Див.: А. Е. И н г а м  Распределение простых чисел. Онти, 1936. Подане 
в  ц1й книз! значения я  (10е) =  50 847 478 неточне. За допомогою електронно- 
обчислювально? машини було встановлено, що к (108) =  50 847 534; знайдено 
також, що к (1010) =  455052 512.

Асимптотичш закони (1) розподшу простих чисел Т1льки в 1896 р. 
точно довели незалежно один й1д одного французький математик 
Адамар 1 бельпйський математик ла Валле Пуссен. Вони, власне, 
довели 1снування границь (1), зв 1дки, зг)дно з твердженням Чеби
шова, випливае р 1вшсть Ух одиниць

Зауважимо, що методи, якими користувалися Адамар 1 ла
Валле Пуссен, були значно складшип, ш ж елементарний метод
Чебишова. Основну роль у Тхшх побудовах в!д1 гравала р1манова

00

анал1тична дзета — функщя С (в) ^  , де 5 — комплексне змшне.
5=1

Протягом тривалого часу зусилля багатьох математишв були спря- 
моваш на те, щоб спростнти доведения Адамара 1 ла Валле Пуссена. 
Початкове доведения було дуже спрощене, однак до останнього часу 
не було в1домо доведения асимптотичного закону розподшу прос
тих чисел, яке б не використовувало метод1в теорп функцш комп
лексного змшного. Було нав1ть висловлено припущення, що такого 
доведения взагал1 немае. Тим бшыною. сенсащею були результати 
норвезького математика Сельберга (н. 1917) 1 угорського матема
тика Ердю ш а, яким у 1949 р. вдалося дати елементарне (тобто 
без застосування теорп функцш комплексного змшного) доведения 
асимптотичного закону розпод1лу простих чисел.

Зауважимо, що елементарне доведения Сельберга 1 Ердьоша 
дуже складне. Це доведения, незважаючи на те, що знайдено ряд 
його спрощень, 1 дос1 залишаеться б1льш довгим 1 заплутаним, 
ш ж доведения, яке використовуе теор1ю функцш комплексного 
змшного. Однак, принцишальна можливкть такого доведения сама 
по соб1 ц!кава. Дальше його спрощення — справа майбутнього.

Дальший розвиток метод1в, пов’язаних з встановленням такого 
роду асимптотичних формул, прив!в до створення анал1тично1 
теори чисел, що включае й таю досягнення, як доведения ряду вла- 
стивостей системи простих чисел, як1 до останшх рок 1в не досл1- 
джувались за допомогою шших засоб1в.

Контрольн1 запитання

1 . Як1 функцп називаються асимптотично р 1вними?
2. Чи будуть функцп У х 2 +  3* +  5 1 * +  7 асимптотично р 1вними?
3. У чому полягають асимптотичш закони розподьпу простих чисел?

§ 51. Адитивш задач! з простими числами.
Проблема Гольдбаха — Ейлера I простих чисел-«близнят»

Адитивна теор 1я чисел вивчае питания про розбиття чисел на 
доданки того чи шшого виду. Д о таких задач належить, напри
клад, проблема Е. Варшга (див. «Вступ»). Особливе значения



у теорп простих чисел мають задач 1, яш групуються навколо 
славнозвюно! проблемы Гольдбаха — Ейлера.

Г о л ь д б а х  у лисп до Л. Ейлера (в1д 7 червня 1742 р.) 
висловив припущення, що кожне натуральне число п >  6  е сумою 
трьох простых чисел.

У лист1-в1дпов1д 1 Ейлер (30 червня 1742 р.) вказав, що для 
розв’язання ще! проблеми досить довести, що кожне парне число 
П >  4 е сумою двох простых чисел.

Цд твердження, В1ДОМ1 тепер гид назвою проблеми Гольдбаха— 
Ейлера, або просто проблеми Гольдбаха, можна сформулювати так: 

Всяке парне число п >  4 е сумою двох, а непарне п >  7 е су
мою трьох простих чисел.

Незважаючи на те, що експериментальною перев!ркою щлком 
п1дтверджуеться це твердження, протягом майже двох столиь 
його не вдавалось довести.

Вщомий спещалют з теорп чисел Ландау поставив таку проб
лему: довести, що кожне натуральне число можна подати як суму 
простих чисел, юлыасть яких не перевищуе якогось певного числа; 
однак 1 в такому вигляд1 задача була дуже важкою. Перший 
1стотний внесок у розв’язання ще! проблеми зробив у 1930 р. 
Ш н 1 р е л ь м а н ,  який дов1в, що всяке натуральне число можна 
подати у вигляд1 суми не бшьш як С простих чисел, де С — деяке 
фжсоване число. Стала С у дослщженнях Шшрельмана була дуже 
велика, але незабаром у працях р1зних математиюв ц вдалося 
знизити до 67. Тепер методом Шшрельмана знайдено С =  20, 
а якщо брати натуралып числа, починаючи з деякого N  >  то 
С =  18. Праця Шшрельмана, яка в той час зробила сенсащю 
в математищ, щкава особливо тим, що розроблеш в н!й методи 
стали основою нового напряму в теорп чисел.

Метод доведения Шшрельмана грунтуеться на запровадж енн! поняття про 
«ЩЛЬШСТЬ» ПОСЛ1ДОВНОСТ1 НЭТураЛЬНИХ чисел п1у п 2, . . .  , п^, . . .  , ПО В1ДНО-
шенню до чисел натурального ряду. Якщо можна твердили, що в!дношення 
N  (х)
— -  числа елементш посл1довност1 пъ  пг ........... л ,,  . . .  на в1др!зку [ 1 , х ]

до вс1€1 к 1лькост1 х натуральних чисел залишаеться не меншим в 1 д деякого 
сталого додатного а, то найб1лыие а тут називаеться 1щльшстю посл1довност1

п 1 < п г ........... ...................Невиконання умови для ск!нченного числа

початкових значень 1стотно\' рол1 не В1д1грае в одному випадку можна при- 
еднати до посл1довност1 ск 1нченне число нових члешв так, щоб умова 
N (x)

х  >  а справджувалась, починаючи з х =  1. Елементарно можна показати, 
що:

1 ) всяке натуральне число можна подати у вигляд1 одного або суми двох 

елеменпив будь-якЫ посл1довност1, щ1льн1сть якоХ б1лыиа вед у ;

2) всяке натуральне число можна подати у  вигляд! суми обмеженого 
числа члешв будь-якоХ посл1довност1 додатноХ щельностХ.

Д ал 1 основна трудшеть полягае в тому, що пош довш еть простих чисел 
е посльдовшстю нульовоХ щ1льност1 (див. § 47). Проте Шшрельману вдалось 
довести, що посл1довн1сть, складена з попарних сум +  р;- простих чисел, 
п!сля приеднання до не! 1 , мае додатну щДльшсть. Зв 1дси й випливае твер
дження про подання натуральних чисел у вигляд1 суми скаченного числа 
простих чисел.

Метод Шшрельмана застосовуеться не тьчьки в задач 1 Гольд
баха — Ейлера, а й в шших задачах адитивно! теорп чисел. Ц жав 1 

результата, зв’язаш з застосуванням цього методу, д ктав  Романов, 
який дослщив множину натуральних чисел, що подаються.у ви- 
гляд 1 простого числа 1 числа виду ап при заданому а >  1; вш 
дов1в, що коли до множини натуральних чисел, як 1 можна подати 
в зазначеному виглядп додати число 1, то вийде множина додат- 
но! щ 1льност1 . В1Н дов1в, що буде те саме, коли зам еть степешв 
задано! основи взяти к-Т1 степен1 натуральних чисел {к >  1 — 
будь-яке Ц1ле число).

У 1937 рощ була опубликована стаття I. М. Виноградова «Про 
подання непарного числа сумою трьох простих чисел», де вш 
з допомогою створеного ним анал1тичного методу показав, що 
будь-яке досить велике непарне число можна подати у  виглядЬ 
суми трьох, а будь-яке парне число — у  виглядь суми не бмьш  
як чотирьох простих чисел.

Цей новий анал1тичний метод Виноградова полягае в точнш 
оцшщ сум виду

^  е 2к1Р(р) 
р<N '

де Р (х) — дшена функц1я зм 1нного х, а р проб1 гае прост! числа, 
як 1 не перевищують N. Це е один з найпотужшших метод1в теорК 
простих чиерп, що в1дкривае велик1 можливост1 для розв’язання 
багатьох складних проблем. Зокрема, метод Виноградова дае змогу 
розв’язати ряд задач, як 1 узагальнюють проблему Гольдбаха. Вра- 
ховуючи 1сторичну важлив1сть проблеми Гольдбаха 1 величезну 
к 1льк1сть затрачених на не! в усьому СВ1Т1 зусиль, слщ визнати, 
що цей результат Виноградова е одним з найвидатшших у теорп 
чисел за весь час и юнування. 1 нш 1 доведения теореми про подання 
досить великого непарного числа у вигляд1 суми трьох простих 
чисел шзшше дали Лшник 1 Чудаков (див. «Вступ»).- Задача про 
розбиття парного числа на суму двох простих ще не розв’язана. 
Сл 1д зауважити, що в деяких сво!х частинах ця праця Виногра
дова йде значно дал 1 В1Д проблеми Гольдбаха — Ейлера. Саме 
поряд 13 точним доведениям можливост1 розкласти Ц1ле число 
у вигляд1 суми простих чисел Виноградов знайшов асимптотичну 
формулу для визначення числа найр1зномаштншшх зйбражень 
натурального числа у вигляд 1 суми простих чисел. Знаходження 
ще! наближено! формули е значно важча задача, ш ж сама проблема 
Гольдбаха — Ейлера.



Як проблема Г ольдбаха — Ейлера, так 1 проблема чисел-«близ- 
нят» т 1сно пов’язаш з питаниями розподшу простих чисел.

Д ва проси числа, р 1зниця м1ж якими дор1внюе двом, назива- 
ються «близнятами». Наприклад, числа 3 1 5, 5 1 7, 11 1 13, 17 
1 19, 29 1 31 — «близнята»х. Серед чисел в1д 1 до 100 000 е 1224 
пари «близнят», а пром1жок в1д 1 до 1 000 000 мютить Ух 8164 
пари. Кллькосп простих чисел в1дпов1дно дор 1внюють 9592 1 78 498.

Проблема «близнят» полягае в тому, щоб Д1знатись: оконченною 
чи неоконченною е множина простих чисел-«близнят». 1накше 
кажучи, треба або довести, або спростувати, що невизначене 
ровняння

х  —  у  =  2

мае безлоч розв’язков у  простих числах х  о у.
Таблищ простих чисел (доведеш Голубевим до 15 з лишком 

м1льйон1в) показують, що е дуже велик 1 числа-«близнята» (на
приклад, 1 016 957 1 1 016 959) однак це не е доведениям нескш- 
ченносп Тх числа. Проблему «близнят» 1 тепер не розв’язано, але 
встановлено (норвезьким ■ математиком ЕНго Бруном), що ряд вели
чин, обернених простим числам-«близнятам»,

Т  5 ' 'т' ' 1 1 ^ Т з ' 1 7 ' Т 9 _|_ 2 9 ' з [ _г '  ' - >

зб1гаеться2. Це означав, що «близнят», або скшченна множина, 
або вони в середньому розмщенш пор1вняно р1дко. ВЦомо, що 

'вщношення числа «близнят», як1 не перевищують /V, до числа 
ус1Х простих р <  N  прямуе до нуля 13 зростанням N.

Проблема «близнят» 1 проблема будь-якого парного числа 
У ВИГЛЯД1 суми ДВОХ простих чисел Т1СНО ПОВ’язаШ М1Ж собою, 
так що з розв’язання одшеТ з них випливатиме розв’язання другоТ.

Зауважимо, що просп числа-«близнята» можна видшити з на
турального ряду способом, Ц1лком аналопчним до ератосфенового 
решета3. Цжаве застосування знайшло так зване «велике решето» 
Лшника.

Н а р ен т , зазначимо, що задач1 адитивно/ теорп чисел поряд 
з розподшом простих чисел утворюють другий великий напрям 
в анал1тичнш теорп чисел. Тут основними методами е метод утво- 
рюючих функщй, який бере св1й початок у працях Ейлера, 1 метод 
тригонометричних сум, створений Виноградовим. До анал1тично1

1 Неважно довести теорему про те, що числа п 1 п +  2 тод! I Т1л ьк и  
тод1 е числами-«близнятами», коли

4 [(я— 1)! +  1] +  п =  0 (шос1 я  (п +  2)), я  >  1
(див., наприклад: Ернст Т р о с т .  Простые числа. М., Физматгиз, 1959, 
стор. 30—31).

2 Див. Т р о с т  Э. Простые числа. М., Физматгиз, 1959.
3 Див. Б у х ш т а б  А. А. Теория чисел, изд. 2. М., «Просвещение»,

1966.

теорп чисел належать геометричнг числов1 задач 1 , задач! шдра- 
хунку точок з ц 1лочисловими координатами у плоских або просто- 
рових ф1гурах.

На закщчення наведемо ще р я д  з а д а ч  т е о р П  п р о с т и х  
ч и с е л ,  я к 1 ч е к а ю т ь  с в о г о  р о з в ’ я з а н н я .

1 . Довести, що к н уе  стала к така, що нер1вн1сть р  — д < к  
мае безл1ч розв’язтв у  простих числах р I д.

2. Знайт и стале число к таке, щоб було безмч пар прэстих 
чисел р ( <7 таких, що

р — Ч =  к.
3. Довести, що кожне парне натуральне число являе собою 

ргзницю двох простих чисел.
3. Довести 'юнування безл1ч1 простих чисел р таких, що

<7 =  ------також просте число.
5. Довести, що для будь-якого, як завгодно великого числа п  

к н уе  п простих чисел р1 таких, що
Р ь — Рь =  Р и — Ри =  ■ ■ ■ = Р ‘п — Р‘п- 1  (запропонував Ердеш).

6 . Довести, що при будь-якому е >  0 кожне натуральне число 
Ы-, починаючи з деякого N , N  >  Л/0, де М0 =  N  (г), можна подати 
у  виг ляд I: N  =  т +  п, де вс1 просто дольники чисел т I п не  
перевищують Л/"5.

7. Довести, що кожне досить велике натуральне число N  
або саме е квадратом, або подаешься у  виглядо суми N  =  р  +  з2, 
де р  — просте число.

8 . Довести кнування безл1ч1 простих чисел, що становлять 
суму трьох кубов натуральних чисел.

Останш дв 1 проблеми запропонували Х а р д 1  1 Л 1 т л в у д .

Контрольш  запитання

1. Сформулюйте проблему Гольдбаха — Ейлера.
2. Яка роль академ1ка Виноградова в розв’язанн! проблеми Гольдбаха — 

Ейлера?
3. У чому полягае проблема чисел-«близнят»?

Чи розв’язана ця проблема?.

1СТОРИЧН1 КО М ЕН ТА Р1

1. Ще в 1798 р. Лежандр у першому виданш свое1 книги «Езза1 зиг 1а 
1Ьеопе с1е потЬгез» опубл1кував наближену формулу для п (х ) у вигляд} 

х
А  1п х  +  В

У другому виданш ц !й  книги в!н уточнив свою формулу, взявши за А 
числр 1 .

Сво1 м1ркування про величину функц1Т при великих значениях х  Гаусс 
пов1 домив лише в 1849 р., а опубл1кував у 1863 р ., вже т е л я  прац! 
Р1мана.



У 1849 р. П. Л. Чебишов написав книгу «Теор1я конгруенцш». Ця книга 
являе собою оригшальний 1 дуже глубокий для того часу курс основ теорп чисел. 
Як один з додатк1в до цього курсу е праця П. Л. Чебишова «Про визначення 
числа Простих чисел, яш не перевищують дано! величини», в якш  доводиться

теорема про те, що границя в!дношення я (х ) до — -  не може бути вгдмшна
В1Д 1.

Праця П. Л. Чебишова «Проси числа», в якШ вш дае нер1вност1 для 
функцп я  (х) 1 доведения постулату Бертрана, опублжована Петербурзькою 
АН у 1850 р.

2 . Георему про розб1жшсть ряду величин, обернених простим числам, 
уперше дов1в Ейлер у 1737 р.

3. На шдстав1 теореми про те, що Нш (я (х) : х) =  0, недавно було дове-
X-*- оо

N
дено, що в1дношення набувае вс1х натуральних значень, починаючи з 2 .

Подано таблицю перших 22-х натуральних чисел Ы, як 1 д ея ться  
«а я (А').

4. 1мон1рне припущення про те, що м1ж двома посл1довними квадратами 
х 2 ! ( х  -|- I)2 завжди знайдеться хоча б одне просте число, залишаеться дос! 
не доведении 1 не спростованим. 1 н г а м  дов1р, що для вс1Х досить великих х  
лпж х а 1 ( х  +  I)3 лежить просте число.

5. Гаусс дов1в, що правильний т-кутйик  тод! 1 т1льки тод1 можна побу
дувати за допомогою циркуля й л ш й к и , коли в каношчному розклад1 числа 
т  кожне просте число р > 2  входить з показником, що дор 1внюе одинищ 1 е 
простим числом Ферма. Серед перших 1000 значень т ( т >  1) е т1льки 54 
•числа такого виду: 2"р1р2 . . . р8, де вс1 р^— прост1 числа Ферма.

6. У 1878 р. уральський математик I. М. Первушин (1827— 1900) дов1в, що 
Р23 Длиться на 5 • 225 -)- 1 =  167772161.' Число Р23 мктить 2525 223 цифри. 
Щоб надрукувати це число звичайним шрифтом, потр1бен був би рядок 
завдовжки 5 км або книжка звичайного формату в 1000 сторшок.

Шмецький математик З е л ь г о ф  (1829— 1896) показав, що число Рзе 
дмиться на 5 • 239 +  1 =  2748779069441. Французький математик Л ю к а  
(1842— 1891) знайшов, що це число в десятковому зображенш мктить понад 
20 млрд. цифр. Запис цього числа був би б 1льший В1д довжини екватора. 
Якщо число Р1 з записати в рядок, де кожна цифра матиме ширину в один' 
м ш м етр , то воно буде в 6 • 109 довше, ш ж земний екватор. Якщо на кожну 
цифру, щоб п написати, затрачати хоч швсекунди 1 писати число протягом 
Ц1Л01 доби, то для цього потр1бно буде 2 • 104 РОК1В.

За допомогою електронно-обчислювальних машин було знайдено, що числа 
Рп при п — 39, 55, 63, 117, 125, 144, 150, 207, 226, 228, 268, 284, 316, 452— 
складен 1 .

Ц1каво зазначити, що для л > 4  дос1 нев1дом1 просп числа Ф ер
ма Рп.

7. В1домо, що Мр для вс1х р < ; 257, кр1м вищезазначених (р =  2, 3, 5,
7, 13, 19, 31, 61, 107, 127), е складенимй. М1ж УИШ 1 /И521 е 66 скадених 
чисел Мр. Встановлено, що в межах 2300 <  р <  3300"вс1 Мр — складеш, кр1м 
Л^з127> яке е простим. Це 18-те просте число" Мерсенна; його знайшов швед- 
ський математик Р1зель у 1957 р. за допомогою електронно-обчислювальноТ 
машини. В1дпов1дне досконале число 5 18 =  23216 (23217— 1) див. задачу №  13, 
розд. II).

8. В 1домо, ряд деяких функц 1й [ (х ) ,  як 1 набувають при вс1х натуральних 
значениях аргументу х  т!льки простих значень. Так, наприклад, М1лле у 1947 р. 
дов1в, що Д1йсне а таке, що /( х )  =  [<*3*] при вс1х натуральних х  набувае зна
чень, як 1 являють собою прост! числа. У 1951 р. Швеи дещо уточнив цю

теорему, показавши, що для будь-якого с >  а т а к е , що [асХ] при вс1х нату

ральних х  завжди просте число.

9. П. Л. Чебишов не Т1льки дов!в постулат Бертрана, а й д!став кращий 
результат, а саме: в!н дов!в, що число простих чисел в 1нтервал1 (п, 2п — 2) 
необмежено збшьшуеться при зб1льшенн! величини п

10. Теорему Д1р1хле для випадку 6 =  1 висловиву 1755 р. Ейлер. Лежандр 
у своТй книз1 «ТЬеопе <1ез пошЬгез» (1808) нав1в доведения так звано! теореми 
Д1р1хле, однак це доведения спиралось на одне допом!жне припущення, яке, 
як було з ’ясовано шзшше, виявилось неправильним.

Доведения Д1р!хле ктотно спростив шмецький математик Л а н д а у  
(1877— 1938).

Перше елементарне доведения теореми Д 1р 1хле, для загальн ого  випадку, 
дав А. Сельберг. Елементарн! доведения кнування б е з л 1Ч1 простих чисел для 
дуже багатьох арифметичних прогреай окремого виду були  знайдеш до  Сель- 
берга р!зними авторами, наприклад, було вщоме елементарне доведения для 
в а х  прогресШ виду ах ±  1 (х  =  1 , 2 , 3. . .).

Особливо щкавим е питания про найменше просте число, що входить
в дану арифметичну прогресш . Ю. В. Л ш ш к дктав  такий важливий резуль
тат: кнуе така абсолютна стала с0, що для будь-якого натурального а в кож- 
н!й арифметичшй прогресП ах +  Ь, де (а, Ь) = 1  е просте число р < а 1Г\  Тепер 
обчислено, що для досить великих а стала с0 така, що с0 < 104 1 нав1ть 
1 <  с0 < 5 4 4 8 .

Зг1дно з Нпотезою Човла найменше просте число в прогресп ах +  Ь не 
перевищуе й1"*-6 для будь-якого е >  0 1 вс!х досить великих а.

Таблиц1 простих чисел у широких межах показують переважання к!ль- 
кост1 простих чисел 4х -(- 3 над числами виду 4х +  1. Проте було з ’ясовано, 
що таке перевджання не триватиме необмежено довго.

11. П. Л. Чебишов перший застосував 5-функц1ю 1 за II допомогою дктав
нов1 результати з питания розпод1лу простих чисел. Вш розглядав поводження
функцп % («) поблизу в 1д II единого полюса 5 =  1 при д 1Йсних значениях я
1 користувався ПОХ1ДНИМИ В1Д  ̂(«) 1 1п 5 (5).

Р 1маи вказав на важ ливкть вивчення 6 («) при комплексних 5. Вш врсло- 
вив ппотезу про те, що вс1 кореш р 1вняння С (з) =  0 , як 1 лежать у прав!й

ш вплощ иш , мають д!йсну частину, що дор1внюе у  ■ Цю ппотезу й дос1 не

доведено; II доведения дало б багато в розв’язанш питания про розподш 
простих чисел.

12. Ще Р1ман вив1в формулу, яка встаиовила безпосередн1й зв’язок М1Ж 
я (х) 1 нулями $ (я), що лежать у критичшй смузь Формулу Р1мана повн1стю 
обгрунтував у 1894 р. Мангольд.

X
Оцшка р1зниц1 М1ж  я  (х) 1 \ залежить в 1д того, наскшьки В1ддалеи1

и
2

в!д прямо! о =  1 нул 1 2 («).
Дальш! зусилля дос! були спрямован! на якомога точшшу оц!нку р1зниць:

х
, Ч X , ч Гя (*) : -—  

1п А-
—  1 1

* ( х ) : 3 ш .
2

як 1 , зг 1дно з сказании вище, неск!нченно мал1 при х -* о о .  Визначних.резуль
т а т  у цьому питаши досягла за останш роки радянська школа теорЦ чисел, 
яку очолюе I. М. Виноградов. Так, наприклад, М. Г. Чудаков у 1936 р. до-
В1В, що

х

71 Х̂) = 1 ш + 0  (дге_“(1п х П  ^ “  Т + А  -  *- 
2



де а — додатна стала, а символ О мае такий змкт: припустимо, що /  (х) 1 §  (х) 
е функщя д 1йсного змшного х , означеш при х ^ а ,  1 функщя д  (х) додатна; 

I /  (лг) I
якщо в1дношення -— для вс1х досить великих значень х  менше В1д дея-

8 (х )
ко 1 стало! С, яка не залежить в!д х ,  то записують /  (х) =  О (§ (х)).

Останш пращ Виноградова 1 Коробова дали таку оцшку:

Ли I
хе

Якщо позначити через жь (а, х) кш ьккть простих чисел у прогресп ау  +  
+  Ь, (а, Ь) — 1 (Ь, Ь -|- а, Ь -\- 2а, . . .), менших або таких, що дор1внюють х , 
то за теоремою Д1р!хле матимемо: Пшя (а, х ) = о о .  Д ля функцп (а х) так

х - * -  Ъ *
само як 1 для функцп л (х) ставиться проблема визначення порядку зростання 
при збшьшенш я. Методи, за допомогою яких було визначено порядок зро
стання к (х ) ,  були застосоваш до функцп кь (а, х), 1 ла Валле Пуссен дов!в 
таку теорему:

При будь-яких сталих взаемно простих а I Ь справедлива асимптотично 
ргвшсть

<■>
2

де ф (а) — функция Ейлера.
3 Ц161 теореми випливае також, що

(°. х) ф [ п х ■ (2)

Проте ощнка (1) точшша, ш ж (2), у тому розумшш, що р1зниця М1Ж л 1вою
1 правою частинами в (1) за модулем менша, ш ж у (2). Доведения асимпто
тичного закон у. розподшу простих чисел, подане А. Сельбергом 1 П. Ёрдьо-
шем, грунтуеться на використанш тотожност1

1п2р +  ^  1п р 1п ц =  2х 1п х  +  0 (х), 
р <  х р ж х

де р 1 <7 прост! числа. Ця тотожнкть називаеться тотожшстю Сельберга. 
3 часу виходу в св1т прац! Сельберга 1 Ердьоша з ’явилось кш ька р1зних 
вар1ант1в елементарного доведения асимптотичного закону розподшу простих 
чисел.

13. У 1931 р. Естерман дов1в, що кожне натуральне число, б1льше за 1, 
можна подати у вигляд1 суми простого числа 1 числа, вшьного В1д квадрат1в, 
1 дав асимптотичну формулу вираз1в для зображень такого числа.

14. У 1952 р. К. Прахар дов!в, що нескшченна множина чисел к  таких, 
що р 1вняння х — (/’ =  2к мае нескшченну множину розв’язк 1в у простих 
числах х  1 у.

15. У 1959 р. Лшник розв’язував проблему, поставлену в 1923 р. англ1й- 
ськими математиками Хард! 1 Л1тлвудом, тобто, йому вдалося довести тео
рему: кожне досить велике натуральне число п можна подати у вигляд 1 суми 
простого числа 1 суми двох квадрат!в цших чисел, тобто у вигляд1

16. У 1963 р. Б. М. Бред 1хш, розвиваючи метод Л1нника, дов1в узагаль- 
нення теореми Ленника, а саме, що кожне досить велике число N  можна по
дати у вигляд 1 N  =  р-\-[(к , I), д ер  — просте число / (к, I) — ак* +  ЬЫ +  с1г — 
примпивна додатно визначена форма, 0 <С./{к, 1)<СМ. Вш же сформулював 
1 ряд шших теорем такого типу.

17. 1снуе алгоритм (решето) для знаходження чисел — «близнят» 1 для 
розв’язання р!вняння Гольдбаха — Ейлера р +  р ' =  2Ы.

Аналопчне решето можна побудувати 1 для шших адитивних задач 
з простими числами. Таке решето часто називають подв1йним_ератосфеновим 
решетом (для «просшвання» кожного з простих чисел р 1 <  V Щ -  Таке решето 
вперше побудував французький математик -М арлш г (вш  загинув на фронт1 
ш д час першо'! св1тово1 в 1йни; 1 праця його залишилась незак!нченою).

У 1957 р. за допомогою електронно-л1чильно'{ машини дктали  найбшьшу 
з в 1домнх тепер пар «близнят»: 157131437 1 157131439. У 1959 р. було опубль 
ковано таблицю простих чисел — «близнят» до 1000000.

Багато зробив щодо розв’язання проблеми чисел «близнят» О. В. Г о л у 
б е в .  Вш узагальнив и також на «згущення простих чисел», а саме на 
«тр1йки», «четв1рки», «п’япрки» 1 т. д. простих чисел з м1н1мальними штерва- 
лами м1ж ними, як, наприклад, тр1йка 11, 13, 17 або трШка 37, 41, 43; 
четв1рка 7, 11, 13, 17 1 т. д. Голубев висловив ппотезу , яка грунтуеться на 
спостереженнях, що «близнята» розподшеш серед простих чисел за тим самим 
законом, що й проел числа серед натуральних чисел.

18. Грунтуючись на своему узагальненш «великого решета» Ю. В. Лш- 
ника, угорському математиков! Рены у 1948 р. вдалося показати кнування 
тако '1 стало! е, що будь-яке досить велике парне число 2М можна подати 
у  виглядп 2Л/ =  р +  и, де р — просте, а п складаеться не бшыи як з /
ПрОСТИХ МНОЖНИК1В.

У 1964 р. А. А. Бухштаб дов!в теорему Рены для значения 1 =  3. Ана- 
лопчну теорему вш дов1в 1 для простих чисел-«близнят».

Методом решета можна довести: кожне досить велике парне число 2Л/ 
допускае вираження у форм1 2Ы =  а ^  , де а ^  — складене число, що
«кладаеться не б1лыи як з г простих множник!в (а(1) =  р , а2 =  р2 або р2 
1 т. д.

ВКА31ВКИ I РОЗВ’ЯЗАННЯ ДЕЯКИХ ЗАДАЧ

Р  О 3 Д 1 л 1

1. П рипустимо, ЩО п, Я + 1  1 П +  2 — три ПОСЛ1ДОВН1 Ц1Л1 числа. Якщ о
п 1 п +  1 не Д1ляться на 3, то

п =  3 /г +  1, п +  1 = 3 / г + 2 ,  п +  2  =  Ък +  3 =  3 (к  +  1),

тобто п +  2 д1литься на 3.
2. Число =  п (п  +  1)) (п  +  2) за доведении дш иться на 3. Дал1, N

д1 литься на 2, бо одне з двох посл1довних цш их чисел п, п +  1 — парне.
Тому N  дш иться на 6 .

21. Позначимо суму 1  +  4 - +  • ■ +  —  через 5 . Н ехай к — Ц1л е  не-
О Т1

В1д ’емне число, для якого 2* <  п, але 2*+ 1  >  п. Позначимо через Р  добуток 
ус1х непарних чисел, як1 не перевищ ую ть п. О скш ьки 5  можна записати

у вигляд! 5  =  5Х +  -уь , де 5 Х — сума ус1х доданк1в, к р 1м , то 

2к~ гР 5 *= 2*~1Р 3 1 +  1  Р.



Але 2к~ 1 Р 8 г — щ ле, у  Р  — не ц!ле внасл!док непарност! Р. Отже, 2к~ 1Р8  

не може бути щлим. З в 1дси 5  тим б 1льше не може бути щлим.

22. Позначимо суму +  • • • +  |̂_ ] через 5. Нехай к — най-

б^льше щле при умов1 3* <  2л 1 1 Р  — добуток ус 1х взаемно простих з 6 
чисел, як! не перевищують 2 л +  1. Як 1 в попередшй задач1 , число Ък~ 1Р 8

Рможна подати сумою, вс1 доданки яко 1 к р ш -^ - ,  — Ц1Л1 числа.

23. Якщо п — аЬ, Ь — непарне >  1, то

2" +  1 =  2ой +  1 =  (2'1 +  1) [г0*6-1» — 2а(Ь_2)+  - • • — 2-1 +  Г],

а тому 2п +  1 — складене число.
24. Якщо я  =  аЬ, а >  1, Ь >  1, то

2п — 1 =  2аЬ — 1 =  (2° — 1 ) [2!1(Ь- 1) +  г0'6 -2* +  ■ • • +  2а +  1 ].

25. Всяке просте число, починаючи з 5, е число виду 6т -\- 1 або 6т — 1; 
припустимо всупереч висловленому твердженню, що 1снуе найб1лыпе число 
р =  Р  виду 6/л — 1 1 позначимо через я добуток ус 1х простих чисел, як 1 не 
перевищують Р. Пот1м напишемо

N  =  п — 1 =  2 3 - 5 . . .  Р —  1.

Це число е число виду 6т — 1, вс1 його прост1 д 1льники виду 6т -\-  1 або
6т — 1 . Оск1льки добуток чисел виду 6/я +  1 е число також виду б / я + 1 , 
то число N  мае простий Д1льник р* виду 6/л — 1. 3 другого . боку, N  не 
Д1литься на жодне з простих чисел 2, 3, . .  . , Р. Тому р* >  Р, що суперечить 
нашому припущенню.

26. Доведения аналопчне попередньому.
29. Для к =  2, 3 твердження перев1ряеться безпосередньо. Нехай наше 

твердження справедливе для к, покажемо його справедлившть для к-\-  1 . 3  при
пущення випливае, що число я  =  р1‘р1' ■ ■ ■ ракк 2к~ 1 способами розкладаеться 
на добуток двох взаемно простих множншив. Нехай одна з пар таких множ- 
ник1в буде а 1 Ь. Тод1 Для числа

д1станемо в!дпов1дно дв1 пари таких множниюв: ар^ ]■ Ь 1 а, Ьрк^ ,  тобто
всього множник1в матимемо: 2к~ 1 2 = 2*.

31. Нехай

• • • ± х -  =  <? Ьп

щ ле число. Помножаючи на ЬгЬ3 . . . Ьп, д!станемо, що -г— — —щ ле,

що неможливо, бо ах, Ьг, . . .  , Ьп взаемно проси з Ьг за умовою.
32. Без обмеження загальноеп можна вважати (х , у)=* 1 1 х  непарним:

Т0Д1
г2 — I/2 =» (г — у) (г +  у) =  *2.

Припускаючи, що
г +  у  =  аЬ, г — у  =  ЬЬ,

де (а, Ь) — 1, д1станемо, що а652 =  дг2, отже, а =  и*, Ь =  о2, де и 1 V — непарн! 
натура л ьш числа, причому и >  V.

Отже, матимемо:

ц1 —  и г I
х  =  Ъио,  у  =  Ъ — =—  , г  =  Ь — ^ -----3 2 2

Осюльки за припущенням ( х ,  у )  =  1, то 5 =  1, 1 ми дктанемо шукан! 
формули.

*
Р о з д 1 л II

1 1 .  а) Справд1 при щй умов1 матимемо:
. ок-\-\ __ 1 „2_ 1

5  (л) =  5 (2 • р) =  2 _ 1 у = < 2^+> — 1 ) (р +  1 ) =  р • 2*+’ = '2 л ,

тобто 5 (л )  =  2л, а це й доводить наше твердження.
б) Справд1 , припустимо, що л =  2к ■ и ,  1 1 и — непарне число, тод»

5  (л) =  (2 * + !— 1) 8  (и).

Припустимо тепер, що л — досконале, тобто 5  (л) =  2л, тод1 матимемо:
/7 2 * + 1 ___ 1

2*+1 и =  (2*+1 — 1) ■ 8 (и), а б о ^ =  2>+1 *■

У прав1й частин1 останньоТ р 1вност1 сто'Гть нескоротний др1б, а тому

и =  (2*+ 1— 1) • I, (1>
5  (и) =  2*+1 /, '  (2)

де I — деяке натуральне число. Оск1льки и е числом виду ( 1 ), то до суми д 1ль-
ник1в 5 (« )  =  ^ ] й ,  безперечно, входять як доданки два р1зних Д1льники: I 1

<Цп
(2*+1 — Але  вже Тхня сума даг значения 2к+1 ■ I, яке дор1внюе,
зг 1дно з (2), сум 1 5  (и). Тому и  не мае жодних шших натуральних Д1льник1в ,
кр^м I I (2 * + [ — 1) I =  и.

Але Т1льки прост1 числа р мають точно два натуральних д!льники 1 1 р , 
отже, и =  р =  2 + 1— I е просте число. Зв 1дси й випливае справедлив1сть 
нашого твердження.

Отже, досконал! числа л виду л =  24 • р утворюватимуться т 1льки при таких 
значениях к, як 1 перетворюють вираз 2* + ' — 1 у просте число р.

в) Справд1 , нехай р ^  — а Ъ\ а >  О, Ь >  0. Тод!

2*+*— \ =  2?ь— 1 = ( 23 — 1) ( 1 + 2а +  • • • +  г0'6-1))
буде складеиим числом.

12. Ус1х натуральних чисел В1д 1 до х  буде, очевидно, [х]; натуральних

<  х  1 кратних деякому простому р/, буде (див. властивкть 3, § 1 1 ).

Отже, щоб знайти шукану к 1льк 1сть В  (лг; рх, рг, . . .  , рк), треба скласти 
р!зницю: Ч-1-1_КР1 1 I Рг ] 1Р к

Проте цей вираз ще не в 1дпов1дае шуканому значению В (х\ р4, р 2..., рк), 
бо числа, кратн! одночасно двом простим числам р  ̂ 1 ру, ми враховували не

м - ( 3).

один раз, а ДВ1Ч1 , а саме: вперше, коли розглядали I I , 1 вдруге, коли
I Р1 1



1 Рк
, де

розглядали —— • Отже треба внести поправку — додати ще вирази —— , 
[ Р/ \ [Р1Рг\

— к 1льк!сть натуральних чисел, як 1 кратш 

добутку р ^ 1  1 не перевищують х. Але й шсля цього ще не буде шуканого
X

значения В  (де; р1( . . .  , р й,)бо , додаючи додатков! члени

Ш....[с
Р.-Р/

, ми знов та

ким способом не виключили Т1 числа, як 1 одночасно д 1ляться на три простих 
числа. Тому, щоб виправити допущену похибку, сл!д вЦняти

[р1РгРз] ’ [ргРаРа]' ’ [р^-гР*— \Рк

1  т. д.
Д т ч и  так, внесемо останню поправку:

Вносячи цю поправку, ми справд1 виключимо вс1 натуральш числа, що 
перевищують х  1 д1ляться принаймш на одне з простих чисел рь  р 2, ... 
... , рк- Отже, припустимо, що деяке натуральне а < :л : кратне, наприклад, 
кожному з перших 5 простих чисел р ,, р2, ... , р 8, а на решту простих чисел
р 5+ 1 .........р* вже не д 1литься (х <  к). Через те що 1 <  а <  х , то в першому
рядку право! частини р!вност1 (3) а  враховано один раз, оск!льки а Д1литься
на кожне з чисел ри  р2.........р8, то воно враховуеться в другому рядку С,
раз; оск1льки а кратне р ^ ( 1  < * ',  / < * ,  ‘ Ф /), то воно враховуеться в тре

тьему рядку С* раз 1 т. д. НареЩ п, через те що а кратне добутку рхр2 ...

... , р 5, то воно враховуеться в х-му рядку С* раз. У дальших рядках право! 
частини р 1вност1 (3) число а вже, очевидно, не враховуеться, бо воно д л и т ь 
ся т 1льки на р!, р 2.........р 5. Отже, число а буде враховане у формул1 (3)
всього 1 — С \ +  С] —  ... +  (— 1)8С’ =  (I — 1)‘ = 0  раз, тобто цыком виклю- 
читься. 3  другого боку, числа, як 1 не Д1ляться иа р 17 р 2, ... , Ра, врахову- 
ються по одному разу в першому доданку [лг], в решт1 доданкГв формули (3) 
Тх не враховують. Отже, вся права частина р 1вност1 (3) визначае к!льккть на
туральних чисел, менших або таких, що дор1внюють х  як 1 не д 1ляться на 
прост! числа р!, р2, ... , Рк, те саме визначае 1 Л1ва частина.

13. Очевидно, що ср (я ) =  В  (я ; рг, р а, ... , рк), бо всяке натуральне число 
тод1 I Т1л ьк и  тод1 взаемно просте з я ,  коли воно не д1 литься на жодний 
простий множник числа я . Отже, до ср(л) можна застосувати формулу (3) 1,

■ Ц1Л1 , бо я  д1литьсяя я

р м ’
на р х, р 2, .». , рк за умовою, дктанемо:

враховуючи, що вс1 числа л , —
Р1 Р(Рг

у (п) =  П - - 1 + Л - +  ... +  — —  
Р\ Рг Рк Р\Рг Рк-гРк

або 

(«) »

Рк

■ ••• +  (—1)
РгРг Рп

1 - 1  - 1 - . . .  -  - + —  +  ... 
Р\ Р2 Рк РхР з

1
Рк—\Рк

•. . .  +  (-4)*-
Р1Р2 - Р к \

Неважно побачити, що вираз, який стоТть у квадратиих дужках, дор1внюе:

Отже, остаточно д!станемо

~  Рх

Ц е й треба було довести.

16. В1ДОМО, що вс1 прост! д1льники числа N  =  [х] не перевищують У  N =  
=  & (•*; Рх, Рг, ■■ , Рк) означатиме Н1льк 1сть чисел, ЯК1 не перевищу
ють х  1 як 1 не д!ляться на р х, р2, ... , р*, тобто це будуть (кр 1м 1) просп
числа, що не перевищують х  1 В1дмшш в!д р 1( р2.........р*. Приеднуючи до
них ще к простих чисел рг, р2, . . . ,  Рк 1 виключаючи 1, дктанемо потр1бний 
результат.

18.
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23. У першому випадку вег натуральш числа, взаемно прост1 з т , будуть 
взаемно простими з л, 1 навпаки. Всякому а <  т  1 взаемно простому з т 
в!дпов1датиме р чисел:

о, т  +  а, 2т +  а, ... , (р — 1) т  +  а, (1 )

менших в!д п 1 взаемно простих з т , а тому ! з я. Отже, ус 1х чисел, мен
ших в!д п ! взаемно простих з п, буде:

«р (от) ■ р =  <р (тр) =  <р (л).

А в другому випадку в систем! чисел (1), що м!стить за дов1льним п!драхун- 
ком ц ср (/л) елемент1в, треба буде додатково закреслити ус1 числа, кратн! <7. 
Але в систем1 чисел, взаемно простих з т I менших В1д л =  тц, мктяться 
Т1 1 Т1льки т1 кратш числа

“ 1? . агЧ, -  ,

в яких множники вх, а2, ... , з одного боку, взаемно прост1 з т, а з дру
гого — мении В1д т. Отже, в цьому випадку дктанемо!

<р (л) =  <р (т^) =  <7 Т (яг) — ср (тл) =  ср (т) (17 — 1 ).
24. <р ( т р 2) =  ср ( т р  р) =  <р (тр ) р =  ср (т )  р ( р — 1);

ср ( т р 8) =  ср (т р 2 р) =  ср (т р 2) р =  ср (т )  р2 (р — 1); ...
25. 1з задач! 24. випливае, що ср (р*) =  рк~ 1 ( р — 1 ). Якщо тепер я =  

=  Р1 1Ра' ••• Ркк — канон1чний розклад числа п, то



? ( « )  =  Р”1 1 (Р 1 —  •) Ра* '  (Р» — 0  РА* ‘ (Рк —  О  =

30. Необх1дно, щоб х  було парним, бо в противному раз1 матимемо:
<р (2 ) у (х )  — <р (3) а (х) або <р (2) =  «р (3) (це якщо х  не дглиться на 3); а коли 
х  } 3, Т0Д1 X =  3? • X! 1 <Р (2) <Р (З*1) <р (*,) •=  ? (Зр+1) <р (*х); З^ - 1 ■ 2 =  Зэ 2, або 
р =  р — 1 (абсурд!). Отже, х — 2ау , де о > 0  ! (/ — натуральне число, яке не 
д!литься на 2 ;

б) х  не може бути кратним ш 7 , ш  5, тобто (х , 7) =  1 1 ( * ,  5) =  1 ,  але
тод1 дктанемо неможливу р!вшсть при будь-якому х:

У (5) <р (х) =  <р (7) <р (х), або <р (5) =  <р (7)!

34. Нехай к —  щ ле, таке, що 0 < й < - ^ -  1 ^6 , =  1. Д ля цього к

складемо число а =  к Ь (а =  1, 2, ... , я). Легко побачити, що 0 < а < л

(а , л ) =  (кЬ, п) =  Ь =  8.

Отже, ч и сло  а н ал еж и ть  до к л а с у  ч и с е л , що маю ть з  л один 1 той  самий 
н а й б м ы ш й  сп!льний  Д1л ьн и к  5. Навпакн, нехай  а — дов!Л ьне ч и сл о  р о зг л я д у -

/  а п \  _
ваного класу; тод1 (а, п) — Ь, зв1дки 1 у  , -^1 =  1. Отже, припускаючи, що

~  =  к, можемо написати, що ^к, =  1 , причому 0 < й < - ^ - ,  бо 0 < а <

<  л. Тому в розглядуваному клас1 е спльки чисел а, ск 1льки буде чисел
л л  ,  /  я  \

к <  1 взаемно простих з -у  , тобто <р I I .

35. Ус1х чисел а =  1, 2, . . . , я  е л. До кожного класу, який. характери

зуемся умовою (а, я) =  в, входить <р з цих чисел, тому ^  <р =  л.
6/л

Останню р1вшсть можна переписати у вигляд1: ^  <р (Л) =  л.

Л/п

Р о з д 1 л III

8. Припустимо, що х , у  — будь-яю ц ш  числа. Якщо вони обидва парн! 
або непарш, то х2 -(- у 2 буде парним. А коли, наприклад, х — парне, а у  — 
непарне, то х 2 =  0 (той  4), а у 2 =  1 (той  4) 1 х2 +  у 2 =  1 (т о й  4). Отже, 
н1коли не бувае, щоб х 2 +  у 2 =  3 (то й  4).

9. Ус1 непарш числа за модулем 8 можна подати у форм! 8к ±  1 або 
8к ±  3, але (8А ±  I )2 == 1 (той  8) 1 (8* ±  З)2 == 1 (то й  8).

11. (а +  Ь)Р =  аР +  раР~хЬ +  -  —— аР~ 26 +  ... +  ЬР\ нехай р — про*

сте, тод1 вс1 коефщ кнти в друпй частит, кр 1м крайшх, Д1ляться на р, тому 
можна написати: ( а +  Ь)Р =  аР +  № (той  р) при будь-яких щлих а 1 Ь.

Зам1нивши тепер Ь через Ь +  с, дктанемо:
(а +  Ь +  с)Р =  аР +  (Ь с)Р =  ар +  Ьр +  сР (то й  р).

Взагалк (а +  6 +  ... +  1)Р =  аР +  ЬР +  ... +  1Р (т о й  р). Припускаючи 
тепер, що а =  Ь — ... = 1  — 1, 1 припускаючи пот1м, що число таких одиниць 
дор1внюе дов1льному натуральному числу а, д1Станемо: аР =  а (той  р).

12. 3  а ~ Ь  (т о й /Я )  випливае, що а =  Ь +  (рп\ П1дн1сши обидв! частини 
щеТ р 1вност1 до р-го степеня, дктанемо:

а Р = Ь Р +  рЬР~Чрп +  ^  ЬР~Н2р 2п +  ... .

Кожний член у друпй частин| р 1вност1, кр|м  першого, долиться на р "+ 1. Тому 
справедлива конгруенщя аР—  ЬР(той р л+1). Беручи останню конгруенщ'ю за 
вих1дну 1 повторюючи попередн1Й прийом, матимемо: аРг =  ЬРг (той  рп+ 2) 1 
т. д., нарешт1, д1станемо, що

арт =  ьр™ (той  рп+т).

Припустивши тепер, що т =  р \'р12 г**.
за теоремою Ферма маемо:

ар'~~1 =  1 (то й  р г), ар,~ 1 =  1 (то й  рг), ... , аРк~ 1 =  1 (т о й  р*).
Застосовуючи до кожно '1 з цих конгруенщй знайдений вище результат, д!- 
станемо:

аР1”‘ 1 (Р1—I) =  1 (той  р1%), ... , оркак 1 *>= 1 (той  р ^

П1ДНОСЯЧИ обИДВ1 ЧЭСТИНИ КОЖНОТ 3 ЦИХ К0НГруеНЦ1Й ДО В1ДПОВ1ДНОГО степеня,
дктанемо:

(̂.-п) ^  | т̂(Х| ( а?(т) _  | т̂ос)

ЗВ1ДКИ
а<р(т) =  1 (тос| р^р1» .. р ^ ) ,  або а ,р(т) =  1 (то й  т).

13. Насамперед треба показати, що р е простим тод! I Т1льки тод1, коли
Св д1литься на р (к =  1, 2, . . . .  р — 1).

15. Скористагись властивктю повноТ системи лишк!в, а саме: нехай х  
пробкае повну систему лишк1в за модулем т, тод1 ах +  Ь також пробкатиме 
повну систему лишк1в за цим модулем; найменший нев1д ’емний лишок г чисел 
ах +  Ь пробкатиме значения 0, 1, 2, ... , т —  1. Тому

^ " = Т ( т ~  1)<тос1/п)
х г—0

16. Зазначеним способом дктанемо гпхтг ... т* чисел, неконгруентних
М1ж собою за модулем т , ^  ... т * ,  бо з

+  тххг +  тхтгхг +  ... 4 - т-^пц ... т/г_ 1хк =  х^ +  тхх ;  +
+  тхтгх1  +  ... +  т , т 2 ... тк _ 1Хк (той  т хт 2 ... т * )  

посл1довно знаходимо
хх =  х[  (то й  т х), хх =  ж,'; т ххг =  тхх^  (то й  т 2), хг =  х[\

1 Т. Д.
17. а) Зазначеним способом дктанемо т хт 2 ... т *  чисел, не конгруентних

за модулем тутг ... т * ,  бо з

Р-Л  +  ••• +  (**** =  Н хг +  — +  Ркх к (той  т хт 2 ... тк)
випливало б (усяке [^, В1дм1нне в1д (х8 кратне т $)

(1,дс, =  р5̂ 5' (то й  т {), х ,  =  х /  (то й  т 5);



б) доведения аналопчне.
18. Доведемо Спочатку першу частину. За умовою х  набувае а значень, 

у —  Ь значень; комбшуючи кожне значения х  з кожним значениям у  дютанемо 
аЬ значень для г. Покажемо тепер, що жодш два з цих значень г не кон- 
груетш М1ж собою за модулем аЬ- 

Припустимо супротивне.
Нехай гх =  аух +  Ь х ^  г2 =  ауг +  Ьхг 1 нехай

аУ1  +  Ьхх 3  ауг +  Ьу2 (то й  аЬ).
Тод 1 за властивютю конгруенщй: ау1 +  Ьхх з  ау2 +  Ьу2 (той  а), аух +  Ьхх ==
3  а у 2 +  Ьуг (то й  Ъ) Зв 1дси (на шдстав! висновку 3 з властивост! 2, § 15)
маемо , . . .

Ьхх з  Ьх2 (той  а), аух з  ау2 (то й  Ь).
Але (а, Ь )=  1, тому хх =  х2 (той  а), ух з  у 2 (то й  Ь), що неможливо, бо хх 
1 х2 — числа повно1 системи лиш ив за модулем а 1 у х, у2 — числа повно1 систе
ми ЛИШК1В за модулем Ь Цим першу частину теореми доведено

Доведемо тепер другу частину твердження. Нехай г =  ау +  Ьх взаемно 
просте з йЬ, а отже \ з а, I з Ь окремо; тод1 г — ау =  Ьх взаемно просте з
а, тобто (х , а) — 1. Аналопчно, г — Ьх — ау взаемно просте з Ь тобто (у , Ь)=1.

Нехай тепер, навпаки, (х , а) =  1 1 (у , Ь) =  1 Тод1 , очевидно, г =  ах +  Ьу 
буде взаимно простим I з о, 1 з 6, отже, 1 з аЬ Цим доведено 1 другу части
ну твердження.

Р о з д 1 л IV

8. Оск1льки при простому р справедлива конгруеншя С ^ _ « 3 (  1 )° ( т о й р )
(див. задачу 14, розд. III) , то

1 г ... <„ -  1) « М - 1) . -  1р - 1)11р 7  ^  у  -  ° +-Ц - 3

=  Ь 1 2 ... (а —  1 )(то й р ).
Д 1лячи цю тотожну конгруенцш почленно на 1 2 ... ( а — 1), дктанемо, що

Х =  Ь(— 1)<»-* — -  (Р —  а + 1 ) - (т ойр)

буде розв’язком конгруенцп а х ^ Ь  (той  р).
9. Твердження а) 1 . 6) випливають з означения символьного дробу; в) тут 

можна припустити, що Ь0 =  Ь +  т1, де I визначаеться з умови Ь +  т1 =  0 (т о й  а); 
ю д 1 конгруенцш а х ^ Ь  (той  т) задовольняе ш ле число, яким е звичаинии

др!б ^ ; г) зпдно з в) виберемо Ьх,0, кратне ах, \ Ь2,а, кратне а г; тод1 

матимемо:

Ьх 4 . Ьг_=  Ь\, о , Ьг , 0 __ Ь1<0 а2 ^  Ь2,п ах _  Ьха2 +  Ь2ах ^ ^  т у 
ах — а2 ~  щ ~  а2 аха2 аха2

Аналопчно можна довести твердження д) 1 е).
15. Припустити, що х  =  у +  Н, де к  задовольняе конгруенцш

пк  +  ах з  0 (то й  т.).
17. Кожний коршь конгруенцп / ( * ) з О ( т о й р )  е коренем одн!еТ з кон- 

груеншй Д  (х) з  0 , (л:) з  0 (то й  р); коли б конгруеншя Д  (х) з  0 (т о й  р)
мала менше, ш ж  к розв’язюв, то конгруеншя /8 (*) 3  0 (т о й  р) мала б б 1ль- 
ше, шж I розв’язшв, бо загальне число корещв дор1внк?е л +  «. Але це

неможливо, бо конгруенц1я /-го степеня, за простим модулем р , мае не б!льш 
як / розв’язк 1в.

18. Припустимо, що хР — д: =  /  (де) ч (х) +  г (х) (то й  р).
1) Нехай конгруеншя /  (х) =  0 (то й  р) мае п р 1зних розв’язю в: хъ

хг .........хп, Д1 розв’язки за теоремою Ферма задовольнятимуть 1 конгруенц1ю
х р —  л: — 0 (то й  р), а значить, 1 конгруенцш г (х) з  0 (то й  р). Але г (х )  мае 
степшь менший В1 д п, отже (див. нас л 1 док з теореми 5, § 24), вс1 коесЫщенти 
п  делиться на р.

2) Навпаки, якщо вс1 коефщ1енти в г (х )  Д1ляться на р , тод1 матимемо:

хр — х  =  /  (х) ^ (х) (т о й  р).

Тепер, на шдстав1 результату попередньо! задач1 , робимо висновок, що 
/  (л:) =  0 (то й  р) мае п р 1зних розв’язк1в.

23. (2п +  1) (2п  +  2) ... (Ап — 1) Ап =  (р — 2я) [р — (2п —  1)] ... (р — 2)Х
X (р — 1 ) =  (— 1 ) л 2п (2п — 1 ) ... 2 1 =  (2л)! (т о й  р).
{(2л)!}2= = (2 л )!2 л (2 я +  1)(2л +  2) ... (4л — 1) 4яе= (4 я )!= (р — 1 )!=  — 1(той р).

32. Твердження а) е прямим насл1дком з теореми 2, § 16. б) В усякому
раз1 , розв’язк 1в буде не б1льш як т.

33. Таке поширення можливе завдяки тому, що сукупшсть клас1в чисел 
за простим модулем р утворюе поле вЦносно операц1й додавання 1 множення 
клас1в (див. теорему 3, § 21), а теор1ю детерм1нант1в 1 теор1ю Л1н1йних р 1в- 
нянь можна без будь-яких змш поширити на випадок дов1льного поля, бо вс1 
висновки, що е у цих розд1лах алгебри, грунтуються на загальних власти- 
востях алгебра\'чних операц1Й поля.

35. Замкть системи конгруенц^й розглянути систему Л1н1йних р 1внянь:

ап х1 +  ••• +  а1пх п =  Ь/ +  т?1 0  =  1, 2, ... , я)

1 скористатись тим, що 0 = ^ 0, бо (О , т ) — 1.
36. Якщо ах, а2, ... , а„ — один з розв’язм в системи конгруенц1Й за моду

лем р “- 1 , то припускаемо, щ о +  р “ - 1  х'^\ зв1дси:

ал х 1 +  — + й1пх ' п ^  Ь/ ( т о  й р ) ( /  — 1 , 2 , . . . .  л),
Де

Ы  =  Ь  —  а л а1 —  ••• — а(пап
* рЛ—1 1

Р о з д Г л  V

3. Припустимо, що 8 — показник, до якого належить аЬ за модулем р; 
тод1 (аЬ )^  = .( а “)э (6р)а з  1 ( т о й р ) ;  зв1дси випливае, що Ъ/“Р (див. н а  с л  1 д о к
з властивост1 2, § 29). 3 другого боку,

(аЬ)аЬ =  а“66а5 ~  1 (то й  р), бо (аЬ)ь з  1 (т о й  р).

Але а518 з  1 (т о й  р), бо а належить показнику 5 за модулем р . Отже, Ьл> з
— 1 ( т о й р ) . Зв 1дси р /а8, бо 6 належить показнику р за модулем р.

Так само, виходячи з конгруенцП (а6)р8 з  1 (той  р), дктанемо, що а/85. 
Але (а, (3) =  1, отже, р/5 1 а/5 1 Т0 Д1 ар/5. 3 5/ар 1 ар/5 випливае, що ар =  5. 

^4. Припустимо, що р - Ы ? " 1 . . .  <7**. Розглянемо конгруеншю

х Ч1 з  1 (т о й р ). Ця конгруенц!я мае не б 1льш я к < Р —  1 розв*язк1в. 

Тому серед наведених лиш к|в за модулем р  зиайдеться принайми! один такий



р - 1 Р~1
а(, що щ Ч1 Ф 1 (той  р). ЕИзьмемо тепер число Ь{ =  а ? 1 4  1 покажемо, що
6,- належать до показника да{1 за модулем р. Справд1 ,

Ьч, г  =  К '  4  ) ‘ =  < - 1  =  1 (той  р) 

а 1
за малою теоремою Ферма. Отже, Ьчл =  1 (той  р). Якщо тепер 8 — показник 
числа Ь1у то Ь/н  \ 8 =  <№, де (3 < я ,.  Припустимо, що р <  а,. Тод1 за означен-

Ч'' (7?
ням п оказн и ка  д 1Стаемо, щ о Ь < =  1 ( т о й  р ) , або

/ е = М
4  )  =  1 (то й  р),

або
р—1

=  1 (то й  р).

Шдносячи обидв1 частини останньоТ' конгруенцП до степеня Р 1. дктанемо: 
р—1

а »■> =  1 (той  р), що суперечить вибору числа а/. Отже, залишаеться ткчьки, 

що р =  а(, тобто належить показнику д°1 за модулем р.
Розглянемо тепер число д =  Ьг Ьг ... 6*. Числа попарно взаемно про

ст!; отже, показник числа §  за модулем р дор1внюг добутку показник1в д*1 
чисел 6, за модулем р (див. попередню задачу), тобто дор1внюе

:.Я°* =  Р —  1 -

3 в1 дси вже випливае, що д е первкним коренем за модулем р.
5. Маемо: <?р—1 =  1 + р 7 '0;

(д +  рО" - 1  =  1 +  Р (Т’о — +  Рт) =  1 +  ? “ >
де, одночасно з I, и пробНаг повну систему лишк1в за модулем р. Тому 
можна вказати ( з умовою, що и не д1литься на р. При вказаному I з (1) 
маемо також

18 +  Р 0р(р_1) =  С1 +  Р“ )р =  1 +  Р4 *' \  (2)
(г +  р()Р '(Р-1) =  (1 +  р*иг)Р =  1 +  Р8«*! )

де и2, и3, ... не Д1ляться на р.
Нехай тепер §  +  р1 за модулем р* належить показнику 8. Тод1

(§ +  р1)Ь =  1 (той  р“). (3)

3 в1 дси ( я +  Р0 5 =  1 (т о й р ); отже, 8 кратне р — 1 , а через те що 8 дйтить
« (р*) =  р" - 1 (р — 1), то 5 =  р ' - 1  (р — 1), де г =  1, 2 ........ а. _ _

Замшюючи Л1ву частину конгруенци (3) п виразом з в1дпов1дно! з р т -
ностей ( 1) 1 (2), дктанемо (и =  их):

1 +  ргиг ~  1 (то й  р"), рг =  0 (то й  р"), г =  а, 8 =  9 (р*),

тобто # +  р< — первкний коршь за модулем р®.
6. Нехай § ! — те з чисел д  або # р ® ,  яке непарне. Оск1льки

=  # ( т о й р “), то ^  — первкний коршь за модулем р“. 3  другого боку, 

2 5 0

(&> 2Ра) =  1 , бо е непарне. Зв!дси & повинно належати до деякого показ
ника 8 за модулем 2р® : д8 =  1 (то й  2р “), але в такому випадку 1 погоп'в 

й , =  1 ( т о й р “). Через те що ^ — первкний коршь за модулем р“, звщси 
випливае, що <р (р®) =  «р (2р®)/8. Водночас маемо, що 8<<р(2р®)> отже, 8 =  
=  <р (2ра) 1 е первкний коршь за модулем 2р“.

7. Число 1 е, очевидно, перв1сним коренем за модулем 2 , а 3 — -перв1сним 
коренем за модулем 4. Покладемо тепер, що модуль дор1внюе 2а, де а >  3 . 

^Позначимо через а дов(льне число, взаемно просте з 2а, тод1 можна записати, 
що а =  4! ±  1, де ( — Ц1ле. З в 1дси

а* =  1 +  8/х, а4 =  1 +  16/2........аъ ~ 2 =  1 +  2 \ _ 2 =  1 ( т о й  Г ).

тобто

4 - 9 ( 2 “ )
а = 1  (той  2®), 

внасл!док чого а не може бути первкним коренем за модулем 2 “ при а >  3 .

8 1 9. Треба показати, що при (а, /я) =  1, а 2 — 1 (то й  т ) .
10. Справд1 , якщо перв 1сний кор 1нь, то тим самим вш належить 

показнику с =  у (т )  1 , отже, жодну з конгруенфй

с
8 Ч‘ =  1 ( т о Ат) (I =  1 , 2 , ..., к)

задовольнити не може. Навпаки, припустимо, що д  не задовольняе жо^ну
з цих конгруенц1Й. Коли б показник 8, до якого належить § , був менший

В|д с, т о , позн ачаю ч и  б у к в о ю  <7 один з прости х  Д1л ь н и к !в  , ми мали б:О

=  ди, — — 8 и. В а  1 (той  р ) ,

що суперечить умовь
11. Див. задачу 6 .
17. Якщо аь ~  1 (т о й  р“), то не 1снуе натурального 8! <  8, при якому 

а ' з  1 (то й  р“), бо в противному раз1 ми мали б, що а ®1 =  1 (т о й  р “—1) 1 8
а— *. Отже, коли а5не було б показником а за модулем р' 

належить до показника 8 за модулем р “.
Якщо аь Ф 1 (то й  р “), то з конгруенцП а5 з  1 (т о й  р а~ 1

1 (т о й  ра), то а 

) виходить, що
а8 1 + р а~ 1Т,

де Т  ц!ле, яке не Д1литъся на р. Шднесемо обидв! частини ц!еТ р 1вност1 
до степеня р:

„Р* 1 + Р ^ 1>
де Т1 —  ц м е , яке не д 1литься на р. Отже, ар5 =  1 (т о й  р а).

Нехай а належить показнику 8А за модулем р “; тод1 з попередньоТ кон- 
груенцП' виходить, що 8х/р 8. 3  другого боку, якщо а *1 =  1 (т о й  р а), то й по- 
гот1в а8* щ  1 (т о й  р а~ 1), зв1дки 8/ 8х. Отже, 8Х =  8Й , 8р =  8,о2, де д., д ,— 
натуральн1 числа; р 8 =  8дхд2, або р =  дхд2. Оск1льки р — просте, то або 
а ) Ч1 — Ь Чг — Р або б) дх =  р , дг =  \. Але випадок а) вщпадае, бо тут буде



5Х= 5 ,  що суперечить умов1 а1 ф  1 (той р а). Отже, залишаеться випадок б), 
тобто 5Х «= р5.

27. При р >  2 маемо
»—1

1 • 2  ... (р — 1 ) «= й1+ 2+---+(р—1) ^  д  2 =  — 1 (той р).

Р о з д 1 л VI

5. Треба знайти найменший нев!д’емний лишок того класу чисел, якому4 
належить 243102 за модулем 1000.

8 . Задача зводиться до розв’язання конгруенцП х 13 з  17 (той 10).
р— 1

-16. Скористатись критеркм Ейлера: 10 2 =  ±1 (той р).
17. Справд!, за умовою ^  =  —1 (той Л), зв1дки а0щ>. =  а0 (той Л).

Осюльки /V — Г— 1 В +  ал> т о -а 0=  ^  * остання конгруенщя набу-

Г N 1  Г АПвае вигляду: а0̂ =  —  # — М(той«(), або Ы =  % — — а0̂  (той А),

або # з % ( т о й  й). Ця конгруенщя показуе, що коли N  д!литься на й,
то й М д  делиться на </, але оск1льки (с1, д) =  1, то М  дмитиметься на Л,
1 навпаки. Цим твердження доведено.

Г ЛПП р и м 1 тка.  Неважко побачити, що —  е число одиниць другого роз-

ряду, як! м!стяться в N\ залежить лише в!д Л, а не В1д N  1 визначаеться 
однозначно за модулем за (х можна взяти абсолютно найменший лишок.

18. Справд1, за умовою =  1 (той й), зв!дси — #[х =  —1(й), 1 [х е роз
в’язок конгруенци цх  в  1 (той д.).

На п!дстав1 задач! 12 дктанемо, що М  =  I —  I +  ДОо одночасно з N  д!ли-[т]-
тиметься або не дмитиметься на ё, що й доводить твердження.

28. Розглянемо один будь-який пер!одщо складаеться з цифр гх, г2, г*,
який утворюеться при перетворенн! дробу—  у десятковий, ! систему г0, 

Г1 , >••> г^ \  вс*х ост*4- Щ° утворюються при цьому, нумеруючи Тх по поряд
ку, починаючи з п *  г0.

Через те Що при д1ленш гх на т  дктанемо в частц! г2 ! остачу г4 1т. д.,

то очевидно, що перюди дроб!в— , — .......   ̂ в!др!знятимуться один в1дт  т т
одного круговою перестановкою цифр; перюд для другого дробу почнеться
з г2, для третього — з г3 ! т. д. Якщо 10— первкний коршь за модулем т, 
то к =  у (т )  ! числа о  вичерпують всю зведену систему лишив за модулем 
т. Перюди вс!х нескоротннх дроб!в !з знаменником т  у цьому випадку склада- 
тимуться з кругових перестановок одн!е! й Т1еТ само'! системи з к =  у (т) 
цифр гг, гг, .... г*.

29. Припускаючи, що г0 =  1, прийдемо до таких конгруенщй за моду
лем т:

Ю ° з г 0 =  1, 101 Е Г 1 , .... 10’ =  г?, ..., 10*—1 =  гй_ ] .

Тому, знаючи пер!од *х, гг, . . . ,  г* дробу —  , можемо визначити число
цифр 9 , на яке треба в!дступити праворуч для знаходження перюду г ^ ,  

п 
т

2 ^ 2 ..........гд ДР°бу —  • розшукавши шдекс п за основою 1 0  для модуля т:

р—1
232. Якщо 10 — квадратний нелишок за модулем р, то 10 з — 1 (той р). 

Тому мае бути найменше натуральне /, при якому 10' =  — 1 (той р), зв1дки 
Ю2/ =  1 (той р).

Позначимо буквою 5 показник, до якого належить 10 за модулем р, 
тод! 5/2/. Якщо 8 — парне, то

Ю5 — 1 =  (ю  2 — 1) (ю  2 + 1 ) 5 0 (той р),

-|- =  /, 5 =  2/. Якщо 5— непарне, то 5//. Зв1дси / =  Ы, де / — деяке нату-
зв1дки 1 0 2 =  — 1 (тай р). Зв1дси внасл1док мШмальност! / дктаемо, що 

4 - Л . - 2,. 
ральне число 1

1 0 ' =  ( 1 0 5)' =  1 (той р), 

що суперечить конгруенци 10* =  — 1(тойр). Отже, 5 повинно бути парним, 
тобто — перетворюеться у нескшченний десятковий перюдичний др1б з пар

ним числом цифр у перюд!.
Нехай тепер р =  46 +  3 1 др1б — перетворюеться у пер!одичний десят

ковий др!б з парним числом 5 =  2/ цифр у перюд1 Тодк 

Ю2/ — 1 =  (1(У -  1 ) ( Ю' + 1)==0(тойр), 

зв1дки 10* =  — 1 (той р). Очевидно, що 2//р — 1. Звщси I

• =  2й +  1 — непарне число, отже, Р ^  - — також непарне. ГПдносячи

обидв! частини конгруенцП 1 0 * =  — 1 (той р) до непарного степеня —  , 

д1станемо:
Р—1

1 0  2 = — 1 (тойр),

тобто, зг1дно з критеркм Ейлера, число 10 е квадратичним нелишком за 
модулем р.

33. Нехай — =  0, (ахаа . . . а( . . .  авг), де вх, аа, . . . ,  а(, . .  ,, а2* — цифри

Р Юа/ — 1
периоду. Тод! 10 належить до показника 2/ за модулем р ! — - —  =  Ы, де

р — 1 .. Але

Але

Нехай

N  =  Ю2/ 'ах =  10й 2 а2 +  . . .  +  ай.

1^-± -! =  ю '- 'р , +  ю *-^ , + . . .  +  %  + 1),

де 0 < & < 9 ,  0 < р х< 9 ( /  =  1, 2......... / — 1). Тощ:

N  =  10*(10*—1рх +  Ю '-2ра +  ; . .  +  р,) +  Ю' " 1 ( 9 -  рх) +  . . .  +  (9 -  рг),

253



а1 =  ?1 . а2 =  Рг. • • •. “I =  Р/. “ ;+ 1 =» 9 — Р/ ..........о2/ =  9 — ^ ,
I твердження -адач! очевидне.

Р  о з д 1 л VII

17. Доведения В1д супротивного. Припустимо, що

1 „ _ Р Ь
Чк

дроби {
Чк

Рк- 1 

<?*-! 3

Рк Р к—1 ]
Чк Як—1

_  | а

> —5 '
2 я\

Рк-1
Чк-1

,Рк
Чк + Рк—1

Чк— 1

3 другого боку, 

Отже,

рк Р к I 1
Чк Чк—1 I ЯкЧк—1

Й  + о Г т )
1

Ч  <2*1 ,
ЗВ1ДКИ (С* — (?*_,)’ <  о, що неможливо при к >  1 .

18 Розкладемо ^  у неперервний др 1б з парним або непарним к

часток, не враховуючи д0 залежно В1д того, чи буде р 1зниця а =  
р *

чи В1Д емною: ^  =  [Яо, Ях.......... ^ ] .

Отже,

1= г |  =  (_ 1)* / а _  Р \  Рк= Р, 
я \ I я) Чк я

Зв 1дси внасл!док нескоротност! ^  випливае, що р =  Рк \ я =  Як-

ТО

Рчб5ь}
Чк—1

Р * Ч к - 1 - Р к - 1 Ч к  =  ( - 1 ) * - 1,

дал! ( 6 — 1)-й П1дх1дний др !б  ^  1 р о зк л а д у  —  О ск1льки
УА—1 ?

РЧк—1 — ЯРк—1 =  (— I)*- 1 .
ГНдберемо дал! таке число <*А +|, щоб виконувалась р1вшсть

а Рак + \ + Рк - \
Яак+\ +  Чк- 1 

Р 1внкть (1) однозначно розв’язуеться виносно а. , .; ̂т *
„ о,

^  Я1 --- р
я* —  р ф О  за умовою теореми. Отже, таке аА+| завжди знайдеться I 
П ЛЬКИ  одне.

неппвних

додатною

Вязьме мо

(1)

притому

р рак+1 +  Р к-1  Р _ ЯРк—1 ~  РЧк-1 ( - 1)*
Я Яак+ 1 +  <2*—1 Я Я(Я!Хк+ 1 +  <3*—1) 9<?аА+1+С*—1) ‘

Отже,
Р
Я

Але за умовою теореми

Я ) Я(Яак+1+Чк-1) '

а ----- --
Я

тому,

' >  1

Оск1льки ?аА+1 +  (?*_! >  0 то 2^ <  дзк+1 +  (?а_х. Останню нер!вшсть ми
Т1льки шдсилимо, якщо <5*_х замшимо через •= 9. Отже, 2я < 'Я ак+ 1 +  <7.
ЗВ1ДКИ аА+1>  1. Розкладемо тепер аА+1 у неперервний дргб; нехай «*+ 1  =  [<7*+1; 
Як+ь, . .  . ]• Оск1льки а*+1>  1, то Як+1 >  1- Тому можна скласти такий не
перервний др,б:

<"> =* [<7о> <71. • • • . Як< Як+ 1 . Як+п’ . . • • ] •

Легко побачити, що а*+ 1  е к +  1 повною часткою цього неперервного дробу, 

а шдх1 

Отже,

П
а шдх1дним дробом А-го порядку буде — .

* =  РаН  1 + Рк~\ (2)
Яак+ 1 +  V*—1

(див. теорему 2, § 38).
. р . .

А тепер, пор1внюючи р 1вност1 (1) 1 (2), бачимо, що <о =  а I — е шдх1д- 

ним дробом порядку к розкладу а у неперервний др!б.

19. а) Розклавши — у неперервний др1б, припустимо, що — =  ■— ; ви-С С ц п
беремо л тако? парност1 , щоб — Рп—гЧп =  — Ьс, тод1 з р1внянь
ай — Ьс =  ± 1  знайдемо загальний розв’язок для Ь 1 А\

Ь =* Рп—1 +  1Рп> А =“ Чп—1 +  ^Ря

де < — Ц1ле. Оск1льки, з другого боку, (а, с) =  1 1 тому с =  >  <?п—1 , то з
формули для й випливае, що умова задовольнятиметься тальки при
< =  0 , так що & =  Рп—1 , ^ =  Чп—1 1

Ра* ' + Р п-1  
Чпт' +  Чп—1

З в 1дси вже безпосереднво випливае, що ш' е п +  1 повна частка у розклад1 
о* у неперервний др1б. .

б) Необх1ди1сть легко довести безпосередньо. Доведемо достатшсть. Нехай
—I— 6 , . 1 1 \  •

справедливе сЫввЦношення о> =* Са)/ =  х О  1 припустимо, що

са> +  Л >  0 (цього можна завжди досягти, змшюючи знаки в ус1х чисел а, Ь, 
С 1 А).

Розклавши ю' у неперервний др1б



1 визначивши <о через <»,, дктанемо:

а<и, +  Р
’ 7 ° \ +  * ’ (3)

V =  сРу_ ,  +  Л ? ,_ , =  ( с ^ = 1  +  й)

Через те що

® =  <*\_2  +  ^ , - 2  =  [с ^  +  <*) <ЭЧ_ 2

Н т ^ = 1  =  Пш ^  =  0/  
“ С ,-! у- “ <Э,_ 2

а с т ' й >  О I <2 , _ ,  >  (?ч_ 2 >  0 , то при досить великому м буде 7 >  Ь >  0.
3  р 1вност1 (3) за попередньою теоремою робимо висновок, що <о11 е деяка пол
на частка для о>.

З в 1дси випливае, що посл!довност1 неповних часток для о> 1 ш' зб 1гати- 
муться, починаючи з деяких М1сць.

Р о з д 1 л VIII

1 . 3  р!вност!
Як+1 =  Чк+1 Я к  +  Як— 1 (к  =  1, 2, . . . )

випливае, що С*+1<  2^А+1 <2к. З в 1дси: Я к <  ■ ■ ■ Якщо тепер

то й погот1в <7*+1  >• 0^ 1 тому ш трансцендентне.
2. Показати, що справджуються умови задач! 1.

Додаток 1

Т А Б Л И Ц Я  П РО С Т И Х  Ч И С Е Л , Я К !  Н Е  П Е Р Е В И Щ У Ю Т Ь  5000

2 127 283 467 66) 877 1087 1297 1523

3 131 293 479 673 881 1091 1301 1531

б 137 307 487 677 883 1093 1303 1543

7 139 311 491 683 887 1097 1307 1549

11 149 313 499 691 907 1103 * 1319 1553

13 151 317 503 701 911 1109 1321 1559

17 157 331 509 709 919 1117 1327 1567

19 163 337 521 719 929 1123 1361 1571 •

23 167 347 523 727 937 1129 1367 1579

29 173 349 541 733 941 1151 1373 1583

31 179 353 547 739 947 1153 1381 1597

37 181 359 557 743 953 1163 1399 1601

41 191 367 563 751 967 1171 1409 1607

43 193 373 569 757 971 1181 1423 1609

47 197 379 57.1 761 977 1187 1427 1613

53 199 383 577 769 983 1193 1429 1619

59 2 11 389 587 773 991 1201 1433 1621

61 223 397 593 787 997 1213 1439 1627

67 227 401 599 797 1009 1217 1447 1637

71 229 409 601 809 1013 1223 1451 1657

73., 233 419 607 811 1019 1229 1453 1663

79 239 421 613 821 1021 1231 1459 1667

83 241 431 617 823 1031 1237 1471 1669

89 ‘ 251 • 433 619 827 1033 1249 1481 1693

97 257 439 631 829 1039 1259 1483 1697

101 263 443 641 839 1049 1277 1487 1699

103 269 449 643 853 1051 1279 1489 1709

107 271 457 647 857 1061 1283 1493 1721

109 277 461 653 - 859 1063 1289 1499 1723

113 281 463 659 863 1069 1291 1511 1733



1741 1993 2221 2437 2689 2909 3187 3433 3659
1747 1997 2237 2441 2693 2917 3191 3449 3671
1753 1999 2239 2447 2699 2927 3203 3457 3673
1759 2003 2243 2459 2707 2939 3209 3461 3677
1777 2011 2251 2467 2711 2953 3217 3463 3691
1783 2017 2267 2473 2713 2957 3221 3467 3697
1787 2027 2269 2477 2719 2963 3229 •3469 3701
1789 2029 2273 2503 2729 2969 3251 3491 3709
1801 2039 2281 2521 2731 2971 3253 3499 3719
1811 2053 2287 2531 2741 2999 3257 3511 3727

1823 2063 2293 2539 2749 3001 3259 3517 3733
1831 2069 2297 2543 2753 3011 3271 3527 3739
1847 2081 2309 2549 2767 3019 3299 3529 3761
1861 2083 2311 2551 2777 3023 3301 3533 3767
1867 2087 2333 2557 2789 3037 3307 3539 3769
1871 2089 2339 2579 2791 3041. 3313 3541 3779
1873 2099 2341 2591 2797 3049 3319 3547 3793
1877 2111 2347 2593 2801 3061 3323 3557 3797
1879 2113 2351 2609 2803 3067 3329 3559 3803
1889 2129 2357 2617 2819 3079 3331 3571 3821

1901 2131 2371 2621 2833 3083 .3343 3581 3823
1907 2137 2377 2633 2837 3089 3347 3583 3833
1913 2141 2381 2647 2843 3109 3359 3593 3847
1931 2143 2383 2657 2851 3119 3361 3607 3851
1933 2153 2389 2659 2857 3121 3371 3613 3853
1949 2161 2393 2663 2861 3137 3373 3617 3863
1951 2179 2399 2671 2879 3163 3389 3623 3877
1973 2203 2411 2677 2887 3167 3391 3631 3881
1979 2207 2417 2683 2897 3169 3407 3637 3889
1987

258

2213

1

2423

♦

2687 2903 3181 3413 3643 3907

3911 4153 4421 4663 ;  4943
3917 4157 4423 4673 4951
3919 4159 4441 4679 4957
3923 4177 4447 4691 4967
3929 4201 4451 4703 4969
3 9 3 1 4211 4457 4721 4973
3943 4217 4463 4723 4987
3947 4219 4481 4729 4993
3967 4229 4483 4733 4999
3989 4231 4493 4751
4001 4241 4507 4759
4003 4243 4513 4783
4007 4253 4517 4787
4013 4259 4519 4789
4019 4261 4523 4793
4021 4271 4547- 4799
4027 4273 4549 4801
4049 4283 4561 4813
4051 4289 4567 4817
4057 4297, 4583 4831
4073 4327* 4591 4861
4079 4337 4597 4871
4091 4339 4603 4877
4093 4349 4621 4889
4099 4357 4637 4903
4111 4363 4639 4909
4127 4373 4643 4919
4129 4391 4649 4931
4133 4397 4651 4933
4139 4409 4657 4937



Т А Б Л И Ц 1  П Е Р В 1 С Н И Х  К О Р Е Н  1В Т А  1 Н Д ЕК С 1 В5

Просте число 3
П е р в 1 с н 1 к о р е н ) :  2.

N 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 0 1 2

Просте число 5
П е р в 1 с н 1 к о р е н к 2, 3.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 3 2 0 1 2 4 3

Просте число 7
П е р в 1 с н ) к о р е н ): 3, 5.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 2 1 4 5 3 0 1 3 2 6 4 5

Просте число 11
П е р в 1 с н 1 к о р е н ) :  2, 6 , 7, 8.

N 0 1 2 3 4 5 ь 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0
1 5

0 1 8 2 4 9 7 3 6 0 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6

Просте число 13
П е р в 1 с н I к о р е н ! :  2, 6, 7, 11.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 %
о 1 4 2 9 5 11 3 8 0 1 2 4 8 3 6 12 11 9 5

1 10 ! 6 10 10 10 10 1 10 7 10 10 10 10

1 С кр 1зь за основу таблиц! ш декав береться найменший первкний коршь.

П е р в 1 с н )  к о р е н ! :  3, 5 6, 7, 11, 12, 14.

N  | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

о 0 14 1 12 5 15 11 10 2 0 1 3 9 10 13 5 15 11 16 14
1 1 3 7 13 4 э]И З. 8 1 8 7 4 12 2 6

Просте число 19
П е р в ) с н !  к о р е н  1: 2, 3, 10, 14, 15.

N 0 ’ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 13 2 16 14 6 3 8 0 1 2 4 8 16 13 7 14 9 18
1 17 12 15 5 7 11 4 10 9 1 17 15 1 1 3 6 12 5 10

Просте число 23 
П е р в 1 с н 1 к о р е н ): 5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 11.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2
*

3 4 5 6 7 8 9

0 0 2 16 4 1 18 19 6 10 0 1 5 2 10 4 20 8 17 16 11
1 3 9 20 14 21 17 8 7 12 15 1 9 22 18 21 13 19 3 15 6 7
2 5 13 11 2 12 14

Просте число 29
П е р в ) с н !  к о р е н ! :  2, 3, 8 , 10, 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 37.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 5 2 22 6 12 3 10 0 1 2 4 8 16 3 6 12 24 19
1 23 25 7 18 13 27 4. 21 1 1 9 1 9 18 7 14 28 27 25 21 13 26
2 24 17 26 20 8 16 19 15 14 2 23 17 5 10 20 11 22 15

Просте число 31 
П е р в ) с н !  к о р е н ) :  3, 11, 12, 13,. 17, 21, 22, 24.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 24 1 18 20 25 28 12 2 0 1 3 9 27 19 26 16 17 20 29
1 14 23 19 11 22 21 6 7 26 4 1 25 13 8 24 10 30 28 22 4 12
2
3

8
15

29 17 27 13 10 5 3 16 9 2 5 15 14 11 2 6 18 23 7 21



П е р в 1 с н 1 к о р е н ! :  2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 35.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 26 2 23 27 32 3 16 0 1 2 4 8 16 32 27 17 34 31
1 24 30 28 11 33 13 ’ 4 7 17 35 1 25 13 26 15 30 23 9 18 36 35
2 25 22 31 15 29 10 12 6 34 21 2 33 29 21 5 10 20 3 6 12 24
3 14 9 5 20 8 19 18 3 1 1 22 7 14 28 19

Просте число 41
П е р в 1 с н ! к о р е н 1 : 6 , 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29,

30, 34, 35.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 26 15 12 22 1 39 3830 0 1 6 36 11 25 27 39 29 10 19
1 8 3 27 31 25 37 24 33 16 9 1 32 28 4 24 21 3 18 26 33 34
2 34 14 29 36 13 4 11 5 1 1 7 2 40 35 5 30 16 14 2 12 31 22
3 23 28 10 18 19 21 2 32 35 6 3 9 13 37 17 20 38 23 15 8 7
4 20

Просте число 43

П е р в 1 с н 1 к о р е н ! : 3, 5, 1 2 , 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 27 1 12 25 28 35 39 2 0 1 3 9 27 38 28 41 37 25 32
1 10 30 13 32 20 26 24 38 29 19 1 10 30 4 12 36 22 23 26 35 19
2 37 36 15 16 40 8 17 3 5 41 2 14 42 40 34 16 5 15 2 6 18
3 11 34 9 31 23 18 14 7 4 33 3 11 33 13 39 31 7 21 20 17 8
4 22 6 21 4 24 29

Просте число 47
П е р в 1 с н I к о р е н 1 :  5, 10, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33,

35, 39, 40, 41, 43, 44, 45.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Г 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 18 20 36 1 38 32 8 40 0 1' 5 25 31 14 23 21 11 8 40
1 19 7 10 11 4 21 26 16 12 45 1 12 13 18 43 27 41 17 38 2 10
2 37 6 25 5 28 2 29 14 22 35 2 3 15 28 46 42 22 16 33 24 26
3 39 3 44 27 34 33 30 42 17 31 3 36 39 7 35 34 29 4 20 6 30
4 9 15 24 13 43 41 23 4 9 45 37 44 32 19

Просте число 53

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 17 2 47- 18 14 3 34 0 1 2 4 8 16 32 11 22 44 35
1 48 6 19 24 15 12 4 10 35 37 1 17 34 15 30 7 14 28 3 е 12
2 49 31 У 39 20 42 25 51 16 46 2 24 48 43 33 13 26 52 51 44 45
3 13 33 5 23 11 9 36 30 38 41 3 37 21 42 31 9 18 36 19 38 23
4 50 4Ь 32 22 8 29 40 44 21 28 4 46 39 25 50 47 4! 29 5 10 20
Ь 43 27 26 5 40 27

Просте число 59

П е р в 1 сн  1 к о р е н 1 : 2, 6, 8, 10, 11, 13, 14, 18, 23, 24, 30, 31, 32, 33, 34,
37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 47, 50, 52, 54, 55, 56.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 .8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 50 2 6 51 18 3 42 0 1 2 4 8 16 32 5 10 20 40
1 / 25 52 45 19 56 4 40 43 38 1 21 42 25 50 41 23 46 33 7 14
2 8 10 26 15 53 12 46 34 20 28 2 28 56 53 47 35 11 22 44 29 58
3 Ы 49 5 17 41 24 44 55 39 37 3 57 55 51 43 27 54 49 39 19 38
4 9 14 11 33 27 48 16 23 54 36 4 17 34 9 18 36 13 26 59 45 3!
Ь 13 32 47 22 35 31 21 30 29 5 3 6 12 24 48 37 15 30

Просте число 61

П е р в I с н 1 к о р е н ! :  2, 6 , 7, 10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, 43, 44, 51,
54, 55, 59.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0
23

0 1 6 2 22 7 49 3 12 0 1 2 4 8 16
'

32 3 6 12 24
1 1Ь 8 40 50 28 4 47 13 26 1 48 35 9 18 36 11 32 44 27 54
2 24 ЬЬ 16 57 9 44 41 18 51 35 2 47 33 5 10 20 40 19 38 15 30
3 29 59 Ь 21 48 11 14 39 27 46 3 60 59 57 53 45 29 58 55 4Я 37
4 2Ь 54 56 43 17 34 58 20 10 38 4 13 26 52 43 25 50 39 17 34 7
Ь
6

45
30

ЬЗ 42 33 19 37 52 32 36 31 5 14 28 56 51 41 21 42 23 46 3!



N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 39 2 15 40 23 3 12 0 1 2 4 8 16 32 64 61 55 43
1 16 59 41 19 24 54 4 64 13 10 1 19 38 9 18 36 5 10 20 40 13
2 17 62 60 28 42 30 20 51 25 44 2 26 52 37 7 14 28 56 45 23 46
3 55 47 5 32 65 38 14 22 11 58 3 25 50 33 66 65 63 59 51 35 3
4 18 53 63 9 61 27 29 50 43 46 4 6 12 24 48 29 58 49 31 62 57
5 31 37 21 57 52 8 26 49 45 36 5 47 27 54 41 15 30 60 53 39 1 1
6 56 7 48 35 6 34 33 6 22 44 21 42 17 34

Просте число 71

П е  р в 1 с н 1 к о р е н й  7, 11, 13, 21, 22, 28, 31, 33, 35, 42, 44, 47, 52, 53,
55, 56, 59, 61, 62, 63, 65, 67, 68 , 69.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 6 26 12 28 32 1 18 52 0 1 7 49 59 58 51 2 14 27 47
1 34 31 38 39 7 54 24 49 58 16 1 45 31 4 28 54 23 19 62 8 56
2 ' 40 27 37 15 44 56 45 8 13 68 2 37 46 38 53 16 41 3 21 5 35
3 60 И 30 57 55 29 64 20 22 65 3 32 И 6 42 10 70 64 22 12 13
4 46 25 33 48 43 10 21 9 50 2 4 20 69 57 44 24 26 40 67 43 17
5 62 5 51 23 14 59 19 42 4 3 5 48 52 9 63 15 34 25 33 18 55
6
7

66
35

69 17 53 36 67 63 47 61 41 6 30 68 50 66 36 39 60 65 29 61

Просте число 73

П е р в 1 с н 1 к о р е н ! :  5, 11, 13, 14, 15, 20, 26, 28, 29, 31, 33, 34, 39, 40, 
42 , 44 , 45 , 47 , 53, 58, 59, 60, 62, 68.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 8 6 16 1 14 33 24 12 0 1 5 25 52 41 59 3 15 2 10
1 9 55 22 59 41 7 32 21 20 62 1 50 31 9 45 6 30 4 20 27 62
2 .17 39 63 46 30 2 67 18 49 35 2 18 17 12 60 8 40 54 51 36 34
3 15 И 40 61 29 34 28 64 70 65 3 24 47 16 7 35 29 72 68 48 21
4 25 4 47 51 71 13 54 31 38 66 4 32 14 70 58 71 63 23 42 64 28
5 10 27 3 53 26 56 57 68 43 5 5 67 43 69 53 46 11 55 56 61 13
6 23 58 19 45 48 60 69 50 37 52 6 65 33 19 22 37 39 49 26 57 66
7 42 44 36 7 38 44

N .0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0
66

0 4 1 8 62 5 53 12 2 0 1 3 9 27 2 6 18 454 4 12
1 68 9 34 57 63 16 21 6 32 1 36 29 8 24 72 58 16 8 65 37
2 70 54 72 26 13 46 38 3 61 11 2 32 17 51 74 64 34 23 9 49 68
3 67 56 20 69 25 37 10 19 36 35 3 46 59 19 57 13 39 38 35 26 78
4 74 75 58 49 76 64 30 59 17 28 4 76 70 52 77 73 61 25 75 67 43
5 50 22 42 77 7 52 65 33 15 31 5 50 71 55 7 21 63 31 14 42 47
6 71 45 60 55 24 18 73 48 29 27 6 62 28 5 15 45 56 10 30 И 33
7 41 51 14 44 23 47 40 43 39 7 20 60 22 66 40 41 44 53

Просте число 83

П е р в 1 с н 1 к о р е н ! :  2 , 5, 6 , 8 , 13, 14, 15, 18, 19, 20 , 22 , 24 , 32 , 34 , 35,
39 , 42, 43, 45, 46 , 47 , 50 , 52, 53 , 54 , 55 , 56, 57, 58, 60 , 62 , 66 , 67 , 71, 72,

73, 74, 76, 79, 80.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 .3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 72 2 27 73 8 3 62 0 1 2 4 8 16 32 64 45 7 14
1 28 24 74 77 9 17 4 56 63 47 1 28 56 29 58 33 66 49 15 30 60
2 29 80 25 60 75 54 78 52 10 12 2 - 37 74 65 47 1 1 22 44 5 10 20
3 18 38 5 14 57 35 64 20 48 67 3 40 80 77 71 59 35 70 57 31 62
4 30 40 81 71 26 7 61 23 76 16 4 41 82 81 79 75 67 51 19 38 76
5 55 46 79 59 53 51 11 37 13 34 5 69 55 27 54 25 50 17 34 68 53
6 19 66 39 70 6 22 15 45 58 50 6 23 46 9 18 36 72 61 39 78 73
7 36 33 65 69 21 44 49 32 68 43 7 63 43 3 6 12 24 48 13 26 52
8 31 42 41 8 21 42

Просте число 89

П е р в ! с н 1 к о р е н ! :  3 , 6 , 7, 13, 14, 15, 19, 23 , 24 , 26, 27, 28, 29, 30 , 31, 
33 , 35 , 38 , 41, 43, 46, 48, 51, 54 , 56 , 58 , 59 , 60 , 61, 62 , 63 , 65 , 66 , 70 , 74,

75, 76, 82, 83, 86.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 16 1 32 70 17 81 48 2 0 1 3 9 27 81 65 17 51 64 14
1 86 84 33 23 9 71 64 6 18 35 1 42 37 22 66 20 60 2 6 18 54
2 14 82 12 57 49 52 39 3 25 59 2 73 41 34 13 39 28 84 74 44 433 87 31 80 85 22 63 34 11 51 24 3 40 31 4 12 36 19 57 82 68 26
4 30 21 10 29 28 72 73 54 65 74 4 78 56 79 59 88 86 80 62 8 24
5 68 7 55 78 19 66 41 36 75 43 5 72 38 25 75 47 52 67 23 69 29
6 15 69 47 83 8 5 13 56 38 58 6 87 83 71 35 16 48 55 76 50 61
7 79 62 50 20 27 53 67 77 40 42 7 5 15 45 46 49 58 85 77 53 70
8 46 4 37 61 26 76 45 60 44 8 32 7 21 64 1 1 33 10 30



N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 34 70 68 1 8 31 6 44
1 35 86 42 25 65 71 40 89 78 81
2 69 5 24 77 76 2 59 18 3 13
3 9 46 74 60 27 32 16 91 15 95
4 7 85 39 4 58 45 15 84 14 62
5 36 63 93 10 52 87 37 55 47 67
6 43 64 80 75 12 26 94 57 61 51
7 66 11 50 28 29 72 53 21 33 30
8 41 88 23 17 73 90 38 83 92 54
9 79 56 49 20 22 82 48

/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 5 25 28 43 21 8 40 6 30
1 53 71 64 29 48 46 36 83 27 38
2 93 77 94 82 22 13 65 34 73 74
3 79 7 35 78 2 10 50 56 86 42
4 16, 80 12 60 9 45 31 58 96 92
5 72 69 54 76 89 57 91 67 44 26
6 33 68 49 51 61 14 70 59 4 20
7 3 15 75 84 32 63 24 23 и 90
8 62 19 95 87 47 41 11 55 81 17
9 85 37 88 52 66 39
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