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Алгебра и теория чисел, ч. 2. З а в  а л о С. Т ., 
К о с т а р ч у к  В.  Н. ,  Х а ц е т  Б. И. Издательское 
объединение «Вища школа», 1976, 384 с. (на украинском 
языке).

Книга является продолжением первой части учебника, 
изданной в 1974 г. Она составлена в соответствии с дейст
вующей программой курса «Алгебра и теория чисел» для 
математических отделений педагогических инс™ тутов.

Изложение теории чисел органически связано с рассмо
трением сведений об алгебраических структурах (груп
пы, кольца, поля), что дает возможность осветить теорию 
делимости чисел и многочленов с  единои точки зрения.

Кооме традиционного материала по алгебре многочле
нов учебник содержит элементы теории разрешимости алге
браических уравнений в квадратных радикалах с примене
нием их к классическим конструктивным задачам геомет
рии Особое внимание уделено вопросам, которые нашли 
отражение в новой программе и факультативных курсах по
математике средней школы.

Учебник предназначен для студентов физико-матема
тических факультетов педагогических институтов. Он бу
дет полезен также для учителей средних школ.
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П Е Р  Е Д М О  В А

ГНдручник складено вщповщно до дпочо! програми. Основним зю -
ч 'Г л И°яГл гИ ? ."  ПИТаННЯ: елемен™ ТеорГ1' ГРУП 1 к1лець> основи теорп чисел, алгебра многочлешв. у
,....? Г ЧТ *  ' де? к* загалын властивост1 основних алгебра’Тчних
С руктур (Трупа, юльце, поле) були розглянут! в перипй частиш пщ- 
ручника. 1епер вщомоси про групи 1 юльця розширюються 1 поглиб- 
люклься, вивчаються важлив! класи цих структур 1 Тх специф1чш особ- 
лнвост1 пороняно докладно викладаеться загальна теор1Я подшьно-
г I .п т т ЛЬГ  Та- 11 К0НКрети3ашя для окРемих тишв юлець (юльце 
|||1пй » 8 евклщове К1 льце). Ця абстрактна теор 1я под!льност1

членов й Т я п ИСТОВуеТЬСЯ ДаЛ1 П5И вик^ад1 теоР " ПОД1ЛЬНОСТ1 много- 
ргу Сама В0На б>'д>'еться за зразком елементарноТ 1 

; ^ ‘Ю“  Мп1рою ШД0М01 читачев! теорп под1льноеп в юльщ Щлих 
шсел за допомогою надежного узагальнення вщповщних понять 
У зв язку 3 цим П0Д1ЛЬН1СТЬ шлих чисел розглядаеться у роздш  II пе
ред викладом абстрактио1 теорп. Разом з тим роздш II е вступом до 
теоретико-числовоТ частини курсу. Згщно з програмою иЦручник 
охоплюе переважно Т1 питания теори чисел, яю стосуються под&ьно- 
С11 шлих чисел; саме щ питания найбшыи пов’язаш як з шюльним
методами.аТеМаТИКИ’ ТЗК ' 3 загальними алгебраТчними поняттями I

ц1 !° РЛ ^ ° ‘ ЧИСЛ° ВИЙ матеР‘ ал КУРСУ охоплюе таю питания: систем- 
«V .систем.и числення, прост! числа 1 Тх розподы у натурально
му Р ЯД1, сюнченш ЛЗНЦЮГ0В1 дроби (розд1л II); теор1я конгруеншй та 
лииосування п до арифметики, основш числов! функци (розД1л IV) 

™  рекомендац!?^1рогра-

розд‘ л1в (V—VIII) присвячено алгебР1 многочленов та и за-
1  Ч ,ЯМ’ зокрема до Р°зв язування алгебра'Тчних Р1внянь та Тх си-

« Гтй^НаЧНа ЧаС™ На ЦЬ0Г0 матеР1алу традищйна для курсу вищоТ ал-
Ж й  в и З л ^ я Т *  ШСТИТУхах 1 не потРебУе коментар^в. До гсобли- востей викладу алгебри многочлени у цьому шдручнику слщ вщнести

1. В|дпов1дно до програми юльце многочлешв та поле пашоняль-

V “  Л" Ше Над ,ВСЛ0В“ И- а Д О ^Н Ш И  нострактними полями. У зв язку з цим основу викладу становить не
‘I У ‘ кЫональнв, а алгебраТчне тлумачення многочленов. Разом з тим

Г ,  -  " 0 "рид.ляють належну увагу питанию про умови р!в-
(КИЛЫ10СТ1 Функшонального та алгебраТчного пщход1в осюльки ие

ДЛЯ а л г е б р Т 'а н а ^ з »  таи предметами навчального плану.



2. 1стотно змшено традицшний виклад теорп под1льност1 много
членов. Для многочлешв одше1 змшно1 теорш под1льност1 подано маи- 
же без доведень, осшльки вона е просто конкретизацию загально1 тео
р п  ПОД1ЛБНОСТ1 В К1ЛЬЦ1 ГОЛОВНИХ 1ДеЭЛ1В. Д л я  МНОГОЧ ЛСН1В Ж е  В1Д
к1лькох змшних дано доведения основних властивостей под1лькост1 
(зокрема, теореми про едишеть розкладу на незвщш множники), що 
рашше в курс алгебри для педагопчних шститупв не включалося. 
Зауважимо, що цей матер1ал важливий не лише сам по соб1, а и для 
усвщомлення нетривоальноси факту однозначносп розкладу на просп 
множники.

3. Досить докладно розглянуто алгебра1чн1 розширення числових 
пол1в та застосування \'х до питания про розв язшсть алгебрашних 
ровнянь у квадратних радикалах (роздол VIII).

При викладо другоо частини курсу ми виходили з того, що читач 
знайомий з матероалом першо'о частини. Тому, зокрема, ми використо- 
вуемо символи математичноТ логоки та осиовио правила перетворення 
лопчних формул. При посиланнях на першу частину подручника вжи-
ваеться запис виду (1, § 16).

Завершуючи роботу над цим подручником з нового для педонститу- 
тов навчального предмета «Алгебра 1 теороя чисел», автори усводомлю- 
ють, що ця перша спроба далеко не досконала. Вони висловлюкпь гли- 
боку подяку професору М. С. Бродському, доцентам Л. М. Вивальню- 
ку Г. Е. Кисилевському, А. В. Нестерчуку, кандидату фозико-матема- 
тичних наук М. О. Примаку, А. В. Мержеевському за шнн1 поради 1 
важливо зауваження щодо змосту пщручника.

Водгуки 1 побажання просимо надсилати на адресу:
252054, Киш, 54, Гогольвська, 7, Головне видавництво видавничого 

об’еднання «Вища школа», редакщя лтератури з математики I 
ф1зики.

Автори

Р о з д ы  1

СИСТЕМИ ЛШШНИХ НЕР1ВНОСТЕЙ

§ I. СИСТЕМИ Л1Н1ЙИИХ НЕР1ВНОСТЕЙ 
ГА ГХ ГЕОМЕТРИЧНИЙ СМИСЛ

Поряд з р1вняннями остотиу роль у вс1х роздыах сучасноо матема
тики вщограють нер1вност!. Розв’ язування багатьох задач зводиться 
до розв язування неровностей або ох систем. В цьому роздоло мова йти- 
ме деик1 питания теорп лонойооих неровностей та оо застосування 
при розв’ изуванно планово-економ1чних задач.

1.1. Нер1вност1 та системи нер|'вностей. Якщо число а больше 
вщ числа Ь, то пишуть а >  Ь, а якщо а менше вщ Ь, то пишуть 
й ^  Ь, Якщо число и больше В1д числа Ь або дор1вню€ Ьу то пишуть 
а >  Ь I говорять, що а не менше 6, а якщо а менше В1Д Ь або до- 
р ВНюе Ь, то пишуть а < 6  I говорять, що а не больше вщ Ь. Якщо 
шдомо, що числа а 1 Ь неровно, але нево'домо, яке з них больше, 
« яке менше, то в цьому випадку пишуть аф Ь .

СпШ дношення а > Ь , а <  Ь, а ^ Ь , а<Ь, а ф Ь , де а сЬ  — деяк1 
дшсн1 числа, називають числовими неровностями.

Неривносп а >  Ь 1 а <  Ь називають строгими, а нер1вносп 
а >  о 1 а <  Ь — нестрогими.

Розв’язуючи ровняння

Р (X 1, Х2, ... , хп) = ф ( х 1, хг, ... , хп),

п1дшукують системи значень невщомих (аргументов) х,, х2......... х
при яких функцп Г (х и х2, ... , хп) I Ф (хг, х2, ... , хп) набувають 
однакових значень. Однак нерщко бувае необхщно знайти значения 
аро ументов х1г х2, ... , хп, при яких значения одш’ео з цих функцш, 
ишориклад Р (хи х2, ... , хп), бо'лыш вщ вщповщних значень другой 
1од| говорять, що треба розв’ язати нер1'вшсть

Р (Х 1> * 2 .............. Хп)  >  Ф  ( * 1 . .............. Хп)

з нев!домими х1г х2......... хп.
Отже, неровность Р (х и х2......... хп) >  Ф (Ху, х2, ... , хп) -  це сим-

(юлочнии запис задач/ про знаходження систем значень аргументов 
(неводомих) х1г х2, ... , хп, при яких значения функци Р (хг, х2, ... , хп) 
01лыи( вод водповодних значень функци Ф (х1г х2, ... , хп). Читач 
спмостШио легко сформулюе означення неровностей

Г (*|. ... , хп) < Ф ( х 1, х2, ... хп), Р (х1У х 2, ... , хп) >
>  ф (хи хг......... хп)> /4*1. ......... хп) <  Ф (хи х2, ... , хп).

Нср1вн1сть з п нев1домими хи хг..........х  в загальному вигляд1
■шпнсують так:

Р (х  1( ... , хп) \у Ф (х1, х2, ... , хп), (1)



де у — символ, п!д яким можна розум1ти будь-який 13 знаюв > ,
< ,  < .  При цьому символ Л означае вщповщно знак < ,  < ,  > ,  > .
Функщю Р(хх, х 2, • хп) називають л 1 в о ю, а ФОс*, х 2, ..., хп) — 

п р а в о ю  частиною нер1вносп. Дал1 вважатимемо, що Л1В1 й прав| 
частини нер1вностей — Д1йсн1 функцп дшсних змшних, 1, отже, ва 
нер1вност1 розглядатимемо у пол1 д 1 й о н и х ч и с е л .

Кожну систему значень невщомих хъ  х 2, ..., хп, при яких Л1ва 
й права частини нер1вноеп визначеш, називають допустимою систе
мою значень неводомих. Множина в а х  допустимих систем значень нев1- 
дэмих називаеться областю допустимих систем значень невщомих 
(ОДЗ) нер1вност1 абэ областю визначення неровности Нер1вшсть, до 
яко1 входять нев1дом1, може бути справедлива для одних допустимих 
систем значень невщомих 1 несправедлива для шших. Так нер1вшсть 
х-\- у  >  2 справедлива при х  =  1, у  =  2 1 несправедлива при х  =  1,
У — 1- . , _  .Кожна допустима система значень невщомих =  й1( х2 — в2, ... 
... , хп =  кп, при яких справджуеться нер1вшсть (1), називаеться 
розв'язком ще! нер1вносп. 1накше кажучи, допустиму систему зна
чень неводомих хх =  к1г х2 =  к2......... хп =  кп називають розв'язком
неровность (1), якщо

Р (кх, к2, ... , кп) V Ф (к\, к2, ... , к„).
Як 1 у випадку р1внянь, розв’ язок нер1вносп з невщомими 

хг, х2, ... , хп будемо записувати як упорядковану множину чисел 
( ^  кг, ... , кп), що е значениями невщомих, або як сукупшсть р1вностей 
Хх =  кг, х2 =  кг , ... , хп =  кп. Якщо система чисел (кх, к2, ... , кп) 
е розв’ язком нер1вноеп (1), то кажуть, що вона задовольняе нер1в-
шсть (1)- А якщо (кх, к...........кп) не е розв’ язком нер^вносп (1),
то кажуть, що ця система чисел не задовольняе нер1вшсть (1).

Якщо нер1вшсгь (1) справджуеться при вах допустимих системах 
значень невщомих хх, х2, ... , хп, то кажуть, що вона справджуеться 
тотожно, 1 називають !! тотожною нер1вн1стю. Тотожною, наприклад, 
е нер1вн1сть х\ +  х\ -+-••• +  х2п >  0.

Розв'язати неровность— це значить знайти множину всох и роз- 
в'язков. Нехай Ьп —  деякий п-вим'фний векторний проспр над полем 
дшсних чисел К. Припустимо, що в цьому простор! заф!ксовано деякий 
базис В { вх, е 2, ... , е п ). Тоди як вщомо, кожен вектор а  простору 1 п 
однозначно визначаеться своши координатами я-х, я2, ... , а„ у цьому 
базись

Будемо вважати, що в нер| вноси (1) хг, х2, ... , хп позначають 
координати вектора х ^ Ь п. Тод! л1ва й права частини нер1 вноси (1) 
будуть функщями, заданими на простор! Ьп, значения яких на
лежать полю дшсних чисел К. Трактуючи так л1ву й праву частини 
нер^вносн (1), гозорять, що нер1вшсть (1) розглядаеться над дшсним 
вэкторним простором Ьп. Нер1вн1сть (1), очевидно, можна розглядати 
над будь-яким я-вим'фним дшсним векторним простором. Всюди дал1, 
ради визначеносп, нер1вноси з п невщомими розглядатимемо над 
простором Уп /г-вим1рних вектор1в л: =  (х ,̂ х2, ... , хп) з компонен
тами х( 13 поля дшсних чисел К. У вщповщносп до прийнятих вище

означень вектор /  =  (Х,, Х2, ... , Х„) називатимемо допустимим для 
нер|'вносп (1), якщо його компоненти Хх, Х2, ... , Хл утворюють до
пустиму систему значень невщомих х1У х2......... хп ще! нер1вноси.
Допустимий вектор /  =  (Х1, Х2, ... , Х„) називатимемо розв'язком нер1в- 
носп (1), якщо його компоненти Хх, Х2, ... , Хп задовольняють цю не- 
р!вн!сть.

Лналог1чно до того, як це робилось для р1внянь, означаемо поняття 
системи нер1вностей. Нехай дано нер|ЕНссп Р1 (хг, х2, ... , хп) V
V Ф< (-̂ 1» х2> > хп) (I — 2, ... , т). Ми говоритимемо, що ц! не-
р1внсст1 утворюють систему нер1виостей

Рх (Хх, х2, ... , хп) V Ф1 (Хх, х2, ... ,
Р2(Хх, х2, ... , Хп) \/ Ф2 (Хх, х2, ... , хп),

Рт (•*!» х2> ••• » Хп) У Фт (Хх, Х2, ... , хп),

якщо треба знайти ва допустим! вектори, кожен з яких е розв’язком
вах  нер!вностей (2). Вектор ^  =  (Т1, Тз......... Тп), щ0 е розв’язком кож-
но! з нер|'вностей системи (2), називають розв'язком щ е! системи не
ровностей.

Розв’язок % =  (Т1, Т2.......... 7„) системи нер|'вностей (2) називають
д о д а т н и м ,  якщо ес1 компоненти Т1, ... , 1п—  додатн), його на
зивають н е в ^ д ’ е м н и м ,  якщо вс1 компоненти — невщ’емнк

Розв'язати систему неровностей —  це означае знайти множину 
всох и розе'язкьв. Якщо —  множина вс!х розв’язюв нер^вносп

Р( (хг, х2, ... , хп) V Ф( (*х> х2, ... , хп) (/ == 1, 2, ... , т), 

а <Э —  множина вах розв’ язюв системи нер1вностей (2), то

Ф =  Фа П $2 Г) • • • П Ят- (3)
Система (2) називаеться с у м 1 с н о ю, якщо вона мае принаймш один 

розв’язок; в противному раз1 вона називаеться н е с у м 1 с н о ю .
1.2. Р|ВН0СИЛЬН1СТЬ нер|‘вностей I систем нер1'вностей. Нехай 

дано нер1вносп
[ (Хх, х2, ... , хп) у  <р (Хх, х2, ... , хп) (4)

I
Р (Хх, х2, ... , хп) V Ф х2, ... , хп). (5)

Якщо ва розв’язки нер1вност1 (4) задовольняють нер1вшсть (5), 
то кажуть, що нер1'вшсть (5) е наел едком нер1вносп (4).

Аналог1чно нер1вн1сть
Р (хг, Х2, ... , хп) V ф (Хх, х2, ... , хп) (6)

називають нас лодкам системи нер1'вностей
/1 (Хх, Х2........ хп) V 'РЛ*!, х2. ... , хп),
/2 (Хх, Х2, ... , Хп) V 2̂ (Х\1 Х2, ... , Хп),

• • • • • ....................................................... (7)
1т(х х> Х2, ... , Хп) V 9т  (л1> х2, ... , Хп),



якщо кожний розв’язок системи (7) е розв’ язком 1 нер1вност1 (6). 
Систему нер!вностей

Р1 (X], Х2, ... , Хп) V (*1> х2> ••• I Хп)>
Рг(х1> Х2< ••• • Хп) V Фг(*Х> х2' > Хп)'

.........................................................  (8)

Р ,(хг, Х2, ... I хп) V (■*!> •*“«> ••• » хп)>
називають н а с л 1 д к о м  системи нер1вностей (7), якщо кожний роз
в’язок системи (7) е розв’ язком 1 системи (8).

Дв1 нер1вност! (системи нер1вностей) називаються р 1в н о с и л ь -  
н и ми,  якщо множини розв’язшв 1х зб1гаються. 1накше кажучи, дв1
нер1вност1 (системи нер1вностей) називаються р 1 в н о с и л ьн и м и,
якщо кожна з них е наслщком шшок

У процес! розв’язування задач часто доводиться посилатися на 
так1 твердження про наслщки з нер1вностей та про р1вносильшсть 
нер1вностей 1 1'х систем.

Т еор ем а  1. Якщо на деякёй множит М систем значень невёдо- 
мих хх, х2....... хп справджуються нерёвностё

Рх(хх, хг> ••• » хп) Л Фх (Хц х2, ... > хп) (9)
1

Р2(хх, х2, ... , х„) А Ф2 (хх, х2, ... , хп). (10)

то на множит М справджуеться й нерёвнёсть
Рх (*Х1 Х2, ... , Хп) +  Р2 (*!, Х2, ... , Хп) Л 

А Фх(^1. Х2> ••• > *п) "Ь ® 2 (Х1' Х2> ••• > Хп)< (^ )
тобто нерёвнёсть (11) е наслёдком неровностей (9) о (10).

Д о в е д е н и я .  Нехай хх = а х, х2 =  а.г, ... , хп — ап —  дов1льна систе
ма значень невщомих, що належить множиш М. Тод1 справедлив! чис- 
ЛОВ1 нер1вност!

Рг (ах, а2, ... , а„) Л Фх (ах, а2, ... , а„),
Р2(ах, а2, ... , ап) Д Ф 2(Ях> а2, ... , ап),

а тому справедлива також нер1вшсть
Рх (ах, а2, ... , а„) +  Р2 (ах, а2, ... , ап) Д Ф] (ах, а2, ... , ап) +

+  Фг (°Х> ®2> ••• > ®п).
Отже, для кожно'1 системи значень нев1домих х х — ах, х2 =  а2, ... 

... , х„ =  а„, що належить множиш М, справджуеться нер1вшсть (11). 
Цим теорему доведено.

Аналог!чними м'фкувапнями доводять 1 таку теорему.
Т ео р ем а  2 . Якщо на деякёй множин1 М систем значень неве

домых хх, х2..........хп справджуються нерёвностё
0 <  Р х (х1, х2, ... , хп) <С Фх (хх, х 2, ... , Хп) (12)

I
0 <  Р 2 (хх, х2, ... , х „) <  Ф2 (хх, х2, ... , х„), (13)

то на множиш М справджуються й нерёвностё

0 ■С Рх (х1( х2, ... , хд) Р2 (хх, х2 , ... , хл) <с
<  (Х1> Х2< ••• > Хп) ®2 (Х1’ Х2’ ••• ' ■*'•), (14)

тобто нерёвностё (14) е наследном нер'евностей (12) г (13). 
Т ео р ем а  3. Якщо до обох частин нерёвносто

Р (Х1> Х2...........Хп) V Ф(*Х- Х2> ... , хп) (14')
додати функцёю ш (х1г х2, ... , хп), яка визначена при всех допустимих
системах значень невёдомих нерёвностё (14'), то дёстанемо нерёвнёсть 

Р (хх, х2, ... , хп) -(- м (х1г х2, ... , хп) V
V Ф (Х\< х2, ... , хп) ш {хх, х2, ... , хп), (14")

рёвносильну заданой.
Д о в е д е н и я .  Справд!, якщо вектор (кх, к2.........кп) е розв’язком

нер!Вност1 (14'), то

Р (кх, к2, ... , кп) V Ф (кх, к2, ... , кп).

Звщси

Р (кх, к2, ... , кп) -}- ш [кх, к2, ... , к„) V Ф (^х, к2, ... , кп)
+  ш (кх, к2, ... , кп)

1, отже, вектор (кх, к2, ... , кп) е також розв’язком 1 нер1вност1 (14").
Навпаки, якщо (кх, к2, ... , кп) е розв’язком нер1вносп (14"), то

Р (кх, к2, ... , кп) -{- ш (кх, к2, ... , кп) V Ф (кх, к2, ... , кп) -(-
+  ш (^х. к2......... кп)

I, отже,
Р (кх, к2, ... , кп) V Ф {кх, к2, ... , кп),

а це означае, що (кх, к2, ... , кп) е розв’язком нер1вност! (14').
Отже кожний розв’ язок будь-яко)- з неровностей (14') 1 (14") е 

розв’язком 1 другоТ.
Н ас лёд ок . Будь-який доданок з однёеё частини нерёвностё 

можна перенести в другу з протилежним знаком.
Т ео р ем а  4. Якщо функцёя ш {хх, х2, ... , хп) додатна при всех 

допустимих системах значень невёдомих, то нерёвностё

 ̂ Р {Х 11 х2, ... , хп) V Ф (хх, х2, ... , хп) (15)

(в (хх, х2, ... , хп) Р (хх, х2, ... , хп) V
V 10 {хх, х2, ... , хп) Ф (хх, х2.лгп) (16)

рёвносильне.
Д о в е д е н и я .  Справд1, якщо система значень невщомих хх =  кх, 

=  к2.........хп == кп — розв’язок нер1вност1 (15), тобто
Р (кх, к2, ... , кп) V Ф (кх, к2, ... , кп),



то. осюльки ш(к{, к.г, ... , кп) >  О,
и) (к±, к2, ... , кп) Р (ку, к2, ... , кп) V
V о) (к ,̂ к2, ... , к„) Ф (&1( к2, ... , &„)

1, отже, (6Р &2, ... , /г„) е також розв’ язком 1 нер1вност1 (16). Навпаки, 
якщо (к» к2, ... , кп) е розв’язком нер1вноеп (16), тобто

ш (кх, к2, ... , кп) Р {к\, к2, ... , кп) V
V ш (^1, к2, ... , кп)Ф (к 1} к2, ... , кп),

то, осюльки ш (кх, к2, ... , кп) >  О,
Р (ку, к2, ... , кп) V Ф (кх, кг, ... , кп)

1, отже, (кх, к.г....... кп) е розв’ язком нер1вност1 (15). Таким чином,
кожний розв’ язок одше! з нер1вностей (15) I (16) е розв’язком 1 дру
гой Аналопчними м1ркуваннями доводять справедливкть тако! тео- 
реми:

Т ео р ем а  б . Якщо функция ш(х1( х2, ... ,хп) вод’емна при вах 
допустимих системах значень неводомих, то неровность

Р (Хх, Х2, ... , Хп) V Ф (х1> Х2> ... | Xд)
<
ш (хг, х2, ... , хп)Р  (хх, х 2, ... , х„) Д с » ^ ,  х2, ... , хп)ф (х 1, х2........хп)
ровносильно.

Т е о р ем а  6. Якщо в система неровностей
^1 (*1> Х2’ ... , Хп) V Ф1 (х\, Х2’ ... , Хп),

• Р5 (хх, х2, ... , хп) V Ф5 (•*“!» хг> » хп)< (17)

рт *2> • •• I хп) V Фт (̂ 1> *2> ••• « *л)
будь-яку неровность замшено ровносильною ой неровностю, то доста 
немо систему неровностей, ровносильну заданой.

Д о в е д е н и я .  Припустимо, що в систем! ( 17) нер1вн!сть

Р$(х1 > * 2> ••• > Хп) V Ф 5(-^1> Х2> ••• > Хп) 
замшено р1вносильною !й нер1вшстю

/  С̂1> х2* ••• » хп) V <Р (-«1, х2' ••• • Хп)'
Утворена в результат! щ е! замши система нер1вностей

Р1 (Хц Х 2, . . .  , хп) V Ф1 (Х1 > х2< ••• » *л)>

(*1, *2> ••• » Хп) V Ф*_1 (Хц * 2> ••• I *л)>
< /  (-̂ 1> -̂ 2» ••• • п̂) V <р (Х11 -̂ 2’ ••• » ■*«)> (18)

^ +1(Х1, Х2, ... , Х„) V Ф«+1 (•*!» х2’ ••• > п̂)»

Р т (х  1> » *п) V  Ф т  (XI. ••• » Л'/|)

р1вносильна систем! ( 17).

Справди си стем и  (17) ! (18) В1др1зняються одна вщ одно! лише 
5-Ю Нер1ВН1СТЮ. ОсК!ЛЬКИ 5-Т1 нер1вност1 цих си стем  р1ВНССИЛЬН1 I, 
отже, мають одн1 й Т1 сам1 розв’язки, то кожний розв’язок хг =  ки 
х2 =  к 2, ... , хп =  к„  одше! з си стем  (17) I (18) буде розв’язком 
друго!.

3 доведено! теореми безпосередньо випливае такий наслщок: 
якщо в заданий система неровностей тлька и неровностей замонимо ров- 
носильними ом неровностями, то достанемо систему неровностей, 
ровносильну заданой.

П р и м 1 т к а. Зауважимо, щ о поняття нер1вност1 й системи нер1'вностей 
можна також  означити й з допом огою  понять математично! л ог1ки.

Все, що в 1,17-2 було сказано про ровняння I системи р 1внянь з п нев!до- 
мими, можна д осл 1вно повторити про нер1вност1 1 системи нер1вностей з л не- 
В1ДОМИМИ (заМ1НЮЮЧИ лише В кож ному Р1ВНЯНН1 символ « =  » на символ « < » ) .  
На нер!вност1 повн1стю  переносяться означення р 1вносильност1 та поняття на- 
сл Ц ку, наведен1 в I, 17.2 для випадку р1внянь 1 систем р 1внянь.

1.3. Системи Л1Н1ЙНИХ нер1вностей та 1х геометричний смисл.
Нер]'вн1сть

Р (х1# х2, ... , х„) V Ф (Хх, х2, ... , х„) (19)

називають алгебраочною, якщо функц!! Р (х1г х2, ... , хп) [ Ф (х1; х2, ... 
... , х„) — многочлени. Причому, якщо Р (хг, х2, ... , хп) 1 Ф (хх, х2, ... 
... , хп) — многочлени вщповщно степеня т \ з й т >  з, то нер1в- 
Н1сть (19) називають нер1вн1стю степеня т з п невщомими. Зокрема, 
якщо Р (х1( Х2, ... , Х„) ! Ф (хх, х2, ... , хп) — лшшш функщ!, тобго 
многочлени 1-го степеня, то нер1вшсть (19) називають лонойною. 
1накше кажучи, л1Н1Йними нер1'вностями називають нер1вноеп, до 
яких нев1дом1 входять лише в першому степень Такими, наприклад, 
е нер1вност1 2,7х +  3,2г/ — 7,11 <  0 1 х +  2,32у — г —  - /3 " >  0. Перша 
з них це лшшна нер1вшсть з двома, а друга — з трьома невщомими. 
Лшшну нер1вн1'сть з п невщомими в загальному вигляд1 записувати- 
мемо так:

аххх +  а2х2 +  • • • +  апхп — а <  0. (20)

Будь-яку лшшну нер1вн1сть за наслщком з теореми 3 можна за- 
писати в таюй формй

В цьому запис1 а1У а2, ... , ап — задан! дшсш числа, деяк1 з них 
можуть дор1внювати нулю.

Числа ах, а2, ... , ап називають коефоцоентами нер1вност1 (20), 
а число а — вольним членом. Лшшну нер!вшсть, у яко! вЬтьний член 
дор|'внюе нулю, тобто нер1вшсть вигляду

а±хх +  а2х2 +  • ■ • +  апхп <  0,

називають лонойною однородною неровностю.
Систему нер1вностей, що складаеться з лшШних нер1вностей, на- 

зивають системою лонойних неровностей.



Систему Л1Н1ЙНИХ нер!вностей з п невщомими в загальному вигля- 
Д1 записуватимемо так:

а 11*1 4" ОцХг +  • ■ • +  а1пхп ---<  О,
аг\х\ +  аихг +  * ' * +  а2пхп — 02 <  О,

4  0̂т2Х2 "Ь  " ' “Ь  а тпХп С0т 0 .

Система нер1вностей, що мктить лише лппйш однорщш нер1вноеп, 
називаеться однородною системою лшшних неровностей.

З’ ясуемо геометричний смисл системи Л1шйних нервностей. Це 
допоможе нам краще зрозум1ти, в чому ж суть задач! розв’ язання 
системи лшшних нер1вностей.

Геометричний смисл системи нер1вностей з двом а не- 
водомими. Розглянемо спочатку одну лЫ йну нер1вшсть з двома 
невщомими х 1 у:

ах -\-Ьу — с <  0
Будемо вважати х  1 у декартовими координатами точки площини. 
Як вщомо читачев! з курсу геометрп, сшввщношення ах +  Ьу — с =  0 
е р1вняння прямо*!, а нер1вшсть ах 4- Ьу — с <  0 визначае одну з шв- 
площин, то5то справджуеться в точках одше'1 з швплощин, на яш 
пряма, що задаеться р1внянням ах +  Ьу— с =  0, д1лить коорди-
натну площину 1 не справджуеться у реши точок площини. (Пряма
ах +  Ьу —  С =  0 ВЩНОСИТЬСЯ ДО К0ЖН01 3 ШВПЛОЩИН).

Припустимо тепер, що задана деяка система лшшних неровностей 
з невщомими х \ у.

агх +  Ьуу —  с, <  0,
а%х +  Ь%у ^  0, (21)

атх  +  Ьту — ст <  0.

Сукупшсть розв’ язшв кожно1 з нер1вностей ще1 системи геомет- 
рично зображаеться множиною точок деяко! швплощини. Отже, сукуп- 
шсть вс1х розв'язк1в системи (21) геометрично зображаеться множи
ною точок перетину (сшльноТ частини) цих швплощин. Леретин скш- 
ченного числа швплощин е деяка область К ■ Границя обласп К , вза- 
гал1 кажучи, складаеться з вщр1зшв прямих, тому говорять, що К 
е многокутна область. Область К  називають областю розв’язков сис-

* теми неровностей (21). Якщо область К  обмежена, то и називають 
многокутником розв'язкьв системи нер1вностей (21). Зауважимо, що 
область розв’ язк1в може бути многокутником, нескшченною областю, 
вщокремленою деякою незамкненою ламаною лш кю , смугою, що 
мктиться М1ж двома паралельними прямими, прямою, променем, вщ- 
р13КОМ, точкою, або порожньою множиною.

Останшй випадок мае мкце тод1, коли система (9) не мае роз
в’ язков, тобто несумкна.

П1вплощина, як вщомо читачев1 з курсу геометрп, е о п у к л а 
множина1. Перетин опуклих множин, як легко переворити, е опук- 
ла множина. Тому область розв’ язшв К  е опукла множина, а много
кутник розв’ язшв — о п у к л и й  многокутник.

Осшльки вс! нер1вност! системи (21) справджуються одночасно 
в точках многокутноТ облает! К  I Т1льки в них, то говорять, що си
стема нер1вностей (9) визначае многокутну область К.

Запишсмо цю систему нер1вностей так: 
С 2 , 1 3
I * < Т Х +  Т '
| Ч >  — х +  6.
( у —  19.

Перша нер1вн1сть системи визначае шв- 
площину, розгашовану нижче В1д прямо?

2 13
у =  у  х  +  -д -; друга — швплощину, розта-

шовану вище В1Д прямей у  =  —  х-{- 6; 
третя нер|'вн1сть визначае швплощину, роз- 
ташовану вище В1д прямо? у  =  4 х — 19 
(рис. 1). На рисунку) стршки показують Т1 
швплощини, як1 визначаються вщповшшми нер1виостями. Областю розв'язю в 
розглядувано! системи нер!вностей е трикутник.

П р и к л а д .  Знайти область розв’язк!'в 
системи нер1вностей

| 2х —  Зу +  13 >  О,
| х +  у  —  6 > 0 ,
( \ х —  у —  1 9 < 0 .

Геометричний смисл системи неровностей з трьома 
невьдомими. Розглянемо тепер лшшну нер1вшсть з трьома невщо- 
мими

ах +  Ьу +  сг — й <  0. (22)

Вважатимемо х, у \ г декартовими координатами точки звичай- 
ного простору Е3. З’ ясуемо, що становить собою множина вах точок 
простору, координати яких задовольняють нер1вш'сть (22).

Припустимо, що в нер1вност1 (22) сф  0. Розв’ язавши нер1вшсть

(22) вщносно г 1 позначивши — ~  через к, — — через I 1 у  через

р, д1станемо нер1'внкть
? ^  кх 1у -|- р, (23)

якщо с <  0, I нер1вн!сть
г <  кх +  1у +  Р, (24)

якщо с >  0.

1 Опукла множина — це множина, яка разом з будь-якими двома сво'ши 
точками А 1 В м!стить увесь В1'др13ок А В .



Сшввщношення г =  кх +  1у +  Р, як вщомо, е р1вняння деякоТ пло- 
щини II, яка дишть проспр Е3 на два швпростори: швпроспр Е'3, 
що лежить «над» площиною П, 1 швпроспр Е'я, що лежить «пщ» 
площиною П. Площину П ми вщноситимемо до кожного з швпросто- 
р1в Е я \ Е"я. Легко бачити, що координата будь-яко! точки (х1г уи гг) шв- 
простору Е я задовольняють нер1вшсть (23), а координати будь-яко! 
точки (х2, уг, г2) швпростору Е"я —  нер!вшсть (24). Очевидно також, 
що й навпаки, кожна точка, координати якоТ задовольняють нер1в- 
Н1сть (23), належить швпростору Е'я, а кожна точка, координати 
яко1 задовольняють нер1вн1сть (24), належить швпростору Е". Отже, 
множина вс1х розв’язюв нер1вност1 (23) геометрично зображаеться 
СуКуПН1СТЮ ВС1Х ТОЧОК ШВПрОСТОру Е'я, а Нер1ВНОСТ1 (24)— ШВПрО- 
стору Е я.

Якщо коефщент с =  0, а один з коефЩенпв а або Ь е вщмш- 
ним вщ нуля, то м1ркування проводять аналопчно. 3 щойно викладе- 
ного випливае, що нер1вшсть (22) справджуеться в одному з швпро- 
стор1в, на яю площина, що задаеться р1внянням ах +  Ьх +  сх — й =  
=  0, Д1лить проспр Е 3. Таким чином, нер1вшсть (22) визначае один 
з швпростор1в Е'я \ Е ", на яю' площина ах -+- Ьх +  сх — А =  0 д1- 
лить проспр Е3.

Припустимо тепер, що дано систему лшшних нер1вностей з трьома 
невщомими х, у  \ г

агх  +  Ьгу +  схг — й, <  О, 
а2х  +  Ь̂ у +  с2г — <  О,

атх +  Ьту +  стг — йт <  0.
Кожна нер1вн1сть системи (25) визначае деякий швпроспр. Отже, 

сукупшсть всIX розв’ язюв системи (25) геометрично зображаеться 
множиною точок перетину (сшлыю! частини) швпростор1в, що ви- 
значаються нер1вностями системи (25). Перетин сюнченного числа 
п1впростор1в е деяка опукла многогранна область М, осюльки шв
проспр е опукла множина.

Як 1 у випадку систем нер1вностей з двома невщомими, область 
М  ми називатимемо областю розв'язкёв системи не ревностей (25).

Перетин швпростор^в, що визначаються нер1вностями системи 
(25), може виявитися необмеженою областю, може також трапитися, 
що вш буде порожньою множиною; це означатиме, що система (25) 
розв’ язюв не мае, тобто що вона суперечлива.

Якщо область розв’ язюв М  обмежена, то вона являе собою опук- 
лий многогранник, який зокрема може бути многокутником, вщ- 
р13КОМ чи точкою.

П р и к л а д .  П обудувати многогранник р о зв ’я зю в  системи нер1вностей
2х —  Зу +  2г —  6 <  0, 

х > 0 ,
У <  о.

. г > 0 .

Як в 1Домо, р1вняння х — 0, у — 0, г =  0 —  це р 1вняння координатних 
площин. Том у нер1вн1сть г >  0 визначае ш в п р осп р , який леж ить над площ иною 
хОу (включаючи й цю площ ину), нер1вш сть х  0 визначае ш в п р осп р , що 
лежить справа в1д площини уОг (включаючи й саму площину уО г). Н ер 1вн1сть 
у  <  0 визначае ш впросН р, що лежить за координатною площ иною хОг (вкл ю 
чаючи й саму площину хОг).

Перер1зом цих ш вп ростор1в е, очевидно, 
о к т а н т ,  утворений координатними площина- 
ми, який моститься м1 ж додатними частинами Ох 
1 Ог 1 в1д ’ емною частиною Оу.

Р озглянемо тепер нер1вш сть
2х  —  Зу +  2г —  6 <  0.

П ереш сш и в праву частину В1льний член 1 
под1Ливши на нього всю  нер!вн1сть, дктанем о

Т  +  = 2  +  Т <  *'
Ця нер!вн1сть визначае ш вп р осп р , який 

моститься ш д площ иною, щ о В1дтинае на к оор 
динатних осях Ох, Оу 1 Ог в 1дпов1дно В1др1зки 3, — 2 1 3. В насл1Док перер1зу 
ВС1Х заданих ш вп ростор1в маемо многогранник р о з в ’я зю в , показаний на 
рис. 2.

Геометричний смисл системи лШ йних нервност ей  
з п нев^домими. Рашше, шж перейти до з’ясування геометричного 
смислу системи лшшних нер!'вностей з п невщомими, нагадаемо деяю 
вщомосп з геометра.

Нехай дана деяка множина 91, елементи яко1 називатимемо точ
ками 1 позначатимемо буквами А, В, С, ... , М ........Нехай дано та
кож деякий векторний простер Ь. Припустимо, що кожнш упорядко- 
ван1й пар1 точок з 91 поставлено у вщповщшсть вектор з простору 
Якшо пар1 точок А, В вщповщае вектор х ,  то писатимемо: х  =  АВ\ 
таким чином АВ е лише нове позначення вектора х. Точку А нази
ватимемо початком, а точку В — юнцем вектора АВ.

Означення 1. Множина 21 точок А, В, С, ... , М, ... , ствстав- 
лена з векторним простором ^  називаеться афшним простором, 
якщо виконуються такх вимоги:

1. Для кожно1 точки А € 21 I кожного вектора х  е знайдеться 
I притому тыьки одна точка В € 91 така, що АВ =  х.

2. Якщо АВ =  х , ВС =  у ,  то АС =  х + у .  Якщо векторний 
проспр I, — я-вим1рний, то пов’язаний з ним афшний проспр 91 на
зивають п-вимьрним ! позначають символом 21п. Афшний проспр 91 
називають дШсним, якщо вщповщний йому векторний проспр Ё —  
дшспий; його називають комплексним, якщо прост 1р ^ — комплексний.

Введемо в п-вим1рному аф1нному простор! 91„ так звану аф1нну 
систему координат

Д л я  цього виберемо в простор1 дов^льну точку О , яку називатимемо 
початком координат, а у вщповщному векторному простор1 Еп зафж- 
суемо який-небудь базис В{ е х, е2, ... , еп). Сукупн1сть {О, ег, ег, ...
... , еп), складену з точки О 1 вектор1в базису В{еъ е2........ еп},
називатимемо афшною системою координат простору 91„.



Нехай М — дов!льна точка простору 31„. Разом з початком коор
динат О точка М  визначае вектор ОМ ё Ьп який називають радиусом- 
вектором точки М.

Рад1ус-вектор ОМ мае в базиа В{ех, е 2, ... , е п} щлком визна- 
чеш координати у1г у2, ... , уп. Числа т2, ... , уп називають коор
динатами точки М  в афшшй систем! координат {О, е и е 2, ... , е п}.

Нехай в аф1 иному простор! 21„ зафжсовано деяку точку Л, а у 
ВЩПОВЩНОМу векторному простор! —  деякий 5-ВИМ1рНИЙ пщпро- 
СТ1Р

Означення 2. Множина всех точок М афснного простору 31„, 
для яких. АМ  € Ь, називаеться з-вим1рною площиною простору 
що проходить через точку А в напр ямку мдпростору / , 5.

Плошина розм!рност! п — 1 називаеться гтерплощиною. Нехай 31л 
е п-вим|‘рний дшсний афшний проспр. Заф1ксуемо в цьому простор! 
яку-небудь афишу систему координат {О, еи е2, ... , еп).

Розглянемо тепер нер1вшсть
агхх +  а2х2 +  ■ ■ ■ +  апхп — а < 0 . (26)

Вважатимемо, що х1У х2, ... , хп — це координати точки простору
®п у вибрашй систем! координат, ! з ’ясуемо, що являе собою мно
жина вс1х точок простору 21п, координати яких задовольняють нер1в- 
Н1с ть  (26), тобто що визначае нер1вшсть (26). Як вщомо з курсу 
геометрп, лшшне р1вняння

+  а2х2 +  • ■ +  апхп — а =  0, (27)
не вс1 коеф|'щенти якого — нул1, визначае в простор! деяку ппер- 
площину. Кр1м точок, як1 належать гшерплощиш (27) в простор! 
51п, очевидно, знайдуться точки, в яких виконуеться нер!вшсть

а д  +  а2х2 4-------4- апхп — а <  0 (28)
I ТОЧКИ, в ЯКИХ ви кон уеться  Нер!ВН!СТЬ

агхг 4- а2х2 +  • • • 4- апхп — а >  0. (29)

Таким чином, у простор! й п вщносно пперплощини (27) можна
вид1лити дв1 частини: область, в точках якоК виконуеться нер1в- 
шсть (28), 1 область, в точках якоТ виконуеться нер^вшсть (29). Щ 
облает! називають вщкритими твпросторами.

Якщо до кожного з цих швпростор1в приеднаемо г!перплощину 
(27), то дктанемо так зваш замкнут! швпростори. Один 13 цих швпро- 
стор1в складаеться з точок, координати яких задовольняють нер1в-
ШСТЬ

аххг 4- а2х2 4- • • +  апхп — а <  0, 
а другий — з точок, координати яких задовольняють нер1вшсть 

а ^ ! 4- а2х2 4- • • • 4- апхп — а >  0.
Отже, нер1вшсть (26) визначае деякий замкнутий швпроспр про

стору 21л.

ГПсля всього сказаного легко з’ ясувати, який геометричний смисл 
системи лшйних нер1вностей з п невщомими. Нехай дана система 
лшшних нер!вностей з п невщомими:

а 1х*х 4- а12х2 -(-••• 
ЯцХх +  а22х2 4- • • •

+  а 1пХ п —  

+  а 2,гХ п ~

аг <  0,
а2 <  0, (30)

& т1Х 1 “Ь ат2Х2 4~ ' ~\~атпхп - ат <  0.
Кожна з неровностей системи (30) визначае в простор! 91л деякий 

замкнутий швпроспр, який е опуклою множиною. Система (30) ви
значае деяку область М, щоеперетином швпростор1в, як1 визначають- 
ся и нер1вностями.

Область М, як перетин опуклих множин, е опукла множина. За 
аналопею з двовим1рним 1 тривим1рним випадками область М  нази
вають опуклою многогранною областю. Отже, множина точок просто
ру 91„, координати яких задовольняють систему неровностей (30), 
е опукла многогранна область М. Область М  називають областю 
розв’язкёв системи нер1вностей (30). Якщо область М  е обмежена 
множина, то и називають опуклим многогранником.

§ 2. ОСНОВЫI ВЛАСТИВОСП СИСТЕМ 
Л1Н1ЙНИХ НЕР1ВНОСТЕЙ

2.1. Однорщш системи лшшних нер!вностей. В цьому парагра- 
ф1 буде викладено юлька важливих теорем теорп лшшних нер1внос- 
тей. Умовимося систему лшшних нер1вностей з п невщомими в загаль- 
ному вигляд! записувати так:

/х (х ) —  а \ ~  а и х 1 +  0 1 2 * 2  4 - • * • 4- а 1пх п —  а 1 <  0,
/2 (•*■) — а2 — Й21*1 4" а22х2 4” • • • 4" а2пхп а2 <1 0,

/т  (•*") ат  ~  а т 1Х 1 "Н ат 2Х2 ~Ь ‘ * ~Ь ат п Х п ^

або скорочено

{ и (х ) — а1 =  апх 1 4- а;2х2 4- • • • 4- ЯщХп — ■< 0 (/ =  1,2,  ... , т).
(V)

Однор1дну систему лшшних нер1вностей з п невщомими в загаль- 
ному вигляд! записуватимемо так:

/х ( я )  =  Яхх*х "Ь ^Х2 ^ 2 +  • • • 4 " а 1пХп <  0,
/ 2 (д:) =  аг1хг 4- а22х2 н----------{- а2пхп <  0,

/т  ( я )  =  ат1^'х+ а т 2 Х2 4 - • • • 4- ат п Х п ^  0,

або скорочено
{/; (х ) — а1ххг 4- а12х2 4- • • • 4~ атхп <  ® (/ =  1, 2, ... , т). (2 )



Нехай дана однорщна система лшшних нер!вностей (2) 1 лшшна од- 
норщна нер1вн1сть

/  (лг) =  +  Ь2Х2 + -------1-Ьпхп <  0. (3)
Теорем а 1 (Ш нковського). Якщо неркшсть { (л) =  Ъ1х1 +  

Ь2х2 +  • • • +Ь пхп <  0 е наслёдок системи не ревностей (2), то 1с- 
нують такё невёд'емнё числа рх, р2, ... , Рт> Щ° справджуеться то- 
тожне вёдносно х  =  (хг, х2, ... , хп) е Уп спёввёдношення

т.

/ ( * )  =  Е  Р(М *)- 
(=]

Д о в е д е н и я .  Насамперед покажемо, що коли виконуеться умова 
теореми, то кнують таю дшсш числа дг, ... , цт, що

т

! (х)  =  Е  <ь/, (х).

Справд1, припустимо, що таких чисел не кнуе, тобто що / ( х ) 
не е лшшною комбшащею функцш [г (х ), 12(х ), ... , Iт(х ). Тод1, як 
легко бачити, ранг розширено! матрищ системи лшгёних р1внянь

| /, И  = 0  (*' =  1, 2.........т),
I / ( * ) = !

дор1внюе рангу матрищ ще!' системи, а саме г +  1, де г — ранг мат
риц! системи нер1вностей (2) I тому система (4) сумкна. Нехай 
(Тг. Тг> ••• > Тт) — деякий розв’язок системи (4). Цей розв’ язок, очевидно, 
задовольняе систему нер1вностей (2) 1 не задовольняе нер1вшсть 
I (д:) < 0 ,  а це суперечить умов! теореми. Отже, припущення, що 
}(х)  не е лшшною комбшацкю функщй (х ), 1г(х), ... , (т(х ), при
водить до суперечност1 1 тому воно неправильне. Тепер перейдемо без- 
посередньо до доведения теореми. Доводитимемо и шдукщею по 
числу неровностей системи (2). Теорема, очевидно, справедлива, якщо 
число неровностей т — 1. Припустимо, що теорема справедлива для 
кожно! системи з числом нер1вностей меншим шж т \ доведемо, що 
тод! вона справедлива 1 для кожно! системи нер1вностей з числом 
нер1вн0стей т.

Справд!, нехай система (2) — будь-яка система нер1вностей, що 
задовольняе умову теореми 1 складаеться з т нер1вностей. Тод1, за до
ведении вище, кнують таю дшсш числа <72, ... , ^ш, що

/ ( * )  =  X  <?</<(•*)• (5)(=■1

Якщо ва числа д, невщ’емш, то для системи (2), яка складаеться 
з т нер1вностей, теорема справедлива. Припустимо, що принайми! 
одне з чисел д2, ... , <?т в и ’емне. Не втрачаючи загальносп М1р - 
кувань, вважатимемо, що числа <?2, ... , я8—  вщ’емш, а числа 
175+1, <75+2, — , Ят —  невщ’емш (тут т >  1); не виключено, що 5 =  т.

Нер1внкть

Г  (•*) =  <71/1 (•*) +  Ц (х) <  0 (6)
5 < К т

г  наслщком системи нер!вностей (2). Справд1 , з сшввщношень (5) 1' 
(6) випливае, що

/  (•*) =  Г  (х ) +  Ц <?,/,(•*), (7)кг<5

ЗВ1ДКИ /* (х ) =  1(х) —  2  ЯеК (х), тобто
1<*<5

Р(х)  =  Т ( х ) +  2  (— <7,)/, (■*)■ (8)
К К в

Осюльки нер1вност1 /  (х) <  0 I (— д1)[1( х ) < 0  (1 <  /  <  5 ) е на- 
слщками системи нер1вностей (2), то за р1внктю (8) 1 нер1вшсть 
I* (х) <  0 е наслщок системи нер1'вностей (2). Нер1вшсть (6), очевидно, 
е також насл1'док системи нер1вностей

| /1 (X) <  0, /дч

1 /< (•*) < 0  ({ =  2, 3, ... , т).

Осюльки нер1вш'сть (6) е наслщок системи нер1вностей (2) 1 си
стеми нер1вностен (9), то вона е насл1док \ системи нер1вностей

{ !1 (х) < 0  (г =  2, 3, ... , т), (10)
бо кожен розв’ язок системи (10) е розв’ язком або нер1вност1 / 1(д :)<
<  0, або нер1вност1 — ^  (л;) <  0, а отже, 1 розв’язком або системи не- 
р1вностей (2), або системи нер1вностей (9). Тому, за шдуктивним 
припущенням, (снують таю невщ’емш числа </', ... , <7^, що

т

г  (*) =  и  я\и и -
1=2

ГИдставивши цей вираз у р1вн1сть (7), д 1Станемо:

Их)  =  1] (<7,+<7г')Ы*) +  И Я':Ь (х).1 < / <я 5 <1<т
Таким чином, ми знайшли для / (х) нове зображення вигляду (5), 
в якому число вщ ’емних коеф щ кнт1в, очевидно, менше ш ж 5. Вихо- 
дячи з цього зображення, повторимо попередш М1ркування; Д1ста- 
немо нове зображення вигляду (5) для [(х), в якому число В1д’ ем них 
коеф1Ц1ент1в ще зменшиться. Зрозум^ло, що, повторивши таю  М1р- 
кування юлька раз1в, ми д^станемо для [(х) зображення вигляду
(5), у якого вс1 коеф1Ц1енти нев1д’емн1. Отже, для будь-яко! си 
стеми, що складаеться з т нер1вностей, теорема сп р а в ед л и в а . Тому, 
за принципом 1ндукцп, теорема сп равед л и ва  для системи, що скла
даеться з будь-якого числа нер1вностей. Теорему доведено.

2.2. Критер1й несум!сност1 системи лшшних нер1вностей. Як 
В1домо, система л ш й н и х нер1вкостей (1) називаеться несумёсною, 
якщо вона не мае жодного розв’ язку, тобто якщо область п р озв ’ яз-



ков е порожня множина. На перший погляд здаеться, що несумкно 
системи лшойних неровностей не можуть становити но теоретичного, 
н) практичного онтересу. Насправд1 це не так: властивосп таких си
стем не лише шкав) сам1 по соб1, а й дають можливкть з’ ясувати ряд 
важливих фактов. Зокрема, як ми побачимо, основна теорема теорп 
лш йного програмування, так звана теорема двоостосто, виводиться 
з деяких властивостей несумосних систем. Тому несумкно системи 
лшшних неровностей заслуговують на таку саму уЕагу, як 1 сумосно 
системи. 3 теореми Мжковського випливае теорема, яка е критерием 
несумосносп системи ложйних неровностей. Доведемо цю теорему.

Теорема 2. Система лшшних неровностей (1) несумосна тодо 
I тольки тодо, коли оснують тако невод’емм числа рх, р9, ... , рт, 
що справджуеться тотожне водносно х  =  (хх, х2, ... , хп) 6 У,, с те-

т т
водношення ^  рс /, (л:) =  0 о неровность У] р,а, <  0.

Д о в е д е н и я .  Припустимо, що система (1) несумкна. Розглянемо 
однор1дну систему Л1н1йних неровностей

1/( (•*) — а(1 =  апхх +  а12х2 +  • • • +  аыхп — а(1 <  0 (о =  1, 2, ... , т).
(П)

Нехай х1 =  ‘;1, х2 — у2, ... , *„ =  •]■„, I =  р — деякий довольно ви- 
браний розв’язок1 ш й системи неровностей.

Тод1 справджуються нер1вносп

аа1 1  +  аиЪ Л----------Н ~  а$  <  0 ( < = 1 , 2 .........т). (12)
У розв’ язку (ух, т2, ... , -](■„, (3) число (3 не може бути додатним, ос
юльки при (3 >  0 13 неровностей (12) випливали б нер1вносп

+  ----------\-аоп^ — а 1 < °  (< =  1 ,2 ........ т),

а це означало б, що система неровностей (1) сумкна.
Отже, кожен розв’ язок (уц у2, ... , уп, (3) системи неровностей (11) 

е також розв’ язком 1 нер1вносп I <  0. Неровность I <  0, таким чином, 
е наслодком системи неровностей (11). Тому, за теоремою Монковсь- 
кого, оснують таю невод’емно числа рх, р2, ... , рт, що справджу
еться ТОТОЖНе В1ДН0СН0 х  — {хх, х2, ... , хп) е Уп 1 ( 6 К сонвводношення

т
I =  И Р( [/< (х ) —  а{1).

(= 1

Зводси при I — 0 достаемо тотожне водносно х  =  (хг, х2, ... , хп) е У„ 
сшвв1'дношення

т
Цр</ <(*)  =  0, (13)(=1

1 Система ( 11) мае принаймш нульовий розв'язок х\ =  0, х г =  0, . . . ,  хп =  0,
1 =  0 .

а при ^  беручи до уваги сповводношення (13), достаемо р1вшсть
т

1 =  — Ц Р А .__ -1шш 1
з яко1 випливае справедлив1сть нер1вносп

т
И  р а  <  о-

Цим необходнкть умов теореми доведено. Доведемо тепер Кх достат- 
ность. Припустимо, що кнують таю невод’емш числа рх, р2, ... , р т, 
що справджуеться тотожне водносно х  =  (л^, х2, ... , хп) € V  п споввод-

т т
ношения 2р< М -*) =  0 1 неровность Ц р&  <  0. Тод1 неровность

т

Ё  р., Но (■*) — аЛ <  °» ^1=]
яку, очевидно, можна записати так:

т тп
Е  р,и ш  —  Е  р л  <  о,(=1 <=0

не мае розв’ язков. А тому не мае розв’ язков 1 система неровностей (1), 
бо кожен розв’ язок системи (1) був би розв’ язком 1 неровносп (14). 
Огже, система неровностей (1) несум1сна. Достатность умов теореми 
також доведено.

к н ув а н н я  нев1д ’ емних чисел рг, р2, ... , рт, для яких сп р ав д ж у 
ю т ь ся  ТОТОЖНе В1ДНОСНО х  =  (х 1У х2, ... , хп) 6 У п с п 1вводнош ення

т
Ц (х )  =  °  ( 15>
«=о

1 Нер1ВН1СТЬ
т
2 р а < 0 ,  ( 16)

/= 1

р1вносильне 1снуваиню нев1д’емного розв’ язку системи лшшних ров- 
нянь

аи'У1 ~'г ЩУг +  ' • ‘ +  ат:Ут =  ® ( / = 1 , 2 ,  ... , п),
а1У\ +  со2у2 -]-••• 4- атут =  1.

Справд1, якщо 1снують невод’емно числа ри р2, ... , Рт таю, що 
справджуеться тотожне сшвводношення (15) 1 нер1вн1сть (16), то для 
будь-якого х  =  (хх, х2, ... , хп) 6 Уп

т
Е  Р« (0*1*1 +  а12*2 +  • • • +  С01пХп) =
0=1

п

Ё  {а-1кР\ +  а1кР* +  • • * +  аткРт) Хк ~  0 ( ^ '
т

Ё  р л  — ~ с> де с >  °- ( 19/|(=1



Узявши в сшвв!дношенш ( 18) х / =  1, ( / = 1, 2......... п), а х1 — О
(ё ф /) , дктанемо:

а мР\ +  а2/Рг +  • • • +  = 0  (/ =  1, 2, ... , п). (20)

3 р!вностей ( 19) 1 (20) випливае, що [ ^ , ~ ,  ... , е невщ’емний

розв’ язок системи ровнянь ( 17). Навпаки, якщо (рг, р2, ... , рп) —  не
вщ ’емний розв’язок системи р1внянь ( 17), то

а и Р 1 +  а 2/р2 +  • • • +  а т/р т = 0  (/ =  1,2, ... , п ),
т
Ц  р(а, =  —  1 <  0,
1=1

ЗВЩКИ для будь-якого х,- 6 Р

(а Чр1 +  аЯр2 +  • * * + ат/Рт ) XI = 0  С/ =  1,2 .........П),

1 тому ДЛЯ будь-якого X  =  (*!, х2, ... , *„) € Уп 

п т
И  (О1/Р1 +  Й2,Рг +  • • • +  ат1рт) X/ =  XI Ре (йл*1 +  а д  +
/—1 г=1

т
+ ------- 1-  а1пхп) =  Е  Ре!( (X) =  о.

Отже, кнують невщ’емш числа ръ р 2, . . . ,р т таю , що справджують- 
ся тотожне сшввщношення ( 15) 1 нер1вшсть (16). 3 викладеного 
випливае, що критер1й несум кносп  системи лшшних нер1вностей 
можна також сформулювати у вигляд1 такого твердження. 

Т еор ем а  2'. Система лшшних не ревностей

{ “I- 4̂2*̂2 * * * 4~ @1пхп ^  я I 0' =  1» 2, ... , т)
несумёсна тодё ё тёльки тодё, коли система лёнёйних рёвнянь

о-мУх 4- 021 у  2 +  • • • +  а т\Ут = 0  (/ =  1,2.....п ),

а гУ\ +  а гУг +  • * • +  а тУт ~  — 1

мае невёд' емний розв’язок.
Зауважимо, що теорему 2'  можна довести й безпосередньо, без 

посилання на теорему 2, повторивши майже досл1вно М1'ркування, яю
ми проводили при доведенш теореми 2.

2.3. Невщ’емш розв’язки системи л!ншних р1внянь. Другим важ- 
ливим наслщком з теореми Мшковського е теорема про кнування 
невщ’емних розв’язюв системи лшшних р1внянь.

Нехай дано систему лшшних р1внянь

{ацХ! +  а12х2 Н---------- |- а1пхп =  Ь1 ( 1=1 ,  2, ... , т).

Т еорем а 3. Система лёнёйних рёвнянь

{аПх  1 +  а1гХ 2 +  • • • +  а1пХп — ( 1 = 1 , 2 ........т) (21)

мае невёд’емний розв’ язок тодё I тёльки тодё. коли система нерёв- 
ностей

( аи'У1 +  а21Уг +  • • • +  Ят/Ут <  0 (/ =  1 , 2 ,  ... , п), 2̂2)
1 Ьхух +  Ъ2у2 +  • • • +  Ьтут >  0

несумёсна.
Д о в е д е н и я .  Припустимо, що система нер1вностеи (22) мае роз

в’ язок у  =  (&!, ... , 8т ). Тод1 справджуються нер1вносп
01/§х 4" ^2/^2 * * * Ч" ат$т ^  ® ( /  =  1» 2 , ... , П.),

Ь1Ъ1 Ь2Ь2 -{-••• -]-ЬтЬт >  0. (23)

Покажемо, що система р1внянь (21) в цьому випадку невщ’емних 
розв’язюв не мае. Нехай система (21) мае невщ’емний розв’язок х  =  
=  (%. Ъ> ••• > ’Пп)- Т°Д' справджуються р1вносп

(ал ^1 +  +  * • * +  а1гЛп) =  (1 =  1» 2 ..........т),
а отже, 1 р!вн1сть

т Г*
51 (ап ъ  +  а12г12 +  • • • +  а д л ) =  51 (-1 *-1

яку можна записати ще так:
п т

(а 1$1 +  а 2/§2 +  * * * + ат /^ т )  71/ =  Л  
/=1 ' = 1

Але, осюльки числа ■»)!, ц2, ... , у\п — невщ’емн1, то за нер1внос- 
тями (23)

„  ш
Ц (̂ 1/̂ 1 4" Я2/&2 “Н * * * “Ь ат№т) 71/ <  0, а 2_1 >  0
,= 1

1 ТОМУ
п т

5] (а1/̂ 1 “Ь 02/̂ 2 +  ’ * ‘ +  ат/5т ) У] ф  X  
/-1

Отже, припущення, що система (21) мае невщ’емний розв язок, при
водить до суперечноеп 1 тому воно неправильне. Припустимо тепер, 
що система нер!вностей (22) несум1сиа. Доведемо, що в цьому випадку 
система р1виянь (21) мае невщ’емний розв’язок. Справдй осюльки си
стема (22) несумкна, то кожен розв’ язок у  =  (тх. Ъ .........Тт) системи
нер1вностей1

(а11У1 +  °21У2 +  • • • +  Чт̂ Ут 0 = 1 . 2 ,  ... , п) (24)
не задовольняе нер1вшсть Ь1у1 4* Ьгу2 +  • • • 4- Ьту т >  0 1 тому задо
вольняе нер1вшсть

Ьгу 1 4- Ь2у2 4- • • • Л-Ьтут <  0. (25)

1 Система нер1вностей (24) мае принаймш нульовий розв’ язок щ  =  0, уг =  0, ...
.  •. . Ут =  ° -



Отже, нер1вн1сть (25) е наслщок системи нер1вностей (24) Тому, 
за теоремою Мшковського, кнують так! невщ’емш числа ри р2, ...

рп, що справджуеться тотожне в|'дносно у  =  (уг, у2........Ут ) € К
сш'ввщношення "

П
Ь\У\ +  ь2ул +  • • • +  Ьтут =  Д] Р; (аиух +  а2,у.2 +  • • • +  ат,ут).

ЗВЩСИ При У1 =  \ \ У) =  0 (] ф  /) Д1СТаемО р1ВНОСТ1

апРх +  а 12р.2 +  • • • +  а1прп =  6, (/ =  1, 2, ... , т).

як) означають, що система невщ’емних чисел рг, р„, ... , рп е розв’я
зок системи р1внянь (21). Теорему доведено.

2.4. Невщ’емш розв’язки системи лМйних нер1внсстей. Доведемо 
теорему про невщ’емш розв’язки системи нер1вностей, на яку дал1
нам також доведеться посилатися.

Теорема 4. Система лшшних неровностей
{апхг +  а12х2 + -------а1пхп <  (о =  1, 2, ... , т) (26)

мае нев'кУемний розв'язок тодь о тольки тодо, коли система неров
ностей

| ачУ1 +  аъУъ +  • • • +  Ят/Уп, >  о (/ =  1 , 2 ,  ... , т),
1 Ь\У\ +  Ь2у2 +  • • • +  Ьтут <  0

не мае невод’ емного роз’ язку.
Д о в е д е н и я .  Нехай система (26) мае невщ’емний розв’язок л; =  

=  (Тх> Тг. ••• . Тп)- Тод1 справджуються нер1вноеп
а/хТ1 +  Н----(-а,пТ„ < 6 ,  ( / = 1 , 2 ............ т). (28)

Покажемо, що система (27) невщ’емного розв’язку не мае. 
Припустимо, що система (27) мае невщ’емний розв’язок у  =  

=  (%. ’Чк ••• , Т\т)- ТОД1 справджуються Нер1ВНОСТ1
аЧЪ +  а2/Ъ +  • • • +  сот1г)т >  О ( / = 1 , 2 ,  ... , п), (29)

Ь\П X +  2̂̂ 2 +  • • • +  ЬтТ]т <  0.
Остльки^ числа т^, т)2, ... , г\т — невщ’емш, то, з одного боку, 

з нер1вностей (28) випливае справедливкть нер^вносп

VI т(йц!! +  а,„72 +  • • • +  а1пу ) 7), <  2] Ьм(,
1=1 0=.!

яку можна записати ще так:
п т

(«1/^х +  о 2/г\2 4 -  • • • +  а т /т]т ) т /  <  2  6(7],. (30)
/' -1 1-1

3 другого боку, оск1 льки у1, у2, ... , уп — невщ’емш числа, то з не
ровностей (29) випливае, що

п т
X  (ах/^1 +  Я2/»]2 +  * • * +  Я т Я т )  Т/ >  ° ,  а ^  6-7], <  0
/ = 1 /вя1

1 тому нер!вн1сть (30) не може справджуватися. Отже, припущення, 
що система (27) мае невщ’емний розв’ язок, приводить до сувереннос
ти, 1 тому воно неправильне.

Припустимо тепер, що система (26) не мае невщ’ емного розв’ язку. 
Доведемо, що в цьому випадку система нер1вностей (27) мае невщ’ем- 
ний розв’ язок. Справд1, якщо система нер1вностей (26) немае невщ’ем
ного розв’ язку, то система р1внянь

[аЛхг +  а12х2 +  • • • +  а1пхп +  0гх +  • • • +  0г(_1 +  г1 +  0г1+1 +  • • • +
+  0гт =  Ь1 ( / =  1. 2, ... , т) (31)

також не мае невщ’емного розв’язку, бо якби система (31) мала не- 
вщ ’емний розв’ язок хх =  х2 =  р2, ... , хп =  р„, гх =  >ч, г2 =  Х2, ... 
... , гт == 1т, то система невщ’емних чисел р1( р2, ... , задоволь- 
няла б систему нер1вностей (26). Оск1льки система р1внянь (3_1) не 
мае нев1д’емного розв’язку, то за теоремою 3 система нер1Вностей

( 01/Ух “Ь а2/У2 +  • • • +  ат/Ут ^  ^ ( /  =  1* 2, ... , « ) .
\ у1 <  0 (/ =  1, 2, ... , т),
I Ь\У\ +  Ь2у2 +  • • • +  Ътут >  0

мае деякий розв’язок у  =  (т!, у2, ... , ут)\ тут у1 <  0 (/ =  1, 2, ...
... , т). Але тод1 у  =  (— ■у1г — у2, ... , — ут) е невщ’емний розв’язок 
системи нер1вностей

а\/Ух +  0.2\У2 +  • * * +  Ят/Ут 5* 0 ( / =* 1, 2, , П),
( / = 1 , 2 ,  ... , т)9 

. Ь\У\ -\-Ь2у2 +  • • • -\-Ьт ут <  0,
тобто у  =  (— Тх. — 'Гг. — . — 'Тт) 6 невщ’емний розв’ язок системи не- 
р1вностей (27). Теорему доведено.

П р и м 1 т  к а . Т еор ем и  2 — 4 не е таким и  еф ективн им и  критериям и, як  
к р и тер п  для си стем  Л1н1йних р|внянь, п р о  я к ! й ш л ося  в перш1й частин! шдручника 
в р о зд 1лах V I , V II . О дн ак  ш  теор ем и  в о т«н о в л ю ю т ь  з в ’я зк и  м !ж  разними ф ак
тами (суМ 1сн 1сть  си стем  л М й н и х  н ер 1вн 0стей , хсн уван н я  н ев1д ’ем н и х р о з в ’ яз- 
к1и си стем  Л1Н1ЙНИХ р1ВНЯНЬ 1 си стем  Л1Н1ЙНИХ н ер1вн остей ), ЩО 1СТОТНО в и к о - 
р и стов у в а ти м еть ся  в д а л ьш ом у  в и к л а д ь

§ 3. ЗАДАЧ1 Л1Н1ЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ

3. 1. Приклади задач л1Н1йного програмування. Теор1к Л1н1йних 
нер1вностей знаходить численн1 застосування; зокрема вона широко 
застосовуеться в галуз1 планово-економ1чних розрахунк1в. Здеб1ль- 
шого 11лапово-економ1чш задач1 —  це екстремальш задач1 на знахо
дження найбольш вигодного вар1анту.

Розглянемо к1лька приклад1В таких задач.
Задача про використання сировини. Пщприемство випускае про- 

дукц1ю п ВИД1В: Пи П 2, ..., Пп, для виготовлення якоТ треба викорис- 
товувати сировину т виддв: 8 и 3 2, ... , 8 т. Припустимо, що запаси 
сировини кожного виду становлять вщповщно Ъъ  Ь2, ..., Ьт умовних



одиниць. Ю лью сть одиниць сировини, яка необхщна для виготовлен- 
ня одинищ продукцп кожного з вид1в 77/, задаеться такою таблицею:

Ви
ди

 
си

ро
ви

ни

За
па

си
си

ро
ви

ни

К ьчьк 1сгь одиниць сировини, 
яка необх!дна для виготов

лення одиниц! продукц!!

п, п, ... Пп

5, Ьг °11 а12 • ■ . а1п52 Ь2 а21 а 22 агп

3 т Ьт а т\ аШ2 . . . а тп

Тут <з,/(«' =  1, 2........т\ у =  1, 2, ... , п) позначае юльюсть оди
ниць сировини 5 „  яка необхщна для виготовлення одинищ продук- 
Щ1 Я/. Вщомо, що вщ реал1зацп одинищ продукцп Я/(у =  1, 2, ... 
... , п) шдприемство одержуе прибуток С/ крб. Треба скласти такий 
план випуску продукцп, при якому прибуток шдприемства вщ реаль 
зацп век! продукцп був би максимальним. Побудуемо математичну 
модель поставлено! задачи Припустимо, що шдприемство випускае х,- 
одиниць продукцп П/. Тод! прибуток шдприемства виражатиметься 
формулою

} =  с1х 1 +  С2х.г +  • • • СПХ„.

Загальна юльюсть сировини 5, (г =  1, 2, ... , т), що використову- 
еться при виготовленш продукт'! вах вид1'в, дор1внюе апхг +  а(2х2 +  
+  • • • +  а1пхп• Вона не може перевищувати всього запасу ще! си
ровини Ь,. Отже, повинн1 виконуватися нер1вносп

апхл +  а12х2 + -------1- а1пхп <  Ь1 ( / = 1 , 2 ,  ... , т).

3 самого смислу величин х1 очевидно, що х1 >  0. Таким чином, мате- 
матично задачу можна сформулювати так.

Дано систему лшшних нер1внсстей

' а 11Х1 +  а 12Х2 +  * * * +  0.1пХп <  Ьи

а11Х\ +  2̂2*2 +  - * * +  ^2пХ„ <
' ......................  (1)

т̂1Х1 “Ь ®тгх2 “Ь * * * "I- Отпхп ^  &т> 
х( > 0 ,  (/ =  1, 2.....п)

\ лш|'йну функщю
/  (хи хг, ... , хп) =  С&  4- с л  ч-------------------------------- Ь спхп. (2)

Треба серед розв’язюв системи нер1вностей (1) вибрати такий, при 
якому лшшна функщя /  (хи х2 ... , хп) набувае найб|'льшого значения 
(максим!зуеться), або, шакше кажучи, треба знайти максимум лЫй- 
но! функцп (2) в обласп розв’язюв системи нер1вностей (1).

Транспортна задача. В т. родовищах Р х, Р 2, •••• Рт щомкяця видо- 
бувають в1дпов1дно аъ  а2, ..., ат тонн вуплля. Все це вуплля треба 
вивозити в пункта споживання Пи Я 2, ..., Я 8, причому в кожен з цих
ПуНКТ1В ЩОМ1СЯЦЯ ПОВИННО завозитися В1ДПОВ1ДНО Ъъ  Ь2, ..., тонн. 
Варткть перевезення однк! тонни вуплля з родовища Р ,• в пункт Я / 
(1 =  1,2,..., т\ у =  1 ,2 ,..., 5) дор1внюе Сц крб. Необхщно скласти такий 
план перевезень, при якому загальна варткть !х була б найменшою. 
Вс1 даш ще! задач! запишемо у вигляд! тако! таблиц!:

Зауважимо, що, осюльки все вуплля, яке видобуваеться в родо
вищах Ръ  Р 2. •••» Р 5» повинно вивозитися в пункта Пъ  77а, ..., Пт, 
то

О 1 +  Оа +  • • • +  а8 =  &1 +  &2 +  • • • +  Ь т- 
Позначимо через Хц (1 — 1 ,2 .......5; у =  1,2........т) юльюсть вупл

ля в тоннах, що вивозиться з родовища Р* в пункт Я /, а через [ —  
варткть перевезення всього вуплля. Складемо схему перевезень.

Загальна ю лью сть вуплля, що завозиться з у а х  родовищ в пункт 
Я /, дор1внюе Ху +  *2/ +  +  х$/- Осюльки в пункт 77/ мае вивози-
Т11СЯ Ь/ тонн вуплля, то

х 1/ +  х 2/ +  • • • +  х $/ =  Ь,- (/' =  1, 2, ... , т).



З а г а л ь н а  юлыисть вуплля, що вивозиться в уа пункти з родо- 
вища Рс, дор'внюе х1Х +  х(2 +  • • • +  х1т.

3  умови зада41 випливае, що
*п +  Х12 +  • • • +  х1т =  а( (ё =  1, 2, ... , 5).

Варткть /  перевезення всього вуплля, очевидно, виражаеться фор
мулою

I =  спхп +  с12х 12 +  • • • +  о1тх1т +  с21х21 +  с22х22 +  • • • +
+  С2т Х Ът +  • • • +  С 51Х 81 +  Св 2*52  +  • 1 ■ +  С ^ Х ^ .

Таким чином, ми приходимо до та ко! математично! задачи 
Задано систему лшшних ревнянь

| х и +  х2, + -------\-х81 =  Ь, ( / = 1 , 2 ........ т),

I х п  +  -I---------------- Н х 1т =  а ,  ( 1 = 1 ,  2, ... , 5 )  ( ^
I лшшну функцш

т &
/ =  I ]  2  С ц Х ц .

/ = 1  1=  1

Треба серед вах невщ’емних розв’язюв системи р1внянь (3) ви- 
брати такий, при якому функщя / набувае найменшого значения 
(мш1м1зуеться).

3.2. Р|зн1 форми зада41 лшшного програмування. Розглянуп 
нами задач1 е прикладами так званих задач лЫ йного програмування. 
У цих задачах з математично! точки зору треба вщнукати невщ’емш 
значения юлькох невщомих (змшних), яю задовольняли б деяку 
систему Л1н1йних р 1 внянь або нер1вностей, 1 при яких деяка лшш- 
на функщя В1Д цих змшних набувала б мш1мального чи максималь
ного значения. У задач1 про сировину шукаш значения невщомих 
повинш задовольняти деяку систему нер1вностей, а в транспортшй — 
систему р!внянь. Проте зустр1чаються задач) практичного характеру, 
под1бн1 до розглянутих, в яких шукаю значения невщомих повинш 
задовольняти 1 р1ВНЯННЯ 1 Нер1ВНОСТ1, тобто систему р 1ВНЯНБ 1 Нер1В- 
ностей. Не завжди також у ждабних задачах мають бути невщ’ем- 
ними шукаю значения вах  невщомих, значения деяких з них, а шод1 
й у а х , можуть бути вщ’ емними. В а  щ окрем! випадки охоплюються 
таким загальним формулюванням задач! лшШного програмування: 
задана система рёвнянь ё неровностей

Г а̂ ххх +  а̂ 2х2 +  • • • +  а1пхп — Ь[ (/ =  1, 2, ... , 5),
алх  1 +  а12х2 + -------\- а1пх„ ( < = « + 1 , 5 + 2 , . . . ,  т), (4)

[ х, > 0  (/ =  1, 2..........1\ 1 < п )

I лёнёйна функция
/  =  сххх +  с2х2 4----------1- спхп; (5)

треба знайти розв’язок системи рёвнянь I неровностей (4), при якому 
функцоя /  максимёзуеться, тобто досягсое максимуму (або мёнёмёзуеть- 
ся, тобто досягав мономуму).

Сформульовану задачу називають загальною задачею помойного 
програмування.

Систему р1внянь 1 н е р 1Вностей (4) називають системою обмежень, 
або пр осто  обмеженнями дано! за д а ч !. Лшшну функцно (5) н ази ва 
ю ть  цёльовою функцёею даноо задаче.

Якщо в систем! обмежень загально! задач1 5 =  0, а I =  п, то загаль- 
ну задачу запишемо так: дана система нерёвностей

[алхх +  апх2 +  • • • + а 1пхп <  Ь, (ё =  1, 2, ... , т) (6) 

ё цельова функцоя
/  =  сххх +  с2х2 +  • • • +  спхп;

треба знайти невод’елоний розв’ язок системи рёвнянь (6), тобто розв’ я
зок, що задовольняе нерёвностё хх >  0, х 2 >  0, . . . ,  хп >  0, при якому 
цельова фунщёя /  максимозуеться (або мёнёмёзуеться). Цю задачу 
називають стандартною задачею лшШного програмування1.

Якщо в загальнш задач1 5 =  т, а I =  п, то и записують так: 
дана система рёвнянь

{ С01ххх +  со12х2 +  • • • +  со1пхп =  Ь, (1= 1, 2......... т) (7 )

ё цельова фунщёя

/  =  СхХх +  с2лг2 + ------- ь Спхп-

треба знайти невод’емний розв’ язок системи рёвнянь (7), який мак- 
симёзуе (мёнёмёзуе) цёльову функцёю /. Задачу лшшного програмування 
в такому формулюванш називають канонёчною.

Зауважимо, що система обмежень стандартно! задач!, точно кажучи, 
складаеться з системи нер1вностей (6) 1 нер1вностей х х >  0, х 2 >  0, ... 
. . . ,  хп >  0, а каношчно! — з системи р1внянь (7) 1 неровностей хх >  
> 0 , х2 >  0, . . . ,  хп >  0. Проте в стандартнш 1 канон^чних задачах 
умови хх >  0, х 2 >  0, .. . ,  хп >  0 не вважають обмеженнями, осю ль
ки вони не е характерними для дано! стандартно! чи каношчно! зада- 
41, а е загальними для вах  стандартних 1 каношчних задач. П!д систе
мою обмежень стандартно! задач! розумпоть систему нер1вностей (6), 
а канон1чно! — систему р1внянь (7).

Умовимося вектор а  =  (ах, а2, ... , ап), вс1 компоненти якого не- 
и1д’емн!: ах >  0, а2>  0, ... , ап >  0, називати невод’емним, 1 запи- 
сунатимемо а  >  0, де 0 =  (0, 0, ... , 0). Вектор а  =  (а,, а2, ... , ап) 
шшжатимемо б1льшим В1д вектора Ь =  (Ьх, Ь2, ... , Ьп), якщо ах >  Ьх, 
Оц >  Ь2, ... , ап >  Ьп, \ записуватимемо а  >  Ь.

Вектор х  =  (хх, х 2, . . . ,  хп), що задовольняе обмеження дано! зада- 
41 л1н1йного програмування, зокрема й обмеження лг >  0 в стандарт
н а  I капошчнш задач!, називають допустимым розв’язком або допус- 
тимеом вектором ще! задач!. Задачу, що мае допустимий розв’ язок,

1 Задачу л1н1йного програмування, в яюй системою обмежень е система нер1в- 
ностей иилу

4  ° 12*2 +  ' ' ' +  а1пх1 ^  [ё =  2, , п),

також називають стандартною.



називають допустимою. Допустимий розв’ язок, який мш1м1зуе (мак- 
сим1зуе) щльову функцию, називають оптимальним розв’язком або 
оптимальним вектором. Значения мппмуму (вщповщно максимуму) 
щльово! функцп називають значениям задаче лшШного програмування. 
Зауважимо, що оптимальний розв’ язок задач! лшшного програмуван
ня (якщо вш взагал! юнуе) не обов’ язково единий. Може трапитися 
так, що задача матиме нескшченну множину оптимальних розв’яз
юв. Задачу лш 1йного програмування, в якш щеться про вщиукан- 
ня допустимого розв’ язку, щомаксим1зуе шльову функщю, називають 
задачею максимёзацй, а задачу, в якш треба знайти допустимий розв’ я
зок, який мш1м1зуе шльову функщю, називають задачею мёшмёза- 
ци. Осюльки т а х  [  =  — пап (—/) I т т /  =  — шах (— [), то одна 
з цих задач, очевидно, зводиться до друго! замшою шльово! функцп 
/  на —

З’ясуемо тепер питания про взаемозв’ язок м1ж р1зними формами 
задач1 Л 1Н1ЙНОГО програмування. Насамперед покажемо, що каношчиу 
задачу можна перевести в стандартну 1 навпаки. Справд1, р1вняння 

+  а$?хг 4" ... 4* Я&пХп — очевидно, р 1вносильне систем) 
нер1вностей

| а$1х1 +  а,2хг +  • • * +  а5пхп <
I а$1Х1 аз2Х2 ■ • ■ авпХп ̂

Якщо в каношчнш задач) кожне р1вняння

апх 1 +  ацх 2 4- • • • 4- а1пхп =  Ь1 
системи (7) замш и мо р!вносильною йому системою нер1вностей

| а11х 1 +  <*1Л  +  • • • +  аСпхп <  Ь(,
I <*цх 1 апхг —- • • • а1пхп <  — Ь1г

то дютанемо стандартну задачу.
3 другого боку, нер1вн1сть ак1хх +  ак2х2 акпхп <  Ьк, оче

видно, р1вносильна р1внянню а^Ху +  ак2х2 +  • • • +  акпхп 4- хп+к =  Ьк,
Де хп+к — додаткове невщоме, що задовольняе умову хп+к >  0. Якщо
в систем1 обмежень (6) стандартно!- задач 1 кожну нер1вшсть апхх 4- 
4* а12Х2 4“ * • * +  0-1пхп <  ЗЭМШИМО р1ВИ0СИЛЬНИМ 1Й Р1ВНЯННЯМ

а П Х 1 4 ~  а ( 2Х 2 +  • • • -\ -а щ Х п +  Х п+1 =

вв1вши додатков1 нев1д ’емн1 нев!дом1 хп+1, хп+2, ... , хп+т, то стандартна 
задача набуде вигляду каношчно! задач!. Про1люструемо це на при
клад! розглянуто! вище задач! про сировину. Ця задача записана 
у форм1 стандартно! задач 1. I! система обмежень така:

а11Х1 +  йпхг +  • • • +  а1пхп <  1̂»
а21Х1 +  а22Хг +  • • • +  <  Ь2,

ЯтЛ +  ат2х2 Н----------Ь атпхп <  Ьт.

Замшимо кожну нер1вшсть ц!еТ системи р 1вносильним р1внянням, 
пв1вши додатков! невщ’емш невщом! хп+\, хп+2, ..., хп+т. Тод) 
система обмежень задач1 набуде вигляду

&1\Х\ 4" 1̂2-̂ 2 4~ * ’ * 4" ®1пХп +  Хп+1 =  1̂»
а21хх +  а22хг +  • • * +  агпхп +  хп+г =  ^2» (8)

®т1Х1 ’  ®т2Х2 4” * * * 4” &тпХп 4“ Хп+т ^т’

Задачу про сировину тепер, очевидно, можна формулювати так: треба 
знайти иевщ’емний розв’ язок системи р1внянь (8), який максим1зуе 
фуНКЦ1Ю

! =  с хх х +  с гх 2 +  • • • +  Спх п +  0 • хп+1 +  О • хп+2 +  . . .  4- О • хп+т.

ЗрозумМо, що в шуканому розв’язку нас щкавлять лише значения

Стандартна 1 канон1чна задач1, як вщомо, е окремими випадками 
эпгллыю! задач!. Покажемо, що, навпаки, загальну задачу можна 
записати у вигляд1 стандартно!, а отже, 1 каношчно!.

Для того щоб загальну задачу записати у вигляд1 стандартно!, 
замМшмо в систем! обмежень (4) кожне р!вняння апхг 4- а12х2 4" 
4 . . . .  а1пхп =  Ъ{ р1вносильною системою нер1вностей

апх1 +  а1ъХг 4- • • • +  а1пХп <
- а1пх п < -Ь,.

Тод! система обмежень (4) загально! задач] набере вигляду 
вцх\ 4" ®12Х2 4~ ■ ■ * 4~ ®шхп (  ̂ =  1) 2, ... , 5),
—@11Х1 — &12Х2 — * * * &1пхп ^  ~  К 2, ... > 5)»
0(1*1 4- а12х2 4- • • • 4- сипхп < Ь { ({’ =  5 4* 1. ® 4 - 2, ... , т), 
х,  > 0  ( / =  1, 2, ... , 1\ ^ < п ) .

Впедемо тепер нов! нев1д’емн1 нев1дом1 у/+1, у1+2, ... , Уп • г1+1, г1+2,
 » ______ • _ _____ : ___  __   . . .  и  V Л»Т-11 ТЧП1 ГТ

(9)

ЯК! п о в  я з а н ! 3 нев!домими х1+1, Хп СП1ВВ1ДН0-

шеннями
Х1+1 =  У/+1  г1+1> Х*+2~У 1+2 г /+2» ” • » Хп ~ У п  2п-

П1дставимо вирази нев1домих хг+1, х1+2, ... , хп через нов! нев1- 
дом1 в систему обмежень (9); тод1 система обмежень набуде вигляду

ачх  1 4* а12хг 4” • • • 4~ аих ( 4- а1 /+, (у1+1 г1+\) 4*
4" аы (Уп — гп) <  1̂ (* =  ь  2. . 5).

4-

~Я ц Х х —  й( 2х 2 • • • &цх / (+1 (У /+1 ^ (+ 1)

—  а 1 п (Уп  —  г п) <  Ь1 ( 1 = 1 ,  2, ... , 5) ,

а„х , 4- а12ха 4- • • • 4- аих  4- аи+1 (у1+1 — г(+1) 4- •
I 4~ а 1п(Уп — гп) <  (/ =  5 4*1» ••• » т)>

X , >  0  ( 1 = 1 ,  2 ,  . . .  , ( ■ , ( <  п)\ 

у ,  >  0 ,  г г> 0  (г  =  / 4" Ь ^4 - 2, . . .  , п) ,

(Ю )

4-

(П)



! =  сххг +  с2х2 + -------{- с (х, +  с1+1 (уш — г1+1) +  • • • +  сп(уп — гп). (12)

Легко бачити, що невщ’емний вектор

IV — (^р Х2, ... , Хй, У{+\, У 1+2> I Уп< г1+1» г1+27 > гп)
тод1 I Т1 льки тод1 задовольняе систему нер!вностей (10) 1 (11) й мак-
сим1зуе (м1н1м1зуе) функцш (12), коли вектор х °  =  (х°, х\, ... ,х°п) за-
дэвольняе систему обмежень (4) 1 максим1зуе (мш1м1зуе) щльову
функцш (5).

Отже, загальна задача зводиться до тако! стандартно! задач!: дана 
система нер1вностей (10) — (11) 1 щльова функщя (12); треба знайти 
невщ’емний вектор

IV =  (Л̂ , Х2, ... , Х{, У1+1, У(+2> ••• , Уп, г1+1> 2» ••• > 2п)>

який задовольняе систему нер1вностей (10) 1 максим1зуе (мш1м1зуе) 
щльову фунюшо (12).

3.3. Геометричний смисл задач! лш ш ного програмування. Кож- 
ну задачу лшшного програмування можна звести до стандартно! 
задачи Стандартну ж задачу легко штерпретувати геометрично.

Нехай &п — /г-вим1рний евклщдв афшний простер1. Як показано 
в п. 1.3, областю невщ’емних розв’ язюв системи обмежень (6) стан
дартно! задач1 е деяка опукла многогранна область (многогранник) 
М. Вона складаеться з ус1х точок простору &п, координати яких 
невщ’емш й задовольняють систему нер1вностей (6).

Значения щ льово! функци

} =  сгх, +  с2х2 + -------1- спхп

в точщ (х°, х°2, ... , х°п) тобто /о =  сгх] +  с2х\ +  • • • +  спх°, можна 
розглядати як вщхилення точки х"  (*“, х°2, ... , х°п) вщ гшерплощини

С1Х 1 С2Х2 +  • • • +  спхп — 0. (13)

Вщхилення точки Х (х ° ,х ° , ..., х°п) вщ гшерплощини (13) в такому 
розумшш пропорщональне вщдал1 вщ точки X  до ще! гшерплощи- 
ни. Таким чином, з геометрично! точки зору стандартна задача лш ш 
ного програмування полягае у знаходженш в многограннш облаеп 
(многограннику) М  точки, яка найбшьше (найменше) вщхилена вщ 
гшерплощини (13).

Якщо в стандартшй задач1 число невщомих /г =  2, то областю 
невщ’емних розв’ язюв системи обмежень (6) е деяка опукла много- 
кутна область (многокутник) 0_, розташована в першому квадрант! 
координатно! площини, а р1вняння с\х± +  с2х 2 =  0 е р1вняння деяко!

1 я-вим1рним евкл1довим афшним простором називають афшний прост1р Ц 
«ком у в 1дпов1дае евклш в векторний проспр Еп.

прямо!, що проходить через початок координат. Рисунки 3— 6 1люст- 
рують р 1 зн 1 випадки, як] при цьому можуть мати м1сце. На цих р и с у н 
ках стр1лки на сторонах многокутниюв показують швплощини, що 
визначаються вщповщними нер1вностями системи обмежень, а стрел
ки на пря м и х  +  с2х 2 =  0 показують т 1 швплощини, в точках яких 
справджуеться нер!вюсть сгхг +  с2х 2 >  0. 3 геометричних м^ркувань

зрозумйю, що оптимальним розв’ язком стандартно! задач1 буде, взага- 
Л1 кажучи, якась вершина (и координати) многокутника ф. У випад
ку, що йпоструеться р и с . 3, оптимальним розв’ язком задач1 макси- 
М1зацп е вершина (Зх, а мш1м1заци— <32, причому щ розв’ язки еди- 
нК У випадку, що йпоструеться рис. 4 ,1  задача максим1зацп, 1 зада
ча мш1м1заш! мають нескшченну множину оптимальних розв’ язюв: 
кожна точка вщр!зка С1хРх е оптимальним розв’ язком задач1 макси- 
М1з а ц и , а кожна точка вщр1зка — задач1 м1н1м1зац)!. Рису
нок 5 йпоструе випадок, коли задача мш1м1защ! мае безл1ч оптималь
них розв’ язюв (кожна точка вщр1зка (ЗхРх е оптимальним розв’ язком



задач) мшМзашТ), а задача максим)заш! оптимального розв’ язку
не мае, бо шльова функшя необмежена. ................

Рисунок 6 йпоструе випадок, коли ш задача максимшацп, Н1 за
дача м1ШМ1зацП розв’ язюв не мають, оскшьки система обмежень 
несумкна.

3.4. Взаемно двоТст) задач1 лМйного програмування. Нехай дано 
систему Л1н1йних неровностей

{аа*г +  а№х2 -}----------1- а1пхп <  Ь, (I =  1, 2........... от) (14)

1 ЛШШНу форму
/  =  +  с2х2 +  • • • +  спхп; (15)

треба знайти розв’ язок х  =  (хг, х2> . . .  , *„) > 0  системи нервностей
(14), який максим)зуе лшшну форму (15). Цю стандартну задачу мак- 
сим(заш1 будемо називати вихёдною або задачею I. Поряд з задачею I 
розглянемо таку стандартну задачу мш)м)заци: дана система неров
ностей

{а\/У1 +  й у У ъ  +  • * • +  Ят/Ут >  С/ ( /  =  1, 2 , , п) (16)

1 лшшна форма

?  =  \̂У\ "Ь г̂Уг "Ь *" * ~Ь ЬтУпй ОТ)
треба знайти розв’ язок у  — (уг, у..... ...Ут) >  О системи нер1вностей
(16), який мш)м1зуе лшшну форму (17). Цю задачу ми називатимемо 
двЫстою вщносно вихино) або задачею Г.

Пор)внюючи задач! I \ Г , легко помггити, що двошту задачу ми 
дктаемо з вихщноТ задач) за такими правилами:

1. Вольн) члени Ьи Ь2, ..., Ьт обмежень (14) вихщно) задач) е кое- 
фщкнтами шльово) функцп (17) дво)сто> задач1, а коефщкнти с1з с2, ... 
..., «„ шльово) функцп (15) вихино) задач1 е в)льними членами обме
жень (16) ДВ01СТ01 задач). Отже, число змшних у дво')'ст)й задач) до- 
р1внюе числу обмежень вих1ДН01 задач), тобто дор)внюе от, а числа 
обмежень дво'кто) задач) дор)внюе числу змшних у вихщшй задач), 
тобто дор)внюе п.

2. Матриця
/ а 11  &21 • • •  а т1

щ  ____| а 12 а М  • • • а тЛ

коеф)Ц)ент)в обмежень (16) двоТсто')' задач! одержуеться з матриц)

а п  а 11 • • • а 1п \

2̂1 2̂2 • • • 1

коеф щ кнпв обмежень (14) вихщно) задач) транспонуванням остан- 
НЬО).

3. Система обмежень вих)дноТ задач) складаеться з нер)вностей 
типу ■<, а система обмежень двоТстоТ задач) — з нер)вностей проти- 
лежного типу > .

4. Максим)зац)я ц|льово) функцп (15) вихщно) задач) замшюеться 
м)н)м)зац1ею шльовоТ функцп (17) двоТстоТ задач).

Будемо тепер вважати вихщною не задачу I, а задачу Г . Запишемо 
и так, як була записана задача I, тобто щоб система обмежень и скла- 
далася з нер)вностей типу <: й щоб у задач) йшлося про максим)за- 
шю ц)льово) функцп. Для цього, очевидно, достатньо кожну нер1в- 
шсть системи (16) помножите на — 1, а задачу мш)м)зацп функцп' ф 
зам!нити р1вносильною задачею максим)заш) фу н к ц п — ф, осюльки 
ппп ф =  — шах (— ф).

Отже, запишемо задачу Г так: дана система нер1вностей
{— ацУ! — а2/у2 ------------- ат,ут <  — с, (/ =  1, 2........... п) (18)

1 лшШна форма
— ср =  — Ь1У1 — Ь2у2-------------- ьтут ; (19)

треба знайти розв’язок системи нер!вностей (18), який максим1зуе л>- 
н1Йну форму (19).

Для записано'1 таким способом задач1 Г сформулюемо, згщно з пра
вилами 1—4, двоТсту )й задачу: дана система нер1вностей

{— аах  1 — а12х2------------- а1пхп >  — Ь, (/ =  1, 2..............от) (20)
1 лшшна форма

— —  с2х2-------------- спхп =  —  /; (21)
треба знайти розв’язок х  =  (хъ  хг..........хп) >  0 системи нер1вностей
(20), який м)н1м)зуе лшшну форму (21).

Якщо в ц)й задач) кожну нер)вшсть системи обмежень (20) помно- 
жити..„на — а „ заДачу м)н)М)зацп функц)) — /  замонити р)вносиль- 
ною 1й задачею.максим)зацп функц)! /, то матимемо задачу I. Отже, 
двоютою задачею для задач1 I ' е задача I. Як бачимо, вщношення 
двоютост) е взаемним: задача Г двоТста задач1 I, а задача I дво’кта 
задач) Г . Тому задач) I и Г  називають взаемно двоьстими. Доведемо 
одне твердження, що стосуеться взаемно двоктих задач, на якедал1 
нам доведеться посилатися.

Л ем а. Якщо х а =  (х°, х°2, . . .  , х°) е допустимий розв’язок 
задаче I (тобто невёд'емкий розв’ язок системи не ревностей (14)), 
а У° — (У°г У2* • • • * Ут) — допустимий розв’язок двоестоI задаче Г 
(невёд’емний розв’язок системи неревностей (16)), то

С1Х\ +  Сйх2 +  • • • +  спх° <  Ьгу1 +  Ь2у1 +  • • • +  Ьту°т.

Д о в е д е н и я .  Оск!льки =  ( х ° ,  х°,\ . . , х ° п)\ У  =  (г/°, у °г, . . .  , у%
€ розв язки в1дпов1дно систем нер1вностей (14) ) (16), то справджу
ються нер1вност!

апх\ +  а,2*2 н-------------------------------------+  а1пх°п <  ь( (I =  1, 2..от) (21)



\
ачУ° Ч" а2/*/а +  * * * +  ат,уп ̂г> С/ ( / =  1, 2, . . .  , гс). (22)

Помножимо кожну з нер1вностей (21) на невщ’емне число у° \ по-
Т1м вс1 одержан! нер1Вносп додамо. Дктанемо нер1внкть

т п т2 2 ацх°У1 <  2 Ь,у]. (23)
!-\ 1=1

Аналогично, помноживши кожну з нер1вностей (22) на невщ’емне 
число х° ( додавши ва одержаш нер1 вноси, дктанемо нер1вшсть

п т  п

2 ( .§  ацУ°,х 1 >  с1х г  (24)

Л1В1 частини нер1вностей (23) 1 (24), очевидно, однаковк Тому
п т

2  сх °  <  2  ьсу°г

Лему доведено.
3 доведено! леми безпосередньо випливае справедливкть такого 

твердження.
Теорема 1 (критерш  оптимальност1). Якщо оснують

такх допустимо розв’язки х°  =  (х\, х°2..........х°) о у 9 =  (у\, у\ ,. . . ,  у°т)
задано I о двоосто'о ой задано Г , що

С1Х 1 +  сгх°2 +  • • • +  спх°п =  Ьху\ +  Ь2у°2 +  • • • +  Ьту°т,

то цо допустимо розв’ язки в оптимальними розв’ язками водповодних 
задач.

Д о в е д е н и я .  Припустимо, що х * =  (д ,̂ , дс°) не е опти
мальним розв’ язком задач1 I. Тод1 кнуе допустимий розв’язок х '  =» 
=  (х'х, х'г.......... х'п) задач1 Г такий, що

схх\ +  с2х\ + -------1- спх°п <  схх'г +  с2х 2 +  • • • +  спх'п.

Але за лемою 1
с̂ х'х +  с2х ’ +  • ■ • +  спх'п <  Ъху\ +  Ь2у\ +  • • • +  Ьту°т,

тому
сгх1 +  сгх\ +  • • • +  спх° <  Ьху\ +  Ь2у°2 +  • • • +  Ъту°т,

а це суперечить умов1 теореми. Отже, припущення, що х*  =  (х\, х\, . . .  
. . .  , х°) не е оптимальним розв’язком задач1 I, неправильне. Анало- 
Г1чними м!ркуваннями доводиться, що у * =  {у\, у\, . . .  , у°т) е опти- 
мальний розв’язок задач! Г.

Для взаемно дво'ктих стандартних задач лш йного програмуван
ня справедлива така теорема.

Т е о р е м а  2  (т ео р ем а  дво1ст ост 1). Якщо кожна з двох взаемно 
двоостих стандартних задач допустима, то обидво вони мають опти
мально розв язки о значения ох збогаються. Якщо хоч одна з цих задач 
не е допустимою, то жодна з них не мае оптимального розв’язку.

° т «  е д е н н„ я - П рипустимо, що 1 стандартна задача максилпзаци I I 
дво1ста 1и задача I допустим^ тобто що системи нер1вностей

+  012*2 +  ■ ■ • +  а1пхп <  Ь1 ( / = 1 ,  2.............щ) ( 14')
1

« 1/М  +  а2/у г ---------- ат.ут >  С/ ( 1 = 1 ,  2................ п) (16')

мають нев1д,емн1 р озв ’ язки. Д оведемо, щ о задач! 1 1 V мають оптимальн! роз- 
в язки 1 значения 1х зб .гаю ться . Д ля цього достатньо показати, щ о к н ую ть  
невЩ’емн! розв ’язки * ° =  (хъ  х г, . . . .  х°п ) 1 (у°. у \  у °т) систем (1 Г )  ^
(16 ), я к 1 задовольняю ть також  нер1вн1сть '

п т
2 С1Х1 ~  2 ьоУо >  °- (25)
/ =  I 1=1 '  '

Справд1, якщо нев1д’ емн1 розв’язки дс° =  (х{, х°2........ х°п) 1 =  (у\, у\.......... „  °)
систем (14 ') 1 (16 ') задовольняють нер1вн1сть (25), то 2’

п т

2 С1Х!  >  2 Ь{У6 (26)
1 =  1 1=1

з другого боку, за лемою,

п т

2 С1Х) <  2 Ь‘У<- (27)
/=1

3  нер!вностей (26) 1 (27) випливае, що 2  с / /  =  2 Тому, за теоремою 1,

допустим! розв’язки =  (х1, х\............ х °п) 1 ^ ............ задач I I I ' -

оптимальн!, а значения цих задач ^  с ,х )  ! ^  Ь1У] зб!гаються. Отже, покажемо,
/=1 1=1

нер1вн0стей 1 ( 16')  мають нев!д ’емн! р озв ’ язки, як! задоволь- 
няють також  нер1вш сть  (25), тобто щ о система нер1вностей

п2 а1/х/ ^ ь 1 и =  I, 2, . . .  , т),
1=1
т

• ^ а 1 {У 1 > с/ ( / =  1. 2.............Я), (28)

п т

2 С1Х! — 2 Ь‘У1 >°
1=1 1=1

мае нев!д’ емний розв’язок.



П рипустимо, що система (28) не мае невщ ’емних розв ’ язк!в^ тод! не мае не
вщ ’емних р о з в ’ я зю в  також  1 р1вносильна Тй система нер1вностей

2  ацХ/КЬ (* =  1 ,2 ..........« ),
/=1 
т

* 2  —̂ а / 1') У1 ^  ( /  =  1* 2, . . . , я ),
/=1

л лг
2  (— С/) * / +  2  ь {у { < 0 .

. /=1 ,=1
Тому за теоремою 4, п. 2.4, знайдеться такий невщ’емний вектор I =
(Ск, с8............. Ст , “ 1, “ 2, • • • . “ л. 0), Що справджуватимуться нер1вност!

1 +  а2/̂ а +  ‘ +  ат/^т с/® ^  0 (/ =  1. 2, . . . , п),
( — а л )  «>1 +  (— а ц )  ®2 +  • • • 4 " (— а /л) шп +  >  О ( / = 1 , 2 ...................... т),
61С1 +  Ь2С8 ---------- Ь ЬтИт —  сх »! —  с ,ш ,---------------- с„«>п <  0,

тобто Нер1ВНОСТ1

(29)

(30)

(31)

2  М  ( / = 1 , 2 , . . . ,  т),
/=1 

Л1 Л

2 Ь̂ / — 2  с/о>/ <  о- 
( 1 = 1  / = 1

Нев1д’емне число В не дорЯвнюе 0. Справд!, нехай 0 =  0. За припущенням, 
системи нер!вностей (14 ') 1 (16 ') мають невщ’емш розв’ язки; нехай х а =  (х°ъ  х2, . . .  

.  . • , хп) 1 У° =  0/1. .............</т) деяк! з таких розв'язю в.

1 П омноживш и кож ну з нер1вностей (29) на нев!д ’емне число х { 1 додавши 
одерж ан! нер!вност!, д ктан ем о нер!вност!

Л ТП  Л1 Л Л1

о < 2  2  а1/̂1х1== 2  ^ *2  аих/^  2"  й  <=! /=1 1=1
(32)

оск!льки 2  а 1 1 х 1 < *) 1 й > 0 .
/= |

П омноживш и кож ну з нерхвностей (30) на невщ ’емне число У( й додавши 
одержан! нер!вност!, дктан ем о нер1вност!

бо

т п п т  о п

° > 2  2  аиш1У‘ =  2 ш/ 2 а^ ' > 2  сл -" 1"  /=1 < = 1 /=1

п
2  ацУ'1>с1 й “ /> ° -  
/=■!

3  нер1вностей (32) 1 (33) випливае справедливкть нер1вност1
т п
2  2  сл  >°>
(-1 /-1

(33)

а це суперечить нер1вност1 (31). Тому припущення, що 0 = 0 ,  неправильне !,. 
отж е, 8 >  0 .

О сюльки в >  0, то, як випливае з нер!вностей (30) 1 (29), вектори -4- го =0
^л^ г 1 9 /С 1 С2 Ст\ . ,

* \ Т  * Т  * • * ’ * "0/ Т  \Т ’ Т  * * * ’ * Т/ Д°ПУСТИМ1 розв ЯЗКИ В1ДПО-
в!дно задач1 I 1 Г .  Тому за лемою ^ ^  +  63^ + -------1~сп ~ <  у  +  *2̂ - +

+  • ‘ • +  * т  . ТОбтО

т  п

2  2  с/ш/ ̂(=1 /=1
що знову суперечить нер1вност) (31). Таким чином, припущення, щ о система не- 
р 1вностей (28) не мае н евщ ’емних р о зв ’я зю в , приводить до суперечност1, 1 тому 
воно н епр ави л ьн е. Отж е, система нер1вностей (28) мае н евщ ’емний р озв ’язок, 
задач1 I 1 Г  мають оптимальш р озв ’ язки й Тх значения зб 1гаю ться. П рипустимо 
тепер, що одна з задач, наприклад задача I, не е допустим ою , тобто  щ о система 
н ер 1ВИОстей (1 4 ')  не мае н евщ ’емного р озв ’ язку. В таком у раз1 ця задача безпе- 
речно не мае оптимального р озв ’язку.

Я кщ о задача I ' не е допустим ою , то вона також  не мае оптимального р оз
в ’ язку. Н ехай задача Г  допустима. О сю л ьк и  система нер1вностей (14 ') не мае 
невЩ’емних р озв ’я зю в , то за теоремою  4, п. 42.4 к н у е  такий н евщ ’емний вектор
2 =  (Сг, С2. Ст ), щ о справдж ую ться  нер1вн осп

О1/С1 +  а 2 /Са +  ••• +  а т/Ст > 0  ( / =  1, 2.............я ), (33<)

+  Ь2Ч2 +  • • • +  ЬтСт ■< 0. (34)

3  другого боку, осюльки задача I ' допустима, кн уе такий невщ ’емний вектор
У° =  (Уъ Уг............ ут), що справджуються нер1вност1

а 1/У1 а 2/^а +  ' "  +  ат/Ут ^  с/ ( / = 1 , 2 , . . . ,  п). (35)

3  нер1вностей (35) 1 (33 ') випливае, що для будь-якого додатного числа X 
вектор

у °  +  \г =  (г/х -{- ХС(, у2 +  хс2, . . .  , у т +  ХСт ) 

е допустимим розв'язком задач1 I ' .  Але, за нер1вшстю (34)

^1̂ 1 +  Ь^г +  • • • +  *т Ст  <  0 .

Тому вираз

(Ух +  ХСх) +  Ь2 (г/а +  ^Са) +  • • ■ +  Ьт (ут +  ХСт ) =  (Ь1у 1 -)- Ь2у 2 4 .  . . .  4 . Ьту ’т) 4 -

+  ^ (̂ 1 '1 +  Ь2 2̂ +  ' • ' +  Ьт^т)

може стати як завгодно малим 1 тому в1н не мае мнпмуму. Отже, задача Г  не мае 
оптимального розв’язку. Теорему доведено.

На цьому ми закшчимо розгляд питания про взаемно двоТсп
с т а н д а р т н  1 задач1 л1Н1Йиого програмування.

Для канон1чног й загальноТ задач л1Н1йиого програмування 
двоил-! задач! також 1снують. З ’ ясуемо спочатку питания про двокту 
вадачу для загально! задач!.



Загальна задача, як в1домо, формулюеться так: знайти п-вим1р- 
ний вектор х  =  (Хх, х 2, . . . ,  х п),  який задовольняе систему обмежень

[ а п х 1 +  а 12х 2 +  • • • +  а 1пх п =  Ь{ (1 =  1, 2 , . . .  , з),
| а,!*! +  аах2 +  ■ ■ • +  о.1пхп <  ^  ( 1 = 5 + 1 ,  5 + 2 ..........пг), (36)
[ х / > 0  ( / = 1 , 2 , ------1\  ̂<  п)

1 максим1зуе шльову функшю
I =  СхХ } +  С2Х2 +  ■ ' ' +  с пх п.

Називатимемо цю задачу вих1дною або задачею II.
Запишемо задачу II у вигляд! стандартно! задач! лшшного про

грамування. В систем! обмежень (36) кожне р1вняння а а х х +  а 12х 2 +  
• + ■ • +  а1пХп =  Ь{ замшимо р1Вносильною йому системою нер1в- 
ностей

| аа х  1 +  а л х г +  • * * +  атх п ^  Ь(,
I ОдДС) 0.1гХг • • • Я(пх п <  ЬI

I введемо нов1 нев1д’емш нев1дом! а>,+1, и>1+2, . . .  , ы>п | г/+1< г/+2> • • • *
г„, як! пов’язаш з невщомими дс,+1, х 1+2, . . .  , сшввщношеннями

*,+! =  №(+х --- г?+1> -^+2 =  ^1+ 2 2*+2» • • • * ХП=  гп-
Задача II запишеться так: дана система нер|’вностей

аа*г +  о,2х2 +  * • • +  аих, +  а, <+1 (^(+х 2 +̂х) +  • • • +
+  0(п (и>п —  2п) ^  (* =  1, 2, . . .  , 5)

---0,1̂ 1 ---0(2*2---- * '  ’ аиХ! а1 7 + 1 (^/+1 г(+1.) * * ’ (37)
—  0(П(шл— гп) < — Ь( (/ =  1, 2, . . . ,  5)

Оц*1 +  0(2*2 + ------- 1- аНХ1 +  а1 1+1 (Ш<+1 _  */+!> + ------- *"
+  а1п(и)п — гп) <  Ь, (/ =  5 + 1 .......... т)

» шльова функшя
/  =  Сх*! +  С2Х2 +  • • • +  С(X, +  С,+1 (Ш,+1 —  2,+1) + -------Н

+  Сп(и'п — гп), (38)
треба знайти невщ’емний вектор

IV =  (х г, Х2............. Хп, ^ + 1, ^ /+ 2' • • • » ^л» г /+1* г/+г< • • • » гп)'

який задовольняе систему нер!вностей (37) ! максим1зуе шльову функ- 
ц!ю (38). ДвоТстою до стандартно! задач1 (37) —  (38), очевидно, е така 
задача: дана система нер1вностей

а Ч (и 1 —  у г) "Ь ° 2/ (иг —  у г) +  ' • • +  0$/ (ы5 —  Ов) +  0 5+1 /У5+1 +
+  • • • +  йщ/Ут ^  С) (/ =  1, 2, . . . , / ) ,  (39)

й1/ («х —  ^1) +  02/ (о г —  уг) +  • • • +  а „  (ы5 —  а5) +  а5+1 /У8+1 +
+  • • • +  йт/Ут ^  С/ (/ =  < +  1, •••> Я), (40)

— ах, («х — 1>х) — а2/ (и2 — а2) — • • • — а5/ (ы8 — с;,) — а8+1 /«/,+1 —
—  • • • От/Ут С/ (/" =  / +  1, • • • , Л) (41)

ср =  61 («х — 1)х) +  62 (и2 — 0а) + -------1- 65 (ы5 — V,) +  Ь,+1у 5+1 +
+  Ь$+2у$+2 +  • • • +  Ьтут, (42)

треба знайти нев1д ’емний вектор

У (̂ 1> 1̂’ 0 2, V2, . . .  , Ц3, Оя, У$+х, У$+2, • • •  , Ут )>

який задовольняе систему нер1вностей (39) — (41) 1 мЫ м1зуе ш'льову 
функцш (42).

В цш задач1 систему нер1вностей (40) 1 (41) зам1нимо р1вносильною 
!й системою р1вностей, р1зницю и1 — при 1 = 1, 2, . . .  , 5 позначимо 
через1 у{ й сформулюемо ! !  так: знайти т-вим!рний вектор у  =  
=  (г/х, у2, . . .  , ут), який задоюльняе умови

01/1/1 +  02уГ/2 +  • • • +  Ящ/Ут >  С/ ( / = 1, 2, . . . , / ) ,
01 /Ух +  а2/У2 +  • • • +  вт/Ут — С/ (/ =  I +  1, / +  2..........п), (43)
у( >  0 (/ =  5 +  1, 5 +  2.......... т )

1 МШ1М13уе шльову фуНКЦ1Ю

Т — &хУх +  Ь2у2 +  • • • +  Ьтут. (44)

Задачу (43) — (44) вважатимемо дво!стою для задач! II й позначати
мемо П символом 1Г. Якщо для задач1 II' ми сформулюемо щойно 
описании способом дво!сту задачу, то д1станемо задачу II. Отже за
дач) II I II' — взаемно двоУстк

Задача II' одержуеться з задач1 II за такими правилами:
1) невщ’емшй змшн1й л:/ >  0 (/ =  1, 2..........I) задач1 II в1дпов1-

дае нер1вн1сть ачуг +  а2,уг +  • • • +  ат,ут >  с, (/ =  1, 2.......... /) в за
дач! II';

2) нершност! аа*х +  а12х2 +  • • • +  а1пхп <  (I =  5 +  1, 5 +  2............
т) в задач! II вЦщовщае нев!д’емна зм1нна у{ (/ =  5 + 1, 5 +  2, . . . ,
т) в задач! И';

3) р1внянню 0,1*1 +  аах 2 +  • • • +  а,„*п =  &, ( /  =  1, 2..........5) в за
дач! II в!дпов1дае зм1нна г/, ( / = 1 ,  2, . . . ,  5) дов1льного знака в за
дач! II';

4) змшнш X/ ( / = = / +  1, , п) дов1 льного знака в задач1 II В1Д-
пов1дае р1вняння ах,ух +  а2,у2 + ------- Н ат,ут =  с, (/ =  I +  1...л)
в задач! 1Г.

Канон 1чна задача е окремим випадком загально! задач1. Якщо 5 =  
=  т \ I =  п, то загальна задача являе собою каношчну задачу: знайти 
невщ’емний вектор л: =  (лгц х2, . . . ,  хп), який задовольняе систему 
р|внянь

{апХх +  а12х2 4----------а1пхп =  6, М  =  1, 2............. т) (45)

1 Очевидно, що у ( (» =  1, 2 , 5) може бути додатним, в1а ’€мним 1 р 1С-
и п м 0.



1 максим!зуе шльову функшю
/  =  СуХу +  с2 хг +  • • • +  спхп. (46)

ДвоТстою для щеТ задачи очевидно, е задача II' при 5 =  т
1 { =  п, тобто така задача: знайти вектор у  — (уг, у2, . . . .  ут) (без
обмежень за знаком), який задовольняе систему нер1вностей

а1/У\ 4~ а2/У2 +  • • • +  Ят/Ут С/ ( / = 1 , 2 , ----, П) (47)
1. М1ШМ13уе шльову функшю

<Р — ЬХУ1 +  Ь2у2 +  • • • +  Ьтут. (48)
ДвоТста задача для каношчноТ, як бачимо, не е каношчною. Але 

ц! задачу як випливае з викладеного вище, також е взаемно двоТстими.
Для каношчноТ 1 загальноТ задач також справедлива теорема двоТс-

ТОСТ1.
Теорема 3  (загальна теорема дво1ст осш ). Якщо кожна 

з двох взаемно двоьстих задач допустима, то обидвё вони мають опти- 
мальнё розв’язки ё значения цих задач збёгаються. Якщо принаймнё 
одна з цих задач не е допустимою, то жодна з них не мае оптималь
ного розв’язку.

Для стандартних взаемно двоТстих задач справедливкть теореми 
доведено. Для загальноТ задач1 теорема доводиться зведенням загаль
ноТ задач1 до стандартно!. 3 справедливосп ж теореми для загальноТ 
задач1 випливае справедливкть и й для каношчноТ, осюльки кано- 
шчна задача е окремим випадком загальноТ.

Доведемо ще одну теорему, яка стосуеться каношчноТ задач! 
й двоТстоТ для неТ й вдаграе важливу роль в л Тиш ному програ- 
муваннь

Теорема 4. Нехай х '  =  х°г..........< )  — невёд’емний розв’я
зок системи рёвнянь

аах1 а12хг +  • • * +  аыхп ~  (* == I > 2, . . .  , т), (45 )
а /  =  (у\, у°2, . . . ,  у°т) — розе'язок системи нерёвностей

аЧУ1 ~Ь а2!Уг "Ь '  * * 4" Ят/Ут С/ ( / = 1 , 2 , . . .  , п). (47 )
Для того щоб одночасно х а =  (хиГ х\, . . .  , х°) максимёзував лёнёйну 
форму

I =  сгхг +  с2х2 Н------------Ь спхп, (46')

а у* — (у°, у°2.......... у°т) мёнёмёзував лёнёйну форму

?  =  Ъхух ■+ Ь2у2 Н-----------1-  Ьтут, (48')

необхёдно й достатньо, щоб х а =  (х°, х\ ,... , х°) ё у а =  {у\, у°2, . . .  , у°т)
задовольняли умову: якщо ацу\ +  ацу\ +  • • • +  ат/У°т >  с,-, то х° =  0.

Д о в е д е н и я .  Припустимо, що виконуеться умова: якщо ацу\ +  
-р Яг/Уг “Ь * * ' 4” @1п/Ут ^  С/, то X/ =  0. Тод! х. [с/ (Р'ЧУх 4" ®2/У2 ~Ь

+ • • • + ат/у°т)] =  0 (/ = 1, 2, . . . ,  п), осюльки принаймн1 один 1з 
множниюв Л1В01 частини Р1ВН0СТ1 дор1внюе нулю. Отже, Х/С/ =  
=  х°/ (а\1У\ +  0.2/у\ +  • • • +  ат/У°т) 1 тому

п п т  т п т п

2  С/Х°/ =  2  х / 2  аиу° =  2  2  а1/Ху .  =  2  У] ( 2  % х])  =
т

=  2  Ь/у0, ,
1

тобто
п т

2  с,х° =  2  Ь(у°. (49)

3  Р1ВИОСТ1 (49) випливае, що х*  =  (*°, х°2, . . . ,  х°) максим1зуе лшшну 
форму (46'), а /  =  (у1, у°2, . . .  , у°т) м1н1м1зуе форму (48'). Справд1,
вектори х °  =  (х1, х°, . . .  , х°) 1 у °  =  (у[, у2..........у°т) е допустимими
розв’язками канон1чноТ задач1 (45) —  (46) 1 двоТстоТ Тй задач1 (47) —
(48). Тому, за теоремою 3, Ц1 задач 1 мають оптимальш розв’язки 
х  =  (?х, $2..........$„) \ у  =  (-̂ х, г)2, . . . ,  ^т ) й значения Тх збкаються:
п т

2  С/\/ =  2  Ь{гц. Якби вектор л:® =  (х°, х°, . . .  , х°) не максим1зував
п п т  т

Л1Н1ЙНУ форму (46'), то було б 2  С/Х, <  2  С/\/ =  2  Ьт <  2  Ьм°,
/ - 1  1=1 1=1 1-1 1

п т

тобто 2  с х 0. <  2  Ьу°, а це суперечить р1 вноси (49). Отже, х °  =»
/=1 1 = 1

=(х1, х°, . . . ,  х°) максим1зуе форму (46'). Аналопчними м1ркуваннями до
водить, що у °  =  (у1, у1..........у°т) м1шм1зуе форму (48'). Достатнёсть
умови доведено. Доведемо тепер необхёднёсть умови. Нехай вектор
х °  =  (х°, х° ..........х°) максим 1зуе форму (46'), а вектор у 9 =  (у\, у\, ...
. . .  , у°т) м1Н1М1зуе форму (48'), тобто дс® =  (л:°, х°2..........х °) 1 у °  =
■= (Уг У°2, ■•. , У°т) е оптимальш розв’язки в1дпов1дно канон1чноТ задача 
(45) — (46) 1 двоТстоТ Тй задач) (47) — (48). Тод1, за теоремою 3,

п т

2 с х° = 2 ъ.у°
/и, 1 ' '  ,-„1

Отже,
п т п п т

2  с Д  =  2  ( 2 а / ;  у° =  2  ( 2  а ^ )  х°,
п т

2 , ( 2 ,  а(/У° с/) х°1 =  °.

т

ОсК1ЛЬКИ 2  а1/У°1 —  Су >  0  1 Х° >  0 , ТО кожен 3 доданюв у Л1В1Й ЧЗ- 

СТИН! останньоТ р1вност1 нев1д’емний 1 тому дор1внюе нулю. А це



буде Т1 льки тод1, коли х° =  0, якщо 2  аГ;у° >  сг Теорему дове

дено.
3.5. Базисн! розв’ язки. Нехай дано систему лшшних р1внянь

[аах х +  апх2 4----------)- ашхп =Ь , ( / = 1 , 2 ..........т). (50)
Вважаючи стовпш розширеноТ матриц1 системи (50) т-вим 1рними 

векторами й позначивши Тх вщповщно символами р х, р г, ..., р п, Ь за- 
пишемо цю систему так:

хх р х +  х2р 2 +  • • • +  хпр п =  Ь. (50')
' Припустимо, що ранг системи вектор1в 5 =  {р х, р 2, . . .  , р п) до- 

р1внюе г. Тод1 кожен базис системи вектор!в 5 складаеться з г век- 
тор1в. Нехай В — один 13 них. Не втрачаючи загальностп М1ркувань, 
вважатимемо, що базис В складаеться з-вектор1в /»,, р 2, . . .  , р г.

НеВ1ДОМ1 Х х, Х2, . . Хг, На ЯК1 В р1ВНЯНН1 (50') ВЩПОВЩНО мно- 
ж а ться  вектори р х, р 2, . . .  , р г  називатимемо базисными неведомыми
(вщносно базису 5); а невщом1 хг+и хг + 2..........хп називатимемо в!ль-
ними. Припустимо, що система р1внянь (50) сум1сна, тод1, як вщомо 
(див. I, 29.3), 11 можна розв’ язати вщносно базисних невщомих хх, 
х2..........хг. Загальний розв’ язок при цьому матиме вигляд:

*, =  / , +  с1Ххг+1 +  с12хг+2 + -------\- с{ (/ =  1, 2, . . .  , г). (51)
Якщо х г+1 =  хг+2 =  • • • =  хп =  0, то за формулами (51) 

хх =  / р  х2 =  12) . . .  у Х Г —— 1Г.

Вектор х °  =  (1Х, 12, . . .  , 0,0, . . .  , 0) е частинний розв’ язок си
стеми р1внянь (50). Його називають базисним розв'язком системи (50), 
В1ДПОВ1ДН им базису В {р х, р 2..........р г).

Осюльки при заданих значениях виьних невщомих значения ба
зисних невщомих за формулами (51) визначаються однозначно, то 
базису В {р х, р 2..........р п\ вщповщае тиьки один базисний розв’язок.

Якщо ми виберемо шший базис В' системи вектор1в 5 =  
=  {р х,р 2, ... , р„\, то вш також визначить певну систему базисних 1 В1ль- 
них невщомих 1 йому вщповщатиме певний базисний розв’язок. Таким 
чином, кожному базису системи вектор1в 5 =  {р х, р 2, . . .  , р п) вщпо
вщае певна система базисних, а отже, 1 виьних невщомих 1, якщо 
система р1внянь (50) сум1сна, единий базисний розв’язок.

Пщкреслимо, що базисним розв’язком, вёдповёдним базису 
В {р х, р 2, . . .  , р г) називаеться частинний розв’язок, у якому значения 
вёльних невёдомих хг+1, хг+2, . . .  , хп дорёвнюють нулю. Базисш роз
в’язки, що вщповщають вам р1зким базисам системи вектор1в 5  =  
=  [р х, р 2, . . .  , р п), називають просто базисними розв’язками системи 
р1ВНЯНЬ (50).

Поняття базисного розв’ язку системи лшшних р1внянь можна оз
начите й шакше.

Нехай х °  =  (т!, та..........т*............ т„ ) — деякий розв’ язок системи
р1внянь (50). Вважатимемо, що розв’язок х* =  (тх> Та. • • • • Т*• • • • > Тп)

залежить вщ пщсистеми Р =  {/>/,, . . .  , р,- } системи вектор1в 5 =
— [Р 1> Рг...........Рп)< якщо його компонента тд, у!г, . . . , ц  вщмшш
вщ нуля, а ва шип компонента дор1внюють нулю. Кожен розв’ язок 
системи р1внянь (50), очевидно, залежить вщ деякоТ пщсистеми си
стеми 5  =  {рх, р 2, . . .  , р п).

Розв’язок х °  =  (тх, 72> • • • > Тп) системи (50) називаеться базисним, 
якщо вш залежить вщ деякоТ лшшно незалежноТ пщсистеми р  —  
=  [Ри, Р/........... Р1к1 системи вектор1в 5  =  [р х, р 2, . . .  , р п).

Звичайно, базисний розв’ язок х °, що залежить вщ лш йно неза
лежноТ П1дсистеми Р, вважають вщповщним пщсистем1 Р.

Друге означення базисного розв’ язку р1вносильне першому. Справд1, 
нехай л:0 =  (ух, т2, . . .  , уп) —  базисний розв’язок, вщповщний деякому 
базису В { р и, р/„  . . .  , р 1г) за першим означениям, тод1 В1Н, очевидно, 
залежить або вщ самого базиса В {/>,,, р /г, . . .  , р !г}, або вщ деякоТ 
його пщсистеми, тобто залежить вщ деякоТ лшшно незалежноТ пщ
системи системи 5 =  {/?!, р 2, . . .  , р п) 1, таким чином, е базисним роз
в’ язком за другим означениям. Нехай тепер х а — (^х, у2, . . .  , т„) —  
базисний розв’язок за другим означениям; в такому раз1 вш залежить 
В1д деякоТ Л1Н1ЙНО незалежноТ пщсистеми Р =  {/?/,, р 1г, . . .  , р/к} систе
ми 5  =  {рх, р 2, ... , р п}. Якщо к =  г, то пщсистема Р  =  { /? /„ /» /....... ,р/к)
е базисом системи 5  == { р г, р 2, . . .  , р п}, а х а =  (ух, у2, . . .  , ?„)
е базисним розв’язком, вщповщним базису В{р/1, р /г............р/к).
Якщо к <  г, то доповнимо лшшно незалежну пщсистему Р  =
=  {Рп,Р/„ ... ,Р/к} до деякого базиса В {ри, р 1г, ... , р 1к,р ! к„ ..........р 1г}\
вектор л:® =  (тх. у2...........уп) е> очевидно, базисним розв’ язком, в!дпо-
вщним базису В { р и, ......... ..  р <к, . . .  , р 1г}, за першим означениям.

Якщо система (50) мае розв’ язок, тобто якщо вона сум:сна, то, як 
зазначалось вище, вона мае I базисний розв’язок. Число базисних роз- 
в’язк1в системи (50) дор!внюе числу базис]в системи вектор!в 5  =  
{Ръ Рг> • • • . > Т0МУ воно не б 1лыие, Н1ж число Агп розм1щень 13 п
елемент1в по г елемент1в.

Доведемо тепер таку теорему.
Т е о р е м а  5 . Якщо система лёнёйних рёвнянь (50) мае невёд’ ем- 

ний розв’язок, то вона мае також ё базисный невёд’емный роз
в’ язок.

Д о в е д е н и я .  Доводитимемо теорему методом математичноТ шдук- 
щТ. При п =  1 теорема справедлива: система р!внянь (50) зводиться до
ОДНОГО р1ВНЯННЯ Оц Д̂х =  1̂» ' НеВ1д’бМНИЙ рОЗв’яЗОК ЦЬОГО Р1ВНЯННЯ
Х1 =  буде I базисним його розв’язком. Припустимо, що теорема
справедлива для будь-якого к <  п, \ доведемо, що в такому раз1 юна 
справедлива й для п. Тод1, за принципом математичноТ шдукцп, вона 
справедлива для будь-якого натурального п.

Нехай х а =  (х°, х°а, . . .  , х°) —  невщ’емний розв’язок р1вняння (50'). 
Якщо в цьому розв’язку принаймн1 одна з компонент, наприклад х°,



дор1внюе нулю, то вектор х °  =  (л:°, х°2, . . .  , х °_г) е нев1д’емний роз
в’язок р1ВНЯННЯ

ЧРх +  *2Р 2 Н----------1- хп- 1Рп- 1  =  Ъ. (52)
Тод1, за шдуктивним припущенням, р1вняння (52) мае неви’емний, 
базисний розв’язок х '  =  (х'г, х'2, . . .  , л^_х).

Нехай розв’язок х '  залежить В1д лшшно незалежноТ ш'дсистеми 
Р' =  {ри, Ри,  . . .  , р !к), (& <  п —  1) системи вектор!в 5  =
=  [ Р к Р к  — > Рп)- Не втрачаючи загальност1 М1ркувань, можемовважати, 
що р'  =  {/> „ р 2, . . . , р к) ( Ь < п —  1). В такому раз1 х '  =  (х[, 
х'у . . .  , х'к, 0, 0, . . .  , 0). Тод1 л-вим)рний вектор х '  =  (хх, х 2, . . .  , 
х'к, 0, 0, . . .  , 0), що е нев1д’емним розв’язком р|'вняння (50'), е не-
ВЩ’еМНИМ баЗИСНИМ РОЗВ’ ЯЗКОМ ЦЬОГО р1ВНЯННЯ, ОСЮЛЬКИ В1Н 
залежить в1д лшшно незалежноТ системи вектор!в Р' =  (р 1, р 2, . . .  , р к).

Нехай у розв’ язку х °  ва компонента додатш. Якщо система век
тор! в 5  =  \р1г р 2, . . .  , р п) лшшно незалежна, то х °  =  (д ,̂ х°2..........
х°) е нев1д ’емний базисний розв’язок р1вняння (50'). Якщо ж система 
вектор1в лшшно залежна, то кнують так! числа Х1( Х2, . . .  , Х„, яю 
не ва дор1внюють нулю, що

Х1Р 1 +  Х2р 2 +  • • • +  Хпр п =  0. (53)
Осюльки серед чисел Хх, Х2, . . .  , Х„ е В1дмшш В1д нуля, то ми 

можемо вважати, що деяю з них додатш. В противному раз1 розгля- 
датимемо р1вшсть (— Х ^ ^  +  (— Х2) р 2 +  . -  - +  (— Х„) р п =  0.

Розглянемо тепер вщношення ..........
*1 ч  хп

Позначимо буквою $ найбиьше з цих вщношень:

? =  т а х (-^ г , \ ..........  -^г).
I * 1  *« хп )

Осюльки серед чисел Хх, Х2, . . .  , Х„ е додатш I х? >  0 (* =  1,
2, . . .  , п), то 5 >  0. Не втрачаючи загальносп М1ркувань, вважати
мемо, що $ =  - V  (цього завжди можна досягти, змшивши нумерашю

х\
вектор1в р 1 1 невщомих х{).

Запишемо тепер р!вшсть (53) так:

Це можна зробити, осюльки в розглядуваному випадку 
Х / > 0  а  = 1 , 2 ..........п).

Помноживши останню р1вшсть на вщмшне вщ нуля число у ,  ма
тимемо:

Г  +  ^ * 1 Р * +  • *• +  ^ Х°пРп) =  0. (54)
\ 1 Х% *п /

Осюльки Xе =  (х\, Х°2, . . .  , х°) — розв’ язок Р1ВНЯННЯ (50'), то

</>, +  +  • • • +  х °пРп =  Ь. (55)

Р1вн1сть (55) запишемо так:

|  (%х[рл 4- Щ р 2 +  • • • +  и°пр п) =  Ь. (56)

В1дн1мемо тепер почастинно р1вн1сть (54) в1д р1вност1 (56). Дюта- 
немо:

-  4 )  А Р ,  + 1  ( « ■ - 4 ) . А Р , - +  • •• ■• +  т  ( « -  7 )  ~  > ■ (5 7 )

Позначимо в р1вност! (57) число у  ^ — ^ - ) х°{ (1 =  1, 2, . . . ,  п)

символом Тод1 матимемо:

Т1Р 1 +  ТгРг 4---------- 1- ТпРп =  Ь. (58)

Р 1вшсть (58) означае, що вектор ё  =  (Т1* Та.......... Тп) е розв’ язком
р1ВНЯННЯ (50').

За означениям числа 5, число ^  =  0, а числа у2, т3, . . . ,  уп не* 
вщ’емн!. Отже, р1вняння (50') мае невщ’емний розв’ язок & =  
=  (0, 72, . . .  , Тп)» У якого перша компонента дор1внюе нулю, 1 тому, за 
доведении вище, р1вняння (50') мае нев1д ’емний базисний розв’ язок. 
Теорему доведено.

Повернемося тепер до каношчно! задач! лшшного програмуван
ня. Нагадаемо, що система обмежень в каношчшй задач1 складаеть
ся з лшшних р'шнянь, тобто е системою лшШних р1внянь. Тому право- 
м1рним буде говорите про базисн1 розв’ язки системи обмежень кано- 
н1чно! задач!, а отже, 1 про базисш розв’ язки каношчно! задачи

О значення. Оптимальный розв’ язокканотчное задаче називаеться 
базисним, якщо вш е базисним розв’язком системи обмежень ще1 
задаче.

Справедлива така теорема.
Теорем а 6. Якщо канонёчна задача лшйного програлеування мае 

оптимальний розв’ язок, то вона мае о оптимальный базисний розв’язок.
Д о в е д е н и я .  Нехай системою обмежень розглядувано! каношч

но! задач! е система р1внянь:

{а 11х 1 +  а 12Х Ъ +  • • • +  а тх п — 0 =  1» 2, . . .  ,  я г ). (59)
Запишемо и у векторн1'й форм1:

*1Р1 +  Х2р2 4---------- И ХпРп =  Ь. (59')

Нехай х*  =  (х\, х\...........х°) — оптимальний розв’ язок каношчно!
Зада41. Цей розв’ язок залежить в1д деяко! системи вектор1в р/.

Вважатимемо, що в1н залежить в1д системи Р =  {Р 1. Р 2 . ••• , Рг)- 
Якщо система вектор1в Р =  {р г, р 2, . . .  , р г} Л1Н1ЙНО незалежна, то



оптимальний розв’ язок х °  =  (х°, х\........х°) е базисним розв’язком,
1 теорема в такому раз1 справедлива.

Припустимо, що система вектор1в Р =  [р х, р 2, .. . ,  р г) лшшно
залежна. Осюльки розв’язок х °  — (х°, х\, . . .  , х°) залежить вщ си
стеми Р =  {рх, Рк • • • , Р г}> ^о х  — х2, . . .  , хг, 0, 0, . . . »  0),
де х°2.......... Х° — числа, ВЩМШН1 ВЩ нуля.

Нехай у °  =  (у{, у°2, . .  . , у°т) —  оптимальний розв’язок задачу двоТс
тоТ для розглядуваноТ каношчноТ задач! (за теоремою 3 такий розв’я
зок кнуе).

Тод1, за теоремою 4,

ацу\ +  а21у°2 Н---1-  ат,у°т =  с/ для /  =  1, 2, . . . .  г, (60)
ацу\ +  ауу°2 -4----------Н ат,у°т >  с, для /  =  г +  1, г +  2.......... п. (61)

Осюльки х °  =  (х\, х\, . . .  , х°, 0 , 0, . . .  , 0) —  невщ’емний розв’я
зок р1вняння (59'), то х °  =  (х\, х . . .  , х°) е невщ’емним розв’ язком 
р1вняння

ЧР\ +  х2р 2 + ------\- хгр г =  Ь. (62)

За теоремою 5 р1вняння (62) мае базисний невщ’емний розв’ язок х ' . 
Розв’ язок х '  залежить вщ деякоТ лМ йно незалежноТ пщсистеми Р' 
системи вектор1в Р =  {р х, р 2, . . .  , р г}. Нехай Р' =  {р ъ р 2, . . .  , р к} 
(к <с г), тод1 х  == (*!» х2, . . . ,  хк, 0, 0, . . .  , 0), де х х, х2, . . .  , хк—

додатш числа. г-к  нУл1в
Невщ’емний л-вим1рний вектор х '  =  (х'1г х2, . . . ,  хк, 0, 0, . . .  , 0),

очевидно, е розв’язком р1вняння (59'), причому базисним, осюльки
вш залежить вщ лшшно незалежноТ системи вектор1в Р' =  {/>,, р 2, ... 
. . .  , р к}. Розглянемо тепер допустимий розв’язок х '  каношчноТ задач! 
й оптимальний розв’язок у а двоТстоТ задачи Для розв’язку у °  спра
ведлив! сшввщношення (60) 1 (61), а в розв’язку х ’ маемо х ,+1 =  х'г+2 =  
=  • • • =  х'п — 0. Розв’ язки х '  1 у °, таким чином, задовольняють 
умови теореми 4, I тому х '  е оптимальним розв’ язком каношчноТ 
задачи

Отже, х '  =  (х[, х 2, . . .  , х'к, 0 , 0, . . .  , 0) е оптимальний базисний 
розв’язок каношчноТ задачи Теорему доведено.

3 доведено!' теореми випливае, що кожну каношчну задачу л ш ш 
ного програмування можна розв’ язати, виконавши сюнчену ю л ью сть  
обчислень, а саме: треба знайти в а  невщ’емш базисш розв’ язки р1в- 
няння (59')  (а Тх буде сюнченне число), обчислити значения ш льово! 
функцп !  =  сххх +  с2х2 +  ... +  спхп для кожного з цих розв’ язю в 
1 вибрати серед них найбшьше (найменше). Невщ’емний базисний 
розв’ язок, при якому значения шльово 1 функцп найбьльше (наймен
ше), 1 буде оптимальним розв’ язком каношчноТ задач1 максим1зацп 
(М1Н1М13ащТ). Зр03уМ1Л0 , ЩО при ДОСИТЬ велиюй ЮЛЬКОСТ1 невщомих 
цей метод розв’ язання каношчноТ задач1 непридатний, осю льки треба 
буде виконати надзвичайно велику ю л ью сть обчислень.

§4. СИМПЛЕКС-МЕТОД

У попередшх параграфах цього розд1лу викладено теоретичш 
основи лшшного програмування, а тепер розглянемо питания, пов’ я- 
заш з чисельним розв’ язуванням конкретних задач лЫ йного про
грамування.

Реальш задач1 л ш й н ого  програмування, як правило, мктять 
велику ю л ью сть  невщомих 1 обмежень.

У процеа розв’ язування таких задач доводиться виконувати 
за допомогою швидкодшчих обчислювальних машин велику за обся- 
гом обчислювальну роботу. В основ! машинних програм, за якими 
проваляться необхщш обчислення, лежать певш алгоритми. Серед 
цих алгоритм!в е спещальш, придатш для розв’ язання лише задач 
певного класу, — вони пов’ язаш з специфшою задач цього класу. 
Проте е й загальш методи, за допомогою яких можна розв’ язати кож
ну задачу лшшного програмування. Одним з таких загальних мето- 
Д1в е так званий симплекс-метод. Вш е найбйиьш поширеним методом 
розв’ язування задач лшШного програмування; йогоз усшхом застосо- 
вують також 1 при розв’ язуванш 1нших задач. Зокрема симплекс-метод 
е ефективним методом розв’ язання систем лш 1йних нер1вностей 1 зна
ходження невщ’емних розв’ язюв систем лшШних р1внянь.

4.1. Зам1щення вектора базису. В основ! симплекс-методу лежить 
операшя замщення вектора базису. З ’ ясуемо, насамперед, що ж являе 
собою ця операшя.

Нехай дано систему р1внянь
{апх 1 +  +  • • • +  а1пхп =  Ь1 ( / = 1, 2, , т). (1)

Запишемо Т"Т у векторшй форм1:
Х1Р1 +  Х2 Р 2 4 ---------+  Хпр п =  Ь. ( Г )

Задачу розв’язання р1вняння (Г ), очевидно, можна сформулювати 
так: дано (п +  1) вектор простору Ут: р г, р 2, . . .  , р п \ Ь, треба век
тор Ь подати, якщо це можливо, у вигляд! л1И1ЙноТ комб1нацИ век- 
т °р  1в /?х, Рг, , р п- З’ ясуемо, як це можна зробити. Вектор Ь
е Л1н!йна комб^нашя одиничних вектор1в =  ( 1 , 0, . . . ,  0), е2 — 
=  (0, 1, 0, . . .  , 0)..........ет =  (0, 0, . . .  , 1) простору Ут:

Ь =  Ь1е1 +  Ь2е2 +  • • • +  Ътет. (2>
Кожен 13 вектор1в р { також е Л1н1йна комб1нац1я вектор1в ех,

е2, . . . , вт:
Р/ =  ацв1 +  а2/е2 +  • • • +  ат1ет (/ — 1, 2.........п). (3)

Якщо у Р1ВНОСТ1 (2) один з векторов е1 зам1Нимо, скориставшись 
сп1ввщношеннями (3), на деякий 13 вектор1в р ь  наприклад, ех на р х, 
то дктанемо запис вектора Ь у вигляд1 Л1Н1ЙН0'Т комб1нац1Т векторов
р 1> ^2> 3̂> • • • » &ГП-

Ь =  Ь1р 1 +  Ь'2е2 +  Ь'3е 3 +  • • • +  Ь'тет. (4)
У цьому запис1 спробуемо замшити ще один одиничний вектор 
деяким вектором р/ \ так дал1.



Якщо, Д1ЮЧИ так, ми замшимо ва одиничн^ вектори е ( векторами 
Р/, то дютанемо запис вектора Ь у вигляд) лшшно1 комбшацп векто- 
р1В рх, р 2, • • • > Рп•

Ъ =  Т1Р 1 +  Т2Р 2 +  * * * +  ТпРп-
У такому раз! вектор % =  (VI, 7а, •••• 7*) буде розв’ язком р1вняння 

(Г ). Цей метод розв’ язування системи лш 1йних р1внянь (його шод! 
називають методом замещения) на практиш виявляеться досить ефек- 
тивним, оск1льки замша вектора а  вектором р , 1 перехщ вщ одного 
зображення вектора Ь до наступного (вщ зображення (2) до зображення 
(4), наприклад) здШснюеться досить просто. Щоб формально описати 
цей перехщ, розглянемо бшьш загальну задачу.

Припустимо, що дано лш 1йно незалежну систему вектор1в:

^ 1» ^ 2» • * ■ ,

яку ми умовно називатимемо базисом, 1 систему вектор1в

Ри Р ъ  - • • , Рп, <6)

кожний з яких е лшшною комбшащею вектор1в системи (5).
Нехай

РI =  Туй  ̂+  +  * * • +  Хт/Лт (/ — 1» 2, . . .  ( П). (7)

3 коеф!шент1в складемо матрицю

/ Т 11 т и  • . . Х у  . . *\п

/  ^21 Т22 • . . 1 2 /  •

1 т л 4 1  • . Ху . • Ъ[п

\Тт1 Т т2  • . . Тт / . • ^тп ;

Пщкреслимо, що елементами /-го стовпчика матриш Т е коефЫен- 
ти лшшного зображення вектора р, через вектори й х, ..., йт- 

Складемо тепер таку таблицю:

Р\ Рг . . . Р, Рп

а , Х11 1̂2 Х1/ х\п

Т 2̂1 2̂2 Х2/ • • • *2П

й1 ■*и Чг ХИ *1п

&т Хт1 ТШ2 ..... хт\ * * *1 хтп

Цю таблицю будемо називати таблицею векторов р 1 водносно ба
зису С1Х, С1%, • • • г &т'

Замшимо тепер у базиа (5) один з його вектор1в, наприклад век
тор й!г, деяким вектором р $, але таким, що т,.5 Ф  0. Матимемо систе
му вектор! в

й х, й г, . . .  , йг_ х, р а, Лг+Х, —  , йт. (8)
Системи вектор1в (5) 1 (8) — р1вносильнь Справд1, кожен вектор 

системи (8) е лшшною комбшащею вектор 1в системи (5). А осюльки
при ХГ5 ф  0 3 Р1ВНОСТ1

Р* — Хиа1 +  Х2^2 +  • • • +  +  • • • +  Хтвйт
випливае, що вектор йТ е лшшною комбшащею вектор1в системи (8), 
то й кожен вектор системи (5) е лшшною комбшащею вектор1в си
стеми (8). Отже, система вектор1в (8) лшйно незалежна 1 кожен 
з вектор1в р х, р 2, . . .  , р п е лшшною комбшащею вектор1в системи 
(8). Якою ж буде таблиця Тх вектор 1 в р г водносно базису (8)? Якщо 
коефщенти в лшшному зображенн! вектора />/ через вектори базису 
(8) позначимо символами т у ,  т2/ .......... т„/, то таблиця Тх матиме ви
гляд

Р1 р2 Р 5 Рп

а х 4 1 х12 . . . 0 . . . Чп

Т х а , Чг . . 0 Т2 П

Р 5 V , . . . . 1 хгп

й т Хт1 х ' /ТХ2 . . . 0 . . . хтп

Замшу вектора й г вектором />5 1 перехщ вщ таблиц! Т  до таблиц! 
Тх умовно називають операцоею замощення вектора базису. Знайдемо 
тепер формули, що виражають елементи т у  через елементи т у .  

ОсЮЛЬКИ за умовою 1 Г$ ф  0, то 3 р1 ВНОСИ

Р& — Х1в^1 +  х2^2 +  • • • +  Ъщйг +  • • • +  *т$(1т
д1стаемо:

а г =  ± - р 5- ^ а х- ^ а 2-ТГ5 ТГ5 ТГ5

-----------~ й т .

Пщставимо у р1вност1 (7) зам1сть й г його вираз через вектори й х, 
• .  • , й г - Х, < 1 г+ \ ,  . . .  , й т , р &, тод1 матимемо:

РI —  ( Х1! —  ^  V / )  +  ( Х2/  —  ^  х /-/) +  • • • +  ^ТГ_1  /  —

Тг+Т 1V/ йг+1 + +

+  —  (/ =  1 , 2 .......... п). (9)



О сюльки система вектор1в (8) лшШно незалежна, то вектор р ,  
записуеться у ВИГЛЯД1 Л1ШЙН01 КОМбШЗЦП вектор1в Щ61 системи 
€дииим способом. Тому з р 1 вност 1 (9) й таблищ 7\ випливае, що

ХЛ =  тц — —  хг! ПРИ * ^  т ( 10)V»

Анал1з формул (10) 1 (11) показуе, що матрицю 7\ можна дктати
з матриц! Т за допомогою таких елементарних перетворень матрищ Т:

а) до г-го ( / = 1 ,  2, . . .  , г — 1, г +  1, . . .  , т )  рядка матриц! Т
додати г-й рядок, помножении на число —  — ;

б) г-й рядок матрищ Т  помножити на число — .
1накше кажучи, треба виконати так! елементарш перетворення ма

триц! Т, щоб в 5-му стовпщ вс1 елементи, кр1м елемента, розмоденого 
в г-му рядку, дор1внювали нулю, а елемент, розм1щений в г-му рядку 
I 5-му стовпщ, дор!внював 1.

Число хг з формул (10) 1 (11) називають розе'язувальним коефи 
щентом даного зам1щення. Виб1р його обумовлюеться вимогою ~ГБ ф  0 
1 зручшстю обчислень за формулами (10) 1 ( 11).

Якщо в таблищ Т хг, =  0, то на даному еташ процесу замщення 
вектор!в базису вектор йг не можна замшити вектором р $: вектор йг 
не можна подати у вигляд! лшшно1 комбшацп вектор1в й х, й 2, . . .  ,
й г -1. Ре’ а г+\.......... 4  ' тому системи вектор1в (6) 1 (8) не будуть
р1вноспльними. Вооди дал1 розв’язувальний коеф1щент в таблицях 
вектор1в р 1 вщносно базиав будемо обподити прямокутником.

П р и к л а д .  Застосуемо операцш  замшення для розв’язання тако! системи 
р!внянь:

( 3*1 -|- 2х 2 +  хз ~  5,
| — 2х^ “Ь “Ь 2-*з —  9 , (12)
I -(■ 4*2 —  Зх3 =  5.

У  векторшй форм! ця система запишеться так:

Х\Р\ +  Х2р г +  Х3р я — Ь,

де р 1 — (3, — 2, 1), р 2 — (2,  1, 4), р 3 — ( 1, 2, — 3), Ь =  (5, 9 , Б).
Записавши кожен 13 вектор а  р и Р г  р 3. Ь у вигляд1 л ш 1йно1 комбшацп 

одиничних вектор!в е й  е 2, е 3, складемо початкову таблицю Т:

Р1 Р 2 Рз Ь

т «1 3 2 ГМ 5
е 3 — 2 1 2 9
*з 1 4 — 3 5

В1зьмемо за р озв ’ язувальний коеф ш ен т перш ого кроку зам щ ен н я  елемент 
т13=  I- (За розв'язувальний коеф^шент краще брати числа 1 1 — 1, якщ о вони 
е в таблицях; тод1 не треба буде виконувати Д1ю д 1лення, щ о скоротить обчис- 
лення). При цьому вектор е х зам1щ уеться вектором р 3. П ерш у операщ ю  зам!- 
щення виконуемо так: перший рядок матриц! Т  помножимо на — 2 1 додамо до 
д р угого  рядка, пот1м перший рядок помножимо на 3 1 додамо до третього рядка. 
Перший рядок залишаемо без зм ш и. В результат! дктан ем о таблицю  Т .:

р1 Рг Рз Ь

Т х Рз 3 2 1 5
«2 — 8 1— 3| 0 — 1
«з 10 10 0 20

В таблиц! Ту за розв’язувальний коефЩ ент в1зьмемо число — 3, тобто вико- 
наемо зам1щення вектора е 2 вектором р 2 Д о першого рядка матриц! 7\ додамо

другий рядок, помножений на —  , а до третього рядка додамо другий, помноже- 

ний на . Пот!м другий рядок под!лимо на — 3. Дктанемо таблицю Т %\

Р1 Р 2 Рз Ь

7 13
т*

Рз 3"
0 1

3
8 1

Рг 3 1 0
3

50 50
ея 3 0 0

“3

В таблищ Г 2 за розв’ язувальний коеф!щент в13ьмемо число — . Д о першогоО
7

рядка матрищ Т 2 додамо трет1Й, помножений на —  — , а до другого —  трет1й,о"
4 50

помножений на ^  , 1, кр1м того, трет1й рядок подшимо на — — . Д ктанемо таб
лицю Т 3:

р 1 Рг Рз Ь

т3
Рз 0 0 1 2
Рг 0 1 0 3
Р\ 1 0 0 — 1

3 ц!€1 таблиц! випливае, що

Ъ =  ( •) Р\ +  3/?2 +  2р 3.
Отже, розв ’язком системи р1внянь (12) е *, =  —1, х« =  3, х , =  2, тобто век

тор * °  =  (— 1, 3, 2).



Проанал1зувавши уважно розв’ язання системи р1внянь (12) 
методом замщення, легко иомпити, що по сут1 воно шчим не вщщз- 
няеться вщ розв’ язання и методом Гаусса. Перехщ вщ таблищ Т 
до таблищ 7\ —  це не що шше, як виключення невщомого х 3 з дру
гого 1 третього р1вняння системи; перехщ вщ таблиц! Тх до таблищ 
Т2 —  це виключення невщомого х 2 з першого 1 третього ровняння, 
а перехщ вщ таблищ Т2 до таблищ Т 3 —  це виключення невщомого 
хг з першого 1 другого р1внянь. Ми не розглядатимемо больше прикла- 
Д1в розв’ язування систем лшшних р1внянь методом замщення. Лише 
зауважимо, що при розв’ язанш методом замещения несум1сно! систе
ми р1внянь ми обов’язково дшдемо до такого положения, коли даль- 
ша замша одиничних вектор1в е, векторами />, буде неможливою: 
для вс1х вектор1в а ,  як1 ще треба замщати, 1 вс1х вектор1в /?,, яки- 
ми можна замщати, елементи Т(/ виявляться р1вними нулю. Це 
обов’язково станеться, бо в противному раз1 ми заметили б ус! 
одиничш вектори в1 1 система мала б розв’ язки.

Однак, якщо при розв’ язуванш задано! системи лш йних р1внянь 
методом замщення ми дшдемо до такого етапу, на якому дальше 
замщення одиничних вектор1в ес векторами /?/ уже неможливе, то 
це означатиме, що або ми вже знайшли розв’ язок задано! системи 
лш 1йних р1внянь, або його немае зовс1м.

4.2. Симплекс-метод у лЫйному програмуванн!. Розглянемо кано-
шчну задачу мш м1зацп: знайти невщ’емний вектор I =  (Х1( Х2..........Х„),
який задовольняе систему обмежень

[ааХх +  а12хг +  • • • +  а1пхп =  6, (г =  1, 2, . . .  , гп) (13) 

1 м1н1м1зуе шльову функщю
/  (X) =  С1Х 1 +  с2х2 Н------- +  спхп.

Запишемо систему обмежень (13) у векторшй форми

ххРх +  х2р 2 +  • • • +  хпр п =  Ь. (13 )
Нагадаемо, що

РI =  (0\/, 0.21, . . • , От/), (] — I, 2, . . . , П), Ь =  (&1, Ь2, . . . * г̂п)-

Вважатимемо, що система (13) сум1сна, в противному раз1 кано- 
шчна задача не мала б розв’ язку.

Якщо система (13) сумюна, то, не втрачаючи загальносп М1р к у - 
вань, завжди можна вважати, що ра н г матрищ А ще! системи дор1внюе 
т. Справд!, якщо матриця А мае р а н г г <  т, то !! рядки лшшно 
залежш 1 можна знайти так! г лшшно незалежних и рядк1в напри
клад, Ох — {(1 x1 , #12> ■••> #1 л)> ®2 ~  (#21> #22> •••» #2л)> (^г1»
агп), ЩО ВС1 ШШ1 рядки будуть Л1Н1ЙНИМИ комбшашями цих г
рЯДК1В.

Система р1внянь

{а11Х 1 аЦХ 1 +  '  * * +  а 1пх п — Ь, (1 =  1, 2, . . .  , г), 
як вщомо, р!вносильна систем) р!внянь (13).

Замшивши шею системою систему (13), матимемо систему обме
жень, ранг матрищ яко! дор1внюе числу и р1внянь. Кр1м того, вважа
тимемо, що система (13) задовольняе умову невиродженост.1: вектор 
Ь не можна подати у вигляд: лШйнЫ комбшацп меншого шж т числа 
вектор1в р {.

За ще! умови будь-який базисний розв’ язок р1вняння (13') не може 
залежати вщ лш 1йно незалежно! системи векторов р ;, яка складаеть
ся з меншого н1ж т числа вектор1в, I, отже, вш залежить вщ деякого 
базису системи вектор 1в р и р 2, р п.

Припустимо, що нам вщомий деякий допустимий базисний роз
в’ язок х а =  (х°, х°, х°) розглядувано! канон1чно! задач!, тобто
невщ’емний базисний розв’ язок системи р1внянь (13).

Про те, як знайти невщ’емний базисний розв’язок .системи лшш
них р1внянь, мова йтиме дал1. В1н залежить вщ деякого базису 
В [р и ,р и ,... , р 1т}. Оск1льки нумеращю невщомих завжди можна змшити 
так, щоб вектори р к, р 1г, , р >т д1стали шдекси 1, 2, . . .  , т, то 
вважатимемо, що х * залежить вщ базису В{р1г р 2, , р т}, тобто
що х °  =  (^°, х\.......... х°т , 0, 0, . . .  , 0), де х°{ >  0 (* =  1, 2 , . . .  , т).

Значения щльово! функцп \ (л:) при х  =  х а позначимо символом 
Со, ТОбтО С0 =  /  (•*’ ) =  СхХ°х +  с2х° Н-------- +  стх°т.

Вектор с — (Ср с2, . . .  , ст) умовно називатимемо вектором вар- 
тостё, що вщповщае базису В {р х, р 2У . . .  , р т). Зауважимо, що 13 
зм1ною базису вектор вартосл також зм1нюеться. Так, базису 
В {Рх, Рг, . . .  , р г- 1, рг+х, , р т) вщповщатиме вектор вартост!

С =  (^1> С2, . .  . , Сг_ х ,  С$, Сгц.1, . . . , Ст).

Складемо таблицю Т вектор!в /?,, р 2, , р п, 1 Ь вщносно ба
зису В:

Р1 Рг ... Рт ... Рп ь

Рг 1 0 0 •Ч: Чп
о

н

т Рг 0 1 0 ■'а* Чп
о

ч

Рг 0 0 ... 0 ... •Сгь ... *гп
О

х,

Рт 0 0 1 ~т‘- ... хтп
о

Знаходити оптимальний розв’ язок х '  =  (* ', х ,  ..., х  ) канон1ч- 
но! задач1 мш1м1защ!, як уже зазначалося вище, можна було б так: 
виходячи з базисного розв’ язку х а за допомогою операцп замщення 
знайти ВС1 МОЖЛИВ! Д0ПуСТИМ1 баЗИСН1 розв’ язки 1 ПОТ1М знайти



значения шльово! функци для вс)х цих розв’ язюв; якщо каношчна 
задача м1шм1заци мае оптимальний розв’ язок, то за теоремою 6, 
п. 13.5 оптимальним розв’ язком буде той 13 допустимих базисних 
розв’ язюв, для якого значения шльово1 функци найменше. Однак, 
такий шлях знаходження оптимального розв’ язку трудомкткий 
1 малоефективний.

Звичайно цю задачу розв’ язують так званим симплекс-методом. 
Суть симплекс-методу полягае в тому, що замщення вектор1в базису 
провадять за певними правилами (правилами симплексного методу), 
завдяки чому шсля кожного наступного кроку замщення ми Д1стае- 
мобазисний розв’ язок, який В1др1зняеться В1Д оптимального розв’ яз
ку менше шж базисний розв’ язок, знайдений на попередньому етапь 
Щ правила будуть сформульоваш нижче. При розв’ язанш кано- 
Н1ЧН01 задач1 симплекс-методом насамперед з’ ясовують, чи не е вихщ- 
ний допустимий базисний розв’ язок х э оптимальним. Зробити це 
дають змогу теореми, як! ми доведемо шсля виконання деяко1 шдго- 
Т0ВЧ01 роботи.

Заф1ксуемо у простор) Ут базис, що складаеться з одиничних 
вектор1в ех =  (1, 0, 0, . . . ,  0), е2 =  (0, 1, 0, . . .  , 0), . . .  , ет =  
=  (0,0, . . .  , 0,1). Компоненти вектора а  =  (а1У а2, . . .  , ат) будуть I ко
ординатами цього вектора в базис! е х, е 2, . . . .  ет. Скалярним добутком 
вектор1в а  =  (а^ а2, . . .  , ат) I Ь =  (Ьх, Ь2, . . .  , Ьт) називатимемо 
суму добутюв в1дпов1дних координат цих вектор1в у баЗИС1 
В {е х, е 2.......... е т }. Отже,

(а , Ь) =  ахЪх +  а2Ь2 + ------[- апЬп.

Прост1р Ут з визначеним таким способом скалярним добутком, 
тобто евкл1Д1в проси р, позначатимемо символом Ут. Розглянемо тепер

_
два вектори простору Ут: вектор 1\ =  (т|/, т2/, . . .  , т_т /) I вектор 
вартоси с  =  (сх, с2, . . .  , ст)\ компонентами вектора 1/ е елементи 
таблищ Т, що записан! у стовпчик шд вектором р/, а вектора с — ком
поненти вектора с =  (сх, с2, .. . , ст.сп), як! мають и сам1
шдекси, що й вектори розглядуваного базису В {ръ р2....... рт)
системи вектор1в рх, р 2, ... , рп. _

Скалярний добуток вектор1в с 1 I] позначимо символом С/:

С/ =  (с, {/) =  СХХ\) +  С2х 2/ + *• • -}■  Стх т/ ( / =  1» 2, . . .  , п ).  (14)

Визначимо тепер (п +  1)-вим1рю вектори г  1 с0 за допомогою р1в-
ностей

х  =  (Ск С2, . . . »  С0) 1 Со =  (<?!, с2, •>•, сп, 0),

де С/ при / > 0  визначаеться р1вшстю (14), а С0 =  схх\ +  с2х° + ------1-
+  стх°т значения щльовоК функци при х  =  х°.

Приеднаемо до таблищ Т ще один рядок, елементами якого е ком
поненти вектора г  — с0 =  (Сх — с1г С2 — сг, С„ — сп, С0).

Розширена таблиця Т матиме такий вигляд:

• Р1 Рг Рт р * Рп Ь

Р1 1 0 0 4  п
О

Ху

Т

Р2 0 1 0 т 25 Чп
О

Рг 0 0 0 Ы Хгп х г

Рт 0 0 1 х т$ Ттп
О

х т

г  —  с0 0 0 ... 0 ■ Ьп— сп Со

Припустимо, що вектор р г базису ми замшили вектором р я (роз- 
в’ язувальний коефщент хг$ обведено прямокутником) 1 перейшли до 
ново! розширеноТ таблищ Тх. Ми знаемо, за яким правилом обчис-
люються елементи хц таблиц] Тх. Постае питания, як за в1домим
додатковим рядком г  —  с0 таблиц! Т знайти додатковий рядок г '  — с0 
таблиц! Ту. Позначимо г'-й вектор-рядок таблиц) Т символом а таб
лищ Ту —  символом Доведемо тепер, що додатковий вектор-рядок 
г '  —  с0 таблищ Тх пов’ язаний з додатковим вектором-рядком г — с0 
таблищ Т стввёдношенням:

г ’ -  с„ =  (г  -  с0) -  (15)V ч
Справд!, за означениям вектор1в г ' , с  \ чисел С/ в таблиц! 7\ маемо: 

г '  =  с2#2 +  • • +  сг_у1'г_у 4- св*1 +  ®г+1$'г +1 +  * • * +
гп

+  Ст{т =  2  С Л  +  с 1 ‘г. (16)
-̂1 <1 + г)

Але з формул (10) 1 (11) випливае1, що

( ;  =  г для 1ф  г й гг =  ~  гг.Г5 ТГ8

П1дставивши щ вирази у сп1вв!дношення (16), д 1Станемо:
т т

г ' -  И  [ * • - % * ’ ) « + & -  И  < * > -1-1 ЦФГ) 1 = 1 (1 + г)

- ^ ( 2  ' А
г -1  (1+г)

1 Повторивши для вектора Ь м!ркування, як! провадилися для вектора р ; при 
виведенн! формул ( 10) ! ( 11), читач пересв!дчиться, що й для х[  та х °  справед
лив! сшввщношеиня ( 10) I ( 11).



тобто

г - -  2  I I  ч л Н  +  й * "
1 = 1 (1 +  г) 1=1 (1 Ч-г)

Отже,
т пг

* '  =  (  Ц  с А  +  в л ) - [ с Л  +  ^ (  Ц  V * ) * ' “ * , ] “ ■
1=1 (»'*/•) (-1 (*>Г)

т гп гп

=  — ^ ( х г8сг +  *е.Л —  с5)* г = *  —  ^ ( 2 ^ 1  —
1=1 8 г=1 (! + /•) <=1

—  с.) ^  =  г  —  ——  *г, тобто г ' =  г  — (г.
/  Т Г> Г$

Вщнявши вщ обох частин ще! р1вност1 вектор с0, дктанемо

г '  — с0 =  (г — с0) —г ' * г.

Твердження доведено.
1з сп1вв1дношення (15) випливае, що рядок г '  — с0 ми дктаемо так 

само, як 1 шил рядки таблищ 7\: з рядка г  — с0 ми в^дшмаемо ря
док 1Т, помножений на такий множник, щоб в 5-му стовпчику з’явився 
нуль. Доведемо тепер теореми, про яю говорилося вище.

Теорем а 1. Якщо принаймш для одного з чисел / ( / = 1 ,2 ..........
п.) С/ — С/ >  0, то кнуе такий допустимий розе'язок х ’ , що С(> <  С0, 
де Со —  значения цыьовоИ функцп при х  =  х ‘ .

Д о в е д е н и я .  Нехай для деякого числа к (1 <  к <  л) С* — ск >  0. 
Для допустимого розв’ язку х а — (х\, х2, . . . ,  х°т , 0.......... 0) маемо:

х{рх +  х\р2 +  • • • +  х°тр т =  Ь, (17)
сгх° +  с2х\ +  • • • +  стх°т =  С0, (18)

де С0 — значения шльово! функцп при х  =  х°.
Вектор рк запишемо у вигляд1 лшшно! комбшацп вектор1в базису 

В  {/»!, Рг, . . . .  Рт}'

х1кр1 +  Т2кРг +  • • • +  ^ткРт =  Рк (19)

1 запишемо р1вн!сть:

*\кС\ +  хгкс ъ +  • • * +  хткСт — к̂- (20)

Нехай а — деяке дшсне число. В1дшмемо почленно вщ явностей
(17) 1 (18) в1дпов1дно Р1ВНОСТ1 (19) I (20), пом ножен 1 на а. Дктанемо:

(х\ —  а^ц) Р\ 4* (*г— ахгк) Р?~̂ ~ ' •' 4" (х,„ — &хтк) р т =  Ь о-рк~ (21) 
(х  ̂— ах^) Сг +  (х°2 — ах. )̂ С., -Н • • • +  (хт — аТт*) Ст  =  С0 «С*. (22)

В р1вност1 (21) член ар к перенесемо в Л1ву частину, а до обох час
тин р1вност1 (22) додамо аск, тод1 матимемо:

(х 1 ах1А) Р\ 4* (х2 ах2к) р г  4" • ■ ■ 4" (хт — атт*) Рт 4“ аРк =  (23)
(х°х —  а х ,* )  С! +  (х° —  ах2к) с2+ --------- (- (х°т —  ахтк) ст +  а с *  =

=  С0 — а(С к — Ск). (24)

Виберемо тепер дшсне число а так, щоб уа числа х° — лх1к, х°2—
—  ах2к, . . .  , х°т — ах^, а були додатними. Осюльки числа х\, х° .........
х°т додатш, то таке число а можна вибрати1.

3 означення числа С* 1 умови С*. —  ск >  0 випливае, що т <  к <  п. 
За ще! умови р1вносп (23) 1 (24) означають, що то =  (х° — лх1к, х°2 —
—  ах2к, . . .  , х°т — ахтк, 0, . . .  , 0, а, 0, . . .  , 0) е допустимий роз
в’ язок каношчно! задачи а =  С0 — а (С* — ск) —  в1дпов1дне йому 
значения щльово! функцп. Осюльки С* — ск >  0 1 а >  0, то з р1в- 
ност! Со =  С0 — а (С — ск) випливае, що С0' <  С0- Теорему доведено.

Таким чином, якщо хоч одна з р1зниць Сх —  с1г С2 — с2, . . .  , С5 —
— с3.......... С„ —  сп е додатне число, то за доведеною теоремою допус
тимий розв’язок х°  =  (д:°, х°, . . .  , х°т, 0, . . .  , 0) не е оптимальним.

Теорема 2. Якщо С/ — С/ <  0 при /  =  1, 2, . . .  , п, то допус
тимий розе'язок х а =  (х°1: х°2........... х°т, 0, . . .  , 0) е оптимальним
розв'язком.

Д о в е д е н и я .  Нехай ^ — с, <  0 для будь-якого / ,  1 <  /  <  п. 
Осюльки система вектор!в р 1г р 2, . . .  , р т л1Н1Йио незалежна, то

а 11 а12 . . « 1т
а21 а22 • • а2т ^ 0

ат 1 йт2 . .

1 тому система р1внянь
{ацуг 4- а2,у2 +  • • • +  ат1ут =  с/ (1 =  1, 2 , . . .  , т) 

мае розв’язок у °  =  (у°,у°, . . .  , у°т). Таким чином, справедлив! р1в-
НОСТ1

а иУ1 4- 0-2/У14- ■ • • 4- ат,-у°т =  С/ (/ =  1, 2, . . . ,  т). (25)
А при /  >  т маемо:

аЧУ°1 +  а2/Уг 4- • • • 4- вт1У°т =  (р/, у а) =  (Х1/Р! +  х2/р2 +  • • • 4-
4- хт/р т, у ° )  =  ху ( р и  у ° )  4- х2/( р 2, у°) 4----------ь хт/ ( р т , у°) =

=  Х1/С! 4* т2/С2 4- • • • 4- т̂/Сщ =  2/ <  С/,

1 Справд1, нехай —  найменше серед додатних чисел х ° , х\ .......... х°т , а х [к —

найб1льше серед чисел х 16, х2й, . .  . ,  Х тй , виберемо а так, щ об справджувалися не- 

р1вност1 а >  0  1 —  а.1 [к >  0 , т од 1 в с1 числа —  а т ^  (I =  1, 2, . . . .  т )  будуть

ДОДЭТН1.



ОСЮЛЬКИ С/ —  С] <  0, тобто
аиу1 +  ауу°2 + -------1- ат,у°т <  с, (/ =  т +  1 , т +  2, . . .  , гг). (26)

Сшввщношення (25)} (26) означають, що вектор у °  — (у°х, у2.........у „)
задовольняе систему обмежень.

{аЧУ1 “Ь а21Уг +  ’ * * +  Яш/1/т <  С) ( 1 = 1 ,  2, . . .  , п), 
причому виконуеться умова: якщо а\/ух +  ацу2 +  • • • +  ат!ут <  С/, то 
компонента х °  в невщ’емному розв’язку х °  =  (х°х, х°, . . .  , х°т, О,
О, . . .  , 0) системи обмежень {а1ххх +  а12хг +  • • • +  а1пхп =  Ь, (ь =  1,
2, . . .  , т) розглядуваноТ канон 1чно! задач 1 мш1м1зацп дор1внюе 0.
Тому за теоремою 4, п. 3.4 х °  =  (х[, х°2........... х°т, 0, 0, . . .  , 0)
е оптимальний розв’язок розглядуваноТ каноючноТ задач 1 мш1м1заци, 
а у °  =  (у°, у°2< . . .  , у°т) —  оптимальний розв’язок двоТстоТ задач 1 мак-
сим1зац111. Теорему доведено.

Об’еднавши теореми 1 1 2, дктаемо такий критерьй оптималь
ность: допустимий базисний розв’язок х 9 канон очноь задачь мьньмь- 
заци е оптимальним тодь ь тьльки тод1, коли всь рьзниць 5/ —  с,- 
( / =  1, 2, . . .  , п) недодатнь. Отже, для знаходження оптимального 
розв’язку зам1щенням вектор1в базису треба виконувати так, щоб через 
К1лька кроюв Д1стати вектор г (к) — с0, у якого ва компоненти Цк) — с. 
( / =  1, 2, . . .  , п) недодатш. Звщси перше правило симплекс-методу: 
якщо для деякого з С5 — с3 >  0, то вектор р $ вводимо у новий 
базис.

Постае питания: який же вектор базису сльд замьнити векто
ром р $?

Припустимо, що ми вводимо у новий базис вектор р 3. Можлив! 
два випадки: 1) ва числа х1з (ь =  1, 2, , т) недодатнг, 2) серед
чисел т,3 е додати 1. У першому випадку справедлива така теорема.

Т е о р ем а  3. Нехай р 3 — вектор, вибраний за першим правилом. 
Якщо всь числа х1з(ь =  1, 2, . . .  , т) недодатнь, то ц1льова функщя 
розглядуваноь задачь не мае мьньмуму.

Д о в е д е н и я .  За таблицею Т
ТП

ь =  2  х°р , (27)
1= 1

I
т

Р 5 =  2  'иРь-

3 останньо! р1вност1 д1Стаемо:

0 =  Р, —  2 ^ < -  I28)

1 Замшивши розглядувану каношчну задачу м Ш м !за ц п  л!шйноТ форми /  =  
=  схх х +  с%х г +  • • • +  спх п канош чною задачею максим1защ 1 форми — /  =  (— с х) х х +  
+  (— с2) х 2 +  • ■ ■ +  (— с„) хп й застосувавш и п от1м теорем у 4 , п. 13.4, д !станем о 
результат, про який щойно говорилося.

До р1вност1 (27) додамо почленно р1вшсть (28), помножену на 
деяке число к >  0. Д1станемо:

т т
Ь =  2  х°1р 1 +  кр3 — к 2  ^Рь- 

1-1 /-1
ЗВ1ДСИ

т
кр3 +  2  (,х° — кх1з) р 1 =  Ь. (29)

1 =  1

Осюльки х1$ <  0 (»' =  1, 2, . . .  , т), х°( >  0 (* =  1, 2, . . .  , т) 1 
к >  0, то чю =  (к, х\ —  кх1$, х°2 —  кх2$, . . .  , х°т —  кхт$), за р1вюстю 
(29), е допустимим розв’язком розглядуваноТ' каноючноТ задач1 мш1м1- 
защТ. Цей розв’язок залежить вщ системи вектор1в р 8, р х, р 2, . . .  , 
р т. Тому при х  =  IV значениям щльовоТ функш’Т }(х) =  сххх +  с2х2 +

т  т
Н--------\-спхп буде /  («у) =  с5/г +  2  с, (х] —  кх1$) =  2  ^х0, +  сБк —

/= 1 г=1
т т

—  к 2  Хи =  2  С1Х °1 +  С.к — К  =  Со — к (С8 —  с8), тобто /  (т) =  С0—
1 = 1 / -1

—  — с 8).
Оск1льки за умовою теореми С5 —  с$ >  0 1 к —  дов1льно вибране 

додатне число, то /(то) може бути як завгодно малим (вщ’емним) 
числом. Отже, щльова функщя }(х) не мае мшмуму. Теорему до
ведено.

Нехай серед чисел т,5 е додатн1. Для додатних чисел т,5 обчис-
О

лимо в1дношення — . Оск!льки таких вщношень ск1нченне число, то 
серед них знайдеться найменше. Припустимо, що найменшим е вщно-

О

шення — . У такому раз1 вектором р,  будемо зам1щувати базисний
ТГ9

вектор р г. Отже, вектор базису, який замодуеться вектором р 3, виби- 
раемо за таким правилом: вирьшивши ввести в новий базис вектор р в,

О

обчислюемо вьдношення — для х1з >  0 ь замьщуемо той вектор рГ
старого базису, для якого це вьдношення мьньмальне. Це —  друге 
правило симплекс-методу.

За першим правилом симплекс-методу ми визначаемо стовпчик, 
в якому розм1щений розв’ язувальний коефщент хг$, за другим прави
лом— рядок, в якому розмщений цей коефщ1ент.

Доведемо теорему, яка характеризуе зам1щення вибраного нами 
базисного вектора р г вектором р $.

Теорема 4 (п ро польпшення р о зв ’язку). Якщо замьстимо 
вьдповьдно до правил симплекс-методу базисний вектор р г вектором р $, 
то знайдений базисний розв’язок х ' буде допустимым, а вьдповьдне 
йому значения Со цьльовоь функци, яку треба мшьмьзувати, буде 
менше, ньж попередне и  значения С0-



Д о в е д е н и я .  Доведемо спочатку, що знайдений в результат)' за
мщення вектора р г вектором р 3 базисний розв’язок х '  =  (д ,̂ х'2, ,
*г—1, *5\ х'г+1, . . .  , х „ , 0, . . .  , 0), допустимий, тобто що х[, х'2, . . .  ,
х'г_  1, х ', х ’г+1.х „  е нев1д ’емн1 числа. Осюльки вектор р г зам1-
щено вектором р $, то за формулами ( 10) ) (11)

х[ =  х°{ —  —  х° при I ф  г, (30)

де х° > 0, х° >  0, >  0.
1з сп1вв1дношення (31) випливае, що х, >  0. Якщо тг8< 0 ,  то

О

з сшввщношення (30) випливае, що х[ >  0. Якщо хи > 0 ,  то —  >
О Т / 5

Хг , оск!льки вектор р г вибрано за другим правилом замщення.
Г8

Звщси -гГкл:? >  хихаг \ тому хГ5х°{ — х{!х° >  0. Отже, х[ = х ° ,— — х° =
Хг5

— т/я хг =  — ----- ^ > 0.
ХГ8

Доведемо тепер, що ^  <  С#. За сшввщношенням (15)

=  (32)

Ми провадимо вс! м1ркування в припущенш, що виконуеться умова 
невиродженостк Тому компоненти х\, х°, . . . ,  х°т допустимого базис
ного розв’язку х а =  (х1, х\.......... х°т, 0, 0............ 0) додатш, зокрема
й х° >  0. У противному раз! базисний розв’язок залежав би в1д мен
шого шж т числа вектор1в р (, чого не може бути.

Осюльки вектори ра 1 р г вибрано за правилами симплекс-методу, 
то С5 — с5> 0  1 хГ8> 0 .

Отже, С0' — С0 =  — с$ х° <  0 1 тому С0' <  С0. Теорему доведено.
Т Г5

Припустимо тепер, що, виходячи з таблищ Т, яка в1дпов1дае по-
чатковому базисному розв’ язку х а=  (х°, х\.......... х°т, 0, 0, . . .  , 0), ми
посл1довно замщуемо за правилами симплекс-методу вектори базису. 
Постае питания: коли закончиться цей процес послёдовного зам1- 
щення?

Якщо на певному еташ замщень створиться ситуащя, про яку 
говориться в теорем1 3, то щльова функщя каношчно! задач1 мш1м1за- 
цх 1 необмежена знизу 1 тому задача оптимального розв’ язку не мае.

Якщо ж у процес1 поо/пдовних замщень така ситуащя не ство- 
рюеться, то через сюнченне число замщень ми прийдемо до табли
ца Тк, яка задовольняе критер1й оптимальности1 1, таким чином, знай-

* Т а б л и ц я  Г *  з а д ов ол ь н я е  критер1й опти м альност1  —  це озн а чае , щ о  в с 1 
елементи И д о д а т к о в о г о  р я д к а  е н едодатн ! чи сл а .

демо оптимальний розв’ язок каношчноТ задачк Справд1, за теоремою
4, значения С0 щльовоК функцп при кожному черговому замщенш 
зменшуеться. Тому в процес! послщовних зампцень ми не можемо 
одержати той самий базис б1льше одного разу 1, отже, одержуемо 
ргзш базиси. Число посл1Довних замщень, таким чином, не б1льше, 
Н1Ж ЧИСЛО ВС1Х можливих базшпв системи вектор1в р и р 2, ..., р п, тоб
то не бшьше шж Л™ (число розмщень з п елеменпв по т елеменпв).

Отже, процес посшдовного замщення вектор1в базису через сюн- 
ченне число кроюв закончиться. Але в розглядуваному випадку це 
можливо лише тод1, коли ми прийдемо до таблищ' Тк, у додаткового 
вектора-рядка г {к)— с0 яко! ва компоненти Цк)—  с) недодатш. Базис
ний розв’ язок, знайдений за таблицею Тк, буде оптимальним розв’ яз
ком каношчноТ задачк

Таким чином, якщо каношчна задача мШ1м1зацп мае оптимальний 
розв’ язок, то в процеа розв’ язування п симплекс-методом не може 
створитись ситуащя, яка розглядаеться в теорем1 3, 1, отже, и можна 
розв’ язати за допомогою сюнченного числа зам1‘щень.

На заю'нчення зробимо калька зауважень. Користуючись прави
лами симплексного методу для вибору вектор1в р $ 1 р г, сл1д мати на 
уваз! таке. Може трапитися, що серед компонент С<.4) — с/ додаткового 
вектора-рядка г {к)— с0 таблищ Тк додатних буде юлька. Тод1 кожен 
з вектор! в р ,, що в!дпов1дае додатшй р1знищ Цк> —  с,, можна ввести 
в новий базис.

О д н а к  щ о б  с к о р о т и т и  п р оц ес  о б ч и с л е н ь , с л 1 д  в в е с т и  у н ов и й  б а 
зис ТОЙ 13 НИХ, ЯКИЙ В1ДПОВ1Дае НаЙб1ЛЫШЙ 13 р1зниць Цк)— с;. Якщо 
е дею'лька о д н а к о в и х  н а й б 1 л ь ш и х  д о д а т н и х  р 1 зн и ц ь  Цк)— с/( т о  м ож н а  
ВВОДИТИ в НОВИЙ б а з и с  б у д ь -я к и й  3 в е к то р ! В, ЩО В1ДПОВ1ДаЮТЬ цим 
н а й б 1 л ьш и м  р 1'зн и ц я м . Якщо при з а с т о с у в а н ш  д р у г о г о  правила си м п 
лекс-методу в и я в и ть ся , що е деюлька однакових н ай м ен ш и х в1дно- 

х\к)
шень -Гу, то можна вивести з старого базису будь-якии з вектор1в,

1с$
що в1дпов1дають цим найменшим в1дношенням.

При виклад1 симплекс-методу ми вважали, що виконуеться умова 
невиродженость Використали ми це лише при доведенш теореми 4. 
Якщо умова невиродженост1 не виконуеться, то теорема 4 не буде 
справедливою. Застосування другого правила симплекс-методу 
в цьому випадку може не дати полтшення розв’ язку1.

4.3. Приклади розв’ язування задач симплекс-методом. Розглянемо тепер илька 
приклад1в розв ’язування задач лш ш ного програмування симплекс-методом.

1. Знайти нев1д*емний вектор I =  (Х(, Х2. X ,, Х4> Х6), який задовольняе систему 
обмежень

Г XI +  2х 2 +  2д:4 +  хь =  8,
I — 4 х г +  7дс2 —  * 3 —  5 х л +  2д;6 =  7

I  М1Н1М13ув Ц1ЛЬОВу фуНКЦ1Ю
______________  !  (X) =  4* ! —  2*2 +  *з —  4*4 +  * 6.

1 П ро випадок ви родж ен оси  див., наприклад, Д .  I? е й л , Т еория линей
ны х эконом ических моделей. М ,, И зд-во иностр. лит., 1963,  ̂ - •



Р о з в ’ я з а н н я .  В!дпов!дно до прийнятнх нами позначень маемо:

( 1 2  1 2 1 \
— 4 7 — 1 — 5 2 ) '  с = <4- ~ 2' ~ 4 - 0 ; х  — * 2 . х я, х 4. дг5);

р , =  < 1 , - 4 ) ,  р 2 — (2, 7), р , =  (1, — 1), р 4 = ( 2 , - 5 ) ,  р 5 = ( 1 ,  2).
Ь =  (8, 7).

Л егко показати, що вектори р у I р 5 утворюють базис системи вектор1в п , р ,  
Ра. Рх, р ь  Нев1д ’ емним базисним розв’ язком, що в1дпов1дае базису б  { р ь  р ь }\

е вектор х° — , 0, 0, 0, . Виходячи з цього базисного розв’язку, вщшу-

куватимемо тепер за симплекс-методом оптимальний розв’язок задач). Щ об скласти 
таблицю Т  вектор 1в р ъ  р 2, р 3, р 4, р 6, Ь в1дносно базису В { р ъ  р 6}, запишемо 
кожен з цих вектор1в у вигляд 1 лшйноТ комбшацп вектор1в р ,  1 р ь. Матимемо:

Р ^ = Р 1  +  0 ' Ръ,  Р2 =  - ' у Р 1  +-|-р5> Ря =  \  р \ + \ р ь <  Р 4 = | -Р 1  +

+  \ р ь . Рв =  0 Р 1 + Р б . Ь =  ~ р х +  у р 6.

Отже таблиця Т  мае вигляд:

Рх Рг Рз Р  \ Рб Ь

т р* 1 1
2

1
2

3
2

0 3
2 С1 =  4

Ръ 0 5
2

1
2

1
2

1 13
2 с5 =  1

Знайдемо тепер вектор г =  (Сь  С„ С3, С«, С», С0). За формулою (14) С, =  +
+  свтБ/ ( /= ■ • . 2 . 3, 4, 5); С0 =  С!*? +  с5д^.

Отже С, =  4 С =  —  Г __ ® г __ ^  г __ I г 25’  1 » ^2 9 * 3  О » о  » —  *» Со —  "я* •

. _ ( 4  I  I . »  , I)
\ ’ 2 ■ 2 2 • ’ 2 / ’
Оск1льки вектор с 0 =  (с ,. с„, с8, с4, с5, 0) =  (4, — 2, 1, — 4, 1, 0), то г —

„  „  5 3 21 „  25\
I” » 2 ’ 2 * 2 * ~2 )  ’ *^®п®вн[имо таблицю Т  рядком х  —  Матимемо!

Рх Ра Р я Р\ Р* ь

Рх 1 1
2

1
2

3
2 0 3

2
Т

Рь 0 5
2

1
2

1
2 1 13

2

п 5 3 21 0 259  с0
2 2 2 2

Застосуемо перше правило симплекс-методу. У  рядку г  —  с 0 е три додатш елемен-
5 3 21

ти —  с,-: 2̂ —  с2 =  — , —  ся =  — , —  с 4 =  • Отже, в новий базис можна

вводити будь-який з вектор1в р 2, р 3, р 4. Вводитимемо вектор р 4, який вщповщае 
НаЙб1ЛЬШ1Й ДОДЭТШЙ р1зниш ^  —  С/.

Тепер застосуемо друге правило симплекс-методу. У нашому випадку обидва
х°  х® х°{

елементи т14 I т54 —  додатш. Тому обчислюемо вщношення------- 1 — —  : ------- ----
0 Х 14 %М  Т 14

Л  - Л  _  1 *5 _  13 • 1 _  „
2 ' 2 ’ тм 2 ' 2
Отже, вектором р., треба замщ ати в старому базис! вектор р г.

3
Таким чином, розв’ язувальним коефшентом буде т14 =  — . Виконавши зам1- 

щення вектора р х вектором />4, дктаемо таблицю

р\ Рг Рз Р4 Рь Ь

Р4
2
3

1 1
3

1 0 1

‘Л 1 8 1
Ръ ~  У 3 Т 0 1 6

м
ч г с — 7 6 — 2 0 0 2

За правилами симплексного методу в новий базис треба ввести вектор р2, а з 
старого базису сл1д вивести вектор р 6. Отже, розв’ язувальним коефщ1ентом буде

т52 =  -д-- Виконавши чергове замщ ення, д1'станемо таблицю

Рх Рг Рз Р< Рь Ь

Р«
5 0 3 1 7

"8" 
— 1

Т
]

1

0

У
3

Т
9

Рг 8 1 8 8 4

г ’ ~  с п
— 25

4
0 — 11 

4
0 —9

4
— 23

2

Осюльки в цш таблищ во' р13ниш ^  —  сI недодатш, то за критер1ем оптималь- 

носп допустимий базисний розв’ язок I — (о , — , 0, — , о )  е оптимальним.
4 4 ,

Значения ) (д:) уже також обчислено; воно дор1внюе останнш компонент! вектора 
ш|п

23
г" — с 0, тобто ! (х )  -----------.

т |п  2



2. Знайти невщ ’ емпий вектор  I =  (X,, Х2, Х3), який задовольняе систем у обмеж ень

—  х г —  хг —  2л3 <  5,
2хх —  Зх2 +  х 3 <  3, (33)
2х1 —  5х2 +  6д;3 <  5

1 М 1Н 1М 13у е  Ш Л Ь О В у  ф уН К Щ Ю

/  (х) =  — хг +  Зл:2 — 2х3.

Р о з в ’ я з а н н я .  Запишемо систему обмежень (33) у^вигляд1 
системи р1внянь, ввивши до кожно1 нер1вност1 додаткове невщ’ емне не- 
вщоме. Матимемо:

—  хг —  х2 —  2х3 4- х4 -Ь 0 * хъ 0 * х в =  5,
2хг —  Зх2 +  х3 +  О • х4 +  х6 +  0 • =  3, (34)
2хх —  5х 2 +  6х;> +  0 • х4 +  0 • хь +  хл =  5 .

Стандартна задача мш1м1зацп зводиться, таким чином, до каношч
но! задач1 мш1м1зацп: знайти вектор / =  (А-ц ^2, Х3, Я,4, Х5, А.в), який за
довольняе систему р1внянь (34) 1 мш1м1зуе шльову функшю

Ф (х) =  —  хг +  Зх2 —  2х3 -+- 0 • х4 +  0 • хъ +  0 • хь.

Розв’язуватимемо цю задачу симплекс-методом. Запишемо потр1б- 
ш нам вектори: рх =  (— 1, 2, 2), р2 — (— 1, — 3, — 5), р 3 =  ( 2, 1, 6),
р , =  (1, 0 , 0), рь =  (0 , 1, 0), Рв =  (0 , 0 , 1), Ь =  (5 , 3 , 5), с =  ( - 1 ,  3 ,
- 2 , 0 , 0 , 0).

Вектори р4, р 6, р й е одиничними векторами простору К 3 1 утворю
ють базис цього простору, а отже, 1 системи вектор1в р 1л р 2, р3, Рь, Ръ, 
ре. Вектор х° =  (0 , 0 , 0 , 5 , 3 , 5), очевидно, е невщ’емним базисним роз
в’ язком задач1, що в1дпов1дае базису В {р4, ръ, Ро} •

Таблиця Т векторов рх, р2, р 3, р4, рь, Ра, Ь В1ДНОСНО базису
в  {Рь, Ръ, Ра\ буде така:

Р. Р1 Р:> Р4 Ръ Р« ь

р< — 1 —  1 — 2 1 0 0 5 с„ =  0

Т Ръ 2 - 3 1 0 1 0 3 с5 =  0

Ре 2 — 5 6 0 0 1 5 с „ =  0

Обчисливши компоненти 2̂. Сз. Сь> Се. Со. знаходимо: С1 — 
=  Сг =  Сз =  С« =  С» =  Со =  Се =  0. Отже, г =  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), 
г -  си =  ( 1 , - 3 ,  2, 0 ,0 , 0 ,0 ).

Складаемо тепер розширену таблицю Т  1 будемо провадити по- 
сл1довне зам1щення за симплекс-методом, виконуючи вйшовдап

Р. Рч Рз р4 Рь Рь Ь

Рх — 1 — 1 —2 1 0 0 5

Т Ръ 2 — 3 1 0 1 0 з

Рь 2 — 5 н 0 0 1 5

2 —  С 1 —3 2 0 0 0 0

Р>
1 8 0 1 0 1 20

3 3 3
й 13 1 13

Ръ Т 6 0 0 1 6 6

1 5 1 5
Рч 3 6 1 0 0 6 6

г' —  с
1 4 0 0 0 1 5
3 3 А 3

Рх 0 31 0 1 1 3 71
10 5 10 10

Т г Р 1 1 13 0 0 3 1 13
10 5 10 10

Рл 0 2 1 0 1 1 2
о 5 5 5

2 "  —  С 0 9 0 0 1 3 21
10 3 10 10

В ос.танньому рядку таблищ' Г2 в о  елементи ‘С, —  с, недодатш. Отже вектор 
' 3 2 71 \
Уо"! : 0; 0 I еоптимальним розв’ язком каношчно! задач! м Ы м 1заци.

I 13 2 \
= (  Й Г  С: т )

до якоУ ми звели задану стандартну задачу. У такому разт вектор I 

е оптимальним розв’ язком задано! стандартно! задач! м1шм!заш'!. Значения стандарт

но! задач! м М м 1зацГ! /  (х ) = --------- .
тп |п 10

П р и м I т к а. Зауважимо, що в задачах лш ш ного програмування, в яких 
система обмежень мае вигляд ап х г +  аа х2 +  ... +  а1пхп +  *,• =  Ь, (/ =  1, 2, ...

т) (ЬI >  0) проблеми вщшукання вихщного базисного розв’ язку не 1снуе. 
Вектори р п + ], р п+2........Рп+ т е одиничш вектори простору Ут 1, отже, вони утво
рюють базис системи вектор1в р ъ Рг, - , Р п+т- Базису В {р п+1, р п+? р п+т ) 
в1дпов1дае невщ’емний базисний розв’ язок х °  =  (0, 0, ..., 0, Ьг, Ь2, . .., Ьт). Тому, 
взявши базис В { р п+\, Р„_|_2> •••> Рп+т } 33 вихщний, можна зразу приступати до 
зам1щення векторгв базису.



4.4. Знаходження невщ’емних розв’язюв системи лшшних р1в- 
нянь. При вивченш симплекс-методу ми припускали, що нам вщомий 
деякий допустимий базисний розв’язок каношчноТ задач1 мшш1зацп, 
тобто невщ’емний базисний розв’ язок системи обмежень щеТ задачи 
Проте розв’ язування кожноТ конкретноТ каношчноТ задач! симплекс- 
методом розпочинаеться саме з вщшукання невщ’емного базисного 
розв’ язку и системи обмежень, тобто системи р1внянь вигляду

{апхг И- 1112X2 +  * * * -Ь о-1Пхп =г= Ь1 ( < = 1 , 2 , . . . ,  т). (35)

Тому треба з ’ясувати, як знайти невщ’емний базисний розв’ язок 
системи (35). Звичайно можна було б спробувати вщшукувати вс1 ба- 
зисш розв’ язки системи (35) з над1ею на те, що на певному еташ зна- 
йдемо й невщ’емний базисний розв’язок. Проте значно легше розв’ я
зати цю задачу, якщо звести и до каношчноТ задач1 мш1м1зацп. Пока
жемо, як це зробити. Вважатимемо, що в систем1 р1внянь (35) вс1 В1ль- 
ш члени невщ’емш, тобто Ь( >  О при {' =  1, 2, ..., т. Цього завжди 
можна досягти, помноживши кожне р1вняння, у якого в^льний член 
вщ’емний, на — 1.

Розглянемо таку каношчну задачу мш1м1зацп: знайти невщ’емний
вектор х° =  (х?, х°2....... Хп, 4 + 1, 4 + 2 ........ 4 + т ) ,  який задовольняе
систему обмежень

[а.1\Х! -}- а^х2 4- • • • 01Пхп х п+ 1  — Ь{ ( { == 1, 2, . . . ,  гп)

I М1Н1М13уе щльову фуНКЦ1Ю

/  (х) =  Х„+\ +  Хп+. +  • * * +  Хп+т. (36)

Називатимемо цю задачу задачею I.
Доведемо, що система рёвнянь (35) мае невёд'емний розе'язок тодё 

ё тёльки тодё, коли значения задачё I дорёвнюе нулю.
Справд!, якщо система (35) мае невщ’емний розв’ язок х° =  

=  (*?, х°, ..., х°п), то задача I мае допустимий розв’язок л:“ =  
=  (4 , х°, ..., х°, 0, 0, ..., 0). Значения щльовоТ функцп (36) при х  =
=  х° дор1внюе 0.

Для будь-якого шшого допустимого розв’ язку задач1 I значения
щльовоТ функцп (36), очевидно, не менше, шж нуль. Тому х° е опти
мальним розв’язком задач1 I, 1 значения и /  (*°) =  0.

Навпаки, якщо ж0 =  (4>_4> ..., 4 ,  4 + 1» ..., 4 + т  е оптималь
ним розв’язком задач1 I 1 /  (х°) =  0, то, за сшввщношенням (36), 

=  хп+ 2 “  ••• ~ хп-\~т — 0 1, отже, х? == (Х|, х2, ..., хп) е не
вщ’емний розв’ язок системи (35). Таким чином, якщо х° =  (лг̂  х2, ... 
..., х„, 4 +ь •••, Хп+т — оптимальний розв’ язок задач! I 1 значения
II /  (а;0) =  0, то х" =  (4 , 4 . 4 ) е невщ’емний розв’ язок системи
(35); якщо ж значения задач1 I не дор1внюе нулю, то система (35) не
вщ’емних розв’ язюв не мае.

П р и к л а д .  Знайти невщ’емний розв’ язок системи лшй’ших р!'внянь 
| х, +  4х 2 —  * 4 =  3,
| 2*1 Х„ =  3,
1 3*! —  *2 —  2*3 =  1.

Р о з в ’ я з а н н я .  В|дпов1дна каношчна задача мш 1м1заци формулюеться так: 
знайти вектор х °  — (х®, *®, х°, *4, *®, *{!, х^), який задовольняе систему обмежень

| Х1 +  4*2 — *4 +  *6 = 3 ,
| 2х \ —  х3 +  *в = 3 ,
I 3*| *2 2*з +  *7 =  1

I МШ1М13уе ШЛЬОВу функшю

/ (х ) =  хъ +  хй +  ХТ
В 1дпов!Дно до прийнятих позначень маемо:

/1  4 0 -  1 1 0 0\ />, =  (1, 2, 3), Л  =  (4, 0, -  1),
А =  2 0 -  1 0 0 1 0 I =  (0 , —  1, —  2), р 4 =  (—  1, 0 , 0),

\3 —  1 —  2 0 0 0 1 /  р 6 =  ( 1, 0 , 0), р„  =  (0 , 1, 0),

р7 =  (0, о, 1), с =  (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1), Ь =  (3, 3, ! ) , *  =  (*,, *2, *„ *4, *5, *,).

Вектори р ь, р „ , р ,  е одиничними векторами простору К3. Позначимо 1х в]'дпов|'дно 
е 1 — (1. 0, 0), е2=  (0, 1 ,0), е3 =  (0, 0, 1). В1зьмемо за вих1Дний базис систему вектор!в 
е 1 . е2, е3 1 складемо таблицю Т (з додатковим рядком) векторов р 1, р 2, р„ п, ь 
еъ  <?2, е3 в 1Дпов1Дно базису В {«>,, е2, е3}. ’ ’

Дал! складаемо за симплекс-методом послщовшсть таблиць

Р 1 Рг Ръ Р4 Ь еу е3

<>1 1 4 0 — 1 3 1 0 0

т 2 0 — 1 0 3 0 1 0

ш — 1 — 2 0 1 0 0 1

г — с0 6 3 — 3 — 1 7 0 0 0

Рг Рг Р Р . Ь 1

1 в '
е„ е я

е , 0 13
3

2
3

— 1 8
3

1 0 1
3

Т\ е* 0 2
3

1
3

0
7
3 0 1 2

3

Р\ 1
1
3

2
■ "з 0

1
3 0 0

1
3

г — с0 0 5 1 1 5 0 0 —  2



Р о з д  I л II

Ц Ш  ЧИСЛА й ОСНОВИ ТЕОРП П0Д1ЛБН0СТ1

§ 5. 0С Н 0В Н 1 ПОНЯТТЯ Й ТЕОРЕМ И ТЕОРП  П 0Д 1Л ЬН О СТ!

5.1. Означення й основю властивосп под1льносп. У множиш на
туральних чисел N визначеш операцп додавання 1 множення, але не 
завжди здшсненш обернеш Тм операцп вщшмання й д1лення. Щобопе- 
ращя вщшмання завжди була здшсненна.у математищ вводять число
О 1 ц1Л1 вщ’емш числа — 1, —2, —3, ... . Натуральш числа, число 0 1 
ц ш  вщ’емш числа утворюють множину щлих чисел, яку ми познача
тимемо буквою 2 .

У множиш щлих чисел 2 визначеш операцп додавання 1 множення 
й здшсненна операщя вщшмання. Операцп додавання 1 множення щ- 
лих чисел, як вщомо, асощативш, комутативш й пов’ язаш дистрибу- 
тивним законом. Отже, множина щлих чисел 2 е комутативне юльце; 
його називають кыьцем щлих чисел. Ми не будемо торкатися питания 
побудови юльця щлих чисел, осюльки воно розглядаеться В курс1 
«Науков1 основи курсу шыльно!' математики», а вщразу перейдемо до 
вивчення деяких властивостей щлих чисел. Розглянемо насамперед 
питания про под1 льнхсть щлих чисел.

О значения. Якщо для щлих чисел а о Ь в кьльщ щлих чисел 2 I с нус 
таке число я, що а =  Ьс/, то кажуть, що а долиться на Ь або Ь долить а
о пишуть водповодно а '■ Ъ, Ь/а. Число а при цьому називають кратним 
числа Ь, а Ь називають дольником а. Зрозушло, якщо а =  Ья, то число 
Я також е д1льником числа а. Якщо в юльщ 2 не кнуе числа я, такого, 
що а =  Ья, то кажуть, що а не долиться на Ъ або Ь не долить а.

Наведемо деяю властивосп под1льносп щлих чисел, що виплива- 
ють з означення.

1 . V [0 о], оскшьки 0 • а — 0.
2. V \а : а Д а ■ (— а) Д а : 1 Д а : (— 1)], осюльки а =  а • 1 1 а =

а г̂
=  (— а) • (— 1).

3. V |а.& ]=^а:(— Ь) Д (— а)-Ь Д (— в ) :(— Ь)].
адг

Справд1, а =  Ь я =$> а =  (— Ь) (— я) Д (— а) — Ь (— я) Д ( я) =  (<7 Ь) я. 
?)■ 4. V \а-Ь Д Ь-с=$>а с]. Справдь а =  Ьяг Д Ь =  ся2=>а =  с(<?2х

а.ь.с^г
х  Яг) 1, отже, а с.

5. V \а]с /\Ь\с=>(а +  Ь)-с /\(а — Ь) с].

Справд!, а =  сдх Д Ь — ся2=>(а +  Ь) — с (я г +  Яг) А (а Ь) =  с (я \ —
•— д2) 1, отже, (а +  Ь) с \ (а — Ь) с.

6. V [а-Ь=$>ас Ь |, осюльки а =  Ья ^  ас =  Ь ус),
а.ь.сдг

7- . . у  „ , К : с Л а2 :с/\ . . .  Д ап:с=>(агЬ1 +  а2Ь2 +  . . .а1,Ь1,а2%Ь2, ап,Ьп,с&2.

• •' +  агРп) : с ] •
Ця властивкть е безпосередшм наслщком властивостей 6 1 5.

5.2. Дглення з остачею. Важливу роль у теорп под1льносп щлих 
чисел вщпрае така теорема.

Теорем а 1. (Про д'олення з остачею). Я  ко б не були цоле число а о на
туральне число Ь, завжди оснуе едина пара и,олих чисел я о г, така, що

а — Ья +  г, (1)
0 <  г <  Ь. (2)

Число я називають неповною частною, г — остачею.
Д о в е д е н и я .  Доведемо спочатку, що числа я 1 Л яю задоволь

няють умови (1) 1 (2), кнують. Справд!, якщо щле число а длиться на 
натуральне число Ь, тобто а =  Ьс, де с — деяке щле число, то, очевид
но, числа я =  с \ г =  0 задовольняють умови (1) 1 (2). Припустимо, що 
щле число а не Д1литься на Ъ. Тод1 можлив1 таю два випадки: 1) \а \ <
<  Ь\ 2) | а | >■ Ъ. Розглянемо кожен з цих випадюв.

1) Нехай | а | < ; Ь. Якщо при цьому а >  0, то з р1Вност1 а =
=  Ь ■ 0 +  а випливае, що числа я — 0, г =  а задовольняють умови 
теореми. Якщо ж а < 0 ,  го 0 < Ь  +  а < Ь  1 тому з р1вност1 а =  
=  Ь ( 1) +  (Ъ +  а) випливае, що умови теореми задовольняють чис
ла я =  — 1. г =  а +  Ь. Отже, в першому випадку завжди 1снуе пара 
чисел ц 1 г, яка задовольняе умови ( 1) 1 (2).

2) Нехай тепер | а \ >  Ь. Якщо при цьому а >  0, то з р1вност1 а =
— Ь • 1 +  (а — Ъ) випливае, що оснують ц1ле число я — 1 1 натураль
не число г =  а — Ь, таю, що

а =  Ья +  г,

Якщо ж а <  0, то Ь (—а) +  а >  0 1 з р1вност1 а — Ь ■ а +  \Ь (—а) +  
+  а] випливае, що р1вн1сть ( 1) справджуеться для Щлого числа я =  а 
\ натурального числа г =  Ъ (—а) +  а. Отже, у другому випадку завж
ди 1снують щле число я 1 натуральне число г, яю задовольняють умову 
(1). Нехай М — множина вс1х тих 1 т1льки тих натуральних чисел г, 
для кожного з яких при належному вибор1 щлого числа я справджу
еться р1вн1сть (1). За принципом найменшого числа у множиш нату
ральних чисел М  е найменше число.

Нехай цим найменшим числом е гх. Тод1 а =  Ьяг +  гх, де гг — деяке 
натуральне число. Покажемо, що гх <  Ь. Справд!, припустимо, що 
гх >  Ь. Тод1 Гг =  Ь +  г2, де г2 — деяке натуральне число, х а =  
== Ьяг +  ^  — Ьяг +  Ъ +  г2 — Ь {ях +  1) +  г2, тобто а =  Ь (ях +  1) +  
+  г2, причому г2 <  г г. Отже, числа я — Яг 1 • г =  г2 задовольняють 
умову (1) 1 тому г2 $ М, чого не може бути, осюльки гх — найменше 
з чисел множини М. Якщо припустите, що гх — Ь, то а =  Ьяг +  Ъ =  
=  Ь {Яг +  1), тобто а Д1литься на Ъ, а це су перечить умовь Отже, 1 в 
другому випадку кнуе пара чисел я 1 г, яка задовольняе умову теоре
ми. Таким чином, в ус1х можливих випадках 1снуе пара чисел я 1 г, та
ка, що а =  Ья +  г, 0 <  г <  Ь.



Покажемо тепер, що ця пара едино можлива. Нехай, кр1м пари чи
сел <7 1 г, 1снуе ще пара чисел ^  1 г1г яка також задовольняе умову тео
реми. Тод1 а =  +  г, 0 <  г < ; Ъ 1 а =  +  гг, 0 <  гг < ; Ь. Припу
стимо, що остач1 г 1 тх р13Н1. Для визначеност1 вважатимемо, що гг >  г. 
3  ревностей а =  +  г 1 а =  ЪЯх +  гх випливае, що

Ь<7 +  г =  ЬЯх +  гх, (3)
Ь [Я —  Я1) =  г, —  г. (4)

ОсЮЛЬКИ Ь >  Г! > - Г 1 г >• 0 , то 0 <  — г < . Ь.
Отже, права частина р1вносп (4) е натуральне число, а тому й Л1ва 

и частина також е натуральне число. Звщси випливае, що <7 >  -бо 
ПрИ <7 =  ^  л1ва частина р!вност1 дор1внюе нулю, а при Я <  Я1 вона е 
щлим вщ ’емним числом.

Осюльки я >  Як то <7 —  Цх >  П  тому Ь {я —  Я1) >  Ь. Таким чином, 
ми прийшли до суперечностк число гх —  г, яке менше ш ж  Ь, дор1внюе 
числу Ь (д — Чх), не меншому ш ж  Ъ. Отже, остач1 г \ гх не можуть бути 
р13НИМИ. ОсЮЛЬКИ Г =  Гх, ТО 3 р1ВНОСТ1 (3) ВИПЛИВае, ЩО Й <7 =  С/хш 
Цим едишсть пари чисел я 1 г, а отже, 1 теорему доведено.

Зауважимо, що теорему про Д1лення з остачею можна поширити 
й на випадок щ лого вщ ’емного числа Ь. Справд1, якщо Ь <  0 ,.т о  Ъ =  
=  —  | ь |. За щойно доведеною теоремою, 1снуе едина пара щлих чи
сел я * така, що а — | Ъ | ^  +  г, 0 <  г <  | Ь |. Звщси а — +  г,
де

Я =  ~ Я ъ  О С  г <  | Ь |. (5)
Пара чисел <71 г, що задовольняе умови (5), очевидно, 1снуе т1льки од
на. Отже, справедлива така теорема.

Теорема 2. Для будь-яких щлих чисел а ё Ь, де Ь Ф  0 , кнуе одна ё 
тёльки одна пара чисел д 1 г, така, що

а =  ЬЯ +  г, 0 <  г <  | Ь |.
П р и к л а д и .  1. Нехай а =  347, Ь =  18. Маемо 

347 =  18 - 19 +  5; 0 < 5 <  18.

2. Нехай а =  — 347, Ь =  18. Маемо
—  347 =  18 • (—  20) +  13; 0 <  13 <  18.

3. Нехай а =  — 334, Ь — — 17. Маемо
—  334 =  (—  17) • 20 +  6, 0 <  6 <  | 17 |.

3  теореми 2 випливае такий наслщок.
Наслщок. Щле число а тодё ё тёльки тодё кратне цёлому числу Ъ ф  

Ф 0 , коли остача вёд дёлення а на Ь дорёвнюе нулю.
Справд1, якщо остача г вщ д 1лення а на Ь дор1внюе нулю, то а =  

=  Ь ■ <7 1, отже, а кратне Ь. Навпаки, якщо а кратне Ь, то а =  Ъ • с, 
де с —  деяке щле число. О сюльки частка <71 остача г вщ д1лення а на 
Ь визначеш однозначно, то з останньоТ р1вност1 випливае, що <7 — с, а 
г =  0.

5.3. Найб1льший сшльний д!льник двох чисел 1 алгоритм Евклща.
За властивктю 3 под1льноеп щлих чисел з под1льноеп щлого числа а 
на щле число Ь випливае под1льшсть ± а  на ± Ь . Тому при вивченш

питания про под1льшсть Щлих чисел можна обмежитися розглядом 
лише щлих додатних чисел. Зокрема, всюди дал1 ми розглядатимемо 
лише додатш д 1льники щлих чисел.

[ Означення. Цёле число б називаеться спёльним дёльником цёлих чи
сел а ё Ь, якщо кожне з цих чисел дёлиться на б. Найбёльший ёз спёльних 
дёльникёв чисел а ё Ь називають найбёльшим спёльним дёльником цих чи
сел (скорочено НСД) ё позначають символом (а, Ь).

Ц ш  числа а 1 Ь, найб1 льший сшльний Д1 льник яких дор 1 внюе 1, на^/ 
зивають взаемно простими.

Безпосередньо з означень сшльного Д1 льника 1 найб1льшого сшль
ного д1льника двох чисел випливае правильшсть таких тверджень:

Теорема 3. Якщо цёле число а дёлиться на натуральне число Ь, тол 
множина спёльних дёльникёв чисел а ё Ъ збёгаеться з множиною дёльни- 

у кёв числа Ь. Зокрема, (а, Ь) =  Ь.
Д о в е д е н и я .  Справд1, будь-який сшльний Д1 льник чисел а 1 Ь 

г д1льником числа Ь. Але осюльки а д 1литься на Ъ, то й, навпаки, кож
ний д 1льник числа Ь буде сшльним дольником чисел а 1 Ъ. Отже, мно
жина сшльних Д1льник1в чисел а 1 Ъ зб1гаеться з множиною Д1льниюв 
числа Ъ. А осюльки найб1льшим д1льником числа Ь е саме це число, то 
(а, Ь) =  Ъ.

ГГеорема 4. Якщо цёлё числа а, Ь, <7, г пов'язанё спёввёдношенням а =  
=  &7 +  г, то множина спёльних дёльникёв чисел а ё Ь збёгаеться з мно- 
\цсиною спёльних дёльникёв чисел Ь ё г. Зокрема, (а, Ъ) — (Ь, г).

Д о в е д е н и я .  Справд1, кожний сшльний Д1льник чисел а 1 Ь 
за сьомою властив1стю под1льност1 е д1льником числа г, а кожний 
сшльний д1льник чисел Ъ 1 г за щею самою властивктю е д1льником 1 

числа а. Таким чином, множина сшльних Д1льниюв чисел а 1 Ь 3 6 1 га- 
еться з множиною сшльних Д1 льниюв чисел Ь \ г отже, (а, Ь) =  (Ь, г).

Перейдемо тепер до питания про знаходження НСД двох чисел.
Ще Евклщ у книз1 VII своТх «Начал» виклав спос1б знаходження 

НСД двох чисел, який вщомий тепер як спос1б послщовного Д1лення. 
або алгоритм Евклща. Полягае вш ось у чому. Нехай а 1 Ь — натураль-1 
1И числа. Якщо а не Д1литься на Ь, то за теоремою 1 а — ЬЯ1 +  ги 0 <  
•<. Г х <  Ь. Якщо Ъ не д1литься на г1} то за щею самою теоремою Ь =  
=  ГхЯъ +  г2, 0 <  г2 <  гх. Якщо Гх не Д1 литься на г2, то гх =  г^ 3 +  г3,
0 <С <1 г2 1 т. д. Цей процес послщовного Д1 лення не може продов- 
жуватись неск1нченно, бо в противному раз1 множина натуральних 
чисел Гх >  >  'з >  ••• >  г п -\  >  гп ••• не матиме найменшого чис
ла, а це суперечить принципу найменшого числа. Отже, 1снуе таке п, 
що гп—1 д1литься на гп. Процес посл1довного деления заюнчитьвя че
рез п +  1 кроюв, 1 ми д^станемо таку систему р1вностей:

а =  ЬЯх +  Гх,
Ь =  ГхЯг +  г*
Гу =  ГгЯз+Гз,

г п—2 =  г П-. 19,, +  Гп, 

г п—1 =  ГпЯп+1-



Розглядаючи ш р1 вноси’ зверху вниз, на шдстав1 теореми 4 приходи- 
мо до висновку, що множина сшльних Д1льниюв числа а 1 Ь збпаеться
3 МНОЖИНОЮ СШЛЬНИХ Д1ЛЬНИЮВ ЧИСеЛ Ы  г1у 3 МНОЖИНОЮ СШЛЬНИХ Д1ЛЬ- 
НИЮВ чисел Гг 1 Г2, Т2 1 Г3 1 Т. д. Отже, множина СШЛЬНИХ Д1ЛЬНИЮВ чи
сел а 1 Ь зб1гаеться з множиною сшльних д !л ь н и ю в  чисел гп_\ 1 гп, тоб
то за теоремою 3 вона збпаеться з множиною Д 1льнию в числа гп.

Зокрема, (а, Ъ) =  (Ь, гг) =  (ги г2) =  ... =  (гп-\, О  =  гп. Огже, 
ми довели таку теорему:

Теорема 5. НСД чисел а ё Ъ дорёвшое останнёй вёдмённёй вёд нуля 
остачё гп в алгоритмё Евклёда.

3  викладеного вище випливае також правильшсть такого твер
дження:

Теорема 6. Множина сшльних дёльникёв чисел а ё  Ъ збёгаеться з 
множиною дёльникёв НСД (а, Ь) цих чисел.

3 ще! теореми випливае такий насл1док: НСД чисел а ё Ь дёлиться 
на будь-який ёх спёльний дёльник.

Очевидно також, що додатний сшльний Д1льник чисел а \ Ь, який 
делиться на будь-який !х сшльний д1льник, е найб1льшим серед сшль- 
них Д1льниюв цих чисел.

Виходячи з щойно викладеного, поняття найб1льшого сшльного 
Д1льника двох чисел можна означити так: найбёльшим спёльним дёль
ником чисел а ё Ъ називаеться такий додатний 'ёх спёльний дёльник с1, 

. який дёлиться на будь-який спёльний дёльник б цих чисел.

П р и к л а д .  З астосуем о алгоритм Евклщ а для знаходж ення найбьльш ого сш л ь
н ого Д1льника чисел 816 1 187. М аемо:
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Отже,

8 1 6 =  1 8 7 - 4  +  68, 187 =  6 8 - 2  +  51, 68 =  5 1 - 1  +  17, 51 =  1 7 - 3 .

Остання вщмшна вщ 0 остача дор1внюе 17. Отже, (816, 187) =  17.

Тео рем а 7. Якщо натурально числа а ёЬ помножимо на натураль
не число т, то ёх НСД також помножиться на т, тобто

(ат, Ьт) =  (а, Ь) т.
Д о в е д е н и я .  Помноживши обидв1 частини кожно1 з р!вностей

(6) на число т, дктанемо р1 вносп:
ат =  ЬтЯх +  ггт,

Ьт =  гхтд2 +  г.гт,

гп~2т =  гп-\та,п +  гпт, 

г п—\т =  г ^ п + и

т о б т о  м атим ем о ал гори тм  Евкл1да для чи сел  ат \ Ьт. Осюльки остання 
вщмшна В1д 0  остача  ту т  дор1вн ю е гп т, т о

{ат, Ьт) =  гпт =  (а, Ь) т.

Теорема 8. Якщо натуральнё числа а ё Ь подёлимо на який-небудь 
1х спёльний дёльник б, то НСД цих чисел також подёлиться на б, тобто

I а Ь \ (а, Ь)
(ТГ ’ ТГ/ ~  б ' '

Д о в е д е н и я .  Справд), ^ у  б, у  б) =  (а, Ь). 3 другого боку, за тео

ремою 7 ( у  б, ±  б) =  ( у ,  у )  • б. Отже, (а, Ь) =  [ у ,  у )  б.

ЗВ1ДСИ у )  =  ^ 1 .
3 теорем 7 1 8 випливають таю очевидш насгпдки:
Наойдок 1. Частки -4-  ё -4-  вёд дёлення чисел аё Ъ на 'ёх найбёлыиий а а

спёльний дёльник с1 взаемно простё.
Насш'док 2. Якщо частки у  ё у  вёд дёлення чисел а ё Ь на 'ёх спёль

ний дёльник д. взаемно простё, то й е найбёльший спёльний дёльник цих 
чисел.

5.4. Найбьпьший сшльний д1льник юлькох чисел. Якщо кожне з 
щлих чисел аъ  а2, ..., ап Д1литься на щле число б, то число б назива
ють спёльним дёльником чисел аъ  а2, ..., ап. Найб1льший 13 сшльних 
Д1льник1в чисел аи а2, ..., ап називають найбёльшим спёльним дёльни
ком цих чисел 1 позначають символом (ах, а2, ..., ап).

Якщо найб1льший сшльний д1льник чисел ах, а2, ..., ап дор1внюе
1, то щ числа називають взаемно простими.

Якщо кожне з чисел аи а2, ..., ап взаемно просте з будь-яким ш- 
шим з них, то числа ах, а2, ..., ап називають попарно взаемно про
стими.

3 викладених вище означень безпосередньо випливае, що коли чис
ла аи а2, ..., ап попарно взаемно просп, то вони 1 взаемно проси, бо 
якби (ах, а2, ..., ап) =  с1 >  1, то, наприклад, числа ах 1 а2 Д1лилися б 
на число д, >  1, тобто не були б взаемно простими.

Обернене твердження неправильне. Це видно, зокрема, з такого 
прикладу: числа 15, 10, 13 — взаемно прост!, але не попарно взаемно 
просп, Со (15, 10) =  5.

У випадку двох чисел поняття «попарно взаемно просп» збпаеться 
з поняттям «взаемно просп».



Нехай Яц а2, а3.......  а„_ь  ап — будь-яю ц ш  числа, серед яких
принаймш одне вщмшне вщ 0. Введемо таю позначення:

(^1, 02) — ^2» (^2» О3) == я̂, • • • , (̂ гс—2, Оп—1) === (1п—Ь (с1п—1» Ог1) С1п.
Теорем а 9. Множина сшльних дольников чисел аи а2, а3, ..., 

а„_ь ап збогаеться з множиною дольников числа с1п.
Д о в е д е н и я .  При п =  2 теорема правильна. Припустимо, що 

вона правильна для п — 1, (л >■ 3), тобто, що множина сшльних дюь- 
ник1в чисел аи а2, ап- 1 зб1гаеться з множиною уах  дхльни- 
юв числа йп- 1. В такому раз1 множина сшльних д ш н и ю в  чисел 
аи а2, а3, ..., ап—\, ап зб1гаеться з множиною сшльних д ш н и ю в  чи
сел (1п- 1 1 ап■ Але осюльки множина сшльних д ш н и ю в  чисел 1 1 
ап збшаеться з множиною д ш н и ю в  числа с1п, то множина сшльних 
д ш н и ю в  чисел а1г а2, а „_1, ап збкаеться з множиною д ш н и ю в
числа йп.

Таким чином, з припущення, що твердження правильне для п — 1 
шлих чисел, випливае правильшсть його 1 для п шлих чисел, 1, от
же, за принципом математично! шдукцп, воно правильне для будь- 
якого числа щлих чисел. Цим теорему доведено.

Через те що найбшшим серед д ш н и ю в  числа с1п е саме число йп, 
то з теореми 8 випливае правильшсть такого твердження:

Теорем а 10. Число <1п е найбольоиим стльним дольником чисел 
&1 * о2, ...» ап.

Як видно з викладеного вище, задача знаходження найбш ш ого 
сшльного д1льника чисел аг, а2, ..., ап зводиться до знаходження чи
сел й2, й3, ..., йп- ь  Ап, тобто до знаходження найбш ш ого сшльного 
дш ника двох чисел.

Осюльки множина сшльних д ш н и ю в  чисел аг, а2, ..., ап 3 6 1 га- 
еться 3 МНОЖИНОЮ ДШ НИЮ В IX НЭЙбШШОГО СШЛЬНОГО дш ника й, то 
найбольший спольний дольник й чисел аи аг, ..., ап долиться на будь- 
який спольний дольник б  цих чисел.

3 другого боку, додатний сшльний д ш н и к  чисел аг, а2, ..., ап, 
який д1литься на будь-який IX сшльний д ш н и к , е найбшшим серед 
сшльних д ш н и ю в  цих чисел. Отже, найбьльшим стльним дольником 
чисел ах, а2, ..., ап називаеться додатний спольний дольник цих чисел, 
який долиться на будь-який ох спольний дольник.

Зауважимо, що при множенш вах  чисел аи а2, ап на будь-яке 
натуральне число т кожне з чисел й2, А3, ..., йп- и  Ап також помно
житься на число т. При Д1ленш вах  чисел аъ  а2, ..., ап на будь-який 
IX сшльний д ш н и к  б  на 6 подняться також 1 ва числа й2, й3, ..., 
..., (1п—1, <1п. Звщси випливае, що для найбш ш ого сшльного д ш н и - 
ка й — (ах, а2< •••»оп) правилып твердження, аналопчш теоремам 7 1 8.

V 5.5. Взаемно прост! числа. Доведемо тепер юлька простих, але важ- 
ливих теорем про взаемно проел числа.
Теорема 11.

V \(а, Ь )=  \^>(ас, Ь) =  (с, Ь)].
а.Ь.сО'Т.

Д о в е д е н и я .  Справд1, осюльки числа ас \ Ьс Д1ля ться  на (ас, Ъ), 
то за наслщком теореми 6 1 !х найбольший сшльний дш н и к  (ас, Ьс) Д1- 
литься на (ас, Ь). Але за теоремою 7 (ас, Ьс) =  с (а, Ъ) — с. Отже, чис

ло с делиться на (ас, Ъ). Осюльки на (ас, Ъ) делиться також 1 число Ь, 
то за наслщком теореми 6 на (ас, Ъ) Д1литься 1 (с, Ь). Навпаки, (ас, Ь) дь 
литься на (с, Ь), бо кожне з чисел ас 1 Ь дюиться на (с, Ь).

Таким чином , (с, Ь) д ю и т ь ся  на (ас, Ь), а (ас, Ь) Д1ли ться  на (с, Ь) \ 
тому (ас, Ъ) — (с, Ь).

Теорема 12. Якоцо число а взаемно просте з кожним з чисел Ь о с, то 
а взаемно просте й з добутком Ьс.

Д о в е д е н и я .  Справд!, (Ь, а) =  1, (с, а) =  1, тод1 за попе- 
редньою теоремою (Ьс, а) =  (с, а) =  1, тобто Ьс 1 а взаемно прост!.

Цю теорему можна узагальнити так: якщо число а взаемно просте
з кожним з чисел Ьи Ь2, ..., Ьп, то а взаемно просте й з добутком 
Ьг, Ь2, ..., Ъп.

Справд1, за теоремою 12 а взаемно просте з Ьх Ь2, Ь, Ь2 Ь3 1 т. д., 
взаемно просте з Ьи Ь2, ..., Ьп.

Теорема 13. Якщо добуток аЬ долиться на с, причому Ь о с взаемно 
просто, то а долиться на с.

Д о в е д е н и я .  Осюльки (Ь, с) — 1, то за теоремою 7 (аЬ, ас) =
— а (Ь, с) =  а. За умовою аЬ Д1ли ться  на с, тому с е сшльним Д1льни- 
ком аЬ 1 ас 1, отже, згщно з наслщком теореми 6 е також д1льником 1х 
НСД (аЬ, ас) =  а, тобто а д!литься на с.

Теорем а 14. Якщо а долиться на кожне з чисел Ь о с, причому Ь о с 
взаемно просто, то а долиться о на добуток Ьс.

Д о в е д е н и я .  Справд1, (Ь, с) =  1, тому за теоремою 7 (аЬ, ас) —
— а.

Осюльки а Д1 ли ться  на Ь, то а =  Ьт 1, отже, ас =  Ьс ■ т, тобто ас 
Д1ли ться  на Ьс. Але а Д1ли ться  1 на с, тому а =  ск, отже, аЬ =  Ьс ■ к, 
тобто аЬ Д1литься на Ьс. Таким чином, Ьс е сшльний Д1льник чисел аЬ
1 ас, звщки за теоремою 6 найбппьший сшльний Д1льник цих чисел 
(соЬ, ас) — а Д1ли ться  на Ьс.

5.6. Найменше сшльне кратне. Нехай аи а2, ..., ап — будь-яю 
ц1Л1 числа. Числа а^а2 ... ап,2ага2 ... ап, Зага2 ••• оп> •••> таха2 ... ап 
Д1 ляться на кожне з чисел а1( а2, ..., ап. Отже, 1снуе неск1нченна мно
жина шлих чисел, як1 Д1ляться на а1( а2, ..., ап.

О̂значення. Цоле число, яке долиться на кожне з чисел а,, а2, ..., ап, 
називають спьльним кратним цих чисел.

Найменше з додатних сшльних кратних чисел а1г а2, ..., ап нази- 
^вають найменшим стльним кратним цих чисел.

Найменше сшльне кратне чисел ах, а2, ..., ап (скорочено НСК) по- 
значають символом [аг, а2, ..., а„].

З ’ясуемо насамперед як знайти найменше с.п1льне кратне двох на
туральних чисел а 1 Ь.

ГЙехай М — б) дь-яке сп1льне кратне натуральних чисел а 1 Ь. 
Осюльки М  делиться на а, то М =  а • к, де к — деяке шле число. Але М
длиться також 1 на Ь. Тому -у- =  також е деяке щле число.

Позначимо найб1лыний сшльний дольник (а, Ь) чисел а 1 Ь через й. 
Тод1 а — ахй, Ь =  Ьхс(,

М    ак   агс1к   ахк
Ь ~~ Ь Ьгс1 Ьг



Осюльки е шле число у  за наслщком 1 з теорем 7 I 8^ ,  Ьг) =  1,

тс^за теоремою 13̂ /г долиться на Ьи тобто к =  Ьг ■ I =  ~  ■ I, де I —
деяке цоле число.

3 викладеного вище випливае, що

М — I. (7)

Таким чином, ми довели, що будь-яке сшльне кратне М чисел а 1 Ь 
можна записати у формо (7), тобго його можна достати з формули (7) 
при певному значенно I.

Очевидно, що й, навпаки, кожне число М виду (7) е сшльним крат
ним чисел а 1 Ь. Отже, формула (7) дае загальний вигляд усох сшль
них кратних чисел а 1 Ь.

Найменше сшльне кратне [а, Ь] чисел а 1 Ь дктанемо, очевидно, при
I = 1 .  Отже, ми довели таку теорему:

Теорема 15. Найменше стльне кратне натуральних чисел а о Ъ до-
ровнюе добутку цих чисел, подоленому на ох найбольший стльний доль
ник, тобто [а, Ь\ =  а ■■Ь~ . ̂ (о, 6)  ̂ _

Найменше сгильне кратне чисел а 1 Ь позначимо через т. 1од1 фор-
мулу (7) запишемо так: М =  т • I.

Зводси випливае правильность тако! теореми:
Теорема 16. Будь-яке сшльне кратне М чисел а о Ъ долиться на ох 

найменше стльне кратне [а, Ь].
Осшльки будь-яке кратне найменшого спольного кратного 1а, Ь\ 

е сшльним кратним чисел а\ Ь, то очевидно, що множина сшльних 
кратних чисел а 1 Ь збегаеться з множиною кратних найменшого сшль
ного кратного цих чисел.

Розглянемо питания про знаходження найменшого сшльного крат
ного натуральних чисел ах, а2, ..., ап при п >  2.

Введемо тако позначення:
[аи а2] =  т 2, [ т 2, а31 =  т 3, . . .  , |т„_2, а „_ 1] =

=  тп- 1, I тп—!, ап] =  тп.

' Теорем а 17. Множина стльних кратних чисел аи аг, ..., ап збо- 
гаеться з множиною кратних числа тп.

Д о в е д е н и я .  Для п =  2 теорема правильна. Припустимо, що 
теорема правильна для п — 1 (п >• 3), 1 доведемо, що вона правильна
1 для п. Справдо, за припущенням, множина сшльних кратних чисел 
аъ а2, ..., а„ — 1 зб1гаеться з множиною кратних числа т „ _  1. Отже, мно
жина сшльних кратних чисел аъ а2, ..., ап~\, ап збпаеться з множи
ною сшльних кратних чисел тп_\ 1 ап. Але множина сшльних крат
них чисел т „_1 1 ап збогаеться з множиною кратних числа тп. Звщси
випливае, що множина сшльних кратних чисел аг, а2....... ап збогаеть-
ся з множиною кратних числа тп.

Отже, за принципом математично! ондукцн, теорема правильна для 
будь-якого натурального п. Оскольки серед кратних числа тп наймен

шим е саме число тп, то безпосередньо з теореми 16 випливае правиль
ность такого твердження.

Теорема 18. Число тп е найменшим стльним кратним чисел 
аи а2, ..., ап.

Таким чином, знаходження найменшого спольного кратного шль- 
кох чисел зводиться до знаходження найменшого сшльного кратного 
двох чисел.

П р и к л а д .  Знайти [245, 147, 84]. Знаходимо спочатку [247, 147]. Як вщомо, 
245 • 147 „

[245, 147] --------------------- . Застосовуючи алгоритм Евклща, знаходимо, що (245, 147) =
(245,147)

245 - 147 г
=  49. Отже, [245, 147] = ------ —------ =  245 • 3 =  735. Знайдемо тепер [245, 147, 84].

735 • 84 735 • 84
За теоремою 18, 245, 147, 84 =  735, 84 =  -— — ------  = -----------------=  2940.
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§  6. Ц1ЛI С И С Т Е М Н 1 Ч И С Л А

6.1. Системи числення. Щоб оперувати з цолими числами й вивча- 
ти IX властивосто, треба, насамперед, ум1ти називати й записувати !х. 
У р 1зн 1 часи в р1зних народов були розш способи найменування й запи
су чисел. Усякий способ найменування й запису чисел називають си
стемою числення або нумерацоею.

У кожшй системо числення числа записують за допомогою певних 
знаков (символов), яко тепер називають цифрами. В одних системах 
кожна цифра завжди позначае одне й те саме число незалежно вщ и 
мосця (позицоо) в записо числа. Так1 системи називають непозицойними. 
В шших — значения кожноо цифри визначаеться не лише самою циф
рою, а й позицоею, яку вона займае у записо числа. Тако системи нази
вають позицойними.

Добре водомим прикладом непозицойно! системи числення е рим- 
ська система, яка дойшла до нас 13 стародавнього Риму. В ной для за
пису чисел використовують сом цифр: цифра I завжди означае одини- 
цю, цифра V — п’ ять, цифра X — десять, Ь — п’ ятдесят, С — сто,
О — п’ятсот, М — тисячу. За допомогою цих цифр можна записати 
будь-яке число, застосовуючи принцип додавання о водшмання. Водно- 
мати можна, як правило, не больше одного знака, а додавати не больше 
трьох однакових знаков. Наприклад, число С1м римськими цифрами — 
це VII, тобто 5 +  2, число дев’ять — це IX, тобто 10 — 1, а напри
клад, у запис1 числа 14 — XIVвикористано обидва принципи: вод п’ яти 
воднято один 1 результат додано до десяти. *

Проте записи навоть не дуже великих чисел у римськш нумерацп 
довп, множення 1 долення на письмо виконувати неможливо, тому цо 
до! доводиться виконувати усно. Навоть для того щоб прочитати число, 
потробно спочатку виконати усно до! додавання о водшмання.

Саме тому римська система числення в математичшй практиш не 
застосовуеться. Римсько цифри тепер використовують дуже родко, в ос
новному для нумерацп столоть у хронологи, роздол1в у книжках
о т. п.



З ’ясуемо тепер суть позищйного принципу запису чисел. Нехай 
8  — деяке заф1ксоване натуральне число, б1льше вщ одинищ. Назве- 
мо це число основою системи числення.

Теорем а 1. Кожне натуральне число т можна записати ё притому 
единим способом у виглядё

т =  ап§  +  ап- 1д п~' +  • • • +  ахё +  а0, (1)
де а1 (ё =  0, 1 , ..., п) —  певнё цёлё невёд'емнё числа, мениа вёд §, при
чому ап Ф  0.

Д о в е д е н и я .  Застосувавши метод математично1 шдукцп, до
ведемо можливкть подання будь-якого натурального числа т у ви
гляд! (1). Для 1 запис виду (1), очевидно, можливий; в цьому випадку 
п =  0, ап =  а0 =  1 1, отже, а0 < ; §. Припустимо тепер, що кожне на
туральне число к, яке менше вщ т, можна записати у вигляд1 (1) 1 до
ведемо, що тод1 запис виду (1) можливий 1 для числа т. Для цього роз
глянемо такий нескшченний ряд чисел

1, 8 ,  ё \  ё * ..............§ П> ё П+' .................  (2 )
Число 1 менше в1д т, а число § т, очевидно, б1лыне за т. Отже, 

серед чисел ряду (2) е менпи 1 б1лыш вщ т. Серед чисел ряду (2), бы в
ших в1д т, за принципом найменшого числа е найменше. Нехай ним 
е число § "+ 1. Тод1 8 п <  т <  § п+ ‘ .

За теоремою 1, § 5 маемо
т  =  апёП +  г . (3)

де 0 <  г <
Коеф1щент ап задовольняе нер1вшсть 0 <  а„ <  §. Справ/п, з р1в- 

ност! (3) випливае, що

а „ 8 п - * т  —  г > 8 " — 8 п =  ° ,  >  ° ;

а „ёп <  т < ё п+1’ ап < ё -
Якщо г — 0, то для числа т можливий запис виду (1), бо тод1 т =

=  0 +  0 • ^ +  0 • § 2 +  ... + 0  - § п-1 +  апё п- Якщо ж г >  0, то
осюльки г <  § п <  т, за шдуктивиим припущенням для г можливий 
запис виду (1). Отже,

г  =  а*ё* +  +  • • • +  +  о 0,

причому 0 <  5 < ; п, бо г < ; § п. Але тод1

т =  апёп +  ап-\ ёп~ х +  • * • +  агё2 +  Ягё +  а0,
1, отже, для числа т можливий запис виду (1). Тому за принципом м а- 
тематично'1 шдукцп запис виду ( 1) можливий для будь-якого натураль
ного числа т.

Доведемо тепер едишсть запису (1). Покажемо спочатку, що при 
будь-якому вЦмшному вщ 1 натуральному & 1 при щлих невщ’емних 
Ь1 (ё — 0, 1, 2, 8 — 1), менших вщ 8, справджуеться нер1вшсть

ё $ >  Ь,-1̂ “ * +  +  • • • +  Ь2§ 2 +  Ъг§  +  Ь0. (4)
Справд1, оск1льки кожен з коеф1щент1в Ь( (ё =  0, 1 , 2 , . . . ,  5 — 1 > 

менший в1д §, то кожне з чисел Ь0, Ь1У ..., Ь,_2, Ь5_\ не б1лыш

{ ё — \)8*~1 + ( 8 — \)ё$~2 +  + ( & — 1) ^  +
+  ( ё — 1 )> ^ _ 1 Я 5_| + й 5_ 2 ^ - 2 +  + Ь 1§  +  Ь0. (5)

П1СЛЯ р озк р и ття  д у ж о к  1 зведення ПОД1бнИХ ЧЛеШВ у Л1В1Й частин» 
нер1Вност1 (5) д к т а н е м о  н ер1вш сть

8 > ~ \ >  Ь$-х ё 5- '  +  Ь5- 28 5- 2 +  -• * +  Ь1ё +  V  (6)
А з нер1вност1 (6) випливае нер1вшсть (4).
Припустимо тепер, що для числа т кнуе два записи виду (1):

т  =  апёп +  а п -\ 8 п~ 1 +  + « 1  ё  +  а0, (7)

т  =  Ьп8 п +  Ьп^ 8 п~ 1 +  - • ' + Ь 18  +  Ь0. (8 >

Д л я  зр у ч н о с т 1 м 1р к у в а н ь  вваж ати м ем о, щ о п ок азн и к и  вищ их сте 
п еш в  8  в о б о х  р 1 в н о стя х  д о р 1в н ю ю ть  п. У п р оти вн ом у  р а з 1 ми могли б 
д оп и са ти  В1дсутн1 д ода тки  з н ул ьови м и  к о е ф щ е н т а м и  1, таки м  чин ом , 
д о б и ти ся , щ о б  вишд п ок азн и к и  числа 8 в о б о х  р 1в н о стя х  стал и  одна
кови м и .

3  р1вностей (7) 1 (8) випливае, щ о 

апёп +  ап̂ 8 п~ { Н-------+  ах8  + а 0 =  Ьп8 п +  Ьп̂ 8 п~х Н----------- Н Ь ^ + Ь ^
(9)

Доведемо, що ап =  Ьп, ап-\ =  Ъп_ и ..., ах =  Ъ,а0 =  Ь0. Припу
стимо, що це не так, тобто припустимо, що ап =  Ьп, а„_! =  Ьп_ ь ...
..., а8+! =  Ь!+и але а$ Ф Ьв. Нехай >  Ь3. Тод1 аБ —  1 >  Ь8 1 тому

( « . —  1) 6 ® > 6 , 6 *- ( 1о) 
Кр1м того, очевидно, здшснюеться така нер1вн1сть:

+  а$-2ё 3~2 +  ••• +  +  а0 >  0. ( 11)
Додавши почленно нер1вност1 (4), (10), ( 11), дктанемо нер1внкть 

а3ё 3 +  +  ... +  аг8  +  а0 >  Ь58 5 +  +  ... +  Ьх§  +  Ь0.
Д о  о б о х  частин ще! нер1виост1 д од а м о  тепер  пор1вну, а саме:

апёп +  ап-\8п~' +  * • • +  аь+1§5+1
— ДО Л1В01 частини 1

Ьпёп +  Ьп~\8п~ х +  • • • +  ь,+ 1̂ + '
— до право! частини. Д1станемо нер1вн1сть

апёп +  ап̂ 8 п~ х +  ”  • +  « 18 + а >  Ьп8 п +  Ъп- 1§ п~1 +  • - • +  Ь, 
я к а  суп ер еч и ть  р 1в н о ст 1 (9).

Таким чином, наше припущення приводить до суперечност1 1 тому 
воно неправильне. Отже,

ап =  Ьп, а„_1 =  Ъп—], . . .  , а± =  Ьи а0 — Ь0.
Цим теорему доведено.

Означення. Вираз (1) називають записом числа т у  системё числен
ня з основою 8■ Символи, що позначають числа ап, а„_ь ..., а1; а0, на
зивають цифрами числа т в системё числення з основою 8-



Права частина виразу (I) е сума степешв числа §  з щлими невщ’ем
ними коефшентами, меншими вщ §.

Отже, запис кожного натурального числа т в системо числення з ос
новою §  — це зображення числа у виглядо суми степешв основи @ 3 цоли
ми нсвод’емними коефоцоентами, меншими нож основа §.

Вираз
т =  а„ ё п +  ип-\8п~' +  • • • +  « 1̂  +  ао 

скорочено записують так:
т =  (апа п - 1  . . .  а2а 1а0)й . (12)

У цьому запис1 значения кожно! цифри визначаеться як самою циф
рою, так 1 м1сцем (позищею), яку вона займае у запись Так, якщо у 
запис1 ( 12), наприклад, а2 =  аг =  а0 =  2 (в >  2), то а0 означае число
2, — число 2§, а а2 —  число 2§2. Отже, система числення, в якш чис
ла записуються щойно викладеним способом, е позицойною системою. 
Зауважимо, що для запису натуральних чисел в позицшнш систем! 
числення з основою §  потр1бно р1вно §  цифр: (§ — 1) цифр потр1бно 
для позначення натуральних чисел, менших шж осюльки вс1 ш чис
ла в данш систем1 е однозначними 1, отже, повинш позначитися раз
ними символами, 1, кр!м того, потребна ще цифра нуль. У систем! чис
лення з основою ё  число один вважають одиницею першого розряду, 
§  одиниць першого розряду об’еднуються в одну одиницю другого роз
ряду, об’еднання §  одиниць другого розряду становить одиницю тре
тього розряду 1 т . Д.

Таким чином, запис (12) означае, що число т складаеться з а0 оди- 
пиць першого розряду, ах одиниць другого розряду, а2 одиниць третьо
го розряду I Т. Д.

До цього часу мова йшла про запис натуральних чисел у систем1 
числення з основою §. Аналопчно записують 1 додатш дробов1 числа. 
Запис додатного дробового числа у систем! числення з основою §  яв- 
ляе собою зображення цього числа у вигляд1 суми степешв основи §
з щлими невщ’емними коеф1щентами, меншими вщ основи, але не ли
ше додатних 1 нульового, а й вщ’емних степешв. Для запису додатного 
дробового числа, кр1м цифр, використовують ще один знак — 
кому. Дробове число

1 ■ 83 +  2 • 82 +  5 • 81 +  4 • 8° +  7 • 8~ ' +  6 • 8~2 +  3 • 8_3 +  2 • 8-4 ,
наприклад, записують так: 1254, 7632„.

Для кожного додатного дробового числа так само, як 1 для кожно
го натурального числа, в систем1 числення з будь-якою осноеою §  1с- 
нуе пльки один запис.

Введения знака мшус дае змогу записувати у систем1 числення з 
основою §  також 1 вщ’емш числа.

У десятков1Й систем! числення, як вщомо, одш ращональш числа 
записуються у ВИГЛЯД1 СК1НЧеННОГО дробу, ШШ1 — у ВИГЛЯД1 нескшчен- 
ного. Це ж саме спостерй'аеться 1 в шших позицшних си стем а х  чис
лення. При цьому т е  с а м е  число може в однш систем1 числення за- 
писуватися скшченним д р об ом , а в пшлй — и ескш чен н и м .

Наприклад, ч и с л о в д е с я т к о в 1Й систем1 числення записують скш- 

ченним дробом, а в дванадцятковш — нескшчеиним =  0,210, =и и
=  0,249724972497...12; число навпаки, в дванадцятковш систем! 
числення записують скшченним дробом, а в десятковш — нескшчен- 
ним: -̂ т- =  0,212, ~  =  0,1666...1О. В обох цих системах число запи-

сують скшченним дробом, а число ----- нескшченним: =  0,251О =

=  0,312, у  =  0,142857142857..,10 =  0,186035186035..,12.
Загальновживаною тепер е позищйна система числення, основа 

якс1 §  =  10. К називають десятковою позицойною системою.
Десяткова позищйна система була винайдена в 1ндп; там П запозичили араби 

пот1м перенесли в Европу. Звичайно, можлив1 системи числення й з будь-якою шшою 
основою. Так, за 2— 3 тисяч1 рош в до нашо1 ери у Вав1лош усш ш но використовува- 
лася ш 1стдесяткова система числення, в основу яко! було покладено число ш 1 с т - 
д е с я т .  Слщи щ е! системи числення збереглися до наших дш в. I в наш час годину 
Д1лять на ипстдесят хвилин, хвилину —  на ипстдесят секунд; коло Д1лять на триста 
цпстдесят градуав, градус —  на ипстдесят мш ут, а мш уту —  на ипстдесят секунд.

Д оси ть иош иреною  була колись дванадцяткова система числення, осн ов ою  я ко ! 
е число д в а н а д ц я т ь .  П ро це свщ чить те, щ о р 1к Д1литься на дванадцять М1сяшв, 
доба — на (12 X 2) годин. Щ е й тепер д ея ю  предмети (тар1лки, н ож 1, л ож ки , епль- 
щ  тощ о) Л1чать не десяткам и, а дюжинами.

Найстародавшшою е двШкова система числення з основою два, якою, як гадають, 
користувались стародавш египтяни. Вважають, що и було винайдено у IV тисячо- 
Л1ТТ1 до нашо! ери.

Можливо, що двш кову систему числення як найпроепшу використовували на 
певному еташ в а  народи. Тепер дв1йкову позицшну систему числення широко засто- 
совують в електронних обчислювальних машинах.

В електронних обчислювальних машинах використовують також вьамкову по- 
зицШну систему.

6.2. Арифметичш операцп над системними числами. Число, запи- 
сане в певши систем! числення, називають системним числом. Щоб роз- 
р1зняти, в як1й систем1 числення записане дане число, ми будемо вка- 
зувати основу системи числення, записуючи и (в десятков1й систем! 
числення!) справа внизу вщ числа у вигляд1 шдекса.

Наприклад, 37210 — це запис числа у звичайнш десятковий систем1 
числення, а 3728 — у в1С1мков1Й систем1.

При виконанн1 арифметичних операщй над числами, записаними 
в десятков1й систем1 числення, ми користуемося правилами додавання, 
вщшмання 1 множення чисел «стовпцем» 1 деления — «кутом». За ци- 
ми ж правилами виконують операцп й над числами, записаними в 
будь-як1й шппй позищйшй систем1 числення. Грунтуються Ц1 правила 
на п’яти основннх законах додавання 1 множення Ц1лнх чисел: асоща- 
тивност! й комутативност1 додавання, асощативносп й комутативност! 
множення, дистрибутивност1 множення вщносно додавання.

Щоб з ’ясувати це, розглянемо операцп додавання 1 множення чи
сел у систем! числення з основою §.

Д о д а в а н н я .  Нехай а =  (акак_\ ... а^а^) е [ Ь —
=  (Ь5Ь5_| ... Ь.,Ь{Ьи) 8. Не втрачаючи загальност1 м^ркувань,



вважатимемо, що к >  5, знайдемо суму а +  Ъ:

а +  Ь =  (ака,к+\ . .  . а2а1а0) в +  Ф&Ъ$—\ . . .  Ь2Ь1Ь0) 8 =

=  +  ак-\8к~1 +  • • • +  а$+!§*+' +  а3§* +  а ^ 5- '  +

+  • • • +  а\8 +  ао) — +  +  • • • +  Ьх8  +  Ъ0) —

=  акцк +  ак̂ 8 к~' +  • ■ • +  а,+{^ + 1 +  ( а ^  +  Ь,^) +

+  <а$_ 1§ 5-> +  Ь5- 1̂ “ ') +  • • • +  (« !§  +  Ь^) +  (а0 +  Ь0) =

=  (асощатившсть 1 комутативнкть додавання) =  ад* +  а,к~\8к~х +  ... 
... +  а5+ 1§5+1 +  (а5 +  Ь$) 8* +  (а, - 1  +  Ь8_ 0 8$~ ] +  ... +
+  («1 +  Ьг) §  +  (а0 +  Ь0) (дистрибутившсть множення вщносно 
додавання).

Отже,
а +  Ь =  ак§ к +  ак-\§к~ х +  • • - +  а5+ 1#5+1 +  (а5 +  Ь5) д $ +

+  (а$-1 +  Ь5- 0  б 5-1 +  (°1 +  ^1) 8  +  (Оо +  Ь0). (13)

У цьому запиа деяк1 з чисел а0 +  Ь0, ах +  Ь1г ..., а5 +  Ь8 можуть 
виявитися б1льшими або дор1внювати основ1 числення 8- Якщо ат +  
+  Ът >  §  (0 <  т <  5), то ат +  Ьт =  §  +  гт , де 0 <  гт <  Тому, 
за асощативним законом додавання та дистрибутивним законом мно
ження 1 додавання, (ат+\ +  Ьт+Х) § т + ‘ +  (ат  +  Ът) 8т =  (ат +1 +  
+  Ьт +1 +  1) 8 т + 1 +  г т8т• Замшивши у запиа (13) кожен ви
раз (ат  +  Ьт ) > 8 ,  починаючи а0 +  Ь0 1 закшчуючи а$ +  Ь3, р1в- 
нозначним йому виразом ^ +  гт 1 перешсши там, де це потр1бно, 
одиницю в наступний розряд, дктанемо запис суми а +  Ъ в систем! 
числення з основою

а +  Ь =  ск8к +  +  • • • +  св+\83+' +  +

+  . . .  +  с х§  +  с 0,

або скорочено
С1 Ъ =  (СкСк— 1 ‘ ‘ * “Ь ]̂А)) Ё‘

Таким чином, щоб додати два ц ш  додатш числа, записаш в систем! 
числення з основою 8, потр1бно додати Тхш цифри першого розряду, 
пот1м другого розряду, третього розряду 1 т. д. При цьому кожен раз, 
коли при додаванш цифр даного розряду дктанемо суму бшьшу або 
р1вну осиов1 числення потр1бпо зробити перенесения одинищ в на
ступний розряд. Для зручносп при виконанш додавання чисел додан
ки дощльно п1дписувати один пщ одним (у стовпчик) так, щоб цифри, 
як1 вщповщають однаковим розрядам, були одна П1д одною.

Як бачимо, додавання багатоцифрових чисел зводиться до додаван
ня чисел одноцифрових. Основою додавання системних чисел е, таким 
чином, таблиця додавання одноцифрових чисел, що визначае суму двох 
чисел, менших, шж основа числення 8- У вюмковш систем! числення,

наприклад, ця таблиця мае такий вигляд:

0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 2 3 4 5 6 7 10

2 2 3 4 5 6 7 10 11

3 3 4 5 6 7 10 11 12

4 4 5 6 7 10 11 12 13

5 5 6 7 10 11 12 13 14

6 6 7 10 11 12 13 14 15

7 7 10 11 12 13 14 15 16

У кожшй кл1тин1 щеТ таблищ записано у вгамковш систем! числен
ня суму чисел, що е номерами рядка 1 стовпчика, на перетиш яких сто- 
Уть дана кл1тина. Користуючись Ц1ею таблицею, знайдемо за встанов- 
леним вище правилом додавання системних чисел суму 23451„ +  
+  15 2548

,2 3  4518 
+ 15254*

40 7258
М н о ж е н н я .  Виходячи з означення операцп множення, скла- 

даемо таблицю множення одноцифрових чисел у систем1 числення з ос
новою 8■ У в1С1мков1Й систем! числення ця таблиця така:

0 I 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7

2 0 2 4 6 10 12 14 16

3 0 3 6 11 14 17 22 25

4 0 4 10 14 20 24 30 34

5 0 5 12 17 24 31 36 43
6 0 6 14 22 30 36 44 52
7 0 7 16 25 34 43 52 61



У К0ЖН1Й КЛ1ТИН1 Щ61 ТаблИЩ ЗЭПИСЭНО у В1С1МКОВ1Й СИСТеМ! ЧИС- 
ленпя д о б у т о к  чисел, що с  номерами рядка 1 сто в п ц я , и з перетин! я ки х
стоТть дана клггина.

В и  множення одноцифрових чисел переходимо до множення чисел, 
позначених однкю значущою цифрою 1 нулями, тобто чисел виду 
ат ООО . . .  О, або ат&т, на одноцифров1 числа:

ат ООО ••• 0 • К  =  ат ■ 8тК  =  (ат - Ь0) •
т нул^в

(асошативний 1 комутативний закони множення) =  (агп • Ь0) ^ ООО . . .  0 .
т нул!в

Отже, щоб помножити число виду ат ООО . . .  0 на одноцифрове число
т н ул 1*в

Ь0, треба ат помножити на Ь„ I до знайденого результату дописати 
справа стольки нул1в, аальки Сх е в першому множнику. Зауважимо, 
що за цим самим правилом, в силу комутативност1 дп множення, 
виконуеться 1 множення одноцифрового числа Ьи на число виду 
« ООО . . .  0 .т _____ ______ __.

т  нул !в
Числа, позначеш одшею значущою цифрою 1 юлькома нулями, пом- 

ножають так:
ат ООО . . .  0 • Ъп ООО . . . _  0 =  ат • § т ■ Ьп • ё п =  (ат • Ьп)§'п+п

т нул!в п нул!в

(асощативний I комутативний закони множення) =  (ат • Ьп) ООО . . .  0,
т-\-п нуЛ1в

тобто за правилом: щоб помножити число виду ат ООО . . .  0 на число
т н у л 1 в

виду Ьп ООО . . .  0, треба ат помножити на Ьп I до знайденого результату
п нуЛ1В

дописати справа стьльки нул1в, сыльки \х е в обох множниках.
Множення багатоцифрового числа на одноцифрове зводиться, в си

лу дистрибутивного закону множення 1 додавання, до множення чисел 
виду ат ООО . . .  0 1 одноцифрового числа а0 на одноцифрове число Ьи,

т нул1в
тобто до таблиш множення одноцифрових чисел. Справд1, 
а„ак- 1 . . .  ага0 ■ Ь0 =  (ак ■ & * +  ак • §  к~ 1 +  • • • +  а, • ^ +  а0) • Ь0=  

=  * +  (а*. |Ь0) +  • • • +  (а,Ь0) ^ +  а0Ь0.
Щоб помножити багатоцифрове число аАа*,_| ... аха0 на число виду 

Ь5 ООО . . .  о , треба число акак̂  ... аха0 помножити на число Ь$ I дознай-
5 нул!В  . ^

деного результату дописати справа стгльки нул1в, скгльки IX е в друго
му множнику. Справд1,

(акак~\ . . .  а^о ■ Ь,) ООО . . .  0 =  акак-\ . . .  аха0 • {Ьа • § 5) =
5 НУЛ|В

=  (акак- 1 . . .  аха0 • Ь,)§  ООО . . .  0-
5 НуЛ1В

.

Встановивши щ  правила, можна обгрунтувати правило множення 
багатоцифрового числа на багатоцифрове. Справд1,
акак_ х . . .  ага0 • Ь365_, . . .  ЬгЬ0 =  а„а*_, . . .  а1а0 • (Ъ, - ^  +  Ь5_ +
+  • • • +  Ь0) =  акак—1 . . .  ахай ■ (Ьи 1 +  Ъ5§ $)—

=  (комутативний закон додавання) =  (а*а*_, . . .  а{ап - Ь )̂я-\-
-(- (а*а*_| . , .  аха0 • 0 -■•-)- (акак-.\ . . .  ага0 • Ь5_])8 ООО . . .  0-1-

5—1 НуЛ1В
+  (а/.а*_ 1 . . .  а0 • Ьв)е 000 . .  . 0.

ъ НУЛ1В
У п ракти щ  обчи сл ен ь  додан ки  останньоТ сум и  за п и су ю т ь  не в р я 

д о к , а в стовп ч и к , один ш д  одним, так , щ об  цифри т о г о  са м о го  розряду 
СТОЯЛИ В од н ом у  СТОВПЧИКу. При ц ьом у  нул1, ЩО СТОЯТЬ у К1НЦ1 додан - 
К1в, починаю чи з д р у го го  о п у ск а ю т ь , о с ю л ь к и  при д од а ва н ш  цифр 
д а н о го  р о зр я д у  н у л 1 на су м у  цифр не вп л и ваю ть .

Про1люструемо викладене на конкретному приклади 532„ • 4258 =  
=  5328 (4 . 82 +  2 ■ 8 +  5) =  5328 (5 +  2 - 8 +  4 - 82) =  5328 - 5 +  
+  5328 - 208 +  5328 • 4008 =  33028 +  12 6408 +  255 0 008 =  273 1428, 
або скорочено:

33028 
12648 

25508 
273 1428

Правило множення «стовпцем» формулюеться пор1вняно складно. 
Тому ми 1 не будемо формулювати його, вважаючи, що для чисел, за- 
писаних у десятков1й систем1 числення, воно читачев1 добре в1доме. 
Зауважимо т1льки, що множення багатоцифрових чисел «стовпцем» у 
буДЬ-ЯК1Й  ПОЗИЦ1ЙН1Й систем! числення зводиться до к1лькаразового 
множення одноцифрових чисел 1 наступного додавання.

6.3. Переведения ц(лих чисел з одн1еГ позиц|'йно'| системи числення 
в 1ншу. У процес1 розв’ язування задач доводиться переводите щл1 чис
ла з ОДН161 позиц1йно1 системи числення в 1ншу. Як же перевести чис
ло а, записане в систем1 числення з основою р, в систему числення з 
основою §? Як в1домо, записати число а в систем1 числення з основою 
§  — це означае зобразити його у вигляд1 суми

а  =  а кё'; Ч- а к - 1 8 к~ ] +  * * • +  а 1 ё  +  а 0.

Отже, щоб записати число а в систем! числення з основою §, треба 
знайти коеф1щенти а0, аи а2, ..., ак. ЦД коеф1ц1енти знаходимо так. 
Под1лимо в систем1 числення з основою р число а на §, д1станемо а =  
=  Ьцё +  а0. Дал! под1лимо Ь0 на §, д1станемо Ьи =  Ьг§  +  ах. Зв1дси 

а =  Ь0§  +  а0 =  (Ьг§  +  ах) §  +  а0 =  Ь,§2 +  ах§  +  а0.
Потш под1лимо Ьг на §  1 т. д. Цей процес продовжувагимемодоти, поки 
не дктанемо частку, яка дор1внюе нулю. Внаслщок цього матимемо: 

а =  ак§ к +  ой -,8* -1 +  ... +  а1§ +  а0.



Осшльки за теоремою 1 число а можна подати в такому вигляд1 единим 
способом, то а0, аи а2, ак е цифри числа а в систем1 числення з ос
новою 8 -

Таким чином, цифрами а0, аи  ..., ак числа а в системё числення з 
основою §  6 остачё, що утворюються при послёдовному дёленнё а на

Хад посладовного дшення числа а на 8 скорочено записують так:

а^Ьо [&_
0]_ Ь \

Ь? ■■■
ак-‘2Ьк-2& -

акч Ьк-1 Ц .
Ч  0

Стр1лка показуе напрям вад вищих до нижчих розряд1в числа, за- 
писаного в систем1 числення з основою 8 , цифри числа а у щй систем! 
падкреслено.

Посладовне д1лення числа а на §  провадиться в систем1 числення з 
основою р. Якщо 8 <  Р, то д1льник 8 , а отже, 1 вс! остач1 а0, аи ..., 
е одноцифров1 числа 1 ми вадразу дштаемо потр1бш нам цифри числа а. 
ЯкЩО Ж  §  >  Р, ТО В СИСТеМ1 ЧИСЛеННЯ 3 ОСНОВОЮ р Д1ЛЬНИК §  1, мож- 
ливо, деяы  остач 1 М1СТИТИМуТЬб1ЛЫН як одну цифру. У систем1 числен
ня з основою 8 Щ остач1 слад записати новими цифрами, яких у систем! 
числення з основою р немае.

П р и к л а д и .  1. Запиш емо число 273810 у в ю м к о в ш  систем 1 числення. Д ля 
цього ПОД1ЛИМО посл1Довно у  деся тк овш  систем1 числення число 273810 на 810:

2 7 3 8  [8 .
3 4 2  [8 _

42  Ц?_
2_ 5  Ц _

5_ О

ЗВ1ДСИ випливае, щ о число 273810 у в ю м к о в ш  систем ! числення запи суеться  так:
5262

2. Запиш емо число 1134478 у  десятков  1Й систеМ1 числення. Н ова основа числення 
у В1С1МКОВ1Й систем 1 числення д о р 1внюе 12, тобто  Ю10 =  128. П од1лимо послщ овно 
у В1С1МКОВ1Й систем! числення число 1134478 на 12а:

113447 \12_
5  7 4 3 5  []2_

И 6 0 2  [ /2  

6_ 4 6  []2_

[О 3 [ 1 2 _

3  О

Р езультата посл щ овн ого  Д1лення записан! у В1С1МКОВ1Й систем ! числення. Але 
ми знаемо, щ о Ю8 =  810, 1 13 =  910. О тж е, 1134478 =  3869510-

7.1. Прост! числа. Повернемося знову до вивчення властивостей 
щлих додатних чисел.

Число 1 мае т 1л ьки  один Д1льн и к, а сам е 1, а кожне н а ту р а л ь н е  чи с
л о  а, вадмшне вад 1, мае принайм и! два д1льники: И  а. (Тут 1 д ал 1 м ова 
йде т1льки п ро д од а тш  Д1льники).

Означення. Вёдмённе вёд 1 натуральне число а називають простим} 
якщо воно не мае дёльникёв, вёдмённих вёд 1 ё а. Його називають складе- 
ним, якщо воно мае дёльники, вёдмённё вёд 1 ё а.;

Простими е, наприклад, числа 2 , 7, 13; числа 4, 9 , 15 —  складень 
Число 1 не належить ш до простих, ш до складених чисел.

Доведемо шлька важливих теорем про проел числа.
Теорем а 1. Всяке натуральне число а або дёлиться на дане просте1 

число р, або взаемно просте з р.
Д о в е д е н и я .  Справд1, найб1льший сшльний Д1льник (а, р) як 

д1льник числа р може дор1внювати або р, або 1. У першому випадку а 
Д1литься на р, у другому а \ р —  взаемно прост! числа.

Теорема 2. Якщо добуток кёлькох натуральних чисел дёлиться на 
просте число р, то принаймнё один ёз спёвмножникёв дёлиться на р.

Д о в е д е н и я .  Справд1, внасладок попередньоТ' теореми, кожен 
13 сш вмножниюв або взаемно простий з р, або д1литься на р. Але якби 
бс1 множники були взаемно проел з р, то за теоремою 12, § 5 , 1 Тх до
буток був би взаемно простий з р. Тому хоч один з множниюв Д1литься 
на р.

'Теорема 3. Найменший вёдмённий вёд 1 дёльник бёльшого вёд 1 на
турального числа а е число просте.

Д о в е д е н и я .  Нехай <7 —  найменший дольник натурального 
числа а >  1. Якби д було числом складеним, то воно мало б Д1льник 
цх, такий, що 1 <  <7х <  <?. Але тод1 а д1лилося б на <7Х 1 д не було б най- 
меншим д1льником числа а.

Теорем а 4. Найменший вёдмённий вёд одиницё дёльник складеного 
числа а не бёльший за У  а .

Д о в е д е н и я .  Нехай найменшим вадмшним вад 1 д1льником 
числа а е 17. Тод1 а =  <7 • аи де ах —  деяке натуральне число, причо
му аг >  <?, бо в противному раз1 <7 не було б найменшим додатним д1ль- 
ником числа а. Отже, а • а, >  о д  • <71 тому а >  <?2, <? <  У~а.

7.2. Нескшчешсть множини простих чисел, Решето Ератосфена.
'Теорема 5. (Евклгда). Множина простих чисел нескёнченна.
Д о в е д е н и я .  Припустимо, що множина простих чисел скш-

ченна. Нехай вона складаеться з простих чисел ри р2........ рп. Отже,
ми припускаемо, що простих чисел, вадмшних вад рх, р2, ..., рп, не
мае. Розглянемо тепер щле число р =  рх р2 ... рп 1̂. Очевидно, що це 
число вадмшне вад кожного з чисел ръ рг, ..., рп. 0< к1льки число 1 не 
мае Д!льник1в, вадм1нних вад самого себе, то жодне з простих чисел 
Ръ р2, •••> Рп не може бути д1льником числа р. Щле число р >  1. 
Тому воно або само просте, або за теоремою 3 д1 литься на просте число 
</, вадмшне вад кожного з чисел ри р2, ..., рп. Зв1дси випливае, що 1С- 
нуе принаймш одне просте число, вадмшне вад чисел р1} р2, ..., рп, а



це суперечить нашому припущенню. Отже, наше припущення непра
вильне. Цим теорему доведено.

Природно постае запитання: як у ряду натуральних чисел вид1ли- 
ТИ ВС1 ПрОСП числа?

Таблицю вс1х простих чисел, що не перевищують даного натураль
ного числа N. можна скласти так. Випишемо шдряд ус1 натуральш 
числа в1д 2 до УУ:

2, 3, 4, 5, , N. (1)
Пот1м закреслимо в ряду (1) вс1 числа, кратш 2, кр1м самого числа 2. 

Першим числом у ряду (1), яке залишилося теля цього, е число 3. 
Число 3 не Д1литься на 2, бо в противному раз1 ми закреслили б його: 
отже, число 3 Д1 литься лише на 1 I на самого себе, тому воно просте. 
Закреслимо тепер у ряду ( 1) вс1 числа, кратш 3, кр1м самого числа 3. 
Першим числом, яке залишилося шеля цього в ряду (1), е число 5; воно 
не Д1литься ш на 2, ш на 3, бо в противному раз1 воно виявилося б зак- 
ресленим; отже, 5 д1литься Т1льки на П  на самого себе, тому воно про
сте число. Пот1м у ряду (1) закреслимо вс1 числа, кратш' 5, кр1м самого 
числа 5 1 т. д. Закресливши в ряду (1) вс1 числа, кратш простим числам, 
не б1льшим шж У  N , дктанемо за теоремою 4 таблицю вс1х простих 
чисел, яю  не перевищують числа N.

Уперше для складання таблиць простих чисел описаний щойно метод застосував 
грецький математик Ератосфен. Ератосфен писав числа на паш рус!, натягнутому на 
рамку; числа вш не закреслював, а проколював. Внаслщок цього вш дктавав дещо 
схоже на решето: складен! числа «прссш валися» кр1зь це решето, а прост! числа за- 
лишалися. Тому цей метод називають решетом Ератосфена.

Метод Ератосфена поступово удосконалювався, завдяки чому складання таб
лиць простих чисел спрощувалося. Це, в свою чергу, дало можлив1'сть скласти таб
лищ простих чисел, що М1стять пор!вняно велику ю л ьм сть  чисел. Тепер складено 
таблищ простих чисел приблизно до 10 М1льйошв.

7.3. Основна теорема арифметики. Доведемо тепер теорему, яка В1- 
Д1грае фундамента льн у роль як у теорп шдольносп, так 1 в уеш теорп 
чисел. П називають основною теоремою арифметики.

Теорема 6. (Основна т еорема арифметики). Кожне водмЫне в1д
1 натуральне число п можна записати у виглядо добутку простих чисел
1 притому единим способом, якщо не брати до уваги порядку розм(щен- 
ня ствмножниш. V

Д о в е д е н и я .  Доведемо спочатку можливкть запису натураль
ного числа <7 Ф  1 у вигляд1 добутку простих чисел. Для натурального 
числа 2 це можливо, бо число 2 просте, тобто його можна вважати до
бутком простих чисел з числом сшвмножниюв, що дор^внюе одиниш. 
Припустимо, що це можливо для всякого натурального числа к, тако
го, при якому 2 <  к <  п, 1 доведемо, що в такому раз! \ натуральне 
число п можна записати у вигляд1 добутку простих чисел. Справд!, як
що натуральне число п просте, то воно е добутком иростих чисел з чис
лом сшвмножниюв, що дор^внюе одиниш. Якщо ж число п складене, 
то воно мае д1льник ки вщмшний в1д 1 I В1д п. Отже, п =  кл • к2, де 
к2 — натуральне число, вщмжне в1д 1. Тод1 2 <  кх <  п, 2 <  к2 <  п.

Через те що за припущенням кожне з чисел кх 1 к2 записуеться у

вигляд1 добутку простих чисел, то й число п =  кг ■ к2 записуеться у 
вигляд1 добутку простих чисел. Отже, внаслщок принципу математич- 
но1 шдукцп будь-яке натуральне число п можна записати у вигляд1 
добутку простих чисел.

Доведемо тепер едишеть запису числа п у вигляд1 добутку простих 
чисел. Нехай число п двома способами записано у вигляд1 добутку про
стих чисел, тобто п =  рур2 ... рг \ п =  ••• Яя> Де г >  2, 5 >  2 1 ва
числа Р1 1 прост!. Доведемо, що щ записи можуть В1др 1 знятися лише 
порядком сшвмножниюв, тобто що г =  5 1 при належному вибор1 ну
мерацп сшвмножниюв р1 =  <7,, I =  1, 2, ..., 5 . Доводитимемо це ш- 
дукщ ею по п. Для числа 2 правильшеть цього твердження очевидна. 
Число 2 е добуток простих чисел з числом сшвмножниюв, що дор 1 в- 
нюе одинищ. Нехай твердження правильне для всякого числа к , тако
го, що 2 <; к < ; п. Доведемо, що в такому раз1 твердження правильне
1 для числа п. Справд!, осюльки п =  рхр2 ... р, \ п =  ... <75, то

Р\Рг ■■■ Рг — Я1Я2 • • • Яг (2 )

.Шва частина ще1 р1 вноси делиться на просте число рг. Отже, 1 пра
ва частина и д ш и ь ся  на просте число рг. Зв1дси за теоремою 2 принай
ми! один 13 сшвмножниюв <?2> Я$ Д литься на просте число /?,. 
Змшивши, якщо потр1бно, нумеращю множникев ^  ц2, ..., <78, ми вва
жатимемо, що на рх Д1литься  сшвмножник Чх- Осюльки <7; е просте чис
ло 1 Д1 ЛИТЬСЯ на В1ДМ1ННе В1Д 1 просте ЧИСЛО Р х ,  ТО Цх — Рх-

Под1ливши обидв1 частини р1вност1 (2) на число рх — Яъ дктанемо 
р!вшсть р2р3 ... рг =  Я2Яз--- 95-

Число Пх =  р2р3 ... рг =  ЯъЯз ••• Я5 задовольняе умову 2 <  пг <
<  п. Тому за припущенням для нього твердження правильне, тобю  
г —- 1 = 5  —  1, 1 при В1ДПОВ1ДН1Й нумерацп р2 =  <72. Рз — <?з. ••• 
..., р5 =  (78. Звщси випливае, що г =  5 1 при в1дповщн1й нумерацп
Р( =  Яп I =  Ь 2, •••> 8-

Отже, внаслщок принципу математично1 1ндукщ1, всяке вщмшне 
в1д 1 натуральне число « е д и н и м  способом записуеться у вигляд1 
добутку простих чисел. Цим теорему доведено, а»

Зауважимо, що запис п =  ргр2 ... рн натурального числа п у ви- 
гляд1 добутку простих чисел рх, р2, ..., рв називають також розкладом 
числа п у добуток простих множнимв, або розкладом на просто множ
ники.

Основна теорема арифметики показуе, що вс1 натуралып числа д к - 
тають з простих чисел за допомогою операцп множення: кожне нату
ральне число (складене) е деякий добуток простих чисел, причому р1з- 
ш добутки дають р1зш числа. Тепер зрозум1ло, чому одиницю не сл1д 
вважати простим числом: вщшеши 1 до простих чисел, ми порушили б 
едишеть розкладу числа в добуток простих чисел, осюльки до будь- 
якого добутку можна приеднати множником 1.

7.4. Каношчний розклад складеного числа. У розклад1
п =  РхР2 . . .  р, (3)

натурального числа п на просп множники рг, р2, ..., р$ деяк1 з цих 
множник1в можуть повторюватись. Якщо простий множник рс повто-



рюеться в розклад1 (3) к раз, то його називають к-кратним множником 
числа п, або кажуть, що множник р1 мае кратшсть к.

Позначимо символами ри р2, ..., р~ (т з) р1зш множники в роз
клад! (3). Нехай множник р1 (о — 1, 2, ..., т) мае кратшсть к{. Тод1 роз
клад числа п у добуток простих множниюв можна записати так:
п =  Р\'Р2 ... ртт.

Цей запис називають каношчним розкладом числа п на просто множ
ники, або каношчним зображенням числа п.

Осюльки число п единим способом записуеться у вигляд1 добутку 
[простих чисел, то й каношчне зображення числа п кнуе лльки одне.

П р и к л а д  1. Знайти каношчний розклад числа 12600. Маемо: 12 600 =  
=  2 • 2 • 2 • 5 • 5 • 3 • 3 • 7 =  23 • З2 • 52 • 7.

3 едноеп каношчного зображення числа випливае правильшсть 
такого твердження.

Теорем а 7. Якщо п =  р\'рг' ■ рт — каношчний розклад чис
ла п, то всо дольники цього числа збогаються з числами вигляду

а =  р\1р$2а . . .  р*т , (4)
де 0 ^  ^  к{У о 1, 2 , ..., т.

Д о в е д е н и я .  Справд1, очевидно, що всяке число й видуч(4) е 
д 1льником числа п. Навпаки, якщо й е д1льником числа п, то п — йц, 
де <7 — деяке натуральне число. Через те що для п кнуе Т1льки один 
каношчний розклад, то з р1вносп п =  йц випливае, що в каношчний 
розклад числа с! можуть входити т1льки просп числа рг, р2, • рт, 
причому Тх степеш вщповщно не вишд вщ ки к2, ..., кт. Тому кано
шчне зображення Л мае вигляд (4).

В1зьмемо тепер дов1льш два натуралып числа а 1 Ь. Припустимо, 
що вони мають таю каношчш розклади:

а — Г\Г2 . . .  гт , о =  <71 <72 . .  • <7/ •
Позначимо символами рхр2 ... р$ вс1 р1зш множники, кожен з яких 

входить до розкладу принаймш одного з чисел а 1 Ь. Якщо простий 
множник р{ не зустр1чаеться в розклад1 якого-небудь з чисел а 1 Ь, то 
вважатимемо, що вш входить до цього розкладу в нульовому степень 
За шеУ умови каношчш розклади чисел а 1 Ь можна записати так:

а =  рЧ'рЪ . . .  Д  Ь =  р ? 'р ?  . . .  Р ? ,  
де кожен з показниюв к1 1 т , ,  о =  1, 2 , ..., з, е шле невщ’емне число. 
Для чисел а 1 Ь правильш таю твердження.

Теорем а 8. Найбольоиим спольним дольником чисел а о Ь е число

{а, Ь) =  р['р2‘ . . .  р‘* .
де =  т 1П(^, т (), / =  1, 2, ..., «.

Д о в е д е н и я .  Справд!, за теоремою 7 вс1 сшльш Д1льники чи
сел а 1 Ь збпаються з числами вигляду (I =  р^'р1?' ... ря\ де 0 <  п( <
<  1{, о =  1, 2, ..., 5. Серед ус1х чисел такого виду найб!льшим, оче

видно, буде число, у якого показники п[ (о — 1, 2, ..., з) найб1лыш\ 
тобто число, у якому п,[ =  1Г Отже,

(а, Ъ) =  р\'р22... р‘$$.

Теорема 9. Найменоиим стльним кратним чисел а о Ь е число 

[а, Ъ] =  р?'р? . . .  Р1\

де п, =  т а х  (&,, т ,) ,  о =  1, 2 , ..., 5.
Д о в е д е н и я .  Нехай М  — будь-яке кратне чисел а 1 Ь. Число 

М  д1литься на кожне з чисел а \Ы  тому воно Д1литься й на кожне з чи
сел р"1, де п, =  т а х  (к п  т,), о =  1, 2 , ..., з.

Осюльки для числа М  кнуе Т 1льки  один каношчний розклад, то з 
викладеного вище випливае, що вш мае такий вигляд:

М =  р\'рЪ . . .  р?ц\1$  . . .  цгг ,
де 11 >  пп зI >  0, о =  1, 2, ..., 5, /  =  1, 2, ..., г.

Серед ус1х чисел такого виду найменшим, очевидно, буде те, у яко
го =  пй , 3/ — 0, о =  1, 2, ..., 5, /  =  1, 2, ..., г. Отже,

[а, Ь] =  рп\'р1г . . .  рп5$ .

Теореми 8 1 9 поширюються на будь-яке сюнченне число натураль
них чисел. Зауважимо, що з цих теорем випливають в1дом1 читачев1 з 
шюльного курсу арифметики правила знаходження найб1лыпого 
сп1льного Д1льника 1 найменшого сп1льного кратного юлькох чисел:

Щоб знайти НСД даних чисел, треба кожне з и,их чисел розкласти 
в добуток простих множников о взяти добуток сшльних простих множ
ников з найменоиими показниками, з якими вони входять у всо розклади.

Щоб знайти НСК даних чисел, потробно кожне з них розкласти в 
добуток простих множников о взяти добуток усох простих множников
з найбольоиими показниками, з якими вони входять у всо розклади.

7.5. Числов! функци. Число I сума натуральних Д1льник1в.
Означення. Функцоя /  (х) називаеться числовою, якщо вона визначе- 

на при всох натуральних значениях аргументу х.
За цим означениям хп, з т  х, 1п х, ех — числов1 функцп. Вивчаючи 

властивосп щлих чисел, доводиться розглядати числов1 функцп, виз
начеш лише при натуральних значениях аргументу х. Прикладами та
ких функщй е число т (п) додатних Д 1льнию в натурального п 1 сума 
о (п) додатних Д1л ь н и ю в  натурального п. Розглянемо числов1 функщУ 
т (п), а (п) 0 ; т ( 1) =  1, т (4) = 3 , осюльки число 4 мае три додатш 
Д1льники: 1, 2, 4 ; т ( 12) =  6, бо число 12 мае плеть додатних Д 1льниюв: 
1, 2, 3 , 4 , 6, 12. а (1) =  1, а (4) =  7, а ( 12) =  28. Якщо р — просте 
число, то т (р) =  2, а о (р) =  р +  1.

к к ЬТеорема 10. Якоцо п =  р\'рчг ... р„Т — каношчний розклад на
турального числа п, то

1 {Р \ 'Р 2 ’ . . .  р Ъ  =  (/г, +  \ ) ( к 2 +  1) . . .  ( кт  +  1).



Д о в е д е н и я .  За теоремою 7 ва  додатш Д1льники числа п зб1-

гаються з числами вигляду с1 =  р\'р$2 ... Рт , де 0 <  5, <. кр I =  
=  1, 2 , . . . ,  т. Осюльки показник 5Х може набувати кг +  1 значень 
В1д 0 до къ  52 може набувати к2 +  1 значень в1д 0 до к2, ..., $т може 
набувати кт +  1 значень В1д 0 до кт, то р\' може набувати кг +  1 р1з- 
них значень, р12 може набувати к2 +  1 р1зних значень ..., р‘™ може 
набувати кт +  1 р1зних значень. Тому за узагальненим правилом до
бутку 6. може набувати (кг +  1) (к2 +  1) ... (кт +  1) р1зних значень.
Отже, число п мае (кг +  1) (к2 +  1) ... (кт +  1) додатних Д1льник1в, 
тобто

Т {р\'рк2 . - . Рт) =  (&1 +  1) (кг +  1) . . .  (кт +  1).
Теорему доведено.

П р и к л а д и .  I. т (100 ООО) =  т (25 ■ 55) =  6 • 6 =  36.
2. т (720) =  т (24 • 3* • 5) =  5 • 3 • 2 =  30.

Т е о р е м а  11 . Я ищо «  =  рк\'р1г . . .  р1т —  каношчний розклад на
турального числа п, то

* „ $ • + * -  1 РУ ' ~  Iт
0 ( Р ] 'Р2‘ . . .  Р т ) = - Т — т------------------------------------ —  •

Д о в е д е н и я .  За теоремою 7 множина вс1х додатних Д1льник1в 
ч и сл а  п зб1гаеться з множиною чи сел

Р\'Р2 • • ■ рт (5, — 0 , 1, 2 , . . .  , к[, г =  1, 2 , . . .  , т ).

Тому
а(р\'р22 . . .  Р т ) =  1р]'р2 . . .  р'т 

(5, =  0, 1, 2, . .  . , к{, 1 =  1,2,  . . .  , т).
Але

2р\'р$ . . .  Р% =  ( 1 + Р !  +  Р * +  ■■■ +  р Ь ) (  1 +  Р 2 +  Р 2 +  • • • +

~Ь Р^)  • • • (1 4~ Рт “Ь Рт +  • - • 4 "  Рт ) (5)

(5, =  0, 1, 2, . . .  , к,, / = 1 , 2 ,  . .  . , т).
Справд1, виконазши множення у правж частиш р1вност1 (5), д к 

танемо доданки вигляду р\'р2 Рт,  де 5; набувае значень в1д 0 до
к[ (I =  1, 2, ..., т), тобто вс1 доданки Л1В01 частини р1вност1 (5), при
чому кожен з цих доданюв одержиться лише одни раз.

„* ,+ ' _  |
Осюльки (1 +  р, +  р? +  ... +  рУ) — ‘р1 _  ~ =  2 ....... т), то

Отже,

„ / . А Л  „  Р1 1 Р2 ~  1 Рт 10 ( Р >Р2 . . .  р т ) - - ^ — т--------------_ _ —  . . .  р т - Т

2» — 1 5е — 1
П р иклади. 3. а (100 000) =  0 (26 • 56) = ---------- =  —--------- =  63 • 3906 =  246 078.

2 — 1 5 — 1
25 — 1 З3 — 1 52 1

4. а (720) =  а(2*  • З2 • 5) =  --------- - --------- • -- -------- =  2418.
2 — 1 о — 1 о — 1

72 —  1 П 2— 1 132— 1
5. а (1001) =  а (7 • 11 • 13) = ----------  •-----------■ ---------------=  1344.

 ̂ 7— 1 11 — 1 14— 1

172 _  1 192 —  1 232 —  1
6 . а (7429) =  а (17 • 19 • 23) = --------  • ------------  • ----------- =  8640.

17 -  1 19— 2 23 — 1

§ 8. Р О З П О Д 1 Л  П Р О С Т И Х  Ч И С Е Л

8.1. Формули, як1 задають прост! числа. Анал1з таблиць простих чисел дав змо- 
гу вченим зробити деяю висновки про розпод1л цих чисел у натуральному ряд1 й про 
IX властивосп. Зокрема, грунтуючись на табличних пщрахунках простих чисел, 
були зроблеш спроби знайти просп алгебраУчш формули, яю  давали б просп числа. 
Так, Ферма1 висловив припущення, що вс1 числа вигляду

Р( п)  =  22"  +  1 ( 1)

при ц!лому невщ’емному п прость При п =  0, 1, 2, 3, 4 за формулою (1) маемо прост! 
числа: Р  (0) =  3, Р  (1) =  5, Р  (2) =  17, Р  (3) =  257, Р  (4) =  65537.
Але Р (5), як встановив у 1732 р. Ейлер,— число складене: Р (5) =  641 • 6700417. 
П1зшше було доведено, що й деяю шип з чисел, заданих формулою (1), також скла
ден!. Отже, серед чисел, заданих формулою (1), е як числа прост1, так 1 складеш. 
Проте ще й дос1 невщомо, сюнченною чи несюнченною е множина простих чисел, що 
задаються формулою ( 1).

Ейлер вказав на дв1 формули, яю  дають багато простих чисел:
Р(п) =  п? —  п +  41, (2)

Р( п )  =  п2 —  79га + 1 6 0 1 . (3)

Формула (2) при п — 0 , 1 ,  2, 3, ..., 39 дае просп числа, а при п =  40 — складене 
число.

Формула (3) дае прост! числа при п — 0, 1, 2, ..., 79, а при л =  80 вона дае скла
дене число. Пошуки алгебраТчних формул, яю  давали б лише просп числа, виявилися 
безусшшними. Ще б!льш безнадшною справою, очевидно, слщ вважати вщшукання 
тако'Г формули, яка давала б ус1 прост]' числа.

8.2. Функц1я я  ( х ) .  Нер1вност| Чебишова. Ейлера, а згодом й 1нших математиюв,
щ'кавило питания, як часто зустр1чаються прост! числа в натуральному ряд1. Як в 1-
домо, в натуральному ряд! простих чисел безл1ч. А сюлъки 1х моститься в тому чи
1ншому В1др1зку натурального ряду? 1накше кажучи, якщо позначити число простих 
чисел, що не перевищують числа х, символом я  (х ), то яка природа функцп я  (*)? 
Анал1зуючи таблиц1 простих чисел, як! на той час досягали М1льйона, в 1Домий фран- 
цузький математик Лежандр у 1798— 1808 рр. дктав емшричну формулу для набли-

1 П ’ е р  Ф е р м а  (1601— 1 6 6 5 )— французький ю рист 1 математик.



. ,„ч _  х
л [ х ' !=: |п X —  1,08366 •

Звичайно, залишалося невщомим, чи придатна ця формула для чисел х, б1лыцих 
вщ М1льйона. На основ! табличних ш драхуншв простих чисел Гаусс у 1849 р. прий-

Дя (х )
шов до висновку, що вщношення ------------  для великих х наближено виражаеться

Дх
х

1 . , (* Ахфункщею —------- I я  (ж) яг Г
1п х  1п х

2

Результат Гаусса було опублшовано Т 1льки в 1863 р. М1ж тнм у 1848 1 1850 рр. 
з ’ явилися дв1 роботи видатного росш ського математика П. Л. Чебишова, присвячеш 
розпод!лу простих чисел. У стагп «Про визначення простих чисел, що не перевищу-
ють дано! величипи» (1848 р.) П. Л. Чебишов д ов 1в теорему: при 2 <  х  <  о о  функция

х
я  (х) задовольняе безл1ч раз1в ( нер1вн1сть л (х) >  ( -г-------------------- ( нер1вн1сть

$ 1п* 1п" х

\— , де а. —  як завгодно мале додатне число с п —  як завгод-
2 \пПХ

но велике натуральне число.

На основ1 ш е! теореми Чебишов дов1в, що вираз — - --------- 1п (х) при х ^  о о  не
л (х)

може мати границе, в1дмЫно1 вш — 1.

3  формули Лежандра я  (х) да -------------* л випливае, що Нш — ------
1 п х — 1,08366 *-юо 31 (х )

—  1п х =  — 1,08366, а не —  1. Формула Лежандра, таким чином, суперечить тверд-

женню, доведеному Чебишовим, 1, отже, вона помилкова. Дал1 у назваш'й робот1 
Чебишов показав, що точшше, шж формула Лежандра, функшю я  (х) виражае

функщя у - — р  а ще точшше при великих значениях х и виражае функщя ^ •
2

3  теорем, доведених Чебишовим, випливае також, що кожня з в1дношеньX ^
П ^  " ~ 1п х "  * п  ^  : 1  ~|п I пРи х ^ о о н е  може мати грани ц1, в1дмЫно1 вод 1.

2
У робот! «Мемуар про просп числа» (1850 р.) Чебишов встановив меж), м1ж якими 

лежить функщя л (х).Вш  дов1в, що при 2 <  х <  о о  виконуються нер!вност1

0,92129 —- —  <  я  (х) <  1,10555 — - — , (4)
1п х 1п х

тобто 0,92129 <  я  ( х ) —  <  1,10555.
1п х

Ц1 нер|'вност1 називають нергвностями Чебишова. 3  нер1вностей Чебишова безпосе
редньо випливае теорема, яку вперше сформулював I дов1в Ейлер.

Т е о р е м а  Е й л ер а . При зростанн'е х до о о  в1дношення -— — -прямуе до нуля.

Справд1, з нер1вностей (4) д!стаемо

0,92129 — с  1,10555- 1
1п X х ’ 1п X

л * п  (*)А звщси, осюльки п т  -------- =  0, П т --------------  0.
X -* оо 1П X х-»оо X

У перцпй сотн! натуральних чисел мктиться 25 простих чисел, тобто просп чис
ла становлять 25% . У перш1й тисяч1 натуральних чисел е 169 поостих чисел (16,9% ); 
серед перших десяти тисяч натуральних чисел е 1229 простих чисел (12,29% ); серед 
перших ста тисяч натуральних чисел 9522 простих числа (9,592% ). Таблищ простих 
чисел показують, що при зростанш  х процент простих чисел на вщр1зку [ 1, х] змен
шуеться. Проте цей факт сам по со б 1 невиклю чаетого.щ о при як завгодно великому 
х просп  числа, що належать впцизку [1, х ], все-таки становлять не менш ш ж, напри
клад, 0,0000001% вщ числа ВС1Х натуральних чисел вщр1зка [1, х]. Теорема Ейлера 
евщчить про те, що цього не може бути: при зростанш х  д о о о  «середня щщьшеть»

Л простих чисел на вщр1зок [1, х] стае меншою вщ будь-якого числа е >  0.

8.3. Асимптотичний закон розпод1лу простих чисел. Нер1вност1 Чебишова впер
ше дали змогу судити про характер зростання функцп я  (х) при зростанш х.

Результати Чебишова в дослщженш функцп л (х) привели математиюв до вис-
х

новку, що при х  -*• о о  вщношення л (х) : —  прямуе до 1. Як зазначалось вище,
X

Чебишов дов1в, що коли при х -*• с о  границя вщношення л (х): ■ 1снуе, то вона

дор1внюе 1. Проте довести кнування щеТ гранищ Чебишов не зм1г. У  1881 р. англШ-
Xському математиков! О львестру вдалося вмктити вщношення я  (х) : ^  ^ у б!льш 

Т1СН1 меж!:

0,95695 <  я  ( х ) : — —  <  1,04423. (5)
1пх

А в 1896 р. французький математик Адамар 1 бельпйський математик Валле 
Пуссен за допомогою  апарата теори функшй комплексно! зм1нноТ незалежно один

х
вщ одного довели кнування граниш вщношення я  (х) : ------. Таким чином, було

1П X
доведено, що

1 !т  [  я  ( х ) : — - — | =  1. 
х-юо [  1п X ]

Якщо при х - * -о о  водношення — — • додатних функцШ /  (х) I #  (х), вианачених для
ё  \Х ) Г

дш м х додатних аначень х , прямуе до 1, тобто П т  -------------  1, то функци. /  (х)
х -к х  е  (х )

г §  (х) називають асимптотично р1вними I записують г (х) со % (х).
Отже,

п (Х) „ - ± - .  (6)

Теорему про те, що 1ип я  ( х ) : --------  =  1,
« * о о  I. 1п X ]

розподЫу простих чисел.
Адамар 1 Валле П уссен, власне, довели, що

називають асимптотичним ваконом

л

Я (х) СО | — — . (7)1п ( "

Формула (6) е безпосередн!м иасл!дком з формули (7), осш льки, як легко довести,

X
<11

 ̂ 1п I 00 1п х
2



Дослщження Р 1-мана, Адамаре 1 Валле Пуссена показали, що за величиною абсо-
X

лютно'Г похибки функщя  ̂ ..-.-.- дае б 1льш точне наближення до я  (х), ш ж
2

1з встановленням асимптотичного закону розподш у простих чисел дослщження 
характеру зростання функцп я  (х) не припинилися. Далыш  зусилля математию'в

( \ X Г шбули СПрЯМ0ВЗН1 на якомога Т0ЧН1Шу о щ нку модуля р13НИЦ1 М1Ж Я  (X) 1 I — ■
2

ктотних р е з у л ь т а т  в цьому напрямку досягли радянсью математики 
М. Г. Чудаков, I. М. Виноградов, М. М. Коробов.

Вище ми зазначали, що при доведенн1 асимптотичного закону розпод1лу простих 
чисел Адамар 1 Валле Пуссен використовували зовш ш ш  для теорп чисел методи 
теорп функшй комплексно'1 зм ш но!. Сам же асимптотичний закон належить виключ- 
но до натуральних чисел. Тому математикам здавалося природним шукати таке до
ведения цього закону, в якому не використовувалися б сторонш  для теори чисел 
1де1. Пошуки такого доведения усш ш но закшчилися пор1вняно недавно: у 1949 р. 
норвезький математик А . Сальберг 1 угорський математик П. Ердеш опубл1кували 
доведения асимптотичного закону, в якому вони оперували тшьки з натуральними 
числами.

8.4. Прост! числа в арифметичних прогресгях. П1сля того як було доведено, 
що в натуральному ряд1 м ктиться нескшченна множина простих чисел, щлком 
природно постае питания: а сю льки е простих чисел того або 1ншого специального 
вигляду? 1накше кажучи, скш ьки простих чисел мктиться у Т1Й або шппй шдпо- 
сл1Довност1 натурального ряду?

Найпроспшими шдпослщовностями натурального ряду, звичайно, е арифме- 
тичш прогресп. Математиюв, насамперед, щкавило питания про ю л ью сть  простих 
чисел саме в арифметичних прогреаях. Наприклад, на початку арифметично! про- 
греси

3, 11. 19, 27, 35, 43. 51, 59, 67, 75, 83, 91, 99, 107, .... (8)

р1зниця я ко'! дор1внюе 8, простих чисел пор1вняно багато (вони виД1леш курсивом). 
Але нев1Домо, сюнченну чи несюиченну множину утворюватимуть прост! числа, 
що м ктяться в щй прогресп.

Биявляеться, не тш ьки в прогресп (8), а й у будь-яю'й шппй арифметичшй 
прогреси натуральних чисел, перший член яко! взаемно простий з и р1зницею, м к - 
титься нескшченна множина простих чисел. Це стверджуеться теоремою, яку дов1в 
Д1р1хле у 1837 р.

Т еор ем а  1 (Д 1р 1 хл е). У  кожной арифметичшй прогрет , перший член о розниця 
яко1 в взаемно прост! натурально числа, моститься нескшченна множина простих 
чисел.

Доведения щ е! теореми, яке дав Д 1р]хле, грунтуеться на використанн! теорп 
функщй комплексно! зм ш но!; воно досить складне, 1 тому ми не наводимо його.
У 1948 р. А . Сельберг уперше дов1в цю теорему, не використовуючи сторонн! для 
теорИ чисел 1де!. Зауважимо, що умова теореми про взаемну простоту першого чле
на а 1 р1зниц1 Ь прогресп' ктотна: якщо (а, Ь) =  Л Ф  1, то кожен член прогресн
а, а +  Ь, а +  26, ... д л и ться  на Л I, отже, не е простим (х1ба що за винятком пер
шого члена а) числом. Для деяких окремих прогреай теорему Д1р1хле можна до
вести тим самим методом, яким ми доводили теорему Евкл!да. Розглянемо два при
клади таких прогресШ. Множина в а х  непарних чисел, очевидно, вичерпуеться таки
ми двома арифметичними прогрес!ями:

1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29 ................  (9)
3, 7, 11, 15, 19. 23, 27, 31 ............... (10)

Ц1 прогрес!! складаються в1дпов!дно з чисел вигляду 4л +  1 1 4л +  3 (або
4я —  1, що те ж саме). Оск1льки будь-яке просте число р >  2 непарне, то кожне 
просте число, б!льше в!д 2, належить до одн к '1 з прогреай (8) та (9) 1, таким чином, 
е число або вигляду 4п +  1, або вигляду 4л —  1.

Т еор ем а  2. Множина простих чисел вигляду 4л —  1 нескшченна.

Д о в е д е н и я .  Припустимо, що множина простих чисел вигляду 4л — 1 сюн- 
ченна. Нехай вона складаеться з чисел ръ  р2, ..., рв. Розглянемо число А/ =  
=  4 (рхр2 ... р 5) —  1 вигляду 4л —  1.

При Д1ленн1 N на будь-яке з чисел Ръ р2, ... .  р$ буде остача —  1. Отже, число N 
вщмшне В1Д кожного з чисел ръ  р2, ..., рв 1 жодне з цих простих чисел не е Д1льни- 
ком N . 3  другого боку, не можуть ус1 прост! Д1льники числа N  бути числами вигляду 
4л +  1, осю льки добуток чисел вигляду 4л +  1 е число такого самого вигляду:

(4т +  1) (4л +  1) =  16тл  +  4 т  +  4л +  1 = 4  ( т л  +  т +  л) +  1.
Таким чином, е ДВ1 можливосп: або число N просте, або воно розкладаеться в добу
ток простих множниюв, серед яких е множник вигляду 4л —  1, вщмшний вщ чи
сел рг, р2, ..., р $. В обох випадках кн уе просте число вигляду 4л —  1, вщмшне В1Д
кожного з чисел ри  рг........р 5. А це суперечить припущенню, що множина простих
чисел вичерпуеться числами р х, р2, . . . ,  р 3. Тому це припущення неправильне. Теоре
му доведено.

Множина ва'х чисел, яю  не Д1'ляться на 2 або на 3, очевидно, вичерпуеться таки
ми двома арифметичними прогреаями:

1, 7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, , (11)
5, 11, 17, 23, 29, 35, 41, 47..............  (12)

П рогреая (11) складаеться з чисел вигляду 6л +  1, а прогреая (12) —  з чисел 
вигляду 6л —  1 (або вигляду 6л +  5). Тому кожне просте число р  >  3 належить 
до од н к ! з прогреай (11) та (12) 1, отже, е число або вигляду 6л +  1, або 6л —  1. 
М1ркуваннями, аналопчними щойно викладеним, доводиться така теорема.

Т еор ем а  3. Множина простих чисел вигляду 6л —  1 нескшченна.
Складнше, але все ж пор!вняно просто, доводяться також теореми про несюнчен- 

нкть множин простих чисел вигляду 4л +  1 1 6 л +  1. Про множини простих чи
сел, що задаються не загальними членами арифметичних п р огр еет , а б1льш складни- 
ми формулами, вщомо мало. Наприклад, вважаеться, що множина простих чисел 
вигляду пг +  1 нескшченна; ось юлька перших чисел з щ е! множини: 2, 5, 17, 37, 
101, 197, 257, ... . Проте вс1 спроби з ’ ясувати це питания не мали у сш х 1в 1 до цього 
часу не знайдено способ1в його розв’ язання.

§  9. СК 1Н Ч ЕН Н 1 Л А Н Ц Ю Г О В 1  Д Р О Б И

9.1. Ланцюгов! дроби. Запис ращональних чисел у вигляд! скш- 
ченних ланцюгових дробив. У теорп чисел, математичному анал131, тео- 
рп ймов1рностей 1 в обчислювальн1й математищ широко використову
ють так зваш ланцюгов1 дроби. У цьому параграф1 ми розглянемо пи
тания про скшченш ланцюгов1 дроби та деяк1 застосування Тх.

Нехай а  — деяке дШсне число 1 нехай — кайб1льше з щлих чи
сел, не больших н1ж а. Тод1

а  =  Яо +  х0 =  Я0 +  , де ах>  1.
1

Аналог1чно можна записати
<Ч =  Я1 +  х1 =*ч1 +  - ^ - ,  а2 >  1,

а 2 =  Яг “Н х2 — Н— —— , ос3 >  1,

а„_1 =  <7„_I +  хп—\ = Яп-\ +  , а >  1,ип

< Х п = Я п + Х п =  Яп +  ~7Г - , а п+ 1 >  1

1 Т. Д.



Якщо число а ращональне, то, як буде доведено нижче, для деяко
го натурального п матимемо хп =  0, отже, записи, про як1 щойно йшла 
мова, об1рвуться; якщо ж число а  1рращональне, то Тх, очевидно, мож
на буде продовжувати нескшченно.

У першому випадку матимемо:

а =  Яо +

! +
Ч з +

Чп- 1 +  _ ! _
у другому випадку Чп

а =  д0 - Ч1 +  *
Чг +

+
1

Чп—1 +  __ 1
Означення 1. Вираз вигляду Чп +

Яо
1

Чг +  1
?*+■••• ’

де я0, Ях, я г, ... — деякё ц ш  числа — називають елементарним ланцю- 
говим, або елементарним неперервним, дробом.

Числа <7„ Яг, Я», ••• називають елементами даного ланцюгового
дробу, а правильш дроби — , ——, — , ... —  вщповщно першою, дру-

Я1 Яг Я з
гою, третьою 1 т. д. ланкою ланцюгового дробу. Число ланок у ланцю- 
говому дроб1 може бути як скшченним, так \ нескшченним. Ланцюго- 
вий др1б, у якого число ланок скшченне, записують у вигляд!

*  +
<7» Н- * * * . 1

Чп- 1 +  1
Чп

1 називають скшченним, точшше, п-членним ланцюговим дробом, а 
др 16, у якого число ланок нескшченне, записують у вигляд1

Чо+  9Г + Ц 1
Чг +

1 називають нескшченним ланцюговим дробом.
Ми обмежимося розглядом скшченних елементарних ланцюгових 

дробив 1 називатимемо Тх просто скшченними ланцюговими дробами. 
Кр1м того, вважатимемо, що в ланцюговому дроб1 (1) Я1 >  1> Яг >  1»
..., Яп- 1  >  1» Яп >  1> а Яо може бути будь-яким щлим числом. Так1 
дроби становлять найбш ш  важливий 1 разом з тим найб1льш вивче- 
ний клас ланцюгових дроб1в; вони лежать в основ1 майже вс1х арифме- 
тичних 1 багатьох аналггичних застосувань теорп ланцюгових дроб1в.

Умовимося, для зручносп, л-членний ланцюговий др1б
1

Я о <?х +  I
Ч 2 +

+ 1
Чп

позначати символом [^0; Ях, Яг, 
ланцюгового дробу [<70; Ях, Яг,

<7„]. Значения кожного скшченного 
Яп] знаходимо в результат! виконан- 

ня скшченноТ юлькосп раз1в ращональних операшй над елемента
ми цього дробу. Отже, за нашими припущеннями вщносно елемент1в 
ланцюгового дробу кожен скшченний ланцюговий дрхб, очевидно, ви
ражае собою деяке ращональне число -у . Покажемо, що справедливе
також 1 обернене твердження.

Теорема 1. Кожне ращональне число можна подати у виглядё де
якого скшченного ланцюгового дробу.

Д о в е д е н и я .  Нехай г — дов1льно вибране ращональне число.
Тод1 2 =  де а 1 Ь — деяк1 ц ш  числа, причому Ь >  1.

Застосувавши до чисел а 1 Ь алгоритм Евклща, дктанемо р!вносп:

а =  Ьяо +  Гх,
Ь =  ГхЯх +  'г,
Г1 — ггЯг +  г8,

Гп—2 =  гп-\Яп- 1  гп'
Гп-~ 1 =  ГпЯп,

де Ь > г х> г 2>  . . .  > Г „ _ 1> Л „ > 0.
3  р!ВНОСТеЙ (2) ви п л и ваю ть  ВЩПОВЩНО р1ВНОСт1

— Я а +

- ^  =  <72 +

(2)

п—2 
гп- 1

'п—I 
Гп

=  Яп—1 +

=  Яп-



Звщси

I + 1

ш
. 1 

=  • • • =  Я о Н------------!

92 + --------------- г

або скорочено

Теорему доведено.
У тому раз1, коли г —  щле число, тобто коли Ь =  1, у р1вностях

(2) матимемо лише одну р1вшсть: а =  1 • а +  0 1 ланцюговий др!б
об1рветься на д0 =  а.

Запис (3) називають зображенням ращонального числа скшчен

ним ланцюговим дробом або розкладом числа у  скшченний ланцюго
вий дрьб.

Теорем а 2. Кожне рацюнальне число зображуеться т1льки одним 
скшченним ланцюговим дробом.

Д о в е д е н и я .  Справд1, якщо

- у  ~  1Яо> Яъ Яг, ■ • • I Яп\’ (4)

~~Ь~ =  1?0’ Я\* ?2» * ‘ ' » (^)

то

1 , , 1 
Яо Н-------------- р  =  Я о +  —----------------р

<?1 +  <?» +  ••• + — ----------—  Ч' +  д2+  . . .  +  _1----------_ . ( 6 )

<7» - '  +  1 Г  ч’ - 1 + Т

Не втрачаю чи  за га л ь н о е п  М1р к ув а н ь , вваж ати м ем о, щ о 5 >■ п. Осюль
ки д р о б и

мении вщ 1, то кожне з чисел 1 я'о дор1внюе ц ш й  частиш числа —  1 

тому д0 =  до. Вщнявши почастинно вщ р!вност! (6) ргвшсть <70 =  до,
дш тан ем о

1

+  • • • + - ----------Г  1 ----------р .  (7>
+  дп ?5_ , +  —7-

Чз

Дроби, що стоять у Л1В1Й 1 прав1й частинах р1вност1 (7), мають од- 
наков1 чисельники: кожен з чисельнишв дор1внюе 1. Тому знаменники 
ЦИХ Дроб1В також р1ВШ М1Ж собою, тобто

<7! +  - !— Г  1 I

9а ?8 +  *•* +  1 42 д'3 +  ••• +  —; " ~  -
а„ Яз—1
Чп —  Чз

»
АИркуваннями, аналопчними викладеним вище, доведемо, що Я х~ Я ь
Яг ~  Я2 > Яз ~  Яз 1 т .  Д.

Через п крок1в ми прийдемо до р1вност!

Яп =  Я’п + — --------- г
<?П+1 +  7  _1_ 1Я„+ 2 +  ” • + - , 1

<75-1 Н-----~
Яз

де 5 >  п. Звщси випливае, що 5 =  п 1, отже, дп =  Яп, бо при 5 >  п щле 
число <7„ мало б дорьвнювати дробовому числу 

, , 1
Ч п + - ------------- г

Яп+1 +  - г —  , , 1
Яп+2 +  ” • -------------------------1 - , 1

Язт,\ 4---- “
Яз

чого не може бути.
Отже, ми довели, що в зображеннях (4) 1 (5) п =  & 1 <70 =  Я'0, Ях =  

== <71, 7а =  д2, ..., Яп ~  Яп, тобто щ зображення шчим не вщр1зня- 
ються одне вщ одного. Теорему доведено.

П р и м 1 т к а. Теорему 2 доведено в припущены!, що останшй елемент сл и чен 
ного ланцюгового дробу <?д >  1 (п >  0). Якщо ж не вимагати цього, то для рацю-

нального числа — ■ шнуватиме два розклади в скшченний ланцюговий др!б:



=  —  2

П р и к л а д .  Розкласти у неперервний др1б число

132

602

367 ■. Виконаемо послщовне дшення

103
87

367
264

132 103
103 1

29
3

367

132

Маемо
602
367

2

29
16

16
1

16
13

13

13
12

Отже,
602
367

=  [ - 2 ;  2, 1, 3, 1, 1. 4, 3].

9*2» Шдх1дш дроби. Нехай
[<7о; Яи Яг, •••, Яп] (8)

е деякий ланцюговий дрхб. Значениям цього ланцюгового дробу е де
який звичайний др1б Отже, ланцюговий дрхб (8) зображуеться зви-

П <
чайним дробом Проте таке зображення не е единим, оо якщо 
р р 1 1 .

-5-  =  IЯо< Я» Яг.......... Як\, ТО й =  [<70, Яъ Яг, •••> ЯпЪ Де * —  бУДь‘
яке В1дм1нне вщ нуля щле число. Всюди дал! нам потр1бно буде 
мати деяке щлком певне зображення скшченного ланцюгового дробу 
у вигляд1 звичайного дробу — зображення, яке ми називатимемо кано
шчним. Це зображення ми визначимо шдуктивно х.

Каношчним зображенням нуль-членного ланцюгового дробу [^0] =
=  Яо вважатимемо др^б -у-. Припустимо тепер, що каношчне зобра-

1 Д ив.: X  и и ч и и А. Я- Цепные дроби. Изд. 3. М ., Физматгиз, 1961.

ження визначене для кожного ланцюгового дробу, у якого число ланок 
менше н!ж п, 1 визначимо його для «-членного ланцюгового дробу.

Розглянемо л-членний ланцюговий др1б [ 0̂; Ял, Яг, Яп 1- Як ви
пливае з означення ланцюгового дробу, справедливе сшввщношення

[д°' .......... дЛ =  % +  1 я'й я,: я!. . . . ,Я п ] '
Др!б \яъ Яг, Яз, • ••> Яп1 — (п —  1)-членний, отже, для нього каношчне 
зображення за припущенням уже визначене. Нехай цим зображенням
е звичайний др1б -^т-, тод1

\а ■ п п п 1__ а I 0̂170, Я\, Яг, • • •, Яп\ — Яо ~г -рт--------- -р,------

Др!б Ч()Р +  ^ ■ ми 1 вважатимемо каношчним зображенням ланцюгового
дробу [<70; <7!, </2, ..., <7П]. Таким чином, тепер каношчне зображення 
однозначно визначене для будь-якого скшченного ланцюгового дробу. 
Позначимо каношчне зображення дробу [д0; <72, ..., „̂1 символом
Р  'Г • • • • . ,  Р ■ Р ’-у-. 1од1 для чисельник1в 1 знаменниюв каноншних зображень 1 Г

ланцюгових дроб1в [яо\ Як Яг, •••, Яп\ 1 Я̂г, Яг, Яз, •••» Яп\ матимемо сшв- 
в1дношення

р  =  ЯоР’ +  0 ', 3  =  Р'. (9)
Умовимося називати ланцюговий др!б

[%; Я1. Яг.............. Я,\, (Ю)
де 0 8 <  п, В1ДР13КОМ ланцюгового дробу (8).

Каношчне зображення в1др1зка (10) називають 8-м тдхёдним дробом 
або тдхёдним дробом порядку 8 ланцюгового дробу (8).

Ланцюговий др1б (8) мае п +  1 шдхадних дроб1в:
Р П Р\ Р 2 Р П /I ц
^0 ’ ’ С , ............ 0п ’

За означениями шдхщного дробу й каноничного зображення нуль- 
членного ланцюгового дробу

Р  о   <7о
Оо 1 '

За формулами (9) Рг =  я0Я1 + 1 ,  =  я1л отже, =  -М * ± 1 ..
VI Ч1

Рг =  Яо (Я1Я2 +  1) +  Яг =  Яг (Я0Я1 +  1) +  Яо =  ЯгР\ +  Ро, Яг =  ЯгЯ1 +  1 =
— 9-2^1 4 - Яо (12)

1
Р 2 _  <?2Р] +Рр 
0г ЯгОг +  Оо

Теорема 3. (Правило у  творения тдхьднах дробгв). Для будь-
якого 8 >  2

Р> “  Я-Р»-1 +  Р1-2. Я, =  Я&-1 +  С»—2. (13)



Д о в е д е н и я .  При 5 =  2, як показують сшввщношення (12), 
формули (13) правилып. Припустимо, що вони правилып для 5 =  
=  т —  1 (т >  2), 1 доведемо, що тод1 вони правилып й для 5 =  т. 
Розглянемо В1Др130К

Ш  Чш, Я» • • ч  Чт\ (2 < т < п )  (14)
ланцюгового дробу (8). Пщхщний др!б порядку г дробу (14) познача- 

Р'гтимемо символом —г-.
Чг

За формулами (9)
Рт ~  ЯоРт—1 +  От—1 1 0т — Рт—\ • (15)

Але осю льки за припущенням формули (13) правилып для & =  т —  1, 
то, застосувавши Тх до дробу [^ ; ?2» Яз, •••» <7т Ь дктаемо:

Рт—1 =  ЯщРт—2 “Ь Рт—3, От—1 — ЯтОт— 2 +  От—3 (16)
(тут стоТть чт, а не чт- 1 , осю льки др!б [^х; да, <73, цт\ починаеться 
з <7!, а не з </0).

3  сп 1вв1дношень (15), (16) 1 за формулами (9)

Рщ — Яо (ЧтРт—1 +  Рт—ъ) +  (Ят0т—2 +  От-з) — Ят (ЯчР« —2 +  

+  О.т—2) ~Ь {ЯоРт—3 +  От—з) =  ЯщРт —I Рт —2\

0 т ~  ЯтРт—2 +  Р т - 3 =  ЯтОт- 1 +  О т -2»

ТОбТО Р т =  ЯтР т - 1 +  Р т - 2 1 <Эт  =  Ят От -1  +  О т -2-

Цим теорему доведено.
Формула (13) виражае чисельник 1 знаменник <Э8 шдхщ ного дро

бу порядку 5 через елемент 1 через чисельники 1 знаменники двох 
попередшх шдхщних дроб1в й, отже, дае можливкть за в1домими шд- 
Х1ДНИМИ дробами порядку 5 —  2 15 — 1 знайти П1ДХ1ДНИЙ др1б порядку 5. 
Зауважимо, що на формул! (13) грунтуеться вся теор1я ланцюгових 
Дроб1В.

Обчислення чисельниюв 1 знаменниюв шдхщних дроб1в за допомо
гою формули (13) зручно провадити за такою схемою:

Яо Я1 </! <7 п — 1 Яп

Рз II •о о Р 1 = Я оЯ1+1 Р ъ— ЯгРгЛ'Р о . . . Рп—1= Ц п —\Рп—2 +  
Рп—3

Рп= ЧпР п—1 +  
+  Рп—2

<2* < 2о=  1

IIСУ . . . (}п—\~Чп—1Сп—2 +  
+  С п -  3

Чп=Чп(1п—1 +
4 -  0 / . - 2

Щ об обчислити Р , (5 =  2, 3, ..., п) за щею схемою, потр1бно число 
<75, що стоТть над Р,, помножити на число Р ,-\, яке передуе Р г, 1 до 
одержаного добутку додати число Р 5_ 2, що передуе Р5_ ь  За аналопч- 
ним правилом обчислюють С .

П р и к л а д  1. Знайти п1дх!дш дроби ланцюгового дробу 
[ - 2 ;  2, 1, 3, 1, 1, 4, 3].

За наведеною вище схемою:

Яз — 2 2 1 3 1 1 4 3

Рз — 2 — 3 — 5 — 18 — 23 — 41 — 187 — 602

<2« 1 2 3 11 14 25 114 367

(5  =  О, 1, 2, ... , 8;.
Розглянемо деяю властивосп пщхщних дроб1в.
Теорем а 4. При 5 =  1, 2, 3, ..., п справджуеться стввгдношення

Р & - Х- Р $- ^  =  ( ~ Х Г \  (17)
Д о в е д е н и я .  При я =  1 р^вшсть (17) справедлива, бо Рх =  
ЯоЯх 1, Оо =  1, Ро =  Яо> О1 =  Як 1 тому РхС̂ о ^ 0 1̂ =  1 • При

пустимо, що р1вн1сть (17) правильна при 5 =  т (1 <; т <4 я — 1), 1 до
ведемо, що тод1 вона правильна й при 8 — т +  1. Це справд1 так:

Рт+хОщ Рт0т+\ =  (РтЯт+ 1  +  Рт—0 0т Рт (0тЯт+ 1 +  От—г) =

=  -  {Рт0 т—1 ^ Р т -Л т) =  ~ ( ~  1Г ~ ‘ =  ( ~  1)"  ,
тобто

Рт+10т Рт0т+\ =  ( 1)Ш.
Отже, за принципом математичноТ шдукцп, р1вшсть (17) правильна 
при будь-якому 5(1 <  5 <  п), Теорему доведено. 3 теореми 4 випливае 
справедливкть такого твердження.

Наслщок. Кожний тдхгдний др1б — нескоротний.
Д о в е д е н и я .  Др1б нескоротний, осюльки ф0 =  1-

Нескоротний також 1 кожен з дроб1в (5 =  1, 2 , ..., я). Справ-
Р  8

Д1, припустимо, що деякий др1б скоротний, тобто (Рт, <2т ) =  д. >  1
(1 <  т <  п). Тод1 Л1ва частина р1вносп

Рт0т— 1 — Рт—10т ~  (— 1)™
Д1литиметься на число й, а тому 1 права и частина (— 1)т-1 також мае 
Д1литися на д., що неможливо. Отже, наше припущення неправильне. 
Твердження доведено.

Цей висновок дае змогу застосувати розклад ращональних чисел 
у ланцюгов1 дроби для скорочення звичайних дробив. Справд1, якщо
звичайний др1б розкласти у ланцюговий др1б, то останшй лщхщний

р
ДР*б ОТ цього ланцюгового дробу буде нескоротним дробом 1 дор1в- 

Рнюватиме
Р  2329

П р и к л а д  2. Скоротити др!б =  "дду]- • Розклавши цей др1б у скш-

2329
ченний ланцюговий др!б, матимемо: =  (0; 4, 3 ,1 ,  10, 1, 21.



Знаходимо п!дх|дш дроби

0 4 3 1 10 1 2

Рз 0 1 3 4 43 47 137

о, I 4 13 17 183 200 583

Як вщомо, =  =  - ! § - ,  де - А § —  нескоротний др!б.

Теорема 5. При з >  2 справджуеться спёввёдношення

Р Д - 2 - Р 5-2 0 5 =  ( - 1 ) Ч -  (18)

Д о в е д е н и я .  Справдо за формулою (13)

== (]$Рз- 1  +  Ра—2, Я, — +  Яз-2-
Тому .

РДз- 2  Т- Р *-& $ =  (<1$Рз-1 +  ^*-2) ^5-2 — Л —2 (?Д -1  +  & -2) =
=  <78(Р8_1<25_2 — Я8_2<25_1).

Але оск1 льки за теоремою 4 Р 5_1 (25_ 2 —  Р 5-2 С5-1  =  (— I)5-2 =  (— 1)!> 
то Р8 (2,-2 — Р5-2 <Э5 =  (— :1)Ч- Ц ™  теорему доведено.

Теорем а 6 . Пёдхёднё дроби парного порядку даного ланцюгового дро
бу утворюють зростаючу, а пёдхёднё дроби непарного порядку — спад- 
ну послёдовнёсть.

Д о в е д е н и я .  Под1Лимо обидв! частини сшввщношення (18) на 
<38 - Ои-2- Тод1 матимемо:

р , Р, - 2  ( - 1  Уяз _
0$ 0-3—2 0.&И—2

Звщси випливае, що при з парному справджуеться нер1вшсть

Р, ^  Р»-2
Оз 0 з- 2  ’

а при я непарному — нер1вшсть
Р5 ^  Р^-г 
^  с »-2 *

Цим теорему доведено.
р _. р У

Теорем а 7 .3  двох пёдхёдних дробёв 1 даного ланцюгового

дробу дрёб парного порядку завжди менший вёд дробу непарного порядку.
Д о в е д е н и я .  Под1лимо обидв1 частини сшввщНошення (17) 

на <2 5 • 3 >-1; тод1 матимемо:
Р5 р«—1 (-1 )* -1

•' ‘ 10» С«—1 1

Зв!дси випливае, що при парному 5 справджуеться нер1вшсть

_Рз р<
5— 1

е,-1
а при непарному 5 Нер1ВН1СТЬ

Рз 
Яз > 5— 1

0^1
Рз-1 , Р,Отже, з двох дроб1в -----1 -  менший той, порядок якого парний.
5̂—1 V?

Теорему доведено.
3  щеТ теореми випливае справедливость такого твердження. 
Наслщок. Кожен пёдхёдний дрёб парного порядку даного ланцюгово

го дробу менший вёд будь-якого пёдхёдного дробу непарного порядку цього 
ланцюгового дробу.

Справд1, якщо б принаймш один шдхщний др1б - 

рядку був не менший вщ деякого пщхщного дробу

2т
@2 т
Р.

парного по-

2А+1

2̂к+ 1
непарного

порядку, то за теоремою 6 останшй шдхщний др1б парного порядку 
був би 61ЛЫПИЙ В1Д останнього пщхщного дробу непарного порядку, 
а це суперечило б теорем! 7.

Нехай ----- деяке ращональне число, задане у вигляд1 скшчен
ного ланцюгового дробу:

Р
— ?1> Чп\

Оо
А .
<Ь

Рп — пщхщш дроби цього ланцюгового дробу. Тод1
р рна основ! щойно доведених теорем, враховуючи, що =  — , можна

записати
Ро
Оо

< А < р*_
О* < <  ~п <  •** < <

Оз <

Таким чином, пщхщш дроби парного порядку е наближеними зна- 
Р _  .ченнями з недостачею, а непарного порядку — з надлишком. Оцш-

ка похибки при цьому визначаеться нер!вшстю

Справд!,
Р _ _ _ М / Р5+1 Рз
0 о, 1^ ^+1 Оз

<'  о2 *

=  (за теоремою 4) =



9.3. Розв’язування в щлих числах лшшного ровняння з двома не
вщомими. Розглянемо, як застосовують ланцюгов1 дроби для знаход
ження щлих розв’язюв лшшного ровняння з двома невщомими, кое- 
фощенти 1 вольний член якого — ц ш  числа. Нехай

ах +  Ъу =  с (19)
е довш н е рхвняння. Якщо а Ф  0 1 Ь Ф  0, то ровняння (19) неозначене: 
воно мае безл1ч розв’язюв. Загальним розв’язком цього ровняння е 

с  —  Ьи -  с —  ахх =  ------- — або у  =  — г— .а *  Ь
Припустимо, що в р!внянн1 (19) а, Ь 1 с — ц ш  числа 1 що потр1бно 

знайти Ц Ш  розв’язки ЦЬОГО р1ВНЯННЯ, тобто розв’язки, ЯЮ складаю- 
ться з щлих чисел. У цьому раз1 при будь-якому щлому значенш у  чи
сло с — Ъу буде щлим, а число х  =  - ■ —- при цьому, взагал1 кажучи,
не буде ц1лим, осюльки щле число с — Ъу може 1 не Д1ли ти ся  на щле 
число а. Про те, як знайти ц ш  розв’язки р1вняння (19), у якого а, Ь 1 
с — ц ш  числа, 1 йтиме дал1 мова. Якщо В1льний член с р1вняння (19) 
не д1литься на найбольший сшльний дольник й =  (а, Ь) його коефщкн- 
Т1в а\Ъ, то воно не мае щлих розв’язюв, бо в противному раз1 с повин
но було б Д1л и ти ся  пай =  (а, Ъ). Якщо ж с долиться на й =  (а, Ъ), то, 
под1ливши обидв1 частини ровняння (19) на й =  (а, Ъ), дктанемо ров
няння, р1вносильне даному, коеф1щенти якого е взаемно просп чис
ла. Мае мкце така теорема.

Теорем а 8 . Якщо пара щлих чисел *0, у0 задовольняе р1вняння
а х + Ь у  =  с, (20)

де а, Ь, с — ц ш  числа й (а, Ъ) =  1, то
х =  х0 +  Ы, у  =  у 0 — а1, (21)

де I — будь-яке щле число, е загальним розв'язком цього р 1вняння в щ- 
лих числах.

Д о в е д е н и я .  За умовою теореми
ахо +  Ъу0 =  с. (22)

Вщнявши почастинно в1д р1вняння (20) р1вшсть (22), дктанемо ров
няння

а (х  —  х0) + Ъ ( у ~  уо) =  0, (23)
ровносильне ровнянню (20). Покажемо, що формули (21) задають мно
жину вах  щлих розв’язюв р1вняння (23), а отже, 1 ровняння (20). Оче
видно, що кожна пара щлих чисел, задана формулами (21), задоволь
няе р1вняння (23). Навпаки, якщо пара щлих чисел хи ух задовольняе 
ровняння (23), тобто а (хх — х0) +  Ь (уг — у0) =  0, то а (хг — х0) =  
=  —  Ь (У1 — Уо)- Звщси, осюльки (а, Ь) =  1, випливае, що хх —  хп 
д1литься на Ь, тобто хх — х0 =  Ы, де I — деяке щле число. Тому аЫ =  
=  —  Ь (г/1 —  Уо) => Ух —  Уо =  —  сЧ.

3 сповводношень хг — х0 =  Ы, ух — у0 =  — а1, де I — деяке щле 
число, дктаемо хх =  х0 +  Ы, уг =  у0 — а/, де I — деяке щле число. 
Отже, кожна пара щлих чисел хи ух, що задовольняе р1вняння (23),

задаеться формулами (21). Цим теорему доведено. Таким чином, щоб 
розв’язати р1вняння (20) в цолих числах, потр1бно знайти який-небудь 
окремий цолий розв’язок (*„, у0) цього рГвняння.

Зробити це можна, скориставшись розкладом числа -2- у ланцюго

вий др1б. Справдо, н е х а й =  [<7„; ц1г . . . ,  розклад числа у 
р .

ланцюговий дроб, а (к =  0, 1, 2, ..., п) е пщхщш дроби цього роз-

кладу. Тод1 -рА- =  За умовою др1б ------ нескоротний 1 др1б заЧп о о
висновком з теореми 4 також нескоротний; тому Рп =  а, <?„ =  Ь. 
За теоремою 4

РпЯп- 1  -  Рп-Лп =  ( -  I)"-1 , тобто а(}п̂  -  ЪРп =  ( -  I ) " -1.
Помноживши обидв1 частини останньоТ ровносто на (— I)"- 1 с, дктане
мо ровность

а [ ( -  I ) " -1 - с . (?„_,] +  Ь [ ( -  1)" - с • Р „- ,]  =  с.
Ця р1вность означае, що пара чисел х0 =  (— I)'1-1 • с • <2„_ь у0 =  

=  (— 1)га - с - Рп- 1 е щлий розв’язок р1вняння (20).
Теорем а 9. Загальний розе'язок у щлих числах рьвняння ах +  Ъу =  

=  с, де а, Ь, с —  ц ш  числа й (а, Ь) =  1, можна подати у виглядь

х  =  ( -  I ) " -1 - с • _ ! + Ы , у  =  ( -  1)" • с . Рп-х -  а1 , (24)
де I — довьльне щле число, а Рп—о I о — чисельник г знаменник пе-
редостаннього тдхьдного дробу розкладу числа ~  у  ланцюговий др1б.

П р и к л а д .  Розв’ язати в цолих числах ровняння 61де +  48у  =  3.

Розклавши у ланцюговий дроб, матимемо:

- § -  =  11; з, 1, 2, 4].

ГОдходними дробами для ланцюгового дробу [1; 3, 1, 2, 4] е

_!_ А -  Л . _11_ _Ё_
1 > 3 ’ 4 ’ 11 • 48 '

Р  14
Передостанном подходним дробом е - Д  =  -рг-.

Чз 11
Отже, за формулами (24) загальним розв язком у щ лих числах заданого ровнян

ня е

х  =  (—  I)3 • 3 • 11 +  48* =  —  33 +  48*;
{ ,=  (— 1)4 . 3 • 14 — 6П =  42 — 61/. (25)

У  цьому загальному розв’ язку х0 — — 33, у 0 =  42. Узявши у формулах (25) I =  
=  1, достанемо частинний розв’ язок х х =  15, г/х =  — 19, о загальний розв’ язок за
даного р 1вняння за теоремою 8 можна записати так:

де =  15 +  48*, у  =  —  19 —  61*.



Р о з д I л III

ГРУПИ I ЮЛЬЦЯ

Вивчаючи алгебру на першому кура, читач ознайомився з основ
ными алгебраТчними структурами — трупами, юльцями, полями — 
1 Тх найпроспшими властивостямн.

Групи 1 кольця е найважливошими алгебраТчними структурами. 
Вони мають досить широку область застосувань 1 е предметом великих 
самостойних алгебра'Тчних наук — теорп груп 1 теорп юлець.

Цей роздол можна розглядати як вступ у теорию груп 1 теорию ко
лець. У ньому буде викладено елементарш водомосто про групи 1 коль
ця, з якими повинен бути ознайомлений кожен учитель математики се- 
редньоТ школи. Значна частина цих водомостей знайде також застосу
вання в наступних роздолах цоеТ книги, а також в онших математич- 
них курсах.

§ 10. Г Р У П И  I П Щ Г Р У П И

10.1. Групи. Як водомо, алгебра'о'чну операцою, визначену в груш, 
називають множенням або додаванням. Трупу водносно операцп мно
ження називають мультипликативною, а водносно операцп додаван
ня — адитивною.

Умовимося, як це прийнято в загальной теорп груп, розглядати 
дало в основному мультиплокативно групи.

Нагадаемо означення мультиплокативноо групи й и найпростоип 
властивосто.

Нехай О — непорожня множина, в якой визначена операщя мно
ження.

Означення 1. Непорожня множина О, в якёй визначена операщя 
множення, називаеться групою, якшр виконуються там умови:

1. Операщя множення асощативна.
2. Для операцп множення в множиш С здёйсненна обернена опера

щя — дёлення, тобто для будь-яких елементьв а ё Ь множини О кожне 
з рёвнянь ах =  Ъ ё уа =  Ъ мае у  множиш О розв'язок ё притому тёльки 
один.

Якщо операцоя множення, визначена в груш О, комутативна, то 
група О називаеться комутативною або абельовою. Група О називаеться 
скёнченною, якщо множина То елементов сюнченна; вона називаеться 
нескёнченною, якщо множина То елементов несконченна. Число елемен
тов сконченноТ групи називають порядком групи.

3 означення групи (1, § 11) випливають так1 наслодки.
1. У кожнёй групё О можна виконувати лёвостороннё ё правосторон- 

нё скорочення: якшр аЬх =  аЬа обо Ьга — Ьга, то Ьх =  Ь2.
2. У кожнёй групё О ёснуе ё притому тёльки один елемент е, такий,

що V  1ае =\еа =  а]. Елемент е називають одиничним елементом або
абй

одиницею групи О; онод1 одиничний елемент позначають також сим
волом 1.

3. У кожнёй групё О для будь-якого и елемента а ёснуе единий обер
нений йому елемент а~\ тобто такий, що сГ'а =  аа~ 1 =  е.

4. Якё б не були цёлё числа т ё п, для кожного елемента а групи С 
справджуються рёвностё

ат. а п =  ат+п, (ат)п =  атп.

Скориставшись тим, що для кожного елемента а  ̂ О в груш О ос
нуе обернений елемент а~\ розв’язки ровнянь ах =  Ь 1 уа =  Ь, про 
яю йшлося вище, можна записати в явному виглядо:

х  =  а~ 1Ь, у =  Ьа~1.

Ровносильним означению 1 е таке означення групи (1, § 11).
Означення 2. Непорожня множина О, в якёй визначена операщя 

множення, називаеться групою, якщо виконуються такё умови:
1) Операщя множення асощативна.
2) У множинё О ёснуе одиничний елемент.
3) Для кожного елемента а  ̂ О у множинё О ёснуе обернений еле

мент а~1.
Користуючись означениям 2, онодо легше бувае переворити, що дана 

множина е мультиплшативна група.
Прикладами мультиплшативних груп е множина всох додатних ра- 

цоональних чисел, всох водмонних вод нуля ращональних чисел, мно
жина всох додатних дойсних чисел, всох вщмшних вод нуля дшсних 
чисел, множина всох водмонних В1д нуля комплексних чисел. Ус1 щ гру
пи —  несконченш, абельово. Прикладом мультиплшативноТ нескш- 
ченноТ некомутативноТ групи е множина неособливих матриць п-го 
порядку над полем комплексних чисел С. Множина вах  комплексних 
коренов/г-го степеня з 1 емультиплокативною абельовою групою поряд
ку п.

10.2. Подстановки. Важливими прикладами сшнченних некому- 
тативних груп е групи подстановок. Спочатку пригадаемо деяю водо
мосто про перестановки та подстановки з п елементов.

Нехай дано деяку множину М , що складаеться з п елементов. Еле
менти щео мнсжини можна перенумерувати за допсмогсю чисел
1, 2, 3, ..., п. 1ндиводуально властивосто елементов множини М  дало 
не водограватимуть ноякоо роло, тому ми просто вважатимемо, що мно
жина М  складаеться з чисел 1, 2, 3, ..., п.

Всяке розташування чисел 1 ,2 ,3 ,  ..., п в деякому певному порядку
називаеться перестановкою з п чисел або з п елементёв.

Число розних перестановок з п елементов доровнюе п\ =  1 - 2 х  
X 3 ... л (1, § 9). Прийнято вважати, що в перестановщ
ёъ  ё2, ..., ё$, ..., ёп елементи ёк й ё, утворюють шверспо, якщо
ёк >  ё$, але ёк стооть у перестановщ ловоше вод ё$.

Перестановку, елементи якоТ утворюють парне число шверсой, на
зивають парною, а перестановку, елементи якоо утворюють непарне 
число шверс!й, називають непарною.



Перетворення перестановки, при якому деяю два и елементи М1- 
няються мкцями, а решта елементов залишаються нерухомими, нази
вають транспозицьею.

Як в1домо (1, § 25), кожна транспозиция змьнюе парньсть переста
новки.

Нехай А х 1 А 2 — дв1 р1зш перестановки з символ1в 1, 2, 3, ..., п.
Якщо ми виконаемо в обох цих перестановках транспозишю будь- 

яких, але тих самих символ1в, то дктанемо дв1 р1зш перестановки А\ 
\ А'2. Справд!, якби перестановки А[ 1 А '2 були однаков1, то були б од- 
наков! й перестановки Ах 1 А 2, осюльки Тх дктають з А[ 1 А 2 за допо
могою зворотноТ транспозищТ двох тих самих символов.

Теорем а 1. При п > . 2 число парных перестановок з п елементьв до-
рьвнюе числу непарних, тобто дорьвнюе — п!

Д о в е д е н и я .  Справд1, виконаемо у вах  п\ перестановках з п 
елемент1в транспозищю двох тих самих елемент1в. У результат! дкта- 
немо п\ р1зних перестановок, тобто ва  л! перестановок з л елемент1в. 
Але при цьому ва  парш перестановки перейдуть у непарш, а непар
но — в парш. Отже, число парних перестановок доровнюе числу не
парних, тобто доровнюе л1. Цим теорему доведено.

Водомо також (1, § 25), що вёд кожноь перестановки з п елементьв 
можна перейты до будь-якоь ьншоь перестановки з цих самих елементьв 
за допомогою кьлькох транспозицьй.

Означення 1. Всяке взаемно однозначне вьдобраояення множини 
М — { 1, 2, 3.......  п) самоь на себе називають пьдстановкою з п елемен
тьв або пьдстановкою л-го степеня.

Подстановки позначатимемо великими буквами латинського алфа- 
воту: А, В, С 1 он.

Якщо при подстановцо А число ((1  =  1 ,2 .......  л) водображаеться
в число а{, то записують

1 2 3 . . .  л
12л (2а 0,0 . . • (1)

тобто под кожним з чисел 1, 2, 3 ... л шдписують те число, в яке воно 
водображаеться, 1 одержано два рядки беруть у дужки.

Запис (1) слод читати так: при шдстановщ А 1 переходить в аъ  2 пе
реходить в а2, ..., л переходить в ап.

Оск1льки подстановка е взаемно однозначним вьдображенням, то ва  
числа а1г а2, ..., ап розно \, отже, другий рядок у записо (1) являе со
бою деяку перестановку з елементов 1, 2, 3, ..., п.

Слод зауважити, що стовпчики в записо (1) можна помоняти мкцями, 
тобто у верхньому рядку замкть перестановки 1, 2 ,3 , ..., л можна за
писати будь-яку оншу перестановку Ь1у Ьг, Ья, ..., Ьп з елементов 1,
2, 3, ..., л 1 потом у нижньому рядку числа а1( а2, а3, ..., ап пере
ставите так, щоб под числом ь ((' =  1, 2, 3, ..., л) стояло число аг  В ре
зультат! дктанемо запис тоеТ самоТ подстановки, але вже шшого

1 2 4 5 6 . .
■ м . ( 3

4 5 . . .  л
1 2 1

аг аг а4 «5 ав . . • ап) \а3 а 4 « 5 . . .  ап й2 /

1 л л —  1 п —  2 3 2 м
11 а п а „ - 1 ап—2 а2 а1/

/1 2 . . .  л \
е розно записи тоеТ самоТ подстановки А =  I, осюлькиг \аг а2 . . .  ап]
в кожному з них число ь (( =  1, 2, 3, ..., л) переходить у число аг  

Отже, будь-яку подстановку л-го степеня можна записати за допо
могою двох перестановок з чисел 1, 2, 3, ..., л, шдписаних одна под 
одною:

/«1 а2 а3 . . .  с„\
Ь2 Ь3 . . .  Ьп) ’

причому верхню перестановку аъ  а2, а3....... ап завжди можна вибрати
ДОВОЛЬНО.

Навпаки, якщо шд деякою перестановкою си с2, с3, ..., сп з чисел 
1, 2, 3, ..., л ми шдпишемо будь-яку шшу перестановку й2, й9, ... 
..., йп з цих самих чисел, то дктанемо запис

с2 с3 . . .  с„\
\̂ 1 2̂ • • • А„)

деякоТ подстановки л-го степеня — постановки, при як1й число с, (ь =  
=  1, 2, 3, ..., п) переходить у число .

Кожна постановка л-го степеня звичайно може бути записана у 
вигляд1 (1). При такому запиа постановок р1зш подстановки л-го сте
пеня В1др1знятимуться одна вод одноТ нижноми перестановками. Звод- 
си випливае справедливкть такого твердження.

Теорем а 2. Число тдстановок п- го степеня дорьвнюе п! 
Д о в е д е н и я .  Справдо, шдпишемо почергово шд перестановкою

1, 2, 3, ..., л кожну перестановку з чисел 1, 2, 3, ..., л; тод1 дктанемо 
ва  можливо розш подстановки л-го степеня. Осюльки число всох пере
становок з л символов дор1внюе л!, то и число всох постановок л-го сте
пеня доровнюе л!. Цим теорему доведено.

В1зьмемо деяку подстановку л-го степеня

Верхня 1 нижня перестановки в запиа (2) можуть бути або одна- 
ковоТ, або протилежноТ парность Припустимо, що вони мають одна* 
кову парнкть. Нехай

е онший, довольно вибраний, запис подстановки А.



Покажемо, що в запиа (3) верхня 1 нижня перестановки також ма
ють однакову паршсть. Справдо, перестановку / х, /8, /„ , як вщомо,
можна одержати з перестановки ои о2, 1„ послщовним виконанням
к1лькох транспозищй. Якщо одночасно з транспозициями, що пере- 
водять перестановку 11( »а, ..., 1п в перестановку / 1( / 2, / п, ми ви-
конаемо 1 транспозицп вщповщних символов у нижшй перестановцо, 
то, очевидно, вод запису (2) ми перейдемодо запису (3). Проте одночас- 
не виконання одше'1 транспозицп у верхней 1 нижшй перестановках 
одночасно змшюе парносн цих перестановок на протилежш 1, отже, 
зберогае зб1г ох парностей. Тому верхня й нижня перестановки у запи
си (3) мають однакову паршсть. Якщо ж верхня 1 нижня перестановки 
у запиа (2) мають протилежш парносп, то й у запиа (3) верхня 1 ниж
ня перестановки також мають протилежш парности

Осыльки запис (3) подстановки А вибраний дов1льно, то з щойно 
викладеного випливае, що або у вах  записах подстановки А парноеп 
верхньоо й нижньоТ перестановок збогаються, або ж у всох записах во
ни протилежнй Отже, зб1г чи протилежность парностей верхньоТ й 
нижньоК перестановок у запиа даноТ подстановки е особливктю само! 
подстановки, а не того чи шшого запису и. Тому правом1рно ввести та
ке означення парносто й непарност! подстановки.

Означення 2. Шдстановка А називаеться парною, якщо парность 
верхньоо й нижньоо перестановок довольного запису П збогаються; вона 
називаеться непарною, якщо парность цих перестановок протилежш.

Р1 вноси льн им цьому означению е таке означення.
Означення 3. Шдстановка А називаеться парною, якщо сумарне 

число шверсш у верхной» нижшй перестановках довольного запису и пар
не, в протилежному разо вона називаеться непарною.

Ровносильшсть означень 2 1 3 очевидна: загальне число шверай у 
верхшй 1 нижшй перестановках запису постановки буде парним тодо
о тольки тодо, коли парносто цих подстановок зб1гаються.

Якщо подстановка А записана у вигляд1 (1), тобто
А  ^  /1 2 . . .  п \

\ах а2 • .. ап/
то, оскольки верхня перестановка цього запису парна, парность под
становки А визначаеться паршстю нижньоТ перестановки аг, а*, ап.
Звщси випливае справедливость такого твердження.

Теорем а 3. При я ;>  2 число парних тдстановок п-го степеня до-
ровшое числу непарних, тобто доровнюе ~  п1

Справдо, подписавши почергово под перестановкою 1, 2, 3, ’п
кожну з л! парних перестановок, дктанемо п1 парних подстано
вок, а подписавши пщ перестановкою 1, 2, 3, п кожну непарну пе
рестановку, дктанемо п\ непарних подстановок.

П р и к л а д  1. Визначимо паршсть п!дстановки 6-го степеня.
/3 1 2 6 5 4\
\5 2 6 4 3 1/

У  верхшй перестановцо цього запису 5 ш верай , а в нижшй Тх 11. Загальне чис
л о онверсой в обох  перестановках —  16. Отже, подстановка А е парна.

Запишемо тепер розглядувану подстановку так:
_  /1 2 3 4 5 6\

\2А--
\2 6 5 1 3 4

У верхной перестанови! цього запису 0 ш версш , а в нижной —  8. Загальне число
шверсШ —  8. Цей приклад показуе, що при р1зних записах даноо подстановки пар
ность загального числа 1нверс1Й в обох перестановках запису 01 зберогаеться, а саме 
число ш верай, взагал1 кажучи, змонюеться.

10.3. Групи подстановок. ЕИзьмемо дво дов1льш подстановки п-то 
степеня

/1 2  . . .  П\ ' 1% • • • К \
л = = и  и  1 в  -  и .  ••• а‘п )'

Виконаемо послщовно подстановки А\ В. В результат! цього дкта
немо подстановку

/1 2 . . .  п \
С = = \а1, щ, . . .  01 п)"

Означення 1. Подстановку С, що е результатом послодовного вико
нання тдстановок А о В, називають добутком подстановки А на под
становку В о записують: С =  АВ.

Наприклад, якщо
/1  2 3 4\ /1 2 3 4\ /1 2 3 4\

А - \ 2  3 1 4> ' В ~ \ 2  4 1 з) '  Т0 Л® =  14 1 2 з)*

Справд1, подстановка А вщображае 1 в 2, а подстановка В вщобра- 
жае 2 в 4. Отже, А В вщображае 1 в 4. Аналопчно вщображаються й ш- 
пп символи.

Операщя множення тдстановок п-го степеня при п >  3 некомута- 
тивна. Справд!, для подстановок

/1 2 3 4 5 . . .  я\ . /1 2 3 4 5 . . .  п\
Л =  \2 3 1 и оь . . .  »„/ 1 В _ \3 2 1 и и  . . . / „ /

АВ Ф- В А, оскольки подстановка АВ  водображае елемент 1 в 2, а под
становка В А вщображае— 1 в 1.

Операщя множення подстановок асощативна. Справдо, нехай дано 
подстановки п-го степеня А , В \ С. Припустимо, що елемент к (1 ^  ^

п) при пщстановщ А переходить в ак, ак при пщстановщ В пере
ходить у Ьк, а Ьк при пщстановщ С переходить у ск. Тодо при пщстанов- 
ц! АВ  елемент к переходить у Ьк, а при пщстановщ (АВ) С елемент к 
перейде в ск. Розглянемо тепер пщстановку А(ВС). При пщстановщ А 
елемент к переходить в ак, при пщстановщ ВС елемент ак перейде в 
ск, тому при подстановцо А (ВС) елемент к також перейде в ск. Отже, 
(АВ) С =  Л (ВС).

Теорем а 4. Множина всох подстановок п-го степеня е група за мно
женням .



Д о в е д е н и я .  Справдо, операщя множення подстановок асоща

тивна. Серед подстановок л-го степеня е подстановка Е =  2 . . .  л\
. * \1 2 . . .  га/

при якш кожен елемент в1дображаеться в самого себе; цю шдстановку 
називають тотожною. Очевидно, оцо добуток будь-якоо подстановки 
А на тотожну подстановку Е, а також добуток Е на А доровнюе А:

АЕ  =  ЕА =  А,
тобто подстановка Е водограе роль одиничного елемента. Для кожноо 

„ /1 2 . . .  л \
подстановки А =  I . . I в множино подстановок л-го степеня

\ 1 2 ••• ‘ л /
оснуе подстановка

така, щс А А ~1 =  А {А =  Е.
Подстановку А ~~1 називають оберненою для подстановки А.
Отже, множина подстановок л-го степеня. за означениям 2 п. 10.1, 

е група. Цим теорему доведено^ Трупу всох подстановок и-го гтрпрйя~ 
називають симетричною групою л-го степеня о позначають 5„. Порядок 
групи 8 п доровнюе л!

Розглянемо тепер подстановку виду
* 1 2 . . .  ё 1 ё 1 +  1 • •. /  — 1 /  /  +  1 . . .  л\
1̂ 2 . . .  I 1 у » +  1 . . .  /  —'1 I / +  1 . . л /

Елементи, оцо залиоиаються нерухомими, замонимо крапками й за
пишемо цю подстановку скорочено

(4)

Подстановку (4), очевидно, можна достати з тотожноо подстановки 
(\ 2  . . .  п\

^  ~  \1 2 п) 33 допомогою виконання транспозицоо I й /  у нижной
перестановщ. На цой подставо подстановки виду (4) також називають 
транспозицёями. Умовимося позначати транспозицою (4) символом 
(*'/)•

Теорема 5. Кожну шдстановку л-го степеня можна подати у  виг
лядё добутку кёлькох транспозицёй.

Д о в е д е н и я .  Нехай дано деяку подстановку
/1 2 3 . . .  л
\*1 *'» *8 • • •

Водомо, що вод кожноо перестановки з я елементов можна перейти до 
будь-якоо оншоо перестановки з цих самих елементов за допомогою 
колькох транспозицой. Зокрема перестановку ё1г ё2.......  »„ можна до
стати з перестановки 1, 2, 3, ..., л, виконавши послодовно колька тран
спозицой.

Припустимо, що 1и и, ..., 1„ можна достати з 1, 2, 3.......  п посло-
довним виконанням транспозицой елементов

/х * ®1> /г ® *2> • • • » /пг ® ^т- (®)
Тодо подстановку /4 ,  очевидно, можна достати з подстановки

/1 2 3 ...\ . .............
^  =  11 ), виконавши послодовно в ю нижиои перестановщ

транспозицоо (5). Але виконання транспозицоо елементов / й й /, у ниж
ной перестановщ будь-якоо подстановки

* - ( !  * - “ )
\/х /2  •• • /« /

ровносильне множенню подстановки В справа на подстановку

!* тобто на (/*, /,).
\ .. .  ц  . . .  1к . . . /

Отже,
^4 =  ^  (/х , % ) (/г> 5г) • • * ( /т >  ® т )-

Опустивши в правой частино цоео ровносто множник Е, матимемо:
А =  (/х, %) (/2, 52) . . .  (/т , 5т ).

Цим теорему доведено.
Кожну подстановку можна розними способами записати у виглядо 

добутку транспозицой, бо завжди до даного добутку транспозицой мож
на дописати, наприклад, дво транспозицп виду (», /) (ё, /), добуток яких 
доровнюе тотожной подстановцо Е. Проте справедлива така теорема.

Теорем а 6 . У всёх запасах дано'ё пёдстановки у виглядё добутку 
транспозицёй парнёсть числа транспозицёй буде та сама: вона збёга- 
еться з парнёстю пёдстановки.

Д о в е д е н и я .  Для доведения теореми достатньо показати, що 
добуток будь-яких к транспозицой е подстановка, парность якоо збо- 
гаеться з парностю числа к. При к =  1 це справдо так, оскольки будь- 
яка транспозицоя (ё, /)  е непарна подстановка. Припустимо, що це твер
дження правильне для к — 1 (к 2) множников. Тодо воно правильне 
й для к множников, оскольки числа к — 1 й к мають протилежш пар
ность а множення подстановки (добутку перших (к — 1) транспозиций) 
на транспозицою ровносильне виконанню транспозицоо в нижной пере- 
становцо подстановки о, отже, змонюе П парность на протилежну. Цим 
теорему доведено.

Розглянемо тепер множину вс1х парних подстановок л-го степеня.
Як водомо, число и елементов доровнюе -у  л!

Теорем а 7. Множина всёх парних пёдстановок л-го степеня е група 
по множенню.

Д о в е д е н и я .  Нехай А о В —  довольно вибрано парно подста
новки л-го степеня. Оск1льки розклад подстановки АВ  у добуток тран
спозищй можна достати, записавши у вигляд1 добутку транспозицой 
подстановки А 1 В, то за теоремою 6 подстановка АВ  е парна. Отже, у



множит парних подстановок здгёсненна операщя множення. Множен
ня подстановок п-го степеня, як вщомо, асошативне. А тому 1 множен
ня парних тдстановок асошативне. Тотожна шдстановка, що вщграе 
роль одиничного елемента, парна 1, отже, належить до множини пар-

, /1  2 . . .  л\
них тдстановок. Нарешт1, якщо шдстановка А =  \ . е пап-

. . Д*1 *2 • • • Р
0 . м _I II1 2̂ • • • 1п\

на, то и обернена 1й постановка А =  11 2 п ) також парна 1, от
же, належить до множини парних подстановок. Цим теорему доведено.

Групу парних тдстановок називають знакозмшною групою «-го сте
пеня. Порядок щеТ групи дор1внюе п\

Легко перев1рити, що знакозмшна група л-го степеня при п — 3 
комутативна, а при п ;>  4 — некомутативна.

Зауважимо, що, симетричш й знакозмшш групи вщграють надзви- 
чайно важливу роль у теорп сюнченних груп 1 теори Галуа.

Це обумовлюеться тим, що, як можна довести, будь-яка група по
рядку п 1зоморфна деяшй шдгруш симетрично'Т групи 8 п. Внасладок 
цього вивчення скшченних груп зводиться до вивчення груп шдстано- 
вок. Сл1д також зазначити, що саме досл1дження тдстановок у зв’яз- 
ку з проблемою розв’язування алгебраТчних р1внянь у радикалах 
(у кшщ XVIII 1 в перинй половин! X IX  ст.) було вщправним пунктом 
розвитку загальноТ теорп груп.

10.4. Шдгрупи. Нехай дано групуСП деяку шдмножину Н  шеТ гру
пи. Шдмножин у Н  називають тдгрупою групи С, якщо вона е групою 
вщносно бшарно'Т операцп, визначено’Т в С. Справедлива теорема: для 
того щоб шдмножина Н групи С була тдгрупою цш  групи, необхёдно й 
достатньо, щоб вона разом з будь-якими своё ми елементами а I Ь м1сти- 
ла й 1х  добуток аЪ г разом з кожним своём елементом а мёстила також 
ь обернений йому елемент сГ х (1, § 11).

Кожна мультиплшативна група С, очевидно, мае так1 трив1альш 
шдгрупи: саму групу С 1 так звану одиничну шдгрупу, яка складае
ться лише з одиничного елемента 1. Але, звичайно, в груш можуть бу
ти й шип шдгрупи. Так, група за множенням, що складаеться з 1 1 ■— 1, 
1 мультипл1кативна група додатних ращональних чисел е шдгру- 
пами мультиплшативноТ групи вс1х вщмшних В1д нуля ращональних 
чисел. Мультипл1кативна група вщмшних вщ нуля ращональних чисел 
е тдгрупою групи вс1х вщмшних В1д нуля д1йсних чисел. Знако
змшна група л-го степеня е тдгрупою симетричноТ групи п-го степеня.

Множина вс1х матриць л-го порядку над числовим полем Р, детер
минант кожно1 з яких дор1внюе 1, як легко довести, е мультипликатив
на група: ТТ називають ушмодулярною групою матриць. Ушмодулярна 
група матриць е тдгрупою мультишпкативноТ групи вс1х невиродже- 
них матриць л-го порядку над полем Р.

Важливим прикладом шдгруп е так зваш ц и к л 1 ч н 1 п 1 д г р у- 
п и. Нехай С — деяка група 1 а — дов^льний елемент щеТ групи. По- 
значимо символом {а} п!дмножину групи О, що складаеться з ус1х сте
пей! в елемента а. Покажемо, що шдмножина {а} е тдгрупою групи С.

Справд!, добуток будь-яких двох елеменпв ат 1 ап з {а} мктиться в 
{а}, осшльки ат • ап =  ап • ат =  ат+п. В {а} мктиться також еле
мент 1 =  а0. Разом з усяким своТм елементом ап шдмножина {а} м к
тить 1 обернений йому елемент сГп.

Означення. Шдгрупа [а}, що складаеться з усёх степешв елемента 
а, називаеться циклЫною тдгрупою групи О, породженою елементом а.

Зауважимо, що можуть бути таш два випадки: 1) ус1 степеш еле
мента а е р1зн1 елементи групи С; в цьому раз1 а називають елементом 
нетнченного порядку; 2) серед степешв елемента а е р1вш м1ж собою, 
наприклад а1 =  а$, де 5 Ф  I. Це завжди буде так, якщо група С скш- 
ченна, але може трапитися й у нескшченнш груш. Розглянемо другий 
випадок докладшше. Отже, припустимо, що а1 =  а5, де 5 >  /.

Тод1 а$~ 1 =  1, тобто кнують додатш степеш елемента а, як1 дор1в- 
нюють 1.

Нехай серед ус1х додатних степешв елемента а, як1 дор1внюють 1, 
п е найменший, тобто

1) ап =  1, л >  0;
2) якщо а1 =  1, / >  0, то /  >  п.
У цьому раз1 елемент а називають елементом скшченного порядку, 

а саме порядку п.
Якщо а е елемент л-го порядку, то породжена ним цикл1чна шдгру

па {а} складаеться з таких елеменпв:
1, а, а2, а3, . . . ,  ап~2, ап~ 1. (6)

Справд1, вс1 щ елементи р1зш, бо якби а1 =  а5, 0 <  / <  з ^  л — 1, 
то а$~ ‘1 =  1 1, отже, а було б елементом порядку 5 •— I < ; п.

3 другого боку, будь-який шший стешнь елемента а, додатний чи 
вщ’емний, дор1внюе одному з елементьв (6). Справд1, якщо к — деяке 
щле число, то

к =  л<7 +  г, 0 <  г <  л (7)
1 тому ак =  ап<>+г — (ап)<? а =  аг.

Звщси випливае, що коли ак =  1, то в р1вносн (7) г =  0, тобто к д1- 
литься на л, бо в противному раз1 а було б елементом порядку г < . л. 
Множина (6) складаеться з л елеменпв; отже, порядок цикл1чноТ шд
групи {а} дор1внюе порядку елемента а, що породжуе цю шдгрупу.

Зауважимо, що в кожшй груш С е единий елемент першого поряд
ку —  це 1. Цикл1чна шдгрупа {1} збегаеться з одиничною тдгрупою.

Доведемо тепер одну теорему, що стосуеться шдгруп дано1 групи.
Теорем а 8 . Якшр Н I Р е шдгрупи групи О, то ёх перетин Н {] Р 

також е шдгрупа щёё групи.
Д о в е д е н и я .  Справд!, якщо елементи а 1 Ь належать перети

ну Н П Л  то вони мктяться в кожшй з шдгруп Н 1 Р. Отже, елементи 
аЬ 1 а-1 також мктяться в кожшй з шдгруп Н 1 Р, а тому аЬ та а 1 м к
титься 1 в перетиш Н [\ Р. Отже, за сформульованою вище теоремою 
Н П Р е шдгрупа групи О. Цим теорему доведено.

Доведена нами теорема поширюеться на будь-яке число (скшченне 
чи нескшченне) шдгруп групи О.



10.5. Цикл1чн1 групи. Означення. Група С називаеться цикличною, 
якшр вона складаеться з степешв одного з своьх елементьв а, тобто збь- 
гаеться з одньею з свои циклгчних пьдгруп {а}.

Елемент а називають твьрним елементом цикл1чно1 групи {а}. Кож
на цикл1чна група абельова, бо атап =  апат =  ат+п.

П р и к л а д и  ц и к л 1 ч н и х  г р у п. 1. Адитивна група цйшх чисел 2  
е нескшченна цикл1чна група. II тв1рним елементом е число 1. За тв!'рний елемент 
щ е! групи, очевидно, можна взяти також число — 1.

2. Мультиплшативна група кореш в га-го степеня з 1 е цикл1чною групою поряд
ку п. Справд1, множини вс1х кореш в « -го  степеня з 1 е група по множенню (1, § 16). 
Як вщомо, кореш л-го степеня з 1 знаходять за формулою:

2 пк . . 2 пк . _ , „
е* =  с о з — —  4 - г з ш — —  , к =  0 , 1 , 2 .............га— 1./*• п

За формулою Муавра

,  2л , : 2п \к 2як , . . 2пк
5 — ------^ I 31П ---------  =  С О З -------------- Ь  I 81П ----------

П )
тобто (8 !)*  =  8 к.

Таким чином, кожен коршь п-то степеня з 1 е певним степенем кореня 1, отже, 
група корешв п -го степеня з 1 е цикл1чною групою {8 !} , тв1рним елементом яко!' е 
коршь

2п  . А  2 п
8 , =  С О З -----------Ь  Г  31П------------.

п п

Теорем а 9. Кожна нескшченна цикльчна група ьзоморфна адитив- 
шй груш щлих чисел 2.

Д о в е д е н и я .  Нехай С =  {а} — дов1льна нескшченна цикл1ч- 
на група з тв1рним елементом а. Кожному елементу ак групи С поста- 
вимо у вщповщн кть елемент к групи 2. Цим, очевидно, буде задано 
взаемно однозначне вщображення групи О на групу 2. Це вщображен
ня е 1зоморфним, осюльки з ак —> к 1 ав —>■ 5 випливае, що ак - а? —
— ак+* ->  /е -)- 5. Теорему доведено.

Теорема 1 0 . Кожна цикльчна група порядку п ьзоморфна мультип- 
лькативньй груш корешв /г-го степеня з 1 .

Д о в е д е н и я .  Нехай О =  { а } — дов1льна цикл!чна група з 
тв1рним елементом а порядку п. Вона складаеться з таких елемешчв: 
а0 =  1, а, а2, а3, ..., а"—1. Мультиплшативна група корешв п-го сте
пеня з 1 складаеться з корешв е0 =  е? =  1, е2 =  е?, е3 =  е?, ...

« л — 1 •••» —1 ®1
Кожному елементу ак групи О поставимо у вщповщшсть елемент

6] групи (е^}. Цим, очевидно, буде задано 1зоморфне вщображення 
групи цикл1чноТ групи О на групу корешв га-го степеня з 1, осюльки 
в ак ->  е? 1 а5 е;' випливае, що ака? =  ак+% -»- е?+5 =  е* • е*. Тео
рему доведено.

3 теорем 9 1 10 випливае, що адитивною групою щлих чисел 2 1 
мультишпкативною групою корешв га-го степеня з 1 по сут! вичерпу-
ЮТЬСЯ ВС1 ЦИКЛ1ЧН1 ГруПИ.

Доведемо тепер теорему про пщгрупи циклично! групи.

Теорема 11. Кожна тдгрупа цикльчноь групи сама цикльчна.
Д о в е д е н и я .  Нехай С =  {а} — дов1льна цикл1чна група_ з 

тв1рним елементом а 1 <2 — деяка ’п пщгрупа. Вважатимемо, що пщ- 
група (2 вщмшна вщ 0ДИНИЧН01 п!дгрупи Е: в противному раз1 не треба 
було б доводити, що вона цикл1чна. Серед додатних степешв елемента 
а, що мктяться в пщгруш <?, кнуе найменший, осюльки в будь-яюй 
множиш натуральних чисел, за принципом найменшого числа, кнуе 
найменше число. Нехай цим найменшим додатним степенем е ак. По
кажемо, що коли а1  ̂ Я, то I Д1литься на к. Справд1, за теоремою 1 § 5 
I =  -1- г, 0 г <  к. Якщо г >  0, то в пщгруш <2 мктиться елемент
а1 (ак)-ч =  акч+Г а-'*’ =  аг, тобто мктиться додатний степшь еле
мента а, менший шж ак, що суперечить нашому припущенню. Отже, 
/- =  0 1 /  Д1 литься на к. Теорему доведено.

10.6. Розклад групи за шдгрупою. Нехай дано групу О та пщмно- 
жини М  1 N щеТ групи. Сукупшсть уа х  елементьв групи О, кооюен з 
яких можна записати у виглядь добутку деякого елемента з множини 
М. на деякий елемент з множини називатимемо добутком мно
жини М на множину N ь позначатимемо його символом МЫ.

Звичайно, одна з множин М  1 N може складатися лише з одного еле
мента. Якщо, наприклад, множина М  складаеться з елемента а, то мо- 
ва йтиме про добуток а Л/ елемента а на множину N.

3 асощативносп множення в груш С, як легко бачити, випливае 
асощатившсть множення пщмножин щеТ групи:

(ММ) Р =  М (ЫР).
Зауважимо, що коли С? е тдгрупа групи О, то 0  • Я =  Я. Справд1, 

добуток аЪ будь-яких двох елемент1в а I Ь з пщгрупи ф мктиться в (2 
1 тому Я ♦ Я с  Я- 3 другого боку, Я а  <2 • (?, осюльки ф =  С? • /. 
Отже, Я * Я =  Я.

Нехай Н  — дов1льно вибрана пщгрупа групи С?. Використавши пщ- 
групу Н, введемо на множиш елемент1в а, Ь, с, ... групи С бшарне вщ
ношення р (1, § 5), вважаючи, що арЬ а—хЪ  ̂ Я , або, що те саме, 
арЬ <—> Ь — ак, де Н — деякий елемент пщгрупи Я.

Покажемо, що р е вщношення екв1валентносп (1, § 6). Справд1,
1) V  1ара], оск1льки а =  а . 1, 1  ̂ Я;
2) V  ЕарЬ => Ьра], оск1льки з Ь =  аН, Н  ̂ Н випливае, що а =  

а,ЬеО
=  Ыг~1;

3) V  [арЬ Д Ьрс =$> арс], бо з Ъ =  а ^  1 с — ЬН2\ Нъ  Н2 $ Я  випли-
а,Ь,с^О

вае, що с =  а Н^ц  ̂ Н.
Ми знаемо, що будь-яке вщношення екв1валентносп, задане на мно

жиш М, визначае розбиття щеТ множини на класи екв1валентних еле- 
мент1в, як1 не перетинаються. Отже, 1 вщношення екв1валентност1 р 
визначае розбиття групи С на класи екв1валентних елемент1в. З’ясуе
мо, що являють собою щ класи розбиття. Якщо Я  =  С, то розбиття 
складаеться лише з одного класу, бо V  1Ь — а (а~1Ь)], а~1Ь  ̂ Я  1,

а,ЬеО
отже, арЬ. Якщо Я  =  Е =  {е}, то вщношення екв1валентност1 р, оче
видно, е звичайна р1вшсть, 1 тому кожен елемент групи С становить



клас розбиття. Припустимо тепер, що Н  — шдгрупа, вщмшна вщ Е 
х вщ О. Нехай В, — один з клаав розбиття групи С, яке матимемо при 
цьому, 1 нехай §  — довхльний елемент класу Вг  Тод1 кожен елемент 
Ъ =  §Н, де Л — будь-який елемент з Н, належить до В„  осюльки
1, навпаки, якщо Ь $ Вс, то §рЬ, тому Ь =  §Н, к  ̂ Н. Отже, В{ =  §Н. 
Таким чином, ми довели, що кожен клас розбиття групи С, що визна
чаеться вщношенням екв1валентностх р, коли Е с :  Н  с  С? е добуток 
&Н дов1льно вибраного елемента §  цього класу на пщгрупу Н. Цх кла
си розбиття називають львами сумёжними кланами групи О за тдгру
пою Н, а саме розбиття називають лёвостороннём розкладом групи О 
за пщгрупою Н. Про сум1жний клас В( =  §Н  говорять, що вш пород- 
жуеться елементом

Елемент §  дов1льно вибраний в сум1жному класх Вг  Отже, сум1ж- 
ний клас В1 =  ё Н породжуеться будь-яким з своТх елементхв х тому 
будь-який з елемент1в класу §Н  можна взяти з а п р е д с т а в н и к а  
цього класу. Зауважимо, що одним з Л1ви х сум1жних клаав е сама шд
група Н. Цей сум1жний клас породжуеться одиничним елементом е, 
а також будь-яким хншим елементом Н з Н, осюльки НН =  Н. Його 
позначають не еН  або НН, а просто Н.

Якщо група С с к х н ч е н н а ,  то лхвосторонн1й розклад групи О 
за пщгрупою Н  записують так:

5—1.
О — Н § гН -(- §2Н 4- • * • +  @$—1Н  =  ^2 Я 1 ^ 1  "Ь Н,

де знаки +  х 2  означають об’еднання множин, що не перетинають- 
ся,— л1вих сум1жних клаав. На множин 1 елементхв групи О можна 
було б ввести вщношення екв1валентностх р ': ар'Ь о  Ьаг1 ^ Н, тобто 
ар'Ь о  Ь =  На, Н $ Н.

У цьому разх ми прийшли б до поняття правого сумёжного класу Нд 
групи О за пщгрупою Я, породженого елементом §, 1 до правосторонньо- 
го розкладу групи О за пщгрупою Н. Правостороншй розклад сюнчен- 
нох групи О за пщгрупою Н  записують так:

5—1 _
О =  Н  +  Н §г +  Н@2 +  ■•-•-(- Н§5_1 =  V) Н дс +  Н.

/=1

Цхлком природно постае питания: лхвостороннхй х правостороншй роз
клади групи О за пщгрупою Н  —  це рхзнх розбиття групи О на пщмно- 
жини чи те саме розбиття? 1накше кажучи, вщношення екв1валентно- 
ст1 р 1 р' — це рхзш вщношення чи те саме бхнарне вщношення?

Для абельовоТ групи О л1востороншй х правостороннхй розклади 
за будь-якою пщгрупою Н  зб1гаються, осюльки %Н =  Н§ для будь- 
якого 8 ^ 0 .  Для неабельовоТ ж групи розклади за одшею пщгрупою 
можуть зб!гатися, а за 1ншою — можуть виявитися р1зними.

П р и к л а д и  р о з к л а д у  г р у п и  з а  п I д  г р у  п о  ю. 1. Нехай О — 
адитивна група ц!лих чисел, а Н  шдгрупа, що складаеться з ус1Х чисел, кратних на
туральному числу к. Група С —  абельова. .Ш востороишй 1 правосторонней розклади 
ще! групи за пщгрупою Н зб1гаються. Кожен з цих розклад1в складаеться эк р1зних 
сум!жних клаав, що породжуються в1Дпов1Дно числами 0, 1, 2, 3 ........к —  1. .Шво-

стороншй сум!жний клас, що породжуеться числом I, 0 <  /  <  к —  1, мае вигляд 
I Н, а правостороншй — Н  +  I.

2. Нехай 0 „ —  група неособливих матриць « -го  порядку над полем дшсних 
чисел Р, а <2 —  шдгрупа, що складаеться з матриць, детермшант кожно! з яких дор1в- 
нюе 1. Множина в а х  матриць з р 1вними детермшантами становитиме Л1вий (а також 
1 правий) сум 1жний клас.

Справд1, якщо В ^  А<2п, тобто В =  А II, II ^  (?„> то | В | =  | Л I/1  =  (/1  =
=  | А  | • 1 =  \А тобто I В I =  I А  |. Навпаки, якщо |С | =  | А |, то С =  А  (Л- 1  С) ^  
^  А<2п, оск1льки | А ~ 1С  | =  | А ~ 1 | | С \ =  | А \~1 |С | =  1, тому А 1 С ^  <̂ п.

Отже, згрупувавши в один сум1жний клас (л1вий чи правий) вс1 матриц1 з р 1вними 
детерм1нантами, д1станемо розклад (в1Дпов1Дно л1восторонн1Й чи правосторонн1Й) 
групи 0П за пщгрупою Чп-

Цей приклад показуе, що й у некомутативних трупах можуть бути шдгрупи, за 
якими л 1востороиш  розклади зб1гаються з правостороншми.

3. Розглянемо тепер симетричну групу третього степеня 53. Вона складаеться
з постановок

■ Н  !  з Э -  " - С '  О-  

' - е :  э -  " - с  з э -
Шдмножина групи 5 3, що складаеться з п1дстановок Е  1 А , е шдгрупа щеТ гру

пи, оск1льки, як легко перев1рити, А 2 — Е. Позначимо цю ш'дгрупу символом Н. 
Л1в1 сум1жн1 класи групи 5 3 за пщгрупою Я  таш : Н  =  ( 5 ,  А ) ,  В Н  —  {В , А В 2}, 
В2Н — { Ва, А В ).  Прав1 сум1жн1 класи 5 3 за Н  : Н — {Е , А ) ,  НВ =  {В , А В }, 
НВ2 =  {В 2, А В 2}.

Я к бачимо, Л1В1 й прав1 сум1жн! класи р !зш . Отже, л1восторонн1Й 1 правосторон- 
Н1Й розклади групи 58 за пщ групою Н  р1знь Цей приклад показуе, що некомутативнг 
групи можуть мати пщгрупи, л 1восторонш  й правосторонн1 розклади за якими р 1зш'.

Для сюнченних груп справедливе таке твердження.
Теорема Лагранжа. У кожшй скшченшй грут порядок будь-яког 

и тдгрупи е дёльником порядку групи.
Д о в е д е н и я .  Нехай О — сюнченна група порядку п, Н —  де

яка Тх пщгрупа порядку к. Розглянемо л^востороннхй розклад групи О 
за пщгрупою Н. Припустимо, що вш складаеться з 5 сумхжних клаав.

(Число сум1жних клаав 5 називаеться шдексом пщгрупи Н  в гру- 
ш С).

О — Н § гН +  д 2Н -г  * * * +  @5—\Н. (8)

Пщгрупа Н  складаеться з к елеменпв, а тому 1 кожен сумхжний 
клас (» =  1, 2, ..., 5 —  1) також складаеться з к елементхв, бо як- 
що =  § {Н2, де Нх 1 Н2 —  елементи з Н, то Нг =  Н2. Отже, з розкладу 
(8) випливае, що

п =  к - 5. (9)
Цим теорему доведено.
3 теореми Лагранжа випливають таю наслщки:
НаелI док 1. Порядок кожного елемента а скшченноё групи О е дёль

ником порядку групи.
Справд1, порядок елемента а дорхвнюе порядку породжуваноТ ним 

циклхчноТ пщгрупи {а} х, отже, за теоремою Лагранжа, е дхльником по
рядку групи О.



Наслщок 2. Кожна скьнченна група О, порядок яко1 е просте число 
р, е цикльчна група.

Справд!, кожен вщмшний вщ 1 елемент групи О е елементом поряд
ку р 1, отже, породжена ним цикшчна пщгрупа зб1гаеться з групою О.

§ И . Н О Р М А Л Б Н 1 Д 1Л Б Н И К И . Ф А К Т О Р -Г Р У П И . ГОМОМОРФ 13МИ

11.1. Нормальш дш>ники. 3 викладеного вище ми знаемо, що гру
пи можуть мати пщгрупи, л1восторонш й правосторонш розклади, за 
якими ктотно вщр1зняються, а також 1 пщгрупи, за якими щ розклади 
зб1гаються. Пщгрупи, л1восторонш й правосторонш розклади за яки
ми зб1гаються, вшграють надзвичайно важливу роль в теорп груп. 
До вивчення таких пщгруп ми 1 перейдемо.

Означення 1 . ГИдгрупа Я  групи 6  називаеться нормальним дыьни
ком цьеь групи або ьнварьантною тдгрупою, якшр львостороншй ь пра
восторонний. розклади групи О за тдгрупою Я  збьгаються.

«Ш восторон н ш  1 п р а в о ст о р о н ш й  розк л ади  гр уп и  О за  п щ гр у п о ю  Я  
зб1гати м уться , очеви дн о, ТОД1 1 Т1ЛЬКИ ТОД1, КОЛИ Л1ВИЙ сум 1ж ний к л ас 
§Н  гр уп и  С за  п щ гр у п о ю  Я, п ор од ж ен и й  б у д ь -я к и м  елем ентом  §  $ О, 
зб 1 гати м еться  з и правим  с у м 1ж н и м  к л асом  Н§, що м к т и т ь  елем ен т §. 
Тому п он я ття  н о р м а л ьн ого  Д1л ьн и ка м ож н а означи ти  так .

Означення 2. Шдгрупа Я  групи О називаеться нормальним дольни
ком цьеь групи, якшр

V  [§Н  =  Нд].
яес

Умова V  [дН  =  Нд], очевидно, означае, шр

(1)

П р и к л а д и  нормальних дщ ьнию в груп. 1. У  будь-як1Й груш  С сама група О 
1 одинична шдгрупа Е  е п  нормальними Д1льниками: л 1восторонн1Й 1 правостороншй 
розклади групи О за пщгрупою О складаються з одного сумхжного класу О, а л 1во- 
стороншй 1 правостороншй розклади групи за пщгрупою Е  складаються з у с1Х еле
м е н т  групи О.

2. У  кожшй абельов1й груш  О будь-яка и пщгрупа Н  е нормальним Д1льником, 
осюльки для будь-якого елемента §  групи С §Н  — Н§. Зокрема, мультишпкативна 
група додатних дш сних чисел е нормальним д1льником мультишпкативно! групи в а х  
вщмшних вщ нуля дш сних чисел; мультишикативна група вщмЫних вщ нуля 
ращональних чисел е нормальним дшьником мультишпкативно1 групи в!дмшних 
ВЩ нуля Д1ЙСНИХ чисел.

3. У  м ультиш пкати вш й  груп ! Сп невироджених матриць « -го  порядку з елемен- 
тами поля Д1йсних чисел К пщгрупа матриць, детермшант кожно! з яких дор1в- 
нюе 1, е нормальним Д1льником шеТ групи, осюльки Л1восторонн1й ! правостороншй 
розклади групи Оп за п!дгрупою <3„, як показано вище, зб!гаються.

4. У  симетричшй груп! я-го степеня 5 П знакозм1нна група « -го  степеня А п е

яормальний дыьник. Справд!, оск!льки група А п складаеться з «I елеменпв, 

то 1 кожен сум!жний (л!вий ! правий) клас групи 5 п за п!дгрупою А п також склада

еться з —  «I елемент!в. Тому як Л1восторонн!й, так ! правостороншй розклади групи

5 Л за пщ групою А п складаються з двох клас!в. Одним з цих сум 1жних клаав е пщ
група А п, а другим —  сукупнкть непарних постановок. Отже, л1восторонн1й I пра
востороншй розклади групи Зп за пщгрупою А п зб1гаються.

Теорем а 1. Шдгрупа Н групи О е и нормальним дьльником тодь ь 
тьльки тодь, коли

V  [ к ^ Н ^ д ~ хкд^Н \. (2)
8€0

Д о в е д е н и я .  Доведемо спочатку необхщшсть умови. Нехай 
Я  е нормальний Д1льник групи О. Тод1, за сшввщношенням (1),
V  V  3 [Нд =  дк']. Отже, V  V  3 [д~1кд =  к'], тобто V  [к €
гее лея л-ея кео лея л'ея аее

 ̂Н ^ > д~ 1кд б Я]. Цим необхщшсть умови доведено. Доведемо 
тепер достатшсть умови. Припустимо, що V  [к ̂  Н =$> д ~ 1кд 6

е Я]. Тод1 V V 3 [д~1кд =  к' Д (д~ 1)~ 1к§~ =  к"], тобто
аРО Ь6Я Л',й"6Я

V V 3 =  §к' Д §к  =  к"§] 1, отже, за означениям 2 Я  е
г6о нен н'хен „  тт
нормальнии д1льник групи О. Цим достатшсть умови, а отже, 1 теорему 
доведено.

Елементи а 1 Ь групи О називають спряженими в щй груш, якщо в
0  1снуе принайми! один такий елемент §, що Ь =  &~1а&. Умова (2), та
ким чином, означае, що пщгрупа Я  разом з кожним свогм елементом к 
мктить 1 вс1 елементи, спряжен1 з ним в груп1 О.

Умову (2) часто беруть за означення нормального Д1 льника. 
Означення 3. Пьдгрупа Н групи О називаеться нормальним дьльни

ком цьеь групи, якшр вона разом з кожним своьм елементом к мьстить
1 всь елементи, спряжень з ним в С.

Користуючись цим означениям, легко довести таку теорему. 
Теорем а 2. Перетин будь-якоь множини нормальних дьльникьв гру

пи О е нормальним дьльником цьеь групи.
Д о в е д е н и я .  Нехай Б  — перетин деякоТ множини нормальних 

Д1льник1в групи О. Як перетин пщгруп групи О й  е пщгрупа групи С. 
Якщо а  ̂ Г), то а мктиться у вс1х нормальних Д1льниках, перетином 
яких е Б . Тому кожен елемент, спряжений з елементом а в О, також 
мктиться у вс1х цих нормальних Д1льниках, а отже, вш мктиться 1 в 
Тх перетин! И. Теорему доведено.

11.2. Фактор-групи. Нехай Я  — дов1льний нормальний Д1льник 
групи в. Осюльки кожен Л1вий сум1жний клас &Н групи О за нормаль
ним д1льником Я  е одночасно 1 правим сум1жним класом Н§ 1 навпаки, 
то дал1 ми говоритимемо просто про сум1жш класи групи С за нормаль
ним д1льником Я . Сумхжний клас $Н, породжений елементом §, позна
чатимемо Виходячи з поняття добутку пщмножин групи, означимо 
в множин1 сум1жних клас1в групи О за нормальним дольником Я  опера- 
ц1ю множення.

Нехай ~&х — ё гН  1 — § 2Н —  два дов1льн1 сумш н1_класи групи 6

за нормальним д1льником Я. Розглянемо добуток § х • § 2 =  § гН ■ § 2Н 
цих сум1жних клас1в як пщмножин групи С. Осюльки множення пщ
множин асошативне й Я  • Я  =  Я , то

й  =  8 1 н  * =  (ё 1Н§ 2) * Н  =  [ й  * (ёгН)] • Я  =
=  (#1 * & ) (Я  • Я ) =  ё х§ 2Н  =  й  - д 2,



тобто
&1 ' &  =  ё1  * §2- (3 )

Отже, добуток двох сумёжних класёв групи О за нормальним дёль- 
ником Я  як шдмножин групи О е сумёжним класом О за Я. Цим у мно
жин! сум1жних клаав групи О за нормальним дольником Я  визначена 
операщя множення.

Р1вшсть (3) показуе, що для вщшукання добутку двох даних сум1ж- 
них клаав групи О за нормальним дольником Я  потр1бно в кожному 
з цих клаав вибрати по одному представнику 1 пот1м взяти той сум1ж- 
ний клас, до якого належить добуток вибраних представниюв.

Теорема 3. Множина сумёжних класёв групи О за нормальним дёль
ником Я  з визначеною в нёй операщею множення е група. Вона назива
еться фактор-групою групи О за нормальним дёльником Я  ё познача- 
еться символом О/Н.

Д о в е д е н и я .  Справд1, операшя множення сумежних клаав 
асощативна — це випливае з асощативнссп множення шдмножин гру
пи. Сум1жний класе =  Я  вшграе роль одиничного елемента: для 
будь-якого сум1жного класу §  =_§Н  справджуються р! вноси ц . ё =  
=  §Н  • Я  — § ( Н  • Я) =  ё Н =  ^,_тобтоя -~е = ~ё~е_ • ~§ =  Я  • §Н  =
— (Н§) • Я  =  (§ ■ Я ) Я  =  §Н  =  тобто е • /? =  д.

Для кожного сумежного класу §  =  дН  1снуе обернений сум1жний 
клас я-1 =  =  §~'Н  : д ~ 1 =  д  . ё~  =  § Н . д ~ 1Н  =  (дН д~')Х
X Я  =  1 • Н • Н — Н =  е. Так само^-1 • д  =  е. Цим теорему доведено.

П р и к л а д и ф а к т о р - г р у  п. 1. Нехай О адитивна група ц!лих чисел, 
а Нк — { « }  —  шдгрупа щ лих ч_исел, кратних ш лому числу к. Фактор-група 0/Н к 
складаеться з сум 1жних клас!в 0 =  Нк, 1 = 1  +  Нк, 2~= 2 +  Нк....... (к —  1) — ( к —
— 1) +  Нк.

2. Нехай —  симетрична група п-го степеня, а А п —  знакозмшна група п-го 
степеня. Як вщомо, А п е нормальний Д1льник 5 „ .  Фактор-група 8п/Ап складаеться 
з двох сум 1жних клас1в: множини парних п остановок  А п 1 множини непарних пщ- 
становок Вп.

3. Нехай 0„ —  група неособливих матриць над полем дш сних чисел К, а (?„ — 
нормальний дьльник, що складаеться з матриць, детермшант кожноТ з яких дор!в- 
нюе 1. Фактор-група 0п10,п складаеться з сум 1жних клаив, кожен з яких мктить 
ус1 матрищ, детермшанти яких дор1внюють даному числу а.

Встановимо деяю найпроспцп властивост1 фактор-груп.
Теорема 4. Кожна фактор-група 0/Н  абельовоI групи О також 

абельова.
Д о в е д е н и я .  Справд1, осюльки V 1аЬ =  Ьа\, то

а.ьеа

V  \аЬ =  аН  * ЬН =  аЬН =  ЬаН =  ЬН • аН =  Ь • а].
а.ЬСС/Н

Теорема 5. Кожна фактор-група 0/Н  циклёчноё групи О також цик- 
л1чна.

Д о в е д е н и я .  Нехай О — цикл1чна група, породжена елемен
том д, тобто О =  {^}, Я  — деяка шдгрупа групи О \ аН — дов1льно 
вибраний елемент фактор-групи 0/Н. Тод! 1снуе таке щле число т, що

о =  §т, 1 тому аН =  ё тН  =  (§Н)т. Отже, 0/Н =  \§Н). Цим теорему 
доведено.

Теорема 6 . Порядок будь-якоС фактор-групи 0/Н ск1нчгнно1 групи
О е дёльником порядку щ е1 групи.

Д о в е д е н и я .  Справд1, порядок я фактор-групи 0/Н дор1внюе 
индексу нормального Д1 льника Я  в груп1 О \ тому, за р1вн1стю (9) 
п. 10.5, х е дольник порядку групи О.

11.3. Гомоморф13ми груп. Природним узагальненням поняття 1зо- 
МОрф13Му груп е ГОМОМОрф13М груп. 3 поняттям гомоморф1зму груп, 
як можна пересв1дчитися дал1, т1сно пов’язан1 поняття нормального 
д1льника групи 1 фактор-групи. —,

1зоморф1зм ф групи О на групу О' визначаеться як взаемно одно- 
значне вщображення О на О', що не порушуе множення:

V  [Ф (аЬ) =  ф(а) • ф(Ь)].
а,Ь€С

Якщо не вимагати, щоб вщображення було взаемно однозначним, 
а лише збер1гало операщю множення, то ми приходимо до поняття го
моморфного вщображення групи О в (або на) групу О'.

Означення 1. Гомоморфёзмом, або гомоморфним вёдображенням, 
групи О в групу О' називають вёдображення ф групи О в групу С ,  яке 
задовольняе умову:

V  |ф (аЬ) — ф {а) • ф (&)]. (4)
а,Ь€&

Якщо групи О 1 О' — адитивш, то умову гомоморф13му (4) можна 
записати так:

V  [ф (а +  Ь) =  ф (а) +  ф (Ь)].
а,Ь^О

Якщо гомоморфне вщображення ф : С -*■ О' е вщображенням гру
пи О на групу О', то його називають гомоморфёзмом групи О на групу 
О' або епёморфёзмом групи О. В цьому раз1 говорить, що група С ' е го
моморфним образом групи С, 1 пишуть О оо О .

Щоб зазначити, що ф е гомоморф1зм групи О на групу О', пишуть 
Ф : О со О'.

П р и к л а д и  г о м о м о р ф н о г о  в Ц о б р а ж е н н я  г р у п и  н а  
г р у п у .  1. Нехай 5 „  —  симетрична група п-го степеня 1 О —  мультигойкативна 
група , що складаеться з чисел 11 —  1. Розглянемо вщображення <р групи 5 „  на 
групу 0 , що задаеться таким способом: для кожно! постановки А (; 5 „ :

ф (А ) =  1, якщо А —  парна шдстановка;
ф (А) = — 1, якщо А — непарна шдстановка.

Очевидно, що ф —  вщображення групи 8 п на групу О, причому виконуеться умо
ва ф (АВ ) — ф (А) • ф (В) . Отже, ф —  гомоморф1зм групи 5 „  на групу О.

2. Нехай С„ —  група неособливих матриць порядку п над полем дш сних чисел 
К, К* —  мультипл!кативна група вщмшних вщ  нуля Д1йсних чисел. Розглянемо 
вщображення ф групи Оп в групу К*, яке кожнш матрищ А  ставить у вщ повщ шсть н

(д. 0 . . .  0 '
детермшант | А  |. Для будь-якого числа д. ^  К* к н у е  така матриця О

0 1 ... 0

40 0 . . .  Ь
5 0-405 129



що |Г> I =  й. Отже,ф — однозначне вщображення групи 0 „ на групу К*. А осюльки 
| Л - В | = | Л | - | В | ,  т о ф  —  гомоморф1зм групи 0 „  на групу К*.

3. Нехай О —  деяка група 1 Я  —  будь-який П нормальний дщьник. Нехай х  —  
вщображення, яке кожному елементу д  ^  О ставить у вщповщшсть той сум1жний 
клас §Н  групи О за нормальним дьльником Я , в якому М1ститься цей елемент. Оче
видно, що х  е воображ ениям групи О на фактор-групу О /Я . 3  означення, множення 
в фактор-груш О /Я  : § ХЯ  • § 2Я  =  ё & Н  випливае, що

V I* (8182) =  8182й =  81й ' 82й  =  у- Ы  ' х (йг))- 

Отже, х  —  гомоморфне вщ ображ ення групи О на О /Я .

Гомоморфизм х (приклад 3) називаеться природным або каношчним 
гомоморф1змом групи О на фактор-групу О/Н.

Доведемо тепер юлька теорем, що характеризують гомоморфш В1 - 
дображення груп. /

Теорем а 7. При гомоморфному вёдображеннё ф групи О в групу 0  ̂  
одиничний елемент е групи О вёдображаеться в одиничний елемент е 
групи О'.

Д о в е д е н и я .  Справд1, зе  • е — е випливае у ( е )  • ср(е) — <р(е). 
3 другого боку е' • ср (е ) — ср (е). Отже, <р (е ) • ср (е ) =  е' • Ф (е), а звщси 
ц (е )  =  е'.
Теорему доведено. г

Теорем а 8 . Якщо ф — гомоморфёзм групи 0  в групу О , то

V  [ф (^Р1) =  [ф(^)]_11-
ее с

Д о в е д е н и я .  Справдй нехай ф (&-1 ) =  § ' • Тод1

е' =  ф (е) =  ф (в  - § ~ 1) =  ф(^) • Ф(^-1) =  Ф (8 ) ■ ё'> 

е' = ф (е) = ф ■ д) = ф (#-‘) • ф (в) = ё'ч> (ё)-

Звщси

ф(йП') = ё' = [ф(^)Г‘-

Теорему доведено.
Теорем а 9. Якщо ф е гомоморфёзм групи О в групу О', то ф (С) е тд

група групи С .
Д о в е д е н и я .  Нехай а \ Ь' —  два будь-яю елементи з множи

ни ф (С). Тод1 а' =  ф (а) 1 Ь' =  ф (Ь), деа ,Ь  $ 0 [  а'Ь' =  ф (а) - ф (Ь) =  
=  ф (аЬ)  ̂ Ф (С), а ~ 1 =  [ф (а)]-1 =  ф (а-1 ) б Ф (О)- Отже, ср (0) е 
пщгрупа групи С.

Означення 2. Нехай ф е гомоморфне вёдображення групи О в групу 
О’ . Сукупшсть К  всёх елементёв групи О, якё при гомоморфёзмё ф вёдо- 
бражаються в одиницю ё  групи С', називають ядром гомоморфёзму ф 
ё записують К  =  Кег ф.

Теорем а 10. Ядро будь-якого гомоморфёзму ф групи С е нормальним 
дёльником групи О.

Д о в е д е н и я .  Справдо якщо елементи а 1 Ь групи О мктяться 
в Кег ф , то й аЬ $  Кег ф, бо ф (аЬ)= ф (а) • Ф (Ь) =  е' • е' —  ё , якщо

а  ̂ Кег ф, тобто ф (а) =  е', то й а“ ' е Кег ф, бо ф (а~!) =  [ф (а)]- ' =  
=  е . Отже, Кег ф е пщгрупа групи О. Нехай тепер а — дов1льний 
елемент ядра Кег ф, а §  — будь-який елемент групи О. Тод1

Ф (ё~ 'аё) =  Ф (Я-1 ) • Ф (а) • Ф (§) =  [ф (^ )Г 1 • ё  - ф '§) =  ё .

Таким чином, пщгрупа Кег ф разом з будь-яким свош елементом а М1- 
стить 1 вс1 елементи, спряжеш з ним у груш С, 1 тому Кег ф е нормаль
ний д1льник групи О. Теорему доведено.

Зауважимо, що ядром природного гомоморф1зма групи С на фактор- 
групу О/Н е, очевидно, нормальний Д1льник Н.

Теорем а про гомоморфёзми груп. Нехай ф е гомоморфёзм групи
О на групу О' ё Н =  Кег ф. Тодё група С  ёзоморфна фактор-групё О/Н, 
причому ёснуе такий ёзоморфёзм ф фактор-групи О/Н на групу С ,  що 
добуток хф природного гомоморфёзму х  : О со О/Н на ёзоморфёзм ф е 
гомоморфёзм ф.

Д о в е д е н и я .  Нехай § ' — дов1льно вибраний елемент групи 
О', а & —  такий елемент групи О, що § ' =  ф (§). Осюльки Н —  ядро 
гомоморф 1зму ф, то V [ф (Я) =  е'], тому V [ф (8 К) — Ф (ё) • Ф (й) =  

лея лея
=  8 * * е ' ~  ё'Ь  тобто кожен елемент сум1жного класу 8  — ёН  при го- 
моморф13м1 ф вщображаеться в елемент 8 '• 3 другого боку, якщо еле
мент я $ О при гомоморф1зм1 ф вщображаеться в елемент 8 ' € О*, тоб
то фО?) == 8 , то ф {8 ~ 1Ч) =  Ф (§■“ ') • Ф (<7) =  [ф (ёг)1-1 • Ф (?) =  
=  &-1 • ё '  =  е\ тому ё ~~1 • <7 € Н, тобто8 ~ 1 • <7 =  К  ДеН $ Н. Зв1д- 
си <7 =  8 ^ а =  8 • Таким чином, множина ВС1Х елемент1в групи С» 
яю при гомоморф1зм1 ф в1дображаються в елемент 8 ' € становить 
сум1жний клас 8  =  ёН  групи О за нормальним д1льником Н. Позначи
мо символом ф вщображення, яке кожному сум1жному класу 8  — §Н  
ставить у В1ДП0В1ДН1СТЬ елементу' $ О', у ЯКИЙ при ГОМОМОрф13М1 ф В1- 
дображаються елементи класу 8  =  ё&> тобто ф (8 ) =  Ф (8 )- Очевидно, 
що ф е вщображення фактор-групи О/Н на групу О'. Покажемо, що В1- 
дображення ф е 1зоморфне. Справд1, нехай &  =  8 1 Н 1 8 2  =  ё 2Н — 
будь-яю елементи фактор-групи О/Н. Оск1льки 8 18 2  =  (&Я) • ( Н) =  
=  (ёгё?) Я, ТО ф (8 1  • & ) =  ф (ё1 ■ ё 2) =  Ф (ё 1) ■ Ф Ы  =  ф (Й) X 
х  Ф (82)- Отже,

_ _V  [ф (ё! • 8 2 ) =  Ф Ы  • Ф (Яг)]-
81,е2€0/Я

Кр1м того, вщображення ф взаемно однозначне, тобто 

 V  §2 ’|1) (ёг) ^  "ф (ё'г)]»
ё^ёгео/я

ОСК1ЛЬКИ

Ф (8 1 ) =  Ф Ф Ы  =  ф (гг) => ё 1н  =  § 2н  = > ё 1 =  ёг-
Отже, ми довели, що ф е озоморфне вщображення фактор-групи О/Н 
на групу С .  Розглянемо тепер вщображення хф. Осюльхи х — при-



родний гомоморфизм групи О на фактор-групу О/Н, а ф — 1зоморф1зм 
фактор-групи 0/Н на групу С ,  то хф, очевидно, е вщображення групи 
С на групу О'. Доведемо, що хт}) =  <р. Нехай ё  — дов1льний елемент 
групи С. За означениям природного гомоморф13му х, х (ё) =  §  =  дН
1, за означениям хзоморф1зму ■ф, Ф (ё) =  ф (ё). Отже, хф (ё) =  
=  ф [х (ё) 1 =  ф (ё), тобто хф (ё) =  ф (ё )• Таким чином,'
V [хф (ё) =  ф (#)1. А це й означае, що хф =  ф. Теорему доведено. 

«60
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властивостей, яю  е наслщком визначених у них алгебраочних опера
щй, а не шдивщуальних властивостей 1хшх елеменпв, нерозр1зненш. 

Отже, теорема про гомоморфгзми показуе, що в а  групи, на яю може го
моморфно вГдображатися група С, по сут! вичерпуються и фактор-гру- 
пами, а ва  гомоморф1зми групи С вичерпуються природними гомомор-^ 
ф1змами О на и фактор-групи.

§  12. Ю Л Ь Ц Е . О Б Л А С Т Ь  Ц Ш С Н О С П . П О Л Е  Ч А С Т О К

12.1. Елементарш вщомоеп про юльця. Нагадаемо елементарш в1- 
домост1 про юльця, про яю  докладно йшла мова у перипй частиш пщ- 
ручника.

Кьльцем називаеться непорожня множина К, в яюй визначеш дв1 
бшарш операцп — додавання 1 множення, причому за додаванням К  
е абельова група — адитивна група юльця К, а операщя множення — 
асощативна 1 пов’язана дистрибутивними законами з операщею дода
вання. Якщо операщя множення в юльщ К  комутативна, то юльце К  
називають комутативним. Прикладами комутативних юлець е мно
жина щлих чисел 2, множина щлих чисел кратних деякому вщмшно- 
му вщ 1 натуральному числу т (зокрема множина парних чисел), мно
жина ращональних чисел О, множина дШсних чисел К, множина ком
плексних чисел С, множина вах  чисел вигляду а +  Ь У 2 , де а 1 Ь — 
будь-яю ращоналып числа, множина вах  дшсних неперервних функ
щй вщ дшсного змшного х, заданих на вщр1зку [О, 1], юльце 2 т кла
ав , конгруентних за модулем т щлих чисел (1, § 12). Некомутативни- 
ми юльцями е юльце ()„ квадратних матриць п-го порядку над полем 
ращональних чисел О, юльце Вп матриць п-го порядку над полем дш
сних чисел К, юльце Сп матриць п-го порядку над полем комплексних 
чисел С. Скалярною матрицею над полем Р  називають матрицю, яка 
мае на головнш д 1агонал1 той самий елемент а, а поза головною д1аго- 
наллю — нул1. Множина Н'п вах  скалярних матриць п-го порядку над 
полем д1Йсних чисел К е комутативне юльце.

Справд!, нехай

(
Ь 0 . . .  0\

° ‘ . Г . 0

о о . . .  ъ )

'а  0 . . .  0\ 
О а . . .  О

Л) 0 . . .  а >

е дов 1Льно вибраш матриц! множини В'п. Тод! Тх сума С}а +  0.ь 
' а +  Ь 0 . . .  О

О а +  Ь . . .  О
, Р13НИЦЯ ( } а —  (2ь =

. а +  Ь;

1 добуток

. . .  а — Ь,

О а - О ь -
.0

ь о ... 0 \
1 аЬ

" 0
1 0 . . .  аЬ/

також е скалярш матрищ 1, отже, належать до множини
Операцп додавання 1 множення матриць в Н'п, як легко перев1ри- 

ти, асощативш, комутативш й пов’язаш дистрибутивним законом. 
Отже, В'п — комутативне юльце.

Поширюючи термшолопю, яка вживаеться для щлих чисел, на еле
менти будь-якого юльця К, приймають таке означення.

Означення. Елемент Ь  ̂ К називають львим (вщповщно правим) 
дсльником елемента а  ̂ К, якщо 1снуе елемент с  ̂ К  такий, що а —
— Ьс (вщповщно а =  сЬ); при цьому говорять також, що а е правим 
(вщповщно л1вим) кратним елемента Ъ.

Якщо юльце К  — комутативне, то, осюльки порядок слщування 
множниюв у добутку можна змшити, поняття л1вого Д1льника (крат
ного) зб1гаеться з поняттям правого дшьника (кратного). Тому в цьому 
випадку говорять просто «Д1льник» 1 «кратне».

Зауважимо, що коли в юльщ К  немае одинищ, тобто такого еле
мента е, що V [ае =  еа — а], елемент а € К  може не бути Д1льни- 

аек
ком (л1вим чи правим) самого себе. Так, у юльщ парних чисел жодне 
з вщмшних вщ нуля чисел не е д1льником самого себе. Так само, якщо 
в юльщ К  немае одиниш е, то елемент па, де а  ̂ К , а п — деяке щле 
число, не буде, взагал1 кажучи, кратним елемента а у смисл1 наведе- 
ного вище означення. Так, у юльщ щлих чисел, кратних 3, елемент 
5(3) =  15 не е кратним елемента 3, осюльки число 5 не е елементом 
юльця.

Якщо ж у юльщ К  е одиничний елемент е, то для будь-якого а ^ К  
па — п • (еа) =  еа +  еа +  • • • +  еа =  (е +  е +  • • • +  е) а =  пе • а.

п доданк!в п доданюв
Отже, па е кратним елемента а.
П1дмножина К 1 ю льця /С називаеться шдкхльцем к1льня К , якнтп 

К ’  е юльце вщносно операщй додавання 1 множення, визначених у 
юльцГ~КГ

!



Так, К1льце парних чисел е шдшльце шльця щлих чисел 2 . а остан- 
не, в свою чергу, е гпдюльцем шльця ращональних чисел О] Юльце 
ращональних чисел 1 юльце чисел вигляду а +  Ь ] /2 ,  де а 1 Ь —  будь- 
як1 рацюнальш числа, е шдыльцями юльця дшсних чисел К-

Ю льце (?п матриць и-го порядку над полем ращональних чисел О 
е шдк1льце К1льця матриць п-го порядку над полем дшсних чисел К, 
а останне, в свою чергу, е шдюльцем шльця Сп матриць порядку п над 
полем комплексних чисел С. Кдльце В п скалярних матриць е ш дк1ль- 
це шльця К п.

С У  кожному К1льщ К , очевидно, е так1 ш дмльця: само юльце К  1 
нульове ш дюльце, що складаеться лише з нуля юльця К . Щ  ш дк1ль- 
ця називають тривьальними^

З ’ясовуючи, чи е дана шдмножина К '  К1льця К  шдкыьцем цього 
К1льця, звичайно користуються такою теоремою (1, § 12).

Теорема 1. Для того щоб непорожня шдмножина К ' кьльця К була 
його пьдкьльцем, необхьдно й достатньо, щоб сума а +  Ь, рьзшця 
а — Ь й  добуток аЬ будь-яких двох елементьв а ь Ь. тдмножит К' 
належали до 1С [

Нехай К  1 К\ —  два к1льця. Юльця К  й К\ називаються ьзоморф- 
ними, якщо 1снуе таке взаемно однозначне вщображення ф К1льця К  
на К1льце К и  що

V  [ф (а +  Ь) =  ф(а) + ф (Ь ) Д ф (аЬ) =  ф(а) • ф(й)].
а,Ь<=К

Саме воображения ф з цими властивостями називають ьзоморфным 
вьдображенням.

Шльце скалярних матриць В*п 1зоморфне шльцю дшсних чисел К,
/а 0 . . .  0\

бо, як легко бачити, воображ ения ф, яке матрищ ()а =  | а . . .  О 1

\0 0 . . .  а )
ставить у в1дп0 в1дш сть число а, е ьзоморфним вьдображенням .

Справедливе таке твердження (1, § 14).
Теорема 2. Якщо множина Р, в якьй визначеш дв1 бьнарнь опера- 

ци  — додавання I множення, изоморфно вьдображаеться на деяке коль
це К, то множина Р також е кьльце в1дносно визначених у нШ операщй.

12.2. К<льця з единицею. 3 означення юльця не виплив^е наяв- 
ШСТЬ ЧИ В1ДСуТН1СТЬ В ДЭНОМу К1ЛЬЦ1 К  ОДИНИЩ е. Але ЯКЩО В К1ЛЬЩ К  
одиничмий елемент 1снуе, то Т1льки один (1, § 12). В нульовому юль- 
щ , тобто в К1льц1, що складаеться Т1льки з одного нуля, елемент 0 е од- 
ночасно й одиницею, оск^льки 0 - 0  =  0.

гЪзначення 1 . Ненульове кьльце К, в якому е одиничний елемент е, 
називають кьльцем з одиницею.

Одиницю е к1 льця К  ми часто позначатимемо також символом 1, але 
при цьому цей символ не слщ  ототожнювати з числом 1. В к1льщ щлих 
чисел, кратних довольно вибраному натуральному числу т >  1, оди
нищ немае^Зокрема, немае одинищ в юльщ  парних чисел. Кдльце щ- 
лих чисел Т^мальце ращональних чисел (}, кхльце дШсних чисел К —

К1льця з одиницею. Кдльцем з 1 е також кхльце матриць я-го по
рядку над полем ращональних чисел О, над полем дшсних чисел К 1 
над полем комплексних чисел С. Одиницею цього к1льця е одинична 
матриця

Е =

1 0 . . .  0̂
0 1 . . .  0

,0 0 . . .  Г

^КГехай К  — дов1льне к!льце з одиницею. Для будь-якого В1дмш- 
ного в1д нуля елемента а  ̂ К  справедлив! р1вност1 а • 0 =  0 • а — 0 
1 а - е =  е • а — а. Зв1дси випливае, що е 1 0 е р1зш елементи юльця 
К, тобто е Ф  0. Якщо для елемента а^  К  в шльщ К  хснуе обернений 
елемент а-1 , то т1льки один (1, § 10). Елемент е е оберненим для само
го себе^З р1вност1 (—е) X (—е) =  е випливае, що елемент —е також 
е оберненим для самого себе. Елемент 0 не мае оберненого елемента, 
оск1льки а - 0  =  0 -  а =  0 =7̂ е  для будь-якого елемента К.- Якщо 
для елемента а  ̂ /С вшльщ К  1снуе обернений елемент а-1 , то а, за 
означениям Д1льник1в елемента к1льця, е д1льником одинищ е.

Тему приймають таке означення.
|(Означення 2. Елемент а, для якого в к1льщ К. ьснуе обернений еле

мент сГ1, називають оборотным або дольником одинищ.
Кдльце щлих чисел е найпроспшим прикладом комутативного юль- 

ця, в якому т1льки 1 1 — 1 е Д1льниками одинищ.
Теорем а 3. Множына К* вах д1льнык1в одыныщ кьльця К  е група 

за множенням.
Д о в е д е н и я .  Справдх, якщо а 1 Ь М1стяться в множин1 К * , тоб

то е д1льники 1, то а~ха =  аа~ 1 =  1 1 (Ь -’а-1 ) аЬ =  аЬ (Ь- 1а~‘ ) =  1. 
А це означав, що а- 1 1 аЬ також е Д1 льниками 1 1 , отже, м^стяться в мно- 
жин1 К*. Тому, за теоремою п. 10.3, К*  е група за множенням. Теоре
му доведено.

Групу К*  називають групою дмьниыв единичного елемента, або, 
б1лып коротко, групою одиниць кьльця К.

12.3. Дкпьники нуля. Область цшсность Нехай К  — дов1льне 
К1льце. Для будь-якого елемента а  ̂ К  справджуеться р1вшсть 
а ■ 0 =  0 • а. Отже, за означениям Д1льниюв елемент1в юльця, ко
жей елемент а е д1льником нуля. Проте в теорп К1лець приймають таке 
означення Д1льник1в нуля:

/ Означення 1 . Елементи а I Ъ кьльця К  називаються дьльникамы ну
ля, якщо а Ф  0, Ь Ф  0, а аЬ =  0; при цьому а називають львим, а Ъ — 
правим дьльником нуля^

В комутативних К1льцях поняття л1вого 1 правого дольника нуля, 
очевидно, зб1гаються. Так, якщо т е складене натуральне число, на- 
приклад т =  р • <7, то в ыльщ 2 т клаав щлих чисел, конгруентних 
за модулем т, класи Ср [ Ср В1дм1нн1 вщ нульового класу С0, а 1х до
буток дор1внюе нульовому класу: Ср • Св =  С0. Отже, класи Ср 1 С



е Д1льниками нуля в юльщ 2т. Якщо п > . 2, то матриц! п-то порядку

100  . . .  00\ / ООО . . . 0  0
ООО . . .  0 0  1 . в | 0 0 0  . . .  00

............... ; ;  ..............
0 0 0  . . .  0 0 /  \ 0 00  . . .  01

е дошниками нуля в к1льщ В п.
Означення 2. Комутативне кыьце, в якому немае дыьникк нуля, 

називають областю цшсность.
Кожне числове юльце е областю ц ш сн осп . Областю ц ш сн осп  е 

також будь-яке поле Р, осюльки
V  [а ф  0 Д аЬ =  0 = > а - ‘ (аЬ) =  0=^>Ь =  0].

аМР
12.4. Поле часток. Областю ц ш сносп , з якою найчаспше дово

диться зустр1чатися, е шльце щлих чисел 2 . Юльце щлих чисел 2  е 
пщшльцем поля ращональних чисел О. Щлком природно постае за- 
питання: чи кожна область цш сн осп  е пщюльцем деякого поля. Вщ
повщь на це запитання дае така теорема.

Теорем а 4. Для кожно! область цшснцсть Я кнуе поле 0., що мк- 
тить, як шдкыьце, область цшсность Я\

Д о в е д е н и я .  Нехай Я —  деяка область ц ш сн осп . Ми виклю- 
чимо з розгляду той випадок, коли Я складаеться пльки з одного нуля. 
Вважатимемо, що Я складаеться з елеменпв а, Ь, с, ... . Розглянемо 
множину вах  можливих пар (а, Ь), де а (Е Я, Ь  ̂ Я \  {0}, тобто де- 
карпв добуток Я X (Я \  {0}). У множит цих пар визначимо вщношен- 
ня со:

(а, 6) со (а', & ') о  аЬ’ =  а'Ь.

Покажемо, що со — вщношення екв1валентносп. Рефлектившсть 1 
симетричшсть вщношення со очевидна. Доведемо, що вщношення со мае 
властив1сть транзитивность Нехай (а, Ь) со (а', Ь') 1 (а', Ь') со (а", Ь"). 
Тод1 аЬ' =  а'Ь 1 а'Ь" =  а"Ь'. Помноживши обидв1 частини першо! з цих 
ревностей на Ь", дютаемо р1вшсть аЬ'Ь" =  а'ЬЬ". Дал1 пщставимо у пра- 
в1й частиш останньо! р1вносп замкть а'Ь" добуток а"Ь', дхстанемо р1в- 
шсть аЬ'Ь" =  а"Ь'Ь. Осшльки Ъ' Ф  0 1 не е дш ником нуля, то з ос- 
танньо! р1вност1 випливае, що аЬ" =  а'Ь, тому (а, Ь) со (а", Ь"). Отже, 
со — вщношення екв1валентносп. Як вщомо, вщношення екв1валент- 
носп со визначае розбиття розглядувано! множини пар на класи еквь 
валентних М1ж собою елеменпв, як1 ми називатимемо класами еквка- 
лентность со. Позначимо множину вах  клаав екв1валентност1 со, 
буквою С, а класи екв^валентносп позначатимемо малими буквами 

а, р, у, р, а, т 1 т. д. Кожну пару, що входить до даного кла
су екв1валентност1 р, називатимемо п р е д с т а в н и к о м  цього 
класу.

Визначимо тепер у множиш операцп додавання й множення.
Нехай (а, Ь) 1 (с, й) — д овш н о вибраш представники вщповщно 

клаав р 1 ст.

Сумою р +  ст класк р I ст називатимемо клас еквкалентность, що 
мктить пару (ай +  Ьс, Ьй), а добутком рст —  клас еквкалентность, 
що мктить пару (ас, Ьй).

Операцп додавання 1 множення клаав екв1валентносп ми визначи- 
ли через представник1в цих клаав. Покажемо, що визначена так сума 
р +  о  та добуток рст клаав р 1 ст не залежать вщ вибору представниыв 
цих клаав 1, отже, визначаються однозначно. Для цього доведемо, що 
коли (а, Ь) со {а', Ь') 1 (с, й) со ( с ,  й'), то (ай +  Ьс, Ьй) со (а'й! +  Ь 'сТ 
Ь'й') 1 (ас, Ьй) со (а'с', Ь'й').

Справд1,
(а, Ь)ш(а',Ь') Д (с, й )а  (с', й') о  аЪ' =  а'Ь Д ей' =  с'й.

Але аЪ' =  а'Ь Д (с й) =  (с' й') => аЪ' ■ йй' =  а'Ь - йй' Д ей' - ЪЬ' =
=  с'й • ЬЬ'.

Додавши почастинно останш дв1 р1вносп, матимемо 
аЬ'йй' +  сй'ЬЬ' =  Ъа'йй' +  йс'ЬЬ',

тобто (ай +  Ьс) Ь'й' =  (а'й' +  Ь’с') Ьй.̂
Отже, (ай +  Ьс, Ьй) со (а'й' +  Ь’с', Ь'й’ ), 1 тому р +  ст не залежить

вщ вибору представник1в клас1в.
Перемноживши почастинно р1вност1 аЬ' =  а'Ь 1 ей' =  с'й, Д1стане- 

мо аЬ • ей' =  а'Ь • с'й. Тому (ас, Ьй) со (а'с', Ь'й11) 1, отже, р • о не 
залежить вщ вибору представник1в клас1в.

Покажемо тепер, що множина клаав екв1валентност1 (2 з визначе- 
ними в шй операщями додавання 1 множення е поле.

Операцп додавання 1 множення, визначеш в множин1 С2, асощатив-
н1, комутативн1 й пов’язаш дистрибутивним законом. Доводить це без- 
посередньою перев1ркою. Доведемо, наприклад, що операщя множен
ня дистрибутивна вщносно операцп додавання. Нехай р, ст, т — доволь
но вибраш класи екв1валентносп з множини ф, а (а, Ь), (с, й) 1 (к, I) — 
вщповщно деяк1 представники цих клас1в. Тод1 представником класу 
(р +  ст) т буде пара (счйк +  Ъск, Ьй1), а представником класу рт +  стх — 
пара (ак • й1 +  Ы • ск, Ы • й1). Оск1льки (айк +  Ьск) Ы • й1 =  
=  (ак • й1 +  Ы • ск) Ъй1 , то, за означениям екв1валентносп со,

(айк +  Ьск, Ьй1)а(ак • й1 +  Ы • ск, Ы • й1).

Отже, пари (айк +  Ъск, Ьй1) \ (ак • й1 +  Ы • ск, Ы • йГ) належать 
до того самого класу екв^валентносп 1 тому

(р +  ст) т =  рт +  от.
Серед клаав множини <2 е, очевидно, клас, до якого входить пара 

(0, с), де с — деякий вщмшний вщ нуля елемент обласп ц ш сн осп  Я. 
Легко довести, що вш складаеться з пар виду (0, Ь), Ь Ф  0 1 пльки з 
них. Позначимо цей клас символом о. Клас о е нульовим елементом у 
множиш С. Справд1, нехай р —  дов1льний клас з множини (} 1 нехай 
його представником е пара (а, Ь). Тод1 представником класу р +  о буде 
(ас +  ЬО, Ьс), тобто (ас, Ьс). Але осшльки (ас, Ьс) со (а, Ь), то клас р +  о 
зб1гаеться з класом р, тобто р +  о =  р. Отже, клас о е нульовим еле
ментом множини (?.



Для будь-якого класу р  ̂ <2 в множит <2 е протилежний клас —р: 
якщо представником класу р е пара (а, Ь), то протилежним буде клас 
—р, представником якого е пара (— а, Ь). Справд1, представником кла
су Р +  (—Р) е пара (аЬ —  аЬ, ЬЬ) со (О, Ь) 1, отже, р +  (—р) =  о. Та
ким чином, ми довели, що множина клаав екв1валентносп (} з визна- 
ченими в нш операщями додавання 1 множення е комутативне шльце. 
У К1льщ С? е В1ДМШН1 в1д нуля елементи: вщмшним вад нульового еле
мента е кожен клас екв1валентносп р, представником якого е пара 
(а, Ь), де а ф  0.

Доведемо тепер, що в юльщ С зд1йсненна операция дьлення, крам 
Д1лення на нуль. Справд1, нехай р — довш ний, а о  — будь-який вщ- 
мшний в1д нуля елемент юльця <2 1 нехай представниками клаав р 1 о 
е в1дпов1дно пари (а, Ъ) 1 (с, й). Оск1льки ст Ф  о, то с Ф  0. Клас т, пред
ставником якого е пара (аА, Ьс), е часткою В1д деления класу р на клас 
а, бо (с,й) (ай, Ьс) =  (асй, Ъсй) со (а, Ь), тому от =  р. Отже, множина «2 
з визначеними в шй операщями додавання 1 множення е поле.

Покажемо тепер, що в пол1 е шдюльце Я ', 13оморфне обласп ц ш - 
сносп Я в1дносно операщй додавання I множення, визначених у пол1 
(} 1 обласп ц ш сн осп  Я. Нехай а  — клас з поля (?, що мктить деяку 
пару (ас, с) з декартового добутку Я X (Я \  {0}). З ’ясуемо, з яких пар 
складаеться клас а. V I(асх, сх) а» (ас, с)], оск1льки ас- с — ас - сх. На- 

^6й\{0}
впаки, якщо (Ь, с2) со (ас, с), то Ьс — ас • с2, тому Ь =  ас2. Звщси ви
пливае, що клас а  складаеться з у а х  пар виду (ас, с), де а — заданий, 
а с — будь-який, В1дм1нний В1д нуля, елемент з Я. Позначимо симво
лом Я' множину вс1Х тих 1 т1льки тих клаав поля <2, кожен 3 яких 
складаеться з пар виду (ас, с), де а — фжсований, а с — будь-який, 
В1дм1нний В1д нуля, елемент област1 цш сн осп  Я. Кожному класу а 
множини Я' поставимо у в1дпов1днкть елемент обласп ц ш сн осп  Я 
за таким правилом: якщо клас а  складаеться з пар виду (ас, с), то в Я 
йому в1дп0в1дае елемент а. Цим визначаеться взаемно однозначне В1- 
дображення /  множини Я' на область ц ш сн осп  Я.

Справд1, осшльки клас а  складаеться з у а х  пар виду (ас, с) 1 Т1ль- 
ки з них, то йому в1дпов1дае один 1 т1льки один елемент а  ̂ Я: двом 
р1зним класам а  1 р воображения /  ставить у вщповОшсть два р1з- 
ш елементи а 1 Ъ з Я, бо якби а =  Ь, то 1 а  =  р; кожен елемент (1  ̂ Я 
е В1ДП0В1ДНИМ для деякого класу б  ̂ Я', а саме класу, що складаеться 
з у а х  пар виду (с1с , с).

Покажемо тепер, що воображения /  : Я —*■ Я 13оморфне вщносно 
операций додавання 1 множення, визначених у пол1 С} 1 в област1 ц ш с 
носп Я. Справд1, нехай а  1 р — будь-яю класи з Я‘ 1 нехай /  (а) =  а, 
[  (Р) =  Ь. Тод1 клас а  складаеться з ус1х пар виду (ас, с), а клас р — 
з ус1х пар виду (Ьс, с). За означениям суми 1 добутку клас1в екв1валент- 
ност1 а  +  р е клас, що мктить пару виду (ас* +  Ьс2, с2), а ар — клас, 
що М1ст и т ь  пару виду (аЬса, с2). Але осюльки (ас2 +  Ьс2, с2) со ((а +  
+  Ь) с, с), а (аЬс2, с2) со (аЬс, с), то клас а  +  р складаеться з ус1х 
пар виду ((а +  Ь) с, с), а клас ар —  з у а х  пар виду (аЬс, с). Тому 
/  (а +  р) =  а +  Ь =  /  (а) +  /  (Р), /  (а +  Р) =  /  (а) +  /  (Р) 1 /  (ар) =  
=  аЬ =  /  (а) • /  (Р), /  (ар) =  /  (а) - /  (р).

Таким чином, множина Я' 13оморфна обласп Ц1Л1СН0СТ1 Я 1 тому, 
за теоремою 2, Я ' е п1дк1льце поля 0 ..

Оск 1льки Я —  область щ л 1сност1 , то й 1зоморфне Тй К1 льце Я', як 
легко довести, також е область ц ш сн о сп . Отже, у пол1 <2 мктиться, 
як п 1дк 1 льце, область ц ш сн о сп  Я ' , 1зоморфна област1 щ л 1сност 1 Я. 
Але буДЬ-ЯК1 ДВ1 130М0рфН1 облаСТ1 Ц1Л1СНОСТ1, з точки зору визначених 
у них бшарних операщй, нерозр 1 знеш. Тому елементи област1 ц ш с 
н осп  Я' ми ототожнимо з В1ДПОВ1ДНИМИ 1м елементами област 1 ц ш с 
н осп  Я, тобто клас а, що складаеться з пар виду (ас,с), ототожнимо 
з елементом а. ГНсля цього можна вважати, що поле (? М1стить, як шд- 
К1льце, область щ л 1 сност 1 Я. Теорему доведено.

Дал1 у тому випадку, коли в пол1 Р  м1ститиметься, як шдмльце, 
область ц1Л1сност1 Я', изоморфна област1 ц1л1сност1 Я в1дносно опера
щй додавання 1 множення, визначених у пол1 Р 1 в област1 щл1сност1 
Я, ми вважатимемо, що поле Р мктить область ц ш сн осп  Я. При цьому 
елементи обласп ц ш сн осп  Я' ми ототожнюватимемо з в1дпов1дними 
елементами облает! ц ш сн осп  Я. Продовжимо вивчення побудованого 
нами поля С?.

Теорем а 5. Кожен елемент поля <2 дорьвнюе частщ деяких двох еле- 
мент1в область щл1сност1 Я.

Д о в е д е н и я .  Справд1, нехай р — клас, що мктить пару (а, Ь), 
а а  1 р — класи, що мктять в1дпов1дно пари (ас, с) 1 (Ьс, с). За означен
иям добутку клас1в рР е клас екв1валентносп, що мктить пару 
(аЬс, Ьс), а отже, 1 пару (ас, с), осюльки (аЬс, Ьс) со (ас, с). Томурр =  а.
Зв1дси р =  Але класи а 1 р ми ототожнюемо в1дпов!дно з елемента

ми а 1 Ь. Отже, р =  Зокрема, для кожного елемента а  ̂ Я маемо:

а де т  — будь-який вщмшний вщ нуля елемент з Я. Теорему
доведено.

Нехай Р  — поле, що мктить деяку область ц ш сн осп  Я. Поле Р, 
очевидно, мктить кожну частку де а — довш ний, а Ь — будь-який
В1ДМ1НИИЙ В1Д НуЛЯ елемеНТ ОблаСТ1 Ц1Л1СН0СТ1 Я.

Означення. Поле Р, що мктить область цшсностг Я, кожен еле
мент того може бути записаний у виглядь частки деяких двох елемен- 
пйо область цьльсность Я, називають полем часток або полем вьдношень 
область цьльсность Я.

Побудоване нами поле (2, за теоремою 5, е полем часток розгляду- 
вано1 обласп ц ш сн осп  Я, а теорема 4 встановлюе кнування поля ча
сток для будь-яко! облает! ц ш сн осп .

Покажемо тепер, що поле часток (2 область цьльсность Я з точнь- 
стю до ьэоморфьзму однозначно визначаеться областю цьльсность Я, тоб
то, що будь-якь два поля часток одньеь й тьеь область цьльсность Я ьзо- 
морфнь.

Ми доведемо б1льш сильне твердження.
Теорема в. Нехай Я — деяка область цьльсностЬ, а 0. ь ($ — и по

ля часток. Тодь мьж 0. ь <2' ьснуе ьзоморфна вьдповьдньсть ср, яка тотож- 
но вьдображае область цьльсность Я саму на себе.



Д о в е д е н и я .  Насамперед нагадаемо, що для елементов будь- 
якого поля Р  (1, §13) справедлив! тако твердження:

1) V
а,3,7, б€ Р

2) V
а,р,т>.б$Р

Р # 0 Л б # 0 = > - 2 - = - | - О 0 : 8  =  Ру|,

^ о Л 8 * о ^  +  -|- =  ^ ± й - ]

3)« , ^ И ° Л 8 ^ 0 ^  р ■ 2 -  р?
Щ твердження правильна, зокрема, й для елементов облает! ц ш 

сносп Я, розглядуваних як елементи поля <5, так 1 поля (2*.
Умовимося елементи а, Ь, с, й, ... областо ц ш сн осп  Я, розгляду- 

ваш як елементи поля 0,', позначати символами а', Ъ', с’ , й', ....
Оскольки <3 х е поля часток областо цшсносто Я, то частка будь- 

яких двох елементов а, Ь, с, й, ..., якщо вона оснуе, належить полю <2, 
а частка будь-яких двох елементов а', Ь', с', й', ... — полю (?' 1, навпа
ки, кожен елемент поля <2 доровноое чаетш деяких двох елементов
а, Ь, с, й, ..., а кожен елемент поля <2' —  частцо деяких двох елемен
тов а', Ь', с', й'.........

Перейдемо тепер до доведения теореми. Поставимо у водповщшеть
елементу р =  -у  поля С елемент р’ =  —  поля <2’ , причому вважати
мемо, що р' =  ф (р). Цим задаеться деяке вщображення ф : 0. ->  С'. 
Елемент р ' не залежить вод вибору запису елемента р у виглядо частки
елементов з Я. Справдо, якщо Р =  у 1 Р ==“ р т о у = _ 5' -  Тому, за 
твердженням 1) ай =  Ьс. Але тодо 1 в поло <2' справджуеться ровность 
а'й' =  Ь’с', а отже, 1 ровность Тому елементу р поля ф як

частцо - у 1 як частцо у  ставиться у водповодность той самий елемент р'
поля <2'. Таким чином, кожному елементу р поля ф ставиться у вщпо
вщшеть один 1 тольки один елемент р' =  Ф (р) поля

Аналопчно можна довести, що кожен елемент р' поля <2' е водпо- 
водним для одного 1 тольки одного елемента р поля Отже, ф е взаем
но однозначне водображення поля <2 на поле (}'. Доведемо, що це во-
дображення озоморфне. Нехай р =  - у  I т =  -̂ ----- будь-яко елементи

поля <2. Тодо (р) ф =  р' =  - у - ,  (т) Ф =  %' =  ~ .  Беручи до уваги 
твердження 2) 1 3), матимемо:

, . > / а  . с  \ I аЛ +  Ьс\ _  а'Л' +  Ь'с’
(Р +  т) ф =  +  -д-) ф =  (— й — ) ф  ---------- Ш -----

=  - у -  +  - д г  =  р '  +  Т ' =  ( р ) ф  +  (Т )ф ,

тобто (р +  т) ф =  (р) ф +  (Т) ф,
. . / а  с \ /  ас \ а 'с' а' с ' , ,
(Р^)Ф =  (—  ^ ) ф  =  ( - ^ ) ф = = 1 ^  =  Т - - ^  =  Р т =

=  (Р)ф*(т) ф.

тобто (р • т) ф =  (р) ф • (т) ф. А це й означав, що водображення ф е 
озоморфне. Водображення ф готожне на областо цшсносто Я. Справдо, 
для будь-якого а  ̂ Я

тобто (а) ф =  а, бо а' — це позначення елемента а  ̂ Я як елемента 
поля () '. Теорему доведено.

Зауважимо, що способ побудови поля часток, яким ми скориста- 
лися при доведенш теореми 4, загальний; його можна застосувати до 
будь-якоУ обласп ц ш сн осп , зокрема й в тому випадку, коли Я е коль
це щлих чисел. Якщо розглядувана нами область ц ш сн оси  Я е коль
це цолих чисел, то побудоване нами поле часток (I буде п о л е м  р а -  
ц о о н а л ь н и х  ч и с е л .

§  13. Щ Е А Л  И Ю Л Ь Ц Я . Ф А К Т О Р -Ю Л  Ь Ц Я .
Г О М О М О Р Ф 13М И  Ю Л Е Ц Ь

13.1. 1деали кольця. Операцп над щеалами. В теорп колець особ- 
ливу роль, аналогочну роло нормальних дольников у теорп груп, во- 
дограють подкольця, що достали назву одеалов.

Означення 1. Непорожня тдмножина о киьця К  називаеться л1- 
вим (водповодно правим) идеалом цього киьця, якщо а е тдгрупа ади- 
тивноХ групи киьця К  » якщо для будь-яких елементьв а  ̂ а I х   ̂ К 
добуток ха (водповодно ах) мктиться в а.

Шдмножина а киьця К, яка одночасно е л1вим I правим ьдеалом, 
називаеться двосторонтм Шеалом, або просто ьдеалом киьця К •

У комутативному кольцо кожен ловий о кожен правий одеал, оче
видно, е двосторонном одеалом.

3 означення 1 випливае, що кожен ловий, правий, а отже, о двосто- 
ронной одеал е подкольцем кольця К- Зауважимо, що оскольки одеал — 
це деяка подмножина кольця К, то можна говорити про водношення 
включения мож щеалами даного кольця К-

П р и к л а д и  1 д е а л ! в. 1. Кожне юльце К, очевидно, е свош  двосторон- 
н1м 1деалом. Цей щеал називають одиничним. У  кожному ю льщ  К  нульове пщюль- 
це (0 } е щеалом, його газивають нульовим идеалом 1 позначають символом о.

Одиничний Цеал К  К1льця К, очевидно, М1стить будь-який 1деал а цього юльця, 
а нульовий щеал о мктиться в кожному щеал1 о К1льця К- Отже, в смисл1 в1Диошення 
включения одиничний щеал —  найб1льший, а нульовий —  найменший серед щеа- 
Л1в к1льця К.

2. Нехай К  —  деяке юльце 1 а —  будь-який елемент цього юльця. Множина 
Ка вс!х елеменпв виду ха, де х  —  будь-який елемент юльця К, е Л1вий щеал, мно
жина а/С в а х  елеменив виду ах —  правий щеал, а множина т  (а) вс!х  елеменпв 
виду

х1ау1 +  х 2а у2 +  ••• +  х„а уп,

де л —  будь-яке натуральне число, дц й у 1 —  будь-як1 елементи к1льця К, е двосто- 
ронн1й 1деал К1льця К-

Покажемо, що множина Ка е Л 1вий  1деал К 1льц я К. Сума х ха +  х2а будь-яких 
двох елемент1в х ха 1 х%а множини Ка належить до ще!- само!' множини, о ск 1льки 
Х 1  +  6  К, > елемент —  ха  =  (— х) а, протилежний будь-якому елементу ха  ^
^  Ка, також належить до множини Ка, осю льки — х  ^  /С; тому множина Ка в



пщгрупа адитивноТ групи шльця К- Для будь-яких елемент1'в ха $  Ка I х ' ^  К  добу- 
ток х' (ха) =  (х'х) а ^  Ка. Отже, Ка —  л1вий щеал юльця К ■ Аналопчними м)'р- 
куваннями доводять, що аК  —  правий, а ш (а) — двостороннш щеал К 1льц я К. 
Якщо шльце К  —  комутативне, то, очевидно, Ка =  аК  =  гп (а). Зауважимо, що коли 
в к!л ьц1 К  немае одинищ, то кожен з щеал1в Ка, аК, ш (а) може не мютити еле
мента а.

Г '  -Н&="Нехай К  —  деяке комутативне юльце 1 о  —  будь-який елемент цього к1льця. 
Множина елемент1в виду ха +  па, де х  —  будь-який елемент юльця К, а п — будь- 
яке Ц!ле число, е щеал шльця К. В тому, що це справд! так, легко пересвщчитися за 
допомогою М1ркувань, аналопчних тим, як1 ми проводили в прикдад1 2.

Цей щеал називають головним идеалом, породженим елементом а, 1 позначають 
символом (а). Серед щеал1в, що мютять елемент а, головний щеал (а) е найменшим 
(в смисл1 вщношення включения).

Справд1, кожен щеал, який м|'стить елемент а, М1стить вс! кратш ха  1 вс1 суми 
±  2 а  =  па, а отже, 1 вс1 суми ха  +  па, тобто М1стить щеал (а).

Якщо в к 1льц1 К  е одиниця е, то (а) =  Ка. Справд1, з означення щеалу (а) вип
ливае, що Ка <= (а). 3  другого боку, ха  +  па =  х а +  пеа =  (х +  пё) а =  х 'а  ^  
р  Ка, тому (а) с г  Ка. Отже, (а) =  Ка. Наприклад, головний щеал (т) К1л ь ц я  ш- 
лих чисел 2  складаеться з у с1х шлих чисел, кратних числу т : (т) =  Тт.

Зауважимо, що нульовий щеал о юльця УС е головний щеал (0). Якщо в к1льщ 
К  е одиниця е, то одиничний щеал К  також е головним щеалом, а саме: К — (е).

4.........Аналогично тому, як ми визначили поняття головного щеал у (а) комутативного 
юльця К, можна визначити поняття щеалу, породженого к!лькома елементами аъ  
............  а8. Нехай К  —  деяке комутативне юльце 1 нехай аъ  а2........ а , —  будь-яю5 $
елементи цього юльця. Множина елеменпв виду ^  ж1а1 +  2  п1а1‘ де *1 —  будь-

■'=1 /= 1
який елемент з юльця К, Я/—  будь-яке щле число, е щеал юльця К. Цей 1деал по
значають символом (Я1, а2, ..., а)3; множину елемент1в ах, а3, ..., а8 називають базисом 
ьдеалу (а1у аг, . . . ,  а5). Звичайно, для щеалу (а1г а2, .. . ,  а5), кр1м базису аи а2, . .., а5, 
можуть кнувати й шип базиси, причому деяю  з них можуть складатися з меншого 
шж « числа елемент1в. Перейдемо тепер до розгляду деяких операщй над щеалами 
юльця К . Першою операш'ею, яку ми розглянемо, е операщя теоретико-множинного 
перетину. Нехай а 1 Ь —  будь-яю  щеали юльця К.

Теорем а 1. Перегнан, а П Ь 1деал1в а » Ь к1льця К е 1деал цього
кыьця.

Д о в е д е н и я .  За теоремою 8 § 10, перетин а П Ь е шдгрупа 
адитивно! групи юльця К- Кр1м того, для будь-яких елемент^в а  ̂
 ̂ а П Ь 1 х  ̂ К  добутки ха \ ах мктяться в щеалах а \ Ь, а тому 

м1стяться 1 в IX перетиш о П Ь. Отже, перетин а П Ь е щеал юльця К-
Легко перев1рити, що операщя перетину щеал^васощативна 1 ко- 

мутативна. Зауважимо, що теорема 1 легко пошицюеться на будь-яке 
скшченне чи неск1нченне число 1деал1в.

Нехай А \ В — деяк1 непорожн1 пщмножини К1льця К-
Означення 2. Множину вах елементьв виду а +  Ь, де а  ̂ А, Ь  ̂ В,

називають сумою тдмножин А I В й позначають символом А +  В.
Якщо шдмножина А складаеться Т1льки з одного еле^евда а, то су 

му А +  В позначають символом а +  В. Оск^льки операщя додавання 
елемент1в К1льця К  асощативна й комутативна, то й операщя додаван
ня П1ДМН0ЖИН К1льця К , як легко перев1рити, також асоц1ативна 1 ко
мутативна.

Означення 3. Добутком А В тдмножин А I В називають множину
п

вах елементгв виду де п — деяке натуральне число, а1  ̂ А ,
1 = 1

Якщо шдмножина А складаеться лише з одного елемента а, то до- 
буток АВ  позначають символом аВ. Цей добуток, очевидно, складае
ться з ус1х елемент1в виду аЬ, Ь  ̂ В.

Читач самостшно легко доведе, що визначена так операщя множен
ня п1дмножин К1льця К  асощативна. Якщо К1льце К  комутативне, то 
операщя множення шдмножин, очевидно, також буде комутатив- 
ною.

Якщо А и А2, ..., — п1дмножини юльця К, то добуток
5

Ах-А г~ ..., •А 3 (його позначають символом П  Аь) складаеться з ус1х
1=1

сум добутк1в виду ахаг ... ав, де а(,  ̂ А,, I =  1, 2, ..., 5.
Операцп додавання й множення шдмножин юльця можна, звичай

но, застосувати до 1деал1в.
Нехай о 1 6 — дов1льш  1деали К1льця К-
Теорем а 2. Сума а +  Ь 1деал1в а I Ь шльця К  е 1деал цього йльця. 
Д о в е д е н и я .  Справд1, сума (аг +  Ьх) +  (а2 +  Ь2) будь-яких 

двох елемент1в ах +  Ьг 1 а2 +  Ь2 множини о +  Ь належить до а +  Ь, 
осюльки аг +  а2 € о. К +  Ь2  ̂ Ь, 1 елемент — (а +  Ь) — (—а) +  
+  (— Ь), протилежний дов1льно вибраному елементу а +  Ь  ̂ а +  Ь, 
також належить до а +  Ь, бо —а  ̂а , —Ь  ̂ Ь. Отже, а +  Ь е шдгрупа 
адитивно! групи юльця К- Кр1м того, для будь-яких елемент1в а +  
+  Ь +  Ь 1 х  ̂ К  х (а +  Ь) — ха +  хЬ  ̂ а +  Ь 1 (а + Ь ) х — ах +  
4- Ьх  ̂ а -+- Ь. Цим теорему доведено.

Теорема 3. Добуток а Ь 1деал1в о г Ь к1льця К також е 1деал 
К1ЛЬЦЯ К ■

п т

Д о в е д е н и я .  Справд1, сума 2  +  2  аЪ] будь-яких двох
г=1 /=1

п т
елемент1в 2  й 2  а)Ь) множини аЬ е, очевидно, елемент ще'! са- 

<=1 /=!
п п

мо1 множини, 1 елемент— 2 а1̂ (==2 (— протилежний до-
/=1 (=1
П

в1 льно вибраному елементу належить до аЬ. Кр1м того,

для будь-яких
п п п (  Л \

^  а1Ь1 $ аЬ 1 х  (Е К 2  (Щ ) Ь1  ̂ аЪ й 2  х =
<-| (=1 1=1 \ 1=1 /

п

=  2  ас (Ьсх) е  аЬ.
1=  1

Цим теорему доведено.
Таким чином, у множит 1деал1в к!льця К  зд1йсненн1 операцп до

давання й множення. Операщя додаиання 1деал1в — асоц1ативна 1 ко
мутативна, а операц1я множення —  асощативна. Якщо юльце К — 
комутативне, то операщя множення 1деал1в також комутативна.



Теорем а 4. Операцп множення I додавання 1деал1в киьця К  пов'я- 
заш дистрибутивными законами:

V  [ ( о + 6 ) с  =  о с + Ь с  Д с ( о + Ь )  =  [о + с Ь ]. 
а.Ь,сеК

Справедливость цього твердження очевидна.
13.2. Конгруенци 1 класи лишков за щеалом. Фактор-кольце.
Продовжимо вивчення загальних питань теори колець. Нехай 

К  — деяке кольце, а т  —  довольний одеал цього кольця. Ми знаемо, 
що К  е адитивна абельова група, а одеал тп — подгрупа цоео групи. Ос
кольки в абельовой груш всо и подгрупи е нормальнимн дольниками, 
то одеал т  е нормальний дольник групи К ■ Отже, оснуе фактор-група 
К/т групи К  за нормальним дольником ш. Вона складаеться з сумож- 
них класов групи К. за нормальним дольником ш:

О +  ш, а +  ш, Ь + т , с +  ш, . . . .
Нагадаемо, що елементи х, у   ̂ К  належать до того самого суможного 
класу адитивноо групи К  за подгрупою т  тодо о тольки тодо, коли х —
— у   ̂ ш. Оскольки група К  — абельова, то й /С /т  — адитивна 
абельова група. Ми покажемо, що в групо /С/тп можна так означити 
операцою множення, що вона буде кольцем водооосно визначених у ной 
операцой додавання о множення.

Але спочатку введемо одне досить важливе поняття — поняття 
конгруенци й вивчимо деяко його властивосп.

Означення. Вважають, що елемент х  ̂ К  конгруентний елементу 
у  ([ К  за ьдеалом т  або за модулем оп, якщо х  — у   ̂т ,  тобто якщо 
х I у  належать до того самого сумгжного класу адитивно1 групи К  за 
тдгрупою оп.

Висловлення «х  конгруентно у  за модулем ш» скорочено записують 
так:

х =  у  (той  т ) .
Отже, х  =  у  (той  т )  <=> х — ^ т .
Якщо т  е головний одеал (т ) , то замость х  =  у  (той  т )  можна 

було б писати х  =  у  (той  (т )). Проте в цьому випадку пишуть просто 
х =  у  (той  т) о говорять: х  конгруентне у  за модулем т. У випадку, 
коли х  не конгруентне у  за модулем т ,  пишуть х ф  у  (той  т ) .  Сфор- 
мульоване вище означення визначае в множино К  бонарне водношення; 
його називають вгдношенням конгруентност1 , або просто конгруент- 
шстю. Водношення конгруентносто, як випливае з його означення, за- 
даеться розбиттям адитивноо групи К  на суможно класи за подгрупою 
т  о, отже, е водношенням е к в о в а л е н т н о с т о  на множино К, 
тобто воно рефлексивне, симетричне о транзитивне:

V  [* =  х ( т о й т ) ] ,  V  \х =  у  (той  т ) ^ у  =  х (той  т ) ] ,
х,у€К

V  [х =  у  (той  т )  Д у  =  г (той  т )  => х =  г (той  т ) ] .
х,у,г€ К

Класи еквовалентносто водношення конгруентносто в кольцо К  е, таким 
чином, суможними класами групи К  за подгрупою т ;  ох називають кла- 
сами лишкьв к1льця К за идеалом оп, або за модулем т .

Ми позначатимемо ох символами а,Ъ, с .........
Сповводношення вигляду х ~  у  (той  т )  називають конгруенщями.
Спинимося на деяких властивостях конгруенцой.
1. Обидвь частини конгруенци можна помножити на будь-яке щле 

число п:
V  V  [ х ^ у  (той  т )  =Ф> ях пу (той  т ) ] .

х,у€К

Справдо, х  е=  у  (той  т )  <=> (х —  у) $  т .  Тому пх —  пу =
— п (х — у) ^ т  о, отже, пх =  пу (той  т ) .  Зокрема, при п =  — 1 
матимемо: х  =  у  (той  т )  =̂ > —х  =  —у  (той  т ) .

2. До обох частин конгруенци можна додати будь-який елемент 
г ^ К :

V  [х =  «/(той  т)=^> х  +  г =  у  +  г (т о й т ) ] .
х.у.г е.к

Справдо, х =  у  (той  т )  о  д: — у  $ т .  Тому (х +  г) — {у +  г) =  
=  х — у  ̂ т о ,  отже, х  +  г =  у  г (той  т ) .

3. Обидв1 частини конгруенци можна помножити на будь-який еле
мент г  ̂ К:

V  [х =  у  (т ой  т )  =>• гх =  гу (т ой  т )  Д хг == уг (той  т ) ] .
х.у.г^К

Справдо, х =  у  (т ой  т )  <=> х — у   ̂ т. Тому гх — гу --= г (х — у)  ̂
$ т  о хг — уг =  (х —  у) г $ т ,  отже, гх == гу (той  т )  о хг 
е= у  г (той  т ) .

4. Конгруенци можна почленно додавати I в1дшмати:
V  [х =  у  (той  т )  Д х ’ =  у' (той  т)=^> х  ±  х' =  у  ±  у' (той  т ) ] .

х.у.х’ .у’еК

Справдо, х ~ у  (той  т )  Д х' =  у ' (т ой  т )  =^>х +  х' =  у  +  х'
(той  т )  Д у  +  х' =  у  +  у' (т ой  т )  х  +  х' == у  +  у' (т ой  т ) ,  тобто 
х =  у (той  т )  Д х' =  у' (той  т )  ^  х  +  У  =  у  +  у' (той  т ) .

Дало х =  у  (той  ш ) Д ^ 'е  у' (той  т  )=$>хвз у  (той  т )  Д — х' г  
=  — у' (той  т ) ^ х  +  (— х') =  у  +  (— у ') (т о й  т )=$> х  — х' =  у — у' 
(той  т ) ,  тобто х  =  у  (той  т )  Д х' е= у' (той  т )  =$> х —  х' =  у  — у' 
(той  т ) .

5. Конгруенци можна почленно перемножати:
V  [х =  у  (той  т )  Д х' =  у' (той  т )  хх' =  уу' (той  т ) ] .

х.у.х'.у'ЪК

Справдо, х  == у  (той  т )  Д х' =  у' (той  т )  =̂ > хх' ух' (той  т )  Д 
Д ух' =  уу' (той  т )  хх' =  уу' (той  т ) ,  тобто х =  у  (той  ш ) Д / а  
=  у' (той  т )  4> хх' =  уу' (той  т ) .

3  викладеного видно, що над конгруенщями можна виконувати всо 
то операци, яко виконують над ровностями, за винятком скорочення 
обох частин конгруенци на ох спольний дольник. Скорочувати конгру- 
енцп, взагало кажучи, не можна. Наприклад, у кольцо цолих чисел 2 
справедлива конгруенцоя 16 =э 4 (той  6), проте 4 ф. 1 (той  6), бо
4 — 1 =  3 $ (6). Отже, скорочувати обидно частини конгруенци 
16 =  4 (той  6) на ох спольний дольник 4 не можна.



П р и м I т к а. Сш'ввщношення х  =  у  (т о й  т )  ми назвали конгруенц!ею. Про- 
те символом х  == у  (т о й  т )  часто позначають також 1 вщношення конгруентност!.
3  контексту, звичайно, бувае зрозумш о, що саме означав х  =  у  (т о й  ш ).

Повернемося тепер знову до фактор-групи К/т .  Нагадаемо, що 
/С /т  складаеться з клаав лишюв а, Ь, с, ... . Як вщомо, кожен клас а 
породжуеться будь-яким з своТх елемент1в: якщо а  ̂ а, то а — а +  ш; 
тому будь-який з елемент1в класу а можна вважати представником 
цього класу (п. 10.6).

Додавання клаав лишюв (сум1жних клаав), як в1домо, означа- 
еться так: якщо а  ̂ а I Ь  ̂ Ь, то а +  Ь — це той клас лишюв, який 
мктить елемент а +  Ъ. 1накше кажучи,

а +  Ь =  (а +  т )  +  (Ь 4- т )  =  (а +  Ь) +  т .

Означимо тепер в /С /т  операщю множення.
Нехай а — будь-який елемент класу "а, Ь — класу Ь. Умовимося 

вважати, що аЬ — це клас, який мктить елемент аЬ, тобто що а • Ь =  
=  (а +  т )  (Ь +  т )  =  аЬ +  т .

Покажемо, що означений так добуток клаав не залежш ь В1Д вибо- 
ру представниюв цих клаав. Справд1, якщо а,а — елементи з класу 
а\Ь, Ъ' — з класу Ь, то а =  а' (той  т ) ,  Ь ~  Ь" (той  ш) 1, за власти- 
в1стю 5, аЬ == аЬ ’ (той  т ) ,  тобто аЬ 1 а Ь ’ належить до того самого 
класу. Тому аЬ +  щ =  а Ь ’ +  т  1, отже, добуток аЬ не залежить вщ 
вибору представниюв у класах а 1 Ь.

Теорем а 5. Множина К/хп клаав лиьикьв шльця К за ьдеалом тп з 
означеними у  нш операциями додавання I множення е кьльце. Це кьльце 
називають фактор-кьльцем к1льця К за идеалом ш або за модулем т .

Д о в е д е н и я .  Множина /С /т  е адитивна абельова група. Озна
чена в щй груш операщя множення е асощативна 1 пов’язана дистри- 
бутивними законами з операщею додавання. Справд;,

__  у  {(аЬ) с =  [(а +  тп)(Ь +  т ) ] ( с  +  т )  =  аЬс +  т  =
а, Ь, К / т

=  (а +  т )(Ьс +  т )  == (а +  т )[(Ь +  т ) ( с  +  т ) ]  =  а (Ьс)},
тобто

V  [(аЬ)с =  а (Ь с)]\ у  {(а +  й)с =
а,Ь,с(.К/т а,Ь,с€К/ т

=  [(а +  т )  +  (Ь +  т ) ]  (с +  т )  [(а +  Ь) +  т ]  (с +  т )  =

=  (а +  Ъ) с +  т  =  (ас +  Ьс) +  т  =  (ас +  т )  +  (Ьс +  т )  =

=  а с  +  Ьс],

тобто V  [(а +  Ь)с — ас  4- Ьс]. Аналопчно доводять, що
а,Ь>с€К/тп

V  [ с ( а +  Ъ) — са-\-сЪ\.
а,Ь,с€К/т

Отже, /С /т  — юльце. Теорему доведено. Зауважимо, що фактор-юль- 
це К/хп називають також кьльцем клаав лиьикьв. Всюди дал1 символ К/хп 
означатиме фактор-юльце юльця К  за модулем т .

П р и к л а д и .  1. У кожному ю льщ  К е одиничний 1деал К  1 нульовий щеал 
(0). Ф актор-юльце К/К е нульове кьльце {0 } ,  а фактор-юльце К/ (0) 1зоморфне юль- 
цю К-

2. В ю льщ  щлих чисел 2  в13ьмемо головний щеал ш  =  (т) (т. —  деяке вщмш- 
не вщ 1 натуральне число). Цей щеал складаеться з ус1х ц1лих чисел, кратних числу т. 
1деал (т) е  нульовим класом лишк1в: 0 =  0 +  (т) — (т). В с1 Ц1Л1 числа, кон- 
груентн1 за модулем т числу 1, утворюють клас лишк1в 1 = 1  +  (т), конгруентш 
числу 2 —  клас лишюв 2 = 2 +  (т), конгруентш числу 3 —  клас линш в 3 = 3  +  
+  (т) \ т. д .; вс1 числа, конгруентн1 за модулем т числу т —  1, утворюють клас лиш
ю в т —  1 =  т — 1 +  (т). 1нших клас1в лиш юв бути не може, осю льки кожне 
щле число належить до одного з перел1чених нами клас1в. _  _  _______

Отже, фактор-юльце 2 /  (т) складаеться з клаав лиш юв 0, 1 ,  2, ..., т —  1. 
Операцп додавання 1 множення в ю льщ  2 /  (т) виконують за такими правилами: щоб 
додати класи Ъ — к +  ( т )  1 7 =  / +  ( т ) ,  треба знайти суму к +  I представниюв 
цих клаав 1 пот1м знайти лишок в1Д дйгення к +  I на^/п;_якщо цим лишком е число 
г, то к +  7 =  г. Аналог1чно, щоб перемножити класи к 1 I, потр1бно знайти добуток 
к1 представник1в цих клас1в 1 поим знайти лишок вщ  дшення Ы на т ;  якщо цим лиш
ком е число 5, то к! =  $. В теорп чисел кшьце 2 /  (т) називають кыьцем клаав конг~ 
руентних чисел за модулем т або кыьцем лишк1в за модулем т.

13.3. Гомоморф13ми юлець. Теорема про гомоморф)'зми. 3 викла- 
деного в п. 11.3 ми знаемо, що м1ж фактор-групами групи О та п гомо- 
морф13мами 1снуе ткний зв ’язок. Виявляеться, що аналог1чний зв ’я- 
зок 1снуе й М1ж фактор-к1льцями даного к1льця та його гомоморф1зма- 
ми. До з ’ясування цього зв ’язку ми 1 перейдемо. Нехай К  1 К 1 — деяю 
кйпьця.

Означення 1. Шдображення <р : К ->  К ' к1льця К в кьльце К' на- 
зиваеться гомоморфным вьдображенням К в К ', або гомоморфьзмом К 
в К ', якщо виконуються такь у моей:

1. V  [ф(а +  Ь) =  ф(а) +  <р(Ь)];
а.ЫК

2. V  [ф(аЬ) =  ф (а)ф(6)].
К

Якщо гомоморфне вщображення ф е вщображенням К1льця К на юль
це К', то його називають гомоморфьзмом кьльця К на кьльце К ’ , або епь- 
морфьзмом кьльця К ■ У  цьому випадку говорять, що юльце К ' е гомо
морфным образом кьльця К ', 1 пишуть

К со К ’ .
Щоб зазначити, що ф е гомоморф1зм юльця /С н а  к 1 л ь ц е  К ’ , пи
шуть ф : К  оо К ’ .

П р и к л а д и  г о и о м о р ф 1 з м 1 в к 1 л е ц  ь. 1. Нехай С —  юльце в а х  
комплексних чисел 1 С2 —  юльце матриць 2-го порядку над полем комплексних чисел. 
Розглянемо воображ ения яке визначають так:

V
а+Ы €.С

т|з (а +  Ы)



Очевидно, що ф е воображ ения кшьця С в к ? л ь ц е С2. Воображ ения г]) задоволь- 
няе умови 1 1 2 означення гомоморф1зму. Справд1,

, X  , ,  {г|5 +  Ы) +  (с  +  * ) ]  =  Ч> Ка +  с) +  (Ь +  а) I] =

/  а +  с Ь +  й\ (  а Ь\ / с  й\
а + с Г \ - Ь  а) +  1 - й  с) =  * (а +  6‘“) +  Ф (с +  Л)},

тобто V  (Ч> [(а +  Ы) +  (С +  йь)] =  >|з (а +  Ы) +  ф (с  +  Л ) } ,
а-\-Ь1,с-{-а1€. С

V (ф [ (а  +  Ы) ■ (с +  Л )[ =  г)) [(ас —  Ьй) +  (ай +  Ьс) П =
а-\-Ы,с-\-ё1^_ С 1

( а с  —  Ьй ай-\-Ьс\ / а Ь\/ с й\ 1
- \ - ( а Л  +  6с) ас — м ) \ —  Ь а К —  й с '  =  ^ (в +  Ы) ' ^  (С +  Л )}  * 

тобто V  {-ф [(а  +  Ы) (с  +  Л-)I =  ф (а +  Ы) ф (с  +  Л )} .а+Ы,с-\-й1€.С
Отже, ф е гомоморф!зм кшьця С в к)льце С2. Цей гомоморф1зм, як легко бачити е
13ОМ0рф13М0М. ’

2. Нехай К  —  множина в а х  матриць виду ( V де а ! Ь —  деяю дгёсш числа.\2Ь а)
Читач самостийно легко доведе, що вон осн о  операшй додавання 1 множення матриць 
множина К  е юльце. Задамо воображ ения ф таким способом:

V
а.ье К

Очевидно, що ф е воображ ения кйтьця К в юльце дшсних чисел К. Покажемо, що 
воображ ения ф задовольняе вимоги означення гомоморф1зму. Справд1

х » :  Э Д - Ч 7 А .

+  (Ь +  Ь,) У  2 =  (а +  Ь У 2) +  (а, +  Ьх V  2) =  Ф +  <р Ь'  ) }  , тобто

{*[(»•

V
0,4,а„6,еК

Г / а 6\ / а 1 6Л 1 =  /а а1 +  2661 а*, +  аф  \
Ь \2* а /  \26] О!/ ] \2 (аЬг +  ауЬ) аа1 +  2ЬЬ1) '

” * (0^1 +  2Ы>!) +  (аЬх +  а,&) / 2  =  (а +  6 ^ 2) (ах +  Ь1 / 2) —

" т!» Хг!: I;)) • ,овт°
ЭЙ ")Ы ; Э < ‘ ЭЬ

Таким чином, ф е гомоморф!зм юльця К  в к1льце К.
3. Нехай К  —  деяке юльце 1 ш  —  дов!льний 1деал цього к!льця. Розглянемо 

воображ ения х  к!льця К  в фактор-к1льце К/т, яке задаеться так: кожному елементу 
а К  в о п о в о а е  той клас лишк1в за модулем ш , до якого належить елемент а, тобто 
клас а +  т .  Очевидно, що х  е воображ ения юльця К  на юльце К/т. Покаже
мо, що х  задовольняе вимоги означення гомоморф!зму. Справд!,

а.Ь&к\Ьек ^  ^  +  т  =  ( “  +  т ) +  (* +  т ) =  х  (“ ) +  «  (* )!,

тобто V  [х  (а +  6) =  х  (а) +  х  (6)1; 
а.Ь&К

V  [х  (аЬ) =  аЬ +  ш  =  (а +  т )  (Ъ +  т )  =  х  (а) х  (6)], 
а.Ь€К

тобто V  [х  (аЬ) =  х  (а) х  (&)]. 
а М К

Отже, х  е гомоморфне в!дображення к!льця К  на ф актор-коьце /С /т .

Вщображення х : К со Ют називають природным, або каношч- 
ним, гомоморфизмом. Доведемо калька теорем, що характеризують вла- 
стивост1 гомоморфних вщображень К1лець.

Теорем а 6. Якщо ф е гомоморфьзм киьця К в киьце К ’ , то:
1. Ф (0) =  О'.
2. V  [ф (—а) =  — Ф (а)Ь
3. 1к) Ф е тдкыьце к1льця К ’ -
4. Якщо в кыьщ К е одыничный елемент е, то ф (е) —  одинычний 

елемент киьця ф (К) й якщо для елемента а^ К в киьщ К 1снуе обер- 
нений елемент а~\ то ф (а-1 ) —  обернений елемент елементу ф (а) 
киьця ф (К).

Д о в е д е н и я .  Справедливость тверджень 1 ! 2 випливае вщпо- 
в1дно з теорем 7 1 8 п. 11.3, застосованих до адитивно1 групи шльця К. 
Доведемо справедливость твердження 3. За теоремою 9 п. 11.3, засто- 
сованою до адитивно1 групи К1льця К, Ф (К) е подгрупа адитивно1 гру
пи юльця К- Покажемо, що множина ф (К) замкнена вщносно опера- 
цп множення, визначено1 в К1льщ К ". Справд1, якщо а ’ , Ь’  ̂ ф (К), 
то а' =  ф (а), Ь' =  ф (Ь), де а, Ь е К,  1 а'Ь' =  <р (а) Ф (Ь) =  ф (аЬ) $ 
^ ф (К).  Отже, за теоремою 1 п. 12.1 ф (/С) е пщмльце К1льця К  • 
Справедливость твердження 4 доводиться досл1вним повторениям м1р- 
кувань, як1 ми проводили при доведены теорем 7 х 8 п. 11.3. Теорему- 
доведено.

Означення2. Нехай ф е гомоморфизм к1льця К в кьльце К '■ Множи
ну 91 вах елементьв киьця К, якь гомоморфьзмом ф вьдображаються в 
О' киьця К', называють ядром гомоморфьзму ф I запасують 91 =  Ке г ф.

Теорема 7. Ядро 21 =  Кег ф будь-якого гомоморфизму ф киьця К  
в к1льце К ' в гдеал киьця К-

Д о в е д е н и я .  Справд1, за теоремою 10 п.11.3, застосованою до 
адитивноТ групи ильця К, 91 =  Кег ф е пщгрупа адитивно! групи 
юльця К- Кр1м того, для будь-якого елемента л: ^ К, Шх € 31 1 ^91 ^ 

 ̂ 91, оск1льки для кожного а  ̂ 91 Ф (ах) =  ф (а) Ф (х) =  0 ' 1 ф (ха) — 
=  ф (х) ф (а) =  0 '. Отже, 91 =  Кег ф — щеал юльця К. Теорему 
доведено.

Теорем а про гомоморфЬзми шлецъ. Якщо ф е гомоморф1зм кьльця 
К на киьце К I 91 =  Кег ф, то киьце К' озоморфне фактор-киьцю 
К/%, прычому кнуе такий ьзоморфьзм г|з шльця К/'й на кьльце К ', що 
добуток Щ природного гомоморфизму к: К со К / 91 на ьзоморфьзм г[) е 
гомоморфьзм ф.

Д о в е д е н и я .  Нехай г' — довольно вибраний елемент юльця
К' 1 г —  деякий елемент юльця К  такий, що ф (г) =  г ’ . Тод! V I Ь

ъ$к



е= г (той  51) ->  ср (Ь) — ф (г) +  ф (Ь — г) =  ф (г) — г'], осюльки 
Ь — г  ̂ 21 1 тому ф (Ъ — г) =  0 '. 3 другого боку, якщо елемент с  ̂ К  
при гомоморф1зм1 ф вщображаеться в елемент г', тобто ф (с) =  г ', то 
ф (с — г) =  ф (с) — ф (г) =  О' 1 тому с —  г е 21, тобто с == 
е= г (той  21). Отже, множина вс1х елемент^в шльця К,  яю при гомо- 
морф1зм1 ф вщображаються в елемент г '  ̂ К',  е клас лишюв юльця 
К  за модулем 21, до якого належить елемент г, тобто клас ~т =  г +  21. 
Позначимо символом ф вщображення, яке кожному класу лишюв г =  
=  г +  21 ставить у вщповщшсть елемент г'  ̂ К',  у який при гомо- 
морф1зм1 ф вщображаються елементи класу г, тобто ф (?) =  ф (г), де 
г — будь-який елемент з класу лишюв г. Очевидно, що ф е воображен
ия фактор-юльця /С/21 на юльце /С'. Вщображення ф е гомоморфне.
Справд1, нехай гх =  гх +  21, г2 =  га +  21 — дов1льно вибраш еле
менти юльця /С/21.

Тод1 гх +  г2 =  (гх +  г2) +  21, гхг2 =  тхгг +  21 1 тому

(Г 1 +  Гг) =  Ф (гх +  г2) =  ф (гх) +  ф (г4) =  ф (гх) +  ф (?2),

Ф (Г 1 * Ла) =  ф (гхг2) =  ф (гх) . ф (г2) =  ф (гх) ф (г2),
тобто

■ф ^1 +  г2) =  ф (Гх) +  Ф (г2), ф (7 /а ) =  ф (гх) ф (Г2).

Доведемо тепер, що вщображення ф взаемно однозначне, тобто що 
коли гх Ф  г2, то ф (г^ ф  ф (г2). Це справд1 так. Якщо ф (гх) =  ф (г2), 
то за означениям вщображення ф, ф (гх) =  ф (г2), тобто ф (гх)— ф (г2) =  
=  0 '. Тому ф (гх — г2)_=  ф (гх) — ф (г2) =  0 ' 1 — г2 е 2Г. ЗвЩСИ
гх =  г2 (той  21) 1 /"1 =  г2. Отже, ф е 1зоморфне вщображення /С/21
на /С'.

Розглянемо тепер вщображення хф. Осюльки х — природний го- 
моморф13м юльця^ /С на фактор-юльце /С/21, а ф — 130М0рф13М ЮЛЬЦЯ 
К/Ш на юльце /С', то хф, очевидно, е вщображення юльця К  на юль
це К'- Доведемо тепер, що хф =  ф. Нехай г — дов1льний елемент юль
ця К • За означениям природного гомоморф1зму х, х  (г) =  г =  г +  21 
1 за означениям 1зоморф1зму ф, ф (г) =  ф (г).

Отже, хф (г) =  ф [х (г)] =  ф (г) =  ф (г), тобто хф (г) =  ф (г). Та
ким чином, V [хф (г) =  ф (г)]. А це й означае, що хф =  ф. Теорему

доведено. Теорема про гомоморф!зми юлець показуе, що природними 
гомоморфизмами юльця К  на його фактор-юльця по сут! вичерпуються
ВС1 ЙОГО ГОМОМОрф13МИ.

13.4. Характеристика к!льця з одиницею. На заюнчення цього па
раграфа коротко спинимося на понятл характеристики юльця з оди
ницею. З ’ясуемонасамперед, яю 1деали е в найпроепшому з юлець — 
юльщ щлих чисел. Як ведомо, кожне щле число п породжуе головний 
1деал (п) =  2 п. Такими 1деалами вичерпуеться множина вс1х 1деал1в 
К1льця 2, оск1льки справедлива така теорема.

Теорем а 8 . Кожен 1деал кьльця щлих чисел е головним ьдеалом.

Д о в е д е н и я .  Нехай 21 — деякий 1деал юльця 2. Якщо 21 — 
нульовий 1деал, то 21 — (0). Якщо ж в 1деал1 21 м1ститься число с Ф  0, 
то в ньому мктиться також 1 число — с. Одне з чисел с 1 —с додатне, 
тому в 1деал1 21 мктяться натуральн! числа. Нехай а —  найменше з 
натуральних чисел, що м1стяться в 21. Тод1 V [па (= 211 отже, (а) =

=  2а с :  21. Покажемо, що 1, навпаки, 21 сг (а).
Справд1, нехай Ь — дов1льне число з щеалу 21- Поделивши Ь на 21, 

д1станемо Ь =  -!- г, 0 ^  г < ; а. Оск1льки а  ̂ 21, Ь  ̂ 21, то \ г =
— Ъ — а<7  ̂ 21- Звщси й з умови 0 <; г < ; а випливае, що г =  0, бо в 
противному раз1 а не було б найменшим серед натуральних чисел, що 
м1стяться в щеал1 21. Таким чином, Ь =  а</; тому Ь  ̂ (а), а отже, 1 
21 сг (а). Оск1льки (а) <= 21 1 21 с= (а), то 21 =  (а). Теорему доведено.

Нехай тепер А — д о в 1льн е К1льце з  од и н и ц ею  е 1 2  — ю л ь ц е  щ- 
лих чи сел . Розглянемо в щ обр аж ен н я  ф : 2  —> А,  я к е  задаеться  та к :
V [ф (л) =  пе].
е Очевидно, що ф е гомоморф13м кьльця 2 в к1льце А.  За теоремою 6 

множина Е =  ф (2) е пщюльце юльця А.  Пщюльце Е складаеться з 
ус1х щлих кратних пе одиничного елемента е; будемо називати його 
пьдкьльцем, породженим одиницею е. Як легко бачити, ф е гомоморф1зм 
юльця 2 на пщюльце Е. Тому, за теоремою про гомоморф1зми юлець, 
пщюльце Е 1зоморфне фактор-юльцю 2/21, де 21 — ядро гомоморф1з- 
му ф: 2  со Е. Оск1льки в юльщ щлих чисел 2  кожен щеал головний, 
то 21 =  (р), де р — деяке невщ’емне число.

Можлив! два випадки:
1. р =  0. Тод1 Е со 2/(0) со  2, тобто пщюльце Е 1зоморфне К1ль- 

цю щлих чисел 2.
2. р >  0. Тод1 пщк1льце Е 1зоморфне К1льцю клас1в лишков 2 1{р).
Отже, в будь-якому юльщ А з одиницею е пщюльце Е, породжене

елементом е, 1зоморфне або К1льцю щлих чисел 2, або юльцю клас1в 
лишк1в 2 /(р), де р — деяке натуральне число. Виходячи з цього, ми 
введемо таке означення.

Означення 1. Нехай А — деяке кьльце з одиницею е. Ми будемо го- 
ворити, що кьльце А мае характеристику 0, якщо його тдкьльце Е, по
роджене одиничним елементом е, ьзоморфне кьльцю щлих чисел 2 ;  ми го- 
воритимемо, що кьльце А мае характеристику р >  0, якщо пьдкьльце 
Е ьзоморфне кьльцю класьв лиьикьв 2/{р).

П р и м 1 т к а. Зауважимо, що поряд з висловом «юльце А  мае характеристику
О (або р)» вживають також вирази «характеристика юльця А  дор1внюе 0 (або р)», 
*А е юльце характеристики 0 (або /?)».

За означениям 1, юльце щлих чисел мае характеристику 0, а юль
це 2 /(р) —  характеристику р.

Теорема 9. Якщо кьльце А мае характеристику 0, то пе =  0 лише 
при п =  0; якшр ж А мае характеристику р > 0 ,  то ре =  (И  немае 
такого натурального числа т  <  р, що те =  0.

Д о в е д е н и я .  Нехай А —  юльце характеристики 0. Тод1 1снуе 
хзоморфне вщображення ф пщюльця Е с :  А на юльце 2 . Осюльки за 
теоремою 6, при гомоморф!зм1 (зокрема, 13оморф13м1) юльця Е на



юльце 2 е~>- 1, то V 1ф (пё)—п]. Тому пе — 0 лише прип =  О.боякщо
пе =  0, то ср (пе) — п, за теоремою 6, дор1внюе 0, тобто п =  0.

Припустимо тепер, що Л —  юльце характеристики р. Тод1 кнуе 
13оморфне вщображення я|) юльця 2 /(р) на пщюльце Е. За теоремою 6, 
■ф (0  =  е> Де 1 =  1_+ (р), 1 тому г|з (п • 1) — пе. Осюльки р • Г =  О
1, за теоремою 6, ср (0) =  0, то ре =  0. Якщо т <  р, то т • Г =  т Ф  О, 
а тому 1 те =  у(т  - 1) ф  0, бо в противному раз1 вщображення г]) бу- 
ло б гомоморфизмом, а не 13оморф13мом. Цим теорему доведено. Спра
ведлива також 1 обернена теорема.

Теорем а 10. Якщо в кьльць А з одиницею е рьвньсть пе — 0 справ- 
джуеться лише при п =  0, то А мае характеристику 0 ; якщо в кьльць 
А справджуеться рьвньсть ре — 0 » немае такого натурального т < ; р, 
що те =  0, то А мае характеристику р.

Д о в е д е н и я .  Розглянемо гомоморф13м <р: 2  со Е, для якого
V [ф (п) =  пе] за теоремою про гомоморф1зми юлець, Е со  2/91,
Я02 ---
де 91 —  ядро гомоморф13му ф: 2  сч> Е. Якщо в А р1внкть пе =  0 справ
джуеться лише при п =  0, то при гомоморф13м! ф: 2  сч> Е в нуль юль- 
ця Е  вщображаеться лише 0 юльця 2 ; тому 91 =  (0) 1, отже,

2/(0) ~  2 , тобто Е 2. Якщо в юльщ А справджуеться р1внкть 
ре =  0 1 немае такого натурального т <  р, що те =  0, то при гомо- 
морф13м1 ф: 2 со Е в нуль юльця Е вщображаються ва  ц ш  к рати! пр 
числа р 1 тальки вони; тому 21 =  (/?) 1, отже, Е 5^ 2/(р). Теорему до
ведено.

3 теорем 9 1 10 випливае таке означення.
Означення 2. Характеристикою кьльця А з одиницею е називають 

число 0, якщо пе =  0 лише при п =  0; характеристикою кьльця А на
зивають натуральне число р, якщо ре =• 0 ь немае такого натурально
го числа т <  р, що те =  0.

Вс1 числов1 юльця з одиницею, очевидно, мають характеристику 0. 
Кожне сюнченне юльце А з одиницею е е юльце ненульово! характе
ристики. Справд1, якщо юльце А сюнченне, то серед ус1х щлих додат- 
них кратних одиничного елемента е обов’язково будуть кратш, р1вш 
М1ж собою, бо в противному раз1 юльце А було б несюнченним. Не
хай ке =  те, де к 1 т —  деяю натуральш числа, причому т >  к. То- 
д [ (т — к) е =  0 1, отже, А е юльце иенульовог характеристики.

Кожне натуральне число п е характеристикою деякого юльця з оди
ницею: п е характеристикою юльця 2/(п). Доведемо тепер двх теореми, 
яю  характеризують властивосп юлець характеристики 0 1 характери
стики р.

Теорема 11. Якьир Я е область цьльсность характеристики 0, то
V V \а Ф  0 Д п Ф  0 —*• па Ф  0].

аеЯпег
Д о в е д е н и я .  Нехай а — дов1льно вибраний, вЦмшний вщ 0, 

елемент з Я 1 п — будь-яке натуральне число. Тод1 па 
»= а +  а +  ... +  а =  а (е +  е +  ... +  е) =  а (пе).

п доданкгв п доданк!в

Припустимо, що па =  0, тод1 й а (пе) — 0. О сюльки в Я немае 
дхльниюв нуля 1 за умовою теореми а Ф  0, то з разноси а (пе) =  0 ви
пливае, що пе =  0, чого не може бути. Отже, припущення, що па =  0, 
неправильне. Таким чином, для будь-якого натурального п маемо 
па Ф  0. При будь-якому щлому вщ ’емному п також па Ф  0, бо якби 
елемент па (п <  0) юльця Я дор 1 внював нулю, то й протилежний йому 
елемент (— п) а також дор^внював би нулю, чого за доведении вище 
не може бути. Теорему доведено.

Теорем а 12. Якщо А — кьльце характеристики р, то V \ра =  01.
а%А

СпрЭВД1, |(

V [ра =  а +  а +  • • • +  а =  а(е +  е +  ••• +  е) =  а (ре) — а • 0 =  0].
а$А •-------------- ---------------- ----------- --------------- -

р доданк18 р доданк!в

§  14. К 1Л Б Ц Я  Г О Л О В Н И Х  1Д ЕАЛ ГВ Т А  Е В К Л 1Д О В 1 К ГЛ ЬЦ Я

14.1. Под|льн 1сть в облает! ц ш сн осп . В теорп юлець особливо! 
уваги заслуговують юльця, яю  за свош и властивостями досить близь- 
К1 до юльця щлих чисел. Зйкрема, для цих юлець можна розвинути 
теорпо ПОД1ЛБНОСТ1, анаЛОГ1ЧИу ТеорП П0Д1ЛЬН0СИ ЩЛИХ чисел. Щ  ЮЛЬ- 
ця дктали назву кьлець головних ьдеальв. Вивчеиням IX ми 1 будемо зай- 
матись. Але спочатку викладемо деяю  загальш вщ омосп, що стосують- 
СЯ ПОД1 ЛЬНОСТ1 В облаСТ1 ЩЛ1СНОСТ1 з одиницею.

\Нехай Я —  область ц ш сн о сп  з одиницею. Оскхльки область ц ш 
сн осп  —  комутативне юльце, то в нш поняття правого \ л1вого Д1ль- 
ника елемента зб 1 гаються 1 тому означення подйчьноеп формулюеться 
так:

Означення 1. Якщо для елементьв а ь Ъ область цьльсность Я в Я ьс- 
нуе такий елемент с, ьцо а =  Ьс, то говорять, що а дьлиться на Ь або 
Ь дьлить а ь пишуть вьдповьдно а : Ь; Ь/а або а =  0 (т о й  Ъ).

Як бачимо, означення 1 е поширенням на область ц ш сн о сп  озна
чення под1льност1 в юльщ  щлих чисел, яке е конкретним прикладом 
обласп ц ш сн о сп .

3  означення 1 випливаютьтаю властивосп под1Льносп в обласп ц1-
Л1СНОСТ1:

1. V [а : Ь Д Ь '■ с=> а : с].
а.Ь.сЬЯ

2. V [а :с  /\Ь:с^>(а +  Ь):с /\(а —  Ь)\с].
а.Ь.с^К

3. V [а'-Ь=$>ас'.Ь].
а.б.сел

4. V [ 1̂'^Л • с А  *•* А :с ^
а,.Ь ,.а„Ь ,........ап.ЬпсеН

(ауЬ1 +  а2Ьг +  *•* + ап^п);с1*

Щ  властивост1 , як легко бачити, е поширенням на область ц ш сност! 
вщповщних властивостей п о д ш н о сп  в К1льщ щ лих чисел.
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5. Кожен елемент а  ̂ Я делиться на будь-який дыьник е одинищ 
е. Справдх, а =  е (е-1#) 1, отже, е/а.

6. Якщо а  ̂ Я делиться на Ъ  ̂ Я, то а дьлиться ь на Ьг, еЗе е __
будь-який дыьник одинищ.

Справд1, з Р1ВН0СТ1 а =  Ъс випливае р1вшсть а =  Ьг (г~ ’с) 1 отже 
Ье/а. ’ ’

7. Кожен з дьльникьв одного з елементьв а ^ Я  \ аг  ̂Я, де г — 
будь-який дыьник одинищ, е дьльником ь шшого.

Справдх, з рхвностх а =  с§  випливае рхвнхсть аг =  с (гд), а з рхв-
носп аг ~  сд —  рхвнхсть а =  с (е-1?)- Отже, якщо с/а, то с/ае, 1 нав
паки.

Всюди дал! будемо розглядати елементи облает! цш сн осп  Я, вщ- 
МХННХ ВЩ нуля.

Означення 2. Елементи а I Ъ область цьльсность Я називаються 
асощйованими, якщо кожен з них е дыьником шшого:

а =  Ьс, Ь =  ай. (1)

3 ревностей (1) випливае, що а =  а (ей). Звщси, скоротавши обидвх 
частини рхвностх на а Ф  0, дхстаемо ей =  1. Отже, с 1 й е дольники оди
нищ. Таким чином, якщо а I Ъ —  асощйоваш елементи, то Ь =  аг, 
де е —  деякий дольник одинищ. 3 другого боку, який би ми не взяли 
дхльник одинищ е, елементи а 1 аг асощйоваш мхж собою, осюльки 
а — (аг)

Означення 2'. Елементи а I Ь область цьльсность Я називаються 
асощйованими, якщо Ъ =  аг, де г — деякий дыьник одинищ.

В кхльцх щлих чисел, наприклад, асощйованими е кожнх два чис
ла т 1 —т.

Якщо а\Ь —  асощйоваш елементи, тобто а =  Ъс\Ъ =  ай, то (а) е  
Е  (Ь) 1 (Ъ) <= (а) 1, отже, (а) =  (Ь).

Таким чином, два асощйоваш елементи а ь Ь породжують той самий 
головний ьдеал.

Нехай а 1 Ь — довхльнх елементи областх цш сносп  Я.
Означення 3. Елемент с  ̂ Я називаеться спьльним дьльником еле

ментьв а ь Ь, якьцо кожен з цих елементьв дьлиться на с. За властивхстю 
5, ВС1 ДХЛЬНИКИ ОДИНИЩ в облаСТХ ЦХЛХСНОСП я  е СШЛЬНИМИ Д1льниками 
елеменпв а 1 Ь. Але в елеменпв а 1 Ъ можуть бути й хншх сшльнх доль
ники. Ми хочемо ввести поняття найбхльшого сшльного дш ника цих 
елеменпв. Означення НСД двох щлих чисел, за яким найбхлыпим 
СШЛЬНИМ ДХЛЬНИКОМ називають НаЙб1ЛЬШИЙ 13 СПХЛЬНИХ ДХЛЬНИКХВ, по- 
ширити на область цш сн осп  не можна, осшльки в довхльнхй облает! 
ц ш сн осп  Я немае вщношення порядку. Проте ми знаемо й хнше 
означення НСД двох чисел, а саме: НСД двох чисел називають такий 
СШЛЬНИЙ Д1ЛЬНИК ЦИХ чисел, ЯКИЙ Д1ЛИТЬСЯ на будь-який ХНШИЙ 1ХН1Й 
сшльний дхльннк. Саме це означення ми й поширимо на область ЦШ 
СНОСП .

Означення 4. Найбьльшим спьльним дьльником елементьв а ь Ь об
ласть цьльсность Я називаеться такий стльний дьльник цих елементьв, 
який дьлиться на будь-який ьнший ьхньй сшльний дьльник.

Щоб зазначити, що й е найбхльший сшльний дхльник елеменпв а
I Ь, пишуть й =  (а, Ь).

Якщо також й’ =  (а, Ъ), то елементи й 14  дхляться один на одного 
1, отже, вони асощйоваш. 3 другого боку, якщо й =  (а, Ь) I в ^будь- 
який дхльник одинищ, то, очевидно, йг =  (а, Ь). Як бачимо, найбхль- 
ший сшльний дхльник елеменпв а 1 Ь визначаеться з точнхетю до множ- 
ника е, що е дольником одинищ.

. ^  Означення 5. Елементи а, Ь  ̂ Я називаються взаемно простими, 
якщо вони не мають спьльних дьльникьв, вьдмьнних вьд дьльникьв одини
ць, тобто якщо (а, Ь) — 1.

Нехай 8 — будь-який дхльник одинищ I а — довхльний елемент об-
ласп цш сн осп  Я. Тодх а =  аг • г 1. 3 цхех рхвностх випливае, що вех 
елементи, асощйоваш з елементом а, х вех дхльники одинищ е дольни
ками елемента а. 1х називають тривьальними, або невласними, дьльни- 
ками елемента а. Вех хншх дхльники елемента а, тобто дхльники, вщ- 
мхнш в1д аг х г, якщо такх хенують, називають нетривьальними, або 
власними. Так, в кхльцх цхлих чисел Ъ тривхальними дхльниками числа
10 е числа ± 1 ,  ± 1 0  \ нетривхальннми — числа ± 2 ,  ± 5 .

Означення б. Елемент а  ̂ Я називаеться нерозкладним, або про
стим, якщо вьн не е дьльником одинищ й не мае нетривьальних дьльни
кьв; елемент а а Я називаеться розкладним, або складеним, якщо вш 
мае нетривьальнь дьльники.

1накше кажучи, елемент а  ̂ Я називаеться розкладним, якщо його 
можна записати у виглядх добутку а — Ьс двох нетривхальних множ- 
никхв Ь х с; вш називаеться нерозкладним, якщо його не можна записа
ти у виглядх добутку двох нетривхальних дшьникхв, тобто якщо з а =  
=  Ьс завжди випливае, що один з множникхв Ь х с е дхльник одинищ, 
а хнший — асоцхйований з а. Так, у кхльцх щлих чисел 2 нерозклад- 
нимиечисла ± 2 ,  ± 3 ,  ± 5 ,  . . .  (тобто числа просп й протилежнх про
стим); вех хншх числа, вщмхнш вщ ± 1 , — розкладнх.

Наведемо такх двх властивосп нерозкладних елеменпв.
1. Якьир елемент р  ̂ Я нерозкладний, то ь будь-який асоцьйований 

з ним елемент рг також нерозкладний. Ця властивкть випливае з вла
стивосп 7 подхльносп елеменпв областх цхлхсносп Я.

2. Якщо а — будь-який, а р  — нерозкладний елемент з Я, то або 
а дьлиться на р, або а ь р — взаемно прость.

Справдх, якщо (а, р) =  й, то й, як дхльник нерозкладного елемента 
р, або е деякий дхльник 8 одинищ, або елемент вигляду рг. У першому 
випадку а х р взаемно простх, в другому — а дхлиться на р.

] 4.2. Кхльце головних 1деал1в. Перейдемо тепер до вивчення кхлець 
головних щеалхв.

Означення. Кьльцем головних ьдеальв називаеться область цьльсность 
з одиницею, в якьй кожен ьдеал е головний.

Найпростшшм прикладом кхлець головних щеалхв е кхльце цхлих 
чисел 2 : кхльце 2, як вщомо, е область цш сн осп  з 1 х, за теоремою 8 
§ 13, кожен його щеал головний.

Кожне поле Р е кхльце головних щеалхв. Справдх, поле Р е областю 
цш сн осп  з одиницею; якщо21е ненульовий щеал поля Р, то разом 
з будь-яким своТм елементом а Ф  0 вш мхетить х елемент аа =  1 х,



отже, 9( =  (1). Клльцем головних 1деал1 в е також юльце многочле- 
ш в вщ ЗМ1НН01 х  з коефщкнтами з поля Р, яке буде о б ’ектом вивчення 
в РОЗД1Л1 V.

Звичайно, не кожна область ц ш сн осп  з одиницею е юльцем голов
них 1деал1в. Нижче ми наведемо приклади таких областей щ лкносп. 
А тепер займемося вивченням властивостей юлець головних 1деал1в. 
Всюди дал1 вважатимемо, що Я —  юльце головних 1деал1в.

Теорем а 1. Будь-якь два елементи а ь Ь кьльця головних ьдеальв Я 
мають найбьльший спьльтй дьльник й, пртому й =  га +  зЬ, де г ь в —  
деякь елементи кьльця Я.

Д о в е д е н и я .  Якщо один з елемент1в а \ Ъ дор^внюе нулю, то 
справедливкть теореми очевидна. Нехай а 1 Ь — будь-яю В1'дмшш В1д 
нуля елементи юльця Я. Вони породжують щеал (а, Ь), який склада
еться з ус1х елемент1в вигляду ха +  уЪ, де л: 1 у  — будь-яю елементи 
юльця Я. Осюльки Я — юльце головних 1деал1в, то щеал (а, Ь) е го
ловний, тобто породжуеться деяким елементом й а Я: (а, Ь) =  (с1).

Тому
а =  га +  $Ь (г, 5 € Я), (2)

а =  ё с1, Ь = Ы  (д, Н С Я). (3)
3  р 1в н о с т е й  (3 )  в и п л и в а е , що й е с ш л ь н и й  Д1л ь н и к  елемент1в а 1 Ь; 

з р !в н о ст 1  ж (2) в и п л и в а е , що й д е л и т ь ся  н а  б у д ь -я к и й  с ш л ь н и й  Д1ль- 
н и к  е л е м е н т 1в а 1 Ь. Отже, й =  (а, Ь). Теорему д о в е д е н о .

Спираючись на теорему 1, доведемо твердження, яке е критеркм 
взаемно! простоти двох елемент1в юльця головних 1деал1в.

Теорем а 2. Елементи а ь Ь кьльця головних ьдеальв Я взаемно про
сть тодь ь тьльки тодь, коли в кьльць Я е такь елементи г ь &, що га +  
+  зЬ =  1.

Д о в е д е н н  я. НеобхЦнкть умови очевидна: якщо а 1 Ь — 
взаемно просп, тобто (а, Ь) =  1, то, за теоремою 1, в юльщ Я кнують
таю елементи г 1 з, що га +  &Ъ =  1. Доведемо достатнкть умови. При
пустимо, що в юльщ Я кнують таю елементи г 1 5, що га +  зЬ =  1.

3 щ е! р 1 вноси випливае, що сшльними Д1 льниками елемент1 в а 1 Ь 
можуть бути лише Д1льники одинищ 1 , отже, елементи а I Ь взаемопро- 
сп . Теорему доведено.

Теорем а 3. Якьир елемент а  ̂ Я взаемно простий з кожним ьз еле
ментьв Ь  ̂ Я I с а Я, то вьн взаемно простий I з добутком цих еле
ментьв.

Д о в е д е н и я .  Осюльки а { Ъ —  взаемно проси, то, за теоре
мою 2, кнують таю г, з $ Я, що

га +  зЬ =  1.
Помноживши цю р1внкть на с, дктаемо: а (гс) +  (Ьс) з =  с. 3  ще'1 

р1вност1 випливае, що кожей сшльний Д1льник елемент^в а 1 Ьс буде 
д1льником 1 елемента с. Але за умовою теореми сшльними дшниками 
елшент1в а 1 с е лише дш ники одинищ, тому 1 сшльними дшниками 
а 1 Ьс будуть лише дш ники одинищ й, отже, а 1 Ьс взаемно прост!.

Теорем а 4. Якьир добуток елементьв а $ Я ь Ь $ Я дьлиться на 
елемент с $ Я, аж а ь с взаемно прость, то Ь дьлиться на с.

Д о в е д е н и я .  Осюльки а \ с — взаемно прост!, то в юльц! Я 
кнують таю г 1 «, що

га +  зс — 1.
Помноживши цю р^внкть на Ь, дктаемо:

(аЬ) г +  с (Ьз) =  Ь.
Обидва доданки л!воТ частини останньо! р1 вноси Д1ляться на с, а тому
1 права и  частина Ь Д1 литься на с.

Теорема 5. Якщо елемент а а Я дьлиться на кожен з елементьв 
Ь а Я I с Я, якь мьж собою взаемно прость, то а дьлиться ь на добу
ток Ьс.

Д о в е д е н и я .  Справд!, за умовою теореми, а : Ь, тобто а =  Ьд. 
Осюльки а : с, то Ь§ : с. Але Ь I с взаемно просп, тому, за теоремою 4, 
§  • с, тобто §  =  с .̂
Отже, а =  (Ьс) <?, тобто а : Ьс.

Теорем а 6 . Якьир Я —  кьльце головних ьдеальв ь р —  простий еле
мент цього кьльця, то фактор-кьльце Я/(р) е поле.

Д о в е д е н и я .  Одиничний елемент | =  1 +  (Р) к^ьця К/(р) 
В1ДМ1ННИЙ в1д 0 =  (р). Справд1, якби 1 =  0, то елемент 1 мктився б 
в 1деал1 (р) 1 тому р/1. Але елемент р не може бути д1льником одинищ, 
осюльки вш нерозкладний. Отже, в юльщ Я/(р) е принаймн1 один В1Д- 
М1нний вщ нуля елемент.

Покажемо, що в К1льщ Я/(р) зд1Йсиенна операщя Д1лення, кр1м_д1-
лення на нуль, тобто що для будь-яких елеменпв а =  а +  (р )Ф  0 1 Ь =  
=  Ъ +  (р) кьльця Я/(р) р1вняння а • х — Ь мае в цьому юльщ розв’я- 
зок. Справд1, оск1Льки а Ф  0, то а ф  0 (той  р), тобто а нед1литься на 
р. Отже, за другою властивктю нерозкладних елементгв, елементи а 
\ р — взаемно просп, тобто (а, р) =  1. Тому, за теоремою 2, в юльщ 
Я кнують таю елементи г 1 5, що аг +  рз =  1.

ЗВ1ДСИ

агЬ +  рзЬ =  Ь, агЬ =  Ь (той  о),

х, отже, ~а -7Ь =  ~Ь. Таким чином, х  =  гЬ е розв’язком р1вняння ах =
=  Ь. Теорему доведено.

Насл1док. Якщо добуток кьлькох елементьв кьльця головних ьдеальв 
Я дьлиться на простий елемент р ^Я, то принаймнь один ьз спьвмнож- 
никьв дьлиться на р.

Д о в е д е н и я .  Припустимо, що добуток аг * а2 • ... • а$ (а1 а 
С Я) делиться на нерозкладний елемент р а Я, тобто що ахаг ... 
... а, € (р). Розглянемо елементи а1 =  а1 +  (р) (ь =  1, 2, ..., 5) 1 
аха2 ... а3 — аха2 ... а$ +  (р). За означениям операщ1 множення в 
К1льц1 Я/(р), аха2 ... а5 =  аха2 а81 Оск1льки ахаг ... а8 $ (р), то 
ага2 ... а3 =  0 1,. отже, а ^  ... а3 =  0. Звщси, осюльки, за теоремою
6, Я/(р) е поле, випливае, що для деякого т (1 <  т <  5) ат =  0. Але 
ат — Ъ означае, що ат {  (р), тобто що ат : р. Цим справедлив1сть на- 
сл1дку доведено.



Нашою метою буде тепер доведения твердження про можливкть 
розкладу кожного елемента юльця головних щеал1в у добуток простих 
(нерозкладних) множниюв. Воно грунтуеться на такш лемь

Лема. В кьльщ головних 1деал1в Я не кнуе нескшченног строго зро- 
стаючоI посльдовность ьдеалк

И„ С ГУ С ТИ , с  СГ21„С= ••• . (4)

Д о в е д е н и я .  Припустимо, що несюнченна строго зростаюча 
посл1довн кть (4) кнуе. Позначимо символом Ь об ’еднання вах  1деа- 
Л1В посл1довност1 (4). Множина Ь е 1деал юльця Я. Справдо якщо 
а  ̂ Ь 1 Ь б Ь, то а е елемент деякого 1деала 2(5 1 Ъ — деякого деала 
21г. Тому а 1 Ь е елементи щеала 21т , де т  —  б1лыпий з шдекав 5 1 I. 
Отже, (а +  Ь) 21т  с :  6, (а — Ъ) {  % с :  Ь 1 для будь -якого г  ̂
€ Я аг  ̂ 21т  с :  Ь. Осюльки Я — юльце головних 1деал1в, то 
|деал̂  Ь головний. Нехай Ь =  (Ь). Елемент Ь, як елемент об ’еднання 
1деал1в посл1Довност1 (4), належить до деякого щеалу 91*, а отже, 1 до 
кожного 1деалу 51, при г >  к.

Тому (Ь) =  21 к =  <&к+\ =  21&+2 =  . . . .  А це су перечить нашому 
припущенню. Лему доведено.

Теорем а 7. В тльщ головних ьдеалк Я кожен вьдмшний вьд нуля 
елемент, що не е дьльником одинищ, розкладаеться в добуток простих 
множникк.

Д о в е д е н и я . Для кожного простого елемента юльця Я теорема 
справедлива: для простого елемента добуток, про який говориться 
в теореш, складаеться з одного множника. Припустимо, що в юль- 
Ш Я е В1ДМ1ННИЙ в1д нуля елемент а, який не можна розкласти в добу
ток простих множниюв. Елемент а не простий 1, отже, а =  а, • а2, де 
ах 1 а2 — нетрив1альн1 Д1льники елемента а.

Принаймш один з елемент1в аг 1 аг не можна розкласти в добуток 
простих множниюв, бо в противному раз1 1 елемент а розкладався б у 
добуток простих множниюв. Не втрачаючи загальносн М1ркувань, 
припустимо, що ах не можна розкласти в добуток простих множниюв. 
Т од1 аг — аи  • а12, де ап  1 а12 — нетрив^альш дш ники. Принайми! 
один з елеменпв аи  1 а12 також не можна розкласти в добуток простих 
множниюв. Нехай цим елементом е ап . Для елемента ап  М1ркування 
повторимо 1 т. д. Цей процес послщовного розкладу, очевидно, не може 
об1рватися. Таким чином, ми дктанемо нескшченну шхшдовшсть еле
менпв

а, а1г аи , йш , . . .  , (5)
у якш кожен наступний член е власним д1льником попереднього.

Якщо а,+ , е власним д1льником ап то (а^-н) Ц ), осюльки а(. =
=  а1+1 - г, де г — деякий елемент Я. Тому голопш щеали, породжеш 
елементами послцювносп (5), утворюють нескшченну строго зростаю- 
чу ПОСЛ1ДОВН1СТЬ 1деал1в

(а) с= (аг) с :  (аи) с  (аш ) с  • • - ,
а це суперечить доведешй вище лемь Отже, наше припущення непра- 
вильне. Теорему доведено.

Покажемо тепер, що розклад, про який ще мова в теорем! 7, одно- 
значний 3 ТОЧН1СТЮ ДО порядку СП1ВМНОЖНИЮВ 1 ДО Д1ЛЬНИЮВ одинищ.

Теорем а 8 . Якщо
а =  ргр2 . . .  р, =  (Мг • • • <78

е два розклади елемента а кьльця головних ьдеальв Я в добуток простих 
множникк, то г — з ь, при вьдповьдньй нумераци спьвмножникьв, 
спрсшджуються ркность я, =  &1р1 (1 =  1, 2, ..., г), де е( деякий 
дьльник одинищ кьльця Я.

Д о в е д е н и я .  Доводитимемо 1 ндукщею по г. При г =  1 спра- 
ведлив1сть твердження очевидна. Справд!, оск 1льки елемент а =  рх 
простий, ТО добуток С/̂ 2 ... (]5 може М1СТИТИ лише ОДИН МНОЖНИК <7! =
=  рг. Припустимо, що теорема правильна для г — 1 (2 <  г), 1 доведемо, 
що в такому раз1 теорема справедлива й для г. Справд1 , осю льки а =  
=  рхр2 ... рг \ а =  ^  ... <7,, то X  , , ,

Р1Р2Р3 • ■ • Р г =  Ш Ч з  • • •

3 р 1 вност1 (6) випливае, що Ц\Ц%Цъ ••• Я$ Делиться на рг. Тому, за на- 
сл1Дком з теореми 6, принаймш один 13 с ш в м н о ж н и ю в ^ 2, <73, ..., 
д 1литься на рх. Ми вважатимемо, що на рг Д1 литься множник <7Х: цього 
завжди можна досягти зм 1ною нумерац1 1  множниюв д2, ... , я$. Ос- 
к 1льки <7Х —  простий елемент 1 д1литься на простий елемент ри  то <7Х =  
=  г&х, де ех — деякий Д1льник одиниц1 К1льця Я. П1дставивши в р1в- 
н1сть (6) ггрх зам 1сть ^  1 скоротавши обидв1 частини одержано'! р 1внос- 
т! на Рх, дктанемо:

Р2Р3 • • • Р г ~  (^^г) <?з • - • У$-

Але, за 1ндуктивним припущенням, г — 1 = 5  — 1 1 при в1дпов 1днш 
нумераш! множниюв <72, д3, ..., цг\

<72 =  Е1<7г =  Е2Р2. <7з “  езРз> • • • » Яг ~  ^гРп

де 82, е3, ..., гг — деяю  Д1 льники одинищ К1льця Я. Тому г =  5 1 при
В1ДПОВ1ДНШ нумерац11 МН0ЖНИК1В Ях, Яг, •••> Яг

<71 =  ^хРь Яъ =  ^ Р ч  —  ®гРа» Яя ~  Рз> * • • > Яг ^гРг

Теорему доведено.
Зауважимо, що теореми 7 1 8 справедлив!, зокрема, для юльця щ- 

лих чисел, яке е юльцем головних 1деал1 в.
Постае запитання: чи не можна теореми 7 1 8 поширити на клас об

ластей 1ил1сност1 б 1льш широкий, ш ж  К1льце головних 1деал1в? В1Д- 
пов1дь на це запитання в загальному випадку негативна. €  област1 щ- 
Л1СНОСТ1, в яких не справджуеться теорема про розклад елеменпв об
лает! ц ш сн о сп  в добутки простих множниюв, а також обласп ц ш - 
сност1, в яких розклад елемент1в на прост1 множники хоч 1 можливий, 
але не однозначний. Наведемо приклади таких областей ц ш сн о сп , не 
вивчаючи 11 докладно.

Нехай К  —  множина в а х  дш сних чисел виду

с =  аг2 г' +  а22г* -)- * * - -1- ап2  п,



де п — будь-яке натуральне число, а1, а2, ..., ап — будь-яю ц ш  чис
ла й ги гг, ..., гп — будь-яю числа виду —1г- (т, к — ц ш  невщ’емш

2К
числа). Сума, р1зниця й добуток чисел такого виду — числа такого са
мого виду. Отже, К  — юльце. При п =  1 1 гх =  0 дктанемо с =  аг; 
тому К  мктить ус1 ц ш  числа, зокрема 1. Легко бачити, що юльце К. 
е область ц ш сн осп . У шй облает! цш сн осп  число 2 розкладаеться 
на множники так:

— — _1
2 =  2 2 - 2 2 =  2 2 . 2 4 - 2 4 =  2 2 • 2 4 • 2 8 - 2 8 =  ,

1
Можна довести, що числа виду 2 2к, де к — щле невщ’емне число, не е 
дшниками одинищ в юльщ К. Таким чином, число 2 не можна роз- 
класти на просп множники в юльщ К.

Нехай тепер <2 — множина вах  комплексних чисел виду г =  
=  а +  Ыу 5 , де а 1 Ь — будь-яю ц ш  числа. Сума, р1зниця й добуток 
чисел такого виду е, очевидно, числа такого самого виду. Отже, <2 — 
юльце. При Ь =  0, г =  а, а тому в <2 мктяться ва  ц ш  числа. Отже, 
юльце (2 е область ц ш сн осп . Можна довести, що в щй облает! ц ш 
сносп кожне число розкладаеться на прост! множники. Проте не мож
на стверджувати, що для цього юльця характерна однозначность роз- 
кладу на просп множники. Для числа 6, наприклад, у цьому юльщ 
кнують таю два розклади: 6 =  2 - 3  1 6 =» (1 +  (1 — 1 У 5 ).

Поряд з цим кнують облает! ц ш сн осп , яю  не е юльцями голов
них 1деал1в, проте в них справджуються теореми 7 1 8.

14.3. Евкл1дов1 юльця. Пор^вняно з юльцями головних 1ДеаЛ1В 
б|льш близькими до юльця шлих чисел за своши властивостями е 
юльця, в яких справедлива теорема, що е аналогом теореми про Д1лен- 
ня з остачею в юльщ шлих чисел. Щ юльця називають евкльдовими. 
Вони означаються так:

Означення. Область цьльсность Р  з одиницею називаеться евкльдо- 
вим кьльцем, якщо ьснуе вьдобрсьження ср множини вьдмьнних вьд О еле
ментьв цьеь область цьльсность в множину цьлих невьд'емних чисел № , 
тобто ф: Р\ {0} ->  № ,яке задовольняе таку вимогу: для будь-яких еле
ментьв а, Ь а $ ,Ь  Ф  Ов Р ьснують такь елементи <7 ь г, ьцо а — Ьд +  г, 
причому або г — 0, або ф (г) <  ф (Ь). Кдльце щлих чисел 2 —  евкл1- 
дове; вщображення ф, про яке йде мова в означенш, задаеться так:

У1ф (а) =  | а |]. Евклщовим також е юльце многочленов вщ иевщо-
2,а=/з0

мого х з коефщкнтами з поля Р.
Теорем а 9. Кожне евкльдове кьльце Р  е кьльцем головних ьдеальв. 
Д о в е д е н и я .  Нехай 91 — довш ний щеал евклщового юль

ця Р . Якщо 91 — нульовий щеал, то 91 =  (0). Припустимо, що щеал 
91 — вщмшний вщ нульового. Тод1 в 91 е елементи, вщмшш вщ нуля. 
Серед вщмшних вщ нуля елеменпв щеалу 91, очевидно, е такий еле
мент а0, що ф (а0) <  ф (а) для будь-якого ненульового елемента а {  91. 
За означениям евклщового юльця, для будь-якого елемента а  ̂ 91 в 
юльщ Р  кнують таю елементи д 1 г, що а =  а0д +  г, причому, якщо 
г ф  0, то ф (г) <  ф (До). Але осюльки г =  а — а0д $ 91, то можли-

вкть г Ф  0 виключаеться 1 тому г — 0. Таким чином, а =  а0<7 1, отже, 
91 е головний щеал, породжений елементом а0. Теорему доведено.

Осюльки кожне евклщове юльце е юльцем головних щеал1в, то для 
елеменпв будь-якого евклщового юльця справедлив! теореми 7 1 8. 
Зауважимо, що твердження, обернене твердженню 9, неправильне: к - 
нують юльця головних щеал1в, яю не е евклщовими.

В п. 14.2 було доведено кнування найбш ш ого сшльного дш ника 
для будь-яких двох елеменпв а 1 Ь к ш ц я  головних щеал1в Р. Але там 
н1чого не говориться про те, як же вщшукати цей найб1льший сп1ль- 
ний д1льник. Методу, який би давав змогу вщшукати найб1льший
СП1ЛЬНИЙ Д1ЛЫШК буДЬ-ЯКИХ ДВОХ елемент1в а 1 Ъ ДОВОЛЬНОГО К1ЛЬЦЯ г о 
ловних щ еа л 1в Р, не 1снуе. В евклщових же К1л ьц я х  й о го  м ож н а в щ 
ш укати  за д о п о м о го ю  в щ о м о го  вж е чи тачев 1 ал гор и тм у  Евклща. 
С п р авд 1 , н ехай  а0 1 ах —  б у д ь -я ю  в щ м 1нн ! вщ н ул я  елем енти евклщо
вого ю л ь ц я  Р  1 н ехай  ф (а0) >  ф ( « ! ) .  Т о д 1 , за означени ям  е в к л щ о в о го  
ю л ь ц я , в Р  к н у ю т ь  т а ю  елем енти дг 1 а2, щ о а0 — а д г +  а2, при чом у  
або а2 =  0, а бо  ф (ах) >  ф (а2). Якщо а2 Ф  0, т о  в Р к н у ю т ь  т а ю  еле
менти д2 1 а3, щ о ах =  а2д2 +  а 3, при чом у  а б о  а3 =  0 , а б о  ф (а2) >
>  ф (а 3) .  Якщо а 3 Ф  0 , то в Р  кнують таю елементи <73 1 а4, що а^ —  
=  а3цз +  а4 1 т. д.

0 с к 1льки  ф (ах) >  ф (а2) >  ф (а3) >  ... >  ф (а5_ 0  >  ф (а$) > . . . ,  
то цей процес послщовного д1лення не може продовжуватись нескон- 
ченно: в противному раз1 множина щлих нев1д ’емних чисел ф (ах) >
>  Ф (аг) >  ••• >  Ф Ю  >  не мала ® найменшого числа. Отже, че
рез юлька крок1в ми д1йдемо до Д1лення з остачею нуль: ат-\ —
— атдт. Таким чином, ми матимемо р1вносп

а0 =  а й2,
СЬ\ =  а2д2 
а2 =  а317а +  а4,

.......................
О т —3 =  0.г:г—2 ? т —2 +  СЬт—1,

О-т—2 == СЬт—1<]т—\ “ Ь От ,

&гп—1 == ^т 9т4‘1*
Остання р 1вн 1ст ь  означав, що ат е д 1льн и ком  ат̂ .\. Оск1льки кожен з 
доданюв право! частини передостаиньо'1 р1вност1 д1литься на ат, то 1 
и Л1ва частина д1лнться на ат> тобто ат е д1льником ат _ 2. Аналог1ч- 
ними м1ркуваннями ми доведемо, що ат е д ш н и к о м  ат _з, ат _ 4, ... 
..., а4, а3, а2, ах, а0. Отже, ат е сп1льним дш ником елеменпв а0 1 ах. 
Покажемо теп ер , що ат Д1литься на будь-який сшльний д ш н и к  еле- 
менпв сьо 1 О]. Нехай Ь — дов1льно вибраний епшьний д ш н и к  а0 1 а1. 
Тод1 з  р1вносп а0 =  а&  +  а2 випливае, щ оа2 Д1ли ться  на Ь, з р1внос- 
п  аг — а2(/2 +  а3 випливае, що а3 д1литься на Ь 1 т. д. Нарешп, з р1в- 
ноет1 ат- 2  =  й/п- 1̂ т-1 +  випливае, що ат д1литься на Ь. Таким 
чином, елемент ат е сп1льним д1льником елемент1в а0 [ ах \ Д1литься на 
будь-який сп1льний д ш н и к  цих елеменпв, тобто ат е найбьлььиим 
спьльним дьльником елементьв а0 ь аг.



Р о з д а л  I V

ТЕ0Р1Я К0НГРУЕНЦ1Й 1 СТЕПЕНЕВ1 ЛИШКИ

§ 15. КОНГРУЕН Ц И  В К1ЛЬЦ1 Щ Л И Х  ЧИСЕЛ

15.1. Властивосп конгруенцш за даним модулем. В п. 13.2 вже 
було введено вщношення конгруентносп в будь-якому юльщ К  
за щ еаломт, або за модулем т ,  1 розглянуто деяю його властивосп. 
Розглянемо тепер це поняття в юльщ 2 шлих чисел — комутативному 
К1ЛБЦ1 з одиницею.

Спочатку сформулюемо деяю означення 5 властивосп стосовно щ- 
лих чисел.

Означення 1. Числа а I Ь називаються конгруентними за модулем 
т, якщо остач1 при дьленш 1х на число т р 1вн1 м1ж собою, тобто а =
— тц 4- г, Ь =  пщ1 +  г I 0 <  г <  т.

Записують це, як було домовлено в п. 13.2, так:

а =  Ь (той  т).

Якщо розглядаеться юлька чисел, конгруентних м1ж собою за тим са
мим модулем т, то роблять такий запис:

а =  Ь =  с =  с1 (той  т),

наприклад, 2 =  5 =  8 (той  3).
Теорема 1. Для того щоб числа а I Ь були конгруентш за модулем 

т, необх1дно I достатньо, щоб рьзниця а — Ъ дьлилася на т, або що 
те ж саме, а =  Ь +  т(, де I — довиьне щле число.

Д о в е д е н и я .  Необхьдшсть.

\а =  Ъ (той  т)\ => [а =  гщ +  г Д Ъ =  +  г] => [а — Ь =  т (? — <7,)!,
тобто (а — Ь) : т, а позначаючи ^  =  I, дктанемо а =  Ь +  т1. 

Достатмсть.

[(а — Ь) : т Д а =  т <7 +  г] => [а =  Ь +  т1 Д а =  /л? +  г\ =>

=$>\Ь =  т(я — I) +г\^>\Ь  =  т ? ,  + г ] .

Отже, число Ь, як 1 число а, при Д1ленш на т мае остачу, р1вну г, тоб
то а =  Ь (той  т). У зв’язку з тим, що конгруенци за теоремою 1 тк- 
но пов’язаш з р1вностями, вони мають багато властивостей, аналопч- 
них властивостям ревностей. Властивосп конгруеншй можна умовно 
под1лити на дв1 групи: властивосп при незмшному модули властивос- 
Т1 при ЗМШНОМу МОДУЛИ

Розглянемо спочатку конгруенци при незмшному модули В п. 13.2 
властивосп 1, 2, 3, 6, 7 вже доводилися в загальному вигляди Проте,

щоб зберегти елементарнкть викладу, наведемо доведения цих влас
тивостей конгруеншй 1 в юльщ шлих чисел.

1. Конгруенци за тим самим модулем можна почленно додавати. 
Справд1, [й! =  Ьг (той  т) Д ... Д ак =  Ьк (той  т)] => [ах =

=  Ъ1 +  т / ,  Д ... Д ак =  Ьк +  т1к\ =̂ > [о, +  ... +  ак =  (Ьг +  ... +  
+  Ьк) +  т ((г +  ... +  1к)] => [а] +  ... +  ак =  Ъх +  ... Ьк (той  т )] .

2. Конгруенци за тим самим модулем можна почленно в1дн1мати. 
Справд1, [ах =  Ъ1 (той  т) Д а2 =  Ь_(той т)\ => [а1 — Ъх т1х Д

Д а2 =  Ь2 +  т1г] ^  [а, — а2 — Ьг — ~Ъ2 +  т (1г — 12)] => [ах — а2 е= 
=  Ь{ — Ь2 (той  т) 1.

3. До обох частин конгруенци можна додати будь-яке ц1ле число, 
тобто з конгруенци а =  Ъ (той  т) випливае а +  с =  Ь с (той  т), 
де с — довсльне щле число.

Справд!, на основ1 рефлексивност1 конгруентносп число с конгру
ентне з самим собою за будь-яким модулем, у тому числ1 1 за модулем т. 
Тому, використовуючи властивкть 1, маемо

\а =  Ь (той  т) Д с г = с (т о й  т )]= > [а  +  с =  Ь +  с (той  т)].

4. 3  однсеь частини конгруенци до друго! и частини можна перено- 
сити доданок з протилежним знаком, тобто з а +  Ь =  с (той  т) ви
пливае а з= с — Ъ (той  т).

Використовуючи рефлексившсть конгруентносп 1 властив1сть 1, 
Д1Стаемо

\а +  Ь =  с ( т о й т )  Д — Ь =  — Ь ( т о й т ) ]  => [а =  с —  Ь (той  т)\.

5. До будь-яко1 частини конгруенци можна додати або вьдняти до- 
в(льне щле число, кратне модулю, тобто з конгруенци а =  Ь (той  т) 
випливае а +  кт == Ь (той  т) або а ^ Ъ  +  кт (той  т ) .  Осюльки 
кт =  0 (той  т ) ,  то

[а =  Ь (той  т )  Д й т  =  0 (той  т)] => [а +  кт =  Ъ (той  т )] ,

або
\а =  Ь (той  т )  Д 0 =  кт (той т)\ =$> [а =  Ь +  кт (той  т)\,

що й треба було довести.
6. Конгруенци за одним модулем можна почленно перемножати. 

Справд|, Iа, =  /?, (той  т) Д ... Д ак =  Ь„ (той  т)] =$> \ах =  Ьг +  
+  т / ,  Д ... Д ак =  Ьк +  т1к] -=> [ага2 ... ак =  Ь,&2 ... Ьк +  т1\ ^  
=$> Iа,а4 ... ак =  Ь,Ь2 ... Ьк (той  т ) ] ,  де записом т1 позначено суму 
всIX доданк1в 13 сп1льним множником т в добутку (Ьг +  т1г) • ...
... • (Ьк +  т1к). Властивкть доведено.

НаслЩок. Конгруенщю можна тднести до будь-якого натурально
го степеня п.

Справд!, з властивосп 6 при умов1 аг — а2 — ... — ак — а, Ь1 —
— Ь2 =  ... =  Ьк =Ь  випливае, що ап == Ьп (той  т ) .

7. Обидв1 частини конгруенци можна помножити на те саме щле 
число, тобто при а == Ь (той  т) I к щлому справедлива конгруенщя 
ак =  Ьк (той  т).



Справд1, на основ1 6 1 рефлексивноси конгруентност1 маемо 
[а =  Ь (т о с !т) Д к =  к (той  т)\ [ак == Ьк (шос! т)].

8. Обидвь частини конгруенци можна подьлити на Тх сшльний доль
ник А, якщо вш взаемно простий з модулем т.

Справд!, якщо Л — (а, Ъ), тобто а — агй, Ь — Ъ^, то
[а =  Ъ (тос! т)\ => [а =  Ъ +  т1\ Ф  [агй — +  т(] -ф- [(ох — Ъ^й — т1].

Права частина р1вност1 делиться на т. Тому на т длиться 1 Л1ва час- 
тина. Осшльки (т, д) — 1, то (ах — Ьг) : т, тобто ах — Ьг =  тз I аг =  
=  Ь1 +  гпз. Отже, аг =  Ьг (той  т), що й треба було довести.

9. Якщо у виразь

/ {аъ  а2, . . .  , ак) =  2  Аа\'ар  . . .  а "к

вакоефщкнти А I числа аи а2, ..., ак замшити на конгруентш Ы 
за модулем т коефщЫнти В г числа Ьи Ь2, ..., Ьк вьдповьдно, то но- 
вий вираз

ё Ф ъ ъ2, . . . ,  ьк) =  2 вь';'ь2п' . . .  ьппк
буде конгруентний за модулем т до заданого

/  (аг, а2, . . . ,  ак) ав $(6г, Ьг...........Ьк) (тос! т).
Справд1, з конгруентносп а( == Ь, (той  т) при вс1х г =  1, 2, ..., к 

випливае а"1' =  (той  т). Враховуючи також, що А =  В (той  т ) ,  
маемо за властивютю 6

Аа"'а%' . . .  аи =  ВЬ '̂Ь"' . . .  Ькк(тоАт)
1 дал1 за 1, додаючи вс1 аиалоп чн|' конгруенци, д1станемо

ЯАаГар • - • апк» =  ЪВЫ'Ъ? . . .  Ьпкк (т о й т ) ,
або

/  {аъ  а2, . . . ,  ак) =  §  (Ьъ Ь2, . . . ,  ^ ) ( т о й т ) ,
що й треба було довести.

Наслщок 1. Я кщо а1 =  Ь( (тос! т), I — 1, 2, ..., к, то

[ ( а1Уа2, ак) ^ Ц Ь ъ Ь2, . . . ,  Ь *)(той т).
Це окремий випадок теореми 1 доведения не потребуе.

Наслщок 2. Я кщо в многочлене з щлими коефщкнтами

! [х) =  апхп +  ап̂ х п~ 1 +  • • - +  ахх  +  а0, (1)
заданому на множит щлих чисел Ъ, ва коефщкнти а1 замшити кое- 
фщкнтами Ь1г конгруентними з а1 за модулем т, то дктанемо мно 
гочлен

д(х)  — Ьпхп +  Ьп—\Хп~ ] +  • • - +  ЬуХ +  Ъ0, 
конгруентний з многочленом /  (*), тобто

V /  (х) =  §  (х) (тос! т)\.
хе2

Справд1, V [ак =  Ък (той  т )  Д х =  х (той  т )]  => V [акхк =  Ъкхк (той  т)] =$>
к к

21 акхк=  X  Ькхк (той  т)
к=0 к=О

, тобто /  (х) =  §  (х) (той  т).

Насл!док 3. Якщо х =  у (той  т ) ,  то для многочлена (I1) справед
лива конгруенщя

!(х) =  ! (у) (той  т).
Це безпосередньо випливае з наслщку 1.

15.2. Властивост! конгруенцШ за р1зними модулями.
10. Обидв1 частини конгруенци I модуль можна множити на те са- 

ме щле число.
Справд!, [а =  Ь (той  т )]  => [а =  Ъ +  тй =$> [ак =  Ък +  (тк) I] =̂ > 

Ф  [ак =  Ьк (той  тк).
11. Обидвь частини конгруенци I модуль можна скоротити на сшль

ний диьник.
Справд!, [ак =  Ък (той  тк)\ [ак =  Ък +  {тк) 1\ =̂ > [а =  Ь +  

| +  т1\ [а =  Ъ (той  т)\.
12. Якщо конгруенщя а =  Ь мае мкце за шлькома модулями, то 

вона мае мкце г за модулем, який доркнюе стльному найменшому крат
ному цих модулк.
Припустимо, що

а =  Ъ (той  т±),
а^вЬ (той  т2), (2)

а =  Ь (т о й  тк)
1 т =  [ти т2, ..., тк] — найменшесшльне кратне чисел щ , т2, ..., тк. 
3 конгруенц1й (2) випливае, що р1зниця чисел а — Ь д1литься на чис
ла ти т2, ..., тк. Але в цьому випадку, як вщомо з другого розд1лу, 
вона повинна дшитися 1 на Тх найменше сшльне кратне т. Отже, 
а — Ь =  тЬ, тобто а =  Ъ (той  т ) ,  що й треба було довести.

13*. Якщо конгруенщя мае мкце за модулем т, число й — д1льник т, 
то вона мае мкце » за модулем й.

Справд1, якщо т =  йт1г то [а =  Ь (той  т) Д т =  йт^ =$> [а =  
=  Ь +  пй Д т =  (1тх] =̂ > [а =  Ь +  Атгй [а =  Ь +  с1 (тг1)\ => 

[а =  Ъ (той  ф].
14. Я кщо одна частина конгруенци г модуль дияться на число й, 

то й друга частина конгруенци дьлиться на це число.
Справд1, з конгруенци а =  Ь (той  т) випливае р1вшсть

а — Ъ +  т1 .
Нехай Ъ \ <1\ т \ й. Тод1 права частина р1вносп д1литься на Л 1, отже, 
а : й. Якщо а : й 1 т : й, то робимо аналопчний висновок, що Ъ \ й.

15. Якщо а^=Ь  (той  т), то НСД чисел а, т I Ь, т ркш  м1ж собою: 
(а, т) =  (Ь, т).

Справедлив1сть цього твердження випливае з р1вносп а — Ъ +  т1. 
Справд1, а Д1литься на будь-який сшльний д1льник Л чисел Ь 1 т 1 то
му й е сшльним дшьником чисел а 1 т. Навпаки, число Ь д1литься на



будь-який сшльний Д1льник й чисел а 1 т, тому й е сшльним Д1льни- 
ком чисел Ь 1 т. Таким чином, сш лып Д1льники чисел а \ т е Т1 ж сам1, 
що й чисел Ь 1 т. Зокрема, повинш зб1гатися 1 н айбиы ш  сш лып Д1ль- 
ники, тобто (а, т) — (Ъ, т).

15.3. Класи чисел за даним модулем. В п. 13.2 вже зазначалося, 
що в1дношення конгруентносп Д1лить юльце К  на класи чисел, кон- 
груентних М1ж собою за даним модулем — класи лишюв. Лишком кла
су за модулем т називаеться будь-яке число цього класу. Юльце шлих 
чисел 2 за модулем т розпадаеться на т клаав, лишюв, кожний з яких 
породжуеться будь-яким числом цього класу. До класу лишюв, який 
мктить число а, за теоремою 1 п. 15.1 належать уа  ц ш  числа х виду 
х =  а +  т1, де I — будь-яке шле число. Цей клас ми позначали сим-, 
волом а. Позначатимемо дал1 цей клас символом Очевидно, що
його можна позначити 1 символом Ка'+гт, бо число а +  т1  ̂К.Т]•
Гншими словами, справедлива така р^вшсть

к т = к т и  о )
при будь-якому щлому значенш I.

Осюльки вщношення конгруентносп е вщношенням екв1валентнос- 
п , то р 1зн 1 класи лишюв за модулем т не маюгь сшльних елеменпв. 
Тим самим можна стверджуваги, що два класи лишк1в збьгаються, якщо 
вони мають хоч один стльний елемент. Доведемо таку теорему.

Теорема 2. Кожний клас лишк1в К Т] за модулем т розпадаеться 
на й (й >• 1) классе лишкьв за модулем с!т а саме:

I 1/Мт) и-Цп) 1/̂ т)
\Аи , А и -}-т*  А а-| -2т» • • • * Аи-}-(</—\)т*

Д о в е д е н и я .  У клас1 К Т] мктяться ва числа х, конгруентш 
з а за модулем т, гобто числа виду х  =  а +  т1 . Зокрема, вш мктить 
й таких чисел:

х0 =  а, х 1 =  а +  т, х2 =  а +  2 т, . . .  , хр =  а +  рт, . . .  , ха-\ =
— а +  (й — \)т. (4,

Зауважимо, що за модулем йт щ числа не конгруентш. Справд1, р1з- 
ниця будь-яких з них не Д1литься на йт, бо е меншою за числойт. На- 
в1ть найбш ш а з можливих р1зниць цих чисел — р1зниця крайшх чи
сел ха- ]  — х0 =  (й — 1) т — менша за йт. Отже, за модулем йт чис
ла (4) належать разним класам. 3 другого боку, легко встановити, що
будь-яке число х =  а +  т1 з класу К.Т] конгруентне з одним 13 чи
сел (4).

Нехай число I конгруентне з деяким числом р за модулем й ( 0 <  
<  Р <  <*)> тобто I — йх р. Покажемо тод|', що число х =  а +  т1  ̂

 ̂ К.Т] 1 число Хр =  а +  рт 13 (4) конгруентш М1ж собою за модулем 
йт. Це випливае з того, що !х р1зниця

х — хр =  (а +  т1 ) — (а +  рт) =  т (1 — р) — тйх =  (тй) т,
1 тому (х — хр) : йт. Отже, х — хр (той  йт).

Отже, клас КТ] лишюв за модулем т розпадаеться на таю класи 
лишюв за модулем йт:

, г̂ ((1т) т<г((1т) гу̂ т) 1̂ ^т) »
( А д  , А и+т, А а+ 2 т *  • • • • > А а + (< /— 1 ) т / •

Теорему доведено.
15.4. Фактор юльце клаав лишюв за даним модулем. Вщповщю 

до п. 13.3, у фактор-множиш 1 /т клаав лишюв за даним модулем т 
вводяться операцп д о д а в а н н я  й м н о ж е н н я ,  погоджеш з 
операшями додавання й множення в юльщ щлих чисел, а саме: 

Сумою классе КТ' * Кь"' називаеться такий клас Кц+ь, який м е
тить у собь число а +  Ь.

Добутком клаав К Г  I називаеться такий клас К'аь , який 
м1стить у соб1 число аЬ.
Звщси дктаемо:

к г  +  к Г  =  кТ+ь\ к Т  - к Г  =  к2?. (5)
П р и к л а д .  За модулем т =  6 к!льце 2 ц!лих чисел утворюе фактор-множину 

клас!в лишк1в:

[К $ \  к[6\ /С'г1, К<61, К ^ } -

Очевидно, К р  +  К16) =  1<Т =  К (,6\ а /С<6'. К\ =  К%  =  К6,.

Теорем а 3. Фактор-множина клас1в лишк1в за даним модулем е ко- 
мутативним кьльцем з одиницею.

Цю теорему доведено в загальному випадку в п. 13.2 (теорема 5). 
Виповтдно до цього фактор-множину клаав лишюв за модулем 

т називають ф а к т о р - к 1 л ь ц е м .  Позначатимемо його 2 /т .
Теорема 4. Якщо т — складене число, то Ъ/т е комутативне к1л‘>- 

це з д 1льниками нуля. Якщо ж т — просте число, то 2 / т  — поле.
Д о в е д е н и я : Нехай т — складене, гобю, наприклад, т =  р?. 

Числа р \ ? менш1 за т \ б1лыш в!д одиниц!. Осюльки Крт) ф  Кот> 1 
К™ ф  К Т, я К Т  • К Т  =  =  К Т  =  К Г  !, то класи К Т  I К "
е Д1льниками нуля.

Нехай тепер т — просте число. Тод1 не кнуе таких чисел р\ я, щоб 
добуток 1х дор^внював т. Тому в юльщ 2 /т  не кнуе й д1льниюв нуля. 
Покажемо, що в юльш

2/ т  =  \КГ, К\т\ К Т , • • • , К Г ....................Кт~\\

для кожного елеменга К\Т' Ф  /Со”’ 1снуе обернений йому (К(гт)) '* 
такий, що К Т  • ( ^ Г )-1 =  К\т). У зв’язку з тим, що т — просте 
число, числа т \р  — взаемно просп, тобто (р, т) — 1. Але тод1 1сну- 
ють так) цш  числа х 1 у, що справджуеться р!вн1сть рх +  ту =  1, тоб- 
то рх == 1 — ту. Але права частина — число 1 — тг/ =  1 (той  т) 1 
тому рх =э 1 (той  т ) .  Це означае, що КТ] • — К\т), тобто для
елемента КрП) ф  К Т  з к1льця 2 /т  обернений йому елемент КТ'- 
Отже, при т  простому 2 /т  е полем. Теорему доведено.



П р и к л а д .  Розглянемо кшьце 2 /7 :

2 /7  =  к (р ,  К%\ К%\ К ? ,  кЧ \  4 7)} .  

Для ненульових елеменпв знайдемо обернений.

Елемент
к у К<7> к<7) к ? 4 7) < 7)

Обернений
ДО К{р ]
елемент

К<7> К ? 4 7) к<7> к<7> К ?

Добуток к\7) к<7> = к '7) к ^ = к \ 7) II•̂ОО К $ = * 1 7)

§ 16. ПОВНА 1 ЗВЕДЕНА СИСТЕМИ ЛИШ К1В. ФУНКЦ1Я ЕЙЛЕРА

16.1. Повна система лиишв. У кожному клаа лишюв за мо
дулем т можна знайти найменший нев1д'емний лишок — остачу г в!д 
Д1лення а на т: а =  +  г, де 0 <  г <  т, 1 абсолютно найменший
лишок — лишок, який за абсолютною величиною менший В1д в а х  аб
солюта их величин лишюв класу К а г).

Наприклад, у клаа К 57) за модулем т =  7
/$> =  {•••. - 1 6 ,  - 9 , - 2 , 5 ,  12, 19,26, . . . }

найменшим невщ'емним лишком е число г — 5 (яке задовольняе нер1в- 
носп 0 <  г <  т), а абсолютно найменшим лишком е число — 2, бо 
його абсолютна величина менша вщ абсолютних величин вах шших 
лишюв даного класу. Звичайно, може бути, що найменший нев1д ’емний 
лишок \ абсолютно найменший лишок даного класу КТ] зб^гаються. 
Наприклад, у клаа Кз]

КЧ] =  { . . . ,  - 1 1 , - 4 ,  3, 10,17,24, . . . }
число 3 1 е найменшим невщ’емним 1 абсолютно найменшим лишком. 
/  Означення 1. Система лишкк, утворена з т чисел, узятих по одно
му з кожного класу, називаеться повною системою лишкк за модулем т.

Скорочено позначатимемо и буквами ПСЛ. При т =  7 повними 
системами лишюв е, наприклад, таю системи чисел:

Рх — {0, 1 ,2 , 3, 4, 5 ,6 },
/>, =  {— 3 , - 2 , - 1 , 0 ,  1 ,2 , 3},
Рз =  { - 2 4 , - 9 , -  1,56. 1, 16, 73}

1 Т. Д.
Система рх складаеться з найменших невщ’емних лишюв у а х  клаав, 
система р2 — з абсолютно найменших лишюв, а система р3 — з до- 
В1льних 7 чисел, узятих по одному з кожного класу:

- 2 4  6 КР, - 9 6 КЧ\ -  1 6 56 € /СЬ7), 1 6 1 6  6 М7), 7 3 .

Теорем а 1 . Якщо (а, т) — 1, Ъ — довиьне число, а х пробкае ПСЛ 
за модулем т, то й лШйна форма ах +  Ь також проб {гае ПСЛ за мо
дулем т.

Д о в е д е н и я .  Нехай система чисел
■̂0» -̂ 1» 2̂» • • * , X4-, . . . , Xу, * • » , Хт—1 (1)

утворюеПСЛ за модулем т. Числа попарно неконгруенть Але тод1 й числа
а х 0 +  Ь, а х 1 +  Ь, . . .  , а х { +  Ь, ... , а х { +  Ъ, . .. , а х т-\  +  Ъ

утворюють ПСЛ. Справд1, цих чисел т, 1 вони попарно неконгруентш 
М1Ж собою. Якби

аХ[ +  Ь =  ах/ +  Ь (т о й  т),
то на шдстав! властивостей 3 1 8 (п. 15.1) звщси випливало б, що х, == 
== X/ (той  т ) ,  а це неправильно. Теорему доведено.

16.2. Зведена система лишк1в. Уведемо тепер поняття найб1лыного 
стльного Д1льн и ка класу лишюв за модулем т. Зпдно з властив1стю 
15 (п. 15.2), у а  числа того самого класу мають однаковий НСД 
з модулем т: якщо а, Ь 6 тобто а =  Ъ (той  т), то (а, т) ==
=  (Ь, т).

Означення 2. Найбыьшим стльним дыьником класу КаП) назива
еться найбыьший спг.гьний д1льник чисел а г т. Якщо (а, т) =  1 ,т а  
клас Ка1) називаеться темно простим з модулем т.

Означення 3. Система лиштв, узятих по одному з кожного класу, 
взаемно простого- з ЛШЬ̂ Мм, називаеться зведеною системою лишкк. 

Скорочено пегзмдцатимемо цю систему буквами ЗСЛ.

П р и к л а • чо т — 8, то ПСЛ е 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Члени 1, 3, 5, 7 взаем»
но проси  з числ 3. ’Зони утворюють ЗСЛ. Отже,

П С Л =  {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 } ,  ЗСЛ =  {1, 3, 5, 7 }.

Вщповщно до цього класи /(|8), 4 8), К ^  взаемно просп  з модулем т.

Означення 4. Функцкю Ейлера ф (т) називаеться функщя, визна- 
чена на множит натуральних чисел; значения ф (т) е кыьккть 
нев1д’емних чисел, менших за т г взаемно простих з т.

Наприклад, ф (8) =  4, бо 1снуе 4 невщ’емних числа, менших за 8
1 взаемно простих з 8, а саме числа 1, 3, 5, 7.

Аналопчно легко встановити, що
Ф(2) =  1, Ф (3) =  2, ф (4) =  2, Ф(5) =  4, ф (6 )  =  2, Ф(7) =  6  1т. д.

Зазначимо ще, що ф (1) =  1, бо 1снуе одне невщ’емне число — нуль,— 
для якого (0, 1) =  1.

Очевидно, число ф (т) дор1внюе юлькосп чисел, як1 утворюють 
ЗСЛ за модулем т.

Теорема 2. Якщо (а, т) =  1, х пробкае ЗСЛ за модулем т, то л1- 
шйна форма у  — ах також пробкае ЗСЛ за модулем т. 

Д о в е д е н и я .  Нехай числа

1̂, 2̂> • • • , Х{, . . . , Ху(щ (2)



утворюють зведену систему лишюв за модулем т. Вс1 х( взаемно прос-
11 з числом т. Кр1м того, вс1 щ числа попарно не конгруентш М1ж со
бою за модулем т:

х1 Ф  X/ (той  т), 1ф],  1,1 =  1 ,2 ...........ф (т).
Але тод1 1 числа

ахи ах2, . - . , ах„ . . .  , ахф(т), (3)
де (а, т) =  1, утворюють ЗСЛ за модулем т .  Справд1, перш за все, ВС1Х 
чисел тут ф (т) 1 вони взаемно проси з числом т: якщо (а, т) =  1 1

(х„ т) =  1, то (ах,, т) =  1. Кр1м того, числа ах„  ах,- не конгруентш 
М1ж собою за модулем т. Якби ах1 =  о*/ (той  т ) ,  то на шдстав1 вла
стивосп 8 п. 15.1 звщси випливало б, що х, =  X/ (той  т), а це непра
вильно. Отже, (3) являе собою ЗСЛ за модулем т. Теорему доведено.

З а у в а ж е н н я .  Якщо число х, е лишок ЗСЛ за модулем т 1 належить класу 
К\т\ то добуток ах, хоч 1 належатиме до ЗСЛ за модулем т (в1дпов1дно до теореми 2), 
але може належати зовам  шшому класу. "Ильки в тому випадку, коли а =  кт +  1, 
добуток

ах, =  (кт +  \) х, =  ктх,• +  х, =  х, (той  т )

1 тому знову належатиме класу /С*т ) .
Наприклад, при модул1 т =  8 ЗСЛ з найменших невщ’емних лииш в складае

ться з чисел 1, 3, 5, 7, як! вщпов1дно нележать класам /({8), Кз8), К$ \ К®]. Якщо а =

=  П .тод обу тк и  ах[ е числами 11, 33, 65, 77, як! належать вщповщно до клаав

/с®, 4 8'-

16.3. Властивосп функци Ейлера. В п. 7.5 було введено поняття 
ч и с л о в и х  функщй, яю визначеш для вс1Х натуральних 
значень аргументу; було розглянуто деяю числов1 функци.

У теорп чисел використовують ряд спешальних функшй, яю дають 
важливу арифметичну характеристику щлих чисел. Одним з найпро- 
спших приклад1в ефункщя / (л:) =  [л:] (читаеться «ант’е вщ х»), яка за
дана на множиш вс1х дшсних чисел ; [лг] — це найб1льше шле число, 
менше за х. Так, [8, 6] =  8, а [—9, 3] =  — 10. За допомогою функци 
[дс] можна, наприклад, вказати стешнь, з яким у каношчний розклад 
числа я! входить простий множник р. Очевидно, що цей стешнь дор1в- 
нюватиме такому натуральному числу:

■^г| ( Р * < Ж Р * +1)-

У справедливосп цього можна впевнитися на прикладк Якщо я =  9, 
то просте число 2 в каношчний розклад числа 91 =  1 - 2 -  3 -  4 -  5 х  
X 6 • 7 • 8 • 9 входить в степеш 7, бо:

Ш + Ш + Ь Н = 4 + 2 + 1 = 7-

п
+

п
„а + •• + -VI

р Р р 1

Число 3 входить у степеш

1 =  3 +  1 =  4,

=  1. Отже, число 9! в ка-

4 -1  + З2 

1 =  1.а 5 1 7 — у степеш' 1, бо
ношчному вигляд1 можна записати так:

9! =  27 • З4 • 5 • 7.
Серед числових функцш особливу роль вшграють так зван! 

м у л ь т и п д 1 к а т и в н 1 функци.
Означення 5. Числова функщя ( (п), визначена на множиш нату

ральних чисел, називаеться мультиплькативною, якщо для кожного п 
/  (п) Ф  0 ( для будь-яких взаемно простих натуральних чисел п г т

/  (пт) =  /  (п) • /  (т). (4)

Мультишикативш функци мають таю властивосп:
1) Якщо} (п) — мультипликативна функщя, т о] (1) =  1. Справд1,

/(я )  =  /(1  • п) =  [(\) • /  (я),
звщки /  (1) =  1.

2) Якщо /  (п) — мультипликативна функция : числа п1г п2, ..., пк 
попарно взаемно проста, то

/  («1 • п , ......... пк) =  /  (ях) /  (я2) • . . . • /  (пк). (5)

Справд1, якщо (я,, я2) =  1, (я,, я3) =  1, ..., (пъпк) =  1, то й 
(я,, я2 • я3 • ... - пк) =  1, а тому

/  (п 1 ■ п2 - я3 ........... пк) =  /  (Я! • (п2 • я3 • . . .  - пк)) =
=  / ( « ! )  ' / ( « * • « « ........... Л*)-

Аналопчно мфкуючи вщносно /  (я2 ■ я3 - ... • яя) 1 наступних зна
чень функци /  (я), дктанемо (5).

3) Добуток мультипл1кативних функщй е мультипликативна 
функция.

Справд1, якщо / х (я) 1 / 2 (я) е мультишикативш функщТ, то функ-
Ц1я Р  (я) =  / х (я) • /2 (я) мае таку особливкть: Р  (я) Ф  Ош для яких
я, бо / х (п) Ф  0 1 /2 (я) Ф  0. Кр1М того, для будь-яких Ях 1 п2

Р(пх ■ я2) =  / ,  (я, • я.,) • / 2 (ях . я2) =  (ях) • / х (я2) • / 2 (ях) х
X / 2 (я*) =  /=■ (ях) • /=• (я*).

Отже, Р  (я) — мультипликативна функщя.
Ррзглянемо тепер властивост1 функщ '1 Ейлера ф (т).

(уГ еорем а 3. Функщя Ейлера ф (т) мультипликативна.
I Д о в е д е н и я .  Нагадаемо, перш за все, що ф (1) =  1. Для вс!х 

я >  1 ф (л) Ф  0, бо хоч одне натуральне число, менше за я 1 взаемно 
просте з я,— одиниця, завжди 1снуе.

Нехай тепер маемо числа т 1 я, причому (т, я) =  Г. Пщрахуемо 
к1льк1сть натуральних чисел, медших за тр, I взаемно простих з тп.



Для цього вс1 числа В1д 1 до тп розм1стимо у вигляд! тако! таблищ:
1, 2, з, . . • , г............ т\
т +  1, т +  2, /72 +  3, . . . , т + г ,  . . .  , 2 т ;
2т +  1, 2т +  2, 2т —|— 3, . . .  , 2т +  г, . . .  , Зт;

зт +  1, зт +  2, зт +  3, . . .  , зт +  г, . . .  , (5 +  1 )т ;

(п —  1 ) т  +  1, (п —  1) т +  2, . . .  , (п —  1) X т +  г, . . пт. (6)

Взаемно простими з добутком тп будуть, очевидно, п  1 пльки п  чис
ла, як1 взаемно просп 1 з т, 1 з п. Тому вщберемо спочатку п  числа, 
як1 взаемно просп з т, а попм з них вщберемо л , як! ще взаемно про
ст! з числом п. 3 числом т взаемно простих чисел у першому рядку е 
Ф (т) чисел. Вони утворюють ЗСЛ за модулем т 1 е представниками 
Ф (т) клас1в чисел, в яких вс1 числа взаемно просп з т. Нехай для кон- 
кретносп число г з таблиц! (6) задовольняе умову (г, т) — 1. Тод1 вс1 
числа класу будуть взаемно просп з т. У стовпчику таблищ (6), 
який починаеться числом г, мктиться п чисел класу /С(гт>. Отже, у таб
лиц! (6) 1снуе ф (т) стовпчик1в, кожний з яких М1стить п чисел, взаем
но простих з т. Усього таких чисел ф ( т ) .  п.

Розглянемо тепер ус1 п елеменпв будь-якого г-го стовпчика таб
лиц! (6):

г, т +  г, 2т +  г, з т г ,  . . . ,  (п — 1 )т -\-г. (7)
Не важко впевнитися, що щ числа утворюють ПСЛ за модулем п. 
Справд!, числа (7) е значениями лшШио'! форми /  (х) =  тх +  г, де х 
проб1гае ПСЛ за модулем п: 0, 1, 2, п — 1, причому (т, п) =  1. 
Але тод1 за теоремою 1 п. 16.1 1 лшШна форма /  (х) =  тх +  г проб1гае 
ПСЛ за модулем п. Отже, числа г-го стовпчика утворюють ПСЛ за мо
дулем п, серед яких е ф (п) чисел, взаемно простих з п.

У вс1х ф (т) таких стовпчиках е, очевидно, всього ф (п) • ф (т)
чисел, взаемно простих з п. Тому при (т, п) — 1 маемо ф (тп) =
=  ф (т) - ф (п). Теорему доведено.

Теорем а 4. Якщо р — просте число, а к — натуральне число, то

ф(Р*) =  Рк (1 — у - ) .  (8)

Д о в е д е н и я .  Перш за все зазначимо, що для простого числа р
ф(Р) =  Р — 1, (9)

що безпосередньо випливае з означення функцп Ейлера.
Випишемо тепер ва  натуральна числа В1д 1 до рк:

1 ,2 ,3 , . . . .  р — 1, р, р +  1, р +  2, 2р, 2 р + 1 ,  . . .

, Зр, Зр +  1.р2, . . .  , рк. (10)

Числа (10) можна под1лити на групи по р послщовних натуральних 
чисел:

{1, 2, 3..........р —  1, р), {р +  1, р +  2, 2р}, {2р +  1, . . .  ,3 р },...

..., {(рк~ 1— 1) р +  1, . . .  , Рк) .

У кожнш з цих груп р^останне число д1литься на р, а решта на р не 
Д1ляться, 1, отже, взаемно просп з р. Тому вони взаемно прост! 1 з р'1. 
Таким чином, ус1х чисел, взаемно простих з рк, е рк — рк~ х =  рк х
X ^1____1_|, тобтоф (рк) =  р*| 1 ____що й треба було довести.

Теорем а 5. Якщо каношчний розклад числа т мае вигляд

т =  р\1 • рг* • . . .  * р*8,
то

ф(,л) =  т П Д 1  — . (П)

Д о в е д е н и я .  Осшльки ф ( т ) — мультишнкативна функшя, 
а ри р2, р5 — просп числа, то на основ! (8) маемо

Ф (т) =  ф (р1 ‘ - р2г • . . .  • р!5) =  ф (рЬ • ф (рг‘) • • • - • ф (рЪ =

••• • ?■’  (> -  т г )  ”

“  р*' ■•••',*Ч 1 - ' 7 г ) ( 1 - 7 г )  ••••• ( 1 _ Т Г
1 ТОМУ

1Ф (т) =  т  П  ( 1 — ).

Теорему доведено.

П р и к л а д .  Для т =  360 =  23 • За • 5

» ' “ 01 - 360 (■ -  т )  (■— г ) ( ' - т ) - т-

Теорема 6 . Сума значень функци Ейлера для вах диьниыв й/ чис
ла т дорьвнюе т: /

2 ф  Щ  =  т. (12)
/

Д о в е д е н и я .  Нехай канон!чний розклад числа т е

т =  р\х • рг* • . . .  • рЛ  
Будь-який дмьник Л числа т  мае вигляд

А/ =  Р\' • Р 2  • «• • * Р$ *



Для того щоб скласти Н ), розглянемо добуток
/

11 +  ф (Р1) +  ф (р?) +  • • • +  ф (р'11)] • [ 1 +  Ф (р2) +  ф (р\) +  -----

• •• + Ф (р 2 * )]- ••• * [1 +  Ф(р5) +  ф(р*) -+- + ф ( р 55)]. (13)
Якщо тут розкрити дужки, то кожний член суми являе собою значен
ия функци Ейлера для деякого Д1льника й! числа т. Отже,

^  ф (Л/) —  [ 1 +  Ф (Р 1) +  • • - +  ф (р\')\ ■ 11 +  ф (р 2) +
I

+ ф ( Р г ’ ) ] ................П + ф ( Р 8) +  ••• + ф ( р 55)]-
Але вираз у перших квадратних дужках можна перетворити так:

1 +  Ф (Рх) +  ф (р?) +  • • • +  Ф (р? ‘ ) =  1 +  (р , —  1) +  р х (рх —  1) Н------------(-

+  Р\' (Р\ —  1) — 1 +  Р1 —  1 +  Р? —  Рх +  • • • +  рк\' —  Р?1-1 =  Р 1*.
Аналопчний результат дктанемо для вираз1в в шших квадратних дуж
ках. Тому

2  Ф Ш  =  р \1 • р** • . . .  • р ] г =  т,
/

що й треба було довести.
Формула (12) називаеться ф о р м у л о ю  Г а у с с а .

^  16.4. Теореми Ейлера } Ферма. 3 властивостей систем лишюв без-
посередньо випливають в1дом1 теореми Ейлера 1 Ферма.

Теорема 7 {Ейлера) .  Якщо т — натуральне число I т >  1, (а, т) =  
=  1, то ' '

срт  == 1 (тос1 т). (14)
Д о в е д е н и я .  Нехай числа

■̂ 1, -̂ 2» • • • > ^ф(ш) (15)
утворюють ЗСЛ найменших невщ’емних лишюв за модулем т. Тод1 
при (а, т) =  1 числа ах1г ахъ  ..., ах^(т) утворюють теж ЗСЛ за мо
дулем т. Цд числа належатимуть якимсь класам, взаемно простим з мо
дулем т. Числа ахх, ах2, ..., а*ф(ш) можна замшити системою наймен
ших невщ’емних лишюв

•̂1» *̂ 2, * * • , Х<р(т) (16)
з тих же клаав, до яких вони належать. Вважаючи, що

ах 1 =  х\ (той  т), 

ахг гз хг (той  т),

ях<р(т) =  ^ф(т) (той  т), 
перемножимо щ ф (т) конгруеншй. Дктанемо

ф(/л) — 4 # *С ' —' —/
а * Ху ■ Х% . . Ху(т) Х\ * 'Ху * Ч . • Хц,(щ) (шой т).

Осюльки (15) 1 (16) — це Т1 сам1 числа, взаемно прост1 з т, то, скоро- 
чуючи на них обидв1 частини конгруенци за властивктю 8 (п. 15.1), 
дктанемо

а Ф(т) = =  1 ( т о с ] т ) (

що й треба було довести. /
Теорем а 8  (Ферма).  Якщо число р просте / (а, р) =  1, то

ар_| =  1 (той  р). (17)
Д о в е д е н и я .  Теорема Ферма е наслщком теореми Ейлера. 

Згщно з формулою (9), ф (р) =  р — 1, тому формула (14) матиме ви
гляд (17). Теорему доведено.

Наайдок. Якщо число р просте, то для будь-якого целого числа а мае 
мкце конгруенщя

аР = за (той р ). (18)
Справд1, множачи обидв1 частини конгруенци (17) на а, дктанемо

[а',~1 =  1 (той  р)] [аР =  а (той  р)].
При цьому результат мае мкце 1 тод1, коли числа а 1 р не взаемно прос- 
Т1. Якщо (а, р) Ф  1 при р простому, то (а, р) =  р, тобто а \ р. Але то- 
д| й ар — а =  а (а3-1 — 1) також Д1литься на р. Отже, аР — а =
=  0 (той  р), або а” =  а (той  р), що й треба було довести.

П р и к л а д .  Знайти остачу в1д Д1лення числа 4250 на 17. Осюльки 17 —  про
сте число 1 (42, 17) =  1, то за (17) 4216 =  1 (шой 17). Пщносячи до куба обидв1 ча
стини конгруенци, дал1 маемо 4248 =  1 (т о й  17). Кр1м того, 42 — 8 (т о й  17), а в 
квадрат1 це дае 422 =  13 (т о й  17). Поп’м дктаемо

[4 2 «  =  1 (т о й  17) Д  422 =  13 (т о й  17)] [4 260 =  13 (т о й  17)].

Отже, остача дор1внюе 13.

§ 17. Л1Н1ЙН1 КОНГРУЕН ЦИ  3 ОДНИМ  НЕВ1ДОМИМ

Г17.1. Загальн1 означення. Конгруенцсями з одним неведомим за мо
дулем т називаються конгруенци виду

I (х) =  апхп +  ап- 1Хп~' +  +  ахх +  а0 =  0 (той т), (1)
с1Г

де в л'тй частит мктиться многочлен з цыими коефщьентами. Якщо 
ап не д1литься на число т, то п називаеться степенем конгруенци; при 
ап I т старший член апхп =  0 (той  т) 1 його можна вщкинути.

Р о з в ’ я з к о м  к о н г р у е н ц 1 1 / ( х )= = 0  (той  т) е будь-яке 
шле число а, яке задовольняе конгруенщю, тобто /  (а) е= 0 (той  т). 
Легко зрозум1ти, що в цьому випадку разом з числом а конгруенщю 
задовольняють 1 вс1 числа класу К(а \ конгруентш з а за модулем т. 
Саме це стверджуе наслщок 3 властивост1 9 п. 15.1. Тому введемо таке 
означення.

Означення 1. Розв’язком конгруенци /  (х) =  0 (той  т) називаеться \ 
клас лишкев за модулем т, кожне число якого задовольняе цю конгруенцраX  

Осюльки клаав чисел за даним модулем т е т, то конгруенщя мо
же мати лише скшченну юльюсть розв’язюв або може не мати IX зов-



С1м. Наприклад, конгруенщя 2х =  3 (той  4) не мае розв’язюв, бо з 
не'! випливае р!вшсть 2х =  3 +  41. Така р1внкть неможлива, бо при 
будь-яких х 1 I л1ва частина р1вносп — парне число, а права — не- 
парне число.

Щоб знайти розв’язки, досить шдставити в конгруенщю замнлъ не- 
в1домого х числа з р1зних клаав за модулем т. Для цього можна пере- 
брати ПСЛ з найменших невщ’емних лишюв, а ще краще — повну си
стему абсолютно найменших лишюв.

П р и к л а д .  Щ об знайти розв’язки конгруенци
2х2 —  5х —  2 =  0 (т о й  5), (2)

знайдемо ПСЛ з найменших невщ’ емних лицш в за модулем 5:
0, 1, 2, 3, 4. (3)

В результат подстановки в конгруенщю впевнюемося, що числа 1 1 4 задовольняють 
П. Отже, розв’язком конгруенци (2) е класи лиш юв 1 /С®.

Конгруенци розв’язують за допомогою побудови б1ЛЬШ простих 
консруенцш, р1вносильних задании.

СОзначення 2. Конгруенци називаються рьвносильними, якщо мно
жини IX розв'язтв збьгаються.

Щоб побудувати р1вносилып конгруенци, над заданою конгруен- 
щею проводять операцп, яю грунтуються на властивостях, розгляну- 
тих у § 15. До операщй, яю не порушують множину розв’язюв кон- 
груенщй, належать таю:

а) Додавання до обох частин конгруенци будь-якого многочлена 
§  (х) з щлими коефвдентами.

б) Додавання до одше'! з частин конгруенци многочлена з коефь 
щентами, кратними модулю.

в) Множення обох частин конгруенци на число, взаемно просте з 
модулем.

г) Множення обох частин конгруенци 1 модуля на те саме додатне 
число.

Наприклад, конгруенщю (2) можна спростити так. ЕНдкинемо спо- 
чатку член —5х, коефодент якого кратний модулю. Дштанемо конгру
енщю 2л;2 — 2 =  0 (той  5). Дал1, скорочуючи на число 2 Л1ву (1 пра
ву) частину, д1станемо конгруенщю х2 — 1 =  0 (той  5), р1вносильну 
конгруенци (2). Пщставляючи в не! числа з ПСЛ (3), встановлюемо, 
що розв’язками конгруенци (2) е класи лишюв К\5) 1 К\)■

Конгруенци 1-го степеня мають вигляд ахх +  а0 =  0 (той  т). Пе- 
реносячи в1льний член у праву частину конгруенци 1 змшюючи позна 
чення коефшенпв, д1станемо

ах =  Ь (той  т). (4)
При розв’язуванш таких конгруенщй розглядають два випадки: 
(дг- т )  =  1 1 (а, т.) — й >  1.
Г Т е о р е м а  1. Якщо (а, т) — 1, то конгруенщя (4) мае единий розв’язок.
I Д о в е д е н и я .  Конгруенщя може мати не б1льш як т розв’яз

юв в1дпов1дно до юлькосп чисел в ПСЛ. Якщо х  проб1гае ПСЛ, то 
й лшшна форма ах — Ь також проб:гае ПСЛ. При цьому один раз

лшшна форма ах — Ъ прийме числове значения, яке конгруентне нулю, 
бо нуль е один з лишюв ПСЛ. Нехай при х =  /  матимемо а/ =  
=  Ь (той  т). Тод1 клас лишюв К ^  1 е единим розв’язком конгруен
ци (4). Теорему доведено.

Теорема 2. Якщо (а, т) — <1 >  0 I число Ъ не дьлиться на с1, то кон
груенщя ах =  Ь (той  т )  не мае розв’язив.

Д о в е д е н и я .  Припустимо супротивне. Нехай при деякому х0 

конгруенщя (4) задовольняеться. Тод1

[ал:0 =  Ь (той  т)] [ах0 — Ъ +  тЦ.
Але така р1вшсть неможлива, якщо а : й, т : й, а Ь не Д1литься на й. 
Отже, наше припущення неправильне, 1 теорему доведено.

Теорема 3. Якщо (а, т) =  й >  1 I Ь : й, то конгруенщя (4) мае (1 
розв’язтв.

Д о в е д е н и я .  Нехай а — а Д  Ь — Ъ̂ А, т — тхй. Тод1, скоро
чуючи (4) на с1, дктанемо конгруенщю агх  =  Ьг (той  т^, р!вносильну 
конгруенци (4). Осюльки (аи тг) =  1, то остання конгруенщя за тео
ремою 1 мае единий розв’язок — клас лишюв /С/т,). Проте цей клас 
лишюв розпадаеться на й клаав лишюв за модулем т =  йтг (теоре
ма 2 п. 15.3), яю  й утворюють й розв’язюв задано! конгруенци (4):

[К{Г \  К($ п х, . • •, к Т + 1 -^ -
Теорему доведена

П р и к л а д .  Розв’яжемо конгруенщю
6х =  15 (т о й  21). (5)

Осюльки (6, 21) =  3 1  15 Д1литься на число 3, то конгруенщя мае три розв’язки. 
Скорочуючи вс1 члени конгруенщй 1 модуль на 3, матимемо

2л =  5 (т о й  7). (6)
Конгруенщя (6) р1вносильна задашй 1 мае единий розв’ язок, бо (2, 7) =  1. 

Випробовуючи числа, яю  входять в ПСЛ за модулем 7:
О, 1, 2, 3, 4, 5, 6,

знаходимо, що тьльки число /  =  6 е розв’ язком (6). Отже, клас е розв’язком кон- 
груенцп (6). А  за модулем п г =  21 вш розпадаеться на класи лицш в

к%\
як! е розв’язками конгруенцЛ (5).

\у7.2. Способи розв’язування конгруенщй 1-го степеня. Розглянемо 
деяю, найбшьш поширеш способи розв’язування конгруенц1й 1-го сте
пеня:

а) Подстановка в конгруенщю чисел ПСЛ. Цей споаб використову- 
ють при невеликих модулях. При великих модулях шдстановку лиш
юв ПСЛ проводять на заключному еташ побудови р1вносильних кон
груенщй.

б) Зведення конгруенщй 1-го степеня до равносильное ш конгруенци 
з коефьщентом при х, равному одинищ. Цей спос1б полягае в проведен- 
н1 ряду р1вносильних перетворень задано'! конгруенщ'! за допомогою 
операщй, розглянутих у п. 17.1.



П р и к л а д  1. Конгруенщя 22 х  =  9 (т о й  29) мае единий розв’язок, бо 
(22,29) =  1. Його можна знайти так. Додамо до л1воТ частини конгруенци — 29 х. 
Дштанемо — 7х =  9 (т о й  29). Помноживши обидв! частини конгруенци на 4, а по- 
Т 1м, додавши до неТ +  29 х , дштанемо х  =  36 (т о й  29), або х  =  7 (т о й  29). Отже, 
розв’язком задано! конгруенци е клас /С̂ 29).

в) Споаб Ейлера.
Нехай задано конгруенщю

ах^вЬ (той т), (7)
де (а, т) =  1. Конгруенщя мае единий розв’язок. За теоремою Ейлера

йФ(ш) =  | (той  т).

Справедливою е, очевидно, 1 така конгруенщя:
а<рт  . ь =  Ъ (той  т ),

або
а (аф^)-1 - Ь) =  Ь (той  т). (8)

Пор1внюючи конгруенци (7) 1 (8), бачимо, що
х — а^т)~1Ь (той  т). (9)

П р и к л а д  2. Розв’ язком конгруенци
Здс =  2 (т о й  8)

за формулою (9) е клас чисел х,

х  =  Зч,(8)_1 • 2 (т о й  8) =  З3 • 2 (т о й  8)

або
х  =  6 (т о й  8).

Отже, К{§ е розв’ язком задано! конгруенцИ.

г) Розв'язування конгруенцш 1-го степеня за допомогою неперервних 
дроб1в.

Нехай знову дано конгруенщю
ах =  Ь (той  т ) ,

де (а, т )  =  1. Розкладемо ~  в ланцюговий др!б (див. п. 9. 1). Якщо

Рг}гА. \ =  —  е останш шдхйцп дроби, то на основ1 теореми 4.§ 9
« » - 1  0  

маемо
I)"-1 -

тобто
т(Эп_1 — Рп-\а =  (— I)"-1- 

Враховуючи, що перший член кратний модулю т ,  дктанемо дал!

—  Рп_ {а =  (—  1)п-|(той  т),

або
а (— 1)" Рп-1 35 1 ( той  т)

1, нареит,
а ( — 1 )пРп_ф — Ь(тоАт).

Пор1внюючи цей результат з конгруенщею (7), дктаемо

х  =  (—  \)пРп-\Ь (той  т ) ,  
що й е розв’язком конгруенци^(7) /̂

П р и к л а д  3. Конгруенщя

192л: =  9 (т о й  327) (11
мае три розв’язки, бо (192, 327) =  3 1 9 : 3 .  Скорочуючи вс1 члени 1 модуль конгруен- 
Ц11 на 3, дктанемо конгруенщю

64л: =  3 (т о й  109), (12)

р1вносильну задашй. Розкладемо число в ланцюговий др 16. За алгоритмом
Евклща маемо

64

(П)

109 
" 64

_64
45

45
38

19
14

_ 7

121

_1_9

121

45

_2

|2|

|2|

и
Неповними частками е числа 1, 1, 2, 2, 1, 2, 2. Очевидно, тут п =  6. Обчислимо тепер 
число Рь за схемою.

<?<■ 1 1 2 2 1 2 2

Р{
---------

1 2 5 12 17 46 109

Отже, чисельник Ръ передостаннього шдхщного дробу дор1внюе 46. Тому за форму
лою  (10) маемо

х =  (—  1)в • 46 ■ 3 (т о й  109),
або

х  =  29 (т о й  109).

Таким чином, клас чисел 4 Р  е розв’язком конгруенци (12) 1 задано! конгруеи- 
цн (11). Але при модул1 т  =  327 цей клас лишк1в розпадаеться на три класи

ям  й е розв’язками конгруенци (11).



У цьому параграф! ми розглянули питания про розв’язування од- 
Ш61 ЛШ1ЙИ01 К0ИГруеНЦ11 з одним невщомим. Щкавий 1 важливий роз- 
Д1л теорп чисел становить вивчеиня систем таких конгруенщй. Чита- 
чеЕ1, який зашкавиться цими питаниями, рекомендуемо книгу Б о р о • 
д 1 н а О. 1. Теор1я чисел. Вид. 2. К., «Вища школа», 1970.

§  18. К О Н Г Р У Е Н Ц И  я -Г О  С Т Е П Е Н Я  * -

18.1. Побудова р1Вносильних конгруенщй. Розглянемо методику 
розв’язування конгруенщй п-го степеня виду

/  (х) =  апх п +  ап_ хх п- 1 +  • • - + а 1х +  а.0 =  0 (той  р), (1)
де р — просте число. За допомогою операщй, описаних у п. 17.1, мож
на побудувати р1вносильну до (1) конгруенщю степеня, не вище р — 1, 
з коеф1щентами, яю е найменшими невщ’емними або абсолютно най- 
меншими лишками ПСЛ за модулем р.

Побудову тако'1 конгруенци можна провести в такому порядку.
а) Замшити вс1 коефгщенти а1 многочлена /  (*) вхдповЮними 1м най

меншими невьд'емними або абсолютно найменшими лишками з ПСЛ за 
модулем р. Наприклад, конгруенщя 12*8 — 17*3 +  12л:2 — 8 =  
=  0 (той  7) равносильна конгруенци 5х8 — Зл? +  5л:2 — 1 =  
=  0 (той  7), яку ми Д1стали, вщкинувши з першо! конгруенци мно
гочлен Тх3 — 14х3 +  7х2 — 7, що мае коеф1щенти, кратн1 модулю 7, 
тому при будь-якому х

7л:8 — 14*3 +  7л:2 — 7 =  0 (той  7).
б) Зробити коефьщент при старшому члеш конгруенци р1вним 

одинищ. Можна вважати, що (ап, р) =  1. Справд1, якщо ап 1 просте 
число р не взаемно просп, то (ап, р) =  р, тобто ап : р. Але тод1 в кон- 
груенщТ (1) можна вщкинути старший член 1 вона вже не буде конгру- 
енщею п-го степеня.

За теоремою 1 п. 17.1, при умов1 (ап, р) — 1, конгруенщя апх  =  
=  1 (той  р) мае единий розв’язок. Нехай найменший нев1д ’емний ли
шок цього класу - розв’язку е х0. Отже, апх0 =  1 (той  р) 1 апх0хп =  
е= хп (той  р). Тому, перемножаючи конгруенщю (1) на число х0, Д1с- 
танемо

апх0хп +  ап~\х0х п~ 1 +  а ^  +  а0х0 == 0 (той  р),
або

хп +  ап- 1ХоХп~ 1 +  +  а^ол: +  аох0 =  0 (т о й р ).

П р  и к л  а д 1. Осюльки конгруеншя Ъх =  1 (тос ! 7) мае сво'Гм розв’ язком клас
Л ИШ К1В

К (Р =  { . . .  , - 1 1 ,  - 4 ,  3, 10, 17, . .

то обидв1 частини конгруенцИ
5х« —  Зх8 +  5х2 —  1 =  0 (т о й  7)

можна помножити на будь-яке число 3 цього класу лицш в. Помножимо 1х на число 
х0 =  3. Д 1станемо

15х® —  9х» -4- 15л:а —  3 =  0 (т о й  7),

або конгруенщю
х8 —  2х3 +  х2 —  3 =  0 (т о й  7), 

в якш коеф1щент при старшому члеш дор1внюе одинищ.

в) Понизити стетнь конгруенци.
Якщо стешнь п >  р, то конгруенщю (1) можна замшити р1вносиль- 

ною 1й конгруенщею степеня, не вищого р — 1. За насл1дком теореми 
Ферма (п. 16.4) для будь-якого щлого числа х  1 простого р

хр =  х  (той  р),
або

хр — х =  0 ( т о й  р). (2)
3 другого боку, Д1лячи многочлен /  (х) на хр — х, дютанемо 

1 (х) =  {хр — х) д  (х) +  г (х).
Враховуючи це, на основ1 конгруенци (2) матимемо 

/  (х) =  (хр — х )д {х )  +  г (х) =  г (х) (той  р),
тобто

И х) =  г (х) (т о й  р). (3)

Зв1дси випливае, що конгруенци } (х) =  0  (той  р) 1 г (х) == 
=  0 (той  р) Р1ВНОСИЛЫИ. Справд1, якщо х0 задовольняе конгруенщю
/  (л:) =  0 (той  р), то на основ1 (3) маемо г (х0) =  0 (той  р). Справед-
ливим е 1 обернене твердження: будь-який розв’язок конгруенци 
г (х) =  0 (той  р) задовольняе 1 конгруенщю /  (х) =  0 (той  р).

При практичному перетворенш конгруенци Д1лення многочлена 
/  (л:) на хр — х не виконують, а користуються деякими простими кон- 
груенщями. Под 1лимо п на число р —  1, поставивши умову, що оста- 
ча т може дор1внювати лишкам 1, 2, р —  1 за модулем р. Тод1 п =»
=  (р —  1) к +  т (1 <  т <  р —  1).

На основ1 теореми Ейлера
хр- 1 г= 1 (т о й  р).

Тому
хп =  х ^ -1)к+т =  хР~1)к • хт =  1 • хт (той  р), 

тобто хп =  хт (той  р).

П р и к л а д  2. Конгруенщя
л1» —  Зх11* +  5*« —  4*’  +  Эх4 +  х +  1 =  0 (т о й  7) 

р!вносильна конгруенцН

х4 —  Зх +  5а:2 —  4х +  Зх* +  х  +  1 з= 0 (т о й  7),
тобто конгруенцН

4х* +  5х2 —  6х +  1 =  0 (т о й  7).

18.2. Число розв’ язк!в конгруенци л-го степеня.
Теорем а 1. Конгруенщя п-го степеня за простим модулем може ма

ши не бьльш як п розв’язкьв.



Д о в е д е н и я .  Використаемо метод математичноТ шдукцп. 
При п =  1 конгруенщя (1) мае вигляд

агх  +  а0 =  0 (той  р), де (а, р) =  1.
За теоремою 1 п. 17.1 така конгруенщя мае единий розв’язок. Отже, 
для п =  1 теорема правильна. Нехай тепер теорема правильна для п — 
=  к — 1. Доведемо, що вона правильна 1 для п =  к. При п =  к ма
емо конгруенщю виду

/  (х) =  акхк +  ак_ 1Хк- 1 +  • • * +  агх  +  а0 б= 0 (той  р), (4)

де ак не Д1литься на р, тобто (ак, р) =  1. Якщо конгруенщя (4) не мае 
розв’язку, то в цьому раз1 теорема правильна: конгруенщя (4) мае не 
б1льш як к розв’язюв. Нехай тепер вона мае розв’язки 1, зокрема, чис
ло хх задовольняе конгруенщю (4), тобто

/  ( ^  =  0 (той  р). (5)
Осюльки за теоремою Безу1

! (х)  =  (х — х 1)§(х) - {- { (Ху),  
де § (х) — многочлен степеня (к — 1), то конгруенщя (4) запишеться так:

(х — х г) § ( х ) + [  (л:!) =  0 (той  р) \ 
з урахуванням (5) матиме вигляд:

(■* — *1)2(*) =  0 (т о й  р).

Множина розв’язюв ц 1 е'1 конгруенци складаеться з розв’язюв кон- 
груенци х  — хг =  0 (той  р) 1 конгруенци д  (х) =  0 (той  р). Перша 
з них мае один розв’язок, а друга за припущенням шдукцп — не б1лып 
як к — 1. Разом конгруенщя (4) мае не б1льш як к розв’язюв. Теоре
му доведено.

Доведене твердження мае практичне застосування. Наприклад, 
конгруенщя Зх2== 5 (той  7) задовольняеться числом х  =  2 1, очевид
но, х  — —2. Осюльки —2 =  5 (той  7), то К{2 , К(ь е розв’язками 
щеТ конгруенци 1 больше розв’язюв шукати не треба — 1хне 1снуе. 

Введемо в розгляд поняття тотожноТ конгруенци.
Означення. Якщо ва коеф1щенти многочлена /  (х) е кратными 

модуля т, то конгруенщя

I (х) =  апх п +  ап- , х п~1 +  ... +  ахх  +  а0 == (той  т)

називаеться тотожною конгруенщею.
Така конгруенщя задовольняеться будь-яким числовим значениям 

х; про степшь тако'1 конгруенци можна говорнти лише умовно, бо 1 
старший член, 1 будь-яю шип члени можна вщкинути, як крапп моду
лю т.

Встановимо достатню ознаку того, що дана конгруенщя е тотож
ною. Для цього спочатку звернемо увагу на те, Що будь-який много-

1 Е т ь е н  Б е з у  (1730— 1783) — французький математик.

член п-го степеня [ (х) =  апхп +  ап̂ \хп-'[ +  ... +  ахх +  а0 завж
ди можна подати у вигляд1

/  (х) =  апхп +  ап-[Хп~ ] +  ••• + а 1х +  а0 =
= а ( х  — х 1)(х — х2) . . .  (х — хп-\)(х  —  х„) +

+  Ь (х — хх) (х — х2) . . .  (х — Хп-\) +
....................................  (6)

+  к (х — Ху} (х — х2) +
-|- I (х — X]) +

+  т,
де хъ  х2, ..., хп-и  хп — будь-яю попарно р1зш числа. Прир1внюючи 
коеф1щенти при однакових степенях х в Л1вш 1 правш частинах ще! 
тотожносп, можна знайти коеф1щенти о, Ь, ..., к, I, т за коеф1щента- 
ми ап, ап- 1, ..., аъ  а0, або навпаки.

П р и к л а д  3. Подати многочлен /  (х) =  х3 —  2х2 +  Зх —  7 у форм! (6), коли 
=  2, х8 =  3, х8 =  1. Маемо

/  (х) =  х3 —  2х2 +  Зх —  7 =
=  а (х —  2) (х  —  3) (х —  1) +  Ь (х —  2) (х —  3) +  с (х  —  2) +  <1.

Зр1внювання коефщ1ент1в дае результата: а =  1, Ь =  4, с  =  12, й =  — 1, тобто
х3 -  2х* +  Зх —  7 =  (х —  2) (х —  3) (х —  1) +  4 (х —  2) (х —  3) +  12 (х —  2) -  1.

Теорем а 2. Якщо конгруенщя п-го степеня /  (х) =  апхп +
+  I* "-1 +  ... +  ахх +  а„ =  0 (той  р) мае п +  1 розе’язеав, то
ва и коефьщенти кратш модулю, тобто ця конгруенщя тотожна.

Д о в е д е н и я .  Припустимо, що хи х2> ..., хп, хп+ 1 — лишки 
п +  1 розв’язк1в конгруенш'1

/  (л:) =  апхп +  а * - !* " -1 +  • • • +  ахх +  а0 =  0 (той  р). 
Користуючись формулою (6), цю конгруенщю можна записати так:
[ (х) — а (х я̂ ) (х х2) . . .  (  ̂ хп—|) (х ха) Ь (х хх) (х х%) . . .

. . .  (х — Хп-1) +  • • • +  к (х — хО (х — х2) +  / (х — X]) +  т. (7)

Якщо тут узяти х =  хх, то за умовою теореми /  (л )̂ =  0 (той  р). 
Але це означае, що т == 0 (той  р), тобто т : р. Вщкидаючи з конгру- 
енц11 (7) число т [ виносячи за дужки х — хи дютанемо
(х — ху)\а(х — х2) . . .  (х — хп- 1)(х — хп) +  ••• + к ( х  — х2) +  1] =

=  0 (той  р).

Узявши тут знову х =  х2 1 враховуючи, що х2 —  хх не дш иься 
на р як р1зниця лишк1в неконгруентних клас1в, бачимо, що це можли- 
во Т1льки при умов1 / :  р. Аналог1чно впевнюемося, що й 1НШ1 коеф1- 
ц1енти а, Ь, к е кратними р. Але тод1 кратними р будуть 1 вс1 кое- 
ф1щенти ап, ап-\, ..., ах, а0 многочлена /  (х), бо вони е алгебрашними 
сумами чисел а, Ь, ..., к, I, т, кратних модулю р. Теорему доведено.



Теорема 3 (В Ы ь с о н а  1). Якщо р — просте число, то
(р — 1)! +  1 =  0 (т о й р ). (8)

Д о в е д е н и я .  Якщо р =  2, то теорема очевидна. Нехай 
р — непарне просте число. За теоремою Ферма для будь-якого чис
ла х, взаемно простого з р, справедлива конгруенщя

хр~ 1 =  1 (той  р). (9)
Отже, конгруенщя (9) мае р — 1 розв’язюв, бо задовольняеться лиш
ками 1, 2, р — 1. Конгруенщя (р — 1)-го степеня

д(х) = ( х —  1)(х — 2) . . .  [х — ( р —  1)] н = 0 (той р ) (10)
також мае т1 сам1 розв’язки, 1 и задовольняють числа 1, 2, ..., р — 1. 
3 (9) 1 (10) побудуемо конгруенщю

[хр~ х — 1] — ( х —  1) (х — 2 ) . . .  [х — (р — 1)] =  0 (т ой р ). (11)
Очевидно, 11 задовольняють також числа 1 ,2 , . . . ,  р — 1, тобто кон
груенщя (11) мае р — 1 розв’язюв. Але в Л1В1Й частиш конгруенци 
(11) М1ститься многочлен степеня р — 2. Таким чином, (11) е конгруен- 
щею (р — 2)-го степеня, яка мае р — 1 розв’язюв 1 тому вона тотож- 
на. Беручи в шй х  =  0, д1станемо

1 +  ( _ ! ) ( _ 2 )  . . .  [— (р — 1)] =  0 (т о й р),
або

(— 1)р_1 (р — 1)! +  1 =  0 (той  р).
При непарному р маемо

(р — 1)! +  1 =  0 (той  р).
Отже, теорема правильна для будь-якого простого числа р.

18.3. Квадратичш лишки I нелишни. Розглянемо, як найпроспии, 
двочленш конгруенци степеня п >  1 виду

хп =  а (той  р), (12)

де р — просте число 1 (а, р) =  1.
Якщо така конгруенщя*мае розв’язок, то число а називаеться лиш

ком степеня п за простим модулем р, якщо ш ,— то нелишком степеня 
п за модулем р. При п — 2 лишки 1 нелишки називаються квадратич- 
ними, при п =  3 —  кубгчними, при п — 4 — бшадратними. Зроби- 
мо юлька зауважень вщносно конгруенци (12). Перш за все зауважи
мо, що конгруенщя (12) розглядаеться при умов1 (а, р) — 1, тому чис
ло нуль не належить ш до лишюв, ш до нелишюв. Це пояснюеться 
тим, що конгруенщя виду хп =  0 (той  р) мае единий розв’язок х =  
=  0 (той  р) 1 внасл]‘док трив1альносп цього факту такий випадок ви- 
ключаеться при розгляд1 конгруенци (12).

У конгруенци (12) достатньо вважати, що число а задовольняе умо- 
ву 1 <  а <  р, бо будь-яка конгруенщя хп =  Ь (той  р), де Ь >  р, 
завжди зводиться до конгруенци з невщ’емними коеф1щентами, мен- 
шими за р.

1 Д ж о н  В 1 л ь с о н  (1741— 1793) — англшський математик.

Якщо в конгруенци (12) модуль р =  2, то фактично розглядаеться 
також трив1альний випадок: а =  0, або а =  1. Отже конгруенц!ю 
хп =  а (той 2) задовольняе або клас непарних чисел К?\ якщо а — 
непарне число, або клас вс1х парних чисел Ко\ якщо а — парне чис
ло. Тому вважатимемо дал1, що р >  2, 1 перейдемо до розгляду найпро- 
ст1шо1 квадратно1 двочленно'! конгруенц11

х2 =  а (т о й р ), (а, р) =  1, р > 2 .  (13)
Розглянемо спочатку приклад. Знайдемо вс! квадратичн! лишки 1 

нелишки за модулем р =  17. Множина чисел
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 (14)

являе собою ЗСЛ за модулем р =  17. Якщо ж цю множину чисел роз- 
глянути з точки зору можл и воет 1 1снування розв’язюв квадратно'1 
конгруенци (13), то частина чисел множини (14) е квадратичними лиш
ками, а частина IX — квадратичними нелишками.

Враховуючи, що \
12е= 1 (той17), 52 =  8 (т о й  17), 92=  13 (той  17), 132=  16(той  17),
22 =  4 (той  17), 62 =  2 (той 17 ), 102=  15 (той  17), 142 =  9 (той  17),
32 =  9 (той 17 ), 72е=  15(той  17), 112 =  2 (той  17), 152 =  4 (той  17),
42=  16(той  17), 82н= 13(той  17), 122 =  8 (т ой  17), 162 =  1 (той  17),
бачимо, що квадратичними лишками за модулем 17 е окантоваш рам
кою числа в множит

, 3, , 5, 6, 7, 8 , Ю, 11, 12, 13 14, 15 16

Неокантоваш рамкою числа е квадратичними нелишками за модулем 17. 
Вщповщно до сказаного конгруенщю

х2 =  2 (той  17)
задовольняють числа х =  6 1 х  =  11, 1 тому вона мае два розв’язки: 
Кв7) 1 К\\7). Мають по два розв’язки 1 конгруенци х2 =  15 (той  17), 
хг =  8 (той  17) та шпй. А конгруенци х2 =  3 (той  17), х2 =  
=  7 (той  17), х1 =  11 (той  17) та шин, в правей чаетши яких стоять 
квадратичш нелишки за модулем 17, розв’язюв не мають.

Проведений анал13 свщчить про те, що квадратш конгруенци або 
мають два розв’язки, або не мають IX зовам. I половина лишюв ЗСЛ 
за модулем р =  17 е квадратичними лишками, а половина — квадра
тичними нелишками.

Доведемо це в загальному випадку.
Теорем а 4. Якщо а — квадратичний лишок за модулем р, (а, р) =  

=  1, р >  2, то квадратна конгруенщя
х2 е= а (той  р) (15)

мае два розв'язки.
Д о в е д е н и я .  Осюльки а — квадрг.гичний лишок, то конгру

енщя мае розв’язок. Нехай це клас чисел де х0 — один з лишюв



ЗСЛ за модулем р, тому (л;0, р) =  1. Число х0 задовольняе (15): х~0 =  
=  а (той  р). Але тод1 1 — х0 задовольняе (15), бо (—лг0)2 =  а (той  р). 
При цьому х0не конгруентне з —х0 за модулем р. Справд1, якби хй =  
=  — х0 (той  р), то 2 х0 =  0 (той  р), що неможливо, бо 1 (2, р) — 1, 1 
(лг0, р) =  1, тому 2х0 не може бути кратним р. Таким чином, КТ, 1 
К—х, — два р1зн1 розв’язки квадратноТ конгруенци (15). Осюльки 
квадратна конгруеншя не може мати б1льше двох розв’язюв, то шших 
розв’язюв не 1снуе. Теорему доведено.

Теорем а 5. Для будь-якого простого числа р >  2 половина лишк1в 
ЗСЛ е квадратичними лишками, а половина — квадратичними нелиш- 
ками.

Д о в е д е н и я .  Просте число р >  2 непарне 1 тому —  шле 
число. ЗСЛ за модулем р, складена з абсолютно найменших лишюв, е

± 1 ,  ±  2, ±  3, . . . ,  ±  _ (16)

Щ числа е представниками р — 1 клаав лишюв А'(р>р—1, ..., К -?,
2

К'’- 1, К\р), .... /Ср-|. Одночасно деяю з чисел множини (16) е 1
~2~

квадратичними лишками за модулем р.
Для того щоб дослщити, якими саме числами множини (16) задо

вольняеться конгруеншя
х2 =  а (той  р), (а, р) =  1, р >  2,

досить шдставити Тх у конгруенщю. При шднесенш до квадрата р — 1 
чисел (16) перейдуть у -  у --- квадратов чисел

I2, 22, З2, (17)

Якщо задане число а — квадратичний лишок за модулем р, то одне 
з чисел (17) мусить бути конгруентним з а. Покажемо, що числа (17) 
неконгруентш М1Ж собою. Справд1, нехай серед чисел (17) е числа 52
1 1г, де 1 <  5 <  * <  Т°Д*> якщо

/2 == 52 (той  р), (18)
то I2 —  52 =  0 (той  р) 1, отже, (I — « ) ( /  +  5) а  0 (той  р). Остання 
конгруеншя вимагае, щоб або I — «, або I +  л були кратними р.
Але I — & <  ^ 1 ,  а / +  5 <  р —  1, тому н1 I — 5, ш I +  5 не можуть
д1литися на б)'льше за них число р. Отже, конгруеншя (18) неможлива
1 ТОМу Р ~  I чисел множини (17) належать р1зним класам лишюв за

модулем р. Ва вони е квадратичними лишками, Тх усього р 2 1 . Зро-

зум1ло, що вони конгруентш певним р ~  *■ числам ЗСЛ. Тому серед

ЗСЛ е -- 2 1 квадратичних лишюв 1 р 1 квадратичних нелишюв.
Теорему доведено.

18.4. Критерш Ейлера. При досить великих модулях р множина 
ЗСЛ (16) нал1чуе велику юльюсть члеюв, 1 тод1 процес пщстановки 
цих чисел у конгруенщю (15) для знаходження ТТ розв’язюв стае гро- 
м1здким. Тому перед розв’язуванням конгруенци (15) важливо наперед 
встановити, чи е число а квадратичним лишком. Вщповщь на ие запи
тання дають критерий Ейлера \ символ Лежандра.

Теорема 6 . ( Крит ерш  Ейлера). При простому р > 2  число а е квад
ратичним лишком за модулем р тодь I тьльки тодь, коли

Р— 1

а 2 =  1 (той  р),
1 квадратичним нелишком тод1 / тгльки тодь, коли

Р—1

а 2 =  — 1 (той  р).
Д о в е д е н и я .  Якщо (а, р) =  1, то за теоремою Ферма

ар-1 =  1 (той  р),
або

ар~ х — 1 = 0  (той  р).
Осюльки число р — 1 парне, то, розглядаючи вираз аР~1 — 1 як р1з- 
ницю квадрат1в, маемо

Р— 1 Р— I

(а 2 — 1 )(а  2 +  1) =  0 (т о й р ). (19)
Звщси ви пливае, щ о я к и й сь  13 м н о ж н и ю в  у Л1В1Й ча сти ш  к о н гр у ен ц и  
е  кратн и м  м од ул ю  р. Обидва щ м н ож н и ки  од н оч а сн о  Д1ли ти ся  на р не 
м о ж у т ь , б о  ТОД1 б  1 IX р13НИЦЯ

р—1 Р— 1

(а 2 +  \ ) - ( а  2 — 1) =  2
теж  повинна була б Д1литися на р, що н ем ож л и во , бо р >  2.

Нехай а — квадратичний лишок. Тод1 конгруеншя (15) мае роз
в ’язок К% .  Зокрема,

1 ДЭЛ1

то б т о

Хо =  а (той  р)

2 ( ^ ± )  -0 = 1  
х0 2 = а  2 (той р ),

Р— 1

Хо~' =  а 2 (той  р).
Осюльки х0 $ ЗСЛ за модулем р 1 тому (х0, р) =  1, то за теоремою 
Ферма

хо_| =  1 (той  р).



Пор1внюючи дв1 останш конгруенци, маемо
Р—'

а 2 =  1 (той р). (20)

Отже, будь-який квадратичний лишок а за модулем р задовольняе кон
груенщю (20). Осюльки вс1х квадратичних лишюв за модулем р е
р ~  1 , а степшь конгруенци (20) також дор1внюе р ~  1 , то конгруен
щю (20) задовольняють Т1льки квадратичш лишки за модулем р — ш- 
яких шших розв’язюв вона б1льше не мае. Очевидно, 1 навпаки 
якщо справджуеться конгруенщя (20), то а е квадратичним лишком 
за модулем р.

Звадси вщразу ж випливае 1 друге твердження критер1ю Ейлера.
3 конгруенци (19) видно, що коли а е квадратичним нелишком, то на р

р—1
Д1 литься другий множник а 2 + 1 ,  тобто

р—1
а 2 =  — 1(тойр). (21)

Конгруенщя (21) справедлива для вс1х р 2 1 квадратичних нелишюв
1 шяких шших розв’язюв вона не мае. Тому 1 навпаки: якщо мае мкце 
(21), то а — квадратичний нелишок за модулем р. Теорему доведено.

П р и к л а д .  Встановимо, чи мае розв’язки квадратна конгруенщя

х2 =  13 (т о й  17).

17—1
2

За критер1ем Ейлера знаходимо число 13 1 встановлюемо, що за модулем 17
17—1

13 2 3  13е =  (—  4)8 =  164 =  (—  I)4 =  1 (т о й  17).

Отже, виконуеться конгруенц!я (20) 1 тому задана конгруенщя мае розв’ язки.

18.5. Символ Лежандра1. При великих р 1 а користуватися крите- 
р1€м Ейлера практично майже неможливо. Наприклад, для доведен
ия того, що конгруенщя

х2 =  579 (той  821) 
не мае розв’язюв, треба встановити, що справедлива конгруенщя

821-1
579 2 =  —  1 (тос! 821),

а це, звичайно, справа дуже складна.
Значно ефективнапим е спос1б, який грунтуеться на так званому

символ1 Лежандра Читаеться символ так: «а вщкосно р».

1 А н д р 1 е н  М а р 1  Л е ж а н д р  (1752— 1833) —  видатний французький 
математик.

Означення. СимволЛежандрау-^ визначаеться для вс1х щлих чи
сел а, як1 не дьляться на просте число р >  2 ргвшстю 

( а\ ( +  1, якщо а в квадратичним лишком за модулем р,
\ Р ' I — 1, якщо а е квадратичним нелишком за модулем р. 

Використовуючи критерШ Ейлера, очевидно, маемо
/ \
\-у)  =  а 2 (тойр). (22)

Властивосп символу Лежандра:

1. Якщо а =  аг(той р), то =

Справд1, вс1 числа того самого класу е одночасно або квадра
тичними лишками, або квадратичними нелишками за модулем р. Вва- 
жаючи, що ах =  а +  р ,̂ цю властивкть можна записати ще так:

Ж  =  ( т ) -
Наприклад,

I 400 \ (  2 ■ 151 +  98 \ [  98 \
\ 151 /  \ 151 ) - \ 1 Е Г ) 9

Справд!, на шдстав1 (22) 1 теореми Ферма дктанемо
Р—1

( -у )  =  (а2) 2 (той  р) =  а” - 1 (той  р) =  1 (той  р) => =  1.

Нарепт р1вн1сть =  1 очевидна, бо будь-яке число а2 е квадра
тичним лишком за модулем р, тобто конгруенщя х 2 =  а2 (той  р) завжди 
мае розв’язок.

Це наслщок 2.

Це безпосередньо випливае з конгруенци (22). Якщо в шй вважати 
а =» — 1, то матимемо

( ^ М -  1 ) ~ ( т 0 йр).

Але 1 Л1ва, 1 права частини конгруенци е ± 1 .  При р >  2 числа — 1 1 
+  1 конгруентними бути не можуть. Тому в обохчастинах конгруенци 
мктиться або 1, або — 1, тобто маемо р1вшсть

( - Т - )  “  < -



Властивкть 4 можна конкретизувати. Справдо просте число р >  2 е 
непарним числом. А будь-яке непарне число можна подати у вигляд! 
р =  Ат +  1 або р — Ат +  3.

Якщо р =  Ат +  1, то на основ! 4

/ , \ / \ ( 4т+1) -1

( ~ М т = Ь - ) - < - 1 )  ’  - 1'
Якщо р =  Ат +  3, то

. . .  , ( 4т+3) -1

( ^ Т - )  -  ' =  < -  »  ! “ - > •
Отже, справедливим е таке твердження: Число — 1 е квадратичним 

лишком за модулем р, якщо р можна подати у вигляд1 р =  Ат +  1, г 
квадратичним нелишком за модулем р, якщо р мае вигляд р =  Ат +  3.

Наприклад, число р =  17 мае вигляд 17 =  4 • 4 +  1, тому —  1 е 
квадратичним лишком за модулем 17. А число р =  23 мае вигляд 
23 =  5 • 4 +  3, тому — 1 е квадратичним нелишком за модулем 23.

5 | А 4 ^ 1 . ) . ( А ) . ( Я ) . . . ,  . ( д )

Справд!, за (22) маемо
л—1

=  2 (той  р),

/ \
( - у )  =  а2 2 (той  р),

(-у ')  =  а* 2 (той  р).

Перемножаючи вс! ш конгруенци, дктанемо

••• 2 ' а 2 ~ (П10й^ =

—  / \
=  (а, • о2 • . . .  ак) 2 (той  р) =  ( а' ' а*—р —  °к ) ,

що й треба було довести.

НаелIдок 1. =

Справд), на основ! 5 I 2 маемо * [~р') ~  (“р*) ’

Насл1док 2. ( ^ )  =  (-2 -)П.

Ию властивкть дктаемо з 5 при р1 вноси ах — а., =  ... =  ап.

НаелIдок 3. Я к щ о  число а не дьлиться на просте число р >  2 I  в ка
ноничному розклад1 на добуток простих множнимв мае вигляд

ГМ ,}кЯ\ • <72 • . . .  • <7к,
то

(23)

Останшц насл1док зводить питания обчислення символу Лежандра 

до обчислення символ1в Лежандра виду -у , де обидва числа \ р, 1 <7 
е простими числами, б1льшими за 2.

6- Ш - и ^ .
За модулем 8 вс1 непарш числа можна подати як числа виду 

8 * + 1 ,  86 + 3 ,  86 +  5, 86 +  7,
або

8 6  ±  1, 8к  ±  3 .

Осюльки при р =  8 к  ±  1 число р е парним, а при р =  8 к  ±  3
е непарним, то зв^дси випливае таке твердження: Число 2 е квадратич
ним лишком за простим модулем р, якщо р подано у  виглядь суми р =  
=  8к  ±  1, I квадратичним нелишком за модулем р, якщо р подано у 
виглядI р =  8к  ±  3 .

7. Закон взаемность квадратичних лишк1в:

Доведения властивостей 6 1 7 досить гром!здк1, тому Тх приводит 
не будемо. Зазначимо лише, що щ властивосп важлив1 1 широко засто- 
совуються при знаходженш числового значения символу Лежандра

( I ) -

П р и к л а д .  Знайти числове значения символу Лежандра. ( 5 ^ ) .  Осюльки
V 677  /

342 =  2 • З2 ■ 19, то

I 342  \ _  /  2 • З2 • 19 \ _  /  2 \ /  З2 \ (  19 ) _  / 2 \ /  19 \
' Ь77 I \ 6 77  /  V 677  ) '  \ 6 77  I ' \ 677  }  \ 677  ; ' I 677 ' '

Дал1
677*— 1

2Ш  = ( _ , ) ■  8 == ( ,)57291 __
677

Ш ^  ^  ®  - №  - (1) - (п^)- (1) =
3— 1 19— 1



Зендси робимо висновок, що 342 е квадратичним лишком за модулем 677, або, що те ж 
саме, конгруенщя х* =  342 (той  677) мае розв’язки.

18.6. Розв’язування квадратичних конгруенщй. КритерШ Ейлера
1 символ Лежандра дають можливкть встановити, чи е число а
квадратичним лишком за модулем р, тобто встановити, чи мае розв яз- 
ки квадратна конгруенщя

х2 =  а (той  р). -(25)
Розв’язують цю конгруенщю простими пробами, шдставляючи в (25) 
замкть х числа ЗСЛ за модулем р, або за допомогою спещальних таб- 
лиць.

При великих р метод розв’язування за допомогою проб внасл1док 
своеТ гром13Дкост1 стае явно непрактичним. Тыьки в окремих випадках 
можна знайти розв’язки конгруенци (25) в загальному виглядк Нехай, 
наприклад, а — квадратичний лишок за модулем р. Тод1 за критер1ем 
Ейлера маемо ‘

Р— 1

а 2 = 1  (той  р).
Якщо число р мае вигляд р =  4й +  3, то дктанемо

а2ь+\ == 1 (т о й р ).

Помноживши на а обидв1 частини конгруенци, матимемо дал1
а2к+2 =  а (той  р),

або
(а*-!-1)! — а (т о й р).

Очевидно, л; е= ±  ак+' (той  р) дае нам класи чисел /(<Д>+1 1 К ^к+у  як*
е розв’язками конгруенци (15). Отже, у даному випадку розв’яз
ки знайдеш в загальному виглядй

П р и к л а д .  Знайдемо розв’язки квадратно! конгруенци
х2 =  10 (той  41).

Насамперед, встановнмо, чи мае розв’язки ця конгруенщя. Знаходимо

5 - 1  4 1 -1

1 ' 1 (т )-(т)-ь
Отже, =  1 ' Т0МУ заДана конгруенщя мае розв’язки. Пщставляючи в конгруен-

цпо посл1довно числа ЗСЛ, дютанемо, що и задовольняють числа х =  ±  16, або, 
що те ж саме, х  =  16 1 х  =  25. Отже, розв’язками задано! конгруепцм е класи чисел 
Кт  : К(41) 
л 16 1 л 25 •

§  19. Ч И С Л А  I К Л А С И  Ч И С Е Л , 
ЯК1 Н А Л Е Ж А Т Ь  Д О  Д А Н О Г О  П О К А З Н И К А

19.1. Показники за модулем. Розглянемо множину щлих додатних 
степешв числа а:

а, а2, а\ а\ . . .  (1)
з точки зору Ух конгруентносп за деяким модулем т >  1, впажаючи, 
що (а, т) =  1. За теоремою Ейлера маемо:

аФ(т> =  1 (той  т),
1, отже,

аф(т)/г == | (т о й т)

при будь-якому щлому додатному к. Таким чином, серед степен1в (1) 
числа а знайдеться нескшченна ильккть чисел, конгруентних з 1 за 
модулем т.

Найменше натуральне число 6, для якого справедлива конгруенщя 
а6 =  1 (той  т), називаеться показником, до якого належить число а, 
за модулем т. 1накше число б позначають ще символом Рт (а). Число
6 <  ф (т), бо може бути 1 меншим за значения ср (т )  функци Ейлера. 
У випадку, коли б =  <р (т), число а називаеться первкним коренем 
за модулем т.

П р и к л а д и .  1 Знайти Рт (а), якщо а = 3 ,  т =  8. Для модуля т =  8 ЗСЛ =  
=  {1, 3, 5, 7 }, тому ф (8) -  4. Отже, З4 =  1 (т о й  8). Проте, як виявляеться, б — 
=  Р» (3) <  Ф (8). Справд!, анал1зуючи числа ПСЛ, бачимо, що вже

З2 =  1 (т о й  8).
Отже, Ре (3) =  2, тобто число 3 належить до показника 2 за модулем 8.

2. Знайти Рт (а), якщо а =  3, т — 10. Для т — 10 число ф (10) =  4. Отже,
З4 =  1 (т о й  10).

Анал1зуючи степеш чисел З1, З2, З3, бачимо, що вони не конгруентш 1 за модулем 10. 
Тому б =  Р10 (3) =  4, тобто число 3 належить показнику 4 за модулем 10. Отже, 
число 3 е передним коренем за модулем 10.

Зауважимо, що вимога (а, т) =  1 е ктотною. У випадку, коли чис
ла а 1 т не е взаемно простими, конгруенщя

ал =  1 (той  т)
не виконуеться ш при яких б (властивкть 14 п. 15.2).

Теорем а 1. Якщо ах == а2 (той  т ) ,  то числа аг I а2 належать до то
го самого показника за цим модулем.

Д о в е д е н и я .  Припустимо су противне, а саме: Рт (ах) =  бх, 
р т (а2) =  б2 1 б! Ф  62. Тод1

[ах =  аг (той  т) Д аЬ =  1 (той  т ) ]  [а®1 =  1 (той  т)\.

Тому показник б2, до якого належить число а2, або дор1внюе б!, або
може бути меншим за бх: б2 <  бх. Аналопчно

[ах =  аг (той  т) Д а|! =  1 (той  т)\ =?■ [а?2 == 1 (той  т)\,
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тому бх <  б2. 3 нер1вностей бх <  б2 1 б2 <  бх випливае единий вис- 
новок: бх =  б2, що й треба було довести.

Наел I док. У сё числа одного класу К Т] належать тому самому по- 
казнику б за модулем т.

Таким чином, говорить не про числа, а про класи чисел, якё нале
жать до даного показника за модулем т. У  приклад1 1 до показника 
6 =  2 належить клас Кз\ а в приклад1 2 до показника 6 =  4 належить 
клас Кз0) ■ При цьому клас К з0> е, очевидно, класом передних кореше 
за модулем т.

19.2. Властивосп показним'в за модулем.
1. Якщо (а, т) =  1 » б — показник, до якого належить число а за 

модулем т, то серед степешв
1 =  а0, а, а2, а3, ..., а6-1 (2)

немае чисел, конгруентних мёж собою за модулем т.
Д о в е д е н и я .  Припустимо супротивне. Нехай при деяких на

туральних к 1 I, причому 0 <  к <  / <  б, маемо
а1 =  ак (той  т ) .

Враховуючи, що (а, т) =  1, маемо дал1

а 1~ к =  1 (той от).
При цьому I —  к <  б, що неможливо, осюльки б е найменше з нату
ральних чисел, для яких справджуеться конгруенщя а6 == 1 (той  т ) .  
Властивкть доведено.

Насл1док. Якщо а — первкний корень за модулем т, тобто б =  
=  ф (от), то множина степенёв

1 =  а0, а, а2, а3, . . .  , а̂ т)~1 (3)

е ЗСЛ за модулем от.
Справд1, у щй множиш е ф (от) чисел. Ус1 вони взаемно просп з чис
лом от 1 вс1 вони неконгруентш М1Ж собою за модулем от. Тим самим 
вони належать до р1зних клас1в за модулем от 1 утворюють ЗСЛ за мо
дулем т. Якщо т =  р (просте число), то (3) перетворюеться в таку 
сукупнкть чисел:

1, а, а2, а3, . . .  , а ? -2,
яка являе собою зведену систему лишюв за модулем р.

2. Якщо б =  Рт (а), то
=  а к‘ (той от)] <=> [к х =  к 2 (той б)].

Д о в е д е н и я .  Необхёдшсть. За теоремою про Д1лення чисел з 
остачею маемо при Д1ленш на б к х =  б^х +  гг к 2 =  б 2̂ +  г2, причому
О <  гх <  б, 0 <  л2 <  6. Враховуючи, що

а6 =  1 (той от),
маемо

а к* 2= а6"■+''1 (той от) =  а'"* (той т), 
а к> =  а е“’ ‘ + г‘  (той от) =  а''* (той от).

Отже,
=  ак» (той от)] =̂ > [аг« =  аг* (той т)\.

Але при гх, г2 <  б це може бути лише у випадку гх =  г2. Таким чином, 
при д^ленш на б чисел кх 1 к3 дктаемо р1вш остачй Це означае, що кх == 
=  к2 (той  б). Необхщнкть доведено.

Достатшсть. Осюльки кх == кг (той  б), то кх =  к2 +  б/. Врахо
вуючи, що а6 ее= 1 (той  от), дктаемо ак> =  ак*+ы (той  т) ==
=  ак* (той  от)', що й треба було довести.

Насл1док 1. Якщэ число а належить до показника б за модулем т,
I ак == 1 (той  от), то к • б.

Справд1, на основ1 2
[ай == 1 (той  от) Д ак =  1 (той  т)\ =Ф> [а6 =  ак (той  т ) ]  =Ф-

[к =  б (той б)] =̂ > [к =  0 (той  б)],
тобто к : б.

Насл1док 2. Показник б, до якого належить число а за модулем т, 
е дёльником числа ф (от).

Справд1, [ач)(т> =  1 (тойот) Д абЕ= 1 (тойот)] =Ф> [аФ<"» =  ай(тойот)]=> 
=> [ф (т) =  б (той  б)] =̂ > [ф (т) =  0 (той  б)], тобто ф(от):б, що й треба 
було довести. Цей наслщок дае можливкть спростити знаходження по
казника б, до якого належить число а за модулем от.

П р и к л а д .  Знайти Ргп (7).
Осюльки ф (20) =  8, то для знаходження б треба доелцшти Т1льки степеш 

71, 7а, 74, 78, показники яких е диьниками числа 8 =  ф (20). Встановлюемо, що б =  
=  Рт (7) =  4.

19.3. Добуток показниюв. Як буде показано дал1, первкш кореш 
за модулем т кнуют* обов’язково при умов1, коли т =  р е простим 
числом; при цьому первкних корешв буде ф (р — 1) клаав. Доведемо 
спочатку таку теорему.

Теорем а 2. Якьир число ах належить до показника бх за модулем от, 
а число а2 — до показника б2 за модулем от I (бь  б2) =  1, то добуток чис- 
сел ах - с 2 належить до добутку показникёв бх • б2 за модулем от. 

Д о в е д е н и я .  Осюльки Рт (ах) — бх 1 Рт (а2) =  б2, то

а?1 =  1 (той т), а®2 =  1 (той т). (4)
Нехай тепер б =  Рт (аха2), тобто б е найменшим натуральним числом, 
при якому виконуеться конгруенщя

(а1а2)° == 1 (той  т). (5)
Треба довести, що б =  бх • б2. Цей результат ми дктанемо, якщо по
кажемо, що одночасно справедлив! два сшввщношення: б • б^з 1 
б1б8 : б. 3 (5) 1 (4) випливае справедливость таких конгруенц^й

[(010*)“' —  1 (той от) => [а?бг. а ^ ‘  =  1 (той от)] [а“’ =  1 (той от)]. (6)
Пор1внюючи останню конгруенщю з першою конгруенщею (4), дктае
мо, що бба • бх. Врахов^чочи, що (бх, б2) =  1, робимо дал1 висновок, що 
6 : 6,.



Розглядаючи аналопчно до (6) насл!док з конгруенци 

(а^г)66’ == 1 (той т),
дктанемо, що б • б2. Осмльки (б1( б2) =  1, робимо висновок, що число 
6 дьлиться на добуток 6Х • 62.

Розглянемо тепер очевидну конгруенщю
(<а1а2)6'6г =  1 (той т).

3 неТ 1 конгруенци (5) випливае
[(а1а2)б' (>2 =  1 (той т) Д (<ахо2)6 =  1 (той  т)) [6Д  =  б (той  б)],

тобто бхб2 : б.
3 двох сшввщюшень б : бхб2 1 бхб2 : б випливае б =  б,б2. Теоре

му доведено.
Твердження теореми можна поширити на добуток п чисел.
Наандох. Якщо числа аи а2.......  ап належать за модулем т вьдпо-

вьдно до показник1в 61( б2.......  6„, я/а попарно взаемно прость лйж со
бою, то

Рт (а 1 ' а 2 ' • • • * ап) =  Рщ (а1) * Рт (аг) * • • • * Рт (ап) ~  • • • ®п> ( )̂
тобто показник, до якого належить добуток чисел ах • а2 • ... * ап 
за модулем т, доркнюе добутку показникк, до яких належать числа 
аи а2, ..., ап за модулем т.

Д о в е д е н и я .  Доведения проведемо методом математичноТ ш- 
дукцп.

Припустимо, що твердження справедливе для п =  к <  2

Рщ (а1 ‘ а2 ' • ' ак) =  Рщ (а1) * Рт (аг) * • • ■ * Р т (а/г)»
1 доведемо його для п =  к +  1. За доведеною теоремою при умов1, що 
вс1 Рт {а() попарно взаемно прост1 М1ж собою, маемо

Рт (аха2 . . .  акак+\) =  Рт {(ага2 . . .  ак) ак+{) =
=  Рт (аха2 . . .  ак) • Рт (ак+0 =  Рт (ах) - Рт (а2) • . . .  * Рт (ак) • Рт (ак+\),

що й треба було довести.
19.4. кнування первкних корешв. В попередньому параграф! вже 

зазначалося, що конгруенци
а6 =  1 (той т)

можуть не мати розв’язк1в. Це мае М1сце, коли (а, т) =  й >  1. Якщо ж 
(а> щ) =  1, то 1снуе таке натуральне число б <  ф (т ), при якому ця 
конгруеншя справедлива. При цьому постають питания про числов1 
значения показника б для р1зних чисел а за модулем т. Чи може, зо
крема, бути випадок, коли для вс1х а, взаемно простих з т, показник 
б <  ф (т )?  1ншими словами, чи може бути випадок, коли за даним мо
дулем т не кнуе первкних корешв? Чи для вс1х т кнують перв1сн1 
корен1? С к1льки клас1в перв1сних корен1в 1снуе? Як !х знаходити?

Виявляеться, що коли т — складене число, то первкш корен1 мо
жуть 1 не кнувати за цим модулем. Наприклад, якщо т =  15 (15 не е

простим числом), то
ПСЛ — {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, И, 12, 13, 14}.

Очевидно, тут ф (т) =  ф (15) =  8, бо серед ПСЛ е 8 чисел, взаемно 
простих з т: 1, 2, 4, 7, 8, 11 , 13, 14. Числа 3, 5, 6, 9, 10, 12 не взаемно 
прост! з т 1 тому конгруенщю аб=  1 (той  т) задовольняти не можуть. 
Легко перев1рити, що

I1 =  1 (той 15), тобто б =  1

24 =  1 (той 15), тобто 6 =  4
42 == 1 (той 15), тобто 6 =  2
74е= 1 (той 15), тобто 6 =  4

84 =  1 (той 15), тобто 6 =  4 
1 12 е= 1 (той  15), тобто 6 =  2 

134 =  1 (той  15), тобто 6 =  4 
142=  1 (той  15), тобто <5 =  2.

Таким чином, число а =  1 належить показнику 6 =  1 за модулем 15, 
числа а — 4, 11, 14 належать показнику 6 =  2, а числа а — 2, 7, 8, 
13 — показнику б =  4 за модулем 15. Отже, вс1 показники 6 <  ф (т)
1 тому не кнуе первкних коренк за модулем 15.

Проте виявляеться, що коли т =  р е простим числом, то первкш 
корен1 за цим модулем завжди кнують. Доведемо це.

Теорем а 3. За будь-яким простим модулем р кнуе хоча б один пер- 
вкний коршь.

Д о в е д е н и я .  Для р =  2 теорема правильна. Справд1 ф (2) =  1
1 конгруенщю а?® =  1 (той  2), тобто а е= 1 (той  2) задовольняе чис
ло а =  1; отже, число а =  1, а отже, клас КТ  е класом первкних ко
решв за модулем 2 .

Нехай тепер р — непарне просте число ф (р) — р —  1. ЗСЛ за 
модулем р е множиною таких чисел:

1, 2, 3...............  1 .
Для кожного з них за теоремою Ейлера справедлива конгруенщя

аФ№) =  1 (той р),
або

ар-1 == ] (тос| ру (д)

Покажемо, що серед чисел ЗСЛ кнуе таке число а, що конгруенщя
а? з е  1 (той р) (Ю)

не може справджуватися при б <  р — 1, тобто що б =  р —  1 — це 
найменший натуральный показнык степеня, при якому справедлива 
конгруенщя (10). Саме ця умова 1 визначатиме те, що число а е первк- 
ним кореием за модулем р.

Нехай парне число р —  1 мае такий каношчний розклад:

Р — 1 =  <?*'• Цъ • . . .  * с\% . (11)
Розглянемо конгруенщю

Р— 1

х =  1 (той р), (12)



де I =  1 , 2, 5. Вона мае, очевидно, не б1льше шж р -  - розв’яз-
к1в, яю слщ шукати серед чисел множини

ЗСЛ =  {1, 2, 3, . . .  , р -  1} .

Осюльки р ~ 1 <  р — 1, то серед чисел ЗСЛ знайдеться хоча б одне 
число а,., яке не е розв’язком конгруенци (12), тобто

Р— 1

а/ 1 ^ 1 (ш ос1 р ). (13)
Побудуемо тепер число

Р—1

Л
=  а/ ' (14)

1 покажемо, що воно належить показнику Справд1, перш за все

*»
Ь? =  а{~' =  1 (той  р).

Якщо позначити через б показник, до якого належить число то
• 6 . Осюльки ^ — просте число, то, очевидно, б =  де <  кг

Легко впевнитися, що /, =  кг  Справд!, якщо 1{ <  к1г то конгруенщя 
Ь* =  1 (той  р) матиме вигляд

/ Р- 1 х р~ ‘ ■
Ч1С I Чк‘ ) ч‘‘ Чк/ ‘‘

=  =>\а, /  =  а, =  1 (той  р),
1, тдносячи обидв1 частини ще1 конгруенци до степеня д к 
танемо

Р— 1

щ " 1 =  1 (той  р),
що суперечить (13). Отже, випадок 1С < . к1 неможливий 1 =  к0  а
б =  цкс

Рр(Ь, )~ч$.  О 5)
Побудуемо тепер число а =  Ьх • Ь2 *... * Ьа, де вс! Ь1 визначаються 
ревностями (14). Осюльки за (15)

Рр Фд  =  ф \  Рр Фг) =  <?2*. • • • , Рр Ф>) =  А
1 в а  числа (]к', <%, ..., <7*5 попарно взаемно просп, то на основ1 теоре
ми 2 (п. 19.3) та р1вностей (15) 1 (11) дктанемо

Рр( а ) = Р рф1 -Ьг * ■Ь,) =  РРФ1) - Р 0Ф2) -  • • •  - Р РФ;) =

=  (?!’ • <72! • . . .  • <?** =  Р — 1.

Таким чином, число а належить показнику р — 1 за модулем р 1 тому 
е первкним коренем за модулем р. Теорему доведено.

19.5. Число клаав первкних коренIв.
Теорем а 4. Якицо кнуе хоч одне число, яке належить до показника 

б за модулем р, то всього класк таких чисел е <р (б).
Д о в е д е н и я .  Нехай Рр (а) — б. Тим самим передбачаеться, 

що (а, р) =  1 1 справедливою е конгруенщя
а6 =  1 (той  р).

Числа
1 =  а0, а, а2, , аа~ 1 (16)

е представниками б клаав, неконгруентних М1ж собою чисел за моду
лем р. Ва вони, очевидно, е розв’язками конгруенци

х6 =  1 (шойр). /  (17)

Осюльки остання не може мати б1лын як б розв’язюв, то множина (16) 
е множиною вах  розв’язюв конгруенци (17).

Встановимо тепер юльюсть розв’язюв з множини (16), яю належать 
показнику б. Припустимо, що деяке число ак з множини (16) належить 
показнику р. Тод1 р буде найменшим числом, при якому е справедли
вою конгруенщя

(ак)̂  == 1 (той  р). (18)
1ншими словами,

а/Ф =  1 (яюй р).
Осюльки Р (а) =  б, то к$ : б. При цьому можуть бути два випадки:

а) Нехай (к, б) =  1, тод! Р : б. 3 другого боку, поряд з конгруен- 
щею (18) справедливою е конгруенщя

(а*)б=  1 (той  р).
Враховуючи, що р — найменше натуральне число, при якому спра
ведлива конгруенщя (18), дктаемо, що б • р. Осюльки числа б 1 р дь 
ляться одне на одне, то р =  б, тобто ак належить до показника б.

б) Нехай (к, б) =  й >■ 1. Покажемо тепер, що в цьому випадку чис
ло ак не належить до показника б. Якщо к — кг(1 , б =  бхй, то ак нале
жить до показника 61 < ; б, бо

_б̂

(ак)й' — (ак'а) а =  ак'6 =  1 (той р).

Г им самим ми встановили, що числа множини (16), як1 належать до по
казника б, мають вигляд ак, де (к, б) =  1 1 к ^  б — 1. Але таких к, як 
вЦомо, 1снуе <р (б). Тим самим кнуе ср (б) клаав чисел за модулем р, 
яю належать до показника б. Теорему доведено.

Касл1док 1. Передних коренк за модулем р кнуе ср (р — 1). За тео
ремою 3 перв!сн1 кореш кнують для будь-якого простого модуля р, 
тобто кнуе таке хоч одне натуральне число а, яке належить показни
ку б =  <р (р) =  р — 1.



За теоремою 4, вах клаав таких чисел, тобто клаав первкних ко
решв, е ф (б) =  ф (р — 1).

Насл1док 2. Якщо а —  передний коршь за модулем р, то шиа пер
вкш  кореш ш д  шукати серед степешв а2, а3, ..., а? - 1 —  вони ма
ють вигляд а\ де (к ,  р —  1) =  1 I к  <  р —  1. Це твердження безпо- 
середньо випливае з самого ходу доведения теореми 4, де воно сфор- 
мульоване для будь-якого показника б.

Зручного способу для знаходження первкних корешв практично 
не кнуе. 1х знаходять за допомогою звичайних проб. Щоб дещо по- 
легшити процес обчислень, можна використати таку теорему.

Теорем а 5. Я«що р —  1 =<?*•• ф  • • <7*5 — каношчний роз
клад числа р —  I, то для того щоб число а було передним коренем за 
модулем р, достатньо, щоб виконувались умови:

Р— 1

а я‘ ф  1 (т о й  р)

для всех I =  1, 2, ..., 5. _ , . ,
Д о в е д е н и я .  Якщо й —  якийсь Д1льник числа р 1 1 а <1 

< ; р — 1, то на число с1 Д1литься хоч одне з чисел

Р - ' Р — 1 Р ~  1 р ~  (19)
<7, ’  <72 ..............  Яг ' '  ' ■ ’  <7,

Нехай, наприклад, число р 1 д1литься на А, тобто

Яг

Легко зрозум1ти, що число а не може належати показнику й, бо тод1 
з конгруенци

а1‘ =  1 (то й  р)

вщразу випливало б
Р— 1

(аа)‘ =  а "г = 1  (той  р), що
за умовою теореми неможливо. Отже, а не може належати жодному 
числу с1 — д1льнику числа р — 1. Таким чином, а — первкний коршь 
за модулем р.

П р и к л а д . Знайти первкш  кореш за модулем р =  13. За доведениям пер
вкних корешв е ф (р —  1) =  Ф (12) =  4. Шукати IX сл!д серед чисел ЗСЛ за моду
лем 13:

ЗСЛ =  {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.

Обчислення показують, що
21 =  2 (т о й  13), 22 ЕИ= 4 (т о й  13), 23 =  8 (т о й  13), 24 =  3 (т о й  13),
25 =  6 (т о й  13) 2е =  —  1 (т о й  13), 27 =  —  2 (т о й  13), 28 =  —  4 (т о й  13),
2» =  _ 8  (т о й  13), 210 =  — 3 (т о й  13), 211 =  —  6 (т о й  13), 212 =  1 (т о й  13).

Отже 2 належить показнику 12 =  ф (13), тобто 2 е первкним коренем за модулем 13. 
Проте для встановлення цього факту краще скористатися попередньою теоремою Ь. 
Число р — 1 — 12 в каношчному розклад1 мае вигляд р —  I — 2  - 3 .  Пооудуемо

Р —  1 12 с  р  —  1 12
2 ~2 ~ ~  =  —  =  4-

Дослщжуючи конгруентнкть степешв 2е 1 24 за модулем 13, бачимо, що 
2° =  64 =  —  1 (той  13), 24 =  16 =  3 (т о й  13).

Отже, в обох внпадках

2е ф  1 (т о й  13) 1 24 Ф  1 (т о й  13),
I тому за теоремою 5 число 2 е первкним коренем за модулем 13.

За наапдком 2 з теореми 4, шш1 первкш  кореш е числами виду 2*. де (к , р —
—  1) — (6, 12) =  1 1 0 <  А <  12. Ц 1 умови задовольняють таш значения: к =  5, 7 II 
Отже, шшими первкними коренями за модулем 13 е числа 26 , 27 , 2П . Враховуючи, що

2“ =  6 (той  13), 27 =  11 (т о й  13), 211 =  7 (т о й  13), 
встановлюемо, що первкними коренями за модулем 13 е числа 2, 6, 7, 11.

19.6. 1ндекси за простим модулем. ЗСЛ за модулем р можна пода
ти сукупшстю чисел — найменших невщ’емних лишюв

1, 2, 3, 4, . . .  , р — 1. (20)
Разом з тим, ЗСЛ може бути поданою й шакше — за допомогою степе- 
ш’в якогось первкного кореня за модулем р. Якщо д е первкний ко
ршь за модулем р (нагадуемо, що р 1 ц взаемно прост1), то степеш

<7. <72. О3...........др- 1 (21)

е також сукупшстю р — 1 чисел, неконгруентних м1ж собою за моду
лем р (властивкть 1, п. 19.2). Тому ш числа е також представниками р13- 
них клаав лишюв за модулем р 1 утворюють ЗСЛ за модулем р. Кож
не число сукупност! (20) конгруентне деякому числу сукупносп (21). 
Зв1дси кожний клас лишюв ЗСЛ за модулем р можна подати якимсь 
числом виду ср. Тим самим кожному класу лишюв К Т  ЗСЛ можна 
поставити у в1дпов1днкть показник степеня 7 числа сру який 1 нази
ваеться шдексом класу /С(ар) при основ1 17.

Означення. Ыдексом числа а за модулем р (або класу К}^) при осно
ве називаеться таке цые невьд’емне число у, що

=  а (той  р).
Позначають шдекс у =  \п&ч а за модулем р.

Зауважимо, що для класу /СоР> чисел, кратних модулю р, поняття
1 ндсксу не вводить, бо при умов1 (р , (/) =  1 конгруеншя виду кр =  
=а (той  р) неможлива.

П р и к л а д .  Нехай р =  7. Можна встаиовити, що первкними коренями за мо
дулем 7 е числа 3 1 5. ЕИзьмемо за <7 менший первкний коршь 3. Очевидно З1 =
— ?  (/т 0 (1 1Ь 31 — 2 <тос1 7)- З3 =  6 (т о й  7), З4 =  4 (т о й  7), З5 =  5 (т о й  7), 3е =  
=  1 (т о й  7). У правих частинах конгруенцш стоять числа ЗСЛ виду (20). Перепи- 
шемо щ конгруенцП шакше: 1 =  З6 (т о й  7), 2 =  З2 (т о й  7), 3 =  З1 (т о й  7), 4 =  
=  З4 (т о й  7), б =  З1 (т о й  7), 6 =  З3 (т о й  7). Кожному з чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6 або, що 
те саме, кожному з клаав лишшв за модулем 7

к (Д  кЧ\ 4 7), к%\ к (р ,



поставимо у вадповдапсть шдекс у  —  показник степеня первкного кореня 3. Цю 
шдповццпсть можна подати у вигляд! такоТ таблиц!:

Число 1 2 3 4 5 6 1
1ндекс 6 2 I 4 5 3 1

(22)

Таким чином, поняття ш декав у теорп конгруенщй аналопчне поняттю лога- 
рифм1в чисел. Ми дал1 побачимо, що й роль !х  аналопчна: операцп з числами в кон- 
груенщях можна замшити певними операщями над шдексами. На практищ користу- 
ються таблицями ш декав, аналопчними побудованШ. Для зручност1 користування 
будують 1 другу таблицю, де упорядкована в порядку зростання множина 1ндекс1в.

(22 ')1ндекс 1 2 3 4 5 6

Число 3 2 6 4 5 1

О С Н О В Н 1 В Л а С Т И В О С Т 1  1 н д е К С 1 в. _
1. Числа у'^>0 е шдексами числа а за модулем р при основе д тодь I 

тёльки тодё, коли
у ' ^ у  (той  р — 1), де \ — тй „ а за модулем р.

Д о в е д е н и я .  Необхёднёсть.
Нехай у  =  шй, а I у ’ — 111(1̂  а за модулем р. Тод1

ду =  а (той  р), с(*' =  а (тос! р),

ЗВ1ДКИ
ду == ср’ (той  р). (23)

За властивштю 2 п. 19.2, де т =  р, а б — показник, до якого належить 
первюний коршь д, тобто б =  р — 1 ,3  конгруенци (23) маемо

у ’ == у (той р  — 1). (24)
Достатнёсть. Якщо виконуеться конгруенщя (24), то за власти- 

в1стю 2 п. 19.2 дктанемо конгруенщю (23), де у  =  т й ,  а за модулем 
р, тобто

<7? =  а (той р).
Але тод1 й у' е також шдексом числа а за модулем р при основ! д, тобто

дУ =  а (той р).

2. Для того щоб
а ^ Ь  (тойр), 

необхёдно ё досить, щоб виконувалася конгруенщя 
тй„а =  т й ЯЬ (той р — 1).

Д о в е д е н н  я. Необхёднёсть. Нехай
а =  Ь (тос! р), у — т й , а, у' =  т й , Ь.

ТОД1

а =  ду (той р), Ь =  д* (той р),

ду == (т о й  р ).

3 останньо! конгруенци випливае
у =  у' (т о й р — 1).

Достатнёсть. Якщо у =  у' (той р — 1) 1 у =  т й  а, у’ =  т й  Ь то 
^  =  дУ (той р), а =  дч (тойр), Ь =  цУ (тос] р) | тому’ а =  Ь (той р), 
що й треба було довести.

Доведеними властивостями можна встановити, що кожному класу 
лишюв К̂ а \ де а входить до ЗСЛ за модулем р, взаемно однозначно 
в1дпов1'дае клас лишюв /Су ]), де V входить до ПСЛ за модулем р — 1.

У  зв язку з цим повнше таблицю (22) можна записати так:

Класи за модулем 7 *<7) к<7) л<7> к 17) 4 7>

Класи ш декав (класи 
за модулем 6) /С<6) *<6> к\6) К {56) 4 6)

3. шй# 1 «= 0 (т ой  р — 1).
4. т й ,  д =  1 (той  р —  1).
06ИДВ1 ВЛЭСТИВОСТ1 очевидш, бо

1 =  <7° (той р — 1), <7 =  ^  ( т о й р — 1).
5. 1ндекс добутку чисел за модулем р при основе д конгруентний за

модулем р — 1 суме ёндексёв окремих множникёв при основе д, тобто
т й , ( а ^  ••• Д„) =  т й , ах +  т й , а2 +  ••• т й , ап ( т о й р — 1).
Д о в е д е н и я .  Якщо

т й , ах =  7!, т й , а2 =  у2, . . . , т й , ап =  уп,
то

а 1 — (той р), а2 =  дъ  (той  р), . . . ,  а„ =  с(/п (той р).

Перемножаючи почленно щ конгруенци за властивктю 6 п. 15Л, дал! 
дктаемо

ахаг . . .  ап =  ••• + '>’« (той  р). (26)

Якщо позначити тепер у =  тй , (аха2 ... ап), тобто
аха2 . . .  ап =  д? (той р), (27)

то з конгруенщй (26) 1 (27) за властивктю 2 п. 19.2 маемо

V =  Тх +  Та +  " •  +  Тп(т о й р — 1),
тобто

т й , (аха% . . .  ап) е= т й , аг +  т й . а2 +  »*. +  т й , ап (той р — 1), 
що й треба було довести.



6 . т6 дап =  п'тдиа (той р — 1).

7. Якщо а : Ь, то т й 9 =  1пс!̂  а — 'пс!̂  Ь (той р 1).

Осганш властивосп в наслщком властивоеп 5.
Зауважимо, що перехщ вщ конгруенци М1ж числами до конгруен- 

цп 1х шдекав називаеться шдексащею, а зворотний перехщ потен- 
фованням.

19.7. Розв’язування двочленних конгруенцш п-го степеня за до
помогою шдекав. 3  двочленними конгруенщями п-то степеня за 
простим модулем ми вже зустр1чалися в п. 18.3. В загальному вигляд1 
двочленю конгруенци можна записати так:

ахп =  Ь (той р), (28)
де (а, р) — 1 1 п —  натуральне число.

Якщо провести шдексацш щеТ конгруенци при однаковш основ1, 
то дктанемо конгруенщю шй (ахп) =  шй Ь (той  р 1), або, що те ж
саме, ,00,

т й  а +  п т й  х =  т й  Ь (той р — 1). )
КонгруенщТ (28) 1 (29) екв1валентш. Якщо позначити 

т й  Ь —  т й а = с ,  тйл: =  г/, 
то конгруенщя (29) мае вигляд

пу =  с (той р — 1). (30)
Тим самим вщ конгруенци п-го степеня (28) за допомогою шдексаци 
ми прийшли до конгруенци (29) першого степеня. Розв’язавши и 1 
взявши величину у  =  т й  х, знайдемо х  за вщповщними таблицями.

П р и к л а д .  Розв’язати конгруенщю Зг* =  4 (т о й  7).
Проводячи 1ндексац1ю при деякш основ1 (як правило, це найменший первюний ко
ршь за модулем р), д 1станемо

т й  3 +  3 т й  х  Е; шй 4 (т о й  6).

За таблицею (22) маемо т й  3 = 1 ,  шй 4 = 4 1  тому маемо

1 +  3 т й  х  == 4 (т о й  6), 3 т й  х =  3 (т о й  6).

Розв’ язками щ е! л1н1йно! конгруенци е числа 1пй х =  1, 3, 5 з ПСЛ за модулем 6. 
3  таблищ (22')  дштаемо вд аовЦ ш  три значения неведомого х:

х  =  3, 6, 5 (т о й  7).

* Отже, задана конгруенщя мае три розв’ язки. .
За допомогою ш декав дуже легко знайти показники за модулем. <_правд1, нехай 
треба знайти Р7 (6). Маемо конгруенцш

6* =  1 (т о й  7).

Виконавши шдексащю, дктанемо конгруенцш  1-го степеня
х  т й  6 =  т й 1 (т о й  6).

За таблицею (22) дал! маемо х • 3 =  0 (т о й  6), або, скоротавши на 3 обидв! частини 
1 модуль конгруенци, маемо х  =  0 (т о й  2). Вибираючн найменше натуральне число
з класу /С<2>, знаходнмо, що х  =  2, тобто Р 7 (6) =  2.

 ̂ 20.1. Застосування конгруенцш до встановлення ознак подйльнос-
Т 1. Як в щ ом о , в ю л ь щ  2  щ л и х  чи сел  ви зн ач еш  оп е р а ц п  д ода ва н н я , 
вщ ш м ан н я  1 м н ож ен н я , а Д1я Д1лення не завж ди  м ож л и в а . Тому вини- 
кае  п отреба  ви зн ачи ти , при я к и х  у м о в а х  ц ш  чи сла Д1ляться од н о  на 
одде^

Г 1Под1льн1сть чисел — це певне в 1 д н о ш е н н я  М1ж числами, 
яке в 2 + мае таю властивоеп: рефлексившсть (а \ а), транзитившсть 
([а\Ъ [\ Ъ : с] => [а : с]) 1 антисиметричшсть ([а : Ь Д Ь • а => а — &]). 
Будь-яке вщношення, яке мае властивоеп рефлексивност1, транзи- 
тивносп 1 антисиметричноеп, називаеться вьдношенням не строгого 
порядку. Отже, подиыпсть чисел в 2 +  е вщношенням не строгого 
порядку} Аналопчним вщношенням частинноТ упорядкованосп е, 
наприклад, вщношення « > »  в юльщ 2 . Воно рефлексивне (а >  а), 
транзитивне [а ;>  Ъ Д Ь с] => [а Ь], антисиметричне (якщо 
а >  Ь 1 й >  а, то Ь >  а).

М1ж вщношеннями под1льноеп 1 в юльщ 2  можна встановити 1 
таку аналопю. Вщношення а : Ь означае, що кнуе таке число с, при 
якому виконуеться р^вшсть а =  Ьс. Вщношення а >  Ь, або а — Ь 5» 0, 
означае, що кнуе таке число с >  0, при якому а =  Ь +  с. Р1вноеп 
а =  Ьс 1 а =  Ь +  с, як бачимо, аналопчю.

Факт п од 1л ь н о с п  д в о х  чисел м ож н а , зви ча й н о, в ста н ови ти  за  д о п о 
м о го ю  а л гор и тм у  Д1лення чи сел  з о ста ч ею . Проте для вел и к и х  чисел 
це завдан н я д о си т ь  скл ад н е . Тому б а ж а н о  знайти  з р у ч ш  озн аки , за яки- 
ми м ож н а б у л о  б  суд и ти  п р о  п о д 1л ы п с т ь  чи сел , не ви к он у ю ч и  са м о го  
Д1лен н я. В щ л о м у  с у т ь  озн а к  п од 1л ь н о с п  зв од и ться  д о  т о г о , щ о р оз- 
гляд  п од 1л ь н о ст 1 д е я к о го  н а ту р а л ь н о го  чи сла а на н ату р а л ьн е  чи сл о т 
за м ш ю еться  р озгл я д ом  п од 1л ь н о е п  на ч и сл о  т ш ш о г о , м ен ш ого  за  а 
н а т у р а л ь н о го  чи сла Ь, я к е  м ож н а зн ай ти  за  д ея к и м  п рави л ом , щ о виз- 
начаеться  ч и сл о в о ю  ф у н к щ е ю  /  (а), т о б т о  Ь — /  (а). При ц ьом у  числа 
а * Ь =  /  (а) е, я к  к а ж у т ь , р1внопод1Льними на ч и сл о  т, т о б т о  т а ю , я ю  
од н о ч а сн о  д 1л я ться  або од н оч а сн о  н е Д1л я ться  на ч и сл о  т. Часто вима- 
гаю ть , щ о б  вон и  бу л и  к он гр уен тн и м и  за м одул ем  т.

/Одним 13 способ1в знаходження ознак под1льност1, основаних на 
конгруентносп чисел, е так званий споаб Паскаля г. Нехай деяке на
туральне число а при основ1 числення мае вигляд

а =  РпЕп +  Рп-\ёп~ 1 +  ••• + р 1 §  +  р0, (1)

де коефшенти рк е натуральн1 числа, яю  задовольняють нер1вност1
0 <  Рк <  ё- Позначимо через гк остачу вщ Д1лення числа § к на т, тоб
то §к =  гк (той  т), 1 побудуемо число Ъ =  /  (а) за таким правилом:

Ь =  /  (а ) —  РпГп +  Рп~\Гп—1 + ------+  Р\Г 1 -Г  ро- ( 2 )

На основ1 властивост1 9 п. 15.1 а =  Ь (той  т ) .  Оск1лькк Ь < ; а, то дю- 
таемо таку ознаку Паскаля под1льноеп чисел:

1 Б л е з  П а с к а л ь  (1623— 1662) —  французький математик 1 ф!зик.



Якщо число Ь =  рпгп +  рп-\Гп-\ +  ... +  Р Л  +  р0 делиться
на число т, то делиться на нього ё число а =  рп§ п +  рп-\ёп~ 1 +  • ••
••• +  Рлё +  Ро- . .

Якщо ж Ь на число т не делиться, то не делиться на т е число а ^  
[За допомогою ще1 загально1 ознаки можна встановити зручш кон- 

кретш ознаки под1льност1 чисел, записаних у звичайнш для нас десят- 
ковш систем! числення. У цш систем! §  =  10 1 число а мае вигляд:

а =  рп • 10" +  рп—1 • Ю" 1 +  * • • +  р\ • Ю +  Ро- (3)

Коротко це можна записати так: а =  рпрп-\ ••• РгРо-
(а) Ознака подёльностё на 2 ё на 5.
Осюльки 10й : 2 х 10*: 5, то вс1 остач1 гк вщ Д1лення 10* на числа

2 1 5 дор!внюють нулю. Тому за формулою (2) число Ъ =  /  (а) =  р0. 
Отже, маемо таку ознаку:

Число а делиться на 2 ё на 5 тодё ё тёльки тодё, коли на них делиться 
цифра одиниць числа а.

П р и к л а д  1. Число а =  8574 : 2, бо 4 : 2. Число 8127 не дьлиться на 5, бо 7 
не делиться на 5.

б) Ознака подёльностё на 3 ё на 9.
Осюльки вс1 остач! гк вщ Д1лення 10* на число 3 або 9 дор1внюють

1 , то за (2)
Ь — /  (а) =  рп +  Рп—1 +  • • • +  р1 +  Ро*

Отже, маемо таку ознаку:
Число а делиться на 3 (або на 9) тодё ё тёльки тодё, коли сума цифр, 

якё його зображують, делиться на 3 (або вЦповщно на 9).

П р и к л а д  2. Число а =  5742 ■ 3, бо сума цифр Ь— 5 + 7 + 4 + 2 =  18 ; 3.

в) Ознака подёльностё на 11.
За модулем 11 маемо

10й =  1 (той 11), Ю2*-1  =  — 1 (той 11).

Тому гг* =  1, г2к-\ =  — 1,1, отже, за р1вшстю (2)
Ь =  Ро — рг +  Рг — Рз +  Р* — Ръ +  * * * =  (Ро +  Рг +  Р* +  • * •) —

— (Рг +  Рз +  Ръ +  ***)•
Враховуючи, що цифри рг* з парними шдексами в числ1 а стоять на 
непарних мкцях, можна сформулювати таку ознаку:

Число а дёлиться на 11 тодё ё тёльки тодё, коли рёзниця мёж сумою 
цифр, якё стоять на непарних мёсцях, г сумою цифр, якё стоять на 
парних мёсцях, дёлиться «а  11 .

П р и к л а д  3. Число а =  53746 • 11, бо число
6 =  (6 + 7 +  5) —  (4 +  3) =  18 —  7 =  11

дшиться на 11.

У  систем! числення з основою §  =  102 можна знайти зручш ознаки 
под1льносп на числа 4 , 25, 50. Число а в цш систем1 можна записати 
так:

а — с$ • 100 -(- с$—1 * 100 -I- ■ • • +  сх * 100 +  св.

Пор1внюючи це з (3), бачимо, що с0 =  рх • 10 +  р0 =  рхр0, тобто едво- 
цифровим числом, яке зображуеться двома останшми цифрами числа 
а в десятковш систем1 числення.

Враховуючи, що а == с0 (т о й  100) 1 числа 100* д ея ться  на числа
4, 25, 50, дктаемо таю ознаки под1льностп

Число а =  р„рп-\ ••• Р1Р0 дёлиться на 4 (або на 25 чи 50), якщо на
4 (або в1дпов1дно на 25 чи 50) дёлиться двоцифрове число с0 =  рхр0, 
утворене двома останшми цифрами числа а, записаного в десятковёй 
системе числення.

Ознаки под1льност1 е цшними, якщо вони прост1, зручш для кори- 
стування. Проте б1лышсть ознак, я ю  можна вивести з ознаки Паска
ля, е складними. 1снуе ряд зручних ознак под1Льност1, я ю  не випли- 
вають з загально1 ознаки Паскаля, а знайдеш шшнми способами. На
приклад, одну з ознак под1льност1 на 7 можна сформулювати так:

Число а — 10%  +  а0 дёлиться на 7 тодё ё тёльки тодё, коли дёлить
ся на 7 число Ь =  ах —  2а0.

Зазначимо, що на вщмшу В1д ус1х попередшх ознак числа а 1 Ь тут 
р1внопод1льн1 на 7 , а не конгруентш М1ж собою за модулем т — 7 .

П р и к л а д и .  4. а =  285 =  28 • 1 0 + 5 ,  Ь =  28 —  2 • 5 =  18.
Осюльки Ь не д л и т ь с я  на 7, то  не д !литься  на 7 1 число 285. Зазначимо, щ о при 

Д1ленн1 на 7 числа 285 Д1стаемо остачу  5, а при Д1ленн1 на 7 числа 18 остача дор1внюе
4 1 том у 285 Ф  18 (т о й  7).

5. Встановити, чи Д1литься  на 7 число а =  63 364.
Приклад можна розв’язати так. Перш за все а =  63 000 +  364 1 тому 63 364 =  

=  364 ( т о й  7). А 364 =  36 • 1 0 + 4 .  Тому Ь =  36 —  2 • 4 =  28. Осюльки 28 ■ 7, 
то й число 63 364 • 7.

^  Ц 20.2. Перетворення звичайного дробу в систематичний 1 визначен- 
ня довжини перюду систематичного дробу. Розглянемо питания про 
перетворення звичайного дробу в десятковий. Як вщомо з арифметики 
звичайн1 дроби перетворюються або в ск1нченн1, або в несюнченш пе-
р1одичн1 десятков! дроби. При цьому звичайний др1б Л- перетворю- 
еться в сюнченний десятковий др1б ТОД1 1 Т1ЛЬКИ ТОД1, коли КаНОН1ЧНИЙ 
розклад знаменника мае вигляд 2“ 5Р, тобто не мктить ш яких простих 
множник1в, кр1м 2 1 5 . Для спрощення вважатимемо -у  нескоротним 
правильним дробом. (Якщо вш неправильний, то можна спочатку ви- 
д1лити Ц1л у  частину). Звичайш нескоротн! правильн 1 дроби виду р

перетворюються в сюнченш десятков! дроби з числом десяткових зна- 
к1в, яке дор1внюе найб1льшому з чисел а  або р. Справд1, якщо а =  р,

Т°  2а “ 5  ̂ =  ~2* а 5а =  1о^~ ~~ ск1нченний Десятковий др1б. Якщо а <



а. а • Ф а с • 2  ̂ “  • о »
< 6 ,  т о  — =  а „ - = --------- й-----------с к ! н ч р н н и и  десятковии дрю.2а . 5р 2Р • 50 1()Р

а а ■ 5“ —Р а ■ 5а_11Якщо а >  6, то — — гг- =  —-— —  = ------------------------------------------------------------ скшченнии десятко-
м 2“  • 5р 2 • 5 10“

ВИЙ Др1'б.
Легко зрозумии, що нескоротний др1б виду -— ——р ,  де с всдмсн-

не вед 2  ё 5 , в скёнченний десятковий дрёб не перетворюеться. 
Справд1, припускаючи супротивне, маемо

а й

с ■ 2“  • 50 ~  10т

звщки а • 10т  =  Л • с ■ 2“ 5Р, де с — Д1льник числа а • 10т , що не
можливо, б о с  В1дм1нне вщ 2 15 за умовою 1 (а, с) =  1. Ця супереч- 
шеть доводить справедливють твердження.

Теорем а 1. Якщо канонёчний розклад знаменника Ъ нескоротного
дробу не мёстить у  собё множникёв 2 ё 5, то цей дрёб перетворюеться
у чистий перёодичний десятковий дрёб; при цьому число цифр у перёодё 
дорёвнюе показнику 8, до якого належить число 10, за модулем Ь.

Д о в е д е н и я .  Для спрощення др1б —  вважатимемо правиль
ним. Процес Д1лення числа а на число Ь при умов1 а <  Ь можна схема
тично зобразити так:

а • 10 Ь
Ь Ях 0, ЯхЯг • • *7ш?т_н • •

гх - 10
Ь__ %

Гг

Г т -1 ■ Ю
* ________От

_ Гт- Ю
Ь Я*пЛ-1

Г т +1

Цю схему в свою чергу можна подати у вигляд1 системи р1вностей:
10а =  Ь с +  ги
10гх =  ЬЯъ+Гг,

10гт _, =  Ьцт +  гт, (5)
10г =  Ъс]т-\-\ Гт-\-1»

де /*х, ...» ... остач1, а Я\* с/2, ..., От* Ят-\-1» ••• част
ки пром1жних обчислень. Будь-яка остача г., очевидно, задовольняе 
нер1внють

0 < г (- <  Ъ, (6)
а будь-яю числа <7, задовольняють нер1вшсть 0 <  ^  <  10, тобто е циф
рами, з яких складаеться частка ОГ'ВДг ... ЯтЯт+\ ••• в схем1 (4). 

Проанал1зуемо властивосп чисел г, 1 докладшше. Насамперед
нагадаемо, що др1б е нескоротним 1 правильним. Це означае, що
(а, Ъ) =  1 1 а <  Ь. Таким чином, число а е один з найменших додатних 
лишюв ЗСЛ за модулем Ъ.

Покажемо тепер, що й ус1 г1 також е найменшими додатними лиш
ками ЗСЛ за модулем Ъ. Справд1

[(а, Ь) =  I Д (10, Ь) — 1)] => [(Юа, Ь) =  1]. (7)

Осюльки числа 10а 1 Ь взаемно просп, то з першоТ р1вносп (5) випли
вае, що (г1г Ь) — 1. Справд! з умови (гх, Ъ) =  й >  1 випливало б, що 
вся права частина, а отже, 1 Л1ва частина делилась би на й. Тому чис
ла 10а 1 Ь не були б взаемно простими, що суперечить (7). 3 умов 0 <  
<С гх <  Ь 1 (гЛ, Ъ) — 1 випливае, що остача гх е одним з найменших до
датних лишюв ЗСЛ за модулем Ь. Аналопчно можна показати, що й 
числа г2, г3, ..., гт, гш+1, ... е найменшими додатними лишками ЗСЛ за 
модулем Ь. Але ЗСЛ за модулем Ь може мати не б1льшеф(Ь) найменших 
додатних лишюв. Тому в систем! р1вностей (5) настане момент, коли 
одна з остач дор1внюватиме а. Нехай гт =  а. Тод1 т +  1 р1вн1сть (5) 
зб1житься з першою р1вшстю щеТ системи. I тому Яг — Ят+ь гх =  гт+\. 
Дал1, т +  2-а р1вн1сть зб1житься з другою р1вн1стю (5) 1 тому Яг — 
=  Ят+2, Г2 — гт+2. Таким ЧИНОМ, ОСТЭЧ1 Г[ 1 частки Я1 пром1жних об
числень повторюватимуться. Тим самим частка в схем1 (4) буде чистим 
перюдичним десятковим дробом виду

0, (ЯхЯг ••• Ят)- (8)

Для доведения теореми залишаеться показати, що перше повторения 
настане теля б кроюв пром1жних обчислень, де б — показник, до яко
го належить 10 за модулем Ь. Справд1, якщо б — найменший показник, 
при якому здшснюеться конгруенщя

10б= 1  (той Ь), 

то при г <  Ь 1 (г, Ь) =  1 р1вносильною Тй е 1 конгруенщя

10б • г =  г (той  Ь).

Остання конгруенщя якраз 1 показуе, що, приписавши до г б нул1в, 
що в1дпов1дае визначенню б послщовних цифр частки, д!станемо при 
Д1ленн1 106 • г  на Ь остачу г. При Д1лешп а на Ь при (а, Ь) =  И  а <  Ь 
аналопчно дктанемо через б Д1лень остачу, яка дор1внюе числу а. 
Отже, частка (8) мае вигляд 0, (д1д2 ... я&)> Щ° й треба було довестиу



З а у в а ж е н н я .  3 конгруенци 106 =  1 (т о й  6) випливае, що 10е —  1 =
=  0 (т о й  Ь), або 999 . . .  9 =  0 (т о й  Ь).

6  ц и ф р

1ншими словами, число 999...9 , що складаеться з б дев’яток,—  найменше з можливих 
чисел тако'1 структури, яке длиться  на Ь. Це дае мож ливкть досить легко знаходити 
число б. Для цього треба послщовно дйшти на Ь числа 9, 99, 999, 9999, ... 1 т. д ., 
аж поки таке дхлення не вщбудеться. Ю льккть дев’яток у такому числ! 1 дор1внюе 
числу б.

Теорем а 2. Якщо каношчний розклад знаменита Ъ нескоротного
дробу -2- мае вигляд Ъ =  2“  • 5е • с, де (с, 10) =  1, то цей дргб пере-
творюетъся у  мшаний перюдичний др1б; число цифр до перюду дор'ьв- 
нт  у, де у — найбыьше з чисел а I Р; число цифр перюду дорёвнюе б,
де б — показник, якому належить число 1 0  за модулем с. 

Д о в е д е н и я .  Дргб
а __ а 
Ь ~  2“  • 5Р • с

помножимо на Ю7, де 7 =  гпах {а, ^}. Матимемо
10* • а а ■ 2у~ а • 5 ? - »  а̂ _

Ь с с

1 ДЭЛО
[(а, с ) =  1 Д (2, с ) =  1 Д (5, с) =  1] =>

=> [(а • • 5?- р, с ) =  1 ] => [(а1; с) =  1 ].

За теоремою 1, дроб перетворюеться в чистий перюдичний дроб з 
числом цифр у перюд1, яке доровнюе б, де б — показник, до якого на
лежить 10 за модулем с. Щоб з нього достати початковийдроб-|- , тре
ба роздолити його на 107, або онакше, перенести кому в знайденому пе- 
роодичному дробо на 7 знаков ловоруч; у результат! дктанемо мошаний 
перюдичний дроб з числом 7 цифр до перюду. Теорему доведено.

П р и к л а д и .  1. Знайти число цифр перюду десяткового перюдичного дробу,

в який перетворюеться др1б ■ 7  ■.оУ
Дшимо на 39 послщовно числа 9, 99, 999, 9999, 99999. Нарешт! з ’ясовуеться, що 

т1льки число 999999 нащло дйшться на 39. Ю льккть дев’яток у цьому числ1 визна- 
чае довжину перюду: 6 = 6 .

2 . Знайти число цифр, яке мктиться до перюду, 1 довжину перюду перюдичного
13дробу, в який перетворюеться др1б ------ .

55и
Знаменник цього дробу в каношчному розклад1 мае вигляд 550 =  2 • 52 • 11. 

Тому у  =  т а х  (а, Р) =  2 е найбьпыпий з показниюв степеня цифр 2 1 5. Це означав, 
що перюдичний десятковий др1б мае дв1 цифри до перюду. Найменше з чисел, скла- 
дених з дев’яток, яке дйшться на 11, е число 99. Воно складаеться з двох дев’яток. 
Це означае, що довжина б перюду перюдичного дробу дор1внюе 2. I справд1, як не
важно перев1рити, розглядуваний др1б перетворюеться в такий перюдичний др1б:

МНОГОЧЛЕНИ В1Д ОДН16Т ЗМ1ННОТ

§ 21. Ю Л Ь Ц Е  М НОГОЧЛЕН1В НАД ОБЛАСТЮ  Ц1Л1СНОСТ1

21.1. Попередн! зауваження. Поняття многочлена1, безперечно, 
не е новим для читача. 3 цим поняттям зустрочалися як у середнш 
школ 1, так 1 при вивченно магематичного аналозу та алгебри на I курсо.

3 курсу математичного аналозу водомо, що многочленом вод одной 
змонноо е цола рацоональна функцоя виду

/  (х ) =  апхп +  а „_ \хп 1 +  - - • +  агх  ; - а „  ( 1)
задана на всой дойсной осо, де коефоцоенти ап, а „_ь ..., аи о„ — до
вольно задано дойсно числа. В аналозё вивчались деяко властивосто мно
гочленов вод Д1ЙСН01 змонноо, зокрема IX неперервность, виразн для по- 
ходних розного порядку тощо. Найпростонп типи многочленов (зокре
ма лонойну функцою /  (х) =  ах +  Ь та квадратний тричлен /  (х) ....
=  ах2 +  Ьх +  с) досить детально вивчають ще в середнш школо.

3 другого боку, в алгебро многочлени зустр1чались у зв’язку з роз- 
в ’язуванням алгебраТчних ровнянь вищих степенов з одним неводомим, 
тобто рхвнянь виду

апхп +  ап—1Хп 1 +  —  +  ахх  +  а0 — 0, (2)
Л1ва частина яких е многочлен вщ одн1€1 зм1нноТ. На вщмшу вщ анал1- 
зу, в алгебр! многочлени вважалися щлими ращональними функщями 
к о м п л е к с н о  1 зм1нноТ, тобто виразами виду (1), в яких коефь 
щенти ап, а „_ь ..., аг, а0 е комплексно числа, а змонна х  може набува- 
ти довольних комплексних значень. Доцольность розгляду многочленов 
в елементарной алгебро як функцой комплексноо змонноо була пов’яза- 
на з тим, що вже в найпростошому випадку квадратного ровняння роз
в’ язування його приводить до комплексних коренов навоть тодо, коли 
коефоцоенти цього ровняння — дойсно числа. Тим больше це справед
ливо для рхвнянь 3-го, 4-го о вищих степенов. Якщо ж розглядати мно
гочлени з довольними к о м п л е к с н и м и  коефоцоентами, то всо 
охно корено виявляються також комплексними (в окремому випадку — 
дойсними) числами, тобто розв’язування алгебраочних ровнянь будь- 
якого степеня не виводить нас за межо поля С комплексних чисел (якщо 
коефоцоенти належали цьому полю).

Хоч трактування многочленов як функцой комплексноо змонноо до- 
статне для потреб дослодження о розв’язування алгебраочних ровнянь 
з числовими коефоцоентами, ми все ж таки покладемо в основу даль- 
шоговикладу ще больш загальний погляд на многочлен. Адже ми тепер 
знайомо не лише з числовими, а й з а б с т р а к т н и м и  алгебраоч- 
ними структурами (кольцями, полями, лоншними просторами, алгеб-

1 У  математищ вживають також терм1н п о  л  1 н о м, який походить В 1Д грець- 
ких сл1в лоХ1« (багато) 1 (член).



рами та ш .), 1 природно ставити питания про кнування, юльюсть та 
способи знаходження розв’язюв рхвнянь виду (2), в яких коеф1щенти 
та нев1доме е елементи деякоТ абстрактно! алгебраТчно! структури, 
причому дп додавання 1 множення, за допомогою яких утворено мно
гочлен, е операцп ще? структури, а 0 — и нульовий елемент.

Звичайно, абстрактне означення многочлешв повинно бути таким, 
щоб Ух властивосп узагальнювали важлив1 з теоретичного 1 практич
ного погляду властивосп многочлешв з числовими коеф1щентами.

21.2. Означення многочлена. Вираз виду

апхп +  о-п—\Хп +  • * • +  агх  +  а0 (3)
повшстю внзначаеться коефшентами а„, а„_I, ..., а,, а0. Але щ кое- 
фщ1енти не можуть бути щлком довш ними об ’ектами. Якщо ми хо- 
чемо, щоб над многочленами можна було виконувати операцп додаван
ня та множення 1, кр1м того, за тими самими правилами, що й в елемен- 
таршй математищ, то потр1бно подбати про те, щоб для коеф1щент1В 
многочлешв мали сенс дп додавання та множення \ щоб щ дх 1 мали до
статньо «добрЬ> властивосп (асощатившсть, дистрибутившсть, комута-
ТИВШСТЬ).

Отже, природно вважати, що коефщ1енти розглядуваних многочле
шв повинш належати деякому к о м у т а т н в н о м у  к 1 л ь ц ю  Я. 
Ми також вимагатимемо, щоб юльце Я не мало дёльниыв нуля, тобто 
щоб

а(? =  0 о а  =  0 \ / 6  =  0

для дов1льних а, Ь  ̂ К (0 —  нульовий елемент юльця).
Як в1домо (§ 12), комутативне юльце, в якому не 1снуе д ш н и ю в  

нуля, називаеться о б л а с т ю  ц 1 л 1 с н о с т 1. Отже, вважатиме
мо, що коеф1щенти многочлешв, яю ми розглядаемо, належать деяюй 
облает! ц ш сн осп  Я.
[^Означення 1. Многочленом (полшомом) вШ одшеХ змтно! над об

ластю цшсностё К називаеться вираз виду (3), де п — довьльне щле не- 
вёд’емне число, ап, а„_ь  ..., а1} а0 — елементи /?, а х  (або х1), х2, ..., 
хп 1, хп —  деяю символи; хк називаеться к-м степенем зм1нно1 х 
(або нев1домого х), а ак — к-м коефщентом многочлена (3) або коефь- 
щентом при хк (к =  0, 1, ..., гс)Г7

У  читача не повинно виникати непорозумшня в зв ’ язку з тим, що символам хк 
ми не дали ш якого реального тлумачення. Многочлен повш стю визначаеться своТми
коефвдентами ап, ап _ 1 ........ . аъ а0, а символи х п, х п~ 1, ... ,  х  вйиграють поки що, так
би мовити, роль «розд1лових знашв», що вщокремлюють коеф1щенти ОДИН В1Д одного 
та упорядковують Тх. Зауважимо також, що знак « + »  у символ1чному запиы (3) 
поки що не е позначенням якоТсь операцп, вираз акх к не е добутком ак на хк, а х* не 
е добутком к множниюв х. По сут1, многочлен (3) можна було б записати просто —  як 
упорядковану сукупш сть коефвдешпв або як (га +  1)-вим1рний вектор (ап, ап_ [ , . . . ,  
аг, а0). Проте, як виивиться дал1, запис у форм1 (3) мае переваги над векторним запи- 
сом.

(^\ногочлени вщ змшно! х  позначатимемо маленькими латинськимн 
буквами: /  (х), §  (х), <7 (х), 5 (х) 1 Т. П ., сукупшсть уС1Х многочлешв ВЩ 
х над областю ц ш сносп  /? — символом К [х].

\рзначения 2. Вираз ак,хк (к =  1, ..., «  — 1, п) називаеться к-м
членом або членом к- го степеня многочлена

/  (х) =  апхп +  ап- \Хп~ х +  • * * +  0]Х +  а0, (4)
йГ

а0 — нульовим або вёльним членом, причому записи а0 I а0х° р'гвнознач- 
ш. Якщо ак =  0 _ (т о б т о  е н у л ь ов и м  елем ен том  о б л а с п  ц ш с н о с и  Я),
то"кажуть, щсЛг-й член многочлена } (х) дорьвнюе нулю або його немае̂

*Т------В}дггов1Дно до означень 1 1 2 р1зш члени многочлена вщ одше! змш-
но! е завжди членами р^зних степешв. Зауважимо, що к-й коефщ1ент 
ак многочлена шод1 називають коефодентом його 6-го члена.

У вираз1 для многочлена (4) члени, яю дор1внюють нулю, можна 
не писати. Так, многочлен

/  (х) =  Ох5 +  2х4 +  Ох3 +  Ох2 +  Ох +  4, (5)
аг

розгл я д ув а н и й  я к  м н огочл ен  н ад  ю л ь ц е м  у а х  п а рн и х  щ л и х  чисел  
(це ю л ь ц е , я к  в щ ом о , е  о б л а ст ю  ц ш с н о с п ) ,  м ож н а зап и сати  к ор отш е:

/  (х) =  2х4 +  4. (6)
<и

О би два  запи си  (5) 1 (6) м1стять т у  са м у  ш ф ор м а щ ю  п р о  м н огочл ен , а с а 
ме: н у л ьов и й  к о е ф щ 1ент й о го  дор1вн ю е 4, четверти й  —  2, реш та кое- 
ф1ЩенТ1В Д0р1ВНЮЮТЬ н у л ю . Р о л ь  «Р03Д1Л0ВИХ СИМВ0Л1В» Хк у ЗЭПИС1 
м н огочл ен а , я к  бач и м о, сам е  в то м у  1 п ол я гае , щ о б  цю  ш ф о р м а щ ю  з р о 
бити  н еза л еж н ою  В1д  с п о со б у  за п и су . б д и н а  н е зр у ч ш е ть , я к а  при ц ьом у  
за л и ш а еться , п ол я га е  у т о м у , щ о  ми н е м ож ем о од н озн а ч н о  ск а за ти , 
щ о розум 1ем о п1д «р еш тою  коеф 1щ е н т 1в». З р озум 1л о, щ о  в цю  реш ту 
н ап евн о в ход я ть  аи а2, а3. Але о с к 1л ьк и  м н огочл ен  (5) м ож н а запи сати
Й у  ВИГЛЯД1

[  (х) =  Ох" +  О х"-’ +  + 0х5 +  2х4 +  0х3 +  0х2 +  0х +  4,

де п —  д о в 1льне н а ту р а л ь н е  ч и сл о , б ш ш е  за 4, т о  «реш та» коеф 1щ ен- 
т !А л и зн а ч а е т ь ся  н еод н озн ач н о  (за л еж н о вщ  о б р а н о го  л ).

['Рзначения 3. Вёдмшний в1д нуля член многочлена [ (х), стетнь яко
го бёльший за стетнь уехх шших вёдмшних в1д нуля члешв цього много
члена, називаеться старшим членом, його коефщ1ент — старшим кое- 
фщёентом, а його стетнь — степенем многочлена /  (х).

Степшь многочлена /  (х) позначають 1 ё е ^ / /
Домовимось тепер, що будь-який многочлен /  (х) записуватимемо 

так, щоб запис починався з старшого члена, тобто не включати у запис 
р1вних нулю члешв, стешнь яких б1льший за йе^ /. Так, многочлен (6) 
подаватимемо в будь-якому з вигляд1в

/  (х) =  2х4 +  4; /  (х) =  2х4 +  Ох3 +  4; /  (х) =  2х4 +  Ох2 +  4;
/  (х) =  2х4 +  Ох3 +  Ох2 +  4

тощо, але не у вигляд! (5).

1 Позначення походить вщ слова йедгее (англ.), що означае «стешнь».



Зпдно з щею домовлешстю будь-який многочлен п-го степеня пр- 
даватимемо, як правило, у вигляд!

/  (*) =  апхп +  ап—\хп 1 +  ■ - • +  ахх  +  а0, (7)
<1!

причому ап Ф  0, а з решти коеф1щент1в частина або вс1 можуть дор1в- 
нювати нулю. Запис (7) характеризуеться тим, що члени упорядкова- 
но за спадаиням степеня хк\ таку форму запису називають каношчною. 
Вживають також назву «многочлен стандартного виду». Ми переваж- 
но користуватимемося каношчною формою запису многочлешв, хоч в 
окремих випадках будуть зручш шип форми (наприклад, розмщення 
член 1 в у порядку зростання степешв). Зокрема, дов1льний многочлен 
першого степеня над областю ц ш сн осп  Я  можна записати так: /  (*) =

аг
— а±х +  ао (аи о,, € Я, ах Ф  0); таш многочлени називають також
й\

лШйними двочленами. Будь-якому многочлену нульового степеня мож
на надати вигляду /  (х) =  а̂  (Оо Я, Оо Ф  0). Многочлени нульового

<н
степеня називають також константами. Очевидно, будь-який елемент 
а  ̂ Я, В1дм1нний вщ нульового, можна розглядати як многочлен 
нульового степеня над Я. Елемент 0  ̂ Я ми також вважатимемо кон
стантою 1 многочленом над Я; цей многочлен називатимемо нуль-мно- 
гочленом 1 позначатимемо 0 (х), тобто 0 (х) =  0. Зрозум1ло, що означен
ня 3 незастосовне до 0 (х), так що нуль-многочлену не приписують ш- 
якого степеня. Все ж нам буде зручно вважати, що каношчна форма
(6) охоплюе 1 випадок нуль-многочлена, тобто допускати у щй форм1 
при п =  0 випадок ап =  0. Сл1д, отже, мати на уваз1, що завжди ис
тинна 1мпл1кащя [йеё [  =  п] => \ап Ф  0], але якщо в каношчшй фор- 
М1 п =  0, то ап може бути будь-яким елементом обласп цш сн осп  Я 
(хоч при Оо =  0 не вважаемо п =  0 степенем многочлена). У дальшому 
виклад! ми ШОД1 припускатимемо деяку мовну В1льш сть1 тлумачити- 
мемо висловлення «степшь многочлена /  (х) менший (не бш ш и й ) за 
га■» так: «/ (х) =  0 (х) або с1е§ /  <  га (с1е§ /  <  га)». Зокрема, ус1 констан
та можна вважати многочленами, стешнь яких не (Илыпий В1Д нуля 
(або, як кажуть, многочленами н е в и щ е вщ нульового степеня).

21.3. ДН над многочленами. Многочлени, як 1 вектори, становлять 
штерес не сам1 по со61, а як об ’екти деяких алгебраочних операщй, до 
означення яких ми й переходимо.

Нехай дано два многочлени над областю цш сн осп  Я.
[ (х) — апхп +  а „_\хп +  —  +  

аг
+  а1х +  а0 ( а ^ Я ,  1 =  0 , 1 .га), (8;

8  (х ) — Ьт* 71 +  Ьт—\Хт 1 +  • • • +
сП

+  Ъхх +  Ь0 (Ь/ЬЯ, /  == 0, 1, . . . ,  т). (9)
«гОзначимо спочатку поняття р 1 в н о с т 1 многочлешв (8) 1 (9). 
ь -Означення 1. Многочлени /  (х) I д  (х) називають рёвними мёж собою

I записують {  (х) =  д  (х), якщо каношчнё форми цих многочлешв

збёгаються, тобто

[/ (х) =  8  (х)] =  [га =  т] Д А К  =  Ьк] .1  (10)
д! 6=0 У

Якщо I (х) \ д  (х) В1ДМ1НШ в1д 6 (х), то ( 10) можна переписати у вигляд1

[[ (х)  =  д(х)\^в\(1е$1 =  йе%д\/\ /\{ак =  Ьк], (11)
(И ь= о

а для випадку нуль-многочлена можна записати
[/ (х) = 0(х)1 — [йе§/<0] А [<20 = 0]. 

аг
Нер1вн1сть йеб /  <  0 тут означав, що /  (х) не мае члешв ненульового 
степеня.

Читачев1, який звик дивитись на многочлен як на функци, а Тхню 
р1вн1сть розумпи як р1вшсть у а х  можливих значень цих функщй, на- 
гадаемо, що для нас тепер многочлен —  нове абстрактне поняття 1 що 
вираз «значения многочлена» поки що позбавлений для нас сенсу. 
Д о обговорення цього питания ми повернемось у п. 21 .5 .

3  означення 1 безпосередньо випливае, що р1вшсть многочлешв мае 
властивосп рефлексивносп, симетричносп та транзитивносп, тобто е 
вщношенням екв1валентносп на множиш Я Ы . Природно р1вш м1ж 
собою  многочлени вважати тим самим многочленом. Так само природ- 
но вживати означення !  (х) Ф  д  (х) для висловлення ( (х) =  д  (х), тоб
то заперечення р1вносп многочлешв [ (х) \ д  (х).

Означимо тепер с у м у  многочлешв (8) 1 (9). Без обмеження за- 
га^ьност1 можна вважати, що п > т > 0 .

Означення 2. Сумою многочлешв [ (х) I д  (х) називаеться многочлен

$ (х) =  апхп +  ап-1Хп~ 1 +  • • - +  ат+1хт+1 +  (ат +  Ьт)  хт +
А1

+  (ат _1 +  Ьт—\) хт 1 +  ••• +  (ах +  Ьг) х  +  (а0 +  Ь0). (12)
Те, що з (х) е симою многочлешв { (х) I д  (х), записують так: з (х) =
=  !  (х) +  8  (*)} ’ . . .

3  цього означення, яке е природним узагальненням «шк1льно1» прак
тики, випливають важлив1 насл1дки:

Насл1Док(\) Якщо } (х)  ̂ Я  Ы , 8  (х) (: К Ы , то й [  (х) +  д  (х) $ 
$ Я 1Л!1. ^Правд1, для коеф1Ц1ент1в йк многочлена /  (х) +  д  (х) маемо 
з (12):

^   [ ак, к =  /1, п 1, • • • , т +  1, (13)
к Iак +  Ьк, к =  т, /га— 1, 1, 0.

Оск1льки Я е К1льце, то а,  ̂Я  А  Ь)  ̂ Я  => йк  ̂ Я, тобто /  (х) +
+  8  (х) € Я  1х ]7 3 ауважимо, що вираз для коеф Ы енпв суми даних 
многочлешв м<5жна записати також у б 1льш простой 1 симетричн1й фор- 
м1, якщо ввести до розгляду символи Ьт+1, Ьт+г, ..., Ья-1 . Ьп, вважаю- 
чи IX р1вними нулю шльця Я. Тод1 (13) можна записати так:

йк =? ак +  Ьк, к =  0 , 1, . .  ., га; Ьк =  0 при к > т .  (14)



Насл1Док(§ Стетнь суми двох многочлешв не перевищуе бпльшого 
з степешв даних многочлешв: с1е§ (/ +  § ) <  гпах }с!е§ /, с1е§ §).

3 (12) безпосередньо видно, що коли ёе§ /  =  п >> т =  то
с1е§ ([ +  §) =  п =  гпах {с!е§ /, Але у випадку додавання мно
гочлешв однакового степеня (т =  п) може статись, щоМе§ (/ +  § ) <
<  та х  {й е§ /, йе§^}. Це трапиться тод1, коли старил коефщкнти мно
гочлешв, як1 додаються, е протилежш елементи юльця Я:

®
ап +  Ьп =  0 =р>6 е§(/ +  § ) < п .

Для довёльного многочлена /  (х)  ̂ Я [х\ 1 6 (х) ([ Я [х]

/(х )  +  0(х) =  /(х ) . (15)
Цей наслщок випливае безпосередньо з (12) при т =  0, Ьп =  0. 

Перейдемо тепер до означення м н о ж е 1ГтиГ^многоЧ7гв1т№Г 
Ск) значения. 3. Добутком многочлешв /  (х) I @ (х) (див. (8) 1 (9)) на

зидаешься многочлен

Р  (Х )  =  с п + т Х П+т  +  Сп± т —\ХП+т  * +  * • • +  С ]Х  +  С0, ( 1 6 )
<зг \

де

ск = / 2  ак-,Ь, N акЬ0 +  +  • • • +  афк- 1  +  а0Ьк\
/  М1фш9

(к  =  0, 1 , п  +  т),/ аи- 1  =  0 при к — / > я,---•&/ =  0 при ] > т .
(17)

Те, р (х) е добуток многочлетв /  (х) I & (х), записують так: р (х) =
=  /  (*) 8  (х) або р (х) =  /  (х) • ^ (Х) I

Наведене означення е також безпосередшм узагальненням «шюль- 
ного» правила множення многочлешв. Щоб у цьому переконатись, до
сить обчислити за формулою (17) юлька коефшенпв многочлена р (х)

С п + т  =  а п + т Ь 0 +  й п + т — Ф х  +  • • • +  а ^ Ь щ — ] +  а п Р т  Ч~ С1П— \Ът -\-\ +

+  •■• +  а0ьт+п =  апЬт, (18)
бо у щй сум1 ва  члени, кр1м пщкресленого, дор1внюють нулю: адже 
згщно з (17) ап+т — ... =  ап+\ =  Ьт+, =  ... =  Ът + п  =  0. Анало
пчно
С п + т — 1 =  <2 п + т —1̂ 0 +  а „ 4 .т _ 2бх +  • • • +  а п^.\Ь т — 2  +  а п Ьт — \ +  а п— \Ьт  +  

+  а-п— Ф т ^  +  • • * +  а 0 Ь п+ т — \ =  а п Ьт — \ +

“Ь ап-\Ьт; . . .  | =  а̂ Ьу -(- ацЬх, с0 =  а0Ь0.

Як бачимо, коефщкнт при х* в многочлеш р (х) =  /  (х) ^ (х) е су
мою вс1х можливих попарних. добутюв коефщкцпв даних многочле
шв таких, що сума шдекав сшвмножниюв (або, що 1е саме, сума сте
пешв вщповщних члешв) дор1внюе к.  Саме так 1 утворюються коефь 
щенти многочлена-добутку за «шюльним» правилом, коли ва  члени 
даних многочлешв попарно перемножають, а поп'м «зводять под1бш 
члени», тобто додають коефщкнти при однакових степенях х.

Зауважимо, що вираз (17) для коефщкнт1в добутку многочлешв 
можна подати в б1льш зручнш форм1, а саме

ск =  2  а‘Ь1' ( 19^
<+/=*

зрозум1ло, що суму беруть по вах  шдексах I та /, для яких I +  /  =  к. 
Тут, як 1 рашше, а, =  0 при I >  п, Ь, =  0 при /  >  т .

Щоб не робити щоразу под1бн1 застереження, домовимося про таке. 
Якщо /  (х) — будь-який многочлен над Я, а{ — його коеф1щенти, п =  
=  с1е§ /, то символ а( при [ >  п означае нульовий елемент к1льця К.

Насл1док 4. Якщо !  [х ) ^ Н  [х ], й М  1х], то й [  (х) ^ (х)  ̂
 ̂ ?П х]. Це випливае з формули (19) для коеф1Ц1ент1в многочлена 

/  (х) 8  (х) з урахуванням того, що ва  а1 та Ь;- ( / , / = 1, 2 , . . . ,  /г +  т) 
належать Н (бо е або коефщ1енти даних многочлен1в /  (х), д  (х)  ̂
6 К [х], або нул1).

Насл1пок 5. Якшо /  (л:) г ^ (х) не е ну ль-многочлени, то
(/ёГ) =  с!е§ /  +  йеГ ц .  (20 )

Справд1, нехай (1е§ [ =  п, <1е§ §  =  т. Оск1льки [ (х) Ф  0 (х) \ §  (х) Ф  
ф  6 (х), то ап ф  0, Ьт ф  0. Але тод1 зг^дно з (18) сп+т =  апЪт ф  0, 
бо Я е область шл1сност1 1 тому в К не к н уе Д1льник1в нуля:

апЬт =  0 => ап =  0 V Ьт =  0,
що неможливо. Звщси випливае (20).

Зауважимо, щ о саме при доведенш наслщку 5 ми вперше використа- 
ли те, що Н — не просто К1льце, а о б л а с т ь  ц 1 Л 1 с н о с т 1 .  

Наслщок 6.
[ / ( х )  =  0 (х ) ] V  [ёГ (л̂ ) =  0 (^)1 =̂ > I /  (- )̂ ё"(^) =  0 (^)]. (21)

тобто при множент двох многочлешв, з яких хоч один е ну ль-многочле
ном, дктаемо ну ль-многочлен^

Цей наслщок безпосередньо випливае з (17).
В п. 21.2 ми домовились розглядати елементи а  ̂ В, як многочлени 

не вище нульового степеня над К. Шсля того як введено означення р1в- 
ност! М1ж многочленами та дш над ними, потребно переконатись, що в 
застосуванш до елемент1в юльця Я як до многочлешв не вище нульо
вого степеня, щ означення зб1гаються з означениями р1вноеп та вщпо- 
вщних операцш у юльщ Я.

Але це справд1 так, бо якщо /  (х) =  а̂ , ^ (х) =  Ь0 — многочлени 
не вище нульового степеня над Я (зокрема, це можуть бути 1 нуль-мно- 
гочлени), то

[/ (х) =  §  (х)] =  [а0 =  60], /  (х) +  е  (х) =  а0 +  К,

! (х) 8  С*) =  «о^о.
т о б т о  р1ВН1СТЬ ЦИХ МНОГОЧЛеШВ р1ВНОСИЛЬНа Р1ВНОСТ1 В1ДПОВ1ДНИХ еле- 
м ен т 1в к 1льця Я, а сум а  (д о б у т о к ) ц и х  м н огоч л еш в  е с у м о ю  (д о б у тк о м ) 
в щ п ов щ н и х  елементов Я (у р о з у м ш ш  операщй в К1л ь ц 1 /?).

Тим самим перев1рено коректн1сть розгляду елемент1в област1 ць 
л1сност1 Я як многочлешв над Я не вище нульового степеня. Точшше,



показано 13оморф13м м1ж сукушпстю ус1Х многочлешв не вище нульо
вого степеня над Я I самим юльцем Я. Саме це \ дае право ототожню- 
вати многочлен не вище нульового степеня з в1дпов1дним елементом
ЮЛЬЦЯ Я.

Зокрема, нуль-многочлен 0 (х) можна розглядати як нульовий еле
мент ЮЛЬЦЯ Я, в зв’язку 3 ЧИМ МИ у 61ЛЫЦОСП ВИПЭДЮВ замкть 0 (X) 
писатимемо 0.

21.4. Кдльце многочлен!в над облягте мГщУкпгт; Нехай, як 1 ра- 
Н1Ше, ^'^"НкМсь ооласть Ц1Л1СНОСтП Я Ы  —  СукуиШСТЬ УС1Х много
члешв над Я. Звичайно, властивосп Я [л;] визначаються властивостя- 
МИ Я 1 можуть бути 1СТОТНО р13НИМИ ДЛЯ Р13НИХ областей ЩЛ1СНОСП Я. 
Наприклад, многочлен /  (х) =  4л:2 +  1 з числовими коефййентами

а{
02 =  4, ах =  0, а0 =  1 м ож н а  р озгл я д ати  1 як м ногочл ен  н ад  ю л ь ц е м
2 у с 1х  щ л и х  чисел, 1 я к  м н огочл ен  н ад  полям и О, К, С у с 1х р а щ о н а л ь 
н и х , Д1йсних та к ом п л ек сн и х  чи сел  в щ п о в щ н о  (вс1 ш с т р у к т у р и  е о б 
ластям и  ц ш с н о с п ) .  Але р озгл я д ув а н и й  я к  елем ент р1зних 13 цих су - 
к у п н остей , /  (х) мае р 1 з н 1 в л а с т и в о сп . Так, у С [х] м н огочл ен  /  (х) 
р озк л а д а еть ся  на лшшш м н ож н и к и , т о б т о  м ож е бу ти  поданий я к  д о 
б у т о к  ДВОХ ЛШ1ЙНИХ двочлешв 3 С [х].

/  (х) =  4х2 +  1 =  (2 х  +  *) (2 х  — I) =  §  (х) к (х),
61

де §  (х) =  2х +  I  ̂С [х], к (х) — 2х —  г  ̂ С [х]. В той же час у мно- 
<а а?

жинах 2  [х], О [х], К [х] таких двочлешв §  ( х)\к  (х) не кнуе, 1 вказа- 
ний розклад неможливий. Отже, власти вкть /  (х) розкладатись на ль 
шйш множники залежить В1Д того, над якою областю ц ш сносп  роз- 
глядаемо цей многочлен.

Проте кнують властивосп сукупносп Я [х] многочлешв н ад  обла
стю щ лкносп Я, яю не залежать В1д^специф 1чних особливостей Я, а 
лише вщ того, що Я е областю ц ш сн осп . Саме таю сшльш для у с 1х 
Я [х\ властивосп ми тут 1 розглянемо.

Теорем а 1. Сукупшсть Я Ы  уа х  многочлешв над областю ц1л1с- 
ност1 Я е область щлёсностЫёдносно операщй додавання та множення 
многочлешв.

Д о в е д е н и я .  3  наслщюв 1 та 4 п. 21.3 випливае, що сукуп- 
шсть Я \х] е комутативне кшьце в1дносно згаданих операщй. Справ
лю нехай /  (л:), §  (х) — будь-яю многочлени з Я [х]. Зпдно з формула
ми (14) 1 (19) для коефщкнпв суми 1 добутку многочлешв вщповщно,
пом1чаеться, що }  (х) +  8  (х) =  §  (х) +  /  (х) 1 /  (х) §  (х) =  §  (х) [  (х),
бо область цш сносп  Я е комутативне юльце 1

а к +  Ък =-Ьк +  ак, ^  а ,Ь ,=  ^  V / -  
1+/=к 1 + !~ к '

Розглянемо тепер д ов ш ш  три многочлени з Я [л:]:
п т 2

/ ( * )  =  2  а*х ’ * ( * > - 2  V  : * (*) =  2  скх .*=1 <» *=0 <1! к=ш0

многочлешв
к{х) =  П х) +  1ё(х ) +  Ш \  (22)

випливае безпосередньо з асощативносп додавання елеменпв у юль- 
щ Я\ адже за означениям р1вносп многочлешв сшввщношення (22) р1в- 
носильне систем! р1вностей

(ак +  Ьк) +  ск =  ак+ ( Ь к +  ск), к =  1 , 2 , . . . ,  шах {л, т, Ц.
Нульовим елементом в Я 1х] е, очевидно,, нуль-многпчлен 0 (х) (див.

П
наслщок 3 п. 21.3). Для дов1льного многочлена /  {х) =  2  акхк ^

аг *=о_
 ̂ Я [х] 1снуе в Я [х] протилежний елемент, а саме — многочлен /  (х )=

П

— 2  (—ак) хк. Для перев1рки пгтйпттнптт множення многочлен!в
к=О

[/ (х) 8 (х))Н (х) =  ! ( х ) [ §  (х) к (*)] 
доведеться виконати деяю обчислення. Якщо через рк позначити к-й 
коеф1Ц1ент многочлена /  (х) §  (х), то зпдно з (19)

Р к =  2  а ‘ Ь1- 
1+/=к

Але тод1 5-й коеф 1Ц1ент многочлена [/ (х) §  (х)] к (х) е

2  д а =  2  I У. аМ с1 =  2  « М -  (23)
^ + /= 5  к+1ш.3 Ч + 1 = к  I  1+1+1= 5

3 другого боку, позначаючи через дг г-й коеф!Ц1ент м н огочл ен а  §  (х) X 
X к (х), дктаемо для 5-го к о е ф ш е н т а  м н огочл ен а  /  (х) (х) к (х)1

таки й  вираз:

2  а1Яг=  2 ^ / 2  Ь'с‘ \ =  2  (24)
« + Г = 5 (+ Г = 5  \1+1=Г  ' ( + /+ ( = 5

З^ставляючи (23) 1 (24), пересв1дчуемось у справедливосп асощатив- 
ного закону для множення многочлешв.

Дистуибитивний закон
[/ (х) +  §  (*)] Л (х) =  / (х) к (х) + §  (х) к (х)

випливае з тако1 очевидно1 р1вносп:
2  (ас +  Ь() с ! =  2  аА ‘ +  2  V / -

Тим самим показано, що Я \х] —  комутативне юльце. Залишаеться 
встановити, що це юльце е область цшсностё, тобто що в Я  Ех] не к -
нуе д1льииюв нуля. Але це справд1 так. Нехай } (х) \ §  (х) — много
члени з Я  [х], яю не е нуль-многочленами, 1 IX старин коеф1щенти е 
ап та Ьт В1'дпов|'дно; отже, ап Ф  0, Ът ф  0. Многочлен /  (х) §  (х) мае 
тод1, зпдно з (18), старший коефшент апЪ̂ , вщмшний вщнуля (адже 
в Я не мае Д1льниюв нуля), 1 тому /  (х) & (х) не е нуль-многочлен. 

Отже,
[/ (X) ф  0 (х)] А (х) ф  0 (х)] [/ (х) & (х) ф  0 (Х)1,

АсощатившстьЛодавання 
1/(х )  +  $  (х)\ +



звщки з урахуванням (21) випливае, що добуток двох многочлетв е 
нуль-многочлецтодь ь тьльки тодь, коли хоч один з цих многочлешв е 
ну ль-многочлен^

Теорему доведено.
Зауважимо, що вщсутшсть д ш н и ю в  нуля в Я використано лише 

при доведены ВЩСуТНОСП Д Ш Н И Ю В  нуля в Я [х] 1 пов’язано! з цимфор- 
мули (20).

Можна було б розглядати сукупшсть многочлешв С [я] над комута- 
тивним юльцем С, що не е областю ц ш сн осп ; при цьому С [х] також 
була б комутативним юльцем 1 не була б областю цш сностк Йдучи 
дал1 по шляху узагальнень, можна було б вщмовитись 1 вщ вимоги ко- 
мутативносп юльця С, але це зробило б властивосп дш в С [х] надто 
складними.

В ус1х застосуваннях теорп многочленов, з якими нам доведеться 
зустр1чатись, щлком досить розглядати сукупносп многочлешв над 
областями ц ш сносп ; як показуе теорема 1, щ сукупносп також е об
ластями ц ш сн осп , тобто мають досить «добрЬ алгебрашш властивосп, 
яю можна покласти в основу струнко! теорп.

Можна вказати ще одну «добру» властивкть юльця Я, яка перено
ситься на Я [х]. Справедливе таке твердження:

Я [х] е кьльце з одиницею тодь ь тьльки тодь, коли Я е кьльце з оди
ницею.

Справд1, якщо в Я 1снуе одиниця 1, то вона, розглядувана як много
член нульового степеня, е одиницею 1 в юльш Я 1x1, 60 /  (х) • 1 =  /  (х). 
Навпаки, нехай е (х) — одиниця юльця многочлешв, тобто для д о в ш - 
ного /  (х)  ̂ Я Ы

/  (х) е(х) =  [  (х).

Зрозум1ло, що е (х) вщмшний вщ нуль-многочлена 1 е многочлен нульо
вого степеня (бо с1е§ } +  (1е§ е =  с!е§ /  => с!е§ е =  0), тобто ненульо- 
вий елемент юльця Я. Дал1, з р1вносп /  (х) е =  /  (х) випливае а0е — 
=  а0, де а0  ̂ Я — вш ний член многочлена /  (л:). Осюльки /  (х ) — 
дов1льний многочлен з Я Ы , то а0 — довш ний елемент з Я. Тому 
а̂ е =  а0 => е =  1, тобто е — одиниця юльця Я. Цим наше тверджен
ня доведено.

Осюльки Я [х] е юльце, можна розглядати рьзницю будь-яких
п к т I

многочлешв [  (х) =  2  аях  • ё ( х) — 2  Ькх\ узявши 
к=0 *=0

1(.х) — §  (х) = [ ( х ) + ё  {X) =  V  [ак +  (— Ьк)] хк =
к= о

I
=  2 ( а* “  Ък)хк\ / =  гпах [т, п).

к=О

В зв’язку з тим, що вс1 елементи а  ̂ Я можна розглядати як мно
гочлени над Я, то в Я Ы  означено не пльки дп додавання 1 множення, 
а й операшю множення на елементи з Я. Ураховуючи це, можна пока
зати, щ о Я Ы е  Л 1 н 1 й н и й  п р о с т 1 р 1 а л г е б р а  над Я.

Беручи до уваги введ ет  означення дш  над многочленами та Тх властивосп, мо- 
жемо по-новому подивитись на вираз (4) многочлена /  (х). Д ос1 ми вважали (4) просто 
деяким символ 1чним записом. Але будь-який член акх к многочлена /  (х) можна роз
глядати як многочлен 6-го степеня (при ак Ф  0) або нуль-многочлен (при ак =  0) 
над Я . Якщо взяти

и к(х) =  акхк (к =  0 , 1..............п — 1, л)
<11

1 урахувати, що внасл!Док асош ативносп додавання многочлешв набувае цшком 
певного зм1сту поняття суми дов1льного скшченного числа многочлешв, то знайдемо, 
що (поб1жно використовуемо 1 комутатившсть додавання) 

п
!  (х )  =  ^  ик (х) =  апх п +  ап_ хх п ~ 1 +  • • • +  ахх  +  а0.

Аг=0

Це показуе, що на знак « + »  в запис1 (4) можна дивитись не просто як на умовний сим
вол, а як на позначення операцп додавання многочлешв.

Якщо К  —  млъце з одиницею, то в Я [х] е многочлен
р (х ) =  1 х =  х.
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Але тод1 для довольного натурального к за означениям добутку многочлешв 

[р Сх )]к =  р (х) р (X) . . .  р (х) =  х к, 

к
а к-й член ик (х) г добутком многочлена ак, не вище нульового степеня, на многочлен 

Отже, остаточно:
акх к =  ак ■ х  ■ х  ■ . . .  • х , (25)

к

тобто к-й член многочлена /  (*) можна розглядати як добуток многочлешв, а ви
раз (4) многочлена [  (х) в шлому —  як суму добутю в многочлешв:

[  (х ) =  апхп +  а„ _ , х п - 1 +  . . .  +  ахх  +  а0. (26>

Правила (12) 1 (16)— (17) додавання та множення многочлешв тепер можна розглядати 
як запис результату дш над сумами добутю в многочлешв виду (26) з застосуванням 
комутативних, асощативних та дистрибутивного закош в для додавання 1 множення. 
Зауважимо, що так зване зведення под!бних член!в, тобто зам!на виразу аде* +  Ьхк 
виразом (а +  Ь) ^ , спираеться на справедливость дистрибутивного закону.

Разом з цим важливо розум1ти, що означень 2 та 3 дш над многочленами ми цим 
не замшюемо 1 в1дкинути Ц1 означення не можна. Адже саме на основ1 згаданих озна
чень ми з ’ ясували властивосп додавання 1 множення та Д1стали право дивитись на 
формальний запис многочлена ап х п +  ... +  0^ +  а0 як на суму добутю в б1льш 
простих многочлешв.

Кр|м того, не сл 1Д забувати, що останн1 м1ркування справедлив! при т1й д о д а т- 
к о  в I й умов!, що в облает! ц ш сн о сп  Я  1снуе одиничний елемент. Як вщомо, це 
не завжди таи (наприклад, юльце у с1Х парних шлих чисел е область ц ш сн о сп  без 
одиниц!).

21.5. Функцюнальне тлумачення многочлена. Нехай /  (х) =  а пх п +  
+  а п- \ Х п~ х +  . . .  +  а хх  +  а 0 — многочлен над областю цш сн осп  Я, 
а С — деяке комутативне юльце, що е розширенням Я. Якщо а  — 
будь-який елемент з С, то мае сенс такий вираз:

а„ а п +  ап—\<хп 1 +  • • • +  +  о 0, (27)
бо в С визначено Д11 множення 1 додавання над елементами а, ап, 
а п—1» * * *) -̂1» а 0.



Вираз (27) утворений з $ (х) замшою символа х  елементом а. У зв’ я- 
зку з цим його позначають /  (а) 1 називають значениям многочлена [ (х) 
при х — а  (або «в точщ а»). Очевидно, /  (а) е елементом С: /  (а) ^С. 
Кожному а  ̂ С в1дпов1дае за цим правилом единий щлком певний 
елемент /  (а) (  С. Пригадуючи загальне означення функцп (вообра
жения), можемо висловити таке твердження:

Теорем а 2. Якщо /  (х) — будь-який многочлен над областю ц1л1- 
сность Я, а С — деяке комутативне кьльце, яке е розширенням Я, то, 
поставивши кожному елементу сх,  ̂ С у  в(дпов1дтсть елемент /  (а) (= 
 ̂ С, дктаемо функщю С -*■ С; <р? (а) =  /  (а).

1ншими словами, многочлен [ (х)  ̂ Я [лг] визначае вьдображення ф/ 
будь-якого комутативного розширення С кьльця Я у  себе.

П р и к л а д и .  1. Якщо Я — 2 , С =  К, то <р/ е многочлен з щлими коефдаен-
ТЭМИ, рОЗГЛЯДувЭНИЙ ЯК фуНКЩЯ Д1ЙСН01 ЗМ1НН01.

2. Якщо Я =  С, С  =  С, то многочлен [  (х) з комплексними коефщентами визна
чае функщю ф/ комплексно? зм1нно1 (тобто е воображ ениям множини С у а х  комплекс
них чисел у себе).

3. Якщо /  (х) —  многочлен нульового степеня над /?, тобто [  (х) =  а0, \ С —  
будь-яке розширення Я, то /  (а) не залежить в1д а  1 е сталим: V [ /  (а) =  а„]. Саме

аб С
тому многочлени нульового степеня називають також константами.

Наведет М1ркування пояснюють, чому в школ1, у курс1 анал1зу та 
у нашому попередньому виклад1 (частина 1) можна було розглядати 
многочлен як деяку функщю дШсноТ чи комплексно! змшно!.

Але у цьому питанш сл1д проявити певну обережшсть. Адже ми 
розглядаемо многочлени не сам1 по соб1, а як об ’екти певних Д1й. 
У п. 21.3 було введено означення операщй додавання 1 множення мно
гочлешв, а також означення р1 вноси многочлешв. 3 другого боку, ми 
знаемо загалып означення додавання, множення та р1вносп двох фун
кщй. Функщональне тлумачення введених у цьому роздш  многочле
шв стане коректним лише шсля того, як ми пересв1Дчимося, що сума, 
добуток 1 р1вн1сть двох многочлешв, розглядуваних як функцп, е те 
саме, що й сума, добуток 1 р1вшсть двох многочлешв за означениям 
п. 21.3.

Як вщомо, сумою (добутком) двох функцш ф: X  У 1 ф: X  ->  V 
називаеться функщя X: X  У така, що

V, [X (х) =  ф (х) +  ф (*)] ^  [X (х) =  ф (х) гр (*)]|.

Звичайно, це означення передбачае, що у множиш У означено опера- 
щю додавання (множення) елемент1в.

Нехай тепер /  (х), §  (х) — многочлени над Я 1 з (х) =  /  (х) +  §  (х)\
<ц

Р (х) =  /  (*) 8  (х) — сума 1 добуток цих многочлешв у рОЗуМШШ
аг

п. 21.3. Як вщомо, з (х)  ̂ Я [х\ \ р (х) $ Я Ы .
Якщо С — деяке комутативне розширення юльця Я, то можна роз- 

глянути функцп /: С - V  С; §: С -*■ С; 5: С ->  С; р: С -► С. Щоб функ
щю 5 можна було розглядати як суму, а функщю р — як добуток 
функщй /  1 8 , слщ довести таке твердження:

Теорем а 3. Нехай ? ( х) =  2 акхк, в  (х) =  2 Ъкх* — многочлени
<1[ к=О А ! к = 0

над областю цьльсность Я, з (х) =  \ (х) +  д  (х), р (х) =  [ (х) §  (л:),
а С — будь-яке комутативне розширення кьльця Я. Тодь

V [з{а) =  ! (а.) +  д(а) ] ,  V [р (ос) =  /  (а) §  (“ )1. (28)
аес “ 6С

тобто
Ф5 =  Ф/ +  Фв! ФР =  Ф г Фй- 

Д о в е д е н и я .  Згщно з означениями 2 1 3 п. 21.3

з(х) =  2  (ак +  ьк) х̂ » Де I =  та х  [т, п)\ 
к=о

т-\-п
р{х)  =  2  Скхк, де ск =  2  а‘Ь1- 

к=0

Для будь-якого а  ̂ С маемо
/ т +п

з (а) =  У. (ак +  Ьк) <х\ р (а) =  2  сьа  • 
к=о к = 0

3 другого боку,
п т

/ (а) =  2  8  (а) =  2  Ь ка  •
=̂0 к=0

зв1дки, ураховуючи власти вост1 комутативного К1льця С,
п т I

I (а)+ 8  («) = 2  акак +  2  ъ*ак = 2  (ак + Ьк) ак = 5 
к=0 к=0 к==0

п т т-\-п т-\-п

/(а) 8 (а) = 2 а*а * 2 Ь<а = 2 (2  = 2 с*а = Р (а)
(=о /=о *=о \;+/=* I *=°

(нагадаемо, що, як завжди, а, =  0 при I >  п, Ь/ =  0 при /  >  т ) . 
Цим доведено (28), а тому й теорему.

Отже, введен 1 в п. 21.3 означення суми 1 добутку многочлен1в узгод- 
жен1 з загальними поняттями суми 1 добутку функщй.

З а у в а ж е н н я .  Ми вимагали, щоб С  було к о м у т а т и в н и м  розширен
ням к1льця /?. Проте для того, щоб сказане про функшональний сенс многочлена бу 
ло справедливим, досить, щоб С було юльцем, у а  елементи я кого комутують э будь- 
яким елементом комутативного т дкиьця Я- Справд1, при множенш значень I (а) 
1 ^ (а) ми користуемось лише тим, що

(а,а /) (Ь/а1) =  а/Ь/а‘+ ! ,

тобто можлив1стю переставляти а  з коеф1ц1ентами а^ Ь/, як1 е елементами /?.
Спираючись на це зауваження, можна, зокрема, розглядати многочлени як 

функци в!д м а т р и ц ь. Точшше, нехай —  будь-яка область ц ш сн о сп , а М п —  
юльце квадратних матриць я-го порядку, елементи яких належать Я- Як в1Домо 
( 1, § 30), М п можна розглядати як розширення юльця К, ототожнюючи кожний еле
мент а ^  Я  з д 1агональною матрицею

0 . . .  0 \
е мп.

( а 0 0 . ,.. о \

( °
а 0 . ,

\о 0 0 « /



осю льки а а  е 13оморф13м. При цьому будь-який елемент Р ^  М п переставний з 
будь-яким елементом а ^  Я  (адже д]'агоналъш матриш переставш з довьльними мат- 
рицями з М п). Саме ж кГльце М п, як ввдомо, не е комутативним.

П
Отже, якщо I (х) =  2  ак*к —  многочлен над К, а А  —  будь-яка матриця з 

4=0
то

! (А) =  апА п ап_ хАп 1 +  • • •  + а , Л  +  а0  ̂

також е матрицею з М п 1 }  (х) можна розглядати як функщю
: М п ->• М п .

Функци (зокрема, многочлени) вщ матриць широко використовують у математицк 
Все ж у  дальшому виклад1, якщо не зазначене супротивне, ми завжди вважатимемо 
С комутативним розширенням /?.

Перейдемо тепер до розгляду питания про р 1 в н 1 с т ь многочле-
П

Н1в . Зпдно з означениям 1 п. 21.3, для многочлешв I (х) =  2  аьх  »
к = 0

т

8  (х) =  2  Ькхк 
к= 0

[ /  (X) =  & (* ) ]  5Е= [/П =  я ]  Д Д  [ак =  Ьк],
с!Г к= 0

3 другого боку, дв1 функци ф: X  ->  У; 1)3: X  У вважають р1вними 
ШЖ собою, якщо

V [ф(х) =  гр (лг)],
х$х

тобто, ЯКЩО значения ЦИХ функшй р1ВН1 М 1Ж  собою при ВС1Х X  ̂ X  
(або, як кажуть, якщо щ функци т о т о ж н о  р 1 в н  1 на X ).

Отже, р1вн0сильн1сть алгебраТчного 1 функцюнального означень 
р1вност1 многочлешв I (х) 1 §  (х) означае справедливкть екв1валенцп

V [/(а) = &(«)]<=> [т = л] А А 1а* = Ь*1> (30)
« 6  С к—0

де С — будь-яке комутативне розширення юльця Я. Зрозум1ло, що 
(30) буде ктинне для дов1льного С, якщо буде ктинне для С =  /?; тому 
замкть (30) досить написати

V [/ (а) =  §  (а)] о  [т =  л] А А 1а* =  Ьк]. (31)
а6« *=°

Сл1д вщразу зауважити, що у випадку д о  в 1 л ь н о  I облает! ц ш е- 
ност! Я справедливость (31) стверджувати н е  м о ж н а .  Нехай, на
приклад, Я е поле 2 / (2) =  {б, 1} клаав лишюв шлих чисел за моду
лем 2 (див. пп. 13.2 , 14.2). Для многочлешв /  (х) =  х2 +  х  (тобто /  (х )=  

_  _  _  -  - г 
=  1х2 +  \х +  0) 1 §  (х) =  0 з 2 /(2) Ы  маемо: /  (0) =  0 =  ^  (0), /  (1) =
=  Т +  1 =  0 =  д  (0 . тобто V [/ (й) = ё г(а)]. Але, звичайно, много-

« 62/(2)
члени I (х) [ д  (х) не дор1внюють один одному в алгебра1чному розумш- 
ш , бо права частина екв1валенцп (31) в цьому випадку хибна.

Проте можна навести умови, яю досить накласти на область ц ш - 
сност! Я, щоб справджувалась екв1валеншя (31).

Звичайно, 1мпл1кащя

[т = п] А А К = V [}(<*■) = 8 (а)]
к ~ 0  а6«

очевидна для будь-якого Я. Питания полягае в тому, щоб знайти умо
ви, при яких мае мкце обернене твердження

V [/(а) = $(«)] =»[/?* = л] А А [а* = 6*1-а0/? к=0
п т

Зазначимо, що р1внкть многочлешв /(х )  =  V  акхк, § (х)  =  2  Ъкхк,
*=0 к=0

очевидно, р1вносильна тому, ЩО IX р13НИЦЯ
I

! (х)  —  ё  (х) =  2  ^ хк =  <7 (х) (I =  гпах {т, л})
*= О

е нуль-многочлен. Отже,

[/(*) = *(*)]«[</( *) = 0(*)]»[с1ев?<О1 А[ао = 0]. (32)
3 другого боку,

V [ / (а) =  #  («)]= =  V [? (а ) =  0]. (33)
аея абЛ

Ураховуючи (32) 1 (33), можна замкть екв1валенц11 (31) доводити екв1- 
валенц1ю

V [я (а) =  0] о  [йев Я <  0] А  К  =  0]. (34)
абК

Отже, достатн1 умови справедливоеп (34) е також достатн1ми умовами 
справедливосп (31).

Т е о р е м а  4. Якщо Я — область щлкностё характеристики 0, то 
многочлен я (х)  ̂ Я. [х] е ну ль-многочленом тод1 I тьльки тодь, коли
його значения в усьх точках область Я дорьвнюють нулю (або я (х) Дор1в-
нюе нулю тотожно на Я).

Д о в е д е н и я .  Як випливае з попереднього зауваження, для до
ведения (34) досить довести 1мпл1кащю

V [я (а) =  0] => [с1е§ я <  0] А Ыо =  0]. (35)

Покажемо спочатку, що
V [<?(а) =  0] А  И е § 9 < 0 ]= ^ [й о =  0]. 

ае«
Справд1, якщо йе§ д <  0, то V I я (а) =  «̂1 (̂ о € Я) 1 тому



Отже, будь-який многочлен не вище нульового степеня, який тотож- 
но дор1внюе нулю на Я, е нуль-многочлен. Для доведения 1мшнкацп 
(35) 1 вае '1 теореми встановимо правилыпсть такого твердження: якщо 
многочлен <7 (х) С Я Ы  тотожно дорёвнюе нулю, то вён е многочленом, 
не вище нульового степеня. Якщо / — будь-яке натуральне число (/ 1),
то слщ показати, що йе§ ц ф 1 .  Це останне твердження доведемо 
шдукщею по I. (Принцип математично! шдукцн використовуеться тут 
у форм1 теореми 12 з § 9, ч. 1).

Нехай I =  1 1 припустимо, що с1е§ <7=1,  тобто <7 (х) =  ^ х  +  а0, 
де Ф  0. Осюльки за умовою теореми <7 (0) =  0, то й0 =  0. Нехай те
пер а   ̂ Я 1 а  Ф  0. Тод1

<7 (а) =  а =  0.
Осюльки в Я немае д ш н и ю в  нуля 1 а Ф  0, то

йга  =  0 =Ф- =  0.
Ми дктали суперечливкть з припущенням (с!е§ <7 =  1), звщки випли
вае справедливкть нашого твердження при /  =  1.

Нехай це твердження справедливе при ус1х шлих /, для яких 1 <
<  I <  «, 1 доведемо його справедливкть при / =  5. Припустимо, що

д (х) =  ^  йкхк мае степшь 5, тобто А^ф  0. За умовою теореми для

д о в 1Л ь н о г о  а   ̂ Я
ц (а) =  +  й5_|а ~ 1 +  • • • +  <^а +  й0 =  0.

Розглянемо значения ц (х) у точщ р =  2а (тобто ($ =  а +  а). Урахо- 
вуючи, що (2<х)* =  2*а* ( 6 = 1 , 2 ,  ...) 1 що 2а — також елемент Я, 
маемо

<7 (2а) =  25йха'! +  2! - 1й5-|а8_| +  ••• +  2^ а  +  <1 0 =  0.
3 другого боку, ус1 кратш елемента <7 (а) дор1внюють нулю, тому

2Ь<7 (а) = 25йьа5 + 2$й$—1аь~1 + • * * + 2,<11а -+- 28й0 = 0.
Але тод1 й (а) — <7 (2а) =  0 для довольного Я, тобто

V [(28 —  28-1) а5_ ,а 5- '  +  (25 -  25- 2) Л8_ 2а 5~2 +  
аб Я

+  . . .  + ( 2 8- 2 ) ^ а  +  (26- 1 ) 4  =  0]. (36)
Розглянемо многочлен

и (X) =  /15—1Х5-1 +  2Х5 2 +  - '  • +  Ь.гХ +  К'
<л

де /г = ( 2 5 —  2к)йк,к  =  0,\, 2, . . . .  5— 1.
аг

Очевидно, и $ Я [х] 1 йе§ и <  5 — 1, тому за припущенням шдук- 
цп наше твердження правильне для многочлена и (х). Осюльки (36) 
означав, що V и (а) =  0, то звщси випливае, що с1е§ и <  0, тобто 

аеК
Нк =  (28 — 2к) йк =  0, А =  0,1, 2.......... 5— 1. (37)

Тепер нам потр1бно використати те, що Я мае характеристику 0, 
тобто якщо а  ̂ Я \ а  ф  0, то будь-яке його кратне па ф  0 при п Ф  0 .
О ск1льки пк =  2 — 2 при к =  0,1, 2, ..., 5 — 1 — вщмшш В1днуля 
Ц|л1 числа, то

(28- 2* К  =  0=><4 =  0 (6 =  0,1, 2, 5 - 1 ) .
Отже, <7 (х) мае вигляд

Я(х) =  й / ,  йвф  0.
При а ^ 0

(а )  =  0 о  й8а  =  0 => =  0.

Ми дктали суперечшсть з припущенням сё$ ф 0  1 цим довели наше 
твердження, а отже, 1 теорему.

Насл!док. Якщо Я — область цёлёсностё характеристики 0, то 
многочлени [ (х), §  (х) 6 Я [х] рёвнё мёж собою тодё I тёльки тодё, коли 
Хх значения в довёльнёй точцё областё Я рёвнё мёж собою.

На основ1 викладеного можна зробити такий висновок.
Нехай Я —  область цш сносп  характеристики 0. 3  теореми 2 вид

но, що кожному многочлену /  (х) б Я [х] в1дпов1дае певна функщя 
Ф/: Я Я. Вщповщшсть /  —>■ ф/ взаемно однозначна, бо знасл1дку тео
реми 4 випливае, що для будь-яких /  (х), §  (х) € Я [х]

Ф/ =  Ф8»  V [ / (а) =  §  (а)] =$>/(*) =  §(х) .

Дал1, теорема 3 свЦчить про те, що ця в)дпов1дн1сть е ёзоморфёзм, бо 
внасл1док (29) ф̂ +й =  ф/ +  ф8, ф/й =  Ф/ • ф8. Це й означав, що у ви
падку, коли Я е область цёлёсностё (зокрема, поле) характеристики 0, 
мае мёсце повна рёвноправнёсть алгебраёчного та функционального тлу- 
мачень многочленёв. Для дов1льно1 ж обласп ш лкносп теорема 4, а то
му й щойно наведене твердження неправильш.

Зокрема, алгебрашне 1 функщональне тлумачення многочлешв щл
ком р1внозначш, коли многочлени розглядати над ч и с л о в и м и  по
лями (1, § 16), бо будь-яке числове поле мае характеристику 0. 3 цього 
видно, що вс1 в1домост1, одержаш з курс1в алгебри та математичного 
анал!зу про многочлени з Д1йсними чи комплексними коефщентами, 
розглядуваш як Ц1Л1 рац1ональн1 функцп одше! зм1нно1, збер1гають 
силу 1 при новому п1дход1 до поняття многочлена, викладеному в 
п. п. 21.2—21.3.

§ 22. ТЕОР1Я ПОД1ЛБНОСТ1 М Н О ГО Ч Л Е Ш В

22.1. Многочлени над полем. Дос1 ми розглядали К1льце многочле
шв над областю цш сн осп  Я. Хоч означення шльця многочлешв Я [х] 
було дано для д о в 1 л ь н о 1 обласп цш сносп  Я, для деяких змЬ 
стовних результат1в, як ми бачили (п. 21.5), слщ було додатково вима-



гати, щоб в /? кнувала одиниця 1 щоб характеристика юльця Р  дор1в- 
нювала нулю.

Тепер ми вимагатимемо, щоб область цш сносп  Р  була п о л е м ,  
тобто щоб в Р для дов1льного елемента а Ф  0 кнував обернений еле
мент а-1 , або щоб

V
а.Ь^В.

афО=$> 3
с = а ~'ь « Ц -

Отже, в дальшому виклад1 розглядатимемо многочлени над полем Р. 
Осюльки будь-яке поле е областю ц ш сносп  з одиницею, то ва  резуль
тата § 21 залишаються в сил1 для цих многочлешв. Зокрема, сукупА 
шсть уа х  многочлешв над полем Р е область цшсностё з одиницею Р [х] 
вёдносно додавання I множення многочлешв^

Природно, що при цьому ми дещо звужуемо клас розглядуваних 
многочлешв, але в уа х  питаниях, яю вивчатимуться в цьому кура 
(зокрема, у застосуванш теорп многочлешв до розв’язування алгеб- 
раТчних р1внянь та Тх систем), поняття многочлена над полем буде шл- 
ком достатшм.

Звичайно, можна було б вщразу означити многочлени над по
лем Р, а не над областю ц ш сносп  К (так 1 роблять автори багатьох 
поабниюв з алгебри). Проте прийнятий у цьому кура порядок вик- 
ладу сприяе чггюшому усвщомленню того, яю  власти воет 1 юльця мно
гочлешв Р [л:] залежать вщ того, що Р  — к 1 л ь ц е, а яю вщ того, 
що Р  — саме п о л е .

Особливо важливу роль в елементаршй алгебра в анал131 та теори 
функщй, а також у практичних застосуваннях математики вдограють 
многочлени над числовими полями, тобто многочлени над полем С ком
плексних чисел або його пщполями (К, О та ж .). Як зазначалося у по- 
передньому параграф!, осюльки числов1 поля мають характеристику 
нуль, Шя многочлешв над числовими полями алгебраТчне означення мно
гочлена ркносильне функциональному^ Це полегшуе вивчення Тх 1 дае 
змогу встановити ряд важливих спещальних властивостей.

Було б помилкою думати, що у випадку, коли юльце, над яким роз- 
глядаються многочлени, е полем Р, то й юльце многочлешв Р  [х] вия- 
виться полем. Б1лыне того: для жодного многочлена ненульового степе\ 
няз Р [х] не кнуе оберненого елемента$ Справд1, для дов1льного /  (х)  ̂
б Р [х] такого, що с1е& /  >  1, р1вц1сть } (х) §  (х) =  1 неможлива ш 
при якому д (х) € Р I*]; адже §  (х) не може бути нуль-многочленом 1 
тому с1е§ =  йеб /  +  (1е§ §  >  1, звщки /  (х) §  (х) ф  1.

Що ж до многочлешв нульового степеня, яю  е елементами поля Р, 
то для кожного з них обернений елемент в Р [х] кнуе 1 е також много
членом нульового степеня. 1ншими словами, дёльниками одинищ в об
ласти цшсностё Р  [х] е многочлени нульового степеня (вщмшш вщ нуля 
константи) ( тьльки вони.

Як бачимо, не т1льки все юльце Р [х] не е полем, а й будь-яке пщ- 
юльце, яке мктить хоч один многочлен ненульового степеня, не е 
полем.

1з сказаного зрозум1ло, що два р1зш многочлени з Р  [х], як прави
ло, не Д1ляться один на одного. Все ж для Р [х] може бути побудована

\

теор1я под1‘льност1, щ л к о м  аналопчна теорп п о д ш н о сп  щлих чисел, 
якщ о операщю Д1лення м н огоч л еш в  (оберн ен у  до операцп м нож ення 
н Р [х]) замжити б1льш загальною операщею деления з остачею.

Аналопя М1ж теоркю  п о д ш н о сп  у юльщ  щлих чисел 1 теор1ею 
под 1Л ьност1 у юльщ  многочлешв е проявом глибокоТ с ш л ь н о с т 1 вла
стивостей згаданих юлець. Суть щеТ сш льносп полягае в тому, що 
обидва згадаш юльця е моделями т1еТ самоТ алгебраТчноТ структури —  
е в к л 1 д о в о г о  к 1 л ь ц я. Саме абстрактне поняття евклщового 
ю л ь ц я  ви н и кл о при пор1внянн1 та узагал ьн ен ш  вл асти востей  п о д ш 
носп щлих чисел 1 многочленов, я ю  в к торп  математики досить довго 
вивчалися незалежно в арифметищ 1 в алгебр1 вщповщно. Але в сучас- 
ному виклад1, зокрема, коли читач вже об1знаний з основними власти- 
востями абстрактних евклщових юлець (п.. 14.3), ми маемо змогу дкта- 
ТИ ВС1 ОСНОВН1 фаКТИ ТвОрИ ПОДШНОСП МНОГОЧЛеШВ за допомогою про
сто'! конкретизацп теор1Т п о д ш н о сп  в евклщових юльцях. 1ншими 
словами, я к щ о буде доведено, що юльце многочлешв над полем е евк- 
лщовим юльцем, можна буде перенести в а  результати, встановлеш 
в п. 14.3 для д о в ш н и х  евклщових юлець, на юльце многочлешв без 
спещальних доведень.

Отже, перш за все нам потр1бно встановити, що юльце многочлешв 
над полем е евклщове юльце.

22.2 . К |льне многочлен!и ^як^тлгп^нр |[|ще. Щоб довести, що 
юльце Р 1х] много^Вёшв над полем Р  е евклщовим, потр1бно, згщно 
з означениям евклщового юльця (п. 14.3), показати, що

1. Р [х] е область щлкностг.
2 . кнуе вёдображення <р: Р [х] \  {0 } ->-№ == N у  {0 } ( 1)

таке, що мае мкце деления з остачею, тобто

V 3 [ /(* )  =  ёГ(*)5 (х) +  г (х )],К*).г<*>ея[*] 5(х)./-(*)6Р[*] 
й( )̂^о

причому або г (х) =  0 , або <р (г (х)) <  ф (§ (х)). Той факт, що Р [х] — 
область ц ш сн о сп , було доведено в § 21 (п. 21.4). Вщображення 
Ф: Р [ х ]\  {0 } -► № побудуемо в такий споаб. Кожному многочлену /  (х)  ̂
^ Р [х], вщмшному вщ нуля, поставимо у ВЩПОВ1ДН1СТЬ його степ1нь, 
тобто

ф (/(х ))  =  с!ее /  6 л̂ °. 
аг

Залишаеться довести властивкть 3 , тобто здшененнкть д1лення з 
остачею в юльщ Р [х] при тому означенш вщображення ф, яке було 
щойно наведено. 1ншими словами, слщ показати, що для довхльних мно
гочлене /  (х) I §  (х) Ф  0 з киьця Р [х] кнують многочлени 8 (х) ( г (х) 
такь, що /  (х) можна подати у вигляде

Ц х) =  8 ( х ) з ( х ) + г ( х ) ,  (2)

де г (х) =  0 або йеб г ■< де§ §. Ураховуючи зауваження в ю нщ  п. 21 .2, 
це можна записати коротше с1е§ г  <  с!е§



При д^ленш з остачею многочлешв вживають ту саму термшолопю, 
що й для шлих чисел: /  (х) — дьлене, ё  (х) — дьльник, & (х) — частка,
Т (х) — остача. Умова для чисел, щоб остача була менша за модуль 
Д1льника, у випадку многочлешв замшюеться умовою, щоб стешнь ос- 
тач1 був менший в1д степеня дш ника.

П р и к л а д .  Нехай ? (х )  =  х 3 —  Зх +  1, е  (*) =  * 2 +  *• Р»вшсть х 3 —  Зх +  
+  1 =  (х2 +  1) х  +  (— 4л: +  1) свщчить про те, що (  (х) длиться  на §  (х) з остачею, 
причому частка 5 (х) — х, остача г  (я) =  — 4х 4 - 1. Так само §  (х) Д1литься з остачею 
на I (х); у цьому випадку частка % (а:) =  0, остача гг (х) =  х 2 +  1. аДже х 2 +  1 =  
=  (х3 —  Зх +  1) • 0 +  х2 +  1.

^Георр$\п 1- Довиьний многочлен, [  (х) з кьльця Р [х] дьлиться з ос- 
т т ею наоуд^яки й многочлен §  (х) з цього кьльця, вьдмьнний вьд нуль- 
многочлена; при цьому частка й остача також належать до Р [х\ ь виз- 
начаються однозначно.

Д о в е д е н и я .  Встановимо спочатку саму можливкть знайти 
серед многочлешв з юльця Р [х] частку 5 (х) 1 остачу г  (х) для будь- 
яких многочлешв /  (х), §  (х)  ̂ Р [х] при §  (х) Ф  0. Нехай

/  (х ) =  апхп +  ап- 1Хп~ : +  • • - +  агх  +  а0,

ё  (х ) =  Ътхт +  Ът-\ Х т 1 +  • * • +  Ъхх +  Ь0.

Якщо !  (х) =  0, то зрозум1ло, що 5 (х) =  0, г (х) =  0. Нехай тепер п =  
=  с1е§ I <  с1е§ §  =  т\ тод1 можна вважати, що 5 (х) =  0, г (х) =  /  (х). 
Залишаеться розглянути випадок, коли п >- т. Виконаемо доведен
ия методом шдукцп по п, починаючи з п =  0. При п — 0 маемо т =  0,
/  (*) =  а0, ё  (.х) =  Ь0 ф О , тому 5 (х) =  ’ а г  (х) =  0. Очевидно,

з ( х ) $ Р [ х ] ,  б о - % - $ Р >ио
Припустимо, що теорема справедлива для вс1х многочлешв таких, 

що с!е§ /  <  п, 1 доведемо и для многочлешв степеня п.
Розглянемо многочлен

р(х) =  Д х ) - - ? - х ^ ( х )ит

(нагадаемо, що ап 1 Ът вщмшш вщ нуля). Старший член многочлена
_Оп_ хп-тд, (х) (який, очевидно, належить Р Ы ) дор1внюе апхп, тоб-
то”старшому члену многочлена /  (х). Тому <1е§ р <  п, 1 за припущен
ням шдукцп р (х) можна под1лити з остачею на ё  (х):

Р(Х) =  §  (X) 5Х (х) +  Гу (х); 5Х (х), Гх (х)  ̂ Р [х ];

г 1 (х) =  0 або с1ед <  с!е§§-.

Отже,

! ( . х ) - ~ -  хп~тё  (х) =  ё  (.х) (х) +  гх (х),ит

ЗВ1ДКИ /  (X ) =  ё  (Х ) 5 (X ) +  Г (X ), Дв

Г (х) =  гх (X), 5 (X) =  5Х (х) +  Хп~ т.
ит

Зрозум1ло, що 5 (х) 1 г (х) належать Р [х] 1 що г (х) =  0 або с!е§ г =  
== <1е§ Г1 <  йе§ ё- Цим показано м о ж л и в 1 с т ь  Д1лення /  (х) на 
ё  (х) з остачею.

Щоб закшчити доведения теореми, СЛ1Д встановити е д и н 1 с т ь 
частки 5 (х) 1 остач! г (х). Припустимо, що можлив! два записи:

!(х)  =  ё ( х ) $  ( х ) + г ( х ) ,  (1е§ г  <  йе§ ё ’>

/(X) =  ё(х) 5 (X) +  Г(х), йе§ г <  с!е§ ё-

В1дн1маючи другу р1вн1сть В1д першоТ, дктанемо

ё  (х) [ 5 (X) —  5 (X)] =**/■ (х) 4- г (х). <
х " V  ^

За умовою ё  (х) ф  0. Якщо припустити, ЩО Г (х) Ф  Г (х), ТО Й 5 (х) Ф
ф  5 (х) (адже юльце Р [х] не мае Д1льниюв нуля). Але тод1 ми приходи-
мо до суперечность Справд1, права частина (3) е многочлен, стешнь 
якого менший вщ с!е§ §  1, отже, менший вщ степеня л1воТ частини р1в-
ност1 (2). Отже, р1вшсть (3) можлива лише при г (х) =  г (х) 1 5 (х) =
=  5 (х), що й свщчить про един1сть частки 1 оста41. Теорему доведеноЛ 

Як наслщок з попереднього викладу д1стаемо\таке важливе тверд
ження:

Теорем а 2. Кьльце Р [х] многочлешв над полем Р е евкльдове кьльце. 
З аууж и м о, що у ю льщ  Р [х], де Р  — область ц ш сн о сп , але не 

поле, Д1лення з остачею, взагал1 кажучи, незд1йсненне. Так, у юльщ
2  [х] для многочлен 1 в /  (х) =  х2 +  1, ё  (х) =  Зх — 1 не можна знай
ти многочлешв 5 (х) 1 г (с!е§ г <  1) таких, щоб х2 +  1 =  (Зх —  1) 5 (х )+  
+  г. В доведенн1 теореми 1 було ктотно використано те, що мно
гочлени розглядаються саме над п о л е м  (при доведенш того, що
5 (х) 1 г (х) належать Р  [х]). О днкю  з ктотних причин того, що дал1 ми 
розглядатимемо К1льця многочлена над полем, а не над довш н им и  об
ластями ц ш сн о сп , е можливкть зд1йснювати в таких юльцях Д1лен- 
ня з остачею.

22.3. ТехШка ди ення з остачею. Схема Горцет^-Практичне ЗД1Й- 
сненнятЩТШГ^^в^^ИПГля^воТ^аданйхшюгоаденгв (тобто знаход
ження частки та остач1) грунтуеться на метод1, використаному при до- 
веденш теореми 1. А саме, спочатку вщ д^леного /  (х) вщшмають

хп~тё  (х) (де ё  (х) — д ш н и к , ап 1 Ът —  старш! коеф1Ц1енти /  (х)
1 &  (х) в1дпов1дно), а з многочленом-р1зницею Д1ють так само, як з 
/  (х), а саме: якщо старший член цього многочлена е ^х ', /  >  т ,  то В1д
нього В1дн1мають х1~т ё  (х) 1 т. д. Цей пронес продовжують доти,



п ок и  н е д к т а н у т ь  м н огочл ен , с т е п ш ь  я к о г о  менш ий в щ  т ]  Т аки й  м о 
мент о б о в ’ я зк о в о  н астан е, б о  с т е т н ь  д 1л ен ого  щ о р а зу  зм ен ш уеться  щ о- 
найм енш е на од и н и ц ю . З найдений так и м  с п о со б о м  м н огочл ен  1 буде

г (х ) , а « (х ) бу д е  су м о ю  м н о ж н и ю в  - у — х п~ т, х ‘~ т , . . .  при §  (х ),

я ю  бу д у ва л и ся  в процес1 ц ь о го  ВЩШМаННЯ.
О чеви дн о, щ о сам е д о  ц ь о г о  с п о с о б у  зв од и ться  м етод  Д1лення м н о го 

члена на м н огочл ен , вщ ом и й  з к у р с у  ел ем ен тар н о1 м атем атики .
I

П р и к л а д  1. Нехай /  (х) =  х4 —  2х3 +  х  —  1, а §  (х) =  х2 —  2.

Знайдемо ^  (х) =  [  (х) —  ~  хп~ т§  (х ). У  цьому раз1
°т

ё 1  (X) =  (X4 — 2х3 +  х — 1) — х2 (х2 — 2) =  — 2х® +  2х2 +  х — 1.
Дал1, з § !  (х) д 1емо так сам о, як 1 з I (х):

(х) =  ( -  2х3 +  2х2 +  х -  1) -  ( -  2х) (х2 -  2) =  2х2 -  З х -  1.

Аналопчно
$ 3 (х) =  2х2 —  Зх —  1 —  2 (х2 -  2) =  —  Зх +  3.

Як бачимо, стешнь § 3 (х) вже менший В1Д степеня §  (х). Отже, г (х) =  § а (х) =  — Зх +
+  3 ; « (х) =  х 2 +  (— 2х) +  2 =  х2 —  2х +  2 ,1  тому

х4 —  2х3 +  х —  1 =  (х2 -  2) (х2 —  2х +  2) +  (—  Зх +  3).

Це саме Д1лення з остачею  мож на подати у звичайш й формк

х4 —  2Х3 +  х —  1
—  х4 —  2х2

—  2х3 +  2х2 +  х  —  1

—  2х® +  4х

х2 —  2х +  2

2х2 —  Зх —  1
—  2ха —  4

—  З х + З

Осюльки за теоремою 1 частка 5 (х) 1 остача г (я) визначаються од- 
йоЗначно, для знаходження Тх можна користуватися 1 методом невиз- 
начених коеф!щент1в.

Пояснимо цей метод на тому самому приклади Нам вд ом о , що кную ть так! 
Многочлени 5 (х) 1 г (х), для яких справджуеться р1вшсть

х4 —  2 Х 3  +  х —  1 =  (х2 —  2 )  х (х) +  г (х ), (4)
причому сте тн ь  5 (х) не може перевищувати п —  т, тобто в цьому раз1 двох, а сте
т н ь  г (х) менший В1Д т, тобто в цьому раз1 не перевищуе одиницю.

Це означае, що 5 (х) 1 г (х) можна подати в каношчнш форм1 так:
« (х) =  Л2х2 +  А хх  +  А0; г (х) =  В хх +  В0,

де Л0, А ъ  А 2, В0, Вг —  поки що невдом 1 коефвденти.
Пщставляюч1 щ вирази у р1вшсть (4), маемо

х4 —  2х? +  х  —  1 =  (х2 —  2) (Л2х2 +  А ьх  +  Л0) +  (В ,х  +  В0).

На шдстав1 означення р1вносп многочлешв коеф1Ц1енти при однакових степенях 
х р!вн1 м1ж собою . Зв1дси дктаемо систему р1внянь:

Аа = 1 ,  Лх =  -  2, —  2Аг +  Д , =  О, —  2Аг +  В , =  1, - 2Л0 +  В0 =  - 1 .

Розв’ язавши цю систему, матимемо

Л 2 =  1, Л  =  —  2, А 0 =  2 , В ,  =  —  3, В 0 =  3 , 
тобто х (х ) =  х 2 —  2 х  +  2 , г (х ) =  — З х  +  3 , як 1 сл1Д було чекати.

У загальному випадку 5 (х) шукають у вигляд! многочлена з невиз- 
наченими коефЫентами степеня п —  т, а г  (х) — степеня т — 1.

Застосуемо такий перехщ до окремого, але важливого для дальшого 
викладу випадку, коли §  (х) =  х  — а, тобто коли многочлен-дхль
ник е лш1йний двочлен. Використовуючи метод невизначених коеф1- 
щент1в, в1зьмемо

апхп +  +  • * - +  ахх  +  а0 =  (х — а) (Л„_ ух” ~ 1 +

+  Ап~2хп 2 +  • * • +  Агх  +  А0) +  г. (5)
Звернемо увагу на те, що остача в цьому раз1 е многочлен, не вище 
нульового степеня, тобто константа (елемент поля Р).

Прир^внюючи коефхщенти у р1вност1 (5), дктанемо:
@п == —1)
ап-\ =  Ап—2 —

а 1 =  А0 —  а.А1г 
а0 =  г — аА0,

звщки
Ап—1 = ап,
Ап—2 = О-П—1 + &Ап—1,
Ап—з = й„_2 + аАп—2, (6)

^0 =  а 1 +  аА1г 
г =  а0 +  а А0.

Формули (6) показують, що под1лити многочлен на д: —  а можна 
за такою схемою, яка називаеться с х  е м о ю  Г о р н е р а 1.

ап а п- 1 а п—2 0
 

• 
3 1 со % а о

а Оп

\ - 1

а А п- 1 +  

+  а п— 1

^ п — 2

а А п - 2 +  

+  ап - 2

А п— 3

а Л п- 3 +  
+  ап- 3

А п— 4

осА 1~|- аЛ 0+  а0 

г

Виконуючи Д1лення за щею схемою, к ож н и й  н асту п н и й  к оеф в д ен т  
Ак— 1 частки  й о ста ч у  г Д1стають множенням щ ой н о о б ч и сл е н о го  кое-

1 У . Г о р н е р  (1768— 1837) —  англсйський математик.



ф 1щ ен та  А к на а 1 додаван н ям  д о  зн а й ден ого  д о б у т к у  в щ п о в щ н о го  кое- 
ф щ гента ак д а н о го  м н огочл ен а . . „

З а у в а ж и м о , щ о Д1лення з  о ста ч ею  м н огочл ен а  / (х) на л ш ш н и и  д во - 
член ви д у  х  —  а  зд ш сн ен е  1 в К1льщ м н огоч л еш в  н ад  б у д ь -я к о ю  о б л а 
стю  ц ш с н о с п  К  (щ о не е п ол ем ), х о ч , я к  б у л о  зазн ачен о в п оп ер едн ьо- 
м у  п у н к п , для  д о в 1л ьн и х  м н огоч л еш в  [  ( х )  К. [ х ] ,  §  (х )  ^ Р  [х ]  ч а ст 
ка 5 ( х )  1 о стач а  г (х )  м о ж у т ь  в Р \х] не 1сн ув а ти . У ви п адку  ж  §  (*) =  
=  х  —  а  к оеф од ен ти  частк и  й оста ч а , я к  п о к а зу ю т ь  ф ор м ул и  (6 ), н а 
л еж ать  облаСП  Ц1Л1СНОСП Р .

П р и к л а д 2. Под1лимо за схемою Горнера многочлен X* —  Зх2 +  2х —  1 на 
х—  2. Тут о4 =  1, а3 =  0, а2 =  — 3, ах =  2, а0 =  —  1, а  =  2. Складемо схему:

1 0 — 3 2 — 1

2 1 1-2 +  0 2 - 2 +  ( - 3 ) 1-2 + 2 4 - 2 +  ( - 1 )

т 2 1 4 7

Отж", частка дор1внюе 5 (х) =  х3 +  2х2 +  х  +  4, а остача г — 7.

Схему Горнера особливо дощльно використовувати тодь коли знай- 
дену частку треба знову Д1лити на який-небудь лшшний множник. 
При застосуванш схеми Горнера для посл1довного Д1лення не потр1б- 
но щоразу наново виписувати коеф^щенти часток: закшнення одного 
з процес1в Д1 лення е в той же час початком наступного.

П  о и к л а д 3 . .  Якщо потр1бно не ильки многочлен х4 —  Зх2 +  2х 1 под1ли- 
т и н а х  —  2, але й знайдену частку 5 (дс) =  х 3 +  2х2 +  х  +  4 знову ПОД1ЛИТИ на х  —  
—  2, то обчислювати за схемою Горнера можна так:

1 0 — 3 2 — 1

2 1 2 1 4 7
2 1 4 9 22

Д оугий рядок  щеТ таблищ  п оказуе, щ о при дкченш х4 —  Зх2 +  2х 1 на х  2 ми 
ЙстУаем оРЧа с т к у %  +  2 *2 +  *  +  4 1 остачу  7. Т р етш  р ядок  п оказуе щ о при дш ен н. 
х3 +  2*2 +  х  +  4 на х  —  2 ми дктаемо частку х 2 +  4х  +  9 1 остачу 1 1 .

Легко перев1рити, що в наведених прикладах остача при Д1ленш 
Их)  на х  — а  дор1внюе значению многочлена при х  — а, тобто [  (а). 
Цей результат у загальному випадку вже вщомий читачев1 з курсу ал- 
гебри середньо! школи шд назвою т е о р е м и  Б е з  у. Нагадаемо 
тут .форму лювання 1 доведения ще! теореми.

Ь г^ ГГ У ' 9 Для будь-якого елемента а  з поля Р остача при
дёленш многочлена /  (х)  ̂ Р [х] на х  — а дорьвнюе /  (а).

Д о в е д е н и я .  За формулою (2) д1лення з остачею маемо:

/  (х) =  (.< —  а) 5 (х ) +  г, (7)

де многочлен г е константа, бо мае стешнь, нижчий вщ степеня х — а. 
Оск1льки многочлени, що стоять у Л1В1Й 1 ирав1й частинах (7), рхвш 
м*ж собою, то р1вн1 М1ж собою 1 !х  значения при будь-якому X Ь Р. 
Тому, взявши х =  а, дктаемо /  (а) =  г, що й треба було довеста /З ау- 
важимо, що ми не вимагали, щоб поле Р  мало характеристику ц, 1 не 
твердили, що алгебрашне 1 функщональне означення многочлена у на
шему випадку р1ВНОСИЛЬН1. Але р1ВШСТЬ ДВОХ МНОГОЧЛеШВ [ (л:), 0 (х ) ^
6 Р Ух] 1 М П Л 1 к у е V  [ /  ({$) =  §  (|3)] ДЛЯ довольного поля Р.

Рея
Як було зазначено, за схемою Горнера зручно багаторазово Д1ли- 

ти многочлен на лшшний двочлен. За допомогою такого деления легко 
дктати розклад д о в ш н о го  многочлена /  (х) з а  с т е п е н я м и  
х  —  “ > який широко використовуеться в алгебр1 та анал131.

Справд1, нехай /  (х) —  многочлен «-го  степеня над полем Р, а — 
елемент цього поля. Д1 лення на х  — а  дае:

/  (х) =  (* —  « )  /1 (х ) +  с0, (8)
де / ,  ( х ) —  многочлен (п —  1)-го степеня з Р\х], а с0 — елемент поля Р. 
Якщо п >  1, аналог1чно маемо:

/1 (х ) =  (х — а) /2 (*) +  си
/2 (■*) =  {х — а) /3 (х) +  с2, (9)

!п—1 (-'-') — (х  а) Д, (х) +  сп—
Очевидно, /„  (х) е многочленом нульового степеня; в1зьмемо /  (х) =  

=  сп. Виключаючи з (9) I (8 ) (х), /„_2 (х).......  /2 (х), Д (х), дГстаемо

/ (х) =  сп (х а) +  с„_1 ( х  —  а)п 1 -|- ••• + с х (х — а ) + с 0. ( 10)

Отже, многочлен /  (х) над полем Р  ми подали як многочлен того са
мого степеня над тим самим полем, але вже В1д змшного у — х __<х.
При цьому коеф1щенти с0, си ..., сп однозначно визначаються через а 
1 коефщ1енти а0> а19 ап многочлена /  (л;). А саме, с0 е остача вщ Д1- 
лення / (х) на х а; сх — остача вщ д1лення першоУ частки (х) на
х — а  1 т. д. Що ж до сп, то це е остання частка в процес1 поел ровного 
Д1 лення.

П р и к л а д  4. Знайдемо розклад многочлена /  (х) =  х8 —  З^3 4 - х* —  Чг 4 - 1 
за степенями двочлена х —  1. ^  1

Складемо таку таблицю:

1 0 — 3 1 —2 1
11111

11111
Ш

1
2
3
4

В

— 20
3

т

—  1 
—  1
\2\

— 3 В1



У  першому рядку ще? таблиц! стоять коефппенти даного многочлена /  (х), у ДРЛ • 
гому рядку — коефЫенти частки (ж) 1 остача с0 =  — 2; у третьому рядку маел о 
вже результат доен и я  (х) на х  —  \ \ остачу сх =  - 4 ,  що утворилась при цьому
Д1ЛеА1, 1 т . д. . ,  _  _

Отже, обвед ет  у таблиц! числа е шукан1 коефщкнти сь — 1, с 4 — о, с3 / ,  
Са _  2 , с \ = __4 , с0 =  — 2, а розклад многочлена /  (*) за степенями х  —  1 матиме
вигляд:

К х )  =  ( х —  1)® +  5 (ж —  I)4 +  7 (*  —  I )3 +  2 (ж —  I )3 4 (ж 1) 2.

22.4. П(шльн1сть многочленов. 1деали К1льця Р  [х]. Ми пересвщ- 
ЧИЛИСЬ /  тому, ЩО будь-який многочлен /  (х) б Р  1x1 Д1ЛИТБСЯ на до- 
в1льний ненульовий многочлен §  (х) € Р [х] з остачею. Проте нас особ
ливо щкавитиме той окремий випадок, коли це д1лення вщбуваеться 
«без остачЬ, або, як кажуть, «нащло». У  цьому випадку говорять про
сто, що I (х) д 1 л и т ь с я на 8  (х).

Вважатимемо, що многочлен [ (х) ^ Р [х] делиться на многочлен 
е  (х)  ̂ Р [х], 1 записуватимемо /  (х) • §  (х), якщо остача г (х) при Д1- 
ленш /  (х) на §  (х) дор1внюе нулю, тобто якщо 1снуе многочлен 5 (х)  ̂
$ Р  (х! такий, що

/ {х) — §  (х) 5 (х). (П)

Якщо /  (х) д1литься на 8  (х), то кажуть також, що 8  00 Делить /  (х) або 
е д1льником /  (х), 1 записують & (х)\{  (х).

На пщстав1 теореми 1 частка я (х) визначаеться однозначно. Заува
жимо, ЩО НуЛЬ-МНОГОЧЛеН Д1ЛИТЬСЯ На ДОВ1ЛЬНИЙ М Н ОГОЧЛеН, ВЩМ1Н- 
ний вщ нуля; при цьому частка також е нуль-многочлен. Це дае змо
гу дал1 в цьому пункп вважати вс1 розглядуваш многочлени вщмш- 
НИМИ ВЩ нуля.

Осюльки Р [х] не е поле, то многочлени з Р 1х], взагал1 кажучи, 
не Д1л я ться  один на одного. Але це не виключае того, що в окремих ви- 
падках таке д1лення «нащло» можливе (як 1 в юльщ  шлих чисел). 
Щ  випадки становлять значний штерес у зв ’язку з тим, що подання 
многочлена як добутку юлькох многочлешв часто дае змогу спростити 
дослщження цього многочлена та розв язування асоцшованих з ним 
задач. Зокрема, ця обставина використовуеться при розв’язуванш ал- 
гебраТчних р1внянь.

Властивостё подёльностё многочлешв у ю л ь щ  Р 1x1 д 1стаем о без
п осер ед н ь о  з в л асти востей  п од 1л ь н о ст 1 в д о в 1л ьн ш  обл а ет! ЦШСНОСП 
(п. 14. 1). При ц ьом у  слщ у р а х у в а ти , щ о Д1льниками од и н и щ  в ю л ь щ  
Р 1x1 е ВС1 В1ДМ1НШ ВЩ НуЛЯ КОНСТЭНТИ 1 Т1ЛЬКИ вони (п . 22 . 1).

/ ь )  V [ / ( х ) : г ( х ) Д г ( х ) : А ( х ) = > / ( х ) : А ( х )  ].

( 2) ( V  [/(х):А(х) /\ 8  (х) I Н (х) => (I (х) +  в  (х)) I Н (х) Д
V /  Н1х),Цх).Цх)^Р[х]

Д (Нх) — §{х))'- А(х)Ь

^  V 1/  (х) :А (х) => V ! { х ) ё ( х ) : Н ( х )  ь
Цх)Мх)&Р1 х] в(^6Р[*]

©

* ' , ш М Л тЖ™ 1 Ш в М +  -  

&  м . Л т . ^ П х ) -сЬ

б

ЦХ)'МёР[Х] С$Р 
офО

,м . Л т . и 1 'П х ) 1 е { х ) ^ П х ) 1 с е Ш -с=̂  О
Як в1домо (п. 14.1), два елементи обласп ц ш сносп  з одиницею на

зиваються а с о ц 1 й о в а н и м и ,  якщо вони деяться один на од
ного, або, що те саме, вщр1зняються лише множником, що е дыьни
ком одинищ. Зокрема, у юльщ Р [х] многочлени /  (х), 8  (х) асощйова-
Н1, ЯКЩО ВОНИ В1Др13НЯЮТЬСЯ ЛИШв МНОЖНИКОМ, ЯКИЙ е В1ДМ1ННОЮ В1Д
нуля константою:

!  (х) =  С8  (х) або 8  (х) =  (х) =  с '/ (х).
Легко бачити, що вщношення М1Ж многочленами «бути асоцёйова- 

нимиъ рефлексивне, симетричне 1 транзитивне, тобто е вщношенням
е к в 1 в а л е н т н о с т 1.

Якщо не вважати ргзними асощйоваш многочлени (тобто розгля
дати класи асощйованих многочлен1в), то вщношення под1льноеп 
I (х) §  (х) можна тлумачити як вщношення порядку (нестрогого),
адже це вщношення рефлексивне (/ (х) • с / (х)), транзитивне (власти- 
В1сть 1), антисиметричне, бо

/  (X) : сг8  (х) Д 8  (X): С2/  (х) =ф-/(х) =  С8  (х), 
тобто якщо [  (х) 1 8  (х) або асоцшовань з ними многочлени взаемно дмять- 
ся один на одного, то /  (х) г 8  (х) збёгаються з точтетю до асоиШова- 
ност1 .

Розглянемо тепер питания про будову 1 д е а л 1 в юльця Р  [х1.
Згщно з загальним означениям щеалу комутативного юльця 

(п. 13.1), непорожня сукупшсть I многочлешв /  (х)  ̂ Р  [х] е щеалом 
К1льця Р  [х], якщо вона е групою вщносно додавання 1 якщо

V V Ц ( х ) 8 (х) € /] .  —  П2^
Нх)&1 е(х)еР[х] .

Серед щеал1в К1льця особливу роль вдаграють г о л о в н 1 щеали, 
кожний з яких породжений деяким елементом юльця. У юльщ з оди
ницею головний щеал, породжений елементом /, складаеться з ус1х еле
менпв юльця, кратних /, 1 позначаеться (/). Якщо в област1 цш сносп 
з одиницею ус1 щеали — головш, то и називають кьльцем головних 1деа- 
лёв (див. п. 14.2). Так1 К1льця мають ряд сшльних властивостей, на як! 
спираеться теор1я под1льност1.

Покажемо, що Р  [х] е кольце головних 1деал1в. Зауважимо, що це, 
твердження е наслщком теореми 2 1 наведеного у п. 14.3 твердження, 
що кожне евклёдове кёльце е кёльце головних ёдеалёв. Проте враховуючи 
особливе значения висловленоТ теореми для теорп под1льноеп много
члешв, наведемо и доведения, яке спираеться безпосередньо на тео
рему 1.



Теорем а 4. Юльце Р [х] многочлешв над довольним полем Р е коль
це головних одеалов.

Д о в е д е н и я .  Зауважимо спочатку, що будь-який головний 
1деал юльця Р [х] мае вигляд (/) =  {/ (х) 8  (х)}, де /  (х) — фшсований, 
а §  (х) — дов1льний многочлен з Р [х] (осюльки Р  1х] — юльце з оди
ницею). 1ншими словами, (/) (щеал, породжений елементом /  (л:)) скла
даеться 3 уС1Х МНОГОЧЛеШВ ЮЛЬЦЯ Р (х), ЯЮ Д1ЛЯТЬСЯ на /  (х). Нам по- 
тр1бно довести, що для дов1льного щеалу /  юльця Р [х] знайдеться 
многочлен /  (х) такий, що /  =  (/).

У  випадку, коли /  =  {0 } ,  тобто складаеться лише з нуль-много
члена, твердження теореми правильне, бо тод1 /  =  (0) — головний 
щеал, породжений нуль-многочленом. Нехай тепер 1 Ф  { 0 } ,  тобто в I  
кнують многочлени, вщмшш вщ нуля. Позначимо через /  (х) якийсь 
многочлен найменшого степеня з I. Такий многочлен кнуе, бо степей! 
многочлешв — невщ’емш ц ш  числа, отже, в будь-яюй сукупност1 
многочлешв е многочлени найменшого степеня. Осюльки [ (х)  ̂ I \
I —  1деал, то для дов1льного 8  (х) Ь Р [х] маемо Т (х) §  (х) I, тоб
то (/) а  I.

Залишаеться показати, що (/) =  I, тобто що будь-який многочлен 
<7 (х) (̂  /  можна подати у вигляд1 <7 (х) =  /  (х) 5 (х), де з (х)  ̂ Р [х]. 
Под1лимо ц (х) на /  (х) з остачею; маемо <7 (х) =  /  (х) $ (х) +  г (х), де 
с1ее г <  (1е§ /  або

г ( х )  =  0. (13)
Через те що <7 (х) б /  1 /  (х) 5 (х)  ̂ то й г (х) =  <7 (х) —- /  (х) « (х) Е 
 ̂ / .  Але тод1 зрозум1ло, що г (х) =  0, бо серед вщмшних вщ нуля мно

гочлешв з /  немае многочленов, стешнь яких менший В1д йе^ /.
\& Отже, г (х) =  0 1 з (13) випливае, що д (х) =  /  (х) 5 (х).
^  22.5.. Найб|льший стльний Ельник. Алгоритм Евклща. К он к р е- 
ти зу ю ч и "у  ви п адку  ю л ь ц я  м н огоч л еш в  Р [х] н ад  п ол ем ~ ? за га л ы п  п о 
няття  с ш л ь н о г о  Д1льн и ка та н ай б1льш ого с ш л ь н о г о  Д1льн и ка (НСД) 
м н огоч л еш в , введем о т а ю  озн ачен н я .

Означення Якщо многочлен й (х) е дольником многочлена I (х) о 
многочлена §  (х), то вон називаеться стльним дольником многочлешв 
! (х) /  8  (х).

Означення 2. Стльний дольник многочлешв /  (х) I §  (х), який до
литься нйКи'ЖИлш онший стльний дольник цих многочлешв, називаеться 
найбольшим стльним дольником многочленов /  (х) о §  (х) о позначаеться 
через (/, в).

Щ означення природно узагальнюються на випадок т (т >  I) мно
гочлен! в.

Звичайно, будь-яю два многочлени мають трив1альш сшльш Д1ль- 
ники, а саме — Д1льники одинищ юльця Р 1x1; такими Д1льниками е 
ус! В1ДМ1НН1 в1д нуля константа (елементи поля Р) (див. властивкть
5 под1льност1, п. 22.4). Очевидно також, що НСД двох многочлешв не 
визначаеться щлком однозначно. Якщо й (х) — найб1льший сшльний 
д1льник, то й кожний многочлен ей (х), де с — елемент поля Р , вщмш- 
ний в1д нуля, також е НСД цих многочлешв. Проте з точностю до ста- 
лого множника найбольший стльний дольник визначаеться однозначно. 
Справд!, якщо й (х) 1 йх (х) — найб1лыш сшльш дольники даних двох

м н огоч л еш в , т о  й (х) повинен Д1литися на с!г (х )  (б о  й  (х ) —  найб1льш ий 
сш л ь н и й  Д 1л ьн и к), а (х ) повинен Д1литися на й  (х ) (б о  (х) —  най- 
быьший сш л ь н и й  Д1л ьн и к ). Т о д 1 й (х ) 1 (х ) а со щ й о в а н 1, т о б т о
^  (х ) =  ей  (х ), д е  с — кон стан та , в ц щ ш н а  вщ  нуля. Розглядаючи 
с п 1льн ! д 1льн ики  д в о х  м н огоч л еш в , ми не брати м ем о д о  уваги трив1аль- 
Н1 Д1льники 1 вваж ати м ем о, щ о  м н огочл ен и  взаем н о прост1, я к щ о  в н и х  
н ем ае сшльних Д1льник1в, В1дм1нних в щ  многочлен1в нульового степ е
н я . Точшше, при й м ем о так е  означення:
[  Означення 3. Многочлени /  (х), §  (х) $ Р [х] називаються взаемно 
ггрбстими, якщо кожний охной стльний дольник е многочленом нульо
вого степеня (вщмшною В1д нуля константою).

Зр03уМ1Л0, ЩО МНОГОЧЛеНИ /  (х), §  (х) ВЗаеМНО ПрОСТ! ТОД1 1 Т1ЛЬКИ 
т о д 1, коли (/, в) =  1 (адж е ця у м ова  равнозначна т о м у , щ о к ож н и й  
СП1ЛЬНИЙ Д1ЛЬНИК МНОГОЧЛеН1В е Д1ЛЫШКОМ од и н и щ ).

Основне твердження вщносно НСД многочлешв, яким ми пскгийно 
користуватимемось, можна сформулювати так:

Теорем а 5. Для будь-яких двох многочленов /  (х ), 8  (х) ^ Р  [х ! оснуе 
найбольший стльний дольник й  (х ), причому й (х ) можна подати у  виг- 
лядо

с^(x) =  ^(x)и(x)  +  е (x )V (x ) ,  , ■ (14)
де и (х ), V (х) —  деяко многочлени з Р  [х ].

Ц я теорем а  н е п о тр е б у е  д овед ен и я , о с ю л ь к и  вона б езп осер ед н ьо  
випливае з теорем и  1 §  14, сп р а в ед л и в о ! для  б у д ь -я к о г о  ю л ь ц я  гол ов 
н и х  1д еа л 1в.

Зауважимо, щ о м н огочл ен  й  (х), поданий у  ф ор м 1 (14), Д1ли ться  на 
П1дстав1 в л а с т и в о сп  4 п. 22.4 на б у д ь -я к и й  с т л ь н и й  Д1льник м н огочл е- 
Щв /  (х) (х).

Многочлени /  (х), §  (х)  ̂ Р [х] взаемно просто тодь о 
тьхЩГтШ/ коли оснують многочлени и (х), V (х)  ̂ Р  [х] так.1, шр ' 

Нх)  и (х) +  8  (х) V (х) =  1. (15)
3 цього наелдау випливае ряд простих, але важливи^да^тивостей

взаемно простих многочлен1в. Сформулюемо деяю з них:

Ф и ,  , V [(/. 8 ) =  1 Д ( / ,  Л) =  1 = » ( /, ^ )  =  1 ].

ЛУ- V [[ (х) § ( х ) : 1г (х) Д (/, к) =  1 =$> $ (х):Н (х)].

&  и,  ср г1^ ^ ) : ^ М А / ( х ) : л ( х ) Л ( ё г.Л) =  1 ^ > /(х ) ;^ '(х )х
^  Цх),в.(х)М х)0.Р[х] %

х  Л (х)].
Ц1 властивост1 е конкретизац1ею для випадку юльця многочлешв 

загальних теорем 3, 4 1 5 § 14.
Розглянемо тепер (и ? о с 1 б з н а х о д ж е н н я  найб1лылого 

сшльного Д1льника двох МЙо1очлен1й.'" 1
Оск1льки Р  [х] е евклщове к1льце, у ньому застосовна процедура 

знаходження НСД за допомогою послиовного Д1лення з остачею або 
алгппитм у Р.нкдлля. Цей алгоритм у за га л ьн ом у  р и гл я д ! б у л о  оп и сан о 
нобгрунтовано в п. 14.3. Тут ми розглянемо алгоритм Евклща стосов- 
но до знаходження НСД двох многочлешв.



Нехай дано два многочлени /  (х) 1 §  (х), причому степшь /  (х) не 
менший вод степеня §  (х). Виконаемо послодовне долення з остачею, яке 
можна записати за допомогою такоо системи ровностей:

Н * ) =  8  (х) «1 (х) +  гг (х),
ё ( х )  =  г 1 (х )з 2 (х) +  г2 (х),

Гх (X) =  Гг (х) 53 (х) +  Г3 (х ),

...........................................  (16)

Гп—2 (х) =  Гп—1 (х) 8п (х) ■ Г Гп (х),

( X )  =  Г п  ( X )  5„+! (х).

Ми тут виходимо з того, що шсля скшченного числа долень остача 
гп+1 (х ) доровнюватиме 0 . Справдо, з самого означення остач1 зрозумо- 
ло, що стетнь многочлена тх (х) менший вщ степеня §  (х); степонь (х) 
менший вщ степеня (х) 1 взагало стешнь гк (х) менший вод степеня 
Гк—1 (х). Але це означае, що або якась з остач гк (х) доровнюватиме ну
лю, або стешнь остачо, зменшуючись при кожному Д1ленш принаймно 
на одиницю, доровнюватиме нулю. Якщо йе§ гп — 0, то гп+] = 0, бо 
будь-який многочлен долиться на многочлен нульового степеня. У вся
кому разо алгоритм Евклода для многочлешв зводиться до с к 1 н ч е н - 
н о г о числа долень з остачею. Оскольки степонь гх (х) не больший за 
т — 1, де т — стешнь & (х), то число кроков у схемо (16) не може пе- 
ревищувати т.

П р и к л а д  1. Нехай /  (х) =  х3 —  Здс2 +  Зх —  1, ц  (х) =  х 3 —  1. Застосовую- 
чи алгоритм Евкл1да до цих многочлешв, дгстанемо так! ровности

х3 —  Зх2 +  Зх —  1 =  (х8 —  1) • 1 +  ( -  Зх2 +  Зх);

*з _  1 =  ( _  зд* +  з*) 1- ~ х  -  ) +  (х  -  1);

—  Зх2 +  Зх =  (х —  1) (—  3*).

®1 М  =  1 * — ■ ■
г , (ж) =  —  Зх2 -р  Зх;

1 1 2̂ (*̂ ) 3 •* 3 »
г2 (х) =  х  —  1;
*з (*) =  — 3; 
г3 (х) =  0.

Вщповщно до загально! теорп (п. 14.3) остання водмонна вщ нуля 
остача гп (х) у систем! ровностей (16) 1 е НСД многочлешв /  (х) 1 & (х).

П р и к л а д и .  2. Для многочлешв /  (х) =  х3 —  Зх2 +  Зх —  1, д  (х) =  х3 —  1,
як1 було розглянуто у приклад1 1, найбшьший сшльний дольник (/, §) =  х —  1.

3. Знайдемо найб1лыиий сшльний Д1л ьн и к  многочлешв /  (х) =  х4 +  х3 +  х2 +  
+  1, §  (х) =  4Х3 +  Зх2 +  2х +  1. На цей раз виконаемо обчислення докладно.

Дйшмо х4 +  х3 +  х2 +  х +  1 на 4х3 +  Зх2 +  2х +  1.
При цьому, щоб уникнути дробових коеф1щент1в, перший з цих многочлешв множи
мо на 4. Зрозум1ло, що при цьому частка й остача також помножаються на 4, що не 
мае 1стотного значения, бо в а  многочлени ми визначаемо з точшстю до сталого множ- 
ника. Маемо:

х4 +  х3 -!- х2 +  х + 1  14Х3 +  Зх2 +  2х +  1 
(помножаемо на 4 ) 4х4 4Х3 +  4х2 +  4х +  4 | х

—  4х* +  Зх? +  2 х 2 +  х
х« +  2х2 +  Зх +  4

Перш н!ж Д1лити дал!, помножимо знайдену р1зницю знову на 4. При цьому 
частку Д1станемо неправильну, бо П перший коефвдент у 4 рази, а другий —  у 16 
раз бйхыиий за той, який повинен бути. Щ о ж до остач 1, то вона зб1льшиться в 16 
раз. Осшльки нас цшавить не частка, а остача 1 осшльки цю остачу можна визначити 
з точшстю до сталого множника, то такий процес «порушеного дшення» веде нас 
до мети.

Отже, маемо дал!:

(помножаемо на 4) 

(д1лимо на 5)

х? +  2 х * +  Зх +  4 
4х3 +  8х2 +  1 2 х +  16 

' 4х3 +  Зх2 +  2х +  1 
5х2 +  10х +  15 

х2 +  2х +  3

4Х3 +  Зх2 +  2х +  1
1

Таким чином, г (х) =  х2 +  2х +  3. Дътимо дал1:

4Х3 +  Зх2 +  2х +  1 х2 +  2х +  3
~  4х3 +  8х2 +  12х 4х — 5

—  5х2 —  1 Ох +  1

—  5х2 —  10х —  15
(д1Лимо на 16) 16

1

Отже, г2 (х) =  1. Дал! Д1лити не потр1бно, бо видно, що г3 (х) =  0 ! тому (/, § )  =  
=  г2 (х) =  1. Найб]'льший сш'льний Д1льник дор1внюе 1, тобто многочлени х4 +  х3 +  

х2 +  х  +  1 1 4х3 +  Зх2 +  2х +  1 взаемно прость

1нод1 д овод и ться  шукати НСД не двох, а большого числа многочле
шв, скаж1мо, \х (х), /2 (х), ..., /„  (х). У цьому випадку спочатку зна- 
ходимо &х (х) =  (/х, /2); пот1м шукаемо й2 (х) =  (< ,̂ / 3); й3 (х) =  
=  (^2> /4)' й к —1 (х) =  (<1к— 2, //,); й к  (х) =  (& к — 1, [ к +  0 > •••’> &п—1 (х) =
=  {йп—2» 1п)‘

йп-\ (х) 1 буде НСД ус1х многочлешв. Справд1, (х) Д1литься на 
й„_1 (х), бо !к (х) Д1литься на йк- 1 (х); йк- 1 (х) Д1литься на с1к (х); 
йк (х) — на 4+1 (х) 1 т. д., нарешт1, йп_ 2 (х) Д1литься на йп-\ (х). ЯкШо 
тепер (I (х) — будь-який сшльний Д1льник для / х (х), /2 (х), ..., (х),
то вш е також д1льником для (х), с12 (х), ..., с!„_1 (х), як це випли
вае з означень цих многочлешв. Отже, йп-\ (х) — найб1льший сп1ль- 
ний Д1льник многочлен1в }х (х)> /г (х), .... /„ (х).

Зрозум1ло, що коли як1-небудь два з многочленов /х (х), /2 (х), . _ 
/„ (х) взаемно прост!, то НСД ус1х многочленов дор1внюе одинищ.

За допомогою алгоритму Евклща можна також знайти для заданих 
многочленов /  (х), @ (х)  ̂ Р многочлени и (х) IV (х) з Р [х], як1 задо- 
ВОЛЬНЯЮТЬ р1ВН1СТЬ (14).

Оскольки <1 (х) =  гп (х), то з ровностей (16) достаемо (для спрощен- 
ня записов позначатимемо многочлени скорочено, опускаючи букву х):

(17)



У свою чергу,

Гп—1 =  *"п—3 ?п—2$п—1» (1 8 )

Гп—2 =  Г я—4 —  Т п_ з 5„_2

1 т. д. В загальному випадку
Гп—к =  Гп—к— 2 ^п—к—1 $п—к у (1 9 )

де к =  1, 2 , ..., п — 1, причому пщ г_ 1 слщ розумгги многочлен /, 
а шд г0 — многочлен д.

Шдставимо тепер у (17) вираз для гп~\. Д1станемо:
А =  Гп—2 ----- [Гп_ з —  Гп_ 25„ _ 1] 5„ =  —  Г„_з5„ +  Г„_2 (1 +  8п5п—\).

Отже,
=  —  ГП-з5п +  г„_2 (1 +  5„5„_1). (20)

3 цього виразу можна аналопчно виключити г„_ 2, поставивши за
млеть нього вираз з р1вносп (18):

й =  — Гп—35„ +  [Гп—4 —  Г„_з5„_2] (1 +  5„5„_1) =
=  Гп—4 (1 +  5„5„—0  —  Гп- 3 [5„ +  5„_2 (1 +  8„5„_1)]. (21)

Виключаючи дал1 гп- з, гп—4, ..., ми щоразу дктаватимемо вираз й 
через Гк- 1 1 гк, в якому множники при них утвореш з часток з1 за до
помогою додавання 1 множення. Процес поступового виключення гк 
припиниться Т0Д1, КОЛИ в правш ЧаСТИШ Р1ВНОСТ1 з ’являться Г- 1  =  /  
1 г0 =  д.

Отже, ми дктанемо, що
<2 =  /и  +  ду, (22)

де и 1 у —  деяю многочлени, утвореш з часток я„, 5„_ь 5Х. 3 само
го способу побудови и (х) [ у  (х) бачимо, що щ многочлени належать до 
того самого юльця Р  [лг], що й /  (х), д  (х).

У юльщ Р [х] многочлешв над полем Р  можна означити 1 наймен
ше стльне кратне елеменпв.

' Озууиешт. Стльним кратним многочлешв I (х), д  (х)  ̂ Р [х] на- 
зиЕаеться Ьубь-який многочлен & (х) а Р [х] такий, що 8 ( х ) : /  (х) Д 
/\ 8 ( х ) : д  (х). Найменшим стльним кратним (НСК) многочлешв /  (х), 
д  (х) називаеться стльне кратне /  (х) о д  (х), яке долить будь-яке онше 

\стльне кратне цих многочлешв; НСК многочлешв /  (х) о д  (х) познача- 
[/, д].

-л Теорем а 6 . Для будь-яких водмонних вод нуля многочленов } (х), д  (х) 
найменше ШЛьне кратне оснуе о визначаеться однозначно з точностю 
до сталого множника.

Д о в е д е н и я .  Розглянемо многочлен <7 (х) =  ■■ ^  ё^~- , Де (/, §),
\1 » 5 7

як завжди, НСД многочлешв /  (х) та д  (х) 1 тому делить кожний з них. 
Зрозум1ло, що </ (х) е сшльне кратне /  (х) 1 д  (х), бо

Якщо тепер 5 (х) — будь-яке шше сшльне кратне многочлешв /  (х) 1
д  (х), ТО 5 (х) : /  (х) 1 5 (х) : д  (х) 1 тому 5 (х) =  5Х (х) /  (х), причому

=  р (х) — многочлен з Р [х].§(х )
Подамо тепер /  (х) 1 д  (х) у вигляд1 /  (х) =  (/, д) !х (х), д  (х) =  

=  (/, д) дх (х), де /, (х) 1 дх (х) — многочлени з Р  [х]; при цьому 1 
(/1. ёг) =  1 - Тод!

_ /„ч _  М *)Ы *)(/. 8 ) _  ^ (х) (х)
р к , ~  а  (*)(/.*> й(*> *

5 (х)Осюльки (]х, д х) =  1, то ( х ) : д х (х). Вводячи означення ~
=  I (х) $ Р  1х], д1станемо: 5Х (х) =  дх (х) I (х), зв1дки

5 (х) =  (х) /  (х) =  /  (х) д х (х) I (х) =  1 (х) =  д (х) I (х),

тобто 5 (х) : 7 (х).
Отже, <7 (х) справд1 е НСК многочлен!в [  (х), д  (х): <7 (х) =  [/, д]. 

Якщо <7Х (х) — будь-яке шше НСК них многочлешв, то <7 ( х ) : <7Х (х) 
1 (?, (х) I «7 (х), ЗВ1ДКИ ясно, що ц (х) 1 цх (х) В1др1зняються лише сталим 
множником. Теорему доведено.

Можна, аналопчно до НСД, розглядати НСК дов1льного числа мно
гочлешв. Ми на цьому спинятися не будемо.

' 22.6. Нрлш'пн! щппг— яшш тепер, як1 з елеменпв об
лает! цш сн осп  Р[ х ]  е н е р о з к л а д н и м и  або п р о с т  и м и .  
Згщно з загальним означениям (п. 14.1), елемент обласп цш сносп  
нерозкладний або простий, якщо вш не е дольником одиницо о не мае 
нетривоальних дольников. Переформулюемо це означення стосовно ю ль
ця многочлешв над полем Р, ув1вши для простого многочлена спещаль- 
ний термш — незводний.

/Означення 1. Многочлен /  (х)  ̂ Р  [х] називаеться незводним у  по- 
л Г Р У Щ о вон не"е константа о не мае дольников, водмонних вод констан- 
ти о вод многочленов виду с/ (х), де с — константа.]

1ншими словами, /  (х)  ̂ Р [х] — незвщний у'пол1 Р, якщо с1е§ /  >
>  1 1 якщо з р1 вноси /  (х) =  д  (х) 5 (х), д  (х), 5 (х)  ̂ Р [х] випливае 
йе§ д  == 0 V  8 =  0 .

С к л а д е н 1 елементи обласп ц ш сносп  Р [х] називатимемо звод- 
ними многочленами у поло.

Означенл^-2^. Многочлен [  (х)  ̂ Р [х] називаеться зводним у поло 
Р Т к о ш ^щ Т > ^  I коли оснують тако многочлени д  (х), 5 (х)  ̂ Р  [х], 
що I (х) =  д  (х) 5 (х), причому йе§ д  >  1 о ёе§ 5 >  1 .

Останню умову можна записати й у форм1

/  (х) =  д  (х) 8 (х), причому й е д д < й е д ?  \ йе§5< с 1е§ /, (23)
бо йе§ } =  <1е§ д  +  с1е§ 5.

Отже, будь-який многочлен, вишдй В1д нульового степеня, е або 
зв1дним, або незвщним у даному пол1Д

1 Те, що многочлени / х (х) 1 (х) взаемно прост1, випливае з сп1вв1дн0шення
(  (х) и (х) +  §  (х) V (х) =  (/, §) Ф  (х (х) и (х) +  8 1  (х) V (х) =  1 (див. теорему 5 п. 
22.5 1 П насл1док).



Подкреслимо, що звщность чи незводность многочлена е поняття 
в 1 д н о с н е 1 залежить вод поля Р, над яким многочлен розглядаеть- 
ся. Як водомо, будь-який многочлен [  (х)  ̂ Р [х] можна вважати також 
многочленом над полем А, де А — довольне розширення поля Р.  
Якщо /  (х) зводний у пол! Р, то вон звщний 1 в будь-якому розширенно 
цього поля. Але цолком можливо, що многочлен /  (аг), незвщний у по
ло Р , виявиться зводним у деякому розширенш А поля Р.

П.Р и к л а д и. 1. Многочлен х 2 +  1 незвщний у пол1 рацюнальних чисел 1 в 
пол1 дш сних чисел. Цей многочлен звщний у пол1 комплексних чисел. Для доведен
ия незв1дност1 у пол1 дш сних чисел припустимо супротивне, тобто що х 2 +  1 =  (ах +

+  Ь) (с х +  й), де а, Ь, с, д.— Д1йсш числа, а Ф  0, с Ф  0. Нехай * = — —; тод1 ( __— V +
а \ а I

+  1 =  0, тобто а2 +  Ь2 =  0, що неможливо, бо а ф  0.
2. Многочлен х 2 —  2 незвщний у поло ращональних чисел. У цьому можна пе- 

реконатися, М1ркуючи аналопчно попередньому. Вш звщний у пол1 чисел виду а +  
+  Ь У 2 (а, Ь ^  О), а також у вс1х розширеннях цього поля (зокрема, у полях К 1 С), 
бо справедлива р!вш сть х 2 —  2 =  ( х  У 2 ) (х  +  У 2).

До многочленов нульового степеня поняття звщносто 1 незвщносто 
не застосовуеться. Вони вщграють у теорп подольносто многочленов 
ту саму роль, яку числа ± 1  вщграють у теорп под1'льносто шлих 
чисел.

Що ж до многочлешв першого степеня, то справедлива така 
теорема. — _

ГТ ео р ем а  7. Многочлен першого степеня над довёльним полем Р не- 
звёдний у  цьому поле.

Це твердження очевидне, коли врахувати, що степшь добутку мно
гочлешв ДОрОВНЮб СуМ1 СТепеН1В СПОВМНОЖНИКОВ.

Зауважимо, що кожний многочлен /  (х) першого степеня з ращо
нальними коефощентами незвщний у будь-якому числовому поло Р,
бо це поле можна розглядати як розширення поля ращональних чисел’
1 т ощ  /  ( х ) $ Р  [х].

\ Сформулюемо деяю властивоеп незвщних многочленов, яю  е кон- 
кретизацоею для випадку кольця Р [х] загальннх властивостей по ости х 
елементов у будь-яюй обласп цолосносто з одиницею.

\1). Якщо р (х) — многочлен, незвлдний у даному полё, то ё многочлен 
ср\х), де с —  довёльна вёдмённа вед нуля константа, незвёдний и цьоми 
пом*

. О '  $ КЩ° Р (х) — незвёдний у  даному полё многочлен, а [  (х) ■— до- 
вёмний многочлен над цим полем, то або /  (х) делиться на р (х), або цё 
многочлени взаемно прост!.

Х У  Якщо незвёдний у  даному поле многочлен р (х) делиться на ёнший 
незведний у  цьому полё многочлен я (х), то це многочлени збёгаються з 
точнёстю до сталого множника\

Першо дво з цих властивостей не потребують доведения, бо водтво- 
рюють для юльця Р [х] властивосп 1—2 простих елементов, доведено 
в п. 14.1 в загальному випадку. Властивкть 3 випливае з таких прос
тих моркувань. За умовою р (х) о (х) мають сшльний дольник (х) не
нульового степеня 1 тому не взаемно просто. Через те що р (х) — 
незвщний многочлен, то <7 (х), иа пщставо властивоеп 2 , повинен

долитися н а н ь о г о . О тж е , м н огочл ен и  р  (х) 1 ц (х) доляться  один на 
о д н о го  1 том у  е асощ й ован и м и  (т о б т о  вщ р1зн яю ться  лиш е м н ож н и к ом
н у л ь о в о го  степ ен я).

М и бачи ли , щ о звщ н ость  чи незводность м н огочл ен а ш тотн о  зал е
ж и ть вщ  т о г о , н ад  яки м  полем  цей м н огочл ен  р озгл я д а е ть ся . Н а  вод- 
мону вщ  ц ь о го , в з а е м н а  п р о с т о т а  д в о х  м н огоч л еш в  1, больш е 
т о г о , IX Н С Д  п о в ш ст ю  ви значаеться  даними м н огочл ен ам и  н еза л еж 
н о  вод т о г о , д о  я к о г о  ю л ь ц я  ми IX водносим о. Н ап р и к л ад , м н огочлени  
 ̂ (х ) =  х2 +  1 1 §  (х) =  х4 —  2 взаем н о п р о с и  1 н ад  полем  р а щ о 

н ал ьн и х , 1 над  полем  дойсних або  й к ом п л ек сн и х  чи сел . 1накнге к а ж у 
чи, найбольш ий спольний Д1льник в усох  ц и х  випадках однаковий (а са 
ме 1), ХОЧ ДОЛЬНИКИ ЗОВСОМ р 13НX у ю л ь ц я X  н ад  рОЗНИМИ пол ям и . Ц е 
п оя сн ю еться  ти м , щ о найбольш ий сш л ьн и й  дольник ви зн ачаеться  за  д о 
п ом огою  ра щ он ал ьн и х  д ш  над даними м ногочл ен ам и  1, отж е , й о го  кое- 
фоцоенти за л еж ать  тольки вщ  коефоцоентов даних м н огоч л еш в  1 н ал е
ж ать  д о  т о г о  са м о го  п ол я . 3  цих сам и х  м оркуван ь зрозу м ол о , щ о  по- 
Д1льн1сть чи непод1льн1сть м н огочл ен а /  (х ) на м н огочл ен  в  {х ) та к ож  
н е за л еж и ть  вщ  т о г о , н ад  яким  полем  вони р о згл я д а ю ть ся .

22 .7 ., УачпШ чний ппзклап многочлена. Ф ун дам ен тал ьн у  р ол ь  у  т е о 
р п  п о д * я В Я В 5 ^ Щ ш Н Ш с ё л в щ 1 ^ р !^ 5 5 р е м а  п ро м ож лив1сть 1 ед и н ю ть  
р озк л а ду  ДОВ1ЛЬНОГО Ц1ЛОГО числа (В1ДМ1ННОГО в щ  О, 1 1 — 1) у  д о б у т о к  
п р ости х  м н о ж н и ю в . Ц е твердж ен н я  н ав 1т ь  н ази ва ю ть  основною  т еоре
м ою ариф м ет ики  (див. п. 7 .3 .)  В и я вл я ет ь ся , щ о  для м н огоч л еш в  сп ра- 
ведливе щ л к ом  а н а л оп ч н е  твердж ен н я  п р о  м о ж л и в к т ь  1 од н озн а ч ш сть  
р озк л а д у  д о в 1Л ьного м н огочл ен а над полем  Р  у  д о б у т о к  н езвщ н и х  у 
цьому п о л 1 многочлен !в .

Т оч ш ш е, сп раведл и ва  так а  важ ли ва теор ем а .
Г Т е о р е м а  8 . К ож ний м ногочлен  /  (х ) ненульового ст епеня н ад полем  

Р  м ож на подат и у  виглядё
/  (х ) =  Рх (х )  Рч (х ) . . .  р 1 (х ) ,  (24 )

де всё р к (х) е  незвёдними многочленами у  полё Р .  Зображ ен н я  (24) едине  
з точнёст ю до  ст алих множ никёв ё до  п ор ядк у нум ерацёе многочлеш в

Рк З ображ ен н я  (24) н ази ва ю ть  розкладом м ногочлена  /  (х) на незвёдш  
м нож ники  (а б о  у д о б у т о к  н езв щ н и х  м н о ж н и ю в ) у  полё Р .

Д о в е д е н и я .  О сю л ь к и  Р  [х] е  ю л ь ц е  гол ов н и х  щеалш.^ т о  у 
ньом у сп р а в д ж у еть ся  теорем а 7 п. 14.2, згщ н о  з я к о ю  бу д ь -я к и й  еле
мент /  (х) б Р (х], яки й  не е н улем  1 д 1л ьн и ком  од и н и щ  (тоб то  й е§ I >
>  1), р озк л адаеться  у  д о б у т о к  п р о сти х  м н о ж н и ю в  (то б т о  незвщ них 
м н огочл еш в) з Р  [х ].  б д и ш с т ь  ц ь о го  р озк л а д у  з т о ч ш ст ю  д о  сталих 
м н о ж н и ю в  1 д о  н у м ер а ц п  сш в м н о ж н и ю в  ви пли вае з теорем и  8 п. 14.2, 
з гщ н о  з я к о ю  два розк л ади  елем ента ю л ь ц я  гол ов н и х  щ еа л 1в у  д о б у 
т о к  п р о сти х  МНОЖНИЮВ м о ж у т ь  В1Др13НЯТИСЯ лиш е п ор я д к ом  СП1ВМНОЖ- 
н и ю в  1 м н ож н и кам и , щ о  е  дольниками од и н и щ ; у  н аш ом у ви падку  доль
ники од и н и щ  —  це в щ м ш ш  в щ  н уля  к он стан ти  (стало). Т еор ем у  д о 
веден о. .

Н аслщ ок. Д овёльний многочлен ненульового ст епеня н ао полем г
ХЮЙска подат и у  виглядё

/  (х )  =  [Рх (* ) ]* ‘ 1Рг (х ) ]к‘  . . .  [рт ( х ) \ \  (25 )
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де рх (х), р2 (х), ..., р (х) — попарно розно (неасошйоваш) многочле
ни, незвёднё у полё Р. Це зображення едине з точнёстю до сталих множ
никёв (1 нумерацп сшвмножниюв).

Зображення^ (25) називатимемо канонёчним розкладом многочлена
[ (х) у  ПОЛО Я /

Розклад'|5б) вщразу випливае з зображення (24), коли врахувати
те що деяю з незвщних множниюв рх {х), р2 (х).......  Р 1 (х) у формул!
(24) можуть бути однаковй

многочлен р,- (х) входить у  каношчний розклад (25) 
У^ШШн^гюказником к/, кажуть, що р] (х) е множником кратность 
к/ многочлена /  (х). Множники, кратность яких бёльша за одиницю, на
зиваються краткими множниками многочлена.

1ншими словами, незвёдний многочлен р/ (я) е множником к/-У крат
ность многочлена /  (х), якщо /  (х) дёлиться на [р/ (х)]*/, але не дёлиться 
на [р/ (х)]к1+ 1 1

Це означення, очевидно, р1вносильне попередньому. Справд1, якщо 
множник р/ (х) входить у розклад (25) у степеш к/, то /  (х) Д1литься на 
[р, (л:)] /, але не длиться на [р, (х)]*/+1, бо вс1 множники р1 (х) (ё ф  /)
1 Ух добуток взаемно просп з р, (л:). Якщо ж /  (х) длиться на [р,- (х)]*/, 
але не долиться на р, [(х)]*/+1, то /  (х) =  [р,- (х)]*//г (х), де (х) не до
литься на р/ (х); тому розклад /  (х) на незвщп множники у форм1 (25) 
мктить [р/ (х)]*/.

П р и к л а д и .  1. Розкладемо /  (х) =  х 3 +  х 2 —  5х +  3 на незвщш множники 
в пол1 ращональних чисел. Очевидно,

Ц х )  =  х3 +  д * -  5х +  3 =  ( х -  1) (х -  1) (*  +  3) =  (х  -  I )2 (х  +  3).

Отже, /  (х) мае два р 1зш незвщн! множники: р г (х) =  х  —  1 кратноси 2 1 р , (х) =  
х  “Ь ® кратноси 1. Цей самий розклад матимемо 1 в полях Д!йсних та комплексних 

чисел, б о  рг (х) 1 р2 (х) е многочлени перш ого степеня 1 том у незв1дн1 в у сяком у  число
вом у П0Л1. 7

2 . Нехай /  (х) х* 4х2 +  4. Очевидно, /  (х) =  (х 2 —  2)а. Це зображення 1 е
розкладом на незвдап множники у  пол1 ращональних чисел. У пол1 д!йсних чисел 
маемо 1нший розклад на незв1'дн1 множники: /  (х) =  (х  —  У 2 ) 2 (х +  1^2)2 Обид- 
ва множники мають кратнкть 2 .

3  а у  е н н я. Д оведения еди н осп  (на вщ м ш у в 1д  доведения мож ливостП  
розкл аду (24) 1СТ0ТН0 спиралося  на той  факт, щ о Р  [ * ] -  ю л ьц е головн и х 1Деал!в . 
Коли замш ть Р [х\ р озглян ути  я к усь  с у к у п н к т ь  м н огочлеш в над Р , щ о не е ю льцем  
головних 1деалш , то  ця в л а сти вк ть , взагал1 каж учи , не матиме м к ц я . Т ак , с у к у п 

н к т ь  Р  [дс| у с 1х м н огочлеш в над полем Р , яю" не м к т я т ь  члеш в перш ого степеня, е 
обл асть  Ц1Л1сн ост1 з^одиницею, але не е ю л ьц ем  гол овн и х 1деал1в . Щ об  переконатись,

що не вс1 адеали в Р  [х] головш, досить розглянути 1деал / ,  який складаеться з у с1х
м н огочлеш в з Р [х] без в 1л ьн ого члена, тобто  у с 1 многочлени виду а ,,* "  +  +
+  ... +  а2х 2. Такий 1деал не може бути  породжений многочленом з (л:) при с!е§ « =  О
(бо 1 ф  Р  [*]), при йе§ « =  2 (бо х3 (  ̂ /  не можна подати як 5 (х) /  (ж), П х )  Р  Р  Ы ) 1 
при с!е§ « >  2 (бо х 2 ^  /  не можна подати як 5 (х) /  (л:)). Отже, /  не е головний 1деал.
В К1льц! Р  [х] многочлен /  (*) =  л:6 мае два (стотно р1зн! розклади на н езвщ н! м нож 

ники: Xе —  X2 ■ X2 • X2 1 Xе =  X3 ■ X3 (н езв!дш сть МН0Г0ЧЛеН1В X2 1 X3 у  К1ЛЬЦГ Р  [л:] 
очевидна, бо  в Р  [дс] немае множник1в степеня 1).

Покажемо тепер, що до многочлешв можна застосувати метод зпа- 
ходження НСД, под1бний до методу розкладання на прост1 множники 
в арифметищ.

При цьому будемо користуватись тим очевидним фактом, що кож
ний спёльний дёльник двох многочлешв /  (х) ё §  (х) над полем Р  може ма- 
ти тёльки такё незвёднё множники в цьому полё, якё е незвёдними множ
никами як многочлена /  (х), так ё многочлена §  (х).

Теорем а 9. Якщо многочлени [ (х) ё §  (х) розкладенё на незводш 
множники у довольному полё Р , то найбёльший спёльний дёльник (/, §) 
дорёвнюе добутку всёх незвёдних множникёв, якё входять у розклад 1 як
I (х), так ё §  (х). Якщо таких спёльних незвёдних множникёв немае, то

Д о  в е д е н и я .  Припустимо спочатку, _що розклади { (х) \ 8  (х) 
мають СП1ЛЬН1 НеЗВ1ДН1 МНОЖНИКИ, ЯК1 ДОр 1ВНЮЮТЬ (х), 2̂ (̂ )1 ••• 
..., А, (х). Тод1 розклади /  (х) 1 §  (х) на незвщш множники можна за
писати у вигляд1:

/  (х) =  А, (х) А2 (х) . . .  Аг (х) • рГ+ 1 (а:) • • • Ро (х),

8  (х) =  Аг (х) А2 ( х )  . . .  Аг (х) • <?,•+1 {х) . . .  (х ).
Многочлен А (х) =  Аг (х) А2 (х) ... Аг (х), очевидно, е с п 1 л ь н и м 
Д 1 Л Ь Н И К 0 М  многочлешв /  (х) 1 8  (•*)• ^ ле ,це 6 ^н  ̂ Й б 1 л ь ш и и 
СП1ЛЬНИЙ Д1ЛЬНИК. СпраВД1, ЯКЩО А' ( х )— Д0В1ЛЫШЙ СП1ЛБНИЙ Д1ЛЬНИК
/  (х) 1 8  (^). то легко зрозум1ти, що його розклад на незвщн1 у дано- 
му пол1 множники мае вигляд:

А' (х) =  Ап (х) А[2 (х) . . .  Аи (х),

де Ап (х), ... , Ак (х) —  я к к ь  з многочлен1в Аг (х), А2 (х), л-г, Аг (х). 
Отже, А (х) д1литься на А' (х) 1 тому е найб1лыним сп1льним дольником.

Якщо сшльних незв1дних множник1в у розкладах /  (х) 1 8  (х) не‘ 
мае, то Т (х) I 8  (х) взаемно прост1. Справд1, якби щ многочлени мали 
найб1льший сшльний Д1льник ненульового степеня А (х), то на П1дстав1 
0СН0ВН01 теореми 8 вони мали б хоч один незв1дний сшльний Дольник, 
що суперечить умов1. Теорему доведено. Звичайно, п легко поширити 
на випадок б1Льшого числа заданих многочлен1в.

П р и к л а д  3. Нехай /  (х) == д:3 +  х2 —  5* +  3, & (х) =  х 3 —  Зхг +  Зх 1. 
Розкладемо ш многочлени на незв1дш множники у пол1 О:

/  (д:) =  (х  —  I )2 (х +  3), ё ( х ) =  ( х —  I)3.

В1ДП0В1ДН0 до  теореми 9, (/, §) =  (х  —  1)а, тоб то  (/, § )  =  х 2 —  2х  +  1.
\

§ 23. К О РЕ Ш  М Н О ГО Ч Л ЕШ В

23.1 Поняття кореня многочлена. Кратш корен!. Нехай /  (х) =  
=  агпхп +  ап-\Хп~ 1 +  ... +  ахх +  а0 —  многочлен над полем Р , а 
д  —  будь-яке розширення поля Р  (зокрема, може бути Д =  Р). Як В1-

1 Це сл1д розум1ти так, що в розклад! найб1льшого стильного д!льника кожний 
сп1льний незв1дний множник мае кратнкть, яка е меншою з кратностей цього множ- 
ника в розкладах [ (х) \ §  (х).



домо (п. 21.5), для дсдального а $ А можна обчислити значения мно
гочлена /  (х) при х  =  а  (або в точц1 а), тобто елемент

/  (а) =  апа п +  а „_ 1а "-1  +  . . .  +  аха +  а0 {  А.

Нас особливо щкавитимуть таю елементи а   ̂ А, для яких значен
и й  (а) е нулем поля Р  (або, що те саме, поля А).

1(П.яппч/>ння—1 Коренем многочлена { (х)  ̂ Р [х] називаеться еле
мент а оуоь-якого розширення А поля Р такий, що /  (а) =  0.

Коршь многочлена /  (х) називають також н у л е м  многочлена 
/(*)■

Користуючись функциональною термшолопею, можна сказати, що 
корен 1 многочлена /  (х) —  це прообразы нульового елемента при вщоб- 
раженш /: А ->  А.

Поняття кореня многочлена мае велике теоретичне 1 практичне зна
чения. Адже розв’язування алгебраТчних р1внянь вищих степешв, тоб
то р1ВНЯНЬ ВИДУ

апхп +  ап—\хп 1 4- • • * -)- ахх  +  а0 =  0,

полягае в знаходженш вс1х корешв многочлена, який утворюе Л1ву 
чамгину р1вняння.

(/Теорем а 1 ^ Елемент а  ̂ Р  е коренем многочлена [  (х) $ Р [х] тодь 
ё тельки тодь; колы лёнёйний двочлен х  —  а е дёльныком многочлена 
!  (х).

Д о в е д е н и я .  За теоремою Безу (п. 22.3) остача вщ Д1лення 
/  (х) на х  — а  дор1Енюе /  (а). Отже, /  (х) ; (х — а) тод1 1 тальки тод1, 
коли /  ( « I  =  0, тобто коли а  — коршь многочлена /  (х). Цим теорему 
доведеноу

Теорема 1 дае необхщну 1 достатню умову того, що а  ̂ Р  е коренем 
многочлена /  (х), або нове означення поняття кореня р1вносильне озна- 
ченвр 1 (при А =  Р).

р)яначт ня  2. Елемент а  ̂ Р називаеться коренем многочлена 
/  (х) б Р  1x3, якщо }  (х) делиться на х  —  а.

Ця форма означення мае певш переваги над попередньою. Вона но
сить чисто а л г е б р а  Т ч н и й  характер (бо спираеться лише на по
няття Д1льника многочлена), тод1 як перша форма використовуе понят
тя значения многочлена /  (х) при х =  а, яке мае ф у н к ц 1 о н а л ь -  
н у природу. Дал1, що найб1льш важливо, означення 2, на вщмшу вщ 
означення 1, може бути узагальнене на випадок так званих к р а т -  
и и х  корешв многочлена.

{Ояппчрчия я. Елемент а  ̂ Р називаеться к-кратным коренем (або 
коренем к-\ кратносп) многочлена [  (х)  ̂ Р  [х], якщо /  (х) делаться на 
(х — а)к, але не делиться на (х  — а)к+х.

1ншими словами, кратшсть кореня ос многочлена /  (х) е найбтльше 
з натуральних чисел т таких, що (х — а)т е дшьником /  (х) у юльщ 
Р  [х].

Кореш кратност! 1 називаються п р о с т и м  и, кореш кратносп
2 1 б1льше — к р а т н и м и ,  причому двократш та трикратш кореш 
1нод1 називають також подвёйними та потрёйними вщповщно. Елемен-

ти поля Р, яю  не е коренями ( (х) Р [х], шод1 називають н у л ь -  
к р а т н и м и  к о р е н я м и  / ( х ) ;  зрозум1ло, що це не су перечить 
означению 3 .

Якщо /  (х) —  нуль-многочлен, то будь-який елемент ос  ̂ Р е його 
коренем, причому кратшсть цього кореня не можна визначити, бо 
нуль-многочлен Д1литься на (х —  а)т при довольному натуральному т. 
Якщо ж /  (х) Ф  0, то будь-який коршь а  ̂ Р  мае певну кратшсть 
к  <  с!е§ /:  адже /  (х) Д1литься на х —  а  1 не Д1литься на (х —  а)т при 
т >  с1е§ /.

Очевидно, що Р е  й-кратним коренем многочлена I (х)  ̂ Р  [х]
ТОД1 1 ПЛЬКИ ТОД1, КОЛИ

/ ( х )  =  (х —  а)к8 (х), (1)

Де §  (х) —  многочлен над полем Р, для якого а  не е коренем: адже для 
того, щоб /  (х) Д1лився на (х —  а)к 1 не Д1лився на (х —  а)*+1, необ- 
хщно 1 достатньо, щоб 8  (х) 6 Р  1*3 1 не Д1лився на х —  а .

Зрозум1ло, що йе§ 8  =  /  —  к  при к =  с1е§ /  многочлен 8  (х) е
константа.

П р и к л а д и .  1. Многочлен /  (х) =  хп над полем О  мае п-кратний корш ь а =  
=  0 , бо I (х) делиться на (х  —  0) "  I не дшиться на (х  —  0)П+ 1.

2. Многочлен /  (х) =  х6 —  8 х* +  25  х 3 —  38*2 +  28л: —  8 можна подати у виг- 
ЛЯД1 добутку /  (х) =  (х  — I)2 (х  —  2 )3. Звдаи видно, що 1 е подвшним, а 2  —  по- 

тр1Йним коренем цього многочлена.

23.2 . , Число кооен1в многочлена. ТнтрпппишНйний многочлен. Не
хай /  (х) —  многочлен п-го степеня ШД" полем Р, а А- - -  будь-яке роз
ширення поля Р. Припустимо, що А е  коренем /  (х) кратносп к х, 
а 2 б А —  коренем / (х) кратност1 к 2, ... , аот  ̂А —  коренем / (х) 
кратносп кт, причому а, Ф  а/ при ё Ф  / .  Тод1, згщно з (1), можна за
писати

/ ( х )  =  (х —  а ^ ё А х ) ,  (2)

де (х) не делиться на х —  Оскольки / (х) мае Д 1л и ти сь  на (х —  сса)*2 

(але не на (х —  а 2)*а+1), а (х —  а х)^ взаемно п р о ст и й  з (х —  а 2)к\  то з 
(2), видно, що (х) Д1л и т ь с я  на (х —  а 2)кг (але не на (х —  а 2)*2+1), 
т о б то

/  (х) =  (х —  с^)*1 (х —  а / ’ д 2 (х),
де 8г (х) —  многочлен, який не мае свош и коренями а х та а 2.

Продовжуючи М1р к ув а ти  в так и й  же сп о а б  (тобто, по сут1, застосо- 
вуючи метод математичноТ ш дукцп), дктанемо

/(х )  =  (х —  « ^ - ( х  —  а2)кг . . .  (х —  ат)кт8т(х), (3)
Д& 8т (х) —  многочлен, для якого жодний з елемент1в а1У а 2, ... , ат 
не е коренем.

3  (3) видно, що
=  п  =  к х +  к 2 +  ••• -\ -к т + А щ 8 П'



тобто
кл +  К  +  • • • +  кт <  п. (4)

Отже, число корешв многочлена /  (х) у пол1 А не може перевищува- 
ти степеня цього многочлена, коли навпь кожний коршь ураховувати 
спльки раз1в, яка його кратшсть. Осюльки А — довшьне розширення 
поля Р, а будь-який коршь многочлена /  (х) {  Р [х\ лежить у яко- 
мусь розширенш поля Р, то ми дктали такий результат:

Число уа х  можливих корешв многочлена [ (х) над по
лем Р не перевищуе його степеня.

Зпдно з попередшм викладом, це твердження справедливе, якщо 
при шдрахунку числа корешв кожний з них рахуемо спльки раз1в, 
яка його кратнкть. Надал1 поспйно дотримуватимемося ще! домов- 
леносп.

Зауважимо, що теорема 2 справедлива 1 для многочлешв нульового 
степеня (тобто для вщмшних вщ нуля констант, я й  не мають жодного 
кореня).

Насл1док. Якшо многочлен [ (х)  ̂ Р [х], стешнь якого не переви
щуе п, мае п +  1, рёзних корешв, то }  (х) е ну ль-многочлен.

Це твердження уточнюе теорему 4 п. 21.5, зпдно з якою многочлен 
/  (х) над областю цш сн осп  Р характеристики 0 е нуль-многочленом, 
якщо V I/ (а) =  0]. Юльце характеристики 0 мае н е с к 1 н ч е н н е
ч и с л о  р1зних елемент1в (зокрема, усг кратш та ненульового еле
мента а попарно р1зш). Умова V [/ (а) =  0] означав, що в с 1 елемен-

ти а   ̂ Р  е кореш /  (х), тобто що /  (х) мае б е з л 1 ч корешв. Тепер 
зрозум1ло, що теорема 4 п. 21.5 безпосередньо випливае з щойно на- 
веденого наслщку.

Отже, вимога [ (а) =  0 для вах а   ̂ Р  е надм1рною для того, щоб
було /  (х) =  0; досить, щоб /  (а,) =  0, а/ $ Р , / = 1 , 2 .......  (« +  1),
якщо т1льки а1 Ф  а ,• при ё Ф  /.

Можна дати шше формулювання наведеному н асдщ у: два много
члени /  (х), §  (х)  ̂ Р  [х], степеш яких не перевищують п I я й  прийма
ють однаковё значения в п +  1 рёзних точках з Р, рёвнё м1ж собою. 
Для доведения цього твердження досить розглянути многочлен /  (х) —
— 8  (*)•

Це означае, що серед многочлешв не вище п-го степеня кнуе не 
бёльше одного многочлена, який приймае наперед задаш значения Р/  ̂
$ Р в п +  1 р1зних точках аъ  а 2, ..., а„, а „+1 поля Р. Можна пока- 
зати, що такий многочлен кнуе, отже, вш единий. 
е Теорем а 3. 1снуе один ё тёльки один многочлен /  (х)  ̂ Р  [х] не вище 

го степеня, який приймае в п +  1 рёзних точках а/  ̂ Р  задаш зна
ния Р/ (= р  а  =  1, 2, п +  1).

Д о в е д е н и я .  3 попереднього зрозум1ло, що досить перекона- 
тися в кнуванш х о ч  о д н о г о  многочлена з потр1бними властиво- 
стями. Дамо конструктивне доведения цього факту, тобто покажемо, 
як конкретно побудувати шуканий многочлен ̂ Розглянемо многочлен

г (Г) =  ■ ■ • (* — «я+1) о ,
' ' (« ! — а2) («! — а3) («! — а„+1) Р1

(X — «х) (X — «з) • • • (X — «п-ц) о , <  ̂ ,
+  (аг — а]) (а2 — а3) . . .  (а2 — ап+1) Рг +

( х - « , )  . . . ( х - « ,• _ ,)  ( * - « ж ) ■ ■ ■ ( х - а п+1)  ̂ +

(а/ — «1> (“ / — а , - 1 — а /+1) •••  (а / —  а п+1)

. (х  —  а 1) ( х  —  <х2) . . . (х  —  а п) о /54
(«„+! -  « 1) («„+1 — а2) • • • К +1 — «и) Н"+1' ^

Ус1 члени суми (5) е многочлени п-го степеня. При цьому /-й член 
побудований так, що при х =  а ;- вш перетворюеться в р,-, а при х =  
=  а( (г Ф  /) —  перетворюеться в 0. Отже, /  (х) е многочлен не вище 
«-го степеня 1 такий, що /  (а,) =  В.* (/ =  1, 2, ..., «  +  1), тобто — шу
каний многочлен. Теорему доведено.

Многочлен (5) називають ттерполяшйним многочленом Лагран 
жа \ Вш розв’язуе задачу штерполяцп 2 многочлена, яка полягае в 
Тбму, щоб за якимись «  +  1 значениями многочлена не вище «-го сте
пеня знайти вс1 його значения.

П р и к л а д .  Побудуемо многочлен не вище третього степеня над полем О 
який при х =  — 1, х  =  0, х =  1, х = 2  приймае значения 0 , 1, 0 , — 1 вцшовщно.

За формулою (5)

(х  —  0 ) (х —  1) (х —  2) п , ( х + 1) ( х - 1) ( х - 2) , ,
ПХ' ~  (— 1 — 0) (— 1 — 1) (— 1 — 2) ' ^ ( 0+  1) (0 — 1) (0 — 2) ^

, ( х + 1) ( х - 0 ) ( х - 2) п , ( х + 1) ( х - 0) ( х - 1) { п _
(1 +  1) ( 1 — 0) (1 — 2) (2 +  1) (2 — 0) (2 — 1) 1 ’

Зауважимо, що теорема 2 та !! насл1дки справедлив! 1 у випадку,
коли Р е область шл1сност1 з одиницею. Проте теорема 2 неправильна ф 
для многочлерпв над к1льцями, що мають Д1льники нуля. Так, якщо" 
розглянути многочлен степеня 2 [  (х) =  1х2 над к1льцем 2 / ( 1_6)_клас1в 
лишк1в ц1лих чисел за модулем 16 (див. п. 13.2) з елементами 0, 1,2,
..., 14, 15, то легко впевнитись, щовш мае чотири р1зш корен! 0, 4, 
8, 12.

9Я  ̂ 1гцупд11ра иипгпчЛРНЯ. Г|п/1Р В ПОПвреДНЬО-
му пунйт1 було з ’ясовано, що число корешв многочлена не перевищуе 
степеня цього многочлена. Однак питания про те, чи 1снуе хоч один ко
ршь будь-якого многочлена (ненульового степеня), залишилось вщкри- 
тим. Тепер ми дамо вщповщь на це питания.

Звичайно, легко навести приклади многочлешв над полем Р,  яю 
не мають жодного кореня у ц ь о м у  п о л 1. Так, многочлен /  (х) =  
=  Зх2 — 1 над полем О не мае ращональних корешв. Многочлен

1 Ж. Л. Л а г р а н ж  (1736— 1813) —  видатний французький математик 1 меха-
Н1К.

2 Шд латинського слова 1п4егро1аИо —  знаходження чи встановлення пром1жних 
елеменив м!ж даними.



8  (х) =  х2 +  1 над полем К не мае дШсних корешв тощо. Але кожний 
з цих многочлешв мае кореш у деякому р о з ш и р е н н !  розгляду-
ваного поля, а саме: /  (х) мае кореш ±  — 1-=—  ̂ К, §  (х) — кореш 

_ У з
±  ё € с.

Постае питания: чи вщображають щ приклади загальну законо- 
мшшсть? Ствердну вщповщь дае така важлива теорема.
ЦТеолельвг-АиКронекепа). Якщо /  ( х ) довёльний многочлен над 

тполем Р , для якого ае§ /  >  1, то ёснуе розширення К поля Р, в якому е
I коршь /  (х).
V Д о в е д е н и я .  Нехай р (.х) — один з незвщних множниюв мно

гочлена /  (х) у П0Л1 Р (якщо /  (х) — незвщний у ПОЛ1 Р, ТО р (х) =  
=  /  (х)). Тод1 } (х) =  р (х) 3 (х) 1 досить довести твердження теореми 
для многочлена р (х). Розглянемо головний щеал (р) юльця Р  Ы , по
роджений елементом р (х), 1 фактор-юльце К  =  Р [х]/(р). Осюльки 
Р 1х] — юльце головних щеал1в, а (р) — щеал, породжений простим 
елементом р (.х), то К щ п  о л е (теорема 6, п. 14.2). Це поле складаеть
ся з клас1в лишюв за модулем (р), представниками яких у даному раз1 
е вс1 можлив1 оста41 вщ Д1лення Н (х)  ̂ Р  [х] на р (х), тобто ус1 мож- 
лив1 многочлени не вище певного степеня • з Р [х]. Це поле мктить 
ус1 константи с, де с  ̂ Р, тобто е р о з ш и р е н н я м  поля Р.  Саме 
у  цьому розширенш кнуе коршь многочлена р (х), таким коренем е 
елемент х  ̂ К.  Справд!, якщо §  (х) —  будь-який многочлен з К  Ы , 
то для  знаходження §  (х) сл щ  узяти остачу вщ Д1лення §  (х) на р (х). 
Тому р (х) =  0. Отже, в К  справд1 кнуе коршь многочлена р (х), а то
м у  й /  (х). Теорему доведено.

Одним з важливих наслщюв теореми Кронекера е таке тверд
ження:

Для будь-якого многочлена /  (х) $ Р [х] степеня с1е§ /  >  
> М  юнуе таке розширення Ь поля Р, в якому /  (х) розкладаеться на 

Улёнёйнё множники.
1ншими словами, кнуе розширення ^ поля Р, в якому степшь ус1х 

незвщних множниюв многочлена /  (х) дор1внюе 1 .
Д о в е д е н и я .  Нехай с!е§ /  =  га. За теоремою Кронекера, кнуе 

розширення /Сх поля Р, в якому /  (х) мае коршь аг 1 тому може бути 
поданий у вигляд1 /  (х) =  (х — аг) [г (х), де /х (х) б К х 1х], с!е§ /  =  
=  п — 1 . Застосовуючи тепер теорему Кронекера до поля I многочле
на /1 (х) (якщо с1е§ / > 1), дктанемо розширення К 2 поля К и в якому 
кнуе коршь а 2 многочлена Д (х). Зрозум1ло, що а 2 е також коренем 
/  (х), а К 2 е розширенням поля Р, в якому справедливий розклад 

/  (х) =  (х — ах) (х — а2) /2 (х), /2 (х) € К2 |х], с1е § / =  л — 2 .
Цей процес можна продовжити, дктаючи розширення К 3, •••. Кп

поля Р, кореш а 3, ..., а п 1 Д1льники /3 (х), ..., /„  (х) многочлена /  (х), 
поки не дктанемо с1е§ }п+1 =  0, тобто ]п+\ =  с  ̂ К п. Поле Кп 1 е шу- 
кане поле ^, бо воно е розширенням поля Р, в якому

[ (х)  =  с {х  — а1)(х — а2) . . .  (х — ап). (6)
Теорему доведено.

ьОзначення 1. Поле Ь, в якому многочлен I (х) розкладаеться на лё- 
шит множники, називають полем розкладу цього многочлена.

Отже, теорема 5 означае, що для будь-якого многочлена /  (х) ^
б Р  [х] ненульового степеня кнуе поле розкладу Ь, яке е розширен
ням поля Р. Звичайно, може бути, що Ь =  Р.

П р и к л а д 1 .  Многочлен /  (х) =  х4 —  2 ^  О [х] не можна розкласти на множ
ники у пол1 О ращональних чисел. В ю льщ  многочлешв над полем чисел виду а +  
+  Ь У"2 (а, Ь рацюнальш) маемо розклад:

х 4 —  2 =  (х 2 —  /Т > )  (х2 +  У~2 ).

Дальше розкладання на множники у цьому юльщ  неможливе. Але в юльщ  
К [ж] многочлешв над полем дшсних чисел дютанемо:

х 4 - 2  =  ( х - \ Г ~ 2 ) (х +  У ~ 2 ) ( х * + / 1 ).

Переходячи до ще б1льш широкого к1льця многочлешв С [х] над полем комплекс
них чисел, матимемо:

х * - 2  = ( х —  \ Г 2 ) (х  +  У 1 ) (х  -  У  Я ) (х  +  V 2 1 ).

Осюльки вс1 множники тепер лш ш ш , робимо висновок, що С е поле розкладу мно
гочлена /  (ж).

К з н ачення 2. Поле Р називаеться алгебраьчно замкнутим, якщо 
вони 4 7ШШ розкладу для будь-якого многочлена /  (х)  ̂ Р №  ненульо
вого степеня.

1ншими словами, Р е алгебрашно замкнуте поле, якщо уа  кореш 
будь-якого многочлена /  (х) € Р 1*1 належать цьому самому полю.

Важливим прикладом алгебрахчно замкнутих ш ш в е поле С ком
плексних чисел. Твердження про алгебра шну замкнутость цього поля 
за традищею часто називають основною теоремою теори многочлешв 
або основною теоремою алгебри (див. § 28).

Розклад (6) многочлена /  (х) на лшшш множники дае змогу дктати 
ряд важливщцнаслщюв.

Наслщок (ь )  Многочлен [ (х) € Р [х] п-го степеня мае у полё роз- 
клаау п корешв.

Осюльки /  (х) в жодному розширенш поля Р  не може мати б1лыне 
за га корешв, то можна сказати, що поле розкладу многочлена мёстить 
усё його корещ.

Наслщок^2.у У полё розкладу многочлен /  (х) =  апхп +  а„_1Хл—1 +  
+ТГ. +  а^мае канонёчний розклад виду
}(х)  =  ап(х —  аг)к {х —  а2)*2 ... (х — а')*т {к г +  к2 +  ••• +  кт =  га),

(7)
де а и а 2, ..., ат — рёзнё коренё многочлена /  (х).

Справд!, оск1 льки у розклад! (6) можуть бути однаков1 множ
ники, то його можна записати так: ^
/ (х) =  с (х — ах)*’ (х —  а 2)*2 . . .  (х — а т )*Ч  {к1 +  к 2 +  ••^*=р ^ т  =  п),

(8)
де попарно р1зн1. При цьому х — а;- е попарно р1зш незв!дш множ
ники, тобто (8) е канон1чний розклад /  (х). Що ж до константи с, то,



Лрир1внюючи коефщ1€нти при хп у многочлешв в обох частинах р1в- 
ност1 (8), дктанемо с =  ап. Цим (7) доведено.

Прир1виюючи й шип коефщгенти многочлешв в обох частинах (7), 
дктанемо формули, яю  пов’язують М1ж собою кореш 1 коефщкнти 
многочлена /  (х) у будь-якому пол1 розкладу цього многочлена.

/Теорема 6  (ШршпЛ 1 Як-тп а х, а2, ..., а „ —  корень многочлена 
[  апхп +  ап- 1Хп~ 1 +  ... +  ахх  +  ап  ̂ Р [х], то

«1 +  «2 +  * * * +  ап = ------- .ип
аха 2 +  аха3 +  ••• +  ахап +  а2а3 +

+  • • • +  а 2ап +  * • • +  =  " 2 ,ап

У  ада/, . . .  а,к =  (— 1)* -^ -* - , 
ск ап

а ха 2 . . .  а „_ ,а „ =  (—  1)" .
ап

Символ 21 слщ тут розум1ти так, що сума береться по вс1х С* ком- 
с кп

бшащях з п шдекав 1, 2, 3, п по к.
Для доведения формул (9) досить виконати множення у правш час- 

тин! Р1ВНОСТ1

апхп +  ап-\Хп~х +  - • • +  ахх  +  а0 =  ап (х —  ах) (х —  а2) . . .  (х — ап\
звести под1би1 члени 1 прир1вняти коеф1щенти при одиакових степенях 
х в обох частинах.

Сшввщношення (9) називають формулами ЕНета. Звичайно, читач 
помггив, що вони узагальнюють вщом1 з шюльного курсу формули 
ЕНета для корешв квадратного тричлеиа.

П р и к л а д  2. Для многочлена /  (х) =  х "  —  1 поле С е поле розкладу. Його
коренями е е0, ех........еп _ 1 —  кореш л-го степеня з одинищ (1, § 16). За формулами
ЕНета маемо:

е о +  е1 +  • • • +  вп—1 =  О 

е081 +  еое2 +  • • • +  Ел—2РГС—1 =  О

е081 • • • 8П—28п—1 =  ( -  1)П+1 •

23 .4Ш 1п^1пна в!п многпчленя. 3  к у р с у  м атем ати чн ого анал1зу В1- 
д ом о , щ о  к о ж н и и ш ю ^ О Ч т е ^ Р Г ^ с т е п е н я  з дШ сними к о е ф ш е н т а м и

[ (х) =  апхп +  ап- 1Хп- '  +  • • •  +  а1х +  а0, (10)

1 Ф. В 1 е т (1540— 1603) —  видатний французький математик.

розглядуваний як функшя на множиш вс1х дшсних чисел, мае в кож- 
нш точщ х  похщиу / '  (х), яка також е многочленом, але вже (п — 1)-го 
степеня:

/ '  (х) =  папхп~ 1 +  (я — 1) ап—\хп~ 2 +  ••• + 202* +  ^ .  ( 11 )
У тих випадках, коли /  (х) е многочлен над шшим (взагал! кажучи, 

абстрактним) полем Р, його можна розглядати як функшю, задану на 
деякому розширенш поля Р (п. 21.5). Проте поняття г р а н и ц 1, за 
допомогою якого вводить похщну в анал131, застосовне не в усякому 
пол!. Тому означимо поняття похщно 1 вщ многочлена ф о р м а л ь н о ,  
домовившись вираз ( 11) завжди називати походною вщ многочлена (10) 
незалежно вщ того, до якого поля належать його коефвденти, 1 неза
лежно вщ множини його задания.

• +  о.ух  +  а0

називаеться многочлен
/ '  (х) =  папх п~1 +  (п — 1) а „_\Хп~ 2 +  • • • +  2 а2х  +  аг.

Л Похьдну в1д многочлена нульового степеня, а також похьдну в1д нуль- 
Щ.многочлена беруть р'шною нулю.

Безпосередньо з означення випливае, що похьдна в1д многочлена над 
полем Р е знову многочлен над полем Р. Справд!, з формули (11) видно, 
що коеф1щенти / '  (х) дктаемо з коеф1щент1в /  (х) за допомогою множен
ня на натуральш числа, тобто коефщкнти / '  (х) е кратними елемент1в 
поля Р 1 тому е також елементами поля Р.

Дос1 ми не накладали на поле Р  шяких обмежень. Проте у дальшо- 
му виклад! завжди вважатимемо, що Р е поле характеристики 0. При 
ц1Й додатков1Й умов1 можна твердити, що (1е§ =  с1е§ I — 1, якщо
йе§ /  >  1, бо з ап Ф  0 при будь-якому п випливае пап Ф  0. У випад
ку ж поля скшченно'1 характеристики р >  1 многочлен §  (х) =  хр сте
пеня р мае похщною нуль-многочлен, бо п-р  =  0.

Для многочлен1в над полем джсних чисел (як 1 для вс1х диферен- 
ц1йованих функц1й) справедлив!, як вщомо, так1 правила диференц1ю- 
вання:

[/ (*) +  8  (х)У =  Г  (х) +  ё '(х),  (12)
[?(х)8(х)У =  Г  (х) ё ( х )  +  !  (х) §'  (х) (13)

{, зокрема,
[с[(х)У =  с / ' (х) (с —  константа), 1

{1/  (х)]"}' =  к \{ (х)]к~1Г  (х) (к — натуральне число).
Р1ВНОСП (12), (13), (14) залишаються в сил1 для похщних вщ много

членов над д о в ! л ь н и м  полем. Справд!, (12) 1 (13) е р1вностями, 
що пов’язують М1ж собою деяю многочлени з юльця Р [х] многочле
шв над даним полем. Проте справедливость цих р1вностей не залежить 
вщ того, над яким полем ш многочлени розглядаються, бо вони озна- 
чають просто р1вшсть вщповщиих коефщкнив многочленов в обох ча
стинах ревностей.

Похьдною в1д многочлена 
/  (х) =  апхп +  ап-\Хп~х +  •



Пояснимо цю думку на прикладо формулы (12). Якщо дано два мно
гочлени з юльця К Ы :

/  (х) =  апх п 4" ап—\хп~̂  4~ * * * Ч-  ахх -(- а0,
ё (х) =  +  Ъщ—1Хт' 1 +  ••• +  Ьгх  +  Ь0 (п ^  т), то

/  (*) +  ё  (х) =  апхп +  ап- ххп~х +  • - • +  (ат +  Ьт) хт +
+  -*•  + ( а 1 +  Ь1) х  +  (а0 +  Ь0).

Переходячи до походних за правилом (11), помочаемо, що формула (12) 
означае просто тотожну р1вшсть многочленов

па„хп~ 1 + { п —  \)ап—\хп— 2 +  - - -  +  т (ат +  Ьт) хт~ 1 +
+  • • * +  («х +  Ь]) =  [папх п~ 1 +  (п — 1)а „ _ 1хп—2-|-

+  • • - +  татх т~ 1 +  - - - +  а г] +  [тЬтхт~ 1 +  • •*. +  Ьх]. _̂ 15)

Ця тотожна ровшсть над полем К рёвносильна рёвностё вёдповёдних 
коефёцёентёв тих многочленов, яю  утворюються в обох частинах (15) 
шсля виконання певних рацюнальних дой над многочленами. Але то- 
до зрозум1ло, що коли коефоцоенти /  (х) о §  (х) належать довольному щ- 
шому полю Р  характеристики 0, то формула (12) залишаеться справед
ливою.

У  зв’язку з цим ми можемо вольно користуватись для довольних 
многочленов правилами диференцновання суми о добутку, яю  були вы
ведено в курсо аналозу для функцой дойсного змонного за допомогою 
властивостей границь.

В алгебр1 розглядають також другу, третю, ..., к-ту походно вод 
многочлена /  (х), водповодно позначаючи ох Г  (х), (х), ..., /**’ (я);
при цьому ^  (х) визначають як походну вод/(*~1) (л;). Якщо [ (х) е 
многочлен «-го степеня, то, очевидно, / (*° (х) =  0 при к >  п, г [ (п)(х) =  
=  п\ап (де ап — старший коефоцоент многочлена /  (*)).

23.5. Водокремлення кратних множников. У попередньому пара
графо було доведено, що всякий многочлен над полем Р  можна единим 
способом подати у виглядо добутку многочленов нижчих степенов, не
зводних у цьому поло:

/  (х) =  [Р 1  (х)]*- [р2 (х)]Ь . . .  [Р1 (х) ] к1 . (16)

Отже, вивчати властивосто многочленов о, зокрема, знаходити ох ко- 
рено було б значно легше, якби для кожного многочлена був водомий 
каношчний розклад (16); тодо було б досить розглядати лише незводш 
множники, степонь яких, як правило, значно нижчий за степонь дано
го многочлена. Але насправдо ми встановили лише п р и н ц и п о в у  
м о ж л и в о с т ь  побудувати для многочлена розклад (16). Що ж до 
фактичного здойснення цього розкладу, тобто знаходження незводних 
множниюв многочлена, то у нашому розпорядженно ще немае нояких 
загальних методов розв’язання цоео задачо. Больше того, виявляеться, 
що в загальному випадку ця задача ровнозначна знаходженню коренов 
многочлена, тобто той проблемо, для розв’язання яко1 ми взялися за 
розкладання многочлена на множники.

Проте ми покажемо, що в деяких випадках можна розробити загаль- 
ний метод розкладання многочлена на множники, хоч цей розклад не 
буде таким повним, як зображення (16).

Виберемо у розклад1 (16) то незводно множники р1 (х), кратность 
яких к{ доровнюе одиницо, о позначимо добуток цих множниюв через 
<Р1 (х ) :

Ф1 (X) =  р1, (X) Р1г (X) . . .  р1$(Х).

Тепер утворимо добуток тих множниюв р/ {х), кратность яких А, до
ровнюе 2, тобто тих, яю входять у розклад (16) у другому степено:

Ф2 (х) =  р и (х) ри (х) . . .  р1г (х).

Зауважимо, що ф2 (х) означае добуток самих н е з в о д н и х  
м н о ж н и к о в  кратносто 2, а не ох квадратов, так що в розклад 
входить [ф2 (л:)]2. Аналопчно, через ф3 (х) позначимо добуток незвод
них множников з розкладу (16), що мають кратность 3, о т. д.

Тодо розклад (16) можна записати у такому виглядо:

/  (х) =  ф! (X) [ф2 (х)]2 [ф8 (х)]3 . . .  [фт  (х)]т , 
або, випускаючи для спрощення запису позначення змонноох,

г  9 3 т  . 1 7 \Г =  Ф1Ф2ФЗ . . . фт . (10
Якщо множников кратносто к < т  в розкладо (16) немае, природ

но вважати ф4 =  1.
Ми зараз викладемо загальний метод зображення многочленов у 

виглядо (17). Зрозумшо, що таке розкладання многочлена доцольне 
лише тод1, коли в зображенш (16) справд1 юнують множники, крат
ность яких перевищуе одиницю, тобто к р а т н о  м н о ж н и к и .  
У противному разо /  (х) =  ф, (х), тобто ноя кого розкладу на множ
ники не буде.

П р и к л а д  1. Нехай розклад многочлена /  (х) на незв1дн1 множники в пол) 
Д1йсних чисел мае вигляд:

I (х) =  х 13 —  5х12 +  бх11 +  4дс10 —  9х° +  5х8 —  6х7 —  4хв +  &е8' =
=  х8 (х —  2)3 (хг +  1) ( х  +  1)2 ( х —  1).

Тут
ф, ( х ) =  (х2 + 1 ) ( х — \) =  х 3 —  х* +  х — 1 , 

ф2(х) =  д :+ 1, фз (•*) =  х — 2 , 

ф4 (*) = 1. Фб (х) = х,
«/(•«)-■ Ф1 (х) (Ф2 (*)]а [фз (*)]3 [ф4 (х)]4 [ф5 (*)]5-

Як Сичимо, г (х) —  многочлен 13-го степеня, а степшь многочлешв ф* (х) не пере
пишу* 3. Тому в цьому приклад1 розклад многочлена / (х) на множники ф* (х) дае 
(могу повн1стю знайти вс1 його кореш, бо ми вм1емо розв’язувати р1вняння 1— 3 сге- 

т н 1в.

Задача зображення многочлена у виглядо (17) називаеться вёдокрем- 
агнням к рат ни х множ никёв. До розгляду цоеозадач1 ми й переходимо.

€  досить простий способ, який дае змогу, користуючись походною 
(и. 23.4), визюачати, чи мае многочлен кратш множники.



Т м о е ш ^ .  Якщо незвёдний у даному полё Р характеристики 0 мно- 
гоШ&ы^х^вкножником кратность к >• 2 для многочлена /  {х), то вш 
е множником кратность к —  1 для похёдноь / '  (х). Якщо д (л;) е множ
ником периюь кратность многочлена /  (х), то вш не входить у розклад 
похьдноь / '  (л;) на незвьднё множники.

Д о в е д е н и я .  Те, що многочлен д (х) е множником кратности 
к для многочлена /  (х), можна записати так: [ (х) =  [д (х)]* ср (х), де 
Ф (х) — многочлен, який не Д1литься на незвщний множник ц (х) 1 то
му взаемно простий з ним (п. 22.6).

За правилами (12), (13), (14) маемо:

!' (х) =  к [д (х)]*-1  • д' (х) ф (х) +  [д (х)]* • ф' (х) =

=  [<7 (х)\к~ 1 [кд' (х) ф (х) +  ? (х) ф' (х)}.
Звщси ми бачимо, що / '  (х) дшиться на [<7 (х)1* 1. Для того щоб до

вести, що д (х) е для / '  (х) множником саме {к — 1)-1 кратиоси, треба 
ще показати, що многочлен

ф (х) =  кд' (х) ф (х) +  <7 (х) ф' (х) 

не Д1литься на д (х). Якби ф (х) Д1лився на д (х), то й

я' (*) ф (х) =  4 -  № (*) — я (х) Ф' (*)]

Д1лився б на <7 (х). Осшльки ф (х) взаемно простий з д (х), це означа
ло б, що д' (х) Д1 литься на д (х), а це неможливо, бо д' (х) мае стешнь, 
менший за стешнь д (х).

Якщо кратнкть к множника д (х) дор1внюе 1, то дктаемо:

Г  (х) =  д' (*) Ф (х) +  д (х) ф' (х).

3 наведених вище М1ркувань видно, що / '  (х) на д (х) не Д1 литься. Це й 
означав, що в цьому раз1 д (х) не входить у розклад многочлена /  (х) на 
незвцщ 1 ш о жники у даному пол1. Теорему доведено.

</Ш сл?дш?  ̂Для того щоб многочлен /  (х) не мае кратних множникёв, 
неоЬхЮки ь иостатньо, щоб /  (х) був взаемно простим ёз своею похёдною 
Г (X).

Справд1, якщо вс1 незвщш множники многочлена /  (х) мають крат
нкть 1, то в розклад1 / '  (х) на незвщш множники не буде жодного 
множника, сшльного з множниками многочлена /  (х). Тому, за теоре
мою 9 § 22, (/, / ')  =  1. Якщо ж /  (х) мае хоч один кратний множник 
д (х), то (/, / ')  Д1литься на д (х) 1 тому не може бути константою.

3 доведеного наслщку, зокрема, випливае, що наявшсть чи вщсут- 
шсть кратних множнишв у даного многочлена залежить лише вщ його 
коефшент1в, а не вщ того поля, над яким його розглядають.

П р и к л а д  2. У  п. 22.5 було встановлено, що многочлени
( (х) =  л:4 +  х3 +  х2 +  х +  1 1 § (х) —  4л:3 +  Зл:2 +  2л: +  1

взаемно прость Легко бачити, що §  (х) =  / '  (л;). Отже, многочлен /  (л;) кратних множ- 
ник1в не мае.

Як ми знаемо, кожний многочлен у даному пол1 можна подати у 
вигляд1 (17)

с 2 3 т
Г =  Ф 1Ф 2ФЗ . . .  ф т  •

Наше завдання полягае в тому, щоб, знаючи лише коефоденти много
члена /  (х), визначити многочлени ф х, ф 2, фт .

Осюльки фх (х) е добутком незвщних множникев многочлена /  (х), 
як1 мають кратнкть к  =  1, то в / '  (х) жодний з цих множниюв (на пщ- 
став1 теореми 7) входити не буде. ф2 (х) е добутком незвщних множни- 
К1в /  (х) кратносп 2 . У / '  (х) ус! щ множники входять з кратнктю оди
ниця, тобто / '  (х) мае свош  множником добуток ф 2 (х) ус1х цих незвщ
них множникев, але вже у першому степень Аналопчно, якщо /  (х) 
мае множником [фА (х)]\ то / '  (х) матиме множник [фй (х)!*-1 .

Таким чином, можемо записати:

/
г 2 1 ,

=  ФаФ з • • .  ф  т

де ф х не^д1 литься на ф ,,  ф 2, ср . Тод1, на пщстав1 теореми 9 § 22, 
СШЛЬНИЙ НаЙб1ЛЬШИЙ Д1ЛьНИК (/, / ' )  е добутком уС1Х МН0ЖНИК1В, ЯК1 
входять у розклади як /  (х), так 1 / '  (х):

4  =  ( / ,  / ' )  =  ф 2фз . . .  Ф т ' 1 .

Знайдемо тепер й\ \ й\ =  ф3ф4 ...  фт~2г{)2, де не Д1 литься на ср{
О =  2........  т). Дал1,

2̂ =  ( ^ 1> ^ 0  =  Ф зФ 4 ф т  .

Аналопчно можна обчислити:

Аз =  (^2> ^ 2)  —  Ф 4Ф 5 • •  .  ф т  »

Ат— 2 "  (А’П‘—3, Ат—з) =  фт—1фт , (18 )

Ат—1 == (Ат—2* Ат—2) — фт ,
Ат =  (Ат—1, А,п—.]) = 1 .

Ах, А2, ..., Ат вже не мктять непотр1бних нам множнишв ф/. Проте
наша мета полягае в тому, щоб знайти кожний з множниюв ф, окремо.

Для цього под1лимо /  на Аг. Д1станемо

<7! =  - 4 -  =  Ф1Ф2 • • • Фт * (19)1

Аналог1чно:
йх

Яг —  Ф гФ з  » • * Ф т>

<78 =  -X -  =  Ф3Ф4 • • • ф,„, «6



^ - 2 _  т  т  (20) 
<7т—1 — ~2 7 — Ф^^Фт»“т—1 

— т̂~1 _  т Ят ат Ф т'
3 формул (19) 1 (20) шукаш множники ф* дктаемо вже безпосе

редньо:

Ф1 =  , Ф2 =  , • • • . Ф/п-1 =  , Фт =  Ят- (21)

Отже, ми приходимо до такого висновку:
У довольного многочлена над полем Р можна вьдокремити кратш 

множники за допомогою скшченного числа рацюнальних дШ над деякими 
многочленами.

ОСЮЛЬКИ, ЯК нам В1ДОМО, ПОХ1ДН1 та НаЙб1ЛЬШ1 СШЛЬШ Д1ЛБНИКИ не 
залежать вщ того, над яким полем розглядаються задан! многочлени, 
то й результата обчислень за формулами (18), (19), (20), (21) не за
лежать вщ цього поля, а лише вщ коефЫенпв заданого многочлена.

Отже, розклад (17) многочлена над даним полем, на вщмшу вщ роз
кладу (16), не залежить вщ того, до якого основного поля Р  вщносимо 
коефшенти цього многочлена.

П р и к л а д  3. Вшокремити кратш множники многочлена 
( (х ) =  Xе —  6х4 —  4х3 +  9х2 +  12л: +  4.

Знайдемо спочатку многочлени й^х) ■ Л^х) —  це Н СД  многочлешв /(х ) \['(х) =  
=  бл;6 —  24ДС3 —  12 хг +  18* +  12. Застосувавши алгоритм Евкл1да, який було роз- 
глянуто в п. 22.5, дктанемо (х) — х? +  х 3 —  Зле2 —  5х  —  2. Дал1 маемо й{ (х) =  
=  4л:3 +  Зх2 —  6л: —  5 I знаходимо (х) =  № , й ,). Д1станемо йг (л:) =  х г +  2л: +  
+  1; й2 (х) =  2х +  2. Знаходимо (л:) =  (й2, й2). Маемо с13 (х) =  л: +  1, й3 (х) =  1, 
тому (л:) =  1.

Обчислимо тепер многочлени <?/ (х):

=  Т77Г =  Х* ~  х ~  2; Яг (дс) =  =  *2 ~  * — 2;(х) а2 (х)

Ч »(х)=* Т Т Т ^ х + 1 -, яА(х) =  с1 3 (х) =  х + 1 . 
а3 (х)

Тепер уже можна знайти множники фх (л:), ф2 (х), ф3 (л:), ф4 (л:):

Яч (* ) Яз (■*)

Фз (X) =  -У8 =  1; ф4 (лг) =  «?4 ( д с ) = л : + 1 .
</4 \Х)

М аемо остаточно: /  (л:) =  фх (*) ф2 (л:) ф| (х) Ф4 (*), тобто /  (л:) =  (х —  2)2 (х +  I)4.

Отже, ми многочлен 6-го степеня звели до досить просто! форми; 
в  даному раз! розклад (17) на незвщш множники такий самий, як 1 роз
клад (16), бо КОЖНИЙ 3 МН0 ЖНИК1В ВИЯВИВСЯ ЛШ 1ЙНИМ, а тому й незвщ- 
НИМ у довольному ПОЛ1.

Вщокремлення кратних множниюв не Т1льки спрощуе дослужен- 
ня 1 знаходження корешв многочлешв, але й шодх, як буде з ’ясовано- 
в розд1Л1 VII, е передумовою для застосування деяких метод1в дослщ- 
ження 1 розв’язування алгебра Тчних р1внянь.

У таких випадках немае потреби знаходити кожний з множниюв 
Ф, (х). Завдання полягае в тому, щоб позбутись кратних множниюв, 
побудувавши за многочленом /  (х) такий многочлен я (*)> який мае вс1 
и  незвщш множники, яю мае й /  (х), але вже першоТ кратносп. Як по
казуе формула (19), для цього досить под1лити /  (х) на НСД многочле
на }  (х) 1 його ПОХ1ДНО1 / '  {х).

На заюнчення цього параграфа розглянемо ще способи встановлен- 
ня кратносп кореня многочлена.

Згщно з означениям 3 п. 23.1, для визначення кратносп кореня а 
досить послщовним д1ленням I (х) на х — а  знайти таке к, щоб /  (х) Д1- 
лився на (х — а)*, але не дйшвея на (х — а)*+1. Очевидно, к 1 буде 
кратн1стю кореня а.

П р и к л а д  4. Многочлен /  (х) =  х6 —  бх4 —  4л:3 +  9л:2 +  12х +  4 мае в пол! 
О коршь а  — 2, як це можна встановити безпосередньою перев1ркою. Поелщовно 
д!литимемо /  (л:) на х  —  2, використовуючи схему Горнера:

1 0 — 6 — 4 9 12 4

2 1 2 — 2 - 8 — 7 — 2 0
2 1 4 6 4 1 0
2 1 6 18 40 81

Многочлен / (х) Д1литься на (х —  2)а, але не дйшться на (х —  2)3. Отже, кратн1сть 
кореня 2 дор1внюе двом.

У ряд! випадюв бувае зручно користуватись такою ознакою крат
носп кореня.

Теорема 8 . Для того, шрб а був коренем кратность к многочлена 
/  (х), необхьдно » достатньо, шрб

/ ( « )  =  / ' ( « ) = . . . =  рк- Х) (а) =  0; /<*> (а) ф  0. (22)
Д о в е д е н и я .  Необхьднкть. Нехай а  е коренем /  (я) кратносп 

к. Це означае, що х — а  е незвщним множником к-Т кратносп много
члена /  (х). Але тод1, за теоремою 7, (х  — а) е незвщним множником 
П0Х1ДН01 / '  (х) кратносп к — 1, тобто а  е коренем (к — 1)- \‘ кратносп 
многочлена (х). Аналог1чно, а  е коренем (к — 2)-1 кратност1 много
члена Г  (х), (к — 3)-1 кратносп многочлена (х) 1 т. д. Наренгп, 

(х) мае х  — а  своТм множником кратност! 1 , а /{к) (х) цього множ- 
ника не мае зовс^м, 1 тому, за наслщком з теореми Безу (п.22.3),
[ {к> (а) Ф  0. Отже, умова (22) справджуеться.

Достатшсть. Нехай справджуеться умова 22. Тод1 а  е коренем много
члена /(* ). Позначимо кратн1сть цього кореня через I 1 покажемо,
що / =  к. 3 доведеного вище випливае, що

/(<*) =  / '  («*)=» =  / и“ 1) (а) =  0; / (/) (а) ф  0. (23)



Якби було I <  к , то (22) свщчило б про те, що / (а) =  0, а це супе- 
речить (23). Аналопчно вщкидаемо припущення I >  к . Отже, / =  к. 
Теорему доведено.

П р и к л а д  5. Застосовуемо цю ознаку до того самого многочлена /  (х) =  —
— бх4 —  4х3 +  9л:2 +  12х +  4 (приклад 4). Маемо

(х) =  6 (х5 —  4х3 —  2х2 +  Зх +  2); / '  (2) =  0;
I" (Х) =  6 (5х4 —  12х2 —  4х +  3); Г  (2) =  162 0.

Отже, кратшсть кореня 2 дор1внюе двом.

Наведет м^ркування показують, що, знаючи коршь многочлена, 
легко визначити його кратшсть. Тому на практищ досл1дження много
члешв, як1 мають кратш кореш, у бшьшосп випадшв зводять до дос- 
лщження многочлешв нижчих степешв, що вже не мають кратких ко- 
решв. Це завжди можна зробити вщокремленням кратних множнишв 
методами, описаними вище.

П р и к л а д  6. Розглянемо знову многочлен /  (х) =  Xе —  бх4 —  4х® +  9х2 +  
+  12х +  4. Як в1домо з прикладу 3 (/, / ' )  =  х4 +  х3 —  Зх2 —  5х —  2. Це свщчить 
про наявшсть кратних множник1в. Щ об позбутися IX, под1лимо /  (х) на (/, / ' ) .  Д 1ста- 
немо <7 (х) =  х2 —  х  —  2.
Цей многочлен мае Т1 сам1 незвщш множники, що й /  (х), але вже першо! кратность 
Осюльки с\ (х) — квадратний тричлен, легко знайти його кореш. Маемо а х =  2, 
а 2 =  — 1. Тепер можна з ’ ясувати \'х кратнкть. Вище було показано, що 2 е двократ- 
ним коренем. Просте врахування степешв показуе, що х +  1 е чотирикратним множ- 
ником многочлена /  (х), тобто — 1 е коренем кратноси 4.

§  24. ПОЛЕ РА Ц Ю Н А Л Ь Н И Х  ДРОБ1В

24.1. Ращональш дроби. В п. 12.4 було показано, що будь-яку 
область щлюносп можна «вкласти» у деяке поле. Б1льш конкретно 
було доведено, що для будь-яко'1'област1 ц ш сн осп  /? 1снуе едине (зточ- 
шстю до 13оморф13му) поле <3, яке М1СТИТЬ К (тобто пщмножину 13омор- 
фну К) 1 мае ту властивкть, що кожний елемент з <2 можна подати як 
частку двох елеменпв з Я. При цьому С\ називають п о л е м  ч а с т о к  
(в 1 д н о ш е н ь) област1 ц ш сносп  К.

Стосовно обласп цШ сносп Р [х] де загальне твердження означав 
справедливють такоТ теореми:

Т еорем а 1. Для будь-якого поля Р кнуе едине (з точшстю до 13омор- 
ф1зму) поле Р (х), яке мктить шльце Р [х] многочлешв над полем Р I 
кожний елемент якого можна подати у  виглядь частки

Де / ( * ) .  ё ( х ) $ Р [ х ] ,  8 ( х ) ф 0  (1)

Р (х) називаеться полем ращональних дробк над Р , а кожний його еле
мент —  рацюнальним дробом над Р.

Важливо шдкреслити, що зпдно з загальною теор1ею елементом 
поля Р  (х) е не кожна окрема частка (1) (яка визначаеться упорядко- 
ваною парою многочлешв /  (х), §  (х)), а клас р1вних М1ж собою часток,

п ри ч ом у  цю  р 1в н ю ть  за озн ачен иям  с л 1д  тлум ачи ти  так :

Ш )  =  °  ̂ (х) (х) =  /г {х) &  {х)и (х).й2 (х> е  р [*]ё, (*) ф О.йа! X) ф 0

Тому кожний ращональний др1б можна подати у форм! (1) багатьма 
способами, вибираючи по-р13ному многочлени [  (х) 1 §  (х) з додержан- 
ням умови р1вност1 (2). Як правило, ми будем ращональний др1б пред-
ставляти т1ею з часток вщповщного класу, для яко! ( / , § )  =  1;
таку частку називають н е с к о р о т н о ю .  Ця домовлен1сть спирае- 
ться на той факт, що в кожному клась р 1вних м1ж собою часток неско- / (х)ротна частка  ̂ кнуе г е едина (з точн1стю до сталих множник1в при

многочленах /  (х) (*)). Справд1, якщо ------будь-яка частка з дано-
го класу К  (позначення зм1нноТдля екорочення не пишемо) 1 Л =  (ср, г)з), 
то ф =  [а, г|> =  дй, де (/,$) =  1. При цьому == бо =  !<!§ =

/ Т б
=  /ф. Отже, —   ̂ К  1 е нескоротною часткою. Цим доведено 1 с н у -
в а н н я нескоротно'1 частки в будь-якому клас1 К • 6 д и н ! с т ь  
(з точн1стю до сталих множниив) випливае з таких м1ркувань. Якщо
4 -, - у ------нескоротш частки 1 ~  =  то тому на шдстав1ь &1 в  ̂ & 61
властивостей под1льност1 многочлен 1в (§ 22) можна твердити, що або 
/ = А = 0. або / : /х 1адже ! к  А  Ни ёг) = И I к  '■ / *бо : / А 
А V» 6Г) — П. Отже, =  с /, де с —  константа. Аналопчно, &  =  с ^  
(сх — константа).

Якщо ращональний др1б подано у форм1 частки то /  (х) час-
ё ( х)

то називають ч и с е л ь н и к о м ,  §  (х) — з н а м е н н и к о м  цього 
дробу. Як видно з попереднього, чисельник 1 знаменник ращонального 
дробу визначаються неоднозначно. Многочлени [  (х)  ̂ Р [х], що 
утворюють пщальце поля Р (х), подаватимемо як рацюналып дроби з

( (у)
знаменником 1: /  (х) =  . Ототожнення многочлена /  (х) з рац1о-

нальним дробом, що визначаеться часткою — , е по сут1 встановлен-
НЯ 130М0рф13Му М1Ж К1ЛЬЦеМ Р \х] 1 ДвЯКИМ П1ДК1ЛЬЦеМ поля Р (х).

ДП над р а ц 1 0 н а л ь н и м и  д р о б а м и  (класами часток), 
як було показано в загальшй теорп поля вщношень област1 ц1Л1снос- 
Т1 (§ 12), можна означити через дпнад ч а с т к а м и  (представниками 
клас1в). Для випадку поля Р (х) правила д!й набувають такого ви- 
гляду
. / ! ( * )  | М *) _ /1 (Х)/У2 (Х) +  [ 2 (Х) Я1 (х) а

вх(х) +  * ( * ) ---------------ё7 (х)ёг(х) • ( е Л У Ф и ,  ё*(х)фО),
(3)

Щ  _  П ( х ) ВА х ) - к ( х ) В1(х) / -  /-Ч  .  о  а
ВАх) ВАх) 7 г (х )е %(х) > В * (х ) Ф Щ ,  (4)



=  < * ■ » * * <5) 

Й , М # о ,  г . м ^ о , / , м ^ 0). (6)

Звичайно, кожний читач мае значний досвщ п р а к т и ч н о г о  
використання правил (3) — (6) при перетворешп алгебраТчних вира- 
31в. Ми згадуемо Ух тут у зв’ язку з тим, що з них (3) 1 (5) е означениями
дш, як1 перетворюють множину клас1в символ1в у поле Р (х),
а (4) 1 (6) випливають з властивостей цього поля. Ми не будемо спиня- 
тися на питанн! про властивосп Д1Й над ращональними дробами, бо 
вони е такими ж, як 1 властивост1 дш у будь-якому пол1. Зауважимо 
Т1ЛБКИ, ЩО ЯК специф14ну Д1Ю у П0Л1 рашональних дроб1в можна роз-
глядати так зване скорочення, що полягае у використанн! р1вностг.

V
I (*),Я (ДГ).5 (X) е  Р Г*]

г (лг) ф  о,5 (х) ф  о
§  (X) 5 (X) §  (X) (7)

Р1вн!сть (7) випливае безпосередньо з означения (2).

24.2. Функцюнальне тлумачення рацюнальних дроб!в. В1ДОМО (п.21.5), що мно- 
гочлени над полем (або областю цш сностО  Р характеристики 0 можна розглядати 1 
як функци, задаш на м н ож и т елемент1в Р. Таке функцюнальне тлумачення можна 
поширити 1 на рацюнальш дроби, але з деякими застереженнями.

Отже, нехай Р  —  поле характеристики 0, /  (х) 1 §  (х) —  взаемно просгп много- 
члени з к1льця Р  [ж], причому §  (х) Ф  0 (тобто не е нуль-многочленом). Для дов1ль- 
ного елемента а  Ё Р  В1ДП0В1ДН1 значения многочлешв !  (а ) \ в  (а) е я к кь  елементи

/(а )
поля Р. Я к щ о§ (а) Ф  0 (тобто, якщо а  н е е  к о р е н е м  ^ (х)), то Тх частка -

8
е ц1лком певним елементом поля Р. Позначимо сукупш сть корешв многочлена §  (х), 
як1 належать до поля Р, через К% ( звичайно, може бути К& — 0 ) .  Тод1, очевидно, 
можна задати ф V н к ц 1 ю

Ф : Р\Ке -*■ Р
умовою

V
« 6Р\К„ <р(а)=тёг}-

8
Постае питания: як пов'язана ця функщя з рацюнальним дробом, вираженим неско- 

! ( х )  .
рот ною часткою  — -——г

§(х)  ̂ , .
Кожному рацюнальному дробу г (х) ^  Р (х) поставимо у в 1Дпов1ДН1сть ф ун к тю

фг в такий способ. Подамо г (х) у форм1 нескоротного дробу г (х) =  ^  (х ) ’ ^  ~

Як було зазначено, це завжди можна зробити 1 притому единим способом. Щ об уник-
11 ути неоднозначности пов’ язано! з сталими множниками, будемо вважати, що стар
ший коефЫ ент знаменника §  (к) завжди дор1внюе 1.

Тепер означимо функш'ю фг умовою

V
«6

фг («) —
8 (а)

де Ко, як 1 вище, е с у к у п ш сть  елемент1в поля Р, що е коренями многочлена §  (х). 
ПОКажеМО, ЩО В1'ДП0В1ДН1СТЬ г (х) -*■ ф, е 1 з о  м о  р ф 1 з м.

Однозначшсть в!дпов1дност! вже було ш'дкреслено. В з а е м н а однозначнкть
/ (х) / (х)

випливае з таких М1р к у в а н ь . Нехай гг (х) =  -у ([и  =  1 I г2 (х) =  2 ->
^1 \х ) < 8 г (х )

(/г> 8 г) — 1- Сл'Д показати, що при ф^ =  ф^ (в розумшш р тн ост ! двох функц1Й,
тобто тотож но1 р1вност1 у с1х значень на сш льнш  множин1 задания), матимемо гг (х ) =
—  г 2  (х) ( у розумшш р 1вност1 рац10нальних дроб1в). Множиною задания фГ[ е Р  \  
\  /Ся,, множиною задания ф^ е Р \  Кег. Отже, сп!льна множина задания функш'й

Фг> 1 фГг е Р \  (К ^  У Кдг) (И Р\. 0 ск 1льки Р  —  поле характеристики 0, то воно мае 
безл1ч р1зних елемент!в, множини ж К&1 1 К&1 е ск1нченн1 (адже число корешв много
члена не перевищуе його степеня —  див. п. 23.2); тому Р г мае безл1ч р1зних елемент1в. 
Покажемо, що

/1 (“ ) /г (а) К  /1 (*) /г (*) (9)

<==> /1 (х) 8 2  (х ) =  8 1  (х) /г  (*)•

§1 (а) 82 («)  ̂ ^1 (■*) 82 (х)
Внасл1док властивостей поля Р

ТТ^Т =  Ь (ос) 82 (а) =  ё 1  (а) (а)’81 («) 8г (а)
а за означениям (2)

к  (х ) /г (х)

8г (х ) 82 (х )
Отже, (9) р1вносильне умов1

V  Ц1  (а ) §.г (а ) =  (а ) (а)] ф  (х) (ж) =  ^  (х) / 2 (х) . (10)

Але це справд1 так, бо, в1дпов1дно до результате п. 21,5, два многочлени з Р  [дс] напев
но р1вн1 м)ж собою , якщо вони приймають однаков! значения у безл1Ч1 р!зних точок 
поля Р  (а саме про це свщчитъ (10), якщозгадати, що в Р г е безл 1ч р1зних елемент1в).

Отже, в 1дп0в1дн1сть г (х) -*■ ц>г взаемно однозначна. Щ об перекоиатись, що вона 
13оморфна, досить перев1рити, що

V [ф,1+г, = Фг, +  Фг,1; (И)
г,  <х ) , г ,  (х) е  р  и )

у 1Фг,г, =  Фг, • Фг,]- (!2)
г, (ДГ).Г, (X) 6  Р  (X)

Встановимо справедлив!сть одного з цих тверджень, скаж 1мо, (12) (справедли- 
в 1сть другого перев1ряють аналог1чно). Нехай

гАх) =  ^ ) ’ Гг{х) =  ^ 7 & )’ ( /1 ,ы  =  1, (/*> й ) =  1-
Т0Д1

Г г (г) /1 ( * ) /* ( * )  __ /  (•*) др /(  — 1
'гЫ гА х )-  8Ах)82 (хГ Т Ы  ’ Д6 (/’ (13)

Р 1вн!сть (13) означав, зокрема, що

/1 (х) /а (х) 8  (х) =  8 1  (х) {?2 (х) Г (х). (14)
3  (14) випливае, що для вс!х  елемент1в а  ^  Р± =  р  \  (к , ,  и  V

/х (а ) и  (а) 8  (а )  =  8 1  (а )  8 1  (а ) /  (а ) ■ ( 15)
Зауважимо, що #  (а) Ф 0 для а  $  Р4, бо, як видно з (14), 8  (а ) ~  0 81 (°0 =
=  0 V  (а) =  0 (адже /  (х) взаемно простой з ц  (х) 1 тому /  (а ) Ф  0).
За означениям функци ф,. ^  маемо:

V  <р. г (а ) =  - ^ - 1  . (16)
а&Р1 . “  2 (а) ]



3  другого боку, подбивш и р1вн1сть (15) на §  (а) д , (а) § 2 (а), дютанемо

V  [ Ф г (а )  фг  (а )  =  М * .  ■ =  . (17 )
«6Л I. 1 8 ёх( а) ёг (а)  ̂(«) ]

3  (16) 1 (17) випливае, що V  [фг> (а) ф (а) =  <рг^  (а)], тобто функцюнальна р1в-
а&Р1 * 12

В1сть <р,1Г| =  фг> • фг>.
Отже, ми показали, що поле ращональних дроб1в Р  (х) у  випадку, коли Р  мае ха

рактеристику 0, Ьзоморфне сукупност .1 дробово-рацюнальних функщй  фг. Це й озна
чав, що алгебра1чний та функцюнальний погляд на рацюнальш дроби над полями 
характеристики 0 щлком р1вноправш. Зокрема, вони р1вноправш у  випадку, коли 
Р  —  числове поле, що дае змогу застосувати в анал131 у с1 в 1 домоет! щодо рацюналь- 
них дроб1в, про як1 ми д1знаемося в курс1 алгебри1.

24.3. Розкладання рацюнальних дробив на елементарш. Ми роз- 
глянемо тут одне питания, яке мае важливе значения для математич- 
ного анал1зу (зокрема для штегрального числения), але за своТм мате- 
матичним зм1Стом е суто алгебра'шним 1 безпосередньо пов’язаним з 
розкладанням многочлена на незвщн1 множники.

Означения 1. Рацюнальний др[б ^ называешься правильним,
якщо стетнь /  (я) менший за стетнь §  (х). У  противному раз1 др1б на
виваешься неправильным.

Як 1 ранние, вважатимемо, що рацюнальш дроби задаються неско- 
ротними частками 1 що старший коефвдент знаменника дор1внюе 1 . 
Сл1Д розум1ти, що властив1сть дробу бути правильним не залежить
В1Д вибору представника класу р1вних часток. Якщо-^- =  то /^ х =
=  § [ъ  тобто (при /  ф  О, Ъ ф  0)

<1е е / +  ^ е ^  =  дев /! +  с1е§^.

Звщси ЗрОЗуМ1ЛО, ЩО

с!е§ /  <  с!е§ §  => <1е§ /* <  с1е§
1 1 .......... ............................х . х  —  1 х3Наприклад, дроби , ■ т -?- правильш, а дробиха +  1 ’ х +  5 н ’ х +  1 ’ х2 — 2х +  2

неправильна
Це означення правильного ращонального дробу нагадуе вщповщ- 

не означення правильного дробу в арифметищ, причому, як 1 рашше, 
степшь многочлена виконуе в ньому роль, яку для чисел виконуе аб
солютна величина. Однак, якщо в арифметищ сума правильних дро-
б1в могла бути неправильним дробом ^наприклад, 

для ращональних дроб1в справедлива така лема:
то

^2 . | _д_ |
1 1НОД1 в  анал131 функци ф {х) =  —  -----   та г|> (х) - ---- г ~ — не вважаютьX 1 X X 1

р!вними (оск1льки ф (д:) «втрачае сенс» при х  =  1). 3  викладеного тут погляду вони 
р1вн1, бо належать одному класу часток, причому друга частка нескоротна 1 е якраз 
представником класу. Проте по сут! 1 в анал1з! приходять до цього ж висновку,

2
«доозначившн» ф (х) в точщ *  =  1 за допомогою значения ф ( 1) =  ф (1) =  - 5- .

О

Лема 1. Сума правильних рацюнальних дроб'ьв е правильний ращо*- 
нальний дрьб.

Д о в е д е н и я .  Очевидно, що лему досить довести для двох до.* 
данкгв. Нехай

Их) _  М*) I Ых)
ё(х) ёг (х) ~Г ёг(х) ’

причому стетнь Д (л:) менший за стетнь (х), а степшь /2 (х) менший 
за степшь (х). Нам треба довести, що степшь /  (х) менший за степшь 
§  (х). Маемо:

!(х) =  /1 (X) ёг (х) +  /г (Х) § 1  (х) 
ё  (-к) 1̂ (х) ё2 (*)

Досить показати, що др1б, який стоКть у прав1Й частиш Ц1еТ р1вност1, 
правильний, бо якщо чисельник 1 знаменник цього дробу мають сшль- 
ний Д1льник, то внасл1док скорочення Тх степен! зменшуються на те 
саме число. Степшь многочлена /* (х) § г (х) менший за степень много
члена §! (л:) (х), бо степ1нь / х (х) менший за степшь (х). Аналог1ч-
но, степ1нь /2 (х) (х) менший за степшь (х) (х). Отже, 1 сума мно-
гочлен1в !х (х) {х) +  !г (х) (х) мае степень, менший за степень
^1 (х) ёч (■*). що й треба було довести.

Означення 2. Елементарним дробом у  пол1 Р називаеться рац1о-
нальний др1б виду -  ̂ -̂г-, де д  (л) — незвьдний многочлен у  пол1 Р,

(X)]
/  (х) належишь Р [х] г мае степшь менший, ш ж с!е§§ (х), а к — будь-яке 
натуральне 

3  ЦЬОГО ' 
правильний.

х —  1 .
П р и к л а д  и. 1. Рацюнальний др1б а - -  -  е елементарним у пол! дшених

X "т" ^
чисел. Але цей самий др1б не е елементарним у пол1 комплексних чисел, бо ха +  1 у 
цьому пол1 е зв1дним многочленом: х* +  1 =  (х +  () (х —  Г). (

2. Рацюнальний др1б — =- е елементарним у пол1 ращональних, а також у по-
X —р о

л я х  Д1Йсних чисел 1 ком плексних чисел.
х 3  4-13. Рац1ональний др!б —  е елементарним у пол1 ращональних чисел, але

не е елементарним у пол! дШсних чисел.
х 2 -4- 14. Рацюнальний др!б —   ̂ не е елементарним, бо степшь /  (х) =  х г +  1

вищий, шж степ1нь д  (х) =  х  —  1.
^2_ |

б. Д р 1б ■ а . . не е елементарним, бо вш  неправильний.
X ~г *

Розглянемо питания про можлив^сть зображення дов!льного ра- 
ц10нального дробу у вигляд1 суми елементарних дроб1в у даному полк 
Зрозум1ло, що неправильний др1б не допускае такого зображення, бо 
сума елементарних дроб1в за лемою 1 завжди е правильним дробом. 
Що ж до правильних дроб1в, то виявляеться, що для них таке зобра
ження завжди можливе.

нат уральн е число.
3 цього означення вщразу випливае, що всякий елементарний др!б



Лема 2. Якщо (х) I (х) — езаемно прост.1 многочлени над по- 
/ (х)лем Р I —  до ^  до------правильний ращональний др16 над цим по

лем, то в кыъщ Р [х] завжди можна знайти таш многочлени (х) I
и  м .  що

И х ) _  /1 (*) ;2 (х)
гт / И  Т  Л /«Л  >(X) § г (X) (X) ~  § 2 (X)

причому дроби у правш частит ще1 р1вност1 правильна.
Д о в е д е н и я .  За наслщком з теореми 5, п. 22.5, можна знайти 

в Р [х] таю многочлени и (х) [ V (х), що (х) и (х) +  (х) V (х) =  1,
тому

?(х ) § 1  (X) и (х) +  /  {X) (х) (х) =  /  (х). (18)

Под1лимо /  (х) и (х) на (х) з остачею: /  (х) и (х) =  § 2 (х) иг (х) +
+  /2 (х), причому степшь /2 (х) нижчий за степшь (х). Шдстав-
ляючи цей вираз у (18) 1 групуючи члени, маемо: /2 (х) &  (х) +
+  8 2  (х) К  (х )  ё ± (4  +  /  ( х )  V (х)] =  /  (х), або, вводячи означення 
«1 (X) 8 1 (х) +  /  (х) я (х) =  Д (х), /2 (х) &  (х) +  (х) § 2 (х) =  /  (х).
Наренш, подшивши цю р1вшсть на (х) 8 2  (х), дктанемо:

/1 (х) | и (х) __  пх)
8л ( х )  (X ) /Уг (X ) § 2 ( х )

ш  ппа'
/ (я)

ДР|® “рТТГ правильний, бо степшь /2 (х), як уже було зазначено,

менший, шж степшь д 2 (х). Др|б ^ до також правильний як сума двох 
правильних дроб1в (лема 1):

/1 (X) _  / (-У) , — /а (*)
(X) 8 л (X) § 2  (X) ‘Г  (* ) •

Лему 2 доведено.
Наслщок. Якщо (х), (х ) ,. . . ,  § т (х) — попарно езаемно проста

многочлени над полем Р I ^ х^
§ 1 ( х ) 8 2(х) ... вт(х)

правильний ращональний др1б над цим полем, то в кыьщ Р [х] завжди 
можна знайти такЬ многочлени /* (х), /2 (х), ..., /т  (х), цо

____________  ̂ /г (* )  | /г 0 0  | .  .  .  г 1т (х)  /1 0 }
81 (X) 8г (х)  . . . ё т (х)  ёх (X) " Г  ё г  (X) ^  ' '  ■ _Г ё т (х)  • *■ >

причому вс1 дроби у правш частит р1вност1 (19) правильш.
Д о в е д е н и я .  Скористаемося методом шдукцп за т. При т — 1 

р1вн1сть (19) очевидна. Припустимо тепер, що розклад (19) можливий 
для т — 1 попарно взаемно простих многочлешв §г (х), § 2 (х), ... 
..., —I (х). Якщо 8 т (х) — многочлен, взаемно простий з кожним з
?1 М . 8 2  (х), ..., ёт-\{х), то В1н взаемно простий 1 з Тх добутком 
(п. 22.5), тому за лемою 2 маемо:

____________ [М ____________ __ __________ ______________ | !т (а?)
81 (X) 8% (X) . . .  8т- 1  (X) § т (X) 81 (X) 82 (X) . . .  (X) ^  е т (х)  •

За припущенням шдукцп для першого з дроб1в, що стоять у прав1Й 
частин1 Ш€1 р1вност1, розклад (19) можливий. Тому дгстаемо остаточно:

__________НX)_________ _  /1 (X) , .........  | 1 ^  |
(■«) . . .  8 т - 1  (X ) 8 т  ( х )  8 1  ( х )  8 т - 1 (х ) ё т  ( х )

Наслиок доведено.
Лема 3. Всякий правильний дрьб над полем Р виду

Их)

[*(*)]'
де §  (х) — многочлен, незвгдний у пол1 Р, а к — довьльне натуральне 
число, можна подати як суму двох правильних дроб1в над полем Р виду

Н х ) = А (х) , *1 (х) (2 0 )

з як их перший е елементарним у пол1 Р.
Д о в е д е н и я .  Под1лимо многочлен /  (х) на §  (х) з остачею:

/  (х) =  §  (х) «1 (х) +  ^  (х), 
де степ1нь (х) менший за степень §  (х). Отже,

ЦХ) _  ё  (X) 5, (X) +  [1 (-У) _  /г (^ )  , 51 (х ) _
(х)]* 1ё ( х ) ] к ГйГ («)1* 1 8 (х ) ] к ~ 1

Перший з цих дроб1в е елементарним у пол! Р, бо & (х) незв^дний у цьо
му пол1 многочлен, степ1нь якого б1льший за степ1нь чисельника к  (х).
Другий др 16 е правильним за лемою 1 як сума двох правильних дро-
б1в:

$1 (х) _  ?(х) , — и (х) '

Лему доведено.
Насл!док. Кожний правильний др1б над полем Р виду 1(х)

№ )]I к
де §  (х) — многочлен, незв1дний у поль Р, а к — довыьне натуральне 
число, можна подати як суму елементарних дробив у цьому полг:

Нх) М*> , Ь(х) | . . .  | ?ь(х) /2 П
[§(*)]*

Для доведения досить застосувати метод шдукцп по к.
Тепер уже легко довести основну теорему.
Теорема 1. Устий правильний др1б над полем Р можна подати як 

суму елементарних дроб1в у  цьому пол[.
Д о в е д е н и я .  Нехай дано правильний др!б  ̂ - .  Якщо много

член 8  (х) незвщний у пол1 Р, то цей др1б уже е елементарним. Як
що ж 8  Iх ) зв1дний, то розкладемо його на незвщш множники у пол1 Р, 
що завжди можливо (наслщок з теореми 8 § 22):

8  (х) =  [^1 (*)]*‘ • • • 1&п (х)]кт . (22)

Многочлени 1^/(х)]й/ (/ =  1, 2, ..., т) попарно взаемно проси, бо
не мають однакових незвщних множник!в. Тому за насл1дком з леми 2



матимемо такий розклад:
/ ( * )  _______________И х )

8 { х )  [*,(*)]*• . . .  18т (*))*'

-  — Ш ....... . М * )  , , ,  , 1 т (х )

\йг (*)]*« +  !*<*>]* +  +  1ёт{х)]кт • (23)

п ри ч ом у  ВС1 д р оби  В прав1й ЧЭСТИШ (23) ПраВИЛЫП.

За насл1дком з леми 3 правильний др1б — ^ — можна подати як
^1 (*)] 1

су м у  елем ен тарни х д р о б 1в за ф о р м ул ою  (21):

1̂ (X)   /11 (Х) , /12 (■*) I А&1 (*)
[*1 (Х)1*‘ 81 (X) (*)]» “ * * Г  ^  (х)]*. •

Аналопчно

2̂ (*) __ /21 (X) . /22 С*) . . 2̂ка (х)
[&(*)]** «2 (*) ^  1&>(*)]2 +  [&, (*)]*' ’

?т(х) /т 1 (х) [т2 (*) , , Гткт(х)
\ ё т ( х ) ] т  8 т  (Х> 18т ( X ) ] 2 [ 8 т ( х ) ] т  '

ГНдставляючи (24) у формулу (23), дютанемо шукане зображення дро- 
бу У вигляд1 суми елементарних дроб1в у пол1 Р:

______________ [М .___________ =  V  V  М * *  /9 гч
8  {Х) [е1 (■*)]*' . . .  \8 т (Х)]кт Я  /Г] 1й

Теорему доведено.
Для практичних потреб важливо знати, що, незалежно В1д способу, 

який застосовано для розкладання дробу на елементарш дроби, резуль
тат завжди буде той самий.

Теорема 2. Розклад правильного ращонального дробу на елементар- 
ш дроби у даному пол[ единий.

Д о в е д е н и я .  Припустимо супротивне, тобто що можлив! два
р1зш розклади дробу на суму елементарних дроб1в. Це означае,
що в цих двох розкладах не вс1 доданки будуть однаков1 (у зв ’язку з 
гром1здк1стю розкладу дробу на елементарш ми цих двох розклад^в 
не виписуватимемо). Вщшмаючи щ розклади один в1д одного, в одшй 
частиш рхвностх дютанемо нуль, а в друпй — алгебрашну суму еле
ментарних дроб1'в. Якщо серед цих дроб1в е дроби з однаковими зна- 
менниками, зведемо Тх. Зрозум1ло, щ овс1 дроби при такому зведенш 
знищитись не можуть, бо тод1 б ус1 доданки цих розклад1в були б по
парно р1вш М1ж собою, тобто розклади не були б р1зними. Зауважимо 
також, що сума двох елементарних дроб1в з однаковими знаменника- 
ми е знову елементарний др1б.

Нехай ш'сля такого зведення елементарш дроби, що залишаються,

мають знаменники: (х), (х)]2, ..., [ 1̂ (х)Г‘ ; (х), (*)]2> •••
..., [& (х )Г ; ..., ё и (х), [& (х)Р, ..., [§к (х)]"*, де & (х) — р!зш не- 
зв1дн1 многочлен и у даному полк 

. Помножимо знайдену р1вшсть на многочлен

'  [Ы * )Г 1-1 • [ ^ ( * ) Г  . . .  Ы * ) ] " * .
Тод1 вс1 доданки суми, кр1м одного, що мав знаменник [& (х)Г‘ , 

стануть многочленами, тобто дктанемо

Р (х) (лг)Г--1 • Гяа (*)]"* . . .  1йк (х))4  + д ( х )  =  о г (26)
1§1 (*)Г1

де <7 (х) — деякий многочлен, а р (х) — чисельник елементарного дро
бу 13 знаменником (л:)]"1; отже, (р, &) =  1 . ГНсля скорочення на 
[& (х) ] " - 1 1 очевидних перетворень р1вшсть (26) можна записати в 
такому вигляди

Р (X) 1вг (*)]"* . * • [8 к (*)Г 6 =  - Ч ( х )  8 1 (X). (27)
Але р1вн1сть (27) показуе, що ми прийшли до суперечност1. Справд1, 
права частина ще1 р1вност1 Д1литься на незвщний многочлен (х), то-
Д1 як л1ва частина взаемно проста з цим многочленом, бо вш взаемно
простий з многочленами р (х), (х), •••• ён (х)> а отже, 1 з IX добут-
ком. Теорему доведено.

Теореми 1 1 2 е теоретичною основою методу невизначених коефщ1- 
ент1в, який на практищ застосовують для розкладання дробово-ращо- 
нально1 функц11 на елементарш дроби. Цей метод полягае в тому, що, 
знаючи розклад (22) знаменника §  (х) на незвщш множники, записують 
розклад (25) на можлив1 елементарш дроби. Знаменники цих дроб1в 
в1дом1; що ж до чисельнишв Д/ (х), то IX записують як многочлени з 
невизначеними коефодентами, степ1нь яких на одиницю менший за 
степ1нь В1ДПОВ1ДНОГО многочлена (х) (1накше цей др1б не був би еле
ментарним). П1СЛЯ ЦЬОГО обиДВ1 ЧЭСТИНИ р1 ВНОСИ множать на СП1ЛЬНИЙ 
знаменник 1 прир1внюють коеф1щенти при однакових степенях х. Вщ- 
пов1дно до теореми 2 коеф1щенти при цьому завжди повинш визнача- 
тися однозначно.

П р и к л а д  6. Розкладемо -—  *  „ -—г- на елементарш дроби у пол1 д!й-и (х +  I)2 (х2+  1)
сних чисел. Тут й М = * +  1, кг =  2 ; (х) =  х 2 +  1, к2 =  1.

В1Дпов1Дно до формули (25) маемо:
х А В Сх +  й

( х +  I)2 (х2 +  1) '  х  +  1 (* +  I)2 х 2 1  ’

Зв1дси д!стаемо:
х =  (А  +  С) х» +  (А  +  В +  2С +  И) х2 +  (А  +  С  +  2 0 ) х  +  (А  +  В +  й ). 

Очевидно, що А С =  0; Л +  В + 2 С + 0  =  0;  Д +  С +  2 0  =  1, А  +  В^+

+  0 = 0 .  Розв’ язуючи цю систему, дктаемо: А =  О, В ----------- д - ,  С =  О, О  =

тобто
х _  1 , 1

( х +  I)2 ( х * + 1 ) “  2 (х +  1)® +  2 (х2 +  1) *



Формулу (25) фактично можна застосувати лише тод1, коли в1домий 
розклад (22) знаменника д  (х ) на незвщш множники. Проте в нашому 
розпорядженш поки що немае шяких загальних метсдав для такого 
розкладання. Отже, по суп  ми лише звели задачу розкладання пра
вильного дробу на елементарш дроби до задач) розкладання много
члена на незвццп множники.

Розкласти на елементарш дроби можна лише п р а в и л ь н и й  
рашональний др1б. Що ж до неправильного дробу, то справедливе та
ке твердження.

Теорем а 3. Всякий неправильний др1б можна подати як суму 
многочлена I правильного дробу.

Д о в е д е н и я .  Под1лимо /  (х) на д  (х) з остачею: /  (х) =  
=  §  (х) 5 (х) +  (х), де степшь Д {х) нижчий, шж степшь д  (.х). Д1ля-
чи цю р1вн1сть на д  (л:), Д1станемо:

___ 5 (.г) I ^ ^
8 (х) + Т ( Т ’ (28)

де 5 (х) многочлен, а ^  ■ правильний др1б. Теорему доведено.

Многочлен &(х) називаеться Ц1 л о ю  ч а с т и н о ю  дробу ——-
} ё(х) '

а зображення неправильного дробу у вигляд1 (28) — вьдокремленням 
ЩЛ01 частини.

Наприклад, др1б можна п°Дати у вигляд|':

* * - 2* +  2 =  (Х +  2) +  ^ “ '2Т +  2 •
Отже, дов1льний рацюнальнии др 1б над полем Р можна подати як 

суму деякого многочлена (який може бути 1 0) 1 елементарних дроб!в 
у  цьому ПОЛИ

Р о з д  I л VI

МНОГОЧЛЕНИ в щ  к ш ь к о х  ЗМ1ННИХ

§ 25. Ю Л Ь Ц Е  М Н О ГО Ч Л Е Ш В  В1Д К1ЛЫКОХ ЗМ1ННИХ

25.1. Побудова юльця многочленов. У попередньому роздш  ми 
досить докладно розглянули поняття многочлена 1 властивост! много
член!^ В1д одноТ змшноТ. Природним 1 важливим узагальненням цього 
ПОНЯТТЯ е м н о г о ч л е н и  В 1 Д К 1 Л Ь К О X 3 М 1 Н Н И X . Вони 
й будуть предметом вивчення в цьому роздш ; при цьому значною М1- 
рою ми будемо спиратися на теорпо многочлен!в вщ одшеТ змшноТ.

Щоб полегшити розумшня загального означения юльця многочле

н а в 1Д п зм ш н и х , р озгл я н ем о  сп оч а тк у  окрем и й  в и п ад ок , а сам е  с у 
к у п ш ст ь  МНОГОЧЛеШВ В1Д 2-Х ЗМШНИХ.

Н ех а й  Р —  я к а сь  о б л а сть  ц ш с н о с я  з од и н и ц ею , а Р [х\ —  с у к у п 
ш с т ь  уС1Х МНОГОЧЛеШВ В1Д 0ДН161 ЗМ1НН01 X  НЭД р .  Я к  В1ДОМО (теорем а  1,. 
§ 21 ), р  Ы  е та к о ж  о б л а стю  ц Ш с н о с п  з од и н и ц ею . О тж е , ми м ож ем с- 
п о бу д у в а ти  к1льце м н огоч л еш в  над Р  Ы  вгд одш еТ змш ноТ (п озн а чи - 
м о  цю  зм ш н у  через у), т о б т о  с у к у п ш с т ь  у с 1х  м н огоч л еш в  виду

ап (х) уп +  а„_, (х) уп~х +  • • * +  аг (х) у +  а0 (х), (1>

к о е ф щ 1енти я к и х  ап (х), ап—\ (х), ах (х), а0 (х) е  елем енти  о б л а е п  
Ц1Л1СНОСТ1 [х] (многочлени В1Д ЗМ1НН01 х  над К1льцем /?). Природное 
позн ачи ти  с у к у п ш с т ь  м н огоч л еш в  ви ду  (1) через Р  [лг] [ у ] .

З п д н о  з т еор ем ою  1 § 21, кыьце Р  \х\ [у] е областю цы&ности э  я- 
су е м о , я к у  б у д о в у  м аю ть  п  елем ен ти . Д л я  ц ь о г о  за п и ш ем о к о е ф щ е н т и  
а1 (х) € Я  Ы  (у =  0 , 1, . . . ,  п) у  к а н о ш ч ш й  ф ор м к

а0 (х) =  ато0хт° +  аШо-\,оХт°~х +  • • • +  а10х  +  а00,
аг (х) =  ат11Хт' +  ат1-\,\Хт̂ х +  * • ■ +  апх +  аок (2)'

ап-^х) =  атп_ {П- 1Хтп- 1 +  атп_ 1- 1,п -1Хтп 1 1 +  • • * +  ах,п- 1Х +  а0,п_ и

ап (х) =  атп.пхГп +  ат(1_ \,пхтп 1 +  • • • +  аипХ +  аоп-

ГНдставляючи вирази (2) в (1) 1 користуючись властивостями Д1й в иль- 
ц1 ^  [х] [у] (з урахуванням того, що Р [х] — шдкыьце Р  [л:] [у]), д ь  
станемо вираз

п т,-
2  2  ацх1у1, ац е Р,
1= 01=0

тобто якусь скшченну суму член1в виду а^х^у'’ , де € Р, а И-  ̂  ̂ — 
як1сь нев1д’емн1 Ц1Л1 числа. Навпаки, будь-яку скшченну суму виду

2  о.^х^у '1, я ^  М1»  ̂6 (3)’
(Х,У

можна розглядати як елемент шльця Р \х] [у]. Адже кожний член виду 
а^х^у '1 е многочлен в!д зм1нно1 у  з коеф1щентом а^х^  б Р  Ьс], тоб
то належить к1льцю Р [х\ [у]. Але тод! й сума (3), в яюй додавання ро- 
зум1вмо як Д1ю в К 1л ь ц 1 Р [х\ [у\ е елементом к1льця Р  Ы  [у]. Отже, 
Р [х] [у] — сукупшсть ус!х можливих сум виду (3).

Вважатимемо, що записи а ^ х ]Ху'’ 1 а^у^х^ означають той самий 
член. Таке ототожнення можна зробити тому, що воно не впливае на 
означення суми 1 добутку многочлешв. Але тод1 кольце Р 1х] [у\ ото- 
тожнюеться з шльцем Р [у] [х]. Надал! для цього к^льця вживатимемо 
позначення Р [х, у] або Р [у, х]. Елементи Р  [л:, у\ називатимемо мно
гочленами в1д 2-х змйших х I у над Р  —  позначатимемо /  (х , у), д  (х, у) 
тощо.



П р и к л а д  1. Подамо суму
/  (•*> У) =  3х2у  —  5ху3 +  х1 —  1 +  х2у3 +  2у  —  7ху1, 

як многочлен в!д у  над (} [дс]. Маемо:
/  (х, у ) = -  7ху* +  (*2 -  5х) у 3 +  (Зх* +  2 ) у  +  (х’’ - 1 ) .

Перейдемо тепер до загальних означень.
Означення 1. Киьцеммногочлетв Ц [х1( х2, ..., хп~\, хп] влд п змш- 

них хъ х2, ..., хп—\, хп над областю цшсность 7? називаеться тльце 
многочлетв вг'д змтноХ хп над киьцем [хх, х2........ хп-\\, тобто

Р  [хх, Х2, • • • , Хп—1, Х п ] — $  [Хц х2, . •. , хп—1] [хп]. (4)
Це означення мае 1 н д у к т и в н и й  характер. При п =  1 воно 

зводиться до означення юльця многочленов В1Д одш е! змшноУ хх над 
областю ц ш сн о сп  Я  (природно вважати, що при п — 1 [х1г ... 
..., хп- 1] “= # ) .  Якщо ж уже означено юльце #  [хх, ..., хп-\] при
/г >  1, то за допомогою (4) дктаемо означення юльця А? [хъ х2, ..., 
..., хл- ь  хп]. Отже, для дов1льного натурального п означено К1льце 
МНОГОЧЛеШВ В1Д п ЗМ1ННИХ хи  х2, ..., х п.

Теорем а 1. Кмьце многочлетв К. [хъ х2, ..., хп—\, хп] над областю 
цШснодть % в область цшсностг.

Д о в е д е н и я .  Твердження правильне при п =  1 (теорема 1, 
§ 21). Припустимо, що воно правильне при п — т \ розглянемо К1ль- 
це Я  [хх, ..., хт, хт+1]. Зпдно з означениям 1, % [хъ  ..., хт, х т+1] 
е ильце многочлешв над # т =  #  [х1; ..., хт]. За припущенням ш-

<4
дукщ'Г, Я.т е область ц ш сн ост !. Отже, знову, застосовуючи теорему 1 
§ 21, дктаемо, що 1 [хт+\\ — К  1хи  ..., хт, х т+\\ е область ц ш -
сност1. За принципом шдукцм, ^  [х1( ..., х„1 е область ц ш сн о си  при 
дов1 льному натуральному п. Теорему доведено.

Зрозумшо, що коли ^  —  область ц ш сн оеп  з о д и н и ц е ю ,  т о й
#  [хъ ..., Х„] — область Ц1Л1СНОСТ1 з одиницею.

Наступна теорема встановлюе будову елемент1в област1 цШ сност! 
Р  [хх, х2, ... , хп\.

Т е о р е м а 2̂ ,о ж н и й  елемент [ а Я  1х1г ..., х„] можна подати 
у Ш ЯШ пктчённоь суми

/  =  2  А х \ ихI21 . . .  Хпп{, А,  е Я, кц € 2 + . ' (5)

(I — 1, 2, ..., /  =  1, 2 .......  п).
Навпаки, будь-який вираз виду (5) е елементом ксльця Я  [хъ  х2, ... 

..., хп].
Д о в е д е н и я  проведемо шдукщею по п. При п —  1 тверджен

ня правильне. Припустимо, що воно правильне при п — т \ перев1ри- 
мо його правильшсть при я — т  +  1. За означениям 1, кожний еле
ме нт /  С Н [хь  ..., хт, Хт+1] е многочлен в1д хт+\ над областю ц ш -  
СНОСТ1 я  [хх, ..., хт], 1 тому ЙОГО МОЖНЭ подати у ВИГЛЯД1 суми

I
/  =  2  а/{х1 .......... хт )х^+ ь а,{хг, . . .  , хт) ^ Н  [х2, . . . ,  хт] (6)

(/ =  0 , 1 , . . . , / ) .

За припущенням 1НДУКЦ11, КОЖНИЙ многочлен Яу (х1# ..., хт) В1Д 
т ЗМ1ННИХ можна подати у вигляд1 ск1нченно'1 суми

" ,  к(П *(/) к(!)
а, (хь  . . . ,  хт) =  2  А<‘^  “ ъ 21 • • • , ^ ‘7) € Я, е 2+ (7)

=̂1
(/ — 1, 2 , ..., ЛГ;; 5 = 1 , 2 ,  ..., т ;  /  =  0, 1, 2.......  /).

П 1дставивши вираз (7) в (6) 1 виконавши В1ДПОВ1ДН1 ди (в розум1н- 
н1 Д1Й у К1льщ Я [хх, ..., хт, хт +13 з урахуванням того, що воно м е 
тить [х1з ..., хт\ як шдюльце), д1станемо ск1нченну суму виду

/  =  2  Вгх\Хгхк?  . . .  хкГ х к$ ? - \  (8)
г=\

де б Я (г — 1, ..., Щ, бо кожне Вг е якесь з А (Р .
Навпаки, кожна сума виду (8) е елемент к1льця Я  \х1г х2, ..., хт+\\:

адже будь-який ТТ доданок Вгхкхг... х ™ Хт+\Х’ г може розглядатись
к\ к

як многочлен В1Д хт + 1 з коеф1Ц1ентом Вгх\ ... х ™  € /? 1хх.......хт],
а тому й уся сума належить юльцю [хх, ..., хт , хт + 1 ].

Отже, твердження теореми правильне 1 при п =  т +  1, тобто за 
принципом шдукцц теорему доведено.

Означення 2. Кожний елемент кыьця #  [х^ ..., х„] називають 
многочленом в1д п змтних хъ  х2, ... , х „ над I позначають /  (хъ  ... 
—. х„), 8  (хх, ..., хп) I т. п.

Зг1дно з теоремою 2, будь-який многочлен з [хь  ... ,  хл] можна 
подати у форм1 суми (5)

N к ь
/  (х1( . . .  , хп) =  2  Д-Х1 . . .  хп , А{ ^ /?, кц ^ 2+. (9)

Кожний доданок Л , х и ... хпп‘ ц1еТ суми називають ч л е н о м
многочлена /  (хг........  х„), в1дпов1дний елемент А , ^ ^  —  к о е ф 1 -
ц 1 е н т о м члена (1 многочлена). Два члени, як1 В1Др1зняються лише 
коефвдентами, називають п о д 1 б н и м и ;  1ншими словами, члени 
под1бн1, якщо ус1 ЗМ1НН1 входять множниками в ц1 члени у попарно р 1В-
них степенях, наприклад Лх^'х*’ ... хпп та Вх\'х2 ... хпп. При цьо-
му п о р я д о к ,  в якому записано множники х / ,  не1стотний, тобто
члени Ах\'х 2а ... Хп, Ах&х*1 ... хпп, Лхг’хз” ... х\1 тощо вважаемо 
однаковими, р1ВНИМИ М1Ж собою. В1ДПОВ1ДНО до цього, Ц [хх, х2, ..., х„], 
/? [х2, Хх, ..., х„], Я [х2, ..., х„, хх3 1 т. п. е р1зними формами запису 
того самого К1льця многочлен1в В1Д зм1нних хх, х2, ..., х„ над областю
Ц1Л1СН0СТ1 1̂ .

Виконання над многочленами з ксльця 7? [хь  х2, ..., х „1 Д1Й дода- 
вання 1 множення зводиться внаслщок дистрибутивного закону, що 
Д1е в К1льц1, до Д1Й над членами цих многочлен1в. При додаванн1 двох 
(або б1льшого числа) под1бних член 1 в д1стаемо один член, под1бний до 
кожного з дан их:

АХ['Х2* . . .  ХпП +  бх* ‘х2* . . .  Хпп =  (А +  В) Х*‘Х2* . . .  Хп .



Зрозум1ло, що -4 ^ Д В ^ Ф ( / 5 + В ) ^ .  Таку замшу юль- 
кох под1бних член 1 в одним називають зведенням подобних члешв. Мно- 
ження члешв многочлена (на основ1 властивостей юльця Я [хъ  ..., хп]) 
зд 1 йснюють за правилом

(Ах\'х\г . . .  хкпп){Вх\1х ‘?  . . .  Хп) — АВхк\'+1'х$‘+1‘ . . .  Хпп+‘п ,
причому А ^ Я А В ^ Я ^ А В ^ Я -  Як бачимо, результата дш  
додавання 1 множення не залежать В1Д порядку запису змшних. Саме 
це 1 дае змогу ототожнювати юльця Я [х^х^ ... Х1п\ при дов1льшй 
перестановщ 1и 1Ъ ..., /„  ш декав 1, 2, ..., п.

25.2. Р|зн1 форми зображення многочлешв. При запис1 многочлена 
/  (*1. хъ  ..., хп) у форм1 (9) ми завжди вважатимемо, що серед члешв 
многочлена н е м а е  п о д 1 б н и х (тобто здШснено попередне зве- 
дення под1бних члешв). Таку форму многочлена називають к а н о - 
Н 1 Ч Н О Ю  а б о  н о р м а л ь н о ю .

Каношчна форма мае ту позитивну особливкть, що вона е д и н а  
(з точшстю до порядку члешв). Цю едишсть слщ розумгги так, що коли 
два многочлени /  (хь  х2, ..., хп) 1 §  {хъ  х2, ..., хп) подаш у каношч- 
шй форм1, р1вн] м1ж собою, то кожний член многочлена [ (хъ  ..., хп) 
е також членом многочлена §  (хг, ..., хп) 1 навпаки.

Теорем а 3. Будь-який многочлен /  (х1% ..., хп) б Я \хъ ..., х„\
можна подати в каношчшй форм1 лише одним способом (з точшстю до 
порядку член 1 в).

Д о в е д е н и я .  Розглянемо спочатку окремий випадок нуль-мно- 
гочлена 0 (хи  ... , хп) (тобто нуля юльця Я [хъ  ..., хп]) 1 покажемо, 
що його единою каношчною формою е 0  ̂ 7? (тобто, що в а  його коеф!- 
шенти дор!внюють нулю юльця Я).  ЛИркуватимемо за шдукщею. 
При п =  1 ця власти в 1сть в1'дома (§ 21). Припустимо, що твердження 
правильне при п =  т. Подамо 0 {хи ..., хт, хт+\) € Я 1х г,
..., х , Хт+1] У КЭНОШЧШЙ форМ1 МНОГОЧЛвНа В1Д 0ДШ61 ЗМ1НН01 Хт+ 1
над юльцем Я 1хи ..., хт];

N
0 (х1г . . . , хт, Хт̂ .\) =  2  а1 (х 1 , • * • I Хт) Хт+ 1  -

=̂1
За властивктю многочлешв В1Д одн1еТ змшно'Т звщси випливае, що ва  
коеф1щенти многочлена е нулями того юльця, над яким многочлен за
дано, тобто:

V К  (*1. * • • . хт) — ® (*1. •• • > *«)]•I
За припущенням ШДуКЦП, робимо висновок, ЩО К0еф1Ц1еНТИ УС1Х мно
гочлешв а, (хи ..., хт) (г =  0, 1, ..., Ы) е нул1 юльця Я, алетод! зро- 
зум1ло, що й ус1 коефпшенти многочлена 0 (хх, ..., хт, хт+ 0  дор1вню- 
ю т ь  0 (н ул ю  Ю Л ЬЦ Я  Я ) .

Перейдемо тепер до загального випадку. Якщо многочлени
/  (хХ1 ..., хп) 1 §  (хг....... хп) подано в каношчшй форм1 1 /  (хг, ..., хп) —
=  § ( х 1, . . . ,  х п) ,  то / ( * ! , . . . ,  Хп) —  8  (хг, ..., хп) =  0 (хг, ..., х п) .  
Це означае, що вс1 к оеф 1Ц1енти м н огочл ен а  /  ( х ъ  . . . ,  х п) — 8  (^1 , ••• 
..., Хп) ДОр1ВНЮЮТЬ 0 . ОсК1ЛЬКИ ПОД1 6 НИХ ЧЛеН1В у ЗЭПИС1 к о ж н о г о  
з  цих м н огочл ен  1В немае, а н у л ь  може у тв о р и ти сь  лише при вщшман-

н! под1бних член1в з однаковими коефЩентами, то робимо висновок, 
що кожний член многочлена /  (хг, ..., хп) е також членом многочле-
на^ (хъ  ..., хп) 1, навпаки, кожний член^ (хх....... хп) е  членом/ (хъ  ...
..., хп). Цим теорему доведено.

На шдстав1 доведеного у дальшому виклад1 нуль-многочлен юль
ця Я [хи ..., хп] позначатимемо просто 0.

Домовимося також про таку терм1нолог!ю.
к к кО значения. Степенем члена А х\х-ё ... хпп многочлена називаеться 

сума кх +  Ь2 +  ••• +  кп. Число к( (/ — 1, 2, ..., п) називають сте
пенем даного члена в 1д нос но х,. Найбиьший 1з степетв членов називаеть
ся степенем многочлена, а член з найбыьшим степенем називаеться 
старшим членом многочлена.

Щлком зрозум^ло, що р1зних старших члешв многочлена може бу
ти не один. Наприклад, у многочлеш

/  (хи х2, х3) = , 2 ххх\х1 +  х\х2х3 +  2 х*х$х3 — х\х\ —  2л:? +

-)- 5x^3 —1— 6 —1— Х1ХгХз ( 10)
два члени 2 x ^ x 3 1 х\х2х3 е старшими, бо мають однаковий найб1льший 
степшь 6.

Очевидно також, що единим многочленом з Я [*1, •••, х„], до якого 
поняття степеня незастосовне, е нуль-многочлен 0 (х1} ..., хп). Много
члени нульового степеня е вщмшш В1д 0 елементи юльця Я ■ разом 
з елементами 0 називатимемо к о н с т а н т а м и .  Степшь многочле
на /  (х1г ..., хп) позначатимемо (1е§ /  як 1 у випадку многочлен1в в1д
0ДН161 ЗМ1НН01.

Якщо вс1 члени многочлена мають той самий степшь I, то много
член називаеться о д н о р 1 д н и м  м н о г о ч л е н о м  а б о  ф о р 
м о ю  степеня I. Очевидно, що будь-який многочлен можна подати як 
суму оконченного числа одноргдних многочлешв р1зних степешв.

У юльщ Я \.Хх, ..., х„\, як 1 в юльщ Я [х], очевидно, степшь суми 
двох многочленов не може перевищувати степшь кожного з них; спра- 
ведливе також таке твердження:

Теорема 4. Якщо /  (хх, ..., хп), 8  (х1г ..., хп) — вьдмтш вод нуля 
многочлени з Я [хи ..., хп], де Я — область цШсносто, то

с1е§ Ц8 ) =  (1е§ /  +  й е§ (11)
Д о в е д е н и я :  а) Розглянемо спочатку випадок, коли даш мно

гочлени однорщнь Нехай

/ (хи . . .  , х п) =  ^  А& и *• • х " 1 (12)

форма /-го степеня, тобто V [кц +  к2с +  ... +  кпс =  /], а
1 м  ̂ ъ

8 ( * 1 .......... Хп) =  2  В1Х 1 Хп (13)
/=1

— форма т -го  степеня, тобто V [к\1 +  к2/ +  ... +  кп/ — т].

При цьому, як завжди, вважатимемо зображення (12) 1 (13) кано- 
1ПЧНИМИ (тобто в кожному з них немае под1бних член1в).



Кожний член добутку /  (х1( х п) §  (хъ  ..., х„) матиме вигляд:
*Н+*1/ кп1+кщ

\*1]Х  1 • . . Х п ,

а його степшь дор1внюе I +  т бо V [(Аи +  ки) +  ... +  (км +
‘.I

+  кп/) =  I +  /п]. При цьому цей добуток напевно В1дмшний 
В1д нуля, бо Я [хи  ..., х„] е областю ц ш сн о сп  (теорема 1) 1 /  Ф
■ ^ о  ! § ф  0 . Отже, добуток /  (х^ ..., хп) ё  ( ^ .........  х„)
е також однорщний многочлен степени / +  т =  с1е§ /  +  йе§ ё- Цим 
(11) доведено.

б) Якщо тепер /  (хх, ..., хп) 1 ё  (*1. •••> хп) — довш ып многочле- 
ни, В1ДМ1НН1 В1Д 0 , то подамо IX як суму форм р1зних степешв:

/  С^ъ • ■ * > Хп) — Ф/, (Хц .  • . ,  хп) Ч- ф/, (х ,̂ . ■ • , хп) ~Ь • * • “Ь
+  Ф/5{хъ . . .  , х п),

ё ( Х 1, . .  .  , Х п) =  1|)т , (Х 1У , Х п) +  грт, (Хи  . . . .  Х „)  4 --------- +

“Ь ф т л (Хи  . . • , Хл).

Тут фI. та 1рт. позначають однор1дш многочлени степеня I, та яг,- в1д-
пов1дно. Очевидно, гпах {/х, /2, ..., /,} — <1е§ / ,  шах { т ь  т2.......
..., тг} =  (1е§^; нехай саме 1Х =  т1 =  й е ^ ,  отже, /* < ;  1Х
( / =  2 , 3 , . . . ,  5), т, <  т1 ( /  =  2 , 3 .......  г).

Д обуток даних многочлешв тод1 можна подати так:
/  С^1» • • • » Хп) ё  (х 1> ■ • ■ * Хп) =  ф /, (Х х, • • • • Х д) ф т ,  (Хх, * * « , Хп) ~|~

+  2  Ф/,(*1........... Х„)фт  (хх, . . . ,  х„), ( 14)
иц.1ф\\у!+\) 1

де символ 2  означае суму по вс1х парах значень /, /  (/ =  1,2,  ...

..., «; /  =  1, 2 ,..., г), кр1м пари / =  1, /  =  1 (осюльки в1дпов1дний член 
суми записано окремо).

Зрозум1ло, що перший член суми ( 14) е форма степеня +  т х =  
=  с!е§ /  +  с!е§ ё- Решта ж члешв щеТ суми е формами степеня /, +  
+  т у <  с!е§ /  +  с!е§ §  (осшльки хоч один з ш декав /, /  вишшний 
в1д 1 1 тому /; <  с!е§ /  V  т, <  с1е§ §). Отже, с1е§ Ц§) =  (1е§ (ф/.Фч) =  
=  с1е§ /  +  с!е§ що й треба було довести.

Насл1док. У  киьць Я [хъ х п] дмьниками единица можуть бути 
лише в[дм,шн1 в1д нуля константи.

Д о в е д е н и я .  Одиницею К1льця Я  [х^ . . . ,  х„] е ,  очевидно, кон
станта 1. Р 1вшсть /  (хь  ..., х„) §  (хъ  ..., хп) =  1 означае, що /  (хх, 
.... х„) =/= 0, § ( х и ..., х„ #  0, с1е§ ([$) =  0. Оск1льки <1е§ (/§•) =  с!е§ /  +  
+  с1е§ §, то с1е§ ([§) =  0 с!е§ /  =  0 Д <3е§ @ =  0 , тобто Д1льни- 
ками ОДИНИЦ1 е лише В1дм1нн1 в1д нуля константи.

3 попереднього викладу випливае, щ одля многочлешв В1Д багатьох 
зм1нних поняття степеня члена вже недостатне для встановлення еди
ного порядку розм1щення члешв, як це було для многочлешв В1Д од- 
шеТ зм1нно'1. Ураховуючи зручн1сть однозначного упорядкування чле- 
Н1в при вивченн1 многочлешв, бажано ввести якусь шшу характери
стику члешв многочлена з тим, щоб для члешв, як1 не е под1бними, ця

Гхарактеристика, на вщмшу вщ степеня, завжди була неоднаковою. 
Найб1льш поширений в алгебр1 так званий л е к с и к о г р а ф 1ч -  
н и й принцип упорядкування член1в многочлена. Термш «лексико- 
граф1чний» походить В1Д грецького слова «лексикон», що означае слов
ник. Як В1ДОМО, у словниках слова упорядковують за алфав1том, тобто
з двох сл1в, як1 починаються з р1зних букв, ран1ше йде те слово, в яко- 
му перша буква стоТть в ал ф ав т ран1ше, н1ж перша буква другого сло
ва. Якщо ж перил букви двох сл1в однаков1, то алфав1тний принцип 
застосовуеться до других букв 1 т. д. У випадку члешв многочлена роль 
першоТ, другоУ 1 т. д. букв виконують в1дпов1дно х1( х2, ... , алфав1т- 
ному ж принципу впорядкування /-Т букви в1дпов1дае упорядкування 
за степенями зм1нноТ хг

Розглянемо будь-як1 два члени многочлена

Т ± =  А х Ы ‘ . . .  хкп\  ( 15)

Т 2 =  Вх['х12 . . .  Хп . ( 16)
Якщо Ц1 члени не ПОД16Н1, ТО не ВС1 В1ДПОВ1'ДН1 степен1 кс 1 /(- РХВН1 М1Ж 
собою, тобто 1снуе принайми 1 одне таке натуральне число р (1 <  р <
<  п), що к1 =  при / =  1, 2 , ..., р —  1, але кр Ф  1Р. Якщо кр >  1Р,
то член ( 15) називаеться в и щ и м, ш ж  член ( 16). Якщо ж кр <с 1Р,
то член ( 15) називаеться н и ж ч и м, Н1ж член ( 16); це р1внозначно
тому, що член ( 16) вищий, ш ж  член ( 15).

Як бачимо, з будь-яких двох непод1бних член1в многочлена один 
вищий, ш ж  другий. Очевидно, дал1, що коли член Тх вищий за член 
Т 2, а член Т2 вищий за член Т3, то 7\ вищий за Т 3. Звщси зрозум1ло, 
що завжди можна так розм1стити члени в каношчшй форм1 многочлена, 
щоб вищ1 члени передували нижчим. Таке розмщення 1 називаеться 
лексикограф1чним.

Наприклад, многочлен ( 10) при лексикограф1чному розм1щенн1 мож
на записати так:

/  (Х ,̂ Хо, Хц) =  X1X0X3 —  2X1 Х\Хч -р 2Х1Х2Х3 Х1Х2Х3 ~[~

2х1х|хз 6X5X3 6.
Називатимемо перший по порядку член многочлена при лексикограф1ч- 
ному розм1щенн1 в и щ и м  ч л е н о м  многочлена.

Вщносно вищих член 1 в двох многочлешв доведемо таку лему, яка 
буде потр1бна дали

Л ем а . Вищий член добутку двох многочлетв дор1вшое добутку ви
щих члетв цих многочлетв.

Д о в е д е н и я .  В1зьмемо два дов1льш многочлени /  (хх, ..., х„) 
та ё  (х1, •••, хп) 1 розм1стимо Ух члени лексикограф1чно:

/  (Хх, . . . , Хп) =  АХ,'Х2! . . .  Хпп +  Вх['Х 2 . . .  х'п +

+  . .  • +  О хГ-х?’ . . .  х У ,  

ё  (хх, . . .  , Хп) =  1х?'х?° . . .  Хпп +  Мх^'хг1 . . .  х^п +

+  . • • +  К х]'х1г . . .  х1п .



Насамперед зауважимо, що при множенш многочлена /  {хъ  ..., ха\
на будь-який член виду 5 =  Сх^х?' ... хпп лексикограф1чне розм1- 
щення члешв многочлена, очевидно, не порушуеться.

Утворимо добуток многочлена /  (хг, х2, ..., хп) на многочлен 
д  (*х, х2, ..., хп), помноживши спочатку /  (хъ  х2, ..., хп) на перший 
член многочлена^ (хг, х2, ..., хп), поим на другий член 1 т. д. 1з ска- 
заного вище зрозум1ло, що кожна група члешв, утворена внаслиок 
посл1довного множення, буде розмщена лексикограф1чно. Отже, ви- 
щий член усього добутку слщ шукати лише серед вищих члешв цих 
окремих груп, тобто серед члешв

ЬАЯ'+к1х^ +к' . . .  хапп+\  М А $ '+к'& +к' . . .  х1п+\  . . .  ;

КАх1'+к'х ?+к' . . .  х Упп+кп .

Але щ члени записан! тут у такому порядку, в якому Тх д!'стаемо при 
множенш многочлена^ (*1( х2, ..., х„), розмщеного лексикограф1чно,
на член Ах\1хк' ... х пп. Тому вищий серед них буде той, який утворе- 
ний при множенш вищого члена §  (х1г хи  ..., хп), тобто член

М х “ ,+Ч ? ’+<г’ . . .  хапп+кп ,
що й треба було довести.

Кр^м лексикограф1чного розмщення члешв многочлена нам дове- 
деться досить часто користуватися розмщенням члешв за степенями 
одшеТ ЗМ1НН0 1 , тобто зображенням типу (6). У цьому випадку много
член /  (х1г х2, ..., хп) над юльцем Я  можна записати у виглядк

/  С̂ 1» х2> Х3, • • . , Хп) =  Ан (Х}9 Х2, • • • | Хр—1, Хр-1-11 • • > | Хп) Хр -{-
~Ь А$—1 (Хх, Х2, . . . , Хр—1, Хр-\-1, • . ■ , Хп) Хр +  • ‘ +

“1“ А@ (А̂ х, Х2, . • . , Хр—1, Хр-\-\, . . . , Хп),

де к оеф 1ш ен ти  А ( (хг, хъ  ..., хр-\, хр+\, ..., хп) (* =  0, 1, $) е м н о
гочлен ам и В1Д п  —  1 ЗМШНИХ Хх, Х2........  Х р -1, Хр+1, Хп н ад  К1ЛЬ-
цем Я.

25.3. Функцюнальне тлумачення многочлешв. Я к  1 у випадку м ногочлеш в та 
рацю нальних д р об 1в В1Д одшеТ змшноТ, природно поставите питания про мож лив1сть 
тлумачити многочлени /  (х ь  Х2, . . . ,  Хп) ЯК фуНКЦИ В1Д П ЗМШНИХ 1 про з в 'я з о к  М1Ж алге- 
браТчним 1 функщональним ш дходами.

К ож ном у многочлену /  (Хх, Х2.......Хп) ^  /?  1хг, Х2, ..., Хп] ПОСТЭВИМО у В1ДП0В1Д-
ШСТЬ фуНКЦ1Ю

(17)

значения яко'Т визиачаю ться ум овою

V  [ф / ( а х, а 2, . . .  , а „ )  =  /  ( а 1( а 2, . . .  , а „ ) ] ,  (18)
а„а„ ...

де /  ( а х, а 2.а „ ) —  елемент к!льця який д!станем о, ш дставивш и у вираз для м но
гочлена /  (х1( х г ........................... хп) з а м е т ь  х г елемент а г ( ;  К , за м к ть  х 2 —  елемент а 2 ^
за м к ть  х п —  а п % 1 виконавш и В1ДПОВ1ДН1 д11 множ ення 1 додавання (в розум ш н » 
оп ер ац 1Й, заданих в ^?).

Теорема 5. Якщо /? —  область цшсиост1 характеристики 0, то к(льце Ц 1дг|, 
хг, . .., хп] 1эоморфне сукупност1 у а х  функцШ ф/, визначених умовами (17) —  (18).

Д о в е д е н и я .  Кожному многочлену /  (хх, х2, .. . ,  хп) ^  Я  [* !, •••. хп] поста- 
вимо у в1дпов1дн1*сть функщю ф/ зпдио з (17) —  (18).

Легко перев1рити, що ця виповщ ш сть /  ->■ ф/ збер1гае операцИ, тобто 
V [/ -»■ ф/ А §  -* Фя Ф  /  +  §  -*  Ф/ +  фя А ?8  Ф/Фв!- Якщо 5 (* !........хп) =

1 -г&ЩХи....хп)
=  /  (* !, ... ,  хп) +  §  (х ,........... хп), то очевидно,

V  [ 5 ( а „  . . . ,  а п) =  К а .х ..............................а „ )  +  8  ( « 1 .......................а л)1-
........

Але тод1 з (18) очевидно, що ф5 =  ф/ +  фд. або /  +  д  -*■ ф / +  Фя- Випадок добутку 
многочлешв розглядають аналопчно. Отже, в 1Дпов1ДШсть /  -*  ф/ е гомоморф1зм.

Щ об показати, що ця вщповщшсть —  1 з о м о р ф 1 з м,  досить показати и’ 
взаемну однозначшсть. Однозначн!сть вщ повиност! /  -»• фI випливае безпосередньо
з означення (18). Покажемо, що

[фг =  ф? 1 Ф  [ / (Хх.............хп) =  в  (*1, . . . .  х п)\. (19)
Р1вн1сть у Л 1В1Й частиш 1мпл1каци (19) слщ розум1ти функцюнально (тобто 

V  [ф| (ах, ... ,  а п) =  Ф8 (ах, ... ,  а п)]), а р1вн1сть у  правШ частин1 —  як р1в-
а, а„ея
и1сть елемент1в К1льця \х,, х2, дс„].

О ск1льки [ф; =  фй| =  [ф/ —  фй — 0] =  [ф ;_ в =  0], а [ / = § ]  =  [ / —  § — 0], 
то 1мгопкашя (19) р!внозначна 1мпл1кац11 ф? — 0 д =  0, або в розгорнутому вигля- 
ДК

V (ах, а 2, . . . , а ,0 =  0] (Хх, х 2, . • . * Хп) =  0. (20)
«■■а»....

1мпл1кац1ю (20) доведемо ш дукщ ею по п. При п =  1 правильность и було доведено 
в п. 21.5. Припустимо, що вона правильна для многочлешв В1Д ( п —  1)-1 змшно'1, 
1 доведемо, що тод1 вона правильна 1 для многочлешв В1Д п змшних. Цим 1мпл1кац1ю
(20), а разом з нею I теорему, буде доведено. Упорядкуемо многочлен ц (хъ  х 2 ........
. . . ,  хп) за степенями будь-яко'Годн1е'1 зм1нно'Т, наприклад хп. Тод1 ?  (х ,....... хп) можна
записати у вигляд1:

^ (^ 1 » Х2 > • • • » Хп) =  (^ 1 » Х2 * • • • » Хп— 1) ^Л "I”  —1 (^1» * 2» • • • » Ха—0  “Ь

+  ••• +  Лх (Хх, х2, . . . , х п_ ]) хп +  А0 (*х, х2, . . . , х „ _ 1), (21)

де вирази Л ; (*х, х2, . . . ,  хп_ { )  е многочленами в1Д (п  —  1)-1 зм!нно1, причому мають
т1 сам1 коеф|ц1енти, як1 мав многочлен <7 (*х........хп) до упорядкування за степенями
зм1нно1 хп.

Надамо змшним дсх, х2, .. . ,  будь-яких зиачень Ох, а 2, ... ,  а п_ ,  з К1льця К. 
Тод1 (21) можна розглядати як многочлен вщ одн1еТ змшно'Т хп. За умовою мн тотож- 
но на Я  дор1внюе нулю, тому з теореми 4 § 21 Д1стаемо для його коеф1Щент1в

А[ (а ,, а2............а п_ ,) =  0 (( =  0, 1, 2.............I).

Осюльки ах, а 2........а „ _ ,  —  д о в 1 л ь н 1 значения в1Дпов1Дних зм ш них 1 для
многочлен1в В1Д п —  1 змшноТ за припущенням 1мшикац1я (20) справедлива, то вс1 
коеф1ц!енти многочлен1в Л( (хх, х2, . . . ,  хп_ х) дор1внюють нулю. Але ш' коеф1щенти 
е одночасно I коеф1Ц1ентами даного многочлена. Отже, усТ коеф1ц1енти многочлена 
Я (« I , х 2< •••> *п) дор^внюють нулю . Теорему доведено.

3 теореми 5 випливае, що для випадку областей ц ш сн о сп  /? з одиницею, харак
теристика яких дор1внюе 0 (зокрема, для вс1х числових пол1в), алгебраТчне 1 функ- 
ц1ональне тлумачення многочлен1в з К [хх, х2, ..., хп\ щлком р 1 в н о  п р а в н 1. 
Це 1 е обгрунтування застосовноеп алгебраТчних властивостей многочлешв в1д к1ль- 
кох змшних в анал!з1 1 теорН функц1й.

2 5 .4 . Под1льн1сть у  К1льц| многочленов В1д  к 1Лькох змш них. Д о с 1 

м «  розглядали  п ереваж н о т а к 1 властивост1 многочлен1в В1Д бага- 
ТЬОХ ЗМ1ННИХ, ЯК1 ПОВТОрЮЮТЬ (з п ри родн и м  узагал ьн ен н ям ) В1ДПО-



В1ДН1 в л а сти в о ст 1 м н огоч л еш в  В1Д одшеУ змш ноТ. А л е  тепер  ми ш 'дь 
йш ли д о  т а к о г о  к ол а  пи тань, в я к ом у  п р оя вл я еть ся  с п е ц и ф 1 к а  
МНОГОЧЛеШВ В1Д ЮЛЬКОХ ЗМ1ННИХ. Я к  МИ п оба чи м о, Т еор1Я  ПОД1ЛБНОСТ1 
У ЮЛЬЩ та к и х  м ногочлен  1В 1СТОТНО В1Др13НЯ6ТЬСЯ В1Д т е о р и , р о згл я н у - 
то'У в § 22 .

З ви чай н о, озн ачен н я п од 1л ь н о ст 1, д ш ь н и к а , за га л ы п  в л а сти в о ст 1 

В1ДНОШеННЯ ПОД1ЛЬНОСТ1, ПОНЯТТЯ 1 ВЛЭСТИВОСТ1 н езвщ н и х  многочленов 
пер ен оси ться  на ю л ь ц е  м н о го ч л е ш в  вщ  п зм ш н и х  без  у ся к и х  зм ш , 
ОСЮЛЬКИ ВОНИ вл асти в ! б у д ь -я ю й  обЛЭСП Ц1Л1СН0СТ1, зок р ем а  й 
Р  Iх1; х 2, . . . ,  х „ ] .  Н агад а ем о щ  означення 1 ф акти с т о со в н о  м н огоч л е
ш в  в 1д  ю л ь к о х  зм ш н и х  без к ом ен та р 1в 1 д овед ен ь . П ри  ц ь ом у , я к  1 у 
ви п ад ку  м н огоч л еш в  В1Д одш еТ змш ноУ, вваж ати м ем о, щ о  о сн овн а  о б 
л а сть  ц 1Л1с н о с т 1 Р  е п о  л е, я к е  позначати м ем о Р. Д л я  сп р ощ ен н я  за- 
п и с 1в м н огочл ен и  за п и сувати м ем о без зм ш н и х  х ъ  х 2, ..., х п 1 ю л ь ц е  
Р 1х1у х 2, . . . ,  х п\ с к о р о ч е н о  позн ачати м ем о Рп.

Означення 1. Вважатимемо, що многочлен /   ̂ Рп дииться на мно
гочлен §  6 Рп> вьдмтний в1д нуля, I записуватимемо /  I якщо 1снуе
такий многочлен з 6 Р п> що {  =  §з. При цьому §  називають дыьником
многочлена /.

В щ н ош ен н я  п од 1л ь н о ст 1 м н огочл ен  1 в в Р п мае т а ю  в л а сти в остк

!• V [Г: 8  Л ёг;Л=^>/:/1]. 
ш е  рп

2 ‘ /ВА6р ё:Гг=>(? +  8 ) : н Л (/ — 8 )\Ь\-
3. V \!-Н=> V Иё-Н]].  

т  р п •

4 ' ы  рр  ••• Д / П ; Л 4 >  V  [Лй1 +
Л,' ‘ .......‘т^р п Й1.г........1те  Р п

+■ /2̂ 2 +  • * * +  ! тё т : 1-
5. V  V  [ / :  с ].

1ерп ^  р. •
п сфО

6. V V Ц [ ё = > [ - С ё ] -  
/.«■я. др.

В щ о м о , щ о  д и ь н и к а м и  1 в Рп м ож уть  бу ти  лиш е в щ м ш ш  В1Д нуля 
к он стан ти . 3  в л а сти в ост 1 5 випливае, щ о к ож н а вщ м ш н а вщ  нуля  к о н 
станта  сп р а в д 1 е  д ш ь н и к ом  од и н и ц ь  О чевидн о, щ о асоцшованими мно
гочленами в киьщ Р п е такь г тьльки так1 многочлени, ям в(др1зняють- 
ся множником, що е вьдмтною в1д нуля константою.

Означення 2. Многочлен р  ̂ Р п називаеться незв1дним у пол1 Р, 
якщо <3е§ р >  1 г V [р =  ио =$> с1е§ и — О V у — 0]. Многочлен

и-« е р п
ц  ̂ Р п називаеться звьдним у пол1 Р, якщо с1е§ <7 >  1 * 3 [<7 *= т  Д

и# 0.Р п
Д с!е§ и >  1 Д йе§ V >  1].

Н а й п р о ст ш и м и  вл асти востя м и  н езвщ н и х  м н огоч л еш в  е т а ю :
1. Якщо р незв{дний у Р, то г будь-який асоцшований з ним много

член ср незвгдний у Р.
2. Якщо р,  ̂незвьдш у Р многочлени г р : </, то р г д — асоцшоват.

3 . Будь-який многочлен р € Р п першого степеня незвьдний у Р.
На цьому по сут1 зак1нчуеться аналог1я теор11 под1льност1 в юль- 

цях Р1х]\ Р [хъ  х2, ..., хп] при п >  2. Специф1ка останнього полягае 
в тому, що Р [х 1у х 2, . . . ,  х п] при п >  2 не е кыьцем головних гдеальв 1 

(тим б1льше) евкл1довим к1льцем. Тому безпосередне поперенесення на 
це юльце результате пп. 14.2— 14.3 або пп. 22.5—22.7 неможливе.

Щоб переконатись у тому, що не ус1 1деали юльця Р [х^ х2, ..., хп] 
головн1, розглянемо такий приклад. Нехай п — 2, Р [х, у] — шльце 
ус1х многочлен1в /  (х, у) над полем Р  дШсних чисел. Позначимо через 
/  сукупшсть уС1Х ТИХ МНОГОЧЛеН1В } (х, у)  ̂ Р [х, у], в ЯКИХ В1ЛЬНИЙ 
член (тобто член виду Ах°у° — А  ̂Р) дор1внюе нулю. Очевидно, /  
е 1деал: адже для будь-яких /  (х, у),  ̂ Р 1х, у), ё  (х , у) € I маемо
/ (х, у) ё  (х, у) 6 / •

Проте 1деал /  не е головним. Справд1, кожнии головнии 1деал К1ль- 
ця р  [х, у], як 1 будь-якого к1льця з одиницею (п. 13.1), породжуеться 
деяким елементом 5 (х, у) б Р  [*> уЬ тобто мае будову {5 (х , у) /  (х, у)), 
де 5 (х, у) — ф1ксований, а /  (х, у) — дов1льний многочлен з Р [х, у]. 
Але щеал I не може бути породжений жодним многочленом 5 (х, у)  ̂

 ̂ Р [х, у\: якби (1е§ 5 =  0, то було б /  =  Р \х, у], що неправильно; 
якщо ж с1е§ 5 ^  1, то /  не М1г би М1стити обидва многочлени и (х, у) =  
=  х +  у IV (х, у) =  х  — у, бо ц1 многочлени не мають сшльного множ- 
ника5 (х, у) ненульового степеня. Осюльки, за означениям / ,  и (х, у) (Е 

 ̂ /  1 V (х, у) б / ,  то 1 не е головний щеал. Проведене м1ркування без 
будь-яких змш переноситься на випадок довиьного юльця Р [хъ  
х2, ..., х„] при п >  2 .

Отже, юльце Р [хх, х2, ..., х п] многочлен1в В1Д к1лькох зм1нних не 
е юльцем головних 1деал1в. Тому воно не може бути й е в к л 1 д о -  
в и м юльцем; адже кожне евклщове юльце е юльцем головних щеа- 
Л1в (п. 14.3); це означае, що алгоритм Евклща 1 його численш наслщ- 
ки, розглянут1 в § 22 для юльця Р  [лг], не поширюються на випадок
МНОГОЧЛеШВ В1Д ЮЛЬКОХ ЗМ1ННИХ.

Проте дал1 буде показано, що один з основних результат!в теорп 
под1льност1 в юлыц Р [х], а саме — можлив1сть I едишсть розкладу 
многочлена у добуток незвьдних множниш  — залиилаеться в сил1 г в 
киьщ  Р [хъ  х2, ..., хп] при п >  2.

Зрозум1ло, що спос1б доведения цього факту повинен бути 1стотно 
Ышим, н1ж у загальн!й теор11 юлець головних щеал1в (п. 14.2) 1 вико- 
ристовувати специф1чн1 властивост1 юльця многочлешв. Адже для 
будь-яко! област1 цш сносп  з одиницею, що не е юльцем головних 1деа- 
Л1В, твердження про един^сть розкладу на прост1 множники, взагал1 
кажучи, неправильна (п. 22.7).

М о ж л и в 1 с т ь  розкладу будь-якого многочлена /  {хъ  х„) 6 
 ̂Р [*!, ..., хп] у добуток незвщних множниюв можна встановити 

досить просто. На вщмшу вщ цього, е д и н 1 с т ь такого розкладу 
е глибокий факт, доведения якого досить складне. Тому ми викладемо 
в 1д п о в 1д н ! твердження окремо.

Теорема 6 . Будь-який многочлен /  (хъ  х2, ..., хп) над полем Р не
нульового степеня можна подати як добуток многочлешв, незвьдних у 
П0Л1 Р.



Д о в е д е н и я  проведемо шдукщею за степенем многочлена 
/  (*ъ  • ••, х„). Якщо (1е§ /  =  1, то /  (хх, ..., хп) — незвщний многочлен 
К1льця Р 1хъ  х2, ..., х„] 1 тому його можна вважати «добутком» з одним 
множником. Припустимо, що твердження теореми правильне для уах  
многочлешв /  (хь  х2, ..., х„)  ̂ Р 1хъ  х2, ..., хп] таких, що 1 <
<  /  <  т- * перев1римо його правильшсть для многочлешв т-го
степеня.

Нехай /  (*!, х2, х п) — будь-який многочлен т -го  степеня над 
полем Р. Якщо в1н незвщний, то для нього теорема правильна безпо- 
середньо. Якщо ж /  (хг, х2, ..., хп) — звщний, то кнують много
члени $  (хи Х 2, ..., Х п) ,  5  (хь  Х 2, ..., Х п) € Р [хх.......  Х п ] ТЭК1, що
/  (*1, Х 2 ,  ..., хп) =  §  (хи х2, ..., хп) 5  (хъ  Х 2.......  х„), <3е§ 8  <  с!е§ 5  =
— т\ <1е§ 5 <  <1е§ /  =  т. За припущенням шдукцп кожний з много
члешв §  (хх, х2, ..., х п) 1 5 (хх, ..., хп) можна подати як добуток мно
гочлешв, незвщних у пол1 Р. Отже, Тх добуток /  (хх, ..., хп) також 
можна розкласти на незвщш множники. Теорему доведено.

Перейдемо тепер до питания про едишсть розкладу многочлена на 
незвщп МНОЖНИКИ у К1ЛЬЦ1 Р [хх, х2, ..., хп].

Ураховуючи шдуктивне означения ю'льця Р [хх, х2, ..., хп] мно
гочленов вщ п змшних (див. п. 25.1), досить встановити правильность 
такого твердження.

Теорем а 7. Якщо 8  — область цолосносто з одиницею, в якой кож
ний елемент, водмонний вод нуля I вод дольника одиницо, однозначно роз
кладаеться в добуток простих елементов 1, то кольце 8  Ы  многочленов 
над 8  мае тако само властивосто.

Твердження про едишсть розкладу многочленов на незвщш множ
ники безпосередньо випливае з теореми 7 .

Наслщок. Будь-який многочлен /  (хх, х2, ..., хп) $ Р  [хх, х2, ..., хп] 
ненульового степеня розкладаеться на незводно множники единим спо
собом (з ТОЧШСТЮ ДО сталих МНОЖНИК1В I порядку СШВМИОЖНИЮВ).

Справд1, якщо теорема 7 справедлива, то сформульований наслщок 
можна легко довести, використовуючи шдукшю по п. При п =  1 це 
твердження правильне. Якщо ж воно правильне при п =  к, тобто у 
К1льц1 Р  [х1( ..., хк], що е областю щ лкносп з одиницею (теорема 1), 
то внаслщок теореми 7 воно правильне 1 у юльщ Р [хх, ..., хк, х а + 1], 
що е шльцем многочлешв вщ хк+\ над Р [хх, ..., хк\. Тобто н ас л 1 док 
правильний при будь-якому натуральному п.

Отже, справа зводиться до доведения теореми 7. Основна щея до
ведения полягае в тому, щоб «вкласти» область цш сн осп  5  у поле вщ- 
ношень Т, що завжди можливо (див. п. 12.4), а дал1 скористатися тим 
вщомим фактом, що юльце многочлешв вщ одшеТ змшноТ над полем 
е юльцем головних щеал1в (п. 22.4) 1 тому в ньому розклад на незвщш 
множники единий (п. 22.7). Щоб встановити зв’язок м1ж шльцями 
5  [х] 1 Т [лг], доведемо спочатку шлька допом1'жних тверджень.

Всюди дал1 в цьому пункт1 5  позначае область цш сност1 з одини-

1 Домовимось розум1ти однозначшсть розкладу я к  його едишсть з точшстю до 
Д1ЛБНИК1В ОДИНИЦ1 1 ПОрЯДКу СП1ВМНОЖНИК1В. ЗауВЭЖИМО, ЩО у дальшому ВИКЛЭД1 
ми вживаемо я к  загальний терм!н п р о с т и й  елемент (стосовно довм ьного К1льця), 
так 1 його конкретизацш  н е з в х д н и й  (стосовно саме К1льця многочлешв).

н ею , в як1й к ож н и й  елем ент, вщ м ш н и й  вщ  н уля  1 вщ  Д1льника оди н и - 
Ш, од н озн ач н о  р озк л адаеться  на п р о с п  м н ож н и ки .

Лема 1. Для будь-якоо сконченноо системи елементов аг, а2, ... 
..., ак  ̂ 8 , водмонних вод нуля, оснуе единий (з т о ч ш ст ю  д о  Д1льник1в 
од и н и щ ) найбольоиий спольний дольник.

Доведения цього твердження шчим не В1др1зняеться вщ доведения 
теореми 9 п. 22.7.

Означення 3. Многочлен /  (х)  ̂ 5  Ы , водмонний вод нуля, називаеть
ся примотивним (вщносно 5), якщо НСД його коефоцоентов доровнюе 1.

Лема 2. Добуток двох примотивних многочленов з 8  Ы  е знову при- 
мтивний многочлен.

Д о в е д е н и я .  Нехай /  (х), д  (х) {  8  [х] — прим1тивш много
члени:

/  (х) =  апхп +  ап- 1Хп~' +  • * • +  ахх +  а0,
§  (х) =  Ьтхт +  Ьт-\хт~ 1 +  - • • +  Ъхх +  Ь0.

Припустимо, що многочлен <7 (х) =  /  (х) д  (х) не е прим1тивним в1днос- 
но 5 . Це означав, що ва його коефщ1енти мають НСД й, який не е 
д1льником 1 1 тому однозначно розкладаеться на прост1 множники. 
Нехай р — один з таких м н ож нию в. В а  коеф 1Ц1енти а, (о =  0, 1, п) 
не можуть д1литись на р, бо /  (х) — прим1тивний многочлен. Нехай к — 
найменший з шдекав коеф 1Ц1ент1в а(, що не Д1ляться на р. Аналопч
но, нехай I — найменший з шдекав коеф1шент1в Ь/, як1 не Д1ляться 
на р. Розглянемо коефЫент Ск+о при х*+г многочлена  ̂ (х)

Ск+ 1  =  V  о(Ь/.
(+/-к+ 1

В Ц1Й сум1 лише один доданок акЪ1 не д!литься на р\ решта ж доданшв 
обов’язково д1ляться на р, бо в них або шдекс о менший за к, або ш- 
декс /  менший за I (як завжди а{ =  0 при о >  п, Ъ1 =  0 при /  >  т). 
Але тод1 Ск+о не може Д1литись на р, а це суперечить припущенню. Лему 
доведено.

Нехай тепер Т — п о л е  в 1 Д н о ш е н ь  област1 шл1сност1 5 . 
Розглянемо юльце Т [х] многочлешв над полем Т, тобто многочлешв, 
як1 можна подати у форм1

Ф ( х ) = - ^ х »  +  -5 = ! - х » - ' +  • • •  + - ^ х + - ^ ;  а{, Ь ^ 8  (22)
°п  ° п — 1 1 0

(о =  0, 1, . . .  , п).
В юльш Т [х], зпдно з теоремою 8 п. 22.7, розклад на незвщш множ
ники однозначний. Щоб перейти вщ Т [х] до нашого К1льця 5 [х], по- 
ставимо кожному многочлену <р (х )  [х] у в!дповщн1сть деякий
ирим1тивний многочлен /ф (х) б 5  [х] зг1дно з таким правилом.

Нехай ф (х) — н ен ул ьови й  многочлен з Т [х], поданий у форм! (22). 
Помноживши ф (х) на елем ен т Ь — Ь0ЪХ ... Ъп-\Ъп  ̂5,Д 1С танемо м н о
гочлен &ф (х) з К1 льця 5 [х]. Позначимо через а НСД коеф1щент1в м н о
гочлена Ьф (х) у К1льц1 5 . Тод1 многочлен

Ы (X) =  (23)



€ прим1тивним многочленом у юльщ  5  [я] 1 називаеться в1дпов{дним 
многочленом ср (х)  ̂ Т [х].

Л ема 3. Водпов1дность ср (х) / ф (х) взаемно однозначна з точшс
тю до дольников одиницо. Точшше: для кожного водмтного вод нуля 
многочлена ср (х)  ̂ Т [х] водповодний примотивний многочлен / ф (х)  ̂
€ 5  [х] единий з точшстю до дольников одиницо кольця 8 ; два многочле
ни ф (х), ф (х)  ̂ Т [х], яким водповодае той самий примотивний мно
гочлен / ф (х) — /ф (х)  ̂ 5  [х], збогаються з точшстю до дольников оди
ницо кольця Т 1х].

Д о в е д е н и я ,  а) Як видно з формули (23), що визначае / ф (я) 
за даним ф (х), неоднозначшсть / ф (х) може бути пов’язана лише з неод
нозначнее™ а —  НСД коеф1щент1в многочлена йф (х). О сюльки НСД 
елемент1в юльця 5  визначаеться з точшстю до дш ьнию в одинищ юль- 
ця 5 , то те саме справедливо 1 для / ф (х).

б) Нехай ф (х), (х) —  ненульов1 многочлени з Т  Ы , / ф (л:) =
=  ~ ф ( * ) ,  А|> (х) =  —  г|) (л:)—  В1ДПОВЩШ ПрИМ1ТИВН1 многочлени з
5  [х]. Якщ о / ф (х) =  / ф (х), то

Т 1) М  =  =

Очевидно, що а, Ь , с , й  —  вщмшш вщ нуля елементи з 5 , а тому ------
якийсь вщмшний вщ нуля елемент поля Т  або д 1льник одинищ юльця 
Т  [дг]. Лему доведено.

Л ема 4. Многочлен со (х) а Т  [х] зводний в Т тодо о тольки тодо, 
коли многочлен /«, (х) ^ 5  [х] зводний в 8 , причому со (х) ~  ф (х) ф (х) <=>
<=> /со (х) — /ф  (х) /^  (х) (з ТОЧШ СТЮ  ДО ВЩ П ОВЩ Н И Х Д 1Л ЬН И Ю В О Д И Н И Щ ).
Многочлен со (х) ^ Т [х] незводний в Т тодо о тольки тодо, коли много
член /а  (х) незводний в 8 .

Д о в е д е н и я ,  а) Нехай ш ( х ) — зв1'дний в Т многочлен I 
ю (х) ~  Ф (х) ф (х). За правилом (23), / ф (д;) «= А  ф (х)г / ф (*) =   ̂ х  

X г|з (х), звщки

СО (X ) =  ф (X ) 1 ф ( х ) = ~  /ф (X) -Ц- /ф (X) =  /ф  (х) /*  (X).

3 другого боку, знайдемо / и (х) за правилом (23)

Ы(х)  =  -* -® (х )  =  - ^ / Ф(*)А , (X). (24)

За лемою 2 / ф (х) /^ (х) е прим1тивний многочлен в 5  [х]. Осюльки 
/ и (■«) е також применений многочлен в 5  [х], то з р1вноеп (24) випли-
вае, що -щ -  =  1 е елемент юльця 5  1 притому дшьник одинищ цього

юльця. Справд1, | не може бути нескоротним дробом, бо якби  ̂ — -А ,
(/, т) —  1, т Ф  1, то ва  коеф1щенти многочлена / ф (х) /^ (х) дшили- 
ся б на т, що суперечить тому, що / ф (х) /^ (х) —  прим1тивний. Отже, 
1 ^ 8 . Осюльки в а  коефвденти прим!тивного многочлена / ш (х) Д1-

л я ться  на то ^ е Д1льн ик  од и н и щ . Отже, /<о (х) з т о ч ш ст ю  д о  д м ь н и - 
ю в одинищ з б 1гаеться  з /ф (дг) /ф (х).

Навпаки, якщо / м (х) — / ф (х) (х), то со (х) =  ф (х) ф (х), або

со (х) =  ф (х) ф (х), тобто со (х) =  ф(д:)ф(д:) з точшстю до диьниюв 

0ДИНИЦ1 К1ЛЬЦЯ Т Ы .
б) Якщо «о (х) {  Т [дг] — незвщний в Т многочлен, то (1е§ ю >• 1 

1 со (х) не е зв1дним в Т. Але тод1 з (24) випливае, що с!е§ /щ >  1; а з до- 
веденого в п. а.), що / а (х) — незвщний в 5 . Щлком аналог1чно з не- 
зв1дност1 /ш (х) в 5  д1стаемо незвщн1сть со (х) в Т. Лему доведено.

Д о в е д е н и я  т е о р е м и  7 .
1. Доведемо сп оч а тк у , щ о  б у д ь -я к и й  вщ м ш н и й  в щ  нуля  1 в щ  д1ль- 

н ика од и н и ц 1 п р и м 1 т и в н и й  м ногочл ен  /  (х) од н озн ач н о  р озк л а 
даеться  на н езв щ ш  (п р о ст 1) м н ож н ики  в ю л ь щ  5  [х ]. Я к щ о  йе§ /  =  О, 
т о  /  (х) =  а  ̂ 8 . За у м о в о ю  теорем и  б у д ь -я к а  к он ста н та  а { 8  (вщ- 
м ш н а в щ  0 1 Д1льника 1) од н озн ач н о розк л а да еться  на п р о с п  м н ож н и 
ки. Отже, у ц ьом у  р а з 1 теорем а сп раведл и ва . Я к щ о  ж  <1е§ /  >  1, то 
в1зьмемо в Т [х] м н огочл ен  ф (х) таки й , щ о  /  (х) =  / ф (х ); такий 
м ногочл ен  1снуе 1 В1Н единий (з ТОЧН1СТЮ ДО Д1ЛБНИЮВ ОДИНИЦ1). 
Для ф (х) €  Т [х] р озк л а д  на н езв щ н 1 м н ож н и ки  единий (з т о ч ш ст ю  
д о  д и ь н и ю в  од и н и щ  1 п о р я д к у  м н ож н и к 1в ). За лем ою  4 ц ьом у  р озк л а 
д у  в щ п овщ а е  единий (у то м у  ж  р о зу м ш ш ) р озк л а д  /  (х) на н езвщ ш  
п ри м 1ти в н 1 м н ож н ики  в 5  [дс]. Цим твердж ен н я  теорем и  д овед ен е для 
ви п ад ку  п ри м 1ти вн и х  м н огоч л ен 1в.

2 . Якщо /  (х)  ̂ 5  [х] не е прим1тивним многочленом 1 /  (х) Ф  О, 
то його можна подати у вигляд1 /  (х) =  (к/ (х), де й —  НСД у а х  кое- 
ф1щент1в многочлена /  (х), а ц (х) —  прим1тивний вщносно 5  много
член. Для елемента (1 ^ 8  розклад на прост1 множники однозначний 
за умовою теореми, а для ц (х) —  за першою частиною доведения. Отже, 
й для /  (х) розклад на проел множники однозначний. Теорему дове
дено.

Юльце многочлешв вщ п змшних над полем Р (п >  2) е важливим 
прикладом юльця, в якому не в а  щеали головш, але справедливе 
твердження про однозначшсть розкладу на прост1 (незвщш) множни
ки. Саме про цей приклад ми згадували при виклад1 загальноТ теора
ПОД1ЛЬНОСТ1 В ЮЛЬЩ.

Поряд 3 ЦИМ деяю ВЛаСТИВОСТ1 ПОД1ЛЬНОСТ1 В юльщ  Р [х1, ..., хп] 
при п >  2 1стотно вщр1зняються В1Д властивостей в юльщ  многочле
ш в ВЩ ОДН161 ЗМШНОТ. Так, В1ДОМО (п. 23 .3), що для будь-якого поля Р 
\ ДОВ1ЛБНОГО многочлена/  (х) € р  [х] при (1е § /  >  2 1снуе розширення по
ля Р, в якому /  (х) З В 1 Д Н И Й  (наприклад, поле розкладу /  (х)). 
В юльщ многочлешв вщ юлькох змшних це не так. Наприклад, мно
гочлен /  (х, у) — хт +  У, де т —  дов1льне натуральне число, незвщ
ний в будь-якому пол! (довед1ть це/).

25.5. Рац1ональш дроби в!д к!лькох змшних. Юльце Р [хг......хп] многочлешв В1д
п ЗМ1ННИХ, так само я к  1 К1льце Р [х] многочлен1в В1Д одн!еТ зм!нноТ, можна «вкласти» 
у поле в 1Дношень Р  (* ,, х2, . . . ,  хп). Точн1ше, можна побудувати таке поле Р  (де1р х2, ...,

Хп), яке м1стить Р [ X I , хп] як п 1ДК1льце 1 кож ний елемент я к ого  можна подати як



■частку , *’ -  ’ . двох  м н огочлеш в  ̂ (хг......... хп), §  (*х.......... хп) С р  •••. *п1-
г (*1......Х„)

Т аке поле едине з точшстю до 1зоморф13му.
1снування 1 еди ш сть поля Р  (х^........дсп). а також  у с1 ш ип в щ ом осп  про ращ ональ-

Н1 др оби , н а в е д е т  в п . 24.1 для випадку о д ш е ! зм ш н о!, справедлив! 1 для випадку п 
зм ш них (г е ;>  2 ), оскьльки вони е безпосередш м и н асл д аам и  загально! теор и  поля 
в!Дношень д о в 1л ь н о ! об л а ст1 ц ш с н о с п  (п. 12.4): адже за теорем ою  1, Р  [*х, . . . ,  хп] 
€ обл астю  ц й п сн о сп  з одиницею для бу д ь-я к ого  поля Р \ б у д ь -я к ого  натуральн ого п. 
Ч итач без труднощ 1в зум !е переформулю вати згадаш  в л а с т и в о с п х. Зауваж им о, 
щ о ми вж е по с у т 1 у  попередньому ни клад] користували сь юнуванням 1 властивостя- 
ми поля рац ю нальн их д р о б 1в к Ь ь к о х  зм ш них над Р, коли застосовували  теорему
7 п. 25 .4  до  доведения можливослч однозначного розкладу многочлеш в В1Д п  зм ш них
на незв1дн1 множ ники. А дж е для к1льця ц Ш с н о е п  8  =  Р [хг........хп] в1дпов1дне поле
вщ нош ень Т 1 е поле рац ю нальн их д р о б 1в Р (хъ  х2, ... ,  хп)-

Залиш аеться в си л 1 1 результат п. 24 .2  щ одо р1вноправносп алгебра'1'чн ого I 
ф ун кщ он ал ьн ого тлумачення рац ю нальн их д р о б 1в над полем характеристики  0. 
€дин а тр удш сть , щ о виникае при перенесенш  й ого на випадок п зм ш них, полягае 
в том у , щ о при п ^  2 мож е 1снувати н е с к ! н ч е н н е  число систем значень а х, 
а 2........а „  ^  Р, при яких знаменник §  (хг, х 2 ..........хп) Ф  0 нескоротноТ частки

/(* х . —, *п) перетВ0рю еться в нуль, а в1дпов!дна дробово-раш ональн а ф ункш я втра-
8  С̂1» •**» %п) . .
чае сенс (у  випадку п =  1 многочлен §  (х) завжди мав с к 1 н ч е н н е  число коренш ). 
Т ак , многочлен /  (де, у) —  х  —  у  приймае значения 0 для безл1Ч1 пар значень х =  а ,  
у — а  (а  —  дов1Льний елемент поля р). Однак для М1ркувань, за допом огою  яких об- 
грун товуеться  130М0рф13М М1Ж рац10нальними дробами 1 В1ДП0В1ДНИМИ Др0б0В0-раЦ10- 
нальними ф ункш ям и, бул о  1стотним лише те, щ о сукупнкт ь систем а 4, . . . ,  <хп (щ  ^  
^  Р), для яких §  (хъ  ..., хп) в^дмшний вьд нуля, нескшченна. А  ней факт, справедливий 
для довольного п, неважно довести звичайним методом ш дукц п  за п. Щ о ж  до резуль
та т е  п. 24. 3 (розклад рацю нальних дроб1в на елементарш ), то Тх безпосередне пере
несения на випадок п зм ш них неможливе в з в ’ язку з тим, щ о для обгрунтування Тх в 
п . 24.3 значною м1рою використано евкл1дов1сть ю льц я  Р [х] многочлеш в вщ  одшеТ
ЗМ1НН01'.

§  26. СИМЕТРИЧН1 МНОГОЧЛЕНИ

26.1. Означення I елементарн! властивост!. Важливим класом мно
гочлешв В1Д шлькох змшних е клас так званих симетричних много
член! в.

Означення. Многочлен /  [хг, х2, ..., хп) називаеться симетричним 
тдносно змшних хх, х2, ..., хп, якщо внасльдок довиьнЫ перестановки 
змшних хъ  х2, ..., хп утворюеться многочлен, який дорьвнюе даному.

П р и к л а д .  Многочлени

/1 (Х\г Х2) =  х% ,

/2 С̂ х» *г) ~  хгх 2 3x^2 2х, 2ха 5

СИМеТрИЧН1 В1ДНОСНО ЗМ1ННИХ Хх I Х2, бо не ЗМ1НЮЮТЬСЯ В1Д перестановки ЦИХ ЗМ1ННИХ.
Многочлен /а (хь х2, х 3) =  2 х | +  +  х2хя симетричний в1дносно змшних х г 1

х8, але не симетричний в 1Дносно змшних х2,*з аб°  хх,х2. Тому вш не симетричний 1 В1Д- 
НОСНО ВС1Х ЗМШНИХ Хх, Хг, хя.

1 Зокрема залишиться в сил1 1 твердження про можлив1сть подати рацюнальний 
др1б у форм1 нескоротноТ частки, бо хоч алгоритм Евклща в ю лы ц Р [хг, *2,. . . ,  х„] не- 
застосовний, НСД кн уе для будь-яко! пари неиульових многочлешв з цього к1льця 
(лема 1 п. 25.4).

3 важливими прикладами симетричних многочлешв ми, власне ка- 
жучн, вже зустр1чались у формулах В1ета (п. 23.3). Якщо позначити 
через Х х ,  х2, ..., хп корен1 многочлена /  (х) =  хп +  ап-\хп ~ 1 +  ... 
... +  агх  +  ав, то за формулами В1ета матимемо:

Х1 +  х г +  ‘ * +  х п =  — Ял-1. 
х х х г  “Ь х 1х з  +  * • • +  Х п — \ Х п  =  а п — 2,

ХХХ2 ' ■ • Хп —  ( 0

Позначимо Л1В1 частини цих формул вщпов1дно через а2, ..., ст„, 
тобто

° 1  =  Х 1 +  Х 2 +  +  х п,
А\

0 2 =  Х хХ 2 +  Х гХ 3 +  ••• Х п —\Хп, . . .

@п — -̂ 1*̂ 2 • • •61

Якщо шд Хх, х2, ..., хп розум1ти незалежн1 ЗМ1НН1, то ах, о2, ..., ап 
е, очевидно, многочлени, симетричн1 в1дносно цих змшних. Многочле
ни ( 1) називаються основными симетричными фунщ 1ями. Причини ще! 
назви буде з ’ясовано дещо нижче.

Встановимо тепер деяк1 елементарш властивост! довиьних симет
ричних многочлешв.

1. Сума, р1зниця г добуток симетричних многочлешв над деяким 
полем Р е знову симетричними многочленами над цим полем.

Це твердження очевидне.
Насшдок. Множина вах симетричних многочлетв над полем Р ут- 

ворюе область цшсность з одиницею вьдносно дш додавання » множення.
Зрозум1Ло, що це К1льце е шдюльцем вс1х многочлен1внадполемР.
2 . Якщо симетричний многочлен /  (хь х2, хп) мостить деякий 

член
.  ̂ I I I

МХ\1Х2' . . .  Х{ . . .  X/ . . .  Хп , (2)

то вш мхтить I член, утворений з (2) внасльдок будь-яко1 перестанов
ки показниш /х, /2, ...,

Оск1льки, як в1домо, В1Д дов1льно1 перестановки показник1в
и, •••• 1,1 до всяко1 1ншоТ перестановки цих показник1в можна пе

рейти за допомогою скшченного числа транспозиц1й ( 1, § 25), то до
сить показати, що при транспозищУ дов1льних двох показниюв степе- 
111 и у член1 (2) ми д1стаемо знову деякий член симетричного многочле
н а / (*!, хг, х„). Виконуючи, наприклад, транспозишю показник1в
/, та //, матимемо член

Мх{‘х !2 . . .  х\> . . .  х )  . . .  Хп . (3)



За означениям симетричного многочлена
/  {Х\, Х2, ■ • • * Х  ̂ . . . , Ху, . . . , Хп) —
=  I (*1, *̂2» ■ * ■ , • • • , • * ■ , п̂)*

Але другнй з цнх многочлешв повинен мктити член (3), бо його дктае- 
мо з члена (2) замшою х1 на X/ 1 навпаки. Тому внаслщок единост1 ка- 
Н0Н1ЧН01 форми 1 даний многочлен повинен мютити член (3).

Наслщок. Якщо

Ах['х[г . . .  Х11х 1$\ . . «  Хп (4)

в вищий член симетричного многочлена, то >• /2 >  /3 >• ... >  /„.
; СпраВД1, п р и п усти м о  су п р о т и в н е , т о б т о  ЩО при  я к о м у сь  I 1[ <  / ,+ 1 . 

На П1д ст а в 1 в л а ст и в о е п  2  дан и й  м н огочл ен  разом  з чл ен ом  (4) м к т и т ь
1 член

Ах['х12 . . . х\1+хх 11+ 1 . . .  Хп . (5)

Але з умови и+\>  /, випливае, що член (5) вищий за член (4), тобто
член (4) не може бути вищим у многочлен и Ця суперечшсть доводить 
наше твердження.

26.2. Основна теорема* Важливу роль в алгебр1 вш грае так а  т е о 
рем а.

Теорем а 1. (О сновна т еорема т еорИ симетричних
многочллнгв). Всякий симетричний многочленахх, х2, ..., хп) 

вод п змшних над полем Р можна подати у  виглядо многочлена вод
основних симетричних функцой сг1, а2.......  ап цих змшних, коефоцоенти
якого належать тому самому полю Р.

Д о в е д е н и я .  Зробимо насамперед таю зауваження.
1) У а х  члешв певного степеня /, утворених з даних змшних хъ  

х2, ..., хп (не враховуючи под1бних), може бути лише с к 1 н ч е н - 
н е  ч и с л о ;  це число, очевидно, дор1внюе числу способ1в, якими I 
можна подати як суму п невщ’емних щлих упорядкованих доданюв. 
Наприклад, при / =  5, п ~  2 маемо таю нпсть можливостей: 5 =  
=  0 +  5; 5 =  1 +  4; .5 .=  2 +  3; 5 =  3 +  2; 5 =  4 +  1; 5 =  5 +  0.

2) Теорему досить довести для однорщних симетричних многочле
шв, бо всякий симетричний многочлен можна подати як суму однорщ
них симетричних многочлешв. Справд1, як ми вже зазначали, всякий 
многочлен е сумою однорщних многочлешв. Якщо ж даний многочлен 
симетричний, то й кожний складовий однорщний многочлен повинен 
бути симетричний, бо при переставлянш змшних х1г х2, ..., хп кожний 
член може перейти лише в член того самого степеня, тобто в шший член 
того самого однорщного складового многочлена.

3) Вищий член х 1'х2 ... х "  будь-якого симетричного многочлена 
можна подати як вищий член деякого добутку основних симетричних 
функцой сг1( а2, ..., ап.

Справд1, розглянемо добуток
_Л—/*_/»—1з ~}п—1 п̂-}п (с\\ ^2 • • • &п—1 • (Ь)

За наслщком з властивосп 2, ва' степеш 1г — 1г, 12 — /3, ..., 1п—\ —
— 1п — невщ’емш числа, тому (6) е многочленом вщ хъ  х2, ..., хп. За ле
мою п. 25.2, вищий член цього многочлена дор1внюе добутку вищих
член 1 в многочлешв аг, а2, ..., а„ (причому пщнесення до степеня слщ
розглядати як множення однакових многочлешв). Осюльки вищ1 чле
ни аи а2, ..., о п—1, ап дор1внюють вщповщно х х гх2\ ...; хгх2 ... 
... хп—\; хгх2 ... х„—\хп, то вищий член добутку (6) дор1внюе

{ Х ^ 11 ( х ^ ) 1’ - 1-' . . . (хгх 2 . . . Х п- 1) 1п- ' ~ 1п (ххх2 . . . Х п- 1 Х п ) ‘ п , 
тобто (як це видно шсля елементарних пёретворень) зб1гаеться з зада-

I, 0,  , } п —\ _}пним членом х\х2 ... х п-1 хп .
П1сля цих зауважень легко довести теорему 1.
Нехай вищий член симетричного многочлена [  (хг, х2, ..., хп) (який 

ми в результат! зауваження 2 можемо вважати однорщним многочле
ном степеня /V) дор1внюе

Ах\1х 2 . . .  Хп . (7)
Побудуемо симетричний многочлен

8  (хи х2, . . . ,  хп)=щ= Ао!11~ 1‘о !2,~~г‘ . . .  а'п- 1  1пОп .
Зпдно з зауваженням 3, вищий член цього многочлена дор1внюе (7). 
Кр1м того, В1н однорщний, бо такими е ва многочлени ах, а2, ..., оп, 
а тому, очевидно, 1 Тх добуток. Степ1нь многочлена д  (хг, х2, ..., хп) до- 
р1внюе степеню многочлена /  (дсх, х2, х„), бо в них однаков1 вищ1
члени.

В 1зьмемо
/1 (^1> Х 2> • . .  , Х п) /  (Х^, Х 2, • • • , Х п) §  (Д?!, Х 2,  • • • ,  Л-п)*

Зр0зум1Л0, щ о / х (х1г х2, ..., хп) — також однорщний симетричний
многочлен степеня N. Але (л̂ , х2.......  хп) вже не м)стить ус1х членов
цього степеня. Справд1, В1Н не М1стить вищого члена (7), який у щй роз
ниц! знищуеться. Кр1М ТОГО, в Ц1Й Р13НИЦ1 знищуються ВС1 п! член1в, 
як1 д1стаемо з вищого члена перестановкою показниюв 1Ъ 1г, ..., К, 
бо Ц1 члени, за властив1стю 2, входять в обидва симетричн1 многочлени.

Тепер зрозум1ло, що {хъ  х2, ... , хп) може М1стити лише члени, 
ннжч1 за (7). Застосовуемо до цього многочлена той самий метод. 
Нехай вищий член многочлена (х1г х2, ..., л:„) мае вигляд

ВхТ'х7‘ . . .  Хпп . (8 )
Вважаючи

/  \ о _ т . —т , „ т ,—т , тп—\ ~ тп „ тп
8 1  (Хи хг................Хп) ^ В о 1 1 гХ2‘ . . .  О п -1  Оп

I утворюючи Р13НИЦЮ
/2 С̂ 1* • • • > Х п) — [1 (Х х , Х 2, » . • , Хп) §1 (Х х , х2, • , Х п ),

бачимо, що /2 (*!, х2, ..., хп) е симетричний 1 однор1Дний многочлен 
степеня /V, який не може м1стити ш члена (7), Н1 члена (8), а т ‘1льки чле
ни, нижч1 за них. Оск1льки, взагал1, р1зних «1лен1в степеня N може



бути лише скшченне число (зауваження 1), то, продовжуючи цей про- 
цес, ми на якомусь крощ обов’язково дктанемо, що р1зниця

/й-{-1 (^х, Х2, • • • , Хп) —  [ь  (Хх, Х2, . - . , Хп) $к (Х ] , Х$. . • . , ,  Хп)

не може М1сти ти  жодного члена степ ен я  ЛГ, тобто дор1внюе нулю. Тод1
з р 1вн остей

к  =  1 - 8 ,
/а =  /1 Ян

1к = 1 к-\— §к -1, 0 =  /* — Я*
випливае, що

/  =  Я +  • +  8 к- 1 +  ёк-
А осюльки вс1 [хъ  хг, ..., хп) виражеш через добутки аъ  о2, ..., сг„, 
то многочлен /  (л̂ , х2, ..., хп) подано як многочлен вщ основних симет
ричних функщй

/  (хъ  х2, =  ф (стх, а2, . . .  , ст„), (9)
коеф1Ц1енти якого (як видно з правила побудови ё д  знайдено з коеф1- 
щ'ент1в даного многочлена за допомогою операщй додавання 1 вщш- 
мання 1 тому належать полю Р. Теорему доведено. Справедлива також 
теорема про е д и н 1 с т ь многочлена ср (а^ <т2, ..., а„).

Теорема 2. Зображення симетричного многочлена у  виглядь много
члена в1д основних симетричних функцш едине.

Д о в е д е н и я .  Нехай маемо
/  {Х1 , х2, • • • , Хп) —  Фх (о”х, СТ2, • . . , Оп),
I  (ЛС1( Х2, . . ■ , Хп) —  фг (^1, 0 2, . • . , Оп).

Т0Д1 р13НИЦЯ

Ф К ,  ° 2, • • • , <Уп) =  Фх(ои о2, • • • . о„) —  Ф(Стх, о2, . . .  , ст„)

повинна дор1внювати нулю при будь-яких значениях хъ  х2, ..., хп. 
Зауважимо, що многочлен ф (<т1, а2, ..., <г„) можна розглядати двояко:
як многочлен вщ х ъ х2.......  хп (бо вщ цих змшних залежать ст1( ог, ...
..., а„) 1 як многочлен вщ сг1, в2, ..., о п; нам треба розглянути остан-
не. бдишсть зображення (9) полягае саме в тому, що многочлени,
Фх (<тх, а2, ап) 1 ф2 к ,  а2, ..., ап) мають однаков1 вщповщн! кое-
фщенти, тобто що многочлен ф (аи а2, ..., ап) мае коефвденти А ь яш
дор 1 внюють нулю, в ус1х членах ... о пп‘ . Якби ф (<Гх, <х2, ...
..., ап) був многочленом вщ незалежних змшних, р1вшсть нулю вс1х 
його коеф1шент1в випливала б з теореми 3 п. 25.2. Але в 1 залежш М1ж 
собою, бо виражаються через Т1 сам1 змшш хи х2, ..., хп. У зв’язку
з цим поряд з многочленом ф (аь а2, ..., сг„) вщ залежних змшних роз- 
глянемо такий самий многочлен ф (уъ  у2, ..., уп) вщ незалежних змш
них у ъ у2, ..., уп. Тепер нам треба довести, що коли ф (стх, а2....... <*„)=
=  0, то й ф (г/х. Уч., •••, уп) =  0- Те саме можна сформулювати й шак- 
ше: нам треба довести, що коли ф (уъ  у2, ..., у п) Ф  0, то тод1 й 
Ф ( ° 1 , .......  ап) Ф  0.

Доведемо це методом математичноТ шдукцп по п. Нехай п =  1 I 
ф (ух) ф  0. Через те, що <тх в цьому раз1 дор1внюе хх, то ф (ах) Ф  0, бо 
Ф (а1) — Ф <Л)> що те саме, що й ф (г/х).

Нехай тепер п >  1, 1 наше твердження правильне для будь-якого 
числа змшних, меншого п. Чи може бути воно несправедливим для яко- 
гось многочлена вщ п змшних? Припустимо, що це так 1 1снуе много-
чл'ен ф (г/х, у2, ..., уп) такий, що ф (г/х, ........... уп) ф  0, але ф (сТц
в 2.......  о п) — 0. Подамо ф (г/х, у2, ..., г/„) за степенями уп

Ф (У\, Уъ • • • * Уп—1» Уп) — ф* (Уи У2, • • • , Уп—\) Уп “Ь 
+  * * * +  Фх (Уи У%, • • ■ , Уп—1) Уп +  Фо (Уъ Уъ, • • • » Уп—\) Ф  0, (10)

де ф,- (г/х, г/2.......  у п-\) — многочлени вщ уъ  у2, ..., у п- ь  3 другого
боку, за нашим припущенням

ф ((Тх, <т2, . . . , Сп_1, Оп) — Ф* (о̂ х, 02, . . . , О’п—]) Оп 
+  • • • 4" фх (стх, (Т2 , * . .  , Оп—1) °п Фо К ,  о а, . .  • , Рп—1) =  0. (11)

Оск1льки ф (г/х, у2, ..., уп—\, уп) Ф  0. то Х04 би °ДИН 3 Й0Г0 коеф1- 
щент1в в (10) не дор1внюе нулю. Завжди можна вважати, що 
Фо (Уъ Уг, ■■■, Уп-1) Ф  0. Якщо Ф/ =  0 (г <  /), а ф, Ф  0, то далыш М1р-л
кування проводить вщносно многочлена ф (г/х, у2........ г/„), який Д1-
стаемо з ф (уъ  ..., г/„) шсля скорочення на у ‘п. Виходить, що при г/„ = 0

Ф (Уъ У2> > * • . Уп-1, 0) =  фо (г/х, г/г, . . . .  уп-\) ф  0. (12)
3.другого боку, в1зьмемо в (11) хп =  0. Тод1 оп =  0, а шпй а, перетво- 
рюються в основн1 симетричн1 функцп вщ п — 1 змшних. Позначимо 
Тх через о\, а '2....... а^_1. Отже, при хп =  0 з (11) дштаемо:

ф(аь о'г, . . .  , сГп_1, 0) =  фв(а1', о'2, . . .  , а „_0  =  0. (13)
Пор1внюючи (12) з (13) бачимо, що ми прийшли до суперечноеп з 

припущенням шдукцп, а тому висловлене твердження справедливе 1 
для п.

бдин 1сть зображення (9) доведено.
3 основно1 теореми теор11 симетричних многочлен1в можна зробити 

важливий висновок.
Нехай дано якийсь многочлен п-то степеня вщ одного змшного 

(в зведеному вигляд!) над полем Р:
/ (х) =  х п +  ап—\хп~ 1 +  **• +  ахх 4- а0. (14)

Позначимо кореш цього многочлена через а 2.......  а„; вони мо-
жуть 1 не належати полю Р. В1зьмемо тепер дов1льний симетричний 
многочлен ё  С*х» х2> •••> хп) наД Р  В>Д п змшних. За основною теоремою 
теор11 симетричних многочлешв, многочлен ё  (х1 , хг, •••» хп) можна 
подати у вигляд1 многочлена вщ основних симетричних функц1Й 
о1г а2, ..., о п з коеф1Ц1ентами з поля Р, тобто ё  (*1> х2< хп) =

Ф (̂ 1* *̂ 2» •••* 'Оп).
В1зьмемо тепер тут хх =  а1г х2 =  а2, ..., хп =  а„. Тод1 за форму

лами В1ета вс1 основн1 симетричн1 функщ1 дор1внюватимуть вщповщ-



ним коефшентам многочлена (14) з належним знаком:
а 1 ( « 1. а 2. • • • » а„) =  а 1 +  а2 +  • ■ - +  ап =  — ап- 1, 

а2 (а^ а2, . . .  , а„) =  +  о^а,, +  * * • +  а„_1а„ =  а „_2,

ст„ (« !, а2, . . .  , а„) =  . . .  ап =  (— 1)" а0.
У зв’язку з цим

^ (а1? а2, . . .  , а„) =  ф (— ап_1, а„_*.2, - • • , (— 1)" а0).
Але тод1 ф (— а„_1, а„_2, •••, (— 1)" а0) елемент поля Я як результат вико- 
нання операцш додавання 1 множення над елементами з поля Р. Та
ким чином, §  (аг, а2, ап)  ̂ Р. Отже, ми довели таке твердження.

Теорем а 3. Якщо /  (х) — многочлен вод одте1 змшноI над полем Р
з коренями аи ос2, ..., а„ (як1 можуть не належати Р), то будь-який 
симетричний многочлен §  (х1у х2, ..., хп) над полем Р при х 1 — ах, х2 =  
=  а2, ..., хп =  а„ набувае значения, яке е елементом поля Р.

У ряд1 питань доводиться зустр1чатися з задачею побудови за да- 
ним многочленом /  (х) б Р 1х] з коренями х1з х2, ..., хп такого много
члена §  (У), кореш якого у1 виражаються через вщповщш кореш хс за 
допомогою деякого многочлена у — ф (х) над полем Р\ у( =  ф (х,). 
Найпроспип задач1 такого типу зустр1чаються в шюльному кура ал- 
гебри для Р =  Осшльки коеф1щенти А к многочлена §  (у) вщпов1д- 
но'гдо формул ЕИета визначаються р1вностями

—  А п - 1 =  Ф (хх) +  ф (х2) +  • • • +  ф {хп),
А п -2 =  Ф (Хд) Ф (Х2) +  ф (Хд) ф (Х3) +  - • • +  ф {хп—1) ф (хп),

(—  1)" Л  -  Ф (Хд) Ф (хг) . . . ф (Хп),

то вони е значениями деяких симетричних многочлешв над Р, аргумен
та яких е коренями даного многочлена /  (х). 3 теореми 1 випливае, що 
завжди можна знайти вираз коефщ1ент1в А к через коефщ1енти даного 
многочлена, а з теореми 3 зрозум1ло, що знайдений многочлен належа- 
тиме тому самому юльцю Р [х], що й даний многочлен.

Зауважимо, що сказане залишаеться справедливим 1 для б1льш за- 
гального випадку, коли у, =  ф,- (хд, х2, ..., хп), де ф, (хд, х2, ..., 
..., хп) — довшьш симетричш многочлени над полем Р.

Розглянутий вище метод доведения основноТ теореми можна вико- 
ристати для практичного зображення симетричних многочлешв через 
основш симетричш функцп.

П р и к л а д .  Нехай треба подати симетричний многочлен над полем <3 

/ (хд, * „  х3) =  х1х2 +  х*хя +  х ^  +  х%4  +  х|лг3 +  хг4  —  4 (х? +  4  +  4) +  5

через основы! симетричн! функци. Як 1 при доведенш теореми, запишемо цей много
член як сум у одно.р|дних многочлешв. Д 1станемо:

I (Хц х2, х3) =  ф! (хх, х2, х3) —  4ф2 (хх, х„, х3) +  5, 

де ф! (*!, х2, х„) =  х\хг +  х,х3 +  хгх\ +  хх4  +  х\х3 +  хгх\ ,

Фг (х„ Хг , Х3)  =  х\ +  4  +  4  •

Спочатку фх (XI, х2, дг3) подамо через основш симетричн! многочлени. Вищий його 
член е 4 х2- Зп'дно з методикою доведения теореми, в1д фх (хъ х2, дгэ) сл1д В1дняти мно
гочлен

8 (Хр х„, х3) =  ст̂ _1а ‘ _0ст̂  =  ст^ ,

бо система показник!'в у вищому члеш е 2, 1,0 . Але немае потреби фактично викону- 
вати це вщшмання. Спираючись на можлив1СТЬ 1 един1сть зображення даного много
члена у вигляд1 многочлена ф (&!, а 2, ..., оп), досить визначити можливий вигляд 
член1в ф(ст1, а 2, ..., ап) I скористатися методом невизначених коефщ1ент1в.

У  Р13НИЦ1 Фх (Хх, Хг , Х3)  —  § (**, Х2, Х3 ) ЗНИЩЭТЬСЯ ВС1 ЧЛвНИ виду Ах['4 '*з  *
дов1льною перестановкою показник1в 2, 1 ,0 . Проте одночасно можуть з’явитися чле
ни того самого степеня 3, але з 1ншою, нижчою системою показник1в. а саме: 1, 1, 1. 
Отже, пот̂ м треба буде в!дняти симетричний многочлен

81 (XI, х2, х3) =  а . ' - 'о ' - ’а' =  ст3.

Тому можна записати:
Ф1 (хг, х2, х3) =  о,а2 +  ао3, 

де а —  невизначений поки що коеф1щ'ент, тобто:

<• 4 х 1 +  4 хз +  хЛ  +  х1хз +  4 хз +  хА  =
=  (XI +  х 2 +  Х3) (ххх2 +  ХуХ3 +  х2х3) +  ОХ&х3.

Щоб знайти а, досить надати деяких числових значень зм1нним х  ̂ х2, х3, наприклад 
хг =  х2 — х3 — 1. Тод1 д1станемо 6 =  9 +  а. Отже, а =  — 3. Таким чином,

Фх (хх, хг, ха) =  ага2 — За3.

Аналог1чно м!ркуватимемо вщносно многочлена

ф2 (*1( х„, х3) =  4  +  4  +  4  •

Можлив! системи показник!в тут будуть 2, 0, 0 I 1, 1,0. Отже, вщшматимемо таю мно
гочлени:

§2 (х1> *2» з̂) ==
8 з (X I ,  Х „  х3) =  а } - “ о® =  а ,

I дал1, аналог1чно до попереднього, ф2 (х* х2 , х3) =  а\ +  Ьа2. При хх =  х2 =  хг =  1 
маемо 3 =  З2 +  Ь • 3, тобто Ь =  — 2 1 тому

Ф, (*!, хг, х3) =  а\ —  2а2. (15)

Отже, д!стаемо остаточно

I (хх, х2, х3) =  аха2 —  За3 —  4 (а\ —  2аа) +  5.

На практищ розрахунки зручно подавати у форм1 таблиц!. Приклад такого за
пасу буде наведено нижче.

Теор1я симетричних многочлешв мае досить широке застосування 
в алгебр1. Використовуючи основну теорему теори симетричних много
члешв, можна довести основну теорему теори многочлешв. Ця сама 
теорема застосовуеться в загальнш теори розв’язування алгебраТчних 
р1внянь у радикалах. У наступному параграф! ми використаемо н при 
розв’язуванн1 систем алгебра'1'чних р1внянь.



§ 27. Е Л Е М Е Н Т И  Т Е О Р И  В И К Л Ю Ч Е Н Н Я

27.1. Вступи-! зауваження. Вивчення властивостей многочлешв 
/  (х) В1Д одшеТ змшноТ безпосередньо пов’язане з розв’язуванням ал- 
гебраТчних р1внянь виду } (лс) =  0, адже кореш цього р1вняння 1 ко
рен! многочлена /  (х) — це одне й те саме.

У випадку многочлена /  (хц х2, ..., хп) вщ шлькох змшних можна 
також розглядати вщповщне алгебраТчне р1вняння

[ (х г, х 2.......... хп) =  0. (1)

Замкть термгаа к о р 1 н ь многочлена /  (хи х2, ..., хп) або р1вняння
(1) вживають термш р о з в ’ я з о к. А саме, якщо /  (хх, х2, ..., хп)  ̂
 ̂ Р [х^ х2> ..., хп\, а А — будь-яке розширення поля Р, то розв'яз- 

ком р'шняння (1) або многочлена /  (хъ  х2, ..., хп) називають упорядко-
ваНу систему а и а 2.......  ап елементьв поля Д таку, шр при х1 =  а ,,
х2 — а2, ..., хп — ап в1дпов1дне значения многочлена /  (с^, а 2, ..., а„) 
дор1вНЮ€ нулю.

Якщо Р  — поле характеристики 0, то легко встановити кнування 
розв’язку будь-якого р1вняння виду (1) в Р або у деякому його розши- 
ренш (при (1е§ / >  1). Для цього досить подати \ (хд, х2, ..., х„) за сте
пенями одшеТ 13 змшних (в1дносно якоТ степшь многочлена виявиться 
ненульовим), скаж1мо, хп,

/ (* , ,  х2..........хп—\, Хп) ^ а т{х1 ............ лг„_!)х” +  - - -  +

+  М * ! ..........хп- 1)х п +  а0 (х1 ............ х „_0, т > 1 ,  (2)

вибрати в Р  дов1льн1 значения х1 =  ос,, х2 — а 2, ..., х„-\ — ал- ь  при
яких ат (а3, а 2....... а„_д) Ф  0 (так1 значения обов’язково знайдуться,
бо ат ( х , ,  х2, ..., хп—1) =̂ = 0), шдставити Тх у коеф1щенти многочлена 
(.2) 1 дктати многочлен

ат К ........ 1) -С + * * * + °1(а1. • • •» а«-0 + ао К .

В1Д одшеТ змшноТ степеня т >  1 над полем Р. За теоремою Кронекера 
(п. 23.3), цей многочлен мае коршь а„ у пол1 Р  або у деякому його роз- 
ширенш. Але тод1 а и аг, ..., а„_|, ап — розв’язок р1вняння (1).

У цьому параграфа вважатимемо, що у  а  розглядуват многочлени за
дам над полем характеристики 0.

Як видно з наведеного вище М1ркування, будь-який многочлен не- 
нульового степеня В1Д п змшних (п >> 2) мае розв’язки. Але з того ж 
М1ркування випливае, що таких розв’язшв е б е з л 1 ч: адже вибра
ти аг, а 2, ..., а „_1  ̂ Р так, щоб ат (а1} а 2, ..., а „_ 1) Ф  0 можна не- 
сюнченним числом способов. Таким чином, задача розв’язування р1в- 
нянь типу (1) при п >  2 (на вдаш у В1д випадку п =  1) е по сут1 не- 
означеною.

Б1льш природною, поширеною 1 практично застосовною е задача

розв’язування с и с т е м  алгебраТчних р^внянь виду

/1 (̂ 1> • • • » Хп) ~  0»
/2 (Х1> - - - * Хп) =  0»

/т С*1» • ' ‘ » Хп) =  0»
тобто знаходження сшльних розв’язшв ус!х м н о г о ч л е ш в (х1г ..., хн) 
(к  =  1, 2, ..., т).

Ми докладно розглядали розв’язування систем л 1 н 1 й н и х р1в- 
нянь (1, розд. VI), тобто систем виду (3), для яких (1е§ =  1 (к =
== 1, 2, 3, ..., т). У випадку ж многочлешв /л (хъ  ..., хп) довхльних 
степен1в побудувати загальну теорно досить важко, В основ! кнуючих 
метод1в розв’язування системи (3) лежить 1дея в и к л ю ч е н н я  н е -  
в 1 д о м и х, метою якоТ е зведення задач1 до розв’язування о д н о 
го алгебраТчного р1вняння з одним невщомим. Саме тому цей розд1л 
алгебри називають теор1ею виключення.

Пояснимо цю 1дею на простому приклад1 з курсу алгебри середньоТ 
школ и.

П р и к л а д .  Потр1бно знайти розв’язки системи двох р1внянь з двома нев1до- 
мими:

/ (х, у) =  х2 +  у2 —  а =  0, 8 (*. у) =  *У —  Ь =  0. (4)
сЦ аг

Щоб знайти розв’язки системи (4), виключимо з двох даних р1внянь якимсь спо
собом одне з невщомих 1 побудуемо вив!дне ргвняння. Наприклад, визначимо х з 
другого р!вняння 1 п1Дставимо знайдене значения в перше р1вняння. Матимемо:

хг =  —  \ +  у2 —  а =  0, або
У У2

У4 —  Щ2 +  Ь2 =  0. (5)

Отже, розв’язування системи двох р1внянь з двома нев!домими ми звели до роэ- 
в’язування одного р1вняння (5) з одним нев^домим.

У  цьому випадку вив!дне р!вняння б1квадратне I його можна розв’язати елемен- 
тарно. Коренямя {мвняння (5) е числа:

Р1>2 =  ±  +  Рз.4 =  ±  У  (а У а2 4Ь2);
ГИдставляючи зам1сть у кожне 1з значень Р,- в одне з р1внянь системи (4), матимемо 
в1дпов1дне значения а,- неведомого х’.

Ь , Ь
в|,2 =  ±  ------Г —  ......... - ■■■■-  ; «3,4 =  ±  ------------------ ■ . . - -

У  -±-(а +  Уа2- № )  У  - ( а - У а * - 4 Ь 2)

Х1д розв’язування системи (4) можна подати так. Назвемо л1ву час- 
тину р1вняння (5), знайденого в результат виключення одного невщо- 
мого з р1внянь системи (4), р е з у л ь т а н т о м  1 позначимо його 
символом Р  (/, &). Отже,

К([, ё) =  у* — ау2 +  ЬК
сГ



Тод1 розв’язання системи (4), як ми бачили, зводиться до такого. 
Для^заданих многочленов /  (х, у) 1 §  (х , у) будують результант Я (/, ^), 
який е многочленом в1д одше'1 змшноь Дал1 знаходять кореш резуль
танта. Нарелгп, знаючи щ кореш, обчислюють розв’язки дан01 системи.

Якщо р1вняння системи дов1льного степеня, то хщ М1ркувань зали- 
шаеться той самий. Розв’язування знову зводиться до побудови ре
зультанта многочлешв /  (х, у) 1 §  (х, у) 1 знаходжеиня його корен 1 в. 
При цьому, очевидно, вщразу ж вииикають так1 питания: чи хснуе ре
зультант для дов1льних двох многочлешв; як побудувати результант 
практично; який зв’язок м1ж розв’язками даноТ системи 1 коренями 
результанта; як розв’язуються системи не з двома, а з большим числом 
невщомих?

Спробуемо дати в1дпов1дь на щ питания.
27.2. Результант. Нехай задано систему двох алгебраТчних р1внянь 

з двома невщомими. Розмктимо члени цих р1внянь за степенями одно
го з невиомих (1х Л1В1 частини розглядаються над полем Р):

(/ (х, у) =  ап (у) хп +  а„_1 (у) хп~ 1 +  . • - +  ах (у) х +  а0 (у) =  О,
1 *  (&)
Ы * ,  у) =  Ьт{у)хт+  Ът-\ (у )х т- 1 +  . . .  + Ь 1 (у )х  +  Ь0 (у) =  О,
I а{

х припустимо, що пара елеменпв а, р е розв’язком системи (6), тобто
/ (а, Р) = 0, §  (а, Р) = 0.

Зр03уМ1Л0, що з системи (6) можна утворити Ц1ЛИЙ ряд ВИВ1ДНИХ 
р1внянь, для яких (а, р) також буде розв’язком. Природно поставити 
питания, чи не можна побудувати таку систему вивцщих р1внянь, яку 
було б пор1вняно легко розв’язати 1 тим самим знайти розв’язки 1 за
дано! системи. Звичайно, бажано, щоб вивщш р1вняиня, кр1м потр1б- 
иих нам розв’язшв, не мали б шших, зайвих розв’язюв. Дощльно бу
ло б побудувати з системи (6) таке вивщне р1вняння, яке мктило б ли
ше о д н е з невщомих (як кажуть, в и к л ю ч и т и  друге невщоме), 
1 кореш якого визначали б розв’язки заданоТ системи.

Шдставляючи в р1вняння системи (6), що мае розв’язок (а, Р), зна
чения у  =  р, дютанемо два р1вняння з одним невиомим х:
| /  (х, Р) =  ап (р) хп +  ап-\ (Р) хп~1 +  * * • +  ах (Р) х +  а0 (Р) =  0,
\8(х, р) = &т (р)^ + йт_х(р)х— >+ . . .  + М Р )*  + МР) = 0, ( )

причому х  =  а  е сшльним коренем обох цих р1внянь. Осюльки два 
ДОВ1ЛЬНО ВЗЯТ1 р1ВНЯНИЯ 3 ОДНИМ НеВ1ДОМИМ, взагал1 кажучи, СШЛЬ- 
них корешв не мають, то р1вняиия системи (7), як1 мають сшльний ко- 
ршь, не можуть бути незалежними. М1ж IX коефщ1ентами повинен бути 
деякий зв’язок. Якщо ми знайдемо цей зв’язок М1Ж коеф1щентами 
а 1 (Р). Ь/ (Р). тобто сшввщношення

#[а„(Р). «п-1 (Р), . . . ,  1̂ (Р), а0 (Р);
Ьп (р), &т -,(|Р), МР), Ъ0 (р)] =  0,

то тим самим д1Стаиемо деяке р1вняння

Я [<*п(У)..........а М  а0 {у), Ьт (у), Ьх{у), Ь0 {у)] -  0,

яке повинно задовольнятись при у =  Р, щоб пара (а, Р) могла бути 
розв’язком системи.

Отже, насамперед треба розв’язати таку задачу. Нехай дано систе
му двох р1внянь з одним невщомим:

(/ (х) =  апх п +  ап~\хп- 1 +  • * • +  акх  +  а0 =  0,
(8)

\ё(х) =  Ьтхт + Ь т- 1Хт~ 1 +  ••• + М  +  6о =  0.
I с1[

Знайти, при яких умовах щ р 1вняння можуть мати сшльний коршь.
Зауважимо, що М1ж системами (8) 1 (7) е певна вщмшшсть. При роз- 

гляд1 системи (8) природно вважати, що ап Ф  0 1 Ът Ф  0, тод1 як у си
стем! (7), утворешй з (6) при у  =  р, деяк1 з коефшент1в 1, зокрема стар- 
Ш1 коеф1шенти ап (Р) 1 Ьт (Р), можуть дор^внювати нулю, хоч вщпов!- 
дн1 многочлени ап (у) 1 Ьт (у) не були нулями. Це зауваження ми ви- 
користаемо шзшше.

Повернемося до системи (8). Очевидно, що с п 1 л ь н 1 кореш р1в- 
нянь системи треба шукати лише серед корешв многочлена /  (х). По- 
значимо Ц1 корен1 через ах, а2, ..., а п. 3 другого боку, а г лише тод1 бу
де сп1льним коренем, якщо §  (а,) =  0.

Означения. Результантом, многочлене

/  (*) =  апхп +  ап̂ х п~ 1 +  * - • +  ахх  +  а0,
« М =  Ьтх-  +  +  . . .  +  м  + » .. (0“ 0) Р)

називаеться вираз

К (/. ё )  =  ап ё («х) ё Ы  ё К ) .  (Ю)

де а ]( а2.......  ап — кореш многочлена /  (х).

З а у в а ж е н н я  1 . У  цьому означены! многочлени [ {х) 1 §  (х) нер1вноправн1; 
для /?(§,/)• Д1стаемо:

* ( * . / ) =  ЬптНУг)Г (V.) • • •  НУт), (И)

Де VI» 7г> •••> Ут —  корен1 многочлена § (дс). На перший погляд  здаеться, що це е не- 
дол1ком введеного означення (бо в поставленш задач1 / (х) 1 § (х) р1вноправн1), проте 
нижче буде показано, що Я. (/, ё) * Я (§, !) можуть В1др1знятися лише знаком.

З а у в а ж е н н я  2. В означенш Я (/, ё) ми користуемося тим, що 
ап Ф 0, бо вважаемо, що I (х) е многочленом саме я-го степеня 1 мае п корен1в; при 
ап =  0 означення в ц!й форм1 втрачае смисл, бо не може бути многочлена з п кореня
ми а ь  а 2, ..., ап 1 старшим коефщентом ап =  0. Аналог1чно, при означенш Я (ё, I) 
ми спираемося на те, що Ьт ф 0. Отже, щоб означити для двох многочлен!в один з 
результант Я. (/, §) або Я (ё< /). потр1бно, щоб х о ч  о д и н з  старших член! в цих 
многочлен!в був вщмшний в!д нуля.

На перший погляд здаеться, що для побудови результанта двох мно- 
гочлешв треба знати корен! одного з многочлешв. Але в дшсносп ре
зультант виражаеться (1 притому ращонально) через коеф1щенти да- 
них многочлен1в.

Справд1, 7?(/, § ) е с и м е т р и ч н и м  многочленом вщ а]( а2, ... 
..., а„, коефщ1енти якого рашонально виражаються через ап, Ьт, Ъ т _ь ...

Ь0. 3 теореми 1 п. 26.2 випливае, що Я (/, ё )  можна подати як



многочлен вщ основних симетричних функшй
°1 =  а1 +  а 2 +  " * * +  ап<
а2 =  аха2 +  +  • • • +  а „ _ ,а „ ,

°п =  ®1«2 • • • «я-
Осюльки а], а 2, а„ — кореш многочлена I (х), то а} , о2, ..., оп, 
за формулами В1ета, рацюнально виражаються через його коефщ1енти 
ап, а „_ь  а,, а0. Отже, остаточно Я (/, ё)  можна рацюнально вира-
зити через коефщшнти а1 1 Ь1 обох заданих многочлешв. Зв1дси, зо
крема, випливае, що результант довыьних двох многочлешв над полем 
Р е елементом цього самого поля. Цей самий висновок можна Д1стати з 
теореми 3 п. 26.2.

1з сказаного зрозум1ло, як можна практично обчислювати резуль
тант двох многочлешв.

П р и к л а д  3. Знайдемо результант двох многочлешв 2-го степеня 

/ (х) =  агхг +  ахх +  а0, §  (х) =  Ьгх* +  Ьхх +  Ь0.
Я :<Щ0  позначлти кореш /  (х) через <х1 1 а 2, то

Я (/. е) =  а\в (ах) 8 (а2) =  а\ [Ь2а\ +Ь1а1 +  Ь0] [Ьга22 +  Ь,а„ +  Ь0]. 

Перемножаючи вирази в дужках, матимемо:

Я (/. 8) =  а\ («1 +  а 2) а±а2 +  Ь\а ха 2 +  Ь0Ьг (а? +  сф  +

+  &<А («1 +  аг) +  Ь\].

А через те що за формулами В1ета а , +  аг ------- —  , ахаг =  -^2-, тос2 а2

Я (/. 8) =  «0^2 —  аоаА ьг +  аъ°А  +  (а? —  2а0аа) Ь0Ь2 —  а,а2606, +  а\ь\.

Розглянемо тепер деяш властивоеп результанта, як1 випливають 
з означення.

1- # (А ё )  =  П  (а, —  у,).
( $ & )  (12) 

СпраВД1, 0СК1ЛБКИ {Г (х) =  ь т{х  —  у г) {х  —  у2) . . .  (х —  ут), то

ё  Ю  =  Ьт (о, -  Ух) (а,  —  у2) . . .  (а( —  ут) =  Ьт П  (а,. —  у,);
(К/Чт)

тому
л (/. Я) =  ° п ё  К )  Я (а2) • • .  §  К )  =  [Ьт П (а, —  у/)] х(1$/«т)

х [Ьт п (а2— у, ) ] . . .  [Ьт П  (а„ —  У/)] =•
(1 §/<т) (I «/Чш)

=  йпЬт П  (^(- _ у / ),
(1 1^/Чт)

що й треба було довести.

2. Я ( ё ,  /) =  ( - 1 Г Ж / .  ё ) -  (13)

Застосовуючи формулу (12) до результанта Я (ё, Л. тобто мшяючи 
рол1 / (х) 1 §  (х), маемо:

Я (ё , /)  =  М  П (у, - а {).

Змшимо знаки в дужках на протилежш, тобто винесемо в кожному 
множнику за дужки число — 1. Ураховуючи, що число множнишв до- 
р1внюе тп, матимемо:

я (ё, п = (-1 г м  п к -  уу) = ( - 1  г  я а, ё)-

Формулу (13) доведено.
Значения результанта для поставлено! нами задач1 про умови 1сну- 

вання розв’язк1в системи (8) визначаеться такою теоремою.
Теорема 1. Для того щоб многочлени /  (х) ( §  (х) малы стльний ко- 

ршь, необхьдно I достатньо, щоб 1х результант доргвнював нулю.
Д о в е д е н и я .  Необхьдтсть. Якщо якийсь коршь а( многочле

на /  (х) е коренем 1 многочлена ё  (х)> то ё  (а /) =  0* Тод1 в результант!
Я (/. ё ) =  а "ё  («1) ё  («г) • • • ё  К )  • ■ • ё  («„)

ОДИН 3 МН0ЖНИК1В ДОр1ВНЮ6 нулю 1 тому Я (/, ё)  =  О"
Достатшсть. Якщо Я (/, ё ) — 0 . тобто а „ё  («1) ё  (аг) ё  (а () ••• 

... ё  (а п) == 0 , то хоча б ОДИН 3 МНОЖНИШВ у Л1В1Й частин! Ц161 р1внос- 
Т1 дор1внюе нулю. Через те що ап Ф  0 , то дор^внюе нулю хоча б один 
з шших МНОЖНИК1В, наприклад ё  (а г)- Але якщо ё  (аЛ =  то корень 
а (. многочлена /  (х) е одночасно 1 коренем многочлена ё  (х)> тобто задан 1 
многочлени мають стльний коршь.

Звернемо увагу на те, що при доведенш теореми 1 ми штотно вико- 
ристали нер1вн1сть нулю коеф1щента ап. Якби ап =  0 , а Ьт Ф  0 , то 
теорема була б справедливою, але довелося б розглядати результант 
Я (ё, /)• Отже, теорема 1 застосовна лише при умов!, коли хоча б один 
з старших коефщ1ент1в даних многочлешв вщмшний В1д нуля.

27.3. Дискримшант. Поняття результанта 1 теорему 1 можна без- 
посередньо застосувати до розв’ язання питания про наявшсть кратних 
корен1в многочлена. 3 теореми 8 п. 23.5 випливае, що кратний коршь 
многочлена /  (х) повинен бути сшльним коренем многочлена / (х) \ його
110Х1ДН0 1}' (х) (а також 1 ПОХ1ДНИХ ВИЩИХ ПОрЯДК1В, КОЛИ КраТН1СТЬ ко-
реня к >  2).

Нехай дано многочлен /  (х) =  апхп +  ап~\Хп~{ +  ... +  алх  +  а0.
Позначимо його кореш через а и а2, ..., а„. Очевидно, що

/ (х) =  ап(х — а,])(х — а2) . . .  (х —  а„). (14)

Результантом многочлешв /  (х) 1 / '  (х), зпдно з означениям, е вираз

/? (/, П  =  ап~Т  ( « 1) / '  (« 2) • • • Г  (*«)• (15)
Щоб обчислити цей вираз, знайдемо похщну В1Д многочлена /  (х), 

неписаного у вигляд! (14). Маемо:
/ '  (х) =  ап {(х — а2) (х — а3) . . .  (х —  а,) . . .  (х —  ап) +



+  (Х“ <*1) . . .  (* — а,_1)(* — ос,+1) . . .  ( * _ « „ )  +

+  (х —  а1)(х  — а )̂ . . .  (х — а,) . . .  (х — «„_ ,)} .
Зв1'дси випливае, що

/  (а,) =  ап(а1 ■а1) (а 1 а 2) ••• (а ,— а ,_ 1) (а г — а/+]) . . .  (а, — ап).
Отже,

# ( Л  П  =  а п~ ' Г  ( а , )  Г  (а2) . . .  / > „ )  =

=  аГ '  К  («1 — «Ч) К  —  а3) . . .  (04 — о„)] X
X К ( а 2 —  а1) (а 2 —  а3) . . .  (а2 — сс„)] х  . . .
. . .  X [ап (а„ —  ос*) (а„ — а2) . . .  (<*„ — <*„_,)].

Легко зрозумгги, що в знайдений добуток кожний множник виду 
I “ / и ф  I) входить ДВ1Ч1, причому з протилежними знаками (на

приклад, ос, — а 2 1 а2 —  а и або ос, — а„ 1 а„ — а ,). Кожний з добут-
К1В (а, — а/) (а ! — а{) можна записати у вигляд1 — (а, — а,)2, де

Пщрахувавши число таких квадрат1в, легко встановити, що пови-1)
ней з’ явитися множник (— 1) г # о хже>

п(п—1)

# (/./') =  (—  1) 2 а?пп~ 1 П  (а, —  а/)2. (16)

Введемо тепер поняття д и с к р и м ! н а н т а  многочлена 
Означення. Дискримшантом О (/) л<«огочле«а /  (х) називаеться ей-

роз
п(п—1)

° ( / )  =  ( ~ 1 )  2 Г). (17)

&  #  (/, / ')  — результант многочлена /  (х) I його походноо / '  (х).
Зпдно з цим означениям 1 на основ! (16) дютаемо:

0(П  =  а?->  П  ( « , - а , ) 2. . (18)

Ми бачимо, що дискримшант лише сталим множником, пЫбраним 
так, щоб була справедлива зручна Р1вшсть (18), В1др1зняеться в!д ре
зультанта многочлена 1 його ш ш дно!. Це дае змогу з теореми 1 в!дпа- 
зу дштати таке твердження:

Теорема 2 . Многочлен }  (х) мае краткий коршь тодо о тольки тодо 
коли його оискримонант доровнюе нулю.

Справд1, якщо /  (х) мае сшльний коршь з / '  (х), то Я (Д / ')  =  0 
а отже, 1 Б  (/) дор1внюе нулю. Якщо ж, навпаки, дискримшант И (/) = ’
-  0, то це означав, що доровнюе нулю 1 #  (/, / ') ,  тобто }  (х) 1 / '  (ж) ма
ють сшльнии коршь.

Очевидно, що теорему 2 можна використовуватиякознаку наявнос- 
Т1 кратних корен 1 в у многочлена [  (х).

Розглянемо к1лька приклад1в.

П р и к л а д  и. 1. Знайдемо дискримшант квадратного тричлена / (х) =  а2х2 +  
+  а,х +  а0, кореш якого позначимо, як 1 рашше, через а 1, а 2.

Через те, що /' (х) =  2а,х +  аь то, зпдно з (17) 1 (15), маемо:
2 1

°  (/) =  (—  1) 2 а Г 'Я  (/, Г) =  —  а Г ' а 2 (2аг« 1  +  ах) (2а а 2 +  а,) =

=  —  [4а^а1а 2 +  2агаг [ах +  а 2) +  а\].

Осюльки а х +  а ,  = ---- —  , а =  —  , то
а2 аг

О (!) — —  14а2а0 2а? +  а?] =  а, —  4а2а0.

Отже, знайдений дискримшант квадратного тричлена повшстю зб1гаеться з дис
кримшантом, введении ще в  середнш школ1. Шшльний курс алгебри М1стить 1 В1Д- 

пов1дне до теореми 2 твердження: якщо дискримЫант а* —  4а2а0 =  0, то квадрат- 
ний тричлен мае два однаково кореш.

2. Знайдемо дискримшант куб1чного тричлена / (х) =  х3 +  рх +  Я-
Позначимо його корен1 через аъ а2, а3. АналоНчно попередньому маемо:

3-2

О (Л =  (— 1) 2 Г («х) Г («.) Г («*.) =  ~  (За? +  Р) (За? +  Р) 0 а§ +  Р) =
=  —  { 2 7 а ? а ^  +  9р (а?а^ +  а?а§ +  а|а§) +  3р1 (а? +  +  а§) +  р3].

Через те, що +  а?аз -(- =  (с^а, +  а ^ з  +  а аа 8)2 —  2аха 2а 3 (ах +  а 2 +
+  а 3), а? +  а| +  О з =  ( ^ 4 - а , +  а 3)2 — 2 (а 1а 2 +  а 1а 3 +  а 2а 3), 1, кр1м того,
а 1 +  а 2 +  « 3  =  0; « 1 « 2  +  а 1а 3 +  а 2«3 =  Р< “ 1а 2а 3 =  ~  <7. ТО

0 (Л  =  ~  127<?2 +  4/э3].

Знайдений дискрим!нант В1др1зняеться лише множником (— 27 ■ 4) вщ того дис- 
кримшанта, який ми ввели для кубичного р!вняння (1, § 17), причому 1 в елементаршй 
теорН ознакою 1снування кратних корешв е те, що дискримшант дор1внюе нулю.

3 наведених приклад1в випливае, що вЦом! означення дискримшан- 
Т1в для квадратного 1 кубичного р^внянь е окремими випадками загаль- 
ного поняття дискрим1нанта. Звернемо увагу на те, що в цих окремих 
випадках дискримшантом ми називали, власне кажучи, певний П1Д- 
кореневий вираз у формулах корешв вщповщних р1внянь. У зв’ язку 
з цим могло скластися враження, що для р1внянь вище четвертого сте
пеня (як1, як ведомо, не розв’ язуються в радикалах) поняття дискри- 
мшаита ввести не можна. Однак тепер зрозум1ло, що дискрим1нант е 
поняттям, яке узагальнюеться на многочлени дов1льного степеня.

27.4. Результат у форм! Слльвестра. При практичному обчисленн1 
результанта двох многочленов часто користуються 1ншими зображен- 
нями результанта, як1 не потребують застосування теори симетрич
них многочлен1в.

Розглянемо одне з таких зображень результанта у вигляд1 так звано
го детермшанта Слльвестра Ч

ХД. С 1 л ь в е с т р  (1814— 1897) —  вЦомий англ1йський математик.



У дальшому виклад1 теор1ю лппйних р1внянь 1 детермшанп'в, яку 
в першй частиш курсу було подано для випадку числових коефЫен- 
Т1в, буде застосовано до р1внянь, коефшенти яких належать дов1ль- 
ному полю Р  характеристики 0. Адже згадаш теори при цьому повш- 
стю залишаються в силй

Нехай знову дано многочлени
/  (х) =  апхП ап—1Хп~ 1 Ц- • • • аух  +  До,

8  (*) =  Ьтхт +  +  . . .  + Ь 1х +  Ь0,
коренями яких в|дпов1дно е елементи а3, а 2, ..., а п 1 у,, у2, у
Для конкретност1 вважатимемо, що п >  т. Побудуемо тепер за мно
гочленами /  (х) 1 д  (х) систему т +  п таких многочлешв:

хт~Ч (ху, х— 2[ (х); . . . ;  х/ (х); / (х); 
хп~ 1ё(хУ, х"~^(х); . . . ;  хё (х)- 8 (х).

Очевидно, матимемо так1 п +  т р!вн остей: 
хт~'[ (х) =  апхп+т~' +  ап-\хп+ т- 2 +  . . .  +  аххт +  а0хт~\ 
хт 2/  (х) — апх п+ т~ 2 +  «> - +  а1хт_1 +  а0хт~2,

(*) =  апх п+ х +  ап-\хп +  • •. +  аух 2 +  айх,

I М =  апхП +  ••• +  ахх +  а0,
хп ~ ' 8  ( х )  =  &яХ»+*-1 +  Ьт_ 1Хп + т -2  +  . . .  +  Ь1Хп +  ЬоХп-\ ,

хп~ 2ё ( х ) =  ьтх ^ ~  2 +  . . .  +  Ъ ^"-' +  Ь0х*~\

х 8  (х) =  Ьтхт+ 1 +  йт _,х"* +  • •. +  Ьгх* +  Ь0х,
8 М =  Ьп1х " + . . .  +  Ьгх  +  Ь0.

Перенесемо в цих р1вностях ус1 члени в одну сторону 1 в1зьмемо 
х  =  а <> Де а 1 — один з корешв многочлена [ (х). Ураховуючи, що 
/ (а.) =  0, матимемо:
апа ” + т ->  +  ап_ 1а ’} + т~ 2 +  ••• +  а & ’Г1 +  а0а ? - 1 =  О,

апа " + гп~ 2 +  . . .  -4 - а1ар - '  +  а0а ^ ~ 2 =  О,

а' К + ‘ +  « „ _ , « ?  +  * • * +  а ха 2 +  а ,а { =  О,

а -.а Г +  • • • +  а1а 1 + а 0 = 0 ,
Ьтап+т-1 +  Ьт_ 1ап+т-2 +  . . .  +  [Ь0 -  д  (а,)] а " - '  =  О,

Ьтап+т-2 +  . . .  +  ^ а "-1  +  [Ьй- § (а ;) ]а ” - 2 =  0 , (19)

Ьта?+' +  Ь ^ а ’р +  . . .  +  Ьга 2 + [ б0_ ^ (а .) ]^  =  0,

ЪтаТ +  • • * +  Ь1^ 1  + [Ь 0 — ё  К-)] =  0.

Р 1ВНОСТ1 (19) можна розглядати як результат подстановки деякого роз- 
в ’язку в систему п +  т однорцщих лшшних р1внянь з п +  т нев^до- 
мими. Справд1,

апх 1 +  ап—\хг +  • • • +  а1хп +  а0х„+1 =  0̂
апХ2 4* ' * * “Ь Й1*л+1 +  ОоХП+ 2  =  0,

апхт—\ +  а п—\хт +  • • • +  а 0Хп+т—\ —  

®пХт “Ь ' " * 1̂ хп+т—1 4~ @охп-1-т =

Ьтх  1 +  &т—\х г +  • • • +  1̂ х т 8  (а 1)1 хт+ 1  0,
ЬтХг +  ••• + ^ 1^ + 1  +  [^0 &(а <)1*т+2 — 0»-

ЬтХп~  1 +  Ът-\хп +  * • * +  Ь^п+т- 2 +  [Ь0

—  8  (а г) 1  х п+т— 1 =  0 ,  

Ь т х п + . • . + Ь ^ п + т — 1 + 1̂ 0 —  ё  (аг)] Хп+т  ~  0

(20)'

е системою п  +  т однорщних лшшних р1внянь з п  +  т невщомими 
■̂1» *̂ 2* •••* **м **** —1» Хп-\-т»

Зг1дно з (19), вона, очевидно, мае розв’язок

ап+т- \  а?+т —2, . . . ,  а ", •••, «Г- •••» а <*

який е нетрив1альним, бо серед цих елемент1в е 1.
У зв’ язку з цим детермшант системи (20) дор1внюе нулю (1, § 29)^ 

Позначимо цей детермшант буквою А. Отже, маемо:

А =

ап —1 ах а0
ап ап—1 а0

ап ап- 1 ...< * ! а0

@п —1 * * * 0-1 й0

ьт ьт. •.. ьл [й0 — ^(а,)]
Ьт Ьт - 1 ЬЛЬо —

Ьт Ьт - 1 . . . ЬЛЬо- я  К )]
Ьт Ьт —1 ••• Ьх [Ь0- я Ы 1

=  0

(21)

(вважатимемо, що на незаповнених мюцях стоять нул1).
0ск1льки а 1 —  дов1льний коршь /  (х), то детермшант А дор1внюе 

нулю для кожного а, (»' =  1, 2, ..., п). У зв язку з цим розглянеыо



многочлен

•(«) =

а п а п - 1 а г “о
йп ап—1 " • “ 1 “ о

а п ап~ 1 . . . «0
а п ап—1 а,

Ь т Ьт - 1 . . . Ъг Фо —  и)

Ь т Ьт - 1 • • • Ьг ф 0 —  и )

Ьт Ьт - 1 Ъг Фо —
Ът Ьт - \

. . . Ь1

т  ряд-
К1В

(22)

п  ряд-
К1В

(&! —  и )

Зрозум1ло, що Р  (и) е многочленом л-го степеня виносно и, бо чле
ни з Ь0 —  и зустр1чаються по одному разу в п р1зних рядках 1 р1зних 
стовпцях детермшанта. Коефщ1ент при старшому члеш ип дор1внюе 
(— \)па що можна легко встановити, враховуючи особливосп будови 
детермшанта. Справд!, через те що на незаповнених мкцях стоять ну- 
Л1, то ип дютаемо лише при множенш елеменпв першоТ диагональ 

Маючи на уваз1 (21), слщ зробити висновок, що числа §  (%), д  (а2), 
•••. 8  ( а п )  е коренями многочлена Р  (и). У зв’язку з цим за формула
ми Вгета маемо Ыльний член Р  (и) дор1внюе Р  (0)]:

8  («1) 8  («,) • • • 8  К )  =  ( -  1)" - К  ф  0),
V п

ЗВ1ДКИ

Р  (0 )  =  а™  д  ( а х) §  ( а , ) ,  8  К ) .

тобто р  (0) =  Я (/, ^).
Але Р  (0) можна дютати з детермшанта (22), якщо вважати в ньому 

и =  0. Отже,

к (Л в) =

а п ап—1 а0 •
ап ап- 1 а0

ап ап- 1
... й\ а0

а п ап- 1
. . . «0

ьт Ьщ—1 ... Ьг К '
Ьт Ьт—1 ь, К

Ьт Ьт—1 ... Ьг
Ьт Ът- 1 ... Ьу Ь0

т  рядк1в 

(23)

п  рядюв

Ця форма результанта 1 називаеться ф о р м о ю  С 1 л ь в е с т р а .  
Форма Слльвестра зручна тим, що результант у щй форм1 можна запи
сати дуже легко, бо безпосередньо виражаеться через коефщ1енти обох

многочлешв /  {х) I д  (х)- Досить лише записати пщряд т раз коефщ1ен- 
ти многочлена /  (х), а пот1м п раз коеф1щенти многочлена 8  (*). вщпо- 
в1дно розм1щуючи IX у детермшанп, як це показано в (23).

П р и к л а д .  Обчислимо дискримшант многочлена / (ж) =  х2 +  рх +  <7 за 
допомогою детермшанта С1львестра. Маемо: /' (дс) =  2х +  р. В 1Дпов1Дно до (23) Д1- 
стаемо (т =  1, п =  2):

1 р я
К ( Г ,П =  2 р 0 =  р2 +  4Ч- 2 р 2 =  4Ч- р * .

0 2 р
Тому за формулою (17) матимемо:

П ф  =  Р *~  4<7-

Форма С1львестра важлива ще й тим, що вона дае можливкть уза- 
гальнити поняття результанта, введене в п. 27. 2. Ми бачили, що при 
ап Ф  0 детермшант Ольвестра зб1гаеться з К (/, §), означеним форму
лою (10). Аналопчно, при Ът Ф  0 К (8 , !) Дор1внюе вщповщному де- 
термшанту Ольвестра. Але якщо ап — Ьт — 0, то означення (10) —
(11) результанта К (/, &) або К (8 , I) втрачае смисл, тод! як детермшант 
Слльвестра збериае смисл, хоч 1 набувае значения нуль.

У зв’язку з цим падало под результантом Я. (/, 8 ) деох многочлешв 
ми розумотимемо детермшант С1львестра для цих многочлешв.

Зауважимо, що при цьому новому означенш результанта власти- 
В1сть 1 може втратити смисл (при ап =  Ът — 0), але залишаеться в 
сшп р1вн1сть Я (/, 8 ) =  (— 1)шп #  (8 > /) (властивють 2), що можна пере- 
В1рити, переставляючи рядки детермшанта (23).

Ми вже зазначали, що при доведенш теореми 1 ютотну роль вщ - 
гравала умова, що ап 1 Ът одночасно не дор1внюють нулю. Оск1льки 
тепер результант збер1гае смисл 1 при ап — Ь„ =  0, то природно роз- 
глянути питания про те, як слщ формулювати цю теорему для узагаль- 
неного означення результанта. Вщповщь на це питания дають теоре
ми 3 1 4.

Теорема 3. Якщо результант Н (/, 8 ) доровнюе нулю, то або
а) многочлени /  (х) 1 8  {х) мають стльний коршь, або б) обидва 1х  стар
ше коефщоенти доровнюють нулю.

Д о в е д е н и я .  Очевидно, досить показати, що коли при
#  (/> 8 ) — 0 випадок б) не мае М1сця, то неодм1нно справджуеться вис
новок а). Припустимо, що Я (/, =  0 1 що ап 1 Ьт одночасно не пере-
творюються в нуль, тобто, наприклад, ап Ф  0. Але тод1 нове означення 
(23) результанта зб1гаеться з означениям (10) 1 до того ж справджують- 
ся умови теореми 1. Отже, /  (х) 1 8  (*) мають сп1льний кор1нь.

Теорема 4. Якщо многочлени ]  (х) г 8  (х) мають сшльний коршь, 
то Я (/, 8 ) доровнюе нулю.

Д о в е д е н и я .  Якщо хоч один 13 старших коеф1щент1в ап, Ьт 
В1ДМ1ННИЙ в1д нуля, то (аналопчно попередньому) можна застосувати 
теорему 1. Якщо ж ап =  Ьт =  0, то р1вн1сть нулю результанта вип
ливае безпосередньо з того, що в детермшанп Ольвестра вс1 елементи 
першого стовпця е нуль

27.5. Розв’язування системи алгебра'йних р1внянь. Нехай дано 
систему двох алгебраТчних р1вняиь з двома невщомими з коеф!Ц1ента-



ми 13 Р. Розм1стивши члени цих р1внянь за степенями ОДНОГО НеВ1- 
домого, матимемо:

/(х , у) =  ап (у) хп +  а„_! (у) хп~ 1 Ц- ••• +  аг (у) х +  а0 (у) =  О,
8  (х, у) =  Ът (у) хт +  6т _] (у) хт-1 +  . . .  +Ь А У ) X +  Ь0 (у) =  0. ( ’

Розглядаючи у  як параметр, побудуемо для многочлешв /  (х , у) 1 
8  (х , У) результант Я (/, д):

ап (У) ап- 1 (У)
ап (У) ап- 1 (У)

аг (У) аа (у)
(У) а0 (У)

ап (у) ап—1 (У) «1 (у) ао (у)

Ьт(У) Ьт~ 1 (У) 
Ьт(У) Ьт- 1 (У)

ап (У) оп_, (у) 
*1 (У) Ьа (у)

*1 (У)

(у)

Ь0 (у)

а0 (У)

Ьт(у) Ьт-\(У) •••
Ьт (У) Ьт _ , (У)

Ь\ (у) ь0 (у) 
(У) ь0 (у)

Позначимо цей результант через Я (у):

Я (Л §) =  Я (у).<!{
Як видно з (25), Я (у) дютаемо з коефвденпв а1 (у) 1 Ь,- (у) за допо

могою Д1Й додавання 1 множення. Тому результант многочлешв /  (х, у) 
г д  (х, у) е многочленом вьд у  над тим самим полем Р. Позначимо стетнь 
многочлена Я (у) через I. Можна довести \ що стетнь Я (у) не пере- 
вищуе добутку степетв многочлетв /  (х, у) I §  (х, у) (вщносно обох змш
них х  1 у). Многочлен Я (у) мае в пол1 розкладу I корешв рх, р2, ..., рь 
тобто Я фк) =  0 (к =  1 ,2 , ..., /). Але те, що результант дор1внюе ну
лю, на основ! теореми 3 означае, що многочлени

/  (х, Р*) =  ап ( У  хп +  а„_! (Рй) х п~х +  . . .  +  а1 (р*) х +  а0 (рл),
8  (х, РА) =  Ьт (Рй) хт +  Ьт —1 (р/г) хт - 1 +  ••• + Ь г (р*) х  +  Ь0 (рД

або мають сшльний коршь, або Тх старцп коефвденти ап (Р )̂ 1 Ът (рй) 
дор1внюють нулю. Розглянемо обидва випадки.

а) Хоча б один з коефгщентьв ап (РА), Ьт (р;,) не дор1вшое нулю.
У цьому випадку многочлени /  (х, р )̂ 1 §  (х, рл) мають сшльний ко

ршь. Позначимо його через ак. Пара (ак) рл), очевидно, е одним з роз- 
в’язк1в системи (24), бо /  (ак, р̂ ) =  §  (ак, Рд,) =  0. Зауважимо, що 
для даного значения рй ми можемо мати не один, а юлька сшльних ко
решв многочлешв /  (х, р*) 1 д  (х, р̂ .), наприклад а'к 1 а*. Тод1, очевид
но, обидв1 пари (а*, РА) 1 (а*, р*) е розв’язками системи (24).

б) Обидва коефщгенти ап (рА) * Ьт (рА.) дор1вшоють нулю.
У цьому випадку, везважаючи на те, що результант дор!внюе нулю,

1 Див., наприклад: О к у н е в  Л . Я- Вища алгебра. К ., «Радянська школа», 
1954, § 55. Це твердження називаеться теоремою Безу.

I (х, Р*) 1 8  (х, Рл) можуть не мати сшльного кореня. Якщо це так, то 
коршь результанта р* слщ вщкинути. Проте може статися, що й у цьо
му випадку многочлени /  (лг, р*) 1 д  (х, РА) мають стльний коршь а к. 
Тод1 знову (ак, РА) е розв’язком системи (24).

Щоб знайти вс1 розв’язки системи (24), треба аналопчно розгляну- 
ти вс1 корен! результанта Я (у)-

Зауважимо, що кр1м знайдених таким способом розв’язшв шяких 
1нших розв’язк1в система мати не може. Справд1, якщо (а, Р) — до- 
В1льний розв’язок системи (24), то многочлени

/(х, Р) =  ап (Р) х п +  ап-\ (Р) хп~ 1 +  ••• +  ах(Р)х+  а0(Р), 

д  (х, Р) =  Ьт (р) хт +  Ът—1 (Р) хт- ‘ +  .• . +  Ьх (Р) х +  К  (р)

повинш мати сшльний коршь а. Але тод1 за теоремою 4 результант 
Я (у) цих многочлешв при у  =  р мае дор1внювати нулю: Я (Р) =  0. 
Отже, р е одним з корешв результанта.

Як висновок з усього сказаного можна запропонувати таку схему 
дш при розв’язуванш системи двох р1внянь з двома невщомими.

1. Побудувати результант (25) 1 знайти вс1 його кореш.
2. Знайдений коршь Рй (к =  1, 2, ..., /) шдставити в многочлени 

системи (24). Д 1станемо многочлени /  (х, Р4) 1 д  (х, рл).
3. Знайти сп1льний найб1льший д1льник с!к (х) многочленов /  (х, р*)

' 8 (х, Р к)-
4. Розв’язати р1вняння й к (х) =  0. Корен1 цього р1вняння а*,, 

ак2, ..., а кр е, очевидно, сп1льними коренями многочлешв /  (х, РА)
1 8  (х> Рй)-

5. Скласти систему пар (а*,, РА), (а*„ рй), (акр, р*). Ц1 пари 
е розв’язками системи (24), як1 в1дпов1дають кореню Р̂ .

Дп 2—5 слщ виконати окремо для кожного з корен1в Рй (к —
=  1 ,2 .......  /). При всьому цьому слщ мати на уваз1, що для деяких
корешв результанта може не 1снувати сшльних корешв многочлешв 
I (х, Р/,), 8  (х, РА). Це може бути тод1, коли ап (рА) =  Ът (р*) =  0. Оз- 
накою в1дсутност1 сп1льних корен1в, очевидно, е те, що многочлени 
I (х, Р,г) 1 д  (х, рА) взаемно прост!, тобто що с!к (х) =  1.

У тих випадках, коли кореш а 1 одного з многочлешв /  (х, р )̂,
д  (х, рл) легко знайти, шукати найбшыний сп1льний дольник йк (х) не- 
доц1льно; досить перев1рити, як1 з корен1в а,- е коренями 1 другого мно
гочлена.

Ми розглянули як розв’язуеться система двох алгебра'Тчних р1в- 
нянь з двома невщомими. Цю теорда можна застосувати 1 до розв’язу
вання системи 5 алгебраТчних р1внянь з 5 невщомими. Розглянемо в за- 
гальних рисах, як розв’язуеться система 3-х р1вняньзЗ-ма невщомими. 
Нехай маемо систему:

[ А  (х, У, г) =  0 ,

| /г  (х, У, г) =  0 , (2 6 )

I /з (х , у, г) =  0.



Розмктивши многочлени / ь  /2, /з за степенями змшноТ х, знайдемо ре
зультанта

^1 (/1» / 2) * ^2 ( /2> /з)-
Очевидно, це будуть многочлени В1д двох невщомих у , г:

(/1. / 2) =  (У, г) 1 Я2 ( /2, / 3) =  Я2 (г/, г).
Дал1, розм1Стивши щ многочлени за степенями змшноТ у, знаходимо 
Ух результант

/?,) =  Д (2).
Нехай 7 — якийсь з корешв результанта Я (г). Поставивши г =  у 

в результанта (у, г) 1 (у, г), знаходимо сшльний коршь у =  |3
многочлешв /?х (у, у) 1 # 2 (у, 7 ); дал1, поставивши у  =  0, г =  у  у мно
гочлени / 1( /2, / 3, знаходимо сшльний коршь а  трьох многочлешв
к  (*. Р. V). /2 (х, Р, у), к  (х, Р, V)-

Тр1Йка елеменпв а , р, у  1 е одним з розв’язюв системи (26).

П р и к л а д  и. 1. Розв’язати систему

/  (*, </)==(</- 1) х2 — ух +  1 =  О,

8(х, у) =  (у— 1)х* +  3х +  у — 6 = 0 . 
61

К (у) '•

У —  1 

О
У -  1 

О

— у
У —  1

3
У -  1

1
—  У 

у - 6 
3

=  2 ( у  —  1) (|/3 — 9(/2 +  24у — 20).

0
1 

0
у - 6

Анал1зуючи многочлен у3 —  9у1 +  24у —  20, встановлюемо, що в!н мае рацю- 
нальний коршь у =  2, а пот!м розкладаемо його на множники. Матимемо: Я (у) =■ 
=  2 (у —  1) (у —  2 )2 (у —  5). Отже, коренями результанта е числа рх =  1, ($2 з =  2, 
Р4 =  5. а) Рх =  1.

/(х, рх) =  - х + 1 ,

8(х, Рх) =  Зх —  5.

Сшльного кореня немае. Розв’язку системи, який в1дпов1дав би кореню результанта 
Р( =  1, немае. Це стае зрозум1лим, коли врахувати, що при рх =  1 старцп коефщь 
енти перетворилися в нуль, 

б) Р2,з =  2.
Нх, р2) =  х2 — 2 х +  1,

§(х, Р2) =  х2 +  Зх —  4.
Тут сшльний коршь а 2 =  11, отже, =  1, Р2 =  2 е розв’язком системи. 

в) р4 =  5.
Нх, Р1 >=  4х2 — 5 х +  1, 
ё(х, Р4) =  4х2 +  3 х —  1.

Сшльний коршь а 4 =  Отже, а 4 — Р4 =  5 —  ще один розв’язок системи.

2. Застосуемо викладену т е о р т  до прикладу, який ми розглядали у вступ! до 
цього параграфа:

/ (х, у) =  х2 +  у2 —  а =  0, 
йг

Виключаючи нев!доме х в!домими з школи методами, ми д1стали р!вняння (п. 27.1):

у4 —  ау2 +  Ь2 =  0. (28)

Знайдемо тепер результант многочлешв / (х, у) 1 д (х, у):
1 0 у* —  а

К (У)= У ~ Ь  0 =  у4 — ау2 +  Ьг.
0 у — Ь

Отже, л1ва частина р1вняння (28) е шчим шшим, як результантом.

Зауважимо, що взагал1 виключення невщомих методами елемен- 
тарноТ алгебри в биы посп випадшв 1 е знаходженням результанта. 
Попм за коренем Р результанта знаходять сшльний коршь многочле
шв /  (х , Р) 1 §  (х , Р). Сшльшсть кореня перев1ряють постановкою, що 
обов’язково ели робити при розв’язуванш таких систем у школь 

Ми в цьому параграф! виходили з того, що вм1емо розв’язувати за
дачу знаходження у а х  корешв многочлена вщ одшеТ змшноТ. Насправ- 
Д1 ми лише знаемо, що таку задачу в принциш можна розв’язати, ос- 
к1льки для будь-якого многочлена одшеТ змшноТ степеня п кнуе п ко
решв у пол1 розкладу. Що ж до м е т о д 1 в знаходження корешв, 
то вони нам поки що В1ДОМ1 пльки для многочлешв нижчих степешв 
(1, § 17). Деяк1 методи знаходження корешв многочлешв над числови- 
ми полями будуть розглянуп в роздш  VII.

Р  о з д  I л VII

МНОГОЧЛЕНИ НАД ч и с л о в и м и  п о л я м и

§ 28. ОСНОВНА ТЕОРЕМА ТЕОРИ МНОГОЧЛЕШВ

28.1лВступн 1 зауваження. Перейдемо тепер до вивчення спещаль- 
них властивостей многочлешв з числовими коефщентами, тобто много
члешв над числовими полями. Важливють щеТ теми обумовлена тим, 
що багато задач з р1зних галузей математики, природознавства, техш- 
ки, економ1ки зводяться до розв’язування 1 досл1дження алгебраТчних 
р1внянь чи систем таких р1внянь з дшсними або комплексними коеф1- 
шентами. У зв’язку з цим саме теор1я многочлешв з числовими кое- 
фшентами становила основний предмет алгебраТчно'Т науки до середи- 
ни XIX  ст., на баз! якого виникли 1 розвинулись сучасш уявлення про 
юльця, поля та шип алгебраТчш структура 1 про многочлени над абст- 
рактними полями.

Особливе значения мае вивчення властивостей многочлешв над чис
ловими полями для вчител1в, осюльки в школ1 розглядаються лише та- 
К1 многочлени 1 В1ДПОВЩН1 алгебраТчн1 р1ВНЯННЯ.

Як було показано в п. 21.5, для многочлешв над числовими полями 
алгебрсйчне та функцюнальне тлумачення щлком ровноправт. Це озна
чав, що так! многочлени можна розглядати як функца дшсноТ чи ком-



плексноТ змшноТ 1 застосовувати до них означення та твердження, вста- 
новлеш для таких функцш зокрема, поняття 1 властивосп неперервно- 
ст1. У цьому р о зд 1Л1 ми будемо дотримуватись ф у н к ц 1 о н а л ь -  
н о г о погляду на многочлени, осюльки вш використовуеться при 
встановленш кнування 1 дослщженш числа та розмщення корешв 
р1вняння з числовими коефЫентами 1 вщповщае як кторичному роз- 
витку алгебри, так 1 змкту сучасно'Г шюльноТ програми.

У п о п е р е д ш х  р о зд 1лах ми вивчали в о сн о в н о м у  Т1 властивост1 м н о
го ч л е ш в , я к 1 не зал еж ал и  в щ  т о г о , д о  я к о г о  о сн о в н о го  поля  н ал еж ать  
Тх к о е ф ш к н т и , е сшльними для  р 1зн и х  та к и х  п ол !в  1 д о п у ск а ю т ь  еди- 
не д овед ен и я . Так, хоч  р озк л а д  м н огочл ена на н езв щ ш  м н ож н и ки  не 
б у д е  ОДНИМ 1 ТИМ СаМИМ у  р13ННХ ПОЛЯХ, ЩО М1СТЯТЬ й о го  коеф1Ц1внти, 
п р оте  сшльна властивкть (сам е вон а нас 1 щ к а в и л а  в р о з д ш  V) п ол я - 
гае в т о м у , щ о  в дов1льн ом у  та к ом у  ПОЛ1 цей р озк л а д  м ож л и ви й  1 для 
д а н о го  поля  единий. Сшльними для в с 1х  п о л 1в Р  е т а к о ж  в л а ст и в о е п  
о п ер а щ й  у  юльш м н огоч л еш в  Р [х], основш ф акти  те о р и  п о д 1Л ьност1 
м н огоч л еш в , в л а сти в о ст1 си м етри чн и х  м н огоч л еш в  тощо. Звичайно, 
в с 1 щ в л а ст и в о сп  м а ю ть  М1сце 1 для м н огочл ен  1 в над д ов ш ьн и м  чи сл о- 
вим полем .

Важливнми властивостямн многочлена е наявшсть, число 1 розмь 
щення його корешв. Приступаючи до вивчення цих питань, ми вже не 
можемо розраховувати на те, що вщповщш властивосп многочлешв не 
залежатимуть вщ вибору основного поля Р. Адже той самий много
член може мати кореш в одному 1 не мати Тх у другому т ш .  Так, мно
гочлен /  (х) =  х2 +  1 не мае корешв у пол1 дШсних чисел, але мае два 
кореш ±  ( в пол1 комплексних чисел.

Як було встановлено в § 23, для кожного многочлена [ (х) з шльця 
Р [х\ кнуе свое п о л е  р о з к л а д у ,  а саме таке розширення Ь по
ля Р, в якому многочлен /  (х) розкладаеться в добуток лшшних множ- 
ник1в. Серед числових пол1в найб1льш важливу властивкть мае поле 
С ус1х комплексних чисел. Виявляеться, що полем розкладу для будь- 
якого многочлена [ (х) над полем С е саме поле С, тобто в пол1 комплек
сних чисел будь-який многочлен розкладаеться на лш йш  множники. 
1ншими словами, поле С алгебршчно замкнуте 1 е единим чйсловим по
лем, яке мае цю фундаментальну властивкть.

У зв’язку з цим важливим е вивчення властивостей многочлешв з 
комплексними коефщшнтами або шлих рацюнальних функщй комп- 
лексноТ змшноТ. У цьому роздш  комплексну змшну позначатимемо 
буквою г.

Головним результатом дослщження питания про кнування коре
шв алгебра'Тчних р1внянь над полем С е так звана основна теорема тео
ри многочлешв, зпдно з якою дов1льний многочлен ненульового сте
пеня з комплексними коефщкнтами мае хоча б один комплексний ко
ршь. Цей важливий факт, р1внозначний згадашй вище властивоеп ал- 
гебраТ'чно'Т замкнутосп поля С, лежить в основ1 класнчно! теори мно
гочлешв, метод1в дослщження 1 розв’ язування алгебра'Тчних р1внянь.

Саме тому ця теорема рашше називалася основною теоремою алгеб
ри. Проте цю традицшну назву тепер вважають застаршою, осюльки 
предмет сучасно'Т алгебри далеко не вичерпуеться теоркю алгебраТчних

р1внянь. 1снуе багато доведень основно'Т теореми теори многочлен 1 в. 
Ми наведемо доведения Ейлера — Гаусса, яке вважаеться «найб1лын 
алгебра'Тчним». Хоч I воно спираеться на функцюнальш властивосп 
многочлешв (зокрема, на Тх неперервшсть у пол1 Д1й с н и х  чисел), про
те, пор1вняно з 1ншими доведениями, використання таких властивостей 
зведено тут до м1шмуму.

28.2. Властивосп’ модуля многочлена. Розглянемо спочатку вла
стивоеп модуля многочлена.

Теорема 1. Якщо /  (г) — многочлен ненульового степеня, то для 
довольного додатного числа М можна знайти таке число N, що при 
| г | >  N виконуеться нер1вн1сть \ [ (г) \ >  М.

Ц е твердж енн я озн ачае, щ о  | /  (г) \ н еобм еж ен о зр о ста е , к ол и  т о ч 
ка г  н еобм еж ен о вщ дал я еться  в щ  п оч а тк у  к оор ди н а т, б о  я к и м  би  в е 
ликим  не б у л о  чи сл о  М , | /  (г) | п ереви щ увати м е М , я к  Т1л ьки  в щ стан ь  
точ к и  г  в щ  п оч атк у  к оор д и н а т  бу д е  б 1льш а за в щ п ов щ н е N .

Д о в е д е н и я .  К о р и ст у ю ч и сь  в л асти востя м н  м од ул я  к ом п л ек с
н о го  чи сла , маемо:

|/(г)| =  | а„2" +  а „_12" - 1 +  ••• + а 1г + а 0\>
> \ап\• |г|п —  \ап- хгп- 1 +  + а 1г +  а0|. (1)

Але
| ап-\гп~ х +  * • • +  ох2 +  а01 <  I ап-\ Н  2 Г-1 +  * * * +

~Н а11 * 12 1 “Н  ^  ^  ' П 2 1" +  |2 1 +  1] — ^  ^г |̂__ 1 > (2)
де Л — найб1льший з модул1в коефщкнпв | а„_1 [, ... | | а0 1.
Якщо накласти на змшну г (яка до цього часу була довшьним комплек- 
сним числом) додаткову умову

12 1 >  1» (3)
то

л 1г Г — 1 ^  л 1г Г
Л | г | —  1 < Л  [ 7 1 - Т  • ^

Пщсилюючи за допомогою нер1вностей (2) 1 (4) нер1вшсть (1), маемо:

1 [ (г)| >  1 1 • |2 Г -  А ТМ ^ Т-  Ч  2 Г ' ' А . ^

При необмеженому зростанн1 | г \ стане б1льшим за число

л '.  =  - г а - + ! - и

Для таких значень г справджуеться нер1вн1сть
Л 1 ап I

| г | —  1 ^  2 *

I тому
I ап I • 1г| | ап | —  А _______ . . ___________А  .  , . _ I ап I _  I ап I /74

|г | —  1 1 л| |г| —  1 1 " I  2 2 '  '  '



Коли | 2 |, задовольняючи нер1'вш'сть (3), задовольняе I нер1вшсть 
(6), тобто коли

| г | > т а х { 1, Л }̂ =  Л ,̂ (8)
то на пщстав! (5) 1 (7) можна записати:

(9)
Покажемо тепер, що при достатньо великих | г | величина | /  (г) | 

буде б1льшою В1д наперед заданого числа М . Справд!, при

2 |> 5 / 2 М_
У К 1

справедлива нершшсть

> 2 М \ а п  I
I <3,1 |

= м.

К Н * Г
А I г I
I г I — 1 =  г I г | — | ап I — А 

1* 1 - 1
> 0 ,

( 10)

(П)

Якщо при цьому також справджуеться нер1вшсть (9), то з (9) 1 (11) ви
пливае | /  (г) | >  М. Через те що нер1вшсть (9) справедлива для тих 
г, що задовольняють умову (8), а нер1вшсть (11) — для тих, що задо- 
вольняють умову (10), то потр1бна нам нер1вшсть | /  (г) | >  М  справ- 
джуватиметься для вс1х г, яю  задовольняють обидв! щ умови, тобто 
для яких | г | >  ДГ, де

Зрозум1ло, що таке N  можна знайти для довшьногододатногоМ. Тео
рему доведено.

3 нер1вностей, встановлених при доведенш щеТ теореми, можна без
посередньо Д1'стати таю важлив1 насл1'дки:

Наслг'док 1. Многочлен /  (г) =  апгп +  ... +  ахг +  а0 може мати
тольки тако корень, модуль яких менший вод числа

Л," " 1 +  Т ^ Г ’ (12)
де А е найбольший з моду лов коефоцоентов | а„_  1 |, ..., | ах |, | а0 1.

Справд!, якщо г — дов1льне число, причому | 2 | >  АГ0,-тобто | г | >
>  1 +  аб°  | ап | - | г 1 — | ап | — А  >  0, то нер1вшсть (5)
показуе, що \ /  (г) | >  0, тобто г не е коренем /  (г). Зауважимо, що не- 
р1вн1сть (5) справедлива лише для \ 2 \ >  1, але коли г >  А̂ 0, то зро-
зум1ло, що й I 2 I >  1 , бо #0 =  1 +  -А ., >  1.

I I
НаелIдок 2. При | г | >  Л̂0 =  1 +  модуль старшого члена

многочлена /  (г) больший за модуль суми всох онших членов цього много
члена. Справд!, якщо | г | >  Ы0, то | ап | . | г | —  | ап | —  А >  0, тому

Але з нер1вностей (2) 1 (4) дктанемо:

>  | ап- 1гп~ 1 +  ••• +  ахг +  а0|.

Отже, остаточно

при | г | > # 0 =  1

Застосування доведеноТ теореми 1 а наслЦюв до окремого випад
ку —  многочлена непарного степеня над полем К дшених чисел —  дае 
змогу встановити такий важливий факт.

Теорема 2. Многочлен непарного степеня над полем К дшених чи
сел мае принаймно один дойсний тронь.

Д о в е д е н и я .  Нехай
/  (х) =  апхп +  ап-\хп~х +  * - - +  ахх +  а0

многочлен з Д1йсними коефшентами, 1 змшна х  набувае лише значен
ия дшених чисел. В цьому випадку /  (х) можна розглядати як функ- 
Ц1Ю дшсноТ змшноТ. Як вщомо з курсу анал1зу, ця функщя неперервна 
на веш дшешй ос1. Згщно з наслщком 2 попередньоТ теореми, при до
сить великих числових значениях | х | модуль старшого члена | апхп \ 
биьший за модуль суми вс1х шших члешв цього многочлена. Тому при 
таких значениях х  числове значения многочлена /  (х) мае знак, який 
збшаеться з знаком старшого члена апхп. А осюльки п — непарне чис
ло, то при х ->  +  с» 1 при х ->  — с» старший член апхп набувае про- 
тилежних знаюв. Тому при досить великих | х | числов1 значения /  (х) 
будуть р1зн1 за знаком залежно в1д того, додатним, чи В1д ’емним буде 
значения змшноТ х.

Отже, 1снують значения х =  а 1 х =  Ь таю, що /  (а) 1 /  (Ь) будуть р13- 
ш за знаком. Але тод1, зпдно з теоремою Больцано — Конн, вщомою 
з математичного анал1зу, в (а, Ь) кнуе принаймш одна така точка I, 
в як1й /  (х) перетворюеться в нуль, тобто /  (|) =  0. Теорему доведено.

28.3. Доведения основноТ теореми теорп многочлен 1 в. Доведемо 
спочатку таку теорему.

^Гсо^щ ^^К ож ний многочлен степеня п >  1 з  дойсними коефоцоен- 
тами мае принаймно один комплексний коронь.

Д о в е д е н и я .  Насамперед зауважимо, що будь-яке натуральне 
число п можна записати так: п =  2к - </, де к —  Ц1ле невщ’емне число, 
а <7 — деяке непарне натуральне число.

Нехай /  (г) =  апгп +  ап- Хгп~х +  ... +  ахг +  а0 —  будь-який
м ногочл ен  з Д1йсними коефщ1ентами степеня п =  2к-д. Теорему дово- 
дитимемо методом математично'Т шдукца по к. При к — 0 показник 
степеня /г =  </ — непарне число, тому, за теоремою 2 (п. 28.2), дово- 
джуване твердження справедливе. Припустимо тепер, що теорема 3 
справедлива для будь-якого многочлена з дшсними коефщ1ентами сте
пеня 2 к~ 1 - <7, тобто для многочлена, степшь якого дшиться на 2*-1 
1 не д1 литься на 2 к, 1 доведемо, що тод1 вона справедлива 1 для будь-яко
го многочлена з досними коефщ1ентами степеня 2 к • д.

I



Для многочлена /  (г), що розглядаеться над полем С комплексних
чисел, 1снуе поле розкладу С. У пол1 С /  (г) мае п корешв (п. 23.3). 
Позначимо IX символами а 1( а 2, ..., а„. Виберемо тепер дов!льне Д1Й-
сне число т 1 в1зьмемо ва  можлив1 елементи поля С, що мають вигляд 
Р// =  а1а 1 +  г (ос, +  осу), I <  /. Число таких елемецпв $ц дор1внюе, 
очевидно, числу комбшацш з /г елеменпв по два, тобто

С\ =  =  2 * -^  (2 ^  _  =  2*-> . Чи

де ^   ̂ (2*<7 — 1) — непарне число.
Розглянемо тепер многочлен

Ф(г) =  П  (г —  Р/у),
Ш < ! )

коренями якого е числа |3,у 1 тальки вони. Степшь многочлена ф (г), 
очевидно, дор1внюе 2*-‘ • <7Х. Осюльки г — дгёсне число, то коеф1щен- 
ти ф (г) е многочленами вщ (3,у I, отже, вщ ос(., а, з Д1йсними коефщ1ен- 
тами. Легко зрозумгги, що будь-яке переставлення елемент1в а и ос2, ...

а „, очевидно, приведе Т1льки до переставлення лшшних множни- 
К1в многочлена

ф(г) =  П  (2 — р , / ) =  П  {г — [а 1а 1 +  г (а 1 +  а,)\},
Ш <!) ‘ .ЦК/)

а сам многочлен ф (г) вщ цього не змшиться. Осшльки многочлен ф (г) 
не змшюеться при будь-якому переставленш елемент1в а 1у ос2, ..., ап, 
то, отже, не змшюються 1 його коефЫенти. Тому коеф1щенти много
члена ф (г) — симетричш многочлени вщ ос  ̂ а 2, ..., а„ над полем К 
Д1йсних чисел.

Але осюльки ос1( а 2, ..., а „ — кореш многочлена /  (г) з Д1йсними 
коефвдентами, то, за наслщком з основноТ теореми про симетричш 
многочлени (п. 26.2, теорема 3), коефЩенти многочлена ф (г) — дшс- 
ш числа. Тому, за припущенням шдукцп, многочлен ф (г) мае принайм- 
ш один комплексний коршь. Але осюльки коренями многочлена ф (г) 
е Т1льки елементи а ;ос/ +  г (а1 +  ос;) (I < ; /), то принаймш один з цих 
елемент1в повинен бути комплексним числом.

Отже, яке б ми не взяли дШсне число г, можна вказати таку пару
шдекав /, у (1 <  / <  /г, 1 <  /' <  п), що елемент а,.а/ +  г (а1 +  « /)
поля С е комплексним числом. Р1зним дшсним числам г 1 г' вщповща- 
тимуть у цьому розумшш р 1зн 1 пари шдекав. Але осюльки множина 
дшсних чисел несюнченна, а число вах  можливих пар шдекав сюн- 
ченне, то можна вибрати таю два р!зш дШсш числа 1 г2, що 1М вщ- 
повщатиме та сама пара шдекав I, /, для яких[

ос(осу +  /4 (ос, +  ос,) =  Ух. (14)

+/■»(«<+ «/) =  ?• О5)
е комплексна числа.

Вщнявши почленно ш р1ВН0СТ1, д1станемо (г, —  г2) (а, +  а/) =  
?х — 7г. звщки

У. —  Уг (16)« , + « /  =  т 4 т т ^1 2
Пщставивши знайдене значения суми в (14), д1станемо:

„  „  | „ VI Уг   «.I / +  1 ~Г~~г------VI»' 1 Г2
ЗВ1ДКИ

«<«/ =  VI — г1 3 ~ -  (17)' 1 2
Як бачимо, сума а, +  а/ 1 добуток ос,сх/ —  комплексш числа. Але то- 
Д1 з (16) 1 (17) можна знайти а, 1 ау, як1, очевидно, теж е комплексними 
числами. Числа ос, 1 а/ можна знайти, наприклад, як кореш такого- 
квадратного р1вняння:

г2 —  (а,- +  а,) г +  а са, =  0.
Таким чином показано, що серед корешв а ,, а2, ..., а п многочлена 

/  (г) е навпъ два комплексн1 корен1. Цим теорему доведено.
Теорема 3 формулюеться для многочлешв з Д1йсними коеф1Ц1ента- 

ми. Доведемо тепер аналопчну теорему для б1льш широкого класу 
многочлен1в з комплексними коефЫентами — основну теорему теори’ 
многюзден1в.

I Теорем а 4. Довыьний многочлен ненульового степеня з комплек
сними коефьщентами

/  (г) =  апгп +  ап-\гп~х +  - • • +  ахг +  а0
мае хоча б один комплексний коршь.

Д о в е д е н и я .  Нехай
/  (г) =  апгп +  ап-\гп~ х +  • • ♦ +  а,г +  а0

е многочлен степеня п >  1 з дов1льними комплексними коефМентами. 
В1зьмемо многочлен

}  (г) =  апгп +  а „_\гп~' +  • - * + Ъ уг + а 0,
де а( (I =  0, 1.......  п) е комплексне число, спряжене з числом а1г 1 роз
глянемо добуток

8 (г) =  /  (г) • /  (г) =  &2„22п +  Ь2п-1г2п~ 1 +  - - • +  Ьхг +  &0.

де Ь* =  2  а^ /, & =  0, 1, 2, ..., 2/г.
<+/-*

Згщно з властивостямн спряжених комплексних чисел

Ьк =  2  /+/=*
тобто вс1 к оеф 1Ц1енти многочлена ^ (г) — Д1й сн 1 числа. Тому за теоре
мою 3 многочлен % (г) мае принаймш один комплексний коршь а  1, от
же, ф (а) =  /  (а) • [  (а) — 0. Таким чином, або /  (а) — 0, або /  (а) — 0.
У першому випадку число а  е коренем многочлена /  (г). Якщо маемо



другий випадок, тобто якщо /  (а) =  апаП +  ап- 1ап-1 +  ... +
+  ао =  0, то, замшивши в щй р^вносп вс1 комплексш числа спряже- 
ними з ними числами, дктанемо р1вшсть

а па п +  а п—\<хп +  • • • +  а га  а 0 —  / (а) =  О,

тобто число а е коренем многочлена /(г ) ,  \ тому теорема знову 
правильна.

§  29. Н А С Л 1 Д К И  3  О С Н О В Н О !  Т Е О Р Е М И  Т Е О Р И  М Н О Г О Ч Л Е Ш В

29.1. Рпзклдд [Щ)ГПЦПРПП Ч1П ППППМ---И«..ППП1ГГ-НИУ ЦЦГРД у ипЯу-р̂ ц
Л1Н1ЙНИХ й но^щщв- 3 основноТ теореми теорп многочлешв дютаемо 

^ Ж Г 1ВЖливи^?ас!шдк1в. 
щ )  Кожний многочлен, степшь якого вищий за одиницю,

звитииу пол1 комплексних чисел.
Д о в е д е н и я .  Нехай /  (г) — многочлен степеня п >  2. За ос

новною теоремою теори многочлешв, 1снуе хоча б один коршь г0 цього 
многочлена. За наслщком з теореми Безу (п. 23.1) I (г) Д1литься на 
г — 20, тобто /  (г) — (г —  г0) • (г). Через те що степень /  (г) б1лыний
за 1, то /, (г) е многочленом ненульового степеня. Цим 1 доведено звщ- 
шсть /  (г) у пол1 комплексних чисел.

/Т '| того щоб многочлен був незводним у поло комплексних
К^чиЬел, неооходно о достатньо, щоб його степшь доровнював одинищ.

/Г Ч  |феорерцъЗш. Кожний многочлен п-го степеня над полем комплексних 
\^)чидел единим способом (з точшстю до порядку множнишв) розкладаеть

ся на лонойно множники в цьому поло
Н 2) =  ап(г —  г ^ г  —  г2) . . .  (г — г„), (1)

д е  ги  г2, . . . ,  г „ —  корень, а ап —  старший коефоцоент многочлена I (г).
Д о в е д е н и я .  За теоремою 8 п. 22.7, кожний многочлен над по

лем С можна розкласти у добуток незвщних многочлешв у цьому пол1, 
причому щ многочлени визначаються однозначно з точшстю до стало- 
го множника: /  (г) =  (г) - /2 (г) ... }т (г). Але в пол1 комплексних
чисел кожний незвщний многочлен мае перший степшь. Отже, число 
множник1в т повинно дор1внювати степеню даного многочлена п I кож
ний з них е Л1н1йним двочленом. Дал1, осюльки (к (г) визначаються з 
точшстю до сталого множника, вважатимемо, що в кожному з них стар
ший коефщ1ент дор1внюе одиниш, тобто }к (г) — г +  ак. Тод1 /  (г) мо
же вщр 1знятися вщ добутку всIX (к (г) лише сталим множником, тоб
то

/(г ) =  А (г  +  а х)(г +  а2) . . .  (г +  а„).
Але легко бачити, прир1внюючи старцп коефаденти в обох части- 

нах щеТ р1вност1, що А — ап. Дал1, —  а и — а 2, ..., — а п е коренями 
многочлена /  (г), бо /  (—ак) — 0. Тому щ числа позначимо через 
г 1( г2, .... гп. Таким чином, замшюючи А через ап 1 —ак через гк, Д1- 
стаемо шуканий розклад (1). Осюльки стал! множники для незвщних 
многочлешв /к (г) тут щлком визначеш, то розклад (1) однозначний 
з точшстю до порядку множниюв. Теорему доведено.

3 розкладу (1) випливае, що жодне комплексне число, вщмшне вщ 
чисел гъ  г2, ..., г„, не може бути коренем многочлена /  (г).

Осюльки шд числом корешв многочлена в даному пол1 розумшть 
число лонойних мноэюншсов многочлена в цьому пол1 (п. 23.1), то переко- 
эдемось у справедливое™ такого твердження:

Теорем а 3. Многочлен п-го степеня мае в поло комплексних чисел 
п коренов.

Ця теорема свщчить про те, що результати наших дослщжень у ч. I 
курсу вщносно числа корешв 3-го 1 4-го степешв, а також двочленних 
р^внянь дов1льного степеня не були випадковими, а вщбивали загаль- 
ну законом1рн1сть, властиву вам алгебрашним р1внянням.

Ми бачимо також, що ва  корен 1 многочлена /  (г) над полем С ком
плексних чисел належать цьому самому полю С, тобто полем розкладу 
будь-якого многочлена /  (г) з комплексними коефоцоентами е поле С ком
плексних чисел.

Отже, поле С комплексних чисел е алгебраочно замкнутим. ]
Ш результати показують, що вивчаючи многочлени з числовими 

коефщентами, лише при переход! до комплексно!" обласп можна ство- 
рити загальну теорда алгебраТчних р1внянь. Справд1, в1домо, що поле 
рашональних 1 поле д^йсних чисел не е алгебраТчно замкнутими: р1в- 
няння, коеф1щенти якого належать до поля О або К, може зовам не 
мати корешв у цих полях, або може мати лише деяш кореш; решта ж 
корешв лежать в шших полях, зокрема в пол1 С.

Як випливае з теореми 6 п. 23.3, для корешв гх, г2, ..., гп алгебраТч- 
ного р1вняння п-го степеня

апгп +  ап- хгп~х +  . - * +  ахг +  а0 =  0 (2)
справедлив! сп1вв!дношення (формули В1’ета):

г 1 +  г2 +  •** +  гп = ------->

г1 г 2 +  г1г3 +  * * * +  */,—\%п — ПаП

гхг2г3 +  гхг2г4 +  ••• +  г„_2г„_ 1г„ = ------------ , (3)

V »  • • • гп- 1  +  V *  • • • г „ -22„ +  ••• +  гаг3 . . .  гп =  (— 1)п 1 - Ь - ,аП
а д  . . .  2„ =  ( - 1 ) " - ^ .

аП
Зрозум1ло, що в розклад! 1 многочлена /  (г), у пол1 С можуть бути 

кратш множники. У цьому випадку розклад (1) матиме вигляд:

* /  (г) =  ап(г —  (г —  г / ’ . . .  (г —  гт) \  (4)
де г1( г2, ..., г,„ —  корен1 /  (г), серед яких немае р1вних М1ж собою 
(т <  /г).

Теорема 3 1 формули В1ета спираються на розклад многочлена на 
незвщш множники не у форм1 (4), а у форм1 (1). Пор1вняння цих



розклад1в показуе, що згадаш твердження справедлив! тальки при умов1, 
що кожний коршь враховуеться стольки разов, яка його кратность.

29.2. Розклад многочлетв над полем ш'йгниу иисеп _ня пойутпк нр- 
ЗВ1ДНИХ цртпжннк'^ Р!пиоииа 3 дшсними коефвдентами е^поширеним 
ГважйявЯКГдля практичних застосувань окремим випадком” алгебраш- 
них р1внянь з комплексними коефщентами. Осшльки дшсш числа ут- 
ворюють пщполе поля С комплексних чисел, вс1 результати цього па
раграфа, зокрема теореми про юнування комплексних корешв та Тх чис
ло, залишаються справедливими 1 для многочлешв з дшсними коефь 
шентами, тобто будь-який многочлен п-то степеня з дшсними коефощен- 
тами мае точно п комплексних корешв.

Але в багатьох випадках особливий интерес становлять саме д 1 й - 
с н 1 к о р е н 1 р!внянь з д1йсними коефЫентами. Ми знаемо, що 
р1вняння з дшсними коефвдентами може взагал1 не мати жодного дш- 
сного кореня (наприклад, р1вняння х2 +  1 =  0). Проте виявляеться, 
що основна теорема теори многочлешв дае змогу зробити ряд виснов- 
ю аХщ одо корешв р1внянь з Д1йсними коефвдентами.
( § ТеоремсГ4. Якщо комплексне число г0 е коренем многочлена з дьйсни-

I (2) =  апгп +  ап_ хгп- '  +  • • • +  агг +  а0, (5)
то спряжене комплексне число г0 також е коренем цього многочлена.

Д о в е д е н и я .  Обчислимо значения /  (г0). Вщокремивши дш- 
сиу 1 уявну частини, матимемо:

/  (2о) =  апго “Ь а п -1 г0 ~ '  "Ь ■ ’ ■ “Ь а1г 0 Ч- а 0 =  А +  В1 . (6)
Але г0 е коренем многочлена (5), тому А +  Вь =  0, звщки А =  В =  0.
Обчислимо тепер вираз /  (г0). Через те, що вс1 коефоденти ак — дШсш 
числа, то ак =  ак [ тому

/  (2о) =  ап (2о)" +  ап—\ (г0)п 1 +  • • • +  ахг„ +  ° 0 =

=  а̂ гоТ +  ап—1 (2о)п 4- • • • +  агг0 +  аа. (7)
Пор1Внюючи (6) 1 (7), бачимо, що /  (г„) можна дютати з /  (г0) в резуль
тат! замши вс1х чисел спряженими. Осюльки над цими числами вико- 
«уються лише дп додавання 1 множення, то на шдстав1 властивостей 
комплексних чисел (1, § 16) /  (г0) 1 ( (г0) е спряж ет комплексш числа, 
тобто /  (г,,) =  /  (г0) =  А —  Во. Але ми вже показали, що А =  В =  0. 
Отже, /  (г0) =  0, тому г„ е коренем даного р1вняння. Теорему доведено. 

Цю теорему природно доповнити таким твердженням.
Теорем а 5. Якщо комплексне число г0 е коренем к-\ кратность 

(к ]>  1) многочлена [ (г) з дшсними коефоцоентами, то спряжене ком
плексне число г0 е коренем многочлена /  (г) тоео ж кратность к. )

Д о в е д е н и я .  Осшльки г0 е коренем /  (г) кратноси к, то 1

/  (2о) =  Г  ( 2о) =  ••• =  11 (г0) =  0 ; /<А) (г0) Ф  0  (8 )

(див. п. 23.5). Але вс1 похщш вщ [  (г) мають також дшсш коефвденти. 
Тому, застосовуючи теорему 4 до многочлешв [ (п (г), можемо зробити

висновок, що / (/) (г0) = 0  (/ =  1, 2, ..., к — 1). 3 другого боку, 
[ (к> (г0) Ф  0, бо в противному раз1, за теоремою 4, число г0, спряжено 
з г0, також було б коренем \{к) (г), що суперечить (8). Отже,

/ (2о) =  Г  (2о) =  ••• =  / <А_1>(2о) =  0 ; ? к)(г0) ф О .

Це й означае, що г0 е коренем многочлена /  (г) кратносп к.
Теореми 4, 5 пояснюють, чому при розв’ язуванш 1 дослщженн1 р!в- 

нянь 2-го, 3-го 1 4-го степен^в з дшсними коефЩентами ми завжди дос
тавали попарно спряжен! комплексн1 кореш, а також чому куб1чне 
р1вняння з Д1ЙСНИМИ коеф!ц1ентами завжди мало один або вс1 три дш- 
СН1 К0рен1.

Теорем а 6. Кожний многочлен над полем К, степшь якого переви- 
щуе 2 , е зводним у цьому поль.

Д о в е д е н и я .  Позначимо даний многочлен степеня п >  2 над 
полем К через /  (г). Нехай г0 — якийсь коршь цього многочлена. Якщо 
г0 — дшсне число, то за теоремою Безу в пол1 дшсних чисел можли- 
вий розклад /  (г) — (г —  г0) (г), причому (г) в  К Ы 1 е многочле
ном ненульового степеня, бо степшь /  (г) перевищуе 2. Отже, в цьому 
випадку /  (г) звщний у пол1 Д1йсних чисел.

Якщо ж г0 — комплексний коршь многочлена [ (г), то, за теоремою
4, спряжене число г0 також е коренем многочлена /  (г). Тому /  (г) (роз- 
глядуваний як многочлен над полем С) Д1литься на г —  г0, так 1 на 
г — г0, а отже, Д1литься 1 на добуток

Ф (г) =  (г —  г0) (г —  г0) =  г2 —  (г0 +  г0) г +  г0г0.

Але ф (г) мае Д1ЙСИ1 коеф!ц1еити, бо сума г0 +  г0 1 добуток г0г0 двох 
спряжених чисел е Д1ЙСН1 числа.

Отже, многочлен [  (г) з К1льця К Ы Д1литься на многочлен ф (г) з 
цього ж шльця. Тому Ух частка рх (г) також е многочленом над полем 
К, 1 в цьому пол1 справедливий розклад { (г) =  ф (г) > (г). Через те
що ф (г) мае степшь 2 , а [ (г) — степшь, вищий за 2 , то /  (г) е многочле
ном ненульового степеня, чим доведено звщшсть [ (г) у пол! дшсних 
чисел.

Що ж до многочлен 1в 2-го степеня, то вони можуть бути незвщш 
в пол1 К (якщо мають комплексш кореш). Отже, якщо в пол1 комплек
сних чисел незвщними були т!льки многочлени першого степеня, то в 
пол! Д1йсних чисел незвщними е многочлени першого степеня 1 деяю 
многочлени другого степеня.

Теорема 7. Кожний многочлен $ (г) над полем дшсних чисел допу
скав единий розклад на незвьдш множники в цьому поль виду:

I (г) =  ап (г —  г / 1 • (г — г2)*2 . . .  (г —  г р  х

X (г2 4- р;+!г +  <7;+1)*ж  • • • (г2 +  Ртг +  Ят)к,п- (9)
Д о в е д е н и я .  Як в1домо з теори подшьносп многочлен1в, для 

/  (г )  у пол1 Д1йсних чисел можливий розклад виду #

1(г) = 1Ш]к1-1Ш]к2 ••• [/т(2)]Ч (10)



ппичпму К (г) ... I (г) — незвщн! у псш К многочлени, яю визна
чаються з Т0ЧН1СТЮ до сталого множника. Якщо поставитивимогущоб 
статш  коефЫенти цих многочлешв доршнювали 1 , то вони визнача 
шмугься однозначно. 3  теореми 6 .налиме и »  / ,  М  « 
не вище 2-го степеня. Припустимо, що (г), ..., П (г) е множник 
Г ™  степеня а (г), .. . I  (г) -  незвщш множники 2-го степеня 
(може трапитись, що / =  0 або I =  т). Тод! (10) матиме вигляд:

П г) =  А (г +  а / '  (г +  а 2)*’ . . .  (г +  а,)*' X 

X  (г2 +  Р1+ 12 +  1)*г,+1 • • • (22 +  Ртг +  Цт) т-

Як 1 при виведенш формули (1), легко показати, що А доршнюе стар
шому коейишенту многочлена ап, а — а2, •••> ~
н “ к о р е й ? , , .... а,; отже, ней розклад зб!гаеться 3 (9) . теорему до-
ведено.

П р и к л а д .  Многочлен / (2) =  г* +  4 не мае жодного дшсного кореня Його

на"незв1дн1 множники* не вище" 2-го степеня. Щоб д.стати цей розклад, розкладемо 
спочатку ( (г) на незвщш множники в пол1 комплексних чисел.

г4 +  4 =  [2 _  (1 +  1)1 • [2 — (1 — 01 • [г — (— 1 +  01 • 1г — (— 1 — 01-
Перемножаючи попарно множники, як! в1дпов1дають спряженим кореням, матиме- 

мо:
г4 +  4 =  (га —  2г +  2) (г2 +  2г +  2).

Цей самий розклад можна було б д!стати й елемеитарно, помнивши, що 

г4 +  4 =  (г* +  2)2 —  4г2.

Теооема 7 мае 1стотне значения для розкладання дробово-рацюнальних функшп 
на елемеотарнироби в пол! д.йсних чисел, що використовуеться в курс, математич- 
ного анал1зу. Для розкладання правильного дробу на елементарш дроби у довшьному 
пол! Р ми мали формулу (п. 24.3).

у  (х)—  , мп

де ё1 (х) _  незвщш множники знаменника, а (х) —  многочлени, степшь яких мен

ШИЙ Але^^олРдШсних чисел многочлени Ш (*) мають перший або другий стешнь, 
а В1ДПОЫДН, чис^ьники /„ (х) мають нульовий або перший степшь. Отже, на шдстав 
розкладу (9) для знаменника ц (х) (иагадаемо, що цей многочлен вважаемо зведеним) 
можна конкретизувати формулу (11) для поля дшених чисел, а саме.

/ (х)   ______________  ________ 1 (х) _______ .___  _________________  
7 ( х Г  ~ ( х  —  х 1) /г‘ . . .  (х —  Х1)к1 ( х 2 +  р 1+ 1х  +  <7/4-1 ) * ' + 1 • • •(** +  Л » * +

_  Ап | ______и . . .  -I---------А{к'т +
# Х - Х ! +  ( х - х , ) 2 (х —  х1# 1

А ц ( 4̂/2 , , ]Х +  С^1_|4------- ----- !----------------1- . . .  4------- ---------I-
~  V __  V .  ~  / V  ___ % . , «  “  “  Ь  ‘X XI (X XI)2 (х — Х^1 Хг +  Р1+1Х+Ч1+ 1

Д/+1.2х +  С/+1,2 , Д/+1.*/+1ДС +  СЖ.*/+1 ,
-  (» М - , , +|,  +  „ + 1)*Ч-1 +  <

втгх +  с т2 , , Втктх +  Сткп+ Ш2 I ^ГП2 __________ |/у2 I п V _1_ л \2 “Г *+  РтХ +  Ят (Х̂ +  РтХ +  Ят)2 (ха +  рт Х +  дт)кт

Теореми 2 ! 7 показують, що розклад многочлена /  (г) у пол1 комп
лексних чисел або в пол1 Д1йсних чисел на незвщш множники дае змо- 
гу знайти вс1 його кореш (бо стешнь незвщних множнишв не переви- 
щуе 2). Проте в загальному випадку, щоб знайти цей розклад, треба 
в свою чергу знайти кореш даного многочлена. Задача знаходження 
корешв многочлена по сут1 р1внозначна задач1 розкладання многочле
на на незвщн! множники в пол! С або К.

§  30. Р О З М 1 Щ Е Н Н Я  Д 1 Й С Н И Х  К О Р Е Ш В  М Н О Г О Ч Л Е Н А

ЗОЛ .^^еду^Ш ш ю цс^ш йв^Теореми попередн1х параграф1в роз- 
в’ язую тьря^рнн щ ш овихги^  щодо 1снування 1 числа корен1в ал- 
гебраТчних р1внянь. Але щоб знайти кореш р1вняннк з достатн1м сте
пеней точност1, треба знати, як Ц1 корен1 розм1щен! на комплекенш 
площин1 або на Д1ЙСН1Й ос1. Зауважимо, що 1нод1 нав1ть немае потреби 
знаходити числов1 значения корен1в, а досить лише з’ ясувати Тх роз- 
М1щення на площин1 (число Д1Йсних, зокрема, додатних 1 вщ’емних 
корен1втощо). Наприклад, одна з важливих проблем мехашки — тео- 
р1я ст1йкост1 —  потребуе з’ясування умов, при яких ус1 корен1 дано
го алгебра'Тчного р1вняння мають вщ’емш Д1ЙСН1 частини (тобто ле
жать на комплекенш площиш зл1ва вщ уявноТ ОС1) .  Питания цього 
циклу досить складш 1 потребують застосування теори функц1й ком
плексного зм1нного. Тому тут ми обмежимось розглядом питань, пов’я- 
заних з розмщенням н а  д 1 б с н 1 й о с  I корен1в р1внянь з Д1йсни- 
ми коеф1Ц1ентами, що мають особливо важливе значения для задач 
практичного характеру.

Зробимо лише два зауваження щодо комплексних корешв много
члешв. Ц,1 зауваження е безпосередшми наслщками рашше з’ясованих 
факпв.

1. У а  кореш многочлена /  (г) — апгп +  ап̂ г п~ 1 +  ... +  ахг +
+  а0 лежать усередит круга з центром у точщ 0 I радиусом

=  1 +  т ^ Т  ’ А  =  т а х   ̂ I а п ~ х I’ I й п ~ 2 1’ ' ‘ ’ 1 1* I а °  I )•

Це випливае з наслщку 1 теореми 1, п. 28.2.
|2. Комплексно корень многочлена з дшсними коефощентами розмь- 

щеш ецнетрично вьдносно дшсно '1 ось.



Це випливае* з теореми 4 , п. 29, 2 1 з того, що комплексно спряжен! 
числа розмщенГ симетрично вдаосно дШсно'Т оси

Переходячи тепер до розгляду дшсних корешв многочлешв з дш
сними коефвдентами, будемо знову позначати змшне буквою х, а не г.

3  наведеного зауваження 1 д1стаемо таке твердження:
Теорема 1. Ус1 дшсш кореш р1вняння

апхп +  ап_ {х п- 1 +  • • • +  агх  +  а0 =  О
А

мктяться в штерваль (— Ы0), де N„ = 1  +  | | ■

(А =  шах { | а „_ 1 1, | а „_21, . . . ,  | |, | а0 |}).
Справд1, вс1 комплексш кореш лежать у круз1 | г | <  Л̂0, а тому, 

якщо серед них е дшсш, то вони повинш потрапити в зазначений ш- 
тервал.

П р и к л а д  1. Для р1вняння
2х> +  х3 +  х2 — 2х —  3 =  0 (2)

3
А =  3, аь =  2 1 тому №0 =  1 +  —  =  2,5. Отже, Д1Йсш корен! цього ршняння по

винш лежати в штервал1 (— 2,5; 2,5).

Теорему 1 часто називають теоремою про м е ж 1 к о р е н 1 в р1в- 
няння. €  чимало способ1В, як1 дають змогу з бшьшою точшстю встанов- 
лювати меж1 дшсних корешв алгебраТчних р1внянь. Ми розглянемо 
лише один з них, так званий с п  о с  1 б Н ь ю т о н а .

Зробимо деяк1 попередш зауваження.
Число Л̂ о, визначене за теоремою 1, дае одночасно верхню межу до- 

датних корешв многочлена 1 нижню межу його вщ’емних корешв, бо 
вказуе интервал (— ЛГ0, # 0), в якому лежать у а  дшсш кореш, якщо во
ни юнують. Один з шлях1в уточнения, звуження меж, М1ж якими слщ 
шукати дшсш кореш, полягае в тому, щоб окремо знаходити нижню 
I верхню межь додатних корешв та нижню I верхню меж1 в1д'емних ко
реше даного многочлена, тобто так! чотири числа т + ,  М + , т _ ,  М _, 
що вс1 додатш кореш многочлена лежать в штервал1 ( т + , М +), а вс! 
вщ’емш —  в штервал! ( т _ ,  УИ_). Якщо многочлен мае коршь нуль, 
досить розглянути многочлен, утворений з даного Д1ленням на х.

Завдання полегшуеться тим, що фактично досить знати споаб зна- 
ходження лише одного з цих чотирьох чисел, наприклад М + —  
верхньо! меж1 додатних корешв. Знаходження шших трьох меж дш
сних корешв р1вняння /  (х) =  О легко звести до знаходження верхньоТ 
меж1 додатних корешв деяких дошапжних р1внянь.

Так, зробивши в р1внянш /  (х) =  0 замшу змшного х — — , дк> 
танемо р1вняння §  {I) =  0, кореш якого ^ зв’язаш з в1дпов1дними ко
ренями х1 заданого р1вняння сшввщношенням 11 =  — . Якщо М'+  — 

верхня межа додатних корешв р1вняння §  (1) =  0, тобто 0 <  ^ <  М+, 
то х  >  -К- >  0, звщки видно, що за нижню межу додатних коре- 

' м+

Ш В Р1ВНЯННЯ /  (х) =  0 мож на взяти  чи сл о

I

1

м+
т+

м+
Аналопчно, замша х — — у  переводить р1вняння /  (х) — 0 в р1в- 

няння ф (у) =  0, кореш якого у1 зв’ язаш з вЦповщними коренями х 1 

Р1ВНЯННЯ /  (*) =  О Р1ВН1СТЮ у, =  —  х(. Якщо у, (I =  1, 2, ..., </)*—
ВС1 ДОДЭТН! корен! Р1ВНЯННЯ ф (у) =  О, ТО X, (» =  1, 2, ..., <7) — ВС1
вщ’емш кореш р!вняння /  (х) — 0. 3  нер1вност1 т + < ; у1 < ; М + вид
но, що —М +  <  х1 <  —т+ , тобто верхня I нижня меж! вщ’емних ко
рен!^ р1вняння г (х ) = 0  виражаються через меж1 додатних корешв 
р1вняння ф (у) =  0:

=  —  М+ \ М _ =  — т'+ .
Отже, досить мати правило для знаходження верхньоТ меж! додат

них корен!в многочлена.
Теорема 2 (Ньют она). Число М е верхнюю межею додатних коре

ше многочлена /  (х), якщо при х =  М многочлен /  (х) мае додатне зна
чения, а вс1 його пох1дш — нев1д'емш значения.

Д о в е д е н и я .  Ураховуючи, що /  (х) е функшя дшсноТ змшноТ, 
для якоТ справедлива формула Тейлора (вщома з курсу анал1зу), мо- 
жемо записати:

/<д:) =  / И + - ^ ( 1 - * )  +  в . ( 1 - « ] Ч  ••• +

+  г т - ( х - м г ,

зв щ к и  б езп осер ед н ь о  видно, щ о при  х  >  М /  (х) >  0 , т о б т о  в а  Д1й сн 1 
к орен ! м н огочл ен а /  (х) м енш 1 за М .

О с к 1л ьки  знак  м ногочл ена 1 й о го  п ох щ н и х  у точ щ  М з б 1гаеться  з 
зн аком  в1дпов1дних коеф1Ц1ент1в р озк л а д у  за степеням и  х  —  М, на 
п р а к ти ш  числа М  зр у ч н о  п щ би рати  за  д о п о м о го ю  схем и  Г ор н ер а  по- 
с л 1д о в н о го  Д1лення I (х) на л: — М  (п . 22.3). П ри  ц ьом у  в б 1л ь ш о ст 1 ви- 
падк1в немае п отреби  обч и сл ю ва ти  вс1 коеф1щ 'енти: як  Т1льки в процес1 
Д1лення на х —  М д !ста ем о  р я д ок  з н ев щ ’ ем н их ч и сел ,—  м ож н а прий- 
няти М  за в ер хн ю  м еж у дода тн и х  к о р е ш в , б о  д альш е за стосуван н я  
схем и  Г ор н ер а  ш к о л и  не при веде д о  в щ ’ем н их к оеф 1щ е н т 1в. З окр ем а , 
я к щ о заданий м ногочл ен  /  (л:) мае н ев щ ’ем ш  коеф1Ц1енти, м ож н а вва- 
ж ати М =  0, т о б т о  м ногочл ен  не мае д одатн и х  к ор е ш в .

П р и к л а д  2. Розглянемо р1вняння

2хъ- +  х3 +  х2 —  2х —  3 =  0.
Подбивши його Л1'ву  частину на х —  1, маемо:

2 0 1 I — 2 — 3

1 2 2 3 4 2 — 1



Тут е вщ’емний коеф1'щент, але вже при М — 1,1 Д1стаемо рядок додатних чисел:

2 0 1 1 — 2 — 3

1,1 2 2,2 3,42 4,76 3,24 0,56

Отже, можна взяти 1,1 за верхню межу додатних корешв: М+ =  1,1.
Для знаходження нижньо! меж1 додатних корешв замшимо в р^внянш (2) х =

=  — . Дктанемо р1вняння

З/8 +  21* — Р — Р — 2 =  0. (3)
Застосуемо до Л1В01  частини цього р1вняння схему Горнера при М — 1:

3 2 — 1 — 1 0 — 2

1 3 5 4 3 3 1

Це означае, що за верхню межу додатних корешв р1вняння (3) можна взяти 1, 

тобто для нижньо! меж1 додатних корешв нашого р1вняння (2) дгстаемо: т̂_ =  -|- =  

=  1. Замшивши в (2) х =  — у, Д1станемо

2уъ +  У3 —  уг —  2у +  3 =  0. (4)
Д1лимо на у —  1:

2 0 1 —1 —2 3

1 2 2 3 2 0 3

Отже, для верхньо\' меж1 додатних корешв р1’вняння (4) ми дктали число 1, звщ- 
ки для нижньо1 меж1 вщ’емних корешв даного р1вняння (2) маемо: т _— — 1.

Н арецт, замшивши в (4) у =  , дктанемо р1вняння

Зг8 —  2г4 —  г3 +  г2 +  2 =  0. (5)

Под1ливши його Л1ву частину на г —  1, маемо:

3 —2 —1 1 0 2

1 3 1 0 1 1 3

Отже, 1 М_ =  — 1, Разом 13 знайденим рашше результатом т_ =  — 1 це означае, 
що задане р1вняння (2) зовс1м не мае в и ’емних корешв.

Як бачимо метод Ньютона дае змогу 1стотно уточнити попередш в1'домост1 про 
меж1 корешв р!вняння (2). Якщо застосування теореми 1 привело до досить «грубих» 
меж (— 2,5; 2,5), то тепер ми знаемо, що додатн1 кореш р1вняння (2) (якщо вони 1С- 
нують) розмщеш в штервал! (1; 1,1), а в!д’емних корен1в це р1вняння не мае зовам.

Метод Ньютона наспльки елементарний, що його можна використа- 
тн в середшй школ1, якщо ильки учш об13нан1 13 схемою Горнера.

30.2. Число дШсних корешв. Знания числа 1 розм1щення дшених 
корешв многочлен 1 в е важливою передумовою застосування багатьох 
метод1в чисельного розв’ язування р1внянь. В окремих випадках деяк1 
ВЩОМОСП про ЧИСЛО Д1ЙСНИХ корешв можна Д1стати за допомогою досить 
поверхового анал1зу. Так, з теореми 5, п. 29.2 можна зробити висно
вок, що число д|йсних корешв многочлена з дшсними коефЫентами 
дор1внюе степеню многочлена або на парне число менше. 1нод| при зна- 
ходженш меж корешв виявляеться, що многочлен не мае додатних або 
вщ’емних корешв. Однак для повно! вщповш на питания про число 
дшених корешв многочлена з дшсними коефщентами (або навпь про 
число таких корешв на довольному, наперед заданому штервал1 дш-
СН01 ОС1) ПОТр1бН1 б1ЛЬШ  ГЛИбОШ ДОСЛЩЖеННЯ.

У багатьох випадках число Д1йсних корешв р1вняння з дшсними 
коеф1ш’ентами можна визначити за простим правилом, яке дав Декарт. 
Перш шж формулювати це правило, зробимо деяю зауваження.

* 1) Ми розглядатимемо к 1 л ь к 1 с т ь  з м 1 н  з н а к 1 в у данш 
упорядковашй СКШЧеНШЙ П0СЛЩ 0ВН0СП ДШСНИХ чисел

С\, с2, • • • * ст, (6)

розумшчи пщ цим колькость пар сусоднох чисел цьео послодовносто, яко 
мають протилежно знаки.

Наприклад, у послщовносп — 1, —2 , 6, 3 , — 1, 4 е 3 змши знашв, 
а в поел щовносп — 1, —2, —6, —3 , — 1, — 4 е 0 змш знаков.

Якщо якьнебудь з чисел съ  с2, . . . ,  ст дор1внюють нулю, то при 
пщрахунку числа змш знашв Тх до уваги не беруть.

Зауважимо, що коли перше й останне числа сх о ст дано1 послодовно
сто мають однаково знаки, то колькость змш знаков у послодовносто (6) 
парна; якшр ж сх » ст мають протилежно знаки, то колькость змш зна
ков — непарна.

Справд!, члени послщовносп, яю безпосередньо йдуть за кожною 
змшою знашв, мають знак, протилежний знаку тих члешв, як1 пере
дували зм1Н1 знашв. Отже, якщо остання змша знашв мае непарний 
номер, то числа послщовносп, що йдуть за нею (1 зокрема, ст) мати- 
муть знак, протилежний до сг.

2) Припускатимемо, що розглядуваний многочлен не мае кратних 
корешв, осшльки завжди можна вщокремити кратш' множники.

. П р п м и л п ^ рла-шш!.. Число дода т н и х клпр.ша многочлена з  дойсними

}  (х) =  апхп +  ап-\Хп~ х +  • • • +  аух  +  а0 (7)

доровнюе числу змш знаков у послодовносто його коефоцоентов або на пар
не число менше.



Ми не будемо доводити це твердження, а лише пояснимо його на 
прикладах. (Доведения цього твердження можна знайти, наприклад, 
у книз1 К о с т а р ч у к а  В. М., X а ц е т а Б. I. Курс вшцоТ ал
гебри. Вид. 3. К-, «Вища школа», 1969, §28).

П р и к л а д  и. 1. Для многочлена [ (х) — х3 —  бд: 1 число змш знашв у пос-
Л1Довност1 коеф1Ц1ент1в 1, 0, — 6, 1 дор1внюе двом. Отже, за теоремою Декарта вш 
мае або два або 0 додатних корешв.

2. Д Л Я  Л1В01 ЧаСТИНИ р1В Н Я Н Н Я  X* +  Я3 +  -*2+  2 =  О ЧИСЛО ЗМШ ЗНЭК1В у П0СЛ1-
довност1 коефщ!ент1в дор1внюе 0, тому додатних корешв це р1вняння не мае. Р1внян- 
ня х* +  2*3 +  х2 —  2х —  3 = 0  напевне мае один додатний коршь.

З а у в а ж е н н я  1. Правило Декарта можна застосувати о для 
оцонки числа вод'емних корешв р 1вняння з дшсними коефщоентами.

ДЛЯ ЦЬОГО В р1ВНЯНН1

/  (х) =  апхп +  ап-\Хп—х +  • * • +  ахх  +  а0 =  0

треба зробити замшу змшного х =  —у. Зрозумшо, що число вщ’ем- 
них корешв даного р1вняння дор1внюе числу додатних корешв р1внян- 
ня /  (—у) =  0, яке можна оцшити за правилом Декарта.

П р и к л а д  и. 3. У р1внянн1 —  6х +  1 =  0 замша х — —у дае р1вняння у3 —  
— 6у —  1 =  0. Тут число змш знаюв доргвнюе 1,отже, е один додатний коршь. Це озна
чае, що задане р1вняння мае один вщ’емний коршь.

4. Р 1вняння лг4+ . г , +  .х:2+ 2  =  0 замшою х =  —у перетворюемо в р1вняння 
у4 —  у3 +  у- +  2 =  0. Тут маемо дв1 змши знашв. Отже, задане р1вняння мае або 
два вщ’емних кореш, або жодного.

5. Двочленне р1вняння хп —  а =  0 при а >  0 мае, за правилом Декарта, один 
додатний коршь. Якщо га парне, то число в и ’емних корешв також дор1внюе 1, при 
непарному ж га вщ’емних корешв немае.

При а <  0 додатних корешв немае, а число вщ’емних корешв дор1внюе 1 при не
парному п 1 нулю —  при парному п.

Як бачимо, в цьому випадку правило Декарта дае повну вщповщь на питания 
про число Д1йсних корешв р1вняння.

Якщо дане р1вняння п о в н е, тобто жодний його коефвдент не 
дор1внюе нулю, то число вщ’емних корешв можна визначити 1 не ви- 
конуючи замши х =  —у. Справд1, в цьому випадку число о змш зна
шв у ряд1 коефЫецпв многочлена /  (—х) дор1внюе числу / з б е р е - 
ж е н ь  з н а к 1 в у ряд1 коефшецпв многочлена /  (х). Отже, число с\ 
вод'емних корешв повного ровняння доровнюе числу I збережень знаков у 
рядо його коефщоентов або на парне число менше. Зауважимо також, 
що для такого р1вняння 5 +  I =  п (де п — степшь р1вняння), бо ряд 
коеф1щент1в складаеться з п +  1 числа.

З а у в а ж е н н я  2. Коли наперед вщомо, що вс1 кореш даного 
р1вняння /  (х) =  0 Д1ЙСН1, то правило Декарта дае точну вщповщь на 
питания про число дшсних корешв, а саме: число додатних корешв до- 
р1внюе числу змш знашв у ряд! коефЫенпв многочлена /  (х), а число 
вщ’емних корешв — числу змш знаюв у ряд1 коефоденпв многочлена 
/ (—х).

Справд1, нехай, як 1 вище, р 1 <7 — число додатних I вщ’емних ко
решв даного многочлена /  (х) п-го степеня; 5 1 ст — число змш знаилв 
у ряд! коефщ1ент1в многочлена /  ( а )  1 многочлена /  (—х) вщповщно.

3 умови, що вс 1 корен! дшсш, випливае: р +  <7 =  п. Якби р1'вняння 
було повним, то ми мали б також 5 +  ст =  п. Якщо ж деяш з коеф|‘- 
Ц1ент1в многочлена /  (х) 1а тому й многочлена /  (—х)] перетворюються в 
нуль, то числа 5 1 ст можуть тшьки зменшитись. Тому в загальному ви
падку 5 +  О <  п, звщки 5 +  ст <  р +  <7, або (« — р) +  (ст — <7) <  0. 
Але з правила Декарта ми знаемо, що 5 — р >• 0, ст — <7 >  0 . Тому 
насправд1 5 =  р, ст =  <7, чим наше твердження доведене.

П р и к л а д в .  Р1внянмя (8) напевне мае вс1 дшсш кореш, бо його дискрим1-( б)з 1 31
нант й  =  — —---- [- —   ------—  вщ’емний. Тому воно мае два додатн1 1 один

вщ’емний кор шь.

Як бачимо, необхщною умовою того, щоб вс1 кореш р^вняння були 
дшсними, е р1вшсть 5 +  ст =  п. Однак ця умова не е достатньою; так, 
р1вняння х2 +  х +  1 =  0 задовольняе цю умову, але не мае жодного 
Д1йсного кореня.

На жаль, у б1льшост1 випадшв наперед невщомо, чи вс1 корен1 р1в- 
няння Д1ЙСН1. У зв’язку з цим правило Декарта, хоч 1 зручне з точки 
зору простоти застосування, не дае повноУ вщповщ1 на питания про, 
число Д1Йсних корен1в р1внянь з д1Йсними коеф1‘шентами та Тх розпо- 
Д1Л М1Ж додатнсю 1 вщ’емною П1ВОСЯМИ.

' 30.3. В1докремлення корен 1 в методом Штурма. Поставимо тепер 
питания про те, сколъки дшсних корешв р'тняння з дшсними коефьщен- 
тами лежишь у довольному, наперед заданому онтервало (а, Ь) дшсно1 
осо.

Повну вщповщь на це питания дае теорема Штурма \ яку ми роз- 
глянемо в цьому ПУНКТ1.

Нехай дано р1вняння /  (х) =  0 . Насамперед побудуемо деяку по- 
слщовшсть многочлен1в, пов’язаних з многочленом /  (х),— так зва
ний р я д  ф у н к ц и й  Ш т у р м а ,  який вщ1'грае основну роль у 
метод! Штурма. Припустимо, що /  (х) уже не мае кратних корешв.

Знайдемо похщну / '  (х) 1 побудуемо для /  (х) та / '  (х) алгоритм, по- 
Д1бний до алгоритму Евклща; вщм!нн1сть полягатиме в тому, що вс1 
остач1 Р к (х) ми братимемо з протилежними знаками, тобто замшюва- 
тимемо многочленами Рк (х) =  — Р к (х). Матимемо:

/  (х) =  / '  (х) - ФЛх) — Рх (х),
/ '  (х) =  Рх (х) • Ф^(х) — Р2 (х),
Рх (х) =  Р2 (х) • Ф3 (х) — Р3 (х),

р к- 1 (х) =  р к (х) • Фа+1 (X) — Рк+1 (х), (9)

рщ—2 (х) =  Рт—1 (х) - Фт (х) — Рт ,
Рт-1 (X) =  Рт • Фт+1 (X).

Ми тут пишемо Рт, не зазначаючи аргументу, бо /  (х) та / '  (х) взаем
но прост! (за припущенням, /  (х) не мае кратних корен!в) 1 тому

1 Ж . Ш. Ш т у р м  (1803— 1855) —  французький математик.



Рт =  С0пз(. ПоСЛ 1Д0ВН1СТЬ МНОГОЧЛеШВ

[  (х), ! ' (х), Рг (х), р  2 (х), Рщ- 1 (я). Рт (Ю)

I називаеться рядом функцш Штурма, або просто рядом Штурма для 
многочлена /  (х). 1нод1 для зручносп позначатимемо

/ '  (х) =  Р0 (х), { (х )  =  Р-Л х)-

У метод1 Штурма нас щкавитимуть не сам1 функцп ряду Штурма 
або Тх значения, а лише з н а к и  числових значень цих функщй. 
У зв’ язку з цим функцп ряду (10) можна знаходити з точшстю до ста- 
лого д о д а т н о г о  множника, тобто, виконуючи Д1лення з остачею, 
домножати на стал1 множники; щ множники обов’язково повинн1 бути 
додатш, щоб не змшювались знаки значень многочлешв.

П р и к л а д  1. Знайдемо ряд Штурма для многочлена
 ̂(х) =  х3 — 6х +  1.

Через те що /' (х) =  З*2 -  6 =  3 (я» -  2), то за Р0 (х) можна взяти -  2. Маемо:

_х3 —  6х +  1 *2- 2
х3 —  2х х

—  Ах +  1

Остача (х) =  —4х +  1, тому за Рг (дс) сл!Д у з я т и  —  (х) =  4х -  1. Дал! Д е л и 

мо Р0 (х) на У7! (я):
х г  —  2

л \ 4 х 2 —  8(помножаемо на 4) __ 4 *2

4 х —  1
х + 1

(помножаемо на 4) _4 х  —  32

—  31

Остача дор.внюе -  31, а - Д а =  31, тобто можна узяти Р ,=  1. Отже, остаточно 
маемо:

/=•_! (X) =  /̂ (X) =  X3 —  бх +  1, Р0( х ) = х * - 2 ,

Р1 (х) =  4 х — 1, Рг (х) =  1.

В вед ем о п он я ття  ч и с л а  з м 1 и з н а к  1 в  у  р я д ^ Ш т у р -  
м а. В 1зьм ем о в р я д 1 ф у н к щ й  (10) х  =  а, де  а  —  я к есь  д ш е н е  чи сло. 
Т о д 1 сю н ч е н н а  п о сл щ о в ш ст ь  ф у н к щ й  (10) п ер етв ор ю еть ся  в п осл щ ов -

ш е ть  чисел
[(а), I' (а), Р1 (а), Р^(а), Рт-1 (0), Рт-

Ч и сл о  зм ш  з н а ю в  у  ц ш  п о с л 1Д овн ост1 позн ачати м ем о через з (а) 1 
н азиватим ем о й ого  чи слом  зм ш  зн а ю в  у ряд1 Ш ту р м а  в т о ч ш  а.

п  п и к л а д 2, Для розглянутого вище многочлена / (х) =  х3 — 6х +  1 
Г) Рпри х =  2 маемо: Р_, (2) =  - 3 ,  Р0 (2) =  2, Р, (2) =  7, Рг = \ .  У посл.дов-

ност! чисел — 3, 2, 7, 1, очевидно, т1лыш одна змша знаюв, тобто 5 (2) — 1;

б) при х =  - 1  маемо: Р_х ( - 1 )  =  6, Р0 ( - 1 )  =  -  I, ^  (_ 1) =  _ 5 , Рг =  !. 
тобто для цього значения х Д1стаемо дв) змши знак1в: « (_1) =  2.

Зауважимо, що при зростанш х вщ х  =  — I до х  =  2  число змш 
знаюв у рад! Штурма змшилося: 5 (2) — 5  (— 1) =  — 1. Як виявиться 
дал1, це пов язано з тим, що в штервал! (— 1, 2) М1‘ститься коршь мно
гочлена /  (х) =  х3 — 6* +  1.

Розглянемо основш властивоеп ряду функщй Штурма.
Л ема 1 . Нояко дво сусодно функци ряду Штурма (10) не мають 

стльних коренов.
Д о в е д е н и я .  Припустимо супротивне: нехай а  е сшльним ко- 

ренем Рк (х) 1 Рк+1 (Х), тобто Рк (а) =  Рк+1 (а) =  0. Тод! з (9) маемо,

Рк- 1  (а) =  Рк (а) Фй+1 (а) — Рк+1 (а) =  0.

Так само переконуемось, що Рк- 2 (а) =  Рк_ 3 (а) =  ... =  р. (а ) =
Т, \ ^  ~  ? (“  ̂„=  ,Але / '  (а) =  /  (а) =  0 означае, що многочлен 
Т (х) мае кратнии коршь а, а, за припущенням, [  (х) кратних корешв 
не мае. Отже, ми прийшли до суперечносп, яка й доводить лему 1.

Л ема 2. Якщо а  е коренем одшео э  промгжних функщй ряду Штур
ма, то значения сусодтх з нею функщй ряду Штурма мають у щй точ- 
щ протилежно знаки.

л г  В 6/Д\е Н « я ‘гт ^ ехай р к (а ) =  0. Тод1, за лемою 1, Рк_ , (а) ф  
Ф  0, Рк+ 1 (а) ф  0. Дал!, з (9) маемо:

Рк- ,  (а) =  Рк (а) Фк+1 (а) — Рк+1 («) =  — Рк+1 (ос)

1 лему 2 доведено.
Осюльки кожна функщя ряду Штурма’е многочлен 1 тому неперерв- 

на на веш дженш ос1, то вона може зм1нити знак лише при проходжен- 
Н1 аргументу х  через н‘ коршь. Отже, якщо х, зростаючи, не проходить 
через коршь жодноТ функци ряду Штурма, то знаки вс1х функщй цьо
го ряду, а тому й число змш знаюв у ньому залишаються незмшними.

Розглянемо тепер, як впливатиме на число змш знаюв у ряд1 Штур
ма проходження х  через коршь якоТсь з функщй цього ряду.

Л ем аЗ.Я кш р_х, зростаючи, проходить через коронь якоо-небудь 
проможноо функцп ряду Штурма, але не проходить через коронь /  (х) 
то число змон знаков у  рядо Штурма при цьому не змонюеться.

Д о в е д е н и я .  Нехай а  — коршь якоТсь функцп Рь (л:), де к — 
одне з чисел 0, 1, 2 .......  (т ~  1). Зауважимо, що к ф  т (бо Р  е ста-
вою ИСЛ0’ В1ДМШНе в1д нуля) 1 к ф  11 60 (“ ) =  /  («) Ф  0 за умо-

У точц1 а  значения р к̂  (а) 1 р к+1 (а) вщмшш вщ нуля (лема 1) 
мають протилежш знаки (лема 2). Внаслщок неперервност! цих фуик- 

Ц1и можна знайти такий оюл (а -  б, а  +  б)' точки а, в якому функцп 
ь—\уЧ  1 *И“1 у ч  збср1гають евоТ знаки. Адже, за вщомою теоремою

анал1зу, якщо /  (х) неперервна в точщ а 1 {  (а) ф  0, то 1снуе такий ок1'л 
точки а  в якому функщя /  (дс) збер!гае знак /  (а); тут ми вибираемо
СШЛЬНИЙ ОК1Л ДЛЯ ДВОХ фуНКЩЙ Рк_ 1  (X) 1 р к+ 1 (х).



Д0СЛ1ДИМ0 ЧИСЛО ЗМШ ЗНЗК1В у рЯД1 трьох функшй Рк-\ (х), Рк (х) 
1 Рк+] (х), якщо х, зростаючи, змшюеться в межах цього околу. Мож- 
лив! при цьому вар1анти розпод1лу знашв можна зобразити схематич
но такими табличками:

X Знак
Рк-1 (*)

Знак
Рк М

Знак
Рк+1 (*)

5 (X )

а —  б <  
<  х < а + 1

х — а — 0 + 1
с с < х <  
< а  +  б — + 1

X Знак
Рк-1 <*>

Знак
Р к (*)

Знак
)̂г+1

5 (Ж)

а  —  б <  
< х < а + 1

х =  а + 0 — 1
а < х  <  
< а +  б + — 1

У цих табличках не заповнеш мюця для знашв Рк (х) в окол1 точ
ки х =  а, бо вони не впливають на число змш знашв: яш б знаки не 
стояли на незаповнених мюцях, у кожному матимемо одну змшу зна
ка. Отже, 1 при х  <  а, 1 при х >  а  число змш знашв у ряд! функцш 
Рк- 1  (X), р к (х), Рк+ 1 (х) однакове.

Щодо шших функцш ряду Штурма, то немае потреби розглядати 
докладно, як змшюються Тх знаки при зростанш х  в межах штервалу 
(а — б, а  +  б). Справд1, можлив1 лише два випадки: або вс1 шип фун- 
кцц ряду Штурма не перетворюються в нуль при х — а [ тому зберь 
гають своТ знаки в достатньо малому окол1 точки х  =  а, або якась з 
пром1жних функцш [але не сусщня з Рк (х)] перетворюеться в нуль 
при х  =  а, але тод1 для неТ 1 для двох сусщшх функщй число змш зна- 
К1в залишаеться одним 1 тим самим, як 1 для трьох розглянутих фуНК- 
Щ Й.

Отже, в щлому число змш знашв залишаеться сталим для всього 
ряду Штурма. Лему 3 доведено.

Л ем а 4. Якшр х, зростаючи, проходить через коршь многочлена 
/  (х), то число змш знаков у рядо Штурма зменшуеться на одиницю.

Д о в е д е н и я .  Нехай а —  коршь многочлена /  (х). Тод1 /  (а) =  
=  0, але / '  (а) Ф  0, бо многочлен за умовою не мае кратних корешв. 
Вибёремо б так, щоб в окол1 (а — б, а  +  б) функшя / '  (х) не змшюва- 
ла знака. Можлив1 два випадки:

1) / '  (*) >  0 в цьому окол1. Тод1 /  (х) —  зростаюча функц1я, тому 
При а — 8  с  х с  а маемо /  (*) <  0, а при а  < х  <  а +  б маемо

1  (х) >  0. Виповщна таблиця знак1в буде така:

X Знак 
1 (*)

Знак 
Г (х) 5 (X)

а — б <  
< * < « + 1

х =  а 0 + 0
а  <  х <  
<  а  +  б + + 0

2) Г  {х) <  0 в окол! ( а  — б, а  +  б). Тод1 /  (х) — спадна функц1я, 
тому Д1стаемо таку таблицю знак1'в:

X Знак
Их)

Знак
Г(х) 5 (X)

а —  6 <  
< х < а + 1

х — а 0 — 0
а < х <  
<  а +  б — — 0

В обох випадках число змш знаюв у цш частин1 ряду Штурма 
з м е н ш у е т ь с я  н а  о д и н и ц ю .  Щодо шших функщй ряду 
Штурма, то на пщстав1 леми 3 для них число змш знашв не змшюеться, 
нав1ть якщо х  проходить при цьому через кореш деякихз них. Лему 4 
доведено.

Леми 3 1 4 показують, що на число змш знашв у ряд1 Штурма 
впливае лише проходження х  через кореш многочлена \ (х). Отже, зм1- 
на цього числа на певному пром1жку може характеризувати число Д1й- 
сних корешв многочлена /  (л:) на цьому пром1жку.

Теорем а 3 (Ш т урм а). Якщо а о Ь (а <  &) — довольно дойсно числа, 
яко не е коренями многочлена [ (х), то число р дшсних коренов многочле
на /  (х) в онтервало (а, Ь) доровнюе р — з (а) —  з (Ь), де з (а) о з (Ъ) е чис
ло змон знаков у рядо Штурма водповодно в точках а о Ь.

■ Д о в е д е н и я .  Якщо х, зростаючи вщ а до Ъ, не пройде через 
жодний коршь /  (х), то за лемою 3 5 (а) — з (Ь). Якщо ж х, зростаючи, 
пройде через р корешв многочлена /  (х), то при проходженш через кож
ний коршь число змш знашв зменшуватиметься на одиницю (за ле
мою 4), так що 5 (Ь) буде на р одиниць менше шж к (а), тобто 
я (а) —  5 (Ь) == р. Теорему доведено.

© З а у в а ж е н н я  1. У теорем1 зазначено, що а 1 Ъ не е коренями 
многочлена /  (х). Ця умова практично не становить труднощ1в при за- 
стосуванш теореми Штурма. Справд1, якщо а (або Ь) е коренем много
члена /  (х), то питания про розмщення цього д1йсного кореня розв’ я
зуеться само собою, а для визначення положения шших корен!в ели



змшити меж1 вибраного штервалу або розглядати многочлен, який 
д1станемо дшенням /  (х) на лшйний двочлен х  — а.

Теорема Штурма справедлива 1 для випадку, коли шнщ штервалу 
можуть бути коренями многочлена. Т1льки тод! « (а) — 5 (6) е число 
корешв не на штервал! (а, Ъ), а на швштервал1 (а, Ь].

З а у в а ж е н н я  2. Якщо якась з пром1жних функшй ряду 
Штурма Рк {х) не мае дшсних корешв, то можна наступних функщй 
Штурма не знаходити 1 користуватися в теорем! Штурма «укороченим» 
рядом

/(* ) . Г (х ), Р1 (х)..........Рк (х).
Справд1, число змш знашв у «залишковому» ряд1 Штурма

Рк (-'“)> Рк+ 1  (X), . . . , Рщ—1 (х), Рт (11)
е сталим при будь-якому х. Адже х може пройти лише через коршь про- 
м1жноТ функци ряду (11), що, за лемою 3, не впливае на число змш 
знашв у цьому рядь Отже, «залишковий» ряд (11) не впливае на р1зни- 
цю 5 (а) —  5 (Ъ).

З а у в а ж е н н я  3. Метод Штурма можна застосувати 1 без по- 
переднього вщокремлення кратних корешв. Якщо /  (х) мае кратш ко
рен!, то остання функщя ряду Штурма Рт (х) вже не е сталою. Але то- 
Д1 Рт (х) е сшльним д1льником /  (х), I' (х) та вс1х пром1жних функшй 
ряду Штурма 1 можна розглянути ряд многочлешв

Цх) (’ (Х) Рх(х) ,
ГтЫ ’ Рт (X) ’  РП (Х) • Рт(х) *

який вже мае ва  властивосп, зазначеш в лемах 1— 4. Через те що чис
ло змш знашв у ряд1 (12) збнаеться з числом змш знашв у звичайному 
ряд! Штурма /  (х), / '  (х), р х (х), рт__{ (х), Рт (х), то теорема Штур
ма залишаеться в сши. Сл:д лише ураховувати, що вона дае в цьому 
випадку число Д1йсних корешв не самого многочлена /  (х), а многочле-

/ (х)
на р —ф  (в якому вже немае кратних корешв), тобто число р 1 з н и х 
корешв многочлена } (х) в штервал1 (а, Ъ) без урахування Тх кратность

П р и к л а д  3. Застосуемо теорему Штурма до многочлена } (х) =  х3 —  6х +  1, 
для якого ми в попередньому приклад1 побудували ряд Штурма 1 для 1нтервалу 
(— 1, 2) Д1стали таю результата щодо числа змш знашв у цьому рядх:

X /<*» Р, (х) ?1 (X) Г, 5 (д:)

—  1 6 —  1 —  5 1 2
2 —  3 2 7 1 1

Ми бачимо, що « (— 1) —  « (2) = ф , тобто штервал (— 1, 2) М1стить один коршь 
даного многочлена.

Зауважимо, що практично немае потреби обчислювати значения 
функщй ряду Штурма в точках а 1 Ь, можна лише визначати Тх знаки

в цих точках (виконуючи обчислення наближено). Вщповщно до цього 
ми в таблицях наводитимемо лише знаки функщй Штурма.

Теорема Штурма дае змогу розв’язувати найр1зномаштн1ш! задач1 
щодо розмвдення корешв многочлешв на Д1йсшй ось Розглянемо дв! 
таш задачк

1. За допомогою ряду Штурма для довшьного многочлена } (х) над 
полем д1йсних чисел можна точно визначити загальне число дШсних 
корешв, а також число його додатних I вгд'емних корешв. Для цього до
сить застосувати теорему Штурма до штервалш (— АГ0, 0) 1 (0, Л/0), де 
N0 — межа модуля корешв, бо поза штервалом (— М0, Ы0) многочлен 
[  (х) д1йсних корешв не мае.

На практищ, щоб не шдставляти чисел ± М „ У функци ряду Штур
ма, замкть 1нтервал1в (— Ы0, 0) 1 (0, Ы0) розглядають штервали 
(— оо, 0) I (0, +  оо). При цьому користуються тим, що, як випливае з 
насл1дку теореми 1 п. 28.2, при х >  знак многочлена визначаеться 
знаком його старшого члена. Тому шд знаком многочлена «при х  =  оо» 
розум1ють знак його старшого члена при додатному х, а пщ знаком 
многочлена «при х  =  —  оо» — знак його старшого члена при вщ ем- 
ному х.

П р и к л а д  4. Знайдемо число дшсних (додатних I вщ’емних) корешв много
члена [ (х) =  х3 — 6х +  1. Нагадаемо, що його функщями Штурма е: Р0 (х) =  х2 — 2, 
Р1 (х) =  4х -  1, Р2=  1.

Складемо таблицю:

X 1 (X) р.(») г, (X) Р. «(*)

— оо _ + _ + 3
0 4- — -- + 2

4- со 4- 4 - + + 0

Отже, многочлен / (х) мае три дшсних кореш, з них два додатних I один вщ’ем
ний. Це збшаеться з результатом дослщження цього многочлена за допомогою правила 
Декарта.

Якщо число окремо додатних 1 окремо вщ’емних корешв нас не щ- 
кавить, то теорему Штурма застосовуемо вщразу до штервалу (— оо,оо).

2. За д о п о м о го ю  теореми Штурма м ож н а зд 1й сн ю вати  так зване в 1 * 
д о к р е м л е н н я  д 1 й с н и х к о р е н 1 в. Вщокремлення коре
шв полягае в знаходженш таких штервал1в, у кожному з яких леж ить 
точно один Д1йсний коршь многочлена. Ця задача д у ж е  важлива, б о  
б 1л ы ш с т ь  метод1в наближеного обчислення корешв п о тр еб у е  попе- 
реднього вщокремлення Тх. Практично вщокремлення корешв зводить
ся до шдбору шнщв потр1бних 1нтервал1в. Покажемо на приклад1, як 
роблять такий пщб1р.

П р и к л а д  б. Вщокремимо Д1йсн1 корен1 многочлена / (х) — х3 —  6х +  !•
За теоремою 1, Д1ЙСН1 корен1 / (х) лежать в штервал! (— М0, Л/0). де Л̂0 =  1 +А

+  -|---- р. У цьому раз1 Ы0 =  7. Отже, за найл1в!шу точку досл1дження можна взяти
I ап I



— 7. Для / (х) маемо таю функцп ряду Штурма: Р0 (х) =  х2 -  2; Г, (*) =  4* — I, 
^2=1-

Складемо таблицю:

X Нх) р, (■*) Р1 (X) Р, 5 (X)

—  7 _ + _ + 3
—  3 — + -- + 3
—  2 + + -- + 2

0 + — -- + 2
1 — — + + 1
2 — + + + 1
3 + + + + 0
7 + + + + 0

. 3 Ц!еТ таблищ видно, що один коршь лежить в штервал1 (— 3, — 2), другий_
в 1нтервал1 (0, 1), а третШ —  в штервал1 (2, 3). Кореш вщокремлено.

Зауважимо, що на практищ вщокремлюють кореш 1 визначають 
загальне число дшених корешв, як правило, одночасно, у' зв’язку з 
чим спочатку в таблищ проставляють знаки функщй ряду Штурма при 
х  — ° ° , х  — 0 , х  — +  оо, а пот1м уже заповнюють пром1жш рядки.

При цьому часто дощльно, щоб зменшити число спроб, визначити 
знаки функцш Штурма в точках, яю приблизно е серединами вже дос- 
лщжених пром1жюв. Так, у розглянутому вище приклад! ми з ’ясува- 
ли, що в штервал1 (—7, 0) лежить один коршь многочлена. Визначив- 
ши 5 (—3) ми з ’ясовуемо, що один коршь лежить у прав1й «половиш» 
цього интервалу, а саме М1ж — 3 1 0 1 т. д.

3. За допомогою ряду Штурма можна знайти просту ознаку того, 
що вс1 п корешв многочлена /  (х) п-то степеня е д1йсш р1зш числа. 
Для цього, очевидно, потр1бно, щоб у ряд1 Штурма при зростанш х  вщ 
— оо до + о о  число змш знаюв зменшилось на п. У свою чергу, для 
цього насамперед потр1бно, щоб число функщй у ряд! Штурма було не 
меншим за п. +  1. Осюльки за самою побудовою цього ряду воно не 
може бути большим за я +  1, то у випадку вс1х Д1йсних корешв ряд 
Штурма складаеться точно з п +  1 функщй, причому кожна наступна 
функц’я цього ряду е многочленом на одиницю нижчого степеня, шж 
попередня. Тепер видно, що вс1 кореш будуть дшсними, якщо
5 (—-оо) =  п, а 5 (+ о о ) =  0. Зрозум1ло, що це мае М1сце тод! 1 ильки 
тод1, коли старил коефвденти вс1х функций Штурма одного знака. 
Отже, для того щоб ус1 корень многочлена /  (х) степеня п були дШсн1 й 
рьзнь, необхьдно /  достатньо, щоб вьдповьдний ряд Штурма складався 
з п + 1  многочлешв, старше коефьщенти яких ус1 того самого знака. 
Зауважимо, що розглянутий вище многочлен /  (х) =  х 3 —  6х +  1 за- 
довольняе щ умови.

Отже, теорема Штурма дае змогу повшетю розв’язати в см питания, 
пов’язаш з розм1щенням Д1йсних корешв алгебраТчних р1внянь. Не- 
дол1 ком методу Штурма е деяка гром13дюсть його. 6  й шип способи 
побудови посл1довност1 функщй, що мае вс1 властивост! ряду функцш

Штурма (10) I тому може замшите його у теорсм1 Штурма, прото ц1 пи 
будови не проспип за побудову ряду (10). 1нод1 МСТОСОВУЮТЬ ТЙКОЖ 
деяю «спрощеш ряди функцп Штурма», але вони п шальному шиш 
дку не дають точноТ вщповда на питания про число корен1п (под1био 
до правила Декарта).

Вщокремлення дшених корешв е ктотною передумовою застосу
вання багатьох ч и с е л ь н и х  м е т о д о в  розв’язування алгеб
раТчних р1внянь. Щ методи, яю мають велике практичне значения I 
для багатьох клаав р1внянь, що не розв’ язуються в радикалах, е еди- 
ними способами визначення корешв, вивчаються в курсах матема- 
тичного анал1зу та обчислювальноТ математики 1 програмування.

§  31. М Н О Г О Ч Л Е Н И  Н А Д  П О Л Е М  Р А Ц Ю Н А Л Ь Н И Х  Ч И С ЕЛ

31.1. Звщнкть I незвщшеть многочлешв у пол! ращональних чи
сел. Наявшсть ращональних корешв у дов1льно взятого алгебраТчно- 
го р1вняння — явище досить рщюсне. Тому знаходження таких коре
шв не мае великого практичного значения. Але, якщо многочлен /  (х) 
над полем 0  ращональних чисел, або, що те саме, р1вняння

/  (х) =  апхп +  ап-\Хп~ х +  • • • +  ахх  +  а0 =  0

з р а ц 1 0 н а л ь н и м и  коефщшнтами мае ращональш кореш, то в 
багатьох випадках щ кореш можна знайти за допомогою щлком еле
ментарних способ1в. Знаючи нав1ть один коршь г, можна спростити 
дане р1вняння, зв1вши йогодор1вняння (п —  1)-го степеня Д1ленням на 
х  —  г.

У зв’ язку з цим дощльно ознайомитися з елементарними способами 
знаходження ращональних корешв многочлешв з юльця 0  [х]. Знан
ия цих прийом1в особливо важливе для вчителя математики, осюльки 
в практищ шюльного викладання алгебраТчш р1вняння, як правило, 
зустр1чаються з ращональними коефвдентами 1 досить часто з ращо- 
нальними коренями. Тому знания спецнф1чних властивостей многочле
шв з ращональними коефвдентами потр1бне вчителю для вибору до- 
щльного методу розв’ язування конкретних р1внянь у шюльнсму курей

Основна вщмшнкть многочлешв над полем О ращональних чисел 
вщ многочлешв над полем К ЕС1Х Д1йсних чисел або полем С вс1х ком
плексних чисел полягае в тому, що кнують многочлени з рацюнальни- 
ми коефщьентами як завгодно високого степеня, незвьдш у пол1 ращо
нальних чисел, тод1 як у юльщ С [х] звщним е Дов1льний многочлен, 
степшь якого вищий вщ одинищ (п. 29.1), а в юльщ К 1х] звщним е 
кожний многочлен, степшь якого перевищуе 2, нав1ть якщо цей мно
гочлен не мае жодного дшеного кореня (п. 29.2). Перш шж доводите 
кнування незвщних многочлешв будь-якого степеня в пол1 0 ,  розгля
немо деяю властивоеп многочлешв з ращональними коефЫентами.

Насамперед зауважимо, що будь-яке алгебраьчне рьвняння з ращо
нальними коефьщентами множенням на стльний знаменник ус1х  кое- 
фьщентьв можна звести до рьвняння з щлими коефщентами.



1 1 2
П р и к л а д  1. Р1ВНЯННЯ - у  дг* -1— —  дс8 +  х ----- =  0 множенням на 6

можна звести до вигляд у
2х? +  3х* +  6х —  4 = 0 .  (1)

Осюльки зручшше мати справу з щлими, а не з дробовими числа
ми, ми дал1 намагатимемося зводити ва  питания щодо многочлешв над 
полем <3 до В1ДП0В1ДНИХ питань вщносно многочленов з шлими коеф1- 
щентами. Зокрема, так можна зробити з питаниям про звщжсть мно
гочлена в пол1 0 .  Для цього нагадаемо спочатку означення примггив- 
ного многочлена вщносно юльця 2 (п. 25.4).

Означення. Многочлен р (х ) з щлими коефощентами називаеться 
примтивним, якщо його коефщоенти не мають стльних дольников, вод- 
монних вод ±  1.

П р н к л  а д  2. Многочлен, що стоггь у Л 1вш  частин1 р1вняння (1), прим1- 
тивний, тод1 як многочлен 2х* —  4*3 + 6 Г 5 —  12 не е прикптивним.

Як в 1 дом о (п. 25.4, лема 2), справедливе таке твердження:
Л ема. Добуток двох примтивних многочлешв е примтивним мно

гочленом.
Розглянемо тепер питания про звщшсть многочлена з шлими кое

фвдентами в пол1 рацюнальних чисел.
Теорем а 1. Для того щоб многочлен /  (х) з щлими коефощентами 

був зводним у поло С} ращональних чисел, необходно о достатньо, щоб 
вон був зводним у кольцо 2  цолих чисел, тобто щоб оснували многочлени 
/х (х) о /2 (х) ненульового степеня з щлими коефощентами тако, що 
I (х) =  /х (х) - (х).

Д о в е д е н и я .  Необходность. Нехай дано многочлен з щлими 
коефвдентами /  (х), звщний у пол1 рацюнальних чисел, тобто /  (х) — 
=  8 1  (х ) ' 8 2  (х), де § 1  (х), (х) — многочлени ненульового степеня
з ращональними коефвдентами. Ми повинш довести, що кнують мно
гочлени ненульового степеня (х) 1 /а (х) з щлими коефвдентами, до
буток яких дор1внюе /  (х).

Нехай шсля зведення коефвденпв до сшльного знаменника 1 ви- 
несення цього знаменника за дужки многочлен &  (х) мае вигляд:
8 1  (*) — 5х (*)> Де «х (х) —  многочлен з шлими коефвдентами, Р —
сшльний знаменник коефЩенпв (х), а а  —  найб1льший сшльний
д1льник коефвдецпв многочлена, що утворюеться з (х) шсля зве
дення до сшльного знаменника. Зрозум1ло, що 5Х (х) е примггивний 
многочлен. Можна вважати, що (а, Р) — 1, бо шакше можна було б
виконати скорочення. Аналог1чно, для § 2 (х) маемо: (х) =  52 (х),
де 52 (х) —  прим1тивний многочлен, а (7 , 6) =  1. Отже,

/ ( * )  *«(*)•

Доведемо, що дор1внюе щлому числу. Справд1, припустимо, 

що =  -у .'д е  р \17 —  взаемно прост! числа. Добуток 5Х (х) • «а (х) =

=  я (х) за лемою е применений многочлен. Нехай ск — якийсь кое- 
фвдент 5 (х). Добуток ск мае бути шлим числом при будь-якому к,

бо /  (х) =  5 (х) мае ц ш  коефвденти. Але р взаемно просте з <7; тому
ск мае Д1литися на <7. Осюльки те саме повинно справджупатись для 
вс1х коефвденпв ск, дктаемо суперечшсть з тим, що 5 (х) применений
многочлен. Отже, =  т, де т —  щле число. Узя вши /, (х) =
=  тз1 (х), / 2 (х) =  52 (х), дютанемо [ (х) =  / х (х) • /2 (х), де / , (х),
/г (х) — многочлени ненульового степеня з щлими коефМентами.

Достатность. Якщо } (х) звщний у юльщ шлих чисел, то в!и I по- 
гот1в ЗВ1ДННЙ у пол1 рацюнальних чисел, бо кожний многочлен 3 ш- 
лими ксефвдентами е многочленом над полем рацюнальних чисел. Тео
рему доведено.

Теорема 1 повшстю зводить питания про звщпсть многочлешв у 
ПОЛ1 О ДО ЗВ1ДНОСТ1 МНОГОЧЛеШВ у ЮЛЬЩ 2  шлих чисел.

Теорем а 2 (Ейзенштейна1). Якщов многочлеш з щлими коефощен
тами

/  (х) =  апхп +  ап-\хп~ 1 +  • - - +  ахх  +  а0
коефоцоенти а0, а1у ..., а „_ 1 доляться на деяке просте число р, причому
а0 не долиться на р2, а старший коефоцоент ап не долиться на р, то 
многочлен I (х) незводний у поло ращональних чисел.

Д о в е д е н и я .  Зпдно з теоремою 1, досить показати, що /  (х) 
при цих умовах не може бути добутком двох многочлешв ненульового 
степеня з щлими коефвдентами. Припустимо супротивне, тобто що

/  (х) =  (Ь ^  +  Ъг-\хг- '  +  • * - +  Ь±х  +  Ьи) (с5х5 +  с$—1Х5 1 +  * • •
• - - +  схх  4- с0) (г 4- 5 =  п).

Вважатимемо для конкретносп, що г >  5. Маемо:
ао =  ЬоС0,
«х =  Кс0 4- Ъ0си
а 2 =  ^2С0 +  Ьгсх 4" Ь0сг,
..................................  (̂ /

а г =  Ь^с0 4- Ьг—1Сх 4- • * • 4" Ьг—$сг,

ап =  Ь^.
За у м ов ою , а0, т о б т о  Ь0с0, п ови н н о Д1литися на р, але не м ож е Д1ли- 

тися  на р*. Отже, на р Д1литься  лише одне з чисел: Ь0 а б о  с0. Нехай, на
приклад, Ь0 Д1 литься  на р, а с0 не Д1 ли ться . Але т о д 1 з  другоТ р1вност1 
систем и  (2) д1стаемо, щ о  Ьх Д1литься на р (б о  а± д1литься на р за у м овою , 
а с0 не Д1 л и ться ). Тепер у ж е  Ь0 1 Ьх Д1ляться  на р, то м у  з третьоТ р 1вно- 
ст ! видно, щ о  й Ь2 Д1литься  на р. Так м ож на п оказати , щ о в а  коеф вден - 
ти Ь0, Ьъ  Ьг, ..., Ьг- 1 1 ЬГ делиться на р. Але це и ем ож ли во, б о  т о д 1 й ап 
д 1лил ося  б  на р (це випливае з останньоТ р 1в н ост 1 (2 )), щ о  суперечи ть 
умов! теореми. Теорему д овед ен о.

1 Ф. Е й з е н ш т е й н  (1823— 1852) —  н!мецький математик.



За допомогою теореми 2, яку часто називають к р и т е р ! е м  Е й - 
з е н ш т е й н а ,  можна розв’язати питания про незвщшсть у пол1 
ращональних чисел ряду многочлешв з юльця 0  [дг].

П р и к л а д  3. Многочлен [ (х) =  х* —  2л̂  —  4х2 +  Чх —  6 напевне незвщний 
у пол1 ращональних чисел, бо його коефаденти задовольняють умови критерш 
Ейзенштейна при р — 2.

Проте основне значения теореми 2 полягае в тому, що з не! випли
вае оснування многочлешв довольного степеня з щлими коефощентами, 
незводних у поло ращональних чисел. Зокрема, при всякому натураль
ному п 1 простому р многочлен [  (х) =  хп +  р напевне незвщний у по- 
Л1 (3- Зрозум1ло, що таю многочлени можна побудувати багатьма спо
собами.

Отже, на основ1 критерию Ейзенштейна ми довели справедлив1сть 
такого твердження.

Теорем а 3. У кольцо многочленов над полем ращональних чисел е 
многочлени довольного степеня, незводно у  поло О .

Теорема 2 дае д о с т а т н ю  у м о в у  н е з в 1 д н о с т !  много
члена в пол! О. Легко дати 1 достатню умову звщносп многочлена у 
пол1 О, а саме:

Теорем а 4. Якщо многочлен /  (х) з ращональними коефощентами, 
степшь якого больший за одиницю, мае хоча б один ращональний коронь 
г, то [ (х) зводний у поло ращональних чисел.

Д о в е д е н и я .  Справд1, за наслщком з теореми Безу, /  (х) Д1- 
литься на х  — г, тобто /  (х) =  (х — т) (х), причому частка (х) е 
многочленом ненульового степеня над тим самим полем ращональних 
чисел. Теорему доведено.

Зауважимо, що коли /  (х) мае щло коефоцоенти, а г — цолий коронь, 
то й (х) мае щло коефоцоенти.

Це видно з того, що коефвденти частки за схемою Горнера обчислю- 
ють за допомогою дш додавання 1 множення.

Твердження, обернене до теореми 4, неправильне: многочлен /  (х) 
може не мати жодного рацюнального кореня, але бути звщним у пол1 
ращональних чисел. Наприклад, многочлен х4 — 4 звщний у пол1 0 : 
х4 — 4 =  (ха —  2) (х2 +  2), але ращональних корешв не мае.

Проте у випадку многочлена третього степеня обернена теорема 
справедлива. Доведемо п, осюльки вона буде потр1бна нам даль

Теорем а  5. Якщо многочлен третього степеня /  (х) з ращональни
ми коефощентами не мае ращональних коренов, то вон незводний у поло 
ращональних чисел.

Д о в е д е н и я .  Припустимо супротивне. Нехай /  (х) =  (х) X
х  /г (х), де (х) 1 / 2 (х) — многочлени ненульового степеня з юльця
О [х]. Осюльки сума степешв (х) 1 /2 (х) дор1внюе 3, то один з цих 
многочлешв обов’язково мае стешнь 1, а другий ■— степшь 2. Нехай 
/ х (х) е многочленом 1-го степеня з ращональними коефвдентами

(х) =  ах +  Ь. Але тод1 число х0 =  — ^  е рацюнальним коренем
многочлена / х (х), а тому й многочлена /  (х). Виходить, що /  (х) мае рг- 
щональш кореш, що суперечить умовь Теорему доведено.

П р и к л а д  4. Многочлен х3 —  4 напевне незвщний у пол1 0, бо не мае рац!о- 
нальних корешв. За критер1ем Ейзенштейна, питания про незвщшсть цього много
члена безпосередньо розв’язати не можна.

31.2. Ращональш кореш многочлешв з ращональними коефщ!ен- 
тами. Розглянемо елементарш способи знаходження ращональних ко
решв р1внянь з ращональними коефвдентами. Ми вже зазначали 
(п. 31.1), що р1вняння над полем 0  завжди можна вважати р1внянням 
з щлими коефвдентами.

Основне практичне значения для цього питания мае така теорема.
Теорема 6 . Щоб число — ’ де р о ц — взаемно просто числа, було ко

ренем ровняння
апхп +  ап-\хп~' +  • • * +  агх  +  а0 =  0 (3)

з цолооми коефощентами, необходно, щоб р було дольником вольного чле
на а0 а д  — дольником старшого коефощента ап цього ровняння. —

Д о в е д е н и я .  Нехай у  е коренем ровняння (3). Тод1

аПН г )  + а п - 1( т ' )  +  + а1 ( т - ) + аО =  0>
або

апрп +  ага_ 1<7рп—1 +  *•* +  а ^ - ' р  +  а д " =  0.
Через те що вс1 доданки, кр1м останнього, Д1ля ться  на р 1 сума (нуль) 

Д1ли ться  на р, то й а0 Д1литься на р. Але р 1  ̂взаемно проси, тому 
р \ <7" також взаемно проси. Отже, а0 дшиться на р. Аналопчно, вс1 
доданки, кр1м першого, Д1ляться на <?, отже, 1 апрп дичиться на <7, звщ- 
ки ап Д1 литься на ц. Теорему доведено.

Наел 1 док. Якщо старший коефоцоент ровняння з щлими коефощ
ентами доровнюе 1 , то всо рао{оонально корено цього ровняння е щло чис
ла о дольники вольного члена.

Теорема 6 дае змогу за коефвдентами а0 1 ап даного р1вняння знай
ти вс1 ращональш числа, яю  можуть бути коренями цього р1вняння. 
Дал1, шдставляючи щ числа в р1вняння, можна знайти, яю з них е 
його коренями.

П р и к л а д  1. Р 1вняння
6х* +  19г> —  7 х 2 —  2 6л :+ 1 2  =  0  (4)

може мати ращональними коренями лише так1 числа:

±  1; ±  2 , ±  3 ; ±  4; ±  6; ±  12,

тобто Т1 нескоротш дроби чисельники яких е Д1льниками числа 12, а знамении- 

ки —  дшьниками числа 6.

На практищ часише користуються не самою теоремою 6, а !! наслщ- 
ком. Адже кожне ровняння з щлими коефвдентами можна звести до



Р1ВНЯННЯ з щ л и м и  к оеф в д ен та м и , в я ком у  старш и й  к оеф в д ен т  дор1в-
нюе 1. Для цього треба помножити р1вняння (3) на а„~' 1 зробити замшу 
апх =  у.

П р и к л а д  2. Для р1вняння (1) (п. 31.1) шсля множення на 22 1 замши и =  
=  2х дштаемо: 3

У3 +  Зг/2+  \2у—  16 =  0. (5 )
До такого р!вняння вже можна застосувати наслщок з теореми 6. Його ращо

нальними коренями можуть бути лише ц ш  числа —  дшьники вшьного члена тоб
то ± 1; ±2; ±4; ±8; ±16.

Проте таке зведення не завжди д о щ л ь н о  роби ти , я к  п ок а зу е  при 
клад р1вняння (4), в я к о м у  ш сл я  м нож ення на 63 д к т а е м о  В1льний 
член 12 • 6® =  2592, яки й  мае дуже б а га то  д ш ь н и ю в . Зауважимо, щ о 
при ц ь ом у  зведенш  д од а тк ов и й  множник, а то м у  й число сп р о б , зр о - 
стае при з б 1лы н ен ш  степен я  р1вняння, т о д 1 я к  при  безп осер ед н ьом у  
в и к ор и стан ш  теорем и  6  ч и сл о  с п р о б  зал еж и ть  лиш е вщ ч и сл ов и х  зн а
чень к о е ф в д е н п в .

Теорема 6 дае необхщну умову того, щоб ращональне число було 
коренем даного р1вняння з ц1лнми коефвдентами. Проте бажано мати 
калька необхщних умов, щоб за допомогою Ух зменшувати число проб — 
шдставлянь у р1вняння.

Теорем а 7. Для того щоб -у- , де (р, д) =  1, було ращональним коре
нем многочлена з щлими коеф1щентами

[  (х) =  апхп +  +  . . .  +  ахх  +  а0,
необхгдно, щоб при довольному щлому к число /  (к) дхлилося на р — рк
(якщо тальки р — д к ф  0).

Д о в е д е н и я .  Под1лимо /  (х) на л: — к. За теоремою Безу маемо;
/  (х) =  (х —  к) (Ьа-ьх"-' +  . . .  +  Ьхх +  Ь0) +  [  (к). (6)

Ус! коефвденти частки Ъп_ {............... Ьх, Ь0 е щлими числами.
Пщставляючи в (6) х =  [ враховуючи, що /  =  0, матимемо:

Помноживши обидв! частини на дп, дктанемо
—  Яп1(к) =  {р — дк){Ьп- Хр * - ' +  . . .  +  Ьхрд”~ 2 +  Ь0дп~1], 

звщ к и  ви дн о, щ о дп[  (к) Д1 л и ться  на р —  дк, я к щ о р —  д к ф  0.
Покажемо^тепер, що д 1 р —  дк взаемно п р о сти  Справд1, я к би  вони  

мали сш л ьн и й  Д1льник а, |а 1, то \ р =  дк (р — дк) мало б  цей
Д1льн и к, щ о  н ем ож л и во , б о  (р, д) =  1. Отже, д 1 р —  дк, а то м у  \дп\ р __
— дк взаемно прость Через те що добуток дп{ (к) делиться на р — дк, то це 
означае, що [  (к) Д1 литься на р — дк. Теорему доведено.

Наандок. Якщо старший коефщент ап даного многочлена [  (х) 
з щлими коеф'ьщентами дор1внюе одинищ, то його ращональними коре
нями можуть бути лише так1 ц ш  числа р, для яких }  (к) дыиться 
н а р  — к при всякому циому к, при якому р —  кф О .

такий, що кожне наступив полее квадратичним розширенням попе- 
реднього 1 останне А*, м|‘стить число дх. Приеднавши до цього ланцюжка 
поле Л^+1 =  Да, (У я 1)» дютанемо ланцюжок послщовних квадратич- 
них розширень

* • * =  А*, Е  А^+1,

останне з яких мютить У7г-
Таке саме м1ркування можна провести для числа д2. Але тепер за 

вихщне поле ланцюжка квадратичних розширень в13ьмемо не Д, а 
Д*,+1. Це можна зробити тому, що вс1 числа поля А мютяться 1 в Д*,+1. 
Отже, 1снуе ланцюжок квадратичних розширень

Д/к,+1 5= Дй,+2 ^  *** Е А *|2Д *1+!1

причому У д х е А а,4-1 1 У ь  е А*1+ 1. Продовжуючи цей процес,
побудуемо ланцюжки квадратичних розширень

д *,+ 1 е  д ^ + г ^  е А а , ^ д *8+1 <Уя» V я *  V  я* €Д*,+1).

Аал_ 1+1 Е  Д*„_ 1+2 Е  • * * — Д*„ — 1
(вс1 Уд, б Да„+1 (1 =  1 , 2, . . .  , п)).

Зауважимо, що деяк! з цих ланцюжюв можуть складатися з самого 
лише поля Дй.-ы (це буде у випадках, коли У д  1+1 € Д^+О-

Оск1льки поле &кп+\ мютить ус1 числа У <7, (1 =  1 , 2, ..., п), то воно 
М1СТИТЬ 1 ЧИСЛО Отже, ланцюжок ПОЛ1В

А ^  Ах ^  Е  А*, ^  Дь,-|-1 —  А й,+2 ^  ^  А

Е  А*2+1 ^  а  а кп ^  А п̂+1

задовольняе умови 1—3. Цим доведено, що умови теореми справедли- 
В1 для будь-якого числа I, для якого р| =  т. Згщно з принципом ш- 
дукц11, це твердження правильне для ус1х натуральних р?, тобто для 
вс1х чисел, як1 внражаються у квадратних радикалах через числа
поля А.

Теорему доведено повшстю.
П р и к л а д  и. 2. Побудуемо ланцюжок квадратичних розширень для числа

а, вираженого в квадратних радикалах через рацюнальш числа у форм1 (7). _
Очевидно, таким ланцюжком буде Д 5  А[ с  Д,, дг А =  О, Дх == О (У 5), 

д 2 =  д 1 (У 2 \ / Т ^ Щ .  Зауважимо, що Д2 е квадратичне розширення поля Дх, бо 

його д1Стаемо з Дх приеднанням елемента ах =  У 2|/ 5 —  10, що е коренем многочле
на 2-го степеня / (х) =  х2 — (2 У~5 —  10) над полем Дх-

ч Пля числа 5 =  У  У 1 +  У  2 +  У 5  в1дпов!дний ланцюжок складаеться 

,  5 1 ^ :  .  (К5) А , =  4 , (/ 5 ) . А. -  А , ( К Г Т Т й .  А . -

=  да { У  У 1 +  V2 +  /5 ) .



р1вняння з щлими коефЫентами, в якому старший коефЫент дор1в- 
нюе 1. Для цього треба помножити р1вняння (3) на а„~11 зробити замшу 
апх  =  у.

П р и к л а д  2. Для р1вняння (1) (п. 31.1) шсля множення на 22 1 замши у =  
=  2 х  Д1Стаемо:

у3 +  Зу2 +  12</ —  16 =  0. (5)

До такого р1вняння вже можна застосувати наслщок з теореми 6. Його ращо- 
нальними коренями можуть бути лише ц ш  числа —  Д1льники в1Льного члена, тоб- 
то ± 1; ±2; ±4; ±8; ±16.

Проте таке зведення не завжди дощльно робити, як показуе при
клад р1вняння (4), в якому шсля множення на 63 дктаемо В1льний 
член 12 • 63 =  2592, який мае дуже багато дшьнишв. Зауважимо, що 
при цьому зведенш додатковий множник, а тому й число спроб, зро- 
стае при збшьшенш степеня р1вняння, тод1 як при безпосередньому 
використанш теореми 6 число спроб залежить лише вщ числових зна
чень коеф1Ц1ент1в.

Теорема 6 дае необхщну умову того, щоб рашональне число було 
коренем даного р1вняння з щлими коефшентами. Проте бажано мати 
К1лька необхщних умов, щоб за допомогою Тх зменшувати число проб 
пщставлянь у р1вняння.

Теорем а 7. Для того щоб ~  , де (р, ц) =  \, б у л о  рацюнальним коре

нем многочлена з щлими коефощентами
[ (х) =  апх п +  ап-\Хп- 1 +  • • • +  а^х +  а0, 

необходно, щоб при довольному щлому к число /  (к) долилося на р с/к
(ЯКЩО Т1ЛЬКИ р — дк Ф  0).

Д о в е д е н и я .  Под1лимо I (х) на х  — к. За теоремою Безу маемое
/  (х) — (х —  к) (Ьп—1Хп~ 1 +  * "  +  +  Ь0) +  [ (к). (6)

Ус1 коеф1щенти частки Ь„_ 1, Ь1г Ь0 е щлими числами.

Шдставляючи в (6) х =  - у  1 враховуючи, що I =  0, матимемо:

— /(*)“  (т-— л)[ь»-1(-5_) + +ь^ - т )+ь°\'
Помноживши обидв1 частини на дп, Д1станемо

—  дп}(к) =  (р — Як){Ъп- 1рп- ' +  ••• +
звщки видно, що дп[ (к) Д1 литься на р — дк, якщо р —  д к ф  0.

Покажемо тепер, що д \ р —  дк взаемно прость Справд1, якби вони 
мали сшльний дшьник а, \а\ф  1, то 1 р =  дк +  (р — дк) мало б цей 
Д1льник, що неможливо, бо (р, д) — 1 • Отже, д I р дк, а тому 1 д̂ \ р
— дк взаемно просп. Через те що добуток дп! (к) Д1литься нар — дк, то це 
означае, що /  (к) Д1 литься на р —  дк. Теорему доведено.

Наслщок. Якщо старший коефоцоент ап даного многочлена / (х) 
з щлими коефощентами доровнюе одинищ, то його ращональними коре
нями можуть бути лише тако щло числа р, для яких /  (к) долиться 
на р —  к при всякомущлому к, при якому р —  к ф  0.

Справд1, за наслщком з теореми 6, при ап =  1 маемо д =  1, звщки 
и випливае наше твердження.

Теорема 7 дае змогу дктати дов1льну шльюсть необхщних умов 
того, щоб число було коренем даного р1вняння, бо числу к можна
надавати дов1'льних шлих значень. Найб1льш поширеш на практищ 
умови, що вщповщають к =  ±  1, бо вирази /  (1) 1 /  (— 1) легко обчис-
лити. 1х можна сформулювати так: Щоб число було рацюнальним

коренем многочлена з щлими коефощентами, треба щоб - - (1) о
б у  ли щлими числами. Р 4 Р~'Г 11

П р и к л а д  3. Застосуемо наслщок теореми 7 до ровняння (4 ):

6 х4 +  19л:3 —  7х2 —  26* + 1 2  =  0.

Воно може мати, як ми бачили, лише так! ращональш кореш:

± 1 : ±2 ; ± 3 ; ± 4 ; ± 6 ; ±  12;
1 3  1 2  4 1

± — ; ± — ; ±  — ; ± — ; ± х ; ± - 5 - .  (7)

Для даного р!вняння / (1 ) =  4, / ( - 1 ) =  18. Подивимось,' для яких з чисел (7), 

кр1м ± 1 , вщношення — -_  ̂ е щлим числом. Такими е числа

+  2; ± 3 ;  +  ± -  + - | _ ;  ±  ; +  А ; +  . (8)

Як бачимо, зам!'сть 24 чисел (7) маемо вже п'льки 9 чисел (8 ), яю можуть бути коре»

нями р1вняння (4). Тепер застосуемо до чисел (8 ) умову, щоб — було щлим чис.
'  Р +  Я

лом. Залишаються числа 2 ; — 3; — ; -----— . Ц 1 числа дощльно вже перев1рити безпс»

середньо. Якби 1х було ще багато, можна було б застосувати теорему 7 при к =  2 

Перев1рка показуе, що лише два з цих чисел, а саме ~  \ — 3  е ращональними

коренями даного р1вняння. Д1лячи Л 1ву частину р1вняння на х +  3 1 х  за схе

мою Горнера, Д1станемо квадратне р1вняння, що мае корен1 хх 2 “  _̂____ ^
1 ' 3

Разом з числами -  1 — 3 маемо вс1 чотири кореш р1вняння (4).

На практищ' дощльно поеднувати наведенг тут прийоми знаходження ращональ
них корешв ртнянь 13 способами обчислення меж дшених корешв (п. 29.1). Так для 
ртняння (4) вже найпроепший метод обмеження корешв (теорема 1, п. 29.1) пока

зуе, що ВС1 дшеш його корен! лежать в 1нтервал1 5-1-, 5-1^, бо для цього р1вняння

М — 1 1 г; 1
о "т* - у -  =  тому потреба у перев1рц1 деяких з чисел (7) вщпадае В1Д-

разу. Тим б1льше слщ ураховувати меж1 корен1в, якщо користуватись наслщками 
з теорем 6 1 7.

Зауважимо, що зам1сть того, щоб пщетавляти ращональне число 
г у многочлен /  (х), можна под1лити /  (х) на х  — г. Якщо остача дор1в- 
нюватиме нулю, то г буде коренем /  (х), у противному раз1 г не буде



коренем /  (х) (п. 23.1). Цей метод мае ту перевагу перед звичайною под
становкою, що вш дае змогу вщразу дктати коефщкнти частки вщ 
дшення на л: — г, якщо г буде коренем, 1 перейти до розгляду р1вняння 
нижчого степеня.

Р о з д а л  VIII

АЛ ГЕБРА1ЧН1 РОЗШИРЕННЯ ЧИСЛОВИХ ПОЛ1В

§  32. А Л Г Е Б Р А 1 Ч Н 1  Ч И С Л А
I С К1Н ЧЕНН1 Р О З Ш И Р Е Н Н Я  Ч И С Л О В И Х  ПОЛ1В

Означення 1. Число називаеться алгебраочним, якщо воно е коренем 
деякого многочлена з ращональними коефощентами.

Очевидно, будь-яке рацюнальне число г алгебраТчне, бо його мож
на розглядати як коршь многочлена /  (х) =  х  — г з ращональними 
коефщкнтами. Проте 1рращональш числа також можуть бути алгеб-
раТчними. Наприклад, числа У 2, ■/§ алгебраТчш, бо вони е кореня
ми многочлешв х2 — 2, х3 — 5 (вщповщно) над полем О-

Проте не вс1 1ррацюнальш числа алгебраТчш. 1снуе безл1ч 1рращо- 
нальних чисел, яю  не е коренями жодного многочлена над полем О. 
Таю числа називаються т р а н с ц е н д е н т н и м и .  Прикладами
трансцендентних чисел можуть бути числа л, 1§ 2, 2 У2 та шин.

Поняття алгебраТчного числа можна узагалышти, ув1вши таке 
означення.

Означення 2. Число а називаеться алгебраочним водносно числового 
поля А, якщо воно е коренем деякого многочлена над полем А. Число, 
яке не е алгебраочним водносно поля А, називаеться транщендентним 
водносно Д.

О С Ю Л Ь К И  В ЦЬОМУ р О З Д Ш  МИ рО ЗГЛ Я Д аТИ М еМ О  Т1ЛЬКИ ЧИСЛОВ1 поля,
слово «числове» надал1, як правило, не писатимемо.

Очевидно, алгебраТчш в розумшш означення 1 числа — це числа, 
алгебраТчш вщносно поля Ц ращональних чисел. Осюльки О е пщ- 
полем будь-якого поля Д, то щ числа алгебраТчш вщносно дов1льного 
поля. Зрозум1Ло також, що кожне число поля А е алгебраТчним вщнос
но цього самого поля Д.

Нехай а  —  коршь многочлена степеня п над полем Д:
/  (х ) =  х п +  а п- 1Хп~ 1 +  -*•  +  а хх  +  а0. (1)

Вважатимемо, що многочлен (1) незвщний у пол1 Д, бо в противно
му раз1 ми могли б розглядати той незвщний множник многочлена,
який мае ос своТм коренем.

Якщо §  (х ) — будь-який многочлен над полем Д, коренем якого е 
а, то внаслщок незвщносп /  (х ) многочлен §  (х) д1литься на /  (х) (вза
емно простими вони бути не можуть, бо мають сшльний мнбжник

х  — а) 1 тому мае степшь, не нижчий за п. Зокрема, якщо д  (х) — та
кож незвщний многочлен, то вш збпаеться з /  (х) з точшстю до стало- 
го множника. Отже, зведений многочлен /  (х) — единий незводний 
многочлен над полем Д, який мае сс своом коренем, а його степонь п най- 
нижчий серед степенов усох многочленов з коренем ос.

Означення 3. Зведений многочлен } (х), незводний у  поло А, який мае 
ос своом коренем, називаеться мономальним многочленом числа а, а його 
степонь п — степенем алгебраочного числа ос водносно поля Д.

Якщо а  — число першого степеня вщносно Д, то а  ̂ Д. При 
п >  1 з незвщноеп /  (х) випливае, що ос Д. Справд1, якби а   ̂ Д, 
то под1льн1сть многочлена /  (х) на лшйний двочлен х  —  а  означала б,
ЩО /  (х) ЗВЩНИЙ у ПОЛ1 Д.

32.2. Просте алгебраТчне розширення поля. Нехай тепер дано до- 
В1льну числову множину М. Очевидно, завжди знайдуться числов1 
поля, яю мктять вс1 числа множини М , наприклад поле ВС1Х комплекс
них чисел.

Мономальним полем Р {М} ,  що мостить дану числову множину М, 
називаеться поле, яке е пергтином усох числових полов, що мостять мно
жину М. Це означення спираеться на вщомий факт (1, § 13), що непо- 
рожшй перетин дов^льноТ сукупносп ш ш в знову е полем.

Зрозум1ло, що для будь-якоТ числово'Т множини М  мЫмальне поле 
Р {М} завжди кнуе 1 е пщполем дов1льного шшого поля, яке м1стить 
множину М.

П р и к л а д и. 1 . Нехай множина М  складаеться лише з одного числа 1. Тод! 
кожне числове поле М1стить цю множину. МЫмальним полем, яке М1стить це число, 
е, очевидно, поле О ращональних чисел. Справд1, поле О належить ус!м числовим 
полям. 3 другого боку, шяке 1ррацюнальне число не може належати вс1м числовим 
полям, бо воно не належить хоча б числовому полю О. Зауважимо, що О приредно 
назвати просто мЫомальним числовим полем.

2. Розглянемо тепер мЫмальне поле, що М1стить число У 2. Очевидно, що це 
е поле О (У ~ 2 ) чисел виду а +  Ь У ~ 2 ,  де а, 6 —  дов1льн1 рац!ональш числа. Справ- 
Д1, ця чиелова множина утворюе поле, яке, очевидно, М1стить У2. 3 другого боку, 
кожне 1нше поле Р, яке мктить У 2, повинно мктити 1 все поле О (1^2): адже разом 
з ращональними числами 1 числом У 2 в Р повинш входити вс1 числа а +  Ь У 2, що е 
результатами додавання 1 множення згаданих чисел.

Нехай А — деяке числове поле 1 сс —  число, яке не належить цьо
му полю (ос  ̂ Д). Розглянемо мш1мальне поле Р  {Д, а }, яке мктить
1 поле Д, 1 число а. Очевидно, Р  {Д, а} е розширенням поля А, при
чому мшмальним розширенням, яке мктить число ос. Справд!, всяке 
розширення поля Д, яке мктить а, мктитиме 1 Р  {Д, а} за означен
иям мЫмального поля.

Вщомо (1, § 13), що мшмальне розширення поля Д, яке мктить 
число а А, називають також розширенням поля А, утвореним при- 
еднанням числа а, 1 позначають через Д (а). Аналопчно можна розгля
дати розширення Д (аъ а2, ..., а к), утворене приеднанням к1лькох 
чисел а 1г а 2, ..., а к до поля Д, тобто м1н1мальне поле Р  {Д, а 1( а2, ... 
...,а А}, якем1стить як Д, так 1 числа а 1( а2, ..., а к. Розширення, утвореш 
приеДйанням одного числа, часто називають п р о с т и м и .



Вщповщно до шеТ термшологп розглянуте у приклад1 2 поле чисел 
виду а +  Ь У  2 (а, Ь — рацюнальш) можна назвати простим розши- 
ренням поля рацюнальних чисел, утвореним приеднанням числа У 2 .

Цей приклад е окремим випадком важливого класу простих роз
ширень, який ми зараз розглянемо докладшше.

Означення 1. Поле Д (а), утворене приеднанням до поля Д числа 
а, алгебршчного вьдносно поля Д, називаеться простим алгебрсйчним 
розширенням поля Д.

Будова простого алгебраТчного розширення характеризуеться 
такою теоремою.

Теорема 1. Поле Д (а), утворене з поля Д приеднанням кореня а, 
незвсдного у поль Д многочлена п-го степеня

I (х) =  хп +  а.п—\Хп 1 +  - > • +  агх  +  а0, 

складаеться з уа х  чисел виду

I =  с0 +  сга  +  с2а2 +  ••• + с „ _ ,а п- 1, (2)

де с0, ' с „ _  1 —  довиьм числа з поля Д.
Д о в е д е н и я .  Насамперед покажемо, що вс1 числа виду (2) 

утворюють поле. Те, що сума 1 р1зниця чисел виду (2) належить до 
тт само! сукупносп,— очевидно. Розглянемо добуток 1 частку таких 
чисел. Зрозумшо, що число виду (2) можна розглядати як результат 
пщстановки а  замють х  у деякий многочлен д (х) над полем Д не вище 
(п — 1)-го степеня: I =  д («)•

Нехай маемо два числа (а), =  д2 (а). Тод1 добуток
Ь * Сг =  Я\ (“ ) • Яг (“ ) =  Я (а). Де Я (*) — многочлен, степшь якого 
вже може перевищувати п — 1. Под1лимо я С*) на /  (*) 3 остачею. 
Маемо:

я(х) =  Нх)ч>(х) +  г(х), (3)

де стетнь остач! г (х) менший за стешнь многочлена ! (х), тобто не пере- 
вищуе п —  1. Пщставляючи а  в тотожшсть (3), маемо д (а) =  г (а), 
тобто 1̂ • Сг =  г (а )- 1ншими словами, добуток чисел 1̂ * Сг е числом
виду (2), бо г (х) — многочлен, степшь якого не перевищуе п —  1.

Перейдемо до розгляду частки. Досить показати, що для будь-яко
го числа I =  я (а ) Ф  О ВИДУ (2) —  також буде числом виду (2). Осшль-
ки I (х) _  незвщний у пол1 Д многочлен, то многочлен я (?) або вза
емно простий з } (х), або д1литься на ! (х). Проте останнш випадок 
неможливий, бо я (•*■) мае степшь, менший шж степшь мш1мального 
многочлена /  (х), \ тому (/, д) =  1.

Отже (п. 22.5), 1снуе едина пара многочлешв <рх (х) 1 ф2 (х) таких, 
що справджуеться тотожшсть /  (х) ■ фх (х) +  д (х) ■ ф2 (ж) =  1.

Узявши тут х  =  а  I врахувавши, що /  (а) =  0, дктанемо д (а) X
X ф2 (а) =  1, тобто I ■ ф2 (а) =  1. Отже, у  =  Ф2 ( а ) .  Якщо много
член ф2 (х) мае степшь, менший за п, то твердження доведено. Якщо ж 
ф2 (х) мае степшь, не менший за п, то Д1лим0 ф2 (х) на многочлен /  (х)

з остачею, тобто ф2 (х) =  /  (*) • ф (х) +  г (х), звщки ф2 (а) =  г (а) — 
=  -у-, 1 степшь г (х) менший за степшь /  (х). Отже, е числом ии- 
ДУ (2).

Таким чином, числа виду (2) справд1 утворюють поле. Позначимо 
це поле через Дх.

Залишаеться довести, що Д ^  Д (а). Осшльки поле Дх мштить як по
ле Д, так 1 число а , то воно М1сти ть  1 Д (а), яке за означениям е мЫмаль- 
ним полем з такими властивостямн, тобто Д ;Э  Д (а). 3  другого боку, 
будь-яке поле, яке включае а  1 поле Д, повинно включати 1 ва числа виду
(2), як1 утворюються з чисел поля Д 1 числа а за допомогою Д1Й множення 
1 додавання. Отже, Д (а) э  Дх. 3 обох встановлених сшввщношень 
випливае, що Дх =  Д (а), чим 1 завершуеться доведения теореми.

Для дальшого викладу важливо вид1лити такий окремий випадок 
теореми 1.

Наон’док. Якщо а  — коршь многочлена другого степеня над полем Д 
/(х )  =  х2 +  рх +  д,

причому а   ̂ Д, то просте алгебртчне розширення Д (а) поля Д, 
утворене приеднанням числа а, складаеться з у а х  чисел виду а +  Ьа, 
де а, Ъ — довиьнь числа з поля Д.

П р и к л а д и  3. Поле О (|^2) утворюеться приеднанням до поля О кореня 
\л2 незвщомого у пол1 О многочлена другого степеня }(х) — х1 — 2. Елементы поля 
<3 (/2) мають вигляд а + в / 2 ,  де а,в —  рацюнальн1 числа.

4. Розглянемо будову елемент1в поля О (/ 2 ) . Число а =  -/2 е коренем незва
ного в пол1 О многочлена третьего степеня / (х) =  х3 —- 2. Тому вс1 елементи I  поля

О (>/2), за теоремою 1, мають вигляд Е =  с0 +  сг У 2 +  с2 у̂ 2~2, де с0, сг, с2 —  ра- 
Ц10нальн1 числа.

б. Поле С комплексних чисел утворюеться, як вщомо, з поля К Д1Йсних чисел 
приеднанням до нього кореня » незв!Дного в К многочлена другого степеня / (х) =  
=  +  1 .3  доведено! теореми випливае, що вс1 елементи Е €  С, тобто вс1 комплекс-
н! числа, мають вигляд & =  а +  Ы, де а, Ь —  Д1Йсш числа.

Введемо таке означення.
Означення 2. Якщо коршь а  квадратного тричлена над полем Д 

не належить полю Д, то просте алгебртчне розширення Д (а), утворе
не з поля Д приеднанням до нього числа а, називаеться квадратичним 
розширенням поля Д.

Розглянуте вище поле О ( У 2) е, очевидно, квадратичним розши
ренням поля О рацюнальних чисел, утворене приеднанням кореня 
многочлена [  (х) =  х2 — 2.

У дальшому виклад! квадратичш розширення числових пол1в 
вдаграватимуть важливу роль.

"\ 32.3. Знищення !ррац!ональност! в знаменнику. Нехай дано др1б — де

р {х) 1  ̂ (х) —  многочлени над полем 0, а а —  1рращональний коршь незвщного мно
гочлена / (х) =  Xя +  ап_ 1хп—1̂ +  ... +  агх +  а„ з рац1 0нальними коефщ1ентами 
(при цьому, звичайно, ц (а) Ф 0). Слад виконати так1 тотожн! перетворення даного 
дробу, щоб позбутись 1’ррацюнальносп у знаменнику.

3  самого доведения теореми 1 зрозумшо, що треба робити. Якщо йе§ <? >  п, то, 
Д1лячи д  (х) на / (х) з остачею, Д1стаемо р!вн1сть д  (х) =  / (х) 5 (х) +  г  (х).



, ч Р («) Р (а )ГПдставляючи значения х =  а, Д1стаемо 9  (а) =  г (а), тому — ^ ----- Г(а)” ’ Д6

йе§ г <  йеё /. Отже, завжди можна вважати степшь знаменника заданого дробу
меншим за п. Але тод1 зрозум1ло, що § (х) I ! (х) в з а е м н о  п р о с т 1 , адже
) (х) —  незвщний многочлен. '

Нехай тепер фх (х) та <р2 (х) —  так! многочлени над О, шо
Фх(х) • / ( х ) + ф 2 (х)<?(х)= 1. <4)

Тод1 ^ Г =фг(а) 1
^ -  =  р (а )ф1(а). (5)

,  р (а)
Таким чином, щобзнищити 1ррацюнальн1сть у знаменнику дробу  ̂^  ■, д еа  —

коршь незвщного многочлена [ (х), потр1бно виконати таю дп:
1) Якщо ёе§ <7 >  я, то замшити  ̂ (х) числом т (а), де г  (х) —  остача вщ Д1лення

<7 (х) на / (х). . .
2) Знайти многочлени Ф1  (х) та ф2 (х), як1 задовольняють ршшсть (4).

П (
3) Обчислити ф2 (а) 1 подати др1б ■— за формулою (5).

П р и к л а д .  Розглянемо др1б

3/ 2  +  4 

2 - 3/ 2 ) ‘

Тут } (х) =  х3 —  2, р (х) =  х +  4, (х) =  — х +  2, йе  ̂ ? <  йе§ /. Знаходимо
фх (х) та ф2 (х) так1 , що

Фх (х) (х3 —  2 ) +  ф2 (х) (— х + 2 ) =  1 .

Виконавши вщповщш обчислення, д1стаемо
1 1 1  2  

Фх (х) =  —  , ф2 (*) =  - у  * 2 +  —  х +  —  •

Тепер за формулою (5) маемо:

4> и ч  т ’/ г + 4 )  -  ^ + 2 8 /5 + 3-
2 у 2

32.4. Скшченш розширення пол1в. Теорема 1 1 наведеш приклади 
показують, що числа I поля А (а) мають спещфчну структуру. Вони 
являють собою суму виду

I =  с0 +  сга  +  с2а2 +  ■ - - +  сп- Хап-\
де кожний член е добутком елемента ск поля А на елемент ос* (к — О, 
] 1 м п — 1) поля А (а). Отже, можна сказати, що дов1льний елемент 
^'пол'я А (а), де а  е коренем незвщного в А многочлена степеня п, е 
лШйною комбонащею елементов 1, а, а 2, ..., а п~\ з коефощентами з 
поля А. Осюльки сума елеменпв А (ос) 1 добуток Тх на числа з поля 
А е знову елементи поля А (а), то А (а) можна розглядати як лонойний 
простор над полем А. Бшьше того, А (а) е а л г е б р  о ю над полем 
А; проте тут для нас ктотш лише властивосп А (а) як лшйного про-
стору. . „

Узагальнюючи це спостереження, розглянемо деяке поле й  1 його 
шдполе Д. О е лшшний проспр над полем А. Елементами цього про

стору е числа з поля й , а операщями — додавання елеменпв поля й 
1 множення Ух на числа з поля А.

Розглянемо питания про б а з и с  1 р о з м 1 р н 1 С т ь  цього л1- 
шйного простору,^ нагадавши перед цим деяю означення 1 факти, В1- 
Дом1 з теори лшшних простор!в (1, розд. VIII), стосовно до ситуацп, 
яка нас тут щкавить.

Сукупшсть чисел а 1( а 2, ..., ак з поля й  називатимемо лш йно не
залежною системою елеменпв вщносно поля А, якщо р1вшсть

1̂а1 К а 2 +  • • • -{- =  0, (6)
де Я-1, Я2, ..., \к належать полю А, можлива лише при вах %1 =  0. Якщо 
ж р1вшсть (6) справджуеться 1 тод1, якщо хоч одне з \  не дор1внюе 
нулю (нагадаемо, що  ̂ А), то система елеменпв ос1, а 2, а к 
називаеться лонойно залежною водносно поля А.

Прошюструемо щ означення прикладами.

П р и к л а д и. 1. У  пол1 О (У 2) числа =  1, а 2 =  |^2 е л 1И1Йно незалежною 
системою елеменпв вщносно поля О. Справд1 , нехай Ях, Я2 ^ 0. Запишемо р1вшсть 
(6) для цього випадку: • 1 +  Я,2 • У 2 =  0. Покажемо, що тут Ях =  Х2 =  0.
Припустимо супротивне, тобто що Хх Ф 0, Х2 Ф 0 (випадок, коли одне з Д  2 дор1в- 
нюе, а друге не дор1внюе нулю, неможливий, що видно безпосередньо). Тод1 маемо

У 2  -----г^-, тобто У 2 е ращ*ональне число, що неможливо.
2

2. У  тому самому пол1 0  (\/ 2) два числа ах =  аг +  Ьг У 2 1 а 2 =  с 2 +  Ь2 У~2 
можуть бути Л1Н1ЙНО залежною системою елемент1в водносно поля О. Справд1, з р1в-

А.ност1 Яхах +  Х2а 2 =  0, при умов!, наприклад, Ф 0, маемо а 2 = -----+  ах, або

-  X
а2 +  У 2 =  —  (ах +  Ьг У2). Отже, числа а х 1 а 2 утворюють Л1Н1ЙНО залежну

Я,систему елемент!в вщносно поля О, якщо вони задовольняють умови а2 — ---- аг,

Ь а ЬЬ2 = -----+  Ьъ тобто коли справджуеться р1вшсть —  =
•̂ 2 #13 _ з з _

3. У  пол1 О (У 2) система елемент1в 1, У  2, У 22 е Л1Н1йио незалежною вщносно 
поля О. Рекомендуемо читачев! довести це самост1Йно.

Нагадаемо тепер деяю просп властивост1 лшшно залежних 1 
Л1Н1ЙНО незалежних систем елеменпв.

1)  Кожна частина лонойно незалежноо системи елементов водносно 
поля А е також лонойно незалежною системою елементов водносно по
ля А.

2)  Будь-яка система елементов а ъ  а 2, ..., аь, 0 поля й , яка включав 
число нуль, е лонойно залежною водносно поля А.

3) Якщо система елементов а 1( а 2, ..., а к поля ^  е лонойно залежною 
водносно поля А, то хоч один з елементов системи е лонойною комбона- 
ц1ею шших елементов з коефщоентами з поля А.

4) Якщо хоч один з елементов системи а ъ  а 2, ..., а к поля й  в лоной
ною комбонацоею шших елементов цоео системи з коефщоентами з поля 
А, то система ах, а 2, ..., ак е лонойно залежною водносно поля А.

Повернемося тепер знову до результапв теореми 1. Як ми зазнача- 
ли, ця теорема з ’ясовуе структуру розширення А (а) поля А, де а  —



коршь незвщного в пол1 А многочлена /  (х) п-го степеня. Поле А (а) 
побудоване так. Генуе п елеменпв цього поля 1, а, а 2, ..., а " - 1 таких, 
що кожний елемент ^  А (а) е лш1йною комбшащею цих елемент 1 в з 
коефвдентами з поля А.

Покажемо, що сукуптсть чисел 1, а .......  а п—1 е лшШно незалежною
системою елементьв вгдносно поля А.

Справд1, запишемо р1вшсть виду (6):
■ 1 ~I-  ~I- * "  “Ь ^п—1 * а,п~ * =  О, 

де \  € А. Якщо ця р1вшсть справджуеться, коли не вс1 \  дор1внюють 
нулю, то це означае, що а е коренем деякого многочлена ср (х) =  Я,0 +  
+  +  .•• +  'кп-\Хп~х з коефвдентами з поля А, степшь якого не
перевищуе п —  1. Але це неможливо, бо, як вщомо, многочлен /  (х) 
степеня п е мвдмальним многочленом числа а.

Отже, коли а  —  алгебраТчне число п-то степеня вщносно поля А, 
то елементи розширення А (а) е лшшними комбшащями (з коефвден
тами з поля А) елеменпв лшшно незалежноТ вщносно А системи 1, а, 
а 2, . . . ,  а ” -1.

У загальному випадку розглянемо деяке числове поле А 1 його 
розширення Й ; припустимо, що в пол1 й  1снуе лш йно незалежна вщ
носно А система елемешчв а ъ  а 2, ..., а „ така, що кожний елемент  ̂^
с й  подаеться у вигляд1 лш йно! комбшацп чисел а ъ  а„........а п з
коефвдентами з поля А.

Систему а ъ  а 2, ..., а „ можна назвати б а з и с о м  розширення 
й  вщносно поля А, бо вона утворюе базис лш йного простору й  
над полем А. Юлыасть елемент!в цього базису скшченна 1 дор1виюе п.

Таю розширення поля мають назву с к 1 н ч е н н и х .  Дамо повне 
означення згаданих понять.

Означення. Розширення Я поля А називаеться скшченним, якщо 
в поль й  1снуе така лшшно незалежна вьдносно поля А система елемен- 
т1в а ь а2, ..., а„, що будь-який елемент лШйною комбшащею
цих елементьв з коефьщентами з поля А:

 ̂=  ’к1а1 Я,2а2 -{-••• +  (7)

ЦпА Система елементгв а ъ  а 2, а „ називаеться бсщ Ш 1  поля й  в1д-
^-Т^юсно поля А.

Базис скшченного розширення О можна внбрати не одним способом. 
Проте вс1 базиси поля О мають те саме число елеменпв п. Бшьш того: 
довыьна лшшно незалежна система з п елементьв е базисом (1, § 32). 
Отже, число п е характеристикою скшченного розширення Й поля А, 
незалежною вщ вибору базису. Число п називаеться степенем розши
рення Й над полем А 1 позначаеться символом (й : А). Зрозум1ло, що 
(й : А) е розм1ртстю лшйного простору й  над полем Д.

Розглянемо деяк1 властивосп базисов.
Якщо п —  стешнь розширення й  над полем А, то будь-яка лшШно 

незалежна вьдносно А система а ъ  а 2, ат елементьв поля О не може 
листити быьш як п чисел.

Справд1, якщо т >  п, то виберемо з нашоТ лшшно незалежно1 
системи частину елеменпв а ъ  а г, а„. Ця нова система також Л1-

шйно незалежна 1 мктить п чисел. Тому п можна прийняти за базис 
поля й  вщносно поля А. Отже, кожний елемент поля О, зокрема а,„, 
буде лш йною комбшащею елеменпв а 1( а2, ..., а п. Виходить, * що си
стема а ъ  а 2, ..., а п, а т не е лшшно незалежною, бо один з и елемент1в 
е лшйною комбшащею шших. Тим б1льше вся система аъ  а 2, ... 
..., а„, а „+1, ..., ат не може бути лш йно незалежною.

Звщси видно, що степшь п скшченного розширення □  над полем 
А дорьвнюе максимальному числу I елементьв поля О, як1 можуть утво- 
рювати лшшно незалежну систему. Справд1, за доведении, п >  /; 
з другого боку, в О завжди е лш йно незалежна система з п елеменпв 
(довшьний з базжйв й). Отже, п — /.

Справедливе й обернене твердження, а саме:
Якщо I — максимальне число елемент1в розширення поля А, що 

утворюють лшйно незалежну систему вьдносно поля А, то Н е  скш
ченним розширенням над полем А степеня I.

Досить показати, що в Й юнуе базис вщносно поля А, який мктить 
/елеменпв. Нехай рх, р2, ..., р, — лш йно незалежна система елемен
пв поля й  (така система 1снуе за самим означениям числа /). Покаже
мо, що ця система е базисом поля й  вщносно А. Якщо I, —  дов1льний 
елемент поля й , вщм1нний вщ р1( Р2, ..., рг, то система елеменпв 
Рь Рг. •••, Р/ — Л1Н1ЙНО залежна, бо мктить / +  1 елемент. Це означае, 
Що +  /^Рх +  ... +  Я,рг =  0 (А,г  ̂ А), коли не вс1 к, дор^внюють 
нулю. При цьому Х0 Ф  0, бо при =  0 з  р1ВНОСТ1 А,1р1 +  Я,2р2 +  ... +
+  =  о 1 Л1Н1ЙН01 незалежност1 рь р2. . . . .  р, випливало б, що й

=  \г =  ... =  х 1 =  0. Отже, можна подати I через елементи рг, 
Рг....... РI-

Звщси зрозум1ло, що кожний елемент е лЫйною комб^на- 
щею елеменпв рх, р2, ..., рг, як1, отже, утворюють базис поля й.

П р и к л а д  и. 3. Поле О (У  2) чисел виду а +  Ь У 2, де а, 6  —  довшьн! рац1- 
ональн1 числа, е розширенням поля О степеня 2 , бо 1снуе базис поля О (У 2) в1дносно 
поля О, який складаеться з двох елеменпв. За базис можна взяти числа 1 1 }/ 2, 
Сукупн1сть цих чисел, як було показано, е лЫйно незалежною системою в1дносно 
поля О. За базис можна взяти й шип числа, наприклад 1 —  У2 \ 1 +  У  2 або взага- 
Л1 два числа а7 +  Ь\ У 2 I а2 +  Ьг У 2, аби т!льки система цих чисел була лшШно 

незалежною в1Дносно О, тобто справджувалась умова — ^  —1_.
з *2

4. П олеО Г/2) е ск1нченним розширенням степеня 3 поля 0. Базисом цього поля
вщносно поля О е, наприклад, числа 1 , у ' 2 , у̂ 2*. або 1 + ^ 2 , 2 - У 2, 1 + у ' 2 2

5. Поле С комплексних чисел вщносно поля К дшсних чисел е скшченним роз
ширенням степеня 2. Базисом поля С вщносно поля К е, наприклад, система чисел I I » .

Зауважимо, що не кожне розширення поля е скшченним. Так, 
поле К Д1ЙСШ1Х чисел е розширенням поля О ращональних чисел. 
Проте це розширення не е скшченним, бо в ньому не юнуе скшченного 
базису, через який лш йно виражалося б будь-яке Д1йсне число



Розширення й  першого степеня над полем Д просто збнаетьеи з 
полем А. Справд1, дов1льний елемент С € й  в цьому випадку, эИдно 
з (7), мае вигляд $ =  Яр, де р — деякий фшсований елемент поля М, а 
X —  будь-яке число з поля А. Якщо взяти, наприклад, ^ = 1 ,  то
знайдеться ^  € А таке, що 1 =  ^(3, звщки Р =  Як бачимо,
а разом з ним 1 кожне I, належать А, тобто й д А ,  Осюльки ж О 
розширення А, то дютанемо й  =  А.

§  3 3 .  АЛГЕБРАТЧШ РОЗШИРЕННЯ ЧИСЛОВИХ ПОЛ1В

33.1. Поняття алгебраТчного розширення. Для далыпого виклиду 
нам потр1бно ввести деяю нов! типи розширень числових пол1в 1 з'я- 
сувати зв’язок !х  М1Ж собою та з сюнченними розширеннями.

Розширення й  поля А, утворене за допомогою юлькох послщовно 
виконаних простих алгебраТчних розширень, називаеться складным 
алгебраочним розширенням поля А.

Означення 1. & е складним алгебраочним розширенням поля Д, 
якщо оснуе такий ланцюжок розширень

Д е Д ^ Д г Е  . . .  д Д 4 =  й,

що Ах =  Д (ах), Д2 =  Дх (а2), ..., Ак =  Ак-\ (а*), причому кожне 
« . е алгебраочним числом над полем Ам  (при 1 =  1 Д,-_1 =  Д).

Це означення не вимагае, щоб вс1 числа були алгебраТчними вщ
носно початкового поля А, бо алгебраТчшсть числа вщносно поля
А[_1 безпосередньо ще не означае його алгебраТчносн вщносно його
П1ДП0ЛЯ Д.

Складне алгебраТчне розширення поля А позначатимемо символом 
А (ах) (а2) ... (а/;). Це позначення не слщ зм1шувати з символом 
Д («Хх, а 2, ..., а к), який означае розширення поля А, утворене одночас- 
ним приеднанням до нього чисел аи а2, ..., ак (п. 32.2).

Природно розглядати складне алгебраТчне розширення як узагаль- 
нення простого, тобто вважати просте розширення А (ах) також склад
ним з к =  1, або, що те саме, при а 2  ̂ Д (ах), а 3  ̂ А (ах), ..., а к ^
€ А (а ])-

Кр^м поняття простого чи складного алгебраочного розширення 
введемо ще поняття алгебраочного розширення числового поля.

Означення 2. Розширення й  поля А називаеться алгебраочним, якщо 
всо його елементи е алгебраочними водносно поля А.

Як буде показано дал1, ус! ранше введеш типи розширень (просте 
1 складне алгебраТчне, скшченне) належать до категорп алгебра'Тч- 
них розширень. Звичайно, не кожне розширення поля е алгебраТч- 
ним: так, можна показати, що поле дшених чисел К не е алгебраТч- 
ним розширенням поля О ращональних чисел. Розширення, яю не е 
алгебраТчними, називають т р а н с ц е н д е н т н и м и .  Тут ми об- 
межимося вивченням лише алгебраТчних розширень. Зауважимо лише, 
що, як можна показати, просте трансцендентне розширення поля Р  
(тобто мшмальне поле, яке мютить Р  1 трансцендентний вщносно

Р елемент х) збиаеться з полем Р (х) вщношень многочлешв (ращо- 
нальних дроб1в) над Р  (§ 24).

#33.2. Скшченшсть простих 1 складних алгебраТчних розширень.
Перейдемо до з’ ясування сшввщношень М1ж р1зними типами розши
рень ЧИСЛОВИХ ПОЛ1В.

Насамперед, теорема 1, доведена в п. 32.2, означае справедливкть 
такого твердження.

Теорема 1. Просте алгебраочне розширення А (а), утворене з А при
еднанням алгебраочного водносно А числа а, е сконченним розширенням 
поля А. Степонь розширення А (а) над полем А доровнюе степеню числа 
а водносно А.

Справд1, в теорем! 1 § 32 було доведено, що довшьне число  ̂  ̂ А (а) 
можна подати у вигляд1

С — со +  с1а  +  * - • +  сп̂ \ап~ х.

Кр1м того, в п. 32.4 було доведено, що елементи 1, а, ..., а " - 1 е 
базисом поля А (а) вщносно поля Д. Отже, Д (а) е сюнченним розши
ренням поля А степеня п. Теорему доведено.

Наслщок. Степонь будь-якого квадратичного розширення числового 
поля доровнюе 2.

Покажемо тепер, що складне алгебраочне розширення поля А е та
кож сконченним розширенням цього поля. Доведемо для цього спочатку 
таю твердження.

Л ем а  1. Якщо Д2 — скшченне розширення поля Аи а Дх —  скончен- 
не розширення поля А, то Д2 — сконченне розширення поля А, причому 
(Д2 : А) =  (Д2 : А,) (Аг : А).

Д о в е д е н и я .  Нехай (Д2 : Д^ =  п, (Дх : А) =  т. Кожний 
елемент ©  ̂ Д2 можна подати у форм1

® =  2  (1)
1=1

де сукупшсть елеменпв |1( |2, ... е базисом поля Д2 вщносно поля 
Д1( а елементи с1( с2, ..., сп належать Д*.

3 другого боку, через те що Дг е розширенням поля А степеня т, 
маемо:

т
с, =  2  а1кг\к (1 =  1,2,  . . .  , п), (2)

к=\
де г)!, г)2, ... т]ш — деякий базис Дх вщносно А, а ва а{ь належать Д. 
Пщставляючи (2) в (1), дютанемо:

п т
=  2  ^  (3)

1=1 к= 1

Р 1вн1сть (3) показуе, що кожне число со  ̂ Д2 е лшйною комбша- 
щ'ею елеменпв =  ЛдД,:> ЯК1 належать Д2, з коефвдентами а^ з по
ля Д.

3 цього випливае, що Д2 е сюнченне розширення поля Д. Покажемо 
тепер, що степшь цього розширення дор1внюе тп. Для цього досить



встановити, т о  тп елементш утворюють лш йно незалежну систе- 

“ у Н м а Т и  ™ деяк! числа а поля Д таи , що справджуеться р.вшсть:
п т

2  2  и ь *  =  о- (‘ ’

Покажемо тепер, що ця р1вшсть справджуеться лише при умов!, 
що вс1 %№ =  0. Виконую чи елементарш перетворення, маемо.

Т1 I \ ^

2  2  =  2  | ,  =  2  ( 2  М * )  Ь =  2  иД,.

д е

Иг =  2  ^ ТЬ> М-/ б ^1- ^
к= 1

Р 1ВН Ю ТЬ ( 4 )  м о ж н а  п е р е п и с а т и  т е п е р  т а к :

2  ИД. =  °-

Але Е Е Е е  базис поля Д2 вщносно поля Аь отже, щ елементи 
уиорюю™  л7шйио незалежну систему в1дн^но 4 ; . Тому И. -  N  

_  0. Але ТОД1 3 ршностеи (5) випливае.

2 * » Л *  =  °  (‘  =  1,2,  . . . .  п).
к=\ _  п

„  „  __базис поля Д1 вщносно поля Д 1, отже, вс1 Ык — •
д е  г ) ! ,  Т1г , . . . ,  т )т  о а з и с  1 р и р м р н т 1в  1, ь  =  Ч ь Ь  е  б а з и с о м
поля™* в1д а ю | ю ш ^ % ^ б ^ 1̂ п о ^ Д ^ р о з ш и р е н н я м  степени тп

и^С правед/тве^акож ^вердж ення^в певному розумшш обериене

Д°  Л ема  2. Я«ЧО Да —  скЫченне розширення « ш  Д <—  -■  »  
Дх _  довиьне розширення поля Д, ммтиться в Д2.

А ^  Ах — А 2»
т о  Д, —  т о г о *  аинченне розширення Д, притон/ * г о  спкш'нь <Д,:

: Л)Д  о ^ е д Т ^ н Т к о г а Й  елемент р, який належить Д „ належить
також I Д, Степшь розширення Д2 вщносно поли Д Д°Р1вя ' 
м у Т о  В 1 л ь н а лшЧйно незалежна система елемент,в, з Д» « 0  
поля Д мютить не б1льш я к  т елеменпв (п. 32. 4). Це с У 
менТ1в поля Дц яне за умовою е „«нолем  ноля Д ^.нш ка^и=  « з а  
лежна вщносно Д система елементш а Д, не » ж е о  ^  д> 
т елеменпв. Звщси випливае, що юну а < т  Отже, Дх е
який складаеться з ,  елементш ^ Р ™ ?  < ^ т к  Д ,' е
скшченним розширенням Д. Очёвидно також щ е ск1нчен-

скшченним Р °зшиРенн™  поляп^ ; ь^ ^ е ле м е е т%  € А2 л ш й н о  вира- 
ним розширенням поля Д, то д У ^ щ е н т а м и  з Д.
жаеться через базис схх, а 2, ...» а ,п В*Д

Клементи* «  ~  \  ™ Вих°дить> Щ° Р л1н1йно виражаеться* через елементи а „  а2, .... ат з коефщшнтами з поля Д, н

не р о з Г р е н „ Т Г УДСПРа, Т УЮТЬСЯ ВС'' УМ0ВИ Леми 1: ^  ~  скшчен- 
мою 1, (5Г : А) ^ \ д г Г д ? (д 7 Г д е),РОЗШИРеННЯ А’ ° ТЖе> ЗГ*ДН°  3 ле’
ведено™ =  ^  ‘ ^  ^  = Л) ' : ^  6 Д‘льником числа т. Лему до-

Т еорГм а 2 . Й К

Нс ш п т Т ^ ш и р Мен7яМд !  у м *  ^  Р03“ иРення дор1внюв добутку 
А Ы  К )  «Йиоеио поля А (а[) П0ЛЯ " а с т т ш ь  Розширення

маемо°Д ^ ДД " Л ” ' ? 3” аЧИМ° А‘ =  Л =  Д1 Ю -  Очевидно,
ним розширенням Зя т р ^ 6 3 р,°3ширень А| ' А* е простим алгебраТч- 
МО, в д 7 дГ- д Т - ^ Т д Р ^ 1 ' ”  Р“ ™ Р « » Я  ек1н,енн|. Припусти- 
маемп тп  л* а ■ 1 '  ̂ ~  т' Використовуючи тепер лему 1
-  ШП. X  в’  ; С™ 6 ™  доР̂ ™ Ре" НЯМ ПОЛЯ Л’ ПРИ,0МУ (Д- : д » -
в 1# Складне алгебршчне розширення Д (а.) (а ,) (а )

^ « Ж Г и  При * .  

« п е р  д о  тРе д Г н 7 яР“ р ™ л 1? е ^

“ р( Г Г д с- д р и ? « Т з  д ; - , - 4 м с Г

! ^ г г г ?
НИМ ршшнренмм п м я  Л р т о м у ^ о ^ н ь  д о ^ Г *  СК‘" ' ‘И-  

Иг -  цм  (Д ,: Д ^ ,) =  (Д ,:Д)(Д 2:Д 1) . . .  (Д(_ , , Д,_2)(д ., д<_ ()> 

що й треба було довести

" Г Г К 2 Л ~ . Л> — А* е ланЦК>жком квадратич-
33 3 АлгебпаТчн1ст б|ск1нченним розширенням поля Д степеня 2*. 

ли, що як простГ та к ?г1 п Р0СТ° Та “ |нчен.них розширень. Ми показа-
ск1нченними розширен^ями Х Г п  Р31ЧН1 Р03шиРення поля е завждишипрння п /.На Р ннями. Для доведения того, що ва згадаш ооз- 
сК1НчеНного розширення°поля.ВСТаН° ВИТИ аЛГебра1‘ЧН,'СТЬ дов‘льного 

розширення!3’ Ынченне Розширення поляе його алгебршчним

Н1йна незал^стГв!дноснТполяад не о^начя^лГ'й У™ базисом в'дносно А,, бо л1-
V  Але такий базис можна шетати Л1н1Йно1 незалежност! вгдносно поля
« .  т,. _ ,  » Ш т т  с



Д о в е д е н и я .  Нехай А, — сюнченне розширення п-го степеня 
поля А. Отже, будь-яю п +  1 елеменпв у пол1 А? е лшшно залежними 
вшносно А (п. 32.4). Тому якщо взяти в Ах дов1льнии елемент а 1 за 
його допомогою скласти п +  1 елеменпв: 1, а , а 2, ..., а п , а ” , то ця 
система елеменпв е лшшно залежною вщносно А, тобто 1снують таю 
Я,  ̂ А, з яких не вс1 дор1внюють нулю, що справджуеться ршшсть

Х0 +  кха  +  Я,2а2 +  • * - +  +  К * п — О-

Отже а  е коренем деякого многочлена /  (х) =  кпхп +  ... +  1̂ * +  
з коефМентами з поля А, тобто е алгебраТчним числом вщносно по
ля А. Теорему доведено. . ___ __

3 доведения безпосередньо видно, що кожне число сконченного роз
ширення п-го степеня поля А е алгебраочним числом, стешнь якого
водносно А не вищий за п. -111№Ц

Зокрема, осюльки будь-яке квадратичне розширення е сюнчен-
ним розширенням другого степеня, то кожнии елемент у з 
ного розширення поля А е коренем деякого многочлена над полем А, 
апеЫнь якого не перевшцуе 2. Якщо V ?  А, то напевно V «  коренем не- 
звщного квадратного тричлена над полем А.

Теореми 1— 3 дають змогу прийти до такого висновку:
Кожне просте або складне алгебраочне розширення числового поля 

А е алгебраочним розширенням цього поля.
Справедливим е твердження, що сконченне розширення поля А е  

тольки алгебраочним, але й простим алгебраочним розширенням 
Це твердження ми дютанемо як наслщок трьох наступних теорем.

Т ео р ем а  4 . Рсшшренн, Д (« ,, а ,.......« , ) ,  утеоренез А приеднатям
алгебрштих водносно Д чисел а „  а», зб1гаеться з складном
алгебраочним розширенням А (а,) (аг) ... (а*).

Д о в е д е н и я .  Якщо побудувати послщовшсть розширень
Д е Д ^ А , ^  . . .  е  Ак—1 е  Д*,

де А, =  А (а,), А2 =  Ах (в1)....... А, =  Д,_1 (а,), .... К  =  А*-> («*)»
то вс) щ розширення е простими алгебрашними розширеннями. 
Справд!, кожне а, за умовою е алгебратним числом вщносно поля А 
а отже, е алгебраТчним 1 вщносно розширення Д(_1 цього поля. Тому
А =  А/_1 (а,) е простим алгебраТчним розширенням. Зауважимо, що
д! може зб1гатися з Д<_и якщо а, 6 Д /-1- У иьому випадку А (ах) х  
X (а,) ... (аь) =  А (ах) ... (аг-О  (а (+0 ••• (“ /*)• т . , „

Розглянемо поле Ак =  А К )  (а2) ... (а,). На основ! теореми 1 п. 
32 2 ва елементи цього поля е яюсь многочлени над полем Д в д 

”  V  Тим самим ие поле мае бути шдполем поля 
.. . « . ) .  т л г о  Д. =  А (« ..  “ •>• 3 л р у го го в о к у .^ и »

А (а „  а ,, ..., а*) мшмальне з тих, що мютять А, о^, .... а к 1, о ,
Ак ^  А (а1г а 2, ..., а к). Таким чином, розширення А (а1( а 2, ..., а к)
зШгаеться з складним розширенням А (ах) (а2) ... (ак).

Теорему доведено. . гкшчрнне I
Теорема 4 показуе, що розширення А (аи а 2.....а*) сюнченн

алгебраТчне, бо таким е складне алгебрашне розширення А С«ж)
( о /  Розширення А (а,, а „  ..., а*) шоД1 називають а л г е б р а и -

н о  п о р о д ж е н и м. Таким чином, клас алгебра'Тчно породжених 
розширень збшаеться з класом складних алгебраТчних розширень.

1 еорем а 5. Ьудь-яке сконченне розширення поля А е складним алге- 
ораочним розширенням цього поля.
ппп^  а В\/ Д 6 Н Н-о ' ^ ехай д х — сю'нченне розширення «-го степеня 
Н  Ао 1 : е0реМ1 й о° показано- Щ° д 1 е алгебраТчне розширення п о  

якщо Р,. рв, рп _  який-небудь базис поля Аг, то ва 
т о  А — А /о " о  а^гебРа1чн1 вщносно поля Д. Покажемо тепер, 
? д Рп)- 0 ск 'льки Д1 е поле \ мктить рь ра, р 

а  Фъ .... Рп) мшшальне поле з такими елементами, то
^ (р1> Рг. - * *. Рп) — Д1. (6)

елрмР»т.Чпе кНЯ1й П°ЛЯ’ а Р2’ . —’ Р") метить уо' ЛШ1ЙШ комбшацп елеменпв рх, р2, рл 3 коефщюнтами з поля А, тобто мктить усе 
поле

Д (Рк Рг............ р„) =  д х. (7)

3 (6) { (7) випливае, що Д, =  Д (8,, 6, 6 ) =  Л (В Ий 1 / п
Теорему доведено. Рг...... Рп) (Рг) (Рг) *'■ (Р-)-

Звичэйно, складне алгебраТчне розширення може виявитись, зо- 
крема -простим, якщо р2 6 Д (р,) рз е Д (рж)........рл е д

л еорем а  6. Ьудь-яке складне алгебраочне розширення Й =  
== Д (аг) (а2) ... (ак) поля А е простим розширенням цього поля, тобто 
гснуе таке число и, алгебраочне водносно А, що О =  Д (ю).

Д о в е д е н и я .  Застосуемо метод математичноТ шдукцп 1 роз- 
глянемо спочатку випадок к =  2. У цьому випадку й  =  Д (а .) (а „). 
Треба знаити таке число со, алгебраТчне вщносно А, що О =  А (го)!

ск1льки а г 1 а 2 алгебраТчш вщносно А, то можна розглянути Тхш 
м1Н!мальш многочлени [ (х) та §  (х) над полем Д. Нехай I,, ... I _
пяпнп 1 1 ’ ~  корен1 8  Очевидно, вс! числа’ б" по
парно Р13Н1 (якби /  (X) мав крапп корен!, в1н був би звщним \ не м!г 
би бути мшшальним), причому одне з !  дор1внюе а. (наприклад, Е, =
— 0С1); аналопчно, попарно р!зн! числа 1' т), =  а ,.
якр м:В° РГ 1 ТеПеР ЧИСЛ« ш =  а 1 +  са2. де с —  деяке число з поля Д, 
яке ми виберемо так, щоб при ве1х о =  1, 2, .... п \ /  =  2, 3, ..., т було

“  +  ст)/. (8)
Такий виб!р завжди можна зробити, бо числове поле Д мае безл1ч еле- 
менпв, а чисел с, для яких

а, +  са2 =  | +  сг)/ о  с =  —1 ~  а — 1 2 «• / — 2 т\' т]у — а2 ' ’ * • * • » п' / — А • • .,
ск1нченна к1льк1сть.

Доведемо, що означене так число со -  шукане. Перш за все, со с 
€ тому алгебрашне вщносно Д. Кр1м того, зрозум1'ло, що А (со) с  
%  =  д ™ “ аеться Довести, що А (со) м1стить к о ж н е  число з О :

ж Л ° 3̂ Т 1 , Т Т ЦЯе\ ! ' ^ ) - / ( “ - “ )• Його коефМенти нале- жать полю Д (со), бо коефщ!енти многочлена /  (х) 1 с належать А, а



ю С А (со). Серед корешв ^  (х) е число а 2, бо/^а .,) =  /  (со — са2) =
—  ̂ (а1) =  о. Отже, (х) та 8 (х) мають сшльний коршь а2. Але щ 
многочлени не мають жодного шшого сшльного кореня, бо

1/х (Л/) =  0 (/ =  2> — ст1/) =  °  (/ =  2- •••• т )1с>
о  [со — сц/ =  ^  (1 =  1, . . .  , я; 1 =  2 , . . . ,  т)],

що суперечить (8). . . .. ц г п
Отже и (х) 1 в  (х) мають единий сшльнии коршь сс2 1 Т0МУ 1Х 

(/, а) = ’ х —  а 2. Оскшьки /х (х) та е  (х) -  многочлени над полем 
Д (со), яке е розширенням поля Д, то 1 х  —  а 2 —  многочлен над Д (со), 
тобто’ а 2 € Д (©)■ Тепер зрозумшо, що й а х =  со — са2 $ А (со). Але 
тод1 м1Н1мальие поле Д (аъ  а 2), яке мктить поле Д 1 числа а х, а*, 
мусить бути пщполем Д (со). За теоремою 4Д (о^, а 2) — Д (а2)

отже, ми показали, щ о й ^ Д  (со), чим доведения теореми при
к =  2 закшчуеться. .

Припустимо тепер, що теорема правильна при к: — / >  А  1 д° ве‘ 
демо правильшсть и при к =  I +  1. Нехай Я — Д (04) (аа) ... 
... (ад (аш ), Де сс, (I =  1, 2, ..., / + 1) -  алгебрашш вщносно Д 
числа! Розглянемо поле Я 1 =  Д М  ( а , ) ... (а,). За припущенням ш- 
лушш Я, =  Д (со,), де со, — якесь алгебрашне вщносно Д число. 
Але тод1 О =  Д Ы  (ос1+1) 1, за доведении вище (при к = 2) тверджен- 
ням теореми, Я е просте алгебраТчне розширення поля Д. 1 еорему
ППНРЛРНП

Наслщок. Будь-яке розширення другого степеня поля А е квадратич
ным розширенням поля А.

Отже, б у л о  р о згл я н у то  таш п ’ я ть  к л а с 1В розш и рен ь  ч и сл ов ого
поля Д:

К г : прост! алгебраТчш розширення;
Кг : складш алгебраТчш розширення;
К 9 : скшченш розширення;
К  4 : алгебраТчно породжеш розширення;
/СБ : алгебраТчш розширення.
Встановлеш щодо цих клаав факти можна символ1чно подати так. 
Теорема 1: <= К 3; теорема 2 : Кг г  К 3\ теорема 3 : К 3 е  Д5;

теорема 4 : К2 =  К «; теорема 5 : К 3 <= К 2, теорема 6 : 5
Зрозумшо що =  /Сз (теореми 2 1 5), /С, =  К 2 (теорема^6 1 оче- 

видне сшввщношення К 1 ^  К 2); К 2 =  К  4 (теорема 4), тоб о Кх 
__ к  _  /сз =  / ( 4 Д 0. 1ншими словами, поняття простого I склад-^
ного 2алгебршчних розширень, алгебршчно породженого розширення 4 
скшченного розширення по суть збиаються. Р1зш за способом побудо
ви вс1 вони являють собою ту саму алгебра(чну структуру.

Що ж до класу К-а алгебраТчних розширень, то поки що нам лише 
вщомо, що Ко — Кь (теорема 3). У наступному пункт1 буде показано, 
що Ка с :  Кь, тобто кнують алгебраТчш розширення, як) не е скшчен- 
ними (а тому й простими, або складними, або алгебрашно породже-

НИМ33.4. Поле алгебраТчних чисел. Розглянемо сукупшсть А (А) 
ус1х алгебраТчних чисел вщносно поля Д, тобто множину коренш у с 1Х 
многочлен1в з Д 1x1.

Теорем а 7. Сукупн'ють А (Д) алгебралчних чисел вьдносно поля А 
е поле.

Д о в е д е н и я .  Досить показати, що разом з будь-якими двома 
числами т) сукупшсть А (Д) мктить I +  л> I * Л> — I та 4- I що
0 € А (А), 1  ̂А (Д). Останшй факт випливае з того, що (п.̂  32.1).

С1<=Д 5  Л(Д). (9)

Нехай тепер |  ̂А (Д), л € А (А). Розглянемо алгебраТчно породже- 
не розширення Д (|, л ) . Це розширення алгебраТчне (див. п. 33.3) 
а тому кожне число з нього належить А (Д). Зокрема, числа

 ̂+  Л> I ’ Л. яю належать Д(|, г)), належать 1 /4(Д). Тео
рему доведено.

Насл1док. Множина А ус1х алгебраьчних чисел (тобто А =  А ССШ 
е поле. У И

3 (9) зрозум1ло, що А (Д) е алгебраТчне розширення поля Д. Пока
жемо тепер, що в вагальному випадку це розширення не е скшченним 
Для цього досить перев1рити, що поле А не е скшченним розширенням 
поля О ращональних чисел. Але це насправд! так, бо у к1льщ О [х\ 
1снують незвщш многочлени як завгодно великого степеня (п. 31.1). 
Отже, в А юнують числа як завгодно великого степеня вщносно поля
Ч. Але тод1 А не може бути скшченним розширенням поля О, бо як 
випливае з доведения теореми 3, стешнь скшченного розширення поля 
Д не нижчии вщ степеня кожного елемента цього розширення вщнос-
НО / а .

3 наведених М1ркувань випливае, що ьснують алгебраШ  розши
рення полш, якь не е скшченними, тобто Къ гэ Ко, але К?, Ф  К п як 1 
було зазначено у попередньому пункть Доведений факт не означае 
що будь-яке розширення А (Д) е нескшченним. Так, поле С комплекс
них чисел е, як ми знаемо, скшченним розширенням поля К Д1йсних 
чисел. В  той же час С =  Л [К), бо корен! уах  многочлен.в з д.’йсни- 
ми коефщ1ентами належать С, 1 будь-яке комплексне число а +  Ы е 
4 ? ^ 6+  ^ 2̂ Г° ЧЛ0На Над ^ (наприклад, многочлена /  (х) =  х2 —  2ах +

Як вщомо (§ 28), поле С а л г е б р а Т ч н о  з а м к н у т  е, тобто 
вс1 алгебрашш числа над цим полем належать самому полю С : А (С) -■*
-  С. Виявляеться, що цю властивкть мае сукупн1сть А (Д) алгебраТч- 
них чисел над д о в 1 л ь н и м  числовим полем А :  А [А (Д)] =  А (Д)

Теорема 8 . Поле алгебрашних чисел А (Д) над довиьним числовим 
полем А алгебраьчно замкнуте.

о  —1! 5 ш Нл  Я'- Нехай А ^  (д )1 =  Я. Нам потр1бно показати, 
що и  -  А (А). Оск1льки включения А (А) с= Я очевидне, досить по
казати, що будь-який елемент со  ̂Я е елементом А (А), тобто алге- 
брашнии вщносно Д. Якщо

§  (х) =  х п +  ап̂ 1х п~ 1 +  +  а хх  +  а0 (а, $ А  (Д),

/  =  0, 1, , п — 1)



е мшмальний многочлен над А (А) числа и (такий многочлен кнуе, 
бо со — алгебраТчне число вщносно А (Д)), то розглянемо алгебраТч- 
но иороджене розширення Д (а0, а „ _ 1) поля Д. За ранше до
ведении, Д (а0, а 1( « „_ ]) — алгебраТчне розширення Д, тобто будь-
який його еленент, зокреиа ш, алгебраТчний над Д. Звщси со  ̂А (Л), 
що й треба було довести.

Основна теорема теорп многочлешв (§ 28) стверджуе алгебраТчну 
замкненкть поля С ус1х комплексних чисел. Поле А =  А ((}) алге-

аг
бра'Тчних чисел е пщполем поля С : А с  С (причому правильним 
пщполеи, бо в С кнують трансцендентш числа). 3 теореин 8 випли
вае, що 1 пщполе А поля С пае властивкть алгебраТчноТ заикненосп.

§  34. Р О З В ’Я З Ш С Т Ь  А Л Г Е Б Р А Т Ч Н И Х  Р 1 В Н Я Н В  
У К В А Д Р А Т Н И Х  Р А Д И К А Л А Х

34.1. Поняття розв’язиоеп у квадратних радикалах. Як вщоио 
(1, § 17), не кожне алгебраТчне р1вняння иожна розв’язати у радика
лах, тобто виразити ва його корен! через коефщкнти за допоиогою 
скшченного числа Д1Й додавання, вщншання, иноження, дшення 1 
добування кореня з шлим показником степеня. Зокреиа, славнозвк- 
на теорема Руффш — Абеля твердить, що р1вняння я-го степеня з 
дов1льними буквениии коефЫентами при я >  5 не можна розв’яза
ти в радикалах.

Разои з тим кнують окрем1 класн р1внянь вищих степешв, яю 
иожна розв’ язати у радикалах. Загальне дослщження проблеми роз- 
в’ язносп алгебраТчних р1внянь у радикалах е предметои важливоТ 
галуз1 загальноТ' алгебри— так званоТ теорп Галуа1. Виклад щеТ 
теори виходить за меж1 цього курсу. Проте одне з питань теори роз
в’язноеп р1внянь у радикалах ии розглянеио тут (в елементарнш 
форш), ураховуючи його особливе значения для традищйного курсу 
ншльноТ иатеиатики. Йдеться про розв'язтсть алгебршчних рьвнянь 
у квадратних радикалах. Саие до цього питания зводиться дослщжен
ня иожливосп чи неиожливосп розв’язати певну геоиетричну задачу 
на побудову за допомогою циркуля I лШйки.

Означення 1. Вважатимемо, що алгебршчне р1вняння
[ (х) =  апхп +  ап_\хп~ 1 +  - - -  + а 1х +  а0 =  0  (апфО)  (1)

аг
можна розв'язати у квадратних радикалах, як'цо кожний з його п 
карете можна подати через коефщьенти а! (/ =  0, 1, ..., п) за допомо
гою скшченного числа дШ додавання, вьдтмання, множення, дьлення та 
добування квадратного кореня.

Якщо дп додавання, вщншання, и н о ж е н н я  1 Д 1л е н н я  назвати ( я к  
це загальноприйнято) р а ц 1 о н а л ь н и и и  операшями, то фор- 
иулювання означення 1 и о ж н а  дещо скоротити, а саие: рьвняння (1 )

1 Е в а  р 1 с т  Г а л у а  (1811— 1832) —  видатний французький математик. Про
його незвичайне життя 1 коротку, але блискучу наукову Д1яльн1сть радимо прочитати
у книз! Д  а л ь м а А. Э. Галуа, революционер и математик. М., Физматгиз, 1960.
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ах +  Ь =  0 2
та будь-яке квадратне р1вняння

ах2 +  Ьх +  с =  0 /3)
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Деления та д об у в а н н я  к ва д р а тн ого  к о р е н я ™ ' ШДИ1мання' м» ° * е н н я ,

У квадрэтних р а д к ш аСхте" !“ Ь " К" Х " еР“ " щУе 2 1 ™  розв’язую ткя

П р и к л а д  1. Розглянемо р1'вняння

хЬ ~  1 =  °- Г41
Коренями його, як вщомо (1, п. 17.8), е числа

== 1> «2 =  = 1 = И  +  У ^ У Ъ - \ а  ^  =  ^ } ^ У 1 _ У П 1 - Г о

а ,=  ^ 1 ± 1 1 + У^Г Ю - 2 У 5  а =  1 0 -2 ^ 5  (б)

Д1статиУз к(№ф1Ц1ент1в 1̂вн5шняИ(?)а(т(^то^,исе^1?ТЬ I ЛеГК° М°ЖНЗ

зув?„Ч„“ Т „ 1  й о Т р ™ н ^ Г д у Т + г , 0Г Г аи яо6РГ ОСИЛьне розв’я- 
кореня -  розв'язуванню

Про1 люструемо це на прикладах.
П р и к л а д  и. 2. Розглянемо квадратне р!вняння 

ох2 +  Ьх +  с =  0 (а ф  0).
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. ь« + -5 В - -1 Г - 0 .



1 =  0 спочатку зведемо до ланцюжка р1внянь, степ!нь яких

х  —  1 =  О, 
г2 +  г —  1 =  0,

В 1Дпов1Дний ланцюжок д в о ч л е н н и х  р1внянь мае ви гляд :

х — 1 =  0,

2+ 4 — г/=о'

«2+ 1 - Х =0>

* — 1- - “ =  о.
Знайшовши ВС1 можлив1 значения х, яю задовольняють цю систему, дктанемо коре- 
Н1 аъ а 2, а 3, а 4, а 6 р1вняння хь —  1 =  0  (див. приклад 1 ).

34.2. Зв’язок з розширеннями числових пол1в. Подивимось тепер 
на розв’ язнють р1вняння в квадратних радикалах з точки зору алгеб
раТчних рОЗШ ИреНЬ ЧИСЛОВИХ ПОЛ1В.

Нехай }  (х) —  л1ва частина даного р1вняння (1) —  е многочлен над 
числовим полем А. При цьому вважатимемо, що А е  м 1 н 1 м а л ь н е 
числове поле, яке мктить коефщкнти а0 аи ..., ап многочлена Г кх)> 
тобто

А =  О (а0, 0ц • • • I о„), 
осюльки будь-яке числове поле мктить шдполе О ус1Х ращональних
чисел. . -ч

Означення 1. Основным полем А (або областю рацюнальносп) рьв- 
няння апхп +  ап—\Хп~ х +  ... +  с^х 4- =  0 називають алгебраьч-
не розширення О (а0, аг, ..., ап) поля О ращональних чисел, утворене
приеднаяням коефщьентьв даного рьвняння.

Дощльнкть введения до розгляду основного поля А видно з тако1

Л ем а. Для того шрб рьвняння (1) було розв’язним у квадратних ра
дикалах, необхьдно ь достатньо, шрб коокний з його корешв можна 
було виразити через деякь числа поля А за допомогою скшченного числа 
ращональних операщй та дш добування квадратного кореня.

При доведенш леми 1 дал1 нам зручно вживати бислш типу «число 
 ̂ виражаеться у квадратних радикалах через числа Ьъ  Ь2,, ..., от. Це 

означае, що число I можна подати через числа Ь, (] — 1, 2, .... т) за 
допомогою скшченного числа ращональних операщй та дш добування
квадратного кореня.

Д о в е д е н и я  л е м и .  Зпдно з означениям 1 п. 34.1, ршняння
(1) розв’ язне у квадратних радикалах, якщо кожний його коршь ви-

3. Р1ВНЯННЯ X6 —  
не перевищуе 2:

ражаеться у квадратних радикалах через його коеф!шенти. Отже, до
ведения леми зводиться до перев1рки того, що певне число | вира
жаеться у квадратних радикалах через коефщкнти р1вняння (1) тод1 1 
Т1'льки тод1, коли воно виражаеться у квадратних радикалах через 
деяю числа основного поля А Р1вняння (1).

Якщо число | виражаеться у квадратних радикалах через коеф1- 
щенти а/ (] — 0, 1, ..., п), то тим самим воно виражаеться у квадратних 
радикалах через числа поля А, адже

а1 б А =  О (а0, аъ  , ап).
Нехай тепер  ̂ виражаеться у квадратних радикалах через числа

о 1, о2, ..., Ь з поля А. Кожне з чисел Ь/, в свою чергу , виражаеться ра
ционально (тобто за допомогою ращональних Д1й) через певш ращ'ональ- 
ш числа I коефщкнти а1 (ь =  0, 1 ,2 ,  ..., п) даного р1вняння. Проте 
оудь-яке ращональне число також рацюнально виражаеться через 
коефщюнти а1 (ь =  0, 1, ..., п), адже серед останш'х е хоч одне число, 
вщмшне в1д нуля, наприклад ап. Тому числа 0, 1 х — 1 рацюнально
виражаються через а{ : 0 =  ап -  ап, 1 =  А довшьне рацюналь-
не число рацюнально виражаеться через 0,1,— 1:

у ° г т - : : : + ! °ри : : : ^ ~ 1) пРИ ^ < 0.
'  п

Отже, остаточно, кожне Ьу (ь — 1, ..., т), а тому й | рацюнально 
виражаються через коефщкнти а0, аъ  ап. Лему доведено.

Тепер зрозушло, що розе' язтсть рьвняння у квадратних радикалах 
означае можливьсть виразити всь його кореш у квадратних радикалах 
через числа основного поля А.

3 другого боку, очевидно, що можливьсть виразити якесь число 
§ у квадратних радикалах через числа поля А означае можливьсть вира- 
зйтм усь числа поля А (|) у квадратних радикалах через числа поля Д. 
Це безпосередньо випливае з того, що кожне число т] (|А (&) ращональ
но виражаеться через 5 1 деяю числа поля А, а | —  у квадратних ради
калах через числа поля Д.

Означення 2 . Якщо Д —  основне поле рьвняння
@цХп ап-\Хп- 1 -{- • • • -}- ахх  -{- а0 =  0,

а а ъ  а 2, ..., а п —  кореш цього рьвняння, то поле й  =  Д (а, а», ..., а  ) 
утворене приеднанням до А усьх корешв а , (/ =  1, п) називаеться 
нормальним полем (нормою) або полем розкладу даного рьвняння.

На шдстав! попереднього викладу легко переконатись у спра- 
ведливосп такого твердження:

Теорем а 1. Для того щоб рьвняння (1) розе'язувалось у квадратних 
рсюикалах,необхьдно ь достатньо, шрб будь-яке число з його нормаль
ного поля виражалось у  квадратних радикалах через числа основного 
поля Д.

Д о в е д е н и я .  Якщо будь-яке число з поля □  =  А (аъ а2, ... 
..., ап) виражаеться у квадратних радикалах через числа поля А, то,



зокрема, й корен! р1вняння а ъ  а 2, ..., а„ виражаються у квадратних 
радикалах через числа поля Д, тобто р1вняння розв’ язуеться у квадрат
них радикалах. Навпаки, якщоах, а 2, . . . ,а „  виражаються у квадратних 
радикалах через числа поля Д,то й ус1 числа ш ш в Д (ах), Д (ах) (а2),.„  
..., Д (оО (а2) ..., (а„) =  Д (а1( а 2, ..., а к) =  Й виражаються у квадрат
них радикалах через числа поля Д, що й треба було довести.

Насл1док. Я кщо Ах — квадратичйе розширення поля Д, то будь- 
яке число | € Дх виражаеться у квадратних радикалах через число 
поля Д.

Справд1, за означениям квадратичного розширення (п. 32.2), =
=  Д (ах), де а х — коршь деякого квадратного ршняння ах2 +  Ьх +  
+  с =  0 , коефвденти якого належать Д, а кореш а ъ  а 2 не нале
жать. Очевидно, а 2  ̂ Д (ах) (боа 2 =  — -̂---- « 1), тому Дх =  Д (а^ =
=  Д (ах, а 2) е нормою даного квадратного р1вняння. Тепер зрозумшо, 
що розглядуване твердження справд1 е наслщком попередньоТ тео
реми.

Отже, питания про розв’ язшсть алгебраТчного р1вняння у квадрат
них радикалах звелось до питания про можливкть виразити уа  числа 
деякого поля Й у квадратних радикалах через числа його шдполя Д.

34.3. Числа, що виражаються у квадратних радикалах. Число Е, 
яке виражаеться у квадратних радикалах через числа поля Д, як 
випливае з означення (п. 34.2), можна подати у форм1

1 = г ( У Т и  УЧг ...........К О ,  (6)
де г ( х  1( х2, ..., хп) — ращональна функшя над полем Д, а яь  ..., Ят~  
числа, як1 виражаються у квадратних радикалах через числа поля Д.

П р и к л а д  1. Число

- 1 - / 5  . У  2 У  5 —  10 т
«  = ------ 4-------+ -----------4---------- •

з яким ми зустр!чались у попередньому виклад1 , виражаеться у квадратних радика
лах через числа поля О. Його можна подати у вигляд!

а =  г(\'Т\<
_ 1 _ у I уг

де Г = Г (Л.1> Хг) = ------------1 2-----ращональна функщя над полем О. У  даному
<1Е _  4

раз{ <7, =  5 , =  2  > ^ 5  —  1 0 , тобто в свою чергу виражаються у квадратних радика.
лах через числа поля О: 2 =  г‘ (У^г)> де г> М  — 2х 1 0 .

У загальному випадку кореневий вираз У я 1 побудовано так, що 
у ньому шлька квадратних корешв добуваються один з одного. На- 
звемо п о р я д к о м  даного кореневого виразу число послодовних 
квадратних радикалов, шр стоять один под одним. Так, вираз У  5 
мае порядок 1; вираз \ ^ 2 У Ъ  —  10 — порядок 2; вираз виду

|/~ а _|_ ь VС +  й У с  мае порядок 3. Позначимо через р найб1льший 
з порядшв вираз1в У д ъ  У <?2, ..., У~0т У представлен! (6) числа

Для числа а, поданого внразом (7), ра =  2. Для числа
р =  1 /2  V з = У 5  +  ~  1 № =  з.

V 2 +  ( 2 +  УЗ

Зауважимо, що число р5 не внзначаеться числом ц. однозначно, а 
залежить вщ конкретного способу вираження & у квадратних радика
лах через числа поля Д. Так число % =  3 +  2 У 2 "+  у з  можна
подати 1 у вигляд1  ̂ =  У 2  +  У З  +  1. Основним полем тут е поле О. 
У першому випадку р 5' =  2, в другому — рь =  1.

У дальшому виклад1, вжнваючи величину порядку р ,̂ матимемо 
на уваз1, що вона вщноситься до певного (взагал! кажучи, не едино 
можливого) зображення цього числа у квадратних радикалах, е по- 
казником цього зображення. Якщо |  ̂ Д, вважатимемо р5 =  0.

Теорема 2. Для того щоб число | виражалось у квадратних радика
лах через числа поля Д, необходно о достатньо, щоб оснувала сконченна 
сукупность полов Дь Д2, ..., Ак таких, що:

1) Д! е квадратичним розширенням поля Д;
2) Д/+1 е квадратичним розширенням поля Д, (/ =  1, 2.......к —  1);
3) число I належить полю Ак.
Коротше кажучи, § виражаеться у квадратних радикалах через

ЧИСЛа ПОЛЯ А ТОД1 1 Т1ЛЬКИ ТОД1, КОЛИ 1СНуе ЛаНЦЮЖОК ПОЛ1В
Д - Д ^ Д г Е  ••• Да—1 Е  Ак,

з яких перше е заданим полем, кожне наступне — квадратичним 
розширенням попереднього, а останне мютить число м

Зауважимо, що разом з | в Ак входить усе поле Д (^), тобто м ш - 
мальне поле, що мктить 1 1 А (бо Ак також мктить як I, так 1 Д).

Д о в е д е н и я  т е о р е м и .
' Достатность. Нехай 1снуе ланцюжок пол1в з властивостямн 1) —

3). Тод1 на шдстав1 наслщку з теореми 1 вс1 числа поля Д! (квадратич* 
ного розширення поля А) виражаються у квадратних радикалах через 
числа поля Д. Повторне застосування цього наслщку показуе1, що вс1 
елементи пол1-в Д2, Д3, Д4_, I, нарешт1, поля Ак, серед яких 1 число

виражаються у квадратних радикалах через числа поля Д.
Необходность. Нехай нам дано поле Д 1 вщомо, що число | вира

жаеться у квадратних радикалах через числа цього поля. Припустимо, 
що якесь з в1дпов1дних зображень числа 5 через числа поля Д характе
ризуется порядком р5.

Потр1бно довести кнування ланцюжка пол1в з властивостямн
1) 3). Доведения проведемо шдукшею по р .̂ Очевидно, для будь- 
якого зображення числа  ̂ у квадратних радикалах р̂  е нулем (у ви
падку 5  ̂ Д) або натуральним числом. Осюльки теорема стае триви
альною для випадку I $ А (тод1 Дх =  Д2 =  ... =  ДА =  Д), вважати
мемо р| >  1 .

Тут використовуеться такий очевидний факт: якщо число |  виражаеться у 
квадратних радикалах через числа поля Д', а вс1 числа поля Д' виражаються у квад
ратних радикалах через числа поля Д”, то \ виражаеться у квадратних радикалах 
через числа поля Д*.



При ре =  1 можна I подати у форм1

б =  г [У я 1 ...........У 7 к)>
де г (*!, хк) — ращональна функщя_над полем Д, <7,-  ̂ Д. а К<7;  ̂ Д. 
Очевидно, в цьому випадку |  ̂ Д (У ^ , ] / ^ ) ,  ̂ гобто^озширенню
поля Д, утвореному приеднанням радикал1в У  Яи У  Яг, •••> У  Як- 
Але згщно з теоремою 4 п. 33.3

д (Уя~1, У Я 2* —  > У ^ )  =  д  (У^<71) (У Я г) ♦ • • (V Як)< 
тобто 1снуе такий ланцюжок пол1в

Д =  Е  * • • Е  Д*, (8)

що Дх == Д (Vяд> Д2 =  Д1 » Д* =  Д*-1 0^?*)•
Зрозум1ло, що Дх е квадратичне розширення поля Д, бо утворене

з Д приеднанням У~ц[ —  кореня квадратного двочлена х2 — дг над
полем Д. Якщо Уя1 $ Д1( то Д2 =  Дх; якщо ж VЯг ^ Дх. т°  Д2 е
квадратичне розширення поля Дх. Взагал1, якщо У  € Д/—1 (2 <
<  / <  к), то А1 =  Д(_г, в противному раз1 Д, е квадратичне розши
рення поля Д/_!• Отже, вщкидаючи у послщовносп (8) таю поля, яю
зб1гаються з попередшми, дктанемо ланцюжок

Д е Д х е  д „ , 5  **• =  д пз, (9)
де пъ  п2, ..., п3 — яюсь з чисел 2 , 3, к (причому я3<  пг <  ... <
<  п3). Цей ланцюжок задовольняе умови теореми, бо Дх — квадра
тичне розширення поля Д, Дге, — квадратичне розширення поля Д п ^  
(вважаючи п0 =  1), а поле Д„5 мктить число

Припустимо тепер, що наше твердження правильне для ус1х чисел 
т), для яких порядок рл <  т. У зв’ язку з неоднозначнктюпоказника 
Рь для даного числа, це слщ розум1ти так, що хоч для одного зображення 
цього числа у квадратних радикалах через числа поля Д мае мкце р <
<  т. Доведемо справедливкть твердження для будь-якого числа |, 
для якого Р1 =  т.

Осюльки для | кнуе зображення у квадратних радикалах з поряд
ком р ,̂ то можна записати _  __

I  =  Г ( У Я н  У  Яг, • • • * У Ч п ) ,  ( 1 0 )

де г (хъ  х2, ..., хп) — рашональна функшя над полем Д, а дг, Яг, ■■■ 
..., Яп можна виразити у квадратних радикалах через числа поля Д. При 
цьому

р .̂ <  т — 1 (1 =  1, 2, . . . ,  я), (11)

бо якби хоч для одного I (скаж1мо, /0) було рЧи >  т, то У мав
би порядок р Ч1 +  1 >  т, що суперечить припущенню р% =  т для
зображення (10).

За припущенням шдукцп для кожного з чисел я 1 (на пщстав! умови
(11)) справджуються умови теореми. Зокрема, кнуе ланцюжок ш ш в

Д е Д ^  • • • е Д а,

такий, що кожне наступив полее квадратичним розширенням попе- 
реднього 1 останне Д*, мктить число Ях- Приеднавши до цього ланцюжка
поле Д*,+1 =  Д ( У ^ х ) ,  дктанемо ланцюжок послщовних квадратич- 
них розширень

Д е Д х Е  ••• = Д *, =  Д*1+1,
останне з яких мктить У я[.

Таке саме м1ркування можна провести для числа Яг- Але тепер за 
вихщне поле ланцюжка квадратичних розширень в1зьмемо не Д, а 
Д*,+1. Це можна зробити тому, ЩО ВС1 числа ПОЛЯ Д М1СТЯТЬСЯ 1 в Д&.+1. 
Отже, 1снуе ланцюжок квадратичних розширень

Д*1+1 =  Д&.+2 != ••• = Д * . =  Д*1+1,

причому У я 1 ^ А кг+х 1 У я ъ ^  Д*,+1- Продовжуючи цей процес, 
побудуемо ланцюжки квадратичних розширень

Дм-1 ^  Д*>+2 — • • - ^  Д*, ^  Д*,+1 (У~Яь У  Яъ УЯз € Д*,+1).

Дап_!+1 Е  Да„_ ,+ 2 =  * - * Е Д  Ап =  Дап+1

(ВС1 Уя1  € Д*п+1 (1 =  1,2,  . . . ,  л)).
Зауважимо, що деяю з цих ланцюжюв можуть складатися з самого 
лише поля Д*(+1 (це буде у випадках, коли УсЦ+л  ̂ Да(+ 1).

Оск1льки поле Дап+) М1стить ус1 числа (I =  1, 2, ..., п), то воно 
мктить 1 число |. Отже, ланцюжок пол1в

Д е Дх Е  - - -  е Д ^ е Д ^  е Дц1+2е  е Д

— 4 + 1  Е  ... Д Д * „Е  Дап+1

задовольняе умови 1—3. Цим доведено, що умови теореми справедли
ва для будь-якого числа для якого р| =  т. Згщно з принципом ш- 
дукцп, це твердження правильне для ус1х натуральних р?, тобто для 
вс1х чисел, як1 виражаються у квадратних радикалах через числа 
поля Д.

Теорему доведено повшстю.

П р и к л а д  и. 2 . Побудуемо ланцюжок квадратичних розширень для числа 
а , вираженого в квадратних радикалах через рацюналып числа у форм1 (7 ).

Очевидно, таким ланцюжком буде Д 5  =  Д2, де Д =  О, Дх =  <3 (У5)[
Дг — Д1 ( У 5 —  10). Зауважимо, що Д2 е квадратичне розширення поля Дь  бо 
його Д1стаемо з Дх приеднанням елемента а̂  — У  2\/ 5 —  10, що е коренем многочле
на 2-го степеня / (х) =  —  (2 V 5~—  10) над полем Д4.

3. Для числа § =  I V  1 +  V 2 +  1^5 В1ДПОВ1Д1ШЙ ланцюжок складаеться 

з 5 пол!в: А =  О, Дх =  О (УВ), Д, =  Дх ( / 2 ), Д3 =  Д8 (К  1 +  / 2 ), Д4 =

-  Д, ( У  У 1. + У 2  +УЩ. ; ■



34.4. Ознаки того, що число виражаеться у квадратних радика
лах. Теорема 2, доведена у попередньому пункт!, е критершм можли- 
вост1 виразити число у квадратних радикалах через числа даного поля 
А. Цей критерш мае той недолж, що його важко застосовувати при до- 
слщженш конкретно'! задачь Адже побудова ланцюжка пол1в А/ здш- 
снюеться пор1вняно легко тшьки тод1, коли | явно виражене через 
числа поля А за допомогою квадратних радикал1В. Якщо ж (як це 1 
бувае у бшьшосп задач на побудову) число Н задано лише деякою умо
вою, що пов’язуе його з елементами поля А, то безпосередньо з’ясу- 
вати питания про можливкть чи неможливкть побудови ланщожка 
пол)в А/ практично неможливо.

Доведемо, спираючись на теорему 2, ряд тверджень, як1 у багатьох 
випадках дають змогу повшстю розв’язати питания про можливкть 
або неможливкть виразити конкретне число у квадратних радикалах 
через числа основного поля.

Теорем а 3. Всь числа, якь можна виразити у квадратних радика
лах через числа поля А, алгебраьчнь над цим полем.

Д о в е д е н и я .  Вщповццю до теореми 2, будь-яке число яке 
можна виразити у квадратних радикалах через числа поля А належить 
деякому полю Ак, утвореному з А за допомогою ланцюжка квадратич
них розширень: А ^  Ах ^  Д2 Е  ... е  Ак.

За наслщком 2 з теореми 2, п. 33.2, поле Ак е скшченним розши
ренням поля А. Але тод1, за теоремою 3, п. 33.3, воно е й алгебра 14- 
ним розширенням цього поля, тобто ус1 числа поля Ак, зокрема |, ал- 
гебраТчш над полем А. Теорему доведено.

Нехай | — деяке число, 1 нам треба з’ясувати, чи можна його ви
разити у квадратних радикалах через числа поля А. Ураховуючи 
щойно доведену теорему, завжди можна вважати, що  ̂ е коренем дея
кого многочлена над полем А:

/  (х) — хп +  ап—\Хп~ 1 +  ••• +  игх  +  а0, (12)

бо для трансцендентного (неалгебраТчного) над полем А числа це питан
ия вже з ’ясоване — таке число не можна виразити у квадратних ра
дикалах через числа поля А.

Отже, бажано було б мати ознаку, за допомогою якоТ з властивостей 
многочлена (12) можна було б зробити висновок про можливкть чи не
можливкть виразити коршь | у квадратних радикалах через елементи 
основного поля А.

Встановимо спочатку необхщну умову такоТ можливость Доведен
ия достатньоТ умови потребуватиме розгляду деяких додаткових пи- 
тань (п. 34.6).

Теорема 4. (НеобхЬдна ум ова можливость виразити коршь 
многочлена у  квадратних радикалах). Якщо коршь Н незвьдного у  
поль А многочлена (12) виражаеться у квадратних радикалах через числа 
поля А, то степшь п многочлена /  (х) е числом виду 2т  ( т —щле не- 
вщ’емне).

Д о в е д е н и я .  Осюльки 5 виражаеться у квадратних радикалах 
через числа поля А, то за теоремою 2, п. 34.3 кнуе скшченна посл1Дов-

шсть квадратичних розширень: А ^  А4 ^  ... ^  Ак така, що поле 
Ак мктить у соб1 |, а тому й мш1мальне поле А (|). Зпдно з теоремою 
1, п. 33.2, А (|) е сюнченне розширення поля А степеня п. Поле ж 
Ак е скшченним розширенням поля А степеня 2* (як це випливае з 
наслщку 2 теореми 2, п. 33.2). Осш'льки А (5) е шдполе поля Ак, то 
за лемою 2 п. 33.2 число п е д1льником числа 2*. Це й означае, що п 
е числом виду 2т. Теорему доведено.

Вщомо, що будь-яка необхщна умова для виконання якогось фак
ту е одночасно достатньою умовою для невиконання цього факту. 
11е означае, що з доведеноТ теореми можна дктати такий насл1док:

НаелIдок. Корень многочлена [ (х), незв1дного в поль А, стетнь яко
го не е степенем числа 2, не виражаються в квадратних радикалах че
рез числа цього поля.

34.5. Розв’язн 1сть у квадратних радикалах р<внянь 3-го I 4-го сте- 
пешв. Багато щкавих 1 важливих задач зводиться до з ’ясування пи
тания про можливкть виразити у квадратних радикалах кореш мно
гочлешв 3-го степеня. Для таких многочлешв, використовуючи дове
дену теорему 4, легко знайти зручний 1 простий критерш розв’язносп 
у квадратних радикалах.

Теорем а  5. Для того щоб ус1 корень кубьчного многочлена над полем 
А виражались у  квадратних радикалах через числа поля А, необхьдно 
г достатньо, щоб цей многочлен був звьдним у  поль А.

Д о в е д е н и я .  Справд1, якщо многочлен /  (х) незвщний у пол1 
А, то у зв’язку з тим, що його степшь дор1внюе 3, за теоремою 4 вс1 
його кореш не можна виразити у квадратних радикалах. Якщо ж мно
гочлен /  (х) звщний у пол1 А, то може бути два випадки. У першому 
випадку многочлен /  (х) розкладаеться на добуток трьох лшйних дво- 
члешв з коефщкнтами з поля А. Тод1 вс1 кореш належать заданому 
полю А 1, отже, виражаються у квадратних радикалах. У другому 
випадку многочлен розкладаеться на добуток лшшного двочлена 1 
незвщного квадратного тричлена. Приеднуючи до А коршь а  цього 
квадратного тричлена, ми переходимо до квадратичного розширення 
А (а), в якому знаходяться ва корен! куб1чного многочлена 1, отже, 
вс1 кореш виражаються у квадратних радикалах через числа поля А.

Теорему доведено.
Теорему 5 можна, очевидно, сформулювати ще й так:
Алгебраьчне рьвняння 3-го степеня

/  (х) =  ах3 +  Ьх2 +  сх +  й — О, 
аг

де /  (я) — многочлен над полем А , розв’язуеться у  квадратних радика
лах тодь ь тьльки тодь, коли /  (х) звьдний у поль А.

Зауважимо, що умова для в с 1 х корешв куб1чного многочлена 
р1вносильна умов1 х о ч  д л я  о д н о г о  кореня цього многочлена. 
Справд!, з можливост1 виразити якийсь коршь многочлена 3-го степе
ня у квадратних радикалах випливае (за теоремою 4) звщшеть цього 
многочлена, а 13 зв1дност! (за теоремою 5) — така можливкть для уах 
трьох корешв.



П р и к л а д .  Нехай над полем О задано многочлен

<р(0 =  13 +  16/—  32. (13)

Щоб з’ясувати питания про можливкть виразити його кореш у квадратних ради
калах, слщ встановити звщшсть чи незвццпсть ф (() в полЬО. Для цього, в свою чер- 
гу, досить з’ясувати, чи мае ф (I) ращональш кореш.

Як в1Домо (§ 31), вс1 ращональш кореш зведеного многочлена з щлими коефь 
щентамл е ц!л1 числа 1 Д1льн и ки  вьпьного члена. Отже, щ кореш сл1д шукати серед 
чисел ± 1; ±2; ±4; - ± 8 ; ±16; ±32. Легко впевнитись безпосередньо, що жодне з 
цих чисел не е коренем многочлена (13). Отже, Ф (0 —  незвщний у пол! ращональних 
чисел многочлен, тому жодний його коршь не виражаеться у квадратних радикалах 
через числа поля О.

Вщомо, що знаходження корешв многочлена 4-го степеня зводить
ся ДО розв’язання ДОПОМ1ЖНОГО куб1чного ровняння —  р е з о л ь- 
в е н т и  (1, § 17). Можна довести, що рьвняння 4-го степеня розе’я- 
зуеться у квадратних радикалах тодь ь тьльки тодь, коли його резоль
вента розе’язуеться у  квадратних радикалах (див. К о с т а р ■ 
ч у  к В. М., Х а ц е т  Б. I. Про можливе 1 неможливе в геометра 
циркуля 1 лшшки. К., «Радянська школа»,1971).

34.6. Загальний критерш розв’язносп у квадратних радикалах. Розглянемо те
пер Д0 В1ЛЬНе Р1ВНЯННЯ

/ (х) =  апхп +  а +  ••• +  +  а0 =  0 (14)

з основним полем Д 1 поставимо питания про критерш розв’язносп цього р1вняння у 
квадратних радикалах.

Одну з форм такого критерш було вже розглянуто вище (п. 34.2). А саме, зпдно 
з теоремою 1, р1вняння (14) розв’язуеться у квадратних радикалах тод1 1 Пльки тод1, 
коли вс1 числа з його нормального поля й виражаються у квадратних радикалах 
через числа основного поля Д.

Тепер ми маемо змогу надати цьому критерш бмьш конкретноТ форми.
Теорема в. (КритерШ розе язност! рЬоняння у квадратних ради

калах). Для того щоб рьвняння (14) з основным полем А I нормою 52 розе'язувалось 
у квадратних радикалах, необхьдно I достатньо, щоб степшь норми О водносно поля 
Д був цыим нев1д'емним степенем числа 2, тобто (Й : Д) =  2" 1 ( т  >  О, шле).

Д о в е д е н и я .  Необхьдшсть. Нехай многочлен / (х) мае кореш а ъ а 2, ..., ап. 
Якщо коршь а х многочлена / (х) виражаеться у квадратних радикалах, то, зпдно з 
теоремою 2  (п. 3 4 .3 ), 1снуе така послдовшсть квадратичних розширень:

ДЕ ДхЕ . . .  ЕД  к, (15)
що розширення Дк мктить Д (ах). Якщо коршь а 2 при цьому не належить Д , то, в 
зв’язку з можливктю виразити а 2 у квадратних радикалах через числа з поля Д 1, 
тим бьльше, з поля Дк, послщовшсть (15) можна продовжити, побудувавши далыш 
квадратичш розширення

Д Е= Дх Е= * ■ * Дк • • • Е= ДI
так, щоб розширення Д/ мктило 1 коршь а х, 1 коршь а 2, тобто мктило поле А (ах, 
а 2). Продовжуючи так1 М1ркування, ми впевнюемося, що кнуе така посл1довшсть 
квадратичних розширень

А с д ^  . . .  е Д » ,

що поле Д5 включае норму й =  А (а!, а 2, ..., ап) многочлена / (х). Стешнь (Д8 : Д) =  
=  23. Через те що Д5 Э  Й, то за лемою 2 (п.33.2) степшь поля О в1дносно поля А е 
д1льником числа 25. Отже, (й : А) е числом виду 2т, тобто (й : А) =  2т, що й треба 
було довести. _

Достатнкть. 1дея доведения достатност! полягае ось у чому. Якщо (и : а) —

= 2т, то встановлюеться кнування М1ж нормою Й 1 полем А такого квадратичного роз
ширення А( поля Д, що Д сг Д1 сд О. 1ншими словами, можна побудувати такий 
квадратний тричлен, незвйший у пол1 Д, що приеднання його корешв до поля Д 
приводить до квадратичного розширення Дх, яке належить норм! Й. Розглядаючи те
пер поля Ах Ю  1 зазначаючи, що (Й : Ах) =  2т~ 1, знову встановлюють кнування та
кого незваного в Ах квадратного тричлена над Дх, приеднання корешв якого до поля 
Дх приводить до квадратичного розширення Да поля Ах такого, що Д2 с= Й. АИркую- 
чи так 1 дал1 , встановлюють кнування тако? посл1довносп квадратичних розширень 
А Е  Дх 9  ... 9  Дк, що Д/е =  й. Тим самим доведения теореми завершуеться.

Докладний виклад реал!зацп ц!еГ 1деТ ми тут наводити не будемо (див. К о с -  
т а р ч у к В.  М.,  Х а ц е т  Б. I. Про можливе 1 неможливе в геометри циркуля 1 
лшшки. К-, «Радянська школа», 1971).

Сформульований критерш, застосовний у принциш до будь-якого алгебраТч- 
ного р1вняння, мае (як 1 критерш, поданий у теорем1 2 ) той недолш, що стосовно до 
окремих конкретних задач вш часто виявляеться недостатньо ефективним. Це пов’я- 
зано з тим, що в б|'льшост1 випадюв для даного многочлена над полем А зовс1м не 
просто побудувати норму (2 1 визначити и степшь (Я : А).

Проте з цього загального критерш можна вивести ряд ефективних ознак роз- 
в ’язност1 для тих чи шших окремих клаав задач. Цшавий 1 важливий приклад побу
дови тако! ознаки на основ! наведеного загального критерш читач знайде в § 3 5 .

§ 35. П0БУД0ВН1СТБ ЧИСЕЛ ЦИРКУЛЕМ I Л1Н1ЙК0Ю

Результата попереднього параграфа можуть бути застосоваш до 
встановлення критерпв розв’язноеп геометричних задач на побудову 
за допомогою циркуля 1 лшшки. Як вщомо, таке обмеження засоб1в 
розв’язування конструктивних геометричних задач, що склалось вто
рично, е основою теори геометричних побудов, яка вивчаеться в серед- 
шй 1 вищ1Й школ1. Нижче буде виведено необхщну 1 достатню умову 
побудовност1 числа циркулем 1 л1Н1йкою, що дае змогу в принциш з’ я
сувати М0ЖЛИВ1СТЬ чи неможлив1сть розв’язати будь-яку конструктив- 
ну задачу за допомогою цих шетруменпв. Ми обмежимось розглядом 
лише план1метричних задач на побудову.

Виходячи з того, що читач об1знаний з основами теори геометрич
них побудов на площин], яка вивчаеться в кура геометрп, наведемо 
деяк1 означення та нагадаемо окрем1 твердження Ц1еТ теор11 у форм1, 
яка зручна для застосування до даноТ проблеми теорп числових пол1в.

35.1. Поняття побудовност1 чисел. У кожшй конструктивн1й задач! 
можна вважати деяку систему точок заданою 1 деяку шшу — шука
кою. Якщо ш точки розглядати вщносно певно'Г системи координат на 
площиш, то можна вважати заданою деяку сукупшсть чисел (коорди
ната заданих точок), а шуканою — шшу сукупшсть чисел (координа
та шуканих точок). Якщо дану задачу на побудову можна розв’язати 
за допомогою циркуля 1 лшшки, вважатимемо, що кожне з шуканих 
чисел може бути побудоване (або просто побудовне) циркулем I лШй- 
кою, виходячи з даноь сукупность чисел.

М ож н а  говор и ти  п р о  п о б у д о в н ю т ь  а б о  н е п о б у д о в ш е т ь  д о в 1л ьн ого  
Д1 йен о го  числа |, ви ходячи  з  м н ож и н и  М  задани х Д1йсних чисел , I 
н езал еж н о в щ  т1еТ чи 1НШ01 конкретноТ  к о н стр у к т и в н о ! задачи

Множина М  заданих чисел внзначае систему 591 точок площини, 
обид в 1 координата яких належать множиш М .



Означення 1. Число 1 побудовне циркулем I лшшкою, виходячи з 
множини М, якщо побудовна циркулем ь льньйкою, виходячи з системи 
?0?, хоч одна точка площини, для якоь1 е одньею з координат.

Проблема, яка нас щкавить, полягае в тому, щоб знайти критерш 
можливость або неможливость побудувати певне число 1 за допомогою 
циркуля ь льньйки, виходячи з задано'1 сукупность чисел М.

ПОКИ ЩО, ГОВОрЯЧИ Про ПОбуДОВШСТЬ ЧИСеЛ, МИ П1Д словом «число» 
розум1ли д 1 й с н е число. Адже вщповдаю до принцип 1В анал1тично1 
геометрп задан! точки на площиш завжди мають дшсш координата, 
а нов! точки утворюються за допомогою прямих та К1Л лише тод1, коли 
В1ДПОВ1ДШ Р1ВНЯННЯ ДЛЯ IX КООрДИНЭТ мають Д1ЙСН1 розв’язки.

Проте 1нод1 в конструктивних задачах зручно штерпретувати кож- 
ну точку площини не як пару (х, у) дшсних чисел, а як комплексне 
число г =  л: +  ьу (п. 35.5). Тому дощльно узагальнити поняття побу- 
довност! на випадок к о м п л е к с н о г о  числа. При цьому числа 
задано! множини М  ми, як 1 рашше, вважатимемо д1йсними; такий 
пщхщ достатшй для анал1зу будь-яких реальних конструктивних 
задач.

Означення 2. Вважатимемо, що комплексне число д =  5 +  гг) по
будовне циркулем ь льньйкою, виходячи з заданоь множини М дшсних 
чисел, якщо такими е дьйснь числа I ь т], я/а визначають дьйсну ь уявну 
частини числа I,.

35.2. Побудовшсть 1 числов! поля. Позначимо, як 1 рашше, су
купшсть заданих чисел через М , а сукупшсть уах  чисел, як! можуть 
бути побудоваш циркулем 1 лшШкою, виходячи з множини М ,— че
рез N (поки що вважатимемо вс1 розглядуваш числа досними). Зро- 
зум1ло, що N э  м . Кр1м того, завжди припускатимемо, що числа О 
1 1 належать множиш М  (це не обмежуе загальност1 розглядуваних 
конструктивних задач). Важливу характеристику множини N  ̂ дае 
таке твердження, яке е безпосередшм наслщком того, що сума, р1зни- 
ця, добуток 1 частка двох побудовних чисел е побудовне число.

Теорем а 1. Сукупньсть N чисел, я/а можна побудувати циркулем ь 
лшшкою, виходячи з множини М заданих чисел, утворюе числове поле.

Наапдок. Всь рацюнальш числа побудовш циркулем ь льньйкою.
Справд!, кожне числове поле включае поле рацюнальних чисел. 

Отже, незалежно вщ того, яка сукупшсть чисел М  задана, в а  рацю
нальш числа входять в N.

Це твердження мае велике значения. Осшльки за допомогою рацю
нальних чисел можна з довшьним степенем точиосп подати будь-яке 
дшсне число, то з нього випливае, що кожна задача на побудову може 
бути розв’язана циркулем ь л ш ш к о ю ,  наближено з довьльним степенем 
точность. . .

Теорем а 2. Нехай М  — дана числова множина, а Р [М ] — мьнь- 
мальне поле, яке и мьстить. Тодь кожне число поля Р  {Л1} побудовне 
циркулем ь льньйкою виходячи з множини М.

Справд1, сукупшсть N вс1х чисел, як1 можна побудувати, виходя
чи з множини М , е полем, яке мютить множину М  (теорема 1). Тому 
мшмальне поле Р  {М } е пщполем поля N. Отже, ва  числа з Р  {Л1} на
лежать множиш N, тобто побудовн 1, виходячи з множини М .

Теорема 2 показуе, що в кожш'й задач 1 на побудову можна вважати 
заданою множиною чисел деяке числове поле. Справд1, якщо задана чис- 
лова  ̂множина М, то кожне число з мЫмального поля Р  {М ) побудовне 
лш 1йкою ( циркулем 1 тому Р  {А1} також може розглядатися як зада
не. Надал1 ми задане числове поле завжди позначатимемо через Д. 
Очевидно, що для задач, в яких задаються лише числа 0 11, задании 
полем слщ вважати поле О рацюнальних чисел —  мш1мальне поле, 
що мютить число 1.

Нехай тепер треба з’ясувати, чи може деяке число х  бути побудова- 
не циркулем 1 лЫйкою, виходячи з поля Д. Якщо х   ̂ А, то питания 
вщпадае само собою, отже, завжди можна вважати х $ А. Розгляне
мо мш 1мальне поле А (х), яке мютить Д 1 числом (або просте розширен
ня поля Д, утворене приеднанням числа х). Якщо х  побудовне, то таки
ми е вс1 числа поля Д (х). Справд!, сукупшсть N уах  побудовних 
(виходячи з поля Д) чисел мютить як Д, так 1 х, а тому мютить 1 М1- 
шмальне поле Д (х). Навпаки, якщо все поле Д (.х) побудовне, 
то таким е, зокрема, 1 число х. Отже, ми приходимо до такого вис- 
новку.

Питания про можливьсть побудови циркулем ь льньйкою деякого 
числа х, виходячи з дано'ь множини чисел, рьвносильне питанию про мож
ливьсть побудови всьх елементьв деякого числового поля А (х), виходячи 
з певного пьдполя А цього поля.

АлгебраТчна суть використання саме циркуля 1 лшшки в геометрич- 
них побудовах характеризуеться такими твердженнями.

1) Виходячи з поля А, за допомогою лиьие льньйки не можна побуду
вати жодноь новоь точки (тобто точки, яка не належить Д).

2) Якщо число  ̂ побудоване внасльдок одноразового застосування 
циркуля, виходячи з поля А, то воно належить або полю А, або деякому 
квадратичному розширенню поля А.

Ц1 твердження в Т1Й чи шшш форм! встановлюються в теорп гео- 
метричних побудов (див. К у р а н т  Р.,  Р о б б и н с  Г. Что такое 
математика. М., «Просвещение», 1967). Вони е наслщком того, що р1в- 
няння прямо! на площиш — лшшне, а р1вняння кола — другого сте
пеня. Тому координата точок перетину таких лш 1й виражаються че
рез координата заданих точок, яю визначають ш лшп,  або рацюналь
но, або за допомогою одного квадратного радикала.

35.3. Критер|‘й побудовносп числа циркулем I лшшкою. Нехай да
но числове поле Д, елементами якого е Д1й сш  числа (Д е  Р). З ’ я суем о, 
при яких умовах певне число $ (дшсне або комплексне) може бути по
будоване Ц иркулем I Л1Н1ЙКОЮ, виходячи з  поля Д.

Нам потр1бна буде така лема, яка стосуеться дов1льних числових 
пол1в (в тому числ1 й тих, що М1стять комплексн1 числа).

Л ема 1. Якщо Аг — квадратичне розширення довольного числового 
поля А, то у а  числа з Аг побудовнь циркулем ь льньйкою, виходячи з 
поля Д.

Д о в е д е н и я .  За означениям квадратичного розширення Дх =  
=  Д (“ ). де а  — кор1нь квадратного тричлена /  (д:) над полем Д.
Якщо /  (д;) =  хг +  рх +  дг, то а  =  — ±  " | /" -------д 1 будь-яке чис



ло з поля Д3 мае вигляд (насл1док теореми 1 п. 32.2)

а +  Ьй =  а +  Ь (—  ±  — ?) {а' Ь, р, я  ̂ Д),

тобто виражаеться через числа поля Д за допомогою ращональних 
дШ 1 операци добування квадратного кореня. Отже, наше тверджен
ня буде доведене, якщо ми покажемо, що для довшьних побудовних 
комплексних чисел |х =  «х +  ш2, V =  Ъх +  IЬ2 побудовш також числа

 ̂ ^ ^  Г) =  цг, С =  * ю =  У1>>‘  Побудовшсть чисел ^ 1 V оз
начае побудовшсть IX компонент аъ  а2, Ьъ  &2. Компонента чисел %, г], 

со виражаються, як вщомо, дШсними числами. Якщо  ̂ ^  +  /|2,
т] =  т)х +  гт]2, С =  и =  Ю1 +  1юг» то 1̂ =  а1 ±  ■% =  а1Ь1

, а^Ьл -\-а,Ь,  ~] / ~  У а 1 +  а2 +  а1 г  __  , и . __
—  а ф 2,  &  =  , 2 I и2 ' >®1 7 V  ---------------2--------------- ’  52 -  « 2  ±  Оя, Т)2 -

“Г  °2  ________ __________

и х  и У аФ\ —  а1*2 1  /  а2 °1=  ахЬ2 +  а2Ь1У 2 2 , со2 у  2
1Очевидно, вс1 щ числа е побудовними, якщо побудовш а1( а2, о2.

Тепер ми можемо довести основну теорему, яка встановлюе р1вно- 
сильшсть побудовносп числа з можлив1стю виразити його у квадрат
них радикалах.

Теорем а 3. Для того щоб число  ̂ (дшсне або комплексне) було 
побудовним циркулем I лШйкою, виходячи з поля Д ^ К ,  необхЮно I 
достатньо, щоб I, виражалось у квадратних радикалах через числа по
ля Д.

Д о в е д е н и я .  Достатшсть. Нехай  ̂ виражаеться у квадратних радикалах 
через числа поля Д. Тод1, за теоремою 2 п. 34.3, 1снуе ланцюжок числових пол)в 
Д 9  Д ^  Д г 5  -  9  Дт такий, що $ ^ Дт  1 кожне з ш ш в ланцюжка е квадратич- 
ним розширенням попереднього. За щойно доведеною лемою ус1 числа з поля Д1 
побудовш, виходячи 3  ПОЛЯ Д. УС1 числа з поля Д2 побудовн1, виходячи 3 ПОЛЯ Д1 
а тому 1 виходячи з поля Д (адже при побудов1 можна користуватись будь-якою ра- 
шше побудованою точкою). М1ркуючи дал1 в такий же споаб, дктаемо, що ва  числа 
з поля Дт , зокрема 1 побудовш, виходячи з поля Д.

Необхьднкть. Нехай тепер вщомо, що  ̂—  побудовне циркулем 1 лшшкою, ви
ходячи з поля Д. Оскшьки 2;, взагал1 кажучи,—  комплексне  ̂число, вважатимемо
5  =  1̂ +  ^2; за означениям побудовносп комплексного числа, 1 5 $— побудовш числа.

В 1зьмемо число ^  1 виконуватимемо його побудову циркулем 1 лшшкою, вихо
дячи з поля Д.

Застосування лшшки не виведе нас за меж1 поля Д. Застосовуючи один раз цир
куль, ми побудуемо числа, яю належать або полю Д, або деякому квадратичному роз- 
ширенню поля Д (п. 35.2). Позначимо це розширення через Дх 1 повторимо наше 
М1р кування, виходячи вже з поля Дх. Нове застосування лшшки не виведе за меж1 
Дх, а застосування (одноразове) циркуля або не виведе з Дх, або приведе до чисел, 
що належать полю Д2, яке е квадратичним розширенням поля Дх- ЛУркуючи в такий 
спос1б, будуемо поля Аз, Д4, ..., А/, ..., кожне з яких е квадратичним розширенням по
переднього. Оскшьки, за припущенням, 2̂  побудовне, тобто для побудови його цир
куль використовуеться скшченне число раз1в, то на певному крощ ми повинш при
йти до поля А*, ЩО М1СТИТЬ число Ь .

Отже, 1снуе ланцюжок квадратичних розширень

Д Е  Дх Е  Д2Е  ••• Е  Д*

такий, що Сх ^ А*. Але тод1, за теоремою 2 п. 34.3, число &  виражаеться у квадрат
них радикалах через числа поля Д.

Цшком аналопчш М1ркування показують, що 1 виражаеться у квадратних ра
дикалах через числа поля Д. Тепер зрозумшо, що таким е 1 число

С - Ь  +  Ъ - С х  +  У ^ТС.
(адже —  1 ^ А). Теорему доведено.

При анал131 можливосп розв’язувати ту чи 1ншу конструктивну 
вадачу за допомогою циркуля 1 л1Н1Йки ми тепер можемо застосувати 
ус! ознаки, встановлен1 у § 34 при з’ясуванн1 питания про можливють 
виразити число у квадратних радикалах через числа заданого поля.

35.4 . Класичн! задачI. Близько двох з половиною тисяч рок1в тому 
геометри Грецп виявили деяк! задач 1, як1 неможливо було розв’яза
ти за допомогою циркуля \ лшшки. Найб1льш вщомими серед них е 
проблеми подвоення куба, трисекцй кута I квадратури круга. Цими 
задачами грецьк1 геометри зац!кавились 1 усвщомили Тх трудн1сть до
сить рано, як Т1льки було в достатн1й М1р1 з’ясоване поняття конструк
тивно! задач 1. У V ст. до н. е. ми зустр1чаемо вже Ц1лий ряд спроб роз
в’язати згадан! задач1. Оск1льки циркулем 1 л1Н1йкою (тобто за допо
могою проведения юл 1 прямих лшш) виконати потр)бн1 побудови не 
вдалося, грецьк1 математики використали деяк1 шип методи (напри
клад, метод «вставки») та деяк1 1НШ1 крив1 (кошчш перер1зи, квадра- 
трису, конхоУду тощо), частину з яких спец1ально було введено для 
розв’язування даних задач.

Проте питания про розв’ язання цих проблем лише за допомогою 
к1л 1 прямих, тобто, як тод1 вважалося, единим справжньо геометрич- 
ним методом, продовжувало в ус1 часи привертати увагу математиюв. 
Елементарн1сть постановки зазначених задач, поеднана з Тх загадко- 
вою трудшстю, спричинила надзвичайну популяршсть цих проблем
1 серед нематематик1в: нав1тьу наш1 дн1 зустр1чаються спроби розв’я
зати циркулем 1 л1Н1йкою задач 1 квадратури круга або трисекцп кута, 
хоч у X IX  ст. було доведено неможливють такоТ побудови. Ця обстави- 
на ще раз шдкреслюе важлив1сть для вчителя математики середньоТ 
школи бути об1знаним з науковою постановкою 1 розв’ язанням зазна
чених проблем.

У цьому пункт1, спираючись на встановлен1 критери побудовност1 
чисел циркулем 1 лшШкою, буде показано, що згадаи1 класичш задач1 
не можна розв’ язати за допомогою цих шструметйв.

П о д в о е н н я  к у б а .  Задача полягае у побудовь куба, об'ем 
якого вдвое биьший за об’ем даного куба.

Якщо позначити довжину ребра даного куба через а, а довжину 
ребра куба вдвое б1льшого об ’ему через х, то матимемо сшввщношен- 
ня х? — 2а3. Узявши а — 1, ми, очевидно, зведемо нашу задачу до по
будови числа ■/2, виходячи з поля О ращональних чисел.

Але у  2 е коренем многочлена I (х) =  х?—  2 над полем О. Много
член [  (х ), як легко перев1рити, не мае ращональних корешв 1 тому е 
незвщним у пол1 О.

Таким чином, мова йде про побудову кореня незваного у пол1 О 
многочлена третього степеня, виходячи з поля О. Вщповщно до на-



слщку з теореми 4 п. 34.4 такий коршь не виражаеться у квадратних 
радикалах через числа поля О 1 тому побудову його виконати циркулем 
1 лшшкою неможливо.

Отже, задача подвоення куба не може бути розв’язана циркулем I
лшшкою. . .

Строге доведения1 неможливосп подвоення куба циркулем 1 лшш
кою було знайдене лише в 1837 р. шсля того, як близько 23-х столггь 
тривали спробй розв’язати цю проблему.

Т р и с е к ц I я к у т а. Ця задача, яка полягае у под1л1 доволь
ного кута на три ровно частини, е безпосередшм узагальненням еле- 
ментарно! задач1 про под^л кута на дв1 р1вш частини. Але в той час, 

як остання побудова легко виконуеться цирку
лем 1 лшшкою,—  трисекшю довольного кута ви
конати цими инструментами вже неможливо. З ’я- 
суемо причину цього факту.

Нехай ф — заданий кут (рис. 7). Проведемо 
коло одиничного рад1уса з центром у вершиш О 
цього кута 1 виберемо систему координат, поча
ток я ко! зб1гаеться з точкою О, а В1сь абсцис — 
з одшею 13 сторш кута. Точку А , а отже

—  вщр13ок ОМ =  соз ф можна вважати 
заданими разом з кутом ф. Задача буде розв’ язана, якщо ми побуду
емо точку В або в1др1зок ОМ — соз Таким чином, вихщним полем
Д у щ й задач1 е мйпмальне поле, що М1стить 1 1 соз ф =  а, тобто або 
поле О (якщо а ращональне), або поле О (а) (якщо а 1рращональне).

ФВиходячи 3 ЦЬОГО ПОЛЯ, СЛ1Д побудувати ЧИСЛО Х0 =  СОЗ -д-.

Оскшьки соз ф =  4 соз3 -у- — 3 соз -2- ,  то а =  4*о — Зх0, тобто х0 е 
коренем многочлена

[ (х) — 4х3 — Зх —  а (1)
над полем Д.

На основ1 теореми 5 п. 34.5 ми можемо тепер твердити, що задачу 
трисекци кута можна розв’язати циркулем 1 лш йкою тод1 1 Т1льки 
ТОД1, КОЛИ многочлен (1) ЗВ1ДНИЙ у ПОЛ1 Д.

Це показуе, що здшсненшсть чи нездшсненшсть триоекцп кута 
Ф циркулем 1 л1Н1Йкою залежить вщ числового значения параметра а =  
=  соз ф. Можна навести сюльки завгодно приклад1в таких значень 
Ф , а отже, 1 значень а =  соз ф, при яких многочлен /  (х) =  4*3 —  3*  —
—  а незвщний у пол1 Д, а також приклади таких с ,  для яких много
член /  (х) ЗВ1ДНИЙ 1 трисекщя можлива.

1 1
П р и к л а д и .  1. При ф =  60°, а =  соз 60° =  —  , Д =  О, / (х) =  4х3 —  Зх----- — .

Цей многочлен незвщний у пол1 рацюнальних чисел, бо, як легко перешрити, не мае 
рацюнальних корешв. Отже, трисекщя кута ф =  60° циркулем 1 лшШкою немож- 
лива.

1  Це доведения дав П. В а н т ц е л ь  (1814— 1848), який встановив нерозв’яз-
н!сть у квадратних радикалах незвщного куб1'чного р1вняния.

2. При ф =  90°, а =  соз 90° = 0 ,  Д =  О, [ ( х )  =  4* 3 —  З х  =  х  (4дс* —
—  3), тобто многочлен /  ( х )  зв!дний у пол1 О. Отже, трисекцш кута ф =  90° можна 
виконати циркулем 1 лЫйкою. Читачев!, звичайно, в!Домо, як цими шструментами 
побудувати кут в 30°.

3. При ф =  45°, а =  , Д =  О (/ 2 ) , / ( х )  =  4 х 3 — 3 х —  . Цей мно-

У 2
гочлен мае корш ь------ —̂  * Т0МУ звщний у пол1 О (К 2). Отже, 1 кут 45° можна

под1лити циркулем 1 липйкою на три р1вш частини.
4. Як вправу рекомендуемо ^штачев1 довести неможливкть трисекци кута ф =

V  з=  30°. У цьому випадку а =  ■■  ̂ -. Тому задача зводиться до встановлення незв1д-

у ъ  -

ност1 многочлена 4* 3 —  З х ----- —  у пол1 чисел виду а +  Ь У~3 (а, Ь —  рацюнальш).

Осшльки не для дов1'льного ф можлива побудова кута -у , то задача
трисекци кута у  наведеному вище формулюванш не може бути розв’я
зана циркулем о лшшкою.

К в а д р а т у р а  к р у г а .  Задача полягае у побудово квадрата, 
ровновеликого даному кругу. Ця задача була найбшьш в 1 домою 1 разом 
з тим найбшын важкою з ус1х класичних проблем.

Якщо взяти рад1ус даного круга за одиницю, то його площа, як 
в1домо, дор1внюе л. Отже, квадратура круга зводиться до побудови 
квадрата з стороною У п ,  якщо дано одиничний вццмзок. 1накше 
кажучи, питания про можливкть розв’язати проблему квадратури 
круга циркулем I лш йкою — це питания про побудовшсть числа 
У п ,  виходячи з поля О рацюнальних чисел. Осшльки побудовшсть 
числа У  л р1внозначна побудовност1 числа л, то вся проблема зводить
ся до дослщження природи числа л.

Ми знаемо тепер, що л — трансцендентне число, тобто не може 
бути коренем жодного алгебраТчного р1вняння з ращональними кое- 
фшентами. Це й означае, на основ1 теореми 3.п.34.4, що воно не ви
ражаеться у квадратних радикалах через рацюнальш числа 1 тому 
не може бути побудоване циркулем 1 лшшкою, виходячи з поля О, 
тобто, що задача квадратури круга не може бути розв’ язана циркулем
1 ЛШ1ЙКОЮ.

Факт трансцендентное™ числа л встановив Т1льки в 1882 р. шмець- 
кий математик Лшдеман. Цим завершився багатов1ковий перюд спроб 
розв’язати проблему квадратури круга, а також численш дослщжен
ня арифметично! природи числа л.

35.5. Подм кола (побудова правильних многокутник! в). Завдання под1лу кола 
полягае у побудова циркулем о лшйкою правильного п-кутника при довольному нату
ральному п. Зрозумыго, що цей многокутник завжди можна уявляти соб1 вписаним 
у крло одиничного раД1уса.

Уже в стародавшй Грецп було пом1чено, що в той час як деяк1 л-кутники (напри
клад, при п =  3, 4, 5, 6 , 8 , 10, 12) можна побудувати циркулем 1 лшйкою досить лег
ко, при 1нших значениях п (7, 9, 11, 13 1 1н.) це не вдаеться.

Нам тепер щлком зрозуммо, що не всякий правильний многокутник можна 
побудувати циркулем 1 лшшкою. Так, не можна побудувати правильний 9-кутник. 
Справа в тому, що нам задано в Ц1Й задач! лише рад1ус, тобто числа 0 1 1, що р1вно-



значно заданию поля ращональних чисел. Але, як було показано вище, виходячи 
з поля О, не можна здшснити трисекщю кута в 60°, або, що те саме, побудувати цирку
лем 1 лшшкою кут у 20°. Побудовшсть же 9-кутника означала б 1 жюудовшсть

18-кутника, тобто можливкть побудувати циркулем 1 лш 1йкою кут в ■ =  2 0 °,

що суперечить доведеному.
Ще в стародавш часи постало питания про те, як1 правильн! многокутники мож

на побудувати циркулем 1 лшШкою, а як1 —  ш. Повну в1дп0 в1дь на це питания дав 
видатний шмецький математик К- Ф. Гаусс в кшш XVIII ст.

Переходячи до викладу результате Гаусса, зробимо деяк! попередш заува
ження. . .

1) Якщо якийсь правильний п-кутник побудовний циркулем I лшшкою, то таким
буде ! всякий многокутник з числом сторш 2к • п.

Це випливае з того, що, як вщомо з шк1льного курсу математики, дов1льну дану 
Дугу ЗаВЖДИ можна ПОД1ЛИТИ на ДВ1 р1ВН1 частини за ДОПОМОГОЮ циркуля 1 Л1Н1ЙКИ. 
Наприклад, разом з правильним трикутником, побудовними е правильш многокут-
ники з числом сторш 6 , 12, 24, 48, ..., 2й ■ 3.

2) Якщо побудовний правильний многокутник э числом сторш п =  % • я2, то 
побудовними в 1 многокутники з числом сторш пг та л2.

Справд1, можлив1сть побудови я-кутника означае можлив1сть побудови циркулем

1 л1Н1Йкою дуги, що е —— частиною одиничного кола. Але ТОД1 побудовна 1 —— час- 
п 1

тина кола (бо —  =  —  ■ я Л  1 —  частина кола (бо ■ Лх).
\ «1 п / «1 \ пг п 1

3) Якщо побудовш многокутники з числом сторш пх та п2, причому числа пг,п2 
взаемно проста, то побудовний I многокутник з числом сторш я =  щ • п2.

Справд1, як в1домо (див. п. 14.2), можна знайти таю натуральш числа тх 1 т 2, що 
пЛт1 —  п2тг =  1, бо ях 1 п2 взаемно просп. Але тод!

1 1 1--------   т, • --------- т2 • ------- •
пгп2 п2 ях

. 1  1
Ця р1ВН1Сть показуе, що з побудовност1 -----  частини кола I -----  частини кола

« 1  л,
1 1випливае побудовшсть-------- =  —  частини кола, тобто правильного л-кутника.

л1 л2 л
Нагадаемо тепер, що довшьне натуральне число я можна единим способом пода

ти У ВИГЛЯД1
2 к _к. кл „кг

' Р\ ' Р% " • • * * Рг »
де ри ..., рг —  р1зн1 прост! дшьники числа я, причому рс >• 3.

На шдстав1 зауважень 1) —  3) легко встановити справедлив1сть такого тверд
ження.
Теорема 4. Для того шрб правильний многокутник з числом сторш.

я =  2 * • $  ■ р\* • . . .  • Ргг 

був побудовний циркулем I л1н1йкою, необхгдно I достатньо, щоб були побудован1
• ^  Тмногокутники з числом сторш р^у р/.

Справди якщо я-кутник побудовний, то на шдстав1 зауваження 2) такими е 1

правильш многокутники з числом сторш р\\ р**, •••• Р /■ Навпаки, якщо побудовн1 
останш многокутники, то на П1дстав1 зауваження 3) побудовним е многокутник з чис

лом сторш ях =  р\' • р\х • ... • р/  (бо ВС1 числа р ,1, р\г, ... р/ взаемно прост!), а 

на шдстав! зауваження 1 ) —  многокутник з числом сторш я =  2 * • р , 1 • р2* • ... X

Тепер зрозумЬю, що досить розглянути питания про побудовшсть многокутника, 
число сторш якого е простим або степенем простого числа.

Теорема 5, Якщо р ^  3 —  просте число, то правильний р-кутник побудовний 
циркулем I лшьйкою тод( I тьльки тод1, коли р мае вигляд р — 2 я* +  1 .

Д о в е д е н и я .  Для побудовносп правильного р-кутника, вписаного в одинич- 
не коло, необхщно 1 достатньо, щоб було побудовним (виходячи з поля О) комплексне 
число 1

2я 2л
е г =  С0 5 -----------1- I 5 1 П --------  .

р р
Справд1, якщо це число побудовне, то вщом1 дв! сус!дн1 вершини правильного р-

кутника (1  та е^, тобто —  частина кола. 3 другого боку, якщо р-кутник побудовний,

то, беручи його центр за початок координат, а одну з вершин — за точку (1 , 0 ), д1-
станемо, що сус1дня (при рус1 проти годинниковоТ стршки) вершина зображатиме
комплексне число ех.

Тому розглянемо питания про побудовн!сть кореня ех двочленного р!вняиня

гр —  1 = 0 . (2 )
До р!вняння (2) незручно застосовувати результати § 34, бо многочлен г** —  I, 

очевидно, зв1’дний у пол1 рацюнальних чисел

гр — 1 =  (г —  1) (гр—1 +  гр~ 2 +  ••• + г + 1 ) .
Зрозум!ло, що & е коренем многочлена

/ (г) =  гр-'* +  г? ~ 2 +  •** 4-*-*• 1 (3)
над полем О. Покажемо, що многочлен (3) вже незвщний у пол1 О.

Для цього перетворимо цей многочлен так, щоб до нього можна було застосува
ти критер1й Ейзенштейна (п. 31.1). Беручи 2  =  и +  1, д1стаиемо

/(г) = г » ~ 1+  . . .  +  г +  1 =  ---- ~  1 -

=  ир~ 1 +  рир~ 2 + -  (Р ~  [> ир~ 3 +  . . .  +  р.

Многочлен [1 (и) =  ир ~ 1 +  рир~ 2 + . . . - ) -  р мае В1льний член р. Кожний коеф1- 
щент його е ц!лим числом, причому вс1 коеф1Ц1'енти, кр1м старшого, д1ляться на р. 
СправД1, коеф1Ц1ент при ир 1 дор1внюе числу С* комб1нац1Й з р елеменпв по к;

це число можна подати у вигляд! добутку р • П(Р — 2 ) . . .  (р —  к +  1 ) 0ск|ль^
к 1

ки цей добуток е щлим числом, причому просте число р взаемно просте з к\ (бо к <  
<  р), то {

(Р —  1) (Р —  2) . . . (р —  к +  1)
------------------- Та---------------------

е щлим числом. Отже, розглядуваний коефщ1’ент мае вигляд р<7, тобто длиться на р.
Як бачнмо, многочлен (и) задовольняе вс1 умови критер1Ю Ейзенштейна 1 тому 

е незв1дним у пол1 О. Але тоД1 1 даний многочлен / (г) незв1дний у цьому поль
На П1дстав1 теореми 4 п. 34.4 1 теореми 3 п. 35.3, для побудовност! числа е , н е -

о б х 1 д н о, щоб степ1нь незв1дного многочлена (5) був числом виду 2т, тобто щоб 
Р —  1 =  2т , р =  2т +  1.

1 Нагадаемо, що корен! р-го степеня з 1, або, що те саме, розв’язки двочленного

р!вняння ^  —  1 =  0, е комплексш числа е* =  соз +  * з т  (к =  0, 1 .......

р —  1 ), як1 геометрично зображуються точками комплексно! площини, розташова- 
ними у вершинах правильного р-кутника, вписаного в коло одиничного рад1уса 
(див. ч. 1 , § 16).



Покажемо тепер ! д о с т а т н 1 с т ь  ш'еТ умови для побудовност? в*, спираючись 
на теорему 6  п. 34.6. Розглянемо для цього поле розкладу О многочлена / (г). Легко 
бачити, що в даному окремому випадку поле Я зб1гаеться з м1шмальним полем
0 (в!). Адже вс1 кореш гг, е2, .... ер_, многочлена (3), тобто вс1 корен! многочлена

гр — 1 (кр1м 1 ) можна дютати рацюнально з ех:

е2=  е?, е3=  , Ер—| =  е р 1,

тобто вони належать полю О (е,). Таким чином, поле розкладу Я, утворене приеднан
ням до поля О вс1х корешв многочлена (3), зб1гаеться з полем, утвореним приеднан
ням лише одного кореня ех. Осюльки, за теоремою 1 п. 33.2, (<3 (ех) : О) =  р —  1, 
то й (О : О) =  р —  1. Тому при р =  2т +  1 матимемо (0 :0 .)=  2"\ 1, за теоремою
6  п. 34.6, число ех виражаеться у квадратних радикалах, тому побудовне. Теорему до
ведено.

На основ1 теореми 5 можна з’ясувати побудовшсть чи непобудовшсть циркулем
1 лшшкою довшьного р-кутника, коли р —  просте число. Наприклад, многокутники
з числом сторш 3 =  2 +  1, 5 =  22 +  1, 17 =  24 +  1, 257 =  2е +  1 побудовш цирку
лем 1 л 1Н1йкою, тод1 як при р =  7, 11, 13, 19 правильний р-кутник побудувати цими 
засобами неможливо. Отже, дана конструктивна проблема зведена до теоретико-число- 
во1 задач1 —  знаходження в а х  простих чисел виду 2 т  +  1 (див. п. 8 . 1 ).

Залишаеться розглянути випадок, коли п е степенем простого числа.
Теорема 6. Якщо р ^  3 —  просте число, а к ^>2 —  довыьне натуральне число, 

то правильний п-кутник э числом сторш п =  рк не можна побудувати циркулем I 
лШйкою.

Д о в е д е н и я .  Досить показати, що при к — 2 побудова неможлива. Адже при 
к >  2  п =  р2 ■ рк~2 1 побудовшсть рк -кутника означала б побудовшсть р2-кут- 
ника.

Як в 1Д о м о , д л я  п о б у д о в н о с т !  р 2- к у т н и к а  н е о б х щ н о  1 достатньо, щ о б  б у в  побу- 
д о в н и м  п е р ш и й  к о р ш ь  %  м н о г о ч л е н а

Ф (г) =  грг —  1 .

2  я . 2 л 
т о б т о  ЧИСЛО Т1, =  С О З  —  +  I 5 1 П -----—  .

Р2 Р2
Многочлен ф (г) звиний у пол1 О: в1н д!литься, наприклад, на со (г) =  тР—  1

2 л 2 я
Осшльки число т), не е коренем многочлена со (г) бо со (%) =  соз-------- )- I 51* п  -

— 1 О I , то воно е коренем частки

Р Р

*  (г) =  =  — ----- !_ =  г*’»’- »  +  ^ р- 2) +  . . .  +  гр +  1. (4)
со (г) гр _ 1

Покажемо, що ф (г) —  незвщний многочлен у пол1 О аналопчно тому, як це було 
зроблено для многочлена (3).

Зауважимо спочатку, що при дшенш многочлена на шший многочлен 13 старшим 
коефМентом 1 вс1 коефМенти частки визначаються через коефЫенти д1леного 1 Д1ль- 
ника за допомогою Д1Й вщшмання 1 множення. Тому, якщо ва  коефЫенти д1леного
1 д1льника (кр1м старших) Д1ляться на якесь просте число р, то й ус1 коефЫенти част
ки (кр!м старшого) дьлнтимуться на р.

Зробимо тепер у многочлеш (4) замшу г =  и +  1. Д1станемо:

11; Гг) =  г1з (и) =  =  (ц +  1 >Р ~  1 . (4)
со (и +  2) -  ( ц + 1 ^ - 1  и

Старший коефшент многочлена со (и +  1) =  (и +  1)р —  1 дор1внюе одиниц!.
Решта його коефщ1ент1в, як було показано при доведенш теореми 7, дшяться на р.
Шлком аналопчно у многочлена ф (и +  1 ) =  (и +  1 ) ° 2 —  1 старший коефЫент до*

р1внюе одиниц!, а решта коеф1шент1в д!ляться‘  на р. На основ? зробленого вище 
зауваження приходимо до висновку, що вег' коефшенти частки фх (и), кр1м старшого, 
Д1ляться на р.

Користуючись поданням (4), подамо г|)1 (и) у форм!

Ъ  (и) =  (И +  1)Р (р-Ч +  (и +  1 )Р(Р-Я +  . . .  +  (и +  1)Р +  , (5)

Зв1дси бачимо, що старший коефЫент многочлена фх (и) дор1внюе 1 , а вшьний член 
доршнюе р (числу члешв суми (5 )).

Отже, вс1 коефвденти многочлена ф1 (и), кр1м старшого, д1ляться на р, в1льний 
член при цьому не Д1литься на р2, тому за критер1ем Ейзенштейна ф. (и), а тому й ф (г) 
незв1дн1 у пол1 рацюнальних чисел.

В 1дпов1Дно до теореми 4 п. 34.4 для побудовносп ^  необх1’дно, щоб степ1нь много
члена ф (г), тобто р (р —  1 ), задовольняв умов1 р (р —  1 ) =  2 т .
Проте ця умова не може справджуватись для жодного простого числа р >  3. Цим 
наша теорема доведена повшстю.

Об’еднуючи твердження, встановлеш у теоремах 4— 6, ми можемо тепер сформу 
лювати остаточний результат.

Теорема 7. Для того щоб правильний п-кутник м1г бути побудований циркулем
I льшйкою, необх1дно I достатньо, щоб п було числом виду п =  2 * • рх • р2 • ... • рг, 
де вс1 Рь р2, ..., рг —  рхзнь проста числа виду р/ =  2 т/ +  1 .

Це твердження дае змогу для дов1льного п в1дразу ж з’ясувати, чи побудовний
правильний п-кутник. бдина трудшеть, яка може виникнути при цьому,_це теоре-
тико-числова трудшеть розкладу великих чисел на прост! множники.

1 КоефЩентом при ирг к е ц!ле число -  * ^ — * ± Л  _ Тут рг може

не бути взаемно простим з к\, бо к може бути большим за р. Але р2 1 к\ можуть мати
не б1льше одного сп1льного множника р (бо к <  р2), тому цей коефЩент, в уся-
кому раз1, Д1литься на р.
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