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От автора

Настоящая книга представляет собой пособие по 

решению задач повышенной трудности по курсу эле­

ментарной физики. Она предназначена для занимаю­

щихся самообразованием, готовящихся к поступлению 

в вузы, для студентов физико-математических факуль­

тетов педагогических институтов и учителей средней 

школы.

Создавая пособие, автор .стремился разработать 

единые методы решения задач по курсу элементарной 

физики, показать, как нужно использовать эти мето­

ды при решении конкретных задач.

Построение книги не является стандартным для 

задачника. В начале каждой главы даны краткие тео­

ретические сведения, позволяющие вспомнить основ­

ные понятия и законы курса физики, приводятся фор­

мулы, которые используются . при решении задач. 

Далее следуют рекомендации по решению задач и при­
меры их решения. В конце каждой главы предлагают­

ся задачи для самостоятельного решения.

Большинство задач, приведенных в пособии, пред­

лагалось на физических олимпиадах и вступительных 

экзаменах по физике в ведущих вузах Москвы. Многие 

задачи составлены автором.

В конце книги помещены ответы к задачам, а также 

решения некоторых задач.

Третье издание пособия было переработано и ис­

правлено. Автор выражает глубокую благодарность 

всем читателям, приславшим свои замечания и по­

желания по улучшению пособия; в новом издании 

задачника они учтены.
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ВВЕДЕНИЕ

Общие замечания по решению физических задач

1. В изучении курса физики решение задач имеет исключитель­
но большое значение, и им отводится значительная часть курса.

Решение и анализ задач позволяет понять и запомнить основ­
ные законы и формулы физики, создает представление об их ха*рак- 
терных особенностях и границах применения. Задачи развивают 
навык в использовании общих законов материального мира для 
решения конкретных вопросов, имеющих практическое и познава­
тельное значение. Умение решать задачи является лучшим крите­
рием оценки глубины изучения программного материала и его 
усвоения.

В основу каждой физической задачи положено то или иное част­
ное проявление одного или нескольких фундаментальных законов 
природы и их следствий. Поэтому, прежде чем приступать к ре­
шению задач какого-либо раздела курса, следует тщательно про­
работать теорию вопроса и внимательно разобрать иллюстрирую­
щие ее примеры. Без твердого знания теории нельзя рассчитывать 
на успешное решение и анализ даже сравнительно простых задач, 
не говоря уже о более сложных.

2. Решение большинства физических задач расчетного характера 
можно разделить на четыре этапа: а)- анализ условия задачи и его 
наглядная интерпретация схемой или чертежом; б) составление 
алгебраических уравнений, связывающих физические величины, 
которые характеризуют рассматриваемое явление с количествен­
ной стороны; в) совместное решение полученных уравнений отно­
сительно той или иной величины, считающейся в данной задаче 
неизвестной; г) анализ полученного результата и числовой расчет.

Первый этап решения является в какой-то мере вспомогатель­
ным и иногда его опускают, если данный физический процесс и 
условие задачи оказываются достаточно ясными и понятными. 
Второй — использование известных законов и формул физики для 
математической записи условий задачи (составление системы урав­
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нений, полностью отражающей данный физический процесс) — 
представляет основную трудность решения почти всех задач по 
физике. В результате такой записи получается одно или несколько 
уравнений, в которых неизвестным служит искомая величина, и 
физическая задача почти полностью приводится к математической. 
Дальнейшее решение состоит в том, чтобы из полученной системы 
уравнений' путем алгебраических выкладок найти эту величину, 
выразив ее через исходные данные задачи.

Получив расчетную формулу, необходимо проанализировать ее: 
выяснить, как меняется искомая величина при изменении других 
величин, функцией которых она является. Такой анализ стимули­
рует физическое мышление, расширяет представление о рассмат­
риваемом явлении, выявляет характерные особенности установлен­
ной зависимости^ После этого можно подставлять в расчетную 
формулу числа и делать окончательный расчет.

3. а) При анализе задачи и составлении алгебраических соот­
ношений, описывающих то или иное явление, особое внимание сле­
дует обратить на векторный характер ряда величин, входящих 
в формулы физики. Для полного определения этих величин необ­
ходимо учитывать не только их числовое значение, но и направле­
ние. При этом всегда нужно помнить, что число и направление — 
это две неотъемлемые характеристики любого вектора. Если про­
исходит изменение векторной величины, то это значит, что меняется 
или ее числовое значение, или направление, или то и другое вме­
сте. Векторные величины равны только в том случае, если их моду­
ли и направления одинаковы.

Действия с векторами существенно отличаются от действий 
с обычными числами. Для изучения механики в элементарном курсе 
физики достаточно знать сложение (разложение) и вычитание век­
торов, а также умножение вектора на скаляр.

Под суммой двух векторов а и Ь, направленных под углом а

друг к. другу, подразумевают третий вектор с, построенный как 
диагональ параллелограмма, сторонами которого являются слагае­
мые векторы. Символически эта операция записывается так:

а -+· b =  с. _
Для нахождения разности двух векторов а и Ь, направленных

под углом а  друг к другу, необходимо найти такой вектор 5, кото­

рый в сумме с вектором b дал бы вектор а. Геометрически вычита­
ние векторов сводится к построению параллелограмма, в котором 
уменьшаемый вектор служил бы диагональю, а вычитаемый —

«♦

одной из его сторон. Вектор разности d будет являться в этом случае 
второй стороной параллелограмма. Иначе, чтобы найти разность

векторов а и Ь, нужно к вектору а прибавить вектор —b: 

а — Ъ =  а+  (— b) =  d.



Чтобы определить числовое значение вектора суммы с, необхо­
димо вычислить длину диагонали построенного параллелограмма, 
для чего удобно пользоваться теоремой косинусов с2 =  а2 + Ъ2 —
— 2ab cos а, где 0 <  а  <л .

При умножении векторной величины на скаляр k ее модуль 
увеличивается в k раз, а направление остается неизменным-при 
k ^  0 и меняется на противоположное при k <  0.

б) Для упрощения анализа физических процессов и математи­
ческих выкладок нередко приходится прибегать к разложению 
векторов скорости, ускорения, силы и т. д. на составляющие по 
каким-либо двум направлениям, чаще всего взаимно перпендику­
лярным.

Разложение вектора на составляющие есть действие, обратное

сложению векторов, поэтому, чтобы разложить вектор а по двум 
заданным направлениям, нужно построить стороны параллелограм­

ма а± и а2, зная его диагональ и направление сторон (а =  ах + аг)·
Следует заметить, что разложение вектора на составляющие-^· 

это чисто математический прием, и тот факт, что любой вектор 
можно разложить на составляющие по осям, не означает, что каж­
дой из них можно дать такое же физическое толкование, как исход­
ному вектору. Рациональный выбор направлений для составляю­
щих вектора при его разложении обычно неявно диктуется услови­
ем задачи, однако в общем случае он может быть произвольным.

Если какая-нибудь физическая величина является вектором 
(т. е. определяется числом и направлением), то эту же величину 
можно полностью охарактеризовать тремя (на плоскости — двумя) 
числами-проекциями данного вектора на оси прямоугольной си­
стемы координат. Проекцией вектора на координатную ось называ­
ют произведение модуля вектора на косинус угла между вектором 
и положительным направлением этой оси. Проекция вектора может 
быть как положительной, так и отрицательной. Обычно при на­
хождении проекций вектора сначала находят его составляющие по 
осям. Если составляющая совпадает с положительным направле­
нием оси, проекцию берут со знаком «плюс», если же нет, то со 
знаком «минус».

Если і и / — единичные векторы координатных осей ОХ и OF и 

Лектор а лежит в плоскости OXY, то его проекции по этим осям: 

ах = а  cos (a, i); ау — a cos (а, /), 

причем а2 =  а\ + αξ ; ах + ау =  a j  -f а ) .

4. а) Все задачи, независимо от способа задания исходных ве­
личин, следует решать в общем виде. При такой форме решения 
остаются ясными следы законов, используемых в процессе решения, 
а сами выкладки позволяют при необходимости проверить любую 
часть решения и исключить возможные ошибки. Получив ответ в

6

виде алгебраической формулы или уравнения, его можно проана­
лизировать, установить характер и пределы изменения искомой 
величины в функции величин, через которые она выражена. Кроме 
того, и это, пожалуй, главное, указанный способ решения позво­
ляет отработать методику и приемы решения задач по каждому 
разделу курса.

б) Ознакомившись с условиями задачи, никогда не следует за­
острять внимание на искомой величине и тем более пытаться сразу 
ее найти. Необходимо помнить, что ближайшая цель решения со­
стоит в том, чтобы Свести задачу от физической к математической, 
записав ее условие при помощи формул.

Для этого нужно четко представить себе физическое явление,
о котором говорится в условии задачи, установить, какие законы 
физики лежат в основе данного явления, вспомнить математичес­
кое выражение этих законов.

в) Чтобы хорошо понять условие задачи, необходимо сделать 
схематический чертеж, где, хотя бы условно, указать все величины, 
характеризующие данное явление. Если принтом окажется, что 
для полного описания явления надо использовать величины, не 
фигурирующие в условии задачи, их нужно ввести в решение са­
мим, так как в большинстве случаев без них невозможно найти 
связь между искомыми и заданными величинами.

г) Сделав чертеж, следует еще раз прочитать условие задачи и 
отметить, какие из величин, указанных на чертеже, даны и какие 
требуется найти. Все известные величины — их числовые значения 
и наименования — выписываются обычно в колонку. (Эту запись 
можно делать и после составления уравнений.)

д) Далее, с помощью физических законов и формул необходи­
мо установить математическую связь между всеми величинами, 
введенными в решение при символическом описании рассматривае­
мого явления. В результате получится одно или несколько урав­
нений, включающих в себя как заданные, так и неизвестные ве­
личины, — физическая задача сведется к математической.

е) Прежде чем решать составленную систему уравнений, по­
лезно убедиться в том, что число неизвестных равно числу уравне­
ний, иначе система не будет иметь определенного решения.

Решение системы уравнений нужно начинать с исключения 
тех неизвестных величин, которые не требуется находить по усло­
вию задачи, и следить за тем, чтобы при каждом алгебраическом 
действии число неизвестных уменьшалось.

5. Получив ответ в общем виде и проанализировав его, можно 
приступать к числовым расчетам. Прежде всего для этого необхо­
димо выбрать систему единиц, в которой решено проводить вычисле­
ния, предпочтение отдается Международной системе единиц (СИ).

Если заданные величины выражены в одной системе единиц, 
вычисления проводят в этой системе, и, получив окончательный 
результат, переводят его при необходимости в другую систему. 
Если величины, входящие в расчетную формулу, даны в разных
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системах единиц, их следует выразить в единицах системы, приня­
той для решения.

В тех случаях, когда в числитель и знаменатель расчетной 
формулы входят однородные величины одной степени, их можно 
подставлять в любых единицах, лишь бы они были одинаковыми. 
Единицы измерения этих величин сокращаются "и на размерность 
искомой величины не влияют.

Подставив числовые значения всех величин (вместе с их наиме­
нованием) в расчетную формулу, проводят действия с наименова­
ниями, с тем чтобы убедиться, что результат получается в едини­
цах измерения искомой величины в принятой системе. Несоблюде­
ние этого условия (оно необходимо, но недостаточно) свидетельст­
вует об ошибке, допущенной в ходе решения. Установив наименова­
ние искомой величины, можно приступать к действиям с числами. 
(Если есть полная уверенность в правильности решения, единицы 
измерения в расчетную формулу можно не подставлять.)

Проводя арифметические расчеты, следует пользоваться пра­
вилами приближенных вычислений, позволяющих во многих случа­
ях сэкономить время, не нанося никакого ущерба точности. Эти 
правила излагаются в руководствах по элементарной математике.

Ч А С Т Ь  I

МЕХАНИКА

Г л а в а  1. КИНЕМАТИКА

Основные понятия, законы и формулы

1. Механическим движением называют изменение взаимного 
расположения отдельных тел или различных частей одного тела, 
происходящее в пространстве с течением времени. В любом меха­
ническом движении всегда участвует не менее двух тел. Одно из 
них принимают за неподвижное тело отсчета и по отношению к 
нему определяют механическое состояние всех остальных тел. 
Чтобы установить законы механического движения тел относитель­
но тела отсчета, с ним связывают ту или иную систему отсчета, 
чаще всего прямоугольную систему координат. Наиболее простой 
вид эти законы имеют в системах отсчета, связанных с поверхностью 
Земли, когда по условию задачи суточным и годовым вращением 
Земли можно пренебречь.

Простейшим механическим движением является движение ма­
териальной точки — тела, размеры и форму которого можно не 
учитывать при описании его движения.

2. Движение материальной точки характеризуют траекторией, 
длиной пути, перемещением, скоростью и ускорением.

Траекторией называют линию в пространстве, описываемую 
точкой при своем движении.

Длину дуги, отсчитываемую вдоль траектории от некоторой 
точки, принятой за начало отсчета, называют отрезком пути (ду­
говой координатой). Перемещение — это расстояние между началь­
ным положением движущейся точки и ее положением в данный 
момент времени.

Длина пути — величина скалярная, перемещение — величина 
векторная.

3. Положение материальной точки М на плоскости в наиболее 
распространенной системе отсчета — декартовой системе коорди­

нат OXY определяют или заданием радиус-вектора г, проведенного 
из начала координат в точку М, или двумя числами — координата­
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ми к, у точки М, представляющими собой проекции вектора г на 
соответствующие оси.

Если известна траектория точки М, ее положение в простран­
стве можно определить заданием дуговой координаты s (отрезком 
пути), отсчитываемой вдоль траектории от начала отсчета.

При движении точки ее радиус-вектор и координаты изменяются 
и являются функциями времени:

г =  r(0; X =  jc(9; у =  у(0; s =  s(t). (1.1)
Уравнения (1.1) называют кинематическими уравнениями движе­
ния точки, заданными соответственно в векторной, координатной 
и так называемой естественной формах.

4. Физическую величину, характеризующую изменение положе­
ния точки в пространстве за единицу времени, называют средней 
скоростью перемещения. Если за время At точка переместилась на

расстояние Аг, ее средняя скорость перемещения за это время будет 
равна:

О·2)

Средняя скорость перемещения — величина векторная, ее на­
правление всегда совпадает с направлением вектора перемещения.

Чтобы получить значение скорости в данный момент времени — 
мгновенную скорость, нужно рассмотреть перемещение точки за 
бесконечно малый промежуток времени и найти предел отношения
1.2) при условии, что At-* 0:

v — . (1.3)
д/ - о At

Направление вектора мгновенной скорости в каждой точке 
траектории совпадает с направлением касательной.

Аналогично выражениям (1.2) и (1.3) определяют среднюю и 
мгновенную скорости при координатном и естественном способе 
задания движения.

5, Величину, характеризующую изменение скорости за единицу 
времени, называют средним ускорением. Если за время At мгновен-

ная скорость точки изменилась от v0 до v, среднее ускорение точки 
за это время будет равно:

аср =  І і і£ о  =  і І . ,  (1.4)
р At At

Ускорение — величина векторная; направление веКтора ускоре­
ния всегда совпадает с направлением вектора изменения скорости.

Чтобы получить значение ускорения в данный момент време­
ни — мгновенное ускорение, нужно найти предел отношения (1.4) 
при условии, что At -*■ 0:

a — lim-^-· (1.5)
д/ ->о At
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В общем случае криволинейного движения точки вектор е» 

ускорения а в каждой точке траектории направлен под некоторым 

углом а к касательной, проведенной к кривой в этой точке. Если

вектор а разложить по направлению касгтельной и нормали к ней, 
то составляющие ак —a cos а  и аи =  a sin а  называют соответст­
венно касательным и нормальным ускорением. Касательное уско­
рение всегда направлено по линии скорости и характеризует ее 
изменение по величине; нормальное ускорение всегда перпенди­
кулярно скорости и характеризует ее изменение по направлению.

В зависимости от того, направлено ли касательное ускорение 
в сторону движения (ак >  0) или в противоположную сторону 
(ак <  0), величина скорости в криволинейном движении или воз­
растает, или уменьшается. Если а* =  0 и ан ф  0, то изменяется 
только направление скорости; величина же ее остается неизменной. 
Такое криволинейное движение будет равномерным. Если а„ =  0, 
то направление вектора скорости с течением времени не меняется —■ 
движение точки является прямолинейным.

6. Простейший вид механического движения — прямолинейное 
движение точки с постоянным ускорением.

Если ось координат направить в сторону начального смещения 

точки, то для такого движения | г | =  х *=* s;

а =  const; | а\эш '\ак | s  ах =  const; α„ = 0 ; (1.6)

v =* t>„ + at·, _ (1.7)

«„ -  ; <'·8>

(1.9)

2 ’

CP 2

s =  V  + v :

2 a
(1.11)

Соотношения (1.6), (1.7) и (1.10), выражающие законы изменения 
ускорения, скорости и перемещения с течением времени, называют 
соответственно уравнением ускорения, скорости и перемещения.

Движение точки с постоянным ускорением включает в себя 
равномерное и равнопеременное (равноускоренное и равнозамед­
ленное) движения.

При равномерном движении скорость точки с течением времени 
не меняется (v =  v0 — const), и в уравнениях (1.7) и (1.10) нужно 
положить а =  0. При равноускоренном движении (ν >  ί>0) во всех 
формулах кинематики нужно считать а >  0. При равнозамедлен-
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ном движении в формулах (1.7), (1.10) и (1.11) ускорение следует 
брать со знаком «минус».

7. К равнопеременному движению можно отнести движение тел 
под действием силы тяжести, если их перемещение h по вертикали, 
отсчитанное от поверхности Земли, мало по сравнению со средним 
расстоянием тела до центра Земли. Так как сила тяжести сообщает 
всем телам, находящимся на одинаковом расстоянии от центра 
Земли, одинаковое ускорение g (ускорение свободного падения) 
и при h «  R3 с достаточной степенью точности можно считать, что 
g =  9,8 м/сек2, то законы этого движения в принятых обозначениях 
получаются автоматической заменой в формулах (1.7)—(1.11) а на g 
и s на h.

8. Простейшим видом криволинейного движения является рав­
номерное движение точки по окружности. При таком движении

R =  const, ак =  0, I v | =  const, а направление вектора скорости 
за любые равные промежутки времени изменяется на одинаковый 
угол. Нормальное ускорение, называемое в этом случае центро­

стремительным, I аи I =  const.
Если точка движется по кругу радиусом R с линейной скоро­

стью v, делая п оборотов за время і ,  то

( 1. 12) 

(1.13)

где/ =  4  и Т =  - = 4  (1.14)
t п f

соответственно число оборотов в единицу времени (скорость враще­
ния) и продолжительность одного оборота (период вращения).

9. По виду движения отдельных частиц твердого тела различа­
ют поступательное и вращательное движение тел.

При поступательном движении тела всякая прямая, жестко 
связанная с движущимся телом, остается параллельной самой 
себе.

При вращательном движении все точки тела движутся по ок­
ружностям, центры которых лежат на одной неподвижной прямой, 
называемой осью вращения тела.

Поступательное движение тел описывают теми же величинами 
и уравнениями, что и движение материальной точки; кинематиче­
скими характеристиками вращательного движения тел служат 
угловое перемещение, угловая скорость и угловое ускорение. Уг­
ловым перемещением φ называют центральный угол, соответствую­
щий дуге, пройденной движущейся точкой. Угловую скорость и 
угловое ускорение определяют аналогично скорости и ускорению 
прямолинейного движения;

s _2 nRti
t ~

V

t
2 nRf

2nR 

T :
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(D 2jTtt л r 2Я /i i r\
®ep° y  =  —  = 2 π / =  —  (1.15)

6cp= i ^ .  (1.16)

Для тел, вращающихся с постоянным угловым ускорением, по 
аналогии с прямолинейным движением имеем:

оз ^  c0q ~{~ ε/;

+<?0 І.
φ ζ

φ - (V + J-

(ΰ2 V- CPn
φ

(1.17)

2ε
В случае равномерного вращения ω =  const и в формулах (1.17) 

необходимо положить ε =  0. При ускоренном вращении ω >  ω0 и 
е >  0; при замедленном ω <  ω0 и ε <  0.

„Из сравнения формул (1.12) и (1.15) bhahOj что линейная 
скорость v точек тела, удаленных от его оси вращения на расстоя­
ние R, равна

v =  aR. (1-18)
Отсюда следует, что касательное и нормальное ускорение этих 
точек связано с кинематическими характеристиками вращательного 
движения тела формулами:

Ок =  &R·, аа =  ωι> =  со2#. (1-19)

10. Очень часто движение тел рассматривают относительно 
какого-либо предмета, который в свою очередь перемещается по 
отношению к телу отсчета, принятому условно за неподвижное. 
Движение тел относительно системы координат, связанной с под­
вижным телом отсчета, называют относительным, а движение под­
вижной системы отчета относительно неподвижной — переносным. 
Результирующее движение тел относительно неподвижной системы 
отсчета называют абсолютным движением. В соответствии с этим 
различают относительное, переносное и результирующее (абсолют­
ное) перемещение, скорость и ускорение. Если известны векторы 
относительного и переносного перемещений, то результирующее 
перемещение равно их геометрической сумме и находится по пра­
вилу сложения векторов:

λ  =  \ + sn· (1-20)

Аналогично находятся переносная скорость и переносное уско­
рение:

^  =  0̂ + ^ !  (1-21)

ci% =  <хй ап. (1.22)
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(Последнее соотношение имеет место лишь в том случае, если пере­
носное движение является поступательным.)

II. Всякое перемещение плоской фигуры, происходящее в пло­
скости расположения этой фигуры (такое движение называют плос­
копараллельным), можно рассматривать в любой момент времени 
как результат наложения поступательного движения тела вместе 
с некоторой произвольной точкой О тела (называемой полюсом) 
и вращательного движения тела относительно этой точки.

Скорость любой точки тела при его плоскопараллельном дви­
жении равна:

ν =  νπ + να,

где о„ — скорость полюса, ρβ=  ω г — линейная скорость рассмат­
риваемой точки, обусловленная поворотом тела около полюса 
с угловой скоростью ω, г — расстояние от точки до полюса.

Выбирая полюс О в различных точках тела, можно по-разному 
осуществить разложение плоского движения на поступательное 
и вращательное. В каждом из этих случаев перемещение (скорость) 
в поступательном движении может быть различным, угловое пере­
мещение (скорость) будет одинаковым.

В общем случае плоскопараллельного движения твердого тела 
существует такая точка, скорость которой в данный момент времени 
равна нулю. Эту точку называют мгновенным центром скоростей.

Если за полюс принять мгновенный центр скоростей, плоско­
параллельное движение тела можно представить как непрерывный 
ряд вращений вокруг полюса. Абсолютная скорость о произволь­
ной точки тела, удаленной от мгновенного центра на расстояние г, 
равна в этом случае v — (or.

а) При качении без проскальзывания плоской фигуры-по непод­
вижной поверхности мгновенный центр скоростей совпадает с точ­
кой соприкосновения тела с поверхностью.

б) Мгновенный центр скоростей находится на пересечении пер­
пендикуляров, восставленных из двух данных точек тела к ли­
ниям векторов абсолютной скорости этих точек.

й) В том случае, когда перпендикуляры, проведенные из ука­
занных точек, сливаются в один, мгновенный центр скоростей 
лежит в точке пересечения перпендикуляра с линией, проведенной ' 
через концы векторов скоростей этих точек.

Решение задач* Примеры

При решении задач по физике на те или иные разделы курса, 
кроме общих правил решения, приходится учитывать некоторые 
дополнения к ним, связанные со спецификой самих разделов.

Задачи по кинематике, разбираемые в курсе элементарной 
физики, включают в себя задачи о равнопеременном прямолиней­
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ном движении одной или нескольких точек, задачи о криволиней­
ном движении точки на плоскости и небольшое количество задач, 
связанных с вращением твердого тела. Мы рассмотрим каждый из 
этих типов задач отдельно.

а) Прочитав условие задачи, нужно сделать схематический 
чертеж, на котором следует прежде всего изобразить систему от­
счета и указать траекторию движения точки. Удачно выбранная 
система координат может значительно упростить решение и сделать 
математические выкладки предельно простыми, однако четких 
правил для выбора систем координат нет. Общие рекомендации 
здесь сводятся к следующему: качало координат удобно совмещать 
с положением движущейся точки в начальный рассматривамый 
момент времени, а оси направлять так, чтобы приходилось делать 
как можно меньше разложений векторов. Установив систему от­
счета, нужно отметить на чертеже все кинематические характери­
стики движения: перемещение точки за рассматриваемый проме­
жуток времени, мгновенную скорость в начале и конце этого пере­
мещения, ускорение и время. Если по условию задачи характер 
движения тел на рассматриваемом перемещении различен или 
само перемещение делится на части, весь путь следует разбить 
на отдельные участки и рассматривать движение на них по от­
дельности. .

После того как выполнен чертеж, с помощью формул (1.7) — 
(1.11) устанавливают связь между величинами, отмеченными на 
чертеже. При этом следует иметь в виду, что в уравнение скорости 
и перемещения входят все кинематические характеристики равно­
переменного прямолинейного движения и из них путем простых 
алгебраических преобразований получаются формулы (1.9) и (1.11). 
Учитывая это, при составлении системы уравнений для нахожде­
ния какой-либо величины, ради общности решения, достаточно 
использовать только формулы (1.7) и (1.10).

Составив полную систему кинематических уравнений, описы­
вающих движение точки, нужно записать в виде вспомогательных 
уравнений все дополнительные условия задачи, после чего, прове­
рив число неизвестных в полученной системе уравнений, можно 
приступать к ее решению относительно искомых величин.

Решение задач о движении одних тел относительно других, 
которые в свою очередь движутся относительно тела, принятого 
за неподвижное (чаще всего его связывают с Землей), начина­
ют с выбора системы отсчета. Для этого необходимо прежде 
всего тщательно продумать условие задачи и выяснить, к какой 
системе относятся заданные и искомые характеристики движения. 
Затем нужно установить подвижную и неподвижную системы от­
счета, связав их с телами, относительно которых рассматривается 
движение, указать кинематические характеристики относительного 
и переносного движений и составить уравнения движения отдельно 
для подвижной и неподвижной систем отсчета. Составляя эти урав­
нения, необходимо следить за тем, чтобы начало отсчета времени
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было одинаковым для всех тел, участвующих в движении. Связь 
между абсолютным, переносным и относительным движениями 
дается формулами (1.20)—(1.22). Подстановкой в них развернутых 
выражений для sn, s0, v„, v0 и т. д. и заканчивается первая часть 
решения.

Решая задачи на движение тел, брошенных вертикально вверх, 
нужно обратить особое внимание на следующее. Уравнения ско­
рости и перемещения для тела, брошенного вертикально вверх, 
дают общую зависимость v и h о т t для всего времени движения 
тела. Они справедливы (со знаком минус) не только для замедлен­
ного подъема вверх, но и для дальнейшего равноускоренного паде­
ния тела, поскольку движение тела после мгновенной остановки 
в верхней точке траектории происходит с прежним ускорением. 
Под h при этом всегда подразумевают перемещение движущейся 
точки по вертикали, т. е. ее координату в данный момент времени — 
расстояние от начала отсчета движения до точки.

Если тело'брошено вертикально вверх со скоростью v0, то 
время /под и высота /iMaKC его подъема равны:

gt\под/ _ 2<Г . и _ _̂0_ _
*под — > '*макс — о

g 2g *

Кроме того, время падения этого тела в исходную точку равно 
времени подъема на максимальную высоту (4аД =  4оД ). а скорость 
падения равна начальной скорости бросания (опад =  и0).

б) В задачах на криволинейное движение точки можно выделить 
задачи о движении точки по окружности и задачи о движении тел, 
брошенных под углом к горизонту.

Решение задач о движении точки по окружности принципиаль­
но ничем не отличается от решения задач о прямолинейном движе­
нии. Особенность состоит лишь в том, что здесь наряду с общими 
формулами кинематики приходится учитывать связь между угло­
выми и линейными характеристиками движения.

Движение тел, брошенных под углом к горизонту, можно рас­
сматривать как результат наложения двух одновременных прямо­
линейных движений'по осям ОХ и OY, направленных вдоль поверх­
ности Земли и по нормали к ней. Учитывая это, решение всех задач 
такого типа удобно начинать с разложения вектора скорости и 
ускорения по указанным осям и затем составлять кинематические 
уравнения движения для каждого направления. Необходимо при 
этом иметь в виду, что тело, брошенное под углом к горизонту, 
при отсутствии сопротивления воздуха и небольшой начальной 
скорости летит по параболе и время движения по оси ОХ равно 
времени движения по оси OY, поскольку оба эти движения проис­
ходят одновременно.

Решение задач о вращении твердого тела вокруг неподвижной 
оси основано на применении формул (1.17) с учетом (1.18) и (1.19). 
Как и в случае поступательного движения, для составления кине­
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матических уравнений вращательного движения достаточно ис 
пользовать только основные формулы — уравнения угловой ско­
рости и углового перемещения.

в) В заключение остановимся на заДачах, требующих использо­
вания графиков. Основное требование, которое предъявляется при 
решении таких задач, — это твердое знание графиков простейших 
элементарных функций и умение их исследовать. В частности, 
нужно хорошо знать уравнение прямой линии и параболы, отобра­
жающих геометрически уравнения ускорения, скорости, пути и 
перемещения при равномерном и равнопеременном движениях.

Первую группу графических задач составляют задачи, в кото­
рых дается график зависимости (обычно от времени) одних кинема­
тических величин и по нему нужно построить график зависимости 
между какими-либо другими величинами. Приступая к решению 
таких задач, необходимо внимательно проанализировать предло­
женный график, установить характер заданного движения и пред­
ставить данную зависимость в виде уравнения. По этому уравнению 
нужно определить искомую зависимость и, исследовав ее, построить 
нужный график. При достаточном навыке в решении подобных 
задач искомый график можно строить сразу, не прибегая к алгебраи­
ческим выкладкам.

Вторую группу составляют задачи, решение которых предпола­
гает отображение условий на одном из графиков зависимости ки­
нематических величин от времени. Как только условия такой зада­
чи записаны графически, ее дальнейшее решение состоит в ток, 
чтобы найти ту или иную величину на вычерченном графике, что, 
как правило, особого труда не представляет. Большое внимание 
в задачах подобного типа следует обращать на рациональный 
выбор графика, на котором будет удобнее всего представить усло­
вия задачи и легче всего указать искомую величину.

Пример 1* Велосипедист ехал из одного города в другой. Поло­
вину пути он проехал со скоростью vx — 12 км/ч. Далее половину 
оставшегося времени он ехал со скоростью v2 =  6 км/ч, а затем 
до конца пути шел пешком со скоростью v3 — 4 км/ч. Определите 
среднюю скорость велосипедиста на всем пути.

Р е ш е н и е ,  а) Установив, что задача дана на равномерное 
прямолинейное движение одного тела, и представив себе весь про­
цесс движения, делаем схематический чертеж (рис. 1.1). При со­
ставлении чертежа прежде всего изображаем траекторию движения 
и выбираем на ней начало отсчета движения (точка О). Весь путь 
разбиваем на три отрезка s1( s2, s3,
на каждом из них указываем ско- ψ  ^  ̂
рости olf ό2, v9 и отмечаем время 1
движения tx, tt и ts. и\ Jt I s i

б) Составляем уравнения движе- г--------Т*
ния для каждого отрезка пути: } t} \ tz

і
Sj — ι>Λ; S2 — Vif z, S9 ----—------- *·■ Рис. l.l.

t I й Л І О  I  L !. A ·

!, n’io-ffipaHulBCfc'ioro j
пелаголчи&ф 

Ін і.
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и записываем дополнительные условия задачи:

с — с _L С · / — І  · Т) —  Sl+ %  +  Sjl
— Ла т  аз> 2 — {з> ‘тр — . i , i , ·

*ι τ  Н т  Ч

в) Читаем еще раз условие задачи, выписываем числовые значе­
ния известных величин и, определив число неизвестных в получен­
ной системе уравнений (их семь: slf s2, s3, tu tt, ta и vcp), решаем
ее относительно искомой величины £)ср.

Если при решении задачи полностью учтены все условия, но 
в составленных уравнениях число неизвестных получается больше 
числа уравнений, это означает, что при последующих вычислениях 
одно из неизвестных сократится, такой случай имеет место и в 
данной задаче.

Решение системы относительно средней скорости дает:

v _  2% _  2tix (Ра + о3) _

С£> % ; 2% 2оі-f  ог + t)3 ‘

Vi «a+ tfa _

г) Подставив числовые значения в расчетную формулу, получим:

V ср!«. 7 км/ч.

Пример 2. От буксира, идущего против Течения реки, оторва­
лась лодка. В тот момент, когда на буксире заметили лодку, она 
находилась от него на достаточно большом расстоянии s„. С бук­
сира быстро спустили катер, который доплыл до лодки и возвра­
тился с нею назад. Сколько времени заняла поездка катера и какое 
расстояние он проплыл в одну и другую сторону, если скорости 
катера и буксира относительно воды равны соответственно ή о2?

Р е ш е н и е .  В задаче рассматривается равномерное движе­
ние тел относительно воды, которая сама течет относительно бере­
га. Всетела, участвующие в движении: лодка, буксир и катер — име­
ют скорости относительно воды и переносную вместе с водой. В тех 
случаях, когда движение изучают в системах отсчета, движущихся 
равномерно и прямолинейно относительно неподвижной системы 
отсчета (как, например, в данной задаче), все расчеты можно про* 

. изводить по тем же формулам и уравнениям, как если бы перенос­
ного движения (течения) не было. Это почти очевидное обстоятель­
ство следует из принципа относительности движения.

При изучении относительного движения двух или нескольких 
тел, движущихся в то же время относительно Земли, систему от­
счета удобно связывать с одним из этих тел, принимая его за тело 
отсчета, и рассматривать перемещения, скорости и ускорения от­
носительно этого тела. В предлагаемой задаче систему отсчета 
удобно связать с буксиром, так как все происходящие события 
рассматриваются по отношению к нему. В системе отсчета, связан­
ной с буксиром, сам буксир покоится, лодка удаляется от него со
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скоростью ι>2, катер удаляется от буксира ' со скоростью + оа, 
катер вместе с лодкой приближается к нему со скоростью vL — v2.

Допустим, что за время t±, спустя которое катер догонит лодку, 
буксир удалился от лодки на расстояние sx, тогда уравнение дви­
жения для катера и лодки за это время дает:

=  (t»l + 0*)*1 (1)

и st =  v2ti. (2)

Если для возвращения на буксир катеру потребовалось время t2, 
то уравнение его движения имеет вид:

s0 +  Si =  (t»! —  V2) t 2. (3)

Искомое время движения катера будет равно:

■t =  tl + tif (4)

и за это время катер проплывет расстояние

s =  2(s0 + Si). (5)

Итак, получены пять уравнений, содержащих пять неизвестных
величин (sx, flt t 2, s и f), из которых требуется определить продол­
жительность поездки катера t и пройденное им расстояние s. Ре­
шая уравнения совместно, находим:

*/ ==_ i % _ ; S =  2s0( l+  й.),
fl — V» \ Vi/

Пример 3. Тело брошено вертикально вверх с начальной ско­
ростью t)0 =  3,13 м/сек. Когда оно достигло верхней точки полета, 
из того же начального пункта с такой же начальной скоростью 
бросили второе тело. Определите, на каком расстоянии от точки 
бросания встретятся тела; сопротивление воздуха не учитывать.

Р е ш е н и е .  Делаем чертеж (рис. 1.2). Отмечаем на нем тра­
екторию движения первого и второго тела. Выбрав начало отсчета 
в точке О, указываем начальную скорость тел v0, высоту h, на ко­
торой произошла встреча (координату у =  h), и вре­
мя ti и t2 движения каждого тела до момента ветре- i
чи. (Чтобы не загромождать чертеж, скорости тел в У
момент встречи не указаны.) {

Уравнение перемещения тела, брошенного верти- ι
кально вверх, позволяет найти координату движуще- j
гося тела для любого момента времени независимо от 4
того, поднимается ли тело вверх или падает после 
подъема вниз, поэтому для первого тела

а для второго Ш А л

0 я 2 Рис.1.2.
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Третье уравнение состав­
ляем, исходя из условия, 
что второе тело бросили 
позднее первого на время 
максимального подъема:

t — t — h  l i-<2 — -- ·
Є

Решая систему трех 
уравнений относительно h, 

получаем:

3 2
h =  -■ А ж  0,37 м.

4 2g .

Пример 4. Артиллерийское орудие расположено на горе

высотой h. Снаряд вылетает из ствола со скоростью у0> 
направленной под углом а  к горизонту. Пренебрегая сопротив­
лением воздуха, определите: а) дальность полета снаряда по го­
ризонтальному направлению; б) скорость снаряда в момент паде­
ния; в) угол падения; г) уравнение траектории ' и д) начальный 
угол стрельбы, при котором дальность полета наибольшая.

Р е ш е н и е .  Делаем чертеж (рис. 1.3). Прямоугольную си­
стему координат выбираем так, чтобы ее начало совпало с точкой 
бросания, а оси были направлены вдоль поверхности Земли и по 
нормали к ней в сторону начального смещения снаряда. Изображаем

траекторию снаряда, его начальную скорость v0, угол бросания а, 
высоту h , горизонтальное- перемещение s, скорость в момент паде­

ния v (она направлена по касательной к траектории в точке паде­
ния) и угол падения φ (углом падения тела называют угол между 
касательной к траектории, проведенной в точку падения, и нор­
малью к поверхности Земли).

Движение тела, брошенного под углом к горизонту, можно 
представить как результат сложения двух прямолинейных движе­
ний: одного — вдоль поверхности Земли (оно будет равномерным, 
поскольку сопротивление воздуха не учитывается) и второго — пер­
пендикулярно поверхности Земли (в данном случае это будет дви­
жение тела, брошенного вертикально вверх). Для замены сложно­
го движения двумя простыми разложим (по правилу параллело-

грамма) скорости ν0 и v на горизонтальные и вертикальные состав­
ляющие и найдем их проекции: v0 cosa и t»0 sin о  — для скорости 
·*· ·+> 
и0 и vx и vy — для скорости V. ■

а, б) Составляем уравнения скорости и перемещения для их 
проекций по каждому направлению. Так как в горизонтальном
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направлении снаряд летит равномерно, то его скорость и координа­
ты в любой момёнт времени удовлетворяют уравнениям

vx =  t>0 cos a (1)
и

X =  t/0 cos a t .  (2)

Для вертикального направления:

vy =  ό0 sina — g t; (3)

у  =  t>„ sin a t — . (4)

В момент времени t lt когда снаряд упадет на землю, его коор­
динаты равны:

X =  s; у  =  — h . (5)

В последнем уравнении перемещение h взято со знаком «минус», 
так как за время движения снаряд сместится относительно уровня 
отсчета О высоты в сторону, противоположную направлению, при­
нятому за положительное.

Результирующая скорость в момент падения равна:

O — V t f c  +  Vy. (6)

В составленной системе уравнений пять неизвестных; нам нуж- 
' но определить S И V.

Из уравнений (4) и (5) находим время полета снаряда:

у0 sin a  +  V υ\ sin2 a  + 2gft

g

Подставляя выражение для tr  в формулы (2) и (3) с учетом (5), 
соответственно получаем:

Pq sin a  · cos a +  v0 cos a y  Vq sin2 a+2 gh
(7)

vy =  — V  vl sin2 a -f 2gh. (8)

После этого из (6) с учетом (1) и (8) находим:

v =  Y  vl + 2gh. (9)

Из полученных результатов можно сделать следующие выводы. 
Если Τι =  0, т. е. снаряды падают на уровне вылета, то согласно

«о sin 2a
формуле (7) дальность их поиета будет равна: s -------- . Если

g
при этом угол бросания равен 45° (sin 2a =  1), то при заданной

уг
начальной скорости va дальность полета наибольшая: sMaK0 =  γ ·



Подставив в выражение (9) значение h 0, получйм, что ско­
рость снаряда в момент его подлета к уровню, с которого был произ­
веден выстрел, равна его начальной скорости: v =  t»0.

При отсутствии сопротивления воздуха скорость падения тел 
равна их начальной скорости бросания независимо от того, под 
каким углом было брошено тело, лишь бы точки бросания и паде­
ния находились на одном уровне. Учитывая, что горизонтальная 
составляющая скорости с течением времени не изменяется, легко 
установить, что в момент падения скорость тела образует с гори­
зонтом такой же угол, как и в момент бросания.

в) Угол падения можно найти, исходя из того, что скорость 
тела в любой точке траектории направлена по касательной. Из

рисунка 1.3 видно, что tg<p =  —, откуда с учетом выражений
Vy

(1) и (8) получим:

tgep *= 0β----- . .

} /"  Dq sin2 α - f  2gh

г) Чтобы найти уравнение траектории движения точки — сна­
ряда, нужно найти связь между ее координатами х и у в произ­
вольный момент времени t. Если в уравнениях (2) и (4) под х и у 
подразумевать смещение снаряда по осям (учитывая, что эти урав­
нения справедливы для всего движения снаряда), а под t — время, 
по истечении которого снаряд из О попал в данную точку траекто­
рии, то, исключая из уравнений t, мы и получим искомую связь. 
Найдя из уравнения (2) время t и подставив его в уравнение (4), 
получим:

у =  tg a x ----- ^-- Xі .
2i>o cos® α

Это уравнение вида у == —ах2 + Ьх, оно представляет собой 
уравнение параболы, проходящей через начало координат О и 
обращенной выпуклостью вверх. Таким образом, тело, брошенное 
под углом а  к горизонту, при отсутствии сопротивления воздуха 
летит по параболе. Нетрудно заметить, что этот вывод имеет место 
для любых углов бросания.

д) Решая уравнения (2), (4) и (5) относительно начального угла 
бросания а, получим:

Поскольку угол бросания не может быть мнимым, то это выраже­
ние имеет физический смысл лишь при условии, что

2gh /g s  \2

т. e. S <
V vi +  2 gh

g

откуда следует, что мак­
симальное перемещение 
снаряда по горизонталь­
ному направлению равно:

SjjaKc
"о V  vo+  2gh

Подставляя выражение 
для s=sM3KC в формулу (10), 
получим для угла а, при 
котором дальность полета 
наибольшая:

■tga =

gswfi

Рис. 1.4.

І
g їмако V °0+ 2gh

Пример 5. Камень брошен на склоне горы под углом a к ее 
поверхности (рис. 1.4). Определите дальность полета камня и его 
наибольшую высоту подъема над склоном, если начальная скорость

камня равна v0, угол наклона горы к горизонту β. Сопротивление 
воздуха не учитывать.
■ Р е ш е н и е .  Сложное движение камня по параболе нужно 
представить как результат наложения двух прямолинейных дви­
жений: одного вдоль поверхности Земли, другого — по нормали 
к ней.

Выберем прямоугольную систему координат с началом отсчета 
в точке бросания камня так, чтобы оси ОХ и ΟΥ совпали с указан­
ными направлениями, и найдем составляющие векторов начальной 

·+ -*· 
скорости и0 и ускорения свободного падения g по осям. Проекции 
этих составляющих на оси ОХ и OY равнй Соответственно:

v0 cos a; va sin a; —g sin β; —g cos β.
e *

После этого сложное движение можно рассматривать как два 
более простых: равнозамедленное движение вдоль поверхности 
Земли с ускорением sin β и равнопеременное движение, перпен­
дикулярное склону горы, с ускорением g COS β.

Составляем уравнения движения для каждого направления с 
учетом того, что за время tt всего движения перемещение камня 
по нормали к поверхности (по оси OY) оказалось равным нулю, 
а вдоль поверхности (по оси ОХ) — равным s:

0 =  i>0 sin a tx
gcosp^

s =  v0 cos a ίι
g sin β if
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Рис. 1.5.

По условию задачи v0, а  и  β нам заданы, 
поэтому в составленных уравнениях имеется 
две неизвестные величины S И /j.

Из первого уравнения определяем время 
полета камня:

к
2v0 sin α

g cos α

Подставляя это выражение во второе 
уравнение, находим:

S =
2Uq sin а · cos (a + β)

g cos2 β

Если подставить сюда значение β =  О, 
что соответствует случаю, когда тело броше­
но под углом а  к горизонтальной поверх­
ности, то получим:

Как и следовало ожидать, этот результат совпадает с результатом 
предыдущего примера.

Предлагаем самим читателям определить максимальную высоту 
подъема камня над поверхностью горы и угол падения.

Пример 6. Через блок радиусом R (рис. 1.5) переброшена 
нить, на концах которой находятся два груза, установленные на 
одном уровне. Предоставленные самим себе, грузы приходят в 
равноускоренное движение и спустя время t один из них оказы­
вается над другим на высоте h. Определите угол поворота блока, 
его угловую скорость и величину полного линейного ускорения 
точки А в конце времени і. Проскальзыванием нити по блоку прене­
бречь.

Р е ш е н и е ,  а) Проставляем на чертеже перемещение грузов h 
за времй t и, приняв за начало отсчета точку О, расставляем векто­

ры касательного а^, нормального ан и полного а ускорений точки А.
Так как по условию задачи нить по блоку не проскальзывает, 

то касательное ускорение всех точек, лежащих на ободе, по абсолют­
ной величине равно ускорению грузов Оц =  а0.

б) Поскольку движение грузов равноускоренное и за время t 
они смещаются относительно друг друга на расстояние h, уравне­
ние движения для каждого груза будет иметь вид:

±  _  a„t2 ,п

2 2 ’ ' '
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так как ускорение у них одинаковое и 

каждый груз проходит расстояние .ip

в) Записываем уравнения враща­
тельного движения блока:

ω =  е* и φ =  , (2)

учитывая, что блок вращается равноус- Рис. 1.6.
коренно.

Угловая скорость ω и угловое ускорение ε блока связаны с 
нормальным и касательным ускорениями точки А формулами

ε =  — и ан — a2R. · (3)
Д

Полное ускорение точки А равно:

a . V . (4)

г) По условию задачи нам даны R, t и h, поэтому в составлен­
ной системе уравнений неизвестными являются а0, ω, ε, ψ, ан и а. 
Решая уравнения совместно относительно искомых неизвестных 
φ, ω и а, получим:

т  —  А- ,л _  А · л -  h VW+K2 
Ф 2 R ’ “  R t ’ а --- W ---

Пример 7. Катушка с намотанной на нее нитью лежит на гори­
зонтальной поверхности стола (рис. 1.6) и может катиться по ней 
без скольжения. С какой скоростью будет перемещаться ось катуш­
ки, если конец нити тянуть в горизонтальном направлении со ско­

ростью ы. Радиус внутренней' части катушки г, внешней — R. 
Каковы будут скорость и ускорение точки Л?

Р е ш е н и е  I. а) Качение катушки по столу можно предста­
вить как результат, наложения двух одновременных независимых 
движений: переносного поступательного движения всех точек 
катушки с одинаковыми скоростями г0, равными скорости оси 
катушки, и относительного — вращения вокруг ее оси с некоторой

угловой скоростью ω0. Абсолютная (результирующая) скорость и 
произвольной точки катушки, удаленной от ее оси на расстояние р, 
равна векторной сумме скоростей этой точки в переносном и отно­
сительном движениях, т. е.

«  =  v0 -f V, (1)

где v =  ω0ρ — линейная скорость точки при круговом относи­
тельном движении.

Угловую скорость ω0 можно определить из условия, что тело 
катится по поверхности без скольжения. Точка С катушки
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в момент соприкосновения с поверхностью стола не движется 
относительно стола, ее абсолютная скорость иа =* 0. Для этой 

точки р =  R и, следовательно, относительная скорость движе­
ния со0/?, направленная влево, равна переносной скорости νΰ, 
направленной вправо, т. е.

w0R =  ι>0; ω0 =  g-. (2)

В задаче дана абсолютная скорость точки В, ив, равная скоро­

сти и конца нити, и надо найти переносную скорость щ (абсолют­
ную скорость оси катушки) и скорость иА точки А.

Согласно выражениям (1) и (2) с учетом направления относи­
тельных скоростей точек В и А и того, что рв =  г и рА =  R, по­

лучим для и и иА соответственно:

и =  оа — ^  г, откуда ν0 =  -β—  и
R R—г

и Ма =  V0 + ^ г , откуда иА =  2и0 =  .
R R — г

б) Переносное движение всех точек катушки является поступа­
тельным, поэтому для нахождения ускорения какой-либо точки 
катушки можно воспользоваться формулой (1.22).

Поскольку переносное движение катушки равномерное, то для 
всех точек ап =  0 и их полное ускорение равно относительному 
ускорению а — а0. Относительное ускорение представляет собой 
нормальное ускорение в процессе равномерного вращения катуш­
ки вокруг ее оси, поэтому

9 fn 1J2
аА — (OoR =  β- =  Щ ^— f '

Р е ш е н и е  II. а) Движение катушки по столу является 
плоскопараллельным движением твердого тела без проскальзыва­
ния, так как скорость точки С в данный момент времени равна 
нулю. Если принять ось, проходящую через точку С перпендику­
лярно плоскости чертежа, за мгновенную ось вращения, то ка­
чение катушки можно представить как непрерывный ряд мгновен­
ных поворотов вокруг линии опоры с некоторой угловой скоростью 
©о и найти связь между абсолютной скоростью и любой точки ка­
тушки и щ , если известно расстояние х от точки до мгновенной оси 
вращений (и — <йех). Учитывая, что для точек В, О, я А хв —R—г, 

х0 — R, хА =  2R и что абсолютная скорость точки β равна скорос­

ти конца нити (ив == и), получим для этих точек:

и — к>с (R — г); о0 =  <s>cR\ UА =  COQ 2R.

По условию задачи нам известны ы, R и г, поэтому, в составлен­
ных уравнениях неизвестными являются (£>с, t>o и иА· Решая си­
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стему относительно искомых неизвестных — скорости перемещения 
оси катушки ν0 и абсолютной скорости ил точки Л, получим:

б) Несмотря на то что мы нашли скорость точки А, ее ускоре­
ние нельзя сразу определить по формуле нормального ускорения, 
так как нам неизвестен радиус кривизны траектории. Следует 
обратить внимание, что он не равен 2R, как это может показаться, 
а равен AR (рекомендуем доказать это читателю), поэтому для на­
хождения аА нужно поступить точно так же, как сделано в первом 

случае.
При отклонении нити от горизонтального положения вверх — 

увеличении угла между нитью и плоскостью стола — угловая ско­
рость вращения катушки вокруг мгновенной оси будет уменьшаться 
(поскольку уменьшается расстояние х при неизменной скорости и).
В том случее, когда нить составит с горизонтом такой угол а0, 
при котором продолжение нити пройдет через точку С (радиус 
X =  0), катушка будет /вращаться на месте. При углах α >  а0 
катушка начнет двигаться влево.

Задачи к главе 1

1.1. Самолет летит горизонтально над землей. Тень его дви­
жется по земле со скоростью 525 км/ч. Чему равна скорость само­
лета?

1.2. Всадник проехал за первые 40 мин 5 км. Следующий час 
он передвигался со скоростью 10 км/ч, а оставшиеся 6 км пути — 
со скоростью 12 км/ч. Определите среднюю скорость всадника: за . 
все время движения, за первый час движения и на первой полови­
не пути.

1.3. Из пункта А выехал автомобиль с постоянной скоростью
i>0. Через -минут из того же пункта в том же направлении выхо­
дит другой автомобиль и нагоняет первый в пункте В, находящем­
ся от Л на расстоянии Sj. Постройте график движения автомобилей 
и по графику определите скорость второго автомобиля. Решите 
задачу аналитически. ' ·

1.4. Расстояние между двумя городами автомашина проехала 
со скоростью 60 км/ч. Обратный путь она совершила со скоростью, 
вдвое меньшей. Постройте график движения автомашины и опреде­
лите по нему среднюю скорость рейса из одного города в другой и 
обратно.

1.5. Колонна войск, растянувшись в длину на 2 км, движется 
по шоссе со скоростью 5 км/ч. Командир, находясь в арьергарде, 
посылает мотоциклиста с распоряжением головному отряду. Че­
рез 10 мин мотоциклист возвратился. Определите скорость движе­
ния мотоциклиста, считая, что в обе стороны он двигался с одной 
и той же скоростью.
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Ι.β. Определите скорость звука в воздухе при отсутствии ветра 
и скорость теплохода, движущегося равномерно в море, если из­
вестно, что звуковой сигнал, посланный от середины кор а:бля, 
достигает его носа через 0,103 сек, а кормы — через 0,097 сек. Дли­
на теплохода 68 м.

1.7. Когда две лодки равномерно движутся навстречу друг 
другу — одна по течению, а другая против течения реки, то рас­
стояние между ними сокращается на 20 м за каждые 10 сек. Если 
же лодки с прежними по величине скоростями будут двигаться по 
течению реки, то расстояние между ними за то же время будет уве­
личиваться на 10 ж. Каковы скорости лодок относительно воды?

1.8. Вертолет летит из пункта А в пункт В, расположенный 
южнее пункта А на 150 км, и возвращается обратно. Определите 
продолжительность полета, если известно, что во время рейса дул 
ветер с запада на восток. Скорость вертолета относительно ветра 
180 км/ч, скорость ветра 20 м/сек.

1.9. Пункты А и В расположены на одном берегу реки, пункт 
С — на другом, напротив А. Расстояния между пунктами А и В, 
А и С одинаковые. Рыбак плывет на лодке один раз из Л в β и 
обратно, второй — из пункта Л в С и обратно. Чему равна ско­
рость лодки относительно воды, если известно, что скорость тече­
ния воды v =  2 км/ч и что первая поездка требует времени в п — 
=  1,1 раза больше, чем вторая?

1.10. Корабль плывет на юг со скоростью 42,3 км/ч. Заметив 
в море катер, наблюдатель, находящийся на палубе корабля, опре­
делил, что катер движется на северо-восток со скоростью 30 км/ч. 
Какова абсолютная скорость катера и в каком направлении он 
идет?

1.11. Три лодки стоят в спокойной воде на одинаковом рас­
стоянии / друг от друга. В некоторый момент времени лодки начи­
нают плыть с постоянной по величине скоростью v так, что в каж­
дый момент времени одна лодка находится на курсе другой. Через 
сколько времени встретятся лодки и какое расстояние пройдет 
каждая лодка до места встречи?

1.12. Вниз по течению реки на расстоянии I от берега плывет 
катер со скоростью ν0 относительно берега. По какому направлению 
должна двигаться с берега лодка, чтобы доплыть до катера за ми­
нимальное время, если ее скорость относительно воды ϋχ и в на­
чальный момент она находится от катера на расстоянии s? Скорость 
течения и. Какой может быть минимальная скорость-лодки, чтобы 
она могла встретить катер?

1.13. Верхняя часть кабины самолета имеет в сечении форму 
равнобочной трапеции, размеры которой указаны на рисунке 1.7.

Самолет летит горизонтально со скоростью vt под вертикальным

дождем. Скорость падения капель о2. Во сколько раз число ка­
пель, падающих на переднее и заднее стекло кабины, отличается 
от числа капель, падающих на крышу?
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1.14. Сверхзвуковой
самолет летит горизон­
тально на высоте 4 км. ь
Наблюдатель, находя­
щийся на земле, услы­
шал звук от двигателя 
спустя 10 сек после то­
го, как самолет проле­
тел прямо над ним. Оп­
ределите скорость само­
лета, если скорость 
звука равна 330 м/сек.

1.15. Наблюдатель стоит на платформе около передней пло­
щадки вагона электропоезда и замечает, что первый вагон прохо­
дит мимо него после начала равноускоренного движения за 5 сек. 
Определите время, за которое пройдет мимо наблюдателя шестой 
вагон, если длина каждого вагона равна 15 м, а расстояние между 
вагонами 1,5 м.

1.1Θ. При равноускоренном движении точка проходит в пер­
вые два равных последовательных промежутка времени t =  4 сек 
отрезки пути Sx =  24 м и s2 =  64 м. Чему равна средняя скорость 
движения точки на первой и второй половине пути?

1.17. Автомобиль начал движение с ускорением 0,5 м/сек 
в тот момент, когда мимо него равноускоренно проезжал трамвай­
ный вагон со скоростью 18 км/ч. Какую скорость будет иметь ав­
томобиль, когда он догонит трамвай? Ускорение трамвая
0 3 м!сєі$ "

1.18. За пятую секунду равнозамедленного движения точка 
проходит 5 см и останавливается. Какой путь проходит точка за 
третью секунду этого движения?

1.19. Длина перегона трамвайного пути равна 400 м. Зная, 
что в начале и в конце перегона трамвайный вагон движется с 
постоянным ускорением 0,5 м/сек2 и что вагон должен проходить 
перегон за 1 мин 20 сек, определите наибольшую скорость, с ко­
торой должен двигаться вагон.

1.20. Концы нити, огибающей два 
неподвижных и один подвижный блок
(рис. 1.8), перемещаются вниз с ускоре-

ниями αχ и а2. На какое расстояние s 
сместится груз Л за время t, если в на­
чальный момент времени он находился 
в покое? Решите задачу при условии,

что ускорение й2 направлено вверх и 

«1 >  <*2·
1.21. Уравнения скорости имеют 

вид: v =  2; v =  0,3 + 4t; v — t; v =
=  20 — 61\ v — —2 + 31. Запишите



уравнения перемещения и постройте графики скорости и пе­
ремещения.

1.22. Уравнения движения имеют вид: s =  3; s =  f;
s =  5 + 0,2*2; s =  2t — 3*2; s =  16 — 4t — 3i2; s =  8 — 2t + 
+ 0,5i2; s =  — t ±  t*. Запишите уравнения скорости и постройте 
графики перемещения и скорости.

1.23. На рисунке 1.9 дан график движения некоторого тела, 
причем отрезки кривых являются участками парабол. Постройте 
графики зависимости v — f (i), а =  f (t), s —f(v) и a — f(v).

1.24. На рисунке 1.10 изображен график скорости некоторого 
тела. Постройте графики перемещения и ускорения тела в зави­
симости от времени и скорости.

1.25. На рисунке 1.11 показано, как меняется с течением вре­
мени скорость точки на прямолинейном участке пути. Определи­
те максимальное и минимальное смещения точки от начального 
положения за время такого движения. Чему равна средняя ско­
рость точки за время t2? Участки кривых на графике являются
полуокружностями.

1.26. На рисунке 1.12 представлен график ускорения автомо­
биля, трогающегося с места. Постройте график перемещения в за­
висимости от скорости. Рассмотрите случай, когда: а) изменение 
скорости при разгоне и торможении одинаковое и ар =  a,, tp =  tT;
б) изменение скорости при торможении вдвое меньше, чем при раз­
гоне.
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Рис. 1.12. ри с. 1.13.

1.27. График ускорения точки имеет вид, показанный на ри- 
сунке 1.13. Начертите график зависимости v =  /(/). Чему равна 
средняя скорость движения точки за время /lt если ее начальная 
скорость была равна нулю?

1.Й&. В последнюю секунду свободного падения тело̂  прошло 
путь йдвое больший, чем в предыдущую секунду. С какой высоты 
падало тело?

1.29. С крыши дома через каждые четверть секунды падают 
капли воды. На каком расстоянии друг от друга будут находиться 
первые две капли воды в момент отрыва десятой? С какой скоростью 
будет двигаться первая капля относительно второй?

1.30. Камень, брошенный вертикально вверх, упал на землю 
через 2 сек. Определите путь и перемещение камня за 1, 1,5 и 2 сек. 
Какую скорость приобретет камень за эти промежутки времени? 
Чему равна средняя скорость перемещения камня за все время 
движения?

7 1.31. Мячик брошен вертикально вверх из точки, находящейся
на высоте h. Определите начальную скорость мячика, время дви­
жения и скорость падения, если известно, что за время движения 
он пролетел путь 3/t.

1.32. Тело, брошенное вертикально вверх, проходит в первую 
секунду половину высоты подъема. Какой путь пройдет тело в по­
следнюю секунду падения?

1.33. Тело брошено вертикально вверх со скоростью v0. Сколь­
ко времени оно будет находиться выше уровня соответствующего 
высоте h j

1.34. Аэростат поднимается с постоянной скоростью v0. К гон­
доле аэростата привязан на веревке груз. Как будет двигаться 
груз относительно Земли, если веревку, на которой он подвешен, 
перерезать в тот момент, когда аэростат находится на высоте h0? 
Сколько времени груз будет падать на землю? Какая скорость бу­
дет у него, при соприкосновении с землей?

1.35. Жонглер бросает мячи вертикально вверх С одинаковыми 
начальными скоростями через равные промежутки времени. Ка­
ким должно быть минимальное значение начальной скорости, чтобы 
в движении всякий раз участвовало пять мячей? Известно, что в 
момент бросания пятого мяча первый находился от второго на рас­
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стоянии s =  3 м и в руке у жонглера находится не более одного 
мяча.

1.36. Из гондолы аэростата, опускающегося со скоростью и0 
вертикально вниз, бросают предаёт со скоростью vt относительно 
гондолы. По какому закону будет изменяться расстояние между 
этим предметом и аэростатом с течением времени? По какому закону 
будет изменяться это расстояние при условии, что в моменРг броса­
ния аэростат поднимался вверх со скоростью f0?

1.37. Дальность полета тела, брошенного в горизонтальном 
направлении со скоростью 9,8 м/сек, равна высоте, с которой бро­
шено тело. Чему равна эта высота и под каким углом к горизонту 
тело упало на землю?

1.38. Камень брошен по горизонтальному направлению. Через
3 сек его скорость оказалась направленной под углом 45° к гори­
зонту. Какова начальная скорость камня?

1.39. С самолета, летящего на высоте h0 со скоростью v0, спро­
шен груз. На какой высоте его скорость будет Направлена под 
углом а  к горизонту?

1.40. Вверх по идеально гладкой наклонной плоскости, об­
разующей угол а  в горизонтом, пустили шайбу с начальной ско­
ростью о0. Когда шайба достигла половины максимальной высоты 
подъема, из той же точки в том же направлении пустили вторую 
шайбу тоже со скоростью о0. На каком расстоянии от начала на­
клонной плоскости встретятся обе шайбы?

1.41. С высоты 900 м летчик заметил корабль, шедший встреч­
ным курсом с постоянной скоростью. Пикируя точно на цель под 
углом 60° к горизонту, летчик сбрасывает бомбу и поражает цель. 
Какова была скорость корабля, если в момент освобождения бом­
бы самолет пикировал со скоростью 700 км/ч?

1.42. Камень, брошенный под углом к горизонту, упал на землю 
со скоростью 9,8 м/сек. Чему равна дальность и высота полета кам­
ня, если известно, что во время движения его максимальная ско­
рость была вдвое больше минимальной?

1.43. При каких значениях угла бросания дальность полета 
тела равна его высоте подъема?

1.44. Тело, брошенной под углом а  к горизонту, упало на землю 
по прошествии времени t. Определите высоту подъема и дальность 
полета тела.

1.45. Тело, брошенное под углом к горизонту, имеет дальность 
полета I и максимальную высоту подъема h. Чему равны угол 
бросания и начальная скорость тела?

1.46. Мяч, брошенный под некоторым углом к горизонту с 
начальной скоростью 10 м/сек, через 5 сек имел скорость 7 м/сек. 
Определите максимальную высоту подъема мяча и время всего 
движения.

1.47. Какую минимальную скорость под углом 30° к горизонту 
нужно сообщить гранате, чтобы перебросить ее через стену высо­
той 6 м, если точка бросания находится на высоте 2 м от поверх­
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ности Земли и стена удалена от нее на 10 м? Под каким углом нуж" 
но бросить гранату, сообщив ей наименьшую возможную скорость, 
чтобы перебросить гранату через стену?

1/48. Пожарный направляет струю воды на крышу здания вы­
сотой h =  20 м. На каком расстоянии s по горизонтали от пожар­
ного и с какой скоростью v падает струя на крышу дома, если вы­
сота подъема струи Н =  30 м и из ствола брандспойта она выры­
вается со скоростью и0 =  25 м/сек?

1,49« Орудие установлено на расстоянии 8100 м от вертикаль­
ного обрыва высотой 105 м. Под каким углом нужно установить 
ствол, чтобы снаряды падали как можно ближе к основанию обры­
ва? На каком расстоянии от обрыва будут при этом падать снаряды? 
Начальная скорость снарядов равна 300 м/сек.

1*50. Тяжелый вдарик, размеры которого можно не учитывать, 
влетает со скоростью v0, направленной под углом а  к горизонту,

t&inaa „ _
в стальную трубу диаметром а < — —  и длинои L >  а.

Считая удар шарика о внутреннюю поверхность трубки идеально 
упругим, определите, сколько раз шарик ударится о трубку, если:
а) трубка расположена вертикально; б) горизонтально.

1.51. На идеально гладкую наклонную плоскость, составляю­
щую с горизонтом угол а, падает абсолютно упругий шарик. Ско­
рость шарика в момент удара v. Определите расстояние между 
точками первого и второго удара при условии, что: а) плоскость 
покоится; б) поднимается вверх со скоростью v, в) движется в го­
ризонтальном направлении со скоростью v (для этого случая про­
анализируйте результат в функции угла а).

1*52. На вершину идеально упругой наклонной плоскости па­
дает упругий шарик с высоты h =  0,5 м. Сколько раз шарик уда­
рится о наклонную плоскость, если длина ее равна L =  32 м, а 
угол наклона к горизонту a =  30°?

1«53. С вышки в противоположные стороны бросают одновре­
менно два тела с одинаковыми начальными скоростями v0. Первое 
тело брошено под углом а, второе под углом β к горизонту. По 
какому закону будет изменяться с течением времени расстояние 
между телами и их относительная скорость? Траектории движения 
тел лежат в одной плоскости.

1.54. Лодка переплывает реку шириной s0, держась перпенди­
кулярно течению. Скорость лодки относительно воды и. На какое 
расстояние течение снесет лодку за время переправы с одного берега 
на другой, если известно, что при удалении от берега до середины 
реки скорость течения возрастает по закону и =  ы0*+- ks? Какова 
будет траектория движения лодки? Под каким углом к течению 
нужно плыть, чтобы переправиться в противоположную точку на 
другом берегу?

1*55. Лента перематывается с одной катушки на другую. Уг­
ловая скорость вращения мотка постоянна и равна ω, начальный
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радиус мотка R, толщина ленты А. 
Какова будет скорость подачи ленты 
спустя время t после начала враще­
ния?

1.56. Вращающееся колесо с п 
спицами освещается неоновой лам­
пой, работающей на частоте f. С ка­
кой минимальной скоростью должно 
вращаться колесо, чтобы оно каза­
лось неподвижным? Какова будет 
скорость кажущегося вращения, если 
скорость вращения колеса будет 
вдвое меньше найденной?

1.57. В каком направлении и с какой минимальной скоростью 
должен лететь самолет на широте Ленинграда (60° северной широ­
ты), чтобы его экипаж не замечал, как ночь сменяет день? Радиус 
Земли принять равным 6400 км.

1.58. Гирька описывает круги радиусом 5 см с постоянным ка­
сательным ускорением 5 см/сек2. Чему равна линейная скорость 
гирьки к концу пятого оборота? Каковы будут её угловая скорость 
и угловое ускорение в этот момент?

1.59. Точка движется по.окружности радиусом 20 см с постоян­
ным касательным ускорением 5 см/сек2. Через сколько времени 
после начала такого движения нормальное ускорение будет равно 
касательному? Будет вдвое больше касательного?

1.60. На барабан намотана нить, к концу которой привязан 
груз. Предоставленный самому себе, груз начинает опускаться с 
ускорением 5,6 м/сек2. Определите ускорение точек, лежащих на 
ободе барабана, в тот момент, когда барабан сделает поворот на 
угол в I рад?

1.61. Камень брошен под углом 60° к горизонту со скоростью 
19,6 м/сек. Каковы будут нормальное и касательное ускорения 
камня через 0,5 се/с после начала движения? В каких пределах 
изменяется радиус кривизны траектории камня?

1.62. Бревно передвигают по каткам диаметром 20 см со ско­
ростью 0,4 м/сек. С какой скоростью перемещаются сами катки? 
Какова скорость их вращения относительно оси симметрии? Про­
скальзыванием бревна по каткам пренебречь.

1.63. Между зубчатыми колесами радиусами R и г находится
в зацеплении ролик (рис. 1.14). Колеса начинают вращаться в ' 
разные стороны с угловыми скоростями «в·,, и <в2· Какова будет 
угловая скорость вращения ролика вокруг собственной оси? Куда 
и с какой скоростью будет двигаться ось ролика? Решите задачу 
при условии, что ωχ и ω 2 направлены в одну сторону.

1.64. Стержень длиной 21 скользит по гладкой горизонтальной 
плоскости. В некоторый момент скорость одного конца стержня 
оказалась равной и направленной под углом а  к стержню, ско­
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рость второго конца v2. Определите: а) скорость середины стержня;
б) угловую скорость вращения стержня вокруг его центра.

1.65. Автомобиль идет по прямому шоссе так, что его скорость 
изменяется по закону v =  (1. + 2f) м/сек. Определите скорость 
и ускорение точек колеса, лежащих на концах вертикального и 
горизонтального диаметров, спустя 0,5 сек после начала ускорен­
ного движения, если радиус колеса равен 1 ж.

Г л а в а  2. ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Основные понятия, законы и формулы

1. В динамике изучают законы движения тел с учетом причин, 
обуславливающих характер данного движения. Динамика делится 
на две-части: динамику материальной точки и динамику твердого 
тела. Первую из этих частей, как более простую, изучают в курсе 
элементарной физики.

2. Механическое движение тел изменяется в процессе их взаи­
модействия друг с другом.

Меру взаимодействия тел, в результате которого тела дефор­
мируются или приобретают ускорение, называют силой. Сила — 
величина векторная; она характеризуется числовым значением, 
направлением действия и точкой приложения к телу.

Если к материальной точке (частице) приложено несколько

сил Fu Fz, ..., Fn, их действие можно заменить действием одной

силы F, которая является равнодействующей данных сил. Величи­
на и направление равнодействующей находится векторным сложе­
нием заданных сил:

? = £  + / ζ  + - + ^  =  (2-І)

Если реально действующие силы заменены равнодействующей, 
то в дальнейшем нужно считать, что к частице приложено не не­
сколько сил, а только одна — их равнодействующая.

3. При отсутствии внешних воздействий тела сохраняют со­
стояние покоя или равномерного прямолинейного движения. Это 
свойство, присущее всем телам, называют инерцией, а тела, им 
обладающие, — инертными. Меру инертности тел при поступатель­
ном движении называют массой тел.

4. Основой динамики и всей классической механики служат 
три закона Ньютона, сформулированные для материальной точки 
и тел, движущихся поступательно в инерциальных системах 
отсчета.
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а) I з а к о н  Н ь ю т о н а .  Если равнодействующая всех 
сил, приложенных к материальной точке, равна нулю, то точка 
находится в состоянии покоя или равномерного прямолинейного 
движения.

При F == Σ Fj =  0 v =  const. (2.2)

Из первого закона динамики следует, что свободное движение 
частиц с постоянной скоростью — движение по инерции есть такое 
же естественное состояние частиц, как и покой. Каждая частица 
может двигаться с какой угодно постоянной скоростью без каких 
бы то ни было внешних воздействий со стороны, но изменить 
свое движение — сообщить себе ускорение не может. Состояние 
покоя и равномерного прямолинейного движения с точки зрения 
динамики неразличимо.

б) II з а к о н  Н ь ю т о н а .  Изменение импульса частицы за 
единицу времени равно силе, приложенной к частице, и происходит 
по направлению прямой, вдоль которой действует эта сила:

~ -ί =  —  =  ~р. (2.3)
At  A t  К ’

Здесь Κι =  πΐχΌχ и К2 =  m2v2 — импульсы (количества движе­

ния) частицы в начале и конце промежутка наблюдения At\ F — 

сила, действующая на частицу в течение этого времени.

Если за время действия силы масса частицы не _ меняется 

(Щ =  т 2 — т ), то согласно (2.3)

*♦ р -> -*· . 
й =  — , откуда F =  та. (2.4)

m '

Это уравнение является основным уравнением динамики ма­
териальной точки. При его использовании нужно иметь в виду 
следующее.

Действие сил на материальную точку не зависит друг от друга. 

Каждая из сил Flt F2, ..., Fn, приложенных к частице, сообщает 

ей такое ускорение, как если бы других сил не было (принцип 

независимости действия сил):

~ F, "* 'Fa ·*■ F„
Οχ =  -1; аа =  - ї; ...; ап =  .

• т т _ т

Результирующее ускорение а частицы, находящейся под дей­
ствием нескольких сил, равно геометрической сумме отдельных

ускорении alt а2, ..., ап, сообщаемых каждой силой в отдельности. 

Величина и направление ускорения а таковы, как если бы на ча­
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стицу действовала одна сила, равная векторной сумме приложен­
ных сил:

■ ' ~F =  y^F, =  m 2  а( — та, (2.5)
« t=1 ш

т. е. основное уравнение динамики точки справедливо как для от­
дельных сил, так и для их равнодействующей.

Если направление равнодействующей F совпадает с направле­

нием вектора скорости v (под действием сил изменяется только 
величина скорости), то движение будет прямолинейным. Если

при этом F и v направлены в одну сторону, движение будет уско­
ренным, если в противоположные — замедленным. Если равно­
действующая направлена под углом к вектору скорости, то движе­
ние материальной точки будет криволинейным. В общем случае 
такого движения под действием нескольких сил изменяются и ве­
личина, и направление скорости, если же в течение всего времени 
движения равнодействующая перпендикулярна скорости, послед­
няя меняется лишь по направлению.

В тех случаях, когда на материальную точку действуют силы, 
равнодействующая которых с течением времени не меняется, дви­

жение точки будет равнопеременным. При F =  const а =  const.

,В частном случае, если F =  0 и а =  0, tod  =  const. Отсюда сле­
дует, что для частиц постоянной массы первый закон Ньютона 
можно рассматривать как следствие второго.

Основное уравнение динамики показывает, что равнодействую­
щую всех сил, приложенных к материальной точке, можно опреде-

·+
лить по величине произведения та\ само же по себе это произведе* 
ние силой не является.

Как и всякому векторному равенству, каждому из уравнений 
(2.2)—(2.5) на плоскости в декартовой системе координат OXY со­
ответствует два скалярных уравнения, связывающих проекции 
сил и ускорений по соответствующим осям. Так, для уравнения 
(2.5) будем иметь:

2  Ftx =  тах; Σ р1У =  т «у- (2·6)
1—1 1-І

Именно в таком виде основное уравнение динамики точки чаще 
всего и используют при решении задач.

При изучении криволинейного движения, заданного в естест­
венной форме, и в частности движения по окружности, все силы

Fj, ..., Fn, действующие на частицу в рассматриваемой точке тра­
ектории, удобно разложить по направлению касательной и норма­
ли к траектории движения (вектору скорости).

Равнодействующую FK составляющих сил FlK по касательной



называют касательной или иначе тангенциальной силой. Эта сила

сообщает частице касательное ускорение ак, и по второму закону 
динамики

F,; =  2  — та* . (2.7)

Равнодействующую FH составляющих сил Fm по нормали на­
зывают нормальной силой, а в случае кругового движения — цен­
тростремительной. Эта сила сообщает частице нормальное ускоре-

ние ан, причем

F„ =  2  Filt =  maH ; 12 ^гн| =  та,, — т~ =  та* R. (2.8)
ί=] к

Здесь R — радиус кривизны траектории частицы в данной точке 
пространства (в общем случае); при круговом движении R — ра­
диус описываемой окружности.

Если на материальную точку действуют силы, равнодействую­

щая которых F все время оказывается направленной церпенди- 

кулярно вектору скорости (F =  FH) и с течением времени не ме­

няется по величине ( Р і п и  |F | =  const), то величина вектора 
скорости остается постоянной, а ее направление за любые равные 
промежутки времени меняется на одинаковый угол (ак =  0, ан =  
=  const). Нетрудно заметить, что в этом случае точка равномерно 
движется по окружности.

Материальная точка может описывать окружность (или дугу 
окружности) и в том случае, если равнодействующая приложен­
ных сил образует с вектором скорости острый или тупой угол.

"У·
Для этого необходимо, чтобы составляющие равнодействующей F 
по направлению вектора скорости к направлению, ему перпенди­
кулярному, вызывающие касательное и нормальное ускорение

точки (силы FK и FH), изменялись так, чтобы в каждый момент 
времени имело место равенство (2.8) при постоянном R.

Если в процессе кругового движения равнодействующая F об­
разует с вектором скорости острый угол, то ак >  0 и F„ возрастает.

Если же угол между F и Ό тупой, то ак <  0 и Fa уменьшается.
в) III з а к о н  Н ь ю т о н а .  Все тела действуют друг на 

друга с силами, равными по величине и противоположными по 
направлению; приложены эти силы к разным телам.

Равенство сил при взаимодействии имеет место всегда, незави­
симо оттого, находятся ли взаимодействующие тела в относитель­
ном покое или они- движутся.

5. Механическое взаимодействие тел обусловлено их упруго­
стью и свойством притягиваться друг к другу.
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а) Силу, вызванную деформацией тел и препятствующую из­
менению их формы и объема, называют упругой. Простейший 
случай упругого взаимодействия тел — взаимодействие груза с 
нитью, на которой он подвешен. Со стороны нити на груз вдоль

нити в месте его закрепления действует сила упругости Τ, называе­
мая силой натяжения; по третьему закону Ньютона с такой же по 
величине силой груз действует на нить в противоположном направ­
лении.

Второй, наиболее распространенный случай упругого взаимо­
действия тел — это взаимодействие материальной точки с поверх­

ностью. Силы F, действующие со стороны груза на опору и со 
стороны опоры на груз, называют соответственно силой давления 
и силой реакции опоры. В большинстве задач механики каждую 
из этих сил принято рассматривать не целиком, а по частям. Для 
этого силу давления и силу реакции опоры раскладывают по двум 
взаимно перпендикулярным направлениям: по нормали к поверх­

ности соприкосновения и касательной. Составляющие N силы 
давления и реакции опоры по нормали называются силами нор­
мального давления; составляющие силы упругого взаимодействия

вдоль касательной получили название сил трения FTp.
Различают три вида сухого трения: силы трения покоя, сколь­

жения и качения. Сила трения покоя может меняться в пределах

о т —  ^ р .  макс. Д О + ί ρ .  макс. МаКСИМЭЛЬНуЮ СИЛУ ТреНИЯ ПОКОЯ 

определяют из соотношения:

^т р .м ак с . =  R  (2 . 9 )

где / — постоянный для данной пары соприкасающихся поверхнос­
тей коэффициент, называемый коэффициентом трения покоя. При 
малых скоростях скольжения по этой же формуле рассчитывают 
и силу трения скольжения, так как в этом случае коэффициент- 
трения скольжения мало отличается от коэффициента трения 
покоя.

б) Две материальные точки (два однородных шара) притяги­
ваются друг к другу с силой, прямо пропорциональной произведе­
нию их масс и обратно пропорциональной квадрату расстояния 
между ними (закон всемирного тяготения):

(2.10)

Если тело массой m находится над поверхностью Земли на высо­
те h, то на него действует сила земного притяжения, равная

F =  у ■ — 8 . (2.10')
(Дз + Л)а

Предоставленное действию одной этой силы, всякое тело падает 
ускоренно по направлению отвесной линии и одновременно с этим
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участвует в суточном вращении земного шара, обладая центро­
стремительным ускорением. Эти ускорения создаются составляю­
щими силы притяжения по направлению отвесной линии и радиусу 
окружности, описываемой телом.

Составляющую ~Р силы.земного притяжения по отвесному на­

правлению в данной точке земного'шара называют силой тяжести, 

а ускорение g, создаваемое этой силой, — ускорением свободного 

падения. Ускорение свободного падения не зависит от массы тела;

если не учитывать вращение Земли и считать ее шаром, то Р =  F
и, стало быть, согласно формулам (2.4) и (2.10')

g =  γ М·■ . (2.11)
* (R3 + h)» \ '

Если тело находится на поверхности Земли или на близком от нее 
расстоянии (R3 >  h), то

I  =  ?о =  Y §  · (2.110

и можно считать, что ускорение свободного падения имеет для 
всех тел не только одинаковое, но и постоянное значение.

Из соотношений (2.11) и (2.1 Г) следует, что

в) Весом тела называют силу, с которой тело действует на гори­
зонтальную опору или нить, удерживающую его от свободного 
падения. Следует иметь в виду, что по величине вес и сила тяжести

(Τ’, ЛГи Р) могут сильно различаться друг от друга, как, например, 

при невесомости (или перегрузке), и отождествление их при­

водит к абсурду.
6. а) При изучении движения системы материальных точек 

силы, действующие на отдельные частицы системы, делят на внеш­
ние и внутренние.

Внешними называют силы, которые действуют на тела данной 
системы со стороны тел, не принадлежащих к ней. Внутренними 
называют силы, действующие между телами, входящими в данную 
систему. По третьему закону динамики во всякой механической 
системе сумма внутренних сил всегда равна нулю. Систему назы­
вают замкнутой (изолированной), если геометрическая сумма 
внешних сил, действующих на материальные точки системы, рав­
няется нулю.

б) При движении системы частиц существует такая точка, дви­
жение которой наиболее полно представляет механическое состоя­
ние системы в целом. Эту точку называют центром масс (центром 
инерции) системы.

40

Центр масс системы, состоящей из η частиц, определяют как 

точку, радиус-вектор которой rQ относительно выбранной системы 

отсчета равен

r;  =  1 m d =  (2.i2)
Σηΐι Mo

где т 1 и гг — масса и радиус-вектор і-й частицы, MQ — масса 

всей системы.
Векторному уравнению (2.12) на плоскости соответствуют два 

скалярных уравнения для координат центра масс хс и ус. В общем 

случае центр масс ни с одной из частиц системы не совпадает.
Из (2.12) вытекает, что

Mcvc =  2  mtvi> (2·13)
—У

где vc — скорость центра масс, vt — скорость і-й частицы.

Центр массы системы материальных точек имеет смысл точки, 
масса и импульс которой равны массе и полному импульсу системы.

в) Из второго и третьего законов динамики вытекает, что для 
системы, состоящей из п материальных точек с массами т ъ т г,

т п, находящихся под действием внешних сил F1} F2, ..., Fn, спра­
ведливо уравнение:

=  V P  (2.14)

где Κι =  Σ/η,ϋ^ и Жг =  Σ/П/ vi — векторные суммы импульсов
всех частиц в начале и конце промежутка наблюдения At. При 
неизменной массе частиц

2  F =  2  mfii — Мейс, (2-15)

где а1 и йд — соответственно ускорения t-й частицы и центра масс.

Если частицы обладают при этом одинаковым ускорением а, то

2 ^ = a 2 mi· (2·16)
7. Следствием второго и третьего законов Ньютона является 

один из фундаментальных законов природы — закон сохранения 
импульса.

В изолированной системе векторная сумма импульсов частиц 
с течением времени не изменяется, или, иначе, полный импульс 
изолированной · системы при любых изменениях, происходящих 
в этой системе, остается одним и тем же.

Если 1F — 0, то согласно (2.14) К2 — Κι =  0, т. е. в изоли­
рованной системе

К — Έιητρ, =  McVc =  const. (2.17)



' Для практически наиболее распространенного случая — взаи­
модействия двух изолированных частиц закон сохранения импуль­
са дает: .

+m2u2 =  т[и[ -f т$)'2. (2.17')

Из закона сохранения импульса системы следует:
а) Импульсы отдельных частиц, входящих в изолированную 

систему, могут изменяться под действием внутренних сил, но в 
сумме эти изменения равны нулю.

б) Поскольку векторному уравнению (2.17) соответствуют два 
скалярных уравнения для проекций векторов импульсов частиц 
(если векторы расположены в одной плоскости), закон сохранения 
импульса может выполняться по отдельным осям, вдоль которых 
сумма проекций сил равна нулю. Иными словами, закон сохра­
нения импульса может выполняться по оси ОХ и при этом не вы­
полняться по оси OY, и наоборот.

в) Скорость центра масс в изолированной системе с течением 
времени не изменяется.

г) В системе отсчета, связанной с центром масс изолирован­
ной системы частиц, их суммарный импульс равен нулю.

8. Законы Ньютона сформулированы для инерциальных систем 
отсчета систем, связанных с телами, на которые не действуют 
внешние силы. В системах, движущихся ускоренно, эти законы не 
выполняются. Чтобы можно было пользоваться законами Ньютона 
в неинерциальных системах отсчета, нужно учесть, что все тела 
ведут себя в этих системах так, как если бы вектор ускорения сво­

бодного падения g получил приращение — а, равное ускорению 
системы, взятому с противоположным знаком. Иными словами, в 
неинерциальных системах отсчета можно использовать те же зако­
ны, формулы и уравнения, что и в инерциальных, но всюду, где

стоит вектор g, заменить его вектором g':

g ' ^ g  + i-a). (2.18)

Рекомендуем учащимся проверить это сначала на элементар­
ных примерах, когда ускоренное движение системы происходит 
вверх или вниз, затем рассмотреть ускоренное движение по гори­
зонтали и после этого перейти, к общему случаю.

Указанный способ расчета, несмотря на известный формализм 
и трудности его физического обоснования, позволяет быстро по­
лучить результат там, где обычные пути оказываются длинными 
и трудными. Само собой разумеется, что этот метод расчета не яв­
ляется единственным — системы отсчета можно связать не с те­
лом, имеющим ускорение, а, например, с Землей, считая ее не­
подвижной, и использовать законы механики в их обычном виде.
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Решение задач. Примеры

1. Основная задача динамики материальной точки состоит в 
том, чтобы найти законы движения точки, зная приложенные к 
ней силы, или, наоборот, по известным законам движения опреде­
лить силы, действующие на материальную точку.

Характерная особенность решения задач механики о движении 
материальной точки, требующих применения законов Ньютона, 
состоит в следующем:

а) Представив по условию задачи физический процесс, следует 
сделать схематический чертеж и указать на нем все кинематические 
характеристики движения, о которых говорится в задаче. При 
этом, если возможно, обязательно проставить вектор ускорения.

. б) Расставить все силы, приложенные к движущейся материаль­
ной точке, в текущий (произвольный) момент времени. Материаль­
ную точку нужно при этом изображать отдельно от связей, заме­
нив их действие силами. Связями в механике называют тела (нити, 
опоры, подставки и т. д.), ограничивающие свободу движения рас­
сматриваемого тела.

в) Следует помнить, что, говоря о движении какого-либо тела, 
например поезда, самолета, автомобиля и т. д., мы подразумеваем 
под этим движение материальной точки. Расставляя силы, прило­
женные к телу, необходимо все время руководствоваться третьим 
законом Ньютона, помня, что силы могут действовать на это тело 
только со стороны каких-то других тел: со стороны Земли это будет

сила тяжести”? , со стороны нити — сила натяжения”? , со сторо­

ны поверхности — силы нормальной реакции N и трения FTp.
Полезно также иметь в виду и то обстоятельство, что для тел, 

расположенных вблизи поверхности Земли, надо учитывать только 
силу тяжести и силы, возникающие в местах непосредственного 
соприкосновения тел.

Силы притяжения, действующие между отдельными телами, 
настолько малы по сравнению с силой земного притяжения, что 
во всех задачах, где нет специальных оговорок, ими пренебрегают.

г) Расставив силы, приложенные к материальной точке, необ­
ходимо составить основное уравнение динамики:

Fj + F2 + . . .  F п =  та.

Далее, пользуясь правилом параллелограмма, следовало бы 
попарным сложением сил определить величину равнодействующей, 
выразив ее через заданные силы, и подставить выражение для 
модуля равнодействующей в исходное уравнение. В большинстве 
случаев, и особенно когда дается три и более сил, выгоднее посту­
пать иначе: движение частицы (на плоскости) описывать двумя 
скалярными уравнениями. Для этого нужно разложить все силы, 
приложенные к частице, по линии скорости (касательной к траек­
тории движения — оси ОХ) и по направлению, ей перпендикуляр­
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ному (нормали к траектории —оси 0Y), найти проекции Fx и Fy со­
ставляющих сил по этим осям и затем составить основное уравнение 
динамики точки в проекциях:

2FX =  тах; I F y =  тау,

где ах и ау — ускорения частицы по осям.
Положительное направление осей удобно выбирать так, чтобы 

оно совпадало с направлением ускорения частицы. При указанном 
выборе осей легко установить, какие из приложенных сил (или их 
составляющие) влияют на величину вектора скорости, какие — на 
направление. Само собой разумеется, что, если все силы действуют 
по одной прямой или по двум взаимно перпендикулярным направ­
лениям, раскладывать их не надо и можно сразу записывать урав­
нение динамики в проекциях.

В случае прямолинейного движения материальной точки одно 
из ускорений (ах или ау) обычно равно нулю.

При наличии трения силу трения, входящую в уравнение ди­
намики, нужно сразу же представить через коэффициент трения 
и силу нормального давления, если известно, что тело скользит 
по поверхности или находится на грани скольжения. В противном 
случае пользоваться формулой (2.9) нельзя.

д) Составив основное уравнение динамики и, если можно, уп­
ростив его (проведя возможные сокращения), необходимо еще раз 
прочитать задачу и определить число неизвестных в уравнении. 
Если число неизвестных оказывается больше числа уравнений 
динамики, то недостающие соотношения между величинами, фигу­
рирующими в задаче, составляют на основании формул кинемати- 
KHj законов сохранения импульса и энергии. После того как полу­
чена полная система уравнений, можно приступать к ее решению 
относительно искомого неизвестного.

2. Выписав числовые значения заданных величин в единицах 
одной системы, принятой для расчета, и подставив их в окончатель­
ную формулу, прежде чем делать арифметический подсчет, нужно 
проверить правильность решения методом сокращения наименова­
ний. В задачах динамики, особенно там, где ответ получается в виде 
сложной формулы, этого правила в начальной стадии обучения 
желательно придерживаться всегда, поскольку в этих задачах 
делают много ошибок.

3. Задачи на динамику движения материальной точки по ок­
ружности можно разделить на две группы.

Первая группа включает задачи о равномерном движении точки 
по окружности. Задачи такого типа решают только на основании 
законов Ньютона и формул кинематики с тем же порядком дейст­
вий, о котором говорилось в п. 1, но только уравнение второго 
закона динамики здесь нужно записывать в форме:

J TiFt I = т  — или I Σ/^ I =  /πω2/?.
R

44

Следует при этом помнить, что вектор суммы всех сил, приложен­
ных к частице, направлен по радиусу к центру окружности. Для 
нахождения этой суммы (модуля центростремительной силы) можно 
или воспользоваться правилом параллелограмма и, складывая силы 
попарно, выразить ее через заданные величины, или разложить 
предварительно все силы по линии радиуса и линии, ей перпенди­
кулярной, а затем найти сумму составляющих по R, которая и 
будет равна искомой сумме действующих сил.

Вторую группу составляют задачи о неравномерном движении, 
когда по условию задачи точка переходит по дуге окружности с 
одного уровня на’ другой. Решение этих задач требует применения 
не только законов Ньютона, но и закона сохранения энергии. На 
нескольких примерах мы покажем, как нужно решать такие задачи.

4. Задачи на применение второго закона Ньютона в общем виде:

FAt =  К*— Κι, где /С4 =  mvi, Кг =  mv2, 

встречаются сравнительно редко. Как правило, это задачи на со­
ударение тел. При решении таких задач и составлении исходного 
уравнения особое внимание следует обращать на векторный харак­
тер величин, входящих во второй закон динамики.

Общая схема решения задач этого типа такова:
а) Проанализировав условие задачи, нужно сделать чертеж 

с указанием векторов начального и конечного импульсов частицы

/(і и Кг, а также вектора импульса силы FAt.
б) Записать уравнение второго закона Ньютона, обращая 

внимание на то, что вектор импульса силы всегда равен геометри­
ческой разности векторов импульсов частиц и, стало быть, вектор

Кг должен являться диагональю параллелограмма, построенного

на векторах"?Аі и Жl- Это обстоятельство полезно иметь в виду и 
при выполнении чертежа.

Далее можно перейти от векторной записи основного уравнения 
к скалярной. Пользуясь теоремой косинусов, легко установить, 
что в общем случае связь между векторами импульсов частицы и 
вектором импульса силы дается соотношением:

(FAt)2 =  К\ + КІ ~ ^^іК гcosa,

где a  — угол между векторами К і и Кг-
в) Затем, как обычно, следует записать математически все 

дополнительные условия задачи и решить полученную систему 
уравнений относительно искомого неизвестного.

5. Курс элементарной механики включает задачи динамики 
системы материальных точек, к которым прежде всего относятся 
задачи о поступательном движении связанных друг с другом тел 
и задачи на закон сохранения импульса.

Задачи о движении системы связанных материальных точек 
(например, движение грузов на блоке) можно свести к задаче дина­
мики отдельной материальной точки. Для этого нужно изобразить
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силы, действующие на каждую материальную точку системы, и 
составить для нее уравнение второго закона динамики в проекциях. 
Сами тела, как обычно, следует рассматривать при этом отдельно, 
свободными от всяких связей, заменяя действие связей силами.

Составив уравнение динамики для каждой материальной точки, 
мы получим систему уравнений, в которую искомая величина вхо­
дит одним из неизвестных. Если число неизвестных больше числа 
уравнений динамики, к ним добавляют формулы кинематики. 
После этого дальнейшее решение задачи сводится к математическим 
выкладкам и числовым расчетам. Указанный способ решения сле­
дует применять всегда, когда по условию задачи необходимо опре­
делить силы, действующие между отдельными телами заданной 
системы, или когда тела имеют разные ускорения.

В задачах на систему материальных точек возможны случаи, 
когда движущиеся тела взаимодействуют друг с другом трением и 
силы трения сообщают телам положительное ускорение. Перед тем 
как расшифровывать силы трения с помощью формулы (2.9), здесь 
нужно проанализировать условия задачи и установить, находятся 
ли соприкасающиеся тела на грани скольжения или нет.

Если по смыслу задачи все тела, принадлежащие к данной си­
стеме, имеют одинаковые ускорения и о внутренних силах в усло­
вии не спрашивается и они не заданы, основное уравнение динамики 
можно составлять сразу для всей системы материальных точек, 
участвующих в движении, не рассматривая тела в отдельности. 
При составлении уравнения в этом случае необходимо:

а) Расставить внешние силы, действующие на систему. Ими,

как правило, являются силы тяжести Р, сила трения FTp и раз­
личного рода силы тяги. Силы, действующие между отдельными те­
лами движущейся системы, к внешним не относятся и в решении не 
используются.

б) Составить основное уравнение динамики для системы мате­

риальных точек или в форме 2F =  αΣ/η, или в проекциях ZFX =  
=  ахЪт и ZFy — ауЪт., выбрав предварительно оси координат 
и разложив по ним все внешние силы.

в) Добавить при необходимости к составленному уравнению 
(уравнениям) формулы кинематики и решить уравнения совместно 
относительно искомой величины.

В общем случае, если тела, входящие в данную систему, обла­
дают одинаковым ускорением, для составления уравнений динами­
ки систему нужно «разрезать» только в тех местах, где по условию 
задачи требуется определить внутренние силы.

После этого нужно расставлять силы, действующие на каждую 
из полученных частей системы, и рассматривать их движение по 
отдельности.

6. Задачи, требующие применения закона сохранения импуль­
са, включают задачи о разрыве одного тела на части (или, наоборот,
о соединении нескольких тел в одно), задачи на удар и задачи о
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движении однил тел по поверхности других в полностью или ча­
стично изолированной системе.

Решая такие задачи, удобно придерживаться следующих пра­
вил: .

а) Прежде всего нужно установить, является ли рассматривае­
мая система тел изолированной полностью или же эта система 
изолирована по какому-либо одному направлению. Следует при 
этом иметь в виду, что если в системе происходит быстрое измене­
ние импульсов, вызванное взаимодействием тел (удар, взрыв и т. д.), 
продолжительность взаимодействия считается бесконечно малой. 
Это упрощающее предположение, хотя оно часто и не оговаривает­
ся, позволяет применять закон сохранения импульсов даже в тех 
случаях, когда на систему действуют внешние силы. Импульс 
этих сил за ничтожно малое время взаимодействия Тел будет тоже 
ничтожно мал и практически не влияет на скорость тел. Именно 
по этой причине не учитывается действие силы тяжести и силы со­
противления на тела, находящиеся у поверхности Земли, при их 
столкновениях или разрывах.

Это предположение эквивалентно тому, что при разрывах и 
соударениях тел в неизолированных системах мы обычно считаем, 
что внутренние силы системы намного превосходят внешние и 
поэтому изменение импульса тел в этих процессах практически 
обусловлено лишь действием внутренних сил. Изменение импуль­
са тел под действием внешних сил за время быстрых процессов не 
учитывается. Как в первом, так и во втором случаях при решении 
задач на закон сохранения импульсов предполагается, что в про­
цессе быстрого взаимодействия тела не успевают заметно сместиться
и, следовательно, их скорости изменяются в данной точке прост­
ранства мгновенно.

б) Сделать чертеж, где для каждого тела системы изобразить 

векторы импульса в начале и в конце рассматриваемого процесса.

в) Выбрать прямоугольную систему координат, разложить по 

осям ОХ иОК каждый вектор импульса К на составляющие Кх и Ку. 

Найти их проекции на эти оси.

Оси координат удобно выбирать так, чтобы приходилось делать 
минимум’ разложений и чтобы, по крайней мере вдоль одной из осей·

система была изолированной. В тех случаях, когда все векторы К 
направлены по одной прямой и внешние силы вдоль нее не дейст­
вуют или в сумме равны нулю, никакого разложения векторов 
делать, конечно, не следует, однако выбрать ось ОХ н установить 
на ней положительное направление и найти проекции импульсов 
необходимо.

г) Составить уравнение закона сохранения импульса частиц 
в проекциях по осям ОХ и 0Y или в форме уравнении

Σ ^ - Σ κ / *  =  ο и Σ ^ - Σ * ;  =  ο
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или, что делают чаще, в форме равенств

ς ^  =  ς * ; , η ι χ = ι χ ; ,

где К1х, К1у и т. д. — проекции векторов импульса тел соответст­
венно до и после их изменения.

Составляя уравнения, нужно внимательно следить за знаками

проекций векторов. Если направление вектора К или его состав­
ляющей совпадает с положительным направлением координатной 
оси, то проекция берется со знаком «плюс», если нет, то со знаком 
«минус».

д) Затем, как обычно, необходимо выписать численные значе­
ния заданных величин, определить число неизвестных в уравнении 
закона сохранения, добавить к нему, если неизвестных больше 
одного, формулы кинематики и решить полученную систему от­
носительно искомой величины.

В заключение следует отметить, что при составлении уравнения 
закона сохранения импульса обычно берут абсолютные скорости тел 
и все изменения в заданной системе рассматривают относительно 
неподвижного тела отсчета — Земли. Если в задаче дана скорость 
тел относительно друг друга, то абсолютную скорость движения 
нужно представить как векторную сумму относительной и перенос­
ной скоростей.

Пример 1. На концах нити, переброшенной через блок, висят 
на одинаковой высоте две гирьки массой по т 1 =  96 г каждая. 
Если на одну из гирек положить перегрузок, вся система придет 
в движение и через t =  3 сек расстояние между гирьками станет 
равным h =  1,8 ж. Определите: ускорение тел, массу т 2 перегруз­
ка, силу натяжения нити Т, силу давления N перегрузка на гирьку 
при движении и силу давления Νχ на ось блока. Нить можно счи­
тать невесомой и нерастяжимой, массой блока пренебречь, трение 
в блоке не учитывать.

Р е ш е н и е .  В задаче надо определить все внутренние силы, 
действующие между отдельными телами системы. Согласно сказан­
ному в п. 5 систему следует мысленно «разрезать» на части в тех 
местах, где нужно найти эти силы, заменить действие связей сила* 
ми и рассмотреть движение каждого тела отдельно. В результате 
задача сведется к задаче динамики материальной точки.

Почти во всех задачах о движении грузов на блоках делается 
ряд упрощающих предположений, которые намного облегчают ре­
шение; В них, если даже нет на то специальных оговорок, пред­
полагается, что нить, связывающая грузы, невесома, нерастяжи­
ма и трёние на блоке отсутствует.

Пренебрегая массой нити по сравнению с массой грузов, можно 
принять (с большой степенью точности) их движение за равноуско- 
ренное. Если не учитывать растяжение нити, можно считать, что 
в каждый момент времени грузы на ее концах имеют одинаковые 
по величине ускорения.
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Условие об отсутствии тре­
ния на блоке позволяет счи­
тать равными силу натяже­
ния нити в любом ее сечении 
(конечно, при условии, что 
ее масса ничтожно мала).

а) Делаем схематический 
чертеж (рис. 2.1).

б) Рисуем каждое тело 
отдельно и расставляем при­
ложенные к нему силы.

На левую гирьку со сто­
роны Земли действует сила

тяжести Pl =  tn-ig, со сторо­

ны нити — сила натяжения 
поднимается ускоренно, следовательно, T >  Pv

Равнодействующая приложенных сил равна разности Г — Pv 
Эта сила направлена вертикально вверх и сообщает гирьке уско­

рение а. Основное уравнение динамики в проекциях на ось, сов­
падающую с ускорением левой гирьки, имеет вид:

Т — m^g — mxa. (1)

На перегрузок действует со стороны Земли сила тяжести Р 2 

=  m2g и со стороны нижней гирьки — нормальная реакция опо-

ры N. Перегрузок движется ускоренно вниз, следовательно, P2>N. 
Равнодействующая приложенных сил равна разности Р 2 — М 

Эта сила направлена вертикально вниз и сообщает перегрузку

ускорение а. Составйм основное уравнение динамики в проек­
циях на ось, совпадающую с ускорением перегрузка:

т г§ — N =  т ча· (2)

На правую гирьку действуют: сила тяжести Ρχ =  rtixg, сила

натяжения нити Т, сила нормального давления N перегрузка,
численно равная силе, действующей со стороны гири на перегру­
зок. (Здесь часто допускают ошибку, считая, что сверху на гирю

действует не сила нормального давления N, а сила тяжести пере­

грузка 7^).
Равнодействующая этих сил равна Р х + N — Т, она направле­

на вертикально вниз и сообщает грузу ускорение а.
Основное уравнение динамики в этом случае имеет вид:

mi§ -Н N — Т =  т ха. (3)

Ї Ї iiт 2

т,
т> Л

—:—L'J I а

Рис. 2.1.

N,=2T

Т. По условию задачи гирька



На блок действуют силы натяжения нити Т вниз и нормальная

реакция опоры со стороны оси (вверх). Под действием этих сил 
блок находится в равновесии, его ускорение равно нулю (а— 0); 
следовательно, .

2T — N1 =  0. (4)

Наконец, используя заданные характеристики движения, со­
ставляем кинематическое уравнение для одного йз грузов, учиты­
вая, что за указанное время каждый груз проходит расстояние, 
вдвое меньшее h:

Система уравнений (1)—(5) содержит пять неизвестных: а, 
m2, T, N и Nlt которые требуется найти.

Решая уравнения (1)—(5) совместно относительно этих ве­
личин и подставляя числовые значения, получим:

а =  4  =  0.2 м/сек2·, пг2 =  =  4 · 10-3 кг;
1 8 - а

T =  ml (g -f а) =  0,96 н; N =  2mxa =  3,8 · ΙΟ-3 «;

=  2Г =  1,9 н.

Пример 2,; Ha столе лежит кубик весом Р. К кубику прикреп­
лена идеально гладкая цепочка,- свешивающаяся со стола. К сво­
бодному концу цепочки подвешен грузик весом 4Р. Предоставлен­
ная самой себе, система приходит в ускоренное движение. Опре­
делите натяжение в середине цепочки в тот момент) когда с блока 
свисает 2/3 ее длины. Коэффициент трения между кубиком и по­
верхностью стола равен /, вес цепочки Q.

Р е ш е н и е .  По условию задачи нужно определить внутрен­
нюю силу, действующую при движении между половинками це­
почки, поэтому систему можно «разрезать» в середине цепочки и 
рассмотреть движение каждой из образовавшихся частей отдельно.

а) Делаем схематический чертеж (рис. 2«2), отмечаем на нем

вектор ускорения а в тот момент, когда с блока спускается 2/3 
длины цепочки. Движение системы будет неравномерно ускоренным 
с возрастающим ускорением, так как за счет перемещения цепочки 
сила тяги в направлении движения возрастает.

б) Рисуем обе части системы отдельно и расставляем приложен­
ные к ним внешние силы; на кубик и верхнюю половину цепочки

действуют: P =  mg — сила тяжести кубика, Q/3 — сила тяжести

горизонтальной части цепочки, Q/6 — сила тяжести свисающей

части цепочки, FTp — сила трения, Nx и N2 — реакции стола,

Т — сила натяжения (со стороны нижней половины цепочки). 
Под действием этих сил кубик и половина цепочки имеют в рас-
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т

і

4Р

Q
г

Рис. 2.2.

сматриваемый момент времени ускорение а, направленное в сторону 
движения. Согласно второму закону динамики для этой части си­
стемы будем иметь:

Т + - тр р +
Ч -g

Если задан коэффициент трения (или его надо найти), то силу тре­
ния необходимо представить в виде Fxp =  fNx =  fP (поскольку 
в данном случае Nx =  Р) и переписать основное уравнение более 

подробно:

T+i-tp-{p+j)~· №
К грузу и второй половине цепочки приложены: силы тяжести

4~Р и ~QI2 и сила натяжения Ψ, действующая со стороны верхней 
половины цепочки. Уравнение динамики для этой части системы 
записывается так:

4Р + — — Т =  (4Р + (2)

Система уравнений (1) — (2) содержит дце неизвестные величи­
ны а и Т. Решая их совместно относительно искомого неизвестно­
го — силы натяжения, действующей в середине цепочки, получаем:

Т =  (8P + QH3P + Q + 3/P)

30P + 6Q
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Рис. 2.3.

Пример 3» На наклонной плоскости, составляющей с горизон­
том угол а  =  30°, находится груз массой т 2 =  2 кг (рис. 2.3). 
К грузу привязан легкий шнур, перекинутый через блок, укреплен­
ный на вершине наклонной плоскости. К другому концу шнура 
подвешена гиря массой т х — 20 кг. Предоставленная самой себе, 
система приходит в равноускоренное движение. Определите уско­
рение грузов и силу давления на ось блока при условии, что коэф­
фициент трения между грузом и плоскостью равен / =  0,1. Массу 
блока не учитывать.

Р е ш е н и е .  В задачах о движении тел по наклонной плоско­
сти рекомендуется прежде всего установить направление движения. 
Для этого необходимо расставить все внешние силы, действующие 
на систему грузов в целом, и, разложив их по линии скорости и 
перпендикуляру к ней, определить направление равнодействую­
щей. Можно легко доказать, что в данном примере гиря будет 
опускаться, а груз подниматься йо наклонной плоскости.

а) Рассмотрим движение каждого тела отдельно. На гирю дей­

ствуют сила тяжести =  m^g и сила натяжения шнура Т. По­
скольку гиря опускается ускоренно, то

mi 8 — T =  tnxa. (1)

б) На груз действуют сила тяжести Р 2 =  m2g, сила натяжения

шнура Т, сила трения FTp и нормальная реакция опоры N. '
Чтобы установить, какие силы изменяют величину скорости, 

а какие — направление, разложим силы, действующие на груз, по 
касательной и нормали к траектории движения (вдоль наклонной
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плоскости и перпендикуляру к ней). В данном случае надо разло­

жить только силу тяжести Р 2, ее составляющие по этим направле­

ниям равны /-*2 si η а  и ~?2 cos а. Под действием приложенных 
сил груз массы т 2 ускоренно поднимается по наклонной плоскости, 
следовательно,

Т — mig si η α — FTp =  mza>

или

Τ — m2g s in a — fN =  m2a. (2)

В направлении, перпендикулярном наклонной плоскости, ско­
рость груза не меняется, поэтому \

N — trî g cos a =  0. (3)

При составлении уравнения динамики для груза, находящегося 

на наклонной плоскости, силу Р можно и не раскладывать, а по­

ступить так. Зная, что ускорение a груза, а стало быть, и равно­
действующая приложенных сил направлены вверх по наклонной

плоскости, можно было бы найти сумму сил "?2, ~Т, N и FTp их по-

парным сложением и приравнять ее произведению т 2а. Иными 
словами, мы могли бы представить основное уравнение динамики 
в векторном виде:

Рг + Т 4 · N -j- FT р =  пг2а,

и искать выражение для модуля суммы, стоящей в левой части 
равенства. Получился точно такой же результат, что и при раз­
ложении сил. Однако этот прием требует большего времени, по­
скольку в данном случае на груз действует сравнительно много- 
сил.

Так как по условию задачи масса блока не учитывается, то 
можно считать, что на него действуют только две силы натяжения

Т со стороны шнура и нормальная реакция опоры Nt со стороны 
оси. Согласно третьему закону Ньютона блок действует на ось с

такой же силой Nlt но направленной в противоположную сторону. 
Эту силу нам нужно определить.

Под действием приложенных сил блок находится в равновесии: 
его ускорение равно нулю. Согласно второму закону динамики 
должно быть:

I

Тг+ 7 + Л ^ =  0.

Здесь, как и раньше, мы могли бы разложить силы по каким-либо 
двум осям и записать по ним уравнение динамики с учетом того, 
что а =  0. Однако в данном случае условие равновесия проще 
представить в векторном виде и сразу перейти от него к скалярной 
записи, сложив предварительно силы натяжения по правилу па-
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раллелограмма. Как видно из чертежа, диагональ параллелограм­
ма равна: ' '

2Т eos ̂ 45° — -~

и, стало быть,

2Tcos(45o -^-y+Ar;==0, 

или, учитывая направление векторов,

27 cos ̂ 45° — —-j — /Vj =  0. (4)

Система уравнений (1)—(4) содержит четыре неизвестные ве­
личины: Т, л, N и Nt. Решая систему относительно а и Nlf найдем:

щ —щ  sin а—/от, cos а а  — ------------ ------------------ g;
Щ + Щ 

л ма да 4 — ;
сек3

Ni =  — ~-g(l  -f sina + /cos а )cos f45° — —V
mt + щ  b \ ■ \ 2 )

Nx =  202 h .

Пример 4, К концам легкой нити, перекинутой через блок, ук­
репленный на динамометре, подвешены два груза массой т х =  0,1 кг 
и т 2 =  0,2 кг. Определите ускорение грузов, натяжение нити и 
показание динамометра при условии, что блок вместе с грузами 
поднимается на динамометре вверх с ускорением а =  1,2 м/сек2. 
Массой блока и динамометра пренебречь.

Р е ш е н и е .  Решение задач динамики, в которых тела одно­
временно участвуют в двух ускоренных*движениях — относитель­
ном и переносном, принципиально ничем не отличается от только- 
что рассмотренных. Особое внимание здесь нужно обратить на то, 
что в основном уравнении динамики точки под а всегда подразуме­
вается полное (абсолютное) ускорение относительно неподвижного 
тела отсчета -г- Земли и его приходится представлять как сумму 
относительного и переносного ускорений:

а -  д0+а„.

Если в сложном движении участвуют не одно, а несколько тел 
(как, например, в данной задаче), то независимо от того, требуется 
или нет определять внутренние силы системы, движение каждого 
тела необходимо рассматривать отдельно, поскольку они имеют 
разные абсолютные ускорения.

а) В данной задаче грузы перемещаются относительно блока 
(относительное движение) и одновременно с этим поднимаются
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вверх вместе с блоком 
(переносное движение).
Делаем схематический 
чертеж (рис. 2.4), где' 
прежде всего простав­
ляем векторы относи­

тельного ускорения а0

и переносного ап =  а.
б) На левый груз 

действуют сила тяжести

Λ  =  и сила натя- . 

жения нити Т. Под действием этих сил груз движется верти­

кально вверх с некоторым ускорением аг относительно неподвиж­
ного тела отсчета — Земли, поэтому

T — mxg — ηίχαχ. (О

Модуль ускорения αι связан с модулем относительного Од и пере­

носного a ускорений соотношением

«1 =  а0 + а, (2)

поскольку оба эти ускорения направлены вверх.

На правый груз также действуют две силы”^ 2 =  mzg и Т, од­
нако сразу установить, какая из них больше, какая меньше, и

определить тем самым направление полного ускорения аг этого 
груза нельзя. В зависимости от величин Р х и Р 2, при заданном a 
больший груз может иметь относительно Земли ускорение или 
направленное вверх (при Т >  Р 2), или вниз (если Т <  Р 2), или 
даже находиться в состоянии покоя (при Т — Р 2).

Предположим, что направление полного ускорения а2 совпада­
ет с направлением относительного движения, т. е. >  Т и век­

тор а2 направлен вниз (груз опускается, приближаясь к земле). 
Тогда уравнение движения этого груза будет иметь вид:

mzg — Т =  т 2а2. (3)

При нашей договоренности о направлении а2 относительное 
ускорение должно быть больше переносного (а0 >  а) и, следова­
тельно,

а2 =  а0 — а. (4)

Блок взаимодействует с тремя телами: Землей, динамометром 
и нитью. Основное уравнение динамики (при условии, что масса 
блока ничтожно мала) дает:

N — 2Т =  0. (5)
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Решая уравнения (1) — (5) совместно относительно иско­

мых неизвестных (flj, а2, Т и Ν), находим:

=  (n4-ml)g -2m±a =  ^  

т1 + Щ

а, == =  2,47 м/сек2·,
т1 + тг

T =  JW Jh ig+ JL  =  1 47 н.
Щ + щ

N =  2Т =  2,94 н.

Пример 5* Грузы весом Р =  98 н и 2 Р связаны легкой нитью, 

переброшенной через блок, укрепленный на краю горизонтальной 

плоскости (рис. 2.5). Система находится в равновесии на грани 

скольжения. Каково будет ускорение большего груза и натяжение 

нити, если плоскость начнет двигаться в горизонтальном направле­

нии с ускорением а =  З місек2?

Р е ш е н и е .  Прежде чем приступить к непосредственному 

решению задачи, необходимо выяснить, что будет происходить с 

грузами при ускоренном движении плоскости.
Так как взаимодействие груза с плоскостью в горизонтальном 

направлении осуществляется только за счет трения, самая боль­
шая сила, с которой плоскость может действовать на груз вдоль 
поверхности соприкосновения, равна максимальной .силе трения 
покоя fN. Именно с этой силой плоскость и действует на груз А 
в сторону, противоположную направлению его возможного движе­
ния, т. е. вправо, когда груз находится на грани скольжения. 
Если к плоскости приложить некоторую силу и сообщить ей впра­

во ускорение а, то плоскость не сможет увлечь за собой груз А

с ускорением а, поскольку сила взаимодействия между ними уже 
имела максимальное значение, равное fN, и при неизменных / и N 
увеличиться не может. В результате груз А начнет пере­

мещаться относительно плоскости с некоторым ускорением а0,

направленным противоположно а. Как только груз А придет в дви­
жение относительно плоскости, груз В станет опускаться.

Относительно неподвижной системы отсчета (например, по­
верхности Земли) каждый груз будет участвовать в сложном дви­
жении, которое можно представить как результат двух равно­
ускоренных перемещений — движения вместе с плоскостью отно­

сительно Земли с ускорением ass аа (переносное движение) и

движения относительно самой плоскости с ускорением ай (относи­
тельное движение).
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Полное ускорение ка­
ждого груза по отноше­
нию к Земле будет равно 
векторной сумме ускоре­

ний ап и Oq.
Делаем схематиче­

ский чертеж для двух 
состояний системы;.когда 
она находится на грани 
скольжения (рис. 2.6, а) 
и когда ей сообщено пе­
реносное ускорение (рис. 
2.5,6). Проставляем век- Рис. 2.5.

торы переносного ап и

относительного Оо ускорений и расставляем действующие силы. 
В первом случае систему рассматриваем целиком, во втором — 
«разрезаем» на части, поскольку требуется определить внутреннюю 
силу (силу натяжения) и, кроме того, полные ускорения грузов 
неодинаковы.

В первом случае ускорение системы равно нулю, и основное 
уравнение динамики для нее дает:

тр О,

или, учитывая, что FTp =  fN, а N — 2Р, получим:

Р — 2{Р =  О,

откуда / =  0,5.
Условие о нахождении груза на грани скольжения является 

вспомогательным; оно позволяет определить коэффициент трения 
скольжения, который понадобится в дальнейшем.

Рассмотрим второй случай. На груз А действует сила тяжести

2Р" =  2mg, сила натяжения нити 7^ сила трения скольжения 7\р

и нормальная реакция N. Предположим, что Т >  FTp и вектор

полного ускорения этого груза ах направлен к блоку. Тогда основ· 
ное уравнение динамики для груза А будет иметь вид:

Т — FTр =  2max или Τ — [N =  2ηιαχ.

В направлении нормали ускорения нет, следовательно, 

Т — /2Р =  2таг. (1)

Так как мы считаем, что вектор ах направлен к блоку, то относи­
тельное ускорение должно быть больше переносного, т. е.

αι — ао — а· (2)

На груз В действуют сила тяжести"? =  mg и сила натяжения 

нити Ψ, направленная под некоторым углом а  к вертикали. Под



действием приложенных сил груз одновременно участвует в двух 
равноускоренных движениях: переносном (вместе со всей системой) 
и относительном (вдоль направления нити). Ускорения в этих

движениях равны соответственно а и а0. Чтобы выявить причины
появления ускорений, необходимо разложить действующие силы
по горизонтальному направлению и вдоль нити. В данном случае

нужно разложить только силу ~Р, ее составляющие по этим направ­

лениям равны"? tg а  и "ІР/cos а.
Согласно второму закону динамики уравнения движения для 

этих направлений будут иметь вид:

P tg а  =  та  (3)

и

’ =  т а 0‘ (4 )cos а

Из уравнения (3) вытекает, что tgoc =  ajg, т. е. угол наклона 
нити к вертикали при ускоренном движении точки подвеса опреде­
ляется лишь горизонтальным ускорением а системы (у нас а — ап). 
Этот результат имеет общий характер и его полезно помнить.

Исключая из уравнений (1)—(4) tga, cos а  и a0 и решая их от­
носительно искомых неизвестных.ах и Т, получаем:

0| =  У-82.+ а* -  да 2,16 м!сек\
З

Τ =  ~  - У ^  + аг + fg-a T да 10,1 М.
3 , g ’

Пример 6« Брусок массой М лежит на гладкой горизонтальной 
поверхности, по которой он может двигаться без трения. На брус­
ке лежит маленький кубцк массой m (рис. 2.6). Коэффициент тре­
ния между кубиком и бруском равен /. При каком минимальном 
значении силы F, приложенной к кубику, он начнет скользить по 
бруску? Какую скорость будет иметь брусок в тот момент, когда 
кубик упадет с бруска, если сила тяги будет равной 2F? Длина 
бруска L.

Р е ш е н и е .  При движении кубика в горизонтальном направ­

лении он будет увлекать за собой брусок вследствие того, что между 
ними есть трение. Максимальная сила, с которой кубик может дей­
ствовать на брусок в направлении движения, равна, максимальной 
силе трения покоя fN. Эта сила будет сообщать бруску некоторое

предельное ускорение а2, которое при заданных f и N увеличиваться 
не может. Если при этом потянуть за кубик так, чтобы сам он дви­
гался с ускорением αχ >  а2, кубик начнет обгонять брусок, скользя 
во его поверхности, пока не упадет с него.
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Рис. 2.6.

1. Рассмотрим первый случай, когда тела находятся на грани 
проскальзывания и движутся с одинаковым ускорением. На кубик

действуют: сила тяжести Р х — mg, сила тяги~Р, нормальная реак­

ция опоры Nx и максимальная сила трения покоя FTp. Поскольку

кубик перемещается вправо с ускорением аъ то согласно второму 
закону Ньютона должно быть: F — F.ip — mau или, учитывая, что

Ртр =  fN i и Nt =  Pi,

F — fmg =  т аv (1)

К бруску приложена сила тяжести ~Рг — Mg, нормальная реак­

ция опоры lv 2, сила нормального давления и сила трения ~FTp, 
действующая со стороны кубика в направлении движения и сооб­

щающая бруску ускорение а2. Основное уравнение динамики для 
бруска дает:

FTp =  Ма2 или fmg =  Ма2. (2)

Если кубик не скользит по бруску, то независимо от того, на­
ходятся ли тела на грани скольжения или нет, их ускорения оди­
наковы и к составленным уравнениям нужно добавить условие:

fli =  а2. (3)

Уравнения (1)—(3) содержат три неизвестные величины:, ис­
комую силу тяги F и ускорения ai и а2. Решая уравнения относи­
тельно F, мы получим ответ'на первый вопрос задачи:

■F - M ,  +  s B '  (4 )

2. Если сила тяги окажется больше силы F, которую мы на­
шли, ускорение кубика увеличится. Так как ускорение бруска
при этом возрасти не может и останется равным а2, кубик станет 
скользить по бруску в направлении их движения. За время t, в



течение которого кубик находится на бруске и увлекает его за 
собой, брусок приобретет скорость

v =  azt. (5)

За это же время кубик сместится относительно бруска на рас­
стояние -

L — ■(ai , (6)

где L — длина бруска, [аг — а2) — ускорение кубика относительно 
бруска.

Чтобы найти скорость бруска в момент падения кубика, нужно 
совместно решить уравнения (1), (2), (4)—(6) относительно v, поло­
жив в них вместо F силу 2F, считая ее известной. Проведя вычисле­
ния, получим:

v — т  -|/
V (m+M)Ai

Пример 7, Тяжелое тело находится на вершине наклонной 
плоскости на грани скольжения (рис. 2.7). За какое время тело 
спустится с наклонной плоскости, если она станет двигаться в го­
ризонтальном направлении с ускорением а =  0,5 м/сека? Длина 
наклонной плоскости I — 1 м, угол наклона ее к горизонту равен 
а =  30°.

Р е ш е н и е .  В задаче рассматриваются два состояния тела: 
первое, когда оно находится на грани скольжения, второе — в рав­
ноускоренном движении.

Условие о нахождении тела на грани скольжения имеет вспомо­
гательное значение. Оно позволяет определить коэффициент трения 
скольжения между телом и плоскостью.

1. Для определения / (это самостоятельная задача) нужно со­
ставить основное уравнение динамики с учетом того, что ускорение 
тела равно нулю.

На тело, находящееся на наклонной плоскости, действуют сила

тяжести Р =  mg, реакция опоры N и сила трения FTp (рис. 2.7, а). 
Разложив силы, действующие на тело, по направлению возможного 
перемещения (вдоль наклонной плоскости) и направлению, ему 
перпендикулярному (по нормали к плоскости), можно написать:

Р sin а  — Frp = 0 ;  N — Р cos а  =  0.

Причем FTр =  [N, поскольку тело находится на грани скодьже- 
ния.

Решая уравнения совместно относительно коэффициента тре­
ния, находим: ·

/ =  tga.

Полученная формула для коэффициента трения скольжения 
имеет место лишь для случая, когда тело равномерно скользит по 
наклонной плоскости или находится на грани скольжения. Если
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а б ^ а 0
Рис. 2.7.

угол наклона плоскости больше или меньше предельного, поль* 
зоваться этой формулой для определения / (или а) нельзя.

2. Сообщая горизонтальное ускорение наклонной плоскости 
мы тем самым как бы вынимаем ее из-под груза и уменьшаем силу 
давления плоскости на груз в направлении нормали. В результате

сила нормального давления N, а стало быть, и сила трения, пре­
пятствующая скольжению груза по плоскости, уменьшается: со­

ставляющая Р sina станет больше Ртр и груз начнет перемещаться

относительно плоскости с некоторым ускорением а0.
Движение груза относительно неподвижного тела отсчета (на­

пример, Земли) будет сложным, но оно складывается из двух пря-

молинейных движений — переносного с ускорением а„ =  а (вместе

с наклонной плоскостью) и относительного с ускорением а0 вдоль 
наклонной плоскости.

На груз, находящийся в ускоренном движении, действуют те же

силы, что и при его равновесии: Р, N и"^.р (рис. 2.7,6).
Чтобы сложное криволинейное движение груза представить 

как два прямолинейных, разложим силы и кинематические харак­
теристики движения по каким-либо двум взаимно перпендикуляр­
ным направлениям. Эти направления удобно выбрать вдоль наклон­
ной плоскости и по нормали к ней. При таком выборе направлений

придется разложить силу Р на составляющие"? sina и"? cos a и

вектор переносного ускорения а на составляющие a sin a и a cos a. 
Под действием приложенных сил тело ускоренно опускается по

наклонной плоскости, имея вдоль нее некоторое ускорение аь от­
считываемое относительно неподвижного тела отсчета — Земли. 
Это ускорение сообщает телу результирующая всех сил, действую­
щих вдоль наклонной плоскости. Выше указывалось, что Р sina >  
>  fN, поэтому

m g s in a — fN =  mav (1)
■>

Перемещение тела с ускорением ах можно рассматривать как 
состоящее из двух: движения относительно наклонной плоскости



с ускорением а,, и движения в противоположную сторону вместе

с плоскостью с ускорением a cos а. Поэтому

αι =  ао — a cos а. (2)

В направлении нормали к наклонной плоскости последняя имеет

ускорение α sina. Таким же ускорением в этом направлении обла­
дает и тело, так как по смыслу задачи оно все время находится на 
плоскости, не отрываясь от нее.

Нормальное ускорение a s ina возникает у груза вследствие 

того, что при ускоренном движении плоскости реакция N стано­

вится меньше составляющей силы тяжести Р cos a. По второму 
закону Ньютона

mg cosa— N =  та sina. (3)

В заключение остается записать кинематическое уравнение, обра­
тив внимание на то, что относительно наклонной плоскости тело 
движется с ускорением а0:

Уравнения (1)—(4) содержат четыре неизвестные величины: 
аъ aQ, N я t. Решая их совместно для времени спуска тела с наклон­
ной плоскости, получим:

, "I /  2/ COS GC , 1 0-7
t — у  — -— ; t =  1,87 сек.

Пример 8s Космический корабль, имеющий скорость 
ό = 1 0  км/сек, попадает в неподвижное облако микрометеоров. 
В объеме V0 =  1 ж3 пространства находится п =* 1 микрометеор. 
Масса каждого микрометеора пц =  2 · 10^5 «а. На сколько долж­
на возрасти сила тяги двигателя, чтобы скорость корабля при про­
хождении через облако не изменилась? Лобовое сечение корабля
S =» 49 м2. Удар микрометеоров об обшивку корабля считать не­
упругим.

Р е ш е н и е .  При движении космического корабля в облаке 
микрометеоров частицы получают импульс со стороны обшивки, 
в результате чего их скорость возрастет от 0 до скорости корабля v, 
поскольку удар неупругий. Одновременно такой же импульс, 
как и частицы, получает и корабль, но в сторону, противополож­
ную движению. В результате скорость корабля Должна умень­
шаться и для ее сохранения сила тяги двигателя должна возрасти. 
Прирост силы тяги должен быть тем большим, чем больше изме­
нение импульса частиц за единицу времени.

Выделим (рис. 2.8) часть микрометеорного облака, которой ' 
был сообщен импульс за небольшой промежуток времени At, в 
течение которого движение корабля можно считать равномерным.
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Если за время АЇ корабль пройдет расстоя- ч  v
ниє I, то импульс частиц, находящихся в объ- — т_ \„  -

еме цилиндра А, возрастет от 0 до mv, частицы | А [ %_______ Z-
станут двигаться вместе с кораблем. Такое I ι ф
изменение количества движения произойдет за

счет импульса силы/^Δ/, действующего на вы­
деленную часть облака со стороны обшивки ко- Рис. 2.8.

рабля. Сила Р будет равна при этом по величине 
и направлению искомому увеличению силы тяги.

Учитывая, что вначале частицы покоились и направления век­

т о р о в !^  и mv совпадают, по второму закону Ньютона:

FAt =  mv. (1)

Масса частиц, увлекаемых за время At, равна:

m =  ^  SI. (2)
V0

При малом Ai можно с достаточной.степенью точности считать, 
что движение на участке I равномерное и, следовательно,

/ =  vAt. (3)

Из уравнений (1)—(3) находим, что искомое увеличение силы 
тяги равно: »

р _  nmqSv* F _  100 кн

V° .

Решение задач о равномерном движении материальной точки 
по окружности принципиально не отличается от решения только 
что разобранных задач. Если до этого основное внимание уделялось 
выявлению причин изменения величины вектора скорости и со­
ставлению уравнения второго закона Ньютона в проекциях по 
направлению касательной к траектории, то сейчас нас будут ин­
тересовать главным образом причины изменения направления век­

тора v и условия, при которых материальная точка находится на 
окружности. Задача состоит в составлении того же уравнения ди­
намики, но для другого направления — направления нормали 
(радиуса окружности).

Некоторые из предлагаемых задач требуют применения закона 
всемирного тяготения. Обычно это задачи на движение небесных 
тел и искусственных спутников Земли. Их решение рекомендуется 
начинать с составления уравнения второго закона Ньютона. Полу­
чив это уравнение, нужно представить в развернутом виде входя­
щую в него силу тяжести с помощью закона всемирного тяготения, 
добавить при необходимости формулы кинематики и затем решить 
полученную систему уравнений совместно. Очень часто при этом



приходится использовать формулу (2.11'), 
позволяющую исключить из уравнений 
массу Земли.

Пример 9, Автомобиль с двумя парами 
ведущих колес движется по мосту, имею­
щему форму дуги окружности радиусом 
R =  40 м, обращенной своей выпуклостью 
вверх. Какое максимальное ускорение в 
горизонтальном направлении может раз­
вивать автомобиль на вершине моста, если 

скорость его в этой точке равна v ==?54 кміч? Коэффициент трения 
колес автомобиля о мост равен / =  0,6.

Р е ш е н и е .  Делаем схематический чертеж (рис. 2.9) и указы­

ваем на нем линейную скорость автомобиля v и касательное уско­

рение ак. Автомобиль взаимодействует с двумя телами: Землей и 
поверхностью моста. Со стороны Земли на него действует сила

тяжести Р =  mg, со стороны моста — нормальная реакция N и 

сила трения FTp.
Здесь прежде всего необходимо обратить внимание на направ­

ление силы трения. При4 вращении колес покрышка ведущих колес 
отталкивается от поверхности дороги, действуя на нее в сторону, 
противоположную движению машины. По третьему закону Ньютона 
поверхность действует на автомобиль в направлении движения. 
Сцепление колес с поверхностью дороги осуществляется за счет 
трения, поэтому при качении автомобиля движущей силой является 
сила трения сцепления, направленная по касательной к баллону 
в сторону движения.

Под действием приложенных сил изменяется и величина, и на­
правление вектора скорости. Величина скорости меняется за счет 
силы трения, сообщающей телу касательное ускорение. Согласно 
второму закону динамики ,

/\р === /ТШк-

По условию задачи ускорение ак максимально, поэтому колеса 
находятся на грани пробуксовки и сила трения имеет наибольшее 
значение, равное FTp — fN. Поэтому'

fN =  так. (1)

По нормали к траектории (вдоль радиуса окружности) дейст- 
— ■ >

вуют две силы: Р и N. В сумме они не равны нулю и изменяют на­
правление вектора скорости. При движении по выпуклому мосту 
вектор скорости отклоняется от своего начального направления 
в сторону центра окружности. Это возможно лишь при условии, 
что нормальная реакция оказывается меньше силы тяжести. По­
следнее объясняется тем, что мост из-за своей кривизны как бы 
уходит из-под машины.
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Равнодействующая сил Р к N является в данном примере центро­

стремительной силой, сообщающей автомобилю ускорение 
направленное к центру окружности. Величина равнодействующей 
равна разности P — N, и согласно втЬрому закону Ньютона для 
проекций сил и ускорения по направлению нормали к траектории 
движения автомобиля в верхней ее точке имеем:

Р — N =  т аа =  т  — . (2)

Решая уравнения (1) и (2) совместно относительно касательного 
ускорения, получим:

«к =  f ( s — j)<  ακ ~  1.9 м/сек2.

Пример 10. Какую скорость относительно поверхности Земли 
должен иметь искусственный спутник, чтобы лететь по круговой 
орбите, расположенной в плоскости экватора, на высоте h =  1600 км 
над Землей? Радиус Земли принять равным R3 =  6400 км, ускоре­
ние свободного падения у ее поверхности g0=  9,8 м/сек2.

Р е ш е н и е .  Если пренебречь силами притяжения, действую­
щими на спутник со стороны небесных тел, и не учитывать сопротив­
ление среды, можно с достаточной степенью точности считать, что 
на спутник при его движении действует только сила земного при­

тяжения Р.
Под действием этой силы спутник равномерно движется по 

окружности, следовательно, сила притяжения изменяет только
направление вектора скорости и поэтому является центростреми­
тельной силой. Согласно второму закону динамики

(1)
Rs +  h v

где т  — масса спутника, v — скорость спутника относительно 
центра Земли.

Силу тяготения Р в уравнении второго закона Ньютона нужно 
представить в развернутом виде, используя закон всемирного
тяготения:

d wAl» — /ґ>\
P =  v ----—  · (2)

Если в решении задач подобного типа фигурирует масса Земли, 
расчеты можно значительно упростить, исключив произведение 
уМ3 с помощью формулы

М3

8о=У-±- (3)
^3

Скорость спутника относительно поверхности Земли равна:

u=v  ± ν0, (4)
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где v0 — линейная скорость точек Земли на экваторе, которую 
можно найти из соотношения

2kR3
vn (δ)

зная радиус Земли и период ее суточного вращения τ =  24 ч.
Знак «плюс» или «минус» в уравнении (4) берется в зависимости 

от того, запущен ли спутник с востока на запад или с запада на 
восток.

Уравнения (1)—(5) содержат шесть неизвестных величин: Р, т, 
v, v0 и и.

Решая систему относительно скорости спутника, находим:
М

“ " / і
gô3

в выражение для скорости, 

6,6 км!сек.

±  2я* з  
Ra+h t 

Подставляя числовые значения 
получим;

их ~  7,6 км/сек и «2

Эти результаты показывают, что запускать искусственные 
спутники Земли легче в направлении с запада на восток, чем в про­
тивоположном.

Пример 11. Тяжелый шарик подвешен на нити длиной I. Нить 
равномерно вращается в пространстве, образуя с вертикалью 
угол а  (конический маятник). Сколько оборотов делает шарик за 
время t. Решите задачу при условии, что конический маятник уста­
новлен в ракете, поднимающейся вертикально вверх с ускоре- 

■*· -
нием а.

Р е ш е н и е .  I. При вращении нити на шарик действуют две

силы: со стороны Земли сила тяжести P =  mg и со стороны нити —

сила натяжения Т. Под действием приложенных сил шарик дви­
жется равномерно в горизонтальной плоскости по кругу радиу­
сом R (рис. 2.10). Это возможно лишь при условий, что равно-
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действующая сил Р и Т оказывается направленной перпендику­
лярно скорости к центру окружности О и, следовательно, является 
центростремительной силой:

· К ,  =  р + т.
Расставив силы, составляем основное уравнение динамики ма­

териальной точки:

I ρ+ τ\  =  ψ  (1)

Чтобы найти из этого соотношения какую-либо величи­
ну, и в частности длину диагонали параллелограмма, по­

строенного на векторах Т и Р, нужно вычислить модуль суммы

I Т 4- Р |. Сделать это можно различными способами.

а) Сложить силы Т и Р по правилу параллелограмма и найти 
его диагональ, зная, что равнодействующая направлена по радиу­
су. Как видно из чертежа,

\Т + Р\ =  Ptga =  rs in a  =  / r a — Р\ (Г)

б) Разложить силу Р по направлению нити и радиуса враще- 

ния на составляющие P/cos а  и P tga. Так как нить нерастяжима 

и вдоль нее ускорения нет, то Г + P/cos a =  0 и в сумме силы

T, P/cos а  и P tg а  (а значит, и Τ + Р) будут равны силе P tg a, 
которую и можно рассматривать как центростремительную.

^  ·*■
в) Для вычисления равнодействующей Τ + Р можно исполь-

·♦
зовать и такой прием. Разложить силу Т по двум взаимно перпен­
дикулярным направлениям — по радиусу вращения и вертикали

на составляющие T sina и Τ’ cos а. Так как по вертикальному 
направлению скорость шарика не меняется, то

Т cos a -Jr P а  0
“*· «*■ 

и в сумме силы Р, Г s ina и Г  cos a (а значит, и Т + Р) должны

равняться силе T sina, которую можно рассматривать как центро­
стремительную.

Сравнивая все три результата, нетрудно заметить, что в данном 
примере величина центростремительной силы равна:

А .с  =  [Ρ + 7Ί = P tg a  =  r s m a  =  K r  — Р2, (2)

и согласно (1) уравнение второго закона Ньютона можно предста­
вить в одном из трех видов:

P tga  =  m —; Г sin a  =  m~ и VT* — P® =  m —.
R R T R
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Какое из этих уравнений нужно использовать в том или ином кон­
кретном случае, зависит от вопроса задачи и исходных данных.

Если не задана масса частицы, как например в нашем примере, 
уравнение второго закона удобно записать в первой форме:

mg tg α =  т  - ,

откуда
gR tga =  о2. ' (3)

Составив уравнение динамики, записываем дополнительные
условия:

где п — число оборотов шарика, и

R =  / sina. (5)

Исключая из уравнений (3)—(5) υ и R и решая их относительно 
п, получим:

I cos а

2. Если конический маятник установлен в ракете, поднимаю­

щейся вертикально вверх о ускорением а, число сил, действую­

щих на шарик, остается тем же. Однако сила натяжения действует 

на шарик не так, как в первом случае; она не только (совместно 

с силой Р) обеспечивает движение шарика по кругу, но и сообщает 

ему ускорение а ракеты. Так как шарик участвует в двух ускорен­

ных движениях: равномерном по окружности и прямолинейном 

вверх, для нахождения связи между действующими силами Т и Р 

и ускорениями силы нужно разложить по радиусу и вертикали. 

Поскольку сила Р направлена вниз, то необходимо разложить 

только силу натяжения Т на составляющие Г sina и T cosa. По 

направлению радиуса вращения шарика уравнение второго закона 

Ньютона имеет вид:

Tsina — m — , (6)
R

для вертикального направления:

Г cos a — Р =  та. (6')

Решая уравнения (2) и (&) относительно п, получим:

Анализируя ответ, можно заме­
тить следующее: а) в системе, под­
нимающейся ускоренно вверх, явле- і
ние протекает так, как если бы ус­
корение свободного падения увели­
чилось на величину а, б) по мере 
увеличения числа оборотов маятника 
в единицу времени (η/ή угол а  уве­
личивается и становится равным 90° 
только при бесконечно большой ско­
рости вращения. Из этого следует, 
что при отсутствии поддерживающей 
силы груз на нити в горизонтальной 
плоскости вращаться не может. ■

Пример 12. Стержень АОО', изог­
нутый, как показано на рисунке
2.11, вращается с постоянной угло­
вой скоростью ω относительно оси Рис. 2.11.

ОО'. На стержень надета бусинка,
размеры которой очень малы. Определите, на каком максималь­
ном расстоянии / от точки О бусинка может находиться в рав­
новесии относительно стержня АО, если коэффициент трения 
между ними равен /.

Р е ш е н и е .  При вращении стержня на бусинку действуют

три силы: сила тяжести Р — mg, нормальная реакция опоры N, 

направленная перпендикулярно стержню, и сила трения покоя

FTp, направленная вдоль стержня к точке О. То, что сила трения 
направлена вниз, а не вверх, вытекает из того, что расстояние/ 
должно быть максимальным. Действительно, находясь на макси­
мальном расстоянии, бусинка при увеличении скорости вращения 
стала бы сразу двигаться вверх, по раскручивающейся спирали,

а это возможно лишь в том случае, когда FTp имеет указанное 

направление. Нетрудно заметить, что если бы речь шла о мини­
мальном /, силу трения следовало бы направить вверх.

Под действием приложенных сил бусинка равномерно движется 
по кругу радиусом

i R =  / sin a (1)

в горизонтальной плоскости. Такое движение может происходить

лишь при условии, что силы Р, N и FTp в сумме оказываются на­
правленными к центру окружности С и изменяют только направле­
ние вектора скорости, сообщая бусинке нормальное ускорение. 
Действие этих сил можно заменить действием одной силы — их 
равнодействующей, равной векторной сумме приложенных сил. 
Эта сила служит в данном случае центростремительной силой.
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Уравнение второго закона Ньютона для бусинки имеет вид:

I Р + N -f ■JPTp I =  m oPR.

Чтобы найти из него какую-либо величину, нужно вычислить 
модуль векторной суммы, стоящей в левой части равенства. Сделать 
это проще всего так: разложить сцлы по радиусу вращения и вер­
тикали и записать уравнение второго закона динамики по каждому

из этих направлений. Так как сила Р направлена вертикально,

то следует разложить только силы N и FTp на составляющие

N cosa, A^sina, FTpsina H FTpcosa. В вертикальном направле­
нии ускорения у бусинки нет, поэтому

N sin a — /Vjp cos a — P =  0. (2)

Вдоль радиуса у бусинки есть нормальное ускорение, его ей

сообщают составляющие N cos a и FTp sin a, поэтому

IP + N -f- / тр j =  N cos a FT? sin a =  man =  maPR. (3)

Поскольку бусинка находится на грани скольжения (расстояние I 
наибольшее), то

^хр - fN . (4)

Составленные уравнения полностью отражают динамику движе­
ния бусинки. Решая их относительно I, получим:

g(l + /tga) 

ω2 sin a (tg a — /) '

Анализируя этот результат, нетрудно заметить, что при а  =  90°

(стержень АО расположен горизонтально) tga =  оо и I =  —.
ω2

При 90° < а  <  180° tga < 0  и, следовательно,
g ( / tg « — 1) 

ω2 sin a (tga + /) 4

Пример 13« Конькобежец, стоя на коньках на льду, бросает 
груз массой т  — 10 кг под углом a =  30° к горизонту. Груз падает 
на расстоянии I =  2,2 м от точки бросания. Какова будет началь­
ная скорость движения конькобежца, если масса его М — 64 кг? 
Перемещением конькобежца во время броска пренебречь.

Р е ш е н и е .  , Если не учитывать смещение тел за время, в те­
чение которого конькобежец сообщает грузу скорость, можно с 
большой степенью точности считать, что на систему Земля — чело­
век— груз внешние силы не действуют и ее можно принять за 
изолированную. Для всех механических явлений, протекающих 
в такой системе, будет иметь место закон сохранения импульсов, 

На схематическом чертеже (рис, 2.12) проставляем векторы им­
пульса каждого тела до и после изменения их движения.
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Перед броском Βςβ тела находи­
лись в покое: импульс каждого из 
них был равен нулю, равнялась ну­
лю и их векторная сумма. В конце

броска импульс груза равен mvlt 
·♦

конькобежца — Mv2tземного шара— _

M3v3 (νν v2, v3 — скорости тел отно- 
сительно точки пространства, где на- р*с. 2.12.
ходился конькобежец в момент бро­
сания). Эту точку можно считать неподвижной, так как по усло­
вий задічи перемещение тел за время бросания ничтожно мало. 

Согласно закону сохранения импульса

0 =  ηίνχ 4- Mvz + MgVg.

Поскольку векторы импульсов тел направлены под углом друг 
к другу, для простоты вычислений нужно перейти от векторной 
записи уравнения к скалярной, представив его в проекциях. На­
помним, что разложение векторов по осям удобно делать в тех случа­
ях, когда их больше двух и они направлены под углом друг к дру­
гу. Модуль суммы двух векторов легче найти сложением векторов 
по правилу параллелограмма. Направим оси прямоугольной систе­
мы координат OXYс началом в точке бросания так, чтобы пришлось 
делать минимум разложений, вдоль поверхности Земли и по нормали к

<1Ф ^ -»
ней и разложим векторы mvlt Mv2n Μ3ν3 на составляющие по этим 

осям. В данном случае необходимо разложить лишь вектор импуль­

са груза на составляющие mvi cosa и mvt sina, так к^к векторы 
^  ·*»

Μν2 и Μ3ν3 направлены вдоль выбранных осей.
Учитывая положительное направление координатных осей, 

записываем уравнение закона сохранения импульса в проекциях: 
для горизонтали

0 =  Mvt — mv! cosa, (1)

для вертикали

0 == mvx sin a — M3v3. (2)

Начальную скорость груза можно определить, зная его даль­
ность полета / по горизонтальному направлению. Эта дальность
равна:

о? sin 2a

s ' №
Из.уравнений (1) и (3) скорость конькобежца в начале его сколь­

жения получается равной:

a , Ojj =  0,675 м/сек.
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Уравнение (2) позволяет оценить ту скорость, которую приобре­
ла бы Земля вследствие толчка. Решая его относительно v3, полу­
чим: ,

Из выражения для v3 видно, что эта скорость ничтожно мала, 
так как масса Земли М3 во много раз больше массы груза.

Пример 14. Лодка длиной / и массой М стоит в спокойной воде. 
На носу и корме лодки сидят два рыбака, массы которых равны 
т г и т 2. На сколько сдвинется лодка, если рыбаки пройдут по 
лодке и поменяются местами? Сопротивлением воды пренебречь.

Р е ш е н и е .  Если не учитывать сопротивление воды и считать, 
что при движении лодки вода ею не увлекается, систему лодка — 
рыбаки можно считать изолированной по любому направлению 
вдоль поверхности воды, так как внешние силы в горизонтальной 
плоскости на систему не действуют.

Вначале все тела находились в состоянии покоя и, следователь  ̂
но, сумма всех импульсов тел равнялась нулю. Как только один 
рыбак пойдет по лодке, она станет двигаться ему навстречу под 
действием внутренних сил (сил трения). Согласно закону сохране­
ния импульса, какие бы перемещения в нашей системе тел не нача­
лись, векторная сумма всех импульсов должна оставаться рав­
ной нулю.

Пусть Vx — скорость первого рыбака относительно лодки, 
иг — скорость, которую приобретает лодка при движении этого 
рыбака. Тогда, пренебрегая движением воды, получи^:

О =  ηΐχ(υχ — « J  — (Μ + tn2)ux.

Напомним, что, составляя уравнение закона сохранения им­
пульсов, нужно всегда брать абсолютную скорость тел относительно 
неподвижного тела отсчета (в нашем случае.воды). Нетрудно сооб­
разить, что у рыбака она равна разности между его относительной 
скоростью и скоростью лодки, которую можно рассматривать как 
переносную. При ЭТОМ Vx ДОЛЖНО быть обязательно больше «!, 
поскольку обратное предположение противоречило бы закону сохра­
нения импульсов.

Вследствие того что человек и лодка движутся одновременно и 
время, затрачиваемое на разгон и замедление в начале и в конце 
движения рыбака, мало, можно считать, что

I X,
Щ =  — И

, t t

где t и Χχ — соответственно время движения и перемещение лодки 
за это время. Учитывая все это, уравнение закона сохранения им­
пульсов можно переписать так:

тх{1 — χ'ύ — Ш  + т г)Хх =  0. (1)
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Проводя рассуждения, аналогичные предыдущим, составляем 
такое же уравнение для перемещения второго рыбака. Если через 
х% обозначить смещение лодки при переходе второго рыбака, то

т 2(/ — х2) — (Μ + ηΐχ)χ2 =  0. (2)

Результирующее смещение лодки равно разности:

s =  Χχ — Χ2· (3)

Решая уравнения (1)—(3) совместно относительно искомой 
величины s, получим:

s = ..i
Щ + Щ + м

Задачи к главе 2

2.1. После прекращения тяги локомотива состав остановился 
на горизонтальном участке пути через 60 сек. Определите расстоя­
ние, пройденное поездом за это время, если известно, что сила со­
противления движению не зависит от скорости и составляет 2% ве­
са всего состава.

2.2. Через сколько секунд тело, брошенное вертикально вверх 
со скоростью 44,8 м/сек, упало на землю, если сила сопротивления 
воздуха не зависела от скорости и составляла в среднем 1/7 силы 
тяжести?

2.3. Динамометр вместе с прикрепленным к нему грузом сна­
чала поднимают вертикально вверх, затем опускают. В обоих слу­
чаях движение происходило с положительным ускорением, равным
6 м/секг. Чему равна масса груза, если разность показаний дина­
мометра оказалась равной 29,4 «? Решите задачу при условии, что 
движение вверх и вниз происходило замедленно.

2.4. Гиря массой 10 кг лежит на пружинных весах, установлен­
ных в лифте. Каково будет показание весов при движении лифта 
вверх, если известно, что он проходит с постоянным ускорением 
два одинаковых отрезка пути по 5 л каждый: первый — за 2 сек, 
второй — за 1 сек. Что покажут весы, если лифт будет опускаться 
вниз с тем же по величине ускорением?

2.5. Груз массой 10 кг привязан к концу веревки, намотанной 
на лебедку. Груз и лебедка находятся на некоторой высоте. Груз 
начинает падать, причем веревка натянулась в тот момент, когда 
он пролетел 5 м. Вслед за этим начинает с трением раскручиваться 
лебедка. Какую минимальную длину веревки пришлось вытравить 
до полной остановки груза, если прочность ее равна 147 н?

2.6. Санки массой 5 кг в течение 5 сек тянули горизонтально 
с силюй 20 н. Коэффициент трения между санками и дорогой 0,3. 
Какое расстояние пройдут санки до полной остановки?

2.7. На высоте 3,5 м горизонтально подвешена трубка длиной 
50 см. На полу стоит маленькая катапульта, выбрасывающая ша­
рик так, что он влетает в трубку горизонтально и, скользя в ней, 
останавливается у конца трубки. Определите расстояние по гори- ,
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зонтали от трубки до катапульты. Коэффи­
циент трения принять равным 0,07.

2.8* Спортсмен разбегается с максимальным 
ускорением и делает прыжок в длину. Как ве­
лика оказалась длина прыжка, если высота 

т, ‘ ■ взлета спортсмена была Л? Коэффициент тре­
ния принять равным/у время действия силы 

Рис. 2.13. трения при разбеге считать равным τ, сопротив­
лением воздуха пренебречь.

2.9. Два груза, массы которых равны 0,98 и 0,2 кг, связаны 
нитью и лежат на гладком столе. К левому грузу приложена сила 
5,3 н, к правому в противоположном направлении — 2,94 и. Чему 
равно натяжение нити? Изменится ли натяжение, если силы по­
менять местами?

2.10. N одинаковых грузов массой т  каждый связаны нитями 
и лежат на гладком горизонтальном столе. К крайнему грузу при­
вязан прочный тросик, переброшенный через блок, укрепленный 
на конце стола, а) Какой груз можно подвесить к свободному кон­
цу троса, чтобы максимально натянутая нить не оборвалась, если 
прочность всех нитей одинакова и равна F? б) С какой силой можно 
потянуть за тот же конец тросика, чтобы не произошел разрыв 
нити?

2.11. На столе лежит деревянный брусок, к которому привя­
заны нити, перекинутые через блоки, укрепленные на краю стола 
(рис. 2.13). К свободным концам нитей подвешены грузы массой 
т г =  0,85 кг и т г =  0,2 кг, вследствие чего брусок приходит в 
движение и за 1 сек проходит путь 1 м. а) Зная, что масса бруска 
равна т  =  2 кг, определите коэффициент трения скольжения f 
и натяжение нитей, б) Каковы будут ускорение, скорость и пере­
мещение бруска спустя 4 сек после начала движения, если нить 
между грузом массой т х и бруском оборвется в конце первой секун­
ды движения? в) С каким ускорением будут двигаться тела, если 
груз массой т г положить на брусок, пропустив нить через блок? 
Коэффициент трения между этим грузом и бруском равен 0,015.

2.12. Две гири, находящиеся на блоках, установлены на вы­
соте 3 м друг от друга (рис. 2.14). Предоставленные самим себе, 
грузы через 1 сек после начала движения оказались на одной вы­
соте. Какова масса гири, подвешенной к свободному концу веревки, 
если масса другой гири 0,3 /сг? Чему равно натяжение нити и дав­
ление на ось неподвижного блока? Массой блоков и трением прене­
бречь.

2«13. В кабине лифта, масса которой 100 кз, лежит груз мас­
сой 50 кг. Определите натяжение троса и силу давления груза на 
пол кабины в то время, когда лифт поднимается противовесом в 
1,96 кн. Трение не учитывать, массой троса пренебречь.

2.14. В верхней части штанги установлен неподвижный блок, 
через который перекинута нить с двумя грузами массой 0,5 и 0,1 кг. 
Во втором грузе есть отверстие, через которое проходит штанга

74

Рис. 2.14.

(рис. 2.15). Сила трения этого груза о штангу 
постоянна по величине и равна 2,94 н. Опреде­
лите ускорения грузов, силу натяжения нити, 
давление на ось блока и давление штанги на 
стол. Массой блока и штанги пренебречь.

2.15. К грузу массой 7 кг подвешен на 
веревке Другой груз в 5 кг. Какое натяжение 
будет испытывать верхний конец и середина 
веревки, если всю систему поднимать верти­
кально вверх силой в 235 н, приложенной к 
большему грузу? Масса веревки равна 4 кг.

2.16. На концах веревки длиной 12 м и мас­
сой 6 кг укреплены два груза, массы которых 
равны 2 и 12 кг. Веревка переброшена через 
неподвижный блок и начинает скользить по не­
му без трения. Какое натяжение испытывает се­
редина веревки в тот момент, когда длина ее по 
одну сторону блока достигнет 8 л?

2« 17. Через блок ничтожно малой массы 
перекинута'нить, на концах которой находятся 
грузы массой m и 2 т. Больший груз подни­
мают настолько, чтобы меньший коснулся по­
ла. На какую максимальную высоту поднимет­
ся этот груз, если систему предоставить самой 
себе? В начальный момент* времени больший 
груз находился на высоте h. Решите задачу 
при условии, что на нить при ее скольжении 
по блоку действует сила трения, равная 0,5 mg.

2.18. Через неподвижный блок перекинута
веревка, за концы которой одновременно хватаются два гимнас­
та, массы которых 60 кг и 70 кг. Более легкий из них держится 
за конец веревки, а второй старается подниматься вверх. При 
этом оказывается, что более тяжелый гимнаст остается на одной и 
той же высоте, а другой поднимается вверх. Через сколько време­
ни этот гимнаст достигнет блока, если вначале ой находился ниже 
блока на 4,9 мі

2.19. На горизонтальной доске есть выступ высотой Н\ в кото­
рый упирается цилиндр радиусом R >  Н, лежащий на доске 
(рис. 2.16). С каким максимальным ускорением можно двигать 
доску в горизонтальном направлении, чтобы цилиндр не перека­
тился через выступ?

2.20. Гладкий клин массой М лежит на пружинных весах. По 
клину с ускорением а спускается Небольшая пластинка, массой

, М!% Каково будет показание весов при движении пластинки?
2.21. На легкой нити укреплены два маленьких шарика одина­

ковой массы — один на конце, другой в середине нити. Точка под­
веса нити движется с ускорением іг, направленным под углом а  
к горизонту. На какие углы отклонятся нити от вертикали?

Рис. 2.15.
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2.22. Скользящие с горы 
санки за в'ремя t t прошли 
путь L. Скоррсть санок за это 
время возросла в три раза. Оп­
ределите коэффициент трения, 
если угол наклона горы ра­
вен а.

2.23. Два груза массами М 
и т  находятся на гранях глад­
кого прямоугольного клина с 
острым углом а  (рис. 2Л7).

а) При каком соотношении 
масс грузы будут находиться 
в равновесии; груз массы М 
будет опускаться?

б) Решите задачу при усло­
вии, что коэффициент трения

Рис. 2.17. ч между грузами и наклонной

плоскостью равен /.
в) Каково будет давление на ось блока во время движения гру­

зов при коэффициенте трения Д <  ~~~-т tgci ?
m +  M tgu

2.24. За какое время тяжелое тело спустится с вершины на­
клонной плоскости высотой 2 ж и углом наклона 45°, если пре­
дельный угол, при котором тело может находиться на наклонной 
плоскости в покое, равен 30°?

2.25. Санки можно удержать на ледяной горке с уклоном 0,2 
силой, не меньшей 49 н. Чтобы тянуть санки в горку равномерно, 
силу тяги надо увеличить на 9,8 н. С каким ускорением будут 
двигаться санки, если их предоставить самим себе?

2.26. Небольшая шайба массой т  лежит на наклонной грани 
клина, составляющей с горизонтом угол а. Коэффициент трения 
между шайбой и плоскостью равен / =  3 tga. Какую силу нужно 
приложить к шайбе параллельно нижнему ребру клина, чтобы 
сдвинуть ее с места? Какое ускорение нужно сообщить клину па­
раллельно нижнему ребру клина, чтобы шайба начала скользить 
по плоскости?

2*27* Тело массой m =  10 кг тянут по горизонтальной поверх­
ности с силой F =  39,2 н. Если эта сила приложена к телу под 
углом 60° к горизонту, оно движется равномерно. С каким ускоре­
нием будет двигаться тело, если силу приложить под углом a =  30°? 
Под каким углом нужно приложить силу, чтобы тело двигалось 
с максимальным ускорением? Чему равно это ускорение?

2.28. Тележка с установленным на ней отвесом скатывается 
с горки, затем движется по горизонтальному участку и вновь 
въезжает на другую горку. В каком положении будет находиться 
нить отвеса при движении тележки, если: а) трение ничтожно 
мало; б) трение таково, что ускорение тележки а >  0; а =  0; а <0?
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2,29« На плоскости, накло­
ненной под углом а  к гори­
зонту, находится бак с водой.
С какой силой, приложенной 
параллельно наклонной плос­
кости, нужно двигать бак, что­
бы уровень воды в баке стоял 
вдоль наклонной плоскости?
Коэффициент трения между 
плоскостью и баком равен /, 
масса бака с водой М.

2.30.; По канатной железной 
дороге с наклоном 30° к горизон­
ту спускается вагонетка массой 
500 кг. Какую силу нужно приложить к канату, чтобы вдвое сни­
зить скорость вагонетки на пути в 10 м, если перед торможением 
она имела скорость 4 м/сек? Коэффициент трения принять рав-' 
ным 0,1.

2.31, На идеально гладкой наклонной плоскости с углом на-, 
клона к горизонту a  находится доска массой т. Куда и с каким ус­
корением должен бежать по доске мальчик массой М, чтобы доска 
оставалась на месте?

2.32.; Буксир при буксировке баржи вверх по реке развивает 
скорость Vx =  10 км/ч относительно берега, натягивая буксир­
ный канат с силой F — 1,17 · 104н. Считая силу сопротивления 
воды пропорциональной скорости, определите, с какой скоростью 
баржа будет двигаться самосплавом, если скорость течения реки 
равна ντ =  2 км/ч, а уклон реки составляет h =  10 м на I =  1 км. 
Масса баржи т  =  5000 кг.

2.33, Вверх по наклонной плоскости с углом наклона a тянут 
с ускорением a однородную веревку длиной I и массой т. Коэффи­
циент трения между веревкой и плоскостью равен /. Какое натяже­
ние испытывает веревка в сечении, находящемся на расстояний х 
от ее верхнего конца? Как будет изменяться это натяжение в за­
висимости от угла а?

2.34.; На наклонной плоскости, составляющей с горизонтом 
угол а, находится доска массой М и на ней брусок массой т  <  М 
(рис. 2.18). Коэффициенты трения между плоскостью и доской, 
доской и бруском равны соответственно / и 2/. Определите ускоре­
ние тел. При каком соотношении между массами тела будут- на­
ходиться в равновесии?

2.35, Цепочка массой т  надета на гладкий прямой конус, вы­
сота которого Н, а радиус основания R. Ось конуса направлена 
вертикально вверх, цепочка расположена в горизонтальной плос­
кости. Конус поднимается вверх с ускорением 2g. Определите на­
тяжение цепочки.

2,36е На горизонтальной доске стоят два одинаковых кубика 
массой М каждый. Между кубиками вставляют идеально гладкий

77



wюгшш ш ш

Рис. 2.19.
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Рис. 2.20.

клин массой т  с углом при вершине 2а 
(рис. 2.19). С каким ускорением будут дви­
гаться кубики, если коэффициент трения 
между кубиком и доской равен /?

2*37* Легкая нить переброшена через 
два неподвижных и один подвижный блок 
(рис. 2.20). На концах нити висят грузы 
массой т  и 3т , а на оси подвижного шюка 
находится гиря массой 2т. Определите 
ускорения грузов.

................  2*38* Через неподвижный блок пере-
/ у \  / у \  брошена легкая нить, на одном конце ко·
~ ι Λ----ί ί Т  т°р°й висит груз массой 3 кг, а на дру­

гом — подвижный блок (рис. 2.21). Через 
подвижный блок переброшены на нити гири 
массой 1 кг и 2 кг. а) Каково будет натя­
жение нитей и давление на оси блоков при 
движении грузов? б) При каком значении 
массы среднего груза он будет находиться 
в равновесии? Массой блоков пренебречь.

2.39, На вертикальном стержне массой 

М и длиной / надета муфта массой М. 

Верхняя половина стержня шероховатая, 

нижняя идеально гладкая. При равновесии 

стержня муфта удерживается трением и 

находится на грани скольжения наверху 

стержня. Сколько времени муфта будет со­
скальзывать со стержня, если сила, дейст­
вующая на стержень вертикально вверх, 
увеличится до значения F — 3Mg? При 
решении считать, что сила трения не зави­
сит от скорости.

2.40, Два клина одинаковой массы М /2 
лежат на идеально гладком столе, как ука­
зано на рисунке 2.22. Коэффициент трения 
между наклонными гранями клиньев ра-

Рис. 2.21. вен /. С какой максимальной силой мож­
но давить на верхний клин, чтобы система 
Двигалась как одно целое?

2t41t На доске массой m =  1 кг, расположенной на горизон­

тальном столе, лежит брусок массой М =  2 кг. Коэффициент тре­

ния между доской и поверхностью стола равен /г =  0,5, между 

бруском и доской fx — 0,25. Каково будет ускорение бруска отно­

сительно доски и стола, если к доске приложить силу F =  19,6 н? 

29,4 «?
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2,42« На рисунке 2.23 показана система грузов, соединенных 
через блоки легкими нерастяжимыми нитями. При каком мини­
мальном значении коэффициента трения между грузами массами 
М и 2М они в процессе движения системы не будут проскальзывать 
относительно друг друга? Каково будет ускорение тел, если грузы, 
находящиеся на горизонтальной плоскости, поменять местами? 
Трением о стол пренебречь.

2,43« На гладком столе расположена система грузов (рис. 2.24). 
Коэффициент трения между грузами массой М я т  равен /. К верх­
нему (нижнему) грузу приложена сила F. Определите ускорение 
грузов в зависимости от величины силы F.

2,44« На легкой нити, перекинутой через блок, подвешены два 
груза массами т  и М. Предоставленные самим себе,, грузы при­
ходят в ускоренное движение. Зная, что на нить действует сила 
трения F, определите ускорение и изменение импульса центра 
масс системы спустя время t после начала движения.

2,45« На столе массой т  =  9 кг лежит брусок массой М => 
=  10 кг. К бруску привязана нить, пропущенная через блоки, ук­
репленные на краю и сбоку стола, как показано на рисунке 2.25. 
С каким ускорением будут двигаться брусок и стол, если за нить 
потянуть силой Р — 78,5 н: а) в горизонтальном направлении; 
б) вертикально вверх? Коэффициент трения между бруском и сто­
лом равен / =  0,3; трением между полом и столом можно прене­
бречь. Как будет изменяться ускорение стола, если сила тяги бу­
дет изменяться с течением времени по закону F =  kt? Начертите 
график зависимости а — φ(0·
. 2,46« Посмотрите на рисунок 2.26. а) Какую постоянную го­

ризонтальную силу F нужно приложить к тележке массой Αί, 
чтобы бруски массой 2Αί и 3М относительно нее не двигались? 
Трением пренебречь.

79



ш ш т Ы т м М ш ш т

Рис. 2.25. Рис. 2.26.

б) При каком' значении силы F груз массой 2М начнет подни­
маться с ускорением, численно равным ускорению свободного 
падения; перемещаться в вертикальном направлении с ускорением, 
равным ускорению тележки?

в) Ответьте на первый вопрос, полагая, что коэффициент трения 
между тележкой и брусками равен /.

2*47« На столе лежит деревянный брусок массой М =  2 кг, 
к которому привязана нить, перекинутая через блок, укрепленный 
на краю стола. К свободному концу нити подвешен груз массой 
m =  1 кг, вследствие чего брусок движется с ускорением а — 
=  0,6 'м/сек2. Каковы будут ускорения груза и бруска, а также 
натяжение нити, если вся система будет: а) подниматься с ускоре­
нием а =  2,2 м/сек2·, б) опускаться с тем же по величине ускорением?

2,48* В лифте, поднимающемся вверх с ускорением а, укреплен 
неподвижный блок, на котором висит веревка массой т. Ничтожно 
малой силой веревка выводится из равновесия и начинает сколь­
зить по блоку без трения. Определите натяжение в середине верев­
ки, когда длина ее по одну сторону блока будет равна 2/3 длины 
веревки.

2,49. В ракете, поднимающейся вертикально вверх с ускорени­
ем а, установлена наклонная плоскость. Тяжелое тело, предостав­
ленное самому себе, спускается с вершины наклонной плоскости 
за время t. За какое время тело спустится с наклонной плоскости, 
если: а) ракега стоит неподвижно на земле; б) опускается вниз 
с ускорением a < g ?

4 2.50. Небольшое , тело находится на наклонной плоскости с
углом наклона а  =  60°. Коэффициент трения между телом и плос­
костью равен / =  0,1. С каким минимальным (максимальным) уско­
рением а нужно двигать наклонную плоскость в горизонтальном 
направлении, чтобы тело не скользило по ней? Каково будет уско- , 
рение тела относительно плоскости при а =29,4 м/сек2?

2.51. Груз массой m находится на наклонной грани клина 
массой т. С каким ускорением будет двигаться клин по столу, если 
груз начнет соскальзывать с него? Коэффициент трения между 
клином и столом, а также между грузом и клином достаточно мал 
и равен /, грань клина, на которой лежит груз, образует с плос­
костью стола угол а. При каком соотношении масс клин будет на­
ходиться в покое во время движения груза?

Рис. 2.27.

Рис. 2.28.

2,52« По идеально гладкой 
наклонной плоскости, образую­
щей . с горизонтом угол 60°, 
скользит клин массой 3 кг. На 
горизонтальной грани клина ле­
жит гладкий кубик массой 1 кг.
а) С какой силой кубик давит на 
клин во время движения? б) При 
каком значении коэффициента 
трения между клином и кубиком 
они будут двигаться без про­
скальзывания?

2.53, Шайба массой т  ле­
жит на вершине идеально глад­
кого клина массой М — 2т 
(рис. 2.27). Предоставленная 
самой себе система приходит в 
ускоренное движение. Опреде­
лите скорость шайбы в тот мо­
мент, когда она достигнет стола.
Трением в блоках пренебречь.

2.54, Какой путь пройдет 
тело за первую секунду, если 
оно будет падать свободно с
высоты 1000 км? Радиус Земли принять равным 6400 км.

2.55, На какой высоте вес тел в п раз меньше, чем на поверх­
ности Земли?

2.56, Радиус Луны приблизительно в 3,8 раза меньше радиуса 
Земли, а ее масса в 81 раз меньше массы Земли. Во сколько раз 
нужно изменить начальную скорость бросания, чтобы подбросить 
тело на Луне на такую же высоту, что и на Земле?

2.57, Радиус Марса составляет 0,53 радиуса Земли, а масса
0,11 земной массы. Какой груз мог бы поднять человек, находящий­
ся на полюсе Марса, если на Земле он в состоянии поднять 0,98 кн?

2.58, Каково ускорение силы тяжести на поверхности Солнца, 
если радиус его в 108 раз больше радиуса Земли, а плотность сол­
нечной материи относится к плотности Земли, как 1 : 4?

2.59, В шаре радиусом R сделана сферическая полость, по­
верхность которой касается шара (рис. 2.28). Масса сплошного 
шара равнялась М. С какой силой этот шар будет притягивать 
шар диаметром R, имеющий плотность, равную плотности боль­
шего шара, если шары расположить так, как указано на рисунке?

2.60, В воде находится стальной шарик радиусом г и пузырек 
воздуха такого же радиуса. Расстояние между их центрами рав­
но L. Какая сила действует на шарик вследствие гравитации? 
Как изменится ответ, если стальной шарик заменить воздушным 
пузырьком того же радиуса? Массой воздуха в пузырьках прене­
бречь.

81



2«61* С какой силой притягивается к центру Земли тело мас­
сой т, находящееся на расстоянии г <  R3 от центра? Плотность 
Земли считать всюду одинаковой, ускорение свободного падения 
на поверхности Земли g0.

2.62, Внутри однородного шара плотностью р имеется сфериче­
ская полость, центр которой находится на расстоянии г от центра 
шара. С какой силой гравитационное поле будет действовать на 
частицу массой т, помещенную в полость?

2.63, Частица массой 1 кг движется по окружности радиусом
1 м. Зависимость пути, пройденного частицей, от времени опреде­
ляется уравнением s =  (2/2 + t + 1) м. По какому закону изме­
няется с течением времени сила, действующая на частицу? Чему 
будет равна эта сила в.тот момент, когда частица первый раз прой­
дет половину окружности?

2*64« Гоночный автомобиль массой 1800 кг идет по шоссе со 
скоростью 480 км/ч вдоль экватора. На сколько отличаются силы 
давления автомобиля на полотно дороги при его движении с запада 
на восток и с востока на запад?

2,65« На вертикальной оси укреплена горизонтальная штанга,' 
по которой могут без трения перемещаться два груза массами т х 
и т г, связанные нитью длиной I. Система вращается с угловой 
скоростью со. На каких расстояниях от оси вращения будут на­
ходиться грузы в состоянии покоя относительно штанги? Чему 
будет равно при этом натяжение нити? Что произойдет с грузами, 
если их немного сместить из найденного положения?

2.66, Наибольшее значение силы трения покоя между вращаю­
щимся диском и расположенным на нем грузом в 10 кг равно 24,5 Н. 
На каком максимальном расстоянии от оси вращения груз будет 
удерживаться На диске, не скользя по нему, если диск станет вра­
щаться со скоростью 0,5 об/сек? Чему радна сила трения груза 
о диск в тот момент, когда груз находится от оси вращения на 
половине найденного расстояния? Решите задачу при условии, 
что диск установлен в ракете, поднимающейся с ускорением 4g.

2.67« Динамометр вместе с прикрепленным к нему грузом мас­
сой 2 кг равномерно вращают в горизонтальной плоскости со ско­
ростью 1 об/сек. Показания динамометра при этом равны 39,2 н. 
Каковы будут показания динамометра, если скорость вращения 
увеличить до 1,5 об/сек? Упругость пружины динамометра 0,98 кн/м.

2*68., В известном аттракционе «мотоцикл на вертикальной 
стене» мотоцикл движется по внутренней поверхности вертикаль­
ного цилиндра радиусом 10 м по горизонтальному кругу. Какова 
при этом должна быть минимальная скорость движения мотоцикла, 
если известно, что коэффициент трения скольжения между шинами 
и поверхностью цилиндра равен 0,24? Под каким углом к стене 
должен быть при этом наклонен мотоциклист? Как будет двигаться 
мотоцикл, если скорость станет меньше (больше) найденной?

2*€9. Гирю массой 98 г равномерно вращают в вертикальной 
плоскости со скоростью 6 м/сек на стержне длиной 2 м. По какому
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закону будет изменяться сила, 
действующая вдоль стержня, в 
зависимости от его положения?
Чему будет равна эта сила в 
тот моменту когда гиря находит­
ся в верхней точке траектории, 
нижней т$чке, проходит гори­
зонтальное положение? Чему 
равна сила, действующая на 
груз в этих точках?

2,70, Какую максимальную 
скорость может развивать авто­
мобиль перед подъемом в гору, 
если допустимая перегрузка на 
передний мост автомобиля не 
должна превышать г% от его ве­
са? Радиус кривизны полотна 
дороги при подъеме равен R.

2,71« Какова должна быть 
максимальная длина выпуклого 
моста радиусом 100 м, чтобы 
автомобиль мог проходить по 
нему со скоростью 90 км/ч, не 
отрываясь от полотна дороги?

2.72, Две улицы выходят на 
площадь радиусом 98 м 
(рис. 2.29). Автомобиль трогает­
ся с места перед площадью и, равномерно набирая скорость, выез­
жает на улицу В. Коэффициент трения между асфальтом и ши­
нами равен 0,314. За какое минимальное время машина может 
проехать площадь, двигаясь по дуге окружности?

2.73, На краю платформы радиусом R, вращающейся вокруг 
вертикальной оси, стоит цилиндр высотой 2h и радиусом r ^ R . При 
каком значении угловой скорости платформы цилиндр опроки­
нется? Чему будет равна при этом сила трения, действующая меж­
ду цилиндром и платформой, если масса цилиндра m?

2.74, Стальной шарик диаметром 4 см катится по двум кольце­
вым рельсам, расположенным в горизонтальной плоскости. Ра­
диус кольца внешнего рельса 170 см. Определите, при какой наи­
большей скорости шарик не сойдет с рельс, если расстояние между 
ними равно 20 мм.

2.75, Два грузика массами 2 т  и т  соединены нитью длиной I 
(рис. 2.30). Нить пропущена через кольцо, укрепленное на верти­
кальном стержне. С какой угловой скоростью нужно вращать стер­
жень,чтобы нить была изогнута под углом 90°?

2.76, Средняя высота спутника над поверхностью Земли равна 
1700 км. Определите скорость и период обращения спутника
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вокруг Земли, считая ее радиус равным 6400 км, а ускорение сво­
бодного падения у поверхности 9,8 м/сек2.

2,77.; Определите расстояние от центра Земли до искусственного 
спутника и его скорость относительно ее поверхности, если спутник 
запущен так, что он движется в плоскости земного экватора и с 
Земли все время кажется неподвижным. Радиус Земли принять 
равным 6400 км.
 ̂ 2.78. Чему равна продолжительность лунного месяца, если
ускорение свободного падения у поверхности Земли равно 9,8 м/сек2 
и расстояние от Земли до Луны 3,85 · 105 км? Радиус Земли 
6370 км.

2.79. Расстояние от Земли до Луны равно 3,85 · 105 км, время 
обращения Луны вокруг Земли 27,32 суток. Зная, что спутник 
Сатурна Диона находится от него на расстоянии 3,77 · 105 км и 
период обращения этого спутника вокруг Сатурна 2,74 суток, оп­
ределите массу Сатурна. Радиус Земли 6,4 · 103 км.

2.80. На экваторе некоторой планеты тела весят вдвое меньше, 
чем на полюсе. Определите среднюю плотность вещества планеты, 
зная, что период ее обращения вокруг собственной оси равен
2 ч 27,5 мин.

2.81. Чему равен вес гири массой т  на экваторе и на широте 
60°, если известны масса земного шара М, его радиус R и период 
вращения 77

2.82. Кольцо массой т  и радиусом R вращается в горизонталь­
ной плоскости вокруг вертикальной оси, проходящей через центр 
кольца. Кольцо сделано из тонкой проволоки, выдерживающей 
натяжение F. С какой максимальной скоростью можно вращать 
кольцо, чтобы оно имело трехкратный запас прочности?

2.83. Во сколько раз увеличится максимально допустимая ско­
рость движения велосипедиста по наклонному треку с углом накло­
на а  по сравнению с допустимой скоростью на горизонтальном 
треке, если радиус закругления и коэффициент трения скольже­
ния / в обоих случаях имеют одинаковое значение?

2.84. Сфера радиусом R вращается с угловой скоростью ω 
около вертикальной оси (рис. 2.31). При каком минимальном коэф­
фициенте трения скольжения тело А будет удерживаться на по­
верхности сферы, не скользя по ней, так, чтобы радиус сферы, про­
веденный в точку А, составлял с горизонтом угол а? Каков будет 
ответ, если тело находится в точке В на внешней поверхности 
сферы?

2.85. Две штанги расположены под углом а  к вертикальной оси 
и лежат в одной плоскости с ней (рис. 2.32). На каждую штангу 
надета муфта массой т, соединенная с противоположной муфтой 
пружиной с жесткостью k. Система вращается'с постоянной угло­
вой скоростью ω так, что муфты находятся на одном уровне. Оп­
ределите расстояние между муфтами, если в недеформированном 
состоянии длина пружины равнялась /. Трение не учитывать.

2.86. На невесомом стержне длиной 21 укреплены два груза,
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Рис. 2,31. Рис. 2.32.

массой М каждый. Один груз находится в середине стержня, вто­
рой — на конце. Стержень представляет конический маятник и 
вращается вокруг вертикальной оси с угловой скоростью ω. Опре­
делите угол между стержнем и осью вращения. Точка подвеса 
стержня находится на его конце.

2.87, Внутри конуса, установленного в ракете, поднимающейся 
вертикально вверх с ускорением а, находится небольшое тело. Ко­
нус имеет при вершине угол 2а и вращается вокруг своей оси с 
угловой скоростью ω. На каком максимальном расстоянии от 
вершины конуса будет находиться тело, если коэффициент трения 
между телом и поверхностью конуса равен f? Ось конуса совпадает 
с продольной осью ракеты.

2.88, К вертикальной оси центробежной машины прикреплена
легкая нить, на конце которой находится тонкая замкнутая цепоч­
ка массой т. При вращении оси с угловой скоростью ω нить со­
ставляет с вертикалью угол а и цепочка образует кольцо, вращаю­
щееся в горизонтальной плоскости. Определите: а) расстояние 
между центром тяжести цепочки и осью вращения; б) натяжение 
нити. -

2.89« Мячик массой 60 г падает на пол с высоты 1 М и подскаки­
вает на высоту 0,5 м. Пренебрегая сопротивлением воздуха, опре­
делите среднюю силу удара мяча о пол, если известно, что продол­
жительность удара составляет 0,1 сек.
' 2.90. На корме шлюпки массой М стоит матрос массой т. 
Длина шлюпки I. В некоторый момент времени матрос начинает 
идти на нос шлюпки со скоростью v относительно лодки. Считая 
силу сопротйвления воды постоянной и равной F, определите:
а) скорость шлюпки в зависимости от времени; б) расстояние, на 
которое сместится матрос, перейдя с кормы на нос шлюпки.

2.91« Тело массой 10 г летит горизонтально со скоростью 
5 м/сек. Определите величину и направление импульса силы, если 
в конце действия импульса тело стало двигаться со скоростью
5 м/сек под углом 30° к своему начальному направлению.
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2.92, Гладкая вертикальная стенка движется в горизонтальном 

направлении со скоростью и. В стенку попадает шарик массой т, 

летящий со скоростью v, направленной под углом а  к. стенке. Счи­

тая удар абсолютно упругим, определите изменение импульса ша­

рика после соударения и угол, под которым шарик отлетит от 

стенки. Проанализируйте ответ в зависимости от и и а.

2.93, Доска массой М движется равномерно по гладкой гори­
зонтальной поверхности со скоростью v. Сверху на доску осторож­
но кладут кирпич массой т  =  М/2. Какое расстояние пройдет 
кирпич по доске за время проскальзывания? Коэффициент трения 
между доской и кирпичом равен /.

2.94, Плот массой М свободно скользит по поверхности воды 

со скоростью v. С берега на плот прыгает человек, скорость которо­

го в горизонтальном направлении равна и. Пренебрегая погруже­
нием плота при толчке, определите его скорость вместе с человеком 
для случаев, когда скорости плота и человека направлены в одну

v сторону, в противоположные, перпендикулярно друг другу. Масса 
человека т; трением плота о воду пренебречь.

2,95* Гладкий неупругий шарик из мягкого свинца налетает 
на такой же шарик, находящийся сначала в покое. Скорость перво­
го шарика в момент удара направлена под углом а  к линии цент­
ров шаров. Под каким углом разлетятся шары после удара?

2.96« Из орудия выстрелили вертикально вверх. Снаряд выле­
тел из ствола со скоростью и0 и в верхней точке разорвался на два 
одинаковых осколка. Первый осколок упал со скоростью v1 неда­
леко от места выстрела. Определите начальную скорость второго 
осколка и время, в течение которого он находился в полете после 
разрыва.

2.97. Снаряд, выпущенный под углом к горизонту, разорвался 
в верхней точке траектории на два осколка, отношение масс кото­
рых равно п. Один осколок после разрыва полетел горизонтально 
и упал недалеко от места выстрела. Определите, на каком расстоя­
нии X от этого осколка упадет второй осколок, если точка разрыва 
удалена по горизонтали от места выстрела на расстояние s.

2*98« При неудачном запуске ракеты под некоторым углом к 
горизонту она разорвалась в верхней точке траектории на высоте 
400 м на две одинаковые части. Через 2 сек после разрыва одна 
часть падает на землю под тем местом, где произошел взрыв. На 
каком расстоянии от места старта упадет второй осколок, если 
первый упал на расстоянии 1 км от стартовой площадки?

2.99. Через легкий блок, вращающийся на оси без трения, пе­
рекинута нить, на концах которой привязаны грузы одинаковой 
массы М. Один из концов нити пропущен через кольцо, укреплен­
ное на высоте h от соответствующего груза. В некоторый момент 
времени кольцо падает и остается на грузе. Определите время, за
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которое расстояние между грузами станет равным 2h. Масса коль­
ца т.

2,100. На тонкой пластинке лежит шар Массой М. Снизу верти­
кально вверх в шар стреляют из пистолета пулей массой т . Про­
бив пластинку, пуля ударяет в шар, который подскакивает на 
высоту А. На какую высоту поднимается пуля, если известно, что

в момент удара о шар она имела скорость v, направленную по оси 
шара, и пробила шар насквозь? Сопротивлением воздуха прене­
бречь.

2*101« Две лодки массой М и 2М двигались навстречу друг 
другу со скоростями, равными соответственно 2v и v. Когда лодки 
поравнялись друг с другом, из первой лодки во вторую перело­
жили мешок массой т . Скорость мешка относительно лодок в го­
ризонтальном направлении была равна и и направлена перпенди­
кулярно движению. Каковы станут скорости лодок? Решите зада- * 
чу при условии, что вначале лодки двигались перпендикулярно 
друг другу.

2.102. На горизонтальной плоскости сделан выстрел из вин­
товки. Ствол винтовки был поднят под углом 30° к горизонту и 
пуля массой 10 г попала в вагончик массой 2 кг, шедший со ско­
ростью 1 м/сек навстречу пуле. Определите скорость вагончика 
после удара пули, если известно, что она попадает в него на рас­
стоянии 100 м от места выстрела и что конец ствола и вагончик на­
ходятся на одном уровне. Как изменится ответ, если в-момент уда­
ра пули вагончик будет удаляться от места выстрела?

2.103, Лыжник массой М, скользящий с горы, у которой длина 
спуска равна / и наклон к горизонту а, на половине пути стреляет 
вертикально вверх. Ракета массой т  <ζ_ М вылетает из ракет­
ницы со скоростью и. Определите скорость лыжника в конце спус­
ка. Коэффициент трения лыж о снег равен /.

2Л 04. С высоты Н  без начальной скорости падает шар массой 
М. На высоте HI2 в шар попадает пуля массой т  <  М, имею­
щая в момент удара скорость и, направленную вниз под углом а 
к горизонту. Полагая, что пуля застревает в центре шара и про­
должительность импульса ничтожно мала, определите, с какой 
скоростью шар упадет на землю.

2,105. Человек, находящийся в неподвижной лодке, прыгает 
на берег под углом а  =  30° к горизонту со скоростью и0 *= 5 м/сек 
относительно лодки. Масса лодки М =  176 кг, масса человека 
т  =  60 кг. Определите: а) дальность прыжка; б) угол, под кото­
рым должен прыгнуть человек, чтобы дальность прыжка была наи­
большей.

2« 106. Тело массой m лежит на клине массой М с длиной осно­
вания I и высотой h. Определите расстояние, на которое.перемес- 
тится клин за то время, когда тело опустится с его вершины до 
основания. Трением пренебречь. Как будет направлена скорость 
тела в конце спуска?

87



2,107„ Через неподвижный блок переброшена веревка длиной 1, 
на концах которой на одной высоте висят два гимнаста массой m 
каждый. Через сколько времени первый гимнаст достигнет блока, 
если он полезет вверх со скоростью у0 относительно веревки? С ка­
кой скоростью он будет приближаться к блоку? Каково будет ус­
корение гимнастов и натяжение веревки? Массу веревки не учиты­
вать, трением на блоке пренебречь.

2*108* К свободному аэростату, масса которого М, привязана 
веревочная лестница длиной I, на конце которой находится чело­
век массой т. Аэростат не движется. Человек начинает подни­
маться по лестнице вверх. На какой высоте будет находиться чело­
век над землей в тот момент, когда он доберется до аэростата, если 
в начальный момент он находился от нее на высоте /i?

2*109* Плот с человеком плывет в спокойной воде со скоростью 
v. Человек находится в середине плота, масса плота М, масса чело­
века т . Человек проходит по плоту расстояние / со скоростью и 
относительно плота и останавливается. Какое расстояние пройдет 
плот за это время, если: а) человек шел в направлении движения 
плота; в сторону, противоположную движению плота; б) перпен­
дикулярно движению плота? В каком направлении и с какой ско­
ростью должен идти человек, чтобы плот не двигался?

Г л а в а З .  РАБОТА, МОЩНОСТЬ, ЭНЕРГИЯ

Основные понятия, законы и формулы

1. Работу постоянной силы f  на перемещении s ее точки при­
ложения измеряют произведением

А =  Fs cos а, (3.1)

где а  — угол между направлением силы и перемещения (скорости). 
Если на тело действуют несколько сил, каждая из которых совер­
шает над ним работу, то вся произведенная работа равна алгебраи­
ческой сумме работ отдельных сил:

л =  | л ,  V
i= l

Если в процессе совершения работы сила изменяется по вели­
чине или направлению, ее работу можно вычислить по формуле 
(3.1) при условии, что известно среднее значение силы на данном 
перемещении. Вычислить Fcр методами элементарной математики 
можно лишь для простейшего случая, когда величина силы F 
изменяется пропорционально перемещению s, т. е. когда

F =  ks, (3.2)

где k — некоторый постоянный коэффициент пропорциональности·
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По закону (3.2) изменяется, в частности, сила, действующая со 
стороны упругой пружины на растягивающие или сжимающие ее 
тела. Для пружины s — величина ее удлинения (сжатия); k — 
коэффициент упругости (жесткости) пружины, показывающий, 
какую, силу нужно приложить к пружине, чтобы ее растянуть 
(сжать) на единицу длины. Среднее значение переменной силы (3.2) 
на каком-либо перемещении равно полусумме ее значений Fa в 
начале и FK в конце этого перемещения:

F» +  FK 
р “  2 ·

Если FH =  0 и FK S3 F, работа силы (3.2) на перемещении s равна:

л =  ^  =  ^  =  (3.3)
2 2 2ft V '

Такую работу совершает и сила упругости при растяжении или
сжатии пружины из свободного состояния.

Работа по подъему тела массой т  в поле тяготения равна:

А =  mgha,T, (3.3')

где кал — перемещение центра тяжести тела по вертикали.

2. Мощность, развиваемая постоянной силой ^  составляющей 
угол а  с направлением перемещения, может быть рассчитана по 
формулам:

^  =  4  ' (3-4)

и N =  Fv cos α =  FTv, (3.4')

где FT =  F cos α — проекция силы на направление движения; v — 
скорость тела.

Используя формулу (3.4) для практических расчетов, необхо­
димо различать два возможных случая. Если по условию задачи 
требуется определить среднее значение мощности, то под v следует 
понимать среднюю скорость движения. Если же необходимо найти 
мощность в некоторый момент времени — мгновенную мощность, 
за v нужцо принять мгновенное значение скорости в этот момент. 
К мгновенной мощности относятся максимальная и минимальная 
мощности.

Понятие мощности вводится для оценки величины работы, кото­
рую совершает или может совершить та или иная машина (меха­
низм) в единицу времени, поэтому в формуле (3.4) под FT всегда 
подразумевается одна строго определенная сила — сила тяги, 
направленная в сторону перемещения рассматриваемого тела.

3. Физическое состояние, всех тел и полей определяется различ­
ными видами движения материи, каждый из которых · характерн­
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зуется рядом величин. Существует скалярная физическая величина, 
которая при любых изменениях, происходящих в изолированной 
системе тел (полей), остается неизменной и поэтому может быть при­
нята за единую количественную меру движения материи. Единую 
количественную меру движения материи, не зависящую от форм 
этого движения, называют энергией.

В различных процессах и явлениях, обусловленных проявле­
нием того или иного вида движения материи, в каждом конкрет­
ном случае энергию’ можно выразить через комбинации физиче­
ских величин, характеризующих частные свойства материи и ее 
движения.

Поскольку движение материи изменяется лишь при взаимодей­
ствии тел и в процессе такого взаимодействия всегда совершается 
работа, то за величину энергии принимают работу, которую может 
совершить тело или система тел, находясь в данном состоянии. 
Учитывая это, энергию, хотя она и является одной из фундамен­
тальных физических характеристик, для большей наглядности 
определяют как величину, показывающую, какую работу может 
совершить тело (поле) или их система.

Часть энергии тела, соответствующую механическим формам 
движения материи, называют механической энергией. Ее принято 
делить на кинетическую и потенциальную. В случае движения ма­
териальной точки или поступательного движения твердого тела 
кинетическая энергия равна:

К  =  (3.5)

Потенциальная энергия представляет собой часть механической 
энергии, обусловленную взаимным расположением тел или частей 
тела и их взаимодействием друг с другом. Потенциальную энергию 
измеряют работой, которая может быть совершена вследствие из­
менения конфигурации данной системы.

Потенциальную энергию сжатой (растянутой) пружины изме­
ряют работой, которую может совершить сила упругости при воз­
вращении пружины в исходное состояние. Согласно (3.3) величина 
ее равна·

=  (3.6)

Потенциальную энергию тел, расположенных около Земли, изме­
ряют работой, совершаемой силой земного притяжения при удале­
нии тел от Земли на бесконечно большое расстояние.

Эта работа, а следовательно, и потенциальная энергия тела
массой т , находящегося на расстоянии r >  R3 от центра Земли,
равна:

X  =  _ Y ^  =  - tngr, (3.7)
t

где у — гравитационная постоянная; М — масса Земли.
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На поверхности Земли (г =  R3) тело обладает потенциальной 
энергией

=  (3.7')

Для большинства практических вопросов* связанных с движе­
нием тел у поверхности Земли, наибольший интерес представляет 
не само значение потенциальной энергии, а 'ее изменение, равное

AWn =  mgh. (3.8)

Эта формула справедлива лишь для перемещения h тел по вертика­
ли на расстояние во много раз меньшее, чем среднее расстояние от 
тела до центра Земли, так как лишь при этих условиях.можно пре­
небречь изменением силы тяжести с высотой и считать ее постоян­
ной. Для тел, расположенных вблизи поверхности Земли, выраже­
ние, стоящее в правой части формулы (3.8), рассматривают обыч­
но не как изменение потенциальной энергии, а как ее значение на 
высоте h, отсчитанной от поверхности Земли. (Потенциальную 
энергию на уровне поверхности Земли принимают равной нулю.)

Полная механическая энергия системы тел равна арифметичес­
кой сумме кинетических и потенциальных энергий всех тел, вхо­
дящих в данную систему:

№Π0* „ = Σ Κ  + Σ № η·

Кинетические энергии тел суммируются арифметически, поскольку 
они не зависят от направлення движения, потенциальные энергии 
тяготения могут иметь положительное и отрицательное значение 
в зависимости от выбора уровня отсчета высоты.

В изолированной системе тел при любых переходах системы 
из одного состояния в другое полная энергия системы (включая 
все известные виды энергии) остается неизменной (закон сохране­
ния энергии). Если в такой системе механическая энергия не пре­
образуется в другие виды энергии (и наоборот), полная механиче­
ская энергия системы остается постоянной:

Г полн =  const. (3.9)

Из закона сохранения механической энергии как следствие 
вытекает:

а) Если в, какой-либо момент времени полная механическая 
энергия изолированной системы равна Wit а в любой последую­
щий момент времени Wz, то

— W1 =  0. (3.90

б) В применении к наиболее часто встречающемуся случаю,
когда в задаче рассматривают изолированную систему, состоящую 
из двух тел — Земля плюс тяжелый предмет у ее поверхности, — 
уравнение (3.9') можно представить в виде:

mA + m g h - mA ^ ,  (3.9")

91



где vx и v2 — скорости тела относительно поверхности Земли в пер­
вом и втором состоянии; h — перемещение тела по вертикали. 
Изменение энергии самой Земли при этом не учитывают.

в) Если на тело (систему тел) в процессе его перехода из одного 
состояния в другое, помимо силы земного притяжения, действуют 
другие внешние силы, то изменение полной механической энергии 
равно работе этих сил:

Г  2 — WL =  А. (3.10)

В том случае, когда в левой части этого уравнения изменение 
потенциальной энергии тяготения учтено, работа силы тяжести Р 
и ее составляющих в Л не включается.

Решение задач. Примеры

1. Правила решения задач о работе постоянной силы сводятся 
' к следующим:

а) Прежде всего надо установить, работу какой силы требуется 
определить, и записать исходную формулу: А =  Fs cosa, где F 
может быть и равнодействующей, и отдельной силой.

б) Сделать чертеж, указав на нем силы, приложенные к телу.
в) Установить, чему равен угол a между направлением вектора 

силы, работу которой нужно вычислить, и направлением перемеще­
ния (скорости).

г) Если сила условием задачи не задана, ее следует найти из 
уравнения второго закона динамики.

д) Найти величину перемещения (если оно неизвестно) по фор­
мулам кинематики.

е) Подставить найденные выражения для F и s в формулу рабо­
ты и провести вычисления.

2. Задачи на работу переменной силы решают в основном по 
формулам (3.3). Для решения таких задач необходимо:

а) Установить, работу какой силы нужно определить, и за­
писать одну из трех расчетных формул в зависимости от того, что 
в данной задаче считается известным и неизвестным.

б) Сделать чертеж, на котором указать все силы, приложенные 
к телу. .

в) Определить, чему равна сила, совершающая работу над 
телом, и подставить ее выражение в исходную формулу (обычно 
такими силами являются сила упругости пружины, переменная си­
ла трения, переменная выталкивающая сила жидкости).

г) Если конечное значение силы не задано, из дополнительных 
условий нужно определить коэффициент пропорциональности k
и, подставив найденное выражение k в расчетную формулу (3.3), 
провести вычисления.

3. Решение задач механики, связанных с расчетом мощности, 
развиваемой постоянной силой, основано на применении формул 
(3.4) и (3.4').
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а) Приступая к решению задач такого типа, необходимо сна­
чала установить, какую мощность требуется определить— сред­
нюю или мгновенную. Далее следует записать исходную формулу, 
подразумевая под v в первом случае среднюю скорость на задан­
ном участке пути, во втором — мгновенную скорость в конце 
рассматриваемого перемещения..

б) Сделать чертеж, указав на нем все силы, приложенные к 
телу, и заданные кинематические характеристики движения.

в) Составить основное уравнение динамики материальной точ­
ки и найти из него силу тяги FT.

г) Если значения уср или v не заданы, то определить их из 
формул кинематики.

д) Подставить в формулу мощности вместо ни FT их выраже­
ния и провести окончательный расчет.

4. Уравнение закона сохранения и превращения энергии (3.10), 
представляющее одну из самых общих формул динамики, позволя­
ет при известном навыке решить почти все задачи элементарной 
механики, включая многие из тех, что были разобраны в главе 2. 
Во многих задачах это уравнение является одним из основных, 
которое вместе с уравнением второго закона динамики и уравнением 
закона сохранения импульсов составляет полную систему уравне­
ний, описывающих данное явление. Особенно удобно (а во втором 
случае просто необходимо) использовать закон сохранения энергии 
при решении задач, где: а) дается два механических состояния 
или положения тела в пространстве при равнопеременном движе­
нии; б) рассматриваются два состояния или положения тела (или 
системы тел) в процессе неравномерно переменного движения.

Общую схему решения задач, требующих составления уравне­
ния закона сохранения энергии, можно представить так:

а) Сделать схематический чертеж и записать формулу закона 
сохранения и превращения энергии:

W2— Wx =  А.

б) Установить первое и второе положение рассматриваемого 
тела (системы тел). Ими обычно служат начальное и конечное 
положение.

в) Выбрать нулевой уровень отсчета потенциальной энергии. 
Его можно взять произвольно, но удобнее выбирать или по само­
му нижнему положению, которое занимает тело при своем движе­
нии, или отсчитывать от уровня, на который опускается тело, пере­
ходя из первого положения во второе.

г) Расставить все внешние силы, действующие на тело в произ­
вольной точке траектории, и отметить кинематические величины 
и и h, характеризующие механическую энергию тела (системы) в 
первом и втором положениях.

д) С помощью формул (3.1), (3.3), (3.5) и (3.6) составить выра­
жения для работы внешних сил и полной механической энергии 
тела (системы) в положениях I и II. Подставить эти выражения
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Рис. 3.1.

в исходное уравнение закона 
сохранения энергии и найти 
из него ту величину, кото­
рая считается неизвестной. 
Если неизвестных оказывает­
ся больше одного, то к сос­
тавленному уравнению зако­
на сохранения энергии нужно 
добавить основное уравнение 
динамики материальной точ­

ки, уравнение закона сохранения импульса или формулы кине­
матики. В результате получится система уравнений, совместное 
решение которых позволяет определить искомую величину.

Пример 1. Вагонетку массой т  — 3 т поднимают по рельсам 
в гору, наклон которой к горизонту равен β =  30®. Какую работу 
совершила сила тяги на пути s =  50 м, если известно, что вагонет­
ка двигалась с ускорением а =  0,2 м/сек2!  Коэффициент трения 
принять равным / =  0,1; g =  10 м/сек2.

Р е ш е н и е ,  а) По условию задачи необходимо вычислить ра­
боту постоянной силы тяги FT. Эта работа определяется формулой:

А — FT-s cosa. (1)

б) Делаем чертеж (рис. 3.1) и расставляем силы, действующие 

на вагонетку: это сила тяги FT, сила тяжести =  mg, сила тре­

н и я !^  и реакция опоры ~N.
По условию задачи сила тяги направлена вдоль перемещения,

поэтому угол a  между FT и перемещением равен нулю и, следова­
тельно, cosa =  1. (Этот угол не следует путать с углом наклона β 
плоскости.)

Для определения силы тяги разложим силу Р, как обычно,

на составляющие P sin β и " ? cos β и запишем уравнение второго 
закона динамики в проекциях на ось, совпадающую е ускорением,

Ft — P sin β — FTp =  та.

Откуда с учетом того, что ^тр — fN =  fP cos β и P =  mg, получим:

Fj — т{а 4· g sin β -φ- fg cos β).

Подставляя значение силы тяги в уравнение (1), найдем:

А =  т(а φ  ^εΐηβ Ф  fg οοδβ) s, А «900 дж.

Пример 2. Две пружины одинаковой длины, имеющие коэффи­
циенты жесткости kx =  9,8 н/см и k2 — 19,6 н/см, соединены меж­
ду собой концами (параллельно). Какую работу нужно совершить, 
чтобы растянуть пружины на ^  =  1 см? Чему будет равна эта ра­
бота, если пружины будут соединены между собой только одним 
концом (последовательно)?
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Р е ш е н и е .  Чтобы растянуть или сжать пружину на задан­
ную величину, к ней нужно приложить силу, величина которой за­
висит от упругих свойств пружины. Эти свойства характеризуются 
ее коэффициентом жесткости k. При небольших удлинениях или 
сжатиях упругих пружин можно с большой степенью точности 
считать, что удлинение s пружины прямо пропорционально при­
ложенной к ней силе, т. e. F =  ks. Работа такой силы, как 
мы знаем, может быть рассчитана по второй формуле (3.3), если 
известны удлинение и жесткость пружины. При параллельном или 
последовательном соединении пружин с известными коэффициен­
тами жесткости kx и k2 их общую жесткость /г0 можно вычислить 
следующим образом:

а) При растяжении силой F0 двух пружин, соединенных па­
раллельно, общее удлинение пружин

s0 =  Si =  s2, (1)

где sx и s2 — удлинения первой и второй пружины. Если растяну­
тые пружины находятся в равновесии и массы их ничтожно малы, 
то сила, деформирующая пружины, равна сумме сил Fx и F2 натя­
жений пружин, т. е.

Fn =  Fx + Fz. (2)

Согласно формуле (3.2) для системы пружин и каждой пружи­
ны в отдельности можно записать:

F0 =  k0s0\ Fx =  kxSx\ F2 =  k2sz. (3)

Исключая из уравнений (1)—(3) силы и удлинения, получим:

К ~ kx + k2. (4)

В общем случае при параллельном соединении η пружин их общий 
коэффициент жесткости равен:

k0 — ITftj. 
ί—1

Зная коэффициент жесткости двух пружин, соединенных па­
раллельно, и удлинение, легко найти работу, совершенную силой 
F0. Согласно формуле (3.3) она равна:

а  ___ о̂®о ______(fei ^2) sjj.

0 ~ ~  _  2 ’ 

і40 =  0,147 дж.

б) При растяжении двух пружин, соединенных последователь­
но, натяжение каждой пружины равно внешней приложенной силе:

F0 =  Fx =  Fz, (1)

а общее удлинение — сумме удлинений каждой пружины:

s0 =  sx + s2. (2)

Кроме того, для системы пружин и каждой пружины в отдельности
будут иметь место соотношения (3).



Исключая из уравнений (1), (2) и (3) силы и удлинения, получим:

_1_ =  _1— j_
h  ki k%

откуда fe0 =  · (5)
«1 -}“ «2

В общем случае при последовательном соединении η пружин их 
общий коэффициент жесткости можно найти из формулы

Л

J-  =  V  J-
К , £  а,

Работа по растяжению двух параллельно соединенных пружин 
согласно формуле (3.3) будет равна:

Л2 =  —  =  А =  Q оз7 дж.
2 2 2(*! + /г2)

Пример 3. Самолет массой т  =  3 τ для взлета должен иметь 
скорость v — 360 км/ч и длину разбега s =  600 м. Какова должна 
быть минимальная мощность мотора, необходимая для взлета само­
лета? Силу сопротивления движению считать пропорциональной 
силе нормального давления, средний коэффициент сопротивления 
принять равным / =  0,2. Движение при разгоне самолета происхо­
дит равноускоренно.

Р е ш е н и е .  В задаче требуется определить мгновенную 
мощность мотора в момент взлета самолета. Она и будет являться 
той минимальной мощностью, при которой самолет может еще на­
брать скорость, необходимую для отрыва от земли:

А'мин =  FTV. (1)

При разгоне самолета на его винт действует со стороны отбра­

сываемого воздуха сила тяги FT, кроме того, к самолету приложены 

сила тяжести Р =  mg, нормальная реакция опоры N и сила со­

противления, равная по условию задачи fP. Согласно второму 
закону Ньютона

FT — fP =  та или FT — fmg =  та. (2)

Поскольку известны длина s разбега самолета и скорость при 
отрыве v, ускорение самолета можно найти из формулы:

fi2
а =  — . (3)

2s v

Исключая из уравнений (1)—(3) неизвестные величины FT и а, 
получим для минимальной мощности:

=  m (|r + Ї ї)  v> =  3000 квт·
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Примсі 4, Поезд, масса которо­
го равна т  =  784 г, начинает 
двигаться под уклон и за /=50 сек 
развивает скорость v =  18 км/ч.
Коэффициент сопротивления ра­
вен f =  0,005, уклон φ =  0,005.
Определите среднюю мощность ло­
комотива, считая силу сопротив­
ления пропорциональной силе нор­
мального давления.

У к а з а н и е .  Уклоном называют отношение высоты наклона
h

плоскости к ее длине; уклон φ =  — =* sin а, где α — угол на­

клона плоскости к горизонту.
Р е ш е н и е .  Среднюю мощность, развиваемую силой тяги 

локомотива, можно определить по формуле:

tfcp = Ft <V (D
Силу тяги находим из уравнения второго закона Ньютона. 

Для его составления расставляем силы, приложенные к поезду

(рис. 3.2): силу тяги FT, действующую со стороны рельс (силой 
тяги здесь является сила сцепления колес с рельсами), силу тяже­

сти ~Р =  mg, нормальную реакцию опоры и силу сопротивления 

движению Fc.

Разложив силу тяжести на составляющие ~Р sin а  и T^cos 
составляем основное уравнение динамики в проекциях на ось, сов­
падающую с направлением движения:

FT -f-Psina — Fc =  та; 

но так как по условию

Fc =  fQ =  fmg cosa,

получим:

FT ·+· mg sin a — fmg cos a =  та. (2)

Формулы кинематики дают:

p - f .  (3)

Решая систему уравнений (1)—(3) относительно Ncp, получаем: 

Ncp =  m^-j- + /gcosa — gsinaj »  m + fg —

Ncp =  200 κβτ.

Пример 5. Камень брошен под некоторым углом к горизонту

со скоростью όχ (рис. 3.3). Пренебрегая сопротивлением воздуха,
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Рис. 3.3.

определите, на какой высоте от го­
ризонта скорость камня уменьшится 
вдвое.

Р е ш е н и е .  Многие задачи ди­
намики в курсе элементарной физи­
ки можно решить двумя способами: 
или с помощью уравнения второго 
закона Ньютона, или с помощью за­
кона сохранения энергии. Данную 
задачу проще решить, применив урав­
нение закона сохранения энергии.

а) Записываем основное уравнение энергетического баланса:

А =  W» -  Wv

Отмечаем первое (I) и второе (II) положение камня: в начальной 
точке траектории и на искомой высоте. За нулевой уровень отсче­
та потенциальной энергии принимаем нижнее положение, которое 
занимает камень по условию задачи — уровень бросания 00.

б) Расставляем силы, приложенные к камню. На него дейст­

вует только сила тяжести Указываем вектор скорости v2 и вы­
соту h камня над уровнем 00 в положении II.

в) Так как внешние силы на тело не действуют (в системе тело —
Земля сила Р считается внутренней и ее работа учитывается изме­
нением потенциальной энергий), то их работа

А =  0.

Полная механическая энергия камня в первом положении равна:

mof

во втором:

W i —

Подставляем выражения для A, W t и W2 в исходную формулу:

md , mo? *
0 =  —  + m g h - — ,

откуда после упрощений получим: 

0 =  ιξ -f 2gh

Так как по условию задачи υ% = Лі.
2

h =

ν{.

, το

3Vj

eg

Несмотря на то что при решении задачи мы не использовали 
угол бросания а  и в ответ он не вошел, полученный результат
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Рис. 3.4.

т

о

неявно зависит от а. Можно легко показать, что 

условие Ό% =  -у- имеет место лишь в том слу·

чае, если а  >  60®. Рекомендуем доказать это са­
мим читателям.

Пример 6. Груз массой т  =  1 кг падает с 
высоты h =  240 м и углубляется в песок на 
s =  0,2 м (рис. 3.4). Определите среднюю силу 
сопротивления грунта, если начальная ско­
рость падения груза v0 =  14 м/сек. Сопротив­
ление воздуха не учитывать.

Р е ш е н и е .  Делаем чертеж и записываем 
исходное уравнение закона сохранения и прев­
ращения энергии:

А =  W2 -  Wv

Выбираем уровень ОО отсчета потенциальной энергии по само­
му нижнему положению груза (но не от поверхности земли!).

На груз при свободном падении внешние силы не действуют

(в системе тело — Земля сила тяжести — внутренняя сила). При 
перемещении груза в земле внешней силой, действующей на него,

является сила сопротивления грунта 7ζ. Работа этой силы равна

А =  - F as

(знак «минус» указывает, что сила направлена в сторону, противо­
положную движению, и образует с вектором скорости угол 180*, 
cos 180® =  —1). В положении I груз обладает механической энер­
гией:

«On
+ mg (ft + s).

В положении II кинетическая, а также потенциальная энергия 
относительно выбранного уровня равны нулю, т. e. W2 =  0. Под­
ставляя найденные выражения для работы и полной энергии в ис­
ходное уравнение, получим:

Fcs =  — ■ ■mg(h + s).

Откуда после подстановки числовых значений

Fc =
т

γ  + g (ft + s) 

12 кн.

Пример 7. Тяжелый шарик соскальзывает без трения по на­
клонному желобу, образующему «мертвую петлю» радиусом R. 
С какой высоты шарик должен начать движение, чтобы не отор­
ваться от желоба в верхней точке траектории?
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Р е ш е н и е .  Нам дана 
задача о неравномерно пе­
ременном движении мате­
риальной точки по окружнос­
ти. Причем в процессе этого 
движения изменяется поло­
жение точки по высоте. Эта 
и подобные задачи относятся 
ко второй группе задач о 
криволинейном движении, и, 
как указывалось выше, Глав­
ным в их решении является 

составление уравнения закона сохранения энергии и уравне­
ния второго закона Ньютона по нормали к траектории дви­
жения.

Делаем чертеж (рис. 3.5) и записываем формулу закона сохране­
ния энергии:

А =  W2 — Wv

Первым считаем положение шарика в начале движения, вто­
рым — положение в верхней точке траектории. Уровень отсчета 
высоты выберем на поверхности стола.

В процессе движения на шарик действуют две силы: сила тяже­

сти Р  =  mg и нормальная реакция опоры N. Работа силы тяжести

учитывается в изменении потенциальной энергии, сила N работу 
не совершает, так как она всюду перпендикулярна перемещению 
(в формуле работы cos а  =  0), поэтому

А =  0.

Полная механическая энергия шарика в первом и втором слу­
чаях равна соответственно:

Wx =  mgh

и

W.
mi
ΊΓ

+ mg 2 R.

Подставляя выражения для работы и энергии в исходное урав­
нение, получим:

откуда

0  ---2mgR — mgh,

v2 + 4 gR — 2gh =  0. (1)
В верхней точке петли на шарик в общем случае действуют вниз 

две силы и N. Следовательно, по второму закону Ньютона

N + P =
mv*
R '

(2)
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При пуске с достаточно большой высоты шарик приобретает 
такую скорость, что в каждой точке петли давит на желоб с неко­

торой силой N, разной в разных точках. По третьему закону 
Ньютона желоб действует на шарик с той же по величине силой 
в противоположную сторону и отжимает его на дугу окружности 
радиусом R.

По мере уменьшения начальной высоты спуска скорость шарика 
в верхней точке петли уменьшается и при некотором значении h 
становится такой, что он пролетает верхнюю точку петли, лишь 
касаясь желоба. Для этого предельного случая N =  0, и уравнение 
второго закона примет вид:

откуда gR =  v2. (3)

Такой же результат получается из анализа уравнения (2). При 
заданном радиусе R величина N уменьшается с уменьшением ско­
рости v, пока не достигнет нуля. Это соответствует минимальной 
высоте, когда шарик еще описывает «мертвую петлю».

Решая уравнения (1) и (2) совместно относительно h, получим:

h =  2,5 R.

Пример 8. Люстра массой 10 кг висит на цепи, прочность кото­
рой равна F — 196 н. На какой максимальный угол а  можно откло­
нить люстру от положения равновесия, чтобы при последующих 
качаниях люстры цепь не оборвалась?

Р е ш е н и е .  1. Делаем чертеж (рис. 3.6), отмечаем первое 
и второе положения люстры и записываем уравнение закона сохра­
нения энергии:

A =  WZ- W 1,

приняв (пока без доказательства), что наибольшее натяжение нить 
испытывает при прохождении люстрой положения равновесия. За 
начало отсчета потенциальной энергии примем самое нижнее поло­
жение люстры — уровень 00.

Отмечаем высоту h и скорость v люстры в нижнем положении.
На люстру при ее движении действуют сила натяжения це­

пи Т и сила тяжести Р — mg. Во время движения сила натяжения 
всюду направлена под углом 90° к вектору скорости, поэтому при 
перемещении люстры из положения / в положение I I  работа этой 
силы равна нулю: А — 0.

Значения полной энергии люстры в указанных''положениях рав­
ны соответственно:

W ^ m g h H W ^ t f ,
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-так как в положении 1 скорость люстры, а в положении I I  высота 
люстры над уровнем 00 равны нулю. Подставляя найденные выра­
жения для работы и полной анергии в исходную формулу, получим:

γ  — mgh =  0,

откуда Vі  =  2 gh. (1)

2. Чтобы найти положение, при котором цепь испытывает наи­
большее натяжение, нужно в произвольной точке траектории со­
ставить уравнение второго закона Ньютона для люстры по радиусу 
вращения и исследовать зависимость Г  от φ.

Предположим, что в некоторый момент времени цепь составляет 
с вертикалью угол φ. На люстру здесь будет действовать сила тя­

жести Р и сила натяжения цепи 7Υ Под действием этих сил люстра 
движется по дуге окружности, обладая нормальным и касательным 
ускорениями.

■■'У
Разложим силу тяжести Р на составляющие по направлению 

радиуса и касательной.

Составляющая Р sin φ, действуя вдоль касательной, изменяет 
величину скорости, Сообщая люстре касательное ускорение. Соглас­
но второму закону Ньютона

mg sin φ =  ituig, откуда =  g sin φ.
-■> —у-

Силы Т и Я cos φ направлены перпендикулярно вектору скоро­
сти, поэтому они изменяют только его направление, сообщая лю-

стре нормальное ускорение а Нетрудно заметить, что Τ’ >  Р cos φ 
(от своего начального направления движения люстра отклоняется

вверх), поэтому уравнение второго закона Ньютона в проекциях 
по направлению нормали будет иметь вид:

T — mg cos φ =
R

где і? — длина цеии; v — скорость люстры в рассматриваемой точ­
ке траектории.

Центростремительной силой здесь являлась бы сила, равная 
по величине разности Т — Р cos φ и направленная к точке В. Из 
последнего уравнения видно, что сила Г будет иметь наибольшее 
значение, когда скорость люстры максимальна, а угол φ минимален, 
т. е. в тот момент, когда люстра проходит положение равновесия. . 
Для этого положения v =  1>маке , φ =  0 и, стало быть,

Т — mg =

С увеличением скорости имакс прохождения люстрой нижнего 
положения сила натяжения Т возрастает, поскольку Р и R не 
изменяются. Согласно (1) vmKC в свою очередь тем больше, чем 
больше высота подъема ft, т. е. чем больше начальный угол откло­
нения люстры а. С увеличением а  сила Т, а значит, и равная ей 
(по величине и противоположная по. направлению) сила, стремя­
щаяся разорвать цепь,. возрастает, пока не достигнет при некото­
ром предельном значении угла а  допустимого значения, равного 
по условию задачи Т =  2Р. Цепь в этом случае будет находиться 
на грани разрыва, и уравнение второго закона динамики можно 
переписать так:

2 m g - m g - η ? '

откуда

gR =~ ϋ2. (2)

3. Для нахождения предельного угла отклонения апр состав­
ленных уравнений недостаточно. Необходимо еще выразить ка­
кую-нибудь тригонометрическую функцию этого угла через вели­
чины h и R, входящие в уравнения динамики. Из треугольника 
ABC

BG R  h
003 “ пр =  -τς-, или, иначе, cos απρ =  — . (3)

Au А

Решая уравнения (1)—(3) совместно, получим: 
cos а  „р  =  0,5, 

откуда искомый угол а  пр =  60°.
Пример 9. Вокруг горизонтальной оси может свободно (без. 

трения) вращаться легкий рычаг (рис. 3.7), плечи которого равны
1х и /2. На концах рычага укреплены грузы массами, равными со­
ответственно т х и т 2. Предоставленный самому себе, рычаг пере­
ходит из горизонтального положения в вертикальное. Какую ско­
рость будет иметь в нижней точке второй груз?
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Рис. 3.7.

P е ш е н и e. В задаче рассматри­
вается неравномерно переменное дви­
жение системы материальных точек. 
Решать эту задачу нужно с помощью 
закона сохранения энергии. Приняв за 
первое положение системы начальное 
положение штанги, а за второе — ее 
положение в момент прохождения вер­
тикали, записываем исходное уравне­
ние:

А -  .W t — Wv

Потенциальную энергию грузов будем 
отсчитывать от нижнего уровня 00.

Из внешних сил на движущийся рычаг с грузами действуют · 
только силы со стороны оси. Если пренебречь трением, то можно 
считать, что работа этих сил равна нулю (А — 0) и поэтому полная 
энергия грузов не меняется. Поскольку масса рычага ничтожно 
мала, в горизонтальном положении система обладает механиче­
ской энергией, равной сумме потенциальных энергий первого и 
второго грузов, т. е.

Wi = Щёк +
(кинетические энергии грузов в этом положении равны нулю, так 
как равны нулю их скорости). В вертикальном положении полная 
механическая энергия системы равна:

„„ щи\ „ , ,
2 =  "Ύ “ + + У  "1-- ~>

где vj и о2 — скорости соответственно первого и второго грузов.
Подставляя полученные выражения для полной энергии в ис­

ходную формулу и учитывая, что внешние силы работу не совер­
шают, получаем:

—  + Щё (h + к) + — --- {Щ + т г) gl2 =  0. (1)

В этом уравнении содержатся две неизвестные величины — 
скорости грузов. Второе, недостающее уравнение получим, исходя 
из того, что в каждый рассматриваемый момент времени радиусы 
вращения всех точек рычага имеют одинаковую угловую скорость ω,
и, следовательно, в положении I I

=  Sl. — 
h h

Исключая из уравнений (1) и (2) vv находим:

ω 2 = / / *  (2)h h

2 (тг12 — щіх) g

Щі\ + тЛ
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Пример 10. Для определения 
скорости пули применяется бал­
листический маятник (рис. 3.8), 
состоящий из деревянного бруска, 
подвешенного на легком стержне.
При выстреле в горизонтальном 
направлении пуля массой т  попа­
дает в брусок и застревает в нем.
Какова была скорость пули, если 
маятник поднимается на высоту 
ft? Масса бруска равна М\трение 
в подвесе и массу стержня не учи­
тывать.

Р__е ш е н и е. Это одна из распространенных задач на неупру­
гий удар двух тел, в результате которого изменяется их положение 
по высоте. Неупругим ударом называют удар, при котором проис­
ходит полное или частичное превращение механической энергии 
в тепловую. Важно отметить, что при неупругом ударе тел их меха­
ническая энергия до соударения не равна механической энергии 
после удара: часть механической энергии расходуется на остаточ­
ную деформацию тел, вызывая их нагревание.

а) Составляем уравнение закона сохранения энергии. За по­
ложение I нужно принять положение системы в тот момент, когда 
деформации закончились и пуля и брусок начинают двигаться как 
одно целое с некоторой, пока неизвестной скоростью t»!· Напом­
ним, что во всех задачах на упругое и неупругое соударение тел, 
когда нет специальных оговорок, предполагается, что удар про­
исходит очень быстро и за время удара тела не усревают заметно 

сместиться. Иными словами, нужно предположить, Что скорость с»! 
возникает мгновенно и маятник не успевает при ударе отклониться 
от вертикали.

Положение I I  соответствует положению маятника в верхней 
точке. Отсчитывая потенциальную энергию от уровня 00 и прини­
мая во внимание, что при переходе из положения I  в положение I I  
внешние силы работы не совершают, уравнение закона сохранения 
энергии можно записать так:

W2 — Wj. = 0.

Откуда с учетом того, что

W iJ l L ± M

и

W2 =  (m + M)gh,

получаем:

ϋι2 =  gh. (1)

\

\ Ж 
4 л У
> f  

m+M - y

m

Рис. 3.i
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б) Скорость тел после неупругого удара можно определить из 
уравнения закона сохранения импульсов, если считать, что за

время соударения внешние силы Т и Р практически не влияют на 
изменение скорости тел. До удара пуля обладает скоростью v0, 
брусок покоится, поэтому импульс системы пуля — брусок

K i =  mv0.

В конце удара пуля и брусок начинают двигаться из положения 
равновесия вместе со скоростью £>ι, следовательно, их. импульс в 
этот момент равен: -

/С2 =  (ш + M)vv

Так как при ударе импульс внешних сил считается равным нулю, 
то

Κι -  К„
или

mv0 — (m -г M)vv (2)

Решая уравнения (1)—(2) относительно начальной скорости 
пули, получим:

«  + М у щ ,
пг

Пример 11. Космический корабль, имеющий массу М и скорость 
vh сталкивается с метеором массой m, летящим со скоростью v%. 
Метеор попадает в середину лобовой части корабля под углом а  
к его продольной оси. Считая удар абсолютно упругим и прене­
брегая трением между обшивкой корабля и метеором, определите 
скорость корабля после удара.

Р е ш е н и е .  Задачи на упругое соударение тел решают с по­
мощью законов сохранения энергии и количества движения. Обыч­
но в этих задачах даются скорости тел до удара и нужно найти их 
скорости после соударения. Механизм взаимодействия идеально 
гладких тел при абсолютно упругом ударе вдоль линии центров 
тел можно представить примерно так. При соприкосновении тел, 
например шаров, возникают силы упругости, увеличивающиеся до 
тех пор, пока скорости шаров не сравняются. В этот момент де­
формация и потенциальная энергия шаров достигает наибольшего 
значения, а кинетическая энергия — минимального. Затем форма 
шаров начинает восстанавливаться, силы упругости начинают рас­
талкивать шары до тех пор, пока они не разойдутся. Потенциаль­
ная энергия деформации полностью переходит в энергию движе­
ния. В результате кинетическая энергия перераспределяется меж­
ду соударяющимися телами, причем ее суммарная величина не 
меняется.

Абсолютно упругим ударом называют удар, при котором меха­
ническая энергия тел остается неизменной.

Если в момент удара скорости тел направлены под углом а 
к линии их центров, то в процессе удара происходит не только де-
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Рис. 3.9.

формация тел и сближение их центров, но и проскальзывание од­
ного тела по поверхности другого. Помимо сил, направленных по 
нормали к поверхности соприкосновения, возникают силы трения 
скольжения, действие которых рассчитать очень трудно.

В тех случаях, когда тела достаточно гладкие и сила трения во
много раз меньше силы упругого действия по нормали, задача об
ударе решается сравнительно просто — она сводится к задаче о 
центральном ударе, поскольку при отсутствии трения импульс сил, 
направленных перпендикулярно линии центров, равен нулю и 
составляющие векторов скорости по этому направлению не меня­
ются.

1. Обозначим скорости корабля и метеора до и после соударе­
ния соответственно через l>i, v2, v[ и с 'и  будем считать, что после 

удара корабль продолжал двигаться в прежнем направлении 
(рис. 3.9).

Так как импульсы тел в момент удара направлены под углом а  
друг к другу, то для простоты решения разложим их по направле­
нию линии центров (примем ее за ось ОХ) и нормали к ней (ось 0Y). 
Составляющие импульсов корабля и метеора по этим осям равны:

до удара — Mvu тщ  cos a, mv% sin а,
-» -f ■+ 

после удара — Mv'v mv'2 cos β, mv'2 sin β,

где β — угол, под которым отразится метеор.

Направив ось координат слева направо и приняв систему ко­
рабль — метеор за изолированную, запишем уравнение закона 
сохранения импульсов для оси ОХ:

Mvt — mv% cos α =  Мщ + mv'2 cos β. (1)

Второй член левой части уравнения взят со знаком «минус», так как 
перед столкновением метеор двигался противоположно направле­
нию, принятому за положительное.
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Поскольку обхіщвка корабля идеально гладкая, для проекций 
импульсов по оси OY будем иметь:

mv2 sina — mv'2 sin β. (2)

2. Учитывая, что соударение корабля и метеора абсолютно 
упругое и внешние силы на них не действуют, применим закон 
сохранения энергии:

2 2

Mv\ -f- mv2 =  Μν'ι + mv2 . (3)

В отличие от закона сохранения импульсов, уравнение закона 
сохранения энергии в общем случае по осям не выполняется. Од­
нако если взять прямоугольную систему координат, то уравнение 
закона сохранения механической энергии будет иметь место и для 
той ее части, которая приходится на движение тел по осям ОХ и 
OY (рекомендуем доказать это учащимся). В данной задаче это 
уравнение для линии -центров — оси ОХ дает1:

2 2
Mvi + mvl cos2 a  =  Mv[ + mv'2 cos2 β. (4)

3. Чтобы найти из уравнений (1), (4) скорость корабля после 
столкновения, их нужно представить в виде:

М (о, — щ) — m (t>2 cos β + ttj cos a);
2 2 

M(vf — v\) =  m (t>2 cos2 β — v\ cos2 a),

и затем разделить второе уравнение на первое:

vi + v\ =  f2 cos β — tig cos a.

Умножая это уравнение на m и вычитая его из (1), после про­
стых преобразований найдем:

' _  (М — т) Qi — 2тра cos«

1 “  М +  т

Аналогично для проекций вектора скорости метеора по оси ОХ и 
0Y получим соответственно:

Ц , ЕЭ V, COS β — {М ~ т) *  C0S К +  ШСЧ
М +  т

t>2y =  sin a.

Точно такие же результаты мы получили бы, решая уравнения 
(1), (3). Рекомендуем в этом убедиться самим читателям.

Из уравнений (1), (2), (4) можно определить также направление 
вектора скорости метеора после удара:

tg  β =  (M -f m) v2 sin «

2Mvi +  (M — m) cos a  ’

1 Для оси OY мы имели бы sin2 a  =  mv'^ sin2 β, что эквивалентно

уравнению (2).
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4. Анализируя выражения для скоростей ν\ и ν', которые 

тела будут иметь после абсолютно упругого удара, можно сделать 
следующие выводы.

а) При лобовом соударении тел (а — 0) β — 0 и скорости тел 
после удара равны:

'   (M — m )v1 —  2ту% %
1 ~  М + т

х ' М + т

б) Если при лобовом соударении происходит упругое столкно­
вение двух тел одинаковой массы (т =» М), то у,' =** — у2, v'2 =  

.= vlt т. е. тела обмениваются скоростями.
Если при этом одно из тел покоилось, например =  0, то 

ν[ =  — ν2, а Oj »= 0 — движущееся тело после удара остановит­

ся, неподвижное станет двигаться со скоростью второго тела.
в) Если а Ф  0, но т  =  М, для угла β разлета тел будем иметь:

tg β =  —  sin а.
»1

Задачи к главе 3

3.1. Какую работу нужно совершить, чтобы груз массой 1 кэ 
поднять вначале равномерно на высоту 1 м с ничтожно малой ско­
ростью, далее в течение 2 сек поднимать равноускоренно с уско­
рением 0,5 м/сек2, а затем — равнозамедленно с ускорением
— 0,5 м/сек2 до полной остановки? Сопротивление воздуха не учи­
тывать.

3.2. Груз массой т  равноускоренно поднимается лебедкой. 
На некотором участке пути длиной h груз двигался со средней 
скоростью v, причем его скорость возросла на Αν. Определите ра­
боту силы натяжения троса на этом пути.

3.3. Пластинка массой m лежит на горизонтальном столе. В 
центре пластинки укреплена легкая пружинка с коэффициентом 
упругости k. Какую работу нужно совершить, чтобы на пружинке 
поднять пластинку на высоту Л от поверхности стола?

3.4. Три одинаковые пружины прикреплены к кольцам так, 
как показано на рисунке 3.10. За каждое кольцо тянут силой F - 
=  49 н. Какая работа была совершена при растяжении пружин, если 
известно, что при нагрузке F0 =  9,8 н каждая пружина удлиняет­
ся на s0 =  1 сж?

3.5. Какую минимальную работу нужно совершить, чтобы вы­
нуть пробку из бутылки, если сила трения между пробкой и гор­
лышком бутылки равна F7 Размеры пробки и горлышка указаны 
на рисунке 3.11.

3.6. Поезд, отходя от станции, за б мин развивает скорость
64,8 км/ч. Масса поезда 600 т, коэффициент трения 0,004. Опреде­
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Рис. 3.10.

Рис. 3.11.

лите среднюю мощность локомотива за вре­
мя равноускоренного движения. Какова 
должна быть минимальная мощность ло­
комотива, чтобы за указанное время поезд 
набрал такую скорость?

3.7. При спуске с небольшого уклона 
ОДИН тепловоз идет СО скоростью Vy и 
развивает максимальную мощность Nv Вто­
рой тепловоз на том же участке пути идет 
со скоростью v2, развивая мощность Ν2· 
С какой скоростью могут везти по этому 
пути тепловозы в сцепе друг с другом сос­
тав массой га? Силу сопротивления движе­
нию считать пропорциональной силе нор­
мального давления, причем коэффициент 
пропорциональности равен /.

3.8. Тягач массой 15 г, обладающий 
мощностью 375 кет, поднимается равно­
мерно в гору с наклоном 30°. Какую мак­
симальную скорость может развивать тя­
гач на подъеме, если при спуске с горы с 
выключенным мотором он движется с той 
же скоростью? ·

3.9. Автомобиль массой 4 т подходит 
к горке высотой 12 м и длиной 80 м со скоростью 36 км/ч. Ка­
кую среднюю мощность развивает автомобиль на подъеме, если 
его скорость при постоянной силе тяги на вершине горы оказа­
лась равной 21,6 км/ч} Коэффициент сопротивления считать рав­
ным 0,1.

3.10. Веревка массой М =  30 кг связана своими концами и пе­
реброшена через неподвижный блок. Обезьяна массой т  — 12 кг 
прыгает на веревку и начинает карабкаться вверх. Некоторое вре­
мя она находится на одной и той же высоте. Сколько времени она 
сможет продержаться на этой высоте, если максимальная мощность, 
развиваемая обезьяной, равна ALaKC =  360 вт? Какую работу со­
вершит обезьяна за это время? Трением на блоке пренебречь.

3*11« Какую мощность должен развивать человек, чтобы под­
няться вверх по движущемуся вниз эскалатору метро на высоту h 
за время Ω Скорость эскалатора постоянна и равна о, угол наклона 
эскалатора к горизонту се. Какую мощность должен развивать че­
ловек, чтобы за то же время спуститься с высоты Н по эскалатору, 
движущемуся вверх? Какую мощность должен развивать человек, 
чтобы находиться на эскалаторе на одной высоте? Масса человека га.

3.12. Шкив приводится во вращение приводным ремнем. Радиус 
шкива 25 см, число оборотов 2 об/сек. Сила натяжения ведущей 
ветви ремня вдвое больше ведомой. Обе ветви ремня параллельны 
друг другу. Какова должка быть минимальная прочность ремня при 
передаче шкиву мощности 15 кет}

3.13. Велосипедист имеет массу т  и может развивать мощность 
N. По какому максимальному уклону может подниматься велоси­
педист при коэффициенте трения между колесами и дорогой, равном 
/? С какой скоростью он будет при этом ехать?

3.14. Реактивный самолет летит со скоростью 183 м/сек. Дви­
гатель забирает каждую секунду воздух массой 70 кг, который идет 
на сжигание топлива массой 2,9 кг. Скорость истечения газов из 
сопла 488 м/сек. Определите мощность, отдаваемую двигателем.

3.15. На столе лежат карманные часы с цепочкой. Какую ми­
нимальную работу нужно совершить, чтобы часы оторвать от стола, 
поднимая их за цепочку? Цепочка имеет длину L и массу га, масса 
часов М, диаметр часов равен D.

3.16. Камень брошен с крыши дома высотой 20 м со скоростью 
18 м/сек. Определите работу по преодолению сопротивления воз­
духа, если известно, что к моменту удара о землю камень имеет 
скорость 24 м/сек. Масса камня равна 50 г.

3.17. Хоккейная шайба, имеющая начальную скорость 5 м/сек, 
проходит по льду до удара о бортик расстояние 10 м и после удара 
отскакивает от него. Определите, на какое расстояние отлетит шай­
ба, если коэффициент трения о лед в обоих случаях равен 0,036,

3.18. Автомобиль удерживается тормозами, на склоне горы 
с уклоном, не большим 0,25. Какой тормозной путь пройдет автомо­
биль по горизонтальной дороге при скорости Движения 36 км/ч} 
Каким будет тормозной путь при подъеме в Гору с указанным 
уклоном и такой же скоростью?

3.19. Из винтовки в горизонтальном направлении сделано 
два выстрела в щит, расположенный на расстоянии 50 м. После 
первого выстрела перед дулом винтовки была поставлена доска, 
вследствие чего вторая пуля, пробив доску, попала в щит на 5 см 
ниже первой. Пренебрегая сопротивлением воздуха, определите 
работу, совершенную пулей, если масса пули и ее начальная ско­
рость равны соответственно 8 г и 800 м/сек.

3.20. Санки скатываются с горки и, пройдя в горизонтальном 
направлении-расстояние I, останавливаются. Масса санок т , коэф­
фициент трения /. Какую работу нужно совершить, чтобы санки 
затащить в горку на прежнюю высоту, прикладывая к ним силу в 
направлении движения?

3.21. С наклонной плоскости, образующей угол а  с горизонтом, 
с высоты Л соскальзывает небольшая шайба. В конце спуска, у ос­
нования наклонной плоскости, шайба ударяется о стенку и отска­
кивает от нее вверх по наклонной плоскости. Считая удар абсолют­
но упругим, определите, «а какую высоту поднимается шайба после 
удара, если коэффициент трения шайбы о плоскость равен /.

3.22. Тело пущено вверх но наклонной плоскости, составляющей 
с горизонтом угол 30°. Коэффициент трения между телом и плос­
костью равен 0,20, начальная скорость тела 3,00 м/сек. Определите 
скорость, с которой тело вернется в исходную точку, и время дви­
жения тела.
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3,23, Тело массой 4 кг двига­
лось' по горизонтальной прямой 
со скоростью 2 м/сек. После дейст­
вия некоторой силы оно стало 
двигаться в противоположную сто­
рону с вдвое большей скоростью. 
Найдите величину этой силы и со­
вершенную ею работу, если время 
действия силы 2 сек. Решите задачу 
при условии, что после действия 

силы тело стало двигаться под углом 90° к начальной траектории с 
той же по величине скоростью.

3.24. Человек массой 70 кг подтягивает к берегу лодку массой 
300 кг. Один раз он тянет ее канатом с берега, другой — закрепив 
канат на берегу, подтягивается к берегу, сидя в лодке. Какую ра­
боту совершит человек к концу третьей секунды, если в обоих слу­
чаях он тянул за канат с силой 147 н? Чему равна максимальная 
мощность, развиваемая человеком? Массой каната и сопротивлением 
воды пренебречь,

3.25. На концах нити длиной 4 / подвешены грузы массой т  
каждый. В середине нити укреплен груз массой 2т (рис. 3.12). 
Предоставленные самим себе, грузы приходят в движение. Опре­
делите их скорость в тот момент, когда они будут находиться на 
одном уровне.

3.26. Нить маятника, установленного в ракете, отклонили до 
горизонтального положения' и отпустили. В тот момент, когда 
маятник проходил положение равновесия, ракета стала поднимать­
ся вертикально вверх, вследствие чего максимальный угол откло- * 
нения маятника от вертикали оказался равным 45°. Каково былр ус­
корение ракеты в момент старта?

3.27. Какая сила необходима для вытаскивания из доски гвоздя 
длиной 120 мм, если он забит двенадцатью ударами молотка мас­
сой 0,5 кг при скорости молотка перед ударом 5 м/сек? Силу сопро­
тивления считать не зависящей от направления движения.

3.28. Санки, движущиеся по горизонтальному льду со ско­
ростью v, выезжают на асфальт. Длина полозьев санок /, коэф­
фициент трения об асфальт равен f. Какое расстояние пройдут сан­
ки по асфальту до полной остановки? Трением о лед пренебречь.

3.29. С какой высоты может прыгнуть акробат в упругую сет­
ку, если он выдерживает перегрузку 5 g? Статический прогиб сет­
ки равен 0,20 м. Массой сетки пренебречь.

3.30. Груз массой т  падает с высоты h на пружину с коэффи­
циентом упругости k. Пренебрегая массой пружины, определите 
максимальную скорость, которую будет иметь груз при движении.

3.31. Пружина детского пистолета имеет в свободном состоянии 
длину /0 =  15 см. Сила, необходимая для изменения ее дли­
ны на х0 =  1 см, равна F0 =  9,8 н. Какова будет максимальная 
дальность полета шарика массой т  =  10 г, если им зарядить пис­
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толет, сжав пружину до /х =  5 см? Решите задачу при условии, что 
пистолет расположен вертикально. Сопротивлением воздуха пре­
небречь.

3,32« При посадке самолета на палубу авианосца торможение 
осуществляется тросом, натянутым поперек палубы корабля. Пола­
гая коэффициент k упругости троса постоянным на пути торможе­
ния, определите максимальную силу, действующую на летчика мас­
сой т  при посадке. Начальная скорость и масса самолета равны 
соответственно v0 и М.

3,33« На столе, свисая на одну треть в небольшое отверстие сто­
ла, лежит на грани скольжения цепочка массой m и|длиной 31.
а) Какую работу нужно совершить, чтобы цепочку втащить на стол 
горизонтальной силой, прикладывая силу к концу цепочки? б) Ка­
кую скорость будет иметь цепочка в момент отрыва от стола, если 
ее вывести из положения равновесия ничтожно малой силой и она 
начнет соскальзывать?

3.34* Два мальчика играют в мяч, стоя на льду на расстоянии 
10 м друг от друга. Один из них бросает мяч массой 1 кг, второй ло­
вит его через 0,5 сек. Пренебрегая сопротивлением воздуха, опре­
делите расстояние, на которое откатится Нальчик массой 40 кг, 
бросивший мяч, если коэффициент трения подошвы о лед равен 0,01. 
Какую работу совершил этот мальчик?

3,35* На легком стержне длиной I висит Деревянный шар мас­
сой М. В шар попадает пуля массой т, имеющая в момент удара 
скорость v, направленную под углом а  к горизонту. На какой угол 
отклонится стержень после неупругого центрального удара 
пули?

3.36« На расстоянии /х от поверхности вертикальной стальной 
плиты подвешен маятник, состоящий из. легкого стержня длиной

>1г и небольшого тяжелого шарика. На какой угол отклонится 
маятник после абсолютно упругого удара о плиту, если первона­
чально он находился в горизонтальном положении? На какую вы­
соту поднимется маятник, если плита .будет расположена гори­
зонтально на расстоянии lt от точки подвеса стержня?

3.37« Автоматический пистолет имеет подвижный кожух, свя­
занный с корпусом пружиной. Масса кожуха 250 г, масса пули 8 г, 
жесткость пружины 980 н/м. Какова должна быть минимальная 
скорость пули при вылете из ствола, чтобы пистолет перезаряжал­
ся, если при выстреле кожух должен отходить назад на 3 см? Тре­
нием пренебречь.

3*38« Груз массой т  =  0,5 кг падает с некоторой высоты на 
плиту массой M =  1 кг, укрепленную на пружине с коэффициентом 
жесткости k =  980 н/м. Определите величину наибольшего сжа­
тия пружины, если в момент удара груз обладал скоростью v =  
= 5  м/сек. Удар считать неупругим.

3,39« В гладком горизонтальном желобе, имеющем форму 
круга радиусом R, находятся два маленьких шарика массами mt и 
т 2. Между шариками вставлена пружина, сжатая нитью. В неко­
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торый момент нить пережигают и шари­
ки начинают двигаться по желобу. Оп­
ределите: а) В каком месте произойдет 
столкновение шариков (массой и разме­
рами пружины пренебречь)? б) Через 
сколько времени после обрыва нити ша­
рики' столкнутся 2-й (п-й) раз, ес­
ли потенциальная энергия сжатой пру­
жины была равна №„?

3,40. Пластинки массами т  и 2т 
соединены легкой пружиной с коэффи­
циентом упругости k (рис. 3.13). С ка­
кой высоты должен упасть на верхнюю 

пластинку грузик массой т , чтобы при растяжении пружины после 
удара нижняя пластинка оторвалась от стола? Удар считать неуп­
ругим. На какую высоту от начального уровня поднимется после 
удара груз и верхняя пластинка?

3*41, По идеально гладкой горизонтальной поверхности пу­
щены навстречу друг другу два абсолютно упругих шарика мас­
сами 10 и 20 г. Каковы будут скорости шаров после централь­
ного удара, если вначале они равнялись соответственного мі сек 
и 10 м/сек? Чему будут равны скорости шаров в момент их наиболь­
шей деформации?

3*42« В идеально гладком желобе расположены шарики мас­
сами Мх и М 2. Между ними находится шарик массой т , много 
меньшей массы двух первых шаров. В некоторый момент времени 
маленький шарик получает скорость v в направлении шара массой 
Λίχ. Какие скорости будут иметь большие шарики после очень 
многих соударений?

3,43« Два абсолютно гладких одинаковых шара массой М по­
коятся на горизонтальной плоскости, касаясь друг друга. Третий 
шар того же радиуса, но вдвое большей массы движется к ним по 
плоскости со скоростью t>0 вдоль прямой, проходящей через точку 
касания шаров. Определите скорость шаров после упругого удара. 
Каков будет ответ, если один из покоящихся шаров убрать, оста­
вив все остальное неизменным?

3.44. Атом распадается на две равные части, которые летят 
со скоростями t»! и к2 под углом а  друг к другу. Зная, что общая 
кинетическая энергия частей атома равна W, определите его 
массу и кинетическую энергию до разрыва. (Дефект массы не 
учитывать.)

3*45« От удара копра массой 50 кг, падающего свободно с высоты
4 м, свая массой 150 кг погружается в грунт на 10 см. Определите 
силу сопротивления грунта, считая ее постоянной, а удар: а) не- 
упругим; б) упругим.

3*46. В клин массой М попадает горизонтально летящая пуля 
массой /п «С Λί и после абсолютно упругого удара о поверхность 
клина отскакивает вертикально вверх. На какую высоту поднимет-
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ея пуля, еали скорость клина после удара равна v. Трением прене­
бречь.

3.47. Два упругих шарика подвешены на тонких нитях рядом 
так, что они находятся на одной высоте и касаются друг друга. 
Длина нитей равна 10 и 6 см, масса шариков 8 и 20 г. Меньший ша­
рик отклонили на угол 60° и отпустили. На какие высоты подни­
мутся шарики после абсолютно упругого удара?

3.48. На пути тела массой т, скользящего по идеально гладкой 
горизонтальной поверхности со скоростью v, находится незакреп­
ленная горка, угол наклона которой к горизонту плавно изменяется 
от некоторого максимального значения в верхней части до нуля в 
нижней. На какую высоту тело поднимется на горку, если масса 
ее равна М? Решите задачу при условии, что горка сама движется 
навстречу телу со скоростью 2 а.

3.49. Мальчик массой 30 кг вбегает со скоростью 2 м/сек на 
наклонную плоскость массой 20 кг, которая может двигаться по 
горизонтальному полу без трения. Угол наклона плоскости к го­
ризонту равен 30°. Какую работу совершит мальчик, поднявшись 
на высоту 2 л«? Какую мощность он при этом должен развивать?

3.50. Вертикально вверх бросают шар массой 2М, сообщая ему 
скорость о0. К шару привязан легкий шнур длиной I <  v%/2g, 
на втором конце которого находится груз массой М. Через сколь­
ко времени и на каком расстоянии от точки бросания встретят­
ся тела? Нить абсолютно упругая.

3.51. Спутник движется по круговой орбите вокруг Луны на 
высоте, равной радиусу Луны. С какой скоростью нужно запустить 
кабину с космонавтами с поверхности Луны, чтобы можно было 
осуществить стыковку кабины с кораблем без дополнительной кор­
рекции величины скорости кабины? Ускорение свободного паде­
ния на поверхности Луны равно 1,7 м/сек2, радиус Луны 
1740 км.

3.52. На нити, прочность которой равна 1,96 н, подвешен груз 
массой 100 г. На какой максимальный угол можно отклонить 
нить от вертикали, чтобы при последующих качаниях она не обор­
валась? Чему равно натяжение нити, когда она находится под уг­
лом 30° к вертикали? В какой точке траектории скорость груза в 
вертикальном направлении будет наибольшей? В каких точках тра­
ектории полное ускорение груза направлено вертикально вверх и 
в каких горизонтально?

3.53. На легкой нерастяжимой нити подвешен тяжелый шарик. 
На какой угол нужно отвести нить от положения равновесия, что­
бы при последующих качаниях максимальная сила натяжения ни­
ти была в 1,5 раза больше минимальной?

3.54. Груз массой т  свободно вращается на нити в вертикаль­
ной плоскости. На сколько отличаются силы натяжения нити при 
переходе груза из верхнего положения в нижнее?

3.55. На легкой нити длиной t подвешен небольшой шарик. 
Какую минимальную скорость нужно сообщить шарику в гори-
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зонтальном направлении, чтобы 
он описал окружность в верти­
кальной плоскости?

3.56* Шарик массой т  =■ 100 г 
скатывается с высоты h — 1 м по 
желобку, переходящему в «мерт-

т ш т т ш т т т т ш  я™  "eτл,o, радиусом л -ο,β м.
По какому закону будут изме- 

Рис- 3·14· няться сила давления N шари­
ка на желоб и полное ускоре­

ние а шарика при его движении? Трение не учитывать.
3.57, Маятник длиной / =  1 м с грузом массой т  — 1 g на кон­

це отводят в горизонтальное положение и отпускают.' Определите 
максимальное натяжение нити и предельную высоту подъема маят­
ника после удара о гвоздь, вбитый на расстоянии 50 см от точки под­
веса на линии, образующей с вертикалью угол а  =  60°.

3.5,8.; Маленькая шайба массой т  продета сквозь проволочное 
кольцо радиусом R в его верхней точке. Ничтожно малой силой шай­
бу выводят из положения равновесия, и она начинает скользить 
по кольцу. По какому закону будет изменяться сила давления шай­
бы на кольцо в зависимости от высоты положения шайбы? Чему 
равны силы максимального и минимального давления? Трение не 
учитывать.

3,59« Небольшое тело массой М лежит на вершине гладкой 
полусферы радиусом R. В тело попадает пуля массой т , летящая 
горизонтально со скоростью v0, и застревает в нем. Пренебрегая 
смещением тела во время удара, определите высоту, на которой оно 
оторвется от поверхности полусферы. При какой скорости пули 
тело сразу оторвется от полусферы?

3,60« Вагонетка, стоящая Горизонтально, начинает спускаться 
вниз по рельсам, представляющим винтовую линию с шагом h и 
радиусом внешнего рельса R. Сколько полных оборотов может сде­
лать вагонетка, не сходя с рельс, если расстояние между ними равно
I, а центр тяжести вагонетки находится на высоте b от полотна до­
роги? Каково будет, полное ускорение вагонетки в этот момент? 
(Λ и I <  R.)

3,61« На концах и в середине невесомого стержня длиной I рас­
положены одинаковые шарики. Стержень ставится вертикально на 
идеально гладкую горизонтальную поверхность и легким толчком 
выводится из положения неустойчивого равновесия. Каковы будут 
скорости шариков в момент удара верхнего шарика о горизонталь­
ную поверхность? Каким будет результат, если нижний конец стерж­
ня шарнирно закрепить? Какую скорость нужно сообщить верх­
нему шарйку в горизонтальном направлении, чтобы нижний ша­
рик не давил на подставку?

3,62« На идеально гладком столе находится брусок массой М, 
одна сторона которого представляет собой цилиндр радиусом R 
(рис. 3.14). Какую скорость v нужно сообщить шайбе массой т
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вдоль стола, чтобы она достигла точки Л? Какое давление будет ока­
зывать шайба на брусок в точке В? Трением пренебречь.

3,63« Определите кинетическую энергию гусеницы трактора, 
который движется со скоростью v, если расстояние между осями 
колес равно I, радиус колеса г, масса единицы длины гусеницы д.

Г л а в а  4. СТАТИКА

Основные понятия, законы и формулы

1. Статикой называют раздел механики, в котором изучаются 
условия равновесия твердых тел. Равновесием называют такое 
состояние тела, когда оно находится в покое, Движется равномерно 
прямолинейно или равномерно вращается вокруг какой-либо не­
подвижной оси, проходящей через центр масс тела.

В курсе элементарной физики рассматривают статику материаль­
ной точки и некоторые вопросы статики твердого тела.

Относительный покой и движение материальной точки с по­
стоянной скоростью можно рассматривать как частный случай 
переменного движения, при котором ее ускорение равно нулю.

Согласно основному уравнению динамики а =  0 и υ =  const, 
если

ΣΡ =  0. (4.1)

Для равновесия материальной точки необходимо, чтобы геометри­
ческая сумма всех сил, приложенных к точке, равнялась нулю. 
Условие равновесия (4.1) можно записать иначе. Для этого все силы, 
действующие на материальную точку, нужно разложить по каким- 
либо двум осям (обычно берут перпендикулярные оси ОХ и ΟΥ\ и 
приравнять нулю суммы проекций сил на эти оси:

%FX — 0; =  0. (4. Г)

Уравнения (4. Г) называют уравнениями равновесия материаль­
ной точки в проекциях.

2. Равновесие твердого тела зависит не только от величины и 
направления действующих сил, но и от того, где они приложены. 
Механическое состояние абсолютно твердого тела не изменяется, 
если точку приложения действующей на него силы переносить 
вдоль линии ее действия.

Равнодействующая двух или нескольких сил, действующих 
■на тело по одной прямой или приложенных к телу под углом друг 
к другу, равна их векторной сумме и находится по правилу парал­
лелограмма.
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Две параллельные силы могут быть уравновешены одной силой. 
Уравновешивающая сила параллельна им и по величине равна их 
алгебраической сумме: F — Fxzt Рг. Линия действия уравнове­
шивающей отстоит от линии действия силы Fi >  F2 на расстоянии

где I расстояние между линиями действия приложенных сил. 
Знак «плюс» ставят, когда силы направлены в одну сторону, знак 
«минус» — в противоположные.

Мерой взаимодействия тел, при котором происходит деформация 
и изменение угловой скорости вращения тел, служит момент силы.

Величина момента силы F относительно какой-либо точки О 
равна произведению величины силы на длину перпендикуляра I 
(плечо), опущенного из точки О на линию действия силы:

M — FI. (4.3)

Момент силы, стремящейся повернуть тело относительно точки
О по направлению вращения часовой стрелки, берется со знаком 
«плюс», против — со знаком «минус». Если на тело дейст­
вует несколько сил, расположенных в одной плоскости (плоская 
система сил), величина результирующего момента этих сил отно­
сительно выбранной точки О равна алгебраической сумме отдельных 
моментов:

Μ = Σ Μ , .
1=1

Систему двух равных антипараллельных сил, действующих 
на тело не по одной прямой, называют парой сил. Относительно 
любой точки пара сил создает одинаковый вращающий момент М =  
=  FI, где под F подразумевают величину одной из сил, а под I—  
кратчайшее расстояние между их линиями действия (плечо пары).

Если на тело действует несколько сил, лежащих в одной плоскос­
ти, и тело находится в состоянии покоя или равномерного движе­
ния (поступательного или вращательного), геометрическая сумма 
приложенных сил и алгебраическая сумма моментов, взятых отно­
сительно произвольной точки, должны равняться нулю:

ςΤ = 0 ;  ΣΜ =  0. (4.4)

Условия равновесия тела (4.4) можно представить в более удобном 
для практического применения виде, записав первое из них в форме

Решение задач. Примеры

1. Основная задача статики заключается в том, чтобы найти 
условия равновесия материальной точки, системы точек, тела или 
системы тел. Статика представляет собой частный случай динами­
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ческих процессов, при которых отсутствуют угловые и линейные 
ускорения, поэтому правила решения задач статики материальной 
точки принципиально ничем не .отличаются от правил решения за­
дач динамики. Вместо уравнения второго закона Ньютона здесь 
нужно составить вытекающее из него условие равновесия (4.1) или 
(4.1').

Порядок действий при решении задач этого типа такой.
1. а) Нужно сделать чертеж, на котором указать все силы, 

действующие на материальную точку, находящуюся в равновесии. 
(Если дана система материальных точек, это нужно проделать для 
каждой из них, освободив все точки от связей.) t

б) Выбрать'оси координат ОХ и OY и разложить по ним все силы, 
действующие на рассматриваемую точку. Оси координат нужно 
выбирать так, чтобы приходилось делать минимум разложений. 
В частных случаях оси разложения могут быть и неперпендику­
лярны друг Другу. Сделав разложение сил, необходимо составить, 
уравнение равновесия в проекциях по осям (4. Г) и решить получен­
ную систему уравнений относительно неизвестной величины.

2. Решение задач на статику твердого тела сводится к состав­
лению уравнений равновесия (4.4). Чтобы составить эти уравнения, 
необходимо:

а) Сделать чертеж и расставить все силы, приложенные к рас­
сматриваемому телу. Само тело нужно при этом изобразить свобод­
ным от связей, заменив их силами.

б) Выбрать оси координат ОХ и 0Y и разложить по ним все силы, 
действующие на тело. Поскольку тело находится в равновесии и в 
любом направлении у тела ускорения нет, проекции сил по осям 
должны быть связаны между собой уравнениями (4.Г).

в) Составив уравнения равновесия в проекциях, следует перей­
ти к составлению уравнения моментов. Для этого нужно выбрать 
точку О, относительно которой будут рассматриваться моменты- 
приложенных сил. Точку О можно взять произвольно, однако луч­
ше ее выбирать так, чтобы через нее проходило наибольшее число 
линий действия неизвестных сил. Моменты этих сил относительно 
точки О будут равны нулю (поскольку их плечи будут равны нулю), 
и во второе уравнение равновесия (4.4) они не войдут — уравнение 
моментов будет предельно простым. Выбрав точку О, нужно найти 
плечи всех сил относительно этой тОчки и приступить к составлению 
уравнения моментов, следя за знаками моментов отдельных сил. 
При составлении уравнения моментов можно брать или моменты 
самих сил, или моменты их составляющих: результат получится 
одинаковый.

Уравнение равновесия в проекциях и уравнение моментов дают 
систему трех независимых уравнений. Решая их совместно относи­
тельно искомой величины, мы и получим ответ на вопрос задачи.

г) Если тело, находящееся в равновесии, имеет одну неподвиж­
ную ось вращения, исключающую всякое поступательное движе­
ние, то можно ограничиться лишь составлением уравнения моментов,
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так как для равновесия тако­
го тела достаточно, чтобы ал­
гебраическая сумма моментов 
приложенных сил относительно 
какой-либо точки, лежащей на 
заданной оси, равнялась нулю. 
Раскладывать силы по осям в 
этом случае не нужно.

Следует заметить, что иногда 
при решении задач на равнове­
сие тел, не имеющих закреп­
ленной оси вращения, можно 

ограничиться только составлением уравнения моментов и не исполь­
зовать уравнения проекций. Во всех таких случаях нужно лишь 
удачно выбрать точку О, Поэтому, прежде чем приступать к раз­
ложению сил по осям и записи уравнений равновесия, необхо­
димо тщательно подумать над тем, как лучше составить уравне­
ние моментов.

Пример 1* С какой силой нужно тянуть за веревку, составляю­
щую с горизонтом угол а  =  30°, чтобы сдвинуть с места санки мас­
сой т  =  50 кг при коэффициенте трения полозьев о снег, равном 
/ =  0,1? Какую минимальную силу нужно приложить к санкам, 
чтобы их сдвинуть с места?

Р е ш е н и е .  Эта задача на статику материальной точки (гео­
метрические размеры санок не заданы).

Делаем схематический чертеж (рис. 4.1), указываем на нем силы,

действующие на санки: силу тяжести Р =  mg, силу трения сколь­

жения FTр, нормальную реакцию опоры N и силу натяжения ве­

ревки F, равную искомой силе тяги. Под действием приложенных 
сил санки находятся в равновесии (на грани скольжения), и , сле­
довательно, уравнение равновесия в векторной форме имеет вид:

F + P + N  + FTp=  0.

Чтобы записать условие равновесия в проекциях, выбираем 
оси ОХ и OF и раскладываем по ним силы, действующие на санки.
Эти оси лучше всего взять по вертикали и горизонтали, так как в

этом случае придется разложить только одну силу F. Ее составля-

ющие по осям равны соответственно F cos а  и F sin а, и уравнения 
равновесия в проекциях для горизонтального и вертикального на­
правлений будут иметь вид: »

и Fcosa — fN =  0 (1)

iV -\- F sin α — mg =  0. (2)

При составлении первого уравнения учтено, что FTp =  fN, 
поскольку по условию задачи санки находятся на грани скольже­
ния.

F
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Решая уравнения (1) и (2) совместно, получаем!

fmg 54 н.
cosa+/sina

Из физических соображений и анализа последнего выражения

видно, что с изменением угла а  величина силы тяги"?’, необходимой 
для смещения санок, будет изменяться. Наименьшей она окажется 
в том случае, когда знаменатель дроби достигнет максимального 
значения. Введем обозначение / =■ tg φ, тогда

cos a + / sin a =  cos a -Mg φ sin a =  

cos к cos φ + sin a sin φ __ cos (а  — φ) 

cos φ cos φ

Так как cos φ — величина постоянная, то максимального зна­
чения знаменатель достигнет при cos (α — φ) =  1. Но

1

cos φ
■Vi+tg*<? =  V i+ f\

и, следовательно,

cos a -f /s ina =  У  1 + f2, (3)

т. e. минимальное значение силы тяги, позволяющей сдвинуть сан­
ки с места, равно:

fmg
γ ΐ +Г

Fum =  45,5 м;

a ' 5°40'.tga =  /;

Пример 2. Под каким наименьшим углом а  к горизонту может 
стоять прислоненная к стене лестница, если известно, что коэффи­
циент трения между лестницей, полом и стеной равен /?

Р е ш е н и е .  Это задача на статику твердого тела, не имеющего 
неподвижной оси вращения.

а) Делаем чертеж (рис, 4.2) и, принимая лестницу за однород­
ный стержень длиной /, расставляем приложенные к ней силы. Со 
стороны стены на верхний конец лестницы действуют нормальная

реакция опоры Νχ и сила трения покоя f^pl, препятствующая 
скольжению верхнего конца лестницы по сте­
не. Со стороны пола на лестницу действуют

реакция опоры"^2 и сила 7ζ,2, препятствую­
щая скольжению лестницы вправо, со сторо­

ны Земли — сила тяжести Р =  mg, приложен­

ная в середине лестницы.

б) Проводим оси координат ОХ и OY и, 

поскольку все силы направлены по этим 

осям, сразу записываем уравнение равнове­

сия лестницы в проекциях.
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Для оси ОХ

Nt - lN t -  0; (1)
для оси OY

ΐΝχ-\-Ν3— Р  »  0. (2)

Здесь учтено, что лестница стоит под предельным углом на грани 
скольжения и, следовательно, силы трения покоя имеют наиболь­
шие значения, равные соответственно V  - 7 *1  и FTp2=  fNa.

в) Поскольку лестница покоится, сумма моментов всех сил от­
носительно любой точки О должна равняться нулю. Выбираем
точку О так, чтобы через нее проходило наибольшее число линий 
действия сил; уравнение моментов в этом случае получится наибо­
лее простым. Такому условию в данной задаче удовлетворяют точ­
ки, лежащие на концах лестницы, а также точки О и Ог, где пере­
секаются линии действия сил трения и реакций опор. Возьмем одну

из них, допустим Ov Относительно нее моменты сил н λζ рав­
ны нулю, так как плечи этих сил относительно Οχ равны нулю.

Находим плечи сил Р, Νχ и FTpl относительно точки Οχ, они

равны соответственно — см a, /sina и /cosa.
2

Учитывая знаки моментов, составляем уравнение моментов:

I
fNJ, cos a + ΝχΙ sin a — P — cosa =  0.

2 (3 )

Записав уравнения равновесия лестницы (1) — (3) и решая их сов­
местно относительно искомого неизвестного a  (минимального угла

1 —
наклона лестницы), получим: tg a =  .

Пример 3. Пять шаров, массы которых равны соответственно т , 
2ог, Зт, 4т  и бт, укреплены на стержне так, что их центры нахо­
дятся на расстоянии / друг от друга. Пренебрегая массой стержня, 
найдите центр тяжести системы.

Р е ш е н и е .  1. В основе решения задач на определение центра 
тяжести системы материальных точек (системы тел с известным по- 
южением центра тяжести каждого тела) лежит следующее обстоя­

тельство. Если в центре тяжести системы частиц приложить вер­
тикально вверх уравновешиваю­
щую силу F, равную по величине 
силе тяжести всех частиц, то систе­
ма будет находиться в равновесии, 
и поэтому сумма моментов всех сил 
(включая, конечно, и уравновеши­
вающую силу) равняется нулю от­
носительно любой точки.

Пусть массы частиц системы 
равны т 0, т х, ..., т п и положение 
центра тяжести мы договоримся
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отсчитывать по горизонтали (оси ОХ) от центра тяжести крайней 
левой частицы (рис. 4.3). Тогда расстояние от точки О до линии 
действия уравновешивающей силы — координату хс центра тяже­

сти системы можно найти из уравнения моментов, составленного 
относительно точки О:

т о8 1 0 + mxgXx + ... + mngxn — Fxa =  0,

где Χχ, xt и т. д. — плечи сил trixg, rtiig, ..., т п g относительно 
центра тяжести левого груза. Подставляя в это уравнение вместо 
уравновешивающей силы ее выражение F =  rtiog + triig ·Ψ* 
Η- ... + mng и решая уравнение относительно хс, получим:

« 1Й*1 +  Щ&*і +  ·■'· +  mng*n _ m ixi +  тЛ  +  · · · +_тпХп_X S3 .............. . " ■■■; ■■ 11 ' " S3S -i.-— - j

0 «*οδ +  mtS  +  · · · + mnS mo +  mi +  . * · +  mn

или, короче,
η

2  V

O n  м ’

-

где т і и xt — масса и координата 1-й частицы, М — масса всех 
частиц.

Аналогично находится у о— координата центра тяжести систе­
мы материальных точек по оси ОУ.

Полученные выражения для хс и у а являются основными фор­

мулами механики, позволяющими определить координаты центра 
тяжести системы материальных точек на плоскости. .

2. Решение нашей задачи основано на только что полученном 
результате.

а) Сделав чертеж, расставляем все силы, действующие на систе­
му. Выбираем точку отсчета О в центре первого шара и на произ­
вольном от нее расстоянии х мысленно прикладываем к стержню 
уравновешивающую силу, равную силе тяжести, действующей на 
всю систему:

F =  mg -+* 2 mg + 3 mg + 4 mg 4 і 5 mg.

Находим плечи всех сил относительно О. Они равны соответ­
ственно Q, /, 2/, 3/ и 4/.

б) Определяем положение центра тяжести:

^ 2ml + 3m · 2ί 4m · 3/ + 5m · 4/ _  8 j

я  -f- 2m + 3m -J- 4m Ц- 5m 3

Пример 4. Определите положение центра тяжести однородной 
квадратпой пластинки со стороной а, в которой вырезано круглое 
отверстие радиусом а/4 так, как указано на рисунке 4.4.
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Р е ш е н и e. 1. На примере этой за­
дачи будет показано, как определяется 
положение центра тяжести однородных 
плоских фигур, имеющих вырез. Элемен­
тарными методами эти задачи решаются 
лишь при условии, что положение центра 
тяжести целой фигуры и центра тяжести 
вырезанной части известны.

а) В задачах этого типа фигуру с вы­
резом желательно изобразить так, чтобы 
ось симметрии была горизонтальна. В ос­
нове вывода расчетного соотношения ле­
жит следующее обстоятельство, имеющее 

характер. Если вставить вырезанную часть пластин­

ки на прежнее место, то силу тяжести всего тела Р ( в данной зада­
че квадрата) можно представить как сумму двух параллельных сил

силы тяжести вырезанной части Рв (диска) и силы тяжести ос­

тавшейся фигуры Р0 (квадрата с отверстием). Первая из этих сил 
приложена в центре тяжести невырезанной фигуры (квадрата), 
вторая в центре тяжести вырезанной части (круга), третья — 
в неизвестном пока центре тяжести пластинки с отверстием. Если 
известны величина равнодействующей (Р), одна из параллельных 
сил (Рв) и расстояние / между линиями действия этих сил, легко· 
определить положение линии действия второй силы (Ро), а следо­
вательно, и расстояние х между центрами тяжести вырезанной и 
целой фигур. Действительно,

Р0Х — РВ1 или (Р — Рв) X =  Рв I, 
так как сила тяжести оставшейся части равна: Р0 =  Р — Рв.

Из предыдущего равенства находим:
P J

X =

или окончательно:
Рп

—в I,
S - S B

поскольку сила тяжести однородной пластинки одинаковой толщи­
ны h равна: Р =  pghS, где S — площадь; р — плотность материала.

2. В данном примере площадь вырезанной части SB=  π —5— ,

площадь всей фигуры S — а2. Расстояние между центрами тяжести 
вынутого диска и квадрата равно:

і = У 2 а.
4

Подставляя в расчетную формулу для х вместо SB, I и S их зна­
чения и проводя упрощения, получим:

π У  2 
х ~  4(16 — п) а .
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Задачи к главе 4

4,1* Груз массой 50 кг прижат к вертикальной стене силой 
118 н. Какую минимальную силу необходимо приложить к грузу, 
чтобы удержать его в покое; чтобы поднимать равномерно вверх? 
Коэффициент трения скольжения равен 0,3.

Что будет происходить с грузом, если в вертикальном направ­
лении прикладывать силу 460 «? 490 «? Какова будет при этом 
сила трения?

4.2« В песчаном грунте была вырыта траншея, поперечное се­
чение которой имеет форму равносторонней трапеции' с параллель­
ными верхним и нижним основаниями. Когда песок высох, края 
траншеи осыпались и размеры ее стали такими: верхнее основание 
9 м, нижнее основание 1 м, глубина 3 м. Определите коэффициент 
трения между песчинками в сухом грунте.

4«3« Какой груз можно удержать на наклонной плоскости дли­
ной 1 м и высотой 0,5 м силой в 49 н, направленной параллельно 
наклонной плоскости, если коэффициент трения равен 0,4? Как 
изменится ответ, если силу прикладывать перпендикулярно наклон­
ной плоскости?

4*4, На горизонтальной шероховатой доске лежат две пластин­
ки, имеющие форму равнобедренных прямоугольных треугольни­
ков (рис. 4.5). Пластинку 1 сдвигают равномерно вправо вдоль 
гипотенузы на ее длину. Пластинка 2 при этом скользит по катету 
ВС и проходит s/4 его длины. Чему равен коэффициент трения меж­
ду пластинками?

4«5. Через два блока, оси которых расположены на одной вы­
соте, перекинута нерастяжимая нить, К концам которой прикреп­
лены два груза массами 2 и 3 кг. В середине нити прикреплен груз 
массой 4 кг, предоставленный самому себе. Чему будет равно сме­
щение этого груза по вертикали, когда система придет в равновесие? 
Расстояние между блоками равно 1,6 м.

4*6. Система грузов находится в равновесии (рис. 4.6). Най­
дите массу груза, расположенного на наклонной плоскости, и силу, 
с которой он давит на плоскость, если масса двух других грузов и 
угол наклона плоскости к горизонту известны. Массой нитей и тре­
нием пренебречь.

4«7. На гладком вертикаль- в
ном полукруге помещен легкий 
шнур, длина которого равна 
четверти длины окружности. На 
концах шнура находятся грузы 
массами 10 и 15 г. Какое натя­
жение испытывает нить и как она а 
будет расположена на полукруге
при равновесии? Рис. 4.5,
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4*8* N маленьких шариков, каждый из которых имеет массу 
т , тянут равномерно по столу силой, направленной горизонтально. 
Коэффициент трения между шариками и плоскостью /. Шарики 
соединены между собой легкими пружинками, имеющими в свобод­
ном состоянии длину I. Коэффициент упругости пружинки k. Оп­
ределите расстояние между крайними шариками при движении сис­
темы.

4.9« На двух плоскостях, наклоненных под углом а  =  45° к 
горизонту, лежат три куба массой т =  1 кг каждый (рис. 4.7).

Какую минимальную силу ~Р~нужно приложить в вертикальном на­
правлении к нижнему кубу, чтобы его вытащить? Коэффициент тре­
ния между каждой парой соприкасающихся плоскостей равен / =* 
^  О, I .

4*10«, Тяжелый ящик стоит на доске, наклоненной к горизонту 
под углом ос. Для того чтобы ящик сдвинуть с места вверх по доске, 
к нему нужно приложить силу не меньшую, чем сила тяжести, 
действующая на ящик. Чему равен коэффициент трения между 
ящиком и доской? Как должна быть направлена сила тяги?

4« 11, Через конец стрелы корабельного крана, масса которой 
т, проходит неподвижная горизонтальная ось, вокруг которой стре­
ла может вращаться без трения. Ко второму концу стрелы привязан 
трос, перекинутый через неподвижный блок, находящийся на одной 
вертикали с осью на расстоянии от нее, равном длине стрелы. С 
какой силой нужно тянуть за трос, чтобы удержать на стреле груз 
массой 3т  при угле наклона стрелы к вертикали, равном а? Какова 
будет при этом сила, действующая вдоль стрелы?

4*12« Шар висит на нити, опираясь на стену. Точка, в которой 
закреплена нить, находится на стене на одной вертикали с точкой 
опоры шара. При каком минимальном коэффициенте трения между 
шаром и стеной точка, где нить прикреплена к шару, будет нахо­
диться на одной вертикали с его центром тяжести?

4*13* Масса колеса равна 100 кг, радиус 0,5 м. Какую мини­
мальную силу нужно приложить к колесу, чтобы перекатить его 
через балку высотой 0,10 мі При каком минимальном коэффициен­
те трения между колесом и выступом это можно сделать?

Ш

4.14« Однородный стержень подвешен за концы на двух пру­
жинах, у которых коэффициенты упругости равны kx и кг. В не­
растянутом состоянии длина пружин одинаковая, масса единицы 
длины стержня q. Под каким углом к горизонту будет висеть стер­
жень при равновесии? Где нужно прикрепить вторую пружину, 
чтобы стержень висел горизонтально? Длина стержня /.

4*15« Автомобиль массой 103 кг равномерно поднимается по' 
наклонному шоссе с уклоном 0,2. Расстояние между осями передне­
го и заднего мостов равно 2,5 м, центр тяжести автомобиля распо­
ложен на равных расстояниях от осей на высоте 0,75 м. Определи­
те, на сколько отличаются силы давления передних и задних ко­
лес на дорогу.

4.16« Маховик радиусом 0,2 м насажен на неподвижную ось ра­
диусом 2 · 10“ * м. Сила трения между маховиком и осью 10® я. 
Чтобы легче снять маховик с оси, по касательной к его ободу при­
ложили силу F =  80 н, С какой минимальной силой нужно при 
этом тянуть маховик вдоль оси, чтобы его снять? При каком зна­
чении силы F маховик можно снять ничтожно малой силой?

4«17* Катушка с намотанной на нее нитью лежит на наклонной 
плоскости, как показано на рисунке 4.8. С какой силой и под каким 
углом нужно тянуть за нить, чтобы катушка находилась в равнове­
сии? Масса катушки т , коэффициент трения между плоскостью и 
катушкой /.

4*18« Под каким минимальным углом к горизонту нужно при­
ложить силу к верхнему ребру прямоугольного ящика длиной / и 
высотой h, чтобы он перемещался, не переворачиваясь? Коэффи­
циент трения равен f. Какова должна быть величина этой силы, если 
масса ящика равна m?

4.19« Чтобы выложить карниз здания, каменщик кладет кир­
пичи один на другой так, что часть каждого кирпича выступает 
над нижележащим. Сколько кирпичей нужно уложить в карниз, что­
бы он выступал не менее чем на 35 см от стены и чтобы кирпичи на­
ходились в равновесии без цементного раствора? Длина каждого 
кирпича 30 см. На какое 
максимальное расстояние 
может выступать карниз, 
уложенный без соедини­
тельного раствора?

4*20* Две тонкие пало­
чки, массы которых М и m, 
установлены перпендику­
лярно друг другу (рис. 4.9).
Палочки могут свободно 
вращаться в шарнирах 
А я В. При каком 
минимальном коэффици­
енте трения между Рис. 4.8.
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палочками система будет 
находиться в равновесии? Ка­
кова будет при этом сила давле­
ния, действующая на шарнир Л?

4«21, На земле лежат вплот­
ную друг к другу два одинако­
вых цилиндрических бревна. 
Сверху на них кладут такое 
же бревно. При каком условии 
бревна будут находиться в рав­
новесии, не раскатываясь?

4,22* В открытый с обеих сторон полый цилиндр радиусом R, 
стоящий торцом на горизонтальной плоскости, положили два оди­
наковых шара радиусом r > R / 2 и массой т. При какой мини­
мальной массе М цилиндра шары его не опрокинут? Поверхности 
шаров и цилиндра считать гладкими, стенки цилиндра тонкими.

4*23* Какой длины нужно взять нить, чтобы подвесить на ней 
у стены кубик с ребром а, как показано на рисунке 4.10? Коэффи­
циент трения между стеной и кубиком равен f.

4.24. На какую высоту может подняться по трехметровой лест- 
вице человек массой 60 кг, если лестница стоит под углом 30° 
к идеально гладкой стене? Масса лестницы 20 кг, коэффициент 
трения скольжения между полом и лестницей 0,5.

4*25* Балка массой т, лежащая на двух опорах, нагружена 
так, как показано на рисунке 4.11. Определите давление балки на 
©аоры. Силы, создающие вращающий момент М в точке опоры, 
лежат в плоскости чертежа.

4*26« Два идеально гладких шара, радиусы которых равны 5 см 
и 10 см, подвешены в одной точке на легких нитях длиной 45 и 40 см. 
Чему равно натяжение нитей и давленйе одного шара на другой, 
если масса шаров равна соответственно 50 и 100 г?

4*27* Найдите положение центра тяжести треугольника, сос­
тавленного из тонких однородных проволочек длиной 3, 4 и 5 см.

4*28* Квадрат из однородной проволоки, у которого отрезана 
одна сторона, подвешен на гвоздь. Какой угол образует 
средняя сторона с вертикалью?

777777, ·}?//??, Г7777Г,
I

Щ'7777,77,
I

777777777777 
21

Рис. 4.10. Рис. 4.11.

4*29* Стержень длиной I, составленный из двух однородных 
кусков одинаковой длины и массы М и т ,  подвешен за концы на 
двух легких нитях длиной 21 (рис, 4.12). Какой угол образует 
стержень с горизонтом в положении равновесия? Какую силу 
нужно приложить к стержню, чтобы он находился в горизонталь­
ном положении?

4*30, Какова должна быть высота цилиндра радиусом R, ук­
репленного на полушаре того же радиуса и материала, чтобы вся 
фигура находилась в состоянии безразличного равновесия? Центр 
тяжести полушара лежит на расстоянии 3/s R от плоскости сечения 
шара.

4*31* Однородная пластинка имеет форму равностороннего 
треугольника со стороной 16 см. В пластинке вырезано круглое 
отверстие радиусом 2 см. Определите положение центра тяжести 
полученной фигуры при условии, что центр отверстия лежит на от­
резке высоты, опущенной из вершины треугольника, а края отвер­
стия касаются сторон треугольника.

4*32« На полу лежит стержень массой М и длиной L. Какую 
минимальную работу надо совершить, чтобы стержень повернуть 
на угол а  вокруг одного из его концов? Коэффициент трения между 
стержнем и полом /. Какие минимальные силы нужно приложить 
к концам стержня, чтобы вращать его на полу с постоянной угловой 
скоростью вокруг середины стержня?

4*33, На идеально гладкой горизонтальной плоскости лежит 
обруч массой М и радиусом R. По обручу начинает ползти жук мас­
сой т. Какие траектории описывают центр обруча и жук? На ка­
кое расстояние сместится жук относительно пола, пройдя четвертую 
часть кольца?

4*34* Один неподвижный и п подвижных блоков образуют по­
лиспаст (рис. 4.13). Какой груз нужно подвесить к шнуру, схо­
дящему с неподвижного блока, чтобы уравновесить систему, если 
на первом блоке висит груз массой т, а каждый блок имеет массу q?
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Рис. 4.15.

4.35, Какую силу нужно приложить к тыльной 
стороне прямоугольного клина (рис. 4.14) с кате­
тами 10 см и 1 м, вдвигаемого под поршень мас­
сой 200 кг, чтобы поднимать поршень равномер­
но вверх? Коэффициент трения между клином и 
поршнем, а также между клином и опорой равен
0,1. Массой клина пренебречь. Чему равен к.п.д. клина?

4»36» Какой груз можно удержать с помощью дифференциаль­
ного ворота (рис. 4.15) силой 24,5 н, если длина рукоятки равна 1 м, 
радиус большого цилиндра 20 см, малого — 10 см? Момент сил 
трения на оси ворота составляет 20% от момента приложенной 
силы.

4*37* Винт тисков имеет шаг 4 лі м. При завинчивании винта 
деталь должна прижиматься силой в 1,47 кн. Какую силу нужно 
приложить к рукоятке тисков длиной 30 см, чтобы зажать деталь? 
К. п. д. винта 40%, потери на трение при перемещении губок тисков 
по" станине составляют 9,8 дж на каждый сантиметр переме­
щения.

Г л а в а  5. КОЛЕБАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ 
ТОЧКИ

Основные понятия, законы и формулы

1. Колебательным движением называют движение, при котором 
происходит частичная или полная повторяемость состояния системы 
по времени. Если значения физических величин, характеризующих 
данное колебательное движение, повторяются через равные проме­
жутки времени, колебания называют периодическими.

Самым простым колебательным движением является гармони­
ческое колебание материальной точки. Гармоническим называют 
колебание, в процессе которого величины, характеризующие дви­
жение (смещение, скорость, ускорение, сила и т. д.), изменяются 
с течением времени по закону синуса или косинуса (гармоническому 
закону). » · ■
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Основные законы гармонических колебаний материальной точки 
можно установить из сопоставления равномерного кругового движе­
ния точки и движения ее проекции на диаметр окружности. Если 
точка В, обладающая массой т, равномерно перемещается по ок­
ружности радиусом R с угловой скоростью ω (рис. 5.1), то ее проек­
ция на горизонтальный диаметр — точка С совершает гармониче­
ские колебания вдоль оси ОХ.

Смещение точки С от начала отсчета О движения — ее коорди­
ната X в каждый момент времени определяется уравнением

X =  A cos (φ Ф  фо), или X =» A cos (ω t + фо). (5.1)

где t — время; фо — угол, характеризующий положение точки С 
в момент начала отсчета движения (на чертеже φ0 => 0), А =  R — 
амплитуда колебания.

2. Раскладывая вектор линейной скорости νβ и вектор нормаль­

ного ускорения ан по осям ОХ и ΟΥ, для модулей составляющих 

νχ и ан (скорости и ускорения точки С) получим: 

vx =  v0 sin (ω/ + фо); 

ах =  ан cos (ωί + φ0).

Поскольку ν0 =  Αω нан =  А ω2, уравнения скорости и ускорения 
точки, совершающей гармонические колебания, можно представить 
в виде:

νχ =  Лео sin (ω/ + Фо); (5-2)
ах =  Лео2 cos (ωί + φ0) =  —ω2 χ. (5.3)

Знак «минус» в последней формуле указывает на то, что ускорение 
при гармоническом колебании направлено в сторону, противополож­
ную смещению.

Из соотношений (5.2) и (5.3) вытекает, что:
а) Максимальные значения скорости и ускорения колеблющейся 

точки равны:

tWc =  ^ cd; - (5.2')

аШкс — Аа>\ (5.3')
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б) Скорость и ускорение сдвинуты друг относительно друга на 

Угол - · Там, где скорость наибольшая, ускорение равно нулю, 

и наоборот.

в) Во всех точках траектории ускорение направлено к 
центру колебаний — точке О.

3. Учитывая формулу (5.3), уравнение второго закона Ньютона 
для материальной точки, совершающей гармонические колебания, 
можно представить в виде

F =  тах=  тА(л2 cos (ωί + φ0) =  —meo2 ж, (5.4)

где F есть величина равнодействующей всех ейл, приложенных к 
точке, — величина возвращающей силы.

Произведение тсо2, стоящее в правой части уравнения (5.4), — 
величина постоянная, поэтому материальная точка может совер­
шать гармонические колебания лишь при условии, что в процессе 
движения возвращающая сила изменяется пропорционально смеще­
нию и направлена к положению равновесия, т. е.

F =  — kx.

Здесь k — постоянный для данной системы коэффициент, который 
в каждом конкретном случае может быть выражен дополнительной 
формулой через величины, характеризующие колебательную сис­
тему, и в то же время всегда равный т а 2.

4. Кинетическая энергия гармонически колеблющейся точки 
равна:

\v/ __ mvx тА 2<о2 sin2 (at +  φ0) /г гч
w к — 2 — —  — . (O.O)

В процессе гармонического колебания сила изменяется пропор­
ционально смещению, поэтому в каждый момент времени потен­
циальная энергия точки равна:

W  _  кх* тА 2(й2 cos2 (ωί +  φ„)

2 ~ 2 ’■ * '

Полная механическая энергия колеблющейся точки

W =  WK + VrB =  ^ .  (5.7)

5. Всякое колебательное движение, в том числе и гармоническое, 
характеризуется амплитудой, периодом колебаний, частотой, кру­
говой частотой и фазой колебаний.

Амплитудой называют наибольшее значение колеблющейся 
величины (смещения, скорости, ускорения и т. д.). Число полных 
колебаний, совершаемых в единицу времени, называют частотой 
колебания /:

' - V
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Круговая частота — это число полных колебаний, совершаемых 
в течение 2 π сек:

2пп 0 і
ω =  —— — 2 щ.

Периодом называют время, в течение которого совершается одно 
полное колебание:

Величину e>t + φ0, стоящую под знаком тригонометрической 
функции в формулах (5.1) и характеризующую значение колеблю­
щейся величины в данный момент времени, называют фазой колеба­
ний. Величину φ0, определяющую значение колеблющейся величи­
ны в момент начала отсчета движения, называют начальной фазой.

6. Материальная точка, подвешенная на легкой невесомой и 
нерастяжимой нити, совершающая колебания под действием силы 
тяжести и натяжения нити, называется математическим маятником. 
При малых углах отклонения нити от положения равновесия (точ­
нее, бесконечно малых) колебания математического маятника яв­
ляются гармоническими с периодом колебания

Г =  2 π · ^ / Χ  (5.8)

где I — длина нити маятника; а — ускорение, сообщаемое грузу 
силой натяжения нити.

В наиболее распространенном частном случае, когда точка под­
веса маятника находится в равновесии в поле земного тяготения и 
сила натяжения нити равна по величине силе тяжести Р, а числен­
но равно ускорению свободного падения на данной широте и направ­
лено вертикально вверх. Полное ускорение математического маят­
ника, как и во всяком гармоническом колебании, определяется 
уравнением (5.3).

7. Время, показываемое маятниковыми часами, пропорциональ­
но числу полных колебаний маятника п. Это число при заданном 
времени наблюдения t зависит от периода колебаний, а следова­
тельно, от длины маятника и ускорения, создаваемого силой натя­
жения нити. Если за время tx маятниковые часы, идущие точно, 
делают пх полных колебаний, то при изменении I и а они за то же 
время tx будут делать п2 колебаний, станут отставать или уходить 
вперед. Показания точных и неточных маятниковых часов окажут­
ся при этом равными соответственно tx — knx и t2 — kn2, где k — 
коэффициент пропорциональности, зависящий от конструкции 
часов. Учитывая, что

tt =  п(Г\ =  я2Г2; Г, =  2π л [ Г2 =  2л л [
1 а1 Г °2
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и разность показаний точных и неточных часов равна ± Δ  t =  —
— tz, из составленных уравнений получим:

±" - <· Μ “ * ( 1- / ΐ 5 ·  <5·9>

Эта формула служит исходным соотношением для расчета поправки 
к маятниковым часам. Знак «плюс» соответствует случаю, когда 
к >  — неточные часы отстают, знак «минус», когда tx <  t2— не­
точные часы спешат.

Решение задач. Примеры

1. Задачи о колебательном движении материальной точки можно 
разделить на две группы: задачи, требующие применения общих 
уравнений гармонических колебаний, и задачи о математических 
маятниках и маятниковых часах.

Основная трудность при решении задач первого типа заключает­
ся в выводе уравнений (5.1) — (5.7). Получив же эти уравнения и 
внимательно проанализировав их, можно легко довести решение 
до конца, так как все дальнейшие расчеты почти целиком сводятся 
к математическим выкладкам.

Задачи второй группы требуют детального анализа физическо­
го явления и глубокого понимания основных формул. Эти задачи 
включают в себя задачи, связанные с ускоренным движением маят­
ников, и задачи на расчет поправок к показаниям маятниковых ча­
сов.

При ускоренном движении точки подвеса математического маят­
ника изменяется сила натяжения нити, что приводит к изменению 
всей возвращающей силы и, следовательно, частоты и периода ко­
лебания. Вывести формулу периода колебания точки, обладающей 
не только относительным, но и переносным ускорением, элементар­
ными методами сравнительно трудно. Однако ее легко получить для 
каждого конкретного случая, внося соответствующую поправку 
в формулу периода (5.8).

Если маятник в том или ином направлении приобретает перенос­

ное ускорение απ , то причиной этому служит изменение силы натя­

жения Fu на некоторую величину AFH, поскольку Р не меняется и на 

маятник другие силы не действуют. Ускорение а здесь рав- 

но сумме ускорений — g и а„, сообщаемых силойFH и ее прираще­

нием ΔFa, т. е.

а =  — g + aa.

Найдя обычными методами модуль этого ускорения и подставив 
его в соотношение (5.8), мы получим формулу периода колебаний 
математического маятника с учетом движения точки подвеса.
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Пример 1. Небольшой груз совершает колебания по закону 
X =  2 sin я  (/ + 0,5) см. Определите амплитуду, период, началь­
ную фазу колебаний, а также максимальную скорость и ускорение 
груза. Через сколько времени после начала отсчета движения груз 
будет проходить через положение равновесия?

Р е ш е н и е .  Сравнивая заданное уравнение с уравнением гармо­
нических колебаний (5.1), записанным в общем виде, легко заме­
тить, что в нашем примере А =  2 см. Фаза колебаний равна:

φ =  π (t + 0,5) =  nt + 0,5 π,

откуда следует, что угловая частота ω =  леек -1, период Т — 2 сек, 
а начальная фаза φ0 =  0,5π,

Зная амплитуду колебаний и угловую частоту, можно найти 
максимальную скорость и ускорение колеблющейся точки. Согласно 
(5.2') и (5.3') они будут равны:

имакс=  2π см/сек;

аиаКс=  2л* см/сек2.

Уравнение движения колеблющейся точки позволяет определить 
eg смещение в любой момент времени и найти время, по истечении 
которого точка сместится от положения равновесия на заданное 
расстояние. В момент прохождения положения равновесия х =  0. 
Подставляя это значение в наше уравнение, получим:

0 =  2sin π (t Η- 0,5),

откуда я it + 0,5) =  kn, где k =  1, 2, 3, и, следовательно, 
промежутки времени, спустя которые груз будет проходить поло­
жение равновесия, определяются формулой:

t — (k — 0,5) сек.

Первый раз груз пройдет положение равновесия через время 
t == 1 — 0,5 =  0,5 сек (k =  1) после начала отсчета движения.

Пример 2. Шарик массой m =  20 г колеблется с периодом Т — 
=  2 сек. В начальный момент времени шарик обладал энергией
W — 0,01 дж и находился от положения равновесия на расстоя­
нии Χχ =  2,5 см. Запишите уравнение гармонического колебания 
шарика и закон изменения возвращающей силы с течением времени.

Р е ш е н и е .  Законы изменения смещения и возвращающей 
силы можно записать, если мы знаем амплитуду, угловую частоту, 
начальную фазу и массу колеблющейся точки.

По условию задачи период колебаний нам известен, следователь­
но, угловая частота

2π /«\
® = — · с1)

Кроме того, известна полная энергия колеблющейся точки, кото­
рая согласно формуле (5.7) независимо от положения точки равна:

(2)

135



Наконец, используя последнее условие задачи, можно записать 
уравнение движения для начального момента, когда t =  0:

хх =  A cos φ0. (3)

Из соотношений (1) — (3) находим:

ω =  π сек-1; А

cosq>o

±Υ·2 W 

m
0,32 M\

А
0,78,

следовательно,

φ0 «  51° «  0,3π.

Подставляя найденные числовые значения Л, ω и <р0 в уравнения 

(5.1) и (5.4) и проводя упрощения, получим ответ на вопрос задачи:

X — 0,32 cos л (t +  0,3) м\

F =  0,063 cos π (t 4- 0,3) н.

Пример 3. На гладком горизонтальном столе лежит шар мас­

сой М, прикрепленный к пружине с коэффициентом упругости k. 

В шар попадает пуля массой т, имеющая в момент удара скорость

1>0, направленную вдоль оси пружины (рис. 5. 2, а). Считая удар 
абсолютно неупругим и пренебрегая массой пружины и сопротив­
лением воздуха, определите амплитуду и период колебаний шара.

Р е ш е н и е ,  а) В момент соударения пуля сообщит шару кине­
тическую энергию, вследствие чего он придет в движение и начнет 
сжимать пружину. Пружина сжимается до тех пор, пока энергия 
движения полностью не перейдет в потенциальную энергию дефор­
мации. В этот момент кинетическая энергия шара станет равной ну­
лю, потенциальная энергия пружины достигнет максимума, сме­

щение шара от положения равновесия 
станет равно амплитудному зна­
чению (рис. 5. 2, б). Дальше процесс 
пойдет в обратном порядке: форма 
пружины будет восстанавливаться, 
ее потенциальная энергия станет 
уменьшаться, кинетическая энергия 
шара будет возрастать и в положе­
нии равновесия (в точке О) первая 
станет равной нулю, вторая достиг­
нет максимума. Скорость шара будет 
направлена вправо, и при своем дви­
жении он начнет растягивать пружи- 

: ну. Так как поверхность стола иде-
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ально гладка и сопротивление воздуха ничтожно мало, кинети­
ческая энергия шара полностью перейдет в потенциальную энер­
гию пружины и процесс начнет повторяться заново. Возвраща­
ющая сила упругости, приложенная к шару, всюду будет при 
этом пропорциональна смещению, и стало быть, колебания шара 
будут гармоническими.

б) Чтобы определить амплитуду этих колебаний, нужно вос­
пользоваться законом сохранения энергии для системы шар — 
пуля — пружина. В первом положении (в момент начала движения) 
энергия пружины равнялась нулю, а шар вместе с пулей обладал 
энергией

Wi =  J * ± M )± .

во втором положении энергия всей системы равна только потен­
циальной энергии сжатой пружины

W2 =  — .
2

По закону сохранения энергии W2 — Wx =  0, или

kA* (m +  M )v\ о  (1)
2 2 ’ ^

поскольку внешние силы (реакция опоры и сила тяжести) над сис­
темой шар — пуля — пружина работу не совершают.

Начальная скорость шара νχ определяется из уравнения закона 
сохранения импульса. Пренебрегая, как обычно, смещением шара 
во время удара и учитыйая, что пуля застревает в шаре, получим:

mv о =  (m + M) Vi- (2)

Согласно (5.4') уравнение второго закона динамики для шара
с пулей имеет вид:

F =  — (т + Μ) ω2 X, . (3)

где ω — угловая частота, равная

2π t а
ω = ---. (4)

Τ  ν

В то же время возвращающую силу F можно выразить через ко­
эффициент упругости пружины k и смещение XI

F =  —kx. (5)

Соотношения (1) — (5) полностью отражают явление, рассмат­
риваемое в задаче, и служат исходной системой уравнений для на­
хождения неизвестных А и Т.

Решая уравнения (1) и (2), получаем:

от +М

■М V і
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Из формул (3) —  (5) находим:

Т =  2л -~· + Μ .

Пример 4с Математический маятник, состоящий из нити длиной
I =  243 см и стального шарика радиусом г =  2 см, совершает гар­
монические колебания с амплитудой А =  Ю см. Определите 
скорость шарика при прохождении им положения равновесия и 
наибольшее значение возвращающей силы. Плотность стали 
р =  7,8 · ΙΌ3 кг/м*.

Р е ш е н и е ,  а) К математическому маятнику применимы все 
уравнения гармонических колебаний. Они дают возможность оп­
ределить кинематические и динамические характеристики движе­
ния маятника, причем в отличие от общего случая к этим уравнениям 
добавляется формула периода колебания математического маят­
ника, позволяющая найти угловую частоту, если известна длина 
маятника.

б) Исходя из условий задачи, можно сразу определить период
и, следовательно, угловую частоту колебаний маятника. Приме­
няя формулу математического маятника к колебаниям шарика, 
необходимо учесть, что входящая в нее длина равна расстоянию 
/ -f г от точки подвеса до центра тяжести колеблющегося тела, по­
скольку в данном примере шарик можно рассматривать как мате­
риальную точку. Кроме того, здесь а =  g, так как точка подвеса 
находится в равновесии.

ω =  ? ? =  l / Н І  . (1)
T V ( +  г w

Зная угловую частоту и амплитуду, легка найти скорость маят­
ника; при прохождении им положения равновесия. В этом поло­
жении она имеет максимальное значение, равное согласно формуле 
(5.2')

v *= Α со. (2)

Наибольшее значение возвращающая сила имеет в крайнем по­
ложении маятника, где смещение становится травным амплитуде, 
а ускорение достигает максимума:

^макс ~ таиж  =  тЛш2. (3)

Массу колеблющегося шарика мы найдем, зная его радиус и
плотность материала:

m =  р — пг8. (4)
3

Решая уравнения (1) — (4) совместно относительно скорости 
и силы, после подстановки, числовых данных получим: '

V — Α λ ί  _JL_ «ί 0,2 М/сеК', Fm Kc =  0,1 н.
t l + r ткс 3 (t + r)
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Пример δ. Маятниковые часы, выверенные при комнатной тем­
пературе, уходят за сутки на At — 2 мин вследствие изменения 
длины маятника, вызванного понижением температуры. Как нуж­
но изменить длину маятника, чтобы часы шли верно?

Р е ш е н и е .  Из-за понижения температуры длина 1г маятнико­
вых часов, выверенных при комнатной температуре, уменьшается 
и становится равной /2. Период колебаний таких часов уменьшает­
ся, поскольку ускорение а остается неизменным. За сутки — вре* 
мя ίχ — эти часы сделают большее число колебаний, чем точные 
часы, и, следовательно, будут спешить. Согласно формуле (5.9) 
показания маятниковых часов за сутки будут отличаться от пока­
заний точных часов на время

-A*-A(t-yg> (1)
так как в данном случае ах =  а2 =  g0.

Чтобы часы шли точно, маятник часов нужно удлинить настоль­
ко, насколько он уменьшился при охлаждении. Относительное из­

менение длины должно быть при этом равно -1
h

Из уравнения (1) находим отношение —:

(в задачах данного типа, если At tlt членом Δί2//? всег­
да можно пренебречь и этим упростить вычисления). Решая пос­
леднее уравнение относительно искомого изменения длины, получим:

iLHi? =  2,8 - 1Q-3, 
h к

т. е. длину маятника нужно увеличить на 0,3% по сравнению в 
длиной, которую он имел, когда часы спешили.

Пример 6. Самое высокое место, обжитое человеком на земном 
шаре, находится на высоте h — 6200 м над уровнем моря (Ронбург- 
ский монастырь в Гималаях). На сколько будут уходить за сутки 
маятниковые часы, выверенные на этой высоте, если их перенести 
на уровень моря?

Р е ш е н и е .  При перемещении маятниковых часов с одногр 
уровня на другой изменяется период колебаний маятника, так как 
ускорение свободного падения зависит от высоты. Выверенные на 
одном уровне, такие часы будут уходить вперед или отставать в 
зависимости от того, опускают ли их вниз или поднимают вверх. 
По условию нашей задачи часы переносят на более низкий уровень, 
поэтому ускорение а =  g будет увеличиваться, и.часы, выверенные 
в горах, станут уходить вперед. Это вызвано тем, что период коле­
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ft =  g„=Y^-. (3)

баний маятника уменьшится, и за сутки такие часы будут делать 
больше колебаний, чем часы, идущие в монастыре.

Согласно формуле (5.9) показания маятниковых часов, перене­
сенных на уровень моря, за время іг будут больше показаний пра­
вильно идущих часов на время

At =  tx ( і - ] / § }  (1)

так как в данном случае I =  const. В этой формуле — ускоре­
ние свободного падения на высоте h, равное

gl ~ Y (Яз + hf ’  ̂ ^

g2 — ускорение свободного падения на уровне моря:

,Ма 

R_

Из формул (2) и (3) находим:

ga (Ra + hf

*  4  '

Подставляя это отношение в уравнение (1), для разности пока­
заний маятниковых часов при перемещении их на высоту h получим:

' — Ai =  i J  1 — Лз±_А\ # .л
Ч  Rs 1 Яз

Подставляя числовые значения, найдем, что за сутки часы уйдут 
вперед на

At =  70 сек.

Пример 7. В ракете и на Земле установлены маятниковые 
часы. Ракета стартует без начальной скорости и за время равноус­
коренного движения поднимается на высоту Я . Затем двигатели 
выключаются и ракета продолжает двигаться замедленно с вдвое 
меньшим ускорением, чем при разгоне. На сколько будут отличать­
ся показания маятниковых часов от показаний точных часов в тот 
момент, когда ракета достигнет высоты 2Я? Изменением ускорения 
силы тяжести с высотой пренебречь.

Р е ш е н и е .  1. Если маятниковые часы находятся в системе,
которая движется с ускорением, например в ракете, период коле­
баний маятника, а следовательно, и показания часов будут отли­
чаться от показаний неподвижных часов. Это объясняется тем, что 
ускорение а, создаваемое силой натяжения нити, становится боль­
ше или меньше ускорения g, при котором обычно выверяются часы.

В нашем примере первую половину высоты 2Я ракета двига­
лась ускоренно: сила натяжения нити FlH была больше силы тяжести 
Р груза, т. e. at >  g, и, стало быть, маятниковые часы уходили впе­
ред. Вторую половину высоты 2Я ракета, а с ней и маятниковые
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часы двигались замедленно. Это возможно лишь при условии, что 
F 2н <  Р> т. е. «2 <  g. Маятниковые часы здесь будут отставать. 
Чтобы определить разность показаний маятниковых часов, уста­
новленных в ракете, и часов, идущих правильно на Земле, нужно 
определить, на сколько они уйдут вперед при aL >  g, отстанут за­
тем при аг <  g, и из первой поправки вычесть вторую.

2. При ускоренном подъеме ракеты на высоту Я  период колеба­
ний маятника уменьшится, частота колебаний увеличится и за вре­
мя подъема t01 маятниковые часы уйдут вперед на

—  =  /01 ( і  —  (1)

поскольку длина маятника останется неизменной.
Если ракета поднимается вверх с ускорением ш1( то полное 

ускорение, создаваемое силой натяжения нити, будет равно:

ах =  g + wv (2)

Ускорение wx можно рассматривать как переносное и опреде- 
лить его из уравнения движения ракеты

.2
Я =  - ϋ ί  . (3)

2 w

При замедленном движении ракеты сила натяжения и сообщае­
мое ею ускорение уменьшаются. Период колебаний маятниковых 
часов увеличится, частота колебаний станет меньшей и за время 
to2 подъема ракеты с высоты Я  на высоту 2Я  маятниковые часы
отстанут от правильно идущих часов на

At$ — ίβ2 ί 1 ■Vf} “■>
Ускорение, создаваемое силой натяжения нити при таком дви­

жении, будет равно:
а2 =  g — w2, (2')

где согласно условиям задачи

Щ - * .

Точное время замедленного подъема можно определить из урав­
нения движения

tf =  V 02- ~ - 2 , (3')

где

V0 =  и>1 0̂1-

Показания маятниковых часов в момент достижения ракетой 
высоты 2Я  будут отличаться от истинного времени (времени подъ­
ема) на величину

At =  Δ/χ — А іг. (4)
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Решая уравнения (1) — (4) совместно с учетом того, что tal — 
=  t, получим:

Л, V W + W + о , 59 ygF^H
Vs

Это и будет ответ на вопрос задачи.

Задачи к главе 5

5,1* Две идеально гладкие плоскости составляют двугранный 
угол. Левая плоскость наклонена к горизонту под углом а, правая — 
под углом β. Определите период колебаний шарика, скользящего 
вниз и вверх по этим плоскостям, если вначале он находился на ле­
вой плоскости на высоте А.

5.2* Грузик массой 10 г совершает колебания на нити длиной
1 м и обладает энергией 0,015 дж. Чему равна амплитуда колебаний 
грузика? Можно ли эти колебания считать гармоническими?

5,3« Точка, совершающая гармонические колебания, в некото­
рый момент времени имеет смещение, скорость и ускорение, рав­
ные соответственно 4-Ю-2 м, 0,05 м/сек, 0,8 м/сек2. Чему равны 
амплитуда и период колебаний точки? Чему равна фаза колебаний 
в рассматриваемый момент времени? Каковы максимальная скорость 
и ускорение точки?

5*4« Шарик массой 10 г совершает синусоидальные колебания 
с амплитудой 3 см и частотой 10 сек-1. Чему равны максимальное 
значение возвращающей силы и полная энергия шарика? Каковы 
будут эти значения, когда шарик удален от положения равновесия 
на расстояние 2 см? Начальная фаза колебаний равна нулю.

5*5, Между точками Л и 5  шарик массой т  совершает гармо­
нические колебания с периодом Т. Определите величину возвра­
щающей силы и кинетическую энергию шарика по прошествии t сек 
после прохождения им положения равновесия, если расстояние АВ 
равно 21.

5.6. Точка совершает колебания, описываемые уравнением 
X =  5 sin 21. В некоторый момент времени сила, действующая на 
точку, и её потенциальная энергия равны соответственно F =  5 X  
χ ΙΟ-3 н и Wn =  10-4 дж. Чему равны фаза и кинетическая энер-- 
гия точки в этот момент времеки?

5,7« Автомобиль массой 1,5 τ при движении по ребристой до­
роге совершает гармонические колебания в вертикальном направ­
лении с периодом 0,5 сек и амплитудой 15 см. Определите макси­
мальную силу давления, действующую на каждую из четырех рес­
сор автомобиля,

5.8, Платформа совершает гармонические колебания в горизон­
тальном направлении с частотой f =  0,25 сек-1. На платформе ле­
жит груз, коэффициент трения которого о платформу равен k —
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=0,1. Какова может быть максимальная амплитуда А колебаний 
платформы, чтобы груз не скользил по ней?

5,9* На идеально гладкой поверхности стола закреплена лег­
кая пружина с грузом массой m на конце. Стол движется равномер­
но со скоростью у и в некоторый момент времени резко останавли­
вается. С какой амплитудой груз начнет совершать колебания? Че­
му будут равны период колебаний и максимальное ускорение груза? 
Коэффициент упругости пружины равен k.

5.10« Легкая пружина с коэффициентом упругости 19,6 н/м 
подвешена к штативу. В некоторый момент к свободному концу 
пружины подвесили гирю массой 100 г и осторожно отпустили. 
Запишите уравнение движения гири на пружине, приняв за начало 
отсчета положение равновесия.

5.11« Две пружины с коэффициентами жесткости k1 и k2 соеди­
нены один раз последовательно, второй раз параллельно. Во сколь­
ко раз будут отличаться периоды вертикальных колебаний груза 
на таких пружинах?

5.12, Ареометр массой m, имеющий площадь поперечного се­
чения S, плавает в растворе электролита с плотностью р. Ареометр 
погрузили еще немного и отпустили. С какой частотой ареометр 
будет совершать вертикальные колебания?

5.13, В открытые сообщающиеся сосуды с площадью поперечного 
сечения 5 и 2S налита ртуть массой яг. Столбик ртути в одном 
из сосудов вывели из положения равновесия, вследствие чего ртуть 
начала колебаться. Найдите период колебаний ртути.

5.14, Два цилиндрических шкива одинакового* радиуса враща­
ются в противоположные стороны. Расстояние между осями шкивов 
15 см. На шкивы положили однородный стержень так, что его 
центр тяжести оказался смещен к одному из шкивов. Коэффици­
ент трения между стержнем и шкивом 0,2. Определите период 
колебаний стержня.

5.15, Два шарика массами т и  2т соединены между собой пру­
жиной" с коэффициентом упругости k. Шарики лежат на идеаль­
но гладком столе, а) Пружину сжали, прикладывая к шарикам две 
силы, каждая из которых F =  mg, и затем быстро отпустили. Как 
будут двигаться шарики? б) В маленький шарик попадает пуля 
массой т , летящая вдоль линии, центров шаров со скоростью v. 
Считая удар неупругим, определите период и амплитуду коле­
баний шаров.

5.16, Длина нити одного из математических маятников на 15 см 
больше длины другого. В то время как один из маятников делает 
7 колебаний, другойГделает на одно колебание больше. Чему рав­
ны периоды колебаний маятников?

5,17« В идеально гладкую сферическую полость радиусом R 
положили небольшой грузик и отпустили. Сколько раз в течение 
времени t грузик побывает в положении равновесия, если известно, 
что амплитуда его колебаний ничтожно мала по сравнению с радиу­
сом полости?
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5*18« На сколько уменьшится число колебаний маятника х  пе­
риодом колебаний 1 сек за сутки, если длина его возрастет на 5 см?

5*19* Маятник совершает колебания с амплитудой 1 см и имеет 
период 1 сек. Определите максимальные значения скорости и уско­
рения маятника.

5*20* Математический маятник совершает колебания с ампли­
тудой А. Через время t после начала движения из положения рав­
новесия его смещение было равно 0,5 А. Определите длину 
маятника.

5*21« В ракете установлен математический маятник длиной I. 
Чему будет равен период колебаний такого маятника, если раке­
та начнет подниматься вертикально вверх с ускорением а?

5*22« В лифте находится математический маятник. Во сколько 
раз изменяется период колебаний маятника, когда лифт опускает­
ся с ускорением 0,25 g?

5*23« Маятник длиной / =  1 м совершает гармонические коле­
бания в кабине самолета. Чему равен период колебаний маятника 
при движении самолета в горизонтальном направлении с постоян­
ным ускорением а =  3 м/сек2? Будет ли зависеть период от знака 
ускорения и положения плоскости колебаний относительно кабины 
самолета? Чему будет равен период, если самолет, имея скорость v, 
начнет описывать в горизонтальной плоскости окружность радиу­
сом R?

5*24, Маятник укреплен на тележке, скатывающейся без тре­
ния с наклонной плоскости, составляющей угол а  с горизонтом. 
Чему равен период колебаний маятника во время движения тележ­
ки? Длина маятника I. Каков будет ответ, если тележку пустить 
вверх по наклонной плоскости?

5*25« В ракете, запущенной вертикально вверх, установлен ма­
тематический маятник. Что произойдет с маятником после того, 
как двигатели прекратят работу и ракета будет двигаться лишь под 
действием силы тяжести? Как будет вести себя маятник при свобод­
ном падении ракеты?

5*26* В кабине аэростата установлены маятниковые часы. Без 
начальной скорости аэростат начинает подниматься вверх с уско­
рением а =  0,2 м/сек2. На какую высоту h поднимается аэростат 
за время, когда по маятниковым часам пройдет tu =  60 сек?

5*27* В космическом корабле установлены маятниковые часы. 
Корабль без начальной скорости запускают вертикально вверх, 
и он поднимается с ускорением 0,5 g. Достигнув высоты h, корабль 
начинает двигаться замедленно с тем же по величине ускорением. 
На какой высоте маятниковые часы будут показывать точное время? 
Изменением g с высотой пренебречь.

5*28« К тележке, которая может двигаться по горизонтальным 
рельсам без трения, на нити длиной / подвешен шарик массой т. 
Нить отклонили на небольшой угол и отпустили, после чего шарик 
стал совершать гармонические колебания с частотой v. Опреде­
лите массу тележки.
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Г л а в а  6. ГИДРОМЕХАНИКА

Основные понятия, законы и формулы

1. Основная задача гидромеханики состоит в том, чтобы найти 
Законы распределения давлений и скоростей внутри жидкости. 
Сравнительно просто эта задача решается для идеальной жидкости— 
несжимаемой жидкости, в которой отсутствуют силы трения между 
ее слоями (нет вязкости). Со стороны идеальной жидкости на тела 
могут действовать только нормальные силы упругости. Силовое 
взаимодействие в жидкости характеризуется скалярной вели­
чиной — давлением.

Давление, производимое силой F, равномерно распределенной 
по площади S и действующей перпендикулярно площади, равно:

Давление, создаваемое покоящейся жидкостью, называют гид­
ростатическим.

При отсутствии движения внутри идеальной жидкости, находя­
щейся в равновесии, давление, производимое жидкостью на глуби­
не h, равно:

р =  Р g h, (6.2).

где р — плотность жидкости; g — ускорение свободного падения.
Формула (6.2) носит общий характер: давление не зависит от 

того, какую форму имеет сосуд, содержащий жидкость.
Сила гидростатического давления жидкости на дно сосуда равна 

весу столба жидкости с основанием, равным площади дна сосуда:

Fm =  Рдн 5дн =  Р §hSm- 

Средняя сила давления жидкости на плоскую боковую стенку на­
полненного сосуда равна давлению жидкости на глубине центра 
тяжести стенки, умноженному на площадь ее поверхности:

F 6 =  Рц.т̂ б == Ρ Λ .Ά ·

Давление р0 на открытой поверхности жидкости передается во все 
точки жидкости без изменения (закон Паскаля).

Из закона Паскаля следует:
а) Полное давление в любой точке жидкости складывается из 

давления Ро на ее открытой поверхности, которое в большинстве 
случаев равно атмосферному, и гидростатического давления столба 
жидкости, находящегося над этой точкой:

p =  Po+9gh-

б) При равновесии жидкости давление на поверхности одного 
уровня внутри однородной жидкости во всех точках этой поверх­
ности одинаково.
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2. На тело, погруженное в жидкость, действует выталкиваю­
щая сила, равная весу жидкости, вытесненной телом:

Л ,=

где рж — плотность жидкости; V— объем вытесненной жидкости. 
Выталкивающая сила является суммой сил упругости, действую­
щих на поверхность тела со стороны жидкости. Приложена эта сила 
в центре тяжести вытесняемого объема жидкости и направлена по 
нормали к ее открытой поверхности.

На тело, находящееся на дне сосуда с жидкостью (или погру­
женное в жидкость на нити), в общем случае действуют три силы:

сила тяжести Р, выталкивающая сила FB и реакция N дна сосуда

(или сила натяжения нити Fu), численно равная весу тела в жид­
кости.

3. При стационарном (установившемся) течении идеальной жид­
кости, когда все частицы жидкости, проходящие через данную точ­
ку пространства, имеют одинаковую скорость, через любое сечение 
потока проходит одинаковое количество жидкости (закон постоян­
ства потока):

Q =  j  =  const. (6.3)

Если жидкость с плотностью р проходит через сечение S со ско­
ростью v, то временной расход жидкости ̂  через это сечение равен:

Q =  pS V. (6.3')

Из формул (6.3) и (6.3') следует, что для двух произвольных се­
чений потока

p Si vt =  p S2> 2, (6.3").

где Vi и vt — скорости частиц жидкости, проходящих через сечения 
S i и Sj.

Поток жидкости, текущей со скоростью v и падающей с высоты 
h, обладает мощностью

N =  Гполн =г + _  ап? i чщь /о дч
t t 2t t ’ " 1 *

QV*

2

So*

или N =  T  + QSh' (6.4')

или * =  P ̂  + pSvgh. (6,4*)

Если в произвольном сечении установившегося потока выбрать 
достаточно тонкий слой жидкости, центр тяжести которого нахо­
дится на высоте h от нулевого уровня отсчета, то вдоль всего потока 
должно быть (закон Бернулли):

2
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'(6.5)

где р — внешнее давление; v — скорость движения жидкости че­
рез данное сечение.

Сумма p + pgh представляет статическое давление, член

р — — динамическое давление жидкости. Все вместе дает полное
2

давление жидкости в движущемся слое.
С энергетической точки зрения давление р есть работа, совер­

шаемая внешними силами над единичным объемом жидкости:

произведения pgh и соответственно представляют потен-

циальную и кинетическую энергию жидкости, заключенной в этом 
объеме.

Согласно формуле (6.5) для двух произвольных сечений потока 
идеальной жидкости

Pi "Ь Pghі + ~  ^  Ра + Р —  · (6·δ)

Если ι>χ =  0, Лг =  0 и pi =  pi (происходит истечение жидкости 
из малого отверстия широкого открытого сосуда), то

v =  У  2gh (формула Торричелли), (6-5")

где v =  Da, h —Ηχ — глубина, на которой находится отверстие 
в сосуде.

Решение задач. Примеры

Законы гидромеханики позволяют решать задачи как по стати­
ке, так и по динамике жидкостей. Среди этих задач нужно прежде 
всего выделить задачи на уравнение второго закона Ньютона, 
в которых движущимся телом является слой жидкости. В этих зада­
чах приходится учитывать не силы, действующие между телами, а 
производимые ими давления.

1. Правила решения задач этой группы почти такие же, как за­
дач на статику или динамику тела, движущегося поступательно. 
Различие состоит лишь в том, что уравнения равновесия или вто­
рого закона Ньютона нужно записывать не через силы, а через дав­
ления. Выразить левую чаоть основного уравнения динамики через 
давление можно следующим образом. Выбрав слой жидкости, для 
которого составляется уравнение, надо представить его массу как 
произведение pSI, где р — плотность жидкости; 5 — площадь 
поперечного сечения, проведенного перпендикулярно направлению 
движения жидкости; / — толщина слоя. Тогда уравнение второго 
закона Ньютона можно записать так:

ΣΡ =  p Sia,

откуда

Σρ = ρ/α .
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В левой части последнего равенства стоит сумма давлений, произ­
водимых на движущийся слой жидкости.

2. Задачи, связанные с нахождением давления и сил давления 
в какой-либо точке внутри покоящейся жидкости, решают на ос­
новании закона Паскаля и вытекающих из него следствий. Мето­
дика решения таких задач состоит в следующем:

а) Необходимо сделать чертеж и отметить все равновесные уров­
ни жидкости, которые она занимала по условию задачи. Если даны 
сообщающиеся сосуды с разнородной жидкостью, нужно отметить 
уровни каждой из них и указать границы раздела. Затем следует 
провести поверхность нулевого уровня — поверхность, от которой 
будут отсчитываться высоты столбов жидкости. Эта поверхность 
должна проходить через однородную жидкость — по самой нижней 
границе раздела сред (жидкость — жидкость, жидкость — воздух). 
Если по условию задачи происходит перетекание жидкости из од­
ной части сосуда в другую и при этом имеется два или несколько 
равновесных состояний жидкостей, необходимо отметить высоты 
всех уровней, отсчитывая их от поверхности нулевого уровня.

б) Указав высоты всех столбов и расстояния, на которые сме­
щаются уровни жидкости, можно приступать к составлению урав­
нения равновесия жидкости. Для двух произвольных точек,лежа­
щих на поверхности нулевого уровня, должно быть

п т

Σ  Pi= Ъ р к ,
1=1 k=1

или подробнее:

Ро +  РхФх +  ... +  Р пФп  =  Ро +  р[ ё К  +  -  +  Р* gh'h-
В этом уравнении р„ — давление на свободной поверхности верх­
него слоя (обычно атмосферное), hb plf h[, р[ и т. д. — высоты эле­

ментарных столбов жидкостей и их плотности.
в) Если до наступления момента равновесия жидкость перели­

валась из одной части сосуда в другую, то к составленному урав­
нению добавляют условие несжимаемости жидкости: при умень­
шении объема жидкости в какой-либо части сосуда на Vt в другой 
части сосуда объем возрастет на такую же величину. Если сосуды 
имеют форму цилиндров, то условие несжимаемости ν λ =  V2 мож­
но записать так:

Si Ηχ =  S2h2,

где и S2 — площади поперечного сечения; Лх и h2 — высоты стол­
бов переливаемой жидкости.

Составив уравнение равновесия и, если нужно, условие несжи­
маемости, следует записать математически все остальные условия 
задачи.. Как правило, они связывают между собой высоты hlt h2 и 
т. д.

г) Затем надо выписать числовые значения известных величин,
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проверить число неизвестных в полученных уравнениях и решить 
их совместно относительно искомой величины.

д) В заключение остановимся на задачах, где требуется найти 
давление внутри жидкости, движущейся ускоренно. При решении 
их нужно учесть замечания к п. 7 гл. 2. Давление на глубине, от­
считанной от установившейся поверхности жидкости, движущейся 
с ускорением а, можно вычислить по формуле:

Р =  Ро + Рg'h, где g' =  |g + (—α) |.

3. Решение задач о плавании тел основано на законах динамики 
поступательного движения твердого тела с учетом закона Архиме­
да, позволяющего выразить выталкивающую силу, входящую в 
уравнение равновесия (или динамики), через величины, которые 
считаются в данной задаче известными. Принципиально решені?е 
таких задач не отличается от решения задач динамики материаль­
ной точки.

а) Нужно сделать чертеж и, руководствуясь третьим законом 
Ньютона, расставить силы, действующие на тело, погруженное в 
жидкость.

Если в задаче говорится о весе тела в воде, то тело удобно изоб­
разить подвешенным на нити в жидкости или лежащим на дне со­
суда и помнить, что вес в воде численно равен силе натяжения нити 
или нормальной реакции дна (но не силе земного притяжения Р)· 
Не следует также забывать, что сила давления верхнего слоя жид­
кости, действующая на погруженное тело, в выталкивающей силе 
учтена.

Если тело плавает на границе раздела двух жидкостей, вытал­
кивающая сила, действующая на тело, равна:

Fa =* PigV i+  PtgVt,- 

где Vx a V2 — объемы частей тела, находящихся в жидкостях с 
плотностями рх и р2 соответственно.

б) Составить основное уравнение динамики поступательного 
движения

2  F =  та

и подставить в него вместо Р и FB, если эти силы не заданы, их вы­
ражения:

р  =  Prg^T и FB =  pxgV.

Здесь VTu ρτ — объем и плотность погруженного тела, V — объем 
погруженной части тела, равный объему вытесненной жид­
кости.

Если погруженное тело находится в равновесии относительно 
жидкости, то основное уравнение упрощается, поскольку правая 
часть обращается в нуль и задача сводится к задаче статики.

Для ее решения нужно составить уравнение равновесия в проек­
циях и редко уравнение моментов.
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Рис. 6.1.

в) Далее, руководствуясь общи­
ми правилами решения задач меха­
ники, необходимо составить дополни­
тельные уравнения, выписать число­
вые значения заданных величин, про­
верить число неизвестных в полу­
ченной системе уравнений и решить 
ее относительно искомой величины.

Пример 1. В сообщающихся сосу­
дах находится ртуть. Диаметр одного 

сосуда в четыре раза больше диаметра другого. В узкий сосуд 
наливают столб воды высотой h 0=  70 см. На сколько подни­
мется уровень ртути в одном сосуде и опустится в другом?

Р е ш е н и е. а) Делаем чертеж (рис. 6.1), на котором отмечаем 
начальный уровень ртути О —О, и выбираем поверхность нулевого 
уровня по границе раздела воды и ртути 1 — 1.

Разбиваем столбы жидкости над этой поверхностью в левом и 
правом сосудах на элементарные части и обозначаем их высоты: 

А1.и· Н2'— понижения и повышения уровней в левом и правом ко­

лене; hi — расстояние между уровнями О — О и 1 — / в правом 
колене, h2 — высота столба воды над начальным уровнем.

б) Записываем условие равновесия жидкости в сообщающихся 
сосудах: на поверхности 1 — 1 давление в любых точках, находя­
щихся в левом колене, равно давлению в точках, находящихся в 
правом:

+ pBgh2 =  ppgh\ + ppgh’2. (1)

Обратите внимание, что на поверхности О — О, проходящей 
через разнородные жидкости, давления в левом и правом коленах 
разные.

в) Условие несжимаемости и дополнительные условия задачи 
позволяют составить еще три уравнения:

S A  =  SJi'2 или dPhy =  16d2h'2\ (2)

h i  A g  =  Hq\ (3 )

h i  —  Η χ .  (4 )

г) Решая уравнения (1) — (4) совместно относительно искомых
неизвестных Л2' и hi, после подстановки числовых значений полу­
чим:

К =  ТГ1; К °>3 сщ hi =  -  . Ssb. ; hi ж  4,8 см.
17р 17

Єр
Пример 2* Какой массы камень нужно положить на плоскую 

льдину толщиной h =  20 см, чтобы он вместе с льдиной полностью 
погрузился в воду, если площадь льдины равна S — 1 м2} Плотность 
льда рл =  0,9 г/см3, плотность камня рк =  2,2 г/см3. С какой силой 
камень давит на льдину в воде?

№

Р е ш е н я  е. Так как льдина и камень находятся в погружен­
ном состоянии в равновесии и по условию задачи требуется опре­
делить не только массу камня, но и внутреннюю силу, действующую 
между этими телами, необходимо составить уравнения равновесия 
отдельно для каждого тела.

К льдине приложены сила земного притяжения Рл , выталкива­

ющая сила воды Fi и сила нормального давления камня N. Под 
действием этих сил льдина находится в покое, ее ускорение равно 
нулю, следовательно,

F l  _  р л — АГ =  о. (1)
Поскольку силы Рл и Fu входящие в это уравнение, не заданы, 
их нужно выразить через известные величины:

Рл =  P .^S ; Fi =  PaghS , (2)

где рл и рв — плотность льда и воды; h и S — толщина и площадь 
льдины (объем погруженного тела равен объему вытесненной жид­
кости).

На камень действует сила тяжести Рк , выталкивающая сила

F2 воды и нормальная реакция опоры N (со стороны льдины). Так 
как камень находится в равновесии, то

F% 4- N — Рк =  0. (3)

Как и в первом случае, силу тяжести и выталкивающую силу нуж­
но выразить через заданные величины:

Рк =  Рк#к; Рг =  pBgVK. (4)

Исключая из уравнений (1) — (4) неизвестные F-lt Ра, F2 и объем 
камня VK, находим:

(рв — Рл) PnhS
р к =

(Рк — Рв)
Рк ж  360 н; N =  (рв — рл) ghS\ Ν ^α 19,6 «.

Пример 3. Прямой деревянный цилиндр плавает на поверх­
ности во^ы так, что в воде находится п 0,9 его высоты. Какая 
часть вьгсотьі" цилиндра будет погружена в воду, если на воду на­
лить слой масла, полностью закрывающий цилиндр? Плотность мас­
ла принять равной рм =  0,8- 10а кгілі.

Р е ш е н и е .  Делаем чертеж 
(рис. 6.2), на котором изображаем 
два положения цилиндра: до и пос­
ле того, как было налито масло.
Обозначаем площадь цилиндра 
Через S, части высоты цилиндра, 
находящиеся в воздухе и воде 
(первый случай), через и /hi в 
масле и воде (второй слуїай) —
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через h3 и л4. В первом случае на цилиндр действуют сила тяже- 

сти Р и выталкивающая сила воды FlB ; во втором — сила тяже­

сти Р и выталкивающие силы со стороны воды FiB и масла Fu. 
(На тела, находящиеся частично в жидкости, частично в воздухе 
действует выталкивающая сила воздуха. В большинстве случаев 
ею пренебрегают, так как она очень мала.)

В обоих случаях цилиндр находится в равновесии, поэтому

Л » - ^ = 0 ;  F„ + Fu- P  =  0.
Учитывая, что

Р — Pig (h\ /ig) S , F

^2в — pBghbS, FM =  Pugh^S, 

где рт и ρ, — соответственно плотность материала цилиндра 
и воды, записываем условия равновесия более подробно:

рв А, — рт (hi + h2) =  О (после сокращения на 5 и g), (1)

Рв^4 "l·- Рм ~~~ Рт (Ai ~b Aj) — 0. (2)
Кроме того,

hi + Aa =  h3 + A4 , (3)
и по условию задачи

——  =  и. (4)
Лі+й2 1 ’

Из составленной системы уравнений надо определить отношение

х =  Г ^ — · (5)h3-j-

Система уравнений (1) — (5) содержит шесть неизвестных ве­
личин: все высоты, рт их. Такая система имеет определенное ре­
шение, если требуется найти не все неизвестные, а только некоторые 
из них или их отношение. Уравнения (1) и (4) позволяют сразу 
определить плотность дерева:

Рт =  РвГ~ т  =  Рв я.*1+  К
Второе уравнение с учетом равенства (3) можно представить 

после несложных преобразований так:

Ил i ho д
Рв, , . Рм , , . Рт =  о,Л3+  ft4 Л3+  ht

откуда

χ —, hj __ Рт Рм 

М - Л  Рв — Рм 
или с учетом выражения для плотности дерева:

X =  "Рв, — Рм. =  0,5.

рв Рм
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Пример 4, Полый медный шар весит в воздухе Р =  2,6· 10_1н, 
в воде Т =  2,17· 10-а н. Определите объем внутренней полости 
шара. Плотность меди рм =  8,8 · 103 кг/м3 . Выталкивающей 
силой воздуха пренебречь.

Р е ш е н и е .  При взвешивании шара в воде на него действует

сила тяжести Р, равная весу тела в воздухе (так как выталкиваю-

щей силой воздуха можно пренебречь), сила натяжения Т нити,
на которой шар подвешен к динамометру (численно она равна ве-

су тела в воде), и выталкивающая сила воды FB . Поскольку взве­
шиваемое тело находится в равновесии, то

FB + Т — Р =  0.

Выразив FB через плотность воды рв и объем погруженной 
части тела, равный объему тела ντ , получим

PrfV, + Т -  Р =  0. (1)

Объем полости Уп равен объему всего тела VT без объема VK, 
который занимает материал тела (в нашем примере медь):

Va =  VT — VM или Vn — VT-- — . (2)
Ρ Mg

Из уравнений (1) и (2) находим объем полости:

=  ---— ; Fn =  1,3· 10-5 ма.
Рв8 Рм 8

Пример 5. Тонкая палочка плотностью Pi закреплена шарнир­
но на одном конце и опущена свободным концом в жидкость с плот­
ностью р2 <  pi. Какая часть длины палочки будет находиться 
в жидкости при равновесии?

Р е ш е н и е .  Палочка шарнирно закреплена одним концом и 
может совершать только вращательное движение. Следовательно, 
условием ее равновесия будет равенство нулю алгебраической сум­
мы моментов всех действу­
ющих сил относительно 0
оси, проходящей через шар­
нир.

Допустим, что палочка 
имеет длину I, при равно­
весии образует с горизон­
талью угол а й в  жидкос­
ти находится ее длина х 
(рис.6.3).

Чтобы составить урав­
нение моментов, расста­
вим внешние силы, дей­
ствующие на палочку (все Рис. 6.3.



сили, кроме силы, действующей со стороны шарнира, так 
кай ее момент относительно точки О равен нулю). Со стороны

Земли на палочку действует сила тяжести Р, приложенная в сере­

дине палочки; со стороны жидкости —выталкивающая сила F, 
приложенная в центре тяжести жидкости, находившейся на месте 
погруженной части тела, т. е. на расстоянии х!2 от свободного 
конца палочки.

•t t “* 
Плечо силы Р относительно точки 0 равно ~ cos а, силы F —

( /— -j) cosa и условие равновесия — уравнение моментов

относительно неподвижной оси вращения, проходящей через точ­
ку О, будет иметь вид:

Р — cos a—F (t — cos a =  0. (1)

Силы, входящие в уравнение моментов, не заданы, поэтому их 
нужно выразить через плотности и объемы тела и жидкости:

P “  Pig/S; F =  Piig*S. (2)

По условию задачи требуется определить отношение хИ. 
Подставляя в уравнение (1) выражения для сил Р и F, после 

простых преобразований получим:

р2 ( £ ) * _  ^ ( D  +  p ^ O .

Решая квадратное уравнение относительно искомого отношения, 
находим:

— -г. ^  ^  Рд ~  р1р»
I Ря 1

(Второй, больший корень уравнения, как нетрудно заметить, по­
казывает, какая часть длины находится в воздухе, если под х под­
разумевать длину палочки над водой.)

Пример 6. Стальной цилиндр плотностью pt, диаметром d и 
высотой к опущен в юду на тонкой цепочке длиной / и массой mt. 
Какую минимальную работу нужно совершить, чтобы вынуть ци­
линдр из воды за цепочку?

Р е ш е н и е .  Чтобы совершить минимальную работу при 
подъеме тела, к нему нужно приложить такую силу, которая уве­
личивала бы потенциальную энергию тела, не сообщая ему замет­
ной скорости.

Для подъема цилиндра из воды необходимо совершить работу 
Αχ по подъему цепочки и работу' А2 по подъему самого цилиндра. 
В обоих случаях придется преодолевать только действие силы тя­
жести, поэтому вся совершенная работа равна:

А =.Ах + А „ (1)
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Чтобы нижнее основание цилиндра оказалось на уровне воды, 
цепочку надо поднять вверх на расстояние I + h. Так как по усло­
вию задачи цепочка тонкая, то выталкивающей силой воды, дей­
ствующей на цепочку, можно пренебречь, и работа по подъему 
цепочки

Αχ =  т&(1 4- ft). (2)
При перемещении цилиндра на него, помимо силы тяжести 

Pt — rtiig и натяжения, действует выталкивающая сила воды, на­
правленная вверх и как бы уменьшающая силу земного притяжения 
Рг. Пока цилиндр полностью находится в воде, выталкивающая 
сила постоянна, когда же цилиндр станет выходить из воды, вы­
талкивающая сила начнет уменьшаться от максимального значения 
FB до нуля. Объем догруженной части цилиндрического тела про­
порционален глубине погружения А, поэтому выталкивающая сила 
здесь меняется в зависимости от h по линейному закону, и, следова­
тельно, ее работу можно найти по формуле:

A' =  F А =  —/і — Г в.cpri 2 *

Учитывая это, всю работу А% по подъему цилиндра можно пред­
ставить как работу по преодолению силы притяжения Р2 на пере­
мещении I + h без работы постоянной выталкивающей силы на 
перемещении / (верхнее основание цилиндра доходит до поверхно­
сти воды) и работы переменной выталкивающей силы на перемеще­
нии, равном высоте цилиндра:

A ^ m 2g{l + h ) - F Bl - F  в| ,  (3)

где

m4 =  pe ^ А ;  (4)
4 4

С учетом (2), (3) и (4), вся работа по подъему цилиндра равна:

A =  mxg (l + h) + [I (Рс — Рв) + Л (рс — 0,5рв)] g Λ.

Пример 7. В дне сосуда проделано отверстие сечением Si. В со­
суд налита вода до высоты А, и уровень ее поддерживается постоян­
ным. Определите площадь поперечного сечения струи, вытекающей 
из сосуда на расстоянии ЗА от его дна. Считать,- что струя не раз­
брызгивается, силами трения в жидкости пренебречь.

Р е ш е н и е .  Решение этой задачи основано на применении 
закона постоянства потока жидкости и уравнения Бернулли.

Если не учитывать сжимаемости воды, можно считать, что за 
любые равные промежутки времени через сечения потока / и 2 
(рис. 6.4) проходит одинаковое количество жидкости. Согласно 
уравнению (6.3") площади поперечного сечения -потока и S2 
и скорости жидкости νχ и и2 должны быть связаны между собой со­
отношением

=  5ар2. (0
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Скорости слоев в потоке жидкости 
можно определить из закона Бернулли 
(6.5), представляющего собой выраже­
ние закона сохранения энергии для 
жидкости, заключенной в единичном 
объеме.

При составлении уравнения Бернул­
ли нужно рассмотреть энергию единич­
ного объема жидкости в каких-либо 
двух сечениях потока. Одно из этих 
сечений нужно взять на уровне 1, 
второе — на уровне 2, т. е. там, где 
нас интересуют скфости v1 и ν2. Для 
определения Потенциальной энергии, 
как всегда, устанавливаем уровень 
отсчета высоты. При сравнении энер­
гий, которые имеет единичный объем 
жидкости, переходя из слоя О в слой 1, 
уровень отсчета высоты берем на слое 
/, при сравнении энергий в слоях
О и 2 — на слое 2.

Находясь на уровне О, жидкость, заключенная в единичном 
объеме, имеет относительно уровня 1 только потенциальную энер­
гию, равную pgh, так как по условию задачи скоростью жидкости 
на открытой поверхности можно пренебречь. Перейдя в сечение /,

эта жидкость будет иметь только кинетическую энергию -γ.

Поскольку работа внешних сил в процессе перемещения жидкости 
равна нулю (внешними силами здесь являются силы атмосферного 
давления, действующие на жидкость сверху и снизу), то по закону 
Бернулли

Рис. 6.4.

pgh--
pof
—1, откуда vL =  V2gh. (2)

При переходе единичного объема жидкости с уровня О на уро­
вень 2 ее потенциальная энергия pgAh полностью переходит в

2
О Vo

кинетическую и аналогично предыдущему мы получим:

Pgih
р 4

откуда ν2=  V 8gh. (3)

Исключая из уравнений (1)—(3) скорости и решая их относи­
тельно искомого сечения S2 потока, получим:

S2 — 0,5 S i .
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Пример 8* Какова должна быть минимальная мощность насоса, 
поднимающего воду по трубе с сечением S на высоту 2h, если к.п.д. 
насоса ріавен η и ежесекундная подача воды равна Q?

Р е ш е н и е .  За счет работы насоса увеличивается потенциаль­
ная и кинетическая энергия каждого литра воды, перекачиваемого 
насосом. В результате вода заполняет трубу и приобретает такую 
скорость v, что за время t из трубы вытекает вода массой т.

Предположим, что столб воды, заполняющий трубу, имеет мас­
су m; рассмотрим два состояния системы: первое — до поступления 
воды в насос, второе — когда вода наполнит трубу. По закону сохра­
нения энергии работа насоса

А =  W2 -  Wi.

Для минимальной мощности с учетом к.п.д. получим:

Энергия системы в первом состоянии равна: =  0, во втором
состоянии равна сумме кинетической энергии всего столба воды 
и потенциальной энергии его центра тяжести:

то1

Поэтому

W* =  Y  + mgh.

nN =  —  +
21 t

1 +

или

Ν =  , .
η \ 2 

~ m
ГДЄ Q = = - .

Из формулы ежесекундного расхода воды Q =  pSi> находим 
значение v и, подставив его в выражение для N, получаем оконча­
тельно для мощности насоса:

η \2p2Sa S

Задачи к главе 6

6*1. Снаряд массой 8 кг вылетает из ствола орудия со скоростью 
700 м/сек. Определите давление пороховыхчгазов во время выстре­
ла, принимая движение снаряда внутри ствола за равноускорен­
ное. Сила сопротивления движению снаряда равна 16,2 кн, длина 
нарезной части ствола 3 м, диаметр 77 мм.

6*2. В автомобиле укреплена канистра с бензином, имеющая 
форму прямоугольного параллелепипеда, грани которого перпен­
дикулярны оси автомобиля и находятся на расстоянии I =  30 см
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друг от друга. Какова разность давлений бензина на эти грани во 
время разгона автомобиля, если он набирает скорость о =  65 км/ч 
за t =  1 мин} Плотность бензина р =  0,7 · 10® кг/ма.

6.3. По каналу с радиусом закругления 30 м и шириной 3 м 
течет вода. Два манометра, находящиеся в одной горизонтальной 
плоскости у наружной и внутренней стенок канала, дают показа­
ния, отличающиеся на 400 н/м*. Чему равна скорость воды в ка­
нале?

6.4. Воздух из магдебургских полушарий откачан до давления
1,06 · 10* н/м2. Радиус полушарий 0,5 м. Какую силу нужно при­
ложить, чтобы разорвать полушария? Атмосферное давление 
1,02 · 10в н/м\

6.5. В цилиндрический сосуд налита ртуть и вода в равных по 
массе количествах. Общая высота двух слоев жидкости равна 29 см. 
Определите давление жидкости на дно сосуда. Изменится ли это 
давление, если в воду пустить деревянный шарик?

6.6. В резервуар с водой погружают закрытый цилиндрический 
сосуд, нижнее основание которого закрыто легкой пластинкой. 
Пластинка находится на глубине 50 см. Какой наибольший груз 
можно положить на пластинку внутри сосуда, чтобы пластинка не 
оторвалась? Давление воздуха в сосуде равно 0,33 · 10е н/м*, 
площадь основания сосуда 100 см*, атмосферное давление нор­
мальное.

6.7. Вертикально расположенный цилиндр наполнен водой. 
Сверху в цилиндр вставлен поршень сечением S, в дно цилиндра 
впаяна короткая трубка сечением s. Трубка закрыта гладкой 
пробкой, соединенной нитью длиной I с поршней. Чему равно на­
тяжение нити? Каково будет натяжение нити, если цилиндр по­
ставить в горизонтальное положение, закрепив пробку? Массой 
поршня и пробки пренебречь.

6.8. Поршень массой т  представляет собой круглый диск радиу­
сом R с отверстием, в которое вставлена тонкостенная трубка ра­
диусом г. Поршень вплотную входит в стакан и вначале находится 
на дне стакана. Пренебрегая трением, определите, на какую вы­
соту поднимется поршень, если в трубку налить воду массой М. 
На сколько после этого сместится поршень, если сверху него на­
лить масла массой m? Плотность воды р.

6.9. Конический сосуд без дна стоит на столе. Края сосуда 
плотно прилегают к поверхности стола. Сколько воды может на­
ходиться в сосуде, если высота уровня ее в сосуде не может быть 
большей, чем ft? Радиус нижнего основания сосуда равен R, масса 
сосуда т . '

6.10. К весам подвешена коническая барометрическая, трубка 
длиной L == 1 м, нижний конец которой погружен в ртуть на нич­
тожную глубину. Масса трубки т  =  200 г, радиус внутреннего 
сечения нижнеш конца трубки г =» 0,56 см, верхнего — R =  
=  1,36сл. Какой груз нужно положить на другую чашку юсов, чтобы 
весы были в равновесии при атмосферном давлении рл =
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=  9,8 і 10* н/м2} Решите задачу при условии, 
что радиус сечения нижнего конца трубки 
равен R, а верхнего г.

6.11. Две трубки диаметром 4 см предста­
вляют собой сообщающийся сосуд. В одно 
колено сосуда наливают 0,25 л воды, в дру­
гое — 0,25 л ртути. Какова будет разность 
уровней жидкостей в коленах? Объемом 
изогнутой части трубки пренебречь.

6.12. В двух сообщающихся сосудах, пло- рИс. 6.5. 
щади поперечного сечения которых равны
Sj, и S%, налита жидкость (рис. 6.5). На по­
верхности жидкости находятся тяжелые поршни и поэтому разность 
уровней равна ft. Если на больший поршень положить груз, порш­
ни оказываются на одном уровне. Какова будет разность уровней 
жидкости, если груз переложить на меньший поршень? Трение не 
учитывать.

6.13. В двух цилиндрических сообщающихся сосудах, имею­
щих одинаковое поперечное сечение 11,5 см2, находится ртуть. 
В один из сосудов поверх ртути наливают 1 дма воды, в другой —
1 дм3 масла. На какое расстояние переместится уровень ртути 
в сосудах? Каков будет ответ, если в воду опустить плавать тело 
массой 150 г? Плотность масла 0,8 г/сл8.

6.14. В стакан диаметром 5 см налито 313 г воды. На сколько 
повысится уровень воды в стакане и чему будет равно давление 
на дно, если в стакан пустить сосновый кубик объемом 31,4 еле8? 
Атмосферное давление нормальное. Плотность сосны 0,5 г/см*.

6.15. В один из сообщающихся сосудов налита вода плотностью 
рг, в другой — масло плотностью рг. На какое расстояние смес­
тится граница раздела жидкостей в горизонтальной трубке, если 
на поверхность воды налить слой масла толщиной ft? Площадь 
поперечного сечения сосудов в k раз больше площади поперечного 
сечения соединительной трубки.

6.16. Барометрическая трубка сечением 1 см2 опущена в чаш­
ку со ртутью. Как изменится уровень ртути в чашке, если, не вы­
нимая конца трубки из ртути, наклонить ее под углом 45° к верти­
кали? Диаметр чашки 6 см, атмосферное давление нормальное.

6.17. Барометр, состоящий из барометрической трубки, опу­
щенной открытым концом в чашку со ртутью, установлен в ракете 
и показывает давление 1,01 · 10* н/м3. Каково будет показание 
барометра во время подъема ракеты вертикально вверх с ускоре­
нием 1,2 м/сек2} Во время ее спуска с тем же по величине ускоре­
нием?

6.18. Сосуд, имеющий форму куба, до половины налит водой 
и движется в горизонтальном направлении с ускорением а. Длина 
ребра куба I. Чему равно давление жидкости в точках, лежащих 
в воде в углах сосуда? Чему равна средняя сила давления, дейст­
вующая на дно и стенки сосуда, перпендикулярные движению?
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Чему будут равны эти силы и давления, если сосуд будет подни­
маться (опускаться) с ускорением а?

6.19. В трубку, имеющую вид перевернутой буквы П, налита 
жидкость. Какова станет разность уровней жидкости в трубке, 
если она начнет вращаться с угловой скоростью ω вокруг вер­
тикальной оси, расположенной на расстоянии х от оси левого ко­
лена? Длина горизонтальной части трубки /. Внутренний диаметр 
трубок считать малым по сравнению со всеми рассматриваемыми 
размерами.

6.20. Закрытый стакан высотой h наполнен водой. Стакан за­
креплен на нерастяжимой нити длиной / >  А и может качаться на 
ней в вертикальной плоскости. Нить отклонили до горизонталь­
ного положения и отпустили. Каково будет давление жидкости на 
дно стакана в тот момент, когда стакан проходит положение равно­
весия?

6.21. В U-образную трубку налита жидкость до высоты I. 
Жидкость выводят из положения равновесия и она начинает со­
вершать колебания. На сколько изменяется давление в точках 
жидкости, удаленных от открытой поверхности на расстояние у, 
в тот момент, когда разность уровней в коленах равна А?

6.22. Цилиндрическая труба с поршнем погружена в воду. 
Вначале поршень касается воды, а затем с малой скоростью под­
нимается до высоты 15 м. Площадь сечения трубы 1 дмг. Какую 
работу пришлось совершить, поднимая поршень при нормальном 
атмосферном давлении? Вес поршня, трение и давление паров воды 
не учитывать.

6.23. Плотность жидкости в п раз больше плотности материала 
тела. Какая часть объема тела будет выступать над поверхностью, 
если тело поместить в жидкость?

6.24. Однородное тело плавает на поверхности спирта так, что 
объем погруженной части составляет 0,92 всего объема тела. Оп­
ределите объем погруженной части при плавании этого тела на 
поверхности воды. Плотности спирта и воды равны соответственно
0,8 и 1 г/см3.

6.25. Вес однородного тела в воде в п раз меньше, чем в воздухе. 
Чему равна плотность тела? Выталкивающей силой воздуха прене­
бречь.

6.26. Шарик на нити, уравновешенный на весах, опускают 
в воду. Когда шарик на 0,3 своего объема погрузился в воду, рав­
новесие нарушилось и для его восстановления пришлось снять раз­
новесок, составляющий 1/6 часть веса шарика. Какова плотность 
материала шарика?

6.27. Дубовый шар лежит в сосуде с водой, причем половина 
его находится в воде. С какой силой шар давит на дно сосуда, если 
он весит в воздухе 5,9 н? Плотность дуба 0,8 · 103 кг/м3.

6.28. Что труднее удержать полностью погруженными в воду: 
кусок алюминия или кусок пробки, если они имеют одинаковую 
массу? Во сколько раз нужно изменить объем пробки по сравнению
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с первоначальным, чтобы оба тела можно было удержать в воде 
одинаковой силой? Плотность пробки 0,2 г/см3, алюминия 2,7 г/см3.

6.29. Какой минимальный груз из свинца нужно подвесить к 
куску пробки массой 1 кг, чтобы пробка и груз полностью погру­
зились в воду? Чему будет равна при этом сила натяжения нити? 
Плотность свинца 11,3 г/см3, пробки 0,2 г/см9.

6.30. В цилиндрическом сосуде диаметром 50,0 см плавает 
льдинка объемом 1,2 · Ю4 см3. В льдинку вмерз стальной шарик 
объемом 50 см3. Плотность льда и стали равна соответственно 0,9 и
7,8 г/смя. Какой объем льдинки выступает над водой? Как изменит­
ся уровень воды в сосуде, если лед растает?

6.31. В цилиндрическом сосуде высота налитой воды составляет 
h0 =  30 см. Когда в сосуд опустили пустой стеклянный стакай 
так, чтобы он плавал, вода поднялась на ΔΛ =  2,2 см. Чему будет 
равна высота столба воды в сосуде, если стакан утопить в воде? 
Плотность стекла рст =  2,7 г/см3.

6.32. Кубик с ребром 10 см погружен в сосуд с водой, на кото­
рую налит слой керосина высотой 5 см так, что линия раздела обе­
их жидкостей проходит посредине высоты кубика. Определите мас­
су кубика. Что произойдет с кубиком, если слить слой керосина 
с поверхности воды? Плотность керосина 0,8 г/см9 .

6.33. Стальной шарик плавает в ртути. Какая часть объема 
шарика будет находиться в ртути, если поверх нее налить слой 
воды, полностью закрывающий шар? Пло­
тность стали 7,8 г/см3, плотность ртути
13,6 г/см3.

6.34. Дубовый цилиндр высотой 12 см 
плавает в стакане с водой. Как изменит­
ся уровень воды в стакане, если поверх 
воды налить слой керосина толщиной
2 см? Площадь поперечного сечения ста­
кана в четыре раза больше площади попе­
речного’сечения цилиндра. Плотность ке­
росина и дуба равна р =  0,8 г/сма.

6.35. На дне сосуда, показанного на 
рисунке 6.6, лежит клин, вырезанный из 
куба с ребром а. Верхняя грань клина на­
ходится на глубине а/2. В сосуд налита 
жидкость плотностью р, которая под 
клин не подтекает. При каком значении 
плотности материала клина он будет на­
ходиться в равновесии, если коэффициент 
трения равен /? Атмосферное ' давле­
ние р0.

6.36. В дно бака, наполненного водой, 
впаяна труба диаметром d, прикрытая 
сверху цилиндрической пластинкой диамет­
ром D и толщиной / (рис. 6.7). Какова

Рис. 6.6.

Рис. 6.7.
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должна быть минимальная плотность материала пластинки, что­
бы она не всплывала, если известно, что уровень воды в баке 
отстоит от верхнего основание пластинки на расстоянии Я? Дав­
ление воздуха в трубе равно атмосферному.

6.37. Однородный шар весит в воздухе Р ъ в воде — Р%. Чему 
равен вес шара в пустоте и какова его плотность?

6.38. Тело объемом 600 см3 при взвешивании в воздухе было 
уравновешено на весах медными гирями массой 440 г. Определите 
массу тела. Плотность воздуха принять равной 1,29 г/л, плотность 
меди 8,9 г/см3.

6.39. На камень, выступающий над поверхностью воды на вы­
соту Я, своим верхним кондом опирается доска длиной L, частично 
погруженная в воду. При каком минимальном коэффициенте тре­
ния между камнем и доской она будет находиться в равновесии? 
Плотность дерева р1( воды р2.

6.40. Деревянный брусок, имеющий квадратное сечение пло­
щадью S =  625 см2, плавает в вертикальном положении- в воде. 
Плотность дерева рх =  0,7 г/см3. При какой высоте h бруска , его 
равновесие в воде будет устойчивым?

6.41. Однородный стержень длиной I шарнирно закреплен 
своим нижним концом на глубине h <  I под свободной поверх­
ностью ЖИДКОСТИ. Плотность ЖИДКОСТИ Р0 больше ПЛОТНОСТИ Pi 
стержня. Под каким углом к вертикали должен находиться стер­
жень, чтобы его равновесие было устойчивым? При каком макси­
мальном значении I стержень будет находиться в устойчивом 
равновесии в вертикальном положении?

6.42. Два шарика массами т и  2 т  связаны легкой нитью, пере­
кинутой через неподвижный блок. Меньший шарик погружен в со­
суд с жидкостью, и вся система предоставлена самой себе. С какой 
установившейся скоростью будут двигаться шарики, если известно, 
что установившаяся скорость падения одиночного шарика в той 
же жидкости равна v? Силу сопротивления движению считать 
пропорциональной скорости. Плотность жидкости и материала 
шариков равна соответственно ра и рх.

6.43. Определите минимальный объем шара, наполненного во­
дородом, который может поднять человека массой mх — 70 кг на 
высоту Я  =  100 м за время t =  30 сек. Масса оболочки и корзины 
т 2 =  20 кг, плотность воздуха и водорода принять равными соот­
ветственно рх =  1,3 кг/мв и ра =  0,1 кг/м3. Сопротивлением воздуха 
пренебречь.

6.44. Сколько будет весить гиря массой 1 кг, взвешиваемая на 
пружинных весах в гондоле аэростата при его равноускоренном 
подъеме, если масса гондолы с оболочкой равна 500 ка? Оболочка 
имеет объем 1000 лі3 и наполнена водородом с плотностью 0,1 кг/л?. 
Плотность воздуха 1,3 кг/м3.

' 6.45. В стакан радиусом R налита жидкость плотностью р0. 
На дне стакана у одной из стенок находится шарик радиусом r<^R  
и плотностью Рх >  р0. С какой силой шарик будет давить на стенку

стакана, если стакан будет вращаться с угловой скоростью © во­
круг вертикальной оси?

6.46. Пробковый шарик диаметром 2 см погрузили в воду на 
глубину 1 м я  отпустили. На какую высоту над поверхностью воды 
поднимется шарик и как глубоко он затем погрузится? Какова 
будет энергия шарика на предельной глубине, которую он достиг­
нет? Трением шарика о воздух и воду пренебречь, поверхностное 
натяжение не учитывать. Плотность пробки 0,2 г/см3.

6.47. Палочка длиной 21 и плотностью рх погружена в верти­
кальном положении В ЖИДКОСТЬ с ПЛОТНОСТЬЮ Р2 >  Ρι· Верхний 
конец палочки находится на расстоянии / от поверхности жидкости. 
На Какую максимальную высоту от уровня жидкости поднимется 
палочка, если ее отпустить? Рассмотрите все возможные варианты.

6.48. В стакане сечением S — 27 см2 плавает сосновый кубик 
объемом V =  27 см3. Какую минимальную работу нужно совер­
шить, чтобы кубик полностью погрузить в воду? Плотность сосны 
р =  0,5 г/емя.

6.49. Деревянная свая высотой 2Я  и диаметром d стоит верти­
кально в бассейне с водой, выступая из него наполовину. Какую 
минимальную работу нужно совершить, чтобы вынуть сваю из 
воды, если диаметр дна бассейна равен D? Плотности дерева и воды 
соответственно равны рх и р0.

6.50. С какой скоростью понижается уровень -воды в баке с 
площадью поперечного сечения 1 м%, если скорость истечения воды 
через отверстие диаметром 2 см, просверленное в баке, равна
2 м/сек?

6.51. Из брандспойта бьет струя воды под углом 30° к горизонту 
и падает от него на расстоянии 5 м. Сколько воды подает бранд­
спойт за 10 сек, если площадь его отверстия равна 2 см2? Сопротив­
ление воздуха не учитывать.

6.52. Огнетушитель выбрасывает ежесекундно 0,2 кг пены со 
скоростью 20 м/сек. Какую силу нужно приложить к огнетушите­
лю, чтобы удержать его неподвижно в вертикальном положении 
в начальный момент работы? Масса полного огнетушителя 2 кг.

6.53. Через трубу, изогнутую под прямым углом, за время t 
протекает вода массой т. Площадь поперечного сечения трубы S. 
Чему равна сила бокового давления в месте закругления трубы, 
рели труба расположена в горизонтальной плоскости?

6.54. Какой мощностью обладает воздушный поток, набегаю­
щий на автомобиль «Волга», при скорости движения 100 км/ч, 
если площадь лобовой поверхности машины равна примерно 2,5 ж2? 
Плотность воздуха 1,3 кг/м3.

6.55. Вентилятор гонит воздух в комнату через отверстие 
в стене. Во сколько раз нужно увеличить мощность мотора, чтобы 
ежесекундную подачу свежего воздуха увеличить вдвое?

6.56. Балластный резервуар подводной лодки объемом
V =  5000 л заполнен водой. Для сброса балласта в верхнюю часть 
резервуара подается воздух от компрессора, и вода через трубу
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сечением S =  100 см?, расположенную в нижней части резервуара, 
вытекает наружу. Какова должна быть минимальная мощность 
компрессора, чтобы лодка на глубине Я  =  100 м могла полностью 
освободиться от балласта за время t — 50 сек? Атмосферное давле­
ние нормальное.

6.57. Чему равна полезная мощность водяного двигателя, 
к.п.д. которого равен 80%, если известно, что вода поступает в 
него со скоростью 3 м/сек, а оставляет его со скоростью 1 м/сек на 
уровне, находящемся на 1,5 ж ниже уровня входа? Секундный 
расход воды равен 0,3 м3.

6.58. В широкий сосуд, в нижней части которого имеется от­
верстие, налита вода до высоты Я, На поверхность воды налит 
слой масла плотностью р, и высотой h. С какой скоростью вода 
вытекает из отверстия? Понижением уровня воды в баке прене­
бречь. Плотность воды Ρχ.

6.59. Конический сосуд высотой Я  и с углом при вершине 2а 
стоит на своем основании на горизонтальном столе. В сосуд налита 
вода до высоты Я/2. На высоте Я/4 в сосуде имеется небольшое 
отверстие. На каком максимальном расстоянии от сосуда будет 
падать струя воды, если открыть отверстие?

6.60. На столе стоит цилиндрический сосуд высотой Л, напол­
ненный водой. На каком расстоянии от дна сосуда нужно сделать 
отверстие, чтобы струя из него падала на поверхность стола на 
максимальном расстоянии от сосуда? Чему равно это расстояние? 
Каков будет при этом опрокидывающий момент, действующий на 
цилиндр, если площадь отверстия равна S?

6.61. Две открытые манометрические трубки установлены на 
горизонтальной трубе переменного сечения. Одна трубка находит­
ся в том месте, где сечение трубы равно Si, вторая — где сечение
S2 >  Si. По трубе течет вода, и разность уровней воды в маномет­
рических трубках равна h. Сколько воды ежесекундно проходит 
через сечение трубы?

6.62. Из крана выливается вода. Начиная с некоторого места 
диаметр струи уменьшается на протяжении 3 см с 3 до 2 см. Сколько 
воды можно налить из крана за 60 сек?

Ч А С Т Ь  II

т е п л о т а  и  м о л е к у л я р н а я  ф и з и к а

Г л а в а  7. ТЕПЛОТА

Основные понятия, законы и формулы

1. Все тела состоят из атомов и молекул, находящихся в не­
прерывном беспорядочном движении. Хаотическое движение моле­
кул тела называют тепловым движением. Каждая молекула веще­
ства обладает кинетической и потенциальной энергией, поэтому 
всякое тело, наряду с механической энергией направленного дви­
жения частиц, обладает внутренней энергией.

В молекулярной физике под внутренней энергией подразуме­
вают часть ее: кинетическую энергию хаотического движения 
микрочастиц (молекул, атомов, ионов, свободных электронов) и 
потенциальную энергию их взаимодействия друге другом. Все дру­
гие виды внутренней энергии тел (энергия электромагнитного излу­
чения, электронных оболочек, внутриядерная) считаются неизмен­
ными и не влияющими на рассматриваемые процессы:

Изменение внутренней энергии и передача ее от одного тела к 
другому происходит в процессе взаимодействия тел. Есть два спо­
соба, две формы такого взаимодействия. При первом способе внут­
ренняя энергия одного тела изменяется за счет изменения энергии 
упорядоченного (механического) движения частиц другого тела 
(механической работы, электризации, перемагничивания, облу­
чения).

Мерой изменения энергии упорядоченного движения частиц 
вещества в процессе макроскопического взаимодействия тел слу­
жит работа А. Во втором случае изменение внутренней энергии 
происходит вследствие соударения хаотически движущихся моле­
кул соприкасающихся тел.
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Процесс изменения внутренней энергии тела, обусловленный 
передачей теплового движения молекул без совершения работы 
внешней средой, называют тепловым процессом или процессом теп­
лопередачи.

Мерой взаимодействия тел, приводящего к изменению энергии 
хаотического движения и взаимодействия молекул (мерой энергии 
хаотического движения, переданной от одного тела к другому в 
процессе теплообмена), служит величина Q, называемая количест­
вом теплоты.

2. Количество теплоты, подведенное к телу (системе тел) идет 
в общем случае на изменение внутренней энергии тела и на совер­
шение телом работы над внешними телами (первое начало термо­
динамики— закон сохранения и превращения энергии с учетом 
тепловых явлений):

Q — ’ Δί/ + А. (7.1)

Количество теплоты Q, сообщенное телу, считают при этом по­
ложительным, отданное телом — отрицательным. Работу считают 
положительной, если тело за счет своей внутренней энергии со­
вершает работу над внешней средой, и отрицательной, если работа 
совершается над телом и за счет работы увеличивается внутренняя 
энергия.

Количество теплоты и работа являются мерами изменения внут­
ренней энергии, количество теплоты — в процессе теплопередачи, 
работа — в процессе превращения механической энергии в теплоту.

3. Если при подведении к телу количества теплоты Q темпера­
тура тела повышается на At, то теплоемкость тела в рассматривае­
мом процессе равна:

С =  А (7.2)
Δ/ At Δ/ V ’

Удельная теплоемкость тела массой т\

с ' ά  ■ <7·3»

Если суммарная кинетическая энергия теплового движения
молекул изменяется при неизменной потенциальной энергии, то
изменение внутренней энергии тела массой т, равно:

AU =  CytnAi, или AU — CvAt, (7. 3')

где At =  /2 — tx — изменение температуры тела, cv — удельная 

теплоемкость и Су — теплоемкость тела, взятые при постоянном 
объеме (А — 0).

4. Тела могут находиться в одном из трех агрегатных состоя­

ний — твердом, жидком или газообразном — и при определенных 

условиях могут переходить из одного состояния в другое. Эти пре­
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вращения происходят или в процессе теплообмена тела с окружаю­

щими телами, или вследствие перераспределения внутренней энер­

гии в самом теле.
а) При плавлении кристаллических тел за счет теплоты, под­

водимой к телу (ври А =  0), потенциальная энергия атомов или 

молекул вещества, имеющего массу т, возрастает на величину

AU — Q =  %т, (7.4)

где λ — удельная теплота плавления.
В процессе кристаллизации потенциальная энергия уменьшает­

ся на такую же величину, и соответствующее количество теплоты 
отводится к окружающим телам. Кинетическая энергия атомов при 
этом почти не меняется.

б) Если при испарении жидкости образуется пар массой т,
то потенциальная энергия молекул пара увеличивается, а кине­
тическая энергия молекул, остающихся в жидкости, уменьшается
на величину

AU — гт, (7.5)

где г — удельная теплота испарения. Внутренняя энергия системы 
пар — жидкость при этом остается неизменной. Если процессу 
испарения сопутствует теплообмен с окружающей средой, в ре­
зультате которого температура жидкости остается постоянной, 
то количество подводимой к ней теплоты определяется той же фор­
мулой (7.5).

При образовании пара массой т  в процессе кипения жидкости 
внутренняя энергия молекул возрастает на величину

AU =  гкт,

где гк — удельная теплота кипения, являющаяся частным значё- 
нием удельной теплоты испарения жидкости для температуры 
кипения. Внутренняя энергия системы в процессе кипения 
(при А =  0) увеличивается за счет подвода к жидкости соответст­
вующего количества теплоты извне.

в) В процессе химического соединения у ряда веществ пере­
страивается структура молекул, в результате чего резко увеличи­
вается их кинетическая энергия. Такие процессы называют про­
цессами горения, а участвующие в них тела — Топливом и окисли­
телем.

При полном сгорании топлива массой, т  внутренняя энергия 
теплового движения молекул возрастает на величину

AU =* Q =  qm, (7.6)

где q — удельная теплота сгорания топлива при данном окисли­
теле.
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Решение задач. Примеры

1. Решение задач этой главы основано на уравнении закона 
сохранения и превращения энергии с учетом формул изменения 
внутренней энергии тел и некоторых уравнений механики. Умение 
правильно применять закон сохранения энергии к конкретным фи­
зическим процессам представляет основную трудность при реше­
нии задач на теплоту. Особое внимание здесь нужно обратить на 
различие между количеством теплоты и изменением внутренней 
энергии и на выбор системы тел (или тела), для которой составляет­
ся основное уравнение. Нередко возникают затруднения при число­
вых расчетах в задачах, связанных с превращением одного вида 
энергии в другой. Здесь нужно помнить, что в уравнении (7.1) 
закона сохранения и превращения энергии все три величины Q, AU 
и А должны быть выражены в одних единицах.

2. Задачи об изменении внутренней энергии тел можно разде­
лить на три группы. В задачах первой группы рассматривают та­
кие явления, где в изолированной системе при взаимодействии тел 
изменяется лишь их внутренняя энергия без совершения работы 
над внешней средой. Одни из тел, участвующих в теплообмене, 
при этом охлаждаются, другие — нагреваются. Согласно закону 
сохранения и превращения энергии (7.1) для тел, внутренняя энер­
гия которых уменьшается, можно записать:

(?отд =  Δί/j + AU2 + ... + AUn -  Σ  AU„ (7.7)
г—1

поскольку ни сами тела, ни над телами работу не совершают 
(А =  0).

Аналогично для тел, энергия которых возрастает, мы получим:
m

<2получ =  Δ(/; + AU'2 + ... + AU'm=  2  Ш 'к. (7.Г)
fc=l

Из определения понятия количества теплоты и закона сохране­
ния энергии как следствие вытекает:

п , т

<2отд =  <2ш,луч или 2 Δ^ /=  2  Δί/ί· (7·8)
г=і k=i

Перенеся все члены в левую часть равенства, уравнение (7.8) 
представим в ином виде:

п т  

1=1 Ь=1

или короче:

ΣΑί/ =  0. (7.8')

Последнее уравнение является очевидным следствием первого 
начала термодинамики — в изолированной системе тел, где про­
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исходят только процессы теплопередачи, внутренняя энергия систе­
мы не изменяется и, следовательно, алгебраическая сумма измене­
ний энергии отдельных тел равна нулю.

Уравнение (7.8) называют уравнением теплового баланса, оно 
обычно служит основным расчетным соотношением для всех задач 
первой группы.

Правила их решения состоят в следующем: ν
а) Прочитав условие задачи, нужно установить, у каких тел 

внутренняя энергия уменьшается, у каких — возрастает. Особое 
внимание следует обращать на то, происходят ли в процессе тепло- 
обмена агрегатные превращения или нет.

б) Составить уравнения (7.7) для тел, энергия которых умень­
шается, (7.7') — для тел, энергия которых возрастает, й прирав­
нять полученные суммы.

При записи уравнения теплового баланса в виде' (7.8) нужно 
в выражении cm (/2 — ίχ) для изменения внутренней анергии всегда 
вычитать из большей температуры тела меньшую и суммировать 
все члены арифметически, если же уравнение записывается в виде 
(7.8')', необходимо вычитать из конечной температуры тела начала 
ную и суммировать члены с учетом получающегося знака.

В ряде задач задается к.п.д. теплообмена; в этом случае его 
всегда нужно ставить сомножителем перед Qon.

При определенном навыке можно составлять уравнение (7.8) 
или (7.8'). теплового баланса сразу, не прибегая к промежуточ­
ным выкладкам. Практически при решении задач удобнее поль­
зоваться первым из этих уравнений.

3. В задачах второй группы рассматривают явления, связанные 
с превращением одного вида энергии в другой при взаимодействии 
двух тел. Результат такого взаимодействия — изменение внутрен­
ней энергии одного тела вследствие совершенной им или над ним 
работы. Теплообмен между телами здесь, как правило, не учиты­
вают.

Уравнение закона сохранения и превращения энергии в этом 
случае имеет вид:

0 =  AU + А. (7.9)

Решение таких задач удобно проводить по следующей схеме.
а) Анализируя условие задачи, нужно прежде всего установить, 

у какого из двух взаимодействующих тел изменяется внутренняя 
энергия и что является причиной этого изменения — работа, со­
вершенная самим телом, или работа, совершенная над телом. Кро­
ме того, следует убедиться, что в процессе взаимодействия тел теп­
лота извне к ним не подводится, т. е. действительно ли Q =  0.

б) Записать уравнение (7.9) для тела, у которого изменяется 
внутренняя энергия, учтя знак перед А и к.п.д. рассматриваемого 
процесса. При записи уравнения (7.9) с учетом к.п.д. удобно по­
ступать так. Если по смыслу задачи работа совершается за счет
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уменьшения внутренней энергии одного из тел и по каким-либо 
причинам лишь часть ее идет на совершение работы Л, то

(7.9')

Если же из условия видно, что внутренняя энергия тела увеличи­
вается за счет работы, совершенной над телом, и по каким-либо 
причинам лишь часть ее идет на увеличение U, то

Пі4 =  Ш . (7.9")

в) Составив уравнение (7.9') или (7.9"), нужно найти выражение 
для А и AU.

Для А возможно одно из следующих соотношений:

А =  Fs;

А =  Ντ,

А =  Г а Г, .

Для ΔU чаще· всего достаточно использовать одну из формул:

AU — щт (сжигание топлива);

AU =  cm At + %т (нагрев и плавление тела);

AU =  cmAt +  rrn (нагрев и испарение).

Подставляя в исходное уравнение вместо А и AU их выражения, 
получим окончательное соотношение для определения искомой 
величины. Если в условиях задачи даются дополнительные усло­
вия, то к основному уравнению следует, как обычно, добавить 
вспомогательные,

г) Далее нужно выписать числовые значения известных вели­
чин, проверить число неизвестных в уравнениях и решить систему 
уравнений относительно искомой величины.

4. Задачи третьей группы объединяют в себе две предыдущие. 
В этих задачах рассматривают взаимодействие трех и более тел. 
В процессе такого взаимодействия к одному из тел подводится 
некоторое количество теплоты Q, в результате чего изменяется его 
внутренняя энергия и совершается работа.

Для решения этих задач надо составить полное уравнение за­
кона сохранения и превращения энергий (7.1). Составление такого 
уравнения' включает в себя приемы, описанные в п. 2 и 3.

Пример 1. В закрытом медном калориметре массой т м =  200 г 
находится· лед массой т я — 1 кг при температуре tx =  — Ю°С. 
В калориметр1 впускают пар массой т п — 200 г, имеющий темпера­
туру tn =  1т0°С. Какая температура установится в калориметре? 
Удельную теплоемкость паров воды в интервале от 100 до 1 Ю°С 
считать равной «ή — 1,7 · КЗ® дж/(кг · град).

P е ш е н ие. а) Примем систему пар — лед — калориметр за 
изолированную и будем считать, что с окружающей средой ее теп­
лообмен ничтожна мал и им можно пренебречь. В такой системе

полная внутренняя энергия остается неизменной, так как Q *= 0 
и А =  0.

Основным уравнением, юписывакщим процесс теплового взаи­
модействия между телами системы, здесь является уравнение теп­
лового баланса с учетом агрегатных превращений. Поскольку в 
данном примере произведение т„г >  т лі ,  нетрудно заметить, 
что при установившейся температуре в калориметре будет нахо­
диться вода при температуре, большей 0°С.

б) При тепловом взаимодействии со льдом и калориметром 
внутренняя энергия молекул пара уменьшается: ири охлаждении 
от начальной температуры 4  до температуры конденсации tK =  
=  100®С на величину c„mn (tn — tK), при конденсации пара 
в воду — на величину гта, при дальнейшем охлаждении образовав­
шейся воды от температуры tK до окончательно установившейся 
температуры Θ — на величину cvmn (tK — θπ). В результате 
внутренняя энергия горячего тела — пара уменьшится на

Δ ϋ ι=  спт п (/„ 4) "f· гша 4" свшп (tK Θ) — Qotjv

За счет этой энергии калориметр нагревается от начальной 
температуры, равной температуре льда і я, до окончательной Θ; 
его внутренняя энергия увеличивается на величину смт м (Θ — t„). 
Кроме того,, часть энергии пара переходит ко льду. Энергия моле­
кул льда возрастает: при нагревании от начальной температуры 
/л до температуры плавления t0 =  0°С на величину спт я (ίϋ — 
в процессе плавления — на величану Хтя я при дальнейшем на­
гревании образовавшейся воды — на величину свт л (Θ — tQ).

В результате внутренняя энергия холодных тел возрастает на

Δί/j, =  смт м (θ — Q  + сат л (t0 —1я) + 1тя + свт л (θ — %) =  Qno.,y4.

Так как AUX =  Δί/2, το уравнение теплового баланса для дан­
ного процесса будет иметь вид:

сат я {Іп — Ік) + гта + сйт п(ік— Ц =

=cMmM(0 — 1„) + сят л.Ц0 — Q  + λ/я, + суп, (θ — i0).

Решая это уравнение относительно Θ и подставляя числовые 
данные, взятые из условия задачи и из таблиц, находим: 

g — сат„ (tm — tK) + гщ + Cgffla/κ + сащ^л 4- свт ^  — сдтд(4 — /л) — Ъщ*.

Св (тп + тя) + сита 

■ЧВ«5 37<*С.

Анализируя полученное выражение, можно заметить, что при 
достаточно большой массе дара т п температура © может оказаться 
больше начальной температуры пара чего в действительности 
быть не может. Такой результат объясняется тем, что после тепло­
обмена при установившейся температуре одновременно могут су­
ществовать две фазы вещества: жидкость и нар;, если при охлажде­
нии пар не полностью конденсируется в воду. Уравнение теплового

171



баланса в этом случае будет отличаться от того, которое мы 
составили. Чтобы не делать лишних вычислений, во всех сомнитель­
ных случаях, когда трудно определить, окажется ли вещество в одном 
или двух агрегатных состояниях, рекомендуется сделать предвари­
тельную числовую прикидку — сколько теплоты требуется для 
нагревания холодного тела до температуры соответствующего пре­
вращения (плавления или кипения) и сколько теплоты может вы­
делиться горячим телом при остывании или при полной конденса­
ции (кристаллизации). Сразу в общем виде такие задачи решать 
нельзя. Если окажется, что Qx >  Q2, то после перераспределения 
энергии получится одна фаза вещества, если же будет Qj <  Q2, то 
при установившейся температуре будут находиться две фазы — 
пар и жидкость (жидкость и лед).

Пример 2. При соблюдении необходимых предосторожностей 
вода может быть переохлаждена до tx =  — 10°С. Сколько льда 
образуется из такой воды массой, т 0 =  1 кг, если в нее бросить 
кусочек льда и этим вызвать замерзание воды? Какую температу­
ру должна иметь переохлажденная вода, чтобы она целиком пре­
вратилась в лед? Удельная теплоемкость переохлажденной воды 
св =  4,19 · 103 дж/(кг ■ град), льда сл =  2,1 · ГО3 дж/(кг ■ град). Удель­
ная теплота плавления льда λ =  3,3 · 105 дж/кг.

Р е ш е н и е .  Для того чтобы при охлаждении вода замерзла, 
в ней должны находиться неоднородные включения, около которых 
начинается рост кристалликов льда. При отсутствии центров крис­
таллизации воду можно охладить до температуры значительно 
ниже 0°С. Такая вода называется переохлажденной.

Если в переохлажденной воде искусственно создать центры 
кристаллизации, в ней начнет образовываться лед. Молекулы ста­
нут переходить в состояние, соответствующее минимуму их потен­
циальной энергии. Уменьшение потенциальной энергии одной 
части молекул, образующих лед, вызывает увеличение теплового 
движения остальных молекул, которое регистрируется нами как 
нагревание воды. Так как взаимодействием переохлажденной воды 
с окружающей средой по условию задачи можно пренебречь, то в 
результате частичной кристаллизации воды в ней произойдет толь­
ко перераспределение энергии. Полная внутренняя энергия оста­
нется неизменной, и, следовательно, уменьшение потенциальной 
энергии молекул будет равно увеличению их кинетической 
энергии.

Задача сводится к составлению уравнения теплового баланса 
при условии, что Q =  0, А =  0 с учетом агрегатного превращения.

При образовании из переохлажденной воды льда массой т 2 
потенциальная энергия молекул уменьшится на величину

Аиг =  λ/η2 =  Qom.

Эта энергия пойдет на нагревание образовавшегося льда от 
начальной температуры до температуры t0 =  0°С и нагревание
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оставшейся после кристаллизации воды массой на t0 — ^  гра­
дусов (дальнейшее нагревание невозможно, так как при 0°С кристал­
лизация льда прекратится). Таким образом, вследствие нагревания 
внутренняя энергия теплового движения молекул увеличится на

Δ ί /g  =  Слт 2 (/q ίχ) 4 "  СаПЦ (/q t j )  =  Qno iy ;·

По закону сохранения энергии Δί/Χ =  Δί/2, поэтому уравнение 
теплового баланса будет иметь вид:

λ/η2 =  слт г (/0 — ti) + cBmj (t0 — /,). (1)

Кроме того,

т г + т 2 =  т 0. (2)

Из соотношений (1)—(2) находим массу образовавшегося льда:

т  = ---_ m;
λ - Η 4 ,- 0 (ν- 'ι) 

m2 «  0,12 кг.

Чтобы замерзла вся переохлажденная вода, энергия, выде­
лившаяся при кристаллизации, должна полностью пойїи на нагре­
вание образовавшегося льда, т. е.

%т0 =  слт 0 (t0 — tx), (3)

где tx — начальная температура переохлажденной воды.
' Йз последнего уравнения находим:

/ ,= - 1 6 0 ° о.

Пример 3. В колбе находилась вода при t =  0°С. Выкачиванием 
из колбы воздуха заморозили всю воду в сосуде. Какая часть воды 
при этом испарилась, если притока теплоты извне не было? Удель­
ная теплота испарения воды при 0°С г =  24,8 ■ 105 дж/кг. Удель­
ная теплота плавления льда λ =  3,3 · 105 дж/кг.

Р е ш е н и е .  При испарении воды вылетают наиболее быстрые 
молекулы, вследствие чего суммарная кинетическая энергия остав­
шихся молекул уменьшается и температура воды понижается. Если 
из сосуда, в котором происходит испарение, откачивать пары воды 
и свести до минимума теплообмен с окружающей средой, то кине­
тическая энергия оставшихся молекул может уменьшиться на­
столько, что они образуют твердую фазу/воды — лед. Поскольку 
в данном процессе тепло извне не подводится (Q — 0) и работа 
не совершается (А =  0), то внутренняя энергия всех молекул остает­
ся постоянной, изменение потенциальной энергии вылетающих мо­
лекул воды AUX равно изменению потенциальной энергии AU2 
оставшихся, так как температура жидкости не изменяется.

При образовании пара массой т г потенциальная энергия моле­
кул пара возрастает на величину

AUi — rmv
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В процессе образования льда массой т 2 потенциальная энергия 
молекул уменьшается на

AUZ =  1т2.

Поскольку AUt =  AUZ, то

гтг =  Ктг, (1)

причем т 1 + т 2 =  т 0. (2)

По-условию задачи вам нужно определить отношение

т ,
X =  — .

щ

Из соотношений (1)—(2) находим:

х = ~ )  П ,7°/о.
λ + г

Пример 4. В дьюаровском сосуде, содержащем жидкий азот 
при температуре ΐΆ =  —195°С, за время τχ =  24 ч испаряется 
азот объемом Vx ==* 1 дм? ври температуре окружающего воздуха 
tB =  20SC. Определите удельную теплоту парообразования азота, 
если известно, что при температуре /л =  0°С в том же сосуде за 
время τ2 =  22,5 ч тает лед массой ш2 =  40 г. Считать, что скорость 
подвода теплоты внутрь сосуда пропорциональна разности темпе­
ратур снаружи и внутри сосуда. Плотность жидкого азота рх =  
=  0,8 г/см3, удельная теплота плавления льда λ =  3,3 ■ 105 дж/кг.

Р е ш е н и е .  Вследствие того что дьюаровский сосуд не яв­
ляется идеальным теплоизолятором, между телами, находящимися 
в сосуде, и окружающей средой происходит теплообмен. Так как 
работа при этом не совершается, то основным уравнением, описы­
вающим процесс теплопередачи при испарении азота и плавлении 
льда, служит уравнение теплового баланса:

Q =  AU.

В результате теплообмена хранящиеся в сосуде холодные тела 
нагреваются и могут переходить из одного агрегатного состояния 
в другое. Теплота, подводимая извне, идет на увеличение внутрен­
ней энергии этих тел, причем согласно условию задачи -

• τ

где Т — время в течение которого к сосуду подводится количество
Q .

теплоты Q ( — — скорость подвода теплоты); k — коэффициент 
τ

пропорциональности, зависящий от устройства и материала сосуда; 
h  h — разность температур снаружи и внутри сосуда.

К жидкому азоту за время τχ подводится количество теплоты, 
равное

Qi =* Kh — *β)ϊι·
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За счет этой теплоты внутренняя энергия молекул азота возрас­
тает на величину

’ AUl =  гтх,

где т г — масса испарившегося азота; г — удельная теплота паро­
образования.

Согласно' закону сохранения и превращения энергии

Qy =  AU і или Щъ — =  rmv (1)

Проводя аналогичные рассуждения для льда, получим:

k ((л— ίΒ)τ2 ~ λ π ι2. ■ (2)

Дополнительные условия позволяют записать:

т 1 =  РіУі. (3)

Исключая из уравнений (1)—(3) неизвестные k и т х, находим:

г J & (*«.-,*·).ΐι_ λ; r »  1,9 · 105 дж/кг.
PlV 1 в̂) τ2

Пример 5. Лед массой М — 1 кг при температуре 0°С заключен 
в теплонепроницаемый сосуд и подвергнут давлению р =  6,9 χ  
X  107 н/м2. Сколько льда расплавится, если при увеличении давле­
ния на А р=  3,8· 101 н/м2 температура плавления льда понижает­
ся на At =  Г? Понижение температуры плавления от 0°С считать 
пропорциональным увеличению давления сверх атмосферного.

Р е ш е н и е .  Если лед подвергнуть давлению больше  ̂ атмос­
ферного, температура его плавления понизится и такой лед, находясь 
при ton =  0°С, плавится, поглощая тепло из окружающей среды.

При достаточной теплоизоляции льда средой, отдающей тепло, 
служит сам лед. Работа, совершаемая внешними силами, идет в 
этом случае на перераспределение энергии между молекулами воды. 
Часть исходного количества льда растает, часть охладится до

- новой температуры плавления tln и система придет в равновесное 
состояние.

При отсутствии тепловых потерь количество теплоты, выделен­
ной при охлаждении нерастаявшего льда от 0°С до температуры 
плавления tln, равно количеству теплоты, пошедшей на его частич­
ное плавление:

Qmn =  Фполуч ИЛИ AUх — AU%.

Температура плавления tla при давлении р >  рахм определяет­
ся из условия, что ее понижение toa — /1п пропорционально уве­
личению давления р — ратм, т. е.

^оп ^1п ~  & (Р  Ратм)) ( 1)

где k — коэффициент пропорциональности, зависящий от физиче­
ских свойств вещества.

Вместе с уравнением теплового баланса это ураэнение является 
о:новным соотношением для решения данной задачи.
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При сжатии льда и понижении температуры плавления от <оп 
до tln внутренняя энергия теплового движения молекул льда мас­
сой М уменьшится на

AUi =  сМ (ton tin) =  Qojn> 

где с — удельная теплоемкость льда.

Так как система изолирована, то вся теплота, выделяющаяся 
при сжатии, идет на плавление льда массой т:

AU% =  λ/Π =  фПолуч·

Согласно закону сохранения энергии

сМ (ίοπ — tla) =  λ/η. (2)

Кроме того, дополнительное условие позволяет записать

At =  kAp. (3)

Решая уравнения (1)—(3) совместно относительно т  и подстав­
ляя числовые значения, получим:

т  =  — -{р~ ра™) М; т ж  11,3 г.
}Лр

Пример 6. Некоторая установка, развивающая мощность 
N =  30 кет, охлаждается проточной водой, текущей по спираль­
ной трубке сечением S =  1 см2·, при установившемся режиме про­
точная вода нагревается на At =  15е. Определите скорость воды
v, предполагая, что на нагревание воды идет η =  0,3 мощности.

Р е ш е н и е .  В процессе работы установки часть механической 
энергии расходуется на нагревание проточной воды, охлаждающей 
установку. Так как теплообмен с окружающей средой не учиты­
вается (Q =  0), то указанная часть мощности установки идет на 
увеличение внутренней энергии воды и, согласно закону сохранения 
и превращения энергии, должно быть

0 =  AU — т]Л, или цА =  AU.

Если за время τ в трубках нагревается вода массой т  на At 
градусов, то работа, совершенная за это время (при мощности N), 
и изменение внутренней энергии воды будут равны соответственно

А =  Ντ

и AU =  cm At,

где с — удельная теплоемкость воды.
Подставляя выражения для А и AU в исходное уравнение энер­

гетического баланса, получим:

η/Vt =  cm At.

При течении потока по трубе сечением S масса жидкости т, 
прошедшей через это сечение за время τ, равна:

m =  pStiT,

где р — плотность жидкости; v — скорость течения,
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С.учетом этого выражения уравнение закона сохранения и 
превращения энергии в окончательном виде можно записать так:

tjjV =  cpSvAt,

откуда

X) — ------; v =  4,8 М/сек.
cpSAt

Пример 7. Санки массой m =  5 кг скатываются с горы, которая 
образует с горизонтом угол а  =  30°. Пройдя расстояние I =  50 м, 
санки развивают скорость v =  4,1 м/сек. Вычислите количество 
теплоты, выделенное при трении полозьев о снег.

' Р е ш е н и е .  При движении одного тела по поверхности дру­
гого часть механической энергии идет из-за трения на увеличение 
внутренней энергии соприкасающихся тел. Мерой изменения энер­
гии здесь могут служить и работа А, и количество теплоты Q. Как 
А, так и Q показывают, на сколько возрастет внутренняя энергия 
беспорядочного движения молекул при изменении энергии направ­
ленного движения, вызванном трейием санок о снег. Следует заме­
тить, что работа силы трения скольжения всегда связана с нагре­
ванием тел. Поскольку изменение внутренней энергии тел в про­
цессе движения санок по условию задачи не рассматривается 
(AU =  0), то согласно (7.1) исходной формулой для решения задачи 
может служить уравнение

— Q =  0 + А.

При его записи мы учли, что тепло отводится от системы (Q <  0) 
и работа совершается санками (А >  0).

Работу А, совершаемую внешними силами в системе санки — 
Земля, можно вычислить двумя способами: или с помощью закона 
сохранения энергии, или с помощью второго закона Ньютона. 

Проще воспользоваться первым способом. В системе санки— Земля 

на санки действуют две внешние силы: сила трения FTp и нормаль­

ная реакция опоры N. Так как N _[_ t», то работа этой силы равна 

нулю и изменение механической энергии происходит лишь под 

действием силы трения, т. е. А — Атр.

Выбрав первое положение системы в начале движения санок, 

второе — в конце перемещения, можно записать:

Лтр =  Г 2-  Ψ ν

Так как полная механическая энергия санок в первом и втором 
положениях соответственно равна:

=  mgl sin а  и =
it
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ΫΟ
л tnv2 і ·Ατp =  —-- mgl sin a,

и исходное уравнение можно переписать так:
1 ■ rnv2

Q =  mgl s in a— — .

Подставляя числовые значения, получим:

Q л; 1,19 кдж. ■ - 

Пример 8. Свинцовая пуля, летящая со скоростью =■ 
=  400 м/сек, попадает в стальную плиту и отскакивает от нее 
со скоростью v2 =  300 м/сек. Какая часть пули расплавится, если 
ее температура в момент удара была равна tt =  107 °С и на нагре­
вание пули пошло η =  0,8 всей работы, совершаемой при ударе? 
Удельная теплоемкость и удельная теплота плавления свинца рав­
ны соответственно с =  0,126 . 103 дж(кг ■ град), λ =  25 · ІОРдж/кг.

P е ш е н и е. В процесс^ удара пули о плиту происходит умень­
шение кинетической энергии пули, вследствие чего увеличивается 
ее внутренняя энергия. Пуля нагревается до температуры плавле­
ния и частично плавится без теплообмена с окружающей средой 
(Q =  0). Согласно закону сохранения и превращения энергии

0 =  AU + т\А или —η.4 =  AU,

где η — коэффициент, показывающий, какая часть механической 
энергии пошла на нагревание и агрегатное превращение свинца. 

Если в момент удара пуля обладала кинетической энергией 
ти\ * тик

=  ——  i а после удара W2 = --- (считаем, что расплавлен-
" 2 

ный свинец находится внутри пули и отлетает вместе с ней), то 
работа силы сопротивления плиты при ударе равна:

\Д _  т4 mt*l

~2 2

При нагревании пули массой т  от начальной температуры 
t\ до температуры плавления % ** 327 °С и плавлении свинца мас­
сой Ат внутренняя энергия пули возрастает на величину 

АО =  cm — 4) + λΔ/η.

Подставляя выражения для А и AU в исходное уравнение, полу­
чим уравнение энергетического баланса в окончательном виде:

/  mt)? mv\ V
η I — — J =  cm {t%—/x) -j- λ Am.

Am
Отношение — , показывающее, какая часть пули расплавилась, 

отсюда равно:

М? =  [?■.( с (і, — і,) ! 1 ; ^  »  0,05.
т  2 λ от
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Задачи к главе 7

7.1. Температура термометра, погруженного в воду массой 
6,7 г, повысилась на 14,6 °С, Какова была температура воды перед 
измерением-, если показание термометра равно 32,4 °С? Теплоем­
кость термометра равна 1,92 дж/град,

7.2. Вода может находиться при температурах, меньших 0 °С 
и больших 100 °С. В. калориметре с теплоемкостью 1,67 кдж/град 
находится 1 кг переохлажденной воды при температуре —10 °С. 
Какая температура установится в калориметре, если В него влить 
170 г воды, перегретой до 120 °С>

7.3. В калориметре с теплоемкостью С находится вода массой 
М, нагретая до температуры В калориметр опускают смесь 
латунных и алюминиевых опилок массой т , имеющую темпера­
туру t%. В результате этого температура воды повышается и ста­
новится равной Θ. Определите количество латунных и алюминие­
вых опилок в смеси.

7.4. В литр воды при 20 °С брошен комок мокрого снега массой 
260 г. Когда весь снег растаял, общая температура стала равной
5 °ς. Определите количество’воды в комке снега. Удельная тепло­
та плавления снега 334 кдж/кг.

7.5. В калориметр, содержащий воду массой т  при темпера­
туре t, опустили снег массой М при температуре —t. Спустя неко­
торое время τ наступило тепловое равновесие. Сколько воды ока­
жется в калориметре через указанное время, если вода и снег 
будут иметь массы М и т  и те же начальные температуры? Вре­
менем, плавления пренебречь,

7.6. В латунный калориметр массой 125 г опускают кусок 
льда массой 1Ό0 г. Температура калориметра и льда равна -^20 °С. 
Сколько воды при температуре 20 °С надо добавить в калориметр, 
чтобы половина льда растаяла? Удельная теплоемкость латуни
0,Ш~кдж;{кг-град), льда 2,1 кдж/{кг-град), удельная теплота плав­
ления льда 334 кдж/кг.

7.7. Железный шарик радиусом R , нагретый до температу­
ры t, положили на лед, температура которого 0 °С. На какую глу­
бину шарик погрузится в лед? Теплопроводностью льда и нагре­
ванием образовавшейся воды пренебречь. При расчете считать, 
что шарик погрузится в лед полностью-.

7.8. В куске льда, находящемся при 0 °С, сделано углубле­
ние, объем которого 160 см3. В это углубление влито 60 г воды, 
температура которой 75 °С. Какой объем будет иметь свободное от 
воды углубление, когда вода остынет?

7.9. В чашке находится 500 г льда при 0 °С. В чашку вливают 
200 г воды, нагретой до температуры 80 °С. Какова будет устано­
вившаяся температура и что будет находиться в чашке?

7.10. В закрытом сосуде с водой при температуре 0 °С плава­
ет лед массой М, в который вмерзла свинцовая дробинка массой т. 
Сколько тепла нужно подвести к системе лед — свинец, чтобы льдинка
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полностью погрузилась вводу? Плотности свинца, льда и воды 
равны соответственно рс,рли рВ) удельная теплота плавления льда λ.

7.11. На сколько изменяется удельная теплота плавления ве­
щества при понижении температуры плавления на At, если удель­
ные теплоемкости вещества в жидкой и твердой фазе равны соот­
ветственно сх и с2?

7.12. В сосуд, содержащий 200 г льда при температуре — 15 °С, 
влито 500 г воды, переохлажденной до температуры — 15 °С. Сколь­
ко получится льда и воды из такой смеси? Удельную теплоемкость 
воды и льда считать не зависящей от температуры.

7.13. Какое количество теплоты выделяется при замерзании
1 г воды, переохлажденной до — 10 °С?

7.14. Какому давлению были подвергнуты 20 г льда, заключен­
ного в теплонепроницаемую оболочку при 0 °С, если при этом рас­
плавилось 1,6 г льда и, кроме того, известно, что при увеличении 
давления на 1,4· 107 н/м2 температура плавления понижается на
1 °С? Считать, что понижение температуры плавления пропорци­
онально повышению давления.

7.15. В калориметр, содержащий 100 г льда при 0 °С, впущен 
пар, имеющий температуру 100 °С. Сколько воды окажется в кало­
риметре непосредственно после того, как весь лед растает? Удель­
ная теплота парообразования воды при 100 °С равна 2,26 · 10е дж/кг.

7.16. Тонкая стеклянная пробирка, содержащая 100 г воды 
при температуре 20 °С, опущена в дьюаровский сосуд, содержащий 
50 г эфира при температуре 10 °С. Какова будет температура ос­
тавшейся воды, когда весь эфир испарится? Что будет находиться 
в пробирке? Теплообменом с окружающей средой и стеклом пренеб­
речь. Удельная теплоемкость жидкого и газообразного эфира 
2,1 кдж/(кг-град), его удельная теплота испарения 376 кдж/кг. Ре­
шите задачу при условии, что эфира было 120 г.

7.17. Кожух пулемета емкостью 3,88 л наполнен смесью воды
с глицерином (75% воды по объему). Начальная температура сме- 
си После кйкого выстрела температура смеси достигнет
100 °С? Каждый патрон содержит 3,2 г пороха, масса стального

- ствола 2,1 кг. На нагревание ствола пулемета и охлаждающей 
смеси расходуется 74% энергии. Теплой сгорания пороха 4,18χ 
X  10е дж/кг, удельная теплоемкость глицерина 2,4 кдж/(кг-град), 
стали — 0,46 кдж/(кг-град). Плотность глицерина 1,26 · 10® кг/м9.

7.18. 1 г водорода, сгорая и превращаясь в воду, выделяет 
142 кдж тепла. Сколько угля с теплотой сгорания 2,93· 107 дж/кг 
надо сжечь для диссоциации 1 л воды, если из выделяемой углем 
теплоты используется 50%?

7.19. Следуя по течению, пароход прошел расстояние между _ 
двумя пунктами в 150 км за 10 ч 40 мин. То же расстояние против' 
течения пройдено за 18 ч 50 мин. Чему равна сила сопротивления 
воды движению парохода, если он сжигал 120 кг угля в час? Коэф­
фициент полезного действия паровой машины 10%. Теплота сгора­
ния угля 2,9-107 дж/кг.
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7.20. Поезд массой 1500 т идет по горизонтальному пути со 
скоростью 60 км/ч. Паровоз сжигает при этом 1600 кг угля в час. 
Какую скорость разовьет поезд при тех же условиях на пути с 
уклоном вверх 0,01? Коэффициент полезного действия паровых 
машин паровоза равен 12% .

7.21. Какое количество тепла выделяется при прлндм тормо­
жении поезда, идущего со скоростью 54 км/ч под уклон 0,01, если 
масса поезда равна 2000 т? Силу сопротивления считать пропор­
циональной нормальному давлению. Коэффициент сопротивления 0,05.

7.22. Стеклянный шарик объемом 0,2 см3 равномерно падает
в воде. Сколько тепла выделится при перемещении шарика на 6 м? 
Плотность стекла 2,4 г/'см3. ,

7.23. На сколько градусов нагреется медная пластинка разме­
ром 2x6 см при нарезании в ней резьбы с шагом 0,75 мм, если при 
нарезке к воротку нужно приложить момент силы в 4,9 н-ж? Раз­
мером отверстия пренебречь. Плотность меди 8,9 г/смв, удельная 
теплоемкость 376 дж/(кг-град).

7.24. Грузовой автомобиль, оборудованный газогейераторным 
двигателем мощностью 92 кет, имеющим коэффициент использова­
ние тепла 0,18, работает в полную нагрузку. Определите массу 
древесных чурок с теплотворной способностью 1,25· 107 дж/кг, 
необходимых для пробега пути в 1 км со скоростью 18 км/ч.

7.25. Трансформатор, погруженный в масло, вследствие пере­
грузок начинает греться. Каков его коэффициент полезного дейст­
вия,если приполной мощности 60 кет 40 кг масла в течение 4 мин на­
грелись на 20 град? Удельная теплоемкость масла 2,1 кдж/(кг-град). 
Количеством тепла, идущим на нагревание металла трансформатора 
и его обмотки, пренебречь.

7.26. Вращающийся в подшипнике вал диаметром 10 см делает 
200 об/мин и давит на подшипник с силой 12 кн,. Определите часовой 
расход масла, пропускаемого для охлаждения подшипника, если 
температура масла при подаче равна 12, а при выходе 60 °С. Коэффи­
циент трения 0,015, удельная теплоемкость масла 1,7кдж/(кг-град).

7.27. Заряд 305-миллиметровой пушки содержит 155 кг пороха. 
Масса снаряда 446 кг. Какова максимальная дальность полета сна­
ряда, если к.п.д. орудия равен 28%? Теплота сгорания пороха 
4,18· 10е дж/кг сопротивление воздуха не учитывать.

7.28. Тележка с песком массой М катится без трения по гори-

зонтальным рельсам со скоростью νν Пуля массой т , выпущенная

со скоростью ν2, совпадающей по направлению с vlt попадает в те­
лежку й застревает в ней. Сколько механической энергии перешло 
при ударе в тепло?

7.29. Свинцовая пуля массой 10 г, летящая горизонтально со 
скоростью 300 м/сек, попадает в неподвижный стальной кубик мас­
сой 100 г, лежащий на гладком горизонтальном столе. Какова бу­
дет температура тел после удара? Удар считать^абсолютно неуиру- 
гим, температура пули в момент удара 25 °С, кубика 15 С.
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Потерями тепла пренебречь. Удельная теплоемкость стали
0,46 кдж/(кг- град), свинца 0,125 кдж/(кг-град).

7.30. С какой скоростью должны лететь навстречу друг другу 
две одинаковые льдинки, имеющие температуру t ■» — 10 °С, что­
бы при ударе они обратились в пар? Удельные теплоемкость и теп­
лота плавления льда равны соответственно с =  2,9 кдж/(кг-град) 
и λ »  334 кдж/кг. Удельная теплота парообразования воды при 
100 °С г =  2,26-10® дж/кг. Решите задачу при условии, что мас­
сы льдинок равны щ  и щ .

7.31. Горизонтально летящая пуля массой т  попадает в дере­
вянный шар, лежащий на полу, и пробивает его. Определите, ка­
кая часть энергии  ̂перешла в тепло, если начальная скорость пу­
ли ι>!, скорость после вылета из шара vt, масса шара М. Трение 
между шаром и полом отсутствует, траектория пули проходит че­
рез центр шара.

7.32. Из винтовки произведен выстрел вертикально вверх. 
Свинцовая пуля массой 10 г вылетает со скоростью 300 м/сек и 
на высоте 500 м попадает в такую же пулю, летящую горизонталь­
но со скоростью 284 м/сек. На сколько градусов нагреются пули 
после абсолютно неупругого удара и какова будет их суммарная 
кинетическая энергия, если в момент удара их температура была 
одинаковой? Сопротивлением воздуха пренебречь.

7.33. На идеально гладкой горизонтальной поверхности ле­
жит доска массой Ми на которой находится брусок массой AJ*. 
В брусок попадает пуля массрй т , летящая горизонтально со ско­
ростью у, и застревает в нем. Вследствие удара брусок проходит 
по доске некоторое расстояние и затем под влиянием сил трения 
перестает двигаться относительно доски. Определите механиче­
скую энергию, перешедшую в тепло из-за тремя между бруском 
и доской. ^

Г л а в а 8. ТЕПЛОВОЕ РАСШИРЕНИЕ ТВЕРДЫХ "

И ЖИДКИХ ТЕЛ

Основные понятия, законы и формулы

1. Для большинства тел вблизи 0 °С существует температурный 

интервал, в пределах которого любой линейный размер тел изме­

няется по закону

/ = 4 ( 1 + 0 $ ,  (8.1) 

где / — длина или какой-либо линейный размер тела при темпера­

туре t, /„ — при 0 °С, & а  — коэффициент линейного расширения 

при начальной температуре.
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2. Если линейные размеры тела изменяются по закону (8.1), 
то для каждого сечения тела

' S =  S0 (1 + a't), (8.2)

где S — площадь данного сечения при температуре t\ S0 — при 
0 °С, а а ' — средний коэффициент увеличения площади. При не­
больших температурах с достаточной степенью точности можно 
считать, что а ' «■= 2а.

3. При увеличении линейных размеров по закону (8.1) объем 
тела меняется вследствие нагревания по закону

У — V0 (1 + РО, (8.3)

где β — средний коэффициент объемного расширения. При неболь­
ших температурах β =  За.

4. В случае теплового расширения тел их плотность изменяется 
по закону

р-_£<· (8.4)
• 1 +

Где р — плотность тела при температуре t; р0 — плотность при
0 °С.

Решение задач. Примеры

1. Решение задач о тейловом расширении тел целиком осно­
вано на применении одной из формул (8.1)—(8.4) к каждому сос­
тоянию нагреваемого тела. Если в задаче рассматривается не одно, 
а несколько тел, эти формулы записываются для каждого тела от­
дельно. Все вместе они образуют полную систему уравнений, ре­
шение которых позволяет найти искомую величину. В комбиниро­
ванных задачах формулы теплового расширения являются лишь 
частью системы уравнений, описывающих данное явление; вторую 
часть, как правило, составляют формулы калориметрии и гидро­
статики. При составлении уравнений теплового расширения тел 
особое внимание нужно обратить на следующее.

а) В формулах (8.1)—(8.4) под l0, S0 и V0 подразумевают зна­
чения длины, площади и объема при 0 °С, а не при начальной тем­
пературе тела, отличной от нуля; это связано с тем, что табличные 
коэффициенты линейного и объемного расширения определяются 
как изменения единицы длины или объема тела, взятого при 0 °С, 
при нагревании на 1 град. Если, за начальную температуру при­
нять не 0 °С, а произвольную температуру, относительное удлине­
ние, рассчитанное на один градус, — коэффициент линейного рас­
ширения (а также и коэффициент объемного расширения) — в 
каждом случае будет разным и не таким, как при 0 °С.

Чтобы найти связь между длинами (площадями, объемами) при 
температурах tx и /2> нужно из уравнений

к =  (1 + а  /х) и /а =  /0 (1 + а/а)
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исключить В результате получим:

или приближенно:

4 да 4 [1 + ос (4 — 4)] =  4 (1 + αΔί), (8.5)

если пренебречь членами, содержащими а  в более высокой степени, 
чем первой. Практически такое приближение вполне оправдано, 
так как для большинства твердых тел а  очень мало.

Проводя вычисления в задачах на тепловое расширение тел,

нужно иметь в виду, что да 1 + (л: — у) и Υ 1 + —, если
1 Ί* у 2

* <  1 и у 1. Использование этих формул значительно облегчает 
вычисления и упрощает математические выкладки. В частности, при 
небольших температурах і, таких, что β/<^ 1, можно с доста­
точной степенью точности считать, что плотность тел р да р0 (1 — fit).

б) Формулы (8.2) и (8.3) справедливы как для сплошных тел, 
так и для тел, в которых имеется полость или отверстие.

2. Задачи на тепловое расширение тел удобнее решать по сле­
дующей схеме:

а) Для каждого теплового состояния каждого тела записать 
соответствующую формулу теплового расширения.

б) Если в задаче наряду с расширением тел рассматриваются 
другие процессы, сопутствующие расширению, — теплообмен, из­
менение гидростатического давления жидкости или выталкиваю­
щей силы, то к уравнениям теплового расширения надо добавить 
формулы калориметрии и гидростатики.

в) Выписать значения заданных величин и, проверив число не­
известных в полученной системе уравнений, решить ее относитель­
но искомой величины.

Пример 1. Какую длину /0с и /он при температуре О °С должны 
иметь стальной и медный стержни, чтобы при любой температуре
разность их длин составляла Δ/ =  10 см? Коэффициент линейного
расширения стали ас =  1,2· 10~б град-1, меди ам — 1,7-10-5 град"1.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим два тепловых состояния стального 
и медного стержней: при начальной температуре 4 — 0 °С и при 
некоторой произвольной температуре t. Обозначим длину сталь­
ного стержня при температуре t через 1С, медного — через /м, тогда

Л  = Л с  (1 +  < М ); ( ! )

4, =  /ом 0  -г a j) .  (2)

Дополнительное условие позволяет записать:

4  /м =  А/,
в частности,

/0с —  /ом =  (3 )
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Вычитая из второго уравнения первое и раскрывая скобки, 
получим:

h — 4с — ̂ Ом 4* 

откуда с учетом соотношений (3) имеем:

4с®с о̂м̂м =  0·

Из этого и второго равенства (3) для искомых длин получаем:

/ос =  — ^ —  А/; /ос да 32 см; 10м =  — Δ/; /ом да 22 см.
а м  « с  а м— а с

Пример 2* Стальная и латунная полоски толщиной h =  0,2 см 
каждая склепаны на концах так, что при температуре 4 =  20 °С 
они образуют плоскую биметаллическую пластинку. Каков будет 
средний радиус изгиба биметаллической пластинки при 4 =  100 °С? 
Коэффициенты линейного расширения стали и латуни равны ас =  
=  1,2· 10-8 град~1\ ал =  1,9· 10-5 град~г.

Р е ш е н и е .  Так как коэффициенты линейного расширения 
латуни и стали неодинаковы (ал >  ас), то йри нагревании биме­
таллической пластинки латунная полоска удлинится больше сталь­
ной и вся пластинка изогнется.

Если при температуре 4 длина средней линии латунной пла­
стинки была равна /1л, при температуре 4 — /2л, то, пользуясь 
приближенной формулой (8.5), можно записать:

/ал — hn (1 + 0)

где At = 4  — 4 — приращение температуры.
Для стальной пластинки аналогично предыдущему получим:

4с — Zic (1 + cCcAf), (2)

поскольку приращение температуры здесь то же самое.
Чтобы определить средний радиус изгиба R, будем считать, 

что концы пластинок при деформации не смещаются относительно 
друг друга и толщина их настолько мала, что ее изменением при
нагревании можно пренебречь по сравнению с изменением длины.

Как видно из чертежа (рис. 8.1), 4л и 4с связаны с радиусом 
изгиба R уравнениями:

hn =  Ф (я  + — V, , (3)

/гс =  ф ( Я - | ) .  ' (4)

где φ — угол между торцевыми поверхностями биметаллической 
пластинки.

Составленная система уравнений полностью отражает , все ус­
ловия задачи и позволяет определить искомую величину.
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Решая уравнения (1)—(4) совместно 
относительно среднего радиуса R кри­
визны биметаллической пластинки, по­
лучим:

2 Ч- (<*с Ч~ «л) Ы
R - i («л — «с) Ы

/ ? « 5  А

Пример 3. Латунная шкала ртутно­
го барометра выверена при О °С. При 
температуре tx — 20 °С барометр по- 

Рис 8 ^ называет давление рй — 760 мм рт. ст.
Каково истинное атмосферное давление 
ра при этой температуре? Расширением 

стекла пренебречь. Коэффициенты линейного расширения лату­
ни и объемного расширения ртути соответственно равны а  =  
=  1,9· 10-5 град-1 ир =  1,8· 10-4 град-1.

Р е ш е н и е .  Если шкалу барометра выверить при какой- 
либо температуре, например при 0 °С, то при всякой другой темпе­
ратуре его показания не будут соответствовать наружному давле­
нию. Объясняется это тем, что с повышением температуры плотность 
ртути уменьшается и при неизменном атмосферном давлении вы­
сота столба ртути в барометрической трубке возрастает. Кроме 
того, шкала, по которой отсчитывают высоту столба, удлиняется 
и цена одного деления становится больше значения, указанного 
на шкале. Чтобы определить истинное давление, показание баро­
метра нужно привести к той температуре, при которой его шкала 
выверена, — в данном случае к 0 °С. Делается это сравнительно 
просто: находят число делений шкалы, в которые укладывается 
высота измеряемого ртутного столба, рассчитывают по формуле 
теплового расширения новую цену деления и по этим данным опре­
деляют действительную Длину ртутного столба. Зная эту длину и 
плотность ртути при температуре измерений, можно вычислить и 
само атмосферное давление.

Если при температуре tx =  20 °С ртуть в барометрической 
трубке достигла высоты hx (я-го деления шкалы), то показания ба­
рометра равны:

Рб =  pigh  =  Pi g n li, (D
где Pi — плотность ртути при температуре tx\ 1Х — цена одного 
деления шкалы. Так как расстояние lQ между двумя соседними рис­
ками на шкале выверено и равно единице (1 мм) лишь при 0 РС, то 
1г будет больше цены деления 1д, указанной на шкале.

Если коэффициент линейного расширения латуни равен а, то

к =  /о (1 4- α/ι),

и в единицах длины /0 высота ртутного столба при температуре t 
равна:

hx =  nt0 (1 + a tx). (2)
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Так как по условию задачи атмосферное давление не изменяется, 
то р, =  р0 gh0 н в то же время рл — ft ghu  откуда

роА0 β  РА , (3)

где ро — плотность ртути при О °С; h0 — высота, на которую под­
нялся бы столб ртути при температуре 0 °С. Плотность ртути

'•’■ - T fe · .  (4)

Из уравнений (1)—-(4) получим:

Рл =  Ре gho =  Рб f1 + (“  — β) 4]; Р'л~ 758 мм рт. ст.

Пример 4« При температуре tx =  10 °С железная канистра вме­
щает Vx — 20 л бензина и оказывается наполненной целиком. На 
сколько изменится масса канистры с бензином, если ее внести впо- 
мещение, где температура равна 4 — 30 °С? Коэффициенты объем­
ного расширения железа и бензина βΜ =  3,6· 10-5 град~л и ββ =  
=  .10“* град*1, плотность бензина р„ =  0,8 г/см9.

Р е ш е н и е .  Вследствие теплового расширения канистры 
и бензина объем их при нагревании увеличивается. Коэффициент 
объемного расширения жидкостей всегда больше коэффициента, 
объемного расширения твердых тел, поэтому при нагревании на 
одинаковое число градусов приращение объема бензина будет боль­
ше приращения объема сосуда и часть бензина из него выльется. 
Чтобы определить искомое изменение массы канистры с бензином, 
нужно. вычислить массу бензина в канистре при начальной и 
комнатной температурах и из первого результата вычесть второй. 
Масса самой канистры при этом не изменится. Для нахождения 
массы бензина при указанных температурах необходимо найти его 
плотность при этих температурах, а также объем канистры.

Если при температуре tx канистра и, следовательно, бензин 
имеют объем Vx, а при температуре t2 — объем У2, то

Т Г Г Г  «  f1 + Рж (U -  W  (1)
I + Рж»1

Плотность бензина при температурах tx и t2 соответственно 
равна:

рі д  т й п  - Μ * — Mi); (2)l + Wi

р2 «  ро (I — Рб4) . · 0)

Массы бензина в канистре при этих температурах равны:

т х -  pxVx и и , =  р2К2. (4)

Решая уравнения (I)—(4) совместно и пренебрегая членами, 
содержащими, коэффициенты объемного расширения в степени выше 
первой, иэ-эа их малости, получим:

Ат =  ро (р6 — рж) (t2 — 4) V; Ат яз 0,29 кг.
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Пример 5. В жидкости взвешивают стальной шарик. Первое 
взвешивание проводилось при температуре tlt и вес вытесненной 
жидкости оказался равным Pt; второе взвешивание провели при 
температуре t2 и вес вытесненной жидкости был равен Р2. Опреде­
лите коэффициент объемного расширения жидкости, если коэф­
фициент объемного расширения стали равен β0.

Р е ш е н и е .  Вследствие теплового расширения тел, взвешивае­
мых в жидкости, вес вытесненной жидкости при разных темпера­
турах будет разным. Он будет определяться плотностью жидкости 
при данных температурах и объемом тел, погруженных в жидкость. 
Если при температуре tx в жидкость полностью погрузить шарик 
объемом Vu то вес вытесненной жидкости будет равен:

Ρ χ  =  P i  S ^ i ·  0 )

Плотность жидкости рх и объем стального шарика Vx при тем­
пературе ti могут быть выражены через их значения при 0 °С:

р! =  — й— ; (2)
Vl i+PjA

^  =  П ( і + РЛ), (3)

где Рж — коэффициент объемного расширения жидкости. Для тем­
пературы t2 мы имеем соответственно:

Р% — Рэ ёУг\ (4)

р2 =  — 22— ; (5)
■ i + РЛ

v2 = Vo (і + РЛ). (6)
Решая уравнения (1)—(6) относительно рж) находим:

Ρι-Ρι
Рж =  Рс +

Pi h)

Члены, содержащие коэффициенты теплового расширения в сте­
пени выше пёрвой, здесь отброшены из-за их малости.

Задачи к главе 8

8.1. Длина стержня при температуре 0 °С равна 1000 мм, при 
температуре 100 °С — 1002 мм, при температуре красного каления —
1011,6 мм. Определите температуру красного каления.

8.2. Колесо локомотива имеет диаметр 1 м при 0 °С. На сколь­
ко отличаются расстояния, пройденные поездом за 1 ч зимой и ле­
том при температурах —25 °С и +25 °С, если в обоих случаях 
двигатель развивал 480 об/мин? Коэффициент линейного расшире­
ния стали 1,2· 10-5 град*1.

8.3. При температуре t °С показание ртутного барометра с ла­
тунной шкалой равно п. Каково будет показание барометра при
0 °С? при — t °С? Атмосферное давление во всех случаях одинако-
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во. Коэффициент линейного расширения латуни а, коэффициент 
объемного расширения ртути β. -

8.4. Два секундных маятника, первый — медный, второй — 
железный, отбивают секунды при температуре —2 °С. На сколько 
секунд отстанет в сутки медный маятник от железного, если темпе­
ратура помещения поднимется до І& 'Ф  Коэффициенты линейного 
расширения меди и железа равны соответственно 1,7-10—5 град-1 
и 1,2· 10-5 град-1.

8.5. Часы снабжены латунным маятником. Сравнивая показа­
ния этих часов с показанием точных часов, заметили, что при 0 °С 
они спешат на 7 сек в сутки, а при температуре 20 °С отстают в сут­
ки на 9 сек. Определите коэффициент линейного расширения ла­
туни, а также ту температуру, при которой маятниковые часы бу­
дут идти правильно.

8.6. При нагревании железного шара до температуры 800 °С 
его поверхность увеличилась на 1 см2. Определите диаметр' шара 
при температуре 20 °С. Коэффициент линейного расширения желе­
за 1,2-10 ~ъград-\

8.7. Никелевый брусок массой 740 г и длиной 22,2 см при тем­
пературе 50 °С опущен в калориметр с теплоемкостью 21 дж/град, 
содержащий 145 г воды при 0 С. Когда температура установилась, 
то оказалось, что длина бруска уменьшилась на 0,13 мм. Опреде­
лите удельную теплоемкость никеля. Коэффициент линейного рас­
ширения никеля 1,8· 10-5 град*1.

8.8. В центре стального диска имеется отверстие, диаметр ко­
торого при 0 °С равен 4,99 мм. До какой температуры следуіет на­
греть диск, чтобы в его отверстие начал проходить шарик диаметром
5.00 мм? Коэффициент теплового расширения стали равен
1.1 ■ 10-5 град-1.

8.9. В железнодорожную цистерну при температуре +25 °С 
было налито 20 г бензина. На сколько уменьшится объем этого бен­
зина у места слива, если температура воздуха в этом месте равна 
—20 °С? Коэффициент объемного расширения бензина равен 
10~8 град-1.

8.10. Емкость железного сосуда при температуре 10 °С равна 2 л., 
Какова будет масса ртути в сосуде при температуре 25 °С? Коэф­
фициент линейного расширения железа 1,2-10~в град-1, коэффици­
ент объемного расширения ртути 1,8· 10-1 град-1.

8.11. При температуре tx Стержни с коэффициентами линейного 
расширения и а2 _имеют одинаковую длину, при температуре t% 
одинаковыми оказываются их объемы. При какой температуре бу­
дут одинаковы площади поперечного сечения стержней?

8.12. В стеклянный цилиндр налита ртуть массой 1 кг. Осталь­
ную часть объема цилиндра занимает воздух, причем оказывается, 
что объем пространства над ртутью остается постоянным при всех 
температурах от 0 до 100 °С. Определите объем цилиндра. Коэф­
фициент линейного расширения стекла равен 0,9-10—5 град-1, 
коэффициент объемного расширения ртути — 1,8· 10-4 град-1.
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8.13. Стеклянный сосуд весит Р0. Этот же сосуд, наполненный 
ртутью, при О °С весит Рг. Если сосуд нагреть до температуры t, 
то часть ртути выливается и вес сосудах ртутью оказывается Pt. 
Чему равен коэффициент объемного расширения стекла? Коэффи­
циент объемного расширения ртути β.

8.14. Медный брусок, имеющий температуру ilt сложен вместе 
с алюминиевым бруском, имеющим температуру t% и такую же мас­
су, что и медный. Каково будет относительное изменение общего 
объема брусков, после того как температура выравнится?

8.15. В наполненном сосуде содержится керосин массой Мк 
и кусок железа массой Мж. Если всей системе сообщить количество 
теплоты Q, то из сосуда будет выливаться керосин объемом V. Опре­
делите коэффициент объемного расширения железа. Теплоемкостью 
и расширением сосуда пренебречь. Работой расширения пренеб­
речь.

8.16. Стальной брусок плавает в сосуде.со ртутью в вертикаль­
ном положении. При температуре О °С в ртуть погружена 0,577 
часть всего объема бруска. На сколько изменится погруженная 
часть объема бруска, если систему нагреть до 100 °С? Коэффициент 
линейного расширения стали Τ,2· 10-5 град-1, коэффициент объем­
ного расширения ртути 1,8· Ю~4 град-1.

8.17. Кусок латуни при 20 °С весит в керосине 0,77 н. Найдите 
объем этого куска при температуре 100 °С. Плотности латуни и 
керосина при 20 °С равны 8,5 г/см* и 0,8 г/см3, коэффициент тепло­
вого расширения лаЇуни равен 1,9· 10~5 град"1.

8.18. Вес куска металла, погруженного в известную жидкость, 
уменьшается на Рг при температуре tx и на Ра при температуре t%. 
Определите коэффициент линейного расширения металла.

8.19. Стальной шарик массой т  =  100 г опущен на нити в керо­
син. На сколько изменится натяжение нити, если всю систему на­
греть от ?! =  20° С до /2 =  50 °С? Плотности стали и керосина при
О °С равны рос =  7,9 г/смя, рок =  0,8 г/ем*. Коэффициенты теплово­
го расширения а  — 1,2· Ю-5 град*1, β =  10-8 град~1.

8.20. На сколько надо увеличить внешнее давление, чтобы со­
хранить постоянным объем ртути при.нагревании ее от 0 до 10 °С 
если известно, что с увеличением давления на 1 атм объем ртути 
уменьшается на 3,9- 1Ό-6 части того объема, который она занимала 
при 0 °С?

8.21. Какое количество теплоты надо затратить на единицу мас­
сы металлического шара радиусом /?, чтобы увеличить его объем на 
ζ % по отношению к объему шара при О °С? Атмосферное давление 
равно р, удельная теплоемкость металла с, коэффициент линейного 
расширения а.

8.22. Два кубика с массами т х и т г стоят на теплопроврдящей 
подставке. На сколько изменится общая теплоемкость кубиков, 
если один из них положить на другой? Первый кубик железный, 
второй — медный.
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Г л а в а  9. ГАЗЫ

Основные понятия, Законы и формулы

1. Состояние любого тела характеризуют совокупностью не­
скольких физических величин, называемых параметрами состояния. 
Важнейшими параметрами состояния газа являются его объем V, 
давление р и температура Т.

Состояние газа, при котором все его параметры при неизменйых 
внешних условиях остаются постоянными сколь угодно долго, на­
зывают равновесным. Процессы, состоящие из непрерывной после­
довательности равновесных состояний, называют равновесными. 
Параметры состояния газов, находящихся в равновесных состоя­
ниях, связаны между собой уравнением состояния / (p, V, Т) *= 0.

Самый простой вид уравнение состояния имеет для идеальных 
газов. Идеальными называют газы, молекулы которых взаимодей­
ствуют друг с другом лишь при соударениях (отсутствует межмоле- 
кулярное притяжение и отталкивание) и объем молекул ничтожно 
мал по сравнению с объемом, занимаемым газом. Кроме того, пред­
полагают, что соударение молекул происходит по законам абсолют­
но упругого удара. Реальные газы тем точнее подчиняются законам 
идеальных газов, чем меньше их давление и выше температура.

2. Для идеальных'газов имеют место следующие эксперимен­
тальные законы.

Закон Бойля — Мариотта:

pV =  const при Т =  const и от =  const. (9.1)

Из этого закона вытекает, что для двух произвольных состоя­
ний газа при указанных условиях справедливо равенство:

PiVi “  ptVt. (9.10

Закон Гей-Люссака:

&  =  V~ J° =  ^  град-1, или γ  =  const, (9.2)

если
р =  const и m =  const.

Согласно выражению (9.2) при соблюдении указанных ограни­
чений для двух произвольных состояний

Закон Шарля:

Рр — ? ~ Ро =  —  град'“1, или — =  const, (9.3)
р p0i 273 Т '

если

V =  const и m =  const.



Согласно закону Шарля для двух произвольных состояний: 

' Pl = Рі . (9.3')
П Г,

Соотношения (9.1), (9.2) и (9.3) можно рассматривать как урав­
нения состояния идеального газа соответственно при изотермиче­
ском, изобарическом и изохорическом процессах, когда из трех па­
раметров газа изменяются два.

3. Из опытных законов {любых двух) для идеальных газов вы­
текает объединенный газовый закон (уравнение Клапейрона):

—  =  const, если m — const, (9.4)
т

откуда следует, что при переходе газа из одного состояния в дру­
гое, когда меняются все три его параметра, должно быть:

Μ ι  =  М з . , (9.4')
Тг Та

4. Молекулярной массой М данного вещества называют массу 
т х молекулы этого вещества, выраженную в углеродных единицах 
массы (у.е.м.). За углеродную единицу массы принята Via часть 
массы тс самого легкого изотопа углерода:

м т-
1
— тс 
12 с

Так же определяют и атомную массу Л, но только под т х тогда 

подразумевают массу атома.

Киломолем называют такое количество вещества, масса кото­

рого μ в килограммах численно равна молекулярной массе (μ =  М) 

этого вещества.
Согласно закону Авогадро в одном киломоле (килоатоме) лю­

бого вещества содержится Να =  6,02· 102β молекул (атомов).

При нормальных условиях (р — 1,01· 10* н/ла; Т =  273 °К) 

один киломоль идеального газа занимает объем ν0 =  22,4 мг[кмоль.

Если газ с киломолекулярной массой μ имеет массу m и содер­

жит N молекул,то в нем содержится число киломолей V, равное

V =  « = ^ - .  (9.5)
μ Мд

Согласно (9.5) масса одной молекулы

т а

А
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При нормальных условиях объем идеального газа равен

У о =  ™о· (9.6)

.Если в сосуде находится смесь нескольких газов, не вступающих 
друг с другом в химические реакции, давление смеси газов равно 
сумме давлений, производимых каждым газом в отдельности, если 
бы он один занимал весь сосуд (закон Дальтона):

п
Р — Pi + Рг + · · · + Рп =  Σ Ρι·

Если за первое состояние принять состояние идеального газа 
с параметрами р, V, Т, а за второе — его состояние при нормаль­
ных условиях, то согласно уравнению (9.4'):

рУ =  рЛ  
Т т„ *

Отсюда с учетом соотношений (9.6) и (9.5): 

рУ _  ЩРо _  m п  _  N d
Т 'Г ^  - м *
т То μ να

или

рУ =  vRT == — RT =  —  RT, (9.7)
μ Να

где величина R =  имеет для всех идеальных газов оди-
М>

наковое значение и называется универсальной газовой постоянной. 
Числовое значение газовой постоянной равно:

1,01 · 108 4  -22,4
^  __________ мг кмоль _  g 3  кдж

273 град кмоль ■ град

Уравнение (9.7) называют уравнением Менделеева — Клапей­
рона. Его можно представить в виде:

Р =  £  RT, 
μ

где р — плотность газа при данной температуре Т, а также

р =  zkT,

N R
где 2 =  - — концентрация молекул; k =  — — постоянная

у na
Больцмана.

5. Если температура идеального газа массой m изменяется на 
Δ71, внутренняя энергия газа изменяется на величину

AU — сутАТ =  ομγ\ΔΤ, (9.8)

7 Балаш В. A. jgg



где cv — удельная теплоемкость газа при постоянном объеме и 

€μν — молярная теплоемкость газа при постоянном объеме— теп­

лоемкость, рассчитанная на киломоль газа.
Если при постоянном давлении р газ нагревается от температу­

ры Γχ до температуры Т2, то его объем возрастает от Ύχ до V2 и газ 
совершает работу

А — P (V2 — Ух) =  pAV. (9.9)

Применяя уравнение (9.7) для каждого из двух состояний газа, 
формулу работы можно представить в виде:

A =  ™R(T2 — 7\) = - RAT. (9.10)
μ μ

Если в процессе расширения к газу подводится некоторое коли­
чество теплоты Q, то согласно закону сохранения и превращения 
энергии для изобарического процесса

( pAV
Q =  AU + A =  cvmAT + l m RAT ' (9.11)

Учитывая (9.8), (9.10) и (9.11) и что

Δ£/ =  —  А =  - ^ А , “ (9.12)
R R

можно записать:

Q =  Ш  =  -СдУ + R А. (9.13)
■CjiV , R

6. Коэффициент полезного действия идеальной тепловой ма­
шины, работающей по циклу Карно, равен:

• Qi — Qz. — (9.14)
Qi Т\

где Qi и Q2 — соответственно тепло, полученное от нагревателя и 
отданное холодильнику, 7\ и Т2 — температуры нагревателя и 
холодильника.

Решение задач* Примеры

1. Основным уравнением, характеризующим состояние идеаль­
ного газа, является-уравнение Менделеева — Клапейрона. Соста­
вив это уравнение для каждого из рассматриваемых состояний газа 
и записав дополнительные условия в виде формул, можно сравни­
тельно легко решить почти любую задачу на газы элементарного 
курса физики. Однако этот метод решения в ряде случаев усложняет 
решение и приводит к лишним математическим выкладкам, мало 
поясняющим физическую сущность явления.
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Учитывая это, задачи на расчет параметров состояния газов 
можно разделить на две основные группы. К первой следует от­
нести такие задачи, где даны два или несколько состояний газа, 
в которых его масса остается неизменной и к которым, следовательно, 
применимо уравнение объединенного газового закона (9.4).

Вторую группу составляют задачи, в условии которых дана 
масса газа или рассматриваются такие процессы, в которых масса 
газа изменяется. При решении этих задач пользоваться объединен­
ным газовым законом нецелесообразно, более удобно применять 
уравнение Менделеева — Клапейрона.

Решение задач на нагревание и работу газа при изохорическом 
и изобарическом процессе основано на первом начале термодина­
мики и формулах (9.9)—(9.10). При этом обычно предполагают, что 
необходимые расчетные формулы будут выведены самими учащими­
ся, а это, как правило, и составляет основную трудность решения.

2. Если по условию задачи даны два состояния газа и при пере­
ходе газа из одного состояния в другое его масса не меняется, то 
для решения задачи можно рекомендовать следующую последо­
вательность.

а) Прочитав условие задачи, нужно ясно представить, какой 
газ участвует в том или ином процессе, и убедиться, что при измене­
нии параметров состояния газа его масса не меняется.

б) Сделать, если это возможно, схематический чертеж и, отме­
тив каждое состояние газа, указать параметры p, V, Т, характери­
зующие эти состояния. Определить из условия задачи, какой из 
этих трех параметров не меняется и какому газовому закону под­
чиняются переменные параметры.
В общем случае могут изменяться все три параметра p, V и Т.

в) Записать уравнение объединенного газового закона Клапей­
рона для данных двух состояний. Если какой-либо параметр оста­
ется неизменным, уравнение автоматически переходит в одно из 
трех уравнений: закон Бойля — Мариотта, Гей-Люссака или 
Шарля.

В тех случаях, когда газ заключен в цилиндрический сосуд и 
объем газа меняется только за счет изменения высоты его столба, 
но не сечения, уравнение Клапейрона нужно сразу записывать в 
виде: ,

Рік Рік 
Т і Та ' ■

г) Представить в развернутом виде параметры рх, Vlf р2, V2, 
выразив их через заданные величины. Вполне естественно, что 
расшифровывать нужно только те параметры, которые заданы кос­
венно, но не те, что даны явно. Особое внимание здесь следует обра­
тить на определение давления. Чтобы его найти, часто приходится 
использовать закон Паскаля: провести нулевой уровень через гра­
ницу, отделяющую газ от жидкости, и записать уравнение равно­
весия жидкости.
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д) Записать математически все вспомогательные условия и 
решить цолученную систему уравнений относительно неизвестной 
величины.

Если в задаче рассматривают процессы, связанные с изменени­
ем состояния двух или трех газов, отделенных друг от друга порш­
нями или входящих в состав смеси, то все указанные действия нуж­
но проделать для каждого газа отдельно.

В задачах на газовые законы рекомендуется пользоваться толь­
ко абсолютной температурой и сразу же переводить значения темпе­
ратуры по шкале Цельсия в значения по шкале Кельвина.

3. Если по условию задачи дано только одно состояние газа и 
требуется определить какой-либо параметр этого состояния или же 
даны два состояния с разной массой газа, то рекомендуется посту­
пать так:

а) Установить, какие газы участвуют в рассматриваемых про­
цессах.

б) Для каждого состояния каждого газа (если их несколько) 
составить уравнение Менделеева — Клапейрона. Если дана смесь 
газов, то это уравнение записывают для каждого компонента. Связь 
между значениями давлений отдельных газов и результирующим 
давлением смеси устанавливается законом Дальтона.

в) Записать математически дополнительные условия задачи и 
решить полученную систему уравнений относительно искомой ве­
личины.

В комбинированных задачах, где рассматривается движение 
сосуда с газом, уравнение газового состояния добавляют к уравне­
ниям механики.

Пример 1. Для погружения и всплытия подводной лодки в ней 
имеются два сообщающихся между собой резервуара. В погружен­
ном состоянии один из резервуаров емкостью V заполнен водой, 
во втором, емкостью находится сжатый воздух. Каково должно 
быть минимальное давление сжатого воздуха, чтобы при всплы­
тии лодки с глубины Я  сжатый воздух полностью вытеснил 
воду из балластной цистерны? Атмосферное давление нормаль­
ное, изменением температуры воздуха при расширении прене­
бречь.

Р е ш е н и е .  Если соединить резервуары между собой, то при 
достаточной степени сжатия воздух, заключенный во втором со­
суде, начнет расширяться и вытеснит воду из балластной цистерны 
наружу. Так как по условию задачи масса и температура сжатого 
воздуха не меняются, то увеличение его объема вызовет понижение 
давления. Учитывая сделанные выше рекомендации, решение зада­
чи следует построить на законе Бойля — Мариотта.

Пусть рх и Vx — давление и объем сжатого воздуха до расшире­
ния, р2 и У2 — давление и объем воздуха в тот момент, когда он, 
вытеснив воду, займет оба резервуара, тогда

PiVi  =  p2V2.
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Обратимся теперь к каждому из параметров и посмотрим, ка­
кие из них нужно представить в развернутом виде. Давление рх 
требуется определить по условию задачи, объем Vx задан — он 
равен объему резервуара со сжатым воздухом, давление р2 можно 
найти, исходя из следующего. Чтобы вытеснить воду из балластного 
резервуара, воздух во втором состоянии должен находиться под 
давлением, большим или равным гидростатическому давлению на 
глубине Я , т. е.

Pi =  Р* + PgH,

где р — плотность морской воды. Остается выразить объем V2, 
он, как нетрудно заметить, равен суммарной, емкости обоих резер­
вуаров:

V2 =  Vt + V.

Подставляя выражения для р2 и V2 в формулу закона Бойля — 
Мариотта, мы получим уравнение газового состояния в окончатель­
ном виде:

PiVx =  (рл + pgH) (Vx + V), 

откуда начальное давление в резервуаре со сжатым воздухом 

Pi V у J 1 (la + PgH)·

Пример 2, Посредине откачанной и запаянной с обоих концов 
горизонтальной трубки находится столбик ртути длиной ή =  19,6 мм. 
Если трубку поставить под углом а  =  30 к горизонту, то столбик 
ртути переместится на ΑΙχ — 20 мм; если поставить вертикально — 
на Д/а =  30 мм. До какого давления откачан воздух из трубки?

Р е ш е н и е .  В задаче говорится о трех состояниях двух газов 
одинаковой массы, разделенных столбиком ртути (рис. 9.1). В про­
цессе перемещения трубки из горизонтального положения в верти­
кальное вследствие смещения столбика ртути газ, находящийся в 
правой части трубки, будет расширяться, в левой — сжиматься.

Так как по условию задачи масса и температура не меняются, 
то для каждой пары состояний каждого газа должно иметь место 
уравнение закона Бойля — Мариот- h I,
та. Совокупность этих уравнений I- Н ■ I— 1 —
полностью характеризует изотерми- ' Ы  i
ческий процесс, описываемый в дан- ■ " 
ной задаче.

Состояние газа при горизонталь­
ном положении трубки примем за 
первое состояние. Вторым состояни­
ем будем считать состояние газа в 
наклонной трубке, третьим — состоя­
ние газа при вертикальном положе­
нии трубки. Рис. 9.1.

197



Обозначим давление газа в левой части трубки в каждом из этих 
состояний через ри р2, Ра, длину столбов воздуха через /lf 1г, /3, 
тогда, применяя закон Бойля— Мариотта для каждой пары со­
стояний и учитывая, что площадь поперечного сечения трубки всю­
ду одинакова, получим:

ΡχΙχ =  Рік) ΡχΙχ — рак·

Аналогично для газа, заключенного в правой части трубки:

Р ік  =  Р ї і 'ч и ΡχΙχ =  рз і'з,

так как в первом состоянии давления и объемы газа в обеих частях 
трубки были одинаковы.

Если при отклонении трубки от горизонтального положения 
на угол а  столбик ртути сместится на расстояние А1и при отклоне­
нии на угол 90° — на расстояние Δ/2, то, как видно из чертежа, 

/2 =  Ιχ —  ΑΙχ', / j  ** Ιχ —  Δ /2;
* ζ  — /і + ΑΙχ] /3 =  Ζχ + Α1%.

Кроме того, при равновесии столбика ртути должно быть 

Pt =  р 2 +  p g h s in a  и Р з ^ р ' з  +  pgh,

где р — плотность ртути.
Подставляя в уравнения закона Бойля — Мариотта вместо /2, 1а,

4  4  Ра и Рз их выражения, получим:

Рік =  (Рг + pgh sin α) (Ιχ — ΑΙχ)·,

Рік =  (Рз + Рё® (к — Δ4);

Рік =  Ρ2 (к + Δ/j) и ρχΐχ =  р'з (к + Δ/2).

Решая полученные уравнения относительно р х, найдем:

η _  PSh Г l/~Δ/і (Д/8 A/t sin o f -і / 'Д<а — A/a sin df  1.
1 2 L' Δί, (Δ/і — Δί* sin α) r A/t (A/a — ΑΙχ sin α) J’

Рх ж  6 мм р т .  с т .

Пример 3. В стеклянную манометрическую трубку, запаянную 
с одного конца, налита ртуть. Высота столба воздуха в запаянном 
колене равна 2Я , причем уровень ртути в открытом колене стоит 
на Я  выше, чем в закрытом. Манометр установлен в ракете, кото­
рая начияает подниматься вертикально вверх с ускорением a =  g. 
Какова будет разность уровней ртути в коленах манометра при 
подъеме ракеты, если в кабине ракеты поддерживается нормальное 
атмосферное давление?

Р е ш е н и е .  При ускоренном движении тел в вертикальном 
направлении на эти тела со стороны опоры действует сила нормаль­
ного давления, сообщающая им ускорение g + a. Такая же по ве­
личине, но противоположная по направлению Сила действует и на 
опору со стороны расположенных на ней тел. Эффект получается 
такой, как если бы ускорение свободного падения g возросло на
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величину а. В результате вес тел, а следова­
тельно, и удельный вес в движущейся систе­
ме возрастает й становится равным не pg, а

р(£Г + а)·
Аналогичное явление происходит и при 

подъеме манометра в ракете. Перед стартом 
ракеты воздух в закрытом колене манометра 
был сжат до такой степени, что уравновеши­
вал атмосферное давление и давление столби­
ка ртути в открытом колене. Как только ра­
кета начнет подниматься вверх с ускорени­
ем а, давление столба ртути на поверхность
1 — 1 (рис. 9.2) возрастет, ртуть начнет переливаться в закрытое 
колено, сжимая находящийся там воздух. Разность уровней 
ртути будет уменьшаться до тех пор, пока упругость воздуха не 
достигнет величины, необходимой для равновесия.

Таким образом, при ускоренном движении ракеты происходит 
изотермическое сжатие воздуха в закрытом колене, вызванное уве­
личением удельного веса ртути.

Так как в процессе сжатия температура и масса воздуха остаются 
неизменными, то в этом случае справедлив закон Бойля—Мариотта.

Если в неподвижной ракете давление и высота столба воздуха 
в закрытом колене были равны рг и 2Я , а при ускоренном подъеме — 
ра и Я 2, то

Р]2Я — р2Я2.

По условию задачи исходная высота воздушного столба задана, 
поэтому дальнейшее решение задачи состоит в том, чтобы предста­
вить в развернутом виде рх и р2.

Выбрав поверхность нулевого уровня по границе 1—1, соглас­
но закону Паскаля запишем:

Pi =  Ра + РgH,

где ра — атмосферное давление; Я  — разность уровней ртути в 
сосудах в неподвижной ракете; pg — удельный вес ртути.

Выбирая поверхность одного уровня по границе 2—2 для ка­
ких-нибудь двух произвольных точек, лежащих на этой поверхно­
сти, при относительном равновесии жидкости в сосудах будем 
иметь:

Рг =  Ра + Р (g + а) Ху 

где р (g + а) — удельный вес ртути, поднимающейся вертикально 
вверх с ускорением а; х — разность уровней ртути в сосудах во 
время движения ракеты.

Высоту столба воздуха во втором состоянии можно выразить 
через ее начальное Значение 2Я , начальную разность уровней рту­
ти Я  и конечную разность х. Как видно из чертежа,

'Я2 =  2 Я —
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(Второй член правой части равенства численно равен смещению 
уровней ртути от начального положения.)

Подставив выражения для ри р2 и Н2 в формулу закона Бойля — 
Мариотта, мы и получим окончательное уравнение для определе­
ния неизвестной величины х\

(Рл + PgH)2H =  [ρΆ + p (g + a) X] І2Н — ·

Или, если учесть, что ρΆ =  pgH0 и а =  g, после сокращений 
получим:

4 (H + Н0) Н =  3НН0 + 2х2 + 6Нх,

откуда

X _  ^ 177/2 + 2НН° ~  Ш  
~  2

Пример 4, Компрессор захватывает при каждом качании воздух 
объемом VK =  I л при нормальном атмосферном давлении и темпе­
ратуре 7\ =  273 °К и нагнетает его в автомобильный баллон, 
объем которого V =  0,5 м3; температура воздуха в баллоне Т2 =  
=  290 °К. Сколько качаний должен сделать компрессор, чтобы 
площадь соприкосновения покрышки с полотном дороги уменьши­
лась на AS — 100 см2, если до этого она равнялась S =  450 см2 
и на колесо приходится нагрузка в F — 4,9 кн?

Р е ш е н и е .  В процессе работы компрессора воздух, нагнетае­
мый в баллон, сжимается от объема, занимаемого им в атмосфере, 
до объема в автопокрышке. В результате упругость баллона воз­
растает и площадь его соприкосновения с дорогой уменьшается. 
Следует заметить, что в баллоне и до этого мог находиться воздух, 
именно поэтому в условиях задачи и говорится об уменьшении 
площади соприкосновения покрышки с дорогой, вызванном увели­
чением давления, но не о самой площади соприкосновения, величина 
которой, помимо прочего, зависит от полного давления в баллоне.

Так как при переходе воздуха из свободного состояния в сжатое 
изменяются его давление, объем и температура, то основным урав­
нением, характеризующим процесс, служит уравнение объединен­
ного газового закона Клапейрона.

В первом состоянии (в атмосфере) параметры состояния воздуха 
равны соответственно plt Vx, Тг. Во втором состоянии (в баллоне) 
этот же воздух после п качаний компрессора будет сжат до давления 
Рг, займет объем баллона V2 и нагреется до температуры Т2. Объем 
баллона считается при этом неизменным. Параметры первого и вто­
рого состояний воздуха связаны между собой уравнением

PiV I __ P2V2
тг т2 '

По условию задачи нам даны pi =  р0, V2 =  Vu Тх и Т2, поэтому 
нужно расшифровать Vx я р2.
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Если при одном качании компрессор захватывает воздух в объе­
ме VK, то весь воздух, содержащийся в объеме Vlt будет перекачан 
из атмосферы в баллон за п качаний, т. е.

Ух =  пУк.

Чтобы определить давление р2, нужно учесть следующее. Если 
до того, как автопокрышку стали накачивать, в ней было создано 
начальное избыточное давление1 ра и площадь соприкосновения 
покрышки с дорогой равнялась 5, то

F

р"~  S ’

где F — нагрузка, приходящаяся на колесо. После того как баллон 
подкачали, избыточное давление в нем возросло на р2 и стало рав­
ным рЛ + р2; площадь соприкосновения с полотном дороги умень­
шилась на AS и стала равной S — AS. Так как нагрузка на колесо 
осталась прежней, то

Л  + Й  ■=. Т Г й - ·

Исключая из последних двух равенств начальное давление ра 
и подставляя в исходное уравнение вместо параметров Vx и р2 
их выражения, мы получим уравнение объединенного газового 
закона в окончательном виде:

рхпУк == FASVz 
7\ S(S — AS)Tt '

откуда

..___________ =  148.
PlS(S-AS)VKT2

Пример 5« Поршни двух одинаковых цилиндров связаны между 
собой жесткой тягой так, что объемы под поршнями равны. Под 
поршнями находится одинаковое количество газа при температуре 
Т0. Каково будет давление в цилиндрах, если один из нТйХ нагреть 
до температуры 7\, а второй охладить до температуры Т4г Чему 
будет равно при этом относительное изменение объема газа в каж­
дом цилиндре? Весом поршней и тяги пренебречь, трение не учиты­
вать, атмосферное давление ρΆ.

Р е ш е н и е .  В задаче рассматривают два ^ _ _ _ _ _
состояния двух одинаковых газов, заключен- 1 р„ ~ZL 
ных в разные цилиндры (рис. 9.3). Поршни ртш| р о
этих цилиндров связаны между собой жесткой 
тягой и могут скользить без трения. В такой 
системе изменение давления или объема од- ''
ного из газов вызывает изменение параметров Рис. 9.3.

Избыточным давлением называется давление сверх атмосферного.
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состояния другого газа. Причем изменения объемов газа под 
поршнями будут всегда равны между собой, так как по условию 
задачи сами цилиндры и объемы под поршнями одинаковые, а порш­
ни связаны друг с другом жестко. Что касается давлений газов, 
то они могут быть разными. На них накладывается лишь единст­
венное ограничение: в сумме эти давления должны уравновесить 
давление, производимое на поршни снаружи.

При нагревании одного газа и охлаждении другого у каждого 
из них изменяются все три параметра состояния: давление, объем 
и температура.

Рассмотрим газ в левом сосуде. До нагревания он находился 
под давлением ри занимал объем V\ и имел температуру Т0; после 
нагревания эти параметры имеют значения р2, Fa и 7\. Поскольку 
масса газа не менялась, то

PiVi _  РіУ* /]ч
Т„ Тх · 1 '

До охлаждения газа в правом сосуде его давление, объем и тем­
пература имели значения ри Vlt Т0\ после охлаждения — р3, V2,
Т2. Масса газа при нагревании не менялась, поэтому

=  (2)
* О 1 а

Поскольку в обоих состояниях газовпорщни находятся в равно­
весии, то должно быть в первом случае:

2ра - 2plt ϊ
во втором: I (3)

2 ра =  Рг -f Рз* J

Относительное изменение объема газа в цилиндре равно:
„ V, -  V,

νΛ
Из уравнений (1)—(4) находим:

2 Г,
Pi т · т Раї

11 "Г > а
2Га

. Рз =  Р *’
1 1 “Г * 2

(4)

X =
2 Гв

Прріер 6« Сосуд емкостью 2К =  2-10~3 м* разделен пополам 
полупроницаемой перегородкой. В одну половину сосуда введен 
водород массой т д =  2 г и азот массой т а =  28 г, в другой полови­
не вакуум. Через перегородку может диффундировать только во­
дород. Во время процесса поддерживается температура Т — 373 °К. 
Какие давления установятся в обеих частях сосуда?

Р е ш е н  и е. При заполнении одной половины сосуда смесью 
газов молекулы водорода будут диффундировать через перегородку 
в другую половину сосуда до тех пор, пока давления водорода по 
обе стороны перегородки нё сравняются. Так как перегородка делит
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сосуд на равные объемы и температура в них одна и та же, во вто­
рую половину сосуда продиффундирует ровно половина начального 
количества водорода. После этого в одной части сосуда окажется 
смесь азота с водородом, в другой — продиффундировавший во­
дород.

Для решения задачи нужно составить уравнение Менделеева —  
Клапейрона для каждого компонента газа: отдельно для азота и 
отдельно для водорода. Эти уравнения позволят определить давле­
ние каждого газа, после чего, используя закон Дальтона, легко 
найти давление смеси азота с водородом.

Если объем сосуда равен 2V, то в половине этого объема азот

массой при температуре Т будет производить давление/^ и

р У  =  —  RT, (1)
μ3

где μ„ — киломолекулярная масса азота.
В том же объеме, при той же температуре после диффузии водо­

род массой — будет производить давление рв, причем

P a V  =  “  R T .  (2 )

2μΒ

Согласно закону Дальтона полное давление газа в этой части 
сосуда станет равным

р  =  Р а  +  р в ·  (3 )

По другую сторону перегородки давление водорода будет рав­
но рв.

При проведении числовых расчетов в задачах с применением 
уравнения Менделеева — Клапейрона приходится использовать 
киломолекулярные массы гйзов. В таблицах же даются значения 
атомных масс элементов. Поэтому, чтобы найти молекулярную и 
киломолекулярную массу того или иного газа, нужно прежде всего 
установить, сколько атомов входит в состав его молекулы. В нашей 
задаче, например, дается азот и водород. В свободном состоянии 
молекулы азота и водорода содержат не один, а два атома. Поэтому 
киломолекулярные массы этих газов будут равны соответственно 
μ„ =  28. кг/кмоль и μ Β =  2 кг/кмоль. Эти значения мы и должны 
взять при расчете.

Из уравнений (1)—(3) находим:

Р . - ? ·  · ? ; Ρ Β«  1.5 ■ 1°5яМ 2;р  =  ( ^  + ^ )  « f  ; ρ «4,6·10*η/λι*
2μΒ V \2μΒ μ„ / V

Пример 7« В откачанной ампуле объемом V — 3 см3 содержится 
радий массой m =  5 г в течение времени τ =  1 год. В результате 
радиоактивного распада из радия массой т 0 =  1-а Β , τ0 =  \ сек 
вылетает п0 — 3,7■ 1Q10 альфа-частиц, представляющих собой ядра 
гелия. Какое давление будет производить гелий при температуре 
Т =  300 °К?
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Р е ш е н и е .  Нам задано одно состояние гелия и дается ряд 
дополнительных условий, позволяющих определить массу газа. 
Для решения задачи нужно использовать основное уравнение газо­
вого состояния.

Если в закрытой ампуле объемом V находится v киломолей ге­
лия под давлением р при температуре Т, то согласно уравнению 
Менделеева — Клапейрона

. pv  — vRT.
Число киломолей гелия, образовавшегося в результате реком­

бинации альфа-частиц, вылетающих из радия, можно найти двумя 
путями: используя дополнительные условия задачи, определить 
массу гелия и, найдя в таблицах его молекулярную массу, разде­
лить m на μ или по тем же дополнительным данным найти число ато­
мов гелия Ν, образовавшихся в ампуле к интересующему нас момен­
ту времени, и, зная число Авогадро Nk, определить v из формулы

N
v ~ N a -

Воспользуемся вторым способом.
Е<уш из радия массой т 0 за время тг0 вылетает п0 альфа-частиц, 

то из радия массой т  за время х. вылетит число частиц, равное
^  Πι/ητ 

m0t0 '

Число киломолей гелия, заключенного в ампуле, в этом случае 
равно:

v =  тхпр

А ’

и уравнение состояния газа можно представить в окончательном 
виде так:

ру  = ..тхпо . R T '
m0x0NA

Отсюда после подстановки числовых значений получим:’

р 8 кн/м2.

Пример 8. По газопроводной трубе идет углекислый газ под 
давлением р =  392 кн/м? при температуре Т — 280 °К. Какова 
средняя скорость движения газа в трубе, если через поперечное се­
чение трубы, равное S =  5 см2, за τ =  10 мин протекает газ мас­
сой m =  20 кг?

Р е ш е н и е .  В задаче рассматривается одно состояние равно­
мерно движущегося газа с известным расходом. Поэтому, какой бы 
слой газа мы ни выбрали в движущемся потоке, параметры его со­
стояния должны удовлетворить уравнению Менделеева — Клапей­
рона.

Выделим в трубе некоторый объем V, содержащий газ массой m, 
который весь проходит через поперечное сечение трубы S за время 
t. Если этот газ находится под давлением р и имеет температуру Т,
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то pV =  — RT, (1)
μ

где μ =  44 кг/кмоль — киломолекулярная масса углекислого газа 
С02.

Объем газа можно выразить через сечение S и высоту выделен­
ного цилиндра: V =  St. За время τ через сечение трубы проходит 
весь газ, заключенный в объеме этого цилиндра, поэтому при ско­
рости v движения газа должно быть / =  от и

V =  Stn. (2)

Решение уравнений (1)—(2) относительно скорости движения 
газа дает:

V =  - -S-T■ ; ; ) «  9 м/СЄК.
μρδτ

Пример 9« Сколько гелия потребуется для наполнения воздуш­
ного шара диаметром d =* 10 м, чтобы шар мог поднять груз весом 
Q — 9,8 кн при нормальном атмосферном давлении и температуре 
Т =* 290 °К? Объемом груза пренебречь.

Р е ш е н и е .  Для подъема воздушного шара необходимо, 
чтобы'вес вытесненного им воздуха mBg был больше или в крайнем 
случае равен весу газа mrg, наполняющего оболочку шара, и весу 
Q его оснастки, т. е.

mBg =  mrg + Q, (1)

где mB — масса воздуха, вытесненного шаром; т г — масса газа 
(гелия), наполняющего оболочку.

Если бы масса воздуха пгв бьіла известна, то из этого уравнения 
можно было бы определить массу гелия. Чтобы найти т в, восполь­
зуемся уравнением Менделеева — Клапейрона.

Воздух, окружающий шар, находится под атмосферным давле­
нием ра и имеет температуру Т, поэтому для воздуха, занимающего 
объем оболочки Уш, уравнение газового состояния дает:

РаУ  ш =  —  RT, (2)
Цв

где ftB =  29 кг/кмоль. '
И наконец, последним соотношением, которое нужно исполь­

зовать в решении, является формула:

(3)О

поскольку нам известен диаметр воздушного шара d, а не его объем. 
Из уравнений (1)—(3) находим массу гелия:

__ jigPawP—  Q_ m  530 кг,
6RT g

Пример 10. В цилиндре с площадью основания S =  100 см2
находится воздух при температуре Т =  290 °К· На высоте

205



Η =  0,60 м от основания цилиндра расположен легкий поршень, на 
котором лежит гиря массой т  =» 100 кз. Какую работу совершит 
газ при расширении, если его нагреть на Δ75 =  50°? Атмосферное 
давление ра == 105 н/м?.

Р е ш е н и е .  В процессе нагревания газ расширяется и совер­
шает работу по преодолению силы тяжести Груза и силы атмосфер­
ного давления, действующих на поршень, fak  как эти силы постоян­
ные, то при достаточно медленном нагревании газ будет расширять­
ся изобарически и его работу можно вычислить по формулам:

А =  -  RAT или А =  p(Va — Vj) =» pAV. 
μ

По условию задачи нам задан объем газа в исходном состоянии, 
но не указано, что это за газ. Поэтому нужно воспользоваться Вто­
рой формулой.

Если при температуре 7\ газ занимал объем Vlt а после нагре­
вания до температуры Т2 стал занимать объем V2, то работа расши­
рения равна:

Л =  р (V ,-  V,),

где^р — давление, производимое газом на поршень.
При равновесии поршня это давление в каждый момент времени

уравновешено атмосферным давлением ра и давлением — , созда-
S

ваемым гирей:

/»-/». + ? .  (2)

Поскольку газ расширяется изобарически, параметры началь­
ного и конечного состояний гйза связаны равенством:

(3)
I 1 / а

ИЛИ

ψ  =  (3')‘ 1 * 2

так как по условию задачи известны площадь и начальная высота 
цилиндра II.

Решая уравнения (1)—(3) совместно, получим:

Pb + ^ )?± = ~ ± HS·, А&207 дж.

Пример 11. Какое количество теплоты необходимо для нагре­
вания на АТ =  16 град кислорода массой m ~ 7· 10~3 кг, находя­
щегося в цилиндре под поршнем, на котором лежит груз, если теп­
лоемкость одного киломоля кислорода при нагревании его при по­
стоянном объеме равна =* 21 дж/(кмоль ■ град)?

Р е ш е н и е ·  При изобарическом нагревании кислорода под 
поршнем цилиндра часть теплоты, подводимой к газу, идет на уве­
личение его внутренней анергии, часть— на совершенйб работы
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по перемещению поршня. Вследствие большого теплового расшире­
ния газов количество теплоты, расходуемое на совершение работы 
по преодолению внешних сопротивлений, соизмеримо с количеством 
теплоты, идущим на увеличение внутренней энергии газа. Процесс 
теплопередачи при изобарическом расширении кислорода в цилинд­
ре описывается уравнением первого закона термодинамики:

Q = A U  + A,

которое нам необходимо записать в развернутом виде.
Если v киломолеи Кислорода нагреть на АТ градусов, то внут­

ренняя энергия газа увеличится на

AU =  c ^A T .;

Эту формулу можно представить иначе, выразив v через мас­
су кислорода пг и киломолекулярную массу μ:

AU == Сму — АТ.
μ ·

Так как масса, киломолекулярная масса и изменение темпера­
туры газа известны, работу газа при изобарическом процессе нуж­
но рассчитать по формуле:

A =-R A T .
μ -

Подставляя вместо AU и А их выражения в исходное уравнение 
энергетического баланса, получим окончательную формулу для 
подсчета количества теплоты, необходимого для нагревания кисло­
рода:

Q =  (Cn,v + R) — AT] Q «  102 дж. 
μ

Пример 12. Сечение поршня паровой машины равно 5 =  100 см2, 
ход поршня I — 50 см. Пар Поступает в цилиндр под давлением 
Рх =  196 кн/м2, которое в процессе смещения поршня на А1 =■ 1 см 
равномерно понижается на Ар =  1,96 кн/м*. Какую мощность раз­
вивает машина, когда вал ее делает / =  240 об/мин?

Р е ш е н и е .  Если в цилиндр ввести пар при избыточном давле­
нии р, поршень начнет перемещаться и приведет во вращение вал. 
Полагая, что работа расширения пара целиком идет на создание 
мощности машины, эту мощность можно вычислить ро формуле:

N = j 1,· (1)

где Лх — работа пара за один ход поршня; t — продолжительнрсть 
хода, '

В данном случае в отличие от ранее разобранных примеров 
пар расширяется не изобарически. Чтобы вычислить работу расши­
рения газй при переменном давлении с помощью формулы А =  
~ Р (Vi — Vi), нужно знать среднее давление рср. Тогда 

·. Λ -  PcV (V,-Vy).
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Если давление изменяется пропорционально смещению поршня,
то

n _  Pi+Pt
Рср 2 ’

где Pi и — давления в начале и в конце рассматриваемого пере­
мещения.

Допустим, что ,в крайних положениях поршня (в начале и в 
конце процесса расширения пара) давление и объем пара в цилинд­
ре были равны соответственно ри Vx и рг, V2, тогда при одном ходе 
поршня пар совершит работу:

Αι-.Ζϊψ.

По условию задачи при перемещении поршня на единицу дли­
ны (А1 =  1 см) давление пара уменьшается на величину Ар, поэ­
тому в конце хода поршня, когда смещение достигнет величины I,

давление понизится на 1 и станет равным

Рг =  Р і— ~Δρ·

Если сечение цилиндра равно S и ход поршня I, то максималь­
ное приращение объема пара равно:

V t - V i ^ S l .

С учетом двух последних равенств формулу работы пара за один 
ход можно представить в виде:

Продолжительность одного хода поршня легко определить, зная 
скорость вращения вала /. За один ход поршня вал делает пол- 
оборота, поэтому в формуле

* = 7  (3)
і

нужно взять число оборотов п =  0,5.
Подставляя выражения (2) и (3) в формулу мощности (1) и про­

водя вычисления, получим:

N =  (p i-- - · SI — ; N «  6 кет.
V Μ 2 j  η

Задачи к главе 9

9.1. Если давление, под которым находится газ, изменить на 
2· 10* н/м2, то объем'газа изменится на 3 л. Если давление изменить 
на 5- Ю5 н/м2, объем изменится на 5 л. Каковы были начальный объем 
и давление газа? Температура газа во время опыта не менялась.
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Рис. 9.4.

9.2. Вертикальный цилиндр вы­
сотой 2/ разделен посредине легким 
подвижным поршнем. В поршне 
имеется отверстие, закрытое проб­
кой, по обе стороны поршня находит­
ся одинаковое количество воздуха 
при давлении р. На какое расстояние 
нужно сдвинуть поршень, чтобы вы­
летела пробка, если она вылетает при 
избыточном давлении Ар?

9.3. На какой глубине пузырьки 
воздуха имеют диаметр, вдвое мень­
ший, чем у поверхности воды, если 
барометрическое давление на уровне 
воды равно 1,01· 105 н/м2?

9.4. В U-образную манометрическую трубку с сечением 1 см 
налита ртуть; уровни ртути в обоих коленах одинаковы. Объем 
воздуха в запаянном колене 10 см9. Сколько ртути нужно налить в 
открытое колено, чтобы его наполнить? Атмосферное давление рав­
но 1,01 - Ю5 н/м2, оба колена манометра одинаковы.

9.5. Трубка длиной I, открытая с обоих концов, наполовину 
погружена в ртуть. Трубку закрывают пальцем и вынимают из 
ртути. Чему равна длина столбика ртути, оставшегося в трубке? 
Атмосферное давление уравновешивается столбом ртути высо­
той Я.

9.6. Ртуть в барометрической трубке стоит на 4 см .выше уровня 
ртути в стакане. На сколько нужно опустить трубку, чтобы уровни 
ртути сравнялись, если столб воздуха над ртутью в начальном поло­
жении трубки имел высоту 19 см? Атмосферное давление нормаль­
ное.

9.7. Узкая трубка, закрытая с одного конца, содержит воз­
дух, отделенный от наружного воздуха столбиком ртути. Когда 
трубка обращена закрытым концом кверху, воздух внутри нее за­
нимает длину 1Х, если же трубку перевернуть кверху открытым кон­
цом, воздух внутри нее- займет длину /2. Определите атмосферное 
давление, если длина ртутного столбика в трубке h.

9.8. В U-образную трубку, запаянную с одного конца, налита 
жидкость таким образом, что в правом колене остался воздух 
(рис. 9.4). Сечение всех трубок одинаково, плотность жидкости 
р, атмосферное давление р0. На какую высоту нужно поднять 
поршень П, чтобы уровни жидкости в открытом и запаянном 
коленах сравнялись? Весом поршня и трением пренебречь, давле­
ние паров жидкости не учитывать.

9.9. В сосуд, имеющий форму куба с ребром 10 см, до половины 
налита вода. Черей крышку сосуда проходит короткая трубка си­
фона, достающая дно. Длинное колено сифона опускают вертикаль­
но вниз, и конец его лежит на 170 см ниже уровня воды в сосуде. 
Сифон приводят в действие и сразу же сосуд герметически закры­
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вают. Сколько воды вытечет из сосуда? Атмосферное давление нор­
мальное. Объемом трубки сифона пренебречь.

9.10. Сколько качаний при постоянной температуре нужно сде­
лать поршневым насосом, захватывающим при каждом качании 
воздух объемом у„, чтобы давление в сосуде уменьшилось в k раз 
по сравнению с первоначальным. Начальное давление в сосуде· 
равно ρχ, объем сосуда V. Сколько качаний нужно сделать другим 
насосом с тем же рабочим объемом и0> чтобы, нагнетая воздух из 
атмосферы, довести давление в сосуде до прежней величины? Ат­
мосферное давление равно р0.

9.11. Тонкий стакан массой 50 г ставят вверх дном на поверхность 
воды и медленно погружают так, что он все время остается в Верти­
кальном положении. Высота стакана 10 см, площадь дна 20 см2. 
На какую минимальную глубину надо опустить стакан, чтобы он 
утонул? Атмосферное давление нормальное, давлением паров воды 
в стакане и толщиной его стенок пренебречь.

9.12. Закрытый тонкостенный цилиндрический сосуд высотой 
Н до половины залит маслом плотностью р4 при атмосферном 
давлении р0. Сосуд плавает в воде так, что уровень масла совпа­
дает с уровнем воды. На дне сосуда образовалось небольшое 
отверстие. На сколько изменится уровень масла в сосуде к тому 
моменту, когда система придет в равновесие? .

9.13. Стеклянная трубка, запаянная с одного конца, располо­
жена горизонтально. В трубке находится воздух, отделенный от 
атмосферы столбиком ртути длиной /. Длина трубки 21, длина стол­
бика воздуха 1/2, атмосферное давление р0=  рghQ. На какое расстоя­
ние сместится ртуть в трубке, если трубку вращать вокруг верти­
кальной оси, проходящей через открытый (закрытый) конец с 

угловой скоростью ω =  V g/l?
9.14. Трубка длиной I и сечением S запаяна с одного конца и 

подвешена к динамометру открытым концом вниз. В трубке нахо­
дится воздух, запертый столбиком ртути, доходящей до открытого 
конца трубки. Показания динамометра F. С каким ускорением а 
нужно поднимать систему, чтобы показания динамометра возросли 
вдвое? Атмосферное давление рв, сопротивлением воздуха и мас­
сой трубки пренебречь.

9.15. Два сосуда соединены между собой тонкой трубкой с 
краном. Емкость первого сосуда 2-10~3 м3, он содержит газ под 
давлением 1,7· 105 н/м2. Емкость второго сосуда 3,2-10-3 ма, он со­
держит газ под давлением 0,55· 105 н/м2. Какое давление устано­
вится в сосудах после того, как открыть кран соединительной 
трубки?

9.16. В баллоне находилось некоторое количество газа при 
нормальном атмосферном давлении. При открытом вентиле баллон 
был нагрет, после чего вентиль закрыли и газ остыл до темпера­
туры 283 °К. Пр« этом давление в баллоне упало" до 0,7· 105 н/м2. 
На сколько градусов нагревали баллон?

9.17. Давление воздуха внутри плотно закупоренной бутылки
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при температуре 280 °К было равно 10в н/м2. На сколько градусов 
нужно нагреть бутылку, чтобы из н^е вылетела пробка, если из­
вестно, что из холодной бутылки без нагревания пробку можно вы­
нуть силой 49 н? Сечение пробки 4 смК

9.18. Цилиндрическая пробирка длиной I, содержащая неко­
торое количество газа при Температуре Ти полностью погружена 
в жидкость плотностью р. Поверхность жидкости внутри трубки 
находится в ее середине. Пробирку вынимают из жидкости так, 
что она едва касается поверхности открытым концом. Как надо 
изменить температуру газа в пробирке, чтобы его объем остался 
тем же? Внешнее давление равно р0.

9.19. В контейнере высотной ракеты *начальное давление было 
равно 106 н/м2. При ускоренном подъеме ракеты с ускорением, 
численно равным g, увтановленный в контейнере ртутный барометр 
стал показывать давление 0,6· 105 н/м2. Во сколько раз увеличи­
лась температура внутри контейнера при взлете ракеты?

9.20. Теплоизоййровганный сосуд разделен теплопроводящей 
перегородкой на две камеры. Камеры заполняют одинаковыми га­
зами, начальные температуры и давления которых соответственно 
Τι, Ρχ и Т2, р2. Каково будет отношение давлений газа в камерах 
поСле того, как процесс теплообмена закончится? Теплоемкостью 
сосуда и перегородки пренебречь.

9.21. (Сколько баллонов водорода емкостью 50 л при давлении 
40,5· 105 н/м2 и температуре 300 °К потребуется дЛя наполнения 
аэростата объемом 1000 м8, если давление в нем прй температуре 
280 0К должно быть равно 9,8-10* н/м2) Изменится ли ответ, если 
водород выпускать не сразу из всех баллонов, а поочередно, Снача­

ла из одного баллона, потом из другого и т. д.?
9.22. Компрессор всасывает в 1 мин Зм3 сухого воздуха при 

температуре 290 °К и давлении Ιό5 н/м2 и нагнетает его в резервуар, 
объем которого 8,5 м3. За какое время компрессор накачает воздух 
в резервуар до давления 7< 105 н/м2} Температура в резервуаре 
300 °К, перед накачиваіием он был заполнен воздухом при давле­
нии 2· 106 н/м2.

9.23. Баллон емкостью 20 л наполнен сжатым воздухом. При 
293 °К манометр показывает давление 1,18· 104 кн/м2. Какой объем 
воды можно Вытеснить из цистерны подводной лодки воздухом 
этого баллона, если впуск воздуха в цистерну производится на глу­
бине 30 м при 288 °К? Давление стЪлба морской вбДк высотой 10 м 
Припять равным 9,8· 104 н/м2.

9.24. Запаянная с одного конца трубка длиной I опущена в во­
ду так, что над поверхностью воды выступает 1/5'ее длины и уровень 
воды в трубке совпадает с уровнем ее в сосуде. До какой Темпера- 
Туры нужно нагреть воздух в трубке, чтобы из нее вышла Вся рода? 
Атмосферное давление нормальное. Начальная температура Tt. 
Изменением уровня воды в сосуде пренебречь.

9.25. Закрытый с обоих концов вертикальный цилиндр раз­
делен тяжелым теплонепроницаемым поршней, Который мбжет

\
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скользить в цилиндре без трения. В обеих частях цилиндра нахо­
дится одинаковое количество воздуха при температуре Т =  400 °К, 
причем давление воздуха под поршнем вдвое больше, чем над пор­
шнем. а) Во сколько раз изменятся объемы газа, если цилиндр 
перевернуть вверх дном? б) До какой температуры нужно нагреть 
воздух в нижней части сосуда, чтобы объемы газов стали одинако­
выми?

9.26. U-образная трубка, запаянная с одного конца, содержит 
при 273 °К столбик воздуха высотой 24 см, запертый ртутью, дохо­
дящей до открытого конца трубки. Воздух нагревают до темпера­
туры Т и затем охлаждают до первоначальной температуры, уровень 
ртути в открытом колене при этом понижается на 6 см. До какой 
температуры нагревали воздух в трубке? Атмосферное давление 
нормальное.

9.27. Вследствие того что в барометрическую трубку попал 
воздух при температуре 253 °К и давлении 770 мм pm. ст., баро­
метр показывает давление 765 мм рт. ст. Какое давление покажет 
барометр при нормальных условиях? Длина трубки 1 м, тепловое 
расширение ртути не учитывать.

9.28. В середине смежных баллонов, размеры которых указаны 
на рисунке 9.5, находятся поршни, соединенные между собой легким 
стержнем. Под поршнями находится воздух при атмосферном дав­
лении и температуре Т, пространство между поршнями сообщается 
с атмосферой. Определите: а) расстояние, на которое сместятся 
поршни, если воздух под большим поршнем нагреть на ΔΤ градусов, 
а под меньшим на столько же охладить; б) силу упругости F, воз­
никающую в стержне.

9.29. В двух закрытых сообщающихся сосудах находится 
ртуть (рис. 9.6). Площадь поперечного сечения первого сосуда 
вдвое больше, чем второго. В сосудах находится воздух при темпе­
ратуре Т и давлении р. Уровни ртути в сосудах находятся на рас­
стоянии Н от крышек. При нагревании воздуха во втором сосуде 
давление воздуха в первом сосуде возрастает в два раза. До какой 
температуры нагревался воздух во втором сосуде? Температура 
воздуха в первом сосуде остается все время одинаковой, плотность 
ртути р, давлением паров ртути пренебречь.

25
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Рис. 9.5. Рис. 9.6.
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9.30.Воздух в пробирке (рис. 9.7) заперт ртутью. 
Атмосферное давление р0, температура воздуха Г,. До 
какой минимальной температуры Т2 нужно нагреть воз­
дух в пробирке, чтобы из нее вылилась вся ртуть? Ка­
кова будет высота столбика ртути в пробирке, когда 
температура воздуха достигнет значения Т а? Какова 
будет температура газа в тот момент, когда выльется 
вся ртуть?

9.31. Для создания искусственной кометы при за­
пуске первого спутника Земли было предусмотрено уст­
ройство, испаряющее 1 кг натрия. Какой объем занима­
ли пары натрия в верхних слоях атмосферы при давле- 
нии 1,33* 103 н/м2 и температуре 200 0К? Атомная масса р ' g ( 
натрия 23.

9.32. В баллоне емкостью 5· 10-3 ж3 находится окись углерода. 
Ртутный манометр, подключенный к баллону, показывает давление 
0,5· 105 н/м2 при наружном давлении 105 н/м2. Температура газа 
в баллоне 400 °К. Определите число киломолей газа в баллоне, 
массу газа и концентрацию молекул.

9.33. Плотность пара некоторого соединения углерода и во­
дорода равна 2,5 кг/м3 при температуре 283 °К и давлений 1,01 X 
X  105 н/м2. Какова молекулярная формула этого соединения?

9.34. Сколько электронов заключается в одном литре кислорода 
при давлении 10е н/м2 и температуре 473 °К?

9.35. Манометр стального баллона объемом 10 л, наполненного 
водородом, показал при температуре 288 0К давление 1,3· 107 н/м2. 
Через некоторое-время при 293 °К манометр показывал 1,2· 107 н/мг. 
Какова масса вытекшего газа?

9.36. Сколько водорода содержал баллон, если он взорвался 
при температуре 7\ =  1073 °К и был рассчитан на хранение азота 
массой ma =  1 кг при температуре Т% =  293 °К при десятикратном 
запасе прочности?

9.37. Внутри закрытого с обоих концов горизонтального ци­
линдра имеется тонкий поршень, который может скользить в ци­
линдре без трения. С одной стороны поршня находятся 3 г водоро­
да, с другой — 17 г азота. Какую часть объема цилиндра занима­
ет водород?

9.38. Вертикальный цилиндр высотой Н разделен на две рав­
ные части тонким теплонепроницаемым поршнем, который может 
скользить в цилиндре без трения. В нижней части цилиндра на­
ходится водород массой m при температуре Ти в верхней — гелий 
массой 2 tn при температуре Г2. На сколько сместится поршень, 
если Между газами начнется теплообмен и их температуры сравня­
ются? Отношение удельных теплоемкостей газов равно k, тепло­
емкостью поршня пренебречь, изменение потенциальной энергии 
поршня не учитывать.

9.39. Два одинаковых сосуда наполнены кислородом при тем­
пературе 7\ и соединены между собой трубкой, объем которой нич­
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тожно мал по сравнению с объемом сосудов. Во сколько раз изме­
нится давление кислорода э сосудах, если один из них нагреть до 
температуры Тг, а во втором подцерживатьтемпературу постоянной?

9.40.0такан с помощью основания 5 и массой М ставят вверх 
дном на гладкое горизонтальное стекло. До какой температуры 
нужно нагреть стакан, чтобы половина содержащегося в нем воз­
духа смогла выйти наружу? С какой силой стакан будет давить пос­
ле этого на стекло, если его температуру понизить до первоначаль­
ного значения, равного Т0? Атмосферное давление равно рй.

9.41. В герметически закрытом откачанном цилиндре находится 
на пружине скользящий без трения поршень, положение равнове­
сия которого находится у дна цилиндра. Под поршень вводится та­
кое количество газа, что он поднимается на высоту Н х при темпе­
ратуре 7\. На какую высоту поднимется поршень, если количество 
газа под ним увеличить вдвое, а температуру повысить До Т2? Сила, 
действующая со стороны пружины на поршень, пропорциональна 
смещению поршня.

9.42. Некоторое тело находится в воздухе при нормальных 
условиях. При повышении температуры на АТ =  10 С вес тела уве­
личился на AFX— 1,96-10~3 н. Как изменится вес тела при увели­
чении температуры воздуха до 7\ =  323 °К и увеличении давления 
до ρχ =  1,06? 105 н/м2? Расширением тела пренебречь.

9.43. Баллон емкостью V, наполненный газом при давлении pt 
и температуре Т1( взвешивается. Его вес оказывается равным Qx. 
Газ из баллона откачивается до тех пор, пока его давление не упа­
дет до рг, при той же температуре 7\. Вес баллона в этом случае ока­
зывается Q2. Определите по этим данным плотность газа р„ при нор­
мальных условиях.

9.44. В баллоне объемом V — 10~2 м3 содержится при темпера­
туре Т — 293 °К водород под давлением р =  107 н/м2. Какое коли­
чество водорода было потеряно, если при сжигании оставшегося 
водорода образовалась вода массой М =  0,5 кг?

9.45. Воздушный шар диаметром 10 м удерживается веревкой, 
массой которой можно пренебречь. На сколько изменится натяже­
ние веревки при понижении температуры воздуха с 300 до 270 °К? 
Атмосферное давление нормальное.

9.46. Шар объемом У =  1 мя наполнен гелием при температуре 
Т — 300 °К и давлении р =  1,2· 10® н/м2. Определите высоту, на 
которой шар будет находиться во взвешенном состоянии, если его 
Оболочка имеет массу т 0 — 0,3 кг и'при подъеме на высоту I — 
=  100 м давление воздуха падает на Ар =  1,33· 103 н/м2, а темпе­
ратура понижается на АТ =  0,54 °С. Атмосферное давление у 
поверхности земли нормальное.

9.47. На электрической плитке, выделяющей полезную мощ­
ность 1 кет, стоит чайник с кипящей водой. С какой скоростью пар 
выходит Из носика чайника с отверстием в 1 см2 при нормальном 
атмосферном давлении? Удельная теплота парообразования воды
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при 373 °К равна 2,26· 10* дж/кг. При решении считать, что пар из- 
под крышки чайника не выходит.

9.48. В камеру сгорания ракетного двигателя ежесекундно 
поступает водород массой т  и нужное для его полного сгорания 
количество кислорода. Выходное сечение сопла S, давление газа 
в сечении р, температура Т. Определите силу тяги двигателя.

9.49. Гелий массой т , заключенный в цилиндре под поршнем, 
находится под давлением р± и занимает объем Ух. Вследствие из­
менения температуры газ бесконечно медленно переходит в состоя­
ние с параметрами р2 и У2, причем Давление газа в процессе измене­
ния температуры меняется с увеличением объема по закону р —
— b — aV. Какого максимального значения достигает температу­
ра гелия при переходе газа из первого хостояния во второе?

9.50. Определите плотность смеси водорода массой m, =  0,5 г 
и кислорода массой щ  =*.32 г при температуре Т =  280 К и дав­
лении р — 0,93· 105 н/м3.

9.51. Сосуд объемом 2 л заполнен углекислым газом и закисью 
азота! При температуре 400 йК давление в сосуде 4,14-10* н/м2. 
Определите массу каждого газа в' сосуде.

9.52. Изобразите графически три изопроцесса при постоянной 
мйссе газа в координатах р — V, V — Т и р  — Т.

9.53. Начертите график изменения плотности идеального газа 
в зависимости от изменения,температуры (объема, давления) при 
изотермическом, изобарическом и изохорическом процессах.

/9.54. Каково будет относительное расположение изотерм ки­
слорода и водорода, взятых в одинаковых количествах при одной 
температуре, в координатах р — V, р — Т и V — Ί7 Решите эту 
же задачу для изобар (изохор) при условии, 4то одинаковы давле­
ния (объемы).

9.55. Решите предыдущую задачу при условии, что взяты две 
разные массы одного и того же газа.

9.56. При изотермическом расширении газа была получена за­
висимость р от V (рис. 9.8). Что происходило с газом в этом процес­
се? Как изменялась плотность газа при увеличении объема? Нари­
суйте диаграмму зависимости р от V.

9.57. При изохорическом нагревании газа была получена за­
висимость р от Т (рис. 9.9). Что происходило с газом? Как изменя­
лась плотность газа при увеличении температуры?

9.58. На риіунке 9.10 указано, как изменяется давление газа 
при изменении его объема. Начертите диаграмму: а) как Шнябтся 
температура газа при изменении объема; б) как изменяется Давле­
ние при изменении температуры.

9.59. На рисунке 9.11 указано, как изменяется объем газа при 
изменений егО температуры. Начертите диаграмму изменений дав­
ления газа при изменении его объема.

9.60. Баллон емкостью 10~8 мь, содержащий кислород при тем­
пературе 300 °К под давлением І О7 н/м2, нагревается. Газ получает 
количество теплоты 8,35 кдж. Определите температуру И Цбление
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газа после нагревания. Теплоемкость киломоля кислорода при по­
стоянном объеме равна 21 кджЦкмоль-град).

9.61. Азот занимает объем 2,5 л при давлении 105 н/м2. На 
сколько изменится - внутренняя энергия газа при его сжатии до 
объема 0,25 л, если давление газа повысилось при этом до 20· 10 н/м?? 
Теплоемкость киломоля азота при постоянном объеме равна 
21 кдж/(кмоль ■ град).

9.62. В цилиндре, площадь основания которого равна 100 см2, 
находится воздух при температуре 285 °К. На высоте 38 см от 
основания цилиндра расположен поршень, на котором находится 
гиря массой 100 г. Какую работу совершит расширяющийся воз­
дух, если его нагреть до 300 °К? Атмосферное давление нормаль­
ное. Трением и массой поршня пренебречь.

9.63. Каковы были начальная температура 7\ и объем Vx гелия 
массой т  =  5 г, заключенного под поршнем в цилиндре, если при 
охлаждении его до температуры Т2 =  273 °К потенциальная энер­
гия груза массой Λί =  16 кг, лежащего на -поршне, уменьшается на 
AW — 39,2 дж. Площадь поршня S =  200 см2, атмосферное давле­
ние р0=  105 н/м*.

9.64. Какая работа совершается одной грамм-молекулой иде­
ального газа при ее изобарическом нагревании на 1 градус?

9.65. В процессе изобарического нагревания воздух совершил 
работу А =  1,23 кдж. На сколько увеличилась внутренняя энергия 
газа и сколько тепла было затрачено на нагревание воздуха, если 
его удельная теплоемкость при постоянном объеме равна 
Су =Ό,7.· №дж/{кг· град)? Молекулярная масса воздуха равна 29.

Рис. 9.10.
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9.66. При изобарическом на­
гревании 1 дм3 воздуха, находя­
щегося при нормальных усло­
виях, его внутренняя энергия 
возросла на 271 дж. Во сколько 
раз увеличился объем воздуха?
Сколько тепла было затрачено 0 а 0 б
на,нагревание? Удельная тепло- р 9]]
емкость воздуха при постоянном ис. . .

давлении равна 103 дж/(кг-град).
9.67. При нагревании от 283 °К азота массой 7 г, находящегося 

в цилиндре под тяжелым поршнем, было израсходовано 109 дж 
теплоты. До какой температуры нагрелся газ? Теплоемкость одной 
грамм-молекулы азота при его изохорическом нагревании 
21 дж/(моль- град).

9.68..Одна грамм-молекула идеального газа находится в ци­
линдре при нормальных условиях. Газ изобарически нагревается 
до температуры Ти затем изохорически охлаждается до темпера­
туры Тг, после чего изобарически сжимается до первоначального 
объема и потом изохорически приводится в первоначальное состоя­
ние. Какую работу совершил газ за цикл?

9.69. Идеальный газ расширяется по закону р — aV. Найдите 
работу, произведенную газом, и изменение его внутренней энергии 
при увеличении объема газа от Vx до V2. Молярная теплоемкость 
газа при постоянном объеме равна с.

9.70. Газ, совершающий цикл Карно, отдает холодильнику 
k-ю часть теплоты, получаемой от нагревателя. Определите темпе­
ратуру нагревателя, если температура холодильника _ рав­
на Т.

9.71. Идеальная тепловая машина имеет полезную мощность 
N =  73,5 кет и работает в температурном интервале от 7\ =  273 °К 
до Т2 — 373 °К. Определите: а) тепловую мощность, получаемую 
машиной от нагревателя; б) энергию, отдаваемую холодильнику 
за время τ =  1 ч.

9.72. На сколько градусов нагреется воздух в комнате объемом
V — 30 м3 за время т =  4ч  работы холодильника, если его произ­
водительность льда равна т/х0 =  2 кг/сут при температуре Т2 — 
=  271 °К, а охлаждение начинается с температуры 7\ =  293 °К. 
Удельная теплоемкость воздуха при постоянном объеме равна 
Су =  0,7 · 10 Здж/(кг-град), удельная теплоемкость воды 

св — 4,2 · 103 дж/(кг-град), льда сл =  2,1 · 103<3жЦкг-град). Удель­
ная теплота плавления льда λ =  3,34 · Ю5 дж/кг.
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Г л а в а  10. НАСЫЩАЮЩИЕ И НЕНАСЫЩАЮЩИЕ ПАРЫ. 

ВЛАЖНОСТЬ

Основные понятия, законы и формулы

1. При испарении жидкости может наступить такое состояние, 
при котором число молекул, вылетающих в единицу времени с от­
крытой поверхности жидкости, будет равно числу молекул, влетаю­
щих в нее обратно. Между паром и жидкостью устанавливается под­
вижное — динамическое равновесие. Плотность пара над жидко­
стью и давление, производимое паром на стенки сосуда (упругость 
пара), при динамическом равновесии не меняются и имеют для дан­
ной жидкости при данной температуре максимальное значение.

Пар, давление и плотность которого имеют наибольшее значение 
при данной температуре, называют насыщающим. Иначе, насыщаю­
щим называют пар, находящийся в динамическом равновесии со 
своей жидкостью. -

Пар, давление и плотность которого меньше давления и плот­
ности насыщающего пара при данной температуре, называют нена­
сыщающим.

2. Пары, отделенные от жидкости (при неизменной массе), 
обладают следующими свойствами:

а) При изотермическом увеличении объема, занимаемого насы­
щающим паром, или при его изохорическом нагревании насыщаю­
щий пар переходит в ненасыщающий.

б) При изотермическом сжатии ненасыщающего пара или при его 
изохорическом охлаждении ненасыщающий пар становится насыщаю­
щим.

Температуру, при которой пар становится насыщающим в ре­
зультате изохорического охлаждения, называют точкой росы. 
При охлаждении пара ниже точки росы начинается конденсация 
пара в жидкость.

в) С достаточно хорошим приближением можно считать, что 
ненасыщающие пары подчиняются всем основным законам идеаль­
ных газов (9.1)—(9.4).

г) Параметры каждого состояния насыщающего пара связаны 
между собой уравнением Менделеева — Клапейрона.

Масса насыщающего пара т^. п, входящая в это уравнение, 
зависит от температуры и для двух различных состояний не может 
иметь одинакового значения.

Для определения давления насыщающих паров, при данной 
температуре, если неизвестна их плотность, или же, наоборот, для 
определения плотности пара, если известно его давление, пользуют­
ся таблицами давления (упругости) насыщающих паров.

д) Так как в двух различных состояниях насыщающий пар име­
ет различную массу, параметры этих состояний законам идеальных 
газов (9.1)—(9.4) не подчиняются. Если же насыщающий пар пере­
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ходит в ненасыщающий и его масса при этом не изменяется, то па­
раметры состояний подчиняются всем законам идеальных газов.

е) Согласно закону Дальтона давление воздуха, содержащего 
водяной пар, складывается из давления сухого воздуха рс и давле­
ния паров воды ра, т. е. атмосферное давление равно:

Ра =  Ре Η-  Рп·

3. Воздух, содержащий водяной пар, называют влажным.
О влажности воздуха можно судить или по величине давления, 
производимого паром, или по его плотности р„. Количество водяных 
паров (в граммах), содержащихся в 1 ж* воздуха, называют абсо­
лютной влажностью. Отношение плотности р„ водяного пара при 
данной температуре к плотности насыщенного пара ри.п при этой 
же температуре называют относительной влажностью. Относитель­
ную влажность воздуха выражают обычно в процентах.

В= -2я- 100% =  · 100% =  1я- . 100%,
Рн.п т н.п Ри.п

так как при одинаковой температуре

Рп __ Рп

Ри.п Рн.п

Решение задач. Примеры

1. Задачи на пары и влажность по своему решению принципи­
ально почти не отличаются от задач на идеальные газы. Тем не ме­
нее они вызывают у учащихся серьезные затруднения, связанные с 
неумением пользоваться уравнением газового состояния и попыткой 
искать решение путем логических рассуждений, что во многих слу­
чаях требует большой сообразительности. Особенно это относится 
к тем задачам, где вместо плотности насыщенного пара дается его 
давление.

Новым при решении задач на влажность является широкое ис­
пользование таблиц упругости и плотности водяных паров и при­
менение формулы относительной влажности. Из таблиц можно взять 
дополнительные данные к тем, которые известны по условию задачи, 
и составить вспомогательные уравнения, позволяющие вместе с 
основным уравнением газового состояния и законом Дальтона опре­
делить искомую величину.

Анализируя условие задачи на пары и влажность, всегда по­
лезно иметь в виду следующее. Если задана температура насыщаю­
щего пара, то его давление и плотность при этой температуре можно 
найти в таблицах. Если же заданы температура и давление (плот­
ность) насыщающего пара, то его плотность (давление) определяют 
из уравнения Менделеева — Клапейрона.

Давление насыщающих паров при температуре кипения жид­
кости равно атмосферному. Например, при температуре кипения 
воды (373 °К) давление ее насыщающих паров равно нормальному 
атмосферному давлению (1,01· 105 н/м2).
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Если известна температура насыщающего пара 7\ и его точка 
росы Гр, то с помощью таблиц можно определить абсолютную и 
относительную влажность воздуха при температуре 7\, так как при 
температуре Тр это же количество пара будет полностью насыщать 
данное пространство. Порядок решения задач на влажность можно 
рекомендовать такой:

а) Установить число состояний газа, рассматриваемых в усло­
вии задачи, обратив особое внимание на то, дается ли чистый пар 
жидкости или смесь пара с сухим воздухом.

б) Для каждого состояния пара записать уравнение Менделе­
ева — Клапейрона и формулу относительной влажности, если о 
последней что-либо сказано в условии. Составить уравнение Мен­
делеева — Клапейрона для каждого состояния сухого воздуха 
(если дается смесь пара с воздухом). В тех случаях, когда при пе­
реходах из одного состояния в другое масса пара не меняется, 
вместо уравнения Менделеева — Клапейрона можно использовать 
сразу объединенный газовый закон.

С учетом формулы влажности уравнение Менделеева — Клапей­
рона для пара можно записать в виде:

Р„.п BV =  RT или ри.пВ =  -El RT,
Fn Η·π

где Рн.п — давление, которое создавал бы пар, если бы при темпе­
ратуре Т он был насыщающим; рп — плотность пара.

в) Записать математически все дополнительные условия, свя­
зывающие величины, входящие в составленные ранее уравнения. 
Проверить число неизвестных в полученной системе уравнений И 
решить ее относительно искомой величины. Выписывая числовые 
значения заданных величин, нужно учесть сделанные выше заме­
чания и использовать таблицу давления и плотности насыщающих 
паров при различных температурах.

Пример 1. Под колоколом насоса находится стакан, содержа­
щий воду массой m =  200 г. Насос откачивает воздух из-под коло­
кола со скоростью и =  50 л/мин. Через сколько времени вся вода 
испарится, если Установившаяся под колоколом температура равна 
Т =  280 °К?

Р е ш е н и е .  Если под колокол насоса поместить стакан с во­
дой, то, спустя некоторое время, пространство под колоколом станет 
насыщенным водяными парами. При заданной температуре давление 
рн-п и плотность р„.п пара можно считать известными, так как их 
значения могут быть найдены в таблицах.

Когда насос начнет работать, пары из-под колокола будут 
удаляться и их давление должно уменьшаться. Происходит это, 
однако, не сразу. Поскольку насыщающий водяной пар находится 
над водой и между молекулами воды и пара существует подвижное 
равновесие, уменьшение числа, молекул пара, вызванное действием 
насоса, приводит к тому, что из жидкости начинает вылетать моле­
кул больше, чем влетать в нее. Вследствие непрерывного, испарения
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воды при работе насоса убыль молекул пара все время пополняется, 
в результате плотность пара, а следовательно, и давление некоторое 
время почти не изменяются. Само собой разумеется, что темпера­
тура пара должна при этом поддерживаться постоянной.

Как только вся вода испарится, давление под колоколом начнет 
падать. Процесс откачки пара из-под колокола насоса до полного 
испарения воды удобно схематически представить так.

В сосуде находится насыщающий водяной пар, масса которого 
равна массе воды в стакане и давление которого при работе насоса 
остается неизменным. Температура пара, а значит, и давление, 
известны, и требуется определить время, необходимое для его уда­
ления при заданной скорости откачки. Применяя к данному вообра­
жаемому состоянию насыщающего пара уравнение Менделеева — 
Клапейрона, можно определить объем пара, а затем и время, необ­
ходимое для его откачки, зная производительность насоса. Нетруд­
но заметить, что это время и будет равно искомому времени испаре­
ния воды под колоколом.

Предположим, водяной пар массой m при температуре Т насы­
щает пространство объемом V и производит давление ρΗιΠ. Тогда

P».nV =  - R T . (1)
Н'П

Если насос, откачивая пар, захватывает объем V0 за время τ0, 
то производительность насоса (скорость откачки) будет равна:

V0
и=-\  (2)

t,

и весь пар, находящийся в объеме V, насос откачает за время

V
τ =  (3)

и

Это и есть время испарения всей воды.
■ Давление насыщающих паров при Т =  280 °К находим из таб­

лицы: рн,п =  7,5 мм pm. cm. =  103 н/м2.
Из уравнений (1)—(3) получим искомое время:

titRT о с
τ = ------ ; τ «  8,5 ч.

ΗίιΡη.π̂

Пример 2. В запаянной трубке объемом V =  0,4 л находится 
водяной пар под давлением р„ =  8,5· 10s н/м* при температуре 
Тп— 423 °К. .Какое количество росы выпадает на стенках трубки 
при охлаждении воды до температуры Т„_п =  295 °К?

Р е ш е н и е .  В задаче рассматривают два состояния пара в за­
паянной трубке — до и после охлаждения. В первом состоянии 
при 423 0К пар был ненасыщающим, поэтому при его изохорическом 
охлаждении, начиная с некоторой температуры (точки росы), пар 
станет насыщающим и дальнейшее понижение температуры до 
295 °К вызовет его частичную конденсацию.
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Происходит ли конденсация пара при изохорическом пониже­
нии температуры от значения Τχ до Г2, если об этом не сказано в 
условии задачи, можно установить самим, зная плотность или дав­
ление пара. С помощью таблиц нужно только определить, будет 
ли температура росы Тр >  Т2 или нет. В нашем примере это не­
равенство имеет место, следовательно, пар конденсируется.

Чтобы определить количество росы, выпавшей на стенках труб­
ки, необходимо найти массу пара при каждой из заданных темпе­
ратур и вычесть из первого результата второй. Для нахождения 
самих масс удобно воспользоваться уравнением Менделеева — Кла­
пейрона, составив его для каждого из двух состояний пара.

Обозначим параметры состояния пара до его охлаждения через 
рю V, Т„ и будем считать, что его масса равна щ„. Тогда

paV ^  RTn. (1)
μπ

После охлаждения и конденсации, когДа пар в трубке будет на­
сыщающим,-его масса станет равной /ян.„, а параметры примут 
значение ρ,,.π, V и Тн,п. Для насыщающего пара

рялУ =  ^ К Г ял. (2)
-μπ

При составлении этого уравнения мы не учитывали объем, за­
нимаемый каплями, и считали давление насыщенного пара извест­
ным, так как температура его Т„,п дана.-.

Для определения массы росы, выпавшей на стенках трубки, 
составляем вспомогательное уравнение:

m — mn — m (3)

где m — искомая масса росы. Этим уравнением условие задачи 
исчерпывается полностью.

Решая уравнения (1)—(3) совместно, находим:

R \т„ тпм J

Пример 3. В комнате размером V =  10x5x3 м3 поддерживает­
ся температура Τχ =  293 °К; а точка росы равна Т2 =  283 °К. 
Определите относительную влажность воздуха и количество водя­
ных паров, содержащихся в комнате.

Р е ш е н и е .  Если воздух в комнате содержит некоторое коли­
чество водяных паров, то при понижении температуры до точки
росы эти пары становятся насыщающими. В тех случаях, когда за­
дана точка росы, как, например, в нашей задаче, можно рассмот­
реть два состояния пара в комнате: при данной температуре Τ χ  и 
температуре росы Т2. Каждое йз этих состояний описывается урав­
нением Менделеева — Клапейрона н формулой относительной влаж­
ности. Давление насыщающих паров можно считать при этом из­
вестным, так как известна их температура (точка росы).

Допустим, что пар, находящийся в комнате объемом К, при тем­
пературе Тг создает давление рх и имеет массу т п; тогда

PlV = ^ R T x . (1)
■ , μπ -·

Если при этой температуре давление насыщающих паров равно 
р1н, то относительная влажность воздуха в комнате

. 100%, (2)
P ia

поскольку истинное давление паров в комнате — р х. В случае по­
нижения температуры до Т2 (точки росы) пар в комнате стал бы
насыщающим и его давление было бы равно р28. Для этого состоя­
ния пара мы могли бы записать:

рьУ — — (3)
μπ -

так как масса пара в комнате остается неизменной.
В уравнениях (1)—(3) содержится три неизвестные величины — 

В, пгп, которые требуется определить, и давление рг. Решая уравне­
ния совместно относительно искомых неизвестных, получим:

В=В™ 100% =  -1100%; В «  54,5%;
Рш Тг

«п =  ^ 5·; /л „ « М  /сг.
А1 2

Пример 4. 1 м3 влажного воздуха при относительной влажности 
В =  60%, температуре Т =  293 0К и нормальном атмосферном 
давлении имеет массу М — 1,2004 кг. Определите давление насы­
щающего водяного пара при температуре Т.

Р е ш е н и е .  Влажный воздух представляет смесь сухого 
воздуха и водяного пара: По условию задачи даются величины, 
характеризующие эту смесь в целом, и требуется определить па­
раметр одного из газов, входящих в смесь, — давление насыщаю­
щего пара.

Для решения задачи нужно рассмотреть каждый компонент га­
за, составив для каждого из них уравнение состояния. Кроме того, 
необходимо будет учесть, что масса М  и давление влажного возду­
ха р  складываются соответственно из масс и давлений сухого воз­
духа и пара:

M =  mB + т а\ . (1)

Р =  Рв + Рп· (2)

Рассмотрим сначала воздух без пара. Обозначим параметры со­
стояния воздуха в заданном объеме через рв, V, Т, тогда

pBV = ^ R T , (3)
μΒ
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где μΒ =  29 кг/кмоль—киломолекулярная масса сухого воздуха.
Пар, находящийся в этом же пространстве, будет иметь давле­

ние рп, объем V и температуру Т. Для него

PaV = n̂ R T  (4)
μπ

и, кроме того,

β =  Jhi. 100%, (5)
Рн.п

где рн,п — искомое давление насыщающих паров при температуре Т.
Из уравнений (1)—(5) находим:

Рн.п= 1~ -° -.Рн.п «  2,32 · 103 н/м2.
L (μΒ — μπ)^ J в

Пример 5. В сосуде находится воздух, температура которого 
Тх — 283 °К и влажность В =  60%. Как изменится влажность воз­
духа и его давление, если воздух нагреть до Т2 =  373 °К и в три 
раза уменьшить объем? Начальное давление сухого воздуха рх =  
=ч= 3,85· 104 н/м2, давление насыщающих паров воды при 283 0К 
равно рн1 =  1,2· 10® н/м2.

Р е ш е н и е .  Нам даны два состояния смеси сухого воздуха 
с паром при разных температурах. Как видно из условия задачи, в 
процессе нагревания сосуда меняются все три параметра состоя­
ния и воздуха, и пара. Чтобы выбрать исходные уравнения для ре­
шения задачи, надо прежде всего установить, изменяется ли масса 
пара при его переходе во второе состояние или нет. Сделать это мож­
но следующим образом. С помощью объединенного газового закона 
надо найти давление рп2 пара при температуре Т2 =  373 °К и срав­
нить его с давлением насыщающего пара при этой температуре 
Ря2 =  1.01· 105 н/м2. Так как большегадавления, чем рн2, пар при 
данной температуре иметь не может, то, если окажется, что рп2 >  
> р н2, это будет означать, что происходила конденсация, если же 
Р„2 <  рн2, то при переходе во второе состояние масса паране меня­
лась — его недостаточно, чтобы создать давление ра2. . Расчет пока­
зывает (предлагаем его сделать самим читателям), что в нашем при­
мере рп2 <  Рн2. т- е· паР не конденсируется, и, следовательно, к 
параметрам пара применимо уравнение объединенного закона, 
поскольку масса газа остается одной и той же.

При составлении системы уравнений для нахождения изменения 
относительной влажности достаточно ограничиться (в данной зада­
че) лишь рассмотрением пара, так как все величины по условию 
задачи относятся только к нему.

Допустим, что в начальном состоянии при температуре Тх 
пар, находящийся во влажном воздухе, имел давление рп1 и объем 
Vx, а после нагревания сосуда до температуры Т2 — рп2 и V2. 
Тогда согласно объединенному газовому закону должно быть:

РщУ 1 _  Рп2^2

'1\ Ts * V '
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Относительная влажность воздуха до нагревания:

Ві =  —  100%, (2)
Phi

после нагревания она станет равной:

5 , =  ^100% . (3)
Рна

Ее изменение

Δ В =  В2 — В1. (4)

Под рн1 и рн2 здесь подразумевается давление насыщающего пара 
при температурах ^ и Т , .

Совместное решение уравнений (1)—(4) относительно АВ при
условии, что ЗУ2 =  Vx, дает:

АВ =  В2- В Х=  Вх { Щ л -  і) i А В---57%.
\ Рна'i /

Знак «минус» означает, что Вг <  Вх, т. е. во втором состоянии влаж­
ность воздуха уменьшилась.

Изменение Ар полного давления влажного воздуха равно сумме 
изменений давлений сухого воздуха и пара:

Δρ =  (Pi + Pat) — (ра + Рпї). (5)
Так как масса воздуха не изменялась и воздух занимает тот 

же объем, что и пар, то

ψ - — 3 , (6)
11 1 %

где р2 — давление сухого воздуха после нагревания сосуда.
Решая совместно уравнения (1), (2), (5) и (6) относительно Ар, 

получим:

Δρ=(Ρι — ΡηχΒ) Т- ~ 1·, Ар «  1,2 * 10* «/ж*.
1

Задачи к главе 10

10.1. Сколько молекул ртути может содержаться в 1 см8 возду­
ха в помещении, зараженном ртутью, при температуре 300 °К, если 
давление насыщенного пара ртути при 300 °К равно 0,36 н/м2?

10.2. Какое давление будет создавать водяной пар, насыщенный 
при 373 °К, если в момент насыщения его отделить от воды и изохо­
рически нагреть на 298 °К?

10.3. Цилиндрический сосуд сечением 100 см2 снабжен поршнем 
массой 103,3 кг. Непосредственно под поршнем находится 0,8 г 
воды. На какое расстояние переместится поршень, придя в равно­
весие, если сосуд и воду нагреть до 423° К? Атмосферное давление 
нормальное, давление насыщающих паров воды при 423 °К равно 
4,75 - .10· н/м2.

8 Балаш В. А. 225
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Рис. 10.1.

ual щ а  Ι0·4. Сосуд, снабженный поршнем, содер-
жит водяной пар при температуре 323 °К, 
который производит давление 7,75 · 10s н/лА 
Каково будет давление в сосуде, если объем, 
занимаемый паром, изотермически уменьшить 
вдвое? Давление насыщающих паров воды 
при 323 °К равно 1,23 · 10* н/м2,

10.5. В цилиндре под Поршнем площа­
дью 100 см2 находится 18 г водяного пара 
при температуре 373 °К. К поршню через сис­
тему блоков подвешен груз массой 50 кг
(рис. 10.1). На какую высоту поднимется
груз, если цилиндр охладить до 273 °К? Ат­

мосферное давление нормальное, массой поршня пренебречь. 
Давление насыщающих паров воды при 273 °К равно 5,3 · 102 н/м2.

10.6. Закрытый цилиндрический сосуд высотой Н  =  1,0 м и
сечением 5 =  10-2 м2, расположенный вертикально, разделен лег­
ким поршнем, под которым находится вода массой т д =  0,2 г, 
Над поршнем находится азот массой т я =  0,14 г. Начальная тем­
пература сосуда Тг =  333 °К. На сколько переместится поршень, 
если сосуд нагреть до Тг — 373 °К? Давление насыщающих паров
воды, при 333 °К равно рк. а =  0,22 · 105 н/м2.

10.7. Запаянную с одного конца трубку, содержащую некото­
рое количество воздуха, опустили в резервуар с водой. Длина под­
водной части трубки 2Н =  2 м, уровень воды внутри трубки от­
стоит на расстоянии Н от ее запаянного конца, начальная темпера­
тура всей системы 273 °К. Найдите положение уровня воды в труб­
ке после нагревания всей системы до 373 °К. Атмосферное давление 
нормальное/давлением паров воды при 273 °К пренебречь.

10.8. При нормальном атмосферном давлении в сосуд вводят 
кислород 0 2 и метан СН* в таком количестве, что парциальные дав­

ления газов оказываются равными. Сосуд закрывают и производят
взрыв: СН4 + 202 =  СОа + 2НаО. После этого сосуд охлаждают 
до начальной температуры. Зная, что давление насыщающих паров 
воды при этой температуре равно 2,24 кн/м2, определите устано­
вившееся давление в сосуде.

10.9. Сосуд объемом 1,25 · 10_3 м3 содержит сухой воздух при 
нормальных условиях. В сосуд вводят 0,9 г воды, закрывают его 
и нагревают до 363 °К· Чему равно давление влажного воздуха в 
сосуде? Как изменится ответ, если взять сосуд емкостью 2,5-10~3 м8? 
Давление насыщающих паров воды при 363 °К равно 7-Ю4 н/м*.

10.10. В сосуде объемом V =  1 м3 находится смесь воздуха с 
парами эфира. Внесенный в Сосуд барометр при температуре Т —
— 303 °К показывает давление р — 1,07-10®' н/м2. Определите 
массу воздуха и эфира в сосуде, если известно, что конденсация па­
ров в нем начинается при Т0 — 273 °К. Упругость насыщенного 
пара эфира при 273 °К равна р03 =  24,4 кн/м2. Молекулярная 
масса эфира 74, воздуха 29.
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10.11. В двух одинаковых сосудах объемом по 500 см3 каждый 
находится водород и кислород при температуре 293 °К. Давление 
водорода 26,6 кн/м2, кислорода 53,2 кн/м2. Оба сосуда соединили 
между собой и, после того как газ, перемешался, пропустили элек­
трический ток, в результате чего гремучая смесь сгорела. Каким 
станет давление в сосудах после того, как установится первоначаль­
ная температура? Давление насыщающих паров воды при 293 °К 
равно 2,32 кн/м2.

10.12. Найдите среднее расстояние между молекулами насы­
щенного водяного пара при 373 °К. Во сколько раз это расстояние 
больше расстояния между молекулами воды при 273 °К?

10.13. В цилиндре под легким незакрепленным поршнем на­
ходится насыщенный водяной пар объемом V — I м3. Сколько льда, 
взятого при 273 °К, надо бросить в сосуд, чтобы весь пар скон­
денсировался? Атмосферное давление нормальное. Удельная тепло­
та парообразования воды при 373 °К равна г — 2,26· 10е дж/кг, 
удельная теплота плавления льда λ =  3,34 · 105 дж/кг. Теплоем­
костью и теплоотдачей цилиндра пренебречь.

10.14. В цилиндрическом сосуде под поршнем находятся пары 
воды в объеме v — 2· 10~3 ж* при температуре Т =  373 °К и давле­
нии р =  105 н/м2. При постоянном внешнем давлении поршень опу­
скают настолько, что объем уменьшается вдвое. Какое количество 
тепла надо отвести от сосуда для того, чтобы температура пара 
осталась постоянной? Объемом сконденсировавшейся воды 
пренебречь.

10.15. Под невесомым поршнем в цилиндре имеется вода мас­
сой 1 кг при температуре 273 °К. В воду опускают кусок раскален­
ного железа массой 1 кг, после чего поршень поднимается на 64 см. 
До какой температуры было нагрето железо? Атмосферное давле­
ние нормальное, удельная теплоемкость железа 500 дж/(кг*град), 
площадь поршня 0,1 м2. Теплоотдачей и теплоемкостью цилиндра 
пренебречь.

10.16. В цилиндре под поршнем в объеме 1,674 · 10-8 м3 нахо­
дится насыщенный водяной пар при температуре 373 °К, масса 
пара 10~3 кг. Какую работу нужно совершить, чтобы изотермически 
сжать пар до полной конденсации в жидкость? При температуре 
373 °К плотность воды, находящейся под давлением ее насыщаю­
щего пара, равна 96 кг/м3.

10.17. Относительная влажность воздуха в помещении 63%, 
температура 18 °С. До какой температуры надо охладить блестя­
щий металлический предмет, чтобы на его поверхности можно бы­
ло наблюдать осаждение водяных паров?

10.18. Температура воздуха в комнате объемом 150 м9 равна 
6 °С, относительная влажность 80%. Сколько воды нужно испарить 
в этой комнате, чтобы при увеличении температуры до 18 °С отно­
сительная влажность стала равна 60%?

10.19. Относительная влажность воздуха вечером при темпера­
туре 16 °С равна 60%. Ночью температура воздуха понизилась до
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4 °С и выпала роса. Сколько водяного пара сконденсировалось из 
J м3 воздуха? .

10.20. В цилиндрическом сосуде под поршнем массой М — 
=  10 кг находится некоторое количество влажного воздуха при 
температуре Т =  373 °К. В положении равновесия поршень от­
стоит от дна на расстоянии hi =  2,20 м. Если цилиндр перевернуть 
вверх дном, поршень располагается на расстоянии /i2 =  2,30 м 
от дна. Площадь поршня S =  5· 10~2 ж2, атмосферное давление 
Ро — 10* н/м2. Насколько изменится относительная влажность 
воздуха в сосуде?

10.21. Смешали 1 м3 воздуха с влажностью 20% и 2 м3 воз­
духа с влажностью 30%. При этом обе порции были взяты при оди­
наковых температурах. Смесь занимает объем 3 м3. Определите от­
носительную влажность смешанного воздуха.

10.22. Сколько теряет в своем весе шар объемом V =  15 м3 
при увеличении относительной влажности воздуха на АВ — 20% 
при температуре Т — 288 °К? Давление насыщающего пара при 
288 °К равно рв.п =  1,7 кн/м2.

10.23. Давление воздуха при температуре 300 °К и относи­
тельной влажности 70% равно 1,02· 10® н/м2. Чему будет равно дав­
ление, если температура понизится до 270 °К и относительная влаж­
ность станет 80% при неизменных остальных условиях? Давления 
насыщающего пара при указанных температурах равны соответ­
ственно 0,31-10® и 0,47· 10® н/м2.

10.24. Колба объемом 100 см3 заполнена при 313 °К воздухом 
с относительной влажностью 40%. Как надо изменить объем колбы, 
чтобы при понижении температуры до 293 °К пар не конденсиро­
вался? Давление насыщающего пара воды при 313 °К равно 7,3 кн/м2.

10.25. В сосуде объемом 0,1 м3 при температуре 303 °К нахо­
дится воздух с относительной влажностью 30%. Какова будет 
влажность воздуха в сосуде, если ввести 1 г воды, взятой при той 
же температуре? Давление насыщенных паров воды при 303 °К 
р^вно 4,2 кн/м2. Решите задачу при условии, что сосуд имел объем 
10_3 м3.

10.26. Какой была относительная влажность воздуха при 
температуре 7\ =  2 93 %  если при давлении р =  6,06-103 кн/м2 
точка росы этого воздуха равна Т2 -  373 °К. Давление насыщаю­
щих паров воды при температуре Тг равно рп.п =  2,32 кн/м2.

Ч А С Т Ь  III 

ЭЛЕКТРИЧЕСТВО

Г л а в а  11. ЭЛЕКТРОСТАТИКА

Основные понятия, законы и формулы

1. Силу взаимодействия между двумя неподвижными точечны­
ми зарядами ft и д2, находящимися на расстоянии г друг от друга 
в среде с диэлектрической проницаемостью ε, рассчитывают по фор­

муле закона Кулона:

F ~ k M і ,  ( ИЛ)
єла

где k _  постоянный коэффициент, зависящий от выбора системы 
единиц. В системе СГСЕ k — 1, в системе СИ

^ . г д а в . - а д б · ^ ,

2. Если система тел не обменивается зарядами с телами, не при­
надлежащими этой системе, то алгебраическая сумма зарядов си­
стемы есть величина постоянная (закон сохранения зарядов):

2<7< =  c°nst. (11-2)
<=і

3. Напряженность электрического поля в данной точке про­
странства определяют по формуле:

Е =  — , (П.З)
?0

где р — сила, действующая на точечный положительный (пробный) 
заряд <7о. помещенный в эту точку.
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Напряженность поля, создаваемо­
го точечным зарядом q на расстоянии 
г отпзаряда, равна:

i :-  , п ·4» 

Если на поверхности проводяще- 
- го шара радиусом г0 равномерно 

распределен заряд q, то внутри ша­
ра напряженность поля всюду равна 
нулю. За пределами шара напряжен­

ность поля точно такая же, какую создавал бы заряд q, если бы 
он был сосредоточен в центре шара (рис. 11.1). Напряженность 
поля на поверхности шара при этом равна:

р _____ я
,  *

4πε„ε/ρ

где е — диэлектрическая проницаемость среды, в которой нахо­
дится шар.

Если электрическое поле однородное, то в каждой его точке

Е — const.

Бесконечно большая плоскость, по которой распределен заряд 
с поверхностной плотностью σ, создает в направлении нормали к 
поверхности однородное электрическое поле напряженностью

2е„8
(11.5)

где е — диэлектрическая проницаемость среды в рассматриваемой 
точке пространства.

Если, заряженная плоскость имеет конечные размеры, то по 
формуле (11.5) можно с достаточной степенью точности определить 
напряженность вблизи этой плоскости в области однородности 
поля.

Напряженность электрического поля, созданного несколькими 

заряженными телами, равна геометрической сумме напряженностей 
отдельных полей, создаваемых в данной точке пространства каждым 
из заряженных тел (принцип наложения полей):

Β-Ά*' (11.6)

При перемещении заряда q в однородном электрическом поле 
напряженностью Е силы F3 поля совершают над зарядом работу:

А — F,d- =  qEd, (11.7)

где d — перемещение заряда вдоль силовой линии.
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(11.8)

В зависимости от знака заряда q и 
направления его перемещения по сило­
вым линиям работа сил поля может быть 
и положительной, и отрицательной.

4. Потенциал электрического поля в 
данной точке пространства определяют 
по формуле

ν ' ·Яо

где Ψ α — потенциальная энергия, которой обладает пробный за­
ряд <7о, вследствие его взаимодействия с полем, в данной точке 
пространства. Здесь предполагается, что потенциальная энергия, 
а следовательно, и потенциал в точках, бесконечно удаленных от 
источника поля, равны нулю. Потенциал электрического поля, соз­
даваемого точечным зарядом q на расстоянии г от него, равен:

Я
Ф* (11.9)

4щрг

Потенциал электрического поля на поверхности и внутри про­
водящего заряженного шара радиусом г0, окруженного диэлектриком 
с проницаемостью ε, всюду постоянен и равен:

я
Фо 4П808Г„

За пределами шара потенциал поля точно такой же, как потен­
циал поля точечного заряда, равного заряду шара, но сосредоточен­
ного в его центре (рис. 11.2).

Потенциал поля, созданного несколькими заряженными телами, 
равен алгебраической сумме потенциалов отдельных полей, созда­
ваемых в данной точке пространства каждым из заряженных тел:

Ф= Σ % ·
1-І

(11.10)

При перемещении заряда q0 из точки поля с потенциалом <рх 
в точку с потенциалом φ8 независимо от формы пути силы электри­
ческого поля совершают над зарядом работу: <

A =  Wl - W i =  q0(<fl ^<pi) =  q0U, d l -П)

где <рх — φ2 =  U — разность потенциалов (напряжение) между 
этими точками.

Если заряд q0 перемещается в поле точечного заряда q, то рабо­
та сил поля равна:

А =  -Ш - ( 1 - ± )  =  ... ЧЯ^г_ ;
4πε0β V i ra J 4яеоertrt

Всякая система нарядов обладает потенциальной энергией 
электрического взаимодействия. Величину ее определяют работой, 
которую необходимо совершить, чтобы заряженные тела, собранные

(11. 12)
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в систему, удалить на бесконечно большие расстояния относитель­
но друг друга. '

Потенциальная энергия электрического взаимодействия систе­
мы η точечных зарядов qt равна:

(11.13)
2 і= і

где φι — потенциал поля в точке, где находится заряд qt. Для си­
стемы двух точечных зарядов, удаленных на расстояние г друг от 
Друга,

ш _ Я\Яг
п— Г ·

4я80ег

В однородном электрическом поле модуль вектора напряженно­
сти связан с разностью потенциалов уравнением:

£ = J E lT ~  =  UJ '  (11·14)

где d — расстояние между эквипотенциальными поверхностями с 
потенциалами φχ и φ2.

5. Электроемкость уединенного проводника, имеющего заряд q 
и потенциал φ, определяют по формуле:

С = 1 .  (11.15)
φ

Емкость металлического шара радиусом г, находящегося в сре­
де с диэлектрической проницаемостью е, равна:

С =  4пе0ег. (11.16)

Электроемкость конденсатора — двух проводников, на которых 
находятся два равных по величине, но противоположных по знаку 
заряда q, определяют по формуле:

(П-17)

где q — заряд конденсатора (абсолютное значение заряда одного
из проводников), U =  φχ — φ2 — разность потенциалов между
проводниками.

Емкость плоского, конденсатора равна:

С = ^ ,  (П .18)

где S — площадь одной пластины, перекрывающаяся другой; d — 
расстояние между пластинами; е — диэлектрическая проницаемость 
среды, разделяющей пластины.

Если обкладка одного конденсатора соединяется с обкладкой 
другого конденсатора и между ними нет разветвлений, то соеди­
нение конденсаторов называют последовательным.
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При подключении к источнику с напряжением U0 батареи конден­
саторов, соединенных между собой последовательно, алгебраиче­
ская сумма напряжений ljt на отдельных конденсаторах равна на­
пряжению на всей батарее:

U0. (11.19)
i=l

Заряды конденсаторов при этом равны между собой и равны 
заряду всей батареи:

ft =  q2 =  ...=  qn =  q0. (11.20)

Емкость C0 батареи, составленной из п конденсаторов емкостью 
Сг, соединенных между собой последовательно, может быть рас­
считана по формулам:

u o '-'о г= і L,i

Если обе обкладки одного конденсатора соединить с обкладками 
другого, а тот, в свою очередь, таким же образом подключить к 
следующему конденсатору (сопротивлению или источнику), то по­
лучившееся соединение конденсаторов называют параллельным.

При подключении к источнику с напряжением U0 батареи неза­
ряженных конденсаторов, соединенных между собой параллельно, 
общий заряд q0 батареи равен сумме зарядов qi всех конденсаторов, 
т. е.

(1122>
г=і

Напряжение на каждом конденсаторе и на всей батарее в целом 
одинаково:

Ut = U 2 =  ... =  Un =  UQ. (11.23)

Емкость С0 батареи при параллельном соединении конденсато­
ров может быть рассчитана по формулам:

C »= S  и с 0 =  | с ,  (11.24)
υ α ι= ι

Все заряженные тела обладают электрической энергией, заклю­
ченной (локализованной) в электрическом поле, созданном этими 
телами. Величину энергии можно измерить работой, которую не­
обходимо совершить, чтобы зарядить данное тело. Для уединен­
ного заряженного тела эта работа, а следовательно, и энергия равна:

A =  Wa =  m iim W n =  ®  =  $ f .  =  £ ,  (11.25)

где q, φ и С — соответственно заряд, потенциал и емкость тела.
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Энергия поля заряженного конденсатора равна:

<»■*»
где .q и U — заряд и напряжение на конденсаторе емкостью С; 
S и d, — площадь пластины и расстояние между обкладками кон­
денсатора.

Решение задач. Примеры

1. Типичные, задачи электростатики состоят в том, чтобы:
а) По заданному распределению зарядов в пространстве найти 

созданное ими поле — вычислить напряженность и потенциал поля 
в произвольной точке, или, наоборот, зная характеристики поля, 
найти создающие его заряды.

б) По заданному расположению и форме проводников, зная 
потенциал каждого проводника или их общий заряд, найти распреде­
ление зарядов в проводниках и вычислить поля, создаваемые этими 
проводниками.

В курсе элементарной физики, за небольшим исключением, 
рассматривают наиболее простые случаи: задачи о точечных заря­
дах, заряженных проводящих сферах, плоскостях и конденсаторах.

Иногда в эти задачи включают элементы механики, и задачи 
получаются комбинированными, однако главное внимание в них 
стараются уделять идеям электричества.

2. Задачи по электростатике в курсе элементарной физики удоб­
но разделить на две группы. К первой группе можно отнести зада­
чи о точечных зарядах и системах, сводящихся к ним, ко второй — 
все задачи о заряженных телах, размерами которых нельзя прене­
бречь.

Решение задач первой группы основано на применении законов 
механики с учетом закона Кулона и вытекающих из него следствий. 
Такие задачи рекомендуется решать в следующем порядке.

Расставить силы, действующие на точечный заряд, помещенный 
в электрическое поле, и записать для него уравнение равновесия 
или основное уравнение динамики материальной точки.

Выразить силы электрического взаимодействия через заряды и 
поля и подставить эти выражения в исходное уравнение.

Если при взаимодействии заряженных тел между ними происхо­
дит перераспределение зарядов, к составленному уравнению добав­
ляют уравнение закона сохранения зарядов (11.2). =«

Далее, как обычно, надо записать вспомогательные формулы 
и полученную систему уравнений решить относительно неизвестной 
величины.

Задачи на расчет полей, созданных точечными зарядами, за­
ряженными сферами и плоскостями,— нахождение напряженности 
или потенциала в какой-либо точке пространства — основаны на 
использовании формул (11.3)—(11.6) и (11.8)—(11.10). Особое вни­
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мание следует обращать на векторный характер напряженности Е 
и помнить, что знак перед потенциалом φ определяется знаком заря­
да, создающего поле;

Вычисление работы, совершенной полем над точечным зарядом, 
а также энергии, которую приобретает заряд в результате дей­
ствия сил поля, особых затруднений не представляет. Эти величи­
ны легко могут быть найдены с помощью формул (11.7), (11.11)—>
(11.13) в комбинации с формулой (11.10) и уравнения закона со­
хранения и превращения энергии А =  Wx— Wz. Как и раньше, 
под Ψ χ и W2 здесь можно понимать только полную механическую 
энергию заряженного тела, под А — работу внешних сил, к кото­

рым можно отнести и силы электрического поля.
Решение задач второй группы основано на использовании фор­

мул (11.14) — (11.26).

Если по условию задачи дано одно заряженное тело, то величи­
ны, характеризующие электрические свойства тела, должны быть 
связаны между собой формулами (11.14) — (11.18) и (11.24) — (11.25). 
С учетом соотношения (11.9) они позволяют найти одну из этих ве­
личин, если другие заданы.

В задачах на систему заряженных тел (обычно плоских конден­
саторов) прежде всего необходимо установить тип соединения; 
выяснить, какие из конденсаторов соединены между собой после­
довательно, какие параллельно.

Соединение элементов цепи, в том числе и конденсаторов, может 
не относиться ни к последовательному, ни к параллельному. Об­
щую емкость такого сложного соединения методами элементарной 
физики можно найти сравнительно просто лишь в тех случаях, 
когда в схеме есть точки с одинаковыми потенциалами. Такие точ­
ки можно соединять и разъединять, распределение зарядов и потен­
циалов на конденсаторах от этого не изменяется. Соединяя или 
разъединяя точки с одинаковыми потенциалами, можно сложное 
включение конденсаторов свести к комбинации последовательных и 
параллельных соединений. Способы нахождения точек с одинако­
выми потенциалами подробно описаны в 12-й главе, все они пол­
ностью применимы и для конденсаторов.

Когда установлен тип соединения конденсаторов и ясно, как 
найти их общую емкость, дальнейший расчет сведется к тому, что­
бы определить связь между зарядами и напряжениями на конденса­
торах и выразить через них емкости конденсаторов. В случае по­
следовательного соединений" надо составить систему уравнений
(11.19) — (11.21), (11.17), в случае параллельного — (11.22) — (11.24) 
и (11.17) .

3. При решении задач электростатики и ответах на отдельные 
качественные вопросы полезно иметь в виду следующее:

1°. Положительные электрические заряды, предоставленные 
самим себе, движутся в электрическом поле от точек с большим
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потенциалом к точкам, где потенциал меньше. Отрицательные заряды 
перемещаются В обратном направлении.

2°. Напряженность электрического поля внутри статически за­
ряженного проводника равна нулю. Этот результат не зависит от 
того, наложено ли на проводник внешнее электрическое поле или 
нет. Потенциал всех точек, лежащих на проводнике, имеет при 
этом одинаковое значение, т. е. поверхность проводника является 
эквипотенциальной.

3°. Потенциал земли и всех тел, соединенных проводником с 
землей, принимается равным нулю.

4°. Работа сил электростатического поля по любому замкну­
тому контуру равна нулю.

5°. Если два уединенных шара соединить тонким и длинным про­
водом, то их общая емкость будет равна сумме емкостей отдельных 
шаров, поскольку потенциалы шаров будут одинаковыми, а общий 
заряд системы равен сумме зарядов шаров. По этой же причине 
уединенный шар можно рассматривать как два конденсатора, соеди­
ненные между собой параллельно, с емкостями, равными 2ле0єгш.

6°. Если конденсатор состоит из двух проводящих сфер ради­
усами Р и г и  общим центром (сферический конденсатор), то его 
емкость равна:

(П.27)
R — r \ /

где ε — проницаемость диэлектрика, разделяющего сферы. Эта 
формула автоматически вытекает из формул (11.15), (11.10) и (11.9).

7°. Если заряженный металлический шар поместить в центр прово­
дящего сферического экрана, соединенного с землей, на экране появ­
ляется заряд, равный по величине и противоположный по знаку заря­
ду шара. Действительно, поскольку экран соединен с землей и его 
потенциал равен нулю, заряду на экране должен удовлетворять 
условию:

?Ц| I Яь _  А
R  R

откуда qb =  —qal.
8°. Электрическое поле заряженного конденсатора можно рас­

сматривать как результат наложения двух полей, созданных каж­
дой обкладкой конденсатора. Если поля, создаваемые обкладками 
плоского заряженного конденсатора, можно считать однородными 
(рис. 11.3), то согласно формуле (11.5) напряженность поля в кон­
денсаторе будет равна:

£  =  2 ^  =  — =  - V ·  (11.28)
ε0ε e<,eS

Здесь q — заряд конденсатора; S — площадь пластины; σ  — по­
верхностная плотность заряда.

9°. В плоском конденсаторе одну пластину можно рассматривать 
как тело с зарядом q, помещенное в однородное электрическое поле 
с напряженностью Еъ созданное другой пластиной. Согласно фор-
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мулам (11.3) и (11.28) со стороны + —
первой пластины на вторую (и нао- --
борот) будет действовать сила: ^

' ' - Λ - ώ - · .  <а 2 9 >

Если плоский конденсатор под- Е=0 Е=2Е1 Е=0
ключить к источнику питания, заря­
дить его и затем отключить, то при Рис. 11.3.

изменении емкости С конденсатора
вследствие раздвижения (сближения) или смещения пластин, 
внесения (удаления) диэлектрика заряд на конденсаторе не 
меняется. Что при этом происходит с величинами q, U, E, F или W, 
легко установить, анализируя формулы (11.14), (11.17),· (11.18). 
В том случае, когда между пластинами конденсатора вставляют 
(или вынимают) незаряженную металлическую пластинку, не за­
мыкающую конденсатор, область поля конденсатора уменьшается 
на величину объема этой пластинки. Все величины будут при этом 
изменяться точно так же, как если бы мы сближали (или раздвигали) 
обкладки. Если конденсатор подключен к источнику постоянного 
напряжения, то при всех указанных выше изменениях емкости кон­
денсатора между его пластинками остается неизменным напряже­
ние. Величины q, С, Е и F могут при этом меняться.

10°. Если батарею конденсаторов ’ подключить к источнику 
напряжения и сообщить ,ей некоторый  ̂заряд, то алгебраическая 
сумма зарядов любой группы обкладок, изолированных от источни­
ка, всегда должна быть равна нулю, поскольку заряды в этой груп­
пе пластин разделяются вследствие индукции.

11®. При расчете полей, возникающих в системе заряженное 
тело — незаряженная проводящая поверхность, удобно исполь­
зовать метод зеркального изображения зарядов. Этот метод основан 
на следующем принципе.

Если в электрическом поле заменить какую-либо эквипотенци­
альную поверхность проводником, имеющим потенциал и форму 
этой поверхности, то электрическое поле после такой замены оста­
нется прежним. Отсюда, в частности, следует, что при помещении 
точечного заряда вблизи бесконечной^проводящей плоскости на по­
следней заряды перераспределяются так, что электрическое поле 
между плоскостью и зарядом оказывается тождественным полю, 
создаваемому рассматриваемым зарядом и его зеркальным изобра­
жением в проводящей плоскости.

Пример 1. Два алюминиевых шарика радиусами R =  2 см и 
г — 1 см соединены легкой непроводящей нитью длиной I — 1,00 м. 
Шарики находятся на гладкой горизонтальной непроводящей по­
верхности (рис. 11.4). У каждых г — 10е атомов большего шарика 
взято по одному электрону и все они перенесены на меньщий шарик. 
Какую минимальную силу нужно приложить к системе, чтобы нить 
натянулась? Плотность и атомная масса алюминия равны соответ-
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M' -χ іг ~ ственно р =■ 2,7 · 10® кг/л8 и А =

^  * а  Л  “  27·, “ РОД електрона « =  1,6Х

у /^ / / / / / / / / / / / / / / / / / / /^ ^Ш ^ , х  1̂ “1β- κ·
' Р е ш е н и е .  Если у п атомов 

Рис· 11.4. одного шарика отнять по одному
электрону и все их поместить на 

другой, то первый шарик будет иметь заряд пе, второй —пе.

Между заряженными шариками возникнет сила притяжения FK, 
которая будет сообщать им ускорения, направленные вдоль нити, 
навстречу друг другу. При отсутствии внешних сил шарики стали 
бы сближаться. Чтобы нить оказалась на грани натяжения, к одно­
му из них нужно приложить в горизонтальном направлении такую

силу F, чтобы она вместе с кулоновской силой сообщала этому ша­
рику в противоположную сторону такое же ускорение а, с каким 
будет двигаться под действием только кулоновской силы второй 
шарик. Ускорение шариков относительно друг друга будет в этом

случае равно нулю. Если значение F станет больше того, которое 
мы найдем, нить натянется.

Под действием одних лишь кулоновских сил шарики приобретут 
разные ускорения. У  большего шарика ускорение окажется меньшим, 
у меньшего большим, поэтому для их относительного равновесия 
искомую минимальную силу (FM1IH) нужно приложить к меньшему 
шарику.

Итак, допустим, мы приложили к правому шарику силу F, 
оба тела движутся с одинаковым ускорением а и нить находится на 
грани натяжения. Как указывалось во введении к разделу, решение 
нашей задачи удобно начинать с составления основного уравнения 
динамики точки.

При движении правого шарика на него в горизонтальном на­

правлении действует сила F и сила FK. (Силы гравитационного 
взаимодействия шариков ничтожно малы по сравнению с электричес­
кими силами и поэтому мы ими пренебрегаем.) Если этот шарик 
имеет массу т , то согласно второму закону Ньютона

F — FK =  та. (1)

На второй, больший шарик массой М по горизонтали действует 

только сила FK, поэтому

FK =*= Ма. (2)

Кулоновские силы и массы тгл, входящие в уравнения динамики, 
не заданы, поэтому их надо выразить через известные величины 
и переписать уравнения (1), (2) в развернутом виде.

Заряженные шарики можно считать точечными зарядами, так 
как по условию задачи расстояние между ними во много раз больше 
их размеров. Сила притяжения между шариками будет в этом слу­
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чае достаточно точно удовлетворять закону Кулона!

FK =  _М*_ „  (3)
4πεβΡ 4πββΡ

поскольку I ft 1 ■» I ftJ =  | ne j.
Массы шариков можно выразить через их йЛбтнбсть й радиусы:

т  =  рУг =  — ирг8 и М =  pVt =  -і πρβ*. (4)
з з

Число атомов, находящихся в большом шарике, равно:

N «  Να (5)

где Να — число Авогадро.
Число электронов, взятых у большого и переданных малень­

кому шарику, равно!

Уравнениями (1)—(6) условия задачи ЙСЧёрПШ§МСя полностью, 
В этих уравнениях неизвестными являются F, m, М, а, N и п, 
Решая их совместно относительно F и подставляя числовые значе­
ния, получим:

F =  — (e-^L)2(Rs + ή) Я8; F * m  Η.
9e0 \ Azt j

Чтобы нить натянулась, нужно к шарику меныдей массы приложить 
силу Fmn >  F.

Разобранный нами пример показывает, в частности, как велика 
сила электрического взаимодействия по сравнению с теми силами, 
которые нам встречаются в повседневной жизни. Предлагаем решить 
эту задачу при условии, что тела не заряжены и требуется скомпен­
сировать действие только гравитационных сил.

Пример 2, Три проводящих шарика радиусами г, 2г и 3г, на ко­
торых находятся заряды Зд, —2q и 3q, расположены в Вершинах 
тетраэдра с ребром R >  г. Определите напряженность и потен­
циал электрического поля в четвертой вершине тетраэдра, а также 
потенциал в центре шариков. Какой потенциальной энергией Элек­
трического взаимодействия обладают шарики?

Р е ш е н и е .  Предположим, что шарики находятся в вершинах 
основания пирамиды (рис. 11.6), и надо найти напряженности Поля 
и потенциал в точке А и потенциалы в центрах шариков В, С И D. 
Рассмотрим точку Л. Поле в ней создается заряженными шариками.

Проставляем векторы напряженности Εχ, Ег и Ёа полей, созданных 
шарами с зарядом 3q, —2q и 3q соответственно. Условие R г 
позволяет не учитывать смещение зарядов на шарах и считать, что 
они распределены по поверхности равномерно. Сразу же можно за-

метить, что модули векторов Εχ и Е з равны, поскольку заряды, 
создающие эти поля, и расстояния от них до точки А одинаковые.
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Чтобы найти Ё.

Проставляя векторы напряжен­
ности, следует обратить внимание 
на их направление. В случае поло­
жительных зарядов векторы напря­
женности направлены от них, в слу­
чае отрицательных,— к ним.

Согласно принципу наложения 
полей результирующее поле в точке 
А равно: ,

Еа=  i t+ £ 2+ Е 3.

Векторную сумму, стоящую в правой 
части равенства, проще всего найти 
попарным сложением векторов по 
правилу параллелограмма. Векторы

Εχ и Е2 равны по величине и угол 
между ними равен 60°, поэтому их 
результирующий вектор является 
диагональю ромба и его модуль равен:

EliS =  2 cos 30°.

-А, нам нужно сложить векторы Ё, * и ·» *
Ег. Оба эти вектора лежат в плоскости ABF (AF — высота равно­
стороннего треугольника ACD), поэтому, применив теорему косину­
сов, получим:

Ел =  Vt\ 3 + El -  2£і,з Ezcos β.

Угол §, как видно из чертежа, равен углу между ребром и гранью 
пирамиды. Из треугольника ABF, поскольку он равнобедренный 
(AF =  BF),

cos β =* 0,5cos 30°.

С учетом этвго, а также выражения для Е1>3 после небольших пре­
образований получим, что

ЕА =  У Щ  + Е 1- 2Е 1Ег. (1)

__Напряженность электрического поля, создаваемого заряжен­
ным шаром за его пределами, такая, как если бы весь заряд шара 
был сосредоточен в его центре, поэтому

£ і =  £з =  - % ; Я 2 
4n„e.R2

Из уравнений (1)—(2) находим:

е а =  ±¥-я
4πε0# !!

2?
4пе0і?а

(2)
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Потенциал поля в точке А равен алгебраической сумме потен­
циалов полей, созданных заряженными шарами:

Фа =  Φι + Фа + Фа- 

Потенциал поля шариков за юГпределами равен:

φ =  φ =  — · φ2 =  — Ц- . (4)
Ψ1 Υ8 4 ле0Я . 4i№0R

Из уравнений (3) и (4) находим:

а
фл =

яв,, R

Потенциал поля в центре шаров равен потенциалу на их поверх­

ности. Последний складывается из потенциала собственного поля 

шара и потенциалов полей двух других шаров. Учитывая, что 

а также знаки зарядов на шарах, мы можем Записать:

m з? , зq 2 q _  Ъд ,

β 4 ле0г 4 πε0Λ 4πε0Λ 4nser

о 3q 2q ^  —q
φβ =  L· * ——— — 1 ^  _ ·

4ne0R 4пг0г 2πε/

Потенциальную энергию системы находим по формуле (11.13). 
Поскольку R »  г и заряженные тела близки к точечным зарядам ,

1 ,п . о _ о _ ч 11я*
то Wa (3q(fC +3q<fD-  2qcfB) =

Пример 3. Прогон, летящий по направлению к неподвижному 
ядру двукратно ионизированного атома гелия, в некоторой точке 
поля ядра с напряженностью Е — 100 в/см имеет скорость о =  
=  104 м/сек. На какое расстояние протон сможет приблизиться к 
ядру? Заряд протона q =  1,6- Ю-19 к, масса протона т  — 1,66· 10~г1 кг.

Р е ш е н и е .  В состав ядра атома гелия входят два протона, 
поэтому летящий к нему протон будет тормозиться полем ядра и 
на некотором расстоянии от ядра остановится. Так как поле ядра 
неоднородно, то на движущийся протон действует переменная сила, 
поэтому для решения задачи удобно воспользоваться законом сохра­
нения и превращения механической энергии:

А =  W2 -  Wv

Работа внешних сил над протоном — работа сил поля равна:

А =  q (фх — Ф2),

здесь φχ — потенциал поля ядра в той точке, где протон обладал 

кинетической энергией W x =  ф2 — потенциал в той точке,
я

где протон остановился (ИРа =  0). Если расстояние от ядра
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до указанных точек поля равно гх и гг, то

Φι =  -23—, и φ2 =  — - ,
4ле0гі 4лє0га

так как заряд ядра равен 2д ив =  1. Учитывая это,формулу работы 
можно переписать так:

Λ = - ^ μ _ ± γ
2πε0 \г, г,/

Подставляя выражения для работы и энергии в уравнение энер­
гетического баланса, получаем:

<?2 /1 _ 1 \  л
2πε0 W r j  2  ̂ '

Расстояние ru на котором находится протон от ядра в тот момент, 
К0ГДа его скорость равна v, можно найти из дополнительного усло­
вия, зная напряженность поля ядра Е в точках, удаленных от 
ядра на такое расстояние:

р ---2l?

Из уравнения (2) определим гг:

4πε0τ·ι (2)

; ^ - 5.35-10-
г 2лёвЕ

Затем решаем уравнение (1) относительно

92 + Я80/упоа x'

Подставляя числовые значения, получаем:

г% =  5,5-10~9 м.

Пример 4, Пучок электронов, пройдя ускоряющую разность по­
тенциалов U =  104 в, влетает в середину между пластинами плос­
кого конденсатора параллельно им. Какое напряжение необходимо 
подать на пластины конденсатора, чтобы пучок электронов при вы­
ходе из конденсатора отклонялся от своего начального направления 
на максимальный угол? Длина пластин I =  10 см, расстояние меж­
ду ними d — 3 см.

Р е ш е н и е .  Решение задач о движении заряженных частиц в 
электрическом поле конденсатора или заряженной плоскости сходно 
с решением задач на движение тела, брошенного горизонтально. От­
личие состоит лишь в том, что движение частиц происходит в одно­
родном электрическом поле, которое сообщает им некоторое постоян­
ное ускорение а, отличное от ускорения свободного падения. 
Действие силы тяжести в подобных задачах, как правило, не учи­
тывают, поскольку гравитационные силы ничтожно малы по сравне­
нию с электрическими. Нахождение ускорения заряженной частицы 
связано с применением формул электростатики, которые вместе с 
уравнениями движения и составляют полную систему уравнений
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для определения неизвестной величи- — ..........  Т.-"1
вы. Решение задач подобного типа q щ
рекомендуется начинать с составле- т 0 -voL"4 ΖΙρΰ ~
ния кинематических уравнений. t

Если электрон влетает в электри- + “— ....  -
ческое поле заряженного конденсато- N.

ра со скоростью v0, направленной \
параллельно, пластинам (рис. 11.6), Рис 116

то под действием силы F поля он
отклоняется от своего начального направления и вылетает из кон­
денсатора под некоторым углом к этому направлению. По условию- 
задачи электрон влетает в середину конденсатора, поэтому при 
максимальном отклонении он должен сместиться по вертикали на 
половину расстояния между пластинами.

Движение электрона в однородном поле конденсатора происхо­
дит по параболе, и его можно рассматривать как результат двух 
прямолинейных перемещений — равномерного со скоростью «о 
в горизонтальном направлении и равноускоренного (без начальной 
скорости) в вертикальном.

Если длина конденсатора I и расстояние между пластинами а, 
то за время прохождения поля конденсатора перемещения электро­
на по этим направлениям равны соответственно:

i , d at* ' /1 \I — oJ  и — =  —  . i 1)
0 2 2

Сила, сообщающая электрону массой т  ускорение а, по второму 
закону Ньютона равна F =  та. В задачах данного типа уравнение 
второго закона необходимо представить в развернутом виде, выра­
зив силу, действующую на заряженную частицу, через характери­

стики поля. Поскольку F =  qE, а Е =  где Е — напряженность 

поля между пластинами конденсатора и U — разность потенциалов, 

то F — ‘l— . Тогда уравнение динамики можно записать так.

q— =  та. (2)
d

В задачах о движении частиц, заряд и масса которых известны 
(как, например, у электрона и протон?), начальная скорость ча­
стицы v0 нередко задается неявно, через ускоряющую разность по­
тенциалов U0. Если ускоряющее поле совершает над частицей с
массой т  и зарядом q работу Л =  qU0, то частица приобретает ки­

нетическую энергию W =  — г. Согласно закону сохранения и

* 2 
превращения энергии qU0 — Ο—» . Откуда

• щ ^ у ш .  (3)=  у 1-
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/«л Ур?®нения перемещения (или скорости) вместе с уравнениями 
(г) и (с) являются основными расчетными соотношениями в зада­
чах на движение заряда в однородном электрическом поле В дан­
ном случае, решая их относительно искомой разности потенциалов 

чим-ЛаСТИНКаХ конденсатора и подставляя числовые значения, полу-

t/=- ^C /0; ί / =  1,8 кв.
I

Пример 5. Небольшой металлический шарик массой т , подве­
шенный на нити длиной /, колеблется по закону математического 
маятника над бесконечной равномерно заряженной непроводящей 
горизонтальной плоскостью с плотностью заряда σ. Определите
период колебаний маятника при условии, что на шарике находится 
заряд —-q.

Р е ш е н и е .  Гармонические колебания шарика происходят в 
однородном электрическом поле, созданном равномерно заряженной 
плоскостью. Это поле действует на отрицательно заряженный шарик 
силои F и сообщает ему постоянное ускорение а, направленное вер­
тикально вниз. Поскольку шарик колеблется по законам математи­
ческого маятника и его смещением по вертикали можно пренебречь 
с достаточной степенью точности можно считать, что под действием 
поля сила натяжения нити возрастет на величину F и создаваемое 
ею ускорение увеличится от g до g + а. Период колебания тако­
го заряженного математического маятника равен:

Т — 2л Т / Ш .  /η

v  У 8+а
Ускорение а, вызванное постоянным электрическим полем

определяем из основного уравнения динамики материальной точки·

m

Сила, действующая на інарик с зарядом q в электрическом поле 
с напряженностью Е, равна F =  qE. Или, поскольку задана по­
верхностная плотность зарядов σ на равномерно заряженной пло­
скостей колебания происходят в вакууме (ε =  1), согласно формуле 
(11.5) будем иметь: -г г /

£■= -2- и, следовательно, / ’= £ £ . .
2β0 2ε0

С учетом последнего равенства основное уравнение динамики можно 
представить так:

а==^ ·  (2)
В уравнениях (1)—(2) все величины, кроме Т и а, заданы. Решая 

их совместно относительно периода колебаний заряженного шари­
ка, получим: ' ' *

Т =  2л \Г  2enml '
V 2e0g m  -f- <70
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Пример 6. Металлический шар радиусом rt =  2 см, заряженный 
до потенциала <рг =  30 в, соединили тонкой длинной проволокой с 
шаром емкостью С2 =  3 пкф, на котором находился заряд qt =  
=  6· 10~10 к. а) Какова будет поверхностная плотность зарядов на 
шарах после перераспределения зарядов? б) Каким станет заряд 
на шарах, есЛй Первый шар поместить в центр проводящей оболочки 
радиусом $  *= 3 см, соединенной с землей? в) Каковы будут за­
ряды на шарах, если ко второму шару подключить незаряженный 
плоский конденсатор емкостью С3 =  5 пкф, одна из пластин кото­
рого заземлена?

Р е ш е н и е ,  а) Если заряженные тела имеют разный потен­
циал, то при соединении их проводником заряды будут переходить 
с одного тела на другое до тех пор, пока потенциалы тел не ста­
нут одинаковыми. При равновесии зарядов на шарах, соединенных 
проволокой, должно быть φ / =  φ2'. Потенциалы шаров можно вы­
разить через их емкости и заряды с помощью формулы (11.13), по­
этому

=  (I)
С, с3

где Су и С2 — емкости шаров; и q2 — заряды на них после пере­
распределения.
г Согласно формуле (11.15) емкости шаров связаны с их радиу­
сами формулами:

Су =  4 ^ 80^  и С ,  =  4πε0Λ2. (2)

При всяком перераспределении зарядов в изолированной систе­
ме, какой являются в данном случае заряженные шары, сумма заря­
дов остается неизменной. Поэтому если до соединения шаров их
заряды равнялись qx и qit а после соединения qy и q%' , то должно
быть:

Яі +  fa — Qi +  Яг· (Φ

Начальный заряд qy первого шара можно найти, зная его ем­
кость и начальный потенциал:

<7ι =  Cy(fy. (4)
Уравнения (1)—(4) позволяют определить qy' и q%' . Поверхностная 
пЛОтность зарядов на шарах после перераспределения равна:

Г 9ΐ , ?2 /е\
σ, =  —  и <т2 =  — . (5)

4ηη 4n q

В составленной системе уравнений неизвестными величинами 
фактически являются qlt q[, q'2, Оу и σ2'. Исключая из уравнений 

заряды и подставляя числовые значения, получим:

σ; =  .М1я?дгМ+,?*> ; а =  5,6 ■ 10-а к/ма;
1 (4яеЛ Ч-Са)г,
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4π80 ('4πβ0Α1φ1 - f  f?2) ,
σ,  -— -; σ =  4,2 · ΙΟ-8 «/ж2.
2 (4яел+<ч)С, 2 7

б) Если первый шар окружить заземленной металлической обо­
лочкой, на ней появится индуцированный заряд, равный по вели­
чине и противоположный по знаку заряду шара. Заряд самого шара 
при этом не остается таким, каким он был до внесения в оболочку. 
Поскольку емкость системы шар — оболочка станет больше, чем 
емкость одного этого шара, его потенциал уменьшится и на него 
перейдет часть заряда со второго шара.

В том, что емкость С1>0 первого шара с оболочкой действитель­
но больше, чем Clt убедиться очень легко. Поскольку она оказыва­
ется равной емкости сферического конденсатора, то должно быть:

С,С06 4лвдГі/7 п  п  т\
c u > c ‘ · <β>

После перераспределения зарядов потенциалы шаров выравни­
ваются. Обозначим их ф/ и φ2', причем φ/ =  φ2'. Потенциал фх' 
на поверхности шара, заключенного в оболочку, складывается из 
потенциала срш поля, созданного самим шаром, и потенциала <роб 
поля, которое создавала бы сама оболочка в том месте, где нахо­

дится шар, т. e. ері =  фш -f φο6. Потенциал на поверхности обо­
лочки при этом, разумеется, равен нулю, так как она заземлена.

Если после перетекания заряда на первом шаре оказался заряд 
<7ι', то на оболочке появится заряд —q/ и, следовательно,

я[ ч[
Ф ш —  ТГ > ф об  =С j

Потенциал второго шара, если считать, что он достаточно уда­
лен от первого, равен:

4-2
Ъ = Т '

*

где д./ — заряд этого шара. Учитывая все это, запишем:
f г /

i ' Яі Я\ Яч
Фш  +  Фоб =  ф2 ИЛИ —  — - —і-  =  * (7)

С1 4 πε0#  С3 ν

Из уравнений (3), (4), (6) и (7) находим:

< =  с ^ к , (Сл>1 + Ч& t β  4’6 · 10-10 к·

q2 =  (Ci<h + <72): <7г =  2,0 - 10-10 κ.

в) При подключении к шару незаряженного плоского конден­
сатора емкостью С3, соединенного с землей, часть заряда шаров 
перейдет на пластину конденсатора и потенциалы на шарах и неза- 
земленной пластинке выравнятся. На заземленной обкладке поя­
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вится заряд, равный заряду первой пластинки, но противоположный 
ему по знаку. Разность потенциалов между обкладками конденса­
тора станет при этом равна разности потенциалов между шарами и 
землей, т. e. Ui =  Ut' =» Uв', или с учетом того, что потенциал 
земли равен нулю:

% / ον
С с  с  *ьа ьз

где qx' , qt’, q* —■ заряды на шарах и конденсаторе после того, как 
система придёт в равновесие.

Согласно закону сохранения заряда

<7ι + <7з =* + <7г + Я'з-

Из уравнений (8), (9) и (4), считая все емкости известными и учи­
тывая числовые значения заданных величин, находим:

-  c;:+ % T c 3i€ i(fi+ 4i)' q' ж  1,5 * 1 0 ” w  κ: 

ύ  =  T T T FT F  ^  ^  *  2’0 · 10-10 к:ч т Ч  t  Ч

Яь =  .  J *  - -  (С&І+ Яг)', <73 ж  3,4 · 10-0 к.
Ц "Г <-2 "Г LS .

Пример 7* Конденсатор выполнен в виде двух концентрических 
сфер, радиусы которых равны т =  2смя R =  беж. Внутренняя сфера 
испускает с каждого квадратного сантиметра поверхности η =  1(Р 
электронов в секунду с начальными скоростями р<> D 10s м/сек. 
Через какое время после начала испускания электронов заряд на 
конденсаторе перестанет возрастать? Заряд электрона и его массу 
считать известными.

Р е ш е н и е .  Допустим, что в начальный момент времени, когда 
эмиссия электронов еще не началась, сферический конденсатор был 
не заряжен. Тогда при излучении электронов с поверхности внут­
ренней сферы заряд на конденсаторе станет возрастать вследствие 
перераспределения электронов между обкладками. Внутренняя 
сфера будет заряжаться положительно, внешняя — отрицательно. 
По мере накопления электронов на внешней сфере электрическое 
поле между обкладками будет увеличиваться. Это поле направлено 
от меньшей сферы к большей и тормозит движение электронов. На­
пряженность поля и заряд на конденсаторе увеличиваются до тех 
пор, пока между сферами не возникнет такая тормозящая разность 
потенциалов, что при данной начальной скорости излучения о0 
электроны не смогут ее преодолеть.

Как только разность потенциалов достигнет величины, при ко­
торой работа сил поля окажется равной кинетической энергии ис­
пускаемых электронов, последние перестанут долетать до внешней 
обкладки конденсатора и перераспределение зарядов прекратится. 
Заряд конденсатора, достигнув некоторой величины q, будет оста­
ваться постоянным.
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Предположим, что, спустя время t после начала эмиссии, вслед­
ствие перехода части электронов с внутренней сферы нз внешнюю, 
между сферами возникла такая разность потенциалов U, что поле 
совершает .над электронами работу, равную их начальной кинети-

■ ческой энергии. Тогда

А =  W, или eU — — ·, (1)

где е — заряд; т  — масса электрона.
Разность потенциалов U можно выразить через заряд q конден­

сатора и его емкость:

' и = ± :
с

Электроемкость воздушного сферического конденсатора, со­
ставленного из металлических сфер радиусами R и г, равна:

с =  4р/Я

R  — r v ’

Чтобы найти заряд конденсатора, необходимо учесть следующее: 
если заряд первой сферы в результате вылета электронов изменил­
ся на величину q, на такую же величину возрастет заряд второй 
сферы. Так как вначале обе сферы были не заряжены, то заряд каж­
дой из них, а следовательно, и всего конденсатора также станет 
равным q. По условию задачи с элемента поверхности внутренней 
сферы S0 =  1 см2 за время t0 — 1 сек вылетает п электронов, поэ­
тому при излучении электронов с поверхности сферы 5 =  4л/2 
в течение времени t конденсатор приобретет заряд

п — еп̂
V o  ~  V o  ’ ( }

Решая уравнения (1) — (3) относительно неизвестного времени 
t и подставляя числовые значения, получим:

e0mt'n SJ,,R

V  s : t x l '2 · 10-10 ceK·2e‘n r (R — r)

Пример 8. Два одинаковых плоских конденсатора подключены к 
источнику с напряжением U (рис. 11.7). Пространство между пла­
стинами конденсаторов заполнено слоями диэлектриков одинаковой 
толщины с диэлектрическими проницаемостями и ε2. В одном 
конденсаторе слои расположены параллельно обкладкам, во вто­
ром — перпендикулярно. Во сколько раз отличаются: а) электроемко­
сти этих конденсаторов и б) напряженности полей в однородных 
диэлектриках?

Р е ш е н и е ,  а) Если параллельно обкладкам плоского конден­
сатора ввести слои диэлектриков, заполняющих воздушную прослой­
ку, то такой конденсатор можно рассматривать как два конденса­
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Рис. 11.7.

тора емкостью Сг й С2, соединенных по­
следовательно плоскостью контакта 
диэлектриков. Обкладками первого кон­
денсатора здесь служат граничные слои 
диэлектрика с проницаемостью об­
кладками второго —- такие же слои 
диэлектрика с проницаемостью ε2. Как 
видно из чертежа, площади обкладок этих 
конденсаторов одинаковы и равны площади пластин S воздушного 
конденсатора. Расстояние между обкладками определяется толщи­
ной внесенных слоев диэлектриков, в данном случае оно одинако­
во и равно Половине расстояния d между пластинами.

Емкость двух последовательно соединенных конденсаторов 
равна:

р  _ 1̂̂ 2
пс с, + са ·

Подставляя в эту формулу выражения для

/■» 2en8jS ^  2eft8aS 
4  =  — j -  И С 2 - — —  .

для общей емкости получим:

^пс —
2e0e1e2S 2е1є2С0

(D

где Со = -V

(8i +  e2)d  ех+ 8 2 

емкость воздушного конденсатора до внесе­

ния диэлектриков.
Если слои диэлектриков расположены перпендикулярно пласти­

нам, конденсатор можно рассматривать как систему двух кон­
денсаторов с емкостями С[ и С'2, соединенных между собой параллель­

но через сами пластины. В отличие от разобранного выше примера 
одинаковыми здесь будут не площади пластин, а расстояния между 
ними. Сами же площади определяются объемом внесенных слоев 
диэлектриков. В данном примере эти объемы равны, поэтому площа­
ди пластин имеют значение S/2. Емкость двух конденсаторов, сое­
диненных параллельно, равна: Спр =  Схе + С2'. Но

/ e0i-jS _ _ 8082S

' 2~ 2d '

поэтому

πρ ’
eo ( ei  4~ ег) S  

2d

(El Ч~ 8а) С0
(2)

Из выражений для Спс и Спр видно, что емкости системы в 
первом и втором случаях отличаются друг от друга в число раз, 
равное

Спс 4біЄ2

■Ίΐρ (h + ч?
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б) Чтобы установить, во сколько раз отличаются напряженности 
полей в слоях диэлектриков, нужно сначала найти значения Ёи 
Ег, Ει и Е2' в каждом слое для одного и другого случая.

При последовательном соединении конденсаторов подаваемое 
на них напряжение U равно сумме напряжений на первом и втором 
слоях диэлектриков:

U -  Uj + и2.

Поскольку поля в диэлектриках однородные, то 1

и, следовательно,

ί/ =  (£χ + Ε8) | .  (3)

При наложении на диэлектрики внешнего поля напряженностью 
Е0 напряженность в каждой среде уменьшится соответственно в 
ех и е2 раз, т. е.

и £ г =  ^\
Ч ва

откуда

вгЕ1 =  во Е%. (4)

Из уравнений (3), (4) находим:

Е1 =  — -8at7 и £ 2 =  — ~lU .
: (βχ.+ β 2)d (8i + es)d

Если слои диэлектриков перпендикулярны пластинам, то на­
пряжение на каждом из образовавшихся конденсаторов одинаково 
и равно U, поэтому

E' — — · E ’ — ^
■1 ~ d ’ 2 ~ 7  ‘

Напряженности полей в первой и второй среде при указанном 
расположении слоев диэлектриков относятся друг к другу как

Ε ι_ 2?2 ^2 2ε j
—    и - —

Еі+ еа  Е'2 М - е

Пример 9. Найдите разность потенциалов между обкладками 
конденсаторов, а также между точками b и е в схеме, изображенной 
на рисунке 11.8.

Р е ш е н и е .  В задаче предлагается провести расчет напряже­
ний на отдельных участках цепи, составленной из источников тока 
и конденсаторов. Таких участков в схеме можно выделить четыре: 
ab, bd, de и еа; они соединены между собой последовательно.

Расчет последовательной цепи удобно начинать с составления 
уравнений для напряжений и зарядов на конденсаторах.

250

С,

Обозначим напряжения на клеммах с,
аккумуляторов через и ё2 {βχ >  S2), —И-
разность потенциалов на обкладках кон­
денсаторов через Uab и Ubd, тогда, учиты­
вая полярность источников, запишем:

■ S ^ S t - U ^  + U " , ' (1)

поскольку напряжение на всей батарее 
конденсаторов между точками a n d  равно t,"
разности — Sz. рис. 11.8.

Конденсаторы Ct и С2 соединены 
между собой параллельно, конденсатор С3 подключен к ним
последовательно. Если на этих конденсаторах находятся соот­
ветственно заряды <7χ, q2 и q3, то должно быть:

Яі +  Яг =  Яз, (2)

так как при указанном соединении емкостей заряд на участке ab 
равен заряду на участке bd. Величины, входящие в первые два урав­
нения, связаны между собой формулами емкости:

с * =  * ·  (3)

Решая уравнения (1) — (3) относительно Uab и Ubd при заданных 
С1( С2, С3, Si и $ 2» находим напряжения на конденсаторах:

у    — ^а) . ї ї  =  (Сі — С2)(§ 1 — $2)
0*- Сх + С2 + С8’ М Cx + Cj + C,

Разность потенциалов между точками Ъ и е можно определить из 
уравнения(І). Для этого достаточно его представить в несколько 
ином виде*, сгруппировав значения разностей потенциалов, отно­
сящиеся к соответствующим участкам bde и eab:

£/*β =  £ ΐ- ί /α & =  ^  + ί4 ,. (4)

Выражение, стоящее в левой части этого равенства (так же, как и 
в правой), представляет алгебраическую сумму напряжений на 
участках между точками b и ей является искомой разностью потен­
циалов Ube.

Подставляя в левую часть уравнения (4) вместо Uab полученное 
для него выражение, найдем:

Т І Р Т 1 (Cl +  Cj) i i  +  Cs$t 

υ > · - ^ - υ “ -  С. +  С . +  С, ·

Точно такой же результат мы имели бы при подстановке в пра­
вую часть уравнения (4) выражения для Ubd.

При расчете схем, составленных из конденсаторов и аккумуля­
торов, электроемкость источников напряжения, а следовательно, 
и заряд их считаются равными нулю. Записывая уравнения (1), 
(2), мы воспользовались этим допущением и учитывали только за­
ряды конденсаторов. В заключение отметим, что полученный нами
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результат для Uab и [/м  не зависит от чередования выделенных 
участков цепи. Если, например, поменять местами источник <?2 
и конденсатор С 3, отвёт к задаче не изменится.

Пример 10. Плоский воздушный конденсатор с расстоянием 
между обкладками d — 3 см и площадью каждой из обкладок S =  
=  60 см2 присоединен к источнику постоянного напряжения U — 
=  2000 в. Параллельно пластинам конденсатора вводится метал­
лическая пластинка толщиной d0 — 1 см. а) Какую энергию расхо­
дует источник при внесении пластинки? На. сколько изменяется 
при этом энергия конденсатора? б) Какую работу совершат силы 
поля и каково будет изменение энергии конденсатора, если пластин­
ку вставлять в заряженный конденсатор, отключенный от источ­
ника?

Р е ш е н и е ,  а) При внесении незаряженной металлической 
пластинки в поле конденсатора пространство, занимаемое полем, 
уменьшается на величину объема пластинки, так как напряженность 
электрического поля внутри металла равна нулю. Емкость конден­
сатора с металлической пластинкой увеличивается по сравнению 
с первоначальной, как если бы его пластины сблизили. Это Легко 
себе представить, предположив, что пластинка вводится вплотную к 
одной из обкладок. В таком Случае мы как бы увеличиваем толщину 
обкладки конденсатора за счет сокращения воздушного промежутка.

Поскольку конденсатор подключен к источнику постоянного 
напряжения, то увеличение электроемкости конденсатора, вызван­
ное внесением металлической пластинки, приводит к тому, что за­
ряды между конденсатором и источником начинают перераспреде­
ляться и по цепи проходит заряд Aq. Работа источника при прохо­
ждении через него заряда Aq (работа сторонних сил внутри акку­
мулятора) будет равна:

Ая =  AqU. (1)

Величину прошедшего заряда, а следовательно, и работу ба­
тареи можно определить по изменению (увеличению) заряда конден­
сатора. Если первоначальный заряд на конденсаторе был qt, а пос­
ле внесения пластинки он увеличился до <7а, то

Aq =  qt — qi; (2)

заряды qt и можно выразить через напряжение на конденсаторе
U, которое остается все время постоянным, и емкости — началь­
ную Су и конечную С2 (с металлической пластинкой):

Яі =  Сі U\ </2 =  CtU. (3)

Емкость плоского конденсатора в первом и втором случаях равна 
соответственно

С‘"¥ИС*=Д;' «
поскольку во втором случае расстояние между обкладками умень­
шилось на толщину пластинки.
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В соотношениях (1) — (4) неизвестными являются Α „, Aq, qlt 
qt, Су и С2. Решая их относительно искомой работы источника и 
подставляя числовые значения, получим:

Ли = = ^ 7 -·. Ли =  7.10-в дж. 
d(d— d,)

Изменение энергии конденсатора (энергии его электрического поля) 
равно:

AW =  №2 — Wy, (5)

где Wy и ^  — соответственно энергия конденсатора до и после 
перераспределения зарядов, т. е. до и после внесения пластинки.

Чтобы представить правую часть этого равенства в разверну­
том виде, нужно воспользоваться одной из формул для энергии кон­
денсатора. При использовании формул (11.26) удобно брать ту из 
них, в которую входит лишь одна переменная величина. В нашей 
задаче такому условию удовлетворяет вторая формула, так как на­
пряжение на конденсаторе, подключенном к источнику, в процессе 
изменения емкости остается постоянным:

Wy =  °-ψ ; . (6)

Емкости Су и С2, входящие в выражения для энергий, определяют 

по формулам (4).
Подставляя в соотношение (5) выражения для Wy и W2 с учетом 

формул (4), получим:.

\ ψ = , eost/i!f*o...
2d(d — d0)

откуда после подстановки числовых значений заданных величин 
найдем АИР =  3,5-10~® дж. Увеличение энергии конденсатора ока­
залось вдвое меньше работы источника. Рекомендуем установить 
самим читателям, на что израсходована вторая половина энергии.

б) При внесении в заряженный конденсатор металлической пла­
стинки силы электрического поля начнут совершать работу по 
разделению зарядов внутри пластинки. В результате на одной сторо­
не пластинки окажется положительный заряд, на второй —- отрица­
тельный, причем величина их будет одинаковой и равной величине 
q заряда конденсатора. Если конденсатор отключен от источника, 
то в процессе разделения зарядов в пластинке и изменения емко­
сти заряд на обкладках конденсатора будет оставаться одним и 
тем же. По мере увеличения разделенного заряда напряженность 
результирующего поля внутри пластинки уменьшается от значе­
ния Е (равного значению напряженности в конденсаторе емко­
стью Су) до нуля.

Когда заряд на поверхностях пластинки достигнет значения q 
и —q, силы поля на расстоянии d0, равном толщине пластинки,
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^ср= ΐτ · (2)

совершат над зарядом работу

Ап “  tfECpd(), (1)
где Еср — среднее значение напряженности поля внутри пластин­
ки. Легко показать, что напряженность поля внутри пластинки 
меняется с увеличением разделенного заряда по линейному закону 
и поэтому

£
2

Согласно формуле (11.5) напряженность поля в плоском воздушном 
конденсаторе равна:

* - - £ · ■  (3)
Заряд на конденсаторе, а следовательно, и равный ему заряд на 
поверхности пластинки можно выразить через начальную емкость 
конденсатора и начальное напряжение на нем:

q*=ClU =  -?£-U. (4)
U

Исключая из выражений (1)—(4) неизвестные q, Eip, Е и подстав­
ляя числовые значения, получим для работы силы поля:

Лп ==*£2̂ " ; А« = 1 >17,10-8 дж- 

Если до внесения пластинки конденсатор обладал энергией 
после внесения W2, то изменение (уменьшение) энергии конденса­
тора

AW =  — W2. (5)

Как и в первом случае, правую часть равенства нужно представить 
в развернутом виде, выразив энергию конденсатора через заданные 
величины. Поскольку в этом примере неизменным остается заряд 
на конденсаторе, то, применив третью формулу (11.26), получим:

г ‘ - - £ ·  * - ' 1 г ·  ю

Входящий в выражения для энергии (6) заряд q определяют по 
формуле (4) ;емвдсти до и после внесения пластинки равны соответ­
ственно:

(7)

Подставив в соотношение (5) выражения для и через задан­
ные величины с учетом их числовых значений, получим:

AW =  1,17·. 10-® дж.

Сравнивая выражения для изменения энергии и работы сил •поля, 
мы видим, что AW — Ап, т. е. разделение зарядов в пластинке 
(увеличение их потенциальной энергии) происходит за счет умень­
шения энергии внешнего ноля — поля конденсатора.
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Задачи к главе 11

11.1. С какой силой будут притягиваться два одинаковых свин­
цовых шарика диаметром 1 см, расположенные на расстоянии 1 м 
друг от друга, если у каждого атома первого шарика отнять по 
одному электрону и все эти электроны перенести на второй шарик?

11.2. На двух одинаковых каплях масла радиусом 8,22· 10~3 см 
находятся одинаковые одноименные заряды. Определите величину 
этих зарядов, если сила кулоновского отталкивания уравновеши­
вает силу притяжения капель. Расстояние между каплями значи­
тельно больше их линейных размеров.

11.3. Два маленьких заряженных шарика, одинаковых по раз­
меру, притягиваются друг к другу с некоторой силой. После того 
как шарики были приведены в соприкосновение и раздвинуты на 
расстояние, в η раз большее, чем прежде, сила взаимодействия 
между ними уменьшилась в т  раз. Какова была величина заряда 
первого шарика до соприкосновения, если второй имел заряд q?

11.4. N заряженных шариков одинакового радиуса и массы 
подвешены на нитях одинаковой длины, закрепленных в одной точ­
ке. Опуская шарики в жидкий диэлектрик, заметили, что угол от­
клонения нитей от вертикали в воздухе и в диэлектрике остается 
одним и тем же. Зная плотность материала шариков рх и диэлектри­
ка р2, определите его диэлектрическую проницаемость.

11.5. Три одинаковых заряда по 10-6 к каждый расположены 
в вершинах равностороннего треугольника. Где и какой заряд нуж­
но поместить, чтобы вся система находилась в равновесии?

11.6. Четыре маленьких шарика соединены тонкими непрово­
дящими нитями так, что в натянутом состоянии они образуют ромб. 
Чему равен угол между нитями, если шарики, находящиеся в про­
тивоположных вершинах ромба, имеют заряды Q, Q и q, q}

11.7. Две частицы, имеющие массу т  и заряд q, находятся в 
вершинах равностороннего треугольника, составленного из лег­
ких нитей длиной I (рис. 11.9.). Систему поднимают вертикально 
вверх с ускорением, численно равным g. Определите натяжение ни­
ти, соединяющей частицы..

11.8. Небольшой грузик, имеющий массу т  и заряд q, враща­
ется на непроводящей нити длиной I (рис. НЛО). Определите пе­
риод обращения грузина и натяжение нити, если неподвижный то­
чечный заряд q находится: а) в точке подвеса нити; б) в центре окруж­
ности, описываемой грузиком; в) на оси конуса на расстоянии I 
от грузика.

11.9. На оси заряженного проволочного кольца по обе стороны 
от его центра* находятся два одинаковых точечных заряда q. Если 
заряды поместить в точках, находящихся от центра кольца на рас­
стояниях, равных радиусу, то система оказывается в равновесии. 
Чему равен заряд кольца? Будет ли равновесие устойчивым?

41.10. Д: ве частицы массой т  и М, имеющие заряды соответст­
венно —q и Q, движутся как одно целое вдоль силовой линии одно­
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Рис. 11.9.

родного электрического поля с 
напряженностью Ё. Определите:
а) расстояние х между частицами, при 
котором возможно такое движение;
б) ускорение частиц.

11.11. Электроны влетают в 
пространство между двумя горизон­
тальными плоскими сетками длиной 
5 см под углом 30° к поверхности се­
ток, а вылетают под углом 10°. Оп­
ределите первоначальную энергию 
электронов, если напряженность поля 
между сетками 600 в/см. Решите за­
дачу при условии, что сетки располо­
жены вертикально и расстояние меж­
ду ними равно 5 см.

11.12. Маленький шарик массой 
т , обладающий зарядом q, подве­
шен на легкой непроводящей нити 
длиной I. На шарик наложено одно­
родное электрическое поле напряжен­
ности Е, направленное вертикально 
вниз (горизонтально). Шарик откло­
нили от положения равновесия в го­
ризонтальное положение и затем от­
пустили. Определите: а) максималь­
ное натяжение нити; б) период малых 
колебаний шарика около его положе­
ния равновесия.

11.13. На вертикальной плоскос­
ти распределен заряд с поверхност­

ной плотностью 4-Ю-’ к/смг. К плоскости прикреплена нить, 
на конце которой находится заряженный шарик массой 1 е. 
При равновесии системы нить образует с плоскостью угол 13°. 
Определите заряд шарика.

11.14. Капля массой Ю-10 г, на которой находится заряд, рав­
ный 10 зарядам электрона, поднимается вертикально вверх с уско­
рением 2,2 м/сек2 между пластинами горизонтально расположен­
ного плоского конденсатора. Определите поверхностную плотность 
заряда на пластинах конденсатора. Сопротивлением воздуха прене­
бречь.

11.15. Два маленьких шарика, имеющие заряды q и —q, со­
единены между собой легким непроводящим стержнем длиной I. 
Стержень расположен вдоль силовых линий однородного электри­
ческого поля, созданного большой заряженной плоскостью, по 
котфой равномерно распределен заряд с поверхностной плотно­
стью σ. Какую работу нужно совершить, чтобы повернуть стержень 
на угол а  =180°? Решите задачу при условии, что вначале
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стержень был расположен перпендикулярно силовым линиям 
поля.

11.16. Три тонкие металлические пластинки, расположенные 
параллельно друг другу, имеют заряды q,2qn — 3q. Расстояние 
между пластинками равно d, площадь каждой пластинки S. Опре­
делите разность потенциалов между крайними пластинками и си­
лу, действующую на среднюю пластинку.

11.17. Через блок переброшена легкая проводящая струна длиной
I. На концах струны находятся Два металлических груза массами М 
и т . Предоставленная самой себе, система приходит в ускоренное 
движение. Определите разность потенциалов между грузами. Трени­
ем на блоке и размерами грузов пренебречь.

11.18. Металлический диск радиусом R вращается вокруг 
своей оси с угловой скоростью ω. Определите напряженность 
электрического поля в диске и показания вольтметра, соеди­
ненного с контактами, один из которых касается диска в центре, 
а другой — с краю. Отношение заряда электрона к его массе 
равно у.

11.19. Маленький шарик массой т , имеющий заряд qi, скользит 
с высоты h по наклонной плоскости, образующей с горизонтом 
угол а. В вершине прямого угла, образованного высотой h и гори­
зонтом, находится неподвижный точечный заряд q2. Определите 
скорость шарика у основания наклонной плоскости. Трением пре­
небречь.

11.20. Какую работу нужно совершить, чтобы переместить 
точечный заряд 10~7 к внутрь металлической заряженной сферы ра­
диусом 0,15 м, имеющей заряд %· 10-7 к, из точки, находящейся на 
расстоянии 0,24 м от поверхности сферы? Чему будет равна работа 
при перенесении заряда с поверхности сферы в точку, удаленную от 
нее на 5 см? В обоих случаях считать, что заряд распределен по 
сфере равномерно.

11.21. Спутники Земли непрерывно облучаются космическими 
лучами, состоящими главным образом из протонов больших энер­
гий. Средняя кинетическая энергия W протонов в космических лу­
чах равна нескольким миллиардам электронвольт; интенсивность 
потока протонов, достигающих земной поверхности, составляет

примерно / =  1 -ч-с?и—— . Оцените время, необходимое для того, что- 
см*-сек

бы космические протоны подняли потенциал спутника настолько, 
чтобы его заряд перестал возрастать. Чему будет равен при этом 
заряд спутника? При решении считать, что спутник имеет форму ша­
ра радиусом 2м.

11.22. Два полых металлических шара, радиусы которых 0,05 и
0,15 м, находятся на расстоянии 2,40 м друг от друга. Первому 
шару сообщен заряд 4/g· Ю-8/с, второму — заряд — 4· 10~8/с. Опреде­
лив потенциал в центре шаров и в середине линии, соединяющей 
их центры.
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11.23. Внутри шарового металлического слоя, внутренний и' 
внешний радиусы которого соответственно равны г и R, на расстоя­
нии X от центра находится точечный заряд q. Чему равен потенциал 
в центре слоя? Как изменится этот потенциал, если слой заземлить?

11.24. Две проводящие концентрические сетки радиусом R и 
г имеют заряды соответственно Q и q. Пространство между сетками 
заполнено средой с проницаемостью в. а) Определите напряжен­
ность и потенциал поля как функцию расстояния х, отсчитываемого 
от центра сфер, и постройте соответствующие графики; б) найдите 
вид функций Е (х), и φ (х) при условии, что заземлили внешнюю 
(внутреннюю) сетку; в) какой заряд перейдет с одной сетки на дру­
гую, если их соединить между собой проводником?

11.25. Проводящий шар радиусом а имеет заряд q. а) Каков бу­
дет потенциал в центре шара, если на расстоянии За от центра шара 
поместить точечный заряд q? б) Какова напряженность поля на 
поверхности шара в точке, наиболее близкрй к точечному заряду?
в) С какой силой взаимодействуют шар и точечный заряд?

11.26. Кольцо диаметром 10 см из тонкой проволоки равномер­
но заряжено зарядом %■ 10-8 к. Определите напряженность и 
потенциал поля в центре кольца и в точке, лежащей на его оси на 
расстоянии 5 см от центра. Каковы будут напряженность и потен­
циал в этих точках, если вырезать четверть кольца, оставив линей­
ную плотность неизменной?

11.27. Четыре одинаковых проводящих шара радиусом г каж­
дый расположены в вершинах тетраэдра с ребром а >  г. Одному 
из шаров сообщили заряд q и затем его на некоторое время поочеред­
но соединяли с каждым из незаряженных шаров. Чему равно изме­
нение потенциальной энергии системы после перераспределения 
зарядов? Какой станет энергия системы, если после перераспреде­
ления зарядов первый шар заземлить? Объясните, за счет чего про­
изошло увеличение (уменьшение) энергии в обоих случаях.

11.28. Восемь бусинок, имеющих заряд q и массу т , находятся 
в вершинах куба с ребром I. Какова будет максимальная скорость 
бусинок, если их предоставить самим себе?

11.29. Две частицы, имеющие массу т  и заряд q, летят из бес­
конечности навстречу друг другу со скоростями и v2 >  ух. На 
какое минимальное расстояние х сблизятся частицы и как они бу­
дут двигаться после этого?

11.30. Между пластинами 1 и 2 конденсатора, подключенного 
к источнику постоянного напряжения U, на расстоянии I от второй 
пластины находится сетка С. Пластина 2 испускает электроны с на­
чальными скоростями v. Какое напряжение необходимо приложить 
между сеткой и пластиной 2, чтобы электроны не долетали до 
пластины Ω  Расстояние между пластинами конденсатора d, заряд 
электрона и его масса известны.

11.31. Катод и анод двухэлектродной лампы выполнены в виде 
плоского конденсатора и расположены вертикально в поле тяжести. 
Катод испускает электроны с ничтожно малыми начальными скорос-
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тями. Определите вертикальное смещение электронов и расстояние, 
которое они пролетают за время движения между электродами, если 
расстояние между электродами равной, напряжение между катодом 
и анодом U, отношение заряда электрона к его массе γ.

11.32. Электроны в осциллографа, проходя разность потенциа­
лов 600 в, разгоняются и влетают в середину плоского конденсатора 
параллельно его пластинам. К пластинам приложено напряжение 
60 в; длина их 4 см, расстояние между ними 1 см. Определите вели­
чину отклонения светового пятна на экране, если расстояние меж­
ду точкой выхода электронов из конденсатора и экраном осцилло­
графа равно 10 см. При каком минимальном напряжении на пласти­
нах электроны не будут вылетать из конденсатора?

11.33. Диэлектрик плоского конденсатора состоит из слоя 
слюды толщиной 1 мм и слоя парафина толщиной 2 мм. Определите 
напряженность поля в каждом слое диэлектрика и разность потен­
циалов на них, если к конденсатору приложено напряжение 700 в. 
Диэлектрическая проницаемость слюды равна 6, парафина 2.

11.34. Шар наэлектризован так, что поверхностная плотность 
заряда равна σ. На расстоянии I от поверхности шара потенциал 
поля равен φ. Какова емкость шара?

11.35. Найдите емкость конденсатора, состоящего из двух шари­
ков радиусом г, находящихся в среде с диэлектрической проницае­
мостью г. Расстояние между центрами шаров R >  г. При реше­
нии считать, что заряды на поверхности шаров распределены рав­
номерно. -

11.36. Два металлических шара радиусами 6 и 3 см соединены 
тонкой проволокой. Шары заряжены до потенциала 1500 в. Как 
распределяются заряды на шарах, если: 1) первый шар наполовину 
погрузить в керосин; 2) в керосин погрузить оба шара наполовину; 
3) в керосин погрузить оба шара полностью; 4) один шар погрузить 
в керосин, второй оставить в воздухе? Диэлектрическая проница­
емость керосина равна 2,1.

11.37. Определите емкость сферы радиусом г =  10 см, окружен­
ной концентрической сферой радиусом R — 15 см. Каков будет по­
тенциал. первой сферы, если на нее поместить заряд q=  2· 10"7 к, 
а поверхность второй сферы заземлить? Пространство между сфера­
ми заполнено парафином. Диэлектрическая проницаемость пара­
фина 2,1.

11.38. Металлический шар радиусом г, на котором находится 
заряд q, окружен сферической сеткой радиусом R, соединенной 
с землей. Внутренний шар испускает электроны с ничтожно малыми 
начальными скоростями, которые летят в направлении сетки. Зная 
отношение заряда электрона к его массе γ, определите скорость 
электронов, вылетевших за пределы сетки.

11.39. N шаровых капель радиусом г заряжены до одинакового 
потенциала φ. Все капли соединяются в одну большую. Определите 
потенциал, плотность заряда на поверхности большой капли и 
изменение электрической энергии.
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Рис. 11.11.

11.40. Шар радиусом 60 см, заряженный до потенциала 150 в, 
соединен тонкой проволокой с шаром, имевшим заряд 3-10~8 к и 
обладающим электрической энергией 180 эрг, и с незаряженным ша­
ром емкостью 5 пкф. Определите потенциал шаров, изменение заря­
да на каждом шаре и изменение их общей энергии после соединения.

11.41. К пластинам конденсатора, каждая из которых имеет 
площадь 100 см2, приложена разность потенциалов 280 в. Напря­
женность поля в конденсаторе 560 в/см. Определите поверхностную 
плотность заряда, емкость конденсатора, его энергию и силу при­
тяжения пластин.

11.42. Секундный математический маятник, состоящий из не­
проводящей нити и металлического шарика массой т , совершает 
колебания с периодом 7\ в поле заряженного плоского конденсатора 
емкостью С. Определите заряд шарика, если известны заряд кон­
денсатора Q и расстояние между его пластинами d. Задачу решите 
для (а) горизонтального и (б) вертикального расположения пластин 
конденсатора.

11.43.. Конденсаторы гоединили так, как показано на рисунке
11.11, а, б, в, г. Чему равна емкость батареи? Емкость каждого кон­
денсатора в схеме б равна С.

11.44. Двенадцать одинаковых конденсаторов емкостью С каж­
дый включены в ребра проволочного каркаса, имеющего форму окта­
эдра. Какова будет емкость системы, если ее подключить к источ­
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нику напряжения вершинами октаэдра, лежащими на ее оси сим­
метрии? Емкостью соединительных проводов пренебречь. Решите 
задачу при условии, что конденсаторы включены в ребра тетраэдра, 
куба. Рассмотрите все возможные случаи подключения этих кар­
касов в цепь.

11.45. Плоский конденсатор с площадью каждой пластины S 
и расстоянием между пластинами d подключен к источнику посто­
янного напряжения U. Как изменится заряд на конденсаторе, если 
в него ввести пластинку толщиной 2/3 d с диэлектрической проница­
емостью Є?

11.46. Конденсатор, имеющий заряд q, площадь каждой пла­
стины S и расстояние между пластинами d, погружают в керосин 
на 2/3 его объема. Каково будет напряжение на погруженном кон­
денсаторе?

11.47. Два конденсатора емкостью Сх и С2 подключили к источ­
нику постоянного напряжения и затем отключили. Электростати­
ческим вольтметром измерили напряжение сначала на первом кон­
денсаторе, затем на втором. Оно оказалось равным соответственно 
i /χ и иг. а) Каково было начальное напряжение на конденсаторах?
б) Чему равна емкость вольтметра?

11.48. Два одинаковых плоских конденсатора соединены после­
довательно и подключены к источнику с постоянной э.д.с. Во 
сколько раз изменится напряженность поля в одном из конденса­
торов, если в другой внести пластинку с проницаемостью ε так, 
чтобы диэлектрик заполнял все пространство между обкладками 
конденсатора?

11.49. Два плоских конденсатора с емкостями 2/3· 103 и 5/3 -10 Зпф 
с изолирующим слоем из прессшпана толщиной 2 мм, соединен­
ные последовательно, пробиваются при напряжении 5,6 кв. Опре­
делите напряженность поля, при которой происходит пробой 
прессшпана.

11.50. Конденсатор емкостью С подключен к батарее е э.д.с.
8. Вплотную с одной из обкладок конденсатора расположена тон­
кая металлическая пластинка. Какими станут заряды на обклад­
ках конденсатора, если пластинку сдвинуть параллельно обклад­
кам в середину конденсатора, не снимая с нее заряда?

11.51. Три плоских конденсатора емкостью С, 2С, 3С заряже­
ны до разности потенциалов U, 2U, 3U соответственно. Конденса­
торы соединили последовательно разноименно заряженными пла­
стинками. Определите заряды на конденсаторах.

11.52. Два плоских конденсатора емкостью Сх и С2 соедини­
ли последовательно, наложили на них разность потенциалов U и 
отключили от источника. Какой будет разность потенциалов между 
пластинами конденсаторов, если их пересоединить параллельно? 
Какая энергия выделится при перезарядке конденсаторов? Решите 
задачу при условии, что конденсаторы подключались к источнику 
порознь и затем соединялись между собой: а) одноименно заряжен­
ными пластинами; б) разноименно заряженными.

261



— -Я" -.М М
--- — 1------ -|

с гс 1

= С, h  “Г

, ν зс Є.2

М и н — и— L— ---- ii— —

в δ 

Рис. 11.12.

11.53. В схемах, изображенных на рисунке 11. 12, а, б, 
найдите заряд на конденсаторах.

11.54. Какой заряд пройдет через сечения 1, 2 в схемах, пред­

ставленных на рисунке 11.13, а, б, если батарею конденсаторов 

отключить от источника э.д.с. І  и затем замкнуть ключ Если 

замкнуть ключ К в схеме рисунка 11,13, в, г?

11.55. Как изменится заряд на конденсаторах и С2 в схеме, 

показанной на рисунке 11.14, при включении между точками А

и В конденсатора емкостью С? S i> S 2; =  —Сг =  — С.
2 3

11.56. Плоский конденсатор, подключенный к источнику с 

э.д.с. S, состоит из двух пластин, находящихся друг от друга на 

расстоянии 2d. Площадь каждой пластины S. Конденсатор опуска-

Рие, 11.13.
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Рис. 11.14.

ют в металлическую коробку с жидким ди­
электриком проницаемостью ε. Пластины 
конденсатора параллельны стенкам коробки 
и отстоят от них на расстоянии, равном d п 3d 
(рис. 11.15, слева). Определите заряд, прошед­
ший через источник при погружении конден-' 
сатора. Решите задачу при условии, что в 
коробку опущена одна пластина (рис. 11.15, 
справа).

11.57. Верхняя пластина плоского кон­
денсатора площадью S висит на пружине, же­
сткость которой k. Какую разность потен­

циалов нужно приложить к пластинам конденсатора, чтобы они 

сблизились до расстояния d j  Начальное расстояние между пласти­

нами равно d0. .

11.58. Тонкая стеклянная пластинка пробивается при напряжен­

ности поля Е — 5000 κβ/см. Какое давление испытывает пластинка 

перед пробоем? Чему равна плотность связанных зарядов, находя­

щихся на поверхности диэлектрика, перед пробоем? Диэлектриче­

ская проницаемость стекла е =  7.

11.59. Две прямоугольные металлические пластинки длиной а 

и шириной b расположены параллельно друг другу на расстоянии d. 

Пластинки подключили к источнику постоянного напряжения с 

Э.Д.С. ё  и затем отключили. В пространство между пластинками 

вставлен диэлектрик с электрической проницаемостью elt как пока­

зано на рисунке 11.16. Определите результирующую силу, дейст­

вующую на диэлектрик со стороны поля в зависимости от расстоя­

ния X. Решите задачу при условии, что конденсатор не отключен от 

источника напряжения.

263



«

to—

шС 1
г /\

— I H
с

€
— И

4 l·-
с

'

S , с

ч И н

0 б 

Рио. 11.17.

11.60. Какое количество теплоты выделится в цепи, изображен­
ной на рисунке 11.17, при переключении ключа из положения / 
в положение 2?

11.61. Расстояние между пластинами плоского конденсатора, 
присоединенного к полюсам батареи с э.д.с. 8 =  180 в, увеличива­
ют с dx =  5мм до d2 — 12 мм. Площадь пластин конденсатора S =  
=  174 см2. Какая работа произведена при этом против сил поля?

11.62. Плоский конденсатор состоит из двух одинаковых пла­
стин площадью S == 625 см2, подключенных к источнику постоян­
ного напряжения так, что их потенциалы относительно земли все 
время равны φχ =  + 5 кв и ср2 =  — 5 кв. Расстояние между пласти­
нами d — 25 мм. Посредине между обкладками конденсатора па­
раллельно им устанавливают тонкую металлическую пластинку, 
соединенную с землей. Какую работу нужно совершить, чтобы пере­
двинуть эту пластинку на расстояние jc =  5 m k  одной из обкла­
док?

11.63. Вычислите энергию слоистого конденсатора, рассмотрен­
ного в задаче 11.33, если площадь его обкладок будет равна 100 см2.

11.64. Маленький шарик, масса которого ничтожно мала, име­
ет заряд q и находится на расстоянии R от очень большой проводя­
щей пластины. Какую силу нужно приложить к шарику, чтобы он 
находился в равновесии? Чему равны напряженность и потенциал 
электрического поля в точках, лежащих на перпендикуляре, прове­
денном через шарик к поверхности пластины, и удаленных от шари­
ка на расстояние R? Какова напряженность и потенциал поля в 
точках на поверхности пластины, удаленных от основания перпен­
дикуляра на расстояние R?

11.65. Заряд q расположен на высоте h над проводящей пло­
скостью. Какую работу нужно совершить против сил поля, чтобы 
удалить этот заряд в бесконечность?

11.66. Определите емкость шара радиусом R, находящегося 
на расстоянии Я  от поверхности земли, при условии, что H >  R.
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Г л а в а  12, ПОСТОЯННЫЙ ТОК

v

Основные понятия, законы и формулы

1. Среднюю силу электрического тока определяют по формуле:

/ = f  , (12.!)

где q — заряд, прошедший через данное сечение за время t. Плот­
ность тока, проходящего через проводник с площадью поперечного 
сечения S, равна:

/ = f  · ( Μ

При равномерном движении потока заряженных частиц со скоростью 
v плотность тока

/ =  nqv,

где п — концентрация заряженных частиц в потоке; q — заряд 
одной частицы.

2. Если на участке цепи, не содержащем э.д.с. и имеющем со­
противление R, поддерживать постоянную разность потенциалов 
(напряжение) φχ — φ2 =  U, то согласно закону Ома по участку 
течет ток

(Рі-Фа _  U_ /12-3)

R R

За направление тока принимают направление движения поло­
жительных зарядов, отрицательные заряды движутся навстречу 
току.

Сопротивление однородного проводника длиной I с постоян­
ным сечением S равно:

R =  p l  , (12.4)

где р — удельное сопротивление материала.
Для большинства металлов вблизи 0 °С существует температур­

ный интервал, в пределах которого

Р =* Ро(1 4· «0» (12.5)

где р — удельное сопротивление при температуре /; р0 — при
0 °С; а  — термический коэффициент сопротивление

3. При последовательном соединении проводников конец пре­
дыдущего проводника соединяется с началом последующего и меж­
ду проводниками ток не разветвляется.
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Если ti проводников сопротивлением R lt йг, ... , Rn соединены 
между собой последовательно, то через проводники течет одинако­
вый ток и напряжение U0 на концах соединения равно сумме на­
пряжений на отдельных проводниках:

h  ~ 33 ··· == 7̂1>

и о — иі -j-... + un = 2 Uy
i=l·

Добавляя к этим уравнениям формулу закона Ома для всего 
участка л для отдельных сопротивлений, мы получим исходную си­
стему уравнений для расчета последовательной цепи. Из этой си­
стемы, в частности, следует, что общее сопротивление проводни­
ков, соединенных последовательно, равно:

Ко =  #ι + #2 + ·■· + Rn~ 2  Rt’ (12.6')
ί=ι

Если начала проводников соединены в одной точке (узле), а 
концы в другой, соединение проводников называют параллельным. 
При параллельном соединении

ί/0 =  £/, =  [/*= ... =  £/„, 

h  — h  + h  + ··· + Iη =  2
fs*l

Добавляя к этим уравнениям формулу закона Ома для всего 
участка и для каждого сопротирления, мы получим исходную систе­
му уравнений для расчета параллельной цепи. Из этой системы, в 
частности, следует, что величина, обратная общему сопротивлению - 
при параллельном соединении проводников, равна сумме обратных 
величин их сопротивлений:

1 1 , 1 ,  i 1 V  1

ΐ ζ = Ί ϊ , + τ  + ···+ Τ ' “ ΐ - τ , ·  <12·7')
ί = 1

При параллельном соединении п проводников с одинаковым 
сопротивлением R i их общее сопротивление равно:

#о =  ^ ·  - (12.7")

4. Если шкала амперметра содержит а0 одинаковых делений и 
рассчитана на максимальный ток /0, то при отклонении стрелки 
амперметра на а  делений через него проходит ток

/ =  ί»α =  Ο α , (12.8)
; «0

где С/ — цена одного деления.

//·
(12.7)

(12.6)
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Чтобы расширить пределы измерения тока в п раз и измерять 
токи до значений / >  /0, параллельно амперметру нужно при­
соединить шунт с сопротивлением

ЯШ= Г = Г  =  ;^Г1> И2-9)

где R0 — внутреннее сопротивление прибора.
Показание магнитоэлектрического вольтметра равно падению 

напряжения на сопротивлении прибора:

Uv =  Iv Rv ,

и в то же время

LV =  -°a =  Cva, (12.10)
«о

где U0 — напряжение на зажимах прибора, при котором стрелка 
отклоняется на всю шкалу; Cv — цена деления шкалы вольтметра.

Чтобы расширить пределы измерения напряжения в п раз и 
измерять напряжения до значений U >  U0, последовательно вольт­
метру нужно присоединить добавочное сопротивление

З д=  (U-J/olRo = ( n _ l)Roi (12.11)

0

где R0 — внутреннее сопротивление вольтметра.
5. В замкнутой цепи, состоящей Из сопротивления R и элемен­

та с э.д.с. §  и внутренним сопротивлением г, течет ток

/ =  — --- . (12.12)

Э.д.с. приписывают направление, совпадающее с направлением 
действия сторонних (неэлектрических) сил, действующих на сво­
бодные заряды внутри источника — от отрицательного к положи­
тельному полюсу элемента.

Напряжение на зажимах источника, замкнутого внешним со­
противлением R, равно:

U =  IR =  — — —  — $ — 1г. (12.13)
R +  r

Если R =  0, точнее, R <  г (случай короткого замыкания), то 

ток короткого замыкания и напряжение на зажимах источника 

равны:

. / « - - f ;  и  =  о.

Если R =  оо, точнее, R >  г (цепь разорвана), то 

/ =  0; U ~ S.
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Θ. При последовательном соединении нескольких источников 
тока э.д.с. всей батареи равна алгебраической сумме э.д.с. отдель­
ных источников: '

i=]

Внутреннее сопротивление батареи

Г0 =  rt + г2 + . . .  + гп =  2  rt.

Э.д.с. источников, которые сами создавали бы ток того же на­
правления, что и ток, идущий в цепи, берут со знаком «плюс», 
э.д.с. источников, которые давали бы ток противоположного на­
правления, считают отрицательными.

Если источники с э.д.с. St и внутренним сопротивлением 
соединены между собой последовательно и замкнуты на сопротив­
ление R, то в цепи идет ток

/ == — . (12.14)

При последовательном соединении одинаковых источников раз­
ноименными полюсами ток в цепи

I =  — -р -   — — , · (12.14')
R 4- пп R ,

П

где § х и гх— соответственно э.д.с. и внутреннее сопротивление 
одного элемента; п — число элементов.

Из формул (12.13) и (12.14) вытекает, что напряжение на нераз- 
ветвленном участке цепи, содержащем э.д.с., равно:

U  ~  Ψΐ —  фг ^  *^УЧ +  ^уч f уч> (1 ^ · 15)

где <ρι и φ2 — потенциалы начала и конца участка в направлении 
тока; § уч — общая э.д.с. участка; /уч и гу, -  сила тока и полное 
сопротивление участка.

В формуле (12.15) предполагается, что э.д.с. направлена от <р2 
κ<ρχ, т. е. начало и конец участка примыкают соответственно к по­
ложительному и отрицательному полюсу источника.

Знак «минус» перед /уч берется в тех случаях, когда ток по 
участку течет от φ3 к φχ (внутри источника от отрицательного полю­
са к положительному), знак «плюс», когда ток идет от φχ к ср2 (внут­
ри источника от положительного полюса к отрицательному). По­
следнее возможно при условии, что на других участках данной 
цепи содержатся э.д.с., включенные навстречу э.д.с. рассматривае­
мого участка.

При параллельном соединении нескольких источников тока 
батарею аккумуляторов можно заменить одним источником, кото-
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рый будет создавать во внешней цепи сопротивлением R такой же 
ток, как и данная батарея. Внутреннее сопротивление гэ и э.д.с. 
,S.9 эквивалентного элемента можно найти из формул:

1

Г9 Г i Г2 Гп —  Г1
г=1 (12.16)

Гэ Г\ H ”  rn г і
1 = 1 )

При составлении алгебраической суммы (12.16) правило знаков 
перед сохраняется таким же, как и в случае последовательного 
соединения элементов.

Согласно закону Ома ток во внешнем сопротивлении R при па­
раллельном соединении источников равен:

/

При параллельном соединении η одинаковых источников одно­
именными полюсами сила тока во внешней цепи равна:

/ =  — £ ΐ _  =  _ _ ΰ ί ΐ _ . (12.17)
D , ri nR-\-rx
К  -)---------

п

Если из п одинаковых элементов с э.д.с. § х и внутренним со­
противлением гх составить т  групп, соединенных между собой
последовательно, и в каждую группу включить h источников, сое­
диненных параллельно одноименными полюсами, то при подключе­
нии к батарее сопротивления R через него пойдет ток:

/ =  - , =, — £i— , (12.18)

R + Ik ri — + ~k m n

поскольку ti «= km.
Добавляя к знаменателю последнего равенства и вычитая из

него выражение 2 знаменатель можно привести к виду

W^-Vlb'V^·
откуда следует, что при m2rx — tiR (mrx *= kR) он имеет наимень­
шее значение и, значит, в цепи идет максимальный ток:



7. При прохождении заряда q по участку цепи электрическое 
поле совершает над зарядом работу

А =  qU =  IU1 =  PRt =  y t ,  (12.19)

Первые две формулы справедливы для любого участка цепи, 
на концах которого поддерживается разность потенциалов U, по­
следние две — если на участке нет э.д.с.

Работа тока за единицу времени— мощность тока — в этом 
случае равна:

Р =  IU =  PR =  —. (12.20)
R

Если источник с э.д.с. §  и внутренним сопротивлением/-замкнут 
на сопротивление R, то полная мощность, развиваемая источником, 
равна:

Р0 =  13 =*P(R + г) =» — — . (12.21)
H -р т

На внешнем сопротивлении при этом выделяется мощность

Р =  IU =  —  =  IS — Рг =  — — — , (12.22)
R (R +  r)3 v '

где / — ток в цепи; V — напряжение на зажимах источника.
Как видно из третьего уравнения (12.22) и графика зависимости

S
Р =  fU) (рис. 12.1),притоках^ =  0 и / 2 =  — мощность во внешней

S
цепи не выделяется (Р — 0); при токе / =  g? она имеет наибольшее

if-
значение, равное Рмакс =  -р. Согласно закону Ома для полной цепи

ток, соответствующий максимальной мощности во внешней цепи, 
идет в том случае, когда R =  г.

Коэффициент полезного действия источника тока равен:

η =  —  =-7 - = — —  ■ (12.23)
- 1 Р0 S R + r к '

8. При прохождении тока / по участку цепи с сопротивлением 
R в нем за время t выделяется количество теплоты

■ Q — P R t (закон Джоуля — Ленца). (12.24)

Если участок цепи нб содержит источников тока, то количество
теплоты, выделяющееся на этом участке, можно определят^ по фор­
мулам:

Q — 1Ш и Q =  ^ t ,  (12.25)

где U — напряжение, подводимое к участку.
9. В общем случае при движении электрических зарядов по 

замкнутой цепи за счет мощности, развиваемой источником, про­
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исходит нагревание проводников, совер­
шается механическая работа (сближе- _ί??£*£_ 
ние пластинок конденсатора, движение 
проводников в магнитной поле и т.д.), 
осуществляются химические реакции, 
сопутствующие току в жидкостях:

IS =  P R  + N„ex + Nx. (12.26)

10. Явление выделения составных 
частей растворенных в жидкости ве».. 
ществ при прохождении через нее элект­
рического тока называют электролизом. Рис. 12.1.
Растворы, проводящие ток, называют 
электролитами.

Если за время t через электролит прошел зарвд q и к каждому 
электроду подошло N ионов массой т ъ то на катоде откладывается 
вещество массой

m — Nmv
Масса иона равна:

т1==7Г*
А

где А — килоатомная масса; NA — число Авогадро.

Число ионов

Ν =  · ί ~ ί ,
qa ne

где qK — заряд иона; п — валентность вещества; е — заряд элект­
рона. Учитывая все это, получим:

т  =  (12.27)
eN, п А

Постоянное для всех веществ . произведение eNx F называют 
числом Фарадея, постоянные для данного вещества отношения

•4- *= к и -4- =» k
п Fn

называют соответственно химическим и электрохимическим экви­
валентами вещества. Связь между этими константами дает формула:

k =  ~  X (второй закон Фарадея). (12.27')
• г

Учитывая это, формулу (12.27) можно переписать в виде:

т  =  —  q =  kq — kit (первый закон Фарадея), (12.27")
и#

где/ — сила тока в электролите.
При вычислении массы осевшего на катоде вещества  ̂в формулу 

(12.27") подставляют полный ток в электролите, равный суше то­
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ков положительных и отрицательных ионов. Объясняется это тем, 
что перемещение отрицательных зарядов к аноду эквивалентно 
току положительных зарядов к катоду, поскольку в целом электро­
лит нейтрален. Если от катода к аноду ежесекундно уходит N от­
рицательных зарядов, то при этом у катода остается такое же ко­
личество положительных ионов, которые вместе с прибывшими за 
это время положительными ионами оседают на катоде. Результат 
получается такой, как если бы к катоду шел только ток, равный 
удвоенному току положительных ионов. Он и равен суммарному 
току в электролите.

Решение задач* Примеры

1. Задачи о движении электрических зарядов по проводникам 
и о явлениях, связанных с этим движением, удобно разделить на 
три типа: задачи на вычисление сопротивлений, токов или напря­
жений на каком-либо участке цепи; задачи на работу, мощность 
и тепловое действие тока и задачи на электролиз. Из задач первого 
типа можно выделить вспомогательную группу — задачи на вычи­
сление сопротивлений отдельных проводников и различных соеди­
нений из них. С этой вспомогательной группы задач мы и начнем 
разбор.

2. Если в условии задачи указано, из какого материала изго­
товлен проводник, или приводятся сведения о его геометрических 
размерах или массе, то для нахождения неизвестной величины, от 
которой зависит сопротивление проводника, нужно воспользовать­
ся формулой сопротивления и соотношением между массой, плот­
ностью и объемом проводника. Следует при этом иметь в виду, что, 
пользуясь представлениями электронной теории, удельное сопро­
тивление можно выразить через величины, характеризующие свой­
ства и движение элементарных зарядов.

Задачи о температурной зависимости сопротивлений, как пра­
вило, не представляют большой трудности, их легко решать с по­
мощью уравнений (12.4), (12.5) и тех указаний, которые были сде­
ланы к задачам о линейном расширении тел.

При вычислении общего сопротивления какого-либо контура, 
составленного из нескольких проводников, необходимо прежде 
всего установить, есть ли в нем проводники, соединенные между 
собой последовательно или параллельно, или в схеме таких под­
ключений нет.

В первом случае решение задачи основано на использований 
формул (12.6) и (12.7), во втором — нужно применять другие ме­
тоды расчета, в которых формулы сопротивления играют уже не 
главную, а вспомогательную роль.

Решение задач на вычисление сопротивлений сложных соедине­
ний нужно начинать с анализа схемы и отыскания в ней каких- 
нибудь двух проводников, соединенных друг с другом последова­
тельно или параллельно. При этом все время надо следить за тем,
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чтобы в случае последовательного соединения ток между провод­
никами не разветвлялся, а в случае параллельного — их концы 
соединялись непосредственно. Если в схеме удается найти такие 
проводники, их следует заменить одним эквивалентным сопротив­
лением, используя формулы (12.6) и (12.7), и получить упрощен­
ную схему. В схемах, представляющих собой комбинацию последо­
вательно и параллельно включенных проводников, этот прием 
нужно применять несколько раз и таким образом найти общее 
сопротивление.

Если в схеме не окажется ни последовательно, ни параллельно 
соединенных проводников, для вычисления общего сопротивления 
используют следующие два свойства электрической цепи:

1°. Во всякой электрической цепи точки с одинаковым потен­
циалом можно соединить и разъединить. Режим тока от этого не 
нарушается, поскольку ток между такими точками не идет.

2°, Работа по перемещению единичного заряда из одной точки 
однородной цепи в другую не зависит от сопротивлений проводни­
ков, по которым проходит заряд, а определяется только разностью 
потенциалов между этими точками.

Иными словами, какой бы мы ни выбрали путь движения заря­
да по однородной цепи, алгебраическая сумма падений напряжений 
на отдельных участках этой цепи равна разности потенциалов меж­
ду начальной и конечной точками:

Σ υ ι =  Σ ^ ι ι- υ 0,

где / ,и  R{— токи и сопротивления отдельных участков. Следует 
при этом помнить, что такое утверждение справедливо лишь в 
тех случаях, когда на заряды действуют только электрические силы 
и на участках нет э.д.с. '

Установив, что в схеме нет последовательно и параллельно сое­
диненных проводников, нужно попытаться найти точки с одинако­
выми потенциалами. Точки с одинаковым потенциалом всегда есть 
в схемах, обладающих осью или плоскостью симметрии относитель­
но точек подключения источника питания, Здесь можно различать 
два случая.

Если схема симметрична относительно оси (плоскости), прохо­
дящей через точки входа и выхода тока (имеется продольная пло­
скость симметрии), то\точки одного потенциала находятся на кон­
цах симметричных сопротивлений, поскольку по ним идут одинако­
вые токи.

Если схема Симметрична относительно оси (плоскости), перпен­
дикулярной линии, на которой лежат точки входа и выхода тока — 
в схеме имеется поперечная ось (плоскость) симметрии, то одина­
ковым потенциалом обладают все точки, лежащие на пересечении 
этой оси (плоскости) с проводниками. Это почти очевидное обстоя­
тельство вытекает из того, что работа электрических сил над за­
рядами не зависит от формы пути.
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Найдя в схемах точки с одинаковым потенциалом, нужно со­
единить их (если они были разъединены) или разъединить (если 
точки были соединены), после чего мы получим эквивалентную 
схему, составленную из последовательно и параллельно соединен­
ных сопротивлений.

В общем случае, когда нет точек с равным потенциалом, обыч­
но поступают так. Проставляют токи на каждом сопротивлении и 
указывают их предполагаемое направление. Обозначив затем через 
/0 суммарный ток, проходящий через данный контур (он равен 
току, подходящему к контуру), составляют уравнение токов для 
каждой точки разветвления (узла): сумма токов, подходящих к 
узлу, должна равняться сумме токов, исходящих' из узла. Затем 
выбирают все возможные пути прохождения заряда между точка­
ми подключения контура и составляют для каждого из них уравне­
ние падения напряжения вида:

/оКо= / Л  +

где R0 — общее сопротивление всего контура, которое требуется 
найти. Эти уравнения составляются на основании того, что паде­
ние напряжения IQR0 на всем контуре равно алгебраической сум­
ме падений напряжения на отдельных сопротивлениях, замыкаю­
щих цепь. Если оказывается, что по какому-либо проводнику, 
входящему в рассматриваемую часть цепи, ток идет в направлении, 
противоположном начальному току участка, то падение напряже­
ния на этом проводнике берут со знаком «минус»; в остальных 
случаях— со знаком «плюс». Так как неизвестным является со­
противление R0, то  число уравнений токов и напряжений должно 
быть на одно больше числа токов, введенных в решение. Исключая 
из этих уравнений все токи, находят R0.

3. При решении задач на определение силы тока, напряжения 
или сопротивления на каком-либо участке цепи надо:

а) Начертить схему и указать на ней все элементы цепи: ис­
точники тока, сопротивления и конденсаторы.

б) Установить, если схема дана в готовом виде, какие элементы 
цепи включены последовательно, какие — параллельно.

в) Расставить токи и напряжения на каждом участке цепи и 
записать для каждой точки разветвления (если они есть) уравне­
ния токов и уравнения, связывающие напряжения на участках 
цепи. При составлении таких уравнений для схем, в которых нет 
ни последовательных, ни параллельных соединений, следует руко­
водствоваться указаниями п. 2.

г) Используя закон Ома (или формулу для напряжения на уча­
стке, содержащем э.д.с.), установить связь между токами, напря­
жениями и э.д.с. В результате получится система уравнений, пол­
ностью отражающая условия задачи и позволяющая определить 
искомую величину. Если в схеме делают какие-либо переключе-

, ния сопротивлений или источников, уравнения составляют для 
каждого режима работы цепи;
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При расчетах шунтов или добавочных сопр отивлений к гальва* 
нометру можно использовать готовые формулы (12.9) и (12.11).

д) Составляя зависимости между заданными и искомыми вели­
чинами, характеризующими элементы цепи и режим ее работы, 
нужно стараться не вводить в решение дополнительные величины, 
которые не даны и которые не требуется находить по условию за­
дачи. Решение большинства задач на ток построено на применении 
закона Ома. Этот закон можно записать в обычном, наиболее рас-

S SR
пространенном виде / =  ~%+~г и в форме U =  В общем

случае эти выражения не эквивалентны друг другу, второе из них 
имеет известное ограничение — оно справедливо, если на участке 
нет э.д.с. Тем не менее очень часто расчеты значительно сокраща­
ются, если использовать именно вторую формулу, а не первую. 
Обычно, когда составляют простую цепь, то известными являются 
элементы цепи: э.д.с. и сопротивления, и -требуется найти на ка­
ком-либо участке ток или напряжение. При некотором навыке 
вторая из указанных формул позволяет легко и быстро находить 
напряжение на отдельных участках цепи, не используя токи. Для 
этого нужно все сопротивления или их группы, соединенные по­
следовательно с сопротивлением рассматриваемого участка Ry4, 
внести во внутреннее сопротивление источника и считать его рав­
ным не г, а г 4- R0, где R0 — общее сопротивление внешней цепи 
без сопротивления Rуч. Нетрудно заметить, что после этого уча­
сток, на котором требуется найти напряжение, оказывается под­
ключенным к зажимам (источника и согласно формуле (12.13) на­
пряжение на нем будет равно:

U _______SRy4

^  Луч + г + Ro

Зная напряжение на участке, можно найти и ток в нем по закону 
Ома для участка цепи.

е) Большие затруднения у учащихся вызывают задачи на рас­
чет цепей, содержащих несколько источников тока, соединенных 
между собой последовательно или параллельно.

В первом случае можно рекомендовать такую последователь­
ность действий. Найти общую э.д.с. контура (первая формула 
п. 6), найти общее сопротивление контура, найти ток в контуре /0 
по формуле (12.14) (он будет одинаковый на всех участках) и за­
тем применить для рассматриваемого участка формулу разности 
потенциалов (12.15).

Во втором случае удобно поступать так. Расставить токи, про­
текающие через элементы цепи (иногда направление токов можно 
предвидеть заранее; если же этого сделать не удается, то их на­
правление ставится наугад), записать урарнение токов для узлов 
и после этого использовать формулу (12.15) для. параллельных вет­
вей, содержащих э.д.с. Так как ветви соединены параллельно,

275



напряжение на них будет одинаковым. Чаще всего этими уравне­
ниями условия задачи математически исчерпываются полностью.

При расчетах тока или напряжения на внешнем сопротивлении, 
подключенном к батарее параллельно соединенных аккумулято­
ров, можно использовать готовую формулу (12.16) для эквивалент­
ной э.д.с., если известно, как она выводится.

Указанная последовательность действий при решении всех 
задач рассматриваемой группы будет правильной всегда, но она 
не всегда обязательна. При достаточном навыке в решении задач 
многие промежуточные выкладки можно опускать и записывать 
лишь наиболее важные соотношения, которые нужны непосредст­
венно для определения искомой величины.

4. Задачи на работу, мощность и тепловое Действие тока в свою 
очередь можно разбить на три группы. К первой группе относятся 
задачи на расчет электрической цепи, аналогичные тем, что рас­
сматривались выше. Для их решения составляют те же уравнения 
закона Ома, но к ним добавляют формулы мощности (12.19)—(12.22). 
Если по условию задачи даны значения мощности, выделяемой в 
проводниках, и требуется найти силу тока, напряжение или сопро­
тивление проводников, то эти формулы играют вспомогательную 
роль. Если же значение мощности нужно определить, эти формулы 
можно рассматривать как основное расчетное соотношение и на­
чинать решение с их составления.

Особое внимание здесь нужно обратить на выбор исходной фор­
мулы мощности. Анализируя условия задачи, необходимо прежде 
всего установить, идет ли речь о мощности, выделяемой на участке 
цепи (формулы 12.20), или о мощности, развиваемой источником — 
полной мощности в цепи (формулы 12.21), или же о мощности во 
внешней цепи источника (формулы 12.22), В каждом из этих случа­
ев нужно, в свою очередь, обратить внимание на то, какие из ве­
личин даны и какие требуется найти, и подобрать соответствующее 
расчетное соотношение. В большинстве случаев удачное исполь­
зование этих формул бывает достаточным для решения.

Решая задачи на мощность, выделяемую во внешней цепи, же­
лательно помнить, что она будет максимальной, когда внешнее со­
противление цепи равно сопротивлению источника. Этим резуль­
татом можно пользоваться как готовым и значительно сократить 
вычисления.

Ко второй группе относятся задачи на тепловое действие тока. 
Основным расчетным соотношением в них является закон Джоуля- 
Ленца. Перед тем как приступать к составлению уравнений, необ­
ходимо установить, какую из формул (12.24) или (12.25) принять 
за исходную. Обе формулы можно применять в том случае, когда 
участок цепи не содержит источников тока; если же на участке 
имеются э.д.с., в качестве основной расчетной формулы надо взять 
формулу (12.24). Если в уравнении закона Джоуля—Ленца ока­
жется два и более неизвестных, к нему нужно добавить формулы 
теплоты и сопротивления.
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В задачах на сравнение количества теплоты, выделяемой в 
разных проводниках, при выборе исходных уравнений можно ру­
ководствоваться следующим.

Если при переходе от одного участка цепи к другому или при 
подключении и выключении сопротивлений сила тока в проводни­
ках остается одинаковой, удобно брать формулу (12.24) и состав­
лять уравнение закона Джоуля — Ленца для каждого участка. 
Если же при переходе от участка к участку или подключении 
сопротивлений одинаковым оказывается напряжение на провод­
никах, удобнее воспользоваться формулой (12.25).

На задачи третьей группы следует обратить особое внимание, 
хотя их сравнительно і^ало. Эту группу составляют задачи о пре­
вращении электрической энергии в механическую, тепловую и хи­
мическую при работе электромашины постоянного тока. Решение 
таких задач основано На применении уравнения закона сохранения 
и превращения энергии (12.26).

Проанализировав условия и установив, на каких участках цепи 
электрическая энергия превращается в теплоту и механическую 
энергию, необходимо записать исходное уравнение (12.26) для каж­
дого режима работы цепи. В простейших случаях этого достаточно, 
в более сложных задачах к основному уравнению приходится до­
бавлять формулы законов постоянного тока и механики.

5. Решение задач на электролиз всегда удобно начинать с со­
ставления уравнения обобщенного закона Фарадея (12.27"). В боль­
шинстве случаев все величины, входящие в это уравнение, кроме 
одной, заданы и нахождение неизвестного не представляет почти 
никакого труда. Если даны два вещества или более, уравнение 
(12.27") составляют для каждого из них. Для решения более слож­
ных задач нужно воспользоваться вспомогательными формулами 
для нахождения m, q или I  и, используя уравнение закона Фара­
дея, составить формулу, в которую входили бы величины, связан­
ные с электролизом, но не входящие в основное уравнение. Ими 
могут быть, например, толщина слоя металла, выделившегося на 
катоде, скорость роста этого слоя, расход электроэнергии на еди­
ницу маСсы получаемого металла, отношение заряда иона к его 
массе. Эти формулы нет надобности запоминать, но знать о их су­
ществовании необходимо. Они будут выведены при разборе задач.

Если в задаче рассматривается выделение газа при электролизе, 
то следует иметь в виду, что масса газа входит и в формулу закона 
Фарадея, и в уравнение состояния идеального газа Менделеева — 
Клапейрона и через нее можно установить связь между всеми 
остальными величинами, входящими в эти формулы.

Пример 1. Электрическая лампочка накаливания потребляет 
ток I  — 0,2 а. Диаметр вольфрамового волоска d — 0,02 мм, тем­
пература волоска при горении лампы t =  2000 °С. Определите 
напряженность Е электрического поля в волоске. Удельное, сопро­
тивление вольфрама р0 =  0,056 · 10_6 ом · м, термический коэф­
фициент сопротивления а  =  4,6 · 10_3 град-1.
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Р е ш е н и е .  Для решения задачи нужно использовать закон 
Ома для участка цепи и формулу сопротивления. Особенность 
решения состоит в том, чтобы связать напряженность электриче­
ского поля внутри проводника с силой тока, сечением и удельным 
сопротивлением проводника.

Допустим, что по проводнику, имеющему длину / и сечение S, 
течет ток /, тогда напряжение на концах проводника U — IR.

U I
Так как Е — у  и R — р~ , то, подставляя в закон Ома 

вместо U и R их выражения, получим:

Из этой формулы, в частности, следует, что с увеличением темпера­
туры проводника при неизменной плотности тока напряженность 
поля в проводнике возрастает, поскольку с ростом температуры 
возрастает р.

Вспомогательным соотношением служит формула зависимости 
сопротивления от температуры, позволяющая определить удельное 
сопротивление р вольфрамового волоска в нагретом состоянии. 
При температуре накала/ оно равно:

Р =  Ро(1 +■»/)·

Теперь формулу для напряженности электрического поля в рас­
каленном волоске можно окончательно переписать так:

£  =  у Р о О  + ®0·

Подставляя сюда числовые значения, получим: Я 360 в/м.
Пример 2 .' Вычислите общее сопротивление цепи в схемах, 

указанных на рисунке 12.2, а, б, в, г. Сопротивление каждой сто­
роны и диагонали квадрата, а также всех ребер куба равно т.

Р е ш е н и е .  1. Рассматривая попарное соединение отдельных 
проводников в схеме, изображенной на рисунке 12.2, а, нетрудно 
установить, что два из них ab и Ьс соединены между собой после­
довательно. Кроме этой пары, в контуре больше нет двух провод­
ников, которые были бы соединены последовательно или параллельно.- 
Очень часто неправильно считают, что последовательно включе­
ны сопротивления ad и cd, не учитывая, что между ними есть токо­
подводящий провод и, следовательно, ток между проводниками мо­
жет разветвляться.

Заменив эти два сопротивления одним эквивалентным сопротив­
лением гг =  2г, мы видим, что оно оказывается включенным па­
раллельно проводнику ас. Находим общее сопротивление г2 про­
водников и г (контура abca при подключении его в точках а и с);
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Весь этот контур (сопротивление г2) соединен последовательно 
с проводником cd, и его общее сопротивление

2 , 5
Г3 =  — Г + Г = — г.

3 3 .

После замены сопротивлением г8 сопротивления участка abed 
(включая проводник ас) схема оказывается предельно упрощенной, 
так как сразу же видно, что сопротивление г3 подключено парал­
лельно к сопротивлению участка ad. Их общее сопротивление, а 
следовательно, и искомое сопротивление всей цепи получается 
равным:

5

R0 =

ί ' -Ь'

5
— — г. 

8

2. Рассмотрим теперь вторую схему (рис. 12.2,6). В ней на пер­
вый взгляд нет ни последовательных, ни параллельных соединений. 
Сопротивления г и Зг нельзя считать соединенными последователь­
но, поскольку между ними включено сопротивление 2г, сопротив­
ления г я г (или 3г и 3г) нельзя считать параллельными, тйк как 
точки b a d  замкнуты сопротивлением 2г.

Нетрудно .заметить, что в данной схеме сопротивления включе­
ны симметрично — в схеме есть продольная ось симметрии, прохо­
дящая через точки а и с. Поэтому для вычисления общего сопро­
тивления контура нужно найти точки с одинаковыми потенциалами
и, разъединив их (или соединив), свести задачу к типу преды­
дущей. Если ток подойдет к узлу а (или с), он разветвится на две
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Зг \ Зг

равные части, поскольку условия 
его прохождения по каждой вет­
ви до точки с будут идентичны. 
Потенциалы в точках b u d  будут 
одинаковые, так как падение на- 

Zr пряжения на сопротивлениях г и г

одинаково, и потенциал проводни­
ков в точке а один и тот же. Раз­
ность потенциалов между точками 
b и а равна нулю, поэтому ток 

Рис. 12.3. по сопротивлению 2г не идет, поэ­
тому, не нарушая режима работы 

цепи, эти точки можно разъединить, выбросив проводник 2л
После такого упрощения схемы проводники г и Зг оказываются 

соединенными последовательно, верхняя и нижняя ветви — па­
раллельно. Общее сопротивление всей цепи равно:

= 2г.

Следует обратить внимание на то, что точки b a d  можно разъ­
единить, выбрасывая включенный между ними проводник, только 
в тех случаях, когда схема симметрична. Если, например, в одной 
из ветвей поменять местами сопротивления г и Зг, то разность 
потенциалов между точками b и d не будет равна нулю; по провод­
нику 2г пойдет ток, и указанным методом расчета воспользоваться 
будет нельзя.

Схему рисунка 12.2, б часто изображают в том виде, как указа­
но на рисунке 12.3. Разумеется, общее сопротивление цепи остается 
при этом неизменным.

3. В шестиугольнике с перемычками (рис. 12.2, в) точки входа 
и выхода тока и проволочные сопротивления расположены сим­
метрично оси ас — в схеме имеется поперечная ось симметрии, 
поэтому точки а, b а с имеют одинаковый потенциал и их можно 
соединить в одну, выбросив проводники ab и Ьс, по которым ток 
не идет. После этого схема упрощается, и ее сопротивление легко 
вычислить как комбинацию последовательно и параллельно со­
единенных проводников. Как видно из чертежа, это сопротивление, 
а следовательно, и сопротивление исходного контура равно:

'(І+І
я . - --- j —

4. Перейдем теперь к определению сопротивления каркаса ку­
ба, составленного из проволочек с одинаковым сопротивлением г 
(рис. 12.2, г).

Если подвести напряжение к точкам Л и β, то легко сообразить, 
что ток в них разветвится на три равные части, поскольку условия 
его прохождения по каждой ветви из точки А ъ В идентичны. На
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сопротивлениях Аа падение напряжения будет одинаковым, в трех 
вершинах куба а потенциалы будут равны φα.

Токи, идущие по проводникам Аа, в свою очередь разветвятся 
на равные части в вершинах куба и пойдут по проводникам ab. 
В точках b они сливаются и идут через сопротивления ЬВ к узлу В. 
Так как проводники ab и токи в них одинаковы, то падение напря­
жения на них будет одним и тем же и потенциалы в вершинах куба 
b будут равны qv

Поскольку потенциалы во всех трех точках а, точно так же как 
и в точках Ь, одинаковы, эти точки можно соединить, вытянув 
каркас куба вдоль диагонали АВ. В результате получится простая 
эквивалентная схема, представляющая комбинацию последователь­
но и параллельно соединенных сопротивлений. Сопротивление 
участка Аа равно r/З, участка ab — г/6, участка ЬВ — r/З. Все 
три участка соединены между собой последовательно, и их общее 
сопротивление, а следовательно, и сопротивление каркаса куба 
будет равно:

* · - Τ  + Τ  + ί - ! ' ·

5. В схеме, представленной на рисунке 12.2, д, нет ни после­
довательно, ни параллельно соединенных проводников, нет в ней 
также и точек с равными потенциалами, поскольку она несиммет­
рична. Для нахождения полного сопротивления цепи здесь нужно 
использовать общий метод расчета.

Допустим, что к узлу а подходит ток /0 и разветвляется в нем 
на токи / х и / 2, т. е.

/о =  h  + h . (1)

Предположим, что в точке b ток / i разветвляется на токи І з и /4:

/ 1 - / .  + V '  (2)

В точке d токи / 2 и / 3 сливаются в один ток /5, который, дойдя 
до точки с, сливается с током /4 в ток /0, т. е.

15 =  12 + Із, (3)
Λ> — h  + /5- (4)

Данная схема содержит 4 узла (точки а, Ь, с и d), и мы получили
4 уравнения токов. В этих уравнениях имеется 6 неизвестных ве­
личин — все токи, введенные в решение.

Составление второй группы уравнений основано на том, что 
работа электрических сил по перемещению заряда из точки а в точ­
ку с не зависит от формы пути (по контуру abc, adc, abde или adbc).
Если через R0 обозначить общее сопротивление цепи, то согласно 
сказанному должно быть:

для контура abc:

/оЯо =  h r + ЛЗг, (5)
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для контура adc:

/оЯо =  /гЗг +  i / ,
для' контура abde:

(6)

/оЯо — h r  + / 32л + / / ,  (7)

так как падение напряжения на каждом сопротивлении численно 
равно работе по перемещению единичного заряда по этому сопро­
тивлению и работы складывают алгебраически.

Составленных уравнений достаточно для определения сопро­
тивления R0, однако можно составить еще одно уравнение — для 
перемещения заряда по контуру adbc:

I0R0 ~ 1 гЗг — I э2г -f- Ifir. (8)

В уравнениях (1) — (8) неизвестными являются все токи (их 
шесть) и общее сопротивление контура.

Решая относительно R0 семь любых уравнений из восьми со­
ставленных, получим:

Пример 3. При подключении к гальванометру шунта сопро­
тивлением Rx — 100 ом стрелка гальванометра отклоняется на 
всю шкалу при токе во внешней цепи / х =  3 а. При подключении 
к гальванометру добавочного сопротивления R z =  300 ом шкала ' 
прибора становится в четыре раза грубее, чем без добавочного 
сопротивления и шунта. Какой шунт надо взять, чтобы стрелка 
отклонялась на всю шкалу при токе во внешней цепи, равном / 2=
=  7,5 а?

Р е ш е н и е .  В задаче рассматривают три случая подключения 
к гальванометру разных сопротивлений: дважды в качестве шунта 
и один раз как добавочного сопротивления.

При включении шунта с сопротивлением Rx стрелка отклоня­
ется на всю шкалу при токе в неразветвленной части цепи Ι χ . По
гальванометру в этом случае проходит допустимый для него ток 
/г. Обозначим внутреннее сопротивление гальванометра Rr, тогда

Я г = - 7 ^ 7 - . (1)
*1 — h

При . включении последовательно гальванометру только доба­
вочного сопротивления шкала прибора становится в п раз грубее. 
Ток в гальванометре, а стало быть, и падение напряжения на нем 
уменьшаются в п раз, и, следовательно, добавочное сопротивление 
должно удовлетворять условию:

R 2 =  (η _  \)Rt. (2)

Чтобы стрелка отклонялась на всю шкалу при токе в цепи / 2, 
параллельно гальванометру нужно подключить такое сопротивле­
ние R 3, чтобы через гальванометр проходил максимально допу­
стимый ток /г, т. е.
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Яз =
Яг/Г (3)

/*■— /г

Находя из уравнений (2) и (1) RT и /г 
и подставляя их в формулу (3), с уче- и0 
том числовых значений получим:

IjRjRj_______
1

Ra
liRi Н* к (Ra — Ri) ■+■ V* ■ 

Ra =  25 ом.

■ l x) nRi'

Рис. 12.4.

Пример 4. В двухпроводной линии 
электропередачи, на одном конце ко­
торой находится источник постоянного 
напряжения, а к другому подключен 
потребитель с сопротивлением R, повре­
дилась изоляция. Вследствие повреж­
дения ток через источник возрос в два раза, а ток через нагруз­
ку упал в 8 раз. На каком расстоянии х от источника произошло 
повреждение изоляции, если сопротивление единицы длины прово­
да равно р, а длина линии L? Чему равно сопротивление Ru изо­
ляции в месте повреждения линии?

Р е ш е н и е .  Сделаем схематический чертеж (рис. 12.4) элек­
трической цепи до и после повреждения изоляции. В случае нару­
шения изоляции проводников на расстоянии х от источника в ме­
сте повреждения начнется утечка тока из одного провода в другой. 
Режим работы цепи будет таким, как если бы в месте повреждения 
провода оказались соединенными между собой сопротивлением 
7?и. Это сопротивление, как видно из чертежа, оказывается вклю­
ченным параллельно участку aRb. В результате сопротивление 
участка (вместе с Ra) и всей цепи уменьшится, сила тока в нераз­
ветвленной части цепи возрастет.

Если до нарушения изоляции в цепи шел ток /0, а после нару­
шения на участках, отмеченных на чертеже, идут токи Ιχ, 1г и / 8, 
то

/l =  / * + / . .
Чтобы упростить дальнейшие расчеты, эти токн сразу же вы­

разим через ток /0, используя условия задачи. Легко заметить, 
что ток в источнике, а следовательно, и в линии до точки поврежде­
ния равен Ιχ =  2/0, ток. через нагрузку / 3 =  /0./8, поэтому ток 
через изоляцию

/ _  /   /  —  1 5  /
і2 — М *3-- ^  , 0·

Допустим, что потребитель находится на расстоянии L от ис­
точника и сопротивление одного провода всей линии равно R0. 
Предположим, что сопротивление провода от источника до точки а 
равно Rx, от а до потребителя — R z и напряжение на клеммах 
источника равно U0,
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Тогда согласно закону Ома для неповрежденной линии:

- U0 =  I02R0 + I0R, (1)

поскольку общее сопротивление подводящих проводов равно 2R0.
Для поврежденной линии:

U0 =  Ιχ2&χ + I  aRab, (2)

где произведение 13Rab есть падение напряжения на участке aRb 
(без сопротивления . .изоляции); Rab — сопротивление этого уча­
стка. Как видно из чертежа,

Rab =  2(R0 -  R J  + R. (3)

Для составления уравнения, в которое входило бы искомое 
сопротивление изоляции, надо рассмотреть отдельно участки aRb 
и aRnb. Эти участки соединены между собой параллельно, на­
пряжение на них одинаково, поэтому

hR« =  Із 12(R0 -  Ri) + R]. (4)

Полученные уравнения нужно представить в развернутом виде, 
выразив входящие в них сопротивления через длину линии L, 
расстояние до места повреждения х и сопротивление р единицы 
длины провода. Нетрудно заметить, что

R0 =  Хр; Rx =  хр. (5)

Из уравнений (1) — (5), с учетом выражений для токов /1( / 2 и / 3 
через /о, находим расстояние х от источника тока до места повреж­
дения изоляции и ее сопротивление Rn:

x~UL+i)R- ^ 2Li,+R)·
Пример 5. Плоский конденсатор с пластинами размером

16 X 16 см и расстоянием между ними d =  4 мм присоединен к 
полюсам батареи с э.д.с. 8 == 250 в. В пространство между пласти­
нами с постоянной скоростью v =  3 мм/сек вдвигают стеклянную 
пластинку толщиной 4 мм. Какой ток пойдет по цепи? Диэлектри­
ческая проницаемость стекла в =  7.

Р е ш е н и е .  Если увеличивать или уменьшать электроемкость 
конденсатора, подключенного к источнику постоянного напряже­
ния, то заряд на конденсаторе будет возрастать или уменьшаться, 
переходя из источника на обкладки конденсатора или стекая с них 
в источник. И в том и в другом случае по соединительным Прово­
дам идет ток. Среднюю силу тока можно найти, зная величину на­
чального <7Х и конечного q2 зарядов на конденсаторе и время t, 
в течение которого произошло изменение заряда:

Ι- ίΛ ψ ι .  (1)

Причины изменения электроемкости могут быть разными: внесе­
ние или удаление диэлектрика между· обкладками конденсатора,

284

сближение или раздвижение пластин, изменение величины пере­
крывающейся площади пластин. Во всех этих случаях принципи­
альное решение задачи одинаковое: оно основано на использова­
нии формулы (1).

До внесения' стеклянной пластинки в плоский конденсатор его 
электроемкость Сг была равна:

С і = Є-Т =  !Г> (2)
d a

где I — длина; Iй — площадь обкладки конденсатора (поскольку 
она квадратна). Так как конденсатор подключен к источнику с 
электродвижущей силой S, на конденсаторе находится заряд

ql =  Cj# = (3)

При внесении стеклянной пластинки с диэлектрической прони­
цаемостью ε емкость конденсатора увеличивается и становится 
равной -

С ,=  ^ 4 а, (2')

так как по условию задачи диэлектрик заполняет все пространство 
между пластинами. Заряд на конденсаторе при этом окажется 
равным

(3')

Электрический ток в цепи проходит только в процессе изменения 
заряда конденсатора, вызванного движением стеклянной пластин­
ки, поэтому время этого изменения можно найти, зная скорость о 
движения пластинки и расстояние, которое она проходит, пере­
крывая пластины. Это расстояние равно высоте пластины и, следо­
вательно,

(4)

Решая уравнения (1), (3), (3)' и (4) относительно I и подставляя 
числовые значения, получим:

/ =  Mg — 1 )М_ / ~  і 6 . 10-9а.

d Я с
Пример 6. Найдите заряд на конден­

саторе в схеме, изображенной на рисун­
ке 12.5. (Rx =  R; R2 =  2R; Rs =  3R;
/?4 =  4β).

Р е ш е н и е .  Рассчитывая схемы, 
содержащие воздушный конденсатор, 
включенный в цепь постоянного нап­
ряжения, необходимо обратить вни­
мание на то, что постоянный ток через

г!» tfQ * '  4 ,
Rj__ J

// 1 υο

Рис. 12.5.
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конденсатор не проходит и в ветви, где он включен, тока нет. В пред­
ложенной схеме ток /„, идущий от источника с напряжением U0, 
протечет через сопротивление R и разветвится в точке В на токи 
/х и / 2, не заходя' в ветвь аСс.

Чтобы определить заряд на конденсаторе, нужно найти разность 
потенциалов на его обкладках. Она, как видно из чертежа, равна 
разности потенциалов Uас между точками а и с, равной в свою 
очередь сумме падений напряжений Ux и ί/2 на сопротивлениях R 
и 2R. К нахождению Uас фактически и сводится вся задача. 

Заряд на конденсаторе равен:

Я =  CUac, (1)

где

Vac =  Vl + U 2.

Эту сумму можно найти, используя правила расчета последова­
тельной и параллельной цепи. Как видно из чертежа,

Uо — -f Uz -f- U & (2)

где U3 — падение напряжения на сопротивлении 3R.
Поскольку необходимо вычислить сумму 0 г 4- U2 при задан­

ном значении U0, дальнейшие расчеты сводятся к отысканию па­
дения напряжения U 3 на участке cd.

Применим закон Ома ко всей цепи:

/ о = — ^ ----------------------=  - ^°. (3)
(2#  +  3#)4Κ  29R w

+ 2R +  3R +  4R 

Для параллельных ветвей bed и b 4Rd можно записать:

U2 + Us =  i/4; /0 =  I t + / 2,

где

Uг =  I£R\ Uз =  / х3/?; ί/4 =  I 24R.

Исключив из этих уравнений токи 1Х и / 2, введенные в решение 
для составления вспомогательных связей* получим одно уравнение

U =  - 3R ■ 4Я =  L k  (4)
3 2R -f 3R +  4R 3 R к '

позволяющее вместе с уравнениями (1)—(3) определить заряд на
конденсаторе. ^

Исключая из уравнений (3) и (4) силу тока, находим:

и3 =  - и 0.
3 29 0

Согласно уравнению (2) напряжение на конденсаторе равно:

'  ■ ' „  . т, , ,  „  1 7 ,,

Подставляя это выражение в исходную формулу, получим:

q =  -  U0C.
29 0

Пример 7. Плоский конденсатор емкостью С заполнен проводя­
щим диэлектриком с проницаемостью ε и удельным сопротивлением р. 
Расстояние между пластинами равно d. Через сопротивление R 
конденсатор подключен к источнику постоянного тока с э.д.с. 
S и внутренним сопротивлением?/. Определите напряженность 
электрического поля в диэлектрике.

Р е ш е н и е .  Материалы, которые являются обычно диэлект­
риками, в той или иной степени обладают электропроводностью. 
Если к источнику постоянного тока подключить конденсатор, за­
полненный проводящим диэлектриком, в цепи пойдет электриче­
ский ток (ток утечки). Между пластинами конденсатора будет су­
ществовать электрическое поле, напряженность которого Е можно 
определить, зная напряжение Ua на обкладках конденсатора и 
расстояние между ними. Так как конденсатор является проводни­
ком, то это напряжение не равно э.д.с. подключенного источника: 
чтобы его найти, нужно знать сопротивление конденсатора..

Если плоский конденсатор с площадью обкладок S и расстоя­
нием между ними d заполнен проводящим диэлектриком с прони­
цаемостью ε и удельным сопротивлением р, то емкость и сопротив­
ление конденсатора равны соответственно:

c - v f

Эти формулы можно объединить в одну, исключив из них отноше- 

S

ние т

Rc =  ~ .  0)

Зная сопротивление конденсатора, можно найти напряжение 
Uc на конденсаторе при подключении его через сопротивление R 
к аккумулятору. Если R включить во внутреннее сопротивление 
источника, то напряжение на конденсаторе можно рассматривать 
как напряжение на зажимах источника с внутренним сопротивле­
нием R + г и согласно формуле (12.13) записать:

SRn
U - ----- 2-— . (2)

0 Rc + R + r

Электрическое поле в конденсаторе считается однородным, 
поэтому

£ =  — . (3)
d. v'
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Решая уравнения (1) — (3) относительно напряженности поля, 

находим:
е„

IW  -t (К+ 0 cl d 
Пример 8. Амперметр и вольтметр, подключенные к аккуму­

лятору последовательно, показывают соответственно 1Х =  0,1 а 
и Uх =  10б. Соединенные параллельно и подключенные к тому же 
источнику, они показывают соответственно / 2 =  1а и Uz =  \в. 
Определите ток короткого замыкания.

Р е ш е н и е .  В задаче рассматривают два режима работы ак­
кумулятора. Первый, когда он замкнут двумя приборами, соеди­
ненными последовательно, при втором режиме приборы соединены 
параллельно. Зная показания приборов, нужно определить э.д.с. 
8 и внутреннее сопротивление г источника, после чего, разделив 
одно на другое, найти ток короткого замыкания.

Предположим, что амперметр и вольтметр обладают внутрен­
ним сопротивлением Ra и Rv, тогда при их последовательном соеди­
нении с аккумулятором все величины, характеризующие цепь и 
режим ее работы, будут связаны между собой формулой закона 
Ома для полной цепи:

/1 = ---- 1---- . (1)
r a + r v +  '

Кроме того, поскольку приборы включены последовательно и ток 
через вольтметр равен току через амперметр, их показания будут 
связаны формулой закона Ома для участка цепи:

h -Щ -. (2)
v

При параллельном соединении приборов показание вольтметра 
равно напряжению на зажимах источника, поэтому согласно фор­
муле (12.13)

и,

RARV і —  —
'R a +  R v 

R aR v 

*a +  R v

С другой стороны, учитывая, что напряжение на амперметре 
равно напряжению на вольтметре, по закону Ома для участка цепи
имеем:

U.

Ток короткого замыкания

(4)
R.

7 ,3  =  - f· (б)
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Уравнения (1) — (5) содержат пять неизвестных величин: со­
противления Приборов, 8, Г И / к.з.

Провести вычисления до конца в общем виде в данной ’задаче 
нецелесообразно, так как ответ получится очень громоздким. По­
этому, прежде чем начинать алгебраические выкладки и исключать 
из уравнений неизвестные, следует обратить внимание на то, что 
формулы (2) и (4) позволяют сразу же найти сопротивление прибо­
ров и тем самым считать их известными при решении оставшихся 
уравнений (1), (3), (5).

Подставляя в уравнения (2) и (4) числовые значения, получим: 
Rv =  100 ом] Ra =  1 ом. После этого находим:

К̂.З -

Пример 9. В конце зарядки батареи аккумуляторов током 
/ 1 =  За присоединенный к ней вольтметр показывал напряжение 
и г =  4,25е. В начале разрядки батареи током / 2 =  4а тот 
же вольтметр показывал напряжение U2 =  3,9 в. Определите 
э.д.с. и внутреннее сопротивление батареи. Током, проводящим 
по вольтметру, можно пренебречь.

Р е ш е н и е .  При зарядке аккумулятора его положительный 
полюс соединяется с положительным полюсом генератора, отрица­
тельный — с отрицательным. Э.д.с. генератора больше э.д.с. ак­
кумулятора, и ток через батарею идет в сторону, противоположную 
току, который она дает при разрядке.

Если э.д.с. батареи 8, внутреннее сопротивление г и от поло­
жительного полюса к отрицательному через батарею идет заряд­
ный ток /1( то вольтметр, подключенный к зажимам батареи, пока­
зывает напряжение

иг =  S + 1хг (см. формулу 11.15). (1)

Если эта же батарея подключена после зарядки к такому со­
противлению, что при токе в цепи /2 вольтметр показывает на ее 
зажимах напряжение U2, то

U2 =  8 — / 2г. (2)

В отличие от предыдущего случая здесь источник расходует 
свою энергию, ток идет в сторону э.д.с., поэтому перед / 2 стоит 
знак «минус».

Из уравнений (1) — (2) с учетом числовых значений токов и 
напряжений находим э.д.с. и внутреннее сопротивление батареи:

S =  L 8=4, 1в] r =  г — 0,05 0Л.
' i t '2  h + h

Пример 10. Найдите разность потенциалов между точками А 
и С и В и D в схеме, изображенной на рисунке 12.6.

10 Балаш В. А.
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Р е ш е н и е .  В задаче дано' последо- 
рательное соединение четырех аккумуля­
торов и требуется определить напряжение 
на участках, содержащих э.д.с. Решение 
задач этого типа начинают с нахождения 
общей э.д.с. контура и силы тока в нем. 
Как видно из чертежа, источник с э.д.с. 
А8 включен навстречу остальным источ­
никам, у которых суммарная э.д.с. боль­
ше 4S. Общая, или, как ее называют, дей- 

Рис· ,2·6· ствующая, э.д.с. контура в этом случае
равна:

’ 5 + 28 + 38 — AS =  28,<ί/0

и в цепи в направлении, указанном на чертеже, течет ток I:

/ = — а — . (D
3R +  Юг

Напряжение на участке, содержащем э.д.с., в общем случае 
определяется по формуле (12.15). Между точками Л и С его можно 
найти двумя путями: рассматривая или участок ABC, или участок 
ADC.

Э.д.с. участка ABC равна 8 авс — 48  — 38  — 8 ,  сопротив­
ление RAbc = R  + 7r, последовательно, напряжение на этом
участке равно:

U ас =  8 + I(R + 7г). (2)

Знак «плюс» здесь поставлен потому, что ток по участку идет не 
в том направлении, как*его давала бы э.д.с. этого участка (участок 
заряжается).

ПодставЛяя в уравнение (2) вместо I  его значение, после не­
сложных преобразований получаем:

у  8.
АС 3 R +  Юг

Это же выражение можно получить иначе. Э.д.с. участка ADC 
равна 8 ad' =  3 8 , его сопротивление R adc = 2 R  + 3г, направле­
ние тока совпадает с направлением э.д.с. участка (участок «разря­
жается»), следовательно, .

5 R +  24л

3 R +  Юг

что совпадает с предыдущим результатом.
Аналогично находим напряжение между точками В и D. Э.д.с. 

на участке'/MD и его сопротивление равны соответственно 58  и
2R  + 5г, ток по участку идет в направлении э.д.с., поэтому

UAC =  3 8 - I (2R ■+ Зг) =  8,

Г (3 г ГЛ I С \ 11/г +  40/- »

На участке BCD э.д.с. равна 38, сопротивление (R 5г), ток
по участку идет против э.д.с., следовательно,

UBD =  38 + I (R + 5 г) =  UR + - 8,
BD 3R +  I0r

что совпадает с напряжением, рассчитанным по контуру BAD.
Пример II. Генератор постоянного тока с э.д.с. 8Л =  12в и 

внутренним сопротивлением гг =  0,2 ом заряжает батарею акку­
муляторов с э.д.с. S 2 = 1 0  β и внутренним сопротивлением г2 =  
=  0,6 ом. Параллельно батарее включена лампочка с сопротивле­
нием R — 3 ом. Определите силу тока в батарее аккумуляторов и 
лампочке.

Р е ш е н и е .  В данном примере источники с разными э.д.с. 
и лампочка соединены параллельно. Расчет такой цепи может быть 
основан на том очевидном факте, что напряжение на каждом эле­
менте цепи одинаково и его можно выразить через э.д.с., сопротивле­
ния и токи участков с помощью формулы (12.15).

Учитывая, что в процессе зарядки аккумулятора его полюса 
соединяются с одноименными полюсами генератора, делаем схема­
тический чертеж (рис. 12.7) и указываем ,на нем все элементы цепи 
и их характеристики.

Расставляем токи 1Ъ / 2, / в каждой ветви. Если нет полной 
уверенности в правильности выбора, току можно приписывать такое 
направление, какое давала бы э.д.с. данной ветви. Если при этом 
окажется, что направление тока выбрано правильно, то при вы­
числении сила тока получится положительной, если нет — отрица­
тельной.

В нашем "примере направление токов очевидно, поскольку ак­
кумулятор заряжается, и уравнение токов для одного из узлов 
схемы дает:

h  =  /а + /· (1)

Если пренебречь сопротивлением подводящих проводов, то на­
пряжения на зажимах генератора UT, батареи ί/6 и лампочки U„ 
можно считать одинаковыми:

UT =  иб\ UT =  ия. *

В то же время, учитывая направление токов 
в параллельных ветвях, согласно формуле (12.15) 
будем иметь:

UT =  81 — /4г1; ил =  IR и U6 =  8г + 1гг%,

поскольку мы предположили, что ток через 
аккумулятор идет против его э.д.с.

Приравнивая попарно выражения, стоящие, 
в правой части этих уравнений, получим:

*1 — 1̂Г1 =  ё г + 1%г 2у (2) и

ёг —  /χ /ι  =  IR. (3) Рис. 12.7.
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Задачи, аналогичные данной, встречаются сравнительно часто, 
и уравнения (1) — (3) носят поэтому довольно общий характер. Из 
них можно определить любые три величины, если остальные зада­
ны. Решая эти уравнения относительно искомых токов и подстав­
ляя числовые значения, получаем:

/, -- {Sl -  R /а»  1,6 а;
ГХГ2 +  (Г1 +  fi) R

I  = ---* л + М — ; / «  3,6 а.
Г1Г2 +  (^l +  ^ R

Пример 12. Для создания тока 1Х =  8 а в цепи было взято ми­
нимальное количество одинаковых аккумуляторов, соединенных 
в смешанную батарею. Какой ток можно получить в цепи, соединив 
эти аккумуляторы последовательно? Э.д.с. одного аккумулятора 
ё г =  2 в, внутреннее сопротивление гх — 0,2 ом.

Р е ш е н и е .  Если п аккумуляторов соединить последователь­
но и замкнуть их на сопротивление R, то ток в цепи будет равен:

/ — -,.-А±— (См. формулу 12.14'). (1)
R +  nrj

Величину тока / можно найти при условии, что известно число п 
аккумуляторов в батарее. Для нахождения п в задаче дано допол­
нительное условие — при смешанном соединении этих аккумуля­
торов в том же сопротивлении R можно получить максимальный 
ток I v

Если из п одинаковых аккумуляторов с э.д.с. 8Х и внутренним 
сопротивлением гг составить т  последовательно соединенных 
групп по k элементов в каждой группе, то через сопротивление R 
будет идти наибольший ток

/.
т  rrfi

R + ~r h R + —  f\
k ■ η

в том случае, когда т 2г1 =  tiR (см. п. 5 введения к разделу).
Найдя из последнего равенства т  и подставив его выражение 

в формулу закона Ома, для максимального тока при смешанном 
соединении источников получим:

(2>

Решая уравнения (1) — (2) относительно искомого тока, получаем:

, 4/?*л , 70
/ = ------- ; / « 7 ,2 а .

i\ + 4/? 'ΐ

Пример 13. Напряжение на шинах электростанции равно U0 — 
=  10 /се, расстояние до потребителя / =  500 км. Станция должна 
передать потребителю мощность Р =  100 кет. Потери напряжения
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в проводах не должны превышать
г=4% . Вычислите массу медных про- г----- Г”_г~----- ί
водов на участке электростанция— у0 1 Rn. \и„
потребитель. Плотность и удель- f  _______  ________
ное сопротивление меди равны со­
ответственно D =8,9· 103 кгім* и р =  Cl 12-8,
=  1,7·· 10~8 ом · м. Какой должна
быть масса проводов, если напряжение увеличить в два раза?

Р е ш е н и е .  Массу провода т { можно определить, зная ма­
териал провода, его сопротивление R и длину I линии. Действитель­
но, если плотность материала провода равна D, удельное сопротив­
ление р, то

mi — D ‘ 2IS и R =  р— ,
S

так как длина провода вдвое больше расстояния /. Исключив из 
этих формул площадь S сечения, получим:

Wpp .. .

=  ——. (1) 
R ■

В задаче все величины, входящие в равенство (1), кроме R, из­
вестны, поэтому дальнейшее решение сводится к нахождению со­
противления проводов.

Делаем чертеж (рис. 12.8), на котором отмечаем: сопротивление 
./^потребителя, сопротивления R,t проводов линии электропере­
дачи, напряжения на этих сопротивлениях Un и і/л, а также на­
пряжение U0 на шинах электростанции. Поскольку оба сопротивле­
ния соединены между собой последовательно, то

и0 =  ип + ил. (2)

Используя закон Ома для участка цепи и условие, что потери 
напряжения не должны превышать г%, для проводов можно за­
писать:

£/л =  /Ял и ил =  —  ί/0. * (3)
100% 0 ν

Для потребителя вспомогательным уравнением является форму­
ла мощности

P =  IUB.. (4)
Найдя R из уравнений (2) — (4) и подставив его выражение в (1) 

с учетом числовых значений, будем иметь:

4Р-?--Р— т х «  3,94 . 10е кг.т х =

1 _ - ^ _  \и\ 
100%/ 0

Из полученного выражения видно, что при увеличении напря­
жения в 2 раза массу проводов линии передачи можно уменьшить 
в 4 раза и, следовательно,

т г =  — =  9,85 · 106 кг.
4
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Пример 14. Электроплитка, рассчитанная на напряжение U0, 
при включении в сеть с этим напряжением потребляет мощность 
P t =  250 кет. Какую мощность будут потреблять две такие плит­
ки, включенные в сеть последовательно и параллельно, если но­
минальная мощность плитки Р0 =  300 вт? Изменением сопротив­
ления плиток вследствие, нагревания пренебречь.

Р е ш е н и е .  Если электроплитку, рассчитанную на напряже­
ние U0, включить в сеть с таким напряжением, то часть напряже­
ния источника падает на внутреннем сопротивлении источника и 
подводящих "проводах. Напряжение на самой плитке окажется 
меньше расчетного, и потребляемая ею мощность Р х будет меньше 
номинальной: Р х <  Р0.

При включении в сеть двух плиток, соединенных последователь­
но или параллельно, суммарная мощность, потребляемая плитка- 

•ми, будет различной. В обоих случаях она не равна 2Ри поскольку 
из-за изменения внешнего сопротивления меняется напряжение, 
подводимое непосредственно к плиткам. Чтобы найти мощность, 
потребляемую двумя плитками при разных способах включения, 
нужно рассмотреть режимы работы цепи при различных нагруз­
ках.

Если сопротивление подводящих проводов отнести к внутрен­
нему сопротивлению источника и рассматривать две плитки, соеди­
ненные последовательно, как сопротивление 2R, подключенное к 
зажимам источника, то согласно последней формуле (12.20) потре­
бляемая ими мощность равна:

р  (1)
пс (2R +  г)2 ’

где г — сопротивление подводящих проводов и источника тока.

При параллельном соединении плиток их общее сопротивление 

становится равным R I2, и выделяемая в них суммарная мощность 

равна:

'fi.'0

(R + 2 rf

Как видно из уравнений (1)—(2), для нахождения Рпс и Рпр не­

обходимо знать сопротивление плитки и сопротивление остальной 

цепи. Эти сопротивления можно определить, зная номинальную 

Р0 и фактически потребляемую мощность Рг при включении одной 

плитки.

Если бы на плитку было подано расчетное напряжение (/„, 

она потребляла бы номинальную мощность

p° =  -j-· И
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Если же напряжение U0 подается на сопротивление R + г, 
то на сопротивлении плитки будет выделяться мощность

Р =  , (4)
1 (R +  r f

Исключая из уравнений (1) — (4) сопротивления и подставляя 
числовые значения Р г и Р0, находим:

2Р2аРг

(р, + VPj\f
Рпс =  — — 7^ = 5-; РпСда 136 em;

2 р2р
Рпр =  у--- °7̂ ; Р„р«  420 вт.

пр {2Р0- У Р аР1)2 пр

Пример 15. Электропечь должна за время τ =  10 мин выпари­
вать воду массой т  =  1 кг, взятой, лри температуре tt — 20 °С. 
Какой должна быть длина нихромовой проволоки сечением S =  
=  0,5 мм2, используемой в качестве нагревателя, если печь пред­
назначена для напряжения U — 120 в и ее к.п.д. равен η =  80%. 
Удельное сопротивление нихрома р =  1,1 · 10~6 ом ■ м, удельные 
Темплоемкость и теплота кипения воды равны соответственно
с =  4,2 кдж/(кг · град) и г =  2,26 · 10® кдж/кг.

Р е ш е н и е .  Из условия задачи следует, что для расчета теп­
лового действия тока в данном примере удобно применить формулу 
(12.23). Если спираль электропечи имеет сопротивление R и вклю­
чается в сеть с напряжением U, то за время τ к воде подводится 
энергия, равная

Q =  n 1j - r .  (1)

Чтобы нагреть воду массой т  от температуры до температуры 
ίζ — 100 °С и затем обратить ее в пар, необходимо затратить коли­
чество теплоты

Q =  cm (t2 — ίχ) + rm. (2)

При изготовлении нагревателя сопротивлением R из проволоки 
сечением S длина ее / должна быть такой, чтобы

R =  p i ·  (3)

Подставляя в исходные уравнения вместо Q и R их выражения 
(2) и (3), получим:

m[c(t2 — Q  4-rJ =  η — -.
pf

Выразив отсюда длину проволоки и подставив числовые значения, 
получим:

I = — — ^  —--- ; /» 1 ,2  м.
рт{с{к — *0 + г1



Пример 16« В сеть, состоящую из медного провода сечением
S =  5 мм2·, надо включить свинцовый предохранитель. Какое сече­
ние должен иметь предохранитель, чтобы при нагревании сети 
более чем на Atx =  10 градусов он расплавился? Начальная тем­
пература свинца t =  27 °С, температура плавления свинца tm =  
=  327 °С.

Р е ш е н и е .  Плавкие предохранители включают в сеть по­
следовательно, и ток в них идет такой же, как и в проводах сети. 
Размеры предохранителя можно подобрать так, что он будет пере­
горать, как только температура проводов превысит допустимую.

Основным расчетным соотношением, позволяющим вычислить 
сечение предохранителя, служит уравнение закона Джоуля— 
Ленца. В данной задаче им нужно воспользоваться дважды: при­
менить уравнение к медному проводу и свинцовому предохрани­
телю. Поскольку в проводнике и предохранителе сила тока одна 
и та же, для расчета теплового действия тока удобнее взять фор­
мулу (12.24).

Допустим, что по проводам идет ток /, сопротивление медной 
проволоки і?! и за время τ она нагревается на Atx град, тогда на 
нагревание проводов будет израсходована электрическая энергия

Qo-гд =  ’
Внутренняя энергия проводов возрастет при этом на величину

Qno-іуч ΟχΠΙχΑΙχ,

где сх — удельная теплоемкость меди; т х-- масса проводов. Так
как Qo-гд Qno.iy'ii ТО

c1m1At1 =  PRjT. (1)

Обозначим плотность меди D lt удельное сопротивление рх, длину 
провода Ιχ и сечение S lt тогда масса провода и его сопротивление 
будут равны соответственно:

Щ  — D iS J i ,  R i  — P i
ώι

Подставляя эти выражения в формулу закона Джоуля—Ленца, 
после сокращения на /х получим:

Φ Α Α ί ^ Ρ ψ .  (Г)
ύ1

Рассмотрим теперь предохранитель, обладающий массой т 2 
и сопротивлением R 2. По нему идет такой же ток I, и за то же вре­
мя τ в нем выделится количество теплоты

Qots =  / 2Я 2Т,

которое идет на нагревание и плавление предохранителя:

Фполуч czm2Aiz -j- Xtn2.
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Здесь с2 и λ — удельная теплоемкость и удельная теплота плав­
ления свинца: At2 =  tan — t — разность конечной и начальной 
температур свинца. Так как фотд =  <2Получ> то

т 2 (c2At2 + λ) =  P R 2t. (2)

Обозначим плотность свинца D 2, удельное сопротивление р2, 
длину предохранителя 12 и сечение S2, тогда масса и сопротивление 
предохранителя равны соответственно:

ІЇІ2 ~  =  Рг ~ζ~·
о2

Подставив эти выражения в уравнение (2), получим:

D2S2(Ĉ a + ty =  /2- ^ . (2')
о2

Разделив уравнение (2') на (Г), после несложных преобразова­
ний и подстановки числовых значений, взятых из условия задачи 
и таблиц, найдем:

л/ . JViP»A*i 5 =  3 9 . ю-β М2 =  3 9 мм2_
1 V DaPl(Ĉ 2 + X)’

Пример 17« При включении электромотора в сеть с напряже­
нием V =  120 б напряжение на клеммах распределительного щита
падает на г =  20%. Сопротивление подводящих проводов вместе 
с сопротивлением генератора составляет R ■= 14 ом. Какую по­
лезную мощность развивает электромотор, если его к.п.д. η =*» 0,65.

Р е ш е н  и е. При работе электромотора, включенного в сеть 
постоянного тока, электрическая энергия превращается в механи­
ческую и внутреннюю энергию. С внутренней энергией связано на­
гревание проводников, составляющих электрическую цепь, с меха­
нической — вращение якоря электромотора.

Основное уравнение, характеризующее процесс перераспреде­
ления энергии, — уравнение закона сохранения и превращения 
энергии (12.24), отнесенное к единице времени.

Предположим, что мотор подключен непосредственно к распре­
делительному щиту и сопротивление подводящих проводов в сум­
ме с сопротивлением его обмотки ничтожно мало по сравнению с 
сопротивлением R остальной линии. Если при включенном моторе 
по цепи идет ток /, то согласно закону сохранения энергии за счет 
мощности IU, развиваемой источником, происходит нагревание 
проводов (PR) и создается механическая мощность (WMex):

IU =  PR  + Nmyi. (1)

За счет механической мощности преодолевается трение и со­
вершается полезная работа. Если к.п.д. электромотора η, то полез­
ная мощность равна:

Νπ =  т ^мех. (2)
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По условию задачи напряжение на клеммах распределительного 
щита падает при включении мотора на г%. Если рассматривать 
эти клеммы как зажимы источника, а всю проводку как его внут­
реннее сопротивление, то можно записать, что

U3=-— U, (3)
100%

U3 — U — IR . (4)

Из уравнений (3) и (4) найдем силу тока I  в цепи и, подставив 
ее с учетом выражения (2) в формулу (1), после несложных преобра­
зований и вычислений получим:

Ν  τμ (100% — г) £/« ^  n Q

(100% f R

Пример 18« При серебрении пластинки через раствор азотно­
кислого серебра проходит ток плотностью / == 0,2 а/см2. С какой
средней скоростью растет толщина серебряного покрытия пластин­
ки? Атомная масса, валентность и плотность серебра равны соот­
ветственно А =  108, п =  1, р =  10,5 · 103 кг/ж3.

Р е ш е н и е .  При прохождении электрического тока через 
раствор азотнокислого серебра за время t на катоде откладывается 
масса серебра, равная

m =  —— It, 
nF

где Р — число Фарадея; I  — сила тока в растворе.
Если слой серебра плотностью р осаждается равномерно по 

всей поверхности пластинки площадью S и толщина слоя h, то 
масса выделившегося серебра равна:

m =  pSh.

С учетом этого формулу закона Фарадея можно переписать так:

p S h = — It,
nF

откуда

h A f А .р  —  -- --------------или ро = -------- і,
t nF S v nP J

h
где — =  v— скорость роста толщины покрытия; / — плотность

тока в растворе электролита. Последняя формула является основ­
ным расчетным соотношением в данной задаче. Для средней ско­
рости v получаем:

ЛІ
v =

nF р
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откуда после подстановки числовых значений;

v =  2,5 · 10-7 м/сек =  0,25 мкм/сек.

Пример 19« Сколько электроэнергии нужно затратить для по­
лучения из подкисленной воды водорода, имеющего при температу­
ре Т — 300 °К и давлении р =  106 н/м2 объем V =  2,5 · 10~8 м3, 
если электролиз ведется при напряжении U =  5 в, а к.п.д. уста­
новки равен η =  0,75.

Р е ш е н и е .  Согласно закону Фарадея масса m водорода, вы­
делившегося при электролизе подкисленной воды при к.п.д. уста­
новки η, равна:

m =  цкіі,

где k =  1,0· 10-8 кг/к— электрохимический эквивалент водорода.
Если при электролизе к электродам приложена разность по­

тенциалов U и их поляризацией можно пренебречь (э.д.с. по­
ляризации очень мала), то для получения данного количества 
газа необходимо затратить электроэнергию, равную

W = iut.
Учитывая это, формулу закона Фарадея можно представить в 

виде:

m =  r\k— . (1)

Массу водорода, полученного при электролизе, можно выразить 
из уравнения Менделеева — Клапейрона через параметры состоя­
ния газа:

pV — —  RT. (2)
μ

Исключая из уравнений (1)— (2). массу и подставляя числовые 
значения, находим:

W =  '2 ^- ; W да 134 кдж. 
η kRT

Задачи к главе 12

12.1« Ток в проводнике в течение времени t равномерно воз­
растает от 0 До /1( затем в течение такого же промежутка времени 
остается постоянным и затем равномерно уменьшается до нуля за 
время t. Какой заряд прошел через проводник за время 3t l .

12.2. В электростатическом генераторе Ван-де-Граафа проре­
зиненная лента шириной 0,30 м движется со скоростью 20 м/сек. 
Около нижнего шкива ленте сообщается поверхностный заряд та­
кой величины, что по обеим сторонам ленты образуется электриче­
ское поле с напряженностью 1200 кв/м. Чему равен ток, обуслов­
ленный механическим перемещением заряда?
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12.3. Катушка диаметром 0,20 м намотана медным проводом 
сечением 2 мм2. Катушка вращается вокруг своей оси с угловой 
скоростью 62,8 се/с-1 и затем резко останавливается. Какой заряд 
пройдет при этом по проводу, если концы его будут замкнуты?

12.4. По медному проводу сечением S =  1 мм} течет ток / =  
=  10 ма. Найдите среднюю скорость упорядоченного движения 
электронов, полагая, что на каждый атом меди приходится один 
электрон проводимости.

12.5. К источнику постоянного напряжения через сопротивле­
ние R подключен конденсатор емкостью С с расстоянием между 
пластинами d  Воздух в пространстве между пластинами конден­
сатора ионизируется рентгеновскими лучами, вследствие чего в 
цепи идет ток и падение напряжения на сопротивлении R оказыва­
ется равным U. Полагая, что заряд иона равен заряду электрона, 
определите, сколько пар ионов образуется за 1 сек в 1 см3 воздуха.

12.6. Через двухэлектродную лампу с плоскими электродами 
идет ток / при напряжении на лампе U. С какой силой действуют 
на анод ударяющие в него электроны? Отношение заряда электрона 
к его массе γ считать известным, начальной скоростью электронов 
пренебречь.

12.7. Две проволоки — медная и алюминиевая — имеют оди­
наковую массу. Длина медной проволоки в 10 раз больше длины 
алюминиевой. Во сколько раз отличаются их сопротивления? 
Плотность меди в 3,3 раза больше плотности алюминия, удельное 
сопротивление в 1,65 раза меньше.

12.8. Угольный стержень соединен последовательно с желез­
ным стержнем такого же сечения. При каком соотношении длин со­
противление этой системы не зависит от температуры? Температур­
ные коэффициенты сопротивления угля и железа равны соответст­
венно 8 · 10-4 и 6 · 10-3 град_1, их удельные сопротивления 4 · 10-3 
и 1,2 · 10-5 ом ■ см.

12.9. При 0 °С один проводник имеет сопротивление, в п раз боль­

шее другого. Температурные коэффициенты сопротивления проводни­
ков равны «j и а 2. Чему будут равны температурные коэффициенты 
сопротивления проводника, составленного из первых двух: а) 
при их последовательном соединении; б) параллельном соединении?

12.10. Разность потенциалов на концах проволоки длиной 5 м 
равна 4,2 в. Определите плотность тока в проволоке при темпера­
туре 120 °С.

12.11.: Определите удельное сопротивление металла, если из­
вестно, что в каждом кубическом сантиметре металла находится п 
свободных электронов, а время межДу двумя последовательными 
соударениями электрона с ионами решетки равно τ. Заряд электро­
на е и его масса m считаются известными, соударения электронов 
неупругие.

12.12. Пространство между пластинами плоского конденсатора 
заполнено средой с диэлектрической проницаемостью ε и удель­
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d/Tным сопротивлением р. Чему равно сопротивление п 
таких конденсаторов, соединенных параллельно, 
если емкость одного конденсатора равна С?

12.13.- В стеклянной трубке, размеры которой 
указаны на рисунке 12.9, находится ртуть. В труб­
ку вставляют меДный стержень такой длины, что при 
полном погружении стержня его конец совпадает с 
уровнем ртути в трубке. Во сколько раз изменится 
сопротивление системы, если стержень вынуть из 
ртути и расположить так, чтобы он касался ее по­
верхности? Напряжение на систему подается в точ­
ках, лежащих на верхнем конце стержня и нижнем 
уровне ртути.

12.14. Проволока имеет сопротивление 36 ом.
Когда ее разрезали на несколько равных частей и соединили эти 

части параллельно, то получилось сопротивление 1 ом. На сколь­
ко частей разрезали проволоку?

12.15. Вычислите сопротивление контуров, представленных на 
рисунке 12.10, а, б, в.

12.16. Как изменится сопротивление контура, изображенного 
на рисунке 12.11, если между точками а и Ь подключить сопротив­
ление г?

12.17. Контур составлен из сопротивлений так, как показано 
на рисунке 12.12. Чему будет равно его сопротивление, если источ­
ник напряжения подключить к точкам А и В, С и D, Е и F?

Рис. 12.9.

Зг гг

п-*~оо
А

рис. 12.10.
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Рис. 12.11.

12.18. Из проволоки, сопротивле­
ние которой равно 4,14 ом, сделали 
два кольца с перемычками (рис. 12. 
13). Определите сопротивление кон­
тура.

12.19. N точек соединены попар­
но сопротивлением R. Чему равно 
общее сопротивление такой схемы?

12.20. Найдите общее сопротивле­
ние контуров (рис. 12.14, а, б, в, г), 
составленных из одинаковых сопротив-

■ лений. Контуры подключены к элект­
рической цепи в точках А я В.

12*21, Из однородной проволоки 
сделаны каркасы в форме октаэдра и 
тетраэдра. Сопротивление каждого 
ребра г» Какое сопротивление пока­
жет омметр, если его подключить к 
разным углам каркасов?

12.22. Из однородной проволоки 
сдёлали каркас в форме куба. Ребро 

куба имеет сопротивление г. Как вели­
ко сопротивление этого каркаса при 
подключении его в разных углах? 
Дайте все возможные ответы.

12.23. Двумерная бесконечная сетка с квадратными ячейками 
составлена из одинаковых сопротивлений г. В каждом узле сетки 
соединяются концы четырех сопротивлений. Каково будет показа­
ние омметра, если его подключить к концам одного из сопротивле­
ний?

12.24. Определите показания вольтметра с внутренним сопротив­
лением 150 ом в схеме, показанной на рисунке 12.15.

12.25. Все нити накала пятилампового приемника и добавочное 
гасящее сопротивление включены последовательно. Для нормаль­
ного накала всех нитей требуется ток 0,3 а. Напряжение накала 
одной из ламп 30 в, остальных 6 в. Какое добавочное сопротивление

Рис. 12.13.
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Рис. 12.17.

нужно включить, если напряжение источника питания 120 е? Как 
и какие сопротивления нужно включить в цепь, чтобы все лампы 
работали в заданном режиме при соединении всех шестивольтовых 
ламп в параллельную группу?

12.26. Амперметр, включенный последовательно с сопротивле­
нием R, показывает ток /. Подключенный к этому же сопротивле­
нию вольтметр показывает напряжение U. Чему равно внутреннее 
сопротивление вольтметра?

12.27. К потенциометру с сопротивлением R0, имеющему длину 
обмотки ^приложено напряжение U. Между концом потенциомет­
ра и движком включен вольтметр с сопротивлением R v, По како­

му закону будут изменяться показания вольтметра в зависимости 
от положения движка на потенциометре?

12.28. Чтобы определить место повреждения изоляции двух­
проводной телефонной линии длиной 4 км, к одному ее концу при­
соединили батарею с э.д.с. 15 в. При этом оказалось, что, если 
провода у другого конца разомкнуты, ток через батарею равен 1 а, 
а если замкнуты накоротко, то ток через батарею равен 1,8 а. Най­
дите место повреждения и сопротивление изоляции в месте повреж­
дения. Сопротивление каждого провода линии равно 5 ом.

12.29. Найдите величину сопротивлений R x и R2 в схеме, по­
казанной на рисунке 12.16, если при подключении источника с 
напряжением ПО в падение напряжения на этих сопротивлениях 
равно соответственно .10 и ’ 15

12.30. Определите силу тока на участке ab в схеме, представ  ̂
ленной на рисунке 12.17, если известно, что потенциал точки с 

равен 100 в.
12.31.; Какое напряжение будет показывать вольтметр в схеме, 

показанной на рисунке 12.18?

Ry =2r

Рис. 12.18.
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12«32« Милливольтметр, соединенный последовательно с доба­
вочным сопротивлением 800 ом, показывает напряжение 12 мв. 
Сколько покажет тот же милливольтметр при том же внешнем на­
пряжении, если его соединить последовательно с добавочным со­
противлением 300 сш? Сопротивление прибора 1,2 ком.

12.33. Гальванометр с внутренним сопротивлением гг, шунти­
рованный сопротивлением Rm и соединенный последовательно с 
добавочным сопротивлением R, используется в качестве вольтмет­
ра. При напряжении 1 в стрелка гальванометра отклоняется на 
одно деление. Каким нужно взять добавочное сопротивление, чтобы 
стрелка гальванометра отклонилась на одно деление при напряже­
нии 10 б?

12с34с Гальванометр с внутренним сопротивлением 50 ом имеет 
цену деления шкалы 50 мка. Как из этого прибора сделать вольт­
метр для измерения напряжений до 200 в или амперметр для из­
мерения токов до 800 ма, если шкала прибора разбита на 100 деле­
ний?

12.35. Если к вольтметру присоединить некоторое добавочное 
сопротивление, пределы измерения прибора возрастают в траз. 
Другое добавочное сопротивление увеличивает пределы измерения 
в п раз. Во сколько раз увеличится предел измерения вольтметра, 
если оба эти сопротивления соединить между собой параллельно и 
затем подключить к вольтметру последовательно?

12.36. К амперметру А подсоединены два шунта по схеме, пред­
ставленной на рисунке 12.19. Шкала амперметра содержит 100 
делений. Если амперметр включить в цепь, пользуясь клеммами
1 и 2, цена деления шкалы амперметра окажется равной 0,01 а/ам.; 
если пользоваться клеммами 2—3, цена деления равна 0,02 а1дел. 
Какой ток можно измерять амперметром, подключив его клем-

* мами 1—3?
12.37. Гальванометр включен последовательно с термопарой, 

.чувствительность которой 120 мкв на 1 град, и дает отклонение
в 112 делений при помещении одного из спаев термопары в печь. 
При введении в цепь дополнительного сопротивления в 15 ом откло­
нение уменьшилось на 40%. Чему равна температура печи, если 
стрелка гальванометра отклоняется на одно деление при токе
3 · 10~6 а? Второй спай термопары имеет температуру 0 °С.
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12«38» Как изменятся показания приборов в схеме, показан­
ной на рисунке 12.20, если между точками а и b подключить со­
противление, равное R? Сопротивлением источника и подводя­
щих проводов пренебречь.

12.39« В схему, показанную на рисунке 12.21, включены два 
микроамперметра и два одинаковых вольтметра. Микроамперметр 
Аг показывает ток / х =  200 мка, вольтметры показывают напря­
жения Ux =  100 в и U2 — 2 в. Найдите показания микроампермет­
ра А 2. Сопротивлением проводов пренебречь.

12.40« При подключении амперметра последовательно с сопро­
тивлением 20 ом непосредственно к батарее стрелка амперметра 
отклоняется на всю шкалу. Если амперметр вместе с сопротивлени­
ем подключить к батарее через потенциометр с сопротивлением 
100 ом так, чтобы параллельно амперметру и сопротивлению была 
подсоединена часть потенциометра сопротивлением 60 ом, то ам­
перметр будет показывать ток, втрое меньший. Чему равно со­
противление амперметра?

12.41« К аккумулятору подключены два одинаковых сопротив­
ления, соединенные последовательно. При· измерении напряжения 
на одном сопротивлении и двух вместе показания вольтметра ока­
зались равными 49 и 100 в. Что будет показывать вольтметр, если 
его включить в цепь последовательно с сопротивлениями? Внут­
ренним сопротивлением источника пренебречь.

12.42. Электрическая цепь питается от источника постоянного 
напряжения 220 в. Если к некоторому участку цепи подключить 
вольтметр с внутренним сопротивлением 3000 ом, он покажет 
напряжение 98 в. Подключенный к этому же участку цепи вольт­
метр с внутренним сопротивлением 6000 ом показывает напряже­
ние 100 в. Определите сопротивление измеряемого участка и силу 
тока в магистрали до подключения вольтметров.

12.43. Плоский конденсатор емкостью С заполнен проводящим 
диэлектриком с электрической проницаемостью ε и удельным со­
противлением р. Расстояние между обкладками конденсатора d. 
Конденсатор подключен к источнику постоянного напряжения и 
в цепи идет ток /. Определите: напряженность поля в диэлектрике, 
плотность связанных зарядов на границе сред в конденсаторе, 
силу электростатического взаимодействия между пластинками.

12.44. Какие заряды находятся на плоских электродах, опу­
щенных в раствор медного купороса, если между ними идет ток 
0,5 а? Диэлектрическая проницаемость раствора 81, удельное со­
противление 50 ом ■ см.

12.45. Из вертикально расположенного плоского конденсатора 
равномерно вытекает заполнявший его керосин. В цепи, соединяю­
щей конденсатор с батареей, имеющей э.д.с. 100 в, протекает при 
этом ток 2 · 10~5 мка. Через сколько времени вытечет весь керо­
син? Пластины конденсатора квадратные с площадью 100 см2, 
зазор между ними 1 мм. Диэлектрическая проницаемость керосина 
равна 2.
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12.46. Два одинаковых плоских 
конденсатора с площадью пластин
S соединены параллельно и заря­
жены до разности потенциалов U. 
Пластины одного из конденсато­
ров начинают сближать так, что 
расстояние между ними меняется 
с течением времени по закону

d =  d0-°
ta- t

HI

Рис. 12.23.

h + і

где d0—начальное расстояние меж­
ду пластинами. Какой ток пойдет 
в проводах, соединяющих конден­
саторы, при сближении пластин?

12.47. Три квадратные металли­
ческие· пластинки площадью 
10~* м2, каждая находятся в возду­
хе на расстоянии Ю~3 м друг от 
друга (рис. 12.22). К крайним 
пластинкам подключен гальвано­
метр с ничтожно малой емкостью. 
На пластины 2 и 3 подали напря­
жение 200 в и затем источник от­
ключили. Какой максимальный ток 
пойдет через гальванометр, если:
а) пластинку 1 смещать влево со 
скоростью о=1 м/сек; б) если сме­
щать пластинку 1 со скоростью
V параллельно пластинке 2 так, 
чтобы расстояние между ними не 
изменилось?

12.48. Найдите э. д. с. батареи в 
схеме, изображенной на рисунке
12.23, если заряд на конденсаторах 
2С и С равен соответственно 3q 
и 2 q. Внутренним сопротивлени­
ем источника пренебречь.

12.49. Какой заряд пройдет через гальванометр в схеме, пока­
занной на рисунке 12.24, если замкнуть ключ /С? При каком соот­
ношении между элементами схемы зар'яд через гальванометр при 
замыкании ключа проходить не будет? Внутреннее сопротивление 
источника г.

12.50. При замыкании элемента на сопротивление 1,8 ом в 
цепи идет ток 0,7 а, при замыкании на сопротивление 2,3 ом ток в 
цепи равен 0,56 а. Чему равен ток короткого замыкания?

12.51. Определите э.д.с. батареи, если известно, что при уве­
личении внешнего сопротивления, замыкающего элемент, в п раз

Рис. 12.24.
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разность потенциалов на зажимах источника увеличивается с 
l/г до U2.

12.52. Определите заряд на конденсаторе в схеме, показанной 
на рисунке 12.25.

12.53. Найдите разность потенциалов между точками а и b в 
схеме, изображенной на рисунке 12.26. Внутренним сопротивле­
нием батареи пренебречь.

12.54. Через аккумулятор с э.д.с. 10 в и внутренним сопротив­
лением 2 ом течет ток 6 а. Найдите напряжение на зажимах источ­
ника.

12.55. Полностью разряженный аккумулятор емкостью 60 а ■ ч 
должен заряжаться от сети с напряжением 8 в р течение 50 ч. Его 
внутреннее сопротивление 1 ом. Какова электродвижущая сила 
аккумулятора?

12.56. К батарее через переменное сопротивление R подключен 
вольтметр. Если сопротивление R уменьшить втрое, показания 
вольтметра возрастут в два раза. Во сколько раз изменятся показа­
ния вольтметра, если сопротивление R уменьшить до нуля?

12.57. Два вольтметра, соединенные последовательно, при под­
ключении к источнику тока показывают напряжение 6 и 3 в. Один 
вольтметр, подключенный к источнику, показывает 8 в. Чему равна
э.д.с. источника?

12.58. Батарея элементов замкнута двумя одинаковыми провод­
никами по 4 ом каждый, соединенными между собой параллельно. 
Вольтметр, подключенный к зажимам источника, показывает на­
пряжение 6 в. Если одно из сопротивлений выключить, показания 
вольтметра возрастут до 8 в. Определите э.д.с. и внутреннее сопро­
тивление батареи. Током, проходящим по вольтметру, пренебречь.

12.59. Амперметр, зашунтированный сопротивлением 0,2 ом 
и присоединенный к полюсам гальванического элемента с э.д.с.
1 в и внутренним сопротивлением 0,1 ом, показывает ток 5 а. Ка­
ково будет показание амперметра, если отключить шунт?

12.60. В цепь, состоящую из аккумулятора и сопротивления 
Ю ом, включают вольтметр — сначала последовательно, а затем 
параллельно. Внутреннее сопротивление аккумулятора ОД ом. 
Определите внутреннее сопротивление вольтметра, если его показа­
ния в обоих случаях оказались одинаковы.
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12.61. Аккумулятор замкнут на некоторое сопротивление. Если 
в цепь включить два амперметра, соединенных между собой парал­
лельно, они покажут токи 2 и 3 а. Если амперметры включить в 
цепь последовательно, они показывают ток 4 а. Какой ток течет 
в цепи при отсутствии приборов?

12.62. К источнику с внутренним сопротивлением г =  1 ом 
подключены два сопротивления R =  1 ом и 2R, соединенные меж­
ду собой параллельно. Каким должно быть внутреннее сопротивле­
ние амперметра, включенного в ветвь меньшего сопротивления, 
чтобы погрешность измерений тока в этом сопротивлении не пре­
вышала ζ =  4%?

12.63. К источнику с небольшим внутренним сопротивлением 
подключены последовательно два сопротивления 5 и 10 ком. Каким 
должно быть внутреннее сопротивление вольтметра, чтобы при под­
ключении его к. большему сопротивлению погрешность измерений 
не превышала 2%?

12.64. «Черный ящик» имеет четыре вывода. Если между выво­
дами 1 и 2 включить батарею с напряжением 2 в, напряжение меж­
ду точками 3 и 4 оказалось равным 1 в (7 в). Если между точками 3 
и 4 включить батарею с напряжением 2 в (10 в), то между точками 
1 и 2 напряжение оказывается равным 2/3 в (3 в). Нарисуйте не­
сколько возможных схем «черного ящика» для двух указанных 
случаев.

12.65.' Определите разность потенциалов между точками а и с 
в схемах, показанных на рисунке 12.27, при условии, что § х>  8 г. 
Каким будет ответ, если § 1 — ё 2 и гх ~ г2.

12.66. Определите силу тока через гальванометр и показания 
электростатического вольтметра в схеме, показанной на рисун­
ке 12.28. Сопротивлением гальванометра пренебречь.

12.67. Две батареи, э.д.с. которых равны 1,7 и 2,8 в, соединены 
разноименными полюсами. Чему равно отношение внутренних 
сопротивлений батарей, если разность потенциалов на зажимах 
источников равна 0,8 в? Сопротивлением проводов пренебречь.

12.68. В схеме, изображенной на рисунке 12.29, реохорд АВ 
имеет сопротивление R и длину /. Э.д.с. батарей равны §х и S2, 
их внутреннее сопротивление гх и г%. При каком расстоянии между 
точкой А и движком С ток через гальванометр проходить не будет?

12.69. N одинаковых аккумуляторов соединены последователь­
но, причем k из них включены навстречу другим. Какой ток уста-
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новится в цепи, если батарею замкнуть на сопротивление R ? Э.д.с. 
каждого элемента равна £, внутреннее сопротивление г.

12.70. Замкнутая цепь состоит из п одинаковых источников
с э.д.с. Sи внутренним сопротивлением г, соединенных между собой 
последовательно разноименными полюсами. Чему равна разность 
потенциалов между двумя произвольными точками цепи? Решите 
задачу при условии, что источники имеют э.д.с. $, 2 S п$ и внут­
ренние сопротивления г, 2г.......пг соответственно. Зависит ли ре­
зультат от того, в какой последовательности включены источники?

12.71. Определите разность потенциалов между точками а и b 
в схеме, показанной на рисунке 12.30.

12.72. Определите силу тока в сопротивлении 3R в схеме, по­
казанной на рисунке 12.31.

12.73. Три гальванических элемента с э.д.с. Sx= 1,3 в, <̂ 2=1,4 в 
и $ з= 1,5 в, обладающие внутренними сопротивлениями гг=0,1 ом,

104
г2 =  0,2сш и г8=0,3 ом вместе с сопротивлением R — —  ом обра­

зуют электрическую цепь (рис. 12.32). Определите ток через со­
противление R и первый источник.

12.74. При каких условиях сила тока в цепи, подключенной к 
батарее, составленной из последовательно соединенных одинако­
вых элементов, равна силе тока, даваемой батареей из тех же эле­
ментов, соединенных параллельно?

12.75. Батарея составлена из 12 элементов, имеющих э.д.с. 
1,08 в и внутреннее сопротивление 0,6 ом. Батарея состоит из 4 
групп, по три элемента в каждой. Элементы в группе соединены 
параллельно, а группы между собой — последовательно. Опреде­
лите силу тока в каждом элементе, если батарею замкнуть сопро­
тивлением 11,2 ом.

12.76. Батарея из п элементов с э.д.с. 
сопротивлением г — 0,5 ом состоит 
из нескольких групп, соединенных 
последовательно. В каждой груп­
пе содержится по т  =  4 элемен­
та, - соединенных параллельно.
Внешнее сопротивление цепи R =
=  З ол. При этой группировке во 
внешнем участке цепи получается 
наибольший ток. Определите этот
ток и число элементов в батарее. Рис. 12.32.

=  1,84 в и внутренним

t„r, €г,гг 

.1 . .1
3̂Гг3 

в!
■I
R
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12.77. Из 16 элементов нужно составить такую батарею, чтобы 
при внешнем сопротивлении 4 ом по нему проходил наибольший 
ток. Из скольких групп должна состоять батарея и какое число 
элементов должно войти в каждую группу, если группы соединить 
последовательно, а элементы в них — параллельно? Внутреннее 
сопротивление одного элемента 0,25 ом.

12.78. Сколько электронов проходит ежесекундно через воло­
сок лампы накаливания, если при напряжении 220 в лампа потреб­
ляет мощность 150 em?

12.79. Линия имеет сопротивление 300 ом. Какое напряжение 
должен иметь генератор, чтобы при передаче потребителю мощно­
сти 25 кет потери в линии не превышали 4% передаваемой мощно­
сти?

12.80. Какую мощность можно передать потребителю по мед­
ным проводам сечением 18 мм2, имеющим общую длину 1,5 км, если 
напряжение на электростанции 230 в, а допустимые потери напря­
жения в проводах не должны превышать 10%?

12.81. Во сколько раз нужно повысить напряжение источника 
тока, чтобы потери мощности в подводящих проводах снизить 
в 100 раз? Мощность, отдаваемую генератором, считать постоян­
ной.

12.82. Электроэнергия генератора мощностью Р передается 
потребителю по проводам, общее сопротивление которых R. На­
пряжение генератора U. Определите к.п.д. линии передачи, т. е. 
отношение мощности, выделяемой на полезной нагрузке, к мощно­
сти генератора. Сопротивлением генератора пренебречь.

12.83. Какой ток пойдет по подводящим проводам при корот­
ком замыкании, если на плитках с сопротивлением Rt =  200 ом и 
R г =  500 ом выделяется при поочередном их включении одинако­
вая мощность Р =  200 вт>

12.84. Две лампочки с номинальной мощностью— одна Р1 =
=  40 б/га, другая Р 2 =  60 вт, рассчитанные на одинаковое напря­
жение, включены последовательно в сеть с тем же напряжением. 
Какие мощности будут потреблять лампочки? Какая из них будет 
гореть ярче? '

12.85. Определите э.д.с. и внутреннее сопротивление аккумуля­
тора, если при токе /х =  5 а он отдает во внешнюю цепь мощность 
Рх — 9,5 вт·, если же сопротивление внешней цепи R 2 =  0,225 ом, 
отдаваемая мощность Р 2 =  14,4 вт.

12.86. Если к источнику напряжения с внутренним сопротивле­
нием 2 ом подключить сопротивление 4 ом, то напряжение на его 
зажимах упадет до 6 в. Какую полную мощность развивает источ­
ник?

12.87. Элемент замыкают один раз сопротивлением 4 ода, дру­
гой — сопротивлением 9 ом. В том и другом случае во внешней 
цепи Выделяется одинаковая мощность. При каком внешнем сопро­
тивлении она будет наибольшей?
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12.88. Элемент дает во внешнюю цепь ток 3 а при напряжении 
на зажимах источника 2 в. Определите к.п.д. элемента, если его 
внутреннее сопротивление 0,02 ом.

12.89.1 При увеличении внешнего сопротивления с 3 до 10,5 ом 
к.п.д. источника увеличивается вдвое. Чему равно внутреннее 
сопротивление источника?

12*90« К.п.д. аккумулятора с одним подключенным сопротивле­
нием равен 60%. Если это сопротивление заменить другим, к.п.д. 
аккумулятора станет равным 80%. Каким будет к.п.д. аккумуля­
тора, если оба сопротивления соединить с аккумулятором последо­
вательно? параллельно?

12.91. При зарядке аккумуляторов была затрачена энергия 
0,8 кет ■ ч. При разрядке на* сопротивлении 8 ом э.д.с. аккумуля­
тора равномерно убывала с 2^ до 18 б в течение Ю ч. Вычислите 
полезную емкость аккумулятора и его к.п.д. Внутренним сопро­
тивлением аккумулятора пренебречь.

12*92.. При замыкании на сопротивление 5 ом батарея элемен­
тов дает ток 1-а. Ток короткого замыкания батареи равен 6 а. Ка­
кую наибольшую полезную мощность может дать батарея?

12.93.- Нагреватель кипятильника состоит из четырех секций, 
каждая из которых имеет сопротивление 1 ом. Нагреватель питается 
от батареи с э.д.с. 8 в и внутренним сопротивлением 1 ом. Как 
нужно соединить элементы нагревателя, чтобы вода в кипятильни­
ке нагрелась как можно скорее? Каковы при этом полная мощность, 
расходуемая аккумулятором, и его к.п.д.?

12.94. Сколько витков никелиновой проволоки надо намотать 
на фарфоровый цилиндр диаметром 1,5 см, чтобы сделать кипятиль­
ник, в котором за 10 мин закипает 1,2 л воды, взятой при началь­
ной температуре 10 °С? К.п.д. установки 60%, диаметр проволоки 
0,2 мм, напряжение на ней 100 в. Удельное сопротивление никели­
на 0,42 · 10~в ом · м.

12.95. На изготовление кипятильника израсходована нихромо- 
вая проволока объемом V =  10 см3. Сколько воды можйо нагревать 
ежеминутно этим кипятильником от 10 до 100 °С йри плотности 
тока в кипятильнике / =  3 а/мм2? К.п.д. кипятильника η =  70%. 
Удельное сопротивление нихрома р =  1,1 · 10~в ом · м.

12.96. Электрический чайник с 0,6 л воды при 10 °С включили 
и забыли выключить. Через сколько времени после включения 
вся вода в чайнике выкипит? Сопротивление, обмотки чайника 
14,4 сш, напряжение в сети 120 в, к.п.д. чайника 60%.

12.97. Электрический чайник, содержащий 1 л воды, подклю­
чен к генератору с э.д.с. 120 в и внутренним сопротивлением 4 ом. 
На сколько градусов нагреется вода за 1 мин, если вольтметр, под­
ключенный к зажимам генератора, показывает напряжение 110 в? 
К.п.д. чайника 70%, током через вольтметр пренебречь.

12.98. Электрическая плитка включена в цепь генератора с
э.д.с. 110 в и внутренним сопротивлением 4 ом. Амперметр, вклю­
ченный последовательно с плиткой, показывает ток 2,5 а. Чему
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&  равен к.п.д. плитки, если 1 л воды на ней
-th--- можно вскипятить за 0,5 ч? Начальная

У' ψ2 ·̂ ψι температура воды 4 °С.
12*99« Аккумулятор с э.д.с, =2,2 в 

и внутренним сопротивлением г=0,1 ом 

Рис. 12.33. замкнут медной проволокой, масса кото­
рой равна т  =  30,3 г. Сопротивление 

проволоки подобрано так, что во внешней цепи выделяется наи­
большая мощность. На сколько градусов нагреется проволока в 
течение времени t — 5 мин? Удельная теплоемкость меди равна 
с — 378 дж/(кг ■ град).

12.100. Батарея с э.д.с. 4 б и внутренним сопротивлением 1 ом 
входит в состав неизвестной цепи. К полюсам батареи присоединен 
вольтметр так, что его положительная клемма подключена к отри­
цательному полюсу батареи. Вольтметр при этом показывает на­
пряжение 2 в. Какое количество теплоты выделяется на внутрен­
нем сопротивлении батареи за 1 сек? Решите задачу при условии, 
что положительная клемма вольтметра подключена к положитель­
ному полюсу батареи.

12.101. Какая тепловая мощность выделяется на участке цепи, 
показанном на рисунке 12.33?

12.102. Нагреватель в электрическом чайнике состоит из двух 
одинаковых секций. При включении одной секции вода закипает 
через 25 мин. Через сколько времени закипит вода, если обе сек­
ции включить последовательно? параллельно?

12.103. Электрическая кастрюля и чайник, потребляющие мощ­
ность />1=600 вт и Р г—300 вт, включены в сеть параллельно, и 
вода в них закипает одновременно через t =  20 мин. Через сколько 
времени закипит вода в кастрюле и чайнике, если их включить в 
цепь последовательно?

12.104. Чему равно сопротивление подводящих проводов от 
генератора с напряжением 120 в, если при коротком замыкании пре­
дохранитель из свинцовой проволоки сечением 1 мм2 и длиной 2 см 
плавится за 0,03 сек? Удельная теплота плавления и удельное со­
противление свинца равны соответственно 2,52 · 104 дж!кг и 
0,21 · 10~в ом · м.

12.105. К концам свинцовой проволоки длиной 1 м приложена 
разность потенциалов 10 в. Сколько времени пройдет с начала про­
пускания тока до момента, когда свинец начнет плавиться? Началь­
ная температура свинца 27 °С. Удельная теплоемкость свинца
0,125 · 103 дж/(кг · град).

12.106. При напряжении в сети Ux =120 в вода в электриче­
ском чайнике закипает через tx =  20 мин, при напряжении U2 — 
=  110 б —  через t2 =  28 мин. Через сколько времени закипит врда, 
если напряжение в сети упадет до Ua =  100 б? Потери тепла от 
чаййика в окружающее пространство пропорциональны времени на­
гревания, начальная температура и масса воды во всех случаях 
одинаковы.
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12-107. Электрическая печь имеет две обмотки, сопротивления 
которых отличаются друг от друга в п раз. При параллельном 
включении обмоток печь нагревается на АТ град выше комнатной 
температуры. Полагая*, что теплопередача прямо пропорциональна 
разности температур печи и окружающей среды, определите, на 
сколько градусов нагреется печь при последовательном соединении 
секций и неизменном напряжении.

12.108. При длительном пропускании тока силой 1,4 а через 
проволочное сопротивление оно нагрелось на 55 град, при силе 
тока 2,8 а — до 160 °С. До какой температуры нагреется проволока, 
если силу тока увеличить еще в два раза? Теплоотдача пропорцио­
нальна разности температур проволоки и окружающего воздуха, 
температура воздуха не меняется, изменением сопротивления про­
волоки вследствие нагревания пренебречь.

12.109. В проводнике, изготовленном из материала с извест­
ной плотностью р и атомной массой А, создано электрическое поле 
напряженностью Е. Полагая, что на каждый атом приходится 
один электрон проводимости и что соударение электронов с ионами 
решетки происходит неупруго с интервалом τ, определите мощ­
ность тепловых потерь в единице объема проводника. Заряд и мас­
са электрона считаются известными.

12.110. Генератор с э.д.с., равной U, заряжает аккумулятор 
с начальной э.д.с., равной #. Чему равна полезная мощность, рас­
ходуемая на зарядку аккумулятора? Какая мощность расходуется 
на выделение тепла в аккумуляторе? Внутреннее сопротивление 
аккумулятора г, внутренним сопротивлением генератора прене­
бречь.

12.111. Один конец провода трамвайной линии находится под 
постоянным напряжением U. На каком расстоянии от этого конца 
линии находится трамвай, снабженный двумя одинаковыми двига­
телями, и с какой скоростью он движется, если при последователь­
ном включении двигателей ток в линии равен 1Х, при параллель­
ном — /2 и скорость трамвая при таком переключении не меняется? 
Сила трения между колесами трамвая и рельсами F, сопротивление 
единицы длины провода р, полное сопротивление обмотки каждого 
из двигателей — R.

12.112. Два плоских конденсатора, обкладки которых имеют 
размеры 25 х 25 см и расстояние между которыми 1,8 мм, соеди­
нены между собой через сопротивление 54 ом. В конденсаторы 
вставлены пластины из диэлектрика с проницаемостью, равной 5. 
Пластины выдвигаются из конденсатора с постоянной скоростью 
за 5 сек, один раз одновременно, второй — поочередно. На сколько 
будут отличаться совершенные при этом механические работы, если 
начальная разность потенциалов на пластинах конденсаторов рав­
нялась 500 е? Колебание тока в цепи не учитывать.

12.113. Какую э.д.с. развивает генератор постоянного тока, 
если при сопротивлении цепи =  300 ом на вращение ротора 
затрачивается мощность Р г =  50 вт? Потери мощности на трение
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составляют 4%. Какую мощность для поддержания того же числа 
оборотов необходимо затратить при сопротивлении цепи R2 — 
=  60 ом?

12.114. Электромотор питается от источника с э.д.с. 24 в. При 
токе в цепи 8 а мощность на валу мотора составляет 96 вт. Какой 
ток пойдет по цепи, если затормозить якорь?

12.115. Какую максимальную мощность может развивать элек­
тромотор, включенный в сеть постоянного тока напряжением 120 в, 
если полное сопротивление цепи равно 20 ом? Какой ток протекает 
при эгом по цепи?

12.116. При включении электромотора в сеть постоянного тока 
в начальный момент времени, когда якорь еще не вращается, ток 
в цепи (пусковой ток) равен I v В установившемся режиме ток 
снижается до /2. Чему равен к.п.д. электромотора?

12.117. На горизонтальный вал мотора радиусом г равномерно 
наматывается нитка с грузом массой М на конце. Мотор питается 
от источника постоянного тока с э.д.с. $, полное сопротивление 
цепи равно R, ток s цепи /. Чему равна скорость вращения вала 
мотора?

12.118. Требуется покрыть электролитическим путем метал­
лическое изделие слоем серебра толщиной 20 мкм. Сколько времени 
надо пропускать ток силой 0,5 а, если площадь поверхности изде­
лия 200 см2? Плотность серебра 1,05· 104кг/м3; электрохимиче­
ский эквивалент — 1,118 · 10'-® кг/к. ^

12.119. При получении алюминия в расплавленном криолите 
проходит ток 2-Ю * а при разности потенциалов на электродах 5 в. 
Через сколько времени будет выделена 1 τ алюминия и сколько 
электрической энергии будет при этом израсходовано? Электрохи­
мический эквивалент алюминия равен 0,093 · 10-® кг/к.

12.120. При какой плотности тока 6 растворе азотнокислого 
серебра толщина отложившегося слоя серебра растет со скоростью
1 мм/н?

12.121. Через раствор медного купороса пропускают ток, из­
меняющийся в течение 50 сек по закону / =  0,1/ а, далее в течение 
50 сек ток остается постоянным, и,затем он изменяется по закону 
/ =  (5 — 0,02 ή а в течение 100 сек. Сколько меди выделится на 
катоде за все это время? Электрохимический эквивалент меди
0,33 · 10~в кг/к.

12.122. За какое время ток в 1 а разложит 1 г воды?

12.123. Минимальное напряжение на электродах, при котором 
может происходить электролиз воды, равно 1,47 в. Какая энергия 
выделяется при взрыве гремучего газа на каждый грамм прореаги­
ровавшего водорода?

12.124. Сколько грамм-атомов и сколько атомов железа и 
хлора отложится в ванне с раствором хлористого железа при про­
пускании через электролит тока 1 а в течение 1 ч? Валентность 
железа 2, хлора I.
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12.125. Батарея из 12 соединенных последовательно элементов 
с э.д.с. 1,85 в и внутренним сопротивлением 0,3 ом каждый подклю­
чена к электродам ванн с азотнокислым серебром, и хлорным золо­
том. Ванны соединены между собой последовательно и имеют со­
противление 12 и 18 ом соответственно. Сколько золота и серебра 
выделится на катодах в течение 1 ч? Как изменится ответ, если ван­
ны включить параллельно? Атомные массы золота и серебра рав­
ны соответственно 197 и 108, их валентность 3 и 1.

12.126. При электролизе раствора азотносеребряной соли в 
течение 1 ч выделилось 9,4 г серебра. Определите э.д.с. поляри­
зации, если напряжение на зажимах ванны равно 4,2 в, а сопротив­
ление ванны 1,5 ом.

12.127. При электролизе воды через ванну протекло 5000 к. 
Какова температура выделившегося кислорода, если он находится 
в объеме 2,5 ■ 10~4 м3 под давлением 1,27 < 105 н/м2?

12.128. Сколько времени нужно производить электролиз под­
кисленной воды, .чтобы полученным водородом наполнить при нор­
мальных условиях воздушный шар с подъемной силой ,1960 «? 
Ток при электролизе равен 1 =  100 а. Среднюю молекулярную мас­
су воздуха принять равной 29, массой оболочки пренебречь.

12.129. Какой ток нужно пропускать через подкисленную воду, 
чтобы в течение времени τ =  30 мин выделился гремучий газ, за­
нимающий объем V =  1,73 · 10~8 мя при температуре Т — 294 0К 
и давлении р ~ 1,05 '· 105 н/м2?

Г л а в а  13. ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМ

Основные понятия, законы и формулы

1. При движении электрических зарядов в пространстве, окру­
жающем эти заряды, возникает магнитное поле.

Опытом установлено (закон Ампера), что на проводник с то­
ком, помещенный в однородное магнитное поле, действует распре­
деленная по проводнику сила

F — 11В sina, (13.1)

где I — ток в проводнике; I — длина проводника; В — индукция 
магнитного поля; a — острый угол между направлением магнитного 
поля и направлением тока (направлением движения положитель­
ных зарядов).

Связь между направлениями силы, тока и индукции устанавли­

вается по правилу левой руки, причем всегда вектор силы F пер­

пендикулярен плоскости, в которой лежит ток и вектор индукции В.
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Согласно формуле <13.1) β—это физическая величина, численно 
равная максимальной силе, с которой магнитное поле действует 
на единичный проводник с током, помещенный в данную точку 
поля. Численно В =  Fm;Kc, если 1 1 = 1 .

2. На виток с током, находящийся в однородном магнитном 
поле (рис. 13.1), действует вращающий момент пары сил поля, рав­
ный М — Fa sin (р, или с учетом выражения (13.1) для F :

М =  ISB sin φ, (13.2)

где S =  la — площадь витка; φ — угол между вектором В и нор­
малью к плоскости витка. Формула (13.2) носит общий .характер 
и справедлива для плоской рамки любой формы.

Силовое Действие магнитного поля на проводник с током вы­
звано действием сил поля на элементарные носители электричества, 
обусловливающие ток в проводнике. Если ток в проводнике вызван 
движением частиц, каждая из которых имеет заряд q и скорость v, 
и в единичном объеме проводника содержится N частиц, то ток 
в проводнике равен:

/ я й·  
t '

Подставив это выражение для тока в формулу (13.1), легко 
установить, что на каждый элементарный носитель заряда, движу­
щийся в магнитном поле, со стороны поля действует сила (сила 
Лоренца), равная

Г р
Fn =  или Fa =  qvB sin α. (13.3)

В каждой точке траектории заряженной частицы сила Лоренца

перпендикулярна векторам с и В. При движении положительных

зарядов связь между направлениями F, v и В устанавливается по 
правилу левой руки, при движении отрицательных — по правилу 
правой руки.

3. Если по прямому проводнику длиной I течет ток силой I,

Рис. 13.2.
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то в точке, удаленной от проводника на расстояние г (рис. 13.2), 
индукция магнитного поля равна:

B =  M ^(cosa4— cosa2), (13.4)
4л/

где μ — магнитная проницаемость вещества — величина, показы­
вающая, во сколько раз индукция магнитного поля, созданного 
током в данной среде, больше, чем индукция, созданная тем же

током в вакууме; μη =  4π · IO1-7 — с—— магнитная постоянная.
а-м

В центре кругового витка с током I индукция магнитного поля 
равна:

В = . ^ ,  (13.5)
2 R

где R — радиус витка.
Индукция магнитного поля в центре однослойной цилиндриче­

ской катушки (соленоида), радиус которой значительно меньше 
ее длины, равна:

ψ ., (13.6)

где п — число витков; / — сила тока; I — длина соленоида, по 
которой распределена обмотка. Формулы (13.4) — (13.6) записаны 
в системе СИ.

4. Согласно соотношениям (13.1) и (13.4) на каждый элемент 
длиной I бесконечно длинных параллельных проводников с тока­
ми / х и /2 действует сила

Р _  μοΜЛ У   ̂ (13.7)
2nd

где d — расстояние между проводниками.
5. Поток вектора индукции однородного магнитного поля через 

плоскую поверхность площадью S равен:

Ф =  BS cosa, - (13.8)

где a — угол между вектором В и нормалью к площади 5.
Магнитный поток, связанный с катушкой площадью S, имею­

щей п витков (поток сцепления), равен:

Фс =  пФ. (13.8')

6. При движении проводника (или контура) с током I в одно­
родном магнитном поле силы поля совершают над проводником 
(контуром) работу, равную

А =  ΙΦ, (13.9)

где Ф — магнитный поток, пронизывающий поверхность, описан­
ную проводником при плоскопараллельном перемещении (измене­
ние магнитного потока через контур). Формула (13.9) вытекает из
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определения работы постоянной силы и закона Ампера (13.1) с 
учетом формулы (13.8). ,

7. При изменении магнитного потока, пронизывающего контур, 
в контуре возникает э.д.с. индукции (наведенная э.д.с.), величина 
которой пропорциональна скорости изменения магнитного потока 
(основной закон электромагнитной индукции):

<ш о >
Возникновение э.д.с. индукции в замкнутом контуре приводит 

к появлению индукционного тока. Согласно закону Ленца индук­
ционный ток имеет такое направление, при котором создаваемое 
им магнитное поле препятствует изменению магнитного потока, 
вызвавшему индукционный ток. Математически это учитывается 
знаком «минус» в формуле (13.10).

Из уравнения (13.10) следует:
а) При изменении магнитного потока, пронизывающего катуш­

ку, состоящую из п витков, в катушке возникает э.д.с. индукции

* =  (13-Ю')

так как все витки соединены между собой последовательно.
б) Количество электричества, индуцированного в контуре со­

противлением R при изменении магнитного потока на АФ, равно:
_ ДФ 

Я ’
поскольку 8 =  IR  и IA t =  q.

в) Если при равномерном движении проводника длиной I в 
однородном магнитном поле с индукцией В проводник перемеща­
ется на расстояние Ах за время At (рис. 13.3), то он пересекает 
магнитный поток (число силовых линий):

ΔΦ =  1АхВ sina.

Подставляя это выражение в формулу закона электромагнитной
Αχ

индукции и учитывая, что — =  о — скорости движения про­

водника! в направлении, перпендикулярном ̂ , для э.д.с., возникаю­
щей на концах проводника^ получим:

8 — /tiBsina. (13.11)

Направление индукционного тока 
(а следовательно, и полярность возни­
кающей э.д.с.) определяют по правилу 
правой руки.

8. Явление возникновения э. д. с. 
индукции в контуре при изменении 
магнитного потока, создаваемого током 
самого контура, называют самоиндук­
цией. При неизменной конфигурации 
контура сцепленный с контуром
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магнитный поток пропорционален току в контуре:

Фс =  LI, (13.12)

где L — индуктивность контура.
Как показывают формулы (13.6), (13.7) и (13.12), индуктивность 

длинного соленоида малого диаметра равна:

L  =  =  μ ^ /S, (13.13)

где W =  — —  число витков, приходящихся на единицу Длины

катушки; / — ее длина; S — площадь поперечного сечения; μ — 
магнитная проницаемость сердечника соленоида.

Если в процессе изменения тока контур не деформируется и 
магнитная проницаемость сердечника остается постоянной, э.д.с. 
самоиндукции согласно формуле (13.10) равна:

S. =  — ^  =  — L - . (13.14)
с Μ  М  At

9. При равномерном вращении плоской рамки в однородном 
магнитном поле магнитный поток, пронизывающий рамку, изме­
няется с течением времени по закону Ф =  nSB cos ω/, где η — 
число витков; S — площадь рамки; В — индукция поля; ω — 
угловая скорость вращения рамки. За время At магнитный поток 
изменяется на величину

АФ =  Ф2 — Φ ί =  nSB [cos ω (t + At) — cos ω/].

Если At очень мало, то cos ω (/ + At) — cos cot =
=  (ω sin at)At, поскольку в этом случае можно считать, что 
cos (ωΑή fa 1 и sin (ωΔί) «  ωΑί.

Учитывая это, для изменения магнитного потока получим:

АФ =  nSB& (sin a>t)At.

Согласно (13.10) э.д.с. индукции, возбуждаемая в рамке при ее равно­
мерном вращении в магнитном поле, изменяется с течением времени 
по закону

8 =  nSBa sin ωί, (13.15)

или
8 — 8 ο sin ω/,

где
80 =  nSBa (13.15')

— максимальное (амплитудное) значение электродвижущей силы.
10. Для преобразования механической энергии в электрическую 

применяются электрические машины — генераторы. В соответст­
вии с законом сохранения и превращения энергии при работе гене­
ратора

=  Рэл или Л/Мех =  18, (13.16)

где 8 — э.д.с. генератора; / — сила тока в цепи якоря.
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Для генератора с постоянными магнитами величина 8 опреде­
ляется формулой (13.15). Напряжение U на зажимах генератора 
равно:

U =  8 — /£ ,

где R — сопротивление якоря.
Для преобразования электрической энергии в механическую 

служат электрические машины — электродвигатели.
При работе электродвигателя электрическая мощность, разви­

ваемая источником питания, расходуется частично на нагревание 
цепи, частично на вращение якоря. Если э.д.с. источника питания 
U, сила тока в цепи /, сопротивление цепи R, то

1U =  P R  + Nuex, - (13.17)

где jVMex — механическая мощность, развиваемая двигателем, 
Эта мощность в свою очередь равна:

Л̂мех =  Μω =  18,

где М — вращающий момент на валу мотора; ω — угловая ско­
рость вращения якоря.

Э.д.с. индукции 8, возникающая в обмотке якоря, равна:

<? =  {/ — IR . (13.18)

В случае работы шунтового двигателя под R в формулах (13.17) 
и (13.18) подразумевают сопротивление якоря, при работе сериес- 
ного — сопротивление всей цепи двигателя.

11. Если э.д.с. в цепи меняется с течением времени по закону 
синуса (или косинуса), то при отсутствии в цепи емкости или ин­
дуктивности напряжение в цепи Ur— 8 и потому же закону изменя­

ется сила тока: / =  ^  β/β8ΐπωί>

Сопротивление R электрической цепи, не содержащей емкости 
и индуктивности, называют активным (омическим) сопротивлением.

Все цепи переменного тока с активным сопротивлением рассчи­
тывают точно так же, как и при постоянном токе.

Если в цепь переменного тока с очень малым активным сопро­
тивлением включен конденсатор емкостью С и э.д.с. в цепи, а 
следовательно, и напряжение Uc (на конденсаторе) изменяются 
по закону 8 =  Uc =  8о sin со/, заряд на конденсаторе будет 
меняться по закону:

q =  CUc — С80 sin ωί =  q0 sin ωί.

При изменении напряжения электроны переходят с одной об­
кладки на другую и вызывают тем самым ток в проводах, соединя­
ющих конденсатор с источником тока. Если за время At заряд на 
конденсаторе изменяется на величину A q, то средняя сила тока

в цепи равна: / =  — .
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Изменение заряда при синусоидальном напряжении равно:

Aq =  (/а — qx =» q0 [sin ω ( ί+ A/) — sin a>t\.

При достаточно малом At можно считать cos (ωΑή «  1, 
sin (ω Δ / )«  ωΑ тогда

Aq =  q0a> (cos ωήΑί.

Учитывая это, для тока в контуре получим:

/  =  q0 ω cos a t — C80&cos ωί =  /„cos at,

где I0 =  CS0& — амплитуда трка.
Из сравнения выражений для силы тока и напряжения следует, 

что напряжение на обкладках конденсатора и сила тока в цепи 
сдвинуты по фазе на угол п/2, так что ток опережает напряжение 
на четверть периода.

Применяя для амплитуд напряжения и тока закон Ома, нахо­
дим:

(13.19)
/„ соС '

Сопротивление Ra участка цепи, содержащего емкость, называют 

емкостным сопротивлением.
Если в цепи переменного тока включен контур с индуктивностью 

L и э.д.с. в цепи (а следовательно, и напряжение UL на контуре) 

изменяется по закону 8 =  80 sin ωϋ, то ток в цепи будет равен:

I _  —  <?с
”  R

где 8й — э.д.с. самоиндукции контура; R — полное активное со­
противление цепи.

При достаточно малом R (точнее, R =  0) 8е =  <?„ sin <oi и, 
следовательно (с учетом формулы 13.14),

Ul **= 80 sin а>1 =  L —.
4*

Переменный ток, проходящий по цепи, изменяется с той же 
частотой, что и э.д.с.; по фазе эти величины отличаются друг от 
друга.

Пусть сила тока в цепи изменяется по закону / =  /0 X 
X  sin (ω/ + φ), где φ — сдвиг фаз между током и э.д.с. Тогда за 
время At ток в цепи возрастет (уменьшится) на величину

Д/ =  /2 — / х =  /0 {sin [ω(/ + At) + φ] —■ sin (at + φ)}.

При достаточно малом At можно считать sin (ωΔ/)&  ω At;

cos (o)At) fa 1; AI & [ω/0 cos (ωί + φ)] At

и, следовательно,

Ul =  80 sin a t =  L a l0 cos (at + φ).
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Последнее равенство возможно лишь при условии, НТО φ  =»

— —π / 2  и ток в цепи отстает по фазе от э.д.с. на угол я/2 .

Так как 80 =  a>LI0, то, применив закон Ома / 0 =  is, полу­

чим, что сопротивление участка, содержащего индуктивность 
(индуктивное сопротивление), равно:

Rl =  ω ! .  (13.20)

Если все три сопротивления: активное R, индуктивное Rt  и 
емкостное Ra — соединить последовательно, то полное сопротив­
ление цепи переменному току будет равно:

o L - i V .  (13.21)
f  \  о)С/

Амплитудное значение тока в цепи равно:

Угол сдвига фаз между э.д.с. и током определяется формулой:

ωΙ — -~

tg<P = -- -— . (13.22)

12. При последовательном соединении нагрузок R, С и L сред­
нее за период значение мощности, развиваемой источником пере­
менного синусоидального тока, равно:

р - ‘Λ φ * .  (13.23)

Согласно этой формуле, на индуктивности и емкости мощность 

не выделяется, поскольку для них φ =  ч-j-. Мощность, выделяе­

мая на активном сопротивлении и, следовательно, во всей внешней 
цепи, равна:

Р =  β  J&L, (13.24)
2 2

где Uо — амплитуда напряжения на R.
Силу постоянного тока, при которой в цепи с активным сопро­

тивлением выделяется та же мощность, что и при переменном токе, 
называют действующим значением данного переменного тока. 
Значение постоянного напряжения, соответствующего действую­
щему значению тока, называют действующим значением напряже­
ния. В случае синусоидального тока

/о. U0

Ζ ж= У  R*-j- (Rl — Rc)i=  R2 + (

13. Коэффициент трансформации равен:

k — Hti— i iК — — . »
п% ©а

где пг — число витков в первичной обмотке трансформатора; я2 — 
во вторичной; ^ и ^ -  э.д.с. индукции, возникающие соответ­
ственно в первичной и вторичной обмотках.

Если падение напряжения в первичной цепи трансформатора 
ничтожно мало по сравнению с напряжением i/ lt подаваемым на 
трансформатор, с достаточной степенью точности можно считать, 
что $ 1  =  Uv При этом же условии для вторичной цепи ё г =  из и, 
следовательно,

У понижающего трансформатора при большом токе во вторич­
ной цепи падением напряжения на вторичной обмотке пренебречь 

нельзя. В этом случае 8% =  Ut + 1%г% и

П\ _ υ ι
Яа 1/*+ // 2

ГДЄ -/г —  ТОК ВО вторичной цепи; Г2 —  ее сопротивление.

Решение задач. Примеры

1. В задачах по элементарному курсу электромагнетизма мож­
но выделить три основные группы: а) задачи о силовом действии 
магнитного поля на проводники с током и заряженные частицы;
б) задачи на закон электромагнитной индукции и в) задачи на закон 
сохранения и превращения энергии в применении к процессам, 
протекающим при работе электрических машин. Многие из этих 
задач не требуют применения высшей математики и решаются срав­
нительно просто.

2. Решение задач расчетного характера о силах, действующих 
на проводники с током в однородном магнитном поле, удобно про­
водить по следующей схеме:

а) Сделать схематический чертеж, на котором указать контур 
с током и направление силовых линий поля. Отметить углы между 
направлением поля и отдельными элементами контура, если по­
следний состоит из нескольких прямых проводников.

б) Используя правило левой руки, определить направление
сил поля, действующих на каждый элемент контура, и проставить 
векторы этих сил на чертеже. - „

в) В тех случаях, когда задача сводится к нахождению одной 
из величин, входящих в выражение для сил, действующих на от­
дельные проводники контура (иди вращающих моментов, созда­
ваемых этими силами), дальнейшее решение состоит в том, чтобы 
записать уравнение (13.1) или (13.2) и найти из него искомую ве­
личину.
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Если в задаче рассматривают равновесие проводника'или кон­
тура с током в магнитном поле, то, помимо силы Ампера, нужно 
указать и все остальные силы, действующие на проводник, и за­

писать условие его равновесия 2F =  0 (или ΣΜ =  0 — для рамки 
с током). Затем с помощью формул (13.1) и (13.2) следует рас­
шифровать значение сил (моментов), входящих в уравнение равно­
весия, и подставить в него вместо F(M) их выражения. В результа­
те получается окончательное уравнение для определения искомой 
величины.

3. Особое место в задачах первой группы занимают задачи о 
движении заряженных частиц в электрическом и магнитном полях. 
Их решение в большинстве случаев основано на составлении основ­
ного уравнения динамики материальной точки с учетом сил, дей­
ствующих на заряженную частицу со стороны магнитного и элект­
рического полей.

Схема решения этих задач во многом сходна с предыдущей.
а) Нужно сделать чертеж, указать на нем силовые линии маг­

нитного и электрического полей, проставить вектор начальной 
скорости частицы и отметить знак ее заряда.

б) Если скорость частицы направлена под углом к линии ин­
дукции магнитного поля, ее следует разложить на две составляю­
щие, одна из которых должна быть направлена перпендикулярно

вектору В, вторая параллельно ему. Такое разложение позволяет 
представить сложное движение в виде двух более простых и в зна­
чительной мере упрощает задачу, поскольку вдоль магнитного 
поля сила Лоренца не действует.

в) Изобразить силы, действующие на заряженную частицу.
Обычно во всех задачах, где нет специальных оговорок, действие 
силы тяжести на элементарные частицы не учитывают, поскольку 
эта сила ничтожно мала по сравнению с силами электромагнитного 
поля. При нахождении направления силы Лоренца следует обра­
тить особое внимание на знак заряда частицы, так как в одном 
случае нужно воспользоваться правилом левой руки, в другом — 
правой. Очень удобно силу Лоренца определять по направлению 
тока. ,

г) Указав силы, нужно попытаться определить вид траектории 
частицы. Иногда это удается сделать сравнительно просто, иногда 
нахождение вида траектории представляет основное содержание 
задачи.

Силы, действующие на заряженную частицу, следует разложить 
вдоль направления магнитного поля и по направлению, ему пер­
пендикулярному. Делается это с той целью, чтобы установить

причины изменения составляющих скорости и Vj_. Затем необ­
ходимо составить основное уравнение динамики материальной 
точки по каждому из направлений разложения сил.

Записав уравнения динамики, нужно подставить в них выраже­
ния сил, используя для этого формулы электростатики и формулу
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силы Лоренца. В большинстве задач после такой подстановки 
получаются уравнения, из которых искомую величину определяют 
непосредственно, в ряде случаев к уравнениям динамики приходится 
добавлять формулы кинематики.

4. Решая задачи на закон электромагнитной индукции, удобно 
пользоваться следующими рекомендациями.

а) Анализируя условия задачи, необходимо прежде всего ус­
тановить причины изменения магнитного потока, связанного с 
контуром, и определить, какая из величин В, S или а, входящих в 
выражение для Ф, изменяется с течением времени. После этого 
нужно записать основное расчетное соотношение (13.10) или 
(13.10'). Если в задаче речь идет о поступательном движении пря­
мого проводника, то э.д.с. индукции определяют по формуле (13.11), 
вытекающей из закона электромагнитной индукции.

б) Затем выражение для Ф надо представить в развернутом 
виде. Для этого выбирают два момента времени tx и t% и для каж­
дого из них определяют потоки Фх и Ф2, связанные с данным кон­
туром. Изменение магнитного потока за время At =  t2 — h> в 
зависимости от условия задачи, будет равно или АФ=(Вг B jjx  
xScosa, если изменяется магнитная индукция поля, в котором 
находится контур, или ΔΦ == BS (cos а а — cosai), если изменяется 
положение рамки в поле, или, наконец, ΔΦ =  В AS cos a, где AS 
площадь, описанная в пространстве движущимся проводни-

ком. л.
в) Далее надо подставить выражение для АФ в исходную фор­

мулу закона электромагнитной индукции и, записав дополнитель­
ные условия, решить полученные уравнения совместно относитель­
но искомой величины. Наибольшие затруднения возникают обычно 
при расчете электрических цепей, содержащих аккумуляторы, 
когда на одном из участков цепи возникает э.д.с. индукции, вызван­
ная движением проводника в магнитном поле. Решение в этом 
случае нужно начинать с определения величины и направления 
этой э.д.с., после чего задача сведется к расчету обычной Цепи по­
стоянного тока с несколькими источниками э.д.с., соединенными 
между собой последовательно или параллельно.

5. Решение задач о работе электрических машин постоянного 
тока основано на составлении уравнения закона сохранения и 
превращения энергии. В простейших случаях этого уравнения 
вполне достаточно для нахождения искомой величины; в более 
сложных задачах к уравнению энергетического баланса необходимо 
добавить вспомогательные уравнения, позволяющие представить 
в развернутом виде ту или иную величину, входящую в основное 
уравнение. Обычно для этого нужно воспользоваться формулами 
(13.16), (13.17) и (13.18).

Пример 1. Контур в виде квадрата с диагональю, изготовлен­
ный из медной проволоки сечением S =  t  мм2, подключен к источ­
н и к у  постоянного напряжения U =110 в, как показано на рисун­
ке 13.4. Плоскость квадрата расположена параллельно магнитно-
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му полю с индукцией £ = 1 , 7  · I0 -* тл. 
Определите величину и направление 
силы, действующей на контур со сто­
роны поля,

Р е ш е н и  е. Чтобы найти равно­
действующую сил, действующих со сто­
роны магнитного поля на контур с то­
ком, нужно найти величину и направ­
ление сил, действующих на отдельные 
элементы контура, и затем их сложить. 
По расположению элементов контура от­
носительно поля в контуре можно вы- 

' делить пять прямолинейных проводни­
ков ab, be, ea, ad и ас. По этим проводникам протекают токи /* и 
/г, величину которых можно определить из закона Ома для 
участка цепи. Так как напряжение подводится к точкам а и с, 
длина стороны квадрата равна /, площадь сечения проволоки и 
ее удельное сопротивление равны соответственно S и р, то

/ =  —  = — · us П\
1 Rabe 2р/ ’ 2 ~  р/ Υ ΐ '  '

Проводники аЬ и cd расположены параллельно полю, поэтому 
‘'аь — U и Fcd == 0, так как sin а  =  0. Проводники Ьси ad перпен­
дикулярны полю (а =  90° и sin a =  1), и на них действуют парал­
лельные силы, равномерно распределенные по проводу, равнодей­
ствующая которых

ЬС F a t-h lB . 01
Приложены эти силы в середине проводников и направлены пер­
пендикулярно плоскости чертежа (на нас).

Проводник ас составляет с вектором индукции В угол a  =  4 5 е,

его длина I Y 2 , следовательно, со стороны поля на него действует 
сила ·

Рас =  h i  Ґ 2  В sin 45°,

направленная в ту же сторону, что и силы Ft 
щая этих трех параллельных сил равна:

F =  2Fbe + F ( 2 1  ,  +  I  J I B ,

(3)

Результирую-

(4)

точка ее приложения совпадает с центром контура — точкой О.
Решая уравнения (1)—(4) относительно F и подставляя число­

вые значения, получим:

F =  й + V puSB  ; р  ̂  ідо w

Пример 2 , Плоская рамка, состоящая из п =  50 витков тон­
кой проволоки, подвешена на бронзовой ленточке между полюсами
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электромагнита. При пропускании через рамку тока силой / - l a  
рамка повернулась на угол а х == 15 . Определите индукцию маг­
нитного поля в том месте, где находится рамка, если известно, что 
при закручивании ленточки на угол <р0 =  1° возникает момент сил 
упругости М„ =  0,98 · 10“® н · м. При отсутствии том плоскость 
рамки составляла с направлением поля угол а 0 =  30°, площадь

рамки S =  10 см9.
Р е ш е н и е .  На рамку с током, подвешенную в магнитном

поле, действуют два вращающих момента: момент M v созданный 
силами поля, и противодействующий момент М 2, вызванный· за­
кручиванием упругого подвеса, на котором находится рамка. При 

равновесии рамки должно быть

Мх =  Λί2. (і)

Если по рамке проходит ток /, площадь рамки S, число витков п 
и при равновесии нормаль к плоскости рамки составляет угол a

с вектором индукции В, то
М х =  nISB sina. (2)

По условию задачи момент сил упругости пропорционален углу 

закручивания подвеса:
M z =-fcp,

где k — постоянный коэффициент, зависящий от геометрических 
размеров (формы, сечения) и материала подвеса. В данной задаче 
он определяется из условия, что при угле закручивания φ0 возника­
ет момент Мй, т. е. MQ — &Ро и, стало быть,

Ма =  — φ. (3)
Фо

В свободном состоянии рамки, до включения тока, плоскость 
рамки составляла с направлением поля угол Сто (рис. 13.5). По­
этому при переходе рамки во второе равновесное положение она 
повернется на угол

φ =  α ν  (4)

На такой же угол закрутится нить, и нормаль к рамке будет 
составлять с направлением поля угол

a  =  90° — (а0 + а г). (5)

С учетом формул (2), (3), (4) 
и (5) уравнение равновесия (1) 
можно представить в Оконча­
тельном виде так:

^  at =  nlSB cos (a0 + «ι>·
Φ»
Найдя отсюда индукцию 

магнитного поля и подставив Рис. 13.5.
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-ί—І  —і А + І  _+ + + числовые значения, получим:

*  4  + + В =  ' 7 7- ■■■; в «  4..' 10- 8  гл.
+ + Ч ? +  + +' + + n/S<Po cos (06, + αχ)

+ + +· + + Пример 3« Электрон, прошедший
+ %  + 1 , ' , ускоряющую разность потенциалов U =

°0 =  1000 б, влетает в вакууме в однородное
+ ·+ + ■+ + + + ,+, . >магнитное поле с индукцией В =  10̂ ® тл
+ + + + + + + + перпендикулярно силовым линиям.

Определите радиус окружности, опй- 
Рис. 13.6. сываемой электроном в поле. Заряд

электрона е — 1 ,6  · 10_а к, его масса 
m — 9 · 10-81 кг.

Р е ш е н и е ,  Заряженная частица, влетающая в однородное 
магнитное поле перпендикулярно линиям индукции, под действи­
ем силы Лоренца (всегда перпендикулярной вектору скорости) 
приобретает нормальное ускорение и начинает описывать окруж­
ность в плоскости, перпендикулярной направлению поля.

Если в магнитное поле, направленное перпендикулярно плос­

кости чертежа (от нас), влетает электрон со скоростью о (рис. 13.6),

то на него будет действовать сида Fa, направление которой опреде­
ляется правилом правой руки, поскольку заряд электрона отрица­
тельный. Согласно формулам (13.3) и (13.4) величина этой силы 
равна:

^ F *  =  evB (1)

(sin а  =  1 , так как v _]_ В). При j В j =  const величина силы Ло­
ренца будет оставаться неизменной, и если пренебречь действием 
силы тяжести, то можно считать, что электрон описывает окруж­
ность некоторого радиуса R. Согласно второму закону Ньютона

Уравнения (1) и (2) служат основными соотношениями при 
решении всех задач на движение заряженных частиц в однородном 
магнитном поле; записав их, следует составить вспомогательные 
уравнения, исходя из дополнительных условий задачи. В данном 
случае скорость электрона задана через ускоряющую разность по­
тенциалов U.

По закону сохранения и превращения энергии работа сил поля 
eU равна изменению кинетической энергии электрона. Пролетев 
между точками поля с разностью потенциалов U, электрон при­
обрел энергию

(кинетической энергией в начале разгона мы пренебрегем). Этим 
равенством условия задачи исчерпываются полностью. В системе

328

уравнений (1)—(3) неизвестными являются R, F„ и V. Решая урав­
нения относительно искомого неизвестного R и подставляя число­
вые значения, получим: ____ _

=  Я « 0 ,0 1  м.

Пример 4« Протон влетает со скоростью v =  108 м/сек в одно­
родное магнитное· поле под углом а  =  60° к силовым линиям. Оп­
ределите радиус и шаг спиральной линии, по которой будет дви­
гаться протон, если индукция поля равна В =  10- 8  тл.

Р е ш е н и е .  Если заряженная частица влетает в однородное

магнитное поле так, что ее вектор скорости v направлен под углом а

к вектору индукции В и действие всех сил, кроме силы Лоренца, 
ничтожно мало, частица начинает двигаться по винтовой линии. 
В этом нетрудно убедиться, разложив вектор скорости по направле­
нию поля и направлению, ему перпендикулярному, на составляю­

щие у і) =  о cos а  и v± =  v sin а  (рис. 13.7). При том направлении

векторов В и v, какое указано на чертеже, F„ действует на протон 
перпендикулярно плоскости чертежа (на нас) и непрерывно изме­

няет направление составляющей νΧι сообщая частице в плоскости,

перпендикулярной полю, нормальное ускорение ан. В результате 
протон описывает в этой плоскости окружность некоторого радиуса

R, поскольку В — const и v± — const. Если масса и заряд про» 
тона равны соответственно m и <?, то

Fn =  qv j .  В =  qvB sina (1)

и в то же время по второму закону Ньютона

р  __mv\ _  mv2 sin2 а  φ )

л ~  ~R~

Вдоль поля на протон никакие силы не действуют, следователь­
но., в этом направлении он движется прямолинейно с неизменной 

скоростью a cos а. В ре­

зультате наложения пря­

молинейного движения 

на круговое протон опи­

сывает в пространстве 

винтовую линию. Шаг 

этой линии — расстоя­

ние, на которое смеща­

ется частица вдоль по­

ля за один оборот, — 
равен:

Н =  U μ Т =  DCOSa7\ (3) Рис. 13.7.
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где Г — период обращения протона по кругу радиусом R. Этт 
период равен:

71 2я/? 2я/? ,
і  -- =  — — . (4)

v± v sm a

В уравнениях (1) — (4) неизвестными являются F„ , R, h и Т. 
Табличные значения т  =  1,66 · Ю-2 7 кг, q =  1,6 * 10-1® к. Решая

1 уравнения относительно искомых неизвестных R и h и подставляя 
числовые значения, получим:

D /OTsina D / w Q  i a -8 .. i. 2nniDCosa , 0 „ ,# =  -— -— ; к  « у .  ίο * м; h = ------- ; А да 3,2 * Ю~а ж.
qB qB

Пример 5« В однородном магнитном поле с индукцией В — 
=  о · 1 0 ~ 2 тл находится соленоид диаметром d =  8  см, имеющий 
п =  80 витков медной проволоки сечением σ =  1 мм2. Соленоид 
поворачивают на угол a =  180° за время At — 0,2 сек так, что его 
ось остается направленной вдоль поля. Определите среднее значе­
ние электродвижущей силы, возникающей в соленоиде, и индукцион­
ный заряд. Удельное сопротивление меди р — 0,017 · 10~в ом · м.

Р е ш е н и е .  Изменить магнитный поток, пронизывающий кон­
тур, и возбудить в нем э.д.с. индукции можно'различными способами. 
Наиболее просто это сделать, повернув контур в магнитном поле 
так, чтобы изменился угол между нормалью к плоскости контура 

и направлением поля. Этот случай и разбирается в данной задаче.
При изменении магнитного потока, пронизывающего соленоид, 

состоящий из η витков, на АФ за время At в нем индуцируется 
э.д.с.

S — n ^ ·  . (D

Если в исходном положении катушка была расположена так, 
что ось ее составляла с направлением поля угол а х, то при повороте 
оси на угол а 2 магнитный поток, пронизывающий соленоид, изме­
нится на величину

АФ =  Фа — Φχ =  BS cos (осі+аг) — BS cos a lt (2)

где S — площадь поперечного сечения соленоида. По условию за­
дачи ось катушки в исходном положении совпадала с направлением 
поля (ах =  0), а угол поворота а 2 =  180°. Изменение магнитного 
потока в этом случае будет максимальное и равное

АФ =  — 2 BS.

Подставляя выражение (2) в формулу (1) и учитывая, что се­

лі8
чение соленоида о  =  — , получим ответ на первый вопрос 

задачи:

е тРпВ < ? п п л
g = ·■■■' . 8 0,24 в.

2ΔΙ
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При изменении магнитного потока на 
руется заряд

ΔΦ

Сопротивление обмотки соленоида

АФ в соленоиде индуци-

(3)

(4)

Я = 1,4 к.

Из соотношений (2) — (4) после подстановки числовых значений 
заданных величин находим:

odB.

2р ’

Индуцированный заряд не зависит от скорости изменения магнит­
ного потока и количества витков в соленоиде.

Пример 6, В магнитном поле с индукцией В =  10“* тл вращает­
ся стержень длиной / =  0 ,2  м с постоянной угловой скоростью 
ω =  100 сек-1. Найдите э.д.с. индукции, возникающей в стержне, 
если ось вращения проходит через конец стержня параллельно си­
ловым линиям магнитного поля.

Р е ш е н и е ,  Появление сторонних сил внутри стержня и воз­
никновение разности потенциалов на его концах вызвано действием 
силы Лоренца на заряды, находящиеся в проводнике, пересекаю­
щем магнитные силовые линии. Если стержень вращается в одно­
родном магнитном поле с постоянной угловой скоростью со и пе­
ресекает линии индукции под прямым углом (рис. 13.8), то под дей­
ствием силы Лоренца электроны начнут смещаться вдоль стержня 
к одному из его концов. При том направлении поля и вращения,

какое указано на чертеже, FK направлена к оси вращения и туда 
же смещаются электроны. Движение электронов происходит до 
тех пор, пока возникающее внутри проводника электрическое поле 
не достигнет величины, при которой силы электрического отталки­
вания уравновешивают силы Лоренца.

В результате перемещения электронов на одном стержня
оказывается их избыток, на другом — недостаток и между концами 
стержня возникает постоянная разность 
потенциалов, равная

<? =  — , (1)

где АФ — величина магнитного пото­
ка, пересекаемого стержнем за время At.

При вращении стержня прд 
прямым углом к силовым ЛИНИЯМ 
магнитного поля АФ — В A S, где AS—- 
площадь сектора, описываемого стер­
жнем.
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За время At стержень поворачивается на угол Δφ и площадь 
сектора получается равной:

Δ5  _  Αφ/8 _  ω/2Δ<

. 2

Учитывая это, для изменения магнитного потока найдем:

. _  ΒωΡ
Δ Φ = - ^ .  (2)

Из формул (1) я- (2) получим:
g  _ В(йР

~  ~2~’

или, после подстановки числовых значений, S =  2 · 10- 2  в.
Пример 7* Две параллельные шины, подключенные к аккуму­

лятору с э.д.с. S0 и внутренним сопротивлением г, находятся в од­
нородном магнитном поле с индукцией В. Шины замкнуты провод­
ником длиной 1 и сопротивлением R , который перемещается по 
шинам без нарушения контакта перпендикулярно полю, со 
скоростью v. Пренебрегая сопротивлением шин, определите напря­
жение на зажимах источника, мощность тепловых потерь в про­
воднике, а также механическую мощность, подводимую к провод­
нику.

Р е ш е н и е .  Допустим, что при том подключении аккумулятора 
к шинам и направлении магнитного поля, какое показано на рисун­
ке 13.9, проводник перемещают равномерно слева направо. При 
своем движении проводник пересекает линии индукции поля и в 
нем возникает э.д.с. индукции 8п — источник тока, включенный 
последовательно с аккумулятором. В зависимости от нап­
равления поля и направления движения проводника ё0 и <£„ дей­
ствуют или в одну, или в противоположные стороны. В 
первом случае ток в цепи аккумулятора усилится, во втором —
ослабнет. В нашем примере, используя правило правой руки,
нетрудно установить, что индукционный ток шел бы от 6 к а, умень­
шая ток аккумулятора, т. е. э.д.с. $0 и $н направлены навстречу 
друг другу. Поскольку проводник ab движется перпендикулярно 
полю (а =  90э), величина э.д.с. индукции согласно формуле (13.11) 
равна:

=  evB. (1)

Дальнейшее решение сводится к 
расчету цепи постоянного тока, содер­
жащей два последовательно включен­
ных элемента с разными э.д.с.

Пользуясь общими правилами та­
кого расчета, находим общую э.д.с. 
контура (предполагая, что $0 >  $ к):

S =  80- S a, (2)
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и ток в контуре:

/ =  (3)
R +  т

Поскольку аккумулятор разряжается и ток через него идет в 
естественном направлении, для напряжения на его зажимах по­
лучаем: .

U =  <?„ -  1г. (4)

Мощность тепловых потерь, выделяемая на проводнике, равна:
Р =  PR . (5)

Так как по проводнику ab, движущемуся в магнитном, поле, 
идет ток, то со стороны поля на него действует сила Fa , направлен­
ная (согласно правилу левой руки) вправо. По закону Ампера

Fa =  IIB. (6)

Чтобы проводник двигался равномерно, к нему должна бцть 
приложена сила F, равная по величине силе Fa , но направленная 
в противоположную сторону. Механическая мощность в этом слу­
чае будет равна:

N =  Fa v. (7)

Исключая из уравнений (1) — (7) неизвестные £ И, 8, / и  
Fa j получим для искомых величин окончательные выражения:

, ,  SqR+іуВГ' р  ($0- lv B )*R . , ,  (Sa -  ΙνΒ) ΙυΒ

R + r ’ (Λ + r ) 2 ’ R + r

Пример 8« Электромотор, включенный в сеть постоянного то­
ка с напряжением U =  120 в при полном сопротивлении цепи R =
=  20 ом, передает приводу мощность N — 160 вт. Какую э.д.с. 
разовьет этот мотор, если его использовать как генератор, вращая 
якорь с той же угловой скоростью, какую он имел, работая как дви­
гатель?

Р е ш е н и е .  При работе электрической машины в качестве мо­
тора основным уравнением, связывающим параметры электричес­
кой цепи, служит уравнение закона сохранения и превращения 
энергии.

Если источник дает прстоянное напряжение U, полное сопротив­
ление цепи R и электромотор развивает механическую мощность N, 
то согласно формуле (13.17)

IU =  PR  + N, (1)
где I  — сила тока в цепи.

При перемещении контура с током / в магнитном поле силы по­
ля совершают над проводником работу А =  ΙΑΦ.

Развиваемая при этом механическая мощность за время At рав­

на N =  I — . Поскольку в контуре при изменении магнитно- 
Δ/

го потока на АФ возникает э~д.с. индукции 8И =  — , то должно быть

N =  16\ . (2)
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Величина э.д.с. индукции в якоре пропорциональна скорости 
его вращения (13.15'), поэтому, если использовать электромашину 
как генератор, вращая якорь с той же угловой скоростью, что и при 
работе электромотора, э.д.с. генератора 8 будет равна э.д.с. ин­
дукции в электромоторе:

8 =  8и, (3 )

Этим уравнением условия задачи исчерпываются полностью. 
Исключая из уравнений (1) —(3) неизвестные / и 8Ю получим для 
определения искомой величины 8 уравнение

£* — U8 + NR**Q,

из которого находим:

Подставляя сюда числовые значения, будем иметь:

i t  =  80 в и 8г =  40 в.

Двузначность полученного результата объясняется следую­
щим. Если исключить из уравнений (1) и (2) силу тока /, то после 
простых преобразований получается квадратное уравнение отно­
сительно э.д.с. индукции якоря:

8\ — U8U + NR =  0,

которое при постоянных U н R можно рассматривать как зависи­
мость механической мощности N от 8и. Эта зависимость квадратич­
ная, поэтому в общем случае одному значению N. соответствуют 
два значения 8И. График зависимости N — f (89) представлен на 
рисунке 13.10. Из анализа квадратного уравнения (или графика)- 
следует, что N =  0, когда 8 н =  0 и 8 я =  и (и в том и в другом слу­
чае ток в цепи отсутствует).

Максимальную мощность мотор развивает при 8Я = — Под­

ставляя это значение 8И в исходное уравнение и решая его

Рис. 13.10.

относительно N, получим:

- N — N =і » ” макс —  — -- -
R  4Я

Пример 9« С какой час­
тотой вращается якорь 
электромотора с -постоян­
ным магнитом, подключен­
ный к источнику с напря­
жением U, если, работая 
в качестве генератора, 
он развивает э.д.с. 8 г, 
делая fz оборотов
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в секунду? Момент сил трения на валу мотора равен М, полное 
сопротивление цепи электромотора R. Какой ток будет проходить 
по цепи и какова будет скорость вращения якоря при М = 0 ?

R е ш е н и е. При подключении электромотора к источнику с
постоянным напряжением U за счет мощности IU, развиваемой 
источником, происходит нагревание цепи и совершается механичес­
кая работа Nt. Согласно закону сохранения и превращения 
энергии

1U =  P R  + N. (1)

Механическую мощность моліно выразить через момент сил 
трения на валу мотора М и частоту вращения якоря fx:

М =  М щ  =« М ■ 2nfv (2)

С другой стороны, эта же мощность равна!

N =  18 ъ (3)

где § χ _  э.д.с. индукции, возникающая во вращающемся якоре. 
Согласно формуле (13.15')

8Х =  nSBtox =  kfu (4)

где k =  2 nnSB.
Работая как генератор, мотор развивает э.д.с. 8 2. делая /г обо- 

ротов в секунду, следовательно,

§ г =* (5)

Составленная система уравнений содержит пять неизвестных
величин: /, N, 8V k и fv Требуется определить /х. Из уравнений 

(1) —■ (3) находим: ,

IU =  PR  + 2nfl М. и U — IR  + 8 v

Исключая отсюда / и проводя упрощения, получим: 

g\ — U8i + 2nfiRM =  0.

Из уравнений (4) и (5) после исключения k имеем:

Подставляя в предыдущее уравнение вместо 8Х его выражение 
и решая полученное уравнение относительно /г, находим:

{US2 — 2π  fpRM) 

fi = / ϊ·

Из этой формулы вытекает, что при М =  0 частота вращения 
якоря электромотора равна:



Из уравнения (1) с учетом (2) следует, что при М =  0  должно 

быть N =  0. В этом, случае 1 — 0 (холостой ход), или / =  —

(якорь полностью заторможен),
Пример 10« Сколько времени будет гореть неоновая лампочка 

в течение 1 мин при подключении ее в сеть переменного синусои­
дального тока с действующим значением напряжения ил =  120 в 
и частотой / =  50 гц, если лампочка зажигается и гаснет при напря­
жении U — 84 в?

Р е ш е н и е .  При включении лампочки в сеть переменного 
тока напряжение на ее электродах меняется с течением времени по 
закону

U — U0 sin 2nft, (1)

где U0 — максимальное значение напряжения.
Максимальное значение синусоидального напряжения связано с 

действующим равенством

U0 =  ил Υ Έ  (2)

Так как лампочка зажигается и гаснет при напряжении 11г <
<  (/„, то в течение одного полупериода она будет гореть в течение 
времени

Δ/ =  *2 — tL, (3 )

где ^  и t2 — интервалы времени, прошедшего от начала периода 
Т до момента вспышки и гашения. Всего за время t0 =  1 мин лампочка 
горит в течение времени

tx =  2ft0 Δί, (4)

поскольку в интервале t0 будет содержаться 2 ^  = 2ft0 про­

межутков Δ/.
В уравнении (1) после подстановки выражения {2) все величины, 

кроме t, будут известны, и из полученного уравнения можно оп­
ределить значения tx и t2. Подставляя числовые значения U =  t/3ai4=

/ 2 тс \ 1 т
=  С/ГШ и Ua , найдем: sin /— А =  - , откуда в пределах ~ ·.

2π i    я t j Т 2л і б . 5

ίι=  І 2’ г 2 ~ 6 π: J  ~ И

Τ' 1
Следовательно, At — t2 — U =  -: At — —  сек.

3 150

Подставляя после этого числовые значения в уравнение (4), 
найдем время горения неоновой лампочки за 1 мин:

tx — 40 сек.

Пример 11« В сеть переменного синусоидального тока вклю­
чены последовательно конденсатор емкостью С — 100 мкф и ка­
тушка индуктивности диаметром d =  10 см, состоящая, из η =  
=  1000 витков медной проволоки сечением 5 =  1 мм2, вплотную
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прилегающих друг к другу. Какая средняя тепловаямощность вы­
деляется на активном сопротивлении катушки индуктивности за
1 период колебания тока в цепи, если амплитудное значение напря­
жения в сети равно U0 =  120 в? При какой частоте тока эта мощ­
ность будет максимальной? Сопротивлением подводящих проводов 
пренебречь. Удельное сопротивление меди р =  0,017 · 10- 8  ом · м.

Р е ш е н и е .  Если в сеть синусоидального напряжения вклю­
чены емкость, индуктивность и активное сопротивление, то рассеи­
вание мощности Р происходит на активном сопротивлении, где 
она выделяется в виде тепла. В нашем примере активным сопротив­
лением R является сопротивление проводов катушки индуктив­
ности. Поскольку напряжение на этом сопротивлении совпадает 
по фазе с током и φ =  0, то согласно формуле (13.23)

Р =  0 )

где / 0 — амплитудное значение тока в цепи.
По закону Ома

/„ = 7 ° . (2)

где Ζ — полное сопротивление цепи переменному току.
Поскольку сопротивлением подводящих проводов можно пре­

небречь, Ζ состоит из активного сопротивления катушки R, сопротив­
ления конденсатора #с и сопротивления индуктивности RL . Сог­
ласно формуле (13.21) _____________________

Ζ = / « ·  + (2̂ - ^ ) ' ·  (3)

где f — частота тока в городской сети, равная 50 гц.
Активное сопротивление обмотки из медной проволоки с удель­

ным сопротивлением р и сечением S равно:

Я = р 1 . = » и 2 ,  (4)

где п _  число витков; D — средний^диаметр катушки. Учитывав 

что длина катушки I =  nd =  2nj/ £  и витки вплотную прилегают 

друг к другу, для ее индуктивности получим:

1 ^ 3 М £ 1 т /- п .(см. формулу 13.13). (5)
8 V S

Последовательно подставляя числовые значения в формулы (5), 
(4) и (3), находим:

L «  9 ■ 10- 8  гн; R =  5,34 ом\ Z =  5,36 ом.

После этого из соотношений (1) и (2) найдем:

Р = ь ^3 .;  Р &  1,34 кет.
2Z* . - .
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Из последней формулы видно, что мощность тепловых потерь 
максимальна в том случае, когда полное сопротивление цепи ми­
нимально. Согласно выражению (3} Z =  ZMHH =  R, если выра­
жение, стоящее в скобках, равно нулю, Эго возможно при частоте

' " 1 Г П г ; ί * 5 ·β “ 4.

Мощность, выделяемая на активном сопротивлении при такой 
частоте, равна:

Р0 =  ■ Р0 ==■ 1,35 кет.
2Я

Задачи к главе 13

13.1. Медный провод сечением S, согнутый в виде трех сторон 
квадрата, прикреплен своими концами к горизонтальной оси, 
вокруг которой он может свободно вращаться в однородном магнит­

ном поле с индукцией В, вектор которой направлен вертикально 
вверх. На какой угол от вертикали отклонится плоскость контура 
при прохождении по нему тока /? Решите задачу при условии, что 
провод согнут в виде трех сторон правильного треугольника и 
шарнирно закреплен в одной из вершин.

13.2. Деревянный цилиндр массой 0,25 кг и длиной 0 ,1 0  м распо­
ложен на наклонной плоскости. На цилиндр намотано 10 витков 
тонкой проволоки так, что плоскость каждого витка проходит через 
ось цилиндра параллельно наклонной плоскости. Вся система на­
ходится в однородном магнитном поле с индукцией 0,5 тл, вектор 
которой направлен вертикально вверх. Какой минимальный ток 
нужно пропустить через рамку, чтобы цилиндр не скатывался 
с наклонной плоскости? Трение скольжения между цилиндром и 
наклонной плоскостью велико.

13.3. Зеркальный гальванометр имеет рамку площадью 1,5 см2, 
состоящую из 300 витков тонкой проволоки. Рамка подвешена на 
нити, в которой при закручивании нити на угол в один радиан воз­
никает момент упругости, равный 0,98 н · м. Рамка находится в 
магнитном поле с индукцией 0 ,1  тл, направленном'радиально к 
оси вращения рамки. Шкала гальванометра с делениями в 1мм рас­
положена на расстоянии 1 м от зеркала. При каком токе в рамке 
гальванометра указатель на шкале сместится на 1 деление?

13.4. Плоскость медного диска радиусом R расположена пер-
^ *

пендикулярно магнитному полю с индукцией В (рис. 13.11). При 
пропускании тока / между скользящими контактами а и Ь диск начи­
нает вращаться со скоростью п об!сек. Определите вращающий момент 
действующий на диск, и мощность, развиваемую таким двигателем.
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13.5. По проволочному кольцу радиусом 
R течет ток /. Кольцо находится в однород­
ном магнитном поле с индукцией В, сило­
вые линии которого перпендикулярны плос­
кости кольца. Какой должна быть минималь­
ная прочность кольца, чтобы оно при растя­
жении не разорвалось?

13.6. По проволоке, согнутой в виде 
правильного η-угольника, вписанного в 
окружность радиусом R, пропускается ток I.
Наедите индукцию магнитного поля на оси 
многоугольника как функцию расстояния х от 
его центра и исследуйте полученное выраже­
ние. Рассмотрите случай, когда

п — 3 и X =  -у- (тетраэдр), 

п =  4 и X =  R, п =  со (кольцо).

13.7. По трем длинным параллельным проводам, удаленным
друг от друга на одинаковое расстояние г =  0,4 м, идут токи I =
=  10 а, I  и — 21. а) Найдите геометрическое место точек в прост­
ранстве, где индукция магнитного поля, создаваемого токами, рав­
на нулю, б) Какую силу нужно приложить к каждому метру про­
водника с током 21, чтобы он находился в равновесии?

13.8. Квадратная рамка со стороной 10 см расположена около 
длинного провода с током 100 а так, что две стороны рамки парал­
лельны проводу и отстоят от него на расстоянии 20 см. Чему будет 
равен вращающий момент, действующий на рамку, если по ней про­
пускать ток 10 а?

13.9. В центре витка радиусом 30 см находится компае, уста­
новленный в горизонтальной плоскости. При отсутствии тока в 
контуре магнитная стрелка лежит в плоскости витка. Если по 
витку пропустить ток 5 а, стрелка поворачивается на угол 30°. Оп­
ределите горизонтальную составляющую индукции магнитного по­
ля Земли.

13.10. Предполагая, что электрон в атоме водорода движется по 
круговой орбите радиусом 0,53 · 10- 8  см, определите период обра­
щения электрона вокруг ядра и индукцию магнитного поля, созда­
ваемого движущимся электроном в центре его орбиты.

13.11. Сколько медного провода понадобится для изготовления 
соленоида, в котором можно было бы получить магнитное поле с 
индукцией 5 · 10~а тл при питании катушки от источника постоян­
ного напряжения 110 в? Допустимую плотность тока для меди счи­
тать равной 2 0 а/мм®, витки прилегают друг к другу плотно.

13.12. Внутри соленоида, имеющего 400 витков, распределен­
ных по длине в 40 см, находится виток радиусом 2 см, по которому 
течет ток 0,1 а. Какой максимальный вращающий момент мо­
жет действовать на виток, если через соленоид пропустить ток 10 а?
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13.13. Протон влетает в однородное магнитное поле с индукцией
2 · 10 ~ 5 тл перпендикулярно линиям индукции магнитного поля. 
Сколько оборотов будет делать в магнитном поле протон за 1 сек?

13.14. Для определения отношения заряда электрона к его мас­
се пучок электронов разгоняют между катодом и анодом электрон­
нолучевой трубки. При наложении магнитного поля на трубку так, 
чтобы оно было направлено перпендикулярно пучку, светлое пят­
но на экране смещается на 5 см. Зная напряжение между анодом 
и катодом, равное 10 кв, расстояние от анода до экрана 10 см. и ин-' 
дукцию магнитного поля 5 · 10~ 4 тл, определите это отношение.

13.15. Частица, имеющая заряд электрона, влетает в однород­
ное магнитное поле под углом 45° к линиям индукции и движется 
по винтовой линии с шагом 2 см. Определите импульс частицы, если 
индукция поля равна 10~а тл.

13.16. Электрон, движущийся со скоростью у, попадает во взаим­
но перпендикулярные однородные электрическое и магнитное поля,

напряженность и индукция -которых Ё и В. Скорость электрона 
перпендикулярна обоим полям. Как будет двигаться электрон? 
При каком условии электрон будет двигаться равномерно и прямо­
линейно? Опишите движение первоначально покоившегося электро­
на во взаимно Перпендикулярных электрическом и магнитном 
полях.

13.17. Через ^плоский конденсатор, помещенный в магнитное 
поле с индукцией В, длительное время пропускают поток электро­
нов, прошедших ускоряющую разность потенциалов U. Пластины 
конденсатора параллельны полю, скорость электронов перпенди­

кулярна вектору В, площадь обкладок S, отношение заряда элект­
рона к его массе равно у. Какой заряд накопится на конденсаторе?

13.18. В однородном магнитном поле находится плоский виток 
площадью 10 см*, расположенный Перпендикулярно силовым ли­
ния^. Какой ток потечет по витку, если поле будет убывать с пос­
тоянной скоростью 10~ 2 тл/сек, сопротивление витка 1 ом? Чёму 
равна напряженность электрического поля в витке?

13.19. Тонкий медный обруч массой пг расположен в однород­
ном магнитном поле с индукцией В. Плоскость обруча перпендику­
лярна направлению поля, Как нужно повернуть обруч, чтобы в 
нем индуцировался максимальный заряд, протекающий в одном 
направлении? Какова величина этого заряда? Какое количество 
электричества пройдет по проводнику, если обруч, потянув в диа­
метрально противоположных точках, вытянуть в линию?

13.20. Прямоугольную рамку, сделанную из проволоки сопро­
тивлением Я =  1 ом, перемещают с постоянной скоростью через 
область однородного магнитного поля с индукцией В =  0,5 тл 
(рис. 13.12). При какой скорости v в рамке выделится количество 
теплоты Q =  10' 3 дж, если =  0,10 м, 12 =  0,05 м и /3>  /2?

13.21. Стержень ОА сопротивлением R и длиной. I скользит 
по полукольцу, сопротивление которого ничтожно мало (рис.
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Рис. 13.12. Рис. 13.13.

13.13). На контур наложено однородное магнитное поле с индукци­
ей В, э.д.с. источника S, внутреннее сопротивление г, угловая ско­
рость вращения стержня ω. Найдите ток в стержне и разность по­
тенциалов на его концах. При каком значении ω ток в стержне равен 
нулю?

13.22. Для измерения индукции магнитного поля между полю­
сами электромагнита поместили плоскую катушку сечением 2 см2, 
состоящую из 40 витков. Катушку расположили перпендикулярно 
направлению магнитного поля и подключили к гальванометру, 
цепь которого имеет сопротивление 800 ом. Известно, что стрелка 
гальванометра отклоняется на 4 деления при прохождении через 
рамку прибора заряда 10- 8  к. При выдергивании катушки из поля 
стрелка гальванометра отклонилась на 20 делений. Определите 
индукцию магнитного поля. Какое отклонение даст гальванометр, 
если катушку повернуть на 180°?

13.23. Самолет летит горизонтально со скоростью 800 км/ч. 
Чему равна разность потенциалов, возникающая на концах крыль­
ев, если вертикальная составляющая индукции магнитного поля 
Земли равна 5 · 10- 5  тл? Размах крыльев равен 20 м. Чему равна 
максимальная э.д.с., которая может возникнуть при полете само­
лета? Горизонтальная составляющая поля Земли 2 ■ 10- 5  тл.

13.24. Проводник длиной 10 см перемещают в однородном маг­
нитном поле с индукцией 0 ,1  тл так, что его ось составляет угол 
60° с направлением поля. Как нужно двигать проводник, чтобы 
разность потенциалов на концах проводника возрастала равно­
мерно на 1 в за 1 сек?

13.25. Металлический стержень массой 0,1 кг и длиной 1 м под­
вешен за середину к пружине с коэффициентом упругости 9,8 н/м. 
Стержень совершает гармонические колебания с амплитудой 10 см 
в однородном магнитном поле с индукцией 1 0 ~ 2 тл, направленном 
перпендикулярно плоскости колебаний. Определите максимальную 
разность потенциалов, возникающую на концах стержня.

13.26. Плоскость прямоугольной проволочной рамки перпен­
дикулярна однородному магнитному полю с индукцией 0 ,1  тл. 
Одна сторона рамки Ъс подвижна и может скользить по двум дру­
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гим. Между точками a n d  включена лампочка с сопротивлением 
50 ом. Какую силу нужно приложить к подвижной части рамки, 
имеющей длину 0 ,2  м, чтобы перемещать ее со скоростью 1 м/сек, 
не нарушая контакта? Сопротивлением проволоки пренебречь.

13.27. Две параллельные медные шины, расположенные верти­
кально на расстоянии 1 м друг от друга, замкнуты вверху на со­
противление 1 ом и помещены в однородное магнитное поле с индук­
цией 0,1 тл, перпендикулярное плоскости шин. Вдоль шин падает 
проводник массой 0,1 кг. Пренебрегая сопротивлением шин и про­
водника, определите установившееся значение скорости падения. 
Трение не учитывать.

13.28. В условии предыдущей задачи шины замкнуты на кон­
денсатор емкостью 100 см. Определите ускорение проводника.

13.29. В однородное магнитное поле с индукцией 1 тл поме­
щен проводник длиной 0,1 м и сопротивлением 1 ом. Проводник 
соединен с источником тока, э.д.с. которого 10 в и внутреннее соп­
ротивление 0,1 ом. Проводник перемещают перпендикулярно си­
ловым линиям со скоростью 10 м/сек. Определите наибольшую 
силу тока, который может проходить по проводнику, и напряжение 
на нем. Сопротивлением подводящих проводов пренебречь.

13.30. В центре кругового витка перпендикулярно его плос­
кости создается переменный магнитный поток. Какова будет раз­
ность потенциалов между двумя произвольно взятыми точками 
витка? Изменится ли ответ, если между этими точками подключить 
магнитоэлектрический вольтметр? Будет ли при этом сказываться 
положение проводников, которыми подключен вольтметр, на его 
показаниях? ' .

13.31. Переменное магнитное поле, сосредоточенное вблизи 
оси кольца и имеющее ось симметрии, проходящую через центр 
кольца, создает в кольце э.д.с. индукции $. На кольце выбран 
участок, равный трети длины кольца, и к нему параллельно подклю­
чен проводник сопротивлением R, расположенный вне магнитного 
поля. Чему равен ток в этом проводнике, если сопротивление про­
вода, из которого сделано кольцо, равно 2R7

13.32. Из изолированной проволоки сделана петля в форме 
восьмерки, радиусы колец равны г и R. Определите разность потен­
циалов между точками соприкосновения провода, если перпендику­
лярно плоскости петли наложено магнитное поле, индукция кото­
рого меняется с течением времени по закону В =  kt, где k — пос­
тоянный коэффициент.

13.33. Проволочная рамка с током 2-а расположена в однород­
ном магнитном поле перпендикулярно его силовым линиям. Какую 
работу против сил поля нужно совершить, чтобы повернуть рамку 
на 90° вокруг оси, проходящей через диаметр рамки? Площадь рам­
ки 200 см2, индукция магнитного поля Ю- 8  гл. Каков будет ответ, 
если рамку повернуть на 180°?

13.34. Катушка с немагнитным сердечником имеет 1000 витков, 
длина катушки 40 см, сечение 10 см2. С какой скоростью нужно ме­
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нять ток в катушке, чтобы в ней возникала э.д.с. самоиндук­
ции 1 в?

13.35. По однослойной катушке с индуктивностью 50 мгн те­
чет ток 5 а. Какое количество электричества индуцируется в катуш­
ке при выключении тока, если длина ее 100 см, а диаметр медной 
проволоки обмотки 0 ,6  мм? с

13.36« Катушку с ничтожно малым сопротивлением и индуктив­
ностью 3  гн подключают к источнику постоянного напряжения с
э.д.с. 1,5 в. Через сколько времени ток в катушке достигнет 50 а? 
Сопротивлением источника пренебречь.

13.37« Э.д.с. самоиндукции, возникающая в цепи с индуктив­
ностью 2 гн, изменяется с течением времени по закону S =* 10 + 
+ At. По какому закону изменяется ток в цепи?

13«38« Конденсатор емкостью С, заряженный до напряжения 
U, разряжается на катушку с индуктивностью L. Сколько тепла 
выделится в катушке к тому моменту, когда ток в ней достигнет наи­
большего значения /?

13.39. Легкая пружина длиной I и радиусом г имеет п витков. 
Коэффициент упругости пружины k. К пружине подвешивают 
груз массой т. На какое максимальное расстояние может сместить­
ся груз, если по пружине пропустить ток /? Нагреванием пружины 
пренебречь.

13.40« Ротор генератора, имеющего 12 пар полюсов, делает 
240 об/мин. Максимальная э.д.с. генератора 10 в. Πό какому за­
кону изменяется величина электродвижущей силы с течением 
времени?

13.41« Электродвигатель, включенный-в сеть с напряжением 
120 в, развивает полезную мощность 1,47 кет. Используя мотор 
в качестве генератора, при той же скорости вращения якоря, что и 
в первом случае, можно получить э.д.с. 80 в. Чему равно сопротив­
ление цепи? '

13.42. Электромотор постоянного тока, включенный в цепь 
батареи с э.д.с. 24 в, при полном сопротивлении цепи 20 ом и 
токе 0,2 а делает 600 об!мин. Какую э.Д.с. разовьет этот мотор, ра­
ботая в качестве генератора при 1500 об/мин?

13.43. Электрический двигатель при напряжении 120 в разви­
вает мощность 160 вт, делая 100 об/мин. Каким будет максималь­
ное число оборотов двигателя при этом напряжений, если сопротив­
ление цепи якоря 2 0  ом и двигатель развивает ту же мощность? 
Какое число оборотов разовьет такой двигатель при холостом ходе? 
Трение не учитывать. ,

13.44. В шунтовом генераторе постоянного тока напряжение 
на зажимах равно 120 в и ток во внешней цепи равен £ 8  Ά. Ток в ин­
дукторе 2 а, сопротивление цепи якоря 0,1б ом. НайДОё э.д.с. ин­
дукции и коэффициент полезного действия генератора.

13.45. Работая в качестве электродвигателя, мбТбр при напря­
жении 120 в потребляет ток 2 0 а, делая 100 об/мин. С какой скоростью 
нужно вращать якорь мотора, чтобы, работая как генератор, он
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Рис. 13.14.

давал напряжение 
80 в? Какую механи­
ческую мощность нуж­
но при этом подводить 
к генератору? Полное 
сопротивление цепи в 
обоих случаях равно 
5 ом.

13.46. Груз массой 
т, подвешенный на 
нити, намотанной на

ось генератора с постоянным магнитом, замкнутым на сопротив­
ление R, опускается со скоростью у. С какой скоростью будет под­
ниматься $верх тот же груз, если генератор включить в цепь посто­
янного тока с э.д.с. §  и тем же сопротивлением цепи?

13.47. Плоский контур с индуктивностью L и сопротивлением 
R вращается с угловой скоростью ω в однородном магнитном поле 
с индукцией В. Площадь контура S. Определите силу тока в конту­
ре. Какую мощность необходимо затрачивать, чтобы вращать контур?

13.48. Индуктивность, емкость и активное сопротивление соеди­
нены между собой последовательно. Действующие напряжения на 
них равны соответственно \Jl , Uc и Ur . Чему равно действую­
щее напряжение на всем участке?

13.49. Лампочку мощностью 60 вт, рассчитанную на напряже­
ние 120 в, нужно включить в сеть переменного тока напряжением 
220 в. Какой конденсатор нужно включить последовательно с лам­
почкой, чтобы она горела полным накалом? Какой индуктивностью 
можно заменить конденсатор? ■

13.50. Участок цепи состоит из активного и индуктивного соп­
ротивлений, соединенных между собой параллельно. Вёличинаэтих 
сопротивлений равна соответственно 60 и 80 ом. К участку подво­
дится синусоидальное напряжение с амплитудой в 120 в. Чему рав­
но сопротивление контура? Решите задачу при условии, что актив­
ное сопротивление заменено емкостным сопротивлением, имеющим 
такую же величину.

13.51. На симметричный железный сердечник, показанный на 
рисунке 13.14, намотаны две катушки. При включении первой ка­
тушки в сеть переменного тока напряжение на клеммах второй ка­
тушки оказывается равным 13,6 в. Если включить в ту же сеть вто­
рую катушку, то напряжение на клеммах первой будет равно 12 0 в. 
Чему равно отношение витков катушек? Считать, что магнитный 
поток, создаваемый каждой катушкой, не выходит из сердечника 
и распределяется между его разветвлениями на две равные части.

13.52. Автотрансформатор, содержащий в первичной обмотке 
300 витков, включен в сеть с напряжением 220 в. Во вторичную цепь 
трансформатора, имеющую 165 витков, включен безындукционный 
потребитель сопротивлением 50 ом. Какой ток идет во вторичной 
цепи, если падение напряжения на ней равно 50 в?

ЧАСТЬ IV ____________

ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ОПТИКА

Г л а в а  14. ОТРАЖЕНИЕ СВЕТА

Основные понятия, законы и формулы

1. При описании многих явлений, связанных с распростране­
нием световых волн, удобнее использовать более простое геометри­
ческое представление, чем волна, — световой луч.

Световым лучом называют бесконечно узкий пучок электромаг­
нитных волн, совпадающий с направлением распространения вол­
ны. Световая волна, падающая на поверхность раздела двух сред, 
частично отражается от нее, возвращаясь в первую среду, частично 
проходит во вторую.

Тела или системы тел, преобразующие ход лучей света, назы­
вают оптическими системами.

Если расходящийся пучок лучей, идущий от светящейся точки 
предмета, преобразуется оптической системой в сходящийся пучок, 
изображение точки, получающееся на месте пересечения преобра­
зованных лучей, называют действительным.

Если расходящийся пучок лучей, выходящий из светящейся 
точки предмета, преобразуется оптической системой так, что 
он остается расходящимся, изображение точки предмета, получаю­
щееся на месте пересечения продолжений преобразованных лучей, 
называют мнимым.

2. Всякая отражающая поверхность преобразует падающие на 
нее лучи так, что угол падения луча всегда равен углу отражения 
и лучи, падающий и отраженный, лежат в одной плоскости с пер­
пендикуляром, восставленным из точки падения.

Если лучи, падающие на плоскую поверхность раздела двух сред 
параллельным пучком, после отражения остаются параллельными, 
отражение называют зеркальным, а саму поверхность — плоским 
зеркалом.

Пучок лучей, падающий из светящейся точки А (рис. 14.1) на 
плоское зеркало, преобразуется зеркалом так, что: а) все отражен­
ные лучи будут пересекаться своим продолжением в точке Аи яв-
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Рис. 14.1. Рис. 14.2.

ляющейся мнимым изображением точки А. Глазу наблюдателя, рас­
положенному в отраженном потоке, будет казаться, что лучи выхо­
дят не из точки А, а из точки Аг\ б) расстояние от изображения до 
плоскости зеркала равно расстоянию от этой плоскости до предме­
та; в) изображение протяженного предмета в плоском зеркале рав­
но по размерам самому предмету и расположено симметрично от­
носительно плоскости зеркала.

3. Если зеркально отражающая поверхность представляет собой 
часть шаровой поверхности (рис. 14.2), то такое зеркало назыйают 
сферическим. Центр шара — точку С — называют оптическим цент­
ром зеркала, его радиус R — радиусом зеркала. Вершину шаро­
вого сегмента О называют полюсом зеркала, угол <х, под которым 
этот сегмент виден из оптического центра — угловым отверстием 
(апертурой) зеркала. Прямую, проходящую через оптический центр и 
полюс зеркала, называют главной оптической осью; всякую дру­
гую прямую, проходящую через оптический центр, называют по­
бочной оптической осью зеркала.

Согласно законам отражения луч, падающий на сферическое 
зеркало, и луч отраженный составляют с радиусом зеркала одина­
ковые углы и лежат вместе с ним в одной плоскости.

4. Для вогнутых зеркал 6 большим радиусом кривизны (чем он 
больше, тем точнее) справедливо следующее.

а) Если на зеркало падает узкий пучок параллельных лучей, 
то после отражения все лучи пересекаются в одной точке, называе­
мой фокусом зеркала. Фокус, лежащий на главной оптической оси, 
называется главным, фокус, лежащий на побочной оси, — побоч­
ным. Фокусы вогнутого зеркала являются действительными. Гео­
метрическое место всех фокусов представляет часть сферической 
поверхности, называемой фокальной поверхностью. Радиус фокаль­

ной поверхности равен — . Расстояние от фокальной поверхности

до поверхности зеркала называют фокусным расстоянием.
б) Фокусное расстояние F зеркала радиусом R равно:

346

в) При построении изображений и расчетах высотой сфериче­
ского сегмента зеркала можно пренебречь по сравнению с R.

г) Если светящаяся точка (небольшой по сравнению с R протя­
женный предмет) находится на расстоянии d от зеркала и ее изоб­
ражение получается на расстоянии / от него, то

-  =  — =  -  + (14.1)
F R d } '

В формуле (14.1) все расстояния от зеркала до мнимых Точек 
берутся со знаком «минус», до действительных — со знаком «плюс». 
Это правило относится как к /, так и к d. Случай мнимого предмета 
может иметь место, когда сам предмет является изображением, по­

лученным от другого зеркала или линзы. Фокусное расстояние вог­
нутого зеркала всегда положительно.

Если расстояния от предмета и изображения до главного фоку­
са равны соответственно /„ и /, формулу зеркала можно предста­
вить в виде:

Я  =  £ ! =  /0/. (14.2)
4

д) При построении изображения светящейся точки в вогнутом 
зеркале из всего потока лучей, падающих на зеркало, используют 
два из следующих четырех.

Луч, идущий от точки предмета параллельно какой-либо опти­
ческой оси, после отражения проходит через фокус, лежащий на 
этой оси.

Луч, проходящий через оптический центр зеркала, после отра­
жения идет по тому же направлению назад (поскольку угол падения, 
а следовательно* и угол отражения равен нулю). .

Луч, идущий от какой-либо точки предмета в направлении полю­
са зеркала; как и любой луч, он отразится от зеркала под углом, 
равным углу падения, который в этом случае можно построить 
сравнительно точно.

Луч, проходящий через фокус, лежащий на какой-либо оси, 
после отражения идет параллельно оптической оси, на которой 
лежит этот фокус.

Чаще всего при построении используют первые два луча.
е) Если предмет высотой Я 0 расположен перпендикулярно глав­

ной оптической оси и высота его изображения оказывается равной
Н, то линейное увеличение (уменьшение предмета), даваемое зер­
калом, равно:

k =  — == І- =  - І- . (14.3)
Нв d d - F  4 '

5. Выпуклые зеркала с большим радиусом кривизны обладают 
следующими свойствами.

а) Если пучок параллельных лучей падает на зеркало, то после 
отражения лучи идут так, что своим продолжением пересекаются
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в одной точке, называемой фокусом. Фокусы выпуклого зеркала 
мнимые. Геометрическое место всех фокусов выпуклого зеркала — 
фокальная поверхность — представляет собой часть сферы радиу- 

R
СОМ — ·

2
б) Формула выпуклого зеркала имеет вид:

- Т - - І - 7  + 7· (14'4)
Правую часть этого уравнения всегда берут со знаком «минус», 

поскольку фокус выпуклого зеркала мнимый. Перед остальными 
членами уравнения ставят знак «плюс» или «минус» в зависимости 
от того, является ли изображение или предмет действительным или 
мнимым.

Связь между l0, I и F дается тем же уравнением (14.2).
в) При построении изображения светящейся точки в выпуклом 

зеркале используются те же характерные лучи, что и в вогнутом.
г) Линейные размеры изображения, получаемого в выпуклом 

зеркале, можно определить по формуле:

. L .  (14.5)
Я0 d. d + F к ’

Решение задач. Примеры

1 . Задачи на законы отражения — это задачи на определение 
размеров и взаимного расположения изображений, предметов и 
зеркал. Их можно разделить на две основные группы: задачи, 
связанные с нахождением изображения r  зеркале, и задачи 
на системы зеркал. И в той и в другой группе различают за­
дачи, где требуется провести только графическое построение, и 
задачи расчетные.

В первой группе можно выделить отдельно задачи о плоском, 
вогнутом и выпуклом зеркалах.

Вторая группа задач фактически является комбинацией задач 
первой группы.

Рассмотрим каждую труппу отдельно.
2. Решение почти всех задач по оптике, в том числе и расчетного 

характера, начинают с выполнения построений. Для этого нужно 
изобразить зеркало, его главную оптическую ось, если речь идет
о сферическом зеркале, и, отметив на ней фокус и центр, указать 
сам предмет, руководствуясь числовыми значениями заданных ве­
личин. На расположение предмета относительно характерных точек 
сферического зеркала следует всегда обращать особое внимание, 
так как от этого зависят положение и размеры изображения.

В общем случае для построения изображения предмета достаточ­
но найти изображение двух его крайних точек, поскольку мы рас­
сматриваем только такие зеркала, в которых всякая прямая ли­
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ния преобразуется в прямую. Изображение точек предмета строят 
при помощи двух характерных лучей.

Чаще всего бывает затруднительно построить точки, лежащие 
на главной оптической оси. Чтобы найти их изображение, один луч 
берут проходящим через центр зеркала (он отразится по тому же 
направлению, что и падал), второй выбирают произвольно. Ход 
второго луча после отражения определяется так: нужно провести 
нормаль к поверхности зеркала в точку падения луча (она совпадает 
с радиусом зеркала) и, построив по углу падения угол отражения, 
провести сам луч. В том месте, где пересекутся оба отраженных лу­
ча, и находится искомое изображение точки. Графическое построе­
ние, безусловно, не является точным, поэтому, рисуя отраженные 
лучи, нужно заранее предвидеть, где они примерно должны пере­
сечься, т. е. знать, где находится изображение относительно харак­
терных точек зеркала.

Ход отраженного луча, падающего под произвольным углом на 
сферическое зеркало, можно определить и с помощью побочной оп­
тической оси. Для этого параллельно падающему лучу надо начер­
тить побочную оптическую ось, найти на ней побочный фокус (точ­
ку пересечения фокальной поверхности с осью) и через него провести 
отраженный луч.
* Построив изображение предмета и обозначив расстояния от 
предмета и изображения до зеркала, можно перейти к составлению 
расчетных уравнений. Их записывают на основании формулы зер­
кала и формулы увеличения. Составляя уравнение, связывающее 
d,, f и F, особое внимание нужно обратить на знаки перед ними, 
помня, что все расстояния до мнимых точек надо брать со знаком 
«минус».

Если в задаче даются дополнительные условия, то, записав ос-' 
новные уравнения, к ним следует добавить вспомогательные. Эти 
уравнения, как правило, связывают расстояния, входящие в основ­
ные уравнения, и могут быть легко получены из анализа чертежа.

Если в задаче рассматривают не одно, а два или более положений 
одного и того же предмета, строить изображения и составлять урав­
нения надо для каждого случая отдельно.

Записав основные и вспомогательные уравнения, решают их 
совместно относительно искомой величины.

3. Задачи, связанные с расчетами и построениями в системах 
зеркал, сравнительно трудны и требуют не только твердых знаний 
основного материала, но и определенных навыков решения. Прин­
ципиально они не отличаются от задач на одно зеркало. Как правило, 
в них требуется найти изображение предмета после двукратного 
отражения лучей сначала от одного ΖΛ, а затем от другого зеркала 
Ζ2. Особенность решения состоит лишь в том, что здесь ход лучей, 
падающих на второе зеркало после их отражения от первого, при­
ходится отыскивать по промежуточному изображению, даваемому 
первым зеркалом. Все расчеты и построения основываются на том, 
что в силу обратимости хода лучей изображение, даваемое первым
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зеркалом, можно рассматривать как предмет для второго, изобра­
жение, даваемое вторым, как предмет дня первого и т. д. Следует 
обратить особое внимание на некоторую формальность такого ме­
тода и учитывать, что промежуточный предают — изображение для 
следующего зеркала может быть и действительным (в формуле зер­
кала d нужно брать со знаком «плюс»), и мнимым (d — со знаком 
«минус»).

Второй случай имеет место, когда изображение, даваемое пер­
вым зеркалом, получается за вторым зеркалом. При графическом отыс­
кании мнимого предмета задача состоит в построении предмета по 
его изображению.

Независимо от того, из каких зеркал состоит оптическая система 
(плоское — плоское, вогнутое — вогнутое, выпуклое — выпуклое и 
т. д.), решение задач данного типа имеет много общего, и его во 
всех случаях удобно проводить по следующей схеме:

? к а) Сделать чертеж и, указав на нем зеркала, главные оптические 
оси (они, как правило, совпадают), фокусы и центры, отметить рас­
стояние L между зеркалами и расстояние d от предмета Л0 до пер­
вого зеркала. При этом нужно все время руководствоваться число­
выми значениями заданных величин, так как лишь по ним можно 
сделать чертеж, соответствующий условиям задачи, и правильно 
расположить зеркала и предмет.

б) Построить точку Ах — изображение предмета в первом зер­
кале Ζχ (как если бы второго зеркала Ζ2 не было) и, найдя f1 по фор­
муле зеркала, определить расстояние d2 между точкой Аг и вторым 
зеркалом.

в) Независимо от того, каким будет изображение Αχ в первом 
зеркале — действительным или мнимым, точку Л і можно рассмат­
ривать как предмет для второго зеркала.

> Лучи, отраженные от Ζ% и дающие изображение Αχ, могут па­
дать при этом на второе зеркало так, как если бы они выходили из 
светящегося предмета, расположенного на месте изображения. 
Точка Αχ должна находиться в этом случае перед вторым зеркалом 
( / i  <  L ) ,  лучи от нее идут на Ζ 2 расходящимся пучком, и она фак­
тически служит предметом для этого зеркала. Αχ здесь можно счи­
тать действительным предметом для 1 г, удаленным от него на рас­
стояние d2 =  L — fi, и найти его изображение Ла обычным путем·

Может случиться, что изображение Αχ попадет за второе зер­
кало Ζ2 (/* >  L), тогда это изображение удобно рассматривать как 
мнимый предмет для Ζ4, находящийся от него на расстоянии da == 
=  / 1  — L. Нетрудно заметить, что в этом случае лучи, отраженные 

от Ζχ, падают на Ζ2 сходящимся пучком.
В зависимости от радиуса второго зеркала и положения точки А х 

относительно второго зеркала (расстояния d2) лучи, идущие на Z2 
сходящимся пучком, могут отразиться от него или сходящимся, 
или расходящимся, или' параллельным пучком. В первом случае 
отраженный поток даст действительную точку пересечения лучей 
и второе изображение (точка Л2) будет действительным. Положение
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изображения Ла относительно вто­
рого зеркала определяется по фор­
муле (14.1) или (14.4) при условии, в, 
что предмет (точка Л])мнимый (пе­
ред d2 знак «минус») и изображе­
ние действительное (перед /а 
знак «плюс»).

Во втором случае точка пере­
сечения лучей находится на их 
продолжении и искомое изображе­
ние Л j оказывается мнимым. Это 
явление можно наблюдать только 
в выпуклом зеркале. Положение 
Л а относительно втьрого зеркала
определяется по формуле выпуклого зеркала, в которой все рас­
стояния берут отрицательными.

Если на второе зеркало падает пучок параллельных лучей (точ­
ка Л0 помещена в фокусе первого зеркала), изображение Л2 будет 
находиться или в фокусе этого зеркала, если оно сферическое, или 
в бесконечности, если зеркало плоское.

Увеличение, даваемое системой зеркал при двукратном отраже­
нии лучей, равно:

н  Нг Η χ Η , f i h  и и

//„ а д  -did,.

Рис. 14.3.

■а»

где Н0 — высота предмета; Ηχ — высота изображения, даваемого 
лучами, отраженными от первого зеркала; # 2 — высота изображе­
ния, даваемого этими лучами после отражения от второго зеркала; 
kt и k2 — увеличение, даваемое каждым зеркалом.

Пример I. Определите графически, при каких положениях 
глаза наблюдатель сможет видеть в плоском зеркале одновремен­
но изображение точки Л и отрезка прямой ВС, расположенных 
относительно зеркала так, как показано на рисунке 14.3.

Р е ш е н и е .  Чтобы видеть изображение какой-либо точки пред­
мета в зеркале, необходимо, чтобы в отраженном потоке лучей, 
идущих из этой точки на зеркало, нашлись бы лучи, попадающие 
в глаз наблюдателя. В данном примере в глаз должны отразиться 
лучи, выходящие из точек Л, В и-С.

Лучи, идущие на зеркало из точки Л, отражаются расходящим­
ся пучком 1 — Ги дают на своем продолжении изображение Аг.

Лучи, падающие на зеркало ив крайних точек предмета ВС, 
идут расходящимися пучками 2  — f  и 3 — 3', давая соответствен­
но мнимые изображения концов предмета Вг и Сі. От остальных 
точек предмета лучи будут располагаться в пространстве, ограни­
ченном лучами 2 — 3'.

Чтобы одновременно видеть изображение точки Л и крайних 
точек предмета В  и С, а следовательно и весь предает, глаз наблю-
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Рис. 14.4.

пятрля следует расположить так, чтобы в него могли попасть лучи, 
дающие изображения Ai, В , и Сх. Как видно из чертежа, простран­
ство в каждой точке которого встречаются лучи, удовлетворяющие 
такому условию, заключено внутри заштрихованного треугольника. 
R одной из точек этого пространства и должен находиться глаз.  ̂

Пример 2, Сколько изображений получается от светящейся 
точки, находящейся между двумя плоскими зеркалами, расположен­

ными под углом 45° друг к другу?
Р е ш е я и е. Если между зеркалами / и 2 поместить светящую­

ся точку А (рис. 14.4), выходящие из нее лучи будут попадать на 
зеркала многократно отражаться от них расходящимися пучками, 
давая всякий раз на своем продолжении мнимые изображения.

Вычертить ход лучей и построить все изображения даже в таком 
п р о с т о м  случае, как наш, практически невозможно, поскольку 
чеотеж получается очень громоздким. Однако для решения можно 
ограничиться схематическим построением, учитывая то, что мни­
мое изображение, даваемое одним зеркалом, можно считать пред­

метом для второго. (
Рассмотрим пучок лучей, падающих из точки А0 _на зеркало /. 

После отражения он идет к зеркалу 2 так, как если бы выходил из 
точки Ал являющейся изображением предмета А0 в первом зеркале. 
Кроме отраженного пучка, на второе зеркало падает пучок лучей, 
выходящих непосредственно из Л о (на рисунке он не указан). О а 
эти пучка отразятся так, что на их продолжении получатся точки 
А, и А о которые являются изображением точек А0 и Αχ в зеркале I.

Лучи отраженные от второго зеркала, вновь попадают на пер­
вое, отражаются от него, давая изображения Л4 и Аь, для которых
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предметами являлись точки А2 и А3. ■ Для наглядности и удобства 
построений плоскости зеркал на чертеже продолжены за линию их 
пересечения.

Точки Л4 и А5 можно рассматривать как предмет для второго 
зеркала. Их изображениями служат симметричные точки Ав и 
Л7, находящиеся по другую сторону зеркала 2.

Нетрудно заметить, что при расположении зеркал под углом 45° 
друг к другу полученные изображения будут последними. Отра­
женные от второго зеркала лучи, на продолжении которых получают­
ся точки Ав и А7, идут таким образом, что при своем отражении 
дают изображения, совпадающие с ранее полученными.

Всего в зеркалах, установленных под углом 45° друг к другу, полу­
чается семь изображений.

Точка А0 и все ее изображения расположены по кругу радиуса 
ОА0 с центром в точке пересечения зеркал О. В этом легко убедиться, 
доказав равенства ОА0 =  0Аг — ... =  ОА„.

На основании проведенных построений, обобщая полученный 
результат на случай, когда зеркала поставлены друг к другу под 
углом а  (а есть целый делитель 360°), формулу для числа изображе­
ний предмета, помещенного между зеркалами, можно записать так:

360° .
п — — - — 1, 

а

Для а  =  45° эта формула дает:

При а  =  180°, когда зеркала развернуты и фактически представ­
ляют одно зеркало, η-= 1. Если а  — 0 (зеркала расположены па­
раллельно друг другу), изображений получается бесконечно много: 
п — со.

Пример 3. Изображение, даваемое вогнутым сферическим зер­
калом, в k раз больше самого предмета. Если зеркало передвинуть 
на расстояние / вдоль главной оптической оси, изображение ока­
зывается во столько же раз больше предмета, как и в первом слу­
чае. Определите радиус кривизны зеркала.

Р е ш е н и е .  В задаче рассматривают два положения предмета, 
находящегося на разных расстояниях от вогнутого зеркала, при­
чем оба раза изображения получаются увеличенными в одинаковое 
число раз. Легко догадаться, что это возможно лишь в том слу­
чае, когда предмет помещен между фокусом и центром зеркала 
(изображение увеличенное, действительное) и когда он находится 
между зеркалом и фокусом (изображение увеличенное, мнимое). 
Если предположить, что изображение было действительным в пер­
вом случае, то для получения такого же по величине мнимого изоб­
ражения зеркало нужно сдвинуть ближе к предмету.

Делаем чертеж (рис. 14.5), и для каждого из двух положений 
предмета строим изображения Нх и Н2. Отмечаем расстояния от
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предмета и изображения до зеркала 
^ 1. fu fi, а также- расстояние /.

Если радиус зеркала равен R, то 
для первого положения предмета, 
когда изображение получается дейст­
вительным, формула зеркала и фор­
мула увеличения дают :

* - = ± + ± я к Л "
R d, h rfi

Для второго 
изображения:

2 в 1 _ і
R d% /2 d$

Вспомогательное условие 
ляет записать:

0 )

случая — мнимого

(2)

позво-

Рис. 14.6. /. (3)
По условию задачи нам известно увеличение k и перемещение 

зеркала I. Требуется определить радиус зеркала R. Исключая из 
уравнений (1)—(3) неизвестные dx, d2, /хи / 2 и решая их относитель­
но R, находим:

- R =  kl.

Пример 4. Диаметр отверстия выпуклого сферического зерка­
ла радиусом R равен D. С какого минимального расстояния человек 
может видеть себя во весь рост, если poet его равен Я?

Р е ш е н и е .  В любом, даже самом маленьком зеркале можно 
построить изображение очень большого предмета. Одйако из этого 
не следует, что все изображение можно увидеть. Размеры той час­
ти предмета, изображение которой можно рассмотреть, не изменяя 
положения глаз, зависят от предельного угла зрения и размеров 
зеркала. Предельный угол зрения для каждого человека имеет оп­
ределенное значение, однако во всех задачах предполагается, что 
видимая часть изображения определяется лишь размерами зеркала.

Чтобы в зеркале минимальных размеров было видно изображе­
ние предмета А В ,  нужно, чтобы в глаз наблюдателя попадали лучи, 
дающие изображение его концов А х и В  і . Это возможно при усло­
вии,, что края зеркала лежат на прямой, соединяющей крайние точки 
изображения с центром наблюдения. Если размеры зеркала бу­
дут больше оптимальных, часть зеркала, выходящая за эти грани­
цы, будет лишней. Если же зеркало окажется меньше, то часть изоб­
ражения увидеть невозможно. При заданных размерах выпуклого 
зеркала, расположенного на уровне глаз, человек может видеть себя 
во весь рост только с некоторого минимального расстояния, при ко­
тором лучи, дающие изображение головы и ног, попадают в глаз. 
Если к зеркалу подойти ближе, изображение человека станет боль-
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ше, крайние точки выйдут за пре­
делы оптимальных границ (рис.
14.6). Допустим, что человек (пред­
мет А В  — Н )  находится перед 
выпуклым зеркалом радиусом R и 
•диаметром отверстия D  на таком 
расстоянии d ,  что из точки А  он 
видит себя во весь рост. Тогда мни­
мое изображение человека АгВх=
=  Hi должно быть расположено 
от зеркала на таком расстоянии /, 
чтобы точки А ,  М ,  А х и A ,  Ν ,  В х 
лежали на прямых линиях.

Обратите внимание, как сде­
лано построение изображения. Из
точки В  проведен только один луч, поскольку известно, что изоб­
ражение предмета ΑχΒχ перпендикулярно главной оптической оси. 
Для отыскания луча, идущего параллельно этой оси, зеркало дост­
роено, так как любой луч, выходящий из А, после отражения попа­
дает своим продолжением в Α χ ·

Сделав построение, можно записать основные уравнения для 
выпуклого зеркала, учитыйая знаки отрезков:

г. (1)

Рис. 14.6.

_1_

F
1 - і  и
d f

Si
н

Дополнительное уравнение составляем, исходя из того, что тре­
угольники Α Α χ Β χ  и Α Μ Ν  подобны. (Малой кривизной зеркала Μ Ν  
пренебрегаем.) Поскольку высоты в этих треугольниках равны d 
и d + /, то

— =  - 2- , (2) 
d + f

Решая уравнения (1) — (2) относительно искомого расстояния d, 
находим:

. H — 2D „

=  " D

Пример 5, Радиус вогнутого сферического зеркала (рис. 14.7) 
равен R == 40 см. На главной оптической оси зеркала помещен то­
чечный источник света на расстоянии d =  30 см от зеркала. На 
каком расстоянии от вогнутого зеркала нужно поставить плоское 
зеркало, чтобы лучи, отраженные от вогнутого, а затем от плоского 
зеркала, вернулись в точку, где находился источник?

Р е ш е н и е. По условию задачи светящаяся точка лежит между 
фокусом и центром, поэтому ее изображение Α χ  будет расположено 
где-то за центром на расстоянии /  от зеркала Ζ ν

Изображение Аг получено в точке действительного пересечения 
лучей, отраженных' от вогнутого зеркала, поэтому, если на их пути
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Рис. 14.7.

поставить плоское зеркало Z%, 
лучи упадут на него сходящимся 
пучком, после отражения пой­
дут тоже сходящимся пучком и 
дадут на своем пересечении 
изображение Л2. Используя 
принцип обратимости лучей, 
точку Αχ можно рассматривать 
как мнимый предмет для плос­
кого зеркала; ее изображение 
А  2 в этом случае будет действи­

тельным и расположенным относительно плоскости Ζ2 симметрич­
но Α χ .  Поскольку плоскость зеркала делит расстояние между пред­
метом и его изображением пополам и по условию задачи изображе­
ние А  а должно попасть в то место, где находится предмет, легко 
сообразить, что зеркало Ζ2 нужно Поставить посредине между све­
тящейся точкой Л0 и ее промежуточным изображением Α χ .  Рас­
стояние / определяется из формулы вогнутого зеркала:

_2 

Я

Если плоское зеркало помещено между точками А 0 и Α χ  , 
от вогнутого зеркала оно должно· находиться на расстоянии

(1)

то

- (2)

Решая уравнения (1) — (2) совместно относительно L и подстав­
ляя числовые значения d и ./?, получим:

L =  — ----; L =  45 см.
(2 d- R )'

Пример 6 . В центре вогнутого сферического зеркала (рис. 14.8) 
с фокусным расстоянием F i =* 20 см находится выпуклое зеркало 
с фокусным расстоянием F2 =  20 см. Между фокусом и центром

вогнутого зеркала на расстоя­
нии d =28 см от его полюса пос­
тавлен предмет высотой # 0=  2 см 
перпендикулярно главной опти­
ческой оси. Определите величи­
ну и положение изображения в 
выпуклом зеркале, даваемого 
лучами, отраженными от вог­
нутого зеркала.

Р е ш е н и е .  По условию 
задачи радиусы зеркал одинако­
вы и предмет высотой А0В0= Н 0 
расположен между фокусом и 
центром вогнутого зеркала. 
Изображение предмета высотой
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ΑχΒχ =  Ηχ, даваемое первым зеркалом, должно находиться за 
его центром на расстоянии fx от этого зеркала.

Это изображение построено лучом, проходящим через Сх и Fv 
Ход таких лучей после отражения от второго зеркала проследить 
особенно просто.

Построив изображение, записываем основные уравнения для 
первого зеркала:

_L =  I + I  и #  =  # 0 ίί 
f i  di h Ч

Чтобы найти положение изображения ΑχΒχ относительно вто­
рого зеркала, нужно вычислить /х. Подставляя в первое из этих 
уравнений числовые значения Ρχ и di, находим: /х =  70 см. Изоб­
ражение получалось бы за вторым зеркалом на расстоянии

d2 =  fx — 2Fx =  30 см,

потому что полюс второго зеркала находится в центре первого.
Для построения изображения в выпуклом зеркале считаем ΑχΒχ 

для него мнимым- предметом. Из чертежа и проведенных расчетов 
видно, что лучи, дающие изображение точки Αχ, падают на выпук­
лое зеркало сходящимся пучком. Определить их ход после отраже­
ния от второго зеркала можно по расположению изображения Л ^  
относительно характерных точек выпуклого зеркала.

Учитывая обратимость хода лучей, нетрудно заметить, что, 
если какая-нибудь точка изображения, например Аг, оказалась меж­
ду полюсом и фокусом второго зеркала, отраженные от него лучи 
шли бы сходящимся пучком и давали действительное изображение- 
точку Л2. Лучи, вышедшие из точки А2, как из действительного 
предмета, давали бы в этом случае мнимое изображение, лежащее 
между зеркалом и фокусом. Если бы точка Αχ попала на фокальную 
поверхность второго зеркала, то сходящийся пучок лучей был бы 
при отражении преобразован зеркалом в параллельный.

И наконец, когда изображение ΑχΒχ оказывается дальше F%, 
сходящийся пучок преобразуется выпуклым зеркалом в расходя­
щийся. Именно это мы и имеем в данной задаче. Так как F2 <  d2 <
<  2F2, расходящийся пучок лучей, отраженный от второго зер­
кала, дает в нем мнимое изображение А2В2 мнимого предмета ΑχΒχ. 
Построение этого изображения видно из чертежа. Его можно выпол­
нить очень просто, если считать второе зеркало вогнутым с отражаю­
щей поверхностью с правой стороны. &гот прием очень удобен, и 
им можно всегда пользоваться как для построения, так и для рас­
четов изображения мнимого предмета в выпуклом зеркале.

Обратите внимание: при графическом построении изображения 
А2Вг мнимого предмета ΑχΒχ мы по заданному изображению ΑχΒχ 
строили .предмет АгВг.

Зная расстояние от ΑχΒχ до выпуклого зеркала и его радиус, 
составляем уравнение для определения искомого расстояния / 2 
между изображением АгВг и зеркалом.
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f2 =  60 см,

Величина мнимого изображения во втором зеркале будет равна 

Н% =  Ηι'α" или с учетом выражения для Н1 і 

Ht -  b i i  Яв; Нг =  10 см.

Задачи к главе 14

14,1. Солнечные лучи, падающие под некоторым углом на плос­
кое горизонтальное зеркало, отражаясь, попадают на вертикальный 
экран. На зеркале стоит непрозрачная пластинка высотой Н. Оп­
ределите размеры тени на экране.

14*2. Человек высотой 1,6 м, стоящий на берегу озера, видит 
Луну в небе по направлению, составляющему угол 60° с горизон­
том. На каком от себя расстоянии человек видит отражение Луны 
в озере?

14.3. Гладкий шар лежит в точке А у борта биллиардного сто­
ла, как показано на рисунке 14.9. а) Под каким углом φ нужно 
ударить по шару, чтобы он после удара о два борта попал 
в среднюю лузу Л? Размеры стола указаны на чертеже. Удары шара
о борта считать идеально упругими; б) как нужно ударить по шару, 
чтобы он, ударившись о три борта стола, возвратился в точку Л? 
Покажите, что время возвращения шара в точку Л не зависит от 
направления вектора начальной скорости.

14.4. Точечный источник света находится между двумя плоски-
Од

ми зеркалами, образующими двугранный угол φ =  — . а) На
П

Рис. 14.10.
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Рие. 14.11.

каком расстоянии друг от друга находятся изображения, дава­
емые лучами, идущими непосредственно от источника, если источ­
ник находится на расстоянии I от линии пересечения зеркал?
б) Как будут двигаться эти изображения, если зеркала станут по­
ворачиваться со скоростью / вокруг оси, проходящей через дву­
гранный угол? в) определите число изображений, даваемых зерка­
лами. Рассмотрите случай, когда п — целое число и когда— любое 
число. При каком условии задача имеет определенное решение?

14,5. Два плоских зеркала поставлены под углом а  друг к 
другу. На них падает луч, лежащий в плоскости, перпендикуляр­
ной к ребру угла. Определите угол между направлением падающего 
луча и направлением луча, отраженного от обоих зеркал.

14..6. Две свечи Л и В расположены на расстоянии 30 см друг 
от друга. Два плоских зеркала — одно на расстоянии 20 см от Л, 
другое на расстоянии 25 см от В—стоят так, что изображения свечей 
Ах и Βχсовпадают. Определите величину угла а  между зеркалами.

14.7. На рисунке 14.10 показано положение предмета АВ перед 
вогнутым зеркалом. Постройте изображение предмета.

14.8. На рисунке 14.11 показано положение предмета Л, его 
изображения Лх и главной оптической оси вогнутого зеркала. Пос­
тройте изображение предмета В.

14*9. На рисунке 14.12 показан ход луча /. Как пойдет посла 
отражения луч 2 ?

14*10. Предмет и его изображение отстоят от главного фокуса 
вогнутого сферического зеркала на расстояниях 8  и 7 $ см. Опреде­
лите радиус зеркала и линейное увеличение предмета.

14.11. Точечный источник света находится на оси вогнутого 
(выпуклого) .сферического зеркала. Расстояние между источником 
и центром зеркала равно I, расстояние между источником и его изоб­

ражением равно L, Чему равен ра­
диус зеркала?

14.12. Сходящиеся лучи падают
на вогнутое· зеркало с радиусом 60 см 
так, что их продолжения пересека­
ются на оси зеркала на расстоянии 
15 см за зеркалом. На каком расстоя­
нии от него сойдутся эти лучи после 
отражения от зеркала? рис. 14.12.
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Рис. 14.13. Рис. 14.14.

14*13. На рисунке 14.13 показано положение предмета АВ пе­
ред выпуклым зеркалом. Постройте изображение предмета.

14*14. На рисунке 14.14 показано положение главной оптичес­
кой оси зеркала 00, предмета А и его изображения Ах. Определите 
построением положение изображения предметов С и D.

14*15. На рисунке 14.15 показан ход луча /. Как шел луч 2 до 
отражения?

14.16. Чему равна величина изображения Солнца в шариковом 
подшипнике диаметром 4 см и каковы его угловые размеры, если 
диаметр Солнца равен 1,4· 10е км, а расстояние до него 1,5 χ

• X  10е км?
14*17. Сходящиеся Лучи падают, на выпуклое зеркало с радиу­

сом кривизны 60 см так, что их продолжения пересекаются на оси 
зеркала в точке на расстоянии I =  60 см за зеркалом. На каком 
расстоянии от зеркала будут пересекаться продолжения этих лучей 
посл§ отражения от зеркала? Решите задачу при условии, что / =  
=45 см, 30 см и 15 см.

14*18. Человек, находящийся на расстоянии 2 ж от вогнутого 
сферического зеркала, видит в нем изображение лица в полтора 
раза большим,, чем в плоском зеркале, находящемся от лица на 
том же расстоянии. Чему равен радиус зеркала?.

14*19. Два одинаковых вогнутых зеркала поставлены друг про­
тив друга так, что их фокусы совпадают. На расстоянии 50 см от 
первого зеркала на общей оси зеркал помещен точечный источник 
света. Где получится изображение источника после отражения лу­
чей от обоих зеркал? Радиус зеркала 80 см.

14«20. Два одинаковых сферических вогнутых зеркала сто­
ят друг против друга так, что их центры совпадают. Найдите изо­
бражения источника, если он помещен в фокусе одного из зеркал.

14,21* Вогнутое и выпуклое зеркала, 
обращенные друг к другу, расположе­
ны таким образом, что их главные оси 
совпадают. Радиус каждого зеркала R, 
расстояние между ними 2R. На каком 
расстоянии от вогнутого зеркала на 
главной оси нужно поместить светя­
щуюся точку S, чтобы лучи, отражен­
ные сначала вогнутым, а затем выпук­
лым зеркалом, вернулись обратно в 

Рис. 14.15. точку S?
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Г л а в а  15. ПРЕЛОМЛЕНИЕ СВЕТА

Основные понятия, законы и формулы

1. Отношение скорости распространения света в вакууме, к ско­
рости распространения света в данной среде называют абсолютным 
показателем преломления данной среды:

Со

Cl

Чем меньше скорость света в данной среде по сравнению со скоростью 
света в вакууме (чем больше пх), тем оптически более плотной счи­
тается данная среда по сравнению с вакуумом.

Если луч света идет из среды с абсолютным показателем прелом­
ления Пі в среду с абсолютным показателем преломления п2, то 
показатель преломления второй среды относительно первой равен:

При этом

η==^  =  £ϊ_. (15.1)
щ са

sin а  п.

sin β

где а  — угол падения; β — угол преломления луча.
Если Луч идет из среды оптически менее плотной в оптически 

более плотную, то пл <  Па и согласно формуле (15.2) β <  а  (прелом­
ленный луч отклоняется от своего первоначального направления 
к перпендикуляру, восставленному из точки падения луча).

Если луч идет из оптически более плотной среды в менее плот­
ную, то >  пг и β > а  (преломленный луч отклоняется к границе 
раздела сред).

В частности, при падении лучей под предельным углом а0 угол 
преломления β =  90°, и по закону преломления .

sina0 =  —. (15.3)
«і

2. Тонкие линзы — двояковыпуклые (радиусы сферических 
поверхностей которых + R i И + R2), плоско-выпуклые (Ri == оо 

И + R2) И выпукло-вогнутые (+. и —- при I R x\ <  I I) — 
обладают следующими свойствами:

а) Лучи, падающие параллельным пучком на линзу, после пре­
ломления идут сходящимся пучком и пересекаются в одной точке, 
называемой фокусом.· (Такие линзы поэтому называют собираю­
щими.) Геометрическое место фокусов представляет собой плоскость, 
параллельную плоскости основания шаровых сегментов, ограничи­
вающих линзу — плоскости линзы. Расстояние между фокальной
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плоскостью и плоскостью линзы называют главным фокусным рас­
стоянием F; величину, обратную этому расстоянию, — оптической

силой линзы D =  — .
F

Фокус, расположенный со стороны лучей, падающих на линзу, 
называют передним, фокус, находящийся в пространстве преломлен­
ных лучей, называют задним. Точку линзы, через которую лучи 
проходят не преломляясь, называют оптическим центром. Прямые, 
проходящие через оптический центр, называют оптическими осями. 
Оптическую ось, проходящую через вершины сферических поверх­
ностей, ограничивающих линзу, называют главной оптической осью. 
Остальные оси, как и лежащие на них фокусы, называют побоч­
ными.

б) Лучи, падающие на линзу параллельно какой-либо оптичес­
кой оси, после преломления проходят через фокус, лежащий на 
этой оси.

в) Для тонкой собирающей линзы имеют место те же формулы 
(14.1) — (14.3), что и для вогнутого зеркала, с теми же правилами 
-знаков перед d и /.

г) При построении изображения светящейся точки (предмета) 
из всего потока лучей, падающих на линзу, выбирают два из сле­
дующих четырех характерных лучей:

луч, проходящий через оптический центр линзы. Этот луч про­
ходит через линзу не преломляясь.

Луч, идущий параллельно какой-либо оптической оси. После 
преломления этот луч должен пройти через фокус, лежащий .на 
этой оптической оси. (Если светящаяся точка лежит на главной 
оптической оси, для построения изображения нужно провести по­
бочную оптическую ОСЬ.) -

Луч, проходящий через передний фокус линзы. В силу обрати­
мости хода лучей такой луч после преломления должен идти па­
раллельно главной оптической оси.

Луч, проходящий через передний двойной фокуо линзы. Пос­
ле преломления этот луч проходит через задний двойной фокус.

Ход этих четырех лучей проследить наиболее просто. Все ос­
тальные лучи, падающие на линзу из светящейся точки (предмета), 
проходят через линзу так, что попадают в ту же точку (изображение), 
где пересекаются лучи, с помощью которых сделано построение. 
Чаще всего при построении изображений используют первые два. 
луча.

цД) Линейное увеличение предмета, даваемое собирающей лин­
зой, определяют по формуле (14.3). Площадь изображения предмета 
оказывается при этом увеличенной в число раз, равное

4s =  s7  =  S " 4’· (15'4)
3. Тонкие двояковогнутые (с радиусом сферических поверхнос­

тей — Rx и — 7?2),плоско-вогнутые (Ri — со и — R t ) и вогнуто­
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выпуклые линзы (— R\ и + R% при \RX\ <[/?»{) обладают 
следующими основными свойствами:

а) Если лучи падают на линзу параллельным пучком, то после 
преломления они расходятся так, что их продолжения пересекают­
ся в одной точке, называемой фокусом. Геометрическое место то­
чек фокусов представляет собой плоскость, параллельную плос­
кости линзы. Все фокусы у рассеивающей линзы мнимые, оптичес­
кие оси расположены так же, как у собирающих линз.

б) Если лучи падают на рассеивающую линзу параллельно ка­
кой-либо оптической оси, то после преломления они идут так, что 
своим продолжением попадают в фокус, лежащий на этой оси.

в) Для тонкой рассеивающей линзы имеют место те же форму­
лы (14.4) и (14.5), что и для выпуклого зеркала, с теми же правилами 
знаков перед d и f.

г) При построении изображения точки в рассеивающей линзе 
пользуются лучом, идущим параллельно какой-либо оптической 
оси (после преломления он своим продолжением проходит через 
фокус, лежащей на этой оси), и лучом, проходящим через опти­
ческий центр (он идет не преломляясь). Все остальные лучи, падаю­
щие на линзу из точки-предмета, проходят через линзу так, что их 
продолжейие попадает в ту же тоЧку (изображение), где пересекают­
ся продолжения характерных лучей.

4. Если F — главное фокусное расстояние линзы, пл — показа­
тель преломления материала, из которого изготовлена линза, ft™ 
показатель преломления среды, в которой находится линза, R i и 
R i —  радиусы кривизны одной и другой поверхйости ЛИНЗЫ, то

(15.5)
р Up /л*i RJ

Радиус кривизны выпуклой поверхности берут со знаком «плюс», 
вогнутой — со знаком «минус»,, для плоской — R =  оо,

5. Если две линзы (допустим, обе собирающие) с фокусными рас­
стояниями и Ft поставлены на расстоянии I друг оТ друга так, 
что их главные оптические оси совпадают (рис. 15.1), то изображе­
ние предмета и фокусное расстояние системы можно найти следую­
щим образом.

Пусть точка А0 находится на расстоянии d от первого стекла, 
которое дает изображение Αχ на расстоянии }л от линзы, тогда

1  =  1  + 1  
*1 d h '

Рассматривая точку Ах как предмет для второго стекла, удаленный 
от него на расстояние d2 =  I — можно записать:

-
Ft l - h  k ’

где — расстояние от второго стекла до изображения. Исключая,
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из составленных уравнений flt получим зависимость между вели­
чинами d и /2, характеризующими положение предмета и изобра­
жения, и величинами Fu F2 и I, характеризующими данную опти­
ческую систему:

1 - 1 · + _____ I____(15.6)
Fi h  . _  F\d 

d - F x

Чтобы определить фокусное расстояние системы, нужно положить 
в этом уравнении d =  оо, тогда можно считать, что / 2 =  F и, 
стало быть,

7 = ^ Ь + к  ( 1 5 - 7 )

Если тонкие линзы сложены вплотную, то / *=» О и

± = 1  +  1  или D =  £> ,+ £> ,.. (15.8)
г г 1 Г 2

Формулы (15.6) — (15.8) справедливы для любых тонких линз— 
и собирающих, и рассеивающих. Оптическую силу собирающих
линз берут в них со знаком «плюс», рассеивающих — со знаком
«минус». Правило знаков перед d и f здесь такое же, как и в случае 
одиночной линзы. Нетрудно заметить, что формулу (15.7) нельзя 
использовать для нахождения положения изображения предмета, 
поставленного перед системой, формулу (15.8) — можно. Во втором 
случае имеет место равенство:

1 + 4 . .  1  + 1 .
Fi Ft d τ  /

6 , Если предмет находится на расстоянии d от невооруженного 
глаза с недостатком зрения, d0 — расстояние, на котором мы хотели
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бы видеть предмет в очках без особого напряжения, Fn — фокусное 
расстояние очковой линзы, Fx — фокусное расстояние хрусталика 
глаза, Fc — фокусное расстояние системы хрусталик — линза, 
δ — расстояние от сетчатки до хрусталика, то при расположении 
линзы вплотную к глазу '

откуда

І .  ==1 .4-1 · 1  =  1  + 1 · 1  =  1 + 1  
Fx fi! + δ ’ Fc 4) ° ’ Fc Fa Fi'X

7 ' (15-9)d — do

В том случае, когда d =  25 см, d =  d0, /<л =  оо, мы имеем 
плоскопараллельную пластинку (очков не нужно). Если d <d0 
(близорукий глаз), то / γ  <  0  (необходима рассеивающая линза). 
Если d >  dQ (дальнозоркий глаз), το Рл>  0 (необходима собираю­
щая линза).

Если не учитывать расстояние между глазом и линзой, то линей­
ное увеличение, даваемое лупой с фокусным расстоянием F, будет 
равно:

£ = 1  + 1. (15.10)

В частном случае, когда предмет расположен так, что его изоб­
ражение получается на расстоянии наилучшего зрения нормаль­
ного глаза, должно быть

f =  d0 =  25 см.

Увеличение, даваемое микроскопом, равно:

k =  -F% (Fi ± ·̂  , (15.11)
FAd-Fy) . . ν

где d — расстояние предмета от объектива микроскопа; /V — его 
фокусное расстояние; F%— фокусное расстояние окуляра и d0 — 
расстояние от окончательного изображения предмета до глаза 
наблюдателя.

Расстояние L между окуляром и объективом (длина тубуса мик­
роскопа) может быть найдено из формулы:

1 -  Fid + J A - ' (15.12)
d — Fi ^o+ia

Если известны длина тубуса и фокусные расстояния линз объек­
тива и окуляра, увеличение, даваемое микроскопом (для нормаль­
ного глаза), можно определить по приближенной формуле:

(15.13)
FiFt

Для наблюдения изображений удаленных предметов под углом 
зрения большим, чем угол, под которым предмет виден невооружен­
ным глазом, применяют зрительные трубы.
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Труба Кеплера состоит из двух собирающих линз: длиннофо­
кусного объектива и короткофокусного окуляра. Окуляр помещают 
относительно объектива так, что его передний фокус находится вбли­
зи заднего фокуса объектива. Уменьшенное изображение предмета, 
даваемое объективом, рассматривается в окуляр, как В лупу.

Увеличение, даваемое трубкой Кеплера, равно:

(15.14)
tga Ft’

где α — угол зрения на далекий предмет; β — угол, под которым 
видно его изображение.

В трубе Галилея объективом служит собирающая линза, а оку­
ляром — рассеивающая. Окуляр располагают так, чтобы его зад­
няя фокальная плоскость находилась вблизи задней фокальной 
плоскости объектива. Изображение предмета, даваемое объективом, 
попадает за фокус объектива и служит для окуляра мнимым пред­
метом. Фокусное расстояние окуляра подбирают так, чтобы падаю­
щий на него сходящийся пучок лучей был преобразован в слегка 
расходящийся и окончательное изображение предмета рассматрива­
лось ненапряженным глазом. Увеличение, даваемое трубой Гали­
лея, определяется по той же формуле (15.14).

Решение задач* Примеры

1. Задачи на преломление света удобно разделить на три груп­
пы. К перрой группе можно отнести задачи о преломлении света 
на плоской границе раздела двух' сред, включая сюда задачи о 
прохождении лучей через плоскопараллельные пластинки и приз­
мы. Ко второй — задачи на построение и расчеты изображений в 
одиночных линзах. В третью группу входят все задачи на опти­
ческие системы, состоящие из нескольких линз или линз и зеркал.

2. Задачи первой группы сравнительно просты. Их решают на 
основании общей формулы второго закона преломления с исполь­
зованием тригонометрии и геометрии. При решении задачи нужно 
прежде всего сделать чертеж, где указать ход лучей, идущих из од­
ной среды в другую. В точке падения луча на границу раздела сред, 
там, где он преломляется, следует провести нормаль и отметить 
углы падения й преломления. Перед тем как чертить преломленный 
луч, необходимо установить, переходит ли он из оптически менее 
плотной среды в более плотную или наоборот. В зависимости от 
этого луч или приближается к нормали в точке падения, или уда­
ляется от нее. Особого внимания заслуживает второй случай, так 
как здесь может наблюдаться явление полного внутреннего отра­
жения и луч вообще не войдет во вторую среду. (Чтобы не сделать 
ошибки и правильно изобразит^ дальнейший ход падающего лу­
ча, необходимо знать числовые значения относительного показате­
ля преломления наиболее распространенных веществ и значения пре­
дельных углов.) После того как сделан чертеж, нужно записать
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формулу закона преломления для каждого перехода луча из одной 
среды в другую и составить вспомогательные уравнения, связываю-/ 
щие углы и расстояния, используемые в задаче. Затем остается ре­
шить полученную систему уравнений относительно неизвестной 
величины.

3. Задачи на построение изображения в одиночных линзах и 
расчеты, связанные с этим изображением, решаются почти так же, 
как и задачи на зеркала. Для каждого положения предмета нужно 
построить изображение и записать формулу линзы и формулу уве­
личения. Добавив к основным уравнениям вспомогательные (обыч­
но они устанавливают дополнительные связи между расстоянием 
от линзы до предмета и изображения), нужно решить полученную 
систему уравнений. Новым здесь является следующее.

а) При построении изображения чаще всего берут лучи, парал­
лельные главной оптической оси (преломляясь в линзе, они прохо­
дят через главный фокус сами или своим продолжением), и лучи, 
идущие через оптический центр линзы (их направление не меняется).

б) Для определения хода лучей, падающих на линзу под произ­
вольным углом (например, это могут быть лучи, идущие из светя­
щихся точек, расположенных на главной оптической оси), исполь­
зуют побочные оптические оси. Проведя такую ось параллельно 
лучу, ход которого требуется проследить, необходимо найти на 
ней побочный фокус. Для этого проводят фокальную плоскость 
линзы и находят точку пересечения плоскости с данной осью, эта 
точка и является побочным фокусом.

В случае собирающей линзы луч, идущий параллельно данной 
оптической оси, после преломления должен пройти через побоч­
ный фокус; в случае рассеивающей — через побочный фокус про­
ходит продолжение преломленного лучаі При построении изобра­
жения в собирающих линзах используют только задний фокус 
линзы, в рассеивающих — передний.

в) К формулам линзы, аналогичным формулам зеркала, добав­
ляется формула (15.5), связывающая фокусное расстояние линзы 
с ее радиусами и показателями преломления материала линзы и 
среды,. В задачах, требующих построения изображения в линзе 
с заданными радиусами кривизны, формула (15.5) является вспо­
могательной, ойа позволяет определить фокусное расстояние лин­
зы. После того как F найдено, дальнейшее решение задачи прово­
дят по уже известному плану (см. п. 3 ).

4. В заключение остановимся на решении задач третьей группы. 
Наиболее простые из них — это задачи на оптические системы, сос-. 
тоящие из тонких линз, сложенных вплотную. Если найти фокус­
ное расстояние такой системы, все дальнейшее решение задачи ни­
чем не будет отличаться от решения задач на одиночную линзу. 
Для нахождения фокусного расстояния применяют формулу (15.8), 
С ее написания и рекомендуется начинать решение задач этого типа.

Задачи на построение изображения в оптических системах, 
составленных из двух (или более) линз, отстоящих друг от друга
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на некотором расстоянии, весьма сходны с задачами на системы 
зеркал. Как и в случае зеркал, ход лучей через систему линз про­
ще всего установить по промежуточным изображениям, даваемым 
отдельными линзами системы. Расчет величины и положения окон­
чательного изображения здесь также основан на принципе обрати­
мости лучей, из которого следует, что изображение, даваемое пер­
вой линзой, можно рассматривать как предмет для второй и т. д.

Решают задачи этой группы следующим образом. Надо сделать 
схематический чертеж в Соответствии с условием задачи, отметить 
на нем линзы и предмет и указать характерные точки линз и задан­
ные расстояния. После этого нужно построить изображение пред­
мета в первой линзе, считая, что второй линзы нет. Используя 
формулу линзы и формулу увеличения (если требуется определить 
размеры изображения, даваемого системой), необходимо найти из 
них расстояние от этого изображения^сначала до первой, а затем 
и второй линзы. При этом нужно сразу же находить числовые зна­
чения этих расстояний, поскольку именно они позволяют судить
о том, как то или иное изображение (предмет) расположено относи­
тельно второй линзы.

Считая первое изображение предметом для второй линзы, ана­
логично предыдущему находим построением и расчетом положение 
и величину второго изображения. Точно так же рассчитывают пос­
ледующие изображения, если линз несколько.

При построениях и расчетах всякий раз следует различать слу­
чаи, когда на вторую линзу лучи падают расходящимся или 
сходящимся пучком. В первом случае изображение точки нужно рас­
сматривать как действительный предмет для второй линзы, во вто­
ром — как мнимый. Последовательность действий и расчетные фор­
мулы здесь такие же, как и для зёркал. Главное, что требует осо­
бого внимания при составлении формул, — это правильный выбор 
знаков перед d и /. Если при составлении формул знаки были учте­
ны, то в полученные выражения при числовых расчетах нужно под­
ставлять абсолютные значения входящих в них величин. При пост­
роении мнимых предметов их нужно считать для соответствующей 
линзы изображением и по нему строить предмет — искомое изоб­
ражение в системе.

В оптических системах, составленных из линзы и зеркала, неза­
висимо от того, сложены ли они вместе (линзы с посеребренной по­
верхностью) или отстоят на некотором расстоянии, преобразование 
светового потока происходит трижды. Лучи в этой системе идут 
следующим образом: от светящегося предмета они падают на линзу, 
преломляются в ней и идут на зеркало. Отражаясь от зеркала, они 
вновь падают на линзу и, вторично преломившись, дают оконча­
тельное изображение. Это изображение может быть и действитель­
ным, и мнимыМ.

Порядок расчета в системах, состоящих из линз и зеркал, такой 
же, как и в сйстёмах, составленных только из линз. ЕсЛи сфери­
ческое зеркало и линза с одинаковыми радиусами кривизны сложе­
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ны вместе, фокусное расстояние /гс системы определяют при помо­
щи формул:

J .  =  1  1  и -  =  I  4- і
R Fn / F. f Fc’

из которых следует, что оптическая сила системы равна:

1  1 + 1 .  (15.15)
Fc F„ R F„ F3

F„ и F3 в эту формулу входят со знаком «Плюс» или «минус» в за­
висимости от того, являются ли линза или зеркало собирающими
или рассеивающим^.

При расчете изображений в такой системе ά и | определяют из 
уравнения

7  =  7  + 7 . (15.16)
Fe a f

Для вычисления размеров изображения в оптических системах 
к уравнениям, составленным на основании формулы линзы (зерка­
ла), добавляют формулу увеличения, В случае нескольких линз 
(линз и зеркал) полное увеличение, даваемое системой, равно про­
изведению увеличений отдельных линз (зеркал):

k =  kt k2 ... kn. (15.17)

Пример 1. Светящуюся точку, находящуюся в среде о показа­
телем преломления nlt рассматривают невооруженным глазом из 
среды о показателем преломления п2. Каково будет кажущееся рас­
стояние точки до границы раздела сред, если точка находится от 
этой границы на расстоянии А„, а глаз расположен так, что в него 
попадают лучи, падающие на границу раздела под небольшими уг­
лами?

Р е ш е н и е .  Рассмотрим два случая: а) когда nt >  пг (глаз 
расположен в оптически менее плотной среде) и б) когда пх < п г 
(глаз помещен в среде оптически более плотной, чем среда, где 
находится источник).

а) Допустим, что светящаяся точка А0 (рис. 15.2) находится в 
срёде с показателем преломления пх и глаз наблюдателя расположен 
над предметом в среде с показателем преломления пг так, что в не4 
го попадают лучи, идущие под малыми углами к нормали N. Вы­
берем из пучка лучей, попадающих в глаз наблюдателя, два луча 
А0С и A0D. Первый луч падает перпендикулярно границе раздела 
сред и идет во вторую среду не преломляясь. Второй луч, переходя 
во вторую оптически менее плотную среду, отклоняется от своего 
начального направления, удаляясь от нормали в точке D, и идет 
по направлению /. Лучи, вышедшие из точки А0, кажутся наблюда­
телю выходящими из точки Эта точка является мнимым изоб­
ражением предмета Ац, ее расстояние ht от границы раздела сред 
определяют следующим образом.

13 Балаш В. А. 369



Обозначим угол падения луча в точке D через a, a угол прелом­
ления через β. Из чертежа видно, что в треугольниках A fiC  и 
AiDC сторона CD является общей. Поэтому можно записать

CD =  ft0 tg а  =  fti tg β,
откуда

hi
tg g  

IS β
h0.

Поскольку лучи падают на границу раздела сред под небольши­
ми углами, то вследствие малости угловое и β тангенсы этих углов 
можно заменить их синусами:

Но по закону преломления следовательно, ht Ла

«Г

2*
sin β щ

Если, в частности, смотреть из воздуха (ti2 — 1) на предмет, нахо­
дящийся в воде [πχ =5= 4/3), то h x =  3/4 h0.

б) Рассмотрим второй случай, когда луч AJD от светящегося 
предмета идет в оптически более плотную среду. В точке D он от- 
клбнится от своего начального направления к нормали. Наблюда­
телю будет казаться, что лучи А0С и A0D вышли из точки Αχ, ко­
торая служит изображением предмета А0. Из треугольников A f i  С 
и AXDC аналогично предыдущему находим расстояние Ηχ от точки 
Αχ до границы раздела сред:

h Hsj
«1
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В частном случае, если рассмат­
ривать из вода {«! =  4/3) пред­
мет, находящийся в воздухе 
(«а =  1). то h X =  4/3 h0.

Как показывают приведенные 
расчеты и построения, светящий­
ся предмет А0 будет казаться на­
блюдателю ближе к поверхности 
раздела (hi <  h0), еслй вторая 
среда менее плотная (tix >  nt).
Если же смотреть на светящуюся 
точку из среды оптически более 
плотной, то она будет казаться 
дальше, чем находится на самом 
деле, поскольку при п2 >  Ηχ

Η χ >  V
Пример 2. Плоскопараллель­

ная пластинка толщиной d {рис.
15.3) с показателем преломления пй находится в среде о показа­
телем преломления Πχ< п2. Луч света из точки S падает на пластин­
ку под углом <*ι. Чему равен угол между падающим и преломлен­
ным лучом, вышедшим из пластинки? Каково боковое смещение лу­
ча, прошедшего через пластинку? На сколько ближе будет казать­
ся точка S, если ее рассматривать через пластинку под малым уг­
лом к нормали JV?

Р е ш е н и е .  Так как по условию задачи п% >  Πχ, то, переходя 
из первой среды во вторую, луч приближается к нормали в точке 
падения. При выходе из пластинки он отклоняется от нормали.

Отметив на чертеже углы, падения и преломления а г, а г, otg и 
боковое смещение X луча, записываем формулу второго закона пре­
ломления для каждого перехода луча из одной среды в другую в 
точках А и В:

s i n _  η*. 4 sing, __ /П
s i i o ,  O j' sin а ,  гг,

В этих уравнениях известен угол падения а х и все показатели 
преломления, поэтому, решая систему уравнений относительно а,, 
получим ответ на первый вопрос задачи: щ =  а х. Равенство уг­
лов означает, что, пройдя через пластинку, луч выйдет из нее па­
раллельно своему начальному направлению. (Этот вывод справе­
длив для любого числа пластин.)

Как видно из чертежа, боковое смещение луча дс=ВС. Из тре­
угольника ABC получим:

ВС =  АВ sin (αχ — а 2),

но АВ =
d

cos α2
следовательно,

sin (a1 ,
X —

■ «*) d

cos aa
(2)
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Исключая из уравнений (1) — (2) 

угол а 2, после несложных преобразо­

ваний для бокового смещения луча 

получим выражение:

X =  d sin 0&!
щ sin cos к.

V щ
d.

Рис. 15.4.

он вышел 

.SSX =  у =

из

sin a.

Пройдя через пластинку, рассмат­

риваемый луч идет так, как если бы 

точки Sx. Как видно из чертежа, расстояние 

G учетом выражения для х получим:

пх cos а 1

V Щ
А

откуда вытекает, что при малых углах наблюдения плоскопарал­
лельная пластинка дает смещение светящейся точки, равное

■^)d.

Пример 3. На дне сосуда, наполненного водой до высоты h, 
находится точечный источник света (рис. 15.4). На поверхности 
воды плавает круглый диск так, что его центр находится над источ­
ником. При каком минимальном диаметре диска лучи от источника 
не будут выходить из воды?

Р е ш е н и е .  Лучи, идущие из светящейся точки А, падают на 
границу раздела вода — воздух расходящимся пучком, переходя 
из оптически более плотной среды в менее плотную. Те лучи, кото­
рые падают на границу раздела под углом, большим предельного, 
отразятся в воду, испытывая полное внутреннее отражение, а 
в воздух выйдут лишь лучи, заключенные внутри конуса с диамет­
ром основания D и вершиной в точке А. Если на воду положить 
непрозрачную пластинку диаметром D, то ни один луч в воздух 
не попадет. Диаметр пластинки легко определить, если найти а 0 
с помощью законов преломления, поскольку глубина Λ, на которой 
находится источник, известна.

Для лучей, идущих из воды в воздух под предельным углом, 
можно записать:

sin a0 =  — , (1)
«X

где ηχ — показатель преломления воды; п2 — показатель прелом­
ления воздуха.

Диаметр пластинки служит основанием равнобедренного тре­
угольника ABC, поэтому
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D =  2h tg a0. (2)

В уравнениях (1) — (2) все ве­
личины, кроме D и а0, известны. 
Решая их совместно относительно 
диаметра пластинки, получим:

2h п,
D =

V n

Полагая в этой формуле показатель преломления воды пх =  4/3, 
воздуха п2 =  1 , находим:

D О Х л .
7

Пример 4. Какую выдержку нужно делать при фотографирова­
нии спортсмена в момент его погружения в воду при прыжке с 
вышки высотой Н  =  8 м, если допустимая размытость изображе­
ния на негативе не должна превышать К =  0,4 лш? Фотоаппарат 
установлен на расстоянии d =* 10 м от места погружения, фокус­
ное расстояние объектива F =  10 см (рис. І5.5.).

Р . е ше ние .  При фотографировании какой-либо точки дви­
жущегося предмета ее изображение на пленке может получиться 
размытым — в виде линии. Изображение всего объекта Оказывается 
в этом случае не резким. Величина размытости зависит от того, 
какая выдержка сделана при съемке. Если выдержка слишком 
велика, то за время, пока открыт затвор, фотографируемая точка 
сместится на значительное расстояние. Длина изображения ее 
следа h' на пленке окажется больше допустимой, и снимок полу­
чится некачественным. Чтобы h' не превышало допустимых разме­
ров, время экспозиции t нужно выбрать таким, чтобы след h, 
прочерченный движущейся точкой, за время t давал изображение, 
длина которого не больше Л'.

Допустим, что одна из крайних точек предмета (спортсмена), 
свободно падающего с высоты Я , попадает в поле зрения объектива 
и в некоторый момент времени находится в точке А, удаленной 
от фотоаппарата на расстояние d. Предположим далее, что за время 
t (при правильно подобранной выдержке) край предмета попадает 
в точку В, пройдя расстояние h e некоторой средней скоростью νΐΡ; 
тогда след, прочерченный каждой точкой-предмета, будет равен:

h =  vcpt. (l)

На пленке, помещенной вблизи главного фокуса объектива, 
где получается изображение предмета (поскольку d обычно берется 
много больше F), след h будет спроецирован линзой в уменьшен­
ный отрезок h’, равный

7 i '= i  h. 
d

(2)
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(Для простоты отрезок h поставлен перпендикулярно главной 
оптической оси.) Поскольку изображение действительное, связь 
между d и / дается уравнением '

’ 7  - 7 + Т  <3>

Среднюю скорость движения предмета можно найти из условия, 
что в точку А предмет попадает, пролетев расстояние Н. Так как 
время выдержки обычно мало и h <ζ Н, можно считать, что на 
перемещении h скорость предмета почти не меняется, т. е.

°ср =  ®А -  у 2g H . (4)

Уравнения (1 )—(4) -содержат неизвестные h, оср, f u i .  Решая их 
относительно і и подставляя числовые значения, находим:

; i « 3 .  1 0 “ 3 сек.
F V 2 g H

Пример 5. На расстоянии dx *=* 1 м от собирающей линзы па­
раллельно ее плоскости поставлен подсвечиваемый предмет. При 
таком расположении линзы и предмета площадь изображения на 
экране равна Sx =  400 см2. Если линзу передвинуть на I =  30 см 
от предмета, площадь резкого изображения становится равной 
9/16 площади предмета. Определите площадь предмета S0 и оптиче­
скую силу D линзы.

Р е ш е н и е .  Если в первом положении линза находилась от 
предмета на расстояний dlt от экрана — на расстоянии /х и площадь 
изображения равнялась Slt то

° " і + і  . <»■

И А  п

<2)

Во втором положении линзы, когда ее сместили на расстояние I j 
от предмета и передвинули экран так, что на нем снова получилось-^ 
четкое изображение, предмет и экран оказались удаленными от 
линзы на расстояние dz и /2. Площадь изображения уменьшилась

v  9
и стала равной 5а=  —$ 0. Для этого положения:1А16

di fa
Я  =  1 + 1 ; (3)

50
(4 )

К основным уравнениям (1) — (4) следует добавить вспомога­
тельное соотношение:

d% ** άχ + /. (В)
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Подставляя выражение для dt в уравне­
ния (3)— (4) и исключая/2, найдем:

Считая D известной величиной, из 
уравнений (1) — (2) находим

S0 -  Si СDdj. — l)2; S0 =  250 см2.

Пример & Если точечный источ­
ник света поместить на расстоянии dx 
(рис. 15.6) от рассеивакицей линзы диа­
метром Da, вставленной в оправу, то на 
экране, находящемся на расстоянии I 
за линзой, получится светлое пятно 
диаметром D x. Каков будет диаметр 
пятна на экране, если источник помес­
тить в фокусе линзы?

Р е ш е н и е .  Допустим, что в пер­
вом положении светящаяся точка А0 
находится от рассеивающей линзы на 
расстоянии йг >  F. Лучи, вышедшие 
из точки Л0, падают на линзу расхо- Рис* 15·6·
дящимся пучком, преломляются в ней,
и, рассеявшись, дают на экране светлое пятно диаметром D x. 
Как Видно из чертежа, лучи, образующие это пятно, идут на экран 
так, словно они выходят из светящейся точки A lt являющейся 
изображением предмета А0.

Во втором положении, когда светящаяся точка находится в 
фокусе линзы, диаметр светлого пятна на экране увеличивается, 
поскольку здесь лучи падают на лщиу под большим углом. Они 
освещают экран так, как если бы шли из точки Лх, являющейся 
изображением точки А0. Изображение предмета, расположенного 
в фокальной плоскости рассеивающей линзы, находится посредине 
между этой плоскостью и линзой.

Диаметр светлого пятна D%, получающегося при внесении 
источника в фокус линзы, легко найти, зная фокусное расстояние 
линзы F. Для его определения рассмотрим первое положение си­
стемы.

Если /і — расстояние от мнимого изображения Αχ до рассеи­
вающей линзы, то

F А
1

U'

Из подобия треугольников можно записать:

Dt
· ι.'·μ··

fi+ t 

h '

(1)

(2)
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Для второго положения источника формула рассеивающей 
линзы дает

>  =  f .  (3)

так как d2 =  F.
Аналогично равенству (2) мы имеем:

t - ψ -  <♦>
Решая уравнения (1)—(4) относительно D 2, получим:

D2 =  2Di —
di

Пример 7.: Воздушная полость в стекле имеет форму плоско- 
выпуклой линзы. Найти фокусное расстояние этой линзы, если 
известно, что фокусное расстояние линзы из стекла, которое сов­
падает по форме с полостью, равно р воздухе F0.

Р е ш е н и е .  Согласно формуле (15.5) плоско-выпуклая линза 
(Ri =  °о, R 2 =  R) может быть и собирающей и рассеивающей в 
зависимости от того, что больше, показатель преломления мате­
риала линзы или показатель преломления среды, в которой нахо­
дится линза. В первом случае, когда воздушная линза находится 
в стекле (пл =  1 , пср =  п), ее оптическая сила равна:

Во втором случае, когда стеклянная линза находится в воздухе 
(лл =  п, ncp =  1),

-  - - (η — 1) -  . . (2)

Из уравнений (1)—(2) находим:

Fi =  —nF0.

Пример 8 . Из плоскопараллельной стеклянной пластинки 
изготовили три линзы (рис. 15.7). Фокусное расстояние линз 1 и 2, 
сложенных вместе, равно —F' , фокусное расстояние линз 2 и 3 
равно — F". Определите фокусное расстояние каждой линзы. 

Р е ш е н и е .  Как видно из рисунка, первая и третья линзы

плоско-выпуклые, их оптические силы у  и I ,  BTOpaflj линза

двояковогнутая, ее оптическая сила равна —

Если три линзы сложены вместе и образуют плоскопараллель­
ную пластинку, оптическая сила системы равна нулю, так как 
обе поверхности у нее плоские (Rx =  оо и R 2 =  оо ). Для этого 
случая формула (15.8) дает:

7 - 7 - 1 - } = ° ·  №г 1 г 2 Г 8 β
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1 - 1  =  - 1 . · (2)
F1 Ft F'

При сложении второй линзы с третьей 
фокусное расстояние оптической системы ока- “ 
зывается равным — F", следовательно,

____L i L =  L '  /ч у
F2 F3 F " ' w  Рис. 15.7.

Решая уравнения (1)—(3) совместно, находим!
F' F"

Fx =  F"\ F2 =  ; Fs =  F .
1 » i  F-\-Ff

Пример 9. Две тонкие собирающие линзы с фокусными рас­
стояниями jP1=20 см и F 2= 1 5  см , сложенные вплотную, дают четкое 
изображение предмета на экране, если предмет находится на рас­
стоянии d =  15 см от первой линзы. На сколько нужно передвинуть 
экран, чтобы на нем получилось четкое изображение предмета, 
если вторую линзу отодвинуть от первой на / =  5 см?

Р е ш е н и е .  Если перед оптической системой, состоящей из 
двух тонких линз, сложенных вместе, расположить предмет на 
таком расстоянии d, чтобы его действительное изображение четко 
проецировалось на экран, удаленный от линз на расстояние /х, 
то должно выполняться равенство:

±  =  X + l .  (1)
Fc d ti

В этом уравнении — представляет оптическую силу двух соби- 
F о

рающих линз с фокусными расстояниями Ft и F2, сложенных вплот­
ную, поэтому

Т = 7  + р ' (2)Г С Г 1 Г 2

Если, не меняя положения предмета, вторую линзу отодвинуть 
на расстояние I, фокусное расстояние системы изменится, и при 
том же положении предмета четкое изображение получится на рас­
стоянии / 2 от второй линзы. Чтобы это изображе'ние попало на 
экран, экран придется передвинуть на некоторое расстояние х, 
которое нам и требуется определить. Для случая раздвинутых линз 
формула (15.6) дает:

7 = 7 " + --- T J - ’ (3)2 /2 i __  Fid

'd — Fi

где F2 — фокусное расстояние линзы, находящейся ближе к эк­
рану.

Предположим, что экран нужно приблизить ко второму стеклу, 
тогда должно быть

* =  /1 - / 2 -  I- W
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Из уравнений (1)—(2) после под­
становки числовых значений находим:

Рис. 16.8. h ~

^  “  Jfx + f*) d — FjFg 

Из уравнения (3) имеем: 

F J d - F M  + d)

2 0  см.

FlFi - F 1(l + d> + d ( l - F t )
19,5 см,

после чего в соответствии с формулой (4) для х получаем: х =  
=  —4,5 см.

Знак «минус» показывает, что наше предположение о направле­
нии смещения экрана было неправильным и экран нужно отодви­
нуть от второй линзы.

Пример 10. В фокусе собирающей линзы (рис. 15.8) располо­
жен предмет высотой Я . По другую сторону линзы перпендикуляр­
но главной оптической оси находится плоское зеркало. Где полу­
чится изображение предмета и каков размер этого изображения?

Р е ш е н и е .  Выберем из пучка лучей, падающих на линзу из 
точки А предмета, два луча: проходящий через , оптический центр 
(он отмечен одной стрелкой) и идущий параллельно главной. оп­
тической оси (он отмечен двумя стрелками). Точка А расположена 
в фокальной плоскости линзы, поэтому все лучи, выходящие из 
этой точки и попадающие на линзу, после преломления пойдут 
параллельным пучком. Падая на плоское зеркало, такой пучок 
отразится и пойдет на линзу также параллельным пучком, под 
тем же углом, под которым он падал на зеркало.

Чтобы проследить ход пучка после вторичного преломления 
в линзе, проведем побочную оптическую ось 1, параллельную отра­
женным лучам, и найдем на ней побочный фокус Fx. Преломившись 
в линзе, лучи должны пройти через точку Fx и дать в ней действи-, 
тельное изображение точки А. Как видно из чертежа, в прямо­
угольных треугольниках АОВ и АхОВх сторона ОВ общая и 
^А О В  *= ^ А хОВх, поэтому эти треугольники равны и, следова­
тельно, величина изображения равна величине предмета.

Таким образом, изображение получается действительным, об­
ратным, равным предмету и находится в той же фокальной плос­
кости, в которой расположен предмет. Этот результат, как нетруд­
но заметить, не зависит от положения зеркала, лишь бы оно стояло 
перпендикулярно главной оптической оси.

Пример 1 1 . Плоская поверхность плоско-вогнутой линзы с 
фокусным расстоянием F посеребрена. На расстоянии dx от линзы 
со стороны вогнутой поверхности расположен точечный источник 
света (рис. 15.9). Где будет находиться изображение источника?

Р е ш  єн и  е. Допустим, что на плоско-вогнутую линзу с фо­
кусным расстоянием F падает пучок лучей, выходящий из точки Л0, 
расположенной на главной оптической осй на расстоянии dx от 
линзы.
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Выберем из этого потока два 
луча: идущий на оптический 
центр и произвольный луч А0В— 
и проследим их ход в данной 
системе.

Первый луч пройдет через 
линзу не преломляясь, упадет 
на посеребренную поверхность 
и отразится назад по тому же 
направлению. Второй луч, пре­
ломившись в линзе, падает на 
посеребренную поверхность (зер­
кало) так, как если бы он выходил из точки Аг, являющейся мни­
мым изображением предмета А0. Графически положение точки Ах 
находится с помощью побочной оптической оси /, проведенной 
параллельно лучу А0В. После преломления луч должен своим 
продолжением попасть в побочный фокус Fx. Там, где продолже­
ние луча пересекается о главной оптической осью, и находится 
точка Ах. Аналитически расстояние „fi от точки до линзы оп­
ределяется из уравнения:

F <*i ft

Пройдя через линзу, луч А0В сразу же отразится от зеркальной 
- поверхности под тем же углом, под которым он падал. Направление 
. отраженного луча таково, как если бы он выходи;} из точки Л2, 

являющейся изображением точки Ах в плоском зеркале. Нетрудно 
заметить, что точка Л 2 лежит слева от линзы на расстоянии

d3 =  /і- (2) 
Далее отраженный луч еще раз преломится в линзе и даст оконча­
тельное" изображение Л 8 в точке пересечения его продолжения 
с продолжением луча Л0О. Ход этого луча построен с помощью по­
бочной оси 2. Чтобы найти расстояние / 2 от точки Л 3 до линзы, 
нужно использовать еще раз формулу рассеивающей линзы, считая 
промежуточное изображение Л2 в зеркале как действительный 
предмет для рассеивающей линзы. Лучи будут падать на линзу 
расходящимся пучком так, как если бы в точке Л 3 был расположен 
действительный источник: ·

Из уравнений (1)—(3) находим:

f = ΛΡ
/ *  2dt +F'

Из построения видно, что при любом положении Л о ее оконча­
тельное изображение — точка Л э — будет всегда мнимым, посколь­
ку промежуточное изображение Л 2 всегда оказывается за линзой.
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Полученный нами результат сразу же вытекает из формул для по­
серебренной линзы (15.15) и (15.16). Полагая в них =  — F, 
Fз = о о ,  будем иметь:

2 1 1 , (LF
— г = -- г-* откуда /у = — i— . .

Пример 12® Наблюдатель с нормальным зрением рассматривает 
Луну в телескоп, объектив и окуляр которого имеют фокусные 
расстояния, соответственно равные Fo6 =  2 м и F0K =  5 см. На 
сколько нужно раздвинуть трубу, чтобы получить изображение 
Луны на экране на расстоянии / ' 2 =  25 см от окуляра? Какова бу­
дет при этом величина изображения Луны, если невооруженным 
глазом ее видно под углом а  =  30'?

Р е ш е н и е .  Если лучи, идущие от удаленного предмета, по­
падают в трубу Кеплера, то в зависимости от расстояния между ее 
объективом и окуляром окончательное изображение объекта может 
получиться или мнимым, или действительным. В первом случае 
изображение можно увидеть глазом, во втором — спроецировать 
на экран. Если линзы объектива и окуляра L2 установлены так, 
что изображение Луны рассматривают нормальным глазом с рас­
стояния наилучшего зрения, то ее промежуточное изображение 
ΑχΒχ практически находится в фокальной плоскости объектива 
(при <*!> Fo6, fx «  Fo6). Оно будет действительным, переверну­
тым и сильно уменьшенным (рис. 15.10). Для простоты построения 
изображения трубу удобно расположить так, чтобы весь предмет 
лежал по одну сторону от главной оптической оси, как показано на 
рисунке. Для построения промежуточного изображения удален­
ных предметов в зрительных трубах достаточно использовать 
лишь луч, проходящий через оптический центр объектива, учиты­
вая, что положение изображения в этом случае всегда известно — 
практически оно находится в фокальной плоскости.

Промежуточное изображение, даваемое объективом, можно рас­
сматривать как предмет для окуляра, поскольку от этого изобра­
жения, например от точки Ах, лучи идут на вторую линзу расхо­
дящимся пучком, как если бы они выходили из действительного 
источника.

Чтобы окончательное изображение Луны А 2В2 оказалось мни-' 
мым и находилось на расстоянии наилучшего зрения /г — 25 см, 
окуляр нужно расположить так, чтобы ΑχΒχ попадало между 
F0K и L2. Расстояние d2 между окуляром и изображением ΑχΒχ 
должно при этом удовлетворять уравнению:

= (1)
F ок d2 fi

Для проецирования изображения Луны на экран линзу окуля­
ра нужно сместить от промежуточного изображения ΑχΒχ так, 
чтобы оно попало между фокусом и двойным фокусом окуляра 
(рис. 15.10, б).

380

?о6 Λ κ ίγ Λ
\
f>2

Д, Xy A Βζ

л,

i t f ’l

Рис. 15.10.

Если резкое изображение АгВ2 проецируется на экран, отстоя­
щий от линзы 1 2 на расстоянии fjj, окуляр нужно отодвинуть от 
объектива настолько, чтобы предмет ΑχΒχ находился от линзы L2 
на расстоянии d\, удовлетворяющем уравнению

(2)
Гок d2 І2

Как видно из чертежа, окуляр для этого необходимо передви­
нуть вправо от начального положения на расстояние

X =  d2 —  d<i. (3)

Линейные размеры изображения Луны на экране можно опреде­
лить из формулы увеличения линзы, зная угол а, под которым 
Луну видно невооруженным глазом, и фокусное расстояние объек­
тива Fo6: '

f'iu 
h2 — —г hi·

“ 2

Но Ηχ =  ґоб tg a »  Fo6а (поскольку угол а  очень мал), поэтому 
высота изображения Луны на экране будет равна:

К -4 'F0(,a. (4 )
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Решая уравнения (1)—(4) совместно относительно неизвестных 
dz и d'2 и подставляя числовые значения, получим:

d2 — /2 Р  ок

и + р0
== 4,16 см; di =

І2 Р о

— рок

6,25 сж — 4,16 см

6,25 см.

2 см; h2 —После этого будем иметь: х 
=  7 см.

Пример 13. Зритель с нормальным зрением смотрит через 
театральный бинокль на сцену, находящуюся от него на значитель­

ном расстоянии. Оптическая сила объектива —  =  5 дптр, окуля- 
j F<* 

ра — = — 25 дптр. На каком расстоянии должны быть расположе-

ны объектив и окуляр бинокля, чтобы зритель четко видел сцену? 
На сколько нужно сместить окуляр, чтобы сцену можно было рас­
сматривать глазом, аккомодированным на бесконечность?

Р е ш е н и е .  Чтобы зритель с нормальным зрением хорошо 
видел в театральный бинокль действие, происходящее на сцене, 
необходимо, чтобы окончательное изображение предмета, даваемое 
системой линз трубы Галилея, получалось на расстоянии наилуч­
шего зрения. Так как сцена находится на очень большом расстоя­
нии от зрителя (dx >  Fo6), то изображение ΑχΒχ, даваемое объек­
тивом Lx, получается на ничтожно малом расстоянии от фокальной 
плоскости линзы {fi & Fo6) (рис. 15.11).

В трубе Галилея рассеивающая линза окуляра ставится перед 
фокальной плоскостью объектива, поэтому лучи, которые давали 
бы изображение ΑχΒχ, падают на линзу L2 сходящимся пучком 
и ΑχΒχ можно рассматривать как мнимый предмет для окуляра, 
отстоящий от него на расстоянии

^2 =  Fq6 ~  (1)

где 1Х — расстояние между линзами бинокля.
После преломления В окуляре лучи, идущие в точку Αχ, пойдут 

расходящимся пучком и на своем продолжении дадут окончательное
мнимое изображение Аг. Из все­
го пучка лучей, идущих от пред­
мета на объектив, на чертеже 
указан лишь один, поскольку 
положение изображения из­
вестно.

Расстояние dz, а следова­
тельно, и расстояние 1Х должны 
быть при этом подобраны так, 
чтобы изображение сцены А2В2 
получалось в окуляре на рас­
стоянии / 2 =  25 см. Изображе­
ние мнимого предмета ΑχΒχ в

%
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ч

окуляре является мнимым, поэтому формула рассеивающей линзы 
для этого случая дает

— —  =  - 1 - І .  (2)
о̂к fis

Из уравнений (1)—(2) находим:

da =  =  4,76 см; Λ =  F0б — d2 =  15,24 см.
f S —  Рок

Чтобы видеть сцену глазом, аккомодированным на бесконеч­
ность, линзы бинокля необходимо установить таким образом, чтобы 
изображение Л гВ2 получилось не на расстоянии наилучшего зре­
ния, а очень далеко. Этого можно добиться, изменяя расстояние I 
между объективом и окуляром.. Полагая в уравнении (2) [2 — 
получим: d2 =  F0K, и Согласно формуле (1) будем иметь:

/ 2 =  F06 — Рок =  см·
В этом случае фокальные плоскости объектива и окуляра долж­

ны быть совмещены. По сравнению с первым расположением линзы 
нужно раздвинуть на расстояние

Δ / =  / 2 — Ιχ == 0,76 см.

Пример 14. В микроскопе главное фокусное расстояние объек­
тива равно F * =  5,4 мм, окуляра F0K =  20 мм. Каково будет 
увеличение предмета, находящегося от объектива на расстоянии 
άχ =  5,6 мм, если его рассматривать глазом с нормальным зрением? 
Какова будет при этом длина тубуса?

Р е ш е н и е .  Если предмет АВ поместить на расстоянии dx от 
объектива микроскопа (между Fo6 и 2Fo6, ближе к Fo6), его изоб­
ражение ΑχΒχ будет находиться от объектива на расстоянии 
fx, удовлетворяющем уравнению

Г ~ 7 + Т- (1)р об “1 / 1

Изображение предмета будет увеличено при этом в

k =  ίί раз. (2)
Ч

Окуляр располагают относительно изображения ΑχΒχ так, 
чтобы оно рассматривалось через него как через лупу. Окончатель­
ное изображение А2В2 будет мнимым и будет отстоять от окуляра 
на расстоянии наилучшего зрения нормального глаза / 2 =  25 см, 
если расстояние d2 от окуляра до промежуточного изображения- 
предмета ΑχΒχ подобрано так, что оно удовлетворяет уравнению

- L - J . - 1 .· (3)
Рок f t  -

Увеличение изображения ΑχΒχ, даваемое окуляром, при этом ока­
жется равным:

К =  (4)
«а
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Полное увеличение оптической системы, состоящей из двух 
линз, равно произведению увеличений, даваемых каждой линзой 
в отдельности, поэтому увеличение микроскопа равно произведе­
нию увеличении окуляра и объектива:

k =  ko6kOK. (5)

Расстояние между линзами — длина тубуса микроскопа — равно:

/ =  /i + dz. (6)

Составленная система уравнений является основной системой 
для расчета увеличения микроскопа. В данной задаче ku k2, k, 
d2 и /i неизвестны, величины Fo6, F0K, dx и / 2 заданы. Решая урав­
нения (1)—(6) относительно искомых неизвестных — увеличения 
микроскопа и длины тубуса, после подстановки числовых значений 
получим:

k =  ls&lk±f9*}  =  365: I =*. — х— 06 . ~ι---tsi££_■ =  1 7  СМш
F ок (d i —  F об) —  ^ о б  /2 4 " ^ ок

Задачи к главе 15

15.1. Показатели преломления алмаза и стекла равны соот­
ветственно 2,42 и 1,5. Каково должно быть отношение толщин этих 
веществ, чтобы время распространения света в них было одинако­
вым?

15.2. На границу раздела двух сред с показателями преломле­
ния пх и п2 падает луч света. Определите угол падения, если из­
вестно, что отраженный и преломленный лучи перпендикулярны 
друг другу.

15.3. На поверхность слоя четыреххлористого углерода тол­
щиной 4 см налит слой воды толщиной 2 см. Показатели преломле­
ния СС14 и воды равны соответственно 1,46 и 1,33. На какой глуби­
не будет казаться расположенным дно сосуда, в который налиты 
жидкости, если смотреть на поверхность воды под малым углом 
к нормали?

15.4. Стеклянная пластинка толщиной 3,2 мм имеет на перед­
ней и задней сторонах риски. Чему равен показатель преломления 
стекла, если при наведении микроскопа с верхней риски на ниж­
нюю его тубус пришлось опустить на 2 мм? Углы, которые полу­
чаются между падающим лучом и осью микроскопа, можно считать 
малыми.

15.5. Найдите построением и аналитически положение изобра­
жения предмета, расположенного на расстоянии 4 сл от передней 
поверхности плоскопараллельной стеклянной пластинки с показа­
телем преломления 1,5 и толщиной 3 см, задняя сторона которой 
посеребрена.
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15.6. Перед вогнутым зеркалом с оптичес- . 
кой сиЛой D =  2 дптр на главной оптичес- . 
кой оси находится точечный источник све- . 
та, удаленный от вершины зеркала на рас- ■ 
стояние d =  192 см. Между зеркалом и ис- ■ 
точником поставили плоскопараллельную ■
-стеклянную пластинку с показателем прелом- ■ 
ления п =  1,5. Какова должна быть толщина ■
X пластинки, чтобы изображение совпало с “ 

самим источником?
15.7. В водоем на некоторую глубину по- ' 

мещают источник белого света, Показатель 
преломления воды для красных лучей 1,328,
для фиолетовых 1,335. Вычислите отношение радиусов кругов, в 
пределах которых возможен выход красных и фиолетовых лучей 
в воздух.

15.8. На шар радиусом R, изготовленный из материала с мень­
шим показателем преломления п2, чем показатель преломления щ 
окружающей среды, падает пучок параллельных лучей. Определите 
радиус светового пучка, который может проникнуть в шар.

15.9. Луч света падает на стеклянную призму (рис. 15.12). 
Каков дальнейший ход падающих лучей?

15.10. Луч света входит в стеклянную призму под углом 2а 
и выходит под углом β =  а. Преломляющий угол призмы равен 
а/2. Определите угол отклонения луча от его первоначального 
направления и показатель преломления материала призмы.

15.11. Равнобедренная стеклянная призма с малыми преломля­
ющими углами а  помещена в параллельный пучок лучей, падаю­
щих нормально на ее основание (рис. 15.13), Коэффициент прелом­
ления стекла 1,57, размер основания 2а =  50 см. Найдите величи­
ну преломляющего угла, если в середине экрана, расположенного 
на расстоянии 1 м от призмы, образуется темная полоса шириной 
1 см.

15.12. Преломляющий угол стеклянной призмы равен 60°. Оп­
ределите угол Наименьшего отклонения преломленного луча. Из­
вестно, что меньше всего преломленный луч отклоняется от своего
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начального направ­
ления, если угол 
входа луча в приз­
му равен углу вы­
хода.

15.13. Стеклянный 
сосуд G тонкими 
стенками имеет фор­
му призмы. Сосуд 
наполнен жидкостью 
с неизвестным показа­
телем преломления. 
На боковую грань 
призмы направляют 
луч так, что угол 
входа луча оказы­
вается равным углу 
выхода. Определите 
показатель преломле­
ния жидкости, если 
преломляющий угол 
призмы равен 24®, 
угол отклонения лу­
ча от начального на­
правления 16°.

15.14. Сечение стеклянной призмы имеет форму равнобедрен­
ного треугольника. Одна из равных граней призмы посеребрена. 
Луч света падает на непосеребренную грань параллельно основа­
нию призмы и после двух отражений выходит через основание Под 
прямым углом к нему. Определите углы призмы.

15.15. Светящаяся точка находится в воздухе на расстоянии 
s =  0,60 м от выпуклой поверхности стекла радиусом R =  7,5 см. 
а) Определите расстояние между изображениями точки, которые 
образуются лучами, отраженными и преломленными поверхностью. 
Коэффициент преломления стекла п — 1,50. б) Решите задачу при 
условии, что поверхность стекла вогнутая.

15.16. На дне аквариума, имеющего форму шара радиусом R, 
находится рыбка. Где увидит рыбку наблюдатель, смотрящий на 
нее сверху, если показатель преломления воды равен п? Стенки 
сосуда очень тонкие,

15.17. На рисунке 15.14, а, б показано положение предме­
та АВ, а на рисунке 15.14, в — положение предмета и непрозрач­
ного экрана 9  перед собирающей линзой. Постройте изображения 
предметов.

15.18. На рисунке 15.15 показано положение главной оптиче­
ской оси, оптического центра, светящейся точки Л о и ее изображе­
ния A t. Определите фокусное расстояние линзы.

15.19. На рисунке 15.16 показано положение главной опти-
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ческой оси, предмета Л и его изображения Аг. Определите положе­
ние линзы и ее фокуса. Постройте изображение точки В.

15.20. На рисунке 15.17 показан ход луча /. Как шел луч 27
15.21. Точечный источник света находится на оси тонкой соби­

рающей (рассеивающей) линзы. Расстояние между источником и 
ближайшим к нему фокусом равно /, расстояние между источником 
и его изображением L. Определите фокусное расстояние линзы.

15.22. Линза дает прямое, в k раз увеличенное изображение 
предмета, находящегося на расстояний d от линзы. Чему равна 
оптическая сила линзы?

15.23. Изображение предмета получено на расстоянии 10 см 
от линзы в ее фокальной рлоскости. Высота изображения 2 см. 
Определите положение предмета и его размеры.

15.24. Диск радиусом 1,5 см расположен перпендикулярно 
оптической оси собирающей линзы с фокусным расстоянием 5 см. 
Расстояние от предмета до линзы 40 см, диаметр линзы 6  см. Чему 
равен диаметр изображения диска на экране?

15.25. Расстояние мезвду источником света и экраном равно L. 
Линза, помещенная между ними, дает на экране четкое изображе­
ние источника при двух положениях, расстояние между которыми 
равно /. Определите фокусное расстояние линзы.

15.26. Тонкая собирающая линза дает изображение предмета 
на экране высотой Нг и Я а при двух положениях линзы между 
предметом и экраном и неизменном между ними расстоянии. Чему 
равна высота предмета?

15.27. Наблюдатель рассматривает через короткофокусную лин­
зу удаленное здание, держа ее на расстоянии 55 см от глаза. Ка­
ково фокусное расстояние линзы, если при перемещении ее к глазу 
на 25 см видимые размеры изображения увеличиваются вдвое?

15.28. Из тонкой собирающей линзы с фокусным расстоянием 
5  см вырезана но диаметру ее центральная часть шириной 1 см. 
Обе части линзы после этого были сдвинуты в плоскости линзы

Ряс. 15.17.

387



до соприкосновения. На главной оптической оси неразрезанной 
линзы на расстоянии 15 см от. линзы находился точечный источник 
света S. а) Определите расстояние между изображениями источни­
ка, которые получатся в этой системе, б) Решите задачу при усло­
вии, что линза была разрезана по диаметру на две части и затем 
обе половинки раздвинуты на расстояние 1 см.

15.29. Объектив кинопроекционного аппарата имеет фокусное 
расстояние 5 см. Размер кадра на пленке 18 х 24 мм. Изображе­
ние кадра проецируется на экран размером 100 х  120 см, На ка­
ком расстоянии от экрана следует расположить аппарат, чтобы на 
экране получить максимальный размер изображения всего кадра? 
Какая часть экрана (по площади) будет при этом занята изображе­
нием?

15.30. Изображение предмета на матовом стекле фотоаппарата 
с расстояния 15 м получилось высотой 60,6 мм, а с расстояния
9 м — 101,6 мм. Найдите фокусное расстояние объектива линзы.

15.31. Расстояние от предмета до переднего фокуса втрое мень­
ше, чем расстояние от его изображения до заднего фокуса. На сколь­
ко изменится расстояние между предметом и его изображением, 
если предмет приблизить к линзе на расстояние /? Фокусное 
расстояние линзы F.

15.32. На некотором расстоянии от тонкой собирающей линзы 
помещен предмет, и на экране получено его изображение. При этом 
линейное увеличение оказалось равным kv Затем предмет прибли­
зили к линзе на расстояние /. Перемещая экран, на нем снова полу­
чили четкое изображение и измерили линейное увеличение, оно 
оказалось равным k2. Определите фокусное расстояние линзы.

15.33. Источник света находится на расстоянии 1,5 м от экра­
на, на котором с помощью собирающей линзы получают увеличен­
ное изображение источника. Затем экран отодвигают на 3 л и снова 
получают увеличенное изображение источника. Чему равны фокус­
ное расстояние линзы и размер источника, если размер изображе­
ния в первом случае 18 мм, а во втором 96 мм. ‘

15.34. На рисунке 15.18, а показано расположение предме­
та АВ, а на рисунках 15.18, б и в — положение предмета и непро­
зрачного экрана Э. Постройте изображения предметов.

Рис. 15.19. Рисч 15.20.

15«35. На рисунке 15.19 показаны главная оптическая ос-ь, 
предмет А и его изображение Av Определите положение линзы 
и ее фокуса. Постройте изображение точки С.

15*36. На рисунке 15.20 изображен луч 1. Как шел луч 2?
15.37. Предмет, поставленный перпендикулярно главной опти­

ческой оси двояковогнутого сферического стекла, дал мнимое изо­
бражение, величина которого в 2 раза меньше предмета. Если пред­
мет отодвинуть на 100 см от линзы, Изображение уменьшится втрое. 
Где находился предмет вначале и каково фокусное расстояние 
линзы?

15*38* Цилиндрический пучок лучей падает на рассеивающую 
линзу параллельно главной оптической оси, имея диаметр 5 см. 
Пройдя через линзу, пучок дает на экране пятно диаметром 7 см. 
Каков будет диаметр светлого пятна, если рассеивающую линзу 
заменить собирающей с тем же фокусным расстоянием?

15.39. Собирающая линза дает четкое изображение предмета 
на экране. Между линзой и экраном на расстоянии 15 см от экрана 
помечают рассеивающую линзу, вследствие чего изображение уда­
ляется и оказывается на расстоянии 25 см от рассеивающей линзы. 
Чему равно фокусное расстояние рассеивающей линзы?

15.40. Оптическая сила тонкой линзы в воздухе и в жидкости 
с неизвестным показателем преломления равна соответственно 
D0 и — D v Чему равен показатель преломления жидкости, если 
у стекла линзы он равен й?

15.41. В куске стекла с показателем преломления п имеется 
воздушная полость в виде двояковыпуклой (двояковогнутой) тон­
кой линзы с радиусами кривизны поверхностей R. На оптической 
оси этой линзЬі внутри куска стекла на расстоянии d от линзы на­
ходится песчинка. На каком расстоянии от линзы получается 
изображение песчинки?

15.42. Тонкая плоско-вогнутая (плоско-выпуклая) линза опу* 
щена в воду в горизонтальном положении вогнутой поверхностью 
вниз. Радиус вогнутой поверхности равен 15 см. На оси линзы, 
на расстоянии 15 см от нее, под водой находится светящаяся точка. 
Где будет находиться изображение этой точки? На сколько смес­
тится это изображение, если линзу перевернут^?

15.43. На Экране в плоскости главного фокуса двояковыпуклой 
линзы получают изображение Солнца. Диаметр изображения ока­
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зывается равным 7 мм. Определите радиуо сферических поверхно­
стей линзы, если невооруженным глазом диаметр Солнца виден 
под углом 32'. Показатель преломления стекла 1,63.

15.44. Лупа, ограниченная сферическими поверхностями, ра­
диусы которых равны 6  и 8  см, дает увеличение в 4,75 раза. На 
каком расстоянии от линзы находится предмет? Показатель прелом­
ления стекла 1,6 .

15.45. Перед собирающей линзой на главной оптической оси 
на расстояний d == 60 см от линзы находится светящаяся точка. 
В главном фокусе по другую сторону линзы помещен экран, где 
образуется светлый кружок радиусом г «  4,3 см. Центральный 
угол, стягиваемый дугой отекла, а  — 60®. Радиуо сферических 
поверхностей линзы равен І? =  25 см. Определите показатель пре*. 
ломления стекла.

15.46. На плоско-вогнутую линзу, изготовленную из стекла 
с показателем преломления 1,7, падает цилиндрический пучок лу­
чей, параллельных главной оптической оси. Диаметр пучка равен
5 см. За линзой на расстоянии 20 см поставлен экран, где получается 
светлое пятно диаметром 15 см. Определите радиуо сферической 
поверхности линзы.

15.47. Определите положение фокуса и главных плоскостей 
стеклянного шара радиусом R. Показатель преломления стекла 
равен п, свет идет узким пучком в направлении одного из диамет­
ров.

15.48. Две тонкие плоско-выпуклые линзы, фокусные расстоя­
ния которых в воздухе равны F, помещены в оправу так, что их 
выпуклые поверхности соприкасаются. Определите фокусное рас­
стояние системы в воде о показателем преломления п. Считать, 
что внутрь оправы вода не попадает. Как изменится ответ, если вода 
попадет между линзами?

15.49. Две собирающие линзы с фокусными расстояниями 40 и 
80 см установлены на расстоянии 2 0  см друг от друга так, что их 
главные оптические оси совпадают. Предмет помещен на рас­
стоянии 60 см от первого стекла. Где будет находиться его изобра­
жение? Решите задачу графически и аналитически. Что будет про­
исходить с изображением, если линзы сдвигать? раздвигать?

15.50. Источник света находится на расстоянии 30 см от соби­
рающей линзы о фокусным расстоянием 20 см. По другую сторону 
линзы на расстоянии 40 см расположена рассеивающая линза о 
фокусным расстоянием —12 см. Где находится изображение источ­
ника?

15.51. Две тонкие линзы, установленные на расстоянии 12 см 
друг от друга, образуют телескопическую систему, которая дает 
увеличение, равное —5. Какова будет оптическая сила системы 
этих линз, если их сложить вплотную? Как нужно изменить рас­
стояние между линзами, чтобы они образовывали телескопическую 
систему в воде? Каким будет тогда увеличение системы? Показатель 
преломления стекла 1,5.
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15.52. Две собирающие линзы с фокусными расстояниями Ft 
и f a установлены на расстоянии I друг от друга, а) На каком рас­
стоянии от первой линзы нужно поставить предмет высотой Но, 
чтобы получить прямое изображение высотой Я? б) Рассмотрите 
случай, когда обе линзы рассеивающие, и установите, при каких 
значениях / задача имеет решение.

15.53. На систему, состоящую из двух линз с равными по аб­
солютной величине фокусными расстояниями, одна из которых 
собирающая, другая рассеивающая, падает свет от бесконечно 
удаленного источника и собирается в точке на некотором расстоя- 
нии*от второй линзы. Если линзы поменять местами, изобра­
жение сместится на 20 см. Определите фокусное расстояние 
линз.

15.54. Три лйнзы с фокусными расстояниями F, F и —Z7 рас­
положены на одной оси друг за другом так, что расстояния между 
ними равны F. Источник света находится на расстоянии 2F перед 
собирающей линзой. Найдите его изображение. Где будет находить­
ся изображение, если предмет поместить на расстоянии 2F от раст 
свивающей линзы? Каков будет ответ, если рассеивающая линза 
будет находиться между собирающими?

15.55. К вогнутому зеркалу приложена вплотную небольшая 
собирающая линза с той же кривизной, что и зеркало. Без линзы 
действительное изображение предмета получается на расстоянии 
50 см, с линзой — на расстоянии 10 см от зеркала. Найдите глав­
ное фокусное расстояние линзы.

15.56. Одна сторона двояковогнутой симметричной стеклянной 
линзы посеребрена. Показатель преломления стекла равен 1,6, 
радиус кривизны поверхности линзы 20 см. На расстоянии 60 см 
от линзы находится предмет высотой 5 см. Определите величину 
изображения, даваемого оптической системой.

15.57. Вогнутая сторона выпукло-вогнутой линзы посеребрена. 
Лучи от небольшого источника падают на выпуклую поверхность 
линзы и дают действительное изображение предмета. На каком рас­
стоянии от линзы нужно поместить источник, чтобы его изображение 
совпало с предметом? Фокусное расстояние непосеребренной линзы 
равно 18 см, радиус вогнутой поверхности 40 см. Сделайте построе­
ние.

15.58. Человек с нормальным зрением рассматривает свой
зрачок в плоском зеркале. Во сколько раз изменятся угловые раз­
меры изображения зрачка, если его рассматривать через лупу о 
оптической силой 10 дптр? На какое расстояние нужно при этом 
передвинуть зеркало, чтобы изображение было отчетливым? Ка­
ким.будет увеличение зрачка при аккомодации глаза на бесконеч­
ность? ,

15.59. На тонкую рассеивающую линзу падает параллельный 
пучок лучей от удаленного источника, расположенного на главной 
оптической оси линзы. За линзой перпендикулярно ее оптической 
оси установлено плоское зеркало. Перемещая линзу, находят такое
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расстояние а между линзой и зеркалом, при котором через линзу 
видно яркую светящуюся точку, лежащую в плоскости зеркала. 
.Определите фокусное расстояние линзы.

15.60. На главной оптической оси собирающей линзы на рас­
стоянии 50 см от нее находится светящийся предмет. По другую 
сторону линзы на расстоянии I от стекла перпендикулярно оси 
линзы установлено плоское зеркало, а) На каком расстоянии от 
линзы получится изображение предмета, даваемое лучами, отра­
женными от зеркала и вновь прошедшими через линзу? Фокусное 
расстояние линзы 30 см. Исследуйте результат в зависимости от /.
б) Решите задачу при условии, что зеркало было вогнутым (выпук­
лым) с радиусом 60 см.

15.61. Чему равен предел зрения невооруженного глаза даль­
нозоркого человека, если, надев очки с оптической силой в 2,5 дптр, 
человек может отчетливо видеть предметы, находящиеся на рас­
стоянии не менее 2 0 см?

15.62. Максимальное расстояние, на котором близорукий че­
ловек достаточно хорошо различает мелкие детали без чрезмерного 
утомления глаз, равно 15 см. Какой оптической силы очки должен 
носить такой человек, чтобы ему было удобно читать? Расстоянием 
между линзой и глазом пренебречь.

15.63. Близорукий человек, пределы аккомодации глаза кото­
рого лежат между 12 и 60 см, носит очки, с помощью которых он 
хорошо видит удаленные предметы. На каком минимальном рас­
стоянии он должен держать книгу при чтении в очках?

15.64. На каком максимальном расстоянии от выпуклого зер­
кала радиусом 16 см близорукий человек без очков будет четко 
видеть изображение далеких предметов в этом зеркале, если обыч­
но он пользуется очками с оптической силой —5 дптр? С какого 
расстояния он четко увидит свое изображение в зеркале?

15.65. Фотоаппарат с оптической силой объектива 5 дптр на­
веден на предмет, находящийся на расстоянии 4 м. До какого ди­
аметра нужно задиафрагмировать объектав, чтобы размытость 
изображения предметов, находящихся на расстоянии 5 м от аппа­
рата, не превышала 0 ,2  мм?

15.66. Поверхность Земли фотографируют со спутника, запущен­
ного на высоту 100 км. Объектив фотокамеры имеет фокусное рас­
стояние 10 см. Минимальный размер видимых деталей изображе­
ния на пленке (разрешающая способность пленки) 10~ 2 мм. Опре­
делите: а) минимальные размеры предметов, находящихся на Земле, 
которые будут видны на пленке; б) время экспозиции, при кото­
ром орбитальное движение ціутника не влияет на качество изобра­
жения.

15.67. При фотографировании резкий негатив получился, когда 
предмет находился в 2 ж от объектива. На каком расстоянии нужно 
поместить тот же предмет, чтобы получить резкий негатив, если 
вплотную к объективу приложить линзу с оптической силой
0,5 дптр?
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15.68. При фотографировании предмета аппаратом, объектив 
которого имеет фокусное расстояние F lt размер изображения полу­
чается равным Я. Каков будет размер изображения, если на объек­
тив надеть насадочную рассеивающую линзу с фокусным расстоя­
нием —F2 (|/М <  IFjI). Расстояние от предмета до объектива 
в обоих случаях одинаково и равно d.

15.69. Телеобъектив фотоаппарата состоит из линзы с фокус­
ным расстоянием 6 см, обращенной к объекту, и линзы с фокусным 
расстоянием —2,5 см. Расстояние между линзами 4 см. На каком 
расстоянии от второй линзы должна находиться пленка при фото­
графировании удаленных предметов?

15.70. Чтобы рассматривать предметы, удаленные на расстоя­
ние 100 м, в трубу, настроенную для наблюдения Луны, нужно 
придвинуть окуляр на расстояние 2,5 см. Определите фокусное 
расстояние объектива.

15.71. В зрительную трубу с фокусными расстояниями объекти­
ва и окуляра, равными 50 и 10 см, рассматривают удаленный 
предмет, который виден невооруженным глазом под углом 30'. 
Под каким углом виден этот предмет в трубу, если труба установ­
лена так, что далекие предметы наблюдаются через нее глазом, ак­
комодированным на бесконечность?

15.72. Объектив и окуляр зрительной трубы Галилея имеют 
фокусные расстояния, соответственно равные 57 и —4 см. На рас­
стоянии 12 см от окуляра расположен экран. При каком расстоя­
нии между объективом и окуляром на экране получится четкое 
изображение Солнца? Каков будет диаметр этого изображения, 
если угловой диаметр Солнца равен 30'?

15.73. Объектив зрительной- трубы имеет фокусное расстояние 
34 см и диаметр 40 мм, а окуляр — фокусное расстояние 4 см. 
Труба установлена на бесконечность так, что удаленные предметы 
наблюдаются в трубу глазом, аккомодированным на бесконечность. 
Если за окуляром поместить матовое стекло, то при некотором его 
положении освещенный кружок на матовом стекле имеет наимень­
шие размеры и резко ограниченные края. Определите расстояние 
от матового стекла до окуляра и диаметр кружка?

15.74. В театральный бинокЛь наблюдают сцену, отстоящую 
на 15 м от зрителя, для которого расстояние наилучшего зрения 
равно 15 см. Фокусное расстояние объектива 20 см, окуляра
— 3 см. Найти увеличение трубы и расстояние между линзами би­
нокля.

15.75. Микроскоп дает увеличение в 640 раз. Предмет отстоит 
от объектива на 0,41 см, фокусное расстояние объектива 0,4 см. 
Определите фокусное расстояние окуляра и длину тубуса микро­
скопа, если изображение получается на расстоянии 24 см.
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Г л а в а  16. ФОТОМЕТРИЯ

Основные понятия, законы и формулы

Фотометрия — sto раздел оптики, изучающий законы распре­
деления световой энергии и методы ее измерения.

Световой поток Ф, излучаемый источником, определяется из 
формулы:

ф  =  у .  _ (16.1)

где W — величина полной энергии излучения; t —время излуче­
ния.

Сила света точечного источника определяется по формуле:

I *=- , (16.2)
ω

где Ф  — световой поток; ω — телесный угол. (Телесный угол- из-
S  с

меряют отношением: ω =  — , где S — площадь основания кону­

са с вершиной в центре сферы радиусом г. Полный телесный угол 
равен ω0 == 4п стерадиан.)

Полный световой поток точечного источника света силой / 
равен:

Ф0 =* 4п/. (16.3)

Освещенность, создаваемая световым потоком Ф, равномерно 
распределенным по площади S, опрёделяется по формуле:

с  Ф W /1C л\Е — — . (16.4)
S St '

Освещенность, создаваемая точечным источником света силой I  
на бесконечно малой площадке, удаленной на расстояние г от источ­
ника, равна:

Е ■= — cos а, (16.5)
τ·

где а  — угол падения луча на площадку.

Решение задач. Примеры

1. Задачи по фотометрии можно разделить на задачи об осве­
щенности, создаваемой одним или несколькими точечными источ­
никами на бесконечно малой площадке, и задачи на использование 
законов фотометрии в комбинации с законами отражения и прелом­
ления света.

2. Задачи, в которых требуется вычислить освещенность, соз­
данную лучами, непосредственно идущими от точечных источни­
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ков, или по известной освещенности найти силу света источника, 
решают на основании формулы (16.5).

Сделав чертеж и указав на нем источники света и заданные 
расстояния, нужно начертить ход лучей, попадающих в точку, где 
требуется вычислить освещенность, изобразить нормаль в точке 
падения и указать угол падения лучей. (Если при этом освещается 
сферическая поверхность, перпендикуляр в точке падения совпа­
дает с направлением радиуса сферы — угол * падения заключен 
между падающим лучом и продолжением радиуса.) После этого 
записывают исходное уравнение для расчета освещенности. Если 
освещенность создается несколькими источниками, то она равна:

Е — Ei + -|- ... Еп == 2  Et.
Λ=1

Входящие в это- уравнение освещенности Ёг, даваемые отдельными 
источниками, приходится, как правило, заменять их выражения­
ми через I, г и тригонометричекие функции углов падения, исполь­
зуя формулу (16.5). Иногда нужно использовать вспомогательные 
соотношения. Обычно они служат для нахождения расстояний г 
от источников до освещаемой точки, косинусов углов падения и 
силы света источника. Силу света / можно задать при этом косвен­
но через йолный световой поток.

Полученные выражения для Ег, г, и тригонометрических функ­
ций нужно Подставить в исходное уравнение и решить его относи­
тельно искомой величины.

3. В задачах второй группы чаще всего требуется определить 
освещейносгь в какой-либо точке или на площадке экрана, созда­
ваемую лучами, идущими от точечного источника света после их 
отражения от зеркала или преломления линзой.

а) Чтобы вычислить освещенность в какой-либо точке экрана 
с учетом того, что в нее попадают лучи, отраженные От зеркала, 
необходимо прежде всего построить изображение источника в зер­
кале и определить его силу света. Это изображение можно рассмат­
ривать как второй источник, создающий на экране добавочную ос­
вещенность. В случае плоского зеркала источник-изображение 
расположен симметрично источнику-предмету, в сферических зер­
калах его положение находится по формулам вогнутого или вы­
пуклого зеркала. С отыскания положений источников-изображе­
ний и рекомендуется начинать решение.

Силу света таких источников рассчитывают следующим обра­
зом. Если выбрать на зеркале очень маленькую площадку AS, 
перпендикулярную главной оптической оси зеркала, то при отсут­
ствии поглощения света можно считать, что световой поток Фг, 
отраженный от площадки, равен световому потоку Ф0, падающему 
на нее из точечного источника. Отраженный поток можно рассмат­
ривать как поток, исходящий из изображения источника.

Поскольку Фг =  Ф0, то согласно формуле (16.2) / 1ω 1 =» /0ω0, 
где / х и / 0 — силы света источника и его изображения; ωχ и, ω„ —
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телесные углы, под которыми AS видна из точек, в которых нахо­
дятся источник и изображение. Так как AS мала, то

А»9 AS
(Во =  — : ω, =  — ,

f

где d и / — расстояния от источника и его изображения до зеркала. 
Из закона сохранения светового потока вытекает, что сила света 
источника-изображения равна:

, 7l “  /о( ^ ) 2* · (16-6)

Для плоского зеркала / =  d, следовательно, 1г =■ /0, т. е. сила 
света источника-изображения равна силе света самого предмета.

Если источник находится в фокусе вогнутого зеркала, отра­
женные от зеркала лучи идут параллельным пучком и создаваемая 
ими освещенность экрана у главной оптической оси будет точно 
такая же, как на поверхности зеркала у его полюса.

После того как найдены положения дополнительных источников, 
дальнейший порядок действий сохраняется таким, какой указан 
в п. 2 , — нужно составить уравнение освещенности для случая, 
когда не было зеркала, и с зеркалом.

Составляя уравнение освещенности для той или иной точки эк­
рана, необходимо иметь в виду, что, говоря об освещенности в точ­
ке, мы подразумеваем освещенность на бесконечно малой площадке, 
поэтому на нее будут попадать лучи, идущие от точечных источни­
ков, даже в тех случаях, когда они лежат на одном перпендикуляре 
к этой площадке. Иными словами, при расчете освещегіЬости можно 
полагать, что точечные источники друг друга не загораживают.

б) Расчет освещенности площадки экрана и изменения этой ос­
вещенности вследствие преобразования начального пучка лучей 
линзами или зеркалами независимо от того, является источник то­
чечным или протяженным, основан на уравнении закона сохране­
ния светового потока. Если в какую-либо часть пространства ис­
точник излучает световой поток Ф, то, какие бы преобразования 
лучей, связанных с этим потоком, ни происходили, если не учиты­
вать поглощения и рассеивания света линзами и зеркалами, всегда 
будет иметь место равенство:

Ф == ES =» const. (16.7)

Из него, в частности, следует, что для двух площадок Sx и S8, на 
которые падает этот поток, должно быть:

Ф == E 1S1 =  E2S2. (16.7')

Равенство (16.7') служит исходным уравнением для решения 
задач данного типа. В случае точечных источников света Е здесь 
будет средним значением освещенности на площадке S.

После того как обставлено уравнение (L6.7'), дальнейшие вы-
кладКи сводятся обычно к выражению величин, входящих в это
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уравнение, через те величины, которые в данной задаче считаются 
известными.

в) Если световые лучи преобразуются линзой, то за начальный 
световой поток принимают поток, падающий на поверхность линзы. 
Величину этого потока можно вычислить, зная силу света источ­
ника / 0 и телесный угол со0. Телесный угол в свою очередь может 
быть выражен через диаметр линзы и ее расстояние d от источника, 
если оно велико по сравнению с диаметром линзы и, следовательно, 
площадь Sj, поверхности линзы можно с достаточной степенью точ­
ности принять за площадь сферы, на которую опирается телесный

угол ω0 =  . Зная величину начального светового потока

Ф0 =* /0ω0, идущего из светящейся точки на линзу, и положение 
экрана, нетрудно определить среднюю освещенность площадки 
экрана, на которую фокусируется этот поток или известная часть 
его.

Для нахождения площади S9 светлого пятна на экране, получен­
ного после прохождения лучей через линзу, нужно найти положе­
ние изображения источника, после чего из геометрических построе­
ний найти S0.

Как показывает формула (16.7'), отношение освещенностей 
можно считать известным, если известно отношение площадей 
линзы и освещенной части экрана, поскольку

Фо — Еэ8в =  Ел8л.

Пример 1. Полусфера радиусом R (рис. 16.1) освещается двумя 
одинаковыми лампами, подвешенными на высоте 2 R над поверх­
ностью Земли и отстоящими друг от друга на таком же расстоянии 
2R. Определите освещенность в точках полусферы, находящихся 
на минимальном расстоянии от одного из источников, если полный 
световой поток, создаваемый каждой лампой, равен Ф.

Р е ш е н и е. Прежде всего найдем точку на поверхности полу­
сферы, расположенную на минимальном расстоянии от источника А. 
Нетрудно заметить, что такому условию удовлетворяет точка С, 
лежащая на прямой, соединяющей источник А с центром полусфе­
ры О. Если первый источник находится от точки С на расстоянии 
гъ второй — на расстоянии г2 и лучи АС и ВС падают в точку С 
под углами а г и а 2> т 0  искомая освещенность 
равна:

=  Λ  cosai + Λ  cos a2, ( 1)
ч 'i

где I — сила света источников.
Поскольку полный световой поток Ф, соз­

даваемый каждым источником, известен, то

/  =  —  . (2)
4л Рис. 16.1
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Дальнейшее решение задачи сводится к геометрическому определе­
нию расстояний и углов, входящих в основное уравнение. Так 
как луч ВС идет по направлению радиуса полусферы и совпадает 
с направлением нормали в точке падения, то щ  =  0. Из прямо­
угольного треугольника A0D находим гх:

rt =  АО — R =  V W  + R? -  R =  1,24 R.

Чтобы найти расстояние г2 и угол падения луча а а, рассмотрим 
треугольники AOD и АСВ. Из треугольника AOD

0В —
ЛО

cos β
R V 5

V 5- 
5

Из треугольника АСВ по теореме косинусов имеем:

г\ п + 4 /?* — 4/·* R  cos β.

Подставляя сюда вместо rt и cos β их выражения, после преобразо­
ваний получим:

гї =  6 1 Щ  R* =  3,08 R\

Применяя после этого теорему косинусов еще раз, найдем:

cos а,
2V 2

0,142.

С учетом составленных выражений для /, г и функций углов фор­
мулу (1) для освещенности в точке С можно окончательно перепи­
сать так:

Ес =
Ф_

4я

1
+

0,142 \ 

3,Q8R2)
0,056

Ф

{1.54R2 3,08R*J R2
Пример 2. Точечный источник света находится на расстоянии 

d =  20 см от вогнутого сферического зеркала радиусом R =  50 см 
(рис. 16.2). Найти освещенность в центре А экрана, расположенного 
перпендикулярно главной оптической оси зеркала на расстоянии 

=  60 см от вершины, если при удалении экрана на 1г =  1 0 0 см 
от зеркала освещенность в его центре оказывается равной =  
=  300 ЛС?

Р е ш е н и е .  Если около 
источника света S поместить 
вогнутое зеркало, как показано 
на рисунке, освещенность в точ­
ке экрана А увеличится и ста­
нет равной сумме освещенно­
стей Еа и Εχ, создаваемых лу­
чами, идущими непосредствен­
но от источника, и лучами, 
отраженными от зеркала:

Рис. 16.2. Ea — Е0 -f- Ех.

Для вычисления этой освещенности нужно определить положе­
ние изображения S±. Расстояние / от зеркала до изображения мож­
но найти из формулы собирающего зеркала, учитывая, что предмет 
S находится между фокусом и зеркалом и его изображение будет 
мнимым: '

1  =  1 - 1 . (1) 
R d ( V '

Чтобы определить силу света 1х изображения источника, выбе­
рем на поверхности зеркала маленькую площадку в. Поток свето­
вой энергии, распространяющийся от источника в телесном угле 
ω0, после отражения идет в телесном угле ω1( вершина которого 
находится вточке Si. Так как площадка а мала, то можно считать, 
что

σ асоЛ =  — ; (*>*=== ■— ,0. d2·· 1 р

По условию задачи потери световой энергии при отражении не 
учитываются, поэтому из закона сохранения световой энергии 
получйм:

/ 0®0 “  f  1ω1ι
откуда с учетом предыдущего равенства

Ii -  ξ  /(, (2)

Так как в первом положении экран находится от вершины зер­
кала на расстоянии то освещенность в середине экрана будет 
равна:

ΕίΑ =  + W + fl· * (3)
Если экран отодвинуть от зеркала на расстояние 1%, освещенность 
в центре экрана станет равной:

Е*а "  (/a-d)> + (13 + П* (4)

Из уравнения (1) находим /х =  1 м, из уравнений (2) и (4) —
силу света источника и изображения: / 0 <= 38,4 св, 1г =  960 св.

Подставляя числовые значения величин, входящих в формулу 
(3), получим:

E ia — 615 лк.

Пример 8 . При падении солнечных луЧей перпендикулярно по­
верхности Земли освещенность поверхности равна приблизительно 
Е0 =  105 лк. Какова будет освещенность изображения Солнца, 
даваемого тонкой линзой с диаметром D  =  5 см -и фокусным рас­
стоянием F =  10 см? Угловой диаметр Солнца равен а  — 30'.

Р е ш е н и е .  Если на пути лучей, падающих нормально на по­
верхность Земли (рис. 16.3), поставить собирающую линзу так, 
чтобы она давала изображение Солнца, световой поток, распреде-
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лявшийся ранее по площади поверхности Земли, 
равной площади линзы S„, будет сконцентри­
рован на площадь изображения Солнца SK<S„. 
Так как лучи падают^на линзу почти парал­
лельным пучком, изображение Солнца получа­
ется приблизительно в фокальной плоскости.

Если не учитывать поглощения света лин­
зой, можно считать, что поток Фл, падающий 
на линзу, равен потоку Фи, падающему на пло­
щадь изображения Солнца, т. е. Фл =  Фи или 

-,ЕЛ S., — Еа8и, где Ел и Еа — освещенно- 
'сти поцерхости линзы и изображения Солнца. 
В свою очередь Ел =  Е0, и закон сохранения 
светового потока можно записать так:

EqSji =  EaSa, (1)

Угол а  между лучами, идущими от крайних точек Солнца через 
оптический центр линзы, равен углу, под которым диаметр Солнца 
виден с поверхйости Земли (угловому диаметру), поэтому, как 
видно из чертежа, площадь изображения

Рис. 16.3.

Sa =  п г\ =  π F* tg2
/ccF.\a"(τ)·

что площадь линзы равна Sn

(2)

Учитывая, 

и подставляя в уравнение

tg
а а
2 ~  2 '

'Поскольку угол а  мал, можно считать
π Ρ 2 

4 ’

(I) вместо Sx и S„ их выражения, получим окончательно:

πΡ2 р „ /«f\* 
l-jв,

Откуда освещенность Еи с учетом числовых значений заданных 
величин получается равной:

Еи ~ Е° ( £ )  ;
3,3-108 лк.

Пример 4. Какую экспозицию нужно сделать при фотографи­
ровании чертежа с линейным увеличением klt если при фотографи­
ровании чертежа с линейным увеличением k2 время правильно 
подобранной выдержки равняется Диаметр объектива считать 
малым по сравнению с его фокусным расстоянием (рис. 16.4).

Р е ш е н и е .  При фотографировании предмета с различных 
расстояний негатив получается одинаковым при условии, что на 
единицу площади пленки, где получается изображение объекта, 
приходится одинаковая световая энергия.

Если при съемке предмета с расстояния dj площадь изображе­
ния получается равной ^  и за время правильной экспозиции іг 
на нее приходится энергия 'Wlt а при съемке того же предмета с 
расстояния dz эти величины равны соответственно S2, tz и W2, то 
для одинаковых негативов должно быть
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Отсюда с учетом формулы (16.4) 
получаем:

Eit1= E 2t2, (1)
где Е і и Е 2 — освещенности 
изображения в первом и втором 
случае. Уравнение (1) позволя­
ет сравнить время двух экспози­
ций, если будет найдено отношение освещенностей изображений.

По условию задачи фотографируются мелкие детали предмета, 
поэтому его нужно расположить между, фокусом и двойным фоку­
сом линзы. Изображение предмета АВ на пленке получается в 
этом случае увеличенным в kx раз и удаленным от линзы на рас­
стояние fv Если пренебречь потерями светового потока и считать, 
что весь поток Фг, падающий от предмета на линзу, попадает на

изображение, то его освещенность будет равна ^  , где S± —

площадь изображения.
Основная трудность решения задач, где рассматриваются про­

тяженные источники, состоит в нахождении Фх. Здесь приходится 
применять несколько искусственный прием, дающий удовлетвори­
тельную точность лишь при условии, что диаметр объектива мал 
по сравнению с его фокусным расстоянием.

Выберем ничтожно малый элемент AS поверхности предмета, 
лежащий на главной оптической оси объектива, и предположим, 
что в единичный телесный угол ежесекундно излучается энергия 
w. По условию задачи диаметр линзы мал по сравнению с фокус­
ным расстоянием F (а следовательно, и с d),' поэтому при подсчете 
телесных углов, под которыми линзу видно" из различных точек 
предмета, их можно считать равными друг другу, причем

ω. ω. =  ω„

где Sj, — площадь линзы, dx — расстояние между предметом и 
линзой. Учитывая это, для светового потока, идущего на линзу 
от элементарной площадки предмета, получим:

ΔΦ„ =  u h  AS.

Полный световой поток, падающий на линзу со всей площади 
предмета S0, будет равен:

5Л
Ф і Σ Δ Φ 0 = w ^ S 0. 

di

14 Балаш В. А.
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Подставляя выражение потока в формулу освещенности изобра­
жения, получим:

ь, -  -  ^ w -щ (2)

Расстояние dlt на которое нужно поместить предмет, чтобы 
получить данное увеличение чертежа klt а также отношение пло­
щади изображения к площади предмета, определяем из основных 
формул собирающей линзы:

1  =  JL -f і ; k! =  f± ; І 1 =  k{. (3 )
F A  f i -  di So ■

Исключая из уравнения (2) с помощью формул (3) величины 
dx, Sо и S1( получим окончательное выражение для освещенности 
изображения при экспозиции

Ει =  (fc + \)*wF*Sa. (4)

Проведя аналогичные рассуждения для второго положения 
предмета, мы нашли бы

Ег =  (fc + 1)*ы>ЕЪд. (5)

Подставляя выражения (4) и (5) в уравнение (1), после сокраще­
ний находим:

Задачи к главе 16

16.1» Полный световой поток, излучаемый прямой нитью нака­
ла длиной 6 см, равен 132 лм. Определите наибольшую освещен­
ность плоской поверхности, расположенной параллельно нити на 
расстоянии 50 см от нее. Считать, что яркость нити всюду одина­
кова.

16«2* Солнечные лучи проходят через круглое отверстие в стене 
и освещают расположенный за ней белый экран. Диаметр отверстия 
20 мм. На каком расстоянии от стены нужно поставить экран, 
чтобы освещенность в его центре была втрое меньше освещенности, 
создаваемой лучами в плоскости отверстия? Угловой диаметр 
Солнца а  =  30'.

16,3, На столбах высотой 5 и 8 м горят две лампы силой 1000 
и 750 св, расстояние между столбами 20 м. Какая точка между 
основаниями столбов освещается обоими источниками одинаково?

16.4* На высоте 2 м над серединой круглого стола диаметром
3 м висела лампа в 100 св. Ее заменили лампой в 25 св, изменив рас­
стояние до. стола так, что освещенность середины стола осталась 
прежней. Как изменилась освещенность края стола?

16*5* Два точечных источника света расположены на расстоя­
нии 2 м друг От друга. На перпендикуляре, восставленном к линии,
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соединяющей источники, в ее середи­
не, расположена под углом а  к пер­
пендикуляру небольшая площадка 
на расстоянии 1 м от этой линии.
При а  =  15° освещенности обеих 
сторон площадки одинаковы и равны 
20 лк. Определите силы света источ­
ников.

16.6. Три лампочки стоят в углах рис, 16.5.
равностороннего треугольника со
стороной /. Центр треугольника находится на расстоянии I от 
внутренней поверхности цилиндрического экрана. Две лампочки 
потушили. Где нужно поставить оставшуюся лампочку, чтобы ос­
вещенность в точке экрана, лежащей ближе всего к этой лампоч­
ке, осталась неизменной?

16.7. Картину фотографируют сначала целиком с большого 
расстояния, затем отдельные ее детали в натуральную величину. 
Каким должно быть время экспозиции при съемке деталей, если 
при съемке картины оно равнялось t?

16.8. Точечный источник света S находится на расстоянии I 
от экрана. Во сколько раз изменится освещенность точки А на 
экране, если около светящейся точки поместить два плоских зер­
кала, составляющих двугранный угол в 90° (рис. 16.5).

16,9« В сосуд с зеркальным дном налит слой воды толщиной 
2Н. На глубине Н находится точечный источник света силой /. 
На высоте Н над водой на одной вертикали с источником располо­
жена пластинка радиусом г <  Н. Пренебрегая потерями света 
при отражении и поглощением, определите среднею освещенность 
пластинки.

16.10, На оси выпуклого сферического зеркала радиусом R 
находится точечный источник света. Расстояние между зеркалом и 
источником равно R/2. Определите освещенность площади, на­
ходящейся на расстоянии 2 R от зеркала, если освещенность пло­
щадки на расстоянии R равна Е.

16.11, Точечный источник света находится на расстоянии 40 см 
от вогнутого сферического зеркала радиусом 50 см. На расстоянии 
2 0 0  см от вершины зеркала перпендикулярно главной оптической 
оси поставлен экран. Определите максимальную освещенность 
экрана, если сила света лампы 100 св. Какова будет максимальная 
освещенность экрана, если источник поставить в фокус зеркала?

16,12« На расстоянии / от небольшого экрана находится то­
чечный источник света. Когда посредине между экраном и источ­
ником поместили тонкую собирающую линзу, то оказалось, что 
освещенность экрана не изменилась. Чему равно фокусное расстоя­
ние линзы?

16*13« Экран стоит на расстоянии L =  100 см от светящегося 
шарика. Помещая между шариком и экраном тонкую собирающую 
линзу, можно получить изображение шарика на экране при двух
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положениях линзы, отстоящих друг от друга на расстоянии / =  
=  20 см. Во сколько раз отличаются яркости изображения шарика? 
Решите задачу при условии, что вместо L и I даны увеличения изоб­
ражения шарика Л1 = 5 и ^  =  2 .

16.14, Точечный источник света находится на расстоянии F/2 
от идеально отражающего плоского зеркала. На расстоянии 2F 
с другой стороны от источника расположен экран. Во сколько раз 
изменится освещенность в центре экрана, если посредине между 
экраном и источником поместить тонкую собирающую линзу с 
фокусным расстоянием F?

16.15, Проекционный аппарат имеет оптическую силу объекти­
ва 20 дптр. Какой световой поток должен пропускать диапози­
тив площадью 10 см2, находящийся на расстоянии 5,1 см от 
линзы, чтобы освещенность изображения диапозитива на экране 
получалась не менее 4 ж? Рассеиванием светового потока 
пренебречь.

16*16« При фотографировании лунного диска в полнолуние 
объективом со светосилой 1 0 - 2  на пленку с чувствительностью
1 лк · сек качественная фотография была получена при выдержке 
0,1 сек. Угловой размер Луны 0 ,0 1  рад. Какую освещенность соз­
дает Луна на Земле в полнолуние?

16*17* Изображение Солнца получено на экране с помощью 
системы из двух одинаковых линз с фокусным расстоянием F, 
расположенных на расстоянии F/2 друг от друга. Во сколько раз 
освещенность изображения Солнца лучами, прошедшими систему 
линз, больше освещенности экрана прямыми солнечными лучами? 
Угловой диаметр Солнца равен а, диаметр линз равен D.

16.18. Солнце расположено под углом 30® к оси вогнутого 
сферического зеркала. Какова должна быть площадь зеркала, 
чтобы максимальная освещенность изображения Солнца была в k 
раз больше максимальной освещенности, создаваемой у поверхно­
сти Земли при нормальном падении лучей. Фокусное расстояние 
зеркала F, угловой диаметр Солнца β — 30'.

16*19, Человек рассматривает лунный серп через очковое стек­
ло с оптической силой + 5 дптр, держа его на расстоянии 60 см 
от глаза. Будет ли казаться объект прямым или перевернутым; 
увеличенным или уменьшенным (во сколько раз);'более или менее 
ярким по сравнению с тем, когда его рассматривают невооружен­
ным глазом?

16.20, Протяженный источник находится на расстоянии d от 
линзы с фокусным расстоянием F. Во сколько раз изменится ос­
вещенность . изображения, если расстояние между источником и 
линзой увеличить вдвое?

16.21, Диаметр лупы 0,78 см, главное фокусное расстояние
3 см. Предмет, освещенность которого равна 50 лк, рассматривают 
в эту лупу глазом, для которого расстояние наилучшего зрения 
30 см. Определите освещенность изображения, если диаметр зрачка 
равен 1,5 мм.
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16.22, Объектив зрительной трубы Галилея
6  см. Увеличение трубы равно 60. С какого максимального 3,1 сек. 
ния можно увидеть с помощью этой трубы свет зажженной спичк*., 
если невооруженным глазом это можно сделать с расстояния 1 км? 
Диаметр зрачка принять равным 3 мм. Потерями света пренебречь. 
При каком увеличении трубы β освещенность изображения объекта 
на сетчатке глаза будет не меньше, чем в отсутствии трубы? Как 
изменится ответ, если трубу Галилея заменить трубой Кеплера?

16.23, Объективом зрительной трубы Кеплера служит линза с 
фокусным расстоянием 50 см. Диаметр линзы 75 мм. Каково фокус­
ное расстояние окуляра, если при наблюдении Луны в зрительную 
трубу яркость изображения оказывается в четыре раза меньшей, 
чем при наблюдении невооруженным глазом? Диаметр зрачка 3 мм.

16.24, Источник света в виде светящегося диска диаметром
8 мм, помещенный на расстояние 1 лют белого экрана, дает в точке 
экрана, ближайшей к источнику, освещенность 100 лк. С помощью 
линзы с фокусным расстоянием 21 см и диаметром 3 см на экране 
получают увеличенное изображение источника. Какова будет 
освещенность изображения?

16.25, На двойном фокусном расстоянии от равномерно светя­
щейся плоскости большого размера находится собирающая линза 
диаметром D. Чему равна освещенность в центре светлого пятна 
экрана, находящегося на расстоянии d от линзы, если светящаяся 
плоскость излучает за 1 секс 1 см* поверхности в единицу телесного 
угла энергию Ф0? Считать, что 2F >  d% D .



ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ

Г л а в а  1. КИНЕМАТИКА

1.2. 9,7 км/ч; 8,3 км/ч; 8,6 км/ч. 1.3. f i  =  — -;°а'—  . 1.4. 40 км/ч. 1.5. 25 км/ч.
h + о А  ·

1.6. 340 м/сек; 10 м/сек. 1.7. 1,5 м/сек; 0,5 м/сек. 1.8. 1 ч 50 мин. 1.9. Р е ш е н и е  

s =  (ол +  V)h (1); s =  (с»л — t>)<а (2);

Из (1) — (4)

s = V  I  (3); ^ ± ^  =  «(4).

ΠΌ
Vji = ........ .......  ■■ = 4 ,8

V η2 — 1

1.10. 30 кл/ч; на юго-восток. 1.11. 21/v; 21. 1.12. Под угломα  =  arc sin —--   χ

I
X  — к начальному направлению на катер. Относительно воды минимальная

S  * .

скорость равна (г\,— и) — , относительно берега—— 1/ u a(s2— Р) +  
s s

їла. — :— __________________ 2έ________
а (с* sin α  +  и2 cos α) ’ α (t>2 cos α — sin α)

1.14, 585 м/сек. 1.15. «  1 сек. I. Ιβ. 7,94 м/сек; 18 м/сек. 1.17. 90 км/ч. 1.18. 25 см,

■ i» с η / . ..л («і ± аг) t2 . _ nvih  3nti, Λ 5πν, \
1.19. 5,9 м/сек. 1.20. —■■■ , — . 1.25. — ° -  ; — г * ;  --  . 1.28. 30,6 м.

4 4 16 6
1.29. 5,2 м; 2,45 м/сек. 1.30. 4,9 м; 6,12 ж; 9,8 м; 4,9 м; 3,7 м; 0; 0; 4,9 м/сек; 

9,8 м/сек; 0. 1.31. Y2gh; (2 +  / 2) ] / Е ; 2 V Jh . 1.32. 28,5 м.
________  ̂ g

1.33. l y  t?0— 2ghv 1.34. -·+^  vO + 2Sho . У  Jo + 2gh0. 1.35. P i

2z/
^ ( 2 ) . H 3 ( 1 ) 4 2 ) , =  ) / 2 M ) ,

є ш е н и е .

• ^  М » " 1 ) Д > - ^  21)Δ'2 (1); Δ /= 3 ( 2 ) .  Из (1)—(2) ν0— у ж ї .

iL2
2 ' .................... ............ ..........  ...................  2g

*8,9 м/сек. 1.36. v it+  ^  . 1.37. 19,6 м; «63,5°. 1.38.29,4 л. 1.39. Л0— —  tg2a.

1.40. 0,49— . 1.41. 47 км/ч. 1.42. 8,5 м/сек; 3,7 м. 1.43. 76°. 1.44. —  і
g s ina  ' ' . 8

406

γ  ctgoc. 1.45. a=arc tg у  ; q, =  V ΡΑ^β11 +  2h). 1.46. «  11,5 л; «  3,1 сек.

пі2
1.47. 19,2 м/сек; 38°40\ 1.48. Р е ш е н и е. s = t>0 cosa<(l); h=*v0 s in a i— —  (2);

οή sin1 a
■ 0= ] /  cos2 a  +  К  sin a  — g i f  (3); H =  --- ----  (4). Из (1) — (4)

( V  4 -  2g*i) 1/ 2Я  + y 2 ( H  -  A)]
=  23,7 м; и = У  Vq—2g/t=15,3 м/сек.s = -------- ----- >·= : — Δο,ί м; v = y  %

s ti0 cos a
1.49. w 31°; »  1670 м. 1.50. Р е ш е н и е ,  a) nt=  — =  —— —  /; L = o0sin a  t+

a a

gt* ' fncosa V v2n sin2a  +2gL— va sin a  „  L L
+. — , откуда r t ,= ---— ----------------------- ; o) n2 =  — =  -

d g s t>0cos a  t

gt2
d =  o0 sin a t — — , откуда гаа = --------------------------------

νΆ cos a  (o0 sin a  — У  і?й sin2 a  — 2gd )

4t>o 2oq
1.51. a) * ,=  —  sin a; 6) ^  =  4%; в) x3 = --- — (sin a  — cos a f  ·.

' 1 g , gcos2a

1.52. Р е ш е н и е .  Выберем оси координат ОХ и OK вдоль наклонной плоскости 

и по нормали к ней. Тогда, разложив по этим осям вектор скорости υ0 и ускоре-

-* ’ g s in a i2 gcosaf3
ния g, получим: h  =  s ina i і ----  — ! 0 =  а0 cos at— —  -- , откуда

2ол . i
t =  —2 и h  =  8h sin a. В момент второго удара vy =  и0 cos a; vx =  щ sina +

+  g sinat =■ 3r0 sina; и, следовательно, аналогично предыдущему <= 2/ι;
П

h  =■ 3ίι а /я =  nli', 1 =  Σ h =■ h  (1 +  2 +  ... +  n) =■ ^  /1( отсюда

1 = 1

У  2 7 - 7 “  К ^ + Г О - 1) ” 5· ,·53· * ° ,m
„ i .Q

2v0 cos — ■. 1.54. Р е ш е н и е ,  а) Выберем оси ОХ и ΟΥ вдоль и перпендику­

лярно течению реки в точке начала движения, тогда у =* at (1); и =· и0 +  ky (2)· 

Из (1) а (2) следует, что вдоль течения лодка движется равноускоренно и, следо-

/  s \ Ы 2
вательно, до середины реки I у=* — J проходит расстояние хг =  u j  + ——  (3).

б) Выберем оси координат по тем же направлениям, но с началом в точке, лежащей

ks
на середине реки, тогда у =» Ы (Г); и == u i — ky (4), где u i =  и0 +  — (5) —

скорость лодки на середине реки. Из (Г) и (4) следует, что от середины реки до 

берега лодка движется равнозамедленно и проходит расстояние

,  kvP ‘
~ γ  (6).
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За время переправы течение сносит лодку на х «= xi +  *2 (7). Из уравнений 

(1)— (7)

и„ k .
* = — s + - s 2. 

v 4v

Чтобы найти уравнение траектории лодки, нужно из уравнений (1) и (3), (І') в (в) 

исключить время.

“о , А  ___ _(Ъ. , .. А  а=  — у +  — у2 и * а = -----h r · )  У— Г* У
^  о 2с ^  2d/ 2«Г

т. е. в обоих случаях лодка движется по параболе.

Чтобы переплыть в противоположную точку берега, составляющая скорости 

лодки по направлению, перпендикулярному движению, должна равняться скоро­

сти течения о cos а  =* ± ks, откуда

«о * 
cos α =  — ± — s,

о о

где а  — угол между скоростью лодки относительно воды и берегом.

/ „  ωή \ 2/ 2f [k — I
1.55. о =  ω  I R — —  π  . 1.56. — ; — I --

\ 2л j. η n \ k

1.57. 840 км/ч на запад. 1.58. 0,4 м/сек·, 8 сект1; 1 сек~г. 1.59. 2 сек·, 2,8 сек.

1.60. 12,5 м/сек. 1.61. «  6,2 м/сек?·, »7 ,6  м/сек3; 9,8 м <  R <  78,4 м.

„ „ со,/? + ω-r ω,/? Т а /
1.62. 0,2 м/сек; 19 об/мин. 1.63. — ——— ;— ; -----  ---- .

д — т 2

cos2a  Oj ± У  cos8 a

,.64. a) 2-- ---- J б) -------  2І -- —

1.65. 4 л»/шс; 0; 2,8 м/сек; 5,6 м/сек?; А м/сек*; 6,3 л/сис2; 2,8 ж/шс2.

Г л а в а  2. ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

2.1. 353 м. 2.2. 8,6 αχ. 2.3. 2,45/сг. 2.4. 98«; 115 м. 2.5. 15 л. 2.6. 17,5 м. 2.7.

, ___ NmgF N
0,7 ж. 2.8. I -  2h  / 2 gh. 2.9. 3,3 «; 4,9 «. 2.10. {N_ y)mg_ F > F.

2.11. a)0,015; 6,55«; 2,35«; 6)0,76м/сек2; 0,28.и/mc; 3,58л; в) 7,95м/сек3.2 .12.0,3кг;

1,77 н; 3,54 « . 2.13. «1,67 кн; 0,56 кн. 2.14. g/6; 4,1«; 8,2 н; 5,2 м. 2.15. 134 «; 104 я.

2.16. «59  к. 2.17. 7  А; 7  А· 2.18. 2,45 сек. 2.19. . 2.20. Λ1 -g .
4 6 R  — H 2g

σ I Μ
2.21. ctg φ, =  ctg φ2 =  tg оИ------ · 2·22. tg a---- ---- . 2.23. а) — =  tga;

acos a  gt3 cos a  m

tg a  — / M tg a  +  f
M >  m tg a; 6) — —— --- <  — < ---- :— —---- ; в) N =  ——  g j(i _

1 Ή  tga m 1— jf tg 06 m+M

— fx) s in a +  (1 + /j)cosa] ]Л2І 2.24. « 1 ,4  сек. 2.25. 1,78 м/сек3.

2.26. f  ■=» 2 Y2mg sina; a — 2 ] ^ 2 g s in a . 2.27. Р е ш е н и е .
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1. F cosa — fN i =  0 (1); Wi =  mg — i 1 sina (2); fcos у  — fNt =  ma (3); #.,=>

=  mg — F sin (4). Из первых двух уравнений

f  Cos α  
f— r, . «0 ,3 ,

mg — F sin α

из последних двух

F I  α 4 ot \ 
o =  — cos — +  / sin — — lg =  1 м/сек3, 

tn \  2 2 /
2. Для максимального ускорения аналогично предыдущему

F
Омане =  — (COS β +  / sin β) — fg, 

m
где β — угол, под которым нужно приложить силу, чтобы ускорение было наи­

большим. Полагая / =■ tg φ, получим:

cos(B — Φ)
cos β / sin β =  cos β -f tg φ sin β = — --------- .

cos φ

При максимальном ускорении должно быть cos (β — φ) ™ 1 и, следовательно,

cos β +  / sin β =  - = Υ \  f3,
cos φ

откуда tg β =■ / и β «  17°. С учетом всего этого для максимального ускорения 

получим:

Омане =  £  v r + ψ  — tg Ъ 1,1 М/сек*.

2.28. а) Нить установится по нормали к траектории движения тележки, 

б) Отклонится вперед от нормали; займет вертикальное положение; отклонится

. m+ М
вперед от нормали. 2.29. / Mg cos α. 2.30. «  2330 «. 2.31. ——— g sin ос.

mg (v, -4- от ) sin α  _ , „ /— χ . , . , t
2.32. £>«= —  — ---- ----—  +  or « 2 ,5  км ч. 2.33. —— m (α+ g sin a + fg cos α).

F — mg sin о  I

(Μ—m)g  sin α  — 21,g (2m+ M) cos α  m tg a  — 2} 2,H
2.34. a =  ---- —-----  д  . 2.35. — —  mg.

M +  m M tg a  +  4/j 2 nR

2.36. Р е ш е н и е .  Уравнения 2-го закона Ньютона для кубика и клина даютJ

Ni cosa — fNt =· M a i; Мг — Mg — Ni s ina =  0;

mg — 2Ni sin a  ■=■ mflj.

Поскольку клин не отрывается от кубиков, ai =='а* tga. Решая уравнения сов­

местно, находим:

m ctg a  — 2fM — ftrt 

U l~  m ctg2 a  -f 2M — fm ctg a  8

2.37. Р еш ен и е . Предположим, что больший груз опускается, а остальные два 

поднимаются; тогда
си— βι

Т — mg ■= /паї; 2Г — 2mg »= 2mOj; 3mg — T n  3/паз; α2 =  — jp* .

Решая уравнения совместно, находим: ai = .а*  =» 0, 2g; аз =" 0,6g. 2.38. а) 27,4 н;
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13,7 н; 27,4 к; 54,8 к; б) у  «г. 2.39. t =  ^  ] / — ■ 2.40. -
if +  tga 

■t tg a
Mg.

2.41. Oi =  2,45 м/сек2; α% <=· 7,35 м/сек2. 2.42. /=»0 ,2 ; αχ«=» у  g; a2=0,35g;

% =  0,485 g.

2.43. a) αχ=  α2=  o3= a 4=

% = α2=

2(m + M)
при F < F 0;

M-f m
где F0 =  2fmg — — ; 6) «1=  α2=  α3=  a4 =

— a2—aj 

F -

M

fmg

ai

(2m + M)

fmg

M

при F > F lt где Fx

2 (m +  M)

2/(m-f- M)mg 

(2m +  M)

F—2fmg

2m

_

M

при F <  Ft;

при F>F„,

(M — m) (Mg — mg — F) <
2-44. ac= V , *---- L ; ΔΚ =  ( m +

( M -f- m f

■V.2.45. a) 0,5g; 0,33g; 6) 0,5g; -0,55g. 2.46. a) 4Mg; 6) HMg; 2,25 Mg. в) — — ^  6 Mg.
^ -r ч

2.47. Р е ш е н и е ,  a) mg — fMg =* (m +  M)a (1). Если переносное ускорение 

системы αι, относительное Од, то уравнение 2-го закона Ньютона для груза 

Т — mg — m(ai — α0) (2); для бруска Т — fN =  Ма0 (3) и Л/ — Mg =  M ai (4). 

Полное ускорение груза аг =  α ι— (5), бруска Яб ^  У  од +  of (6).

Из уравнений (1)—(6) находим: ат «  1,46 м/сек2; ag «  2,3 м/сек2; Т =? 11,2 я; 

б) аг «  2,66 м/сек2; щ «  2,24 м/сек2; Т «  7 н.

m
2.48.- ( а +  g). 2.49. a) t j / " - + 8.; 6) t g +  a

g - ’ · K g _  а *

2.50. P e ш e н и e. Выбрав оси координат вдоль наклонной плоскости и по нор­

мали к ней, получим: a) mg s in a — fN =  mal cosa (1) и JV  — mg cos a  =

sin a  — / cosa , „ ,  ■ . ,
= m a i sin a  (2), откуда a. =  — -— —— — g =  4,4 мсек,2; 6) mg sin a+ fN =

cos a  +  / sin a

=ma2 cosa (1); N—mg cosa=ma2 sin a  (2), откуда a2 = 

= 7,1 м/сек2; в) « 3 ,3  м/сек2. 2.51, a

sin a  -f· f cos a
g =  

g'>

cos a  — I sin a  

0,5 (1 — f2) sin 2a +  / cos 2a 

1 — f  sin 2a +  (I + 12) sin8 a

". 2.52. F =  1,96 я; / =■ / £  2.53. v =  0,58 /g ft.

2.54. 3,7 м. 2.55. (уТГ — 1) Ra- 2.56. Уменьшить в 2,4 раза,

2.57. 255 кг. 2.58. и  265 м/сек2. 2.59.

16 ' г* 16 _ ,  f* _ . .  г . . .  4

(1 — /2) sin 2a — 4/ cos2 a  

2f

2.60. — ; -  π2γρ2 -  2.6.1, mg0 — . 2.62. — яурлт. 2.63. ] /4а+(1+ «)*«;
■L* 9 L* R* з
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nui m J т ,т г
« 6 ,5  «. 2.64. «  70«. 2.65. ---5— ; ---;-- ; ----;— - ωΗ. Грузы начнут

mi + тг m, + m,, mt + m2
двигаться в сторону смещения их общего 'центра тяжести—от оси вращения.

2.66. 0,25 м; 13,25 я; 1,25 м; 61,2 я. 2.87. ® 100 я. 2.08. 72 км/ч; 76°4(У.

2.69. N =  (1,77 — 0,96 cosa) я; 0,8 я; 2,72 н; 1,77 я; 1,77 я. 2.70. 0,14 ] /  i f *
Г IUU /п

2.71. и 175 лі. 2.72. 16,5 сек. 2.73. ω — V gr/Rh; FTp■— mg —. 2.74. 3,1 лі/сєк.

100%
r 

h '

2.75. 3 V 5 £  2.76. 7,2 км/сгк; 2 ч. 2.77. «  42 500 к.м\ 2,6 км/сек.

' 2 I '
2.78. 27,4 сут. 2.79. «  5,9 · 10а5 «а. 2.80. Р е ше н и е .  =  mg; m g— N^=> 

m4n*R ,, M 4 n
=  - 7 r - : ^  = T ; g = v~ = - nYp/?.

6я
Решая уравнения совместно, получим: р— а; 3,6 · 103 /сг/^3.

“ ■ Vi6nmR

/ (1 —ί tg a)
2.84. Р е ш е н и е .  Раскладывая силы, действующие на тело по горизонталь­

ному и вертикальному направлениям, получим: N cosa —fN sina =» ma>2 R cosa 

и /iV cos a  -\- N sin a  ^  mg. Отсюда

g cosa — 0,5(o2y?sin2a 

g sin a  +  ω* Λ cos2 a

Для второго случая

g cos a  +  0 , 5(0*'# sin 2a

g sin a  — ω* R coss a

2 (kl +  mg ctg a) / 3g \ „ „  (a +  g)(cos a + / sin a)
‘2.85. 5—  . 2 .8β. φ =  arc cos — —- , 2.87. , .- --------.

2k — mw* \5ω21 } w’ sinaisin a  — /cosa)

g tg a  mg mu— F/ l(2Mu2-\-mu2-̂ -Fl)
2.88. a) g-2-  ; 6) - 5 -  . 2.89, 4,55 «; 2.90. t)=--- — - ; s-  ■■■ ■ Т ~и Г  ·

; ; cosa m +  M 2(m +  M)

2.91. 0,026 w · сек; 105° к начальному направлении. 2.92. 2т (v cos a+  «); tg φ=»

и 2 Vі  . Mo +. ma ιΛ(Μοί2 -4- (mu)* „ ,
=  2ctg a  H-— . 2.93. — . — . 2.94. —  ,------- ; '  [ J  v->~. 2.95. tg 9 =>

os ina  9 gf M +  m M +  m

Ц X  V v{ —»0
.«= 2tga.-2.96. V  o?— - J— Z — !-- . 2.97. 2(n +  1)*. 2.98. as 10 km.

в
2.90. P e ш е ниє .

h =  v0t H--- (1 У, m У 2gh =  (2M -f m) o0 (2); mg =  (2M +  m) a (3).

Из (i)-(3)

t·.
\f ~ m j  r g
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2. 100. У 2g/i)2 2.101 У (2Мо)а + (тц )а . / [ 2(М — от) о]8 +  (ти)а .

2gma ν Μ ’ Μ +  т  '

2 /{ (A l ±^m) M]a +  (то)а _ 2 |02 о,83 м/сек; 1,16 м/сек.
М -\- т  .

2.103. | /^ 2g/(sin а  — / cos а) 4-2  ̂  u sin а  y "g /(sin а —-fcos а )+  uasin a.

2·104· ] /  2gtf +  2 ^  и Y g H  sin a  +  ( j^ ' j  .

2.105. a) P e ш - η и e. Дальность прыжка равна:

, , 2α, sin α  , .
I =  (ί>„ cos α  — υ„)--------( 1).

8
Согласно закону сохранения импульса

m(v0 cosa — ол) =  Мад. (2).

Из (1)—(2)

М vl sin 2a
I =  — ;—— · ---- ---- »  1, 65 м;

m+ M g

M fn . m+M h „  / o0 „
б) ф =  агс tg— — 2.106. ■■ ■/; t g a = — — · — . 2.107. 0; mg.

m+ M m+ M M l  v0 2

m  M ±(M + m)h _M0 + m(? T«) χ /7_ϋ_\ 2 , /JL\*
M + m > (Л1 + т)« ' Г W+W ^  V«λ

Г л а в а  3. РАБОТА, МОЩНОСТЬ, ЭНЕРГИЯ

(mg)*
3.1. 29,4 дж. 3.2. ж (gh +  νΔο). 3.3. mgh -+· ■■ .

у̂2 р

3.4. Р е ше н и е .  F0 =  4 .

3 F 4
Решая уравнения совместно, находим: Л =  ■ =  1,22 cbe.

(JV« +  N.) OlOa
3.5. 1,5 Fa. 3.6. 535 кет; 1070 квот. 3.7. - — , * 8--- . 3.8. 9 км/ч.

А/і»а +  Л/аох +

3.9. 65,6 кет.

3.10. Р е ш е н и е.

t»
Согласно второму закону Ньютона mg =  Μα =» Μ — ; /VMaKC =  mgo, откуда

МЛ/макс л я»
- — 0,78 се/с.

maga

Л == ЛГср/ =  t =  141 З ж
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mgh I N
3.11. m g^s ina -l---τ— ; mgasina. 3.12. 9,6 кн. 3.13. tg a  — -j-;.--- , -g- .

t I Щ г  i~r f

3.14. 4200 кет. 3.15. mg (0,5L +  D) +  0,5MgD. 3.16. 3,5 cbc. 3.17. 25,5 м.

3.18. 20,4 м. 3.19. 1,85 кдж. 3.20. 2fmgt. 3.21. |g ”  , ~  h. 3.22. 2,1 м/сек·, К1 сек.
V .  tg a  +  ί

3.23. 12 н; 24 дж. 3.24. 324 дж; 263 дж; 216 β/η. 3.25. яг 0,86 Ygf, га 0,51 f g f .

3.26. |-g. 3.27. 1,25 кн. 3.28. 0,5 ^ + - ^ . 3 . 2 9 .  2,5 м. 3 . 3 0 . ^ § -  ·

3.31. а) s =  F^ h ~ h ' t  ^  юо . б) Я .=  50 л. 3.32. от 1 /  „2+ _ М _  · 
; x0mg ’ у * ^ т + М

7 , ___ 1 / mv cos а \®
3.33. а) — mgl; 6 )/2 g /; 3.34. 1,2 л; 208 to .  3.35. cos β =  1— — ^  +  ^  j  .

3.36. 1. Р е ш е н и е .  Величина скорости в момент удара определяется из 

уравнения;

2

При отражении вектор v0 направлен под углом а  к горизонту, его проекция на 

касательную к траектории

*2 - 2/1
p1 =  p0 cos2a  = -------- 1>0 (2).

h

Высоту подъема шарика после отражения можно найти из 'уравнения:

/по? _____  L  —  h
—  +  mg\k — V  1 $ - ή )  =  mSh Ο)· G0SΦ =  — ζ ~  И)·

Из (1)—(4)

COS- I / P ? ] '
/i ( 4 - 2/?)

2 --------- _ .  3.37. «  120 м/сек.

3.38. Р е ш е н и е .  Согласно закону сохранения энергии

kx2 (m +  M )4  ;■
^  +  +  M)gx.

По закону сохранения количества движения mvi => (т  +  М)Ьг\

1
{m +  M ) g + y { m + M ) Y  +  ~ l j ] “ 8 .2  см.
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3.39. - 5 -  2яі?; nR  V  . 3.40. ' - ψ  ; ^  . 3.41. 20 * /« « ;OTj+m2 r (mj +  m2) IT0 k 2k

in u l w  n 3 49 (V m M tM i(M i+ M g)—mMx) о . ( / /ηΛ^Λί, (Μ1+Λίϊ)—mM2) о

’ Щ М + Щ  ’ Щ М Г+ Д ) “

3.43. Ш  „.· ь ; 1 2  С . з . « .  „ =  - 1 Σ -  ; « ,» _  . Т
7 7  4 ^ +t| 1 0  2

1 1Μυ\*
3.45. 6,85 кн; 16,2 кн. 3.46. — ( —  ) . 3.47.

2g\m)

Μυ*
см; — см. 3.48.

49 49 ' 2g (m +  Μ)’
9Λίο2

2g(m +  Μ )' 3·49· *  595 джі S  ° ·3 Квт-

3.50. Р е ш е н и е .  Поскольку шнур абсолютно упругий, взаимодействие тел 

в момент натяжения нити происходит по законам упругого удара. Скорость ша­

ра в начале взаимодействия определяется из уравнения

v\ =  vl—2gl (1).

Для абсолютно упругого удара законы сохранения дают:

2Mvx =  2Mv2 +  Ми (2); 2Μν\ =  2Μυ\ +  Ми* (3).

Если тела встречаются на расстоянии х от точки бросания спустя время t после 

начала движения шара, то

Оп+  Οι $2 $2
< = < !  +  <* (4); I =  —-—  4  (5); l — x =  vzt2 +  —  (6); х =  utt — —  (7).

Из (1) — (7)

, . ^ s +  r i — j l _ u

8 V  v l- 2 g t  I-3 2(t̂  — 2gt) J

3.51. « 2,1 км/сек. 3.52. 60°; 1,56 и; и 39°50'. 3.53. 30°. 3.54. 6mg. 3.55. УЩ[і.
I o fila

3.56. 0 ,98(2— 3 cos α) я.. 3.57. ґ макс =  Amg; h =  — l. 3.58. - £ (Z h- 5R );

ft 5»«. 3.59. | * + 1  ( J S - ) * .  2 ± ^ V iR -  3.6«. g .  3.31. 0, y J ^ T

ущ;, vm 3 . » .  ^ . 3 .33.

Г л а в а  4. СТАТИКА

4.1. 455 я; 525 я; 29,4 я; Θ. 4.2. 0,75. 4.3. 312 я; 127 я. 4.4. 0,25. 4.5. и  1 м.
. Л 2 cos a  — 1 (2 cos 2a— cos a) </4 „ , ■
4.6.  :------m; ------;-------mg. 4.7. 8,15· 10-2 я; радиус, проведен-

sm a sm a r

ный к меньшему грузу, составляет с вертикалью угол 56°20', 4.8. (N— 1) ^  +  
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+ ^ 2 ? ) ·  4·9· ^ = і 7 + ^ ‘ ' 2тг“ 21·6 “̂■ 4-,0- ?= c tg a ; P =  f  - « ·

4.11. 7mg sin—· і ^3 +  cos2 mg. 4.12. / =  1. 4.13. 294 я; 0,375. 4.14. sin<p== 

— 2 на расстоянии * «=■ ^  от середины стержня. 4.15. 1,2 кн.
2kA 4S “ ................  Μ

_ (sin a  4- 'f cos a ) mg „
'M. 16. 600 я; 100 я. 4.17. F =  у ,T" ■ ,--- ‘r-®·; §==arccos

f sin β +  cos β

-  α. 4.18. arctg ( ~ )  і ] / 1+  ( f c - 1) " . 4.19. 6. Есл, »е учи-

^  m
тывать кривизну поверхности Земли, то на бесконечно большое. 4.20.

[M sin2 α  +  0,5(Λί ~ m )cos2 a jg . 4.21. Коэффициент трения между бревнами 

должен быть не меньше 0,27, а между бревнами и землей не меньше ОД.

4.22. 2т 4.23. а <  I <  а / 1  +  /2. 4.24. «  2,6 м.
R

FI (7 — 4sin a) — (Μ +  2mgl) FI (12 sin a  — 3) +  (M +  2 mg/)

4·25, 4/ ; 4/

4.26. 0,495 H·, 0,99 я; 0,099 я. 4.27. На расстоянии 1 см и 1,5 сл от катетов.

4.28. arc t g f .  4.29. arc tg []^5 . ; Ώ *  (M -  « )  g. 4.30.

4.31. Центр тяжести сместится к основанию треугольника на 0,67 см.

mR MR MR т/'о m + (2я— 1)о
4.32. 0д а г . 4.33. —  ; — ; Ї Ш . . 4 . 3 4 . ......

4.35. «  590 я; 30%. 4.36. 590 я. 4.37. я  12,7 я.

Г л а.в а 5. КОЛЕБАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

5.1. 2 ( — -—  +  - ~ г )  ~\f — · 5.2. 0,55 м; нет. 5.3. « 1 ,1 2  м; «  15 сек; 
\sin a  sin β / r  g

«  Ο,ΙΙδπ; «  0,47 м/сек·, «  0,195 м/сек*.
/ j^/\2 2j5 / 2л\ 2 2π

5.4. 1,2 я; 1,8 · 10_а дж\ .0,8 я. 5.5. 2m I— Г cos2 — t\ ml\— \ sin2 — t.

ks
5.6. »  8 . 10-3 pad; «  5 · 10‘ 3 5.7. 12,6 кн. 5.8. Л »  — =0, 40 Λ.

4π2/®

5.9. Л =  о і / " ™ .: Т = 2 я | / | ;  ам8КС =  о ] / 1 .  5.10. х =  5 sin 1«.

5.11. Г 1/7,2 =  / Р Г -  5.12 Д  і / ^ .  5.13. 2 π ΐ / _ ί ϊ - .  5.14. «1,22се/с.
/SjKg 2я  г /я f ^Ρέί1̂

- μ - ? :  ч  ·

5.16. 1,4 сек; 1,6 сек. 5.17, 5.18. На 7500. 5.19, 6,28 см/сек; 40 см/сек*.
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36gfi ,  / —]—
5.20. — 5.21. T —2 n y  — . 5.22. Увеличится в 1,16 раза. 5.23. Τι=1,96 сек;

нет; Т2=  2л 1 /  .. ,, ■ 1 .
г γ  g i 4 . г,2/я

5.24. В обоих случаях Т =  2п 1 /  — ί _  .
r g cos а

5.25. Относительно ракеты будет покоиться. 5.26. Р е ш е н и е .

Г - г  (,); T- , ^ V r  (2* г“ " 2" ■ / £  (3,: " - Ί  №

а8( м
Из (1) — (4) h =  ' =  352 м. 5.27. «  1.7h. 5.28. М =  ---- — ----- т .

2 (g +  а) —  g 4- 4π2/ν2

Г л а в а  6. ГИДРОМЕХАНИКА

6.1. 1,42 · 105 /ся/л2. 6.2. А р=  р / у  =  63 «/ж2. 6.3. 2 м/сек. 6.4. «  79,5 кн.

6.5. 5,3 кн/м\ 6.6. 730 я. 6.7. ; pgS і / Λ
S — s r я

M i?2 — (m -f M) r* M i?2 — (2m -f /И) /■*

6-8- - ^ 2 ( ^ V ; ~ li p W - r 2) · 6·9· n№hR m2- · . ! · . « -

=  “ P ii'’* 4 - «  +  *2) +  mg =  20,6 я , где дс =  г +  —  · — - «  0,98 см;
3 9 S l

S.
28,7 н. 6.11. 18,6 см. 6.12. — р—  А. 6.13. 6,4 мм; 11,2 мм.

Οχ +

6.14. « 0 ,8  см; 1,03· 10® я/л2. 6.15. —P?kh  ̂ ^ ^  Понизится при-

Pi +  Ра

близительно на 11 мм. 6. 17. 0,9 · 105 м/л2; 1,15· 1.0s м/л2.

Р (g ± а) 1. P i i . . P(g ± a) l . Р (8 ± а )Р . P(g± а)^

2 2 ’ 2 ’ 2 4

6.19. Р е ш е н и е ,  f  =  meo2 (1); т  =  рдс5 (2); F =  рghS (3). Из (1) — (3)

* is ■
ω* ■ ω* ft

ΛΑ =  ft2 -  h  =  -  [(/ -  X)2-  X2] =  -  (Iі  -  2їх). 6.20. 3pgft. 6.21. -  pgy.

6.22. 10 кдж. 6.23. -1 . 6.24, 0,736 V. 6.25. — —  p. 6.26. 2 г/см3. 6.27. 2,2 н.
η η — 1

6.28. Пробку. Уменьшить в 6,35 раза. 6.29. 4,38 кг; 39,2 н. 6.30. 0,86 · 103 см3;

понизится на 1,73 мм. 6.31. А= А0+ —  Ah =  30,8 см. 6.32. 0,90 кг. 6.33. 0,541/.
Рст ' ■
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6.34. Уменьшится на 4 мм. 6.35. t  (1  +  ̂ )р°^а в.36. — -^■^2+-/)rf% 0.

6.37. Рз/>1 ~~Ρ·Ρ--; Ρ?Ρχ ~  PlPa _ 6.38. 440,6 г. 6.39. У .

Pa— Pi  p i — Pi  ( i ·2 — Н г) — ptL*

6.40. A < p 0 і / . ......—-----— = 2 2 ,2  c m . 6.41. cos <p= l / Έ  ; і < ή ] /Ρ β  .
У бРі(Ро-Рх) і У Pi r pt

6.42. 6.43. 77 мК 6.44.«21,2 я. 6.45-4 я/3(Рі — ρ0)ω 2£ . 6.46. 4 «;
Pi— Ps 3

1 м; 3,3 · Ю-2 дж. 6.47. Если палочка вся выходит из воды, то Я  =  — --—  I.
Pi

Если палочка не полностью выходит из воды, то

Н  -- Т^(Рз — Pi) (2Рг — Pi) — Pi 21.
Ра

6.48. А =  , =  6 >7 .,o-* а * .  6.49. ,

6.50. 3,8 см/мин. 6.51. 15 кг. 6.52. 20,6 я. 6.53. Р е ш е н и е .  F t =  т (о2 — Vi)

(1); I vi I =» I v% | .=» о (2); m =  pSv (3); | у2 — | =  υ j/ΊΓ (4).
lm \ 2

V2 τ
Из (1)—(4) F =  w  '

PS
рг//К pV̂

6.54. 34,8 κβτ. 6.55. В 8 раз. 6.56. 4,5 кет. 6.57. /VHim=  — —  4- = Ю З  кет.

6.58. V * [  hj. 6.59. ^  (s ina  4->^14-sin2 a )  cos α. 6.60. - j; /t;

pj £ { £ - t β.61. SiSt *| f —Λ 8!}—  . 6.62. m =  —  , / З Е  «  0,45 /сг.
2 j /  S i-S? 4 У  d|-4

Г л а в а  7. ТЕПЛОТА

7.1. 33,4 °С. 7.2. «  4 °С 7.3. тл =  (Я + ̂ - ^ і )  _  . та=  ^
(̂ л а̂) сл

_  (С +  ь М )(Є - ( ,)  R  7 4  п  г 7 Л  м  +  _ Щ ± . 7Л 2ΘΙ *.

(сл — са) ( / 3 — Θ) сл/ 4~ λ

7 Ί JPikV±PjA r  7 8 w 10б смз 7 9 0 оС. 400г воды и 300а льда
Зрлл

7.10. Гм— — т і  λ. 7.11; Р  е ш е н и e. mctAt 4- тХа=тсіД <  4* m l і,
L Рс \Рв — Рл /  J 

отсюда Δλ =  λ2 — %t =  (q — са) Δ/. 7.12. 207 г льда и 493 г воды.

7.13. 314 док. 7.14. 1,77·. 10* я/л2. 7.15. *112,5 г. 7.16. 0°С; 28 г;

72 г; 100 г льда при — 4«С. 7.17. После 146-го. 7.18. 1,08 кг. 7.19. 32 кн.

7.20. 23 'км/ч. 7.21. 2 ,8 · №  кдж. 7.22. 1,68 · 10“* дж. 7.23. 10,3°.
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7.24. я  8,1 кг. 7.25. 88%. 7.26. 8,3 кг. 7.27. 83,1 км. 7.28. ^  .
2 (т  +  М)

7.29. 24,1 °С/ 7.30. я  2,4 км/сек, v =  (m1 +  т 2) і А Т  '  +  сд 10° +  св 100°, _  ,
г Ш\Ше̂

9 о т ■ л
° ι - 4 - · π (° ι - ΰ*ϊ

7.31.  ------- —  . 7.32. 160°; 402 дж.

°ϊ
7.33. Р е ш е н и е .  Согласно закону сохранения импульса и закону сохране­

ния энергии

т о  =  (m +  Λί2)ϋ! (1); (m +  М 2)иг =  ( т +  М х +  М ,)с3 (2);

(р v2
(m +  М2) =  (m  +  М 1 +  Л12) j  +  Q (3).

Из (1)-(3)

о  ~ M l (mp)2

Г л а в а  8. ТЕПЛОВОЕ РАСШИРЕНИЕ ТВЕРДЫХ И ЖИДКИХ ТЕЛ

8.1. 540°С. 8.2. я  54 м. 8.3. я [1 — (β ±о)<]. 8.4. 4,3 сек. 8.5. 1,8· 1 0 '5 град*1) 

8,8°С. 8.6. 2.18 см. 8.7. 460 дж/(кг-град). 8.8. До 182°С. 8.9. 1,28 м3. 8.10. 267 я.

8.11. 8.12. 490 см3. 8.13. P* ~ P l j r('P l ~ P<>}§* .
2 Р1 — Ро

8.14. Р е ш е н и е .  * =  -А^ а (1); ДКа=  У іа3аа(0 — (2); И1а =  — (3);
у ia T  V1M * Ра

m
ΔΙ/Μ =  ν 1Μ3αΜ(/2 - θ )  (2'); V1M =  -  (3'); mca (θ -  ^ )  =  mcM(/2 -  θ). (4).

Рм
Из (1)—(4)

ж _  в (саРа&м — СмРм^а) (̂ г — h  )

~  (Ра +  Рм)(са +  см)

8.15. β,. =  £ s * S i& *  +  3 & I I  _ Ρ ° ^ β κ, 8. 16. На 0,8%. 8.17. 10,25 см3.
Q M X  Рок'^ ж

8.18. —
1 Г /У І- Р ж Ц - ^ іО + Р ж 'і )  ]

3 і (1 4" РиА) К  —  ^ 2  (1 4" PjAKi J
8.19. Р е ш е н и е.

При изменении температуры на <2 — h  =  30 °С сила натяжения изменяется на 

AF =  Δρκ gVс +  Pug AVC (1); Δρκ =■ — ρ^κβ (f2 — /і) я  — Ροκβ (̂ s — h) (2);

AV =  3<x(f2 -  tt) (3); Vx =  —  =  —  (1 +  З с^ ) (4).
Pic Рос

Из (1)—(4)

AF =
Рос

AF =  —  mg(3a — β)(ί2 — 4). я  2,94 · 10-* «.

8.20. 460 »,*■ . + f ) .  8.22. / й  .
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Г л а в а  9. ГАЗЫ

9.1. 9 л и 4 - Ю 6 «/Λί2; 21'л и 16 · 10» н/м*. 9.2. (  j / ^ - ^ + l  —

9.3. 72,3 м. 9.4. 150 г. 9.5. 0 + 1  ~  .p P .+ j*  . 9.6. 5 сл. 9.7. — pgft.

-  - « ·  -  -

9.11. я  30 ж. 9.12. ---- L P o ^ P iM ? --- . 9>13. У Щ  +  +  W -  2he - I
2 [2р0 +  (р0— Pi) gH] 4

3 F — p„S— p sIS
9·14· — 7.--- ■ ·„ , ' ,ή g- 9.15. IO5 н/ліа. 9.16. 122°. 9.17. 70°. 9.18. T, =

F — p0S +  pglS

=  !P° T Pg! Tv 9-la- B I ·2 раза. 9.20. ^  . 9.21. 530. 9.22. 14 мин. 9.23. 550 л. 
2Ρο +  Pg/ ΡζΆ

(5p0 +  4pg/)7\
9.24.  . 9.25. а) Объем над поршнем уменьшится в 4/3 раза, под

Ро

поршнем увеличится в 1,5 раза; б) Τ2=  7/47\ =  700 °Κ· 9.26. я  375°Κ·

АТ T 9
9.27. 755 мм pm. ст. 9.28. а) —  I; б) 0. 9.29. (4р  +  3pgH) — . 9.30. — Тц

i р  8

l,5 /0; Tv 9.31. 54 м3. 9.32. 0,15; 6,5 · 10-» кг·, 1,8 · Ю25 м-3. 9.33. О4Н10.

9.34. 2,5· 10м. 9.35. Юг. 9.36. 0,195кг. 9.37. 0,71V. 9.38. —  + ] / /2тйб\ 2
μgм У V / ’

„  kTi+Tb , ,  2mR(T1— Ti) 27і,
где θ =  - 1 ■ ; Μ =  J----- ------ масса поршня. 9.39. ------ . 9.40. 27’„;

к + 1 μgίf + Уд
PoS

M g 9.41. .

9.42. Р е ш е н и e. AFX =  (pe -  px) gV (1); p0 =  - щ  (2); px =  R ^  (3)j

* F t =  (P0- P 2) g ^  (4); P2 = ^ -  (5).

Из (1)—(5)
дг (T0 +  AT)(p0Tl — PiTq,)
Af, . ------- ------- A fl ж 5,9 · 10 a «.

9 43 (Q2-Qi)Pq7Y 
' ' (P t- P jg V T , ·

9.44. Р е ш е н и е .  Δ/η =  mt — m, (1); m2=  — M (2); pV = —  RT (3).
Ш Hi

Из (1)—(3) Δm— — —M «  27,5 г. 9.45. 670 «. 9.46. Р е ш е н и е .  Шар бу- 
ί\ί fig

дет находаться во взвешенном состоянии, когда mi  =  m1.+ m t (1); ptV =

=  ^  RTx (2); PtV =  р  /?Г, (3); Pi =  pQ- j A p  (4); АТ (5).
Нч* гв · *
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9.82. »3 9 ,2  дж. 9.63. Р е ш е н и е .  — ΑΨ =  А0 — Ат (1); Δ№ =  — Δν (2);

Из (ί)—(2) mr=  =  195 г; mB =  495 г.
RTi

Из (3)—(5) Я  =  μ °Ρο̂ ~ Τχ ■ I =  4670 ж. 9.4,7. 7,65 м/сек.
' ' μΒΑρν — mBRAT 1

9.48. — Ш +  pS. 9.49. Р е ш е н и е ,  p =  b — aV (1); pV =  — RT (2). Из
2 pS μ

(1)— (2) μαν2 — y . b V mRT =  0 (3). Когда газ имеет наибольшую температуру

при изменяющемся объеме У, дискриминант квадратного уравнения (3) равен нулю,

ufc2
т. е. при Т — Тшкс должно быть μ2δ2— 4цатЛ7’макс =  0, откуда Тшкс =

(4). Постоянные а и Ь определяются из условий: p i =  b — aVi и р2 =  b — cV2;
Ра — Pi , PsVi —  PiV2 „  „  ■ μ ^ ι  - P i^ a ) s

‘ " - i w - ·  C , ™ ОТГ0 =  ·
9.50. 1,04 кг/л3. 9.51. 6 г и 5 e. 9.60. 400°К; 1,33 · 10?' к/л«3. 9.61. 625 дж.

L
S

A0 = Pl)AV (3); Аг — — Д (Г а- 7 ’1) (4); p.V, =  -  Д7\ (5), где (6).

Из (1)—(4) 7\= Г 2 +  - - -  ^ μΛ—  =  324 X

m DT
Из (5)—(6) ^ = ------- ^ - » 0 , 0 3 1  ж3. 9.64. 8,3 дж. 9.65. Р е ш е н и е .

μ(ρ0+|-

Q => AU + А (1); AU =  cvmAT (2); -  Я ΔΓ (3). Из (1) — (2)
Iі

CyU / cv μ \
Δί/ =  ——— /4 =  3 кйж; Q =  ί——--- (-1 Ы  =  4,23 кдж. 9.66. В »  2,1 раза;

380 дж. 9.67. «  298°К. 9.68. р>_ 9.69. -и (V̂  ~ У^  ■
А , 2

^ — УМ  9.70. r/ft. 9.71. 274 кет; «  200 квот · ч. 9.72. P e ni е н и е.
2R

т
Если производительность холодильника — , то при замерзании воды и охлажде-

το

нии полученного льда массой т  выделяется количество теплоты

<?1 =  [свт(7\ -  Т0) +  λ/η +  слш (Т0 — Г,)] -  (1),
τβ

где Τι и Т2 — начальная температура воды и конечная температура льда. Для 

изохорического «нагревания воздуха на АТ° нужно затратить количество теплоты

Qa =  Су МАТ (2); pV =  — RTt (3).
И·

Считая холодильник идеальной тепловой машиной, можно записать:

Qi —Qi Τι —

Qi Τι
(4).
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Г л а в а  10. НАСЫЩАЮЩИЕ И НЕНАСЫЩАЮЩИЕ ПАРЫ. ВЛАЖНОСТЬ

10.1. 8,7 · 101*. 10.2. 1,07 · 10» н/м\ 10.3. 7,7 см. 10.4. 1,23 н/м\ 10.5. 6,1 и.

10.6. Решение.

При температуре Τι пар будет насыщающим с упругостью ρν поэтому 

P i V = Ĵ - R T l ( 1); ^  =  -^-(2),
га ^

где V i— Объем, занимаемый азотом. Из (1)—(2) hi =  0,68 м. При температуре 

Тг пар будет ненасыщающим:

p[v[ =  RTt (3); p[v'2 =  - RTt (4); v[ +  V'9 =  V =  HS (5).
μβ μΒ

Из (3) — (5) h[ =  — — --- =  0,3 м; Ah =  ht — h[ =» 0,37 м.
S /η4μΒ +  /η„μ4

10.7. 4,52 м. 10.8. 1,03 · 10Ы/м1. 10.9. 2,1 · 10ьн/м\ 1,94 - 10Ч/м*. 10.10. »925 г\ 

«  805 г. 10. П. «  0,22 · 10ьн/м\ 10.12. 3.7 · Ю-’сж; 12.

10.13. Р е ш е н и e. Q =· AU +  А (1). Пар находится под давлением 

р =  1,01 · 105 н/м2, следовательно, его температура равна 373βΚ· При конден­

сации пара
Λί

ΔU =  гМ (2); pV =  —  RT (3).
μ

При конденсации всего пара внешнее давление совершит работу

А =  pV (4).

При плавлении льда и нагревании образовавшейся воды она нагреется не свыше 

373°К, поэтому Q =* km +  cm АТ (5).

*<■>-·
10.14. 14,2 кдж. 10.15. 1373°К. 10.16. «  160 5». 10.17. До 10,5°С. 10.18. «0,51 кг.

10.19. 1.76 г. 10.20. 2,3 г. 10.21. 27%. 10.22. «0 ,3 8  н. 10.23. 0,89· 10» н/м*.

10.24. Увеличить до 1,37· 103 см3. 10.25. 60%; 100%. 10.26. 72%.

Г л а в а  И . ЭЛЕКТРОСТАТИКА

11.1. 6,9 · 10м «. 11.2. 1,6 · 10- 18 к. 11.3. 2п* ~  m ±  2п ~  m η

2

11.4. p ^  p— . 11.5. в центре треугольника. И .в. 2arctg^-^- )3



Vб) r - M s l n a  V ---- ψ ! ί ! ί ψ : ---- J f „ „  - 3 L
e/ 4я8от^/2 sin* a  —  g% cos a  cos a

B) T - t a l O b a V - ------̂ ml ■-----FH =  ——
V 2пемрР te a  sin a  — a*2m„rngP tg a  sin a  — <7* ’ cos a  4πε0ί2 sin2 a

/ 2  - ._ /  <?Q(m + M)
11.9. —  q; равновесие неустойчивое. 11.10. а) у  ^ £

L Q - M
7 т  +  М

11. 11. 8 · 10-1в 19· 10~Ιβ дж. 11. 12. а) 3 (mg +  ?£); 3 / (mg)2 +  (<?£)> -

- 2?Е;

б) 2η\ί— v - r; 2π і / "
Υ  mg +  qE у

fill
--- ----- ■ 11.13. 10-» κ. 11.14. 6,6 X

У {mgf +  (qEf

qol qal Aqd 4q* т а ( M — m \
X 10-e к/м*. 11.15. — ; -±— . 11.16. 11.17.—  — — ---  /.

ε0 2ε0 e0S 8qS β \ M +  m j

11.18. U ·= — £-. 11.19. 1 /  2gh +  2(1 — tg a) 11.20. 2.5X
V 2γ V mh

Х І0 - 8 дж; 10-а дж. 11.21. « 1 0 5 лег. 11.22. 2,26 ке; — 2,35 tie; — 185 в.

11.23. -  +  -£-). 11.24. а) Ех(х) =  - 4 +  Фі(де) =  (R <
4πε0 \х r R ) ЛпєцХ* 4πε„χ

< ,< » >  а д - ,- ^ τ ;  *■<*>--г і я  [Q+ ’  ( V  + ■
(г <  X <

б) Et =  0; <Рі — 0.

г 4πε0β*2 ’ Т1 4яе„еі? \ ж /  3 ’ ' ’ . 4πε0βrR ’

в) Δ? =  — q.

q q q* j  4* — 34

,1-25' a) 3πε0α ’ ] 12ε0α2 1 B) 4πε0 \ 3843

21 9а 7 ?a І 7 r\
11.26. 0; 3 кв; 21 кв/м; 2,13 кв. 1127. — · —----; — · ----  1 — — — .

64 4πε„β 32 4πε0α \ 2 α )

α f  22,8 оа і . moa gd3
11.28. — 1 /  -- -— . 11.29. ----------- . 1130. ~ U — . 11.31. ;

4 V  ne0lm πεβ m (px 4* t)a)a d 2* yU

i 1 4 . ^  j2 . 11.32. 2,4 e m ; 75 β. 11.33. 100 кв/м; 300 кв/м; 100 в; 600 в.

и 0,375· 10-* к; Ю’ 8 к и 0,5 · К Н  к; 1,2 · Ю*8 к и 0,3 · 10~8 к.

11.37. Р е ш е н и е .  С =  ~  (1); U =  —^ -— Ц -  (2). Из (1) — (2)
U  4πε08Γ 4Ябд6д

4πεβε/·β __^ _  , ,  q (R  — r) __ оо /  2у<?(/? — г)
С — ---  ---=  67ηκφ; φ ,= { /  =  — -—-- и  3 кв. 11.38. ,,

R — г 4ne0eRr У rRkV
- Je

Χ ίο - 8 к; 0,1· 10*8 к; 0,166· ΙΟ-4 дж. 11.41. 4,95-10-? к/м1; «  ЪЬпкф; 6,95 X

1139. —  3y W ;  —  (у rN* — l)  ry\ 11.40. — 207 в; 2,4 · ΙΟ-8 к; 2,5χ
4яr 2

±mgCd ( ТІ Д  mgCd J  ТІ

— ( ΐ Γ - 1)  β> Т І

11 „  . -___ 31 . .  _________  6 „  12Λ 4

X  10-г дж; 1,4 - 10-4 н. 1142. а) — :;s—  ( -  1 1; б)

11.43. а) 6С; б) — С; в) 1,5 С; r) — С. 11.44. а) 2С; б) 2С; в) - С ;  — С; — С.
О І4 О i u

, , 4 6 . i 2 t  „л , - М · .  11.47. а)
(б  -}- 2 )  сі 3 1'()5 5&gS С і ((Уi  ^  2) ~і~

.C A d /.- t/o
б)  

(Сх +  Ci )U1 — е д

11.48. ———. 11.49. 2Ш кв/м. 11.50. 0,5^; — l,5C<i. 11.51. ^C t/; ^ C t/ ;  CU. 
8 -|-l 1 1 1 1 1 1

i r r t h  " f f l · ·  " ·" · 1 “ ; I “ : έ “ · ,,!Η· · ) 1 “ ιβ» 5 «

1 2 „ ; , ) C i i i  пи.

С(2(?а +  ^х) _____ ?β(3ε — 5 )S i  8o(6? — 5 ) -- Г 2k(d0— d ^d f

--- S--- · n ·56· Td ’ " 2(6Y+t)d Л1·57· У  80S  ·
11.58. Р е ш е н и е .

F oE ft PjIі®
a) = - ^ -  =  - ^ —  =  7 ,75 . 10* н[мъ; б) Е =  Я0- £ СВ (1); Я0 =

=  (2); £ев =  —  (3); E  =  -  (4).
ε0 ε0 ε0ε

Из (1)—(4)
ε0 ( ε — 1) α№8* ε0 ( ε — 1) 6<?а

Осв =  εο(ε — 1 )£  «  0,26 к/мК 1,59.

11.60. ~  Сё\ 2CS\ 11.61. 2,9 · 10~Т дж. 11.62. «  1,5· 10-» дж. 11.68. »  1,9 X
О

X 10-· джт 11.64. ,  і 0; - 5 ^ 7- .  g ^ 5 " . ; «■

Н.Ю. — 2 І - .  II.M.
8яє0/і 2 Н — R

423



Г л а в а  12. ПОСТОЯННЫЙ ТОК

12.1. 21 it. 12.2. «  0,13 ма. 12.3. «  10~8». 12.4. Р е ш е н и е .

1 (1 ) . N =  ~  NA (2); m =  pis (3); v =  l/t (4). Из (1) — (4)

AI »  7,4 · 10-Z м/сек. 12.5. - ^ τ ·  12.6. / T /  12.7. В 200 раз.

12.8. /ж »  44/у. 12.9. --” 1 +  і 2 .ю . Аа/ммК 12.11.
7 п + 1  п + 1  пе*і

12.12. ~°^-·. 12,13. Р е ш е н и е .  
пС

* 1 =  ̂ “  р і+ ра 'Я *  (1): * » " '«+ '■ - < **■ + « ;£  (2).

Из ,1)— (2) - ^ - = р̂ і+ р а )(4 р і +  р2). „ 15,3. 12.14. 6. 12.15. а) г;
R i 4р!р2

12
в) »  5,46 г. 12,16, Уменьшится в 1,25 раза. 12.17. З/?; 0; — R . 12.18. «  0,6 ож.

12.19. 2 £ .  12.20. а) { , ;  б) в) j  r, j г; £ г ,  г) j  f Qr, |  л;

31 r г Ь r 5 7 3  r
— r. 12.21. a) —; —; — r, 6) 12.22. -  r, ~ r ;  — r. 12.23. — .
30 . 2 2 12 ' 2 6 12 4 2

12.24. »1,1«. 12.25. 22(Уом; 70 ож и 33 ож. 12.26. τ ~ ~ .  12.27. „ ~  *1 .
/Я—θ' /2Λν-ΗΛν* —До*1

12.28. 2 км; ΊΟ ом; 12.29. 1,5 ож; 1,58 ом. 12.30. 4 α. 12.31. 12.32. 16 же.
η +  1

12.33. +  10Я. 12.34. 40 ком; 0,31 ом. 12.35. · ·— ~  ·* . 12.36. - а .
Rui +  гт т  +  п + 2  3

12.37. 63° С. 12.38. Ток в амперметре A i увеличится в 1,5 раза, по­

казания остальных приборов не изменятся. 12.39. 196 мка. 12.40. 10 ож.

12.41. 92,5 в. 12.42. я  269 ож; я  0,44 а. 12.43. - ^ 7^-; ■ 12.44. 1,8 X
Со 2Са

bmSU
ХІ0-10 к. 12.45. 7,4 мин. 12.46. -- ®----. 12.47. а) «  0,9 мка; б) 2,8· 10~* мка.

iA

12.48. . 12.49. ~ р RlCi) - , если R &  =  ЛаСа. 12.50. 7а.
2L· Jti\ ~τ *\2 “г ̂

12.51. ~  ~  . 12.52. CS. 12.53. ( - ^ ----- ) S. 12.54. 2«
—■ и% 21 \  R i -j* R% Сі -j- Cg J

или 22 β. 12.55. 6,8 в. 12.56. В 4 раза. 12.57. 9,6 в. 12.58. 12 в; 2 ом; 12.59. 6 а.

12.60. 1000 ом. 12.61., 5,4 а. 12.62. zR(2R +  3r)--- ? m
( m % - z ) ( 2 R + r )

12.65. — іГа ^  0; £. 12.66. —  +  Фх ~  ф?; ----- <Ρί— -Ж1. 12.67. 1,25.
Гі +  ла г 6/· 2
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12.68. + г_ 12.69. {Ν. ψ ί . 12.70. 0; 0; нет. 12.71.
(41 +  Sz)R R Nr dR~\~br

12.72. ---;— — -—. 12.73. 0,6 a; «7 ,3  a. 12.74. Если R ■=■ r. 12.75. 0,12 a.
11/?2 +  14гЛ +  2r*

12.76. 7,36 a; 96. 12.77. 16; 1. 12.78. 4,25 · 1018. 12.79.14««. 12.80. 3,36 «er.

na p p Г p Г р
12.81. В 10 раз. 12.82. --—--. 12.83. {= у  \ ~£- =  1.63 ft

p p2 p p2

,2 ·84· Ρί =  k r - 14>4 er 5 p * = ї м ™  =  9 > 6 e r · ,2·85·

- „ 2 « ; r = A £ S ^ M L ^ _ s  0 ,03 0J,

M

12.86. 13,5 «Γ. 12.87. 6 еж. 12.88. 97%. 12.89. 7 ож. 12.90. 85%; 52%.

12.91. 25 а-н; 62,5%. 12.92. 9 er. 12.93. 32 βτ; 50%. 12.94. 13. 12.95. «10  г.
іН

12.96. 44 мин. 12.97. «  2,8°. 12.98. 89%. 12.99. Δθ =  — —  я  320°.
4 rem

............... , . ,  (Φι — Фа)2 . 2£ (<Ρι — <ρ2) + <?2
12.100. 36 дж; 4 дж, 12.101·--- г---  -)--- ------------- .

R  τ

12.102. 50 мині 12,5 мин. 12.103. /x =  ^ P l£  J  і =  3ч; tt =  J  t =

=  45 жим. 12.104. 0,бв ож. 12.105. 1 сек.

(U\-U\)txt2 пАТ
12.106. /8 = -- -— ------ ---------=  44 мин. 12.107.

Φ ι - Φ . + ί Ί ^ - ω  (п+1)а

(U — S )S  Ш  — S f
12.108. 820°С. 12.109. --- . 12.110. 1------------ Ц  '----- -·

2i4m r r

, 2 (/2 — !i)U  — (/* — 4/f) R l xU - l\ {2R  +  px)
12.111. x = --- ------ ---- r---------; o = --------- ----------.

2 (/^-/?)p F

12.112. б,в · 10-» дж. 12.113. і  =  " y ^ l  — PxRi =  120 e;

P„ =  Px =  250 «r. 12.114. 16 a. 12.115. 180 βτ; S a. 12.116. ,

12.117. — ■. 12.118. 2 ч 5 ж««. 12.119. 149 ч; 1,49 · 104 кв/я · ч. 
2iwMg

12.120. 2600 а/мг. 12.121. 2,56 · 10- 4 кг. 12.122. З ч. 12.123. я  144 кдж. 

12.124. 1,8 · 10*аі 1,1 - 10аа; 3,7 · 10“а} 2,2 · 102а. 12.125. 2,66 г; 1,62 г;

4,75 Є! 2,01 г. 12.126. 0,7 в. 12.127. 299° К. 12.128. »  165 сут.

pV
1 2 .1 2 9 ./= ----- --------=  5,3 ft

(h . + h.\R%T 
\ μι v-il
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Г л а в а  13. ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМ

IB  ЗІВ 1BR2
13.1 tg a  = — ——; tg a  =  —— —. 13.2. 2,45 a. 13.3 2,2 · 10~e a. 13.4. -----

2pgS 4pgS 2

2 it
μ 0«//?3 sin---

nnIBR\ 13.5. IRB. 13.6. Bn =  "

3 . 13.7. 10-« я.

4π +  Я 2 cos2 у  X2 +  і?2

β = ι  - ι/Ι tv. Bovilis/ -..-feg ....
8 4 V 7 ’ 4 3 R ' “  / Y

2 \ * 2 + /?2/
13.8. 9.7 · 10-« я · м. 13.9 1,8 ■ 10*» T л. 13.10. 1,5 · 10- 16 сек·, 12,5 г л.

13.11. 14,5 кг. 13.12. 1,6 · 10~в н ·  м. 13.13. 300 об/сек. 13.14. 1,76· 1011 к/кг.

13.15. 7,2- 10' 24 кг · м/сек. 13.16. Если £=£<5. 13.17. e0BS У Щ ) .  13.18. ΙΟ"6 a;

0,89 · 10-4 в]м. 13.19. Д?макс =  ~ТГ\ Aq =  13.20. 4 м/сек.
р D 2

_  , , 2£ ± Ш 2 ,, соЯг/2 — 2SR 2$ лл ^

13·21· '— ЇІТ+вр '->(, + «) ■ — да· “·**■ 5·10- "·40 *“
13.23. «0 ,2 2  в; 0,24 в; 13.24. 11,8 g. 13.25. 0,01 в. 13.26. 0,8 · 10' 5 н.

13.27. 98 м/сек. 13.28. 9,8 м/сек*. 13.29. 10 а; 9 в. 13.30 0; да. 13.31. 0.

13.32. U =nkrift . 13.33. 4-Ю-14 дж; 8- Ю дж. 13.34. 318 а/сек. 13.35. 6 Ί0 - 3 к.

СІР — L/ 2
13.36. 100 сек. 13.37. / =  70 +  5< +  t\ 13.38. -------- ------------- -.

13.39. х =  13.40. <?= 10 sin (96πί)β. 13.41. 2,2 ом. 13.42. 50 в.
ft \ Ί j k

13.43. 200 об/мин; 300 об/мин. 13.44. 127,5 в; 90%. 13,45. 1,3 кет; 400 об/мин. 

1Я 4в S V v  — oV m gR  13 47 / =  ®SB sin(<of — φ) р  =  (ω SB)* R

Vm gR ' ‘ ’ уГйї +©аі 2 2(/?2 -fa>2L 2) '

13.48. V  lfR +  (UL — Uef .  13.49. С = ----  f  · =  8.6 мкф: 1, 17 гн.

2n[UR y  U* — U%

13.50. 48 ом; 240 ом. 13.51. 3. 13.52. 1,4 a.

Г л а в а  14. ОТРАЖЕНИЕ СВЕТА

96 Ь
14.1. 2Н. 14.2. 0,92 м. 14.3. а) φ =  arctg —; 6) φ =  arctg — . 14.4. a) x =

8a a

«= I 2 ( l  —  cos ГДе n — иелое число;

б) будут двигаться по окружности радиуса I со скоростью о =  2<ol;

в) если η — целое число, то число изображений ft =  я — 1. Если я =  2* ±

где ί — целое число, а ξ <  1, то число изображений ft =» 2ι. 14.5. 2α. 14.6. «143°.

2/L 21L
14.10. 48 сл; 3. 13.11. Д =  — i— ; R = — — .

L dz l L + 4

£26

14.12. 10 cjk. 14.16. »10*a см. 14.17. —60 см; —90 см; оо; +  30 см. 14.18. 6 л.

2л — 1
14.19. 30 см (от второго зеркала). 14.20. / · = -----F. При η ■=* Ik  — 1

л
f —'расстояние до первого зеркала, при n =  2ft (ft =  0 ,1, 2 ,, . .)  f — рас­

стояние до второго зеркала. 14.21. х »  0,67/?.

Г л а в а  15. ПРЕЛОМЛЕНИЕ СВЕТА
>

15.1. 0,62. 15.2. arctg— . 15.3. 3,56 см. 15.4. 1,6. 15.5. На расстоянии 12 см от
Щ

источника. 15.6. х = — --- -- — 6 см. 15.7. 0,98. 15.8. —  R. 15.10. у =
η — 1 пх

=  2,5а; я =  2cos-^-"y^"^2cosa +  cos-^-j + 1 . 15.11. а  »3°. 15.12. 37°.

15.13. 1,63. 15.14. а  «= arcctg η. 15.15. a) x =  ^ ~ — я
{2 d  —  a )  \H -j r  t id )

«  26,5 c m ;  6) x =  14,0 c m .

15.16. Ha расстоянии ■■— - от центра шара. 15.21. F =  V~IL ±  I. 15.22.
2 ■*· Λ Act

12_/a _____
15.23. 5 см; 1 c m ; 1S.24. 0,3 м. 15.25. — --- . 15.26. / H iH 2. 15.27. 5 c m .

4 L

15.28. a) 1,5 c m ; 6) 1,5 c m . 15,29* «2 ,5  m ; 90%. 15.30. 13,2 c m .

15.31. Al =  i  15.32____ /. 15.33. 32 c m ; 0,8 cm .
З! — У З  F ft3— ftj

#ι Γί

15.37. 100 сж. 15.38. 3 см. 15.39. 37,5 сл. 15.40.
D o- in- ^D j 

яйй
15.41. — ----------. 15.42. 10 см; 1,7 см. 15.43. 1,22 л. 15.44. 7,8 см.

± d ± n a — nR

R2 sin _
2 tiR

15.45. я =  1 +  — ^  - =  1,6. 15.46.— 7 cjw. 15.47. — —-—— при η <  2;

/? tiF (nc — l )nF
---   при я >  2. 15.48. — ; ——----- — .
η — 1 2 2 (nc — η)

15.49. На расстоянии 44,5 см от второй линзы. 15.50. На расстоянии 30 см перед

собирающей линзой. 15.51. — 26,6 дптр; увеличить в 4 раза.

. . . »  ■ . (H0- H ) F t +  lH (H0- H ) F 2- IH

·5·52· ■> H v- F^ j r e' · 6 ) n p H
H0 — H

I <

15.53. 10 c m . 15.54. На расстоянии F/3 от рассеивающей линзы; на расстоянии 

5/2F от собирающей линзы; на расстоянии 3/5F от собирающей линзы. 15.55. 25 см.

15.56. «  5 мм. 15.57. 32,8 см. 15.58. 3,5; 8,93 еле; 2,5. 15.59. — α γ 2 .

427·



a [P — 2 (α +  b) I +  2ab]
I =  ' ;— ГГ- — 7T— — гг— , где a =  ЗО см; b =  37,5 ся; с «=» 52,5 см,

[Iі — (а +  о) I — а (2а -f- а) ]

15.61. 40 см. 15,62. —2,66 дптр. 15.63. 15 см. 15.64. 12 см; «15  см. 15.65. 1,9 см.

15.66. 10 м; я  1,25· Ю" 15 сек. 15.67. 1 м. 15.68. ----— а— ~-f l >---- .
{Fi-FJd-PiFi

15.69. 10 см. 15.70. я  1,6 л. 15.71. 2,5°. 15.72. 54 см·, 2 см; 15.73. 4,47 ем; 0,47 см. 

15.74 я  5,4; 16,5 см. 15.75. 1,6 см; 17,9 см.

Г л а в а  16. ФОТОМЕТРИЯ

16.1. 700 лк. 16.2. 2,50 м. 16.3. На расстоянии « 9  м от более высокого столба.

І. 16.5. 80 а  

па +  4п +  5

16.4. Е2 =  -J- Et. 16.5. 80 ев; 46 св. 16.6. 0,39 I. 16.7 4t. 16.8. ~  »  1,47.
о

-j. 16.10. 0,55 E. 16.11. «  156 лк; 665 лк.16.9.
Нг L {Пг +  4/1 +  3)а

16.12. //3. 16.13. ( 4 ^ Т = 2.2б; [ г т г - т т 1 2 =  1'56. 16.14. В 5,55 раза.
\ L ~ I J

9D2 2nk&2 F1
16.15. 0,4 лм. 16.16. 0,1 лк. 16.17. ^ ^ 7 · Ιβ.18. ·. 16.19. Будет ка­

заться перевернутым, уменьшенным вдвое, яркость не изменится.

1 / 2d — F \а
16.20 ,—   . 16.21. я  11 лк. 16.22. 3 км; 20. 16.23. 1 см.

4 \ d — F )

η ΦΩ %
16.24. 2870 m . 16.25.
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