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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРОВ ПЕРЕВОДА

В последние годы во всех технических вузах и в большинстве 
университетов (имеющих физические или физико-математические 
факультеты) в учебные программы включена физика твердого тела 
(далее сокращенно: ФТТ). Иногда это курс ФТТ как таковой, 
иногда его отдельные разделы (например, физика полупроводни
ков, металлофизика), иногда отдельные разделы ФТТ включаются 
в курсы электроники, радиотехники, электротехники, материало
ведения и т. д.

В обширной монографической и учебной литературе по физике 
литература по ФТТ занимает большое и важное место. В эпоху 
научно-технической революции это вполне естественно, поскольку 
ФТТ стала одной из основ современной техники. К тематике ФТТ 
относится в настоящее время почти половина всех ведущихся 
физических исследований и соответствующая доля оригинальных 
научных публикаций.

Курсы лекций в вузах обычно сопровождаются семинарскими 
занятиями (упражнения и решение задач), имеющими целью освое
ние и углубление лекционного материала. Однако в случае ФТТ 
этот необходимый элемент учебного процесса крайне скудно обеспе
чен литературой. Хотя упражнения и задачи даются во многих 
учебниках по ФТТ, но обычно они «приспособлены» специально 
к содержанию курса, который лежит в основе учебника, и не 
снимают потребности в задачнике более универсального назначе
ния. В задачниках по общей физике задачи по ФТТ обычно 
отсутствуют. До недавнего времени не только в советской, но и 
в мировой учебной литературе не было издано ни одного задачни
ка по ФТТ*).

Предлагаемый нашим читателям в переводе задачник под редак
цией, Г. Дж. Голдсмида является одной из первых в мировой 
литературе попыток решить эту проблему. Этот задачник составлен 
группой в основном американских и английских физиков, специа-

*) Появившиеся недавно отечественные задачники по ФТТ или по отдель
ным ее разделам приведены в дополнительном списке литературы.
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листов по различным разделам ФТТ. Из оглавления можно видеть, 
что в книге охвачены все основные области ФТТ как со стороны 
свойств (электрические, магнитные, тепловые, оптические, упругие), 
так и со стороны типов твердых тел (диэлектрики, полупровод
ники, металлы). Кроме того, отражены и такие существенные 
разделы, как , например, геометрическая кристаллография, про
цессы роста кристаллов, роль дефектов, магнитный резонанс.

Конечно, хотелось бы найти здесь и другие разделы, например 
явления диффузии, пьезо- и сегнетоэлектричество, ядерно-магнит- 
ный резонанс, эффект Мёссбауэра, твердотельные лазеры, кристалло- 
акустика и многие другие; и нет сомнения, что задачники более 
широкой тематики будут в будущем созданы. Однако есть все 
основания считать, что и этот задачник принесет большую пользу, 
поскольку, помимо интересного содержания, он обладает и дру
гими положительными качествами. Во-первых, решения, как 
правило, достаточно обстоятельны и содержат много дополни
тельной полезной информации. Во-вторых, задачник в целом отра
жает опыт преподавания ФТТ в зарубежных вузах, с которым 
нашим лекторам, преподавателям и руководителям семинаров 
полезно познакомиться.

Как отмечает сам Голдсмид в своем предисловии, материал 
задачника неоднороден, что связано не только с различиями в пред
ставлениях авторов о том, каков должен быть задачник по ФТТ, 
но и с тем, что авторы не были надлежащим образом «запро
граммированы» Голдсмидом. С точки зрения традиций советской 
научно-учебной литературы эта особенность воспринимается как 
недостаток книги. С другой стороны, в зарубежных научных изда
ниях, созданных коллективом авторов, такая неоднородность — 
обычное явление, и в данном случае Голдсмид выступает прежде 
всего в роли инициатора, организатора и составителя, а не редак
тора (в нашем понимании этого слова).

По мере возможности, редакторы перевода старались выправить 
и устранить многочисленные небрежности и неточности, допущен
ные в английском тексте. Однако редакторы не сочли возможным 
изменять что-либо в тех случаях, когда задача составлена по реаль
ным экспериментальным данным, на которые обычно имеется лите
ратурная ссылка.

Русский перевод книги дается полностью, без каких-либо 
сокращений. В немногих местах сделаны непринципиальные изме
нения, имеющие целью прояснить формулировки или утверждения, 
устранить описки. Эти случаи специально не оговариваются. 
Более сложные задачи отмечены звездочками.

Мы сочли целесообразным привести в конце книги список 
основных учебников по ФТТ, изданных главным образом в послед
ние годы на русском языке.

Разделы 1 — 7 и 11, а также предисловие переведены М. И. Куту
зовым, разделы 8 — 10, 12, 16 —Н. В. Переломовой, разделы 13 —
15 —А. В. Пахневым.
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Мы надеемся, что эта книга будет интересной для преподавате
лей и студентов вузов, где в программы включена ФТТ или ее 
разделы. Она будет также полезной для молодых специалистов и 
инженеров, занимающихся самостоятельным изучением ФТТ в це
лях повышения квалификации и расширения научного кругозора.

А■ А. Гу сев ,  М. П. Шасколъская

ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К АНГЛИЙСКОМУ ИЗДАНИЮ
В большинстве курсов лекций в университетах и колледжах 

делается существенный упор на изучение твердого состояния 
вещества, а во многих случаях это изучение ведется и достаточно 
глубоко. Имеется также много курсов для аспирантов по разным 
разделам физики твердого тела. Чтобы удовлетворить требованиям 
слушателей таких курсов, имеется много различных учебников, 
и в некоторые из них включено немало задач и упражнений для 
читателей. Тем не менее, по-видимому, возникла настоятельная не
обходимость более широкого выбора задач с решениями для педа
гогов и студентов. С этой целью подготовлена настоящая книга.

Большинство авторов здесь старались формулировать задачи 
так, чтобы идти от сравнительно простых к достаточно сложным, 
а также охватить все наиболее существенные аспекты данной 
области науки. Задачи, которые авторы считают наиболее трудны
ми, отмечены звездочкой, но это не должно удерживать студентов 
от попытки решить их. Пожалуй, лучше всего посоветовать 
решать задачи по порядку номеров.

Я не требовал от моих соавторов однородности стиля или 
подхода, а предоставил им излагать материал так, как они это 
находили нужным. Мое доверие к ним полностью оправдалось, 
и я весьма благодарен всем авторам за тщательное и терпеливое 
составление каждого из разделов.

Вообще говоря, ни к одной из глав не требуется особого введе
ния. Основной материал можно найти в любом из общепринятых 
учебников, например во «Введении в физику твердого тела»
Ч. Киттеля. Там, где нам казалось это необходимым, мы дали 
ссылки на более специализированные учебники.

Пожалуй, особо остановиться нужно на следующих двух разде
лах. Д-р Харл (раздел 2) включил в рассмотрение такие вопросы, 
которые чрезвычайно важны для изучающего физику твердого 
тела, но обычно! недостаточно полно трактуются в общих курсах. 
Поэтому, прежде чем решать любую из задач раздела 2, читатель 
почти наверняка должен обратиться к специальной литературе. 
Д-р Драббл (раздел 4) при изложении упругости применил не сов
сем обычный метод, поэтому во введении к разделу 4 даны поясне
ния к этому методу.
Август 1968 г. Г. Дж.  Голдсмид



З а д а ч и

1. Кристаллография и структура кристаллов *)

1.1. а) Доказать, что бесконечная точечная решетка может обла
дать вращательной симметрией только второго, третьего, четвер
того и шестого порядков.

б) Вывести закон зон (закон Вейсса), который гласит: если 
[ йоту] — ось зоны, a  (hkl) — грань этой зоны, то h u Jr k v Jr lw  =  0 .

в) Показать, что в кубической системе направление [hkl] 
перпендикулярно к грани (hkl).

г) Доказать, что в кубической системе угол φ между норма
лями к граням (hxkili) и (h2k2l2) определяется формулой

______hih-i ~Ь fei&2 4~ hh_____
V (h'i + k\ +1{) (Щ + &1 + If)

д) Доказать, что в системе индексов hkil Миллера — Бравэ 
h +  k-\-i =  0.

1.2. У кристалла ромбической серы грань (hkl) лежит на 
пересечении зон [230] и [04І]. Были измерены следующие углы:

51°28'— между гранями (100) и (hkl);
70°18' —между гранями (010) и (hkl).

Определить индексы грани (hkl), угол между (001) и (hkl) и 
осевые отрезки а и с , если Ь = 12,94 А.

1.3. Показать, что в гексагональной плотноупакованной струк
туре металла теоретическое отношение осей c/α = 2 ]/Ί3 /3 = 1,633. 
Вычислить также следующие углы:

а  —между (0001) и ( 1011);
β —между (0001) и ( 1121);
γ —между (1011) и (0 1Ί 0).

1.4. Из теоремы Эйлера о возможных сочетаниях трех осей вра
щения, проходящих через одну точку в трехмерном пространстве,

*)  R.  A.  S u l l i v a n  (Bath University of Technology).
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выведено следующее соотношение:
cos (С/2) +  cos (Л/2) cos (fi/2) 

sin (Л/2) sin (5/2)

где с  — угол между двумя осями симметрии с углами поворота, 
равными А я  В.  Угол поворота для третьей оси симметрии равен С.

Используя это соотношение, определить, допустимы ли сочета
ния поворотных осей симметрии 432, 532 и 643. В каждом допу
стимом случае указать, сколько должно быть осей каждого типа.

1.5. Ленточными группами (линейными мотивами) называются 
двумерные полосы, бесконечные в одном направлении и конеч
ные—в другом. Зеркальные плоскости симметрии могут распола
гаться вдоль полосы или перпендикулярно к ней, а плоскости 
скользящего отражения возможны лишь вдоль полосы. Оси симметрии 
второго порядка могут быть только перпендикулярными к полосе.

Сколько существует таких ленточных групп?
1.6. Вычислить постоянную Маделунга для бесконечной пло

ской сетки из положительных и отрицательных ионов, показан
ной на рис. 1.6.1. Выразить эту 
постоянную через расстояние между 
ближайшими соседями АВ.  Рекомен
дуется принимать во внимание бли
жайшие нейтральные группы ионов, 
окружающих данный отрицательный 
ион, и в окончательном результате 
ограничиться четырьмя значащими 
цифрами.

Вычислить далее полную энер
гию кристаллической решетки U, 
если имеется 2N ионов на равно
весных расстояниях /-„, причем за
ряд каждого иона равен ±  q. При
нять, что между ионами действуют 
кулоновские силы притяжения, а 

потенциальная энергия отталкивания между ближайшими сосе
дями равна К/г".

1.7. Вычислить относительную долю пространства, заполнен
ного сферами, в следующих структурах: простая кубическая 
структура; объемноцентрированная и гранецентрированная куби
ческие структуры; структура алмаза. Пусть четыре сферы 
касаются друг ;друга в вершинах правильного тетраэдра. Какая 
часть тетраэдра заполнена этими сферами? Почему невозможно 
заполнить пространство так плотно?

1.8. Исследовать, как  расположены в пространстве три вза
имно перпендикулярные оси симметрии второго порядка в каждой 
из четырех пространственных групп Р222, Р222х, Р2 г2^2, Р212121.

1.9. Моноклинную пространственную группу Р2г/с, изменив 
направление осей, можно обозначить: P2-Jn.

-© — © —Θ— θ  — ©-—® — Θ -
I I I I I I I

-©—©—©—©—©—©—©- 
I I I I I I I

-© —©—©—®—Θ—©—Θ-
I I I \А \в  I I

- © - Θ —© — © —©— © — © -
I I I I I I I

- е —© — Θ— © — Θ— Φ — Θ - 
I I I I I I I-©—©—©—©—©—©-“ ©- 
I I I I I I I©_©—©—0 -

Рис. 1.6.1. Плоская сетка из 
положительных и отрицатель

ных ионов.
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Как надо для этого изменить оси? С помощью какой матрицы 
можно перевести индексы плоскости (/i2&24 ). связанные с прост
ранственной Группой P2i/tl, В индексы (Ai&i/j), относящиеся 
к пространственной группе Р2х/с? Показать, что систематические 
погасания, присущие Р2г/с и Р21/п, согласуются с этими преоб
разованиями.

*1.10. Известно, что сегнетова соль (виннокислый калий — 
натрий, NaKC4HeOe ■ 4Н20 ) претерпевает фазовый переход при 24°С. 
Выше этой температуры она заведомо имеет ромбическую про
странственную группу Ρ2χ2χ2 и не является сегнетоэлектриком. 
Предполагается, что ниже этой температуры она принадлежит 
к моноклинной пространственной группе Ρ2χ\\ и является сегне
тоэлектриком. Заметного изменения размеров ячейки в точке 
перехода не обнаруживается.

Какие различия можно обнаружить на рентгенограммах, сня
тых выше и ниже точки перехода? Что еще можно сделать, чтобы 
установить истинную пространственную группу этого кристалла 
в сегнетоэлектрической фазе?

1.11. Запишем координаты эквивалентных общих положений 
для некоторой пространственной группы:

χ, у ,  г ,  χ, у ,  г ,

X, у , г ,  X, у ,  ζ ,

1 , 1 , 1 , 1 1 1 ,~2+χ· γ  + </. "2 + г> ~2~Х’ ~2~У' 2 + г’
1 1 1 1 , 1 , 1  
2 х' 2 У’ 2 г’ 2 2 2 г ’

1 1x. У< у  —г. *- У’

_ 1 , 1 ,X. у, γ  + г, *. У, ~2 + г’

Π 1 , 1 , 1γ —Χ , γ +У. ζ· γ  +X' ~2~У' ζ·

1 , 1  1 1 ,
~2+X’ ~2~У’ Z’ x' ~2+У' Z'

Каков общепринятый символ этой пространственной группы? 
Какие систематические погасания рентгеновских рефлексов можно 
ожидать для кристалла с такой пространственной группой?

*1.12. Известно, что для кристалла SbTeI (точечная группа 
т т т )  ненулевые интенсивности имеют следующие типичные
рентгеновские отражения:

111, 121, 211, 231, 241, 331, 021, 041, 101
301, 501, 110, 120, 130, 210, 220, 230, 200
400, 600, 020, 040, 060, 002, 004.



Определить пространственную группу и, совместив начало 
координат с центром симметрии, начертить схемы распределения 
элементов симметрии и правильные системы точек. Учитывая, 
что элементарная ячейка содержит четыре формульные единицы, 
записать возможные координаты этих атомов. Сколько всего 
центров симметрии приходится на элементарную ячейку?

1.33. Доказать, что:
а) пространственной решеткой, обратной кубической гране

центрированной решетке, будет кубическая объемноцентрирован
ная и наоборот;

б) обратной ромбической базоцентрированной С-решетке 
бу;г другая ромбическая С-решетка.

1.14.. На дебаеграмме некоторого кубического кристалла, снятой 
на излучении меди К а  (λ = 1,542 А), видны линии под углами 
Брэгга Θ: 12,3; 14,1; 20,2; 24,0; 25,1; 29,3; 32,2 и 33,1й.

Проиндицировать эти линии. Определить, является ли эта 
решетка примитивной, гранецентрированной или объемноцентри- 
рованной, и вычислить длину ребра ячейки. Плотность этого 
вещества равна 8,31 г - с м г 3, молекулярный вес равен 312. Найти 
число молекул в одной кубической элементарной ячейке. Единицу 
атомной массы можно принять за 1,660 - 10 24 г.

*1.15. Рентгенограмма металлического порошка снята в рент
геновской камере Дебая—Шеррера на излучении молибдена 1\а 
(λ = 0,7107 А). Для первых шести наблюдаемых линий дебаев- 
ские углы Θ оказались равными: 7,35; 7,82; 8,33; 10,7; 12,8 
и 13,9°.

Определить тип решетки и проиндицировать эти линии. 
Вычислить атомный вес вещества, если его плотность 1,74 г-см~3. 
Единицу атомной массы можно принять равной 1,660 10" 24 г.

*1.16. Снята рентгенограмма вращения с тетрагонального 
монокристалла. Длина волны рентгеновского излучения равна 
1,542 А; рентгеновский пучок перпендикулярен к оси вращения, 
которая является осью с  этого кристалла. Радиус камеры 3 см, 
длина — 10 см. На нулевой слоевой линии видны пятна на рас
стояниях 0,54; 0,75; 1,08; 1,19; 1,52; 1,63; 1,71 и 1,97 см от 
места выхода прямого пучка, т. е. от центра пленки. Расстояние 
первой слоевой линии от нулевой линии составляет 0,66 см.

Проиндицировать наблюдаемые пятна на нулевой линии, 
вычислить параметры ячейки и расстояние каждой наблюдаемой 
слоевой линии от нулевой линии.

*1.17. а) Вычислить угол Брэгга Θ для линии (300) на 
дебаеграмме пирита FeS2 (кубическая система, а  =  5,42 А), 
снятой на излучении железа К а - Как объяснить тот факт, что 
на самом деле на рентгенограмме линия под таким углом появ
ляется, только если излучение не отфильтрованное? (Длины 
волн: железо /Со, = 1,937 А, железо /<р = 1,757А.)

б) При каком наименьшем значении брэгговского угла будет 
разрешен дублет меди /Са, если дебаеграмма некоего вещества
10



снята в обычной камере диаметром 6 см? Считать, что ширина 
линии равна 0,03 см, а для того чтобы разделить дублеты, нужно 
вдвое превысить ширину разрешения. (Длины волн: медь K a t — 
= 1,5405 А, медь /<а2 = 1,5443 А.)

*1.18. Каждый из тридцати двух кристаллографических клас
сов является представлением некоторой абстрактной математи
ческой группы. Порядок этой группы равен числу эквивалентных 
точек на стереографической проекции соответствующего класса. 
Например, класс 2/т представляет группу четвертого порядка, 
класс 4/т — группу восьмого порядка.

Составьте таблицы перемножений групп (квадраты Кэли) для 
каждого из кристаллографических классов, представляющих 
группы четвертого порядка. Какие кристаллографические классы 
обладают изоморфными группами?

*1.19. Определить, какие рентгеновские отражения система
тически гасятся в случае гранецентрированной кубической 
решетки. Найдя упрощенное выражение F2 для структуры алмаза, 
определить, какие отражения наблюдаются в этом случае. Решетка 
алмаза кубическая, и позиции атомов в ней определяются следу
ющими координатами:

!  Л  L. JL А  Л . A  L J5 А  І .~4 > ~4 > f  > 4 ' "4" > '4 "> 4 ' " f > 4 "> ~4 ’ > 4 ·'

*1.20. Найти классы симметрии, которые выводятся из некри
сталлографических осей симметрии пятого и восьмого порядков 
и которые можно назвать принадлежащими к «пентагональной» и 
«октагональной» системам.

*1.21. Рентгеновские рефлексы от монокристаллов часто 
собирают при помощи камеры Вейссенберга, изменяя угол μ
между нормалью к оси вращения и рентгеновским пучком.

Учитывая, что нет необходимости собирать вместе F (hkl)
и F (hkl), указать значение μ, при котором удается исследовать 
максимальный объем обратного пространства и собрать наиболь
шее число рефлексов на одной пленке. Какую часть единичной 
полусферы удается исследовать на расстоянии двух единиц от 
начала координат обратного пространства?

1.22. Рентгенограмма качанияокристалла анатаза (ТЮ2) снята 
на излучении меди К а (λ = 1,54 А); если ось вращения совпадает 
с [001 ], то расстояние между нулевой и. третьей слоевыми 
линиями равно 1,70 см. На другой рентгенограмме, где осью 
вращения было направление [ 111], расстояние между нулевой 
и второй слоевыми линиями равно 2,10 см. Радиус камеры 
равен 3 см.

На лауэграмме, снятой таким образом, что пучок рентгенов
ских лучей параллелен [001], обнаруживается симметрия 4mm, 
а если пучок параллелен [ 100], то симметрия лауэграммы 2тт.
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Зная, что период вдоль оси [100] равен 3,73 А и что плот
ность кристаллического вещества равна 3,9 г/слг3, определить:
а) тип решетки; б) лауэ-симметрию (перечислить также возможные 
кристаллические классы); в) число формульных единиц на 
элементарную ячейку. (Атомные веса: 0 —16; Ті —48, масса 
атома водорода 1,66 ■ 10-24 г .)

*1.23. В камере диаметром 9 см на одном и том же излучении 
сняты порошковые рентгенограммы двух образцов А и В,
о которых известно, что оба они принадлежат к кубической 
системе. Пучок рентгеновских лучей входит в отверстие в центре 
пленки и выходит в щель между ее концами. Одно из веществ 
чистое, другое содержит некоторое количество примеси, что 
вызывает появление трех видимых линий на рентгенограмме.

Т а б л и ц а  1.23.1

Образцы Расстояние м еж ду соответствующими линиями, см

A 25,28
21,45

24,60
21,10

24,02
20,76

23,51
20,43

23,04
20,11

22,20
19,48

21,81
19,21

В 23,94
15,99

22,09
14,95

20,80
13,93

20,62
13,50

19,33
12,94

18,16
11,88

17,06
11,20

В табл. 1.23.1 даны измеренные величины расстояний между 
некоторыми соответствующими линиями с левой и с правой 
стороны на каждом из снимков. Ребро элементарной ячейки для 
образца А равно 6,576 А. Требуется:

а) определить предполагаемые типы решетки для А и для В]
б) определить на одной из рентгенограмм те три линии,

которые относятся к примеси;
в) найти длину применявшегося -излучения и размер ячейки 

для В;
г) показать, что найденное решение годится для всех линий, 

присущих чистым веществам, и проиндицировать эти линии.

2. Рост кристаллов*) [1, 2]

2.1. Вывести уравнение, описывающее распределение раство
ренного вещества с коэффициентом сегрегации k в слитке длиной
L после прохода зоны длиной I с постоянной скоростью, если
известно, что начальное распределение вещества в слитке было 
однородным с концентрацией С0. Какова средняя степень очистки 
при первых 10 зонных проходах для вещества с k =  0,1? Принять, 
что L >  11 I.

*) D.  Т. H u r l e  (Royal Radar Establishment, Great M alvern).
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2.2. Вывести уравнение, связывающее эффективный коэффици
ент распределения с поверхностным коэффициентом распределения 
для кристалла, растущего со скоростью ν  из расплава, содержа
щего вещество с коэффициентом диффузии в расплаве, равным 
D. Толщина граничного слоя массопереноса равна δ (в см). 
Расплав содержит два невзаимодействующих вещества с концен
трациями 0,2 и 0,1 ат.% . Коэффициент диффузии обоих веществ 
равен 10'4 см2-сект1, а коэффициенты сегрегации — соответственно
0,1 и 0,3. С какой скоростью нужно выращивать кристалл из 
расплава, чтобы концентрации обоих веществ в твердом состо
янии были равны, если задано, что δ =  10-2 см? Чему равна 
эта концентрация?

*2.3. Кристалл некоего химического элемента выращен из 
расплава с постоянной скоростью 4,1 · 10'3 см ■ сек~х. Коэффициент 
диффузии вещества в расплаве равен 10-4 см2 ■ сек*1, а коэффици
ент сегрегации равен 0,4. Исходная концентрация вещества 
в расплаве равна 0,5 ат.% , а наклон линии ликвидуса для 
системы раствор — растворитель равен 4°С (ат.% )-1. В расплаве 
существует постоянный температурный градиент, равный 100 °С/см, 
а толщина граничного диффузионного слоя равна 10-2 см.

Какая доля расплава должна затвердеть, чтобы в первый 
раз появилась зона диффузионного переохлаждения?

2.4. Два элемента А к В  образуют идеальную бинарную 
систему твердое тело — жидкость. Элементы характеризуются 
значениями скрытой теплоты плавления 600 и 200 кал · г -атом-1 
и температурами затвердевания 1200 и 500 °К соответственно. 
Кристалл выращен из раствора, обогащенного элементом А, 
с температурой на равновесной поверхности раздела, равной 
1175 °К.

Каковы состав расплава и коэффициент сегрегации элемента 
В  для этого состава? Чему равна температура разделения линий 
ликвидуса и солидуса для этого состава?

*2.5. Осаждение металла Me из пара на подложку, нагретую 
до 1000 °К, происходит при продувании смеси летучего хлорида 
МеС12, газообразного НС1 и водорода над этой подложкой 
в открытой «лодочке» при атмосферном давлении. При этом проис
ходит обратимая реакция

МеС1„ +  На =±Ме +  2НС1.

Изменения энтальпии и энтропии АН и AS в ходе этой реакции 
равны — 30 ккал ■ моль-1 и — 43,8 кал ■ м о л ь 1 · г р а д -1 соответственно 
(считается, что они не зависят от температуры). Отношение 
полного числа атомов водорода к числу атомов хлора в исходной 
смеси равно 0 ,1.

Какова минимальная концентрация МеС12, при которой осаж
дение Me термодинамически возможно? Газовую смесь можно 
трактовать как идеальный газ.
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3. Химические связи и энергия решетки *)

3.1. Ионные кристаллы состоят из положительно и отрица
тельно заряженных ионов. Эти ионы сферически симметричны,
а силами взаимодействия между ними являются центральные 
кулоновские силы и некие силы отталкивания, природа которых 
не может быть описана в рамках классической теории. Поэтому 
выражение для энергии взаимодействия между двумя ионами 
і  и j  в кристалле состава XY, образованном из ионов с заря
дами +  е и — е, содержит два члена и записывается так:

ші] = ± - £ -  +  ± г , (3.1.1)
r ij riΊ

где rij — расстояние между двумя разноименными ионами, a b и 
п — эмпирические константы.

Измеряя Гц в единицах расстояния г  между ближайшими 
соседями, т. е. полагая

гц  = а иг,  (3.1.2)

и суммируя по всем ионам при / Ф  і, находим энергию г'-го 
иона в поле всех других ионов:

$1 = - ^  +  у г ·  <3 л ·3)
где

А = Σ  ± о г/ , В = Ь 2  * ϊΓ·  (3.1.4)
І -ρί Іфі

Если рассматриваемый і -й ион заряжен отрицательно, то плюсы 
и минусы в выражении (3.1.4) для постоянной Маделунга А 
относятся соответственно к положительным и отрицательным 
ионам.

Из (3.1.3) вытекает, что полная энергия решетки U (г) кри
сталла, содержащего 2N ионов, равна

U (г) =  NS, =  (3.1.5)

если предположить, что N достаточно велико, чтобы можно было 
пренебречь поверхностными эффектами.

Показать, что энергия решетки U (/·„), соответствующая рав
новесному кратчайшему расстоянию между ионами г  =  г 0, зада
ется в виде »

[/ („ ) =  - ι - l ) .  (3.1.6)

3.2. Определить показатель степени п  в выражении для потен
циала сил отталкивания в уравнении (3.1.5) для кристалла NaCl,

*) J .  L. В r e  bn  e r ,  E. Μ oo  s e  r (Cyanamid European Research Institu
te, Geneva).
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если известно, что сжимаемость этого вещества равна 
3,3· Ю12 см2 дин,-1, постоянная Маделунга Л = 1,75, а равновес
ное расстояние между ближайшими соседями г0 =  2,81 А. Абсо
лютная величина е  заряда иона принята равной заряду элект
рона: е = 4 ,8 -10-10 ед. СГСЭ.

Указание .  Сжимаемость кристалла по определению есть

« — l -ίh  <3 ·2 »

где V — объем кристалла, а р —давление. При 0°К  dU =  —pdV,

· (3·2·2)
Выразить V через r0.

3.3. Как изменятся наименьшее равновесное расстояние г0 
между ионами и энергия U решетки NaCi, если заряд иона воз
растет вдвое?

3.4. Член В/гп в выражении (3.1.5) для энергии решетки, 
соответствующий силам отталкивания, часто заменяют членом 
С ехр (— r /ρ), вид которого легче объяснить теоретически.

Чему равно расстояние между ближайшими соседями г 0 =  
= г 0(п, р), при котором эти два потенциала отталкивания дадут 
одинаковые значения энергии решетки?

3.5. Вычислить постоянную Маделунга А для линейной 
цепочки равноудаленных ионов с чередующимися положительными 
и отрицательными зарядами.

* 3.6. Ряды, с которыми приходится иметь дело при вычис
лении постоянной Маделунга, сходятся условно. Следовательно, 
если переставить члены, чтобы ускорить сходимость, то можно 
прийти к ошибочному результату.

Показать, что ряд из задачи 3.5 можно заставить сходиться 
к любому значению S,  если перегруппировать его члены так, 
чтобы вероятность р нахождения положительного члена в новом 
ряду была

_  __exp_(2S)__ 3
Р  4 + ехр (2S) ’ (O.D.1)

между тем как порядок членов одинакового знака останется 
неизменным.

Указание .  Пусть S„ —сумма первых п  членов переставленного 
ряда, среди которых имеется k положительных и I отрицатель
ных членов, причем

lim — — р  и lim  ~!- = 1 —р.
η -* со ^  п -+ со ^

Выразить S n через сумму

У  +  З I 4 1 · · · 1 тh m — 1 +  ^ +  о +  т +  · · · +  тг — ln т  +  С -j- г т, (3.6.2)
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где С = 0,577... — постоянная Эйлера, а остаток г т стремится к нулю 
при m, стремящемся к бесконечности. Вывести уравнение (3.6.1).

3.7. Предложенный Эвьеном метод вычисления постоянной 
Маделунга состоит в том, что кристалл разбивают на нейтраль
ные группы ионов — «ячейки Эвьена» — и последовательно сумми
руют вклады от этих ячеек в энергию рассматриваемого иона. 
Разбиение кристалла на ячейки Эвьена производится так, что 
иону на поверхности ячейки приписывают дробный заряд, а ве
личина этой дроби определяется долей пространственного угла, 
вырезаемого граничной поверхностью ячейки в том месте, где на
ходится данный ион. Так как потенциал нейтральной группы ионов 
с увеличением расстояния падает быстрее, чем потенциал отдель
ного иона, метод Эвьена приводит к быстро сходящимся рядам.

Применить метод Эвьена для вычисления постоянной Маде
лунга линейной цепочки из задачи 3.5. Для этого случая удоб
ной ячейкой Эвьена будет ячейка, состоящая из иона и двух его 
соседей: у центрального иона заряд равен ± е ,  а у  двух сосед
них заряд следует считать дробным, равным ±  0,5е.

Выбрав исходный ион в центре цепочки из п  ячеек, показать, 
что суммирование по этим ячейкам даст приближенное значение 
постоянной Маделунга Ап, отклонение которой б„ = |Л— Ап \ 
от истинной постоянной Маделунга А будет меньше, чем \/пг .

Кроме того, показать, что непосредственное суммирование 
по 2п ионам этой цепочки без учета выделенного иона приведет

к менее точному значению А'п, так что отклонение δ'η =  \Α— А'„\ 
от А будет меньше, чем 1/п.

3.8. На рис. 3.8.1 показана ячейка Эвьена (см. задачу 3.7) 
для структуры NaCl.

Найти приближенное значение постоянной Маделунга для NaCl, 
вычисляя последовательно энергии выделенного иона, располо
женного в центре куба, состоящего из 1, 8 или 27 ячеек Эвьена.
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Рис. 3.8.1. Ячейка Эвьена для струк

туры NaCl.
Рис. 3.9.1. Ячейка Эвьена для струк

туры CsCl.



* 3.9. Может показаться естественным рассматривать куб 
как ячейку Эвьена структуры CsCl (рис. 3.9.1). Однако оказалось, 
что электростатический потенциал в центре куба, содержащего 
(2п)3 таких ячеек, отличается от потенциала в центре куба 
из (2 п — I)3 ячеек на величину, которая при возрастании п  стре
мится к постоянному конечному значению с.

Объяснить этот факт и найти с .  Как можно, суммируя по 
ячейкам Эвьена, показанным на рис. 3.9.1 и содержащимся 
в кубах с постепенно возрастающими сторонами, все-таки полу
чить приближенное значение постоянной Маделунга? Найти при
ближенные значения постоянной Маделунга, рассматривая кубы, 
содержащие по 64 ячейки Эвьена.

*3.10. При вычислении постоянной Маделунга по методу 
Эвьена можно избежать неопределенностей типа описанных 
в задаче 3.9, если выбрать ячейки Эвьена так, чтобы на гранях 
не было никаких зарядов.

Найти такую ячейку, содержащую «половину» молекулы 
в структуре CsCl. Вычислить последовательные приближения 
постоянной Маделунга для CsCl, суммируя по ионам в концент
рических ромбододекаэдрах, содержащих 4, 32 или 108 ячеек 
Эвьена.

*3 .11 . Чтобы вычислить потенциал V иона в присутствии 
всех других ионов кристалла, Эвальд предложил следующий 
метод, который приводит к быстро сходящимся рядам.

К точечному заряду qj на месте каждого /-го иона, не совпа
дающего с фиксированным і-м ионом, добавляется гауссово рас
пределение заряда (гауссовы заряды)

с общим зарядом —qу; η — подгоночный параметр, определяющий 
ширину гауссова распределения. Вклады от точечных и гауссовых 
зарядов во всех местах, где / Ф  і,

на і-м  месте.
Далее с помощью разложения в ряд Фурье можно легко 

получить потенциал V" на г'-м месте, обусловленный второй сово
купностью гауссовых зарядов +<7/ на всех местоположениях 
ионов:

Р/ (r) =  — qj (η/π)3/2 ехр (— η/-2) (3.11.1)

приводят к потенциалу

(3.11.2)

Ів а н о -Ф р а н к ів сь к о го
педаго гічного інституту

ІН В. №  5 9 0 8  А 2  .*



где ft —вектор обратной решетки, умноженный на 2зт, и где 
единичная ячейка объема D, связанная с каждым узлом решетки 
Бравэ, содержит ионы с зарядами qt в местоположениях, отстоя
щих на r t от узла решетки.

В величину V" входит вклад V'" от второй совокупности 
гауссовых зарядов, расположенных в ί -χ  положениях:

Преимущество этого метода перед другими при суммировании 
в решетке заключается в том, что при разумном выборе пара
метра η оба ряда в уравнении (3.11.5) быстро сходятся.

Проверить выражения (3.11.2), (3.11.3), (3.11.4) для различ
ных вкладов в искомый потенциал.

а) Найти приближенное значение постоянной Маделунга для 
CsCl, ограничившись суммированием только по ближайшим сосе
дям (первая координационная сфера), представляя векторы k 
как 2π/α(± 1, 0, 0) и положив η = 16/За2.

Обобщить вычисления на случаи, когда:
б) включаются следующие соседние ионы (вторая координа

ционная сфера), а векторы Λ = 2π / α (± 1, ± 1, ± 1);
в) включаются третьи соседи (третья координационная сфера), 

а векторы ft =  2 .n/a(± 2 , ± 1 , 0 );
г) проделать те же вычисления для NaCl, учитывая ближай

ших и следующих за ближайшими соседей, а векторы й пред
ставляя в виде 2 л /а (± \ ,  d z l ,  ± 1 )  и 2π/α (± 3 , d b l ,  db 1). 
Параметр η положить равным 16/α2. Учесть, что векторы обрат
ной решетки к ,  использующиеся при вычислении постоянной 
Маделунга, для NaCi и CsCl могут оказаться неодинаковыми.

3.12. Для большинства ионных кристаллов показатель га 
в потенциале отталкивания велик (см. задачу 3.2), так что 
в первом приближении можно рассматривать положительные и 
отрицательные ионы в таких кристаллах, как жесткие шары 
с радиусами г у и соответственно.

Из формулы (3.1.6) следует, что в такой модели жестких 
шаров решетка определена только энергией Маделунга — Ле2/г0, 
где г0 — кратчайшее равновесное расстояние между центрами 
разноименных ионов. На первый взгляд может показаться, что 
из структур, соответствующих составу XY, единственно устой

V”' =  2qt Ух\/п. (3.11.4)

Следовательно, искомый потенциал равен

Y w i/
V = V' +  V " - V " ' = y  3L 1 -  \ ехр (— s2) ds  +
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чивой должна быть структура CsCl, потому что у нее наиболь
шая постоянная Маделунга.

Показать, что это неверно, и, считая, что г _ > г +, построить 
графики зависимости энергии Маделунга — Аег/г0 (измеренной 
в единицах е2/л_) от отношения радиусов /■+//■_ для структур CsCl 
(А = 1,7627), NaCl (Л = 1,7476) и ZnS (Л = 1,6381). Учесть, что 
для некоторых значений отношения радиусов величина г 0 опре
деляется по «соприкосновению» разноименных ионов (r0 =  r+-f-r_), 
а для других — по соприкосновению одноименных ионов ( г0 = 
=  const χ  г . ) .  Чему равны значения /+//·_, в пределах которых 
устойчива каждая из этих структур?

*3.13. Модель жестких шаров (см. задачу 3.12) удобно при
менить к вопросу о равновесной форме некоторых простых моле
кул. Эти молекулы состоят из центрального иона типа Л, кото
рый окружен несколькими одинаковыми ионами типа В,  связан
ными с ним кулоновскими силами притяжения. Расстояние r A[i 
между центральным и любым из окружающих ионов равно сумме 
ионных радиусов г А и г в .

Определить равновесные устойчивые положения ионов в таких 
молекулах, если центральный ион окружен а) двумя, б) тремя,
в) четырьмя ионами.

3.14. С помощью модели жестких шаров (задачи 3.12 и 3.13) можно 
объяснить только высокосимметричные конфигурации молекул АВп. 
На самом же деле в природе существуют менее симметричные моле
кулы. Так, например, в Н20  две связи О—Н образуют между собой 
угол Рн,о= 104,45°, а в NH3 угол между любыми двумя из связей 
N—Н равен Pnhs= 107,3°. Это можно объяснить, если принять 
ту же модель молекулы АВп, т. е. считать ионы жесткими 
шарами, но только предположить, что центральный атом способен 
поляризоваться.

а) Вычислить углы β между связями, соответствующими 
устойчивому равновесию, как функцию поляризуемости а  цент
рального атома: 1) в молекуле АВ2', 2) в молекуле АВ3.

б) Допустим, что наблюдаемые углы между связями в Н20  и 
ΝΗ3 были определены только на основе поляризуемостей О и Ν. 
Чему в таком случае равны эти поляризуемости? Межатомные 
расстояния г АВ в этих молекулах равны соответственно гон = 
= 0,96 А и / 'ν η  = 1,01 А.

Указание .  Энергия V диполя с моментом т  в поле Е равна
— 1 ■ Е, и если момент т  индуцируется полем Е в атоме
с поляризуемостью а , тогда т  =  аЕ.

3.15. В самом общем случае в задаче о химической связи
в молекулах и твердых телах требуется решение уравнения
Шредингера для системы из N атомных ядер и п  электронов, 
между которыми действуют кулоновские силы.

Пренебрегая релятивистскими эффектами, из-за которых могут 
возникнуть зависящие от спинов члены, записать это уравнение, 
используя обозначения, данные в табл. 3.15.1.

I
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Т а б л и ц а  3.15.1

Координаты Macca Заряд

Ядро (Х<г> ^α* 2 а) М а Zae
( а =  1, 2, . . .  , N)

Электрон Г k Ук-> 2k) m —e
( * =  1, 2 , . . .  , η)

3.16. Для описания движения электронов в системе, состоя
щей из N ядер и п электронов, можно, оставаясь в пределах 
достаточно хорошего приближения, считать, что ядра находятся 
в покое, потому что их массы намного больше масс электронов.

Записать уравнение Шредингера для системы из N неподвиж
ных ядер и п электронов. При этом использовать атомные еди
ницы, т. е. считать численные значения элементарного заряда е, 
массы электрона т  и постоянной Планка Й =  h/2n равными 
единице.

*3.17. Несмотря на то, что собственное значение ё эл в урав
нении Шредингера для движения электрона (см. уравнение
(З .І6.1)) включает в себя межъядерное отталкивание

\  ZgZbe2
^  \ R b - R a l ’а< b

его обычно называют «энергией электрона». В него входят как 
параметры межъядерные расстояния, и оно играет роль потен
циальной энергии в уравнении Шредингера для движения ядер. 
Если предположить, что центр масс двухатомной молекулы непод
вижен, то уравнение Шредингера, описывающее движение двух 
ее ядер Л и Б, будет иметь вид

^ _ ^ д  +  £эл( Я ) ^ яДеРн = £¥ядер«, (3.17.1)
где

( 3 1 7 ' 2 )

— это приведенная масса молекулы, a R  =  | R a — R b |.
Найти традери и Ш для потенциала вида

M^(R) =  \/2k ( R - R 0f .  (3.17.3)
Такой потенциал соответствует силе, действующей между атомами, 
пропорциональной отклонению межъядерного расстояния R от его 
равновесного значения R0 (здесь k — силовая постоянная). Для 
простоты положим, что энергия вращения молекулы задается ее 
значением при R =  R0.
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Указание .  Задача аналогична задаче о единственной частице 
с массой μ в центральном потенциальном поле S3Jl(R). Следова
тельно, в сферических координатах R, ϋ\ φ волновая функция 
■φ-ядерн имеет ВИД

3.18. Уравнение Шредингера для движения электронов в про
стейшей молекуле, например в молекулярном ионе Н£, в атомных 
единицах имеет вид

где г а и г ь — расстояния электрона от протонов А и В  соответст
венно, a R — расстояние между двумя протонами. Если ввести 
сфероидальные координаты ζ, η, φ:

φ — азимутальный угол относительно оси молекулы, то в этом 
уравнении можно разделить переменные.

Записав Ψ в виде

найти дифференциальные уравнения для X, Υ  и Ф.
*3.19. Собственные значения и волновые функции уравнения 

Шредингера для иона Щ  (см. задачу 3.18) нельзя получить 
в конечном виде. Тем не менее возможно установить количествен
ную связь между энергиями электронов, соответствующими иону Н|,. 
и энергиями, соответствующими или «единому атому», в котором 
два протона сливаются, или «разделенным атомам», у которых 
один из протонов удален в бесконечность. Для этих двух случаев 
хорошо известны спектры, подобные спектру водорода, поэтому 
таким образом можно кое-что узнать и об электронной структуре 
молекулы.

Установить эту связь, используя тот факт, что формы узловых 
поверхностей волновых функций зависят от межъядерного расстоя
ния R,  а число поверхностей остается постоянным (хотя некоторые 
из них стремятся к бесконечности вместе с одним из протонов 
при R  — со).

Указание.  В сферических координатах г, θ, φ волновые функ
ции единого атома имеют вид

Между квантовыми числами п г , ηθ, η ψ узловых поверхностей 
R (г) =  0 , Θ(θ) =  0 , Φ (φ) = 0 любой из этих волновых функций

(3.17.4)

Δ  _  λ  _  I .
2 ra r b

R ’ 1 S i  ζ ΐζ ο ο ,
(3.18.2)

— 1 «S η =̂ ; 1 ,

Ψ (ζ, η, ц>) = X (ζ) Υ  (η) Φ (φ), (3.18.3)

Ψ (r, 9. ф )= Я (Γ)Θ (θ)Φ (φ). (3.19.1)
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и ее главным, азимутальным и магнитным квантовыми числами п, 
I, т  существуют следующие соотношения:

η = ηΓ +  ηθ +  η φ+  1, / = «0 +  пф, I m I =  Ліф. (3.19.2)

3.20. Уравнение Шредингера для системы л электронов (3.16.1) 
разделяется по координатам г , =  (л·,·, y t,' z,·) различных электронов, 
если потенциальную энергию можно аппроксимировать суммой п 
функций, каждая из которых зависит одинаковым образом от 
координат только одного электрона. Если

V(t\, г 2, . . . ,  г п) =  %  НП), (3.20.1)
1= I

то волновые функции Ψ из уравнения (3.16.1) и соответствующие 
собственные значения энергии Щ принимают вид

Ψ(/·ι, /2, . . . .  rn) =  f [ 4 l { ri), (3.20.2)
1 = 1

£ = (3.20.3)
і = \

где Ψ, (/*г) и є,· определяются из уравнения Шредингера для одного 
электрона

-  - ί  ΔΨ, ( r t) +  v ( г і) =  ε,Ψ, {η). (3.20.4)

Принцип Паули требует, чтобы волновая функция для системы 
электронов, включающая спин, была антисимметрична относительно 
перестановки любых двух электронов. В рамках приближения, 
достаточного для решения задач о химической связи, гамильтониан 
типичного уравнения для одного электрона (3.20.4) не влияет 
на спиновую координату σ электрона. Поэтому произведение

Ψ,· (П, σ,) =  ф,(тг) = Ψ, ( η )  η,· (σ,) (3.20.5)
решения ¥,·(/*,·) уравнения (3.20.4) на соответствующую спиновую 
функцию т]г(а ;) само является решением уравнения (3.20.4).

Следовательно, чтобы получить волновую функцию системы из п 
электронов с учетом спина, можно заменить ¥,(/*,·) в уравнении
(3.20.2) спиновыми орбиталями ф;(тг), а из полученных произве-

П

дений п Фг (^4 образовать антисимметричные линейные комбина-
і — і

ции, имеющие физический смысл. Их можно записать как детер
минанты (здесь А — нормирующая константа):

Фі (Ті) - • · Φι(τ«)

ф  =  л  ■ Фа (τ ι) · ■ · Ψ ΐ ( τ η)

<Ρ/ι(τι) - ■ · Φя(Тя)
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П оказать, что если ср/г ортонормированы, то Ф нормированы при

 ̂ я!
3.21. Из орбиталей а и Ь, соответствующих состоянию Is для 

двух атомов водорода А и В,  Гайтлер и Лондон для описания 
состояний с наименьшей энергией молекулы водорода Н2 построили 
следующие вспомогательные функции:

основное состояние ¥g. = а  (1) b (2) -\-b (1) а  (2), (3.21.1) 
возбужденное состояние Чге = а  (1) b (2) — b (1 )а(2 ). (3.21.2)

Здесь аргументы 1 и 2 означают координаты первого и второго 
электронов соответственно.

Записать волновые функции в виде определителей, как в урав
нении (3.20.6), которые вместе с двумя спиновыми функциями а  
и β могут быть построены из волновых функций а и b в соответ
ствии с (3.20.5). Показать, что эти определители или их линей
ные комбинации можно записать в виде

{ а (1 )Ь (2 )± & (1 )а (2 )} х (1 , 2), (3.21.3)
где χ (1, 2) — двухэлектронные спиновые функции.

Как частный случай пусть а  и β будут собственными функ
циями оператора sz, соответствующего г-компоненте спина элект
рона, т. е. пусть

sza  = 1/2a,  s*P = — ν 2β· (3.21.4)

Показать, что в этом случае χ — собственные функции оператора 
квадрата полного спина ] 5  j2 двухэлектронной системы, принад
лежащие к собственным значениям jS j2 =  0 и | 5 12 = 2. Известно,
что тогда функции Гайтлера —Лондона Чг„ и Ψ,, отвечают синг-
летному и триплетному состояниям молекулы водорода соответ
ственно.

Указание.  Применяя к а  и β соответственно операторы sx и s y , 
которые связаны с х- и //-компонентами спина электрона, получим

sxa  =  ]/2β, δΧβ = Va®. s ya  =  ν 2ι'β» «ι/β = — Vai'a. (3.21.5)
Кроме того, для полного спина S  системы п  электронов имеем

5  =  S i +  S% -j- S 3 - f - . . . -j- Sn ,

а компоненты Sx, S y , Sz этой системы будут равны

$ х  =  SXl +  $х2 +  Sxs + .  . . +  Sx^

Sy  = st/j +  s</2 +  sy3 +  · · · +  syn, (3.21.6)
Sz = s2j +  Sz3 +  Sz3 +  · ■ ■ +  San.

Заметим, наконец, что кратность состояния, соответствующего 
собственному значению 5 ( 5 + 1 )  оператора jS j2, равна 25 +  1.
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3.22. Пусть а  и b — волновые функции двух атомов водо
рода (соответствующие состояниям Is), образующих моле
кулу Н2.

Построить собственную антисимметричную электронную волно
вую функцию φ для молекулы Н2, где два электрона имеют про
тивоположные спины (φ = а -\-Ь). Показать, что эта волновая функ
ция тесно связана с функцией Гайтлера — Лондона (см. задачу 3.21) 
для основного состояния Н2. Кроме того, в нее входят еще доба
вочные члены. Каков их смысл?

3.23. С помощью линейной комбинации волновых функций 
атома можно образовать так называемые гибридные волновые 
функции, которые будут обладать некоторыми заданными свойст
вами симметрии. Эквивалентные гибридные волновые функции могут 
быть образованы из подходящих атомных волновых функций таким 
образом, что при заданных преобразованиях симметрии каждый 
гибрид преобразуется сам в себя или в другой гибрид для волно
вых функций типа σ, или же сам в себя, в отрицательный или 
в другой гибрид для волновых функций типа π.

Найти гибридную волновую функцию σ, которая образована 
из нормированных атомных волновых функций s ,  р х, р у , p z и 
ориентирована вдоль некоторого направления, заданного направ
ляющими косинусами. Показать, что если Ό — угол между двумя 
такими эквивалентными гибридными волновыми функциями, кото
рые считаются ортогональными и нормированными, то π/2 ==£; «с 
sg3n/2. Показать, что по мере того, как угол Ф приближается 
к л,  вклад волновых функций s  становится более существенным, 
чем вклад волновых функций р.

*3.24. Среди атомных волновых функций s, p, d  выбрать необ
ходимые и достаточные для образования эквивалентных гибридных 
волновых функций σ, расположенных вдоль:

а) четырех тетраэдрических направлений;
б) шести октаэдрических направлений;
в) шести направлений тригональной призмы.
*3.25. Из волновых функций s- и p-состояний атома построить 

четыре эквивалентные ортогональные гибридные волновые функции 
так, чтобы их оси совпадали с четырьмя направлениями ребер 
тетраэдра. Для описания воспользоваться следующей системой 
координат: начало координат в центре тетраэдра, ось г  совпадает 
с осью одной из волновых функций, а ось второй волновой функ
ции лежит в плоскости у  — 0 .

*3.26. Угловые волновые функции изолированного атома или 
иона в свободном пространстве — сферические гармоники. Они 
принадлежат различным представлениям полной группы вращений 
плюс инверсия. Частные представления этой группы определяются 
орбитальным моментом количества движения. Если ион находится 
в кристалле, то его симметрия сводится к подгруппе полной 
группы вращения, допускающей неприводимое представление 
исходной группы в данной подгруппе. Иначе говоря, для некоторых
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состояний, взаимно вырождающихся в свободном состоянии, вырож
дение увеличивается в присутствии окружающих ионов.

Найти, каким образом вырожденные состояния с различными 
моментами количества движения иона в свободном состоянии 
изменяют степень вырождения, когда ион оказывается в октаэд
рическом окружении. Выяснить для случая октаэдрического окру
жения, как скажется на симметрии эффект возмущения, связанный 
с удлинением кристалла вдоль одной из осей симметрии третьего 
порядка. Спиновый эффект не учитывать.

Указание .  Сферические гармоники L-ro порядка образуют базис 
представления r<L> полной группы вращения. Используя соотно
шение

R a YLM{&,  <Р) =  ех р (— i M a ) - Y L M ( b ,  φ), (3.26.1)

где R a — оператор, соответствующий повороту на угол а  вокруг 
оси г ,  найти характер представления Г(£> как функцию а.  Вос
пользоваться им для нахождения характеров представлений груп
пы Oh, к которой принадлежат сферические гармоники, и опреде
лить, приводимы эти представления или нет.

*3.27. Для свободного электрона волновая функция имеет вид 
плоской волны ¥ = ехр (t&r), а его энергия © = h 2k2l2m. Если 
поместить электрон в периодическую решетку, то он перестанет 
быть свободным. Тем не менее, если рассматривать потенциал 
решетки как малое возмущение, то можно считать электрон «почти 
свободным». Волновой функцией такого электрона будет

Ψ = ехр [;(/<'+*)'']> (3.27.1)
где К — вектор обратной решетки, a k — приведенный волновой 
вектор. Соответственно энергия будет Ш = (к +  /С)2/2т .  функция
(3.27.1) преобразуется в соответствии с представлениями группы 
k +  K.

Найти, каким образом состояния почти свободного электрона, 
отвечающие значениям К  типа 2π (1, 0 , 0 ), 2π ( 1, 1, 0) и 2π (1, 1 , 1) 
в точке k = 0, связаны с состояниями, описываемыми приближе
нием сильной связи, которое основано на представлении о рас
щеплении атомных функций задачи 3.26 в кристаллическом поле.

4. Упругость кристаллов *) [3—8]

В общепринятых учебниках физики твердого тела для студентов старших 
курсов предмет теории упругости обычно не рассматривается. Большинство 
книг ограничивается определением тензора деформации (только для бесконечно 
малых деформаций) и тензора напряжений и связующим их эмпирическим 
соотношением, т . е. законом Гука.

Задачи этой главы основаны на другом подходе, при котором термодина
мическое состояние твердого тела определено через компоненты тензора дефор
маций. Основными уравнениями теории упругости здесь являются выражения 
термодинамических потенциалов через компоненты тензора деформаций. Упругие

*) J .  R. D r a b b l e  (University of Exeter).
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константы определены через производные от этих потенциалов по компонен
там деформации.

Чтобы полнее развить этот подход, важно начать с точного описания 
деформации, для чего в некоторых примерах используется тензор конечных 
деформаций. Однако чтобы сохранить связь с обычным подходом, в других 
примерах используется тензор бесконечно малых деформаций. Задачи этой 
главы выявляют различие между этими двумя подходами и показывают, при 
каких условиях можно с достаточной точностью использовать более простое 
описание через тензор малых деформаций.

Нужно еще добавить, что в задачах этой главы принято, что между коор
динатами материальной точки в исходном и деформированном состояниях 
существует линейная связь. Это сделано, чтобы избежать ненужных сложно
стей. Нужно отметить, что при достаточно малых объемах среды даже для 
неоднородной деформации всегда можно принять такое линейное соотношение. 
Д ля однородной же деформации это соотношение является вполне общим.

ОПРЕДЕЛЕНИЯ И СИМВОЛЫ

Тензорные обозначения. Повторяющийся (немой) индекс в любом выраже
нии означает суммирование по всем численным значениям, какие принимает 
этот индекс. Так, выражение oCj/a,·, где а;-— координаты точки ( j — h  2 ,3 ) , 
означает

Щ\&\ + Щ2а2 + α,·3α3.
Координаты. Всюду используется фиксированная ортогональная система 

координат. Координаты материальной точки Р  в е сте ств енн ом  состоянии 
с нулевым напряжением и фиксированной температурой обозначаются а; 
(г =  1, 2, 3). Координаты той же самой точки Р  в реальном  состоянии обозна
чаются через Xj. В некоторых случаях рассматривается равновесное исходно  
(начальное) состояние, отличающееся от естественного состояния, и коорди
наты точки Р  в этом состоянии обозначаются X,·. Единичные векторы вдоль 
координатных осей обозначаются: 1Ъ i 3.

Смещение. Компоненты вектора смещения и  записываются следующим 
•обрачом:

щ = Х і  — а,·. (или X j —ai).
Градиенты деформации:

J/k =  dx//dak.
Плотность: р — реальная плотность, р0 — плотность в недеформированном

состоянии.
Дельта-символ:

ву* =  I , если j  =  k\ 6/k =  0 , если і Ф к .
Тензор бесконечно малых деформаций. Компоненты этого (симметричного) 

тензора
1 fduj duk\

Ч да,·)'
Тензор конечных деформаций. Компонентами этого (симметричного) тензора 

являются

(Jt>t р̂к ®/а)'

Тензор напряжений. Компоненты его записываются: σ ί}·. Рассматривается 
единичный куб в действительном состоянии; грани куба параллельны коорди
натным плоскостям Тогда σ ;/· есть і-я компонента силы, действующей через 
перпендикулярную /-м у направлению грань куба на материал внутри куба.

Термодинамические величины: U — внутренняя энергия на единицу массы, 
F — свободная энергия на единицу массы, G— функция Гиббса на единицу 
массы, S — энтропия на единицу массы, Т — абсолютная температура.

6/* 2 \даь +  д а .
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Упругие коэффициенты. Адиабатический коэффициент жесткости второго 
порядка

s  (  дЮ \
СИ,Ы Ро

Изотермический коэффициент жесткости второго порядка
т _  / &F \

c ij, ы  Ро \дг|;/ д ц ь и о ■
Изотермический коэффициент податливости второго порядка

Т (  д Ю  \
sH\k! Ро ^doydOfcJo·

Изотермический коэффициент жесткости третьего порядка

т / дзрс{,'ij, kl, mn . О ^ η ι7 д Цк1 д ц т п] й ·

Матричные обозначения. Двойное сочетание i j  (і, /=  1, 2, 3) заменяется 
единственным символом от 1 до 6 по следующей схеме:

11-> 1 ; 22-)- 2; 3 3 - » 3 ;  2 3 ,3 2 -^ 4 ; 31, 1 3 -»  5; 12, 2 1 -»-6 .
В такой записи компоненты деформации имеют вид

η ιι= η ι>  η22= η 2. Лзз=-Пз, ,ы = ч \ з г = 11&и и т. д.
Что касается коэффициентов упругости, то компоненты жесткости преобра
зуются непосредственно по этой схеме, а компоненты податливости преобра
зуются следующим образом:

ki “  V2 (1 ~f" $ij) V2 U “f* ̂ kl) sm,n’
т. e.

S l l . l J —>"5ц, но Sn , 23 —*■ V2S14> а s23. 23 ~ V4S44·

4.1. Среда однородно деформируется, так что
Xi =  а і +  а иа,,

где а г — координаты материальной точки Р  в исходном состоянии 
в ортогональной декартовой системе координат, xt —ее коорди
наты в деформированном состоянии, α ί;· —константы.

Показать, что если α,·;· — бесконечно малые такого порядка, 
что их произведениями можно пренебречь, то компоненты тензора 
бесконечно малых деформаций задаются следующим образом:

- -  i j  ■ i k  i j  ’ i  и ’

где векторы i j  — материальные единичные векторы, направленные 
по трем координатным осям в исходном состоянии, а // — векторы, 
в которые материальные векторы переходят при деформировании. 
Разобрать геометрический смысл этого выражения.

Обобщить полученный выше результат, чтобы показать, что 
в теории бесконечно малых деформаций

. _(̂ / * frfe є/ ■ Ck)
ih ~ \Cj\\ck\

где векторы Cj — материальные векторы, не обязательно единич
ной длины, первоначально располагавшиеся вдоль координатных 
осей и при деформировании переходящие в векторы bj.

27



Наконец, показать, что в теории бесконечно малых деформа
ций объем V0 в исходном состоянии переходит в объем V, где

V — Ко (1 +  вц +  2̂2 +  Є33) ·
*4.2. Решить задачу 4.1, но теперь без предположения, что 

произведениями α,η можно пренебречь. Показать, что компоненты 
тензора конечных деформаций можно задать в виде

9„ _  (bi-bk — c j - c k)
\cj\-\ck I ·

Показать, что объем куба со сторонами единичной длины, 
параллельными координатным осям, после деформации становится 
равным V:

1 + an a21 «31 l + 2%j 2ηΐ2 2ηΐ3
v = <*12 i + a22 a32 , V2 = 2%2 1 + 2η22 2η23

«13 a 23 1 + a 33 2%з 2η23 1 + 2т)зз
4.3. Структуру германия можно определить как кубическую 

элементарную ячейку со стороной а, в которой атомы занимают 
следующие положения:

1. (О, 0 , 0); 2 . ( І - , о ) ; 3. ( 1 ,  0 , -L); 4. (о,

5. ( ' .  4 - ї :  6 . i i .  1  . Ά  7. 1 1 .  ! . Ά ·  8 . 1-І І4 ’  4 ’ 4 J '  1,4 ’  4 ’  4 j ’ '■ \ 4 ’  4 '  4 / ’ [ 4  ’ 4 ’ 4 j '

Координаты определены в долях векторов, образующих элемен
тарную ячейку. Ближайшими соседями 5-го атома являются че
тыре атома, так что атом находится в центре правильного тетраэд
ра, образованного первыми четырьмя атомами. Кристалл подвергнут 
деформации, при которой тензор конечной деформации имеет вид

/Till 0 0
0  т]п  0  

\0  О їізз )

Вычислить длины связей между 5-м атомом и окружающими 
четырьмя атомами и углы между направлениями этих связей 
в деформированном состоянии, принимая во внимание, что рас
стояния и углы внутри элементарной ячейки изменяются в соот
ветствии с макроскопической деформацией.

*4.4. Среда однородно деформируется из состояния с нуле
выми напряжениями в состояние, в котором она находится в рав
новесии под действием системы напряжений, задаваемой тензо
ром a /k (/, k = \ ,  2, 3). Деформация описывается соотношениями

=  α ;  +  α ^ α , · ,

где а, — координаты материальной точки Р  в ненапряженном 
состоянии, Х{ — ее координаты в деформированном равновесном 
состоянии, а ;,· — константы равновесного состояния.
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В этом новом состоянии производится еще одна бесконечно 
малая деформация таким образом, что координаты переходят 
в Х{, где Xi = Xi +  fyijXj (Ру — бесконечно малые величины, произ
ведениями которых можно пренебречь, и достаточно малые, чтобы 
тензор напряжений при новой деформации изменялся незначи
тельно). Конечное состояние может быть связано с исходным 
состоянием выражениями следующего вида:

X; = сії +  (αη  +  бос,у) а,·.
Показать, что δαί;· =  β;;· -f  βίραρ7·. Показать также, что если 

начальное деформированное состояние можно достаточно точно 
описать тензором бесконечно малой деформации еу·*, то его изме
нение при дальнейшей деформации будет 2δε7·* = β,·* +  β/y·

Кроме того, показать, что изменения компонент тензора конеч
ной деформации задаются следующим образом:

δη г/ = (δи  +  &ы) δ&ki (βι/ +  а у)  == J k ^ k ' J  г/»
где Ьгы определено выше, a J ik — значения градиентов деформа
ции в исходном деформированном состоянии.

*4.5. В условиях, описанных в задаче 4.4, рассматривается 
в начальном деформированном состоянии единичный куб с гра
нями, параллельными координатным осям.

Показать, что механическая работа последующей бесконечно 
малой деформации единичного объема, соответствующего этому 
состоянию, равна δ№\ = σί7·δεί7·. Исходя из этого соотношения, 
показать, что работа, приходящаяся на единицу массы при беско
нечно малой деформации, равна

№  σ;·,·δεί;·/ρ,
где р — плотность данной среды.

Показать также, что если работа W, приходящаяся на еди
ницу массы при конечной деформации, заданной тензором η;;·, взята 
как функция r\ij, то компоненты тензора напряжений задаются 
выражениями

γ  γ  dW
Оц — p J  ikJп дщ і  ■

4.6. Показать, что если среда деформируется при постоянной 
энтропии, то по теории бесконечно малых деформаций

° i j ==cfj, kfikt·
4.7. Используя основные термодинамические определения упру

гих постоянных второго порядка, найти число этих упругих по
стоянных и соотношения между ними для кристаллов кубической 
симметрии.

4.8. К материалу с кубической симметрией при температуре Т0 
изотермически прикладывается напряжение в направлении [ 100] 
и измеряются деіформации еи , &22, ε33, вызванные этим напряже
нием. Состояние с нулевыми напряжениями при температуре Т0
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принимается за начальное. Деформации достаточно малы, так что 
можно применять теорию бесконечно малых деформаций. При 
температурах Το +  ΔΤ, близких к Т0, изотермически приклады
ваются напряжения таким образом, чтобы общие деформации, 
включая термические деформации (возникшие за счет изменения 
температуры), оставались такими же, как и раньше.

Показать, что необходимая для этого компонента напряже
ния ση  меняется с изменением температуры по следующему закону:

<5ση  _ а

где sT. — изотермические коэффициенты упругой жесткости, а  — 
коэффициент линейного термического расширения и все коэффи
циенты вычислены при Т = Т 0· Далее показать, что скорость из
менения энтропии S  на единицу массы при изменении компоненты 
деформации εη  при постоянной температуре равна

/ dS  \  __ а
Р° \ д е п )т  S n + 2s £ '

4.9. Кристалл кубической симметрии подвергнут гидростати
ческому сжатию р  при постоянной в течение всего эксперимента 
температуре Т0.

Показать, что зависимость между давлением и объемом при 
малых давлениях есть

где srj, — изотермические коэффициенты упругой податливости, 
АУ — приращение первоначального объема V0- Показать также, 
что если давление скачком меняется от р  до нуля, то сразу уста
навливается температура Т0-\-АТ, где

д у ___ 37'цсср ^
Qjpo

здесь а  — коэффициент линейного расширения, р0 — плотность 
в ненапряженном состоянии, а Са — удельная теплоемкость при по
стоянном напряжении. Вычислить эту величину для КС], под
вергнутого давлению 10® дин/см2 при 300 °К (а  =  3,7 · 10-5 г р а д -1, 
Са = 6,86 · 10е э р г  ■ г  ^-град1', р0 =  1,98 г · с м 3).

*4.10. В матричном обозначении свободная энергия на еди
ницу массы материала кубической симметрии как  функция компо
нент конечной деформации имеет вид

PoF — PoFо +  γ  {си Οΐϊ +  Лі +  Άζ) +  с а  (ЧІ +  ЦІ +  Ve) 4*

+  2c12 (%% +  ‘•Ъ'Пз +  ΉβΉ!)} +  ~β {^ш (Ήι +  η ΐ +  Ήΐ) +  

+  Зс112 [ηϊ (η2 +  %) +  η! (% +  %) +  η! (Ήι +  Лг)] +  
+  3сш  (ηχη ! +  η2η| +  η3ηβ) +  Зсівв [η| (Ла +  Лз) +  

+  η| Оіз +  ηι) +  ηίί (Пх +  η2>] +  6с123% т ^ 3 +  6ε456η4η.5ηβ}·
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Показать, что связь между объемом и гидростатическим давле
нием р  для такого кристалла при таком порядке точности за
дается соотношением

-  Р =  Г 1/3 [ у  (Ут  - 1 )  +  j  (У2'3 - 1  )2] ,

где y —V/Vo, а  = с1г -f-2c12, 6 =  V2 (сщ +  6с112 +  2с1гз) . Показать, 
что если ]/ = 1/0 +  Д1/, то с учетом изменений объема второго 
порядка

1 ( A V \  . 1 Л  3 a \ / A V \ z
ρ - ~ 3 α [ ν 0 )  +  '9 '\  ~2 / \ V0 )  ·

4.11. Решить уравнение распространения упругих воли бес
конечно малой амплитуды для пьезоэлектрического твердого тела 
кубической симметрии, если направление распространения а) [ 100]; 
б) [ 110].

Были получены следующие результаты для скорости акусти
ческих волн в кристалле InSb при 20 °С (табл. 4.11.1):

Т а б л и ц а  411. 1

Направление
распространения

Направление
поляризации

Скорость, 
105 СМ‘СЄК'~Х

[ПО] [ПО] 3,7664 ±  0,0003
[110] [110] 1,6251 ±  0,0002
[110] [001] 2,2862 ±  0,0002
[100] [100] 3,4068 ±  0,0003
[100] [010] 2,2864 ±  0,0002

Показать, что хотя InSb не является пьезоэлектриком, приве
денные результаты согласуются в пределах экспериментальной 
ошибки с результатом, который можно ожидать от пьезоэлек
трического кристалла. Определить три упругие постоянные, 
характеризующие этот материал (плотность InSb можно принять 
равной 5,7747 г-см~3).

5. Тепловые свойства кристаллической решетки *)

5.1. Теплоемкость при постоянном объеме Cv для некоторого 
элемента в кристаллическом состоянии при 100 °С равна
16 д ж  ■ г -атом-1 ■ г р а д ”1. Найти величину Cv при —100 °С.

5.2. В предположении, что функция Дебая с характеристиче
ской температурой, равной 280°К, дает точное значение тепло

*) J .  A. M o r r i s o n ,  D.  М.  Т.  N e w s h a m ,  R.  D. W e i r  (National 
Research Council oi Canada, Ottawa).
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емкости кристаллического хлористого натрия, вычислить его 
энтропию S  при 10, 25 и 50 °К-

5.3. Значения теплоемкости при низких температурах для 
кристаллического германия приведены в табл. 5.3.1.

Т а б л и ц а  5.3.1

т,  °к Ср , кал- г - атом1· град  1 Т,  °К Ср, кал·г -атом^град~1

2,461 0,0001283 7,131 0,003845
2,675 0,0001766 7,510 0,004668
2,971 0,0002337 7,974 0,005757
3,175 0,0003008 8,465 0,007220
3,481 0,0003918 8,948 0,008950
3,713 0,0004876 9,434 0,01104
3,961 0,0005763 10,006 0,01391
4,364 0,0007935 10,442 0,01679
4,471 0,0008362 11,015 0,02103
4,814 0,001077 11,458 0,02479
4,963 0,001170 12,011 0,03039
5,283 0,001446 12,471 0,03559
5,503 0,001636 12,902 0,04187
5,774 0,001915 13,478 0,04946
6,024 0,002188 14,002 0,05829
6,284 0,002513 14,536 0,06767
6,506 0,002802 15,002 0,07647
6,784 0,003247

Воспользовавшись данными табл. 5.3.1, вычислить ©  ̂— пре
дельную характеристическую температуру Дебая при 0°К , и 
сравнить ее с 0^л, вычисленной по скорости звука (4,26 · 10ъ см-  с е к  л) 
при низких температурах. (Объем грамм-атома германия при 0°К 
можно считать, равным 13,606 см3.)

5.4. Упругие постоянные LiF при 0°К , полученные экстра
поляцией от температуры жидкого гелия, равны: с11= 12,46· 1011, 
с12 = 4,24 ■ 1011, с44 =  6,49 · 10й д и н  ■ смг2.

Воспользовавшись этими данными и таблицами [9], вычислить 
©оэл для LiF. Плотность принять равной 2,644 г - с м  3.

*5.5. По данным табл. 5.5.1 для твердого криптона вычислить 
(с точностью до 1%) характеристическую температуру 0 е (Г) при 
условии постоянного объема V = V (0 °К).

*5.6. Воспользовавшись значениями теплоемкостей при посто
янном объеме для чистого германия из табл. 5.6 .1, оценить 
нулевую энергию колебаний.
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Т а б л и ц а 5.5.1

Т, “К Ср, кал · г-атом 1 · град~1 Плотность, 
г ‘ СМ 8

Коэффициент 
теплового 

расширения, 
град~1

Изотермическая 
сжимаемость 

X j ,  смг'дин 1

0 3,093 0 0,29- 10-ω
2,317 0,0164 3,093 0,03- 10~4 0,29· 10-ю
3,969 0,0927 3,093 0,05 · 10”4 0,29· 10-ю
5,710 0,314 3,093 0,15· 10~4 0,29 ■ 10-1°
7,6-13 0,759 3,093 О Ъ

л 00 о
1

0 ,3 0  · 10-ю
9 ,5 5 5 1,286 3,092 1,45· 10~4 0 ,3 0 ·  10-ю

11,723 1,916 3,091 2,37- 10~4 О СО о о

15,870 3,001 3,087 3 ,7 0 -1 0 -4 0 ,30  · 10-10
20,765 3,940 3,080 5 ,0 6 ·  10“4 0,31 ■ 10-10
30,254 5,012 3,062 6,80· 10“4 0 ,3 3 ·  10-ю
40,983 5,651 3,038 7,95- 10“4 0 ,37  · 10-ю

Т а б л и ц а 5.6.1

Г, ° к С , кал- г -атом'  1-гра6 1 Т. ° К κα. ι - г -атом λ·г рад  1

10 0,014 160 4,580
20 0,217 180 4,828
40 1,067 200 5,022
60 1,879 220 5,177
80 2,640 240 5,303

100 3,301 260 5.406
120 3,835 280 5,491
140 4,256 300 5,567

5.7. Вычислить нулевую колебательную энергию Εζ твердого 
криптона, если дано, что ©£, =  65 °К и = 59 °К. Определить 
статическую энергию решетки Е0, если теплота сублимации ΔЯ субл 
при О °К равна 2666 кал ■ г-атом^1.

*5.8. Оценить расширение статической решетки кристалличе
ского КС1, вызванное нулевыми колебаниями, используя следую
щие данные ( у in) — параметры Грюнайзена, χ—сжимаемость):

У (— 3) =  0,34, V (0) =  1,45,
V ( - 2 )  = 0,87, γ (2) = 1 ,65 ,
V (—1) = 1,21, γ (4 ) = 1,41,

Εζ =  1040 кал ■ моль-1, V (0 °К) =  36,7 см3 ■ моль-1,
1т (0 °К) =  Xs (0 °К) = 5,08 · 10-“  см2 ■ д и н - 1.
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5.9. Проанализировать температурную зависимость коэффи
циента теплового расширения a  = y ( j f ) p Для N al, используя 
данные табл. 5.9.1 из работы [10], точность которых не ниже 5%.

Т а б л и ц а  5.9.1

т, °к 4 5 6 7 8 10

а ,  10“ 7 г р а д ~1 0,32 0 ,64 1,15 2,0 3,3 7,4

5.10. Определить второй момент ν2 в распределении частот 
решетки кристаллического кремния из данных табл. 5.10.1. В зна
чения теплоемкости поправка на ангармонические эффекты уже 
введена.

Т а б л и ц а  5.10.1

т, =к С , кал-г-атом ι ·град~ 1 Т, “К С , кал-г-атом ' ’г р а д 1

110 1,963 190 3,581

120 2,200 210 3,871

130 2,429 230 4,118

140 2,650 250 4,330

150 2,860 270 4,511

170 3,245 280 4,591

5.11. Показать, что один из приведенных ниже моментов 
частотного распределения КС1 несовместим с тремя другими:

. ν  = 3,63· 1012 сект1, ν 2 — 1,45 · 1025 сект2,
v*= 1,75 · 1050 с е кΛ  ν« = 5,90 · 107В сект*.

5.12. В табл. 5.12.1 даны значения характеристической тем
пературы Дебая, измеренные для кристаллов трех химических 
элементов в функции температуры.

Показать, что частотные распределения для двух из этих эле
ментов имеют одинаковый вид.
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Т аб  л и ц а  5.12.1

Элемент I Элемент II ,  Элемент 111

Т, СК е с . 'K Т, СК е с , ‘ K Т, °К 0е. -к

0 374 0 645 0 2219
5 364,5 5 642,4 25 2210

10 321,8 10 631,5 50 2178
15 273,5 20 547,6 75 2099
20 257,2 30 477,9 100 1997
25 257,9 40 463,6 125 1919
30 265,7 50 473,2 150 1874
40 287,8 60 492,2 175 1853
50 310,3 70 513,7 200 1847
60 328,9 80 535 ,0 250 1850
70 343,1 100 571,7 300 1858
80 353,6 120 598,8 400 1870
90 361,2 140 617,1 500 1874

100 367,0 160 629,6 600 1874
120 374,0 180 638,1 700 1870
140 377,0 220 647,5 800 1867
160 378,1 260 648,2 900 1856
180 378,2 300 642,0 1000 1831

*5.13. Найти вид температурной зависимости характеристи
ческих температур Дебая 0 е (Т) и 0 м (Т) в области 0° <  Т  <  
<  300 °К для решетки кристаллической меди [0 м (Т ) — характери
стическая температура, соответствующая фактору Дебая —Вал- 
лера] при значениях моментов частотного распределения

, ч f n + 3 ~ \ m
vD (η) =  [ - f -  v»J , .

данных в табл. 5.13.1.

Т а б л и ц а  5.13.1

п —3 — 2 —  1 2 4 6

v D (η) ,  1012 секГ1 7,190 6,703 6,590 6,648 6,716 6,748

*5.14. На основе значений теплоемкости кристаллического 
льда из табл. 5.14.1 вывести общие свойства частотного распре
деления решетки.
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Т а б л и ц а  5.14.1

Т, 'К Ср, кал-моль- ' - г р а д 1 Т, °К Ср, кал ·μоль ■·град 1 С — С
р  V

2 Л 44 0 ,000418 28,05 0,883 —

3.114 0,001278 31 ,64 1,065 —

4,151 0 ,003180 35,46 1,251 —

5,182 0,006486 39,62 1,449 —

6,258 0,01261 48,52 1,837 —

7,246 0,02123 62,63 2,418 —

8,786 0,04141 73,01 2,821 —

11,098 0 ,09154 82,42 3,163 0,002

12,549 0,1362 91,93 3,532 0,003
14,509 0,2119 100,69 3,832 0,005

16,502 0 ,3034 121,74 4,489 0,013
18,957 0,4226 145,43 5,135 0,029
20,78 0,528 169,42 5,842 0,052
21,060 0,5348 187,20 6,359 0,075
24,20 0 ,700 205,32 6,935 0,106
25,089 0,7503 224,36 7,519 0,147
27,034 0,8509 242,40 8,048 0,189

5.15. Что можно сказать об электронном вкладе Сэл в теплоем
кость СР на основании значений теплоемкости меди (табл. 5.15.1)?

Т а б л и ц а 5.15,1

Г, “К ΙΟ"2 κα.ι - а т о м 1- г ра д  1 Г, “К СР’10 2 к а л ·г - а т о м ' 1- град~1

0,418 0,0070 3,020 0,0809
0,517 0,0087 3,498 0,1065
0,787 0,0136 3,579 0 ,1109
1,252 0,0229 4,023 0 ,1407
1,452 0,0275 4,606 0,1867
1,968 0,0410 5,301 0,2567
2,603 0,0621 6,013 0 ,3464

*5.16. Из табл. 5.16.1 значений коэффициента линейного рас
ширения металлического ванадия определить электронный и коле
бательный вклады в коэффициент линейного расширения а.

Т а б л и ц а  5.16.1

Т ,  °К 6 7 8 9 10 12 14 15

а ,  10-8 г р а д - і 2,5 2,9 3,4 3,9 4,5 5,8 7,2 8,0
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Вычислить электронный и колебательный вклады в постоянные 
Грюнайзена у эл и уК0Леб при 1 °К, используя следующие дополни
тельные данные:

С9Л = 9,2 · 10“3Г д ж  ■ г - а т о м ■ град г ї ,
Сколеб = 3,0 · Ю^Г3 д ж  · г - а т о м 1 ■ град  

%Т = 6,37■ 10-13 см2- д и н -1,
V = 8,32 · см3 ■ г -атом-1.

*5.17. Оценить энтальпию образования вакансий hs в твердом 
криптоне, если для него заданы следующие значения теплоем
костей в области ниже тройной точки (115,78 °К) (табл. 5.17.1).

Т а б л и ц а  5.17.1

Г, 'К С^, кал-г-атом 1-град '1 Т, °к Ср, кал -г-атом 1-град"1

60 ,715 6,325 97 ,395 7,454
66 ,088 6,489 103,445 7,783
71 ,642 6,619 109,481 8,114
79 ,059 6,801 112,142 8,292
84,801 6,961 114,280 8,488
90,938 7,179

*5.18. а) В табл. 5.18.1 приведены значения теплоемкости 
кристаллического германия, в которые внесена поправка на V =  
= У(0 °К).

Т а б л и ц а  5.18.1

Т ,  ° к 240 260 280 300

C v , к ал  ■ г - а т о м _1 · г р а д 1 5,303 5,406 5,491 5,567

Сравнить эти данные с Cv (гармонической), вычисленной в пре
делах допустимой точности данных (± 0 ,2 % ) из ©£, = 401 °К [V =  
=  V (0°К)], и затем показать, что

ДС — Cv — Cv гарм = 3NkA Т (А = const),
б) Показать, что при высоких температурах

где v^ —среднее геометрическое значение частоты. При условии, 
что Vo, =  0,77 ±  0,03, вычислить в процентах изменение \е  при 
нагревании кристалла от 100 до 700°К.
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Сравнить полученный результат со значением среднего частот
ного сдвига 100·Δν/ν =  (— 4,5 ± 0 ,6 )% , полученным из ней
тронных спектроскопических измерений [ 11].

V (100 °К) = 13,60 см3г - а т о м г , V (700°К) = 13,74 см3г - а т о д ~1,
5.19. По приведенным в табл. 5.19.1 данным для четырех 

образцов LiF разной толщины определить температурную зависи
мость теплопроводности К  в пределе при Г-э-О 0 ^  Показать, 
что теплопроводность зависит также от размеров образца.

Т а б л и ц а  5.19.1

Г, “К
Теплопроводность, вт-см~ 1-град~1

Т, “К
Теплопроводность, вт-см *■град- 1

7,25 мм 4,00 мм 2,14 мм 1,06 мм 7,25 мм 4,00 мм 2,14 мм 1,06 мм

1,5 0,50 0,30 0,155 0,078 6 32,0 19,0 10,1 5,0
2 1,20 0,70 0,37 0,185 7 47 28 16 7,3
3 4,00 2,35 1,25 0,61 8 61 39 23 10
4 9,50 5,60 2,96 1,47 9 79 51 30 14
5 18,6 11,0 5,90 2,80 10 94 64 38 18

5.20. Определить вид температурной зависимости теплопровод
ности К  твердого аргона при температурах выше 10 °К по данным 
табл. 5.20.1. Вероятная ошибка этих данных составляет ± 5 % .

Т а б л и ц а  5.20.1

Т, "К К, мвгп'см~1‘град~1 T, 'K К, мвт-см~1-град~1

10 35 30 7,9
12 28 40 5,7
14 22,5 50 4,6
16 18,5 60 3,9
18 15,5 70 3,5
20 13,1 80 3,1
25 9,8

*5.21. Измерения теплопроводности особо чистого калия про* 
водились вплоть до температур порядка 2°К [12]. Используя ре
зультаты табл. 5.21.1, разделить вклады в электронное тепловое 
сопротивление от фононного рассеяния и от дефектов.

Т а б л и ц а  5.21.1

Г, “К К, вт'СМ~'-град~' К, °к К, впі'См' 1 ·град 1

2 3,31 5 7,28
2,5 4,40 6 7,00
3 5,18 8 5,86
4 6,31 10 4,63
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6. Дефекты в кристаллах*)

6.1. На основании химических представлений рассмотреть, 
как зависит от температуры предел растворимости одного веще
ства в другом для твердого раствора.

*6.2. Исследование твердых растворов замещения показывает, 
что в твердом растворе растворимость одного элемента в другом 
становится весьма ограниченной, если атомные диаметры обоих 
элементов различаются больше чем на 15%. (Атомным диаметром 
элемента считается кратчайшее расстояние, на которое могут 
сблизиться два атома в кристалле.) Это называется правилом 
размерного фактора Юм-Розери для твердых растворов замещения.

Показать, что действительно в бесконечной изотропной мат
рице наличие изотропной несогласующейся сферы неприемлемо, 
если ее равновесный размер отличается больше чем на 15% от 
размера полости, в которую она внедряется.

6.3. Вычислить равновесную концентрацию а) дефектов Шот- 
тки, б) дефектов Френкеля в кристалле.

Дефект Шоттки —это вакансия, образующаяся, когда атом 
уходит со своего места в решетке на наружную поверхность кри
сталла. Дефект Френкеля — вакансия, образующаяся, когда атом,

-  Дефект Френкеля 

Рис. 6.3.1. Дефекты Шоттки и Френкеля в кристаллах.

уходя со своего места в решетке, переходит в межузельное поло
жение. Эти два типа дефектов изображены на рис. 6.3.1.

*6.4. Сверхструктуры обычно состоят из доменов, границы 
которых можно увидеть в электронный микроскоп. Соприкасаю
щиеся домены отличаются друг от друга либо по своей природе, 
либо по степени порядка дальнодействия.

С помощью простых статистических рассуждений рассчитать 
зависимость этого порядка от температуры для сплава АВ с ОЦК 
структурой.

6.5. Вывести законы Фика для диффузии внедренных атомов 
в разбавленных твердых растворах.

дсПервый закон Фика: J  =  —

Дешент Шоттки

*) К· H. G. A s h b e e  (U niversity of Bristol).
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Второй закон Фика: ^  =  д

рующих атомов, D = γ  — коэффициент диффузии, / — частота
перескоков диффундирующего атома из одного межузельного поло
жения в другое, b — расстояние, на которое он перескакивает, 
дс/дх — градиент концентрации, t — время.

Считая, что диффузия есть простой процесс случайных блуж
даний, записать уравнение для частоты перескоков /. Указать 
границы применимости этого допущения.

*6 .6 . Как влияют на диффузию: а) структура кристалла,
б) температура, в) действующее касательное напряжение?

6.7. Миграцию малых пор можно изучать непосредственно 
с помощью электронной микроскопии.

Считая, что скорость миграции определяется поверхностной 
диффузией, показать, что беспорядочная миграция сферической 
поры должна происходить с коэффициентом диффузии, обратно 
пропорциональным четвертой степени радиуса поры. Как зависит 
скорость миграции от радиуса поры?

* 6 .8 . Задачи теории упругости решаются обычно проще через 
смещения, чем через деформации. Рассматривается поле упругих 
смещений краевой дислокации в бесконечной и упруго изотроп
ной среде.

Один из способов образования краевой дислокации заклю
чается в том, чтобы удалить слой материала и склеить вместе

1
дх\°д£ ) · Здесь J ■ поток диффунди-

Рис. 6 .8 .1. Образование

две получившиеся грани (рис. 6.8.1). Возникшие при этом упру
гие смещения все параллельны плоскости, нормальной к линии 
дислокации, и их легко определить [13], рассматривая соотноше
ния между краевой и клиновидной дислокациями. На рис. 6.8.2 
положительная клиновидная дислокация сделана так, что сна
чала (а) удален клин АОВ с малым углом Ω, а затем грани АО 
и ВО соединены и склеены (б).

Для отрицательной клиновидной дислокации сделали радиаль
ный надрез (г), вдоль АО вдвинули клин с малым углом Ω и 
снова склеили. Если сделать радиальный разрез по ОС (б), 
то материал разойдется (в), образуя щель COD с углом Ω, а напря
жения уничтожатся. Результат получается такой же, как если бы
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сектор ВОС был просто повернут как жесткое целое из своего 
начального положения на рис. 6 .8 .2 , а.

Если теперь в щель COD вдвинуть клин с углом Ω, то ничего 
не изменится: тело остается ненапряженным, но тем не менее фор
мально есть положительная клиновидная дислокация вдоль ОА и 
отрицательная клиновидная дислокация вдоль ОС. Это означает, 
что поле напряжений отрицательной клиновидной дислокации

Рис. 6.8.2. Клиновидная и краевая дислокации.

вдоль любого радиуса уравновешивает поле напряжений от поло
жительной клиновидной дислокации вдоль любого другого ра
диуса, т. е.

1) их поля напряжений равны и противоположны,
2) поле напряжений клиновидной дислокации цилиндрически 

симметрично.
Утверждение (1) означает, что напряжения, получающиеся 

от двух смещений Ма,+ и — u w~, равны. Иначе говоря, они могут 
отличаться только смещением всего тела как жесткого целого. 
Если образуются две клиновидные дислокации с общей верши
ной О и одним общим направлением (как ОА на рис. 6.8.2, а,  г), 
то

Uw+ ==z l lw~·

При этом создается положительная клиновидная дислокация, 
а затем отрицательная клиновидная дислокация, вершина кото
рой сдвинута вниз на небольшое расстояние d — OO' (рис. 6 .8 .2 , д ). 
Один из способов добиться этого таков:

1) разрезать материал вдоль АО, ВО;
2) сдвинуть клин вниз так, чтобы вершина его оказалась 

в точке О', и снова склеить материал вдоль АО'; остается нена
пряженное тело, содержащее радиальную щель с параллельными 
краями шириной b = Ωά;

3) замкнуть и склеить щель.
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В результате замыкания щели с параллельными краями шири
ной b образуется краевая дислокация с вектором Бюргерса вели
чиной Ь. Очевидно, что

и е (х, у )  = (X, У) +  Uw~ (x, y  +  d) =  uw+ (х, у) Uw i- (χ, y + d ) .
Выразив это в дифференциальной форме и подставив b =  Ωά, 

получим

=  " ·  ( 6 -8 Л >

Иначе говоря, поле напряжений краевой дислокации можно по
лучить из поля напряжений клиновидной дислокации простым 
дифференцированием.

Используя координатную систему рис. 6.8.2, е, показать, что 
упругие смещения, создаваемые краевой дислокацией, будут

Здесь v — коэффициент Пуассона.
6.9. Напряжения, создаваемые дислокацией, обратно пропор

циональны расстоянию от ее ядра.
Например, в случае краевой дислокации напряжения, выра

женные через функцию напряжения Эри χ, будут

Так как функция χ линейно связана со смещением и  (см. за
дачу 6 .8), то можно подставить χ вместо и.  Решение будет сле
дующим:

В ядре дислокации напряжения должны стремиться к беско
нечности. Чтобы исключить их, Франк [14J предположил, что 
в некоторых материалах может оказаться выгодным, чтобы ядро 
дислокации было полым. Исследовать эту возможность для крае
вой и винтовой дислокаций.

Предположить далее, что из-за упругого взаимодействия между 
дислокациями и растворенными атомами у материала в ядре дис
локации температура плавления ниже, чем у матрицы. При каких 
условиях можно ожидать, что материал в ядре дислокации будет 
плавиться?

*6 .10 . На основании простых энергетических соображений 
показать, что при соблюдении закона Гука упругая деформация 
тела под действием поверхностных сил не зависит от наличия
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в нем стационарных дислокаций. Насколько необходимо предпо
ложение о соблюдении закона Гука? Оценить примерно, какая 
плотность стационарных дислокаций необходима, чтобы материал 
вел себя, как упругий, но предварительно деформированный на 1 %.

*6 .1 1 . Вывести формулу Пича — Кёлера для силы F  — 
=  b jOi jXdl ,  действующей на сегмент d l  линии дислокации с век
тором Бюргерса bj , обусловленной приложенным напряжением σ,-y. 
Проиллюстрировать применение этой формулы для случая сдви
гового усилия, приложенного параллельно вектору Бюргерса и 
действующего на скользящую дислокационную петлю.

6.12. Вычислить равновесное расстояние между двумя частич
ными дислокациями в ГЦК металле. Показать, что на две частич
ные дислокации, соединенные дефектом упаковки, однородное 
напряжение может действовать с противоположными силами, 
а чтобы полностью разделить две частичные дислокации, это одно
родное напряжение должно иметь величину ~  2 ]/б у/а (здесь у  — 
энергия дефекта упаковки на единицу площади, а —параметр 
решетки).

*6 .13 . Показать, что скорость пластического сдвига для кри
сталла, деформирующегося путем скольжения по единственной 
системе скольжения, определяется выражением

у  = Ь у   ̂ v -  n d l .
I

Здесь b  — вектор Бюргерса скользящих дислокаций, а (\/V)\l v - n d l
i

—произведение суммарной длины скользящих дислокаций в единице 
объема на их среднюю скорость. Вычислить отсюда скорость пла
стической деформации одноосного растяжения.

6.14. Дислокации, скользящие по пересекающимся системам 
скольжения, могут упруго притянуться друг к другу. Каков при 
этом выигрыш в энергии? Выведите выражение для напряжения, 
необходимого, чтобы разорвать такой узел и позволить дислока
циям продолжать двигаться самостоятельно. Будет ли это выра
жение одинаковым для ОЦК и ГЦК металлов?

6 .15*). Прямое наблюдение в электронный микроскоп пока
зывает, что в ГЦК сплавах, у которых мала удельная энергия 
дефектов упаковки, не встречаются узлы такого типа, как в за
даче 6.14. Вместо этого растянутые пересекающиеся дислокации 
просто прорезают одна другую.

На основании схемы получающейся конфигурации атомов рас
считать энергию, необходимую для образования такого пересечения.

6.16. Всякий раз, когда дислокация переползает, поглощая 
точечный дефект, высвобождается некая энергия величиной порядка 
энергии образования точечного дефекта Ef. Поэтому, если имеется

*) Задача взята из работы Эшби [15].
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пересыщение точечными дефектами, то существует тенденция 
к переползанию дислокаций, а со стороны избыточных (превы
шающих равновесную концентрацию) точечных дефектов на дис
локацию действуют напряжения.

Вычислив изменение свободной энергии, отнесенное к погло
щенному точечному дефекту, показать, что это напряжение

где /г — постоянная Больцмана, Т — абсолютная температура, b  — 
вектор Бюргерса переползающей дислокации, а с  и с 0 — соответ
ственно реальная и равновесная концентрации точечных дефек
тов. Оценить величину этого напряжения для алюминия, зака
ленного от 600 °С до комнатной температуры, и сравнить ее 
с пределом текучести при комнатной температуре.

*6 .17 . Равновесной формой смешанной дислокации в кри
сталле, пересыщенном точечными дефектами, является геликоид, 
ось которого параллельна вектору Бюргерса. Объяснить это. По
казать, что знак геликоида зависит от природы имеющихся точеч
ных дефектов.

*6 .18 . Энергия кристалла, пересыщенного вакансиями, может 
понизиться, если избыточные вакансии коалесцируют, образуя пору.

Показать, что такая пора должна зарождаться в форме сферы, 
а затем, когда она дорастет до критического размера, ее энергия 
уменьшится, если ей удастся преобразоваться в диск и захлоп
нуться, образуя призматическую дислокационную петлю.

В некоторых материалах выпадение дисков происходит на 
трансляционных двойниках, потому что сокращение двойника 
ведет к высвобождению избыточной энергии. Образовавшиеся 
при этом призматические дислокационные петли сдерживают 
скольжение частичных дислокаций, заканчивающихся на транс
ляционных двойниках.

Вывести выражение для величины возрастающего сопротивле
ния скольжению.

6.19. Отожженные ГЦК кристаллы часто содержат дислока
ционные сетки, в которых прямолинейные дислокации встречаются 
друг с другом только по тройным узлам.

Используя критерий Франка, утверждающий, что алгебраиче
ская сумма векторов Бюргерса в узле должна быть равна нулю, 
показать, что возможны два типа таких узлов. Дать объяснение 
этим двум типам узлов, учитывая растянутые дислокации, и 
показать, как можно применить геометрию одного из них для 
измерения удельной энергии дефекта упаковки.

6 .20 . На поверхностях разлома хрупких твердых тел часто 
видны характерные следы ряби, располагающиеся на одинаковых 
расстояниях порядка 1 мкм.

Полагая, что эти следы создаются колебаниями конца тре
щины при ее взаимодействии со сдвиговыми волнами, рассчитать
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скорость вершины продвигающейся трещины. Изломы, при которых 
видна рябь, часто сопровождаются звучанием. Это наводит на 
мысль [16], что сдвиговые волны в данном случае генерируются 
самим процессом разрушения. Существует ли верхний предел 
для скорости продвижения вершины трещины?

7. Диэлектрики *)
а е —электронная поляризуемость;
e s —статическое значение диэлектрической проницаемости ег ;
Єоо — значение bs ί/за вычетом ^эффектов, обусловленных диполями 

с постоянным моментом; 
п  —оптический показатель преломления; 
σ —проводимость диэлектрика; 
μ —электрический дипольный момент;

D  =  eE =  e0&rE; εΓ =  ε '- —ιε".

7.1. Чтобы сравнивать пригодность различных материалов для 
данного частного применения, удобно пользоваться понятием 
коэффициента качества (добротности). Пусть некий диэлектрик 
собираются применить для накопления электрической энергии. 
Проводимость σ диэлектрика принимается равной нулю, но про
бивное напряжение предполагается конечным. Показать, что мак
симальная энергия, которую можно накопить в конденсаторе 
с таким диэлектриком, зависит от объема диэлектрика и пробив
ного напряжения, но не зависит от геометрии конденсатора. 
В общем случае проводимостью диэлектрика пренебрегать нельзя.

Вывести выражение для добротности в двух случаях: о =  0 и 
σ Ф  0. Результатами можно пользоваться, чтобы сравнивать при
менимость различных диэлектриков для накопления энергии.

7.2. Шар из диэлектрического материала помещен в однород
ное электрическое поле Е0. Вычислить:

а) напряженность поля внутри малой сферической полости в 
центре шара;

б) поле в лоренцевой полости внутри диэлектрика. (Считать, 
что структура диэлектрика такова, что поляризация внутри ло
ренцевой полости непосредственно не влияет на поле в самой 
полости.)

Определить количественное различие этих двух результатов.
Какой степени электростатического экранирования можно до

стичь с помощью оболочки из диэлектрической керамики с г г =  
=  5000?

7.3. Чтобы определить время релаксации τ полярного диэлект
рика (при заданной температуре), в некотором интервале частот 
проведены измерения ε". Из полученных результатов выяснилось, 
что τ соответствует частоте значительно большей, чем предсказы
вает теория для указанного интервала частот.

*) Т . Н . B e e  f o r t h  (U niversity of Sussex).
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Показать, что если наблюдаемая частотная зависимость опи
сывается функцией &" = (L — M p ) f  (/ — частота), то

τ2 =  Λί/4π2Ι .

Если диэлектрик обладает заметной электропроводностью, то 
для построения графика зависимости ε" от / удобно использовать 
логарифмический масштаб. Почему это так?

* 7.4. В камере, в которой создан вакуум, находится некото
рое количество двухатомных молекул. К ней приложено внешнее 
электрическое поле Е0.

Показать, что результирующая поляризация системы молекул 
зависит от ориентации молекул по отношению к полю.

Если молекулы газа полярные, эффект ориентации при помощи 
сильного электрического поля можно сделать более заметным, осо
бенно при низких температурах. Оптические показатели прелом
ления такого газа для света, поляризованного перпендикулярно 
к направлению преимущественной ориентации осей молекул и 
параллельно этому направлению, — различны.

Вывести выражение для разности показателей преломления, 
предполагая, что «длина» двухатомной молекулы I и что у обоих 
атомов, входящих в эту молекулу, электронная поляризуемость 
одинаковая. (Этот пример демонстрирует принцип действия ячейки 
Керра.)

7.5. К конденсатору приложено переменное напряжение по
стоянной амплитуды. Конденсатор заполнен полярным диэлектри
ком. Время релаксации τ при данной температуре известно.

Вывести выражение для тепловых потерь в зависимости от ча
стоты и показать, что максимальное значение г"  приходится на 
частоту сорел (о)рел= l /τ —частота релаксации), при которой потери 
составляют половину своего максимального значения.

Может показаться, что это удобный прямой метод определе
ния частоты релаксации сорел, но на самом деле для использова
ния на практике он не слишком хорош. Почему?

7.6. Пусть в плазме при низком давлении концентрация сво
бодных электронов равна п. Показать, что частотная зависимость 
диэлектрической проницаемости плазмы описывается формулой

г  4л/2ше0 ’

где / —частота электромагнитного поля (ω = 2 л / ) .
Рассмотреть, как распространяется через эту плазму электро

магнитное излучение различных частот. С этим явлением весьма 
сходны явления в некоторых материалах, обладающих электро
проводностью. Применить полученный результат к металлическому 
натрию и сравнить с экспериментально наблюдаемыми значениями 
критическое значение частоты, при которой εΓ становится равной 
нулю.
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7.7. а) Пусть производится измерение диэлектрической про
ницаемости воды, а затем той же воды после ее превращения 
в лед. Температура образца понижается от нескольких градусов 
выше О °С до нескольких градусов ниже О °С. Если при темпе
ратуре ниже О °С не принять необходимых предосторожностей, 
то можно получить совершенно противоречивые результаты. 
Вкратце объяснить, почему это так.

б) Пластины конденсатора сделаны из материала с высокой 
диэлектрической проницаемостью, толщина их 0,5 мм. К сожале
нию, обкладки прилегают не плотно и в некоторых местах между 
обкладками и диэлектриком есть зазоры толщиной порядка 1 мкм.

Определить количественно влияние этих зазоров на результи
рующую емкость, пробивное напряжение конденсатора и постоян
ную времени.

Объяснить качественно, как изменятся эти характеристики, если 
конденсатор сжать так, чтобы уменьшить ширину зазоров.

Диэлектрический
материал Зазор

1000 1

Пробивное напряже
ние, Мв/м 2,5 2,5

Проводимость, ом -1 м г1 10-е 0

7.8. Плоскопараллельный конденсатор заполнен изолирующим 
жидким диэлектриком. В диэлектрике неизбежно присутствуют 
частицы примеси, и это может привести к электрическому пробою.

а) Пусть малая сферическая частица примеси, обладающая 
электропроводностью, соприкасается с одной из пластин конден
сатора и захватывает заряд, достаточный для того, чтобы ее соб
ственный потенциал уравновесил потенциал электрода.

Показать, что время, которое потребуется для того, чтобы 
эта частица дошла до второй обкладки, обратно пропорционально 
квадрату приложенного напряжения и не зависит от размера 
частицы.

б) Пусть к одной из обкладок прилипло маленькое полусфе
рическое инородное тело с очень высокой диэлектрической про
ницаемостью.

Показать, что напряженность электрического поля в вершине 
полусферы примерно втрое больше, чем средняя напряженность 
в конденсаторе. Разобрать, какие практические затруднения воз
никнут, если присутствуют непроводящие примеси, и сопоставить 
приложенное напряжение со временем, которое должно пройти 
до пробоя.
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* 7.9. Определить характер распространения электромагнитной 
волны при переходе из вакуума в диэлектрик, обладающий малыми 
потерями. Отражение электромагнитных волн от идеально про
водящих поверхностей в принципе можно довести до нулевого, 
нанося на эти поверхности покрытия надлежащей толщины из 
диэлектрика с малыми потерями. Пусть для некоторых примене
ний выбраны значения є' =  400, а длина волны в вакууме равна 
3 см.

Какая минимальная толщина диэлектрика предотвратит отра
жения при нормальном падении и какой проводимостью должен 
в этом случае обладать диэлектрик? [Поглощение электромагнит
ной волны, проходящей через материал с малыми потерями, т. е. 
с проводимостью σ < ;ε 'ε 0ω, пропорционально ехр(— kd) для 
толщины d; здесь k =  1/2σ]/μμ0/ε'ε0.]

7.10. Молекулы вещества (ХО)Н2С —СН2 (ОХ) состоят из двух 
идентичных групп СНоОХ, соединенных между собой единст
венной связью С —С. Каждая подгруппа — СН2ОХ полярна 
с моментом, равным 2,5 D (D — единица дипольного момента — 
дебай), ориентированным под углом 45° к направлению единст
венной углеродной связи. Приближенное значение &г для этого 
вещества в газообразном состоянии при комнатной температуре 
и атмосферном давлении равно 1,01. Оптическое измерение пока
зателя преломления дает результат: «= 1 ,0005 .

Определить взаимную ориентировку подгрупп.
*7.11. Отдельные противоположно заряженные ионы двух 

типов чередуются попеременно в бесконечно длинном прямом 
ряду. Расстояния между соседними ионами все строго одинаковы.

Вывести выражения для локальных полей у каждого типа 
иона, предполагая, что электронные поляризуемости ионов раз
личны. Определить условия, при которых этот ряд ионов обна
руживает сегнетоэлектрические свойства.

ет 1(Следует иметь в виду, что сумма ряда 5  = У] где п  —
п =  I П

целое число, равна S  1,202 .)
7.12. В идеально непроводящий кристалл введена примесь 

в количестве один примесный атом на каждые 10е атомов основ
ного вещества. Каждый атом примеси вносит по одному носи
телю тока с зарядом, равным заряду электрона. Пусть число 
атомов основной решетки кристалла (на единицу объема) равно 
1028 м~г . Установлено, что при частоте 1 Мгц  примесные носи
тели зарядов вносят в ε" вклад Δε"= 10.

Определить коэффициент диффузии примеси и проводимость 
вещества. Применить результат для грубой оценки величины 
г" (при частоте 1 Мгц)  германия, обладающего собственной про
водимостью.

7.13. Поляризация титаната бария (ВаТЮ3) при некоторой 
температуре составляет около 0,25 к/м2.
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Какова напряженность электрического поля в пластинке из 
титаната бария, вырезанной перпендикулярно к сегнетоэлектри- 
ческой оси? Какова окончательная напряженность поля после 
некоторого времени выдержки на воздухе? Зная, что титанат 
бария обладает кубической симметрией с параметром решетки 
около 4Λ, определить величину дипольного момента на одну 
элементарную ячейку. Если бы наблюдаемая поляризация была 
обусловлена просто сдвигом относительных положений ионов 
титана, то какова была бы амплитуда этого сдвига?

Как правило, в диэлектрических явлениях ионная поля
ризация играет относительно малую роль. Почему в титанате 
бария она столь существенна?

*7.14. Основные параметры пьезоэлектрика можно связать 
друг с другом двумя уравнениями

5  = Ed  -f- SpT,

D =  &TE-\-Td.

Доказать, что постоянная d  в этих выражениях одинакова.
Две противоположные грани кубика из пьезоэлектрического 

материала металлизованы и соединены проводом (электрически 
закорочены). Куб медленно деформируется внешним давлением, 
а затем соединительный провод размыкается и давление снимают. 
Показать, что высвобождаемая в этой системе электростатичес
кая энергия в k2 раз больше механической энергии, затраченной 
на сжатие, причем k 2 =  d 2/SE&r.

Тот же куб использовали для двух измерений диэлектри
ческой проницаемости: при первом измерении куб механически 
фиксирован (зажат), при втором —свободен. Показать, что раз
ность измеренных диэлектрических проницаемостей равна kHr- 
Как при этом можно практически осуществить механическое за
жатие?

7.15. Сегнетоэлектрический материал можно использовать, 
чтобы стабилизировать его собственную температуру вблизи его 
температуры Кюри, а значит, и температуру окружающей среды, 
если приложить к нему переменное электрическое поле доста
точно большой интенсивности.

Непосредственно ниже точки Кюри Т с  поляризация насы
щения Р нас некоторого сегнетоэлектрика с идеально прямоуголь
ной петлей гистерезиса линейно зависит от температуры с коэф
фициентом 0,1 к - м  2- гр а д -1. Коэрцитивная сила Ес , обусловлен
ная доменной структурой сегнетоэлектрика и его внутренним 
полем, более или менее постоянна, вплоть до напряженности 
порядка 105 ,β-л г1. Допустим, что частота переменного поля 
равна 50 гц.

Считая, что характерная прямоугольная петля гистерезиса 
сохраняется, найти скорость выделения тепла, если температура 
падает ниже Тс-
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8. Диамагнетизм и парамагнетизм *)

8.1. Рассмотреть электрон, движущийся по круговой орбите 
вокруг ядра с зарядом +  е.  Используя формулу для силы Лоренца, 
получить выражение для силы, действующей на электрон в присут
ствии магнитного поля Н,  и показать, что круговая частота 
электрона равна

Оценить величину каждого из слагаемых правой части уравне
ния и сделать соответствующие приближения для расчета лармо- 
ровской частоты.

8.2. Рассчитать значение г2 для электрона в атоме водорода 
в основном состоянии. Сравнить эту величину с квадратом радиуса 
боровской орбиты электрона в атоме водорода. Рассчитать диамаг
нитную восприимчивость моля атомарного водорода.

8.3. Рассчитать диамагнитную восприимчивость моля газооб
разного гелия в основном состоянии. Использовать атомную 
волновую функцию

8.4. Атом со сферически симметричным распределением электрон
ного заряда помещен во внешнее поле Н. Показать, что индуци
рованный диамагнитный ток создает в точке, где находится ядро, 
поле

где φ£ (0) — электростатический потенциал в этой точке.
8.5. Записать классическую статистическую сумму Ζ для элек

тронного газа в виде интеграла и показать, что по классической 
теории магнитная восприимчивость такого газа равна нулю.

* 8.6. Пусть магнитное поле Н  направлено вдоль оси г.  Пока
зать, что для каждого из следующих трех видов выбора вектор
ного потенциала:

мы получим одно и то же значение для магнитного момента сво
бодного электронного газа.

8.7. Рассмотреть свободный электронный газ в магнитном поле 
Н, задаваемом векторным потенциалом, для случаев, указанных

*) А. Η. М о r r i s h (U niversity of M anitoba).

з

б) Ax =  — Ну,
в) Л * = 0 ,

а) Ах 2 Ну, Ау— 2 Нх, Αζ — 0 ,
у, Ау =  0, Аг =  0, 

Ау = Нх, Αζ =  0
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в задаче 8 .6 . Пусть Lx и /^ — размеры образца металла в направ
лениях х и у  соответственно. Рассчитать кратность вырождения 
уровней гармонического осциллятора в предположении, что центр 
осциллятора находится в объеме металла.

8 .8 . Для парамагнитного одноатомного газа (число атомов на
1 см3 равно N, L = О, S = V2) найти населенность обоих уровней 
в поле Н при температуре Т. Рассчитать величину результирую
щей намагниченности. Вычислить эти величины для N =  1022 см~3, 
Н =  25 кэ,  7  = 300 и 4 °К.

8.9. Для газа, описанного в задаче 8 .8 , рассчитать свободную 
энергию Гиббса G = S — TS  (где 5  —энтропия) для случая, когда 
большинство атомов находится в наинизшем энергетическом состо
янии. Найти значение магнитной восприимчивости χ, воспользо* 
вавшись тем, что в случае термодинамического равновесия свобод
ная энергия Гиббса G минимальна.

8.10. Для случая нулевого поля найти магнитную восприимчи
вость системы частиц двух типов 1 и 2 ; каждый тип частиц имеет 
дублетный спиновый уровень (т. е. подсистема частиц данного типа 
идентична системе, рассмотренной в задачах 8.8 и 8.9). (Внутрен
няя энергия подсистемы 1 равна f^, а подсистемы 2 — &г, причем

разность — обозначим Δ§\)
* 8 . 11. Волновые функции пятикратно вырожденного состояния 

З^-электрона могут быть выбраны в следующем виде:
Ψ1= * ζ /(/■), V2 = y z f ( r ) ,  Чh  = x y f ( r ) ,
Ψ4 = ( x * - y * ) f ( r ) ,  Wb = (3z2- l ) f ( r ) .

В случае ромбической решетки внутрикристаллическое поле, опи
сываемое потенциалом вида V =  Ах2 By* -\-Cz2, снимает вырож
дение.

Найти новые энергетические уровни Зй-электрона после снятия 
вырождения. Показать, что в этом случае момент количества дви
жения обращается в нуль. Рассмотреть также случай, когда поле 
кристаллической решетки имеет тетрагональную симметрию (А = В) .

8 . 12. Рассмотреть парамагнитный газ, состоящий из одинаковых 
молекул, в предположении, что каждая молекула обладает посто
янным магнитным моментом μ и что при наложении магнитного 
поля Я  возможны любые ориентации магнитного момента относи
тельно направления поля. Рассчитать намагниченность в общем 
случае и в случае, когда выполняется условие μΗ/ k T ^ l .

8.13. Показать, что магнитная восприимчивость порошка, сос
тоящего из ориентированных произвольным образом кристаллов, 
описывается формулой

X =  “з" (Χι ~Ь %2 +  Хз).

где 7а , л/о, Хз — главные восприимчивости кристалла.
*8.14. Рассмотреть матричные элементы (W,·! V | Ψ;·) потен

циала внутрикристаллического поля V для волновых функций
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Зй-электрона и разложить V по сферическим гармоникам типа

> O W (  cos θ)β""φ.

Разложить сначала по сферическим гармоникам [произведение 
Ψί*Ψ7· и показать, что члены Lc я >  4 отсутствуют. Тем самым 
будет показано, что матричные элементы для п  >  4 равны нулю. 
Показать также, что матричные элементы для нечетных значений 
п  равны нулю.

8.15. Показать, что для парамагнитного материала, который 
подчиняется закону Кюри, разность удельных теплоемкостей зада
ется соотношением

Сн - С м  = СН*/Т*,
а следовательно, теплоемкость системы спинов может быть запи
сана в виде

Ся  = (& +  СЯ2)/Т2,
где С —постоянная Кюри, а Ь = СМТ2.

8.16. Расщепление на два дублета основного состояния хромо
калиевых квасцов, Cr2 (S04)3 K2S 0 4 · 24Н20  при нулевом поле соот
ветствует температуре θο = 0,25°Κ. Построить график температур
ной зависимости удельной магнитной теплоемкости в интервале 
температур ниже 1 °К. Сравнить удельную теплоемкость данной 
соли с удельной теплоемкостью какого-либо металла в том же 
температурном интервале. Рассчитать температуру такой соли 
после выключения поля Н =  15· 103 э,  если начальная температура 
соли 1,5° К.

8.17. По теории Казимира и дю Пре частотная зависимость 
вещественной χ' и мнимой χ" частей восприимчивости парамагне
тика имеет вид

л - r  1 + ω 2τ ϊ .  A 1 + ω 2τ? ’

где χ τ и χ5 — изотермическая и адиабатическая восприимчивости, 
τχ —время спин-решеточной релаксации, ω —круговая частота.

Построить график зависимости χ''/Хг от χ'/χτ-
Для хорды с началом в точке пересечения окружности с осью 

Х’/Хт найти выражение для tgcp, где φ — острый угол, составляе
мый хордой С ОСЬЮ Х’/Хг-

*8.18. Крамере и Крониг показали, что вещественная χ' и 
мнимая χ" части полной восприимчивости не являются независи
мыми, а связаны следующими соотношениями:

со со

* > · > = !  + * '< ” >■ *■<*>— ϊ
(ω) άω

о о
Показать, что формулы Казимира —дю Пре (см. задачу 8.17) 

удовлетворяют этим соотношениям.
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*8.19. Показать, что у парамагнетика, атомы или молекулы 
которого могут находиться в нескольких энергетических состоя
ниях с энергиями время спин-решеточной релаксации опре
деляется выражением

1 п  P i]  ДШ /

Σ ^ Ι  ’
где суммирование ведется по всем значениям і и /; Р і;- — вероят
ность перехода между уровнями і и /; Δ£,у — разность энергий 
уровней і и /; п — число заселенных уровней.

8 .20 . При S  = 1 рассчитать энергию уровней и расщепление 
в нулевом поле для системы, описываемой спиновым гамильто
нианом

^  (HXSX +  HUS у) +  D [SJ -  4 3S (5 +  1)],

где gf|| и g L — параллельная и перпендикулярная компоненты g -фак
тора для аксиального кристаллического поля, a D —константа 
кристаллического поля.

*8.21. Для Н\\г и S = 1 рассчитать энергию уровней для сис
темы, описываемой спиновым гамильтонианом

^  = μΒΗ ■ g S  +  D [SI — VaS (S +  1)] +  Шс (SI - S I ) ,

где член Sc (Sx — Sy) определяет расщепление в нулевом поле, обу
словленном внутрикристаллическим полем более низкой симмет
рии, чем аксиальная.

*8.22. Ион Си2+ в октаэдрической позиции (окруженный 
шестью молекулами Н20 ) находится в своем основном состоянии,

Кристаллическое Волновые

Игнажгнир ЩИЩШ- 

^ т т ° е y'------------ V s
<

Г------------ £

5

3,

Ш бодиьй
\ і г І5 ? ? ?
'  7------------ 4  \ а г ? - х г- у 2)

-------- [t τ (хЧ 2)
Рис. 8.22.1. Диаграмма, иллюстрирующая расщепление под действием внутри- 
кристаллического поля уровней иона Си2+, находящегося в октаэдрическом 

окружении шести молекул Н20 .

т. е. в состоянии, когда имеет место расщепление внутрикристал
лическим полем, как показано на рис. 8 .22.1 (там же выписаны 
угловые части волновой функции для каждого состояния).
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Вычислить параллельную и перпендикулярную компоненты 
.g-фактора через константу спин-орбитальной связи.

8.23. Пусть спиновый гамильтониан парамагнитной соли задан 
выражением

где А и В  — постоянные сверхтонкого взаимодействия.
Для случая H\\z, S  = 1 и / = 1  составить детерминанты для 

расчета энергетических уровней.
8.24. Настоящая задача основана на интересном опыте [17]. 

Предположим, что ядерное спин-спиновое взаимодействие в кри
сталле LiF соответствует эффективному полю Hss =  ЗО з. Предпо
ложим также, что кристалл помещают в поле, равное 100 э,  при 
температуре 5°К . Кроме того, предположим, что за время, малое 
по сравнению со временем спин-спиновой релаксации, происходит 
неадиабатическое изменение поля до —100 э. Тогда спин-спиновая 
температура ядер Tss останется равной 5 °К, но зеемановская 
температура ядер Тг будет равной — 5 °К.

Считая, что поле #  = — 100 э  поддерживается постоянным, 
рассчитать конечную равновесную спиновую температуру ядер. 
(При расчете следует пренебречь ядерным спин-решеточным взаи
модействием, которое в этой системе является весьма дальнодейст- 
вующим.)

Какой будет конечная спиновая температура ядер при выклю
ченном поле? Какой будет указанная температура, если поле 
вновь достигнет величины 100 з?

9, Ферромагнетизм, антиферромагнетизм и ферримагнетизм *) [18]

9.1. Исходя из модели молекулярного поля, построить теорию 
ферромагнетизма полуклассическим путем, т. е. воспользоваться 
функцией Ланжевена L(y) .  Показать, что для Т/Тс <  1 (где Тс  — 
температура Кюри) состояние, для которого выполняется соотно
шение М (Т)/М (0) Ф  0, является стабильным.

9.2. Показать, что в случае J  = 1/2, g  — 2 удельная теплоем
кость в интервале температур 0 < T < i T c  связана со спонтанной 
намагниченностью соотношением

Исходя из этого, показать, что вблизи точки Кюри ( Т ^ Т С)

і = 8\ V-iflzSz +  gxМ-я ШXSX-f-HySy) +  A S J z-\-В (SXJx-\- SyJy),

*) A. H . M o r r i s h  (U niversity of M anitoba).
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*9.3. Рассмотреть одномерную цепочку из N атомов, каждый 
из которых имеет спин S  = v 2. В этом случае обменный гамиль
тониан Гайзенберга имеет вид

^  = - 2  J e Z S t S , ;  (9.3.1)
»7

где J e — обменный интеграл.
Найти условие, при котором волновая функция

является собственной функцией уравнения Шредингера с гамиль
тонианом (9.3.1). Здесь функции %w имеют вид

%w = ' ' ‘ (ai-1) %β®ι)ία (да+1) · · ·

Ха и Хр —спиновые волновые функции

%а =  (о) ’ ^ρ =  ( ι )·

Пользуясь этим результатом, вывести дисперсионный закон 
для спиновых волн в ферромагнетике.

*9.4. Применить классическое уравнение движения гироскопа 
без затухания dGj dt  = Т (где О — угловой момент, Т — вращающий 
момент) для случая, когда действуют только обменные силы.

i I

Рис. 9 .4 .1. Схема расположения спинов при образовании спиновой волны.

Рассмотреть линейную цепочку атомов, каждый из которых имеет 
спин S  = V2, и сделать аппроксимацию на случай S = V  5 ( 5  +  1). 
Используя схему на рис. 9.4.1, показать, что для малых значе
ний k уравнение движения приводит к дисперсионному закону 
для спиновых волн

h ( o = J e k 2a i .
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9.5. Показать, что из теории спиновых волн следует невоз
можность существования двумерной ферромагнитной решетки.

*9.6. В теории ферромагнетизма, основанной на модели кол
лективизированных электронов, принимается, что энергию элек
трона на незаполненном З^-уровне можно записать в виде

Ш =  ±  N

где т* — эффективная масса, Nw — постоянная молекулярного 
поля. Здесь первый член есть кинетическая энергия электрона, 
а второй — энергия обменного взаимодействия между электро
нами, записанная в приближении молекулярного поля.

Найти выражение для намагниченности при температуре абсо
лютного нуля Г = 0°К . Найти условие существования спонтанной 
намагниченности, т. е. М ф  0, при 7’ = 0°К , а также условие 
равенства ζ = 1  (ζ — Μ/ΜμΒ)·

9.7. В теории ферромагнетизма Вонсовского — Зинера принято, 
что локализованные непарные Зс/-электроны одного иона «подмаг- 
ничивают» 45-электроны (электроны проводимости), а эти элек
троны в свою очередь «подмагничивают» другие ионы. Предполо
жим, что s — ^-взаимодействие может быть описано в приближении 
молекулярного поля и что взаимодействием между Зо'-электрон- 
ными оболочками и 45-электронами можно пренебречь.

Показать, что если намагниченность ионных остовов подчиня
ется закону Кюри, то температура Кюри Тс  определяется соот
ношением Гс =  ХпараС’Аг!г, где "/пг,ра паулиесскэя восприимчивость 
электронов проводимости, N w — постоянная молекулярного 
поля.

*9.8. Пусть система состоит из двух частиц, положение кото
рых фиксировано. Каждая частица имеет постоянный магнитный 
момент, равный μ; магнитный момент может быть ориентирован 
только вдоль положительного или отрицательного направлений 
оси г. Между частицами действуют силы обменного взаимодейст
вия, так что полная энергия системы равна либо + с  (когда два 
момента параллельны), либо —с (когда они антипараллельны), 
причем с  = const. На систему действует внешнее магнитное поле 
Я , направленное вдоль оси г .

Чтобы объяснить магнитное поведение некоторого твердого 
магнетика, примем в качестве его теоретической модели ансамбль 
систем описанного выше типа, т. е. магнитных частиц. Пусть 
в единице объема содержится N таких систем. Предполагается, 
что отдельные системы такого ансамбля не взаимодействуют друг 
с  другом и с окружающей средой, исключая небольшие взаимо
действия, достаточные для установления термодинамического рав
новесия.

Вывести точную формулу для намагниченности М  такого маг
нетика, находящегося в термодинамическом равновесии при про
извольной температуре Т в поле с напряженностью Я .
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Вывести и обсудить приближенные выражения для намагни
ченности для следующих частных случаев:

1) |μ//|<Λ7\ |cj<jfe7;
2) |μ#|<£7\ \ c \ y k T ,  с < 0 ;
3) |μ//|<Λ7\ |с|>Л7\ с > 0 ;
4) ]ИЯ | > Й Г > | С|;
5) kT <^μΗ <̂ \ с  \, с <  0;
6) &71 μ# J с j, с > 0 .
9.9. Рассмотреть образец монокристалла железа, вырезанный 

в форме плоского диска, поверхности которого параллельны кри
сталлографической плоскости (001).

Предположим, что диск помещен в магнитное поле Н, при
ложенное в плоскости (001) под углом Θ к направлению [100]. 
Допустим также, что поле настолько велико, что весь объем 
образца занимает один магнитный домен; намагниченность домена 
М составляет угол φ с направлением [ 100].

Найти условия равновесия образца. Рассчитать вращающий 
момент для случая бесконечно протяженного поля. Рассчитать 
также вращающий момент для диска, вырезанного параллельно 
плоскости (110).

9.10. Показать, что когда к ферромагнетику приложено напря
жение σ, то выполняется соотношение

где / — длина образца, М — намагниченность.
9.11. Рассчитать магнитный потенциал однородно намагничен

ной сферы радиуса а  в точке, находящейся на расстоянии г  от 
центра сферы, для случаев г  >  а и г  <  а. Используя полученные 
результаты, вычислить для сферы размагничивающий фактор D.

*9.12. Рассчитать энергию однородно намагниченного образца 
объемом v u  имеющего форму эллипсоида, внутри которого име
ется полость объемом vz. Дипольный момент образца равен 
Μ (υ  ι  — ν2).

9.13. Электромагнит с однородной намагниченностью М имеет 
полюсные наконечники в виде усеченных конусов; базовый радиус 
наконечников равен Ь, а радиус в зазоре равен а. Центр воз
душного зазора совпадает с вершинами конусов, задающих форму 
полюсных наконечников.

Рассчитать поле в центре воздушного зазора. Показать, что 
если пренебречь действием поверхности полюсных наконечников, 
то максимальное поле будет достигнуто при угле конуса Θ = 
=  54°44'.

9.14. Пусть монодоменная частица имеет форму удлиненного 
эллипсоида вращения с полярной полуосью а и экваториальной 
полуосью Ь. Обозначим через Da и Dh соответственно продольную 
и поперечную составляющие размагничивающего фактора и пред

(9.10.1)
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положим, что энергия кристаллографической магнитной анизотро
пии равна нулю. Предположим также, что магнитное поле при
ложено под углом Θ по отношению к полярной оси.

Показать, что необратимое вращение вектора намагниченности 
(скачок или изменение ориентации) возникает при критическом 
поле, определяемом соотношениями

^крит
У  1 —ш2 +с 

1 -)-w 2·
где

h
н Крит

крит (Db- D a)M и ш = tg 1/3Э.

н

Оценить критическое поле для θ= 10 ; 45; 80 и 90°.
*9.15. Рассмотреть цепочку из четырех сфер радиуса а 

•с дипольным моментом μ. Пусть намагниченность каждой сферы
однородна и единственное взаимодействие 
между сферами — диполь-дипольное. Маг
нитное поле приложено параллельно оси 
цепочки.

Вывести выражение для полной энер
гии цепочки для двух случаев: когда
векторы намагниченности всех сфер ори
ентированы параллельно одному направ
лению и когда они имеют «веерную» ори
ентацию (рис. 9.15.1). Магнитострикци- 
онной (магнитоупругой), кристаллографи
ческой и обменной энергиями пренебречь.

Оценить и сравнить значения коэрци
тивной силы для этих двух случаев.

9.16. Рассмотреть тонкую пленку с 
одноосной анизотропией в направлении оси г.  Показать, что 
если приложено как продольное, так и поперечное поле, то кри
тические поля для необратимого поворота вектора намагниченности 
удовлетворяют уравнению

Рис. 9.15.1. Два типа ори
ентации векторов намаг

ниченности.
а) П араллельная, б) «веер

ная».

Λ 2/3+ Λ 2/3= 1 >

где

h x — Чх
н к к

и Н 2К' и к =  ~м~'

Найти уравнёние касательной к астроиде.
*9.17. Рассмотреть систему монодоменных частиц, имеющих 

форму удлиненных эллипсоидов вращения с полярными полуосями 
а  и экваториальными полуосями Ь. Пусть полярные оси каждой 
частицы параллельны некоторому направлению, например оси г, 
и вектор намагниченности для половины частиц располагается 
вдоль положительного направления оси z (полная намагничен
ность М+г), а для другой половины частиц —вдоль отрицатель-
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ного направления оси г  (полная намагниченность Л4_г). Считать 
силы взаимодействия между частицами и кристаллическую анИ' 
зотропию пренебрежимо малыми; внутренние напряжения и воз
можные несовершенства не учитывать.

Рассчитать начальную магнитную восприимчивость λ0 такой 
системы, выразив ее через размагничивающие факторы Da и Dbt 
относящиеся к направлениям осей а и Ь. Магнитное поле считать 
приложенным перпендикулярно оси ζ. Найти численные значения 
для случая, когда а/й = 10; 5 и 1. Рассчитать начальную воспри
имчивость для случая, когда поле приложено под углом Θ к оси г. 
Предложить модификацию модели и расчета, для которой выше
изложенные представления применимы к случаю магнитно-мяг
кого материала.

9.18. Пусть магнитно-мягкий ферромагнетик содержит немаг
нитные включения в форме сфер радиуса г, располагающихся 
в узлах простой кубической решетки с постоянной решетки I. 
Когда доменная граница пересекает включение, площадь границы, 
а следовательно, и ее энергия уменьшаются.

Рассчитать начальную магнитную восприимчивость Я0 материала, 
если плоскость 180°-ной границы располагается параллельно 
поверхности решетки включений.

9.19. Пусть в магнитном материале имеются внутренние 
напряжения σ,·, причем Я5а г >  0 , где Ks = δ ΐ/l — магнитострикция 
насыщения, δϊ  — относительное изменение длины образца в маг
нитном поле при насыщении. Предположим, что направления 
приложенного внешнего напряжения σ и магнитного поля Н 
составляют угол φ с направлением внутренних напряжений σ;; 
распределение внутренних напряжений предполагается однород
ным в пределах каждого домена.

Рассчитать производную д М г/да, где М г — остаточная намаг
ниченность, для случая одного домена и для случайного распре-, 
деления внутренних напряжений в материале.

а )

I I  
δ  ^

II
■ |

А А А А А ____
б )

Рис. 9.20.1. Доменная структура.
а) И сходная, б) после возникновения замыкаю щ их доменов.

9.20. Рассмотреть одноосный магнитный материал, доменная 
структура которого (в сечении) показана на рис. 9.20.1 (домены 
имеют форму плоских пластин длины L и толщины d). Предпо,-
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ложим, что направление вектора намагниченности доменов лежит 
вдоль направления легкого намагничения. Рассчитать толщину 
доменов.

Далее, пусть кубический кристалл с Κ ι > 0  обладает доменной 
структурой аналогичного типа, причем поверхность доменов 
параллельна плоскости (100). Рассчитать толщину доменов для 
этого случая.

9.21. Для гранецентрированной кубической решетки, состоя
щей из однотипных атомов, найти миллеровские индексы (hkl)

плоскостей, которые не будут да
вать нейтронных рефлексов. Рас
смотреть конкретный случай кри
сталла МпО, являющегося анти
ферромагнетиком с температурой 
Нееля 7V = 122°K  и постоянной 
кристаллической решетки а = 4,43 А 
(для химической элементарной 
ячейки). Объяснить картину 
дифракции нейтронов, наблюдае
мую при облучении кристалла 
МпО нейтронами с длиной волны 
λ = 1,06 А (рис. 9.21.1).

9.22. Исходя из модели мо
лекулярного поля, построить тео
рию двухподрешеточного антифер
ромагнетика (обозначим подре- 

шетки через А и В).  Обменное взаимодействие (отрицательное) 
учитывать только между разными подрешетками (типа АВ).

9.23. Обобщить результат для продольной магнитной воспри
имчивости антиферромагнетика, найденный в задаче 9.22, включив 
в рассмотрение обменное взаимодействие внутри подрешеток, 
т. е. типов А А и ВВ,  описывая его при помощи постоянных 
молекулярного поля Να. Оценить величину продольной воспри
имчивости для случаев:

1) Т = 0°К; 2) Τ > Τ Ν; 3) Τ = Τ Ν; 4) S  = V2; 5) 5 =  оо 
(классический случай).

9.24. Показать, что при низких температурах поперечная маг
нитная восприимчивость образца двухподрешеточного антиферро
магнетика дается соотношением

_
χ χ ~  4г 1 J e  I'

где 2 —число ближайших соседних ионов.
*9.25. Антиферромагнетики, обладающие гранецентрированной 

кубической решеткой, удобно описывать, выделяя в решетке маг
нитных ионов антиферромагнетика четыре подрешетки: А, В,  С 
и D,  как показано на рис. 9.25.1. В такой структуре взаимо
действие между катионами, образующими второй слой ближайших

Рис. 9.21.1. Картины нейтронной 
дифракции на МпО.
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соседей, является более важным, чем взаимодействие между бли
жайшими соседями.

Показать, что при температуре выше точки Нееля для маг
нитной восприимчивости получается обычное для антиферромаг
нетиков выражение, т. е. закон Кюри — Вейсса, в котором

Θ = V4 С (N ав-{- ЗЛ^г),
где NАВ — постоянная молекулярного поля, учитывающая взаимо
действие данного иона (из решетки А) с ионами второго слоя, 
a Nu — постоянная молекулярного поля, учитывающая взаимодей
ствие между ближайшими соседями.

А----- --------------- “Θ—;
Л  В/ Bz

~ Ί I W

%  Э ° г  ^~Аг

A,
B)

& 5 ^
Аг

Рис. 9 .25.1 . Типы упорядочения в антиферромагнетиках.

На рис. 9.25.1 показаны три типа магнитного упорядочения 
спинов по подрешеткам А, В,  С, D. Случай (а) мы назовем пер
вым типом упорядочения, случай (б) — улучшенным первым типом, 
(в) — вторым типом упорядочения.

Рассчитать температуру Нееля для этих трех типов упорядо
чения и вывести условия, необходимые для осуществления каж 
дого из этих случаев.

*9.26. Рассмотреть простой двухподрешеточный ферримагне- 
тик (феррит); пусть N АВ, NАА и ΝβΒ — постоянные молекулярного 
поля, отвечающие обменным взаимодействиям типа АВ, АА 
и В В  соответственно. Показать, что при температурах выше 
точки Кюри — Нееля T FN магнитная восприимчивость феррима- 
гнетика имеет вид

1 Г 1 σ
χ -  С  χ„ Г - 9' ·
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где С, χ0, σ, θ '— константы. Показать также, что для идентичных 
иодрешеток это выражение преобразуется в выражение для анти
ферромагнетика. Дать геометрическую интерпретацию уравнения 
для восприимчивости ферримагнетика.

9.27. Пользуясь результатами задачи 9.26, показать, что усло
вие существования ферримагнетизма (Т р ц >  0) сводится к выпол
нению соотношения

αβ = 1, где a  = ΝΑΑ/ΝΑΒ, φ = ΝΒΒ/ΝΑΒ.

*9.28. Показать для двухподрешеточного ферримагнетика, что 
если

а >  М в (О)ДМд (0),
то при Т = 0 °К М А <  М А (0); здесь МА (0) = N ^ BS A, М в (0) = 
= NβgμβSв . Обсудить поведение результирующей намагниченности 
вблизи абсолютного нуля. Предложить вариант магнитной струк
туры, стабильной при а  > М В/МА.

9.29. Принимая, что молекулярные поля НтА и НтВ двухпод
решеточного ферримагнетика при 7, =  0°К равны по величине, 
показать, что

М А Ф ) /М В Ф ) =  (М АВ +  N  βΒ )/( Ν  Αβ +  ν Α Α ).

Найти М А (0)/Мв (0), если производная d M / d T 0 по такому 
же закону, что и T ^> T fn.

9.30. Показать для ферримагнетика, что если NАВ (Т) = 
= А/дв(0) (1 +  рГ) и α ,  β = const, то

где Се и С — соответственно значения наблюдаемой и вычисленной 
постоянной Кюри,

^(0)  ~ ~ С2 [CaNaa (0) +  CbNBB (0) -j- 2CACBNАв (0)].

10. Магнитный резонанс*) [18—21]

О единицах. В литературе по магнитному резонансу почти всегда исполь
зуются единицы системы СГС. Однако все более расширяющееся применение 
рационализированной системы МКС, имеющей определенные преимущества 
при числовых расчетах, показалось автору столь важным обстоятельством, что 
он счел целесообразным использовать ее в настоящем разделе. Ответы будут 
даны в обеих упомянутых системах, и для студента, который предпочитает 
систему СГС, не составит особого труда перейти к этой системе.

Обозначения:
Тг — время спин-решеточной или продольной релаксации;
Т2 — время спин-спиновой или поперечной релаксации;

Уе< Уп '— гиромагнитные отношения для электронов и ядер;
β, μ Β—магнетон Бора (магнитный момент электрона);

μ„ —ядерный магнетон (магнитный момент протона).

*) Р.  Т.  S q u i r e  (B ath U niversity  of Technology).
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10.1. Сигнал ядерного резонанса As75 в образце GaAs в маг
нитном поле с индукцией в 1 тл  наблюдался при температуре 
300 °К.

Оценить величину напряжения, соответствующую максимуму 
поглощения, которое будет индуцироваться в настроенной катушке 
возбуждения, имеющей 103 витков на метр, индуктивность 1 мкгн  
и добротность Q, равную 100. Фактор заполнения F = 0,5.

Дополнительные данные : у  (As75) = 45,7 · 10е рад  ■ с е к ■ т л -1; 
/ = 3/2; 7\ = 0,1 сек;  полуширина линии Δβ = 3· 10~4 тл ; плот
ность кристалла GaAs р =  5 ,3 -103 кг-м~ъ.

10.2 . Электронный спиновый резонанс (ЭСР) является одним 
из наиболее чувствительных методов определения прецизионных 
количеств магнитных примесей 
в кристаллической решетке исход
ного вещества.

Оценить минимальную концент
рацию атомов фосфора, которую 
можно обнаружить в кремнии 
при следующих условиях.

Имеется ЭСР-спектрометр 
(рис. 10 .2 . 1), в котором генератор, 
работающий на резонансной ча
стоте ω0, подает ток постоян
ной амплитуды г0 в настроенный 
контур с добротностью Q (шунти
рованный сопротивлением R), который соединен с линейным детек
тором через входное сопротивление R.

а) Записать выражение для изменения напряжения, обуслов
ленного магнитным резонансным поглощением, при прохождении 
СВЧ волны через резонатор с образцом.

б) Записать выражение для напряжения шумов на входе 
детектора.

в) Вывести выражение для минимального числа регистрируемых 
электронных спинов Ν, если отношение сигнал —шум равно 2 :1 .

г) Рассчитать соответствующую концентрацию атомов фосфора 
в кремнии.

Дополнительные данные :  температура Т =  4,2 °К; со0/2я = 10 Ггц;  
мощность на нагрузке Р =  1 мвпг, Q =  5000, объем резонансной 
полости Vс =  3 см3; фактор заполнения F = 0,5; ширина полосы 
пропускания детектора Ь — \гц ;  коэффициент шума G = 50; ширина 
резонансной линии Δω = 8 Мгц;  ядерный спин фосфора «/ = V2; 
Τχ = 5 10 е сек.

10.3. Исходя из выражения для спин-гамильтониана

^  =  ̂ β 5 ·5  +  θ [ 5 ΐ - | 5 ( 5 + 1 ) ] ,

определить энергетические уровни парамагнитного иона с эффек

Детехтор

Рис. 10.2.1-. Эквивалентная схема 
ЭСР-спектрометр а .
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тивным спином S = 3/2, находящегося в кристаллическом поле 
с осевой симметрией под действием постоянного магнитного поля В.  
Рассмотреть случаи, когда: а) В\Ог,  б) В\Ох. Схематически 
изобразить энергетические уровни для значений В,  лежащих 
в интервале от 0 до >£>/£β. Принять во внимание, что матрич
ные элементы для S'i — V3S ( 5  +  1) табулированы (см., например,
[21]). Учесть также, что в обоих случаях детерминантное урав
нение распадается на простые множители.

*10.4. Определить вероятность индуцированных переходов Wab 
(в единицу времени) между зеемановскими состояниями j а )  и |Ь).

Переходы индуцируются слабым 
внешним переменным полем В х, 
циркулярно поляризованным в 
плоскости, перпендикулярной силь
ному постоянному магнитному 
полю.

Рассмотреть конкретный слу
чай кристалла рубина (кристал
лическая решетка — корунд А120 3, 
активная примесь —ионы Сг3+). 
На рис. 10.4.1 изображены энер
гетические уровни Сг3+ в А120 3 

в твердотельном лазере. Действие этого прибора основано на 
«инверсии» населенностей уровней 2 и 3, достигаемой в резуль
тате внешней «накачки», переводящей электроны с уровня 1 на 
уровень 3; при этом населенности пг и п3 уравниваются и возни
кает инверсия: я 3> я 2.

Определить:
а) мощность микроволновой накачки резонатора, требуемую 

для создания разности населенностей п3 — пх, составляющей не 
менее 10% от равновесного значения;

б) мощность, активно поглощаемую ионами Сг3+ при накачке.
Дополнительные данные.  Считать, что переход 1 <-* 3 характе

ризуется линией лоренцевой формы с полушириной (на половине 
высоты), равной 50 Мгц ,  и частотой релаксации ω = 50 сект1. 
Считать также, что общее количество ионов Сг3+ в образце п =  1020, 
объем образца 5 см3, прибор работает при температуре 4,2 °К. 
Влияние уровней 2 и 4 не учитывать. Считать, что добротность 
резонатора Q = 1 ООО и что резонатор целиком заполнен об
разцом.

10.5. Для рроверки теории уширения дипольной линии хоро
шим материалом является фторид кальция CaF2. Единственными 
магнитными ядрами в этом случае являются F19(/ =  1/2), которые 
образуют кубическую решетку с постоянной решетки, равной 2,73 А.

Оценить ширину линии ядерного резонанса для F19 в двух 
случаях:

а) очень приближенно, учитывая магнитное дипольное взаимо
действие лишь соседних пар ядер F19;

! \
2-10%

У о,ЩУ°>37\ι ) * ° ’ ί3Η )

Рис. 10.4.1. Энергетические уровни 
твердотельного л азера .
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Δω . ΙΟ рад-ceu ' '

б) воспользоваться выражением Ван-Флека для второго момента 
(см., например, [19, 20]).

Рассмотреть монокристалл CaF2 и учесть первых шесть соседей, 
следующих за ближайшими. Считать поле В  направленным вдоль оси 
куба, а материал — поликристаллом (γ = 2,67·108 р а д - с е к ^ т л 1).

10.6 . Температурный ход ширины линии ядерного магнитного 
резонанса на ядрах Na23 в металлическом натрии показан на 
рис. 10.6 . 1.

Дать качественное объяснение ос
новных особенностей кривой. Рас
считать приближенно значение ко
эффициента диффузии D0 натрия, 
полагая, что температурная зависи
мость D дается выражением D =
= D0ex p (— Ed/RT), где Ed — энер
гия активации, связанная с диффу
зией, R — универсальная газовая по
стоянная. Считать также, что время 
релаксации хс для диффузии равно 
r2/8D, где г  (расстояние между бли
жайшими атомами натрия) равно 
3,7 -10-10 м.

*10.7. В неоднородном электри
ческом поле электрический квадру- 
польный момент ядер, имеющих
J  >  х! г , вызывает уширение линии ядерного резонанса. При пере
ходах т - ^ т  — 1 величина уширения описывается выражением

250 Т, °К

Рис. 10.6.1. Ширина полосы ре
зонанса Na23 в металлическом 
натрии, измеренная между пи

ками поглощения.

Δον 3 eQ (2 m — 1)
4 J  ( 2J  — І) Я Vz·

где Q — электрический квадрупольный момент ядер, ^  — усред
ненный по ядрам градиент электрического поля.

Такой эффект наблюдался для резонанса на ядрах In116 в InSb
[22], причем градиент V zz был обусловлен введением примеси Те. 
Увеличение концентрации Те контролировалось путем измерения 
величины Р  — максимума производной от амплитуды линии погло
щения по частоте. _

Оценить величину Vzz, предполагая, что при концентрации Те, 
равной 1024 м 3, вклад величины Р ,  возрастающей при переходах 
±  3/2 ·*->· ±  V2. уменьшается до одной трети значения в образце без 
примесей. Сравнить найденное значение V zz с величиной, кото
рая получается при использовании модели точечного заряда 
для донорных атомов Те, и объяснить причину расхождения в зна
чениях Vzz, полученных с помощью разных методов.

Дополнительные данные.  Форму резонансной линии считать 
гауссовой, J  — %·, Q = 1 ,2-10-28 к ж2, Δω (беспримесное) = 
=  4,6· 103 ра д  сект1', диэлектрическая проницаемость InSb ε =  15,9.
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10.8. Рассмотреть систему электронов (S = 1/2) и протонов 
( J  = Va) с расположением энергетических уровней, показанным 
на рис. 10.8.1. Рассмотреть также механизм связи, который допу

скает возможность возбужде
ния переходов 1-^*4.

Рассчитать максимальное 
увеличение интенсивности сиг
нала при ядерном резонансе, 
обусловленное насыщением пе
рехода /*->· 4, предположив, что 
релаксация чисто электронных 
переходов (1<->3 и 2<г*4) про
исходит мгновенно. Какова бу
дет эффективная спиновая тем
пература протонов и степень 
их поляризации Р ,  если экс
перимент проводится в магнит
ном поле, равном 1,2 тл,  при 

температуре 4,2 °К? Принять во внимание, что величина Р  
определяется как отношение (п+ — п_)/(п+ +  п_), где п± — населен
ности состояний ядер, имеющих trij = ± 1li .

10.9. Рассчитать относительную разницу в положении линий 
ядерного резонанса Na23 в металлическом натрии и водном раст
воре NaCl. Что произойдет с этой величиной в случае насыщен
ного электронного резонанса? Насколько будет смещена линия 
электронного резонанса по сравнению с ее положением в случае 
свободного электрона, при наличии сверхтонкого взаимодействия?

Температуру считать равной 300 °К. Считать также, что для 
металла можно воспользоваться волновой функцией свобод
ного электрона. Константа сверхтонкого взаимодействия для 
Na23 Л =0,0296 слг1, / = 3/2, у п =  7,06 · 107рад  ■ с е к _1 · т/г1', восприимчи
вость электронов проводимости χ® = 1,19-10 5 объемных единиц МКС.

*10.10. Определить первую константу кристаллографической 
магнитной анизотропии кобальта К[  по измерениям частоты фер
ромагнитного резонанса на сферическом образце. Вывести или 
найти в справочнике подходящую формулу для частоты резонанса. 
Из таблицы размагничивающих факторов для эллипсоидов враще
ния (см., например, [18]) определить степень отклонения формы 
образца от сферической, при которой резонансная частота образца 
отличалась бы от частоты ларморовской прецессии менее чем на 10%.

Пусть приложенное постоянное магнитное поле В0, направ
ленное вдоль направления легкого намагничивания (оси z), явля
ется достаточно сильным, чтобы создать насыщение. Перпенди
кулярно полю В0 приложено слабое возбуждающее высокочастотное 
поле В і_. Влиянием К'г пренебречь (/Ci = 4,1 · Ю5д ж  м 3; намагни
ченность насыщения M s =  1,4 · ІФ а -м . -1).

Предварительно целесообразно вывести выражение для эффек
тивного поля анизотропии и записать его через эффективные раз

ms  mj

Рис. 10.8.1. Энергетические уровни си
стемы п ротон — электрон.
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магничивающие факторы, принимая во внимание момент вращения 
образца, обусловленный анизотропией.

10.11. На рис. 10.11.1 показан спектр спиновых волн в тон
кой пленке пермаллоя (80% Ni, 20% Fe), полученный при прило
жении магнитного поля с фиксированной частотой 24,0 Ггц  пер
пендикулярно к плоскости пленки. Толщина пленки 1480 А.

Усиление
00 X “

І Усиление I -^т*т /дх

18 
BL, тл

1,2 /,4 1,6

Рис. 10.11.1. Спин-волновой спектр пермаллоя. 

а) „6)--------- ~3/г

V2
я /г

/ г

. 1 s 
-/ г

Рис. Ю.12.1 Мёссбауэровский спектр металлического Fe5? в нулевом поле (а) 
и энергетические уровни Fe57, иллюстрирующие разрешенные мёссбауэровские

переходы (б).
Стрелка на рис. (а) показы вает положение внешней линии в приложенном поле, равном 2 тл

Рассчитать значение намагниченности насыщения M s образца 
и обменный интеграл J e, используя характеристики спектра, при
веденные на рис. 10. П .I (будьте внимательны и правильно иден
тифицируйте моды СВЧ поля). Принять g  = 2 ,l ;  S  =  V2, постоян
ную решетки а = 3,5 А.

10.12. Мёссбауэровский спектр Fe57 в металлическом железе и со
ответствующие энергетические уровни представлены на рис. 10 . 12.1 .
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Рассчитать: а) знак и величину поля сверхтонкого расщепления 
на ядрах Fe57; б) g -фактор первого возбужденного состояния;
в) наименьшее значение времени жизни возбужденного состояния. 
Принять g -фактор основного состояния равным 0,181.

11. Электронная теория металлов *)

11.1. Вывести выражение для энергии Ферми для модели сво
бодных электронов металла при абсолютном нуле температуры. 
Используя данные табл. 11.1.1 и другие константы, вычислить 
энергию Ферми для щелочных металлов. Предложить методы изме
рения энергии Ферми для этих металлов.

Т а б л и ц а 11.1.1

Металл Li Na К Rb Cs

Плотность, г  ■ см~3 
Атомный вес

0,534
6,939

0,971
22,99

0,86
39,102

1,53
85,47

1,87
132,905

11.2 . Найти выражение для отношения коэффициентов тепло
проводности и электропроводности (κ/σ) для модели свободных 
электронов металла. Вычислить значение числа Лоренца

L =  к/аТ,
где Г —абсолютная температура. Объяснить расхождение между 
вычисленным значением и экспериментально измеренными значе
ниями L для Na при низких температурах (табл. 11.2.1). 
Значения числа Лоренца взяты из работы [23].

Т аблица 11.2.1

T, °к 10 20 ЗО 60

L3Kcn, em -ом - град'2 1,7- 10̂ 8 0,7- 10-8 1,0- ίο-s 1,2· 10-8

11.3. Считая серебро одновалентным металлом со сферической 
поверхностью Ферми, вычислить следующие величины:

1) энергию Ферми и температуру Ферми;
2) радиус kF сферы Ферми в /^-пространстве;
3) скорость Ферми;
4) площадь поперечного сечения поверхности Ферми;
5) циклотронную частоту в поле Я  = 5000 э\
6) среднюю длину свободного пробега электронов при комнат

ной температуре и вблизи абсолютного нуля температур;

*) Р . М. L e e  (U niversity of Lancaster).
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7) радиус циклотронной орбиты в поле Н =  5000 э\
8) длину ребра кубической элементарной ячейки;
9) длину векторов обратной решетки первых двух координа

ционных сфер в ft-пространстве;
10) объем первой зоны Бриллюэна.
Использовать в расчетах следующие данные для Ag: плотность

10,5 г-см~3\ атомный вес А =  107,87, удельное сопротивление 
р=  1,61 10 6 ом - см  при 295 °К и 0,0038· 10 е ом - см  при 20 °К.

11.4. Показать, что средняя энергия Ш, приходящаяся на одну 
частицу при 0 °К для электронов, подчиняющихся статистике
Ферми —Дирака, равна ё  = 3/ъ ШР (0), где ^ ( 0 ) — энергия Ферми 
при Т =  0 °К.

Полагая f  (Т ) (среднюю энергию электрона при конечной тем
пературе) равной

найти величину отношения (Cv)FD/(Cv)Kll для электронного газа 
с энергией Ферми, равной 7 эв. (Cv)fD — удельная теплоемкость 
газа, состоящего из частиц, подчиняющихся статистике Ферми — 
Дирака, a (CX,)KJI — удельная теплоемкость газа, подчиняющегося 
классической статистике.

11.5. Вычислить ток термоэлектронной эмиссии от вольфрамо
вой проволоки длиной 3 см и радиусом 1 мм, нагретой до 2 000 °С 
(работу выхода φ для вольфрама принять равной 4,5 эв).

11.6. Показать, что электромагнитная волна, падающая на 
поверхность металла, быстро затухает по мере проникновения 
в металл (скин-эффект). Вычислить классическую глубину скин- 
слоя и показать, что она значительно меньше средней длины 
свободного пробега в чистом металле при низких температурах.

11.7. Показать, что когда к металлу приложено магнитное 
поле Н, волновой вектор ft данного состояния изменяется, опи
сывая в ft-пространстве орбиту, определяемую пересечением энер
гетической поверхности плоскостью, перпендикулярной полю f i .  
Показать, что циклотронная эффективная масса для данной 
орбиты равна

где А — площадь этой орбиты в ft-пространстве, а % — энергия.
11.8 . Найти давление газа электронов, подчиняющихся стати

стике Ферми— Дирака. Вычислить величину давления для слу
чая меди.

11.9. Пользуясь классическими методами, вычислить частоту 
продольных плазменных колебаний в электронном газе с одно
родным положительно заряженным фоном. Как, по вашему

* пы α/ιm * = -------^2л
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мнению, повлияет на результат квантовомеханическое рассмотрение 
этой задачи?

11.10. Согласно простой модели одновалентного металла, состоя
щего из точечных положительных атомных ядер, погруженных 
в однородный электронный газ (модель «желе»), средняя энергия, 
приходящаяся на один электрон, равна

S  _____ 9 ЗЙ2 / 9  у/;
® — in "Т г10 г  Ютг2 \ 4π

где г  — радиус сферы, содержащей один электрон.
Найти равновесное значение г0, модуль всестороннего сжатия В 

при 0 °К и скорость звука.
*11.11. Приложенное переменное гармоническое поле (частоты ω) 

вызывает возмущение плотности газа свободных электронов. 
Ограничиваясь членами первого порядка по возмущению, показать, 
что реакция электронного газа на такое возмущение описывается 
диэлектрической проницаемостью, равной

' Ч п  а )  1 4яе® V  А>(£*+ »)-/< > (£*)ε(ω , д ) = 1 --^  — --------  ----  ---- .
Ч ©А + ? —б* —ft®

*11.12. Пользуясь результатом задачи 11.11, показать, что 
статическое возмущение влияет на диэлектрическую проницаемость, 
в результате чего происходит полная экранировка внешнего длин
новолнового (ω->-0) поля, так что при q - +  0

в ( д ,  0 ) - > 1 + ^ ,

где λ2 = 4n e2N(S f ) [W ψ /) — плотность состояний на поверхности 
Ферми]. Этот результат известен как приближение Томаса — Ферми.

Вывести отсюда, что возмущающий потенциал точечного заряда 
eZ в электронном газе имеет вид

У(/-) =  ^ е х р ( —кг).

Вычислить радиус экранирования в металле со свободными 
электронами при плотности электронов, соответствующей Ag 
(см. задачу 11.3).

*11.13. Показать, что для модели свободных электронов 
металла диагональная компонента тензора сопротивления не зави
сит от магнитного поля (т. е. что эффект поперечного магнето- 
сопротивления отсутствует).

*11.14. а) Объяснить смысл времени релаксации τ и обсудить 
вопрос о том, при каких условиях это понятие применимо.

б) Многие кинетические явления в благородных металлах 
можно описать простой двухзонной моделью, в которой двумя 
группами носителей являются области «шеек» (индекс 1) и «взду
тий» (индекс 2) поверхности Ферми.
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Вывести из данной модели выражение для отклонений от 
правила Матиссена при высоких температурах. Для этого надо 
рассмотреть следующие вопросы.

1) Показать, что выражение для остаточного сопротивления 
сплава можно записать в виде

— =  β ιΤ 2 -j- 5 2т2,
Ро

где %х и т2 — времена релаксации двух групп носителей. Какими 
параметрами этого сплава определяются коэффициенты В г и S 2?

2) Предположить, что время релаксации, обусловленное элек- 
трон-фононным взаимодействием при высоких температурах, оди
наково для шеек и для вздутий и равно т0. Рассмотреть далее 
только разбавленные сплавы при высоких температурах, для 
которых можно считать xlt τ 2 τ 0.

3) Отклонение от правила Матиссена можно характеризовать 
величиной отношения Δ/ρο, где

Δ  “  Р с п л а в а ( Т ) -
'  Р ч и с т о г о м е т а л л а  ( Л - Р о ·

Определить, как зависит величина Δ от концентрации сплава и 
от температуры.

4) Показать, что обычно Δ;>=0, и установить, в каком случае 
Δ больше: для сплава из двух металлов одинаковой валентности 
(обычно τ, =  5т,) или для гетеровалентного (обычно τ χ = 2τ2) 
сплава. Зная, что в первом случае Δ/ρο = 0,2, определить, какая 
часть тока обусловлена шейками в чистом металле, если там 
электроны являются неосновными носителями.

*11.15. Найти число электронных состояний (отнесенное 
к одному атому) внутри сферы, вписанной в первую зону Брил
люэна, для ГЦК, ОЦК решеток и решетки типа γ -латуни.

Каким условиям должны удовлетворять различные члены, 
дающие вклад в свободную энергию, чтобы выполнялись правила 
Юм-Розери для фазовых переходов в бинарных сплавах?

*11.16. Проводимость металла не зависит от толщины d  
образца до тех пор, пока средняя длина свободного пробега λ0 
не станет сравнимой с d.

Считая рассеяние на поверхности хаотическим, показать, что 
если свободный пробег оканчивается на поверхности, то прово
димость изменяется следующим образом:

σ __ λ  __ 3d i___, λ0 _
4λο +  2λ0 1Π d ’

здесь σ — проводимость образца в виде тонкой пленки; σ 0 — про
водимость массивного образца, λ  и λ„ — средние длины пробега 
соответственно для пленки и для массивного образца.

*11.17. .Результаты задачи 11.7 показывают, что когда металл 
помещен в магнитное поле //= (О, О, Ηζ), волновой вектор элек
трона описывает орбиту в ft-пространстве, причем kz к Ш посто
янны на всем пути.
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Введя третий параметр φ, связанный с изменением направле
ния вектора к  следующим соотношением:

(где dkt — малое приращение ft, тангенциальное к пути, a v p — 
перпендикулярная к Н  компонента скорости), вывести уравнение 
Больцмана в переменных Ш, kz и φ для системы, на которую 
действует слабое электрическое поле Е. Сохраняя члены лишь 
первого порядка относительно электрического поля Е, найти 
выражения для плотности тока и тензора проводимости. Пока
зать, что в случае замкнутых орбит, лежащих в плоскости (kx, ky), 
магнетосопротивление в сильных полях достигает насыщения, 
а в случае открытых орбит — возрастает пропорционально Я 2.

*11.18. Показать, что сопротивление жидкого металла

2k р

is(,)riM ,)i1 i ) s ■ '(ί)·

где I S  (q) I2 — квадрат абсолютной величины структурного фактора 
для жидкости; | Va (q) |2 — квадрат матричного элемента слабого 
псевдопотенциального взаимодействия между состояниями k 
и ft +  g ; Шр— энергия Ферми; Ω0 — атомный объем.

Считать, что 1) полный псевдопотенциал является суммой 
слабых псевдопотенциа-лов с центрами в различных атомных уз
лах; 2) вероятность рассеяния определяется борновским прибли
жением.

Вычислить значение р для цинка, исходя из данных табл. 11.18.1 
(значения Va (q) взяты из [24], значения N \S(q ) ' f  — из [25]).

Т а б л и ц а  1 1 . 1 8 . 1

q/kF ν α <?>,
R y

N \ S  (ρ)|* q/kp v n (c),
R y

q/kp Vc (q),
Ry

N  S  {q ) I2

0 , 0 — 4 , 6 9 0 , 0 0 , 8 — 2 , 3 0 , 5 1 , 6 — 0 , 1 1 , 0

0 , 2 — 4 , 2 7 0 , 0 6 1 , 0 — 1 , 7 5 0 , 5 7 1 , 8 0 , 3 4 1 , 7 9

0 , 4 — 3 , 6 5 0 , 1 5 1 , 2 — 1 , 1 9 0 , 5 3 2 , 0 0 , 6 7 1 , 3 8

0 , 6 — 2 , 8 5 0 , 3 1 , 4 — 0 , 6 0 , 6 4

*11.19. Для металлов, у которых на границе зоны Бриллюэна 
щель между энергетическими зонами мала, существует вероят
ность перехода электрона через эту щель, если приложено магнит
ное поле; это явление называют магнитным пробоем.
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Показать, что магнитный пробой имеет место при условии

'c°F > 1.
где Шр — энергия Ферми, Ш g — ширина энергетической щели, й)с — 
циклотронная частота.

*11.20. а) Рассмотреть следующую модель одновалентного 
металла: в объеме большой сферы радиуса R  размещены свобод
ные электроны и однородно распределенные положительные ион
ные центры (число ионов равно числу электронов).

Найти в первом приближении теории возмущений изменение 
энергии, необходимое для образования вакансии с заданным 
потенциалом возмущения V (г). Используя асимптотическую фор
му волновой функции, применить правило Фриделя для фазо
вых сдвигов и показать, что величина изменения энергии сво
дится к величине 2/3Шр, где Шр — энергия Ферми. Учтя изменение 
энергии, вызванное возрастанием объема вследствие того, что 
высвобождаемый ион уходит на поверхность сферы, показать, 
что полное изменение энергии равно

б) Зная, что для изотропного твердого тела дебаевская тем
пература в  пропорциональна скорости звука, показать, что

0  =  Л ^ /2,

где А — множитель, зависящий от атомного объема Ω и массы 
атома М.  Используя результат пункта (а), показать, что величина

/ \ -1/2
Θ

\Μ.Ο,2β '
должна быть константой, и вычислить ее, исходя из данных:

Металл θ ,  ° к \ Ш у , э з М еталл θ ,  ° к Δ& у ,  э в

Au 1 6 5 0 , 9 4 А 1 4 2 8 0 , 7 5

A g 2 2 5 1 ,0 9 РЬ 9 4 , 5 0 , 5 3

С и 2 4 5 1 ,1 7 Pt 2 2 9 1 , 4

M g 4 0 6 0 , 8 9 N i 4 4 1 1 ,5

Считая, что температура Tf  плавления металла пропорцио
нальна А ёу ,  вывести соотношение Линдемана между Θ и Tf :

/ Т1 \1/2 

® = COnSt' ( i ^ 5  ’
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12. Энергетическая зонная структура*)

12 . 1. Электрон движется в одномерном периодическом потен
циальном поле, создаваемом атомами, находящимися на расстоя
нии d  друг от друга.

Показать, что волновые функции электронов могут иметь вид 
и (x) ехр (ikx), где и (х) — функция той же периодичности, что и 
потенциал. Предполагая, что в трехмерном случае волновая 
функция имеет аналогичный вид: и (r)  ехр ( ikr ) , определить зна
чения волнового вектора к  для гранецентрированной кубической 
решетки.

12.2. Пусть в трехмерной кубической решетке (в единице 
объема) содержится N атомов, причем каждый из атомов имеет 
Z валентных электронов.

Вывести выражение для радиуса сферы Ферми (в обратной 
решетке) в приближении свободных электронов. Д ля случая дву
мерной квадратной решетки построить (в обратной решетке) 
поверхность Ферми для атомов с одним, двумя, тремя и четырьмя 
валентными электронами. Изобразить поверхность Ферми в пер
вой зоне Бриллюэна для случая, когда на атом приходится 
четыре электрона.

12.3. Показать, что на границах первой зоны Бриллюэна 
волновые функции свободного электрона в одномерной периоди
ческой решетке с периодом d  вырождены. Показать, что если 
каждый атом вносит малое возмущение, то в первом приближении 
по возмущению волновые функции на границе зоны пропорцио
нальны

.  п п х  п л х  ,  ·,sin —̂— И COS —j— (η — целое).

12.4. Показать, что для случая одномерной решетки сущест
вование энергетических разрывов на границе зоны Бриллюэна 
эквивалентно условию брэгговского отражения электронных волн.

12.5. Рассмотреть энергетические уровни в одномерной решетке 
с периодом d,  где потенциальная энергия имеет вид

V =  V0 при —b sgxsgO ,
V = 0 при 0 =sg*K̂ d  — b,

V (х+  d) =  V (дг).
Определить значения энергии для верхнего края первой зоны и 
нижнего края второй зоны на границе зон, если F 0 =  0 ,1; d =  8 
и b =  3 ат. ед.

12.6 . Показать, что в случае, когда движение электрона 
в кристалле можно рассматривать как  распространение плоской 
волны ехр (ik r ) ,  квант hk соответствует импульсу. Показать, 
что если на кристалл действует внешнее электрическое поле, то

*) Р. М. L e e  (U niversity of Lancaster).
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скорость изменения импульса в зависимости от времени такова, 
что электрон может рассматриваться как частица, обратная масса 
которой является тензорной величиной, имеющей компоненты

12.7. Обсудить различия между металлом, полупроводником 
и диэлектриком с точки зрения структуры их энергетических 
зон. Дать схематическое изображение поверхности Ферми дву
мерного кубического кристалла, который имеет небольшое число 
носителей эффективных зарядов на атом (полуметалл). Объяснить 
это явление с точки зрения картины энергетических зон.

12.8. Нижняя граница зоны проводимости висмута характе
ризуется тензором обратных эффективных масс вида

Найти компоненты этого тензора и определить характер энер
гетических поверхностей вблизи нижней границы зоны проводи
мости .

12.9. Найти выражение для структурного фактора и вычис
лить его для решетки, имеющей гексагональную плотноупако- 
ванную структуру. Показать, что для этой структуры ширина 
энергетической щели для состояний, соответствующих гексаго
нальной грани зоны Бриллюэна, обращается в нуль.

12.10. Показать, что уравнение Шредингера для волновой 
функции Ψ/jft (г)  можно записать в виде

где индекс п  относится к п -й энергетической· полосе, а функция 
link ( г)  имеет периодичность решетки.

Определить зависимость Шп {Ь) вблизи края зоны (й = 0), 
выразив правую часть через Шп (0 ) и матричные элементы импульса 
с функциями U(q (г)  для всех энергетических полос і. Получить 
отсюда компоненты тензора обратных эффективных масс (через 
те же матричные элементы импульса). Показать, что при учете 
взаимодействия электронов двух разных энергетических полос 
эффективная масса дырки, соответствующая нижней полосе, и 
эффективная масса электрона, соответствующая краю верхней 
полосы, будут равны по величине.

*12 .11 . Доказать теорему Блоха для трехмерной решетки.
*12.12 . Используя разложение волновой функции электрона 

в ряд по плоским волнам, найти вид детерминантного уравнения 
для определения собственных значений энергии в случае одно
мерного кристалла. Найти собственные значения энергии для 
последовательных приближений, получаемых при увеличении
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числа плоских волн в разложении, если в таком кристалле потен
циал с периодом π имеет вид

V (х) =  —3 — 2 cos 2х.
*12.13. Используя для электронов атомов в объемноцентри- 

рованной кубической решетке приближение сильной связи и 
предполагая при этом, что s-функции могут быть взяты в качестве 
электронных атомных волновых функций (атомных орбиталей), 
показать, что энергетические поверхности такой системы при 
ft = 0 имеют сферическую симметрию. Определить эффективную 
массу у края зоны (вблизи k =  0).

*12.14. Пользуясь приближением сильной связи, показать, 
что линейная цепочка атомов с одним свободным концом может 
иметь уровни в запрещенной зоне, т. е. в щели между нормаль
ными зонами (в трехмерном случае это отвечает учету атомов 
на поверхности).

*12.15. Рассмотреть энергетические уровни и поверхностные 
состояния системы, описанной в задаче 12.14, в случае, когда 
поверхностный атом является примесным.

*12.16. Пользуясь приближением сильной связи, найти соб
ственные значения энергии нижнего края зоны для случая одно
мерной решетки с периодом π,  если ее потенциал имеет вид

V (х) =  —3 — 2 cos 2х.
Предположить, что атомные волновые функции такие же, как 
и у простого гармонического осциллятора,

Ψ (х) =  ехр (—ах2),
где а — подгоночный параметр, выбираемый так, чтобы энергия, 
отвечающая состояниям Ψ (лг), была минимальной.

*12.17. Энергетические уровни в верхней части валентной 
зоны в германии при ft =  0 являются вырожденными. Детерми- 
нантное уравнение для энергий состояний вблизи k =  0 можно 
получить, используя теорию возмущений; оно имеет вид

A k l-\ -B  (fy/+&z) —  Ш C kxky Ckxk z

C kykx A ky-\ -B  (k z -{ -k i)  — Ш C kykz

Ckzk x C kzky A kz-\-B  (kx-\ -ky) —

= 0 ,

где Ш — энергия состояний k = ( k x, ky , kz); А, В,  С —компоненты 
тензора обратных эффективных масс.

Рассмотреть ход изменения энергии вблизи й =  0  вдоль основ
ных направлений [ 100], [ 111] и др. в ft-пространстве и для про
извольного направления. Показать, что поверхности постоянной 
энергии вблизи ft =  0 отличаются от сферы.

*12.18. Доказать, что функции Ванье и собственные функции 
оператора импульса правильной трехмерной решетки получаются 
одна из другой преобразованием Фурье. Показать также, что
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функции Ванье для атомов различных узлов решетки ортого
нальны.

*12.19. В двумерной квадратной решетке с постоянной ре
шетки d  для точки (n/d, π /d) в зоне Бриллюэна вырождаются 
четыре плоские волны.

Показать, что внутрикристаллическое поле в решетке снимает 
это вырождение. Определить в этом случае число и симметрию 
новых состояний.

*12.20. Рассчитать энергетическую зонную структуру алюми
ния, исходя из следующих данных:

H = £ - * + v ’
где т* =  1,1716т. Потенциал V имеет только два ненулевых 
коэффициента Фурье [26]:

У [і п] (Кп) = 0,0295 Ry при /Гв ||[111],
^ [200] (К ,) = 0,0550 Ry при а д г о о ] .

Значения V (Кп) равны при одних и тех же значениях \Кп \.
Параметр решетки гіді = 7,633 А.

Выразить волновую функцию через набор четырех плоских 
ВОЛН, описывающих вырожденное состояние В точке (V2, 0, 1) 
зоны Бриллюэна.

13. Свойства однородных полупроводников*) [27]

13.1. Обсудить качественно причины того, почему так легко 
осуществляется модуляция проводимости в полупроводниках 
и так трудно —в металлах.

13.2. Вывести закон действующих масс для концентраций 
основных и неосновных носителей в полупроводнике, предполагая, 
что для носителей тока в зоне проводимости и в валентной зоне, 
так же как для классических свободных частиц, применима ста
тистика Максвелла — Больцмана и что функция плотности состояний 
параболическая для обеих зон. Эффективные массы т% (для 
электронов) и т*р (для дырок) считать известными и постоянными.

13.3. Найти энергию Ферми для собственного полупроводника, 
принимая, что статистика Максвелла — Больцмана применима 
и для зоны проводимости, и для валентной зоны.

13.4. Явления, возникающие при добавлении в полупроводник 
донорных или акцепторных примесей, можно объяснить, предпо
лагая, что каждый атом донора (или акцептора) приводит к появ
лению локального энергетического уровня в запрещенной зоне 
чуть ниже дна зоны проводимости (или чуть выше потолка 
валентной зоны), с которого электрон (или дырка) легко возбуж
дается при термической ионизации.

*) J ,  P. M c K e l v e y  (Pennsylvania S tate  U n iversity).
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Обосновать эту картину исследованием водородоподобного 
атома, погруженного в однородную изотропную диэлектрическую 
среду. Атом донора считать пятивалентным, полагая, что внутри 
решетки четыре валентных электрона осуществляют химическую 
связь, а свободный пятый валентный электрон находится в куло- 
новском поле положительного ионного остова (примесного центра); 
диэлектрическую проницаемость среды считать равной диэлектри
ческой проницаемости полупроводникового кристалла (є = 16  для 
Ge, ε = 1 2  для Si). В частности, рассчитать размер электронных 
орбит и энергию ионизации основного состояния. Можно исполь 
зовать боровскую теорию водородного атома с круговыми элек
тронными орбитами.

*13.5. Показать, что вследствие принципа Паули и двукрат
ного спинового вырождения уровня основного состояния донора 
функция распределения электронов на этих уровнях имеет вид

/?'(£) =  } {  1 + | е х р  [ ( £ - ^ ) Д Т ] } “\

13.6. В полупроводнике, в котором все донорные и акцептор
ные атомы ионизованы, найти концентрации электронов п0 
и дырок р 0, выразив их через концентрации донорных и акцеп
торных примесей Nd , Na и через концентрацию собственных носи
телей И;.

13.7. Найти выражение для энергии Ферми в примесном 
полупроводнике при условии, что уровни донора и акцептора 
полностью ионизованы; обсудить условия, при которых это пред
положение законно. Принять, что статистика Больцмана приме
нима и к зоне проводимости, и к валентной зоне, а также 
к донорным и акцепторным уровням.

13.8. Исходя из уравнения переноса Больцмана и используя при
ближение времени релаксации, показать, что электрическую про
водимость однородного полупроводника, рассматриваемого как 
больцмановский газ электронов и дырок, можно записать как 
а  = е  (ημ„ +  ρ μ Ρ), где μη и μρ — подвижности, т. е. средние ско
рости дрейфа в электрическом поле единичной напряженности. 
Для электронов и дырок они соответственно равны

е (уЧп (р)) ___ е (ν*ΐρ(ν))
г *  т  (о2> ’ μ Ρ 'm ( v s) ’

где τ„ (и) и τρ (ν) — времена релаксации для электронов и дырок.
13.9. Рассматривая кристалл как сосуд, содержащий фонон- 

ный газ, и используя приближения теории теплоемкости Дебая, 
показать, что для температур, больших по сравнению с темпера
турой Дебая, число акустических фононов в единице объема 
составляет 9ΝΤ/2Θ (где N — число атомов решетки в единице 
объема, а Θ —температура Дебая).

Затем полуколичественно показать, что в полупроводниковом 
кристалле для температур, больших по сравнению с температу
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рой Дебая, рассеяние электрона или дырки на акустическом 
фононе можно рассматривать аналогично взаимодействию элек
трона или дырки с нейтральной частицей, масса которой намного 
больше эффективной массы электрона или дырки. Показать, что 
при такой трактовке мы придем к независимости среднего сво
бодного пробега от скорости.

13.10. Для веществ, в которых рассеяние на акустических 
фононах является основным механизмом рассеяния, показать, что 
при температурах, превышающих температуру Дебая, подвиж
ность электронов (а значит, для постоянной плотности носите
лей, и электропроводность) должна быть пропорциональна Г -1 
в металлах и Г-  3/2 в полупроводниках. Сравнить эти результаты 
с экспериментальными данными для металлов и примесных полу
проводников и объяснить причины обнаруженного расхождения.

Рис. 13.11.1. Образец p -типа в однородном магнитном поле В п.

13.11. Образец примесного полупроводникового кристалла 
p-типа вырезан в виде прямоугольного параллелепипеда и поме
щен в однородное постоянное магнитное поле В0, как показано 
на рис. 13.11.1.

Показать, что проводимость образца уменьшается с увеличе
нием магнитного поля. В частности, если ω0τρ<^1 ((й0 — е В 0/т%с) 
и средняя длина свободного пробега не зависит от скорости, то

(здесь σ0 — проводимость в отсутствие магнитного поля, а λ — 
средняя длина свободного пробега). Предполагается, что эффек
тивная масса изотропна и, следовательно, изоэнергетические 
поверхности в импульсном пространстве имеют сферическую форму.

13.12. Показать, что в схеме опыта, показанной на рис. 13.11.1, 
на клеммах А и В  появляется напряжение, которое соответ-

ωΙ%1 ■<; 1 (эффект Холла). Показать, что когда длина среднего

А
К вольтметру

В

I

ствует электрическому полю при условии, что

т одсвободного пробега не зависит от скорости, то у
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13.13. Найти выражение для коэффициента Холла полупро
водника с большой концентрацией как электронов, так и дырок 
при условии, что щ х 2 1 для обоих типов носителей. К чему 
в этом случае приводит независимость от скорости длины 
свободного пробега электрона и дырки?

13.14. Найти частоту и относительную интенсивность всех 
циклотронных резонансов, ожидаемых для кристалла кремния 
я-типа. Постоянное магнитное поле приложено: а) вдоль направ
ления [100], б) вдоль [ 110], в) вдоль [ 111].

*13.15. Найти компоненты тензора проводимости в системе 
координат, в которой оси расположены вдоль направлений ( 100). 
Вдоль тех же направлений [111], [111], [111], [111] ориентированы 
эллипсоидальные зоны проводимости, причем минимумы энергии 
расположены на тех же направлениях (случай кристалла герма
ния). Показать, что суммарная проводимость кристалла изотропна, 
несмотря на анизотропию, связанную с каждым отдельным эллиг- 
соидом, при условии, что нет внешнего напряжения или других 
воздействий, которые могли бы нарушить эквивалентность четы
рех минимумов энергии.

13.16. Показать, что если в полупроводниковом кристалле 
создан градиент концентрации, то устанавливается диффузионный 
поток носителей, пропорциональный градиенту концентрации 
с коэффициентом, равным — %с/3 (где с —средняя тепловая ско
рость). Предполагается, что относительное изменение концентра
ции на расстоянии порядка средней длины свободного пробега 
мало, что средняя длина свободного пробега не зависит от ско
рости и что функцию распределения можно записать в виде 
произведения η(/*)φ(©), где я  — концентрация в данной точке, 
а φ (θ ) —функция распределения скоростей, которая не зависит 
от координат.

13.17. Показать, что подвижности электрона и дырки связаны 
с соответствующими коэффициентами диффузии соотношениями 
Эйнштейна

Dn =  \xnkT!e, Dp =  \ipkTje.

Принять, что длина среднего свободного пробега для электронов 
и дырок не зависит от скорости.

*13.18. Найти дифференциальное уравнение, описывающее 
амбиполярную диффузию и дрейф распределения избыточных пар 
электрон — дырка внутри полупроводника, имеющего равновесные 
концентрации электронов п0 и дырок ро. которые сравнимы 
по величине при приблизительном выполнении условия электро
нейтральности внутри кристалла.

13.19. На основании результатов, полученных в задаче 13.18, 
можно сказать, что в полупроводнике «-типа избыток электрон
но-дырочных пар дрейфует в направлении приложенного поля, 
несмотря на то, что основные носители тока в кристалле (т. е. 
электроны) движутся в противоположном  направлении.
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Исследуя движение импульса избытка носителей постоянной 
плотности при условии, что в пределах ступенчатой или гладкой 
наружной поверхности избыток носителей δ η  =  δ ρ  =  const, объяс
нить на основании физических соображений, почему это поведе
ние наблюдается. Рассмотреть одномерный случай, т. е. считать, 
что концентрации и поля являются функциями только одной 
координаты х.

*13 .20 . В известном эксперименте Хайнса —Шокли (схема 
показана на рис. 13.20.1) дрейфовая подвижность неосновных 
носителей заряда в примесных образцах полупроводника опреде
ляется по результатам измерения времени, необходимого для того,

Рис. 13.20.1. Схема эксперимента Хайнса — Шокли.

чтобы избыток носителей (инжектируемых через точечный контакт 
эмиттера) продрейфовал к точечному контакту коллектора, рас
положенного на известном расстоянии, под действием постоянного 
поля Е0 внутри кристалла.

Можно сделать простой анализ результатов и убедиться, что 
дрейфовая скорость носителей равна μ * ^ .  а время t0, необхо
димое для того, чтобы носители преодолели расстояние d  между 
зондами эмиттера и коллектора, будет поэтому равно ά/μ*Ε, 
откуда μ* = d/E0t0.

В предположении одномерной диффузии, когда инжекцию 
избыточных носителей в кристалле в точке х = 0 при t =  0 можно 
описывать δ-функцией, показать, что при рассмотрении эффектов 
диффузии и рекомбинации максимальный коллекторный сигнал 
(который пропорционален величине δ ρ  при x = d) имеет место 
при t — t0. Величина t0 находится из соотношения

, _  Vl+fodVD* — 1 
to  ’

где
μ * ζΕ* 1 _  ф р Е1 b (η  — p)2 I
4 D*  ' τ  4kT (г е + р ) ( 6 и + Ρ) τ  *
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Подвижность μ* связана с 10 соотношением

μ* + χ 2-χ)\£0‘0
здесь

  2кТ / 10 . 1 \ п-{-р
Х ~  eE0d  \ t  ~*~~2) η —ρ  ·

13.21. На рис. 13.21.1 приведены результаты измерений дрей
фовой подвижности импульса избыточных носителей заряда в гер
мании p-типа в зависимости от температуры.

Рис. 13.21.1. Температурная зависимость дрейфовой подвижности импульса 
избыточных носителей заряда в Ge р-типа.

Объяснить получающуюся кривую и в особенности острый 
излом на ней при температуре около 300 °К и наблюдаемое затем 
быстрое уменьшение подвижности импульса.

*13.22. Для полупроводника я-типа в стационарном состоя
нии вероятность того, что неосновной носитель при столкновении 
с поверхностью кристалла не испытает рекомбинации, определя
ется коэффициентом поверхностного отражения Д„.

Показать, что граничное условие для уравнения непрерывно
сти у поверхности кристалла можно записать в виде

_ £ )  Г  d  ( А р )  1  = [ δ ο Ί  f ~P- . 
U P\_ dx J s  l ° P i s  2  \ + R „ '

где индекс s относится к значениям соответствующих величин 
у поверхности образца.

13.23. Из кристалла примесного германия η-типа вырезаны 
большие тонкие пластинки одинаковой толщины, равной 2а. Длина
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и ширина образца достаточно велики для того, чтобы пренебречь 
краевыми эффектами и, следовательно, гарантировать, что пере
нос избытка носителей внутри образца происходит в одном изме
рении. Поверхности обрабатываются таким образом, чтобы на 
обеих поверхностях образца скорость поверхностной рекомбина
ции s  была одинаковой. Затем кристалл облучается светом, 
длина волны которого достаточно велика для того, чтобы про
никнуть в кристалл без значительного поглощения, но тем не 
менее близка к краю основного поглощения (где Ηω = ЬЖ) 
настолько, чтобы создать заметную концентрацию электронно
дырочных пар.

Найти стационарную концентрацию избыточных носителей 
во всех точках внутри кристалла и описать стационарный эффект 
фотопроводимости, возникающей в образце.

13.24. Используя условия предыдущей задачи, показать, что 
ответ, который получается, когда s принимает свое максималь
ное значение Ср/2 , и результат, полученный, если устремить s 
к бесконечности, по существу одинаковы, если диффузионная 
длина намного больше, чем средняя длина свободного пробега.

*13.25. Образец примесного германия /г-типа имеет те же раз
меры, форму и объем, как и образец, рассмотренный в задаче
13.23. Посередине между поверхностями образца содержится зерно 
с плоской границей, параллельной поверхностям образца. Дислока
ции, связанные с границей зерна, действуют как центры рекомбина
ции, причем выполняется граничное условие уравнения непре
рывности в форме (13.22.12) со скоростью рекомбинации s0. 
Скорость рекомбинации, связанная с обеими наружными поверх
ностями образца, равна S]..

Найти решение уравнения непрерывности для избыточной 
концентрации носителей заряда δ ρ  (x , t) при данных условиях, 
полагая известным начальное распределение (при t = 0) избыточ
ных носителей заряда, а именно, в виде f  (χ) =  δρ (х, 0). Найти 
соотношение, выражающее s0 как функцию sx, толщины образца а  
и величины Δ = τ0~1 — τ -1, где τ —время жизни объемного избытка 
концентрации носителей заряда, а τ0 — постоянная, характери
зующая время затухания неустановившейся фотопроводимости, 
которая наблюдается в течение достаточно длительного проме
жутка времени.

14. Полупроводниковые переходы *) [28]

14.1. Выразить концентрации равновесных носителей тока п0 и р„ 
в однородном невырожденном полупроводнике через энергию уров
ня Ферми, отсчитывая последнюю от дна зоны проводимости или 
от потолка валентной зоны. Определить квазиуровни Ферми при 
инжекции неравновесных носителей.

*) А. К· J  о п s с h е г (Chelsea College, U niversity  of London).
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14.2. Вывести уравнения, определяющие распределение равно
весного потенциала вблизи границы однородного полупроводника 
с постоянной концентрацией доноров Nd, предполагая, что при 
данной температуре атомы примеси полностью ионизованы.

14.3. Область объемного заряда р  — η-перехода обладает емко
стью. Вывести выражение для емкости в случае скачкообразного 
перехода.

14.4. Объяснить смысл утверждения, что р  — η-переход может 
служить устройством, задающим концентрацию неравновесных 
носителей на краях области, содержащей объемный заряд. Выве
сти зависимость избыточной концентрации носителей от прило
женного напряжения.

14.5. Инжекция избыточных неосновных носителей заряда через 
р  — я-переход в примесный полупроводник обычно не нарушает 
нейтральности материала.

Обсудить количественные стороны этого утверждения.
14.6. Если избыточные концентрации электронов и дырок ввести 

в определенную плоскость, например в плоскость р - п - перехода, 
то результирующий электрический ток в хорошем приближении 
можно считать обусловленным лишь неосновными носителями.

Объяснить, почему и при каких условиях можно пренебречь 
основными носителями.

14.7. Определить прямые вольт-амперные характеристики дио
дов с реальными р  — я-переходами.

14.8. Обратная характеристика идеального р  — я-перехода 
должна быть насыщенной. Реальные р — я-переходы в большей или 
меньшей мере отклоняются от такого идеального поведения.

Объяснить, почему это происходит.
14.9. Контактный транзистор по существу состоит из двух 

р  — я-переходов, разделенных относительно узкой областью базы

Эмиттер Ножтор
Рис. 14.9.1. Схема контактного транзистора.

для я — р  — я-конфигурации (рис. 14.9.1). Неосновные носители 
заряда, введенные через имеющий положительное смещение эмит- 
терный переход, диффундируют через область базы и, за исклю
чением потерь на рекомбинацию, собираются на обратно смещен
ном коллекторном переходе.
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Обсудить основные факторы, влияющие на характеристики 
транзистора при постоянном токе.

*14.10. Описать малый результирующий импульс (сигнал) 
и большой переходный (неустановившийся) импульс транзистора 
при переменном токе.

15.1. В произвольных ортогональных осях тензоры диэлектри
ческой проницаемости ε для нескольких кристаллов при тех дли
нах волн, при которых нет поглощения, имеют вид

а)

Указать кристаллографические системы, к которым могут при
надлежать эти кристаллы. Найти главные оси и соответствую
щие оптические оси кристаллов, описываемых тензорами (а) —(г). 
Для каких систем главные и оптические оси могут зависеть от 
длины волны?

*15.2. Показать, что тензор электрооптического эффекта пер
вого порядка %ijk [29] для кристалла типа сфалерита ZnS (точечная 
группа 43m (Та)) имеет только одну отличную от нуля независи
мую компоненту χ. Пусть электрическое поле Е приложено к кри
сталлу по одному из направлений: [100], [111] или [110]. Найти 
главные значения и оси тензора диэлектрической проницаемости 
и оптические оси после приложения поля.

Как изменится решение для структуры типа каменной соли

15.3. Оптические постоянные непрозрачного кубического мате
риала при заданной длине волны λ можно определить, измеряя 
коэффициенты отражения для угла падения φ линейно поляризо
ванного света с длиной волны λ при плоскостях поляризации, 
параллельной (R\) и перпендикулярной ( R j )  к плоскости падения.

Показать, что этот метод непригоден для <р0, близкого к 0, 
45 и 90°.

*15.4. Дан кристалл (например, ZnSe), у которого действи
тельный нелинейный электрооптический тензор первого порядка 
имеет вид такой, как в задаче 15.2.

Показать, что удвоение частоты имеет место для плоской 
волны, распространяющейся вдоль направлений [111] и [ПО], но 
не для [100]. Показать, что оптимальное удвоение [30] получается 
при ε(ω ) =  ε (2ω), где ε (ω) — линейная диэлектрическая прони
цаемость на основной частоте ω, а ε (2ω) — то же на частоте вто
рой гармоники. Возможный способ компенсации собственной

15. Оптические свойства твердых тел*)

NaCl?

*) М. C a r d o n a  (Brown U niversity , Providence, Rhode Island).
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дисперсии кристалла и выполнения условия ε(ω) = ε ( 2ω) заклю
чается в том, чтобы ввести примесные центры, для которых 
частота поглощения (дисперсии) лежит между ω и 2ω.

Кристалл ZnSe имеет ε (ω  = 0) = 5,9. Собственную дисперсию 
можно представить гармоническим осциллятором с энергией 
фотона 6,5 эв. Введем не вызывающие потерь примесные центры 
типа гармонического осциллятора с резонансной энергией = 
= 1,5 эв и силой осциллятора /= 1 на атом (ед. СГС). Вычис
лить, какая концентрация таких центров необходима, чтобы соз
дать оптимальное удвоение частоты фотонов с Тт =  1 эв.

15.5. Щелочно-галоидный кристалл имеет статическую диэлек
трическую проницаемость ε (0) = 5,9. Его недисперсионная диэлек
трическая проницаемость в ближней инфракрасной области 
є (оо) = 2,25. Коэффициент отражения' кристалла равен нулю при 
длине волны 30,6 мкм.

Вычислить частоты продольных и поперечных фононов при 
й = 0. Результаты выразить в эв, °К и с е к 1 (обычная, или угло
вая частота). Начертить график зависимости коэффициента отра
жения от длины волны. Используя таблицы [3], определить, 
какой это кристалл.

*15.6. Вывести правила отбора для структур сфалерита, 
каменной соли и алмаза, для следующих оптических процессов, 
в которых участвуют фононы с k = 0 :

однофононное поглощение, двухфононное поглощение, однофо- 
нонное бриллюэновское рассеяние, однофононное комбинационное 
рассеяние, двухфононное комбинационное рассеяние (таблицы 
необходимых величин имеются в [31]).

15.7. Рассмотреть тот же кристалл, что и в задаче 15.5.
Определить, при какой длине волны поглощение фотона при

водит к образованию трех фононов с нулевыми квазиимпуль
сами.

Рассчитать отношение интенсивностей соответствующих полос 
поглощения при 300 °К к интенсивностям тех же полос при 77 °К.

Определить длины волн, при которых появится двухфононное 
(для обоих фононов k = 0) комбинационное рассеяние светового 
луча с длиной волны 5000 А .  Рассчитать отношение интенсивно
стей рассеянного света при 300° К к соответствующим интенсив
ностям при 77° К.

15.8. Дисперсионный закон для оптических фононов кристалла, 
использованный в задачах 15.7 и 15.5, можно разложить в ряд 
по степеням k в окрестности k =  0 .

Ограничившись в этом разложении членами второго порядка, 
определить форму двухфононного спектра комбинационного рассея
ния, обусловленного фононами с квазиимпульсами, лежащими 
в  окрестности k = 0.

15.9. Концентрация свободных электронов в полупроводнике 
равна N. Электроны располагаются в долине, для которой тензор 
эффективных масс имеет главные компоненты т х, т у , т г (анизо-
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тройная эффективная масса). К кристаллу прикладывается посто
янное магнитное поле В.

Определить вклад свободных носителей в диэлектрическую 
проницаемость кристалла (считать, что главные оси тензора диэлек
трической проницаемости совпадают с главными осями тензора 
эффективных масс).

*15.10. Для слабых магнитных полей фарадеевское вращение 
в кубических кристаллах изотропно.

Используя значение диэлектрической проницаемости, получен
ное в предыдущей задаче, рассчитать вклад свободных носителей 
в фарадеевское вращение кубического кристалла при условии, что 
электроны находятся в эквивалентных параболических долинах 
в окрестности k = 0 (т. е., например, случай германия и кремния 
я-типа).

*15.11. Пусть в кубическом полупроводниковом кристалле 
(кремний) концентрация электронов в эквивалентных долинах вдоль 
направлений [100] равна N, а диагональные компоненты тензора 
эффективных масс т х, ту и т г . Под действием нагрузки, прило
женной к кристаллу, вырождение долин снижается и расщепление 
уровней энергии описывается выражением

ЬМп = %х (лея — V3Spe), (15.11.1)

где я  — единичный вектор по направлению этой долины, е — тензор 
деформации (см. [32]).

Рассчитать вклад свободных носителей в компоненты тензора 
упругооптических коэффициентов (тензор четвертого ранга), счи
тая, что полупроводник полностью вырожден.

*15.12. В кристалле кремния η-типа концентрация носителей 
N = Ю1в см~3. Будем считать, что она постоянна.

Можно ли в случае одноосного сжатия этого кристалла 
в направлении [ 100] применить тензор упругооптических коэффи
циентов, полученный в задаче 15.11? Величина нагрузки — 
1010 дин - см . -2. Определить состояние поляризации монохромати
ческого луча (λ =  4 мкм), падающего перпендикулярно направле
нию [100] и поляризованного под углом 45° к направлению 
[ 100], после прохождения им слоя этого материала толщиной
0,25 мм, находящегося под действием данной нагрузки. Предпо
лагается, что полупроводник вырожден. Упругие податливости 
кристалла равны su  = 0,768 · l t f -12 д и н  ■ смг2, s12 = — 0,214 х  
X 10-12 д и н  ■ см"2', ё 1 = 9 эв; тц =  0,8/п и т ^  = 0 ,2 т . Диэлектри
ческая проницаемость решетки e L =  12 .

15.13. В кристалле InSb (я-типа) концентрация электронов 
N =  1018 см~3. Предположим, что эффективная масса электрона 
равна 0 ,015т и не зависит от величины энергии (т. е. зона про
водимости имеет идеальную параболическую форму).

Определить плазменную частоту и длину волны, при которой 
в отражательной способности появляется соответствующий минимум.
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Концентрацию электронов можно считать постоянной. Диэлектри
ческая проницаемость решетки ε ι= 1 6 .

*15.14. Рассмотреть полупроводник со структурой сфалерита, 
в котором минимум наинизшей зоны проводимости расположен 
в окрестности ft =  0 (например, InP). Используя k -/^-приближение
гамильтониана для электронов [33] и двухзонную модель, разло
жить энергию электрона в зоне проводимости в ряд по степеням 
t k I в окрестности минимума k =  0 (в двухзонной модели учиты
вается только k ■ //-взаимодействие между наинизшей зоной прово
димости и верхней валентной зоной). Считать, что все другие 
состояния весьма удалены и не вносят существенного вклада 
в k ■ /7-взаимодействие. Состояние электрона в зоне проводимости 
при fe = 0 является состоянием s-типа (Г^), а состояние электрона 
в валентной зоне — состоянием p-типа (Г15), причем трехкратно 
вырожденным (пренебрегаем спин-орбитальным взаимодействием).

Используя полученные результаты, определить «оптическую 
эффективную массу» [34] электронов в этом материале, т. е. массу 
т * , которая входит в выражение, определяющее вклад свободных 
носителей в диэлектрическую проницаемость,

А .. _ . . .,
Δε = - ^ >  ( 15Л4Л)

и ее зависимость от концентрации носителей. Считать полупро
водник полностью вырожденным. Для каких из полупроводников 
InSb, GaAs, InAs, GaSb, InP, AlSb, GaP допустимо пренебрежение 
спин-орбитальным расщеплением?

*15.15. Рассчитать в k /7-приближении вариации оптической 
эффективной массы свободных электронов в InSb в зависимости 
от концентрации электронов N. Считать, что величина спин-орби- 
тального расщепления валентной зоны (Г15) As равна бесконечности 
(это предположение допустимо, так как As намного больше ширины 
запрещенной зоны ШЁ). Рассмотреть образец InSb м-типа с N = 
= 1018сж '3. Определить длины волн λρ , соответствующие плазмен
ному краю (R = 1 для λ >  λρ и R <  1 для λ <  λρ) и соответствую
щие минимуму отражательной способности. Считать концентрацию 
электронов неизменной. Эффективная масса электронов у дна зоны 
т* =  0,015. Диэлектрическая проницаемость решетки εχ= 16. 
Ширина запрещенной зоны &g = 0,24 эв. Сравнить полученные 
результаты с результатами задачи 15.13.

*15.16. Рассмотреть диэлектрический кристалл, имеющий слои
стую тетрагональную структуру, такую, что взаимодействием между 
слоями можно пренебречь (двумерный кристалл). Валентная зона 
такого кристалла имеет нулевую ширину, т. e. 'Sv (k) =  const. Выра
жение для зоны проводимости можно записать в виде

%c(k) =  ^с(0) — A (cos akx +  c o sak y ) ,  (15.16.1)
где а  — параметр решетки, Л —зависящая от структуры зоны 
постоянная. Считаем А положительной.
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Определить особенности Ван-Хова [35] для прямых межзонных 
переходов между этими зонами. Определить форму мнимой части 
диэлектрической проницаемости ε,· около каждой из этих особен
ностей, предполагая, что переходы являются разрешенными. Схе
матически изобразить энергетический спектр.

*15.17. Рассчитать форму ε,· вблизи особенностей Ван-Хова, 
полученных в задаче 15.16, в предположении, что переходы первого 
порядка являются запрещенными. Считать, что для запрещенных 
переходов матричный элемент р  имеет компоненты px = CAkx и 
Ру =  CAky (Ak — квазиимпульс кристалла минус квазиимпульс 
особенности Ван-Хова). Схематически изобразить форму энерге
тического спектра ε,· для кристалла из задачи 15.16, считая все 
критические точечные переходы запрещенными переходами первого 
порядка.

*15.18. Найти форму вещественной части диэлектрической про
ницаемости для прямых разрешенных переходов в окрестности 
двумерных критических точек (см. задачу 15.16).

Указание.  Считать для всех значений энергии плотность состоя
ний такой, как в задаче 15.16. Строго говоря, это верно лишь 
вблизи критических энергетических зазоров. Воспользоваться 
соотношениями Крамерса — Кронига [36]. Схематически изобразить 
спектр г г для кристалла, рассмотренного в задаче 15.16.

*15.19. Определить зависимость матричного элемента р  для 
прямых межзонных переходов в окрестности k = 0 для полупро
водника со структурой сфалерита, рассмотренного в задаче 15.14. 
Использовать двухзонную модель.

*15.20. Полупроводник типа германия имеет у границы зоны 
Бриллюэна почти изотропную оптически разрешенную ширину 
запрещенной зоны Sg , из-за чего у этого полупроводника имеется 
существенное поглощение. Диэлектрическая проницаемость в близ
кой инфракрасной области для этого материала равна 12, а пара
метр решетки ω 0 =  5,42 А .

Рассчитать приблизительную величину в электрон-вольтах 
[35].

15.21. Рассмотреть критическую точку минимума М й для пря
мых межзонных переходов, предполагая, что параболическое 
разложение плотности состояний вблизи М 0 справедливо вплоть 
до значений энергии, равных бесконечности, и что матричные 
элементы р  постоянны.

Рассчитать форму соответствующей действительной части 
диэлектрической проницаемости. Схематически изобразить формы г г 
для других типов критических точек Ван-Хова [37].

*15.22. Полупроводник со структурой вюрцита (CdSe) имеет 
ширину запрещенной зоны (при k = 0), равную 1,6 эв. Симметрия 
потолка валентной зоны Г9 (точечная группа Св7)), а симметрия 
дна зоны проводимости Г7. Матричный элемент для прямых пере
ходов между краями этих зон равен 6,1 · 10-20 г - см - с е кт1, а при
веденная эффективная масса составляет 0,08т. Коэффициент
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преломления для длин волн, близких к &s , равен приблизи
тельно 3.

Определить производную отражательной способности R по 
энергии фотонов, близкой к Шг , для случая нормального падения 
света, распространяющегося вдоль оси с,  в предположении одно
электронного перехода зона —зона.

(Указание.  Доказать, что вблизи наименьшей Wg ’ величина 
dRldM пропорциональна d e r/dS, и использовать результаты, полу
ченные в задаче 15.21.) Схематически изобразить характер измене
ния этой производной при учете влияния кулоновского взаимо
действия между электроном и дыркой (экситонный эффект) [37].

*15.23. Определить форму разрешенных переходов и запре
щенных непрямых переходов первого порядка на экситонный уро
вень с квазиимпульсом К,  лежащим у края зоны Бриллюэна.

15.24. Мнимая часть диэлектрической проницаемости ε, обус
ловленная прямыми разрешенными переходами на определенный 
дискретный экситонный уровень, дается формулой Лоренца 
(с несимметричным уширением)

(15.24.1)
( £ - £ e x ) 2+ (V ar ex)2 ;

Рассчитать вещественную часть диэлектрической проницаемости, 
которая соответствует тем же оптическим процессам.

*15.25. Определить характер симметрии экситонных уровней, 
образованных валентным электроном симметрии и электроном 
проводимости симметрии Ге, для кристалла типа германия [31]. 
Ограничиться S -образными огибающими функциями. Какие из 
этих уровней будут разрешенными для дипольных оптических 
переходов, а какие для квадрупольных?

15.26. В германии в валентной зоне представление Г,23 и в зоне 
проводимости представления Г£ и Г15 получаются расщеплением 
восьмикратно вырожденных 2л/а[111] уровней модели свободных 
электронов.

Определить матричные элементы р  между Ги, Г.', и Г15 в при
ближении слабой связи (предполагается, что взаимодействие между 

2п
электронамина —[111] уровнях свободных электронов и элект
ронами на всех других уровнях с Лг = 0 пренебрежимо мало). 
Симметризованные комбинации плоских волн типа [111] предло
жены Мариотом [38].

16. Сверхпроводимость *) [39]

16.1. Электрический ток индуцируется так, что обтекает стенки 
тонкой свинцовой трубки, имеющей указанные на рис. 16.1.1 
размеры и поддерживаемой при температуре 4,2° К. Измерения

*) H . J . G o l d s m i d  (Bath U niversity of Technology).
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показали, что затухание тока за время 2 ,5 - W e e n  составило 
менее чем 2 %.

Определить верхнее предельное значение электропроводности 
свинцового образца. Предположить, что магнитное поле проникает 
в сверхпроводник на глубину 
5· ΙΟ-6 см.  (Эта задача основана 
на экспериментах, проведенных 
Куином и Иттнером [40].)

16.2. Металлический шар, 
помещенный в магнитное поле, 
охлаждается ниже некоторой 
критической температуры Тс, 
при которой металл становится 
сверхпроводящим.

Изобразить схематически 
конфигурацию линий магнитно
го потока выше и ниже температуры Тс и сопоставить свойства этого 
металла со свойствами другого металла, для которого при Т < с Т с 
сопротивление становится просто равным нулю, но который, 
с другой стороны, не обнаруживает свойств сверхпроводимости.

Показать, что свойства сверхпроводника согласуются со сле
дующим предположением:

где У—плотность тока; Л —векторный потенциал, определяемый 
соотношением

rot А =  //;

//■—магнитное поле; «  — концентрация электронов в металле; 
е  и m — соответственно заряд и масса электрона.

16.3. Критическая температура сверхпроводящего олова в нуле
вом магнитном поле равна 3,7 °К, а критическое поле при 0°К 
равно 306 э.

Найти в сверхпроводящем состоянии приближенное значение 
максимального тока, протекающего в оловянной проволоке диамет
ром 0,1 см при 2°К. Определить диаметр проволоки, при котором 
по ней может протекать ток в 100 а  без перехода олова в нор
мальное состояние.

16.4. Эллипсоидальный образец сверхпроводника 1-го рода, 
имеющего критическое поле Нс, помещен в магнитное поле Н  
(0 <СН < Н С). Ось образца ориентирована параллельно направ
лению поля.

Определить зависимость намагниченности образца от поля Н. 
Показать, что при Н в интервале Нс (\ —D )< .H  < Н С в образце 
должны существовать как нормальные, так и сверхпроводящие 
области (здесь D — размагничивающий фактор). Построить график 
зависимости намагниченности от поля Н для: а) бесконечно

i5-10~scm
\  i? :,  r z ~ = 3  

t \^—0,Зсм—И
- 0,^5ом

■/Ί

Рис. 16.1.1. Размеры образца из свин
ца для измерения сверхпроводимости 

[40].
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протяженного цилиндра с осью, параллельной Н\ б) сферы. Для 
эллипсоида вращения, ориентированного в направлении поля, 
величина D задается соотношением

где е  = У і  — b2/a2; а  — ось эллипсоида, в направлении поля; 
Ь — ось эллипсоида, перпендикулярная направлению поля.

16.5. Для сверхпроводника 1-го рода вычислить разность 
свободных энергий Гиббса для случая нулевого поля и для слу
чая однородной намагниченности во внешнем поле Н. Отсюда 
через критическое поле Нс получить выражение для разности 
энтропий и удельных теплоемкостей, соответствующих нормаль
ному и сверхпроводящему состояниям. Показать, что при кри
тической температуре имеется скачок удельной теплоемкости, 
скачок же скрытой теплоты перехода отсутствует.

16.6. В табл. 16.6.1 приведены значения удельных теплоем
костей олова, соответствующие сверхпроводящему Cs и нормаль
ному Сп состояниям (последние величины получены при внешних 
магнитных полях, больших Нс).

Определить величину вклада электронов Ces в удельную 
теплоемкость в сверхпроводящем состоянии и построить график 
зависимости логарифма Ces от l /Т. Какой смысл имеет построенный 
график?

Т а б л и ц а  16.6.1 Т а б л и ц а  16.7.1

Г СК Cgt м д Ж ' М О Л Ь  - ' - град 1 С м д ж ' м о л ь ^ ' г р а д - 1

2,48 10,39 8,29
1,91 5,01 5,10
1,62 3,03 3,89
1,46 2,10 3,31
1,24 1.14 2,62
1,08 0,65 2,18

м н с (0), з Г0,01. °к

113,6 312 3,786

118,7 304 3,712

123,8 298 3,641

16.7. В табл. 16.7.1 приведены результаты измерений зави
симости критического поля Нс от температуры для обычного 
олова (среднее значение атомной массы М = 118,7) и для двух 
образцов олова с другой концентрацией изотопов (здесь Г 0,01 — 
температура, при которой отношение Нс/Нс (0) =  0,01). Было 
найдено также, что все образцы удовлетворяют полиномиаль
ному соотношению

Л = 1 - 1 ,08*а -  0 ,Об/4 +  0,35/6 -  0,21 /8,

где h = Hc/Hc (0), Нс — критическое поле, равное при 0°К  вели
чине Нс (0), t =  Т/Тс (Тс — критическая температура в нулевом 
поле).
92



Найти критическую температуру Тс для каждого образца. 
Найти отсюда характерное свойство соотношения между Тс и М 
для изотопов олова и для изотопов ртути и объяснить его важ
ность. Критические температуры для образцов ртути, содержа
щих различные концентрации изотопов, приводятся в табл. 16.7.2. 
(Эта задача основана на экспериментах Серина и др. [41, 42].)

Т а б л и ц а  16.7.2

м 199,5 200,7 202,0 203,3

те, °к 4,185 4,173 4,159 4,146

16.8. Электрический ток проходит через контакт двух метал
лов: свинца и алюминия, отделенных друг от друга очень тонким 
изолирующим слоем. На рис. 16.8.1, а  схематически изображена 
зависимость туннельного тока от приложенного напряжения при 
температуре 0,5 °К, причем максимуму тока соответствует напря
жение Vi =  11,8 · 10~4 в, минимуму — напряжение Vz =  15,2 · 10^4 в.

Объяснить, почему кривая имеет такую форму, и найти вели
чину энергетической щели для сверхпроводящих свинца и алю
миния. При какой температуре можно ожидать, что максимум и 
минимум тока исчезают и зависимость тока от напряжения будет

I  I

Рис. 16.8.1 Зависимость туннельного тока / от приложенного напряжения V. 
В случае (а) температура ниже, чем в случае (б).

характеризоваться кривой, изображенной на рис. 16.8.1 ,6? Пред
положить, что в температурном интервале от 0°К  до T J2  вели
чина энергетической щели сверхпроводника изменяется незначи
тельно.

16.9. Двойной джозефсоновский контакт имеет вид, показан
ный на рис. 16.9.1. Обнаружено, что когда ток /, протекающий 
через два сверхпроводника, достигает критической величины,
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напряжение скачком уменьшается до нуля. В случае свободного 
от потерь тока критический ток 1С является модулированным, 

когда приложено магнитное поле, перпен
дикулярное плоскости кольца. Обнаружено 
также, что при увеличении поля модуляции 
критического тока являются периодической 
функцией ПОЛЯ.

Объяснить это явление и рассчитать пе
риод модуляции. Показать, каким образом 
это явление может быть использовано при 
измерении очень малых напряжений. Оце
нить наименьшее изменение напряжения, 
которое можно определить в случае, когда 
постоянная времени не превышает 1 сек.

16.10. Известно, что для массивного об
разца сверхпроводника 1-го рода критиче
ское поле равно 500 э. Найдено, что для 
пленки толщиной в 5-Ю-5 см критическое 
поле равно 550 э.

Какой будет величина критического 
поля для образца толщиной 10 “ см?

Предположить, что проникновение поля в сверхпроводник 
задается лондоновской теорией и глубина проникновения не зави
сит от магнитного поля; эффектами размагничивания пренебречь.

16.11. Оценить глубину проникновения для чистого олова,
основываясь на нелокальной теории и используя следующие дан
ные: критическая температура Тс =  3,7 °К; плотность равна
7,3 г - с м - 3', атомная масса М  =  118,7; эффективная масса tn* — 1,9 m  
(где m —масса свободного электрона).

Оценить глубину проникновения для образца олова с малым 
содержанием индия, в котором остаточное удельное сопротивле
ние (определяемое из измерений проводимости в нормальном 
состоянии) равно 4 · 10 6 ом -см .  Это остаточное удельное сопро
тивление в 103— 104 раз превосходит величину сопротивления 
для номинально чистого олова.

16.12. Рассмотреть устойчивость сверхпроводящей фазы сверх
проводника, помещенного в магнитное поле, по величине мень
шее, чем термодинамическое критическое поле Нс) при рассмот
рении использовать длину когерентности I и глубину проникно
вения λ. Используя тот факт, что параметр Ландау — Гинзбурга κ 
для случая, когда поверхностная энергия в критическом поле 
является положительной, должен быть меньше 1/|/2 , показать, 
что предположение о связи между отношением λ/ξ и параметром κ 
является вполне приемлемым. Почему сверхпроводник целиком 
не переходит в нормальное состояние при внешних полях, пре
вышающих Нс , когда поверхностная энергия отрицательна?

Найдено, что некий сверхпроводник, у которого Нс =  165 э, 
ведет себя, как сверхпроводник 2-го рода, когда глубина про- 
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никновения при введении примесей увеличивается не менее чем 
на 10-5 см. Определив κ как ]/ 2 е*НсКг/Нс, рассчитать значение 
величины е* ,  имеющей размерность заряда, и объяснить смысл 
полученного результата. Пусть при дальнейшем увеличении кон
центрации примесей глубина проникновения возрастает до 
2 · 10-5 см.  Каким тогда должно быть магнитное поле, необходи
мое для подавления всех сверхпроводящих свойств?

16.13. Используя уравнение Лондонов и предполагая, что 
длина когерентности ξ меньше, чем г-лубина проникновения λ, 
вывести соотношения, позволяющие связать намагниченность 
свободного от деформаций сверхпроводника 2-го рода с величи
ной приложенного поля. Предположить, что в случае смешанного 
состояния доменная структура сверхпроводника является лами
нарной. Выразить наибольшее и наименьшее значения критиче
ского поля Нс1 и Н,2, определяющие границы смешанного состоя
ния, через |, λ и термодинамическое критическое поле Нс .

Экспериментально установлено, что критические поля Нс1 и 
Нет, Для хорошо отожженного сплава равны соответственно 300 
и 5400 э. Каким будет значение термодинамического критического 
поля для этого сплава?

16.14. Было обнаружено, что критическое значение поля Нс 
для некоторого сверхпроводящего сплава равно 400 э  и что при 
наложении поля 500 э  намагниченность такого сплава уменьша
ется до половины его отрицательного значения при Нл .

Найти расстояние между центрами вихрей потока, предполо
жив для смешанного состояния справедливость модели Абрико
сова.

16.15. Зная парамагнитную восприимчивость электронов в нор
мальном металле, оценить максимальное значение критического 
поля Н,2, которое может быть получено для сверхпроводника 
при 0°К. Предположить, что ни один сверхпроводник не обла
дает критической температурой, превышающей 20 °К.

16.16. Экспериментально обнаружено [43], что в случае дефор
мированного сверхпроводника 2 -го рода при полях, значительно 
меньших # с2, плотность критического тока j c задается соотно
шением

а
1с ~  β + Я ’

где а  и β —постоянные для образца данного материала, Я  — 
локальное поле.

Используя это соотношение, найти выражения, описывающие 
изменение поля Hi внутри длинной цилиндрической трубки 
с толщиной стенок w,  для случая, когда внешнее поле Не воз
растает от нуля до некоторой величины Hm и затем вновь умень
шается до нуля. Каково наибольшее значение поля, которое 
может быть экранировано от внутреннего с помощью трубки 
из сплава Nb3Sn (толщина стенок трубки 1 см) при 4,2 °К, если
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α = 5· 109 э  -а  см~2 и β = 6000 э? Если бы для такого поля потре
бовалась ловушка внутри трубки, какое внешнее поле нужно 
было бы приложить сначала?

16.17. В случае деформированных сверхпроводников 2-го рода 
в приемлемо высоких полях соотношение между плотностью кри
тического тока и магнитным полем имеет вид

j c ^ a / H .

Было найдено, что изменение параметра а  в зависимости от тем
пературы подчиняется закону

(а — ba)/kT =  const.

Показать, что эти факты находятся в хорошем соответствии 
с моделью, согласно которой пучки магнитных потоков закрепля
ются на дефектах решетки.

Используя модель вязкого течения потока, найти зависимость 
от времени изменения магнитного поля внутри данной тонко
стенной сверхпроводящей трубки, для которой выполняется при
веденное выше соотношение для параметра а .



Р е ш е н и я

1. Кристаллография и структура кристаллов

1.1. а) Существует много доказательств этого фундаменталь
ного положения кристаллографии. Одно из самых изящных дока
зательств принадлежит Барлоу [44].

На рис. 1.1.1 Л —выход оси симметрии п-го порядка, В — 
ближайший к нему выход оси симметрии того же порядка п. 
Так как В  обладает вращательной 
симметрией я-го порядка, то долж
на существовать точка A' такая, 
что угол ABA' =  2п/п. Точно так 
же существует точка В', потому 
что точка А (симметричная точке 
А) обладает вращательной симмет
рией η-го порядка. Если и = 5, то 
2π/η — 72° и Β Ά  <  В А , что проти
воречит условию, согласно которо
му В  — точка, ближайшая к А. Если 
же п > 6 , то 2π/η<60° и А'А<СВА, т. е. приходим к тому же 
противоречию. Возможными значениями п  являются только п — 2 
(прямая линия), п — 3 (показано на рис. 1.1.1), п =  4 (квадрат), 
л = 6 (равносторонний треугольник).

Можно также исходить из того, что существует явное тожде
ство между допустимыми значениями п  и порядками таких оди
наковых правильных треугольников, которыми можно заполнить 
бесконечную плоскость. Действительно, внешний угол п-сторон- 
него многоугольника равен п ~ 2п /п .  Если в одной вершине 
встречаются q таких многоугольников, то

η ~ ψ  =  ψ ' или  ( « ~ 2 )  («7 — 2) =  4.

Следовательно, п  может равняться только 3, 4, 6 . Этим, оче
видно, доказывается, что из выпуклых многогранников только 
треугольники, квадраты и шестиугольники могут заполнить пло
скость без промежутков (три правильных заполнения плоскости).

Рис. 1.1 1. К доказательству невоз
можности существочания оси сим

метрии пятого порядка.

4 Задачи  по физике 97



б) Единичный вектор нормали к грани (hkl) есть F = i c os ос-f- 
+  j  cos β +  ft cos γ , где cos α  — направляющий косинус угла с осью

χ  и т. д. Тогда по определению 
индексов Миллера (рис. 1.1.2)

dh  . . dk . . d l  и
— 1 +~г-УН----- Λα ' b J  ‘ с

χ  г  ' x  .
Рис. 1.1.2. К определению индексов Рис. 1.1.3. К доказательству связи 

Миллера. между индексами в четырехосной си
стеме координат.

Направление оси зоны описывается вектором

Z  =  u a i  +  vbj-\- wck.

Так как F  и Z  взаимно перпендикулярны, то F  Z =  0. Следо
вательно,

hu-\-kv +  lw  =  0 .

в) В кубической системе единичный вектор нормали к грани 
равен

а  1 a  J  1 а
а направляющий вектор

Z  — ha i  +  k a j +  lak;
F  и Z  параллельны.

г) F1 = di  (hi i  +  kxj -\- l^k)fa,
F i  = d2 (h2i  -j- k2j-{- l2k);a,

F  i · F2 — cos φ =  dxdz (h +  ^іУ/а2.

Так как

то

l
d2

cos φ  =

Λ2+ £ 2 + /2

/ (Ч + Ч + Ч ) («+*!+*!> ‘
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д) Из рис. 1.1.3 видно, что площадь О А С +  площадь ОВС — 
=  площадь ОАВ. Следовательно,

1 CL CL · 1 CL CL . пло 1 CL Cl . л до— -о- -Г — Sln 60 — -ΪΓ ТГ — Sin 60° = -рг- — Sin 60 ,2 h  t 2 k i 2 h  k ’

откуда
А +  Л +  І =  0.

1.2 . Согласно закону зон (закон Вейсса) /i« + fo>-fto = 0 . 
Следовательно, (hkl) = (328). Угол между (001) и (Ш ), равный 
45°5', можно получить, используя сферические треугольники или 
тот факт, что сумма квадратов направляющих косинусов в си
стеме ортогональных осей координат равна единице. Затем, при
меняя то же уравнение к нормали, имеем: acos [(100) (hkl)]/h =
= f> cos [(010) (hkl)]/k — c  cos [(001) (hkl)]/l и получаем a = 10,5 A, 
с = 24,6 A.

1.3. На рис. 1.3.1 ABCD — базис гексагональной элементар
ной ячейки, AD = АВ — а. В следующем слое сфера имеет центр

Рис. 1.3.1. Основание гексагональной 
элементарной ячейки.

Рис. 1.3.2. К расчету отно
шения с/а.

в точке F,  как  раз над Е, и касается трех сфер с центрами
2 2 Vf 3в точках А, В,  D. Величина АЕ = ^  медианы Α ΰ = γ - ~ - а =

Отсюда Fe ( = ~ ) = ^ Д  (рис. 1.3.2), и £- = i l 3 L .
У 3 А \ 2/  У ъ  '  a З
Из рис. 1.3.3 и 1.3.4 видно, что

с  2с  41^2 , оог-оtg  а  = ------- — = — - г̂ =  ——  = 1,8853,
a cos 30° а У З 3

откуда получаем а  — 62°03\
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Из рис. 1.3.3 и 1.3.5 имеем

tgP  = ~ = i p - - 3,265, 

откуда следует, что β =  72°58'.

Рис. 1.3.3. Стереографическая про
екция гексагонального кристалла.

Рис. 1,3.4. К расчету угловых соотно
шений в гексагональной плотноупако- 

ванной ячейке.

Чтобы найти γ, надо решить сферический треугольник ABC 
с прямым углом при вершине В  (рис. 1.3.6), используя правила

Напьера, т. е.
ҐПППП

cos γ =  cos 60° · cos 27°57', 

откуда следует, что у = 63°48\

А

а/2 -и
Рис. 1.3.5. К расчету угловых соотно
шений в гексагональной ллотноупако- 

ванной ячейке.

Рис. 1.3.6. К решению сфериче* 
ского треугольника.

Можно также использовать следующую формулу для угла φ 
между (hkil) и (h'k'i'l'y.

гп я  =  [hh'  +k k '  +  (hk’ + h 'k ) !  2] a * 2+  U'с**
V Q(hki l ) -Q(h 'k ' i ' l ' )

где Q (hkil) — (h2 -\-hk-\- k2) α *8 4~ l 2c * s, a* — 2/α j/ 3 , с*  =  1/с.
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1.4. Теорема Эйлера весьма подробно рассмотрена в книге 
Бургера [45]. Из нее следует:

С о ч етан и я А в С CO S с С Число осей  
к а ж д о г о  типа

432 90° 120° 180е 1 / J / 3 54°44 ' 3 , 4 , 6
532 72е' 120° 180° 0 ,7947 37°22 ' 6 , 10, 15
643 60°

ОО оОСМ

К 2  +  К 3 >  1 — __

Группа 432 принадлежит к кубической системе; в ней с — 
угол между направлениями [100] и [111]. Группа 532 является 
некристаллографической, примером ее служит икосаэдр.

Сочетание 643 является недопустимым.
1.5. Обозначим плоскость зеркального отражения, параллель

ную полосе, через т,  перпендикулярную к полосе — через М, а 
плоскость скользящего отражения — через g ;  ось симметрии вто
рого порядка обозначим цифрой 2. Всего существует 7 групп: 1, 
2, m, g ,  М,  2тМ  и 2gM (ось 2 
возникает на пересечении плоскостей).

1.6. Вычисление

(+1  для положительных ионов, — 1 
для отрицательных) проведем сна
чала для квадратной группы EFGH 
(рис. 1.6 .2), причем от атомов, ле
жащих на ребрах, входит только по 
половине, а от лежащих на верши
нах — по четверти. АВ можно при
нять за единицу. Тогда

М х =  ~  -  4 £ с  =  1,2929.

©—©—Θ—©—©—©—© --
І i /ґ  ̂ ! I  ̂ L \© — е ° - © —е — е — Θ —© - — 
I I I г  I I с  I I
©—©-Θ—©—θ —©—Θ-—
і і і і / і в  i ι© _©_© _©«-©О-© — ©— 
I I Iн  I Iff I I© — ©—© — ©—Θ —©—©---

I fj  I I ί і  м L

Рис.
1 V 2

1.6.2. Плоская ионная 
сетка.

Однако это приближение грубое и надо учесть следующую квад
ратную группу KLMN. Квадратная группа EFGH теперь счи
тается вся целиком,

М 9 = / 4
— ) +  f—  У 2 Г \ У Ъ

4 / 2

2

4 / 4

V  8
= 1,6069.

Аналогично

\ у  5  2  ] / 8 У Ч з  К і з ,  | Λ θ  1 / 1 8 /

М4= 1 ,1716 +  0 ,1635 +  f
V з ‘ |/ 13 У 10 Ϋ  18/”*~

I (  8/2 , 8/2 4/2 8/2
VI/17 1/25 4 1/20 lA 32/

4/4 W  1,6135.
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В рационализированной системе единиц МКС 

U(r)  =
NMq2 , NK
----------h ------4πε0/· 1 r n

Величину К  можно выразить из условия минимума U (г) при 
г = г0:

n N KdU  \ _  , NMq*
d r  Л  = г „ - +  4πε0Γ̂

откуда

К -
Mq*r»η — 1

4 π ε0« i/ (/Ό) =

о,

1.7. Пусть Z —число шаров, приходящихся на элементарную 
ячейку, Ni — число шаров внутри этой ячейки, Nf — число шаров 
на ее гранях, Ne — на ребрах, jVc — на вершинах ячейки. Тогда
Z = Ni +  Y  +  и доля заполненного пространства
для кубической элементарной ячейки с ребром а

г  7 4 г3
3 а3

Значит, для примитивной кубической ячейки 
Z = l ,  a = 2r, F — 0,524; 

для объемноцентрированной кубической
Z =  2, a V 3  = 4r, F =  0,680;

для гранецентрированной кубической
Z = 4, a V 2  = 4r, F =  0,740;

для алмазной
Z =  8 , aV~3 = 8r, F =  0,340.

Для решения задачи о тетраэдрическом расположении нужно 
найти объем, вырезанный из малого шара тетраэдром, одна из

вершин которого лежит в центре этого 
шара. Удобнее всего это сделать, вос
пользовавшись сферической тригономет
рией и стереографической проекцией. 
На рис. 1.7.1 показаны направления 
трех ребер тетраэдра, расположенных 
по [110] и проходящих через центр 
этой сферы. Направление [111] тоже 
является радиусом этой сферы и одной 
из осей симметрии третьего порядка 
для тетраэдра.

Угол между [101] и [011] равен 60°, 
углы при вершинах А, В  и С равны 
70°32' каждый (как углы между гра
нями тетраэдра). Оставшаяся доля сфе

рического угла равна 3х (7 0 °3 2 ')— 180° = 31°36' и относительный 
объем, вырезанный из сферы, равен 31,6/720 =  0,04389. Объем

Рис.
ская

1.7.1. Стереографиче- 
проекция ребер и гра
ней тетраэдра.
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тетраэдра с ребром а равен а 3/6 ]/"2 (см. задачу 1.3). Следова
тельно, относительный заполненный объем в этом случае равен

1.8 . Р 222 : всетри оси симметрии второго порядка пересекаются; 
Р 222х: 21 пересекает и 2Х и 2У; 2Х и 2У между собой не

Р2^2^1\ винтовые оси второго порядка пересекаются между 
собой, ось 2 с ними не пересекается;

Р212121: три винтовые оси между собой не пересекаются.
1.9. На рис. 1.9.1 приведены правильная система точек (а) 

и соответствующая симметрия (б) для пространственной группы

Рис. 1.9.1. Схемы расположения правильных систем точек (а) и элементов 
симметрии (б) для пространственной группы Р 2 г/с.

Р2х/с. Показаны старые (для P 2 j c )  оси a l b i c 1 и новые (для Р21/п) 
оси аф«с2. Видно, что

Матрица, обратная А, есть матрица преобразования 2->1 для 
осей или для индексов. В нашем случае А~Х = А. Следовательно,

~  · у  пг5 · 4 · 0,04389 · 6 V 2 = 0,780.

пересекаются;

rwocmGrb 
runa с  a c u i

I
z

Вектор bt направлен от плоскости чертежа на читателя.

а2 — — b-i — — &х, Сч—·βι4“ ι̂» 
поэтому матрица преобразования 1 - > 2  имеет вид

103



отсюда l1 = hr,-\-l2, т. е. если на 1Х накладываются условия чет
ности для существования ненулевого F,  они накладываются также 
и на А2 +  /2.

1.10. При переходе к менее симметричной моноклинной син- 
гонии угол а  изменится так, что будет теперь отличаться от 90°, 
а это вызовет смещения некоторых из дифракционных пятен. 
Межплоскостные расстояния d  пятен hkl задаются формулой

^  2   Λ2 . A2 i I2 2kl cos α
ω2 b 2 sin2 a  с2 sin2 a  be  sin2 a

Очевидно, что четвертый член в этом выражении и вызывает 
различия между d(hkl )  и d(hkl)  (или d(hkl)) ,  которых нет в ром
бической системе, где co sa  = 0 .

Точно так же F (hkl) и F (hkl) (или F (hkl)) не равны в моно
клинной системе. Кроме того, F (OkO) с нечетным k отсутствует 
в ромбической системе, но может присутствовать в моноклинной. 
Впрочем, все эти различия очень малы. Например, а  отличается 
от 90° примерно на 3'.

Еще можно вычислить синтез Фурье по (001) или (010). 
В моноклинном случае проекции (pg) не центрированы, и непо
средственное вычисление, использующее измеренные F (hkl) без 
фазового фактора (т. е. отличающиеся плюсом или минусом), при
ведет к двойному отображению, где действительная структура 
окажется наложенной на центросимметричную отраженную. Таким 
образом, если структура действительно моноклинная, то все пики 
на диаграмме Фурье окажутся слегка раздвоенными.

На самом деле истинный переход несколько сложнее, потому 
что когда температура, снижаясь, проходит через 24 °С, кри
сталлы двойникуются (подробнее см. [46]).

1.11. Если начертить схемы эквивалентных точек, а по ним — 
схемы расположения элементов симметрии, то можно увидеть, 
что пространственная группа будет Ibam,  ее иногда обозначают 
еще и как I c cn  [47].

Что касается систематических погасаний, то отражения обла
дают ненулевой интенсивностью, если выполнены следующие 
условия.

Для отражений типа (hkl) h-\-k-\-l четное (объемноцентриро’ 
ванная); для (0kl) k четное, скольжение b перпендикулярно к а, 
поэтому и I четное (из-за /), так что скольжение с  перпендику
лярно к а; для (hOl) h  четное, скольжение а перпендикулярно 
к Ь\ поэтому I четное (из-за /), вследствие чего скольжение с  
перпендикулярно к Ь; для (hk0) h-\-k четное (из-за /), поэтому 
скольжение п  перпендикулярно к с; для (М)0), (ОАО), (001) соот
ветственно h, k или / четные.

1.12. Для (hkl) нет общих погасаний; для (0kl) k четное, 
скольжение b перпендикулярно к а; для (АО/) А +  / четное, сколь
жение п  перпендикулярно к b ; для (hkO) нет погасаний; для 
(А00) А четное; для (0&0) k четное; для (00/) I четное.
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Три последних погасания однозначно получаются из первых 
двух, т. е. из плоскости скользящего отражения. Следовательно, 
пространственная группа — РЬпт.  На рис. 1.12.1 показаны пра
вильные системы точек (а) и 
распределение элементов сим
метрии (б). Так как в элемен
тарной ячейке имеется только 
по четыре атома каждого эле
мента, то каждый атом должен 
находиться в частном (четы
рехкратном), а не в общем 
(восьмикратном) положении.

Частными положениями 
на плоскости симметрии яв
ляются

1 А
4Ху Уі 41

I  3 
'2 ■у,

χ , У, 
1

— X,
1

+  ί/>

Существуют две системы част
ных положений на центрах 
симметрии:

О ,  0, 0;

— 0 ' ) О > *

о, о,

~2
0 ,

, о , 0;

2 ’ 0 ; 0 ,

1
2 '

0 ,
1
2

1
2 ’
J_

’ 2 

1
2 ’ 

’ "2

Рис. 1.12.1. Правильная система точек и 
элементы симметрии пространственной 

группы РЬпт

Атомы трех сортов могут занимать любую из этих систем част
ных положений. На единичную ячейку приходится по восемь 
центров симметрии.

1.13. Векторы обратной решетки А, В, С выражаются через 
векторы прямой решетки а,  Ь, с  следующими соотношениями:

A = bx c/V , B  = cx a/ V ,  C ^ a x b / V ,

где У —объем элементарной ячейки в прямом пространстве. 
Пусть i ,  j ,  к  — ортогональные направления в прямом простран
стве вдоль осей кубической или ромбической ячейки.

а) Примитивная ромбоэдрическая ячейка может быть описана 
как гранецентрированная кубическая (с длиной ребра, равной а). 
Векторы ребер этой ячейки:

а  =  ~ a j +  ~ ak, b  =  ~ a i  +  γ  ak, с  =  γ  a i  +  γ  aj .
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Следовательно,

О

і і
где V = a - ( b x c )  =  a3/4. Отсюда

ft

А  =  ( —  i  - j -  j-\ - k)/a
и аналогично

B  = ( + i —j+ k )/ a ,  C - ( + i + j ' —k)/a.
Это векторы примитивной ромбоэдрической ячейки, выраженные 
через ОЦК решетку. Так как прямая решетка тоже является обрат
ной по отношению к своей обратной решетке, значит, обратной к 
ОЦК решетке является ГЦК решетка.

б) Примитивная ячейка может быть совмещена с орторомбиче- 
ской С-ячейкой, как  показано на рис. 1.13.1, а. Таким образом,

Эта решетка тоже С-орторомбическая, как  показано на 
рис. 1.13.1, б.

1.14. Из значений Θ получим значения sin3 Θ. Для данных 
восьми линий:

sin26~ (/i2 +  £ 2 +  /2) ~ 3 ,  4, 8 , 11, 12, 16, 19, 20.

Следовательно, искомые индексы будут 111, 200 , 220 , 311, 222, 
400, 331, 420. Учитывая, что гі~2 =  (/і2 +  &2-(-/2)/а2 и λ =  2d sin 6,
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Рис. 1.13.1. Ромбическая С-ячейка.

а) П р ям ая , о) обратная.



находим α = 6,30 А. Используя выражение р = ZMlV,  где V = а 3, 
находгм значение Z =  4.

1.15. Из значений Θ получим значения sin2 θ. Материал не ку- 
бический^ а гексагональный плотноупакованный. Индексы: 1010, 
0002, 1011, 1012, 1120, 1013. Используя выражение для d r2 =  
= [4 (/і2 +  hk +  &2)/3α2] +  i2/c2 и формулу Вульфа — Брэгга, находим 
а = 3,21 А и с = 5,21 А. Зная, что p — ZM/V, где F = ]/"3a2c/2, 
Z =  2, находим Λί = 24,3 (магний).

1.16. По данным, значениям расстояний л: получим значения 
для Θ, подставив лг/г = 2Θ; затем вычислим sin2 Θ для каждого 
пятна. Эти значения пропорциональны 1, 2, 4, 5, 8 , 9, 10, 13~  
r^(h?-\-k2). Следовательно, индексы будут 100, 110, 200, 210, 220, 
300, 310, 320; а  = 8,64 А, если мы подставим sin26 =  λ2(/ί2 +  £2)/4α2 +  
-j- Я2/2/4с2 при I = 0.

Для оси с воспользуемся выражениями h/r =  t g a  и пХ/с =  s in a , 
где /г —высота д-й слоевой линии. Отсюда с = 7,18 А. Значит, 
будут видны только первая, вторая и третья слоевые линии на 
расстояниях 0,66, 1,43 и 2,53 см над нулевой слоевой линией.

1.17. а) Отражение (300) отсутствует потому, что пирит обла
дает гранецентрированной кубической структурой, для которой 
выполняется условие: h, k, I либо все четные, либо все нечетные. 
Это достигается при значениях θ, удовлетворяющих условию

2
λα = 2d sin θ =  у  a  sin Θ.

Отражение β, получающееся при этом же θ, имеет символ (hkl). 
Следовательно,

л 2 а  . .λβ = ■- =  sin θ,
р у  №+№+1*

откуда

Яд =  h * + & + P  =  1<216 и h 2 +  k 2 +  l 2 == lL
λϋ 9

Символ (hkl) =  (311), что не является систематическим погасанием,
б) λ  = 2d sin θ, следовательно,

dK = d cos 2r r  ’

где 2Q = L/r, r —радиус камеры, L — расстояние, измеренное на 
пленке. Имеем

άλ , 0 dL
λ = S 2f ’

откуда 0 =  76,1°.
1.18. Необходимые операции представлены с помощью степе

ней их международных символов; і соответствует инверсии в центре 
симметрии, а 1 —оператору тождественности.
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Моноклинная 2/m Ромбическая mm 2
1 1 m 2 i 1 1 mx m y  2Z

1 1 m  2 i 1 1 %  m,j  2Z
m m  1 i 2 т л- m x 1 2Z m y
2
i

2 i  1
i 2 m

m
1

niy
2 ,

mU 2г 1 mx
2Z my mx 1

Ромбическая 222 Тетрагональная 4
I 2,  2y 2, 1 4 2 4 1

1

2.v
h
2г

1 2.v 2(/ 
2V 1 2. 
2y 2г 1 
2г 2y 2t

2г
2«
2.v
1

1

4 і 
2 
4

1 4 2 4 1 
4"' 1 4 2
2 4 -11  4 
4 2 4 -11

Тетрагональная 4
1 4 2 4

1 1 4 2 r 1
4 1 4 1 1 4 2

2 2 Г 1 1 4
4 4 2 4 1 1

Здесь 4 и 4 — представления циклической группы четвертого по
рядка; 2/т, т т 2 и 222 являются представлениями единственной 
оставшейся группы четвертого порядка (vierergruppe) V или квад
ратичной группы Q, обозначаемой иногда еще и как D,.

1.19. Имеем

F (hkl) =  2  fn ехр [2га (hxn +  kyn +  / z „ ) ] .

П
Для ГЦК решетки
f  = / {1 -f- ехр [π ι (k - f  /)] +  ехр [π ΐ (h +  0 ] +  exP [π ι Ψ  +  k)j ] .

где

ехр (піп)
4 - 5 :

если п  четное, 
если п  нечетное.

Если h, k, I разной четности, то две из сумм k-\-l, h-\-l ,  Іг-\-к 
нечетные, а третья — четная. Следовательно, в этом случае F — 0. 
Если h, k, I — все одинаковой четности, то F — 4f.

Для алмаза
F — / {1 +  ехр [ni (k +  /)] +  ехр [n i  (h +  /)] +  ехр [n i  (h  +  k)]} +

-f- f  {exp р/аШ (h +  k +  /)] +  exp [1/гл/ (h - f  3k -f- 3/)] +
+  exp Р/гШ (3h +  k +  3/)] +  exp Р/гШ (3h +  3k +  l)]\,

откуда
/■ = /{1 -f-exp[V2to (Л 4 - A -f- /)]} {1 + e x p [лі (£ +  /)] +

+  exp [ni  (h +  /)] - f  exp [ni  (h +  k)]}.
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Если h,  k, l разной четности, то выражение во вторых фигурных 
скобках равно нулю и F = 0. Если h , k, I все одинаковой чет
ности, то могут быть два случая:

а) h, k , / все нечетные, тогда суммы нечетные и F =
= f  (1 =t ί) · 4 =  4/ (1 ±  ί), следовательно Z72 = F ■ F* =  32/2;

б) h, k, l  все четные, тогда при нечетных (h +  k-\-1)/2 пер
вая скобка равна нулю и F  = 0, а при (h +  k +  l)/2 четных F =  
=  / · 2 · 4 = 8/.

1.20. «Пентагональными» классами будут:

5, 5, Ътт, 52т  и 522

(не 5 / т = 1 0  и не 5/ттт= Ют).
«Окта тональными» классами будут:

8 , 8 , 8/т, 8тт,  82т ,  822 и 8/ттт.

1.21. Рассмотрим рис. 1.21.1. Здесь X — направление рентге
новского пучка, АО — ось вращения, а окружность —экваториаль
ное сечение сферы отражения. Обычно радиус этой сферы счи
тают единичным, здесь он равен а.

Искомый объем — это тот, который заметается площадкой 
ABCDO за вычетом площадки OPAQ при вращении вокруг АО,

Рис. 1.21.1. Схема съемки рент- Рис. 1.21.2. Угловые соотношения 
генограммы по Вейссенбергу. на рентгенограмме Вейссенберга.

потому что плоскости дают отражения, только если соответствую
щие им узлы обратной решетки пересекают поверхность сферы 
отражения.

Удобно применить полярные координаты (г, В). При вращении 
вокруг оси у  элемент объема равен произведению площади 
OMN на 2n -P G ,  где G—-центр тяжести треугольника OMN (см. 
рис. 1.21.2). Имеем

d  V =  у  r2 dQ2n~ r  cos Θ = n r 3 cos 6 dQ, 
r  =  2а cos (μ — θ).
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Подставляя значения г, проводя необходимые преобразования и 
интегрируя по Θ, получим

У =  ла3 2̂Q cos μ +  sin (2Θ — μ) +  -~ sin (20 — 3μ) +  -̂ - sin (4Θ — 3μ)^.

Нам требуется найти объем в пределах от θ =  0 до 6 = 
Подставим эти значения Θ в выражение для V и произведем 
вычитание. В результате получим

Vx = ш 3 £(π +  2μ) cos μ +  γ  5Ϊημ +  ·~ sin 3μ^

(для проверки: при μ = 0 Vx = n 2a3, при μ =  π/2 = 0).
Чтобы получить значение μ, при котором достигается макси

мальное значение Vlt продифференцируем и приравняем получен
ное выражение нулю. Полу
чим следующее трансцендент
ное уравнение:
2,5 cos μ -f-1,5 cos 3μ —

— (я +  2μ) sin μ = 0 .
Приближенное решение этого 
уравнения даст значение 
μ = 30°23'23". Объем единич
ной полусферы Vt равен

ν Γ = §·π(2α)3.

На рис. 1.21.3 показан 
график зависимости V j V т 
от μ, откуда видно, что пик 

довольно пологий; максимальное значение Vf/VV равно 0,820845.
1.22 . Период повторяемости вдоль [001] равен с . Если высота 

п-и  слоевой линии равна h,  а радиус камеры г,о то h/r — t g a  и 
«λ = с sin а. Отсюда с =  9,40 А. Так как a = 3,73 А, объемная диа
гональ тетрагональной элементарной ячейки будет 10,78 А. По 
высоте слоевой линии находим, что период повторяемости вдоль 
[ 1П ] равен 5,38 А. Оказывается, что эта объемная диагональ 
равна удвоенному периоду повторяемости, значит, решетка 
объемноцентрированная.

Лауэ-симметрия 4/mmm,  следовательно, возможны следующие 
классы симметрии: 4mm, 42m, 422 или 4/mmm.

Z — pV/M =  p azc/M,

где Μ = (48 +  2· 16)· 1,66· ΙΟ'24, τ. e. Z =  4.
1.23. Прежде всего по измеренным расстояниям L надо вычис

лить значения sin2S, используя соотношение L//· =  2л — 4Θ. Тигда 
90° —δ = 3,183/;.
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Для образца А:

L

1
90° — Θ s i n 2 Θ N hk l S i l l2 θ

■

25,28 80,2 0,0290 2 110 0,0277
24,60 78,2 0,0418 3 111 0,0415
24,02 76,4 0,0553 4 200 0,0553
23,51 74,8 0,0688 5 210 0,0692
23,04 73,2 0,0835 6 211 0,0830
22,20 70,6 0,1102 8 220 0,1106
21,81 69,2 0,1260 9 300, 22 ί 0,1245
21,45 68,2 0,1379 10 310 0,1383
21,10 67,0 0,1527 И 311 0,1521
20,76 66,0 0,1654 12 222 0,1660
20,43 65,0 0,1786 13 320 0,1798
20,11 64,0 0,1921 14 321 0,1936
19,48 62,0 0,2205 16 400 0,2212
19,21 61,0 0,2351 17 410, 322 0,2351

Столбец N = h2 +  k2 -f- /2 получен из значений sin2 Θ, поскольку 
N =  4а2 sin2 θ,/λ2. Поэтому можно считать, что решетка примитив
ная (не объемноцентрированная, поскольку тогда присутство
вало бы N = 28). По наибольшему значению угла Θ и а — 
=  6,576 А находим λ = 1,55 А. В последнем столбце приведены 
значения sin2 Θ, вычисленные для этой длины волны.

Для образца В:

L (90 — θ)° sin2 θ N Ilk! sin2 θ

23,94 76,2 0,0569 2 110 0,0568
22,09 70,4 0,1125 4 200 0,1135
20,80 66,2 0,1628 5,74 Примесь —

20,62 65,9 0,1667 6 211 0,1703
19,33 61,5 0,2277 8 220 0,2270
18,16 57,9 0,2824 10 310 0,2838
17,06 54,3 0,3405 12 222 0,3406
15,99 50,9 0,3978 14 321 0,3973
14,95 47,6 0,4547 16 400 0,4541
13,93 44,4 0,5105 18 411, 330 0,5108
13,50 43,0 0,5350 18,82 Примесь —

12,94 41,1 0,5679 20 420 0,5676
11,88 37,8 0,6244 22 322 0,6244
11,20 35,7 0,6595 23,20 Примесь -

Решетка объемноцентрированная (не примитивная, потому что 
тогда присутствовало бы N =  7). Используя линию наибольшего 
угла Θ, получим «  =  4,60 А.
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2. Рост кристаллов

2.1. Скорость изменения концентрации растворенного вещества 
в зоне расплава задается выражением

£ ( l C L) = CmOm - C f vf , (2 . 1.1)

где Cl, Ст, Cf  — концентрации растворенного вещества в рас
плаве, в расплавляемом твердом теле и в только что закристал
лизовавшемся твердом теле (Cf — kCL):; vm и г  ̂—скорости рас
плавляемой и затвердевающей поверхностей раздела.

Далее
(2 . 1 .2)

и если vm и Vf постоянны, то

/ ( / )  =  /  (0 ) -j- (v m — Vf) t .

Отсюда, согласно уравнению (2.1.1),
dC, С ν — \vm — (1 — k) υΛ С,__^ _ tn τη [_ т _̂___ ' f  \ L ις\ ·»
dt ~  H0) + {om- v f ) t  * V'1·0’

Интегрируя, получаем

1 , С и —fv —( l —k)vf ]Cj  с dt-----------------  п S - m-_______________ к — \ ____________  (О I 4)
om- 0 - k ) o , п Cmum~ [ v m - ( \ - k ) v f]C 0 l H O ) + ( v m - O f ) t '  V ' 1' * ’

где С0 —концентрация в расплавленной зоне при / = 0. Для зоны 
с постоянной длиной l ( t )  =  l (0) и vm = Of =  v,  следовательно, 
уравнение (2.1.4) перейдет в следующее:

Cf (  kx\
-  =  1 - ( 1  - k ) e x p l - j  , (2 . 1.5)

где Со = Ст = const (исходное однородное распределение) И .V ^ vt  — 
расстояние вдоль слитка, отложенное от того конца, с которого 
начался процесс.

Уравнение (2,1.5) будет справедливо до тех пор, пока поверх
ность расплава не достигнет конца слитка. Тогда последняя зона 
будет постепенно затвердевать (так называемое «нормальное затвер
девание»), и распределение в этой области будет задано реше
нием уравнения (2.1.5) при vm = 0. Этим решением будет

Cf  / I  — * \ * - ι

c v W = (2.1.6)

где Cf  (0) — значение Cf из уравнения (2.1.5) при x — L — l. 
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Средняя степень очистки при первых п зонных проходах мо
жет быть выражена как С/С0, где

n l  '

С =  1  § Cf  (X) dx = С0 {і — [1 -  ехр ( -  Ли)]},
о

Если и = 10 , a k = 0,1, то С/С0 =  0,43109.
2.2. Уравнение для эффективного коэффициента распределе

ния &эфф имеет вид (см. [48])
, k /Г *  Г» 1 \

Азфф = /г + (!__/<., ехр (— ϋδ/D)' · (2.2.1)

Обозначая концентрации двух растворенных в жидкости веществ 
как Сх и С2, а их коэффициенты сегрегации как kx и k2, полу
чаем, что

э̂фф, А  = э̂фф, г^г· (2.2.2)

Подставляя (2.2.2) в (2.2.1) и решая, получаем

<2 ·2 ·3 >

Искомая концентрация в твердом состоянии равна &эфф, 1С1 =  
= ^ ФФ, 2С2. Таким образом, у =  1,466· 10~2 см/сек, и концентрация 
в твердом состоянии равна 6,50· 10'2 ат.% .

2.3. Критерием существования перед поверхностью градиента
диффузионного переохлаждения в процессе роста кристалла из
перемешиваемого расплава служит следующее условие (см. [49]):

mvC, (g ) (1 — k)
D{k + ( 1-А) e x p ( - w V O ) ]  > Gl' (2.3.1)

где Gl — температурный градиент в расплаве, m —наклон линии
ликвидуса для системы раствор — растворенное вещество, a Cl (g) — 
концентрация растворенного вещества в расплаве, когда затвер
дела часть расплава g .  Остальные величины —те же, что и 
в предыдущих задачах.

Очевидно,
Ct fe) =  С і (0) (1 — ̂ )*»ΦΦ-1, (2.3.2)

где &Эфф задается формулой

&эфф = й + (1— k) ехр ( _ ϋδ/ο) (2.3.3)

(см. задачу 2.2). Подставляя (2.3.3) и (2.3.2) в (2.3.1), найдем,
что зона диффузионного переохлаждения присутствует при

f  C , ( 0 ) m v (  1—k) 1т~гг 
S >  1 ~ | g l £ )  [k-\-(\— k)  e x p  (  —  ι » δ Τ 5 ) 1  J ϊΦ Φ > (2.3.4)
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Подставляя сюда заданные значения, находим, что £ эфф = 0,5, 
а диффузионное переохлаждение существует, если 62,2%.

2.4. Уравнение Ван-Лаара [50] для линий ликвидуса и соли- 
дуса для идеальной бинарной системы:

ехр Яд — 1
ехр λ Λ — ехр ( — λ Β) ’ 

ехр λ ,  — 1

(2.4.1)

где
*Я = ---- η Λ ч г , (2.4.2)в  еХр(Я д  +  Яв ) - 1  · '  ’

ана !  1 1 \ λ  = АНВ /I
T ТА ' и  R \ Т  Тв

Та и Тв — температуры плавления составляющих Л и θ ;  ΔНА и 
АЯВ —их скрытые теплоты плавления, хн — атомная доля эле
мента В.  Индексы L я  S  относятся к жидкости и к твердой фазе.

Отсюда коэффициент сегрегации В в А при температуре Т 
равен

k (Т) ==—§ ' = ехр ( — λβ), (2.4.3)
* в

а положение ликвидуса при этой температуре хв{Т)  задается 
уравнением (2.4.1).

Температура солидуса с тем же составом дается решением 
уравнения

*в  (Т) =  ХВ (Ts) =  ехр [А д  (Ts ) + λΒ (Г5)] - 1  * (2·4·4*

Решение уравнения (2.4.4) для Ts можно получить графи
чески или вычислением. Впрочем, в нашей задаче искомый тем
пературный интервал АТ = 1175  — Ts мал, и можно получить 
приближенное решение, разложив уравнение (2.4.4) в ряд и 
ограничившись членами первой степени по АТ.  Имеем

ехр λΑ(Τ$) =  Ι̂ Ι + - ^ f - A r j e x p  λΑ (Tl)  И т. д .,

где 7 l —температура ликвидуса, равная 1175°К. В результате 
имеем

д г  К Ч  ( 1 - е х р  Яд) (1 -  ехр λ Β) [ехр Я д - е х р  (~ Я Д) ]  ехр ( - Я д )  
Д Я д[(ехр  Яд — ехр ( — Яв ) ]  +  ехр Яд (1 — ехр Яд) (Д Яд  — ΔН в ) *

(2.4.5)
где λ Α и λ  в вычислены при Tl .

Из уравнения (2.4.3) коэффициент сегрегации k при темпера
туре 1175°К равен

k =  ехр 400 — П75) ]  =

114



Состав расплава дается формулой (2.4.1)

г 5,5 · 10~2 = 5,5 ат. %.
ехр 1200 (тГ75 ~  Ш ю ) ] _  1

ехр 1200 ( і  175 120θ)
— 0,63

хв -

Из (2.4.5) получаем приближенное значение температурного интер
вала АТ =  15 °К.

2.5. Коэффициент действующих масс для данной реакции равен

К ( Т ) = р ^ ~ ,  (2.5.1)
МеС12 Н2

где
RT  In К  (Г) = TAS — АН,  (2.5.2)

Τ’ —температура реакции, a P t — парциальные давления газовых
компонент. На эту систему наложены следующие условия:

а) полное давление равно атмосферному:
■Рнсі + -Рмесі2 +  Г’нз = 1; (2.5.3)

б) отношение концентрации хлора к концентрации водорода 
в газовой фазе сохраняется постоянным:

[С] __ 2 месі, + неї _  a  (начальное значение). (2.5.4)
lMJ ^ hci + ̂ h.

Совместное решение уравнений (2.5.1)—(2.5.4) дает равновесные 
парциальные давления газовых компонент после реакции при 
температуре Т для заданного се. Следовательно, отношение кон
центрации Me к концентрации водорода при равновесии для за
данной температуры Т будет

_й .. . ^MeCU /Г) Г
[Н ] _ Р _ Р н с 1  +  2 ^ н 2 · ( ' ’

Определяя эквивалентную величину для смеси тех же газов в на
чальном состоянии как

[Ме]° _  а  р меС12 , 0  к

[Н]о ~  ^ н с і +  ̂ н ,  ( }

(где индекс 0  обозначает начальное состояние до реакции), уви
дим, что осаждение термодинамически возможно, если

Р <  Р о , (2.5.7)
т. е. если после реакции равновесная концентрация Me, отнесен
ная к равновесной концентрации водорода, меньше, чем концен
трация газа, втекающего в систему.

Необходимость характеризовать концентрации отношениями 
вытекает из неконсервативности системы. Общие методы решения 
задач такого типа описаны в [51, 52].
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Из уравнений (2.5.1), (2.5.3) и (2.5.4) получаем

PH2=Yk { - ( \ - m ± V ( \ - M f  +  k ( \ - k )  б2}, (2.5.8)

Рнсі =  6 — 2Рн2, (2.5.9)
^месі2 =  1 — б +  -Рнг. (2.5.10)

(2.5.9)
(2.5.10)

где θ =  2/(1+α), a k = l  — 4/K(T).  Далее 0 = 2/1,1 =  1,818, а из
(2.5.2) /С(1000)= 1,0· 10~3; отсюда k ^ ~ 4-Ю3.

Итак, с достаточно высокой степенью точности,

P h 2 =  } ± | / A ( 0 - 2 ) ,  Р н с  =  + 2 ] / 1 ( 0 - 2 ) .

Знак перед корнем выбирается из условия положительности Р нсь 
Тогда Рисі = 9,09 · 10~3, Р Нг =  0,909 -  4,5 · 10~3 и

Получается, что осаждение термодинамически возможно, если 
β0>  4,75 · 10 2, т. е. если концентрация МеС12 равна или больше 
8,65 мол.% (при а  = 0,1).

3.1. В равновесном состоянии (межатомное расстояние г  = г 0) 
энергия U (г) минимальна. Так как

заметим, что в решетке NaCl куб с ребром, равным межатомному 
расстоянию г ,  содержит «половину» молекулы. Следовательно, 
объем V кристалла, состоящего из N молекул, равен

■РмеС!2 =  0 ,0 9 1 -  4,5 ·10-3.
Отсюда

3. Химические связи и энергия решетки

(3.1.7)
то

(3.1.8)

откуда
U( r 0) = - NAe2

r» (3.1.9)
3.2. Вычисляя

V =  2 Nr3, (3.2.3)
откуда
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( Ψ - )  = 0 .\ d r  J r 0
получим

1 =  1 ( d~u \ 
κ  —  1 8 Nr0 [ d r 2 ) ^ ’

а из уравнения (3.1.7)

Вспомнив, что

(3.2.4)

S i  = -  Ν -  п- ^ В ) .  (3.2.5)

Постоянную В  можно вычислить из уравнений (3.1.8) и (3.2.5), 
так что в конце концов для l /κ получим

1   (р- 0  Ав2 /Q Г)
κ  —  1 8 г ‘  ·

Подставляя сюда заданные значения κ , А, г 0, е,  находим
« N a C l  = 9,4.

3.3. Из уравнения (3.1.8) следует, что
Аг2 пВ

' ~  , n +  i t'о  'о
откуда

/ч  / пВ \1/(«— 1)
г«(е) = Ы

поэтому

= ( w ) ,/<n“ ,) =  41/0 " я)г« ^ ·  (3 -3 л >
Используя (3.3.1), из уравнения (3.2.6) получим 

κ (2е) = - 

а из уравнения (3.1.9)
* <& > -  t w - Z *  - у- ‘f >' 4β+"’'"  <3-3·2>

υ <*> —- $ tr  ( ‘ -  4 )=ϋ <e> <3·3·3»
3.4. Выпишем выражение для ί7 (г), соответствующее условиям 

задачи:
t/(г) =  - Л [ ^ - С е х р  (--£ -)] , 

и выражение для производной при г  =  г 0\

Следовательно,

υ ™  —  ψ - { ι ~ τ ; ) ·  С5·4 ·1'
1 1 7



и, сравнивая с уравнением (3.1.6), получим
г 0 =  пр.

3.5. Для линейной цепочки из равноудаленных друг от друга 
ионов уравнение (3.1.2) принимает вид

Г ij =  ОСуГ =  п г ,
где п — целое число. Отсюда постоянная Маделунга Л = V  +  a j f

І ф і
равна

А ^  2 (* ~ У  +  У  ~ т  +  · · · )= 2 1п2·

3.6. Сумму первых n — k-{-l положительных и отрицатель
ных членов можно записать в виде

= ί1 + τ  + ¥ + ··· + ш = т )  -  (т + τ  + τ  + ··· + і)·
Записывая эти ряды через hm, получим

Sn — ̂ 2k — γ  h/ι — g- Λ; =  In 2й — g kl -\-ггк — -g- (/* +  rj).

При η  ->oo, k->~co, /->oo получаем

Hm Sn =  S =  ^ l ir n ln y  = - -
n ->  со i  z  i  μ

откуда
  e x p  ( 2 S )

P  4  + e x p  ( 2 S )

3.7. Запишем ряды для приближенных значений постоянной 
Маделунга Ап и Ап+1:

А , -  2 ( '  -  І- +  +  ( - 1 ) "  ̂  +  < - 1 ) * « έ )  ·

А , «  - 2  ( і  -  і  +  і  -  і  +  . ■ .  +  ( - 1 ) « ·  1  +  ( - 1 ) . . . ^ ) .

(3.7.1)
Обозначая

I Αη^ι ■ Ап J =
имеем

Л = 1 +  н2 — —. . .

Знаки последовательных членов в этом ряду чередуются. 
Кроме того, при возрастании п  члены этого ряда монотонно
убывают и lim н„ =  0. Для любого значения п  сумма А такого

П-* ОО
ряда лежит между Ап и А„+1, т. е.

И  Ап \<С.\Ап+х Ап 1 — un+i  = л ^ _j_nj ^ ·
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Точно так же

и мы получаем
\ А - А ' „ \ < \ А ' п+1- А к \ = ± .

3.8. Непосредственное суммирование всех зарядов внутри дан
ных кубов и дробных зарядов на гранях кубов дает

М  = 1,456, 2Л = 1,752, 3Л = 1,747.

Точное значение А = 1,74756.
Все эти величины относятся к постоянной Маделунга, опреде

ленной уравнениями (3.1.2), (3.1.3) и (3.1.4) через наименьшее 
межатомное расстояние г  =  г/2а,  где а  —ребро ячейки Эвьена (см. 
рис. 3.8.1). Вместо г  мы можем, конечно, взять за характерный 
размер ячейки величину а. Тогда выражение

р  ___ ^ д£~ i Вд
1 а ' ап

для энергии рассматриваемого иона определяет новую постоянную 
Маделунга Аа, связанную с Аг зависимостью

Аа =  2Аг .

3.9. Неопределенность в рядах, получающихся при суммиро
вании по ячейкам Эвьена, заключенным в кубах возрастающего 
объема, служит признаком условной сходимости ряда Маделунга 
(см. задачу 3.6).

Чтобы показать, каким образом возникает эта неопределен
ность, рассмотрим куб с отрицательным ионом в центре, содер
жащий (2/г—I)3 ячеек Эвьена. Прибавляя к нему кубическую 
оболочку с длиной ребра 2п  и толщиной, равной 1/2 (за единицу 
длины принимается ребро а ячейки Эвьена), получим куб, содержа
щий (2я)3 ячеек Эвьена.

Внешняя поверхность этой оболочки занята отрицательными 
ионами, внутренняя — положительными. Если не считать ионов, 
лежащих на ребрах, то заряд каждого из этих ионов равен ± 1/2 , 
т. е. при больших значениях п  эту оболочку можно рассматри
вать как однородный двойной слой зарядов, электрический момент 
которых на единицу площади равен т =  1/4 и направлен к центру 
оболочки.

Вклад элемента поверхности dx d y  этой однородной дипольной 
оболочки в потенциал в центре куба О равен

, n m cos φ , j  тп , . /о η i sd P 0 = ------ —d x d y  = --------------- тгт̂- d x d y ,  (3.9.1)
0 ή  * (/г2+ *2+г/2)'3/2 *
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где г  и φ определены на рис. 3.9.2. Потенциал Р 0, получающийся 
от всей оболочки, следовательно,

Р  0 =
dx d y

(п*+х*+у-) 3/2 "
dy

0 0 ' ·  ' '  ' о
Учитывая это выражение, а также то, что

(п2 + </2) (2rt2 + „2)1/2*

dx 1

'  (х2 + с2) (х2 + а2)1/2 
для а2 >  с2 получим

с  (а2 — с2) 1/2 arctg (а2 — с2)1 2 x
с (х2 + Ω2)1/2 -const,

Р 0 = 24m arctg ( 1 /У  3) — 4л/п ■ л. (3.9.2)
Предположение об однородной дипольной оболочке допустимо 

только при я-> оо . Только в этом предельном случае Ρ ϋ пред
ставляет собой разность между по
тенциалом Пг, куба, содержащего 
(2м)3 ячеек, и потенциалом Пг,,^ 
куба, содержащего (2η —I)3 ячеек. 
Отсюда следует, что с  =  Р 0 =  л.

Кроме того, очевидно, что посто
янная Маделунга Аа, определяемая 
через ребро ячейки а, должна яв
ляться средним из значений 
и Н,„, между которыми колеблется 
потенциал в центре куба при п  оо. 
Таким образом,

Аа =  lim Пг/і-і + П2 lim  и 2п-

Рис. 3.9.2. К расчету 
Эвьена.

Зная, что Пг = 1,1546, П2 = 3,5388, 
П3 =  0,5074, Г14 =  3,5820, можно
найти последовательные приближе
ния 2пАа постоянной Маделунга 
для CsCl:

2Аа =  2,3467, 4ЛЙ = 2,0447.
ячеики

Точное значение будет равно Аа =  
= 2,0354.

3.10. На рис. 3.10.1 показан наименьший ромбододекаэдр, 
который можно вырезать из структуры CsCl так, чтобы в каждой 
его вершине находился ион. Заштрихована одна из четырех ячеек 
Эвьена, содержащихся в этом ромбододекаэдре, и проставлены дроб
ные величины зарядов этих ионов.

Пользуясь этими указаниями, можно сразу найти последова
тельные приближения постоянной Маделунга:

М 0 = 1,309, Μ β =  2,173, М в = 1,994,
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что отвечает суммированию по концентрическим ромбододекаэдрам, 
содержащим соответственно 4, 32 и 108 ячеек.

V

А

а
I
12

Рис. 3.10.1. Наименьший ромбододекаэдр, который можно вырезать в струк
туре CsCl.

3.11. В структуре CsCl величина D = a3. В координатной си
стеме, оси которой совпадают с осями куба, базисные векторы 
прямой решетки Бравэ а { и обратной решетки равны

Радиусы-векторы ионов внутри единичной ячейки будут 
г 0 =  (0 , 0 , 0 ), /*1 =  1/2<з (1, 1. 1)·

Соответствующие заряды: q0 =  —1, ^х = + 1 . Записав

т. e. k вносит некоторый вклад в Аа, только если сумма компо
нент k по кубическим осям будет нечетной кратной 2л/а со зна
ком минус. Измеряя все длины в единицах а,  получим:

а) η = 16/За2, только 8 ближайших соседей на расстояниях Гц =  
і= г/га У '3 и 6 векторов Λ = 2π / α (± 1, 0 , 0):

« ! = α (  1, 0, 0), ί»! =  α -1 (1, 0, 0),

α2 =  « ( 0 , 1, 0 ), & 3 = β“1 (0 , 1, 0 ),
α3 = α (0 , 0 , 1), & 3 =  α ! ( 0 , 0 , 1).

k  — 2n(hb1-\-kbi -\-lb3} =  2n/a(h, k, I),
найдем

j  0  для (h +  k-^l )  четных,
\ — 2 для (h-\-k-\-l) нечетных,



б) Учтем еще 6 соседей второй координационной сферы на 
расстояниях Гц = а  и 8 векторов Λ = 2π / α (± 1, d t l ,  d t l) :

= 2 ,0 4 8 8 -6
4/V3

1 —  ̂ exp (— s2) ds - з т єхр ( - Ї И ’0357·

в) Учтем еще 12 соседей третьей координационной сферы на 
расстояниях г ц  = а У 2  и 24 вектора k = 2n/a(±2,  z t l ,  0):

s Aa =
4V2/V3

=  2,0357 - 6 ]Л 2  1 — J ехр (— s 2) d s  -  ^  exp ^ ) = 2 , 0354.
ο j

г) В координатной системе, оси которой совпадают с осями 
куба, базисные векторы a t прямой решетки Бравэ и b t обратной 
решетки для NaCl будут следующие:

a x = V2« (  1, 0 , 1), b 1 =  a r1 (1, - 1 , 1),
а г =  1/ га (  1, 1, 0), Ьг =  а~1 ( \ ,  1, — 1),
a 3 = V2a (  0, 1, 1), Ьъ = а гх(—\, 1, 1).

Д ля объема D единичной ячейки имеем

D = a3/ 4,
а для радиусов-векторов r t ионов внутри ячейки 

/о = (0 , 0 , 0), Αχ = xka  (1, 1, 1).
Соответствующие заряды равны

<7о =  — ^ ι = = + 1 ·

Вектор k = 2л (hb1 -f- kb2 +  l b s) может быть записан через его ком
поненты по осям куба

k = 2-^-(h +  k - l ,  - h  +  k +  l, h - k  +  l),
откуда

2 <7/ехр(— Ar-r/) = 
ι

( 0  для h +  k-\-l четных,
— 1+ е х р [ i n  (h - f  k +  /)] — j  — 2 для /j _j— /j _j— / нечетных.

Так K&Kh-\-k — l,  — h  +  k-{-t и h — k +  l нечетные, если h-\-k-\-l не
четные, то приходим к выводу, что в Аа вносят вклад только те 
векторы к ,  у которых компоненты по осям куба равны нечетному 
числу, кратному 2я/а. Опять-таки, измеряя все длины в единицах а ,
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получим: η=16/α2, только 6 ближайших соседей на расстояниях 
Гц =  г!га и 8 векторов к  — 2п/а(±1 ,  ± 1, ± 1):

2

М л= 1 2 1 — J ехр (— s2) ds 64
- 3 i exP

3π2'
Т б 7 4 - 8π~ 1/2 = 3,5025.

Учитывая еще 12 соседей следующей (второй) координационной 
сферы при Гу = 1/2а и 24 вектора k = 2π/й (±  3, ±  1, ±  1), получим.
2Л .=

2 / 2

= 3 ,5 0 2 5 -  121/ 2 1 jj ехр(- - s£) ds 192
Ш ЄХР

I 11 π2 \
\ 16'J = 3,4951,

3.12. На рис. 3.12.1 показаны зависимости от r+/r~ энергий 
Маделунга для CsCl, NaCl и ZnS. Горизонтальные участки кри-. 
вых соответствуют тем областям, где г 0 для заданной структуры
определяются касанием ионов 
большего размера и, следова
тельно, зависят только от ра
диуса этих ионов. Верхние 
пределы этих горизонтальных 
ветвей будут следующие:

CsCl: /·+//·_ = V 3 - 1 ;
NaCl: /■+//■_ = 1 / ^ - 1 ;

ZnS: r+/r_ = ]/3/2 — 1.

Точки перехода, ограничиваю
щие области устойчивости:

CsCl -► NaCl: /■+//■_ = 0,71;

~Ae2/r0

NaCl -> ZnS: r+/r_ = 0,32.

Рис. 3.12.1. Зависимость энергии Ма
делунга (в единицах е2/г) от r j r _  для, 

CsCl, NaCl и ZnS.

3.13. Кулоновские силы притяжения, с которыми центральный 
ион А действует на ионы В,  вынуждают ионы В  двигаться так, 
чтобы их центры лежали на сфере радиуса г А-\-гв с центром 
в Л. Так как каждая из этих сил уравновешивается соответ-. 
ствующим контактным давлением, то их можно не рассматривать. 
Разложив силу, действующую на ион В  в поле всех остальных, 
ионов, на тангенциальную и радиальную составляющие, увидим, 
что при равновесии тангенциальная составляющая обращается 
в нуль. Кроме того, хотя радиальная составляющая каждого 
отдельного иона В  не должна быть равна нулю, результирующая 
всех радиальных составляющих должна обратиться в нуль. Заме
тим, наконец, что при равновесии центр тяжести ионов В  совпа-. 
дает с центром иона Л.

а) Для того чтобы сумма радиальных составляющих сил, дей
ствующих на два иона В,  была равна нулю, ионы должны рас-
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полагаться с противоположных сторон от центрального иона. 
Следовательно, в этом случае равновесная конфигурация соответ
ствует линейной молекуле.

б) Для того чтобы не было тангенциальных сил, действующих 
на Вх, центры ионов В« и ΒΆ должны лежать в плоскости, про
ходящей через центры Л И f i t ,  и, кроме того, угол а[  должен 
быть равен углу а [  (рис. 3.13.1).

Повторяя это же рассуждение применительно к ионам В 2 и 
В 3, найдем, что в положении равновесия центры Βχ, В 2 и В3
располагаются в вершинах равностороннего треугольника, впи
санного в большой круг сферы, проведенной из точки А.

в) Тангенциальные силы, действующие на В х и В2 (рис. 3.13.2), 
возникающие из-за взаимного отталкивания этих двух ионов,

лежат в плоскости ΑΒχΒ2 и 
являются зеркальными от
ражениями друг друга от
носительно плоскости, про
ходящей через середину

Рис. 3.13.2. К расчету сил взаи
модействия в модели жестких 

шаров.

отрезка В ЛВ2 перпендикулярно к нему. Для того чтобы эти тан
генциальные силы уравновешивались силами, действующими со 
стороны В 3 и В4 на В х и В 2, равновесные положения В 3 и Д* 
должны удовлетворять одному из двух условий: 1) они должны 
лежать в плоскости A B LB 2 и быть зеркальными отражениями 
друг друга относительно зеркальной плоскости, проходящей между 
Βχ и В.,, или 2) они должны лежать в зеркальной плоскости между 
Βχ и В2 и быть зеркальными отражениями друг друга относи
тельно плоскости ΑΒχΒ2. Случай, соответствующий второму усло
вию, показан на рис. 3.13.2.

Повторяя те же рассуждения относительно различных пар 
ионов В, мы получим, что при равновесии ионы Βχ, В 2, B s и ВА должны 
лежать или в вершинах квадрата, вписанного в большой круг 
сферы с центром в А,  или в вершинах правильного тетраэдра, 
вписанного в эту сферу.
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С другой стороны, так как центр тяжести ионов В  совпадает 
с центром А, мы для случая, показанного на рис. 3.13.2, имеем 
α = β. В этом случае легко минимизировать полную энергик> 
отталкивания Ш ионов В.  Приняв г АВ за единицу, находим:

Очевидно, dS/da — 0 при co sa  = 0 и при sin<x = ]/2/3. В первом 
случае ионы лежат в вершинах квадрата, а во втором случае — 
в вершинах тетраэдра. Вычисляя энергии, соответствующие этим 
двум равновесным значениям а , можно видеть, что тетраэдриче
ское расположение обладает меньшей энергией и, следовательно, 
оказывается устойчивым.

3.14. а) В рамках нашей модели выражение для энергии моле
кулы состоит из двух членов, зависящих от угла между связями, 
а именно: от энергии V индуцированного диполя (иона А)
в поле ионов β  и от энергии отталкивания W между ионами В.

1) Для молекулы АВ2 имеем

/12 = 3̂4 = 2 sin а,
/із = /"i4 = ггз = г.г6 = (4 -  2 sin2а)Ч'-. 

Если каждый ион В  обладает единичным зарядом, то

4
sin а (4 — 2 sin2 а ) 1//г

И
cos а  . 8 sin a  cos ос

+da sin2 ж (4 — 2 sin2 а') ,г

(3.14.1)

(3.14.2)

где е  — заряд иона В.  Из требования

получим
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где у  — угол между связью А —В  и осью симметрии молекулы. 
Из требования

d<v + W) е2 / у з  . 9 «  . \ Лv = ------ ( ------Ц ----ь —— sm у  cos V = Оd y  r AB \ sm 2 Y г АВ )  1
получим

1 г3
А  · ■* * А Вcosv =  0 ИЛИ Sin^Y = --- --------- .

3  К  3  а

9 1/3 R
Подставляя sin γ = — sin у ,  найдем, что

■ β Vr 3 д 1 0 ΛΟ . , P  г3- -s in -~· =  -̂ o—, β = 120 , sin3 y  =2  2  ’ "  ’ 2  8 α  *
Опять-таки нетрудно видеть, -что плоская молекула (β = 120°) 
устойчива только при а < ^ в / 8 .

б) Для Н20  «о  = 0,225 · 10 24 см3; для ΝΗ3 α Ν == 0,247 · 10 24 см3. 
Эксперимент дает значения αο = 0,77 · 10"24 см3; α Ν =  1,13 · 10 24 см3.

3.15. Искомое уравнение будет иметь вид

а = 1 k — \  /

где Ад и Ай —операторы Лапласа, действующие на ядерные R a и 
электронные r k координаты соответственно, а потенциал V задается 
в виде

. у  = V  , Є2_\  _Z"e2 L V  . ZaZl>e2 СЗ 15 2)
К Z  \ п - г к ) L  I rk- R a\ +  ^  \Rb-Ra\-

і  <  k  k ,  a  a < b

3.16, Искомое уравнение имеет вид
I 1 VI л ,

где
( - τ 2 Δλ +  1/>ΙΨ==:§μΨ' (ЗЛ6Л)

<ЗЛ6-2>
i < k  k, а а<Ь

3.17. Уравнение Шредингера в сферических координатах 
имеет вид

__*L["_L jL/oa-iL^ i_____ !---- j__!_ΥΙΨ*" 4-
. 2μ I R 2 dR P  dR J  ^  R2 sin2 §  dq>2 ^  R 2 sin θ  ̂ 17 / J ^

+  ёэл (R) Ψ ^ Ρ "  =  Ш̂ ядерн, (3 .1 7 .5 )
Подставляя

ЧСядерн _  Ϊ 1 ψ _  @  ( 0 )  φ  ( φ )  

f (R )и разделив на Θ (ϋ)  Φ (φ), приведем уравнение (3.17.5) к виду
Й2 Г 1 d 2f . 1 1 ά 2Φ  1 1 d ( . „ d& У] <еэл _  ®
2μ L f  dR 2 R 2 sin2 θ  Φ dq>2 R 2 sin Ο Θ dd  ̂ S ln  dO J  J

(3.17.6)
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Умножая на £i2sin2d, получим, что член, зависящий от φ, равен 
члену, не зависящему от φ, т. е. равен константе. Обозначим 
эту константу —М 2. Тогда

^ - = _ М 2Ф. (3.17.7)

Нормированные решения этого уравнения хорошо известны:

Фц(ф) = -^ ^ е х р  Шер, М = 0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .
J/ 2л

Если учесть уравнение (3.17.7), то уравнение (3.17.6) примет вид

Второй и третий члены этого уравнения не зависят οτ R, а осталь
ные не зависят от й. Приняв, что член, содержащий # и заклю
ченный в скобках, равен — С, можно разделить переменные и 
получить отдельные уравнения для Θ и для f :

1 d ( ■ α. άθ\ Μ2
Ж Т 7 П 8'п , « ) - ї И Г 0 + С в  = 0· <3·17·9>

Ί - i S r + * “ + £ ■ £ ) / - * / ·  <3 ·17·"»

При С = J  ( J  +  1), J  =  0, 1, 2, . . .  уравнение для Θ имеет известное 
(нормированное) решение

θ  т  = р Щ .  ( ^ 2 L ]1/2 I (cos#), (3.17.11)

где P\jM 1 — присоединенная функция Лежандра степени J  и по
рядка iM|s=S/. Величина J  определяет значение момента коли
чества движения молекулы как % Y  J  { J 1).

Подставим Шэл и С из уравнений (3.17.3) и (3.17.11) в урав
нение для /. Тогда вместо (3.17.10) получим

+  +  (317.12)

Член hzJ (J +  1)/2μ# 2 представляет собой вращательную энергию
молекулы и при малых J  может быть заменен своим значением
при R = R0. Заменив R — R0 на р, получим

£ £ + τ * · ) Μ · - ϊ $ Ρ ) ί .  <3 1 7 | 3 >
Это уравнение гармонического осциллятора. Его собственные зна
чения

г  m j ( j + 1) . / . ι\

где ω —угловая частота соответствующего классического гармони
ческого осциллятора ω = У  k/μ и п — 0 , 1 , 2 , . . .
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Нормированные функции f  (р) будут иметь вид 

ίη(Ρ) = ν ^ { ^ ) ' μ  Ηη { ρ γ (3.17.14)

где функции Нп — полиномы Эрмита.
3.18. Уравнение Шредингера (3.18.1) в системе координат ζ ,

2 ί [<£“ - ! )  U  +  ίη [ <1 -Ч ») J p ]  +
1 \ d M  -  , 4ξ

/?2(ζ2„η2)

з г  Ψ (ζ, η, φ) =+  ( ζ 2 _ ι  +  1 - T f )  r l’ ^  /? (ζ2 — П-)"

= ( § _ ^ ψ (ζ> η , φ ). (3.18.4)

Пользуясь уравнением (3.18.3), получим

4 2 r  = ~ >я2ф-

ГДЄ λ  =

ά
d'C
d
dt]

m

(3.18.5)

lT Γ (ζ* -  1) 4 ^ 1  +  (2/?ζ +  λζ2 -  +  А) X =  О,
■ 1 \ (3.18.6)

( ΐ - η 2;
dY
dr\ +  ( - λ η * Л ]У  = 0,1 —η2

2 IΕ — - g ), A — постоянная, возникающая при разделении.
3.19. Как было показано в задаче 3.18, электронные волновые 

функции для Н-2 имеют вид
ϋ ( ζ ,  η, φ) =  Χ (ζ)Κ (η )Φ (φ ), (3.19.3)

где ζ, η, φ —сфероидальные координаты, определяемые уравне
ниями (3.18.2). При R,  стремящемся к 
нулю, эти координаты переходят в сфе
рические координаты г ,  Θ, φ «единого 
атома», согласно соотношениям

ζ·- 

η =
R

r a rb

I b ^ r
R ’

■COSG, φ-* -φ  (3.19.4)

(рис. 3.19.1). Так как квантовые числа 
Πζ, η Ά, η φ узловых поверхностей X (ζ) = О, 
γ  (η) = 0 и Φ (φ) = 0 остаются неизмен
ными при R->  0 , то, следовательно,

Рис. 3.19.1. К уравнениям 
(3.19.3) и (3.19.4). ер. (3.19.5)

Соотношения (3.19.2) могут быть использованы для получения 
первых двух столбцов табл. 3.19.1, в которой устанавливается 
связь между молекулярными состояниями и состояниями «еди
ного атома». В этой таблице используются обычные обозначения
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молекулярных состояний. Символами ns,  пр ,  nd  обозначены атом
ные состояния, которым соответствуют молекулярные состояния. 
Индексы σ, π, δ указывают состояния с |т| = 1, 2, 3 соответст
венно, а индексы g  и и  указывают на четность или нечетность 
соответствующей волновой функции при инверсии координат отно
сительно центра симметрии молекулы.

Т а б л и ц а  3.19.1

«Единый атом» Молек ула Разделенные атомы

n I m ’ Пу n„ /II їїb η Φ λ μ Φ

Is 1 0 0 1 sCTg· 0 0 0 0 0 0 Is
2s 2 0 0 2sao· 1 0 0 1 0 0 2s
2ро 2 1 0 2 ρσ„ 0 1 0 0 0 0 Is
2ρ+ι 2 1 1 2ρ π„ 0 0 1 0 0 1 2P± 1
3s 3 0 0 3sap- 

3 ρ σ „
2 0 0 2 0 0 3s

Зро 3 1 0 1 1 0 1 0 0 2s
3p , , 3 1 1 3 1 0 1 1 0 1 3 p + i
3d 0 3 2 0 3ci(jg· 0 2 0 0 1 0 2Po
3 d r l 3 2 1 3d д 0 1 1 0 0 1 2p±1
3 d+ о 3 2 2 3 ^ 0 0 2 0 0 2 3 d + 2
4s 4 0 0 4sffg- 3 0 0 3 0 0 As
4Po 4 1 0 2 1 0 2 0 0 3s
4Р-ы 4 1 1 4ρ π „ 2 0 1 2 0 1 4p±i
4 d0 4 2 0 4dao· 1 2 0 1 1 0 3po
4d±l 4 2 1 4dn 1 1 1 1 0 1 3P± 1
4 d -,.2 4 2 2 4d6g 1 0 2 1 ϋ 2 Ad_, 2

4/o 4 3 0 4/σβ 0 3 0 0 1 0 2po

Соотношение между молекулярными состояниями и состояниями 
разделенных атомов более сложное. При удалении одного из прото
нов, например В, в бесконечность, т. е. при R -г  со, волновые функ
ции U (ζ, η, φ) переходят не β
В водородные функции
Ψ (г, θ, φ) в сферических ко- г  /  " " —
ординатах, а в водородные а/
волновые функции CD*· _______________  ' ~"<Р __
Г  (λ, μ, φ) =  Μ λ )Μ (μ )Φ (φ ) A R В

(3.19.6) Рис· 3.19.2. К уравнению (3.19.7)

в параболических координатах λ, μ, φ с центром в Л. Из
рис. 3.19.2 видно, что при R -+■ с о

η

Ф-

Га + Гь 
' R
Га — П

-φ.

1 + Г а О — COS б)

1 +
R

/"о (1 +cos 6) 
R

1
λ
R ’

, _ 1 + μ (3.19.7)
1 -  R ,
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Если η λ, ημ и rtq, — квантовые числа узловых поверхностей L (λ) = 
= О, Μ (μ) = 0, Φ (φ) = 0 соответственно, то получим, кроме того 
(см. уравнение (3.19.2)),

η  — Πχ -j- ημ. +  «φ -f- 1, (3.19.8)

где η —главное квантовое число, соответствующее состоянию

Чтобы установить связь между п%, ημ, ηφ, с одной стороны, 
и Πζ, ηΆ, Пщ, с другой, надо только рассмотреть положение узло
вых поверхностей по отношению к плоскости, проходящей через 
середину оси молекулы. Все узловые поверхности, лежащие цели
ком на той же стороне, что и протон В,  и принадлежащие 
к семейству поверхностей Υ ( η )  — 0 , стремятся к бесконечности 
при В - * - с о .  Более того, если пп нечетно, то плоскость, проходя
щая через середину оси, сама и есть узловая поверхность Υ  (η) = 
=  0 и тоже уходит в бесконечность. Отсюда имеем

Все остальные узловые поверхности при R с о  отстоят от А на 
конечное расстояние, т. е.

Из уравнений (3.19.8), (3.19.9) и (3.19.10) получается третий 
столбец табл. 3.19.1, задающий связь между молекулярными 
состояниями и состояниями разделенных атомов.

3.20. Чтобы найти значение нормирующей константы А, нужно 
вычислить интеграл

причем интегрирование включает суммирование по двум возмож
ным состояниям спина каждого электрона.

Пусть Р  и P'  — два оператора, меняющие порядок электронов 
среди я  функций φ,·, и пусть р  и р '  — четности соответствующих 
перестановок. Используя эти символы, получим

W' (λ, μ, φ).

(3.19.9)

« λ  =  « ξ ,  η μ =  ι ιφ =  \ / η (3.19.10)

S Φ*Φ dx =  5 Σ  Σ  ( -  ! ) ρ+ρ' ρ  [φι (τι) · .. q>s (τ„)3 X
Ρ P'

X P'  [<Ρι (τι) ·. · φ„ (τ„)] dx. (3.20.7)

Поскольку функции φ,· предполагаются ортонормированными, т. е.



то уравнение (3.20.7) легко сводится к виду 
J φ * φ ά τ  =

=  Σ  $ Р [φ *  (τ ι)  Φ* (τ ι)  Φ* (τ 2) Φ2 ( τ 2) · - - Φ* (Тл) Фя (τ„)] d r  =  η ! ,

откуда

Κη!'

ψαα _  

ψ β β  =  

ψ α β  _  

ψ β α  _

= [ a ( l ) b ( 2 ) - b ( l ) a ( 2 ) ] a ( l ) a ( 2 ) ,

= [ a ( l ) b  (2) — b (I) a  (2)] β ( 1) β (2),

= ο (1 )* (2 )α (1 )β (2 ) -& (1 )α (2 )α (1 )Ρ (2 ) ,  

= a ( l )  b (2) β (1) α (2) — ft (1) α (2) α (1) β (2).

3.21. Из двух координатных функций а  и b и двух спиновых 
функций а  и β можно образовать определители: 

а ( 1 )  α  (1 )  а  ( 2 )  а  ( 2 )  
ft ( 1 )  а  ( 1 )  6 ( 2 )  а ( 2 )  
а (1) β (1) а (2) β (2)

6(1)Р(1) Ь (2) β (2) 

а  ( 1 )  а  ( 1 )  а  ( 2)  а  (2)
* (1 ) β (1 ) Ь{ 2) β (2) 
α (1 )β (1 )  а  (2) β (2) 
b ( 1 )  а  ( 1 )  6 ( 2 )  а  ( 2 )

Две из этих функций, Ψαα и Ψ№, уже имеют вид (3.21.3). Что 
же касается Ψα13 и Ψ13®, то для получения их в нужном виде 
придется образовывать линейные комбинации. Легко найти, что 

ψαρ +  ψρα = [α (1) b (2) -  b ( 1) а  (2 )] [а  ( 1) β (2 ) +  β (1) α (2)], 
ψ<*β _  ψβα = [а (1) b (2) +  b (1) а  (2 )] [α ( 1) β (2) -  β (1) α (2 )].

Чтобы показать, что спиновые функции 
χαα = α  (1) α (2), = β (1) β (2),

χαβ+ib = α (1) β (2) +  β (1) α (2), χα^ α = α (1) β (2 ) -  β (1) α (2)

являются собственными функциями ] S :2, нужно просто подейство
вать на них оператором | S 2.

Воспользовавшись соотношениями (3.21.5) и (3.21.6), получим
j S j2 = S* +  Sy +  S~z =  (Sjjj +  sxJ2 +  (syi -f- S y , f  + (sZl +  szJ 2,

__  2 χ β β (
! χ α β -β θ 6  __ Q

; Q, S^ap-pa =  Q.

откуда непосредственно следует, что
|S |2χ““ = 2χ“α, | S і

j g  j2 χαβ+βα _  2χ«Ρ+βα. |S|2 '

Более того, легко проверить, что
S z X * a  =  % a a t ^ χ ββ =  _  χ Ρ Ρ , ^ χ α β + β α  =

3.22. Комбинируя координатную волновую функцию a +  ft 
с двумя спиновыми функциями а  и β, получим

[ a ( l )  +  b ( l ) ] a ( l )  [ a  ( 2 )  +  b ( 2 ) ]  a  ( 2 )  _
[α(1) + 6(1)]β(1) [α(2) + Η2)]β(2)

=  [ a ( l ) f t (2) + f t ( l ) a ( 2) +  a ( l ) a ( 2) +  f t( l) f t (2)] X
χ[α (1)β(2 )-β(1)α(2)].

Φ
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За исключением членов α (1 )α (2 ) и b (1)6 (2), эта функция 
совпадает с функцией Гайтлера — Лондона (включающей спины) 
исходного состояния Н2 (см. задачу 3.21). Два дополнительных 
члена соответствуют одновременному присутствию обоих электро
нов или в окрестности протона А или в окрестности протона В.  
Поэтому они часто называются ионными членами. Из-за того, что 
энергия ионизации атома водорода велика по сравнению с энер
гией электронного сродства, ионные члены существенны только 
при малых межъядерных расстояниях, когда каждый электрон 
сильно взаимодействует с обоими протонами.

3.23. Гибридные волновые функции можно записать в виде:
I h  =  a s  +  bxp x  +  b y p y - І -  Ь гр г ,

где a, bx, by , bz — безразмерные параметры. Так как s-функция 
сферически симметричная, направленность hi  возникает из-за 
p-функций, которые из-за их неизменности при преобразовании 
координат ведут себя как векторы, направленные по х, у  и г. 
Поэтому коэффициенты p-функций пропорциональны направляющим 
косинусам /χ, rrii, пх, т. е.

к% =  as +  b (lxpx +  т }ру  +  t ^ p .).
Эквивалентная гибридная волновая функция вдоль второго направ
ления и,п і2,п2 будет

/z2 =  as  +  b ( l 2 p x  +  m 2 p y  + п2р г) .
Так как атомные функции ортогональны и нормированы, а 1\-\- 

т\-\- п\ = \, то, нормируя hi ,  получим
а2 +  62=Л. (3.23.1)

Кроме того, поскольку hi  и /г2 ортогональны, то

α2 "Ί- 62 (/i/o -f- ffliin.2 4~ ̂ 1̂ 2) “
J , ,  „ (3.23.2)а2 -f- Ψ  c o s  # = О,

где ϋ  — угол между направлениями hi  и h2. Из уравнений (3.23.1) 
и (3.23.2) получим

£  = =  (3.23.3)

Отношение а2/62 может быть только положительным, и следова
тельно, ajb может быть действительным, только если

1/гл sg  # sc 3/2π.

Из соотношения (3.23.3) видно, что отношение α/b, которое харак
теризует относительные вклады s- и p-состояний в гибридную 
волновую функцию, максимально при 0  = л.

3.24. Для решения этой задачи необходимо найти характеры 
матриц перехода, переводящих друг в друга гибридизированные
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волновые функции (орбитали) при преобразовании симметрии част
ных точечных групп, например группы симметрии тетраэдра, 
октаэдра или тригональной призмы.

Можно или найти матрицы перехода и вычислить суммы их 
элементов (это и есть характеры), или применить следующее 
правило: характер %(R) для частного преобразования R,  приме
ненного к гибридным волновым функциям, равен числу гибрид
ных функций, не изменяющихся при преобразовании. Найдя 
характеры представления гибридных функций, можно затем выра
зить это представление через неприводимые представления част
ных групп.

а) В точечную группу 7^ (43т) тетраэдра входят следующие
элементы симметрии: Е — тождественное преобразование, С3 — пово
рот вокруг осей третьего порядка, С2 — поворот вокруг осей вто
рого порядка, σ α — отображение относительно плоскостей, содер
жащих оси второго порядка, S 4— поворот на угол π/2 вокруг оси
второго порядка с последующим отражением в плоскости, нормаль
ной к этой оси.

Для тождественного преобразования Е характер χ(Ε) =  4. 
Осп С3 лежат вдоль тетраэдрических направлений, и, следова
тельно, х(С 3) = 1. Оси С2 нормальны к граням куба, содержа
щего этот тетраэдр, и поэтому χ (С2) = 0 .

Точно так же находятся %(ad) и x (S 4), и искомым представле
нием будет

Td (i3m) Е 8 С3 3 С2 6S4
Гтетр 4 1 0  0 2

Представление Гтетр можно записать как Гтетр == ^ ] α.·Γ(ί), где
І

Г(і) —г'-е неприводимое представление. Воспользовавшись соотно
шением

αί =  χ 2 χ(') ^ ) χΤεΤΡ̂ ) ’R
где (R) — характеры г'-го неприводимого представления, h — 
полное число операций в группе и суммирование производится 
по всем операциям R,  из таблицы характеров получим

Гтетр =  ^ 1 +  Т2-
Из таблицы характеров видно, что s-функции преобразуются 

как Alt между тем как р х, р у , р г и dxy, d yz, dzx преобразуются 
как Т·,. Следовательно, чтобы построить гибридные волновые 
функции σ тетраэдрической симметрии, нужно воспользоваться 
либо функциями s и р х, р у , р г , либо функциями s и dXy, dyZ, d zx.

б) Аналогично можно показать, что представление Гокт для 
гибридных волновых функций σ с октаэдрической симметрией будет

О/, (тЗт) Е 8С3 6С2 6С4 ЗС| i  6S4 8S0 3 6σ<*
Γοκτ 6 0 0 2 2 0 0 0 4 2
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Представление Гокт можно привести следующим образом:
T ^  = Alg +  Eg + T lu, 

и поэтому искомые функции
S» Рх, Ру, Ρ ζ, ^z2, d-χζ — г/*,

в) Для симметрии тригональной призмы

D3 h (6m2 )  Е 2С3 з С% a h 2S 3 3σΉ 
Гтриг 6 0 0 0 0 2

Т ^ к = АІ +  Е' +  АЇ +  Е".

Искомые функции будут
S, Рх, Р у ,  Рг, d-χζ, d yz.

3.25. Общий вид волновых функций
f i  =  Ω,-5 - f  b i p x  +  С і р у  +  d ip t ,

где au bh Сі, di- постоянные, которые надо определить. Пусть 
Д совпадает с осью г,  а /2 ле
жит в плоскости г =  0 (рис. 3.25.1). 
s-функции сферически симметрич
ны, и поскольку гибридные волно
вые функции все эквивалентны, 
следовательно, все аг- равны между 
собой. Тогда

(3.25.1)

f 1 = as +  d1pz, 
f 2 = as  -f- b2px +  d2p z,
/з =  a s  -f- b g px  -f- c 3p y  4 -  d BPz,

/4 = as  4 - biPx 4- Cipy 4 - d ip z.
Рассмотрим преобразования 

функций fi, получаемые примене
нием операций симметрии тетра
эдра. Обозначив через [,С3] опе

рацию С3 (поворот на 2π,/3) относительно оси волновой функ
ции fi, найдем из рис. 3.25.1

Рис. 3.25.1. Выбор координатной 
системы для описания орбиталей.

т. е.
[ 1С 3] /2 — /з,

[ A ]  (a s4 -b2px4*d2pz) — a s 4 -b3px -\-csp y 4- d3p z. (3.25.2)

Так как поворот функции на угол ·θ вокруг некоторой оси 
соответствует повороту системы координат на угол —ϋ  относи
тельно той же оси, то уравнение (3.25.2) переходит в такое:

2л
b2px cos ( — -о-) — b2p y sin 2п 4- d.2p z — b3px 4- с 3р у 4- d :ip z,
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й получаем

Ьз = 2 2̂> С3 = -----2 ^2’ d3 =  d2. (3.25.3)

Аналогично [ι^ ϋ ]/2 = /4>

c o s  ( -  χ )  - Ь2р у S in  ( -  у - )  =  Ь ф х +  C iP y  +

откуда
і і/з

= — -g- 2̂> c4 — ~2— 2̂> di = d2. (3.25.4)
Рассмотрим далее

[2Сз] f i  =  f3.

Операция [2С3] может быть выполнена следующим образом: 
система координат поворачивается на угол φ вокруг оси у  так, 
что новая ось х лежит вдоль f 2. Тогда функция переходит 
в /J в новых координатах х ' , у ’ , z ' . Затем f[ поворачивается на 
2π/3 вокруг оси x' , и получается новая функция g ' , которая, 
если записывать ее в старых координатах, дает функцию g lt 
тождественно равную /3. Учитывая, что рх, р у , р г преобразуются 
как х, у , г ,  получим

f i (x ,  У. z) = /i(*\ у ' ,  z'), 
as +  di pz =  as +  d і cos φ £>z — dx sin φ p'x,

U'Cs] f[ =  «s +  4  cos φ [sin ( -  ~ j  +  cos ( -  ^ j  p 'j -

- d x s i n f f  p'x = g[ (x ' ,  y ' , z'). 
Возвращаясь к исходной системе координат, получим 

g i(* , у ,  г) =
з Vs ' / з \= a s ----g- dj. sin φ cos φ px ----------ψ -  cos φ p y -f- dx (1 — y  cos2 φ j ρζ.

По определению _
1 2 Ϋ2  

81П ф = у ,  C0 S<p =  - ~ — ,

так что _ _
1/2 V 2  1g i  (x, У, z) = as — —  d t px -  y =  d lPy -  — dxpz. (3.25.5)

Но так как g i =  /3, то подстановка (3.25.3) в (3.25.1) приводит
к следующему выражению:

g i = as -  γ  b2px — ^  b2p y +  d2p2. (3.25.6)

Сравнение (3.25.5) и (3.25.6) дает

b ^ J ^ - d x ,  dt  =  — ± d l . (3.25.7)

135



Из условий нормировки h  имеем
ί21 -j- dj  — 1 ■ 

Из условий ортогональности и /2
(3.25.8а)

а\ (3.25.86)
Из соотношений (3.25.7) — (3.25.86) следует, что

а -  1 dа1 — 2 > ui ~  2 ’
а остальные константы определяются из (3.25.3), (3.25.4) и (3.25.7), 
так что в конечном счете получаем

3.26. Полная группа вращений в трехмерном пространстве 
имеет конечное число неприводимых представлений. Сферические 
гармоники, используемые для построения волновых функций для 
состояний с заданным орбитальным моментом количества движе
ния, являются удобными базисными функциями этих представле
ний, т. e. 2L+ 1 функций Ylm образуют базис r<L> представле
ния полной группы вращений. Это представление обычно обозна
чается Di.

Волновая функция состояния с орбитальным моментом коли
чества движения L есть

Значит, матрица представления Dl, описывающая поворот на 
угол а  вокруг оси г ,  будет диагональной, и ее характер (а) 
задается выражением

(3.25.9)

+L
Fl=  2  а-мУш·,

At ~  — L

откуда, согласно уравнению (3.26.1), следует:
+L

RaFl  =  Σ  ЄХР (—'ІМа) ' амУш-

(а) = 2  ехР (—М а )  =  ехр (—iLa) (ехР ia )k =
U=—L

— ехр (—iLa) ехр [t (2 L -f  1) α ] — 1 _  S'n [ Κ Η (3.26.2)1 .



Используя результат (3.26.2), можно найти характеры пред
ставлений Di  для преобразований, входящих в группу октаэдра Oh\

χ (Сг) =  х (") =  (— i)L ,

i  ( Q  =  χ (-§- η

% (С і ) =  χ  ί γ  π )

1,
ο,

-1,
1,

- 1,

1 = 0, 
L =  1,
L =  2, 
L = 0, 
1  =  2,

3, . . . ,
4, . . . ,
5, . . . ,  
I, 4, 5, 
3, 6, 7,

(3.26.3)

Группа октаэдра О/, содержит оператор инверсии, и поэтому 
волновые функции иона в октаэдрическом окружении будут чет
ными или нечетными. Но так как сферические гармоники тоже 
четные или нечетные, то при переходе от изолированного иона 
в свободном пространстве к иону в октаэдрическом окружении 
это свойство (четности) сохраняется, вырождение снимается, но 
при этом из каждого четного (нечетного) членов образуется 
соответствующее число четных (нечетных) членов.

Следовательно, чтобы найти расщепление, обусловленное кри
сталлическим полем, нет необходимости рассматривать операции, 
включающие инверсию, так как они не дают дополнительного 
расщепления, и можно иметь дело с группой О (432) вместо 
Oh {тЗт).

Таблица характеров 
для группы О (432)

Таблица характеров для группы 
вращений, входящих в группу О (432)

О Е 8 С3 3 с 3 6 С2 6С4 О Е 8С3 3 с 2 6 с 2 6 с 4

Ал 1 1 1 1 1 Do 1 1 1 1 1
л* 1 1 ί — 1 —1 Di 3 0 — 1 — 1 1
Е 2 —1 2 0 0 А , 5 — 1 1 1 —1
Τχ 3 0 —1 —1 1 D3 7 1 —1 —1 - 1
Тг 3 0 _I 1 —1 D4 9 0 1 1 1

Из таблиц следует, что:
D0 =  Alt не может расщепляться, одномерный случай;
Dx =  Τχ, расщепление отсутствует;
О г = Е-\-Тг , основной пятикратно вырожденный уровень рас

щепляется на двукратно и трехкратно вырожденные уровни;
D3 = Α2 +  Τ χ4-Τ2* основной семикратно вырожденный уровень 

расщепляется на три: невырожденный и два трехкратно выро
жденных уровня;

D4 = Αχ-\-Ε-\-Τ +  Τ2, основной девятикратно вырожденный 
уровень расщепляется на четыре уровня: один невырожденный, 
один двукратно вырожденный и два трехкратно вырожденных 
уровня.
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Под влиянием этого возмущения симметрия снижается до Ds.
Таблица характеров Таблица характеров

для представлений группы D3 для представлений группы О в Da

D3 Е 2С3 3с 2

Αχ 1 1 1

а2 1 1 —1

Е 2 —  1 0

D3 Е 2С3 3 С3

Αχ 1 1 1
А. 1 1 — 1
Е 2 —1 0
т . 3 0 —1
г 2 3 0 1

Уровни, соответствующие Αι, А2 и  Е, остаются неизменными, 
Τι  расщепляется на Ε +  Αζ, а Т2 — на £  +  Лх (см. схему рас
щепления уровней, показанную на рис. 3.26.1).

Аг  Аг

r

ε

Ε

Свободное /СуІЇическое Тригональмоепространство нале искаяеенс/е
Рис. 3.26.1. Трехмерная группа вращения.

3.27. В отсутствие возмущающего потенциала кристаллического 
поля все плоские волны с одинаковыми значениями \K-\-k\ опи
сывают вырожденные состояния. Для А = 0 в случае кубического 
кристалла волны с /С=2л(100), 2π(010), 2π(001), 2 л (100), 2π(ΟΙΟ), 
2π (001) образуют полный набор вырожденных функций, преоб
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разующихся друг в друга в результате действия операций симметрии, 
входящих в группу Ο/ι и образующих базис шестимерного при
водимого представления группы Oh.

Ш

(W )

(S)

(72)

тга <3>
/  / \  \ \  ZJ3)

/ / \ \  V

. (£)
\/f ri) /  \  Ед(2>\-----------6 d

Γ2σ@) ■__ ---------

- $ і Ж -

Ъ<3)

σ ) 'P
4s

Єд(2)  ------------- ------¥ - З о
t m ' _______ — Ш - %

(/по)
(6) £</ (2) /  а, а)

*is£L— r — ---------- а —

(3)
(1)

■2р
■2s

(1) л . т  л, ( і )  О)/QQO) -------  j -M ------------------------ JL---------- ----- Js
/ Свободный Почти ̂  Расщепление Изолирован-

Л7е/апрон свободнбш Є кр и стал л а- mru/:eo6off-
ялектрон ческом лале ныи атом

Аатег/цаалреи/етяе/
Рис. 3.27.1. Потенциал плоских волн в возмущенном кристалле.

Искомые характеры можно найти, рассматривая результаты 
действия каждой из типичных операций класса Oh на группу 
или розетку ^-векторов, подобно тому как мы находили пред
ставления гибридных волновых функций в задаче 3.24. Получае
мая таблица характеров такова:

0 h Е 8 С3 6 С4 З еї 6 с 2 і 8 S e 6S4 3 a h 6a  a

(ООО) 1 1 1 1 1 Λ 1 1 1 1
(100) 6 0 2 2 0 0 0 0 4 2
(110) 12 0 0 0 2 0 0 0 4 2
(111) 8 2 0 0 0 0 0 4 0 0
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Затем эти представления выражаются через неприводимые 
представления группы Oh следующим образом:

(ООО) A ig (ПО) +  Es~l· Tlu-{- T2g-\- Т2и
(100) Лі£ +  Ε„-{-Τχα (111) +  Л2я +  Т,щ

По этим результатам, а также по сведениям, полученным из 
задачи 3.26, можно начертить схему расщепления уровней энер-т 
гии для случаев слабой и сильной связи, пользуясь правилом 
непересечения. Это правило гласит, что линии, соединяющие 
между собой состояния одинаковой симметрии, не должны пере
секаться.

Эта схема изображена на рис. 3.27.1.

4. Упругость кристаллов

4.1. Компоненты тензора бесконечно малой деформации по 
определению равны

__д и к \
г ,  к ~~ 2 \ д а к ' да/ ) '

В этом примере Ui — aijCij и, следовательно,

~  2 (®/й ~Ь ®£/)·

Рассмотрим один из векторов /,·, например ίχ. По определе
нию он соединяет в исходном состоянии точки (0, 0, 0) и (1, 0, 0). 
Координаты этих точек в деформированном состоянии, получен
ные из деформационного соотношения, соответственно будут 
(0, 0, 0) и (1 + а ц , а 21, а 31), т. е. компонентами і[ являются 
(1+ «ιι>  а 2і, ®зі)· Точно так же

h  =  ( « 12, 1 “Ь а 22> а зг)> *8 =  (а із> а 23, 14~®зз)·

Искомый результат получим, полагая // - /* =  бу*. При j  =  k 
скалярное произведение ί ] · ί )  есть квадрат длины вектора і) 
в деформированном состоянии, если первоначальная длина 
была единичной. Отсюда следует, что, пренебрегая произведе
ниями а.ц, получим

ί'ι ■ і) = 1 +  2α,·,· =  1 -f  2ε;;· (по / не суммировать),
и следовательно,

! h  I= (1 +  2a;y)1 /2 =  1 -f- a,·,· = 1 -j- ε;/· — j i j  | +  e;y.

Таким образом, в этом приближении єуу — это удлинение на еди
ницу длины в j -м направлении.

Для произведений вида i[ ■ i'% в том же приближении имеем
А · h  — (1 "Ь «n ) a i 2 “Ь a 2i (1 Ή а 2г) ®3ia 32 = a i2 "f" α2ΐ =  2ε12.
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С другой стороны,
h  · '̂2 = ! A j  I  i i  1 cos θ12,

где θ12 —угол между i[ и i i .  Таким образом, пренебрегая выс
шими степенями, получим

cos 012 = 2ε12,
или

я 112 = 2 π -  Φΐ2·

φ12 есть изменение угла .между г\ и /2, измеренное в направле
нии 1 -^ 2 . Тогда

sin φ12 = 2ε12.

Поскольку φ12 мало, то можно записать: φ ι2 = 2ε12, т. е. 2ε12 — 
это изменение в результате деформации угла между материаль
ными векторами в направлениях 1 и 2, измеренное в направле
нии 1 ->2.

Все предыдущие рассуждения легко .обобщить на случай век
торов произвольной длины.

Д ля задачи об объеме рассмотрим исходный куб, построенный 
на векторах ι\, ί ζ, /3. Начальный объем Vu равен единице. 
Конечный объем будет объемом V параллелепипеда, образован
ного векторами /J, /0, і'ц. Площадь его основания в нашем при
ближении будет равна

I i \! І і'ч! sin θ12 = (1 +  εη ) (1 -f- ε22) cos φ12 = (1 +  Єц) (1 +  ε12),

высота его равна 1 +  ε33, т. е. конечный объем (пренебрегая 
произведениями ε,·;·) можно записать в виде

V =  1 +  ε 11 ~"Ь ε 22 ε 33·

Это рассуждение легко обобщить на любые другие объемы.
4.2. Компоненты тензора конечных деформаций определены

как
2η jh = J  pj J pk &jk (Jpj  =  dxp/dcij).

В нашем случае J  pj = bPj -\ -aPj. Например,

1̂1 = 1 +®11, J l2~-a 12 И Т. Д.,
или

2 ї ] ц  = /и +  /-21 +  /  ;ц — 1 = ( 1  +  « и )2 +  а 21 а 31 — 1 i
2т|і2 =  j  1 1J12 +  J21J22 +  J31·^32 =  ( 1 +  α 1 ΐ )  а 12 +  а 21 (1 +  К22) +  а 31а 32·

Рассмотрим один из заданных векторов, скажем, с х. В началь
ном состоянии он связывает точки (0, 0, 0) и '(съ  0, 0). Для
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заданного выражения деформации конечные положения этих точек 
будут (0, 0, 0) и (Ci +  auCi, а 21сь  а 3іСі). Таким образом,

Ь \  —  С\ ( 1  4 "  α Ι1, а 21» α 3 ΐ ) ι  

b 2~C2 (Cii2, 1~Ηα·22» а 3г)>
^з = С з(а13, а 2з> 1"Ьа зз)·

Отсюда, например,

Ь \ -Ь х  — С\ - Ci =  c j  [(1 4- Щ і ) 2 +  “ Ii +  а зі ~ 1 ]= с ї  ·2ηη ,
b i '  b 2 —  C i '  С% =  C !C 2 [ ( 1  4 -  α Ι ΐ )  α 12 4 "  α 21 ( 1  “Ь  а 2 г )  Η-  α 31α 32 —  0 ]  —

= СіСг2Ци,
что и требовалось доказать.

Для задачи об изменении объема можно взять c t единичной 
длины. Тогда первоначальный куб переходит в параллелепипед, 
построенный на векторах b ly b z, b 3. Его объем задается в сле
дующем виде:

14-ац «21 «31 •f 1ί У 21  ̂31
V =  Ьг ■ &2 x  Ь3 = «12 1 + а22 «32 = /12 ■А 22 J  32

«13 «23 1 +«зз  ̂13 J 23  ̂33

Из свойств детерминантов и определения η;ί. следует, что 

У2 = |/||/| = |бд  +  2 ^ ,
1 +  2ηχι 2η12 2η31
2η ΐ2 14- 2η22 2η23
2%ι 2η23 14- 2r]s3

4.3. Пусть ρ„ и ρ'η — векторы, соединяющие 5-й атом с л-м 
атомом соответственно в недеформированной и деформированной 
конфигурациях. Тогда, например,

1 1 1
P i — 4 с і — 4 с 2 4 с з> P i --------- 4:  ^1 —  4 —  “f  ^з.

где Сі, с2, с3 — векторы, определяющие (кубическую) элементар
ную ячейку в начальном состоянии, а Ьг , Ь2, Ь3 — те же векторы
после деформации. Тогда

Cl ■ Cl =  сг · с2 =  с3 · с3 =  α 2 , Γχ · с 2 =  с 2 · с 3 =  Г !  ■ с 3 =  0 .

Используя результаты задачи 4.2, легко находим, что при 
заданной деформации

b i -  b i  =  с-у· Ci +  с\2цхх = а2 (1 +  2т]ц ),
Ь2 ■ Ь2 =  Ω2 (1 -)~ 2η22),
Ьз ■ Ьз =  а2 (1 4 “ 2η33),

b x b 2 = b 2 ■ Ьз — bg · b\ =  0.

Следовательно, в деформированном состоянии элементарная ячейка 
будет прямоугольным параллелепипедом. Длина pi, например,
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находится из выражения для скалярного произведения р[ с самим 
собой:

ρ ί1 Pi — (pi)2 = j0 Φι ■ &ι +  b 2 ■ b 2 -f- &з · b 3) =

=  1  α2 (3 +  4ηη  +  2η33) = ϊ  ( 1 +  4ηι-14 - 2··33·) = Ρί ( 1 +  4ηΐ14 - 2η33) ·

Аналогично
n' η' — η' . η' =  n' . n' — ί  1 4- 4Πΐ! + 2%зΡ·2 Ρ·2 Рз Рз Ρί Ρί 16 \ 3

и, следовательно, для заданной деформации длины всех связей 
равны друг другу.

Пусть втп и в'тп — углы между связью, соединяющей 5-й атом 
с т -м атомом, и связью, соединяющей 5-й атом с п -м атомом, 
в недеформированной и деформированной конфигурациях соот
ветственно. Тогда можно записать
Ρί · Ρ·ί — pip2 cos θ12 =

= ( — 4Γ &ι — -4 b 2 — - ξ  Ьз) ■ b i  +  -4 b 2 — -ξ b a) =

16

Из первой части следует, что ρί = ρ ,̂ т. е. ρίρί =  (ρί)2 и
(1 -|- 4ηη  — 2η33) 

3 +  4'

Для недеформированного состояния
С0 12 '3  +  4ηι1 +  2η33

COS θ12 = ------ 5 -.
J
З

Аналогично
1 + 2η33

COS Ьіз 3 +  4 η η  +  2η33 ·

COS 0 ц  =  COS θ ί3 =  COS Θ24 =  COS θ ί3,

COS63i = COS6i.2.

Таким образом, углы между связями, которые все одинаковы 
в недеформированной конфигурации, после деформации не будут 
одинаковыми.

4.4. Настоящая задача должна показать существенную значи
мость бесконечно малого приращения деформации. Первая часть 
задачи решается непосредственными подстановками в соответ
ствующие соотношения. Например,

Хі =  Х і +  fajXj =  (fli +  Щрар) +  рг/ (а,- +  аірар) =
= О/ +  Ψ'ΐρ +  βίρ +  β(7α /ρ) αρ — αί +  Ψπρ +  δα,·ρ) αρ>

так что
δα,ρ = β,·ρ -(- β if- ĵp ·

143



Если деформацию можно всюду задать как бесконечно малую, 
тогда, как и в задаче 4.1,

2&jk = а  /у, 2δε;ί, = bctjk -f б a kj· =  pfe/· -f- β;ί,,
поскольку членами βί,α,ρ можно пренебречь.

Для точного описания конечной деформации запишем
2η,7 — J  p i J  ру δ/у.

Тогда для бесконечно малых отклонении от исходного деформи
рованного состояния имеем

2δτ\ij — J  pi^J p j - f- δ/p;J pj,
где

J  p i  ~  J  p i  p i  =  δρ£ ~Ь &‘p i  "4" =  / Pi SoCp,·.
Отсюда

δ/pj — бСбрі : βρ; -j- Ppj&ji =  βρ/ (δ/г ~Ь rJ'ji) =  βρ/̂ /ί'ι
2 б т ] і у  =  */ ρ ί β ;  />kj \>p[J l i J  pj·

Обозначив немые индексы одинаковыми буквами, получим 

2бг|г; · =  J М ц  +  ■/k i  f y i k J и  =  J k i  ( β /гг +  β /ft) Л'/>

т. е.
δη,·/ ~ ^ и і ifc&ki'

Отметим, что решение задачи может быть более простым, если 
воспользоваться методами тензорного анализа.

4.5. В предыдущих задачах мы обсудили конкретные способы 
задания деформаций и их физический смысл. В настоящей задаче 
мы воспользуемся этим обстоятельством, чтобы получить коррект
ную формулировку термодинамических соотношений теории упру
гости.

Определение компонент напряжений дано во всех стандарт
ных учебниках.

Если взять единичный куб с ребрами, параллельными коор
динатным осям, то есть і -я компонента силы, действующей на 
перпендикулярную /-му направлению грань куба. Отсюда сле
дует, что если мы возьмем вектор единичной длины, исходя из 
центра куба параллельно направлению 1, то на концы этого 
зектора будут действовать силы ση , σ21, σ3ΐ в направлениях 1, 
2, 3 соответственно.

При дальнейшей бесконечно малой деформации, задаваемой 
как δeij, этот вектор удлинится на δεχ1 в направлении 1 (см. 
задачу 4.1). Поэтому сила ση  совершит работу, равную о^бєн. 
Аналогично получим вклады в работу σ22δε22 и σ33δε33.

Что касается остальных компонент, то данный вектор повер
нется на угол cz2i относительно направления 2, что даст нам 
работу, равную σ21α21. Точно так же вектор в направлении 2
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поворачивается на угол а 12 относительно направления 1, и при 
этом совершается работа σ12α12. Так как σ12 = σ21 и поскольку 
(как показано в задаче 4.1) α12-|-α21 = 2δε12 = δεΐ2-|-δε21, то этот 
результат, вместе с такими же результатами для всех остальных 
направлений, можно записать в виде

δ = Ojjbeij.

Здесь δ ψ χ  представляет собой работу, отнесенную к единичному 
объему в деформированном состоянии, которую надо затратить, 
чтобы совершить дальнейшую бесконечно малую деформацию δε.

Поскольку этот результат относится к какому-то определенно
му количеству материала, которое в процессе деформации меняется, 
то величина δ Ψ ι  не может служить термодинамическим парамет
ром. Поэтому удобнее рассматривать работу δ ψ ,  приходящуюся 
на единицу массы. Очевидно, δ ψ  связана с 6\Уг следующим 
образом:

6W = 6W!/p,

где р —плотность в деформированном состоянии.
Для доказательства последнего соотношения начнем с того, 

что SW = σ^δε^/ρ. Получим = р dWjd&ij. Рассматривая W как 
функцию х\ы и воспользовавшись равенством δη*/ = ■Л'/Д/гбє,·;,
получим

«  - n  ™ - * Ы .  - η  Ж .  T I Ч ~ 9 дЩ[ d4j  - р d4k l J ikJ>'1·

Это выражение является важным, так как оно дает точное 
соотношение между напряжениями и деформациями.

4.6. Из предыдущих задач следует, что основным соотноше
нием теории упругости является зависимость между термодина
мическим потенциалом (например, внутренней энергией на еди
ницу массы U), с одной стороны, и параметрами состояния, т. е. 
энтропией и компонентами деформации, — с другой.

Поскольку компоненты деформации малы, то соотношение меж
ду U и компонентами деформации при постоянстве энтропии 
можно записать с любой желаемой степенью точности в виде раз
ложения в ряд Тейлора. Такое разложение имеет вид

Т, 1Т , / ди  \ . 1 ( д ю  \
и - и ° +  [ ~ д ^ к 6 η" +  т  Τ)ί>η«  +  · · · ’

где производные вычислены при условии постоянной энтропии. 
Члены, линейные по деформациям, обращаются в нуль, так как 
состояние нулевых деформаций есть состояние равновесия и 
энергия его минимальна. Адиабатические константы упругости 
второго порядка по определению суть



При бесконечно малой деформации в членах второго порядка 
величину щ  можно заменить на eiy·, при этом допущении получаем

J £
pqU — ро̂ Л) +  ~2 ci/,

При условии постоянной энтропии основное уравнение термо
динамики d l l  = Т dS-\- dW  сводится udU  = d W ,u  тогда из задачи 4.5 
получаем для бесконечно малых деформаций

У
p dU^Oi jbz i j ,  или =

Разлагая U в ряд, получаем
f d U  \  s  

9 o\ ^ ) s ~ Ci'M41
( з а м е т и м ,  ч то  к а ж д а я  д е ф о р м а ц и я  в х о д и т  д в а ж д ы ,  а к р о м е  т о г о ,  
ПО О п р едел ен и ю , Cijiki =  Ckliij ) ,  т .  е.

„  S р
^ i j  —  C ij  kl &kl n  ·

Po

Поскольку из задачи 4.1 следует, что

Р П  1
ро V (1+8ц-)-Е22 +  8Зз) ’

и так как более высокими степенями ε,·;· мы уже пренебрегли, 
то в членах первого порядка это эквивалентно выражению

£
ΰ ί] — c ij ,  k l^ k l-

Итак, в данном приближении зависимость между напряже
ниями и деформациями линейная.

4.7. Этот пример в различных учебниках трактуется по-раз
ному. Поучительно использовать для вывода основные определения

—  I  д ю  \C ii,  kl —  Р о  у д Ц і. д щ і ) 0 ■

В общем случае, когда используются все девять компонент 
деформации, это дает 81 константу. Впрочем, то, что Цу — т)р, 
уменьшает число независимых компонент деформации до шести, 
а число независимых упругих констант —до 36. При этом обычно 
вводятся матричные обозначения, где не различаются i j  и /г. 
Такие комбинации заменяются следующим образом:
11 —>-1; 22-»-2; 33-> 3; 23, 32 -^ 4 ; 31, 1 3 5 ;  12, 21-> 6,
что дает, например,

C11,U  =  C11> С12, 23 (= =  С2 1, 23 и  Т. Д .) =  С64.

Из определения ясно, что в матричном обозначении c mn = c nm. 
Тем самым число независимых констант сводится с 36 до 21;
146



столько констант имеет твердое тело, не обладающее никакой 
симметрией.

Для вещества, имеющего кубическую кристаллическую струк
туру, существуют дополнительные соотношения. Основное свой
ство кубического кристалла — это то, что направления ± 1 ,  ± 2 ,  
± 3  взаимно перпендикулярны и полностью эквивалентны; т. е., 
например, вторая производная от U по г|а  такая же, как и по 
т)22 и по η33, а отсюда

сц = с22 = с33.

Точно так же производная от dU/dr\u  по η22 равна производной 
от ди/дц22 по ї]и в равновесной конфигурации, т. е.

С12 = С23 = Сзі = С<11 и т .д .
Аналогично

С 44  =  С5 5  =  Cgg,
а также

С14 =  ^25 =  С3в И Т. Д .,

С4 5  =  С5е =  Св  4  И Т . Д .

J

Последние соотношения можно исследовать и дальше. Рас
смотрим, например, с46. Будем рассматривать исходный куб и 
произведем деформацию η12 (ηβ) и η^Οΐί), 
а все остальные компоненты положим рав
ными нулю. В результате изменятся толь
ко углы 612 и θ23 (см. задачу 4.2). Ясно, 
что вращение, например, оси 2 относи
тельно направления 1 полностью эквива
лентно ее вращению относительно направ
ления —1 (рис. 4.7.1), и при одинаковых 
сдвигах будет затрачиваться одна и та же 
работа. Иначе говоря, изменение энергии 
dU при изменении dr}12 не зависит от зна
ка η12. Это значит, что в равновесной 
конфигурации dU/di\12 =  0, т. e. U как
функция η12 принимает экстремальное значение. То же самое 
имеет место и для η23. Если произведены обе деформации, то 
можно записать для случая малых деформаций

Рис. 4.7.1. К индицирова- 
нию по осям.

d U = ,1 ( d2U
(^1Ίι2)2 +

1 / д 'Ю
2 \ <5η33 у о (<*]2з)2

дЮ
* l i 2 <?η23 У о

dr\i2 dr\2З·

Ясно, что если ось 2 вращается относительно + / (di\12 поло
жительно), а затем относительно + 5  (άη23 положительно), то 
это полностью эквивалентно случаю, когда ось 2 вращается отно
сительно оси -—1 (dr|12 отрицательно), а затем относительно + 5 . 
Таким образом, в обоих случаях получается одно и то же зна
чение dU. При замене знака dr]12 первые два члена не изменятся,
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зато последний изменит знак. Следовательно, этот член должен 
быть равен нулю, откуда

4̂6 = 0.

Аналогичные рассуждения приводят к выводу, что для куби
ческого кристалла

СИ == С22 = С33> с12 = С23 = С31> С44 = С55 =
а -все остальные компоненты равны нулю, что дает три независи
мые компоненты.

4.8. Эту и следующую задачи лучше всего разобрать, введя 
отнесенный к единице массы потенциал Гиббса G:

G = U — T S ---- — ОнЕц, dG =  — S d T ---- — ε,·.· da lt. (4.8.1)
Po Po

Он выражает состояние твердого тела в независимых переменных 
Т и σ(7.

Зависимые переменные 5  и ε,·/ задаются как

s  = — ( - w )  . = — ■ (4.8.2)\ d l  J{a}f Ро l> \d a if j T v '

Так же, как мы поступали для внутренней энергии в задаче 4.6, 
функцию Гиббса можно разложить в степенной ряд по перемен
ным AT, Gij, которые дают изменение этих переменных по отно
шению к начальному состоянию с температурой Т0 и нулевыми 
напряжениями. Если ограничиться квадратичными членами, то 
ряд будет иметь вид

G(T0 +  AT, о і})  =G (7o, О) +  ̂ [ ( и ) о (АТ)2 +  ; Щ 0 ? / +

+  2 ( щ ж кт)0аі^ ! +  2 { w ^ i ) 0 (ΔΓ) σ«·/] (kt =£ι'/)· (4·8 ·3)

Вычислим значения коэффициентов для данного состояния. 
Из уравнения (4.8.2) следует

дЮ _  _  ! dS \  ______1_ „
дТ* ~  \ дТ  Λσ> _  Τ ° σ ’

где Са —удельная теплоемкость, измеренная при постоянном 
напряжении. В общем случае

дЮ \ i f  cte;7 \ 1 _
d°ij до hi )т Ро V dakl Jt Ро Ч< kh

г д е  sf. ы , о п р е д е л я е м ы е  э т и м  с о о т н о ш е н и е м ,  п р е д с т а в л я ю т  собой 
и з о т е р м и ч е с к и е  у п р у г и е  коэффициенты п о д а т л и в о с т и .  Наконец, 

дЮ 1 / de i j  \ 1
~ д т Щ  =  “  η ζ  [~ дТ~ ){а} =  ~  ^ 7  a ‘J ’
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где a  ij, определенные этим соотношением, — это коэффициенты теп
ловой деформации (теплового расширения). Используя эти опре
деления и уравнения (4.8.2) и (4.8.3), в рамках нашего прибли
жения имеем

ε,7 = s i t i  a kl +  а и AT, (4.8.4a)
Δ5 = ~  atjOt, +  Ca AT. (4.8.46;

Po 1 o

Для нашей задачи рассмотрим следующие случаи обратимых 
процессов. Переведем твердое тело изотермически из начального 
состояния с нулевыми напряжениями (состояние 0) в состояние 1, 
где σιχ — единственная ненулевая компонента напряжения. Дефор
мации будут εη , ε22, ε33. Из уравнения (4.8.4а) имеем

ε 11 =  3 11σ 11ι ε 22 =  SS3 =  S i- iO ii ,
все остальные

ε0· = 0

(мы учитывали ограничения, налагаемые кубической симметрией 
на коэффициенты упругой податливости).

Из состояния 1 переходим в состояние 2, при этом темпера
тура увеличивается на АТ, деформации остаются постоянными, 
а компоненты напряжений теперь становятся σ'η , σ.^, σ^. Для 
этого состояния

ει ι  =  s f^ u  = s f^ ;; +  2sfsa'it +  aAT,  
ε22 =  s f a n  = s[2o'n  +  +  s > ;2 +  a  AT,

так как из соображений симметрии ясно, что σ.ίο = σ:'3 и а п  =  
= α22 = а 33 = а.'Исключив из этих уравнений, получим

, а  АТ
σ , ι - σ η — -у

и, устремив АГ-э-О, получим требуемый результат.
Д ля второй части задачи проще всего рассмотреть свободную 

энергию F на единицу массы:

F =  U — TS, dF =  —  S  dT1 -j- — а  и  άε{{.
1 Ро ’ 1

Отсюда
- s = ( di )  , ± о , . = т

дТ ){е} ’ ро 11 \ д г ц ]т '
J S \  =
д е ц )т  Ро \дТ  ){ е } ’

Величина справа определена в первой части задачи.
4.9. В задаче 4.8 были выведены уравнения (4.8.4):

e</=sy . « a «  +  a H 7’»
AS = — α ί;σ ί;· - f  ψ-  Ca AT.

Po J о
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Рассмотрим следующий цикл: тело переводится из начального 
•состояния с нулевыми напряжениями и температурой Т0 (состоя
ние 0) в состояние 1, имеющее температуру Т0 и давление р; 
мгновенное снятие напряжений соответствует адиабатическому 
переходу из состояния 1 в состояние 2, где давление равно нулю, 
температура равна Т0-\-АТ, а энтропия такая же, как  в состоя
нии 1. Цикл можно дополнить изменением температуры тела 
обратно до Т0 при нулевых напряжениях.

В состоянии 1 компоненты напряжения σ11 = σ22 = σ33 = — Ρ , 
а все остальные σ,·;· =  0. Используя известные ограничения, нала
гаемые симметрией на sf . ы , получим деформации в этом со
стоянии:

εη  = — (sfn+ 2s1r2) ρ = ε22 = ε33, все остальные єу = 0.

Далее, из задачи 4.1 вытекает, что в этом случае

Используя условия симметрии, налагаемые на α ί;·, можно полу
чить изменение энтропии при переходе из состояния 0 в состоя- 
лие 1:

В состоянии 2 значение AS такое же, как и в состоянии 1, 
а компоненты напряжений равны нулю. Если температура равна 
Το +  ΔΓ, то из второго уравнения

что и требовалось доказать.
4.10. При гидростатическом давлении компоненты тензора 

напряжений будут ση  = σ22 = σ33 = — р.
Для материала с кубической симметрией это приводит к оче

видному результату: матрица градиентов деформации и матрица 
конечных деформаций имеют вид

Δ5 = — 
P̂o

3 α ρ  Ca AT

где η ιι = ν 2(Λ2ι -  1).
Из задачи 4.2 следует, что

V =  Vo ] j }  =  Voj l u
т. е.
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Из задачи 4.5 имеем
г a dF р г., dF ГУЛ  ,» dF  1 д  . 

σ ιι -  -  Р -  p J n  ^  ^  Ρο-Λι ^  -  ( у ) Ρο^ϊι 5^ - 77^  ^

Дифференцируя выражение для p0.F и воспользовавшись тем, 
что ηη  = η22 = η33, η12, . . .  = 0, получим

— Р — [(ci i  +  2с12) ηχ1 -f- γ  (clu  -f- 6с112 +  2с123) j .

Если положить
а = Си -f- 2с12, b = 1/2 (Cm +  6с112 -f- 2с123),

то можно записать соотношение между давлением и объемом:
- Р  =  У ~ х,ъ [ V 2 «  0 / 2 / 3  -  1 )  +  V 4 b  ( г / 2 /3 -  I ) 2] ,

где y=V/V0. Запись
y  =  F 0 +  A F ,  у = 1 + х ,

где x = AV/V0, и последующее разложение в ряд по * приводят 
к соотношению

а  , χ 2 ! ,  За
- р  =

4.11. Уравнения движения малого элемента объема под дей
ствием напряжений имеют вид

d2Xi _ 'yi daij

і
где σ ,j  — компоненты тензора напряжений. Для малых перемеще
ний, рассматриваемых нами,

дв і j  д а ц
Xi — a-i +  Ui, ~daj~' P Po>

u‘ __ V  
P°~dF ~ Z jH o J '  

i
Компоненты тензора напряжений σί;· связаны с компонентами 
перемещений следующим соотношением:

„S s  1 ( д и т . д и пOij — Cij^mn&mn — Cij^mn · 2 ^  Т  ^
Отсюда

п  д 2щ  _  V  1 f  д*ит , д Ч п \ у  д 2и т
P o d t2 ~  Z i  2 Cii ’ m n \dai dan ~f ' д а і д а т )  ~  Δ  іи тп да,- д а п 

j ,  m , η  /, m, η

( т а к  Κ ΒΚ  f"'//, m ’l 7 im)·
а) Применим решения этих уравнений для плоских волн, рас

пространяющихся в направлении [100]. Эти волны вызовут сме
щения

и  = А ехр [І (ωί — k· г )],
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где ω —циклическая частота, a k — волновой вектор. Вектор k 
направлен по нормали к фронту волны и в этом случае может 
быть записан как kiu  где i 1 — единичный вектор в направлении 
оси 1. Поскольку r  =  api'p, то

Отсюда следует, что из всех производных от компонент и  отличны 
от нуля только производные по αχ. Таким образом, уравнения 
принимают вид

Учет ограничений, налагаемых на с п<т1 кубической симмет
рией, дает

где v  = і о к — скорость.
Решениями этих уравнений будут

я  = и1/і = Л1/1ехр {m[ t  -  (μ^ϋχ)]}, vL = ~\/ cn /p 0,

u  =  u z! z =  Л 2 / 2 е х Р  1 ί ω  [ t  — ( а і / у г ) ] } >  v2 =  V ~ < W P o .

Из-за идентичности уравнений для u z и и 3 любое перемещение 
вида u  — u zi z -\ -u3i 9 удовлетворяет этим уравнениям. Эти смещения 
поперечны по отношению к направлению распространения волны. 
Решение для соответствует продольной волне.

б) Для случая распространения в направлении [110] решение 
имеет вид

здесь у —скорость. Из всех производных от компонент и  отличны 
от нуля только производные по ах и аг . Таким образом, уравне
ния примут вид

и  = А ехр [ί (ωί — kax)].

или
ω- _

Ро £2 — Са, ml Ч-m·

д л я  і — 1 Рог»2« 1 =  с 11ы1,

Д ЛЯ І = 2 4̂4̂ 2»
д л я  і =  3 р0и2Мз = C44U3,

и  = А ехр [i (at  — k· r)] ,

где k = k (/j. -f- 4 )/у"2 , т. e.

ρ οϋ2« !  ==



Третье из них дает нам решение

и = usi3 = В гїз ехр m

где и3 =  У  с44/ро — скорость поперечной волны, поляризованной 
в направлении [001].

Первые два уравнения решить непосредственно нельзя, но 
если решать их совместно, то, очевидно, придем к двум реше
ниям:

Это решение определяет волну, у которой все смещение направ
лено вдоль [ПО], т. е. волна продольная.

Все смещения, следовательно, направлены по [110], т. е. это 
волна поперечная.

5.1. Хорошим приближением для описания колебательных 
свойств твердых тел служит модель Дебая. В ней принято, что 
число частот, заключающихся в промежутке от v до v - j - d v ,  про
порционально v2. Поэтому распределение частот может быть запи
сано в виде

(N — число всех атомов). Если распределение (5.1.1) подставить 
в выражение для теплоемкости, полученное из квантовой стати
стики:

(D
здесь

(2) « 2 = — и1 = А6ехр ΐω [t — ) j ,
У]

где

5. Тепловые свойства кристаллической решетки

G(v) = a Dv 2, v < v m,
G (v) = 0, v >  v m, (5.1.1)

что в сумме дает
т
5 G (v) d v  =  3jV (5.1.2)
о



где χ,· =  hVjjkT, то получим
в/т

Cv o f T \ 3 f x*e* , hv /c . ..
3Nk~ \ θ )  \ (ex— l)2 X~kT'  (5.1.4)

о
Здесь Θ —дебаевская характеристическая температура (Θ = h vm/k).

Если бы модель Дебая вполне соответствовала действительно
сти, то единственный параметр Θ был бы одним и тем же для 
всех кристаллов, а уравнение (5.1.4) было бы универсальным 
соотношением. В ответах на некоторые дальнейшие задачи будет 
показано, что на самом деле значения Θ могут отличаться от 
экспериментальных значений температуры Дебая вплоть до 30%. 

Значения Cv/3Nk даны в табл. 5.1.1.

Т а б л и ц а  5.1.1

в / т 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

0 1,0000 0,9995 0,9980 0,9955 0,9920 0,9876 0,9822 0,9759 0,9687 0,9606
1 0,9517 0,9420 0,9315 0,9203 0,9085 0,8960 0,8828 0,8692 0,8550 0,8404
2 0,8254 0,8100 0,7943 0,7784 0,7622 0,7459 0,7294 0,7128 0,6961 0,6794
3 0,6628 0,6461 0,6296 0,6132 0,5968 0,5807 0,5647 0,5490 0,5334 0,5181
4 0,5031 0,4883 0,4738 0,4595 0,4456 0,4320 0,4187 0,4057 0,3930 0,3807
5 0,3686 0,3569 0,3455 0,3345 0,3237 0,3133 0,3031 0,2933 0,2838 0,2745
6 0,2656 0,2569 0,2486 0,2405 0,2326 0,2251 0,2177 0,2107 0,2038 0,1972
7 0,1909 0,1847 0,1788 0,1730 0,1675 0,1622 0,1570 0,1521 0,1473 0,1426
8 0,1382 0,1339 0,1297 0,1257 0,1219 0,1182 0,1146 0,1111 0,1078 0,1046
9 0,1015 0,0985 0,0956 0,0928 0,0901 0,0875 0,0850 0,0826 0,0803 0,0780

10 0,0758 0,0737 0,0717 0,0697 0,0678 0,0660 0,0642 0,0625 0,0609 0,0593
11 0,0577 0,0562 0,0548 0,0534 0,0520 0,0507 0,0495 0,0482 0,0470 0,0459
12 0,0448 0,0437 0,0427 0,0416 0,0407 0,0397 0,0388 0,0379 0,0370 0,0362
13 0,0353 0,0346 0,0338 0,0330 0,0323 0,0316 0,0309 0,0302 0,0296 0,0290
14 0,0284 0,0278 0,0272 0,0266 0,0261 0,0255 0,0250 0,0245 0,0240 0,0235
15 0,0231 0,0226 0,0222 0,0217 0,0213 0,0209 0,0205 0,0201 0,0197 0,0194
16 0,0190 0,0187 0,0183 0,0180 0,0177 0,0173 0,0170 0,0167 0,0164 0,0161
17 0,0159
18 0,0134
19 0,0114
20 0,00974 г

= 77,93
/т \3

21 0,00841
'- 'V

3Nk ' [ в )
при ут >  24

22 0,00732
23 0,00640
24 0,00564

Для решения данной задачи следует найти Θ с помощью 
табл. 5.1.1, используя приведенное в условии значение Cv при
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100°С, а затем, считая Θ постоянной, рассчитать величину С„ 
для — 100°С.

Получаем: при —100 °С Cv =  5,2 дж/г-атом- град .  Вероятную 
точность ответа оценить нельзя, поскольку ничего не известно 
о действительном распределении частот в кристалле.

5.2. Дебаевское распределение (5.1.1) можно подставить 
в уравнение квантовой статистики для энтропии диэлектрика

3 N

S = k J
/= 1

3N

k 2 i  1п ^  ~ Є~ Х] 
1 =  1

После подстановки получим
Θ/Τ

S о / Т  ■■ -
3 Nk \ Θ 1 In (1 — e_JC)j dx.

(5.2.1)

(5.2.2)

Численные значения этой функции даны в табл. 5.2.1.
Т а б л и ц а  5.2.1

Θ/Τ S 
3 Nk &/Т S 

3 Nk Θ/Τ S 
3 Nk Θ/Τ s

3Nk

1 1,358 9 0,0351 17 0,00529 25 0,00166
2 0,734 10 0,0258 18 0,00446 26 0,00148
3 0,429 11 0,0195 19 0,00379 27 0,00132
4 0,261 12 0,0150 20 0,00325 28 0,00118
5 0,164 13 0,0118 21 0,00281 29 0,00107
6 0,1060 14 0,00947 22 0,00244 30 0,000962
7 0,0709 15 0,00770 23 0,00214 31 0,000872
8 0,0491 16 0,00634 24 0,00188 32 0,000793

Характеристические температуры в уравнениях (5.2.2) и (5.1.4) 
одни и те же. Следовательно, мы можем воспользоваться значе
нием Θ = 280°Κ для вычисления энтропии NaCl по табл. 5.2.1. 
Получим следующие значения для 5  (табл. 5.2.2).

Т а б л и ц а 5.2.2

τ ,  °k 10 25 50

S, кал · моль-1 ■ г р а д ~1 0,0141 0,222 1,54

Необходимо сделать два замечания.
1) Чтобы получить ответ в кал ■ моль"1 ■ г р а д ' 1, надо считать 

N = 2Na , где Να — ч и с л о  Авогадро.
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2) Следует отметить различие между характеристическими 
температурами, вычисленными по экспериментальным значениям 
теплоемкости и по энтропии.

5.3. Из опытов с диэлектриками найдено, что при низких
частотах (примерно v < v m/25) частотное распределение принимает 
вид степенного ряда

G (ν) =  αχν 2 -f- 0L2v i J r  α3ν6 + . . . , (5.3.1)
который сходится асимптотически [53]. Поэтому выражение для 
теплоемкости при постоянном объеме принимает вид

Cv = aT s +  ЬТ'° сТ 1 + . . .  (5.3.2)
Для характеристической температуры существует аналогичный

ряд:
0 ^ (Г ) = 0 ОС 1 - А / Т  \ 2

' - с  ~ В* I0 е 4Тθ;г /
(5.3.3)

В этом уравнении 0 е (Г) — дебаевская характеристическая 
температура, соответствующая теплоемкости Cv , полученной из 
экспериментальных данных; 0£ — ее предельное значение при 
Т -+ 0  СК (мы будем обозначать происхождение характеристической 
температуры с помощью верхнего индекса). Значение 0 е (Т) можно 
получить, подставляя значения Cv при некоторой заданной темпе
ратуре в табл. 5.1.1, находя по ним 0/7\ а затем Θ.

Связь между формулами (5.3.2) и (5.3.3) задается соотношением

θΗ ^ Γ ·  <5·3·4)
Чтобы получить численную оценку 0^ из данных по теплоемкости, 
удобно построить график зависимости C J T 3 или 0 е от Тг . В пер

вом случае график представляет 
собой кривую, у которой при 

0 отсекаемый на координат
ной оси отрезок, тангенс предель
ного угла наклона и кривизна 
соответственно равны коэффици
ентам а, Ь, с.

В случае германия при 
Т <  100 °К разность между Ср и 
Cv пренебрежимо мала. ^Следова
тельно, чтобы найти а, можно по
строить график зависимости Ср/Т3 
от Т2, как это сделано на рис. 
5.3.1. В результате получим 
а = 8,9 · 10-6 кал ■ г -атом -1 ■ г р а д  

и отсюда 0 с  = 374 °К. Вероятная точность этой последней вели
чины приблизительно равна 0,5% [54].

Для проверки сказанного можно сравнить поведение тепло
емкостей и скоростей макроскопических звуковых волн при

о
Рис. 5 .3.1. Зависимость Ср/Т3 от 
Т2 для кристаллического германия.
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7’ -^0°Κ · Здесь применима модель Дебая, а характеристические 
температуры, вычисленные из теплоемкостей и из скоростей звука, 
должны совпадать.

Если задана средняя скорость, как это сделано в данной 
задаче, то 0®л можно получить из соотношения

&эл— Ь _ (Ж \ 1‘'3± -  /5 3 5)
» к \4rtV j  у г з ’ {Ο.ό . ύ )

где У —молярный объем, а с —средняя скорость [55]. Оконча
тельно для германия имеем 0®Л = 374 °К.

5.4. Существует несколько экспериментальных методов для
определения упругих постоянных кристалла или скоростей распро
странения волн в заданных кристаллографических направлениях. 
Для кристаллов высокой симметрии легко вычислить одни из дру
гих. Но для того, чтобы вычислить характеристические темпера
туры, надо взять среднее по всем направлениям в кристалле.
Например, если имеются скорости с,·, то нужно вычислить интеграл

άΩ, где άΩ — элемент пространственного угла.
/

Если заданы упругие постоянные кубического кристалла, то 
характеристическую температуру проще всего вычислить из таб
лиц [9], где требуемое усреднение уже проделано численно. 
Характеристическая температура задается в виде

Все буквенные обозначения очевидны, кроме /, которое является 
функцией анизотропии кристалла. Эта величина дается в табли
цах [9].

Приведенные для LiF данные приводят к значению 0^л = 735 °К·. 
Вероятная точность этого результата составляет больше чем 1%.

5.5. Значения теплоемкости при постоянном объеме и при 
постоянном давлении связаны между собой следующим термоди
намическим соотношением:

Ср- С „  = ^ ,  (5.5.1)

где β —объемный коэффициент расширения, У —молярный объем, 
а %Г — изотермическая сжимаемость. Используя данные этой задачи, 
можно с помощью (5.5.1) вычислить Cv и затем из табл. 5.5.1 
получить 0 е (Т).

Необходимо подчеркнуть, что это значение теплоемкости Cv 
вычислено для процесса, при котором объем остается постоянным 
и равным равновесному объему кристалла в каждой точке. При 
изменении температуры объем изменяется, а, значит, Cv не соот
ветствует постоянному объему. Приближенную поправку на изме
нение объема можно найти из соотношения

^  = (5-5.2)0 е (V2) \VJ v '
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где γοο — предельное значение параметра Грюнайзена при высоких 
температурах; можно считать, что это та величина γ, которая 
приводится в учебниках и статьях.

Обычно γ определяется как

' ■ “ й г -  <5 · 5 · 3 »

В нашей задаче можно принять γ = 2,8.
На рис. 5.5.1 результаты вычислений приведены в виде гра

фика зависимости 0 е от температуры Т при постоянном объеме
V = V (О °К). В области температур Г < 2 0  °К кривая имеет обыч

ную форму: ВС(Т) сначала убывает 
с увеличением Т, а затем проходит 
через минимум. Если бы колебания 
были строго гармоническими, то мож
но было бы ожидать, что при высо
ких температурах кривая будет бо
лее пологой. Причиной постоянного 
возрастания, которое видно на 
рис. 5.5.1, возможно, является ангар
монический вклад в теплоемкость.

5.6. Квантовостатистическое вы
ражение для энергии ансамбля осцил
ляторов имеет следующий вид:

3 N

о су°к

т / к

Рис. 5.5.1. - kT У (5.6.1)

При высоких температурах (х < 2 л ) величину х/(ех — 1) можно 
разложить в степенной ряд по х [56]:

- ^ ї  = В 0 +  В 1х + ^ х і  +  . . . ,  (5.6.2)

где В п — числа Бернулли. Если этот ряд подставить в уравнение
(5.6.1), то выражение для Еколс() примет вид

£ ко л еб  = з NkT 

где V2, V4,

1 -1 \ В,  \ν2( Α,)2 - ι τ Ι Β ,  ν ^  hV21 І ^ 2  ! V y k T J  41 ί " 4  у  y k T j  + · · · ] >

■моменты, по определению равные
оо

1

(5.6.3)

Vя ==
3N

 ̂ vnG (v) dv. (5.6.4)

(5.6.5)
Поскольку

Е  колеб — В  ζ В  J·,

т
где Ez ~  нулевая энергия, а Ет = ] Cv dT — тепловая энергия, то

ΕΓ= - Ε ζ +  3 Ν Μ [ ΐ + ± \ Β 2\ν*(-^)2-  . . . ] . (5.6.6)
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Если температура достаточно высока, так что член в квад
ратных скобках близок к единице, то график зависимости Ет 
от Т будет прямой линией. Отрезок, отсекаемый этой прямой, 
при Т = 0 будет равен — Ez.

График зависимости Ет от ч-тлгатом 
Т, построенный по данным для щ? 
германия, приведен на рис. 5.6.1.
С высокотемпературной стороны 
эта кривая стремится к предель
ной пунктирной линии. Точка 500 
пересечения дает значение £ г=
= 580 кал ■ г-атом.-1. Точное значе
ние Ег равно 833 ±  3 кал ■ г-атом-1 
[54J. Это значит, что предельная 
линия, показанная на рисунке, 
не может быть верной. На самом 
деле график зависимости ЕТ от 
Т в области Г > 3 0 0 °  К сильно 
загибается вверх.

5.7. Нижний индекс у характеристических температур ©£, и 0 «  
обозначает предельные значения при высоких температурах. Эти 
температуры легко выразить через средние значения частотного 
распределения. В частности,

Рис. 5.6.1. Зависимость тепловой 
энергии E j  от Т для кристалли

ческого германия.

0о V 0'-'о

где v^ —среднее геометрическое значение частоты.
Оказывается, что нулевая энергия соответствует среднему зна

чению между v g  и корнем квадратным из второго момента, ]/~v2 
(см. также разбор задач 5.8 и 5.13). Следовательно, для нашей 
задачи будет хорошей аппроксимацией вычисление Ez из сред
него арифметического ©£, и 0 ^ , т. е.

9 &п Е,  = о Nk - 139 кал · г -атом-1.

Статическая энергия решетки Е0
Е0 =  — АЯсубл (0 °К) — Ег = (— 2666 — 139) кал ■ г-атом-1 =

= — 2805 кал ■ г -атомг1.
5.8. Параметры Грюнайзена, обозначенные у ( п ) ,  по опреде

лению равны
/ \ 1 d  ln vra /г η i \

= V  ί5·8 ·1)

и выражают зависимость моментов частотного распределения от
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объема. Если твердое тело подчиняется уравнению состояния 
Грюиайзена, то γ (ή) — постоянная, не зависящая от п  и равная 
термодинамической функции γ из уравнения (5.5.3).

Нулевая энергия эквивалентна первому моменту частотного 
распределения, так что нам надо найти γ(1). Можно построить 
график зависимости γ от η и получить γ(1) интерполяцией 
кривой в области между γ (0) и у (2). В результате получим 
V (1) =  1,5 5 . Изменение объема при 0 °К, вызванное нулевой энер
гией, задается (приближенно) следующим соотношением [3 5 ] :

Δ Κ  ХТ ( ° ° Ю

1/(0-К) К(0°К) (5.8.2)

Подставив численные значения в правую часть (5.8.2), получим
r f t у - 0 , 9 3 % .

5.9. Выражение для энтропии диэлектрика в области низких 
температур можно получить интегрированием отношения Cv/T,

а/ТІШ^ерад'11
если С0 задано формулой (5.3.2). Так, 
получаем

С■-^Т3 +  ~ Т 5 j , 7 (5.9.1)

На основе известного термодинамиче
ского соотношения

( Щ  = i -
\ d V j T  Хг

для β (=  За) можно получить

(5.9.2)

Рис. 5.9.1. Зависимость а/Г3 
от Г2 для Nal.

а-линейный коэффициент терми
ческого расширения.

β =1т

+

1 (  д а
з" “ '

дЬ
d V / T

\dVjT 
Тъ

Т3 +

(5.9.3)

По графику зависимости β/Τ3 от Т2 можно определить коэффи
циенты при Т3, Тъ и т. д. Н арис. 5.9.1 показан график зависи
мости а /Τ’3 от Τ'2. Видно, что в пределах его точности экспери
ментальные результаты описываются следующим усеченным рядом:

а  = АТ3 +  ВТ°, (5.9.4)

где А = 4,3 (±  0,2) · 10*10 град~*, В  =  3,2 (dt 0,6) · 10~12 г р а д~6.
5.10. Продифференцировав уравнение (5.6.3) по температуре, 

получим разложение теплоемкости при высокой температуре



Данные для высокотемпературной области (Т >  hv/2nk) можно 
проанализировать, построив график 
В то же время эквивалентный ряд 
для характеристической температуры

зависимости Cv от 1 /72. 

(в°)£105‘К

[0 C(7 )]2 = (©S)2 

+  B'

1 - Α ' [ ψ )  +
С\л

- ] (5.10.2)

Рис. 5.10.1. Определение второго 
момента частотного распреде
ления для кристаллического 

кремния.

сходится быстрее и им удобнее поль
зоваться.

Зависимость величины [0 е (7 )]2 от 
l /Τ2 показана на рис. 5.10.1, и из нее 
получаем 0 ^  = 675 °К- Отсюда и из 
(5.7.1) находим ν2 = 1,18- 1026 с е к т 2.

5.11. Моменты vra различных порядков можно привести к одному 
и тому же порядку, взяв от них корни п -й степени. Так как 
эти моменты являются различными средними одного и того же 
распределения G(v), то можно ожидать, что при возрастании п 
их корни п -й степени будут изменяться монотонно. Корни этих 
моментов для КС1 равны

V =  3,63 ■ 1012 с е к 1, ] / v 2 = 3,81 ■ 1012 с е к - 1,
в

У  Vі  = 3,64· 1012 сект1, У  Vе = 4 ,25· 1012 сект

Отсюда сразу видно, что ν 4 несовместим с остальными тремя 
моментами.

К такому же выводу можно прийти более точным методом, 
используя модель Дебая и принимая за исходные уравнения 
(5.1.1) и (5.1.2).

Если v D (п) — максимальная частота в дебаевском распределе
нии, обладающая таким же моментом я-го порядка, что и дейст
вительное распределение в кристалле, то можно показать, что

,  , /я + 3 ЛШ
Vd (П) =  V»J

при п  >  —3 и п ф  0. На самом деле, 

vD(—3) 

v D (0) :

Из данных для КС1 находим

= Пш ч0 (п) = -тг
п-+— 3 п
lim v D (п) = e 1/3v g
η—> 0

(5.11.1)

(5.11.2)

(5.11.3)

v D (1) = 4,84 · 1012 с е к 1, 
v d (2) = 4,92· 1012 с е к 1,

v d  (4) =  4,50 · 1012 с е к 1, 
v d  (6) =  5,11 · 1012 сект1.
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Построив график зависимости v D(n), можно убедиться, что ν β (4) 
(а следовательно, и ν 4) не может быть верным.

5.12. Так как численные значения характеристических темпе
ратур сильно отличаются друг от друга, то необходимо прежде 
всего привести их к такому виду, чтобы удобно было сравнивать 
их температурные зависимости. Самыми удобными являются: па
раметр приведения 0 ^  и  график зависимости 0 с / '0 ^  от 7 7 0 # . Та
кой график показан на рис. 5.12.1.

Общий вид температурной зависимости &С(Т) для любого эле
мента разбирался в задаче 5.5. Две из кривых одинаковы и

имеют резкий минимум. Откло
нения 0 е (Т) от постоянного зна
чения представляют собой откло
нение действительного частотного 
распределения от условного де- 
баевского распределения. Отсюда 
следует, что одинаковые кривые 
для элементов / и I I  означают 
одинаковость типов их частотного 
распределения.

Крутизна убывания 0 е (Г) по 
мере роста Т от О °К соответ
ствует скорости, с которой дей
ствительное распределение начи
нает отклоняться от дебаевско- 
го распределения за пределами 
континуального рассмотрения. 
Кроме того, можно сделать неко
торые общие выводы из сравне
ния кривых θ  С(Т). Например, 

одной из возможных причин отличия формы кривой 0 е (Г) для 
элемента I I I  является то, что в его частотном распределении 
плотность мод, достигаемых на высоких частотах, относительно 
более высокая.

5.13. В процессе решения предыдущих задач показано, что 
0 е (Т) можно представить при низких температурах в виде сте
пенного ряда (5.3.3), а при высоких—формулой (5.10.2). Пре
дельное значение ©S, связано со вторым моментом уравнением
(5.7.1), а коэффициенты Л ' и β ' в уравнении (5.10.2) —с отно
шениями моментов [57]:

A' =  J L (  *  В ' =  —  -1 0 0 Л ') .  (5.13.1)
100 V(v2)2 21 і  1400 \ ( ν 2)3 81 !  к '

Аналогично можно представить характеристические темпера
туры, соответствующие фактору Дебая — Валлера 0 м (Г), в виде 
степенных рядов [58], которые мы приведем без выводов и без 
доказательств.

т/%с
Рис. 5.12.1. Зависимость Θα / θ ζ  
от T/Qq для кристаллов германия 

(I), кремния (II), алмаза (III).
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При низких температурах 

ΘΛί (Τ) =  ΘοΜ {1 +  6,580
М\ 3 п

а при высоких температурах

ΘΛί (Т) = 1 +
1

7200

1 -

/0С

\®оС

Т \2

5? i + ■I

где
в,м

hvD (—1)
θ,Μ h v n  (—2) Θ

Λ Μ 1 ί

Я + - } ·
hvn (—3)

(5.13.2)

(5.13.3)

(5.13.4)

Θ „, θ " (7 )  и 0 /u (Τ) в области 
низких температурах (~  Τ <
■<0/50). Результаты вычислений 
представлены на рис. 5.13.1. Пунк
тирные участки кривых соответ
ствуют тем областям, для кото
рых нет разложения в ряды. Для 
этих областей нужны более слож
ные интерполяционные методы [59].
Из рисунка видно, что характе
ристические температуры, соответ
ствующие разным типам колеба
ний, могут значительно разли
чаться между собой.

5.14. Спектры оптического по
глощения кристаллов льда пока
зывают, что в кристалле сохраняется тождество молекул. Это 
до некоторой степени затрудняет исследование колебательных 
свойств, потому что мы не можем сказать априори, что происхо
дит с вращательными степенями свободы молекул решетки. 
Но некоторые выводы можно сделать на основании температур
ной зависимости <дс {Т).

В формулу для 0 е (Т) входит N — число атомов в кристалле, 
так как оно определяет полное число нормальных мод. В случае 
льда их полное число равно 9ΝΑ. Однако некоторые из мод 
(например, внутримолекулярные колебания порядка 1600, 3100 
или 3200 с м 1) отвечают столь высоким частотам, что они не будут 
возбуждаться в кристалле сколько-нибудь заметно. Значит, 
можно ожидать, что при вычислении 0 е (Т) удобнее использовать 
меньшее число нормальных мод (разумеется, нижний предел дол
жен быть ЗЛ^).

На рис. 5.14.1 построены графики 0 е (Г) для трех колебаний: 
3Να , 6 Να и  9Να . В области Г < 5 0 ° К  формы всех трех кривых 
одинаковы, и нет никаких оснований как-нибудь различать эти 
разные приближения. Для 50°< 7 ’< 100°К  кривая 0 е (Т) при 3ΝΑ

По д а н н ы м  д л я  м е д и  МОЖНО т е п е р ь  ВЫЧИСЛИТЬ θ £ ,  θ £ ,  0 0

Τ >  θ/2π и 0  (Τ) при очень
Θ,°Κ

Рис. 5.13.1. Зависимость характе
ристических температур 0 е (Τ’) и 

0 ^  (Т) для меди.
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колебаниях становится обычно более пологой, между тем как 
те же зависимости для двух других приближений быстро воз
растают. По этому поводу можно предположить, что при низких 
температурах молекулярный характер льда не оказывает ника
кого влияния. Выше 100 °К кривая для 3NA колебаний круто

падает, а кривая для 6NA коле
баний здесь сглаживается. Воз
можным объяснением этого факта 
является то, что в этой области 
добавочные 3NА колебаний вли
яют на термодинамические свой
ства. Среднюю частоту этой груп
пы колебаний можно оценить
по температуре, при которой они
начинают вносить вклад в теп
лоемкость. Такая оценка дает
значение ^ 6 0 0  слг1. Во всей 
области Т >  50 °К значение 0 е (Т) 
для 9NА колебаний быстро воз
растает. Это связано с тем, что 
внутримолекулярные 3 N А коле
бания не возбуждаются. В сум
ме частотное распределение для 
льда, по-видимому, состоит из 
3NА колебаний с частотой ν  <

< 2 1 0  см~1, 3Να колебаний со средней частотой 600 см -1, 3ΝА 
внутримолекулярных колебаний с более высокими частотами 
(здесь они выражены через оптические волновые числа).

5.15. В несверхпроводящем металле электронные энергетиче
ские уровни выше основного состояния образуют континуум. Со
гласно простейшей теории, которая постулирует состояния еди
ничного электрона в соответствии со статистикой Ферми, иско
мый вклад в теплоемкость будет равен

Сэл = yT  +  (члены более высоких порядков с Т3, Т5 и т. д.).
(5.15.1)

Коэффициент у  прямо пропорционален плотности электронных 
состояний на уровне Ферми. Члены более высокого порядка 
в уравнении (5.15.1) очень малы даже при комнатной темпера
туре [60].

Если считать, что колебательные и электронные вклады 
в теплоемкость аддитивны, тогда в области очень низких темпе
ратур мы можем скомбинировать уравнения (5.15.1) и (5.3.2) и 
получить

С„ =  у Т  +  аТ3 +  ЬТй +  . . .  (5.15.2)

Д ля получения коэффициентов этого уравнения из эксперимен
тальных данных надо построить график зависимости C J T  от Та.

в с.°К

Рис. 5.14.1. Характеристическая 
температура в с (Τ’) для льда, вы
численная с учетом 3;Уд, 6Л/д, 9iVA 

колебаний.
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Нам дано Ср для меди, но в области Г  <  6 °К разностью Ср — Cv
можно пренебречь. Значит, можно 
мости Ср/Т от Т2, как показано на 
рис. 5.15.1.

В пределах ошибок измерений 
этот график будет прямой линией. 
Точка его пересечения с осью ординат 
дает значение γ = (1,66 ± 0 ,0 1 ) · 10 4

построить график зависи-

■ град а наклон а=
1,132 X  10 3 кал ■ г-атом~ г рад

Рис. 5.15.1. Разделение элек
тронного и решеточного вкладов 

в теплоемкость меди.

Последняя величина соответствует
= (345 ±  0,5) °К [см. формулу 

(5.3.4)].
Чтобы найти коэффициенты б и с , 

надо воспользоваться данными, полу
ченными для области Т от 10 до 15 °К.

5.16. Предположив, как и раньше, что электронный и коле
бательный вклады в термодинамические свойства можно разде
лить, по аналогии с уравнением (5.9.2) запишем:

/dS_ _
'  L  I tЖ ) г - Т г ·  ί5·16’ 1)

Поскольку S 31l = yT ,  то
βΜ = χ τ · (^ )Γ7\ (5.16.2)

Объединяя этот результат с формулой (5.9.3), получим коэффи
циент теплового расширения металла

Р = Хт{|
д у
dV T  -L. -l- 1,д~Л Т3 г ^  3 \дУ)т +  ·.·],

(5.16.3)

Рис. 5 .16 .1 . Зависимость а/Т 
от Т2 для металлического 

ванадия.
а  — линейный коэффициент тер

мического расш ирения.

поэтому и на графике зависимости β/71 
от Т2 колебательный и электронный 
вклады должны разделяться. На 
рис. 5.16.1 приведен график зависимо
сти а/Т от Т2 (для металлического 
ванадия β =  3α).

В пределах ошибок измерений

а  = (3,9 ± 0 ,2 )·  10- 0Γ +  (7± 1)·1Ο -12Γ3.
(5.16.4)

Разумеется, при высоких температурах этим выражением не всегда 
можно пользоваться (см. решение задачи 5.9).

Для решения второй части задачи начнем с определения γ 
(см. формулу (5.5.3)). Запишем:

„ _ Рколеб̂
% Т С  9

Т к о л е б  :
%ТС :ко л еб
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Подставив численные значения, для Т’= 1 °К  получим

7эл = 1,7 ±  0,1, 7колеб = 0,9 ±  0,1.
Для газа из свободных электронов у эл — 2/3 (см. [61]). Для ме
таллов значение 7ЭЛ часто оказывается большим.

5.17. В твердом теле вблизи температуры плавления опреде
ленный вклад в теплоемкость может внести образование вакан
сий. В частности,

АСП /dnJiA 
' I дТ  )р

(5.17.1)

где —число вакансий, a h s — энтальпия образования вакансии.
Число ns задается соотношением

, ,  s s ( h--Na ехр f - е х р  \ - їїт (5.17.2)

Ц(ЩТг
здесь Na — число Авогадро, a s5 —энтропия образования вакан

сии. Если принять, что h s и s5 не 
зависят от Г, то из (5.17.1) и (5.17.2) 
получим

Ч Ss
T exP f e exPlΔ СРТ2 =

Рис. 5.17.1. Зависимость lg(A C pT2) 
от l /Τ для твердого криптона.

(5.17.3)
Энтальпию образования вакансии 
тогда можно определить по накло
ну графика зависимости In (АСРТ2) 
от 1/Т.

На самом деле оценить АСр 
по экспериментальным данным 
непросто. В области предпла- 
вильных температур в повышение 
теплоемкости может внести вклад 
не только образование вакан

сий, но, например, и энгармонизм или наличие примесей. В случае 
криптона можно оценить АСР по разности между табличными 
данными для Ср и значением Ср, полученным путем экстраполя
ции графика Ср в области 60 — 75 °К. График зависимости
lg(ACpr 2) от Ι/Τ' для полученных таким образом значений АСР
(для твердого криптона) показан на рис. 5.17.1.

В результате получается энтальпия образования вакансий, 
равная 1770 кал ■ моль-1 ■ град"1. Анализ данных о термическом 
расширении приводит к весьма близкому результату [62].

5.18. а) В общем случае можно показать [63], что при доста
точно высоких температурах ангармоническую составляющую 
теплоемкости при постоянном объеме можно задать в виде

С , - С .и га р м  ' ■ АС.ан гар м  * ■WkAT. (5.18.1)
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Вычислив C7I"огарм из формулы для Θοο, используя табл. 5.1.1 
(на стр. 154), а затем построив график зависимости ΔС от Т 
(рис. 5.18.1), найдем, что равенство (5.18.1.) удовлетворяется в пре
делах ошибок измерений Cv . По накло
ну прямой определяем величину А:
Л = (6,2 ± 0 ,6 )·  10 5 г р а д - 1.

б) Если ангармоническая составляю
щая теплоемкости задана уравнением 
(5.18.1), то соответствующий вклад в 
энтропию будет равен

AS — ίаи гар м  \
АСангарм dT = 3NkAT.

о 100 200

(5.18.2)
300 
т.-и

Рис. 5.18.1. Ангармонический 
вклад в теплоемкость крис

таллического германия.Выражение для энтропии ансамбля гар
монических осцилляторов при высоких
температурах можно легко вывести из уравнения (5.2.1). Получаем

г̂арм — k ( 1 ■In
Avg
kT

Отсюда следует, что

— 3Nk ln( 1 +
Δν„

. - З  Nk-S- .ν,τ

(5.18.3)

(5.18.4)

Здесь ангармонический вклад рассматривался как температурно 
зависимый сдвиг среднего геометрического значения частоты. 
Сравнивая выражения для AS (5.18.2) и (5.18.4), найдем

_ _ / a in v £ 
Ά ~  \ дТ (5.18.5)

Чтобы найти полный сдвиг частоты v g  при нагревании кри
сталла от 100 до 700 °К, необходимо отдельно вычислить сдвиги, 
обусловленные изменением объема и изменением температуры. 
Сдвиг v g , вызванный изменением объема, задается выражением

'a in v „ \  /ΔνΠ  Δ К 1R ,
= — Уса-у-· (5.18.6)д  In V I t

=  — Усо.И ЛИ

Подстановка численных значений в правую часть уравнения

(5.18.7) дает следующее значение: 100 (—-) = — (0,77 ±  0,03)%. ^ „ \ Vg- /г
Сдвиг v g , вызванный температурным изменением, задается урав
нением (5.18.5) в виде

Δν„
=  — Л А Г . (5.18.7)
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При А = (6,2 ±  0,6) · 10 5 г р а д - 1 имеем: 100 (— ) = ( —3,7 ± 0 ,4 )% ,\ Vg υ
ί \

и, следовательно, 100 ----- =  (—4,5 ±  0,4)%.
\  Vg /П О Л И

Этот результат хорошо согласуется с результатом, по
лученным путем непосредственного наблюдения за изменением 
частоты при изменении температуры для некоторых нормальных 
мод решетки германия.

5.19. В настоящее время не существует строгой теории тепло
проводности твердых тел. В то же время из анализа соответ
ствующих экспериментальных данных можно извлечь сведения 
о некоторых характеристиках теплопроводности. Существует не

точное, но удобное соотношение для тепло
проводности твердого тела:

К  = х/3СХ1сА, (5.19.1)

где Cv — теплоемкость, с —средняя ско
рость распространения волн в решетке, 
а Λ — средняя длина их свободного про
бега [64].

Мы уже видели, что при низких тем
пературах С„ можно разложить в ряд 
(см. формулу (5.3.2)). Это значит, что 
для анализа данных экспериментов при 
низкой температуре на основе формулы 

U 5 β  (5.19.1) удобно строить график зависн
ет од/ мости К/Т3 от Т. Этот график показан 

Рис. 5.19.1. Зависимость на Рис- 5.19.1. Для каждого из образцов 
К/Тз от Т для LiF. К/Т3 стремится к постоянному значению 

в области Τ'<  7°К. Так как  характери
стическая температура для LiF равна 735 °К (см. задачу 5.4), то 
в области 7  < 0/50  «а  15°К Cv должно задаваться первым членом 
выражения (5.3.2) с точностью, большей 1%. Отсюда следует, что 
резкое убывание К/Т3 при Т >  7°К вызывается изменением от
личных от Cv величин.

Средняя скорость волн решетки слабо зависит от температуры, 
но средняя величина свободного пробега должна изменяться как 
1/Т [64], если величина Λ по порядку величины близка к раз
мерам образца.

График зависимости К/Т3 ( Г <  7°К) от размеров образца для 
образцов LiF представляет собой прямую линию (график не при
водится). На нем хорошо видны граничные условия для К  при 
низких температурах. Детальный анализ [65] приводит к выводу, что

К  =  (0,21 ±  0,02) δТ3 вm  · см г1 ■ г р а д_1,

где δ —ширина образца.
5.20. При промежуточных и более высоких температурах тер

мическое сопротивление диэлектрика в основном определяется

К/Т1, Вт-см̂ град'11

0.15-

о,ю-

0.05

,, 7,25 мм
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рассеянием тепловой энергии, вызываемым взаимодействием волн 
решетки (т. е. взаимодействием фононов). При достаточно высо
ких температурах ( Γ ^ θ )  вероятность рассеяния становится 
пропорциональной Т. Это можно увидеть непосредственно из сле
дующих соображений: С„ стремится к постоянному значению, 
зависимость средней скорости от темпера
туры несущественная и, следовательно, К  
в выражении (5.19.1) сильнее всего за
висит от Л, которая в свою очередь за
висит от 1/Г (см. задачу 5.19).

Доказательство, опирающееся на мо
дель Дебая [64], показывает, что ниже 
классической области теплопроводность 
должна экспоненциально убывать при воз
растании температуры. В пределе тепло
проводность будет, разумеется, ограничена 
предельным рассеянием, как было пока
зано в задаче 5.19.

На рис. 5.20.1 приведен график за
висимости КТ  от Т  для твердого аргона. Рис 5 20 , зависимость 
В пределах ошибок измерений КТ  при- %т от Т  для твердого
нимает постоянное значение, равное при- аргона,
мерно 235 мет см '1 при Т’> 30 °К . Рез
кое возрастание КТ  в области 7’ < 3 0 ° К  соответствует экспо
ненциальному изменению К,  но для определения точной формы 
температурной зависимости К  имеющихся данных недостаточно.

5.21. Полное выражение для теплового сопротивления металла 
должно содержать две составляющие: вклад от рассеяния фоно
нов (см. задачи 5.19 и 5.20) и дополнительные вклады, возни
кающие из-за наличия электронов. В то же время в большин
стве металлов только малая часть тепла переносится фононами. 
Для решения нашей задачи надо рассмотреть только электронное 
тепловое сопротивление 1Уэл. Его можно разделить на два вклада [64].

а) Первый вклад W0 возникает из-за рассеяния электронов 
статическими дефектами (примеси, изотопы, вакансии и т. д.). 
Если использовать общее соотношение для К,  т. е. формулу
(5.19.1), то Λ становится независимой от температуры, если v су
щественно. А так как мы можем считать Сзл = у Т  (см. задачу 5.15), 
то получаем

Г 0=р/Г. (5.21.1)

б) Второй вклад Wit возникающий из-за рассеяния электро
нов колебаниями решетки, можно определить, только если в яв
ном виде известна функция G (v) (допущения, принятые в модели 
Дебая, оказываются недостаточными). В области длинных волн, 
где в уравнениях (5.3.1) и (5.3.2) преобладают первые члены, 
величина Wi должна определяться выражением
Wt =  а Т 2 +  (члены более высокого порядка с Г4 и т. д.). (5.21.2)

КТ, мВт-см''
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Объединяя (5.21.1) и (5.21.2), получим

~- = Г 9Л==Г0+ Г г==| +  а Г  +  . . .  (5.21.3)

Чтобы разделить эти два вклада, начертим график зависимо
сти Т/К от Т3 для калия (рис. 5.21.1). Пересечение этой прямой

с осью ординат (Т3 = 0) дает довольно 
точное значение β =  0,55 ± 0 ,0 3 .

Коэффициент а  можно определить 
по предельному наклону, показан
ному пунктирной линией, но, конеч
но, при этом возможна большая 
ошибка.

6. Дефекты в кристаллах

6.1. Рассмотрим некий твердый 
раствор с общим числом атомов Ν. 
Пусть с —концентрация атомов А, 
а (1 —с) —атомов В.  Чтобы найти 
свободную энергию этой системы, не
обходимо вычислить внутреннюю 
энергию Е0 (с) и энтропию S.

Пусть V АА, VBB, V АВ-  энергии 
связи для трех первых ближайших 

координационных сфер. Число связей АА, ВВ  и АВ будет соответ
ственно равно N а а  — /zN zc2, N BB =  1/2 N z ( l  —с)2, N Ab  =  N z c (  1—с ) ;  
здесь z  — координационное число.
Eo {с) =  NaaVаа~\-NBBVввЛ-NabVав =

= 1/iNz \cVаа "Ь (1 — с ) VввЛ-с (1 — с) (2Vав — Vаа —■ Vвв)]· 
График этой функции показан на рис. 6.1.1, а.

Рис. 6.1.1. Зависимость внутренней энергии Е0 (а) и энтропии смешения S CMem 
(б) от состава неупорядоченного твердого раствора.

Рассмотрим теперь энтропию смешения Seem- Пусть 11 — число 
атомов А, входящих в общее число N атомов. Так как S  =  £ In ш 
(k — постоянная Больцмана, w  — термодинамическая вероятность),

Т/К.смград^Вт'1

Рис. 5.21.1. Разделение вкладов 
в электронное тепловое сопро
тивление калия от рассеяния 

на дефектах и на фононах.
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5 л = £1п(/г!), 5 й = &1п[(ЛГ — /г)!], S AB = k ln {N\).

Если воспользоваться приближением Стирлинга,

I n x l f ^ x l n x  — χ  для лг^-1, 

то энтропию смешения можно записать как

S ms — S A — SB = k In =  — & V [clnc +  (l — c) ln (1 — с)].

Эта функция показана на рис. 6.1.1, б.
Свободная энергия системы при температуре Т °К равна

F = Е — TS = Е0 (с) — Г 5 смеш +  К  (с, Т),
где

т Т с

К(С, Т ) =   ̂ Cf d T - T J -f d T .
о о*

На рис. 6.1.2 показаны три возможных вида этих кривых 
в зависимости от состава неупорядоченного твердого раствора,

то

л

у - - _ _ _ _ _ - у
"-ts"

Mab'Vm *V„ ^АВ^АА^ВВ

Рис. 6 .J .2. Три вида зависимости свободной энергии от состава неупоря
доченного твердого раствора.

а на рис. 6.1.3 —один из видов функции F при разных темпера
турах. Минимумы на кривых рис. 6.1.3 с ростом температуры 
постепенно сглаживаются. По этим минимумам можно определить 
пределы растворимости первичного твердого раствора, пользуясь
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правилом рычага (как показано на рис. 6.1.4). Характер зави
симости предела растворимости от температуры определяется

Рис. 6.1.3. Зависимость свободной Рис. 6.1.4. Предел раствори-
энергии/7 от состава твердого раствора, мости в твердом состоянии для
в котором энергии связи VЛА и бинарной системы, изображенной

VBB равны, a 2VАВ>  VAA +Vв в . на рис. 6.1.3.

следующим образом. Пусть VАА = VBB, A — г/гг  (2V Ав —2Vаа), тогда 

Eo (c)  = 1I2NzVbb -\-NAc{\ - с ) .
В точке минимума

J  = 0 = NA (1 — 2с) - f  TNk [In £7 -f-1 — In (1 - с ) -  1]. 

Искомое выражение для предела растворимости имеет вид 

-1 ^ 7  = ехр [ - Л  (\ -2c )/kT] ,
или, если с < 1 ,

с = ехр (—A/kT).
Температура Ттгх, выше которой при любом составе имеется 

полная растворимость, отвечает концентрации с — 1/2. Записав

ТІ _ = 1_А<І=ЇІ+ ...,(1_2С)[1 -А (1 -С,] = 0
и подставив с =  1/2, получим A —2kTmax, откуда Г гаах = Л/2k.

6.2. Принята изотропная упругая модель твердого раствора 
замещения. y s — атомный объем растворяемого вещества Л, а Vh — 
атомный объем растворителя В.

Чтобы внедрить атом растворяемого вещества, необходимо 
сначала сжать объем Vs до размеров Vh, на что потребуется 
энергия

где К  — модуль объемного сжатия. 
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Когда атом растворяемого вещества внедрен, а сжимающие 
силы сняты, тогда и А и В  деформируются, а равновесная энер
гия изменяется на величину

где μ —модуль сдвига, Ω —средний атомный объем, УНесоотв— 
объемное несоответствие между обеими решетками в недеформи- 
рованном состоянии (коэффициент Пуассона принят равным 1/3)

Пусть общее число атомов равно Ν, а атомная концентрация 
растворенного вещества равна с . Тогда по закону Вегарда объем 
растворенного вещества равен

В разбавленном растворе относительное изменение объема при 
изменении концентрации равно

поэтому относительное изменение диаметра внедренного атома

Здесь г А и  гв —  атомные радиусы соответственно растворенного 
вещества и растворителя, г —значение радиуса, среднее между 
г  а и г в . Очевидно, энергия, затрачиваемая на внедрение атома 
А, равна 4με2Ω, а энергия, которую надо затратить, чтобы внед
рить Nc  атомов А , равна ^με^ΩΝο.

Аналогично, чтобы внедрить (1 — с) N атомов В  в раствори
тель А, нужно затратить энергию, равную 4με2ΩΝ (1 — с). (Заме
чание.  Модули сдвига матрицы и включения считаются одинако
выми.)

Отсюда следует, что внутренняя энергия системы (см. задачу 
6.1) задается равенством

Это параболическая зависимость от концентрации, сходная с зави
симостью, которая предсказывается на основе химической модели 
(см. задачу 6.1), но с постоянной взаимодействия Α — 4με2Ω. 
Положив А =  2kTmax и приняв разумный критерий растворимости, 
а именно, Тщах <  Тпл (температура плавления), получим крити
ческое значение деформационного параметра

Воспользуемся правилом Ричарда: энтропия смешения для 
металлов по порядку величины равна газовой постоянной, т. е.

[66].

V (c) =  Nc(Q +  Унесоотв) +  N (1 -  с) Ω.несоотв.

1 d  V V,
V' d c

несоотв
Ω

1 da  I V несоотв
a  d c  З Ω r

E0 (c) =  4με2ΩΝΰ (1 — c)
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QnJT„n^ R ,  где <2ПЛ — скрытая теплота плавления, и правилом 
Брэгга: удельная (на 1 см3) скрытая теплота плавления равна 
0,034μ. Тогда

kT ил _ КТпл _ Qni
μΩ μΥ„, μΥ,m

где Vm — молярный объем. Отсюда получаем |е[ = 13%.
6.3. а) Пусть U — энергия, необходимая для образования 

дефекта Шоттки, п — число вакантных узлов решетки, a N — число 
узлов решетки, занятых атомами. Тогда суммарная энергия, 
необходимая для образования п  дефектов, равна E = nU. Энтро
пия системы S = &ln£0 , причем вероятность до определяется как

(W +  n)!
W — п\ N\

Отсюда следует, что если воспользоваться приближением Стир
линга

I n x l ^ x l n x  — x для л:;>1,

то свободная энергия при температуре Г°К  получится равной 
F — E — TS = n i l  — kT [(/V +  n) ln (N - f  n) -  n I n n  — N ln Â J.

При равновесии

dF = o  = U - k T \ n ^ ± l .an
n = exp (— U/kT) = c ,n + N

где с  — концентрация дефектов в расчете на число атомных узлов. 
Для металлов обычно U ^  1 эв, так что равновесная концентрация 
вакансий при комнатной температуре получается порядка 10~5. 
Если n ^ N ,  то число дефектов будет

n = N ехр (—U/kT).

б) Пусть U — энергия, необходимая, чтобы внедрить один атом, 
jV —общее число узлов решетки, jV' — число возможных межузель
ных положений, а п — число межузельных положений, занятых 
атомами. Вероятность w  равна

N\ N'  1
W ~  п\ СV - л ) !  я! (Ν' — я)! ·

Подставляя значение w  в выражение для свободной энергии, 
получаем, что при равновесии

U i п 2
kT ( N - n ) ( N ' - n ) ’

ехр (—U/kT),

γ  NN'
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■ Ν, поэтому 
температуре

равновесная 
Τ'0К оказы-

Для кубического кристалла N' = 
концентрация дефектов Френкеля при 
вается равной

с = ехр (— U/2kT).
6.4. Упорядоченная ОЦК струк

тура состоит из двух взаимно прони
кающих простых кубических реше
ток, обозначенных на рис. 6.4.1 
буквами α π β .  Упорядочение полное, 
если каждая из решеток содержит 
только один сорт атомов.

В качестве параметра упорядоче
ния можно выбрать отношение числа 
атомов А в α -решетке к числу всех 
атомов А, т. e. N А, J N A, но удобнее 
выбрать параметр (2N А, J N A) — 1, по
скольку тогда два упорядоченных состояния будут записываться 
к а к ± 1 .  Это видно из табл. 6.4.1.

Т а б л и ц а  6 4 1

Рис. 6 .4 .1. Две взаимно прони
кающие простые кубические ре
шетки, из которых составлена 
упорядоченная ОЦК решетка.

П араметр
упорядочения

Л атомов в реш етке а

все 50% ни одного

N  А, а

n a
1 1/2 0

о Ν α , а  ,

Ν α

1 0

Состояние

- 1

полностью полностью ПОЛНОСТЬЮ
упорядоченное разупорядоченное упорядоченное

Итак, удобным параметром упорядочения будет 
2NA,a , 4Νλ , α

где Ν — число всех атомов. Очевидно,
NA,a = 1/ * N ( l+ w )  = NB. ft,
Na, ( l - w )  = NB, α;

здесь латинскими индексами обозначены атомы, а греческими — 
решетки.

Определим функцию р  следующим образом:

ІМ \ Να' &Ρ {Να, β) =  - j j — .
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Рассмотрим теперь числа первых ближайших соседей для 
каждого сорта атомов. Обозначим их NAA, N вв , N АВ.

Ναα = '/,Νρ Να, а ■ SpNα, β = Ν (1 -  до2).
Такое же равенство получим для Ν ίίΒ. Число связей А В ,  относя

щихся к атомам А  в β-решетке, равно

γ Ν ρ Ν Α, β · 8 ρ Ν β, α =  Ν ( 1  - ^ д о ) 2 .

Число связей А В ,  относящихся к атомам 
А  в α -решетке, равно Л ^І+ до)2. Отсюда 
следует, что
Nав =  [(1 +  ^ )2 +  (1 — до)2] N = 2N (1 +  до2).

Если Vаа, Vвв , Vав — соответствую
щие энергии связи, то полная энергия 
связи
E = VaaN aa +  VBBNдв+  V a βΝ ав —

= const +  NVw2,
где V = 2V AB — Vаа — Vвв-

Рис. 6.4.2. Зависимости 
внутренней энергии Е и 
энтропии S от параметра 
дальнодействующего упо

рядочения.

Энтропия этой системы при температуре Т °К равна

(ΝΑ,α + ΝΒ,αΥ· (ΝΑ, β +  ^ Β , β ) 1
S = k In

NA. a' "в .a> N A,  β1 N B, β !

здесь Λ —постоянная Больцмана. Воспользовавшись приближением

Рис. 6.4.3. Зависимость свободной энергии F от параметра 
дальнодействующего упорядочения w  для высоких и низких температур.

Обратить внимание на то, что при высокой температуре F минимальна при полном 
разупорядочении, т . е. при te> =  0.

Стирлинга 1пх\~х\пх  — х л л я х < ^ 1 ,  получаем
5  = — /V&[(1 + w )  ln (1 +ш) -f· (1 — до) ln (1 — до) — 21η 2].

На рис. 6.4.2 схематически показаны зависимости внутренней 
энергии Е и энтропии 5  от параметра дальнодействующего упоря-
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дочения w.  Зависимости E, — T S ,F  от w  при разных Т даны на 
рис. 6.4.3.

Равновесная степень упорядочения определяется условием 
минимума свободной энергии F = E — TS  по отношению к пара
метру упорядочения w.  Дифференцируя F по w,  получаем

одт т/ , NkT , 1 +ю2NwV -\---- s— In — 0.

График зависимости w  от температуры представляет собой моно
тонно спадающую кривую (рис. 6.4.4). Критической температуре 
превращения Тс (когда до = 0) отвечает условие d^F/dw3 = 0. Оче
видно, что £' = ArF ^24-const, а вблизи 
w — 0

S  = γ  Nkw2 +  (члены, содержащие w 3).

Отсюда следует, что

F = n ( v +  kT)w*,

d 2F
dw2

* L  =  2 N l v - ' r y k T

= 0, если T = Тс = 21/

Рис. 6.4.4. Зависимость па
раметра дальнодействующего 
упорядочения w  от темпера

туры.

Так как для неупорядоченной структуры V = 2V АВ — VАА — VBB 
отрицательно, то, очевидно, значение Тс будет положи
тельным.

6.5. Рассмотрим две параллельные единичные площадки из 
межузельных атомов, находящиеся на расстоянии / друг от друга

Рис. 6.5.1. Модели, по которым выводятся законы Фика для диффузии меж
узельных атомов.

(рис. 6.5 .1 , а). Пусть соответствующие числа занятых узлов 
равны п г и /г2- Один атом совершает f  скачков в секунду. Поэтому 
N атомов совершают Nf скачков в секунду, т. е. в целом, если 
N — общее число атомов, то в секунду происходит Nf скачков.
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Отсюда

f -
число атомов, совершающих скачки за 1 с ек

общее число атомов 

Поток диффундирующих через площадку АВ атомов равен

J  =  іг  «і/ tlif.

(Множитель 1/2 введен потому, что половина атомных скачков 
происходит в одном направлении, а вторая половина —в противо
положном.)

Объемная концентрация межузельных атомов с=п/1,  и если 
I r ^ b ,  то

J  == v, bf  (Cl ~ с'2) ’ С і-С '2 = Ї Й·
Отсюда получаем

J  =  — D д с
h x

где D =  у  b2f  — коэффициент диффузии.
Рассмотрим теперь единичную площадку на расстоянии dx 

(рис. 6.5.1, б):
д с
Έ dx- dJ_

дх dx.

Изменение концентрации во времени д с  _  <?_ {j-. д с  ' 
dt  дх \ дх j

Для перескока межузельного атома из одного положения 
в соседнее нужно сообщить ему дополнительную энергию, чтобы

он мог «протиснуться» между мешающими 
ему атомами матрицы. Допустим, что этот 
процесс представляет собой случайное 
блуждание. Можно полагать, что частота 
его будет выражаться так:

/ = vexp (— ΔV/kT),

где v — постоянная, ΔV — потенциальный 
барьер между соседними межузельными 
положениями, Т — абсолютная температу
ра, k — постоянная Больцмана.

Поскольку необходимо, чтобы рядом с 
занятым междуузлием было незанятое, 
предположение о случайных блужданиях 
годится только для диффузии межузель

ных атомов в очень разбавленных растворах. Это предположе
ние недопустимо в случае диффузии атомов замещения, где весь
ма существенны эффекты корреляции. Разберем пример такого 
эффекта.
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Пусть (рис. 6.5.2) атом замещения S перескакивает в вакант
ный узел V. Но если не уйдет новая вакансия или не подойдет 
другая вакансия, весьма вероятно, что 5  и У снова обменяются 
местами, т. е. диффузия не будет процессом случайного блуж
дания.

6.6. а) Кристаллическая структура налагает геометрические 
ограничения на коэффициент диффузии, 
диффузию внедренных атомов в ОЦК 
структуре.

На рис. 6.6.1 показаны две смеж
ные плоскости (А и В)  из межузель
ных атомов в элементарной ОЦК ячей
ке. На плоскости А имеется один (4/4) 
межузельный атом, который может пе
рескочить на плоскость В.  Из каждых 
двух межузельных атомов один не мо
жет перескакивать, потому что на пути 
находится объемноцентрирующий атом.
Поэтому из 1,5 межузельного атома на 
плоскости А только 2/3 могут переска
кивать на плоскость В. Таким обра
зом, эффективная частота скачков равна 
/ эфф  =  2/з/ . Длина перескока b = - 1/i a, где а —параметр решетки. 
Поэтому коэффициент диффузии для межузельной диффузии в 
ОЦК кристалле будет равен

D =  \У«2 · 2/з/ = Ve« 2v ехр (— AV/kT).

б) Температурная зависимость очевидна из классической ста
тистико-механической трактовки частоты скачков (см. задачу 6.5). 
Дальнейшие термодинамические ограничения коэффициента диф
фузии обусловлены тем, что потенциальное поле V (х), в котором 
движется межузельный атом, является полем колебательным, 
поэтому V (X) нужно заменить полем

V (х) V (X, у , г , X, р х, р у , p z, Р ),

где X — координаты всех атомов, кроме атома, находящегося 
в точке ( х , у , г ) ,  а Р — их моменты. Следовательно, AV нужно 
заменить изменением свободной энергии AG, необходимым, чтобы 
медленно двигать диффундирующий межузельный атом от дна 
к вершине потенциального барьера. (Величина AG называется 
свободной энергией активации.) Тогда коэффициент диффузии для 
межузельной диффузии, например в ОЦК кристалле, можно запи
сать так:

D =  Vea2v ехр (— AG/kT), 

где величина AG на основании уравнения Гиббса — Гельмгольца

Как пример рассмотрим

Рис. 6.6.1. Межузельные 
положения в элементарной 

ОЦК ячейке.
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равна AG = АН — Т AS =  ΔΗ -f- Τ ~̂ ψ-· Считая АН и АТ не зави
сящими от температуры, получаем

D =  1/(iQ2v ехр (AS/k) ■ ехр (— AH/kT).

(Заметим, что наклон кривой \nD(MT)  равен АН, а не AG.) 
Обычно записывают:

D = D0 ехр (— AH/kT),

г д е  D0 ̂  ^  a2v  ^  ■ Ю-15- 10"3· Экспериментально получено,
что D0^ (0 ,1  -5- 10). Эта аномалия обусловлена энтропийным фак
тором ехр (AS/k), который можно оценить следующим образом.

Рассмотрим модель, построенную на основании теории упру
гости:

AG =  const · μ,

где μ —модуль сдвига. Имеем
. 0 dAG , rfaAS =  — = — const ·

AS _  1 ά μ  _ d  ( ln μ)
A G " ~ ~ J i d T ~  d T '

т. e. AS/AG определяется скоростью изменения модуля сдвига 
при изменении температуры. Подставляя — 3 · 10-4) °С-1,

АН f ^ A G ^ 2  эв, получаем
ехр (AS/k)~ 10s ч-Ю 3,

a D0~  І0~3ч - 1. [Такая же поправка 
относится и к растворимости (зада
ча 6.1), где ехр (AS/k) 10 102, и
к образованию вакансий (задача 6.3), 
где ехр (AS/k) 103.]

в) Рассмотрим кристалл, к кото
рому приложено чисто сдвиговое на
пряжение (рис. 6.6.2). Приложенное 
напряжение может совершать рабо
ту, рождая вакансии на растянутых 
гранях и перенося их к сжатым гра
ням. Пусть U — энергия образования 
вакансии. В присутствии приложен
ного напряжения сдвига σ ]/ 2 эта 

энергия уменьшается до (/ —σα3, если считать, что а2 —площадь, 
приходящаяся на один атом, на которую действует нормальное 
напряжение, а σα3 —работа, которую надо затратить, чтобы уда
лить этот атом.

б

Рис. 6-6.2. Миграция точечных 
дефектов под действием напря

жения.
Стрелками внутри образца показаны 

пути миграции атомов.
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Таким образом, при тепловом равновесии концентрация вакан
сий на растянутых гранях больше, чем на сжатых, на величину 
ехр (2o a 3/kT), т. е. эффект приложенного напряжения заключается 
в том, что изменяется градиент концентраций вакансий.

Считая, что к результирующей диффузии вакансий можно 
применять законы Фика, получаем, что поток атомов равен const х
Х Ж ' Т Т ’ где длина образца, D — коэффициент диффузии,
a σα3< 67\

Прирост деформации, обусловленный каждой перенесенной 
вакансией, равен а3//, поэтому скорость деформации оказывается 
равной

6.7. Эту задачу впервые решали Гринвуд и Спейт [67] для 
случая миграции газовых пузырьков продуктов расщепления 
в ядерном горючем.

Рассмотрим сферическую пору с диаметром, равным целому 
числу межатомных расстояний па.  Объем такой поры, равный 
ι/βπ (п а )3, в 1/йпп3 раз больше объема атома матрицы. Поэтому, 
если атом с поверхности перескакивает на расстояние а, то пузы
рек газа перескакивает на расстояние 6а/пп3. Кроме того, так как 
на поверхности пузырька имеется п п 2 атомов, частота скачков 
пузырька равна n n 2f ,  если / — частота скачка для атома, диффун
дирующего сквозь поверхность пузырька. Считая движение такой 
поры аналогичным броуновскому движению, приходим к выводу, 
что коэффициент диффузии D пропорционален произведению час
тоты скачка на квадрат длины скачка (см. задачу 6.5), т. е.

Если считать, что вид / такой же, как  в задачах 6.5 и 6.6,. 
то эту формулу можно переписать так:

где v —дебаевская частота, 6 —постоянная Больцмана, Т ~  абсо
лютная температура, a AS и АН — соответственно изменения 
энтропии и энтальпии при изменении свободной энергии AG, 
необходимом для того, чтобы продвинуть диффундирующий атом 
сквозь энергетический барьер между соседними узлами решетки.

Поскольку длина скачка обратно пропорциональна п3, а ча
стота его прямо пропорциональна я 2, то очевидно, что миграция 
поры в результате поверхностной диффузии должна происходить 
со скоростью, обратно пропорциональной п.  Иначе говоря, ско
рость миграции обратно пропорциональна радиусу поры.

6.8. Поле напряжений клиновидной дислокации обладает 
цилиндрической симметрией и не меняется при отражении в пло
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скости симметрии, проходящей через любой радиус на рис. 6.8.2. 
Поэтому два главных напряжения являются радиальными и попе
речными по отношению к радиусу, а величины их не зависят 
от Θ. Это значит, что если нанести на рис. 6.8 .2 ,а полярную 
сетку, то на рис. 6 .8 .2 ,б сетка получится такой же, но расстоя
ния между радиусами окажутся немного больше (хотя будут 
равны друг другу), а расстояния между соседними кругами ока
жутся неодинаковыми. Таким образом, ив пропорционально г  и 
линейно зависит от Θ, а иг не зависит от 6.

На основании геометрии рис. 6 .8 .2 ,а и б  имеем

Компоненты относительных смещений в прямоугольной системе 
координат будут

Используя уравнение (6.8.1), находим компоненты смещений для 
краевой дислокации

Здесь 6/4 и Ь/2л — трансляции тела как жесткого целого; ими 
можно пренебречь. Эти смещения должны удовлетворять уравне
ниям равновесия

Д ля удобства запишем

Ur =  § t r f (r'>'

(6 .8 .2)

( l_ 2 v )V 2«  +  |  = 0, (1 — 2v) V2u +  ̂  =  О,

где е ~ д х +  ду  представляет собой дилатацию. 
Если ввести вращение

то уравнения равновесия примут вид
д  ( а е )  _ да> д  ( а е )  д(о

д г  д у  ’ д у  дх ’

где а =  (1 — v)/(l — 2v). В точке (г, Θ) получим
д  ( а е )_ 1 <?ω (6.8.3a)д г  г  дО ’

J  д  (ае)   δω
г  Λ  д г ’ (6.8.36)
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Из рис. 6.8.2,а  и б  следует, что

Согласно уравнению (6.8.За) получаем

а е  = ^  (In г  +  const). (6.8.4)

Если вводится клиновидная дислокация, то объем диска еди
ничной толщины и радиуса г  изменяется на

причем произведением const · г ,  представляющим собой трансля
цию тела как жесткого целого, можно пренебречь.

Подставляя величину f  в уравнения (6.8.2), находим смещения, 
обусловленные дислокацией:

6.9. Если трубчатая полость проходит вдоль центра винтовой 
дислокации, то имеют место два обстоятельства:

1) из-за того, что удален напряженный материал, высвобо
ждается упругая энергия;

2) добавляется поверхностная энергия, связанная со стенками 
трубки.

Равновесный радиус г0 трубки найдем из условия равенства 
этих величин:

здесь γ —удельная поверхностная энергия, μ —модуль сдвига, 
b  — вектор Бюргерса. Отсюда получаем

Для большинства кристаллов γ ~ 0 ,1 μ α , где а —параметр 
решетки. Ядро дислокации является полым (в физическом смысле), 
если г  о >  а,  т. е. если b >  За. Для металлов b ~  а, поэтому 
нельзя ожидать наличия полых винтовых дислокаций.

Г
2л ги г (г) = 2л,er dr ,

о
что дает

rf  ^  = Ti Ur =  L· ln r  +  c o n s t ' r ’

μ&2
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Область материала под экстра-полуплоскостью краевой дис
локации выглядит, как зародыш трещины (рис. 6.9.1). Вопрос 
в том, может ли из этого зародыша получиться пора.

Как описано выше, при образовании такой поры высвобо
ждается некая упругая энергия и добавляется некая поверх

ностная энергия. По теории Гриффитса [68] 
трещина размером г  может расти под дей
ствием нормального напряжения σ, если 
приращение энергии 

π (1 — v) σ2/·2
μ

где v — коэффициент Пуассона. Отсюда 
следует, что

16μγ ___ μ6
π (1  — v) ’ Г̂ Є σ  ^  2зг (1 — v) r '

Ядро дислокации является полым (тре
щина существует), если г > а ,  т. е. если

b >  4 ]/^/5π (1 — ν) а 3,5α.
Очевидно, в металлах краевые дислока
ции не будут полыми.

Итак, приходим к выводу, что в чис
тых металлах ядра дислокаций не явля

ются полыми, а построены из плохого кристаллического материа
ла; от бесконечных напряжений, следующих из теории, избав
ляются путем введения нелинейных упругих смещений.

Если в результате сегрегации твердого раствора ядро дисло
кации оказывается состоящим из материала с меньшей темпера
турой плавления, тогда при нагревании выше этой температуры 
ядро плавится до равновесного радиуса

г  μ 2̂
0 8л2Умежфазн ’

где 7„ежфазн — удельная энергия поверхности раздела твердой 
и жидкой фаз. При этом

У Qcy6;iliM г т

ныи зародыш трещины 
(заштрихован) под экстра
полуплоскостью краевой 

дислокации.

10,
Умежфазы $ПЛ5В,| г ЖИД|

здесь <?сублим и QnjiaB1 — скрытые теплоты сублимации и плавления, 
а г  — координационное число.

Это означает, что в данном случае γ составляет десятую часть 
от величины, входившей в вычисление радиуса полого ядра. 
Следовательно, можно ожидать, что ядро дислокации будет полым 
при высоких температурах, если b >  2 А.

Ясно, - что в большинстве металлических систем при повыше
нии температуры материал в ядре дислокации будет испаряться. 
В керамических «сплавах» диффузионные константы обычно выше,
184



и поэтому реально возможно существование расплавленных дис
локационных ядер.

6.10. Рассмотрим ненапряженное изотропное тело, не содер
жащее дислокаций. Допустим, что внешняя сила F±, действую
щая на единицу площади, создает однозначное упругое смещение 
их. Упругая энергия такой системы равна

ί/χ = -g  ̂ /*х ■ Κχ dS,
s

где 5  —площадь поверхности, на которую действует внешняя 
сила.

Введем теперь дислокацию, сделав разрез и приложив затем 
две силы к плоскостям разреза: силу Flt чтобы сохранить тело 
жестким, пока производится разрез, и силу F2, чтобы произвести 
относительное смещение поверхностей разреза на и2. Упругая 
энергия самой дислокации равна

U2 = 2  ̂ ' ^2 dA ,
А

если А — площадь поверхностей разреза.
Упругая энергия всей системы равна

U =  и г +  ί/2 +  работа силы Fx при смещении и2.
(Заметим, что сила совершает работу и на площади S,  и, через 
посредство поля напряжений, на А.)

t/ = t/x +  i/2 +  $ F 1- u 2 dS  +  \ F f t t z d A .  (6.10.1)
S л

Изменим теперь последовательность событий, т. е. сначала 
образуем дислокацию, а потом приложим внешнюю силу. Тогда 
упругая энергия всей системы будет

U = U1 +  U2 +  l F z - t h d S  +  l F2- u xdA. (6.10.2)
s  л

Но на площадке 5  сила Fz =  0, а значит, и  ̂ F2- UidS =  0.
s

Кроме того, если смещение Их однозначно, то по обе стороны 
от разреза оно одинаково, а сила Fz по обе его стороны имеет 
разные знаки. Поэтому работа, высвобождаемая с одной стороны 
разреза, уравновешивается работой, потерянной с другой стороны. 
Следовательно,

J F2 ■ «χ dA — 0 и U =  ί7χ +  U2.
А

Таким образом, энергия нашей системы не зависит от поло
жения дислокации, и тело ведет себя, как упругое, как если 
бы никаких дислокаций в нем не было.
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Коэффициент 1/2 в выражении для U2 означает, что выпол
няется закон Гука. Это неверно в той части А, близкой к дис
локации, где F2 растет до очень высоких значений, а подын
тегральное выражение убывает до у  § F2- a 2dA.

А

Допущение, что в отсутствие Fi  сила F 2 (т. е. сила, необхо
димая для однородного смещения поверхностей разреза) такая 
же, как и в присутствии F x, тоже требует, чтобы выполнялся 
закон Гука. Однако большая сила Fz вблизи дислокации плюс 
сила Fi  рано или поздно создадут отклонения от закона Гука 
в соответствии с направлением силы Fx.

Отсюда следует, что если закон Гука не удовлетворяется, 
то Uа в формуле (6.10.2) и U2 в формуле (6.10.1) различны, и 
рассуждение неверно.

Рассчитаем плотность дислокаций, необходимых, чтобы данное 
тело казалось предварительно деформированным на 1% .

Для простоты рассмотрим только винтовые дислокации. 
Винтовая дислокация, расположенная вдоль оси цилиндра 
радиусом г ,  создает сдвиговую деформацию Ь/2пг =  1/100.

Очевидно, каждый цилиндр радиусом г ^ М э Ь  должен быть 
пронизан одной дислокацией. Отсюда следует, что число дисло
каций, пронизывающих единичную площадку, будет равно п  =
~ π (16&)2' Подставляя 2А (значение, типичное для металла),
получаем 3-Ю12. Иначе говоря, плотность дислокаций 
порядка 3·1012 см~2 создаст предварительную деформацию метал
лического кристалла на 1%. (В реальном кристалле эта цифра 
изменится, потому что надо принимать во внимание наличие 
дислокаций с разными ориентациями, разными векторами Бюр- 
герса и разными знаками.)

6.11. Пусть на рис. 6.11.1 сегмент линии дислокации d l  
движется на бесконечно малое расстояние ds  под действием 
напряжения σί;·. В результате изменяется энергия Е всей системы, 
т. е. кристалла, содержащего эту дислокацию, находящуюся 
под напряжением.

Сила, действующая на dl , равна F=VE.  Площадь, заметае
мая сегментом дислокации, равна dlxds, а усилие, действующее 
на эту площадь, равно σ,·;· · (tf/χ  ds). Относительное смещение двух 
сторон такой элементарной площадки составляет b;·. При этом 
производится работа

Ь/ · (оц [dl X tfs]) =  Ьра · (tf/ X  ds) = {bpij X  dl) ■ ds.

(Воспользовались тем, что а  · (bxc) =  (axb) ■ с равно объему 
одного и того же параллелепипеда (рис. 6.11.2).) Отсюда полу
чаем

F  — S E  =  b j'  ο -ц X  d l.



Это и есть формула Пича — Кёлера [69]. Из уравнения следует, 
что сила F  направлена по нормали к линии дислокации. Заме
тим, что

(ЬЛ (СП συ σ13\ /on bi + σΐ2 b\ + σ13 \
bjOij =  I &2 j I σ·21 σ22 °23 j =  І σ21̂ 2 + σ22 2̂ + σ23 2̂ I = fl

W3/ \σ31 σ32 σ33/ \031&3 + σ32 3̂ + σ33 &3 1
И ЧТО fi имеет три компоненты и представляет собой силу. Полу
ченный результат является общим, т. е. направление fi имеет 
компоненты, соответствующие скольжению и переползанию.

Ри с. 6 .11 .1 . Смещение ds, создаваемое 
напряж ением приложенным к сег
менту dl дислокации с вектором Бюр- 

герса b,··

Рис. 6 .11.2 . Объем параллеле
пипеда равен

a - ( b x c )  = ( a x b ) - c .

Рассмотрим теперь случай сдвигового усилия, параллельного 
вектору Бюргерса и действующего на скользящую дислокацион

ную петлю (рис. 6.11.3). Чтобы 
не допустить вращения матери
ала, нужно еще приложить сдви
говые силы, обозначенные пунк
тирными стрелками. Это силы f it 
действующие на границу между 
сдвинутой и не сдвинутой частя
ми кристалла. Таким образом, /£

Плоскость скольжения

"в·.
V

Рис. 6 .11 .3 . К  выводу формулы Пича — 
К ёлера д л я  скользящ ей дислокацион

ной петли.

Рис. 6 .11 .4 . Компоненты формулы П и 
ч а — К ёлера для  правого сегмента 
краевой дислокации, изображенной на 

рис. 6 .11.3.

направлена под прямым углом к 6;·, и для правого краевого сегмен
та дислокации она должна быть направлена вверх (рис. 6.11.4).
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Очевидно, F  = bjOi fXdl  действует параллельно вектору Бюр- 
герса, а так как дислокационная петля, на которую действует 
σ,·7· (см. рис. 6.11.3), будет расширяться, т. e. F  действует 
в направлении Ь, то направление линии дислокации должно быть 
таким, как на рис. 6.11.4.

Итак, сила на единицу длины, которая движет дислокацию 
в ее плоскости скольжения, равна произведению вектора Бюр- 
герса на компоненту сдвигового напряжения вдоль вектора Бюр- 
герса.

6.12. Если расстояние между частичными дислокациями равно 
г, то сила отталкивания на единицу длины каждой из них будет
порядка \хЬ]Ьг!(2пг) = μα2/(24π/·), так как = Ь2 =  у  [112]. Сила
на единицу длины, которая стремится снова соединить частич

ные дислокации, равна γ. Приравняв 
друг другу эти две величины, най
дем равновесное расстояние между 
частичными дислокациями:

_  μα2 
Г ~  2 4 щ  ‘

Рассмотрим расщепление дислока
ции с вектором Бюргерса | [ПО]
на плоскости (111). Из рис. 6.12.1 
находим

°2 [П0]-> J[121]+  |[2 II].

У этих частичных дислокаций одинаковые краевые компоненты 
~ [П 0], а винтовые компоненты ^ [ ϊ Т2] и - ^ [112] противопо
ложны по знаку. (Хотя полная дислокация разделилась на частич
ные, по-прежнему определяем краевые и винтовые компоненты 
по отношению к вектору Бюргерса полной дислокации.) Каса
тельное напряжение σ, направленное вдоль [ 112], действует на 
эти две винтовые компоненты с силами равными, но противопо
ложно направленными. Краевые компоненты составляют с [112] 
прямой угол, поэтому они не испытывают действия силы. Сила 
на единицу длины, расталкивающая частичные дислокации, равна
F = ob ,  а так как b =  ^ [ 112], то

F =  оа/2 V 6 ,
и частичные дислокации совсем разойдутся, когда F = у ,  т. е.

σ = 2 Y b  у/а.
6.13. Рассмотрим (рис. 6.13.1) цилиндрический монокристалл 

длиной Ц  и площадью поперечного сечения Л0, вдоль оси кото

І00

100
Рис. 6.12.1. Расщ епление дисло
кации на плоскости (111) ГЦК 

кристалла.
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рого действует растягивающая сила Р. Пусть начальные углы 
наклона плоскости скольжения и вектора Бюргерса по отношению 
к оси растяжения будут соответственно χ0 и λ0. Мгновенные зна
чения этих углов будут соответ
ственно χ и λ. Деформация пластиче
ского сдвига

Р

г Ц  sin Хо ’

где В — смещение, создаваемое сдви
гом. Скорость деформации пласти
ческого сдвига

‘ — 6
Y — L„ sin χ 0 - τЧтобы найти В , рассмотрим ра

боту, совершаемую касательной ком
понентой напряжения σ. Если du  — 
среднее относительное смещение, ко
торое получается, когда скользящая 
дислокация заметает площадку dA 
на плоскости скольжения, то работа, отнесенная к единице дли
ны линии дислокации, будет

а)
Рис. 6 .13.1. Схема м онокристал
ла до (а) и после (б) пластиче
ской деформации скольж ения.

Отсюда следует, что
-Д2-  du  = ab dA.sin Хо

du = -b̂ - a ,

причем а  = dA/А — это та часть плоскости скольжения, которую 
заметает дислокация. Полное смещение, которое создают N сколь
зящих дислокаций, равно

N

b siri Хо у

Следовательно,

В

В

щ.
1=1
N

b sin Хо у  
Aq

і — 1
α,.

Для дислокации, скользящей со скоростью V,

<xt =  jj о  · n d l ,  

h
где я —единичный вектор нормали, лежащий в плоскости сколь
жения и направленный наружу. Итак,

y ^ v - n d l ,
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причем V = A0L0. Так как пластическая деформация растяжения 
равна e = (L — L0)/L0, то скорость этой деформации будет έ = L/L0. 
Из рис. 6.13.1, б находим: L = B c o s X .  Отсюда окончательно (см. 
[70]) получаем

В cos λ · . л b sin χ0 · cos λ  С ,.ε — —χ—  = ysinxo · cos λ = ------у ------ J Ό- n d l .

6.14. Упругая энергия дислокации пропорциональна квадрату 
модуля ее вектора Бюргерса. Следовательно, две дислокации 
с векторами Бюргерса Ьг и Ъ2, скользящие по пересекающимся 
плоскостям, могут взаимодействовать друг с другом и образовы
вать третью дислокацию с вектором Бюргерса Ь3, если Ь\ +  Ь\ >  Ь\. 
Высвобождаемая при этом энергия рассеивается, переходя в энер
гию атомных колебаний и в конце концов в тепло.

На рис. 6.14.1 изображены две пересекающиеся дислокации 
А —А и В  — В.  Допустим, что они взаимодействуют и образуют сег
мент третьей дислокации С — С, расположенный вдоль линии пере
сечения обеих плоскостей скольжения (рис. 6.14.2). Приложенное

Рис. 6.14.1. Пересечение дислока
ций А — А и В  — В, скользящих по 
пересекающимся плоскостям сколь

жения.

Рис. 6.14.2. Дислокационный узел 
С — С, образующийся при взаимо
действии дислокаций Л — А и В — В, 
показанных на рис. 6.14.1.

напряжение σ, сдвигающее дислокацию на расстояние dx, совер
шает (на единицу длины линии дислокации) работу, равную (см. 
задачу 6 .11) σ · ( b x d l )  dx.

Такую работу нужно затратить на каждую из трех участвующих 
дислокаций, чтобы разрушить узел, показанный на рис. 6.14.2. 
В результате этого разрушения изменится длина каждой из трех 
дислокаций. Следовательно, упругая энергия каждой из них 
изменится (на единицу длины) на величину порядка (см. задачу 6 .9)

1п — .4π г0
Выражение для σ можно получить, приравнивая всю совер

шенную работу полному изменению упругой энергии. Этот расчет 
можно упростить, если принять следующие допущения:

а) узел симметричен, т. е. на рис. 6.14.2 φ ι =  φ2 =  φ;
б) приложенное напряжение σ ориентировано одинаково по 

отношению к и к Ь2;
в) связующая (узловая) дислокация С —С неподвижна;
г) bi — b2--=b3 = b.

190



При таких допущениях полная работа сокращения узловой 
дислокации на d l  равна 4abxd l ,  причем х d l  — это расстояние, на 
которое продвигается сегмент длиной л: каждой исходной дисло
кации.

Полное изменение упругой энергии при сокращении узловой 
дислокации на d l  равно (47\ cos φ — 2Т3) dl ,  причем 7\ и Т3 — 
линейные натяжения исходной и узловой дислокаций соответст
венно. Если Τι = Τ3 = 1/·2μ№, то, приравнивая эту работу измене
нию упругой энергии, получаем

σ = α yibjx,
где а —константа.

В ОЦК металлах вектор Бюргерса скользящей дислокации
равен — <111). Пересекающиеся пары таких дислокаций могут
взаимодействовать, образуя узловые дислокации с векторами Бюр
герса а <100), значит, Т3> 7 \ . В ГЦК металлах, наоборот, век
торы Бюргерса скользящей и узловой дислокаций будут ~ <110),
так что Т3 = Т1. Из этого упрощенного расчета видно, что в ОЦК 
металлах σ должно быть меньше, чем в ГЦК металлах.

6.15. Величину и направление векторов Бюргерса полных и 
частичных дислокаций в ГЦК металлах удобно изображать на 
правильном тетраэдре Томпсона [71]
(рис. 6.15.1).

На рис. 6.15.1 вектор смещения 
дефекта упаковки, генерированного 
скольжением, имеет тип Л7 (неуЛ !).
Атомную конфигурацию, образую
щуюся при пересечении каких-либо 
двух дефектов упаковки, удобно ис
следовать, нарисовав ее проекции 
вдоль линии пересечения. Рассмот
рим пересечения дефектов упаковки 
на плоскостях γ и δ.

Д ля каждого вектора смещения 
дефекта на одной из плоскостей можно 
выбрать по три вектора смещения де
фектов на пересекающейся плоскости. Для дефекта упаковки на 
плоскости δ выберем вектор смещения \R \ -C 8 .  Соответствующий 
сдвиг Dy  на плоскости γ создает атомную конфигурацию, изображен
ную на рис. 6.15.2. Два других сдвига, возможных на плоскости у ,  
а именно Ау и By ,  создают атомную конфигурацию, изображен
ную на рис. 6.15.3. На рис. 6.15.2 и 6.15.3 той из пересекаю
щихся дислокаций, которая является лидирующей частичной 
дислокацией, пришлось немного «переползти», чтобы «добраться» 
до первого дефекта упаковки.

Пересечения дислокаций на рис. 6.15.2 и 6.15.3 можно назвать 
дублетами частичных дислокаций. Их энергии складываются из

Рис. 6.15.1. Тетраэдр Томпсона 
для векторов Бюргерса в ГЦК 

решетке.
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энергии дислокационных ядер, а оценить их можно по дилата- 
циям; изменение объема (в расчете на элементарную ячейку) опре
деляется площадью параллелограмма, который виден на пересе
чении, умноженной на -| [ 110].

На рис. 6.15.2 дилатация положительна, причем не хватает 
двух атомов из девяти. Если энергия образования вакансии 
то энергия образования этого пересечения приблизительно равна 
2£11/9 (энергия рассчитывается на одну атомную плоскость).

Рис. 6.15.2. Проекция на плоскость 
(110) пересечения дефектов упаковки, 
создающего положительную дилата- 

цию.
Черными кружками изображены атомы в 
плоскости чертежа, белыми — атомы, рас
положенные в плоскости, отстоящей на

-і- [ 1 1 0 ]  от п л о с к о с т и  ч е р т е ж а .

Рис. 6.15.3. Проекция на плоскость 
(110) пересечения дефектов упа
ковки, создающего отрицательную 

дилатацию.
Обозначения те же, что на рис. G.15.2.

На рис. 6.15.3 на каждые 9 атомов приходится 1 лишний, 
дилатация отрицательна. Соответствующая энергия образования 
будет Ei/9 на одну атомную плоскость, если — энергия обра
зования межузельного атома.

Так как£ '/>  2EV, то очевидно, что легче образуется положитель
ная дилатация (рис. 6.15.2).

6.16. Для вакансии энергия образования гораздо меньше, чем 
для межузельного атома, поэтому будем рассматривать только 
дефекты Шоттки.

Из задачи 6.3 видно, что если U — энергия, необходимая для 
образования дефекта Шоттки, k — постоянная Больцмана, Т0 — 
температура и с —концентрация пересыщения, то изменение сво
бодной энергии, обусловленное тем, что вакансия ушла к дисло
кации, будет dF/dn =U-{-kT0\nc. Действительная равновесная 
концентрация с 0 =  ехр (— U/kf0). Отсюда следует, что
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Напряжение, необходимое, чтобы заставить дислокацию пере
ползать, равно просто изменению свободной энергии на единицу 
объема, т. е.

Д ля кристалла, который закален от высокой температуры Т 
и поэтому при температуре Т0 пересыщен вакансиями,

Для алюминия U ^  0,7 эв, поэтому закалка от 600 °С до ком
натной температуры создает напряжение σ порядка 300 кгс  ■ мм~2, 
что почти на два порядка величины превышает предел текучести 
при комнатной температуре.

В реальном кристалле σ будет меньше 300 кгс-мм~2, потому 
что избыточная по сравнению с равновесной концентрация точеч
ных дефектов существенно снижается из-за коалесценции (см. за
дачу 6.18).

6.17. На рис. 6.17.1, а изображена дислокация АВ на цилин
дрической поверхности скольжения в кристалле, пересыщенном

Рис. 6.17.1. Силы, действующие на дислокацию в кристалле, пересыщенном
точечными дефектами.

точечными дефектами. Чтобы заставить краевую дислокацию пе
реползать в направлении, перпендикулярном к Ь, должно дейст
вовать напряжение σ, равное

Соответствующая сила на единицу длины линии дислокации 
будет
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Рассмотрим малый элемент линии дислокации dl ,  концы которого 
составляют с вектором Бюргерса b  углы φ и φ '.

Дислокация будет в равновесии, если она ориентирована так, 
что сила линейного натяжения Т уравновешивается силой F.  
Условие равновесия для компонент силы натяжения, параллель
ных Ь, будет

T COS φ ' =  Т  COS φ, т. Є. φ = φ ' =  const.

Для компонент сил, перпендикулярных к b  (рис. 6 .17 .1 ,6 ), 
условие равновесия примет вид

2Т sin φ sin γ  = F dl.

Подставляя sin άθ dQ =  dl/R и выражение для F,  для равно
весного радиуса цилиндра скольжения получаем

р _  ть2 sin Ф _  const 
R  kT In (c/c„)

Линия, для которой φ и i? постоянны, будет геликоидом с осью, 
параллельной Ь, радиусом R и наклоном образующей φ.

Чтобы определить, как зависит знак геликоида от природы 
точечных дефектов, надо сначала определить вектор Бюргерса

дислокации. Будем пользоваться 
правилом RH/FS (правило «от 
конца к началу по правому вин
ту»), Для этого:

1) выберем положительное 
направление вдоль линии дис
локации;

2) проведем контур Бюргер
са, считая положительным 
направление обхода по правому 
винту;

3) проведем вектор Бюргер
са от конца контура Бюргерса 
к его началу.

Из рис. 6.17.2 видно, что 
для винтового дислокационного 
сегмента положительное нап
равление обхода противополож
но направлению Ь. Превратим 
теперь этот винтовой сегмент 
в геликоид, заставив его взаимо
действовать с призматической 

дислокационной петлей. Знак геликоида определяется тем, что 
его вектор Бюргерса должен остаться неизменным. *

Рис. 6.17.2. Применение правила 
RH/FS для вектора Бюргерса сколь

зящей дислокации.
Пунктирными линиями обозначены контуры 
Бюргерса с обходом по.часовой стрелке для  

краевого и винтового сегментов.
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На рис. 6.17.3 изображены геликоиды, образовавшиеся при 
взаимодействии «вакансионной» и «межузельной» призматических

Положительное
направление

Положительное 
направление 

'' оЬ.одаобхода

t*

Ватнсия Межузельный.
атом

Рис. 6.17.3. Геликоидальные дислокации, образовавшиеся при взаимодействии 
с вакансией и с межузельный атомом.

петель. Д ля вакансий геликоид направлен по часовой стрелке, 
а для межузельных атомов — против часовой стрелки.

6.18. Энергия сферической полости из η  вакансий составляет
Es ~  y b 2n 2/3,

где γ —удельная поверхностная энергия.
Энергия призматической дислокационной петли, образовав

шейся из диска, состоящего из η  вакансий,

если μ —модуль сдвига, Ь — вектор Бюргерса. Отношение этих 
двух энергий

Для малых η  энергия сферы меньше, чем энергия дислокаци
онной петли, а для больших η  наоборот. Сфера становится не
устойчивой по отношению к петле, если число вакансий в скопле
нии составляет

Если n c 10, то для перехода от сферы к петле скопление должно 
пройти через формы с большими энергиями. Произойдет ли такое 
изменение, зависит от величины у.

Если вектор Бюргерса дислокационной петли перпендикулярен 
к вектору Бюргерса скользящей частичной дислокации, то при 
реакции образуется дислокация с вектором Бюргерса, наклонен
ным к плоскости трансляционного двойника.

Е1^  μϋ3 у  n In У  η ,
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Чтобы скольжение могло продолжаться в плоскости трансля
ционного двойника, результирующая дислокация должна и сколь
зить и переползать. Очевидно, необходимо, чтобы точечные де
фекты, сконденсировавшиеся на трансляционном двойнике, «испа
рялись». Для этого необходима энергия, величина которой на 
единицу длины частичной дислокации составляет

E = U -Ь Nnr2y  — N2nr . ^ — г- In .Ьг 1 ‘ 4π(1 — v) b

Здесь N — число дислокационных петель на единицу площади, 
г —средний радиус петли, U — энергия образования вакансии, 
γ —удельная поверхностная энергия трансляционного двойника, 
ν  — коэффициент Пуассона.

Соответствующую силу можно определить как grad^f.
6.19. Каждая из четырех плоскостей скольжения {111} в ГЦК 

кристалле содержит по три направления скольжения (110). Д ву
мерная гексагональная сетка, состоящая из дислокаций со всеми 
тремя векторами Бюргерса, возможна, так как третий из векто
ров представляет собой просто результат реакции двух других.

Иначе говоря, сумма векторов 
Бюргерса в любом узле равна 
нулю.

Чтобы описать такую сетку 
с помощью тетраэдра Томпсона, 
применяемого для обозначения 
векторов Бюргерса в ГЦК кри
сталлах, поместим наблюдате
ля в каждом узле и отметим 
линии дислокации, идущие сле
ва направо.

В качестве примера рассмот
рим узел на плоскости δ на 
рис. 6.15.1. Есть только два типа 
расположений, которые удов

летворяют критерию У,Ь =  0; оба они изображены на рис. 6.19.1. 
Их принято называть К-  и Р-узлами [72]. В непрерывной дву
мерной гексагональной сетке дислокаций на одной из плоскостей 
{111} Р-  и /(-узлы должны чередоваться (проверить это!).

Чтобы описать Р-  и /С-узлы с помощью растянутых дислокаций, 
воспользуемся обозначениями тетраэдра Томпсона на рис. 6.15.1. 
Расщепления дислокаций на плоскости δ таковы:

Α Β ^ Α δ  +  δΒ,  В С - ^ В б  +  бС, ΟΑ-^Οδ +  δΑ.
На рис. 6.19.2 слева показаны частичные дислокации и их вектор 

Бюргерса для К - узла, обозначенные по указанным правилам. 
Ленты смыкающихся дефектов упаковки ограничены частичными 
дислокациями с одним и тем же вектором Бюргерса, поэтому 
частичные дислокации соединяются по раздвинутым друг от друга

К-уз ел
Рис. 6.19.1- АГ-узел и Р - у з е л  дисло

каций в ГЦК кристалле.
Сумма векторов Бюргерса для  К -узл а  АВ-\-  
4-ІЗС4-СД  =  0, а для  P -узл а  АВ-\-СА-\-  

+  ВС =  0.
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кривым. Равновесный радиус этих криволинейных сегментов в пер
вом приближении определяется тем, что сила линейного натяже
ния частичных дислокаций Т, которая стремится растянуть узел, 
уравновешивается удельной энергией дефекта упаковки γ, стре
мящейся его стянуть.

Очевидно, что R = T/y, а Т  Отсюда следует, что

V г^'  Нечаст/2^?,

где μ — модуль сдвига, а Ьчаст —вектор Бюргерса частичной дисло
кации.

Часто энергия у  бывает настолько мала, что растянутые узлы уда
ется наблюдать в электронный микроскоп, тогда значение у  можно 
непосредственно определить по измеренному значению радиуса R.

На рис. 6.19.2 справа изображен P -узел растянутых дислокаций. 
Частичные дислокации, которыми ограничены смыкающиеся де-

Раапянутый узел С/натый узел

Рис, 6.19.2. Растянутый и сжатый узлы дислокации.

фекты упаковки, имеют различные векторы Бюргерса. Чтобы век
тор Бюргерса изменился, необходимо, чтобы произошла реакция 
между полными дислокациями. Чтобы она осуществилась, необ
ходимо, чтобы каждая из трех растянутых дислокаций сократи
лась, т. е. лидирующая и хвостовая частичные дислокации каждой 
растянутой дислокации должны воссоединиться. Следовательно, 
узел будет ограничен отделенными друг от друга кривыми, что и 
показано на рис. 6.19.2 справа.

Итак, если пользоваться представлением о растянутых дисло
кациях, то надо сказать, что сетка построена из чередующихся 
растянутых и сжатых узлов.

6.20. Скорость продвижения вершины трещины обозначим v, 
частоту сдвиговых волн v, длину волны следов ряби λ. Вершина 
трещины продвигается на расстояние λ за время 1/ν = λ/υ. Значит,

v  =  νλ .
Типичное значение частоты звуковых волн для хрупких кристал
лов имеет порядок 5-Ю® гц, так что у « ^ 103 см-сект1.

Верхний предел скорости распространения трещины в хруп
ком материале определяется частотой атомных колебаний. Связь
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между атомами у вершины трещины не может разорваться за 
время, меньшее чем период атомных колебаний. Поэтому макси
мальное значение скорости движения вершины трещины Umax 
~  105 см -сект1.

7. Диэлектрики

7.1. Энергия, накапливаемая в бесконечно малом элементе 
объема диэлектрика dv ,  равна D ■ E dv,  или проще εΓε0£ 2 άυ.  Зна
чит, максимальная энергия, которую можно накопить в таком 
элементе, ограничена тем максимальным значением напряженно
сти Е, которое может выдержать диэлектрик, т. е. напряжен
ностью поля пробоя Еь.

Хорошо сконструированный конденсатор для накопления энер
гии должен быть таким, чтобы напряженность поля Е была одно
родной по всему объему диэлектрика; тогда энергия, накапли
ваемая диэлектриком для каждого значения Е от Е <^ЕЬ до 
Е = ЕЬ, будет максимальной вплоть до электрического пробоя. 
При пробое добротность г гг 0Е'ь на единицу объема будет наиболь
шей. Очевидно, эту величину энергии нельзя превысить, какой 
бы ни была геометрия обкладок и диэлектрика.

В проблеме накопления энергии в диэлектрике существенны 
два случая.

а) При Е = ЕЬ σ = 0. Рассматриваемый объект может просто 
сохранять максимальную энергию в заданном объеме. Соответст
вующая добротность равна г гЕ%.

б) При данном значении поля Ε σ φ Ο .  После начальной за
рядки объект может сохранять накопленную энергию достаточно 
долго. Здесь существенно, чтобы временная постоянная была до
статочно большой. При напряженности поля Е плотность тока 
равна Ео  (где σ — проводимость); энергия рассеивается со ско
ростью Е"о на единицу объема. Если энергия, накапливаемая 
в единице объема, равна s re 0E2, то временная постоянная равна 
г гги/о и соответствующая добротность будет равна вг/а.

Эти два значения добротности можно сопоставить друг с другом 
не во всем интервале значений величин, входящих в выражения для 
них, а лишь в частных случаях, когда точно известна относи
тельная роль каждого из факторов (Еь, гГ, σ).

7.2. Для решения этой задачи нужно применить теорию элек
тростатического потенциала. Поскольку свободных зарядов нет, 
то для решения задачи следует воспользоваться уравнением 
Пуассона

V2l/ = 0 .
Система зарядов имеет цилиндрическую симметрию, поэтому ре
шения для V имеют вид

1 / л  а. , В  COS f tV — Ar cos ϋ  Η------5— ·I rz
Напряженность поля можно найти по формуле; Ё =  — grad V.
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а) Эта часть задачи упрощается, если предположить, что 
можно пренебречь влиянием малой полости на поле во всем объ
еме диэлектрического шара. Постоянные А, В  и т. д. найдутся 
из соответствующих граничных условий.

Если напряженность внешнего поля равна Е0, то поле внутри 
шара однородно и равно EL = 3Ε0/(εΓ -J- 2), а поле внутри малой 
полости £'2 =  3e/.£'i/(l +  2ег), откуда

£ ,= 9вг
(е , +  2 )(1 + 2 є г)

Если ε^ > 1 , например εΛ = 5000, то £2/ ^ о ^ 9/2εΓ = 0,0009.
У керамик электропроводность обычно очень мала, а магнит

ная проницаемость порядка единицы. Поэтому магнитные поля 
не экранируются.

б) Внутреннее поле в лоренцовой полости можно рассматри
вать как результат наложения: 1) внешнего поля; 2) деполяри
зующего поля — Ρι/3ε0, обусловленного поляризацией наружной 
поверхности диэлектрического шара; 3) поля +  Р 2/3ε0, обуслов
ленного зарядами на внутренней поверхности полости Лоренца, 
и, наконец, 4) возможного вклада от поляризации материала 
внутри самой лоренцовой полости (в этой задаче мы полагаем, что 
поляризация материала внутри 
полости непосредственного вкла
да не дает).

Поскольку диэлектрик поля
ризован однородно, ТО Ρι  = Ρ·2, 
и результирующее поле внутри 
лоренцовой полости как раз 
равно внешнему полю Е0.

Если материал, находящийся 
в лоренцовой полости, не вносит 
непосредственного вклада в поле 
внутри нее, то может пока
заться, что результаты для слу
чаев (а) и (б) должны быть одина
ковыми. Различие получается потому, что поляризованный мате
риал внутри полости сам поляризует диэлектрический шар снаружи 
от полости, в результате чего появляется добавочное поле внутри 
полости (обратное поле). Поляризация для обоих случаев пока
зана на рис. 7.2.1. В случае (а) внутреннее поле, обусловленное 
поляризацией Р 2, очевидно, недостаточно для того, чтобы ском
пенсировать поле, вызванное поляризацией —Рг,  поэтому поле 
внутри полости в этом случае меньше, чем в случае (б). Количе
ственно разность равна просто обратному полю, обусловленному 
поляризованной сферой, погруженной в диэлектрик, т. е.

2 (ег — 1) Р

а)

Рис- 7,2.1. Распределение поляриза
ции внутри диэлектрической сферы.
а) Реальная полость (Ρχ >  Р 2), б) лорен- 

цова полость (Р , =  Р 2).

Збо (2ε,· + 1)
где р _  3εο(£Γ— Π V 
ГДЄ ^  -  ег + 2 £°·
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7.3. Из общей теории полярных диэлектриков известно, что 
зависимость ε" от частоты определяется выражением

( // (г$ — Єоо) ( о т

1 - f  ω 2τ 2 >
где τ — время релаксации. Если l /τ, то ω2τ2<  ̂1 и (1 -(-сЛ 2) 1^  

1 — ω2τ2, откуда
ε" = (ε  ̂— єю) ωτ (1 — ω2τ2),

или
ε" = (ε5 — Єю) ωτ — ω3τ3 (ε5 — ε№).

Сравнивая этот результат с выражением ε" = (L — M f2) f ,  ви
дим, что

τ2 =  Λί/4π2£.

При наличии проводимости возникнет ток, совпадающий по 
фазе с полем, а поэтому возникнут активные потери, которые 
приведут к возрастанию значения ε".

Пусть в вакууме система обкладок имеет емкость С0. После 
заполнения системы диэлектриком при напряжении V возникнет 
ток с плотностью /ω (ε' — /ε") C0V. Если диэлектрик обладает про
водимостью, то полный ток через конденсатор будет равен

^полн )  С о  У  ^провод*

Экспериментальные данные по зависимости /п0;ш (ω) можно опи
сать формулой

г полн  ( ω )  =  / ω  (ε 7 ε э к с п )  С 0 У ,

где Єзксп = ε" +  /провод/юС0V.
Очевидно, проводимость будет всего существеннее сказываться 

при низких частотах, при которых Єзксп ^  і'ироводА'йСоІ7, т. е. вели
чина 8экспсо оказывается постоянной.

Таким образом, если проводимость достаточно велика, то гра
фик зависимости 8эКСц от ω в логарифмическом масштабе оказы
вается прямой линией с тангенсом наклона, равным —1.

7.4. Каждый атом двухатомной молекулы в локальном поле 
Е поляризуется и приобретает дипольный момент, равный а гЕ. 
Поляризованный атом создает поле Еа, действующее на другой 
атом; оно зависит от ориентации диполя. Поле Еа пропорцио
нально а еЕ, а именно Ed =  к а еЕ.

Если ось молекулы параллельна Е, то к =  1/2πε0/3, а если
она перпендикулярна Е, то κ = κ_]_ = — 1/4πε0/3.

Для суммарного поля, действующего на каждый атом, имеем
Е = Е0 +  Еа = Е0 +  к а еЕ,

где £ 0 —внешнее поле, т. е. Е = Е0/( 1 —%ае). Таким образом, элек
трический момент атома равен а еЕ = а еЕ0/(1—хае), а .электриче
ский момент всей молекулы равен 2аеЕ0/(1 —н а е).
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Если у.ае ■€; 1, то полная поляризуемость молекулы равна
2ае(1 +  х ае).

Воспользуемся теперь формулой Лоренц — Лорентца
η 2 —  1    i V a , ,

я 2 +  2  3 ε 0 ’

где «  — показатель преломления, W — число частиц в единице 
объема. Поскольку в данном случае п  мало отличается от еди
ницы, то я 2 -4 -2 ^ 3 , а (п2 — 1) =  (и +  1) ( η — 1) я « 2 (/г— 1), откуда 
η — \ ^  Nа е!2 г0. Тогда разность показателей преломления, Δη =
= Яц — ft_L, равна

д iV(AaP) ^ ( а і| - « і )  ЛЧ ,  чAn ^  =  —- (κ , ,- κ χ ) .
Zfc0 fc0

Подставляя сюда разность уц — к±, окончательно получим
ΆΝαϊ

Δ/г =

7.5. Тепловые потери в диэлектрике связаны с мнимой частью 
диэлектрической проницаемости. Для «хорошего» полярного ди
электрика

- (es - 8co) ωτ
I  + ω 2 τ 2  ·

В общем случае значение тока, текущего через конденсатор, 
пропорционально ω (ε ' — /ε"). В данном случае среднее рассеяние 
энергии пропорционально сое". Подставляя значение е", находим, 
что величина потерь пропорциональна ω3τ/( 1 +  ω2τ2) . Эта вели
чина растет, асимптотически достигая насыщения при оз->оо. 
Нетрудно видеть, что при ω=1/τ рассеяние энергии равно поло
вине величины потерь При 0) — оо.

Поскольку τ  зависит от температуры, то эти результаты можно 
применять только тогда, когда температура образца поддержи
вается постоянной. Поэтому измерение тепловых потерь разных 
образцов надо проводить при одной и той же температуре.

7.6. В переменном электрическом поле Zrsincoi на электрон 
действует сила eisinco/, сообщающая ему ускорение. Уравнение 
движения электрона имеет вид

d 2xеЕ sin a t  — m-^pz, at1

где X —величина смещения электрона из положения равновесия. 
Отсюда

X = Хо sin <j)t (х0 — — еЕ/та?).

Результирующая поляризация (электрический момент единицы 
объема) по определению равна (— еЕ s in  ωί/ηιω2) пе. Диэлектриче
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ская восприимчивость (по определению) находится как отношение 
величины поляризации к напряженности поля, умноженной на ε0:

пе2
^  /ηω2ε η ’

следовательно, для диэлектрической проницаемости г г =  1 +  χ по
лучим

,  пе2ε,= 1 ----- s—·Г т(йЧ0

Допустим, что этот результат применим к металлу, например 
к натрию, у которого на каждый атом приходится по одному 
свободному электрону; подставляя значения п, т, е  π ε0, получим

, 1,8 · 10̂ 2єг я^ 1 ---------г— .г ω2

Этот результат можно грубо интерпретировать следующим об
разом: при очень высоких частотах εΓ стремится к единице и ме
талл оказывается прозрачным для электромагнитного излучения, 
а при низких частотах е г будет отрицательной и распространение 
электромагнитных волн становится невозможным.

Критическая частота, отвечающая значению г г = 0, в данном 
случае соответствует длине волны около 1400 А .  Поскольку при
ближение было очень грубым, то не удивительно, что нет точного 
совпадения с наблюдаемой длиной волны, отвечающей краю по
глощения ('---' 2000 А ) .

7.7. а) Если не принять мер в момент, когда происходит за
мерзание, то в твердом теле могут образоваться поры. Диэлектри
ческие свойства пор обычно совсем не такие, как у твердого 
диэлектрика, поэтому значения диэлектрической проницаемости 
могут потерять смысл (межфазная поляризация).

б) Суммарная емкость рассматриваемого конденсатора есть, 
в сущности, емкость трех последовательно соединенных конден
саторов: два из них образованы зазорами у каждой обкладки, 
а третий —самим диэлектриком.

Непосредственное вычисление показывает, что в этом слу
чае эффективная диэлектрическая проницаемость может быть 
не более 200, т. е. составляет 1/5 от истинной для данного мате
риала. Если обкладки сжать, то эффективная диэлектрическая 
проницаемость увеличится до истинного значения, равного 1000; 
ситуация улучшится.

Электрическая индукция D =  e/.e0£' непрерывна при переходе 
через все три слоя, так что напряженность электрического поля 
в зазорах будет в 1000 раз больше, чем в диэлектрике. Пробив
ное напряжение для двух последовательно соединенных зазоров 
равно 5 в, что соответствует напряжению в диэлектрике, равному
1,25 в. Суммарное пробивное напряжение всего конденсатора со
ставит всего 6,25 в.
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Сравнивая этот результат с ожидаемым значением, равным
1,25 кв, видим, насколько плохо обстоит дело. Довольно-таки 
неожиданно, что сжатие мало помогает, если не удастся ликви
дировать пористость.

Наличие конечной проводимости σ  электрически эквивалентно 
сопротивлению R,  подключенному параллельно данному материалу. 
Если у диэлектрика нет пор, то при площади конденсатора А и 
толщине d  имеем: С = Ers 0A/d и
R = d/Aa, откуда

t =  RC = е гє 0/а,

Зазор

<k
Hh
R

Диэлектрик Зазор

Рис. 7.7.1. Эквивалентный контур для 
конденсатора с порами.

т. е. постоянная времени τ не 
зависит от геометрии конденса
тора с диэлектриком.

Предположим, что эквива
лентный контур имеет вид, изо
браженный на рис. 7.7.1. Нетрудно видеть, что в этом случае уже 
не существует универсальной постоянной времени.

Действительно, рассмотрим конденсатор, соединенный с источ
ником напряжения, а затем отключенный; центральный конден
сатор Cd разряжается с постоянной времени RCd, между тем как 
зазоры, в принципе, никогда не разрядятся.

7.8. а) Если радиус проводящей частицы г, то ее емкость 
С =  4п е ге 0г.  Если частица заряжается от напряжения V, то заряд 
на ней Q — 4леге 0гУ.  В электрическом поле напряженностью Е 
на этот заряд действует сила, равная EQ. Поэтому, если рас
стояние между электродами равно d,  то E =  V/d, а сила, дейст
вующая на частицу, равна F = 4n ere 0rV2/d.

В равновесных условиях скорость частицы задается законом 
Стокса: F =  6πηΓϋ, откуда

2sre0V2 v  = ——— и 3rjd '
а время, требуемое для того, чтобы дойти до второй обкладки, 
будет равно

, d 3 rjd2 
ν ~ 2εΓεαν 2 ’

т. e. t не зависит от г.
б) Напряженность электрического поля в вершине полусферы 

можно найти методами теории потенциала, используя способ 
изображений. Распределение напряженности поля на рис. 7.8.1, а 
точно такое же, как и на верхней половине рис. 7.8.1, б.

Получается, что напряженность поля в вершине полусферы 
равна

3β2 р  
(е2 +  2е1) ° ’

где Е0 — напряженность однородного поля в точках, достаточно 
Удаленных от места нарушения ε2. Поскольку еа^-Єх, то напря-
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женность поля в вершине этой полусферы фактически втрое больше, 
чем средняя напряженность поля в диэлектрике.

Любая не проводящая полярная примесь будет поляризоваться 
полем и на нее будет дейсГвовать результирующая сила Р  div Е, 
где Р  и Е пропорциональны приложенному напряжению V.

+

а) 6)

Рис. 7 .8 .1. Распределение напряженности поля в полусферической диэлектрик 
ческой неоднородности на одном из электродов.

с) Истинная конф игурация, б) эквивалентная конф игурация.

Пробой происходит потому, что частицы примеси непрерывно 
движутся к этой полусфере, в конца концов прилипают к ней и 
постепенно образуют мостик между двумя обкладками. Время, 
необходимое для этого процесса, обратно пропорционально ско
рости частиц. Воспользовавшись снова законом Стокса, получаем, 
что пробой произойдет по истечении времени, пропорциональ
ного V~2.

7.9. Основные различия в распространении электромагнитных 
волн возникают из-за изменения ъг от единицы до ε ' — ζ'ε", где 
в общем случае %' Φ  1, а ε" Ф  0. Распространение волн возможно, 
пока ε' > 0 , но с разными скоростями; и если ε" >  0 , то имеет 
место рассеяние энергии и, следовательно, поглощение.

Из закона сохранения энергии следует, что если по обе сто
роны от поверхности раздела значения ε различны, то должна 
существовать отраженная волна: тангенциальная составляющая 
напряженности электрического поля Е одинакова по обе стороны 
от границы, а поскольку поток энергии пропорционален Ύ ε Ег, 
то должна существовать третья волна, компенсирующая разность
V ^ E t - V l l E K

Если мы хотим, чтобы отражения от диэлектрического покры
тия вообще не было, то надо рассматривать все три волны 
(рис. 7.9.1). Пусть амплитуды напряженности электрического 
поля Et, Et и Ег , тогда из условия непрерывности напряженности 
электрического поля на 5  следует, что

Ei = Et -{-Er ,
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а из закона сохранения энергии вытекает условие

Тогда из соотношения между Ег и Е, определится толщина ди
электрического покрытия. д

Решая приведенные выше уравне
ния, получаем

где d —толщина слоя диэлектрика. Если затухание в диэлектрике 
невелико, то величину Er/Et (см. выражение (7.9.1)) можно счи
тать вещественной и, следовательно, величина

тоже будет вещественной. Удовлетворяющее этому условию мини
мальное значение <ί =  λ/4.

Длина волны в диэлектрике составляет только (ε')-1'2 часть 
от длины волны в вакууме; поэтому минимальная толщина слоя 
диэлектрика равна 3/(4 ^ 400) = 0,375 мм.

Искомую проводимость определяем, решая уравнение

Проведенное рассмотрение верно только при σ ε'ε0ω, т. e. 
если 2k У ε'ε0/μμ0 <! ε'ε0ω, или

(где λ =  0,0015 м). В нашем примере этот критерий вполне удов
летворяется.

7.10. При нормальных условиях диэлектрическая проницае
мость газа определяется формулой Клаузиуса — Мосотти

Но Ег — это волна, которая идет вна
чале от 5  как Е(, а затем отра
жается от поверхности металла и 
идет обратно к 5 . Поэтому

(7.9.1)

Ваиуум Слой Идеальный 
дизлетрина проВвднии

Ег =
=  £'i exp i ( ^ - 2 d  +  n\ ехр (— k-2d) ,

Рис. 7.9.1. Отражение электро
магнитной волны от поверхности 

покрытия.

f

(что дает почти точно: V2&X =  0 , 1) и учитывая, что k =  У μμ0/ε'ε0.

k 1/2ω У ε 'ε0μμ0 = π/λ



а оптический показатель преломления «  — формулой Лоренц — 
Лорентца

я2— 1   N а е
ге2 +  2 3ε0

Отсюда, полагая ε0 =  8,8 · 10~12, kT = 4 ■ 10~21 д ж  (при нор
мальных условиях), a 7V = 27 ■ 1034 л г3, получим 

Νμ2 0,01 0,001
9 e 0kT 3,01 3,001= 0,003.

Результирующий момент молекулы приближенно равен 
6 -Ю'30 к - м ,  или 1,80.

В молекулах такого типа обычно возможны три структурные 
конфигурации. Они изображены на рис. 7.10.1. В случае 
(а) результирующий дипольный момент равен нулю. В случае (б) 

2,5В

V С С '

\
2 М  2М

а )  м ом ент

2,5В 6>

N s--------СЛ \

в) г)

М.-П
І 2 В
4 Результирующий 
I момент

о 1------- о
С i С

д)
Рис. 7.10.1. Дипольные эквиваленты молекулы, состоящей из двух идентич

ных подгрупп.
а) М оноклинная симметрия, б) ромбическая симметрия, в) свободное вращ ение вокруг 

осп С—С, г) промежуточное положение для (в), д ) конечное положение Д Л Я  (б).

плоскость, нормальная к связи С—С, служит плоскостью симмет
рии молекулы; результирующий дипольный момент равен 3,5D. 
В случаях (в), (г) и (д) одна половина молекулы свободно враща
ется по отношению к другой половине молекулы вокруг связи С—С.

Представим себе, что одна половина молекулы закреплена 
неподвижно, тогда средний дипольный момент вращающейся поло
вины, направленный вдоль связи С—С, равен 2,5/j^2 D. В соче
тании с неподвижной половиной молекулы это дает реЗультирую
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щий момент 2,5/1^2 D, нормальный к связи С—С, т. е. прибли
зительно 1 ,8D.

Очевидно, что при нормальных условиях молекулы (ХО) Н2С —
— СН2 (ОХ) свободно вращаются вокруг углеродной связи.

7.11. Из-за симметрии электрическое поле, создаваемое у каж 
дого данного иона другими ионами, будет равно нулю. Поэтому 
сегнетоэлектрическое состояние может быть обусловлено лишь 
дипольными полями, возникающими из-за электронной поляри
зуемости.

Очевидно, что сегнетоэлектрическое состояние с  полярной 
осью, нормальной к направлению ряда ионов, невозможно, потому 
что у каждого иона это поле будет противодействовать поляри
зации (хотя допустимо существование антисегнетоэлектрического 
решения). Поэтому полярная сегнетоэлектрическая ось, если она 
есть, должна быть параллельна ряду ионов.

Обозначим два разных иона через х и у ,  а их электронные поля
ризуемости — через а х и а у . Локальные поля у этих ионов будут 
соответственно Ех и Еу, а результирующие дипольные моменты 
ионов будут μχ и \ау . Тогда

где Е — приложенное внешнее поле, а а , b, с ,  d  — коэффициенты, 
характеризующие поля, создаваемые в положениях х и у  дру
гими диполями ряда.

Условие наличия сегнетоэлектрического состояния (спонтан
ной поляризации) заключается в том, чтобы ни μ χ, ни μ μ не 
обращались в нуль даже при Е =  0. Это приводит к условию

Рассматривая бесконечный ряд диполей, получаем следующий 
результат:

~~ ^  а^х bflyr Еу — — E -f- ομχ -j- άμα ,

где /о — расстояние между соседними ионами.

-L U 5З з · · -у g  .

\ о S  7Si j_ϊ_i_L _с____ і_!_i_L \_q_А — Jj:
I -t- 33 ~r 5 3 ------- ύ   ̂23 43 63 · · 7  — ύ  8 8

7.12. Предположим, что кристалл используется в качестве 
диэлектрика, помещенного между электродами. Пусть емкость



системы электродов в вакууме равна С0. Емкость С системы 
с диэлектриком тогда равна г гС(). Если приложено напряжение V, 
то для результирующего тока имеем

гРез = f aCV  = j m rCQV.
Для расчета комплексной диэлектрической проницаемости 

нужно записать полный ток:
ί'πο,πι =  /ω (ε' -  /ε") CnV.

В данном случае, очевидно, совпадающая по фазе компонента 
тока равна a>e"C0V. Безотносительно к геометрии конденсатора 
легко показать, что току, совпадающему по фазе с полем, отве
чает проводимость

σ = ωε"ε0,

откуда в нашем случае получаем σ «а 5,5 · 1СИ ом г1 · л г 1.
Коэффициент диффузии D можно найти, воспользовавшись 

формулой Эйнштейна
D = kT\x,/e

и соотношением между подвижностью и проводимостью
σ = Nа\хпе  ом~1 · л г1.

В нашем случае при Гг=«300°К получим £>я=;9-10"9 м%- с е к г1.
Поскольку собственная проводимость германия имеет порядок 

0,5 ολγ1 ■ то соответствующие значения ε" будут в 1000 раз 
больше, т. е. ε " ^  10 000 .

7.13. Применяя к «ящику с шарами» на поверхности сегнето- 
электрического вещества формулу Г аусса — Остроградского 
(^D ds  = ^q dv\, получаем, что там не должно быть свободных 
зарядов, D должно быть равно нулю, т. е. ε0Ε — Ρ  =  0, откуда 
£ = 2 ,8 · 1010 в -л г1.

Случайные заряды из окружающего воздуха очень быстро 
оседают на поверхности, пока не скомпенсируют заряды на по
верхности, обусловленные поляризацией. Очевидно, плотность 
этих зарядов должна быть равна —Р,  откуда, снова применяя 
ту же формулу, находим, что е 0Е — Р  = — Р,  т. е. в результате 
напряженность электрического поля падает до нуля.

Кубическая решетка с параметром 4 А содержит 1,56 · 1028 
ионов титана на 1 м3. Заряд каждого из них равен 4 -1 ,6 - 10 19 к, 
так что в принципе поляризация в 0,25 к/м2 должнао была бы 
получиться от сдвига ионов титана примерно на 0,25 А.

Дипольный момент на одну элементарную ячейку равен, оче
видно, поляризации Р,  деленной на число ячеек, содержащихся 
в 1 м3, т. е. около 1,6· 10 29 к -м,  или 4,8Ζλ Перовскитная струк
тура титаната бария такова, что локальное поле у ионов Ti4+ 
гораздо больше, чем поля у ионов в большинстве других веществ, 
а поэтому и возникает необычайно большая поляризация.

208



7.14. Энергия U, содержащаяся в пьезоэлектрике при посто
янной температуре, является функцией напряженности поля Е, 
механического напряжения Т, деформации 5  и индукции поля D. 
Малые изменения Е и Т вызывают малые изменения U, 
а именно

d U = D d E  +  S d T .

Известно, что U является полным дифференциалом, поэтому
д Р  \ __ / dS \  
дТ  ) Е ~ [ д Е  )т"

Отсюда следует, что пьезоэлектрический модуль d  в обоих урав
нениях—один и тот же.

Металлизованные обкладки замыкаются накоротко при сжа
тии, для того чтобы поле Е было равно нулю. Тогда S = sT  и 
D = Td.  Механическая энергия, затраченная при деформировании, 
равна  ̂T dS,  т. е. § (S/s) dS  или S 2/2s на единицу объема.

В процессе сжатия заряд Q, стекающий с одного электрода 
на другой, достаточен, чтобы уравновесить электрическую поля
ризацию. Но D — г0Е +  Р,  или в данном случае Q = Р —D = Td  = 
=  Sd/s.

Когда провод замыкается и механическое напряжение снима
ется, этот заряд Q становится изолированным и остается элек
тростатическая энергия Q2/2C, или a 2S 2/2s2e  на единицу объема. 
На практике отношение электростатической энергии к механи
ческой работе k2 может достигать значения 0,5 (если выбрать 
подходящий диэлектрический материал).

Если механическое сжатие кристалла фиксировано, то S  = 0, 
т. е.

D — e-fE 4- T d  — &тЕ-----  — ,
SE

и измеряемая диэлектрическая проницаемость будет равна

R  — d2
Е ~  &т se '

Если образец механически свободен, то Г  = 0 и D — e TE (т. е. 
ε/· —«обычная» диэлектрическая проницаемость). Разность между 
этими диэлектрическими проницаемостями равна k2e T. Очевидно, 
для механически зажатого образца диэлектрическая проницае
мость может оказаться значительно меньшей, чем для свободного.

На практике измерения є производятся на частотах столь 
высоких, что какие-либо механические деформации кристалла 
можно считать отсутствующими, что эквивалентно механической 
фиксации.

7.15. Электростатическая энергия диэлектрика (в дж )  по опре
делению равна интегралу § DE du,  а в переменном гармоническом
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поле энергия, выделяемая за один период, равна площади петли 
гистерезиса в координатах D — E.

У данного сегнетоэлектрика эта петля прямоугольная, и пло
щадь ее в одном квадранте равна Р иасыщЕс> т. е. площадь всей 
петли равна 4Рнасыщ£'с· Поэтому, если температура падает ниже Тс , 
то энергия, рассеиваемая за один период, будет равна 2 · 106 вт/м3, 
или 2 вт/см3 при понижении температуры на 1°. Это вполне при
годная для практики система стабилизации температуры, но она, 
конечно, ограничена температурами Кюри доступных сегнето- 
электриков.

8. Диамагнетизм и парамагнетизм

8.1. Формула для силы Лоренца имеет вид

Р  = є(е  +  - * х Н).\ с I
Для круговой орбиты

F = rm n 2r r Q, v x H ——cor#r0, E = ~ r 0 

и, следовательно,
2 р р2'Λ “ _тг<й2 +  — r t f  ω -  — j г0 =  О,

где г 0 —единичный вектор, совпадающий по направлению с г .  
Решая последнее уравнение относительно ω, получаем

еН i  / [  еН \2 . е2 ω =  -j- i / / iiУ2 тс У \ 2 тс j  тг3 *
В единицах СГС т я а  10~27 г, с  ̂  1010 см/сек, 10~10 ед. СГС, 

/-?*=; 10~8 см и обычно Н · 100 кэ\ отсюда
/ p H  />2
/ е п  ' - Ю24 и -А гя «  1032.\ 2тс j  тг

Следовательно,
^  еН i -■ Г  е2 

ω  2тс ψ тг3 ’
Последний член представляет собой угловую скорость при 

Н = 0. Ларморовская частота задается выражением
еН

ω ι  ~  2т с  '

8 .2 . Для основного состояния атома водорода

Ψ = ехр /-----—
К najj \ а„

где а0 (=  0,529 А) —радиус боровской орбиты,
_9
4
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Формула Ланжевена для молярной восприимчивости имеет вид
Ne2 VI —

Σ η ·%=■ Qmc2

Для атомарного водорода имеем

χ = . = —0,78· 10~6
6 т с 2· моль

8.3. Нетрудно показать, что

— , — 6 а%П + П
отсюда

χ = — 1,64-10-· ед. СГСМ/моль.

8.4. Если р (г) — функция плотности заряда, то заряд эле
мента объема dx равен

Q = 2πρ  ( r )  r 2 sin Θ dQ dr .

Наложение поля Н  вдоль оси z приводит к вращению системы 
зарядов с угловой скоростью ω =  — еН/2тс.

Для величины тока имеем

і = Q = ωр (r) r 2 sin Θ dQ dr.

По закону Ампера создаваемое током магнитное поле равно

d H = ~  i d s x r_ 
c r d

(если ток і выражен в ед. СГСЭ).
Благодаря симметрии компоненты этого поля, перпендикуляр

ные оси 2 (направление Н), отсутствуют. Поле в направлении 
оси z равно

dH = ----- — sin2 6 dO = — - )f> ^  r  sin3 θ άΦ dB dr.
cr с

Интегрирование дает
00

M  = - ^ \ ^ 4 n r * d r  = ~ - £ L . v E(0),
О

со

где ц>е (0) =   ̂ -~ ^-4лг2 dr  есть величина потенциала в начале
о

координат, обусловленная сферически симметричным распределе
нием заряда.

Следует отметить, что когда величина <р£ (0) отрицательна, 
ΔН  антипараллельно Н  (заряд электрона е  всегда отрицателен).
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8.5. Статистическая сумма Z задается выражением

dx d y  dz d p x p y d p z,

и для свободного электронного газа Ш — (тъ)2/2т. Канонический 
импульс р  и кинетический импульс тю связаны соотношением

m v —p  — — А,г  с  ’
где Л —векторный потенциал.

Переходя от канонического импульса к кинетическому, преоб
разуем элемент объема фазового пространства

dpx d p y dpz =  ( J )  m s d vx d v y dvz,
где ( J )  — якобиан

(J) = -

дрх дРх dpx
dvx dvy dvz

дРу дРу dPy
dvx dvy dvz

dPz (>Pz dpz
i dvx dvy ίΙυζ

m J

m 0 0 \
0 m 0 j = 1 , 
0 0 m l

имея в виду, что А есть функция от Η, χ, у ,  z и не зависит 
от vx, v,j, υ2. Поэтому статистическая сумма оказывается не завися
щей от Н:

СО

1  = I ехР ( -  ίΞ τ -) d = ж (2лткТУІг·
о

Следовательно,
M =NkT a in 1  

дН = 0 ,

а поэтому и χ = 0 , что соответствует классическому случаю.
8 .6 . Для частицы, находящейся в магнитном поле, гамильто

ниан задается выражением

■ i r ( p - ~ A J + v >я/С =

где Л —векторный потенциал.
Для свободного электронного газа V =  0. Далее, коммутатор 

[р,  А ] =  0 , так как  А — одна из функций координат, данных 
в задаче, и поэтому р  ■ А =  А р .  Тогда

^ Г  = -#- +  ~ р - Л2 т  1 w/' " ■А2.

а) В случае Ах =  
тронного гамильтониана имеем 
«w’ р г еН . , . е2# 2

я Л  --------(хру -  УРх) +

т с  г  ‘ 2 т с2

1/2Ну, Ау = 1/2Нх и Аг — 0 для элек-

2т 2 т с 8/пс2 (х2 +  Уъ) =
еН е2# 2

2т
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и его удобно переписать в виде

где

Поскольку операторы <3>Г, Lz и р г коммутируют друг
с другом, то собственная функция Ψ„,Μ/, Ρ у них общая (п , m t 
и Рг — соответствующие квантовые числа). Собственное значение 
«2? ’о—это энергия, связанная с двумерным осциллятором, колеб
лющимся с частотой ω = — еН/2тс в плоскости ху.

Таким образом, имеем

где η = 0 , 1, 2 , . . . ,  поскольку п  и m t одновременно являются 
либо четными, либо нечетными, и полная энергия не может быть 
отрицательной. Следовательно,

Так как операторы рх, р г и еЗГ коммутируют, а х и г —цик
лические координаты, то собственная функция этих операторов 
будет иметь вид

Поэтому

[ | ^ + ( 2Л +  1)/ш ]¥

%п = (п\£Г\п)  =  ̂ - ( 2 ц  +  1 ) Н ^ ,

б) В случае Ах =  — Ну, Ау =  0 и Αζ =  О

Ψ = ехр (ikxx) ехр (ikzz) F (у), 

где F (у) удовлетворяет уравнению

(8.6. 1)

здесь введено обозначение
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Пусть Уп = с р х1еН. Тогда

j l _  ι —
2т ' 2 т с2JL -t---------- ( 9 - Л )1 F № - ( * '  +  ! r

Мы получили уравнение для одномерного гармонического осцил
лятора с собственной частотой ωχ = — еН/me. Следовательно,

П +  y J ^ 1  +  ̂  = (2п +  1) Й“ +  2^·»
поскольку ωχ = 2ω.

И, наконец,
μ.= (2„ + ί) ^ | Γ ,

т. е. мы получили тот же результат, что и в случае (а) при п — ц.
в) Этот случай аналогичен случаю (б), только здесь одномер

ный осциллятор колеблется вдоль оси X и положение равновесия
Хо = -—сру/еН.

8.7. Согласно (8.6.1) для волновой функции имеем 
Ψ«, kx, kz =  ехр (ikxx) ехр (ikzz) F (у)

и положение равновесия осциллятора
сЫ х

У° = ~ н~ ·
Введение периодических граничных условий в направлении 

оси X дает
ехр (ikxx) = ехр [ikx (jc +  L*)]» или ехр (ikxLx) =  1, 

поэтому
kx =  2nnx/Lx,

где пх = ±  1, ± 2 , . . .
Пусть значение kx лежит в области fej <  <  &2> где наимень

шее и наибольшее значения квантового числа пх соответственно 
равны ^1Lv/2n и kzLxj2n.  Число состояний для интервала значе
ний kx равно

Но если потребовать, чтобы у 0 лежало внутри объема образца, 
то интервал разрешенных значений у 0 будет Ьу и, следовательно, 
область разрешенных значений kx будет

g - L , .

Подставляя значение kz — k± в соотношение для N, получаем 
следующее выражение для кратности вырождения уровней гар
монического осциллятора:

N =  -^ г  LxLy .
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8 .8 . Для L =  0 имеем: S = 1/2, J  =  1/г и M J = ± 1/2. Поскольку 
населенность уровня пропорциональна ехр (— %/kT), где Ш = 
= — μ//= ~Mjg\nBH,  то для чисел атомов N,/z и Λ/_ι/2 (в единице 
объема) на соответствующих уровнях с M j  = 1/2 h M j  =  — V2 имеем

Nih = C ехр (g\iBH!2kT), Ν- у ,  =  С ехр (—g\aBHl2kT).
Величина С определяется из условия

С [ехр (g\iBH!2kT) +  ехр (—g\iBH/2kT)} = N.
Отсюда

N ехр ( ι ;μΒΗ № Τ) N exp {— g ^ BH/2kT)
1 /2  o 'ph  i H / 9 b T \  ·2 ch (g\xBH;2kT) ’ 2 ch ^ BH/2kT) ‘

Намагниченность в данном случае равна произведению разно
сти населенностей двух уровней на атомный магнитный момент:

_  Г N ехР (SPrH !2kT ) N ехР (— g^BH 2̂kT) ]
~ ~ 2 ~ [  2 c h ( g p BH/2kT) 2 ch ( g^ BH!2kT)  |~

th (gu ;,H/2kT).

При 7  =  300 °K: Nt/t = 4,97· 1021 cm- 3, N - 4t = 5,03· 1021 см Λ  
Af 0,516 ед. СГСМмаги. момент ■ см

При Г = 4 °К: Л/1/2 = 3,0· 1021 см~3, N - 4, = 7,0· 1021 сл г\
Л1 = 37,2 ед. СГСМмагн. Момент * см

8.9. Из статистической механики известна формула для энтропии 
S  = k In W. В рассматриваемой задаче для W имеем

W = ------—-----  и Ν = Ν ι ·4 -Ν  1/w  N, , \N  ,, I < iT
/2  —  /2  *

Используя приближенную формулу Стирлинга (In N\ = N ln Ν — Ν), 
получим

5  =  k ( N 42 1 η +  Ν .  ν ,  I n
\ " ‘Λ -V 2

Обозначим разность A = N-i/2—Ni/2. Тогда AT_Vi =(iV +  A)/2, 
N4t = ( N - A ) j 2  и

S  = -*-fi\Mn + Δ  ln ^ ~ Л ^2 \JV 111 Л / 2 _ Д 2  Λ/-Ι-Δ  j '

Далее для внутренней энергии системы имеем Ш — Х! гg\iBHAr 
поэтому

^  1 и  л kT f . . .  4 N2 . . .  Λ? —ΔG — (N ln -дГ2_  д2 + Δ  lnЛ/2_Д2 I ^  JV-j-Δ  / '

При термодинамическом равновесии dG/dA = 0. Использование 
этого условия дает

JV- Δ  * μ Β// Л _



•Следовательно,
1 1 i qH

Μ = ~2~ Д^Ив = у

По определению восприимчивость χ = Μ/Η. При выполнении 
условия §μΒΗ <^kT нетрудно получить для χ выражение, не завися
щее от Н. В этом случае

, gVBfi  ̂ g μ вИ ^ Ν^μ%Η Ng\i%
2kT ^  2kT ’ 4kT ’ AkT '

8.10. Из результатов задачи 8.9 следует, что магнитная вос
приимчивость двухуровневой спиновой системы при условии 
g\iBHikT <; 1 задается соотношением χ = Ng^h/ikT.

Предположим, что g -факторы частиц типа 1 и 2 различны: 
g i  и g 2. Тогда

=  Ул ехр (— %і/ЬТ) +  Хг ехр (— ё 2/кТ) ^ _  'ν £?μ| . 0
ех р (— ^ι/*Γ) +  θ χ ρ (— Шг!кТ ) ' Ъ  ~~ 4/г7’ ’ 1 ~  ’

Следовательно,
g| + £ jexp (-M T )

4/гГ 1 -Ь ехр (— Д/*Г)
Здесь Д = ^ і — ^2. где и §2 — соответственно внутренние энер
гии подсистем 1 и 2 ; S1^>S2.

8.11. Пусть £ —энергетический уровень 3<і-злектрона до сня
тия вырождения. Энергетические уровни (ί =  1 , 2, 3, 4, 5) 
могут быть найдены из решения секулярного уравнения, но сна
чала надо вычислить матричные элементы

Ж  а  =  <ψ ί  I У  ί Ψ / > ·

Рассмотрим, например, а% 1̂2:
ОО

e S T j a  =  $ И I  / ( г > I3 хУг 2 (А х * +  В У3 +  С г 3 )  dx dy d z ·
— оо

Поскольку подынтегральная функция нечетна по λ' и у ,  то = 0. 
Аналогично в матричных элементах е/Г13, е%̂ 14, а?Г23, е%̂ 24.
® ^34, ^ 3 5  подынтегральные функции нечетны хотя бы по одной 
переменной и, следовательно, они также равны нулю.

Введем обозначения:

5 1 = \ I  / (г) Iа x*z2 dT =  5 Ι/(Γ) Ι2 ζ*χ2 = $ I / (г) I а  Уі г * dx и т. д.
5 2 = JI f  (r) I2 λ-2ζ2 άτ  и т. д .,

s 3 =  $ I f(r) I2 22 άτ и τ · д·

Тогда нетрудно показать, что

(r) j»* y * »d T = V aS „
5 1 /  (г) Iа X4 dx =  3 5 2, $ і /  (г) ί2 * 6 άτ  =  5S j.
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і ^ и  = ^  + у  β  +  5 1( 22 =  Л +.В +  c j  S lf

«^33  =  + £ + “з c j  S lt є%^44 =  4/л + Б + -д-С ) Su
^ 5 5  = 9 (Л '+ В  +  бС) S x — 6 (Л + 5  4-ЗС) 5 2 +  (Л -j-B-f-C) S 3, 

*^45  = ^ 5 4  =  2 (Л -  В)  (S , -  5 ,) .
М'атрица 5 x 5  состоит из диагональной 3 x 3  и недиагональной 
2 x 2  матриц. Для диагональной матрицы имеем

се>/ cvy* <£f сьу· <£, (PS/*
Є>1 —  Q/t  1Х, ©2 =  0 ^ 2 2 »  ^ 3  —  33*

Секулярное уравнение, соответствующее матрице 2 x 2 , имеет 
вид

0%'”44 — ίί' 45 I ____  ~
<Ъ/> сп//> g? , —  U  ·ОЛ 45 Q/1 55 — G  I

Следовательно,

Отсюда следует, что

Поскольку подкоренное выражение положительно, то 
Следовательно, поле ромбической решетки расщепляет пятикратно 
вырожденный энергетический уровень Ш на пять невырожденных 
уровней.

Для поля тетрагональной решетки (Л = В)  все недиагональ
ные элементы матрицы 5 x 5  равны нулю и =  это означает, 
что в этом случае уровень Ш расщепляется на три синглета и 
один дублет.

Чтобы установить обращение в нуль орбитального момента 
количества движения, надо показать, что

^  = <Ψί|Ζ-*|Ψί> = 0,

где г =  1, 2, 3, 4, 5; Lz = ~ i f l { x  щ  — Ψί — собственные функ
ции, отвечающие возмущению Зс?-уровня внутри кристаллической 
ромбической решетки.

Пусть
Ι „  = <Ψ,|Ζ«|Ψ,>.

Нетрудно установить, что
Ln = L2 2 = L33 — £44 — О,

поскольку подынтегральные выражения являются нечетными функ
циями хотя бы одной переменной. Кроме того, L55 =  0, поскольку 
1Л  =  0 .

Далее, поскольку оператор L z — эрмитов, то Li; = L*,·. Но каж 
дый элемент Lij  имеет множитель — i fi, поэтому

L ij  =  — Lji,  или — 0.
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Поскольку волновые функции Ψί являются линейными комбина
циями функций Ψί с вещественными коэффициентами, то

< ψ ; ΐ^ | ψ · ) = ο
для всех ί= 1 ,  2, 3, 4, 5. Следовательно, момент количества 
движения действительно обращается в нуль.

Для случая тетрагональной решетки исходные волновые функ
ции остаются теми же и при учете возмущения. Из предыдущих 
результатов для L,·,· немедленно следует, что орбитальный момент 
количества движения вновь исчезает и в этом случае.

Другой способ доказательства заключается в том, чтобы запи
сать оператор в виде

Функции от г ,  такие как  f ( r ) ,  входящие в собственные функции, 
инвариантны относительно Lz. Кроме того, из вида собственных 
функций и записи

видно, что элементы L n  всегда будут содержать множитель i  f i ,  
так что Ln будет либо комплексной величиной, либо нулем. 
Но Lz — эрмитов оператор. Поэтому I,·,· должны быть вещественными. 

Поскольку по определению

то, следовательно, диагональные матричные элементы равны нулю 
во всех пяти случаях.

8.12. Поскольку пространственное квантование отсутствует, 
то можно использовать классическую больцмановскую статистику. 

Для намагниченности в общем случае получим

где Θ —угол между μ и Н. Введем обозначения x =  ̂ =-cosB, а =

La =  § 'F*LZWi dx ( i = l ,  2, 3, 4, 5)

L,.,. = 5 W!L2Wt dx =  5 Ψ,Ζ,,Ψ? dx =  f l  Ψ ?Ζ Λ  dx)* = L*,

π
 ̂μ cos θ 2π sin 0 dB ■ exp (μΗ/kT)

M = о
n

2n  sin 9 de · exp (μΗ/kT)
о

Тогда в общем случае

а

а  а
j  е х dx

—a
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где L(a) — функция Ланжевена. Для а<^1 экспоненты можна 
разложить в ряд

1 _1_ i а2 - а3 i а 4 , а5 . а 6 . а 7 е±‘ = 1 ± а  +  - і г ± - гг +  о т± - -1-2 6 Г 24 —  120 τ  720 “  5040 --------
Отсюда путем алгебраического деления многочленов находим

, 2 +  “2 + І 2 '  +  360 l a a3 2α5
η , ° 3 , fl5 , a 7 α 3 45 +  945'

° +  3 +  60 +  2520 
Итак, для намагниченности получим

. .  , ,  ( а  а3 . 2а5 \ Νμ2Η

Выражение в правой части отвечает случаю а = μΗ/kT <^1, т. е. 
когда члены с а3 и а5 можно отбросить.

Этот результат можно получить также разложением экспонент 
подынтегральных выражений в исходном выражении для М.

8.13. Для монокристалла с восприимчивостью χ, находящегося 
в магнитном поле Н, энергия Ш в общем случае задается выра
жением

Ш = - \ Н - Х - Н ,
где

[  h i  Уп Х із '
X =  ( 7аг Улг Угз

\ X l 3  %23 Х з з  i

В главных осях тензора восприимчивости недиагональные эле
менты χι2, χ13, χ 23 равны нулю, и можно записать

Χ ιι =  Χΐι ЗС гг^Х г» Хзз =  Хз ·

Для направления поля //, задаваемого единичным вектором 
с компонентами I, m , ti по отношению к главным осям, имеем

% =  X i l2 +  %2m2 +  %3n 2.

Если образец состоит из большого числа хаотически ориенти
рованных кристаллов, то

1  =  / 'J 2 +  Уагп2 +  у у г 2.
Но _  _  ____

р  = m2 = n2 =  cos2 0,
где Θ —угол, составляемый направлением поля Н  с главными 
осями. Следовательно,

π

1 cos2 θ · 2π  sin θ db

=  У»
j  2 π  s i n  6  dd
о

Х  =  т ( Х і  +  Х 2 +  Х з ) ·
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8.14. Угловая часть волновых функций Зй-электрона может 
быть записана в виде

YiL2 =  CmP2(COS 6 ) ,

где р м  (cos Θ) — лежандровский многочлен второго порядка отно
сительно cos Θ. Любое умножение волновых функций Зй-электро- 
нов Y f Y f  дает многочлен четвертого порядка относительно 
cos θ. Поэтому его можно представить в виде суммы сферических 
гармоник до четвертого порядка. Например,

Р\ (cos θ) Р1г (cos θ) =  щ  [Pf (cos Θ) +  5PI (cos θ)].

В общем случае

к Г г Г =  Σ Σ { - 1 ) МР “  (cos Θ) ехр (Шф).
М =  — 4 / = 0

Сферические гармоники образуют полную ортонормированную 
систему функций, и поэтому потенциал V почти всегда можно 
записать в виде ряда

V = 2  2  Апт ]г пРп (cos Θ) ехр (гТшр).
т п

Зависимость от радиуса в данном случае несущественна и для 
простоты будет опущена. Следовательно,

4 4 2π

{ Μ \ ν η \Μ')= Σ Σ Σ Σ Ъ ( - 1 ) ΜΑ'ηη  1 S ехр [ί (Λί +  m) φ] X
Μ =  — 4 / =  0 m η  ϋ

χ

Далее
+ ι

π Μ$ Pi  (cos θ) Ρη (cos θ) sin 6 dB 
.0

ί/φ.

5 P ?  (χ) PH (X) dx =  | ± ^ j -  δ (η, I),
— 1

где x = cos9. Поскольку при /sg 4 этот интеграл равен нулю, то 
для п >  4 <М|У„|М'> = 0.

Чтобы показать, что матричные элементы равны нулю для 
нечетных п, рассмотрим отражения относительно начала коор
динат. Радиальная зависимость в этом случае не меняется, однако 
φ -^ -φ  +  π и Θ->-π — θ. Тогда

ехр (Шф) ехр [Ш  (φ +  л)] = (—\)м ехр (Шф), 
р " ( х )  =  ( _ 1/+ мр гм (— χ).

Отсюда следует, что при инверсии Υ ^  умножается на 
(—1)м (—1)Μ + ί = (—1)', так что Y f  — четная функция. Для п  
нечетного (M j V„ |Λί'> =  0, поскольку при отражении подынте
гральное выражение умножается на (—\)п — —1.
-22«



Общее доказательство требует более детального знакомства 
со свойствами сферических функций и может быть проведено 
следующим образом.

Рассмотрим волновую функцию

Ψ». I .m = f  (Г) P\ml (cos Θ) exp (t/ηφ) = f  (r) ST (θ, φ),
где ST — зональная, тессеральная или секториальная гармоника 
степени I. Рассмотрим

ψ ;  /, Л « .  /. т' = ! / (r) I* s r ’ (Θ, φ) S f ' (θ, φ).
Произведение rzs r*  = fi {x, У, z) — однородная функция коорди
нат χ, у ,  z степени /, поскольку она является пространственной 
гармоникой степени I, и аналогично r lST' = g i (x ,  у ,  г) —также 
однородная функция степени /. Отсюда

r 2lS f S T '  =  h i  (x,  у ,  z)

— однородная функция степени 21 (однако не обязательно про
странственная гармоника).

Теперь образуем
V =  h2 l (x, у ,  z ) - ( x 2 +  y 2 +  z2) k 2 , - 2 ( х ,  у ,  z )  =

=  h2 l {x, у ,  z) ~  r*k2l- 2 (х, у ,  г ) ,

где k 2[- 2 (x,  у ,  г)  — произвольная однородная функция х,  у ,  z сте
пени 21 , -2 .  Она содержит 1(21— 1) произвольных постоянных и 
является однородной функцией X, у ,  z степени 21.

Если V к тому же удовлетворяет уравнению Лапласа V2F = О, 
то У -  пространственная сферическая гармоника степени 21, так 
что V =  Υ 2ί.

Пусть действительно V2F = 0, тогда 1(21—1) произвольных 
коэффициентов функции &2,_2 (*. У, г ) будут определяться путем 
сравнения коэффициентов. Тогда функцию &2г_2 (лг, у ,  г)  можно 
считать известной и записать

r lST*ST' = h 2i (x, у ,  z) = Y 2i +  r 2k 2i - 2 (x, у ,  г).
Проделав то же с 62,_2 (х, у ,  г) ,  получим

r2/S f * S r  = r 2, +  r2r 2,_2 +  / -V -4 (*, У, г).
Продолжая эту процедуру, мы, наконец, получаем однородную 
функцию от x,  у ,  z  нулевой степени, которая является простран
ственной сферической гармоникой. Следовательно,

r2lS f  ST' = Y2i +  r 2Y2i-2 +  г4Г 2/_4 +  . . .  + r 2lY0,
или
Qtn* Qm' У 21 I Y 21-2 I Уы-i I τ V

b l  — — p a r  Τ  727=Г Г -r 2, 4 ■ Τ  · · ·  Τ  ' 0  =

=  Τ 21 +  7 2 , - 2  4 "  T 2i - i  - f -  . . . +  Τ ο ,

где функции Γ2, являются поверхностными гармониками.
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Все это можно записать в обозначениях секториальных, тес- 
серальных и зональных гармоник, т. е. [73]

г * =  2  cim)sT.
т=—k

Следовательно,

s f s r  = Σ  Σ  с(ьт)Ж ’
k m— —k

где β =  0, 2, 4, . . . ,  21. Наконец, для волновой функции типа 3d

4 u A m'=\f(r)\2lc0+ Σ  C(2m)S2 + Σ  сГЩ ,
\ т  — — 2 т  =  — 4 /

или
=  і /  i r )  |2 [А ) “Ь  с чТ  і  4 "  с і Т ί \  ■

Рассмотрим матричный элемент άτ,  где
со п

V= 2  Σ  АпГпРпт ' (COS Θ) ех р  (t/шр).
п  =  0  т  —  —  п

Функцию V можно записать в виде
СО

ν= Σ  Впгптп,
п — О

тогда матричный элемент будет суммой интегралов вида
СО п 2к

ckBi 5 r lTkTidx = ckBi § гш dr  J TkTt s in  Θ db dcp.
0  0  0

Но поскольку для к . ф і  благодаря ортогональности поверхностных 
гармоник

л  2π

$ $ TkTiSinb d§ d y  = 0,
о о

со
то члены V = 2  В пг пТп с п ф  0, 2, 4 не дадут вклада в матрич-

••г =  0

ный элемент. Поэтому в разложении для V следует учитывать 
только члены с п  =  2, 4 (член с п = 0 дает только константу). 
Следовательно, можно записать

и сразу получить требуемый результат.
8.15. Из термодинамики известно, что

г^ (  дМ  \9 / дН \



В силу закона Кюри М =  СН/Т имеем
(дМ_\ _  _  СН_ / дН  \ __
\ дТ ) н  ~  Τ2 ’ \ дЛ1 ) т ~  С '

Подставляя значения [ j p f r jH и в исходное выражение,
получаем требуемый результат.

8.16. Согласно статистике Больцмана доля ионов, находящихся 
на верхнем энергетическом уровне, равна

ехр (— δ/kT)
1 + ехр  (— δ/kT) ’

где δ —разность энергии уровней. Для полной энергии имеем
φ _  Νδ ех р  (— δ/kT)

1 +  е х р (— δ/kT) -

Тогда для удельной теплоемкости Сн  = (дШ/дТ)н  получим
с  δ 2Ν ехр (— δ/kT) 

н ~  kT2 [1 + ех р  (— δ/kT)]2 '

Поскольку 2 кал ■ г р а д - 1 ■ моль_1 и для хромо-калиевых квас
цов б = /е/4, то для Сн-о (в кал ■ г р а д  1 ■ моль-1) имеем:

р  _  е х р (— 1/4 Г)
“О 8Г2 [1 + е х р (— 1/4Г)]2 ‘

Г рафик удельной теплоемкости для Т <  1 °К приведен на 
рис. 8.16.1. Для металлов при низких температурах Ск = Л Г +  
+  ВТ 3. При Т  <  1 °К линейный член, обусловленный электронами

Сн,пал-моль1· гра д '1

Рис. 8 .16.1 . Температурная зависимость удельной теплоемкости хромо-калие
вых квасцов в интервале температур от 0 до 1 °К.

проводимости, доминирует, что показано прямой пунктирной 
линией на графике. Следует отметить, что для металлов мак
симум удельной теплоемкости отсутствует. При адиабатическом
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размагничивании

7\ =  7Y ken
8^вн  '

где Τχ и Т2 — соответственно начальная и конечная температуры. 
Используя исходные данные, получаем Т2 = 0 ,19 °К.

8.17. Исключая из выражений для χ' и χ" величину ωτΧ и 
приравнивая результаты, получаем соотношение

χ__
х7

У-s

2χΤ
Ч 2 
2 )

которое представляет собой уравнение окружности, имеющей центр
X  о ~{— j· \

, 0  и пересекающейся с осью абсцисс в точкахв точке 2/.7
на рис. 8.17.1.

β

Г  \

Σ  (  $
Хт .1 * I r ^ _ L

Рис. 8.17.1. Зависимость χ"/χт от 
Ґ/Хт-

Рис. 8.18.1. Контур С.

Нетрудно также получить выражение для tgtp:

Ґ/У. τtgcp = = ωτι.
{t' l lT) - { t s I l T)

8.18. Подставляя выражение для χ '(ω ) в соотношение Кра- 
мерса — Кронига для χ"(ω0), получаем

І'(Щ) '/■Л f
π  }

άω ωο (Хг-Xs)
Μ

άω
( 1 + ω 2τ?) (ω2 — ω|) ’

Традиционный способ решения заключается в интегрировании 
в комплексной плоскости. Чтобы вычислить первый член правой 
части, рассмотрим интеграл по контуру С

dz

где 2 =  ω-4-ίβ  (контур С показан на рис. 8.18.1). Тогда
(* dzФ -г-; = 2лі  x  (сумма вычетов в полюсах внутри С) =  0.J  2 —0)5
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Но
— Р — ω0 (Оо — Р

§
dz  _  f  d(o , I' άω  . Ρ dio .

ζ2 —ω§ J ω2 —(oj J ω 2 —ωδ +  J ω2 — ω§ ·"
— Λ Ρ —(Οο ω0 + ρ

h- s ^ + s ^ + s
dz

Далее
Р dz
J  г 2 — ωϋ
с «

iRe™ d6 
(RV^- ω ^

С
j  /?2-

nR
a>5 R2 — g>5

При R ^ - c o  этот интеграл стремится к нулю, как Щ . Кроме того,

dz -  =  — in  χ  (вычет в точке 2 = ω0) :lim ί  -
р - о  1  г*

Аналогичным образом получим
, .  f  dz  i nlim \ = V - .о-»o '  г2-со5 2ω0

ίπ
2ω0*

p^ ° c 'СР
LfJ

С ледовательно, при R -+ co  и р - > 0  имеем: ί  - / ω- ■ =  0. И нгег-
J  ω2 — щ

рал во втором члене можно записать в виде
оо

S
da> и Λα

( 1 + ω 2τ ΐ ) ( ω 2 — ω§) τ'ί j  (ω +  ω0) (ω  — ω0) (ω +  г'/тх) (ω — і/тг) '
— οο — со

Применяя метод, аналогичный использованному ранее, находим
ОО

[  У ,--------9 ^Г7~5------- ЗТ =  [(вычет В точке 2 =  — )  - f  (ВЬІЧЄТ Вз  (1 — ω 2τ ΐ)  (ω2 —ω^) τ χ [Д tJ  γ  2 '
—  ΟΟ

точке г =  — ω0) +  -j· (вычет в точке г = ω0) j  = — ·

Итак, для χ"(ω0) окончательно получаем

1 + ω 5 τ ι

Для вещественной части сначала получаем: х$ = )( ' (°о). Тогда
СО

(Хг—Xs) τι f  ωάω
х' Ы  =  ъ-

8  Задачи по физике

(1+ ω 2τ|)(ω3 — «о)‘
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ОО

1 С ω2 ύίω

Интеграл можно вычислить, если учесть, что

is
2 п і

(w + ̂ j  ^ω — ̂ ( ω  + ω0) (ω —ω0)

, чке +

+  і  (вычет в точке г = -< * ,)] _  -( , + " τ;)τ>

вычет в точке z =  —) +  4  (вычет в точке г =  ω0) +
1

+  -
Следовательно,

χ'(ωο) = χ5 + χ ^ ·

Следует отметить, что интегралы могут быть непосредственно 
вычислены элементарным способом, если их разложить на элемен
тарные дроби и учесть, что

оо π

Hf = где ^(^gs·о о
8.19. По определению время спин-решеточной релаксации 

определяется уравнением

^  =  - ± {Мг- М 0), (8.19.1)

где М г и М0 — соответственно значения мгновенной и равновесной 
намагниченностей.

Пусть Ν:, N j , . . . —  равновесные, a «,·, t y ,  . . .  —мгновенные 
населенности г-го и j -го уровней. Тогда

Ν ι = Ν ™2£-ζ Ά , m  =  P b M iL ,

где $ = l/kTs и §0 =l/kT0. Здесь Z =  ̂ е х р  (— β£,·) — статистиче-
І

ская сумма, Лґ —полная заселенность, Ts — спиновая температура 
и Г0 — решеточная температура. Если то имеем

Ni  =  ~  ( 1  -  P „ S i ) ,  Пі =  ( 1  -  0 і).  ( 8 . 1 9 . 2 )
При равновесии

о.
/ /

До установления равновесия

- т г - 2 У < / - 2 У * ·/ І
Вычитая одно выражение из другого, получаем

-  ж  =  2 [{tli -  Ni) Ρι> - {rij -  Nj) P j i lj
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П одставляя  щ и Nh находим

-  dn‘ = т 2  № ,Ρ μ  -  StP ,j) (β -  βο)].dt
і

Д ал ее , если β ЬЖі) -< 1 и Р и  =  Р п , то

-  4 г = τ  2 ^  ^ (β -  βο)· (8· 19-3)
У м нож ая обе части уравнени я на £,· и суммируя по і ,  получаем

-  2  ■Шіч г = ί  2 2 {&> - Ші) (β - βο)·
ί φ ϊ

Аналогичное выражение получится, если поменять местами 
индексы і и /. Сложение этих двух уравнений дает

-  2 2  * . 5 - = -  22  */ ж  -  -  ί  2  Σ р>/ (*/ ■ - №  -  w  ■
ί  І І Ф  І

(8.19.4)

Затем, умножая обе части уравнения (8.19.3) на и суммируя 
по і и j  (кроме случая ι =  /), получаем

-  2  2 f ' 4 r = ΐ  2  2 f  г) (β ~ βο) ·
і  ф  і  і  ф  j

Аналогичное выражение получается, если поменять местами 
индексы і  и j .  Сложение этих двух последних уравнений дает

- 2 2  ш^ г = т  2  2 Pi ’ - Ші)* (β -  βο)· (8· 19·5)
і ф і  і ф і

Сравнивая уравнения (8.19.4) и (8.19.5), мы видим, что

2 * ‘ ч г = 2 ш' ч г ~ - 2 2 * ' ч г ·  <8 Л 9 б >
і  1 І Ф  І

Из (8.19.2) следует, что Тогда

2 > < τ  =  - τ Σ * < 1 · (8Л9'7)
І і

- 2 Σ Σ &>4 γ ^ ύ Σ Σ  t  ’ (8· 19·8)
і Ф І і Ф І

Σ ^ > 4 γ - - ύ Σ ρ ! ^ ·  <8 ·19·9>
І і
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Уравнения (8.19.7) и (8.19.9) имеют п  членов, содержащих 
а уравнение (8.19.8) содержит п ( п — 1) членов с 2 где
п  — полное число энергетических уровней. Умножая уравнения
(8.19.7) и (8.19.9) на (я — 1) и складывая уравнения (8.19.7),
(8.19.8) и (8.19.9), а также используя соотношение (8.19.6),
получаем

Учитывая закон Кюри М = СН/Т, это уравнение можно запи
сать так:

Сравнивая его с уравнением (8.19.1), мы приходим к следующему 
результату:

Недиагональные компоненты матрицы равны нулю. Приравнивая 
нулю определитель, получим секулярное уравнение, решение 
которого дает

В этом случае синглетный уровень (М $ = 0) является основным 
состоянием, в то время как  возбужденное состояние является 
дублетом (Л1̂  = ± 1 ) .  Расщепление в нулевом поле отвечает раз
ности уровней А&, равной D.

8.21. Как обычно, примем

і ί ψ ί  
Сравнивая уравнения (8.19.4) и (8.19.10), находим

d M z
d t

<11 ^  11>= д а в Я  +  VsD, <o І « а г , 10) =  -  */3d , 
< _ l | ^ j _ l  >==_ № вя  +  і/3о .

&+11- і =  ± д а вЯ  +  1/30  и Ш0 = — 2/3D.

S± = Sx ± iSy. (8 .21 .1)



Тогда S'i — S'y = 1/2 (S+ +  S1). Далее для H\\z, 5  =  1 спиновый 
гамильтониан имеет вид

«ЯГ, = g ^ s H S ,  +  D ( S l -  2/з) +  ч $ е (S%. +  Si.).
При вычислении матричных элементов полезно иметь в виду, что

5 + |M )  =  [S ( S  +  l ) - M ( M  +  l)]V2|M  +  l ) ,
5 _  I М )  =  [ 5  ( 5 +  1) —  УИ (A i  —  1)]1/г |Л4 —  1). ν>·η ·ζ )

Тогда
<^s\l )=gzVBH\  1> +  VsD|1) +  § c | - 1) ,

так как SL | 1) =  S_21/2 | 0> = 2 1 — 1) . Далее

^ s \ 0 )  = - V 3D\0),
M ' s  1-1) =  - і & в Н  I -  1) +  V 3 D I -  1) +  Ш с  \ 1).

Отсюда
< 1 j ^  і 0) = < -  1 І Ж  s I 0> = <01 j 1) = <01 «ST, I -  1) = 0 ,

< - l | ^ r s | - l )  =  - № tf +  V3D,
< 0 1 ^ !0 )  = - 2/3 D,

< l | a5Ts ! - l )  =  < - l | ar s | l )  =  ^ .

Секулярное уравнение имеет вид 

Чз&— ̂
0 - 2  /3D - g  0

О — + l/'jD — %?С

= 0 ,

или
(%D  +  Ш) [(V*D -  -  § Ιμ%Η* -  &η = 0.

Из первого сомножителя получаем, что

i ^ = - m
а из второго

&>,з = VsD ±  ( g m i H 2 +
8.22. По определению

gi/==2(6i/- X A ij), где
П Шп — ё  1

11) — основное состояние и Ьц — символ Кронекера. По существу 
задача сводится к расчету матричных элементов.

Запишем операторы:

ІХ = іН[ г Щ - у & ) ’

Ly =  i1l(x i - Zi ) '  

1 ‘ = іП\ у к ~ х й '
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Поскольку Lx |1) = — ih  Y i b y z  — — ih\ 4), то, следовательно,
(2 IL* I 1) =  ( 3 1L* j 1) = <5 j L.v | 1> = 0,

<4 I Lx I l> = - i f t ,  ( 1 1L* | 4) = (4 1L* 11)* =  ih.  
Аналогично

Ly \ 1> =  — tft|5>.
Следовательно,

<21 -Li/11) =  <3 j I 1 > = <41 L v I 1> = 0,

<5j Ly \ 1) =  — if l , <1 \Ly\5} — iU.
Далее 

так что

Наконец,

Lz i  l ) = 2 i h  j 3),

<2|L*|1> =  <4|^|1) = <5|L,|1> = 0, 
<3|L,|l> = 2ift, < 1! ^  13) = — 2ІЙ.

{\\Lx \2) {4\LtJ\\) <1 \ LX\3) ( 3 \Ly \ 1)
Лад = ------- 5----5-----------h

« ,-«1  £ . - £ l
J  1\ П I I S'i (5  f L..I 1\

0 ,
<1 i 4) <4 I 1) <1 ]L*| 5) <5 ! Ζ,̂ Ι 1)

Ш,-Шх 1 g . - g i
1

так как хотя бы один из множителей каждого числителя равен 
нулю.

Аналогично находим

AXz -- Ау Х =  Аy z =  Α ,^ =  -\ ~Л =  0 ,

А ,, : g 4- g a ’

Отсюда

А УУ =  -<е U'  X, - -Vv.v (ПОСКОЛЬКУ § 4  =  ^ 5) .  
<55 —

\ №— о? *> ·С?3 — δι

о Л М*2 \ o l i  4№g± = g*.v = gi,y = 2 ( l - - — ^  , g| = & = 2  1
£ 4 - £ ι / ’ 611 s  I  S a - S t l

8.23. Для указанных условий в выражении для S+, опреде
ленном соотношением (8.21.1), J ± =  J x ± i J y и спиновый гамиль
тониан может быть записан в виде

Ж  а =  m n H S z  +  A S sJ z +  V.B (S+J -  +  S J , r).

Матричные элементы (Msmj \ s \ Msmj) могут быть легко рассчи
таны с помощью соотношений (8 .21 .2) и аналогичных соотношений 
для J+ и J — Результаты такого расчета приведены в табл. 8.23.1.
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Т а б л и ц а  8.23.1

<
П

|

7
7 o 'о o '

о "

7 о
7
о

7
7

< п  s SijH ц Н 0 0 0 0 0 0 0 0
( 1 - 1 0 В Н ~ А 0 в 0 0 0 0 0
( — и ; 0 1 0 - ~ & ^ В Н - А в 0 0 0 0 0
(00 0 в в 0 0 0 0 0 0
<10 І 0 0 0 0 Д В 1' 0 в 0 0

( - 1 0 0 0 0 0 0 —β||μβ Η 0 в 0
(01 ! 0 0 0 0 в 0 0 0 0

( 0 - 1  : 0 0 0 0 0 в 0 0 0
( - 1 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 —g\\μ β Η  +  Л

Очевидно, что для первых двух энергетических уровней 
g 1>2 =  ±g(| μ ΒΗ +  Α.

Решение уравнения
Г - Д - g  О В
О В
в в

=  0

дает еще три энергетических уровня.
Последние четыре энергетических уровня могут быть получены 

из уравнения

=  0 .

8.24. Спиновый гамильтониан системы спинов можно записать
в виде &//■> . Су/->

S =  ^  SS +  г »

где <Жss — оператор спин-спинового взаимодействия

0 в 0

0 - ψ Β Η ~ % 0 в

в 0 - Ш 0
0 в 0 - ш

Ж .
„ Y  gntgnj f , , 3 (nj ■ J i )  (Гц · У/) І

; [ІВп L . “75 І / і ' *V r3
/>.· a L и J

<2%^ — оператор взаимодействия с полем (зеемановская энергия)

£ Г г =  —  М гН , где Мг =
І

(здесь индексы 11 относятся к ядерным величинам).
Внутренняя энергия % задается соотношением

s= < «ar> = sp [p ea r],
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где р —матрица плотности

" - “ Р ( - Ж 7  -  Ш  s p H ( - ж : - Ш
Так как &ЙГ kT , то экспоненту можно разложить в ряд 

и пренебречь членами второго и более высокого порядков. Тогда
/ C Y/^ \  . г  с ь у г  с->//-‘ -I

^ ___ { \ ОУЬ 5 5 ОЛ Z \ / I 1 S S  Z I
Р ~ Г  kTss k T j / ь P L 1 kTss kTz J -

Замечая, что
Sp F J  = Sp μ τ  J  = Sp = o,

можно записать
* _ < ^ r > _ s P [ - g - f 3 ] / Sp [1 ].

Локальное спин-спиновое поле определяется как 

« S T f^ S p  [ Sp [М і].
Следовательно,

*  =  (=ЯГ> =  -  Sp Л « + ^ i  M il/  Sp [1] =  const · +  £ ) .
L 5 5 Z ~j' \ S S -c·/

Этот же результат легко получить классическим путем, исполь
зуя статистику Больцмана.

Первоначально #  = — 100 э ,  HSS = 3Q э, Тг =  — 5 °К и Tss — 
=  +  5°К , в то время как  в состоянии равновесия #  =  — 100 э,  
Hss = 30d, Tz = Tss = To-

Из закона сохранения энергии имеем

(30)2 +  (100)2 _  (30)2 (100)2
%  “ 5 5 ’

т. е. Т0 =  — 6 °К.
Выключая поле, получаем адиабатическое охлаждение. В этом 

случае
Τι _  <ді
Го “  Шо

где Ш0 и ^  — энергии до и после выключения поля, равного 100 з. 
Следовательно,

ТЛ -  ( У72 -  Г (3Q)2 Г  (R 24 Пт0~\щ3+т) ~ [ ( m o)2+ ( зо )2 j  .

и поскольку Т0 =  — 6 °К, то
7\ =  — 1,7 °К.

И, наконец, в случае, когда поле адиабатически достигает 
значения 100 э,  из уравнения (8.24.1) получаем, что температура 
становится равной — 6 °К.
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9. Ферромагнетизм, антиферромагнетизм 
и ферримагнетизм

9.1. Магнитный момент единицы объема, называемый обычно 
намагниченностью, задается уравнением

М —N\iL(y), (9.1.1)
где

L(y)  = c t h y - j ,  y = ^ f

(μ — атомный магнитный дипольный момент, Ht — полное магнит
ное поле, действующее на диполь). В соответствии с вейссовской 
теорией молекулярного поля ферромагнетизма предполагается, 
что

Hf = H +  N'M;
здесь Нт = N'M — внутреннее поле, называемое молекулярным 
или обменным полем, N' — постоянная молекулярного поля. При 
Т <  Тс  ферромагнетики обладают спонтанной намагниченностью 
и можно положить Я  = 0. Сле
довательно,

у  =  μΛ';'/ί Τ̂ ). (9.1.2)

Если положить М  (0) = Λ̂ μ, 
то уравнения (9.1.1) и (9.1.2) 
могут быть записаны в виде

М{ 0) Wh
М ( Т )  kT 
М (0) μ^Ν Ν '^'

Эти два уравнения могут быть 
решены графическим построением зависимости М (Т)/М (0) от 
у  (рис. 9.1.1).

В области Т < Т С возможны два случая, а именно: М (Т)/М (0) = 
=  0 и М (Т)/М (0) ψ  0 . Обозначим через U0 значение внутренней 
энергии в отсутствие намагниченности. Если намагниченность 
ферромагнетика отлична от нуля, выражение для его внутренней 
энергии имеет вид

м
и 0 -  § Hm d M = U 0-  i  Ν'[Μ (Τ)]2.

о

Так как намагниченное состояние характеризуется более низ
кой внутренней энергией, состояние с М  (Т)/М (0) Ф  0 является 
стабильным в области 0 < Т < . Т с -
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Температура, соответствующая точке касания прямой линии 
с кривой, определяется как температура Кюри. Это имеет место 
при у  =  0, где Λί(7")=±0. Для случая, когда г/< 1,

ш ~

Приравнивая угловые коэффициенты двух кривых, находим

T = VlK дг', 
с  3k

Далее можно записать
М(Т) т
М (0) з г,с

Вблизи Тс  у - * -  0 , и, следовательно, в этой области
ГМ ( Г)

з I і г сΙΛί (0) .

В парамагнитной области, когда Т >  Тс,  у  мало, поэтому

M{T) = N± y = ^ ( H  +  N'M).

В этом случае для восприимчивости получим 
Μ _  Α/2μ2/3£ С

% Η Τ-(Ν μ°-Ν '№ ) '  Т - Т ,с
где с  =  Λ/2μ*/3Α и Tc  = N'C.

9.2. Как известно, удельная теплоемкость определяется как 
производная внутренней энергии ί/ίρ по температуре

dU„n 1 d
= - t n ' Я г ІМ №

Из полуклассической теории ферромагнетизма, основанной на мо
дели молекулярного поля, известно, что

М (Т)
М (0) ~

где B j (л:) —функция Бриллюэна,

R  - -  +  1 p fb  ___ L c th  —W  — 2J  2J  2J  2J  ’

Далее, следуя тем же путем, что и при решении задачи 9.1, 
получим

Λ7 7 -г W i - ' i - ' + l ) . . ,  М(Т) _ J + \  ТM(Q) = Ng]iBJ ,  Тс  —------- ----------N ,  м  (0  ̂ ЗУ тс х·
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Используя эти соотношения, найдем выражение для удельной 
теплоемкости

r  _  3JNk d  [Μ (Т)/М (0)Р  
2 ( У + 1 )  d ( T / T c )

Для случая /= 1/2, g== 2

г  = -  ‘ Nk .ЛІАі<ГУА€(ОД-_
'sp  — 2 Л d (T / Tc )

В этом случае
Ж П - t h r
М ( 0) 1 ’ М ( 0) тс

Следовательно, для отношения М (Т)/М (0) имеем 
M (T) _  th [М ( Т у м  (О)]2 
М (0) ~  Т/Тс

Теперь можно непосредственно вычислить производную
d  [М (ТУ'М (О)]2 .■— , т  т  . , что сразу приводит к требуемому выражениюa ( i /і с )

^  п  г г  г г  th [Λί(Γ)/Λί(0)1для Csp. При T f ^ T c ,  используя разложение в р я д ——f j f -----  >
получаем

Μ  (Τ) _  М (Т)/М (0) 1 ГМ (Т)/М (0) 13
М  (0) т/тс

1 ГМ (Т)/М (0) 13

3 L Т1Тс  J +
Следовательно, в этом приближении

I M l L ?  . ~ 3 ( L \ 2 (\  _  _ т
[ A i ( 0 ) J  ' 0 [ тс )  ( /  Тс ) ~ 0 у  Тс

поскольку (Г/Гс)2^  1. Подстановка этого результата в точное 
выражение для Csp дает

3 L  2Τ(ί\ Nk.Csp — 2  V3  T )

Заметим, что полученное выражение является плохой аппрокси
мацией для температур, значительно меньших Тс  (т. е. при 
Т < Т С).

9.3. Обменный гамильтониан можно записать в виде

QSI· = ~ 2л У  [ у  ( S t S j  +  StS})  +  SziS,j],

где S± = Sx ± i S y .  Заметим, что
5 + |Χβ> =  1 ІХ а). 5 - | χ β )  =  1 Ιχ ρ ) ,

I Χβ) ~  1//2 ! Χα) > ! χ α)  =  1/2 I Χβ) ·

Сначала рассмотрим члены, не содержащие операторов, опи
сывающих обращение спина (такие операторы снабдим индексом w).
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Тогда
1/2 (S ?S7 +  5 <-S ? )x IB = 0 f

— 2 J e v  SziSzjXv, =  —V4J ez (N -  2) %w для і, j  φ  w.
Здесь г —число ближайших соседей (в нашем случае оно равно 2); 
коэффициент 1/2 введен, чтобы взаимодействие между парами ато
мов учитывалось только один раз. Для членов с i =  w  находим 

2 2

' 2Jе ̂2 (SWSW SiySw + k) Xw ~ Je
k=\ k= 1

где %w+k — спиновая часть волновой функции атома с номером 
w  +  k, в котором спин повернут (направлен вниз), когда у атома 
с номером w  спин направлен вверх. Итак,

г

' .Σ  = 2
k  =  \

Следовательно, если X является собственной волновой функ
цией оператора «ЗҐ, то

N  N

2  Ск> [  ̂+  2 Ш ~  4) J e j X®. +  J e 2  (tw-1 +  Хда+l) = 0.
ie> = 1 w — 1

Требования выполнения циклических граничных условий сво
дятся к равенству cw+n  = cw. Тогда последний член можно запи
сать в виде

N

Je î w+l +  Cw—l) Xw·
w — 1

Поэтому уравнение для c w справедливо для всех значений w,  
удовлетворяющих рекуррентному соотношению

c w \β —1/2 {Ν — 4) J e] J e (Сщ,+1 -f- c w-i)  =  0.
Решение вида c w = ехр (ikwa) удовлетворяет этому соотношению 
(здесь k — волновое число, а  —расстояние между соседними спи
нами цепочки). Циклические граничные условия сразу дают раз
решенные значения k:

toV_Q  j + 2 -ь  —2π и, __ ί ,  _ ζ ,  _  2 .

Подстановка c w в рекуррентное соотношение дает дисперсион
ный закон

^ +  V2 (N —■ 4) J e +  2J е c o s  ka = 0 .
Дисперсионный закон для спиновых волн отвечает случаю малых 
значений k\ полагая cos ka яа  1 — 1l2a2k2, получим

Ш — — J ek2a2,
где Ш0 =  —%!zNJe — энергия основного состояния.
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9.4. Существует много различных способов решения этой 
задачи, но используемый ниже подход является физически более 
наглядным.

Связанный со спином 5,- угловой момент есть 0  = hSi.  Для 
случая, когда действуют только обменные силы, гамильтониан 
для атома с магнитным моментом μ, можно записать в виде

=  -  2 /Д . J  Sr =  -  gixnSi y S j  = ~  μ,·//*,
і і

где Не — эквивалентное обменное поле,

f f  _  ~£е  С .
Пе ~ уП Zi  >'

Поскольку вращающий момент, действующий на магнитный мо
мент, равен векторному Произведению μι  χ  Не, то в итоге имеем

d. ( n S i )
^ = 2  J e S i X ^ S j .d t

За исходный мы взяли спин Si, который лежит в плоскости 
У - г ,

Si —j S  sin 6 -f- kS  cos Θ.

Ближайшие спины в линейной цепочке и 5 1+1 будут повер
нуты соответственно на углы — ka и -\-ka по отношению к Si.
Так,

Si+l — — i S  sin S s i nka  +  J S  sin θ cos ka-\-kS cos 6,
S i -1 =  iS  s in  8 s in fo z -K / S  s in  6 c o s & c  +  fcS c o s  6.

Если ω —угловая скорость прецессии, то из уравнений движения 
получим

/й©р = /252 sin θ cos θ (1 — cos &α).

Для малых k положим cos ka 1 — 1/2k‘i a2, тогда 
feop = 2 J eS 2k2a2 sin 6 cos 9.

Поскольку S  = V2, s in 0 = p/S и c o s O ^ l,  to
Й® = J ek2a2. (9.4.1)

9.5. В двумерном случае число состояний между k и k +  dk
задается выражением

C(k)dk = 2- ^ .

Д ля спиновой волны 8k — J ek2a2 (см. задачи 9.3 и 9.4), тогда

С (<£k) dMk =  ~  η^-ζ dMk
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Далее

η =  \ nkC ф к) S k,
о

где nk — среднее число спиновых волн с волновым вектором к  
при температуре Т, а п — среднее число возбужденных спиновых 
волн. «Газ спиновых волн» подчиняется статистике Бозе —Эйн
штейна и является полностью вырожденным,

- 1
* e x p (% k/kT)— 1

Следовательно,
ОО

VkT С dx 
П ~  4  n J ea* } ех -  1 ’

О

где x = Sk/kT. Из непосредственного интегрирования
ОО

S =  [л-— in (е* — i)u»
о

видно, что этот интеграл расходится на нижнем пределе.
Изменение спонтанной намагниченности AM в результате 

возбуждения спиновых волн описывается соотношением
п  AM 
N ~~ М (0) ’

где Л̂ —число атомных магнитных диполей. Очевидно, что при 
п - у о о  М (0)-* -0 , поэтому существование двумерной ферромаг
нитной решетки в этом случае невозможно.

9.6. Намагниченность в данном случае равна произведению μΒ 
на разность между числами электронов с прямым и противопо
ложным направлением спинов:

Μ = μ Β Ψ  (*) -  ζΝ νΝ μ η  - F [ S  (k) +  ζΝ ψΝμδ]} d t .

Здесь F φ )  — функция распределения Ферми — Дирака 
р  1

( е х р [ ( Ш ~ Ш Р) / к Ц + і ’

где (Sp — энергия Ферми, С ф )  dM — плотность состояний для 
электронного газа

и %{k) =  h 2k*/2m*. При Т =  0°К  имеем
F ф )  — 1 для %<ζΝΝψμ% +  £ρ,
F ф )  —0 для %> ζΝΝν’μ% +  %ρ.

00
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Следовательно,

Μ
μΰ  /2m*\3/2

(2л)1 \ № $ V % dS
f  ρ  — ζΝΝ ψμ.%

jj Vs'd8) =

=  m  ( ΐ ) 3/2 [{ ё р +  V W w b ) 2' 3 -  ( « F  -  ζ ^ 1Γμ|)3/2].

Прежде чем перейти к окончательным результатам, запишем 

W  = NNw\l%, С (S) d i  =  2Ь \ГШ dt£,

где b =  const (без учета молекулярного поля), а энергия Ферми 
определяется условием

N = 2 J C ( S ) d $  = - j b 8 f/ a.

Отсюда
= 4  д а 3/2,

где jV —число ^-электронов в системе.
Сначала будем считать, что все энергетические уровни вплоть 

до уровня Ферми Sp заполнены и на каждом — по два электрона

а) 6)
Рис. 9.6.1. Заполнение электронами энергетических уровней.

й) Неферромагнитная система, б) ферромагнитная система (действует молекулярное поле).

с противоположными спинами (рис. 9.6.1, а). Система будет фер
ромагнитной, если переворачивание некоторых направленных 
вниз спинов будет уменьшать энергию системы. Каждый повер
нутый спин увеличивает энергию на Δ, как показано на рис. 9.6.1, б.  
Число электронов с повернутыми спинами равно

п = С(Шр)А = ь У § р А ,  

и увеличение энергии в этом случае будет

п А =  С ф р ) А 2.
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Результирующая намагниченность задается выражением 
М — 2η μ Β =  2μ ĵC ф Р) Δ.

kd'Поскольку молекулярное поле равно то изменение маг

нитной энергии системы имеет вид

Г'  = - І М Щ М=— '2 т с г (^ > 4 ’ ·

Если система является ферромагнитной, то алгебраическая 
сумма этих изменений энергии должна быть отрицательной, 
а именно

С фр)  Δ2 — 2 — С2 (ШР) Δ2 < 0 ,  или
N ё р  3

Если система ферромагнитная, отсюда еще не следует, что 
в ОСНОВНОМ СОСТОЯНИИ имеет место насыщение, т. е. ЧТО Μ  =  Νμβ 
( ζ = 1)·

Рассмотрим состояние, когда все спины, кроме одного, направ
лены вверх; тогда все состояния спинов, направленных вверх, 
заняты вплоть до энергии ё тах. Если переворачивание одного из 
спинов, направленных вниз, понижает энергию, то основное 
состояние будет состоянием насыщения. Чтобы перевернуть спин, 
направленный вниз, ему нужно сообщить энергию ^шах» опреде
ляемую соотношением

^шах
N =  5 С ( ё ) (Ш,

о
так что

S? _  o2/3S?
® m ax —  ^  e F·

Так как переворачивание направленного вниз спина происходит 
в поле &θ7 μ.Β, то изменение магнитной энергии системы равно

Fe =  — 2μΒ — = — 2/W'.

Следовательно, основное состояние будет состоянием насыщения, 
если суммарное изменение энергии отрицательно, т. е. когда 
2*!*Шр — 2W  <  0 , или

g l  > 2-*/ . ( = 0,794). ■
© р

9.7. Пусть M d и М с — намагниченности, обусловленные 3d- и 
48-электронами; Hd и Нс — эффективные поля, действующие 
соответственно на 3d- и 45-электроны.

Рассмотрим случай, когда приложено магнитное поле Я . 
Тогда, используя приближение молекулярного поля, получим

Hd = H +  NwM c , Hc = H +  NwM d.
240



В соответствии с законом Кюри для М а имеем
M j _ C  
Hd Т ’

и выражение для паулиевской восприимчивости для электронов 
проводимости имеет вид

Чтобы существовало нетривиальное решение для М с и М а 
при #  = О, детерминант, составленный из коэффициентов только 
что выписанной системы уравнений, должен обращаться в нуль, 
т. е.

9.8. Предположим, что каждая частица обладает спином, рав
ным х!г . В этом случае состояния S = l ;  M s =  — 1; 0; -f  1 соот
ветствуют энергиям ε-}-2μ#; с; с —2μ#; а при 5  = 0 энергия 
становится равной —с. Следовательно, сумма состояний (функ
ция распределения) имеет вид

Задачу можно решить также классическим способом. Легко 
показать, что при классическом решении результат для М  будет 
формально тем же, за исключением того, что теперь

Приближенные выражения для намагниченности для перечис
ленных в условии частных случаев:

Следовательно,
ТМа = С(Н +  NWMC), М с =  Хпара (Н +  NWM d).

ЗСпара Ν ψ
Отсюда

Т с  =  ХпараСА̂ Г-

ехр ^  +  ехр ( -  +  ехр ( -  +  ехр ( -

Поскольку M  =  NkT , то для нашего случая



Отсюда

т  kT  ■

Полученное соотношение представляет собой закон Кюри. Таким 
образом, система ведет себя, как парамагнетик. Этого результата 
следовало ожидать для случая, когда энергия теплового возму
щения значительно превышает магнитную энергию.

2) Z = 2 ch ~  +  2 ехр ( — ^ ) 3 ехр ( — ~ ) и соотношениеk T ^  k T )  *  \ kT

. ,  Л 8Νμ*Η _  2Ν <2μ)2 Η 
ЗйГ 3kT

снова имеет вид закона Кюри. Однако теперь отдельные пары 
связаны с обменным ферромагнитным взаимодействием, и эта 
совокупность пар ведет себя, как парамагнетик.

3) z==2ch^ + 2exp ( - ^ ) ^ exP ^ ’

т. е. мы получим результат, которого и следовало ожидать, 
поскольку пары связаны антиферромагнитным взаимодействием.

4) 2 c h ^ ,  Μ ^ 2 Ν μ ί \ ι 2- ^ - ^ 2 Ν μ .

Последнее соотношение справедливо для насыщенного пара
магнетика, когда обменное взаимодействие мало и приложенное 
поле велико.

5) Z = ехр f  — Γψ) ( і  + 2  ch ^ j^ Vk T j \  1 kT ) ’

M  —  (ty-H/kT) ^  Ο Λ / ι ι  t h  ~  О Λ / . .
l + 2 c h ( 2 μ Я / A 7 ’)  ~ 2 Λ ' Η · №  k T

т. e. мы получим полностью упорядоченный ферромагнетик.
6) Z ^ e x р ~ ,

M  =  4 jV u  ехр { -  sh ^  2Νμ ехр f -  -(c^ ! l//))

я « 2Л ^ е х р ( - ~ ] * « 0 ,

следовательно, последний случай относится к упорядоченному 
антиферромагнетику.

9.9. Свободная энергия кристаллографической анизотропии для 
кубических кристаллов может быть записана в виде

FK = l·Сі (afat +  α\(4 +  α|α'ι) +  К 2̂ Ы ,
где ct.j, сс% и α3 — направляющие косинусы, определяющие ориен
тацию вектора намагниченности по отношению к ребрам куба,
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Κ ι  и /С2 —константы магнитной анизотропии при данной темпе
ратуре.

Д ля случая, когда вектор намагниченности М составляет 
угол φ с направлением [ 100], a ^ c o s t p ,  ос2 =  sin φ, α3 =  0 . 
Поскольку sin2<p = 2cos<psin<j> и sin2 2φ = (1 — cos 4φ)/2, то

^  = 1/β^ι(1 — cos 4φ).
Выражение для магнитной свободной энергии имеет вид

FH =  — ΜΗ  cos (θ — φ).

Если другими видами энергии можно пренебречь, то общая сво
бодная энергия будет равна F, = FK - f  Flt. Применительно к усло
виям равновесия (dFt/dq> =  0) это дает

1/zK i  sin 4φ = ΜΗ sin (S — φ).
В поле, ориентированном произвольным образом, вектор намаг

ниченности будет параллелен приложенному полю, и следова
тельно, Θ =  φ. Так как вращающий момент по определению равен 
T — — dFi/db, то находим, что

Т — — sin 4θ.
Для диска, вырезанного параллельно плоскости (110), значе

ния направляющих косинусов следующие: а х — (cos θ)/]/2 , а 2 = 
=  (cos 9)/]/2 и a 3 =  sin9, где, как  и раньше, Θ —угол между М 
( И  Н) и направлением 1100]. В этом случае

FK =  j/ C i (cos4 Θ -f  4 sin2 Θ cos2 θ) - f  * K z sin2 Θ cos4 θ,

откуда следует, что

T — — Κ ι  (2 sin 29 +  3 sin 4Θ) — g4 /С2 (sin 29 +  4 sin 4Θ —3sin 6Θ).

9.10. Свободная энергия Гиббса определяется как G = $ — TS,
где

Ш —U — НМ — σ J  d ( j ) .

Здесь Ш — энтальпия, [/ — внутренняя энергия, 5  —энтропия и 
δ//7 — относительное удлинение образца.

При постоянной температуре

dG — — Μ άΗ — γ  da ,

поскольку dU =  Т dS  +  H dM.  Поскольку dG —полный дифферен
циал, то

( дМ\ _ ± ( д 1 \
\ д о ) н ~  I \ д н ) а ‘
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9.11. Скалярный магнитный потенциал задается выражением

Для г < а  вещество вне сферы, согласно закону Гаусса, не 
будет давать вклада в потенциал. Следовательно,

Но, по определению, H' = —DM,  и поэтому для сферы размаг
ничивающий фактор

9.12. В общем случае собственная магнитная энергия зада
ется соотношением

где р = ViH — объемная магнитная плотность, а σ = М ■ п — поверх
ностная плотность «магнитных зарядов».

Пусть S t и S2 — внешняя и внутренняя поверхности образца 
соответственно, а σχ и σ2 — соответствующие поверхностные маг
нитные плотности. Далее, пусть (рг — потенциал, а Н\ =  — Vtp,·— 
поле, создаваемое σ,·. Поскольку р = 0, то получаем

В случае г > а  (точки вне сферы)

’о

о
Поскольку

<ЭФ .

r  sin в й<р φ ’I,

то отсюда следует, что поле внутри образца
H' =  — 4/зпМ  (cos G · i r — sin θ · /g) = — 4/зπΜ.

D =  4/3π.

Fd =  — γ   ̂ Ж ■ H' d v =  y   ̂ AiV<pdt>.
Рассмотрим'ИМ

γ   ̂ V (Μφ) άυ  =  4 ' § άυ  +  γ   ̂ Λ ίνφ  άυ,  

γ  φΜη dS = γ   ̂ φρ άυ  +  FD.

Следовательноно,
Fd =  — γ  ρφ dv  +  γ  jj σφ dS,
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Первый член представляет собой энергию поверхностных 
магнитных зарядов а х в их собственном поле Н\, которое одно
родно в объеме v±. Эта энергия является той же, что и для 
частицы, находящейся вне полости с однородной намагничен
ностью Λ1, а именно: — γ  М. · Н[ dv .

Последний член представляет собой энергию поверхностных 
«магнитных зарядов» σ2 в их собственном поле Н'1ч которое одно
родно в объеме ν2. Эта энергия является той же, что и для 
частицы, которая может заполнить полость с однородной намаг
ниченностью — М, а именно: +  γ  ̂ М · Щ dv.

Второй и третий члены равны, так как срг =   ̂ ~  dS t. Вместе
они составляют взаимную энергию распределений двух систем 
«магнитных зарядов».

Поскольку поле Щ однородно в объеме V2, но неоднородно 
в объеме vx (за пределами v2), то мы можем заменить второй 
член третьим. Третий член представляет собой энергию тела, 
способного заполнить полость с однородной намагниченностью
— М в поле Н[, т. е. + 1  Н'г dv .  В этом случае можно
записать:

Fd = — ~ M-H'1d v +  J Μ · Η [ ά υ +  γ  J M-H'id v .
Vt V 2 V2

Предположим далее, что S t имеет главные оси, совпадающие 
с осями X;, г/;, г,·; в этом случае тензор размагничивающих фак
торов имеет вид

/А« 0 о \
D  =  0 Dyi  0 .

\ о О D J

Предположим также, что вектор намагниченности М имеет 
направляющие косинусы U, m,·, nt по отношению к осям xh y h zt. 
Тогда

Μ  1 — DAI = — M (liDxli i  -|- n1Dylj l  -{- ttiP^kx),
Hz = M (l2Dx2h  +  m-zPylj l ~Ь П2^г2^г)·

Отсюда получаем, что 

Fd — 2 [(Α-Ο,χ +  щО л ) (vi  — 2v2) 4- {llDx2 -f- rn\Dy2 -j- nlDsZ) v̂ \.

9.13. Поскольку q>=  ̂ n dS,  то поле в центре зазора 
s

Η  =  ϊ  cos a d S  = 2 ί  -̂p̂ ~ cos α  d.Sx +  2  ̂ cos α ^ 2> 
s s3
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где S x и Si  относятся к торцу и к конической поверхности 
полюсного наконечника, а смысл остальных обозначений ясен 
из рис. 9.13.1.

Рис. 9.13.1. Схема электромагнита с полюсными наконечниками в виде усе
ченных конусов.

Для поверхности Sj
М -и = М, г2 =  ха cos-2 a , dSi  =  2 л у dy ,  

y  =  x t g a ,  d y  =  χ  cos 2 a  da,  
тогда как для поверхности S2 

Μ · п  = M sin Θ, dS2 = ^ d l , sin3 0 c o sa  =  co s0.

Следовательно,

Η = 4лМ § sin a d a - { -  sin2 Θ cos Θ §

= 4лЛ4 [1 — cosO-f-sin20cos0 ln  (b/a)]. 
Если пренебречь вкладом от S b то получим

Я  = 4л М  sin2 Θ cos Θ ln (b/a).

Для того чтобы поле было максимальным, должно удовлетво
ряться соотношение дН/д0 =  0 ; использование этого условия дает

tg 0 = 1 / 2 ,
или 9==54°44'. Если находить максимальные значения сум
марного поля (с учетом и S j, и S 2), то Θ будет являться функцией 
отношения Ь/а.

9.14. Пусть а  —угол между полярной осью и направлением 
вектора намагниченности Μ; φ —угол между Н и  М, тогда φ = 
= θ +  α. Свободная энергия размагничивания задается выражением

Fd — - j  М % (Da cos2 a  - f  Db s in2 a)  V —

=  i  (Da + D b) M 2V -  ~  (Db -  Da) M*V cos 2a,
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где V =  */3лаЬ2. При наличии внешнего поля свободная энергия

Если предположить, что все остальные вклады в свободную энер
гию в сумме дадут нуль, то полная свободная энергия будет 
иметь вид: Ft =^FD-\-FH.

Критическое поле, необходимое для скачкообразного измене
ния намагниченности, возникает тогда, когда полная свободная 
энергия изменяется от минимума до максимума. Это условие запи
сывается в виде

Лкрит cos <рс +  cos [2 (φ,. -  В)] =  0. 

Исключение величины /ікрі„ дает
2 tg (0 +  a c) =  t g 2a c. 

После разложения тангенсов находим, что
tg3 a c =  tg9 =  a>3. 

Теперь, поскольку <рс = Θ 4- arctg w ,

Для Θ = 0; 10; 45 и 80° /ікрит = — 1,000; — 0,674; — 0,500 и
— 0,674 соответственно.

9.15. Для энергии взаимодействия двух диполей имеем

где θ,· и — углы, составляемые ι-м и /-м дипольними моментами 
с вектором Г,·,·, соединяющим центры сфер.

Если векторы намагниченности переворачиваются вследствие 
равномерного параллельного вращения, то θ,· =  6,·. Тогда

FH — — НМ V cos φ.

d b  _  &Ft _  π  
δψ ό φ 2

Из этого условия следуют два уравнения

Лкрит sin фс +  у  sin [2 (φ, — Θ)] = 0 ,

Поэтому критическое поле равно
.  1 s in  2ас
« к р и т —  2 s in  φ 6·

У 1 — w2-j-w*
1

Fdd =  τ r -  [cos (θ/ — θ,·) —  3  cos θ  i cos 0,·],
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Этот результат можно обобщить: для п сфер
П

/=i
Поскольку поле Я  приложено вдоль оси цепочки, Fff — ΊμΗ cos0, 
то полная энергия в этом случае является суммой этих двух сво
бодных энергий. При равновесии д р т/дв =  0, и поэтому

j ,  3 355 μ -
— Т Т 08Т2а)з С

Из рассмотрения второй производной и особенностей петли ги
стерезиса видно, что коэрцитивная сила соответствует 6 = 0°. 
Следовательно,

Нс =  4,93т;μ(2α)3 *
В случае «веерной» ориентации

—

7   μ2 Г on о
^  (2а)3 (cos 29 — 3 cos2 Θ) ^3 +  ^  j  -f (1 — 3 cos2 0)J =

μ2 [82 OQ 355 
=  (25f(27COS29- ^ COS

F.

Заметим, что для n  сфер
ι

η  —  2/μ2 
: (2^·

■i (η-2)<

/ = і
j  (η - ЇХ /< γ  (*+!>

+ Σ ~(2/(—1)3П (cos29- З cos28)
/= і

Свободная энергия взаимодействия сфер с внешним полем фор
мально совпадает с энергией вращения, поскольку cos (— θ) = 
= cos Θ. При равновесии

Η ___μ / 1 3 5 5  _82\
— (2α)3 \ 2 108 27j

Подставляя в предыдущее соотношение 0 =  0, для коэрцитивной 
силы получаем значение

Я с =  1,89-^уз.

9.16. Полная свободная энергия является суммой свободной 
энергии анизотропии F^ =  /CiFsin26 и свободной энергии, обу
словленной взаимодействием с приложенными полями, FH — 
=  — (Н М  cos 8 +  НХМ  sin Θ) V, где б — угол между вектором нама
гниченности и осью z, V — объем пленки.
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Поскольку условие для необратимого поворота (см. задачу 
9.14) есть dF г/дв — d2F т/дЬ2 =  0, то компоненты критического 
поля должны удовлетворять системе уравнений

γ  sin 26 +  hz sin θ — hx cos 6 = 0,

cos 26 -f hz cos 6 -f  hx sin θ =  0.
Исключая отсюда hx, получаем, что hz =  — cos3 θ; аналогичным 
образом hx ~  sin3 6. Возводя hx и hz в степень 2/3 и суммируя 
их, получаем уравнение астроиды 
(гипоциклоиду с четырьмя лепестками)

аГ + аГ =  1.
Уравнение касательной в точке 

(hxо, hz0) к астроиде имеет вид
h-x hx<\_ dhx

dh, ’h. l zo

следовательно,
h r — sin36 sm 0

cos θ '
1 sin 26 -\-hz sin 6 — hx cos 6 = 0 ,

что как раз и соответствует равен
ству dFr/dQ =  0.

9.17. Полная свободная энергия 
для λ/ζΝ частиц с вектором М, ори
ентированным в положительном направлении оси г ,  в отсутствие 
поля имеет вид

Рис. 9.17.1. Схема расположе
ния суммарных намагничен
ностей монодоменных частиц 
после включения магнитного 

поля Н.

F Tl =  М 2 (Db sin2 a  +  Da cos2 a) — MH  cos φ 1 NV =

=  const · (Db — Da) M 2 cos 2a — MH  cos i NV.

Для системы остальных 1/iN частиц имеем аналогичное выраже
ние с заменой а  и φ на а 'и  φ ' соответственно (рис. 9.17.1).

При равновесии dF7/d(p = ‘— dFT/da =  0 и ό2/·γ/<3φ2 >■ 0, следо
вательно,

h  sin φ —4  sin 2 (6 — φ) = 0, h  sin φ ' — ~ sin 2 (θ' — φ') = 0 ,

где h Η
M ( D b - D a) '

Для случая, когда 6 = θ' =  π/2, α  =  α\ φ = φ\ условия равно
весия приводят к следующим соотношениям:

/isin<p — cos(psin<p =  0, или /i = coscp (sin φ =5̂ 0).
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Начальная восприимчивость по определению есть производная
дм н

t-0=z~dH~'
где М Н =  М  coscp. Отсюда

*o = Db - D a (θ = τ ) ·
Для b /a =  10; 5 и 1 имеем: χ0 =  0,169; 0,191 и оо. 

Возвращаясь к общему случаю, заметим, что

Мн = у  M (cosφ + coscp'), или mH =  ~ +

где тн — Мн/М.  Рассмотрим разложение т!п (Л) при h =  0:
1 d2m,„ I 

h = o k + 2 ”Ж ^ й=оЛ2 +  ···mm  (ih) =  тнi (0) +

Д ля h = 0 условия равновесия требуют, чтобы sin ( θ ~ φ ) χ  
X  cos (θ — φ) = 0, или Θ = φ. Следовательно,

тих (0) =  cos φ = cos θ.

Чтобы найти dmm /dh, определим сначала =  cos φ = *, 
(1 — г*)1 2 = sinq>, a = sin26, b = cos20. Тогда условие равновесия 
запишется в виде

(1 — X2) (х2 +  2hbx +  h2) =  a 2/ 4 ,

и, следовательно,
r f * _ _ ____________2 ( 1  —  jcg)3/2________

d h  ~~ ах ( 3  -  2 χη  -  2 6  ( 1 -  ν-’)3 '2 *

При /ι = 0 имеем: φ =  θ, и мы находим
dx 
dh

Далее мы видим, что

=  sm‘
а=о

d2x ___________ —6 a 1 — де2 ei*

dh2 [ax (3 — 2* 2) _  26 (1 — л:2)3/2 ] 2 dh
И  п р и  f t  =  0

^  = — 3 COS Θ sin2 б.d/г2 /1=0
Поэтому

тнх (h ) = cos 0 +  sin2 θ · /i — 3/г cos 0 sin2 θ - /i2 

Аналогично
tnH2 (/i) = cos Θ' - f  sin2 θ' · h — 3/г cos Θ' sin2 θ' ■ h 2 + . . .

Но θ' =  π — Θ и cos 6' =  — cos Θ, sin θ '=  sin Θ, отсюда следует, что 
т н  (h) =  sin2 Θ · Η + . . . ,
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поскольку коэффициент при ft2 равен нулю. Окончательно
s i n 2 в  

χ° - D b~ D a '

что для второго приближения является вполне хорошим резуль
татом.

Настоящая модель может быть применена к магнитно-мягкому 
ферромагнетику, кристаллические зерна которого ориентированы 
вдоль определенного направления.

Необходимо также, чтобы b а  и чтобы доменные стенки 
были закреплены на границах зерен. Следует отметить, что 
модель применима и в случае керамики с ориентированными 
кристаллами (например, для ферритов).

9.18. Начальную восприимчивость можно записать в виде
_  dM/dx 

dH/dx

При перемещении одной 180°-ной границы на dx изменение на
магниченности будет

dM  =  2M dx.

Обозначим через Fw полную энергию на единицу поверхности 
доменной границы и через Fwt—возрастание энергии на единицу пло
щади границы, локализованной в определенном положении. Если 
доменная граница расположена на расстоянии х ( х < г )  от центра 
сферы, то площадь границы уменьшается на величину я ( г 2 — х2). 
Если число включений на единицу объема равно N (N=1/13)„ 
то энергия на единицу площади границы

Fwi = Fw [ 1 — Λ/2/3π (r 2 — х"2)] ( x < r ) .
Когда поле Н приложено параллельно плоскости доменной 

границы, полная свободная энергия
FT = Fwt — 2НМх.

При равновесии дРт/дх = 0, следовательно,

„  nF w N2/3 dH  _  nFw N213
П ~~ M X' dx ~~ M  -

Отсюда
2M* 

πΚιδΝ2 3 ’
так как Fa, = /Ci6, где δ —толщина границы.

9.19. Пусть Θ —угол между вектором намагниченности Λί и 
направлением σ;. Остаточная намагниченность задается выраже
нием M r = M  cos (φ — 6). Тогда

д М г-аГ  = Л*8 іп 1(ф -в )й .

поскольку дМ/д<з 0.
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Далее в силу соотношения \ ^ ) н — (см· задачу 9.10)

величина д М г/да не зависит от σ и может быть оценена для σ -> 0  
при 6-»-0. Следовательно,

Полная свободная энергия —это сумма магнитной свободной 
энергии

При равновесии
НМ sin (φ — 6) = 3λ5 [σ,· cos θ sin θ — cos (φ — θ) sin (φ — Θ)].

Остаточная намагниченность существует при Н =  0; таким обра
зом, для G->0 находим, что

9.20. Для одноосного кристалла энергия доменной стенки, 
приходящаяся на единицу ее объема, равна Fw/d, и магнито
статическая энергия, обусловленная поверхностными эффектив
ными магнитными зарядами, приближенно равна M 2d/L на еди
ницу объема. Тогда

При равновесии dFT/dd — 0, поэтому

Для кубического кристалла к энергии стенок добавляется 
только магнитоупругая энергия, связанная с напряжениями, 
возникающими в области замыкающих доменов. Отношение объема
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FH =  — НМ cos (φ — θ) 

и магнитоупругих свободных энергий
Fa. = —;ν 2λύ.σ,· COS2 Θ, Fa =  —3/2 l sa  cos2 ( φ  — θ).

θ = -  sin® cos φ. σ,·
Следовательно,

Для случайного распределения o t
д М г _  Л1_ 

д а  4а  і '
поскольку

JT/2

о

ά Vfwl
μ



- 2d-/4 dзамыкающих доменов к объему кристалла равно - j — =  ^ .
В этом случае магнитоупругая энергия равна c n Xsm d/4L, где 
Си —упругие модули, а λ100 — магнитострикция вдоль направле
ния [100]. Из условия минимума полной энергии получаем

d = № V ' \
V £і]Лїоо і

9.21. Вектор р, проведенный из некоторого выбранного 
начала координат в место нахождения определенного атома или 
иона, можно записать через трансляционные векторы a ,  b  а  с  
элементарной ячейки

р = U/d +  Vjb +  WjC.

Структурный фактор для нейтронов может быть выражен 
в виде

F n (hkl) = 2  b,- ехр [2п і  (Ии,· +  kvj +  lwj)\, 
і

где bj  — амплитуда ядерного рассеяния.
Если за начало координат выбран определенный атом, то 

координаты четырех атомов, образующих гранецентрированную 
элементарную ячейку, будут (0, 0, 0), (V2, V2. 0), (V2, 0, V2) и 
(0, V2. V2)· Следовательно, структурный фактор имеет вид

Fn {hkl) = b [1 (М) +  еж <*+0].

Эта величина имеет отличные от нуля значения, если все целые 
числа h, k, I являются либо четными, либо нечетными. Поэтому, 
если одни индексы четные, а другие — нечетные, то рефлексы 
отсутствуют.

Уравнение Вульфа — Брэгга
nK = 2d s i nB

вместе с соотношением

Vfp + kz + l*

можно использовать, чтобы найти значения индексов, соответ
ствующие наблюдаемым рефлексам. Для t i =  1, а = 4,43 А и λ = 
= 1,06 А находим:

y W + W + P  =  8,33 sin θ. (9.21.1)

Применение метода подбора к спектру при Т = 293° К дает, что 
пики при 6= 12; 14 и 23,5° отвечают отражениям соответствен
но от плоскостей (111), (200) и (311). Поскольку отражения, 
соответствующие всем нечетным индексам, четче, чем отражения, 
соответствующие всем четным индексам, то знаки амплитуд рас
сеяния на ядрах для Мп и О должны быть противоположными.
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Дополнительные пики, наблюдаемые ниже температуры TN (при 
Г  = 80 °К), должны возникать вследствие магнитного рассеяния. 
Для этих пиков не существуют такие комбинации, в которых 
все индексы (hkl) были бы либо только нечетными, либо только 
четными и удовлетворяли бы уравнению (9.21.1). Однако если 
принять, что элементарная магнитная ячейка эквивалентна удво
енной химической элементарной ячейке (2а = 8,86 А), то можно 
показать, что пики при 6 = 6; 15,5; 18,4° соответствуют отраже
ниям от плоскостей (111), (331) и (511).

Заметим, что единственными плоскостями, которые дают за
метные отражения, являются плоскости со всеми нечетными 
индексами h, k, I.

Можно заключить далее, что магнитная структура образована 
ионами Мп, которые расположены в атомных слоях (111) так, 
что если в одном слое они расположены в ферромагнитном 
порядке, то в соседних слоях (111) эти ионы расположены 
в антиферромагнитном порядке; очевидно, что эти слои со
ответствуют плоскостям с положительной (-{-) и отрицатель
ной (—) магнитными амплитудами рассеяния, последовательно 
чередующимися вдоль направления [111].

9.22. Если приложено внешнее поле Н, то поля На и Нв 
на атомах подрешеток А и В  соответственно задаются выраже
ниями

Ηα =  Ή - Ν αβΜβ и Ηβ = Η —ΝΑΒΜΑ,

где ΝΑβ — постоянная молекулярного поля для взаимодействия 
типа АВ', МА и Мв — намагниченности подрешеток А и В.

При тепловом равновесии для намагниченностей подрешеток 
можно записать обычные выражения

M A = V ^ BS B s (x A), где хА = ё- ^ - Н А,

B s  (Ха) — функция Бриллюэна, jV —число магнитных атомов на 
единицу объема. Далее

M B =  xkNg\iBSB s {xB), где хв =  Я , ,

При высоких температурах Τ ^ Τ Ν (ΤΝ — точка Нееля) 
χ  мало и функцию Бриллюэна можно приближенно выразить

B s  (* )»*£ £ !■ * .
Тогда

я л  ___ N g 2\ i B S  ( S - f - 1 )  ті С  τι C  i r
М  А — --------- ( β ψ ------------η Α —  2 ψ Π Α, Μ Β  —  ^ γ Π β ,

η  N g W B S ( S + \ )  
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При температурах T > T N намагниченности МА и Μβ лежат 
вдоль направления Н, так что

Яд = Я  — ΝΑΒΜ Β, Ηβ =  Η — ΝαβΜ α .

Далее, полная намагниченность М будет равна просто сумме М л 
и Μβ~. Μ  =  М А +  М в . Поэтому

Αί : 2 Т (2 H — NabM),  или М = С
Г - н

где б = 1/2NABC. Заметим, что б >  0.
Чтобы найти 7V, положим Я  =  0. Тогда

M a = ~ ( - N abM b), M f ’ 2Т ( - М АВМА). (9.22.1)

Вблизи точки Нееля начинается упорядочение магнитных момен
тов и значения /Ид и Мв не должны обращаться в нуль. Из 
этого условия следует равенство нулю детерминанта системы
(9.22.1)

} C N ,
2 ТN

CN АВ
2 ТN

= 0 ,

или
Tjv= γ Ν Αβ = θ.

Будем предполагать, что при этих условиях имеет место одноос
ная анизотропия, т. е. что при температурах ниже точки Нееля 
в кристалле существует выделенное направление для векторов 
Мл и Мв . В противном случае анизотропией можно пренебречь. 
Пусть поле Я  приложено вдоль этого выделенного направления, 
которое является направлением легкого намагничения, причем 
Мв параллельно, а МА антипараллельно ему. Тогда

*а · 

Хв ■■

(Я  +  N ΑβΜΒ),

(—H + N arM a).

kT

Д ля Я  = 0 удобно положить

М А = —М В = М 0, хА =  —хв = х0,

где х0 =  ̂ ~  (NabM 0).
При условии, что эффекты насыщения не важны, функцию 

Бриллюэна можно разложить в ряд Тейлора по Я . Сохраняя
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лишь линейные по Я  члены (первого порядка), получим 

B s ( Х а )  ^  B s (Х о ) +  ■ [Η  +  N АВ (Мв — Λίο)] B's (Х о ),

B s (хв) ъ  Bs  (Хо) -  - ^ ψ ~  [Н +  Nab (М„ - M a)JB s  (х0) .

Поскольку индуцированная намагниченность М равна М А — М В, 
то выражение для восприимчивости Х[| имеет вид

Уч —_____ г А__ ■S.L0-!--------  /9 22 2)
X.I ^  kT + ν,ΝΑΙ}μ%Β̂ ΝΒ'3 (х0) *

Когда внешнее поле Н  приложено в направлении, перпенди
кулярном направлению легкого намагничения, полный вращатель
ный момент, действующий на обе подрешетки, должен быть равен 
нулю. Тогда, например, для М а

I МА Х (Н — NавМв) \ = О,
или

М АН c o s  φ — ΝΑβΜ ΑΜβ sin 2φ = О,

где φ — угол, на который поворачивается вектор МА по отноше
нию к направлению легкого намагничения.

Теперь для полной намагниченности Λί вдоль направления 
внешнего поля Я  получим

М  =  (МА +  М в) sin φ = 2МВ sin φ,
поскольку М Д = МВ. Следовательно, поперечная восприимчивость 
χ± дается выражением

Х± = ~дГ— · (9-22.3)
АВ

9.23. Учет взаимодействия внутри каждой из подрешеток при
водит к результату

Nl*--Bg 2S2Bs (xQ)
kT + Чг (Νη + Ναβ) μ%8^ ΝΒ’5 {х0) >

где Χο =  ̂ ψ - ( Ν ΑΒ — Να)Μο  и

1 ^ c sc WВ І М - - І 2 5 ± U i c s c w ( i ^ t i , 0) +  ( 2 s ;  „ „  ^

1) При Г = 0 °К, применяя правило Лопиталя, получим

XII =  О·
2) Для T > T N, х0 < 1 ,

B s  (Хо) ^  Хо, B's (х0) S + 13S υ’ ώ v u' 3s
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Отсюда

e r  ¥|*1|S(S + 1) 1 r . . .  , .. .гд еС  —-------------------, Θ — γ  С (Nh-\-Nab).
3) Предположим, что мы приближаемся к Tn сверху, тогда

χ» =  тдг+6 ·
Однако, используя метод, предложенный в задаче 9.22, можно 
показать, что Ты = 1kC (NАВ — N,·,·). Подставляя значение TN в вы
ражение для Х;|, получаем

Х|1 м
АВ

4) Для S =  7 3

В Чг (х0) = th х0, В [ г (хп) =  sch% ,
откуда

Ng2\i% sch2.^
Χ ί Ι  ( Ή  =  — k T  +  i / 2 ( N u  +  N a b ) s c h ^ 0  ·

Это выражение, очевидно, при 7  = 0 °К равно нулю, а при 
T =  Tn , как и раньше, равно l/NAB.

5) Для 5  = со
Вое (х0) = L (х0) =  cth х0 — χό1,

где L (х0) — функция Ланжевена. Далее
В'аэ (х0) = — esch2 х0 +  х„\

и £μΒ5->-μ, где μ — классический дипольный момент. Следова
тельно,

Νμ2 - — csch2 %0)
Xl1 =  kT +  V„ (Nlt +  NAB) μ 2Ν ( x ?  -  csch2x0) *

Снова при Γ = 0 οΚ Χϋ=0, а при T = TN %\\=l/NAB.
9.24. Поперечная восприимчивость дается выражением (9.22.3)

Χ ι  =  v n a b .

Гамильтониан Гайзенберга записывается в виде 
sST = - 2 |  J e \%Si-S ,· .

Усредняя по времени, находим'

<ίΤ = -  2z I J ,  I <S„> (S„) =  -  <Sa) м.,
так как M B =  7 2Λ^μβ <5г/>.

Гамильтониан, записанный для модели молекулярного поля, 
имеет вид

=  —  § μ δ  ( S z i)  N а в М в .
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Сравнение двух выражений для гамильтониана дает
4 г | J R]NАВ z NsYh

NABMi -  2  Num \ ,

и для сразу же получается ожидаемый результат.
9.25. У атома данной подрешетки имеется двенадцать ближай

ших соседей, равномерно распределенных среди трех других под
решеток, и шесть соседей, следующих за ближайшими из той же 
подрешетки. Намагниченность любой подрешетки при темпера
туре выше температуры Нееля ΤΝ задается соотношением

С -ІҐ1 - І Ч авМ і —

\ U,
N g ^ % S ( S  +  l )

где С —--------^ --------  и А/ —число магнитных атомов на единицу
объема. Выше точки Нееля полная намагниченность равна М = 
= M A +  MB +  M C +  M D, т. е.

М =  ~ -  (4Η -  NabM -  3ΝΗΜ).
Следовательно,

С
(Г + О) ’

где Θ = V4C (ΝΑβ 3./Vц).
Для упорядочения первого типа магнитный момент данного 

атома параллелен моментам одной трети ближайших соседей, анти- 
параллелен моментам двух третей ближайших соседей и паралле
лен моментам всех соседей, следующих за ближайшими. Пусть 
Н =  0 и Мл = — М в =  М с  =  — MD- При Τ = TN из условия нену
левой намагниченности подрешетки следует, что

TN = 1/iC (Nи — NАв).
Для улучшенной упорядоченности первого типа магнитный 

момент данного атома, как и в предыдущем случае, параллелен 
одной трети и антипараллелен двум третям моментов его бли
жайших соседей; но теперь он параллелен двум третям и анти
параллелен одной трети моментов соседей, следующих за ближай
шими. Отсюда следует, что второй член в выражении для TN, 
содержащий обозначение NAB, уменьшается в три раза, и поэтому

t n =  ± c ( n u- ± n ab

Для упорядочения второго типа каждую подрешетку следует 
считать состоящей из двух подрешеток. Тогда

М м  = ΝαβΛΊαϊ, Μα ·2 =  — ΝabM ai·

Чтобы найти температуру Нееля, составим детерминант из 
коэффициентов При неизвестных М А \  и М а -і  и приравняем е го
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T n  — 1/iCN Αβ·

нулю. Это даст

Конфигурация с самой низкой свободной энергией и, следова
тельно, с самой высокой температурой Нееля будет стабильной.

Сравнение температур Нееля показывает, что упорядочение 
второго типа будет встречаться чаще, чем упорядочение первого 
типа, при условии, что Л/лв>3/'iNu. С другой стороны, упорядо
чение первого типа будет иметь место в случае, когда ΝΑΒ£ζ 
^ 3/4,Мц. Упорядочение первого типа будет стабильным только 
при условии, что NАв <  0, т. е. взаимодействие данного атома 
с соседями, следующими за ближайшими, является скорее фер
ромагнитным, чем антиферромагнитным.

9.26. Выше Тγν в обычном приближении имеем

Здесь Ni — число атомов со спином S t на единицу объема подре- 
шетки А и N j  — соответствующая величина для подрешетки В. 
Выражения для магнитных полей НА и Нв в этом случае име
ют вид

Нл = Н — NААМА — NАВМ В, Нв — Η — NАВМ А — NВВМВ. 
Подставляя эти соотношения в значения М А и М в , получаем

>, CA{TJ^CBNBB)~CACbNAB TJ
{ T + c an aa) { t + c b n bd) - c ac b n %b  П '

м  ______ СВ (Т +  СA N ал) ~ C A C B N A B  ТТ

β (T +  Ca Na a ) ( T  +  Cb Nb b ) - C a Cb N%b  Π ·

Складывая выражения для М А и М В и деля на Н, для восприим
чивости χ получим χ = (МА-\- М в)/Н, а для обратной величины

С

где
„  V  A ^ S , . ( S .+  1) ^  γ  N ^ S ^ S j + l )
С а  j L  ‘i k  ’  в  2 d  3  к

Т 1 σ (9.26.2)
Τ — ΘI '  ’

С — С л +  Св ,
—  — — (CaNaa-\-CbNbb -{-2CaCbNАв),/о °

°  {С α (ΝАА — NАВ)2 -\-Св {ΝΒΒ — NΑΒψ —
— 2САСВ [Nab — (NАА +  Nвв) NАВ-\- NAaNвв]\>

Q '  — ----- ( N a a  +  N B B  —  2 N a b ) ·
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В частном случае антиферромагнетика СА = СВ =  l/2C, NАА = 
=  ΝβΒ =  Nil. Тогда

1 . * и  + 1*лв
Хо 2

σ = 0, b' =  - C { N u - N ab).

В этом случае, как и следовало ожидать, получим

С
X Γ + Θ  >

где θ = VoC (Ν;ι 4" NAb)·
Общее уравнение второй степени имеет вид

А,х2 -j· ВіХу -f- Сіу2 -f- D^x 4- Еху  -(- = 0.

Здесь у всех коэффициентов стоит индекс 1, чтобы отличить их 
от ранее введенных обозначений. Если положить х =  Т, #=1/χ, 
то уравнение (9.26.2) запишется в виде

Хо*2 -  Суя ху  -  (С +  ζ,β') χ  +  C%,fi'y +  (C8' -  Οχ()σ)  = 0. (9.26.3)

Поскольку дискриминант
B l ~ 4 A 1C1 = ( - C % 0)2> 0 ,

то уравнение (9.26.2) описывает гиперболу. В уравнении (9.26.3) 
имеется смешанный член, и поэтому ось гиперболы не парал
лельна оси χ (т. e. Т), а составляет с ней угол 6, причем

Центр гиперболы не совпадает с началом координат, а нахо
дится в точке (h, k). Пусть x = x'-\-h, y  = y'-\-k. Подставим эти 
значения в уравнение (9.26.3). Приравняв нулю коэффициенты 
при х' и у ' ,  находим

л = в ',

Если ввести систему координат х" и у", оси которой повернуты 
на угол θ вокруг (h , k), то уравнение для восприимчивости при
мет вид

Г1 -  1 ~ σ  =-1 xv i ------ у"% = С%0а.
2 L V 1+C2J 2 Ύ 1+ 0 у м

Прямая x = Q' является асимптотой.
9.27. Температуру Нееля для ферримагнетика можно опреде

лить, приравнивая нулю знаменатель правой части уравнения 
{9.26.1). Это дает
Τ  Γ Ν  =

= — 2 (Са^ аа +  CBNвв) +  у  l(CANλα — CBNвв)2 -f- 4CaCbNabY^·
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Условие ферримагнетизма дает 7V jv> 0. Чтобы определить гра
ницы области ферримагнетизма, положим TFN =  0, или

CAN АА +  CbNbb — l(CAN аа — C/sNjjb)2 -)- 4CaCdN%b Y'*, 
откуда следует

NAb =  NaaNbb. или αβ = 1.
В общем случае область ферримагнетизма определяется условием

αβ <  1.
9.28. Предполагается, что намагниченности М А и М в антипа- 

раллельны. Молекулярное поле на атоме в узле решетки А 
равно

НтА = — N ААМ А +  N АВМ В,
где NАВ>  0. Допущение антипараллельности подразумевает, что 
НтА >  0 при рассматриваемой температуре. Используя определе
ние а  = Nα α / Ν АВ, получим 

N . .  М , Л  0)
~ Ν ~  >  М А (0) ’ или Ν α α Μ α  (0 ) -  Ν α βΜ β (0 ) >  0 .

Следовательно, при абсолютном нуле (Г  = 0°К) поле НтА будет
иметь знак, противоположный тому, который оно имеет при
более высоких температурах.

Большое антиферромагнитное взаимо
действие внутри подрешетки А приводит 
к значению намагниченности М А, которое 
меньше максимального, отвечающего насы
щению т. е. меньше, чем намаг
ниченность при абсолютном нуле.

Если М В> М А, то полная намагни
ченность М = Мв — М ,4 будет увеличи
ваться по мере приближения к абсолютно
му нулю, следовательно, при Т =  0 °К имеем 
dM/dT < 0 . Если МА >  Мв , то при Т =  0 °К, 
наоборот, производная dM/dT ;> 0.

Оба эти случая запрещены теоремой 
Нернста (третьим началом термодинамики).

Возможная конфигурация — т р е у г о л ь 
ное расположение с подрешеткой А, подразделенной н а две подре
шетки Ах и А2 с векторами н а м а г н и ч е н н о с т и  ΜΑι и Мл2, — пока
зана на рис. 9.28.1.

Предположим, что Ма, = М а 1 =  1/2Ма  и Nвв =  0. Свободная 
энергия взаимодействия

F =  2Ναβ(1/ζΜа)Мв  c o s  Θ +  Naa^UM^a) c o s  0 = 0.
Эта энергия минимальна по отношению к Θ в случае, когда 

sin Θ (MaMbNab — MaNaa  c o s  θ) = 0.
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Следовательно,
Mr,N iR

cos θ - - в Ав
m anaa

Ф а к т и ч е с к и  р е а л и з у ю т с я  з н а ч е н и я ,  о п р е д е л я е м ы е  у с л о в и е м
1 Мп л м я

----- кх— "s:; 1 , или а  - ,а  М А "  М А ’

что является условием стабильности системы с треугольной кон
фигурацией векторов намагниченности.

Е с л и  а < , М в1МА, т о  sin 6 = 0 и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  6 = 0. Э т о  
с о о т в е т с т в у е т  т о м у ,  ч т о  в е к т о р ы  н а м а г н и ч е н н о с т и  п о д р е ш е т о к  А  
и  В  р а с п о л о ж е н ы  а н т и п а р а л л е л ь н о .

9 . 2 9 .  П о с к о л ь к у  н а м а г н и ч е н н о с т и  М А и  М в  а н т и п а р а л л е л ь н ы ,
то

НтА =  — NААМ А +  NАВМВ, Нтв ~ NАВМ a — NввМ β.
Д а л е е

M a ( T )  =  M a ( 0 ) B s (x a ) ,  M b ( T )  =  M b ( 0 ) B s ( x b).

П р и  T  =  0  ° К  B s (x a ) =  B s (x b ) =  1· П р о и з в о д я  з а м е н у  д л я  М А и  
Μ β  и  п о л а г а я  HmA =  HmB, п о л у ч а е м ,  ч т о

М А (°) N A B  +  N B B

м в ( 0) Nab + Na a -
Для температур, близких к точке Нееля,

С Л Сн
М А =  -гр—Н тА1 Μ β  =  H mBy

где
М А (0) ( 5 Д+  1)£ΛμΒ M B ( 0 ) {S B + l ) g ^ B

ид = ------------ ---------------. L·В= ' “ ■2>k ’ —0 Ък
Далее, М = МА — М в , следовательно,

άΜ  1 1 ( d H m. dH  „ \
=  —  ~ψΐ (САН тА — СвН т в)-{--уг [ с А —-jyj---(9-29.1)

где
« Я т , сШ . d M .  d M R

~ Ύ Τ ~  =  —  AA d T  ^  AB ~dT~’ dT  =  AB ~ d f  NBB ~ΊΓΓ~'

Если lim (dMIdT)  =  0, то в пределе
T ~*T FN

d M A d M B
dT dT

Отметим также, что поскольку lim Λί = 0, то мы имеем
Τ -+ΤΡΝ

lim  (CAHmA — CBHmB) = 0.
7->Tfn
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Отсюда уравнение (9.29.1) в пределе даст
(SB+1 ) g B n a b - n bb

(5л+1  )8а N a b - N A A ’

9.30. Выражение для восприимчивости ферримагнетика можно 
записать в виде (9.26.2)

1 Г 1 σ
X С χ0 T — S' ·

Значение постоянной Кюри можно получить экспериментально 
из графика зависимости l /χ от Т. Уравнение асимптоты имеет 
вид

_1 _  _____________1_
% ~  с  Хо ’

где --1-  = — 7̂ - (CaNAa +  CbNbb +  2CaCbNab). Следовательно,
АО ь

d {  l /χ) 1_
ЙГ ~  С ·

Однако если
N АВ (T) = NAB( 0 ) ( l + p T ) ,

N ΑΛ-ν-Ν АВ{Т), Nbb =  $Nab(T),

то уравнение асимптоты примет вид

Ь < Ь ^ 0 Г (1 +  р Г)·
Отсюда

1 _  ( l /χ) _ 1 р ,1  _ 1
СІТ Се χ0 (0) ’ Се С 1 хо (0) ·

10. Магнитный резонанс

10.1. Напряжение, индуцируемое в катушке, может быть запи
сано в виде

бУ = Щ ;  (Ю.1.1)

здесь V0 — амплитуда высокочастотного напряжения, приложен
ного к катушке:

V0 = QcoL/0, (10.1.2)

где /0 —амплитуда высокочастотного тока от генератора. Ток, 
протекающий в катушке, задается выражением

/c = Q/0. (Ю.1.3)

так как катушка настроена в резонанс. Из соотношений (10.1.1) —
(10.1.3) находим, что

δ У = FQ%”a>LIc . (10.1.4)
2 6 3



Для мнимой части комплексной высокочастотной восприимчиво
сти (обусловливающей поглощение) имеем

v " ___________ 1/2ω0Γ2χ0_________< ПО 1
χ l+ (w „ -W)2r i+ v 25f7'jr2 ’ μ υ .κ ο ;

здесь Хо — статическая ядерная восприимчивость.
Максимальное напряжение достигается в случае, когда со =  со0и

ν 2βϊ7ΥΓ2= 1. (10.1.6)
Условие (10.1.5) определяет оптимальное значение B lt которое 
в свою очередь определяет значение 1С, поскольку

5 ι  = μ0η/ο (Ю.1.7)
где п  — число витков на 1 м длины катушки (краевыми эффек
тами мы пренебрегли). Величина Т2 может быть получена из 
ширины линии АВ, так как для лоренцевой формы линии

Т2 =  2/γ АВ (10.1.8)
и аналогичное выражение существует для других простых форм 
линии.

Используя исходные данные, из выражения (10.1.8) находим 
Т2я« 1,5■ Ю~4 сек; из (10.1.6) Ю-6 тл,  а из (10.1.7)
/с ?&4,5 ма. Затем, используя стандартную формулу, находим

y0N y W J ( J  +  1) 
λ0 " 3kT

где Ν — число атомов As75 в 1 м3. Зная число Авогадро N0, плот
ность р и молекулярный вес М,  найдем: N = $>N0/M =  2,2 · 1023л~8, 
отсюда χ0 = 1,9· 10-10. Из формулы (10.1.5) получим χ" =  3,3·10~7 
и, наконец, из (10.1.4) найдем 6У = 3 мкв.

10.2. а) Изменение напряжения Ас» в резонаторе, обусловлен
ное мнимой частью χ" комплексной высокочастотной восприимчи
вости, задается соотношением

A v ^ F Q f v .  (10.2.1)

б) Напряжение шумов vn на входе детектора обусловлено 
нагреванием сопротивления источника R, поэтому

vn = V GkTbR- (10.2.2)
в) Отношение сигнал —шум получается из выражений (10.2.1) 

и (10.2.2):
_δη_ = pQy» (__υ1 __\1/2
v n \ GkTbR j  ·

В этом случае 2v2/R — общая мощность Р,  подаваемая генерато
ром, поскольку ток равномерно распределяется между резонато
ром и детектором. Следовательно, можно записать
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Найдем отсюда минимальное число регистрируемых спинов. Заме
тим, что при резонансе

у" = П0 2 4>л І + уЩ ТіТ г ’
где

^ P 2S(S+1)
Хо = ------- ----------- , (10.2.5)

и —число электронных спинов в единице объема, β — магнетон 
Бора. Заметим далее, что для донорных атомов g ^ 2, S =  1/2. Из
(10 .2 .3 )—(10.2.5) получаем

_ 4 ( l+ Y * f i» T 1r ,)fc 7 ’ (2GkTby/2  п п  О Ri
Пшш FQt opVoTt  \ Р  )  · (JU ./ .t);

г) Нам известны не все величины, необходимые для расчета 
Пщіп при помощи (10.2.6). Чтобы рассчитать В\, мы восполь
зуемся определением Q и выражением для плотности энергии 
в магнитном поле, которое даст нам величину мощности, рас
сеиваемой в резонаторе. Эта мощность, как мы заметили, равна 
половине мощности, поставляемой генератором. Таким образом,

ω0 (2θ1ρ κ ,  Р  
2μ0(? 2 -

(Амплитуда поля Вг равна половине полной амплитуды исходного 
переменного высокочастотного магнитного поля.) Отсюда

(10.2.7)

Время релаксации Тг связано с шириной резонансной линии 
Δω соотношением

Т,  =  (10.2.8)

которое справедливо для лоренцевой формы линии; аналогичное 
соотношение имеет место и для гауссовой формы линии.

Подставляя соответствующие данные в выражения (10.2.7),
(10.2.8), (10.2.6) и замечая, что когда J  =  l/t, резонансная 
линия электронов расщепляется на две равные компоненты, 
находим, что n min ^  Ю15 лг3. (Этим показано, насколько чувстви
тельным может быть настоящий метод. Подробное описание прибо
ров можно найти в работе [74].)

10.3. Предположение о том, что спин-гамильтониан 
имеет приведенный вид, означает, что в этом случае для расчета 
расщепления спиновых состояний I m s)  иона можно применить 
первое приближение теории возмущений. Магнитное поле В и 
внутрикристаллическое поле D снимают четырехкратное выро
ждение состояний | ± 3/2) , I ±  Va)·
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Т а б л и ц а  10.3.1

з \
2 /

1 \
2 /

1 \
2 /

3 \
2 /

3 \  
2 /
1 \
2 /

1 \
2 /  
3 \  
2 /

- у + о - Ш

0

0

0

0

^ У - D - t

0

0

0

0

— - i y - D — Ш 

0

0

0

0

~ ~ у  +  о - Ш

Т а б л и ц а  10.3.2

3 \  
2 /

1
1 2 /

1 \
2 /

з \
2 /

!

з \
2 /
1 \
2 /  

1 \  
2 /  
з \  
2 /

D-Ш

] / Ί »

0

0

- D -Ш

У

0

0

У

- D-Ш

V I »

0

0

/ у *

D -&

Перейдем теперь к составлению детерминанта, приравнивание 
нулю которого дает секулярные уравнения, которые определяют 
энергетические уровни. Правила действий со спиновыми опера
торами просты:

Sx \ms) = m s \ms) ,  S* = ~  (S+ +  S_),
где

S± I m s )  = V*S (S +  1) —-Λ4 (Λί ±  1) I m* ±  1>.

Используя данные работы [21], составим (здесь y  = g $ B ,  где 
β —магнетон Бора) для случая (а) табл. 10.3.1, а для случая 
(б) табл. 10.3.2. Для энергии Ш получаем

ё  =  D ±  γ  у ,  - D ± ~ y .

Таким образом, детерминант можно записать так:

( ё*  _  У$ _  D2 +  £)у -  4  ί/2) ( § 2 +  уШ -  D* -  Dy -  4  ΰή ,
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$ = \ y ± V t f - D y  + D\ -  \ y ± V y 2jrDy-^D2.

Результат (а) можно графически описать схемой типа показанной 
на рис. 10.3.1, а.

Энергия

что дает

Рис. 10.3.1. Энергетические уровни для В\\г (а) и В  ± z (б).

Чтобы схематически изобразить энергетические уровни в слу
чае, показанном на рис. 10.3.1, б, отметим, что:

при y -^ζθ :  —D ± y ;
при y  = D: % = - \ D ,  ± ]/ 3 D ;

при г/>£>: < S ^ ± ~ y - ~ D ,  ± y У + ^ D .

[Примечание.  Для случая, когда направление поля В  состав
ляет с осью z угол arccos (l/ j/ З ), детерминант тоже распада
ется на множители, но вычисления в этом случае громоздки.]

Чтобы описать случай осевой симметрии, требуется иметь 
точные значения двух компонент g -фактора. Практически, однако, 
значения g]| и g L часто весьма близки к 2, и в этом случае 
вопрос можно рассматривать в упрощенном виде.

10.4. Вероятность индуцированного перехода в различных 
вариантах рассматривается в большинстве книг по квантовой

267



механике. Наиболее удобный для нашего случая вариант приво
дится в книге Пейка [19]:

Wab = f B \ \ ( b \ J x \a)\*g{v). (10.4.1)

Чтобы в общем случае рассчитать населенности п г и ns уровней 
1 и 3, запишем уравнения, описывающие скорость изменения 
населенности под действием излучения с учетом релаксации 
(см., например, [19]).

По определению

= — П-ι (w13 -f- W13) +  t is(w3i-\-Wzi). (10.4.2)
Кроме того,

(10.4.3)

где п — общее число ионов Сг3+. (Заметим, что мы пренебрегаем 
влиянием уровней 2 и 4, это делается для упрощения расчета; 
можно считать также, что hvX3l k T ^ \ ,  поскольку это тоже 
почти не влияет на точность расчета.) Теперь

W19 = W3l = W, (10.4.4)

ьУзі =  д а із Є х р ^ ^ Ш із ( і+ ^ І - ) .  (10.4.5)

Подставляя выражения (10.4.4) и (10.4.5) в уравнение (10.4.2) 
и решая уравнения (10.4.2) и (10.4.3) для стационарного 
состояния (dn1ldt  =  0), находим, что

= T ' w w f k -  (10·4 ·6)

В условиях теплового равновесия пг/п3 = ехр (hv13/kT), откуда 
получаем

(«1 — П3)равн =  ~  ̂ . (10.4.7)

Нам нужно получить величину (« і — п3), составляющую 10% 
от равновесного значения. Из (10.4.6) и (10.4.7) непосредственно 
следует, что это условие удовлетворяется при w i3!(W -\-wiZ) = 1/10, 
т. е.

W =  9ie)13. (10.4.8)

а) Мощность, поглощаемая в полости резонатора микроволно
вого излучения, определяется высокочастотным магнитным полем 
В ъ  величина которого входит в уравнение (10.4.1).

Определить точное соотношение между Р  и ΰ ι  практически 
сложно, поскольку микроволновое поле неоднородно и установить 
состояние его поляризации далеко не просто. Мы не будем искать 
точное выражение, а просто сделаем оценку, которая по логике
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вещей должна отличаться от точного значения множителем, близ
ким к единице. Соответственно положим

(10.4.9)

Из соотношения (10.4.1) получаем

<Ю'4Л0>

где σ —матричный элемент. При расчете σ2 применяются те же 
самые правила, которые справедливы для действий с оператором 
углового момента J x = 1/.2( J +-\-JJ). В результате получим

σ2 = 0,20. (10.4.11)
Следует обратить внимание на запись выражения для g ( v ) .  

При низких уровнях мощности микроволнового излучения это 
не представляет трудности, но мы имеем дело с большими мощно
стями, такими, что у 2В]Т1Т2^> 1. Чтобы показать, что функция 
g ( v )  обладает свойством $ g (v )d v = l ,  надо записать g ( v )  в виде

а м  -
S  V V  1 -j_ γ 2β ί  т хт г  +  (v 0 —  v)3 ·

Практически v = v0, так что

g  (v) = 2Г2 (1 -  ■fBYTJ'*)- Ίκ (10.4.12)

Подставляя (10.4.8), (10.4.11) и (10.4.12) в выражение (10.4.10), 
а затем используя числовые значения, находим

В х я «8 ,5  ■ 10~6 тл

(заметим, что 1/2 да13, Г2 =  2/Δω и γ2θ'^Τ1Τ2 1).
Подставив значение В х в (10.4.9), получим Р =  18 мет.
б) Выражение для мощности микроволнового излучения, активно 

поглощаемой ионами Сг, можно записать в виде
Λ  = W (пх -  п 3) h v13.

Величина Πχ — ηΑ получена выше (см. (10.4.6)), так что
р _  п (h v i3f w l3W
* я 4 k T (W  + w My

Используя (10.4.9) и подставляя числовые значения, мы, наконец, 
получим, что Р а = 3,4 мет.

Описанный путь решения, разумеется, крайне упрощен, 
но в противном случае пришлось бы преодолеть значительные 
трудности вычислительного характера. Подробное рассмотрение 
приведено в [75].

10.5. Ширина линии может быть определена несколькими экви
валентными способами. В предложенном варианте все величины
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мы будем выражать через магнитное поле; полную ширину линии 
обозначим через АВ.

а) Дипольное взаимодействие можно легко оценить, вычисляя 
величину локального магнитного поля, создаваемого данным дипо
лем на другом (соседнем) диполе.

Поскольку соседние диполи могут быть ориентированы по-разному 
(например, в случае, когда J  = V2, — параллельно или антипарал
лельно), существует разброс значений величины локального маггіит- 
ного поля. Грубая оценка дает

АВ ^  2В лок,
где

здесь а — расстояние до ближайшего соседнего диполя. Подставляя 
соответствующие числовые данные, находим Δ β ^ 2 ,2 · 1 0 '4 тл 
(2,2 гс).

б) Формула Ван-Флека для второго момента в случае одинако
вых спинов может быть записана в виде

ш  =  т  ( і я ) 2 (^ + 1 ) 2  ^  - 3 cos2 θ»>2
k

где rk — значение радиуса-вектора, соединяющего ядро (или элек
трон) с k-м соседом; Θ* — угол между приложенным полем и векто
ром r k.

Чтобы получить желаемую точность, суммирование проводится 
по довольно большому числу соседей. Член г~6 гарантирует быструю 
сходимость. Для упрощения расчета используем табл. 10.5.1.

Т а б л и ц а  10.5.1

Оболочка
а г

COS2 Θ (1 — Scos* Θ)2 ^ Число атомов

1 і 0 1,0000 41 1
{ і 4 ,0000 2

о о 1° 0,12.50 4Δ Δ
k 0,0313 8

3 3 v 3 0 8
л Л J ° 0,0156 4ч

{i 0,0625 2
(° 0,0080 8

5 5 k 0,0013 8
k 0,0157 8

6 А j 1/ . 0,0012 16и k 0,0046 8
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Атомные ядра, расположенные в кристалле по соседству с дан
ным, можно сгруппировать по своего рода слоям (координа
ционным сферам), каждый из которых характеризуется определен
ным значением г .  Для каждого такого слоя будем иметь одно 
или несколько значений квадратов направляющих косинусов 
cos2 %к, причем каждый из них может отвечать нескольким ядрам. 
Проведя суммирование, получаем

ΔΖΓ2 = 9,9 ( у Ч Ч  (J  +  1) а - 6

(числовой коэффициент в исходном выражении Ван-Флека был 
равен 10,0). Вычислив правую часть, находим, что Δ β2 = 
=  13,9 · 10~8 тл2. В случае поликристаллических материалов сле
дует исходить из того, что диполи ориентированы случайным 
образом. Формула Ван-Флека [19] в этом случае имеет вид

5 2= 4 ( ё ) 2 ν * Μ ν + ΐ ) Σ & .

Используя данные табл. 10.5.1, находим, что Δ β2 = 7,1 · 10~8 тл2.
Связь между вторым моментом и шириной линии зависит от 

формы линии, но в случае чисто дипольного уширения прибли
женно можно воспользоваться функцией Гаусса. Допустим нако
нец, что

Δβ = 2 V 2  In 2 Δ β2,

где Δβ определяется как полная ширина между точками резо
нансной кривой, отстоящими от вершины пика на половину его 
высоты. Это упрощает предыдущее выражение, которое прини
мает вид

АВ = 2 , З б У Ш \

откуда находим для монокристалла В  ^  8,8 ■ 10~4 тл ( = 8 ,8 гс) ,  
для поликристалла В  «=> 6,3 · 10~4 тл (= 6 ,3  г с) .

10.6. На кривой рис. 10.6.1 можно выделить три области:
а) 0 < 71 <  170°К; б) 170оК С Г < 2 2 0 ° К ; в) Т > 220°К.

а) При низких температурах ширина линии постоянна и 
близка к значению, ожидаемому для жесткой дипольной 
решетки. Расчет по порядку величины подтверждает это, ширина 
должна быть несколько больше, чем 2 γβ Λ0Κ, где В Л0К — локальное 
поле, создаваемое одним ядром Na23 на своем ближайшем соседе, 
т. е.

R ~ ■ VoW•°лок~ 4я/-з .

что приводит к значению Δω =  3· 103 рад/сек,  которое несколько 
ниже экспериментального.

б) Уменьшение Δω в области выше 170 °К обусловлено воз
никновением механизма сужения [19, 20]. Диффузия атомов
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натрия сквозь решетку создает флуктуирующие локальные поля. 
Если скорость диффузии велика, то каждое локальное поле 
действует в течение такого короткого времени, что поперечные 
составляющие намагниченности не могут существенно разойтись 
по фазе. Критическое условие достигается в том случае, когда 
время корреляции становится сравнимым с величиной, обратной 
ширине дипольной линии, т. е.

TĈ 7 V  (10.6.1)

в) При температуре выше 220 °К величина хс становится 
настолько малой, что средняя величина локальных дипольных 
полей становится близкой к нулю. Наличие остаточной ширины 
линии скорее всего объясняется ограниченностью средств 
измерения. В принципе свой вклад вносит время жизни ушире- 
ния линии (г^ 1/Тг), но для щелочных металлов Τ χ ^ Ι / Τ ,  и при 
указанных температурах оно столь велико, что его нельзя учесть.

Чтобы рассчитать коэффициент диффузии D0, учтем, что

тс = £ ,  (Ю.6.2)

D = D0ex  P ( - | f ) .  (Ю .6.3)

Из соотношений (10.6.1) — (10.6.3) находим, что механизм суже
ния, обусловленный тепловым движением, начинает действовать 
при температуре Тп, определяемой выражением

Г2 E d
D ° =  8Тг  ЄХр ‘

гр _1̂ 2
2~Δ ω*»

Далее имеем

где Δω^ —статическая ширина линии при дипольном уширении 
в предположении, что линия имеет гауссову форму.

Для интерпретации кривой рис. 10.6.1 необходим некоторый 
критерий для определения Т„. Кратко это изложить довольно 
трудно, но если мы будем последовательны, мы можем проделать 
с достаточной точностью относительные измерения D0 и с мень
шей точностью — абсолютные измерения D0.

Если мы продолжим кривую в сторону низких температур, 
считая ее ход линейным, то точка пересечения даст нам Тп = 
= 17о°К, при этом мы получим также Acod= 1,7· 10* р а д - с е к - 1. 
Тогда численное значение D0 — 3,0·10~3 м2-сект1. Измерения 
с помощью меченых атомов дают значение £>„ = 2,42-10 5 м ї - с е к  1. 
Мы были бы ближе к истине, если бы исходили из того значе
ния Тп, при котором Δω становится равным A<ad/2, однако это 
значение Тп трудно определить.
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Точная интерпретация приведенной кривой и подобных ей 
усложняется тем обстоятельством, что форма линии, будучи гаус
совой, изменяется до лоренцевой при высоких температурах. 
Гораздо большая точность может быть достигнута при прямых 
измерениях методом спинового эхо [76]; концепция температур
ного сужения ширины линии обсуждается в [77].

10.7. Во-первых, надо установить взаимосвязь между произ
водной высоты пика Р  по частоте и шириной линии Δω. Для 
линии гауссовой формы амплитуда (высота) линии поглощения 
задается соотношением

где а — коэффициент, зависящий от измерительной аппаратуры, 
ω —частота, измеряемая относительно резонансной частоты ω0. 
Итак,

^  = - 2 α ω 7 > χ ρ ( - ω 271),

= — 2α Τ ’ΐ ехр (— ω271) +  4αω271 ехр (— ω271).

Наибольшее значение этой производной достигается при ω = 
=  ±  (2 T ' i 1/2. Следовательно,

Таким образом, 71 ~  (Δω)-1; этим устанавливается связь между 
Р  и Δω.

Мы видим, что для того чтобы величина Р  уменьшилась в три 
раза по сравнению со значением в нелегированном образце, вели
чина (Δω)2 должна увеличиться в три раза по сравнению с (Δω„)2, 
где ΔωΗ —значение Δω в нелегированном образце. Ширина гаус
совой линии находится из соотношения

необходимо, чтобы выполнялось условие ( Δ ω ζ ) ) 2  =  2  ( Δ ω „ ) 2 .  По 
условию задачи Δ ω  = 4,6-103 р а д - с е к ' 1, следовательно, Δ ω , у = 
= 6,5· 103 р а д  · сект1. Подставляя далее соответствующие величины 
в выражение для Δω^, получаем

Теперь мы можем рассчитать требуемый градиент поля. Находим 
Vzz =  1 ,7 -1018 в ■ м~2 (= 1 ,7 -1 0  и в-см~2). Если для ионов-доноров

А — аТ% ехр (— ω27|),

= У  2 а 71 ехр f — у  j ^  Т\

(Δω)2 = (Δω„)2 +  (Δωρ)2. 

Для того чтобы было справедливо выражение

(Δω)2 =  3 (Δω„)2,

Δωρ =
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Те используется модель точечного заряда, то потенциал, созда
ваемый ионом на расстоянии г, можно записать в виде

Следовательно,

2 πεΓ3 *
е

При концентрации Те, равной 102i л<~3, можно принять, что 
г 3 =  l(h 24 м3. В случае точечного заряда это дает Vzz — 1,8 · 10й в ■ м~2 
(=  1,8 ■ 1010 в - см г г).

Существует расхождение между теоретически рассчитанной и 
экспериментально измеряемой величиной Vzz. Это расхождение 
в некоторой мере связано и с тем, что в расчет не принималась 
поляризация диэлектрика, но главным образом с тем, что не 
учитывался эффект поляризации электронов атомного остова 
в усиленном электрическом поле, создаваемом ядрами, —так назы
ваемый антиэкранирующий эффект Стернхеймера [20].

10.8. Пусть /V — число электронов, а п — число протонов в еди
нице объема. Обозначим населенности ядерных состояний t n j  =
— ±  1/2 через п±, а населенности электронных состояний m s  = 
= ±  1/2 через N±. Кроме того, обозначим населенности, соот
ветствующие состоянию теплового равновесия, индексом t, а 
населенности, соответствующие насыщению перехода 1 <н>· 4, 
индексом s. Тогда

Интенсивность сигнала Z ядерного резонанса пропорциональна 
п+ — П-, следовательно,

где λ —константа. Поэтому в большинстве случаев при d/kT<^ 1

Поскольку вследствие быстрой электронной релаксации между N+ 
и N-  поддерживается равновесное распределение населенностей, 
то имеем

(10.8 .1)

При насыщении перехода 1 <-»· 4
N+nl = ( 10.8 .2)

N А
(10.8.3)

(10.8.4)
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Кроме того, можно считать, что, за исключением экстремальных 
случаев, выполняется условие Δ /^Γ < 1. Таким образом,

Ζ* = λ ( η > - η ! ) ^ - ~ .  (10.8.5)

Максимальное усиление определяется величиной отношения 
ZVZ''. Из выражений (10.8.1) и (10.8.5) следует, что максималь
ное усиление равно просто отношению Δ/δ. Далее

δ — yJlB, А = уеШ . (10.8.6)

Таким образом, для электронов, у которых величина g мало 
отличается от значения, отвечающего случаю свободных электро
нов, численное значение максимального усиления равно 657. 
Эффективная спиновая температура системы ядер T s определяется 
из соотношения

Ь - е х р Л .  ( 1 0 . 8 . 7 )

Когда переход 1<->4 насыщен, из (10.8.4) и (10.8.7) следует, 
что T s =  — δΤ/Α. Для Т = 4,2°К  находим, что T s =  —0,0064 °К. 
При Т’ = 4,2°К  и 5  = 1,2 тл  поляризация ядер Р =  13%. Чтобы 
получить такую степень поляризации системы ядер обычным спо
собом, необходимо понизить температуру до 0,16 °К и повысить 
поле до 10 тл.

Заметим, что описанный метод, известный под названием ме
тода динамической поляризации ядер, не является единственным. 
Хороший обзор методов поляризации ядер дан в [78].

Поляризация, равная 70%, может быть получена для системы 
протонов в кристалле La2Mg2 (Ν03)12 · 24Н30 ,  легированном Nd3+. 
Интересное рассмотрение этой проблемы имеется в статье [79]; 
читателю, интересующемуся этими вопросами, рекомендуем также 
познакомиться с работой [80].

10.9. Смещение резонансной линии представляет собой так на
зываемый сдвиг Найта, характеризуемый отношением АВ/В =  
= \ и (0) jр, где j и (0) !|. — плотность вероятности нахождения
электронов проводимости в точке г  = 0 , усредненная по всем 
электронам, находящимся на поверхности Ферми, и нормирован
ная на единичный объем (ядро считаем расположенным в точке 
г =  0 — в начале координат).

Д ля металлов вычисление величины | и  (0) |р является очень 
трудным, но если при расчете в качестве волновой функции взять 
волновую функцию свободного атома (0), то результаты полу
чатся вполне приемлемые.

Найтовский сдвиг связан с постоянной сверхтонкой структуры 
соотношением

Л = у  μοΥίΥ^2 ίΨο (0) ί2,
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где функция ψ α (0) нормирована на атомный объем Vа. Следова
тельно, в нашем приближении можно положить

I и (0) \F=Va ] (0) I2, 

откуда для сдвига Найта получим
АВ у  IV пА

=  1е д- _ =  0,161%.В μοУеУпП2
Измеренное значение сдвига Найта составляет 0,113%; различие 
обусловлено тем, что сделанный выбор для оценки I и  (0) \f является 
все же грубым приближением. Эффект насыщения электронно
спинового резонанса отвечает ситуации, при которой число элек
тронов проводимости со спинами, направленными вверх, стано
вится равным числу электронов проводимости со спинами, 
направленными вниз; в этом случае сдвиг должен исчезать. Сдвиг 
частоты электронного резонанса, обусловленный поляризацией 
ядер, описывается соотношением

Ά Β  \ 2  /Л .

В )е ~  ' I * .

здесь %п — восприимчивость системы ядер. Для χ„ имеем
W n n2J (J + l )

%П -- ' 3 kT

где я  —число ядер в единице объема. Численный расчет дает 
значения χ„ = 5,3· 10~п и (АВ/В)е =  7,7 · 10"9; значение (АВ/В)е ока
зывается столь малым, что его очень трудно определить экспе
риментально. Однако подобные сдвиги наблюдались у искус
ственно поляризованных ядер [20, 81].

10.10. Наиболее подходящее для нашего случая выражение 
для частоты ферромагнитного резонанса ωΓ имеет вид
ω/·=  7 {[Во +  μ-ο (Dy — Dz +  Dxy — Dkz) M s] X

X [^o +  ̂ o (Ar — D~ DKx — DK.) Ms]}'/*, (10.10.1)
где Dt — геометрический размагничивающий фактор вдоль оси і, 
DKi — эффективные размагничивающие факторы, связанные с кри
сталлографической магнитной анизотропией. (Вывод формулы
(10.10.1) дается во многих книгах; см., например, [18].)

Выразим теперь DKi через стандартную константу магнитной 
анизотропии Κι ,  которая определяется обычно выражением для 
плотности свободной энергии магнитной анизотропии:

FK = K[  sin2 θ
(здесь мы пренебрегаем /Q. Мы можем определить эффективное 
анизотропное поле Нк  через момент вращения М ,̂ считая его 
обусловленным эффективным полем анизотропии Нк :

дР„
] μοΜ* X Нк  j =  =  2К[ sin Є cos 0. (10.10.2)
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На рис. 10.10.1 показан случай, когда поле В 0 приложено вдоль 
направления легкого намагничивания (совпадающего с осью г), 
а радиочастотное поле Βχ — в направлении оси х. ~
B i< ^ B 0, то вектор намагничен
ности М5 остается почти парал
лельным В 0, т. е. 6 ^ 0 .  Поэтому 
момент, вращающий MV) будут 
создавать только компоненты Нк , 
перпендикулярные В0. Например, 
когда поле Вг направлено вдоль 
оси χ, поперечная компонента 
Ms, т. е. компонента М х, задается 
в виде

M* = Afs sin9. (10.10.3)

Из уравнения (10.10.2) видно, что 
поскольку 6 я «0 , то

— μοΜ Μ Κχ^ 2 Κ ' ι 8ίηθ,  (10.10.4)

Поскольку

В,

РцМ/іτ В,
χ

Рис. 10.10.1. Ориентация прило
женного магнитного поля и резуль
тирующие векторы намагничен

ности.

где Нкх связано с М х и размагничивающим фактором DKx обыч
ным соотношением

Н — DKxM x. (10.10.5)

Из (10.10.3)—(10.10.5) находим, что

П 2К[ υ «χ - μ 0М%

Точно так же можно показать, что
Ж[DКу μ0Μ·ϊ

Однако DKz =  0, поскольку HKz не создает момента, вращаю
щего Ms , и, следовательно, DKz должен быть равен нулю.

Обращаясь теперь к выражению (10.10.1), можно видеть, что 
для эллипсоида вращения (Dy = Dx Ф  Dz)

=  γ [ β 0 -j- μ0 (Dx — Dz-\-DKx)].

Влияние формы и влияние магнитной кристаллической анизотропии 
на частоту ω,. неразличимы, поэтому, если нам нужно получить 
достоверные значения DKx, мы должны убедиться в выполнении 
условия I Dx — Dz I <; DKx.

По условию задачи \DX — Dz \<z0,\DKx. Для кобальта К\ =  
=  4,1 · 105 д ж - л г 3', M s =  1,4· 106 а - м г 1, следовательно, DKx^=i0,3 , 
Поэтому мы можем гарантировать, что \DX — Dz |<0,03.

Вводя коэффициент сферичности т,  определяемый как отно
шение полуосей эллипсоида b/α, и пользуясь таблицей размагни
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чивающих факторов [18], докажем, что это условие эквивалентно 
условию

11 — m j <  0,01.

Чтобы с требуемой точностью измерить Κι ,  мы должны быть уве
рены, что отклонение от сферичности для используемого в опыте 
«сферического» образца составляет не более 1%. Заметим, что 
кобальт имеет высокую энергию магнитокристаллической анизо
тропии. Если бы эксперимент проводился с железом или никелем, 
геометрическое совершенство должно было бы быть еще более 
высоким [82].

10.11. Когда внешнее магнитное поле приложено перпендику
лярно к плоскости пленки, условием резонанса служит соотно
шение

β± = γ  +  μ ο Μ , - ^ ,  (10.11.1)

где ω — фиксированная частота микроволнового поля, Л —обмен
ная константа, определяемая выражением

A = 2 J eS 2/a, (10.11.2)

k — волновое число спиновой волны
k = pn/L (10.11.3)

(здесь р —порядок моды, L —толщина пленки).
График зависимости В ± от р2 дает возможность рассчи

тать M'i и А, а следовательно, и J e . Такой график можно по
строить, имея спектральную кривую типа приведенной на
рис. 10.11.1.

Если имеет место полное закрепление спинов, то на поверх
ности пленки появляются нечетные моды, если же закрепление 
неполное, то становится возможным появление четных мод малой 
интенсивности. Так, пики, которые видны на графике рис. 10.11.1, 
соответствуют модам р  =  1, 2, 3, 4, 5, 7 (справа налево). Зави
симость В± от р2 можно описать уравнением

В ± =  1,78 -  0,0112р2 тл. (10.11.4)

Сравнивая выражение (10.11.4) с (10.11.1), (10.11.2) и (10.11.3), 
видим, что M s =  7,63 ■ 105 a ■ м~1 (=  760 э), А =  9,4 ■ 10"12 д ж  ■ мг1, 
т. е.

= 6,6 - 10-21 д ж  (= 6 ,6 ·  ίο -14 эрг) .

Очевидно, полученное значение J e имеет ожидаемый порядок ве
личины [18, 83].

10.12. Для сдвига энергетического уровня с данным ttij по
сравнению с положением этого уровня при нулевом поле сверх
тонкого расщепления имеем соотношение

t i g  =  — trijg\inB n, (10.12.1)
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где В п — поле сверхтонкого расщепления на ядре. Правило 
отбора: Ат =  0, ± 1 ;  разрешенные переходы показаны на
рис. 10.12.1,6.

Используя выражение (10.12.1), найдем

Аёьа =  АШсе =  80, (10.12.2)
tMaJ =  36, +  δο, (10.12.3)

где ЬМьа — энергетическая разность между пиками b и d, а δ0 и δ!
показаны на рис. 10.12.1,6. Далее

δ0 = (10.12.4)
bi =  g i  μηΒ η, . (10.12.5)

индексы у g  означают основное и возбужденное состояния. Соот
ношение между сдвигом уровня АШ и  относительной скоростью V 
источника и поглотителя задается формулой

АШ=^А,
с ’

описывающей классический эффект Доплера. Для Δ = 14,4 кэв 
получим

АШ = 7,67у · 10-27 д ж

(скорость ν выражена в м м - с е к -1). По спектру замеряем АШьа =  
= А£зсе = 4,0 мм-сект1, что соответствует 3,07 · 10~26 дж.

а) Используя выражения (10.12.2), (10.12.4) и значение, дан
ное для go, получим Вп = — 34 тл.  Знак минус появляется 
вследствие уменьшения сдвига при наложении внешнего поля.

б) Используя выражения (10.12.3) и (10.12.5) и рассчитанное 
выше значение В п, получаем, что gx =  —0,10. Знак минус здесь 
стоит не потому, что он определен по спектру; для определения 
знака необходимо еще измерение с поляризованным источником 
и поглотителем. Однако энергетические уровни, приведенные на 
рис. 10.12.1,6, строились с учетом предположения, что gx имеет 
отрицательный знак.

в) Нижний предел времени жизни возбужденного состояния τ  
может быть определен по изменению ширины спектральной ли
нии бШ. Имеем

Мы получили величину ЬШ для а я « 0 ,5  мм-сект1, т. е. АШ ^  
10~27 дж .  Это сразу дает τ^ 2 ,5 ·1 0 ~ 7 сек.  Фактически τ  = 

=  1,4 · 10~8 с ек.  Это означает, что вклад в величину времени 
жизни могут давать и другие механизмы уши рения.
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11. Электронная теория металлов

11.1. Рассмотрим число п всех электронов на единицу объема 
металла

ОО
η  =  § N ф )  dM,

о
где N (§) — так называемая функция плотности состояний и, 
таким образом, N (%) йШ — число электронов, приходящееся на 
интервал энергий от Ш до §  +

При абсолютном нуле все уровни энергии до %р включительно 
заняты двумя электронами каждый, а все уровни выше ШР сво
бодны. Для функции плотности имеем

N (Щ = 

<§у(0)
Следовательно,

S * * * '  * ' « · 2/и (Зл2/г)2/».

Вычисленные І ’вьічисл и экспериментальные ®̂.ксп значения энергии 
Ферми приведены в табл. 11.1.2. Экспериментальные значения 
получены из опытов с мягкими рентгеновскими лучами.

Т а б л и ц а  11.1.2

М еталл Li Na К Rb Cs

£ВЫЧИСЛ (0)| m 5,22 3,15 2,05 1,78 1,59

(0 ) ,  эв 4,72 3,12 2,14 1,82 1,59

11.2. Для свободных электронов момент р  и волновой век
тор k связаны выражением

р  — %k. .
Приложенная сила F  изменяет k следующим образом:

p = if = * f  ·
Под действием силы возрастают параллельные F  компоненты 
векторов k всех электронов, однако равновесное состояние дости
гается электронами из-за возвращения их к своим первоначальным 
состояниям. Если τ  —время релаксации для этих столкновений, 
то в равновесном состоянии приращение Ьк волнового вектора к  
есть просто 8k = Fx/h.
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Если электрическое поле Е действует с силой F,  то плотность 
индуцированного тока j = n e δ ν ,  где бо — соответствующее измене
ние скорости, и, следовательно,

п ё1 X г/ = ----- Е.J  т

Искомая электропроводность равна
σ = п е2т/т.

Если принять, что в том же электронном газе имеется гра
диент температур V7\ то частицы со скоростью ν  проходят без 
столкновений расстояние υ τ  и соответствующий тепловой поток 
равен и  =  1/3псхи2ЧТ, где с —теплосодержание на одну частицу. 
Теплопроводность κ, таким образом, равна

k =  1/3Cv2t

(С —удельная теплоемкость). Значение удельной теплоемкости 
можно получить из интеграла полной энергии U на единицу объема

00

U =  $ 8 N ( $ ) f  (Щ dS,
О

где N (Ш) — функция плотности состояний, a / (f) —функция 
Ферми— Дирака. Интегрирование по частям и разложение в ряд 
Тейлора по ШР дают

U = U' +  ^ ( k T f N [ S p (  0)],
так что

С = n 2ktiT/2Тр.
Зная, что kTр = 1/ism v 2, получаем

Таким образом,

π 2 t ik-Tκ = -s---------τ.3 m

κ  __ π 2 ft2
σ

L = —  = 2,45· 10 - e m - о м - гра д  2.

При комнатной температуре экспериментальные значения L 
очень хорошо совпадают с полученным значением L, однако при 
более низких температурах (ниже температуры Дебая) времена 
релаксации для столкновений, дающих вклад в электропровод
ность и теплопроводность, становятся различными. При темпера
турах около О °К эти времена снова становятся сравнимыми, чем 
и объясняется минимум, который наблюдается для натрия.

11.3. 1) 5,51 эв (0,405 R y, 0,202 ат. ед.), 63 800°К; 2) 1,20 х  
X 10е С*-1; 3) 1,39· 108 с м - с е к 1·, 4) 4,52· 1016 см 2; 5) 1,4· 1010 гц;
6) 5 ,2 -10 12 си при 295 °К, 2 -Ю -9 см  при 20 °К; 7) 1,6-10~3 с.м; 
8) 4,09 ■ 10'8 см; 9) 1,33· 10* саг1, 1,54· 10е сиг1; 10) 1,45 · 10ί5 см -3.
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11.4. Согласно функции распределения Ферми —Дирака число 
электронов dtt с энергией в интервале от Ш до % +  йШ равно 

d n -  c V M d g
1 +  е х р  '

1 1 2 т \ 3/2
ГДе С= 2л2\~Wl · Следовательно, средняя энергия свободных 
электронов

&V Ш (іШ
с 5т+  ехр [(& — S F)/kT]

с о

к
V&dS

J  1 + ехр  [ ф  — Шр)/кТ]

При Т =  0 она равна

» = 4  м о ) .

Если воспользоваться выражением для Ъ при конечной тем
пературе Т:

то полная энергия единицы объема

U =  пМ,
где «  — число электронов в единице объема. Таким образом,

1  +  5«. / j f c r x n
. ^  12 U f ( 0 ) i J ’

U = ~ п ё р ( 0 )

,r  , dU n 2 ,  kT
( C v ) F D  =  ~  =д Т  2 S F (0) ■

Д л я одного моля газа nk = R,

Классический результат (С\,)кл = 3/-,R, так что 
( C y )Fp  _ & kT

<Pv) кл 3 М ° ) ‘
При Г  = 300°Ки ШР = 7 эв

^ \ FD ^ 1 ,2 - 1 0-2'.Κ̂ νίκη
11.5. Электрон, движущийся к поверхности, должен преодо

леть потенциальный барьер высотой
& = Шр +  φ,
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причем Ш' отсчитывается от нижнего края зоны. Если поверхность 
перпендикулярна к оси х, то условие выхода электрона

2т > 8>  +  φ.

Полное число электронов с х-компонентой импульса в пре
делах от р х до p x -\-dpx, проходящих через единичную площадку 
поверхности за единицу времени, равно

2 1 - v x dpx dp  у d pz =
/г3 1+ ехр  [ ( S - S F)/kT]

2

h3 1 +  ехр [ ( ё  — e F)/kT]
Искомый ток равен

dS dpу dpz

-f- со -f- со -f- ОО

і =  ~~  ̂ \ \  -----------i —s-----------dM dp y d p z =
/г3 '  '  J  1+ exp  \ ( S - E P)/kT-\ У+^χΡ [( Ι - ^ η

-f- СО -j- со

2ekT f C , Λ , Φ+(Ρ| + Ρζ)/2/η\ . ,“ дз J  ̂ ln ^ l+ e x p --------- > JkT -j d p y d p z
—  00 —  СО

Обычно потенциал φ порядка нескольких электрон-вольт, а вели
чина kT составляет малые доли электрон-вольта. Разлагая лога
рифм в ряд и сохраняя только первый член, получаем формулу 
Ричардсона — Дешмана:

2екТ ( у \ +<Г+<Г  ( р1 ^ р1 \ a j
і  =  P [ - k T )  } )  ^ r - ) d P y d Pz =

—  оо —  со

= 4пт  ехр ( -  ^ г )  = Л Г2 ехр ( -  ..

Практически некая доля г  электронов отражается от поверх
ности, поэтому

i =  ( \ - r ) A T 2 е х р ( - ^

где А =  4nmek2/h3 =  120 а ■ см 2 ■ град~2. При Т =  2 273 °К имеем

і =  0,13 а.

11.6. Пусть поверхность металла перпендикулярна к оси г .  
Электрическое поле волны на поверхности имеет вид Ех0 ехр (Ш)  
и уравнения Максвелла дают

й ’Е х   4π ί'ω  .
dz2 с2 I х'
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Если выполняется закон Ома (т. e. j x =  aEx), то
0~Е v 4π«ω р / л \
- Q j r  = ------ 2̂ σΕ* и Е* = £ао ехр (— λχ)

где

Декремент затухания равен ]/ 2πωσ/£ и глубина скин-слоя δ = 
=  с/У 2πωσ.

Для образца чистого металла с проводимостью в 1 ед. СГСМ 
при 4°К  в высокочастотном поле 3-1010 гц  величина δ порядка 
10 6 см. Типичная средняя длина свободного пробега между столк
новениями примерно равна этой величине. Значит, электрическое 
поле заметно изменяется на расстоянии, которое электрон про
ходит между столкновениями, и, следовательно, пользоваться 
законом Ома, как это сделано выше, уже нельзя — необходима 
более точная трактовка.

11.7. Сила Лоренца, действующая на электрон, равна (e/c)v х Н. 
Так как скорость v  нормальна к энергетической поверхности 
в Λ-пространстве, то сила будет тангенциальной, так что энергия 
останется неизменной. Величина %k меняется так, что вектор k 
описывает в fe-пространстве орбиту, определяемую пересечением 
поверхности постоянной энергии с плоскостью, перпендикулярной 
к Н. Если взять две орбиты, соответствующие энергиям Ш и 
Ш -\- dM, то расстояние между ними в любой точке будет равно 
dS/j grad* S |, или dS/fiv. Если dl  — приращение длины орбиты, то 
площадь кольца, ограниченного этими орбитами, равна

где интеграл берется по орбите.
Сила, действующая на электрон, по величине равна (е/с) vH,  

а время, за которое электрон проходит элемент d l ,  равно 
cUdl/evH.  Поэтому период движения по орбите равен

для свободных электронов ω(; =  еН/me. Поэтому эффективную 
циклотронную массу для данной орбиты можно определить 
отсюда как

Значит,

или

а циклотронная частота
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11.8. Средняя энергия, приходящаяся на один электрон, выра
жается через энергию Ферми следующим образом (см. зада
чу 11.4):

Для  электронного газа с плотностью, соответствующей меди, оно 
равно 3,8- 1011 д и н - с м 2, или около 4· 105 а/гш.

11.9. Пусть однородный электронный газ плотности р претер
певает сферически симметричное смещение ζ (г) на поверхности 
сферы радиуса г.  Если смещение является медленно меняющейся 
функцией г, то сферу покидают приблизительно 4πρ/·2ζ (г) элект
ронов. Поэтому на сфере остается избыточный положительный 
заряд 4я ер г%  (г) и электрон на поверхности подвергается действию 
возвращающей силы 4ле2р?(г).

Запишем уравнение движения:

Это уравнение простого гармонического колебания. Оно описывает 
продольные колебания плотности (плазменные колебания)в элект
ронном газе. Циклическая частота этих колебаний равна

Для такого металла, как медь (ρ =  0,85· 1023 смгъ), значение со, 
равно 1,6 · 101в ра д  ■ сект1 = 2,5 · 1015 гц.

По аналогии с квантовомеханической задачей о простом гармо
ническом осцилляторе из квантовомеханического рассмотрения 
плазменных колебаний следует, что энергия колебаний квантуется 
согласно условию

где ^„ — значение энергии для п -й моды колебаний.
11.10. Равновесное значение г 0 найдется из уравнения

где Ν — полное число электронов в объеме V. 
Полная энергия равна

отсюда давление

dV 5 m \ v )

m  +  4jte2p£ = 0.

дШ 9 e* З
d r  10 г2 5mr 3

Отсюда
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Для щелочных металлов экспериментальные значения г 0 составляют 
около 2 А.

Модуль всестороннего сжатия

т,  д Р  w  32 (NE)  _  ,/ / д г  \2 дЩ f 1 \
V dV ~  V dV* ~  v  \dV]  d r а ~ \ 1 2 л г  d r 2 /г = г . ‘

Скорость звука определяется равенством
,, _  В _  т /' 1 \ 2 9  .2/3

Vs р 15Μ  ν гйт )  \ 4π )  *

где плотность р = ЗЛ4/4лто, а М — масса атома.
Наконец, используя выражение для скорости Ферми,

тР 1 / 9  \2/3 
Vp =  -------  =  -------  —  3

m m/e \ 4 π  /
получаем

р m
^  = w ^ ·

Вычисленная величина скорости звука в Li (пользуемся значе
нием Шр, найденным в задаче 11.1) равна 3· 105 см ■ с е к г х. Экспери
ментальное значение этой скорости равно 4,8-10ъ см -сект1.

11.11. Система свободных электронов описывается набором вол
новых функций Ψ*, которые являются плоскими волнами. В системе 
действует потенциал V (r, t) самосогласованного поля. Этот потен
циал учитывает приложенное извне поле и создаваемую электро
нами экранировку. При этом можно считать, что гамильтониан 
этой системы имеет тот же вид, что и для независимых частиц:

ЛГ =  <ЯГ0+ У ( г ,  t),
где ^ Г 0 = р*12т, £Τ0ψ Λ =

Определим оператор «матрицы плотности» р следующим соотно
шением:

РоΨ* = /„(£*) ψ *.

где /о Фк)  — функция распределения Ферми. Обобщение этого опе
ратора на возмущенные состояния дает оператор р, который удо
влетворяет уравнению Лиувилля

i f l ( w )  =  ^ ’ р ] ·

Допустим, что р отличается от р0 лишь малым возмущением рг:
Р  — Р о  +  Р і ·

Подставляя р в уравнение Лиувилля и пренебрегая членами, 
содержащими произведения вида Vpj, получаем линеаризованное 
уравнение

ІПI  ( Ъ  I Pi I ψ* + , )  =  І [вЯГо, pi] (Ψ* + , )  ■+  <ψ* I [ ν ,  Ро] I ψ* + , )  =
—  % *  +  q) ( Ψ *  І Р і  | Ψ *  +  ? )  +  [ / θ  [Шк +  q) ~ f o  ( ^ * ) ]  V  І Я .  0 »
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где V ( g ,  0 -коэффициент Фурье функции V (r,  t) для волнового 
вектора д :

<Ψ*ί ν ίΨ *  + 1?> = ν(<7, t).

Чтобы найти диэлектрическую проницаемость, рассмотрим 
теперь Vs, т. е. ту часть V, которую создает индуцированный 
заряд с плотностью η (п — число частиц в единице объема). Вели
чины Vs и п  самосогласованно связаны уравнением Пуассона

V2VS =  4 п е 2п.
Следовательно,

у  , уч 4ле'2

k'
Уравнение Лиувилля для Vs принимает вид 

i h  ( 4 г )  ( Ψ *  і Ρχ I Ψ *  + , )  =  (%k -  Шл + , )  <Ψ* I P l  i Ψ * + , >  +

+  I f -  [/о { $ * + < ) - fo («*)] У  <Ψ*' I Pi 1
k’

Зависимость от времени для Vs должна быть той же самой, 
что и для приложенного потенциала, а именно — периодической, 
вида еш .

Поляризация Р  системы связана с п  соотношением V · Р  = е п , 
а с электрическим полем— диэлектрической проницаемостью 
ε (ω, д )  по соотношению

4n P ( q ,  ί) = [ε(ω , g ) - l ] E ( g ,  t ).
Учтем, что

E (q ,  t) =  ~ g V  ( g ,  t).

Исключая E из приведенных выше уравнений, получаем для 
диэлектрической проницаемости

4ле2 V -  f0(8k +  q) - f 0( $ t)4ле2
β(ω, q) =  1 ----- T  v k + g - v k-n<A

11.12. При малых g  для разности энергий приближенно 
выполняется равенство

%k + q — ^ k ^ g ·  Чk*@k
И

dfo
/о ( # * + , ) - /о

&ёк
Записывая суммирование по k как интеграл, имеем

4яе2 r· q - v k%k d f 0 4яе*  ґ> d f 0 „



(здесь N (Шр) — плотность состояний на поверхности Ферми), так 
как d f j d $ k ведет себя, как дельта-функция при % =  Таким 
образом, ε->-οο при q 0.

Экранированный потенциал примеси получаем делением потен
циала неэкранированного точечного заряда на v(q, 0):

. .  , ^неэкр (?> 0) 4JlZe2
9Кр У  ε (q,  0) =  <?2 +  λ2 *

Переход с помощью преобразования Фурье к обычному /'-прост
ранству дает

V9Kp (/ ')= ^ -e x p  ( ~ λ ή .

Поскольку с самого начала мы пользовались ограничивающим 
приближением #->- 0, то этот результат неверен вблизи от точеч
ного заряда, где становятся существенными высшие члены в раз
ложении по q.

Для Ag радиус экранирования λ, = 3 · 10 s см.
11.13. Из задачи 11.2 следует, что смещение dk от равновес

ного положения ферми-сферы определяется уравнением

где F — приложенная сила, а τ —время релаксации для столкно
вений частиц. В данной задаче силой является сила Лоренца, 
обусловленная действием электрического Е и магнитного Н  
полей:

Полагая

имеем
(Ех, Еу , 0), Л = (0 , 0, Нг),

8 ί» = - Η ^ ( £ » +  ω' τ£ ')>
где ωс =  еН!тс.

Вектор плотности тока j  связан с электрическим полем Е 
формулой

j i GikEki

И поскольку j x = nebVx, то
γσ  — ω 6.τγσ 0 

a ik =  I ω ,,τγσ y a  0



E i — Pikjki 
является обратным тензору σ;/:

/ р Шстр  0\

Р ;* =  — ω^Ρ Р 0 ;
\ 0  0  р )

здесь ρ=1/σ. Таким образом, диагональные элементы не зависят 
от магнитного поля.

11.14. а) Член, описывающий рассеяние в уравнении Больц
мана, обычно записывается в виде

Ш  = _  /-/о .
\ dt  /столки 1

Время релаксации как универсальная величина существует 
только в том случае, если оно не зависит от энергии и направ
ления. Обычно понятие времени релаксации определяют эмпири
чески применительно к измеряемому свойству. Определенные 
таким образом времена релаксации для электронной теплопро
водности и для электропроводности равны тогда и только тогда, 
когда имеет место упругое рассеяние или рассеяние преимущест
венно на большие углы.

б) 1) Две эти группы независимы, следовательно,

'h' =  σ =  σχ +  σ 2 =  Вл + Β2τ2; В =  vFA,

где xjf— средняя скорость Ферми, а Л —площадь поверхности 
Ферми.

2) Предположим, что в пределах каждой группы, при нали
чии также и фононного рассеяния, вероятности столкновений адди
тивны. Тогда

σ* = σΓ +  σ| = —  В] р  + ..t Вг
т 0  Τ ι  τ 0  Т 2

где звездочкой обозначено общее значение σ. Считаем, что r lt 
τ2> τ 0. Тогда

3) Как и выше, для удельного сопротивления сплава

Ρι (τ) = - ^ г ,

для удельного сопротивления чистого металла
, 1 1

р2 W  {Bl + Βύ  То > ро Βι 4+ ·
Отсюда

—  = 7 Г ХЖ  [—  +  —  -  2 ). (11.14.1)Ро (Si +  ̂ 2)2 \ τ 2 1 τ ι  ]  ν
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(Заметим, что Δ/ρ0 не зависит от концентрации и температуры, 
так что Δ возрастает линейно с концентрацией и не зависит 
от температуры.)

■2, значит, L4) В х, В2, р0 положительны и -f- —
Т2 Tj

0;

• 2 =

1 для сплава из металлов 
5 одинаковой валентности
1 для гетеровалёнгного 

'2 сплава
Таким образом, Δ больше в первом случае.

Δ ___ 1 _  _  Β β ζ

"йГ — ε
Поэтому

(Вг +  В.гГ-

1
— 15 *

•3.

Пусть В г ^ - В ъ  так что
В\ВЪ

Тогда
(fij +3.г)2

в :
1
15 и BjXp

Β.,Χη

Значит, шейками, если они в меньшинстве, создается 1/15 часть 
тока.

11.15. Зоны Бриллюэна для этих структур ограничены сле- 
// дующими плоскостями:

ГЦК (111), (200);
ОЦК (110);

γ -латунь (330), (411).

Число атомов в элементарной 
ячейке объема V — а3 (где а — 
длина ребра куба в каждом слу
чае) соответственно равно 4; 2 и 
52. Вписанные сферы имеют ра
диусы a l Y 3, a f\ f  2 и а/У  18 и 
содержат соответственно 1,36;
1,48 и 1,54 электронов на атом.

Вид функции плотности для 
электронов в ГЦК решетке пока

зан на рис. 11.15.1. Зонная структура приводит к наличию пика 
на кривой плотности состояний. Пик есть и в случае ОЦК 
решетки, но при несколько большей энергии. Функция плотности 
состояний в неупорядоченной структуре будет ближе к кривой 
с надписью «свободные электроны» на том же рисунке.

Рис. 11.15.1. Схематический график 
функции плотности состояний для ГЦК 

и ОЦК кристаллов.
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Для того чтобы был возможен фазовый переход, кривизна 
суммы разностей энергий отдельных частиц должна превышать 
кривизну для члена смешения в энтропии. Особенности поведе
ния функции плотности состояний, естественно, зависят от зон
ной структуры, но для сплавов, в которых при заданных отно
шениях числа электронов к числу атомов имеют место фазовые 
переходы, член, характеризующий смешение, равен долям элек
трон-вольта на атом, между тем как вклад изменений энергии 
отдельных частиц составляет несколько электрон-вольт на атом.

11.16. Настоящая задача по существу есть упражнение на 
простой пересчет средней длины свободного пробега в пленке 
с учетом того, что часть электронов беспорядочно рассеивается 
на поверхности, не пройдя еще среднюю длину λ0.

Пусть частица начинает двигаться, испытав последнее столк
новение на оси х, на расстоянии х от поверхности. Пусть новое 
направление ее движения составляет угол В с осью х. Ее сред
няя длина свободного пробега λ будет теперь функцией угла Θ, 
так как λ = λ0 только при <; 6 <; θ2, причем

11.17. Зададим безразмерную угловую переменную φ равен
ством

Совокупностью переменных φ, kz и Ш удобно описывать движе
ние вектора k по орбите. Уравнение Больцмана в этих пере
менных

г. d — X -
COS —  , COS Є2 =

Ло
χ

При 0 sc; G θ.Ί

И при

Отсюда среднее значение длины свободного пробега
d л

λ =  JL  J dx  5 λ (θ) sin Θ m  =  +  d2 In
о 0

Таким образом,

сіШ df , dk, df . dtp df
dt дШ dt dkz dt dtp

f - h  . »

здесь предполагается возможным ввести время-релаксации.
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При наличии электрического поля Е изменения Ш, kz и φ 
с точностью до линейных по Е членов определяются равенствами

dE t ’ dk z £ I'
4 Γ  = βΌ·Ε’ 4 Γ  = τ Ε*'
ά φ  _ eH i  v xEy — v y Ex \
dt  ~  т с  ч H (v% +  v^) ) '

Решение уравнения Больцмана, тоже с точностью до линейных 
по Е членов, можно записать в виде

f  = f 0 +  e x E - S j ^ ,

где /0 —функция Ферми, а для 5  из уравнения Больцмана в пер
вом приближении по Е получается соотношение

® · £  — —  НЕ · ψ -  = E -S .т с  αψ
Таким образом,

3S . т с  „ _ т с
6φ ' еНх еНх

Положим у  = тс/(еНх) и будем искать решение для сильных 
магнитных полей, т. е. для малых γ. Плотность тока тогда равна

J  4 π3

Элемент объема dr  в переменных d $ , dkz и άψ  имеет вид

d r  =  -р d% dk2 dq>,

и искомый тензор проводимости равен

σ,·,· (//) = - е -■■■ - Г TViSj Щ- dS dkz άψ.

Предполагая, что для металлов d f 0/ d%  ведет себя, как δ-функ
ция, получаем

°и  (и ) =  -4§р- I xvis i *Р dkz

(интеграл берется по поверхности Ферми). Уравнение для 5  
решается с помощью разложения составляющих 5  в степенные 
ряды по γ:

S; =  Σ  С‘у .
п

Чтобы полностью определить каждую составляющую S,  доста
точно одного граничного условия. Интеграл в выражении для σ 
берется по орбите; и если она замкнута, то S x и S y должны 
быть периодическими по φ функциями. В случае открытой орбиты 
Sx и S y должны всюду оставаться конечными. На S s никаких
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ограничений не налагается. Если определить среднее значение 
некоторой величины и(φ) следующим образом:

и- —

фо

й (φ) άφ  при замкнутой орбите,
о 
ф

, 1 ~ Iim
<Г -► t»  ̂ й

ί- jj и (φ) άφ  при открытой орбите,

где ср0 — период (время обхода) замкнутой орбиты, то степенные 
ряды приводят к следующим решениям:

1) для замкнутых орбит

Sx =  (ky — ky) +  γ С* + . . . , 

Sy  = — fox — kx) +  Y Cf +  . . . ,

s ,  = c„2+ . . · ;
2) для открытой орбиты в направлении ky

Sx — v x +  γCj + . . . ,

Sy =  -- · —- (kx — ky) +  Y C\ - f . . . ,

Sz = Co + . . .
Например, для замкнутой орбиты

e2v С dk„ -  . e 2v 2 ί*  dk„

4π h  A w {ky~ky)d(idkz + ̂ %l Ct ЛГ d(Vdkz + ···
В первом члене интегрирование по орбите дает нуль, так как 
^  — периодическая по φ функция. Однако второй член (пропор
циональный γ2) не исчезает. Аналогичное исследование осталь
ных членов приводит к тензору проводимости вида

(Ч-а.хх у а ху у а хг\
σ = I уаух У2ауу yayz I 

\уагх у а г у  α ζζ ]

а сопротивление р, следовательно, имеет вид
/ ъхх y ~ lb X y b xz

р = I γ Ь̂уХ Ьуу Ьуг
' b z x  b zy  bzz

Для открытых орбит в направлении kfl интегралы дают

/  ахх Уаху ахг\ /  &хх у-'Ьху
O' = ί уйух У2&уу Уйуг І, Р “ І7 гЬух У 2Ьуу у  lbyz 

\ a Z X  y o - z y  a Z Z  / \ b g x  У l & z y  b g i
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Результаты для замкнутых орбит похожи на результаты, 
полученные для металла со свободными электронами; тензор 
сопротивления указывает только на наличие эффекта Холла, и 
в сильных полях сопротивление достигает насыщения. Однако 
для открытых орбит в направлении ky величина p,,z неограни
ченно возрастает пропорционально Я 2.

Комбинации замкнутых и открытых орбит могут дать тензор 
сопротивлений, у которого как диагональные, так и недиаго
нальные компоненты достигают насыщения.

11.18. Полный псевдопотенциал записывается как сумма сла
бых псевдопотенциалов с центрами в отдельных ионных узлах

У ( г ) = % У а ( г - П),
і

так что матричные элементы потенциала взаимодействия между 
плоскими волнами имеют вид

( к  +  д\ V(r )\k)  = S ( q )  (k +  q  | Va (r)  і к ) ,
где

(k-\-q\V a { r ) \ k ) = - ~  г ' ' ( ‘ + ! ) ^ а (г )е “ ^ г ,

a S  (q) — структурный фактор, зависящий от распределения ато
мов в жидкости. Этот потенциал мал, и вероятность рассеяния 
можно вычислить с помощью борновского приближения:

P*+q, k = % - \ V ( q )

где V(q) = (k +  q  I V (r )\k) .  Это выражение состоит из двух 
частей: зависящей от структуры посредством S {q) и зависящей 
от потенциала Va (q). Из теории переноса известна обычная фор
мула для сопротивления

π

ρ = ~ 2 π   ̂ I  (θ) (1 — cos6) sin6dS,
о

где / (Θ) — вероятность рассеяния на угол 6. Подстановка дает 
искомый результат

2 kF

І I S W H V . t » і · ( £ } · * ( £ ) .

Величину N\S (q) \2 можно измерить на опыте с помощью ди
фракции рентгеновских лучей, а значение Vа (q) может быть вычис
лено для ряда металлов.

Численное интегрирование этих величин дает для жидкого 
цинка значение р, равное 39 - 1 0 е ом -см ,  что хорошо соответст
вует экспериментально найденной величине 37 · 10-6 ом-см .

11.19. Для того чтобы произошел пробой, электрон должен 
совершить переход через область запрещенных значений энергии.
294



В этой области он имеет мнимый волновой вектор и описывается 
экспоненциально затухающей волновой функцией

i k x  р— Кх

(К — действительное). Гамильтониан содержит член, пропорцио-
Iнальньш лоренцевои си л е—о х  Я , где о —скорость электрона,

а // — магнитное поле, которое (в первом приближении)'и вызы
вает переход.

Для решения задачи обратимся к аналогии с пробоем Зине- 
ра — переходом электрона через барьер под воздействием электри
ческого поля. Используя волновую функцию приведенного выше 
вида, получим с помощью метода В КБ (метод Венцеля — Кра
мера — Бриллюэна) вероятность перехода для электрона

Р  = ехр
4 MffFa

где F — действующая на электрон сила, а  —постоянная решетки. 
Таким образом, туннельный эффект имеет место при условии

еШ f F а

В случае магнитного поля F г=« vH/c, и, считая энергетические 
поверхности сферами, имеем v =  hkF/tn. Следовательно,

«  Щ  аН .
e&F--- І^Г> 1,тс Sg

и так как kt<i по порядку близко к единице, то

ё ё
Для полей, достижимых в лабораторных условиях, пробой 

возможен, только если величина Sg  составляет малые доли элек
трон-вольта. Такие малые энергетические щели обычно создаются 
спин-орбитальными взаимодействиями в гамильтониане.

11.20. а) Первое приближение теории возмущений дает для 
затраты энергии при образовании вакансий следующее выражение:

V (r )4 a r* d r ,

здесь R — радиус сферы свободных электронов, V (г) — возмущение 
потенциальной энергии около вакансии, kp/Зп2 — невозмущенная 
плотность электронов. При наличии возмущения асимптотический 
вид волновых функций изменяется

ού r~x s in (кіг — г/21п) до r 1 sin (/^r-j-% — ν 2/π),
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где I =  О, 1, 2, . . . ,  а Ці — фазовый сдвиг парциальной волны с номе
ром I. Эти фазовые сдвиги подчиняются правилу суммирования 
Фриделя [85]

- | 2 ( 2 / + ΐ )  η, (М  = - і ;  
i

здесь считается, что в одновалентном металле вакансия имеет 
избыточную валентность — 1. В борновском приближении левая 
часть выражения равна

,  Rk cm г·
~  з v  (г ) 4лг2 d r <

о
отсюда

К этому мы должны добавить изменение энергии вследствие 
выхода смещенного иона на поверхность сферы и, следовательно, 
из-за увеличения объема. Для N свободных электронов в данном 
объеме V свободная энергия равна 3/-0NSf и Шр пропорциональна
γ - ΐ β '  Поэтому изменению объема <5У соответствует изменение
энергии

А ИР" 2  ^  \1= -  у  · -5 № р Ύ  = - Т ШР.

Отсюда следует, что энергия образования вакансии равна

Δ8„ = Δ£ί, +  Δ £ 'ν= γ 5 ^ .

б) Элементарная теория Дебая для изотропного твердого тела 
дает

Qll*kB Vin) ’

где v s — скорость звука, Ω —объем атома. Из этого результата, 
выражая скорость звука через скорость Ферми vF следующим 
образом (см. задачу 11.10)):

/  Z m  у /2 

° ' =  \Ϊ5M )
для металла с валентностью Ζ  и массой атома М  получим

kBQ u  \4п) \  15/И У

Следовательно, для одновалентного металла
h / 3 \ і/з і /2ёр\У2



Подставляя результат (а), имеем
h ( з у *  1 /2 A S V\U2

Н ~  kB \̂ 4π J Ω'Λ \ Μ J  '
Поэтому отношение

Θ
( Δ ΐ /7/ΜΩ2''3) 1/ί

должно быть постоянным. Результаты подсчета даны в 
табл. 11.20.2. (Погрешность, которая составляет около 10%, можно 
отнести за счет точности измерений Δ<£ν .)

Т а б л и ц а 11.20.2

Металл θ, °к , эв
/ Д<?у \ 1/2

Мет а лл Θ, ° к эв
r \ '1/2

\ м а 2' 3 J U s 2/3 і

Аи 165 0,94 34,2 А1 428 0,75 32,8
А а 225 1,09 32,0 РЬ 94,5 0,53 32,7
Си 245 1.17 32,2 P t 229 1,4 37,2
Mg 406 0,89 33,8 Ni 441 1,5 33,1

Если принять, что температура плавления Tf пропорциональна 
Δ©;,·, то получаем соотношение Линдемана [101]

/ Tf \ 1/2

® = const Л щ т )  ■

12. Энергетическая зонная структура

12.1. Уравнение Шредингера для этого случая имеет вид

+ (Χ)]ψ  = 0, где V(x) = V(x +  d).

Это дифференциальное уравнение второго порядка имеет два 
независимых решения ЧГ1 и Ψ2· Если какая-либо функция Ψ (х) 
является решением этого уравнения, то функция Ψ (χ +  ίί) также, 
является его решением. В общем случае

Wi{x +  d}= (х) +  α12Ψ2 (х),
Ψ2 (х +  d) = α 21Ψχ (x) +  α22Ψ2 (x),

где а  — константы, определяемые величинами I  и V, входящими 
в это уравнение.

Искомое решение Ψ, очевидно, является линейной комбина
цией Ψχ и Ψ2:

Ψ = АЧ\ (х) +  β ψ 2 (х) =  и (х) ехр (ikx).
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Таким образом,

ехр [ik (x +  d)] · и (x +  d) =  (x +  d) +  ΒΨ2 (* +  d) =
= (Aan  +  B a 2i) Ψχ (л') +  (Aa^ -(- B^hs) ^2  (x) =
= exp (ikd) ■ exp (ikx) ■ u (x) = exp (ikd) ■ [ΑΨχ (x) -f  ΒΨ2 (·'·')]·

Приравнивая коэффициенты при Ψχ (х) и Ψ2 (χ), получаем систему 
уравнений для нахождения Д и fi:

A [a u  — ехр (ikd)] +  Β α 2ι = О,
Аа12 -f- В  [ а 22 — ехр (ikd)] = 0.

Для того чтобы эта система имела нетривиальные решения, детерми
нант, составленный из коэффициентов при А и В,  должен обра
щаться в нуль, т. е.

a u  — ехр ( ikd)  α 21
«12 «22 — ехр (ikd) :0 .

Это квадратное относительно ехр (ikd) уравнение, имеющее два 
корня, которые соответствуют двум независимым решениям. Зна
чения k, определяемые этим квадратным уравнением, будут 
вещественными или комплексными в зависимости от значений е . 
Совокупность решений с вещественными значениями k соответст
вует функциям Блоха.

Отметим, что должны существовать и другие решения, и 
они полезны при обсуждении таких состояний, как  связанные 
состояния на свободной поверхности твердого тела. Однако они 
не соответствуют стационарным состояниям электронов в решетке. 
Значения k определены с точностью до слагаемого ±  2nti/d, где 
л —целое число. В случае трехмерной решетки волновой вектор 
электрона k определен с точностью до К п, где Кп удовлетворяет 
условию

R i ■ Кп  = 2пр,

р  — целое число, /?; — векторы решетки. Таким образом, мы 
должны рассмотреть только значения k, лежащие внутри или на 
поверхности ячейки (в общем случае многогранника), образован
ной плоскостями, которые делят пополам линии, соединяющие 
узел решетки с его «ближайшими соседями», соседями «ближай
ших соседей» и т. д. Эта ячейка называется первой зоной Брил
люэна.

Для гранецентрированной кубической решетки обратная решет
ка — объемноцентрированный куб, и для этой структуры зона 
Бриллюэна представляет собой ячейку Вигнера — Зейтца.

Если k ограничено значениями внутри или на поверхности 
зоны, общее выражение’ запишется в виде k +  Кп> где Кп~ 
произвольный вектор обратной решетки.
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12.2. В приближении свободных электронов энергетические 
состояния задаются соотношением

Ά"
2т k\

где
kx -

2 я ПХ, ky i 2 я
&Z --   ̂ ftzi

L — длина ребра кристалла, имеющего форму куба; пх, пу , tiz — 
целые числа, т. е. значения k яв
ляются квазннепрерывными.

Таким образом, разрешенные 
состояния можно представить си
стемой точек в .^-пространстве, с 
(Ь/2л)'л точек на единицу объема.
Поверхность Ферми представляет 
собой сферу радиуса kF, содержа
щую NZ электронов. Эти электро
ны попарно вырождены, так что

L3 4
8л5 ' 3 я kp = NZ,

отсюда 

kF = №  Zk2V/3, L3 Ζ.ΪΧ J (3nZn2y/\

где η  — число электронов в едини
це объема.

Результаты графического реше
ния задачи для плоских зон Брил- 
люэна приведены на рис. 12.2.1.

12.3. Границами первой зоны 
Бриллюэна для одномерной ре
шетки с периодом d  являются 
точки, находящиеся на расстоя
нии ±  n/d от начала координат; границы последующих зон нахо
дятся на расстояниях, кратных ±  π /d. Таким образом, значения 
волнового вектора в произвольной точке задаются выражением

6)
Рис. 12.2.1. Схема поверхностей 
Ферми для двумерной квадратной 
решетки с одним, двумя, тремя и 
четырьмя электронами на атом (а) 
и для двумерной решетки с че
тырьмя электронами на атом в пер

вой зоне Бриллюэна (б).

. 2 л
+  Ύ η ’

где я  = 0; ± 1 ;  ± 2 ;  ± 3  и т. д. Если брать пары значений: 
(0, — 1); (1, —2); (2, —3) и т. п., то волновые функции, соот
ветствующие этим значениям k, имеют вид

d~!  I ехр(1' т * )ехр i τ  X

ехр

/. Зя ехр ί — *

ехр . З л  \
ι Ύ χ) ехр I — I. 5π

и т. д.
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Поскольку для этих функций

то собственные значения попарно вырождены:
Й2 · π 2 Й2 ■ 9π2 W · 25it'2
2/nd2 ’ 2/nd2 ’ 2 m d i  И T ’ Д ‘

При наличии малого возмущающего потенциала V искомое 
решение все еще имеет вид функций Блоха. Разлагая его в ряд 
по исходным волновым функциям, имеющим вид плоских волн, и 
ограничиваясь в разложении волнами, которые являются вырож
денными на границе зоны, получим

Ψ = А ехр (i  — xj  +  В  ехр — х) ■

Подставляя функцию Ψ в волновое уравнение, умножая его либо 
на ехр (inx/d), либо на ехр (— inx/d) и интегрируя результирую
щее выражение, получаем систему уравнений

А ^ - Щ г ) - в у - а ,

- a v  +  b ( s - ^ )  = о,

где V' — коэффициент Фурье потенциала V, соответствующий век
тору 2n/d обратной решетки. Получаем следующие значения Ш 
и А:

Таким образом,
Ψ = ехр (і у  xj ±  ехр ( -  і ~  х ) ,

т. е.

Настоящий метод применим для любого из вырожденных со
стояний на границе зоны.

Гораздо проще воспользоваться соображениями симметрии, 
поскольку волновая функция, представляющая собой линейную 
комбинацию двух плоских волн, должна быть либо симметричной 
(четной), либо антисимметричной (нечетной) при замене коорди
нат х->  — x (инверсия). Эти соображения приводят нас к требу
емому результату.

12.4. В одномерной решетке с периодом d  границы зон соот
ветствуют следующим значениям k\ k = ± n / d ;  ± 2 n/d\ . . .  Урав
нение Вульфа — Брэгга 2d  cos θ = η λ  для одномерного случая
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запишется в виде: 2ά = ηλ ,  а поскольку X = 2n/k, то k = nn/d 
(где п  = ±  1; ± 2 ;  . . .) .

В трехмерном случае энергетические разрывы энергии соот
ветствуют таким значениям k, для которых

Вектор Кп связан с ммллеровскими индексами (IJ-J-j) плоскостей 
кристалла соотношением

что сразу дает условие брэгговского отражения электронных волн.
12.5. Эта задача была впервые поставлена и решена Кронигом 

и Пенни. Когда потенциал V равен нулю, решениями уравнения 
Шредингера являются плоские волны ехр (iax), ехр (— iax), где

Волновая функция представляет собой линейную комбинацию 
этих решений:

Ψχ = Аг ехр (iax) +  А 2 ехр (— і ах) .

В области, где потенциал V имеет постоянную и отличную от 
нуля величину, волновую функцию можно записать в виде

Эти функции будут собственными функциями уравнения при по
ложительных значениях Ш, так что величина а  является вещест
венной; однако величина β может быть как вещественной, так и 
мнимой.

Значения Ш определяются граничными условиями в начале 
координат, где волновая функция и ее производная должны быть 
непрерывными, и, разумеется, также требованием ограничиться 
классом решений типа блоховских функций:

Эти условия дают совместное уравнение для Ш и k: 
для V0 >  Ш

cos (2nkd) =  β 2" βα sh sin [a  (d  — b )] +  ch βί> cos [a  (d — b)\

k2=(k + K„)2.

Таким образом,

где
I — /j -f- Z.»-j- — 1/i,

a  = 4 2  тШ. n

Ψ2 = exp (βχ) +  B2 exp (— βχ),

β = | Κ 2  т ( У * - Ш ) .

Ψ χ ( 0 )  = Ψ2 ( 0 ) ,  Ψ2 ( -  b )  = exp ( -  ikd) Ψχ ( d - b ) ,

x ~ d  — b



и для V0 <  Ш
cos (2nkd) =

= — si n (1 β 16 )s in [a  (d — 6)] + cos (j β | b) cos [a  (d — b)].

Собственные значения, соответствующие потолку верхней зоны и 
дну второй зоны, соответственно равны 2,32 и 4,31 эв.

12.6. Когда плоская волна ехр [i(kx — at)\ распространяется 
в рассеивающей среде, ее фазовая скорость ω/k, а групповая ско
рость da/dk.

Волновая механика позволяет интерпретировать то же явле
ние в терминах локализованных частиц при условии, что такую 
частицу мы рассматриваем как волновой пакет; локализация 
в пространстве достигается в предположении, что волновой пакет 
представляет собой суперпозицию многих плоских волн, а сред
няя скорость частицы идентична групповой скорости волн.

Для трехмерного случая приведенное выше соотношение для 
групповой скорости запишется в более общем виде

v g =  grad и ω.
Для плоской волны импульс определяется соотношением

— ifi ~  ехр [г {kx -  о>0] = hk, а энергия Ш =  йсо. Скорость волнового 
пакета может быть записана в виде

v  =  grad р Ш =  f t -1 grad* Ш.

Если зонная структура кристалла известна полностью, т. е. из
вестны все значения Ш для каждого к ,  то, применяя предложен
ную выше формулу в случае стационарного состояния, можно 
получить среднюю скорость.

Если электрон находится во внешнем электрическом поле Е, то

Е (/И grad* Щ dt = d'£ =  grad* Ш ■ dk,
= £.a t

Этот результат означает, что реакция на действие внешней силы 
такова, как будто электрон обладает импульсом Tik. Для уско
рения имеем

%  = g r a d *  = t r 1 grad* (Е · grad* Ш ) .

Сравнивая этот результат с уравнением движения, известным 
в механике, мы можем записать компоненты ускорения в виде

з
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где компоненты тензора эффективных масс равны

1 filii dki dkj
12.7. Рис. 12.7.1, а представляет собой картину изменения 

энергии в зоне вдоль одного направления в й-пространстве. От
сюда находим, что если число валентных электронов на атом

В)
Рис. 12.7.1. Энергетические зоны и поверхности Ферми, иллюстрирующие 
металлические (а), диэлектрические (б) и полупроводниковые (в) свойства твер

дых тел.

является достаточным, чтобы заполнить состояния так, чтобы уро
вень Ферми (пунктир) проходил, как в случаях 1 или 2 , то 
вещество является металлом. Если уровень Ферми проходит, как 
показано в случае 3, т. е. находится внутри запрещенной зоны, 
то вещество является диэлектриком.

Для того чтобы кристалл был диэлектриком, уровень Ферми 
должен оказываться в запрещенной зоне для всех значений к.  Далее, 
для большинства диэлектриков имеется широкая, порядка несколь
ких электрон-вольт, энергетическая щель между валентной зоной 
и зоной проводимости. Если энергетическая щель узкая, так что 
электроны могут при тепловом возбуждении преодолевать ее не
посредственно или при помощи примесей (электроны могут зани
мать энергетические уровни примесных атомов внутри щели) и,
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следовательно, попасть в итоге в зону проводимости, то вещество 
обладает полупроводниковыми свойствами.

Для металлов мы можем изобразить в ^-пространстве поверх
ность, которая является поверхностью постоянной энергии на 
границе Ферми. Д ля двумерного случая, показанного на 
рис. 12.7.1, б и в, энергетические зоны и поверхности Ферми изо
бражены для направлений [1,0] и [1,1].

В данном случае так называемые карманы — совокупность за
нятых состояний во второй зоне Бриллюэна (зачерненные обла
сти В) — в то же время приводят к появлению «пустых» карма
нов — совокупности незанятых состояний (дырок, обозначенных 
буквой А). Оба типа карманов образуются обычно вблизи границ зо
ны, где ход изменения энергии в зоне заметно отличается от парабо
лического и где эффективная масса значительно отличается от 
массы свободного электрона. Вследствие близости карманов к за
прещенным областям энергии число эффективных носителей тока 
в таких случаях невелико.

12.8. Компоненты тензора эффективной массы могут быть полу
чены из компонент тензора обратных эффективных масс. Ненуле
вые компоненты тензора эффективных масс имеют вид

1 a zztnxx —-----, = -------- ί—-t ,(*rr y α,,,,α. — α;„

m?? = -———, rriuz =  m z
а ууа г г ~ а уг  У

Чтобы определить вид энергетических поверхностей, надо разло
жить Ш (k) по k в нижней части зоны. Используя разложение 
в ряд Тейлора и рассматривая члены порядка не выше второго, 
получаем

і >7

Предположим, что энергия отсчитывается от нижнего края 
зоны (β0 = 0). Тогда вклад членов с первой производной обра
щается в нуль, поскольку 8  в общем случае является четной 
функцией k. Вторые производные от Ш пропорциональны компо
нентам тензора обратных эффективных масс (см. задачу 12.6). 
Следовательно,

Ш =  у  h2 (axxk% - f  а уущ  +  α ζΜ  +  2axykykz),

и, следовательно, поверхности постоянной энергии имеют форму 
эллипсоидов.

12.9. Если записать потенциальную энергию V (г) как сумму 
вкладов от всех атомов в элементарной ячейке кристалла, то

V (r )= £ u (r -S t ) ,
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здесь V (r) — периодическая функция с периодом решетки. Вели
чины Si, входящие в аргументы членов суммы, представляют собой 
векторы, определяющие положение атомов в ячейке. Тогда

V (ґ ) = =  Σ  V  ( К п )  е х р  (ІКп ■ г)  =  ^  2  U (Кп) е х р  [iKn ■ (Г  -  S;)J =
п і п

=  2  и (Кп) S  (Кп) е х р  а Ка ■ Г) ,
п

где S  (Кп) — структурный фактор:

S (Кп) =  >]  ехр (—  ІКп ■ Si).
і

В случае гексагональной плотноупакованной структуры поло
жения двух атомов внутри атомной ячейки задаются векторами

S i  =  0 , s 2 — -g- Ο ι -f- g- α2 -j- γ  α 3,

где α λ, α ζ, α3 —единичные векторы, направленные вдоль ребер 
ячейки Бравэ рассматриваемой структуры.

Для любой точки, находящейся на гексагональных гранях зоны 
Бриллюэна, структурный фактор обращается в нуль, поэтому на 
этих гранях в энергетическом спектре нет разрывов и, следова
тельно, запрещенные интервалы энергии отсутствуют.

12.10. Чтобы получить требуемую форму уравнения Шредин- 
гера, нужно сделать подстановку

Ψη* (г) = ехр (ik ■ г )  Unk ( г ) .
После подстановки уравнение Шредингера может быть записано 
в виде

( е / Г  +  <Ж ') Unk (г) =  S'nUnk (г),

где
Ж  = £  +  У{ґ),2 т  1 ' т  '

Ш2
?’п = (k) — 2т

Для малых k мы рассматриваем в%Г' как возмущение и раз
лагаем Unk (г) по полной системе функций Uiо (все /), определен
ных при k = 0. По теории возмущений

* ; ( * ) - # ; ( о , + ^ „ +  2
п’фп

где
ЗГ'пп' =  , Pnn' (k) =  \uL· (Г) ( -  І Щ  Un'k (r) d rτη v

являются матричными элементами оператора импульса между 
функциями, соответствующими границам зоны, когда k = Q. При
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k = 0 вообще нет членов, линейных по к ,  и

5? /*»\ S? /АЧ 1 I ' Р п п '  (Q) ' Ь  ' Р п ' п  Ф )
*„ ( * ) - * „  (0) +  2ДІ- +  да 2  « » ( 0 , - « ,Л ч  ■

Это выражение может быть записано в виде

т 2* ( * ) _ *  (0) 12„ ,

где

\inn ) a $ ~ ~  т ^  т 2 & п ( 0) — (0) ’
  J_ А  V  ,РУ ^ ^ їг (^ )_  о _

2 2 j  f „ ( 0 ) - g . ,  (0) ’ Р x ’ У'

Если имеет место взаимодействие между электронами разных 
зон, например 1 и 2, то

J_\   θαβ    /J_\ i δ«β
m ~  \ т з  ' а &  «

и эффективные массы будут равны по величине. Например, в  гер
мании эффективная масса mfi электронов почти изотропна (это 
относится и к эффективной массе дырок m h). Эксперимент дает 
tne = 0,035т и m h = 0,042,72.

12.11. Функция потенциальной энергии в уравнении Шредин- 
гера обладает свойством

У (Г) =  V (г  4-І?;),
где Rj  — трансляционный вектор кристаллической решетки.

Рассмотрим группу трансляций, т. е. операции симметрии Т,, 
с помощью которых кристаллическое пространство переносится 
на вектор R<:

T , r  = r  +  R,.

Очевидно, что функция V (г) инвариантна по отношению к этим 
операциям. Следовательно, операторы Tj  коммутируют друг с дру
гом и с гамильтонианом. Таким образом, решения уравнения Шре- 
дингера являются также собственными функциями оператора Тf.

Τ / F *  (Γ) =  λ ;Λ  И ,

где Я/* — собственные значения оператора Tj,  они могут быть за
писаны в виде

λ/ί, =  θχρ {ik -Rj).

Применение двух последовательных трансляций Tj ■ Tj сводится 
к умножению Ψ* (/*) на λί*λ/* = ехр [ik ■ (Ri +  Rj)]. Таким образом,

Ψ* (г  +  Rj) =  exp {ik · Rj) Ψ* (r).
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Если мы определяем ик (г) как
uk (г) = ехр (— ik · г )  Ψ* ( г ) ,

то
Uk (/*) =  «* ( r + R j )  

и (г) имеет вид функции Блоха

( f )  =  exp ( ik  ■ Г) Uk ( г ) ,

где функции ик (г) имеют ту же периодичность, что и решетка.
Для бесконечного кристалла комплексные значения k дают 

решения, которые следует отбросить, так как они приводят 
к функциям, неограниченно возрастающим по некоторым направ
лениям. Однако для конечной решетки, т. е. для образца, 
используемого в лаборатории, или для тонкой пленки, толщина 
которой может составлять всего лишь несколько межатомных 
.расстояний, эти решения с комплексным k могут играть важную 
роль при трактовке наблюдаемых физических свойств образца.

В бесконечном кристалле вероятность нахождения электрона 
в любой ячейке одинакова. Сам по себе периодический потенциал 
не дает рассеяния электронов, приводящего к электропроводно
сти металлов.

12.12. Векторы обратной решетки для этой задачи: 0; ± 2 ; 
± 4 , ± 6 . . .  Потенциал имеет вид

V (х) = —3 — 2 cos 2х = —3 — 2 [exp (2ix) +  ехр (—2/х)]/2.

Таким образом, имеется только три ненулевых коэффициента 
Фурье: V (0) = —3; V (2) = V (—2) = —1. Если волновая функция 
разложена по плоским волнам

Ψ* (X) = 2 V +  К») ехР [* (k +  *») *3
Кп

и в таком виде подставлена в уравнение Шредингера, то детер
минант для энергии имеет вид

—1 0
— 1 (А —2)2 — 3 — _1 0

о —1 fti-з  — —1 о
о  — 1 (fc +  2 ) * - 3 - d *  — 1

о — 1 ( k + i y - Z - S

Детерминант обращается в нуль, когда Ш является одним из 
интересующих нас собственных значений. Для k = 0 рассматри
вается нечетное число волн, тогда как  для k — ±\  (состояние на 
границе зоны) диагональные члены расщепляются на пары оди
наковых членов и в разложение входит четное число волн. 
Результаты для различных чисел волн и различных значений k при
ведены в табл. 12.12.1.

307



Т а б л и  ц а 12.12.1

k Число
БО ЛН в

0 , 0 1 —3,00
3 — 3,4495 1,00 1,4495
5 — 3,4551 0,9172 1.3715 13,08 13,08
7 — 3,4551 0,9170 1,3713 12,96 13,03 33 ,05  33,13

3 — 3,2956 — 0,3731 3,4187и,о 5 —  3,3073 — 0,4625 3.3486 9,35 17,32

1 , 0 2 — 3,00 — 1,00
4 — 3,1098 — 1,1400 6,108 6,142
6 — 3,11025 — 1,1409 6,045 6,078 22 ,06  22 ,06

Существуют [86] точные решения этой задачи, которые дают 
следующие значения ·—3,4551; —3,3075; —3,11025 для ниж
них уровней при k = 0\ 0,5 и 1,0 соответственно.

Заметим, что на границе зоны энергетическая щель — 1,1409 -+- 
+  3,11025«=* 1,97 почти вдвое превышает коэффициент Фурье V (2), 
полученный из теории возмущения.

Для этой задачи можно также получить значения собственных 
функций импульса v (k -\ -Kn)· Они приведены в табл. 12.12.2 для 
k =  0,0; 0,5; 1,0 для наименьшего собственного значения. Вели
чины v2 (k-\-K,n) пропорциональны вероятностям того, что электрон 
имеет импульс (k +  Kn)·

Таблица  12.12.2

k v ( k ) ν (/ ί — 2) v(fe + 2) v (k — 4) v(fe +  4)

0,0 0,5370 0,1222 0,1222 0,0074 0,0074
0,5 0,5177 0,2089 0,0795 0,0166 0,0039
1,0 0,3965 0,3965 0,0437 0,0437 0,0017

12.13. В приближении сильной связи в трехмерном случае 
волновую функцию можно записать как линейную комбинацию 
атомных волновых функций (атомных орбиталей), сосредоточен
ных вблизи различных атомов,

Ψ* И  =  ехР (ik ‘ Яг) Ф (r - R i ).
' «ι

Используя эту волновую функцию в качестве пробной, находим, 
что среднее значение энергии должно быть равно

^ 5 Ψ* (г ) ^  И  dr.
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Вводя обозначения

н  (Rn) =  5 φ* (г) а5Гф ( г + /?,,) d r ,  S  (Rn) =  5 φ* (г) φ ( r + R n) d r ,  
где интегралы берутся по всему объему, получаем

2  ехр ( ~ i k - R n) H { R n)

\  ехр (— ik · Rn) S (Rn)
* n

Теперь
^ Τ φ?. ( r - R t )  =  ( -  V» +  V) Ψλ (r - R i ) =  

= [ - V *  +  U ( r - R i ) )  φλ (Г-  R,) +  [ V -  U (Г -  R,)] φλ ( r  -  R ,) ,
где V — потенциал кристаллической решетки, U — атомный потен
циал, сосредоточенный на R h так что

[ - ^  +  U ( Г -  R ,)] <рА ( r - R i )  =  &λφλ ( Г - R ,)
и %), — собственное значение энергии атомных волновых функций.

Основные приближения этого метода заключаются в том, что 
мы пренебрегаем всеми S (Rn), кроме тех, для которых /?„ = О, 
и всеми интегралами

5 φ* ( r - R j )  [1/ - U  ( Г -  Rj)] φλ Ог- Ri) d r ,

кроме случая, когда Rj = Ri (одноцентровые интегралы) и когда 
R j и Ri — ближайшие точки решетки (двуцентровые интегралы). 

Пусть
ал = $Фx ( r - R i ) [ V  - U  ( r - R i ) ]  φλ ( r - R t )  d r ,

βλ (Rj) = 5 Φλ (Г--  Ri) [ V -  U ( r -  i?;)] Φλ (Г -  Ri -  Rj) d r .

Тогда Ш имеет вид

Ш =  +  α λ +  2  ехр (ik ■ Rj) βλ (Rj),
«і

суммирование проводится только по ближайшим соседям. Когда 
φλ являются s-функциями, все Эя (/?у) равны:

Ш =  Шх +  « λ +  βλ Σ  ехР (ik ■ Rj)
Zj

и для объемноцентрированной кубической структуры со стороной 
элементарного куба а суммирование дает

% =  +  «λ +  8βλ cos ( \  kxa)  cos (4- kya)  cos (4- kza, 2
Следовательно, для малых k имеем

% =  +  « я +  8βλ -  α2βλ (kl +  Щ +  kl).
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Энергетические поверхности в этом случае представляют собой 
сферы, энергетические зоны — параболы, эффективная масса изо
тропна: т*  = —1/α2β?.·

12.14. Пронумеруем атомы в цепочке 0, 1, . . . ,  Ν. Обозначим 
атомные волновые функции (атомные орбитали) для ί'-го атома 
через φ (г, і ) и представим волновую функцию для цепочки в виде 
линейной комбинации tp(r, і):

У ('') =  Е С‘Ч) (Г' О-
І

Собственные значения получаются из одноэлектронного уравне
ния Шредингера

θ?ΓΨ = £Ψ.

Подставляя Ψ и пренебрегая перекрытием между функциями φ, 
получим следующую систему линейных уравнений:
ψ — ̂  м ]  с т = 2У Сп?Жтп, где 2%"т „ = \ φ* (г, т)  sSTqp (г ,  п) dr .

П
Положим аЖ"тт =  а  ( т ф  0), е% /00 = а ' ,  т  = рбт , т ± ь

т. е. пренебрежем матричными элементами £%, за исключением 
матричных элементов между ближайшими соседями. Матричный 
элемент при т =  0 отличается от остальных, поскольку он соот
ветствует концу атомной цепочки. Теперь уравнения для Ш мо
гут быть записаны в виде

(Ш — a )C m = P[Cm+1 -|-COT_1] для т ф О ,  
ф  — а')  С0 =  РСХ.

Предположим, что на другом конце цепочки (m  — N) CN =  0. 
Если N велико, то это не оказывает влияния на свойства поверх
ностных состояний. Тогда

Ст =  sin[(iV — т) Θ], i? = a  +  2pcos0.
Граничные условия удовлетворяются в начале координат, если 
θ — один из N корней уравнения

а-· +  cos θ +  sin Θ ctg (N9) = 0.

Пусть &' — (& — α)/2β, тогда для решений, соответствующих 
нелок а лизованным (т. е. зонным) состояниям, —1 <j$>’ <. 1. Суще
ствует по крайней мере N — 1 таких корней, и оставшийся корень 
8 является комплексным при условии, что

По мере удаления от свободного конца цепочки эта волновая 
функция, соответствующая поверхностному состоянию, быстро 
затухает. Величина θ имеет вид ΐξ, или л +  it,, где ξ — веществен
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ная и положительная величина. Для θ = ιξ величина Щ' положи
тельна и

<S — a-\-2fi ch|,

в то время как для Θ = π +  /Ε величина Ш' отрицательна и

Ш — а  — 2β ch ξ.

Таким образом, можно отделить состояния электрона, находив
шегося у верхнего края зоны и отраженного от «поверхности», и 
находившегося у дна зоны и притянутого к «поверхности».

12.15. Обозначим примесный атом через λ. В этом случае рас
сматриваемые матричные элементы имеют вид

в/̂ тт==а> ^ 0 0 ~ а 'г в^ 'т,т±  1 = Р>
и, кроме того,

<&Г}Х = а\  ^ Τ ολ = ^ · λο = β'.

Примесный атом взаимодействует только с атомами вблизи «по
верхности» кристалла. Новые граничные условия на поверхности 
запишутся следующим образом:

( « - сО С о- Р С і +  Р'Ся,
( 8 - с О С , . =  Р 'С 0.

Как и прежде, предполагаем CN — О и вводим обозначения:
а  —а '  , а  —а" {У ф , Ш — а

z “" " І  ’ Ί|~β~’ ~W~'
Д ля коэффициентов С имеем решения

Ст =  sin [(jV — m) Θ] (m — 0, 1, . . . ,  Ν),
ρ  _  η sin Л'б

λ ~  z' +  2 cos 6 ‘

Энергетические уровни задаются соотношением

<S' =  cos 6 ,

где δ — значения iV+ 1  корней уравнения

(г +  cos 0 +  sin Θ - ctg Ν Θ) (2 ' +  2 cos θ) = η2.
Вещественными являются по крайней мере N — l решений, а два 
могут быть либо вещественными, либо комплексными в зависи
мости от величины и знака матричных элементов оператора <3% .

Когда волновые функции затухают, они соответствуют одному 
состоянию, локализованному около примесного атома, и дру
гому, локализованному вблизи поверхности. В этой ситуации 
возможно формирование локализованных ковалентных поверхност
ных связей между примесным атомом и поверхностью кристалла.



12.16. Поскольку потенциал вблизи минимума является пара
болическим, атомные волновые функции можно аппроксимировать 
следующим образом:

Ψ (х) =  ехр (— ах2) .

Интегралы, фигурирующие в расчете, имеют вид
СО

S ( — пп) =  ̂ ехр [— а  (x-j- t in)2] ехр (— ах2) dx =
— ОО

= ( ία ) Ι2βΧΡ (~ Ί Γ αίΐ2π2
СО

Н  (— пп)  =  ̂ ехр [— а ( х п п ) 2~\[(2а — 4а2х2 —
—  СО

— 3 — 2 cos 2х) ехр (— ах2)] dx =
/ J ' i ! ] \ 1/2

— ехр ί  — ап2п 2) |ί·γ па)  (1 — αη2η 2) —

- ( ? ) 1,2[ у  +  ехР ( - І )  cos («π) ]}.

Пренебрегая при суммировании всеми членами, кроме двух, соот
ветствующих двум соседним ячейкам, получаем

Ж = а — 3 — 2ехр ( — +  {2 cosnk) ехр ^ j а — п 2а2 — 3 +

+  2ехр (— -^·) } I +  2 cos(nft) exp^ — -1.

Условие минимума величины Ш как функции а , т. е. д ё/да  = 0, 
дает уравнение для cos nk для каждого значения а. Значения Ш, 
а  и k, полученные таким способом, приведены в табл. 12.16.1.

Т а б л и ц. а 12.16.1

а 0,674 0,680 0,700 0,750 0,800 0,900 0,910
k 0,0 0,37 0,502 0,623 0,703 0,925 1,0
ш — 3,463 —3,363 — 3,277 —3,163 —3,070 —2,884 —2,870

Заметим, что на границе зоны результаты этого расчета полу
чаются менее точными, чем полученные в задаче 12.12. Это объ
ясняется тем, что волновая функция состояния на границе зоны 
лучше описывается комбинацией волновой функции основного 
состояния и атомных функций возмущенных состояний, а в нашем 
разложении последние опущены.
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= 0.

12.17. Вдоль направления [100] расположены две зоны: одно
кратно вырожденная с энергией состояний Ш = Akx и двукратно 
вырожденная с Ш = Вк% для каждого уровня.

Вдоль направления [111] снова имеются: зона однократного 
вырождения Ш =  (А +  2В — 2С) k% и зона двукратного вырождения 
ё  = (А +  2 В 2 С )  kl для каждого уровня.

Вдоль неособых направлений (т. е. направлений, не обладаю
щих симметрией) существуют три зоны. При k = 0 все уровни 
трехкратно вырождены. На плоскости kx, ky кривые постоянной 
энергии представляют собой окружности

S = B(k% +  k%
и кривые, удовлетворяющие равенствам

Ш =  \  (Л +  В) m  +  k*) ±  [ - [  (Л -  В)2 (k% -  ^ )а],/2 +  СЧЩ,

вытекающим из уравнения
А к ~ ΰ/·'^ — Ш Ck,xky

Ckxky А Ц  +  B k l  — l

Если С —малая величина, то мы получим
Ck-.k2

Ak% +  ВЦ  +  {A_ B)j k̂ -k,y,

ВкІ +  А к І - - д - Щ ^ щ ,

исключая область вблизи kx — ky , где
ё = ( А  +  В) k l ± C k l .

Эти кривые обусловливают «искривление» энергетических поверх
ностей для дырок вблизи потолка валентной зоны в германии.

12.18. Функция Ванье a ( r —R {) для одной зоны определяется 
соотношением

а (г — Ri) =  —  J  Ψк (г)  ехр (—  iRik) dk,

где интеграл берется по всем состояниям внутри зоны, и Ωβ — 
объем зоны Бриллюэна. Соотношение ортогональности имеет вид

J a* ( r — R/) - a  ( r  — Ri) d r =
all s p

=  jp- § d r ^ w t  (r) exp ( iRj  ■ k) dk  ̂ Wk' (r ) exp (— iR t ■ k’) dk’ -
3  a l l  sp Z  Z

=  § exp (iRj ■ k) exp (— iRi ■ k') dk dk'   ̂ Ψ*- (r) Ψ* (r) d r ,
B  Z  a l l sp

где a ll sp означает, что интеграл берется по всему пространству,
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Z —по зоне. Так как второй интеграл обращается в нуль при к  =  к ' ,  
а  первый интеграл обращается в нуль при Ri=/=Rj, то

a ( г — Rj)  =  Ψ* ( г)  ехр (— iRi ■ к) dk.

Разлагая Ψ* (г) по собственным функциям импульса v (k +  К п)у имеем 

a ( г  — Rj) =  ̂ ехр (— iRi · ft) dft ̂  v (ft +  Кп) ехр [і (k +  К п) · г ]  =
В * «п

= 1Г  \ Σ  v  (* +  * » )  ехР (* +  * » )  ( г - К ) ]  dk,
в  z

так как  ехр(— iKn -Ri) =  1·
Интегрирование по зоне и суммирование по всем К п эквива

лентно интегрированию по всем значениям k. Поскольку Qg== 
= (2π)3/Ω (где Ω — объем ячейки решетки), то получаем

a ( r - R i ) ^ ~  v (ft) ехр [ik ■ ( r  - R i ) ]  dk.
ft-sp

В частности,

a ( r ) =  (2SF S v (ft)exp {ik r ) d k .
f o - s p

Здесь ft-sp означает, что интеграл берется по всему ft-простран
ству .

12.19. Волновые функции электронов (вычислены ли они при
ближенно, или нет) должны преобразовываться как базисныефункции 
неприводимых представлений группы симметрии волнового векто
ра ft. Такая группа либо оставляет ft инвариантным, либо пре
образует его в вектор k +  Kn, где /̂ „ — вектор обратной решетки.

Для ft = (π/d, π/d) эта группа операций симметрии преобразует ft 
следующим образом:
Е (π/d, n/d) (π/d, n/d) — тождественное преобразована
2г  {π/d, зт/гі)->(— п Id, — π /d) — поворот на π  вокруг оси г ;

\\ ( Й  π /d) Z  t - k / d ,  π /d) } -  П0В°Р°Т на 11/2 В0КРУГ 0СЙ г:

т х (π/d, ji/d)->-(— n/d, n/d)\  —отражение в плоскостях, перпендикулярных
т у  (n/d, π/ i)- » - ( я /d, — π /d) J осям к и у ;
т а  (n/d, л/d)-*- (π/d, π /d) | —отражение в вертикальных плоскостях, 
т а '  (n/d, n 'd ) -> -(— π / d ,— π/d)) перпендикулярных к  и содержащих к-

Как показано выше, группа операций симметрии волнового 
вектора распадается на пять типов различных операций; таким 
образом, имеется пять различных неприводимых представлений.

Поскольку у нас имеется только четыре плоские волны, то мы 
можем построить самое большее четыре базисных функции, ибо 
такие функции должны быть независимы и ортогональны. Поль-
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Т а б л и ц а  12.19.1

E 2 , 4г mx mrf

R i 1 1 1 1 1
r 2 1 1 1 — 1 —  1

Я з 1 1 — 1 1 — 1
#4 1 1 —  1 —  1 1

«5 2 — 2 0 0 0

зуясь таблицей характеров для этой группы (табл. 12.19.1), 
построим четыре базисные функции и получим: одну функцию*
преобразующуюся как R u  другую —как Rt и две —как R &:

XIX i г·» \co s - j  cos - f  (flj),
• JlX · TIU j г\ \

Sln ~d sm a (Ri),
πχ тій \

COS - r  s i n  - f

* Ш■ πχ  m/ sin - r  cos ~d  d  I

На языке теории энергетической зонной структуры можно сказать, 
что четырехкратно вырожденное состояние при (π/d, n/d) в при
ближении свободных электронов расщепляется в реальном кри
сталле на четыре уровня: двукратно вырожденный уровень (Rb) 
и два однократно вырожденных уровня (Rlt R4).

Двукратное вырождение сохраняется для любого сколь угодно 
большого возмущения при условии, что оно не нарушает симмет
рию решетки.

12.20. Этот расчет основывается на том факте, что потенциал 
в решетке является слабым псевдопотенциалом. Четыре плоские 
волны, использованные в разложении волновой функции, зада
ются в виде

ехр [ i (k  — К п )  г ] ,

где * „  = (000), (002), (111), (111).
Матрица, определяющая собственные значения энергии, имеет 

вид
* 2 φ--л---- Gm* V (200) V (111) У ( i n )

1/(200)
[ft— (200)P  

m* - f  1/(111) v  (111)

V (111) v  (111) f* — (111)]* g·
m*

V (200)

1/(111) к  ( i l l ) V (200) І*— ( П і) ] ·  £
- m*
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Т а б л и ц а  12.20.1

к $к, Ry к <?*, Ry к вк, RY к <?*, Ry

(ООО) —0,002

2,506
2,614
3,417

1 ' !Х;
V 2 2 2 j

0,610

0,665
2,318
2,381

{И 1,012 І

1,012 J
1,063
1,181

(001) 0,799

0,904
1,652
1,766

Чтобы получить собственные значения для точек разной сим
метрии, матрицу следует привести к диагональному виду, в резуль

тате чего получим табл. 12.20 . 1.
Ход <о для промежуточных 

точек показан на рис. 12.20 . 1.

13. Свойства однородных 
полупроводников

13.1. В металле избыточную 
по отношению к нормальной 
концентрацию электронов можно 
создать, только внося на образец 
электростатический заряд. При 
таких обстоятельствах в высоко- 
проводящем веществе избыточ
ные заряды очень быстро распре
деляются по образцу так , что 
вскоре установится равновесное 
состояние, при котором электри
ческое поле в каждой точке внут
ри станет равным нулю. В прос
тейшем случае непосредственно 

(00 В) (ООП ( гО^^гг!^ из закона Гаусса (а также изза-
Рйс. 12.20.1. Энергетические зоны А1 кона Кулона) следует, что это 

для случая четырех плоских волн. условие выполняется только тог
да, когда суммарный электро

статический заряд располагается на поверхности образца [87]. Лю
бые избыточные электроны, введенные таким образом, появляются, 
следовательно, как поверхностные заряды, оставляющие неизменной 
объемную концентрацию электронов, а значит, и объемную про
водимость.

Явления, наблюдаемые в полупроводнике, можно правильно 
описать, если предположить, что существует два типа носителей, 
имеющих заряды противоположного знака, а именно — отрица
тельные электроны и положительные дырки. Каждый тип носителей 
дает независимый вклад в объемную электропроводность. Избыточные
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электроны и дырки можно вводить пйрами  таким образом, чтобы 
объемная концентрация носителей обоих типов могла изменяться 
без образования результирующей плотности электростатического 
заряда. Модуляция проводимости наблюдается соответственно 
всякий раз, когда образуются избыточные пары электрон —дырка. 
Это можно осуществить, облучая кристалл светом, энергия фотонов 
которого достаточна для того, чтобы вырвать электрон из валент
ной зоны и «перебросить» его через запрещенную зону в зону 
проводимости, оставив дырку в валентной зоне, или прикладывая 
такую разность потенциалов, при которой электрон может пройти 
через р  — «-переход или через контакт металл — полупроводник.

Конечно, можно модулировать проводимость металла, модулируя 
подвижность носителей заряда, а не их концентрацию; это можно 
сделать с помощью внешнего магнитного поля. Этот способ изме
нения проводимости основан на эффекте магнетосопротивления. 
Однако глубина такой модуляции при доступных напряженностях 
магнитного поля совсем мала и не позволяет реализовать сильные 
и практически полезные эффекты, подобные упомянутым выше 
эффектам, которые связаны с объемной модуляцией проводимости 
полупроводника.

13.2. В любом полупроводнике равновесные концентрации 
электронов п0 (в зоне проводимости) и дырок р0 (в валентной 
зоне) можно записать в виде

no = ] f o ( S ) g c ( # ) d & ,  (13.2.1)

Po = \ [ l - f o ( £ ) ] g A £ ) d £ ,  (13.2.2)

где /о (S) —функция распределения Ферми —Дирака

f * { i )  = т т — гJ  /.· Г ^ · , · <1 3 ·2 ·3)1 + ехр  [ ( ё  —GF)/kT]

Функции плотности состояний g c (<э) для зоны проводимости 
и g v (S') для валентной зоны можно аппроксимировать функциями 
плотности состояний свободной частицы [27]:

g c (£ )d£  = 8 V 2 n h - 3mP/2 ( S - S cy n  d S , (13.2.4)
g v (S) d S  = % Υ2  [ i . v -  S y v  d S . (13.2.5)

Интегралы в выражениях (13.2.1) и (13.2.2) берутся соответственно 
по зоне проводимости и валентной зоне.

Из выражений (13.2.1) и (13.2.2) следует, что величины п0 
и р0 могут трактоваться как площади областей под кривыми 
/о (Щ g c  (Щ и [1 — f 0 (%)]gv Ф )  (см. заштрихованные области на 
рис. 13.2.1). На рис. 13.2.1 эти кривые приведены для трех 
случаев: образец «почти собственного» полупроводника (п0>=̂ ро), 
образец сильнолегированного полупроводника п -типа (п0^>р0). 
образец сильнолегированного полупроводника p-типа («о^Ро)·
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Из приведенных графиков видно, что уровень Ферми должен 
располагаться около середины запрещенной зоны для образцов 
с проводимостью, близкой к собственной (если бы это было не так, 
то п0 и р0 не были бы приблизительно равными).

«Почти сиктйенный» Сипьтлетроданный. Сальтлегированньш
пщщоВодкик полупроВоднин η-типа палупрободнии р-тцлї

( г, о ~ра > (п0 »р0 ) (п0 «Ра)
Рис, 13.2,1. Распределение электронов и дырок в полупроводнике.

Из аналогичного рассуждения следует, что в образце «-типа 
уровень Ферми должен быть выше, а в образце р -типа — ниже, 
чем в образце с почти собственной проводимостью. Заметим также, 
что если образец содержит лишь небольшое количество донорных 
или акцепторных примесей, уровень Ферми должен быть на 
несколько kT дальше от края ближайшей зоны. (Вспомним, что 
kT =  1/40 эв при 300 °К, ЬМ — Шс — = 0,72 эв для Ge и 1,15 эй
для Si.)

При таких условиях для каждого значения энергии в зоне 
проводимости ( І  — BF) / k T ^  1 и для каждого значения энергии 
в валентной зоне {ёр — Щ/ k T ^ i .  Это означает, что для зоны 
проводимости (β >  Шс)

/о Ф )  Ъ  ехр [— ( 8 - 8 F)/kT], (13.2.6)

а для валентной зоны

1 -  Ϊ + . . Ρ  ~  ^  [ -  Л -  « w  С 3 · 2 · 7 )

Эти выражения означают, что при описанных выше условиях 
распределение Ферми — Дирака электронов в зоне проводимости 
и дырок в валентной зоне можно очень хорошо аппроксимировать 
распределением Максвелла — Больцмана (13.2.6) и (13.2.7).
318



Подставим выражения (13.2.4) и (13.2.6) в (13.2.1) и (13.2.5), 
а (13.2.7) в (13.2.2). При этом пределы для интеграла по зоне 
проводимости следует выбрать так: от дна зоны проводимости Шс 
д о + с о , и для интеграла по валентной зоне —о т —о о  до 
(потолка валентной зоны). Тогда, соответственно изменяя начало 
отсчета энергий для п0 и р0, получим выражения

Верхний предел интеграла по зоне проводимости мы взяли рав
ным +  со, а не действительной энергии, соответствующей вер
шине зоны проводимости; возникающая при этом погрешность 
невелика, поскольку значение функции распределения /0 {Щ 
с увеличением Ш уменьшается так быстро, что в любом случае 
сколько-нибудь значительный вклад в интеграл дает лишь часть 
зоны проводимости. Аналогично можно объяснить, почему за 
нижний предел интеграла для валентной зоны выбрана —со.

Интегралы в выражениях (13.2.8) и (13.2.9) можно оценить 
с помощью таблиц или заметив, что каждый интеграл сводится 
к гамма-функции Г (3/·>) = Уя/2. Подставляя эту величину, можно 
получить

tfe = 2(2jwzS£77fta)3/2. υ ν =  2 ( 2 η η ι ' μ Τ / Ι ιψ 2. (13.2.13)

Согласно (13.2.11), (13.2.12) и (13.2.13) произведение п0р0 (при 
фиксированной температуре) имеет постоянное значение

Щро = UCUV ехр (— A%/kT) =

где АШ = &с — — ширина запрещенной энергетической зоны
между зоной проводимости и валентной зоной. Это и есть закон 
действующих масс для полупроводников. Заметим, что прибли
жение Больцмана (и, следовательно, закон действующих масс) 
не выполняется, когда экспоненциальный множитель в (13.2.11) 
или в  (13.2.12) равен единице или больше, т. е. когда п0> и с 
или p0 >:Uv . В германии и кремнии при комнатной температуре 
значения Uс и Uv порядка 1019 см~3.

у--
»0 =  8 (ntnkT)3/2 ехр [{ШР — &c)/kT] ■ xj^ ехр (— хс) dxc , (13.2.8)

СО

0
со

Ро =  - - р --  (nipkT)3·2 ехр [(Sv — ^p)!kT] ■  ̂ *У2ехр (—хг)  άχΏ, (13.2.9)

где
хс ~ ( β  — %c)/kT, х„ =  ( К - Ш ) ! к Т .  (13.2.10)

щ =  исе х р [ -  фс-Щр)1кТ], 
Р о  =  Uv ехр [— ( % р  -  %v)/kT],

(13.2.11)
(13.2.12)

где

(13.2.14)
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В собственном полупроводнике концентрации п0 и ро равны. 
Подставляя пй = р0 =  (яг — концентрация электронов и дырок 
собственного полупроводника) в (13.2.14), получим

ПоРо = пЦТ), (13.2.15)
где

п, =  V u j u v ехр (— A t e r )
/2π (т*т* )1/2 2 1 i и р/______ ехр (— А а д г ) .  (13.2.16)

Концентрация носителей тока в собственном полупроводнике 
будет, очевидно, экспоненциальной функцией температуры с энер
гией активации Аё/2.

13.3. В общих выражениях (13.2.11) и (13.2.12) для п0 и р0 
содержится также зависимость п0 и р0 от Однако для соб
ственного полупроводника п0 — р0 = щ.

Приравнивая правые части выражений (13.2.11) и (13.2.12) 
и решая полученное уравнение относительно ё у  с учетом (13.2.13), 
получаем

Отсюда ясно, что при т* = /Пр уровень Ферми лежит в запре
щенной зоне посередине между краями зоны проводимости 
и валентной зоны; если т$>т%,  то он смещается слегка вверх 
ИЗ ЭТОГО положения, если / П п > / П р , он смещается вниз.

Поскольку kT обычно много меньше ширины запрещенной 
зоны АШ, то  даже если одна эффективная масса много больше 
другой, смещение уровня Ферми от среднего положения между 
зонами (в масштабе энергии запрещенной зоны) будет не очень 
большим.

13.4. В теории Бора для водородоподобных атомов орбиталь
ный угловой момент квантуется,

Кроме того, для круговых орбит центростремительную силу 
ти2/ г ~ т т 2 можно приравнять силе кулоновского притяжения 
■—е 2/гг2, где ε — диэлектрическая проницаемость среды:

здесь г п — радиус орбиты, а ω„ — орбитальная угловая скорость 
для орбиты, на которой угловой момент равен пИ. Из соотно
шений (13.4.1) и (13.4.2) легко найти гп и ω„ (напомним, что
Lin — ШцГ я0)л).

^  +  кТ  1п К № /4· (13·3· *)

Ln =  nh  (п =  1 ,2 , 3, ...) . (13.4.1)

^  = m*nrn<i?n
ЬГП

(13.4.2)

(13.4.3)Гп т*е2 ’ 
т у  

ω" — г ч т (13.4.4)
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Кинетическая энергия электрона в п -м состоянии
1 1 W*e4

%k = ~2 m nv'n =  2 т'п гМ  =  2е2- щ , (13.4.5)

а потенциальная энергия

^  = - - i T = - - T iW · (13.4.6)р ε/·^ є2« 2й2 4 '

Сумма двух последних величин представляет собой полную 
энергию системы

л. т^е1 (13.4.7)

При ε = 1  и /л* = т  эти уравнения относятся к атому водо
рода, Д Л Я  которого энергия ионизации ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ = 
= 13,6 эв, а радиус наименьшей орбиты ^  = 0,528 А. В случае 
германия, для которого ε= 1 6 , a m t ^ xUtn, из (13.4.7) и (13.4.3) 
следует, что энергия ионизации основного состояния донора 
приблизительно в 1000 раз меньше, а первый боровский радиус 
приблизительно в 64 раза больше. Это означает, что Шг ^  0,013 эв, 
г1== 34 А. Тот факт, что рассчитанный боровский радиус много 
больше, чем межатомное расстояние (2,4 А), согласуется с нашей 
моделью (водородоподобный атом в однородном изотропном диэлек
трике). Если бы оказалось иначе, возникли бы серьезные сомне
ния относительно правомерности такой модели. Поскольку энер
гия ионизации при обычных температурах много меньше к Т , то 
при нормальных условиях донорные уровни будут почти пол
ностью ионизованы. Таким образом, полученные величины удов
летворительно согласуются с оценками энергии ионизации донора, 
полученными из измерений инфракрасного поглощения и низко
температурной проводимости.

Подобным же образом можно рассмотреть и акцепторные 
уровни.

13.5. Имеется особенность, связанная со статистикой занятия 
донорных уровней в полупроводнике, которая требует, чтобы их 
функция распределения несколько отличалась от обычного выра
жения Ферми— Дирака. Каждый уровень основного состояния 
донора имеет двукратное спиновое вырождение. Если один из 
двух имеющихся уровней основного состояния уже занят, то 
другой не может быть занят, так как необходим только один 
электрон, чтобы удовлетворить требованиям валентности донор- 
ного атома.

Рассмотрим систему, в которой уровни энергии &lt ё 2, Щъ, . . . ,  
со степенями вырождения g lt g 2, g 3, . . . ,  g„  именно таковы. Для 
г'-го уровня энергии имеется g i  квантовых состояний и, скажем, 
Νι электронов, которые могут занимать эти состояния. Число 
способов размещения одного из этих электронов по имеющимся 
состояниям равно, конечно, g{. Число способов размещения
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второго электрона, однако, есть g t — 2 , так как присутствие 
первого электрона исключает присутствие другого из-за того, что 
состояние с противоположным спином занято. Соответственно 
имеется g i ~  4 состояний, где может размещаться третий электрон, 
и так далее.

Число способов размещения Ni неразличимых между собой 
электронов по g i  состояниям такого вида будет

Bi (gi -  2) (gi -  4 ) . . .  (gi -2Nj + 2)_ 2Ugi (Y2g,-)l / і о е . ч
Ν Λ  at. ’ · ( i o . i ) . i ;

‘ 2 1 N;! — N j)!

Множитель jVг! появляется в знаменателе именно из-за неразли
чимости индивидуальных электронов; размещения, различающиеся 
только перестановками электронов между собой, нельзя рассмат
ривать как различные.

Полное число способов размещения электронов по уровням 
энергии такое, что Л\ электронов занимают уровень Шъ  N2 
занимают Ш2, Nt занимают £,· и т. д., и оно равно произведению 
множителей вида (13.5.1), относящихся к отдельным уровням. 
Обозначая это число через Qd (N1, Nit . . . ,  Νη), можно написать

А',.........(13 '5 '2)
і  =  1

Теперь необходимо узнать, при каких значениях Nlt Ν2, . . . ,  Νη 
величина Q будет максимальной и в то же время будет удовлет
ворять условиям постоянства полного числа частиц в системе
и постоянства их полной энергии (при фиксированной темпера
туре).

Ответ на этот вопрос можно получить, используя метод 
неопределенных множителей Лагранжа [27]. Используя эту мето
дику, необходимо составить форму из Qd (но лучше lnQd)
с добавлением упомянутых дополнительных условий, вводя неоп
ределенные множители а  и β, и искать условный экстремум этой 
формы относительно Nt. Это приводит к системе уравнений

+  +  0 = 1 , 2 ..........п) .  (13.5.3)
где

φ (Nlt N2, . Νη) = 'Σι Νι — Ν = c on s t ,  (13.5.4)
І

q (N u  Nt , . . . ,  Nn) = '2l $ iNi = U =  const. (13.5.5)
І

Решение уравнений (13.5.3) дает максимальное значение ве
личины InQrf, а не Qd\ но ясно, что ряд величин Nu  Ν2, . . . ,  Νη, 
приводящий к максимальной величине lnQrf, будет давать также 
и максимальную величину Qd. Уравнения (13.5.4) и (13.5.5) выра
жают тот факт, что полное число частиц в системе и их полная 
энергия должны быть постоянными. Другими словами, могут
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быть допущены только наборы значений Nlt N2, , Νη, которые
оставляют эти две величины постоянными. Но, применяя к вели
чине (13.5.2) приближенную формулу

In (х\) F s jx l nx  — x, (13.5.6)
выполняющуюся тем лучше, чем больше χ,  можно записать

In Qd =  Σ  N‘ ln 2 +  Σ ι  In (VafiTi) -  Σ  Νί ln N‘ -
і і і

-  Σ  (VafiTi -  Νύ  In (V2 g i  -  Nt). (13.5.7)
І

Вспоминая, что величины Nu  N2, . . . ,  Nn (за исключением огра
ничений, упомянутых выше) независимы, получаем

dNj =  1 ’ Ш} == И Т· Д·’

что приводит к следующему: 
д  (In Qd) =  j n  2

dNj Nj +  l n ( f - i V , . )  =  ! n ( f ; - 2 ) > (13.5.8)

s i , - ' ·  w r s'· ( 1 3 5 '9)
Система уравнений (13.5.3) сводится в этом случае к набору
независимых уравнений вида

1 η ( ^ - 2 )  =  — α - β # , .  (13.5.10)
ν

Каждое уравнение (13.5.10) можно решить относительно Nj/gj. 
Отношение Nj/gj, имеющее одинаковый вид для любого /, 
является по определению функцией распределения. Итак, получим

/о (gy) = j :  =  i + 1/2 ехр ( -  « - ~ Щ · (13.5.11)
В общем случае неопределенную константу а  можно иденти

фицировать с энергией Ферми Шр, а именно
a  = %F/kT, (13.5.12)

a величине β нужно приписать величину — Ι/kT [27]. Сделав эти 
подстановки для донора, получим

Я g - ;/b7v  (13.5.13)1 + V 2 e x p [ ( 6 — <gp)/kT]

В случае донорных уровней в полупроводнике g j  =  2Nd, где Na — 
число донорных атомов, вызванных двукратным спиновым вырож
дением, и формула (13.5.11) дает для числа электронов па, зани
мающих донорные места,

------------- -гг— s ------------------------------------- 1, (13.5.14)\+Ч2^р[(Ша~Шр)!кТ] к
где — энергия электрона на донорном уровне.
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В полупроводниковом кристалле, содержащем донорные при
меси, действуют тогда две функции распределения, а именно: 
обычное распределение Ферми (13.2.3) для электронов на уров
нях зоны проводимости и валентной зоны, и функция (13.5.13) — 
для электронов на донорных уровнях. Полную концентрацию 
электронов N (как на донорных уровнях, так и в зоне прово
димости) можно считать просто суммой п0 и nd:

ОО
N =  по +  nd = \ f o  (Щg c  (S) dS  +  — ------F & ~ (13.5.15)

J  1 +  Va exp [(6d -  Шр)/кТ]

При этом величина ШР, фигурирующая в обеих функциях распре
деления /о [Ш) и Ц(Щ, будет, очевидно, одна и та же, и ее 
можно найти, решая уравнение (13.5.15) относительно <&F.

13.6. В кристалле, который является электрически нейтраль
ным, полная сумма зарядов всех носителей и примесных ионов 
должна быть равна нулю. Если на единицу объема приходится 
Nd донорных атомов, из которых па не отдали свои электроны 
(и, следовательно, нейтральны), то оставшиеся Na — nd доноров 
(на единицу объема) будут ионизованы (следовательно, положи
тельно заряжены).

Аналогично на единицу объема приходится Na — pa отрица
тельно заряженных ионизованных акцепторов, где ра — число 
акцепторных атомов, не захвативших электроны. Условие элек
тронейтральности можно тогда записать так:

£ (Ро — п о ~Ь Nd — nd — Na -j- Pa) = 0. (13.6.1)
Если же все доноры и акцепторы ионизованы, тогда па = р а — 0, 
и равенство (13.6.1) примет вид

Ро — по -\-Nd — Na =  0. (13.6.2)
Но согласно (13.2.15) p 0 — n'j/n0, где щ  определено соотношением 
(13.2.16). Подставляя р0 = щ/п0 в условие (13.6.2) и находя из 
него По, получим

По — 2 {Nd — Na) +  у т  (Nd — Na)2 -f- « f . (13.6.3)

В полученном решении квадратного уравнения знак радикала 
(корня) можно взять положительным, так как концентрация п0 
должна уменьшаться до -j-n,·, если Nd — Na — 0.

Аналогично вместо п0 можно подставить пУр0 в (13.6.2) и 
решить полученное уравнение, что даст

P o ^ - \ ( N d - N a) ^ Y \ { N d - N aY +  n\. (13.6.4)

Заметим, что если речь идет о заполнении уровней зоны про
водимости и валентной зоны носителями тока, то чистые кри
сталлы, в которых Nd =  Na = 0, и скомпенсированные кристаллы,
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в которых ΝΛ = Να Φ  0 , совершенно тождественны; в обоих слу
чаях п0 = ро = Пі. Для сильнолегированных кристаллов /г-типа 
( N a - N ^ r i i )

n0^ N d - N a, р о ^ п } /  (Nd — Na)·,

для сильнолегированных образцов p-типа (Na — Nd ^  п{)
Ро N а Nd, Hq Пі / (N а · · N d) .

13.7. Пользуясь формулами (13.2.11) и (13.5.14), составим 
отношение концентрации электронов Проводимости По к полной 
возможной концентрации электронов проводимости rto +  nrf:

= -----77--------- ------------------ . (13.7.1)
4  > + ̂ « Р  [-(& -& /)/«■ ]

Предположим далее, что экспоненциальный член в знаменателе 
много больше единицы. Разность — есть энергия ионизации 
донора, которая для германия при температурах выше 150 °К 
обычно меньше kT.

При этих условиях упомянутая выше экспонента близка 
к единице, и тогда, если указанное отношение будет
очень малым, что будет соответствовать полной ионизации донор
ных уровней. Для кремния энергии ионизации доноров несколько 
большие, чем для германия, и условия полной ионизации донор
ных уровней более строгие. Во всяком случае ясно, что для 
концентраций примеси много меньших чем Uc и для температур не 
слишком низких ионизация донорных и акцепторных уровней 
будет достаточно полной.

Можно описать это и по другому: из рис. 13.2.1 видно, что, 
поскольку энергия Ферми по меньшей мере на несколько kT 
выше акцепторных уровней или ниже донорных уровней, значение 
функции Ферми на этих уровнях будет близко к единице или 
соответственно к нулю, что отвечает почти полной ионизации. 
Таким образом, начало неполной ионизации всегда связано 
с нарушением приближения Больцмана для донорных или акцеп
торных уровней по отдельности или же и для донорных и для 
акцепторных уровней и соответствующей энергетической зоны.

Для полупроводника, в котором статистика Больцмана при
менима к примесным уровням, к зоне проводимости и к валент
ной зоне, и в котором все примесные уровни поэтому ионизо
ваны, можно, исходя из условия (13.6.2) и подставив для п0 и 
Ро величины (13.2.11) и (13.2.12), получить равенство

υ Ώ ехр [ -  ф р  -  S v)/kT] -  и с ехр [ -  (Шс -  $p)/kT] +  (Na -  Να) = 0.
(13.7.2)

Далее, вводя обозначения

а  =  ехр ф р/kT), рс =  ехр (— %c/kT), βΌ =  ехр ф^/кТ) , (13.7.3)
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можно переписать равенство (13.7.2) в виде

Последнее можно решить относительно а,  и, следовательно, для 
Шр получим

%' = kT  +  / ( ж г Г  +  ё ж ] ·  ,13 ' 7 '5)

При решении квадратного уравнения (13.7.4) знак корня следует 
взять положительным, чтобы обеспечить положительность ос = 
= ехр ф р/kT), как это должно быть, если Шр/kT — вещественная 
величина. Результат можно упростить, если учесть, что

ln f χ  +  У  х2 +  о2) = In а +  Arsh (х/а) . (13.7.6)

Используя этот результат и формулы (13.7.3), (13.2.13) и (13.2.16), 
можно в конце концов привести выражение (13.7.5) к  виду

= \  Φν  +  К )  +  kT In +  kT Arsh , (13.7.7)
2 \mn / 2щ

или
Шр =  Шр. +  kT Arsh N- ^ r - - a , (13.7.8)

где Шр, — энергия Ферми для собственного полупроводника при 
тех условиях, при которых для Шр получено выражение (13.3.1).

Если разность концентраций донорных и акцепторных при
месей Nd — Na велика и по величине сравнима с п ІУ то (13.7.7) 
принимает вид

Шр = Шр ±kT\nLN* = -M { '+ '  для w-™na\ (13.7.9)і щ \«—» для р-типа/ 4 ’

с учетом того, что для больших χ  можно считать A rshx?«± ln|2x|.
13.8. Кинетическое уравнение Больцмана можно записать

в виде
g  =  (13.8.1,

где / — функция распределения, /"—любая сила, которая может
m  -воздействовать на все частицы данной системы, а , ,т ,

\ 0 [/столкн
скорость изменения функции распределения из-за столкновения 
частиц с центрами рассеяния. Символ Vp означает оператор гра
диента в пространстве импульсов: Vp = іх (д/дрх) +  і у (д/дру) +  
+  h  {д/дрг).

Уравнение (13.8.1) можно решить и найти функцию распре
деления для системы, которая не находится в равновесии [27].
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В приближении времени релаксации член, учитывающий столк
новения, приближенно запишется В виде — (f — fo)fr{v)  (где /о — 
равновесная функция распределения, а τ  —время релаксации, 
которое в общем случае зависит от скорости).

Рассмотрим однородный образец полупроводника, в котором 
постоянное поле Ео создается приложенной извне э. д. с. так, 
что в образце устанавливается поток электронов и дырок. В ста
ционарном состоянии df/dt =  0. Если поле Е0 однородно, то 
V/ =  0 и сила F,  действующая на дырки и электроны, равна 
± е Е 0 (знак плюс относится к дыркам, минус —к электронам). 
Не теряя общности, можно выбрать систему координат так, 
чтобы ось г совпадала с направлением электрического поля, 
тогда E0 = i zE0. Используя эти условия и вводя в (13.8.1) время 
релаксации хр с учетом того, что p z = m pvz, можно получить для 
функции распределения дырок следующее уравнение:

-  t z k  (13.8.2)
m * d v z τ ρ (ν )  ν  '

Величина τ ρ есть время релаксации дырок. Для функции рас
пределения электронов уравнение будет точно таким же, только 
е  надо заменить на — е,  a trip и τ ρ {ν) — на т% и τ„(ι>).

Допустим, что возмущающее электрическое поле достаточно 
мало и поэтому / и /0 незначительно отличаются друг от друга; 
при этих обстоятельствах можно пренебречь разностью между 
df/duz и d fQ/dvz и подставить в уравнение (13.8.2) d f0/dvz вместо 
df/dv-.

Кроме того, поскольку равновесная функция распределения 
для ЭТОЙ системы имеет ВИД /о = А ехр [— ГПр (ν'χ +  Щ +  vl)/2kT\, то 
очевидно, что

dfo  _  m $ vz л _  — т  [υ ΐ  +  ν ΐ  +  υ ΐ )  _  m*pv z f  0
d v z — kT  P 2kT ~  kT  '° ·

Подставляя (13.8.3) в (13.8.2) и решая последнее относительно 
неравновесной функции распределения /, находим

/ = /« ( ΐ _ ί ^ ) =/ο( ΐ - f i c o s e ) ,  (13.8.4)

где Θ — полярный угол между v и осью г.
Плотность тока J pz можно записать через среднее значение 

z-компоненты скорости следующим образом:

_ \ v zf ( v ) d ? v  ( Ι , ί Λ
J Pz = p e v z =  p e J , (13.8.5)

\ f ( v )  d 3v

причем интегралы берутся по всему пространству скоростей.
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Подставляя в (13.8.5) функцию f ( v )  в виде (13.8.4), переходя 
к сферическим координатам и, в частности, заменяя d?v =  
= tf2 sin θ ίίυ £?θ ίίφ, получим

со π 2я

5 ϋ (у) ν — 11 cos  ̂cos ® s’n ® ^

1,* =  р е 4 й г 2 ї --------— — --------  ----------------------- · (13.8.6)

ϋ ^ ^  ^  \ ----- WT~ V C0S ®) ° 2 S'n ® dv  dO άφ
ООО

В этом выражении очевидно, что один из интегралов в числителе, 
содержащий только /0, дает при интегрировании нуль, так как 
равновесное распределение не может вызывать результирующий 
ток.

Это можно показать и прямым расчетом, ибо интеграл по 8, 
содержащий в подынтегральном выражении co s6 s in 8 =  1/2sin28, 
при интегрировании от 0 до π дает нуль. Этот же самый интег
рал по углу, кроме того, появляется в связи с зависящим от 
поля членом подынтегрального выражения в знаменателе, и 
поэтому этот интеграл также не дает вклада в окончательный 
результат. Учитывая, что оба эти интеграла обращаются в нуль, 
и предполагая, что τ Ρ(у) является функцией только величины ν 
(а не угла), выражение для плотности тока (13.8.6) можно при
вести к виду

ОО

^ ν Η р (?/) 4лх'2/ 0 (у) άυ

J »  =  W  ^ --------------- ------- = W  ( v) ) ,  (13.8.7)
f Q(v )  4nv'-[c (v) d v

0

где среднее (а )  (в данном случае от v h p (v)) берется по равно
весной функции распределения, т. е. функции Максвелла — Больц
мана. Поскольку средняя кинетическая энергия частицы равна 
3/2kT, то

r t l pV2)  =  у  ГПр <У2 )  =  I  k T ,

или
3 kT = m?;(v2) .  (13.8.8)

Подставляя этот результат в (13.8.7), можно записать 
ре'2 ( ь Нр  (и))

(13.8.9)

где t p  — некоторое среднее значение времени релаксации в про
странстве скоростей, которое определяется как отношение сред-



Аналогичным путем можно рассчитать z-компоненту электронного 
тока, используя соотношение Больцмана для электронов. Выра
жение для 2-компоненты электронного тока будет иметь следую
щий вид:

J n, = ~  < °М Р»  Е0 = ^ - Е 0. (13.8.11)п~ m* (у 2) и т*  и '  ’

Поскольку J  рг по определению есть плотность заряда ре,  
умноженная на среднюю дрейфовую скорость дырок в направле
нии г (т. е. плотность дырочного тока), то, согласно уравнению
(13.8.5), эта дрейфовая скорость равна ехрЕ0/т$. Дрейфовая ско
рость на единицу напряженности электрического поля постоянна 
и равна ехр/т$. Аналогично дрейфовая скорость электронов на 
единицу напряженности электрического поля постоянна и равна 
ехп/т*.

По определению средняя дрейфовая скорость на единицу 
напряженности приложенного поля есть подвижность соответ
ственно дырок \1р или электронов μ η, так что

£Тп еТп
=  m* i =  т* ' ( 1 3 . 8 . 1 2 )

Полная плотность тока есть сумма дырочной и электронной 
плотностей тока

j  г =  J  ρζ~\~ J  nz ~  & “f" Pftp) Ео =  gEq, (13.8.13)
Здесь

σ = е  (ημη +  ρ μ ρ) (13.8.14)

есть не что иное, как полная проводимость, а уравнение (13.8.13)—■ 
это просто закон Ома. Естественно, что в общем случае рассмат
риваются оба вклада в проводимость — и электронов и дырок.

В металле, где носители тока подчиняются статистике Ферми — 
Дирака, аналогичный анализ (см. [27]) приводит к результату

пе~х (ШГ\
(13.8.15)

где τ ( β ρ )  — время релаксации, определенное вблизи энергии 
Ферми.

13.9. Согласно схеме, обычно используемой в теории тепло
емкости Дебая [27], нормальные акустические колебания решетки 
распределяются по частотам следующим образом:

(13-9Л>
где g  (со) άω — число нормальных колебаний в единице объема 
кристалла и интервале частот άω в окрестности ω; ν0 — скорость 
звука при ω->-0 .

Функция g  (ω) есть в сущности функция плотности состояний 
для фононного газа. Полное число акустических фононов можно
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определить, умножив выражение (13.9.1) на функцию распреде
ления (которая в данном случае является функцией распределения 
Бозе— Эйнштейна (e®ikT — I)-1, где Ш = %и>) и проинтегрировав 
по частотам.

Интегрирование нужно проводить от ω = 0 до некоторой мак
симальной частоты Гощах, которая в теории Дебая определяется 
из условия равенства полного числа нормальных колебаний 
в единице объема ниже этой частоты числу степеней свободы, 
т. е. в данном случае 3N. Легко показать, что

сотах = Μ 6 π 2Λ0‘/3 (13.9.2)
и число фононов Пр в единице объема определяется тогда как

“ m ax “ m ax
„  — ί  g (to )d (0  _  3 С ω2 d<d , Π λ λ ,

p J  exp (ftw/fcT) — 1 2 ji2y,j \ exp (fUd/kT) — 1 ' *· '
0 0

Вводя обозначения

x = hm/kT, Θ = hwmaJ k ,  (13.9.4)
можно записать (13.9.3) в виде

Θ/Τ
п»г Τ3 ί* Xі  dxη ρ — 9Νςβ   ̂ βΧ _■ j . (13.9.5)

ο

Параметр Θ, определяемый вторым равенством (13.9.4), имеет 
размерность температуры и называется температурой Дебая.

Предположим теперь, что Γ^>Θ (высокие температуры), 
тогда Θ/Τ много меньше единицы. В этом случае в подынтег
ральном выражении основной вклад дает область малых х; можно 
считать ех — l ^ s x .  Выполнив интегрирование в (13.9.5), получим

=  \ χ ά χ = τ ~ 1 ·  (13.9.6)
о

Рассмотрим взаимодействие акустического фонона с электро
ном как столкновение двух частиц, и попытаемся оценить массу 
фонона, используя известные свойства фонона и электрона.
Можно исходить из того, что средняя энергия фонона равна Ш. 
При высоких температурах (T Θ) число фононов в единице 
объема, согласно (13.9.6), равно 9ΝΤ/2Θ. В соответствии с клас
сической статистической теорией теплоемкости [27] полная вну
тренняя энергия решетки при этих условиях равна приблизи
тельно 3NkT (на единицу объема). Обозначая внутреннюю энергию 
решетки U, приравняем ее энергии фононного газа

и = Шпр = ~~Ш = Шк,Т. (13.9.7)
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Здесь подразумевается, что для T^>Q средняя частота ω есть 
2£Θ/3Н или ! /3йт ах· Поскольку фонон мы рассматриваем как 
частицу, то, исходя из равенства (13.9.8), можно записать:

g  = -|ft0 =  y m p» it (13.9.9)

и тогда величину Ш можно трактовать как энергию частицы
(фонона) с массой т р, движущейся со скоростью звука v0. Для
тр из (13.9.9) получим

т„  = 4 5 ·  (13.9.10)

Из этого равенства следует, что

Ш = Лі5 = { W ,  (13.9.8)

Для отношения массы фонона к массе электрона т*  имеем

(13.9.11)
тр  4 £ 9

т* ~~ 3 m* v t

Этот результат можно получить другим путем, умножая числи
тель и знаменатель выражения (13.9.11) на среднюю тепловую 
скорость электрона с, величина которой, как легко убедиться 
[27], равна

<»>=е = Y S -  <13·9 ·|2>

и подставляя (13.9.12) в знаменатель правой части (13.9.11). 
Получим

т„ 4 Ш  π  Θ /  с \ 2
(13.9.13)/я* 3 m * v 5 6 Т \v0/ ' '

Д ля типичных ковалентных полупроводников при комнатной 
температуре с ^ Ю 7 см- сек, -1, а скорость звука v0 по порядку 
величины составляет 105 см -сект1. Множитель (с/и0)2, таким обра
зам, имеет величину порядка 104, между тем как Θ/Т может 
быть чуть меньше единицы *). Масса фонона, определенная таким 
способом, приблизительно в 104 раз больше, чем эффективная 
масса электрона и дырки.

Примем эту грубую и очень упрощенную модель фонона за 
модель, которая в отношении электронов и дырок ведет себя как

*) Несмотря на то, что для германия при комнатной температуре Т вв Θ, 
приближенной формулой (13.9.6) можно пользоваться; подынтегральное выра
жение в (13.9.6) при х = 1  (Τ =  θ ) равно 1,000, а в точном выражении (13.9.5) 
оно имеет величину 1/(е— 1) =  0,582. Ясно, что разница не столь велика, чтобы 
повлиять на порядок величины результата (13.9.6). То ж е можно сказать
о предположении, что U^=3NkT,  так как при Τ =  θ  дебаевская теплоемкость 
уже составляет более чем 90% своего предельного значения.
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квазистационарный массивный нейтральный рассеивающий центр. 
Тогда можно легко понять, почему во многих случаях справед
ливо утверждение, что средняя длина свободного пробега элек
трона или дырки не зависит от скорости. При этих обстоятель
ствах путь, пройденный электроном в кристалле, определяется 
в основном числом и геометрическим распределением рассеиваю
щих частиц (фононов), т. е. электроны с различными первоначаль
ными положениями и направлениями движения, начальными и 
последующими скоростями проходят между столкновениями один 
и тот же путь.

Среднее расстояние между актами рассеяния есть, таким обра
зом, функция числа и распределения рассеивающих центров, и 
на него не влияет, как быстро электрон проходит свой путь; 
другими словами, это означает, что длина свободного пробега, 
грубо говоря, не зависит от скорости.

13.10. В веществе, в котором главным механизмом рассеяния 
электронов является рассеяние на акустических фононах, средняя 
длина свободного пробега не зависит от скорости (а следовательно, 
от энергии). По этой причине время релаксации как функцию 
скорости можно выразить следующим образом:

τ ( ο )  =  λ/ν, (13.10.1)
здесь λ —средняя длина свободного пробега, не зависящая от 
скорости. Выражение (13.8.11) для полупроводника (статистика 
Максвелла — Больцмана) можно записать в следующей форме:

е  ( уЧ  (у) )  еХ ( у )  2 . 1 f  2 /io і η  о\
m *  ( v 2 ) ( у 2 )  3  γ  7 i m * k T ' (  ■ ■ )

Здесь мы воспользовались тем, что, согласно (13.9.12), ( v )  = с  =  
=  Y&kTіжа*п , а из (13.8.8) <и2) =  3kT/m%. В соответствии с (13.8.14). 
для металла (статистика Ферми—Дирака)

er (І’Л
(13.10.3)

Ъ ( 1 3 Л 0 ' 4 )

где v F — скорость, соответствующая ШР (откуда Ί/2/η%νρ =  Фор
мулу (13.10.3) можно переписать в виде

Ясно, однако, что если рассеяние на акустических фононах 
является доминирующим, λ должна быть обратно пропорциональна 
концентрации рассеивающих частиц пр. Но поскольку, согласно 
(13.9.6), пр прямо пропорциональна температуре Т, то λ должна 
быть обратно пропорциональна Т. Поэтому из формулы (13.10.2) 
для полупроводника следует, что μ„ ^  Г~3/2, а для металла из
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(13.10.5) — что μ„ ~  Т~г (мы пренебрегаем очень слабой зависи
мостью ЩР от температуры).

Было установлено, что такой ход изменения электропровод
ности с температурой согласуется с экспериментом для многих 
металлов. В примесном германии /г-типа экспериментально было 
найдено, что μη^  Г-1 ’66; это отлично совпадает с предсказанием, 
сделанным выше; для германия р -типа найдено, что μί, - ^ 7 ’-2 '3. 
Для /г-Si μ „ ^ Τ -2 ’5, для р -Si μρ^ Γ ~ 2·3. Расхождения с тео
рией в случае п -Ge и n-Si связаны с неучтенным вкладом опти
ческих фононов и влиянием междолинного рассеяния [89, 91].

13.11. Для образца, заряды носителей которого положительны 
и на который действуют постоянное электрическое поле *) Е 
= іхЕх -\-іуЕу и магнитное поле В 0 = і гВ 0, как показано на 
рис. 13.11.1, силу, действующую на такой носитель, можно запи
сать в виде

F  = m*p d̂  =  eE +  ̂ v x B 0. (13.11.1)

Это уравнение движения можно записать в составляющих по 
координатным осям

+  (13.11.2)

ч г  = Ц - ^ >  ί 13·11·3)

^  = 0, (13.11.4)

(13.11.5)
где

ω,
т*с

Уравнение (13.11.4) выражает тот простой факт, что приложен
ные поля не создают г-компоненты ускорений (это уравнение нам 
в дальнейшем не понадобится).

Уравнения (13.11.2) и (.13.11.3) решаются дифференцированием 
каждого из них по времени и подстановкой требуемой величины 
d v j d t  или d v y/dt из другого уравнения этой системы. Результи
рующие уравнения выглядят следующим образом:

d2vx о со0 еЕу
- j p -  +  ω„ϋ*= ш* , (13.11.6)

d2vu g>oеЕх
Ж + ^  = — (13Л1·7)

*) Записывая выражение для электрического поля, необходимо преду
смотреть вероятность того, что г/-компонеНта может появляться всякий раз, 
когда носители заряда, которые отклоняются вверх или вниз силой Лоренца, 
скапливаются у  верхнего или нижнего края кристалла.
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решения которых, как  легко показать, имеют вид
еЕу

о*(*) =  Л cos ω0/ +  β  sin ωοί + т г - ^ ,  (13.11.8)
ω 0 Р

v y (t) =  C cos ω0( - f  D sin щ і  -  — г, (13.11.9)

где А, В,  С и D — произвольные постоянные. Дифференцируя эти 
решения и подставляя их обратно в уравнения (13.11.2) и (13.11.3), 
получаем очевидный результат, что уравнения удовлетворяются 
для всех значений t только при С =  В и D = — А. Используя этот 
факт и выбирая в качестве граничных условий начальные ско
рости νχ = νϋχ, vy =  v0y (при ί =  0), приводим выражения (13.11.8) 
и (13.11.9) к следующему виду:

О* (0 =  («о* -  ^ 4 )  cos 0у  +  ^  Sin , (13.11.10)

/ βΕχ \ ( e^y \ еЕх
v y W = [ v°« +  ̂ р ) С08ЩІ- [ Щх- ^ ) 51ПЩІ- ^ р - (13-11 ·1!)

Эти компоненты скорости необходимо усреднить по экспоненциаль
ному распределению средних времен свободного пробега [27]. 
Средние по времени значения ( vx) t и ( vy)t (для дырок) записы
ваются в следующем виде:

ОО
j  Vx , у  (о  ехр (— t/Tp) dt

<Px.y)t = *— ---------------------- , (13.11.12)
j  e«p (—  t/Xp) dt
о

где τ ρ (ν) — время релаксации для дырок. При этом для упроще
ния отметим, что поскольку {vx) t и (i'y)i должны затем еще раз 
усредняться по максвелловскому распределению начальных ско
ростей, а эти средние (v ox и v 0y) равны нулю, то члены, содер
жащие эти величины в выражениях (13.11.10) и (13.11.11), можно 
отбросить с самого начала.

После несложных преобразований, включающих нахождение 
определенных интегралов, чьи значения легко находятся по таб
лицам, получим

гл т3 \
Еи) =< »*)/ -Я,* ( ι +ω*τ. Ех +

о · Ρ  J + “ oT P

е Г/ ω «τ η \ ωητ® т

е
( v y)t т*\ i- j-m2T2 Ех +  , 4_т?т2 Еу).  (13.11.14)

Теперь эти величины можно усреднить по распределению началь- 
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ных скоростей. Результаты значительно упрощаются, если пред
положить, что

(ф £ < 1 . (13.11.15)

Это предположение (как легко видеть из (13.11.5)) обычно выпол
няется для достаточно слабых магнитных полей В 0. Поэтому усло
вия, при которых удовлетворяется неравенство (13.11.15), часто 
называют условиями слабого поля. Наибольшие значения напря
женности В 0, для которых неравенство (13.11.15) еще имеет силу, 
можно легко определить, если известны τρ и trip', эти параметры 
можно оценить из результатов измерений подвижности и данных 
циклотронного резонанса. Используя общепринятые значения этих 
величин для германия, можно легко показать, что неравенство
(13.11.15) при комнатной температуре выполняется для полей 
порядка 10 кэ. При более низких температурах время релаксации 
становится больше, однако и предельная величина В 0 может быть 
значительно ниже. Читателю предоставляется возможность самому 
определить пределы применимости данного приближения для раз
личных веществ.

Если условие (13.11.15) выполняется, величиной а>от| можно 
пренебречь по сравнению с единицей в знаменателях дробей 
в уравнениях (13.11.13) и (13.11.14). После усреднения по рас
пределению начальных скоростей получим

Vx =  L· (грЕх — 0)5%ЪЕХ +  щх-рЕу) , ( 1 3 .1 1 .1 6 )/пр

$у = ~ { ї рЕу — щчІЕх). (13.11.17)тр

При этом средние (с чертой) определяются по правилу

S = (13.11.18)

которое, в чем мы убедились при решении задачи 13.8 (ср.,
например, с (13.8.10)), справедливо при определении средних 
в теории кинетических явлений.

Итак, для X -  и і/-компонєнт плотности тока имеем

Jx =  PoeVx = ^  (τРЕХ — <ύΙ%ΐΕχ +  wfa'pEy), (13.11.19) 
р

J y  =  p 0e v y  = Sg r  ( Ь Е У -  ωο^£ ,), (13.11.20)
P

где ро — равновесная концентрация дырок. Ясно, что в такой 
геометрии опыта, как на рис. 13.11.1, нужно добиться стацио
нарного состояния, при котором J у == 0. Пока стационарное состоя
ние не установилось, ток может иметь и вертикальную компо
ненту (по оси у ) .
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Полагая в уравнении (13.11.20) J y =  0, можно выразить Еу 
через Ех\

Подставляя эту величину в (13.11.19), можно наконец записать

где σ0 = р0е2їр/Шр — проводимость при отсутствии магнитного поля. 
Поскольку ω0 пропорциональна В 0 (при условии, что коэффициент 
в скобках в правой части (13.11.22) положителен, как это обычно 
бывает), проводимость образца уменьшается с увеличением маг
нитного поля. Это явление называют эффектом магнетосопротив- 
ления (или магниторезистивным эффектом). Физическая причина 
его заключается в том, что сила Лоренца искривляет траектории 
движения некоторых носителей.

Вначале сила Лоренца отклоняет дырки вниз (как показано 
на рис. 13.11.1), собирая их на нижней грани образца и созда
вая поперечное электрическое поле, которое растет до тех пор, 
пока не затормозит движение дырок к нижней грани образца. 
В этих условиях устанавливается стационарное состояние, при 
котором J y  — 0, что и предполагалось выше. В этом стационар
ном состоянии, конечно, протекает средний ток носителей, кото
рые вообще не отклонились. Но если скорость больше или 
меньше, чем скорость среднего носителя, то носитель тем не менее 
будет все равно отклоняться вниз для больших скоростей и 
вверх —для меньших*). Средние дрейфовые расстояния, проходи
мые носителями под действием поля в направлении протекания 
тока между актами рассеяния, уменьшаются из-за того, что не
которые носители отклоняются вверх или вниз, а это уменьшает 
проводимость.

В случае, когда средняя длина свободного пробега не зави
сит от скорости, можно положить τ  = λ/υ  при λ = const. Среднее 
значение хп можно определить (ввести) отношением

*) Т акая компенсация электрическим полем отклонения носителя со сред
ней скоростью выражается в том, что эффект магнетосопротивления является 
скорее квадратичным, чем линейным эффектом, и поэтому не зависит от направ
ления тока или магнитного поля.

Еу — щЕ,X  ----  · (13.11.21)

% п  ( υ ζ - п )

'Щ ’ (13.11.23)
где ОО

v n ехр (— mv^jlkT)  4jto2 d v

(13.11.24)
 ̂ ехр (— m v 2l2kT) 4η υ 2 άυ

о
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Используя эти выражения (для разных « ), можно легко пока
зать, что при этих условиях соотношение (13.11.22) дает следую
щее выражение для проводимости*):

σ  (В0) =  σ 0 Γ ΐ  -  « ί λ · ^  _  _ L \ 1  м  σ  / , _  »  ± ± L  V
'  L V <o> і m frk T  8 j

(13.11.25)
13.12. Выражение для г/-компоненты электрического поля было 

уже получено —(13.11.21). Так как зависящий от магнитного 
поля член в выражении (13.11.22) мал по сравнению с σ0 (по
скольку второй член в скобках порядка ωΐτ'ρ, а со«Гр^1), то
в первом приближении им можно пренебречь и записать

Ех ъ -*=  (13.12.1)
σ 0 Ρο'Ψ-ρ

Подставляя (13.12.1) в (13.11.22) и выражая, согласно (13.11.5), 
ω0 через В0, и из (13.8.12) μρ —через тр, получаем

Ey =  R J xB a, (13.12.2)
где

рф с  (тр)2 ' (13.12.3)

Поле Еу , пропорциональное произведению J XB 0, называется полем 
Холла, а коэффициент пропорциональности R — коэффициентом 
Холла. Если средняя длина свободного пробега не зависит от 
скорости, то, согласно (13.11.23) и с учетом (13.8.8) и (13.9.2), 
получим

τ% ( v 2> 3kT π т*  3π
_  (13.12.4)

(τρ) <у)2 т% 8k T  8 κ ’

Для примесного полупроводника д-типа рассуждения анало
гичны, разница лишь в знаке заряда. Это означает, что коэффици
ент Холла будет отрицателен, и его величина равна (— 1/я„ес)х 
х[тп/(0 2].

Коэффициент Холла легко находится экспериментально из 
измерения напряжения Холла на клеммах А и В  на установке 
типа изображенной на рис. 13.11.1. Это позволяет легко устано
вить, является ли образец полупроводником п- или p-типа, и 
определить концентрацию носителей заряда.

13.13. Когда имеются два типа носителей, рассмотрение, про
веденное в задаче 13.11, можно осуществить для каждого типа

*) Автор вынужден обратить внимание читателя на ошибку, которую он 
допустил в более раннем описании этого эффекта [27] на данном этапе. Он 
ошибочно сделал вывод, что интеграл, используемый при оценке τ8, согласно 
(13.11.23), расходится. Это неправильно; легко видеть в действительности, что 
интегралы в (13.11.23) хорошо сходятся для всех п <  5.
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отдельно. Результат получается в виде (13.11.16) и (13.11.17) для 
компонент средней скорости (в данном случае для дырок). Для 
электронов соответствующий результат получается путем замены 
+  е  на — е.

Если для дырок

е
т* {хрЕх —щ рт],Ех +  а 0рх1Еу), (13.13.1)

vpy =  ,η* ІУрЕу ωορτ ρΕχ}> (13.13.2)
тр

то после замены +  е на — е  получим для электронов

Vnx = ^ ( — inEx +  <*onTnEx +  a)0nT2nEy), (13.13.3)

ν ^  =  ̂ { — χηΕΜ — <ϊ>0ητΙΕχ) ,  (13.13.4)
т п

причем для дырок

а для электронов
«ор = Ц с , (13.13.5)

(13.13.6)

В соответствии с уравнениями (13.13.3) и (13.13.4) необходимо 
отметить, что кроме прямой замены 4 - е  на — е,  разумеется, 
делается также замена — ω0„ на +  ω0ρ, поскольку заряд носителя 
входит в определение этой характеристической частоты.

Выражения для х- и «/-компонент полной плотности можно 
записать в виде суммы электронной и дырочной составляющих:

J x = — n 0evnx +  ρ 0βϋρχ =  (τnEx — ωΙητ :ηΕχ -  ω0ηχ'^Εϋ) +
rn n

+  (τ pEx -  Щр%ІЕх +  щ р%ІЕу), (13.13.7)Шр

j  ι/ =  ny +  Pô Vpy —

= ^ ( * п Е у  +  а 0пт%Ех) +  ?£ ( x p E y - w 0p̂ E x) .  (13.13.8)mn nip

Полагая, как раньше, J y =  0 и учитывая соотношение (13.8.12) 
(т. е. вводя βΙηΐρ = μρ/χρ и ejm% =  p n/xn), выразим Еу через Ех\

р^ірЩрТр Щ̂пЩ/г п̂

Еу —---- - ----- z ----- — Ех. (13.13.9)у ηομ/1 + Ρομρ ' ’

Заменяя далее ω0ρ и ω0η, согласно (13.13.5) и (13.13.6), представ
ляя Ех как J xl o 0 =  J x/e (η0μη +  РоМ-р) и записывая, согласно (13.8.12),
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множители т$ и m* в числителе в виде βτρ/μρ и βτη/μη, получим 
соотношение (13.4.9) в виде

где
Р Р

EX — R J XB 0, (13.13.10)

R 1 ( τ ρ ) 2 ( т „ ) 2
Ро γ~ —2 

1 (τρ)
- п 0Ьг-

(τρ)2
(13.13.11)

(13.13.12)

е с  (η0μ„ +  ρ0μρ)2 е с  (ПоЬ+ро)2·

Здесь введено отношение подвижностей
Ь =  [лп/|Ар.

Если длина среднего свободного пробега не зависит от скоро
сти и для электронов и для дырок, то, используя такие же аргу
менты, как в задаче 13.12, можно показать, что τ'ρ/(τρ)2 — (τ^)/(τ„)2 =  
=  3π/8, что дает

R = Зя Ро ПпЬ“
8 е с ( п 0Ь +  р 0)2‘ (13.13.13)

13.14. Изоэнергетические поверхности зоны проводимости крем
ния η-типа не сферичны, какими они бывают иногда в более 
простых металлических и полупроводниковых кристаллах. В дан
ном случае они образуют конфигурацию из шести эллипсоидов 
вращения, оси которых распо
ложены вдоль шести эквивалент
ных направлений ( 100) в &-про- 
странстве кристалла.

Такая конфигурация изобра
жена на рис. 13.14.1, на кото
ром изоэнергетические поверх
ности представлены как функции 
компонент волнового вектора
{ k . ,  , k y ,  .

Компоненты волнового век
тора связаны с компонентами 
квазиимпульса (р х, р у , р г) со
отношением де Бройля

р = ш . (13.14.1)

Уравнение эллипсоида с цент
ром в точке (0 , 0 , kz0), поверх
ность которого есть поверхность постоянной энергии % (k), можно 
записать в следующей форме:

2  iu\ V ъ г ( к*+к1 , /10 1Л очβ ( * ) - β 6= * 2 ( - 9 ^ +  2т* 1’ (13.14.2)

Рис. 13.14.1. Изоэнергетические по
верхности зоны проводимости в Si 

/г-типа.

здесь m* и т* — эффективные массы, связанные соответственно 
с (ж, у ) -  и 2-компонентами импульса. Уравнения других эллипсо-
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идов получаются соответствующими перестановками индексов и 
знаков. Так как из уравнения (13.14.2)

д2ё  <32f  tfi дЩ т дгШ „= 0 для α  φ  β,dk'i dk;,
f t 2

dk%
ft2 

tn*\i dkadk$

то ясно, что тензор обратных эффективных масс, элементы кото
рого есть

<13·14·3)

выражается для этого частного эллипсоида следующим образом:

\
0 0

/

(13.14.4)

Электрическая проводимость, обусловленная носителями заряда, 
связанными с этим эллипсоидом, анизотропна, хотя полная 
электрическая проводимость кристалла, полученная суммирова
нием по всем эллипсоидам, изотропна из-за симметричного 
расположения шести эллипсоидов в импульсном пространстве 
(которое обусловлено симметрией кристалла).

Рассмотрим циклотронный резонанс, связанный с единичным 
эллипсоидом, уравнение которого есть (13.14.2). Присутствует 
постоянное магнитное поле В 0, которое образует угол Θ с осью 
эллипсоида, вместе со слабым высокочастотным электрическим 
полем, которое связано с электрическим вектором электромагнит
ной волны (частоты ω). Колебание электрического вектора дол
жно быть перпендикулярно направлению постоянного магнитного 
поля В 0; для удобства примем, что переменное электрическое 
поле имеет только х-компоненту (линейная поляризация). При 
этих условиях Bz — B 0 cosO, By =  B 0s iηθ, BX~Q,  в то время как 
Еу = Ег =  0 и Ех = Е0еш .

Уравнение движения для электрона можно записать как

=  § .  (13.14.5)
ΙΑ 0 o \ и 'dvx

d t

- 1 -  . F  =  
m* Г

0 1
/n*

0 •
d v y
dt

0
L

0 1

mi l

dvz  
k d t

Компоненты силы есть просто компоненты силы Лоренца

■ е £ - т »  X В0, (13.14.6)
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тем самым
Fx =  — еЕоеш  — e (B 0v y cos Θ — B 0vz sin Θ) /c,
Fy = (evxB 0 cos Θ) /c,
Fz =  — (evxB 0 sin Θ) /c.

Выполняя матричное перемножение, указанное в уравнении 
(13.14.5), и подставляя приведенные выше выражения для компо
нент силы, получаем уравнения для трех компонент ускорения 
в следующей форме:

^ 7 = - § ? е ш  +  (й± (v2 sin в — v y cos θ),

—У- = ωλ Όχ cos 6, (13.14.7)

== — ш|;уЛ. s in 6,
причем

£0,« = -^ °-, ωχ = -~r~. (13.14.8)11 m,fc  x m*. c  v >

Предположим, что уравнения имеют гармонические решения 
вида х = х0е ш , у  — уоеш , z = z<fim . Подставим их в уравнения
(13.14.7) и будем искать амплитуды х0, у 0 и г 0. В результате 
получим

*0 = т*  ω 2— ω 2, cos2 θ — ω, ω ,  sin2 θ >-I X ii J-
еЕ0 ш ± cos 0

*/°— m* ω (ω2 — cos2 Є — ω χ sin2 Θ)’ (13.14.9)
eEn ' “ j1 sin 0

ζο = ;’ m*L ω (ω2 — cos2 θ — ω[ίω χ sin2G)

Амплитуды становятся очень большими, когда частота прибли
жается к резонансной частоте, которая определяется соотношением

ω = (ωχ cos2 θ -J- (ΰι s in 2 6)b'5. (13.14.10)
Эта формула является основной для объяснения всех данных по
циклотронному резонансу для веществ с «многодолинными» изо- 
энергетическими поверхностями.

а) Предположим, что В0 совпадает с направлением [100], напри
мер направлено вдоль оси kz на рис. 13.14.1. Для двух эллипсои
дов, оси которых ориентированы вдоль этого направления, угол 6 
между осью эллипсоида и полем В0 равен нулю; тогда, согласно 
(13.14.10),

ω = ω1 = ωχ (2 эллипсоида). (13.14.11)

Д ля двух других эллипсоидов В0 перпендикулярно осям эллип
соидов; для этих поверхностей угол 6 =  90° и выражение (13.14.10) 
дает

ω = ω2 —  У  ©jjCOj. (4 эллипсоида). (13.14.12)
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При этих условиях будут наблюдаться два резонанса, и резо
нанс при ω = ]Λύ||ωχ будет в два раза более интенсивным, потому 
что в процессах, которые его вызывают, участвует в два раза 
больше электронов.

б) Если поле В0 приложено вдоль направления [110], то для 
двух эллипсоидов 9 = 90°, а для остальных четырех 6 =  45° (или 
135°). Для первых двух эллипсоидов выражение (13.14.10) дает

Следовательно, второй резонанс в два раза сильнее первого,
в) Если поле действует вдоль направления [111], то углы 

между полем и осями всех эллипсоидов такие, что sin3 Θ = 2/з И 
cos2 Θ = 7 3, что дает единственную резонансную частоту

13.15. В германии изоэнергетическими поверхностями в зоне 
проводимости являются четыре эллипсоида вращения, главные 
оси которых направлены вдоль четырех эквивалентных направле
ний: [111], [II I ] , [111] и [111]*). Рассмотрим первый эллипсоид 
с осью вдоль [111]. Если система осей k'x, ky , k’z выбрана в импульс
ном пространстве так, что ось k'z лежит вдоль ( 111), то уравне
ние эллипсоида в этой системе осей запишется в виде

Если это уравнение записать в системе координат, оси которой 
расположены вдоль кубических направлений ( 100) , то элементы 
тензора обратных эффективных масс получаются из (13.14.3), 
а отсюда сразу можно получить тензор проводимости.

Рассмотрим две тройки единичных векторов: (ix, i y , і г), опре
деляющую координатную систему ( 100), и (і'х, і у , і'г), определяю
щую координатную систему (111), показанные на рис. 13.15.1. 
Вектор i'z есть единичный вектор в направлении [111], и поэтому 
можно записать

*) В действительности имеется восемь полуэллипсоидов вдоль восьми 
направлений (111), которые заканчиваются плоскими поверхностями — грани
цами зоны Бриллюэна. Одкако для всех практических целей они могут счи
таться составленными из четырех полных эллипсоидов, ориентированных 
в  четырех направлениях, указанных выше.

ω = ω1 =  ]/ωκω1 (2 эллипсоида), (13.14.13)

а для остальных четырех

(4 эллипсоида). (13.14.14)

(13.14.15)

(13.15.2)
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Найдем два взаимно перпендикулярных вектора в плоскости, 
перпендикулярной і'г , таким образом, чтобы определить систему 
(k'x, k'y, k'z). Один из этих векторов должен лежать в плоскости и г
и, следовательно, не должен иметь 
х-компоненту. Это можно записать 
так:

і у ^ - ^ і у  +  Ц - h ,  (13.15.3)

что соответствует вектору г'у на 
рис. 13.15.1. Другой вектор мож
но найти векторным перемноже
нием iy и /*, откуда

їх = ІуХІ'г =  — ^ - І х +

+  Ц - і у  +  ̂ ! - і г .  (13.15.4) ных векторов, определяющие коор
динатные системы {100) и (111).

Три приведенных выше уравнения можно решить как совместные 
уравнения для і х, і у, і г через і ’х, і'у , і'г . (Аналогичный результат 
может быть получен просто перемещением строк и столбцов 
в матрице коэффициентов.) В результате получим

причем

І / ' + ! ! / '1Х— β 1Х \ β *Ζ»

l y — g Ι χ  ~~2 І у ~ \  з  ( i u . 1 0 . 0 /

_  1/6 V2 У з
*г— g *^Т 2 3 г’

f t-- kgi-a -- У, kgig, <X ---  X,  t j ,  Z.  (13.15.6)

Выписывая полностью левую сумму, выражая i a через ί ’α с помо
щью уравнений (13.15.5) и собирая коэффициенты при i'x, i'y , i'z, 
можно легко получить формулы преобразования



Уравнение эллипсоида с осью [ 1111 (13.15.1) можно записать*) 
в виде

gdu ) (fe) _  Шс =  (kl +  kl +  k l -  2kxky -  2 k X  -  2kukz) +

6m*" ^  b y k i 2 k X - k y  +  2kxk ,  +  2kykz) .  (13.15.8)
i!

Элементы тензора эффективных масс получаются из (13.14.3), 
откуда следует, что

J =Э· ( 1 з л 5 - 9 )

где
«  = 4 -  +  - ^ ,  P = - J r — І - ·  (13.15.10)n i l  m  i i η ι ± /n j j

Для тензора проводимости эллипсоида [111] получим

( Ш )  _  (  . J _ V 1 U )  _  t l / ^ n  ( _ _ _  ft ~  5 ~  ft=  =  ® — β j , (13.15.11)

так как в отсутствие внешних сил, нарушающих эквивалентность 
энергетических минимумов, с каждым из четырех минимумов
должно быть связано По/4 электронов.

Тензоры проводимости для других минимумов находятся так: 
уравнение для эллипсоида [ 111] можно найти из уравнения
(13.15.8), изменив повсюду на обратные знаки ky и kz\ уравнение 
для эллипсоида [ 111] — изменив знаки kx и kz, а уравнение для
эллипсоида [ 111 ] — изменив знаки kx и ky . Тензоры эффективных
масс находятся затем из полученных таким образом уравнений 
при помощи (13.14.3). Тензоры проводимости получаются сразу 
из (13.15.11). Этим же способом можно показать, что

/® β β\ / СЕ, β — р\
а ( Г п ) = * д * . U  а  - р  , σ ( Γ 4 )  =  _ ^  р  α  р

\Р — β «/ \ - Р  β «/
- / а — β β\

σ(Γπ) =  _ν!ΐ*. _ β α β (13.15.12)
\ β β α).

Полную проводимость кристалла можно найти, пренебрегая дыр

*) При этом в выражении (13.15.1) константу k'z0 следует положить рав
ной нулю. Это упрощение можно сделать, так как элементы (13.14.3) тензора 
обратных эффективных масс зависят только от кривизны поверхности, поскольку 
определяются вторыми производными, и они будут одинаковы независимо от 
того, где расположен эллипсоид — в начале координат или в точке k 'zQ.
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ками, просто сложением четырех тензоров для отдельных мини
мумов. В результате получим

/а/3 0 0

ο  =  2 ο (ί| =  η ο Λ „  0 а/3 0

\ о 0 а/3,

-п°еУп” - 1 ,  (13.15.13)

где 1 —единичный тензор, элементы которого равны 1αβ =  δαβ. 
Отсюда видно, что полная проводимость изотропна, несмотря на 
то, что проводимость, связанная с отдельным конкретным мини
мумом, анизотропна. Симметричное расположение эллипсоидов в k- 
пространстве, которое в свою очередь обусловлено кубической 
симметрией кристалла, обусловливает изотропность полной про
водимости. Обнаружено, что такое же положение имеет место и 
в кремнии, что легко показать, используя выражение (13.14.2) 
и соответствующие выражения для других энергетических эллип
соидов.

Формулу для проводимости (13.15.13) с учетом (13.15.10) можно 
представить в виде

I  ( 4 г  +  1 =  ^ 1 - (13.15.14)3 
где

1 . — -1 ( -  2 -I— -
т у  3 \ т'* 1 т (13.15.15)

Записанная таким образом проводимость имеет ту же форму, что 
и проводимость в (13.8.11), если ввести, как это уже фактически 
было сделано в (13.15.15), некоторую среднюю эффективную массу 
m?. Величина m* обычно называется эффективной массой носителя 
в зоне проводимости. Приведенные выше рассуждения основаны 
на допущении, что время релаксации хп для каждого эллипсоида 
изотропно, несмотря на анизотропию эффективной массы.

13.16. Если в кристалле существует градиент концентрации 
носителей, то функция распределения в любой точке образца уже 
не будет одинаковой. Выберем координатную систему так, чтобы на
правление градиента концентрации электронов совпадало с напра
влением оси z. При этих условиях кинетическое уравнение Больц
мана (І3.8.1) для стационарного состояния примет вид

- - У г - 0' <13·16· »
Уже в самой записи кинетического уравнения содержится 

предположение о справедливости приближения времени релакса
ции и об отсутствии внешних полей. Разрешим уравнение (13.16.1) 
относительно явно входящей функции /:

/ = /о- у л (у)-|{- = /о- этл (у) со8 6 ^ - .  (13.16.2)
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Разумно допустить в этом случае, что функция распределения f  
не сильно отличается от равновесной /0. Будем искать функцию 
распределения / в виде произведения

/(©, г )  — п ( г )  φ (ν),  (13.16.3)

где п ( г )  — концентрация в точке г  с координатами х, у ,  z и 
<р (©) — функция распределения скоростей, не зависящая от г .  
Подставляя (13.16.3) в уравнение (13.16.2) и решая последнее 
относительно φ(©), получим

Ф (*) = ----- г------- Ш ----------Гдп  V  ( 13· 16-4>
n(r)|^l+ !rr„(tO cos.0 · — -^ -J

Здесь vx cos Θ — величина порядка средней длины свободного про
бега λ„. Следовательно, если (βη/δζ)Ιη<^\Ιλη, то второй член 
в знаменателе будет много меньше единицы. Это условие можно 
переписать в следующей форме:

Отсюда ясно, что условие, при котором второй член в знамена
теле выражения (13.16.4) много меньше единицы, выполняется, 
когда относительное изменение концентрации на расстоянии, 
равном средней длине свободного пробега, мало. В этом предпо
ложении выражение (13.16.4) можно приближенно записать в виде

Ψ (©) ^ [ ΐ  -  νχη (°) cos 9 - (13.16.5)
откуда

f(v, Γ) =  η(/-)φ(τ>)=Μεθ[ΐ— (ϋ) cos θ · (13.16.6)

Среднее значение νζ = ν cos Θ можно определять по обычной фор
муле

Ϊ и cos 0 F (v, r) d3v
ΰ* =  - Ύ ' ,  ------· (13.16.7)) f(v, r) d 3v

Подставив сюда /(©, r ) в виде (13.16.6) и переходя к сфериче
ским координатам (элемент объема cPv= .v2 sinQ d v  dQ άφ),  выпол
ним интегрирование. Как и в задаче 13.8, первый интеграл 
в числителе и второй в знаменателе стремятся к нулю, а после 
интегрирования по φ остается

оо π
$ j  ν '2τη (v )  fa (ν ) cos2 Θ ν 2 sin 9 άυ  άβ

---------------------------------■. (13.16.8)
j  \ fo  ( ϋ) Vі  sin 9 ά υ  dd 
О о

Взяв интегралы по 9, как  в задаче 13.8, и предполагая, что 
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средняя длина свободного пробега не зависит от скорости, и тем 
самым τ (ϋ ) =  λ/ϋ, получаем

ОО
j  v fu (v)  у2 dv

--------=}£гж· <13·16·9>
 ̂/о (d) v2 d v  

i>

где введено значение средней тепловой скорости с п по формуле
(13.9.12).

Поток частиц Fnz по определению равен произведению tivz, 
и тем самым из (13.16.9) получим

Fnz =  n vz = - D n ^ r  = - D nVn, (13.16.10)

где Dn — коэффициент диффузии

Д .=  (13.16.11)

Аналогичный расчет можно выполнить для дырок; результат, 
очевидно, будет следующим:

Fpz = - D p ^  = - D p VP , (13.16.12)
где

%  ——3 (ІЗ.І6ЛЗ)

13.17. Из задачи 13.16 мы знаем, что

Dp = ^ .  (13.17.1)

Напомним также, что для подвижности, согласно (13.8.12), имеем 
\х9 = ехр!т%. Однако если средняя длина свободного пробега не
зависит от скорости, то с учетом (13.11.23), (13.9.12) и (13.8.8)
время релаксации

_  {όΗ ρ  (V)) λ„ <l>) т * С п%п

— <5>-----------------------------------------------------^ 5 ------- шгИ- ( 13·17·2)
Из (13.17.2) имеем

3 kTx0 3kT ex в 3kT\i0

<13· '7 '3>

0 , - ψ = * Ϊ Ι . .  (13.17.4)

Аналогично можно легко получить

Β η = - £ ψ - .  (13.17.5)

Соотношения (13.17.4) и (13.17.5) носят название соотношений 
Эйнштейна.
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Хотя при их выводе было сделано предположение о том, что 
средняя длина свободного пробега не зависит от скорости, это 
предположение не обязательное и соотношения Эйнштейна спра
ведливы, даже когда они не удовлетворяются [3].

13.18. Начнем с уравнений непрерывности для электронов и 
дырок в полупроводниковом кристалле, которые описывают изме
нение числа носителей каждого вида в любом элементарном 
объеме при наличии потоков втекающих и вытекающих носите
лей и при наличии процессов генерации и рекомбинации внутри 
этого объема [27]. Уравнение непрерывности для дырок можно 
записать в виде

=  f  (13.18.1)
и соответственно для электронов

(13.18.2)

В этих уравнениях J n и J p — плотности потоков электронов и 
дырок (а не плотности электрических токов), g n и g p — скоро
сти генерации электронов и дырок (скорость генерации — это число 
носителей данного вида, образующихся в единице объема за единицу 
времени), а τη и τ ρ — средние времена жизни электронов и дырок *).

Потоки частиц обусловлены частично диффузией (эти потоки 
пропорциональны локальным градиентам концентрации) и ча
стично-электрическими токами, создаваемыми электрическими 
полями. Согласно соотношениям (13.8.11), (13.16.11) и (13.16.12) 
в присутствии электрических полей и градиентов концентрации 
для плотностей потоков частиц можно записать выражения

J p ^  — DpVp +  ρμρΕ, (13.18.3)
/„ = — DnVti — η μ ηΕ. (13.18.4)

Здесь знаки поставлены с учетом того, что хотя электронный 
ток направлен по полю, поток электронов направлен противо
положно. Подставляя эти выражения в уравнения непрерывно
сти (13.18.1) и (13.18.2) и используя векторное тождество
V · (фЛ) =  А ■ νφ -(-φ  div А, где А — произвольный вектор и φ — 
произвольная скалярная функция, получим

DpV*p -  μρ (Е ■ Vp +  p  d i v  E ) + g p - - ^ ^ ^ - ,  (13.18.5)

£„Υ2«  +  μ ^ £ · ν η  +  « ά ί ν £ ) + ^ - ^  =  -|-. (13.18.6)

*) Заметим, что используемые здесь и ниже обозначения т„ и τ „  отно
сятся к среднему времени между рождением носителей и их «гибелью» (анни
гиляцией) в результате рекомбинации. Выше эти обозначения использовались 
для обозначения времени релаксации или среднего времени между столкнове
ниями. Использование одинаковых обозначений для разных по смыслу величин 
является неудачным, но оправдано длительным употреблением в литературе, 
и теперь является более или менее стандартным. Времена жизни обычно более 
длительны, чем времена релаксации, поскольку носитель заряда за время 
жизни испытывает много актов рассеяния.
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Скорость генерации g p можно считать состоящей из двух 
частей: скорости генерации электронно-дырочных пар, вызванной 
термическим возбуждением, gop, и скорости генерации, обуслов
ленной неравновесными процессами, g'p. Такое же разделение 
можно сделать и для электронов.

При равновесии скорость термической генерации должна быть 
равна скорости равновесной рекомбинации р0/хр„ или η0/τη0, 
где р0 и п0 — равновесные концентрации и τ ρ0 и τ„0 — времена 
жизни, связанные с равновесными состояниями. Поэтому можно 
написать

Dp^ p  - μ ρ (Ε· Vp +  р  div E ) + g ' p -  ( { -  -  Μ  =  , (13.18.7)

D„V*n +  v.a (E.Vn +  ndiwE) -\ -g ' n - ( ^ — ^ - )  =  -dj .  (13.18.8)
\ τ η τ ηα j  01

В этих уравнениях под полем Е  подразумеваются как поля от 
внешних источников э. д. с., так и поля, возникающие при изме
нениях внутреннего распределения заряда, поскольку носителями 
заряда являются заряженные частицы с различными подвижно
стями (и, разумеется, с различными коэффициентами диффузии, 
как это следует из соотношений (13.17.4) и (13.17.5)). Эти внут
ренние поля возникают, например, при инжекции избыточных 
электронно-дырочних пар, когда электроны, подвижность кото
рых больше подвижности дырок, опережают дырки.

Отрицательный объемный заряд, связанный с быстро продиф- 
фундировавшими электронами, и положительный объемный заряд, 
появившийся в области «отставших» дырок, создают внутреннее 
поле, направленное, очевидно, так, чтобы задержать быстро диф
фундирующие электроны и ускорить более медленные дырки. 
С того момента, как это внутреннее поле установится, электроны 
и дырки будут диффундировать и дрейфовать согласованно, но 
со скоростью, промежуточной между собственной скоростью элек
тронов и собственной скоростью дырок. При обычных условиях 
в кремнии и в германии для образования этих внутренних полей 
требуется лишь очень небольшой относительный разбаланс в кон
центрациях электронов и дырок, и поэтому диффузия и дрейф 
избыточного распределения носителей характеризуются состоя
нием приблизительной электронейтральности, в котором

δρ = ρ — ро = п — η0 = δη.  (13.18.9)

Далее, поскольку при возбуждении электрона из валентной 
зоны в зону проводимости электроны и дырки, как носители 
тока, всегда образуются в объеме парами, то имеет место равен
ство gn — gp . Наконец, следует учесть, что так как в каждом 
акте рекомбинации исчезающий в качестве носителя тока элек
трон уничтожает точно одну дырку, скорости рекомбинации 
электронов и дырок п/τ η и ρ/τρ должны быть всегда равны. 
Используя эти соотношения вместе с условием нейтральности

349



(13.18.9), выражая концентрации через и δρ , где это возможно 
[замечая, что \ п  =  ν  (δη) =  \  (δρ), dn/dt =  d (δη)/δί =  д  (δρ)/δί 
и т . д .], можно записать уравнения (13.18.7) и (13.18.8) в виде

DPV* (δρ) -  μ , [£■ ν  (δρ) +  p d i v E ] + g ' - ^  =  (13.18.10)

DnV* (δρ) +  μ„ [£  · V  (бр) +  л div £] +  g ' -  ^  = І М - , (13.18.11)

где τ —общее время жизни избыточных носителей, определяемое 
как

6р __р 0 +  Ьр Ро _ « ο  +  δ ρ  Щ
1р0 (13.18.12)

Теперь исключим div Е из уравнения (13.18.10). Это можно сде
лать, заметив, что плотность электрического тока равна произ
ведению разности плотностей потоков частиц на заряд

I = e ( J p - J n). (13.18.13)

Подставляя в это уравнение выражения (13.18.3) и (13.18.4) и 
используя соотношения Эйнштейна (13.17.4) и (13.17.5), можно 
получить

Ι = σ Ε  +  μρΙιΤ ( b - Ι )  ν (δ ρ ), (13.18.14)

где b = μ„/μρ = Οπ/Ορ, а а  определено формулой (13.8.14). Так 
как в кристалле нет внутренних источников тока или стоков, 
дивергенция / в стационарном состоянии должна стремиться
к нулю, т. е.

d iv / = £ · ν σ  +  σ ά ί ν ^ + μ ^ Γ  (b -  1) V2 (δρ) = 0. (13.18.15)
Решая это уравнение относительно divZ: с учетом σ  = εμρ (nb +  p),  
находим

div Е =  -  ν  (вр) -  J g L  £ . V (в„). (13.18.16)

Подставляя (13.18.16) либо в уравнение (13.18.10), либо 
в уравнение (13.18.11), собирая члены с V2 (δρ) и Ε · \ ( δ ρ )  и
упрощая, получим, наконец, искомое амбиполярное кинетическое 
уравнение

(δρ) -  μ*Ε·  V (δρ) +  g ' =  - 2 Μ - ,  (13.18.17)
где

DnDB ln -{ -p )  b (n -\ -p )
D * =  — -η Г п =  »■ r  D P> (13.18.18)nDn +  pDp nb +  p  p ' v '

_ (ηο-Ρο)μημρ Мло-Ро) ( П І  ° ΙΟΊ
μ —  Φ η + η ρ - - - Μ  + Γ μ>' (13.18.19)

Уравнение (13.18.17) имеет форму обычного диффузионно-дрейфо
вого кинетического уравнения, за исключением того, что амби-
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полярный коэффициент диффузии D* и эффективная амбиполяр- 
ная подвижность μ* являются средними величинами, содержащими 
кинетические коэффициенты для электронов и дырок и их отно
сительные концентрации. Значения D* обычно находятся между 
значениями Dn и Dp, в то время как μ* обычно меньше μρ и 
больше μ„.

Уравнение (13.18.19) выражает физический факт, упомянутый 
ранее при обсуждении одновременной диффузии электронов и 
дырок. Примечательно, что если δρ мало по сравнению с кон
центрацией основных носителей заряда при равновесии, то зави
симостью D* и μ* от концентрации можно пренебречь и их 
можно считать постоянными (в этом легко убедиться, если запи
сать η =  η0 +  δρ, ρ  — ρο +  δρ  в уравнениях (13.18.18) и (13.18.19)).

Д ля сильнолегированного материала /г-типа ( п ^ >  р )  приведен
ные выше соотношения дают D* = DP и μ* = μί,, в то время как 
для сильнолегированного материала ρ-типа (р ^ »я ) получаем 
D * = D n и μ* =  — μ„. Поэтому в примесных образцах диффузия 
и дрейф избыточных носителей характеризуются кинетическими 
коэффициентами неосновных носителей заряда.

13.19. Рассмотрим движение избытка носителей в образце, 
показанном на рис. 13.19.1. В этом образце однородная концент
рация электронов и дырок (δ« = δρ = const) создана в пределах

I — ► 1 ------------
I -------------

Т !  <  .г. 1 г
--------------"at

а \ в\ ^

f  ^ !  f ,  ϊta -  > 1 L0 ^  
1

η ~πΒ \  П=Пд*вр 5а 11
*3

»

Р=Ро 1 р ж 6р 1 р шрв

Зпектроны Элеитроны 
покидают скапливаются
эту область здесь

Рис. 13 19.1. Дрейф избытка электронно-дырочных пар в полупроводнике
/г-типа.

определенной области кристалла, а вне этой области избыток 
носителей равен нулю. Кристалл является полупроводником га
тила, так что п0^>р0, и электрическое поле, действующее в поло
жительном направлении оси х, обусловливает внутри образца 
плотность тока /. Допустим, что время жизни избытка носите
лей τ настолько велико, что эффектами, вызванными рекомбина
цией носителей, можно пренебречь. Пренебрежем также диффу
зионными эффектами, связанными с различиями в концентрации. 
Ясно, что эти предположения могут изменить количественные 
характеристики движения носителей, но не физическое поведе
ние системы.
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Уравнение непрерывности для электрического тока требует, 
чтобы дивергенция / была равна (со знаком минус) скорости, 
с которой создается плотность электрического заряда внутри 
любого элемента объема; в данном случае эта скорость равна 
нулю. Для одномерного- случая, показанного на рис. 13.19.1, 
это сводится к требованию, чтобы дЦдх =  0 , или 1 =  const всюду 
внутри кристалла.

Электрическое поле при помощи (13.8.13) можно выразить 
через плотность тока / и концентрацию электронов и дырок. 
Таким образом, если поле вне области, в которой создан избы
ток электронно-дырочных пар, есть Е0, а поле внутри области 
есть Ε = Ε0-\-δΕ, то
/ = е  (ρμρ +  η μ η) Ε = e  [ (Ро +  δρ) μρ +  (n0 +  δρ) μ„] (Ε0 +  δΕ)
^ e  (ρ0μΡ +  η0μη) E0 + e  ( μ η +  μρ) δ ρ Ε 0 +  β (ρ0μρ +  η 0μ η) δΕ. (13.19.1)
Членами δρδΕ  второго порядка пренебрегаем. Решая (13.19.1) 
относительно δΕ, можно найти

δΕ =  — αΕ0δρ,  (13.19.2)
где

а  = - т г ^ —· (13.19.3)Ьп0 + ро у '
Ясно, что

Ε = Ε0 +  δΕ = Ε0 ( 1 - α δ ρ ) ,  (13.19.4)
следовательно, Е всегда меньше Е0, поскольку а  всегда поло
жительно. Это не является неожиданностью, так как в централь
ной области больше носителей, которые поддерживают ток такой 
же, как снаружи.

Возникает Еопрос: является ли электронный поток в централь
ной части большим (или меньшим), чем поток, существующий 
снаружи. Действительно, с одной стороны, в центральной области 
концентрация выше, а с другой стороны, дрейфовая скорость 
электронов там меньше из-за меньшего электрического поля.
Ответ на этот вопрос нельзя дать сразу, исходя из простых физи
ческих рассуждений. Нетрудно видеть, однако, что
J n = — nμnE = — (n0 +  δp) μ ηΕ0 ( 1 - а δρ) ^

<13Л9-5>
где J n0 =  η0μηΕ0 — плотность электронного потока снаружи цент, 
ральной области, причем в окончательном результате мы прене
брегаем членом (δρ)2. Так как в любом кристалле η -типа я 0>  
>  р 0 , то, согласно (13.19.5), J n по величине всегда меньше, 
чем J n0.

При этих условиях поток электронов в А у левой стороны 
области избытка носителей будет меньше, чем поток, выходящий 
из этой области; эта область поэтому будет «расходовать» избы
ток электронов. Поток электронов в  В с  правой стороны области
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избытка носителей оказывается больше, чем поток из этой области, 
и, следовательно, здесь будет создаваться избыток электронов.

Результат этого разбаланса таков, что «максимум» избытка 
электронов движется направо, несмотря на то, что сами электроны 
будут двигаться налево. Это согласуется с выводом предыдущей 
задачи о том, что дрейф распределения в примесных полупровод
никах такой же, как и неосновных носителей заряда, В данном 
примере импульс движется в направлении перемещения дырок 
под действием приложенного поля.

Аналогично можно определить дырочные потоки в центральной 
и внешней областях; для центральной части можно записать

' • ~ ' * ( 1 +  !ї ж З Й ) ·  ( ,З Л 9 '6>
где J p0 =  ρ 0μρΕ0 — поток во внешней области.

Теперь видно, что для кристаллов п -типа поток дырок внутри 
центральной области неизменно больше, чем снаружи. В резуль
тате этого поток дырок в А меньше, чем из А, и, следовательно, 
концентрация дырок в этой области истощается. Аналогично 
поток дырок в В  больше, чем из β ,  и поэтому дырки в этой 
области накапливаются. Очевидно, что импульс избытка дырок 
движется направо, в направлении поля, вместе с избытком элект
ронов.

Детальный анализ уравнений (13.19.5) и (13.19.6) убедит чита
теля в том, что скорости, с которыми электроны и дырки скап
ливаются в области В,  равны, так как это есть скорости, с кото
рыми электроны и дырки покидают область А.

13.20. В опыте Хайнса —Шокли импульс избыточных носите
лей инжектируется при / = 0 через эмиттерный контакт, располо
женный при х — 0, и под действием постоянного электрического 
поля Е0 медленно перемещается к коллектору, расположенному 
на расстоянии d. Коллекторный сигнал пропорционален избытку 
носителей в точке x = d. Допустим, что избыток носителей в лю
бое время / и в  любой точке χ  равен б и что первоначально 
инжектируемый импульс образует первоначальное распределение 
типа δ-функции, так что бр (х ,  0 )= б (0 ) . В этом случае уравне
ние непрерывности (13.18.17) для избыточной концентрации носи
телей (когда поверхности образцов являются идеально отражаю
щими и когда поэтому концентрации изменяются только в направле
нии χ) запишется в виде

Γ - Τ  =  Τ ·  (13.20.1)

Решением этого уравнения, которое ведет себя подобно б-функции 
Дирака δ (0) при t = 0, будет

δ ρ  (х, t) —-----——г-0 ехр Г— -  1 1 . (13.20.2)
’ (4πΟ*01/2 L  4D*t t j  Λ '
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Решение легко найти, если воспользоваться хорошо известной 
функцией Грина (AnDt)~ ехр (— x2/4Dt) для простого диффузион
ного уравнения D (дги/дх*) =  du/dt. При этом надо учесть, что 
распределение концентраций, которое описывается уравнением 
(13.20.1), так же как и диффундирование, дрейфует со скоростью 
μ*Εϋ в постоянном поле и затухает экспоненциально со временем 
жизни τ в результате рекомбинации.

Сигнал, регистрируемый коллектором в точке x = d, будет 
пропорционален δρ  (d , t) и будет увеличиваться до максимума 
в некоторый момент времени t0 (которое, естественно, определя
ется как измеряемое время перехода) и затем вновь уменьшаться. 
Таким образом, время перехода t0 есть время, при котором 
д  [6p(d ,  t)]/dt =  0 .

Подставляя x = d  в уравнение (13.20.2), дифференцируя по 
времени и приравнивая производную нулю, можно получить 
квадратное уравнение относительно t0 в форме

1\, о , tn d 2μ * 2£<>
AD* +  ■ f- -l ί ι  _

0 2 4D * 0 . (13.20.3)

Решение этого уравнения относительно t0 выглядит следующим 
образом:

to —
где

μ* El
4 D*

4α

1

τ

1
Aad°~\U2
D* 1

ε μ ρ Ε Ι  b ( t i  —  p ) 2 

4kT (η  +  ρ) (bn +  p)

(13.20.4)

(13.20.5)

Последняя форма выражения (13.20.5) следует из выражений 
(13.18.18), (13.18.19) и соотношений Эйнштейна (13.17.4) и
(13.17.5). Из (13.20.4) ясно, что даже в отсутствие поля время 
перехода будет конечным, так как носители могут перемещаться 
от эмиттера к коллектору за счет диффузии. Для предельного 
случая сильных полей приведенные выше уравнения предсказы
вают, что время перехода приближается к величине ά/(μ*Ε0), 
которая ожидается при рассмотрении только дрейфовых процессов.

Из (13.18.18) и (13.18.19) и соотношений Эйнштейна для отно
шения ΰ*/μ*  можно получить

D* _  п+р  kT' (13.20.6)
μ* η — р e

Используя это отношение для исключения D из уравнения (13.20.3)
и решая получающееся квадратное уравнение для μ*, после мно
гих утомительных, но несложных алгебраических преобразований 
можно доказать, что

dμ*
где

( у ! +  *»_*), 

+ 4 ) ·

^ 0

2kT п-\-р  
' eEa d  п —р  V t

(13.20.7)

(13.20.8)
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Когда поле Е0 велико, х становится очень малым, а для 
подвижности μ* опять получается величина d/(t0E0), ожидаемая 
при рассмотрении одних только дрейфовых процессов. Для мень
ших полей Е0 диффузионные процессы становятся столь же 
существенными, как и дрейфовые. Для выражения дрейфовой 
подвижности через измеряемое время перехода необходимо исполь
зовать видоизмененное выражение (13.20.7).

13.21. На рис. 13.21.1 нанесен ряд измерений подвижности 
импульса избыточных электронно-дырочных пар в образце герма
ния p-типа. Ниже 300 °К число собственных носителей заряда 
достаточно мало по сравнению с числом носителей (дырок), обу
словленных захватом электронов акцепторами. Таким образом, 
концентрация основных носителей (дырок) намного больше, чем 
концентрация неосновных носителей (электронов), и при этих 
обстоятельствах импульс подвижности μ*, определяемый выраже
нием (13.18.19), равен по величине дрейфовой подвижности не
основных носителей заряда μ„.

Наклон, равный — 1,65 на графике в логарифмических коор
динатах, отражает температурную зависимость времени релакса
ции для электронов в германии, которая в этом случае ненамного 
отличается от закона Т~3/2, предсказываемого теорией для рас
сеяния на акустических фононах. Выше 300 °К концентрация 
собственных носителей заряда быстро возрастает, и при темпера
турах, намного превышающих 300 °К, число термически образую
щихся носителей значительно превосходит число дырок, образо
ванных захватом электронов акцепторными примесями.

При этих условиях проводимость образца становится почти 
собственной, отношение ро/Яо уменьшается почти до единицы и 
μ* резко уменьшается (согласно (13.18.19)), чем и объясняется 
резкое снижение измеряемых в этой температурной области вели
чин подвижности.

13.22. В случае, когда электронно-дырочная рекомбинация 
может происходить у поверхностей кристалла при помощи меха
низмов, не зависящих от объемной рекомбинации, поверхность 
удобно описывать, вводя коэффициент отражения R 0, который 
характеризует вероятность для носителя выдержать столкновение 
с поверхностью без рекомбинации (с носителем противоположного 
типа).

Граничное условие на поверхности можно получить, детально 
анализируя взаимообмен потоков носителей между внутренним 
объемом и поверхностью кристалла. Схема наиболее существенных 
потоков показана на рис. 13.22.1. На этой схеме поверхностные 
и внутренние объемные области показаны отдельно на значитель
ном расстоянии для удобства изображения потоков носителей 
между этими областями, но необходимо помнить, что в действи
тельности эти области являются смежными. На рисунке видно, 
что суммарный поток дырок А поступает к поверхностной области 
кристалла /г-типа из внутреннего объема. Этот поток состоит
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из образовавшихся внутри кристалла дырок, которые диффунди
руют к поверхности. Если бы некоторые из этих носителей реком
бинировали у поверхности, то результирующий ток дырок к по
верхности имел бы место даже в состоянии равновесия.

Поскольку в состоянии равновесия не может быть результи
рующих потоков электронов или дырок ни в одной точке в кри
сталле, то необходимо, чтобы существовал поток в противополож
ном направлении, который в равновесных условиях сбалансировал

ОВьемиый Концентрация Коэффициент
коэффициент носителей отражения
отражения В у  поіїертсти ps у  поверхности Ra

Рис. 13.22.1. Взаимообмен потоков носителей между внутренним объемом и 
поверхностью кристалла.

бы поток А. Поток дырок, равный по величине и противополож
ный по направлению данному потоку А, может быть лишь резуль
татом термической генерации электронно-дырочных пар у поверх
ности. Образующиеся при этом дырки будут диффундировать
внутрь объема образца.

Этот термически генерированный поверхностный поток обозна
чен на рисунке g s . Имеется определенная вероятность того, что 
носитель, поступающий в объем с поверхности, в результате 
хаотического движения возвратится обратно, не испытав реком
бинации. Эта вероятность описывается объемным коэффициентом 
отражения В . Полные потоки и F[, протекающие между поверх
ностной и объемной областями, можно определить, если заметить, 
что поток Fx состоит из потока А плюс та часть F[, которая
отражается от внутреннего объема, a F[ состоит из потока g s 
плюс та часть Fit которая отражается от поверхности. Таким 
образом, можно записать

F 1 =  A +  B F [, (13.22 . 1)
Fi =  gs +  RoF1. (13.22.2)

Из этих двух уравнений можно найти Ft  и F[:

<Ι3·22·3>

F'^ 4-R*B' (13.22.4)
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На основе статистики Максвелла — Больцмана легко показать, 
что суммарный поток частиц, движущийся в произвольном направ
лении через произвольную плоскость, есть как раз 1/ір є р, где 
р  — концентрация и с р — средняя тепловая скорость. Поскольку 
в состоянии теплового равновесия р  ** р 0, поток Fi  должен све
стись к потоку Fy.

/?і = /?ї =  |роСр. (13.22.5)

Подставляя это выражение вместо Fx и F[ в уравнения (13.22.1)
и (13.22.2), найдем g s и А0 (Л„ — величина А при тепловом рав
новесии):

g s  = \p oC P(l - R o ) ,  (13.22.6)

А0 = \ р 0с в { \ - В ) .  (13.22.7)

Если состояние системы не является равновесным, то в кри
сталле будут существовать градиенты концентрации и потоки Fx 
и F[ в любой точке образца больше не будут равны. Если откло
нение от равновесия достаточно мало, то функция распределения 
будет все же приблизительно максвелловской и суммарные потоки 
в произвольном направлении будут все же даваться выражениями 
того же общего вида, что и (13.22.5).

Однако поскольку частицы, поступающие слева к точке х, 
начали свое движение в среднем из точек на расстоянии порядка 
средней длины свободного пробега слева от х, а частицы, посту
пающие к точке X справа, начали свое движение в среднем 
из точек на расстоянии порядка средней длины свободного про
бега справа от х, то концентрации, которые нужно использовать 
в этих выражениях, есть локальные концентрации на малом рас
стоянии слева или справа от точки, в которой определяются 
потоки. Поэтому можно записать

F[ = Ц; Р {х +  αλ) ^  [р  (х) +  α λ ^  j , (13.22.8)

Fi  =  т  Р (* -  “ λ) яа  ̂  [р  (х) -  α λ  , (13.22.9)

где λ — средняя длина свободного пробега, а а  — числовая постоян
ная порядка единицы. Выражения справа получаются с помощью
разложения в ряд Тейлора; предполагается тем самым, что отно
сительное изменение концентрации в пределах длины среднего сво
бодного пробега мало, и поэтому членами более высоких поряд
ков можно пренебречь.

Из (13.22.8) и (13.22.9) легко видеть, что в рассматриваемом 
случае сумма Fi  и F\ должна быть равна 1/2psc p, где p s — кон
центрация у поверхности. Складывая выражения (13.22.3) и
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(13.22.4) и приравнивая сумму величине г/2p sCp, для А получим
л _Psgp l —RoB Ptfp (1— Λ0)(1 + β) /IO о о  1 n\

A ~~ 2 l+ t f „  4 1 + я 0 · ΚΙά.ΑΙΛΌ)

Необходимо отметить, что при нарушении равновесия поток А 
вследствие генерации избыточных носителей, имеющей место 
в объеме, будет отличаться от своего равновесного значения А0, 
ХОТЯ, конечно, ПОТОК g s  будет таким же.

Разность между Fi  и F[ есть просто суммарный поток дырок 
у поверхности, который должен равняться диффузионному по
току — Dpd (δρ)/3χ в этой точке. Вычитая (13.22.4) из (13.22.3) и 
подставляя значение А в виде (13.22.10), окончательно получим

(Ps—Po)eP l — ô Γ3(δρ)Ί

Это выражение и является граничным условием для уравнения 
непрерывности у поверхности кристалла. Оно обычно записы
вается в следующей форме:

- Dp [ ^ P l = s [6 p ] i ’ (13.22.12)
где

С Г) 1 — R.Q
S = l r + 7 V  <13·22·13)

Параметр s имеет размерность скорости и обычно называется 
скоростью поверхностной рекомбинации. Величина его колеблется 
от нуля (в этом случае концентрационный градиент у поверхно
сти равен нулю) до максимальной величины 112с р, соответствую
щей поверхности, на которой осуществляется рекомбинация каж 
дой попадающей на нее дырки.

13.23. Пусть ось χ перпендикулярна плоским граням образца,
а начало координат помещено в центр кристалла так, чтобы по
верхности находились при х = ±  а. Поскольку в стационарных 
условиях V (δρ) не может иметь у -  и г-компонент, а электриче
ское поле не имеет ^-компоненты, то член Е ■ V (δρ) в уравнении 
непрерывности обращается в нуль. Кроме того, в стационарных 
условиях d (8p)/dt =  0. Падающий свет создает постоянное коли
чество электронно-дырочных пар g '  в единице объема за единицу 
времени во всех точках внутри образца. Наконец, симметрия 
образца такова, что избыточная концентрация носителей не изме
няется вдоль направлений у  или г, поэтому

V2 (δρ) = d2 (bp)/dx2.
При этих условиях уравнение непрерывности (13.18.17) примет
вид

где

- І І ,  (13.23.1) 
dx2 Lp Dp v '

Lp = (Dpt) (13.23.2)
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Запишем решение уравнения (13.23.1) в следующем виде*):

8р(х) = A c h ~  + В s h ~  +  g'T, (13.23.3)
ЬР ЬР , '

где А и В  — произвольные постоянные. Но из симметрии задачи
ясно, что δр  должна быть четной функцией * и, следовательно,
В =  0. На поверхностях (при х — ± а ) должно выполняться гра
ничное условие

^ Dp [ ^ f r ] ±K =  s ' 6 p (z ta ) · (13.23.4)

Учитывая в уравнении (13.23.3), что В =  0, и используя гранич
ное условие (13.23.4), можно определить постоянную А, которая, 
как легко показать, есть

А = ------ а ~ % ]  « · <13·23·5)
s ch j  I- j  sh у

L p L,p L,p

После этого имеем:
u *s ch j — 

LpSp M = .* 4 ( 1 --------- „ в  „ )· (13.23.6)
s ch —  +  J -  sh J -  

L jp  *^p b p

Прирост проводимости кристалла под действием облучения 
будет пропорционален общему числу избыточных носителей 
в образце; последнее вычисляется путем интегрирования кон
центрации избыточных носителей по толщине образца и умноже
нием результата на площадь сечения S.  Таким образом, если 
δΡ —число избыточных дырок, а δΝ —число избыточных электро
нов внутри образца, то

а

SP = 8 N = S  \ bp (x ) d x ,  (13.23.7)
— а

так как  в конце концов δρ = δη.  Вычисляя этот интеграл, легко 
видеть, что

/ sLp s h f  \
δΡ = 2 / τ5  a --------- ---  - * . (13.23.8)

\ s  ch j  ■ -f- j  sh γ -Up L,p L.o>

Это выражение описывает зависимость возникающей фотопрово
димости от свойств кристалла и геометрических параметров 
образца.

*) Решение должно иметь форму решения однородного уравнения, в кото
ром правая часть (13.23.1) равна нулю, плюс частное решение неоднородного 
уравнения (13.23.1). Таким частным решением будет, очевидно, просто δρ =  
= g'LplDp =g'x.

359



13.24. Согласно формуле (13.22.13) максимальное значение 
скорости поверхностной рекомбинации s равно половине тепловой 
скорости, соответствующей R o = 0. Когда s принимает это значе
ние, выражение (13.23.6) можно записать в виде

I
8р(х)

Ср X
2 h Lp

- п --------------------- (13.24.1)a Dn а > 4 '
- ch —1—j— sh -

■р
Если же считать скорость s бесконечно большой, то (13.24.1) 

примет вид

ί  сЪт \
6 p ( x ) = g ' ^ \ - — £ J .  (13.24.2)

Эти два результата почти одинаковы всякий раз, когда можно 
пренебречь вторым членом в знаменателе уравнения (13.24.1) по 
сравнению с первым. Это имеет место при выполнении неравен
ства

СР ^  ^Р 
~2 >  V (13.24.3)

Однако поскольку, согласно (13.16.13), Dp — 1/S%pc p, то неравен
ство (13.24.3) можно записать в более простом виде:

г ; > 4 -  (13.24.4)

Таким образом, когда диффузионная длина намного превышает 
среднюю длину свободного пробега, не будет большой ошибкой 
считать максимальную скорость s бесконечно большой, а не рав
ной половине тепловой скорости. Это значительно упрощает 
расчеты процессов переноса.

В германии и кремнии, при нормальных условиях при ком
натной температуре, средняя длина свободного пробега по
рядка 10~6 см, а диффузионные длины обычно не меньше чем 10~3 см,  
даже в кристаллах с самым коротким временем жизни избыточ
ных носителей заряда. В этих материалах условие (13.24.4) прак
тически всегда удовлетворяется, хотя в других полупроводниках, 
особенно с малым временем жизни избыточных носителей, это 
условие может и не выполняться.

Заметим, что выражение (13.24.2) предсказывает, что δρ у по
верхности равно нулю, в то время как, согласно (13.24.1), 
δρ имеет там очень малую, но отличную от нуля величину. Это 
различие между двумя выражениями для бр существует только 
в пределах нескольких длин свободного пробега от поверхности; 
если условие (13.24.4) удовлетворяется при расчете поверхност-
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ных потоков, тока фотопроводимости или других измеряемых
величин, то значительных ошибок обычно не возникает.

13.25. Для ситуации, описанной в условии задачи, уравнение 
непрерывности для избытка носителей заряда можно записать 
в виде

п  д2 (бр) 8р(х,  t ) _  <5(6р )  , . 0
и Р дх* ~  χ — dt  · U - i . z o . l )

Граничные условия у поверхности

+  ° 4 τ ] ±α==5ιδ'0 (± β - *)’ (13.25.2)
а у границы зерна внутри кристалла

± D 4 ^ ] o± ==s“^ ( 0’ 0· (13.25.3)

Мы должны также учесть, что в начальный момент (/ = 0)

δρ ( χ ,  0) = f ( x ) ,  (13.25.4)

где f  (х) — заданная функция начального распределения избыточ
ных носителей заряда.

Предполагая, что решение уравнения (13.25.1) имеет вид 
δρ (х, t) = X (х) T (t), и разделяя переменные, можно прийти к урав
нениям

1 d?X 1 dT  . 1 „ , /i о o r  г\
X dx2 ~  D^T dt  +  D~x ~  ~~ a  ~  c o n s t · ( 1 3 . 2 o . o )

Здесь первое выражение (слева) является функцией только х, 
в то время как второе — функцией только t. Если эти два 
выражения равны между собой для всех значений х и t, то 
каждое из них должно быть равно константе. Константу берем 
в виде — а 2, для того чтобы быть уверенными в том, что она бу
дет отрицательной, так как (позднее в этом можно убедиться) 
положительные величины приводят к решениям, которые с увели
чением t возрастают, а не уменьшаются.

Итак, (13.25.5) сводится к двум отдельным простым диффе
ренциальным уравнениям: одно для X (х) и другое для T (t), 
в следующей форме:

££==-<ЛК(дг), (13.25.6)

f  = - ( a ? D p +  \ ) T { t ) .  (13.25.7)

Эти уравнения легко решить, в результате получим

X (х) = A cos ах-}-В  s in a* , (13.25.8)

7 ( / )= С е х р [ -  ( a 2Dp +  l ) / ] ,  (13.25.9)
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где Л, 5  и С — произвольные постоянные. Эти решения удовлет
воряют уравнению (13.25.1) для любых значений а ,  а поскольку 
уравнение (13.25.1) является линейным дифференциальным урав
нением в частных производных, то любая линейная комбинация 
решений, имеющая форму произведения X (x )T ( t ) ,  будет также 
удовлетворять дифференциальному уравнению, даже если вели
чина а  различна для различных слагаемых линейной комби
нации. Общее решение уравнения (13.25.1) можно поэтому 
записать в виде

δ ρ ( χ ,  i) =

= 2  [Ап cos (апх) -S- В п sin [апх)\ехр (a%Dp +  / j, (13.25.10)

где коэффициенты Ап и В п определяются так, чтобы при t =  0 
ряд давал δρ (χ ,  0).

Ряд (13.25.10) будет, конечно, удовлетворять граничным усло
виям (13.25.2) и (13.25.3), если им будет удовлетворять каждый

член суммы. Например, под
ставляя произвольный п -й 
член ряда (13.25.10) в условие
(13.25.3), получим

В„ s0 А п■a D  . (13.25.11)'J*nu  р
Проделывая то же самое 

с использованием условия
(13.25.2) и учитывая для уп
рощения результат (13.25.11), 
получим

Ctg a na ^ - - a l D l ~ S°Sl

Рис. 13.25.1. Графическое решение урав
нения (13.25.12).

a nDp (so + si)
(13.25.12)

Это трансцендентное уравне
ние можно решить числовым 

или графическим методом, найдя бесконечный набор корней {ап} 
(рис. 13.25.1).

Собственные значения {апа} определяют ряды функций {sin (апа)) 
и {cos(a„a)}, которые, как можно показать, являются ортого
нальными*) в интервале (— а, а). Коэффициенты А„ и В п можно 
вычислить, если умножить функцию распределения / (х) =  δρ  (х, 0) 
для / =  0 в виде ряда (13.25.10) на cosa„x или s in a rtx и про

*) Собственные функции должны быть ортогональны в любом случае, так 
к ак  система является частным случаем задачи Ш турма—Лиувилля. Читателю 
полезно в качестве упражнения доказать эту ортогональность.
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интегрировать от —а  до-f- а , используя ортогональность собствен
ных функций, в результате получим

О
 ̂ / (х) cos ( а пх) dx

Ап — ~ . ------ г-75---- гг-, (13.25.13)„ Л  i s m ( 2 o c „ a ) \  v >
\ + 2 a„a j

а

j  f  (х) sin (α ηχ ) dx 

=  <13·2 5 ·14)
V 2 a na

Формальное решение задачи закончено.
Из графиков на рис. 13.25.1 и из вида ряда (13.25.10) ясно, 

что первый член затухает гораздо медленнее, чем члены более 
высокого порядка этого ряда. Для более поздних моментов вре
мени можно рассматривать только первый член, относящийся 
к собственному значению а*. При этих обстоятельствах затуха
ние является экспоненциальным с временной константой т0, кото
рая связана с τ и «χ (согласно (13.25.10)) следующим образом:

1  = ~ + а ? Я р. (13.25.15)
Отсюда ясно, что

1 / 1  1 \ Δ
^  = D 7 f e - T j “ Dp· <13·25·16)

Решая трансцендентное уравнение (13.25.12) для собственных 
значений относительно s0 и подставляя а г в виде (13.25.16), 
можно выразить s0 через измеряемые величины s lt т и  а, что 
позволяет определить скорость рекомбинации, связанной с гра
ницей зерна внутри кристалла, из измерений константы затухания 
фотопроводимости. Это выражение для s0 имеет следующий вид:

£>„Δ — s* У  DPA ctg а У  A/Dg
Р Р Р (13.25.17)Sj + l/DpA c i gaVMD0

14. Полупроводниковые переходы

14.1. На рис. 14.1.1 показаны энергетические уровни полу
проводника я-типа. В невырожденном полупроводнике уровень 
Ферми лежит в запрещенной зоне на расстоянии, по крайней 
мере равном 2kT от дна зоны проводимости или потолка валент
ной зоны, так что ζ„ 2kT и ξρ ^  2kT. Концентрации носителей
тока являются функциями ζη и ζρ положения уровня Ферми по
отношению к краям зон. Для невырожденного полупроводника 
находим

п0 =  щ  ехр ty =  Nc ехр (— ζη/kT), (14.1.1)
р0 =  «гехр (—ψ) =Л^,ехр (—ζρ/kT), (14.1.2)

363



что дает в результате закон, справедливый для невырожденного
полупроводника:

п 0ро =  п! =  NCNV ехр (— Eg/kT), (14. 1.3)

где &g = ζ η -f- ζρ  — ширина запрещенной зоны, a Nc (для зоны про
водимости) и Nv (для валентной зоны) 
определены соотношениями

Ν, . о ^ 2я т е , hkTy z (14.1.4)
т е и m h — эффективные массы элект
ронов и дырок.

Численно имеем

Nr = 2,5- Ю19
п е, h ту/2
т 0 300; смг

Рис. 14.1.1. Энергетические 
уровни в невырожденном полу

проводнике я-типа.
Стрелкой обозначено положитель
ное направление отсчета энергии.

Потенциал ч|э — безразмерная величи
на, измеряемая в единицах kT по от
ношению к энергии «собственного 
уровня» так как в собственном по
лупроводнике, по определению, ·ψ = 0 .

Легко показать, что лежит при
близительно в середине запрещенной 
зоны:

(« „ ) + i k T  1 п ^ .  (14 ,1 .5 )

При инжекции избыточных носителей действительные концент
рации носителей возрастают: п > п 0 и ρ > ρ 0· Квазиуровни Ферми 
для электронов и дырок, Шре и , можно найти из выражений, 
аналогичных (14.1.1) и (14.1.2):

n = Nc exp  (— ζ η /kT) ,  (14.1.6)
p  — Nv ехр (— ζρ/kT) .  (14.1.7)

Можно видеть, что при инжекции квазиуровни Ферми лежат
ближе к соответствующим краям зон и смещены по отношению
к равновесному уровню Ферми, и, кроме того, что для неоснов
ных носителей заряда квазиуровень Ферми смещается сильнее, 
чем для основных носителей.

14.2. В однородном полупроводнике в равновесном состоянии 
потенциал отклоняется от постоянного значения только вблизи 
граничной области, в которой физические условия обусловливают 
различную величину потенциала. Этой граничной областью может 
быть р —η-переход, поверхность или граница раздела фаз, как , 
например, в случае контакта металл —полупроводник.

Рассматривая одномерный случай с переменной координатой х, 
предполагаем, что равновесное распределение Больцмана

п  (*) =  const · ехр (eV/kT) (14.2.1)
справедливо везде, где V — V (х) изменяется с расстоянием. Вы
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бор значения постоянной зависит от выбора начала отсчета потен
циала V; в частности, он может быть равен «,·, если за начало 
отсчета потенциала принять Ш̂ в. (Отметим, что энергия есть 
произведение электронного заряда на потенциал.)

Будет удобно принять 7  =  0 в однородной части объема ма
териала, т. е. на бесконечно большом расстоянии от границы. 
Тогда постоянная становится объемной концентрацией п0, рав
ной Nd, если предположить, что доноры ионизованы полностью. 
Таким образом, имеем

n = Nd exp (eV/kT) ~ N d expcp, (14.2.2)
где ф— безразмерный переменный потенциал. С другой стороны, 
уравнение Пуассона дает

% = ( 1 4 ·2 ·3 >

здесь ε0 —диэлектрическая проницаемость вакуума, а є —диэлек
трическая проницаемость полупроводника. Определяя длину волны 
Дебая λ при помощи соотношения

х =  [ ш ^ У 2 <14·2·4)

и вводя безразмерную переменную координату ζ — χ/λ, можно 
исключить концентрацию частиц из (14.2.2) и (14.2.3) и полу
чить следующее дифференциальное уравнение, определяющее рас
пределение потенциала:

0 W - 1 .  (14.2.5)

Это трансцендентное уравнение, которое нельзя решить в общем 
виде, но можно рассмотреть два предельных случая.

В случае φ<ίζ1, т. е. в почти однородном объеме мате
риала, экспоненту можно разложить в ряд и вместо (14.2.5)
получим

следовательно,
φ = Сег , (14.2.6)

принимая, что однородному объему соответствует z — — оо. Таким 
образом, к равновесному потенциалу φ мы приходим асимптоти
чески, причем характеристическим расстоянием будет служить λ. 
Знак постоянной С пока не определен; он положителен, когда 
при приближении к границе концентрация носителей заряда пре
вышает Nd, и отрицателен в случае обеднения носителями, что 
представляет больший интерес в случае р — и-перехода.

Другой предельный случай возникает, когда потенциал φ ве
лик и имеет отрицательный знак, так что уравнение (14.2.5) 
принимает вид

Ё2?  — _ ι
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Решением, удовлетворяющим этому уравнению, является

ф =  - у ( г - г 0)2, (14.2.7)

где z0 (постоянная) выбирается так, чтобы решение (14.2.7) согла
совалось с решением (14.2.6). Точные решения уравнения (14.2.5)

приведены на рис. 14.2.1 вместе 
с решениями для второго пре
дельного случая. Можно видеть, 
что это приближение является 
достаточно хорошим (вне переход
ной области шириной порядка λ).

Для концентрации носителей 
в объеме
п  = А̂ г ехр (1 +  φ) «=!

^ N a (l +  Cez), (14.2.8)
тогда как в области быстро па
дающей концентрации носителей, 
где распределение потенциала оп
ределяется суммарным объемным за
рядом ионизованных доноров, имеем

центрация носителей n/N d в одно
родном полупроводнике вблизи гра

ницы.

П- Nd exр — -К (г — г0)2 . (14.2.9)

Точное решение для п  и при
ближенное для второго предель
ного случая также изображены 
на рис. 14,2.1.

Приведенный анализ дает ос
нову для общепринятого метода 

разделения р - п -перехода на область объемного заряда, для 
которой справедливы решения (14.2.7) и (14.2.9), и на квази- 
нейтральные области, для которых справедливы решения (14.2.6) 
и (14.2.8).

Сплошные линии соответствуют точным 
решениям, круж очки  — решениям для 
параболического случая (черные — для 
η /Ν  ф  светлые — для φ ). Исходная для 
вычисления приближения точка показана 

стрелкой (справа вверху).

10' 
, I

5
10'  

__ L

10<12 10 ЙГ 10I.W

ю~7

Рис. 14.2.2. Зависимость дебаевской длины волны λ  =

λ ,  см

ε0ε kT

ции примесей Nd  при s =  10 и 7’ =  300®Κ·
от концентра-

На рис. 14.2.2 дана длина волны Дебая λ как функция Nd. 
Эта величина определяет пространственное изменение потенциала 
с расстоянием (градиент потенциала). Напомним, что изменение
366



потенциала на 1 вольт, соответствующее φ = 40 при комнатной тем
пературе, отвечает ширине переходного слоя г  =  УЪ0 г=»9 .

14.3. Плоскостной кристаллический диод состоит из двух 
примесных областей: области с относительно низким сопротивле
нием и промежуточной области объемного заряда с высоким 
сопротивлением, обусловленным отсутствием свободных носителей 
заряда. Покинувшие эту область свободные носители оставляют 
нескомпенсированный объемный заряд полностью ионизованных 
доноров и акцепторов. Пространственное распределение этих 
доноров и акцепторов может быть произвольной функцией коор
динат (в данном случае только χ), N {x) = Nd — Na, где Nd и Na — 
соответственно локальные концен
трации доноров и акцепторов.

Поле в области объемного заря
да задается уравнением Пуассона 

§  = <14·3»

Граничным условием служит усло
вие Е — 0 на краю области объем
ного заряда, х = а ( рис. 14.3.1).

Выбираем начало х = 0 в точке, 
где N изменяет знак, т. е. на 
переходе от чисто донорной об
ласти (p-типа) к чисто акцептор
ной («-типа). При х = 0 электри
ческое поле Е должно иметь мак
симальную величину. Из уравне
ния (14.3.1) получаем

е  S Рис. 14.3.1. Концентрация приме-
Е (х) = ---  \ N (х) dx. (14.3.2) сей и результирующее распре-

е°8 J  деление поля в л —л-переходе.

Результирующее распределение поля также показано на 
рис. 14.3.1.

Замечаем, что точное положение границы а зависит от дейст
вующей разности потенциалов в области объемного заряда, кото
рая образуется из диффузионного потенциала Удиф и приложен
ного внешнего потенциала V. Последний вычитается из Удиф для 
прямого смещения и прибавляется для обратного смещения.

Приложим к переходу небольшое дифференциальное смещение 
ДУ, которое вызывает сдвиг края области объемного заряда до
а'.  Новое распределение поля будет иметь вид

а‘

Ε· (χ) =  (χ) dx, (14.3.3)
X
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т. е. в целом новое поле смещено относительно поля Е (X) на 
величину АЕ:

a'
АЕ =  E' (χ) -  Е (х) =  ̂  \ ν  (χ) dx =  ^ ,  (14.3.4)

а

где AQ — приращение объемного заряда, необходимое для того, 
чтобы создать потенциал смещения AV. Итак, для AV имеем

AV = (a +  b)AE = ? -^A Q ,  (14.3.5)

поскольку те же соображения применимы и к области р-типа, 
где AQ имеет ту же величину, но противоположный знак (для 
сохранения электронейтральности). Здесь b —расстояние от л: =  0до 
края области объемного заряда в области р-типа.

Перемещение заряда AQ от одной стороны области объемного 
заряда по внешнему контуру к другой соответствует емкости

С “ 5 7  =  5Т5 <14·3·6)
на единицу площади перехода. Таким образом, видно, что ем
кость области объемного заряда такая же, как емкость обычного 
плоского конденсатора с металлическими обкладками, заполнен
ного диэлектриком с той же диэлектрической проницаемостью, 
что и полупроводник, и с толщиной, равной ширине области объем
ного заряда.

Так как а-\-Ь есть функция разности потенциалов на краях 
области объемного заряда, то емкость является функцией прило
женного смещения. В частности, для скачкообразного перехода, 
в котором происходит резкий переход от постоянной концентра
ции акцепторов Na к постоянной концентрации доноров Nd, путем 
соответствующей обработки решений типа описанных в задаче 
14.2 находим

«  +  +  Ю1' 1· <14·3·7)

В наиболее типичном случае, когда одна сторона перехода леги
рована сильнее, чем другая, например в случае р+ —и-перехода, 
в котором Na Nd, имеем формулу

<14·3·8)
т. е. емкость определяется концентрацией примесей Nd в менее 
легированной области. Заметим, что в нашем случае потенциал
V отрицателен для обратного смещения.

Для скачкообразного р —η-перехода 1/С2 —линейная функция 
приложенного смещения и концентрация Nd дается тангенсом 
угла наклона (заметим, что С относится к единице площади
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перехода). Отрезок, отсекаемый на оси V, дает величину диффу
зионного потенциала Удиф.

14.4. Сколько-нибудь строгая физическая или математическая 
трактовка такой сложной системы, как ток, проходящий через 
р — η-переход, сопряжена с непреодолимыми трудностями. Тем 
не менее следующее простое приближение дает результаты, доста
точно хорошо согласующиеся с экспериментом, по крайней мере 
для переходов с «хорошим поведением» в германии и кремнии. 
Начнем с того, что выделим в диоде три области: центральную 
область пространственного заряда и две квазинейтральных, р-  и 
к-области по обе стороны от центральной. Предположим, что 
концентрации носителей в этих р- и я-областях квазиравновесны, 
а сами области отделены от центральной потенциальным барьером 
высотой Удиф—Vj, где Vs — часть внешнего смещения, приходя
щаяся на внутреннюю область пространственного заряда, т. е. 
смещение с поправкой на падение напряжения в квазинейтраль- 
нь.’х п- и p-областях, а Удиф — высота равновесного барьера, 
«диффузионный потенциал».

Из этого предположения следует, что на квазиравновесную 
концентрацию носителей ток, текущий через переход, заметно не 
влияет. Величину тока можно определить через избыточные кон
центрации на границах области объемного заряда и условия 
переноса вне ее. Из требования равновесия на барьере УДИф— Vs 
следует необходимость выполнения условия

р(Ъ) _  п (а) _  
р ( а ) -  п(Ь)  - - ^ ( У д и ф - Ы  О4·4·1)

где точки а и 6 соответствуют границам области объемного заряда 
с р- и /г-областями соответственно.

Введем избыточные концентрации неосновных носителей заряда 
Ар (Ь) и Ап (а) с учетом соотношения

Ίρ = Рп = ЄХр ^яиф/кТ) ,

которое справедливо в отсутствие внешнего смещения, и получим

p n + A p b Пр +  Апа р п eVs пр eVs
Рр + Апа -  пп + А р ь -  РВ ехр кТ -  Пп ехР Ί τ ·  (14.4.2)

Здесь пп и рр означают соответственно равновесные концентрации 
основных носителей тока: электронов в η-области и дырок в р-  
области; пр и р„ — концентрации неосновных носителей (электро
нов в ρ-области и дырок в η-области) опять-таки в условиях 
теплового равновесия.

При низких уровнях инжекции, когда Apb <^jin и Апа рр, полу
чаем

Ари Апп eVs , , ,  , , _
<1 4 ·4 ·3 >

13 Задачи по физике 369



Отсюда видно, что концентрации избыточных носителей у гра
ниц а и Ь связаны друг с другом и что избыточная концентра
ция из-за более высокой концентрации неосновных носителей рп 
или пр в менее легированной области возрастают быстрее (ср. 
с законом (14.1.3)).

При достаточно высоком уровне инжекции предположение 
о квазиравновесии на границах области объемного заряда имеет 
следующее важное следствие:

р (Ь) п{Ь) = р (а) п (а) = щ  exp (eVs/kT). (14.4.4)
Это означает, что эффективная ширина запрещенной зоны как бы 
уменьшилась на величину eVs, которая представляет собой рас
щепление квазиуровней Ферми. Этот результат можно трактовать 
как обобщение соотношения (14.4.1).

При достаточно высоком уровне инжекции полная концентра
ция неосновных носителей заряда с менее легированной стороны 
становится сравнимой с концентрацией основных носителей. 
Допустим, что плоскость b соответствует менее легированной 
стороне, тогда при высоких уровнях инжекции имеем

р ( Ь ) ^ п  (Ь) ^ П і ЄХр (eVs/2kT). (14.4.5)
Видно, что в этом предельном случае концентрация растет экспо
ненциально с показателем eVs/2kT, т. е. как квадратный корень 
из избыточной концентрации при низком уровне инжекции 
(см. (14.4.3)).

14.5. Рассмотрим кристалл p-типа, в котором равновесная 
концентрация дырок равна рР; имеются также инжектированные 
избыточные неосновные носители — электроны с концентрацией 
Ап. Пусть избыточная концентрация дырок равна Ар и жела
тельно, чтобы она была меньше, чем Ап. Результирующая плот
ность объемного заряда равна е  (Ар — Ап), и, следовательно, 
уравнение Пуассона будет иметь вид

§  = ^ ( А р - А п ) .

Далее предполагаем, что существует область шириной 10 мкм, 
в которой равновесное состояние нарушено, причем в этой обла
сти Ап — А р— 1011 см~3. (Заметим, что общая собственная кон
центрация в германии при комнатной температуре превышает 
1013 см 3.) Поле Е, возникающее в области шириной /, следова
тельно, равно (мы приняли ε = 10)

„ 1,6 - ΙΟ-», юн. ю-s
“  8,85 · 10 ia . ί ο  ^  18 б/с м ·

Этот результат наводит на мысль о том, что в небольших 
объемах относительно большое поле может быть создано за счет 
даже относительно малого суммарного объемного заряда. Соответ
ственно большие поля распространялись бы на большие рас
стояния.
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Эффекты, обусловленные такими полями, подавляются основ
ными носителями, которые стремятся нейтрализовать заряд избы
точных неосновных носителей, и это подавление является лишь 
делом времени, требуемым для достижения нужной степени ней
тральности.

Уменьшение объемного заряда р со временем легче всего оце
нить, пользуясь уравнением Пуассона

d iv £  = ρ/ε0ε (14.5.1)
и уравнением непрерывности

— ^ = d iv / =  adiv-E , (14.5.2)

где σ —электропроводность, которую, как мы предполагали, 
в данном случае можно считать постоянной. Получаем следующее 
уравнение:

где так называемое время диэлектрической релаксации..
Уравнение (14.5.3) означает, что любое локальное нарушение
объемного заряда исчезает с постоянной времени xd\

р = р0ехр ( — t/τα). (14.5.4)
Значение %d легко оценить, зная подвижность основных носите
лей заряда μ и концентрацию основных носителей рр (или п а):

X — Е°е _  е0е
d σ  εμρρ ’

Предполагая, что ε= 1 0 , μ =  103 см2 в ' 1 -сект1 (что типично для 
Si), находим

ΙΟ-*т d — —  сек:
а Рр

здесь рр выражено в сл г3 (заметим, что при вычислении все
величины должны быть представлены в единицах МКС). В собст
венном полупроводнике, например в кремнии (рг- = 1011 см 3), 
время диэлектрической релаксации порядка 1 м ксек ; для мате
риала, используемого в транзисторах (рр ~  1014 см~3), значение 
τ α находится в наносекундной области.

14.6. Инжекция избыточных носителей приводит к возникно
вению градиентов концентрации, но при этом в стационарных 
условиях для сохранения нейтральности локальные избыточные 
концентрации будут всюду одни и те же. Электронные и дыроч
ные токи можно поэтому записать так:

I e =e^ienE +  eDe ^ ,  (14.6.1)

/а =  ер-ьрЕ — eDh . (14.6 .2)
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Здесь подвижности μβ, μή и коэффициенты диффузии De, Dh свя
заны между собой соотношениями Эйнштейна

=  ^  = Т Г · ( 14·6·3)
Первый член в правой части уравнений (14.6.1) и (14.6.2) 

представляет собой дрейф под действием электрического поля Е\ 
второй член соответствует диффузии. Поскольку на электроны и 
дырки действует одно и то же поле, то дрейфовые токи пропор
циональны соответствующим локальным концентрациям п а р .

Рассмотрим, например, материал η-типа при низком уровне 
инжекции, так что всюду п^>р.  Электронный дрейфовый ток 
здесь намного больше, чем дырочный дрейфовый ток, в то время 
как диффузионные токи одинаковы (но противоположного знака), 
поскольку Д, и Dh примерно равны. Поле Е зависит от вели
чины электронного тока, которая в свою очередь зависит от 
граничных условий. Например, в сильно асимметричных легиро
ванных р+ — я-переходах электронный ток в р+-область незначи
телен по сравнению с дырочным током в я-область (заданные 
концентрации вне перехода несколько неодинаковы). В этом слу
чае дрейфовая компонента 1е почти точно компенсирует диффу
зионную.

Отсюда следует, что в то время как дрейфовый ток основных 
носителей (электронов) по порядку величины равен диффузион
ному, дрейфовый ток неосновных носителей пренебрежимо мал по 
сравнению с диффузионным. Таким образом, при низких уровнях 
инжекции следует учитывать лишь диффузионную компоненту 
тока неосновных носителей, а сам процесс диффузии в первом 
приближении можно считать не зависящим от поля.

Заметим, что знаки членов уравнений (14.6.1) и (14.6.2) таковы, 
что для основных носителей дрейфовый ток противоположен диф
фузионному току, тогда как для неосновных носителей оба эти 
тока текут в одном направлении. Действительно, из-за этого 
эффекта при высоких уровнях инжекции

/ ,~ 2 еО ,- § .

Кроме того, вообще говоря, сильная инжекция не может быть 
независимой от поля, так как это отвечало бы нереальному усло
вию I e =  — b l h, где b = μβ/μΛ. По этой причине в случае преиму
щественно диффузионного потока неосновные носители заряда 
диффундируют так, как если бы они одни присутствовали в системе, 
в то время как основные носители только обеспечивают зарядный 
фон, необходимый для нейтральности.

14.7. Если к р — я-переходу приложить внешнее смещение V, то 
это вызывает нарушение равновесных концентраций вблизи области 
объемного заряда. При смещениях, достаточно низких для того, 
чтобы расщепление квазиуровней Ферми было намного меньше КДИф,
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для избыточных концентраций Арь и Апа у  краев области объем
ного заряда имеем (см. (14.4.3)):

(14.7.1)

В случае прямого смещения потенциал V положителен, избы
точные неосновные носители заряда, инжектированные через 
р — /г-переход, точно нейтрализуются всюду соответствующим заря
дом основных носителей, поступающих через задний контакт. 
Поток неосновных носителей можно приближенно описать как 
диффузию в отсутствие поля (ср. с задачей 14.6), так что ток 
пропорционален созданным концентрациям Апа и Арь, поэтому 
можно записать идеализированное соотношение

где /0 — константа, зависящая от геометрических и физических 
параметров прибора.

Вольт-амперная характеристика столь идеальной формы редко 
встречается у реальных переходов; чаще прямая характеристика 
имеет вид

где 1 < а < 2 .  В действительности график In / в зависимости от V 
может оказаться не прямой, а извилистой линией, средний тан
генс угла наклона которой соответствует е/аkT.

Есть два механизма, которые, как можно показать, приводят 
к тангенсу угла наклона, равному е/2kT. Первый имеет место 
в начале сильной инжекции. Второй, пригодный при низких 
прямых смещениях в кристаллах, подобных кремнию (имеющих 
относительно большую ширину запрещенной зоны), обусловлен 
рекомбинацией в области объемного заряда.

В кристаллах с достаточно широкой запрещенной зоной кон
центрации неосновных носителей заряда пр и р п очень малы, и 
поэтому диффузионные токи для данного прямого смещения намного 
меньше, чем в кристалле с относительно небольшой шириной 
запрещенной зоны. С другой стороны, конечное расщепление ква
зиуровней Ферми в области объемного заряда подразумевает конеч
ную рекомбинацию, которая, как можно показать, увеличивается как 
exp (eV/2kT). Это означает, что в область пространственного заряда 
со стороны области /г-типа входит электронный ток больший, чем 
уходит из этой области со стороны области р-типа.

При очень высоких прямых смещениях, больших чем УдИф, 
могут возникать два предельных случая. В одном из этих случаев 
переход достаточно узок для того, чтобы рекомбинация была отно
сительно небольшой, и, следовательно, инжектированные концен
трации носителей заряда будут везде преобладающими.

Перенос включает конечные поля (задача 14.6), и можно 
показать теоретически и подтвердить экспериментально, что

/ = /0 [exp (eVs/kT) — 1], (14.7.2)

/ ^ e x p  (eVs/akT)
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характеристики имеют вид
I ~ ( V - V  Д11ф)2.

Наоборот, диод может иметь широкие области р- и /г-типа, 
так что рекомбинация является почти полной. В этом случае 
омическое падение потенциала IR на немодулированном объемном 
сопротивлении R прибора является преобладающим, и тогда 
эффективное смещение у перехода есть

VS= V - I R ,
в пределе характеристика становится линейной, пересекая ось 
напряжений в точке VMф.

14.8. При обратном смещении на р  — η-переходе возникают 
отрицательные избыточные концентрации Δпа =  — пр и Арь =  — рп 
(см. (14.4.3)); другими словами, в этом случае полные концен
трации неосновных носителей равны нулю. Это приводит к обедне
нию неосновных носителей в областях шириной в несколько 
диффузионных длин и возникновению генерации, которая приво
дит к восстановлению равновесных концентраций.

Процесс генерации является обратным по отношению к про
цессу рекомбинации. Обратный ток в результате этого механизма 
насыщается, так как запас носителей зависит от времен их жизни 
и концентраций пр и р п в двух областях, ни одна из которых 
не зависит от обратного смещения. Величина этого генерацион
ного тока соответствует переносу концентрации п р на расстояние 
Le . Для германия при комнатной температуре типичные значения 
следующие: пр =  1011 слг3 (соответствующая концентрация основных 
носителей рр= 1015 см~3), Le = 0,10 мм (соответствующее время 
жизни 1 мксек), De =  100 см2 ■ с ек гх. Получаем обратный ток элект
ронов из р-области

Пр 1,6 · 10-18- 102. 1011 
^насыщ ”  1 Q- 2  1 ̂  2 ·

Соответствующим током дырок из «-области можно было бы пре
небречь, если бы область п -типа была легирована намного силь
нее и имело место условие р п пр . Однако любой механизм, 
который увеличивает запас носителей в области объемного заряда 
при обратном смещении, вызовет увеличение обратного тока выше 
предельной величины. Например, в транзисторе эмиттер увеличи
вает подачу носителей к обратно смещенному коллекторному пере
ходу. В этом случае при повышенном уровне инжекции ток обычно 
остается насыщенным.

Другие механизмы чувствительны к смещению и вызывают 
отклонения от насыщения. Одним из них является генерация 
внутри самой области объемного заряда. Этот механизм не может 
быть рассмотрен с помощью простой теории. Он является свое
образным аналогом механизма рекомбинации в области объемного 
заряда, упомянутого в задаче 14.7. Возникновение тока генерации
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обусловливается движением неосновных носителей заряда вне 
области объемного заряда, и рекомбинация основных носителей 
внутри области объемного заряда приводит к аналогичному про
цессу.

Скорость генерации в единице объема области объемного заряда 
равна g  пі/τ, так что ток генерации через область перехода 
становится приблизительно равным

Сравнивая этот результат с выражением для тока насыщения /насыщ, 
замечаем, что / — ширина области объемного заряда — обычно не
сколько меньше, чем диффузионная длина, составляющая, скажем, 
10'4 см,  в то время как концентрация n t намного больше концен
траций неосновных носителей.

Для отношения двух токов можно записать
1 g I tii

н̂асыщ L erip

и это отношение в кристалле с относительно большой шириной 
запрещенной зоны (таком, например, как кремний) может быть 
большим.

Ток генерации зависит от обратного смещения, так как ширина 
области объемного заряда пропорциональна Vllm, где т  = 2 для 
скачкообразных переходов и т  =  3 для переходов с линейным 
градиентом.

При таких высоких обратных смещениях может произойти 
также следующий процесс: носители тока, пересекая область

Рис. 14.8.1. Схема лавинообразного возрастания концентрации электронов и 
дырок в области объемного заряда в результате трех актов ударной ионизации.

объемного заряда, получают от поля энергию, достаточную для 
ударной ионизации атомов кристалла, образуя пары электрон — 
дырка. Электроны и дырки могут сами быть причиной дальнейшей 
ударной ионизации, и в результате может произойти лавинообраз
ное увеличение концентрации электронов и дырок. Схематично 
это представлено на рис. 14.8.1, где показаны три акта ударной 
ионизации, дающие в результате шесть носителей в дополнение 
к первоначальным.
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Результирующий коэффициент усиления М очень сильно зави
сит от напряжения и становится бесконечным при пробое.

Еще один процесс может возникать в случае относительно 
сильно-легированного р  — л-перехода, в котором область объемного 
заряда узка и поле, необходимое для создания данного смещения, 
достаточно высокое. В этом случае преобладающим может быть 
прямое квантовомеханическое туннелирование из валентной зоны 
в зону проводимости. Этот процесс проходит очень резко и при

водит к быстрому увеличению 
тока. Зто явление известно под 
названием зинеровского пробоя.

В с е  эти  м е х а н и з м ы  я в л я ю т с я  
о б ъ е м н ы м и ;  в  р е а л ь н ы х  п р и б о р а х  
п р о ц е с с ы  г е н е р а ц и и  ч а с т о  и д у т  
л и ш ь  на  п о в е р х н о с т и  и м о г у т  
п р е о б л а д а т ь  н а д  о б ъ е м н ы м и ;  к р о 
м е  т о г о ,  они н е с т а б и л ь н ы  во  в р е 
м е н и  и з а в и с я т  от  о к р у ж а ю щ и х  
у с л о в и й .  Т а м ,  г д е  о б л а с т ь  о б ъ е м 
н о го  з а р я д а  в ы х о д и т  к  п о в е р х 
н о ст и ,  в о з н и к а ю т  с и л ь н ы е  п о л я ,  
о б р а з у ю щ и е  о б л а с т и  в ы с о к о й  а к -  
т и в н о с т и ;  г а м  в о з м о ж н а  и н те н -  

I nVt ІП.К с и в н а я  г е н е р а ц и я  н о с и т е л е й .  П о л я
Рис, 14.8.2. Различные типы обрат- м о г у т  б ы т ь  б о л е е  С И Л ЬН Ы М И ,
ных участков вольт-амперных ха- J ,
рактеристик р — /г-переходов (изоб- чем в объеме, в зависимости ОТ

ражены схематично). потенциала поверхности. Таким
V b - напряжение пробоя. О б р аЗ О М , П О ВЄрхН О СТН ЬІЄ ЯВЛЄНИЯ

могут увеличить обратный ток, 
привести к общему «смягчению» характеристики и к несколько 
более низкому напряжению пробоя.

Примеры обратных участков вольт-амперных характеристик 
схематически показаны на рис. 14.8.2 для различных случаев, 
которые обсуждались выше.

14.9. При постоянном прямом смещении избыточная концен
трация Δηα создается у плоскости а в области базы. Движение 
носителей в поперечном направлении можно приближенно считать 
сводящимся к свободной от поля диффузии (ср. с задачей 14.6), 
так что уравнением непрерывности может служить равенство дивер
генции потока частиц скорости рекомбинации.

Для диффузионного тока имеем

' '  =  - ο · £ - - ° · Ί 0 Γ '  (14-9 л >
Скорость рекомбинации равна Δη/τ, где τ — время жизни неоснов
ных носителей заряда. Таким образом, имеем

Δη Δη Δη , ι  Λ η  ґ>\



где Le — диффузионная длина для неосновных носителей (в дан
ном случае электронов).

Граничные условия:
Δ« = Δη„ при лг — 0 (у эмиттера),
Δη = 0 при X — w  (у коллектора).

Это дает решение

h n  — kna ( ch -£ -----c th -^ - s h y - j .  (14.9.3)

Значение тока в любой точке х в области базы можно найти, 
дифференцируя (14.9.3) и используя (14.9.1),Таким образом можно 
найти отношение тока, вытекающего из базы у коллекторного
конца, к току, втекающему в базу у эмиттера:

= = sch JL  = I _  _Ξ1 (14.9.4)
^ J e (0) Le  2 Zj

причем последнее приближенное равенство применяется, когда 
w  < L C.

Коэффициент переноса β желательно сохранять как можно 
более близким к единице; для этого ширина базы должна быть 
малой по сравнению с L.

На рис. 14.9.2 показаны соотношения между L, D, μ и τ 
в области часто встречающихся значений. Время жизни в герма-

Рис. 14.9.2. Зависимость коэффициента диффузии D и подвижности μ от вре
мени жизни при разной диффузионной длине L = (/ D t.

Ш кала подвижности μ соответствует 300 °К; \ x - e D j k T , Справа на вертикальной ш кале 
показаны некоторые типичные полупроводниковые материалы.

НИИ высокой чистоты может быть порядка 1 мсек, но в приборе 
после его изготовления оно может оказаться в пределах между 
10~6 и 10 ъ сек.  Время жизни в GaAs порядка 10~8 — 10~9 сек.

Заметим, что часть тока неосновных носителей, которая теряется 
в результате рекомбинации, равна

1 _  β а)2- 
р 2De '
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Вспоминая, что среднее время жизни носителей τ в сущности
равно среднему времени, потраченному носителем на переход
через базу, получаем

w2 w2 ^  / 1  л η  г-\Т( = -------- = —Γ τ < τ .  (14.9.5)' — 2zJ ^  '2D,

14.10. В случае неустановившегося процесса следует исполь
зовать зависящее от времени уравнение непрерывности

А
д2 Ап 
дх2

Δη
τ

д  Ап
~ аГ (14.10.1)

Предполагая сначала, что сигнал является слабым и имеет синусо
идальную форму (ехр Ш),  получим

д 2 Ап* 
дх 2 = (1 +  ί'ωτ) Ап* (14.10.2)

где Ап* — переменная компонента концентрации носителей; по
стоянная компонента зависит от величины прямого смещения 
(рабочей точки) и обладает свойствами, описанными в задаче 14.9.

Уравнение (14.10.2) имеет вид, аналогичный (14.9.2), за исклю
чением того, что теперь и д гіффузионная длина, и коэффициент 
переноса являются эффективными комплексными величинами:

L* L
У 1 + ί'ωτ ’

β* = sch ~ У Т + ■ ιωτ β/· + Φί·

(14.10.3)

(14.10.4)

Комплексный характер β* означает, что ток не только ослаб
ляется из-за βΓ, но также отстает по фазе из-за β*. Это происходит 
из-за хорошо известной «инерции» диффузионных процессов, кото
рые не могут быстро реагировать на изменения граничных условий.

Предельный случай ωτ<^1 (т. е. низкие частоты и малые 
времена жизни) почти не отличается от случая постоянного тока. 
В другом предельном случае ωτ^>1 мы находим

β* = sch 1
ιω τ

1/2 /2 /W\l/2 
1 D„ ^sch [(1 - f i )  (ωτ,)'/2],

где τ, —время перехода (см. выражение (14.9.5)).
Разлагая в ряд гиперболический секанс, находим, что вели

чина β* начинает быстро падать с частотой, когда ω τ 1. Частота, 
при которой I β* I = 1/"|/2, известна как α -выключающая частота /а, 
для которой имеем приближенное выражение

f a :
1

2n%i
De  
JXffi)2 ' (14.10.5)
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Если De= 10 см2 -сек -1 и w  выражено в микрометрах, находим 
простое соотношение для f a (в Г гц )

f r\J' a πκ)2

Рассмотрим далее случай сильного сигнала, возникающего как 
отклик на внезапно приложенное прямое смещение в виде ступенча
той функции. Концентрация при х — 0 устанавливается фактически 
мгновенно, а создаваемая избыточная концентрация (в объеме) — 
с конечной задержкой. В пределе τ->-οο или для временных 
интервалов, малых по сравнению со временем жизни, реакция 
системы описывается решением уравнения (14.10.1) вида

Δп = Ап а erfc г! ^ =т, (14.10.6)
\ ADet

где erfc г — известная функция ошибок, представляемая прибли
женно выражением

erfc г 1
У п г  ехр (г2)

Она является быстро уменьшающейся функцией своего аргумента. 
Можно сказать, что носители заряда приходят в значительных 
количествах на глубину w в момент времени

<1 4 · 1 0 ·7 >

которое делает аргумент erfc в (14.10.6) равным единице. Как 
видно, это тесно связано с переходным временем xt.

15. Оптические свойства твердых тел

15.1. Кристалл (а) должен принадлежать к кубической системе, 
так как главные значения тензора диэлектрической проницаемости 
одинаковы (из рассмотрения исключаем случайное совпадение этих 
главных значений, которое, естественно, может иметь место и для 
низшей симметрии). Главными осями могут быть любые прямо
угольные декартовы оси координат, а понятие оптической оси 
здесь лишено смысла, так как кристалл оптически изотропен.

Главные компоненты (собственные значения) ε для кристалла 
(б): 2, 4 и 4. Две из них равны, и, следовательно, кристалл 
должен иметь ось симметрии третьего, четвертого или шестого 
порядка (тригональная, тетрагональная или гексагональная си
стемы). Главные оси (собственные векторы) в этом случае: [ПО], 
[110] и [001] (заметим, что этот выбор осей не единственно воз
можный). Кристалл одноосный, и оптической осью является 
направление [1Ї0].

Главными компонентами ε для кристалла (в) являются 2, 4 
и 3. Кристалл двуосный и может принадлежать только к ромби
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ческой, моноклинной или триклинной системам. Главные оси 
те же, что и у кристалла (б). Оптические оси лежат в плоскости 
(001) и проходят (рис. 15.1.1) через точки пересечения эллипса 
и круга (в системе координат, оси которой совпадают с главными 
осями)-. x2 +  2ya = l/2 , X2 - \ - у е = 1/3, откуда х= 1 / | / 'б , у  =  

=  ± 1/ ]/б . Следовательно, оптические оси будут [100] и [010].

Рис. 15.1.1 Расположение оптических осей в кристалле с диэлектрической 
проницаемостью, заданной тензором (15 .1.1в).

Кристалл (г) одноосный и может поэтому принадлежать к тем же 
системам, что и кристалл (б). Главные значения г :  5, 2 и 2. 
Главные оси (не единственные) [111], [ПО], [112]. Оптической 
осью является направление [111].

Направления главных и оптических осей могут зависеть от 
длины волны только в том случае, когда они не определяются 
симметрией. Оптические оси полностью определены симметрией 
в гексагональной, тетрагональной и тригональной системах (одно
осные кристаллы). Положение трех главных осей задается сим
метрией кристалла для этих систем, а также для ромбической 
системы.

15.2. Наличие четырех осей симметрии третьего порядка и 
плоскостей симметрии (ПО) дает

%  —  X l23  =  %231 =  %31'2 =  %213 =  X l32 =  7 з2 1 ·

Легко видеть, что все остальные компоненты χ равны нулю.
Например, производя поворот вокруг оси симметрии второго 

порядка, совпадающей с (1), найдем

/Сиг = — Хна — 0.

Если поле Е приложено вдоль [100], тензор диэлектрической 
проницаемости имеет вид

/Во 0 0\
ε  =  0 е0 %Е ].

V 0  у_Е в /

Главными (собственными) значениями ε будут ε0, ε0 +  χ£\ бо — %Е, 
а главными осями (собственными векторами) [100], [011], [011]. 
Оптические оси направлены вдоль [001] и [010].
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Если поле Е  направлено вдоль [111] ,  то имеем

Xе
J/3

!| χε
I КЗ

Xе
Кз

Єо
уЕ
V J

1L
Уз

/ з

ε0

1
У з"

8(| 0 Xе
V 2

0 60 Xе
Ґ 2

Xе Xе
V2 v f eo

Здесь главными значениями ε являются ε0 +  %£, ε0 ·
1

ε0— γ=%Ε. Следовательно, кристалл становится оптически одно- 
V 3 _

осным. Главные оси (не единственные): [111], [ПО] и [112], 
оптическая ось направлена вдоль [111].

Р
В случае поля £  = ^=[110] имеем

8 =

Главные значения ε: ε0, ε0±γβ · ,  главные оси: [ПО], [ l t 1,1/2], 
[ і ,  1, — У 2]·, оптические оси: [001], [ПО].

Кристалл со структурой типа каменной соли обладает центром 
инверсии. Применяя симметричное преобразование инверсией 
к выражению Aeii = %ljkEkl получим χ ί]Ίι~ 0  (Δεν  не меняет знака, 
a Ek меняет). Следовательно, в кристаллах со структурой типа 
каменной соли (NaCl) не может быть электрооптического эффекта 
первого порядка.

15.3. Для φ = 0° = /?_l (эти поляризации не удается разли
чить), поэтому измеряется лишь один параметр, а по нему невоз
можно определить две оптические константы.

Для φ = 90° (скользящее падение) дело обстоит еще хуже, 
потому что для такого угла Rij—R± =  1 независимо от оптических 
постоянных.

Для <р = 45° имеем

R II- sin (φ — іШ2
sin (φ +  ψ ) ]  ’

где sin φ = {η,· +  ini) sin ψ, a nr

R i 'tg (φ-Ψ )
_tg (φ+Ψ).

(15.3.1)

и щ  — действительная и мнимая 
части показателя преломления. Из (15.3.1) находим [92]

..................................
Rii

ψ 2  /2) cos f  - 0 / 2 / 2 )  sin Ψ
J|/2 /2) cosψ + (1/2/2) sin ψ | ’

n  _  f[ ( V 2 /2) cos ψ  — ( У 2 /2) sim|)] І ( К 2 /2) cos Ψ — ( S·-7 2 /2) sinψ ] ')2 __
1  _  U(K2/2) cosψ + {V2/2) sin ψ ] [((/ 2/2) cosψ +  (j/2/2) sin ψ]/
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Здесь /?j_ для φ = 45° определяется через R\\ (для других 
углов падения ЭТО неверно), И если /?_]_ измерено, то измерение Ri 
не дает ничего нового. Поэтому измерение только одной незави
симой характеристики не дает возможности определить п г и щ.

Поскольку измерения Я|| и R X не являются независимыми при 
углах падения 0, 90 или 45°, из-за непрерывности R± (φ) и /?ц (ер) 
считаем, что R |_ и не являются «совсем независимыми» в области 
углов падения, близких к этим значениям. Если требуются точные 
измерения пг и щ,  то нужно избегать этих областей.

15.4. Поляризации, индуцированная в материале ‘ полем 
Е е г ш , равна

P i ^ t iikEiEke - ^ t. (15.4.1)

Чтобы получить удвоение частоты, нужно, чтобы существовала 
ненулевая компонента этой поляризации. Иначе говоря, должны 
быть по меньшей мере две ненулевые компоненты Е  вдоль осей 
кристалла. Поэтому удвоение частоты можно получить для случаев, 
когда Е направлено вдоль ГНОЇ и [1111, но не для Е ,  параллель
ного [100].

Если направление распространения волны совпадает с [100], 
то Е  можно разложить на сумму двух полей: вдоль [011] и [011]. 
Эти поля создают поляризацию вдоль [100], а значит, возможная 
волна с частотой 2ω не должна распространяться вдоль [100].

Амплитуда электрического поля с частотой 2со, получающегося 
после прохождения слоя вещества толщиной d в направлении х, 
равна сумме вкладов от каждого элементарного слоя толщиной dx. 
Для слоя, отстоящего на * от начала координат, этот вклад равен
dE (2а>, х) ~ ех р  {2i [k (ω) х — ω/]} · exp {i \k (2ω) (d — χ)]} dx. (15.4.2)
Первый экспоненциальный член в формуле (15.4.2) представляет 
собой распространение волны с частотой ω от начала координат 
до X ,  а второй — волну с частотой 2ω от л: до d .  Суммарную 
напряженность электрического поля частотой 2ω найдем, интег
рируя уравнение (15.4.2):

d
Е (2oj, d) ~  J exp {2і [& (ω) χ — ω/]} -exp {ί [k (2ω) (d — x)]} dx^>

о

~  exp {/ [k (2ω) d  — 2ω/]} · exp |ί [2k (ω) — k (2ω)] y j  χ
w ^ 2sin  {Уг [2fe(<a)~k(2a>)]d} „ r  ,
X {2k(a>)-k(2co)]d  ‘

Интенсивность света с удвоенной частотой

& d2. (15.4.4)I ν 2 [2ί: (ω) —ί: (2ω)] d ) ν '

Равенство (15.4.4) показывает, что максимальна для данного d, 
если 2k (ω) = k (2ω), т. е. если ε (со) = ε (2ω).
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Вклад от примесей в диэлектрическую проницаемость составляет
д 4ле2 , N

ечрим т f  ω2 _ ω2 > (15.4.5)

или, если взять в качестве переменной не со, а энергию (в эв), то

Δε прим = —  / (— )2 g Ν χ  =  1,38· ΙΟ-21-----У -— . (15.4.6)прчм т 1 \  е J Ц  — %г 2,25 — ё 2

Концентрация примесей N, необходимая, чтобы компенсировать 
собственную дисперсию кристалла и тем самым обусловить макси
мальное удвоение при 1 эв для образца ZnSe, получается, если
решить выражение ε ( β )  — ε (2 І )  для ё  = 1 эв, причем ε (I ) опре
деляется так:

e(g ) = l + --------------- 1,38·10-2ΐ·^ (15.4.7)
' \ _ ( % ί \ 2 2 , 2 5 - f 2 '

\6,5/

Отсюда получаем Л/ =  1,9-1020 ат ом - см ~3.
15.5. Поскольку коэффициент отражения равен нулю, можно 

считать, что время жизни фонона бесконечно. Поэтому диэлек
трическая проницаемость равна

'<“>="« ( > + 5 р ^ ) .  (15.5.1)

где 0)7- —частота поперечных фононов.
Так как ε (оо) = 2,25, то величина А должна быть равна 2,25. 

Чтобы получить ε (0) = 5,9, значения В  и со̂  должны удовлет
ворять следующему соотношению:

2,25 f l  +  ®Λ = 5,9, (15.5.2)

или, что то же самое, B=\,&2(jfT. Коэффициент отражения ста
новится равным нулю при частоте со0 =  2лсД0 = 6,15 · 1013 с е к - 1 
для ε (ω0) = 1, отсюда

2 ·2 5 ( Ι + ϊ Α | ) = 1 · <15·5 '3'

Из соотношений (15.5.2) и (15.5.3) находим

<»7- = 0,505 ω0 =  3 ,1 · 1013 сект1.

Частоту продольных фононов легко получить, используя соот
ношение Лиддэна — Закса — Теллера

= У ш ' 3 ,1 ' 1013 с е к Λ =  5 ,03 ' 1013 с ек~К
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Коэффициентами перехода от с е к - 1 (со) к эв и °К будут следующие: 

энергия в 3 β = ^ ^ ω  =  6,6· 10~ΐ6ω, 

энергия в °К —~  ω = 7,6 · 10_12ω.
Отсюда

ωΓ = 0,02 эв =  236 °К, coL = 0,033 эв =  380 °К.

По таблице диэлектрических проницаемостей [3] находим, что
рассматриваемый кристалл — это 
NaCl. Зависимость вычисленно
го коэффициента отражения кри
сталла NaCl от длины волны 
показана на рис. 15.5.1.

15.6. Оптические фононы 
являются трижды вырожден
ными при ft =  0, если прене
бречь электростатическим взаи
модействием дальнего порядка, 
которое создает LO — TO рас
щепление. Поскольку они пред
ставляют собой векторные сме
щения атомов, их симметрия 

такая же, как симметрия в (х, у ,  г). Они принадлежат к пред
ставленню Гі5 для сфалерита (Та — 43т) и для каменной соли 
(О/, — тЗт).

В алмазе надо принять во внимание несимморфную природу 
точечной группы. По отношению к атомам этой структуры инверсия

200 λ ,  мим

Рис. 15.5.1. Коэффициент отражения 
кристалла NaCl, обусловленный одно- 

фононным поглощением-

Оптические уютны Анустичесииг фононы
I

////;

Иніїерш +f[H1]трансляция
i
I

4.
ίI

є*

Инверсия * j[ 1Н]трансляция

I

Рис. 15.6,1. Влияние операций инверсии и трансляции на величину а/4 в на
правлении [111] на акустические и оптические фононы алмаза при k =  0.

не является операцией симметрии, если она не сопровождается
трансляцией на j  [111]. Действие этой операции на продольную
оптическую моду (в направлении [111]) показано на рис. 15.6.1. 
Эта операция оставляет оптические моды инвариантными, и поэтому 
из таблицы представлений точечной группы Oh можно видеть, что
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оптические фононы алмаза принадлежат к группе П 5. Такие же 
рассуждения показывают (рис. 15.6.1), что акустические фононы 
относятся к Г15.

Чтобы получить поглощение для всех рассматриваемых кристал
лов, произведение Г]5 (приближение электрических диполей) на 
представления всех участвующих фононов должно содержать ί\ . 
Для комбинационного (оптические фононы) и бриллюэновского 
(акустические фононы) рассеяния это произведение должно содер
жать ненулевой диэлектрический дипольный момент; значит, оно 
должно содержать Г15.

Воспользовавшись таблицами характеров представлений [31] 
и стандартным методом приведения их произведений [93], получаем: 

Для сфалерита  
однофононное поглощение

Гі5 ' Г і5 =  ГІ5 -j— Γ25 +  Г12 +  Γχ разрешено;
двухфононное поглощение

Γΐ5 · Γχό' ί ' ΐ5= 4Γΐό +  ЗГ25 +  2Г12 +  Γχ -]- Г2 разрешено;
однофононное бриллюэновское и рамановское рассеяние

Γι3·Γχ5 = Γ ι5 +  . . .  разрешено;
двухфононное рамановское рассеяние

Γι8 · г 15 · Г15 = 4Г15 + . . .  разрешено.
Для каменной соли 
однофононное поглощение

Гis · I is = 1 аз +  Г]3 4- Г12 +  Γχ разрешено; 
двухфононное поглощение

Г і5 · Г1з · Г15 = 4Г15 +  ЗГ26 4- 2Γχ3' +Γχ' + Г 2' запрещено; 
однофононное бриллюэновское и рамановское рассеяние 

Γχ- ·Γΐ5 не содержит Г15, запрещено; 

двухфононное рамановское рассеяние
Гі5 · Γχ5 · Γχ5 = 4Гі5 + . . .  разрешено.

Для алмаза
однофононное поглощение

Газ'-Г15 = Г2б +  Г1б +  Г1а' - f  Г2' запрещено; 

двухфононное поглощение 

Г ад' · Г.2в' · Г15 = 4Г15 4- ЗГ25 4- 2Г12' 4“ Γ ι' ~Ь Г2' запрещено; 
однофононное рамановское рассеяние

ΐ ν · Γ ΐ5 = ΓΐΒ +  . . .  разрешено;
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однофононное бриллюэновское рассеяние
Γΐ5·Γ15 не содержит Г15, запрещено;

двухфононное рамановское рассеяние
Г.28, · Т.2У · Г15 = 4Г16 + . . .  разрешено.

15.7. Для трехфононных процессов поглощения и отношений 
интенсивностей этих процессов имеем табл. 15.7.1.

Знак «плюс» ( +  7Ό) соответствует испусканию фононов, а знак 
«минус» — поглощению фононов. Отношение интенсивностей было 
рассчитано с помощью вычисления фононных чисел заполнения 
/ (Гфн/Г) = [ехр (Тфа/Т) -  I]-1, где 7 фн — энергия фонона в °К.

Выражение для интенсивности данного процесса содержит 
множитель 1+/ для каждого акта испускания фонона (/ — число 
заполнения соответствующего фонона) и множитель / — для каж 
дого акта поглощения фонона.

Вероятность стимулированного испускания нужно вычесть из 
соответствующей вероятности поглощения. Для двух рассматри
ваемых фононов (L0 и ТО) имеем

/ (LO, 300 °К) = 0,39; / (ТО, 300 °К) = 0,63;
/ (LO, 77 °К) = 0,007; / (ТО, 77 °К) = 0,049.

По этим правилам легко получить отношения интенсивностей при
300 °К к соответствующим интенсивностям при 77 °К. Для двух-
фононного комбинационного рассеяния имеем табл. 15.7.2.

Т а б л и ц а  15.7.1 Т а б л и ц а  15.7.2

Тип процесса

Э
н

ер
ги

я,
эв Д

ли
н

а
во

лн
ы

,
м
км

+ ТО +ТО +ТО 0,06 20,7 3,5

+ Γ 0+ 7Ό + Ζ .0 0,073 17,0 2,7

+TO +LO +LO 0,086 14,4 2,9

+LO +LO +LO 0,099 12,5 2,6

+  TO+TO—LO 0,007 177 96

+LO+LO—ГО 0,046 26,9 20

Тип процесса

Э
н

ер
ги

я,
эв Д

ли
н

а 
во

лн
ы

, 
А

І

+  7Ό+ΓΟ 2,440 5080 2,4
—ТО-ТО 2,520 4920 160
+LO +LO 2,414 5140 1,9
—LO—LO 2,546 4870 3000
+ L O -  то 2,467 5030 18
+ TO —LO 2,493 4980 91
4-L0+T0 2,427 5100 2,1
—L0—T0 2,533 4900 700

15.8. Разложение для частот фононов в окрестности й = 0 
имеет вид

ω£ = (θ£ (0)+  Al \k\2, ωΓ = ω^ (0) +  Лг \k |2.
Так как k не изменяется, а квазиимпульсом фотона можно прене
бречь, для двухфононных процессов получим правило

± k x± k  2 = 0
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(знак «плюс» соответствует образованию фонона, а знак «минус» — 
исчезновению фонона). Для изменения частоты Δω в результате 
процесса рассеяния получим

Δω = qz ωχ (0) ιρ  ω2 (0) +  (qz Αχ qr A 2) | k |2.

Рассмотрим случай двухфононного рассеяния и предположим, 
что А1 +  Аг > 0 .  Найдем функцию плотности состояний: 

для Δω — ωχ (0) — ω2 (0) >  0

Ναάχύ·- 4π%2 
: ~8π®~dk = ~  k2 d~  άω = 2π αω

1 1 ■ [Δω — ωχ (0) — ω2 (0)]1/2dro,4π (Α, +  Α ^ β  

для Δω — ωχ (0) — ω2 (0) <  0
Να = 0.

Если Αχ-\-А2<і  0 ,  т о  выражение для функции плотности состоя
ний имеет вид:

для ωχ (0) +  ω2 (0) — Δω >  0
1 1

Ndda> =  i i  (Α, +  Α ύ ^  [ωι (0) +
+  ω2 (0) — Δω]1/2,

для ωχ (0) +  ω2 (0) — Δω <  0
Να άω = 0.

Рис. 15.8.1. Форма кривой двухфонон
ного комбинационного рассеяния.

П ун кти рн ая  к р и вая  со ответствует  случаю  
ум еньш ен ия Δω при возрастан ии k , сп лош 

ная к р и в а я  — обр атн ом у случаю .

Такие же результаты полу
чатся и для всех остальных воз
можных комбинаций фононов.
Соответствующие формы кривых
показаны на рис. 15.8.1. Если речь идет об испускании двух 
фоноиов, ТО пунктирные ЛИНИИ соответствуют случаю Лх +  А2 <  0. 
Сплошные линии соответствуют случаю Ах +  А2> 0 .

15.9. Уравнение движения электрона в переменном электри
ческом поле Е ^ е г ш запишется в виде

d 2s  . е  о  т -τιг  Η—  ν χ Β  = -а Р  1 с еЕ.

Предполагая, что решения для 5 имеют форму s ^ e  
вим их в (15.9.1) и для 
систему уравнений

-Ш
(15.9.1)

подета-

л  I СО В η• ω 2mxsx ----- — В cos y - s

n і 1(ύ6 r)■ +  —  Л cos γ · s,

■ ω2/η^ 4- ^ - Β  c o s  a-Sj

компонент S i ( i  =  X , у ,  г ) получим

В  cos β · sz =  — eEχ, 

B c o sa -s z = —еЕу , (15.9.2) 

В со&$-5х = — еЕг ,

1(ИЄ
с

m e
с

im
с
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где co sa , cos β и co sy —направляющие косинусы вектора В.  
Для простоты записи введем обозначение (eB/nifi) =  ω„· и пере
пишем (15.9.2) в виде

m.V

£
■ arSy — і<шсу cos a ■ s, =  — e  (15.9.3)

F— i (m cz cos β · s r -|- ίωω„ cos a  ■ s u — rozs. =  — e  .

Решая систему (15.9.3), получаем s  как функцию Е. Вели
чину вклада свободных носителей в тензор диэлектрической про
ницаемости находим из соотношения

ΑεΕ =  — 4 nNes .  (15.9.4)

Определитель системы уравнений (15.9.3) можно записать как 
— ω — і(йсх cos γ  т сх cos β 

'm cy  cos γ  — ω — m ctJ cos a
— i(£>;z cos β іф с г  cos a  —ω

(0° = — ω4 (ω2 — ω^);

здесь ω̂ ·—частота циклотронного резонанса, которая дается 
соотношением

со? = cos2 а  ■ (йсу(йсг +  cos2 β · а>сг(осх +  cos2 γ · ωοχωcy.
Подставляя решения уравнений (15.9.3) в (15.9.4), получаем сле
дующие выражения для компонент Δε:

®cz®cyл Х7 1--------- 5— cos2 а
*   4 nNe2 ω 2
Схх m„ ω2 -̂ω£ ’

(15.9.5)(дСу 0dc y(!dcz
. κτ „ ι — :---------- —  cos a  cos β* * A 4дЛе2 ω· ω 2 hΔε™ = Aeux = --------------------------- *-----5------------ *xy *χ tnx ω2 —

Остальные компоненты Δε можно получить из уравнений (15.9.5) 
циклической перестановкой х, у ,  г  и co sa , cos β, cosy.

15.10. Вклад в компоненты тензора диэлектрической прони
цаемости, обусловленный электронами в эквивалентных долинах, 
с точностью до первого порядка по В  (на основании результа
тов задачи 15.9) описывается выражениями

До 4згМ‘е2ЧЪХХ -- 2 ,

Л . W B  . (15Л0Л)Агхи =  і ----- ц-------------- cosv,ху  a>3c mxmy ' ’

где Nt — число электронов· в данной долине. Выражения (15.10.1) 
записаны в системе главных осей тензора эффективной массы.
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Искомый вклад можно записать в виде тензора

“ ‘ “ К + ' т і І і ' · ! ] '  <| 5 Л 0 ·2»

Здесь е  —полностью кососимметричный тензор третьего ранга, 
причем е,уй = 0, если любые два индекса равны. Если все индексы 
разные, то e lik — ± \  в зависимости от четности перестановки 
индексов.

Фарадеевское вращение изотропно, поэтому вклад всех экви
валентных долин находится путем усреднения (15.10.2) по всем 
возможным ориентировкам эллипсоида эффективной массы. Эта 
средняя величина эквивалентна суммарному вкладу, получаю
щемуся, если распределить электроны по трем долинам вдоль 
каждой из осей куба. Если направить В  вдоль [001], то получим

Д8„  = — +  —  +  — ) = Δε (В = 0), хх 3ω2 \ tnx 1 т у  1 tnz J v ' ’

Δβ,„ = - Δ ε , ,  =  4  (—  +  - ? - ■ +  - Ч ’ (15·Ι0·3)XJ ух ω3ο 3 \ тхт у  1 т у т 2 ' тг т х j

Агхг = Агуг =  0.

Это тот же тензор диэлектрической проницаемости, какой был 
получен для изотропных масс, если только заменить в соотно
шении для статической диэлектрической проницаемости эффектив
ную массу выражением

т-х Шу тг

В недиагональных членах т*  заменяется средней эффективной 
массой μ, которая находится из соотношения

+  +  (15.10.4)

Величина фарадеевского вращения оказывается равной
0 __  2  nNB d e3

~~ ω 2ηε2μ2

15.11. Если — компоненты тензора упруго-оптических 
коэффициентов [29], то изменение величины ε, вызванное тензо
ром деформации е, можно записать как

Δε«7 = (15.11.1)
k !

Для независимых компонент | удобно использовать стандартные 
обозначения теории упругости

I u  =  £im> — Івб =  Уг^ігіг·
Компонента тензора деформации е 12 не расщепляет долины [100],
значит, соответствующий упруго-оптический коэффициент ξ6β =
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=  І55 —144 = 0. Деформация е п  приводит к снятию вырождения, 
т. е. к расщеплению уровней энергии в долине

А^[юо]=  2/з̂ і£ц , Δ^|ηΐο] =  AS[001j =  — Va&ifn ( 15 . 11 . 2)

(в' кремнии величина положительна).
Из-за понижения долин [010] и [001] концентрация электро

нов изменяется. Новая энергия Ферми ШР, измеряемая относи
тельно дна долин [010] и [001], получается в предположении, 
что концентрация носителей N остается неизменной; тогда для ШР 
имеем

+  (βΡ -  g i e i l f 2 = 3 [ ё Р (0)]3/2, (15.11.3)

и, следовательно, ограничиваясь членами первого порядка по еп ,

s 3f /2 = s 3/ 2( 0 ) ( i +  ШіЄпШР (0)
Энергия Ферми для долин [100] запишется в виде

ШР -  ШіЄи = ШР (0) Л  —
I 3^ (0 )

Диэлектрическую проницаемость, обусловленную свободными 
носителями, после деформации можно рассчитать, добавляя вклады 
от всех трех долин. Доля электронов в направлении [100] про
порциональна ШР, а в направлениях [010] и [001] пропорцио
нальна {ШР — ^іЄп)3/2· Получаем

εχι;
inNe*  Г 

3ω2 L
ШіЄп

4nNe2
3ω2

6 ρ (0) /Иц 

—  +  —и,, « χ +

2 ёр (0) ) т^
1®11_ I _J_____j_

m%p (0) \ m Ш||

а из уравнений (15.11.1) и (15.11.4) находим

Siш
и аналогично

Й12 :

4iVea

3ω2

2Ne2

г(0)

1 1

(15.11.4)

(15.11.5)

(15.11.6)
3 ω 2 (0 ) \ /itj^

15.12. Компоненты тензора деформации равны

ей =  5и · 1010 == — 7,68 ■ 10-3, е22 =  Єзз =  Sl2 ■ 1 о10 =  +  2,14 · 10'3.
Расщепление уровней долины Ш [100] — I і [010] = Ш1 [еи  ■—е22] = 
=  — 0,088 эв. Уровень Ферми %Р (0) ненагруженного кристалла 
находится из выражения

1 { 2 т *  \3/2 соз/2
N = 108 = 6 3π2  ̂ й2 (0). (15.12.1)
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Множитель 6 в правой части уравнения (15.12.1) определяет 
степень вырождения долины; эффективная масса плотности состоя
ний т*  = (т]_тц) = 0,32т.

Из уравнения (15.12.1) получаем e F (0) = 1,2 · 10~3 эв, следо
вательно, S F(0) [100] — ё  [010], т. е. результаты задачи 15.11
не применимы. При таких больших нагрузках изменение диэлек
трической проницаемости не является линейной функцией дефор
мации. Действительно, расщепление долин настолько велико 
('~-' 0,1 эв), что все носители могут перейти в долины [100]. По
этому тензор диэлектрической проницаемости примет вид

\

AnNe2 
т цШ2U

о

о

о

А т Ve2
mJ_a '2

о

о 

о

AnNe2

\

ηι^ω2

(15.12.2)

Прямой расчет дает [4πΛ?62/(/ηω2)]λ = 4 мкм = 0,144, откуда

т Υ 12—5 g i  =  3,44, п± = У  1 2 - ^ 1  =  3,36. (15.12.3)

Разность фаз двух лучей, поляризованных параллельно и пер
пендикулярно направлению нагружения, на выходе из кристалла 
равна

2п («и — ftj_) = л,  (15.12.4)

следовательно, выходящий из кристалла луч будет тоже линейно 
поляризованным, но плоскость поляризации повернута на 90° 
относительно плоскости поляризации падающего луча.

15.13. Плазменная частота ωρ равна
/ 4nNe2 \ 1/2

с о „  = г 1,15 · 1014 сект (15.13.1)
m Є£

Минимум в отражательной способности появляется при коэффи
циенте преломления п = 1:

e L( l «.(/?=(» Г 1· (15ЛЗ-2)
Следовательно, о) (R = 0) = сор/0,968 = 1,19 · 1014 с е к - 1, а λ  (R = 0) = 
= 15,8 мкм.

15.14. Как известно, к ■ /7-гамильтониан имеет вид

о/С =  о/С η m 2 , п u 
■Η— к - p .1 m * (15.14.2)2 m ' m

Отличные от нуля матричные элементы р  между валентной зоной 
и зоной проводимости запишутся как

(S \ px \X) = (S\p y \Y) =  ( S \ p g \Z) = P.
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Здесь S —волновая функция зоны проводимости при fe = 0, а X, 
Y, Z — волновые функции Г15, которые преобразуются как х, 
у ,  г. Выбираем фазу Z так, чтобы Р  было вещественным.

Чтобы рассчитать энергетические зоны для произвольного 
направления k, удобно_использовать вместо X, Y, Z новый орто
гональный базис Χ±Υ, Ζ,ΓΑβΧ =  [kxX -\-kyY -\-kzZ]/k. В этом новом
базисе ( S \ k - p \ X )  = Pk  
гамильтониан примет вид

( S \ k - p \ Y )  =  ( S \ k - p \ Z )  =  0

% g +
/ДО
2т

К г ,—  Pk пг
я
т. Pk т *

2т
0 0

0 0

О

2 т

О т 2
2т

(15.14.3)

Энергию будем отсчитывать вниз от потолка валентной зоны. 
Диагонали зация гамильтониана (15.14.3) дает для зоны прово
димости

+  * · - + [ ( f ) ’ + £ ™ * Γ ·  <1 5 · “ >·'4>
Это выражение легко разложить в ряд по степеням k2. Оптиче
ская эффективная масса для сферических энергетических поверх
ностей (в предположении, что полупроводник вырожден) нахо
дится [34] из уравнения

_ !_  =  =  ±  . - L  Р*\(1е\г .и -2 L  р*ь* 1 " 1/2
tri* W \ k dk ]$ F  m m 2 |_\ 2 / m2 p  J

(15.14.5)
В уравнении (15.14.5) kp — квазиимпульс сферы Ферми (импульс 
Ферми), который можно получить из концентрации свободных 
электронов N, используя выражение

Л? ==1 Н г4 'п^ ·  (15.14.6)
Поскольку спин-орбитальное взаимодействие мы считаем пре
небрежимо малым, то спин-орбитальное расщепление валентной 
зоны А3 должно быть намного меньше ширины запрещенной 
зоны (при комнатной температуре) для соединений типа Ащ Ву. 
Значения спин-орбитального расщепления приведены в табл.
15.14.1 [94].

Т а б л и ц а  15.14.1

A lS b G aP G aA s G aSb InP InA s inSb

Щg ,  эв 1,6« 2,24а 1,43 0,7 1,26 0,36 0,80
Д5, ав 0,75 0,13 0,33 0,81 0,18 0,43 0,98
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Буквой а помечены значения ширины запрещенной зоны для 
непрямых переходов. Для прямых переходов при к —О значения 
ширины запрещенной зоны несколько больше.

Следовательно, спин-орбитальным взаимодействием наверняка 
можно пренебречь для GaP, InP и, может быть, для GaAs.

15.15. Пренебрегаем к -р-взаимодействием в зоне проводимости 
и считаем, что в нижней валентной зоне имеет место спин-орби- 
тальное расщепление, поскольку As ^ S g . Для волновой функции 
электронов у потолка валентной зоны выбираем линейные ком
бинации X, Y, Z, которые соответствуют волновым функциям
момента количества движения для J  =  3/2 и J z ~ : 
сящимся к направлению k:

: 3 /2 ,

| / | ( F

: j { T  +  l Z ) l - γ \ χ γ ,

j / j t F - W Z U + l / f x i .

: 1 / 2 , OTHO-

■ iZ) I ;

(15.15.1)

Рассмотрим S f  зону проводимости. В приближении двухзонной 
модели зона S f  взаимодействует с волновыми функциями валент
ной зоны только типа (3/2, 3/2) и (3/2, Va)· Соответствующий гамиль
тониан запишется в виде

σν/>Ο/ι о =
т 2

2 т

Ріг

О

fl2k 2 
2m

О

О

О

п т
2т

(15.15.2)

где Р — ( S I рх I Λ"). Выбираем фазу 5  так, чтобы Р  оказался веще
ственным. Диагонализация гамильтониана (15.14.2) дает для зоны 
проводимости

/ДО
2т

ug
+

2Й2
~Ът? P 2k2

1/2

(15.15.3)

Выражение (15.15.3) имеет ту же форму, что и (15.14.4), за исклю
чением множителя 2/3 в подкоренном выражении. Оптическая 
эффективная масса определяется соотношением

Ше  \а 2Ш __ 1-1/21
m*

1 2 />2
+З т 3 [\  2 / З т 2 

Импульс Ферми кр получается из (15.14.6);
kf = (3 n 2N )^  = 3 ,1 · 10е см \

(15.15.4)
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Перепишем (15.15.4) в виде
т
т* )

4Р2
2>Ш<гГП (15.15.5)

Постоянную /С легко определить по значению эффективной массы 
у дна зоны проводимости т*  (0) = 0,015т:

т* (0) = 1+ЛГ = 66,7; /С = 65,7.

Подставляя это значение /С и kp =  3,1 ■ 106 см~х в (15.15.5), полу
чаем т*  = 0,032/п. Искомое значение плазменной частоты равно

, 4лЛ ,е 2 \1/2 
ωΒ — I i = 7,9 · 1013 селг1

V т*е.

и, следовательно, кр = 23 мкм. Нулевая (минимальная) отража
тельная способность соответствует значению е = 1 :

Отсюда находим λ (/? =  0) =  24 мкм. В задаче 15.14, полагая зону 
идеально параболической, мы получили λ (R = 0 )=  15,5 мкм. Зна
чит, поправка на непараболичность зон весьма существенна.

15.16. Особенности Ван-Хова имеют место в тех точках ^-про
странства, для которых

V*(gc - g „ )  =  0. (15.16.2)

Запишем: — = &g — A [cos (kxa) +  cos (kya) — 2] (Sg  — ширина за
прещенной зоны при k = 0). Особенности Ван-Хова являются 
совместными решениями уравнений

(%с — %Ώ) =  Аа sin (akx) — 0,

dk. ( ё с — Mv) = Аа sin (aky) = 0.
(15.16.3)

Если ограничим значения k первой зоной Бриллюэна, то эти осо
бенности (kx, ky) будут иметь вид

(0, 0)

k =

0, ± -  а

ϋ  , 
а ’
п

(15.16.4)

И · * ? )

(0, 0 )—минимум (т ), — максимум (М), а остальные
критические точки являются седловыми точками (S).
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Чтобы найти формы ε( в окрестности критических точек, раз
ложим энергетические ЗОНЫ вблизи НИХ В ряды ПО k\ И ку\

вблизи [0, 0]: Ш — %g =  - ί А [Ak%-\-Aki\ =  γ  А (Δ/г)2,

вблизи [ £ , ± j : S - S g (M) = - ± A  [Akl +  ΔΑ*] = - ~  A (Ak)2,
(15.16.5)

вблизи [о. ^ — ^g (S) — ~A[Akl —Ak2y\.

Плотность состояний около двумерного минимума (а также около 
максимума) легко получается дифференцированием по Ш (k) функ
ции плотности состояний внутри окружности радиусом Ak:

Nd (m) = 4 —— л (Ak)2 
2π2 '

1—— для
пА2 (15.16.6)

(15.16.7)

Na{tn)— 0 для
Аналогично для окрестности двумерного максимума 

Nd (M)=  0 для & > S g (M),

N d ( M ) =  ~  для Ш <  Ше .

Плотность состояний около седловой точки находится по формуле

<|5Л68>

где d l  — элемент изоэнергетической линии (в двух измерениях), 
a L — полная изоэнергетическая линия, соответствующая энергии е . 
Подставляя & — %g (S) в (15.16.8), находим

\кх Мах

w rf[ S - A ( S ) ] = —  \ —  [  ■,?=■■ dk x '
л 2А L Δky  π 2Α Akx min ' (&kx)“ 2 [S  — S g (S)]/A

(15.16.9)
где kxмах — максимальная величина kx (порядка размера зоны 
Бриллюэна л/а), a kxmin — ее минимальное значение, равное нулю,
если Ш <  Ug (5), или V~2(S — £g)/A для S > & g (S). Интегрируя 
уравнение (15.16.9), получаем

N — ш  |ΐπ M ax М ах ‘
Ί А

2[g - f„ (5 ) ]\ i/2 — in -----

(15.16.10)
Следовательно, плотность состояний имеет логарифмическую осо
бенность вблизи двумерной критической точки.
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Для разрешенных переходов ε; пропорциональна Να/ω2. Если 
нас интересует только поведение особенностей, то знаменатель ω2

можно считать приблизительно 
постоянным вблизи критического 
энергетического зазора. Следова
тельно, в; будет иметь СТупеН- 
чатые особенности (см. (15.16.6) 
и (15.16.7)) вблизи минимальных 
и максимальных критических то
чек и логарифмическую особен- 
ность (см. (15.16.10)). Кривая 

<од(М) ω энергетического спектра схема- 
Рис 15.16.1. Предполагаемая зави- тически изображена на рис. 
СИМОСТЬ Єї* от ч а с т о т ы  ф о то н о в  ДЛЯ 1 5  1 6  1 
п р я м ы х  р а з р е ш е н н ы х  м е ж з о н н ы х  * - - * / -  D

переходов 15Л7· в  окрестности двумер
ного минимума при условии, что 

матричный элемент р  пропорционален САк, из (15.16.6) находим

Шд(ПV Wg(S)

Z l ^ N d \(\p\ 

Є,: =  0

’ — %g ДЛЯ

ДЛЯ £ < £ , .
(15.17.1)

В окрестности двумерного максимума для прямых запрещенных 
переходов первого порядка имеем

для Ш <  (М),

Є; =  0 ДЛЯ Щ >  &g.
(15.17.2)

Для окрестности седловой точки расчет несколько сложнее. Если 
(\р\) = САк, то (см. (15.16.9))

d l
Мах

L

■С\Ak\ dkx
Akl + Ак!у

V (Akxf - 2  [ U - % g (S)]lА

Max

&Jtr

С 2 A k i ~ a
\ dkx- ~ ^ = = ,  (15.17.3)
J  у  Ak  ̂— a

где к  = 2 [8 — (S )]M . Нижний предел интеграла в уравнении
{15.17.3) есть

Akmin =  0 для а  <  0,
A&min =  +  V a  для а > 0 .

Верхний предел — порядка размера зоны Бриллюэна. 
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ъг
χ Мах * . - . ,А/г£ — 1/2α

Возьмем интеграл в уравнении (15.17.3):

(j 2d£*
i* m i n

a: Max
A&x MaxV (̂A&xMax)2 •a .

Следовательно, мнимая часть ε вблизи энергетического зазора 
монотонна для запрещенных переходов первого порядка около 
двумерной седловой точки. Форма 
кривой всего спектра схематиче
ски изображена на рис. 15.17.1.

15.18. В окрестности двумер
ного минимума (см. задачу 15.16) 
мнимая часть диэлектрической 
проницаемости равна (предпола
гаем, что матричные элементы р  
постоянны)

ег = /е£~2 Для % > § g ,
(15.18.1)

Єі =  0 для Ш <  kg .

Рис. 15.17.1. Предполагаемая зави
симость &i от частоты фотонов для 
прямых запрещенных межзонных 

переходов.

Допустим, что результаты (15.18.1) справедливы для любого зна
чения энергии Ш. Соотношения Крамерса — Кронига дают

(JU

Є/·
л  .]

d&' (15.18.2)

Заметим, что множитель <§̂ 2 в (15.18.1) существен для сходи
мости интеграла в (15.18.2). Выполняя интегрирование в правой 
части (15.18.2), находим

ε, (I) -  1 : 2К / 1 
л

= —g - [2 In£g  — In ( β „ -\-8) — ln\&g  — &\]. (15.18.3)

Аналогично в окрестности двумерного максимума для разрешен
ных переходов

«л (8) -  1 = ~  ^ ____=

= — [2 In — In — l n j $ g  — & |]. (15.18.4)

Так как особенность в ε; около двумерной седловой точки 
является логарифмической, то можно предположить, что особен
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ность в г г будет ступенчатой функцией. Действительно, вблизи 
особенности m-типа (минимум) имеем

ε _  ^ --------- — ^п 1 ^  — ^ « Ι  +  ί  Х ( с т У п е н ч а т а я Ф У н к ц и я ) | .  (15.18.5)

Функция в правой части (15.18.5) должна быть аналитической
в верхней половине плоскости Ш. 
Функция і ( ε -  1) также является 
аналитической в верхней полови
не этой плоскости. Ее мнимая 
часть содержит логарифмическую 
особенность, и, следовательно, 
она представляет ε — 1 для дву
мерной седловой точки. Ее вещест
венная часть является ступенчатой 
функцией с отрицательным знаком. 
Поэтому

г г = А для Ш <  Ms ,
(15.18.6)

εΓ = В для Ш >  Ш
Рис. 15.18 1. Предполагаемая зави
симость г г для двумерных разре

шенных прямых переходов.
причем А~>В. Форма кривой 
полного спектра схематически изо
бражена на рис. 15.18.1.

15.19. Рассчитаем матричные элементы р  между валентной зоной 
и зоной проводимости для состояния с квазиимпульсом k. В каче
стве базиса для валентной зоны выбираем функции X, Y, Z, 
определенные в задаче 15.14,

X = ± (k xX +  kyY +  ksZ),

К = 1

z  =
Y kl + kl

1
V k%- -kl  + 4k.

(kxX - k yY)>

(kxX -f- ky Y -f- 2kzZ).

(15.19.1)

Для собственных функций k -р-гамильтониана в виде (15.14.3) 
(выбираем фазы S,  чтобы Р  было вещественным) имеем

|С> =

η (Ш+С7
I27 g „ ) 2 IhkPVА-гЖ—λ-».[(*·)+("')ΊΤ

fi
— P k \ S ) ~ <  m  I\[г4 Ш ) Т Л ) ^

ί 2 ш м: і

1/2|1/2 (15.19.2)

V)-y =  \Y),  |F)- =  |Z).
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За оси χ, д, z, представляющие р, выбираем ось, совпадающую 
с ft, и две перпендикулярные к ней оси:

Р у =  ^2 £2  ̂1 /2 (kxPx kyPy) >

Рг ~ k--\-k2 + 4 Й|  №χΡχ у̂Ру г̂рг) ■ '

Находим матричные элементы, используя волновые функции
(15.19.2):

< C | p , | K > i = -  '  Р
і +

\ 1/2
т?Е\

(C\Py\V)y =  (C\pz \Vy2
Г ( \

Г 2Μ ρ Υ 1 - 1 / 2 1Ί
1/2

2 < 1 +  g >{l 1 +  -s—
L \2ШР ) \ \ &gtn j __ JJ

(15.19.3)
<С|рж|К)5 = <С|ру У )г= (С |рг ! ^  =

=  <С I Pj/ ί ^)г  =  (С | Д* j V)z — (С\рг \ 7 > ϊ  =  0.

15.20. Длинноволновая электронная диэлектрическая проницае
мость для полупроводника с изотропной шириной <§g  приближенно 
равна [35]

β .=  1 +  (| ^ )2. (15.20.1)

Здесь Ша — почти изотропная ширина запрещенной зоны у края
зоны Бриллюэна, а Шр — плазменная энергия валентных электро
нов, для которой можно записать

/4jT/Vi»3 \ 1 /21 ' (15.20.2)5 р =  и I --------р \ пг ’
где N — концентрация валентных электронов. У этого материала 
на атом приходится 4 (валентных) электрона, а на элементарную 
ячейку — 8 атомов, поэтому N = 4 ■ 8 ■ а~3 = 2,01 · 1023 электрон ■ см~'Л. 
Из формулы (15.20.2) находим Шр =  15,8 зв, а из формулы (15.20.1) 
g g = 15,8/^11 = 4,75 эв.

15.21. Мнимая часть диэлектрической проницаемости запишется
как

Μ ω ) = ^ / Λ / , ( £ ) ,  (15.21.1)
2

где f  =  Пат К I /* ·е I ) I 2 ~ сила осциллятора, a Nd — суммарная 
плотность состояний для энергии ё  =  Ма:

2т *  \ 3/2 l / s ?  *



Для упрощения примем

причем
ε; (ω) = - ψ  УМ

_  2е2 (2т*)3̂

V

тЩ KI  р е ) ?■ (15.21.2)

Вещественную часть ε найдем, используя соотношения Крамерса
Кронига

fer Ф) ■ 1   2 р  ί Щ (S ') Л<£! _
π  i  f ' 3_ r  “

У ш ^ їs r  (£ '*-g* )
dS’,

(15.21.3)

ния, используемыи для расчета ве-. 
щественной части диэлектрической 
проницаемости в окрестности осо
бенности Ван-Хова для прямых 
разрешенных межзонных пере

ходов.

где Р  означает, что интеграл в 
уравнении (15.21.3) берется в 
смысле главного значения, кото
рое легко найти, используя кон
тур, показанный на рис. 15.21.1.

Из-за точки ветвления под- 
интегрального выражения около 
Ш — &g интегрирование по этому 
контуру дает удвоенное значение ис
комого интеграла. Поэтому находим

(І) -  1 : ДЛЯ

ДЛЯ

(15.21.4)

15.22. Отражательная способность R при нормальном падении 
света находится из соотношения Френеля

К - 1 ) 2- « ;R- (15.22.1){пг + \ у  + п'і '
где п  = пг +  irii — комплексный коэффициент преломления. Произ
водная отражательной способности по энергии фотонов Ш имеет 
две составляющие, из которых одна пропорциональна dn r/d<S, 
а другая dti-Jd<S: Второй составляющей вблизи наименьшей <£g 
можно пренебречь, так как ее значение всегда находится умно
жением на величину /г,·, которая равна нулю ниже наименьшего <$g . 
Вещественная часть п,  т. е. п г , поэтому равна пг ^ У г г и

dR п?г  — 1 d n r __о -1 1 dzr



£ для  · < * -

= 0 для Ш >  %
йШ s

В выражениях (15.22.3) мы сохраняем только сингулярные члены, 
пропорциональные (<£g — все другие члены намного меньшей
и очень близки к 6 g . По этой же причине можно предположить, 
что коэффициент, на который умножается d t r/dM в соотношении
(15.22.2), постоянен и равен 1/48. Следовательно,

------------ А------------ ( g  g)->/s э р г -ι. (15.22.4)
d S  4 8 -2 (1 ,6 . 1,6· 10-i2)2 W  / r  )

Из (15.21.2) находим постоянную А = 3,4· 10~18 эрг~3/2. Подставляя 
это значение А в (15.22.4), получаем, если энергия фотона выра
жена в эргах:

1,4-10* ( £ * - £ ) - 1/2, (15.22.5)

или, если энергия фотона выражена в электрон-вольтах,

-^1 = 0,018 (£ -£ ) - '/ *  (15.22.6)
й ё

Изменение в отражательной способности, обусловленное экситон- 
ными эффектами (электронно-дырочное взаимодействие), и соот
ветствующее изменение dR/d$ схематически изображены на
рис. 15.22.1.

Из (15.21.4) получаем

(15.22.3)

dR

Рис. 15.22.1. Зависимость отражательной способности R  и ее производной 
dR/dS  от энергии % вблизи наименьшей ширины запрещенной зоны в CdSe 

для переходов зона — зона.
П ун кти ро м  п о к азан о  в л и я н и е  экси тон ного  в за и м о д е й ств и я  на этот сп ектр.

15.23. Рассмотрим, например, максимум валентной зоны при 
ί  =  0 и минимум зоны проводимости у края зоны Бриллюэна К 0.
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Экситонные состояния, образованные из этих электронных и 
дырочных состояний, имеют энергии (для К  в окрестности Ко)

Ш (К - К о )  =  (Ко). (15.23.1)

Здесь § ехс (Ко) — собственное значение уравнения для относи
тельного движения электрона и дырки плюс энергетический 
зазор. Прямые оптические переходы на эти экситонные состояния 
запрещены в силу условия сохранения К · Эти переходы, однако, 
становятся разрешенными, если излучается или поглощается фонон 
с импульсом К ■ Мнимая часть ε (а также коэффициент поглоще
ния) пропорциональна плотности экситонных состояний Nа, кото
рая из-за параболического дисперсионного закона (15.23.1) равна

Nd VШ — ^ ехс.

Поэтому для разрешенных переходов величина пропорциональна
так как матричный элемент постоянен. Для запрещен

ных переходов первого порядка нужно добавить еще множитель 
% — 8 ехс, чтобы учесть, что ( I р  I  > = О для К  = Ко и ( р )  ~ ) К — Ко | 
для К  в окрестности Ко- Следовательно, ε*~  ( ё  — f exc)3/2.

15.24. Выражение для е1(ё), заданное формулой (15.24.1), 
является мнимой частью функции

f  (g) ^  (15.24.2)
в е хс <3 /2^  L

Эта функция удовлетворяет всем требованиям, которые должны 
выполняться для разности ε — 1 (регулярное поведение на беско
нечности, полюсы только в нижней полуплоскости Шу.

e , - l  =  R e ( e - l ) . -----J -excZ - ~ r - - . (15.24.3)
( £ е к - 8 ) а +  ( 1/ * Г ) *

15.25. Произведение представлений Г* и Ге можно записать 
(используя, например, таблицы характеров в [31]) в виде

Г М \  = Г13 +  Г25 +  Г12,. (15.25.1)

Для дипольных переходов экситон должен иметь симметрию xh 
т. е. Г15. Следовательно, единственно разрешенными электриче- 
СКИ -ДИ П ОЛЬН Ы М И  переходами Я В Л Я Ю Т С Я  переходы В состояние Г15· 
Для квадрупольных переходов экситон должен иметь симмет
рию XiXj, которая при инверсии сохраняет четность. Все пред
ставления в уравнении (15.25.1) нечетные, значит, все переходы 
на эти уровни являются квадрупольными запрещенными пере
ходами.

15.26. Искомые матричные элементы равны
<Га.|р,[Х > , (z\py \X).

Все другие матричные элементы либо равны нулю, либо их 
можно определить с помощью данных матричных элементов. Соб
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ственные векторы \X) ,\Y) ,\Z)  являются состояниями электронов 
валентной зоны, относящимися к представлению Г25-, которые пре
образуются как y z ,  гх и ху  соответственно, и |х), \у), \ г )  — 
состояния электронов зоны проводимости, относящиеся к пред
ставлению Г15, которые преобразуются как х, у ,  г .

Мариот [38] дает симметризованную комбинацию плоских 
волн типа [111]. которые соответствуют состояниям |Х), ; Υ),
I Z ) ,  j Г 2' ) ,  ! χ ) ,  I у ) , ! г ) ;  например,

1Γ2' > = ] 7 ϊ {ί 111 ] +  [ Π 1 ]  +  [ Π 1 ]  +  [ 1 Π ] - [ Π Ι ] -  

— [1 IT] — [111] — [IT 1]},

H-[11T] +  [ITT] —

_ [ Ш ]  +  [І1І] +  [П1]}, (15.26.1)

| Х > = р ^ { [ П 1 ] - [ І 1 1 ]  +  [ 1 І 1 ]  +  [11 ї] +  [ І І І ]

\г) = ^ { [ 1 1 1 ] - [ Ш ] - [ 1 І 1 ]  +  [1 1 І ] - [ І І Т ]  +
+  [1П ] +  [ І 1 І ] - [П 1 ]} .

Состояния [jkl] представляют собой плоские волны, нормирован
ные на объем кристалла,

ехр

где а —параметр кубической решетки. Остальные состояния 
можно получить циклической перестановкой в (15.26.1). Искомые 
матричные элементы легко находим, действуя оператором р  на 
симметризованные волновые функции (15.26.1), умножая затем 
слева на соответствующую симметризованную комбинацию и 
интегрируя по объему кристалла. Получаем

<1> I рх I Х> = g -  [ 1 +  1 +  1 +  1 +  1 +  1 +  1 + 1 ] =  5 ,
,  9 (15.26.2)

(z\py \X) = f a .{\ +  1 +  1 +  1 +  1 +  1 +  1 +  1] = ^ .

Отметим, что фазовые множители (і) уравнений (15.26.2) произ
вольны.

16. Сверхпроводимость

16.1. Из эксперимента следует, что время релаксации
-  2,5 - 1 0 ‘для затухания электрического тока больше, чем 2 _ сек,

т. е. τ > 1 ,2 5 ·1 0 6 сек. Время релаксации равно отношению 
индуктивности L к сопротивлению R. Индуктивность равна 
4π ·1 0~9wd/l (в гн),  где w — эффективная ширина изолятора, d  — 
эффективная глубина изолятора и I — длина трубки (все размеры 
даны в сантиметрах). Поскольку ширина трубки значительно
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больше, чем ее глубина, сопротивление равно 2рw/tl, где р — 
удельное электрическое сопротивление и / — толщина свинцовой 
стенки верхней или нижней части трубки. Нет необходимости 
различать эффективную ширину и действительную, поскольку 
последняя настолько больше глубины проникновения поля, что 
эффективная глубина d  не больше, чем сумма действительной 
глубины изоляции и удвоенной глубины проникновения.

Таким образом, время релаксации равно
4.1 ■ 1C)-»wd/l 2л ■ 10-ад

2 pw/tl (сек)

(здесь о измерена в ом- см) .  Учитывая размеры трубки и указан
ную глубину проникновения, для удельного электрического со
противления р (в ом ■ см) получаем

. 2π · 6 ■ 1,2- 10 1»
р· 1,25· 10« = 3,6-10- 23

Следует отметить, что ни в одном эксперименте со сверхпро
водниками 1-го рода не было обнаружено конечного электриче
ского сопротивления для постоянного тока.

16.2. Конфигурация линий магнитного потока, требуемая по 
условию задачи, показана на рис. 16.2.1. При Т > Т С нормаль
ный металл настолько слабо намагничен, что это приводит 
к пренебрежимо малому смещению линий магнитного потока

β)
Рис. 16.2.1, Схематическая диаграмма, показывакщ ая расположение линий

магнитного потока.
а )  Д л я  н о рм альн ого, о бладаю щ его  ак ти вн ы м  соггротивлением м е т а л л а , пом ещ енн ого в м аг
нитное п о ле ; б) д л я  м е т а л л а  при Т < iT  , переш едш его в с в ер х п р о в о д я щ ее  состояни е; 
в) д л я  м е та л ла , сопротивление кото р о го  р авн о  н улю , но не обладаю щ его  свойством сверх-

Т1 роводи м ости .

(рис. 16.2.1, а). В металле, который при Т < Т С становится сверх
проводником, наблюдается полное вытеснение магнитного потока, 
за исключением тонкого слоя вблизи поверхности (рис. 16.2.1, б); 
сверхпроводник 1-го рода ведет себя как идеальный диамагнетик. 
Такое вытеснение магнитного потока из внутренней области 
сверхпроводника называется эффектом Мейсснера. Эффект Мейс- 
снера не является результатом исчезновения электрического со
противления. Действительно, если бы сопротивление нормаль
ного металла исчезало, эффект был бы таким, что препятство-
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вал бы любым изменениям магнитного потока внутри материала 
(показано на рис. 16.2.1, в, который идентичен рис. 16.2.1, а). 

Выражение (16.2.1) может быть записано в следующем виде:

Это уравнение было получено Ф. Лондоном и Г. Лондоном и часто 
называется уравнением Лондонов.

Если пользоваться уравнением Максвелла 4п//'с = rot //, то 
можно найти, что

Предположим, что рассматривается одномерное решение вида

где #о- - поле на поверхности, а Н — поле в сверхпроводнике на 
глубине X. Тогда

Подставим в выражение для λ/, значения заряда электрона 
(6 = 4 , 8 -  10~10 ед. СГС), его массы ( т  = 9 -  10~28 г), а также разум
ную величину концентрации электронов в металлах (~  1022 см 3). 
Получим величину KL порядка 10~в см. Таким образом, мы видим, 
что величина магнитного поля будет быстро уменьшаться до нуля 
на очень малой глубине от поверхности сверхпроводника. Это, 
очевидно, согласуется с эффектом Мейсснера.

Величина λ ι  называется лондоновской глубиной проникнове
ния, и ее значение, согласно приведенному соотношению, не
сколько меньше, чем значение глубины проникновения, наблюдае
мое в истинных сверхпроводниках. Тем не менее феноменологи
ческая теория Лондонов оказывает значительную помощь при 
интерпретации поведения сверхпроводников.

Следует отметить, что использование уравнений Максвелла, 
не модифицированных лондоновской теорией, для случая, когда 
электрическое сопротивление равно нулю, дает

которое означает, что скорость изменения поля (а не само поле)

(16.2.2)

(16.2.3)

dj tie2 „
- i i  =  — Еat т.

и приводит к уравнению
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обращается в нуль внутри совершенного проводника, который 
в то же время не обладает свойством сверхпроводимости.

16.3. Величина критического поля для олова при 2 °К может 
быть рассчитана из следующего приближенного соотношения:

Подставляя в это соотношение величины, данные в условии задачи, 
находим при 2°К Нс ^  217 э.

Величина тока, который может протекать в оловянной прово
локе, находящейся в сверхпроводящем состоянии, может быть 
найдена по правилу Силсби. Магнитное поле на поверхности 
проволоки радиусом г ,  индуцируемое током /, равно 2I/d. Таким 
образом, при 2 °К для проволоки с г = 0,05 см

Еще раз используя правило Силсби, находим, что диаметр 
проволоки может быть увеличен до (100/54,3) · ΙΟ-1 см 0,18 см, 
если значение критического тока увеличивается до 100 а.

Следует отметить, что плотность критического тока в сверх
проводниках 1-го рода уменьшается с увеличением диаметра про
волоки, а критический ток пропорционален диаметру проволоки, 
а не площади ее поперечного сечения.

16.4. Магнитные свойства сверхпроводника могут быть объяс
нены наличием потока поверхностных токов, которые создают 
внутри образца магнитное поле, по направлению противополож
ное приложенному полю. Эта концепция требует, чтобы магнит
ная индукция Ви  поле Hi и намагниченность Mt внутри образца 
были равными нулю. Далее, снаружи образца магнитная индук
ция В  равна сумме приложенного поля Н  и поля Hs, обуслов
ленного наличием поверхностных токов. Однако часто бывает 
удобно пренебречь поверхностными токами и вместо этого рас
смотреть сверхпроводник как совершенный диамагнитный мате
риал, восприимчивость которого равна — 1/4π. Если принять такой 
подход, как это и будет сделано при решении этой задачи, то мы 
сохраняем условие того, что магнитная индукция внутри образца 
равна нулю, но Ht и Mt, очевидно, не равны нулю. Внешняя 
индукция В  все еще равна сумме Н  и Hs , но Hs следует 
теперь рассматривать как поле, обусловленное намагниченностью 
всего образца.

При решении этой задачи не возникает никаких трудностей, 
когда Q < Н  < Н С (1 — D). Тот факт, что образец имеет эллипсо
идальную форму, означает, что намагниченность М постоянна по 
всему объему образца по крайней мере макроскопически. Поле Ні 
внутри образца дается выражением

I ш ах -£-</-217ед. СГСМ = 54,3 а.

Ні — Н — 4л DM. (16.4.1)
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Поскольку внутри образца значения индукции равны нулю,

Βι  - -- Ні +  4п М  =  О, (16.4.2)

то из уравнений (16.4.1) и (16.4.2) получаем

(І6.4.3)

Ситуация становится более сложной в случае, когда

Рассмотрим, что происходит, если приложено поле Я  = 
= Я г. ( 1 — D). Тогда в соответствии с (16.4.3) М.— — Нс/4π и 
Hi = Нс. Другими словами, следует ожидать, что проводимость 
образца станет нормальной. Если так, то намагниченность М  
понизится до нуля и Я г = Я < Не, последнее соотношение является 
условием того, что образец становится сверхпроводящим. Пара
докс может быть устранен, только если предположить, что объем 
образца разбивается на две области — нормальную и сверхпро
водящую.

При условии Hc (l —D)sC:H-s^Hc говорят, что образец нахо
дится в промежуточном состоянии. Возникновение промежуточ
ного состояния следует исключительно из эффекта размагничива
ния, связанного с геометрией образца, в то время как смешанное 
состояние сверхпроводника 2-го рода не зависит от геометрии. 
Для промежуточного состояния поле 
Я  должно быть больше или равно 
полю Нс в нормальных областях, и 
меньше, чем Нс в сверхпроводящих 
областях. Д ля обеих областей мы 
ожидаем, что Я,- «= Нс. Таким образом, 
соотношение (16.4.1) принимает вид 

НС̂ Н  - 4 n D M ,  
что в пределе приводит к выражению

* - т # ·  <16·4 ·4»
Намагниченность дается форму

лой (16.4.3) при 0 Я  < Я С (1 — D) 
и формулой (16.4.4) при Hc (\—D) ^
^ Н ^ Н С.

Бесконечно протяженный ци
линдр, ось которого совпадает с 
направлением поля, может рассмат
риваться как  эллипсоид вращения
с а ^ Ь  и е =  1. Размагничивающий фактор D в этом случае ра
вен нулю. Д ля сферы а = Ь и е->-0, отсюда находим, чтоD =  1/3. 
На рис. 16.4.1 приведен график зависимости намагниченности 
от приложенного поля для случаев: а) £> = О и б) D = l/3 .

Рис. 16.4.1 Зависимость намаг
ниченности от величины прило
женного поля для сверхпровод

ника 1-го рода.
а  — д л я  бесконечно п р отяж ен н ого  
ц и ли н дра с осью, п а р а л лель н о й  на

п р авлен ию  п о ля ; 6  — д л я  сферы.

407



Отметим, что для бесконечно протяженного цилиндра, ось 
которого перпендикулярна направлению поля, D =  1/2; в этом 
случае промежуточное состояние наблюдается при Н — H J 2.

16.5. Разность между свободными энергиями Гиббса (на еди
ницу объема сверхпроводника) в нулевом поле и в поле Я  будет

для эллипсоидального образца с однородной намагниченностью М.
Эффект Мейсснера показывает, что сверхпроводник является 

идеальным диамагнетиком, так что работа (на единицу объема), 
производимая при приложении поля Н, равна

Для нормального металла мы можем пренебречь также магнит
ной восприимчивостью, так что разность между энергией в поле, 
равном Нс , и в нулевом поле в нормальном состоянии равна

Кроме того, в поле, равном Нс , равновесие для перехода из 
сверхпроводящей фазы в нормальную требует, чтобы

Для удельной теплоемкости (на единицу объема) имеем соотноше
ние С =  Т (dS/dT), следовательно,

При температуре Т = Т С критическое поле Нс равно нулю, так 
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Gs (Н) — Gs (0) = — $ Μ άΗ

о

оо

Следовательно, на единицу объема

Когда внешнее поле становится равным критическому,

о , т - о л  щ = І -

Gn (Hc) - G n (0 )= 0 .

Энтропия S дается производной —dG/dT, так что

(16.5.1)

(16.5.2)



что
r -  К І М *  

' u « — 4π \ ά τ )  ’

что, разумеется, является конечной положительной величинои.
Таким образом, удельная теплоемкость в сверхпроводящем 

состоянии всегда больше, чем в нормальном состоянии. Однако 
скрытая теплота перехода задается соотношением Т (Ss — Sn) и при 
Т = ТС, согласно формуле (16.5.1), равна нулю.

16.6. Измеренная удельная теплоемкость металла складывается 
из теплоемкости электронов проводимости и теплоемкости ре
шетки c g .

При низких температурах теплоемкость решетки Cg пропор
циональна Т3 и предполагается, что ее величина не изменяется

Сп/ Т,'мдт-моль'Ьрад'i -г

Рис. 16 6.1. Зависимость С п/Т от 
Т-  для нормального олова.

Т ан гсн с у г л а  н аклон а пр ям ой равен  
0,205 м дж ‘мс>ль'~*'град~ 4.

Рис. 16 6.2. Зависимость логарифма 
электронной теплоемкости Ces сверх

проводящего олова от 1 Т.

при переходе от нормального состояния к сверхпроводящему. Это 
предположение подтверждается тем фактом, что различие в пара
метрах решетки и других постоянных, соответствующих нормаль
ному и сверхпроводящему состояниям, незначительно.

Для металла в нормальном состоянии теплоемкость электронов 
проводимости Сеп пропорциональна Т. Таким образом,

^  = а +  ЬТ\

где аТ  есть электронная теплоемкость Сеп металла в нормальном 
состоянии, a bTz — Cg .

Как видно из рис. 16.6.1, по графику зависимости C J T  от Т2 
весьма просто определить значение Cg  (или сначала значение Ь). 
Находим, что ft = 0,265 мдж ■ моль*1 ■ г р а д  А.
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Т а б л и ц а  16.6.2

т, «к 1 IT,
-к -» c g ,

мдж· молъ~г· г р а д - ι Cesy
маж· моль 1 - г р а д - 1

2,48 0,403 4,04 6,35
1,91 0,524 1,85 3,16
1,62 0,617 1,13 1,90
1,46 0,685 0,82 1,28
1,24 0,806 0,51 0,63
1,08 0,926 0,33 0,32

В табл. 16.6.2 даны значения Cg при температурах, указанных 
в первом столбце, а также значения Ces, полученные вычитанием 
Cg  из Cs.

Из рис. 16.6.2 следует, что зависимость lg Ces от 1 /Т — прямая 
линия с отрицательным угловым коэффициентом. Это наводит на 
мысль о существовании активационной энергии, связанной со 
сверхпроводящими электронами. Наличие энергетической щели 
в плотности состояний для сверхпроводника является одной из 
отличительных особенностей теории Бардина — Купера — Шриффера 
(теории БКШ). Если бы ширина энергетической щели не зависела 
от температуры, можно было бы ожидать, что ее величина задает
ся произведением величины 2k (k — постоянная Больцмана) 
на отрицательный угловой коэффициент прямой, выражающей 
зависимость логарифма Ces от 1 /Т. Таким образом, получилось бы, что 
для сверхпроводящего олова энергетическая щель равна 1,1 · 10 3 эв.

В действительности же ширина энергетической щели зависит от 
температуры и при критической температуре становится равной 
нулю, но в интервале от О °К до 1/2Тс ее величина изменяется не 
очень сильно.

16.7. При /г<^1 полином может быть записан в виде
h  = 1 -  1,08 (1 -  2х) -  0,06 (1 -  4х) +  0,35 (1 -  6х) -  0,21 (1 -  8х) =

=  1,98х,
где x = l  —t. Таким образом, критическая температура может 
быть найдена из соотношения Тс =  1,98771,97, где Т  — температура, 
при которой /i = 0,01. Для трех образцов имеем:

М 113,6 118,7 123,8

Тс , "К 3,806 3,731 3,659

Предположим, что Тс пропорциональна некоторой степени М.  
В этом случае зависимость l g r c от lg Λί будет линейной. 
Рис. 16.7.1 показывает, что графики такой зависимости будут 
действительно линейными как для олова, так и для ртути и что
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их угловые коэффициенты соответственно равны —0,46 и —0,50. 
Иначе говоря, соотношение Тс ^ М _0>5 приближенно выполняется 
для обоих случаев.

Сверхпроводимость, конечно, является явлением, связанным 
с электронами; не следует поэтому ожидать, что она зависит от 
массы изотопов, поскольку последняя оказывает влияние скорее 
на фононы, чем на электроны. В действительности температура

2,05 2,0В 2Л7 2,08 IgAiCSn) 2,09
Рис. 16.7.1. Логарифмическая зависимость от М  для олова и ртути.

Дебая Θ изменяется также по закону Λ 1-0·5, так что для изотопов 
данного элемента отношение ТС/<Э постоянно. Это наводит на 
мысль, что сверхпроводимость может быть следствием взаимодей
ствия между электронами и решеткой. Это именно такое взаимо
действие, которое связывает электроны в куперовские пары 
и лежит в основе теории БКШ.

16.8. Вольт-амперную характеристику можно понять, обраща
ясь к диаграммам энергии, представленным на рис. 16.8.2, а , б. 
Возможно, что легче сначала разобраться в ситуации, когда 
сверхпроводник находится в контакте с нормальным металлом; 
контакт осуществляется через непроводящий слой, как это пока
зано на рис. 16.8.2, б.  При абсолютном нуле туннельный ток 
будет отсутствовать до тех пор, пока напряжение не достигнет 
примерно величины 1UEg . Тогда заполненные состояния на одной 
стороне контакта будут находиться против незаполненных состо
яний на другой его стороне и ток с возрастанием напряжения 
будет быстро расти. При температурах, отличных от 0 °К, неко
торые возбужденные электроны оказались бы выше энергетической 
щели и при разности потенциалов, меньшей чем 1/2Eg , наблю
дался бы туннельный ток, что и показано на диаграмме. Однако 
экстраполированное значение напряжения Vs равно хЦ1е .

Как видно из рис. 16.8.2, а , случай, когда контактный слой 
находится между двумя различными сверхпроводниками, несколько 
отличается от предыдущего. Некоторые электроны возбуждаются, 
проходя энергетическую щель с одной стороны контактного слоя, 
и поэтому ток будет медленно возрастать с ростом напряжения,

0,59
ЦТс
ISn)
0,53

2,30 2,31 2J2 Igfl(Hg)
0,63
Ψο
.Hg)

0,57

0,5В
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при этом максимум тока будет достигнут при напряжении Egl  —
— Eg2, поскольку частично заполненные состояния будут нахо
диться друг против друга. При дальнейшем увеличении напряже
ния ток будет уменьшаться до тех пор, пока напряжение не ста
нет равным х/г {Egi +  Eg2) . когда заполненные состояния с одной 
стороны контактного слоя будут появляться против незаполнен
ных состояний с другой его стороны. С этого момента ток быстро 
растет с напряжением.

Мы видим, что можно определить величину напряжений Vx 
и ]/2 и соответственно значения V2 (Egi — Eg2) и 1lz{Eg lJr Egz).

а) 6)
Рис. 16.8.2. Энергетические диаграммы для туннельных контактов.

о) М еж ду д в у м я  разли чны м и св ер хп р о во дн и к ам и ; б) м е ж д у  св ер хп р о во дн и к о м  и н о р м аль 
ным м еталло м . По вер ти к а ли  отлож ены  значени я энергии, по го р и зо н та ли  — плотности  

состояний. З аш тр и хован н ы е п лощ ади  п р едстав ляю т собой зап олн енн ы е состояни я.

Таким образом, для сверхпроводников свинца и алюминия при 0°К 
значения ширины энергетической щ;ли соответственно равны 
27· 10 4 и 3,4· 10 '4 эв.

Согласно теории БКШ при 0°К  ширина энергетической щели 
равна 2>,b2kTc . Принимая во внимание, что величины энергети
ческих щелей при 0,5 и 0 °К отличаются незначительно, мы полу
чаем, что Тс свинца и алюминия соответственно лежат около 
8,9 и 1,1 °К. Один из сверхпроводников (алюминий) при 1,1 °К 
переходит в нормальное состояние, так что при этой температуре 
будут исчезать максимумы и минимумы, показанные на рис. 16.8.1, а.

16.9. Наблюдаемые свойства можно объяснить, если предполо
жить, что кольцо может содержать целое (или нулевое) число 
квантов магнитного потока, каждый из которых равен (р0 = /гс/2е̂ =;

2 · 10~7 г с ■ см2. Поскольку внешнее поле возрастает от нуля, то 
циркулирующий ток будет течь таким образом, чтобы препятство
вать вхождению тока в кольцо. Однако такой квант фактически 
будет находиться внутри кольца, если поле станет равным поло
вине того поля, которое было бы в кольце, если бы оно содер
жало один квант потока.

Циркулирующий ток будет течь в противоположном направ
лении. Мы видим, что циркулирующий ток будет равен нулю
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только в том случае, когда внешнее поле равно полю, которое 
соответствует целому числу квантов в кольце. Если внешнее поле 
равно нулю, ток будет поровну распределяться между двумя 
полуокружностями кольца, причем через один контакт будет 
проходить критический джозефсоновский ток. Если, однако, име
ется циркулирующий ток, тогда ток в одной половине кольца 
возрастает по отношению к току в другой половине. Это озна
чает, что величина критического тока возрастает в случае, когда 
направления критического и циркулирующего токов совпадают, 
и уменьшается в случае, когда их направления являются проти
воположными.

Предположим, что площадь кольца равна S , тогда поле, соот
ветствующее одному кванту магнитного потока в кольце, равно 
(2-10_7)/5э. Таким образом, мы вправе ожидать, что поскольку 
магнитное поле изменяется с периодом (2 -.10_7)/S э,  то критичес
кий ток, протекающий через двойной контакт, будет модулиро
ванным.

Следует отметить, что так как квант магнитного потока очень 
мал, то можно обнаружить очень небольшие изменения магнит
ного поля. Для того чтобы использовать двойной контакт для 
измерения малых изменений напряжения, воспользуемся источни
ком э. д. с. с сопротивлением и направим суммарный ток через 
катуш ку, включенную последовательно с сопротивлением. Маг
нитное поле, создаваемое катушкой, прикладывается к двойному 
контакту, и в двух сверхпроводниках при использовании быстро 
меняющегося колеблющегося тока наблюдается с помощью зондов 
напряжений модуляция критического тока. При использовании 
этого метода оказывается возможным определять изменения вели
чины 1С порядка 1%.

Предположим, что к сопротивлению R приложено напряжение 
и что индукция L настолько плотно соединена с двойным контак
том, что паразитной индуктивностью можно пренебречь. Измене
ние тока, которое создается в кольце в добавление к магнитному 
потоку квантов, приближенно равно ψο/L, изменение напряжения 
равно Rq>0/L. Мы видим, что указанным способом можно обнару
жить изменение напряжения порядка 10_2/?(p0/L. Однако отноше
ние L/R дает период первичного тока, который не превышает 1 сек.  
Отсюда находим, что минимальная определяемая величина э. д. с. 
составляет около 2· 10~17 в.

Кларк [95] сумел столь остроумным способом изготовить двой
ной контакт, что достиг точности в измерении напряжения 
порядка 1(Н4 в при постоянной времени, равной 1 сек.  Он указал 
на то, что практически достигнутая им точность может быть 
улучшена лишь незначительно.

16.10. Сначала можно найти распределение поля внутри тон
кой сверхпроводящей пластины, помещенной в магнитное поле Не . 
Положим, что толщина пластины равна 2а. Тогда распределение 
поля должно подчиняться уравнению d2H/d.x2 = H/k‘i , где λ —
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глубина проникновения, х — расстояние от центра пластины. Кроме 
того, при х — ± а  должно быть Я  = Я е.

Решение уравнения Лондонов имеет вид

Я  = А ехр y j  -f В  ехр у .

Подставляя граничные условия, находим

Далее нужно определить критическое поле тонкой пластины, 
выразив его через полутолщину а  и критическое поле Нс для 
массивного образца. Для объемного образца, в котором мы пред
полагали полное вытеснение потока, энергия (на единицу объема), 
связанная с намагниченностью сверхпроводника, составляет Щ/8л. 
При Не = Нс эта энергия равна разности между свободными энер
гиями нормального и сверхпроводящего состояний в нулевом поле. 
Однако если имеется такое проникновение потока, что значение 
внутреннего поля в любой точке равно Я , то энергия (на еди
ницу объема), связанная с вытеснением потока, уменьшается в 
этой точке до Не (Не — Я)/8л.

Таким образом, среднее значение энергии, связанной с вытес
нением потока, равно

Н е (Не — Н) ^  
8πα

Обозначив толщину критического поля тонкой пластины через Hf , 
можем записать

О

Используя выражение (16.10.1) для распределения поля, получаем

т И1-ад) “»=«■··
о

( Ι 6 ' 1 0 · 2 )

Если α^> λ, то th (aA )-> -l, и мы имеем

f f f * * H c ( l + £ ) .  (16.10.3)

Аналогичным путем для случая, когда α < λ ,  находим, что

Hf ^ V 3 j H c. (16.10.4)
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По условию задачи величина критического поля Нс для мас
сивного образца равна 500 э, тогда поле Hf равно 550 э  для 
α =  2 ,5·10-5 см. Формула (16.10.3) справедлива в том случае, 
когда λ = 5· 10~6 см. Подставляя это значение в (16.10.4), а также 
полагая α = 5·10~7 см, получаем, что величина Hf  должна быть 
равной 10У"3 Нс, что составляет около 8700 э.

16.11. в  соответствии с нелокальной теорией Пиппарда в чистом 
сверхпроводнике электроны следует рассматривать как когерент
ные на расстоянии, называемом «длиной когерентности», которая 
может значительно превышать глубину проникновения. Пред
ставление о длине когерентности необходимо, например, для 
объяснения резкости наблюдаемых переходов из сверхпроводя
щего состояния в нормальное.

Нелокальная теория Пиппарда необходима для объяснения 
того экспериментального факта, что при  введении примесей 
в чистый сверхпроводящий элемент увеличивается глубина про
никновения, поскольку в теории Лондонов глубина проникнове
ния зависит только от плотности электронных состояний и эффек
тивной массы. Следует отметить, что в случае образования слабо
легированного сплава последние две величины не должны значи
тельно изменяться.

Согласно нелокальной теории Пиппарда плотность тока j  и 
векторный потенциал А связаны следующим соотношением:

J (г) =  _  f r . f i -  С r J r  - A) exp ( - Г® dr 
J  '  '  4 J t § 0 m c  j

которое аналогично уравнению, описывающему аномальный спин- 
эффект в обычных металлах. Здесь ξ — область когерентности, 
которая зависит от / — длины среднего свободного пробега элек
тронов в нормальном состоянии и при I — со имеет величину ξ = ξο· 
Приведенное соотношение дает следующее значение глубины про
никновения λ, определяемое для бесконечно тонкого образца:

СО

λ =  \ ^ ~ d x ;
о е

здесь Не — внешнее поле, Я* —поле на глубине х.
Для двух предельных случаев имеем (здесь Xl — глубина лон- 

доновского проникновения)

λ = для 1 * 0 ,  (16.11.1)

λ = ( ^ ξ ο λΐ ) 1/3 для ξ > λ .  (16.11.2)

Следует отметить, что соотношение (16.11.2), которое должно 
выполняться для большинства чистых сверхпроводников, пра
вильно указывает на то, что глубина проникновения должна
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быть значительно больше величины XL, даваемой лондоновской 
теорией.

Чтобы использовать соотношения (16.11.1) и (16.11.2) для 
решения задачи, мы должны быть в состоянии определить значе
ние предельной длины когерентности |о и охарактеризовать изме
нение £ в зависимости от I. Когда средний свободный пробег 
очень велик, длину когерентности можно оценить, пользуясь 
соотношением неопределенности. Величина ξ определяет неопре
деленность нахождения сверхпроводящих электронов, связанную 
с величиной импульса р  в интервале Ар соотношением ξ^ /ί/Αρ. 
Кроме того, Δp r ^ k T c/vF (где Тс — критическая температура и 
υρ — скорость Ферми), поскольку логично считать, что сверхпро
водящие электроны лежат в области энергий порядка kTc , вблизи 
поверхности Ферми. Отсюда

ξ„ = b v F/kTc .

Теория БКШ дает более точное соотношение

ξο = 0 , 1 8 ^ .  (16.11.3)

Когда средняя длина свободного пробега электрона мала, 
следует ожидать, что она приближенно равна размерам области 
когерентности. Это условие будет удовлетворяться (если при 
этом еще ξ->-ξο ПРИ /-+-CG), когда

J  = t  +  oU' (16Л1-4>
где ос — постоянная, близкая к единице.

Рассчитаем сначала глубину лондоновского проникновения XL. 
Как и в (16.2.3), она равна

где «  — концентрация электронов (n = N0D/M, D — плотность).
Используя величины, данные в условии задачи, находим, что
«  = 3,70· Ю32 см г3 и λχ, =  3,81 · 10~8 см. Средняя длина свободного 
пробега / может быть найдена из значения электропроводности σ:

arn*Vp
/ = - ^ ·  (16.11.6)

Скорость Ферми задается соотношением

vF = ± ( W n ) W .  (16.11.7)

Для олова (и его малолегированных сплавов) υρ =  6,26 · 107 см ■ с.ек~ *. 
Согласно наблюдениям для относительно чистого олова I порядка 
10 '2 см, и ясно, что область когерентности будет иметь значение |о· 
Подставляя в (16.11.3) значения величин, находим

ξ0 = 2,32· 10-5 см.
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Очевидно, что ξ0 —величина, на порядок большая λ*., и можно 
ожидать, что она существенно больше фактической глубины про
никновения λ. Таким образом, для случая чистого олова исполь
зование соотношения (16.11.2) дает

λ = 4,53 · 10~6 см.

Возвращаясь к сплаву индий —олово, из выражения (16.11.6) 
находим, что средняя длина свободного пробега / равна 2,85 · 10’ ° см. 
Поскольку величина / много меньше ξ0, то ясно, что \ прибли
зительно равна I, хотя до тех пор, пока неизвестно подходящее 
значение а,  мы н е  можем использовать формулу (16.11.4).

Если положить параметр а  равным единице, το ξ  = 2,5· 10~в сж. 
Выбирая это значение как наилучшую оценку ξ, которая может 
быть получена из имеющихся данных, находим ξ0/ξ = 9,3 и 
]/ ξ0/ξ ^  3,0. Оказывается, что для сплава | существенно меньше, 
чем λ,  так что из формулы (16.11.1) получаем значение

1,1 10 5 см.
Формула (16.11.1) действительно дает более точное описание 
поведения реальных сверхпроводников, если λί, в правой части 
формулы заменить истинной глубиной проникновения в чистом 
материале, поскольку длина свободного пробега станет при 
этом меньше. Если, например, учесть, что для чистого олова 
λ?=»4,5·10~β см,  то для сплава получим λ 1,4 ■ 10~5 см.

16.12. Если пренебречь эффектом размагничивания и рассмат
ривать объемные энергии в сверхпроводящей и обычной фазах, 
то можно ожидать, что в поле Нс сверхпроводящая фаза стано
вится нестабильной, что имеет место в том случае, когда энергия, 
связанная с вытесненным потоком, достигает значения Щ/8л на 
единицу объема. Мы должны, однако, рассмотреть также энергию 
на внешней поверхности между сверхпроводящей и нормальной 
фазами.

Предположим, что поверхностная энергия равна нулю или 
отрицательна. В этом случае возможно достичь наинизшей энер
гии, допуская переход сверхпроводника в смешанное состояние, 
содержащее тонкие сверхпроводящие области (толщиной порядка 
глубины проникновения или меньше), из которых полностью 
вытеснен магнитный поток и которые разделены нормальными 
областями. Если сверхпроводящая фаза является стабильной 
для всего материала, поверхностная энергия должна быть поло
жительной.

Мы можем извлечь некоторую информацию относительно 
поверхностной энергии из рассмотрения схематических графиков 
магнитного поля и параметра порядка κ Ландау—Гинзбурга, 
показанных на рис. 16.12.1. При построении этой диаграммы 
предполагалось, что длина когерентности больше, чем глубина про
никновения λ, хотя такая ситуация наблюдается далеко не всегда.
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Если магнитное поле равно нулю, то энергия сверхпроводя
щей фазы на границе будет увеличиваться до значения [Gn (0) — 
— (0)] ξ (на единицу поверхности), т. е. до %Щ/8л (на единицу
поверхности). Во внешнем поле Не энергия массивного сверхпро
водника возрастает до Щ/8л (на единицу объема), но на расстоя

нии от границы, большем чем λ, 
вытеснение потока не очевидно. 
Следовательно, энергия сверхпро
водящей фазы в магнитном поле 
Не возрастает вследствие гранич
ных эффектов на величину (Е,Щ —
— λΗ' )̂/8π (на единицу поверхно
сти). Мы можем рассматривать эту 
величину как энергию поверхности 
между сверхпроводящей и нор
мальной фазами. Условие того, что 
поверхностная энергия будет поло
жительной, когда Не достигает 
значения НС1 есть ξ > λ ,  хотя это 
условие нужно считать неким при
ближением, поскольку мы исполь
зовали сверхупрощенную модель.

Мы видим, что условие λ/ξ <  
<  1 приближенно эквивалентно 

условию κ< 1/ ]/ 2 . Тесная связь между λ/ξ и κ, таким образом, 
не выглядит нелогичной. Если в критическом поле Нс поверхно
стная энергия сверхпроводника отрицательна, то сверхпроводник, 
как уже указывалось, имеет структуру смешанного состояния. 
Очевидно, что полная энергия будет меньше, чем НЦ8π, и даже 
в том случае, когда внешнее поле превышает Нс, будут сущест
вовать сверхпроводящие области.

Для данного случая сверхпроводимость 2-го рода наблюдается 
впервые при λ=10~ 5 см. При этом значении глубины проникно
вения поверхностная энергия становится отрицательной при кри
тическом поле Я с=165 э. Таким образом,

\ г 2е*  ■ 1 6 5  · Ю - ί ο

Расстояние

Рис. 16.12.1. Схематическое изобра
жение зависимости магнитного поля 
Н и параметра порядка κ от поло
жения вблизи границы сверхпро

водника.

_1_
V2 1,054· 10-27

где е* выражено в системе СГСМ. Следовательно, е* = 3 ,2 -10-2 
ед. СГСМ.

Когда Ландау и Гинзбург впервые сформулировали свою тео
рию, они констатировали, что нет причин предполагать е* отличаю
щимся от заряда электрона, т. е. от значения 1,6 ΙΟ-20. Однако 
из этого примера видно, что е*  приблизительно в два раза больше 
заряда электрона. Это согласуется с тем фактом, что, согласно 
теории БКШ, сверхпроводящие электроны существуют в виде 
связанных пар.
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Если глубина проникновения удваивается, κ возрастает от 
1/V2 до 2 У 2. Согласно теории Ландау — Гинзбурга сверхпро
водник будет находиться в смешанном состоянии вплоть до 
значения поля Я с2> задаваемого соотношением

Нсг 1/2 κ.

Таким образом, массивный образец полностью приобретает нор
мальную проводимость в поле 660 э. Однако если магнитное 
поле имеет компоненту, перпендикулярную к поверхности, то 
тонкий слой сверхпроводящей фазы существует вплоть до значе
ния поля Я с3, максимальная величина которого (для поля, пер
пендикулярного к поверхности) равна 1,69Яс2 [96]. Таким обра
зом, можно ожидать, что сверхпроводимость исчезнет при зна
чении поля, равном 1120 э.

16.13. Чтобы решить эту задачу, следует расширить представ
ления, использовавшиеся при решении задачи 16.12. Для сме
шанного состояния Гудман [97] использовал простую модель 
цепочки сверхпроводящих и нормальных слоев. Предположим, 
что сверхпроводящие слои имеют толщину 2а, а нормальные слои — 
толщину 2Ь. Для случая тонкого сверхпроводящего слоя распре
деление поля и энергия обсуждались при решении задачи 16.10. 
Мы видим, что в поле Я  энергия, связанная с вытеснением потока, 
на единицу площади равна

а # 2 /  j λ  th  а
4π \ α λ

Если во внимание принимается также область когерентности, то 
на единицу площади немагнитная энергия слоя в поле Я  равна

(2b +  2l )Gn (0) +  (2а — 2ξ) Gs (0),

где Gn (0) и Gs (0) — соответственно свободные энергии на единицу 
объема в нормальном и сверхпроводящем состоянии в нулевом

ТТ“
поле. Записывая G,. (0) = G„ (0 )— g ^ , гДе Я с — термодинамиче
ское критическое поле, мы получаем для полной свободной энер
гии на единицу объема

О (Я) = О. (0) + ^ - (V“) “  W l)l· -  (— 9  « І8π(α + δ) 8π(α + 6)

Вводя сокращенные обозначения H/Hc = h, а/(а-\-Ь) = х, a/X = y ,  
1/λ =  ζ, мы можем упростить это соотношение следующим образом:

С( Я)  =  С „ ( 0 ) + ^ [ / і2( і — ^ ) - 1 + | ] ·  (16.13.1)
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Для случая, когда свободная энергия смешанного состояния 
достигает максимума, dG/dy =  0; отсюда вытекает соотношение 
для толщины сверхпроводящих слоев

^ - = th//-i/sch2i/. (16.13.2)

Для сверхпроводящих слоев среднее поле равно (Ηλ/α) th (α/λ). 
Общее поле равно Я  [1 — х-\- (χλ/α) th (α/λ)]. В этом случае намаг
ниченность дается соотношением

4πΜ =  хЯ —  l j·  (16.13.3)

Если энергия имеет значение, меньшее G„(0), то ее минимальное 
значение соответствует случаю х = \ .  Таким образом, выражение 
для намагниченности имеет вид

Н / th у  \ twj
М = — ^ \ 1-  —  )> причем K y - y s c h * y  = \ m .

Разумеется, эти соотношения, описывающие смешанное состояние, 
выполняются только для случая Я с1==£Я < Я с2. Ниже поля Нл  
эффект Мейсснера является полным и М = — Я/4п. Выше Нс2 
образец целиком переходит в нормальное состояние (за исключе
нием случая поверхностной сверхпроводимости) и М =  0.

Значение Я с1 находится подстановкой G (Я) для смешанного 
состояния в уравнение

Gs (Я) = Gs ( 0 ) + ~

для образца в сверхпроводящем состоянии. Когда х = 1 ,  по
лучаем

I нл γ  _ζ_
\ Нс ) i h y  '

Для случая смешанного состояния вблизи Я с1 можно ожидать, 
что у  1, так что наименьшее значение критического поля 
задается выражением

Я С1 = ( ! ) ' /2Я С. (16.13.4)

Неудивительно, что это согласуется с рассмотрением, использо
ванным при решении задачи 16.12, так как в случае, когда 
сверхпроводящие слои толстые, характер изменения поля вблизи 
их границы несуществен.

Для того чтобы найти Я с2, примем значение G (Я ), выражаемое 
соотношением (16.13.1), равным G„(0), тогда

1 - 7  =  Аа( 1 — ^ ) ·  (16.13.5)
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?/=Arth (1/Л).

Отсюда уравнение, определяющее Нс2, имеет вид

χ  =  Ϊ  +  [ 4 4 7 ) Ί Α γ1η τ & ·  (16' | 3 '6>

Зависимость намагниченности от приложенного поля приве
дена на рис. 16.13.1. Она удивительно похожа на кривые, полу
ченные Экспериментально ДЛЯ _ЦггМ/Н 
хорошо отожженных сверх
проводников 2-го рода, за 
исключением того, что не 
наблюдается никакого скачка 
намагниченности, который в 
действительности имеет место 
при Нс2.

Д ля специального сплава 
Нс1 =  300 э  и Нс2 =  5400 э.
Очевидно, что ξ/λ<^1 и урав
нение (16.13.6) принимает 
вид

JJ _ 2λ гг
02 — 3ξ c '

Далее
Щ =  *иН*л Нл  и Нс =  900 з.

16.14. Хотя слоистая модель для сверхпроводников 2-го рода,, 
использованная в задаче 16.13, приводит к кривой намагни
ченности весьма совершенной формы, можно показать, что наи
меньшее значение энергии достигается в том случае, когда обла
сти нормальной фазы являются более или менее цилиндрическими 
с осями, ориентированными в направлении магнитного поля.

Через каждую область проходит квант потока (его называют 
вихрем потока, поскольку он окружает сверхпроводящее кольцо). 
Квант потока ср0 равен величине hc/2e, которая равна 2,07 · 10~7 г с - с м 2. 
Далее, поскольку В  = Η +  4πΜ , то для сплава, данного в усло
вии задачи, 4πΜ равно 200 г с  в случае, когда Я  = 500э. Отсюда 
В — 300 г с  и плотность нитей потока β/φ0 = 1,45 · 10° см 2.

Согласно теории Матрикона наиболее устойчивая конфигура
ция нитей является треугольной и, конечно, следует ожидать, 
что она будет периодической. Элементарная ячейка решетки 
нитей является правильным шестиугольником с площадью )/Ί3ω2/2, 
где а  —расстояние между центрами вихрей. Плотность нитей 
равна 2 / У З а2 и требуемое значение периода а равно 2,8· Ю-5 см.

16.15. Д ля сверхпроводника 1-го рода значение критиче
ского поля достигается в том случае, когда разность свободных

Комбинируя (16.13.2) и (16.13.5), находим, что при Й й

421

"с

Рис. 16.13.1. График изменения намагни
ченности в зависимости от приложенного 

поля для сверхпроводника 2-го рода.



энергий Gs и Gn, соответствующих сверхпроводящему и нор
мальному состояниям, равна — НЦ8л на единицу объема. Для 
сверхпроводника 2-го рода энергия, связанная с вытесне
нием потока в поле Я , много меньше, чем величина Я 2/8я, так 
что для данной разности энергий (Gs — Gn) критическое поле Нс2 
может быть намного больше, чем термодинамическое критическое 
поле Нс .

Предположим, что имеет место предельный случай, когда 
вытеснение потока равно нулю, так что верхнее критическое 
поле достигает своего наибольшего значения. В этом случае, как 
было впервые указано Клогтоном [98], должна быть учтена отри
цательная энергия, связанная с парамагнетизмом электронов 
в нормальном состоянии.

При абсолютном нуле восприимчивость электронов в любой 
сверхпроводящей области равна нулю, но в нормальном состоя
нии энергия на единицу объема в поле Я  равна — 1І2У.рНі из-за 
наличия парамагнитной восприимчивости Паули χρ. Далее, 
в отсутствие вытеснения потока из сверхпроводника условие того, 
что материал полностью переходит в нормальное состояние, 
имеет вид

Gs - G n = - 1/t%pHli . (16.15.1)

Если g-фактор положить равным 2, то 1Р = 2п  (0) μ^, где п (0) — плот
ность состояний при 0 °К и μβ —магнетон Бора. Из теории БКШ 
имеем

Gn - G s = 1Un (O)fHO), (16.15.2)

где Sg (0) — ширина энергетической щели при 0 °К. Кроме того,
2&g  (0) = 3,5kTc . (16.15.3)

Таким образом, комбинируя (16.15.1), (16.15.2) и (16.15.3), полу
чаем в качестве верхнего предела

и  __ 3 , 5 kTс
I X  — · ■ т т г  ф

2 V 2 μΒ
Подставляя значения k и μβ, получаем 

Я са = 1,84· 104ГС з,

где Тс — критическая температура, измеренная в °К.
Если затем предположить, что Тс не превышает 20 ЭК, то 

получаем, что предельное значение верхнего критического поля 
приблизительно равно 370 кэ.

16.16. Сначала дадим качественное описание ожидаемого 
явления. Сверхпроводник стремится вести себя, как диамагнетик, 
и ток будет циркулировать по стенке трубки таким образом, 
чтобы создавалось магнитное поле, противоположное приложен
ному полю. Сначала этот ток будет течь только во внешних слоях, 
но он не должен превышать критическое значение плотности для
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соответствующего поля. Таким образом, поскольку возрастает 
внешнее поле, магнитный поток входит в стенки, и токонесущие 
области будут расширяться до тех пор, пока они не распростра
нятся до внутренних слоев. В конечном счете вся стенка будет 
содержать критические токи, и дальнейшее увеличение внешнего 
поля будет вызывать проникновение поля внутрь трубки. В соот
ветствии с этим внутреннее поле будет увеличиваться с увеличе
нием внешнего поля.

Если затем внешнее поле уменьшается, токи будут течь в про
тивоположном направлении, чтобы противодействовать всякому 
изменению внутреннего потока. Когда внешнее поле уменьшается 
до определенной величины, по всей стенке будет течь ток про
тивоположного направления, и даль
нейшее уменьшение внешнего поля 
будет приводить к некоторому умень
шению внутреннего поля. Однако 
внутри трубки всегда остается некое 
поле, даже в том случае, когда 
внешнее поле уменьшается до нуля.

Существуют четыре различные об
ласти изменения полей (рис. 16.16.1):

a) Не увеличивается, остается 
нулевым;

b) Не увеличивается, Ht увеличи
вается, He > H i ,

c ) Не уменьшается, Я,· постоянно;
d ) Не уменьшается, #,· умень

шается,
Для областей b u d ,  для ко

торых вся трубка переносит ток 
в каком-то одном направлении, мы можем записать изменение
поля АН (в эрстедах), когда радиус г  изменяется на Δг :

АН =  ±  n j c Аг

(ток j c измерен в амперах, г —в сантиметрах). Подставляя j c =  
= α/(β +  # ), получим

1 0 (р + Я )А Я
4πα

Интегрируя по всей толщине стенки, имеем
И е

■ ^ 5  ® +  H )dH  = ±  § dr  =  ± w .
и і

Отсюда уравнение, описывающее изменение Ht в зависимости от 
Не в областях b u d ,  имеет вид

β (Не -  Ні) + 1  (HI -  Hi) = ±±naw. (16.16.1)

Рис. 16.16.1. Изменение внут
реннего поля трубки из сверх
проводника 2-го рода в зави

симости от внешнего поля.
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Из уравнения (16.16.1) можно определить границы между отдель
ными областями. Таким образом, если положить Я* =  0, то для 
He > H i

Щ +  2$Не — ^  лаш = 0.

Это указывает на то, что граница области а  задается соотноше
нием (Не в эрстедах)

H ^ - P  +  y V  +  ^ n o a , .  (16.16.2)

Поскольку Я е > Я ,·, то, используя положительное значение пра
вой части уравнения (16.16.1) и подставляя в него Я е = Я г;, 
находим значение Ht на границе области Ь. Предел области с  
соответствует тому же значению Я,·, но с отрицательным знаком 
правой части уравнения (16.16.1), поскольку теперь Не <  Я ;. 
Отрицательный знак опять используется для нахождения Я,·, 
когда Не обращается в нуль; для этого случая (Я ; в эрстедах)

Я ; = — β +  ~уГ β2 +  -JQ- лаш .

Когда внешнее поле обращается з нуль, внутреннёе поле совпа
дает с внешним полем, которое сначала вызывает поток, прони
кающий внутрь трубки (при условии существования всех обла
стей).

Максимальное значение поля, которое может быть полностью 
экранировано изнутри, задается соотношением (16.16.2). Подстав
ляя данные в условии задачи значения α , β и да, находим, что 
внешнее поле будет равным 106 кэ.  Следует отметить, что выбранные 
параметры а  и β реальны, но эффективное экранирование потока на 
практике может быть достигнуто только в том случае, когда внешнее 
поле изменяется очень медленно, так что все тепло, возникающее за 
счет изменения потока, может диссипироваться прежде, чем возникнет 
катастрофически большой скачок потока (иногда, однако, экра
нирование потока делает невозможным медленное изменение поля). 
Чтобы удержать з трубке поле, равное 106 кэ, необходимо пройти 
все четыре области, упомянутые выше.

Наименьшее значение необходимого внешнего поля соответ
ствует нулевой ширине области d. Поле Не , необходимое для 
этого случая, равно по величине полю, которое создает внутрен
нее поле Η·,, равное 106 кэ  в области Ь, Следовательно, имеем 
6 · 103 (Не -  106 · 10s) +  Va (HI -  105а ■ 10е) = 6,28 · ! О9, откуда сле
дует, что величина внешнего поля равна 152 кэ.

16.17. Задача может быть решена, если использовать теорию 
вязкого течения потока, успешно примененную Андерсоном [99] 
и Кимом и др. [100]. Предполагается, что нити потока, предска
занные Абрикосовым, закрепляются на дефектах в виде пучков и
4 2 4



связаны с этими дефектами энергетическими барьерами, средняя 
высота которых F0. Энергия, связанная с образованием нормаль
ной области в объеме порядка d3, занятом дефектами, прибли
женно равна Hid3/8л, при этом І/d3 — плотность дефектов, и 
можно ожидать, что F0 — величина того же порядка. Можно поло
жить F0 = pH'cd3/8n, где р  — относительная концентрация центров 
закрепления.

Когда в сверхпроводнике перпендикулярно к направлению Я  
течет ток плотности /, на нити потока будет действовать сила 
Лоренца, равная jH на единицу объема. Далее сила, действующая 
на пучок нитей потока на дефектах, будет равна jHd3. Действуя 
на расстоянии порядка d, она будет понижать высоту барьера 
на величину /Я^4 до значения F0 — jH d4. Мы ожидаем затем, 
что пучок нитей потока будет перескакивать с одного центра 
закрепления к другому с частотой А ехр [— (Fe — jHd^/kT], 
где А — частотный фактор. Таким образом, при температурах 
выше абсолютного нуля будет иметь место смещение потока. Для 
того чтобы можно было пренебречь вязким течением потока, 
экспериментально наблюдаемые плотности критического тока 
должны быть равны величине такого тока, при котором сила 
Лоренца значительно меньше величины F0/di . Предположим, что 
для этого случая

где величина С должна быть более или менее независимой от 
температуры. Мы видим далее, что при данной температуре 
/, — Я 1. Мы можем отождествить а  с силой Лоренца j cH, так 
что уравнение (16.17.1) может быть записано в виде

Таким образом, теория вязкого течения потока согласуется 
с двумя экспериментально наблюдаемыми фактами, упомянутыми 
в формулировке задачи.

Далее мы хотим найти выражение для скорости утечки потока 
в тонкостенную трубку. Предполагается, что все пучки нитей 
потока проходят путь d  за время, равное 1/Лехр[— (F0 — jHd^/kT]. 
Таким образом, за это время поток с площадью 2nad  ( ω —радиус 
трубки) пересекает площадь πα2 внутри трубки. Скорость возра
стания внутреннего поля задается соотношением

(16.17.1)

(16.17.2)

где Не я&Ні. Далее
He - H i  = - ^ n j w  э,
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если і  выражено в амперах и w  — в см. Отсюда

*L= Х0И‘Л Acini' F*-Wed*\
d t  4ліі) d t  2 m w  " \ kT j"

Если предположить, что при t  =  О экспонента очень велика, 
то интегрирование предыдущего выражения дает следующий 
результат:

kT
/ =  const - I n/,

так что
d  / тт тг  \  d j  / 1 \  , /1/21*7 о\

~dt (Не ~ =  иГ W  =  Щ З 4" \Т) э !с е к > (16·17·3)

т. е. мы получили требуемое соотношение.

Таблица некоторых физических постоянных 
и переводных коэффициентов

Число Авогадро Мл  =  6,023- 1026 кмоль~х
Магнетон Бора β, μ Β =  9,273 · 10-24 д ж  · тл~х
Ядерный магнетон β„, μ„ =  5,051 · 10-27 д ж -т л ~ у
Постоянная Больцмана k =  1,381 · 10“23 д ж  ■ град~1
Молярная газовая постоянная R =  8,31 д ж  ■ моль~1 ■ град~1 
Постоянная Планка Л =  6,626 · 10~34 дж  ■ сек
Постоянная Планка/2зх ft=  1,054· 10~34 д ж - с е к
Заряд электрона е =  1,602· 10~19 к
Масса электрона m =0,911 · 10~2' г
Скорость света в вакууме c =  2,998· 10s м -сек~ 1
Магнитная проницаемость

вакуума μ0 =  4я · 10~? гн  ■ мГх

1 д ж  =  107 эр г  
1 кал — 4,184 дж  
1 в =  1,602· 10 19 д ж  
1 к =  2,998- Ю9 ед. СГСЭ (заряд)
1 тл  =  104 г с  (магнитная индукция)
1 а/м =  4л- 10~3 э  (напряженность магнитного поля)
1 а/м =  10~з ед. СГСМ (намагниченность)
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