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П ередм ова

Вища математика як навчальна дисципліна є однією  з основ­
них при підготовці висококваліф ікованих кадрів у  вищих техн іч ­
них та інш их навчальних закладах.

Диф еренціальне числення є основним розділом  курсу вищ ої 
математики в ц ілом у. П одібно до того як без знання арифметики 
не можна обійтися при розв ’ язанні задач з алгебри, геом етрії 
так і без засвоєння основних полож ень, на яких базується дифе­
ренціальне числення, не можна на належ ном у якісному рівні 
застосовувати теорію  та методи вищ ої математики.

Ц ей  посібник п ідготовлено з метою  надання допомоги сту­
дентам вузів зробити перші кроки в оволодінні практичними на­
вичками використання м етодів  вищ ої м атем атики  при роз- 
в язанні ряду задач з р ізних галузей  знань (при вивченні ф ізики 
електротехн іки тощ о). ’

М атер іал посібника поділено на дві глави: 1) вступ до мате­
матичного аналізу ; 2)диф еренц іальне числення ф ункції однієї 
змінної. Кож на глава складається з параграфів, які м істять ко­
роткі теоретичні відомості, а також приклади розв ’ язання типо­
вих зада ч . Д л я  с а м о с т ій н о ї р оботи  н ав од и ться  к о м п лек с  
характерних вправ, які мають відповіді. Н априкінці кож ної гла ­
ви запропоновано добірки типових завдань (розрахункові робо­
ти ) для  закріплення викладеного матеріалу.



Глава І. ВСТУП Д О  МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ

Ц я глава м істить теми, які відносяться до основних при вив­
ченні полож ень математичного аналізу. Ц е  границя числової 
послідовності, границя та неперервність ф ункції.

§ 1. ГРАНИЦЯ ЧИСЛОВОЇ ПОСЛІДОВНОСТІ

Границя чи слов о ї посл ідовності. Г ра н и ц ею  числово ї  по ­
сл ідовності  {х,,} є число а, тобто lim х„ =  а, якщо для кожного як

завгодно м алого додатного числа е існує таке натуральне число 
N , яке залеж ить від є, що для всіх п > N  виконується нерівність

І Хп — а І <  є. ( 1- 1)

З геометричної точки зору це означає, що в дов ільному е- 
ок ол і точки а м іститься нескінченна к ільк ість елементів  по­
слідовності {.v,,}, а поза цього околу  або немає жодного елемента,

або лиш е скінченна к ількість.
П ослідовність, для  якої існує границя, називають зб іжною,  в 

протилеж ном у випадку —  розб іжною.
В ластивості зб іж них послідовностей :

1) збіжна послідовність має лиш е одну границю;
2) якщо існує І і т  х„, тоді для довільного дійсного числа а  існує

/І-*»
lim (ах„)  =  a lim  х„;
П-*х II-*»
3) якщо існую ть lim х„ та lim у„, тоді існує:

JJ—*00 И-*00

а )1і т  (*,, +  Уп) =  І і т  х„ +  І і т  у„\
II-»» в-»»

б )1і т  (х„ ■ уп)  =  І і т  х п • 1і т у „ ;
со п-* 00 «■♦оо

в) якщо у,і ^  0 та lim  у„ ^  0 , тоді існує:
11-*О0

lim х„
Хп П-*00

h m  —  =  -р---------;
Ум lim Уп



4) якщо lim х п -  о, та для всіх п, починаючи з деякого, вико­

нується нерівність х„ >  b (хп S  Ь), тоді а 2  Ь (а  <  Ь);
5) якщо lim х„ =  a, lim у„ =  а, та, починаючи з деякого п, викону­

ються нерівності <  z„ <  тоді lim z„ =  а (теорема про три 

послідовності).

Границі деяких важ ливих послідовностей . Пригадаємо гра- 
ниці таких числових послідовностей:

/ J V п

а) ї.™ I і +  n j  =  * ’ е ~  2 .718281828  . . . ;  ( 1 . 2 )

/ Іс\*

ІІ.ІИ ( 1 + й )  =  * G N > к -  2; ( 1 .3 )

/ j  X Рп

lim [ і  + - І  =  ( 1. 4)
II-* od І Рп І

де {рп} послідовність натуральних чисел, lim р„ =  +  оо;

б ) lim ”Va =  1, а >  1;
II-* 00

в) lim яуГК =  1;
Л-* оо

г) lim q” — . 0 ПРИ < ! :
оо при \q \ > 1.

Тепер  перейдемо до розв ’язання деяких прикладів з розгля­
нутої теми.

П р и к ла д  1. К ористую чись означенням  границі послідов­
ності, доведемо, що

п +  2 
l im -------- =  і.
Н-*оо ^

Задамо дов ільне м але число є >  0. Д ля  того щоб довести, що 
г ”  +  2 , ,
Л™ п ’ т Ре° а вказати номер N  такий, щ о для  всіх п >  N  

виконується нерівність І хп — 1 І =
п +  2

<  є, тобто

2
п- < е • (1 .5 )

Розв язую чи дану нерівність відносно п,  отримаємо



п > ~ .
є
2

маємо п >

( 1 . 6)

. Т од і для  п >  N ,  

+ ’ 1 >  —, тобто виконується нерівність ( 1.6) ,  а де

За N  в ізьмемо ц іл у  частину -  j N  -

означає, щ о для  будь-якою  п >  N  має м ісце нерівність (1 .5 ).

Таким  чином , для  дов ільного п >  N  —  1 <  е. З цього

в и п ли в а є  зг ід н о  з о зн а ч ен н я м  гр ан и ц і п о сл ід ов н ост і, щ о

г  ”  +  2 -  і l i m -------- =  1...... п
_  2и3 _  т

П р и к лад  2. Доведемо, щ о lim  — — -  -  і -
Л-* оо П L

Д ля  цього, як і в прикладі 1, розглянемо м одуль різниці

\хп - 2  1 =
2 п1

п3 - 2 п3 -  2
, п >  1.

В ізьмемо дов ільне число є >  0. Нерівність Іх„ 21 <  Є буде
А 3«/ А

виконуватись, якщ о - j —  <  е, тобто при п >  ]  ~  +  2 , тоді
___ ______ ft £

N  _  1  +  2 J . Звідси випливає, щ о для  всіх п >  N  мають

4
м ісце нерівності:

І Хп -  2 1 = <  є.

2 п3

nz -  2

п3 — 2 ~  N 3 — 2 

Ц е  означає, щ о 2 є границею  послідовності 

П ри клад  3. Доведемо, що границя послідовності х п =  — 3 +  

+  ^  =  1 ,2 ,3 . . . )  дорівнює ( -  3 ). Знайдемо номер, почи­

наючи з якого виконується нерівність Іхп — ( — 3) 1 < 0 ,0 1 .5

Дана послідовність набуває значення - 4 , - 2 ^ , - 3 g , - 2 - j g , . . . . 

Н е х а й  дано дов ільне число є >  0. Т од і

1
\х„ -  ( -  3 ) І = - з  +  ( -  Р ' - ( - з ,

— ( - 1)" 
„2

п 2 п

6



Д ал і <  є, коли  я >  ^ .  За N  беремо ц ілу  частину
/ Г і ~І \

Те N  =
7 7 J . Отж е, для  всіх п >  N  виконується нерівність 

І* »  -  ( -  3 ) І <  є , щ о означає, щ о lim х„ =  -  3.
П-+ос

П ри є =  0,01 =  ^ _ L _  =  10, том у N -  10. Таким  чином,

Too
при п >  10 \х„ -  ( -  3)  І <  0 ,01.

П р и к л а д  4. З н ай д ем о  гран иц ю  п осл ід ов н ост і {*„}=• 

З п 3 — п +  5

п 5 +  1

При п -*  оо чисельник та знаменник даного дробу прямую ть 
до нескінченності, том у застосувати наведену вище теорем у про 
границю частки не можна. Д л я  знаходж ення границі заданої 

послідовності под ілимо чисельник та знаменник дробу на п 3 (3 —  
максимальний степінь п чисельника та знаменника):

х„ =

3 - - U A  
п 2 +  п3

Враховую чи, щ о lim  , =  lim  =  0 , та використовуючи вла-
П -*  оо П  л  -* оо ї ї

стивості границі послідовності, дістанемо:

lim
- Л  +  - т  lim ( з  — v  +  Д -

п 2 п3

1 + 3

п2 ' п3

lim  (\ +  _ Ulim  11 +  —  
п [  п 3}

П риклад  5. Знайдемо

1іш ( 2п + 0 * - ( я + 1) ^

Л->00 П  +  П  +  1

П еретворимо ф орм улу загального члена х п:

л  _  ( 2п +  І ) 2 - ( „ + 1 ) 3  _  (2 „  +  j _  „  _  l ) ( 2 n  +  1 + п + 1 )  

п +  п +  1 5 =п +  п +  1



п (3 п +  2) 

п 2 +  п +  1

М аксимальний степінь п в чисельнику та знаменнику дорів­

нює 2, том у д ілим о чисельник та знаменник на п2. В результаті
маємо

1 +  1
( 2л  +  1) 2 - ( л  +  І ) 2 3 п 3 ,

Ііш ---------у--------  І ІШ -------------------- j------ j -  =  у  =  3.
я-.» П +  П +  1 п-.« J +  ±  +  _L  *

п п 2

П риклад  6. Знайдемо ____________

п 6у/п +  5v'32n10 +  1
lim

(n  +  V n  )  ^ n 3 -  і

М аксимальний степінь п в чисельнику 2, в знаменнику також 

2, том у д ілим о чисельник та знаменник на п2. Знаходимо грани­
цю:

п +  5^ 3 2 л10 +  1
ІІШ --  3 ,-- ,---аяет* — І1ПТ
II-.» (п  +  vn  )  VnJ 1 n-»«

1 І •37 J. 1

7/6
п 1

о  *•  т

п 10

1 + - У Зї' _  _1_

V 1 п3

П риклад  7. О бчислимо lim

=  lim — :—  =  2.
я-.«  *

2n — 3

n3 +  n — 5

М аксимальний степінь n в чисельнику 1, в знаменнику —  3. 

Д іли м о  чисельник та знаменник на я3. Тод і
_2___3_

2п — 3 п 2 п3 0 п
lim —----------- — lim -------:------ r- =  т  = и.
л-»« П +  П — 5 п-»оо і і__ і___1 Т  2 З

п п

П ри клад  8. Знайдемо границю

lim  (^  An2 +  2п — 1 — 2п).
Л-*оо

П еретворимо ф орм улу загального члена:

V 4n2 +  2п -  1 -  2п =



=  (Y  An* +  2л  -  1 -  2n )(Y  4л^ +  2л  — 1 +  2л )  _  

^ 4 л “ +  2л  -  1 +  2л

_  4 л 2 +  2л  -  1 -  (2 л ) 2 _  2л -  1

Y 4 л 2 + 2л  -  1 +  2л  “  у 4 ^  +  2л  -  1 +  2л  =

2 —  —  

л

+  2

1 1 ”
Оскільки Ііш =  Ііш —у =  0, отжег

и-*ов Я  л-*«= /1

ІІШ (V 4л" +  2л -  1 -  2л) =  ІІШ
П-*ОВ

2 — -  
л

2 2 _1
V ?  +  2 4 “  2 '

Г  + 2
«  л 2

П риклад  9. О бчислимо границю числової послідовності 

У (л "  +  5 ) ( л 4 +  2) -  У л °  -  Зл3 +  5lim
п

П еретворимо ф орм улу загального члена х п:

т _  У ( ^  +  5 ) ( л 4 +  2) -  У л 6 -  Зл3 +  5ЛП — ----—-------------------- —
л

+  5 )(П 4 +  2) -  У/!0 -  з п3 +  5 ) (Y (H r +  5 )(;t4 +  2) +  Y « 6 -  З/і3 +  5) 

« (У (< і2 +  5)(/і +  2) +  y,j®  — З/і3 +  5 )

-  ( « 2 +  5 ) ( л 4 +  2 ) -  Л 6 +  З л3 -  5

"  IY ( л ‘  +  5 ) ( л 4 +  2) +  у  п ь -  Зл3 +  5 ) ~

= ___________ 5 л 4 +  З л3 +  2 л 2 +  5

«  (У ( л 2 +  5 ) ( л 4 + 2) +  У >  -  Зл3 +  5 ) =

5 +  -  +  4  +  ЛЯ л 3 л 4
і/

А  том у

У У  +  * ) ( « 4 +  2) -  ^ л °  -  З л3 +  5 5
я -»• л  =  2 =



П риклад  10. Знайдемо lim ге ( 3V7T -  V re -  1 ).
П-+00

lim  re ( 3Vre — V re — 1 )  =

a K 3‘
Л~*оо

n ( 3 ' r ~  3 -

M-* 00

re (  V re -  V re -  1)  ( Зу,/іт  +  Vre (re — 1)  +  V (re  -  l ) 2 )

»-*» 3̂ и2 +  Vre (re -  f j  +  Ч ( п  — 1У

________ re (re — re +  1)_____
П-»00 +"'V n  ( «  —T J  +  Л^ ( п  — I ) 2

л-*» 3Vn2 +  Vre (re — T) +  V ( n _  1)”

— Iim  ----------------------------------------------------------------------- --

f l +  V T T T  +  V 7 X _ _ U *  “
I П \ n  n 2 I n 3 ,2 j

n-*co

3" +  5"
П риклад  11. Знайдемо lim П cH + 3Я-* eo 3" -  5"

Д іли м о  чисельник та знаменник на 5". Тод і

/3\"
.. Зл +  5" 5 +  1
, і т  v --- ^ГТТ =  1іпі ----------л-*оо О J л -* оо / Ч

/3\" 3" +  5" 1 1
А л е  lim j  = 0 ,  тоді l i m - — — Т =  lim  — j  =  -  —

п-*« V / л-*» О — J п-юо — J 1Z.V»

П риклад  12. Знайдемо І і т  +  3) . +  (я  +  1) .
л - «  /7 ! (лг — 2ге)

О скільки ге !— 1 • 2 ге, (ге +  1) ! =  ге !(ге +  1), а (ге +  3 ) ! =

=  ге !(ге +  1)(ге +  2)(ге +  3) ,  том у lim  — --+  ^  • +  (я  +  1)  • _
л-*=о ге !(reJ — 2ге)

_  j ге ! [(ге +  1)(ге +  2)(ге +  3) +  (ге +  1) ] _

л-.» ге !(ге3 — 2ге)
_  ] і т  (ге +  1)(ге +  2)(ге +  3) +  (ге +  1) _  

п-*к /ї 3 — 2 ге

10



lim
и  *

1 + - 1 I I  +  J i l l  +

■ -A  
tl

D+A+Лн і  П п3 _  j

П риклад  13. О бчислимо границю lim  ’ — 11 -  п \.
«-•оо  ̂ П ~г О І

Чисельник дробу є сумою  п членів  арифметичної прогресії, 
яку знаходимо за відомою ф ормулою :

2 •+■ 2п
Sn =  2 +  4 +  . . .  +  2п =  — г—  п =  п (п  +  1).

Таким  чином,
, /2 +  4 +  . . .  +  2п
lim і ------------ —5------------п
„ . »   ̂ п  +  З

=  lim
П-*ао

п ( п  - И )  
п +  З

-  п =

п2 +  п — п2 — Зп - 2  п — 2
=  lim ------------ — ---------=  Ііш — r~z =  Ііш --------т  =  — І .

п +  З п +  З
1 + *

п

, 13 2" +  3і
1 +  25  +  . . .  +  - ^ г -

л\

П риклад  14. Знайдемо lim

Перетворимо ф орм улу загального члена х„:

( 1  ,, 13 2" + 3 "  /2 Зі
,v„ =  1 +  25 +  . .  . +  - у - ±  +  -*-1 +  

25 25

| Г  У }  

5" +  5" ! +
+

У дуж ках маємо сум у п членів відповідної геометричної про­
гресії. Знаходячи ці суми за відомими ф ормулами, дістанемо:

lim
13 2 " +  З

1 + Ї 5 * - - + - У ~

п\

— lim

=  lim ] 3
6

' - І

11



Враховую чи, щ о lim  =  lim  (4^ =  0, маємо
/І-* ас \ J I п-ксо 1 *5 I

lim
, 13 2" +  3‘
1 +  ~7 +  . . . + ----- —

25 5"

n\
13 
6 •

П риклад  15. Обчислимо

Ііш ( у 1
П-* оо \ А З +  3 • 5 (2 п — 1) ( 2и +  1) )

Зобразимо загальний член  х„ у  вигляді:

х„ 1 +  ^ + . . . +
1

1 - 3  3 - 5 (2п -  1) ( 2п +  1)

і

і

2п -  1 2п +  1 

1 \ 1
~ 2  I і 3 +  3 5 +• • •+ 2П _  і  2л +  1 j ~  2

1 Л  _ і
( 2п -  1) ( 2п +  1)J 2

L  \ '
П риклад  16. О бчислимо границю lim  j 1 +  .

 ̂ i n j

За ф ормулою  (1 .3 ) ( к  =  маємо:
І  /
/ I V "  і

lim  11 +  ~ |  =  е3 =  3Ve.  
« . . .  Ж )

П риклад  17. Знайдемо границю lim  П +  ~ \
п-*оо Я J

Перетворимо ф орм улу загального члена х„:

Хп =
п +  З 
п — 2

/ і  \ 
1 +  -  
_____п_

1 - 1
п

_ м і ;
і - ї

п

Т ом у , використовуючи ф орм улу (1 .3 ) ,  дістанемо:



П риклад 18. Обчислимо границю lim
Л-*оо

Маємо:
п -  1

х„ -
2 \ п- ІЯ

і
Г'ІС

\

п ♦ 1 " » І
п -  1П -  1 +  1

/Ґ -  1
=  1 +

Я*1
1 V - i

п2 -  і )

Використовуючи ф орм улу (1. 4 ), знаходимо границю:

lim 11 +

ft ♦ І 
І ' п - І

п2 -  1
=  lim 1 +

1 \
(П - 1)-

(п + 1)

П ~  1
(п - 1) ( л - 1) _

lim 1 +
п2 -  1

2 1 
(л -  1)

< » - і)2=  „ і>2=  ео =  1

( 4п2 +  4п — 1
П риклад  19. Знайдемо lim

1 -  2л

4 п 2 +  2/г +  3

! 4п2 +  4п — 1
І іт

1 -  2 п

4 п 1 +  2/1 +  3

; 4п2 +  2/г +  3 +  (2я  -  4)
=  І і т

1 -  2 п

=  І іт  1 +
2 / 1 -4  '

4 л 2 +  2л +  З

1- 2п

4л +  2п +  З

4п + 2п + 3 2п -  4

=  І іт 1 +
2/г -  4 2п -4  2 „4/і + 2п + З

■ (1 -  2 п)

4 п '  +  2я + 23 7
— 4н + 10rt -  4 

І .П .-------- ----------------------

4п + 2п + 3

Є

П ропон уєм о  розв ’ язати самостійно вправи, шо наведено 
нижче.



1. Користую чись означенням  границі послідовності, довести: 

П
1) lim І 2 — — = 2 ; ( -  1 )"

2) lim ----j—  =  0;
П-»ао Л

і  п л  \ 
і 4 І

3) І іш -------^— — =  0 ;

5) lim

sin

П-* оо ї ї

5 = 0;

7) Ііш ( -  0,5)” =  0;

6) lim 7 +
6"

8) lim с о в (п Щ  _  „  
V1/J -  5

2. Довести, щ о границя послідовності {х п}  дорівнює а. При 
яких значеннях п >  N  виконується нерівність І х„ -  а І <  £ для 

заданих {х , , }, а,є :

і) {*■} = і-т Ц -1  > а = °- £ = °-001‘>

2) { х „ )  =

к - 1!
п -  1

п +  2

3 ) {
V n 2 +  2

, а  =  1, £ =  0 ,0 1 ;

, а =  1, є =  0 , 1.

Знайти границі числових послідовностей:

3. lim
7 п 2 -  1 

2п2 +  п

5 .lim f i +  " + l
\ 2 л  Зл + 4 ) '  

(2я  -  1) (4л +  5) 
і ”  ( п - 3 ) ( 7 л  +  2) •

4п2 +  Зл +  1 

2л2 -  1

5л  — 1 

л 2 +  2л  — З

о і і т  п ( п ~  2)
ї ”  (л +  1) (л -  4)

4. lim

6. lim

9. lim

11. lim

( n  — Г)(л +  3 )(л  +  5) 

2 л "

'З л2 + 1  6л3 '
2л +  1 4л2 -  1

10. lim
п — ж ^

12. lim
Л-*ос

( 2 л - 1  5 '

1 З л  „ 2

14

л +  1 2 \

Зл +  1



13. lim і "  +  У  +  (<  ~  " > \  14. lim  - У .
я -  2 (Зл -  1)(я -  5)

15. lim
«-» х

/ 2  -1 \ 
П П

П + \  п1 +  1

* п * - 2 п 2 +  1 o V  +  2 +  2я ) 2
17. Ііш — — т-----— г— . 18. Ііш  ----------—

19. І і т б
П-*ао

Зя4 -  5я3 4̂ я8 -  2

4̂ я 5 -  1~ -  3̂ л 2 +  4 

V/z -  1 -  5V„> +  з  ■

^4 я3 +  2п2 -  2 +  3Vn4 +  4
20. h m  ......... ,-------------- , ------------------------ -

^ п ь -  Зя +  2 -  +  Зп3 — 1

А б п 2 -  3 + 5  _  2"
21. І і т  ------~— — :------ . 22. І і т

2«  +  1 5 + 2" + 1 '

,. 2П + 3 +  Зп + 3 _  5 • 2 " - 3  ■ 5 "+1
23. Ііш — ----- -------. 24. Ііш ----------------------.

«... 2" +  3" • 5 100 • 2” +  3 • 5"

Лг. ,. 2 я a rc tg5я 2" + З '"
25. lim -----з— ^ —  . 26. Ііш —  -----   .

я +  З п-.« 2* -  З

27. lim ( v ^ T 4  -  -  4 ) я. 28. lim( 3V7T+T -  VH-^ ) .
Я-»оо п -* ое

29. І іт  (\ (̂я +  3)(я -  1) -  V n  (п  +  1) ).
П-*оо

30. І іт  7 , , 2  . ------ .  31. І іт
я (V «2 -  1 -  я) ‘ ’ + з -  я '

„  ^ « 5 +  г  -  П _  +  Г _  \ / „ г _  Г
32. І і т  ■■ -------- 7=  • 33. п т

—  V  +  1 -  пт/л • Vn- +  п -  п -  І •

34 1я_^_1) !  +  (я  +  1) !  (я  +  3 ) ! +  (я  +  2) !

Л 4 Л іт  я ! ( 2я -  3) • 3 5 Л ™  ( „  +  3)  ї _  ( „  +  2)  ! *W-* ж

36. , І т  (>■+  ! ) < ■ ! - ( < ■ - ! ) !
«-.« (я  +  2)  ! -  я (я  -  1)  !

1 +  2 +  3 +  . . . +  я
37 . lim  ------------ j---------------- .

»!-•* П — 1
15



38- Ї Ї ( 1  +  І  +  2 7 + - - - + г

39. lim
П-+ оо

40. lim
Н-*со

І 2 +  22 +  З2 +  . . .  +  п2

і _ i + i _ j _ +  +  ( z i r :
3 9 27 • З " - 1

„  1 — 2  +  3 -  4  +  . . . +  ( 2 я  -  1 )  -  2  я
4 1 . l i m ---------------------------- ------------- л ------------ L----------

Я-.00 *Н  +  1

42. lim

43. lim

І 2 +  22 +  32 +  . . .  +  п2 _  п 
(п +  1 )(п +  2) З

1 • 2  +  2 -  3 +  . . .  +  я ( я + 1 )
2я +  1

п — 11 2
44. l i m  І —х  Ч— j  +  . . .  +  ■ 2

я-.оо і Я Я п

45 ' ї ™  ( і  • 4 +  4 • 7 +  7 • 10 +  ’ - * +
4 5 . l im

«-♦со

4 6 . l im
«~*оо

4 7 . i im

1

■ U _  +  _ i _ +  +
2 - 7  7 - 1 2

(Зя -  2)(3я +  l ) j '  

1
(5/7 -  3)(5n 4- 2) 

1

4 8 . lim

1 - 2 - 3  2 - 3 - 4

1 r +  , ■ } .- t v

n (n +  1)(я +  2) J ' 

1
2 • 5 • 8 5 - 8 - 1 1  ........(Зя -  1)(3я +  2)(3я +  5)1*

49. VS,  І ~ Ш ,  ..., ......

50. 0,2; 0,23; 0,233; 0,2333; . . . .

51. Д о  трикутника вписано
прям окутники однакової висоти
(рис. 1). З б ільш ую чи  необмеж ено
кільк ість прямокутників та зменш у­
ю чи їх  висоти, довести, щ о границя
суми площ  прямокутників дорівнює
площ і трикутника [13 ].
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Чказівка. П од ілим о висоту трикутника на п однакових час- 

ТИН. Тоді висота кож ного з прямокутників буде — , а довжини

паралельних до основи відрізків будуть: — я, — в ......... —------- г
п п п

Отже, сума площ  усіх  прямокутників S

S  =  gh
l  +  2 +  3 +  . . .  +  pt — 1)

О бчислити границі послідовностей:

Зп

52. lim 1 +

54. lim 1

53. Ііш 11 +
П-* оо

55. І іт

_1_ 
Ап

2п + 5
\2п -  З

56. Ііт V -  I х

п 2 -  5
57. І іт ( 2 п +  П "

Зп — 2

58. І іт

60. Ііт

' Т  +  1

2"

1п2 — п +  1

п +  п +  1

62. lim 3'W .

nJ  Г
64. І іт  З Н—

66. І іт  V 2 п + 3 .

59. І і т
П-* оо

1 -  Уп
п +  1\ 1~ п
п +  2

61. Ііт п +  п

63. І іт

«  +  2п +  2 

" V 3 - 6

л->оо 4 4- "V0.2

65. І іт  Пуґг?.
«->оо

4 F  +  " V I
67. І і т

. . .  2 V ^ -  V 3 T

Крім наведених задач, пропонуємо також  розв ’язати й інші 
задачі з даної теми [ 1, 6 , 9 ].



§ 2. ГРАНИЦІ ФУНКЦІЇ

П ри розв ’язанні задач з даної теми важливо ч ітко уявляти 
такі поняття: границя ф ункц ії в точц і, одностороння границя, 
нескінченно велика ф ункція, нескінченно мала ф ункція, ї ї  в ла ­
стивості, порівняння нескінченно м алих ф ункцій, а також  ос­
новні теореми про границі ф ункцій.

Границя ф ункц іїв  точц і. Границею  ф ункц ії/  (х ) в точці хо (jc 
прямує до хо ) є число а, тобто

lim  / (х )  =  а,
х-*хо

якщо для  кож ного числа є >  0 знайдеться таке число <5 >  0, що 
для  всіх х, які задовольняю ть умову 0 <  І -V — ЛГо І <  б  , вико­
нується нерівність I / (х )  — а І <  є.

Н еск інченно велика ф ункція. Ф ункц ію  / Ос) називають не­
скінченно  великою  при Х~*Хо, якщ о для  дов ільного як завгодно 
великого  М  >  0 іс н у є  д >  0 таке, щ о д ля  всіх х,  д ля  яких
0 <  I jc — jco І <  <5, має м ісце нерівність l/ (x )l >  М .  Ц е  познача­
ють умовно таким чином

lim / (х )  =  оо.
Х -+ Х 0

Н еск інченно м ала ф ункція. Ф ун кц ію  а  (х )  називають не­
скінченно  м а л о ю  при .v-».vo, якщ о границя її, коли  х  прямує де 
хо, дорівнює нулю , тобто

lim а  (х )  =  0 .
.v-xo

Н ескінченно м алі ф ункц ії володію ть такими властивостями: 
алгебраїчна сума та добуток скінченного числа нескінченно 

м алих ф ункцій є нескінченно мала ф ункція;
добуток обм еж еної ф ункц ії на нескінченно м алу  є функція 

нескінченно мала;
ф ункція, обернена до нескінченно м ало ї ф ункції, є нескін­

ченно великою  і, навпаки, ф ункція, обернена до нескінченне 
великої, є неск інченно м алою  [19 ].

О дносторонн і границі. Якщ о маємо х  <  хо та х-*хо (х  прямує 
до хо з л ів а ), тоді умовно пиш уть х-»хо -  0 ; аналогічно, якщо 
х >  хо та х-»хо  (х  прямує до хо справа ), це позначаю ть так: 
х  -»Хо +  0. Границі

lim  / (х )  та lim  / (х )  
х-*хо -  0 х-»лго + 0
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ІМИМЮТЬ відповідно границею зліва  ф ун к ц ії/  Ос) в точц і х 0 та 
Границею справа  ф ун кц ії/  ( х ) в точц і х 0 (ц і границі існую ть). 

Д ля  існування границі ф ункц ії / (я ) при jc-*jc0 A im  f ( x )  =  а\

ісобхідно та достатньо, щ об мала місце рівність

І і т  / О )  =  lim  f ( x )  =  а.
X-+XQ- 0 x-».vo+ 0

Якщо односторонні границі різні, тобто

lim / (лг) *  lim / ( * ) ,  
х-*хо— 0 дг-»хо 0

rto хоча б одна з них не існує, тоді не існує й границя ф ункц ії при 
*Хо.

Теорем и  про границі ф ункцій. Якщ о ф ункц іїД д:) та g ( x )  м а­
ть скінченні границі при х - * х 0, тоді маю ть м ісце такі співвід- 
ішісння:

lim  ( f ( x ) ± g  ( х ) )  =  l i m f  ( х )  ±  lim  g  (х ) ;
х -*о  х-*хо

lim ( f ( x )  ■ g  О ) )  =  lim /  (jc) • lim g  (.*);
* - * 0  X -*X Q  X -*X Q

lim  ( c f  (jc )) =  c \ \ m f ( x )  ( c  =  const);
X ^ X Q  X - 'X O

lim  ( / ( * ) ) "  =  ( ] im / ( jc ) ) "  (  n Є  jV );
* - * * 0  X -+ X 0

lim /  (jc) 
f  ( x )  д:-*д:о

x-*xo

lim  V /  ( jc)  =  V  lim  f  ( x )  ;
x^xo .v _ . r o

lim c =  c  ( c =  const).
X -* X 0

При знаходж енні границі ф ункції у випадку, якщ о с —  стала 
личина, виконую ться такі правила:

С у
І і т  — =  оо; І і т  — =  оо;
дг->0 X  С

(1 .7 )

І і т  сх  — оо; Ііш  ^  =  0 ;
Х-*СО У-* єн X

с
=  и;
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l im  <? =

lim  cx =

О, якщ о 0 <  c <  1;
+  oo, якщ о c  >  1;

+  oo, якщ о 0 <  c <  1;
О, якщ о c >  1;

(1 .8 )

l im lo g c /  (x )  =  logc l im / ( .< ) ;  
x-*xo X-»XO
lim  logfJC =  -  oo;
ДГ-»0
lim  logcJC =  +  oo.

c >  1. (1 .9:

Н аведен і вищ е співвіднош ення застосовуються для  обчис 
лення границі ф ункц ії в точці.

Розглян ем о це докладніш е [3, 5, 6 ].
1. Д ля  того щ об обчислити границю м ногочлена п - г о  степен

Р„ (х )  =  а0 +  сі\х +  а2х 2 +  . . .  +  а„х" 

при х- *хо,  достатньо знайти значення його при х  — хо'- 

lim Р„ (х )  =  Р„ (хо).
■V-*.V0

Р ( х )
2. Границя раціональної ф ункції R ( x )  =  ш  д е Р ( х ) ’ Q (1

—  многочлени та Р  (х 0) *  0 або Q  (х 0) *  0, знаходиться безпосе 

редньо, а саме:

lim  R  (х )  =  £ < ? > , Q ( x 0) * 0 ;  (1 .10
Х-+Х0 ^  v ° '

1і т / ? ( х )  =  оо, р  ( х 0) Ф 0, Q  (хо) =  0. (1 .11
х-».хо

Якщ о Р  (хо ) =  Q  ( хо) =  0, теорему про границю частки дво 
ф ункцій застосувати не можна. В таких випадках каж уть, іг

0 „
мас місце невизначеність типу Д ля  розкриття такої невизн<

ченості треба чисельник та знаменник дробу поділити на (х  -  Хі 
один або дек ілька разів залеж но від конкретного прикладу.

3. П ри знаходж енні границі ф ункції
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[ >  (  \ _  '  и \ Л ,  т  .  .  . Т  Сіп

к  W  ~  7 ~ >  , L— от - 1 ------- —г -  п р и  х-»оо (невизначен ість
а о х ”  +  а і х "  “ 1 +  . . .  +  а„

box’™ +  Аіхт 1 + . . .  +  Ьт 
00

типу — ) чисельник та знаменник даного дробу д ілять на .**, 

де к —  найбільш е з показників т  і п.
В загальному випадку

«о , п >  т,

Ііш R  ( х )  = 1Г> п =  т,  ( 1. 12)
о о
О , п <  т.

Аналогічний метод застосовується і д ля  знаходж ення границі 
дробів (п р и х -*оо ), які м істять ірраціональність.

4. Д ля  того щ об розкрити невизначеність Ц, в якій чисельник

ти знаменник м істять ірраціональність, позбуваю ться ірраціо- 
нильності ш ляхом  переведення ї ї  з чисельника в знаменник або 
нпнпаки. Іноді ірраціональний вираз зводиться до раціонального 
вигляду ш ляхом  введення нової змінної.

5. При знаходж енні границь зустрічаю ться невизначеності 
типу оо -  оо та 0 • оо. Певним перетворенням ф ункції ці випад-

0 „  00
КИ ЗВОДЯТЬСЯ ДО н еви зн ачен ост і ти п у  7Г або — .

О 00
П ро деякі важ ливі границі. О бчислення границі в багатьох 

випадках відбувається за допомогою  двох важ ливих ф ормул:

1 і ш ^ = 1 ,  (1 .1 3 )
л--»0 х

І

lim  (1 +  .*)* =  е. (1. 14)
х-*0

Перша ф ормула розкриває невизначеність типу Ц, а друга —

Г .
Часто використовуються також ф ормули, які є наслідками 

перших двох:

lim — 1, (1 .1 5 )
А'-*0 X

.. arcsinx . ,, ,
l im -----------=  1, ( 1. 16)
л-.О X

U m S S K . l ,
л-»0 X

(1. 17)
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зокрема, при а =  е

lim  —  —  + - ^ =  1, ( 1.21
х-*0 X

Є ~  1
lim  —----- - = 1. ( 1.22
*-.0 х

П р о  обчи слен ня  границі показниково-степеневої ф ункцї
При знаходж енні границі виду

lim  [<р (.v)  f w , 
х-»хо

де ф ункц ії <р(х )  та \р(х) визначені в деякому околі точки хо 
причому р ( х )  >  0, треба мати на увазі [5, 6 ]:

1) якщо існую ть скінченні границі l im ^ (x )  = а ,  lim V 'C*) =
x-».to х-*хо

тоді

lim  \<р(х) Г (лг) =  аь, (1.23
.v-».ro

2) якщо lim y?(x ) =  а ^  1, 1іт і/ ’ (х )  =  оо, тоді границю обчие
Х-*ДҐО Х-.ЗД

лю ю ть безпосередньо за допомогою  ф орм ул ( 1.8) ;
3) якщ о lim  <р(х) =  1, lim  у>(х) =  оо, тоді границю ф ункції об

Х -* Х 0  Х -* Х 0

числю ю ть за ф орм улою  lim ̂

lim [р (х )  F *  =  e * ~ xo ; (1-24
X - > X 0

4 ) якщ о lim <p(x) — 0 або lim  <p(x) =  +  00, a lim Ц'(х) — 0 , тол
Х->.Т0 дг-хо X-*.V0

lim  \ f ( x )  Y w є невизначеністю  типу 0° або оо°. Подавши функ
.V-».Y0
цію  \ір(х) f w  у  вигляді eV'M'n^w, отримаємо невизначеність тип

0 • ОО для ф ункц ії У’ (х )  \гмр(х) .



ІІор Іїн ія ііня нескінченно м али х  ф ункцій. Якщ о існує грани- 
и підношення двох нескінченно м алих ф ункцій а  (х )  та уЗ (х ) 
ри Л-*х<>, тоді мож ливе їх  порівняння. 

сс ( х )
Якщо lim — с *  0 , тоді а  (х )  та /? (х )  є  нескінченно ма-

НМИ ф ункціями одного порядку; якщ о с  =  0, тоді а ( х )  є нескін- 
і'нмо малою  ф ункцією  вищого порядку, ніж  р  (х )  (позначаю ть 
*• О ф ) ) ; при с  =  1 а  (х )  т а /3 (х )  —  еквівалентні (позначаю ть 
( М ) - Р ( х ) ) .

Використовуючи наведені вище границі ( 1. 13) —  ( 1. 22) ,  
ііЖНа записати при х -*0 :

х  ~  sinx ~  tgx  ~  arcsinx -

X_ і

~  arctgx -  In (1 +  х ) ~  е * -  1 ~  ------. ( 1. 25)
In a

Чнідси випливаю ть б ільш  загальн і співвідношення, а саме, 
що І і т  и (х )  =  0 , тоді при х -*х 0 

х -хо

и (х ) ~  s in «  (х )  ~  t g «  (х )  ~  arcsinw (х )  ~  arctgu (х )  ~

Л “ И _  і

~  In (1 +  u ( x ) ) ~ e “ w -  l ~  (1 .2 6 )

Ф ункц ія  а  (х )  є нескінченно м алою  порядку п порівняно з 
'ІІКЦІСЮ/? (х ) ,  якщо

сс (  х)

™ . д а м г " с ' 0 < 1 с 1 < + ” '

При обчисленні границі відношення двох нескінченно малих 
дикцій треба мати на увазі, що:

різниця двох еквівалентних нескінченно м алих ф ункцій є 
скінченно мала ф ункція вищого порядку порівняно з кожною з 
х;
нескінченно м алу  ф ункцію  можна зам інити на еквівалентну, 

Vro якщо «  (х )  ~  а  і (х ) ,  уЗ (х )  =  /?і (х )  при х-»хо, тоді

( , 2 7 )

Розглянувш и ряд основних полож ень стосовно границі функ- 
, розв’яжемо деякі приклади.



П риклад  1. Користую чись означенням границі ф ункції в то 
ці, доведемо, що

15х2 -  2л: — 1
Ііш

1
■'-І х  —

1
=  8 .

Д ля  того щ об це довести, треба для  довільного е >  0 вказа' 

таке д (є ), що, як тільки  виконується умова 0 < х  -

тоді має м ісце нерівність І/ ( х )  — 8 І <  є . Д ля  цього розгляне 
м одуль різниці

15* -  2х  -  1

*  З

15
М І М )

' 1
- 8

=  15 х  -

х  -  -х

,  * * 3 .

П окладаю чи <3 =  у ^ , матимемо: для будь-якого є >  0 існ

д =  у г ,  що для  всіх .ї таких, щ о 0 <  

нерівність
*  З

<  д , виконуєті

15х2 - 2 х -  1

І
х  З

=  15
*  З

< \ 5 Т Е  =  е.

Ц е означає, що число 8 є границею  ф ункції 

15.v2 -  2х  -  1
/ ( * )  = ------------- j------- п р и * -*^ .

.V -

П риклад  2. Доведемо, щ о Ііш
х 2 -  25

Розглянем о ф у н к ц ію / (х ) =

х-*5  х '  — 5-ї

х 2 - 2 5

=  2 .

х  -  5х
в деякому ОКОЛІ ТОЧКІ

наприклад, в інтервалі (3 ,6 ).
Задамо дов ільн е  є >  0 та перетворим о при х  *  5 м од) 

різниці
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! / ( л )  - а  1 =
х 2 - 2 5 _ 2 

х  -  5х
:

.* +  5 j

X

\х — 5 1

-  X

Враховуючи, що х  Є  (3; 6), маємо

х г - 2 5  

х 2 -  5х
<

Іде — 5 1 
3

П окладем о <5 =  Зє. Т о д і д л я  д о в іл ьн о го  є >  0 існ у є  таке
S »  i t ,  Щ О  д л я  в с іх  х Є (3 ;  6 ) ,  як і за д ов ольн я ю ть  ум о в у  
І <  ІХ -  5 І <  д,  виконується нерівність

.V2 -  25

5х
-  2

<5 Зє

< з = Т  = е’
що І треба було  довести.

П риклад 3. Знайдемо границю ф ункції у =  5х3 +  З * -  10

мри х  ■* 1.
Границю ф ункц ії обчислю ємо безпосередньо, а саме: 

lim  (5х3 +  Зх2 -  10) =  5 • 1 +  3 ■ 1 -  10 =  -  2.
ДГ-*1

П риклад 4. Знайдемо lim
2.у2 -  1 

д-2 х 2 — Ах +  З

Застосовуючи теореми про границю суми та добутку ф унк­

цій, знаходимо границю знаменника lim (х 2 -  Ах +  3) =  4 -
х -*2

т І  +  3 =  -  1. Границя знаменника відмінна від нуля , том у згід­
но я ф ормулою  ( 1. 10) отримаємо:

2.x2 -  1 2 - 4 - 1
- 1

=  -  7.

х  +  2
П риклад 5. Знайдемо І і т

x ~ l  X '  ~  X

Знаходимо окремо границю чисельника ( І і т  ( х  +  2 ) =  3 ) та
Х -*1

■НЙМенника ( l im (.v2 — х ) =  0) . На основі ф ормули (1. 11) мати-
JT-+1

мсмо:
х  +  2 

lim —j ------ =  оо.
х-* 1 X  —  X

х 2 +  2х — З
П риклад 6 . Знайдемо lim

- V - . -3
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При х  =  — 3 чисельник та знаменник даної ф ункції перетв

рюються в н уль , тобто маємо невизначеність яку треба роз

рити. Д ля  цього розкладемо на множники чисельник та знамеї 
ник: ,v2 +  2х  -  3 =  ( х  +  3 ) (л  -  1) ,  х 2 -  9 =  ( х  -  3)  f  +  З
Скорочую чи чисельник та знаменник на х  +  3 ^  0 (х - * — 3 ) ' 
переходячи до границі, маємо

.V2 +  2х -  3 (х  +  3 )(х  -  1) х  — 1
Ііш  -------2— ;;—  =  1 іга7Т Т  оч/------- 5Т =  ! 'П1 ------- у  =

*-*- з .v — 9 х~*~ з х* З

-  З -  1 -  4 2
3 - 3  -  6 3 '

V3 — А г 2 — 4. 1 fi
П ри клад  7. Знайдемо Ііш — = .

*-»з х  — 5х  +  Зх +  9 
Т у т  чисельник та знаменник прямую ть до нуля :

Ііш (х 3 -  4х2 -  Зх +  18) =  0, lim  (х 3 -  5х2 +  Зх +  9) =  0.
•*-+3 дг-+3

Д ля  розкриття невизначеності Ц поділимо чисельник та зна 

менник на (х  — 3 ). П ри х ^  3 матимемо:

х 3 — 4х2 — Зх +  18 х 2 — х  — 6
lim —г----— —  ------------ =  hm
л-*з х 3 — 5х2 +  Зх +  9 *-»з х 2 — 2х — З

О бчислю ю чи  границю  чисельника та знам енника, знов
О ,

приходимо до невизначеності jr, оскільки Ііш (х  -  х  -  6)  =  С
U *-.3

Ііш (х 2 -  2х  -  3) =  0 .
х-*3

Щ е раз д ілим о чисельник та знаменник на (х  -  3 ). Тод і 

х 2 - х - 6  х  +  2 5 л
І ІШ  ------ ------------- =  І ІШ  ---- =  -  =  1 -  .
х-*з х  — 2х — 3 х-*з х + 1  4 4

х 3 — 4‘х 2 -  Зх +  18 ,1
ІІШ ---г-------- г--------------- =  1 —
д:-»з х  — 5х +  Зх +  9 4
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Мри х - * ° °  чисельник та знаменник є неск інченно великими

00 ґлфункціями (маєм о невизначеність — ).  Старш ин степінь х  в чи-

ірльнику та знаменнику дорівнює двом, том у под ілимо чи сель­

ник та знаменні 
функції, маємо:
ник та знаменник на х 2. Користую чись властивостями границі

2 6 - -  +  \  1і т ( б - -  +  Д
6х -  7х +  1 х  X *-.» 1 X X4

І і т  — — 2 -—  =  І і т  -----------?—  = ------
«4»  Зх  +  5 з  н— -  ііш  3 н— -

X X-+QO І X

=  2 .

Отриману границю можна обчислити, використовуючи фор­
мули (1. 12). В даному випадку степінь х  у  чисельнику дорівнює 
гк 'п сню  х  у  знам еннику том у границя знаходиться як відно­

шення коеф іцієнтів, які стоять при х 2(6 : 3 =  2).

4Х2 — х
П риклад 9. Знайдемо Ііш А ' ------ г .

» х  -  5х +  З 
0°

Маємо при х~* °° невизначеність — . Д іли м о  чисельник та

знаменник на х 2 (2 -м ак си м альн и й  степінь х  в чисельнику та 
знаменнику). В результаті знаходимо:

4х2 -  х  ,. 4 -  1/х л
Ііш 4 .   =  =  Ііш 4 .... ------— --р =  4.

v x 8 -  5х  +  3 V 1 _  5/ (х  )  +  3 / (х  )

„  „  v 3уГ8 ?  - х + 1  +  V x  -  1
П риклад 10. Знайдемо l i m ---------- Зх +  4cosx---------- ‘

При х -*°°  чисельник та знаменник необмеж ено зростають 
00

(невизначеність — ).  Найстарш ии степінь х  в-чисельнику та зна­

меннику дорівнює 1 (ф ункція cos х  обмежена та при х-*<» не 
ипливає на швидкість зростання знам енника). Отж е, д ілим о чи­
сельник та знаменник на х. Таким  чином,

3У 8х3 -  х  +  1 +  У І Г ^ І  _  

лг™ Зх +  4cosx ~

3У 8 -  1/ (х * ) +  1/ (х 3) +  У і/ х  -  2/ (х 2) 3У 8~ _  2
-  3 +  4 ; (cosx )/x  3 3 ’

х 2 - \  6
П риклад  11. онаидем о lim  r j  .

д"*4 27



П ри х  =  4 чисельник та знаменник дробу перетворюються 
нуль. Знаменник м істить ірраціональний вираз Ух  +  5 . Домне 
жимо чисельник та знаменник на (У х + " У  +  3) —  вираз, спряж* 
ний до виразу, який стоїть в знаменнику. Т од і при х  *  4 отр» 
маємо

х 2 — 16 _  (х 2 -  16) (У х  +  5  +  3 ) _

Vx +  5  — 3 (V x  +  5  -  3 )(V x  +  J  +  3 ) ~

_  (x 2 -  1 6 ) (V x T 7  +  3) (x  -  4 ) (x  +  4 ) ( V x T T  +  3)
(x  +  5 - 9 )  (x  — 4)

=  (x  +  4 ) (V 7 hT J  +  3).
x2 -  16

Таким  чином, lim  •- _  =  lim  (x  +  4 )(V x  +  5 +  3 ) =
x-*A  V X  *r J  J  X_^A

=  8 • 6 =  48.

П ри клад  12. Знайдемо lim  3
Vx -  8

x-*64 Vx — 4

П окладем о x  =  t6 (показник степеня вибрано так, щ об мож н 
було  добути  корінь і другого і третього степ ен ів ), причому, колі 
х-»64 , ґ-*2. Т од і маємо:

Vx -  8 V /  _  8 f
І і т  -т— ----- - =  І і т  т - = ------ =  І і т
х+о* 3Vx — 4 <-»2 -  4 І-.2 t2 — 4

( t  -  2 ) ( t 2 +  2t +  4) t2 +  2t +  4 „

(ґ -  2) ( r  +  2)  / +  2

Vx +  13 — 2Vx 4- Гv 1 ■ * r t  u -« ■ V Л  I -X м  V I X
П ри клад  13. Знайдемо lim  --................ ......... .

ДГ-.3 V ^  _  g

При x-*3  маємо невизначеність типу Д л я  уникнення цьоп 

перетворимо ф ункцію :

У х  +  13 -  2У х  +  Г _  (У х  4- 13 — 2Ух +  Г ) (У х  +  13 +  2Ух +  Г )

3У .ї2 -  9 3У (х  -  3 ) (х  +  3) (У х  +  13 +  2У х  +  Г )

_______________х +  13 -  4 (х  +  1)____________

3У х  -  J  3Vx +  J  (У х  +  13 +  2Ух +  Г ) 

________________— 3 (х  -  3)______________

У х  — 3  Vx +  J (V x  +  13 +  2Vx +  Г ) 
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______________________—  3  3 V ( J C  —  3 ) а

3Vx +  J (V x  +  13 +  2Vx +  T ) 

В результаті маємо:

V T + T g  -  2 V T T T  - 3 3У ( х - 3 ) 2
,Г» 3V х2 -  д х-з V x  +  J(V x  +  13 +  2Vx +  Г)

0  =  0.
8 V F

П рик лад  14. Знайдемо lim  ( 3̂ х 3 -  2х2 +  1 -  х ) .
Х -*оо

П ри х - *  <» дана ф ункція є р ізницею  двох нескінченно великих 
функцій (випадок оо — оо). Помнож имо та под ілимо ф ункцію  на 

( * V (j?  -  2х +  І ) 2 + х  ■ З'^хі  -  2х2 +  І + х 2) .  Застосовуючи фор­
м улу для р ізниці кубів  та ф орм улу ( 1. 12) ,  дістанемо:

lim  ( 3Vx3 -  2хі  +  1 -  х )  =
Х -*  ос

х 3 -  2.x2 +  1 -  х3
=  lim

дг—  \Г(Х1 _  2.V2 +  І )2 4- х ^v3 -  2 х 2 +  1 +  •’

lim
2 х 2 +  1 2

—  3̂ 7 _ 2x 2 +  1) 2 + x V -  2 х 2 +  1 +  х 2 3 ‘

с j п ]с X
П риклад 15. О бчислимо l i m --------, к *  0 [5 ].

х->0 X

П окладемо к х  =  у, звідки *  =  т .  К оли  л - »0 , то  v^O , том у:

|im s in b t =  ljin Jinj. =  i| im  Sinn

х ч о  х  у - о  У у-» о У 
к

В икористовую чи  ф о р м у л у  ( 1. 13), зн аход и м о:

lim  s in *x  =  к , і =  к (1 2 8 )

X - .Q  Х

sin4x „  , 1  ,. s in (x/2 ) 1
Іокрсма, lim  --------=  4 , а при к =  маємо lim  -------------=  у .

х+О х  ^  х - -0  Х  L

Тому
sinax s inax  х  ,. s inax х  a

lim . r, ■ =  lim --------- • ..-д -  =  lim --------- -- lim . д =  ~s.
, „ 0 sinp x  x_o x  sinpx „ 0  x  , _ 0 sinpx p
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,, s inax  а
Отже, l i m — 5— =  -д.  (1.2

„ о  sin/Зх Р

П риклад  16. Знайдемо lim  ^xsinx 
*_о 1 — cosx

О скільки 1 — cosx =  2sin2̂ , тоді, використовуючи теоре*

про границю добутку ф ункцій та результати прикладу 15, ма 
мо:

2xsinx . 2xsinx ____ х .. sinx

д_о 1 -  cosx , _ 0 2sin2(x / 2) L  sin ( x/2 )  sin (x / 2)

=  2 - 2  =  4.

< 1 1
[5 ].П ри клад  17. Обчислимо lim

x->o \^4sin x  sin 2x

Т у т  маємо невизначеність типу оо -  оо при х-*0 . Знаходяч 
різницю  двох дробів та переходячи до границі, дістанемо:

lim  - Ц --Д — \ =  lim   ̂ 1 1
дг-о ^4sin х  sin22x j  лг-.о ^4sin2x  4sin2xcos2xJ

cos2x - l  -  sin2x  1 1 1
=  lim — J------ —  =  hm — 1------ T -  =  -  J  lirn — Ц -  =  -  j - .

x-*o 4sin xcos x  л-.о 4sin xcos x  4 Л._0 cos x 4

cos 3x — cosx
П риклад  18. О бчислимо lim

tg22x

При х - л  маємо невизначеність Ц. Д ля  обчислення граниіі 

ф ункції перейдемо до нової зм інної t  =  X -  ж (/-»0 , коли  х~*л )

j i m  cos Зх -  cosx _  cos (3 t +  Зя ) -  cos ( t  +  л )  _

tg22x  (-.о tg2 ( I t  +  2л)

—cos 31 +  cost
=  hm ---------r------------- .

(-o lg  21

О скільки cost — cos 3/ =  2 sin2/ sin?, тому, застосовуючи фор 
м улу  (1 .29 ), знаходимо:

|і т  g ?  З х ~  со“  =  lim =  1ІШ 2 s m W 2r =
ДГ-.Д tg 2х  ,-.0 sin 2? , - .0  sin2/

cos22/

2 Sin/ .. 7-і
=  lim  —: .  lim  cos 2t =  1 - 1 =  1.

t~*o sin2/ 0
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Л

Диня ф ункція є добутком  нескінченно м ало ї при х - *4  ф ункції 

(4 ■  ,v) на нескінченно велику ф ункцію  Х щ х,  тобто маємо не- 

•Иіначсність 0 • оо. П окладемо х  -  4 =  t. Тод і

lim (4 -  х )  tg %-х =  lim  ( -  t) tg  ̂  ( t  +  4) =
ДГ-.4 6 (-0 0

( л  л\ л  .. t cos Ц л / 8 ) і )

•  Й  16 ( ґ  +  2 )  =  Ї Ї  '  • c ,s  8 ‘  =  Ї ї  sin ( ( „ / 8 ) 0  =

t , л  8
=  lim  —— 77 /PN ~г lim  cos — .

мо sin ( ( л / 8) ґ) (..о 8 л

_____ „ sin ( х 2/л )
П риклад 20. Знайдемо lim „ vrs7̂ V T _  1 •

Х-*Л £ **
Чисельник та знаменник даного дробу при х - * л  прямую ть до 

0, Робимо зам іну х -  л  =  1 (/-* 0 ). Тод і

sin (х 2/ л )  sin [(? +  л ) 2/л ]
*im nTsiavTT О « 9 'sin (/ + д) + 1 __ 'л ~~
х-*л  £  ^  t-* 0 L

. t ( t  +  2л)  sin — ----------
- s in  [ (/ +  2л)  t/л ] _  .. ___________ л _______ __

=  Iі™ 2'/ l - sinl -~ 2  ~  2 ( 2>т- sin' "  1 -  1)

. 1 {t  +  2л )  . t i t  +  2л)
sin — --------- -  sin —---- -

л  .. Л_______
=  lim  1 — sin/ — 1 — -  ' in/

П риклад 19. Знайдем о lim (4 -  х) tg -gX.

2 (2Л  ~5Гп' + 1 -  1) 2 (2 л " - 5Г“  + 1 -  1) 
При / -0  (згідно з ф ормулами (1. 25 ), (1. 2 6 )) маємо:

-  sin/

t { t  +  2л)  t ( t +  2л)  ~ v T - іГп7 + і
sin/ ~  t, sin — ----------  -----1--------L , 2 -  1 ~

Л  Л

1 ln2.
V T ^ t  +  1 

Отже, за ф орм улою  (1. 27) дістанемо:
. _ t i t  +  2л )  t j t  +  2л)



л  . . s i n  (X і / л ) 1
Остаточно hm 2e ; ; v -  _  2 -  jH T T  •

2 3х

П ри клад  21. Знайдемо lim  —-= ------ т~ .Т у т  при х -»0  маєм
Sin /X— L X

• -о в  . .
невизначеність В чисельнику додамо та віднімемо 1; весь дрі

под ілимо та помнож имо на х  { х *  0 ). Т од і з урахуванням  (1. 20)

2 3* — 3 5х (2 3* -  1 ) -  ( 3 5х -  1 )

j.™ sin7x -  2х  д.™ sin7x -  2х

(23х -  1) _  (3 s* -  1) З23* -  1 _  5 3 5х -  1

,. х  х  .. Зх 5х
=  lim  ---------т—=------ ~--------- =  lim

х_ 0 sin7x _  2x_ x_ 0 ^ sin7x _  2x
X X  lx X

2 3x -  1 35x — 1
3 lim  — =-------- 5 lim

x -* o  З х ___________ x - » q  5x  3 ln2 -  5 ІпЗ 1 . 2^ _

sin7x 0 "  7 - 2  ~  5 3s -
7 lim -

*->0 • X

П ри клад  22. Знайдемо lim

,  sv ^  
=  ln —

e -

*->1 sin(x2 - l ) ’
П ри x~* 1 чисельник та знаменник даного дробу є нескінченне 

м алими ф ункціями. Робимо зам іну х  — 1 =  t ( t - * 0). Таким  ч и  

І - е  е ( є” ' 1 — 1)

Й  sin ( х 2 -  1 ) =  '™  sin [ ( , - ! ) ( * + 1 ) 1

=  1 іт  _ £ І £ І = І І _
,н.о sin [ t ( t  +  2)  ] '

П рийм аю чи до уваги, щ о при t-*0 е‘ — 1 ~  t, 
sin [ t ( t  +  2)  ] ~  t ( t  +  2),  отримаємо

£  — e e t  e e
lim  -------- 5------- =  lim  . .. , =  lim  —— =■ =  т г .
x->i sin (x  -  1 )  m o * ( *  +  2) ,_o  t +  2 2

л  , ln (x 2 -  Зх +  3)
П риклад  23. О бчислимо lim  — 1 ^ .

*-.2 X — Z

При x-*2  отримаємо невизначеність типу Ц, оскільки х 2

-  Зх +  3-* 1 та 1п(х2 — Зх +  3 )-»0 . Представимо вираз х 2 -  Зх
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ї  З у вигляді X2 -  Зх +  3 =  1 +  ( jc2 -  Зх +  2 ) =  1 +  t, де t =  х 2-  
■  3,* +  2 -* 0 при де-»2.

А ле  In (1 +  t) ~  t при t -* 0 (згідно з ф ормулою  (1. 2 5 )),  отже:

In (х 2 — Зх +  3) ~  х 2 — Зх +  2, х  -* 2.

Зпстосовуючи (1. 27 ), дістанемо:

ІІШ - - ^ 2 +  3 ) =  І і т  * *  ~  3_ Х *  2 =  І і т  * )  =
*» І X L  х+2 X L  х_̂ 2 X L

=  ІІШ ( х  — 1.) =  1 .
2

П риклад 24. Доведемо, що

І і т  -  а  [5 ]. . (1 - 3 0 )
*-» 0 х

При х  -* 0 ф ункція (1 +  де)“  — 1 є нескінченно малою . П ок ла ­
демо (1 +  х ) а -  1 =  L

Оскільки t ~  In (1 +  t ) ,  t - *  0, том у (1 +  х ) а -  1 ~  In [1 +

+  (1 +  х ) а -  1 ] =  In (1 +  x f  =  a  In (1 +  х) .
Таким  чином,

( І  +  х ) а -  1 а  In ( 1 + де)
lim  --------- L--------=  hm  -------- *-------- L  =  а .
х-* 0 X ж-* О X

5уП  +  х  — і
П риклад 25. О бчислимо lim  -  ............ .

« о  V T +ле  -  1
За ф ормулою  ( 1. 30) при х  *  0 маємо:

  У П Г 5 -  1 J _

V I  +  х  — 1 .v 5 л
ІІГП 20 ГГ-Г—--- Г =  1 іт  "20 л - г — -Г  =  ~ Т  =  4 -.r-*0 V i  +  X  — 1 х-* 0 +  X — 1 J L

* ---------  20

П риклад 26. Знайдемо І і т  ;

.. . 1/(х + 2)
.V3 +  4 '

■V-* о д̂е3 +  9/
За правилами обчислення границі показниково-степеневої 

ф у н кц ії знаходимо:

з . lim  (X3 +  4)
||Ш -V + 4 =  _______ =  і  ,im 1 =  1 І
**о де3 +  9 І і т  (де3 +  9) 9 ’ , _ 0 дс +  2 І і т  (де +  2) 2 '

0 х-  0
Таким чином, використовуючи ф орм улу (1. 23 ), дістанемо:

1 к3 +  4 х 1/(ї + 2) / -\ 1/2

і * і

lim
*-» о .V3 +  9

4 = 2  
91 З ’
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П ри кл ад  27. Знайдем о lim

In (3 + 2др 
(2-х)

. , 2х  -  1 , ч ІП (3 +  2х)
В даному прикладі <р (х )  =  — - — , V  ( * )  =  ]п (2  -  х ) ’

ч .. 2х  -  1 ■, , , , ,. In (3 +  2х )
lim  <р (х )  =  lim  — - —  =  1, lim  V» ( * )  =  hm , Л 9 _  / =
*-.1 x ~ l  X  x-*l д »1  x )

Отж е, маємо невизначеність 1“ . Застосуємо ф орм улу (1. 24 ), 
введемо нову зм інну t =  х  — 1 ( t -*0, коли  х - » 1) , тобто матимемо 
у  цьом у випадку:

іпсз + зд
( 2 х -  1\ 1п<2-*> « 1І * ) ,п(2~

lim
д:-»1

ь 2х) 

-*)
=  Є

х~* 
=  Є

ї х  -  1\ In (3 + 2х) t In (5 + 2 1 ) __________ I In (S + 2<)
*  j In (2  -  х )  ; : > 1  In (1 -  0  , _ > [ !  + ( - ! ) •  < ] , „ 0 1 * 1

=  е

_  J -  1) InS _  In (1 / 5 ) _  1

~  — ”  5'

При обчисленні даної границі користувалися умовою

ІП  ( 1  —  0  і  т тlim  — 1-------   =  — 1. Ц е  легко  отримати, поклавш и — t =  z та ви-
;-»0 І /
користовую чи ф орм улу ( 1. 21).

П риклад  28. О бчислимо lim
х-*\

2х 2Є — е 

X -  1

X + 1

їх  2 
Є — Є

З н аходи м о  при х-*1 гр ан и ц і ф ун к ц ій  <р (х )  = --------—  та
х -  1

V  (х )  =  х  +  1 (із  застосуванням ( 1. 22) ) :

е2 (е2 (v_ "  -  1) 
lim <р (х )  =  lim  -----------— :--------=
Х -+1

=  lim 
/-*0

х  -  1 =  /
X -* 1 = ї>  
і - *  0

е2 (е 2, - 1 )  2 „
— 1—  ------  =  е lim

є 21- І
=  2е21і т

е2' - 1

(-.0 о 21

=  2е2 • 1 =  2е2;

І і т  (х )  =  І і т  (х  +  1)  =  2.
Х-* 1 Х-* 1
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( ї х  Л2И  + 1
Є — Є

Отже, lim -------- j— =  (2 е2) 2 =  4 еА.
х + 1  \  х  і  )

П риклад 29. Знайдемо lim  [ 1 +  — ] [9 ].

к
Маємо при х-»оо невизначеність типу 1“  . П окладемо ~  =  U 

к
ТОЛІ* =  у ,  причому, КОЛИ X -*  00, t - *  0. Отже,

lim ( і  +  =  lim  (1 +  t )k/l =  (lim  (1 +  О1" ) *  =  ек.
‘  X  I f-*0 t-*0

Таким чином,

П риклад ЗО. О бчислимо lim

lim [ l  + - )  =  ек. (1 .3 1 )
х

х  +  8
- -  1 * ~ 4 ,

При х - »  оо маємо невизначеність 1” . Д іли м о  чисельник та 
імименник дробу на х,  застосовуємо ф орм улу (1 .3 1 ) при к =  8 та 
к ■  -  4. Отже,

<х +  8
І іт  -------т =  І і т

* - 4

'1  +  8/ х '*  1 і т ( 1 +  8/х>

1 -  4/х
______________  _£  _  .12

1і т (1 — 4/х)х е~

&

_ . 4  =  е

П риклад 31. Знайдемо lim  [In (2х  +  1) -  In ( х  +  2) ].
X -* *

Перетворимо ф ункцію  таким чином:

In ( 2х  +  1)  -  In (х  +  2)  =  In *  1 1

Використовуючи першу з ф ормул (1. 9) та ф орм улу (1. 12),
дістанемо:

lim [In ( 2х  +  1)  -  In ( х  +  2)  ] =  lim  In In lim  ln2.
M + *  * - * o o  X  " T  L  * - * о о  X  +  L

П риклад 32. Знайдемо lim  In (3 -  Varctgx sin ( 2 / x j ) .
х -* О

Оскільки при х  - *  0  arctgx є нескінченно м алою  ф ункцією , 
it Sin(2/х  ) —  обмеж еною , том у, за властивістю  нескінченно ма­
лих ф ункцій, lim  (arctgx sin (2 / х )) =  0.  Отже,

lim In (3 -  Varctgx sin ( 2/ х ) )  =  In Iim (3 -  Varctgxsin  ( 2/xJ ) =
*■•0  x  О
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ln [lim  3 -  lim V arctgx sin  (1 /x )  ]
x - 0 x -*0

=  In [3 -  Vlim  (arctgx  sin (2 / x ) )  ] =  ln (3  -  0 ) =  ln3.
x - o

П р и к л а д  33. З н ай д ем о  одн остор он н і гр ан и ц і ф ун к ц ії

/(■*) =  т з т ііРи ^ -> і-

Задача зводиться до знаход­
ж ення двох границь —  границі 
зліва та границі справа, тобто

2 ,. 2 
— у  та Ііш — — г .

1- 0 *  і  *-*1 + 0 X 1
Якщ о х  -* 1 — 0, тобто х  пря­

м ує до 1, весь час залиш аю чись 
менш е 1, тоді р ізниця х — 1 є 
неск інченно м алою  ф ункцією , 
яка набуває в ід ’ єм них значень.
О берн ен а  до н е ї ф ун к ц ія  б у д е  Р и с .2

нескінченно великою :

Ііш
Х-*

V

1

-2  - / '

Л - / ,r г з  
1

V 1 
\  1 

\l

lim -------г  =  -  оо.
*-*1-0 X — 1

Якщ о х  •* 1 +  0 ( х  прямує до 1 справа), тоді х  -  1 є додатною 

нескінченно м алою  ф ункцією , а т о м у  _   ̂ буде додат-

2
ною нескінченно великою  ф ункцією , тобто lim  ------ Г =  +  00.

« 1 + 0  х  —  1

2
Графік ф ункц ії у -— j  зображено на рис. 2.

П риклад  34. П орівняємо при .* -» 0 нескінченно м алі ф ункції 

а ( х )  =  х  sin3.v та /З ( х )  =  (arctg 4.x:)2. Д ля  цього знайдемо грани­
цю відношення а  ( х )  д о /3 (.v) при х  -* 0:

х  sin3x х  • Зх .. Зх 
=  lim  -------т- =  hmІ і т  2 ___  2 ___

« о  (arctg 4.x) * -* о (4.x) jt»o  16х

3_ 
16 ’

тобто а ( х ) ,  /3 ( х )  —  нескінченно м алі одного порядку. 
П ри клад  35. Порівняємо при х  - *  0 дві неск інченно м алі 

ф ункц ії а  ( х )  =  xsin (1 /де) та уЗ ( х )  =  х.
Знаходимо границю відношення заданих ф ункцій при х  -*  0:

х  sin ( 1/х )  ,. . „  , ч
lim --------1----- - =  Iim sin (l/ .x ).
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Оскільки дана границя не існує, то ф ункц ії х  та x s in  (1/х)  
•фМ X *  0 не можна порівняти.

Приклад 36. Знайдемо порядок малості нескінченно м ало ї 
и Щ  ■  In cos 2х  в ідносно/3 (х )  =  v T g l  при х  -* 0.

Для того щоб знайти порядок малості а  (х )  відносно /3 (х ),

(|кібі встановити, при якому п границя lim  —  М  буде д о т в -
х-> 0 ф  (Х ) ) "

НИЩИТИ скінченному числу, відм інному від нуля . Таким  чином 
нлчнслюсмо границю:

Ііш =  Iim j£LCc °s 2 ^ - 1  +  1 =  In (1 — 2 sin2x )  _
м о  № ) "  , - . 0 хп/2

In (1 -  2х2) .. -  2х2
=  1 іт — ----- =  і™  — ~  =  -  2

У " 2 , <0 х п/2

при п =  4 ^2 =  ~  -*  п =  4 j .

Гобто а  (х )  =  In cos2x  є неск інченно м алою  ф ункцією  чет- 
•шртого порядку відносно/? ( х )  =  vTgx при X -* 0.

І Іропонуємо розв язати самостійно вправи, що наведено нижче. 

Довести (знайти (д (є ) ) :

68. І іт  (З х  -  5 ) =  1. 69. І і т  (х  +  3 ) =  2.
* 2 дг-*-1

. .2

70. І іт  ~ ~ ~  3 =  — 4. 71. Ііш ^  +  \ * +  1 ,  о
•3 х  +  і  х + 1/2 и ‘

Обчислити границі раціональних ф ункцій:

72. І іт  (З х2 +  2х -  5 ). 73. І і т  (З х5 - 7 х 4 +  8х 2 -  9 )
* ■*4 * - 1 '

74' Ііт2 з 7 2— б ^ + Т  75- 1 іт 4 -  5х +  4 •д-2 Зх — 6х  +  4 , .4  х  — 7х +  6

76‘ |іт, т т т  • 77 • lim — ,~у3 -  1----------- .
+  J дг о 4х +  5х -  4

щ п х 2 -  4х +  1 X3 +  1
78- І т 1 2х  +  2 • 7^ 1™  Т Г Г Г -

80. І іт
.t о

*-•-1 х + 1  

~ 7  +  2) -  81. І і т  -  ~  2х
дг -*0 X
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х 2 -  4 
82. lim  -------^  .

x~2 X - 2

84. lim
x -»0

86. lim

2x  -  3x  -  x  

2x

x  — 6x  +  9

* -з x  — 9

83. lim
X4 - I

_ 1  X  -  1

85. цт  <Уг - 3 >  +  1 ) У  
/ -  1У - l  

87. lim
ДГ-.-1

x 2 - x - 2  

x 3 +  1

88. lim
x -*2

1  . +  ■ 1 2

90. lim

x - 2  8 - х 3

x 3 -  3x +  2

89. lim
x 2 — 6x +  8

. 4 x  — 5x +  4

nt .. x 4 — x 3 +  x 2 — 3x +  2
91. l im -------5------ 5-----------------

x 1 X - X  - x + l

92. lim
1

2 2x — x  x  — 3x +  2

x  -  4x +  6
im і— -------------- +  I

і I x  — 5x +  4 3x — 9x 4- 6 I
93. lim

9 4 . l i i n  ± ± K ? ~ x \
А- О Л

95. lim
x 2 -  (a  +  1) x  +  a

x 2 — a2

96. lim
x  -  9

98. lim

(x  -  3 ) (x  +  4 ) '

8x3 -  4x2 +  3x +  1

t »  5 — 2x +  x  — 4x

„з

,3 •

97. lim
x 2 +  5

Л: -> oo X 3  —  З Х 2  —  1

99. lim
X  -*  oo

x 4 +  8x  -  3x -  l j  

x 2 +  3x — 4

101. lim І £ ± 1П * Ц З І  
(4 x  +  19)

40
(З х3 +  2x2 -  l ) 4 

( 2x 4 -  x 3 +  5) 3
102. lim

103. lim x  -

38
x -  1

104. lim
x  +  x

x - 2  x  +  1 Г



105. lim \ - ^ - r  +  x 2 +  4x +  16
* - \x -  4 2 - х

Знайти границі ф ункцій, які м істять ірраціональність:

, п ,  ^ 9 х 2 +  4 4х -  2
106. lim —  _  . Ю 7. lim  ---------- =  .

1 +  v 16x2 +  З

108. lim
V x  -  1 +  V х  +  1 +  V4x -  З

, ,  + „  V W + 1

Зх -  5
109. lim

X +  3V27x4 +  1 ■ 

l iA  ^x2 +  1 — 3VTx V16 x 2 +  V *  +  Я\y*110. lim - 3 --J 5 -------- . Ш .  lim -Li_° J  і х  +  й іх
ДГ-. + »  Vx  - 1 - х  Ух 2 +  9

I n  У 8x  +  3V8x  +  ^V8x" 9v — v3

— v b * — ■ i i 3 - ; i ™ w T T -

114. lim 115. Ііш + 1 .
* - з  x - j  x^ . l \5 +  x - 2

, u  V7 -  x  -  Vx  1 -  V\ _  х г
l l6 .1 im  ------- —  ------- . 117.  l im   -------- ^ — —  .

' - 1 X ~ l  x - 0  X і

( l 0  .. X 2 -  X і  -  Vx

" 8- ; ™ - 7 s ^ t -  i i 9- ! ™ 7 H t -

I20.lim 3 — = = ---- 121. lim У * .  -  1 .
дг-O v l + x - l  3V J  _  1

122. lim — + / f  ~ ..l —  . 124 lim — ___ ( *  ~  1) 2
v x 2 - l

123. Ііш ---------
3̂ x 2 -  2 V 7  +  1

124. У  прямокутном у трикутнику один із катетів дорівнює х , 
н другий VTx .  Знайти границю р ізниці між  гіпотенузою  та 
кптстом х, якщ о х  -* ОО [13 ].

Знайти границі ф ункцій:

125. lim (V x  — 3 -  V 7 ) .  126. lim  [ V 7 ( x  +  П  -  х  1.

127. lim (^ х 1 +  л г+  1 -  Vx"2 -  х  ).
ДГ -*  оо *
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128. lim  ( V  +  9x2 +  2 -  V* 4 -  9x2 -  2 ).
X  - *  oo

129. lim  (^ 9 x 4 +  12x2 -  7 -  3x2).
ДГ -► co

130. lim  x  (V * 3 +  8 -  Vjc3 -  8 ).  131. lim  (2 x  +  3̂ 3  -  8xT).

132. lim  (  V* 3 +  3*2 _  V ^ ~ 2 X ).
X - *  +  oo

Використовую чи ф орм ули  (1 .1 3 ),  (1. 
ти границі ф ункцій:

, 3 3 . 1ІШ > ! й £ г 2

*-.0 X

135. lim  • 
х~о  t g 4 x

137. lim  — ; ^ /7. . 
дг -» 0 tg  ( х / 7 )

139. lim
дг-»0

4 arcsin 2х

141. lim  ctg Зх  • ctg ( х  -  л/2 ) .
х - 0

143. lim
*-.0

145. lim
дг-»0

147. lim
х - » 0

149. lim
х  -* О

151. lim

cosx -  cos 5x  

tg  6x 2

sinx — sinx cos 1 Ox 

arcsin 5x3

1 — cosx — tg2x  

x  sinx

2sinx — sin2x  

arcsinx3

2x -  arcsin3x
_ 0 arctg 5x -  x

sin (x  -  1) 
153.1 im ----- ^

134

136

138,

140

142.

144.

146.

148.

150.

152.

154.

15) —  (1. 17), обчисли-

sin 9x 
’ lim  . / /̂ \ • 
*.,0 sin (x / 2)

* „  0 sin J X

lim  a r c j2 7 x

x  -» 0

ііш slaL^l,
х - 0  X

2sinx
limn “ — o-------- :— r ~  ■o sin ox  — sin 4x

lim  (cosecx -  ctgx ).
x - * 0

lim
tgx — sinx

дг-O sin x

.. t g 2x - s i n 2x
lim  — ------------ r—  .
x -* 0 4x arctg x

.. tg2x -  5arctg3x
lim  -j-------:--------  ,
* _ 0 5 arcsinx -  3 sin6x

.. sin 6л:х 
lim  —— 5—  . 

sin Злх

cosx -  cos a
lim

x -  a
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IIS. lim 1g* - - -jg g .
t  ■* a X  Cl

L .  sin (x  -  n / 3) 
llm 1 - 2  cosjcМ+л/3

sinx — cosx
IS9.  lim - J _

Х+Л /4 1

161. lim ( 2a  tga  -
а+я/2

Л

co sa

sinx

I6S. lim
* - 0

V9 +  sinx — V9 — sinx 

arcsin 3x

tgx
167. lim JV ( i  -  cosx) 2

169. lim
jt • »  0

171. lim

3Vcosx -  Vcosx

tg2X

1 -  cosxVcos 2x

1 -  Sinx 
156. lim  -------» — .

« я / 2  Л  ~  2 x

158. lim 2  - . 
« л /4 ^2 cosx -  1

ctg p ry/ 2) 

1 - у
160. lim

y-»l

, ^  COS (x  -  2jt/3)

6 , Z ,  c o s x - V J / 2 -

164. lim
*- .0

166. lim

2x

168. lim
* - o

170. lim
* -» 1

0 Vtg 4x +  1 -  1 ‘

x
n , ...... .
0 Vsinx

Vcos2x -  Vcosx 

1 -  cos4x

3 cos (лгх/2)

1 -  Vx

arctgx

V l  -  arctgx -  3V1 +  arcsin 3x

P ^ ' l T o  V I +  arcsin 4x -  V I +  arctg 2x

. . .  .. cos (a +  2 h )  -  2 cos (a  +  h)  +  cosa 
173* lim 2 •

h-*0 h

174. lim ctg +  2h)  -  2 ctg (a +  h ) +  ctga 
a-.o h 2

Знайти границі показниково-степеневих ф ункцій:



179. lim
2 . . ,  \ *ln (**)/*

x “ +  x  +  6

дг-о I x  -  2x  +  3 180. lim  f 1 -  J  .

181. Iim ( l  +  y - 182. lim
x  +  2

00 l ЛГ — 1 I •

183. lim  1 -  -
X  -*  oo \ X

(X  ♦  2)/x

184. lim
2 x -  1

-.00 І 2лг -Ь 3

(1 - x ) / 1

185. lim
<x2 -  3

x 1 - 6

187. lim  (1 -  2x3) 1/sm * .
x 0

189. lim  (cos.*)17* .

191. lim  (s inx ) '8 * .
-r -* л/2

186. lim  (1 +  3 x ) 1/x.
x - 0

188. Iim  (1 +  s in jt)1/,g3jt. 
*-.0

190. lim  (cos 2.v)c,g2^ .

1/x

Застосовуючи формули (1. 18)
границі ф ункцій:

193. lim  ^ +  10jc).
Д Г - .0

195. lim

197. lim

x - 0  X

e ~ x -  1 

* -  0 3x

5* -  1
.о Г  -  1

192. lim
[ 4 2 x J  

(1. 21) та (1. 9 ), обчислити

23x -  ^
194. lim  — . .

x o 4 x

196. lim  — ( 3 +  x )  ~  In3
* - .0  X

eAx -  P 2*
198. lim  e

199. lim
esin3x -  ex
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x — o In (1 -  4x)

201. lim  — (1 x * ) ,
X -0  3x

203. lim -  C° S 8*  
* .» o  sin 2x

2t)0. lim

o t g x  ‘

^1 +  sinx2 — 1

202. lim  І2-Е2Н
x - 0  Sinx

2

2 *

• e6x -  cos 2x
204. Iim

In (1 +  x s in x )'



. . .  sinx -  sinx cos 4x „ л ,  ln cos4x
205. lim ------------5-------------- . 206. lim  ------- = - .

x -* o sx , , < a ln co s2x
e — 1

x  — e „ „ „  ln (x 2 +  l x  +  7)
207. lim  -j---------r . 208. lim  — 1-------— :-------L

lnx -  1 X +  1

„ „ „  In (2 x2 -  3x -  8)
209. lim — 1---------------------- =------ L .

x  -  3

210. lim
ln (1 +  2x +  x 2) +  In (1 -  2x +  3x2)

2x J

211. lim [ln (2x +  4) -  ln (x +  3 ) ].
X  - *  oo

212. lim x (ln (x  +  2) — lnx). 213. lim ( — ln V  7— ~  1 •
д г - »  oo д г - » 0 ^ ^  I  /

sh? v eax- e ~ ax
214. lim (shax = ----- ~----- ).

x - »0 x  *•

chx -  1 / , t еЬк +  е~Ьх 4
215. lim ----- 5—  (chAx = ------- ~------ ).

Л--.0 X  L

ch4x -  1
216. hm

( „  o cos2x  -  1 '

_______ c f  * h +  c f ~ h — 2 d  , n4
217. lim  -------------- j------------ ( a >  0 ).

h-* o h

Знайти границі ф ункцій:

218. lim  3Vx [ 3V (x  +  1) J -  3V (X -  l ) 2 ].
X  - *  oo

sinx „ „ л sin2x
219. hm ------ . 220. l i m -------- .

ЛГ -»3 x  x - » »  *  ■

_____  2x  +  3 cosx
221. hm x  sin ( 2л / х ) .  222. lim  ---------- :------ .

*-»o x - s m x

223. lim  a r c lM  224. lim  x 2 (1 -  cos (4 / x )).
X -*  oo L X

225. lim  (s in ^ x 2 +  4 -  sin^ * 2 -  4 )

X  -*  oo

43



\

226. lim  х 2 (cos ( 4/x )  -  cos ( 2/ x )).
X  -*  oo

227. arctg
x  +  1 
x  +  2

228. Ііш
1 — cosx cos2x cos3x

tg2 4x

229. lim  (cosx -  2 s in 3x )1/2* . 230. lim  x 2 (5 1/J: -  51/(jr + 2)).

лим и. Які з них є величинами одного порядку з х, а які —  вищого 
порядку порівняно З X?

235. Дана ф ункція у  =  х 2. Показати, щ о ф ункції Ду =  у (х  +  
+  Д х ) -  у (х )  та Д х при умові, щ о Д х  -* 0 та х  *  0, є  нескінчен­
но малими ф ункціям и одного порядку. Перевірити, щ о при х  =  0 
величина Ау  є нескінченно м алою  вищого порядку, ніж Д х.П ри 
якому значенні х  прирости Д х та Ау  будуть еквівалентними?

236. Переконатись, щ о при х  -* 0 нескінченно м алі ф ункції 

In (1 +  sinx tg3x ) та х 4 будуть еквівалентними.
237.П о к а за т и ,щ о  при х  -* °о н е с к ін ч е н н о  м а л і ф у н к ц ії

2х  — 1 4
а  (х )  =  — j— -  та /3 (х )  =  —, де а *  0 , будуть одного порядку ма- 

ах -  7 х
лості. П ри якому значенні а ф ункц ії будуть еквівалентними?

238. Визначити порядок м алост і а  (х )  в ідносно /3 (х )  при 
х -* 0 :

231. Iim ( V T T x  -  х ) 1/х . 232. lim  V4cosx -  xsin (2/х )

233. Iim ln (4 -  ^arctgx  sin (3 / x 2 ) .

П ор івняння неск інченно м али х  ф ункцій

X2 X
234. П ри  х  -* 0 ф ункц ії 5х, х  , AV x , у  є нескінченно ма-

1)  а  (х )  =  cosx -  3Vcosx,

2 ) а ( х )  =  ех — cosx3,

3) а  (х )  =  In cos6x,

4) а  (х )  sin2x  (1 -  cos2x),

Р  (х )  =  In (1 +  V I ) ;
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5) а ( х )  =  Іп У і +  x 4sin6x ,  /З (х )  =  tgx;

6) а ( х )  =  sin (V4 +  х )  — 2),  /З (х )  =  х;

7) а  (х )  =  In (1 4- х 2)  -  2 3v V  -  І ) 7 , уЗ (х )  =  х.

Користую чись властивістю  еквівалентних нескінченно ма­
лих функцій (1. 27 ), знайти границі ф ункцій:

s in2xsin5x  „ , . Л V I +  х  -  1
239. lim  — ---j - г  . 240. lim  9 -----7

лг-»о (2х  -  х  )  *  о V I +  х  -  1

V I +  х  -  1 ^1 +  2sm х  -  1
241. lim  7n -= = -------. 242. lim  — — —-----— г —

20V T T H  -  1 x -* o ln (1 +  4x )

2 4
ex — cos8x  .. lnx

243. lim  ------------ ;—  . 244. lim
* -  o arcsinx2

arcs in '

i 1 -  x

245. lim  — j— ті----- r—  . 246. lim  ,
In (1 -  x )  * „ 2  x  -  6x +

arc.g (3 -  , )  +  sin (> -  3J2 

.v -* з x  -  9

x 3- ^ 7  +  i
248. lim   -j------------------ .

* „ 0 In cosx

зarctgx +  3 arcsin2x +  2x
249. lim  ------------- -— -2--------— ,

-o  ln  (1 +  2x +  3sin x ) +  4xe

Знайти односторонні границі ф ункцій:

250- а ) ! ™ Т 9 7 Т 7 ’ б ) Ї Ї „ 7 5 т і г 7 ;

. .. I sinx І I sinx І
251. a ) lim  ----- , б ) lim

Л--.-0 х  х - + 0  х

252. а ) І і т  *  б ) І і т  Т “ | г ;
л З - 0  IX  — О 1 дг-*3+0 1 X О І

253. a ) lim  — т ,  б ) lim  — г;
х-* — 0 - , х д:-*+0 1 х
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254. а ) , іга М Д І Д  6 )  lim  i i l L t j Q .

255. Ііш (^ х 2 +  8лг — 4 -  ^ х 2 -  4х +  2)  .
ДГ-* — со

256. І і т  (З *  -  х 1 -  4х -  1) .
Х -*  +  оо

1 -  Vcosx
257. І і т ------------ —ї=  .

х-,+0х  — х  cosvx

лгго 1п (3 +  4Є2*)258. lim  — ---------- .
л-»+« In (1 +  5е х)

259. Знайти a) lim  / (х ) ;
х-»2 + 0

б ) lim  /  ( х ) , якщо:
* - » 2 - 0

П / (х )  =
2 - х ’ 

і

3) f ( x )  =  Зх ~ 2;

2 ) f ( x )  =
( x - 2 ) 2’

4)  f ( x )  =  arctg

260. Встановити, чи існує lim  f ( x ) ,  якщо:
дг -* -VO

. a ) f ( x )  =

6) f ( x )  =

1 -  cosx 
-------2-----, X <  0

X

X

2x  +  x 2 

sinx

, x  >  0 

x  <  0

, xo =  0 ;

x  , xo =  0 .
cosx , x  >  0

Крім  наведених вище задач, радимо також розв ’ язати й інші
задачі з даної теми [1 —  4, 6 , 9, 13, 16].

§ 3. НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ

Задачі ц іє ї частини вступу до математичного аналізу  стосу­
ються неперервності ф ункції. Розглянем о деякі поняття з даної 
теми.

Н еперервність ф ункц ії в точц і. Ф ункц ію  f i x ) ,  яка визначена 
в окол і точки Хо, називають неперервною в т очц і  хо, якщ о існує 
границя ф ункц ії при х  -* хо та має м ісце така рівність:
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\\ m f ( x )  =  f ( x o ) .  (1 .3 2 )
X-* xo

Рівність ( І .  32) еквівалентна умовам:

a ) lim  A f ( x 0)  =  0, (1. 33)

де А/ (.Vo) =  f ( x 0 +  д . ї )  -  /  (лго) —  приріст ф ункц ії/  (х )  В ТОЧЦІ Хо,
який відповідає приросту аргум енту Л х  =  х  — хо;

б ) lim  f ( x )  =  lim  f ( x ) = f ( x о). (1 .3 4 )
х - *х о -0  х-»хо+0

Точки  розриву. Т о ч к о ю  розриву  функці ї  f ( x )  називаю ть 
точку хо, в околі яко ї ф ункція визначена, але  в самій точц і не 
задовольняє ум ову неперервності (1. 32).

Подамо класиф ікацію  точок розриву ф ункції.
Точка хо є:
а) точкою  усувного розриву,  якщ о існує lim  f ( x ) ,  п р о т е / (х )

х-»хо
не визначена в точці хо, або lim  f ( x )  *  f ( x о). Даний розрив мож-

X -+X Q

на усунути, для  цього довизначають певним чином ф ункцію  в
ТОЧЦІ Х(й

б) точкою  розриву пер шог о  роду,  якщ о існую ть скінченні ліва 
lim f  ( х )  та права lim /  ( х )  границі ф ункц ії, а ле  lim f ( x )  *

*-*.го~0 х-»хо +  0 х-»х о -0
*  lim f ( x ) ;  р ізницю  Д /(.х о )  =  lim f  ( х )  -  lim  f ( x )  називаю ть
д(-*Хо+0 x-».yo+0 х-*хо-0

стрибком функці ї/ ( х )  в т о ч ц і  хо;
в) точкою  розриву другого роду  ф ун к ц ії/ ( х ) ,  якщо в точц і хо 

не існує принаймні одна з односторонніх границь ф ункції.
Н еперервність ф ункц ії на відрізку. Ф ункц ію  f ( x )  називають 

неперервною на відрізку [а\Ь ], якщ о вона неперервна в кожній 
точці відрізка, причому неперервність в точці а означає непе­
рервність справа (lim  f ( x )  = / ( а ) ) ,  а в точці b —  неперервність

А'-*Я + 0
зліва (lim  f  ( х )  =  f ( b ) ) .

х-*Ь—0
Неперервні ф ункц ії володію ть такими властивостями [7, 8 ]:
1) 1і т / (л : )  =  / ( І і т  х ) ;

х  -»хо х -*хо
2) сума та добуток скінченного числа неперервних ф ункцій є 

неперервною ф ункцією ;
3) частка двох неперервних ф ункцій є неперервною ф унк­

цією для  всіх значень аргум енту, які не перетворюють в н уль  
дільник;



4) якщо у =  f ( z )  та z =  <р (х )  —  неперервні ф ункції своїх аргу­
ментів, тоді складена ф ункція у  =  f  [<р ( х )  ] також неперервна;

5) ф ункція, щ о є неперервною на відрізку [а;Ь  ]:
а ) обмежена на [а;Ь ];
6) досягає максимального та м ін імального значення на [а\Ь ]:
в) приймає всі проміж ні значення на [а\Ь ], тобто для  будь-

якого С { f  (а )  <  С  <  f ( b ) )  завжди знайдеться таке с Е ( а ; Ь ) ,  що 
/ (с )  =  С; зокрема, якщ о f ( a ) f ( b )  <  0, тоді рівняння / (х )  — 0 
має в інтервалі (а',Ь ) принаймні один дійсний корінь.

Розглянувш и деякі важ ливі означення, які стосуються непе­
рервності ф ункцій, перейдемо тепер до розв ’язування вправ 
даної теми.

П риклад  1. Доведемо, що ф у н к ц ія / (х ) =  5х2 +  5 неперервні 
в точці х 0 =  S.-

Д ля  того щ об довести неперервність ф ункц ії f ( x )  в точц 

.vo =  8 , треба довести, щ о Ііш (5х2 +  5) =  325 (згідно з формулою
х -* 8

(1 .32 )), тобто треба довести, щ о для  довільного є >  0 знайдетьс: 
д (є ) >  0 таке, що для  всіх х  з проміж ку їх  — 8 І <  <5 виконуєтьс; 
нерівність І/ (х )  — 325 І <  є.

Оцінимо м одуль різниці !/ (.v ) -  325 І =  15 х 2 +  5 — 325 І =  

=  15.v2 -  320 І =  5 ї х 2 -  6 4  І =  5 Іх  +  8 І ■ їх  -  8 І .
Оскільки функція визначена в околі точки хо =  8 (наприклад

(7 ,9 )) ,  то І/ (х )  -  325 І < 8 5  їх  — 81. П окладемо д =  Тоді

£
ДЛЯ ДОВІЛЬНОГО Є >  0 існує таке (З =  g-r, щ о для  ВСІХ X, для  яких 

виконується умова їх  — 8 І < 6 ,  має м ісце нерівність І/ (х )  —

— 325 І <  85 <3 =  є. А  це означає, щ о lim  (5 х2 +  5 ) =  325, тобто
х - S

функція у =  5х2 +  5 неперервна в точці хо =  8.

П риклад  2. Доведемо, що ф ункція у =  х 3 неперервна на всій 
дійсній осі.

Ф ункц ія  у =  х 3 визначена для всіх х Є  ( -  оо, +  оо). Покаже' 
мо, що м алом у приросту аргум енту відповідає малий приріст 
функції, тобто виконується рівність ( 1. 33). Ф іксуєм о дов ільну 
точку х, аргум енту х  надамо приріст Дх, тоді приріст ф ункції 
матиме вигляд

А }' =  у  (х  +  Д х ) -  у  (х )  =  (х  +  Д х ) 3 -  х 3 =  Зх2Д х +  ЗхДх2 +

+  Д х3 =  Д х (З х2 +  ЗхДх +  Д х2).

48



Переходячи до границі, дістанемо: 

lim Ду =  lim  Дх • lim  (З х2 +  ЗхАх  +  Д х2)  =  0 • Зх2 =  0.
-*  0  Д х - *  0  А х  0

Таким чином, умова (1. 33) виконується для  дов ільного 
\ ( -  оо, +  оо) ,  тобто ф ункція у =  х 3 неперервна ДЛЯ ВСІХ X.

х  -  4
Приклад 3. Покаж емо, щ о ф ункція / (х )  = в точці

їх  -  4 І
X ■  4 має розрив першого роду.

В точці х  =  4 ф ункція не визначена. Знайдемо при х  -* 4
і риниці даної ф ункції зліва та справа:

.. х  -  4 , х  -  4
lim -j--------7 -г =  lim — 7------- j r  =  -  1,

*^ _ o  I x  -  4 I *-*4-o -  (x  -  4)

x - 4  x - 4  ,
lim I x - 4  Г =  lim T ^ 4  =  L*-•4+0 1 Л  4  ' *-*4 + 0 ^

Оскільки односторонні границі ск інченні, але  lim  / (х )  *
* —4-0

0 lim / (х ) ,  то х  =  4 є точкою  розриву
1-4*0

Першого роду. Стрибок в даному випад­
ку й точці х  =  4 дорівнює 2 (рис. 3 ) .

П р и к ла д  4. Д о с л ід и м о  на н еп е-

-/
рсрнність функцію у =  [5 ].

Дана ф ункція визначена у  всіх точ ­
ки х за винятком х  =  0. Знайдемо одно­
сторонні границі ф ункц ії в цій точці:

sinx sinx .
lim ------ =  lim ------- =  1.

РІнність lim у =  lim у означає, що х  =0 Рис 4
*-•0-0 *-.0 + 0

С точкою усувного розриву (рис. 4 ). Довизначимо ф ункцію  у в 
нулі, а саме, покладемо у =  0, к о л и х  =  0. Тод і функція

sinx

У —
, х  *  0 ; 

'0  , х  =  0
є неперервною другого роду.
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П риклад  5. П окаж емо, щ о ф у н к ц ія / (х ) = -----  — т  має ро
, ( х  ~  1) 

рив в точц і X =  1.

Ф ун кц ія  в точц і х  =  1 не визначена. П ри  х  <  1 має:
f ( x )  < 0 ,  при х  >  1 / (х )  >  0. Отж е, lim  f ( x )  =  -  оо, lim  / (х )

Д~1-0 д~1+0
-  +  ОО. Т о м у  точка х  =  1 є точкою  розриву другого роду (рис. 5) 

П ри клад  6. Доведемо, щ о рівняння х  • 2* — 1 =  0 має де 
датний корінь, менш ий за одиницю.

Розглян ем о  ф у н к ц ію / (х ) =  х  • 2х-  
Вона неперервна в ус іх  точках, зокре: 
на в ідр ізку [0 ; 1 ]: / ( 0)  =  -  1, / ( 1)  =  
Т о м у  за властивістю  (5в) ф ункцій, які ні

Рис.5

Л перервні на в ідрізку [ а  ;Ь ], знайдетьс 
та к а  т о ч к а  х 0, 0 <  х 0 <  1, щ о  f ( x о)

=  хо • 2Х0 -  1 =  0 , щ о й треба було  дове 
сти.

Користую чись розібраними приклада 
ми, пропонуємо розв ’ язати самостійно за 
дачі, щ о наведено нижче.

261. Довести, щ о ф у н к ц ія / (х ) неперервна в точц і хо (знайт 
• 5 (e ) ) :

а )/ ( х )  =  4х2 -  1, х 0 =  2;

б ) / (х )  =  -  2х2 +  3, х0 =  4.

262. Довести, щ о ф ункція у =  х А неперервна на проміж ку
( -  00, +  оо ).

263. Довести, щ о ц іла  раціональна ф ункція

Л і (•*) =  «о  +  а\* +  а2х 2 +  . . .  +  а„хп неперервна для  дов іль 

ного значення х.

264. Довести, щ о раціональна ф ункція
\ _ ^о 4" QiX +  . . . +  ^пХ”

Ьо +  Ь іХ  +  . . . +  ЬтХт

неперервна д ля  всіх значень х , як і не перетворю ють в н уль  зна 
менник.

265. Довести, щ о ф ункція Vx неперервна для  х  >  0.
266. Довести, щ о ф ункція sin х  неперервна д^я дов ільного х.
267. Довести неперервність ф ункцій в кожній точц і област 

визначення:
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3) у =  * 2 +  3sin2*; 

Зх — 2

1) у =  2 c o s3 *; 2) у  =  cos3* ;

4) у =  s in * 2;

5>у =
* 2 +  9

268. Довести, щ о ф ункц ія/ ( * )  має розрив в точц і х 0; побуду- 

Ийти графік ц іє ї ф ункції, якщо:

( х  — 3, х  >  0,
1 >/(•*) =

2) / ( * )  =

* 2, х  <  0 ,
*о =  0 ;

4 .  у  _ о -
*  * 0  —

2 , *  =  0 ,

3) / ( * )  =  [ *  ], * 0 = 1. (ф ун кц ія  [ *  ] є ц іла  частина *  , тобто, 
ЯКЩО *  —  ц іле  число, то [ *  ] =  * .  Якщ о *  —  дробове число, то [ *  ] 
дорівнює найбільш ому ц ілом у чи слу , яке менш е, ніж  *  , наприк- 
Лйд: [ 1 1 - І ;  [2 , 0 4 ] - 2 ;  [ - 3 , 2 1 ]  = - 4 . )

* 2 -  16
269. Ф ункц ія не визначена при *  =  4. Як треба дови-

*  -  4
ІНачити ф ункцію  в точці 4, щоб вона була  неперервною?

270. Знайти точки розриву ф ункції, встановити їх  тип:
' * - 1*1 _

-, *  *  0 ;
1 > / (* )  =  

2 ) / ( * )  =

*
2 , * = 0 ; 

sin ( *  -  5 )
*  — 5 

0 ,

, *  *  5; 

х  =  5;

3) / ( х )  -  у  _  4 ;

4>/(*) =

5) /  ( * )  =

1 -  e1/Jr

1,

е1/х- е - 1/х 

е1/х +  е Х,х

*  =  0 ;

1,

, * *  0; 

* =  0 ;
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271. Дослідити на неперервність ф ункцію

/ ( * ) -
х е  ■ п--------- г— . х  *  0 ; . .

1 + е  в т о ч ц іх  =  0.

0 , де =  0

272. Зн айти  точки  розриву ф ункц ії, побудувати  граф 
функції:

1

1 ) у  =

2 ) у  =

( х - 2 У  * < 0 ;

( х  +  2 )2, 0 <  х  <  1; 
2 - х ,  х  >  1;

\х +  4 І
х  +  4

4) у т І£ ± й \ - ^ - і ) 2.

З ) у  =  

5)  у =

1

х 2 - 9 ’ 

Іде -  1 І

X 2 -  X3

1
273. Ф у н к ц ія / (х )  =  arctg —~   ̂ не визначена при х  =  1. х

можна довизначити ф ункцію  в точц і х  =  1 так, щ об вона бу. 
неперервною?

274. П ри  якому значенні а ф ункція /  (х )  буде неперервною

! > / ( * )  =  

2) / (х )  =

З > / ( * )  =

xsin —, х  *  0 ;
х

а,  х  =  0 ;

cosx , х  <  0 ;
а ( х  -  4 ), х  >  0;

1 -  cosx
, х * 0 ;

х  =  0 .
х

а,

275. П ід ібрати числа а та і  такі, щ об ф ункція / (х )  була  непі 
рервною:

D /С * ) =

2 ) / ( х )  =

х 2 +  ах, 0 <  х  <  1;
2 +  Ьх, 1 < х < 2 ;

х  <  0 ;
ах +  Ь, 0 <  х  <  1;
v 'xT х  >  1;

52



З ) / ( * )  =

4 )/ ( * )  =

xcos

sinx

a,

b ,

■, x
л  3 
2 ’ 2 *

, x ^  0, x *  я ;

x  =  0 : 
x  =  я ;

ln (1 +  x ) -  In (1 -  x ) x 4 t Q ,
X

ax  +  b, x  =  0 .

Дослідити на неперервність ф ункції: 

х  +  1
276 . У = 7 —(х  -  3 ) (х  -  1)

V 7 T 7 - 2

278- ^ 1 7 г т г -

. З л  л . З л
279. а ) у  =  sin — ; б ) у =  х  sin — .

280. у =  In 

282. у =  —

(х  +  1) ( х  -  3) 

1

1 + 2
і

ж- і

281. у  =  

28 3 .у =

їх  І 
arctgx '

х +  1

ї / 7

___  їх  + 11 ■ ,
284 .у -------- Т Т ~ Х ~  *•7 х  +  1

285. у =  е

3 +  2
і

х *  2

286. у =  In (cosx ).

3х +  2х 
288. у =  - г ------т  •

3х -  2х

290. у =

287. у =

289. у

1 - е

х

COSX

COS І^ Г І  , їх  I S  1.
_1_

291. у =  -  е Л
X

і х і  і ;  їх  і >  і .

292. Довести, щ о рівняння х  — Зх2 +  6х  — 1 =  0 має єдиний 
корінь; знайти його з точністю  до 0 ,1.
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293. Довести, що рівняння х А +  Зх2 -  х  -  2 =  0 має два (і  н 
б ільш е) дійсних корені.

294. Довести, щ о рівняння ——Ц— н--- — -  н----- =  0, д
X “  л і  X ~~ Л2 X ~~ ^3

« і  > 0 , аг >  0 , аз > 0 , А і <  Аг <  Аз має два дійсних корені, як 
леж ать в інтервалах (А і, Аг), (Л2, А3).

295. Довести, щ о рівняння ІО* -1  =  х  має т ільки  одні 
розв ’язок Х о ^ І .

296. Довести, щ о рівняння х  sinx -  0,5 =  0 має б езл іч  роз 
в ’ язків.

Крім  наведених вищ е задач і вправ, пропонуємо також розп 
лян ути  й інш і з даної теми [1 ,6 ,9 ] .

РОЗРАХУНКОВА РОБОТА 1 [11]

Задача 1. Довести, щ о lim  а„ =  а (вказати N  (е ) ) :
П

і Зп — 2 _  З
1 , а " “  2 п -  1 ’ а ~  2 ' 2 , а п ~  2 п +  V  а ~ 2 '

4п2 +  1 4
6. а„

_ І  п  2п +  1 2
, а -  т  12. а „ ~  З п _ у  а -  3 -

54



19. а» =  

2 1 .a „  =  

23. a„ =  

25. сіп =

1 1 . йп =

29. a,, =

3 - л 2 

1 4- 2 л2’

1
а -  2 -

2л  — 1 
20. ап -  2 _  Зл ’

2
а -  3 -

Зп — 1 
5 л  4- Г

3
а ~~5'

4 л - 3
22. ап -  2п  +  1 ’ а =  2.

1 -  2л 2

2 4- 4 л 2’

1
а =  — 2 -

5л  4- 1 
24 ‘ а" ~  10л  -  3 ’

1
а ~  Т

2 -  2л
3 4 -4 л ’

1
а = - Т

2 3 - 4 л  
26. а„ -  2 -  л  ’, а =  4.

1 4- Зл 

6 — л  ’
а =  — 3.

2л  4- 3 
28. а „ -  п +  5 , & II К

)

З л 2 4- 2 

4 л 2 -  1

3
. я =  4-

2 -  Зл2 

3°- а" "  4 4- 5 л 2

3
, а -  5 .

Задача 2. Застосовую чи приклад 5, § 1, обчислити границі 

числових послідовностей:

, (З -  п ) 2 4- (3  4- л ) 2 

(З -  л )  -  (3 4-м )

-  (З -  П )4 -  (2  -  л ) 4

(1 -  л ) 3 -  (1 +  п)3

(6 -  п ) 2 -  (6  +  п ) 2

. ™ (6  4- п ) 2 -  (1 -  п ) 2

(З -  л ) 4 -  (2 -  л ) 4

(1 -  л ) 4 -  (1 4- л ) 4 '

(1 -  л ) 4 -  (1 4- п ) А

(1 4- л ) 3 -  (1 -  п )3'

3 -  ( п +  І ) 2
.3 •

2. lim
п -*  оо

г л . (п  4- 1) -  ( л  4- 1)
6- lim  ------ггз— / 7  i t

( л  -  1) -  (п 4- 1)

(1 4- 2 л ) 3 ~  8п3 

(1 4- 1п )2 4- 4 п2

(З  ~  п ) 3

8. lim
(З  ~  4 л ) 2

( л  -  З) 3 -  (л  4- З) 3

9. lim
(л  4 -1 ) -  ( л  4- 1)

10. lim
(п  4- І ) 2 4- ( л  -  І ) 2 -  ( л  4- 2) 3

(4  -  п ) 3

1 ( п  4- І ) 3 — (л  — 2) 3 

л 2 4- 2л -  З

п  і- (Ц +  +  ( п +  2) 3
.  “  ( л  4- 4)3 +  (л  4- 5 )3 '
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(!-»» (п  +  3) — (/І +  4) п-»оо (п  +  1) +  (tt — 1)

15. lim  --------~  2п------------ j  . 16. lim  ~  ( n +  lf
„ . - ( «  +  I ) 4 -  (n  -  l ) 4 (2 n +  3) 2 +  (n +  4)

17. lim  .( ? " - 3 ) 3 - ( « . +  5 )a 1 8 л .т  j n ±

19

(3n -  1 )J +  (2n +  3 y  > « .  (rc +  6) -  (n  +  1)

lim  О п ± 1 ) \ ± ^ п ± Щ . ' ж  lim  (n  +  7) 3 — (n  +  2)

(2 n +  З) 3 -  (n  -  7 ) „ —  (3n +  2) +  (4 л  +  l ) s

21. lim Pn + l ) - P »  + 3) 22 lim
» - * »  (2/i +  1) +  (2 n +  3 ) n-» «і ( j i  +  1) — n

23. lim  ( *  +  y - ( t t - 2r  2 4 Л іт  І 1 ± і 4 - ( Н . Г . .1У
. »  (n  +  5 )z +  (n  -  5 )г (n  +  1) J +  (n  -  i y

25. lim  26. lim  ( "  +  ~  ~
. »  (n  +  l ) 2 -  (n  -  l ) 2 " n7 .  (n  +  1) "  +  ( n -  l ) 2

27. lim  ( l + j l 3 + ■■(?  - 2) 3 . 28. lim  ~  * )3 .
n-оо n +  2n — 1 n-*oo n — 3n

2 9 A i m l n +  V 3 +  ( n - l ) \  3 0 .lim  t o ± 2 £ - b - t f . .
П +  1 n -* oo ( n  +  3)

Задача 3. Застосовую чи приклад 6 , § 1, обчислити гранш 
числових послідовностей:

, я +  А̂ 9п*  +  Г _ <Ч ~-Т - v G T T T
'• j ™  ( «  +  ^ 7 - п  +  п2 - 2. i.m " Ч г ?  +  з  +  +  1

-  .. V  +  Г -  V J T = T  л V „ 5 _  Г  +  7я3
3. lim  - з" т=ч----- ------— — - .  4. lim  т - m  ' ----------•

п -  »  V л  +  1 — V/І — 1 п -* оо v я +  п +  І  — п

V3tt — 1 — 3V 125я5 +  я , r t5V7T— 3̂ 27я6 +  я 2 
5. lim -------------- r -—------------ — —  .6. lim

5Vn — n • n-oo (n  +  AVnJ^9 +  я2

,. Vn +  2 -  Vn2 +  2 ,. Vn4 +  2 +  s i n - 2

■!“  v  v  + 1 _  4 7  - 1 • '• ? .  - 4 7 ~  2 + T n  -  г

56



. .  6п3 - ^ 7 Т ь  _  v s n r r  - ' V & F + 5
9. lim - r —z—  ------ . 10. l i m -------- — ------------------

„-.oo ^4/i +  3 — n Vn +  7 — n

, , n 4V3n +  1 +  ^81 n4 -  n2 +  1 
11.lim

(n  +  3V n jV 5 -  n +  n1

V j n r s - S j — 3
12. lim j  , ;  -----4 / 4

„^00 V „ 5 _  4 -  V „ 4 +  1

^n 5 +  3 -  Vn -  3 , ,  ,. 3Vn -  9n2
13. lim 5 , ...----- =------ 14. lim   ---------4 7? g

^n  +  3 +  Vn — З n. » 3 n  — ^9n +  1

V 4 n + T -  3^27n5 +  4 1£ n 3V 7^  -  V g l n 8 -  1
15. lim ----- г т = -----з-7-ї---- ------.16. lim

17. l im

V 7 I -  JV„b +  n Л 0- „ Т .  ( «  +  4 Л У ^  •

3V^3 — 7 +  3v'/i2 +  4 io  i _  V/!6 +  4 +  Vn -  4 

■V„s +  5 +  Vn • n ™  JVn6 +  6 -  Vn - 6  •

4n2 — 4v̂ n^ Vn +  3 — y 8n3 +  3
19. lim j /- 8 j  — — . 20. l i m ^ - = r = ----s / s .  •

n-.® *п  +  n +  1 — 5n n -.« Vn +  4 — * n +  5

n \ T C  +  V25n4 - 8 f  _
21. lim 7------ ~ \ /—2 • lim ь /—7 . . ■ , •

(л  -  7 V n )v V  -  n +  1 . . .  V „ 7 -  Vn +  1

_ V Z + T - 5 n 2
23. lim  i / i '  ------ z z = r . 24. lim  /4  •

n-.» Vn ' +  5 +  Vn — 5 n -.»  я — y n — n +  1

„  V T T T T - V ^ T z  ,. nVTTn -  3V64n6 +  9
25. lim  7 ; ----—----- j  . , 26. lim —----3 F F 77T T  2~  •

Vn +  T  — vn  +  2 n *  (n  — V n )*  11 +  nП -* 00

Vn +  6 -  ^ n 2 -  5 Vn« +  6 -  Vn -  6
27. lim з 7=̂ r = r ------------------------------------ 4 j= = = =  . zo. lim -----------.  .

n ■+ 00 4 ?  +  3 +  1 n ■* 00 * /1 +  6 +  V/l — 6

„ n n2 -  Vn3 +  1 „ „  Vn + ‘ 1 -  3Vn3 +  Г
29. lim 3 7-g — ------ • 30. lim  . - -----------5 - 7  j  ——.

,1 +  2 — n n co Vn +  1 — » л  +  1

Задача 4. О бчислити границі числових послідовностей, за­
стосовуючи приклади 8— 10, § 1:

1. lim  п (V п 2 +  Г — ^ п 2 — 1 ).
П -» 00

2. lim п [Vn (п -  2) -  V „2 -  3  ].
/» -* 00
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3. lim  (n  -  3̂ n 3 -  5 )  /iVn.
П -*  oo

4. lim  [ V ( ^  +  1 ) (л 2 -  4) -  i n *  -  9 ].
П -*  oo

c ' V  -  8 -  л^/г ( n 2 +  5)
5. l im ---------------- r — ----------  ■

v «

6. lim  ( 'Jn2 -  3n +  2 -  « ) .
tX - *  oo

7. lim  (я  +  -  ят ).
П -*  oo

8. lim  fVn  ( n +  2 ) -  2n +  3 J.
П -*  oo

9. lim  [V (n  +  2 ) ( n  +  1) -  V (n  -  1 ) (n  +  3 j  ].
П - *  oo

10. lim  n2 l ^ n  ( n4 -  1) -  V  _  8 ].
П - *  oo

11. lim  /г (  V i  +  8лт  — 2/i).
/1 -*  oo

12.1 im n2 ( V 5 +  nT -  V 3 +  nJ ) .
П ■* 00

13. lim [ V (n  +  2 )2 -  3V (n -  З) 2 ].
П -* 00

14 lim  V (n  +  1)3 -  V/I (n  ~  1 ) (”  ~  3)
„ -  »  Vn:

15.1im (V „ 2 +  3 / 1 -2  -  V„ 2 _  3)  .
П •* 00

16. lim  V7T (Vn  +  2 — Vn — 3 ).
/I -» 00

17 lim +
П -* co ІЇ

18. lim  (Vn (n  +  5 ) — n).
П ■* oo

19. lim  V  +  8 (v ^ ? ~ + T  -  V  -  f ) .
П -* 00

20. lim ^  +  Ш - Щ : ~  ' ^ Г ^ )  .
n -» 00 2v At

21. lim  [V ( * 2 +  1 )(Л2 +  2 ) -  V ( „ 2 _  i ) ( „ 2 _  2)  ].
П •* 00
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. . ї в Ш = * И .
п  • * оо

24. lim  [n — Vn (я  — 1) ]•
П -*  oo

25. lim  n3 [ 3Vn2 (n 6 +  4) -  3V (n 8 -  1) ].
П -* •

26. lim  [nVn -  Vn (n  +  I ) ( n  +  I) ].
И ■+ 00

27. lim  3Vn [ ^  -  3Vn (n  -  1)" ].
П •*  oo

28. lim  V n '+ T  (Vn  +  Ї  -  Vn -  4 ).
П -*  oo

29. lim  n (V n 4 +  3 -  v n4 - 2 ) .
П -*  oo

30. lim  Vn (n  +  l ) ( n  +  2) ( V  — 3 — Vn3 — 2).
И -» 00 u

Задача 5. Обчислити границі числових послідовностей, 
(тосовуючи приклади 11— 14, § 1:

u i m ( A + V A + - - - + ! t 5 i l
п ~ { п \  п2 п  Я )

( 2 п +  П  ! +  (2п  +  2 ) !

2- ‘ ” -------- (2 ЇГ + 3 )!
. . .  +  ( 2п -  1)  2 п ± ± \

2  У

2 " + 3 1

1 + 2  +  3 +  . . -  +  «

5- ; Т . ---------? 9 7 Т Т  •
1 +  3 +  5 +  . . . +  (2п -  1)

6. lim і  +  2 +  3 +  . . .  +  я

за-
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_ 1 +  4 +  7 +  . . .  +  (Зя -  2)
8 . lim ---------7 , --------- -

» - . «  * 5 л  +  л  +  1

9. lim
( n  +  4) ! -  (я +  2) ! 

(я +  3) !

(З л  — 1) ! +  (Зя +  1 ) !  

(Зя) ! (я -  1 )

П гїі + 1
1 1 . lim

2" -  5і

n -  со 2" + 5 '

1 2 . lim
1 +  ^ 4 — ї  +  . .  . +  —

з з2 3"

"■*"1  +  І  +  Л  +  .
5 5 5"

_  1 -  3 +  5 -  7 +  . . .  +  (4'я -  3) -  (4л -  1 )
13- Lm.  7 Л Т Т 7 ?  +  n +  I

14. lim
1 -  2 +  3 -  4 +  . . .  +  ( 2 n  -  1) -  2л

15. lim-
3Vn 3 +  5 - ^ 3 ^ + 2

. . .  +  (2я  -  1) -

16. lim
3” -  2"
П -  1 , г\П *

T  Z

/ n  +  2
17. lim

П ■* oo

18. lim
II -* oo

3" +  2"x5 + Д +  +
6 +  36 +  . . . +  6"

19. lim 2 - 5- t . 4 .-  7 +  • • ■ +  2m ~  (2 « +  3)
n H. »  я +  3

2 0  ]im Р » + 1 ) ! +  ( 2 я +  2 ) !  
і™  (2я +  3 )!  -  (2я +  2 )! '

2 1 . lim -
+  я

я -  я2 +  З
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n2 +  Vn -  1_________
22 • lim 2 +  7 +  12 +  . . .  +  (ir t -  i)  '

/ -з c g 1 +  2"

23- lim  4 +  І 6  +  64 +  • ' • +  4"

. . .  +  (2n  -  1) •

(I +  5 +  9 +  13 +  • . . . +  (An -  3) _  An + Л 
25. l i m ------------------2 J

П-¥ CO

1 -  2 +  3 -  4 +  . . . - 2 n

26' ? “ --------^ 3 +  2п Л  •

2" +  7"
27. l i m - — r ^ n -

Л -> oo Z  /

n ! +  (n +  2)  !

B - “ m.  ( л - 1 ) !  +  ( »  +  Ї Й '

3 +  6 +  9 +  . . .  +  Зп
W - lim --------- ^ ------------- •

П -* oo * *• *

/ 7 29 2" +  5"
30. lim j q +  io o  +  - ' - +  10і

Задача 6 . Обчислити границі числових послідовностей, 
бтосовуючи приклади 16 19, § 1.

п -* 00

4

-  А '  4 Л і т ' “ - 1

п +  2

ЗЛІШ І—  j • \ Т Д « + 3

2 " ~ п *  

^ ■ " Ж і г ї  • 6' ! ‘”П -» 00

\  п / 2  /  і л \  З п  + 1

4 T .S ? )



9. lim б / г - 7
’ n-co (6/г +  4 

11. lim

Зл + 2

O \ -  n
n +  n +  1

10. lim (3n2 +  An -  1

n->°o [ n  +  П — 1 

2

12. lim
ft -*  oo

я -»“   ̂Злі2 +  2/г +  7 

‘ i n 2 +  5/г +  7

2л + 5

I n 2 +  5п +  З

13. lim  *
її л

. . . .  f 3 n  + 1 \ 2 п  +  3

( з ^ т )  ■

17. lim
П •* оо

19. lim

21. lim
П •* оо

23. lim
П •* оо

25. lim

27. lim
П -*  oo

29. lim
П •* oo

n +  З 

n +  5

п + 4

и-*« ^5/г +  Зп +  З J

16. lim  ( ~  +  7 п ~  1

п -  оо ^2/г +3/1 — 1

з

18. lim
(V +1

Я •* оо I f t 3  —  1

2/г2 +  2 1 / 1 -7  

2/г2 +  18/г +  9

2/1 + 1

п + 1

Зи + 2

З/г2 -  5/г 

/г2 — 5/г +  7 j

п 2 — 6/і +  5  ̂

п 2 — 5п +  5у

7/г2 +  18/г -  15] 

7/г2 +  11/7 +  Ш

20. lim

22. lim
П -*  оо

24. lim

10/г — З 

Ю / і - 1

п +  З 

/і +  1

/г +  4

2/і -  /і

5п

П +  2  *

и + 2

26-.'lm.  ( г г т т

П + 1

/г3 +  /і +  1 

/г3 +  2

2/г2 +  2/г +  З 

2/г2 +  2/г +  1

2/і

Зл2 -  7

ЗО. lim  . 
л оо І /г — 7

/г +  5\ 6 + 1
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Задача 7. Довести (зн ай ти <5 (є ) ) :

1. lim
Я ■*- З

3. lim 
t —  2

2л2 +  5л — З

5. lim
І * —  1/2

л +  3

Зл2 +  5л -  2
л +  2

6 л2 +  л -  1

=  -  7. 

=  -  7.

л +  1 / 2

9л2 -  1
7. lim - - - - - -  = -  6.
л-»- 1/3',л +  1/3

„  5х 2 -  А х  -  1 ,,
2. lim  ----- г ~ —  =  о-

* - і  х - 1

4. lim  4x2 ~  ^  +  6- =  10.
л: -*3 X 3.

* 6л2 -  х -  1
6- hm X -  1/2 =  5 -х -*1/2 л  A/z<

о і- Зл2 — 5л -  2 _
8. І і т ------------ =-=  7.

х~2 х — 2

л Зд:2 — 2jc — 1 
9. lim ------- ; л~7п—  =  -  4.л +  1/3 10. І і т ї х 2 +  8 л +  1

=  -  6.

„  л2 - 4 л  +  3 „11. Ііт ---------5—  = 2.
х~*3 х - 3

6 л2 -  5х +  1 ,
ІЗ. Ііт  -------- 7TZ—  =  -  1 .

2х2 +  З х - 2  г
1 2 . І іт  -------- =  5 _

дг-*1/2

х -*1/3

2л:2 +  13л: +  21 1
І іт  « . я •

, . _ 7/2 2 л +  7 2

.. 6 л2 +  х -  1 .
17. І і т --------г-7 5 — =  5.

, - і / з  - « - 1 / 3

2 л2 — 2 1 л — 11
19. І іт ------------п ------=  23.

x-.ll Л - 1 1

2 1 .Ііт  2 л 1 ± 1 5 л + 2  =  _  ^
х — 7 Х +  1

, „ 10л2 +  9л -  7 . 1П
14. І іт  ------ Т Ч 7 1—  =  ~  19.

^ . 7/5 л +  7 /5

, ,  2л2 -  9л +  10 1

16- 1 і т ----- 2х = 5 ------- =  Гх -*5/2 *

18. І іт  - у2-7 47̂ / Г  3 9  =  -  81.
^ _ 1/2 х  +  1 / 2

™  ,. 5л2 -  24л -  5
2 0 . І іт  ------------.------ =  26.

, - .5  х - 5

„„  2 л +  6 л -  8
2 2 .І і т ----------------л +  4 =  -  10.

23.Ііт
X •+— І/

25. І іт

6 л2 — л — 1

х ■*- 1/3 Зл +  1

Зл2 -  40л +  12 8

х ->8 х  -

5
З'

=  8 .

24. І іт
л2 +  2л -  15

=  - 8 .
_ _ 5 л +  5

5л2 -  51л +  10 „„
26. Ііт -----------77;----- =  49.

t _ 10 л -  1 0



27. Ilm 2x2 -5*,Z~2 =  -  3.
*-• 1 / 2  

29. lim
ж-* 1/3

x -  1/2 

Зх2 +  17x -  6

28. lim
ж -»- 6

Зх2 +  17х -  6 

х  +  6

1/3
=  19. ЗО. lim

15х2 -  2 х  -  1

ж - » - 1/5 х +  1/5

=  -  19.

=  -  8 .

Задача 8. Довести, щ о ф у н к ц ія / (х ) неперервна в точц і 
(знайти (5 (e)):

I . / ( х )  =  5х  — 1, *о =  6.

З . / ( * )  =  З *2 — 3, * о  =  4. 

5 . / ( * )  =  — 2 * 2 — 5, * о  =  2. 

7 ./ ( * )  =  — 4 *2 — 7, *о =  1. 

9 ./ (х )  =  — 5 * 2 — 9, *о =  3.

I I . / ( * ) =  -  З *2 +  8, *о =  5. 

1 3 ./ (* )  =  2 *2 +  6, *о =  7.

1 5 ./ (* )  =  4х2 +  4, *о =  9.

17. / ( * )  =  5 *2 +  1, *о =  7.

19./ ( * )  =  З *2 -  2, *о =  5. 

2 1 ./ (* )  =  -  2 *2 -  4, *о =  3.

2 . / ( * )  =  4 *2 -  2, * о  =  5. 

4 ./ ( * )  =  2 *2 — 4, * о  =  3.

6 ./ ( * )  =  — З *2 -  6, * о  =  1. 

8 ./ ( * )  =  — 5х2 -  8, * о  =  2.

Ю . / ( *  

12./(* 

1 4 . / ( *  

1 6 . / ( *  

1 8 . / ( *  

20 . / ( *  

22 . / ( *

2 3 ./ (* )  =  — 4 *2 — 6, * о = 1 .  2 4 ./ (х

2 5 ./ (* )  =  — 4 *2 — 8, * о  =  2. 2 6 ./ (*

2 7 ./ (* )  =  -  2 *2 +  9, * 0 =  4. 2 8 ./ (*

29 . / ( * )  =  З *2 +  7, * о  =  6 . ЗО. / ( *

=  -  4 *2 +  9, * 0 =  4. 

=  -  2 *2 +  7, *о =  6. 

=  З *2 +  5, *о =  8.

=  5х 2 +  3, *о =  8.

=  4 *2 — 1, *о =  6.

=  2 * 2 — 3 ,  * о  =  4.

=  -  З *2 -  5, * о  =  2. 

=  -  5 *2 — 7 * 0 =  1. 

=  — З *2 -  9, * о  =  3 . 

=  2х2 +  8, * о  =  5.

=  4 *2 +  6, *о =  7.

Задача 9. О бчислити границі раціональних ф ункцій, засто­
совую чи приклади 6, 7, § 2:

1. lim  <* - 42* - ; ) ( * + 1 ) 
ж— і *  +  4 *  — 5

3. lim
( * 2 +  3 *  +  2 )2 

. - 1 х3 +  2 *2 — *  — 2

2. lim

4. lim

*  -  3*  -  2 
*  +  х 2

(2 * 2 -  *  -  І ) 2

ж і * 3 +  2 х 2 — х  — 2



5. lim -Ч-----— j— Х ~
н - з х  + 4 *  4- Зх

.  (х 2 +  2х -  З)2

7. lim
ДІ -» О

(1 +  х ) 3 -  (1 +  Зх)

X +  X

п х 3 -  Зх -  2
9. lim - 5 ------------

jr- -1 х  -  х  -  2

11. lim
х 3 — Зх +  2 

і х 3 -  х 2 -  х  +  1

х3 +  4х2 +  5х +  2
13. l i m ------5—  ------ ---- .

* - . - і  х  — Зх -  2

. .  х3 +  5х2 +  8х +  4
15. lim  ---- 3---- — 2------—  .

-  2 х  +  Зх — 4

х 3 -  6х2 +  12х -  8
17. l i m -------т— — 5------ -̂---

х-* 2 х  — З х + 4

19. lim

21. lim

х3 — Зх — 2

23. lim

1 (Х 21 -  х  -  2 )2

х 3 -  Зх -  2

IX 2 +  2х 4- 1

х 4 -  1

25. lim
X -> 1

1 2х 4 — х 2 — 1 

2х 2 — х  -  1

27. lim

х 3 +  2х2 -  х  -  2 

х3 -  2х  -  1

-  - і х 4 +  2х  +  1

29. lim
■ х 2 -  1 

1" 2х 2 -  х  -  1

6. lim
. (х 3 -  2х  -  І ) 2
ІТП 1

8. lim

-1  х  +  2х +  1 

х 2 — 2х  +  1

10. lim

і 2х 2 -  х  -  1

х 3 +  5х2 +  7х +  З

и - 1 Х -3 +  4х2 +  5х +  2 '

1 2 .1 ira * ,  +  , ! - 5- ' + 3
Ї “ 1  х3 -  х 2 -  X +  1

14. lim
х 4 -  1

* 1 2х 4 — х 2 -  1

16. lim
х 3 -  5х2 +  8х  -  4

18. lim

2 х3 -  Зх2 +  4 

х3 +  5х 2 4- 8х  4- 4

-  2 х 3 4- 7х2 4- 16х +  12

_  х3 — Зх -  2
20. lim  ---------- ~------.

х  -> 2 і.

22. lim
х 2 -  2х 4- 1 

і х 3 -  х 2 -  X +  1

24. lim

26. lim

х 2 +  Зх +  2__

і х 3 +  2х 2 -  х  -  2

х 2 +  2х  -  З

-  з х 3 4- 4х2 +  Зх 

з
2 8 . 1 1 т

* О X +  X

X3 +  7х2 4- 15х +  9
ЗО. І і т

з х 3 +  8 х2 +  2 1 х +  18

З 133
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Задача 10. Н а основі прикладів 11— 13, § 2 обчислити граниі 
ф ункцій, які м істять ірраціональність:

1. Ііш
V I +  2 х  -  З

ІШ  ------- 7=------—
4 у х  — 2

v r ^ r
З.ііш - 3

х -* 1

5. lim

” ї  Ч 2 -  і •

3 V x ^ r 5  +  2

- 2  х 3 +  8

-  .. V9 +  2х - 5
7. hm — 5— ------------.

х-* 8 Vx - 2

9. lim  —  +  3x  +  f —
x -. 0 Х  +  Х

"•Й T r rB k -
і  -j  i  „  3 V 3 7  -  2

13,J™  7 2  + x - V 2 x -

15. lim

17. lim

19. lim

3V93t -  3

з. V 3  +  jc -  yJ2x ’

3V16jc — 4

"4 ТА + х - Ш '  
Y Z _ I

14 2

21. limn —n r

s f T  
I 16 4

23. lim
-V -* 0

— V 2 x  ’

3 V T T + ~ x  -  3VTT 

V ?  +  5V I

»  .. V I -  jc -  3
2. hm — ---- r— -

- 8 3 +  V3c

4. lim
ДГ-.3

Vjc +  13 -  2Vjc +  Г 

* 2 -  9

*Vx -  2
6. lim  —7 =----т .

, . , 16 Vjc -  4

8. lim
X - *  0

10. lim
x - 0

3v r m c  -  3 v t t ^ ~ x \

12. lim  + *
* -»о V I +  jc -  V l -  x

14. lim
Vx -  1

x - l  .V2 -  1

3V 3 F ^  +  2
16. lim  ^

, . - 2  x  +  2

18. lim
V9 +  2 x  - 5

x~& JV_v2 _  4

20. limim —r r  

- І  Ї Ї

3V I _ I
I 9 3

+  JC
- V b c '

22. lim
7V I

^ . 2 4 . 1 і ш  V 8  +  3j1- * ' - 2 '
ДГ-.0 3V ? T ?
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- с Л  -  2х  +  Зх2 -  (х  +  1)
25. lim ---------------j — — 1----------L

х -* О VX
26. lim

х -* 8
V9 +  2х - 5

27. lim
дг-» 1(

29. lim

V 7 - 2
• 11111 з ,
ДГ-.16 Y (V X  _  4 )2

V x  -  2

28. lim

V I - 2  

V x  — 6 +  2

* - - 2  ‘V x 3 +  8

10 -  x  -  6V 1 — x
30. lim

*-* -  8 2 +  V i

Задача 11. О бчислити границі ф ункцій, застосовуючи при­
лади 15, 16, § 2:

, і . і ш
sin4x

3. lim
де -* 0

Зх2 -  5х 

sin3x

5. lim
4х

7. lim

-* о tg ( л  (2  +  х ) )  

1 -  cos3x

4х 

2 * -  1
9. lim / , , 0 4  •

,..0  In (1 +  2х )

I In (1 -  7х )

sin (л  (х  +  7 ))

91п (1 -  2х ) 
13. lim / .

* .♦ о 4 arctg3x

15. lim
sin7x

О X +  л х

, ,  ,. 2sin [я (х  +  1 )]
17. lim — :— ту 

,^ о  In (1 +  2х)

19. lim

21. lim
•t.O

v T T T  -  1

To sin [л  (x  +  2)  1

1 -  Vcosx

xsinx

2. lim
Д Г - .0

4. lim

1 -  coslOx 
2

** -  1 

1 -  cos2x

6. lim

„  o cos7x -  cos3x ' 

2x

8. lim

“ o tg  1 2 л  (x  +  1/2)  ] 

arcsin3x
T o  v T + T  -  V 7  •

10. lim
arctg2x

12. lim  
*-*0

„ 0 sin [ 2л  (x  +  10)  ] ‘

cos (x  +  5л/2) tgx 

arcsin2x 2

1 -  V3x +  1 

cos [ л ( х +  l )/2  ]•

>• V4 +  x  -  2
16. lim  — 5------  ------.

3 arctgx

cos2x  -  cosx
18. lim — --------------- .

, o 1 ~  cosx

2 0 ., і т 5 ! ! і Ш £ ± 5 2 1 , п2.
-  1x * 0 Є

oo ,. arcs in2x, „  
22- lim  , - 3, 7 ln2.

o 2 — 1
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еАх -  1

23 *'-?о sin [ л  ( х / 2  +  1) ]
24. Ііш

1 — c o s *

25. Ііш
д г-0

27. Ііш

sin2*  - t g 2*

tg *  -  s in *

26. lim

o ( e x -  1)" 

arcsin2*

o *  (1 -  cos2* )  '

29. lim  а М ± ^ 1 1  
In ( *  +  1)

x^o ln (e  — * )  -  1 '

28. lim  . ' " У  +  °  • 
* .0  1 -  V x2 +  1

30. lim
2 ( e™ -  1)

Задача 12. Обчислити границі ф ункцій, застосовуючи пр: 
клад 18, § 2:

* 2 -  1 
1 1П*

1 4- cos3x

1. lim
1

3. lim
x -* л sin ї х  •

1 +  cos^ *
5. lim

1 . lim
sin2*  -  tg2*

9. lim
X -*  Л

я ( *  — л )  

cos5* — cos3*

sin2*

, ,  sin7-T* 
11. lim - 7—5—  .

x •* 2 S lf lo ^ .V

13. lim
1

15. lim
1

17. lim

v *  -  3 *  +  3 -  1
sirur*

з 5х ~3 -  з 2*2
tgTZX 

ln2*  — \пл

jt -»л/ 2  s*n (5 */ 2 ) cos* ‘

2 . lim
X  -*  1

4. lim
X ■* л /

6. lim

0 3 ( 3v T + T -  1) ’

цій, застосовую 1

^ x 1 -  *  + T  -  1
ln *

1 -  sin2*

х-*л/А (л  -  4 * )

tg3 *

2 •

х-ж/г ^ X

V * 2 -  *  +  1 -  1
8. lim

JT-> 1

10. lim
л:-2л

tg7VX

sin7* — sin3*

e — e

n  1 ■ ln (5 -  2 * )
I™  V T 0 ~ 3 *  -  2 •

x 1  — Л 1
14. lim

sin *

16
16. lim  -  

* _ 4 s iw r*

18. lim
ln tg *  
cos2*  ‘
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т 19. lim
л sin 5 x  -  sin3jc

21. lim 1 ~  24 x V 7  -  1

“  Л ^ - ^ - ї х  +  2 ) -  i ‘ “ V 7 - 1  '

23. lim
X •* —

25. lim
x  -* л/3

tgrcx

2 *  +  2 '

1 — 2cosx

27. lim
X  -*  1

29. lim

л  -  3x 

1 -  x 2

! SHUT*

З -

24. lim  l ~ s i n ( x / 2 )
ЛГ -*  Л  ^  .V

26. lim  - 2x)
*-*2 sinojrjc

28. lim c° s < » * / ? > .
X-+ 1 1 “  v  X

sin3#x 30. lim
sin5x

* tg3jc •

Задача 13. О бчислити границі ф ункцій, застосовуючи при­
клад 20, § 2:

1. lim
д* -* л / 2

2
2COS X

1
In sinx 2. lim (2-у  І ) 2

„ біплд: -віпЗлх *
х -*  1/2 6  —  Є

3. lim —  .ln f r  -  V 2 * ~ 3 )______  4 1 іт  tg-y ~  tg2
, „ 2  sin (л х / 2 ) -  sin [ (x  -  1) л ]  ’ * , . , 2 sin ln (x  — 1)

5. lim
.v -* л/2

e <g2x _  e -  sin2*

sinx -  1 6. lim
ln sin3x

-г-л/б(6х -  л ) 2

7. І і т
„  sin ( ^ 2 x 2 -  3x  -  5 -  у Т + ~ х )
3 ln ( x  -  1) -  In (д: +  1 )4 - 1п2 '

8. І і т  —^ — ^ ~ т .  
x  2 л tg (cosx -  1)

, л , arcsin (x  +  2)/2
10. lim -  / f—

л - * - 2  3 '2  + .г + дг _ 9

9. lim ' M 4* - 1? ,
i/2»  1 — С05л:х — 1

11. lim
2$іпллг _ |

12. lim ln cos2x

-Л  (I -  л / х ) 2 •

x -» 3 In (x 3 -  6x -  8) 

l i m ^
x-2  /  + 3

13. lim tg ІП (3л' .

V  + 1
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. . . .  ln COSX 
14. lim  ------ .osin2* * 

x -* 2л 0 — 1

1£ c o s (x / 2 ) 
1 6 - h m  > u  J a x  •

x -* л Є — Є

, ^ 1  +  In X  -  1 
15. lim  — z—;--------------

1 +  COSJTX

l n ( 2 x - 5 )
17- Iim  - - L *  / •*-» з e  — 1

18. lim

• 2* • 2,.sin 6x sin 3x
Є — Є

*-.*/3 log3cos6x

t g ( / + 2 - / - 4) 
20. lim — — — — t-

* h. _ 2 tgx  +  tg2

19. lim

21. lim
*-► 1

Ж/ 2  In ( 2 x / n )

V l x+  7 -  V2X + 1+  5

x3 -  1

22. lim  ■'?  (L +C0Sf  
* - .»  (3 SlDX- l ) 2

23. lim

X ' - l

t g ( *  +  1)
rv

e — e
24. lim  ~ ф Щ =

x-* -  I  „  * x - Ax +6 ln (c o s4 x )

*-.л/г(2х -  л )
27. lim

a
2 2 

x  ~ a _  i

e t g l  n (x / a )  ’

28. lim
s in f r ’ ^  -  g 3̂ )  

arctg (x  +  3)

29. lim ( * / o > +  2> .
X <хл л  /* -  атг/дг _  ^(ал/дг) -  1

30. lim
tg (Зл/Х -  3)

3 cos(Зх/2) і
— 1

Задача 14. О бчислити  границі ф ункцій, застосовуючи при­
клад 21, § 2 :

1. lim
1 1х -  53х

2х -  arctg3x '
2. lim

є3* - * - 2*

о 2arcsinx — sinx '

3. lim  —
6 1х - Т *

5. lim

о sin3x — 2х ' 

3 l f  -  53х

. о arctgx +  х,з •

4. lim
5* Зх 

Є “  Є

* о sin2x — sinx

6. lim
J *  J x  Є — Є

,2 •
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7. iim
З5'  -  2х

9. lim

о х  -  s in 9 x ' 

12х — 5 ~ 3х

о 2arcsinx — х  '

о5лг _ гуіх
11. lim  ----- .

* о arcsin2x — х

4х -  21х
13. lim  Z . 

tg3x -  х

і , г  IQ2* -  1 ~х
’ Л о  2 tgx -  arctgx '

17. lim
73* -  З2х

.3 •. 0 tgX +  X

32л: _ Г
19. lim  ----  *2 с *

д-̂  о arcsin3x -  5х

л 5х

21. lim
9 '

23. lim

,-.о  sinx — tgx 

5^  -  23x

.з •

*-.0 sinx +  sinx

25. lim
9X -  23 x

2 1 . lim

0 arctg2x -• 7x

3 s x  _  2 -  l x

x 0 2x -  tgx

29. lim
ІХ  X

Є — Є

• 0 X +  tgx

Задача 15. О бчислити 
клад 22, § 2:

8. lim
X-*Q — sinx

-  2xJ7x .e  — e
10. lim  ... „  .

, <0 sinx -  2x

12. Hm
л 5х x
Є — Є

x-* 0 arcsinx +  jc.3 •

14. lim
x -* 0

16. lim
2x

Є

— sinx

o sin3x — sin5x "

18. lim
X  -*  0

„4x 2x Є ~  Є

— smjc

20. lim
i x  -  Sx

e — e 
0 2sinx -  tgx

22. lim  -7
J x  2xe — e

_ 0 sin3x -  tg2x ' 

3,  /
24. lim

-  Є — Є

„0  sin3x — tg2x '

26. lim
/ - e ~ 2x

28. lim

,-.0  x  +  sinx

, „ 0  sin2x — sinx ’

e3jt -  32
30. lim

x-*o x  +  arcsinx 

границі ф ункцій, застосовуючи ири-

1. lim
х - 0

ех +  е

s in 2x
2. Iim

дг- О

1 +  xsinx -  cos2x

sin 2x
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,  .. V 1 +  tgx  -  V I +  s in * 
5. lim -----------------;--------------- 6. lim  —

0 sinax — sinySjc '

_ V I +  xsinx — 1
7. lim -------- j-------------

f  _  l 

1 — 2cosx

8. lim
x 2 (e* -  e x)

9. lim
X -*  Л /

11 .lim

-* л/З s i n  ( n  ~  3 * )  '

s in * — cosx 

ln tgx

10. lim
1 -  x

, _ 1 -  cos2x +  tg2x
13. lim  ---------- — — - — .

x -* 0 -VSin3.V

in (X  +  h) +  In ( *  -  ft)

h -* 0 h2

16. lim -j— — .
jr -* 1 10g2*

simrx

1 0  CL -  (I
12. l i m --------— .

x -* b x - b

, . sin2x — 2sinx
14. lim  ------ :---------— .

x + o x  ln cos5x

-  2 lnx
x  >  0.

sin2* sirur

17. lim
tgx

18. lim
2*  —  2

-.i lnx

nn ,. Vx +  2 -  V I
20. lim ------- r-̂ 5---------.

*  o sin3x

19 i im sin (A + x )  -  s in (x  - h )  
hA-»0

21. lim
a +  a — 2a*

1 -  Vcosx
22. lim

24. lim

о 1 — cosVx '

2sin2x  +  sinx -  1

.„/e2sin x  -  3sinx +  1

a - o  V

3V T + T  -  2
23. lim ------- :-----------

, _ 3 simrx

25. lim 7 lg X ~  1 .
, - . 10 Vx -  9  -  1

26. lim
3 * * 1 -  3

28. lim

o In (1 +  x V j +  x e <) - 

s in ix  -  sinax

27. lim
Vcosx -  1

• o sin 2x

.0  In (tg  (л/4  +  a x ))  ■
29. lim

1 -  sin x

x -* л /2  COS X



, л logs* -  1 
ЗО. lim  — ^----------- .

х •* 3 tg^ J C

З ад ач а  16. О бч и сли ти  гран иц і п ок азн и к ово -степ ен еви х  

функцій:

1. lim  (1 -  In (1 +  х3) ) 3/(дг arcsi,u). 2. lim  (c o sV x )1
\1/X

x -* 0

1/д?2
1 +  х2 Л

x-0

3. lim

5. lim

о \ 1 +  x3'/

1 +  sinx cosax

4. lim  (2  -  3irc* ) w t o .
x -*0

3 l/sin̂ 3*\ ctg * I 4 \
. 6.1im .5 ----- — I

) x-»0 ^ cosx l> 0 ^1 +  sinxcos/3xJ 

7. lim  [1 -  ln (1 +  3v l )  Г /5“ 4 (3 л ) . 8. lim  [2 -  e ™ * ' *  ]3/x.
X - + 0 x-+0

9. lim (cosJtx)1/(Isin" ) . 10. lim (1 +  sin 3x)
• 2 -3  ЧІ/ІПСОХДС

x -*0 x •* 0

c\gx 3

1 1 . lim [tg  { - j  -  •<)] | • 12’ | ip j(l_  xsin2x ) 1/ln(1 *** \
x->0

2
(coscc x)/x 2

ч 1/ІП (1 ♦ X  )2 _  5 аг«іп* j 1 4  ]im ( 2  -  COS3X) 1

/ x-0

15. lim ( 2  -  / ‘T 8** • 1 6- lim (cosx)1/ln (1 +
x -* 0

17 lim (2 -  e* ) 1/ln(1 + tg (лх/3)\ 18. lim (3 -  2cosx)
x - 0  x -* 0

, 2
19. lim ( 2  -  3 sin ' ) 1/,псо“ . 2 0 . lim $ 2  -  cosx

2-  cosec X

x-* 0 jr -* 0

2 1 .lim  ( б - r V r  ' 2 2 Л іт  ( 3 ~ ^ s xn O  1 C0S*J  x-»0 I C 0SX

31/siiu. _  v i/siiw  2
(1 +  sm xcos2x\ ґ~ « а / ( і - м ш )

23. lim  . , ■--------- 5-  . 2 4 .  lim  ( 2 - ^ )
x .o  11 +  sinxcos3xJ x.O
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25. lim  (1 +  Ц  J  arctg \Гх)1/х . 26. lim  [ -
ї  х -+0 І 1

1/* -)Л і і „  (1 ±  tgx cos 2х
1/Х

27. lira
* - о  ^1 +  х7'

i/tg2,

jr о у tgx  cos5x J 

28. lim  (1 +  tg2x )1/ln(1 + 3A
JT-.0

29. lim (1 — In cosx )1/,g
ДГ-* 0

30. lim  (1 -  sin2(;t/ 2 ))1/ln(1 * X* 3x\

д 26a §a2 17‘ ° бчИСЛИТИ границі Функцій, застосовуючи при­клад 26, § 2

1. lim
дг-* 0 1 X

1 + х

3. lim І ™ W 1* * * '
г .  і—

5. І і т  (cosx )* + 3.
дг-*0

7. lim  f M l  +  * )
дг-» О

9. І і т
ДГ-.0

х/(х + 2)

/ з  \ ( & ї  +  3 ) / ( 1  +  j t )  

«?* -  1

11. І і т
2 + х

/sin6x\

о (  2х )  ■

13. І і т  / іІп2л:
„о lsin3xJ ‘

15. І і т

4

х 3 +  8

х •* о І Зх2 +  10

х + 2

2. І і т
ЛГ-* О

4. І і т

іт (т ^  1 •- о  -  x j

,з*_ j\ cos2 ( f +Jf)

о I х

6. lim
х  +  4

-о  I х  +  2

х +3

8 . 1 і т ( М *
x + 0 [  X

2 + x

10. Iim  \ Z ~  
j . o U + 4

12. lim
jr->0

/ 2  \ 6/(1 +Jr> 
ex -  1

д:-0
14. lim  [tg  ( x  +  j

x + 2

16. lim  [sin  (x  +  2 ) ]3/(3 **\
x-* 0



2 3 1 ir a / a r c s in ^ 2('  + S) 2 4 1 .m / a r c t g S , ^ 2

Jt-»0  ̂ x  J  ̂ X J

4 /  • c 2\ 1/(Jt + 6>
25. lim  (e* +  x ) co“  . 26. lim  № Ц

* -0  *-.0 \ sinx J

/ /_ \ \ (* -  ! )/ДІ 2
27. lim  I tg  I - j  — x j  j . 28. lim  (6  -  5/cosx)‘* *.

29. lim
Jt-»0

f  1 + 8 x '\ 1/(*2 + 1) . (
------------' 30. lim  '

arcsin2x

2 + 1  I x j  • JU- ; ' f 0 [a rcs in 24x

2x + 1

Задача 18. О бчислити границі ф ункцій, застосовуючи при­
клад 27, § 2:

з
/о 1 \ Л - 1) / . > 1/(дг-а)

‘ • " “ І т і т  ■' и -  И* -1  І х  +  1 , * «  Is in a  І

з
1/( Л - 1 )  1/(*-2)

■

f 2 x -  7Ч 1/ (3л" 2)
5. lim  —  t . 6. lim  ( t g x )1/co,(3,l/4 _ x ).

К-+Л/4

,2 _  .v i/ (Sv ^ - i)

7. lim I----------1 . 8. lim  (2  — x / a ) '8(J“ /2<,),
1 \  “*  /  *  Jf - *  a

9. lim  (co sx )c'82*A,n3* . 10. lim  (c o sx )1/sin̂ .



1 1 . lim
lg(nx/6)

13. lim  (3  -  2 х )’8(л*/2) .
X  - *  1

15. lim
x - + 3

9 - 2 x
\ g(nx/6 )

17. lim  (2e* — 1)
jt . і

- 1 _  1 y^t* -

Зх- 1
Г- l  u j - l19. lim  (2e*~ -  1 )J

ДГ- 1

3 x  +  2 
- 2  n i - I21. lim  ( 2 / _ 2 -  1)

x ->2

23. lim
Д Г -  1

2 - х
1/1» (2 -  x )

sin (л х / 2 )

25. lim  (2  — x )  ln(2 _Jr)

27. lim
ДГ-. 1

In (* + 2) 
X +  1 \ In (2 -  ж)

29. limim (I)
- i  \x )

2 x

ІП ( X  +  1 )

In (2 -  x )

12. lim  (cosx )ct8l/tto4x.
x - *  Ал

14. lim  (co sx )t£5jtsinl‘ .

16. lim  (s in x )6,&r,83j:.

18. lim  (tg  (x / 2 ) )
x-*x/ 2

20. lim  (1 +  cos3x)se“ .
х~*ж /2

sin (x  -  1)

22.11m 1)V —
Х-» 1  ̂ 1 J

24. lim  (c tg  ^
x - *  л / 2

26. lim
x  -* 3

1 / co sx

sinx
sin3

l / ( * - 3 )

lSsio?

28. lim  (s in x ) ct&x
х-*л/ 2

im (c30. lim  ctg
1/cos (дг/2)

Задача 19. О бчислити границі ф ункцій, застосовуючи приклад 
28, § 2:



/біпЗя х ^

7 . Ііш  2 - з

sin (х -  2)

6. lim (sinx)
Х-+Л/6

бх/я

*->з
8. Ііш

9. lim  (1 +  ех)

( arcsin (х  -  3 )' 
11 • ^ «іїпЗлх

(  х  3/4^ 
13. lim  I arctg ■ _ - j y  І

X і  - 8

X + 1

( s i n x  -  sina^
15. lim  l — ^ — J

2 / 2 X / а

17. lim  (sin x  +  cosx)
x-n/4

l/t&t

19. lim  (arcsin x )'6"  •
x-» і

21. lim  (1п2е х )1/(*2 + 15
X- 1

( x 3 -  1 
23. lim — ;r  

і \ л 1

25. lim  (costtx)'
x - 2

1 / X

tg (* -  2)

27. lim  (cosx  +  l ) s
х - л / 2

1 +  X
i  12 +  x

( 1 - х  ) / ( ! - * )

( \ g 9 n x  

10- Й  (s in 4 ^ x

X /(X + 1)

Х2 - Л і 6

. 12. lim  (sin 2x)
x - >  Л / 4  

k

14. lim  ctg ь -

sin (X -  Л)

16. lim
V 7 T I - 2 \

1/x

X - 2  ^  X - 4  ;

18 . lim  (tg2 x H H  •
х-*я/& ^

20. lim (x  +  sin x)

22. lim  (Vx +  1)'
x - l

л/агсі&с

24. lim
X - .1

- 1

x - l

x2 + l

26. lim (arcsin x  +  arccosx)
1 /x

x-* 1/2

+  2x -  3
29. lim I 2

. „ і  l x 2 +  4x  -  5

,  1 /— . 1 \sin (**/4)
28. lim  ( Vx +  x  -  1)

f f  •
4 1 ( I  +  COSTIX^

. 30. lim
x -»  1 tg2̂ -'
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Задача 20. О бчислити границю ф ункц ії або числової посл 
довності:

!• lim  V4cos3x +  х  arctg ( l / x )  .

2. lim  V 3 sinx +  ( 2 х  -  ж) sin —  
х ~ л / 2 ' 2 х  — л

~ 2п — sinrc
о. lim  ---------3- 7  < ■ — .

n-.ooVn— у п — 7

4. l im l i * cos (1 / * ) +  lg  (2 +  х ) 
ж-о lg (4  +  x )

5. lim  —  +  sin {n / {n l  +  * »  cos”
1 +  cos (1 /ri)П -* 00

(n  +  sin n )V 7nn -* 00

7 ]im  3V tgx  +  (4 x  -  л )  cos (x / (4 x  -  л У  

х-л/4 lg  (2  +  tgx )

8 . lim  s i n A T T i  a r c t g —— \ .
n + l l

i iu n 2 -  V3/t5 -  7 

n -  »  ( n 2  -  n cos/I +  l )V n  '

3sinn +  Vw -  1 

rc +  V n + T  '

V2n +  1 -  1

12. lim  In (2  +  Varctgx sin ( l / x )  ).
x  ■+ 0  '  '

9. lim
fl -* 00

10. lim

13. lim  У  
*-» - 1  I

1 +  cos^x
2 I 4 +  (x  +  2)  sin (x / (x  +  2) )

14. Iim т ;  a n-
П -* oc

15. lim

n A — 3 +  sinn 

3 ^ n 2 +  cos n +  V3 n 2 +  2

5̂ rT T
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3Vtgx arctg (1 / x ) +  3

2 -  l g (1 +  s inx) •

18. lim  V4cosx +  sin (1 / x ) ln  (1 +  x ) .
x — 0

19. lim  V2cos2x  +  (e  -  1) sin (1 / x ) .
* -0

л 2 +  In (e  +  xsin (1 / x ))

I і®  cosx +  sinx

21. lim  ln  [ ( /  -  cosx) cos (1 / x ) +  tg  (x  +  n / 3 )  ].
x-+ 0 ________

cosx +  ln (1 +  x ) V2 +  cos f 1/x )
22. lim  -------------- v ~ -----------  •

x - o  2  +  є

cos2 ttx
23. lim  --------------------------- ( x  +  2

X ' 1  2  +  ( e ' ^ r r  -  1) arctg I7 Z T

24. lim  V (estaJt -  1) cos (1 / x ) +  4cosx .
x - » 0

__________ cos (1 +  x )___________

25* ! lmo (2  +  sin (1 / x )) ln (1 +  x ) +  2 •

V  / , ..... ~T x +  2
26. lim  j lg  (x  +  2 ) +  sinV4 -  x  cos — ^

2
2  +  cosx sin 2 X _

27 • h m / 2  3 +  2x sinx ‘x-+ л/2

( . x  — 1 X +  1 \
28. lim  tg I cosx +  sin -  —  ̂cos x  _  1 1.

29.1im У х  ^2 +  sin ~ j  +  4cosx .

’ /1 +  x
sinx +  sirurx • arctg j

30. lim  1 +  Cosx



Гпйиа 2. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ
ЗМІННОЇ

У  главі, яка присвячена диф еренціальному численню  фу 
ції одн ієї зм інної, спочатку розглядається поняття похідної 
диф еренціала, а п ісля цього проводиться дослідж ення ф ункції 
допомогою  похідних.

§1. ПОХІДНА ФУНКЦІЇ

П охідна  ф ункц ії в точц і. П о х ід н о ю  функції у -  f ( x )  в точ  
х  називається границя (якщ о вона існує) відношення прирос 
ф ункції Ay =  / (х  +  А х ) — f  ( х )  до приросту аргум енту Дх, ко. 
приріст аргум енту прямує до н уля , тобто

(2
ах  д* -* 0

Ф ункц ія , яка мас скінченну похідну в точці х, називаєте 
диф еренційованою  в ц ій  точц і. П рир іст ди ф еренц ійованої 
точці х  ф ункц ії ліає вигляд

Ау =  /  ' ( х )  А х  +  а  (Д х ) А х , (2 .1

де а (Д х ) —  нескінченно м ала ф ункція при А х  -» 0, тобто дифі
ренційована ф ункція неперервна.

/ (х  +  Д х ) — / (х )
Якщ о lim  — J J — =  ±  оо, тоді ф у н к ц ія / (х ) в точ: 

-»о А *
х має неск інченну похідну.

Обчислення похідної у ' називають диференціюванням.
Основні правила диференціювання. Якщ о ф ункц ії /і(х]

f i ( x ) ,  . . .  , /,,(х) диференційовані в точці х, тоді в цій точц і маю'
місце такі співвідношення:

1) (С і/ і(х ) +  Сг/2(х )  +  . . .  + c j n ( x ) ) '  =  С і/ 'і (х ) +  Czf'2( x )  +
+  . . .  + c j ' „ ( x )  (C l, с2, . . . ,  с„ =  const), (2 . ;

2 ) ( f i ( x )  ■ /2(х ) • . . .  • М х ) У  = / ' і (х )  • /2(х )  • . . .  • / „(х ) +
+  / і (х )  ■ / '2(х )  ■ . . .  • /,,(х) +  . . . +

+  / і(х ) ■ /2(х )  • . . .  • / '„ (х ), (2.

зокрема, i f v f i ) '  -  f ' v h  +  f v f ' r ,

so



3) (М * ) \ ' _  - М х У ' і ( х 1  f 2( x )  *  0. (2 .5 )
U (X )J  ( І 2 (Х ) ) 2

При розв ’язуванні задач на обчислення похідної застосову­
ється ряд ф ормул для  похідних основних елементарних ф ункцій:

с ' =  0, с =  const; (2- ®

(х “ ) ' =  а х “ “  1 (а  -  дов ільне ч и с ло ); (2. 7)

( аЛ) ' =  cf\na (а  >  0 , а *  1); (2 -

( / )  ’ =

(І0^ х) ' =  І  ( *  >  0, а >  0, а *  1);

(lo galx  ! ) '  =  3 ^  ( х * 0 , а > 0 , а * 1 ) ;  (2 .9 )

(lnx) ' =  х > 0 ;

(In І х І )  ’ =  ~> X *  0;

(s in x ) ' =  cosx;

(cosx ) ' =  -  sinx;

І - * " - “6Z); (2Л0>
(c tgx ) ' =  -  — h ~  (X * л п ,  n Є  Z ); 
v sin x

(arcsinx) ' =  > (*-x * <

(arccosx) ' =  — ^ — p - , ( ї х  I <  1); 2̂ - ^

(arctgx ) ' =  - - ^ 2;

( a r c c t g x ) ' - -  — I !



(sh.r) ' =  chx; (chx) ' =  shx;

s f c  (c " “ ) ,  =  - 5 v, " ' x > ’ °  d k : (a h x > ’ =  '  7 ^ 7 ’ < * * ° > -  0 .1 2 )

О бч и слен н я  п о х ід н о ї ск ла д ен о ї ф ункції. Я к щ о  ф ункц ія
у - / ( х )  має пох ідну в точц і х,  а ф ункція z =  <p(y)  —  в точці
У — /  (•*)> Т°ДЇ складена ф ункція z =  t f r i j  ( х ) )  диференційована в 
точц і х ,  причому

* ' ( * )  =  *>'(У ) •/ '(* ) =  (2.13)

Наведене правило обчислення похідної складеної ф ункц ії за­
стосовується  і д ля  ком п ози ц ії дов ільн ого  ск інченного числа 
ф ункцій. Наприклад, д ля  складеної ф ункц ії виду z (у ( х  (/ ))), де 
x ( 0 > y ( x ) , z ( y )  —  д и ф е р е н ц ій о в а н і у  в ід п о в ід н и х  т о ч к а х

ф ункції, має м ісце рівність d ^ _ d z d £ d x
dx  dy d x  d t ’

Диф еренцію вання показниково-степеневої ф ункції. П ох ід ­
на показниково-степеневої ф ункц ії у =  (и  ( х ) У (*\ и ( х )  >  0  зна­
ходиться за ф ормулою

У 1 — (и  ( * ) ) ’ «  ( v ' ( * )  In и ( х )  +  “ Щ ї Щ  
{ и ( х )  )

Ц ю  ф орм улу можна отримати одним із трьох методів:
1) за допомогою  попереднього логариф мування:

ІП у  =  V ( j c )  In и (х ) ,  тоді і у  ' =  V ' Іпи +  v ‘ U ' 

та у ' =  у  І v ' Іпм +

У и

v • и

2) зобразити ф ункцію  у  вигляді у  =  evwln“ w , а потім  проди- 
ференцію вати її;

3) продиференціювати ф ункцію  у =  W спочатку як степеневу 
ф ункцію  (вважати v =  const), а потім  як показникову (вважаю­
чи и -  const) та результати  додати.

О бчислення п ох ідн о ї оберн ено ї функції. Я кщ о неперервна 
та строго монотонна в деякому окол і точки х  ф ункція у  =  / ( * )

м ає п ох ід н у  ^ * 0  в ц ій  т о ч ц і, тод і оберн ена  ф ун кц ія  

х  =  /  (у) в точц і у  має похідну, причому
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dx
о б ч и слен н я  п ох ід н о ї ф ункції, задан о ї парам етрично. 

Похідна ф ун к ц ії, яка задана парам етрично рівняннями
■ k = f  (■)> у =  V (0 » Де f  (0 . Vі (0  диференційовані в точці і

функції, причому ^  *  0, обчислюється за формулою:

di
d\_ _  dt _ Ч> _Щ _ (2 .15 )
dx dx <р '(0  

dt
Диференціювання неявної функції. Похідна диференційо­

ваної на деякому інтервалі функції у =  у (х ), яка задана неявно 
рівнянням F (х, у) =  0 , знаходиться з умови:

-у- F (х, у) =  0. (2-16)dx
При диференціюванні даного рівняння треба мати на-увазі, що у

С ф ункція ВІД X. „ „ < „ „ 0
К ористую чись розглянутим и основними прииомами обчис­

лення похідної ф ун кц ії, р о зв ’ яж ем о ряд прикладів.____
Приклад 1. Знайдемо похідну функції у =  vx  +  1 в точці 

Хо =  0, користуючись означенням похідної.
За означенням  (2. 1):

у (х 0 +  А * )- у (* о _ 1
у (хо) =  lim д Г

Дх -* 0

В даному випадку у (х 0) =  V 0  +  Г -  1, у (х 0 +  Ах)

=  3vTT+ Ах +  1 =  V A x  +  Г , хо =  0.

Т о м у  У '(х о )= ^ о- Щ ^ 1  = У^о^  = \ (з г ід н о  з

формулою (1 .3 1 )).

Таким чином, у '(0 ) =  v̂
 о __ 4/—5—

Приклад 2. Знайдемо похідну функції у =  3 Vx -  4 х . 
Похідною алгебраїчної суми функцій є алгебраїчна сума по­

хідних, тобто:
у . =  (З _  4 ф у  = 3 ( ) ' -  4 ( « 9 " ) '  =

N3



=  3 (х 1/3) ' -  4 (х 3/4) ' =  3 • ^ х 1/3 - 1 -  4 • I  х 3/4‘ 1 

1 З
-  з 4 (ф орм ули  (2 .3 ) ,  (2 .7 ) ) .

Vx

П риклад  3. Знайдемо похідну ф ункції у =  х  tgx. 
Використовую чи правило диф еренцію вання добутку  двох 

ф ункцій (2. 4 ) та ф ормули (2. 7 ), (2. 10), знаходимо:

у '  =  ( х  tgx ) ' =  х '  ■ tgx +  х  • (tg x ) ' =  1 ■ tgx +  х  ■ — =
COS X

*
=  tgx +  — —  ■

COS X
2

П ри клад  4. О бчислимо похідну ф ункції / (х )  =  ех /(1 +  х  ). 
За правилом  диференціювання частки (2. 5) маємо:

f . (хЛ _  ( о ' • ( і + ^ 2) -  е*2- ( і + * 2) :
{ ’  (1 +  X2) 2

2
Знайдемо похідну ф ункц ії 6 е , розглядаю чи ї ї  як композицію  

двох диференційованих ф ункцій z — е' та у =  х 2. За правилом 
обчислення похідної складеної ф ункції (2. 13) дістанемо:

z,v' =  Zy • у/ =  ( / )/  ■ (х 2)/  =  ev ■ 2х, у =  х 2,тобто (є* )  ' =  2xtЄ* . 

Таким  чином,

, , ,  ч 2 х /  (1 +  X2)  -  ех • 2х 2 x V

/ w " — ( Г т т ? -------------- о т ? ? -

П риклад  5. Знайдемо похідну ф у н к ц ії/ (х ) =  In ln2ln3x. 
Застосовуючи правило диференціювання складеної ф ункції 

та ф ормули (2. 7 ), (2. 9 ), маємо:

/ ' ( * )  =  (In ln2ln3x ) '=  ( ln 2ln3x ) '=  --1-, ■ 2 In ln3x  x
ln ln x  ln ln X

^  ,, , з s , 2 ln ln3x  1 „  з . , 2 ln ln3x  3 ln2x . ,
X (ln  In x ) '=  -  у  3 — 7 T ~  (ln  x ) '=  — 5— -̂-Г—  (ln x ) ' =

'  In In x  In x  '  In In x ln x v ’

2 ln ln3x  т ln 2x 1 6
“  ■) і  J  -j ■“  т • X  1 .  Є,

ln In X In X X x  lnx ln ln X

Іноді, перед тим як обчислю вати похідну ф ункції, доц ільно 
ф ункцію  певним чином перетворити.
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П риклад 6. Знайдемо похідну ф ункції

V  tgx +  V2tgx +  Г  0 <  ££
/ ( * )  _  j tgx  -  V2tgx +  1 2

Перетворимо дану ф ункцію . _______ _________________т—

т П & Т Ч Щ ї Т і  _  =

/ W  =  t i x  -  VTtgx - Т І  1 (tax +  І ) 2 -  (V 2 tgx  ) 
tgx +  VZtgx +  1 tgx  +  Л tgx_+ l  _

V tg2x +  Г Vr _ T _
I cos2x VIsInx cosx ,

=  cosx (tgx +  уП ЇГх +  1) =  sinx + -----THSsF"

=  sinx +  Vsin2 x +  cosx.

Таким  чином,

[ / ' ( * )  =  ( sinx +  cosx +  Vsin2* )  ’ =  cosx ~  sm'x +

1 T T - r r , c  r -  sinx +  r °s2>r -  =  COSX -  sinx +
+  ш т со*2 х '

+  ctg2xVsIH2x .

Приклад 7. Продиференціюємо функцію

+  _____.

У (x  +  2 )3(x  +  З )4 

Ц ю  ф ункцію  можна диференціювати я^ Т к т ш Г с м ч а т -

Дійсно,

lnv _  1п _ ( *  +  -----т =  In (х  +  І ) 2 -  In (X +  2 )3 -
Іпу -  1п (х  +  2 )3(х  +  3)

_  1п (х +  З)4 =  21 п (х  +  1) -  31 п (х  +  2) -  41п (х  +  3). 
Диференціюючи (у  розглядаємо як складену функцію), має

мо:

1 , 2

У У '  ~  х + 1  х +  2 х +  3 '

(х  +  І ) 2

Т о д і у  = ( ^ ? ( Г Т з Г
х + 1  х  +  2  х  +  З
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(x  +  2 ) \ x  +  3 )s ‘

X

П ри клад  8. Знайдемо пох ідну ф ункц ії у =  х ‘  х  .
X

П ерепиш ем о ф ункцію  у  вигляді у =  х ‘  * .З а  означенням
X

казниково-степеневої ф ункц ії у =  е(е * ) .
Диф еренцію ю чи у  як складену ф ункцію , отримаємо

(х +  l ) ( 5 x 2+  14x +  5)

у  - =  *  9 )1 « }  , =  /  ♦ 9 ) 1 »  +  9 )  І п х у  =

=  £ ,е + 9)ьх [ S i n x  +  ^  +  g - ) !  ]  =  Х ‘1 + 9 (,ю:+*)+!
П р и к лад  9. Знайдемо пох ідну ф ункц ії у =  (1 — cosx)*. 
П рологариф м уєм о ф ункцію  у, а потім  продиференціюєі 

тобто Іпу =  In (1 — cosx)* =  x ln  (1 -  cosx),

— у ' =  ln  (1 — cosx) +  X

I / i  4 . xsinx
ІП (1 -  cosx) +  -----------

v ■ 1 -  cosx

у v 7 1 — cosx

Таким  чином, у ' =  (1 — cosx)

П ри клад  10. П ереконаємось, щ о ф ункція у - - у' х '  — 

задовольняє рівняння хуу у2 =  х 4
Знайдемо пох ідну у

та підставимо в задане рівняння:

( - Т Т Г т )  ) ’ - * * ,
V х  х  /

х 2 (2 х 2 -  1) -  (х 4 -  х 2)  =  х 4,

2х4 -  х 2 — х 4 +  х 2 =  х 4,

X4 =  X4.

Таким  чином, ф ункція у д ійсно задовольняє дане рівняння.І 
П ри клад  11. Знайдемо похідну ф ункції

/ ( * )  =

86

1 -  cos і  • лx s in  —

0
1 * )

: =  0.



В икористовую чи  п р ави ла  о б ч и слен н я  п о х ід н о ї ф у н к ц і ї , * ри 

1 *  0 маємо: / ' ( * )  =  sin -  j  |sin -  +  х  cos % ^ j  j  j

l . s i n f x s i n -Ц f sin^ _  x C° S x ) ’ X * ° '

І функції в ТОЧЦІ 0 дорівню є J

І £ / - / ( 0  +  Д х ) - / ( 0 )  =  1 " cos А * 5 Ш Д^

* "МУ д/ 1 -  cos (Д х  sin (1 / А х )) _
І  / '(0 )  =  1 іШ д -  =  Иш Дх
 ̂ &х -♦ О^Х Д К-.0

, /Ах sin (І/ Д х )^  , ^
2 s i n --------- ^-------- (A x l  sin (1 / А х ) _

А________  ________L =  lim  Л L— 9 д Т  "
в ' і т „ Дх ьх о 2ДХ
д*-»0

= I  lim (Д х  sin2 (1 / Д х )) = 0  як добуток нескінченно малої

■ уи к ц гГ (Д х , А х  -  0) на обмеж ену ф ункцію  (s in2 (1/Д х ) <  1). 

Таким чином:

Sin ( x s i n ^ l  ■ ( s i n ^ - ^ c o s i ] ,  х *  0;

/ ' ( х )  = х  =  0.
Л

П р и к л а д  12. З н а й д ем о  п о х ід н у  ф у н к ц ії,  о б ер н ен о ї до

' '  Дана ф ун іщ ія  скрізь неперервна та строго монотонна, ї ї  по- 

ЦІдна ^  =  1 +  2eto не перетворю ється в н у ль  в жодній точці, 

Тому, за правилом диференціювання оберненої ф ункції (2. 14), 

маємо:

d x ______ 1  -------—1--------  .
Т у -  1 + 2 Є 2* 1 +  2 (у  — х )

П риклад  13. Знайдемо похідну ф ункції у =  / (х ) ,  яка задана 

рівнянням г  -  2 (1 -  c o s y ), 0 <  f  <  3  * ,  де г і * > -  полярні м о р -  

динати точки (х  , у ) •
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Запиш емо ф ункцію  в параметричному вигляді: 

х  =  r  cos>р =  2 ( 1 -  cos<р) cosyо, 

у  =  r  siny? =  2 (1 — cosy>) siny>.

Застосовую чи ф орм улу  (2. 15), знаходимо: 

dy
dy _  d<p _  2 sin2y> +  2 (1 — cos<p) cosy? _
dx ~  Лс — 2 sin<p cosy> -  2 (1 -  cosy>) siny> -

d f

c o s -  cos2y> 

sin 2<p — siny?

9

cos 2 sin 2

П ри клад  14. Продиф еренцію ємо ф ункцію  у — f { x ) ,  яка за 

на неявно рівнянням у 5 — Зу +  2х =  2.
Ум ова (2. 16) для  даного випадку має вигляд

O'3 — Зу +  2,v — 2 ) =  0.

Диф еренцію ю чи, дістанемо Зу2 у ' -  З у ' +  2 =* 0. З ць 
рівняння знаходимо:

2 2
У =

Зу2 -  3 3 ( 1 -  у2)

Д ля  засвоєння техн іки  диференціювання пропонуємо саі* 
стійно виконати наведені ниж че вправи.

А  у
Знайти приріст А  у  =  / (х  +. А х ) -  /  (х )  та відношення — , я

що:

1-У =
1

г, х  =  2, Дх =  0,1.
(х  -  3 ) '

2.у =  log3x, х  =  3, Д х  =  0,001.

Користую чись означенням  похідної, зн а й ти / '(х о ).

3 ./ (х )  =  Vx +  5 , хо =  0.

4 ./ (х )  — 3*, хо =  2.

л
5. /  (х )  =  2х +  tgx, хо =  -j.
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кайти о б ч и с л ю ю ч и й ^ .  В к азати  область  існування

ноі:

Ь,у =  х 2 - Ю . 1 . у  =  7 .

S . y = V 7 .  9. у -  5* ~ 3 •

11. у  =  cos2x. 
10. у =  arccosx. J

НІ функцій:

12. у =  4 -  х  +  2л.

14. у =  х 5 +  5х  +  5,

16. и =  v3 +  4v5/2 -  7v.

3 , 2 , 1 .
18.у =  ?  +  ? + , -

2 0 . у = Л - ’ ' ,? + 4^ '

S - S + X - 1
22. у = ---------- 2

24. у =
2 - х

-  2/3

гренціювання та форм; 
ф ункцій, обчислити

13. у  =  2х3 +  б х2 -  7х  +  8 .

z =  у 2 +  ту  +  п 
15’ ( т , п  =  const).

П .  s =  t°'A -  t1.

ег
19. у =  ІпЗ +

21. у =  2 ^  - 3 3̂ .

Р Г -  1 л. 1
23. у =  Ш  -  -  +  7 ^ -  

„  V _ 2 v 7 _ i  +  i x - 325. У — 7 v З

2801 _  JC3 +  1

27. у =  

29. у =

х  +  1 

х -  1 ’

1 +  х  +  X2

ЗО. у =
x 2 - V I 31.5  =  0  +  *2)(1  +  2*2)-

3 1 . , =  * ( * - ! ) ( * - * > •  3 3 . , - ’ ^ +  ' ) ( * *  2>

34 =  х  +  sin4x +  2sin2x cos2x +  cos4x -  2.
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35. у -  sinx -  4cosx.

37. у =  ( x 2 +  2) tgx.

_ n cosx -  sinx
39. v ---------------------

cosx +  sinx '

41. У — arctgx — 3x +  arcctgx.

43. v =  arcsin*
arccosx '

45. у =  sinx arcsinx.

47. у =  ( x  -  1) lo g2x 2.

49. у  =  ln x  lgx  -  In5 log5x.

51. у  =  x  cosx lnx.

53.y = (V3)X -(V J y x.

5 5 .у  =  4* + 1 In їх  I .

57. у =  In ( f e x ).

59. у =  ex (tg x  -  x ).

6 l . y , s ( \  +  J -  +  £

63. у  =
cosx 

6 5 .у  =  2Iogc5.

arccosx

69. у =  chx cosx.

36. r  =  3<p siny?.

38. у =  3Vx/cosx.

40. v =  CtgX ~  tgx  +  1 
secx

42. у =  ( 1  +  x 2)  arccosx.

4 4.y =  V ?  arctgx.

46. у =  ln xs +  —  -
*  2 x

48 . y  =
x 2 -  1 

lgx

50. у =  ЗІпх +  _  J _
*  x 2

54. у =  ( x 2 +  2x +  5 ) ex. 

ex +  1
56. у  =  

58. у  =

ех - Г

lnx

ex

, n X lna -  1 ,
60. у  =  — — ----- cf.

In a

62. у  =  e sinx.

6 4 .y  =  -4 ^ - 2 x.

66. у =  log*3\

68. у =  — .
ex

70. у =  thx -  2x.
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72. у  =  (5 *  +  2 ) shx. 

74- > '= ^  +  S h 2 -
2 thx

l y y =  - h ^ r -

75. у =  -  chx +  Vx shx.
J x

Обчислити значення похідної ф ункц ії у =  /  (х )  В точц і Хо:

76. у  =  (х  -  5 ) (х  -  1) х  (х  +  1 )(х  +  5 ), хо =  0.

77. у =  х (х  -  1 )(х  -  2 ) . . .  (х  -  1994)(х  -  1995),

Хо =  0; хо =  1995.

78. У =  (х 3 — 6) cosx — (4 х2 +  3 ) sinx, хо =  0.

І  79. у =  arcctgx arcsinx, х0 =  0.

xsinx +  cosx
8 0  V = --------:— , Хо —

у xcosx -  sinx

81. у =  In lO x lg x , хо =  1.

lnx  _  ,
82. у — 2 ’ 'Хо

ш 83. y =  x V * ,  Хо =  2.

[  Застосовуючи правило диференціювання складеної ф ункції, 

ІМайти похідні ф ункцій:

7 1 . у  =  ( s h 2x  -  c h 2x )  e \

84. у =  (5 х  -  2 )5.
(х  -  2 )2 

85. У =  П а 
х

87. у  =  (1 +  х )  V I -  х  . 88. у =  (х 2 -  І ) 3?

8 9 .у  =  А'^ Г - ~ х і  . 90. у =  ( х 3 +  х 2 +  х +  1)3/2

91. у =  (х  +  1 )(2  -  З х )2(2х  -  З )3. 92. у =  (4 +  х 2)  ■

1 -  27

9 3 . s  =

95. s  =

Ґ
( і  +  О2 ' 

2 1 2 -  1

94. у =
V l - х 2

tV  1 +  tт
2 2x +  1 V  x  - _ T  

9 6 ,y  =  3 x ~
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Yx +  3Y 7 + ~ W

97. у =  9̂ 4 +  Z'fTx 

99. у =

101.у

102. у

V і +  7  
• И = І Т 3 7 -

9 8 '  У х  +  ^ х 2 - 1

100

= V3F + 1

1

V 1 +  х 2 ( *  +  V 1 +  х 2)

sinx2.103. у  =

105. у =  sin (х  +  V x ) .

1 0 1 . у =

109. у =  V t g  (х/ 4 )

111.у 

113. у

115. у =  sin2

* щ і | .

cos2x
sinx

tgV l -  х 2 . 

1

117. S : 

119. у

1 2 1 . у

sin tcost.

sin (x  +  2 ) cos (x  -  2).

1 — cos (4 x  -  7l )  
tgx -  ctgx

123. у =  arccosvGt.

125. у =  arcctg (3 x  -  4x3).

127. у =  arctg
1 +  x
1 - x  •

129. у =  arccos ^1 -  Xі

104. у =  cos x.

106. у  =  cos [ x  +  ln x  —
Л

108. у = cos 2x

110. у =  x  sin X .

112. у =  4x +  4 ctgx -  ctg4 

114. у =  sin2x cos3x.

116. у =  ctg3(3x  +  2).

118. r  =  Vcos3y> .

120. у =  cos (s in x ).

122. у =3 s in x  cos3x  +  sin3x,

124. у =  arcsin ( x 2 +  x  +  1),

126. у =  arcsinV l -  x  .

128. у =  arcsin — .
1 -  x

130. у =  arctg (s inx +  1).
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1 3 1 . , -  a rc s in (In * ). 1 3 2 .,  =  arccos (* 0 -______ _
у  1 -  cosx

133. у =  arcsin v S  . 134< У =  arctg | 1 +  cosx

135., =  arccos (sin*). 1 3 6 . , - arctg (lg *).

x 2" -  1
137. у =  arccos ■ 2„ ~  •

x  +  і

138. у = М * 4 ~ І ї )  arcsinx  +

139^  =  f ^ ' 4 V T arCtg ^

140. у =  tg  [2 arctg (2 x  -  1) ]•

141. у =  sec (ln x ).

142. у =  cosec (x 3 +  ex).

143. у =  cos (s in 2x )  sin (cos2x ).

144. у =  ^  (cos lnx +  sin lnx ).

2 t  ш  —  C * + t oі ас "Xх 146. u •
145. у =  o •

. JO Jn2X
147. у =  2X'M . 148. у — e ■

X ~~ *

149. s =  ea + b ' + c ' 2 • ' 150. у =  ex + 1 •
< n  _  ..arctg (v + 2)

151. у =  eco$2x ■ 152. u - e

153. у = V “  + ,g3* .  154. у =  2

155. у =  e

2
,sin x

156- У =  T ^ r r T  "  arctg •

157. у =  In t (x  +  5)/(x - 1 ) 1 -  158. у  =  Ш (x 2 +  I ) 3-

159. у =  ln (V *  +  3^ ) -  160- У =  l g 'T + 7  '



161. у =  ln
1 4 -х 2 

1 - х 2

163. у =  In2 (Зх  +  1). 

165

167. у =  ln (ln x  +  x ).

169. у =  ln  (ln 2x  +  e).

171. у  =  ln  (cosx ).

173. у =  In cos2x 2.

,75. у  =  І п і Г Ш І  
I 1 -  si

177. у =  ex ln  ctgx.

sinx
sinx

164. у =  ln (x  +  +  x 2).

166. у =  ln (ln x ).

168. у  =  ln2(ln x ).

170. s =  ( In f )V .

172. r  =  ln tg (p.

174. у =  ln2sinx.

176. у =  e* ln cos2 x .

178. у  =  ln (arcsinx ).

162. у =  ln (x 4 -  x2 +  5).

179. у -  -  ^-ln  (1 +  x )  +  ^ ln  (1 +  x 3)  +  arctg

ion  1 і x  +  1 , 1 , x 2 -  x  +  1180. y =  ^r\n-------r  +  - r l n ^ ------- .
3 x - l  6 x 1  +  x  +  i

*81. у  =  ^ ln  (x  +  1) -  ^ l n  (x s +  1) +

, 1_ ln 4 z i . ( ^ ) ( V 7 + l )  +  l 

2V5 x 2 +  (x / 2 )(V ?  -  1) +  1

182. у  =  In ( x +  1+  v V  +  2 x - 3 ) .

ю т  tg (x / 2 ) -  3 -  Vfr
y ~ W  t g T x T 2 ) ^ 3 T W '

184. у  =
sin X cosx 

X

3cosx . X 
----- ! 2 +  3In > g rsin x  2

185->' =  ln T T v n i r -

sin X

arcsinx

186. у =  In : ■ +  -  4 _  J _  V3 (x 2 -  4)
Т У  arctg-

187. у  =  log3lo g4log5x 2.



. /х +  3 \ 2 2х +  5
188. у  -  In ^  +  2 j  +  2) ( Х +  3)  •

189. у  =  х  -  In V 1 +  е2* +  е " * arctg/ .

190. у  =  sh2x. 191. у  =  c h V .

192. у =  sh2x chx. 193. у =  In (th x ).

194. у  =  eclu: shx. 195. у =  ^  shx.

chx2 . .. x 2
196. у =  arctg thx. 197. у =  2- ; - -  ln cth - y .

sh x z

1 t V 7  , 1 +  V T  thx
198. у  =  thx +  -jg-.ln y Z ”7Tthx '

199. у  =  (x 2 -  2) 24*ch3x. 200. у =  e2* sh3x.

Знайти похідні ф ункцій, спочатку їх  логариф мую чи:

2 0 2 . ,  =  / ^ z r .
І х  +  1

V (x  + я )3
V x - а

(2 х 2 - 1 )V .

Зх3

х  (1 + •у2)

203. у  =  * = ------" 3 . 204. у =  x v T = ^ x  (1 +  х ).

х
Г -  206. у — і -  _  з

( х - 1 ) ( х - 2 )

207’ 31 JV (X +  З )2 V (Л +  2 )3 ‘ 208‘ У (х  +  4 )3(х  +  З )4 ’

Знайти похідну показниково-степеневої ф ункції:

209. у  =  х е . 210. у =  х 1/|іи .

211 .у  =  (х  +  і / .  212. у  = ~ .

213. у  =  ( І п х / .  214. у  =  X і*.

215. u  =  v V .  216. у  -  х Л ' ^
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217. у ~  (1 / * ) ' .  218. у  =  (s in * )\

219. у =  л 'ї ' .  220. у  =  (tgx )*.

221 .у  =  (s in .*)1*1 . 222. у  =  ( х  +  1 )агссо“  .

223. у =  (a rctg2.'c)arcsiIU . 224. у  =  ( s h * / .

Розв ’ язати рівняння у  ' =  0, якщо:

225. у  =  2х 3 +  12л2 — 126л +  17. 226. у  =  ~-3- .
х  -  4х +  4

227. у = ------і —
4 +  cos х

228. Показати, щ о ф ункція у  =  tg (х / 2 )(х  — 1) є  розв ’язком 

рівняння у  ' - ^  =  t g f .

229. П оказати, що ф ункція у  =  хе 1 + ^  є розв ’ язком рівняння 
ху ’ =  у In (у/ л ).

230. Показати, що ф ункція у =  ех/у є розв’ язком рівняння

(хуе:/у +  у2) -  Х2ех/уу  ' =  0.
231. З н а й т и / '(а ) ,  якщо:

1 ) / W  =  j  ^ * і 30 *3>’ ^ 0:

о, -  I  arcsin2*  о 
П  )  [ 0 ,  х  =  0 ,

cos ( 5/х 2),  х  *  0;

3 ) / ( л )  =
(е 7х-  1) sin (1 / 2 *), л * 0 ;  
0, *  =  0,

4 ) / ( х )
_  J arctg ( л 2 -  * 3 sin ( l / З л )), х  *  0; 

0, *  =  0.

232. Відомо, що при *  -* 0 існує границя ф ункції f ( x ) / x  та 
/ (0 )  =  0. Довести, щ о / ' ( * )  =  1 іш / (а )/а .

дг-* 0
233. Довести, якщ о / ( а )  має похідну в точц і л 0, тоді

л/(л0) -  Ло/(х) ч , , ,  ч
ІІШ  -----------------------------  =  /  ( А о ) -  А с/  ( л о ) .

х -* хо 0

234. Довести, що похідна парної ф ункції є непарною ф унк­
цією, а похідна від непарної ф ункції —  парною функцією.
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235. Довести, шо похідною  від періодичної ф ун к ц ії«  ф ункція

■ Ь з Г д о в е с г и ,  т о  диференціювання ф ункціонального виз- 
У ч іи к а  П о р я д к у  виконується згідно з правилом:

/п (х )  • ■fin (X)
1 /п (х )  • • /і" (х )

Л і  (х) ■ . fkn (X)

п

=  2
к = і

f'kl (х )  • . /  1 кп (х )

І  пі (х )  • . . )т  (X ) /пі (X )  • . . fnn (х )

237.' Використовуючи результати задачі 236, знайти Д ’ (■*)• 

цкшо:
х -  1 3 ‘ 2

2) Д (х ) = 1/3 х -  3 4

1 /2 1/4 X -  ь

6х 3.v2 х3

1 Знайти &  користуючись правилом диференціювання обер- 

Цснviх функцій, якщо:

238. .V =  у \ П  +  у •

240- ї = : - р и ^ -

239. х =  V T ”* siny .

241. х =  esin> •

. У +  1
243. х =  arcsin

242. х =  In (tgy).

244. x =  sin (у  +  єу)-

246. В и р ази ти ^  : через х; через у, якщо х =  2arctg (ev)

245. х =  6>arc,s'

arcsiny’. Знайти вираз для у ': через х; через у.
247. х =  е'
Знайти похідні обернених функцій в заданих точках:

248. у =  х +  \ у =  0 .

cosx _  І
249. у =  2х — —у~. У -  2'

,
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250. у =  Зх2 -  х А, у =  0, х  >  0.

251. >■ =  Зх2 -  х 4, у = 2 ,  -  1,2 <  х  <  0.

252. Знайти похідні ф ункцій, обернених до г іп ер бол іч н и й  
(Ф ун к ц ії, обернен і до г іперболічних, позначаю ть символами 
arshx, arch.v, a r th x .)

Д ля  ф ункцій, які задані параметрично, знайти 4^ :
а х

253.

254.

255. .

256.

257.

258.

259. .

260.

х  =  3/ +  І ;

У — /3 +  2t, — °о <  t <  +  оо. 

х  =  2cos t;
у =  3sin/, 0 <  t <  л.

I
t -  Г

t -  l

x  =  sin t;

l <  t <  +  00.

у =  4cos2/, 0 <  t <  y .

' x  =  77;
y '=  3v7, 0 <  t <  +  co.

X =
cos3?

vcos27 ’ 

y =  7cos27
sin3/ .  JC

, 0 < / g .

x =  2 (/ -  sin/),
У =  2 (1 -  cos?), - < » . < * <  +

x =  In cos/;
і t „  л:

>’ =  In cos 0 <  / <  —

dx
Знайти ^  для  ф ункц ії x =  x ( у ), яка задана параметрично

261. X =  e~ 21, у - Є3', -  oo <  / <  +  oo.

262. x  =  /4 -  2/3 +  t2, у =  5 +  З/ -  t\  -  1 <  t <  +  oo.
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Обчислити значення пох ідної у ' (х )  В ТОЧЦІ Хо д ля  ф ункцій
*  / (х ) ,  які задані рівнянням r  =  г  (<р), де г  та <р—  полярні коор- 
нати точки (х ;у ) :

265. Довести, щ о ф ункція у, яка задана параметрично:

x =  2t +  3t2; . (dy\  2 -  ( d y \ 3

y = t 2 +  I t 5 , задовольняє Р1ВНЯННЯ У = Щ  Щ '

266. П ереконатись, щ о ф ункція х  =  ch3?, у  =  sho/ задоволь- 
С рівняння у  у ' — х  =  0.

Знайти пох ідну у  ' д ля  диференційованих ф ункцій, які за- 
ні неявно:

275. 1 +  ху  =  In (е*у +  е~ху).  276. ^  +  x V *  -  2х =  0.

280. х  =  arcsinV2y -  у2 -  ^ 2 у -  у2 .

Д ля  диференційованих ф ункцій у =  /  (х ) ,  які задані неявно, 
числити у ' (хо ):

281. х3 — 4х2у2 +  2х -  у  +  4 =  0, хо =  0.

282. і  +  ху  =  е, хо =  0.

283. Іпу +  -  =  2, хо =  0.
У

?84. у2 =  х  +  1п^, хо =  1.

Інші приклади з даної теми знайдете також у  [1, 3, 6, 9 ].

_ . _ ( 71 7V
263. г  =  е*, хо =  1; -  g- <  f  <  -g.

7t 7t 2
264. r  =  3<p, xo =  0: a)- -  <  <p <  6 ) 0 <  <p <  -^л .

267. у 2 =  2 px.

269. х 2/3 +  у 2/3 =  а2 / 3

271. Xу =  у*.

273. 2 * — Xу =  0.

268. х 2 +  у 2 =  г2.

270. у 2 -  2ху +  4 =  0.

272. у 2 =  cos2x.

274. у 2 — 2 уех +  2х Іпу =  0.

277. arcsin — +  arcsin \  -  а =  0. 278. tg  ^  =  
а b 2а

279. 1п (х 2 +  у 2)  -  Inc =  arctg



§ 2. ГЕОМЕТРИЧНИЙ ТА ФІЗИЧНИЙ ЗМІСТ ПОХІДНОЇ

П охідна, ї ї  геометричний та ф ізичний зм іст, широко засті 
вую ться при розв ’ язанні ц іло го  ряду задач в р ізних галуз: 
діяльності.

Геом етричний  зм іст  пох ідної. П охідна ф ункц ії у - f ( x )  
кож ного значення х  дорівнює кутові 
коефіц ієнту дот и ч н о ї  до графіка да 
ф ункц ії у  відповідній точц і, тобто

/ '  (*о ) =  tg а,

де а  — кут, який утворює дотична до г|

У

f(*o) — — ^ 4 ^ 5  
11

/  1 
/а [н

0 Т х0 /У х

Рис.6 прямком осі О х  (рис. 6 ).
Н а основі геометричного зм істу пі 

хідної рівняння дотичної до графіка ф ункц ії y =  f ( x )  записуєті 
таким чином:

У - f i x  о) = f ' ( x  0) ( х  -  *о ). (2. Г

Я кщ о неперервна ф ункція в точц і хо має неск інченну пі 
хідну, тоді дотичною  до графіка ф ункц ії в точц і М о  (jco; уо) 6yj 
пряма х  =  хо.

Д ля  нормалі, тобто прямої, щ о проходить через точку дотиі 
М а ( х 0 ;уо ) ,  перпендикулярно до дотичної (пряма M 0N  ) ,  ріі

няння має вигляд у -  f  (лг0) =  -  у т ^ у  ( х  -  х 0) ,  f  ( * 0)  *  0.

У  випадку / '  (*о ) =  0 норм аллю  буде пряма х  =  * 0; як 
ф ункція в точц і хо має неск інченну похідну, тоді норм аллю  
кривої буде пряма у =  / (дг0).

Ф ізичний зм іст пох ідної. П ід  ф ізичним змістом похідної pq 
зум ію ть швидкість зм іни ф ункц ії в даній точц і. Наприклад:

1) при русі т іла  швидкість v  в даний момент часу (  є  пі 
хідною  від ш ляху  s(t )  :

ds
v dV

2) при обертовому русі твердого тіла  навколо осі О х  к уто ї 
швидкість су в даний момент часу t є похідною  від кута поворо'

d<p
. " " л - ;

3) при охолодж енн і т іла  швидкість охолодж ення в момен
dT

часу t є похідною  від температури — ;
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4) теплоєм н ість С  для  даної температури t є  похідною  від 
[[Кількості тепла  Q :

d t '

5) при нагріванні стержня коеф іц ієнт л ін ійн ого  розширення 
СІ при даному значенні температури t є  похідною  від довжини І:

d l  
а  d f

Наведемо ряд вправ, у  яких застосовується геометричний та 
фізичний зм іст похідної.

П риклад  1. Знайдемо, під яким кутом  ф ункція у  =  cosx пере­
тинає вісь абсцис.

л
К оси нусо їда  п еретин ає в ісь абсцис в точк ах  х  =  -^ +  лк,

к Є Z. Якщ о х  =  у  +  2лк,  тоді у  ' =  -  sin +  2лк^ =

— 1, тобто кутовий коеф іц ієнт дотичної до косинусоїди дорів­

нює -  1. Ц е  означає, щ о в точках х  =  ^  +  2лк  графік ф ункц ії

л
у е  cosx перетинає вісь абсцис під кутом  135°. Я кщ о х  =  ^  +  

+ (2к +  \)л,  тоді у  ' +  (2Л: +  1)л| = 1 .  Т о м у  в цих точках ко-

_  Л
Синусоїда перетинає вісь О х  під кутом

П риклад  2. Запиш емо рівняння дотичної до кривої 

у =  6 3Vx -  16 V x /З в точц і Хо =  І.
Згідно з ф орм улою  (2. 17) для  того щ об скласти рівняння 

дотичної, треба обчислити значення ф ункц ії та похідної ф ункції 
І  точці л:о =  1:

2 2 4 2
у О )  =  у  у 1 ~  ~  3~ V 7 ; у ,(* ° )= З*

Отже, отримаємо рівняння дотичної:

У -  §  =  | ( х  -  І )  або у  =  | х .

П риклад  3. Знайдемо рівняння нормалі до кривої, яка задана 

параметрично: х  =  2 е‘ , у =  е~ ‘, в точц і t0 =  0.
Рівняння норм алі має вигляд:

У ~  / (хо ) =  -  ут^  (х  -  Хо).
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Значення хо та  / (х о ) відповідають значенню  to =  0: хо 

=  х  (/о) =  2 е° =  2, / (x o ) =  у  Оо) =  е~ 0 =  1.
П ох ідн у  знаходимо за ф орм улою  (2. 15): 

dy_
dy _  dt_ _  -  е ______ 1

d x ~  d x ~  2e' ~  2 e2' '
dt

В точц і xo =  x  (to) маємо /  ' ( x o )  =  ^
r = /o

1

2e°
I
T

и

Уо

I Vv 
1
і »
і

0 х0 х

Рис.7

Т ак и м  чином , р івняння нормал 
записується у  вигляді

у  — 1 =  2 ( х  — 2 ), або у =  2х — 3. 
У  деяких задачах потрібно знайті 

к ут  м іж  кривими у  =  Д (х )  та у  =  /2(х] 
в їх  сп ільн ій  точц і М  (х 0; уо) (рис. 7 ).

К утом  <р м іж  кривими вважаєті 
величина кута <р м іж  дотичними М , 
та M B  до даних кривих в точц і М  
tg<р обчислю ється за ф ормулою :

tg <Р =
f i ' ( x g )  -  f 2 і (хо ) л .

, 0 < ^ < 2 (2 .1 8 )
1 +  f\ ' (хо ) f l  (хо )

П ри клад  4. Визначимо, -під якими кутами перетинаються 

л ін і ї/ і (х )  =  х 2 -  4х +  4 та/2(х )  =  -  х 2 +  6х -  4.
Спочатку знайдемо, в яких точках перетинаються дані л ін ії, 

д ля  цього прирівняємо / і(х ) та / 2(х ):  х 2 -  4х +  4 =  - х 2 +  6х -  4, 
Звідси х і =  1, х 2 =  4, відповідно у і =  1, уг =  4.

Теп ер  обчислим о кутов і коеф іц ієнти дотичних до даних кри­
вих у  знайдених точках, а саме:

/ і (х )  =  2х -  4, / і'(1) =  -  2, /і'(4 ) =  4;

/2'(х ) =  -  2х +  6, /2'(1 ) =  4, /2'(4 ) =  -  2.

За ф орм улою  (2. 18) маємо:
- 2 - 4

tgp i =  

tgy>2 =

1 +  ( -  2) • 4 

4 — ( — 2)

6
7 ’

6
Т1 +  4 • ( -  2)

Таким  чином, криві / і (х )  та /2(х )  перетинаються в точка* 

< 1; 1) та (4; 4) під кутом  arctgy.
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В задачах на застосування геометричного зм істу пох ідної ча­
сто зустрічаю ться також  так і поняття, як відрізок дотичної, від­
різок нормалі, піддотична, піднормаль, довжини яких визнача­
ються за ф ормулами:

а) відрізок дотичної Т М о  (рис. 6 ):

/ ( *  о)
/ ' (

I TMq і =

б) відрізок нормалі N M 0: ITVMol =  \f (хо )  ^1 +  (/'(■* о ) )2 І;

f ( x  о)
в) піддотична Т К : І Т К  І — ---------

/ '( * > )

г) п іднорм альK N  : І/САП =  І/ ( * о )/'(*<>) І.
Теп ер  наведемо два приклади на застосування ф ізичного 

ім істу похідної.
П риклад  5. Знайдемо швидкість точки, р ух  яко ї описується 

внянням s =  In Y ^ T t ’ наприкінці третьої та десятої секунд. 

Ш видкість визначається за ф ормулою

ds
dt

А
dt

In
1

1 +  t
1

1 +  t ’

Коли  t =  3, маємо v3 =  -  ^-(м/с)..

Коли  t =  10, маємо vio =  -  у^-(м/с).

, П риклад  6. Знайдемо швидкість точки, яка рухається по ко­
ду радіуса R ,  оббігаю чи коло  за час Т .  Н ехай  точка починає

Впхатися з полож ення А  (рис. 8) проти годинникової стрілки, 
ехай за час t вона дійш ла до полож ення /V К ут  м іж  ї ї  радіусом-

2Jit
j  іектором та віссю О х  дорівнює в цей час - j r ,  том у щ о точка

_  2 л
проходить кут 2л за час Т , кут - j ,—  за

■  2 л  t ~
Одиницю часу і кут — ----- за час t. О т­

же, в будь-який момент t полож ення 
точки Р, можна визначити через ї ї  дві 
координати:



Ком поненти швидкості знаходимо з таких обчислень:

d x  2лR  . 2 j i t  dy 2j i R  h i t

Vx~  d t ~ ~  T sin T , V y ~  d t ~  T COS T
Т од і швидкість точки буде:

./-ч------т  2л R
v =  V v J +  v j  =  — .

П ропонуєм о розв ’ язати самостійно вправи, щ о наведено н« 
жче.

285 Знайти кутовий коеф іц ієнт дотичної до параболи у =  х ‘1 
а ) в початку координат; б ) в точц і х  =  2; в ) в точц і х  — — 3; г) І  
точках перетину ї ї  з прямою  у  =  6х — 5. П оказати , щ о дотична Ц  
точц і Мо(хо', уо) д ілить  абсцису ц іє ї точки навпіл.

286. Знайти кутовий коеф іц ієнт дотичної до куб ічн о ї парабо 

л и  у =  х 3: а ) в точц і Осо; уо)', б ) в точц і х  =  1. Ч и  мож е кутови 
коеф іц ієнт дотичної куб ічн о ї параболи бути  в ід ’ ємним? Показа* 
ти, щ о дотична в точц і М о(хо ;  уо) д ілить абсцису ц іє ї точки 
віднош енні 2:1, відраховую чи від початку координат.

287. Знайти кутовий коеф іц ієнт дотичної до кривої 

j  л: =  t2 +  Зґ -  8;

\ y  =  2t2 - 2 t - 5

288. Знайти кутовий коеф іц ієнт дотичної до кривої
л  л

х  =  cost, y = t  +  sin/ при г =  у ;  / =  у .

289. Знайти кут  н ахи лу  до осі абсцис дотичної до кривої 

у =  In (х 2 +  1) в точц і х =  1.
290. Знайти кут  н ахи лу  до осі абсцис дотичної до кривої

у =  sinx +  2cosx в точц і X -

291. Визначити тангенс кута вигину стиснутого бруса, якщ<

рівняння його у = ---------(1 — coscox).
COSOJX

292. Визначити тангенс кута  вигину стиснутого бруса, якщі 

рівняння його у  =  A  j — tg шх — х

2 „  в точц і М  (  2; — 1).

ш
293. Знайти точку кривої у  =  Іпх, в якій кут нахи лу  до осі Ох\

л
дорівнює .

294. Знайти кути , під якими графік ф ункції у  =  f ( x )  перетик 
нає вісь Ох :
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3) у  =  ln їх  I ; A ) y - \ - e fTx\

5 ) x 2 =  2x -  3y, x  >  0; 6) у  =  x 3(x  -  l ) 2(x  -  2 );

(x  2 ) (x  +  3 ) 1 <  f <  +  °°;

9) x 2 +  y2 -  2y -  4 =  0, у <  1.

295. П ід  яким кутом  крива у  =  І  перетинає вісь ординат?
296. Знайти точки, в яких дотичні до графіка ф ункції 

у  =  / (х )  паралельн і осі абсцис:

1) у =  х 3 — 2х2 +  х  — 4; 2) у  =  х 4 -  4х3 +  4х2 -  5;

3) у =  (х 2 - 1 5 )  6 х; 4) у  =  cosx +  g cos2x;

?3 ґ3 -  2*2 

5) *  =  7 7 7 '  >, =  Т Т 7 Г '

297. Знайти абсциси точок кривої у =  х  +  sin2x, в яких до­
тичні паралельн і прямій у =  2х +  3.

298. В якій точц і дотична до графіка ф ункції у  =  In х  пара­
лельна прямій у  =  2х -  З?

299. На кривій у  =  х 3 -  Зх +  5 знайти точки, в яких дотична
х

до кривої перпендикулярна прямій у =  -  д-.

300. В якій точц і кривої у2 =  2х3 дотична до неї перпендику­
лярна до прямої 4х -  Зу +  2 -  0?

301. Знайти точки, в яких дотичні до кривих 

/,(.v) =  х3 - X  -  1 та/ 2(х )  =  Зх2 -  4х +  1 паралельн і.
302. Скласти  рівняння дотичної до графіка ф ункції у =  / (х )  в

точці хо: '

I ) y = s i n 2 x ;  2) у - t g x ;

І  1) у =  ’/х5 -  7 , хо =  4; 2) у =  х  -  3, хо =  1;

3) у =  V x ^ J ,  хо =  3; 4) у =  a r c t g х 0 =  0;

5) у =  In *3  Хо =  0; 6) у  =  4 tgx -  -51М-, хо =  0;
І  X3 -  X +  4 cos X

'
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7) х 2 +  у2 -  4х +  7у =  0, у >  -  1, хо =  0;

8 ) x  =  t e ‘ , y - t e ~ ', х о =  є -

9) х  =  t cos t ,  у =  fs in f, хо =  0.

303. С класти  рівняння дотичної до л ін ії у =  х 3 +  Зх2 -  5, як 
перпендикулярна до прямої 2х — 6у +  1 =  0.

304. С класти рівняння дотичної до кривої у =  у —-— г в точка

перетину ї ї  з г іперболою  у =  —

305. С класти  рівняння нормалі до графіка ф ункц ії в точц і хо

1) у =  х 3 +  2х2-  4х — 3, хо =  -  2; 2) у =  3V x — 2 , хо =  2;

V2

3) у  =  arcctg (1 / х ), х 0 = 1 ;  4) у  =  — _  j , х0 =  2;

5 ) у  =  е1 -Jt , хо =  -  1.

306. В якій точц і нормаль до параболи у  =  х 2 перпендикуляр 
на до прямої у  =  4х +  1?

307. П оказати , щ о нормалі до кривої у  =  х 2 — х  +  1, які про-

п і 5 лведені в точках х і =  0, хг  =  — 1, хз =  . перетинаються в одній

точц і.

308. С класти рівняння нормалі до кривої у  =  х 3 +  2х2 — ї ї  

точках ї ї  перетину з параболою  у  =  2х\
309. С класти рівняння нормалі до графіка ф ункції

у  =  — Vx +  2 в точц і перетину з бісектрисою  першого координат* 
ного кута.

310. С класти  рівняння нормалі до параболи у =  х 2 — 6х +  6, 
перпендикулярної до прямої, яка з ’ єднує початок координат з 
вершиною параболи.

311. С класти рівняння дотичної та нормалі до кривої в точці
М :

1) х 2 +  у2 =  4, М (0 ; -  2 ); 2 ) ^  +  ^ = 1 ,  М (  1; 3);

3 ) у - ^ = 1 ,  М  (3;  0) ;  4 ) х у  =  9, Л / ( -  3; -  3 );
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5) у2 =  4х, М (1 ; 2 ) ;

,л

6) у =  а А  м  (0 ; а );

■ т /її.. 1 Ч- 8) V3 =  х2, А/ ( — 1 і 1)>7) у =  sin2x, M (- j ,  1), У

9) у =  21п (х  +  5 ), М  ( -  4; 0 );

10) х2/з +  у2/3 =  1 (астро їда ), М  ( -  1; 0 );

11) х5 +  у5 -  2ху =  0, М  ( U 1); 12) У*(* -  3) =  х2. м  (4*> 4) ;

13) 4х4 +  бху -  у4 =  0> A f (1; 2),

1 4 )х 2(х  +  У) =  а2( х - У ) ,  М (0 ; 0 ) .

312. С класти  рівняння дотичної та нормалі до кривих, які

задані параметрично:

х =  а (<р -  siny?);
л

у  =  а (1 -  cos^>), в точц і <р -  j  

х  — a (cos>р +  f  siny?); 
у =  a (sin  <р -  f  cos <р), В точц і < р - л ,

х  =  cos t; 

,з„
л

4)

5)

л

у =  sin3?, в точц і < =  -4 ,

X =  а (2 cos<Р -  COS 2<р)\ 

у  =  a ( 2siny> -  sin2^ ),  в точц і <Р =  2

х  =  а (  l n t g |  +  co s «);

л
у  =  asinu, в точц і и =

313. Знайти кути  між  кривими в точках перетину, застосову

і ф орм улу (2. 18):

і  2 . 2) х2 +  У2 =  5, у2 =  4*;і )  у2 =  х, х  =  у; и  х  т у

З )х 2 +  У2 ^ 8 ,  х 2 -  у2 =  4; 4) у *  Sinx, у =  cosx;

5 ) у =  ig * ,  у =  in * ; 6>>’ ~ е’ , y m 2 ‘ U;

V y . S ,  , - І п х - Л  8 ) y - c h * ,  , - 2 Л
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П >У =  “ . J =  V x ;

12) у  =  4x2 +  2x  -  8, у =  x 3 -  x  +  10. 

б олу  /  =П8х?ЯКИМ КУТ° М ПРЯМЗ Зу ~  2х ~  8 =  0 перетинає пара-

315. О бчислити в точц і (1; 2) параболи х  = / / 4  довжини 
відрізків дотичної, піддотичної, нормалі, піднормалі.

316. З н айте довж ину відрізка піддотичної графіка ф унк і 
У — о  в  дов ільн ій  його точці.

317 Знайти довжини піддотичної та п іднормалі д ля  кривих: І
1 /  =  * ;  2 ) ху? =  1; 3 ) х  =  2 (r  -  sint ) ,  у =  2 ( I -  cos J

в дов ільн ій  точц і t  — /0. '  " *

2 31|'_Д ° ВЄСТИ’ Щ0Д0.ВЖИНав« Р ізка п іднормалі гіперболи  
х  у  в дов ільн ій  11 точц і дорівнює абсцисі ц іє ї точки.

319. Довести, щ о tg а  =  — ~  (рис. 9).
\г І ’

якщ о г  =  г  (<р) —  рівняння кривої в по­
лярн ій  системі координат, а  —  кут між і
дотичною  та полярним  радіусом точки ] 
дотику. І

320. Знайти кут  між  дотичною  та 
полярним  радіусом точки дотику для

. . таких кривих:
1) сп іралі Архім еда г  =  2 <р;
2 ) гіперболічно ї сп іралі г  =  4 /<р;

3) логариф м ічної сп іралі г  =  е'ч’\

4) дуги  лем н іскати  Б ерн улл і r 2=  cos2y>, 0 <  р  <

321. Записати в декартових та полярних координатах рів­

няння дотичної до кардіоїди .  =  \  (1 +  cos^ )  в точці з полярним 

кутом  ір -

322. М атер іальна точка рухається за законом x  =  \ \ n ch k t .  

Знайти ї ї  швидкість.

323. Р ух  точки відбувається за законом s =  /3 +  5 Знайти 
швидкість р уху  точки в момент t =  3.

9) x2 - y 1 =  a \  x y = b ї. 10) j» =  V2x, у  =  * 2/2;
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324. Р івняння руху  точки х  -  In ( t  +  2 ), у — е .  Знайти 
'Швидкість точки в момент t =  1.

І 325. Ш ля х  тіла  в порожнині визначається за ф ормулою

| «  Знайти швидкість тіла  наприкінці 5 -ї секунди.

і 326. Ш лях  поїзда описується функцією s =  f3 +  3t2 +  3/. Знай- 
ЇИ його швидкість за годину п ісля виходу зі станції.
1 327. З одн ієї станції у  двох взаємно перпендикулярних на- 

■римках ви й ш ли  два по їзди : один на п івн іч  з і ш видк істю
10 км/год, другий на захід зі швидкістю 40 км/год. Я к  швидко 

■Они віддаляються один від одного?
Г 328. Р а к ет у  к и н уто  в ер ти к альн о  вгору з і ш видкістю  

■60 км/год. Яка буде швидкість ракети за 5 секунд? Д о  якої висо­
ти  долетить ракета?

[ 329. Знайти швидкість р уху  т іла , зануреного у воду, якщо

ш лях його визначається з рівняння s =  ^  / +  -р- (е~ кІ -  1).

■  330. Т іл о  масою т =  2 кг рухається прямолін ійно за законом

■  в 1 +  t2. О бчислити к інетичну енергію  т іла  через 3 секунди 
■Після початку руху.

[ 331. Точка рухається по параболі у =  8х — х 2, причому ї ї  абс­
циса зм інюється за законом х  =  Vt .  Знайти швидкість зміни ор- 

ріинати точки в момент / =  4 с.
332. Абсциса л: точки, яка рухається по гіперболі у =  4/х, 

:те рівномірно з швидкістю 2 одиниці за секунду. Знайти
івидкість зм іни ординати, коли  точка проходить полож ення 

<5;2).
333. Р ух  кинутого т іла  описується рівняннями: 

л: =  (vocosy?) t,

у =  (vosimp) t -  &  t2,

де vo —  початкова швидкість, <р —  кут напрямку кидання з гори- 
іонтом , t —  час. Знайти компоненти швидкості та саму швидкість 
Наприкінці перш ої секунди, якщо vo =  20 м /с , <р =  60°. Опором 
Повітря знехтувати.

334. В якій точц і компоненти швидкості руху точки vy та vx, 
Траєкторією якої є у =  2х2-  4, відносяться як 2 : 1?

335. Траєктор ія руху  точки задана співвідношенням Ібдг + 
>+9},2= 400. В якій точц і компоненти швидкості мають однакові 
Величини, але  протилеж ного знака?

2
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(у  градусах і хви ли нах ). Я кий  вал обертаєть

ДІЛ Судно рухається зі швидкістю 8 км/год і кидає кітві 
Глнбннй иоди І км. Кітва дістає дна, а м отуз іде від н е ї до суд і 
ПО примі (і. Як швидко скочується мотуз тоді, коли  його довжш 
ПІД нодою буде 2 км?

337. К інець мотуза, перекинутого через блок радіуса а, ру 
ХЯСТЬСЯ ЗІ ШВИДКІСТЮ V по прямій, щ о проходить через ЦЄНТ^ 
блока, перпендикулярно до його осі. Знайти кутову швидкість 
обертання блока, якщ о м отуз утворює з прямою кут <р.

338. Два вали обертаються так, що кут повороту першор

задається ф ормулою  а  у =  у  +  15ґ2 — 4 (у  радіанах і секундах), І 

другого а 2 =  1 1

швидше і на ск ільки наприкінці перш ої хвилини?
339. Знайти швидкість обертового руху , якщ о його рівнянні 

описується системою: х  =  r  cos (cot +  <р),
у =  r  sin (cot +  <р), 

де г , со і f  —  сталі величини.

340. К ут , на який повертається загальмоване колесо, зада 
сться ф ормулою  в =  а +  b t -  c t2, a, b, с  =  const. Величина тер, 
тя між  колесом  та гальм ом  є незм інною . Визначити кутов і 
швидкість колеса в момент І та коли  колесо зупиниться.

341. Точка рухається по спіралі Архімеда г =  10<р так, 
кутова швидкість обертання ї ї  полярного радіуса стала та де 
рівнює 6 за секунду. Визначити швидкість видовження радіус

342. Рад іус  к у л і зростає р івном ірно з і ш видкістю  5 см/с. 
О бчислити швидкість зм іни об ’єм у та поверхні к ул і в момент 
коли його радіус дорівнює 50 см.

343. Одна сторона прямокутника має сталу величину а =  5 см,
а друга b зростає зі сталою  швидкістю 2 см/с. З якою швидкістю! 
ростуть д іа гон аль  прям окутника та його площ а в м омент, к о л ів  
b =  24 см? ■

344. Тягар  причеплений на пруж ині в стані спокою в початку] 
координат. П ідн ім емо тягар на висоту А,  а потім  відпустимо йс 
го. Тягар буде коливатись, і висота його в момент t дорівш  
ватиме у =  A  cos(2tt п t) ,  де А ,п  —  сталі. Обчислити швидкіс 
руху тягара, коли  він переходить через початок координат. ,

345. За законом відбиття променів кути падіння та залом лен » 
ня зв язані між  собою рівнянням: sinct = п  sin/З, де п —  показниі

заломлення середовища. Знайти .
da

346. Величина змінного струму є похідною  від к ількості елек і 
трики е по часу t. Знайти цю силу, якщ о е =  A  cos f t ,  А  =  const.
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347. О бчислити миттєвий спад напруги в провіднику, якщо 
іагнітний потік обчислю ється за ф ормулою  Ф  =  іо sin cot • к, де іо, 

і , к  —  сталі.
348. М еталевий стержень (густини сі) має ф орму конуса, діа- 

истр основи якого 1 см. Довжина стержня 50 см. Знайти л ін ій н у  
рустину в середині довжини стержня.

349. П ри нагріванні 1 кг води від 0 до f  к ільк ість тепла Q, яка 
поглинається, визначається за ф орм улою  Q  =  t +  0,00002/ +  

+ 0,0000003г3 ккал. Знайти теплоємність води при t =  50°.
350. Залеж н ість м іж  температурою  води за Ц ельс ієм  та к іл ь ­

кістю тепла , потрібного для  нагрівання одиниці маси, задається 
формулою  Q  =  1,003/ +  0,006. Знайти теплоємність води.

351. О б ’ ємна напруга газу е =  -  v  Знайти е, якщ о газ

підлягає закону Б ойля— М аріотта pv  =  с.
352. Вода виливається з кон ічної л ій ки  (радіус основи г )  зі 

Швидкістю, пропорційною  квадрату кореня з висоти h води в 
лійці. Знайти швидкість зменш ення води, якщо твірна утворює

З віссю у к у т а .
353. У  циліндричний бак, щ о має 6 дм в діаметрі, насос подає 

іоду. Висота підняття води зростає на 1 дм за секунду. Знайти 
швидкість заповнення бака.

П ропонуємо розв ’ язати інш і приклади з даної теми, які наве­

дені у [1 ,2 ,6 ,9 ].

§ 3. ДИФЕРЕНЦІАЛ ФУНКЦІЇ

Диф еренціал ф ункції, як і похідна, застосовується при роз­
в’ язанні ряду практичних задач, зокрема в наближ ених обчис­

леннях.
Д иф еренц іал ф ункц ії в точц і. Диференціалом  ф ункції 

у =  f  ( х )  в точці х  називається головна (л ін ійна відносно А х )  час­
тина приросту Ау  (2. 2) диференційованої в точці х  функції.

Диф еренц іал дорівнює добутку у
похідної ф ункц ії в точц і х  на при- 
ріст незалеж ної зм інної, тобто *'

dy =  f ' ( x ) A x .  (2 .1 9 )

Зокрема, диф еренціалом  сіх не- №
залеж ної зм інної є ї ї  приріст: _______

сіх =  А х . о
Г е о м е т р и ч н и й  з м і с т  д и ф е ­

рен ц іала . Д и ф ер ен ц іа л  ф ун к ц ії Рис.Ю
у =  f ( x )  дорівнює приросту L N  ор-



ЛІНІЙ ПІ аогичмоУ M L ,  яка проведена до графіка ц іє ї ф ункц ії 
НічііІ Л/, коли аргумент отримує приріст Д х (рис. 10).

ОсМОВНІ властивості диф еренціала. Д л я  дов ільних дифереї 
ЦІАоилних ф ункцій и ( х ) та v ( х ) мають м ісце такі рівності:

1) d  а  -  0 ( а  =  const) ;

2 ) d (а  і и +  a 2 v) =  aydu. +  a 2dv  ( a i ,  a 2 — дов ільн і с та л і);

3 ) d  ( u v ) =  udv  +  vdu ; 

л\ i  (  u \ V(l u ~  udv

(►J = 7  ' v* 0:
5) d f ( u )  =  / ' ( u)  du, u =  u (x ) .

Останню рівність називаю ть вл а ст и в іст ю  інваріантності 
форми диференціала перш ого  порядку, яка полягає в том у, щі 
ф ормула (2. 19) справедлива, коли  х  є  не незалеж ною  змінною  
а деякою  диференційованою  ф ункцією .

Застосування диф еренціала до  наближ ених обчислень. При 
м али х  А х  справедлива ф ормула

Д у  ~  dy,

тобто f ( x o  +  A x ) * f ( x o ) + f ' ( x o ) A x .  (2 .20 )

... Розглян увш и основні полож ення з теми «Д и ф ерен ц іал  фуню 
ци », розв ’яж емо ряд прикладів.

П ри клад  1. Знайдемо диф еренціал ф ункц ії у = х 2— 4х  в точц
х  =  3.

О скільки диф еренціал —  це головна частина приросту функ* 
ци в точц і, знайдемо приріст даної ф ункц ії в точц і х  =  3, тобто

Л у  =  У (3  +  А х )  -  у (3 ) =  (3 +  А х )2 -

-  4 (3  +  А х ) +  3 =  2 Д х +  (А х )2.

Л ін ій н о ю  ч асти н ою  п р и р осту  є  вираз 2Ах. Т а к и м  чином , 
dy І ,  = 3-  2dx. Д аний вираз можна отримати, використовуючи 
ф ор м улу  (2. 19 ). О бчисли м о п ох ід н у  ф ун к ц ії в точц і х  =  3: 
У -  2х -  4, у '(3 )  =  2. Отж е, dy =  2dx.

П ри клад  2. Знайдемо диф еренціал ф ункц ії

у  =  х ' { х і  -  1 + 1 п ( х  +  УXі -  1 ).

Застосовую чи властивості диф еренціала ф ункції, маємо:

dy =  d x  У * 2 -  1 +  x d  ( f ^ T )  +  d  (In  (X  +  У Т ^ Т ) ) .

За ф орм улою  (2. 19):

d ( f F ^ T )  =  7 r ^ r d x,



П ри клад  3. О бчислимо наближ ено (за допомогою  диферен­
ціала) значення ф ункц ії у =  1/V2x +  1 в точц і х  -  1,58.

У  ф орм улі (2. 20) покладемо хо=  2, А х  =  — 0,42.
Т о д іу  (х )  =  у (2 )  +  у  ' ( 2)  ' ( _  0 ,42 ), ^

але  У (2 )  =  ^ ,  У ' =  - ^ 2 х \ і ? '  y ' (-2 ) = ~ ' 5 V T '

Отж е, у (х )  ~  • 0,42 «  0,485.

П риклад  4. Знайдемо, наскільки зм іниться довжина ребра 
куба, якщ о об ’ єм  його зменш иться з 64 до 63,98 м .

Якщ о х  —  об ’єм куба, а у —  його ребро, тоді у =  V x  .
За умовою  задачі хо =  64, А х  =  -  0,02. Приріст Ау  сторони 

куба обчислю єм о наближено:

д  d = -----\------- ( _  0,02) =  -  0,0004166, тобто ребро к у -
3 3V64T 

ба зменшиться на 0,004166 м.

Д ля  кращ ого засвоєння техн іки  обчислення диференціала та 
його застосування в наближ ених обчисленнях пропонуємо роз­
в’ язати самостійно задачі, щ о наведені нижче. ^

354. Знайти приріст та диф еренціал ф ункції у =  х  -  Зх +  4 

при зм іні аргумента від х  =  3 до х  +  А х  =  3,001.

355. О бчислити  приріст 'та диф еренціал ф ункції у =  -  _  3

при х =  1 та х  +  Д х  =  0,97. 4
356. Знайти приріст та диференціал ф ункції у =  х + 4 х, якщ о 

х =  1, А х  =  0,001. Порівняти їх .
357. Н е з а л е ж н а  зм ін н а  ф у н к ц і ї / ( х )  отр и м ала  прир іст 

Дх =  0,4, відповідна головна частина приросту ф ункції виявила­
ся рівною 0,8. Знайти значення похідної в точці х ._

358. Д иф еренц іал ф ункції у =  х  + 4 в деякій точці,- який 
в ідпов ідає п р и росту  н еза леж н о ї зм ін н о ї А х  =  0 ,03, дор івню є
—  0 ,12. Знайти початкове значення незалеж ної змінної.



359. Задана ф ункція у  = х—4х. Визначити порядок нескінчен­
но м ало ї Ду — dy при А х  - »  0.

360. П ри якому значенні х  диф еренціал ф ункц ії у  =  х 3—  2 н0 
еквівалентний приросту ц іє ї ф ункц ії при А х  -*  0 ? .

361. П ри  яких значеннях х  диф еренціал ф ункц ії у  =  cosx при 
А х  -* 0 не є еквівалентним  ї ї  приросту?

Знайти  диф еренц іали  ф ункцій , використовую чи ф орм улу 
(2 .19 ):

362. у  =  4х 3 +  2х 2 +  х  — 1. 363. у  =  х 5 +  х 1  — —.

364. у  =  2х4/3 -  Зх 3 / 2  +  4х -  1. 365. у  =  П + х 1 . 

366. у  =  (1 -  х 2) 3. 367. и =  V
Vl +  v2 '

Sinx +  COSX 1
368. у =  —--------------- . 369. у  =  тг tg 2х -  tg2x.

sinx -  cosx J 2  ь ь

370. у  =  ln x2 +  InV x. 371. у  =  esmAx .

372. s =  e‘(s in t  — cost ) .  373. r  =  <p cos<p — sinp.

374. у  =  arcsin 375. у  =  arctg e2jc.

376. у  =  x co“  . 377. у  =  / .

Застосовую чи властивості диф еренціала, обчислити дифе­
ренц іали  ф ункцій:

378. у  =  Vx +  . 379. у  =  3 3Vx -  2 f x  +  Vx

380. у  =  4 V x  (1 - 2  ln x ).

381. у  =  ln (V2cosx — 1 +  V I  +  2cosx ).

( arccosx , , V  1 + *
382. у  =  r -.... +  ln  I -------

l/ l  -  x2 j 1 -  *

383. у =  2ch3 f e l  +  3ch2 . 384. у  =  sm;c
l 6J -  ^ Л " 4 - х -

О бчислити диф еренціал ф ункц ії у = /  ( х ) в точц і хо:

114



Знайти диф еренціали ф ункцій, заданих неявно, в точц і 

ltfo(xo; Уо):

389. (х  +  у )2(2 х  +  у) 3 =  1, М 0 (2 ; -  3).

390. х А +  у4 +  бх2 -  4у -  33 =  0, М 0 (1 ; 2).

391 .2 (1  +  ху) -  ^ху 2 +  2 =  0, М 0 (1/2; 2).

392. In V x 2 +  7  =  arctS м ° (1 ; 0 ) '

Знайти диф еренціали ф ункцій, заданих параметрично, в 

точці М о (хо; Уо):

393. x  =  t2 ( t -  1 ), У =  t2 ( t -  2 ), M o  (4 ; 0 ).

394> х =  2 Г Л / 3 ’ у  =  (f +  1)2 Є<’ М ° (~  ^  5 93^ ) ’

і  Г  я
395. х  =  arctg?, у  =  —  М о  Г "  4 ’ 2 І ’

396. Знайти в точц і М 0 (0 ;  2) диф еренціал ф ункції у =  / (х ) ,  
заданої в полярн ій  системі координат рівнянням г -  2 (1 +  cos<р),

О бчислити наближ ено за допомогою  диференціала значення 

ф ункції у =  / (х )  в точц і х, якщо:

397. у =  V x ,  х  =  8,07.

398. у =  cosx, х  =  44°.

399. у =  tgx , х  =  46!

400. у  =  arccosx, х  =  0,02.

401. у =  arctgx, х  =  0,96.

402. у  =  е1' *  , х  =  1,03.

403. Довести, щ о для  всіх ІД х  І, м али х  порівняно з х, має 

місце наближ ена ф ормула: "Vx +  Д х ~  Vx +  пх  Дх, х  >

(4 x  +  5 )2 V r ^ 3 T



За допомогою ц іє ї формули наближено обчислити: 1) VTT ; 2) 3V68 ;|

3) З̂ 37.
404. Знайти збільш ення площ і кола, якщ о його радіус г =10 см ] 

зб ільш ити на 0,3 см.
405. Ц иліндрична труба заповнена водою. Зваживши воду, 

знайш ли п ісля  того п лощ у поперечного перерізу s, а отже, і ра­
д іус  г. Обчислити похибку в знайденій довжині радіуса, коли
=  0,5 см, а похибка в площ і перер ізу 0,1 см2.

406. П ри вимірюванні з точністю  до 0,005 м знайдено, що 
сторона квадрата дорівнює 5,2 м. Знайти абсолю тну та відносну 
похибки для  площ і кйадрата.

407. П ри  вимірюванні з точністю  до 0,05 м знайдено ребро 
куба а =  1,05 м. Знайти абсолю тну та відносну похибки для 
о б ’єм у  куба.

408. П ер іод коливання маятника визначається ф ормулою  
Т  =  b iV J T g ,  де / — довжина маятника, g —  прискорення сили 
тяжіння. Н аск ільки  зм іниться довжина маятника / — 20 см, якщо 
період коливання збільш ити на 0,05 с?

П ісля  розв ’ язання наведених прикладів розгляньте інш і при­
клади з дан о їтем и  [6 ,9 ,16 ].

§ 4. ПОХІДНІ ТА ДИФЕРЕНЦІАЛИ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ

У м іння знаходити похідні вищих порядків, особливо другого, 
стає в пригоді при розв ’ язанні багатьох задач техніки. Наприк­
лад, при знаходж енні прискорення руху, найбільш ого або най­
менш ого значення ф ункції, щ о важ ливо при виборі найопти- 
м альніш их процесів та конструкцій.

П ох ід н і вищ их порядків. П охідною  другого порядку (другою  
похідною ) ф ункц ії у =  f ( x )  у  точц і х  називається похідна від ї ї  
пох ідної у ' =  / ' ( х )  при умові, щ о / ' ( х )  диференційована в точці

х. Вона позначається такими сим волам и : /” (•*)> / 2 )( х ) ,
dx

f " хх, f " х2- А налогічно  визначається похідна м-го порядку ф унк­
ц ії y =  f ( x ) ,  яка має (п — 1) похідну в точц і х:

^ 1 =  (/л- 1)(х ) ) ' ,  и Є  N . 
dx

Ф ункц ію , для  яко ї існує п -а похідна в точц і х, називають п 
разів диференційованою  в ц ій  точці.

П ри обчисленні похідних вищ их порядків часто використову­
ю ть такі основні ф ормули:

(ах) іп) =  а* 1п"а (а  >  0, а *  1); (2.21)

і іб



* (2 .22)

( < ? т  =

(sin  а х ) (и) =  « "  sin I а х  +  2

(  п л \
(cos а х ) (”'  =  a "  cos І а х  +  2 І >

( (a x  +  Ь )° )т  - < * * ( « “  І )  л  +  W "  +  (2,23)

іокрема,

і  
х  ±  а

(")

(lOga I X І ) (П> =
( -  П - Ч п - І ) ! ,

х" ІП а

(2.24)

(2.25)

1)" ~ 1 ( ra 1-111,
( In  ї х  І ) ю  =

Основні правила обчи слен ня  пох ідних. Я кщ о ф ункції и (х )  
та v (х )  Л а з і в  Диференційовані, тоді м аю ть м ісце так! ршность

1) ( a lM +  a 2v )(n) =  « і u(B) +  « 2V(n) ( « і .  « 2-  с т а л і);

(формула Л ей бн щ а ) , (2.26)
2) ( u v ) « - S  c U (- k )v'

к = 0 

п '
№ С" ~  ( п -  k)\ к\ '  ^ ' *

О бчислення пох ідни х вищ их порядків ф ункцій, заданих па- 
рам^трично Я кщ о ф ункція за д а н у  параметрично р . » н , „ М » и

L ( I ) , т о д Іп о Л ш  % ,  % .  о б ч и с л ю й

за ф ормулами:

i L ^ y L  d 'y =
dx  х/ '  d x 2

M '
d x ] .

x,' ’ c/X
3

dx-

x.
■ і Т.д. (2.27)

Д ля  пох ідної другого порядку має м ісце ф ормула:^

х " ( і )  У " i f )

(х ' ( 0 ) 117



Д иф еренц іали  вищ их порядків. Д иф еренц іалом  другого п і 
рядку двічі диф еренційованої ф ункц ії y =  f ( x )  називаю ть ди4 
ренц іал від диф еренціала першого порядку ф ункц ії f ( x ) ,  тоб 

d у =  d ( dy ) .  У  випадку, коли  х  —  незалеж на змінна, диферен* 
ц іали  обчислю ю ться за ф ормулами:

d 2y =  y " ( d x ) 2,

d 3y  =  y " ' ( d x ) 3,

d ny =  y(n) (d x )n.

Я кщ о ж х  —  деяка ф ункція від /, х  =  х  (ґ ), тоді

d 2y =  у ' 'uc(dx) 2 +  у 'х d 2х,

d 3y =  y " ' ( d x ) 3 +  3 y "xxd x d 2x  +  y ' d 3x i T . a .

Я кщ о для  ф ункцій и (х )  та v (х )  х  —  незалеж на змінна, існу 

ють диф еренціали d "u  T a d  "v, тоді

d n{a\u +  CC2 V)  =  a \ d nu +  a i d nv (a i ,  a i  —  ста л і),

d \ u v )  =  2  C n d n~ku d kv. 
k= o

Розглян ем о  дек ілька прикладів.

П ри клад  1. Знайдемо пох ідну другого порядку ф ункц ії 

у =  arctg ( х  +  ^ х 7 +  1 ).
Знаходимо спочатку перш у похідну від складеної ф ункції:

1
1 +  (■* +  V X2 +  і ) 2 

л: +  V х2 +  1

1 +

( 2 х  +  2 ху/ х 2 +  1 +  2 ) V * 2 +  1

1

2 (.V2 +  1) ( V ^ T  +  х )  2  ( х 2 +  1) 

Тод і друга похідна дорівнює:

_____ І_____ )  ' = 1 1— L _
2 ( х 2 +  1) І 2 [ х 2 +  1 ( х 2 +  І ) 2

П риклад 2. Знайдемо диф еренціал другого порядку функції
у =  xVx -  J  в точц і хо =12 .
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Згідно з ф орм улою  для  обчислення диф еренціала другого по­

рядку d 2y =  у "  (d x ) 2 обчислим о у " :
х  3 (х  — 2) 

y ' = j t V ^ ' S  +  x ( v ^ 3 ' ) ' = V T z r I +  2 7 7 ^ 7  =  2

1 х - 2  \ 3 (2  (х  -  3 ) -  х  +  21 _

2 |k7 T ^ I " 2 V ( ^ l f J  4V(x  -  З )3

З (х  — 4)

4V (x  -  З )3 '

3 * 8  2
Т о д і у " ( х 0)  =  у " ( 1 2 )  =  4 . 27 =  9 '

Отж е, d 2у (х 0)  =  g  ( d x )2.

П р и к лад  3. Знайдемо похідну четвертого порядку у{4) ф ункції

І — ( 3 +  2^ еА* + 3
І  Ф ун к ц ія  у  є  добутком  двох ф ункцій. Застосуємо ф орм улу 
[Л ейбн іца  для  знаходж ення похідної четвертого порядку. У фор

I м улі (2 .26) покладемо и =  е*х +3, v  =  х3 +  2, тоді 

у4) _  ( e4jc + зу4) +  2 ) +  4 (е Ах + 3)  " ' ( X і  +  2 ) ' +

|+ 6 0 4х + 3)  ” ( * 3 +  2 ) "  +  4 (е 4х + 3)  ' ( х 3 +  2 ) +  б?4* + 3(х 3 +  2 )(4 ).

О ск ільки з -
(х 3 +  2 ) '=  Зх2, (х 3 +  2) " =  6х, (х  +  2 ) " ' =  6, (х  +  2 ) -  0;

[ ((И* + 3) « =  4кеАх + 3; к =  1 ,2,  3, 4,

тому

у(4)=  256еАх + 3 ( х 3 +  2 ) +  256е*х + З3х2 +  6 • 16е4* + 3 • 6х +

+  4 . 4е4* + 3 • 6 +  0 =  З2е4х + 3(8х3 +  24х2 +  18х +  19).

У =

П ри клад  4. Знайдемо похідну n-го порядку ф ункції

1

х 2 +  5х +  6
1 1 1

•. За

ф ормулою  (2.24) маємо:

, , , (")

У =
1

х  +  2 х  +  З

(п) ( -  1 ) (п)м ! ( -  1))л)п ! _

=  (х  +  2 ) " + 1 (х  +  3 )’, + 1
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П риклад  5. Знайдемо пох ідну п- г о  порядку ф ункції
/ N 2 Х  -  1 • '  Ау (х )  =  -------------в точц і X =  0 .

х  — х  +  4

Запиш емо ф ункцію  у  вигляді у  (де) ( х 2 -  х  +  4 ) =  2х  — 1. За­
стосовуючи ф орм улу  Лейбн іца , продиференціюємо дану тотож ­
ність п разів (п  >  2):

у(п)(х )  ( х 2 -  х  +  4) +  n f  '  1\ 2 х  -  1) +  п ( п ~  ^  У " " 25 • 2 =  0,

звідки при х =  0 отримаємо рекурентне співвідношення:

4 / )(0 ) -  n f  ~ 1J(0) +  я (и  -  1) У " '  2)( 0)  =  0

або У п,( 0)  =  J  (У " - 1}( 0)  -  (п  -  1)У "  -  2)( 0) ) .

За ц ією  ф орм улою  знайдемо у " ( 0 )  (у (0 ) ,  у ' ( 0 )  знаходимо] 
безпосередньо):

1 2х  -  2х -  7

(х 2 -  х  +  4) 2

_7_
16:

Г "(0) = І  ((у 40) -  (2 -  ЇМ О)) = і  ( і  + і )  = |і.

П ри п =  3,4,. . . обчислю ємо значення похідних вищих по- | 
рядків в точц і X =  0 .

П риклад  6. Знайдемо у  випадку, коли  ф ункція задана
ах

неявно рівнянням у =  X +  Іпу.
Диф еренцію єм о л ів у  та праву частини рівняння, маючи на 1

увазі, щ о у є ф ункція від х: у '=  1 +  -^ у '.

1
Звідси у ' 1 -----=  1, тобто у '

у - Г

( у - I ) 2 ( ? - 1 ) !

П ідставляю чи зам ість у  ’ відповідне значення, знаходимо: 

,.м_ ____ 1__ _ ___ 1__



^^зТправил^ам и1 диференціювання ф ункції, заданої парамет­

рично, маємо:

<к

П ри клад  7. Знайдемо ^  ф ункції, яка задана параметрично

1

tdy dt  _  1 +  f  _  . 
d x ~  dx  J_ 1 +  t2

dt t

= I (1 + <)1л 4
, пропонуємо розв’

d x2 -  ^  I  ( l  +  <2 )
dt t

Користую чись розібраними прикладами, і 
зати самостійно задачі, які наведено нижче. 

Знайти похідні другого порядку ф ункцій:

409. у  =  (х 2 -  І ) 2 •

411^  =  7 Т Г

413. у =  ех s in x .

415. у =  е* х .

417. у =  sin2 х  •

410. у  =  х 3 -  2х +  •

(1 +  2 v T + ~ P j x  

412- ^  7 Г ^ Ґ ~ "

414. у =  X2 Т  .

416. у =  In sinx .

418. у =  ch2 х  +  sh2 х .

419. у =  arccos ї  ' 420. у In ^1 +  X і
1 +  х

arcsinx 
4 2 Ь  У =  V l  -  7

422.у =  Xі .
у 1 -  х 

Знайти пох ідну другого

1 -  г  =  - 5 .1 - х
423-?  =  Ї Т Г

424. у =  In (х  +  ^4 +  х 1 ) ,

425. у =  (a rcs in x )2 ,

порядку в точц і х о :

Хо

=  V J .Хо 1 

Хо =  0 .

426. у =  е
ХО =  27 .
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^  Перевірити, чи задовольняє ф ункція у =  у ( х )  задане рівня

427- y  =  j 2 ( x -  І ) 3 +  3-, у " 2 =  у ' .

428.у =  1 п х - ± х 2 ’ х у " + у ' +  х  =  0

429. у  =  ^ 1п2 х  +  3 Іпх , х 2у  "  +  ху > _  і

430. у =  е 3х cos2x +  е~3х s in 2 x , у "  +  Ь у '  +  \3 =  0 .

431. у =  Зе~х — е3х, у "  - 2 , '  - 3  =  0 .

432. у  =  +  ** +  I j е<* t у "  - 9 у '  +  20у =  е6х.

433. -  е3х +  хе~х , у "  -  5у' +  6у =  (12л: -  7)<ГД
Л'ІЛ  л. — „lO arccos*  л
4 3 4 У - е - (1 г ) у " - х у 1 -  100у =  0,

435. у =  є* +  cos 6х +  1 , у "  -  у ' +  e2*y =  Q .

436. у =  sinx -  л: cos* , у "  +  у =  2sin.v.

Знайти диф еренціали другого порядку функцій: 

ліп
^ х  438. у =  cosa: іп л  .

439. у =  е ~ iv (X і  -  3.v -  1 ).  440. у  =  tg3x -  Зх .

441. у =  (sin  ln.v +  cosln.v) .v . 442. v =  2sm ic .
1 +  cos.v

Знайти j/"1 (х )д ля  ф ункцій:

443. y =  x A - 2 x 3 +  Зе2* .

444 . у = а 0 х п +  а х х " - 1 +  .. .  +  а„ .

445- У =  у ~  ‘ 446 . y = ± U .
л v X

441. у =  ]П (З х  +л 4 ) .  448. cos2 л : .

449. у =  sin2.v sin3.x-. 450.>’ =  cos2 .х cos2.x:.

451. >* =  cos'4 x  +  sin4 x  . 452. у = ________-
x 2 -  4x + З



X2 +  1 444  v = ------ —----------
4 5 3 .y  =  Y I S '  x 2 - 5 x - 1 4

Застосовуючи ф орм улу Лейбн іца, обчислити похідні порядку 

для ф ункцій:

455. у  =  (х 2 +  х  +  4 ) cosx , п =  10 .

456. у  =  ’

457. у =  х 2 lnx , п =  10 .

458. у =  х  sin2x  cosx , л  =  1 0 .

459. у =  х  In (х 2 -  4х +  3 ) ,  л  =  6 .

460. у =  є- * c o sx , л  =  4 .

Знайти п о х і д н у  четвертого порядку в точц і х  =  0 ф ункцій:

X +  1 462 v = -----—----—---- '
461 .у  =  2 7 3 4 ‘ 462,У  х 2 +  2х +  7

463. у = 4 ^ 4 '  464. у =  arcctgx .
X +  X +  1

О бчислити в заданій точц і диф еренціал порядку л  :

465. у =  (х  -  б ) 6 , «  =  4 > *  =  4 ’

466. у  =  (V x 2 -  4 +  Vx -  1  ) 2 , л  =  8 , х =  2 .

-  —
467. у =  cosx cos2x cos3x , л  =  10 , х -  2 .

468. у =  arccosx , л  =  20 , х  =  0 .

Обчислити другі похідні ф ункцій , які задані неявно:

469. ^  +  ^ =  1 . 470. у 2 -  2ху =  4 .

471. sec х  cos у = 2 . 472. In (х  +  у )  =  х  -  у .

473. є* +  х  =  є* +  у . 474. s =  1 +  t е .

475. у =  sin (х  +  у ) . 476. е +у =  ху .

477. In Y x 2 +  у *  =  arctg ^  • 478. /  =  (х  -  у )  .
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Довести, щ о ф ункція у =  f ( x ) ,  яка задана неявно, задоволі 
няє рівняння:

479. у  =  х  — In у ,

480. 2х  — 1 =  хе~ х ,

У У "  =  С у ') (1 “ У ' ) -  

х 2 ( х у " - ( у ' ) 2)  =  у ( у - 2 х у ' ) .

Знайти похідні другого порядку — ^ для  ф ункцій, заданих
dx

параметрично:

481. .х =  2?3 ,

482. х  =  Іп ? ,

483. л: =  In (1 +  t2 ) ,

484. х  =  2cos? ,

485. x  =  ln s in ? ,

486. x  =  cos2?,

487. x  =  arcctgt,

488. x  =  e~ 21,

489. x  =
1 +  t

490. x  =  3cos2' ,

491. x  =  ctg? +  і ,

d2 x

у =  3t2 . 

у =  t2 . 

у  =  arcctg?. 

у =  3sin?. 

у =  ln sin2? . 

у =  sin2 ?.

?2
У=2 '
у =  e2' .

У =  ( ? -  l ) e ' .

y =  3si"2' .

1
У = sin?

Знайти —- T  в точц і M 0 ( х о ; у о ): 
dy

492..V =  ?2 e2' ,

493. .x =

У =  е’ +  1 ) ,  Mo (0 ; 1) .

2 ? -  ?2
У = -  ’ Mo (4 ; 0 ).? -  1 ' “  ? - 1

494. .x =  ch? cos? -  sh? s in ? , у =  ch? sin? +  sh? cos? , M 0( l  ; 0 ).

Перевірити, чи задовольняє рівняння ф ункція у  =  у  (х ),  яка 
задана параметрично:

495. х  =  е‘ c o s t , у =  е s in ? ,
д  ТС

- 4 < < < 4 ’
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496. х =  sin<, у  =  2sh уП  t,

( 1 _ х 2 ) у ' ' - х у ' - - 2) ’  =  0 .

у "  ( х - у ) 2 =  2(ху'  -  у)-
Л . . Я 

-  2 < 2

4 9 7 .x  =  2 t \ y  =  J - < .  < • * « ■  4 8 , - - ( ( |  +  У ) = 1 + Г

З н а й т и  £ у д л я  ф у н к ц ій ,  з а д а н и х  п а р а м е т р и ч н о :

dx

498. х =  4cos<,

499. х =  <10 +  5 ,

500. х =  е ' 1 sin t ,

501 .x  =  s in *,

t
502. х  =  ln tg 2 ’

у =  4 sin t.

у =  t20 -  3 .

у =  е~‘ COSt .

у =  sin 3 t. 

у =  cost.

Знайти Ц  для ф ункцій , заданих п а р а м е т р и ™  рівняння-

dx

503. х =  21п г ,

II '*%
• 1

504. х =  4cos2 1 ,
у =  4sin2 t .

2t2 +  31
505. х  =  у І г з  » y = ( t  +  З) 2

m
506. х  =  е" ,

y =  e .

507. х  =  c o s t ,
у =  c o s n t.

508. х =  t2 -  t +  1 .
у =  t2 +  t +  1 •

509 Знайти другу та третю  похідні обернено, Ф ункцн 

, -  / 1 (у ) (при ум ові, щ о вона існ у є », якщ о відомгаперша /  ( * ) ,  

друга / ( х )  та третя / - « п о х і д » .  ф ункцн , - / ( * ) •
510. Знайти / "  (х ) ,  якщо
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/ ( * )  =

/і 00 
/ і 'М

h  (* )  . 
h ' ( x )  ..

• f n ( x )

■ / « '(* )

А "  ~ 1) ( х ) A n ~ l ) ( x )  . • f n ~ l ) ( x )

з і і .  -закон р уху  точки описується 
х  =  In ch/. Знайти прискорення руху.

512. Р у х  ковзанця маш ини описується рівнянням 
— /-2 2

де — r sin аіґ +  2у  cos cut . Знайти прискорення руху .

513. Р у х  п ідкинутого вгору т іла  визначається рівняннями

х  =  (v 0 cos <p)t , у =  (v 0 sin <p)t -  Ц - .  Знайти компоненти приско­

рення на координатних осях та саме прискорення (опором  по­
вітря знехтувати ). ^

с _ 5 /ї4 ' ~ ехай Р,вня"„ня ШЛЯХУ РУХУ точки задається рівнянням 
\ t  . Довести, щ о його прискорення в ід ’ ємне та проПорційн< 

кубу  швидкості.

515. Ш л я х  т іла , п ідкинутого вертикально вгору, описуєтьсі

рівнянням s  =  Vo t -  —  ■ Н ехтую чи  опором повітря, знайти йо 

го прискорення наприкінці 2-о ї секунди.
516. Ш л я х  поїзда, який вийшов від станц ії А ,  визначається 

рівнянням 5 = г  + 3t2 + 31 . Обчислити прискорення р уху  на­
прикінці 15-ої хвилини.

517. О бчислити тангенц іальне прискорення руху , яке опи- 
сується рівняннями х  =  rcoscy , у =  r  sinco

„ 518- Довести, що, при русі т іла  за законом £ (/ ) =  ае' +  е ' [
його прискорення чисельно дорівнює ш ляху, який пройдений.

519.РуХ ОДНІЄЇ ТОЧКИ описується формулою Si (() =  t3 +  - J  +

+  t +  \  > друго ї -  S 2 ( t )  =  |  f3 +  з t2 -  S t . Знайти прискорення

то“  в момент, к оли  вони Ікають однакову швидкість.
520. Певна х ім ічна реакція, наприклад гідролізу  тростинного 

цукру, відбувається за ф орм улою  х  =  А (  1 -  є- * ' ) ,  д е *  —  к іль ­
кість отриманої речовини. Знайти прискорення реакції.

521. К ільк ість х  м о лек ул  діоксиду вуглецю , яка утворюється

за час /, описується рівнянням х  =  \ р [ \  -  j  , де р, с, у —

деякі сталі, які характеризую ть властивості карбонату кальц ію  
та соляної кислоти. Знайти прискорення цього процесу.
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522. У  паровій маш ині ш лях  ковзанця (рис. 11) заданий фор­

м у л о ю  S =  §  t2 -  4 , A t . О бч и сли ти

силу , щ о д іє на ковзанець в момент t , 
якщ о си ла  дор івню є д о б у тк у  маси 
ковзанця т  =  49,05 к гн а  його приско- 

Рис.11 рення.
523. Згинальний момент тряма, щ о характеризує його м іц ­

ність, визначається за ф орм улою  M  =  E J ^ ,  де £  -  м одуль

Юнга J  —  момент інерц ії перер ізу тряма [1 3 ]. Визначити зги­
нальний момент тряма довжиною L ,  закріпленого 3 
та навантаженого на другом у к інц і тягарем Р ,  в точц і закріп 
дення, якщ о рівняння тряма м ає вигляд.

v _  [ — -  ) ,  а Р  =  100 кг L  =  1 м .
y ~ ~ 2 E J \ L  З L 3 

і  524 Визначити згинальний момент для  середньої точки 
у к р іп л е н о го  тряма довжини L ,  якщ о рівняння такого тряма має

P L 3 ( х 2 2 *1  .

•игляд j> = 2 4 ~ e 7  l z ? "  L 3 L 4 )
В доповнення до наведених прикладів пропонуємо також  ско­

ристатись і вказаними в [3,4 ,9  ].

§5 . ТЕОРЕМИ ПРО СЕРЕДНЄ 
ДЛЯ ДИФЕРЕНЦІЙОВАНИХ ФУНКЦІЙ

Д о теми «Д иф еренц іальне числення ф ункц ії однієї зм ін но ї» 
відносяться такі важ ливі теореми, як теореми про середні зна­
чення Р о лля , Лагранж а.та Кош і. Ц і теореми мають велике зна­
чення для багатьох математичних питань та їх застосування до

ТЄХТеорИем3аар о л ля . Н ехай  ф ункц ія/  (де) задовольняє умови:

1) неперервна на в ідрізку [а, Ь ];
2 ) диференційована в кож ній точц і інтервалу (а, о ) ;
3) набуває однакового значення на к інцях відрізка la, J,

тобто/ (а )  =  / ( Ь) .  . _  п
Т од і існує хоча б одна точка с Є  ( а ,  Ь) така, щ о/  (с )
Т оч к у , в якій . похідна дорівнює н улю , називають стаціо -

НвРТеор ем а  Р о л л я  р івносильна твердж енню : якщ о ф ункц ія  
f i x )  неперервна на деякому відрізку, перетворюється в н у ль  на 
його к інцях та диференційована у всіх внутріш ніх точках, тоді
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іеиу® • цьому Інтервалі стаціонарна точка, тобто м іж  двома ну- 
лими /інфорі'нційонаної ф ункції завжди існує н уль  ї ї  похідної

[8 ].
___ _____  Геом етрично умова f ' ( c )  означає,

щ0 в точц і ( с , / ( c ) )  дотична до графіка 
" І Г Т “ 1 ф у н к ц ії f i x )  п а р а л е л ь н а  о с і О х

і і V n -  (рис.12).
І і і І Т еорем а  Лагранж а. Я кщ о функція

_ 1  і____ І і /  ( * )  неперервна на відрізку [а, b ], ди-
с, сг В х ференційована в інтервалі іа, Ь) ,  тоді 
Рис 12 існує принаймні одна точка с  Є  ( а ,  Ь)

така, що

Ш ~ / ( а )  = / ' ( с ) . (2.28)1

Ф ор м улу  (2.28) називаю ть формулою скінченних приростів  
Лагранжа.  Ї ї  записую ть щ е в такому вигляді:

f ( x  +  А х )  - . / ( * )  = f ' ( x  +  6 Ах )  А х ,  0 <  в <  1 .

Теорем а Лагранж а показує, щ о в інтервалі (а, Ь) знайдеться 
точка (мож е бути  і не од н а ), в якій дотична до графіка ф ункції 
/Ос) паралельна хорді А В  (рис. 13).

Д еяк і наслідки з теореми Лагранж а [8 ]:
1) якщо ф у н к ц ія / (х ) визначена на деякому проміж ку, має

похідну, яка дорівнює н улю  у  всіх 1 
внутр іш ніх точках, тоді ф ункція ]

\ ш т  f  W  є сталою  на [ “ > ь і;
1 2) якщ о ф ункції/ і(д :) та /2(х )  ди- 1

ференційовані в інтервалі (а, Ь ) ,|  
/' і ( * )  =  /' 2 ( х ) , в точках а та А ф унк- і 
ц ії неперервні, тоді ц і ф ункції від- 1  
різняю ться на сталу, тобто Д  ( х )  — І

Рис 13 -  /2 ( х )  =  c on s t.
Т еор ем а  К ош і. Н ехай  ф ункц ії І

f i x )  та g ( x ) :
1) неперервні на відрізку [а, Ь ];
2) диференційовані в інтервалі (а, Ь)\
3) g  ' (. ї ) ^  0 для  всіх х  Є  (а  , Ь )  .

Т од і існує така точка с Є  (а  , Ь), щ о =  ~ Ф ~
S ( b ) - g ( a )  g '  ( с )  

Геометричний зм іст теореми К ош і полягає в том у, щ о на , 
кривій, заданій параметрично: х  =  /  ( ґ ) , у =  g  ( t ) , а <  t <  b , І  
існує точка i f  ( с ) , g  ( с ) ) , с  Є  (а  , Ь) , в якій дотична паралельна
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■Орді, яка з ’єднує початок ( / ( а ) , g ( a ) )  та кінець ( f ( b ) , g ( b ) )  
І МІсї кривої [9 ].

[ Розглянем о ряд прикладів застосування наведених теорем.

П риклад 1. Перевіримо виконання теореми Р о л ля  для  ф унк- 
■ / ( * )  =  ( х  -  2 ) ( х  -  3) (х  -  4 ) .

Ф ункц ія  f i x )  неперервна на відрізку [2, 4 ], диференційована 
І  Інтервалі (2 ,4 ) та перетворю ється в н уль  в точках х  =  2, х  — З, 
І  ■ 4. Таким  чином, на відрізках [2, 3 ] та [ 3 ,4 ]  для  ф ункц ії/  ( х )  
ІИконані всі умови теореми Р олля . В інтервалі (2, 4) існую ть 
рринаймні дві точки, в яких / '  (х )  =  0. Р о зв ’язую чи рівняння

’ (х) =  Зх2 -  18х +  26 =  0 , знаходимо х і =  3 — -j j , х і  =  3 +

чевидно, 2 < х і < 3 , 3 < х г ^ 4 .
П риклад  2. Доведемо, щ о I sinx — sinyI <  їх  -  у і для  дов іль- 

х х, у.
За ф орм улою  Лагранж а sinx — siny =  cosс (х  -  у ) , де с —  де- 

:а точка  з ін т ер в а лу  (х , у ) .  О ск ільк и  Icosc І <  1, тод і 
Іпх -  siny І <  І х  -  у  І .

П риклад  3. Застосовую чи ф орм улу Лагранж а, покажемо, щ о 
|ють м ісце нерівності:

■- - 4  <  arctgy -  a rd g x  <  —— 4  ’ 0 <  х  <  у  та як наслідок 
1 +  у 1 +  х

л  3 ^  . 4 л  1
?  ї ї  3  4 6

П о к ла д ем о / (х ) =  a rc tg x , тоді / '  (х )  =  • Використову­

ючи теорему Лагранж а, маємо: 

arctgy -  arctgx _  1
для  х  <  с  <  у .

У  -  X  1 +  с

Оскільки с > х  і с <  у, том у 

1 . 1  - 1 . 1
1 +  с2 1 +  х 2 1 +  с2 1 + у 2

1 arctgy -  arctgx

1 +  У 2 У  — х  1 +  X і

1 агілку  — a i c i g *  і ,  
Ц е означає, щ о — — у < _________ з---------<  , 7—у або

у -  х  у — х
y - j—т  <  arctgy -  arctgx <  •
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4
П окладаю чи у =  ^ і х  =  1 , м аєм о:

1 І
ЗЗ 4

— j j  <  arctg j  -  a rc tg l <
1 +  1

л

4 •

П риклади, щ о наведено нижче, пропонується розв ’ язати 
мостійно.

П еревірити виконання теореми Р о л ля  для  ф ункцій:

531. у  =  х  (х  -  1) (х  +  3 ) . 532. у  =  х  (х  +  1) (х  +  2 ) .

533. у =  sin (ах  +  Ь ) .

534. П еревірити виконання умов теореми Р о л ля  для  функі
У =  х 3 — 4х на [ -  2,2 ] .

535. П еревірити виконання умов теореми Р о лля  для  функі

536. П еревірити правильність теореми Р о лля  для  функції 
у =  їх  І на [— 1,1 ].

537. Показати, що ф ункція/ (х )  =  4х -  х 3 на відрізках [— 2 ,0| з 
та [0, 2 ] задовольняє теорему Р олля . Знайти відповідне значен* 
ня с.

538. П оказати , щ о ф ункція f ( x )  =  x 2 -  1 на [— 1, 1 ] задо»! 
вольняє умови теореми Р олля . Знайти всі стаціонарні точки цісі 
ф ункції.

539. Ф ункц ія/ (де) =  3̂ (х  — 8) 2на кінцях проміж ку [7, 9 ] на« 
буває однакового значення / (7 ) =  /  (9 ) =  1 .Чи  справедлива д л і 
даної ф ункц ії теорема Р о л ля  на відрізку [7, 9 ]?

540. Н ехай  f  ( х )  =  ( х  — 2 ) (х  — 1) х  (х  4- 1). П оказати, щ о ріі* 
няння / '  (.*) =  0 має три дійсних корені.

541. Н а інтервалах ( — 1, 1) і ( 1, 2) знайти точки, в яких д о  

тична до графіка ф у н к ц ії/ (х ) =  (х 2 -  1)  (х  -  2) горизонтальна. §
542. За час / точка пройш ла вздовж прямої віддаль S. В п оч ат »! 

ковий та кінцевий моменти часу швидкість точки дорівнює н у Я

525. у =  sinx .

527. у  =  ( *  -  1) (х  +  2 ) .

529. у  =  х 2 -  5х +  6 .

526. у =  х 2 +  4х -  5 .

528. у  =  cosx .

530. у  =  1 -  х 2 .

у =  1 -  (х  -  1 )2/3 на [0,2 ].



, Довести, щ о в деякий момент часу абсолютна величина при- 

*  45 орення точки була  не менш е —у .

543. Довести, щ о рівняння 16х4 — 64х +  31 =  0 не мож е мати 
ох різних дійсних коренів на інтервалі (0 , 1).

544. Н ехай  ф ункція f ( x )  ( п -  1) разів неперервно дйферен- 
йована на [х 0 , х„ ], м ає п -у  пох ідну  в (х 0 , х „ )  та  / (х  о )  =

k f ( x i )  = . . . =  /  ( х п ) ,  д ехо  <  <  ... <  х п. Довести, щ о існує точка

| Є  (хо , х „ )  така, щ о / (п) (с ) =  0 .
t 545. Застосовую чи  теорем у Р о л л я , показати , щ о пох ідн і 

/„'(jc), F „ "  ( х )  , ..., Ґ'п ~ 1} (х )  м ногочлена F„ ( x )  =  а0 х п +  а і / _1+  
+ . . .  + а „  (а 0 *  0 ,а, — дійсні, і =  0 , 1 всі корені якого дійс-
I, також м аю ть лиш е дійсні корені.

546. Довести, щ о серед дов ільних двох дійсних коренів рів­

няння / s i n x  =  1 існує принаймні один дійсний корінь рівняння

1 cosx + 1  =  0 .
Вказівка. Застосувати теорему Р о л ля  до ф ункц ії е х — sinx .
547. П оказати, якщ о / ' ( * )  та g ' (х )  неперервні та дифе- 

нційовані на [а, b ], тоді для  точки с Є  (а  , Ь) має місце рівність

f ( b ) - f ( a ) - ( b - a ) f  (a )  f ’ ( c )
8 ( b )  -  g ( a )  -  ( Ь -  a ) g '  (a )  g ' ( с )

Вказівка.  Застосувати теорему Р о л ля  до ф ункції 
у  (х )  = / ( х )  +  (Ь  -  х ) / '  (х )  +  А  • { g ( х )  +  (Ь -  х )  8 '  ( х )  } .
548. Довести, якщ о ф у н к ц ії/ (х ) ,<р (х)\Ц> (х )  неперервні на 

відрізку [а, b ] та диференційовані в інтервалі іа, Ь )  , тоді існує
начення с :  а <  с  <  Ь, для  якого виконується рівність

f ( a )  f ( b )  f ' ( c )

<Р (а)  <Р(Ь) <р' ( с )  =  0 •
V’ (й) Vі (b) V*' (с)

Вказівка.  Застосувати теорему Р о л ля  до ф ункції

f ( a )  f ( b )  f ( x )
<р (х )  =  V (a )  f  (Ь)  ч> (х )

хр (а )  гр (Ь)  V  ( * )

Р 549. Н ехай  похідні / '  (х )  та g ' ( x )  існую ть для всіх х  Є  [ а, b ], 
рричому g ' ( x )  *  0 на (а, Ь) .  Довести, щ о для  деякого с, с Є  (а, Ь) ,  
має м ісце рівність:

f ( c )  - і ( а )  _  / ' (с)
8 ( b ) -  8 (с ) 8 ' (с)
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Вказівка.  З а с т о с у в а т и  т е о р е м у  Р о л л я  до  ф у н к ц ії  fg  
~  S f ( a )  ~ f g ( b )  .

Довести нерівності:

550. е >  1 +  х при х  *  0 .

X
551. х  -  - у  <  In (1 +  х ) <  х  п р и х > 0 .

при х  >  0 .

553. х  <  arcsinx <  - r  ■ при 0 <  х  <  1 .
V 1 — х

П роілю струйте ці нерівності геометрично.

554. Записавши ф ормулу Лагранжа для ф ункції V 7  х 4 +  2х  НІ 
відрізку [0 , 1 ], знайти на інтервалі (0 , 1) відповідне значення с. 1

555. П ерев іри ти  виконання ум ов теорем и Лагранж а дл| 
ф у н к ц ії/ (х ) =  х  -  х 3 на [— 2 , 1 ] та знайти відповідне проміжні 
значення с.

556. На дузі А В  параболи у =  х 2 знайти точку, дотична в якій 
паралельна хорді А В ( А (  1, 1 ), В ( 3, 9 ) ) .

557. Знайти точку с  у  ф орм улі скінченних приростів Лагран* 
жа (2.28) для  ф ункц ії

на проміж ку [0 , 2 ].
558. Н ехай ф ункц ії /  (х ) та g  (х ) визначені та диференці» 

йовані при х  >  х 0 , причому / (х 0 )  =  g ( x 0 ) , / '  (х )  >  g  ' (х )  при 
х  >  Х о . Довести, щ о / (х ) >  g  (х )  прих >  Х о  .

559. Довести, щ о ф ункція / (х ) монотонно зростає (монотоН* 
но спадає) на інтервалі (а, b ) ,  якщо / '  (х )  >  0 (/ ' ( х )  <  0)  ні 
цьому інтервалі.

560. Довести, якщ о ф ункція /  (х ) п разів диференційовані 
при х  >  0 , / ( 0)  = / '  ( 0)  =  ... = / " - 1) (0)  =  0 , а / (п)(х )  >  0 при 
х  >  0 , тоді і /  (х )  >  0 при х  >  0 .

561. Н ехай  ф ункція /  (х ) двічі диференційована на [а, Ь |, 
/ '  ( а )  = / ' ( * )  =  0 . Довести, щ о існує така точка с Є (а ,Ь ) ,  дл»

4  ( 3 - х 2 ) ,  0 <  х  <  1 ,

/(•*) =  і
— , 1 <  X <  +  оо
X

якої виконується нерівність \ f ( b ) ~ f ( a )  1 

4 (Ь -  а )2
$  І / " ( с )  1 .



562. Застосовуючи ф орм улу Лагранж а, довести:
а) I cosx -  cosy І <  І х  -  у І д ля  дов ільних х, у;
б) I arctgx -  arctgy I <  I х  -  у  І для  дов ільних х, у;

. х  -  у  , х  х  -  у п
в) --------<  In — < --------- при 0 <  у  <  х .

х  У У
563. Довести нерівності, застосовуючи ф орм улу Лагранжа:

х  — у  х  — у п л
— —  <  tgx  -  tgy <  — 2—  > 0 <  у <  х  <  -^ •
cos у COS X z

564. Довести, щ о всі корені многочлена Чебиш ева— Лагерра

Ln (х )  =  і  -7 7  (х " е~ х )  додатні. 
ах

565. Довести, щ о всі корені м ногочленів  Чебиш ева— Ерміта 

„ 2 (Г  ( е ~ х )
Я „ (х )  =  ( -  1) ^  дійсні та леж ать в інтервалі

( — V2rt +  Т  ,V2п +  1 ).
566. Довести ,щ о всі корені м ногочлена Леж андра

1 /7̂ *
р п (х )  = --------------J ( х 1 — 1 )" }  дійсні fa  леж ать в інтервалі

2" /г! £/х" 1 1
( - 1 , 1 ).

567. Записавши ф орм улу Кош і для  ф ункцій 

/ (х )  =  2х3 +  5х +  1 і g  (х )  =  х 2 +  4 на [0, 2 ], знайти значення с.
568. П еревірити виконання умов теореми Кош і на відрізку

о , І для  ф ункц ій/  (х ) = sinx та g  (х ) =  cosx. Знайти відповідне

проміжне значення с.
Задачі з розглянуто ї теми знайдете в [6,9,13 ].

§ 6. ПРАВИЛО ЛОПІТАЛЯ-БЕРНУЛЛІ

П равило Л оп іта ля — Б ерн улл і є ефективним засобом знаход­
ження границі ф ункц ії при розкритті невизначеностей.

П рави ло  Л о л іт а л я — Б ернулл і для  розкриття невизначено-
0 00

стей ти п у  -  або  — . Якщ о ф ункції Д х ) та £ (х ):

1) диференційовані в околі точки хо, за винятком, мож ливо, 
самої точки хо, причому g ' (х )  *  0 в цьом у околі;

2 ) ф ун к ц ії/ (х ) та g  (х ) є одночасно або нескінченно малими, 
або нескінченно великими при х -* хо;
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,1) її нуе скінченна границя lim  —r v ~ - ,
х  - » xq8  W

ТОДІ l im  Щ  =  l im  ц щ .  
х ~ х 08 ( х )  x - * x 0S  О )

Якщ о ф ункц ії /  (х  ) т а #  ( х  ) диференційовані в точц і хо та 
/  (*о  )  =  8 ( х о )  =  0 , g ' (Х о  )  *  0 , тоді

lim IS^L =  LAxJlI
XT X08 ( X )  g ' ( x o )

Розкри ття  невизначеностей типу: 0 • ОО , со -  00 , 1”  , 0° , 00°.

1. Н евизн ачен ість0 • оо (1 іт / (х )  • g ( x ) ,  коли  1 іт / (х )  =  О,
х  -» хо х -»х о

0 00
І і т р ( х )  =  оо) зводиться до невизначеності я  або —  таким чи-П 00х -+ ХО
ном:

f оо
/ (х )  ■ g ( x )  =  (jy j або 00

S ( x )  '  '  f ( x )
2. Н евизначеність ОО -  оо (lim  (/ (* )  -  g(x))> коли

Х-»ХО
О . 00

1і т / ( х )  =  оо, l im g (x )  =  оо) зводиться до невизначеності тг а бо— . 
х-*хо х-*хо
Так , наприклад, зобразивш и різницю  ф ункцій /  (х ) та g  (х )  у 

_ J ______ 1_
■ ч /ч  8 ( х )  f ( x )  О

вигляді / (х )  -  g  (х )  = ------------------ ,  маємо невизначеність ^ .

/ (х )  • g ( x )

3. Н евизначеності типу 1”  , 0° , оо0 зводяться до невизначе­
ності 0 • оо за допомогою  попереднього логариф мування та зна­

ходж ення границі логариф ма степеня (J  (х ) )*  w  або зображ уючи 

ф ункцію  (  / ( x ) ) gW у  ВИГЛЯДІ

Р озглян ем о  застосування правила Л оп іта ля — Б ер н улл і на 
прикладах.

х 6 -  1
П риклад  І. Обчислимо границю lim  —:-------г------------  

х+\ х  +  х  — х — 1

Безпосередня підстановка х  =  1 дає невизначеність jj. Засто­

совую чи правило Л оп іта ля — Б ерн улл і, маємо:
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•V6 -  1 6х 5 6 3
lim —т----- -̂-------------=  lim — ,----------------=  — =  — •
*-.1 .v +  x  — x  — 1 * - i  Зх +  2x — 1 4 2

ex -  e~x -  2x
П риклад 2. Обчислимо lim ----------- :------- .

x .̂0 x  -  sinx

ex — e~x — 2x  1 — 1 — 0 0
lim ----------- :------- =  — x— x—  =  yr , маємо невизначеність
t„ 0 v -  sinx 0 - 0  0

ex - e ~ x - 2 x  6х +  e~x — 2- 1 +  1 — 2 0
l im  -------------- :--------- =  l im  — :--------------=  — і------------:------- =  r , 3HOBV
*_0 x  -  sinx X4,0 1 -  cosx 1 — 1 0

+  e~x -  2 e* -  e~x 0
невизначеність. Т ом у  lim — --------------=  lim  — :---------=  тг, щ е

*-.о 1 ~  cosx „ о  sm x 0
раз невизначен ість , д ля  уникнення яко ї застосовується

X - X  X , - х
Є — Є 6 Т" 6

lim — :------ =  lim — ---------  =  2 . В наведеному прикладі правило
л'-*0  Sinx л'- *0  COS*
Л оп італя— Б ернулл і застосовувалось тричі.

В деяких прикладах перш ніж застосовувати правило Л о п і­
таля— Б ернулл і, доц ільно  зробити певні перетворення.

П риклад  3. Обчислимо lim —— ?-rct£ v ■ При х  =  0 маємо не-
д-.о arcsin х

визначеність Ц. При використанні правила Л оп іта ля— Б ернулл і

в знаменнику отримаємо громіздкий вираз. Т ом у  спочатку 

пригадаємо, що при х  -»0  arcsinx ~  х  , а, отж е,arcsin3 х  — х 3 , ко­
ли х -» 0 . Таким  чином, за ф ормулою  (1.27) обчислю ємо грани­
цю:

і ~ - Чх  -  arctgx х -  arctgx 1 +  х
lim  -------- j—  =  lim ---------5— -  =  lim --------- 5----- =
1-0 arcsin x v-o x  ,v-*o 3x

=  lim ^ 4  =  \  ( x  *  ° )  •
* - . 0  3x  J

П ри клад  4. Знайдемо lim sec3x c o s x .
x-*n/2

П ри х - »л / 2  маємо невизначеність оо • 0. Д л я  розв ’язання 
користуємося правилом Л оп іта ля— Б ернуллі:

І
З

COSX
lim scc3x • cosx =  lim ---- ;=— =  lim

cos3x л -  3sin3x
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П ри клад  5. Обчислимо lim / 1
х->0

1

1
В даному випадку маємо невизначеність оо — оо. Зведемо до 

сп ільного знаменника. Маємо:

lim
v-0

( е х -  1 -  х

хе  — X

0
0

Застосовую чи двічі правило Л оп іта ля — Б ернулл і, дістанемо:

lim
1

lim
1

П і л  --------------------------  =  1 1 Ш  -------------------------  =  ■=■ •

ДГ-.0 хе -  X  а-»о хе +  е -  1 Х-.0 хе +  7е 2

П риклад  6. Обчислимо lim х*.
дг-»0

М аємо невизначеність 0°. Н ехай  у =  Xх . Т од і Іпу =  -сіп* . Д ал і 
маємо: lim х іпх  =  — 0 • оо або інакше:

lim х іпх  =  lim
lnx

х - 0

Застосовуючи до останнього виразу правило Л оп іта ля — Бер­
н улл і, знайдемо:

lnx
lim - у -  =  lim — -  lim ( -  х ) =  0 .
v-»0 , v - * 0 _______ *-.()

*  X2

О тж е,lim ln ( x x ) =  0. А це означає, що lim Xі =  1 .
"-о ї-о

П риклад  7. Обчислимо lim
X -*G  [ х /

В д ан ом у  випадку м аєм о невизначен ість  оо°. Запиш ем о

ф ункцію  у вигляді еsin* In
: . Тод і



П риклад  8. Знайдемо lim  —  > а >  1 .
Л - »  +  оо X

Д ля  обчислення даної границі застосуємо п разів правило 
Л оп італя— Б ернуллі. Тод і

а* ct  (In  а )"
lim = -  =  lim  — v , =
♦  +  оо X

Таким  чином, показникова ф ункція а , а >  1 росте швидше 

довільного степеня х.

П риклад  9. Знайдемо lim  — jp > х  >  0 .
Х -*  +  оо X

Застосовуючи правило Л оп іта ля— Б ерн улл і, дістанемо: 

lim  =  lim  -----=  l im — • =  0 .
Х-* + со X Х-* + 00 X tlX  + ПХ

Отже, логарифмічна функція lnx росте повільніш е будь- 
якого додатного степеня х .

х  4" sinx
П риклад  10. Обчислимо lim

П ри  х-*оо м аєм о н ев и зн ачен ість  — . Знайдем о границю  

відношення похідних чисельника та знаменника:

( х  +  sinx) ' 1 +  cosx
lim т--------- г т  =  Ь т  ~л—;— :—  •

(х  -  cosx) 1 +  sinx

У  правій частині отриманої рівності границя не існує, том у в 
даному випадку застосовувати правило Л оп іта ля— Б ерн улл і не 

можна.
Задану границю можна обчислити безпосередньо:

і 1 •1 — — sinx
X +  sinx .. X ,1ІШ — lim  « і у

дгн.00 X  -  C O S X  л-^сс J  _  _  C 0 S JC

X

оскільки lim  7  sinx =  lim  — cosx =  0 як границі добутку нескін-
Х -*о і

ченно м ало ї ф ункц ії та обмеженої.

Наведені нижче приклади на застосування правила Л оп іта ­
л я — Б ернулл і розв’ яж іть самостійно.
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Знайти границі:

569. lim  * 3 ~  Зх +  2
і х 3 -  х 2 -  х  +  \

571. lim
х 5 — Зх 2 +  ї х  — 5

і х 4 -  5 х  +  4

573. lim  Щ \Г*  ~  2х- . 
5'/х г -  1

575. lim — ~ -  5х ■
-*-♦0 4х  +  ї х

577. lim  ~ — Sin*  • 
jr-*o х  -  sinx

579. lim  d b*

581. lim  —  -  -  sina
x -*a  X  CL

583. lim
cosx -  chx

*-o sinx

585. lim C0S (s in x )  ~  cos*  .
x-*0

570. lim 2x3 +  3x -  5

- i x 3 -  6x 2 +  5

572. lim *  1
« і  x " -  1 '

574. lim  — - +  f  ~  1 .
*-»o x

576. lim  •
*~i  x  -  1

578. lim  —  sin*  -  •
JL -  2x )

580. lim ^ r c s i n g .  
<p-*0 sin ip

ex' +  sinx -  1
582. lim

x -* 0

584. lim

•-♦0 In (1 +  x )

4sin2 x  — 6sinx +  2

3sin2 x +  5sinx -  —
6 4

3.

586. lim  - i- t
з 1 -  2cos x

587. lim  ~ ^ arcsin *  . 
*-»0 XCOSX -  Sinx

x1-  1
589. lim  ^ — -  •

дг-*0

591. lim
m l x j  

tgx

593. lim ^ — — SA:) . 
« о  In tgx

588. lim
. x 40 — 40x +  39

x7{ x 7S -  78x +  77 

e* -  2cosx +  e~x
590. lim

*- ,0  xsm x

592. lim 3V x  ln lnx 

*-*+» 3V2x +  5 VTnx

594. lim
3 +  lnx

+o 2 — 31n sinx
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595. lim

599. lim ( I
* - .0 \ *

601. lim
1
2

x-*0
KX

1
sinx cosx

603. lim
л:-.0

605. lim  x s,at.
jr-0

607. lim  ( t g * ) ’8' .
ДГ-.0

ctg2 X

) ) '  596 1™  (ln x  i n , ) -.1 (2(1 - V I )  3( 1 - V I )

597. lim  (secy? -  tg<p) . 598. lim  •

600. lim  ftgx -  -j----—7-- 1 •
x^x [ 1 -  Sinx J

602. lim
1 1

x-*o Is in x  ln (1 x )  J

604. lim
1 1

O ^xarctgx x 2

606. lim  (1 -  cosx )sUu . 
jt**0

608. lim  (arcsinx ) tg* . 
*-♦+0

609. lim
*-* + X

611. lim  -

л
arctgx

t&t

613. lim  (1 +  x )

615. lim  (x )*  -  a
ЛГ-.1

610. lim  xx .
ДГ-юо

612. lim  (1 +  x )x  .
*-*oo

614. lim  (t g x )sin2* .
X

**2

616. lim  (s in x ) l&,:,

617. lim (ch x )* .
•t-»0

619. lim
Л--0

S IH X  I l -  cos*
1

618. lim  ( ex +  x ) * .
ДГ-.0

620. lim I — arctgx

П оказати, щ о при знаходж енні границь, які наведено нижче, 
не можна застосовувати правило Л оп іта ля — Б ернуллі. Знайти ці 
границі:

621. lim
х  +  sinx 622. l im £ ^ iH L £  

X +  sinx
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x 3 sin
623. l im -------

*-.0 sin

Крім  наведених вище прикладів, пропонується ще розв ’ язати 
й інш і [3, 4, 9, 16 ].

§ 7. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА

Д л я  дослідж ення ф ункц ії (знаходж ення границі ф ункції, 
значення ф ункц ії тощ о) в ряді випадків зручно також  скориста­
тись ф орм улою  Тей лора .

Формула Тейл ора  д ля  ф у н к ц ії/  Ос), яка визначена в околі 
точки хо, має неперервні похідні до (п -  1 )- г о  порядку виклю ч­
но в цьом у околі та похідну / (" \ має вигляд:

/ ( * ) = / ( * о ) + ^ ! у ^  (х -  х0 ) +  (х -  Хо)2 +  . ..  +

+  — г 1  (х  -  Х о  ) ” +  г „  + 1  ( х )  ,

або

/ ( * )  =  £  - ' и ? '  (х -  х0 )к +  гп + і ( х ) , (2.29)
к = 0 К '

" f k) (Хо )
де Я„Дх) -  2 ) — V' , (х  -  хо )*  називають многочленом  Т ей ло -

к = 0 *  '

ра, г„ + 1 (х )—  залиш ковим  членом  ф ормули Тейлора.
Залиш ковий член  записую ть у  р ізних формах, наприклад:
а) форма П еано

п, + 1 (х) =  о  ((х -  хо )п ;

б) форма Лагранж а

г. + 1  (х) =  - -  ~ Х0)) (х ~  х0 ) " + 1 , 0 <  0 <  1 ;

в) форма Кош і

г . ,  ■ W  -  (1 -  0) .  ( х  -  ) . . , ,

0 <  6» <  1 .
П ри хо =  0 ф ормула (2.29) набуває вигляду
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/ ( * )  =  2  і і x* +  о ( x " )  ( формула М а к л о р е п а ) .  (2.30) 
k-= о * •

Якщ о ф ункція / (х  ) в околі точки хо =  0 нескінченно дифе­
ренційована (м ає похідні всіх порядк ів ), тоді ф ормула М аклоре- 
на (2.30) набуває вигляду:

1) к о л и / —  парна ф ункція —

/ (х )  =  Y  х 2* +  о  ( х 2к + 1 )  для  всіх натуральних п;
к = 0 •

2) коли  / —  непарна ф ункція
я А2к + 1) /лч

/ W  =  2  ( 2*  +  і ) !  - ^  + 1 +  °  ( *  )  Дл я  всіх *  є  N  •

П ри розв ’ язанні задач застосовують ряд ф орм ул розкладу 
основних елементарних ф ункцій за ф ормулою  М аклорена:

е1 =  1 +  х  +  тгї +  ... 4-----р +  г„ +1 (х )  =  2  7"7 Гп + 1 ( х ) ! (2.31)
L . П . kmQ К. ■

„з Vs X 2"  + 1
Shx =  x  +  y y  + у у  +  . . .  +  (2 я  +  Г ) 1  +  Г2„ + 1 (X ) -

я + 1

- Х о ( 2 t T o T  +  r,' * l W :  а 3 2 )

chjr «  1 +  +  . . .  +  +  r j . .  2 ( * )  =

+ <2,33)

s in *  =  jt - | j  +  j j + . . .  +  ( -  0 ' p *  +  тут  + > ' 2 - » l W  =

Я C_ 1 V  V-2* + 1
, ? 0 ( 2 t V i y r  +  '■’ • * ■ W ;  <2'34>

v2 V4 K2n
cosx = l - y r  +  j y + . . .  +  ( -  1)"  2̂rt)T +  Г2п + 2 ( х ї  =

" f — lV 1 x 2k
=  2  ( 2~i y r ~  +  ґ2п * 1 ( jc ):  (2 ’35)

а  (а  — 1)  о a (a  — 1) ...(a  — (n — 1) )
(1 +  x ) a = l + a x  +  2 \—  x  + - +  — ------- n l --------------- +



зокрема і 1  J =  X  I)*-**  +  r" + i ( JC)>  (2.37)
1 • Л ь „  п

- Т І - : - І  л * +  г . . і ( * ) ,  <2.38)
1 Х кш о

h r ' 1 + , ? 1e ? T p ' ,* + r ' “ w ' а т

де (2к  — 1 ) ! !  =  1 * 3 * 5 *  —  • (2  к -  1 ).

In (1 + де) =  х  -  ^  + . . .  + ( -  1)"  1 —  +  fn + l ( x )  =

\к- 1  к

к = 1

х 2 х 3
In (1 - х )  =  - х - у - у —  +  r . * i W  =

=  - І ^  +  гл + 1 ( х ) .  (2.41)
к= і *

Розглян ем о ряд прикладів на застосування ф ормули Т ей ло -

Ра - .
П ри клад  1. Розкладем о за ф ормулою  М аклорена до о ( л г )

л  '
ф ун к ц ію / (х ) =  cos  ̂Зх +  -g j .

Оскільки

/ (к) (х )  = 3*cos ( з х  + l  + ^ y j  І/ (fc) (0 ) =  3fccos ( f  +  4 ) .  

тоді за ф орм улою  (2.30) маємо
п ^ к  тг

' )cos (  Зх +  ^  J =  І )  J J  cos J  (Зк +  1) х к +  о  ( х " ;

П ри клад  2. П еред розв’ язанням другого прикладу зауваж и­
мо: якщо відомо розклад ф ункц ії/  ( х ) за ф ормулою  Маклорена:



/ ( * )  =

Використовую чи дану ф орм улу , розкладем о ф ункцію
1

Зх — 5
за степенями х.

Тод і, застосовуючи ф орм улу (2 .38 ), дістанемо:

1 1 £
Зх  — 5 'к* о

2 +  Зх
П риклад  3. Розкладем о ф ункцію  In ^ за степенями х.

З рівності

In j ^  =  ln (2  +  3 x ) - l n ( 4 - 9 * )  =  l n 2 ^ 1 + f  -

-  ln 4 1 -  -r х  І = ln  2 +  In * 1 1 +  ■=• де -  ln 4 -  In 1 — -r jc

та ф ормул (2 .40 ), (2.41) випливає:

X хк +  о  ( х " )  =  In і +  2  11 j І )  + ( - 1 ) * - 1 J  +  o ( x " ) .

П риклад  4. Розкладем о за ф ормулою  М аклорена ф ункцію

' м = т А —  •і б + х
Зобразивш и ф ункцію  у  вигляді

4 1

16 +  х 2
1 +

підставимо зам ість х  у ф ормулі (2 .37) | ^  | • Тод і
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П риклад  5. П ри  розкладі за ф ормулою  М аклорена рац, 
нального дробу цей дріб розкладаю ть на сум у многочлена 
елементарних дробів.

Д л я  п р и кладу  розкладем о  ф ункц ію  f ( x ) = ~  +  6 ц
X -  х  -  6

ф орм улою  М аклорена.
Ф ун кц ія  /  (. ї ) є неправильним раціональним дробом. Виді» 

ли м о  ц іл у  частину, тобто  под ілим о чисельник на знаменник,

тоді f  (х )  =  1 + ~ - ~ 12 •
X -  х  -  6

П еретворимо отриманий дріб:

х  +  12 х  +  12 3 7

х  — х  — 6 ( х - 3 ) ( х  +  2) х -  3 х  +  2

Тод і

f ( x )  =  1 +
х  — 3 х  +  2 =  1 +

( - 3 )  [ 1 - | 2 1 + І)
=  1

1 1 Л  Yk " ґ — П* V*± ------------ і—  =  1 . у  і _ у  .( -  і ;  £
X . X .*-> 1k -і*. х  . х  '  т.к ^  -і* +  о (.v ) —
З 2 * =0 ^

1 1
- ■ - 3 - 5 - 2

к *  1

* \

/  +  о ( У , )  =

/с = 1
х к +  о  ( х п ) .

П р и к л а д  6. П р и  р о зк л а д і д о б у т к у  тр и го н о м етр и ч н ії*  
ф ункцій за ф орм улою  М аклорена цей добуток доц ільно зобрази* 
ти у вигляді суми тригонометричних функцій.

Н априклад, розкладемо ф ункцію  cos2 х  за ф ормулою  Мак» 
лорсна.

о •> 1 +  cos2.it
Р|ВНості COS' ,* -  r-----  та розкладу (2.35) маємо:



П ри клад  7. Я кщ о ф ункція f i x )  є  частка двох ф ункцій 
/і ( х )  I f  і  і х ) , розклади яких за ф орм улою  М аклорена легко  знайти, 
наприклад:

/ і(х )  =  2  Ькх к +  о (х " ),  h ( x )  =  2  скхк +  о (х " ),  
к=0 *-0

тоді розклад ф ун к ц ії/ (х ) ш укаємо у  вигляді:

П
/ОО =  2  +  о (х ”) ,

де коеф іц ієнти а* —  невідомі. ї х  знаходять з системи алгебраїч­
них рівнянь, яка отримується в результаті прирівнювання ко­
еф іцієнтів при х к, к  =  0 ,1 ..... п, в л ів ій  та правій частинах рівності:

2  йкХк +  о (х " ) 2  Ск*  +  ° ( Х" )  =  2  ЬкХк +  о ( х п)
/с~0

Н априклад, розкладемо ф ункцію  tgx  до о і х  ) за ф ормулою  
М аклорена.

О скільки tgx —  непарна ф ункція, том у вона розкладається 
тільки  за непарними степенями х, тобто

tg х  =  аіХ +  азх3 +  а$х5 +  о (х 5).

Використовуючи ф орм улу siax =  tgx  cosx та розклади (2.34) і 
(2 .35 ), дістанемо:

х 3 . X s . , 5Ч
х  3 ! 5 !

2 А 
X . X

=  ( а і х  +  а3х 3 +  а5х 5 +  o ( x 5)'j 1̂ -  у  +  +  о (х 5) j .

П рирівняємо коеф іцієнти при однакових степенях х:

1 -  в і;

1 _  .

З! -  2 ! аз'
1 І аз

5! " 4 !  2! й5'

і 1 2З отриманої системи знаходимо аі  =  1, аз =  ^ ’ as ~  JJ-

З «п
Отже, tgx =  x  +  у  +  ^5 Xs +  о (х 5).
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П ри клад  8. Я кщ о відомий розклад за ф ормулою  М аклорена
П

П О Х ІД Н О Ї ф ункц ії f i x )  , тобто припустимо / ' ( j c )  =  ^  ЬкХк +  о (х " ),
к=0

годі розклад самої ф ункц ії / (х ) задається ф ормулою :

А х )  =  ДО) +  2  х к+1 +  о (х " ) .  (2.42)
к= 0

Як приклад розкладемо ф ункцію  arctgx за ф ормулою  М акло­
рена до о (х "+1).

Відомо: (arctg х ) '  =  --------^-.Функцію — розкладем о за
1 +  х  1 +  х

ф ормулою  М аклорена, поклавш и замість х  в розкладі (2.37) х 2,
тобто

— =  і  < -  i ) V *  +  ф 2' " ) .
1 т  X к=0

Отж е, за ф орм улою  (2.42) знаходимо:

arctgx = Д ( -  1)*  2І  +  !  +  о ( х 2п+2).

П ри клад  9. Розклад  ф ункц ії/ (х ) за ф ормулою  Тей лора  в око­
л і  хо зам іною  х  -  хо =  t зводиться до розкладу ф ункц ії g ( i )  =  
=  Д х  о +  f) за ф орм улою  М аклорена.

Д л я  прикладу розкладемо ф ункцію  1п (2  +  х  -  х 2)  в околі 
точки хо =  1 за ф орм улою  Тейлора, тобто розкладемо ф ункцію  за 
степенями (х—1).

Оскільки 2 +  х  -  х 2 =  (х  +  1 )(2  -  х ), то, поклавш их -  1=  /, 
дістанемо:

In (2 + х - х 2) ^  In (х  +  1 )(2  -  х ) =  In ( t  +  2) ( 1-  t) =  ln ( t  +  2)  +  

+  ln (1 -  t) =  ln 2 +  In ( l  +  +  In (1 -  t).

За ф ормулами (2 .40 ), (2.41) маємо:

" ( — I t * -1/  " /
In (,  +  2)(1 -  0  =  In 2 +  2  ( 1 - 2  T  +  ° ( 0 .

k=1 L k k=l *
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Остаточно

In (2 +  х  -  х 2)  =  In 2 +  X
k = l
5* f( - 11 ('x + °((* - 1)")-

П риклад  10. Знайдемо, використовуючи ф орм улу М аклоре­

на, , 1 +  х

І п т ^ ~ х

Л о  sin *

1 +  X
Розкладем о ф ункцію  In у за ф ормулою  М аклорена.

я ( _  1^ - V  " хк

In =  In (1 +  х )  ~  In (1
/с=1 кш 1

" х2* ' 1
+  о (х п) =  і  ( ( - 1 / -1 +  і ) х  +  ° ( * " )  = 2 І  f c r  +  о(х2Л)’

оскільки ( -  І )*1-1 +  1 -
о, к —  парне,
2 , к —  непарне.

Враховую чи, щ о sin х  =  х  -  у  +  о (х 3) ,  обчислю ємо грани­

цю:
, 1 +  X
ІП -і---------- X

1 - х
lim
Л_ 0 s in x

=  lim

2 1 х  +  у  +  о (х  ) j -  х

, X +  | х 3 +  о (х 3)
=  lim =  1.

M 0 x - J  +  0 ( х 3)

І  ,3 Г
П риклад  11. Знайдемо lim  х 3 / v'x +  1 +  Vx -  1 2 V x \ .

Х-* оо \
Перетворимо ф ункцію :

З,------------- т -  О  з г
X3 (  ^ х Т Т  +  v'x -  1 -  2 yfx^  =

=  X3 х3 ( | l  +  ^  +  I і -  2) =
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=  * 2 Т 7 І+ р т . 2 ) .

J
П окладем о t =  -  та застосуємо ф орм улу (2 .36 ). Тод і

5
Т / з,

lim  х 3 (  v 'T + T  +  V T = Т  -  2 f e j  =

=  ііш a  +  o ?  +  a  -  o j  -  2lim
(-.0 t

n 1 +  І 1 -  j 1’  +  < » * )  +  1 -  k ‘  -  +  <>(<’ )  -  2 

/ -♦ 0 I2 ~  ~

2 2 1
-  g t  +  o ( t 2)

=  lim — V ----------=  _  1
«-o  t2 9

П ри клад  12. О бчислимо наближ ено за допомогою  ф ормули 
М аклорена c o s l8 . ч р -

Згідно з ф ормулою  М аклорена із залиш ковим членом  у формі 
лагранж а, маємо:

cos 18° = cos ~~ = 1 — — ’\ 2 . JL (JH\ 4 , .
Ю . 2! 10 +  4! 10 + Г б ’

Отже,

4! Ц 0

б

ди

cos 18° -  1 ~  Щ  +  ^  -  І - М 6 9 6 0 4 _
200 24•10 200 +

, (9 .869604)2
2 4 -104 *  0,049348 +  0,000406 *  0,951058.

П ропонується самостійно розв ’язати наведені нижче прикла-

Розкласти ф ункц ії за ф ормулою  М аклорена до о ( х п) :

624. 1) е2- 5; 2) sin | з*  -  ; 3) cos (|  +  з ) ; 4) у - Ь - ;
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5> 2 ІТ з -  6> 7 T T W - 7)ta(3 + « ) ;  8)2s- “ .

-  X 3 +  4 /  _________
625. 1) ( x  +  2) e 3; 2 ) -------5 — ; 3) (x  -  2 ) V T ^ T ;  4) x  ln (3 x +

e

+ 2); 5 ) l n y ^ ;  6) ln 4 ~  7) In (x 2-  3x +  2 ); 8) In (3  -

-  2x -  x 2) ;  9) In , — +  ------ ; 10) x 2 ln V I 4- x
x  -  5x +  6

626. Розкласти  рац іональн і дроби за ф ормулою  М аклорена:

,ч 1 оч Зх -  2 х 2 +  1 ,,, х3 г
1) т-тт7— 2)  ---------------т;  3)  -------х  4)

( х - 1 ) ( х  +  3 ) ’ jc  —  1 ’ 4х — З ’ х - 2 ’ 

4х +  7 Зх -  1 х 2 +  4х -  1 1 -  2х2
5) - ї — - .. - 6) ------------- ; 7) -5--------------- ; 8) ,

х  -  5х +  4 х  — х  — 6 х + 2 х ~ 3  2 +  х  — х

627. Розкласти  трансцендентні ф ункц ії за ф ормулою  М акло- 
іена:

X  2 2
1) ch у  2) х  sh 4х; 3) sin 4х; 4) х  cos 6х; 5) sin х  cos Зх;

І) ch х  sh 2х; 7) cos3 х  sin х; 8) cos 2х cos 4х.

628. Розкласти  ф ункц ії в околі точки хо за ф ормулою  Т е й л о ­
ра:

1) sin (Зх — 2 ), хо =  1; 2) хе~х, хо =  — 1; 3) In (Зх  +  1), хо =  

= і ;  4) In (х 2 -  їх +  12), хо =  1; 5) > х 0 =  2; 6) '

'о =  1.

629. Знайти / к\ 0 ) ,  Я К Щ О
2 

х_

1) Д х ) =  е 2 , к =  6 ;

2) Д х )  =  In (1 -  х 2), *  =  31

3) Дх) = — ---т  і к =  60.
1 - х

630. За допомогою  ф орм ули  Тей лора  із залиш ковим членом  у  
формі Лагранж а наближ ено обчислити (з  точністю  до 10 3):

1) v^F; 2) v 'W ; 3) Ve\ 4) cos 85°; 5) sin 72°; 6) ln l ,2; 7) arctg 0,4.
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бД Ії Оцінити зи  д о п о м о г о ю  ф орм ули  Тей лора  із  за ли ш к ов » 
- й о м у  Форм, Лагранж а абсолю тну похибку наближ ених фор

1 )s in *  =  д е - | ^  +  | І _ £ І ,  и , <  1;

2) c o s x ~ l  +  Ідеї < 0 ,3 ;

3) In (1 +  де) =  х  -  у  +  , Ідеї <  0 ,2 ;
2 З

2 „З

4) V I де -  1 -  2 ~  у  +  ^  ’ 0 <  де <  0,1 

Знайти границі ф ункцій:

632. lim  —  Зх  +  C0S Зх  ~  2 .
* -*  о л:4

633. i im ZLg£^ g  *  +  arcsin де 
- о  х 2

634. І і т
л: -* 0

V I +  де +  v T h T x  -  2 v T ^

635. lim  ~ц]
уГ Г + Т ї -  1

х -* о 71 +  де — V I — де

636. lim  L - J H  +  1х  
дг -» 0 In cos х  -

637. lim  3 cos *  ±  arcsin де -  3 v T T T

638. lim
*-»0

639. lim

In (1 -  x 2)

ln (1 +  де3) -  2 sin x  +  2x  cos X 2 

arctg де3 

cos x  -  ^1 -  x 2

*-,о sin де-де

640. lim
x -* 0

ini In (1 +  X )  cos де -  e'gx +  ^1 +  2x2 

x  -  sin де
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. . .  cos x  — V I -  2x
641. l im ------- ---------------3—

642. lim
e3x — ch 3x — 3x

o tg Зх — 3 sin x

X 2e 2x +  \n( l  -  X і )
643. l im -------------------т-------

I< 0  x  cos x  -  sin x

644. lim
.v V I +  x  -  1

‘ , _ 0 sin x  ch x  -  sh x

645. lim  ^ 7  ( f e  +  1 -  T ) .

646. lim  x  11 — x  ln |l +  —

647. lim  x 2 ( V F T T  +  V x 1 — 2 V x ).
5 5 ____

648. lim   ̂ Vx5 4- x A — Vx5 — x 4 \ .)
П ісля  розв ’ язання наведених прикладів розгляньте інш і при­

клади з даної теми [6,9 ].

§ 8. ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЙ ТА ПОБУДОВА ГРАФІКІВ

Д ля  дослідж ення ф ункцій та побудови графіків розглянемо 
екстремуми ф ункцій, опуклість та угнутість кривої, асимптоти 
}сривої.

Е кстрем ум и ф ункції. М аксимальне та м ін імальне значення 
ф ункції називаю ть екстремальними значеннями  ц іє ї функції.

М а к с и м а л ь н и м  з н а ч е н н я м  
функ:ці їу=/(х)  в точц і хо називають 
аке значення ф ункції, яке б ільш е 

Під ус іх  сусідн іх значень (рис. 14), 
обто д ля  всіх точок з околу  точки 
:о має м ісце нерівність Д х ) <  Д хо ).

М ін ім а л ь н и м  значенням функ- 
ц і ї у = / ( х )  в точці х і називають таке 
значення ф ункції, яке менш е від 
усіх сусідн іх  значень (рис. 14), тоб-
о д л я  в с іх  точок  з о к о л у  точк и  х і виконується нер івність

ш * )  >  Л * 0 -

# 7 \

*1

Рис. 14
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ікая.

Точку , н якій ф ункція набуває максимального або м інім  
н о т  значення, називають т о ч к о ю  локального  екстремуму. «  

Ф ункц ія  може мати екстремум  лиш е в критичних точках, 
тобто у точках, в яких похідна ф ункціїдор івню є нулю  або не існуї 
(необхідна умова екстрем ум у).

Д остатн і ум ови екстрем ум у неперервної ф ункц ії/ (.г ).
1. К о ли  в деякому околі критичної точки Хо похідна функції 

зм іню є знак при переході через цю  точку, тоді в точці Хо функці 
набуває екстремального значення, причому:

,

«І.

МІ*

-

- л. -—--- - - ----J •
а) ф ункція має максимум  в точц і хо, якщ о знак похідної змі­

ню ється з плю са (при х  <  хо, /' ( х )  > 0  —  ф ункція зростає) ні 
м інус (при х  >  хо, / '(х )  < 0  —  ф ункція спадає);

б ) ф ункція має м ін ім ум  в точц і хо, якщо знак похідної змі 
ню ється з м інуса ( х  <  х о ,/ '(х )  <  0 —  ф ункція спадає) на пл 
( х  >  x o , f ' ( x )  >  0 — ф ункція зростає).

2. К оли  в точці х  =  x o ' . f ( x o )  =  0, a / " (х о ) ^  0 , тоді л'о буді 
точкою  екстремуму, причому:

з )  хо —  точка максимуму, якщ о / " (х о ) <  0 ;
б ) хо —  точка м ін ім ум у, я к щ о / "(х о ) >  0 .

3. Кота в точці хо :/ '(*о ) =  / " ( х 0)  =... =  f n~l \ x  0)  =  0 , а / п)(х 0)  .
*  0 , тоді ф ункція / (х ) для  парного п в точц і х 0 набуває макси> 

мального значення, я к щ о/ п,(хо ) <  0 , або м ін імального значенн: 

як щ о /  ;(хо) >  0 ; при непарному п в точці хо екстремуму нема
Неперервна ф ункція у = / (х ) на даному відрізку [а, b ] досяг** 

найбільш ого та найменш ого значень або в критичних точках 
аргум енту ф ункції, або на к інцях відрізка [о, Ь] .

О п укл ість  та угнут ість кривої. Т очки  перегину. Графік функ 
ц ії> ’ = / (х ) може бути  опуклим  вгору або вниз. Графік ф у н к ц ії^

= / ( х )  є опуклим вгору  на проміжку 
іа, Ь) , якщо відповідна дуга кривій 
л е ж и т ь  н и ж ч е  дотично ї,  проведені 
в д о в ільн ій  точц і  М і х ,  Д х ) )  (DM 
15).

Графік ф ункції у =  f ( x )  є опук* 
лим вн из  на проміж ку іа, Ь),  якщр 
відповідна дуга кривої леж ить вищ і 
дотичної, яка проведена в довільній 
точц і M U ,  f i x ) )  (рис. 16).

Д л я  дослідж ення графіка функ­
ції на опуклість застосовується друга похідна ф ункції. Якщ о дру« 
га похідна двічі диф еренційованої ф ункц ії у = f i x )  від ’ ємні 
(У " (х )  <  0) в інтервалі іа, Ь ) , тоді графік ф у н к ц іі> = / (х ) опуклий



л 6

Рис. 16

Ігору на даному пром іж ку, якщ о друга похідна додатна 
( " ( х )  >  0) ,  тоді графік ф ункцій опукли й  вниз на (а, Ь) .

Т оч к у , при переході через яку 
Крива зм іню є напрямок опуклості,
Називають т о ч к о ю  перегину.

Точками перегину функції >’ = 
f i x )  можуть бути лише точки, в 

іких друга похідна / ''( * )  дорівнює 
Нулю або не існує (необхідна умо- 
»а). Такі точки називають критич­
ними точками другого роду.

Д остатн і ум ови  існування то ч ­
ки перегину. . „

1. К оли  друга похідна / '' (х )  двічі неперервно диференцш ова-
в ї на (а, Ь) ф ункц ії у “ /Ос) при переході через критичну точку 
ругого роду Хо зм іню є знак, тоді графік ф ункції має перегин в

чці М 0(Х0, Д хо )).
2. К о ли  в точц і хо Є  (а, Ь) тричі неперервно диференційована 

ункція має / " ( х 0)  =  0 , а / " ' ( * > )  *  0 , тоді точка х 0 є точкою  пе-

егину. ' лп-і)/ ч
3. К оли  в точц і хо Є  ( а , £>): / " (х о ) =  f " ' ( x o )  /  (*о )

0 , / п)(хо ) *  0 , тоді при непарному п точка хо є точкою  перегину,

при парному п в точц і х 0 перегину немає.
Асимптота кривої. Асимптотою кривої називають пряму, до 

кої необмежено наближається точка кривої при необмеженому 
віддаленні її від початку координат. Розрізняють вертикальні,

(похилі та горизонтальн і асим птоти.
Верти кал ьн ою  а с и м п т о т о ю  графіка ф ункції у =*/(х) нази­

ваю ть  пряму х  =  хо, коли  І іга Д х ) =  00 або lim  Д х ) —
I *- *0 + 0
І П о х и л о ю  а с и м п т о т о ю  графіка ф ункції у =  f i x )  при х  -* 
[-* ±  оо називають пряму у = кх + Ь, якщо ф ункцію  можна зобра­
зити у вигляді Д х ) =  кх +  b +  а (х ) ,  де а (х )  -* 0, коли  х -* ±  00 • 

Якщ о існую ть границі

lim =  к и  і™  (/ (х ) -  к і х )  =  Ьй

або
(2.43)

lim  =  кг, lim  (/ (х ) -  к2х )  =  Ь2,

тоді пряма у =  к іх  +  Ьі є  правою похилою  асимптотою  кривої
у — Д х ),  а пряма у — кгх  +  Ьг є л івою  похилою  асимптотою.
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JГ о р и з о н т а л ь н о ю  а с и м п т о т о ю  графіка функції у = / (х ) пі 
х -*± оо називають пряму у=Ь, коли lim Д х ) = b (lim Д х ) =  b),

X-* + oo x-* — 00
Я кщ о крива задана параметрично рівняннями x  =  x ( f ) t 

y = y ( t ) ,  тоді:
а) пряма х  = х о  буде вертикальною асимптотою, якщо

lim x{ t )  =  х о , lim y( t )  =  оо або lim x ( t )  =  х о , lim y( t )  = о»;
t  -* to +  0 t -* to +  0 t  -* to — 0 t  to — 0

б) пряма y =  kx  + b, k *  0 буде похилою асимптотою, коли

lim x ( t )  =  ±  oo, lim y ( t )  =  оо, причому k =• lim > Z» *
/-*?o±0 t - » to ± 0  t - » to ± 0  * ( 0
= lim ( y ( t )  -  k x ( t ) ) ;

t-* to ± 0

в) пряма y =  b буде горизонтальною асимптотою, як

lim x ( t )  =  ±  со, lim y( t )  =  b. 
t-* to ± 0  t -* to ± 0

ЩО

0П обуд ов а  графіків. П обудову графіка ф ункц ії у = / (х ) пропо» 
нується проводити за такою  схемою.

1. Визначаю ть область існування ф ункції, області неперерв* 
ності, точки розриву, точки перетину графіка ф ункц ії з осями 
координат.

2. Я кщ о ф ункція періодична, з періодом Т  =  2а>, тобто Д х  +  
+  2со) =  Д х )  д ля  будь-якого х, тоді графік будую ть на відрізку 
[ — ш, со ], так званий базисний графік. Граф ік всієї ф ункц ії бу­
дується на основі базисного.

3. Я кщ о ф ункція парна / / (-  х ) =  Д х )\  для  будь-якого х  а 
непарна ( /(— х ) =  — Д х ) ) ,  тоді базисний графік будую ть на [О, 
+  оо ]), а для  пер іодичної ф ункц ії —  на [0, ш].  Д ля  побудови 
повного графіка достатньо базисний графік симетрично відобра 
зити відносно осі Оу  у випадку парної ф ункц ії або початку коор' 
динат —  у  випадку непарної ф ункції.

4. Знаходять асимптоти графіка ф ункції.
5. Знаходять проміж ки спадання та зростання ф ункції, точки 

екстремуму.
6. Знаходять проміж ки опуклості вгору та вниз, точки пере­

гину.
7. П ісля  виконання викладеного будую ть графік ф ункції в 

ц ілом у.

Розглянувш и ряд основних полож ень стосовно дослідження 
ф ункцій, розв ’яж емо деякі приклади.
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Приклад 1. Знайдемо проміжки зростання та спадання функ- 

^ ДанГ функція2 всюди диференційована, причому fix)  =

48х2 +  24 * =  24х (2х  + 1 ) -  ^

Похідна / '(* )  перетворюється в нуль в точках * і  =  -   ̂ • 

І  =  0. Ц і точки розбивають дійсну вісь на три інтервали:

[  Досліджуємо знак похідної на кожному інтервалі: № )  >  0,
1 л н , Л - - , - і ) . Л , ) < 0 . к о л н , е ( - і . 0 ) . № ) > 0 ,

І цолихЄ (0 ,+  00) (рис. 17). .
І  і - 1  Т Я  ( 0  +  ОО)

Таким чином, на інтервалах (  > 2J

(іункція зростає, а на інтервалі ( -  \ • о )  Ф У ™ »  спадас. Цо

- точкою мінімуму.
Зауваживши, що,

І  lim f ( x )  =  -  00 =  +  °° ’
1  побудуємо схематично графіік функ-
I ції (рис.18>.

У

. . . .

і/г х

/ 0

Рис. 18

Приклад 2. Дослідимо на екстремум функцію / ( * )

3Ф&  визначена та неперервна для всіх дійсних х. 

Знаходимо першу похідну

2 9 _  2 (1 -  у Т + Т )  .

f ' W  =  3 ‘ "" ~  ^ С х Т 4 )
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гочки. .Vi — З, Х2 — 4. Д ослідим о характер критичних точоКі
Оскільки / '(jc) <  0 при л: <  -  4 та / '( * )  >  0 при -  4 <  *  <  -  З, 
тому точка хг  =  -  4 —  точка м ін ім ум у, причому / ( -  4) =  0. До* 
тична до графіка в точц і *2 =  — 4 збігається з прямою х  =  — 4. А

при переході через точку л 'і— — 3 похідна зм інює знак з плюса н і 
м інус, том у дсі= -  3 — точка максимуму і { { -  3) =  1 Будуємо 
графік ф ункц ії (рис. 19). '  w

П риклад  3. Знайдемо найбільш е та найменше значенні J 
. ... .. . lO.v +  10

ф ун к ц ії/(.v) =  - у -— — ——- на відрізку [ - 1, 2 ] .
X і Ах т  2,

Знаходимо екстремуми ф ункції. Д ля  цього обчислю ємо пер* 
шу похідну ф ункції

Г ( Х )  =  10 • І * 2 + 2* + 2) -  (2.у + 2)(.у + 1) =
(.V2 +  2 А- +  2) 2

—  іо  ■ ■ * х ± 2 >
(.V2 +  2.v +  2) 2

Ф ункц ія  має дві критичні точки х  =  -  2, х  =  0. А л е  точк і 
•v — — 2 не належ ить відрізку [-1 , 2 J. В точці х  = 0 ф ункція мас 
максимум, п р и чом у/ (0) = 5 . О бчислю ємо значення ф ункц іїf ( x )
на кінцях відрізка: / ( - 1  ) =  0 ,/ (2 ) = 3.

Таким  чином, найбільш е значення дана функція на відрізку 
f-1 , 2 ] набуває в точці .v = 0 ,/ (0 ) = 5, а найменше —  в точці 
х ~ -  1, / ( - 1) = 0  (рис.20).

П риклад 4. Знайдемо такі два числа, щоб їх добуток був
найбільший, якщо сума цих чисел дорівнює 10 .

Перед дослідж енням найбільш ого значення ф ункції, в даній 
задачі треба ще скласти функцію . Н ехай одне число х, тоді друге І  

буде (10 - х ) ,  а їх  добуток у =  ,v(10 -  х )  =  10.V -  л 2. Дослідимо і
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отриману ф ункцію  на екстремум : у' =  10 — 2х, критичною  точ­
кою є х  =  5. Зн аходи м о/ '  =  -  2 < 0 . Отж е, точ к а х  — 5 є точкою  
максимуму ф ункц ії у. Ц е  означає, щ о добуток буде м аксим аль­
ним, коли  два числа рівні 5.

П р и к лад  5. Серед прямокутників з даним периметром 2р  зна­
йдемо той, площ а якого найбільш а.

Одну зі сторін ш уканого прямокутника позначимо через х, 
тоді друга сторона дорівнює р  — х; площ а його виражається до­
бутком  х (р  — х ).Т р еба в и зн ач и ти хтак ,щ обц ей д обуток н абув ав

найбільш ого значення. П ок ла д а ю ч и / (х ) =*х(р  х ) ,  знаходимо
р

/ '(х )  =  р -  2х. П о х ід н а  п ер етв о р ю ється  в н у л ь  пр и  х  -  2 - 

О ск іл ьк и / "(х ) =  -  2 ,т обтов ід ’ єм н а д ля в с іх зн а ч ен ьх ,то м уп р и  

х  =  2  ф ункція досягає максимуму. Отж е, ш уканим прямокутни­

ком є квадрат^

П ри клад  6. Доведемо, щ о е* >  1 +  х.

Розглянем о ф ункцію  у =  ех — 1 - х .  Д ослідж уєм о ї ї  на екст­

ремум. Р івняння у'  =  е* -  1 =  о  має єдиний розв’ язок х  -  0. Ос­

к ільки у "  — £  >  0 , том у в точц і х  =  0 маємо м ін імум , у (0) = 0 . 

Таким  чином, для  всіх х  у ( х )  ^  у (0 ) =  0, отже, в* — 1 -  х  S  0, 

тобто ех >  1 +  х.

П риклад 7. Знайдемо точки перегину ф ункц ії/ (х ) =  -  — ^  •

Ф ун кц ія  визначена на всій дійсній осі. М аємо / '(х )  =

.  , г м  ш 2x3 т . м *  •
(4 +  х 2) 2 (4 +  х 2) 3
З рівняння / " (х )  =г 0 матимемо три критичних точки другого 

порядку: х  =  0 , х  =  2 V J , х  =  — 2 V7 , які д ілять дійсну вісь на 

чотири інтервали (рис.21).
П ри  х  <  — 2 V 3  / " ( х )  <  0, 

тобто ф ункція на інтервалі 
(-оо, - 2  V S )  опукла  вгору.

П ри -  2 V3” <  х  <  0 / " ( х )  >  0, ф ункція опукла  вниз. П ри  
переході через точку х  =  =  — 2 ф ункція зм інює напрямок 

опуклості, тобто X = —2 є точкою  перегину.
П ри 0 <  х  <  2 V 3  / " (х )  <  0, отж е, ф ункція опукла  вгору, і 

при переході через точку X “  0 ф ункція зм іню є напрямок опук­
лості. Таким  чином, точка х  =  0 є  точкою  перегину.
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о г'Г і ж

П ри х  > 2 V I  / " (х )  > 0. Ц е  означає, щ о і точка х  =  2 V3 є 
точкою  перегину. Графік ф ункції зоб­
ражено на рис.22.

П ри клад  8. Д ослідим о поведінку * 
ф ункц ії у =  х 2 — 7ех~1 в окол і точки 

Рис. 22 хо =  1 за допомогою  похідних вищих
порядків.

О ск ільки / =  2х  -  2 < Г \  У (1 )  =  0; / ' =  2 -  2 ^ _1, у ' ( 1 )  =•

=  0 ; у " '  =  — 2е*-1, у " ' ( 1)  =  — 2 , том у точка хо =  1 є  точкою  
перегину (п  =  3 —  непарне чи сло ). П ри  х  <  1, у”  >  0 функція 
опукла  вниз, коли  х  >  1, у "  <  0, ф ункція опукла  вгору.

х 2
П ри клад  9. Знайдемо асимптоти ф ункц ії у =  j ^   ̂ •

Ф ун кц ія  визначена і неперервна при Іх І >  1. П ри  х  =  ±  1 1

X2
знаменник перетворю ється в н уль  та lim  ТУ"Г =  +  оо,

+і х  — 1
х 2

lim  j  з-----г  =  +  оо, том у прямі х  =  — 1, х  =  1 є вертикальни- І
- 1 х  — і

ми асимптотами графіка ф ункції. '
П охи л і асимптоти ш укаємо за ф ормулами (2 .43 ). М аємо:

х 2

Ь =  lim (у -  кх)  =  lim
< х 2

— х
'J 1 T - т

х 2 -  х  У ~ ^ ~ \X -  X _  і • х
=  lim :/ з л =  lim  г-л т т - ; / '  ч =  0 , 

, *  + «, у х  - 1  -  1 • ( * +  х у/х 2 -  і )

тобто у  =  х  є правою  похилою  асимптотою.
А налогічно

к =  lim  ^  =  — 1, b =  lim  (>> -  кх)  =  0 ,
X ■+ — 00 X X -  00

том у пряма у =  -  х  також буде похилою  асимптотою  (л ів о ю ). 

О ск ільки lim ^ 2 _  і =  +  оо, том у горизонатальних асим-
X ■* ±  оо 1

птот немає. Граф ік ф ункц ії схематично зображено на рис.23.



Приклад 10. Побудуємо графік функції у -

функція визначена та неперервна в інтервалах ( -  ° ° ,0)т а  (0 ,

+ о=). Вісь Ох функція перетинає в точці х = VT. З віссю Оу точок 
перетину немає. Знайдемо асимптоти графіка функції.

1іт І .  ~Л =  _  оо, тобто х = 0 —  вертикальна асимптота;

. х 3 - 4
=  1, Ь =  lim

: 0 X

2) к =  lim
-  х  =

= lim
ЛГ -* ± «

3-  4 -  х3
2

.V
„З

=  0 , отже, у =  х —  похила асимптота;

3) lim
•г  -  4 =  оо таким чином, немає горизонтальної асим-

х -» 00 X
птоти.

ч і
у *  \ і

і \

-/ о

\ У

/ ■

. /

I у

* 1’ ИС. 23

Знайдемо проміжки зростання та спадання функції:

, _  Зх4 -  2х(х3 -  4) _  х +  8 _   ̂ +  8 . - _  о в точці х =
У -  /  X3 X

__2
Область існування розбивається на три інтервали: ( - • ,  " 2 ) ,  

( -  2 0) (0 +  о»). При х <  -  2 У  >  0; коли х Є ( -  2, 0 ) у <  и,
при'х > 0 у' > 0 . Отже, в інтервалах ( -  о о ,-2 ),  (0, +  оо) функція

зростає, а в інтервалі ( -  2 , 0) функція спадає. П Рипе^ х° д‘ ^ 3 
точку х —  2 похідна змінює знак з плюса на мінус, тобто в точці 
Х - - 2 маємо локальний максимум, причому у( 2) ....

Визначимо напрямок опуклості графіка функції, у
= _  21 , у" <  о для довільного х, тобто функція всюди опукла

вгору. Точок перегину немає.
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За результатам и дослідж ення складемо таблицю , за якою  бу­
дуєм о графік ф ункц ії (рис.24 ).

X ( -  оо, -  2) -  2 ( -  2 , 0 ) 0 ( 0 , +  оо)

У . -  3 Н е існує

У’ • + 0 --- Н е існує +

у " --- —  _ -- Н е існує —

Висновок Ф ун кц ія  зро­
стає, опукла  

вгору

Точка мак­
симуму

Ф ункц ія  
спадає, 

опукла  вго-

____ РІ____

Вертикаль­
на асимп­

тота

V Ф ункц ія  
зростає, 

опукла  вго-

,_р.у ___

П ри клад  11. П обудуєм о графік ф ункції у =  ^  ^  cos 2х.

О бластю  визначення ф ункції є  вся дійсна вісь. Ф ун кц ія  пері- ' 
одична, Т  =  л ,  том у графік ф ункції достатньо побудувати на

ТС JC
. О ск ільки ф ункція парна, обмежимось до-вщ різку

слідж енням п на проміж ку

Знайдемо н у л і ф ункц ії на відрізку

0 -  2

0 ,
л

0 -  
и ’ 2

xcos  2х  =  0 при х  =  кл,  відрізку 

x = 0.

Розглянем о перш у похідну: у' =  sin ї х .  На проміж ку

л  „  л

належ ить ли ш е точка

о, §

похідна дорівнює н улю  при jc =  0 і х  =  у  При 0 <  х  <  у  у'  >  0,

те
при.ї <  О іх  >  - j  у'  <  0. Отже, в точц і .* =  0 ф ункція має м ін імум ,

тс (л\
у (0) = 0 ; а в точц і х  =  —  максимум, у h H  =  1-

л
Розглянем о другу  похідну: у "  =  2 cos 2х, у "  — 0 при х  =

л
П ри переході через точку х  =  j  друга похідна зм іню є знак з

п 71плюса на м інус. Отж е, точка х  =  є  точкою  перегину.

Будуємо базисний графік на 0 ,
л

(рис.25).
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Враховую чи періодичність та парність ф ункції, будуєм о гра- 

j фік на всій області визначення (рис.2б ).

1

і/г

%!ч и/г  л

Рис. 25

У

/ Т \ у

-5Ґ -5Г/? 0 f /Ч ЇЇ? Я х

Рис. 26

Користую чись розібраними прикладами, радимо виконати 
\ самостійно вправи, щ о наведено нижче.

Знайти проміжки зростання та спадання ф ункцій:

649. у =  х 2 — 4х +  4. 650. у — 6 — Зх — х  .

651. .v =  jc4 -  2.x2. 652. у =  Зх3 -  9х2 -  21 х  +  ЗО.

653. у =  ( х  -  1 )2( *  +  І ) 3- 654. у =  хе\

х г
655. у =  х 2е ' х

- 2 +  2.*

657. у  =
-  5

(х  -  2 ) 2 +  1

659. у =  х  In х.

і
661. у =  3*~*  .

663. у =  х  +  ^  •

1 2 4
665. у =  -  +  —  -  —

X  X 2 X і

656 .у  =  - Г Г Г -

658. у  =  V x  -  1 ( х  -  2).

660, у =  Т п х  '

х 2 - 1 х  +  Ь
662. у  =  х _ 10~ -

664. у  =  arcsin (1 +  х) .

666. у  = ( 2* -  1X 2* - 4 ) 2.

Знайти інтервали зростання та спадання ф ункції, заданої не­

явно:

667. х 2у2 +  у =  1, у >  0 . 668. .v3y =  х  -  у, х  >  0 .
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Знайти інтервали зростання та спадання ф ункції, заданої па­
раметрично:

669. х  =  2t -  t2, у =  3t -  і3.

blQ- x  =  Y z r t ' у  =  ї ~ і ' t > x -

Знайти значення параметра а , при яких ф ункція f i x )  зростає 
на всій числовій  осі:

671./(де) =  Зх3 +  ах  +  3.

672. Д х ) =  а 3 1 х 3 +  (а  -  1 )х2 +  2х +  4.

673. Д х ) =  2х3 -  3 (а +  2 )х 2 +  48ах +  6х  -  5.

674. Д х ) =  ах  +  cos х.

675. Д х )  =  ах  +  4 arctg Зх.

Дослідити на екстремум  раціональні ф у н к ц ії:

676. у =  2х 3 -  2 ї х 2 +  Збх -  20.

677. у =  х 3 -  9х2 +  15х -  3.

678. у =  х 4 -  2х2 +  6.

679. >> =  х 5 -  5х4 +  5х3 +  1.

680. у =  (х  -  3 )2(х  -  2).

681. у =  (х  -  1) 2(х  -  2) 2.

682. у = ( х -  4 )5(х  +  2 )4.

683. у =  х (х  -  1 )2(х  +  І ) 3.

1 -  X +  х 2
684. у = --------------- т *

1 +  х  -  X2

£ОС х 2 -  Зх +  2
685. у =  — -̂--------------  •

х  +  Зх +  2

Ю
686. у = ----5-------- т--------  •

4х -  9х +  6х
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687. у =  Зх +  1т.
х

Ш - ^ Т Т 7 -

Знайти екстремальн і значення ф ункцій:

690. у =  sin х  +  cos х.  691. у =  sin х  +  cos х.-

692. у =  ^  cos 2х  +  sin х.  693. у =  х  +  cos2* .

694. у =  х  -  arctg х.  695. у =  ,, ——  •
J e  J 2 +  cos х

696. у =  х  +  tg х.  697. у =  2 sin ї х  +  sin 4х.

Знайти максимальні та м ін ім альн і значення ф ункцій:

698. у =  х<Г *. 699. >> =  (х 2 -  8) е '\

„  _х х 3 +  2х2 +  Ах +  4
700. у =  е +  2 cos х  +  е . 701. у = -------------—------------ --

Є
1

102. у  =  ( х  +  2)е х . 703. у =  х  -  In (1 +  х) .

704. у  =  ^  • 705. у =  In ( х 2 +  1) -  2 arctg х.

Д ослідити  на екстремум  ф ункції:
і

706. у =  Xх ( х  >  0 ). 707. у =  х*  ( х >  1).

708. у =  ї х  -  I I  ( х -  2 )2. 709. у =  х  v l  +  х7 .

710. у =  (х  -  5) 2 • * ( х  +  І ) 2 .

4

У- 77+8■
Д ослідити на екстремум  ф ункції, які задані параметрично: 

7 12 .x  =  І  ( * +  І ) 2, )- =  ^ ( ґ - 1 ) 2.
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713.x -
1 -  ґ

у =
Ґ

714. х  =  In sin

1 +  t2 

у =  ln sin /_

715. Брус, щ о в ільно леж и ть на двох підпорах, навантажено 

тягарем  у  формі рівнораменного трикутника, вершина якого л е ­

ж ить на норм алі до середини бруса. П руж на Л інія такого бруса 

має рівняння

Z3
у Л  180

' 7 f - l o £  +  3 £

де / —  довжина бруса, А  —  стала величина. О бчислити, для  якої 
точки прогин буде максимальним  [13 ].

716. П руж на л ін ія  бруса, один бік якого закріплений до стін­

ки, а другий леж и ть на підпорі, має рівняння

У =
Аґ_
48

Зх3 2х 

?  t

.44

Знайти найбільш ий прогин бруса.
717. П руж на л ін ія  бруса, який навантажено рухом им  зосе­

редженим тягарем, має рівняння

ї  2 / 
С2С 1

61

з \

С 2 Сі Сі Сі

де А,  с і, С2 —  певні сталі.
Д ля  якого полож ення тягаря брус матиме максимальний про­

гин, якщо він в ільно леж ить на двох підпорах?
718. О бчислити найбільш ий прогин бруса, один бік якого за* 

кріплений, а до другого в ільного кінця причеплено тягар Р ,  якщо

А  (  і  х 3\
рівняння пруж ної сили такого бруса у =  у  \іх — > де / — 

довжина бруса.

719. Яким  повинен бути  кут  <р п охи ло ї площ ини, по якій 

котиться кулька , щ об вона скотилась за найменш ий час, якщо

Т  — 2 У фа -  ?
I g  sin 2ір

720. Н евідом у величину д: обчислю ю ть дек ілька разів. Довес 
ти, що найімовірніш ою  величиною  буде середнє арифметичн
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усіх спостереж ень. Найімовірніш им  називаю ть значення, сума 
квадратів похибок якого є найменша.

721. О бчисли ти  м аксим альний згинальний м ом ент бруса, 
який рівномірно навантаж ений в точц і Ь (рис.27 ), якщо згиналь­

ний момент має рівняння М  =  ^соїх — ^  а х 2, де І  —  довжина

бруса, w —  навантаж ення на одиницю 
довжини. О бчислити м аксимум  зги­
нального моменту.

В

722. Витрата електропровідника Рис 27
В

має рівняння W  =  А г  +  — ' д е  г  —

опір, А,  В  —  сталі. О бчислити опір, при яком у провідник буде 
найекономніш им.

723. Електричний елем ен т віддає енергію  Р ,  яка визначаєть- 

E 2R
ся ф орм улою  Р  = ----------- т > д е Е  —  електроруш ійна сила, г  —

(r  +  R )
сталий внутріш ній опір, R  —  зовніш ній опір. О бчислити макси­
м альне значення Р.

724. С ила , з якою  коловий струм, щ о має радіус г, впливає на 
невеликий магніт, вісь якого збігається з віссю кола , пропорційна

х
до yj . 2  +  ^2ч'з , де х  —  віддалення м агн іту від п лощ і кола. Обчис­

лити , коли  сила буде максимальною .
725. Р оботу  динамомаш ини обчислю ю ть за ф орм улою

Р  =  I 2R ,  де величина струм у / =  | -  -  1 j  , R  —  зовніш ній

опір, г  —  внутріш ній опір, а і S —  сталі. О бчислити екстремальне 
значення R  при а = 1 ,2 , г  =  0,05.

726. К ільк ість  тепла  Q,  яке потрібне для  нагрівання 1г д іаман­
та до температури t, визначається з ф ормули

Q  =  0,0947* + 0 ,000497Г2 +  0,00000012*\

О бчислити  тем пературу, при якій теплоємність Q  буде мак­
симальною.

727. Т еп лоєм н ість  води визначаю ть із  ф ормули 

С  =  1 -  0,0006684ґ +  0,00001002ґ2.

О бчислити м ін ім альну теплоєм н ість води.

728. Газ (або пара) переходить із посудини з тиском ро до 

посудини з тиском  р (р <  ро) через прохід S. Ф орм ула  витрати
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д ля  газу пропорційна до величини Q  =  S
V к + 1

т  ( » ) * " ( « )  '
Ут певна стала величина (д ля  повітпя £ = 1 4 1  тг™ „о  

с и ч ен о їп а р и к =  1,135). повітря к - і , 41, д л я н а -

Визначити, для  якого значення відношення витрата газу 

буде найбільш ою .

задається ф орм улою  / =  £  +  ^ - ^ . Д о а е с т н ,  щ о температура 

й Р_____________ в  в точц і P j буде максимальною , коли

*1 w-

Рис. 28

І <і — х  \[ь * « « « »

~  =  І а ’ тобто коли  в‘ДДалі В Р  і

дорівнює X f a  d

А Р  відносяться як кубічн і корені з від­
повідних напруг тепла. Віддаль Р  від А

за н о зу  " п р у ж к у " біЛЬШЄТа вайм е" ше Ф ункц ій  на

730. у =  х 3 -  З.*2 +  6а- +  10, [2, 6 ].

731-3’ =  у  -  2х 2 +  Зх  +  1, [0. 4 ].

732. у  =  6х 5 -  15 х 4 +  10х3, [ - 1 , 3 ] .

733.у = |  +  | .  1 - 5 , - 1 ] .

734’ у  =  Т Т Т Т б  ' 1- з - З І .

735. у =  х  — 2 V x ,  [0 , 5 ].

736. у  =  cos х  +  sin * ,  [0, 2л ]

737. у =  sin 2х  -  х,  Г - § > §

738. у =  sin х  +  cos 2х, 0,

вка-

л
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739. у  =  2 tg х  -  Xg2x,  О, П

740. у =  tg  х  +  ctg 2 x ,

741. у =  cos2 тг sin x,  [0, л  ].

Л  Л

6 ’ 3

742. у =  ^  -  j  sin 2jc +  |r cos3 jc -  cos jc,
Л  Л  

~ 2  ’ 2

743. у =  x  +  —
x

[ - 2, -  1 ].

744. у =  (5  -  x ) 2 - \  [ - 1 , 0 ] .

745. у =  2л:2 -  ln x,  [1, е ] .

2
746. П ри  яких значеннях параметра а ф ункція у =  ах +  — 

досягає найбільш е значення на правому к інці проміж ку [ 1, 2 ]?

747. Д ля  яких значень параметра Ь ф ункція у =  2jc +  — дося­

гає м ін ім ум у на л івом у  к інці пром іж ку [2 , 3 ]?
7 48 .3 квадратного бляш аного аркуш а (рис.29) з і стороною а, 

треба зробити відкритий ящик найбільш ого об ’єм у, вирізаючи 
однакові квадрати на кутах, а потім  за­
гинаючи боки, як зазначено ш трихом, 
щоб зробити боки ящика.

749. Треба виготовити циліндрич­
ний відкритий бак даної місткості.
П ідібрати виміри цього бака так, щоб 
витрати м атер іалу були  найменшими.

750. Брус випилю ється з колового 
стовпа діаметром сі. М іцність прямокут­
ного бруса пропорційна до  його товщ и­
ни та квадрата висоти. П ідібрати роз­
міри бруса так, щ об м іцність була  най­
більш ою.

751. Знайти висоту конуса максимального о б ’єм у, який м ож ­
на вписати до кул і радіуса г.

752. Знайти висоту циліндра максимального об ’єм у, який 
можна вписати до даного прямого конуса (рис.30 ), якщо радіус 
основи г, а висота h.

І

- И - h

Рис. 29
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Рис. ЗО

753. П од ілити  число 10 на такі дві частини, щ об сума квадрата 
перш ої з подвійною  другою  частиною була  м ін імальною .

754. Знайти таке число, щ об різниця між  ним та його квадра­
том була  максимальною .

755. Задано послідовність чисел 1, V7,  vG-, v'T, v T ,  . .. . Я ке  з 
цих чисел найбільш е?

756. Знайти висоту прямого циліндра найбільш ого об ’єму, 
який можна вписати до кул і радіуса г.

757. Знайти висоту прямого циліндра
з найбільш ою  бічною  поверхнею , який 
можна вписати до к у л і радіуса г.

758. Знайти висоту прямого конуса 
найменш ого о б ’єм у, який описаний на­
вколо к у л і радіуса г.

х 2
759. Ч ерез яку  точку еліпса —т +

а
у 2

+  77 =  1 треба провести дотичну, щоб
о

площ а трикутника, утвореного ц ією  до­
тичною  та додатними півосями Ох і Оу, 
була  найменшою?

760. Знайти кутовий коеф іцієнт прямої, яка проходить через 
точку А  (1, 2) та відтинає від першого координатного кута трикут­
ник найменш ої площ і.

761. Т очки  А  і В  леж ать по один бік від прямої MN. Знайти на 
прямій MN таку точку Р ,  щ об сума А Р  + Р В  була  найменшою.

762. М іцність прямокутного бруса пропорційна до його тов­
щини та до куба висоти. О бчислити товщ ину бруса найбільш ої 
м іцності, який можна вирізати з колоди діаметром 16 см.

763. Знайти найекономніш і розм іри циліндричного парового 
казана об ’єм у V.

764. Бляхар виробляє відкритий похилий ж олоб найбільш ої 
місткості, причому ширину дна та боків бере по 10 см. Обчислити 
ш ирину ж олоба вгорі, якщо боки його нахилен і під однаковим 
кутом.

765. Е н ергія^ , яка витрачається для  переміщ ення пароплава, 

задається ф ормулою  Е  — kv3, де к —  коеф іц ієнт пропорційності,
v —  швидкість пароплава. Обчислити найоптимальніш у швид­
кість пароплава проти течії, якщо швидкість води с.

766. О бчислити розм іри конічного шатра даної м істкості, який 
потребує найменш е матерії.



767. Вікно має форму прямокутника, замкненого п івколом . 
О бчислити розміри цього вікна даного периметра, щ об площ а 
його була  найбільш а.

768. Електричний л іхтар  треба повісити прямо над центром 
колового майданчика радіуса R. О бчислити, на якій висоті треба 
повісити ліхтар , щоб він найкраще освітлював стеж ку на краю 
майданчика, якщо сила освітлення прямо пропорційна косинусу 
кута, під яким світло падає на освітлю вальний майданчик, і обер­
нено пропорційна квадрату віддалі від дж ерела світла.

769. В іддаль між двома дж ерелами світла інтенсивності h  та іг 
дорівнює І. Знайти на цій віддалі найменш осв ітлену точку, якщ о 
сила освітлення обернено пропорційна квадрату віддалі від дж е­
рела світла.

770. На сторінці книги друкований текст повинен займати S 
см2. П оля  вгорі та внизу повинні бути по а см, а л іворуч  і праворуч
—  по b см. О бчислити найекономніш і розміри сторінки паперу.

у771. Щ об  зменш ити тертя рідини об стінки каналу, п лощ у, 
зрош увану водою, треба зробити найменшою. Знайти найкращ у 
форму прямокутного каналу з заданим периметром проф ілю  р.

772. Вантаж Р кг тягнуть мотузом  під кутом  а  до горизонталь­
ного напрямку. Визначити, при якому куті а  зуси лля  для зруш ен­
ня вантажу з м ісця буде найменш им, якщо коеф іцієнт тертя 
вантажу з підлогою /.

773. На якій висоті х = АВ перпендикуляра до стола треба 
повісити електричну лам п у, щ об найкраще освітити точку С 
(В С  = Ь) на столі (рис.31)?

А

Рис.31 Рис. 32

774. З половини колоди, діаметр якої 40 см, треба вирізати 
прямокутний брус. О бчислити сторони прямокутного перерізу 
бруса, щ об опір на стиск був максимальним.

775. П ід яким кутом  треба нахилити дах, щоб дощова вода 
стікала якнайшвидше, починаючи рухатись від найвищого м ісця 
зі швидкістю V ?

776. Два міста, відокремлені державним кордоном, треба спо­
лучити  залізницею . П оїзд  їде від пункта А (рис.32) до кордону зі
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швидкістю vi, а від міста В до кордону — зі швидкістю V2. Обчис­
лити, де треба зробити пересадну станцію О, щоб час для проїзду 
від А до В був мінімальний.

777. Автомобіль виходить з А до В (рис.ЗЗ) та їде зі швидкістю
vi = 80 км/год. У  цей же самий час поїзд виходить з В до С зі

швидкістю v2 = 50 км/год. Кут ABC = АВ = 200 км. Знайти

момент часу, в який віддаль між поїздом та автомобілем буде 
найменшою.

778. Вантаж перевозять з А до О спочатку по шосе від А, потім 
залізницею (рис.34). Вартість перевезення одного тонно-кіло- 
метра по шосе дорівнює Бг, а залізницею — Si. Яким треба виб­
рати кута, щоб вартість була найменшою?

779. Підібрати найекономніші розміри відкритого циліндрич­
ного бака для води даного об’єму, якщо ціна квадратного метра 
матеріалу для стінки дорівнює двом третинам вартості квадрат­
ного метра матеріалу для дна.

780. Картон має форму кола радіуса 12 см. З цього картону 
треба зробити конічну лійку найбільшого об’єму. Обчислити ра­
діус основи такої лійки.

781. Судно В, яке знаходиться на віддалі 75 км на схід від судна
А, рухається на захід зі швидкістю 12 км/год. Судно А  рухається 
на південь зі швидкістю 9 км/год. В який час віддаль між суднами 
буде найменшою? ,•

782. В ЕОМ вводиться інформація об’ємом Р  біт (біт — одини­
ця об’єму інформації), яка обробляється за даною програмою, 
після чого результат виводиться на друкуючий пристрій. Визна­
чити найменшу тривалість роботи ЕОМ на всіх трьох етапах — 
прийом, обробка, видача інформації, якщо відомо, що швидкість 
обробки інформації дорівнює С біт за секунду і в 3 рази менша 
сумарної швидкості введення та видачі інформації, при цьому 
об’єм інформації на вході та виході однаковий [14].

783.В ЕОМ вводиться певна інформація. Результати обробки 
її разом з інформацією, яка міститься в блоці пам’яті об’ємом С 
біт, надходять в обчислювальну машину з постійною швидкістю,
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квадрат якої пропорційний об ’ єм у введеної інформації. Визначи­
ти найменш у тривалість роботи обчислю вальної маш ини по пе­
реробці інформації.

Знайти інтервали опуклості ф ункції:

784. у =  х 2. 785. у =  х \

786. у =  х А. 787. у =  х 3 -  Зх2 -  9х  +  9.

788. у =  х А -  \2х3 +  48х2 -  50.

789. (у  -  2) 3 =  х  -  4.

791. у =  cos х.

__ 2

793. у =  е

790. у
1

-  х

795. у =  х 2 In х.

х  -  4

792. у =  sin х  -  х.

794. у =  (1 +  х 2у .

796. у =  х  -  arctg х.

Знайти точки перегину графіка ф ункції:

797. [ -
І Г ' 1-

799. у =  tg  х.

798. у  =  sin х. 

800. у =  х / .

і  і  1 
801. у =  х 3 — 4х3 +  Зх — 1. 802. у =  е1 ~х .

803. у =  In х  +  2х2 804. у =  5 +  Ц х  -  5) 5

805. Знайти точку перегину та визначити опуклість напів- 
закріпленого бруса, якщ о рівняння його пруж ної л ін ії має вигляд:

5х2 11х3>_  ,  ( А  +  5x1 _  И £ \

у - А { 4 1 + 212 З/3 J ’

де І —  довжина бруса, А  —  стала величина.
806. П руж на л ін ія  бруса задається рівнянням у =

^ А 2 — / — x j  . Знайти точки перегину та напрямок опук-

пості бруса.
807. Знайти точки перегину рівномірно навантаженого по всій 

довжині бруса, якщ о його вісь задається рівнянням:



у =  А

808. Знайти точки перегину бруса, якщ о рівняння пружної
. . . .  -  . 1 — cos сох „  2

л ін ії бруса є у =  А ------------=------ В х  .
cos сої

X "4" 1
809. Довести, щ о графік ф ункц ії у =  - г -------має три точки

X +  1
перегину, які леж ать на одній прямій.

810. Довести, щ о точки перегину графіка ф ункц ії у =  х  sinx 

леж ать на кривій у2(4 +  х 2)  =  4х2.

Знайти точки перегину графіка ф ункц ії у>=/ (х ), яка задана 
параметрично рівняннями:

8 1 1 .x  =  te', у — te~‘, III < 1 , 2 .

8 1 2 .x  =
t Г

t <  1.

0.

t -  1 '  t -  1 

Довести нерівності:

813. In (1 +  х ) >  — f -г > х  >
'  X +  1

814. 2 Vx >  3 — — > х  >  1.
х

815. е >  ех, х  *  1.

816. tg х  >  х  +  у  ’ 0 < x < f -

818. arctg х  <  х, х >  0 .

Знайти асимптоти графіка функції: 

1
819. у =  

821. у =

4 - х 2

2х  +  1

16 +  х 2

820. у =  -  -  — Ц -  +  1

822. у =

х  х  — 1 х  — 2

х 2 -  4 х  +  4

х 2 +  9
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823. у =  Vx +  2 -  Vx -  2 . 824. у =  x  -  3 +  y - y
x 2

x  +  4

825- ^ x 2 - 5 7 ^ -  826- ^ 7 F T 5  ’

827. у =  x  +  - = ^ —  • 828. у  =  ^ x 2 -  3 .
'  x  +  9

829. у -  e +  1. 830. у
1

1
831. у =  ex . 832. у =

1 -  і  

sin X

Знайти асимптоти кривої, яка задана параметрично рівнян­
нями:

833. х =  ґ, y = t  +  2 arctg t.

t « 1 - 2 0
834. x =  _ ,  У - - Ї — Г -

ґ2 1
835. x =  - — — 2 . у

1 — ґ2 1 +  f2 

8 3 6 - * - 7 3 1 -  ^ =  7 3 1 - .

П обудувати графіки функцій:

837. у =  х 3 -  12х. 838. у =  х 4 -  4х2 +  5.

839. у =  2х3+  Зх2-  6х  -  4. 840. у =  2х3 -  Зх2 +  1.

841. у =  х (15  -  х )2. 842. у =  4х2 -  х 4 -  3.

843. у =  х (х  -  2 )3. 844. у  =  1
1 +  х

845. у =  • 846. у  =  1 +
1 -  X X

V2 X
847. у =  • 848. у =  І Р ^ Н Ґ  •

1 +  X X — 1
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849. у =  Xі  +  \ -  850. у =  - г - ^ ------------
*  х 2( х  -т 4)

851. у  =  V x  +  852. у =  v m ;  -  V T = H c

853. у — х  V x  +  4 . 854. у =  ^1 -  х г  .

855. у =  f c + T  -  ІП Г П : . 856. у =  %6х2 -  х 3 .

857. у =  %х (х  -  І ) 2 . 858. у  =  х  У ^ —  •
1 3 - х

859. у =  sin х  sin 2х. 860. у =  х  +  sin х.

861. у =  2х -  tg х.  862. у =  х  arctg х.

863. >' =  —  ■ 864. у =  Ц ± -
х  \ X

865. у =  2\п —------ +  1. 866 . у  =  х е ~ 2х.

867. у =  х  -  In (х  +  1). 868. у =  In sh х.

869. у =  I n -------- --------- • 870. у  =  In cos х.

871. у  =  cos х  — cos2 х. 872. у =  cos3 х  +  sin3 x.

_  2
873. у =  8x 2e . 874. у =  arcsin (sin  x ).

і
875. у =  e* -  x. 876. у =  etf

877. у  =  x 2 -  4 1xl +  3. 878. у  =  earcsiaV*  .

879. y  =  ln x  -  arctg x. 880. у =  cos x  -  ln cos x.

881. у  =  21x 1 - x 2. 882. у =  x  -  2 arctg x.

Ш - y  =  sin X  +  cos X  ' 884. .y =  sin 2x -  2 sin x.

885. у  =  x*. 886. у =  x x .

П обудувати граф іки ф ункцій, які задані параметрично 

887. х  =  ґ2 -  2t, y = t 2 +  2t.
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888. х  =  2 cos3 t, у =  2 sin t.

889. x  =  te‘, .V =  te~‘.

890. x  =  t +  e~‘, y =  2 t +  e~2‘.

8 9 1 .x  =  sh t -  t, у =  ch t -  1.

П обудувати  криві, задані рівняннями:

892. /  =  х ( х  -  З )2. 893. у2 =  і х 2 -  х \

х  — 1
х  +  1

895. у2 =  ( х -  1 ) ( *  -  2 ) { х  -  3).

П риклади на дослідж ення ф ункцій та побудову їх  графіків 
знайдете також  у  [1, 6 , 9 ].

Н а закріплення даного розд ілу  пропонуємо виконати розра­
хункову роботу.

РОЗРАХУНКОВА РОБОТА 2 [11]

Задача 1. За означенням  похідної знай ти/ '(0 ):

1-/ W  =
tg (х 3 +  х 2 sin ( 2 / х ) ) ,  х  *  0 ; 
0 , х  =  0 .

1
2 . f ( x )  =  Jarcsin *  cos 9x 1 + 3 X> 

0 , x = \ ).

3 ./(.*) =

4 . f ( x )  =  

5. f { x )  =  

6 ./ (* )  =

arctg x  cos , л ^ 0 ; 

0 , x  =  0 .

ln ( l  -  si 

0 , *  =  0.

ln [ 1 -  sin [ л:3 sin “ ) ) ,  x  *  0 ;

sin x  sin — , x  Ф 0 ; 

0 , x  =  0 .

y ;
0, x  =  0.

+  ln f 1 +  x 2 sin — I — 1, x  ^  0 ;
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7 -/ М  =

8 .Д х ) =

9 .Д х ) =

10 . Д х) =

11. / w  =

12 . Д х) =

13 . Д х) =

14 . Д х) =

15 . Д х) =

16 . Д х) = 

17 .Д х ) = 

18-Д х) =

2 . 5
X  sin —

sin I е х -  1 j +  х, х 0; 
0 , л — 0 .

х 2 cos -х~ +  4 - > х  0;Зх 2
0, х  =  0.

arctg [х3 -  х^ sin , х  *  0; 

0, х  =  0.

0, x =  0.

їх  +  arcsin їх 2 sin ^ | , х ^  0;

j 0, х  =  0.
2

„д :  cos (1 / 8 л ) , , . , „
tg (2 -  1 +  X), X *  0
0, х  =  0.

7
arctg x sin — > х ^  0;

0, х  =  0.

2х2 +  х 2 cos 777 > х 0;
9х

[0, х  =  0.

[ 2  2 1 1X COS — 
X

0, х =  0.

х cos‘  —  > х ^  0; 
х

2х2 +  х2 cos — » х Ф 0 ; 
х

0 , х =  0 . 

f1n cos х--------------  ,

1 Х  
0 , х =  0 .

х *  0;

6х +  х sin — > х -*■ 0; 
х

0, х  =  0.

176



19. Д і )

20. / (* )

21. f i x )

22. f i x )

23. f i x )

24. f i x )

25. f i x )

26. f i x )

27. f i x )

28. f i x )

29. f i x )

30. f i x )

7 133

£ *  -  COS X  л
---------------- > x  *  0 ;

x
0 , x  =  0 .

e fsmSx -  1, x  *  0 ;
0, x = 0.

\

2 . 2„x  sin — . _ -
3 x -  l  +  2x, x *  0;
0 , *  = 0.

^1 +  ln ( l  +  3jc2cos (2 / * ) )  — 1, x  *  0; 
0 , x = 0.

r ^ « b ( 3 ' S O  _  J х # 0 ;

|o, x = 0.

2 'z* _  2sinJt 
------2----- ’ x *  0;

2

x
0 , x  =  0 .

arctg \~y  -  x 2 sin , x  *  0 ; 

0 , x  =  0 .

r • I 3/2 .| sin Л sin

0 , x  =  0 .

•i n — , 
x j

;in —]
xl  -  1 +  x 2, x  *  0 ;

1 — 2x3 sin 4  -  1 +  x , x  *  0 ;
[ 0 , x  =  Q. x  

x V ' 1 sin Дг • де *  0 ;
X

0 , x  =  0 .

In (1 +  2x2 +  j c 3 )  „
— і--------------------і - , x  *  0 ;

x
0, x = 0. 
cos x  — cos 3x
--------------------- • X *  0 ;

x
0 , x  =  0 .
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Задача 2. С класти  рівняння нормалі (в варіантах 1— 12) або 
рівняння дотичної (в варіантах 13— ЗО) до даної кривої в точц і з 
абсцисою  хо:

I . у =  (4л: — х 2)/ 4 , х о  =  2. 2. у =  2х2 +  Зх -  1, хо =  — 2.

3. у =  х  — х 3, хо =  — 1. 4. у  =  х 2 +  8 V x  — 32, дсо =  4.

5. у =  х  +  хо =  1. 6. >> =  -  20, хо =  — 8.

1-У  =  | ^  ’ *о  — 4. 8 . у =  8 v'x — 70, хо =  16.

9. у =  2х2 — Зх +  1, хо =  1. 10. у  =  ( х 2 — Зх  +  6 ) / х 2, хо =  3.

I I . у =  V x  — 3 ^ х ,  хо =  64. 12. у  =  (х 3 +  2)/ ( х 3 — 2) ,  хо — 2.

х 20 +  6
13. з» =  2х2 +  3, хо =  -  1. 14. у =  — -----— > Хо =  1.

х  +  1

15. у =  2х +  1/х, хо =  1.

16. у =  -  2 (х 8 +  2 )/ (3 (х 4 +  1 )), хо =  1.

, п X5 +  1 ,

, 7 - у  =  Т Т Т ’ * 0 =  L

х 16 +  9

1 -  5 х 2

З г

,  о  ~  У
18 . у  =   ------- 7 2  '  х о  =  1.

\9.у =  3 ( -  2 V I ) ,  х 0=  1.

20. у =  1/ ( 3х  +  2), х 0 =  2.

21. у =  х / ( х 2 +  1), хо =  -  2.

2 2 . у =  (х2 -  Зх +  3) / 3 , хо =  3 .

2 3 . у =  2х / ( х 2 +  1), хо =  1.

2 4 . у =  -  2 ( V x  +  3 V 'x), хо =  1.

1 +  Зх2
2 5.у  =  — — г > хо =  1.

З +  х

2 6 . у =  14 Vx — 15 v'x +  2 , хо =  1. 
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27. у =  3 уГх — Vjc , хо =  1.

28. у =  (Зх — 2х3) /3 ,  хо =  1.

29. у =  х2/1 0  +  3, *о =  2.

30. у =  ( х 2 -  2х  -  3 )/4 , хо =  4.

Задача 3. Знайти диф еренціал dy ф ункцій:

1. у =  х  arcsin (1 / х )  +  In І х  +  ^ х 2 — Г І , х  >  0.

2. у =  tg (2 arccos ^ 1 -  2хт), х  >  0.

3. з' =  VI +  2х  -  In (х +  VI +  2х ) .

4. у =  х1 arctg І х 2 — Г -  ^ х 2 — Г .
5. у =  arccos (1 /Y 1 +  2 ^ ) ,  х >  0.

6. у =  х In І х  +  Ух2 +  З І — ^  х 2 +  3 .

7. у =  arctg(sh jc) +  (sh х) In ch x.

8. у =  arccos ((x2 -  l ) / ( x 2 V7)).

9. у =  In (cos2 X +  v'l +  COS4 jc).

0. у =  In (x +  ^1 +  x7) -  ^  1 +  xJ  arctg x.

. In Ідеї 1 , X2
1. у  = -------- ? — a I n -------- t  •

1 +  x2 2___j_+  * 2
2. у =  In ( /  4- ^e2* -  1) +  arcsin e

3. у =  x  ^4 — xT +  4 arcsin (x /2 ).

4. у =  In tg ( x / 2 )  — дс/sin  x.

5. у =  2.x +  In I sin jc +  2 cos .cl.

Y t ? 7

—X

6. >’ =  Vctg x  -

7. y  =  In 

i . y  =

3

x  +  Vjc* +  f

2x

V x  +  2
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х  -  I
19. у =  arctg — - —  •

20. у =  In \x2 -  II -  ------ -------
x  — 1

21. у =  arctg |tg-| +  l j .

22. у =  In 12x  +  2 VXі  +  x +  1 1.

23. у =  In I cos Vx  I +  Vx  tg Vx.

24. у =  e (cos 2x +  2 sin 2л ).

25. у =  x (s in  In x  -  cos In x ).

26. у =  | ^ Т = Т - | | е 2ЛГ:гг.

21. у =  cos x  In tg  x  — In tg  2 '

28 . у =  ^3 +  хт  - л і п  U  +  V'3 ~ + * T I.

29. у =  Vx  -  (1 +  x ) arctg Vx.

30. у =  x  arctg x -  In V 1 +  xT .

Задача 4. Обчислити наближено за допомогою диференціала:

1. у =  v 'x , х =  7,76.

2 .у  =  %х3 +  ї х  , х  =  1,012.

3. у =  (х  +  ^ 5 — х * )/ 2 ,  х  — 0,98.

4. у =  ^ х ,  х  =  27,54.

5. у =  arcsin х, х  =  0,08.

6. у =  ^X і +  2х +  5 , х  =  0,97.

7. у =  ^ х , х  =  26,46.

8. >• =  Vjc1 +  jc +  3 , х  =  1,97.

9. у =  jc11, х  =  1,021.



0 .у  =  К ,  х  =  1,21.

1 .у  =  х 21, х  =  0,998.

2. у =  ^ х 7 , х  =  1,03.

3. у =  х 6, х  =  2,01.

4. у =  v^c, х  =  8,24.

5 .у  =  х 7, х =  1,996.

6. у =  К ,  х  =  7,64.

7. у =  V4x -  1 , х  =  2,56.

8. у =  1/^2х2 +  х  +  Г, х  =  1,016.

9. у =  х  =  8,36.

20. y = l / V x ,  х  =  4,16.

21. у =  х 7, х  =  2,002.

22. у =  V4x — 3 , х  =  1,78.

23. >> =  '/хт , х  =  0,98.

24. у =  х 5, х  =  2,997.

25. у =  ^ 7 ,  х  =  1,03.

26. у =  х 4, х  =  3,998.

27. у =  V I +  х  +  sin  х  , х  =  0,01.

28. у =  ^Зх +  cos х  , х  =  0,01.

29. у  =  V2х -  sin (л х / 2 ) , х = 1 ,0 2 .

30. у  =  v V  +  5 , х  =  1,97.

Задача 5. Знайти похідні ф ункцій, застосовуючи попереднє 
логарифмування:

2 (3х  +  4х — х  — 2) . ,  (2.V2 -  1) V T T X*
У 15 VI +  х L' y ----------
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х 4 -  8 х 2
3- У " ^ 3 —2(* -  4) 

( и - ^ У Г Т ?
У - — 1*5

12л1

7 ц ~  6 ) ^ (4  +  * * )*  

7’ У 120х5

4 +  Зх3 
« • У - х У р + ^ і  '

хб +  х3 -  2
» • ■ » -  v i _ * >  •

1 +  Xі

13 j " 2 7 i T 2 ?  '

TvT
15. у1Ж + Z l

Зх3

17
х

19 І - ( ^  +  3 ) ' ^ 3
9х3

(2х +  1) vx -  х 
21. у -~ ------- ^ --------

х

1

2х2 — х -  1
4- ? ‘ т л т т г

6 - у - Г 7 Г Т з7 '

(х2 -  8) Ух2 -  8 
6х38- У -  ,  з

. 0 . - Р У

(х2 -  2) V4 +  хт 
12' У---------2 4 ?-------

УЗГ^Т (Зх + 2) 
4х2« • У -------------, ,

хб +  8х3 -  128
16- у =  V 8 -  V ....

18. у= (1

х -  1

20,:у" ( х 2 +  5) V  +  5

22->-2(т І7 І

23. y - ( x  +  2) Vx2 +  4x +  5 • 24‘ у = 3

25. у -  3 ^(х + 1 ) / ( х -  I f  .

26. у -  (х +  7)/(6 Ух2 +  2х +  7 ).

27. у =  (х У х Т Т )/(х 2 +  х +  1).

Ух* +  X +  1

X +  1

28. у =  (х2 +  2)/(2 Уі -  хт) . 
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29. у = ( ( х  +  3) у/їх -  1 )/ (2 х  +  7).

30. у =  (З х  +  V x ) / ^ x 2 +  2 ) .

Задача 6. Знайти похідні, застосовуючи приклад 4, § 1:

1 . у  =  х - І п ( 2  +  е? +  2 ^  +  е* +  1).

2. у =  е2* (2  — sin 2х -  cos 2х )/8 .

ч 1 * 33. у =  ^  arct8 — 2------

1 , 1 +  2*
4. у =  т г -г  In

In 4 і _  2х

5 . у = 2  ' ' 7 Т Т  +  In Т ^ ^ Т Т  ■

6. у  =  V (arctg  e ' f  .

7. у  =  -z In ( e 2* +  1) -  2 arctg

8. у =  In (<?* +  1) +
18г2* +  2 7 /  +  11

6 ( S  +  l ) 3

9. у  =  2 (^2* -  1 -  arctg -  l ) / ln  2.

10. у = 2 (x  -  2 ) VT+V- 2 In ((V1 + 7 -  1 )/ (^1  + 7 + 1 )).

11. у =  e " ( a  sin /Зх -  /3 cos /3x)/(a2 +  /32).

12. у  =  е ^ ф  sin уЗх +  a  cos Д х )/ (а 2 +  /?2).

13. у
1 , a cos 2bx +  2b sin 2йх 

2a , , ,22 (a  +  462)

14. у  =  x +  1/(1 +  ex)  -  In (1 +  ex) .  ,

15. у  =  x  — 3 In j^(l +  £*/6)  ^ 1 +  / /3]  — 3 arctg е*/б.



16. у = * *  +  ■. . , /4
_8_

1 +  ?

17. у  =  In ( /  +  ^ е 2х -  1 )  +  arcsin е~х.

18. у =  х  — е~х arcsin £  — In (1 +  ^1 -  є2* ).

19. у  =  х  -  In (1 +  / )  “  2е~*/2 arctg <?п  -  (arctg / /2) 2.

з

on е%20. у
1 +  х3

21,у = 7n7 aFarctg )•

22. у  =  З е ^  ( * ?  -  2 У х  +  2 ).

V I +  Є* +  г *  ~  £  ~  1 

у  ~  V T T 7 +  в2*' -  +  1

24. у  =  esinj: (х  — 1
cos х

25. у  =  у  [ (х 2 -  1) cos х  +  (х  -  l ) 2sin х ] .

26. у  =  arctg ( /  -  e-J) .
З

2 7 .у  =  з / *  ^  - 5 ^ 7  + .2 0 х  -  60 ^  +  120 ^ х  -  120 ].

28. у  =  -  е3х/ (3  sh3 х ).

29. у  =  arcsin #  — ^\ — е2*  .

30. у  =  е~ * 2 ( х 4 +  2х2 +  2).

Задача 7. Знайти похідні, застосовую чи приклад 5, §1:

1. у  =  V x  In (V x  +  Vx +  a )  — Vx +  a .

2. у  =  In (x  +  У a2 +  x 2).  3. у  =  2 Vx -  4 In (2  +  V x ).
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6. у =  In - 2 2
а  — х

8. у  =  ln3( l  +  cos де).

7. у =  ln2(x +  cos x ) .

j i
9. у  =  In

5. у =  In (Vx +  Vx +  1 ).

1 - х

4

10. у =  In tg 11. у =  In
+  2 x

2x

12.y =  x +  ^ l n  +  * *

\

14. у =  logie logs tg x.

16. у =  x  (cos In x +  sin In x)/2.

18. у =  lg In ctg x.

, _ , . 2x +  413-у = In sin -  +- j-

15. у =  log4 log2 tg x.

2x +  3
17. у =  In cos 2 x_+—Г

1
19. у =  loga V j _  T  ■

20. у =  In (V I  tg x +  V l +  2 tg2x ).

21. у =  In arcsin V i -  . 22. у =  In arccos Vi -  e 4x .

V x 2 +  1 +  X ^ 2
23. у =  In ( b x  +  v ?  + W ) .  24. у =  In ^  +  j - х Я г '

2 5-у.у  =  In [;arccos 7 7
26. у =  In (** +  V i +  e2* ) .

VJ +  tg (x/2) In x
2 1  ■ У  -  ln VJ -  tg ( x / 2 ) ' 2 8 ^ - l n s in ( l / x )

29. у =  ln ln sin (1 +  1 /x ). 30. у =  In In3 In2 x.
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Задача 8. Продиф еренцію вати тригонометричні ф ункції:

, рг , 1 sin2 Зх  „  , _ 1 cos2 Зх
I . у  =  sin V3 +  - х ----- т— • 2. у =  cos In 2 -  ^  •

З cos 6х J 3 sin fax

Т „  і '  S*n2 4х . 'злг 1 cos2 4х
3 . y - t g l g 3 + 5 -s ; 1 7 -

.  (cos sin 5 ) sin2 2х  ,  (s in  cos 3 ) cos2 2x5.y = -------=----------------- -- 6 . y-~ ------ 7— ;--------- --
2 cos 4x  4 sin 4x

(cos In 7 ) sin2 7x „  . „  1 cos2 $x
1-У = -----TTZTTa------  • 8. у =  COS Ctg 2 -  -rr ——T7~ •

7 cos 14* 16 sin 16*

9 v =  ctg cos 2 +  — — ----- • 10 v =  ^ c t i T  -  —  cos2 1Qx •у. у  ctg cos z  +  6 cQs l 2 x  w .  у  vc tg  / 2Q sin 2Qx

r i  1 1 , 1 sin2 10*  1 1 cos212*
I I . у -  3 cos tg  2 +  10 cos 2Qx ■ 12. у  -  In sin 2 24 sin24;c

13 у  =  8 sin ctg 3 +  -  n-2-—  ■ 14 у =  -fc-P-g-gtg j j c o s M jjc  .і з .  у  s sin c ig  o +  5 cos 1Qx і ч .  у  28 sin 28*

, ,  cos tg (1 / 3 ) sin2 15* , ,  sin tg (1 / 7 ) cos2 16*
15. у = ------------------------------- -- 16. у  = ------ A  ----------- --

15 cos 30 * 32 sin 32jc

ctg sin (1 / 3 ) sin2 17jc v^ctg 2 cos2 18*

U - y ~  17 cos 34jc ‘ - y ~  36 sin 3fax

i g  ( t g l n J 2 ) j m 4 9 x  20 „ e  C t g C 0 s 5 _  ± » Л 0 х
y  19 cos 38л: y  c lS c o s o  лп

21. у =  Vtg 4 +  ^ 4  • 22. у  =  cos In 13 -
21 cos 42x

, 1 . sin2 2 3 * т . . . 1
23. у  =  In cos -=■ +  -=r=------77-  • 24. у  =  ctgsin-pj -

3 23 cos 4 6 * J 6 13

т с  - і 1 і s in2 25л; Tsp25. у  =  sin In •=■ +  -?rz------rrp- • 26. у  =  v cos V2 -
2 25 cos 5 0 *

7n-------- w , sin2 11 x  ло ■ 3/r—т  cos"
27. у  =  Vtg cos 2  +  --------=7-  ■ 28. у  =  sin V tg 2  -  -=т—-.— тг~

b 27 cos 5 4 * 6 56 sin 56x

40 sin40x

1 c o s 22 2 jc

44 sin44x

1 cos224x

48 sin 48*

cos2 26*
52 sin 52jc

cos2 28*
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sin 2 29x
29. у =  co s2 sin  3 +  2 9 c o s^ 'f jc  ‘ 3 0 ' y ~  ^  ° ° S 2 ^  60 sin  60x

cos2 3 0 *

З а д а ч а  9. Зн ай ти  похідні обернених тригонометричних 
функцій:

. tg х  -  ctg х
1-У =  a rc tg -----------------

2 . у =  arcsin
Vx -  2

2x -  1 /------------- т 9 . 2x  -  1
3 . у =  —^ —  V2  +  X -  x  +  g arcsin — 3 —  ■

4. у =  arctg •
Vl +  xJ  -  1

- x 2 -  4
5 . у =  arccos ' '

6 -у  =
V 2 Зх — 1

з arctg~ W

7 .y  =  7 ln4 x +  1 2
тг arctg x.

8 . у =  ( *  _  4 ) V%x -  x2 - 7 / 2 - 9  arccos V(x -  l ) / 6

(1  +  x) arctg Vx , 1
9 .y  = --------- - 5 --------- +  3^ -

1 0 . у =  arccos x  -  2  ^  —  ^ 1  -  Xі .

1 1 +  x  . /—
1 1 >’ =  T л + ^ г а г е , 8 Л -

12. у =  3 2  ~  (2 -  x ) +  3 arccos Y ^
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n  4 +  x A x 2 , 4
13. у  =  - arctg у  +  -  •

14. у =  arcsin +  arctg Vx .

15 v = 1 VJL _ ! _ arccos x
У 2 I x 2 ' 2x2

, ,  . VX 6 +  X /----------- ------------------------
16. у =  6 arcsin ~ 2 ---------- 2 —  (4 ~  x )  •

17. у =  *  ^ ^ V6 x  — x 2 -  8 +  arcsin -  1 .

18 =  (1 +  •*) arctg Vx -  Vx
' У x

, n 2 VI -  *  arcsin Vx  2
---------- 7---------- + 7 7 '

20. у =  v’5 л -  4 -  x 1 +  ^  arcsin Y *  ^ ^

ї ї  * , 5 .  * 2 +  1
2 1 . у =  arctg де +  -r In

2 2 . у =  arcsin

6  x 2 +  4

x - 2
( x  -  1) VT

23. >' =  A  -  * T -  де arcsin ^1 -  x 2 .

24.y  =  V x  +  -| arctg V * -  arctg ~  ■

V T
25. у =  arctg j -_  ■

26. у =  (2x2 +  6x +  5) arctg *  ^  2  ~  x -

2 7 • y =  T V i  X-  4x2 arcsin  2 *  +  ^  In (1 -  4 * 2). 
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/„ , 1\ X2 -  1 X3 VS
28 . у  =  ^2х - х  +  2 J arctg T 7 r - J v J  ~  ~2 х '

29. у =  ( х  +  2 V x  +  2 ) arctg ( (V x / (V x  +  2 )) -  V x .

30. у =  У 1 +  2х -  х 2 arcsin -  V 7  In (1 +  х ).

Задача 10. Знайти похідні гіперболічних ф ункцій:

1 , 2 +  V J  th х

L j , =  4 V T , n 2 — V y ' t h l '

4 ch х  8 ch х  5

1 , 1 +  Vth x

3 ' ’ - 2 і " Т ^ Ж - М ! Л П -

1 1 . 1 +  v i  th x
5 . y » 2  t h x  +  4 ^ r  In  і  _  V J t h x  ‘

З , VT. +  th x  th x

6- y ~ S V 7 l n V l -  t h x  4 (2  — th2 x )

1 a +  V i +  a7 th *

П- У ~  W f T V  ,n a  -  v T T a 7 th x  '

1 1 +  V T  cth^c

J = T F 7 T  і  -  V I c t h x  '

Vsh 2x 
9. >■ =  arctg ch x  -  "sTTx ‘

m  _  1 і 1 ~  sh 2jcШ . у = 6 In j  +  s h 2 ^  '

■r11 , 1 +  th  X
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n  sh x 
П  у  1 +  ch x

13. y  =
1 +  8 ch2 x  ln ch x

2 ch2 x

,  . sh 3x

ch x  
15-y = T sh Tc '

16. y -
12 sh2 x  +  1

3 sh3 x

17. y - -----+  4  arcsin (th x ) .
2 ch x  *

1 3 +  ch x
18. y -  - J Z a r c s i n T T T c h l c '

1 , 4 +  VS” th (x/2)
У = 75г 4 — VS” th (x/2) '

? ln
th

1 3 +  ch x
— 4 П sh x

1 5 +  3 ch x
2 1 . У - - 4  arcsin 3 +  5сЙ 7

22. у =
1 -  8 ch2 x

4 ch4 x

2 1___ _  i , shx 5
' y  sh x 3 sh3 x 2 ch2 x 2

24. у = 4  cth 2x —
3 ch x sh3 x

1 . , . sh x

\

arctg sh x
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26. y  =  ̂ r In th 4  +  ch x  -  y  - •
2 2 2 sh *

sh x  1 3 . ,
27- y = - J ^ - x - s h ^ - 2 arc^ s h x -

2 8 . y -  sl* f  +  ^  arctg (sh  x ).
2 ch x  1

+  arctg (sh де) .
ch x

Задача 11. Знайти похідні показниково-степеневих ф ункцій:

l .y  =  (arctg х)(1/2)1пагс,£\ 2 . у =  (sin Vx )lnslnV*

3. у =  (sin х)5е* .
X

4. у =  (arcsin x )e .

5. у  =  (In х ) 3 . 6 . у =  x>rcsinjr.

7. у =  (ctg Зх)2е* .
tg*

8 .y  =  xe .

9. у =  (tg х )4е*. 10. у =  (cos 5jc)* .

l l . y =  ( x s i a x ) 8,n(xsmx\ 12. у =  (jc -  5)ch\

13. у =  ( j c 3 +  4),gJt. 14. у =  Xs' 11 *3.

15. у =  ( j c 2 -  1 У *х. 16. у =  (x4 +  5)c,gjr.

ч*/217. у =  (sin j c ) 18. у =  (x2 +  1)C0SJ:.

19. у =  19r19 х 19. 2 0 . у =  x3" 2х.

1/х
2 1 . у =  (sin V x ) e .

ctg*

2 2 . у ”  x .
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stnx
25. у =  x e . 26. >' =  (tg  x ) ln,£*/4.

arctg x

.21 . у =  x e . 28. у =  ( jc8 +  l ) ,h*.

29. у  =  x 29* 29". ЗО. у =  (cos 2 x )lncos 2x/A.

Задача 12. Знайти похідні складених ф ункцій:

1. у =  (х 2 +  8) Удс2 -  4 +  arcsin ^  > х  >  0.

0 4х +  1 1 4х +  1

•} ' ■  Т б Т Т і т  +  V T агсІ8 ~ Л ~  ■

3. у =  2х -  In (1 +  ^1 -  е*х )  -  е-2дг arcsin (е 2*).

4. у =  '^9хі  -  \2х +  5 arctg (З х  -  2 ) -

-  In (Зх  -  2 +  У д *1 -  12х +  5 ).

г 2 ,/^--------У , , 1 +  ^ 2 х  -  X7
5. у = -------r  v2 x  -  +  I n ------------- ї------ --х -  1 х -  1

4 ■! «

**’ у =  f l arcsin х  +  8 І  ^  +  ^  ^  ^  ’ *  >  ° ’

1 , . Зх -  1 . 1 Зх -  1
V T  агС 8  7 7  з  3Лі  _  2Л +  і

8. >’ =  Зх -  In (1 +  У і  -  -  <T3jt arcsin (е3д) .

9. у =  In (4 х  -  1 +  У 16х2 -  8х +  2 )  -

-  У іб х 2 -  8х +  2 arctg (4 х  -  1).

1 +  2 У -  х  -  х 2 4 j ------------ т



11. у =  ( 2х  +  З )4 arcsin  ^  ^ +

+  I  (4 х 2 +  \2х +  11) v 'x2 +  Зх +  2 , 2х  +  3 >  0.

х  +  2 , 1  4 х  +  2
n . y = ^ ; T _ _  +  7 T a r c , g _ ^ _ .

13. у =  5х -  In (1 +  ̂ 1 -  е10х)  -  e~Sx arcsin ( eSx).

14. у =  ^ x 2 -  8л: +  17 arctg (x  — 4) —

-  ln (x  -  4 +  Vде2 — 8x +  17).

, 1 +  v -  3 +  4x -  Xі , 2 j .... ......... r15. >’ =  ln ----------=----------------+  •=-------v _  з +  4x _  Xі
2 - х  2 - х

16. у =  (Зх2 -  4x +  2) ^9х2 -  12x +  3 +

+  (3x -  2)4 arcsin 2X ~  2 ’ 3x -  2 >  0.

П  у ~  7 7  a rc ,g  i 7 T ' +  - f ; ‘ + 3 '

18. у  =  ln (e5* +  ^ e W x  -  1) +  arcsin (e-5*).

19. >’ =  ln (2x -  3 +  ^4x5 -  12x +  10) -

-  v'4x2 -  12x +  10 arctg (2x -  3).

™  , 1 +  V -  3 -  4x -  x  2 ,/— ^ ^ --------- і
20. у =  l n ------------------------=-------------- —^  v -  3 -  4x -  x

- x -  2 x  +  2

21. ^  (4 x 2 -  4x +  3 ) ^ x 2 -  x +

+  (2x  -  I ) 4 arcsin 2^ | ’ 2x -  1 >  0.

2x -  1 1 2x -  1
=  4 * 2 -  4л +  3 +  ^  arctg “ 7 7 “
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23. у =  arcsin  (е~Ах) +  In (е4х +  — 1 ).

24. у =  In (5л: +  ^ 2 5 *2 +  1 ) -  У 25х2 +  1 arctg 5х.

25. у =  г к  _ 2  v -  3 +  12* -  9х2 +

26.

, 1 +  V -  3 +  12* -  9х2 
+  1п 3 * -  2

у =  (З х  +  І ) 4 arcsin з ^ П Г  +

+  (З * 2 +  2 *  +  1) V 9 *2 +  6 *  , 3 *  +  1 >  0.

1 2 *  +  1 2 *  +  1 

27-у- 7Тагс'8-Т Г  * 4ТТ4ГТЗ'
28. у =  In (е гх +  ^ е6х -  1 ) +  arcsin (е~іх).

29. у =  ^49х2 +  1 arctg 7 *  -  In (7 *  +  ^ 4 9 *2 +  1 ).

30. у  =  1 І Г Т І ?  +  і - 1 +  ц р ? -  ■

Задача 13. Знайти похідні алгебраїчної суми складених функ­
цій:

*  arcsin *  ,--------т
1-3’ =  T f r p ^  +  ln V l  - *  •

л , *  У 1 -  4*т
2 - y - 4 1 n i  +  V l _ 4 7 ---------—  •

3. у  =  *  (2 * 2 +  5 ) У * 5 + "  1 +  3 In ( *  +  V * 2 +  1 ).

і з • * 2 +  2 /т-------т
4. у =  *  arcsin *  +  — 2—  v 1 — *  •

5. у =  3 acrsin г +  2 У 4 *2 +  2 *  — 2 , 4 *  +  1 >  0.
4 *  +  1

6. у =  У 1 4- * т  arctg *  -  In ( *  +  ^1 +  * Т).
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7. у =  2 a rc sin  у ~ ^ ~ 4  +  ^ 9 х 2 +  2 4 *  +  12 , Зх  +  4 >  0.

8. у  =  х (2 х 2 +  1) V P  +  1 -  In (х  +  V x2 +  1 ).

9. у  =  In (х  +  V i  +  х т ) —  у -  - •

I 10. у  =  V і  -  Зх -  2хт  +  arcs n̂ ^ V l7 ^

I 11. у  =  V (4  +  х )(1  +  х )  +  3 In (V4 +  х  +  V I +  х ) .

, V x2 — х  +  1 2х — 1
12. у  =  I n -------- —------- 1 +  V J  arctg — —  •

1 х 4 -  х 2 +  1 1 _ 4 V 3
13. у -  п  In ^  +  1)2 arctg 1х 2 _ 1 '

14. у — 4 arcsin 2Х \  3 +  ^ 4 х2 +  12х -  7 , 2х +  3 >  0.

л _
15. у =  2 arcsin ^ +--у  +  ^9х2 +  6х — 3 , Зх +  1 >  0.

16. у =  (2  +  Зх) Vx -  1 +  ^  arctg V x  -  1.

17. у =  j  (х  -  2 ) V 3 T T T  +  In ( V x T T  +  1).

18. ї  -  V ? T T  - 1  in •

k  y “ ln (Щ ) - 5 (i + T T l)агс,8 л:-

20. у =  x  ln (V I  — x  +  V I +  x )  +  ^  (arcsin x  -  x ).

п -------- ІП  X
21. у  =  arctg У *  -  1 -  V ^ T T  •
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22. у =  3 arcsin — 7 -7 7  +  Vx2 +  4.x -  5.
х +  2

23. у =  V(3 — де)(2 +  де) +  5 arcsin V (x  +  2)/5 .

24. у =  де (arcsin де) 2 +  2 ^1 -  arcsin де — 2де.

v T ^ 7
25. у =  х +  arcsin де.

26. у =  х3 arccos де — *  ^ 1  —  х7 .

^х2 + 2 1 , V7 + v*2 + 2
27-̂  = —— -7Т,П---- х-----
28. у =  (де/4)(10 -  де2) ^4 -  дет +  6  arcsin (де/2).

29. у =  arcsin ,  ■ +  2 Vx2 +  Зде +  2 , 2дс +  3 >  0.
2 де +  З

ЗО. у =  х  a rcsin  І — *  ^ — Vx +  a rctg  Vx .

Задача 14. Знайти похідні, застосовую чи приклад 6, §1:

1. у =  —  In (tg  х +  ctg а).
sin а

2 . у =  де cos а +  s in  а In sin  (де -  а).

3. у =  2"ТУ ts *n  *  — ~  1 ) cos І*1 +1-
І

4. у =  a rc tg  (cos х/'/соГТх).

- 0 sin  де , „  sin  де
5. у  =  3 — —  +  2 — —  •

cos де COS х

, 2 - 2Ч - 1/2 . а2 +  b2 sin  хХ , • Л
6. у  =  (а  +  і  )  arcsin ---------- 7---------- І , А >  0.
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7 7* (3  sin Зх +  cos Зх ln 7)
■ У  ~  , 2 -

8. у  =  In

(9 +  In 7)

sin X
cos x  +  Vcos 2x

9. у =  ( l / ( a ( l  +  a2))) [arctg (a cos x) +  a  ln tg (x /2 ) ].

0  _  _  1____ 1__  2. 1 +  sin  X
V 3  sin3*  sin *  2  n 1 -  sin *

1 .y  =  (1  +  x 2y rc'g\

„ ctg *  +  *
2. V = —5 ---------  •

1 — JC Ctg *

1 2 jc sin ( a /2 )

. T v v  + 14. у =  arc tg------- --------- > x  >  0.

5  -  6 A (sin 4 *  ln 6  — 4 cos 4x)
'■V _ 16 + In2 6

,  V2 tg *
6 . у =  arctg —

1 -  tg x

2 sin x

7- у - “ « * 7 9  c o s ' * - 4 /

8 -  —  s*n 2jc +  cos 2;c 
' У “  4 +  In2 5

n , V2 +  th x 

„ л  3" (4 sin 4x +  ln 3 cos 4x)20. у =  — ----------- ------- z-------------i- •
16 +  In 3

2 1 .v =  —  ((In  4) sin 4x -  4 cos 4x) 

- :V _  16 + In2 4
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_  5* (s in  Зх  ln  5 -  3 cos Зх)

У ~  9 +  In2 5

£ £
24. у  =  х  -  In (1 +  f?*) -  2е 2 arctg е2.

2х (s in  х  +  cos х  ln 2)

25- " =  1 +  (In  І ) 2

2 6  =  ln (^ g  *  +  ctg ° 0  .
' y sin a

„  cos X  , „  COS X
27. у =  2 +  3

sin4 * sin2 x

^ = з ( т а + з т т а г с , 8 І д ^

_  3* ( (In  3 ) sin 2 *  -  2 cos 2x)

' y ~  In2 3 +  4

, n _  I  , 1 +  cos JC _  _ 1 ___________ 1
■y 2  n 1 — cos x  cos x  3 cos3 x

Задача 15. Знайти похідну у,' параметрично заданої функції:

1.
х  =

З t2 +  1

Зі3 ’ 

у =  sin (ґ3/3 +  ґ).

■з І *  =  V2 < -  t1,
3- \ у =  1 / ^ Г ^ Ї ) 1.

5.
x  =  \ n ( t  +  ^ t2 +  П .  
у  =  f V ?  +  1.

х  =  ctg (2е‘) ,  

у =  In tg е1.

=  v r ^ 7 ,
tg  V l  +  t .

4 ( x  =  arcsin (sin  t),  
' і у =  arccos (cos t).

6.

8.

я  =  У2 t - t \  
у  =  arcsin ( t -  1).

X  =  ln  ctg t ,  

у =  1/cos2 1.



{ ,t/1
x  =  arctg e  ,

y = VT% Г.
f *  =  In ( 1 / v T - T ) ,

' |y =  arcsin ( ( 1 - ґ 2У (1  +  ґ2) ) .

I *  =  arcsin (Vl -  t2),  

' I у =  (arccos I ) 2.

15.

17.

19.

21 .

X =  (1 +  cos t )  , 

у  =  cos ґ/ s in 2̂ .

x  =  arccos ( l / t ) .  
у  =  V t 2 -  1 +  arcsin (1 / t ) .

\ x  =  arcsin V t ,

=  f l ~ V t .

л: =  t ^ t 2 +  1 ,

, 1 +  V l +  t 2
у =  ln -------------- ---

23 \ x  =  In (1 - / ) ,
< sin уП Г - 7у  =  arcsin

10.

12.

14.

д:

У :

x  =  
У =

1пї т Г 7 ’

у і  - 12 .

Y T ^ 7 ,
ґ/ Г Г ^ .

x =  f/ V i -  r2 , 
у  rn  ln ((1 +  V l _

16, =  in  i d  -  0 / ( 1  +  0 ) .
> o - 7 .

18.
X =  1/ln Ґ,

у =  In
1 +  V l -  t2

22.

24.

x =  arctg t ,

у  =  ln
VT+7 

t + 1

x =  arctg ( ( ? +  1)/(ґ -  1)), 
у  =  arcsin v l  -  r  .

25.
[x  = In V(1 -  sin ґ)/(1 +  sin f) ,
I у =  (1/2) tg2 t  +  In cos t .

26.

27.

y  =  V t  — V I — t  arcsin V t  .

[x  =  ln tg t ,

I у  =  1/sin2 t .
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28.

29.

ЗО.

х  =
t2 In t

+  ln V l - t 2 ,
1 -  t1

у  =  arcsin t +  ln V l  — ?

x  =  esec\
у  =  tg ґ ln cos t  +  Xg t  — t.

x  =  ^ 1 *7  arcsin t +  ln V i  -  f1 , 

t
У = 72" ■

Задача 16. С класти  рівняння дотичної та нормалі до кривої і 
точц і, яка відповідає значенню  параметра t =  to:

1.

3.

х  =  a sin t, 

у — a cos3 ґ, ґо =  я/З .

де =  a ( t  -  sin t) ,  
у  =  а (1 -  cos t) ,  ґо =  я/ 3 .

J x  =  (2 f +  ґ2) / ( 1  +  ґ3),
’ [ у  =  ( I t  -  г2)/ (1  +  г3),  ґо =  1.

х  =  t ( t  cos / -  2 sin t ) ,  

у  =  t ( t  sin t  +  2 cos t) ,  
to =  я/ 4 .

{J=
2 In ctg t  +  1 ,

tg t  +  ctg t, t0 -  л / 4 .

11 .

13.

x  =  at cos t, 
у =  at sin t, to =  я/ 2 .

де =  arcsin ( t/ V  1 +  ґ7) , 
у =  arccos (1/V~1 +  t ) ,

to =  1.

x  =  V 3  cos t, , 

у =  sin t , to =  я / 3 .

4. { *  =  2t ~  {2’
’  j y  =  3 t  -  t3, to =  1.

де =  arcsin ( t / V  1 +  ? ) , 
у =  arccos ( 1 / v T T T ) ,

to =  — 1 .

де =  3 a t / ( \  +  t2), 

у =  3at2/ { \  +  t2), to =  2.

x  =  (1 / 2 )ґ2 -  (1 / 4 )ґ4, 

у  =  (1/2 )/2 +  ( І/ З )* 3,
to =  0 .

х  =  sin2 1,

у =  cos2 t, to =  J l / 6.

X =  (1 +  ln t )/ t2, 
у =  (3 +  2 ln t )/ t ,

to =  1 .

10.

12.

14.
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15.

17.

х  =  (1 +  t )/ t2,
[у =  3 / (2 12) +  2 / t ,  to =  2.

x  =  a ( t  sin t  +  cos t ) ,  

у — a (s in  t  — t  cos t ) ,  

to =  л / A.

19 l x = 1 " ' 2-
19- \ y = t - t \  to =  2.

21.

23.

[x  =  ґ(1 -  sin t) ,
І у =  t COS t, to =  0.

x  =  3 cos t, 
у =  4 sin t, to =  я / 4.

27.

29.

x  =  2 tg t,

у =  2 sin2 t +  sin 2f, 
ґо =  я / A.

fx  =  sin t,

І у  =  а', ґо =  0 .

16.

18.

x  =  a sin ґ,

у =  a cos3t, to =  я / 6.

x  — ( t  +  1 )/ t ,
у =  ( t  -  1 )/ Ґ, to =  -  1.

20 Iх ^
■ I у  =  t -  arctg t, to =  1.

22.

24.

26.

28.

30.

x =  (1 +  t3) / { t 2 -  1), 

у  =  t/ ( t 2 -  1), to =  2.

y = t 2 -  t3, to =  1 .

x  =  2 cos t, 

у  =  sin t, to =  — я/ 3 .

X =  / + 1 ,

у — t2, to =  — 2.

X =  sin t,
у =  cos 21, to =  л / 6 .

Задача 17. Знайти похідну n-го порядку:

I. у =  х е * .

3. у =  r̂e f T r r  .

5 .у  =  lg  (5 х  +  2).

7. у =  х / (2 (3 х  +  2 )). 

9 -у  =  V x  .

I I .  у  =  23х + 5.

13. у =  'ПРГТТ .

2. у =  sin 2х +  cos (х  +  1).

4. у  =  (4 х  +  7 )/ (2х  +  3).

6. у =  а3х.

8. у =  lg (х  +  4).

10. у =  (2 х  +  5 )/ (1 3 (3 x  +  1)).

12. у =  sin (х  +  1) +  cos 2х.

14. у =  (4 +  1 5х )/ (5х  +  1).
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23. у  =  ' f e snrT .

25. у  =  lg  (2 x  +  7).

27. у =  x / ( x  +  1).

15. у =  lg  ( Зх +  1).

17. у  =  x / (9 (4 x  +  9 )).

19. у =  4/x.

2 1 .у =  a2* * 3.

16 .y  =  75*.

18. у =  l g ( l  +  x ) .

20. у =  (5 x  +  l )/ (1 3 (2 x  +  3 )).

22. у =  sin (3 *  +  1) +  cos 5x.

24. у =  (11 +  1 2 x )/ (6 x  +  5 ).

26. у =  2la.

28. у =  log3 ( x  +  5).

29. у  =  (1 +  x )/ (1 -  jc) .  30. y = { l x +  l )/ (1 7 (4 x  +  3)).

Задача 18. Знайти пох ідну вказаного порядку:

\ . у = ( 2 х 2 -  7 ) In (ж -  1 ), /  =  ?

2. у  =  (3  -  х 2)  \п2х,  у111 =  ?

3. у =  х  cos х 2, у111 =  ?

6 .у  =  (4 х 3 +  5 )е 2х + \  yv  =  ?

7 .у  =  х 2 sin (5х  -  3 ), у111 =  ?

8. у  =  (In  х ) / х 2, У у  =  ?

9. у  =  (2 х  +  3 ) In2 х, уш =  ?

10. у  =  (1 +  х 2)  arctg х,  У "  =  ?

11. у  =  (In  х ) / х 3, y v  =  ?

12. у  =  (4 х  +  3 )2 -\  yv  =  ?

13. у =  є1" 2* sin (2  +  Зх ), y,v =  ?
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ln  (3  +  x )  ДІІ _  0

14- ^ =  з + ;  ' y  = ?
15. у =  (2 x 3 +  1) cos x, yw =  ?

16. у =  ( x 2 +  3 ) l n ( x -  3 ), / "  =  ?

17. у  =  (1 -  x  -  x 2)e (x~ ly 2 , ^  =  ?

18. у  =  (1 / * )  sin 2x, y111 =

19. у =  ( x  +  7 ) ln  ( x  +  4 ), yv  =  ?

20. у  =  (3 *  -  7 )3 'x, yIV =  ?

2 i

22. у  =  / /2 sin 2 *, У У =  ?

23. у  =  (ln  x ) / x 5, ym =  ?

24. у =  x  ln (1 -  3 * ),  y v  =  ?

25. у =  ( x 2 +  3 *  +  l ) e 3* + 2, yv  =  ?

26. у  =  (5 *  -  8 )2 "*, yIV =  ?

/ - ?

28. у =  e~* (cos 2x  -  3 sin 2 * ),  y v  =  ?

29. у  =  (5 *  -  1) In2 x, / '  =  ?

30. у =  І 2 І | Д , y v  =  ?

Задача 19. Знайти похідну другого порядку у „ "  ф ункції, за­
даної параметрично:

-  ?

( х  =  cos 21, _ \х =  — t1

h  y  =  2 s e c 4  • Л  У = 1 / < -

„  I *  =  e ' COS /, 4

’ І у  =  e1 sin Ґ.

x  =  sh2 1, 

у  =  1 / ch2 1.
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^ ( х  =  t +  sin t,
■ і у =  2 -  cos t.

7 x  =  V t  ,
} y =  l / V T ^ l .

о Г* =  tg  t,
' =  1/sin 2t.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

x  =  V t  ,
y =  ^ T = T .

X =  ^ 7  
у =  ln t,

1 ,

10.

12.

14.

x  =  1/f, 

y = l / ( l  +  t2) .

x  =  sin t, 
у =  sec Ґ.

=  V T = T ,  
у  =  7/V* -  1 .
x  =  cos ґ/(1 +  2 cos t ) , 
у  =  sin f / ( l  +  2 cos ґ).

x  =  sh t, 

у =  th2 1.

x  =  v T ^ T , 
у =  l / V t .

x  =  V t -  3 , 
у  =  ln ( f  -  2).

X =  t +  sin t, 
у =  2 +  cos t.

X  =  cos t, 
у  =  ln sin t.

x  =  e\ 
у =  arcsin t.

x  =  ch t, 
у  =  ^sh t .

x  =  2 ( t  -  sin ?), 
>> =  4(2 +  cos ґ).

x  =  1/ f2, 

j  =  l / ( t 2 +  1).

Задача 20. Довести, щ о 
диф еренціальне рівняння:

16>  =  cos2 і, 

\ У =  tg t.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

ЗО.

X =  sin t, 
у =  In COS t.

X  =  t  — sin t, 
у =  2 -  cos t.

X  =  cos t +  t sin t, 
у  =  sin t -  t COS t.

X  =  COS t,

у =  sin4 ( t/2 ).

x  =  arctg t, 

у =  t2/ 2.

X  =  sin t — t COS t, 
>’ =  COS t +  t sin t.

X  =  COS t +  sin t ,

j y  =  sin 21. 

ф ункція у задовольняє відповідне

l . y  =  хе 2. у = sin д:
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ху ' =  (1 -  х 2)у.

3. у  =  S e *  +  S / 3 ,  

у' +  2у -  е .

5. у  =  х  V l -  хТ ,

уу' =  х  -  2л:3.

7. у  =  — 1 / (3 *  +  с ),

У' =  Зу2.

9. у  =  V *J -  сх ,

(х 2 +  y2)cfx -  2xycfy =  0.

l l . y = e ’g(x/2),

у ' sin .V =  у  ln у.

13. у =  (b  +  х )/ (1  +  bx ), 

у  -  ху ' =  b ( l  +  х 2у ' ) .

(1 +  е )у у '  =  е .

1 +  у2 +  хуу' =  0.

19. у  =  а +  7 х / (о х  +  1), 

у  -  ху' =  й(1 +  х 2/ ) .

21. у =  |V x  +  Vx +  1 ,

ху ' +  у  =  cos X.

А. у  =  2 +  с  V I  -  де7 , 

(1 -  х 2)у ' +  ху  =  2х.

у ' -  у  tg  х  =  0.

8. у  =  In (с  +  / ) ,  

у ' =  і? -у.

10. у  =  х (с  — І п х ) ,

(х  — y )d x  +  xdy  =  0.

12. у  =  (1 +  х ) / (1 — х ),

14. у  =  У2 +  Зх -  Зх2 , 

уу ’ =  (1 -  2х )/у .

16. у  =  tg  In Зх,

(1 +  y2)d x  =  xdy.

18. у  =  ^ х  — In х  — 1 ,

In х  +  у2 -  Зху2у ' =  0.

20. у  =  a tg  ^  -  1 ,

а2+  у2+  2х V ox  -  Xі у ' =  0.

22. у  =  (х 2 +  \)ех\
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23. у  =  } - - ■  +  -  > 24. у  =  ех + *  +  2<f,
лг3 Н- 1 ^

jc( * 3 +  1 )У  +  (2jc3 -  1)у =  У  ~  У — 2хех + *  .

з
Xі  - 2  

х

25. у =  -  х  cos х  +  Зл:, 26. у =  І /Vsin х  +  х  ,

ху' =  у +  х 2 sin х. 2 (sin  х )у '  +  у  cos X =

=  у3(х  cos х  — sin х ) .

27. у =  х / ( х  -  1) +  х 2, 28. у =  x/cos  х,

х ( х  — 1)у' +  у =  х 2( 2 х  -  1). у' -  у tg  х  =  sec х.

29. у  =  ( х +  1 ) V -  1), ЗО. у  =  2 +  cos х,

у1 -  =  2*0 +  Х) П• jc(sin х )у ' +  (sin  X -

- х  cos х )у  =  sin X cos X - X .

Задача 21. Розкласти  ф ункцію  за ф орм улою  М аклорена:

I. 9 / ( 2 0  — jc — х 2).  2. х 2/у/4 -  5х  .

3. In (1 -  х  -  б.*2).  4. 2х  cos2( * / 2 )  -  х

5. (sh 2 х )/ х  -  2. 6. 7 /(1 2  +  jc  -  jc2) .

7. jc /  3V27 — 2jc . 8 . ln  (1 +  jc -  6 jc2).

9. ( jc  -  1) sin 5 jc. 10. (ch  3 jc -  1 ) / jc2.

I I .  6 / ( 8  +  2x  -  x 2).  12. 1 / (^ 1 6  -  3jc).

13. ln (1 -  jc -  Ш 2). 14. (3  +  O 2-

15. (a r c s in  ,x ) / jc  — 1. 16. 7/ (12  -  jc — jc ) .
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17. x 2 V4 -  Зх.

19. 2x  sin2 (x / 2 )  -  x. 

2 1 .5 / (6  +  x -  x 2).

23. ln (1 +  x  — 12x2).

25. (arctg x )/ x .

27. Ш  -  5x .

29. (2  -  / ) 2.

18. ln  (1 +  2x  -  8x2).

20. (x  -  1) sh x.

22. *  ^27 -  2x.

24. (sin  3 x )/ x  -  cos 3x.

26. 5 / (6  -  x  -  x 2).

28. ln  (1 -  x  -  20x2).

30. ( x  -  1) ch x.

Задача 22. П обудувати  графіки рац іональних ф ункцій  за до­
помогою  пох ідної першого порядку:

1. у  =  2х3 -  9х2 +  12х -  9. 2. у =  Зх -  х3.

3. у =  х2(х  -  2) \

5. у =  2 — Зх2 — х 3.

I . у  =  2х3 -  Зх2 -  4. 

9 . у = ( х -  І ) 2 (х  -  З )2.

I I .  у =  6х — 8х3.

1 3 .у -=  2х3 +  Зх2 -  5.

15. у =  (2 х  +  І ) 2 (2 х  -  І ) 2. 

17. у =  12х2 -  8х3 -  2.

19. у  =  27 (х3 -  х 2) / 4 -  4. 

21. у  =  х 2(х  — 4 )2/ 16.

23. у  =  (16 -  6х2 -  х 3)/ 8 .

4. у  =  (х 3 -  9х2)/4  +  6х -  9.

6. у  =  (х  +  І ) 2 ( х -  І ) 2.

8. у  =  Зх2 -  2 -  х3.

10. у  =  (х 3 +  Зх 2)/ 4  -  5.

12. у  =  16х2 (х  -  І ) 2.

14. у  =  2 — 12х2 -  8х3.

16. у  =  2х3 +  9х2 +  12х.

18. у  =  (2 х  -  І ) 2 (2 х  — З )2.

20. у  =  х (12  -  х 2) / 8 .

22. у  =  27(х 3 +  х 2)/ 4  -  5.

24. у  =  -  (х 2 -  4 )2/ 16.

25. у  =  16х3-  36х2+  24х -  9. 26. у  =  (6 х 2 -  х 3 -  16)/8.

27. у  = -  (х  -  2 )2(х  -  6 )2/16. 28. у  =  16х3 -  12х2 -  4.

29. у  = (1 1 +  9х — Зх2-  х 3)/ 8 . ЗО. у  =  -  (х  +  І ) 2 (х  -  3 )2/16.
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Задача 23. П обудувати  граф іки ф ункцій, які м істять ірра­
ц іональн ість, за допомогою  пох ідної першого порядку:

1. у -  1 -  V  -  2х  .

2 .у  =  2 х -  3 * 7 .  •

3. у =  12  * 6 ( х  -  2 )2/ ( х 2 +  8).

4. у =  -  12 * 6 ( х -  І ) 2/ ( х 1 +  2х +  9).

5. у =  1 -  ^  +  2х .

6. у  =  2х  +  6 -  3 ^  +  3 )і  .

7. у  =  6 * 6 (х  -  3 )2/ (х 2 -  2х  +  9 ).

8. у =  1 — * х 2 +  4х  +  3 .

9. у  =  3 % (х  -  З )2 -  2х  +  6.

,10. у  =  — 6 * 6 х 2/ (х 2 +  4х +  12).

11 .у »  4х +  8 - 6 * ( х  +  2 ) і  .

12. у  =  3 % 6 ( х -  4 )2/ ( х 2 - 4 х +  12).

13. у  =  ^ х (х  +  2 ) .

14. у  =  ^х^ +  4х  +  3 .

15. у  =  -  3 ^6(jc +  1 )2/ (х 2 +  6х  +  17).

16. у  =  6 % ( х -  2 )2 -  4х  +  8.

17. у  =  3 % Ь (х  -  5)2/(х2 - 6 х +  17).

18. у  =  2 +  ^8х  ( х  +  2 ) .

19. у  =  6х -  6 -  9 ^ (х  -  І ) 2 .

20. у  =  * х 2 +  6х +  8 .

21. у  =  ^ 4 х  (х  — 1) ..

22. у  =  -  3 ^ 6 (х  +  2 )2/ (х 2 +  8х +  24).



23. у  =  ^ jc( x  -  2 ) ,

24. у =  1 — У х 2 -  4х +  3 .

2 5 .у  =  9 * ( х  +  І ) 2 -  6 *  -  6.

26. у =  6 ^ 6 (х  +  3 )2/ (х 2 +  Ю х +  33).

27. у  =  8х -  16 -  12 * ( х  -  2)*  .

28. у  =  -  6 ^ 6 (х  -  6 )J/ (x 2 -  8х +  24).

29. у  =  12 * ( х  +  2 )2 -  8х -  16.

30. у  =  3 ^ 6 (х  -  1 )2/ (2 (х 2 +  2х +  9 )).

Задача 24. Знайти найбільш е та найменш е значення ф ункції 
на заданих відрізках:

1 .у  =  х 2 +  у  -  16, [1 ,4 ] .

2 . у = 4  — х - 4 ’ 11 .4 ].
х

3 .у  =  ^ 2 (х  — 2 )2(8 — х ) -  1 , [0 ,6 ] .

2 (х 2 +  3)
4- У =  2 п ■ с ’ f "3 ’ 3 1- 

х  — 2х +  5

5. у =  2 Vx — х, [0 , 4 ].

6-У =  1 +  Ь ( х -  1)2( х -  7 ) , [ - 1 ,5 ] .

7 .у  =  х  -  4 vGc +  5, [1 ,9 ] .

8. у  =  Ю х/ (1 +  х 2) ,  [0 , 3 ].

9 .у  =  ^ 2 (х  +  1 )2(5  -  х )  -  2, [ - 3 ,3 ] .

10. у  =  2х2 +  ^ -  59, [2 ,4 ] .
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12 . у  =  ^2х г(х  ~  3) , [ -1 , 6 ].

13. у  =  2 ( — х2 +  ї х -  7 ) / ( х 2 - 2 х  +  2 ), [1, 4 ].

14.у =  х  -  А уП Г П  +  8, [ - 1 ,7 ] .

1 5 .у =  ^2(х  -  2 )2(5  -  х)  , [ 1 ,5 ] .

16. у =  4лг/(4 +  * 2) , [-4 , 2 ] .

17. у =  -  у  +  f  +  8 , [ - 4 ,- 1 ] .

18. у *  h x \ x  -  6) , [ - 2 ,4 ] .

— 2х (2х  +  3) 

х2 +  4х +  519-У

2 0 . , -------- 1 - 5 ,1 |.
х  +  2х  +  5

21. у  =  ^ 2 (*  — 1 )2(х  — 4) , [0 ,4 ] .

2 2 .у  =  х 2 — 2х +  1 6 / ( х -  1) -  13, [2 ,5 ] .  ,

23. у  =  2 V *  — 1 — х  +  2, [1, 5 ].

24. у  =  ^ 2 (х  +  2 )2(1 -  х )  , [ - 3 ,4 ] .

25. у  =  -  х 2/2 +  2 *  +  8 / (х  -  2 ) +  5, [-2 , 1 ].

26. у  =  8jc +  4 / х 2 -  15, [1 / 2 ,2 ].

27. у  =  * 2 ( х  +  2 ) \ х  -  4 ) +  3, [-4 , 2 ].

2 8 . у = * 2 +  4х +  ^ у - 9 ,  [ - 1 ,2 ] .

29. у  =  4 / х2 -  8л: -  15, [-2 ,-1 / 2  ].

30. у  =  ^ 2 (л  +  \ )2( х  -  2 ) , [-2 , 5 ].

Задача 25.
а ) Р и балц і треба переправитись з острова А  на острів В  (рис. 

35 ). Щ о б  поповнити свої запаси, він повинен попасти на д ілянку 
берега M N .  Знайти найкоротш ий ш лях  рибалки S =  S\ +  S i  при 
заданих умовах:

210



< £ )

t +  k

1. a =  200, b =  300, Я  =  400, A =  300, L  =  700.

2. a -  400, 6 -  600, Я  =  800, A -  600, L  -  1 400.

3. a =  600, Z> =  900, Я = 1  200,

Л =  900, £  =  2 100.

4. a =  800, 4 =  1200, t f =  1600,

A =  1 200, L  =  2 800.

5. a -  1 000, b =  1 500, Я  -  2 000, 

h =  1 500, L  =  3 500.

6. a =  400, і  =  500, H  =  300,

A =  4 0 0 ,1/=  700.

7. a =  800, й - 1  000, H  =  600, A =  800, L  =  1 400.

8. a  =  1 200 ,b =  1 500, Я  =  900, A =  1 200, L  =  2 100.

9. a =  1 600, A =  2 000, Я  =  1 200, A =  1 600, L  =  2 800.

10. a =  2 000, 4 =  2 500, Я =  1 500, A =  2 000, L  =  3 500. 

б Г П ід  час підготовки до іспиту студент за ґ днів вивчає

у  частину курсу, а забуває a t  -у  частину. За скільки днів

студент вивчить максим альну частину курсу.'

11. * = 1 / 2 ,  a  =  2/49.

13. & =  1/2, a  “ 2/121.

15. * = 1 ,  a  =  1/25.

17. 1, с е -  1/36.

19. £ =  2, a  =  1/18.

12. к ш 1/2, а  =  2/81.

14. Jfc- 1/2, a  =  2/169.

16. Л -  1, « =  1/16.

1 8 . J f c = l , a - l / 4 9 .

20. к - 2 ,  а  =  2/49.

в) Т іл о  масою то =  3000 кг падає з висоти Я  м і втрачає масу 
пропорційно часу падіння. Коеф іцієнт пропорційності к =  100 кг/с. 
Враховую чи, щ о початкова швидкість vo =  0, прискорення g “  
=  10 м/с2, та нехтую чи  опором повітря, знайти найбільш у к іне­
тичну енергію  т іла , якщ о Я  набуває значення:

21 .500 ; 22 .605 ; 23 .720; 24 .845 ; 25.980;
26.1125; 27 .1280; 28.1445; 29 .1620; 30.1805.
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Задача 26. Д ослідити  поведінку ф ункц ії в околі заданих точок 
за допомогою  похідних вищ их порядків:

1. у =  х 2 -  4 *  -  ( *  -  2 ) In ( х  -  1), *о =  2.

2. у =  4х -  х 2 — 2 cos ( х  — 2 ), Хо =  2.

3. у =  6е*~ 2 -  х 3 +  Зх2 -  6 *, хо =  2.

4. у  =  2 In ( *  +  1) -  2 *  +  х 2 +  1, *о =  0.

5. у =  2х -  х 2 -  2 cos ( *  -  1), *о  =  1.

6. у =  cos2 ( *  +  1) +  х 2 +  2х, хо =  -  1.

7. у =  2 1п х  +  х 2 -  4х +  3, * о = 1 .

8. у =  1 -  2 *  -  * 2 -  2 cos ( *  +  1), *о =  -  1.

9. у  =  * 2 +  6 *  +  8 -  2 / +2, * 0 =  -  2.

10. у  =  4 *  +  * 2 -  2ех+1, * о =  -  1.

11. у  =  ( *  +  1) sin ( *  +  1) -  2 *  -  х 2, *о =  -  1.

12. у  =  6 / _1 — 3 *  — х 3, *о =  1.

13. у =  2 *  +  * 2 -  ( *  +  1) In (2 +  * ) ,  *о =  -  1.

14. у  =  sin2 ( *  +  1) -  2 *  -  * 2, * 0 =  -  1.

15. у  =  * 2 +  4 *  +  cos2 ( *  +  2 ), *о  =  -  2.

16. у  =  * 2 +  2 In ( *  +  2 ), *о =  -  1.

17. у  =  4 *  -  * 2 +  ( *  -  2 ) sin ( *  -  2 ), *о =  2.

18. у =  6 /  -  * 3 -  З *2 -  6 *  -  5, *о =  0.

19. у  =  * 2 -  2 *  — 2 / -2, *о =  2.

20. у  =  sin2( *  +  2 ) -  * 2 -  4 *  -  4, *о =  -  2.

2 L  у  =  cos2 ( *  -  1) +  х 2 -  2х, хо =  1.

22. у  =  * 2 -  2 *  -  ( *  -  1) In * ,  *о =  1.

23. > • = ( * -  1) sin ( *  -  1) +  2 *  -  * 2, *о =  1.



24. у  =  Xі  -  4x +  cos2(x  -  2 ), x 0 =  2.

25. у =  x A +  4x3 +  12x2 +  2 4 (x  +  1 -  / ) ,  Xo =  0.

26.y =  sin2 ( x  -  2 )  -  x 2 +  4x  -  4, x 0 =  2.

27. у  =  6 / +1 -  x3 -  6x2 -  15x -  16, xo =  -  1.

28. у  =  sin x  +  sh x  -  2x, x 0 =  0.

29. у =  sin2 ( x  -  1) -  x 2 +  2 *, xo =  1.

30. у =  cos x  +  ch x ,  xo =  0.

Задача 27. Знайти асимптоти та побудувати графіки ф ункцій:

1 .у  =  (17 — х 2)/ (4 х  — 5).

2. у =  ( х 2 +  1 ) / ^ 4 х 2 -  3 .

3. у =  (х 3 -  4 х )/ (3 х 2 -  4).

4. у  =  (4 х 2 +  9 )/ (4 х  +  8).

5. у =  (4 х3 +  Зх2 -  8х -  2 )/ (2  -  Зх2).

6. у  =  ( х 2 -  3 )/ ^ 3 х і  -  2 .

7. у  =  (2 х 2 -  6 )/ (х  -  2).

8. у  =  (2 х3 +  2х2 -  Зх -  1 )/ (2  -  4х2).

9. у  =  (х 3 -  5 х )/ (5  -  Зх2).

10. у  =  (х 2 -  6х +  4 )/ (З х  -  2 ).

11. у =  (2 -  х 2 ) / ^ 9 х 2 -  4 .

12. у  =  (4 х3 -  З х )/ (4 х 2 -  1).

13. у  =  (З х2 -  7 )/ (2 х  +  1).

14. у  =  (х 2 +  1 6 )/ ^ 9 х2 — 8 .

15. у  =  (х 3 +  Зх2 -  2х -  2 )/ (2  -  Зх2).

16. у =  (21 -  х 2 ) / ( 7 х  +  9).

17. у =  (2 х 2 -  1 )/ ^ х і  -  2 .
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18. у =  (2 х3 -  Зх2 -  2х  +  1 )/ (1  -  Зх2).

19. у =  (х 2 -  1 1 )/ (4 х  — 3).

20. у  =  (2 х 2 -  9 )/ ^ х 2 -  і  .

21. у  =  ( х 3 -  2х2 -  Зх +  2 )/ (1  -  х 2).

22. у =  (х 2 +  2х  -  1 )/ (2 х  + 1 ) .

23. у  =  (х 3 +  х 2 -  Зх -  1 )/ (2 х 2 -  2 ).

24. у =  (х 2 +  6х +  9 )/ (х  +  4 ).

25. у  =  (Зх2 -  10 )/V 4x2 -  1 .

26. у  =  (х 2 -  2х +  2 )/ (х  +  3).

27. у  =  (2 х3 +  2х2 -  9х -  3 )/ (2 х 2 -  3 ).

28. у  =  (З х2 -  10 )/ (3  -  2х ).

29. у  =  ( -  х 2 -  4х +  1 3 )/ (4 х  +  3 ).

30. у  =  ( -  8 -  х 2)/ ^ х 2 -  4 .

З ад ач а  28. Провести повне дослідження функцій та побуду­
вати  їх  графіки, застосовуючи приклад 10, § 8:

I .  у  =  (х 3 +  4 )/ х 2. 2. у  =  (х 2 -  х  +  1 )/ (х  -  1).

3. у  =  2 / (х 2 +  2х ). 4. у  =  4х2/ (3  +  х 2).

5. у  =  12х/(9  +  х 2). 6. у  =  (х 2 -  Зх +  3 )/ (х  -  1).

7. у  =  (4  -  х 3)/ х 2. 8. у  =  (х 2 -  4х +  1 )/ (х  -  4 ).

9. у  =  (2 х3 +  1 )/ х 2. 10. у  =  (х  -  1 )2/ х 2.

I I . y  =  x 2/ ( x - І ) 2. 12. у  =  (1 +  1 / х )2.

13. у  =  (12 -  Зх2)/ ( х 2 +  12). 14. у  = (9  +  6х -  Зх2)/ ( х 2 -

-  2х +  13).

15. у  =  -  8 х / (х 2 +  4 ). 16. у  =  ( ( х  -  1 )/ (х  +  І ) ) 2.

17. у  =  (Зх4 +  1 )/ х 3. 18. у  =  4 х / (х  +  І ) 2.
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19. у =  8 ( *  -  1 ) / (де +  І ) 2. 20. у =  ( І -  2xs)/ x 2.

21. у =  4 / (х 2 +  2 х -  3). 22. у =  4 / ( 3  +  2х -  х 2).

23. у =  (л:2+2дс—7 ) / (дс2+  2х -  3). 24. у =  1/(хА -  1).

25. у =  -  ( х / (х  +  2 ) ) \  26. у =  ( * 3 -  3 2 ) /х 2.

27. у =  4 ( *  +  1)2/ (х 2 +  2х +  4). 28. у =  (Зх -  2 )/ х\

29. у =  ( х 2-  бде +  9 )/(де -  І )2. ЗО. у =  (х 3 -  21х +  54 )/х3.

Зад ач а 29. Побудувати графіки функцій:

„2(х + 1)
l . y =  (2 *  + 3 ) e " 2(Jt + 1). 2 . у =  е

2 (х  +  1)

3. у =  3 in -  *  3 -  1. 4. у =  (3 -  х )  І  2.

2-х
Є с , X

5 ' У =  2~—~х 6- у =  1пТ + 2  +  1-

2(х -  1)
7. у =  ( х  -  2) е . 8. у =  2(д. _  ■

9 . у =  3 -  З і п - ^ - ^ -  • 1 0 .у =  — (2дс +  1)е2(х + 1\

Л[х  + 2)

П ' У =  2(х +  2)  ' 12. у =  2 -

13. у =  ( 2 *  +  5)е_2(дг + 2). 14- У =  ~*Г~~  '
•J “  де

1 5 .y  =  21n j ^ y - l .  16 . у =  (4 -  дс)£*~3.

л” 2(л: + 2) , -з

І7 у =  -  2 ( ^ 2 )  - 1 8 . ) - 2  in £ ± 1 - 3 .

19. у =  (2jc — 1)еї(1 "**. 20. у — -  - 1’ •
x  +  2

2 1 .  у =  2 I n j ^ -  3 .  2 2 .  у =  -  ( je +  і У *  + 2).
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25. у  =  -  (2 х  +  3 )е2(х + 2\ 26- У ~  2 (х  — 1)

27. у  =  In - — -  +  2. 
J х

28. у  =  (х  +  4 )e -(Jt + 3)

, х  +  6 ,
ЗО. у =  I n ------------1.

J X

Задача ЗО. П обудувати  графіки ірраціональних ф ункцій:

1 .у  =  * (2  -  х ) (Xі -  4х +  1) .

2. у =  -  * ( х  +  3 ) (х 2 +  6х +  6) .

3. у =  * ( х  +  2 ) ( х 2 +  4 х + 1 )  .

4. у  =  * ( х  +  1) (х 2 +  2х -  2 ) .

5. у  =  ^ (х  -  1) (х "  -  2х -  2 ) .

6. у  =  ^ (х  -  3 ) (х 2 -  6х +  6) .

7. у  =  ^ (х 2 -  4х +  3 )* .

8. у  =  М *  +  2)* .

9. у =  V ( x  -  2 )5 .

10. у =  ^ (х 2 -  2х -  3 )" .

11. у  =  V ( x  +  4 )2 .

12. у  =  ^ х 2(х  -  4 )1 .

13. у  =  ^ (х  +  3 )х і  .

14. у =  * ( х  -  1) (х  +  2 )" .

15. у  =  ^ (х  -  І ) 2 -  * 7  .

16. у =  ^ (х  +  6 )х * .
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17. у  =  ^ ( х  — 4 ) (х  +  2 )2 .

18.у =  % ( х -  І ) 2 -  % (х  -  2 )2 .

19. у  =  І ( Х +  1) ( х  -  2 )2 .

20. у  =  ^ (jc — З )* 2 .

21. у =  У (х  — 2 )2 - ^ ( х - З ) 2 .

22. у  =  * ( х  +  2 ) ( *  -  4 )2 .

23. у  =  Щ х  — б ) * 2 .

24. у  =  V 7  -  * ( х  -  І ) 2 .

25. у  =  ? * ( *  -  З )2 .

26. у  =  % х (х  +  З )2 .
\

27. у  =  * ( *  +  2 )2 -  ї ( х  +  З )2 .

28. у  =  ^лг(л: -  б )2 .

29. у  =  Ух ( х  +  б )2 .

30. у =  У (х  +  І ) 2 -  * ( х  +  2 )2 .

Задача 31. П ровести повне дослідж ення ф ункцій та побуду­
вати їх  графіки, застосовую чи приклад 11, § 8:

1 v _  _sin JC + COS* і • У с .
2. у =  arctg [(s in  х  +  cos x )/ V T  ].

3. у  =  ln (cos x  +  sin x ).

4. у =  l/ (s in  x  +  cos x ) .

5. у =  e'/7$inx.

6. у =  arctg sin x.

7. у  =  ln ( V I  sin x ).

8. у  =  l/ (s in  x  -  cos x ).

9 . y = e siax- cosx.
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10. у  =  arctg [(s in  x  -  cos x ) / V J  ].

11. у =  ln  (s in  x  — cos де).

12. у  =  l/ (s in  x  +  cos x ) 2.

13. у  =  є " ’'* * 0" .

14. у  =  -  arctg cos x.

15. у  =  ln  ( -  V J  cos де).

16. у  =  l/ (s in  x  — cos де)2.

17. у  =  e - siDX- cos\

18. у  =  v'sin де .

19. у  =  ln  ( -  sin x  -  cos де).

20. у  =  ^ (s in  x  -  cos дс)/^2 .

21. у  =  e~ V7siax .

22. у  =  W  .

23. у  =  ln ( -  V I  sin де).

24. у =  Vcos де .

25. у  =  ecosx~ sinx.

26. у =  ^ (s in  x  +  cos х ) / ' Л  .

27. у =  ln (cos де -  sin x ).

28. у  =  Vsin де .

29. у  =  е ГІЮ5х.

30. у  =  V (s in  де +  cos х ) / уГ1 .
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и 7. _ 3 _  258. _  „  з,. 259, , g і . 260. _  .2 (|^ s ) ) . 

261-  з 7 ' 262' М Ї Т Т ? ' 2 6 х  2 И - а> ° ! 61 - І ■21

J  ___

2 6 8 . - - .  2 6 9 .-  .270.
у 1 х



^ T iW J T  - ™ -  У  • 275. -  *  1 7 6 . АX In 2л: у* _  уе* +  х  х

2 7 7 . - ] ^ “  . 278. -  1 і  . 279І— . 280. . 281.2.
І а - х  V I - х 2 х - у  І У

282. -  - .  283. -  1. 284.0 . 285. аЮ ; б ) 4; в ) -  6 ; г) 2 і 10.

286.а)Зхо; б ) 3. 287. | . 2 8 8 .-  V 3  ; -  1. 289 .^  . 290. -  arctg 2. 

291. Ра> tg а> х  sec сих. 292. A tg2 а> х. 293. (1; 0 ). 294. 1) arctg 2;

Лі ^  <5* 1 Л  • Зд . v 2 a. .
2 )^  ; 3) х =  1, у? =  у ; х =  -  1, <р =  - j - ; 4) ^ л ;  5 )х  =  О,

2 2
=  arctg ^ ; х  =  2 ,<р =  л  -  arctg ^ ; 6 ) х  =  0,уз =  0; х -  1,у> — 0; х*=

= 2, f =  arctg 8; 7 )х  =  -  2,<р =  arctg у  ; х  =  3, <р =  arctg ^ ;

1 7t
8) arctg^; 9) х  =  2 ,<р =  arctg2;x =  -  2 ,<р =  л  -  arctg 2. 295. j .

296.1) ( 1 ; -  4 ) ' ; f i ;  -  ; 2) < 0 ;-  5 ) ;< 1 ; -  4 ) (2 ;  - 5 ) ;

3 ) ( - 5 ; - ^ ) ; ( 3 ; - 6 е 3) ; 4 )  (лк; ( -  l ) k) , k G Z ;  5) ^

297.±  І  +  Ь г  , *  Є  Z . 298. ; In ]  . 299.( -  2; 3 ); ( 2; 7 ).

300. -  y ^ j  • 302. 1) Зу -  4л +  7 =  0; 2) у  =  4л: -  6;

3) х  =  3; 4 ) у  =  5 ) у  =  f ,  6) у  =  Зх; 7) у  =  ± х ;  8) у  =  \ ;

9) у = 0. 303. у  + Зх + 6 = 0. 304. у = 1; 2у + х -  2 = 0.

305. 1) х  +  2 =  0; 2) у  =  0; 3) 4у +  8х -  л  -  8 =  0;

4) х  -  2 =  0; 5) 2у +  х  — 1 =  0. 306. (2; 4 ). 309. у  -  2х +  1 =  0.



311. 1) у +  2 =  0; x  =  0; 2) у  +  Зх -  6 =  0; Зу -  х  -  8 =  0;

3) х  =  3; у =  0; 4) у  +  де +  6 =  0; у  =  х ; 5 ) у -  х  -  1 = 0 ;

У +  х -  3 =  0 ; 6 ) у  =  а(Ьх  +  1); у  =  а -  7) у  =  1; х  =

8) Зу +  2х -  1 =  0; 2у -  Зх  -  5 =  0; 11) у  +  х -  2 =  0 ; у  =  х; 

12) у  +  де — 8 =  0; у  =  х; 13) 13>- -  14* - 1 2  =  0;

14у +  ІЗдс — 41 =  0; 14) у =  де; у =  — х.

3 1 2 .1 ) х  -  у  +  2а  — у  =  0; *  +  у  -  у  =  0; 2 ) у  =  ал;

V I
х  +  а  =  0 ; 3 ) х  +  у  — у  =  0; х  -  у  =  0; 4) х  +  у  -  За =  0;

х  -  у +  а =  0; 5 ) х  =  0; у -  а =  0 .3 1 3 .1 ) (0 ;  0 ), <р =  у ;  (1 ; 1 ),

<р =  arctg | ;  2) (1 ; ±  2 ), <р =  arctg 3; 4) +  л:*; j  ,

arctg 2 V I ;  6) |ln у  , <р =  arctg 10) (0; 0 ), <р =  у  (2; 2) ,

<р =  a r c t g 11)  (1; 1> , р  =  arctg 3. 315. 2 V I ;  2; 2 V I ;  2.

316. 3 2 0 .1 ) arctg <р; 2) arctg <р; 3 ) arctg 4) у  -  2р.

322. th to. 323. 27. 325. 5g. 326. 12. 329. |  (1 -  e~ to).  331. 1 м/с.

332. Зм енш ується з швидкістю 0,32. 333. vx =  10 м/с;

v, =  (10 V J  -  9 ,8 ) м/с; v  «  V496 -  196 V J . 334. -  з| | | .

335. |з; y j  . 336. 4 V 5  км/год. 339. no. 340. b -  2cl; t =  ^  .

Л
341. . 342. 0,05л;  0,2л.  343. Д іагональ зростає з швидкістю

=  1,96 см/с; а площ а —  з швидкістю 10 м/с-345. C0S а
п cos Р  ' 
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346. -  Atp sin ipt. 347. iocok cos cot. 350. 1,003.353. 9л.

354. Ду «  0,003001; dy =  0 ,003.355. Ay ~  0,00739; dy =  0,0075. 

356. Ay  ®  0,008006; dy •  0,008. 357. 2. 358. -  2 .361 . x  =  як ,

к Є  Z . 362. (12х2 +  4х +  \)dx.  363. (5 х 4 +  2х  +  - j j ]  dx.

364. V x  — ^  V x  +  41 dx. 365.
2xdx

24 2
367.

3 V (1 +  x z)

dv

(1 + v2) t

368. -
2dx

(s in  x  — cos x )

372. 2e' sin t dt. 373. — f  sin <p d<p. 375.

, . 370. ТГ"d x . 371. 4esin 4jr cos 4x c/x. 
2 2x

2e'
lx

1 +  <?
4дг'dx.

376. x C0SX -  sin x  ln  x j  dx. 377. x*2 + \ ln  x 2 +  1 )dx .

378.

381.

1 1
2 Vx 4 V7

sin x  

^4 cos2 x  — 1

dx. 379. 

tfx. 382.

1 +
1

1 * ' 2 Vx
T 7  Vx +  v^

c/x.

Vi

x  arccos x  , 4 ,
--------------------- dx. 390. -  -=dx.,.2\ 7

1 -  X і  (1  -  X  )

391. -  6Jx. 396. c/x. 397. 2,0058. 400. 1,5507. 401. 0,765.

402. 0,940. 403. 1) 4,125; 2) 4,083; 3) 2,062. 404. Збільш иться 

на 18,8 c m 2. 405. =  0,03. 408. Збільш иться на 2,23 c m .

2
409. 4 (3x2— 1). 410. 6 (*  J o  12^. 411.

(x  +  l ) 3
412. -  — — — j  

(x 2+  l ) 2

413. 2e* cos x. 414. 2 *(x2 In2 2 +  x  In 16 +  2 ). 415. e ( x  +  2).

416. -
1

sin2 X
. 418. 4 ch 2x. 421.

3 x ^ 1  -  xT +  (1 +  2x2) arcsin x

(1 -  х 2) І

1 1 . 2 Q

422. x 1' 1 [x (ln  x  +  1 ) 2 +  1 ]. 423. -  . 425. 2.437. n *  f  -  d x 2.
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439. 2е~ \ 2 х 2 -  10л: +  5 )d x 2. 441. -  — (ІП * W . 444. а0п !

445.
2п і  ( -  І ) " ' 1 (в  -  1) ! З"

(1 -  х )
^ 7 1 -4 4 7 .

(Зх  +  4 )”

453. ( -  1 ) пп !

пл

1 ~ Г

454. ( ~  1 )"я

10080

+ 1 ) ” ( х  -  і у л  +  1 )

+  7T r W l - 456-(х  -  7 ) " + 1 (х  +  2)

720

(х  -  І ) 7

457. — 8 . 458. 5 (3 9 cos Зх +  cos х ) — 4 (3 10 sin Зх +  sin х ).
X £

460. -  4е~х cos х. 465. 2 • 6 ! d xA =  1 4 4 0 d x\  469. -

472. - % L ± A -  . 473.
( x  +  y +  l ) 3 (e? +  l ) 3

81

4>’3

475.-
(1 -  cos (x  +  y ) )Г Г Г ^  ■ 477' ~7  • 481. -  ~  . 483.

(x  -  y ) 6t

1 + 1 

4t3 '

484. -  — -  ■ . 486. 0. 487. (1 +  t2) (1 +  312).  488. 2e61.
4 sin t

2(1 +  t )3
489. . 491. -  tg3 t sec t. 492. 2. 494. -  0,5.

1e

.no 3 cos t , nn 4e2'(2  cos t +  sin t ) „
498. _  500> . 503. k 4 .  504.0. 505.0.

16s inJ r (sin  t -  cos 0

5 0 9 .x ”  = (3 ( f " ) 2 - f  ■ f " )  . . .
/«v3’ л  "" --- <; . D l l .

ch2 1W Y '  ( f ' ) s

513. ax — 0, ay =  — g, a =  — g. 515. — g. 516. 7,5 км/год.

519. t  =  2 c : 13 ±  , 14 t =  3 c : 19 Ц  , 18 4  • 520. -  A k 2e~ l
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524. 4 т  • 541. {1 ■ 556. (2; 4 ). 557. 0,5 або V I .  568. f  .
24 3 **

569. 1,5. 570. -  1. 572. -  . 573. 34  . 574. 0,5. 575. -  4  . 576. 1.
n 4 /

, -  і  . 579. ln f  . 580. -  І  . 581. cos a. 582. 2.583. -  1.584. -  j  .
o £ 0

578,

585. і  . 586. -  4  • 587. -  2. 588. . 590. 2. 591. 0. 592. 0. 593. 2.
0 o I I

594. -  . 595. . 596. -  1. 597. 0. 598. 0,5. 599. 0. 602. -  0,5.

603. -  0,5. 605. 1. 606. 1. 607. 1. 608. 1. 610. 1. 611. 1. 612. 1.

і і  - -  
613. e. 614 .1 . 615. -  . 616 .1 . 617 .1 . 618. e2. 619. e \  620. e *.

e

" 2 kx k
621.1 . 622.1. 623. 0. 6 24 .1 ) e5 £  - r y  +  o(jcb);

* = o K •

n cos 3 +

3 ) 2

for

3 k !
■xk +  o ( x n) ;  4) 2 ) 3kxk +  o (x " );

k = 0

5) І  +  о (х У ,  7) ln 3 +  І  ( ~  **  +  ° ^ '
к= о  J  * = і  \  /

8) 2  ( -  l)*2* + 5q n 2)‘ iJfc
/с = о *  •

X* +  о (х п).

” яг- +  ? ,

625. 1) 2 +  2  +  ° ( * " ) ;
к = і «5 л  •

5> І  H t - 2 ^ іг  +
к = 1 * = 1 

п гк к п, п с к к п ,

7 ) 1 п 2 - 2  І 1 +  І )  Т  +  о ( * " ) ;
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"  4 2 * +  1 2 *  + 2

® , ? .  (24  +  1 ) !  +

1 п 2к + 1
5 ) ^  У  (4 “  * 1 -  22к + 1)  ------ --------- +  0( х 2п * \

2 кТо (2к + 1) ! + ° (х )•

1 А  (2 1к +  42*'» г 2к + 1

+ « Г " *

8,i? 0(2“ + 6“)<Wі * 0^ -

. 3* sin ( і  +  ( х  -  1)*

628. 1) £  ---------- L - k J l--------------+  о ( ( х  -  1 )");

2)

/с -  О

V  lu l l *
Є ~  е ^  к і  ( к +  ! )  ( х  +  ! ) *  +  о ( ( х  +  1 )"). 629. 1) -  15;

2) 0; 3) 60 ! 632. ^  . 633. 0. 634. | . 635. ^  . 636. -  2. 637.

638 .1 . 639.0. 640. -  4. 641. у .  643. -  6. 644. J  . 646.0,5.648.0,4.

649. В інтервалі ( -  оо; 2) -  спадає, (2 ; +  оо) _  зростає.
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650. ( -  о о 2 ) і (0 ; +  оо) —  спадає; ( -  2; 0 ) —  зростає.

651. ( -  » ;  -  1) і (0 ; 1) — спадає, ( -  1; 0 ) і (1 ; +  °о ) —  

зростає. 652. ( -  І ;  3) —  спадає, ( - ' оо; - 1 )  і (3 ; +  оо) —

зростає. 653. оо; , (1 ; +  оо) —  зростає, l j  —

спадає. 654. ( -  оо; — 1) —  спадає, ( -  1; +  оо) —  зростає.

655. ( -  оо; 0 ), (2 ; +  оо) —  спадає, (0 ; 2 ) —  зростає.

656. ( -  оо; 1 -  v 'J ); (1 +  V J ; +  оо) —  зростає, (1 -  'Г5\ 1),

(1 ; 1 +  V 3 ) —  спадає. 657. ( -  оо; 2 ) —  спадає, (2 ; +  оо) —

зростає. 658. ^1; ^ j  — спадає, +  ooj — зростає.

660. (0 ; 1 ) ,  (1 ; е) —  спадає, ( е ; +  оо) —  зростає. 661. ( -  <»; 4 ), 

(4 ; +  оо) —  спадає. 662. ( -  оо; 4 ), (16; +  оо) —  зростає, (4 ; 10), 

(10; 16) —  спадає. 664. (-2 ; 0 ) —  зростає. 667. ( — оо; 0 ) —  

зростає, (0 ; +  оо) —  спадає. 669. ( -  оо; -  3) —  спадає,

( -  3; +  оо)  —  зростає. 670. ( — оо; — е ~ 2)  —  зростає,

( -  е ~ 2; 0 ) —  спадає. 671. а >  0. 672. а <  -  3, а >  1.

673. 0 <  а <  28. 674. а >  1. 675. а >  0. 676. х =  1 —  максимум, 

х  =  6 —  м ін імум . 677. х  =  1 —  максимум, х  =  5 —  м ін імум.

678. я =  0 —  максимум , х  =  ±  1 — м ін імум . 679. ->с =  1 —  

максимум, х  “  3 —  м ін ім ум , х  ш 0 —  екстремума немає.

7 З
680. х  =  j  —  максимум , х  =  3 —  м ін імум . 681. х  =  ^  —

максимум, х  =  1, х  =  2 —  м ін імуми. 682. х  -  -  2 —  максимум,

2 1 
х  =  g  —  м ін ім ум , х  =  4 —  екстремума немає. 684. х  =  ^  —

1 ± \Г5  .
м ін імум , де =  —=—=----------екстремума немає. 687. дс“  1 —
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мінімум,  х  1 максимум, .v =  0 —  екстремума немає. 

688. х — 1 максимум, х  =  — 1 —  м ін імум . 694. Екстремумів

м ін імум , (4; 8е~4)  —  максимум. 700. (0; 4) —  м ін імум .

701’ ( 1; ^ )  —  максимУм - 703- <0; 0) —  м ін імум . 704. (1; 0 ) —

мінімум^ (е  ; 4е ) —  максимум. 705. | l; In 2 — -yj —  м ін імум .

706. ; е « j  —  м ін імум . 707. ^е ; e^j —  максимум.

709. Екстремум ів немає. 712. (1; 0) —  м ін імум.

713. Екстремумів немає. 714. о| —  максимум.

724. х  =  ~  725. R  =  0,03. 726. t -  1380°. 730. ymin =  18 

при х  =  2, утах =  154 при х  =  6. 732. ymjn =  — 31 при х ~  — 1,

Утах =  513 при X =  3. 734. >’тіп =  — при X =  ±  3, ymsx =  1

при X =  0. 736. Угаіп — — уП  при X =  , утах =  \ГІ при х  =  ?  .

737. Утіп ~  ~  ~2 ПРИ х  =  ~2 > Утах =  ^  при Л: =  — у  . 739. Утіп =  О

при .Ї =  0, Утах =  1 при X =  J . 745. ут іп =  2

максимуми. 698. 1; — —  максимум. 699. ( -  2; -  4е2) —

2 І —  м ін імум и, к Є Z . 696. Екстремум ів

л  -  З V T  

6 ’ 2
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760. -  2. 762. 8 c m . 764. 20 c m . 766. Л =  r V J , r  —  радіус основи. 

767. Радіус кола дорівнює висоті прямокутника. 768. Н а висоті

15 м. 772. . , « = / .  773.£ . 776. f | f  =  £  • 777. 1,92год.

778. sin а =  т г - . 781. t =  4. 784. Всюди опукла  вниз.

785. ( -  оо; 0 ) —  опукла  вгору, (0 ; +  °о) —  опукла  вниз.

786. Всюди опукла  вниз. 787. ( -  оо; 1) —  опукла  вгору,

(1 ; +  оо)  —  опукла  вниз. 788. ( — оо; 2 ), (4 ; +  оо) —  опукла

вниз, (2; 4) —  опукла  вгору. 790. ( -  °°; 4) —  опукла  вгору,

(л (4 к  +  1) л (4 к +  3)\
(4; +  оо) —  опукла вниз. 791; ------ 2 ~ ~ ’ ------ 2------  — опукла

(л (4 к  +  3) л (4 к  +  5)\ 
вниз, — — ^----- * — 2-----  —  опукла вгору.

792. (2лк, л  +  2лк) —  опукла вгору, (я  +  2лк, 2ж +  2л к )  —  

опукла вниз. 794. ( -  оо; -  3 ), ( -  1; +  оо ) —  опукла  вниз,

( -  3; -1 ) —  опукла  вгору. 795. ^0; y i y j  —  опукла  вгору,

; +  00j  —  опукла  вниз. 796. ( -  оо; 0 ) —  опукла  вгору,

(0; +  <х>) —  опукла вниз.  797. х  =  ±  ■ 798. .с =  пл, п Є Z.



х = \ ,  х - 2 , у = 0 .  821. у - 0. 822. у -  1. 823. у  =  0. 825. 

у  =  0 .826 .;у  =  ±  1. 827. у  =  д: +  1. 828 . у =  ±  jc .829 .j 

830. дг =  0, у =  1 —  л іва , у  =  0 —  права. 831. х  =  0, у =

833. у =  х - л , у  =  х  +  л .  834. х - 0 , у  =  -  х  +  j  

835. у  0 ,5 .836 . х  =  -  і  , j> =  0, у =  .

. дс-2,  дс =  3, 

> -1 .

1. 832. у  -  0. 

у =  -  х  —
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