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5 I Р О З Д 1 Л  I

ВИПАДКОВ1 ПОДИ

V  ТЕМА I. О С Н О В Н 1 П О Н Я Т Т Я
Т Е О Р И  Й М О В 1РН О С Т Е Й

У с! процеси, що вщбуваються у природ! чи людсъкому 
сусшльствц е наслщком взаемодп багатьох фактор1в. Для того щоб 
вивчити щ  процеси 1 надаш керувати ними, необхщно з ’ясувати, яку 
роль у дослщжуваному процеа вщщрае кожний фактор окремо. На
приклад, у ра31 ВИВЧеННЯ РУ^У тЦд СЛЩ З’ясувати, ЯК1 сили спричи- 
нюють його рух, а яю гальмують; яким чином саме рухоме т 1ло 
впливае на Т1 сили, що Д1ють на нього. Дослщжуючи процес змши 
курсу деякоТ валюти, скаш мо гривш, потр 1бно з ’ясувати вплив бага
тьох економ 1чних I сощальних фактор 1в як внутрш ш х, так I зовшш- 
шх, що можуть 1СТОТНО змшювати курс нацюнальноУ валюти щодо 
долара, шмецькоТ марки 1 т. ш.

У с! зазначеш фактори необхщно подати з допомогою певних 
к!льк 1сних ощнок, а дал! —  екористатися вщповщними математич- 
ними методами. Отже, щоб мати змогу застосувати математичш ме- 
тоди з метою вивчення взаемод 11 тих чи шших фактор!в, слщ умгги 
виражати Д1ю кожного з них юльюсно.

Щоб дютати потр1бш числов! даш, необхщно провести сер1ю 
спостережень. Отже, спостереження е найваж ливш ою  ланкою будь- 
якого експерименту. Слщ, проте, ураховувати, що жодний найрете- 
льш ш е пщготовлений експеримент не дозволяе виокремити саме 
той фактор, який для нас головний. Адже в здшснюваному експери
мент! ми не в змоз 1 вилучити численш зайв 1 фактори, яю нас не щ- 
кавлять. Так, вивчаючи падшня тша, ми не уникнемо дп на нього 
сил, зумовлених обертанням ЗемноТ кулк Коли ж  щеться про х 1М1чш 
реакцн, нам нжоли не доведеться стикатися з чистими елементами. 
А дослщжуючи вплив на врожайшсть т1еТ чи шшоТ культури внесе- 
ного в грунт добрива, ми не можемо знехтувати впливом шших фак- 
тор 1в (опади, середня вееняна температура, економ 1чний стан регю- 
ну I т. ш.), як 1 безпосередньо впливають на остаточний наслщок 
експерименту —  урожайшсть.



Отже, кожне спостереження дае нам лише наслщок взаемодн осно
вного фактора, який нас щкавить, з багатьма стороншми, другорядни- 
ми. Деяю з них потр1бно й можна враховувати-в досл 1дженнях. Ураху- 
вання ж решти фактор!в або в принцип! неможливе, або недощльне з 
якихось М1ркувань. Тому за реальних умов пщ час доапдження будь- 
якого процесу застосовують метод його формал!зац!'Г, беручи до уваги 
лише т! фактори, як 1 ютотно впливаюгь на зазначений процес.

Водночас ус! т: фактори, якими експериментатор нехтуе, загалом вщ- 
биваюгься на наслщках експерименту, надаючи Гм неоднозначность

Так настають непередбачеш наперед поди, котр 1 називають ви
падковими. Випадков 1 поди в м а а  спостережень пщпорядковаш, як 
з ’ясували дослщники, певним характерним лише для них невипад- 
ковим законам.

М атематична наука, що вивчае законом 1рност 1 масових подш, 
називаеться теоргсю ймов1рностей.

Науку, що використовуе теорто ймов1рностей для обробки чис- 
ленних одиниць шформацп як наслщюв експерименту, називають 
математичною статистикою.

Зауважимо, що ниш ю н уе тенденщя до  появи нових економ1Чних 
дисциплш , таких як «Економетр1я», «Теор1я ризику», «Т еор1я надш- 
НОСТ1», «1нформаТИКа» 1 т. 1Н., КОТр1 Т1СНО пов’язаш 3 ТеОр1СЮ ЙМОВ1р- 
ностей. Сво'Гм виникненням щ дисцишпни завдячують саме теорп 
ймов!рностей. Отже, теорго ймов1рностей можна розглядати як о б ’ед- 
нання певно'Г кшькоеп р1знорщних 1 довол1 розвинених дисципл1н, 
кожна з яких зокрема 1 вс: вони разом мають стати науковим бага- 
жем кожного економ1чно осв1ченого спец!ал!ста.

П ослщ овш сть операц 1Й, виконуваних з додержанням певного 
комплексу умов, називають експериментом  (дослщом, спробою). 
Наслщок будь-якого експерименту називають подгсю.

Експеримент не обов'язково мае виконувати людина. В1н може зджс- 
нюватися незалежно вщ неТ, скаж 1мо комп’ютером. Людина в такому 
раз: е спостер!гачем, котрий ф 1ксуе наслщок експерименту —  под 1ю.

Класиф|кац1я подш. Поди подшяються на вгроггдш, немож лив\ 
та випадковг.

Якщо в результат! експерименту, здшснюваного з додержанням пе
вного комплексу умов, певна под1я обов’язково настае, то вона назива
еться вгроглдною. Втрогщна под1я позначаеться символом 62 («омега»),

Наведемо приклади в1ропдних под!Й.

Приклад 1
1. У земних умовах вода, нагргга до температури 100 °С, на
бувае стану КИП1ННЯ.
2. Якщо в урн 1 М1сти ть ся  10 однакових кульок, пронумеро- 
ваних В1д 1 до 1 0 , то кулька, навмання взята 13 щеТ урни, мае 
номер, що М1ститься в межах В1Д 1 до 10.

Под!я називаеться неможливою, якщо в результат! експерименту, 
проведеного з додержанням певного комплексу умов, вона не настае 
н 1коли. Неможлива под 1я позначаеться символом 0  (порожня мно
жина).

Приклад 2
1. В урн1 мютиться 10 однакових кульок, пронумерованих 
вщ 1 до 10. Навмання береться одна кулька. Поява кульки з 
номером 12 буде под!ею неможливою.
2. Якщо на ДОСЛЩН1Й Д1лянц1 пос1яти 100 зернин ячменю, то 
под1я. котра полягае в тому, що на момент збирання врожаю 
на ц!й Д1ЛЯНЦ1 з ’явиться колосок пшенищ, е неможливою.

П од 1я називаеться випадковою, якщо за певного комплексу умов 
у результат! експерименту вона може настати або не настати залеж- 
но в!д ди численних др 1бних фактор 1в, урахувати як 1 дослщ ник не в 
ЭМ031.

Випадков1 поди позначають символами А, В, С, ... або А и А 2, А з,..., 
Ак, В \, В2, ...,  В„.

Отже, випадков! под!Т пов’язан! експериментами, наслщки яких е 
неоднозначними.

Приклад 3
1. Монету пщкидають один раз. (Тут 1 дал! припускаемо, що 
падае монета на р 1вну 1 тверду пщлогу.) Поява герба (циф- 
ри) —  под^я випадкова.
2. Якщо на дослщнш Д1ЛЯНЦ1 в лабораторних умовах поаяно
1 0 0  зернин ячменю, то не можна передбачити наперед, сюль- 
ки зернин проросте. Отже, под1я, яка полягае в тому, що 
проросте В1д 1 до 1 0 0  зернин, е випадковою.

~ 1. Прост! та складен! випадков! поди.
Прост1р елементарних подш

Т еор 1я ймов 1рностей як один 13 роздинв математики досл!джуе 
певний вид математичних моделей —  модел 1 випадкових подш, а не 
сам 1 так 1 поди.

М атематичш модел 1, як в 1домо, вщбивають най!стотн!ш 1 власти- 
вост 1 дослщжуваних об’ект^в, абстрагуючись В1Д не!стотних.

Для математичного опису випадкових подш —  наслщюв експе
рименту —  застосовують так 1 точш поняття: простг (елементарт) 
та складеш випадковг поди, проспйр елементарних подш.

П од 1я, що може вщбутися внаслщок проведения одшеТ ! лише 
одше'Г спроби (експерименту), називаеться простою (елементар- 
ною) випадковою подгею.



Елементарш поди позначаються со, (/ = 1, 2, 3 ,...)  1 в теори ймов1р- 
ностей, так само як, скамомо, точка в геометрп, не подшяються на 
простнш складов!.

Приклад 1. Монету пщкидають один раз. Визначити еле
ментарш поди цього експерименту.

Р озв’язання. Можлив! там елементарш випадков1 под1Т:
Ш) = г (монета випаде гербом); 
со2 = ц (монета випаде цифрою).

Приклад 2. Монету пщкидають тричк Визначити елементар- 
ш поди цього експерименту.

Розв’язання. Триразове шдкидання монети —  це одна спроба. Еле- 
ментарними випадковими под1ями будуть:

Ю| = ггг (три41 випаде герб); 
со2 = ЦЦЦ (трич1 випаде цифра);
(0 3 = ггц
м 4 = гцг (герб випаде ДВ1Ч1); 
со5 = цгг 
(Об =  г ц ц  
со7 = цгц
(08 = ЦЦГ
Отже, цьому експерименту вщповщають вю1м елементарних подш.

Приклад 3. Задано дв1 множини щпих чисел 52( = {1, 2 , 3},
0 . 2  = {1 , 2 , 3 , 4 }. 1з кожно'Г множини навмання беруть по одно
му числу. Визначити елементарш поди цього експерименту —  
появу пари чисел.

(герб випаде один раз).

С01 = 1 ; 1 ; со5 = 2; 1 ; со9 = 3; 1 ;
С02 = 1 ; 2; соб = 2; 2; сою = 3; 2;
С03 = 1 ; 3; со7 = 2 ; 3; со,, = 3 ; 3;
С04 = 1 ; 4; со8 = 2; 4; со12 - 3; 4.

Випадкова под1я називаеться складеиою, якщо и можна розклас- 
ти на прост! (елементарш) поди. Складеш випадков1 поди познача
ються латинськими великими лггерами: А, В, С, Д  ... .

Приклад 4. Задано множину чисел 52 = {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 ,
9, 10, 11, 12}. Навмання 13 щеТ множини беруть одне число. 
Побудувати таю випадков! поди: 1) з’явиться число, кратне 2; 
2) число кратне 3; 3) число, кратне 5. Ц,1 випадков1 подп бу
дуть складеними. Позначимо Ух вщповщно А , В, С. Тод1 А = 
= {2, 4, 6 , 8 , 10, 12}; В = {3, 6 , 9, 12}; С = {5, 10,}.

Елементарш випадков1 поди (О, е  А, щ е  В, ыке  С, яю належать 
вщповщно складеним випадковим под1ям А, В, С, тобто е елемента- 
ми цих множин, називають елементарними подгями, як 1 сприяютъ

появ 1 кожноУ 13 зазначених под 1й унасл 1док проведения експеримен
ту (со, сприяють ПОЯВ1 ПОД1 1 А, СО/---ПОД11 В, Шк ---- ПОД11 С).

Кожному експерименту (спробО з випадковими результатами 
(наслщками) в 1дповщае певна множина & елементарних подш со,, 
кожна з яких може вщбутися (настати) в наел що к його проведения: 
ш, 6  52. М ножину називають простором елементарних подш.

Приклад 5. Гральний кубик, кожна грань якого позначена 
певною цифрою вщ 1 до 6 , пщкидають один раз. При цьому 
на граш випадае одна 13 зазначених цифр. Побудувати прос- 
Т1р елементарних подш для цього експерименту (множину 
12) 1 так 1 випадков1 подй': 1) А —  випаде число, кратне 2; 
2) В —  випаде число, кратне 3.

Р озв’язання. Оск1льки кубик мае плеть граней, то в результат! екс
перименту може випасти одна 13 цифр вщ 1 до 6 .

Отже, 'О = {1, 2, 3, 4, 5, 6 }; 1) А = {2, 4, 6 }; 2) В = {3, 6 }.

Приклад 6. Монету пщкидають чотири рази. Побудувати 
прост1р елементарних подш для цього експерименту 1 таю 
випадков! под1 1:
1) А —  герб випаде дв 1чц 2) В —  герб випаде не менш як 
тричк

Розв’язання. Шуканий прост1р елементарних подш:
1 2  = {гггг, гггц, ггцг, гцгг, ццгг, ггцц, гццг, гцгц, цгцг, ццгг, цггц, 

гццц, цгцц, ццгц, цццг, цццц};
1) А = {ггцц, ццгг, гцгц, цгцг, гццг, цггц};
2) В = {гггг, гггц, ггцг, гцгг, цггг).

П рост 1р елементарних под 1Й може бути як дискретним, так 1 не- 
перервним. Якщо множина е зчисленною (зл1ченною), тобто вЫ и 
елементи можна перел 1чити або принаймн 1 пронумерувати (кожнш 
елементарн 1Й под1У поставити у вщповщшеть один 1 т1льки один 
елемент несюнченноУ посл1довност1 натуралыш х чисел 1 ,2 ,3 , ...), 
то прост1р елементарних подш називають дискретним. Вш може 
бути обмеженим 1 необмеженим.

У противному раз1 (тобто коли кожн 1Й елементарнш под1У не мож
на поставити у взаемно однозначну вщповщшеть певне натуральне 
число) простер елементарних под 1Й називають неперервним.

У розглянутих ранние прикладах простори елементарних подш 
були дискретними.

Приклади неперервних (недискретних) простор 1в елементарних 
подш д 1станемо, розглянувши:

1) розм!ри однотипних деталей (д 1аметр, довжина), що Ух виготов- 
ляе роб!тник або верстат-автомат;

2 ) покази прилад!в, що вим 1рюють масу, силу струму, напругу,
ОП1р 1 Т. 1Н.



Отже, поняття елементарноТ поди, простору елементарних подш 
е основними в теорп ймов 1рностей, як точка та пряма в аксюматич- 
но побудованш евклщовш геометрп. Сама природа елементарних 
подш  у теорп ймов 1рностей при цьому неютотна.

Проет 1р елементарних подш е математичною моделлю певного 
щеагпзованого експерименту в тому розумшш, що будь-який мож- 
ливий його наслщок описуеться одшею 1 лише одшею елементар- 
ною под 1ею —  наслщком експерименту.

М овою теорп множин випадкова П0 Д1Я А означуеться як довшьна 
непорожня гадмножина множини О (А с  О).

Уу 2. Операцм над под1ями

^ Додавання. Сумою двох подш А 1 В називаеться така под1я 
С = А ^ В  (С = А + В), яка внаслщок експерименту настае з настан- 
ням принаймш одшеТ з подш А або В. Под 1Ю А В схематично зо
бражено на рис. 1 заштрихованою областю.

Операщя А Ц1В називаеться об ’еднанням  цих подш.
^ М ноження. Добут ком двох подш А 1 В називаеться така по- 

Д1Я С = А [ ) В  (С = А В ), яка внаслщок експерименту настае з одноча- 
сним настанням подш А \ В.

Операщя А П-б називаеться перерезом цих подш (рис. 2).

А В

с ж э
/

А г \ В
Рис. 2

^ Вщшмання. П зницею  двох подш А 1 В називаеться така под1я 
С = А \  В (С  = А -  В), яка внаслщок експерименту настае з настанням 
поди А 1 одночасним ненастанням поди В (рис. 3).

А \ В  ^

А В
Рис. 3

А и  В В

Рис. I

Приклад. Задано множину цших чисел П  = {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 
7, 8 , 9, 10, 11, 12,13, 14, 15}. Навмання з неТ беруть одне число. 
Побудувати випадков! •поди: I) А —  узяте число кратне 2;
2) В —  кратне 3.
Визначити А Ц) В\ АПВ\ А \ В.

Розв’язання. 1)А = {2, 4, 6 , 8 , 10, 12, 14};2)Д  = {3, 6 , 9, 12, 15}. 
Звщси дютаемо:
А С1 В = {2, 4, 6 , 8 , 10, 12, 14} {3, 6 , 9, 12, 15} = {2, 3, 4, 6 , 8 , 9, 10,

12, 14, 15};
АПВ  = {2, 4, 6 , 8 , 10, 12, 14} П {3, 6 , 9, 12, 15} = {6 , 12};
А \ В = {2, 4, 6 , 8 , 10, 12, 14} \ {3, 6 , 9, 12, 15} = {2, 4, 8 , 10, 14}.
Якщо АПВ Ф 0 ,  то випадков1 поди А 1 В називають сумгсними.
Якщо АПВ  = 0 ,  то таю випадков1 под11 А 1 В називають несумгсними.

Повна група подш. Протилежш поди. Якщо А \1) А 2 У) АзЫ
П

... 1 М П = 1 ) 4  = 0 , то таю випадков! поди утворюють повну групу, а 
м

саме: внаслщок експерименту якась 13 подш А , обов’язково настане.

Приклад. При одноразовому пщкиданш трального кубика 
обов’язково з ’явиться одна 13 цифр, що е на його гранях, а 
саме: А, = 1, А 2  = 2, А 3 -  3, А 4  = 4, А 5  = 5, А 6  = 6 . Отже, ви-

падков1 поди А, (г = 1,6 ) утворюють повну групу: Д. = О =

= {1,2, 3 ,4 , 5, 6 }.

Д в1 несум кш  випадков1 поди, що утворюють повну групу, на
зивають прот ш еж ними.

Под 1я, яка протилежна А, позначаеться А . Протилежш поди у 
простор! елементарних подш щюструе рис. 4. Вш унаочнюе також
сшввщношення: А ^  А = П, АП А = 0 .

Рис. 4

Випадков 1 поди А, В, С  (А с. О., В а  О., С  с  О), для яких визна- 
чено операцн додавання, множення та вщшмання, пщлягають таким 
законам:



1 . А Ц А  = А , А П А = А .
2.А1)В = В1]А.

3 . а П в  = в Г)л .
4 .(л 11я)1 1 с  = л 11 (в 1)с ).
5. (А П В) П с  = а П (в П с ).
6 . (Л11В) ПС=( Л( 1С)  II (ВПС)
7. (А П В) 1)С =(Л 1)С ) П (В11С).
8 . Л 1 1 П = П.
9 . А № = А .

1 0 .Л 1 1 0 = Л .

П . А Г \ 0  = 0 .
12. А = П \А .
13. а  = 0 .

14. 0 = 0 .

15. А О  (АП В )  = А-,В = В У (ЯП А).

Комутативний закон для операцш додавання 
та множення.

Асощативний закон для операцш до
давання та множення.

Перший дистрибутивний закон. 
Другий дистрибутивний закон.

16. А II В = А П В .

17. М \ В  = А 1 \ В .
Елементарш випадков 1 под|У задовольняють таю твердження:

1) М1ж  собою несумюш; 2) утворюють повну трупу; 3 )е  р1вномож- 
ливими, а саме: ус 1 елементарш поди мають однаков1 можливост1 
в!дбутися внаслщок проведения одного експерименту.

Для дискретного простору Г2 перни два твердження можна запи
сати так: 1) ю ,П « )=  0 , ‘ ^  У; 2) У м, =

;=1

Для КШЬКЮНОГО ВИМ1рЮВаННЯ ПОЯВИ випадкових ПОДШ I IX К0мб1- 
иацш уводиться поняття ймов!рност1 ПОД11, що е числом тако1 ж 
природи, як 1 вщстань у геометр 11 або маса в теоретичнш механщь

V  3. Класичне означення ймов1рносп

1мов1ртстю випадково/ поди А називаеться невщ ’емне число 
Р(А), що дор 1внюе вщношенню числа елементарних подш т  (0 <  т  <
<  п), як 1 сприяють появ! А, до к1лькост1 вс 1х елементарних подш п 
простору О.:

Р (А) = — . (1)

Для неможливоТ подй' Р  ( 0 )  = 0 (т = 0);

Для в 1ропдноТ поди Р  (П) = 1 (т  = п).
Отже, для довшьноУ випадковоУ под 11

0 < Р (А) < 1. (2)

Приклад 1. У ящику моститься 15 однотипних деталей, 13 
яких 6  бракованих, а решта —  стандартш. Навмання з ящика 
береться одна деталь. Яка ймов^ршсть того, що вона буде 
стандартною?

Р озв’язаппя. Число ВС1Х р1вноможливих елементарних подш для 
цього експерименту:

п = 15.
Нехай А —  по;ия, що полягае в появ1 стандартноУ деталь Число елемен

тарних подш, що сприяють появ1 випадковоУ поди А, дор 1внюе дев’яти 
(т = 9). Зпдно з (1) маемо:

п 15 5

Приклад 2. Гральний кубик шдкидають один раз. Яка ймо- 
В1рн'ють того, що на граш кубика з’явиться число, кратне 3?

Р озв’язаппя. Число вс1х елементарних подш для цього експеримен
ту п = 6 . Нехай В —  поява на граш числа, кратного 3. Число елементар
них подш, що сприяють появ1 В, дор 1внюе двом (т = 2 ).

Отже,

11 6  3
Приклад 3. Два гральш кубики шдкидають по одному разу. 
Побудувати прост1р елементарних подш —  множину Г2 1 та- 
К1 випадков! под1У:
А —  сума цифр виявиться кратною 4;
В —  сума цифр виявиться кратною 3.
Обчислити Р (А), Р (В), Р (АГ\В).

Р озв’язания. Проелр елементарних подш —  множину О. запишемо 
У ВИГЛЯД1 таблиц!.-



Отже, простр елементарних подш й  мютить п = 36 пар чисел.
Поди А 1 В визначимо з допомогою побудованоТ таблиц! так: еле- 

ментарш подп, як1 сприяють появ1 А (сума цифр кратна 4), заштрихова- 
ш вертикальними лш1ями, а для В (сума кратна 3) —  горизонтальними 
л 1Н1ями. Звщси маемо: число елементарних подш, що сприяють появ1 А, 
дор 1внюе дев’яти (т\ = 9), а число елементарних подш, що сприяють 
появ! В, —  дванадцяти ( т 2= 12), число елементарних подш, що сприяють 
появ1 подп АП  В, дор1внюе одинищ (пц = 1) (темш клгганки таблищ).

Остаточно д 1стаемо:
/ \ 9 1 / \ т-, 12 1 тъ 1

= ™ = 7 ; р ^ = = р ( А П в ) = ^  = —  .п 36 4 п 36 3 п 36
П риклад 4. У кожнш 13 трьох урн мютяться червош та с и т  
кульки. 1з кожно '1 урни навмання беруть по однш кульць 
Побудувати прост! р елементарних подш для цього експери
менту —  множину 62 1 так 1 випадков1 подп:
А —  серед трьох навмання взятих кульок дв 1 виявляються 
червоного кольору;
В —  серед трьох кульок дв1 виявляються синього кольору. 
Обчислити Р (А), Р (В), Р (А П В).

Р озв’язання. Позначимо появу кульки червоного кольору як Ч, а 
синього кольору як С. Тод1 прост1р елементарних подш буде такий: = 
{ЧЧЧ, ЧЧС, ЧСЧ, СЧЧ, ЧСС, СЧС, ССЧ, ССС}, п = 8 .

Подп: А = {ЧЧС, ЧСЧ, СЧЧ}, ш, = 3;
В = {ССЧ, СЧС, ЧСС}, т 2  = 3.
Поди А 1 В е несум1сними (А П В = 0 ) .

Обчислюемо: р (а )= —  = —; Р(в)= = Р (АГ\В) = 0.
п 8 п 8

П риклад 5. В електричну мережу ув 1мкнено чотири елект- 
ролампочки. При проходженш електричного струму в ме
реж! кожна електролампочка 13 певною ймов1ршстю може 
перегор!ти або не перегор1ти. Побудувати простр елемента
рних подш (множину 62) —  числа електролампочок, яю не 
перегорять, 1 таю випадков1 поди:
А — 13 чотирьох електролампочок перегорять не бшьш як дв); 
В —  не менш як три. Обчислити Р (А), Р  (В), Р (А П В).

Р озв’язання. Нехай А { (/ = 1,4) вщповщно першу, другу, третю та 
четверту електролампочку, що не Перегорять, а А,- —  що перегорять. 
Тод1 прост1р елементарних подш буде:

О, = {А\ А 2  Аз А 4, А \А 2 Аз А4, А \А 2 А 3 А4, А \А 2 А з А 4, А1А 2 Лз А 4> 
А \ А 2 А 3 А4 , А, А2 Ат,А4, А1А 2 А3 А4, А 1 А2 А 3 А4 , А\ А2 А3 А 4, А1Л 2 А 3 А4 , 
А\ А2 Дз А4  , А\А 2  Аъ А4  , А\ А2Аз А4  , А\ А2  А3 А 4 , А\ А2  А3 А4  }, п = 16.

Випадков1 поди:
А  =  { А \  А 2 А 3 А 4 , А \ А 2 А т, А 4, А ] А 2 А } А 4 , А \ А 2 А з А 4, А \ А 2 А 3 А 4, 

А \ А 2 А з А 4 , А \ А 2 А з А 4, А \  А 2 А з А 4, А \ А 2 А 3 А 4, А \ А 2 А з А 4 , А \  А 2 А з А 4} ,  

тп\ = 1 1 .
В — { А  1 ^2/43^4 , А\ У ^А ^^А *, А|^2ч!4зЛ4, ^ А ^ ^ Д з ^ ,

А 1 А 2 А з А 4 , А \ А 2 А 3 А 4 , А\ А 2 А з А 4 , А\ А 2 А 3 А 4 ,  

А\ А 2 А 3 А 4 } ,  т 2  = 11.
А П В  =  { А  1 А 2 А з А 4 , А \ А 2 А з А 4, А \  А 2 А з  А 4 , А \ А 2 А з А 4, 

А \ А 2 А 3 А 4, А 1А 2 Л з А 4 } ,  ш 3 =  6 .

" М - т - й 1 р^ г 6 -

4. Елементи комбшаторики 
в теорм ймов1рностей: переставлення, 
розм!щення та комбшацм

При розв’язуванш задач з теорп ймов 1рностей побудувати прос- 
т!р елементарних подш (множину 62) можна не завжди.

Для бш ьш осп прикладних задач така побудова пов’язана з вико- 
нанням великого обсягу роб 1т, а нерщко й взагал! неможлива. Щоб 
обчислити ймов 1рн 1сть Т161 чи шшоТ випадковоУ подп для певного 
класу задач 13  дискретним 1 обмеженим простором елементарних 
подш, необхщно вм 1ти обчислити к!льк!сть п ус!х елементарних по- 
д!й (елемент 1в множини 62) 1 число т елементарних под 1Й, як 1 спри
яють появ 1 випадковоУ подп.

1 снуе клас задач, в яких для обчислення п 1 т  використовуються 
елементи комбшаторики: переставлення, розмпцення та комбшацп. 
У комб!наторищ оперують множинами однотипних елемештв.

Загалом множини бувають упорядкован 1 та невпорядкован 1 .
М ножину називають упорядкованою , якщо при и побудов1 1стот- 

ним е порядок розм щ ення елемент1в.
У противному раз 1 множину називають невпорядкованою.
Переставлення. Переставленням 13  п елемент 1в називають так 1 

впорядкован! множини з п елеменпв, як 1 р 1зняться М1ж собою по
рядком Ух розм 1щення.

К!льк1сть таких упорядкованих множин обчислюеться за формулою
Рп = п!= 1-2-3-4 ... (л -1 ) п , (3)

де п набувае лише Ц 1 л и х  невщ ’емних значень.



Оскшьки /!! = « (/г — 1 )!, то при п =  1 маемо

1! = 0 !

Отже, 0! = 1.

П риклад 1. На кожнш 13 шести однакових карток записано 
одну з л п ер

Я, I, Р, Е, О, Т.
Яка ймов1рн 1сть того, що картки, навмання розкладеш в ря
док, утворять слово

Т О I Я

Р озв’язання. Кшьюсть у ах  елементарних подш (елеменлв множи
ни О.)

/7 = 6 ! = 6 - 5 - 4 - 3 - 2  - 1 = 720.
Кшькють елементарних подш, що сприяють появ1 слова ТЕОР1Я, 

ш =  1. Позначивши розглядувану под1ю через В, дютанемо:

Р ( В ) « » = 1 = Д _ .
п 6 ! 720

Приклад 2. Задано множину шлих чисел О. = {1, 2, 3, 4, 5}.
IV елементи навмання розставляють у рядок. Обчислити 
ймов1рност1 таких випадкових подш:
А —  розставлеш в ряд числа утворюють зростаючу послщо- 
вшсть;
В —  спадну послщовшсть;
С —  цифра 1 стоятиме на першому мющ, а 5 —  на остан- 
ньому;
О —  цифри утворять парне п’ятицифрове число.

Р озв’язання. Проспр елементарних подш для цього експерименту 
мютитиме п = 5! = 1 • 2 • 3 • 4 • 5 = 120 несум'юних, р1вноймов1рних еле
ментарних подш.

Кшьмсть елементарних подш, що сприяють появ1 А, дор1внюе оди
нищ (ш\ = 1 ).

Кшьюсть елементарних подш, що сприяють появ1 В , дор1внюе ОДИ
НИЩ ( ш 2 =  1).

Для випадковоУ поди С пц = 3!
Для випадковоУ подП' О ш4 = 4! 2 = 48.

Обчислюемо: р (а )= —  = -^—; р ( в )  = —  = —!—;
/ / 1 2 0  п 1 2 0

Розмищення. Розм1щенням 13 п елемештв по т (0 < т < п )  нази- 
ваються так 1 впорядковаш множини, кожна 13 яких мютить т  еле- 
мент1в 1 як1 В1др1зняються М1Ж собою порядком розташування цих 
елемештв або хоча б одним елементом.

Кшькють таких множин обчислюеться за формулою

А"’ = п (п -1  )(п -  2) ... (/г - т  +1). (4)

Наприклад, Ад =9-8-7  = 504.

Приклад 1. Маемо дев’ять однакових за розм1ром карток, на 
кожнш з яких записано одну з цифр: 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9. 
Навмання беруть чотири картки \ розкладають в один рядок. 
Яка ймов1ршсть того, що при цьому д!станемо

1 9 7 3

Р о зв ’яза н ня . Кшьшсть елементарних подш множини 2̂ буде 
п = Ад = 9 • 8 • 7 • 6  = 3024.

Кшькють елементарних подш, що сприяють появ1 1,9, 7 ,3 , дор 1в- 
нюе одинищ (т = 1). Позначимо цю випадкову под1ю через В. Тод!

р (в ) = - -II
1

А 49

1
3024

Приклад 2. У юмнат! перебувають 10 студенлв. Яка ймов!- 
ршсть того, що два 1 бшьше студенлв не мають сшльного 
дня народження?

Р озв’язання. Вважаемо, що р1к мае 365 дшв. Для кожного студента 
в загальному випадку юнуе 365, а для 10 студенлв —  365 можливих 
дшв народження. Отже, маемо п = 36510 елементарних подш множини
О.. Позначимо через В випадкову под1ю, яка полягае в тому, що дш на
родження студенлв не зб'|гаються. Юльюсть елементарних подш, що
СПрИЯЮТЬ ПОЯВ1 В, т ■

Остаточно маемо: Р ( в )  = — ~ , . |П .
- п (365)10

КомбшацГГ. Комбшащями з п  елеменпв по т (0 < т < п ) називаю- 
ться таю множини з т  елемештв, ям  р 1зняться М1Ж собою хоча б од
ним елементом.

Кшькють таких множин

д10
л 365

с т К  П\
Р,п т 1( п - т ) '



Приклад 1. У цеху працюе 10 верста-пв-автома'пв, кожний 
13 яких може з певною ймов1рнютю перебувати в роботоздат- 
ному сташ або в стаж поломки. Яка ймов1ршсть того, що шд 
час роботи верстат1в-автомат1в 13 ладу вийдуть три з них?

Р озв’язання. Оскшьки кожний верстат-автомат може перебувати у 
двох несумюних станах —  роботоздатному або нероботоздатному, то 
юльюсть ус1х елементарних подш множини 62 буде п = 2 .

Позначимо через А випадкову под1ю —  13 ладу вийде три верстати з 
десяти. Тод1 юльюсть елементарних подш, що сприяють появ! А, буде

10! 10-9-8-7!т = С )0 = ’ = ——-—.........= 120.
3! 7! 1-2-3-7!

Отже,

т  -  С 10 _  1 2 0  

п 2 ю 2 ю ’

Приклад 2. У шухляд] мютиться 10 одинотипних деталей, 6 
13 яких е стандартними, а решта бракованими. Навмання 13 
шухляди беруть чотири деталь Обчислити ймов^рнють та
ких випадкових подш:
А —  ус1 чотири детал1 виявляються стандартними;
В —  ус1 чотири детал! виявляються бракованими;
О —  13 чотирьох деталей виявляються дв 1 стандартними ! 
дв 1 бракованими.

Р озв’язання. Юльюсть ус1х елементарних подш множини 62

10! _ 10 ■ 9 ■ 8 ■ 7
4!6!~ 1-3-6: с ш = —  = . - = 2 1 0 ;

юльюсть елементарних подш, що сприяють под1 1 ^ :
6!

т, = С, = ----- = 15 ;
1 6 2! 4!

юльюсть елементарних подш, що сприяють появ1 В:

Г 4  41 1 .т 2  =С 4 = -----= 1,
2 4! 0!

юльюсть елементарних подш, що сприяють появ! О: 

т 3 = С 62 С 2 =15-6 = 90. 
Обчислимо ЙМОВ1рНОСТ1 цих подш:

5. Аксюми теорп ймов1рностей та Тх наслщки

Загалом функцп дшсних змш них бувають визначеними не на 
всш множиш дшсних чисел, а лише на певнш ГУ пщмножиш, яку на
зивають областю визначення функцп.

1 мов 1рн 1сть також не завжди можна визначити для будь-яких 
шдмножин множини 62 (простору елементарних подш). Тому дово
диться обмежуватися певним класом пщмножин, до якого висуваю- 
ться вимоги замкненосп вщносно операцш додавання, множення та 
вщшмання.

Нехай задано довшьний прост1р елементарних подш —  множи
ну 62 1 0  —  деяка система випадкових подш.

Система подш називаеться алгеброю подш, якщо:
1 . 1 2  6  0 .
2 . 1з того, що А е  0 ,  В  е  0 ,  випливае: що А {^В  е  © , А1) В е  0 ,  

А \ В  е  0 .
1з тверджень 1 1 2 дютаемо, що 0  = '62 \ '62, а отже, 0  с  0 .  Наймен- 

шою системою, яка буде алгеброю подш, е 0  = (0 , '62). Якщо '62 —  
обмежена множина, то система 0  також буде обмеженою. Якщо 
множина мютить п елемент1в, то юльюсть ус 1х пщмножин буде 2 ".

Якщо 62 е неперервною множиною, то система 0  утворюеться 
квадровними пщмножинами множини 62, яю також утворюють ал
гебру подш.

Числова функц 1я Р.  що визначена на систем! подш 0 ,  називаеть
ся ймов!рностю, якщо:

1 . 0  е алгеброю подш.
2. Для будь-якого А с  0  юнуе р ( а ) > 0 .
3. Р  (62) = 1.
4. Якщо А \ В  е несумюними (А ПВ = 0 ) , то

р (а []в )= р {а )+р (в ). (6 )

Для розв’язування задач з несюнченними послщовностями подш, 
наведен! аксюми необхщно доповнити аксюмою неперервност1 .

5. Для будь-якоТ спадноТ поелщ овнсрп ' Ц'А'^ЬЬ'.: УА;; У~—
подш 13 0 ,  такоУ, що П А = 0 ,  випливае 1р!вйЙ?й?р"!‘”ЕС,*кий унш''|Х-и'1ТЛ' д., с. 1м. Ьаеаля Стланика

Г: ’ Р.-
'624631



1пп Р ГМ„ = 0 .
1 П=| /

Трш ка (0 ,  О, Р ), де 0  е алгеброю подш 1 Р  задовольняе аксюми 
1 — 5, називаеться простором 1мов 1рностей.

Приклад 1. Задано множину щлих чисел О. = {1, 2, .... 30}. 
Навмання з ц!еУ множини беруть одне число. Яка ймов1р- 
нють того, що воно виявиться кратним 5 або 7?

Р озв’язання. Прост! р О м'ютить и = 30 елементарних подш. 
Позначимо через А под1ю, що полягае в появ1 числа, кратного 5, а 

через В у появ1 числа, кратного 7. Тод 1 дютанемо:

Л = (5. 10, 15, 20, 25, 30), ш, = 6 ;

В = (7, 14, 21, 28), пи = 4 ;

а Г\в = 0 .
Зпдно з (6 ) маемо:

р ( а { 1 в)=  р ( а ) + р ( в ) =  — + ^ -  =
’ 4 '  4 п п 30 10 3

Приклад 2. Сад)вник восени посадив 10 саджанщв яблуш. 
Кожний 1з саджанщв може прийнягись або не прийнятись 13 
певною ймов1рнютю. Яка ймов!ршсть того, що з 10 саджан
щв навесш наступного року приймуться 6  або 2 ?

Р озв’язання. Множина О мютить п = 2 ю елементарних подш. Нехай 
А —  випадкова под1я, яка полягае в тому, що число саджанщв, котр1 
проросли, дор!внюе 6 ; В —  число саджанщв, що проросли, дор1внюе 2. 

Кшькють елементарних подш, ям сприяють появ1 А:

^  10! о тт, = С, п = ----- = 210 .
1 10 6!4!

Юлькють елементарних подш, що сприяють появ1 В:

10! _ 10-9 
2 !8 ! ~  1-2

^ 2  10! 10-9 „впи = С, о = —— = ——— = 43 .

Оскшьки„4ПЯ = 0 , маемо:

/ . . \ „ / . \  „ / п\ т, пи 210 45 255
р ( д и в ) = р ( д ) + р ( б ) = ^ + ^ = — + — =■— .

п п 2  2  2

Приклад 3. У ящику мютиться 13 однакових деталей, серед 
яких 5 е бракованими, а решта —  стандартними. Навмання з 
ящика беруть чотири деталь Яка ймов1ршсть того, що вс1 
чотири детали виявляться стандартними або бракованими?

Р озв’язання. Множина С! мютить п -  С,4, = — ..' '  = 715
_ 13-12-11-10

'13 1-2-3-4
елементарних подш. Позначимо через А появу чотирьох стандартних 
деталей. Юлькють елементарних подШ, що сприяють появ! А:

т. = С» = — = -  7 — ^ = 70 . Позначимо через В появу чотирьох бра-
4!4! 1-2-3-4

кованих деталей. Юлькють елементарних подш, що сприяють появ1 5, 
<1

„и = С* = —  = 5.
5 4! 1!

Зпдно з (6 ) дютанемо:

< , , \ / \ ( \ '»< "Ь С. С ,4 70 5 75 15
р (а 1)в )= р ( л ) + р ( в ) = —^ + - ^ -  = - 4 - + —5г  =  4-------= ------ = ------ •

У ; V  п п С13 С,з 715 715 715 143

Н аслщ ки аксю м

1 . Якщо випадков! тюдпЛ\,Аг,4з,  ■■■А„е несумюними попарно, то

р [ й А , 1  = Е р ( А ) -  (7 )
V "1 ) 1=1

2. Якщо випадков! поди А \.А 2 ,А 3, ... А„ утворюють повну групу, то

Р
|'=1
У А, = 1 . (8 )

1з р 1вност 1 А[] А = П  I аксюм 3, 4 випливае, що

р  (д111 )=  Р (д)+ Р (а )=  1 

—» Р (а ) — \ — Р (д )—» Р (л )=  1 -  Р (л ). (9)

Якщо АГ\В Ф0.  то

р ( а 1 ) в ) = р ( а ) + р ( в )  - р ( а Г \ в ) .  (10)
Справд 1 :

А 1 1 Д = А 1 |(вГ М ), то / , ( л и в ) = / >(А1 |( б П л ) )= / , ( /\)+ /, (б П л )

(АП(ВПА) = 0 ). ( 1 1 )
ОСКШЬКИ
В = ( вГ\ а)  Ы (АПВ) 1 при цьому (я П а )  II (АПВ) = 0 , ТО

р(в)=р(лпв)у (в ГМ ) = в (л П в)+/> (в ГМ )-^
р (в г м ) = р (в ) - р (а П в ).



Отже
р (а ц в ) = р (а ) + р ( в ) - р (а Г\ в ) .

3. Формула додавання для п сумюних випадкових подш мае та
кий вигляд:

'  п \  4 /?-1 п

1 М
4 п-1 п / \

= 1 Р ( А , ) - 1  X  Р Ц Г М у К  
/=1 /=1 ^ 2 )

/7-2 /1-1 /1-1 / \ / \ 1.-1 Г Л
+ Х X X р ( а 1 П а ] П а 1с)=... = { - 1 ) п р  п а

1=1 7=1-1 к=]-\
Наприклад, для трьох сумюних випадкових подш формулу (12) 

можна записати так:

Р (АЦ В1)С)= Р {А)+ Р {В)+ Р { С ) - Р ( АПВ) -  Р ( А П С ) -  Р {ВГ}С) +

+ р (а П В П С ). (13)
4. Якщо випадкова под1я А сприяе появ 1 В (А с  в ), то

р (а ) < р {в ). (14)

Приклад 1. В урн 1 мктяться 30 однакових кульок, як1 прону
мерован! вщ 1 до 30. Навмання 13 урни беруть одну кульку. Яка 
ймов1рн1сть того, що номер кульки виявиться кратним 3 або 5?

Розв’язання. Юльюсть ус1х елементарних подш множини 62 п = 30. 
Позначимо через А = {3, 6 , 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30} (т\ = 10) — 

появу кульки з номером, кратним 3, а через В = {5, 10, 15, 20, 25, 30} 
(т 2  = 6 ) —  появу кульки 13 номером, кратним 5.

А ПВ = (15, 30) (тъ = 2) е под1ями сумюними.
Згщно з (10) дютанемо

Р (А11 В)= Р (А)+ Р ( В ) - Р (А(1В) =

т + /п2 ш3 10 + 6  2 14 7
„ п п 30 30 30 30 15

Приклад 2. Чотири спортсмени мають виконати норму май- 
стра спорту. Кожний 13 них може виконати ТТ 13 певною ймо- 
В1рН1СТЮ. Яка ЙМОВ1рН1СТЬ того, що 13 чотирьох спортсмешв 
норму майстра спорту виконують не менш як два спортсме
ни; не бшьш як три?

Розв’язання. Позначим через А\  А 2Аз А \  випадков1 поди, що вщпо- 
в1дно перший, другий, третш та четвертий спортсмени виконають нор
му майстра, а через А, А2 А3 А4 —  вщповщно випадков1 поди, що пер
ший, другий, третш та четвертий спортсмени не виконають норму. Тод 1 
проспр елементарних подш для цього експерименту буде:

62 = { А \ А 2 Ат,А4, А \ А 2 А з А 4 , А \ А 2 А^А 4 , А 1 А 2 А 3 А 4 , А[А 2 Ат;А4 , 
А \ А 2 А3 А4  , А) А2  Аз А  4 , А[ А 2  А. Л 4, А \ А 2 Аз  А4 , А \ А2 А 3 А 4 , А 1 А 2 А з А 4 , 
А\  А2  А3 А4  , А[А 2  А, А4 , А, А 2 А 3 А4 , А, А2  А3 А 4, А, А2  А3  А4  }, п = 16.

Випадков1 подп:
А  — {А\ А 2 Аъ А4 , А, А2  Аз А 4, А \ А 2 А з А 4 , АхА 2 А 3 А 4 , А \  А2  А3 А 4, 

А^А2  Аз  А4 , АуА2  Аз А 4, А  ̂А2  Аз А 4, А 1 А 2  А3 А 4, А  \ А 2 Аз  А4 , А\  А 2  Аз А 4 }, 
т\ = 1 1 ;

В — {А\ А 2 А 3 А4 , А\  А 2 А3 А 4, А 1 Ат Аз А 4 , А^А2  Аз А 4 , А\  А 2  А3 А4 , 

А, А2 А з А  4 , А 1 А 2 А 3 А 4, А \  А 2 А з  А4 , А \ А 2 А3 А 4, А^А2 А з А 4 , А \ А 2 А3  А4 , 

А{А 2 А3 А4 , А, А2 А з А 4 , А, А2  А3 ^ 4 , А, А2  А3  А4  }, т 2 = 15;

А  П В  =  {А 1 А 2  Аз  А4 , .Л1 А 2  А3 /14, А 1 А2  Аз А 4 , А |-4 2  А 4 , Л 1 А3  А4 ,

А! А2 А з А 4, АхА 2 А3 А 4 , А \  А2 А з А 4 , А \  А 2 А3 А 4 , А |Л 2 ^ з А 4 }, те3  =  10.
Шукана ймов1ршсть:

/> (А и 5 )= Р (А )+ Р ( В) - Р ( А П ф ^  + ̂ - ^  = ^  + ̂ - ^  = 1 .
п п п 16 16 16

П риклад 3. Випадков1 поди А\, А 2, А 3, А 4  с попарно несумь 
сними 1 утворюють повну групу. Знайти Р  (А]), Р  (А2), 
Р  (Аз), Р  (А4), коли вщомо, що Р (А\) = 0 ,2  Р (А->), Р  (А~>) -  0 ,8  
Р  (Аз), Р  (Аз)  =  0 ,5  Р  ( 4 А).

Розв’язання. Оскшьки випадков1 поди А\, А 2, Аз, А 4  е попарно несу- 
М1СПИМИ 1 утворюють повну групу, то зпдно з (8 ) дютаемо:

4
Р\ 1 К

/-1
= Р (А, )+ Р (А2 )+ Р (А3 )+ Р (А4 ) = 1 ■

За умовою задач1 знаходимо:

Р (А2) =  0,8 Р (Аз) = 0,8 • 0,5 Р (Аа) =  0 4  Р (А4). 

Р (А,)  = 0,2 Р (Л2) = 0,2 • 0,4 (А4) = 0,08 Р (А4).
Отже.

0,08 Р (А4) + 0.4 Р (А4) + 0,5 Р (А4) + Р (Ал) = 1;

Р( А4) = ------------ I------------= ^ _  = М ;
0,08 + 0,4 + 0,5 + 1 1,98 198

Р (А ,)=0,5  р ( а 4 )= 0 ,5 —  = — ;
4 ’ 198 198

р  (а , )= 0 4  Р (А4)= 0,4—  = — ;
198 198

Р ( а| )= 0 ,0 8 /}(а4)=0,08—  = — .
4 '  198 198



ч / 6. Геометрична ймов1ршсть

ЬСласичне означення ймов 1рност1 придатне лише для експеримен- 
Т1в з обмеженим числом р 1вном 1рних елементарних подш, тобто ко
ли множина 1 2  (прост!р елементарних подш) обмежена.

Якщо множина 12 с неперервною 1 квадровною, то для обчислен- 
ня ймов 1рност 1 А (А с  12) використовуеться геометрична ймов1ршсть

р (а )=
т ( А )

т(0)
(15)

Якщо множина 12 вим 1рюеться в лш ш них одиницях, то Р (А) до- 
р|внюватиме вщношенню довжини. якщо 1 2  вим 1рюеться у квадрат- 
них одиницях. то Р (А) дор 1внюватиме вщношенню площ. 1 т. ш.

П риклад 1. По трубопроводу М1Ж пунктами А \ В перекачу- 
ють нафту. Яка ймов1ржсть того, що пошкодження через 
певний час роботи трубопроводу станеться на дшянщ дов- 
жиною 10 0  м.

Р озв’язаппя. Проспр елементарних подш 'О = {0 < / < 2км \, год: 
Д = {0 < / < 0.1 км} (А с  12).

Зпдно з(12) маемо:

Р{А) = /»(Д) _ 11 
111(0 .) I

ол
2

_1_
20 '

Приклад 2. Задана множина 12 = (0 < х  < е, 0 < у  < 1). Яка 
ймов1рн!Сть того, що навмання взят1 два числа (х, у)  утво
рять координати точки, яка влучить в область А = (1< л- < е, 
0  <у  < 1п х)?

Р озв’язанпя. Множини О. \ А зображеш на рис. 5.

/ > ( Д )  =
т(А)
т(О)

/  1п  х й х  л - 1 п  х  -  /  й х
л1п .V I, - л - 1, е  -  е  + 1

^  7. Статистична ймов1ржсть

На практищ обчислити ймов 1рност1 випадкових подш можна 
лише для обмеженого класу задач як для дискретних, так 1 для непе
рервних простор!в елементарних подш (множини 12). Для бглыност! 
задач, особливо економ 1чних. обчислити ймов 1рносп практично не- 
можливо. У цьому раз1 використовуеться статистична ймов1ршсть.

Насамперед уводиться поняття вщносноУ частоти випадково! по
ди IV (А).

Шдносною частотою випадковог поди А Щ А) називаеться вщ- 
ношення кшькост! експерименпв т, при яких под1я А спостершала- 
ся, до загальноУ к!лькост1 п проведених експеримештв:

IV (д)=  — . (16)
/1

Як 1 для ймов 1рност! випадковоУ под|У, для вщносноУ частоти ви
конуеться Нер1ВН1СТЬ

0 < \У(А) < 1.

Теор 1я ймов 1рностей вивчае лише так 1 випадков1 поди, в яких 
спостерпаеться стабьтьшсть вщносних частот, а саме: у раз 1 прове
дения к серш експерименпв 1снуе така константа Р(А),  навколо якоУ 
групуватимуться вщносш частоти дослщжуваноУ випадковоУ поди А,  
тобто IV, (А). I це групування буде тим ближчим до щеУ константи, 
чим бшьшим буде число п експеримештв.

На рис. 6  показано, як V// (А) змшюет-ься 31 збшьшенням п експе
рименпв.

| |  Щ А )

(

*
*• 1

! .  : •  V  >
*  : ! : : « ■ I I I  
| | | | |  « • • • 1

) 1 « 2  « 3  Я, '

Р и с .  6

1мов1рн1сть випадковоУ под1У визначаеться так: упевнившись, що 
1снуе стабьчьшсть вщносних частот випадковоУ под1У IV, (А), задае- 
мось малим додатним числом е I проводимо серп експерименпв, 
збшьшуючи Ух число п. Якщо на якомусь крощ сер1У експерименпв 
виконуватиметься нер 1вшсть |И/( - 1У;_1 | < е ,  то за ймов 1ршсть випад
ковоУ поди береться одне з чисел IV, або 1У, _ ь Ця ймов!ршсть нази- 
вагться статистичиою.



Теоретичн/ запитання до теми

1. Що називаеться в!рогщною; неможливою под1ею? Навес
ти приклади.
2. Яка под1я називаеться випадковою? Навести приклади.
3. Яка под1я називаеться елементарною; складеною випад
ковою под1ею? Навести приклади.
4. Що називаеться простором елементарних подш? Навести 
приклади.
5. Сумою двох випадкових подш А I В називаеться ...
6 . Добутком двох випадкових подш А 1 В називаеться ...
7. Р 1зницею двох випадкових подш А 1 В називаеться ...
8 . Дати класичне означення ймов1рност1 випадковоУ подп.
9. Переставленням 13 п елемент1в називаеться ...
10. Розмщенням 13 п елеменпв по т називаеться ...
11. Комбшащею 13 п елеменпв по т  називаеться ...
12. Що таке алгебра подш?
13. Аксюми теорп ймов1рностей.
14. Вщомо, що А/ ( ; = 1 , . . . ,  и) утворюють повну групу. Чому

(  Пдор1внюе Р У А/
1=1 ,

15. Вщомо, щ о Л П Я * 0 -Чомудор 1внюе Р (АII В)? Довести.
16. Вщомо, щ о випадков1 поди А, В, С с попарно сумюними 
1 СуМ1СНИМИ В СуКуПНОСТ!. ДовеСТИ, ЩО Р (АЦ1 в и с ) =  ...
17. Вщомо, що випадков! подп А, В, С, О с попарно 1 в сукуп- 
ност1 сумюними. Довести, що Р ( А У в и с и / ) ) =  ...
18. Що називаеться вщносною частотою випадковоУ подп?
19. Що називаеться геометричною ймов!ршстю?
20. Що таке статистична ймов1ршсть?

Приклади до теми

1. М аемо 10 лотерейних б|лет1в. На кожний 13 них може випасти 
виграш 13 певною ймов 1ршстю.

Побудувати прост1р елементарних подш (множину 62) —  числа 
б1лет1в. на ям випаде виграш, а також так! випадков! подп: А —  гз 10 
б1лет1в виграють не бшьш як три; В —  13 10 б1лет1в виграють не 
менш як п ’ять. Обчислити Р (А), Р (В), Р (АП В).

Вгдповгдь. Р (а )=
Сщ + С |0 + С |(| + С Ш 

2ю
10
м

р (в ) =т^ й Г ’ р ( а П в ) = о .

2. Задано дв 1 множини цших чисел: 'О, = {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 }, 
1 2 2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6 }. 1з кожноУ множини навмання беруть по одному 
числу. Побудувати прост1р елементарних подш для цього експери
менту 1 так1 випадков 1 под»У: А —  сума цифр буде кратною 3; В  —  
сума цифр буде кратною 7.

Обчислити: Р (А), Р (В), Р(А П В).

Вгдповгдь. р ( а )  = — ; р (в )=  —  = — ; р ( а П в ) = 0 .
48 4 '  48 16

3. Гральний кубик пщкидаеться один раз, а монета чотири рази. 
Побудувати прост!р таких елементарних подш —  поява числа на 
тральному кубику 1 поява герба на монет!, а також випадков! поди:

А —  на тральному кубику з ’явиться число, кратне двом, 1 герб 
при цьому випаде не менш як ДВ1Ч1;

В —  на тральному кубику з ’явиться число, кратне трьом, 1 герб при 
цьому випаде не бшьш як трич1 . Обчислити: Р (А), Р  (В ), Р (АП В).

Вгдповгдь. р ( а )=  —  = —  ; р (в )  = —  = — ; р ( а Л в )  = —  = — .
96 32 У ’ 96 32 У 7 96 16

4. В електромережу вв 1мкнено 15 електролампочок. Кожна з них 
може перегор 1ти 13 певною ймов!ршстю. Визначити п р о стр  елемен
тарних подш (множину 1 2 ) —  числа електролампочок, що не вий- 
дуть 13 ладу, I так 1 випадков! поди:

А —  число електролампочок, що не вийдуть 13 ладу, буде не 
бшыпим в!д чотирьох;

В  —  вщ трьох до шести. Обчислити: Р  (А), Р  (2?), Р (А Л В ) .
4 6Е-̂г/н у» /~>т

'■'15 2-, 45  + / " 4
Вгдповгдь. р ( а ) = - - "°| - ; Р (в ) = ' " ^ |5 ; Р (а П в )=  - 15 .

2 2 2
5. Вщомо, що Р (А) -  0,9. Чому дор 1внюе р (а У (а Л в ) ) ,  я к щ о  

А с Х 2 ,Л Л Д * 0 .
6 . В якому раз! АI) А = А. А П А = А ?
7. Вщомо, що А с  '62, В  с  '62. Чому дор 1внюе

( а л в Х Д а п в )  1 Д а П в )?

8 . В якому раз1 АПВ = А, ВПА = В?
9. Вщ ом 1 значения р ( а Л в )= 0 ,1 ,  в ( а П в ) = 0 ,3 ,  р (в П а )= 0 .4 .  

Знайти Р (А Л В ).
10. Вщом[ значения р ( а Л в ) = 0 ,2 , р ( а Л в )= 0 ,3 ,  р ( в Л а ) = 0 ,4 .  

З ’ясувати. чи сумюш випадков! под1У А 1 В? Чому дор!внюе 
Я (А Л В )?



11. В якому раз1 А \ В  = А?
12. В якому раз! А [ } В - В 1
13. В якому раз! АГ\В = В?

14. Вщомо, що А, с  П  (/' = 1. . . п). Чому дор1внюе Р У А: У Ап
/=1

П Д П а 2
1=1

915. Вщомо, щ оЛ, с 'П  (/ = 1, п). Чому дор1внюе Р

16. Вщ ом 1 значення р (а П в )= 0 ,3 ;  в ( в Г м )= 0 ,4 ;  р ( а П в )= 0 .8 .

Знайти Р(А1)В) .
17. Вщомо, що Л КЛ4, А 3. А х е М1Ж собою несумкними I утворю- 

ють повну трупу. Знайти значення Р(А\), Р(Аг), Р(Аз), Р(А4). якщо.

Р(А1) = 0,5 Р(Аг) + 0,8 Р(А3)\
Р(А2) = 0.8Р(Аз) + 0,2 Р(Л4);

Р(Аз) = 0,8 Р Ш .

18. М онета пщкидаеться 20 раз. Яка ймов1ршсть того, що при 
цьому герб з ’явиться 7 або 17 раз?

Г 1 4-Г117
Ш дштдь. 20-----—,20

19. На кожнш 13 п’яти однакових карток написана одна 13 цифр
1, 2, 3, 4, 5. Навмання картки розкладають в один рядок. Обчислити 
ймов!рн1сть таких випадкових подш:

1) А —  цифри на картках утворюють зростаючу послщовшсть;
2) В  —  спадну послщовшсть;
3) С  —  цифри 1, 2 розм 1щуватимуться в такш послщ овноеп на 

початку рядка;
4) О —  цифра 1 стоятиме на першому мюш, а 5 —  на останньому.

витовкк. кк ''(с,'Т ^ 2о''

5 ! 20

20. Виконуеться переставлення чисел 1, 2, 3 ... 10. Знайти ймов1р- 
шсть того, що числа 1) 1, 2; 2) 1. 2, 3, 4 будуть розмнцеш в наведе- 
ному порядку.

21. Задано множину щлих чисел П  = {1 ,2 , 3 ,4 , 5). Числа на
вмання розм1щують у рядок. Яка ймов 1ршсть того, що при цьому 
утвориться парне п’ятицифрове число?

4 1 ? ->
Шбповюь. — — = —.

5 5

22. Маемо тринадцять однакових карток: 

0000000000000,
як! навмання розкладають у рядок. Яка ймов1ршсть того, що при 

цьому д1станемо слово «паралелешпед».
3! 2 ! 3!

Вгдтшдь.
т

23. Задана множина щлих чисел ’П  = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 9}. Яка 
ймов 1рн 1сть того, що навмання взят! чотири числа, розм щ еш  в ря
док. утворять число 1936?

1
Вгдпоспдь.

А]

24. Числа 1 ,2 . 3 ,4 , 5 написаш на п 'яти однакових картках. На
вмання послщовно по однш вибирають три картки й розкладають Ух 
у рядок. Яка ймов1ршсть того, що при цьому утвориться парне три- 
цифрове число?

Л2-2 24В 'н)тнидь. 4 ~ -  —  -  0,4.
Л] 60

25. Д ев'ять пасажир1в навмання розм)щуються у трьох вагонах. 
Обчислити ймов!ржсть таких випадкових подш: 1) А —  у кожному 
вагош виявиться по три пасажири; 2) В  —  у першому вагон! вияви
ться 4 пасажири, у другому —  3 I в третьому —  2 пасажири.

с 1 - с 1 - с 1  9! 6 ! 1 9!
В/дтнпдь. Р (л) 

Р{В) =

9 3 6! 3! 3! 3! 9 я (3 !)29 3

С*-С?-С;  _ 9!

93 4! 3! 2! 9 3 ’

26. В урн! чиститься 4 червоних, 5 сиш х 1 6 зелених кульок. На
вмання 13 урни беруть три кульки. Яка ймов|рнють того, що вони 
ВИЯВЛЯТЬСЯ ОДНОГО кольору або ВС1 три будуть мати р!ЗН1 кольори?

с?+с«3 + с|+с!-с1-с1Вгдповгдь. — -----5 (’ 4 5 <>



27. В урш м ютиться 20 кульок, пронумерованих вщповщно вщ 1 
до 20. Кульки 13 урни виймають по однш 13 поверненням. Таким 
способом кульки виймалися 10 раз. Яка ймов 1ршсть того, що номе- 
ри кульок утворять зростаючу послщовшсть? 

г \о
Вгдповгдь.

С'■'20
20ю

28. Пщкидаеться п штук гральних кубиюв. Обчислити ймов1р- 
Н1сть таких випадкових подш: 1) А —  сума випадкових цифр дор1в- 
нюватиме п ; 2) В  —  сума цифр, що випали, дор 1внюватиме п + 1.

Вгдповгдь. 1) р ( а )  = —  ; 2) р (в )=  — .
У '  6 "  6 "

29. 20 студенпв, серед яких 10 чолов 1ЧоТ стат 1, а решта —  жшо- 
чоТ, навмання групуються в пари. Яка ймов1ршсть того, що кожна 
пара складаеться 31 студент 1в р 1зноТ стат 1?

Л  'А 'Л ^10^10 9(-'9(- ' 8 ^ 8 ,<̂ 7 <- 7 >-'б(- '6 ^ 5 с 5 ^ 4 ь 4и Зс Зи 2и 2и 1<-'1 _
1 П О в 1 Ь ' 20

10! 9! 8 ! 7! 6 ! 5! 4! 3! 2! 1 10!
9! 1! 8 ! 1! 7! 1! 6 ! 1! 5!1! 4! 1! 3! 1! 2! 1! 1! 1! 20! 2 0 ^
30. У бригад1 роб1тник1в 5 чоловш в 1 10 жшок. Яка ймов1ршсть 

того, що навмання розбиваючи Тх на 5 груп по три чоловжи, у кож-
Н1Й 13 НИХ ВИЯВИТЬСЯ ОДИН ЧОЛОВ1К.

Вгдповгдь. 15 роб 1тниюв можна розбити на 5 трш ок так:

<7,1 -с,3, • Со ■ с !  ■с1 = ■■■-— ; Ю жш ок можна розбити на 5 груп, по дв1
1? 12 ) о- 3 (3!)5

ж1нки в кожн 1Й груш так: с ;0  -С82 -С\ С42 С2 = ; 5 чоловЫ в мож

на розм!стити в 5 трупах 5! способами.
~  10! 5! 10! 5 !(3! ) 3Отже, р  = ---------------= --------- —̂— .

(2 !)5 Л ! _  (2 ! >5 15!
<3!>3 , „ ~ • •31. Задано множину П  =  {0 < х  < п, 0 < у  < 1}. Яка имовфш сть

того, що навмання взят1 два числа х, V утворять координати точки, 
яка належить област1 А = {0 < х  < п, 0 < у  0  < к т 2 х }.

Вгдповгдь. Р (А) = 0,5.
32. У М1шень, яка мае вигляд кола, вписано квадрат. По шй здшснюе- 

ться один пострш. Вважаеться при цьому, що влучення в коло м1шеш е 
под!ею в1рогщною. Яка ймов1рнють того, що куля влучить у квадрат.

->
Вгдповгдь. —.

71

33. У партн однотипних деталей, к1льк 1сть яких дор1внюе 400, 
контролер виявив 25 бракованих. Чому дор1вшое вщносна частота 
появи стандартних деталей?

Вгдповгдь. — .
16

34. При стршьб! з гвиттвки  по м1шеш вщносна частота влучення 
дор 1внюе 0,85. Знайти число влучень, якщо було здшснено 20 пост-
р IЛ1В.

Вгдповгдь. 17.

V  ТЕМА 2. ЗАЛЕЖН1 ТА НЕЗАЛЕЖН1 ВИПАДКОВ1 ПОДII. 
УМОВНА ЙМОВ1РН1СТЬ, ФОРМУЛИ 
МНОЖЕННЯ ЙМОВ1РНОСТЕЙ

1. Залежш та незалежш випадков! поди

Випадков 1 поди А \ В називають залежными, якщо поява одшеУ з 
них (А або В ) впливае на ймов1ршсть появи шшоУ.

У противному раз1 випадков1 под 11 А 1 В називаю ться неза
леж ними.

Приклад 1. В урш мютиться 10 однакових кульок, 13 них
6 чорних 1 4 б!лих. 3 урни навмання беруть дв 1 кульки по 
однш без повернення. З ’ясувати, чи будуть залежними так! 
под1 1 : перша кулька виявиться чорною ! друга також.

Р озв’язаппя. Позначимо через А появу чорноУ кульки при першому 
вийманш, а через В —  при другому. Випадков1 под1У А \ В будуть зале
жними, осюльки поява чорноУ кульки при першому и вийманш з урни 
(випадкова под1я А) впливатиме на ймов1ршсть появи чорноУ кульки 
(випадкова под1я В) при другому вийманш.

Приклад 2. 3 урни, де ипсть бших 1 чотири чорш кульки, 
вийняли дв 1 кульки по однш, при цьому перша кулька в ур
ну повертаеться.
З ’ясувати, чи будуть залежними там под'п: перша виявиться 
чорною, друга також.

Р озв’язаппя . Пехай А —  поява чорноУ кульки при першому ви
йманш, а В —  при другому. Поява чорноУ кульки при першому ви
йманш (здшснилась под 1я А ) не впливатиме на ймов 1ршсть поя
ви чорноУ кульки (ПОД1Я В) при другому вийманш, ОСК1ЛЬКИ сшв- 
вщношення м 1ж чорними та бшими кульками в цьому раз1 не зм ь  
нюеться.



2. Умовна ймов^ржсть та ГГ властив!сть

Якщо ймоЕмршсть випадковоУ подй' А обчислюеться за умови, що 
под1я В вщбулася, то така ймов1ршсть називаеться умовною. Ця 
ймов!ршсть обчислюеться за формулою

р ( а  /  в ) = Р ( А ^ В- ~ , р (в ) ф  0 . (17)
V ' р (В)

А налопчно

Р(В /  А)= р (а ) ф 0.  (18)
Р(А)

1. Р  (А / В)  = 0, якщ о/Ш Й  = 0 .
2. Р  (А /  В) =  1. я к щ о Л П 5  = В.
3. У реш и вигшдк1в 0 < Р(А / В) < 1.

П риклад 1. Задана множина щлих чисел. 12 = {1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8. 9, 10, 11, 12}. Навмання беруть одне число. Яка ймо- 
В1рн1сть того, що це число виявиться кратним 3, коли вщо
мо, що воно еш парним?

Р от 'нишпн. Нехай под)я А —  поява числа кратного 3, В  —  кратного 2. 
Тод1 А  = (3, 6 . 9. 12), Ш| = 4;

В  = (2, 4. 6, 8, 10, 12), т 2  = 6;
А П В  = (6, 12), = 2;

р ( Л) = ^ -  = ±  = 1 ; р ( й ) = А Л ;  Л (Л П В) = ^ 1  = А  = 1 ;
7  /г 1 2  3 1 2  2  п 1 2  6

Р (А / В) = Р ( А / В )  =

I
Р ( А П В )  б 1

Р(В)  1 3
о

Оскшьки Р (А)ф Р (А / В ) , то под'ГГ А 1 В е запежними.
Умовну ймов'фшсть Р (А / В) для щеУ задач 1 можна обчислити й шакше. 

За умовою задач1 вщомо, що взяте навмання число, е непарним, тобто в 
цьому раз'| ми дютапи додаткову шформащю: 13 множини 'О беруться лише 
непарш числа. Отже, проепр елементарних подш тепер мае вигляд

Ч2' = {1,2,5,7,9,11}, «' = 6 .

Елементарш поди, що сприяють появ! А,  —  появ1 числа, кратного 3, 
утворюють множину А = {3,9}, т ' = 2 .

Отже,

Р { А / В ) = ^ Л Л .
II 6 3

Приклад 2. Вщом! значення:

Р (АПВ) = 0,3; Р (АГ\В) = 0,4 ; Р (А П В ) = 0,9.

З ’ясувати, чи е запежними випадков! подП' А \ В.

Розе ’язаппя.
Р (АПВ) = 1 - Р (а  П В) = 1 -0 ,9  = 0,1;
Р (А) = Р (АП В) + Р (АП В) = 0,3 + 0,1 = 04;
Р (В) = Р (ВП А) + Р(А П  В) = 0,4 + 0,1 = 0,5;

Р (В ) 0,5 5

р (6 м ) = 1 И ! И  = Ж  = 1  = 0,25.
Р(А)  0,4 4

Оскшьки Р( А/ В) ф Р(А), Р(В) Ф Р(В / А), то випадков! под1У А I В с 
запежними.

3. Формули множення ймов1рностей 
для залежних випадкових подм

Зпдно 13 (17) 1 (18) маемо:
Р  (А П В) = Р ( В ) Р ( А / В )  = Р ( А ) Р ( В / А ) .  (19)

Формула множення для п залежних випадкових подш А \А 2, Ау.

ПА,
/=1

: Р (А ,) Р(А 2  / А д  Р(А> / А ,А2) ... Р(А„ / А , А  2 ... А „_,) (20)

Приклад 1. У ящику метиться 15 однотипних деталей. 1з 
них 9 стандартна а решта —  бракован!. Детал 1 виймають по 
ОД1НЙ без повернення. Так було вийнято три деталь Обчис- 
лити ймов!рност1 таких випадкових подш:
1 ) А —  три детал! виявляться стандартними;
2) В —  у с 1 три виявляться бракованими;
3) С —  дв 1 стандарта! й одна бракована.

Розв’язаппя. Нехай А, —  поява стандартноУ, А, —  браковано)' детал! 
при /-му вийманш.

Под1я А = А, П Аг П А 3 , В = А, П Л2 П Л3

С = (А, П а 2 Па^)11(А 1 П а7 п А з)1 1 (д  П а 2 П а 3) .

Оскшьки випадков1 поди А/, А, е запежними, то:

Р(А) = Р (А \Г \А ^А г) =Р(А,)  Р ( А , / А , )  Р(А- , /А,А^  = —  —  —  ^  — ;
‘ 15 14 13 Г 65



Р(В) = Р (Д  ПА2ПА3) = Р(Д) Р(А2/Д) Р(А3/Д А 2) г 6 5 4
15 14 13 91

р (С) = р  ((л, ГМ2 П АО II (А П А  П АО II (А П а 2 П А )) = 

= р  ( д  П Д2 П А ) + Р (А П А  П ДО + р  (А П Д2 П А ) =

= Р (А,) Р (А2 /А ,) Р (лГ /А |А 2) + Р (А,) р  (А: / А,) Р (А3 / А, А2) +
— — — 9 8 6 9 6 8 6 9 8  216

♦ /> ( * , /* ,)  Р М . / Л . Л , ) . -  -  - +-  -  - +-  -  и  = —  •

Приклад 2. 1з множини чисел О = {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9} на
вмання беруть одне число, а дал1 з решти —  друге. Яка ймо- 
в1рн1сть того, що здобуте двоцифрове число буде парним?

Р озв’язання. Позначимо через А\ —  поява непарноУ цифри при 
першому вийманш, через В\ —  поява парноУ цифри при першому, а че
рез В 2  —  появу парноУ цифри при другому вийманш.

Нехай С —  випадкова под1я: поява парного двоцифрового числа. 
Тод| С = (А , Г В 2) и  (ВХПВ2).
Оскшьки випадков! подй' А\,  В ь В 2  е залежними, то

Р  (О  = Р (Л,ПЙ2) и  (Д,ПД2) = Р(Л{ПВ2) + Р (Я,П/?2) =
5 4 4 3 _ 3 2  _
9 8 9 8 ~ 72 ~ 9

4. Формули множення ймов^рностей 
для незалежних випадкових подш

Якщо випадков1 поди А \ В с незалежними, то Р{А / В)  = Р(А),  
Р(В / А)  = Р(В).

Формули (19), (20) наберуть такого вигляду:
Р(АГ)В) = Р(А) Р(В)\ (21)

= П Р Ш -  ^П А
/=] 1= 1

Приклад 1. Гральний кубик 1 монету шдкидають по одному 
разу. Яка ймов1ршсть того, що при цьому на граш кубика 
випаде число, кратне 3, а на монет! герб?

Р озв’язання. Нехай поява числа, кратного трьом —  под1я А, а поява 
герба—  под1я В. Випадков! подй'Д 1 В е м1ж собою незалежними. Отже,

р(А)=| = ^ ; в (а П в ) = р (а )/>(в Ц  ±  =

П риклад 2. Три студента складають на сесп екзамен з ма
тематики. 1мов1рн1Сть того, що перший складе екзамен, до- 
р 1внюе 0,9, для другого та третього студент!в ця ймов1рн!сть 
становить вщповщно 0,8 I 0,7.
Обчислити ймов1рност1 таких випадкових подш:
1) А  —  три студента складуть екзамен;
2) В —  три студента не складуть екзамену;
3) С -— два студента складуть екзамен.

Р озв’язання. Позначимо А и А 2 , А 3 —  випадков! подй‘, яю полягають 
у тому, що перший^другий 1 третш студента складуть екзамен з мате
матики. Тод1 А,, А 2, А3 —  вщповщно не складуть. За умовою задач! 
маемо:

Р(А[) = 0,9, Р(А2) = 0,8, Р Ш  = 0,7.
Тод 1 ймов1рност! протилежних подш таки

Р ( Д )  = 1 -Р (Л ,)  = 1 -0 ,9  = 0,1;
Р( а 2 ) = 1 -  Р (А 2) = 1 -  0,8 = 0,2;
Р(А 3) =  1 — Р(Аз)  = 1 -0 ,7  = 0,3

и  _  _  _
Позначимо ПОД1У: А = А, ПА2 ПА3, В = А, П А2 ПА3,

с  = ( а ,П а 2 П а 3) I) ( Д П а 2 П а 3) и  (А ,П а 2 I I а 3).

Оскшьки випадков! поди'А/,  А, (г = 1, 2, 3) е м1ж собою незалежни
ми, то

Р(А) = Р(А 1 ПА2 ПА3) = Р{А\) Р(А2) Р(А3) = 0,9 • 0,8 • 0,7 = 0,504;

Р(В) = Р( А, п А2 п А3) = Р( А ,) Р( А2) Р( А3) = 0 , 1  ■ 0 ,2  ■ 0,3 = 0,006;

р  (с )  = р  ((а! п  а 2 п  л 3) и  (А| п  а 2 п  а ) 1 1  (д  п а 2 п а 3))=

= Р (д п а 2 П д)+ Р (д П А П  А3)+ Р (д п а 2 п А3) =

= Р (Д ) Р  (А2) Р (а3)+ р  (д ) р  (а2) р  (а3)+  р  (д ) Р (Д )  Р (А3) =

= 0,9 • 0,8 • 0,3 + 0,9 • 0,2 • 0,7 + 0,1 ■ 0,8 • 0,7 = 0,216 + 0,126 + 0,056 = 0,398.

5 . 1мов|ржсть появи випадковоУ 
подп принайми! один раз при п 
незалежних спробах

Нехай проводиться п  незалежних спроб, у кожшй з яких може 
ВЩбуТИСЯ ПОД1Я А , (/' =1, 2, 3 , ... П) 3 1МОВ1рН1СТЮ Р(А, )  =  р,  або ПОД1Я
А, (а, у  А, = , А, п А, = 0 ) з  1МОВ1рн 1Стю Р (а, )=?,-, (р , + <7, = 1).



Нехай С —  поява подп А, хоча б один раз при п незалежних спробах, 
тобто ця под1я може з’явитися або один раз, або ДВ1Ч1, трич 1 1 так дагн, 
включаючи вс1 п раз. Тод! под1я С  I под1я, яка полягае в тому, що при п

спробах А< не з’явиться жодного разу а, П а 2 П --П А , = п а ;
1=1

рюють повну групу, а саме: С У

ТоД1 Р

Отже,

су ПА,
1=1

=  Р  (с)+ Р 

р ( с ) = \ - р

= 'П  . При цьому СП 

= /» ( 'Д )= 1 ;

м
1=1

, утво-

=  0 .

ПА,

П \ \  = 1 - п р М -

Р ( С ) =  ■

Якщо Р(А ,) =р,  = р  = СОП51, то 9 , = с/ = соп51. 
ТОД1

Р(  С ) = 1 - д " .

(23)

(24)

Приклад 1. Прилад складаеться з чотирьох елементш, що 
працюють незалежно один вщ одного. 1 мов1ршсть того, що 
перший елемент не вийде з ладу пщ час роботи приладу, е 
величиною сталою 1 дор1внюе 0,95. Для другого, третьего 1 
четвертого елемент1в ця ймов1ршсть дор 1внюе вщповщно 
0,9; 0,85; 0,8.
Яка ймов1ршсть того, що шд час роботи приладу з ладу не 
вийде хоча б один елемент?

Р озв’язання. Нехай р\ = 0,95 —  1мов1ршсть того, що перший еле
мент не вийде з ладу. Для другого, третьего та четвертого елемент1в ця 
ймов1рн!сть становитиме вщповщно рг = 0,9; рз = 0,85; р 4  = 0,8. 1мов1р- 
шсть того, що щ елементи вийдуть 13 ладу, дор1внюватиме вщповщно:

9, = 1 - р ,  = 1 -0 ,9 5  = 0,05;

с/ 2  = 1 — рг = 1 -  0,9 = 0,1;
4 3 = 1-/73=  1 -0 .8 5  = 0,15;

г/4 = 1 -  р 4 = 1 -  0,8 = 0,2.

На пщстав1 (23) маемо:
Р(С) = 1 -  9 1 9 2 9 з 94  = 1 ~ 0,05 • 0,1 ■ 0,15 • 0,2 = 1 -  0,00015 = 0,99985.

Приклад 2. Грапьний кубик пщкидаеться чотири рази. Чому 
дор!внюе ймов1рнють того, що цифра 3 з ’явиться при цьому 
хоча б один раз?

Розв’язання. 1 мов1ршсть того, що при одному пщкиданш з’явиться

цифра 3, дор1внюе — . Тод 1 с/ = 1 - р  = 1 -  — = —.6 6 6
Зпдно з (24) дютанемо:

Р(С) = 1 -  </4= 1 -
-.4

= 1 - 625 671
1296 1296

; 6. Використання формул теори
ймов1рностей для оцшювання надшност! 
роботи простих систем

Оцшити надшшсть роботи системи, елементи якоТ з ’еднаш за 
схемою, наведеною на рис. 7.

—Ш-0НЗ—0—
Рис. 7

При цьому В1ДОМ1 ймов 1рност|' безвщмовноТ роботи кожного еле- 
м ентар,  (/' = 1 , . . . ,  п).

Позначивши надшшсть системи через К, дютанемо

Я = П  Р, ■
/=1

(25)

Оцшити надшшсть роботи системи, елементи якоТ з ’еднаш за 
схемою, наведеною на рис. 8 .

При цьому вщом! ймов!рност1 безвщмовноТ роботи кожного еле- 
мента р, 0  = 1 , . . . ,  п):

Я = 1-П<7,, 9 , = 1  - Р -
,=1



Приклад. Електричш лампочки з’еднаш за схемами, наве- 
деними на рис. 9110.

о -0Ш Н 1Н1|-о

Рис. 9 Рис. 10

1мов1рн 1сть того, що електролампочка не перегорить при 
вв1мкненн1 в електромережу наведених схем, е величиною 
сталою 1 дор 1внюе р, = 0 ,8 .
Яка ймов1рн1сть того, що при вв1мкненн1 в електромережу 
наведених схем у них буде електрострум?

Розв’язання. За вщомим значениямр, знаходимо <г/, = 1 - р ,  = 1 -  0,8 = 
= 0,2 (»= 1,2, 3,4).

а) Я = К = П  р, = (0,8) 4 = 0,4096 ;
/=1

б ) Я = 1-П<7, = 1 - ( 0 ,2 ) 4 =1-0,0016 = 0,9984.

\ /  7. Формула повно'Г ймов1рност1

У раз1, коли випадкова под 1я А може в1дбутися лиш е за умо
ви, що В1дбудеться одна з несумю них випадкових подш  В „ як 1 
утворю ю ть повну групу 1 мгж собою е попарно несумю ними
/

В, П В] = 0 ,  г'*;', г, ;  = 1,...,п, 

люеться за формулою

Р ( А ) = ± Р ( В 1) Р ( А /  В,),
1=1

яка називаеться формулою поено/ ймовгрносип.
Випадков! подп В ь В2, ... Д, називають гтотезами.

Приклад 1. До складального цеху надходять детал! вщ трьох 
шших цех1в. ВIд першого надходить 45% ус1х деталей, вщ 
другого —  35% 1 В1Д третьего —  20%. Перший цех допускае в 
середньому 6 % браку, другий —  2 % \ третш —  8 %.
Яка ймов1ршсть того, що до складального цеху надшде 
стандартна деталь?

О В, ='0. |, 1МОв!рн!сТЬ подп А обчис-
1=1

Розв’язання. Позначимо через А появу стандартно)' детал1, В\ —  де
таль надшде вщ першого цеху. В 2 —  В1д другого, В 3  —  вщ третього. За 
умовою задачи

Р(В,) = 0,45, Р ( А / В г) = 0,94;
Р(В2) = 0,35, Р ( А / В 2) = 0.98;
Р(В3) = 0.2, Р(А / В 3) = 0,92.

Зпдно з (27) маемо:
Р(А)  = Р (В\) Р (А I В\) + Р (В',) Р ( А / В , )  + Р (В3) Р (А / В3) =

= 0,45 ■ 0,94 + 0,35 ■ 0,98 + 0,2 ■ 0,92 = 0,423 + 0,343 + 0,184 = 0,95.

Приклад 2. У ящику мктиться 11 однотипних деталей, 13 
них 7 стандартних, а решта бракован!. 1з ящика навмання 
беруть три детал 1 й назад не повертають. Яка ймов!рнють 
шсля цього вийняти навмання з ящика стандартну деталь?

Розв’язання. Позначимо через А подш , яка полягае в тому, що з 
ящика вийнято навмання одну стандартну деталь шсля того, як з нього 
було взято три. Розглянемо таю подп:

В\ —  було взято три стандарта! детали;
В2  —  дв! стандарта! 1 одну браковану;
Вз —  одну стандартну 1 дв 1 бракован!;
В\ —  три бракован).
06ЧИСЛИМО ЙМОВ1рНОСТ1 ППОТеЗ, а ТаКОЖ ВЩПОВЩШ 1М уМОВШ ЙМОВ1-

рност1 Р (А I В,) (/ = 1, 2, 3. 4).

Г (В1)= Г М = ^ ± ,  г ( Л, В |) Л ;

—  . Н л 1 в г ) - 1 - .
С,3, ~ 165

С'-,С] 42
с 3 11 165

с ° с 3 4
Р(А,В' Н :

Зпдно з (27) дютанемо:

Р(А) = Р(В,) Р(А / В х) + Р(В2) Р(А / В2) + Р{Вз) Р(А / В3) + Р(В4) Р(А / В4) ■■ 
35 4 _84_ 5 _42_ 6  _4_ 7 840 7

~ 165 8 165 8 165 8 165 8 ~ 1320 ~ 11 '

Оскшьки УВ( = '□ ,
(=1

(  "  ̂ " / \ 
то Р и  В, = 1 я ( в 1 )= 1 .

/=1 1=1



V /  8. Формула Байеса

Застосовуючи формулу множення ймов1рностей для залежних 
випадкових подш А, В , (/ = 1. п ), дютаемо

Р(А) Р(В, I А) = Р (В,) Р(А / В,) -»
>Г(ДМ) Р^ )Р{А1В'] Р<В,)Г(А/В,) (28)

%Р  (Д ) Р (А /В, )
1=1

Залежнють (28) називаеться формулою Байеса. IV використову- 
ють для переоцшювання ймов1рностей ппотез В, за умови. що ви
падкова ПОД1Я А ЗДШСНИТЬСЯ.

Пюля переоцшювання в а х  ппотез В, маемо:

± р ( в , 1 Л ) . ±
/=1 /=1 Р(А) Р{А) Р(А)

Зпдно з формулою Байеса можна прийняти рш ення, провшши 
експеримент. Але для цього необхщно, аби виб 1р Т1С1 чи ш ш о 1 ппо- 
тези мав грунтовш пщстави, тобго щоб унаслщок проведения експе
рименту ймов!рн1сть Р(В, / А) була близька до одинищ.

Приклад 1. Маемо три групп ящиюв. До першоТ групп на- 
лежить 5 ящик1в, у кожному з яких 7 стандартних 1 3 брако
ван! однотипш вироби. до другоТ групи —  9 я щи к I в, у кож
ному з яких 5 стандартних 1 5 бракованих вирошв, а до 
третьоТ —  3 ящики, у кожному з яких 3 стандартш й 7 бра
кованих вироб1в. 1з дов!льно вибраного ящика три навмання 
взят1 вироби виявилися стандартними.
Яка ймов1ршсть того, що вони були взят! з ящика, який на- 
лежить трегш груш?

Р озв’язання. Позначимо В\. В2. Ву г'шотези про те, що навмання ви- 
браний ящик належить вщповщно першш, другш або третш груп‘|. 06- 
числимо ймов1рност! цих ппотез. Оскшьки всього за умовою задач! 17
ЯЩИК1В, ТО

Р ( В , ) = А ;  Р (В2) = ^ - ,  Р(В?) = Р(В3) = ^ .

Позначимо через А появу трьох стандартних вироб'ж. Тод1 вщповщ-
Н1 УМ0 ВН1 ЙМ0 В1рИ0 СТ1:

Р ( А 1 В 1 ) = Щ -  = —  \
V ^  С, о 120

С ,30 1 2 0

За умовою задач! необхщно переощнити ймов1ршсть ппотези В3. 
Використовуючи формулу (28), маемо:

Р (В / А ) = ________________Р(В3 ) Р ( А / В 3)________________=
3 ’ Р(В{) Р(А1 В1) + Р(В2) Р ( А / В 2) + Р(В3) Р(А1В3)

Ъ_ _ 1 _
= _________ 17 120________ 3 3 _ 1

^  + _9_ _10̂  + _3_ _1_ 105 + 90 + 3 198 6 6  '
17 120 17 120 17 120

Приклад 2. На склад надходять однотипш вироби з чоти
рьох завод1в: 15% —  13 заводу № ], 25% —  13 заводу № 2; 
40% — 13 заводу № 3 1 20% — 13 заводу № 4.
Пщ час контролю продукцн, яка надходить на склад, уста
новлено, що в середньому брак становить для заводу № 1  —  
3%, заводу № 2 —  5%, заводу № 3 —  8 % I заводу № 4 —  1%. 
Навмання взятий вир|б 31 складу виявився бракованим. Яка 
ймов1ршсть того, що його виготовив завод № 1 ?

Розв’язання. Позначимо В\ ппотезу проте, що вир1б був виготовле- 
ний заводом № 1, В 2  —  заводом № 2, В3 —  заводом № 3 1 В4  —  заводом 
№ 4. Ц 1 ппотези едино можлив1 1 несумюш. Нехай А —  випадкова по- 
Д1Я, що полягае в появ1 бракованого виробу.

За умовою задач! маемо:
Р Ш  = 0,15, Р(В2) = 0,25, Р(Д,) = 0,4, Р(В4) = 0,2, Р(А/В1) = 0,03, 

Р(А/В2) = 0,05, Р(А/Вт,) = 0,08, Р(А/В4) = 0,01.
За формулою Байеса (28) переощнюемо першу ппотезу В\\

__________________ Р(В1)Р(А1В1)______________________ _
ф , М )  =

Р{В1) Р(А/Вх) + Р(В2) Р(А1В2) + Р(В3) Р(А/В3) + Р(В4) Р(А/В4)

0,15 0,03 0,0045 45 3
0.15 0,03 + 0 ,2 5 -0 ,0 5  +  0 ,4  0,08 + 0 ,2  0,01 0,051 51 0  34

Теоретичн/ запитання до теми ^

1. Випадков1 поди А I В називають запежними ...
2. Визначення умовно'Г ймов1рност1.
3. В якому раз! Р{А!В) = 0?



4. В якому раз1 Р(А/В) = 1?
5. Формула множення ймов1рностей для двох залежних ви
падкових подш А 1 В мае вигляд ...

6 . Чому дор!внюе Р П А{ , якщо випадков! подп А , е зале

жними?
7. Чому дор!внюе Р(АГ)В), якщо А \ В е незалежними?
8 . В якому раз! Р(А/В) = Р(А), Р(В/А) = Р(В)1

9. Чому дор!внюе Р Г К , якщо випадков! поди А 1 В е не-
' ,=1 - залежними?

10. Формула для обчислення появи випадковоТ под11 хоча б 
один раз при п незалежних експериментах мае вигляд ...
11. Ппотези у формул! повноУ ймов1рност! та Тх властивост1.
12. Формула повноУ ймов1рност1 випадково'Г подп А за наяв- 
ност1 п ппотез В, мае вигляд ...
13. В якому раз! використовуеться формула Байеса?
14. Для переощнювання ймов1рност1 В, ппотези формула 
Байеса мае вигляд ...
15. В якому раз1 обираеться ппотеза В , для прийняття р!- 
шення при проведенш експерименту?

16. Чому дор1внюе Р

НОУ ЙМОВ1РНОСТ1?

1 М
/=!

, де В, е ппотези у формул! пов-

Прикпади до теми

1. Чому дор 1внюе Р{А / А )?_
2. Чому д о р 1В ню е Р[А / А П В )?
3. Довести, що коли Р(А / В) = Р(А), то 1 Р(В /А )  = Р(В).
4. Довести, що коли Р(А / В) = Р(А),  то 1 Р (а / В )= р (а ).

5. Довести, що р ( д / в ) = 1 - р ( д / в ) .
6 . Коли А с  В,  то довести, що Р(А / В)  = Р(А)  / Р(В).
7. Коли В с  А, то довести, що Р (А / В) = 1.
8 . В урш мютиться 9 червоних 1 5 сиш х кульок. Кульки з не! вий- 

маються по однш без повернення. Таким способом вийняли чотири 
кульки. Обчислити ймов 1рност1 таких випадкових подш: 1) А  —  
з ’явиться чотири червон! кульки; 2) В  —  чотири сиш; 3) С —  дв1 
червош Й ДВ1 СИН1 кульки.

Вгдповгдь. Р (а )=  ; Р [ в )= - ^ — ; р ( с ) = ~ ^ г -
Х ’ 1001 1001 1001

9. Задано множину цших одноцифрових чисел {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7,
8 , 9}. Навмання береться одне число, а пот1м друге, при цьому пер
ше не повертаеться. Обчислити ймов1рносп таких випадкових по
дш: 1) А  —  здобуте двоцифрове число виявиться непарним; 2) В  —  
здобуте двоцифрове число дшиться на 5 або на 2.

о -л  „ < Л  35 / ч 8  1 5 4 4 3 40 5Вгдповгдь. Р ( д ) = — ; Р ( В ) = ----- + ------ + ------ = —  = —.
У ' 72 9 8 9 8  9 8  72 9

10. Прилад складаеться з трьох елеменпв, яю працюють незалеж
но один В1Д одного. 1 мов 1рн!сть того, що перший елемент не вийде 13 
ладу пщ час роботи приладу, е величиною сталою 1 дор 1внюе 
Р\ -  0,9. Для другого I третього елеменпв ця ймов1ршсть вщповщно 
така: р 2  = 0,8, р 3 = 0,7. Обчислити ймов1рнють того, що пщ час робо
ти приладу з ладу вийде: 1) А —  три елементи; 2) В  —  два елемен
ти; 3) С  —  один елемент; 4) й  —  вс1 три елементи не вийдуть 13 ла
ду. З ’ясувати, чи утворюють випадков1 подп А,  В, С, О  повну групу.

Вгдповгдь. Р(А)  = 0,006; Р(В)  = р \р 2 с] 3  + РЩтРъ + Ц\РгР~\ = 0,398;
Р{С) = Р\Ц2Цз + Ч\Р2(^  + ЦЩтРъ = 0,092;
Р (Р ) = 0,504. Випадков 1 поди А, В, С, О  утворюють по

вну групу.
1 1 . 1 мов 1ршсть безвщказноУ роботи блока, що входить у систему 

впродовж певного часу дор1внюе 0,9. Для надшност! роботи системи 
встановлюеться такий же блок, що буде знаходитись у резерва Яка 
ймов 1ршсть безвщмовноУ роботи системи, коли при цьому врахову- 
вати резервний блок?

Вгдповгдь. р  = 0,99.
12. Радюлокацшна система, до якоТ входять д в 1 станцп, що пра

цюють самостийно, виконуе деяке завдання з виявлення л 1така- 
порушника повггряного простору Укра'Гни на певнш дшянщ кордо
ну. Для виконання цього завдання необхщно, щоб у справному сташ 
була хоча б одна радюлокацшна станщя. 1мов1рн1сть безвщказноУ 
роботи першо'Г станцп дор!внюе 0,95, а другоУ 0,85. Система працю- 
ватиме надшно, якщо буде справною хоча б одна радюлокацшна 
станщя. Знайти ймов1ршсть ц!еУ подп.

Вгдповгдь. р  = 0,9925.
13. Роб!тник обслуговуе три верстати-автомати, що працюють 

незалежно один вщ одного. 1 мов 1ршсть того, що протягом години 
перший верстат потребуе уваги роб1тника дор1внюе 0,9, для другого 
та третього верстат1в ця ймов1ршсть дор1внюе вщповщно 0,85 I 0,8. 
Яка ймов!рн!сть того, що протягом години уваги робгтника потре- 
бують: 1) А —  два верстати; 2) В  —  хоча б один 13 трьох?

Вгдповгдь. Р{А) = р \р ^ъ  + р\Цтр-\ + (]\Р^Ръ = 0,329;
Р(В) = 0,997.



14. Радюприймач 13 1мов 1рностями р\ = 0,9, р 2  = 0,1 може належа- 
ти до одше'Т з двох партш. 1 мов 1рнють того, що радюприймач про- 
працюе заданий пром 1жок часу без ремонту для цих партш вщпов 1- 
дно дор 1внюе 0 ,8  1 0 ,6 . Яка ймов 1рнють того, що радюприймач 
пропрацюе заданий пром 1жок часу?

В1дпов1дь. р  = 0,78.
15. На складання агрегату надходять деталь як 1 виготовляються 

двома верстатами-автоматами. Перший верстат виготовляе в серед
ньому 0,2% бракованих деталей, а другий 0,1%. Знайти ймов1ршсть 
надходження браковано!' детагй на складання, якщо вщ першого вер- 
стата надшшло 2000 деталей, а вщ другого —  3000.

В1дп(хпдь. р = ^ 5 2 2  0,002 + 0,001 = 0,0014.
5000 5000

16. В ящику м ютиться 20 тенюних м’яч 1в, 13 них 12 нових 1 8 , як1 
були в користуваш. 1з ящика навмання беруть два м ’яча 1 т е л я  за- 
кшчення гри повертають у ящик. Пюля цього 13 ящика навмання ви- 
бирають знову два м ’яча для наступно'Т гри. Обчислити ймов1рност1 
таких випадкових подш: 1) А —  два м ’яч 1, що вийняли 13 ящика, ще 
не були в користуванш; 2) В —  два м ’яч! вже були в користуванш.

С|~2 С|0 + С|2 С§ Сп ^ Са~ С|~2

С 71) С |п  С 20 С 20 С 20 С 21
В1дпов1дь. Р (А) = —— - у -  + ■

^ - 2 0  С2о >—20 '-20 '—20 '-20
г *2  п  2  Г' 1 Г*\ Г* 2 с 2 с  2
С 12 . с 12 8 7 , ^ 8  ^ 6р(в). п! п2 п 2 <"2 п!
'-'20 20 20 20 ° 2 0  ^20

17. У першому ящику мютиться 6  стандартних 1 5 бракованих де
талей. 1з першого ящика навмання беруть чотири деташ й перекла- 
дають у другий, в якому до цього мютилося дв 1 стандартш й одна 
бракована деталь Яка ймов1рнють пюля цього 13 другого ящика вий- 
няти одну стандартну деталь?

п .,  с :  6  , С63 С ‘ 5 , С]С\  4 , С 'С 3 3 С6°С 4 2
ВюПОвЮЪ. р = —------+ -----;------ + ------------ + ------— — + ---- — —•

С 4 7 С,4, 7 С,4, 7 С 4 7 С 4 7

18. Вщ ом 1 значення: Р(А ) = 0,3, Р [в)= 0,6, Р(А / В)  = 0,32.

Знайти: Р(АПВ),  Р(АПВ),  Р(В / А),  р (а Г\в ).

В/дпошдъ. Р(А ПВ) = 0,128; Р(А 11В) = 0,572; р {в / а ) = ^ | ; 

р ( л П б ) = 0 Д 7 2 .

19. В урн! мютиться 4 зелених 1 8 червоних кульок. Кульки 13 урни 
виймають по одн 1Й без повернення. Таким способом було вийнято три 
кульки. Обчислити ймов!рност1 таких випадкових подш: 1) А —  перша

кулька буде червоною, друга —  зеленою, третя —  червоною; 2) В  —  
перша кулька буде зеленою, друга —  червоною, третя —  зеленою.

п --! •  ̂ 1 \ п I л \ 8 4 7 56 _ / п\ 4 8 3 4В 1днсхндъ. 1) Р ( а ) = -------------= ----- ; 2) Р ( в ) = ----------------= — .
У 12 11 10 165 12 11 10 55

20. Електролампочки з ’еднаш за схемою, зображеною на рис. 11.

Г © ”|

е ь С Ш Ш )— ©

Рис. 11

1 мов|ршсть того, що електролампочка не вийде з ладу при ввг'мк- 
ненш схеми в електричну мережу, е величиною сталою I дор 1внюе 0,9. 
Яка ймов1ршсть того, що в електричнш схем 1, наведеноУ на рис. 11, 
при вв 1мкненш и в електричну мережу потече електричний струм?

В1дпов1дь. Р = р* (1 -  г/4) = 0,65633436.
21. Електролампочки з ’еднаш за схемою, зображеною на рис. 12.

Ф Ф Ф 1

О— 0 © - .0 _ © -

Рис. 12

1 мов 1рнють того, що лампочка не перегорить при вв]мкненш в 
електромережу е величиною сталою 1 дор1внюе 0,8. Яка ймов1рнють 
того, що в схем 1, якщо вона вв 1мкнено в електромережу, потече еле
ктричний струм?

В 'к)1юв 'и)ь. Р  = (1 -  (1 - / ? ,р 2 р 3) (1 -РаРь) (1 - рьрп)) х 
х ((1 — <78 ( 1  -РчР\о) (1 Р\ 1 РиУ)ш

22. Маемо три урни. У першш мютиться 8 бьпих I 2 чорних куль
ки, у другш —  5 бших I 5 чорних, у третш —  2 бших 1 8 чорних. На
вмання пщкидають гральний кубик. Якщо випаде на граш число 
кратне 2, то навмання беруть дв 1 кульки з першоТ урни, якщо випаде 
число кратне 5 —  д в 1 кульки з другоУурни, 1 якщо випаде число, яке 
не буде кратним ш 2, ш 3 —  дв 1 кульки з третьоУ урни. Знайти ймо- 
В1рн!сть появи двох бших кульок у такому експерименть

-2 т /"2 2"5 С2 "> С‘
В1дгюв1дъ. р = ------

6  С,2„ 6  С,2„
+ —6

С22
С 2’-ю



23. Прилад складаеться 13 двох вузл1в №  1, 1 №  2, що дублюють  
один одного, 1 може працювати у двох режимах: сприятливому 1 не- 
сприятливому. У  сприятливому реЖИМ1 НаДШШСТЬ КОЖНОГО 13 узл1в 
г/1 =  0,8, а в неспрятливому 2̂ = 0,5. 1мов1ршсть того, що прилад 
працюватиме в сприятливому режим! Р\ = 0,6, а в несприятливому 
режим1 1 -  Р\. Знайти надшшсть приладу К.

Вгдповгдь. /? = Р] (1 -  с/\2) + (1 - Р 0 ( 1  -  Яг)-
24. Деталь може надшти для обробки на перший верстат 13 1мов1р- 

н 1стю 0,2, на другий верстат —  13 1мов 1рн 1стю 0,3 1 на третш —  13 
1мов1рностю 0,5. При обробц! детал 1 на першому верстат1 ймов1р- 
шсть допустити брак дор 1внюе 0 ,0 1 , на другому 1 третьому верста- 
тах ця ймов1рн1сть вщповщно дор 1внюе 0,05 1 0,08. Оброблеш деташ 
вм 1щують в одну шухляду. Навмання взята звщти деталь виявилась 
бракованою. Яка ймов1ршсть того, що ГГ обробляв перший верстат?

Вгдповгдь. р = —  .
57

25. Клапани, виготовлеш цехом заводу, перев1ряють три контро- 
лери. 1 мов 1рнють того, що клапан потрапить на перев1рку до першого 
контролера дор1внюе 0,3, до другого —  0,5 1 до третього —  0,2. 1мов1- 
ршсть того, що бракована деталь буде виявлена для першого, другого
1 третього контролер 1В вщповщно дор!внюе 0,95, 0,9, 0,85. Пщ час по- 
вторно'Г перев:рки вщбраковано'Г деташ вона виявилась бракованою. 
Яка ймов1рн 1сть того, що цю деталь перев1ряв третш контролер?

Вгдповгдь. р = И - .
181

26. Прилад складаеться 13 двох вузл1в, що працюють незалежно 
один вщ одного. Робота кожного вузла необхщна для роботи прила
ду в цшому. Надшнють (1мов1рн1сть безвщказноУ роботи протягом 
часу I ) першого вузла Р , = 0,9; другого Р 2  = 0,8. Прилад випробову- 
вався протягом часу г, 1 при цьому один з вузл 1в вийшов з ладу. 
Знайти ймов 1рн!сть того, що вщказав у робот! лише перший вузол, а 
другий був справним.

-д р гЧ\ 0 ,8  -0 ,2  8Вгдповгдь. р  = ----------- — ----------= --------------------------------- = — .
РгЧ\ + Р\с1г + Ч\Чг 0,8 0,2+ 0,1 0,8+ 0,1 0,2 13

27. Вщомо, щоА(ЛВ Ф 0 .  Довести, що

р {В , А т - Ш .
Р(А)

28. В урн! м ютиться 3 червоних, 1 синя 1 2 зелених кульок. 1з ур
ни кульки виймають по однш без повернення. Кульки виймають до 
першо'Г появи червоно'Г. Обчислити ймов!ршсть ще'Г подп'.

3 1 3  1 2 3  2 1 3  1 2 1 ,  2 1 1 ,р = _  + ----- + --------- + --------- + ----------1 + -----------1 .
6  6 5  6 5 4  6 5 4  6 5 4  6 5 4

29. На вхщ радюлокацшного пристрою 13 1мов 1рнютю Р = 0,9 
надходить корисний сигнал 13 завадами, I з 1мов1ршстю 1 -  Р  = 0,1 —  
сам1 лише завади. Коли надходить корисний сигнал 13 завадами, то 
пристрш рееструе цей сигнал 13 1мов 1ршстю Р\ = 0,8, якщо надхо- 
дять лише завади, то 13 1мов1ршстю Р 2  = 0,9. Вщомо, що пристрш 
зареестрував наявшсть якогось сигналу. Яка ймов1рнють того, що це 
корисний сигнал?

Вгдповгдь. р = — — —  = —.
Рр\ + РгЧ 9

30. Пасажир для придбання квитка може звернутись до одше'Г з 
чотирьох кас. Вщповщш ймов 1рност1 дор!внюють р х = 0,2, р 2  = 0,3, 
Рз = 0,4, Ра = 0,1. 1мов1ршсть того, що до моменту появи пасажира в 
кас1 буде квиток, дор1внюе вщповщно Р\ = 0,6, Р 2  = 0,3, Рз = 0,8, 
Р 4 = 0,5. Пасажир звернувся до одше'Г гз кас 1 купив квиток. Яка ймо- 
в 1рн 1сть того, що квиток пасажир придбав у першш кас 1?

Вгдповгдь. р = -----------------------------------= —  .
Р\Р I + Р2 Р2  + РъРъ + Р4 Р4  29

31. Для виготовлення детал 1 необхщно провести чотири незалежш 
технолопчш операцп. 1 мов1рнють допустити брак при виконанш 
першо'Г технолог1чно'Гоперац1'Г^ 1 = 0,1, 1 для друго'Г, третьо'Г 1 четверто!' 
Ц1 ймов1рност! дор1внюють вщповщно ц2  = 0,05, с/з = 0,15, ^4 = 0,2. Яка 
ймов!рнють того, що виготовлена деталь виявиться стандартною?

Вгдповгдь. р  = р \р 2 Рз Ра = 0,5814.
32. Маемо к радюлокацшних станцш, кожна 13 них за один оберт 

антени може виявити лггаючий об’ек ту  повггр! 13 1мов 1ршстю Р  (не
залежно вщ 1нших оберт!в антени й шших станцш). За час I кожна 
станщя здшснить т  оберт1в антени. Знайти ймов1рност 1 таких ви
падкових подш:

1) А —  л1таючий об’ект буде виявлено хоча б один раз;
2) В  —  об’ект буде виявлено кожною станщею.
Вгдповгдь. Р{А) = 1 -  Р (#) = [1 -  сГ \к ■

33. 1 мов 1ршсть появи випадково'Г под1'Г в кожному з незалежних 
експерименпв е величиною сталою 1 дор1внюе р. Сюльки необхщно 
провести експерименпв, щоб 1мов1рн 1сть появи випадково'Г поди хо
ча б один раз дор1внювала Р(с)?

Вгдповгдь. п = —- — Р^ -  .
1п(1 - Р )



3 4 . 1 мов 1рнють вщказу в робот 1 кожного приладу при випробову- 
ванш дор1внюе 0,3- Скшьки таких прилад 1в необхщно взяти, щоб 13 
!мов!рн!стю 0,99 дютати хоча б один вщказ у робот! приладу?

ВкУпотдь. п >13 .

35. Трое роб!тник!в виготовляють однотипш деталь Причому за 
змш у перший робггник виготовив у 1,5 раза бшьше, шж другий, а 
другий в 1,8 раза менше. шж третш. У середньому брак становить 
для першого робггника 4%, для другого 1 третього —  1 I 8 %. Виго- 
товлеш детал1 розмЫ ую ть в одному ящику. Навмання взята одна 
деталь 13 ящика виявилась бракованою. Яка ймов 1ршсть того, що н 
виготовив другий роб 1ТНИК?

В/дповгдь. п = — .
107

36. Чотири робггники виготовляють однотипш вироби. При цьо
му продуктивнють пращ цих р о б т ш ю в  задовольняе таке вщношен- 
ня: 2 : 1,5 : 4 : 2,5. Вщомо, що частка браку, % для першого. другого, 
третього та четвертого роб 1тник 1в дор 1внюе вщповщно 1,5, 2,8, 2, 
4,5. Пюля робочоТ зм 1ни в а  виготовлеш робптшками вироби вм 1- 
щують в один бункер. Навмання взятий вир|б 13 бункера виявився 
стандартним. Яка ймов 1рнють, що його виготував перший або третш 
роб 1тник?

Ви)пов1бь. р -  .
1508

37. При вмиканш запалення мотор автомашини починае працю- 
вати 13 1мов 1рностю Р -  0,9. Знайти ймов1рност! таких випадкових 
подш: \)  А —  мотор почне працювати при другому вмиканш запа
лення; 2 ) для роботи мотора необхщно вв 1мкнути мотор не бшьше 
двох раз.

В/дновгдь. Р(А)  = <7 р  = 0,09; Р(В)  = 1 -  </' = 0.99.

38. В урн! чотири 6 Ы  й три чорш кульки. Два гравщ почергово 
виймають 13 урни по кульщ, не повертаючи Т'х до урни. Виграе той 
гравець, який рашше витягне бшу кульку. Знайти ймов 1рн 1Сть того, 
що виграе перший гравець.

4 3 2 1
В1()т>в1дь. р = —+ --------- 1.

к 7 7 6  5

39. Маемо три урни. У першш мютиться 6  бших 1 4 чорних куль
ки, у другш —  8 бших 1 2  чорних 1 в третш —  1 бша й 1 чорна. 1з 
першоТ урни навмання беруть 3 кульки, а 13 другоТ дв! 1 переклада- 
ють у третю урну. Яка ймов!рнють пюля цього вийняти 13 третьоТ 
урни одну бшу кульку?

С]с$ 6 | ц д с \  5 [ С1С1 4 | с гьс \ д  5 +
С 30 С ,20  7 С,30 С 20  7 С 30 С 2  7 С|3(,С|20  7

, С1 С \С 1 С \  4 | С 2 С ‘С 2 3 + О Д С | _  4 | С ‘С 2 С 2 2 +

С10 С ,20  7 С 30 С 2  7 С 30 С 2  7 С 30 С 20  7

+ 3 + С |О Д  2 + С|С|_ _1_
Г 3  С 2  7 Г 3 Г 2 7 Г 3 Г 2 710 10 ' 10 10 ' 10 10 '

40. Завод виготовляе вироби, КОЖНИЙ 13 ЯКИХ 3 1МОВ1рНЮТЮ 
р  = 0,01 мае дефект. Вироби можуть потрапити на перев1рку перш о
му або другому контролеров!. 1мов1ршсть того, що перший контро
лер виявить дефект у виробу дор|'внюе р\ =  0,85, для другого конт
ролера ця ймов!рн!сть р 2 -  0,95. Якщо вир1б не був забракований 
контролерами, то вш надходить до ВТК заводу. Дефект, якщо вш 
юнуе, може бути виявлений з 1мов!рнютю р 0 =  0,99. Яка ймов1ршсть 
того, що пюля вс1еТ процедури вир1б було забраковано: 1) першим 
контролером; 2) ВТК?

В1дпов1дь. 1) р ' -  0 ,8 5  -  8 5 0  •

2)

2 р 0 + ( р |  + Р 2 )<7о 2 -0 ,9 9 +  (0 ,8 5 +  0,95) 0,01 1999

Ро( 2 ~ ( Р \ + Р 2 )  _  99 

2 р„ + (Р 1 + р 2) <7 о 1999

41. В академ 1чнш груш 25 студенлв, як 1 складають екзамен з ма
тематики, 13 них 5 пщготовлеш вщмшно, 10 —  добре, 9 —  задовшь- 
но 1 6  —  незадовшьно. В екзаменацшних тестах мютиться 10 пи- 
тань. Вщмшно пщготовлений студент може вщповюти на вЫ 10 
запитань, добре пщготовлений —  на 7 запитань, задовшьно пщготов- 
лений —  на 5 запитань I незадовшьно пщготовлений —  на 3 запи
тання. Навмання викликаний студент вщпов 1в на в а  три запитання. 
Знайти ймов 1рнють того, що це був студент: 1) вщмшно пщготовле- 
ний; 2 ) незадовшьно пщготовлений.

А ,

т "™дь- 1) Т ~ ^ Т Т Т ^ Т 1 Т7Г Т П :
25 25 10 9 8 25 10 9 8 25 10 9 8

2)
А  А  1  А
25 10 9 8

А  1 + ] °  А  ^  _  + А  _5_ 4 3 + А  _3_ 1  
25 25 10 8 8 25 10 9 8 25 10 9



42. У м 1кроавтобус 1 Где 8 пасажир1в. На черговш зупинщ кожний 
13 них може вийти з автобуса 13 1мов 1рностю р  = 0,4; кр1м цього, в 
автобус 13 1мов 1рн 1стю ро = 0 ,6  не ввшде ш один новий пасажир, 1 з 
1мовфН 1Стю 1 — ро = 0,4 один пасажир увшде. Знайти ймов1ршсть то
го, що коли автобус знову почне рухатись до наступно'Г зупинки, у 
ньому буде 8 пасажир 1в.

Вгдповгдь. р =р о ( 1  - р ) & + (1 - ро )  п р  (1 - р )  ■
43. Для шдвищення надшност! роботи приладу вш дублюеться 

чотирма такими самими приладами (рис. 13).

ш —

0 — — 0

Рис. 13

Надш ш сть кожного приладу дор1внюе р = 0,9. Знайти надшшсть 
К щеТ системи. Скшьки необхщно взяти прилад1в, щоб збшьшити 
надш ш сть до заданого значения /?1 = 0,99999?

Вгдповгдь. К -  1 -  с/ 4  = 1 -  0,001 = 0,999.
/<7 (1 - /? )  /<7 0 ,0 0 0 0 1

/?, = 1 -  <7 " - > / ! > = 5 .
1сI <7 /</0 ,1

44. Оцшити надшшсть системи, елементи яко 1 з ’еднаш за схе
мою рис. 14.

Скшьки необхщно взяти елеменпв, щоб надшшсть системи дор1в- 
нювала /?]?

/<7 (1 - / ? , )
Вгдповгдь. К = 1 -  (1 - р р \ ) п , п =

ТЕМА 3. П О В Т О Р Ю В А Ш  Н Е ЗА Л Е Ж Н 1
Е К С П Е Р И М Е Н Т И  ЗА  С Х Е М О Ю  
Б Е РН У Л Л 1

Якщо кожний експеримент мае лише два несумюш наслщки (по- 
дй) 31 сталими ймов1рностями р  I </, то Г'х називають експериментами 
за схемою Бернулли У кожному експеримент! випадкова под 1я з 1мо- 
В1рн1стю р  вщбуваеться, а з !мов1ршстю <7 — не вщбуваеться, тобто 
р  + <у= 1 .

П роспр елементарних подш для одного експерименту мютить 
дв! елементарш поди, а для п експерименпв за схемою  Бернулл1 —  
2 " елементарних подш.

1. Формула Бернулл!

[мов1ршсть того, що в результат п незалежних експерименпв за 
схемою  Бернулл1 ПОД1Я А з ’явиться т  раз, подаеться у  вигляд1

? , ( * ) = С Г А “ " = - ? - — р " у -т . (29)
т\(п — т)\

1 мов 1рн!сть того, що в результат! п незалежних експерименпв 
под1я А з ’явиться В1Д т, до Шураз, обчислюеться так:

т) т) !
р , м  < т < ш ) = I  с:;Ртс Г т = X У 'сГ"' • (30)

т=т, т=т, тЦп -  1П)\
Оскшьки

Р„{0 < т < п ) =  X  С™рт1Г~т = 1, (31)
т=0

Д1Станемо

Р(0 < т < »!, ) = 1 -  X С У " \ 1 п~т ; (32)
т=т, +1 

т , — 1
Р(пц < 111 < /0  = 1 -  Е  С™р'"с1 "~т. (33)

/71=0

П риклад 1. 1мов1ршсть того, що ёлектролампочка не пере
горить при вв1мкненн1 ГГ в електромережу, е величиною ста- 
лою 1 дор1внюе 0,9.
Обчислити ймов 1рн 1сть того, що з п’яти електролампочок, 
ув 1мкнених у електромережу за схемою, наведеною на
рис. 14, не перегорять: 1) дв1; 2) не бшьш як двц 3) не
менш як двк



Р озв’язання. За умовою задач! маемо: р  = 0,9; <7 = 0,1; п -  5; т -  2. 
Зпдно з (29), (32), (33) дктанемо:

1 ) />(2 )=С<2р У  = —  (0,9)2 (ОД)3 = 1 0  0,81 0 ,0 0 1  = 0,0081;
2 ! 3 !

2
2) Р5 (0 < т < 2 ) =  2  С5ж/>т<75-" = С5° р У  + г/ 4 + С |/А /3 =

//1=0
= <75+ 5р г/4+ Юр2 г/3 = (0 ,1 )4  5 0,9 (0,1)4 + 10 (0,9)2 (0,1)3=

= 0,00001 + 5 • 0,9 • 0,0001 + 10 • 0,81 • 0,001 =
= 0,00001 + 0,00045 + 0,0081 = 0,00856;

3) Р5 (2 < т < 5) = Х С 5" 'р 'У -т = 1 -  1 С 5гар "У -т =
т=2 <п=0

=  1 -  С5°/?У -  С \р  9 4  =  1 -  (0 , 0 0 0 0 1  + 0 ,00045) =  1 -0 .0 0 0 4 6  = 0 .99954  .

Приклад 2. Роб1тник обслуговуе ипсть верстал в-автомал в. 
1 мов1рн 1сть того, що протягом години верстат-автомат по- 
требуе уваги робпника, е величиною сталою 1 дор 1внюе 0 ,6 . 
Яка ймов1рн 1сть того, що за годину уваги роб1тника потре- 
бують: 1 ) три верстати; 2 ) В1Д двох до п’яти версталв;
3 ) принайми! один.

Р озв’язання. За умовою задач! маемо: р  = 0,6; с/ = 0,4; п = 6 , т — 3,
2  < т < 5; 1 < т < 6 .

Зпдно з (29), (30), (33), дктаемо:

1 ) Рь (з)=С3/>У = - ^ ( 0 ,6 )3 (0 ,4 ) 3 = 2 0  0 , 2 1 6  0 ,064 = 0,27648;

2) Р6  (2 < т < 5) = 1 С"6 ' р тС1 6-т =С 62 р У + С 63 р У + С 64 А 2 +С 65 Р 59 =
т = 2 .  *

=15 (0,6)2 (0,4)4 + 20 (0,6)3 (0,4)3 + 15 (0,6)4 (0,4)'+ 6  (0,6) 0,4 =
= 15 • 0,36 ■ 0,0256 + 20 • 0,216 • 0,064 + 15 • 0,1296 • 0,16 + 6  • 0,07776 ■ 0,4 = 

= 0,13824 + 0,27648 + 0,31104 + 0,186624 = 0,902384;

3) Р6(1 < /и < 6) = 1 -  Р6(0) = 1 -  С6° / ;У  = 1 - ^ = 1 -  (0,4)6 = 
= 1-0,04096 = 0,995904.

V 7 2. Най1мов1ржше число появи 
випадковоУ поди (мода)

НаЙ1мов 1ржш им числом появи випадковоУ поди А  в результат! п 
незалежних експерименпв за схемою Бернулл! називаеться таке чис
ло т 0, для якого ймов 1ржсть Р„ (т 0) перевищуе або в усякому раз 1 е 
не меншою за ймов 1ржсть кожного з решти можливих наслщкгв 
експерименпв.

Приклад. 1мов!ржсть появи випадковоУ поди А в кожному з 
п =  8 незалежних експерименпв е величиною сталою I дор 1- 
внюе р  = 0,5 (<7 =  1 - р  =  0,5). Обчислити ймов1рносл подш 
для т = 0, 1. 2. 3, 4, 5. 6 . 7, 8 . Значення обчислених 1мов1рно- 
стей наведено в таблиц!:

т 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Г т
Я (ш ) = —  

8  256

1

256
8

256
28

256
56

256
70

256
56

256
28

256
8

256
1

256

1з таблиц! бачимо, що при т  = 4 1мов!ршсть набувае найбшьшого 
70значення, а саме р8(4) = ^ ^ ~ . Отже, нашмов!ршше число появи поди е 

т 0 = 4.
Зауважимо, що для визначення нашмов!ршшого числа появи поди 

немае потреби обчислювати ймов1рносл для р 1зних можливих значень 
т  (0  < т < п ) .

Справди запишемо формули для обчислення ймов1рностей при зна
чениях 1п  =  /»0; т  =  т 0 -  1; т  =  /щ  +  1 I розглянемо Ух вщношення:

Р ( 1 1 1  1 Г"'° п т° п п~'"°
" о > 1 - »  С " р  Ч_______> ! _ >

Р,Д'"о - 1 )  С »#-1р »о-19 «-Ч.+1

„ Мо
,Р  ч

п\ /л0 что

 ___________ И- *  р т  о-1 п-т0+1

( т 0 - 1 ) ! ( / 1 - /н 0 +1)!

Р 
"'о > 1 —» 1п 0 < п  р  + р  ; (а)

II -  1110 + 1



Л > -о ) ^  . С У " У ~ ..  м  .
Р„(то +1) С„га"+1 р то+]

Я

—> —— —  > 1 —> т0  > п р -  я ■ (б)
Р

т0 +1

О б’еднавши нер1вност1 (а) I (б), дктанемо:
/1 р - с 7 < ш0 <п р + р . (34)

Число т0  називають також модою.
Приклад 1. У раз1 додержання певноТ технолопУ 90% уаеУ 
продукцп, виготовленоУ заводом, е найвищого сорту. Знайти 
нашмов1ршше число вироб1в найвищого сорту в парти з 2 0 0  
штук.

Р озв’язання. За умовою задач1 п = 200; р  = 0,9; с/ = 1 - р  = 0,1. 
Використовуючи подвшну нер1вн1сть (34), дютаемо:

п р -  я < т0  < п р + р  —ь

-»  200 • 0,9 -  0,1 < т0 < 200 • 0,9 + 0,9 ->

—>179,9 <ш 0 <180,9.

Отже, най1мов1рн1ше число вироб1в першого сорту серед 200 дор1в- 
нюе 180.

Приклад 2. 1мов1ршсть того, що студент складе юпит з ма
тематики, е величиною сталою 1 дор1виюе в середньому 0 ,8 . 
Нехай е група з восьми студеннв. Знайти наЙ1мов1ршшу 
к1льк1сть члешв щеТ групи котр1 складуть юпит з математи
ки, 1 обчислити В1ДПОВ1ДНУ ЙМОВ1рН1СТЬ.

Р озв’язання. За умовою задач1 п = 8 ; р = 0,8; с/ = 0,8.

пр -  я < ш0 < пр+ р  —»
-> 8 • 0,8  -  0 ,2  < т0  < 8 • 0,8  + 0,8  ->

—> 6,2 < т0 < 7,2.

Отже, т0  = 7 ; Р,(7) = С7 р 1 ц = 8 (0,8)7 0,2 = 1,6 (0,8)7 = 0,524288. 
Доходимо висновку: нашмовфшша кшьюсть студенпв, як! складуть 

екзамен, т0  = 7. Вщповщна ймов1ршсть дор1внюе 0,524288.
Обчислення ймов1рностей за формулою Бернугш при великих зна

чениях п 1 т пов’язане з певними труднощами. Щоб уникнути Ух, засто- 
совують асимптотичш формули, що випливають з локально1 та штег- 
ральноУ теорем Муавра— Лапласа.

Ч'-/  3. Локальна теорема

Якщо ймов 1*рн1сть появи випадковоУ под1У в кожному з п незалеж
них експерименпв е величиною сталою 1 дор 1внюе р ( 0 < р < 1 ) ,  то 
для великих значень п I т  1мов 1ршсть того, що випадкова под>я А 
настане т раз, подаеться такою асимптотичною формулою:

/ > . ( « > - & .  (35)
Vпрс,I

1 -•*!
де ф(л-) = е  2 називаеться функцгею Гаусса. Функщя Гаусса

V 2тс
протабульована, 1 ТУ значения наведено в дод. 1, де

т -  прх = ■ (36)
у[йрЯ

Тут х  е р1вном!рно обмеженою величиною вщносно п 1 т.

|  Доведения. 1з (36) випливае, що

т = пр + х  фгрс/ ; ( 3 7 )

/г -  т = пут- х у!прс/  . (38)

Очевидно, що при л —»°° вирази (37), (38) прямують до нескш-
ченност!.

1з (37), (38) маемо:

»»* . / с/—  = 1 + г и _ ;  (39)
пр  у пр

" ■" р
- = 1 - х  —  . (40)

1111 \ 1Щ

(39), (40) випливае, що за досить великих значень п
т ~ п р ,  п -  т ~ пс]. (41)

Для доведения теореми скористаемося формулою Опрлшга:

К\ ~ ^2 и  к к к е~к . (42)

Використовуючи (42) для формули Бернулл1, дютаемо:

р„(т) = - ~ п] р тс]"-"' =
т \ ( п - т ) \

■>/271/1 п пе "

■^2пт ■ т те т ^ 2 п ( п  -  т)  ( п - т ) п те~
~ р т С] т~т



/ \Шпр  '

=  I  п—

^ 2п \ ' п ( п ~ т

№ \ п р

т(п -  т)

_ 1 _  ( Н Е

•Лл V" '(» - ш) V ПР )

Щ 
п -  т

11 -  111 
ПС{

-(п-т)

\п-т

-(п-т)

я е А  =
' - # 1\ п д

V

-(п-т)

I-----ч-(л-ш) г----------

= 7 =  ^\ п д  у/2 п  \ т ( п - т)
■А,

(43)

Коли п —> со, маемо:

( п - т )  \ п р  пд ^ прсI 

Для дослщження поводження при /г —> оо прологарифмуемо (43)

(44)1п А = - ш  1п 1 ‘ х .|— - ( п - т )  1п 1 - х

Розклавши логарифм 1чн 1 функцп у вираз1 (44) у ряд Тейлора 1 

обмежившись двома членами ряду, скористаемося (37) 1 (38):

1п Л = -  (пр + х ^ п р д )
I д 1 дх г \

пр 2  пр 

1 <1у[ч

- { [ г д - х ^ п р д )
Р 1 р х ‘

псI 2 IиI

I------ х 2 ■> 1 “7л/ з /-------  а- 2  2 1 Р4~Р з _= - х ^ п р д + - — д - х  д + -  —г = х  + х ^ п р д  +—  р - х  р - — ---- х
2 I  ^п р  1 “  -\1п(]

х 2 1—  (р  + д ) - х 2( р  + д) + -
(

л/<7 з Р>1~Р ,.з— ~ X ----- .
^ - р  

д^д  РЯ )

’/й р  4^1  ,

П т  1п А =  Н т _ ^ 1  + 1  
2 2

д^д р ^ р  

,[пр ^Од
= -> А  = е  2

2

Отже,

1 1
Н т  Р„ (т)  =
Л"*~ у/прд V2п

а для великих, хоча й обмежених значень п

Рп( т ) ~  ф ^

що й потр 1бно було довести.
Влаетивост1 функцп Гаусса:
1 ) <р(х) визначена на всш ос 1 абсцис; ф(х) > 0 ;
2 ) <р(х) е функщею парною: ф (-х) = ф(х);
3) Нт ф( х )  = 0 ;

1 -  —

4) ф'(х) = - х - = е  2 ; ф '(0 ) = 0 ;
л/2 п

ф'(х)|х<0 > 0 ; ф'(х)|1>0 < 0 ; отже, ф(0 ) = - ^ =  — максимум функцп
“V 27Г

Г аусса;

5) ф'(х) = (х2 - 1 )
л/2 я

ф'(*)|,=±, = 0 .

Таким чином, х, = -1 , х 2  = 1 будуть точками перегину. При цьому 
ф '(^ ) |д < - ,  > 0 ;  ф ' ( х ) | _ 1<х<1 < 0 ;  Ф ' ( х ) | , > , > 0 .

Граф1к функцп Гаусса зображено на рис. 15.

Зауважимо, що розв’язуючи задач1, додержують такого правила: 

Ф (* ) |* > 4  = 0 '- Ф (-^ ) |^ < -4  =  0  '

55



Отже, практично використовуються значення функцн Гаусса для 
: 6  [ - 4 ; 4 ], що показано на графжу функцн Гаусса (рис. 16).

Приклад 1. Фабрика випускае 75% вироб1в 1-го сорту. 1з 
партп готових вироб1в навмання беруть 400 деталей. Обчис
лити ймов1рност1 таких випадкових под1й:
1) вироб1в 1-го сорту виявиться 290 шт.;
2) 300 шт.;
3) 320 шт.

Розв’язання. За умовою задач! маемо: 
п = 400; р  = 0,75; д = 0,25; т = 290; 300; 320.
1) -\]пРЯ = ^^00  • 0,75 • 0,25 = -^75 = 8,7 ; пр = 400 • 0,75 = 300 ,

т -  пр 290 -  300
х  = —. -  = ---------------=  - 1 ,1 э ,

^400 (290)

прд 8,7

ф (-1,15) ф (1.15) 0,2059
1,7 8,7

= 0,0237 ;

т — пр 300-300
2 ) х  = ,— 1- = ---------------- = 0 ;

фгрд 8,7

Ф (0) 0,3989
Р 4  оо (300)

8,7 8,7

т — пр 320-300 20 . .
3) х = —= = -  = --------------------------= -------= 2,3 ,

'  1 8,7 8,7прд

ф (2,3) 0,0283
Рт  (320) = ^ = — —  = 0,0033

Приклад 2. 1мов1рн1сть того, що поаяне зерно ячменю про
росте в лабораторних умовах, у середньому дор1внюе 0,9. 
Було пос1яно 700 зернин ячменю в лабораторних умовах. 
Визначити най1мов1рн1ше число зернин, що проростуть 13 
Ц1е1 К1ЛБКОСТ1 ЗерНИН, та обчислити ЙМОВ1рН1СТЬ цього числа.

Р озв’язання. За умовою задач!:
п = 700, р  = 0,9, д = 0,1;
п р -  д < /щ < пр + р 700• 0,9 -  0,1 < < 700 • 0,9 + 0,9 —»
—> 729,9 < то < 63Ц9 —> /щ = 630.

Отже, шукане число т0  = 630.
Вщповщна ймов1рн 1сть буде така:

^ п р д  = ^/700 0,9 0,1 =  л/бЗ = 7,94 ;

пр — 700 • 0,9 — 630; 
т -  пр _ 630 -  630 _ 
4 т /  ^ 9 4

0 ;

Рш  (630) = = ° ’ - 9 8 9  = 0,05.тоо V / 1 9 А  1 9 А

4 . 1нтегральна теорема

Якщо ймов1рнють появи випадковоУ поди в кожному з п незалеж
них експерименпв е величиною сталою 1 дор 1внюе р ( 0 < р <  1 ) , то 
для великих значень п 1мов1рн1сть появи випадковоУ ПОД11 вщ т,  до  
ту раз обчислюеться за такою асимптотичною формулою:

Рп (тп < т < ) = Ф (ху) -  Ф (X)) ,  (45)

т - п р  - т р
де Х] = ~ ]. х{ = 1 ^  ,

^ п р д  у] прд
■>

|  X -  —
а Ф(х) = —= =  \ е 2 е функщею Лапласа, значення якоУ наведено в дод. 2. 

л/2 я  о - 1
Г~“--- "■*" .... ....

|  Доведения. 1мов1ршсть того, що в результат! п незалежних екс- 
^ перименпв под1я вщбудеться вщ ш, до раз, обчислюеться за 

формулою
ш,

Рп(т! < т < т / ) =  '%Рп(т).
т=ш,



Зпдно з (35) для досить великого числа спроб п маемо наближе- 
ну р1ВН1СТЬ:

Х-,
Р„ (ш, < т < т) ) = X Ф (хт) »

Х,„ =х,

де

Хт+1 Аш
/н + 1  -  пр т -  пр

пр// ^»Р<1 V пРЧ

1  ■

Отже, можна записати:

X 4̂6>
V 2п *,„=*,

Тут (46) е штегральною сумою, а тому

1 ^  ф и » ) 1 7 - т  1

Н т  Р„ О», ^  т ^  т ) ) = ~гг= Н т  X I----- -  ~ 7 =  I е *** “/I—>оо ^ 2 Т1 П-*°° Хт=Х! у/прс] у /т  XI

1 о _ I I  1 А, I I  1 _11 1 А/ - -
=  - 1 = \е~ 2 <Ьс + - ^ = ) е  2 ^  =  _ _  } е 2 Л - _ _ } е 2  Лх =

^ 2я  I  ^ 2 п  о у 271 о л/2л о

= Ф (х ;) -Ф  и ) .
Для великих, але обмежених значень п дютанемо:
Рп(т, < т < Ш]) = Ф (дгу) -  Ф (х ,), що й потр1бно було довести.

В ластивост! функцп Л апласа

1. Ф(х) визначена на всш ос1 абсцис.
2. Ф (-х) = -  Ф(х), отже, Ф(х) е непарною функщею.
3. Ф(0) = 0.

. оо _ “  -  —  ____
4 . ф(оо)=------\е  2 с1х  = 0 ,5  , оскшьки \ е  2 с1х = ^ 2 п е штегралом

■/Тп о
Пуассона.

5  ф(_ф(_оо) = _о,5, як непарна функщя.

1 - —
6 . Ф \х )= - ^ = е  2 > 0 , отже, Ф (х) е функщею неспадною.

л/2л
7. Ф"(0) = 0; Ф '(х ) \ х < 0  > 0 Ф'(л-)|х<0 < 0.
Таким чином, х = 0 е точкою перегину.
Граф1к функцп Ф(.т) зображено на рис. 17

х

Рис. 17 Рис. 18

Розв'язуючи задачи додержують такого правила:
Ф(х)|л>4 = 0,5 , Ф(х) |х<_4 =0,5.
Отже, практично функщя Лапласа застосовуеться для значень 

с6  [—4; 4], що шюструе рис. 18.

Приклад 1. Верстат-автомат виготовляе однотипш деталь 
1мов1рн1сть того, що виготовлена одна деталь виявиться 
стандартною, е величиною сталою 1 дор1внюе 0,95. За змшу 
верстатом було виготовлено 800 деталей. Яка ймов1ршсть 
того, що стандартних деталей серед них буде: 1) в1д 720 до 
780 шт.; 2) в1д 740 до 790 шт.?

Р озв’язаипя. За умовою задач к
/г = 800; р  = 0,95 ; с/ = 0,05 : 720 < т < 780; 740 < т < 780;

= л/800 ■ 0,95 • 0,05 = л/38 = 6,2, пр = 800 • 0,95 = 760.

1 ) ^  = = 780-760  = 20 = 3 >2 з ;
у/пру  6,2 6,2

т ,- п р  720-760 40х . =  '---- Г = ------------  -------= -6,5 ;
у/прс/ 6,2 6,2

Рш  (720 < ,н < 780) = Ф(3,23) -  Ф(-6,5) = Ф(3,23) + Ф(6,5) =
= 0,49931 + 0,5 = 0,99931;

2, , , , 1 2 0 2 1 6 0 . 4 , 8 4 ;  
прс) 6,2

т - п р  740-760 20
х, = —г —?  = ------------  ------- = -3,23 ;

д/прс] 6,2 6,2

Рзоо = (740 < т < 790) = Ф(4,84) -  Ф(-3,23) = Ф(4.84) + Ф(3,23) =
= 0,5 + 0,499-31 = 0.99931.



П риклад 2. В електромережу вв1мкнено незалежно одну вщ 
одноУ 500 електролампочок, як 1 осв1тлюють у веч1рнш час 
виробничий цех заводу. 1 мов1ршсть того, що електролампо- 
чка в електромереж 1 не перегорить, е величиною сталою I 
дор1внюе 0,8. Яка ймов1рнють того, що з 500 електролампо
чок не перегорить:
1) не бшьш як 380 шт.;
2) не менш як 390 шт.

Р озв’язання. За умовою задачк 
п = 500; р  = 0,8 ; </ = 0,2 ; 0 < т  < 380; 390 < т  < 500;

7 ^  = 7500^08^0 2 = 7 8 0 = 8 ,9 , пр = 500 0,8 = 400. 

т ] - п р  3809-400 380-400 _ 20

"  --------«3 ’  й  8?
т , - п р  0 -4 0 0  

7  ПРЧ 8,9
Р500 = (0 < т < 380) = Ф(-2,25) -  Ф(-45) = Ф(4,5) -  Ф(2,25) =
= 0,5-0,4881 = 0,0119.

_ /и, -  пр _ 390-400  _ 10
' ~ ~ 7 ^ Г ~  8^  8,9

_ т ] -  пр _  500-400  _ 100 

; 7 ~прд 8,9 8,9
Р500 (390 < т  < 400) = Ф(11,23) - 
= 0,5 + 0,3686 = 0,8686.

\ 7  5. Використання ЫтегральноТ теореми

За допомогою (45) можна оцшити близькють вщносноУ частота 
Щ А) до ймов 1рност 1 р  випадковоУ под 11 А. Нехай р  —  1мов 1ржсть 
появи випадковоУ поди А в кожному експеримент1 за схемою Бернул- 
Л1 й Щ А) —  вщносна частота появи щеТ поди при п експериментах.

Необхщно оц 1нити ймов 1рнють поди I Щ А) - / ? | < е ( е > 0 1 е  ма
лою величиною). Якщо п набувае великих значень, то можна за 
формулою (45) дютати:

Р ( \ Щ А ) - р \ < г )  =

= - 1,12;

= 11,23 ;

- Ф(-1; 1,12) = Ф(11,23) + Ф(1,12) =

V РЧ\ /
Отже,

Р(\\У(А)~ р | < е) = 2Ф (46а)

Приклад 1. 1мов1рн1сть виходу з ладу виробу пщ час прове
дения експерименту, який мае на мет1 виявити надшшсть 
виробу в робот!, дор1внюе 0,2. Було перев1рено 400 вироб1в. 
Чому дор1внюе ймов1ршсть такоУ подй': абсолютна величина 
вщхилення вщносноУ частота виходу 13 ладу вироб1в вщ 
1мов1рност1 р = 0 ,2  становить е = 0 ,0 1 ?

Розв’язання. За умовою задач!: п = 400; р - 0,2; д = 0.8; е = 0,01.
Пщставивши щ значення в (46), дютанемо:

Р(ЦУ(А)-0,21< 0,01) = 2Ф 0,01
400

0,2 0,8
= 2Ф(0,5) = 2-0,1915 = 0,383.

Приклад 2. У раз1 автоматичного виготовлення втулок брак 
становить у середньому 10%. Сюльки втулок мае взяти кон
тролер, аби ймов1рн1сть того, що абсолютна величина вщ
хилення вщносноУ частоти появи стандартноУ втулки ЩА )  
(А —  випадкова под1я, що полягае в появ! стандартноУ втул
ки) вщ 1мов1рност1 р  виготовлення такоУ втулки не переви- 
щуе е = 0,001, дор1внювала 0,999:

Р ( \ ] У ( А ) - р \ <  е) = 0,999.

Розв’язання. За умовою задачк д = 0,1, е = 0,001, р  = 1 -  д = 1 -  0,1 = 
= 0,9;

Р( | IV (А)  - 0 ,9 1< 0,001) = 0,999.
Дал! маемо:

Р(\Ц' (А)-р\< е) = 2Ф = 2 Ф(х) = 0,999,



П Г  ( х Л 1
д е  х  =  е ---------- > п = —

V рч  I е ^
РЧ-

Оскшьки 2Ф(х) = 0,999, то Ф(х) = 0,4995 —► х «  3,4 (див. дод. 2).
\2

Отже, п =
3,4

0,001
0,9 ■ 0,1 = (3400)2 0,09 = 1040400 .

Тобто контролер мае перев1рити 1 040 400 втулок.

Приклад 3. 1 мов1рн1сть появи випадковоУ под)У в кожному з 
900 незалежних експеримештв е величиною сталою 1 дор1внюе 
0,75. Яким мае бути значення е > 0, щоб Р(\ЩА) -  р\ < е) =
= 0,99?

Р озв’язання. За умовою задач 1: п - 900; р  = 0,75; с/ = 0,25; /
2Ф(х) = 0,99.

Дал1 маемо Ф(х) = 0,495; х = 2,74 I
2,74 2,74-у/0,75-0,25

X =  Е
900 30

|0,75-0,25
Отже, умову задач 1 задовольняе значення е = 0,04.

\ /  6. Формула Пуассона для малоймов1рних 
випадкових подш

Точшсть асимптотичних формул для великих значень п —  числа 
повторних незалежних експерименпв за схемою Бернулл! —  знижу- 
еться з наближенням р  до нуля. Тому при /1 —>°°, р —> 0  за умови 
пр = а = сопк! 1мов 1рн 1сть появи випадковоУ под 11 т раз (0 < III < п) 
обчислюеться за такою асимптотичною формулою:

('») = —  е‘",
т\

яка називаеться формулою Пуассона.

? Доведения. Оскшьки а = пр, то р = —
п

(47)

с/ =  1 - р  =  1 -

Запишемо формулу Бернулл! у такому виглядк

Р„(,п) =  с : ' р тс Г т = ^ -
т ч

п (п - 1 ) (п -  2 ) . . .  (п -  т  + 1 )

1-1

Коли п —> оо , дютаемо:

Пт Рп (т)  = Нт —
п°° п—>°° 1л \

т\ л—»°° \

1 -

( , О (, 2 )
1 ---- 1 ----

V п ) 1 >ч 1

1-----
/I

III -  1 

II

(  т - 1

П т | 1 — — 
п

1 ——

П т | 1 — — 
п

Оскшьки Нт

Пт 1 — 1 - 1 /м -1
=  1; П т

П—>°°
1 — 1 .

Отже,

Пт Рп( т ) = — е-“ ,
т'.

а для великих, але обмежених значень п маемо:
С1°1

Р„(т) = — е~“ , що й потр1бно було довести. 
т\

1з (47) випливае:
"Ч "Ч а"'

Р„(»1< *  т < т  ■) =  X  Рп(т) = % 1±- е ~ а ; (48)
т=т, т-тд

п п (1 т 11 п т
Р„(0 < I I I  < п) = X  Рп(»0 = Ё ---- е~" -  е~" Ё -----= е“" е“ = 1.

т- 0  т= 0  т\ ш= 0  /и!

1 справд), це пщтверджуеться ще й тим, що под1У 0  < т < п  утворю- 
ють повну трупу.

Функщя Рп(т)  визначаеться за таблицею, наведеною в дод. 3, за 
заданим т 1 обчисленим значениям а  = пр.

Приклад 1. Радюприлад мютить 1000 мжроелеменнв, як 1 
працюють незалежно один вщ одного, причому кожний мо- 
же вийти з ладу пщ час роботи приладу з 1мов!рн1стю р  = 
= 0,002. Обчислити ймов1рност1 таких випадкових подш:



1) П1Д час роботи  приладу з л аду вийдуть 3 мйкроелементи;
2 ) В1Д трьох д о  ш ести.

Р озв’язання. За умовою задач! маемо п = 1000; р  = 0,002; т = 3; 
3 < т < 6 . Осюльки п велике, а р  мале число, то для обчислення ймов1р- 
ностей застосуемо формули (47) 1 (48). Для цього обчислимо значения 
параметра а = пр=  1 0 0 0  • 0 ,0 0 2  = 2 .

1)^000(3) = 0,18044.
2) Р1000 (3 < т < 6 ) = Р1000 (3) + Р{Ш (4) + />1000 (5) + Р1Ш (6 ) =

= 0,180447 + 0,168031 + 0,100819 + 0,050409 + 0,021604 = 0,52131.

Приклад 2. 1мов1рн1сть того, що шд час ешдеми грипу ме- 
шканець М1ста захвор1е на цю хворобу, становить у серед- 
ньому 0,03%. Яка ймов1ржсть того, що серед навмання виб- 
раних 300 мешканщв мюта хворих на грип виявнться:
1) 5 оаб ; 2) не бшьш як 3 особи.

Розв’язапия. За умовою; р -  0,003; п = 300; т = 5; 0 < ш < 3. 
Обчислюемо значения параметра а = п р -  300 • 0,003 = 0,9.

1)Рвоо(5) «  0,002001.
2) Рш  (0 < т < 3) = Рт  (0) + Ру«о (1) + Рш  (2) + Рш  (3) =

= 0,40657 + 0,365913 + 0,164661 + 0,049398 = 0,996542.

Теоретичн7 запитання до теми ^

1. Яю експери^енти називають експериментами за схемою 
Бернулл1?
2. За якоТ умови формула Бернулл1 застосовуеться для обчи
слення ймов!рностей?
3. Що називають нашмов1ржшим числом (модою)?
4. Довести, що пр -  <7 < т0  <пр + р .

5. Чому дор1внюе X С"'ртс]п~т ?
т=0

6 . Сформулювати локальну теорему Муавра—Лапласа.
7. Сформулювати штегральну теорему Муавра—Лапласа.
8 . Чому дор1внюе Р( \ \У(А) -р \< е) ?
9. Функщя Гаусса та и властивость
10. Функщя Лапласа та и властивостг
11. За я ко! умови використовуеться формула Пуассона?

п а™
12. Чому дор 1внюе X — е “ ?

т=о т\

13. Записати формулу Пуассона для малоймов1рних випад-
КОВИХ ПОД1Й.
14. Асимптотичш формули для обчислення ймов1рностей 
випадкових подш для п незалежних експерименпв за схе
мою Бернулль
15. Чому дор 1внюе Нт Ф ( х ) ?

-̂>4-00

16. Чому дор1внюе Нт Ф ( х ) ?
X—>—оо

I ОО
17. Чому дор^внюе —] =  (е 2 6 .x ?

л/2т!
18. Застосовуючи формулу Спрлшга, записати, чому дор 1в- 
нюе к\.
19. Чому дор^внюе Нт ф(дс) ?X—>±°°

/  I---- \П
8 ----

V РЧ
20. Довести, що Р (|1У(а)- р\ < е)= 2Ф

21. Довести, що Рп(т) = — е “.
т\

22. Довести, що Рп (т, < т  < /иу) = Ф(х ) -  Ф(х,).

Прикпади до теми

1. П щ  час тестування з математики студент мае дати правильш 
в1дпов1д1 на 5 запитань. 1мов1рнють того, що вш на позитивну оцш- 
ку вщповють на одне запитання, у середньому дор1внюе 0,8. Щоб 
скласти тест, студентов! необхщно дати вщповщь не менш ш ж на 
три питания. Знайти ймов1рнють того, що студент складе тест.

Шдповгдъ. 0,84208.
2. Сад1вником восени було посаджено с1м саджанщв яблуш. 1мо- 

В1рн1сть того, що будь-який 13 саджанщв навесш проросте, у серед
ньому складае 0,7. Обчислити ймов1ршсть того, що 13 семи саджан
щв яблуш навесш проростуть; 1) три саджанщ; 2 ) не менш як три. 
Знайти наЙ1мов1рн1ше число саджанщв, як1 навесш проростуть, 1 о б 
числити вщповщну ЙМОВ1рН1СТЬ.

В1дпов1дь. 1) 0,0416745; 2) 0,0693983; т 0  = 5; Р 7(5) = 0,3176523.
3. 1мОВ1рН1СТЬ виготовлення р001ТНИК0М детал1 ВЩМШНОУ ЯКОСТ1 

становить 0,75. Яка ймов 1рнють того, що серед 6 виготовлених дета
лей роб ггником хоча б одна буде вщмшноУ якост1? Знайти най1мов1р- 
шше число виготовлених роб1тником деталей вщмшноУ якост! й об
числити ймов1рн1сть цього числа.

Вгдповгдь. 0,9997559; гщ = 5; Р 6(5) = 0,3559569.



4. Роб1тник обслуговуе 10 верстат1в-автомат1в. 1мов1ршсть того, 
що верстат потребуе уваги робггника протягом одшеУ години в серед- 
ньому складае 0,6. Знайти ймов1ршсть того, що за 1 годину уваги 
роб1тника потребують: 1) 4 верстати; 2) вщ 4 до 6  верстат1в (урахо- 
вуючи меж1). Знайти нашмов1ршше число т 0  верстат!в, як 1 потре
бують уваги роб 1тника за I год 1 обчислити ймов1ршсть цього числа.

В1дпов1дь. 1) 0,1114767; 2) 0,5619574; т0 = 6 ; Л о(6 ) = 0,2508226.
5. На автобаз! е 12 пасажирських автобуЫв. 1 мов 1ршсть того, що 

на маршрутну л1шю вийде автобус, у середньому дор1внюе 0,85. 
Знайти ймов1рн1сть того, що автобаза працюватиме в нормальному 
режиму якщо для цього потр 1бно, аби на маршрутну Л1шю виУхало 
не менш як 9 автобуав.

Вгдповгдъ. 0,6871141.
6 . У раз 1 вв1мкнення запалювання мотор автомобшя почне пра- 

цювати з 1мов1ршстю 0,99. Яка ймов1ршсть того, що: 1) мотор почне 
працювати при двох ув 1мкненнях запалювання; 2 ) не бшьш як двох.

В1дпов1дъ. 1) 0,9801; 2) 0,9999.
7. По вшськовому кораблю здшснюють три пострши з ракетноУ 

батареУ системи «земля— земля». 1мов1ршсть влучити в корабель до- 
р 1внюе 0 ,9 5 , а ймов 1ршсть того, що вжськовий корабель буде зне- 
шкоджений, дор 1внюе 1 -  </\ де Ж: —  число влучень ракет у корабель. 
Обчислити ймов!ршсть того, що корабель буде знешкоджений.

В1дпов1дь. Р = С| / ? 3 (1 -  <?3) + С | />2<7(1 -  г/2) + С]рср (1 -  ([) + С°<73 (1 -  <7°) = 
= 0,9991799.

8 . Завод виготовляе однотипш телев1зори, з яких 85% вищо! якос- 
Т1 . 1з парта виготовлених заводом телев1зор1в навмання вибирають 
С1м. Яка ймов 1рн 1сть того, що серед них телев1зор1в вищоУ якосп  бу
де: 1) 4; 2) не менш як 4.

Вгдповгдь. 1) 0,0178821; 2) 0,8509384.

9. У партн однотипних деталей кш ькосп стандартних 1 бракова- 
них деталей вщносяться, як 5 : 2. Навмання з партн беруть 8 дета
лей. Яка ймов!ршсть того, що серед них стандартних виявиться 6 ? 
Знайти нашмов1рн1ше число появи стандартних деталей серед семи 
навмання взятих 1 обчислити вщповщну ЙМОВ1рШСТЬ.

500000 „ 500000
Вюповюъ. --------- ; т0  = (к, Р8(6 ) = ■

823543 823543
10. У кожному 13 семи ящик!в мютиться по 6  стандартних I 4 

бракован! однотипш деталь Навмання з кожного ящика беруть по 
одн!Й деталь Обчислити ймов 1ршсть того, що серед семи взятих де
талей стандартних буде: 1 ) 3; 2 ) не менш як 3; 3) не бшьш як 3.

Вгдповгдь. 1) 0,193536; 2) 0,9811584; 3) 0,096256.

311. 1мов1ршсть виходу з ладу конденсатора дор 1внюе — . Н а

вмання беруть 1 0  конденсатор1в 1 вмикають паралельно в електрич- 
ну мережу. Знайти нашмов!ршше число т 0  конденсатор1в, як 1 вий- 
дуть 13 ладу, 1 обчислити ВЩПОВЩНу ймов1ршсть.

В 'к)по(й6 ъ. т0  = 2; /»0(2) = 0,3019897 .

12. Вщомо, що серед вироб1в заводу стандартш детал! становлять 
у середньому 85%. Скшьки необхщно взяти цих деталей, щоб 
т0  = 65?

В'к)пов'и)ъ. — — — < «  < - - ---  — п = 76. 
п р

13. 1мов1рн1сть того, що покупець, який завггав до взуттевого ма
газину, здшснить покупку, дор1внюе в середньому 0,1. Яка ймов1р- 
шсть того, що 13 900 покупщв, що зав 1тали до магазину, здшснять 
покупку: 1) 90 покупщв; 2) вщ 100 до 180 покупщв?

Вгдповгдъ. 1 ) 0,0443222, 2) 0,1335.
14. В яких межах мае перебувати ймов1ршсть появи випадковоУ 

под 11 в одному експерименть коли вщомо, що в результат! проведен
ия п =  600 незалежних експерименпв за схемою Бернулл1 т0  = 60?

О А -А "'о ^  г, ^ ,пп + 1 60 „ „ 61Вюповюъ. — — < Р < —5------>------< р  < — .
п + 1 л + 1 601 601

15. У партн однотипних деталей стандарта! становить 82%. На
вмання з парта беруть 400 деталей. Яка ймов!ршсть того, що серед
них стандартних буде: 1) 355; 2) вщ 355 до 300. Знайти нашмов1р- 
шше число появи стандартних деталей то 1 обчислити вщповщну 
ймов!ршсть.

Вгдпов/дъ. 1) = 0,0001041; 2) = 0,000071; т0  = 328; Р400(328) = 0,052 .

16. 1мов 1ршсть виходу 13 ладу виробу пщ час його випробування 
на надшшсть дор1внюе 0,05. Яка ймов1ршсть того, що пщ час ви- 
пробувань 900 вироб1в 13 ладу вийдуть: 1) 30; 2) не бшьш як 30.

Вгдпов^дъ. 1)0,0044; 2) 0,0113.
17. 1мов1ршсть появи випадковоУ подп в кожному з п незалежних 

експеримештв за схемою Бернулл1 е величиною сталою 1 дор1внюе 
р  = 0,8. Скшьки необх 1дно провести таких експеримештв, щоб 1мо- 
в!ршсть появи випадковоУ под|У т > 900 дор1внювала 0,99?

/
п -  пр

ф
900 -  пр

4пр<1
= 0,99.

18. Телефонна станщя обслуговуе 1000 абоненпв. 1мов1рн1сть то
го, що протягом години абонент розмовлятиме по телефону, дор!внюе



в середньому 0,002. Яка ймов1ржсть того, що протягом години одно- 
часно розмовлятимуть по телефону: 1) 5 абоненпв; 2) не б1лын як 5?

Шдповгдъ. 1) 0,036089; 2) 0,983437.
19. 1мов1рн1сть появи випадковоУ под 11 в кожнш 31 100 незалеж

них спроб е величиною сталою 1 дор1внюе 0,3. 3 якою ймовфнютю 
можна стверджувати, що вщносна частота появи випадковоУ под 11 

при цих спробах м1ститься в межах [0,2; 0,4]?
Вгдповгдь. 0,98.
2 0 . 1 мов 1рн 1сть того, що виготовлена на завод 1 електролампочка 

при вмиканж и в електромережу перегорить через певний вщтинок 
часу е величиною сталою 1 дор1внюе 0,02. Скьпьки необхщно взяти 
таких електролампочок, щоб 1мов 1ржсть вщхилення вщносно! час
тота електролампочок, що перегорить, вщ 1мов 1рност1 0 ,0 2 , взяте по 
абсолютному значению, не перевищувала величини 0 ,0 0 1 , дор 1вню- 
вала б 0,999.

Шдповгдъ. п = 226576 .
2 1 . 1 мов 1рнють виготовити на завод! вир 1б найвищоУ якосп дор 1в- 

нюе 0,85. Навмання беруть 700 вироб1в. Визначити меж 1, в яких пе- 
ребуватиме вщносна частота появи вироб!в найвищо! якост 1 з 1мов 1- 
рж стю  0,999.

Шдповьдъ. 0,804 < IV ( А) < 0,896 .

22. 1мов1рн1сть появи випадковоУ под1У в кожному з п незалежних 
експерименпв е величиною сталою 1 дор1внюе р. Яка ймов1ржсть то
го, що при цьому виконуватиметься нергвжсть п - 1,5-^прд <т< п р  +

В1дпов1дъ. 0,8664.
23. Завод вщправив на базу 9000 доброякюних вироб1в. 1мов1р- 

ж сть пошкодження кожного виробу пщ час транспортування на базу 
становить 0,0001. Знайти ймов1ршсть того, що серед 9000 вироб1в при 
транспортуванш буде пошкоджено: 1 ) 3 вироби; 2 ) не бшьш як 3.

Шдповгдь. 1) 0,49398 2) 0,986642.
24. Частка Д1абетик 1в у певжй мю цевосн становить у середньому

0,2%. Навмання було обстежено 4000 ос1б. Яка ймовф ж сть того, що 
серед них д 1абетик 1в буде: 1) 4 особи; 2) вщ 3 до 6  о аб ; 3) не б1льш 
як 4 особи.

В1дпов1дъ. 1) 0,133737; 2) 0,300548; 3) 0,154963.

2 5 .1мов1рн!сть виявити помилку на сторшщ книжки дор:внюе
0,001. Яка ймов1рн!сть у результат! перев!рки книжки на 1000 сторжок 
виявити помилку: 1) на 5 сторжках; 2) не бшьш як на 5 сторшках?

Вгдпов1дь. 1) 0,003066; 2) 0,999405.

26. У водойму випустили 100 пом 1чених риб. Згодом 13 неУ було 
виловлено 400 рибин, серед яких виявилося 5 м1чених. Визначити з 
1МОВ1РН1СТЮ 0,9 К1ЛЬК1СТЬ рибин у Ц1Й ВОДОЙМ1.

В1дпов1дъ. РфУ(А) -  р\ < е) = 2Ф 5 100
400 N

< Е

= 2Ф

\

с1
400

1 юо N -1 0 0
[ 11 N N )

= 0,9 -> - 6 6 л/N -100  < N -  8000 < 6 6 л/N -1 0

-> Р(3919 < N < 16432) = 0,9 .

27. В1зуально сп остернати  в заданому пункт 1 штучний супу- 
тник Зем л 1 мож на з 1м ов 1рж стю  р  = 0 , 1  (хм арж сть  вщ сутня) що- 
разу, коли В1н прол1тае над цим пунктом. С к 1льки раз1в мае про
л е т к и  супутник над пунктом спостереж ення, щоб з 1м ов 1рж стю , 
не менш ою  за 0,9975, удалося здж сн и ти  принайм ж  5 спосте- 
реж ень?

Вгдповгдъ. Р(т > 5) = Ф (Зл/л) + Ф / п_-50л 

3 у[п
~ 0,9975 ; п >144.

ТЕМА 4. Н А Й П Р О С Т 1Ш И Й  П О Т1К ПОД1Й

1. Означения потоку подш

Послщ овжсть под 1Й, що вщбуваються одна за одною у випадков 1 
моменти часу, називаеться потоком подш.

Прикладами можуть бути п опк виклиюв медичноУ швидкоУ до- 
помоги, пот 1к виклик 1в на телефонну станжю, попк вщ каз1в у робо- 
Т1 певноУ системи 1 т. ш.

2. Найпростш ий пот1К подш (пуассошвський)

П отж подш  називаеться найпрост ш им , якщо для нього вико- 
нуються таю умови: стацю нарж сть, вщсутнють ж сляд 1У 1 ординар- 
жсть.

Потж подш називають ст ацю нарт ш , коли ймов1ржсть того, що 
за прош жок часу АТ вщбудеться те чи жш е число подш, залежить 
лише вщ довжини цього пром 1жку 1 не залежить вщ того, де М1сти- 
ться АТ  щодо початку вщ лжу часу.



Якщо зазначена ймов 1рн 1Сть не залежить вщ того, яке число по
дш вщбулося до початку штервалу ДТ, такий пот 1к називають по
током 13 в\дсути 1стю тсляди.

Пот!к подш називають ординарним  у раз1, коли за малий пром 1- 
жок часу Дг 1мов 1рн 1сть того, що здшсниться одна под 1я, наближе
но пропорцшна до довжини цього про\пжку:

Рх(Аг) =ХАг + 0 ( А 0 . (49)

При цьому Р\(0) = 0, а ймов1рнють того, що за цей пром1жок вщ- 
будеться т  > 1 подш, така:

Р(Аг)  = 0(Аг), т>  1,

де

д»->о Ат
(50)

Зпдно 13 (49) маемо:

Р0 (А1 ) = 1 - РДДО = 1-^.Д? + 0 (А1 ) , -(51)

зокрема Р0 (0) = 1.

3. Формула Пуассона

1 мов 1ршсть того, що за пром1жок часу 1 + А г не вщбудеться жо- 

дна под 1я, подаеться у вигляд 1 :

Р0{( + ДО = Р0 (Г)Р0 (А1 ) = Р„(0 (1 -  Я.Дг + О(Д0) ->

-> Р0(( + А() = Р0 (1 ) - Х  Аг Р0 (1 ) + О(Аг)Р0 (т). (52)

1мов1рн1Сть того, що за цей самий пром1жок часу здшсниться т 
подш, визначаеться так:

Рт«  + А() =
т 

= Рт (I) Р0 (Аг) + Р„,-, (1)Р, (АО + X Рт- 1  (0 Р.) (Д0
1=2

-> Рт (г + Аг) = Рт (0(1 -  ХЛ/ + 0(Дг)) +
т

+ />„_, « ) { Х  Аг + о т )  +  I  Рт-1 ( 0  Р> (Д0.
1=2

я к щ о  /» >  1;

Р,п (Г + А 1) =

= Рт(1 ) - Х  АгР„,(1 ) + 0(Аг)Рт(г) + Х Аг Рт_х (г) +

+ О(Аг) Рт_х (О + X РтЧ (О Р, (ДО -» 
1=2

-> />„, (/ + ДО = Рт (г) -  А. Аг Рт (0 + X Д/Р„,_, (0 + 0 ( ДО,

т
оскшьки 0{Аг)Рт(() + 0 (А1 )Рт_1 (г) + '^РГ11_1 (1 ) Р1 (Аг) = 0(Аг).

1=2

П еретеш и  Ра(г) 1 Рт (0 в р1вняннях (52), (53) у Л1ву частину, дю- 
ганемо таку систему р 1внянь:

Р„ (I + Аг) -  Р0  (0 = -\АгР 0  (0 + 0(Д/) Р0 (О ;
Рт (I + А г) -  Рт (О = - I  А 1Рт (О + л Д (о + о т .

Подшимо Л1ву 1 праву частини системи р1внянь (54) на Аг 1 вико- 
наемо граничний перехщ при Д; —> 0 . У результат! д!станемо систе
му лш ш них диференщальних р 1внянь:

Р'(Г) = - к  р0 (1 ) ■

р;п(1 ) = - I  Рт(Г)+ ХР,„_,(!). (55)

Для розв’язування системи (55) використаемо тв|'рну функщю

Л (х, г) = X *" Рт (0 = Р0  (О + хР\ (1 ) + х 2 Р2 (0  +... + х* Рк (0 + -  - (56)
т-О

Розглянемо властивост! функцн Д х , /). При х  = 1 А(1, I) = 1.
При х  = 0 А (О, 0  = Ро(0, Ж х, 0) = р 0  (0) = 1,

Д(т)(0 ,0  = /»!; Рт( ( ) ^ Р т(г) = — ^ П . (57)
т\

Помножимо друге р1вняння системи (55) на У” I пщеумуемо Л1ву 
та праву частини р 1вняння:

1  *"■/>: (0 = АЛ-X хтРт(0+Я.Хдг- /'„до •
ш=0 ш=0 ш=0

або з урахуванням (56)

А'(х, О = М х-1) Л(х, О ■ (58)

Розв’язавши диференщальне р!вняння, д!станемо:



с1А(х ,1) </А(х,1 )
= Х(х -  1) А(х, I) —> •

А А(х,  ()
I

■ Х(х -  1)Ж —»

о л и  о  ;
—» 1п Л(х, /) |'0= Х(х - 1)? |{(—>

—> 1п А (х, /)  -  1п А(х.  0) = Х(х  -  1)1 —> 

->  А(х,  I) = е Мх~1)1,

оскшьки А(х, 0) =ро (0) = 1.
Зпдно з властивютю А(х, I) маемо:

Р0 (1 ) = А(  0 , 1 ) = е-

Рт (‘ ) =
А 1т)(х, I)

ск"
(ХОп

(59)

Отже, 1мов 1рн 1сть того, що за час ( вщбудеться т  випадкових по- 
дш , як 1 утворюють найпростш ий пот 1к, обчислюеться за формулою

Гт(0 =
, (XI)" (60)

де X —  це штенсившсть найпрост1шого потоку, тобто: середне 
число под 1Й, як! вщбудуться за одиницю часу [с, хв, год].

Приклад. АвтомобЫ, що рухаються по шосе в одному на- 
прямку, утворюють найпрост1ший пот1к 13 параметром 
Х = 3 с -1 (тобто, через умовну лЫ ю , яка проведена перпен
дикулярно до шосе в певному М1СЩ, у середньому проТж- 
джае 3 автомобш  за 1 с. Обчислити ймов1ршсть того, що 
за 2 с через умовну лшно проще: 1) 4 автомобш ; 2) не 
бшьш як 4.

1

сек.
XI = 3

1

сек.
2  сек. = 6 .Р озв’язання. 1з умови задачиX = 3 

За таблицею (дод. 3), коли а = Хг = 6  знаходять:

1) Р4 (2) = 0,133853;

2) Р0<т<4 (2) = Ро (2) +  Р \4 (2) +  р 2 (2) +  р ъ ( 2 )  +  Р4 ( 2 )  =

= 0,002479 + 0,014873 + 0,044618 + 0,089235 + 0,133853 = 0,285058.

Теоретичн/ запитання до теми г

1. Дати означення потоку подш.
2. Що називаеться найпростшим потоком подш?
3. Дати означення стацюнарносп потоку.
4. Дати означення вщсутносп шслядп для найпростшого
потоку.
5. Дати означення штенсивност1 потоку.
6 . Формула Пуассона для найпростшого потоку.
7. Що називаеться тв1рною функщею?
8 . Властивост1 тв1рноТ функцп.
9. Чомудор1внюе Р,(Д/)?

10. Чомудор1внюе Р0(Аг)?

11. Чому дор1внюе Р{ (0), Р0(0)?
12. Чому дор1внюе Рт(0) ?
13. Записати систему диференщальних р1внянь для найпрос
тш ого потоку.
14. Записати диференщальне р1вняння з тв1рними функ-
Ц1ЯМИ.

15. Чому дор1внюе Рт{г)1

Прикпади до теми

1. У середньому до ав1акаси звертаються з приводу придбання 
квитк1в 60 ос 16 за 1 год. Ураховуючи, що так] особи утворюють 
НаЙПрОСТ1ШИЙ ПОТ1К, обчислити ймов1рн1сть того, що за 3 хв до каси 
надшдуть: 1 ) 3 пасажири; 2) не бшьш як 3.

Шдповгдъ.  1) 0,224042; 2) 0,647232.

2 . 1нтенсившсть поломки ЕОМ, год-1: А. = 10“2—  . Поломки роз-
24

глядають як випадков 1 поди, що утворюють найпростш ий пот 1к по
дш. Яка ймов 1рнють того, що за 200 робочих дшв поломок ЕОМ бу
де: 1) двц 2) вщ одшеУ до трьох?

Шдповгдь.  1) 0,27067; 2) 0,721789.

3. ЕОМ, що працюе в реальному масштаб! часу, обробляе шфор- 
мащю, яка до неУ надходить. Протягом 1 с на обробку надходять 4 
умовш одинищ шформацп. Беручи до уваги, що пот 1к шформацп е



найпростш им, обчислити ймов 1рност1 таких под 1 Й: 1) за 2 с на ЕОМ 
надшдуть 5  одиниць; 2 ) вщ двох до шести одиниць.

Шдповгдъ. 1) 0,091604; 2) 0,313374.

4. У години «П1к» через пропускний автомат станцп метро за 1 с 
проходить у середньому один пасажир. По п к пасажир1в уважають 
найпроспш им. Яка ймов1ршсть того, що за 5 с через пропускний ав
томат станцп метро пройдуть: 1) 4 пасажири; 2) вщ одного до п ’яти 
пасажир 1в?

Шдповгдь. 1) 0,175467; 2) 0,409222.

5. На АЗС за кожну хвилину надходять у середньому два автомо- 
б ш  для заправляння пальним. Пот1к автом обш в для заправляння 
вважають найпроспш им. Яка ймов1ршсть того, що за 3 хв на АЗС 
для заправляння надшде: 1 ) один автомобиль; 2 ) не бшьш як три ав
томобш!?

Вгдповгдь. 1) 0,0144873; 2) 0,151305.

Р О З Д 1 Л  II

ВИПАДКОВ1 ВЕЛИЧИНИ

ТЕМА 5. О Д Н О В И М 1РШ  В И П А Д КО В1 В Е Л И Ч И Н И

Поняття под 11 в теор|У ймов 1рностей являе собою абстрак- 
тну модель певно'Г яюсноУ ознаки, що вщбивае лише два альтернати
вы судження: е под1я (вщбулася) або немае (не вщбулася). Подаль- 
ший розвиток теорп ймов 1рностей потребував уведення такого 
нового поняття, як випадкова величина —  абстрактно!' модел 1 кшь- 
К1СН01 ознаки.

^  1. Дискретж та неперервш випадков! величини. 
Закони р озпод ту  Тх 1мов1рностей

Розглянемо такий проспр елементарних подш, в якому кожшй 
елементаршй под!'Г со, е П вщповщае одне I лише одне число .V або 
наб|р чисел (л | ,л'2 ,...,л /. ) , тобто на м нож ит 'О визначена певна функ- 
ц|я а(со,), яка кожшй елементаршй поди со, ставить у вщповщшсть 
певний елемент одновим 1рного простору /? 1 або и-вим 1рного прос
тору К„.

Цю функцпо називають випадковою величиною. У разк коли 
а(о),) вщображае множину П  на одновим|'рний простор К\, випадко- 
ву величину називають одновишрною. Якщо вщображення здшсню- 
сться на /?,„ то випадкову величину називають п-вим 1рною (систе
мою п випадкових величин або н-вим 1рним випадковим вектором).

Схематично одновим!рну випадкову величину унаочнюе рис. 19.



Отже, величина називаеться випадковою, якщо внаслщок прове
дения експерименту пщ впливом випадкових фактор 1в вона набувае 
того чи шшого можпивого числового значения з певною ймов 1ршстю.

Якщо множина можливих значень випадковоУ величини е зчис- 
ленною то таку величину називають дискретною. У противному ра- 
31 и називають неперервною.

Приклад 1. Задано множину цших чисел 12 = {1, 2, 3, 4, 5, 6 ,
7, 8 , 9, 10}. Навмання беруть одне число. Елементарними 
под1ями будутьтаю: появаодного з чисел а(ш ,) = 1 , 2 , 3, ...ДО
з певною ймов1рнютю. Множина можливих значень а(со,) е 
дискретною, а тому й випадкова величина —  поява одного з 
чисел множини 12 —  буде дискретною.

Приклад 2. Вим1рюеться сила струму за допомогою ампер
метра. Результата вим1рювання, як правило, округлюють до 
найближчоУ подшки на шкал1 для вим1рювання сили струму. 
Похибка вим1рювання, що виникае внаслщок округления, 
являе собою неперервну випадкову величину.

Випадков 1 величини позначають великими лггерами латинського 
алфавггу X, V, 2 , ..., а Ух можлив1 значения —  малими х; у; 2,... .

Для опису випадковоУ величини необхщно навести не лише мно
жину можливих и значень, а й указати, з якими ймов 1рностями ця 
величина набувае того чи шшого можливого значения.

3  ц 1ею метою вводять поняття закону розподшу ймов 1рностей.
Сшввщношення, що встановляе зв’язок м1ж можливими значен

иями випадковоУ величини та вщповщними Ум 1мов 1рностями, нази
вають законом розподту випадковоХ величини.

Закон розподшу дискретноУ випадковоУ величини X  можна задати 
в табличны  форм! або за допомогою ймов 1ршсного многокутника.

У раз1 таблично!' форми запису закону подаеться послщовшсть 
можливих значень випадковоУ величини X, розм щ ених у порядку 
зростання, та вщповщних Ум 1мов 1рностей:

Х = х, Х \ Х2 Хз Х к

Р(Х = х,) = р, Р\ Р2 Ръ Рк

ОСКШЬКИ ВИПЭДКОВ1 ПОД11 ( Х = х / )  1 (Х = х т) е М1Ж собою несумю- 
ними ((Х= х,) П ( Х = х т) = 0 ,  /' Ф т ;  /, т  = 1, 2 ........к) \ утворюють

*
повну групу , то необхщною е така умова:

X Р (Х  = х ]) = ^ р ,=  1.
)=\ У=1

(61)

Р1вшсть (6 1 )  називають умовою нормування для дискретноУ ви
падковоУ величини X. Наведену таблицю називають рядом розподту.

Приклад 3. Закон розподшу дискретноУ випадковоУ величи
ни X задано таблицею

Х=х/ -4 1 2 5 9

Р(Х=Х/)=Р/ 0 , 1 0 , 1 0,5 Р* 0 , 2

Знайти ймов1рн1сть можливого значения випадковоУ вели
чини Х  = х4 = 5.

Розв’язанпя. Зпдно з умовою нормування (61) маемо:
5
2  А = Р\ + Р2 + Р?, + Ра + Р5 = 1 -> 0 ,1  + 0,1 + 0,5 + р 4 + 0 ,2  = 1 ^> рА = 0 ,1 .
;=1

Приклад 4. Закон розподшу дискретноУ випадковоУ величи
ни X задано таблицею

Х=х, 2.5 3 4,5 5 5,5 6

IIКII а 2  а а За а 2  а

Знайти ймов1рност! можливих значень випадковоУ величини 
X: Х[ = 2,5; хз = 4,5; х4  = 5; Х5 = 5,5; х^ = 6 . Обчислити ймов1рно- 
ст1 таких випадкових подш: 1)Х < 3; 2 )Х < 3 \ Ъ)Х< 5; 4 )Х<5;
5) 2,5 < X < 5,5; 6 ) X > 5,5.

Р озв’язання. За умовою нормування (61) д1станемо:
6

X  р,  = р х + р 2 +  р ъ +  р 4 + р 5 +  р ь = а + 2а  +  а +  З а  + а  +  2а  =  1 ->
|=1

—» 1 0 а  = 1  —> а = 0 , 1  

Отже, закон розподшу дискретноУ випадковоУ набувае такого вигляду:

Х  = х, 2,5 3 4,5 5 5,5 6

Р(Х=х,) = р 1 0 , 1 0 , 2 0 , 1 0,3 0 , 1 0 , 2

06ЧИСЛИМО ЙМОВ1рНОСТ1 ПОД1Й:

\) Р(Х <Ъ) = Р(Х = 2,5) = 0,1;
2) Р(Х<3) = Р(Х=24) + Р(Х=3) = 0,1+0,2 = 0,3;
3) Р(Х  <5) = Р(Х=25)  + Р(Х=3) + Р(Х  =44) = 0,1+0,2+0,1 = 0,4;
4) Р(Х <5) = Р(Х=25) + Р(Х=3) + Р(Х=5) = 0,1+0,2+ОД+0,3 = 0,7;
5) Р( 25 < Х  <54) = /\Х = 24) + Р ( Х = 44) + Р ( Х =5) + />(Х=54) =
= 0,1 + 0,2+0Д + 0,3 + 0,1 = 0,8;
6) Р(Х > 5,5) = Р(Х=54) + Р(Х=6) = ОД+ 0,2 = 0,3.



Закон розподшу ймов1рностей можна унаочнити граф]чно.
Для цього в1зьмемо систему координат р , О х „ вщклавши на о а  абс- 

цис можлив1 значення випадковоУ величини х„ а на о а  ординат — 
1мов1рност1 р,  цих можливих значень. Точки з координатами (х,; р,) 

посл1довно сполучимо В1др1зками прямоУ. Утворену при цьому ф 1гуру 
називають 1мов1ртсним  многокутником.

Приклад 5. За заданим у табличнш форм! законом розподь 
лу дискретноУ випадковоУ величини X:

Х=х< -2 ,5 1 3,5 5 6,5 8

IIII 0,1 0 , 2 0 . 1 0,3 0 , 2 0 , 1

побудувати  ймов1рн1Снпй многокутник.

Р о зв’язання. 1мов1рн1Сний многокутник зобр аж ен о  на рис. 20

Рис. 20

Сума ординат 1мов1рн 1сного многокутника завжди дор1внюе одинищ.

2. Функц1я р озпод ту  ймов1рностей 
(штегральна функц1я) та 'и властивост!

Закон розподшу ймов1рностей можна подати ще в одгпй форми 
яка придатна 1 для дискретних, 1 для неперервних випадкових вели
чин, а саме: як функцио розподшу ймов1рностей випадковоУ величи
ни Р(х), так звану штегральну функцпо.

Функщю аргументу х, що визначае ймов1ршсть випадковоУ поди 
Х < х ,  називають функщсю розподшу {товарностей:

Р(х) = Р(Х < х) (62)

Цю функщю можна тлумачити так: унаслщок експерименту ви
падкова величина може набути значення, меншого зал-.

Наприклад, Р(5) = Р(Х  < 5) означае, що в результат! експеримен
ту випадкова величина X  (дискретна чи неперервна) може набути 
значення, яке мютиться л1воруч вщ х  = 5, що шюструе рис. 21.

- 3 - 2  - 1 0  1 2  3 4 5 6 X  

Рис. 21

Розглянемо власти воет! Р(х):
1 . 0  < /^<л:) < 1 .
Ця властив1сть випливае з означения функщУ розподшу.
2 . Р(х)  е неспадною функщею, а саме Р(х2) >  Р (х1) , якщо х2 >  х , .

? Доведения. Позначимо вщповщно А, В , С  под1У (X  < х2), (X  < х 0  
1 (х, < Х  < х 2).  Випадков! поди В \ С  с несумюними ( АПС  = 0 )  
(рис. 2 2 ).

---------------------- А = (Х <  х 2)--------------- >
С = (х, < Х < х г) 

В = (Х<  х ,Ь > ,< ------— ----------- 4

Рис. 22

Тод! под 1ю А можна записати так:
А = В \ 1 С ( А  = В  + С).

За формулою додавання для несумюних випадкових подш (6 ) маемо: 

Р(А) = Р(ВЦС)  = Р{В) + Р(С)
або

Р ( Х < х2) = Р ( Х < х л) + Р(х, < Х <  х2). (63)
Звщси н а  П1д с т а в 1 о з н а ч е н и я  ш тегрально'У  функщУ Р(х), Д 1 с т а е м  о 

Р{Х2 ) = Р{Х\) + Р(Х\ < Х <  х2)
або

Р (х2) -  Р (х | ) = -Р(х, < X  < х2) > 0. (64)
Отже,

Р(х2) -  Р(х , ) > 0 -> Р{х2) > Р{х{).

1з другоУ властивоел Р(х) випливають наведен! дал 1 висновки:
1 . 1 мов 1рн 1сть того, що випадкова в ел и чи н ах н аб у д е  можливого 

значення X = х е  [а; Р ], дор1внюе приросту штегральноУ функцн Р(х) 
на цьому пром 1жку:

Р ( а < х < р )  = ^ ( р ) - Л а ) .  (65)



2. Якщо випадкова величина Х е  неперервною, то ймов1ршсть то
го, що вона набуде конкретного можливого значення, завжди дор 1в- 
нюе нулю:

Р (Х  = х,) = 0.

I справд1, поклавши в (65) а = х(, Р = х,- + Дх , дютанемо 

Р(х, < X  < х, + Дх) = Р (х,- + Дх) -  Р (х ,) .

Коли Д х—>0, маемо:
Пт Р(х> < X < х, + Дх) = Нт (р(х: + Дх) -  Р(х/) ) . (6 6 )

Д1-»0 д*-»о

Оскшьки при Дх -> 0 Х = х „  то
Р(Х = х,) = Р (х ,) -Р (х ,)  = 0,

що й потр 1бно було довести.
Отже, для неперервноУ випадковоУ величини X  справджуються 

таю р!вност1 :
Р(а  < X < Р) = Р(а < X < Р) = Р(а < X < Р) = Р(а < X < Р). (67)

3. Якщо X е ]-«>; оо[, виконуються два подаш дал 1 сшввщношення.

1) П т Р(х) = Н т Р(Х < х) —> Р(-°°)  = Р(Х < -°°) = 0.
X—>-°° X—»-°о

Оскшьки под 1я X  < -  оо полягае в тому, що випадкова величина 
набувае значення, яке мютиться л 1воруч в1д — А така под1я е не- 
можливою (0 ).

2) Пт Р(х)  = Пт Р( Х  < х) - » Р(°°) = Р(Х<°°)  = 1.
.х—>°° -X—>°°

П од 1я Х <  °° полягае в тому, що випадкова величина X  набувае 
числового значення, яке м1ститься л1воруч вщ + Ця под1я е в1ро- 
пдною  (П), оскшьки будь-яке числоХ  = х < ° ° .

1 з цих двох сш ввщношень випливае висновок: якщо можлив 1 

значення випадковоУ величини X  належать обмеженому пром1жку 
[а\ Ь], то

Р(х)  = 0 для х < а;
Р(х)  = 1 для х > Ъ. (6 8 )

Приклад 6. Закон розподшу дискретноУ випадковоУ величи
ни X задано таблицею:

Х=х, - 4 -  1 2 6 9 13

Р(Х = х!) = Р, 0 . 1 0 , 2 0 , 1 0,3 0 , 1 0 , 2

Побудувати Р(х) та и график.

Р озв’язання. Зпдно з властивостями Р(х),  дютаемо наведен! д а т  
сшввщношення.

1 ) Р (-  4) = Р{Х < -  4) = 0;
2) Р(-1) = Р(Х < -1 ) = Р{Х = -  4) = 0,1;
3) Р{2) = Р(Х < 2) = Р{Х = -  4) + Р(Х = -1 ) = 0,1 + 0,2 = 0,3;
4) Р(6) = Р(Х < 6) = Р(Х = -  4) + Р(Х = -1 ) + Р(Х  = 2) = ОД + 0,2 + 

+ 0,1 = 0,4;
5) Р(9) = Р(Х < 9) = Р(Х = -  4) + Р(Х = -1 ) + Р(Х = 2) + Р(Х  = 6) = 

=  0 , 1 + 0 , 2  +  0 ,1 + 0 ,3  =  0 ,7 ;
6) Р(  12) =  Р(Х < 13) =  Р(Х = -  4) +  Р(Х =  -1 ) + Р{Х =  2) +  Р(Х =  9) =  

= 0,1 + 0,2 +0,1 +0,3 + 0,1 = 0,8;
7) Р(х)1,- яз = Р(Х>  13) = Р(Х = -  4) + Р(Х = -1) + Р(Х = 2) + Р(Х = 9) + 

+ Р(Х = 13) = 0,1 + 0,2 +0,1 + 0,1 + 0,3 + 0,1 + 0,2 = 1.
Компактно Р(х)  можна записати в таюй формк

0 , 1VIК

ОД, -  4 < х < -
0,3, -  1 < х  < 2;
0,4, 2 < х < 6 ;
0,7, 6  < х < 9;
0 ,8 , 9 < х < 12;
1 , х > 1 2 .

Граф1к функщУ Р(х) зображено на рис. 23.

Рис. 23

Приклад 7. Маемо три ящики. У першому мютяться 6  стан
дартных 1 4 бракован! однотипш детал1, у другому —  8 стан- 
дартних I 2 бракован! детал1, а в третьему —  5 стандартних 1
5 бракованих. 1з кожного ящика навмання беруть по однш 
детал 1. Побудувати закон розподшу ймов1рностей дискрет
ноУ випадковоУ величини X  —  появи числа стандартних де
талей серед трьох навмання взятих; визначити Р(х) та побу
дувати граф!к ц!еУ функц!У.



Р озв’язання. Серед трьох навмання взятих деталей число стандарт
них може бути 0 ; 1 ; 2 ; 3.

У табличнш форм 1 закон розподшу дискретноУ випадковоУ величини 
мае вигляд:

* II X 0 1 2 3

Р(Х=х,)=р, Р\ Рг Рз Рл

Обчислимо ймов1рност! Р\,Р2,РЗ,Р4- Ь  шею метою позначимо Ас\ 1 А&] 
випадкову под1Ю, що полягае вщповщно в появ1 стандартно-!' деташ з 
першого ящика 1 появ1 бракованоУ деташ з першого ящика. Тод1 випадко- 
в1 под 11 Лс2, А 62, Ас3, Аб3 означають появу вщповщно стандартноУ та бра
кованоУ деталей 13 другого I третього ящиюв. 1мов1рност1 цих подш таю:

Р(А„) = ± .  С (Д ,) = ^ ;

/>(^с2 )= — ; Р (^62)= — ’

П А . , ) - П А , , ) - ± .

Оскшьки випадков1 под1У А с\, А й, А сз, Аы, А 62, А бз е незалежними, 
маемо:

_4_ 2 5 40
10 10 10 ~  1000

Р2 = Р(Ас1)Р(А62)Р(А63) + Р(Л61)Р(Ас2)Р(А63) + Р(А61)Р(А62)Р(Ас3) =

_ 6 2 _5_ 4 2 5 60+160 + 40 _ 260
_  10 10 10 То 10 10 _  1000 1000

Р3 = Р(Ас1)Р(Ас2)Р(Абз) + Р(Ае1)Р(А62)Р(Ас3) + Р(Аб,)Р(Ае2)Р(Ас3) =

6  8 5 _6__2__5_ 4 8 5 240 + 60 +160 _ 460 _
~  То То То То То 10 10 10 10 _  1000 1000

6 8 5 240
Рл = Р(Лс1) Р(Лс2) Р(Ас3)  -------------= -------= 0,24.4 с1/ ш  ю  ш  1 0 0 ()

Перев1римо виконання умови нормування:

^ Р ,  = р, + р 2 + р 3 + р4 = 0,04 +0,26 + 0,46 + 0,24 = 1.
<=1

Умова нормування виконуеться. Отже, закон розподшу ймов1рнос- 
тей побудовано правильно. Запишемо його в табличнш формн

X,• 0 1 2 3

р. 0,04 0,26 0,46 0,24

1 нтегральна функц!я мае вигляд;
0 , х  < 0 ;
0,04, 0 < х < 1 ;

Р{х )=Р(Х  <х)=< 0,30, 1 < х  < 2 ;
0,76, 2  < л- < 3;
1 , х>  3.

Графж функцп Р(х) зображено на рис. 24.

Р(хУ[
I

0,1
-----1------

2

Рис. 24

Приклад 8. Закон розподшу неперервно'У випадковоУ вели
чини X  задано функщею розподшу ймов1рностей

Г(х) =

0 ,

(х + 3) 2

49
1 ,

х  < -3;

— 3 < л: < 4; 

х  > 4.

Побудувати графж функщУ Р(х) 1 обчислити Р{-1 < X  < 2). 

Розв’язання. Р(х) граф!чно зображено на рис. 25.

г щ \

Р( 2)

/ > (- 1 <Х<  2 1— -----------

-------К Г т>

/Г  /  1 
1

1 " 1  1 ------- »
- 1 ! 0 

<-
-1 <Х < 2  

Рис. 25



Використовуючи (65), обчислимо 

Р ( - К Х < 2 )  = Р ( 2 ) - Р ( - \ )  =
(х  + 3 У

49
(х  + 3)

49

р(х)  =

25 _ _4__ 2\__ _3
49  49 _ 49 ~ 7

Приклад 9. Функщя розподшу ймов1рностей мае такий ви- 
гляд:

0, х < -2; 
ах + Ь, — 2 < х  < 5;

1, х> 5 .

Знайти значення сталих а \ Ъ \  накреслити графж Р(х).  Обчи
слити Р(1 < X < 4).

Р озв’язання. Зпдно з властивостями Р(х)  (6 8 ) маемо:

-  2я + 6 = О 1 , 2
-» а  = —, Ь = —.

5а + Ь = \ 7 7

1 2Коли я = —, Ь = — функщя розподшу ймов1рностей набирае вигляду

р(х)  =

О,
х + 2

1,

х < - 2 ;

- 2 < х < 5; 

х>5.

Графж Р(х) зображено на рис. 26.

Рис. 26

Обчислюемо ймов1рнють подн 1 < X  < 4:
/ ' Т О

Р { \ < Х < А )  = Р { А ) - Р { \ ) = - - -  = - .

3. Щ шьшсть 1мов1рностей 
(диференщальна функщя)
1{х) \ и власти воет!

Для неперервних випадкових величин закон розподшу ймов1р- 
ностей зручно описувати з допомогою щшьност1 ймов 1рностей, яку 
позначаю ть/(х).

Щ тътстю ймовгрностей неперервноУ випадковоУ величини X  
називаеться перша похщна вщ штегральноУ функцп Р(х):

е/ ч ,. Р(х + А х ) - Р ( х ) , <1Р(х)
/ (х )  = Ь т ---------- -------------= Р(х )  = — -— , (69)

д*->о Дх ах

ЗВ1ДКИ с1Р(х) = /(х)с!х.
Оскшьки

Р (х < X  < х  + Ах) = Р (х  + Ах) -  Р(х)  = с1Р(х) = / (х)<±с,

то добуток/(х)с([х' —  ймов 1рн 1сть того, що випадкова величина Х ш с,-  
титиметься у пром1жку [х, х + с1х], де с!х = Дх .

Геометрично на графжу щ ш ьносп ймов 1рност1 /(х)с1х вщповщае 
площа прямокутника з основою с1х 1 висотою Дх) (рис. 27а).

Рис. 27а

ВластивосЬ /(х )
1. / ( х ) > 0 .  Ця властивють випливае з означення щшьност1 ймо- 

в1рност1 як першоУ похщноУ в1д Р(х) за умови, що Р(х) е неспадною 
функщею.

2. Умова нормування неперервноУ випадковоУ величини X:

1 /(х )а х  = 1. (70)

у  Доведения.

•  ]  / ( х)с1х =~\аР(х) = Р(х)  |Г„ = Р М  -  Р(-оо) = 1 .



Якщо неперервна випадкова величина X  визначена лише на про- 
М 1ж ку [а\ Ь], то умова нормування мае такий вигляд:

|  / ( х)с1х = \ . (71)
а

3 . 1 мов 1рн 1сть попадания неперервноУ випадковоУ величини в ш- 
тервал 1 [а; р] обчислюеться за формулою

Р
Р ( а < Х  < Р) = }/(*)<&. (72)

а

•  Доведения. За властивютю функцп розподшу ймов1рностей (67)
I  Р ( а < Х < ^ )  = Е ф ) - Р ( а ) .

Залежшсть (72) можна подати так:

Р(а < X  < р) = { / ( х)е/х = | с!Р{х) = Р(х)  = Р(Р) -  Р(а).
а а

4. Функщя розподшу ймов1рностей неперервноУ випадково! ве
личини мае вигляд

Р(х)  = } /(х)с!х. (73)

ф Доведения.

] / ( л  )с!х = ]с!Г(х) = Р(х)  = Р(х)  -  Р {-°°) = Р ( х ) .
—оо —во

Якщо можлив 1 значения неперервноУ випадковоУ величини нале
жать лише штервалу [о; Ъ], то

Р(х) = ) /  (х) 6 х. (74)
II

Приклад 1. Закон розподшу неперервноУ випадковоУ вели
чини X такий:

Р{х)  =

О, х < -1 ;

(* + 1)\  - 1  < х < 3;
64

1, х > 3 .

Знайти /(х )  1 побудувати графжи функцш Дх), Р(х). Обчислити 
Р(0 < X  < 2), скориставшись (65) 1 (72).

Розе ’язання.

-(х + 1)2, - 1  < х < 3;

х < 3.

Графжи функщй Р(х),/(х) зображено вщповщно на рис. 276 1 28.

/ (х )  = Р \х )  =
_з_
64
О,

Рис. 276

1 мов1рн 1сть подп 0 < X < 2 обчислимо за (65):

Рис. 28

27 1 26 13
Р ( 0 < Х < 2 )  = Р ( 2 ) - Р ( 0 )  = —  -  —  =  —  =  —  :

64 64 64 32

Р(0 < X  < 2 ) = \ / ( х )с 1х  = ( х  +  1 )2 Л г =  —  | ( х  +  1 )2йЬс =  ^
Ъ_г 

64 о 64

дал1 згщно 13 (72) маемо
2 2 ^

о о 64

2 7 __ 1__ 26 _13_
64 64 ~ 64 ~ 32'

Приклад 2. Закон неперервноУ випадковоУ величини X  зада
но у виглядк

О, х < 0;

2 
0,

/ ( * )  = 81П х, 0 < х < л ;

х >  п.

Знайти Р(х) 1 побудувати графжи функцш/(х), Р(х). Обчислити



Р о зв ’язання. Зпдно 13 (74) маемо:
х х 1 ух  1 1

Р(х)  = \ /(х)с1х =  81П с!х =  - =  - ( - С 0 5 Х  1оГ) =  — ( - С 0 8 Х  +  1) =
о о2 2 0 2 2

1 -С 0 8 Х

Отже, функщя розподшу ймов1рностей буде така:
О, л: < 0 ;

Г(х) = — (1 -  сок х), 0  < х < я;
2
1 , х > л.

Граф1ки функщй/(л), Д х) зображеш вщповщно на рис. 29 1 30.

Рис. 30

1мов1рн1сть поди ^-< X  можна обчислити зпдно з (65) або (72).

Застосуемо формулу (72):

- < Х  < -  
6  4

6
= ^тхг&с^-сохх

/ _  
6

я л  л/2 л/з л/ З - л/2
■* = - С 0 8 — +  С08— = -------- + ------ = ------- ------- ■
*  4 6 2 2 2 
6

Приклад 3. За заданою щшьшстю ймов1рностей маемо:
0, х < -2;

/ ( * ) : ал/х + 2, - 2 < х < 7 ;
О, х>7.

Знайти значення стало! а  та функщю /7(х). Побудувати гра
ф ой  функцш /(х), Дх).

Р озв’язання. Значення сталоТ а визначаемо з умови нормування (71):

|  / ( х ) й х  = 1 —> |  а ^ х  + 2 йх  = 1 —» я { у/х + 2 )& = 1 —> а =  —— — — — .
-2  -2 -2 |  у]х + 2 Ах

Тут |  л/х+ 2 ах = -т](х + 2) 3 = —( -\/9 "̂- >/о 1 = —27 = 18.

Отже,
_1_

18'

При знайденому значенш а  щшьшсть 1мов1рностей

0, л- < -2;

/00  = — л/х + 2, - 2 < х < 7 ;
18
0, х > 7.

Функщя розподшу ймов1рностей визначаеться так:

Р (х )  = ] П х ) О х  = }—  л /Г 7 7  с1х = -  | л / Г П  г/х = —  -(-Х + 2)3 
-2 - 218 1 8 - 2  18

Отже,

/?(ДГ) =

0, х < - 2 ;

— ^( х  + 2 ) \  - 2 < х < 7 ;

1 . х>7.

Граф1ки функщ й/(х), Д х) зображеш вщповщно на рис. 31 1 32.



Приклад 4. Неперервна випадкова величина X  мае закон 
розподшу ймов1рностей у ВИГЛЯД1 трикутника, зображеного 
на рис. 33.

Рис. 33

Записати вирази для щшьност1 ймов1рностей 1 функцн роз
подшу ймов!рностей. Побудувати граф!к Р(х) 1 обчислити 
Р ( 0 < Х <  4).

Р о зв’язання. На пром)жку [-2; 2] щшьшсть 1мов1рностей змшюеть- 
ся за законом прямоТ пропорцшно'У залежносп /(х )  = к\х + Ь\ (к\ > 0), а 
на пром 1Жку [2; 5] за аналопчним законом /(х )  = кгх  + Ьг (к2< 0). Для 
знаходження значень параметр1в к\, Ь\, кг, Ьз обчислимо координати 
вершини цього трикутника Л(х, у). Абсциса ще1 точки ведома за умовою 
задачк х  = 2 ; ординату знаходимо за умовою нормування, зпдно з якою 
площа цього трикутника ЛВС мае дор1внювати одинищ:

5 Д = 1 с В А К  = 1 7 у  = 1 - 4 у  = | .

Отже, шукаш координати:

х = 2 ; у  = ~ .
7

Знаходимо р 1вняння прямоТ, яка проходить через точки С (-2; 0) 1

2 л
2;

У - 0 _ 7 °  , У
х  + 2 2 + 2 х  + 2 14

1 х + 2
= — -> у : 14

Отже, на пром1жку [-2; 2] маемо:

/ ( * ) = — (*  +2)- 14

Р 1вняння прямоУ, що проходить через точки А 2;- , В (2; 0):

Звщси на пром!жку [2; 5] дютаемо:

/ ( х )  = —^ ( х - 5 )  =— (5~х).

Отже, на пром1жку [-2; 5] щшьшсть 1мов1рностей

0 , х < - 2 ;

/ ( * )  =
— (х + 2 ), - 2 < х < 2 ;
14

(5 -  л-), 2 < х < 5;

х>5.

Зпдно 13 (74) знаходимо Р'(х) на обох розглядуваних пром1жках:

1 ) на пром!жку [ - 2 ; 2 ]:

V .V 1 1 .X ( х  + 2 У
Г(х)  = Г / (х)с1х = |  — (х  + 2)(1х = —  | (х  + 2)с!х = —--------

-2  -г 14 14.2 28
(х  + 2 ) 

28

2) на пром1жку [-2; 5]:

* 16 2  х 16 1
™ - 1 Т О + | / м * . н +- № - д,>а - - + -

-2

16 1 16 ( х - 5 ) 2 9 4 ( л - 5 )2 3
28 21(Л 5) 28 21 + 21 7 21 7

Отже, функщя розподшу ймов1рностей

О, х< -2 ;

= 1 (х -5 )
21

Р(х)  =

(х + 2 )
28

-  2  < х < 2 ;

2 < л < 5:
21

1,



- 2  0  2  5 х

Рис. 34

Обчислюемо ймов1рн1сть поди 0 < X < 4 зпдно з (65) 1 (72). 
На штервал! [0; 4] д1ють два закони розподшу:

Р(0 < X  < 4) = ДО < X  < 2) + Р( 2 < Х <  4).

1) Р ( 2) -  Р ( 0) + Р ( 4) -  Р ( 2) = Р ( 4) -  Р (0 )  =
1 21

_4_
28

21-1  4 _
21 28 ~ 21 7

20 1 _20 — 3 _ 17
”  2121

2) Р ( 0 < Х  < 4 )  =  Р ( 0 < Х  < 2 )  + Р ( 2 < Х  < 4 )  =  | — ( х + 2)сЬс +
о 14

4 2
+ \ — (5 -  х) йх = - 

2 21

и + 2)2
2

2
(

( 5 - х ) 2
4 4

_ 16
28 210 К

2 2 ~ 28

_ 1 2  _8__3 _8_ = П. 
~ 28 21 ~ 7 21 ~~ 21

17
Отже, Р (0 < А' < 4) = — .

4 '  21

Теоретичн/' запитання до теми г

1. Означення випадковоУ величини.
2. Означення дискретноУ 1 неперервноУ випадковоУ величини.
3. Умова нормування для дискретноУ випадковоУ величини.
4. Закон розподшу випадковоУ величини.
5. Що називаеться функщею розподшу випадковоУ величини?
6 . Довести, що Р(х2)> Р( х {) п р и х 2 >х\ .
7. Чому д о р 1Внюе Р (-° ° ) ,  Р(°°)  ?

8 . Чому дор1внюе Р (а  < X  < (3) ?
9. Довести, що для неперервноУ випадковоУ величини 
Р ( Х = х )  = ...

10. Означення щшьносп ймов1рностей неперервноУ випад
ковоУ величини X.

11. Чому дор1внюе |  / (х)с1х ?

Р
12. Чомудор 1внюе \ / { х ) 6 х  ?

а
х

13. Чому дор1внюе \ / ( х ) 6 х с!

ь
14. Я кщ оХ е [а; Ь], то чому дор1внюе \ / {х)с!х ?

а
.V

15. Якщо X 6  [о; Ъ], то чому дор1внюе \ / {х)ёх  ?
а

16. Власти вост1 Р(х).
17. Власти вост1/(х).

.V

18. Довести, що / / (х)с!х = Р ( х ) .

Приклади до теми

1. За заданим законом розподшу дискретноУ випадковоУ величи
ни X  маемо:

Х=>х, - 4 -1 2 5 8 10

Р(Х = Х/)= р. а 1,5а 0,5а 3,5а 2,5  а а

Знайти а. Обчислити: Р(Х < 2), Р (-  4 < X  < 8 ).
Побудувати функщю розподшу ймов1рностей I накреслити и 

граф 1 к.
Шдповгдь. а = 0,1; 0,25; 0,8.
2. За заданою функщею розподшу ймов1рностей

0, х  < -4;
, 0,1, - 4  < * < - ! ;

Р(х) = Р ( Х < х )
0,3,
0.5, 
0,8,

1,

- 1  < х < 2 ;
2 < х < 5;
5 < х < 8 ; 

х > 8

обчислити: Р ( - 4 < Х < 2 ) ;  Р( Х  > 2); Р (Х > 5); Р ( Х  < 2). 
В1дпов\дъ: 0,5; 0,5; 0,5; 0,5.



Рис. 35

Обчислити: Р(Х < 3); Р(1<Х <б); Р(Х >3).
В{дпов1дь: 0,5; 0,4; 0,7.
4 , 1 'рое складають юпит 13 теорп ймов 1рностей. 1 мов1ршсть того, 

хЦбперший студент складе екзамен, становить 0,9, для другого та 
третьего студетп в  ця ймов 1ршсть дор1внюе вщповщно 0,85; 0,8. 
Побудувати закон розподшу ймов1рностей дискретноУ випадковоУ 
величини X —  числа студентов, як 1 складуть юпит з теори ймов 1рнос- 
тей, побудувати Р{х) \ накреслити и граф|к.

ВЮпсхидь.

X, 0 1 2 3

р, 0,003 0,056 0,329 0,612

0, л :< 0 ;

0,003, 0  < х  < 1 ;

0,059, 0 <  я: <  2 ;

0,398, 2  < х  < 3;

1, х  > 3.

Граф1к Р(х) зображено на рис. 36

Рис. 36

5. У першому ящику мютиться 7 стандартних I 3 бракован! детал 1, у 
другому —  6  стандартних 1 4 бракован!. Навмання з першого ящика бе- 
руть чотири деталь а з другого —  одну. Побудувати закон розподшу 
ймов1рностей дискретноУ випадковоУ величини X —  появи числа стан
дартних деталей серед чотирьох навмання взятих —  1 побудувати Р(х).

В'Юпоспдъ.

X, 1 2 3 4 5

р,
28 294 798 770 2 1 0

2 1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0

Р(х) = Р(Х <х)

0,
28

2100
322
2100
1120

2100
1890
2100

д: < 1; 

\ <х<2\

2  < х < 3:

3 < .с < 4;

4 < .V < 5 ;

х > 5.

6 . Пщ  час виготовлення детал 1 робггников! необхщно виконати 
чотири незалежш М1ж собою технолопчш  операц!У. 1 мов 1рн 1Сть того, 
що при виконанш першоУ операщУ роб1тник не припуститься дефекту, 
дор 1внюе 0,95; для другоУ, третьоУ 1 четвертоУ операц 1Й ця ймов 1р- 
шсть становить в 1дповщно 0,9; 0,85; 0,8. Побудувати закон розподь 
лу дискретноУ випадковоУ величини X  —  числа операцп, пщ час ви- 
конання яких робггник не припуститься браку.

Вгдпов1дь.

XI 0 1 2 3 4

Р- 0,00015 0.00565 0,06965 0,34315 0,5814

1. На шляху руху автомобшя стоять п ’ять св1тлофор!в, кожний 13 
яких з 1МОВ1РН1СТЮ 0,5 дозволяе або забороняе рух. Побудувати за
кон розподшу ймов 1рностей дискретноУ випадковоУ X  —  числа СВ1Т- 
лофор!в, що Ух автомобшь промине без затримки.

Втдповгдъ.

х, 0 1 2 3 4 5

1 5 1 0 1 0 5 1

32 32 32 32 32 32



8 . 1 мов 1ршсть того, що футболют реашзуе одинадцятиметровий 
штрафний удар дор1внюе 0,9. Футболют виконав три таю удари.

Побудувати закон розподшу ймов1рностей дискретноУ випадковоУ 
величини X  —  числа реал!зованих штрафних.

Шдповгдъ.

X, 0 1 2 3

р, 0 , 0 0 1 0,027 0,243 0.729

9. П ’ять прилад 1в потр1бно перев)рити на н адж ш сть. Кожний 
наступний прилад ш длягае перев 1рц 1 лиш е в тому разц якщ о пе- 
р ев 1рений прилад перед цим виявляеться надш ним. 1 м ов 1 рш сть 
того, що прилад витримае перев 1рку на надш ш сть, для кожного 
з них дор1внюе 0,8. П обудувати закон розподш у дискретноУ ви
падковоУ величини X  —  числа прилад1в, яю пройш ли випро- 
бування.

В1дпов1дъ.

X, 1 2 3 4 5

Р/ 0 . 2 0,16 0,128 0.1024 0,4096

10. У лотереУ роз1груються мотоцикл, велосипед 1 годинник. 
Усього е 100 лотерейних бшет1в. Навмання покупець придбав один з 
них. Побудувати закон розподшу ймов1рностей X  —  поява виграш- 
ного бшета.

Вгдповгдъ.

х, 0 1 1 1

Р( 0,97 0 , 0 1 0 , 0 1 0 , 0 1

11. За заданою функщею розподшу ймов1рностей неперервноУ 
випадковоУ величини X

х < -3 ;

3 < дс < 1; 

х  > 1

побудувати п граф 1к I обчислити Д - 2  < X  < 0 ).
В1дпов1дъ. Ш уканий гр аф к  наведено на рис. 37.

Г(х) =

0,

>/х + 3

1,

Рис. 37

Р (~ 2< Х  <0) + 0) -  Р (-2) = Я  1

12. Задано функщю розподшу ймов1рностей

Пх) =

0, х < 0; 
л$111 X, 0 < X <

ЛX > —. 
2

Знайти / ( х ). Побудувати граф1ки Р(х), / ( х )  1 обчислити

Г Л V Я  1— < X < — .

В\дпов1бъ.

/(х ) = Пх)  =

0 , * < 0 ;
Л ^ псо» х, 0 < х < — ;

2

0, х > ■

Рис. 38

ю 
I Я

'



Знайти вирази для Р(х)  \ / ( х ) .  
Побудувати графж/(л;). 
Шдповгдь.

Р{х)

0,
х + 4

1,

х < -4 ; 

■ 4 < х < 2; 

х > 2 ;

№

х < -4 ; 

-  4 < х  < 2; 

х  > 2 .

/(* )'

-4  О

Рис. 41

X ГГ

14. Випадкова величина X  мае закон розподшу ймовфностеи 
Копи:

а
- оо  <  X  <  ° ° -

Знайти а \ Р(х).

Вгдповгдъ. а = —; Р(х)  = — агс!:§х + —.
71 П 2

15. Випадкова в ел и ч и н ах  мае ймов1ршсний трикутник, зображе- 
ний на рис. 42 .

Рис. 42

Записати вирази д л я /(х ) I Р'(х) \ побудувати графIк функцн Р(х).  
Шдпов'Юь.

/ ( х )  =

0. х  <  -3 ;

— (х  + 3), - 3 < х < 1 ;  
10

| < 2 - Л 1 <  х  <  2 ;

0 , х  > 2 ;

Графж щеТ функцн наведено на рис. 43.

0,

( х  + 3 ) 2

20

(х ~ 2)1

х  < - 3 ;  

-  3 <  х  <  1 ;

1  < х  < 2 ; 

х  > 2 .

Рис. 43

16. Крива щшьноеп ймов!рност1 —  швелшс 13 швосями а  = 4; Ь = 2 . 
Записати вираз для / ( х )  \ Р'(х ).
Побудувати графж функцн Р(х).
Вгдповгдь.

/ ( * )  =

0, х  < -4 ;

—л / 1 6 - х 2, - 4 < х < 4 ;  
2



Р (х) = \ /{х)Жс =

О, х < -4; 

1
16л
1,

дгл/16 -  х2 +16 агсзт —+ 8л 
4

х > 4.

-  4 < х < 4 .

Граф1к щеУ функцп наведено на рис. 44.

17. За заданими функщями

О, х < 0;

/(х )  = 5у/х~ 0< х < 1; / ( х )■
О, х > 1;

О, х < 0;

- 5л[х, 0 < х < 1;
5
О, х > 1;

0, х < 0;

/ (х )  = } * / ? . 0 < х < 1;

0, х > 1

визначити, яка з них е щш ьжстю випадковоУ величини X,  визначеноУ 
на пром 1Жку [0; 1].

18. ДаНО Щ1ЛЬНЮТЬ 1МОВ1рНОСТ1

О, х < 1;
/ ( х ) =  а1пх, 1 < х < е;

0, х > е.

Знайти а \ И х). Побудувати граф1ки/(х), Р(х).
Ыдповк)ь. а  = 1;

0, х < 1; 
Р{х) = • 1 + х 1п х -  х, 1 < х < е;

1, х> е. 
Шукан! граф!ки зображено на рис. 45 1 46.

Рис. 45

19. Дано функшю розподшу ймов1рностей
0, х < -2;

Рис. 46

Р(Х):
х + 2

1.

- 2 < х < 7; 

х> 7 .

Знайти / (х ) .  Побудувати графжи Р(х) \ /(х ) .  
В1дпо(пдъ.

/ ( х )  = Р \х )  =
6у/х + 2 
0,

Шукан! граф 1ки наведено на рис. 47 1 48.

х < -2; 

1 -  2 < х < 7; 

х > 7.



20. За заданою щ ш ьш стю  ймов1рностей

/ (* )  =

0, х < 0;
2 ^ ^ 7а соз —х, 0 < х < —
7 4

7
1, х > —

4

7  ̂0 < х < —л  
6

побудувати граф ж и /(х ), Р(х). Обчислити Р

Ш дшшдь. Граф1ки зазначених функцш подано на рис. 49 1 50.

Рис. 49

(  7 (1  \
0<  X < —и = Р — 71

6  , ,

Рис. 50

.71  . „ л/з
-  Р(0) = 81П---- 81П 0 = -----.

3 2

21. Граф 1К заданоУ щ ш ьноеп ймов1рностей зображено на рис. 51.

Рис. 51

Записати вирази для / ( х ) ,  1 Р\х). Побудувати гр аф к  Р(х).

В'к)по(пбъ.

Пх )  =

0,
х  + 3

5 - х
24

О,

х < -3; 

-3< х < -1;

-1 < х < 5; 

х > 5;

Р(х) =

0,

(х + 3)2
16
(я--5)2

48

N
Ш уканий граф1к зображено на рис. 52.

х < -3; 

-  3 < х < -1;

-1  < х < 5; 

х > 5 .

Рис. 52

ТЕМА 6 . Ч И С Л О В 1 Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  В И П А Д К О В И Х  
В Е Л И Ч И Н  ТА  IX  В Л А С ТИ В О С Т 1

Закон розпод1лу ймов1рностей як для дискретних, так 1 для непе- 
рервних випадкових величин дае повну шформащю про них. Проте 
на практищ немае потреби так докладно описувати щ величини, а 
достатньо знати лише певш параметри, що характеризують Ух ютот- 
ш ознаки. Ц1 параметри I називають числовыми характеристиками  
випадкових величин.

1. Математичне спод!вання

Одшею з найчаст1ше застосовуваних на практищ характеристик е 
математичне сподгвання.

Термш «математичне спод1вання» випадковоУ величини X  е си- 
НОН1МОМ термш а «середне значення» випадковоУ величини X.

М атематичним спод1ванням випадковоУ величини X, визначеною 
на дискретному простор! ^2, називаеться величина



М( Х )  = ■ (75)
/=|

Якщо П  —  обмежена множина, то

М( Х )  = 2 х 1Р, .  (76)
1=1

Якщ о простор С1 е неперервним, то математичним спод1ванням 
неперервноУ випадковоУ величини X  називаеться величина

М ( X )  = \х /(х )с !х  . (77)
а

Якщо О = ( -  °°), то

М( Х)  = I х /(х )Ж с. (78)

Якщо П  = [а; Ь], то

М( Х )  = ] х / Ш х .  (79)
а

ч /  2. Властивосто математичного спод1вання

1. М атематичне спод1вання вщ стало'У величини С  дор1внюе самш 
сталш:

М{С) = С. (80)

Справд 1, сталу С  можна розглядати як випадкову величину, що з 
1мов1рн1стю, яка дор 1внюе одинищ, набувае значения С, а тому 
М (С )= С ■ 1 = С.

2. М (С Х ) = С М (Х). (81)

Для дискретноУ випадковоУ величини згщно 13 (75) маемо

М( СХ)  = ЪСх.р, = С ^ х .р ,  = С М ( Х ) .
;=1 /=1

Для неперервноУ:

М( СХ) =  / Сх/(х)с1х = с]х /(х)с1х  = СМ (X).

3. Якщо А  1 В  е сталими величинами, то
М( АХ + В) = А М ( Х ) + В . (82)

Для дискретноУ випадковоУ величини:

М{АХ + В) = Х(Ах, + В)р, = А%х,р, + В% р, = А Щ Х )  + В .
;=1 1=1 /=1

Для неперервноУ випадковоУ величини:

М (АХ + В) = |  (Ах+ В)/(х)с1х = А |  х / (х)с1х + В \ / (х)6х = АМ{Х)  + В.

П риклад 1. Закон розподшу дискретноУ випадковоУ величи
ни задано таблицею:

X, - 6 - 4 2 4 6 8

р. 0 , 1 0 . 1 0 , 2 0,3 0 , 1 0 , 2

Обчислити М  (АО- 

Р озв’язання. Скориставшись (76), дютанемо 
6

М ( Х )  = = х1р 1 + х2р 2 + х,/?3 + хАр4 + х5р5 + х6рй =
/=1

= -  6 • 0,1 -  4 • 0,1 + 2 • 0,2 + 4 • 0,3 + 6 • ОД + 8 • 0,2 =
= -0 ,6  -  0,4 + 0,4 +1,2 + 0,6 +1,6 = 2,8.

П риклад 2. За заданою щшьнктю ймов1рностей 

0, х < -1 ;

/ (х )  = - --^у/х + 1, -1 < х < 7 ;

0, х > 1

обчислити М (Х).

Р озв’язання. Зпдно 13 (79) маемо:
7 7 1 ______  1 7 ---------------- ----------------

М (X ) = I х  / ( х)с1х = |  х —  у х  + 1 3.x = —  \ х у х  + 1 с1х =
_1 -1 12 12

х + 1 = г3
= х = г 3 -  1 -»  -1  < х < 7

Ах = Ъггйг 0 < г ^ 2

= —  }(г3 -1 ) г Зг2Л
12 о

= —| ( г 6 -  г 3№  = — ( / - / г 3А ) = 
4 о 4 о о

4
Г г 7 2 г 4 2 1

ОО

------- — -- -------- 4
7

V о 4 ]
° ,

4 1 7 ]

1 128 -2 8  _ 100 _ 25 
4 7 ~ 28 ~ 7



/(-*) =

О, х < 0;
1 2 3
— 51П — х, 0 < х <  —я;
3 3 2

О,
3

х > —л.
2

Обчислити М (Х).

Розе ’язання.
3 3 3—Л —71 —п
2 2 1 2 12 2

М ( Х )  =  \  х  / ( х ) с 1 х  =  \  х  —  5 1 П  —  х с 1 х  =  —  {  Х 8 Ш  — х й х  =

о о 3 3

и = х, с1и = <1х

51П — Х<1Х =  — >
3

3 2
—> V = ------ СОХ — X

2 3

3 о

3 2
-  X — С 05  — X

2 3

з 3 ^- п  _112 3 2 2Н--- [ СОЗ — хс/х
о 2 ]о 3

( 3 3 ^
1 3 2 I" 9 . 2 —Л2

—- ------ X СОК — X Н----- 8111 — X
3 2 3 о 4 3 0

1 /

3= —71.
4

М ( Х ) = - п .
4

П риклад 4. За заданою функщею розподшу ймов1рностей
О, х < -4;

у/х+ 4
Пх )  =

1,

- 4 < х < 6; 

х> 6 .

Обчислити М  (А7).

Р озв’язання. Для обчислення М( X)  необхщно знайти щшьшсть 1мо- 
в1рностей

О, х < -  4;
1

6ч/х + 4 
0.

-  4 < х < 6; 

х > 6.

6 6
М (X ) = |х  /(х)с/х = | х —

-4  -4  6 л /X  +  3

х + 3 = С 2 

х = г 2 — 3 
с1х = 2Ы:.

-  3 < х < 6 
0 < ; < 3

б -4л/X + 3
Ах -

-2 Ыг

1 3 и '3 ? л
= — / (г2 -  ЗУг = -  112с(г -  3 } с/г

3 о З^о о
/ г 3 3 Л

3 34
0

= 1 ( 9 - 9 )  =0;

М( Х )  = 0.
Якщо випадкова величинахе [а\ Ь], то М(Х)  е  [а; Ь], а саме: матема

тичне спод1вання випадковоТ величини мае обов’язково мютиться всере- 
диш штервалу [а\ Ъ], являючи собою центр розподшу п!еУ величини.

3. Мода та мед1ана випадковоУ величини

Модою (М о) дискретноУ випадковоУ величини X  називають те ТУ 
можливе значення, якому вщповщае найбшьша ймов1ршсть появи.

М одою для неперервноУ випадковоУ величини X  називають те УУ 
мбжлйве'зУтаченняТякому вщповщае максимальне значення щшьно-
СТ1 ЙМОВ1рНОСТ1:

/(М о )  = т а х . ^
Якщо випадкова величина мае одну моду, то такий розподш 1мо- 

в1рностей називають одномодалъншг, якщо розподш мае дв! моди —  
двомодапьним  1 т. ш. 1снують 1 таю розподши, як1 не мають моди. Гх 
називають ст т шюдалыпти.

Мед1аною (Ме) неперервноУ випадковоУ величини X  називають те 
УУ значення, для якого виконуються р1вшсть 1мов1рностей подш:

Р (-о о  < X < Ме) = Р(Ме < X < °°) —> Р(Мс)~ Р(-°°) = р(оо)~  /?(Ме) —»
-» Р(Ме) = 1 -  Р(Ме) -» 2Р(Ме) = 1 ->

—> Р (Ме) = 0,5.
I_.....__ -—....

Отже, мед!ану визначають 13 р1вняння (83).

(83)

П риклад 5. Роб1тник пщ час роботи обслуговуе три верста- 
ти-автомати. 1мов1ршсть того, що верстат-автомат потребуе 
уваги роб1тника за певний пром1жок часу, —  величина стала
1 дор 1внюе 0,8.



Побудувати закон розподшу ймов1рностей дискретноУ ви
падковоУ величини X  —  числа верстат1в, як1 потребують 
уваги робггника за певний пром1жок часу. Знайти Мо.

Розе ’язання.
Можлив1 значения випадковоУ величини:
Х = 0 , 1 ,2, 3.
1 мов1рност1 цих можливих значень так!:
Рх = (0 ,2 )3 =  0 ,008;
р ,  = Ъ рц -  = Ъ- 0,8 • 0 ,04  =  0 ,096;
Ръ =  3 » 2<? =  3 • 0 ,64  • 0 ,2  =  0 ,384 ; 
р л = р  = (0 ,8)3 =  0 ,5 12 .
Запишемо закон таблицею:

X, 0 1 2 3

А 0,008 0,096 0,384 0,512

1з таблиц! визначаемо Мо = 3.
Отже, д1стаемо одномодальний розподш.

П риклад 6. За заданою щшьшстю ймов1рностей 

0, х  < -2;
/ (х )  = ■ а (х + 2 )(х -4 ), - 2 < х < 4 ;

0, х>4.

Знайти а 1 Р(х), Мо.

Розе ’язання.
За умовою нормування маемо:

1 4 4
—  —» \ х 2с1х-2 |х Л :-8  \(1х =

|( х  + 2 )(х -4  )с!х ~2 ~2
-2
64 + 8

-8х|!

- (1 6 -4 ) -8 (4  +2) = 2 4 -1 2 -4 8  = -36 -> д  = -  — .
3 36

Щшьшсть 1мов1рностей 31 знайденим а матиме вигляд

0, х < -2;

г , ч (4 -  х)(х + 2)
= ------- 77------- > -  2 < х < 4;

36
0, х > 4.

Граф 1кДх) зображено на рис. 53.

- 2  0 1 4 х

Рис. 53

Зпдно з рис. 53 м аем о/(1) = шах. Отже, Мо = 1. 
Визначаемо Ме:

Р(х)  = } / ( х)Ах = —  |  (4 -  х)(х + 2)Лх =
-2 36-2

= —  }(8 + 2х -  х2)с1х = —  } Мх + / 2хЛх -  / х 2йх
1

36 _2 

36

36

8х|: + х I -----
1 -2

\_
36

36

24х + 36 + Зх -  х

Отже,

Р(х) =

0,
28 + 24х + Зх2 -  х3

108
1,

8х + 16 + х - 4 ----------
3 3

28 + 24х + Зх2 — х'
108

х < —2;

- 2 < х < 4; 

х > 4.

Для визначення Ме застосовуемо р1вняння (83):
1 28 + 24Ме+ ЗМе2 -  Ме3 1

/?(М е )= -  - » --------------------------- = -  -»
2 108 2

-> Ме3 -  ЗМе2 -  24Ме+ 26 = 0 -> Ме = 1.
Ме можна знайти, скориставшись щшьшстю ймов1рностей:

Ме 00
|  / ( х)с1х = \/(х)с1х, (84)

-оо Ме

або п р и Х е  [а; Ъ\.
Ме е
\  /(х)с1х = \ / { х ) йх .  (85)
а Ме

Отже, Ме —  можливе значения випадковоУ величини X,  причому та
ке, що пряма, проведена перпендикулярно до в1дпов 1дно'1\  точки на 
площиш X  -  Ме, подшяе площу ф1гури, яка обмежена ф ункщ ею / (х), на 
ДВ1 р!ВН1 частини.



V/ 4. Д исперая та середне 
квадратичне вщхилення

М атематичне спод 1вання не дае достатньо повноТ шформащУ про 
випадкову величину, оскшьки одному й тому самому значению 
М ( X )  може вщповщати безл1ч випадкових величин, як 1 будуть р!з- 
нитися не лише можливими значениями, а й характером розподшу 1 
самою природою можливих значень.

П риклад 7. Закони розподшу випадкових величин X  1 У за
дан! таблицями:

-0,5 -0.1 0,1 0,5

Р/ 0.4 0.1 0,1 0,4

У) -  100 -80 -  10 10 10 80

Р) 0,1 0,2 0,2 0,2 0,1 0,2

Обчислити М(X)  \ М(У).

Розв’язання.

М( Х )  = Хх,/;, = -0,5 ■ 0,4 -  0,1 ■ 0,1 + 0,1 ■ 0,1 + 0,5 - 0,4 =
л-1

= -0 ,2 -0 .0 1  + 0,01 + 0,2=0;

М(У)= = -Ю 0-0 ,1-80-0 ,2-10-0 ,2  + 10-0,2 + 80 0,2 + 100 0,1 =
У=1

= - 1 0 - 1 6 - 2  + 2 + 16+10 = 0.

Отже, два закони розподшу мають однаков! математичш сподь 
вання, хоча можлив 1 значення для випадкових величин X  1 У ютотно 
Р13Н1. 1з наведеного прикладу бачимо, що в раз1 р 1вност! математич
них спод1вань (М  (X) = М  (У) = 0) випадков! величини X  1 У мають 
тенденщ ю  до коливань вщносно М ( X )  та М (К), причому У мае 
бшьший розмах розаю вання вщносно М(У) ,  шж випадкова величи
на X  вщносно М (Х ). Тому математичне спод[вання називають цент
ром  розаю вання. Для вим 1рювання розаю вання вводиться числова 
характеристика, яку називають дисперсгсю.

Для визначення дисперсн розглядаеться вщхилення випадковоУ 
величини X  вщ свого математичного спод1вання ( X - М ( Х ) )

М атематичне спод!вання такого вщхилення випадковоУ величини 
X завжди дор1внюе нулю. Справд 1,

М ( Х - М ( Х ) )  = М ( Х ) - М ( М ( Х ) )  = М ( Х ) - М ( Х )  = 0 .

Отже, вщхилення не може бути м1рою розаю вання випадково 1 

величини.
Дисперсгсю  випадковоУ величини X  називаеться математичне 

спод1вання квадрата вщхилення щеУ величини

й ( Х )  = М ( Х -М (Х ))2. (86)

Для дискретноУ випадковоУ величини X  дисперая

й (Х) = Х (х/ - м (Х))2а ; (87)
/=1

для неперервноУ

0 (Х ) = ] ( х - М ( Х ) ) 2/(х)с1х.  (88)

ЯкщоА^е [а; Ь],

то 0 ( Х )  = ] ( х - М ( Х ) ) 2/ Ш х .  (89)

5. Властивост! дисперси

1. Якщо С  —  стала величина, то

0 (С ) = 0 . (90)
Справд1

0 (С ) = М (С -М (С ))2 = М (С -С )2 = М (  0) = 0.

2. 0(С Х ) = С20 ( Х ) . (91)

Маемо:

О (СХ) = А/ (СХ - М ( С Х ))2 =М(СХ - С М (X))2 = М (С(Х - М (X))2 =

= С2М ( Х - М ( Х ) ) 2 = С2Э( Х )

3. Якщо А \ В —  стал! величини, то

0 (Д Х + В ) = Л20 (Х ). (92)
Адже

С(АХ + В) = М(АХ + В -  М (АХ + В))2 = М(АХ  + В -  АМ (X) -  В)2 =

= М( АХ -  АМ( X) ) 2 = А2М ( Х - М ( Х ) ) 2 = Л 20(Х ). 

Д испераю  можна обчислити 1 за такою формулою:

0 ( Х ) = М ( Х 2) - М 2(Х).  (93)



|  Д оведения. Зпдно з (86) дютаемо:

•  /)(Х ) = М (Х -М (Х ))2 = М ( Х 2 - 2 М ( Х ) Х  + М 2(Х)) =
= М ( Х 2) - 2 М ( Х ) М ( Х )  + М ( М 2(Х)) =

= М (X 2) - 2 М  2(Х)  + М 2(Х)  = М ( Х 2) - М 2(Х).

Для дискретноУ випадковоУ величини X

0 ( Х )  = %х  ,2А - М 2(Х ); (94)
/=1

для неперервноУ

0 (Х )  = ] х 2/(х )с1 х -М 2(Х )  . (95)

Я к щ о Х е  [а\ Ь], то
ь

О (Х ) = \ х 2} ( х ) с 1 х - М2(Х).
а

Спид пам’ятати, що дисперая не може бути вщ ’емною величи
ною ( о ( х >  0)).

Отже, дисперс 1я характеризуе розс 1Ювання випадковоУ величини 
в1дносно свого математичного спод1вання. Якщо випадкова величи
на вим1ряна в деяких одиницях, то дисперс1я вим1рюватиметься в 
цих самих одиницях, але в квадрать

Тому доцш ьно мати числову характеристику такоУ самоУ вим1р- 
ност!, як 1 випадкова величина. Такою числовою характеристикою е 
середне квадратичне вщхилення.

Середшм квадратичным вгдхшенпям  випадковоУ величини X  на
зивають коршь квадратний 13 дисперси:

а ( х )  = , р н х ) .  (97)

П риклад 8. Закон розподшу дискретноУ випадковоУ величи
ни X задано таблицею:

X, - 4 - 2 1 2 4 6

р> 0,1 0,2 0,3 0,2 0,1 0,1

Обчислити И (X), а  (X).

Р озв’язання. Зпдно з (94) маемо:

М( Х)  = 5 > ,р , = - 4 - 0 ,1 - 2  -0,2 + 1-0,3 + 2 ■ 0,2 + 4 0,1 + 6 -0,1 =
1 = 1

= -  0,4 -  0,4 + 0,3 + 0,4 + 0,4 + 0,6 = 0,9;

М ( Х 2) = ^ х 2р, =  16-0,1 + 4-0,2+ 1-0,3+ 4-0,2+ 16-0,1+ 36-0,1 =
1 = 1

= 1,6 + 0,8 + 0,3 + 0,8 +1,6 + 3,6 = 8,7;

О (X) = 8,7 -  (0,9)2 = 8,7 -  0,81 = 7,89; 

с ( Х )  = т[5(х) = ф Г,89 =2,8.

П риклад 9. Маемо чотири електролампочки, кожна з яких 
мае дефект з 1мов1ржстю <7 = 0,1 (р -  1 -  с\ = 0,9 —  1мов1р- 
нють того, що в лампочщ дефект вщсутнш). Послщовно бе
руть по однш лампочщ, вгвинчують у патрон 1 вмикають 
електричний струм. Пщ час вмикання струму лампочка з 
дефектом перегорить, 1 и замшять на шшу. Побудувати за
кон розподшу дискретноУ випадковоУ величнни X  —  число 
лампочок, як! будуть випробуваш. Обчислити ст (X).

Розв’язапня. Дискрета# випадкова в е л и ч и н а х —  число лампочок, 
як 1 будуть випробуваш —  набувае таких можливих значень:

х ,=1; хг = 2; х3 = 3; х4 =4.

ОбчИСЛИМО В1ДПОВ1ДН1 ймов1рностк

Р(Х  =1) = р : =0,9; Р (Х = 2) = р2 = рс/ = 0,09; Р(Х =3) = р г = /?</2 =0,009;

Р(Х =4  ) = р4 = /*у3+<74 =0,0009 + 0,0001 = 0,001.

Адже четверта лампочка буде випробувана, коли третя перегорить, а 
четверта —  ш, або коли й четверта перегорить.

У табличшй форм! закон розподшу X матиме такий вигляд:

X/ 1 2 3 4

Р< 0,9 0,09 0,009 0,001

Дал1 виконуемо таю обчислення:

М( Х )  = ^ х , р ,  = 1-0,9 + 2-0,09 + 3-0,009 + 4 - 0,001 =
/=1

= 0,9 + 0,18 + 0,027 + 0,004 = 1,111;

М ( Х 2) = % х 2р,  = 1-0,9 + 4-0,09 + 9-0,009 + 16-0,001 =
/=1



Э ( Х )  = М ( Х 2) - М 2( X)  = 1,357 - ( Ц П ) 2 = 1,357 -  1,234321 = 0,122679; 

а (Х ) = у[Б (X)  = ^0,122679 = 0,35.

П риклад 10. Закон розподшу ймов1рностей дискретноУ ви
падковоУ величини X задано функшею

0, х < -6
од, -  6 < х < -4
0,3, -  4 < х < 1;
0,4, 1 < х < 3;
0,6, 3 < х < 5;
0,8, 5 < х < 8;
1, х>8.

Обчислити Б  (X); ст (X).

Р озв’язання. За заданою функфею розподшу ймов1рностей подамо 
закон розподшу таблицею 
_________ _________ _________ _________ ____к____ _________ _________

X/ - 6 - 4 1 3 5 8

Р/ 0,1 0,2 0.1 0,2 0,2 0,2

М( Х )  = '% х1р 1 = -  6 • ОД -  4 ■ 0,2 +1 • ОД + 3 • 0,2 + 5 • 0,2 + 8 • 0,2 =
(=1

= -  0,6 -  0,8 + ОД + 0,6 +1 +1,6 = 1,9;

М (Х 2) = | > , 2р, = 36-0,1 +16-0,2 +1-0,1+ 9-0,2 + 25-0,2 + 64-0,2 =
/=1

= 3,6 + 3,2 + ОД +1,8 + 5 +12,8 = 26,25;
0 (Х )  = М (Х 2) - М 2(Х} = 26,5 -  (1,9)2 = 26,5 -  3,61 = 22,89;

а  (X ) = у/Ъ Тх) = л/22^89 = 4,78.

П риклад 11. Задано щшьшсть 1мов1рностей;

х< 0;

8Ш х, 0 < х'<  Л;

х  > и.

Обчислити ^  (X); сг (X). Знайти Мо; Ме.

/(* )  =

Розе ’язання.

М( Х )  = |  х/(х)Ах = — |  х 8Ш хАх = 
о 2 о

и = х, Аи = Ах 
81П Ах =  А\> —^

■ V =  — С 08 X

-  Л" С 08 -V 1 г , -  X  С 08 X+ — С08  хАх = -----------
2 о 2

1
-I-----81П X

о 2
-лсо$л + 0соз0 1 . . _ л
----------------------- 1- — (51П л -  $ш 0) = —;

2 2 2

М (Х) = - ;

1 гМ (X г ) = |  .V2 /(х)А х  = —|  X 2 81П х Ах 
о 2 0

-  х 2 сох хГ + 2\ х сох хАх

и = х 2, Аи = 2 хАх
81П хАх = Ау

—> V =  -  С08 X

и = х, Аи = Ах 
= со&Ах = А\>

V =  81П X

- Х 2 С 0 8 Х  + 2

-  X " С 08Х

X 81П х|0 -  { 81П хАх
0

Я / 71 п  ^
+  2 Л' 81П Л' +  С05 .V

0
V

0 0 ,

О (Х ) = М (Х 2) - М 2(Х) =

= т (я 2 -2 )

л2 -  2 л2 2л2 -  4 -  л 2 л

0 ( Х )  =

■Ул2а ( Х )  = у[о(Х)  =

Граф 1к /(х )  зображено на рис. 54.

Рис. 54



Мо

Оскшьки /  

л
ч 2 ,

= —51п — = 0,5 е максимальним значениям, то 
2 2

о

дг 1 I х 1 - с о з а
Знаходимо Р(х) = \ — ь\пАх = —  созх

о 2  2

Отже,
0, х < 0;

„ ,  , 1 -  С 08 X  п  .Р(х) = ----------- , 0 < х > л ;

1, х > л.
ч 1_ созМе 1 . .  „ ч , лР(Ме) ------------------  — —» соя Ме = 0 —> Ме = —

2 2 2

П риклад 12. Задано щшьшсть 1мов1рностей (рис 55).

Рис. 55

Обчислити О (X); а  (X); Ме. Знайти Мо.

Р озв’язапня. За умовою нормування знайти ординату точки В:
А В О В  , 6 -7  1-----------= 1 ------= 1 -»  у = —.

На пром1жку [-2; 0] / ( а) =
А+2

На [0; 4] / ( а) =
(а -  4) 4 -  а

12 12 
Отже, щшьшсть 1мов1рностей

0,

№  =
а + 2 

6
4 - х  

12 '

а < -2 ;

-  2 < а < 0;

0, а > 4.

На пром1жку [-2; 0] Р(х) = |
хп а + 2 (а + 2)

12

На [-2; 4] Р(х)  = Р(0) + / — Ах = —  -  *)2
о 12 12 24

4 (а - 4 ) 2 | 16 _ 1 | 2 (а - 4)2 1 ( х - 4 ) 2
12 24 24 3 3 24 “ 24

Отже, функщю розподшу ймов:рностей можна подати у вигляд1

0, а < -2;

Р( х) =

Сх + 2)2
12 
( х - 4 ) 2 

24

-  2 < а < 0;

, 0<  а <4; 

а >4.

Графж Р(х) зображено на рис. 56.

Рис. 56

Дал! обчислюемо О (X):

М( Х )  = ] х/(х)Ах + |  х/(х)Ах =
- 2  0

9 х + 2 4 4 — х 1 °  I 4
/ х -------Ах + 1 а ------- Ах = — {(а2 + 2х)Ах н----- 1(4а -  х 2)Ах =

- 2 6  о 1 2  6 _ 2  1 2  о
1 'о  о ^ 1 Г 4 4

/ а 2^а + 2 /а ^ с  + —  4 \ х А х - \ х 2Ах
,-2 -2  ̂ 12 ( о о

1 / з X* 0
+ А2

0 ' 1+ --- 2а2 4 _ А3 4 л

6 3\ -2 -2 , 12 к 0 з



'8 \ 1 64 1Г 8 -12 1 Г 96-64
-4

+ Т2 ,32-т ) " 6 1 з Г 12 1 3 ]

_± + 32
18 36 36

4 [ О

+ 32 24 2
36 _  з '

М ( Х 2) = ] х 2/(х)с1х + ] х 2/(х)({х = -  }х2(х + 2)с1х + —  \ х  
-2 о 0-2 12 о

г2(4 -  х)с1х =

* ^ |  х ъс1х + 2 } х 2</х + — | 4 1 х 2</х -  { х ъс1х 
-2 -2 ] 12

(  16> 1 (256 1 ^ -1 2  + 16'! 1 Г 2 5 6 - 192 ^
-  4 н-----

V 3
н-----

12
------- 64

1 з

и
сЧ з

н—  
12 V 3 ]

4 64 8 + 64 72

18 36 36

О (Х ) = М ( X 2) -  М 2(х) = 2 -

36

^ 2 л2 4 _ 18-4 _ |4 

9 _ _ 9 9

,------------ [м  >/14 -УЙ
0 (Ю  = ^ ( Н ^ Т , _ = _ .

Для визначення Ме необхщно знайти пром1жок, в якому вона мюти- 

ться. Оскшьки ^(О) = -  < 0,5, то мед1ана належить пром1жку [0; 4].

(М е -4 )2 _ 1 .(М е - 4 ) ! = 1 ^ (М с_ 4 ) ! _ 12^
Дал 1 маемо:

1 -
24 2 24

_> Ме -  4 =  ± 2л/з -4 Ме = 4 ± 2-Уз -> Ме = 4 + 2>/з е [- 2; 4]; 

Ме = 4 -2 ч /з е  [-2 ; 4].

Отже, Ме = 4 -  2-\/3; Мо = 0.

6. Початков! та центральж моменти

Узагальненими числовими характеристиками випадкових вели
чин е початков1 та центральж моменти.

Початковим моментом к-го порядку випадково! величини X  на
зивають математичне спод1вання величини X  :

мк = М ( Х к) (к = 1 ,2 ,3 ..... ). (98)

Коли к = 1, V, =М( Х) \  коли к = 2, У2 = М ( Х 2) \ т. д.

Для дискретноУ випадковоУ величини X

( " )
/=1

для неперервноУ

Ук = ] х к/ Ш х .  (100)

Якщо X  е  [а; Ь], то

V* = |х * /(х)с1х. (101)
о

Центральним моментом к-го порядку називаеться математичне 
спод 1вання вщ ( X -  М(Х))к:

ц к = М ( Х - М ( Х ) ) к (к = 1 ,2 ,3 ..... ). (102)
К о л и ^  = 1, ц, = М ( Х - М ( Х ) )  = 0; 

коли к = 2, \ь2 = М ( Х  - М ( Х ) 2 = Г>(Х); 

коли к = 3, ц3 = М ( Х  -М (Х ))3; 

коли к = 4, ц4 = М ( Х - М ( Х ) ) 4 .
Для дискретноУ випадковоУ величини

[1к = 1 ( х , - М ( Х ) ) крГ, (103)
1=1

для неперервноУ

у,к = ] { х - М (Х ) )к/(х)с1х. (104)

Якщо X е  [а\ Ь], то

= ] (х -М (Х ) )к/(х)с1х. (105)

7. Асиметр1я I ексцес

Третш центральний момент харакгеризуе асиметр1ю закону роз
подшу випадковоУ величини. Якщо = 0, то випадкова величина X  
симетрично розподшена вщносно М (Х ). Оскшьки ц3 мае розм1ржсть 
випадковоУ величини в куб к то вводягь безрозм1рну величину —  ко- 
еф1Ц1ент асиметрп:

Л5 = ^ - .  (106)
о

Центральний момент четвертого порядку використовуеться для 
визначення ексцесу, що характеризуе плосковершинжсть, або гост-



ровершиншсть щшьност! ймов 1рност1 / '  (х). Ексцес обчислюеться за 
формулою

Е .у = -^ -3 .
о 4

(1 0 7 )

Зауважимо, що число 3 вщшмаеться ось чому. Для центрально
го закону розподшу, так званого нормального закону, виконуеться 
р!внють:

—  = 3. Отже, Ез = 0.
о.

Для наочност! при р 1зних значениях Аз, Ез г р а ф ж и /(х )  зображе- 
н! на рис. 57 1 58.

У1 У

ж - - Е 5  >  0

= 0

< ^ У . / - : у < о

>------------ -— — ---------->
О М (X) 

Рис. 58Рис. 57

П риклад 13. Задано щшьшсть 1мов1рностей:

0, х < 0;

/(* )  =

Обчислити Аз, Ез. 

Розе ’язапня.

- х ( 2 - х ) ,  0 < х < 2 ; 
4
0, х>2.

2 2 3
М (Х) = / х / ( х)Ах = /  х —х(2-х)с1х =

о о 4

= — |  (2 х 2 - х г )й х  = — (2 \  х 2 с1х - \  х 3 с/х) ■ 
4 о 4 о о

3 1 6 - 1 23 { 2 3 2 _ х 4 2 > _ 3
4

— X
3

V о 4 0 ~ 4 и  1

2 2 3
р 3 = / ( х -М ( Х ) )3/(х)</х = /(х  -  I)3 — ( 2 х - х 2)с1х =

о о 4

3 2
= — Г(х -  I)3(2х -  х г )йх =

4 о

/ (х3 -  Зх2 + Зх -1  (2х -  х 2)(1х = —\ (5х4 -  9х3 + 7х2 -  2х -  х 5) с1х ■ 
о ) 4 о

Т. С 2 2 2 2 2
= — 5/ х 4с1х -  9} х ъс1х + 7/ х 2с1х -  2\ хс1х -  / х 5с1х

о

х5 
5 —  

5
2 - ^ х - 4

2  7  3 + —X3

о 4 о 3

н
Сч 

|1 2  7  3 + —X3

0  4 о 3

2 2 2 „6 2Л
- 2  —

х°

0 2 0 ~6 о,
2

- X 2
2 _ х ^ 2Ч

0 0 6

56 32
= -  32 -  36 + ------4 ------ = - ( - 8  + 8) = 0.

Оскшьки Цз = 0, то 1 Аз = 0. Отже, можлив1 значення випадковоУ ве
личини X  симетрично розподшеш вщносно М  (X) -  1. Для обчислення 
Ез необхщно знайти р4 1 а.

2 2 3
р 4  =  \ ( х - М  ( Х) ) 4 /(х)с1х  = / ( х - 1 ) 4 —(2 х - х 2 )с1х =

о о 4

3 2
= — [ (х 4  -  4 х 3 + 6 х 2  -  4х  + 1 ) (2х  -  х 2 )с1х =

4 о

3^ 2 
4

=  —/ ( 6 х 5  - 1 4 х 4 + 16х3 - 9 х 2  +  2 х  — х 6)Ах = 
4 о

б] х 5с1х - 14/ х 4с1х + 1 6 /х 3с/х + 1 6 / х ъйх  -  9 / х 2с1х + 2 / хс1х -  /  х йс1х
о0 0 0 0 0 0

_  3
(

X6 2 1 4  X*

2
+ 4х4

2
-  Зх3

2
+  Х 2

2 Л'7
2 ̂

~ 4
к о 5 Л 0 0 0 0 7

= - |  64
448  ,  128

- + 64 -  24  + 4 -

108 -

5 7

448 128 3 /3 7 8 0 -3 7 7 6
41 35



М ( Х 2) = |  х 2/(х )  с1х = |  х 2 — (2х -  х 2) с1х = — { (2х3 -  х 4с!х) =
о о 4 4 о

^ 2 /  х 3 Ах -  \ х 4 с1х | = “
о о

4 0 -3 2

) 3 <\ 4 2 X 5 2 Л 3 Г0 32 Л
—  Л'4 — — — — 8 ------

Г 4 2V. 0 5 0 у 4 1 5  )

О (Х ) = М  ( X 2) - М 2 ( Х)  =  - - 1  =

ст(Х) = у[о(Х)  = -^ г ;
л/5

&  = -^4- -  3 = —  -  3 = 3 0 - 3  = 27. 
о 4 _1_

25
П риклад 14. Зазаданим законом розподшу ймов1рностей

X/ -8 -4 -1 1 4 8
р< 0,1 0,2 0,2 0,2 0,2 0.1

обчислити Л.У, & .

Р о зв’яза н ня . Скориставшись (103), (106) 1 (107), д 1станемо:

М ( Х )  = % х , р ,  = - 8 - 0 ,1 -4 - 0 ,2 -1 - 0 ,2  + 1 0,2+ 4 0,2+ 8-0,1 =
/=1

=  -  0,8 -  0,8 -  0,2 +  0,2 +  0.8 +  0,8 =  0;

Щ Х )  = X х 2р,  = 64 • 0,1 + 16 • 0,2 + 1 • 0,2 + 1 • ОД + 16 • 0,2 + 64 ■ ОД =
1=1

= 6,4 + 3,2 + 0,2 + 0.2 + 3,2 + 6,4 = 19,6;

Из = Х(*, - М ( Х ) ) Ъ = Х х 3/?, = -5 1 2 -0 ,1 -6 4 -0 ,2 -1 -0 ,2  +
1=1 (=1 

+ 1,0 • 2 + 64 • 0,2 + 512 ■ ОД = -512 -12,8 -  0,2 + 0,2 + 12,8 + 51,2 = 0.

Оскшьки ц3 = 0, то й Аз = 0;

Й4 = 2 (* /  - М ( Х ) ) 4 р 1 = 5> ,4 р, =
/=1 /=1

= 4096 • ОД + 256 • 0,2 +1 - 0,2 + 256 • 0,2 + 4096 • ОД =
= 409,6 + 51,2 + 0,2 + 0,2 + 51,2 + 409,6 = 922;

а л 9 ',Л>
Ез = —  -  3 = ——  -  3 = 2,397 -  3 = -0,603. 

а 4 384,6

Теоретичш запитання до теми г

1. Що називаеться математичним спод1ванням випадковоУ 
величини?
2. Чому дор!внюе М  (С), де С —  стала величина?
3. Якщо А \ В —  стал1 величини, то чому дор1внюе 
М  (АХ  + В)? Довести.
4. Що характеризуе математичне спод1вання випадково1 

величини?
5. Що називають вьцхиленням випадковоУ величини?
6. Чому дор!внюе М ( Х - М ( Х ) ) Г!
7. Що називають дисперЫею випадковоУ величини?
8. Що характеризуе дисперая випадковоУ величини?
9. Чому дор1внюе И (С), де С —  стала величина?

10. Чому дор1внюе О (СХ), де С —  стала величина?
11. Якщо А 1 В —  стал1, то чому дор1внюе й  (АХ + В)1
12. Що називають середшм квадратичним вщхиленям ви
падковоУ величини?
13. При яких значенях сталоУ С виконуються сшввщношен- 
ня: О (СХ) = О (X); О (СХ) > О (X), О (СХ) < О (X)?
14. Що називають модою (Мо) випадковоУ величини X , як
що вона е дискретною?
15. Що називаеться модою (Мо) неперервноУ випадковоУ ве
личини X?
16. Який розподш 1МОВ1рностей називають антимодаль- 
ним?
17. Який розподш 1мов1рностей називають одномодальним, 
двомодальним?
18. Що називають мед1аною (Ме) випадковоУ величини?
19. Чому дор1внюе Е (Ме)?
20. При якому значенш х внконуеться р1вшсть

{ /  (х)с!х = /  / (х)(1х ?
-о о  X
21. Довести, що випадкова в ел и ч и н ах  мае лише одну ме- 
Д^ану.
22. Дати означення початкового моменту А:-го порядку.
23. Дати означення центрального моменту к-го порядку.
24. Де використовуеться Цз?
25. Де використовуеться ц4?
26. Що характеризуе ексцес?
27. Що характеризуе асиметр!я?



Прикпади до теми

X, - 2 2 4 8 1 0

А 0 , 1 2  а 0,3 0 . 1 За

обчислити М( Х) ,  И  (X ), а  (X). Знайти Мо.
В1дпов1дь. Л/(Х) = 5,2; 0 (Х ) = 15,36; а (Х ) = 3,92; М о=4; 10.

2. Четверо студентов складають юпит з теор1У ймов1рностей. 1мо- 
в1рн!сть того, що перший 13 них складе юпит, дор!внюе 0,9; для дру
гого 1 третьего ця ймов1рнють дор1внюе 0,8, а для четвертого —  0,7. 
Побудувати закон розподшу величини X  —  числа студентов, котр! 
складуть зазначений юпит, 1 обчислити М(Х); а  (X); Аз. Знайти моду.

Вгдповгдь.

х, 0 1 2 3 4

Р/ 0 . 0 0 1 2 0,0232 0.1532 0,4192 0,4032

М ( Х )  = 3,2; а (Х ) =0,79; А* = -0,746; М о=3.
3. Маемо три ящики. У першому з них мютиться 6 стандартних 1

7 4 браковаш однотипш деталь у другому —  8 стандартних I 2 брако
ван! й у третьому —  5 стандартних I 5 бракованих деталей. 1з кож
ного ящика навмання беруть по однш деталь

Обчислити М ( X ) ,  а  (X), Ах для дискретноУ випадковоУ величини 
X —  появи числа стандартних деталей серед трьох навмання взятих. 
Знайти Мо.

В1дпов1дъ. М ( X )  =1,9; ст (Х) = 0,8; А$ = -0,038; М о=2.

4. Задано функщю розподшу ймов1рностей
х < - 8 ;

8  < х  < - 6 ;
6  < л < -4 ;
4 < х < -2 ;
2  < х < 0 ; 

х > 0 .

Обчислити М (Х )\ о  (X). Знайти Мо.
В1дпов1дъ. М ( Х )  = -  2,2; а  (Х) =  2,27; Мо = -  2; 0.
5. ГГять прилад1в перев1ряють на надшшсть. Кожний наступний 

прилад шдлягае перев1рщ лише в тому разь якщо перед цим перевь 
рений прилад виявиться надшним. 1мов1ршсть того, що прилад ви- 
тримае перев 1рку на надшшсть, дор 1внюе 0,8 для кожного 13 них.

Г(х)  =

0,
0.1,
0,3,
0,4,
0,7,

Обчислити М  (X),  а  (X) дискретноУ випадковоУ величини X —  числа 
прилад 1в. що пройшли перев1рку. Знайти Мо.

В1дпов1дъ. М { Х )  = 3,27968; а  (X) = 1,67; Мо = 5.
6. У лотереУ роз1груеться один мотоцикл вартостю 500 грн. ) го- 

динник вартостю 40 грн.
Знайти математичне сжадвання та середне квадратичне вщхи- 

лення виграшу.
Вгдповгдь. М ( X )  = 30,4 грн.; а  (X) ~  290 грн.

7. При шдкиданш трьох гральних кубик1в гравець може виграти 
18 грн., якщо на трьох кубиках випаде цифра 6; 1 грн. 40 коп., якщо 
на двох гральних кубиках випаде цифра 6, I 20 коп., якщо лише на 
одному кубику з трьох випаде цифра 6. Який у середньому буде ви- 
граш гравця? Яка мае бути ставка за участь у грь щоб вона була 
принаймш безкоштовною?

Вгдповгдь. М{У) = 25 коп.

уь коп. X 2 0 - х 1 4 0 -х 1 8 0 0 -х

125 75 15 1

Р1 216 216 216 216

1 1  ̂ 75 ]?5
М ( Г - Х ) =  (1800-х) — + (140-Л-) — + (2 0 -х )------- х ----- * 0 ,

4 ’ 216 216 216 126
де х  —  початкова ставка, х  = 25 коп.
8. Знайти математичне спод 1вання 1 дисперсш  кшькосто очюв, 

що з ’являться в результат! одного шдкидання трального кубика.

Вгдповгдъ. М (X) = 3,5; с ( у ) = — у= .
2у/3

9. Вщ ом 1 значения:
М( X )  -  -2; 0 (Х ) = 4.
Знайти М ( - 4 Х +  5), О ( -  4 Х +  5).
Вгдповгдъ. 13; 64.
10. М онета шдкидаеться до першоУ появи герба. Знайти середню 

кшькють шдкидань.
Витовлдъ. 2.
11. Знайти М ( Х 2\  якщо О (X) = 4, М (X) = 1.
Вгдповгдь. 5.
12. Сад1вник восени посадив три саджанщ: одну яблуню, одну 

грушу й одну вишню. 1мов1ршсть того, що саджанець яблуш весною 
прийметься, дор 1внюе 0,7. Для саджанщв групп та вишш ця ймов1р- 
шсть становить вщповщно 0,9 1 0,8. Обчислити математичне сподь



вання та диспераю  числа саджанщв, яю приймуться весною. Чому 
дор1внюе Мо?

Шдповгдъ. М ( Х )  = 2,388; Я  (X) =0,493; Мо = 3.
13. Статистична обробка шформацп службою автодорожшх при- 

год дала таю наслщки: в штервал! часу вщ 16 год 30 хв до 18 год 30 хв 
у робоч! дш може вщбутися 0, одна, дв1 або 3 автомобшьнг катаст- 
рофи з 1мов 1рн 1Стю вщповщно 0,92; 0,04; 0,03; 0,01.

Обчислити математичне спод| вання числа катастроф у зазначе- 
ний пром1жок часу.

Шдповгдъ. М ( Х )  = 0,13.
14. Фермер очжуе, що в наступному рощ кури на його ферм! на- 

несуть 10000 яець. Беручи до уваги р1зш витрати й коливання щн, 
фермер розраховуе виручити не бшьш як 160 коп. за десяток яець 1 
витратити на них не бшьш як 80 коп. 1 мов 1ршсть можливих вигра- 
пив 1 витрати таки

Ц1на за 10 яець. коп. 160 140 120 0 -80

А 0,2 0,5 0,2 0,04 0,06

Визначити оч1куваний прибуток вщ продажу одного десятка яець 
1 вс IX 10000.

Шдповгдъ. М {(Х) = 125,52 коп., М 2(Х) = 12552 грн.
15. Знайти математичне спод1вання 1 дисперсно числа дшьниюв 

випадковоУ величини X —  навмання вибраного натурального числа з 
множини □  = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Шдповгдъ. Закон розподшу числа дшьниюв матиме такий вигляд:

ЧИСЛО Д1ЛВНИК1В 1 2 3 4

Р. 0,1 0,4 0,3 0.2

М  = 2 ,6 ; И (X) = 0,54.
16. Чотири однаков1 електролампочки тимчасово викрутили з 

вщповщ них патрон 1в 1 поклали в ящик. Пот!м 13 ящика навмання 
взяли по одн 1Й лампочщ 1 навмання вкрутили в патрони. Знайти ма
тематичне спод1вання дискретноУ випадковоУ величини X —  числа 
лампочок, як! вкручен! в Т1 патрони, з яких вони були викручеш.

Ш бтшбь.

X II 0 1 2 3 4

С4 С4 1 4 6 4 1--- --- --- ... ---
* 24 16 16 16 16 16 16

М ( Х )  = 2.

17. Серед п’яти однотипних телев1зор1в е лише один справний. 
Щ об на нього натрапити, навмання беруть один 13 них 1 п1сля вщпо- 
в 1дноУ перев1рки в 1дставляють його окремо вщ решти. Перев1рка 
тривае до появи справного телев1зора. Визначити математичне спо- 
д|вання I дисперс!ю випадковоУ величини X —  кшькост1 перев1рених 
телев!зор 1в. Знайти Мо.

В1дпов1дъ. М ( Х )  = 3; О Ш  = 2 ;М о = 1 ;  2; 3; 4; 5.
18. Задано закон розподшу ймов1рностей:

-V, -5 -2 1 2 5

Р, 0,1 0,3 0,2 0,3 0,1

Знайти М ( 2 Х -  3); О ( I X -  3).
В1дпов1дь. -2 ,6 ; 3,36.
19. За заданим 1мов 1ршсним многокутником (рис. 59) обчислити 

М ( -  4 Х +  1 ) ; 0 ( - 4 Х +  1).

Рис. 59
Вгдпстдъ. 1,8; 165,76.
20. За заданою щшьшстю ймов1рностей

О,
_3
64 
0.

/ ( х )  = (л' + 1)2

.V < -1;

-  1 < х < 3; 

х >  3.

Знайти М  (АО, ст (А); Ме. 
В1дпов1дь. 2; 2,59; Ме = 2 ^4  -1  
2 1 .Задано

О,

Г(х) =

х < 0 :

— (1-сохл:), 0 < х < Я;
2
1, х > я.

Знайти М  (А); Э  (А); Ме; Мо.



Вгдповгдь. М( Х)  = —\ 0 ( Х ) = - — —, М о=М е = -^.
2 4 2

22. Знаючи

/(* )  =

О, х < -2 ;

—  л/х + 2, - 2 < х < 7 ;  
18
О, х > 7,

знайти а  (X); Ме.
Вгдповгдь. с  (X) = 2,36; Ме = ^/182,25 -  2.

23. Закон розподшу ймов1рностей зображено на рис. 60.

Знайти М( Х) \  ст (X); Мо; Ме.

Вгдповгдь. М( Х)  = —; а (Х ) = —— , М о=4, М е=л/24_ 2. 
3 3

24. Задано закон розподшу ймов1рностей

х < -3;

/(-О  =

О,

4 ^ х  + 3 
0,

Знайти И  (X); а  (X); Ме.
64 8

Вгдповгдь. й ( Х ) =  — , а (Х ) = — 
45 Зл/5

2 5 .Задано

Г(х)

Знайти М( Х) \  а  (X).

-  3 < х < 1; 

х > 1.

Ме= 2.

0, х < 1;
1 + х  (1п х -  1), 1 < х < е\
1, х > е.

2 6 .Задано
12

'О, х < 0;
2 2 7

/(х )  = — С05 — X, 0 < X < — тс;
7 7 4

7
О, х > —л.

4
Знайти М (Х )\ О (.X).

Вгдповгдь. М( Х)  = — 
2

2 7 .Задано

— — 1
2

■ 0(Х ) =

/ ( а:) =
О,
ае~

98л-224  
16

х < 0; 
х > 0.

Знайти о 1 Д х). Обчислити М (Х ) 1 а  (X).

Вгдповгдь. а
Л '

Р(х) =
О, х < 0;

2Ф (х Л ) , х  > 0;

М  (X) =—= ,  а(Х ) =
V л

2 8 .Задано

Р(х) =

л - 2
2л

О,
1 - е

х < 0; 
х > 0.

Знайти А я", Е.ч.
Вгдповгдь. Ах = 2. Ех = 6.
2 9 .Задано

/00  =
1 (л+4)-

2л/2л
Знайти Мо; Ме; Ая; & .
Вгдповгдь. Мо = Ме = -  4; Ах = 0, Еу = 0.
30. Випадкова вел и ч и н ах  мае щшьшсть

°° < х < о».

/00  =

Знайти <з; М (Х )\ И (X).

0. х < -1;
я ( 1 - х 2)", — 1 < х < 1;
О, х > 1.



Шдповгдъ.
3а + — 
2

Г (а  + 1)Г
м л

V2 ,

; М(Х)=  0; й { х )  = — 1— .
2а + 3

Тут Г (а)= \ х а ‘е Хйх. 
о

31. За заданою щшьшстю

/(* )  = ■

знайти а; М (X); а  (X); Ме.

О,

ахе~

х < 0; 

х > 0

Шдповгдъ. а  = 2; М ( Х ) = ^ - ;  о ( Х )  = —^ — Ме = л/Ь2-

3 2 .Задано

/(* )  =

0, х < -1 ;
а(х + 1)(х-5), - Т е х  <5; 
О, х> 5.

Знайти а, Ме, Мо, Ах.

Вгдповгдь. а = ——; М е=М о= 2; Аз=0. 
36

3 3 .Нехай

Г(х) =

Знайти М (Х )\ О  (X); .

0, х< 2 ;
1, х > 2.

34. Випадкова в ел и ч и н а х  мае закон розподшу щшьност1 ймов1р- 
ностей р 1внобедреного трикутника (рис. 61).

Г(-Л

Знайти М  (X); И  (X); а  (X); ц3

Шдповгдъ. М ( х ) =  0; 0 ( х )  = ^-; о ( Х ) = ^ ;  ц 3 = 0 .

35. Задано

/(-V)

Знайти а ; Р{х); М  (X); О (X)

Ц.
Ви)тнш)ь. а =—==■, Р(х) 

л/л

М{Х)  = ^Г - 0 ( Х )  = Щ - ^ .  
л/л 2л

0.

ах2е Л .

х < 0; 

х  > 0.

0,
2 ) _ .2 2 

~г=\е ' (1х— ~  хе 
Л/ 71 О V 71

36. Задано

/(х )  = ае ^  - ° ° < х < ° ° ; Х>0.
Знайти а\ Р(х)\ М  (X); О (X). 
ВЮпоа/дь.

а = ~ .  Р(х) = 
2

- в - * .
2

1 — — е п

х< 0; 

'к\  х > 0.

М( Х )  = 0; 0 (Х ) =

3 7 .Задано
X2

1 + х2
Знайти Д х); А/ (X); О (X).

Шдповгдъ. я = —; ^ (л ) = —агс!ех + —.
л л 2

38. За заданою функщею розподшу
0,

Р(х)  =
х < —1; 

а + йагезт х, — 1 < х < 1;
1, х > 1

визначити о; Ь\ М (Х )\ О (X).

Шдповгдъ. я =  —; Ь = - ;  М (Х) = 0; 0 ( Х ) = ~ .
2 л 2

х < 0; 

х > 0 .



39. За заданою щшьшстю ймов1рностей
10, х < 0;

• (̂Л  ̂ “  I —  х ”е~х , х > 0

знайти М  (X ). й  (X ).
Вгдповгдь. М  (X) = О (X) = т + 1.
40. Задано щшьшсть 1МОВ1рностей

(0.

/ и )  = ■ 1
— х е  
4

х  < 0; 

х > 0.

Вгдповгдь. М ( Х )  = 2 Л —; 0 (Х ) = 4 (2 — ).
2 2

41. Випадкова в ел и ч и н ах  мае щшьшсть 1МОВ!рностей

Знайти М  (Х)\ О  ( X ) ;  СЮ- 

[л

/ ( х )  = а( 1 + х2) 2 , < х <°°.
Знайти а \ М ( Х )  

Вгдповгдь. а = -
2

п-3
2 ~  Г Г п - 0 ’ г ( п - 2 Л

1 2 К 2 )

ТЕМА 7 БА ГА ТО В И М 1РН 1 ВИП АДКО В1 В Е Л И Ч И Н И .
С И С Т Е М А  Д В О Х  В И П А Д К О В И Х  В Е Л И Ч И Н

На одному й тому самому простор! елементарних подш ^  можна 
визначити не одну, а кшька випадкових величин. Така потреба 
постае, наприклад, коли досл 1джуваний о б ’ект характеризуемся 
кш ькома випадковими параметрами. Так, у раз1 виготовлення вал1в 
таю Ух параметри, як д1аметр, довжина, овальшсть е випадковими 
величинами, значения яких наперед не можна передбачити. Або, 
скаж1мо, структура витрат випадково взятоТ окремоУ а м ’У на Тжу, 
одяг, взуття, транспорт, задоволення духовних потреб також е ви
падковими величинами, визначеними на одному й тому самому про
стор! елементарних подш.

На багатовим1рш випадков 1 величини поширюються майже без 
зм1н основш означення, яю були розглянут! для одновим 1рно*1 ви- 
падковоУ величини.

Означення. Одночасна поява внаслщок проведения експе- 
рименту гг випадкових величин (Хь Х 2, ..., Х„) з певною ймов1ршстю 
являе собою п-вим 1рну випадкову величину, яку називають також си
стемою п випадкових величин, або п-вимгрним випадковгш вектором.

\ у  1. Система двох дискретних випадкових 
величин (X, У) та Ух числов! характеристики

Законом розподш у двох дискретних випадкових величин назива
ють перел!к можливих значень У = у , , X  = .^та вщповщних Ум 1мов1р- 
ностей спшьноУ появи.

У табличнш форм! цей закон мае такий вигляд:

Тут використано таю позначення
т  к

Рц = Р((У = у ,)П (Х  = ху)); р,. = 2 > ,,;  р = X Рц■
М  1=1

Умова нормування мае такий вигляд:
к т  к т
1 1  Рц = 1 р „  = 1 р х, =1. (108)
/=1 ;=1 /=1 ;=1

2. Основш числов! характеристики  
для випадкових величин X, У, 
що утворюють систему (X, У)

к т  т
М ( Х )  = 1 1 х ] Р ц  = 1 Х ] Р Х . (109)

'=1 7=1 ' ]=\
к т

О (Х )  = М ( Х 2 ) - М 2 (Х )  = х  1 х 2 р ц - М 2 (Х )  =
1=1 7=1

т
I х 2р х . - М 2(Х).  (110)



в ( Х )  = стл = у[Б(Х). (111)
к т  к

М(У) = Ъ Ъ  у, Рц = X У,Р?, ■ ( 112)
1*17=1 /=1

к т
и(У)  = М( У2) - М 2(У) = 1 1  у}Рч - м 2(У) =

1=1 м

= Ъ У ? Р у , - М 2(У). (И З )
1=1

а (У) = а  „ =4 ШУ) .  (114)

V /  3. Кореляцшний момент. 
Коефщ1снт кореляцн 
та його властивост!

Пщ  час вивчення системи двох 1 бшьше випадкових величин до
водиться з ’ясовувати наявшсть зв’язку м1ж цими величинами та йо
го характер. 3 вщповщною метою застосовують так званий кореля- 
цИтий момент:

к т
К „ = М ( Х У ) - М ( Х ) М ( У )  = ЪЪУ1Х)Рц - М ( Х ) М { У ) .  (115)

1=1 М

У раз1 К„ = 0 зв’язок м1ж величинами X та У, що належать систе- 
М1 (X, V), В1 ДСуТНIЙ. Коли КхуФ О, ТО М1Ж ВЩПОВЩНИМИ X  1 У кореля- 
ЦШНИЙ зв’язок 1СНуе.

Т1сноту кореляцшного зв'язку характеризуе коефщ ент кореляцн:

|гду| <1, або -1 <  г1У < 1.
Отже, якщо випадков! величини Хта У е незалежними, то К ху = О

1 гху = 0. Р1вн1сть нулев 1 гху е необхщною, але не достатньою умовою 
незалежност! випадкових величин.

Справд1, може юнувати система залежних випадкових величин, в 
якоТ коеф 1Ц1ент кореляцн дор1внюе нулю. Прикладом такоТ системи 
е система двох випадкових величин (X, У), яка р1вном1рно розподь 
лена всередиш кола рад1усом К 13 центром у початку координат. Д в 1 
випадков! величини X  \ У називають некорельованими, якщо гху = 0, 1 

корельованими, якщо гху Ф 0.
Отже, якщо X  \ У незалежш, то вони будуть I некорельованими. 

Але з некорельованост! випадкових величин у загальному випадку 
не випливае Ух незалежнють.

П риклад 1. Задано закон розподшу системи двох дискре!- 
них випадкових величин (X, У):

Знайти а. Обчислити М (Х)\ О (X); а  (Х)\ М (У)', О (УУ с  (У): 
Кху, Гху\ Р (2,4 < У< 6.4: 5,2 < X < 15,2).

Розе ’язання.
Скориставшись умовою нормування (108), д 1Станемо:

3 3
X X Рц ~ 0,1а + 2я + 0,9я + 2я + 0,2а + 1,8я + 1,9я + 0,8я + 0,3я = 1 => а = 0,1.
1=17=1

31 знайденим а закон системи набирае такого вигляду:

5,2 10.2 15,2 Р>,

2.4 0,01 0,2 0,09 0.3
4.4 0.2 0,02 0,18 0.4

6.4 0,19 0,08 0.03 0.3

Ру 0,4 0,3 0,3

Основш числов1 характеристики обчислюемо за формулами (109) — 
(116):

м ( X )  = X х}р  , = 5,2• 0,4 + 10,2-0,3 +15,2■ 0,3 = 2,08 + 3,06 + 4,56 = 9,7;
;=1 4

М ( Х 2) = Ь х } р ,  = (5,2)20,4+ (10,2)20,3 + (15,2)2 0,3 =

= 10,816 + 31,212 + 69,312 = 111,34;

0 ( Х )  = М ( Х 2) - М 2( Х ) - И  1,34-94,09 = 17,25; 

ох = у[Б 1хУ = 4,15;

М(У)  = Еу.-Рч = 2,4 • 0,3 + 4,4 • 0,4 + 6,4 • 0,3 = 0,72 +1,76 + 1,92 = 4,4;
1 = 1

М1У2) = ХУ/2/ \  = (2,4)2 0,3 + (4,4)2 0>4 + (М )2 0 3 =
1=1

= 1,728 + 7,744 + 12,288 = 21,76;



О (У) = М( У 2) -  М 2(У) = 21,76 -  (4,4)2 = 21,76-19,36 = 2,4;

о у = урНУ) = 1,55;

м ( X V )  = X X у , х]Рц = 2,4 • 5,2 • 0,01 + 2,4 • 10,2 • 0,2 + 2,4 • 15,2 • 0,09 +
1=1 7=1

+ 4,4 ■ 5,2 ■ 0,2 + 4,4 • 10,2 • 0,02 + 4,4 • 15,2 • 0.18 + 6,4 • 5,2 • 0,19 +
+ 6,4 ■ 10,2 • 0,08 + 6,4 • 15,2 • 0,03 = 0,1248 + 4,896 + 3,2832 + 4,576 +
+' 0,8976 + 12,0384 + 6,3232 + 5,2224 + 2,9184 = 40,28;

Кху = М(ХУ)  —  М( Х ) М( У )  = 40,28 -  9,7 • 4,4 = 40,28 -  42,68 = 1,4.
Оскшьки Кху> 0, то М1Ж вщповщними величинами 1снуе кореляцш- 

ний зв’язок. Для вим 1рювання т 1сноти кореляцшного зв’язку обчислимо 
коефщ1ент кореляцп

_ к *у _ -2 ,4
Гху о хо ,  4,15-1,55

Остаточно маемо: 

р(2,4 < У < 6,4; 5,2 < X < 15,2) = 0,2 + 0,02 + 0,09 + 0,18 = 0,31.

. —д 4. Умовш закони розподшу системи 
двох дискретних випадкових величин 
та IX числов! характеристики

Умовним законом розподш у дискретноI випадковоИ величини X  
при фтсованому значенш У = у, називаеться п ерелк  можливих зна
чень випадковоУ величини X  = х> та вщповщних Гм умовних 1мов 1р- 
ностей, обчислених при фжсованому значенш У -  у,.

У табличнш  форм! запису умовний закон X  / У = у,- мае такий 
вигляд:

X = Х] X, Х2 Хъ Хщ

Р ( Х -_Х1, Г , У , , - К Х У П( Г- Г'Я . Г'  
1 Р(У=У,) Ру, Рц/Р, 1Ра! Руг Рц! Руъ Р / Р1 ип' 1 ут

При цьому мае виконуватись умова нормування:
т  т  Р  [ т  Р  т
Х Ж Х = л у г  = у,.) = Х - ^ = — Х ^ = - ^  = 1. ( 1 Р ,  = Ру,У
7=1 I у, у,- 7=1 >, 7=1

Числов 1 характеристики для цього закону називають умовними. 
Умовне математичне спод 1вання

т  т Р г | т
М ( Х ! У  = у,) = ^ Х]Р(Х = Х]!У = у,)=  2 * , . - ^  = — ■Ъх]Рг  (117) 

7=1 .7 = 1 ' "у, Ру, 7 = 1
Умовна дисперс 1я 1 середне квадратичне вщхилення обчислю-

ються в 1д п о в 1д н о  за формулами

В ( Х 1 У  = у,) = - М 2( Х /У = у , ) ; (118)
Ру;

а ( Х / У  = у,) = ^ 0 ( Х / У  = У1) .  (119)
Умовним законом розподш у випадковог величини У при фтсова- 

ному значенш X  = х, називаеться перелж можливих значень випад
ковоУ величини У = У) \ вщповщних Ум умовних 1мов 1рностей, обчис
лених при фщсованому значенш X  = х

У табличнш форм! запису умовний закон мае такий вигляд:

у =У/ V I у : V I , .  1
Р((У = у ) Г \ ( Х  =х,)) Р, 

Р(У = у , / Х  =х,)=  "  ' = " 
Р (Х = х,)  Рх

Ру/^1 Р»/Лэ Р /Я1 711/ Д771

При цьому мае виконуватись умова нормування:
к 771 р.. |  771 р  /77

1 Р (Х  = у , ! Х  = Х]) = Х ~  —  х п  = 1- ( I Ри = Рх,)-
/=1 7=1 Ру.

Умовне математичне спод 1вання

М ( У ! Х  = *,.) = 1)>]Р(У = У]! Х  = л-,.) = Х ;;;
7 = 1  1=1

Умовна дисперая

./=1

4 - Ь л -  ( |2 0 >/=1

1 *
0 ( У / Х  = Х') = —  ^ у ) Р 1Г М 2 ( У 1 Х  = х,).

Ру, '=1
Умовне середне квадратичне вщхилення

а ( У / Х  = х,) = Л] 0 ( У / Х  = х1.

П риклад 2. Задано двовим1рний закон розподшу:

(121)

(122)

10 20 30 г

- 6 0,02 0,05 0,03 0.1
- 4 0,08 0,15 0,07 0,3
- 2 0,2 0,3 0,1 0,6

''_____ 0,3 0,5 0,2

Обчислити М (Х /У = -  4); М ( Х /  У = 30); о(У / Х= -4 ); а  (У / X =30). 
Розв’язання. Для обчислення М ( X / У = -  4), М  ( X / У = 30) необхщ- 

но побудувати вщповщж умовш закони розподшу.



х  = Х) 1 0 2 0 30

Р((Х  = х)П (У  =>’,)) Рц 
Р{Х = Х:1У = 4 ) -  ' ' -  "

' Р( У = -4 )  0.3
0,08/0,3 0,15/0,3 0,07/0,3

ХР(Х / У = -  4) = 0,8 / 0.3 + 0.15 / 0.3 + 0,07 / 0,3 = 1 
М(Х / У = -  4) = 1 / 0,3 (10 • 0,08 + 20 • 0,15 + 30 • 0,07) =

= (0,8 + 3 + 2,1) = 3,2 / 0,3 = 10,7;

М{Х2 / У= -  4) = 1 / 0,3 (100 ■ 0,08 + 400 ■ 0,15 + 900 • 0,07) =

= —  (8 + 60 + 63)=  131 /0 ,3  = 1310/3;
0,3

0 (Х / У=-4) = 1310/3 — (32 / 3)2= 1310/3-3481 /9  = (3930-3481)/9 = 449/9; 
а ( Х / У  = -  4) = (449 / 9)0'5 = 1 / 3(2906)°'5 = 7,1.

Умовний закон розподшу У / Х =  30:

У - у , - 6 - 4 - 2

1\(У = у  ,)П (Х =л-,)) Я  
Р(У -  у, I X -  30) -  ^  ' -  " 

"  Р(Х = 30) 0.2
0 .03 /0 .2 0,07 / 0,2 0 . 1  / 0 . 2

ХР ( У / Х =  30) = 0,03 / 0.2 + 0,07 / 0,2 + 0,1 / 0.2 = 1;

М (У / X = 30) = —  1 / 0,2 ( -  6 • 0,03 -  4 • 0,07 -  2 • 0,1) =

= 1 /0 ,2  ( -  0,18 -  0,28 -  0,2) = -  0,66 / 0,2= -  3,3;

М (У 2/Х  = 30)= —  (36-0.03 + 16-0 .07+  4 -0 ,1 ) 1 /0 ,2(1 ,08  +

+ 1,12+ 0,4) = 2 ,6 /0 ,2 =  13;
О (К / X = 30) = 13 -  (-3 ,3 )'=  13 -  10,89 = 2,11;

<7 (X / У = -  4) = (2,11) = 1,45.
П риклад 3. Ймов!рн1Сть того, що при перев1рщ деталь ви- 
явиться стандартною, дор1внюе 0,8. Перев1рщ пщлягають 3 
деталь Побудувати закон системи двох дискретних випад
кових величин X  —  появи числа бракованих деталей 1 У — 
появи числа стандартних деталей. Обчислити гху.

Р озв’язання. Запишемо закон у табличнш формк
X

У 0 I 2 3 Ру,

0 0 0 0 С? / ; 0 . / 3

1 0 0 С\р'с,г 0

2 0 Ч Р 2 ч' 0 0

3 С 1 р 3 с,° 0 0 0

[_... .

0 1 2 3 Ру

0 0 0 0 0.008 0.008
1 0 0 0.096 0 0.096
2 0 0.384 0 0 0.384
3 0,512 0 0 0 0.512

Р>, 0,512 0,384 0,096 0,008

М  (X) = X л-, р х , = 0 • 0,512 + 1 • 0,384 + 2 • 0,096 + 3 • 0,008 = 0,6;
М (X 2) = Ъ х2рХ] = 0 • 0,512 + 1 • 0,384 + 4 • 0,096 + 9 • 0,008 =
= 0.384 + 0,384 + 0.072 = 0,84;
О (X) = М ( X 2) -  М2{Х) = 0,84 -  0,36 = 0,48; 
ст(= (0,48)0'5;
М ( У) = Ьуру(=  0 • 0,008 + 1 • 0.096 + 2 • 0,384 + 3 • 0.512 = 0,096 + 
+ 0,768 + 0,536 = 2,4;
М (У2) = Ъ у2ру, = 0 • 0,008 + 1 • 0,096 + 4 • 0,384 + 9 ■ 0,512 = 0,096 + 
+ 1,536 + 4.608 = 6,24;
О (У) = М(У2) -  М \ У )  = 6.24 -  (2.4)2= 6,24 -  5.76 = 0.48; 
ст,. = (0.48)0'5;
М (XV) = Ъуърц=  2 • 0,384 + 2 • 0,096 = 0,96;
Кху = М (ХУ) - М ( Х ) М ( У )  = 0,96 -  2,4-0,6 = 0,96 -  1,44 = -  0,48; 
гху= Кху / стд сту = -  0,48 / 0,48 = -  1.

5. Функфя розпод1лу ймов1рностей 
системи двох випадкових величин 
та ГГ власти воет!

Функцгсю розподш у Имовгрностей системи двох випадкових ве
личин  (X, У) називають таку функцпо двох аргументов х, у , яка ви- 
значае ймов1ршсть спшьно'Г появи подш (X < х ) П (У < }’)'■

Р(х,у) = Р((Х <А -)П (К < >'))• (123)
Геометрично ця функц 1я зображена на рис. 62

* У

т .

%

(V, у)

Рис. 62



В ласти  вост 1 Р(х, у)
1. О < Р(х, у) < 1, оскшьки 0 < Р{(Х < х) П (у < у)) ^ 1.
2. Якщо один 13 а р г у м е н т  Р(х, у) прямуе до '+<*>, то функщя роз

подшу системи прямуе до функцн розподшу одного аргументу, що 
не прямуе до + , а саме:

Пт Р(х,у)  = Р(х,°°) = Р{х)\
У-*“

Нт Р(х,  у)  = Г(°°,у) = Г  (у).
х —>оо

3. Пт Р(х,у)  = Р {°°,°°) = Р(х < °°,у < °°) = 1.
у —» °о ,
X—

4. Нт.Г(х,>’) = \\т Г (х ,у)  = П тР (х , у) = 0.
V —» - о о  .V—> — оо у —^ —оо

у —* -  оо

5. Р(х, у) е неспадною функщею аргумент1в х  \ у.

^ Д оведения.
•  Р(хЪ у) ^  р(хЬ у) , х2 > х 1.

Нехай А = (X  < х2, У <у) ,  В = (X < х ь У < у), С = (х, < X  < х 2, У < у) 
(рис. 63 а).

Рис. 63 а

Оскшьки В  П С Ф 0 ,  то А = В Ц) С (А = В  + С). 
Тод! Р(А) = Р(В  II С) = Р(В) + Р(С).
Узявши до уваги, що
Р(А) = Р( Х  < х2,У < у) = Р (х2,у);
Р{В) = Р(Х  < х ,,У  <у) = Р (х1,уУ,
Р(С) = Р (х ; < X  < х 2,У < у), 

дютанемо:
Р(х2,у)  = Р (х1,у) + Р (х1 < Х  < х2,У  < > ',)—>
—>Р(х2, у ) - Р ( х ],у) = Р(х{< Х  < х2,У <у)>  0 —> 
-> Р(х2, у ) - Р ( х \ , у )  > 0 -4  Р(х2,у) > Р (х],у). 
А налопчно доведемо, що 
Р(х, у 2) > Р(х, у0 , у2 >у\ .

(124)

(125)

(126)

(127)

Позначимо тепер А = (X  < х, У < у2), В = (X < х, У < у0 , 
С = ( X < х, у! < У < у 2) (рис 63 б).

Оскшьки В П С = 0 ,  т о А = В [ ] С —> Р(А) = Р(В  Ц) С) = Р(В) + Р(С). 
Р(Х <  х:,У <  у г ) =  Р(Х <  х,У <  у х) +  Р(Х <  х ,у ,  < У <  у 2) - »  
—> Р ( х , у 2 ) = Р ( х , у  | )  +  Р (Х  < X, у, < У < у 2) —>
-4 Г(х,  у 2) -  Р(х,  у!) = Р(Х < х, у, < У < у 2) > 0 —>
-> Р( х , у2) ~  Р(х,у, )  > 0 -> Р(х , у2)> Р( х , ух).
Скориставшись властив1стю (5), можна обчислити ймов 1рност1 

Р(а < Х < Ь ,  У < у) = Р(Ь, у) -  Р(а, у);
Р(Х < х, с < У < (I) = Р(х, (I) -  Р(х, с). (128)

6 . 1мов1рн1сть влучеиня точки (X, У) в довшьний прямокутник 
(а < Х< Ь, с < У < сГ) обчислюемо так:

Р(а < х < Ь ,  с < у  <(!) = Р(Ь, с!) + Р(а, с) -  Р(а, сГ) -  Р(Ь, с). (129)

•  Доведения.
,  Розглянемо так1 випадков1 поди:

А = (X < Ь, У < О)-, В = (X < а, У < с); С = (а < X  < Ь, У < с);
О = (X <а, с < У  <с1)\ Е  = (а < Х  < Ь, с < У  < с1) (рис. 64).

Рис. 64

Оскшьки випадков! поди В, С, О, Е  несумюш, маемо: 
А = В Ц С 1 ) 0 1 ] Е .
Р(А) = Р ( В и С { ] 0 { ] Е )  = Р(В) + Р{С) + Р(О) + Р(Е).



Р(х < Ь, у < с1) = Р(х < а, у  < с) + Р(а < х  < Ь, у < с) +
+ Р{х < а, с < у  <с1) + Р(а < х  < Ь, с < у  < с1).
Зпдно 13 (128) дктанем о:
Р(Ъ, сI) = Р{а, с) + Р(Ъ, с) -  Р(а, с) + Р(а, с1) -  Г(а, с) +
+ Р(а < X  < Ъ, с < У < (I);
Р(а < X  < Ь, с < У < (Г) = Р(Ь, с1) + Р(а, с) -  Г(а, с1) -  Р(Ь, с), що й 

треба було довести

Приклад 4. Закон розподшу системи двох неперервних випад
кових величин (X, У) задано функщею розподшу ймов1рностей

Р(х, у)
1 , х  < О, у  < 0 ;

1 -  с"2' -  е~-*у + е~1х~Ъу, л- > 0, V > 0. 
Обчислити Р{0 < л < 4,0 < у < 2).

Р озв’язш ш я. Вщповщну граф1чну схему зображено на рис. 65.

Дал 1 згщно 31 (129) маемо:
Рис. 65

Р(0  < х  < 4; 0  < у < 2) = Р(4; 2) + Р(0; 0) -  Р(0; 2) -  Р(4; 0) = 1 -  с -8 -  е~(’+ е ~ 14.

^  6. Щ ш ьш сть 1мов1рностей системи 
двох неперервних випадкових 
величин (X, У), /(х, у) та и властивосл

Характеристикою системи неперервних випадкових величин е 
Щ Ш Ь Ш С Т Ь  1мов1рностей.

Для визначення щ ш ьност1 ймов 1рн.остей системи двох неперерв
них випадкових величин (X, У) застосовуеться формула (129). 

Розглянемо прямокутник 31 сторонами Ал- та Ау  (рис. 66).

(х + д к у + Ду)

.V +  Д у  X

1мов1рн1Сть розм 1щення системи (X, У) у прямокутнш обласп  
(х < X  < х  + Ах, у < У < у  + Ду) обчислюеться за формулою

Р(х < X < х  + Ах, у < У < у  + Ау) =
= Р(х + Дх, у + Ау) + Р(х, у) -  Р(х + Ах, у) -  Р(х, у  + Ау). 

Подшивши цю ймов!ршсть на площу прямокутника Ах. Ау I 
спрямувавши Ах —> 0, Ау —> 0, д1станемо ймов 1ршсть у точш , тобто 
щшьшсть:

Р(х < X < х + Дх, у < У < у + Ду) 
нш------------------------- ---------------------=

ДхДу
Дл —>0,Д\ —>0

(Р(х + Ду, у + Ду) -  Р(х,  V + Ду)) -  (р (х +  Дг, у) -  Р(х, у))-  ]1 т -------------- :------:-----------------------------------------------------------
ДуДу

1 Р(х  + Дх, у + Ду) -  Р(х, у + Ду)
= н т  — ( н т ---------------- 1------- --------------- :-------------

Ду—>0 Д у  Дл-»0 Д  у

Р(х  + Ду, у) -  Р(х, у)
-  п т ---------------------------------- ) =

Дх—>0 Дд-

= ,.т  у) = Щ ± 2 >  ,
Д>—*о Ду ' о  л. а,,

Отже,

(130)
" А

Ф ункц 1я / ( х ,  у) може юнувати лише за умови, що Р  (х, у) е непе- 
рервною за аргументами х \ у  та ДВ1Ч1 диференцшовною.

Ф у н к ц п /(х , у) у тривимерному простор! вщповщае певна повер- 
хня —  так звана поверхня розподш у имов\рностей системы двох не- 
перервпих випадковых величин (X\ У).

Т од1/(х , у) (1хс!у —  1мов 1рн 1Сть розм 1щення системи двох випад
кових величин у прямокутнику 31 сторонами с1х, с1у.

Властивостт /  (х, у)
1. Ф ункц1я/(х , у) > 0, оскшьки Р(х, у) е неспадною в 1дносно ар

гумент! в х 1 у.
2. Умова нормування системи двох неперервних випадкових ве

личин (X, У) така:
\ \ /(х ,у )с Ь  с!у = \. (131)
й

Якщо О. = {- оо < х < °о,- оо < у  < оо}; то (131) набирае такого вигляду:

{ 1/(х,у)скф > = 1. (132)



3 . 1 мов 1рш сть розм1щення системи змш них (х, у )  в област 1 И с: О. 
обчислюеться так:

Р ((х,у)е  0 )  = Ц /(х ,у)с/х с/у. (133)
п

1 мов 1рн 1сть розмщ ення системи змш них (х, у)  у прямокутнш об
лает! Э  = (а < х  < Ь, с < у  < сГ)

Ьс1

Р(а<х <Ь, с < у < А )  = \ \  ̂ {х,у)сЬс с/у. (134)
а с

4. Функщя розподшу ймов 1рностей системи двох змш них визна- 
чаеться з р1вняння

Г(х,у)  = { ] /(х ,у)с /х  с/у. (135)

5. Якщо 0, = {а < х<  Ь,с < у  <(/},  то Р{х,у)  = \ \  /{х,у)с/х с1у. (136)
а с

П риклад 5. Задано
/ ( х ,  у) = а, якщо (х, у) е  О., а = соп§1;
/' (х, у) = 0, якщо (х, у) € О, 
де Й = (-2  < х < 4, -3  < у < 5).
Знайти а \ Р(х, у). Обчислити Р(-1 < х  < 2, -2  < у < 3). 

Р озв’язання. Множина О. зображена на рис. 67.

Для визначення а  застосовуемо умову нормування (131):
45 1 1Я Ях,у)<Ьс Ау = 1 -> / | а Зх ду ~ 1  ̂о = — -------- = — ,

\сЬс с1у

4 5 4 5
де ] (с/х с/у = ] с/х (с/у = (х|*2) (>’|*3) = 6 ■ 8 = 48.

- 2 - 3  -2  -3

Отже, маемо
/ ( х ,  у) = 1/48, якщо (х, у) е  О.,
/ ( х , у)  = 0, якщо (х , у) 2 й .
Зпдно 31 (136) при -2  < х  < 4, -3  < у  < 5 дютанемо:

Г(х , у )= ] (/(х,у)<±сс/у = ] \-^±сс1у = - ^ )  \±с с/у = -^ (* |!2) (-Н-3) : 

(х + 2)(у + 3)
48-2-3 48

48
Якщо -2  < х < 4, у  > 5, то 

Г(х,  5) =

Якщо х  > 4, -  3 < у  < 5, то

Р(х, 5) =

Звщси
о,

х + 2

(х + 2)(5 + 3) _ х + 2 
48 6 ~ '

(4 + 2)(у + 3) _ у + 3 
48 8

Р(х.у)  =
(х + 2)(у + 3)

48
>> + 3

1,

х < -2 , у < - 3;

-  2 < х < 4, у >5;

- 2 < х < 4 ,  — 3< у <5;

х>4,  — 3 < у < 5; 

х > 4, у >5.
2 3 2 3 1

Р(-1 < х < 2 ,  -  2 < у < 3 ) =  / / / ( х , у)с/х с/у = |  |  — с/х с/у
-1-2 - 1 —г48

= —  \ с/х \ с/у = —- и |2,)(з'|32) = —- з - 5  = —  = — .
48-1 -г 48 '-1 /|о -1048 48 16

 ̂ 7. Основш числов! характеристики  
для системи двох неперервних 
випадкових величин (X , У)

М( Х)  = ((х/(х,у)с/х с/у\ 
я

й { Х )  = М ( Х 2) -  м \ х )  = Ях 2/(х ,у)с /х  с/у -  М 2(ХУ,
а

(137)

(138)



М(У)  = Л у / (х, у)ск ду\ (139)
я

В(У) = М (У 2) -  М 2 (У) = Я у 2/(х ,  >>)<& ф  -  А/2(Г); (140)
а

о ,  = 7 5 т ,  (141)

Кху = М(ХУ)  -  М(Х)М(У)  = Цху Д .х,у)ск ду -  М( Х )  М(У); (142)
Й

К Х У  I Iг = ---- -— /• < 1*.XV ’ Г XV ~  А’

ЯкщоЙ = {-оо< х<о°, -  оо<^<оо},то виконуються сшввщношення: 

М(Х)-°° \  °\х/(х,у)дх ду\ (143)

О(Х)  = / ] х 2/(х ,у )д х  с1у-М 2(ХУ, (144)

М(У)= |  ]у /(х ,у )д х  ду; (145)

0{У)= ] ] у 2/ { х , у ) д х д у - М г(УУ (146)

Кху = |  ]ху /(х ,у )д х  ду-М(Х)М(У) .  (147)

Якщо = {а < х  < Ь, с < у  < д},  то маемо:

М( Х )  = \\х /(х ,у )д х  ду, (148)
Ь с

0 ( Х )  = ] ] х 2/ ( х , у ) д х д у - М 2(Ху,  (149)
Ь с

М(У) = ]]у/(,х,у)дх ду\ (150)
Ь с

0{У) = а{ \ у 2/ ( х ,у ) д х д у - М 2(Уу, (151)
Ь с

Кху = ] ‘\ху> / ( х , у ) д х ду - М( Х) М( У) .  (152)
и с

8. Ум овж закони розподшу
для неперервних випадкових величин Х  \ У, 
як) утворюють систему (X, У)

Як 1 в систем! двох дискретних випадкових величин, у систем 1 
двох неперервних випадкових величин розглядаються умовш закони 
розподшу.

Ураховуючи (124), можна записати

Р(х) = Р{х,°°) = / ] /(х ,у )д х д у ,

Р(у)  = Р(™,у) = ] ] /(х,у)с1х ду. (153)

Звщси

/ ( Л') = Р \х )  = ( |  (] /(х ,у )д у )д х ) 'х = ] / ( х , у )ду;  (154)

/ ( у )  = Р '(у) = ( } ( ] /(х,у)дх)дуУ у = ] /(х ,у )д х .  (155)

Умовш закони розподшу для неперервних випадкових величин 
X, У, що утворюють систему (X, У), визначаються умовними цельно
стями ймов 1р н о с т е й /(х /у ) , / ( у /х ) :

/ ( у / х ) =  ,1т =
Д>’-»0 Д у

Р(у <У < у + Ау1 х < X < х + Ах)

Ау—>0
= НтДмО Ду

Р(у <У < у + Ау, х < X < х  + Дх)Дх— п т --------------------------------------------------—
Ду Дх Р(х < X < х  + Дг)

Ду->0 '  4 '

Тут застосовуеться формула умовноТ ймов1рност1

Р(у <У < у + Ау, х< X < х + Дх)Р(у < У < у + Ау I х < X < х + Дх) = -
Р(х < X <х  + Ах)

Р(у <У < у + Ау, х < X < х + Дг)
.. Ах Ау= п т
Дх—>о Р( Х <  X  <  х + Дх)
Ду-И) -------------------------------------- -



= Пт

Р ( у  +  А у ,  х  +  А д )  +  Р ( х ,  у )  -  Р ( х  +  А л г )  -  Р ( х ,  у  +  А у )  

А х  А у

л * - > о  Р ( х  +  А х )  -  Р ( х )
Ду—>0

Нт

Да-

Р ( у  +  А у ,  х  +  Д х )  +  Р ( х ,  у )  -  Р ( х  +  Д д г )  -  Р ( х ,  у  +  А у )

Д ( - > о  А х  А  у
Ду—>0

Р ( х  +  А х )  -  Р ( х )
11т -----------------------

Дг-»0 Дл'

= | використовуючи доведения (130), (69) для / ( х,у) 1 / ( х), маемо | =

/ ( * ,  у ) (156)
\ / { х ,  у ) с 1 у

А налопчно доводимо сшввщношення

я * / у ) = 4 "  Л х~— - ( 157>
^ У>> ] / ( х ,у )й х

1з (156), (157) дютаемо
/ ( х ,  у) = / ( х ) / ( у / х )  = / ( у ) / ( х / у ) .  (158)

Для умовних закошв розподшу неперервних випадкових величин 
умова нормування мае такий вигляд:

У /  {х / у)с1х = 1,7 / (у/Х)с1у = 1. (159)

Якщо випадков! величини Х т а  У е незалежними, то
/ ( х / у )  = / ( х ) , / ( у / х )  =/ {у ) .  (160)

У цьому раз1 (158) набирае вигляду
/ ( х , у ) = / ( х ) / ( у ) .  (161)

Для незалежних випадкових величин Х т а  У виконуеться р1внють 
Г(х, у) = Г(х) Н у). (162)

Числов 1 характеристики для умовних закошв розподшу ймов1р- 
ностей:

М ( Х / у ) =  °°\ х / ( х  / у)йх\ (163)

М(У / х ) = ]  у/ (у / х)йу:  (164)

Э ( Х / у ) =  \ х 2/ ( х I  у)с1х -  М 2(X / у)\ 

0 ( К /л ') = | у 2/ ( у !  х)с1у -  М 2(У / х).

(165)

(166)

9. Стохастична залежнють

Д в 1 випадков1 подй' називаються незалеж ними, якщо Р((Х < 
<х П( У< у)) = р{х < х)р(у < у) ,  або Р(х, у) = Р(х) Р(у).

Для неперервних випадкових величин X  I У умову незалежност1 
можна подати через щшьностп ймов1рностей:

/ (* ,  .у) = / ( х ) / ( у ) .
Умову незалежносп можна записати 1 так:

/  (х /  у)  = /  ( х ) . / ( у /  х)  = /  (>’).
Залежнють випадкових величин у певному розумшш е узагаль- 

ненням поняття функцюнальноУ залежност1 . Якщо в раз1 функцю 
нальноУ залежност1 м1ж величинами Х т а  У кожному значению X  = х  
вщповщае певне значення У = у,  то в раз 1 залежност1 м1ж випадко- 
вими величинами У 1 X  кожному можливому значению X  = х  вщпо
вщае множина значень У, як 1 характеризуються умовними цельнос
тями ймов1рност!/ (у /  х \

Отже, залежнють М1Ж ви: ковими величинами означае аналггич-
ну залежнють щшьност1 умовного розподшу одшеУ з них вщ зна
чень, яких набувае друга величина. Таку залежнють називають сто- 
хастичною  або ймов 1ршсною. Виявляеться вона не лише у зм ш 1 

умовних закошв розподшу, а й у зм Ы  умовних числових характерис
тик: М  (X / у), М  (У /  х), В  (X  / у), Э  (У / х), тобто умовних математи
чних спод 1вань та умовних дисперсш (рис. А — Р).

А/(У/л-3) 

М  ( V I  Ху)  

М ( У 1 . у , )

Р и с .  А .  С т о х а с т и ч н а  I к о р е л я ц ш н а  

з а л е ж ш с т ь  м ёж  У т а  X ,

М (У I х) = а(.х)

Р и с .  В .  С т о х а с т и ч н а  1 к о р е л я щ й н а  

з а л е ж н ю т ь  М1ж  X  т а  У,
М  ( X  / у )  =  Р ( у )



Рис. С. Стохастична залежнють М1Ж 
УтаХ, И (У/х)  = а{х)-,

К0реЛЯЦ1ЙНИЙ зв’язок В1ДСуТН1Й

Рис. О. Стохастична залежнють м!ж 
X I  У. й ( Х / у )  = е>(у’У 

кореляцшний зв'язок вщсутшй

Рис. Е. Незалежш випадков1 

величини
Рис. Р. Незалежш випадков! 

величини

Отже, рис. А, В  шюструють те, що корелящйною залежшстю \пж 
випадковими величинами У 1 X  е функщональна залежнють умовних 
математичних спод 1вань М (X  / у),  М ( У  / х)  вщ а р г у м е н т  у  та х:

(167)М ( Х / у )  = а(у). 

М ( У ! х )  = $(х). (168)

Р 1ВНЯИНЯ (167) та (168) називають ршняннями регреси. Якщо 
М (У  / х) = М( у ) ,  М ( Х / у )  = М( х ) ,  то кореляцшна залежнють вщсут- 
ня, але юнуе стохастична залежнють (див. рис. С  1 О),  оскшьки зм1- 
нюються умовш дисперсп. Випадок, коли м 1ж X 1 У вщсутня стохас
тична, а отже, 1 кореляцшна залежнють, шюструють рис. Е  \ Е.

Отже, якщо м 1ж випадковими величинами У \ X  юнуе кореля
цш на залежню ть, то м1ж ними обов’язково юнуе й стохастична 
залежню ть. А ле за наявност 1 стохастичноУ залеж ност 1 м1ж випад
ковими величинами X 1 У кореляцшноУ залеж ност 1 М1ж  ними може 
й не бути.

П риклад 6.
Задано /  (х, у) = 1/48, якщо (х, у) <= 0.\ /  (х, у) = 0, якщо 
(х, у) е  62.
Де 0  = { - 4 < х < 2 ,- 3 < ^ < 5 } .
Знайти Кху, гху.

Р озв’язання. Застосовуючи (148) —  (152), дютаемо:

М ( Х ) = )  \х/{х,у)О хду=  /  \х^-(Ьс(1у = ̂ - \ х с к \ с ! у  =
-4  -3  ч - 4 - 3  4 5  4 5 - 4  -3

2_1_
48 ш - —  (4-16)(5  + 3) = - ^  

96 96

Щ Г ) =  ] ] у / ( х , у ) й х с 1у  = ] 1 у - ^ - ф ’ с1х=-1-}сЬс\ус/у:
- 4 - 3  4 5  4 5 - 4  -3

2 5

И :
- 4 - 3

_1_
~ 48 А

= — (2 + 4)(25-9) = — = 1; 
96 96

2 5 2 5 1 1 2 5
М(ХУ)  = [ \х у  /(дг, у)4х йу=  /  { ху —  с1х й у = — \ х О х \ у  Ау =

- 4-3 4° 4» _4 -3-4 -3

48

1

2 \
(4 -1 6 )(2 5 -9 ) :

192
(-12)16 = -------= -1;

192 192
Кху = М (XV) - М ( Х ) М ( У )  = - 1 -  (-1)1 = -1+1 = 0.
Отже, Кху = 0, що говорить нам про вщсутшсть кореляцшного 

зв’язку М1ж випадковими величинами X та У.
Оскшьки = 0, то й гху = 0.
При зн ай дени х /(х ),/(у ) числов1 характеристики можна обчислити 1 

за такими формулами:

М ( Х ) =  \х/(х)е1х;

О(Х)  = М ( Х 2) -  М 2(Х)  = ] х 2/{ х )й х  -  М 2(ХУ 

М(У)  = ]у/(у)с1у\

ЩУ) = М ( У 2) -  М г(У) = ] у 2/(у)с1у -  М 2(У).

(169)

(170)

(171)

(172)



П риклад 7. Задано

/ (х ,у)  = а е~х'+ху~г  -оо < х < °о, -оо < у <°°. 
Знайти а, М ( х / у ) ,  М ( у / х ) .  Обчислити гху. 

Р озв’язання. Зпдно з умовою нормування (132) маемо:

а = ■ -» I I е х ЗхЗу = (е  4 {<

х - ^ = 4 -
2 д/2

Зх = ̂ ==
у[2

= |е
- V -V  с/г

л

/  . 2  \  

/е "т & <*У

л/2п

! Л  '

л/2л 7 3"2

' у ! - ]
у[2п

0 0 --V"
{ е 4  й^ = | е  2 йЬ = л/2л е штегралом Пуассона

- у  = !->с1у = А -З /

V I
V 42п [2

—31 - —г=^1,— ] 
3 >/2 V 3 _

л/2я
л/3 л/3

Отже, а = —  1 при цьому

д х, у) = ^ - е - ' ‘Г ' 1 ,
271

Скориставшись (154), знайдемо

. оо < д; < оо, — ОО < у <

, -Уз --д-2 ”  -Г»— Т
/ ( * )  = [ / ( * . ) 0 Л> = — I е ~ х 2 + х у ~ у 1  с1у  = —  е 4  {е ' 2 'в (у  =

2тс _оо 2тс
х * 

У~ 2  = ^

41

— — е~^ 
2 2л

Уз - |* 2 7  - 4  л  Уз 1 Д -  7  - у
: ----- е 4  Г е 2  - = •  = ----------- е 4  I е 2  а /  =

2л _» V I 2 2п

Отже,

Я * )  =  л Ь2 V2л
- ОО <  X <  оо.

Дал 1, застосувавши (155), знайдемо:

/(>0 = I / ( х ,у )3 х  = —  \е
—оо 271 —о.

V ?  -  7 -Уз ——у- ~ - (х~—)
= ----[ е~х~+ху~Г Зх = ----- е 4~ Се ' 2) Зх =

2л

г — У

2  ,

Зх
Зх

Уз 1

2

С
2 л

-УЗ -V -  7 ~  Ж Уз 1 - V  7 - у
=-----е 4 I е 2 —=  = ----------- е 4 е 2 3( ■■

2л V I 2 2л

Отже,

2 у ^ = Д - 1 , е “ К
• 2 У1л

[3 1 — у2

“ | 2  ^  ’ "
ОО <  V <  ОО.

Знайдемо основш числов1 характеристики. Зпдно з (137) —  (142) 
маемо:

оо | о  1 оо 3  1

М( Х ) =  \ х/(х)3х  = У----- ==■ |х е  4 3х = 0 ,
V 2 V2л

оскшьки шдштегральна функщя е непарною, а меж! штегрування симе-
ТРИЧН1 В1ДНОСНО НуЛЯ.

[Т 1
П ( Х )  = М ( Х 2) = ! х 1 / ( х ) З х  = А - - Г = \ х 2е 4  Зх =

'2  ^2л

2 V I я !
х 'е  4  Л  =

и =  х, 3и = 3х
-2л-2

хе 4  = Зу —>

2 4 Л'—>у = — е 4

= 2 3 1
2 -У2л

[з

- 2  I I  • 2  " ? ' 2 ----- хе  4л
2 Т - - ‘ 2 

+ — /  е  4 Зх

о 3 °

Ь Х = 1 ^
У2  7 2 п

—хе
3

+ 1 1 1 ] е~2Л  
з Ы

= 2 I* 1 2 р  ^ - 2
V 2 У2^ 3 V3 2 3 '

Отже, й ( Х )  = —, звщки ст(Х): 
3 ” - ‘ ё -



М ( У ) = ]  у/(у)с*у = Л - ± = ] у е ~ 4 У А у = 0 .
«2 ,/2п  —

0 (У) = М ( У 2 ) = ] у 2 / ( у ) с 1 у = М - ^ = ] у 2е 4> Ау =
-со ■ Ь V 2 я  -°°

и = у, Аи =

_3 2 
уе 4 й(у =

~  3 ,2----- - г  
----- уе 4

3 '
2 “ --у2

4 ^
о

& ■

~ г ^ г  &  "  з “ '  4 1„ + з 7 Г 1 с ’
л

•Л я 2
2 “  3 ‘

Отже, Э(У) = ~ .  Тод 1 а(У) = а,,

М(ХУ)=  ] / лгу /(ху)Ах(1у=—  \ \ ху е -х2+х̂ у2 Ах Ау

с1у

А\> —>

Таким чином, дктали

Кху= М ( Х У ) - М { Х ) М { У ) = Х--,

1
К ч  3 1

'л-> =
ст*°> /2 /2 2 

"УЗ УЗ
Визначимо умовн! щшьност1 ймов1рностей, скориставшись (156) 1 (157):

- х 2 + х у - у 2

/ 0 , „ ) = Л ы 1 , Ж ---------- V? I « л - * ' " ’ .
/(а-) Г [_ !_ е-7 '2 42п

\ 2  2п 2
Отже,

-/ ( х ! у )  = —̂ = е  1 - ' , -оо<_у<<
V 2л

- д - 2 + Д 1 -  V *

д , / , )  =  Л ы > = ж -------- 72 ‘
/(.V) /Т_|_ л/2л

\ 2  2 п в
ЗвЩСИ

/—  1 — { V ----- у ) ~

/ ( х / у )  = у12 .—  е 2 , -о о < х < °о .
V 2 л



оо ^/2* °° ~ У
М( Х  / у)= I х/(х/у)<1х=—=  \хе  У 2 ) йх =

у2п
1 г г 1

х —  у = —=  - »  Л' = - =  + — у
2 л/2 л/2 2

й?г ах = —=
л/2

л/1 г 1 — + - у

л/2 _1_

л/2п л/2
■ у г/ т * 4 , к т л

V 2 -°° ^ -°°

л/2п к л/2 2

1
л/2п 2

7 2

1 1 / ГГ 1— у у 2 п  = — у.

Отже, М (Х  I у) = —у  е лМ йною функщею регресн вщносно аргу

менту _у.
Аналопчно маемо:

М (У / х) = У у /(у  /  хУу = /  уе 1 2 ) 6у =
-оо -у 271 -°°

г 1
л/1

1 I I 1
у ------X  =  - = , - »  у  =  — =  +  —  Х

2 л/2 л/2 2
,

V ?

* 1+ —X
л/2п л/2 2

А

л/1 1
л/2п л/2

1 оо 1 оо _  *__

—— [ге 2с{(+ — х \ е  2 йг 
л/2 -  2 1

1

.  * 1 ^ = 1 »  
У2тг 2 2

Таким чином М( Х 1 у )  = —у  також е лжшною функщею регресн 

в 1дносно аргументу х.
П риклад 8. Задано
/ ( х , у )  = а (х + у ) ,  якщо ( х .^ е  Й ;

/ (л',.у) = 0 , якщо (х , у)е  О. , де О = {О < х  < 1, х < у  < 1}.
Знайти а 1 гху,

Р озв’язання. Область & зображено на рис. 68.

За умовою нормування (131) обчислюемо значения а:
11 1

/ /  / ( х ,  у)с1х  й?у =  1  ->  1 1  а (х  +  у)с1х  с1у  = 1 - * а =  —--------------------

п 0л \ \ { х + у ) 0 х с 1у
0*

1 I \( \
■\\{х+у)с1хс1у = \ \(х+у)с1у

О .г 0 у х
с1х = ] - ) \ х  + у )2 

2 о
с1х -

= — |[(х  + 1)2 ~ (х + х )2\с1х = — | ( х 2 + 2х + 1 -4 х 2)*/х = — |( 2 х - 3 х 2 + \)с1х 
2 о 2 о 2 о

= Н \ 2 х  с1х- | Зх2с1х + 1Лх) = 1  (х21‘ - х 3\'0 + х \'0)= 1 .
^ \о  о о ) ^ ^
Отже, а = 2.
ТОД1

/ ( х , у ) = 2(х + у ) ,  якщо (л%>’)е  ^ ,

/ ( х , у )  = 0 ,  якщо (х ,у)е □ ,  де О = {О < х < 1, х  < у  < 1}.
Числов! характеристики знаходимо за (137) —  (142):

I I
М ( X ) = | |  х/(х, у)с1х Ау = |  |  х 2(х + у)с1х с,{у =

П О .V

1 1 1 ( 1  Л 1 1 / , \
—> 2 | |  х(х + у) Лх (1у = 2 | х |  (х + у)с1у Лх = 2 — |  ху(х + у)2| р х  =

О л- о^л- ) 2 0
I 1 1 1 1

= |  х[(х + 1)2 -  4х2\(1х = \ (2х2 -  Зх3 + х)с1х = 12хгйх - 1 Ъхъс1х + 1 х йх =

- — X"
3

----х
4

+ — х' 
2

■ 1 - 1  1 - Л
’ 3 4  2 _  12 '

М ( Х )  = —  .
12

1 I
М ( Х 2) = | | х 2/ ( х ,  у)с1х <1у =  | | х 2 2 ( х +  у)с1х с1у =

й  о х

= 2 | х 2 \(х+у)с1у  й?х = 2 — | х 2 ((х + у ) 2 ) | 1(/х = | х 2 ((х + 1)2 - 4 х 2 )с1х

0 и  ) 2 о ' ' о
1 1 1 1

= | ( 2 х 3 - З х 4 + х 2)с!х = | 2 х 3Л : - | З х 4й?х +  | х 2с1х =  
о О О О

= - х 4 "' 3 5 1 1 3Н----X

1 1 3 1 7
----- X 5 =  — -------1----= ----

0 5 0 3 0 2 5 3 30

Э(Х)  = М ( Х 1) -  М \ Х )  = ------ —  =
30 144

25 1 0 0 8 - 7 5 0  43



1---------  1 43
ст, = Щ Х )  =  — ,  —  =* 0,244. 

л ^  1 2  V 5

М(У) = Ц у /(х , у)йу йх = \ \  у2(х + у)с1у с1х =
й Од:

\ ( \  \  1
= 2/ | (ху  + у 2)йу йх = 2\ 

о(о  ) о

ху2 У' с1х = 2}
3 ЛХ__Х^_ }__Х_ 

2 2 3 3
йх

= 2
1 I | 1 1 1  I 1

— \ х й х  \ х ъйх + — \ й х— \ х ъйх
2 о 2 0  3 0  3 0

‘ 1  4 ' 1 1 1 4
1 N

( 1  1  1 П
—  х 4 Н--- Л' ------ X4 = 2 --------- |-----------

о § о 3 о 1 2 0 , 4  8  3 1 2 ,
— х
4

2 9 3
=  — ( 6 - 3  +  8 - 2 )  = —  = —. 

24 12 4

М(У) = ~ .  
4

I 1
М( У2) = Я у 2/ ( х ,  у)йу йх = \ \ у 22(х+ у)йу йх =2\ ( | (ху2 + у 3)йу) йх =

й  0 А' 0 А-

1

о
( \  I

=  2 / ( х у 3 /  3 |‘ + у 4 /  4 |' )йх  =  2 \ ( х / 3 - х *  /  3 + 1 / 4 - х 4  /  3) йх =
( л *

= 2

= 2 — ----- хЧ . + - . С  —

11 I 1 |1  I I
— Гх й!х---- } х 4 йх Н— |  ̂ /х---- [ х 4 йх
з1  з ;  4 о 4 о

Н 1 1

о 15 10 20

= 2
^__1_ 

6  15 4 20
= — (10 -4  + 15-3) = —  = — . 

60 30 5

0(У) = М(У2) - М 2(У) = - -
V4 ,

3 9 4 8 - 4 5  _  3

5 16 ~  16 16

с у = у 1 щ У ) = ^  = 0 ,4 3 3 .

1 I
М (XV) = \\ ху / ( х ,  у)4у г/х = 2 | |л 7 (л* + у)с1у Ах =2\ ( / (л*2 у + ху 2)Ау)Ах =

Од:

1 1 
м

О -V

= 2{
( 2 2 1 Л

1

Ах — 2\ 
0

/  ?  4  4  \X1 - х *  х - х
2

V
3

А'
2 + 3 )

Ах =

К„  = А/(ХУ) -  М( Х)  М(У)  = - -  —  -  = -  = — .
4 '  3 12 4 3 48 48

_1_
г = Л Ь у-  = ----- 48-------= ---------- \----------= = о,197.

д ст ст 0,433-0,244 48-0,433-0,244 5,071л У

Отже,
Кху= 1,48; ~ 0,197.

10. Система довшьного числа 
випадкових величин

10.1. Функщя розподшу системи 
п випадкових величин

Функщею розподшу и випадкових величин називаеться така 
функщя вщ п аргум енте (хь х 2 ■■■ хп), яка визначае ймов1ршсть сш- 
льноУ одночасноУ появи подш

((X, <  х ,) П (Х2 <  х 2) п  №  <  х3) П • ■ • П (Х„ <  *,„):
/7(х| ,х2,...,хп) = Р(П X,- <х,). (173)

.'=1
Ця функция мае вс1 властивосп функщУ розподшу ймов1рностей 

одного та двох а р г у м е н т .
Якщо принаймш один з аргументов х, —> -  то функщя роз

подшу ймов 1рностей системи п випадкових величин прямуе до нуля.
Якщо 13 системи х ь х ъ ... х„ видшимо деяку пщсистему х ь х 2,..., х к 

(к < и), то функцию розподшу для щеТ пщсистеми дютанемо, коли 
решта а р г у м е н т  прямуватиме до

Р (хх>х2,...,хк) = /г(х1,х2,...х*,«>,°°...°°).

Зокрема, дютанемо функщю розподшу одного аргументу, якщо 
вс1 аргумента, окр1м х ь спрямуемо до «>:

/?(Х1)=  Р(Х,,°°,с*0,...,00).

Якщо ВС1 аргумента спрямувати до °°, то /7(°°,°°,...,°°) = 1.



10.2. Щшьшсть /мов/рностей системи 
п випадкових величин

г/ ч °  г  Чл р л 2 ’ -*'’ Л /7 /  ( \ 1 Л \/ ( х ,,х2,х3,...,хл) = —

Щ шьшсть 1мов 1рностей системи п випадкових величин е функщя
д ” Р (х1,х 2,...,хп) 

дх. Эх2 ...дх„

Умова нормування для системи п неперервних випадкових величин

У У ...У/(Х |,Х2,...,Х„)<&, Ах2 ...Ахп =1. (175)

Щ шьшсть 1мов 1рностей для деякоУ пщсистеми (хь х 2 ,... хк) сис
теми (х\, х 2,... х„), д е к <  п подаеться у вигляд 1

/ ( х , ,х 2 х к) -  |  |  ... |У(Х[, х2, хп)Ахк+[ с1хк+2... с1хп. (176)

Наприклад,

У*(X)) = У / ... У / (х, ,х 2,...,х„ )с1х 2 с1хъ ...с1хп . (177)

У мовна щшьшсть пщсистеми (хь хъ ---, хк) системи (хь х г,..., х„)
(к < п) визначаеться за формулою

/< * ,.* ! .....Х . / Х , ..... » - ) °  ......Т‘ * , . <17®

Якщо випадков1 величини системи (х^ Хт,.--, х») е незалежними, то
/ ( х , ,х 2,...,х„) = / ( х , ) / ( х 2).../(х „ ). (179)

10.3. Числов/ характеристики системи 
п випадкових величин

Л /(* ,)= У  У ...У х ,/(х ,,х 2,...,х„)(/х| ^х2 ...^х„; (180)

*>(*,•) = У У  ... У х,2/(х , , х2,..., х„ )6?Х, Лх2 ...Ахп - М 2 (х,.); (181)

= Кц = У  °°\ ...°°\х1х ]{ ( х 1,х 2,...,хп)±к\<1х2 ...с1хп - м ( х 1)м (х ] ) .  (182)

При цьому виконуеться р 1ВШСТЬ 

Коли / = У, маемо:

(183)

Ки =Кц =Е Кх , )  = о}.  (184)

У с! кореляцшш момента 1 дисперсн розм щ ую ть у вигляд1 квад- 
ратноУ таблиц), яка називаеться кореляцшною матрицею системи п 
випадкових величин \ мае такий вигляд:

к\г к\ъ - . к
кг\ к 22 кп, ■. к
кз\ к 32 къъ . . к

Ккп 1 к„2 к„ з • . к

(185)

Елементи кореляцшноУ матрищ симетрично розмицеш вщносно 
УУ головноУ д 1агонал 1 . Оскшьки К 0 = К п , = о } , заповнюють лише
половину кореляцшноУ матрищ. I в цьому випадку вона набувае та
кого вигляду:

°2
Оз

1/2
кгп
къп

Якщо Ку = 0  для ВС1Х 1 = 1 , . . . ,  п \ ]  = 1, 
риця набирае такого вигляду:

(186)

п, то кореляцшна мат-

0
0 ... 0
т? ... 0 (187)

Таку матрицю називають диагональною.
За вщомими кореляцшними моментам К;] визначаемо парш ко- 

еф щ енти  кореляцн:

«и (188)

При / = ] маемо ц  - 1.
1з парних коеф1ц!ент1в кореляцн утворюють так звану нормовану 

квадратну матрицю:
1 /1г\2 т-,3 ..•• Г\п

1 г1Ъ . Г2п
1 ...■ гЪп

1



П риклад 9.
Дано кореляцшну матрицю системи (хь х2, х„):

1 0,5 1 -0 ,Р Л
4 -1  0,8

16 2 
25Ч /

Побудувати нормовану кореляцшну матрицю. 

Р озв’язання. Зпдно 31 (188) маемо:

П2 =

N1 II= — = 0
°1а 2 1-2

Пз =

* II= — = 0.
СТ1а З 1-4

К, 4 -0 ,8
г14 =

°1°4 1-5

К 2ъ 1
г 23 = о 2о 3 2-4

К2< _  ° , 8  ,
г24 =

° 2 ° 4 2-5
• Км

г34 = ст3о4 4-5

-0,16;

_ 1 -  
8 ~

0,08;

-0,125;

Нормована кореляцшна матриця подаеться у вигляд1

1 0,25 0,25 -  0,16^
1 -0,125 0,08

1 0,1

1

Теоретичн/ запитання до теми г

1. Означення багатовим1рно‘Г випадково'Г величини.
2. Означення закону розподшу багатовим1рно'Г випадково'Г 
величини.
3. Основш числов1 характеристики для системи двох дис
кретних випадкових величин.
4. Що визначае кореляцшний момент?
5. Чому дор^внюе Кху1
6. Коефщ ент кореляцн та його властивость

7. Якщо Кху = 0, то чому дор1внюе гху1
8. Що називаеться умовним законом розподшу К /х?
9. Умови нормування для системи двох дискретних випад
кових величин.

10. Що називаеться умовним законом розподшу X  / у !
11. Чому дортвнюють М  (X / у), М (У  / х)1
12. Означення функцп розподшу системи двох випадкових 
величин.
13. Довести, що Р{хъ у) > Р(хь у).
14. Довести, що Р(х, у2) ^  Р(х, у\).
15. Як обчислити Р(а < X <Ь, с < У < <1)1
16. Чомудор1внюе Пт Р(х,у)  1

X —)°°

17. Чомудор 1внюе Н т /\х ,.у )?
у—>оо

18. Чому доргвнюе Ит Р(х,у)  ?
.V—>°°
У—>°°

19. Чомудор 1внюе Нт Г( х , у ) ,  Н т Р(х , у ) ,  Нт Р ( х , у ) !
X—»-оо у—̂ —оо X—>—оо

у—»-оо

20. Означення щшьност1 ймов1рностей системи двох непе
рервних випадкових величин.

21. Довести, що |  \/(х,у)<1х<1у =....

х у

22. Довести, що \  \/(х,у)<1х<1у =....

ьи
23. Чому дор 1внюе \  |  / (х ,  у)йх<1у = ..., якщо

а  с

О. = (а < х < Ь,с < у < <1) 1

24. Чому дор1внюе / (х ,  у)с1х<1у = ..., якщо
о

0 - { а < х < Ь , с< у < й?}с 0 .1

25. Чому д о р 1ВНюе {{х /(х , у)с1хс1у = 1
я

26. Чомудор1внюе у /(х , у)йхйу = ?
я

27. Формула для О (X) випадково'Г величини X, що утворюе 
систему (X, У), мае вигляд... .
28. Кху для системи двох неперервних випадкових величин 
(X, У) обчислюеться за формулою... .
29. I) (У) для випадково'Г величини У, що утворюе систему 
двох неперервних випадкових величин (X, У), обчислюеться 
за формулою... .



30. Чому дор1внюе \ / ( х , у )Лу  = ... ?

31. Чому дор1внюе \ / ( х , у )Лх  =... ?

32. Довести, що |лг>,| < 1.

33. Як знайти/ ( X / у)?
34. М ( Х  / у)  обчислюеться за формулою... .
35. Чому дор1вню е/(У /х)?
36. М ( Х / х )  обчислюеться за формулою... .
37. Якщо випадков1 величини Х \  У е незалежними, т о /(х , у) 
обчислюеться за формулою... .
38. Якщо випадков! величини X  \ У е незалежними, то 
Г (х, у )  =  . . .  .

39. Якщо випадков! величини некорельоваш, то чи будуть 
вони й незалежними 1 навпаки?
40. Що називаеться функщею розподшу системи п випадко
вих величин?
41. Як визначаеться щшьшсть 1мов1рностей системи п ви
падкових величин?
42. Як визначаеться щшьшсть 1мов1рностей системи (хь 
х2, ... хк), що входить до (х\, х2, ... х„)?
43. Основш числов1 характеристики системи п випадкових 
величин.
44. Чому дор1внюе Ку ?
45. Чому дор1внюе К(], якщо г = р.
46. Парш коефщ1енти кореляцн обчислюються за форму
лою... .
47. Чому дор 1внюе гц ?
48. Що називають кореляцшною матрицею системи п ви
падкових величин?
49. Що називають нормованою кореляцшною матрицею?

Прикпади до теми

1. 1мов1рн1сть появи випадковоУ под1У в кожному з чотирьох неза
лежних експеримент1в е величиною сталою 1 дор 1внюе 0,9. Розгля- 
даються дв 1 випадков1 величини: X —  число появи випадково 1 поди 
в результат! цих експерименпв; У —  число експерименпв, при яких 
под 1я не наставала.

Обчислити: М  (X); а  (X); М  (У); а  (У); Кху\ гху.
Вгдповгдь. М  (X) = 3,6; а  (X) = 0,6; М  (У) = 0,4; а  (У) = 0,6; Кху = 

= -0 ,3 6 ;  гху= - 1.

2. Зад ан о /(х , у) = а, якщо (х, у) е  0 . , / ( х ,  у) = 0, якщо (х, у) е. О,, 
де Ф = ( -  6 < х < 2, -3  < у < 5). Знайти а. Обчислити гху, Р ( -  4 < х < 1; 
- 2  < у < 4).

Вгдповгдь. а = 1/64, гху = 0, Р {- 4 < х < 1; -2  < у < 4) = 15 / 32.
3. Закон системи двох дискретних випадкових величин (X, У) за

даний таблицею:

Обчислити г„, М ( Х / у  = 4), М ( У / х  = -2).
Вгдповгдь: гху = -0 ,0 0 9 , М ( Х / у  = 4) = -3 ,3 , М ( У / х  = -2 )  = 5,23.
4. Щ шьшсть 1мов 1рностей системи випадкових величин задана 

виразом /  (х, у) = а со$ (х -  у), якщо (х, у) 6 О, /  (х, у) = 0, якщо 
(х, у)€ й ,  де 62 = {О < х  < л /2 , 0 < у < п/2}.  Визначити а \ гху.

Вгдповгдь. а -  1 / 2, г = —— —■+— .
у л  + 8 я -3 2

5. ЫДшьшсть 1мов1рностей двох випадкових величин (X, У) задано 
виразом

( х + З ) 2 0 '-1 )3

/ ( х , у )  = ае 8 2 , — °° < х < °°, — °° < у  < °°.
Знайти о; М (х); М (у)\ сгд; оу, гху .

Вгдповгдь. а = — ; М(х)  = -3  ; М(у)  = 1, а =2, а  = 1, г.,, = 0 .
4л ■

6. За заданою щш ьш стю ймов1рностей

Г ( х , у )  =  — е  ° '5<Х +2ху+5у \  — °° <  X <  °°, — оо <  у  <  оо
л

з н а й т и /(х ) ,/(у ) .

Вгдповгдь. / (х) = — е~0,4л~~, / ( у )  = —Д = е “2 г .
^2 ,5л у10,5л

7. Виготовлеш на завод! цилшдри сортуються за вщхиленням Ух 
внутр )ш н 1Х  д 1 а м етр ]в  вщ номшального розм1ру на чотири групи 31 
значениями 0,01; 0,02; 0,03; 0,04 мм 1 за овальнютю на чотири групи 31 
значенями 0,002; 0,004; 0,006; 0,008 мм. Спшьний розподш цих вщ- 
х и лен ьХ — д1аметра 1 У— овальност! цшпндр1в наведено в таблицк



Знайти гху.
Шдповгдъ. гху= 0,141.

8. П ’ять прилад 1В випробовують на надшнють. 1мов1ршсть того, 
що окремо взятий прилад витримае режим випробування, дор1внюе 
0,85. Нехай X —  число прилад1в, як1 витримають випробування, а У —  
число прилад1в, яю не витримають Тх. Побудувати закон сильного 
рОЗПОД1Лу Х \ У ' \  обчислити Кху, Гху.

Шдповгдъ. Кху= -  0,6375, гху= -  1.

9. У трьох посудинах мютяться однотипш вироби. У першш по
судин! мютиться 6 стандартних 1 4 бракован! вироби; у друпй  —  8 
стандартних I 2 бракован!, а у  третш  —  9 стандартних 1 1 бракова
ний вир 1б. 1з кожной посудини навмання беруть по одному виробу. 
Нехай X  —  поява числа стандартних вироб 1 в серед трьох навмання 
взятих, а У —  поява вщповщного числа бракованих. Побудувати за
кон розподшу X 1 У 1 обчислити Кху, Гху,.

Шдповгдъ.

0 1 2 3

0 0 0 0 0,432

1 0 0 0,444 0

2 0 0,116 0 0

3 0,008 0 0 0

Кху = 0,21, Гху = 0,148.

10. Брак продукцп заводу внаслщок дефекту А  становить 3%, а 
внаслщок дефекту В  —  4,5%. Стандартна продукщя становить 95%. 
Знайти кореляцшний момент 1 коефвдент кореляцп м1ж дефектами 
А \ В.

Вгдпснйдъ. КАН = 0,02365, гАВ = 0,67.

11. Задана щшьшсть 1мов1рностей:
/ О. у) = 0,581п (х + у), якщо (Х,У)  е  О ;

/ (х ,  у) = 0, якщо (X , П е й ,

де □  = |о < х < ^ - ,  0 < , < | 1 .

Побудувати кореляцшну матрицю.
Шдпогидъ.

_ (  0,188 -0,046"
-0,046 0,188

V /

12. Система випадкових величин (X, У) мае щшьшсть 1мов1рностей
а

/ ( х ,  у) -■
л 2(16 + х 2)(25 + у 2)

якщо (X, У) е  й  де й  = ( -  ОО < ^ < оо; _  оо < ̂  < оо). 
Знайти а  1 Р(х, у), гху.

(1  х  1V 1 у  П
— агс1ёт  + — | — агс1§-^ + —В/дповгдь: а  = 20, Р (х, у) = гху = 0.

, л 4 2 I л 5 2' /
13. За заданою функщею розподшу ймов1рностей

Р(х, у) = (1 -  е~4х) (1 -  е~5у),  х  > 0, у  > 0

зн а й т и / (х, у) \ гхт
В1дпов1дъ. /(х , у) = 20е'4̂ 5у, х  > 0, у  > 0 ; = 0.

14. За заданою функщею розподшу ймов 1рностей системи (X, У) 
маемо:

0, х < - 6 ,  у<2\
х + 6

Р{х, у) =
(х + 6)(у + 2)

48
у + 2

1,

- 6  < х < 2, .у > 4;

, - 6 < х < 2 ,  -  2<_у<4;

х >  2, - 2  < у < 4; 

х > 2, у > 4.

Знайти Кху. Обчислити Р (-2  < х < 1, -1  < у < 3 ) .

Вгдповгдь. Кху = 0; Р (-2 < х  < 1, - 1 < ^ < 3 )  = -  = 0,25 .
4



15. Задано
/(х ,  у) = а, якщо (X , К) е  О ; 

/ (х ,  у) = 0, якщо (Х,У) 6 & , 

де й  = (0 < х < 1, 0 < у < х 2).

: 0.Вгдповгдь. а = 3; гху 
1 6 .Задано
/ ( х ,  у) = а (ху + х 2), якщо (Х ,1 ') е О ;

/ ( х ,  у) = 0, якщо (Х , У) е  О.,

де О. =  ( 0  <  х  <  1 , х 2  <  у  <  х ).

Знайти а  I побудувати кореляцшну матрицю.

Вгдповгдь. а ■■
120
11

К  =
0,81 0,035

0,035 0,0423V /
17. Закон системи двох дискретних випадкових величин (X , У) 

задано таблицею:

2,2 4,2 6,2 1,2 Ру,

2,5 0,02 а 0,08 0,1

3,5 а 0,04 0,06 0.2

4,5 0,08 0,06 0 ,6а 0,1

Рч

Знайти ймов!рност1 р2 р:2; Рзз > побудувати кореляцшну матри
цю 1 нормовану кореляцшну матрицю.

Вгдповгдь: />21= 0,1; /̂ зз = 0,06.

К  =
1

-  0,072
-0 ,072л

1
'5,432 -0,13'
-0,13 0,6Ч / V  '

1 8 .Задано
/ ( х ,  у) = а (1 + ху)х, я к щ о (Х ,К )е  О. ;

/ (х .  у) = 0, якщо (X . К) е □ ,  

де □  = {о < х < 1, х < у < л[х }.
Знайти а 1 побудувати кореляцшну матрицю 1 нормовану кореля

цшну матрицю.
105 _ ('0,09478 0,14 "1 ( 1 0,827л

0,14 0,2995
Вгдповгдь. а = •

19. Брак у продукци заводу внаслщок дефекту А становить 6%. 
Водночас серед забракованоГ за дефектом А продукци 4%  таких, що 
мають дефект В, а в продукци, в якш вщсутнш дефект А, дефект В  
зустр 1чаеться в 1% випадках.

Знайти коефвдент кореляци М1ж  дефектами А 1 В.
Вгдповгдь. гАВ = 0,0936.

20. За заданою кореляцшною матрицею чотиривим 1рно'Г випад
ково'Г величини

( \ 0,2 1 -0,8^
4 0,7 0,5

9 0,4
К

25
знаити нормовану кореляцшну матрицю. 

/ 1 0,1 0,333 — ОД 6^
1 0,117 0,05

1 0,03
1

Вгдповгдь.

21. Задано / (х ,  у) = -
1 + х + у + х у

якщо (X, У) е  де О. = { - о о  < Х < ° о ; - о о < у <  о о }  .

Знайти а  1 Д х),Д у). З ’ясувати, чи юнуе кореляцшний зв ’язок м1ж 
випадковими величинами Х  \ У.

Вгдповгдь. а=  —  \ /  (х) =
л(1 + х2) ’ л(1+ у2)

Оскшьки / ( Х,у) = / ( х ) / ( у ) ,  то К ху = 0 .

22. Вщомо, що Р(А) = Р(В) = 0,8. Яке значения повинна мати 
Р ( А / В ) , щоб коеф щ ент кореляци м\жА I В  дор1внював 0,6? 

Вгдповгдь. Р(А1В) = 0,92.

23. Задано / (х ,у) = 1 ^ - е '
Л

4 л "  -6 ху-9 у- - о о < Х < о о ;  — со < у  <<

Знайти / ( х /  у), / ( у /х ), М ( Х /  у), М(У/х) .  
Вгдповгдь.

/ ( х / 30 = - ^ - ™ : ; 
л/2л

М ( Х !  у) = - ~  у,
4

/ о ’1х) = 1 ^ = е

М(У / х) = -



24. Випадков! подп Л 1 В мають однакову ймов1ршсть появи, яка 
дор!внюе р . Яка повинна бути умовна ймов1ршсть Р(А/В), якщо ве
домо, що коефщ 1ент кореляцн м1ж випадковими под 1ями А 1 В дор 1- 
внюе г.

Вгдповгдь. Р(А/В) = р  + г (  1 - р ) .
25. В и з н а ч и т и  к о р е л я ц ш н у  м а т р и ц ю  с и с т е м и  в и п а д к о в и х  в е л и 

ч и н  (X, К), я к щ о  щ ш ь ш с т ь  1М ОВ1рностей

/ ( х , у )  = - 2
п (х2 + у 2 + 1)2

Вгдповгдъ. К =
0,5 0 '
0 0,5

26. За заданою кореляцшною матрицею системи випадкових ве
личин

49 -14  10 л
К=  -14  30 -2 0

10 20 25V /
побудувати нормовану кореляцшну матрицю.

Вгдповгдъ.
<

1
1 2 4
3 7

1
1

2
3 3

2 2
1

1 7 3

27. В1дом1 значення р  (А) = 0,02, р  (В) = 0,04, р (В / А) = 0,03. 
Обчислити коефщ1ент кореляцн м1ж А 1 В.

Вгдповгдъ: гАВ ~  0,0072.
28. Д в о е  роб|ТНИК1В ВИГОТОВЛЯЮТЬ ОДНОТИПН1 в и р о б и . 1мОВ1рН1СТЬ 

т о г о ,  що в и р !б , в и г о т о в л е н и й  п е р ш и м  р о б п т ш к о м , е с т а н д а р т н и м ,  
д о р 1 в н ю е  0,9; д л я  д р у г о г о  р о б г г н и к а  ця й м о в ф ш с т ь  д о р 1 в н ю е  0,85. 
П о з н а ч и в ш и  ч е р е з  X  ч и с л о  с т а н д а р т н и х  в и р о б 1 в , в и г о т о в л е н и х  п е р 
ш и м  р о б !т н и к о м , а ч е р е з  У ч и с л о  с т а н д а р т н и х  в и р о б 1 в , в и г о т о в л е н и х  
д р у г и м  р о б !т н и к о м , п о б у д у в а т и  функщУ р о з п о д ш у  Р(х, у), с и с т е м и  
в и п а д к о в и х  в е л и ч и н  (X , У).

0, а < 0, [0, у < 0 ,
0,01, а < 1, 0,0225, 0 < у < 1,

Р (у) = 10.18, д-< 2, 0,225, 1 < у <2,
1, л-> 2. 1, у >2.

В1дпов1дъ. Р(а, у) =

0.
А+ 4

29. Задано /(* )  = — , якщо (х, у) е  О,

/ (а)=0  , якщо (х, у) & О ., 
де & = {— 4 < а  < 5, -  3 < у < 5}.

Знайти Р (х, у) 1 обчислити Р (-1 < х  < 4, - 2  < у  < 3).
А < -4 , у < -3;

- 4  < х < 5, у> 5 ;

- 4  < х < 5, — 3< у <5;

а > 5, -  3 < у < 5; 

а >5, у >5.

Р (-1 < а < 4, - 2 <  у <3) = — .
72

30. Незалежш випадков1 величини X  1 У задаш щшьностями ймо- 
в1рностей:

(А + 4)(у + 3)
72

У + з

/(А ) =
0, а < 0;

Зе Ух, а > 0;
/ ( У )  =

0, у < 0; 

5е~*у, у > 0.
Записати вирази для / ( а, у), Р  (а, у).

[0, х < 0, у < 0;
|15е-(3х+5-у), х  >0, у > 0.

В1дпотдь: / О ,  у) =

П х  ,у )  =
0, А < 0, у < 0;

15<?~3л, х > 0 , у > 0 .

31. Система двох неперервних випадкових величин мае сталу щ ь 
льш сть усередиш квадрата, зображеного на рис. 69.



Знайти вирази для /(х ,у ) , /(х ) , / ( у ), / ( х / у), / ( у / х ) , М ( Х / у), М( У/ х).

О, ( Х ,П е Ъ ;

0,

гч1VIК 0,
(х + 2), 
(2 -х ),

-  2 < х < 0; 
0 < х < 2;

/ ( у )  = -
(2 + у),
(2 -У),

0,

0,

х > 2; 

х < -2;

0,

0,
1 -  2 < х < 0;

1
2(2+ х ) ’ 

1
/  (у / х) = •

2 (2 + у) 
1

0 < х < 2; 

х > 2;

н1О'!сч 
о

2(2- у )  
0,

о, х < -2; 0,

1
2 + х ’ 
1

2 - х ’

-  2 < х < 0;
М (У 1 х) =

1
2+ У 
1

2 - у ’
0 < х < 2;

0, х > 2; °-

32. Система двох неперервних випадкових величин (X, У) мае 
сталу щ ш ьш сть 1мов 1рност1 всередин! квадрата, зображеного на 
рис. 70.

Рис. 70

Знайти вирази для / ( х , у ) , / ( х ) , / ( у ) , / ( х / у ) , / ( у / х ) . З ’ясувати 
залежшсть 1 корельовашсть м1ж випадковими величинами Х \  У.

О, (Х ,У )~ 0 .;
Вгдповгдь. / ( х ,  у) =

Д х )  =

- ,  ( Х , П е й .  
2

0 , х  <  - 1 ; 0 , У -  - 1
1  + х, - 1  < х  < 0 ;

/ ( У )  =
1  + у, - 1  < у  < 0 ;

1 - х , 0  <  х  < 1 ; 1 - У . 0  <  у  <  1 ;
0 , х  > 1 ; 0 , У >  1-

/ ( х / у )  =

0,
1

2(1 + х) 
1

2 (1 - х )

х < -1 ; 

-1  < х < 0;

0 < х< 1 ;

/(У /Х ):

о,
1

2 ( 1  +  у) 
1

2(1 - у У

у < - 1;

■ 1  < у  < 0 ; 

0<у < 1.

/ (х ,  у) * / ( х ) / ( у ) . Випадков1 величини Х т а  У не корельоваж, але 
залежн! КХу = 0.

ТЕМА 8 . Ф У Н К Ц П  В И П А Д К О В И Х  А РГУ М Е Н Т 1В

1. Функцп одного випадкового аргументу

Функщею випадкового аргументу X  називають таку випадкову ве
личину У, яка набувае значения У = у  = а  (х) щоразу, коли X  = х, де а  е 
невипадковою функщею. Якщо X  е дискретною випадковою величи
ною, то I функщя випадкового аргументу У -  а  (х) буде дискретною.

К о л и Х е неперервною випадковою величиною, то I У = а (х )  буде 
неперервною.



1.1. Функцн дискретного 
випадкового аргументу

Нехай закон дискретно'! випадковоУ величини X задано таблицею:
II X X, Х2 Хз Хк

Р(Х = х,) = р, Р\ Р2 Рз Рк

Т од 1 закон розподшу випадковоУ величини У = а (х )  матиме та- 
кий вигляд:

У= а(х,) а  и,) 0.(хг) а  (л-3) а  (хк)

IIIIX

Р\ Рг Рз Рк

де кожне можливе значення У Д1стають, виконуючи Т1 операци, як! 
вказаш в невипадковш функцн, умовно позначенш а.

При цьому, якщо в закош розподшу випадковоУ величини У е по
вторения значень, то кожне з цих значень записують один раз, до-
ДЭЮЧИ IX 1МОВ1рНОСТ1.

П риклад 1.
Закон розподшу дискретноУ випадковоУ величини X  задано 
таблицею:

X = х, -4 -2 -I 1 2 4

[>(Х = х,)=р, 0,1 0,2 0,1 0,1 0,2 0,3
9

Побудувати закон розподшу ймов1рностей для У = Зх'.
9

Р озв’язання. 1з функционально! залежносп У = Зх'  маемо:

II и» * 16 4 1 1 4 16

Р(у=  Зх,2) = р. 0,1 0,2 0,1 0.1 0.2 0,3

Ураховуючи повтори можливих значень У, дютаемо:
Р ( у = Щ  = ОД + 0,3 = 0,4;
Р (у = 4) = 0,2 + 0,2 = 0,4;
Р (у = 1) = 0,1 +0,1 =0,2.

Отже, закон розподшу дискретноУ випадковоУ величини У набирае 
такого вигляду:

У = У> 1 4 16

р  (у =У]) =Р] 0 , 2 0,4 0,4

2. Числов! характеристики функцн 
дискретного випадкового аргументу

1. М атематичне спод!вання

М ( у ) Л Ф 1 ) Р1 = 1 у>Ру  (190)
1 -1 М

2. Дисперс1я

й ( у ) = м ( к 2) - м 2( у ) 4 ф 2( . ^ к - м 2( к ) = |  У) Р ] - М 2{У). (191)
Ы ]=\

3. Середне квадратичне вщхилення

а { у )= 4 о ^ ) -  (192)

П риклад 2. Зазаданим законом розподшу

п п 71 п 71 71Х=х, ------ ---- 0 — —
3 4 6 6 4 3

Р(Х=х1) = р, 0,1 0,2 0,1 0,1 0,2 0,1 0,2
7

Обчислити М(У),  И (К), ст (У), якщо У = сок'х. 

Розе ’язання. Побудуемо закон розподшу У.

2(  71 г [  л ) г {  я ) я , л ■> яУ = сот XI С05---
!

С08---
1 4 )

С05---
1 ч

соз'О СОЗ — 6 С 05 —4 С05' —
3

Р (У = С082Х,)=Р; 0,1 0,2 0,1 0,1 0,2 0,1 0,2

або

У = С05" дг.
2

2V /
1 2 У И ( т Т

Р (У = С052 X,) = р, 0,1 0,2 0,1 0.1 0,2 0,1 0,2

1 1 3 3 1 1У = СОГ X/ 4 2 4
1 4 2 4

Р (V = С082 х,) = р( 0,1 0,2 0,1 0,1 0,2 0,1 0,2

У=У, 0,25 0,5 0,75 1

Р(У = У])= Р1 0,3 0,3 0,3 0 , 1



М  (у) ■= Е  У) р 1 = 0,25 ■ 0,3 + 0,5 • 0,3 + 0,75 • 0,3 +1 • 0,1 =
У=1

= 0,075 + 0,15 + 0,225 + 0,1 = 0,55 -> м (г )=  0,55;

м (у 2)= 1 у (2Р] =0,0625-0,3 + 0,25-0,3 + 0,5625-0,3 + 10,1 =
н

= 0,01875 + 0,075 + 0,16875 + 0,1 = 0,3625; 

о ( у )  = М (у2) -  М  2(у)= 0,3625 -  0,3025 = 0.06;

Л(у)=0,06;

а(у)= ^Г>(У) = 7О06 = 0,245; 

ст(к)= 0,245.

3. Функцп неперервного випадкового 
аргументу та Ух числов! характеристики

Иехай закон розподшу ймов1рностей неперервноУ випадковоУ ве
личини X задано щ ш ьш стю /(х).

Необхщно зн ай ти /(у ), якщо У = а ( х ) .

А. Функцгя а(х)  монотонна.
Розглянемо випадок, коли У = а(х) е монотонно зростаючою функ- 

щею, зображеною на рис. 71.

Якщо випадкова величина X  мютиться у пром 1жку [х ; х  + Ат], то 
оскшьки У жорстко зв ’язана з випадковою величиною X  функщею 
а (х ), то У мютитиметься у пром1жку [у, у  + Ду] (рис. 71). Отже, по- 
Д11 X < X  < X + Дх 1 у  < У < у  + Ау будуть р 1ВНОЙМОВ1рНИМИ:

Р(х < Х < х  + Ах) = Р(у < У < у  + Ау). (193)
Зпдно з визначенням щщьност! ймов1рностей

/( , ,)■  Пт П Г - И У ) - Г ( У ) ^
Д , '- > 0  Д у

Але
Р( у  + А у) -  Р(у) = Р (у < У < у  + Ау) = Р  (х < X  < х + Ах) зпдно 31 

(193).
Тодк

/ ( , ) =  = Ит Р( у < 1'< у + А у ) ,
Ду-»0 Д у  Ду—>0 Д  у

Р ( х < Х  <х  + Ах)  р (х  + Ах)-Р '(х)= и т ------------------------= п т  —---------------—
Ду—>0 Ау Ду—>0 Ду

Отже,

/ ы ,  Кт .
Ау—>0 Ду

(194)

При Ау—>0, Ах—>0 з урахуванням функцюнальноУ залежност1 

М1ж  У \Х , помноживши 1 подшивши др1б (194) на Дх, д1станемо:

Г< Р(х + Лх) -  Р’(х) Дх Р(х + Ах ) -Р(х )  Дх ,
1 \У )Ь т ----------:--------------— = 1нп--------- :-------------Ь т  —  = /(х )  х у.

Дл'—>0 
Ду—>0

Дх Ду Д а —>0 Дх Ду-»0 Ду

1з У = а(х) знаходимо явно Х =  Ч* (у). Тод 1

/ ( у ) = / т у ) ) У Ы  (195)

Якщо У = а(х ), де а(х) е монотонно стадною  функщею (рис. 72),



то додатному приросту аргументу х  +Дх вщповщатиме вщ ’емний 
прирост функцн у  -  Ау 1 похщна 'Р '(Г) < 0.

А о ск ш ь к и /(у )> 0 , то об’еднуючи обидва випадки, дютанемо

/ ( у ) = /№ (.* )) \Ч'(У)\ (196)

Б . Загальна методика знаходж ення/(у).
Нехай неперервна випадкова величина X  задана щшьшстю ймо- 

в1рностей/(;с), якщо х е  [а;Ь].
Необхщно визначити /  (у), якщо У = а (х ), де а(х) е монотонною 

фуНКЦ1СЮ.
1. Необхщно визначити множину можливих значень для У 
Оскшьки а < х < Ь , то а(а)<  У < а (Ь) .
2 . 1з У = а (х)  знаходимо явний вираз X через У, а саме: X  = Ч '(Г ).
3. Знаходимо похщну

* ;  = г о о .
4. Будуемо щшьшсть 1мов1рностей для випадковой величини У

А у)= /И у ) ) И у ) | .  Уе [“ («)•■ а ^ ‘
5. Перев 1ряеться виконання умови нормування д л я /(у ):

а(Ь)

\ / ( у ) Щ  = 1 -
а(а)

Якщо нормування виконуеться, т о / (у )  знайдено в1рно.
За знайденою / ( у )  функщею розподшу ймов1рностей визначаеться

Р(у)= I ■ (I97)
а(а)

Числов 1 характеристики функщй неперервного випадкового ар
гументу визначаються за формулами: 

математичне спод 1вання
аф) Ъ

м {у )= } у/(у)с1у = ]а(х)/(х)(1х-, (198)
а (я ) а

дисперс 1я

0 { у ) = м ( у 2) - М 2( у ) =а\Ь)у 2/ ( у ) с 1 у - М 2(у) =
а (я)

= | а 2 {х)/{х)сЬс -  М 2(у )\  (199)
а

середне квадратичне вщхилення
о(7 )= л/^ ( у] .  (200)

П риклад 3.
Задано

/(* )= —  Ух*, 0 < х < 1, 
7

0, х>1.

Знайти /(у ), Р  (у), якщо У = 2х .
Обчислити М(У); О (У); а  (У).

Розв’язання. Використовуючи загальну методику знаходження/(у), 
дютанемо наведен! дал1 висновки.

1. Знаходимо штервал можливих значень для випадковоУ величини У:
0 < Х  <1;
0 < У < 2 ,

оскшьки на пром^жку [о, 1] К = 2хг е монотонно зростаючою функщею.
2 .1з функщональноУ залежност: У = 2х2 записуемо явний вираз

3. Знаходимо похщну функцн Ч/(>>)

Г (у )  =

4. Використовуючи (196), будуемо функщ ю /(у):
3 1

10 /  \  
У 14 1 /  N

У 2 _#5 (  \  
У -и  _ 5 с \  

У
7 1 2 ) 4 и ] ~ 14 1 2 ^ 14

5. Перев1ряемо виконання умови нормування:

\ / ( у ) а у =
0  о 14

<1у=— \ 
14 о

Т </у = - 2  
14

7 7 2
= 1.

Нормування виконуеться, тому щшьшсть 1мов1рностей випадковоУ 
величини У

[0,
2

/ Ы = И ( 1 ) - 7 .
14 2 
0,

У<0;

0 <  у <2;  

У > 2-



Використовуючи (197), знаходимо

V
г ( у ) = ] / Ш у  = ] ^

О 0 14

2/
(1у = 2V У

5
у

Отже,

^ ы =

о.

1,

у < 0;

0 < з' < 2; 

У >2.

Використовуючи формули (198), (199), (200), знаходимо числов1 ха
рактеристики:

2 5 [—
-2 7 5 7/7 У 7

о о
7 с1у = —  у[а [ у 1 йу= — ^4 

14 о 1/114 12
7

2  12 5 -  — 20 5
= — 2 7 • 2 7 = —  = - .

24 24 6
М(У) можна обчислити, не вщшукуючи/(у): 

Ю 7/
п 7 7 о 7

24 I

20 X7 20 _ 5
7 24 25 ”  6

7 0

М(У) = ~ .
О

12
л^(У2) = 1)'2л > ’) л = / у

О 0 14

_2

^  ̂ 7 <1у = —  V? |  у 1 с1у- 
' 14 о

= А ^ 4 ^ -
14 19

7

. ± 2! . 2т = ± 8 = « . “
38 38 38 19

д (у ) = а/ (г 2) - м 2(у )=
• \2 20 25 _ 720-475 _ 245

79 26 ” 684 ~~ 684

Так само, як I для М (К):

38
40 А' 7
7 3 8 "

7

40 _ 20 
38 ~ 19

Я ( у ) = 2 0 _ 2 5 = ^ .
7 19 36 684

с { у ) =^ ЩУ )  = 245 245
684 ~ 6 V 19

В. Фупкщя а(х) немонотонна.
Нехай У = а(х ), де функщя а(х) е немонотонною функц1ею, зо- 

браженою на рис. 73.

У цьому раз1 обернена функщя до а(х) X  = Ч'(>;) буде неодноз
начною, а саме У - у  буде вщповщати в загальному випадку множи- 
на обернених функц1Й\|/,0')< \|/20 ;)> ■•■>'Ч/лО') ■

I, очевидно, що випадковш поди у  < У < у  + А у  в1дп0в1датимуть к 
несумюних випадкових подш:

(л:, < X < х, + ДХ[), (х2 < X < хг + Д.г2) , ..., (хк < X < хк + Д ^ .) .

Отже, у цьому раз:

Р(у <У < у + Ду)=  X Р(х, < X  < х, + Дх,) або, використовуючи влас-
1=1

тивост 1 функцн розподшу ймов1рностей, можна записати:

к
1
/=1

Р{у + Ду) -  Р(у)  = Х (^(х, + Дх() -  Г(х,)) .



, /  ч „ .............  Р(у  + А у ) - Р ( у )  4 , Р ( х , + Ь х , ) - Р ( х , )
П У ) = Р  (У) =  Ь ш ---------- т----------- = Ь т  Л ----------- — ----------д у —>о Ау Д у—>о /=1 А у

1 Р ( х 1+ А х , ) - Р ( х 1) 
п т  ь ----------- 1------------

Д у—»0,Д х—>0,1=1 А

■Ь .. Р(х: +Ах1) - Р ( х 1)
= Ь  Н т ----------7--------------- Ь т

/=1 Длг,—»0 А х ,-  Ду—И)

АХ:
Ау

Адг,
Ау

= х / ( * , ) ( * ;  ) = х / ( ^  ы ) | в д | -
1=1 ' 1=1

Отже,

/ Ы = Х / С З Д ) | ^ М (201)

М етодика зн аходж ення/(у ) така сама, як 1 для монотонноТ функ- 
ци. Щ об обчислити числов 1 характеристики, можна використати 
формули (198), (199), (200).

П риклад 4. Задано

/ (* )=
1 ~

у[2п

Знайти/(у), якщо У = х .

Р озв’язання. Побудуемо графж и/(х), У = х  (рис. 74 1 75).

1. Якщо — < А" < °° , то 0 < У < °°.
2. Оскшьки У - х  е немонотонною функщею при <*><Х < °°, знахо- 

димо обернеш функци:

х 1=Ч'1(у)  = ^Г,  х2 =Ч>2(У) = - у1у  .

3. Похщш В1д обернених функцш будуть:

Х'1=Ц,' (У )= 7 ^ '  Х'2 ^ (У) = ~ Ъ ^ '

4. Будуемо функщю / (у ) ,  використовуючи (201):

/ 6 0 =  х / ( в д )  (%(у))= / ( в д ) ( а д ) + / ( у 2( з о ) ( ^ ы ) =  
1=1

1 1 1 1 1
л/2я 2 ̂ у  -\/2я 2-у[у у[2п

5. Перев1ряемо виконання умови нормування:

_1 - I  
у  2е 2

о оу12п

.1 _>
■у 2е 2йу =

У = 1 

с1у = 2Ыг

2 °°,г е  ‘ 
42 п о 2

■ а 2  =

2 л/271
л/2я  2

= 1.

Отже, умова нормування виконуеться, а це свщчить про те, щ о /(у ) 
знайдено правильно.

Остаточно записуемо:

/ 0 0 =

о, ^ < 0 ;
1 У

Л п
у  2е 2, ^ > 0 .

Вщшукаемо числов1 характеристики:

+*5 . !

0

2

М (У)=^у/(у) Лу = ]  у -]^=  у 2 е 2 Л у= -}ш = \у2 е 2Ау =
- ею

у - г 2 - ^ й у  = 2Ыг
л/2я о

|  г2е 2 =

Л п
- г е 0 +

■Лл

и = г, с1 и = <1 г

- I I
ге  2  йт. =  й \  —> у  =  е 2  

= 1.

М  (У)= 1.

Для обчисленя дисперси й  (У) знаходимо



со °° 1 _} _ _Л |  ОО 3_ _У_

м {у 2)= \  у 2/ (у)Ау = \ у 2 - г =  у 2е 2Ау = - т =  \ у 2е 2Ау ■
о о >/2 я  \ 2 л  о

-2 и = г2, Аи = 2Ыг
у = V  Ау = 2гАг | = ■ -  / г3е 2 Л

V 2тс о г с 2 = Л ,  = -е

2
_ 2 00 .2

2 °° I2
ОО-

4

•Л л
- г ‘е 2 + 2 | 2 Л

о 0 Л я
- г 2е 2 -2 е  2

0 0 _ Л л

М(У) =
л/2л

о ( г ) = м ( к 2) - / и 2( п  =
4 1_ 4 -У 2 я

у[2п V2п

4. Функцн двох випадкових аргум енте  
та IX чисяов! характеристики

У загальному випадку функщю двох аргумент1в X 1 У можна по- 
значити як

2  = а { х , у ) ,  (2 0 2 )
де а  е невипадковою функщею.

Якщо Х т а  У е дискретними випадковими величинами, то 1 2  буде 
дискретною. Якщо Хта У е неперервними, то 1 2  буде неперервною.

4.1. Знаходження Р (г), 1 (г), якщо 2  = X  + У

Розглянемо функщональну залежшсть 2  = X  + У, д.е X  \ У е непе
рервними випадковими величинами.

Потр1бно за в1домою щ ш ьш стю /(х , у) знайти Р (г), / (г). 
1мов1рн1Сть влучення 2  в облает! 2  < г, а саме 2  < X  + У зобра- 

жено на рис. 76.

Ця ймов!рн!сть обчислюеться так:

Р ( Х + У < 2 ) =  Р{2 < г )= г ( ; )  = I  ']Х/ ( х , у )  Ау Ах

або

Р(Х +У <2 ) =Р{ 2 . <1 ) = Р(г)= I )  / (* .  у) с1у Ох. 

Оскшьки

I  ]У(х,у)АуАх = { ] / ( х , у )  АуАх,

(203)

(204)

г - у
! I / ( А-, у) Ау Ах= \ \ / ( х ,  у) Ау Ах ,

—оо —оо —оо —оо

то формули (203), (204) можна подати так:

р(~) -  \ ] / ( х , у )  АуАх-, (205)

^ 6 0  = 1 ] / (х , у)АуАх.  (206)

Тод 1 Щ1л ь н 1сть 1мов 1рностей для випадковоУ величини 2  буде така:

/(г )= .Р '(г )=  |  ]/(х ,у )А хА у  = ] / ( х , г - х ) А х ;

/ ( г ) = Г ( г ) =
Отже,

/  \ / ( х , у ) А у Ах = \ / ( г - у , у ) А у .
/г

/ 0 0  =  | / ( х , г - х ) Л г ;

/ 0 0 =  / / ( г - у . у )  ф .

(207)

(208)

Якщо випадков! величини X  \ У е незалежними, то / (х ,  у) -  
= / ( х ) / ( у ) .  За щеУумови формули наберуть такого вигляду:

/0 0 =  |/ ( х ) / ( г - х ) Л - ;  

/ 0 0  = ? / ( г - у )  /(у)(1у-

(209)

(210)

Формули (209), (210) називають згорткою, або ком позицию , 
двох закошв.



П риклад 5. Задано закони розподшу ймоЕпрностей незале- 
жних випадкових величин X, У:

О,

/ ( * ) -

О, х  < -4;

-  4 < х  < 2;
6

/ Ы =

О,

У <-2~, 

- 2 < у < 6; 

у > 6.

Знайти (г), /  (г), якщо 2  = X  + У. Побудувати графжи 
Р  ( г ) , /  (г).

Р озв’язання. Побудуемо множину О, -сумкно'Г появи випадкових 
величин Х \  У. Ця множина зображена на рис. 77.

Пряма 2  = X  + У 31 збшьшенням 2  рухатиметься паралельно сама 
соб1, вщтинаючи вщ множини & змш ш площ! (рис. 77, 78 1 79).

(-4; (-

(- 4; 

(-4;

У точщ ( -  4; -2 ) 2  = -  6; у точщ (2; -2 ) 2  = 0; у точщ ( -  4; 6)
2  = 2; у точщ (2; 6) 2 = 8 .

1. При 2  < -  6 /Ч г ^ О .
2. У раз1 змши 2  у пром1жку -  6 < 2  < 0 маемо:

г + 2  г - х  г + 2  г - х  1 1  1 г + 2  1 - х

^ (г )=  /  \ / ( х )  / (у)АхАу = / \ - - А у с 1 х  = — \ \АуАх =
-4 -2 -4 -2 0 5 45 _4 _2

1 г + 2  (  г - х  \  1 г+2
= —  |  (1х = —  \

48 14 ±2 \  48 Л У
\  1 г+2

(1х = —  ( (г + 2 -  я) Ах - 
48 Л

1 (г + 2 .-хУ  
48 2

г+2 _ (г + б)2
-4 96

Отже, на пром1жку [-  6; 0] функщя розподшу ймов1рностей змшюе- 
ться за законом

и (2 + б)2
Р(2)=.

96
3. Оскшьки в точщ ( -  4; 4) 2  = 0, то на пром1жку [0; 2] маемо:

йх =
|  2 ( г - х  \  э/с; 1

Рг (2) = Р[{0) + — |  \Ау Ах = —  + — \
48 96 48

/ г-Л
У

-

36 1 ? /  \ 36 г ? , 36 г= -----1-----(г -  х + х ) ах = ------- 1-----ах = ------- 1-----6 =
96 48 _4 96 48 Л 96 48

_ 36 + 12г _ г + 3 
96 Г ”’

Отже, на пром1жку [0, 2], що зображено на рис. 78, функщя розпод1- 
лу ймов1рностей змшюеться за законом

Г / \ 2 + 3
е д = —

4. У ТОЧЩ (2, 6) 2  = 8 1 функщя розподшу ймов1рностей при СВ01И 
ЗМ1Н1 наближатиметься до одинищ. Щоб Д1 стати анал1тичний вираз для 
Р(г), В1д одинищ В1ДН1 маемо змшну площу 51 трикутника, зображеного 
на рис. 79.

1 2 6 1 2 I 6 1 1 2
\ I (/у(Ьс = 1~ м  ! №  =4 ° г - б 1 г - л :  \  4 8  г-6

/ 6 %

У
V 2 - Х  ,

Ах =

1 1 \ ^ , 1 (б - г  + дт)2= 1 ------ | (6 -  г +х )  Ах = 1--------------------- - 1 _ ( Ы 2
96



96
Таким чином, загальний вигляд функцп розподшу ймов1рностей бу

де такий:
[ О ,  г  < - 6 ;

(г + 6)2

Р (г) =

96
: + 3
8

-  6 < г < 0;

О  <  г  <  2 ;

1 - ——— , 2 < г < 2 ;
96

1, г > 8.
Тод1 щшьшсть 1мов1рностей матиме ВИГЛЯД

О,
г + 6

/ ( г ) =

48
\_
8 ’
8 - г

г < -6;

-  6  <  г  <  0 ;

48
О,

О < г < 2;

2 < г < 8; 

г > 8.
Графой Р (х), / ( х) зображеш на рис. 80 1 81.

4.2. Знаходження Р (г), 1 (т.),

якщо 2  = — (У = 2Х)
X

Оскшьки пряма У = I X  дшить площину хО у  на дв! непереачеш  
облает!, зображеш на рис. 82.

Рис. 82

В облает! О, виконуеться випадкова под 1я 2  < г — < г 1 в облает!

О-, -  2  < г
/  \

. Отже, 1мов1рн1сть поди 7. < 2  дор1внюватиме сум 1

ймов1рностей двох несум1сних випадкових подш, що зможуть вщ- 
бутися або в област1 I) ,, або в облаетI В2 :

' у

Отже,

—  < г  | =  Р ( 2  <  г ) =  Р ( 1 )  =  |  | / ( д \  у ) А х А у  +  \  \ / ( х ,  у ) А х  А у  .

о-°

р (г)=  I ] / ( х , у ) Ах  Ау + ]  { / (х ,  у)с1х Ау,

або

Н * ) =  7  I  / ( ■ х , у ) А х  А у  +  )  | / ( х ,  у ) А х  А у
УС-оо -о о  0

Щ1лЬШСТЬ 1МОВ1рНОСТеЙ

/ ( г )= П г )

(211)

(212)

?  I /(■х,у)с1х Ау+ \ | / ( х ,  у)с1х Ау
7Х  - о о  - о о  0

IX  ©о IX  0  Л  оо 0
I  / / ( ■ * >  у)с1х Ау- \  / / ( х ,  у ) А х  А у  =  / / ( * ,  г х ) х  А х -  \ / ( х ,  1х ) х  А х .

—ОО 0  00 —00  ̂,  0  —ОО

Остаточно маемо:

г х ) х  А х -  { / ( х ,  т л ^ х  А х .  (213)
о —

Якщо Х  \ У е незалежними, то

/ 0 0 =  ? / ( х ) / ( г х ) х  < / х -  \ / ( х ) / ( ^ с ) х  А х .  (214)



П риклад 6. Задано 

1
/ ( х ) = - = е  2  , -  °° < а  < °°; / ( у )  = 

V2л
Г

Знайти /(г ) , якщо 2  = — .
X

Р озв’язання. Зпдно з (214) маемо
ы 2

л/2л
2 _ сю <  у  <  <

/00=1 1 1

_1_
2л

1

о л/2л л/2л

1 + Г

-~у[2п т/2п

> ; 2^  0 _ _1_
2л

( « Г
е 2 х  Ах ■

1 + г г 1 + г

1
л(1 + г г)

Перев1рка умови нормування
о “ 1

} / ( г )  Лс = 1 —» | а(г = —агс!§ 2  
-1л(1 + г г) л

л л--- 1---
2 2

= 1.

О тж е,/(г) знайдено правильно. 
Таким чином,

/0 0 =  1 -  °° < г < °°-
л(1 + г )

4.3. Знаходження Р(2), 1 (г), якщо 2  = XV.

Якщо 2  =ХУ, тобто випадкова величина 2  дор1внюе добутку 
двох випадкових величин X  I У, то ймов1ршсть потрапляння випад- 
ково! величини 2  в область О : 2  < г (УХ < г) унаочнюе рис. 83.

Маемо:

Р(ХУ < г)= Р(2 < г) = Р(г)= ] |  / ( а ,  у)Ау Ах+ /  |  / ( а ,  у) <*у </а

або Р{2 < г) = Р{1 ) = } |  /Ох, _у)̂ У й?а-| / / ( .г ,  у)*/)1 Ах. (215)
— ОО 0 00

Скориставшись (215), дютанемо
I

(  1_
X

1 { г ) = р \г у .
* о

I / / ( * ,  У) Лу А х -  \ / / ( * ,  у) Ау Ах 
о ОО — ОО

(  лX, —
1 0

— А х -  ] /
(

X 11 — Ах.
1 х ) X К х ) X

Отже, / 00= 1/ Г ОА,—
1 0 

- А х -  ] / Г ох, —
0 1 х ) X { х )

— Ах.
X

Якщо випадков! величини Х  \ У е незалежними, то

/ 0 0 = / / ( * ) /  -  -< & -  / / ( * ) /
1

— А х.
X

(216)

(217)

П риклад 7. Незалежш випадков1 величини X  \ У мають 
р1ВН0М1рНИЙ закон розподшу ЙМОВ1рНОСТеЙ, Щ Ш ЬН 0СТ1 ймо- 
в1рностей яких таи:

/ 0 0 =

х  < 0 ;

0  <  х  < 2 ; 

х  >  2 ;

Знайти Р  (г), / ( г ) ,  якщо 2  = ХУ.

/60 =

у<  0; 

0 < у  < 2 \ 

У >2-

Р о зв’яза н н я . 1мов1рн1сть влучення випадковоТ величини 2  = ХУ  в 
область О  зображена на рис. 84.



Згщно з (217) маемо: 

^ 0 0 = 1 - 7 /  ]ау< 1х= 1~ }
4 г г 4  г

* Л

/ \2
у г

V * /

с1х = 1 -  — Г (2 -  —) с/х = 1 -  — ] с/х + —} —  =
4 . X 2 - 4 - д-

Х\ л /

=  1 -1
2

2 - - - — 1п X = 1—  2 + 4 1  1 п 2 - 1 п - ^  | =
4 1

= — + — (1п 2 -  1п г + 1п 2 ) = — + — (2 1п 2 -  1п г). 
4 4 4 4

Отже,

Г(г) =

2 < 0;

—+ —(21п2-1пг), 0 < г < 4;
4 4

Звщси ( г )  =  Г ( г )  =

2 >4.  

г < 0 ;

(21п2 - 1пг),  0 < г < 4 ;

г >4.

Перев1рка виконання умови нормування:

/  /( г )с /г  = 1 | 1  (2 1п 2 -  1п г)с/г = 1  2 1п 2|</г = - 1  /  1п г *  =
о 4

1п г = и, с1и = 

с/г = с /у ,  у  = г

с/г
= — 1п 2 ;

2
4 _ 1  
о 4

" 4 4
г ! п  г - 1 *

°  °

О  ^— 1п2 4 - 1
(

4"|41п4-  г
9

V ~  ^ 4 \ °,
= 21п2 - 21п2 + 1 = 1.

Умова нормування виконуеться. О т ж е ,/(г )  знайдено в1рно.

5. Числов! характеристики функцп 
л випадкових аргумекшв

1. М атематичне сподхвання.

А. М ( Х + У )  = М ( Х )  + М(У).  (218)

? Доведения. Нехай X  1 У е неперервними випадковими величи- 
•  нами. Т од1

М  (X + У) =  /  |  (х  +  у ) / ( х , у ) с/х с/у =

ос оо оо оо

= |  |  х / ( х ,  у)  Ох с/у + /  /  > /(л \ у ) с/д с/у =

оо со Л  оо /  оо ^

=  { а  / /(л% у) с/у с/а + /  У | { /С * , у )  с1у =
— ОО —ОО у  —ОО у  —ОО у

= ]  а /(а ) с/а+ /у /(у )  с/у = М( X)  + М (У).

ОСЮЛЬКИ { / ( а , у) с/у =  / ( а) , т о  } / ( * ,  у) с/а = / ( у ) .

Висновок 1.
М ( А Х + В У + 0  = А М ( Х )  + ВМ( У)  + С.  (219) 

тут Л, В, С  —  деяк1 сталь

|  Доведения.

*  м( АХ  + ВУ + с ) =  ]  ] ( А х  + Ву + С ) / ( х ,  у)с/хс/у =

ОО ОО ОО ОО оо оо

= | |  А х / ( х , у ) с/а с/у + \  \  В у / (х ,  у )й х  с1у+ { \ С / ( х ,  у)с/хс/у =
—оо —оо —оо —оо —оо —оо

оо оо \  оо оо \  оо оо

= А | а  / / ( а ,  у ) с/у с/а + В |  у / / ( а ,  у ) с/а с/у + С |  / / ( а ,  у) с/х йу  =
—оо у  —оо у  —оо у  —оо у  —оо —оо

= а ]  х /(х ) + в ] у / ( у )  + С = АМ{Х  )+ в м ( у ) +  С, 

осктьки \  | / ( а ,  у)с1х  с1у  =  1 .

Висновок 2.

М 5 Ж
/=1

= 1 М ( Х :) .  (220)
| = 1

Б. Якщо випадков! величини е М1ж  собою  незалежними, то

М (ХУ) = М( Х ) М( У ) .  (221)

ф Доведения.

м ( х у ) =  |  |а у / ( а ,  у)с/а с/у = 7  ] ху  / (а )/(у )с /а  с/у = м ( х  ) М (у) 

(оскшьки для незалежних випадкових величин/(х , у) =  / ( х ) / ( у ) ) .



В исновок. Для п незалежних випадкових величин
/

М и х ,
/=1

= П  М{Х,).  (2 2 2 )
<=1

В. Якщо випадков 1 величини Х  \ У е залежними, то
М( ХУ)  = М( Х )  М( У)  + Кху (223)

Ф ормула (223) випливае з визначення кореляцшного моменту 
Кху -  М( ХУ)  -  М ( X )  М  (У).

2. Дисперс1я.
А . И ( Х +  У) = 0 ( Х )  + 0 ( У )  + 2Кху. (224)

•  Доведения.
•  И (Х +У)= М{(Х + У ) - М ( Х  + У))2 = М ( Х  + У - М ( Х ) - М ( У ) ) 2\

М ? ( ( Х -  М(Х))+ ( у -  М(У)У =

= м ( ( Х  -  М( Х ) ) 2 + (У - М( У) ) 2 + 2(Х -  М(Х))  (У -  М(Х))=

= м ( х - м ( х ) ) 2 + М(У - М( У) ) 2 + 2М ( Х  - М(Х))(У -  М(У)) =
= 0 ( Х )  + 0(У) + 2Кху, 

де Кху = М ( X - М  (X)) (У -  М  (П).

Висновок 1.

0 ( А Х + В У + С )  = А 20 ( Х )  + В 20 ( У )  + 2АВКху. (226)

•  Доведения.
I  о (а х +ВУ+с)=м((лх+ВУ+с)~ м (а х +ВУ+С)У =

= м (а х +в у +с - а м {х ) - в м (у ) - с )2 =

= м ( а ( х  -  м(х))+ в(у)~  М(у)У  =
= м {а 2(Х  -  М(Х))2 + В2( У -  М(У))2 + 2 А В (Х  -  М(У))(У -  М(У)))=

= А2М( Х  -  М(Х))2 + В2М(У -  М(У))2 + 2 АВМ( Х -  М(Х))(У -  М(У)) = 

= А2И{ X ) + ВгО(У) + 2АВКху.

Висновок 2.

I X ,  = О Ъ ( Х ]) + 2 % К 1Г (227)
7=1

Якщо К  у = О, I *  у, /,у = 1,л, то
Г и ^

= Х О Д ) .  (228)
/=|

Б . Якщо випадков! величини е незалежними, то

О (^ГУ) = 0 ( 1 ) 0 ( У )  + М 2 д а В ( У )  + М - ( Г ) й  (К), (229)
або

Я  (ХУ) = ф ( Х )  + М 2 (X)) ф  (У) + М 2 (К)) -  М 2 (X) М 2 (К).

|  Д оведения.
•  0 ( ХУ) =М( ХУ- М( ХУ) У = м { х 2У2 - 2 Х У  М( ХУ)  + М 2(ХУ))=

= М ( х 2У2 -  2ХУ М( Х )  М (У) + М 2 (X) М 2 (У))=

= М [ х 2) м  (У2) -  2 М 2 ( Х ) М 2 (У) + М 2(Х) М 2(У) =

= М { Х 2]М(У2) - М 2( Х ) М 2(У) =

= (о(Х)  + М 2(ЛГ))ф(У) + М 2( У ) ) - М 2(X)  М 2(У), 

оскшьки м ( х 2)= И(Х)  + М 2(Х),  м (у2)= Б(У) + М 2( У ) .

В исновок. Для п  незалежних випадкових величин маемо:

1 \ х ] \=1[(о (х 1) + м 2(х 1) ) - х\ м 2(Х;)  (230)
н  н  м

Приклад 8. В1Д0 М1 значения: М(X)  = -  2; О (АО = 4; М(У) = -  3; 
Кху = -  1.
Знайти М (7), О (2Г), а  (2), якщо 2  = - 9 х  + 5у + 3.

Розв’язання. Скориставшись (219) 1 (226) д1станемо:
М (2 ) = М ( -  9х + 5>> + 3 ) = -  9 М( Х)  + 5 М(У)  + 3 =

■ = -  9 ( -  2) + 5 ( -  3) + 3 = 18 -  15 + 3 = 6.
О (2) = И ( -  9х + 5у + 3) = 81 О (X) + 2 50  (У) + 2 ( -  9 )  5 Кху =

= 8Ю  (X) + 25 О (У) -  90 Кху = 81- 4 + 25 ■ 3 -  90 ( -  1) =
= 324 + 75 + 90 = 489.

а(г )=у[Б(2)=4489 =22,1.

П риклад 9. За заданою щшьнютю ймов1рностей

1/(х )  = —= = е  2 , -  °о < х  < оо 
V 2п

знайти М(У)\  Кху, якщо У = Ъх -  2х2 + х  +1.

Розв’язання. Для знаходження М  (У), Кху, необх1дно визначити 
М ( Х * ) , М ( Х У), М ( Х 2), М(Х) ,  оскшьки:

М{У)=М(ЗХ3 - 2 х 2 +х+\ )=ЪМ{хъ) - 2 М ( х 1) + М(х) + \ \

Кху = М  (ХУ) -  М  (У) М(Х) ,



де М{ху ) = Л/(х(Зх3 - 2 х 2 + х  + 1))= Л/(Зх4 - 2 х 3 + х 2 +х) =

= 3 М ( х 4) -  2М( х3 ) + М(  х 2) + М(х).

~ А
М (Х ) = |  х / (х)с/х = — = = г  |  хе 2 йх = 0;

— оо 2 п  — оо

М( Х )  = 0;

м { х 2^= | х 2/(х )  с!х =—р =  ] х 2е 2 с1х = —~ =  | х 2е 2 <1х =
л / 2п -о »  л /2п - о .

и = х, с1и = йх О оо о» А
А  А

хе 2 с1х = с1ь —> и = -е  2

2 

л/2я
-х е  2 + \ е 2 с1х 

0 0

л/2тг
л/2л 2

= 1.

л/оо = 1 ;
оо 1 оо •'

м (х 3)= | х 3/(х)с/х = - р = - |х 3е 2 с/х = 0; 
-оо V 2 71 -оо

М  (х3) = 0;

V

м ( х 4)= °\ х 4 / (х)с1х - ] х 4е 2 с/х = 
-оо V 271

■ Д _ { х4е 1 йх = —̂ =  
л/2л о >/2л

и = х3, с/м = Зх2с/х
д-2

хе 2 с/х = с/ъ —>

\) = -е  2

■\/2л о 

6

|  х 2е 2 с/х =

А д.2
- х 3е 2 + |  х 2е 2 с/х

0 0

Й- II 8-

А =

'  - * 1 л2  '
- х е  2 + [ е 2  с/х

0  0

хе 2 с1х = с1х> Х> ~ -е  2 
.2

‘  1 « - т *  ‘  ^ Ё „ з .
У2л о у27Г 2Л л

А/(х4)=3;
М (У)=ЪМ (х3 ) -2 М  (х2) + А/(х) + 1 = 3 0 - 2 1  + 0 + 1 = -1; 

М( Х У) =З м ( х 4] - 2 М ( х г ) + М ( х 2) + М(х)  = 3 -3 -2  0 + 1 + 0 = 8; 
= Л /(Х /)-М (У )М (Х ) = 8 -( -1 )  0 = 8.

П риклад 9. Задано щ 1льност1 ймов1рностей незалежних ви
падкових величин X I К:

0. ^  < -2;
[0, х < 0 ;

" "  - 2 <  у  <4;/ ( * )  = 2е~г\  х  > 0;
/ ( у )  =  ) ж ) =

0, у  >4.

Знайти М {2), О (2), якщо виконуються умови:
1) 2  = Зх -  5^ + 1; 2 )2  = ЛУ; 3) 2  = -2х -  Зу + 1.

Розв’язання. Обчислимо: М(Х)\  М ( X 2), М(У)\ М(У~).
и = х, с/и = с/х,

М { х ) =  \х{{х)с1х = \х2 е  2хс1х-
2е 2хс1х  =  Л >  - 4  и  =  - е

-2л

= -  хе
оо оо оо 1

+ |  е~2х(1х = |  е~2хс1х = — е 
о о  о 2

- 2л:

м ( х ) = 1 .

М ( х 2 )= |  х г/(х)с1х = |  X2 2е~2лс/х =

х 2 =и,с1и = 2хс1х 

2 е~2хс1х = с1ь—>

-> I) = -2дг

= - х 2е 2л

и = х, с1и = с/х

+ |  х2е 2 гс/х = |х2е 2*с/х = 2 е~2лс/х = с/г> ->
0 0 0 -2л—»и = -е

= -хе + 1е-2*с/х = | е~2х(1х = 2л2 л г -----|  „ -2л

0 0 о
“ - 1.

о 2

М И = 1 ;

2 4 4

Л*(к)= / у/(у)<1у= I У7  ^  =~г 
-2  -2  &

л * И =  1 / / ( з ' ) ^ = 1 у 27 ^у  = ^ -
-2  - 2 6  1 о

1 6 -4
12

М ( уо= 1;

64 + 8 72= —  = 4; М ( Г )  = 4;



0(У )=М (У 2) -А /2(У) = 4 -1  = 3.
\ . м ( г ) = м ( З х - 5 у  + 1)=ЗМ(х) -5М(у)+[  =

= 3 - - 5 - 1  + 1 = - - 5  + 1 = - - 4  = —  = - -  = -2 ,5 :
2 2 2 2 2

Л /(2) = -2 ,5 ;
0 (2 )  = о(Зх -  5у +1) = 90(х)+  25Я(у) =

1 9 309= 9 -  + 25-3 = -  + 75 = — = 77,29;
4 4 4

О (2) = 77,29.

2. м ( 2 ) = м ( х у ) = м ( х )  Л/(_у) = 1 1  = 1 ;

М (2) = 0,5.
0 (2 )=  о(ху) = (о(х) + М 2(х))(о(у) + М 2(у))~ М 2(х)М2(у) =

-  +  - 1(3 +  1) - -  1 =  2 - -  = -  =  1,75;
ч 4 4 /■ 4 4 4

0 ( 2 ) =  1,75.

3. М {г)  = М (-  2х -  3у +1) = -2 М (х )- ЗМ (>■)+1 =

= - 2 —-  3-1 + 1 = —1 — 3 + 1 = —3;
2

Л /(2) = -  3.

0 ( 2 ) = 0 ( - 2 х - З х  + 1 )= 4 0 (х )+ 9 0 (у ) = 4 ^  + 9-3 = 1 + 27 = 28;

О (2) = 28.

П риклад 10. Двовим1рна випадкова величина (X  У) мае та
ким закон розподшу ймов1рностей

5 10 15 20 Ру1

- 6 0,02 0,01 0,03 0,04 0.1
- 4 0,18 0,09 0,07 0,06 0,4

- 2 0,1 0.2 0,1 0.1 0,5

Рх, 0.3 0,3 0.2 0,2

Знайти М (2), О (2), якщо:
1) 2  = -  4х -  Зу + 10; 2) 2  = Зх -  9у - 1.

Р озв’язаппя. Обчислимо М(Х)\  О (У), О (У); Кху.

М( Х)=  Ь ;Рч,  =5-0,3 + 10-0,3+15-0,2 + 20-0,2 = 1,5 + 3 + 3 + 4 = 11,5. 

М(Х)=  11,5.

М ( Х 2)= X х 2 р х1 =25-0,3 + 100-0,3 + 225-0,2 + 400-0,2 =
М

= 7,5 + 30 + 45 + 80 = 162,5.

0 (Х )= М (Х 2) - М 2(Х) = 162,5 -  (11,5)2 = 162,5 -132,25 = 30,25.
Э (Х) = 30,25.

М{У)=% У[Р у/ = -  6 -ОД-4■ 0 ,4 - 2 • 0,5 = -  0 ,6 -1 ,6 -1  = -3,2.
1=1

м (у 2) = Ъ у 2р ,{ =36-0,1 +16-0,4+ 4-0,5 = 3,6 + 6,4 + 2 = 12.
1=1

о (к )=  м ( у 2) - М 2(К) = 12 — (—3,2)2 = 12-10,24 = 1,76.

О (У) = 1,76.

М { Х У ) = Ъ Ъ У{х }Ро = -  6-5-0,02-6-10-0,01-6-15-0,03-
/=! М

-6 -2 0 -0 ,0 4 -4 -5  0,18 = -4 -1 0 -0 ,0 9 -4 -1 5 -0,07-4-20-0,06-2-5-0,1 -  
-2-10-0,2-2-15-0 ,1-2-20-0,1  = -  0 ,6 -0 ,6 - 2 ,7 -4 ,8 -3 ,6 -3 ,6 - 4 ,2 -  
- 4 , 8 - 1 - 4 - 3 - 4  = -  36,9.
М(ХУ) = -  36,9.
Кху = М (х у ) -  М( Х) М( У)  = -36,9 -11,5(-3,2) = -36,9 + 36,8 = -  0,1; 

К,, = -0 ,1 .
1) М ( г ) = М (-  4х -  Зу + ю ) = -  Ш  (х )- ЗМ (у)+10 =

= -4 -1 1 ,5 -3  -(-3,2) + 10 = - 4 6  + 9,6 +10 = -26 ,4 .
М (2) = -2 6 ,4 .
0 (2 )  = 0 ( -  4х -  Зу + 10)= 160(х)+ 90(у)+  2(- 4)(- 3)Кху =

= 16 • 30,25 + 9 • 1,76 + 2 • 12 ( -  0,1) = 484 + 15,84 -  2,4 = 497,44.
О (2) = 497,44.
2) М (%)= М ( З х - 9 у - 1 )  = З М (X ) - 9 М( У ) - 1  =

= 3 • 11,5 -  9 (-3,2) -  7 = 34,5 + 28,8 -  7 = 56,3.
М(2)  = 56,3.
0 (2 )=  0 ( 3 х - 9 у - 7 )  = 9 0 (х )+ 8 1 0 (к )+ 2 (з) (-9 )К„ =

= 9 • 30,25 + 81-1,76 + 54 • 0,1 = 272,25 +142,56 + 5,4 = 420,21.

О (2) = 420,21.



П риклад  11. Вщомо, що X  = 2х, - Зх2 - 4х3 + 5 . Знайти 
М(Х),  О (X), коли М (X,) = -  2, М (Х2) = 3, М {ХЪ) =1; О № ) = 4; 
О (Х2) = 3; О (Х3) = 5; г12 = 0,36; г,3 = 0,3; г23 = -  0,1.

Р озв’язання. Використовуючи властивосп математичного сподь 
вання, дисперси та парного коефщ1ента кореляци, одержимо:

М(х) = М(2х] -  Зх2 -  4х3 + 5) = 2М(х]) -  ЗМ(х2) + 4М(х3) + 5 =
= 2 (-2) -  3 • 3 + 4 ■ 1 + 5 = - 4 - 9  + 4 + 5 = - 4 .

М(х) = 4.
О (х) = О (2x1 -  Зхо -  4x1 + 5) = 4 0  (х]) + 9 0  (х2) + 160 (х3) +
+ 2(2) ( -  3)АГ,2 + 2 (2) ( -  4)АГ,з + 2 ( -  3) ( -  4)/Г23 =
= 4 0  (х,) + 9 0  (х2) + 160 (х3) -  12 К п  -  16 Ки  + 24 К23.
Оскшьки
г к п  . г ; г ____ ^23___  то:
12 о(х ,)о(х2) ’ 13 с(х ,)о(х2) ’ 23 о(х2)ст(х3) ’

^42  = г12 °(-г 1 ) ° ( л 2 ) = 0,36 0(х, ) -у/0(х2 ) =

= 0,36л/4-Уз = 0,36 • 2  • 1,732 = 1,24704;

К 13 = /•|3о (х ,) ст(х2 )=  г,3 >/5(х0 V й(х2) = О.Зл/Тл/б =
= 0,3- 2-2,236 = 1.3418;

/̂ 23 = Г23СТ(Х2 ) ° (Л‘з ) = “ О'1 у/в&г)  ^ Г )  = ~ 0,1л/з" л/? =
= -  0.1 • 1 ■ 1,732 • 2,236 = -  0,397.

Отже
О (х) = 4 • 4 + 9 • 3 + 16 ■ 5 -  12 • 1,24704 -  16 ■ 1,3418 + 24 (-  0,397) =

= 16 + 27 + 80 -  14.965 -  21,469 -  9,528 = 77,038.
О (х) = 77,038.

П риклад 12. Зазаданою кореляцжною матрицею

16 0,1 0,2 0,5 '
9 1 -0 ,8

К =
25 -0 ,4

4V /
знайти О (X), якщо X  = 4х, -  Зх2 -  5х3 -  х4 + 5.

Р озв’язання. Використовуючи власти воет! дисперси, дютаемо:
О (х) = О (4х] -  Зх2 -  5хз -  х4 + 5) = 160 (хО + 9 0  (х2) + 2 50  (х3) +
+ О (х4) + 2 ■ 4 (-ЗЖ |2 + 2 - 4  (-5)А',з + 2 -4  (-1)АГ14 + 2 (-3) (-5Ж 2, +
+ 2(-3)(-1Ж24 + 2(-5)(-1)АГ34 = 160 (х,) + 9 0  (х2) + 2 50  (х3) +
+ О (х4) -  2АКп -  40К п  -  8Ки + 30К23 + 6Ки  + 10К34 = 16 • 16 + 9 • 9 +

К =

+ 25 • 25 + 4 - 2 4  • 0,1 - 4 0  ■ 0 ,2 -8  • 0,5 + 30 • 1 + 6 (-0 ,8 ) + 10(-0,4) =
= 256 + 81 + 625 + 4 -  2,4 -  8 -  4 +30 -  4,8 -  4 = 972,8.
О (х) = 972,8.

П риклад 13. За заданою кореляцжною матрицею
^9 О О О"

1 О О
4 О 

16\ / 
знайти О (X), якщо X  = -3x1 -  2х2 -  х3 -  5х4 + 100.

Р озв’язання. Використовуючи властивосл дисперси, одержимо: 

0 (Х )=  0(-Зх , - 2 х 2 — х3 -5 х 4 +100) =
= 9 0 (х ,) + 4 0 (х2 ) + 0 (х 3) + 2 50 (х4 ) =
= 9-9+ 4-1 + 4 +25-16 = 81 +4 + 4 + 400 = 489.

О (X) = 489.

П риклад 14. Нехай
О, х < -1;

/*(х) = ’ ~  х2, -1  < х < 1;

О, х>1.
Знайти/(у), якщо У = т т  (Х\ 1).

Розв’язання. Випадкова величина У буде величиною мшаного виду:

при У е | -1;

при У е

У= 1;

У = Х.

Г раф ж /(у) зображено на рис. 85.



Для/С у) на пром1жку [-1; 1] мае виконуватися умова нормування:

- |  , 1  , (  г п

}  <^У +  -  1  У  М у
-1  2  1Т  ГГ

— 1 — ^ а 2

- Л  А  .

V /

1 2 1  
2 3

—> а

Отже,

Г [2 ) 2 [Г \  2 [22 1-л - + —,1— = 1->2а 1---л —уз\ 3 V з з уз
=  1 —> а ■

1

1 - —д|—
3 УЗ

Л у)=

о,

' - - # Т3 V з

у < - 1; 

- 1  < у < ■

з у з

2 [2 
’ 3 V з

I < у< 1 ;

Приклад 15. Задано

/(* )=

у >1.

д <-1;О,

—х 2, -1  < „V < 1;
2
О, х > 1 .

Знайти/(у), якщо У = шах (Х\ 1).

Розв’язання. Випадкова величина У буде величиною мш аного виду:

при  У Е У=х-

при У е

Граф 1к /(у )  зображено на рис. 86.

2 2 
з ’ V з

К= 1.

Рис. 86

За умовою нормування для випадковоТ величини У на пром1жку 
[-1; 1] дютаемо:

Г _ /!  /I ГГ"
- 1 - > а -  1

 ̂ V 3 13 'З 1
-  / у24у + / 4у+ -  
2 -1 /2 2 ^

— 1 —̂ я
* - 1

— 1 7 и — у

•V! VI

Отже,

/0 0 =

о, у < - 1;

1 3 2
- Г ,  - 1 < }

Г

2 2-
< у  <1; 

у > 1 .



Теоретичн/ запитання до теми г

1. Як обчислити щшьшсть 1мов1рностей випадковоТ вели
чини V, якщо У = а(А), де а(х) —  монотонна функщя, 1 вь 
домий закон розподшу випадковоУ величини X I
2. Як обчислити/(у), якщо У = а(х), де а(х) —  немонотонна 
функция, 1 вщомий закон розподшу випадковоУ величини X !
3. Числов'| характеристики функщУ дискретного випадково- 
го аргументу.
4. Числов1 характеристики функщУ неперервного випадко- 
вого аргументу.
5. Як визначити Р(2), / ( г ) ,  якщо 2  = X  + У1

у
6. Як визначити Р(2), /(г ), якщо 2  = — ?

X
7. Як визначити Р(2), /(г ) , якщо 2  = Х У 1
8. Що означае здшснити композищю двох закошв розподшу?
9. Довести, що М (Х +  У)= ... .

10. Довести, що М (А Х  + ВУ + С ) = ... , якщо А, В, С —  де- 
як! сталь
11. Довести, що М(ХУ) = ... .
12. Довести, що О (Х+ У) = ... .
13. Довести, що й  (АХ + ВУ + С) = ... , якщо Л, В, С —  деяю 
сталь
14. За якоУ умови М (Х У ) = М (Х ) М(У)1
15. Довести, що й  (ХУ) = ... .

(  П
16. Чомудор 1внюе М  Х л";

17. Чомудор1внюе И

18. За якоУумови М

ч,=1 
'  п

=  9

= ПМ (Ам)?
М=1

П * м
,М = 1 
(  " ^19. Чомудор 1внюе О П * , = ••• ?
I <■-> )

20. Чому дор 1внюе дисперая вщ суми п некорельованих ви
падкових величин?
21. Чому дор1внюе коефщ]ент корелящУ випадкових вели
чин У 1 X , якщо М1ж ними 1снуе Л1н1йна функцюнальна за- 
лежшсть ?
22. Довести, що [ л ^  < о .а , . .

23. Довести, що к,, <1.

1 .Задано

XI 0.001 0.01 0,1 10 100 100

р/ 0,1 0,2 0,2 0,2 0,1 0,2

Обчислити М (У ), О (У), о  (У), якщо У = 1§ х. 
В1дпов1дь. М (У )  = $, О (У) = З ,#  ст (У) ~  1,95.

2. Незалежш випадков! величини X  \ У мають щшьност1 ймов 1р- 
ностей зпдно з рис. 87 1 88.

Визначити: 1) М (2 х  + Зу -  2 ); И (2х + Зу -  2);
2 )М (Х У ) \0 (Х У ) .

п ., .,  .. 4 13 „ 4 57Вюповюъ. 1) —; — ; 2 )— ; ------ .
3 6 9 324

3. Випадков 1 величини X  \ У е залежними 1 мають щшьност1 ймо- 
В1рностей зпдно з рис. 89 1 90.

Знайти: 1) М ( А х -  5 у -  1 ); й  (4х -  5 ^ -  1);
2) М (-А х  -  10^ + 5 ); О  ( -  4х -  10^ + 5);
3) М (ХУ). При цьому в 1доме значения Кху = -  0,5.

Вгдповгдь. 1) 70,5; 2 ) -  —  ; 67,56; 3)0,193.
3 3



/ (* )=

О, х < 0 ;

/(> 0=

о, х > 2.

у < -1 ;

-1 < у < 1 ;

у>1.

Знайти/ ( 2 ) ,  якщо 2  = Х  + У. 
Шдповгдъ.

[О,

/ ( ; )  =

1 + .
4

3 - ;

О,

г< -1 ; 

-1  < г < 1;

1 < ;  < 3; 

г >3.

5. Задан! закони розподшу двох незалежних випадкових величин 
Х  \ У е щшьностями ймов!рностей:

/ (* )  =

х  < -2; 

-2 < х < 2; 

х > 2.

/ 0 0 =

Знайти ^(гХ /С г), я к щ о 2  = Х+У. 
Вгдповгдъ.

п & -

0,

(2 + 4)2
64 

2  + 4
8

1 ( 2 - 8 ) 2 
64

1,

г < -4; 

- 4 <  г <0;

9 < г < 4; 

4<  г <8;

/ ( г )  =

О,

2  + 4
32

у < -2 ;

- 2 < у < 6; 

у >6.

:  < -4; 

-  4 < г < 0;

1

2 - 8
32

О < г 5 4; 

4 < г < 8;

О,

6. Двовим 1рна випадкова величина (X  1 У) мае закон розподшу 
ймовгрностей:

4 6 8 Ру.

10 0,03 0,07 0,2 0,3

20 0,27 0,23 0,2 0,7

Л / 0,3 0,3 0,4

Знайти М (2 ), О (2), якщо виконуються умови:
1 )2  = - 9 х  + 2 у -5 ;
2) 2  = -З х  -  2у +5;
3 ) 2  = АТ.
В 1'дпов1дь. 1) -26,8; 408,36; 2) -  47,6; 75,24; 3) 96,6.

7. В |дом 1 значения випадкового вектора (X, У):
М (Х ) = -1 ;  М (У) = 4; О (X) = 2; О (У) = 5; 
гху = -  0,4.
Знайти М (2 ), О (2), якщо: 1) 2  = -х  -  5>> + 5;

2) 2  = 2х -  9_у -  3;
3) 2  = ХУ.

Вгдповгдь. 1) -1 4 ; 114,36; 2) -37 ; 367,96; 3) -2 ,736.

8. За заданою кореляцшною матрицею

4 -0 ,8  0,4 1 '
1 0,8 0,5

9 -1
16

знайти О (X), якщо:
1) Х =  2х] -  Зх2 -  4хз -  х4 + 2;
2) Х =  -3x1 -  5х2 + Хз -  6х4 -1 .
Вгдповгдъ. 1) 216,4; 2) 650,6.

9. За заданою кореляцшною матрицею

(1 0 0 0 )

25\ /
знайти О (2), якщо: 1) 2  = -  4x1 +х2 -  5х3 -  х4 + 5;

2) 2  = 5x1 -  2х2 -  Зхз -  4x4 -  100. 
Вгдповгдъ. 1) 150; 2 )497 .



10. Незалежш в и п а д к о в 1 в е л и ч и н и  Х  \ У м а ю т ь  р1в н ом 1р н и й  за к о н  
рОЗПОД1Лу, ЩШЬНОСТ! ЙМОВ1рНОСТеЙ ЯКИХ В1ДПОВ1ДНО так1

0, х < 0;

/(*)=■ 1, 0 < х  < 1;
0, х> 1 .

0, У<0;

/ 0 0 = 1, 0 < у < 1;
0, У > 1 •

Зн ай ти /(г ), якщо 2  = XV. Чому дор1внюють М  (2), И  (2)? 
Вгдповгдъ.

0, 2 < 0
/ ( г ) =  ■ -  1пг, 0<  г < 1 

0, 2 > 1.

М  ( 2 )  =  0 , 2 5 ;  0 ( 2 )  =
144

11. Знайти / ( г ) ,  якщо 2  = — , де X  \ У е незалежними випадкови-
А

ми величиними, закони яких задаш щшьностями ймов 1рностей:

[0, л <0,
/ 60= 6е 6л , х > 0 ;

/0 0 = л[2п
Ыдповгдь.

/ 6 ) =
0,

.2:е - ,

ОО <  у  <  1

2 < 0,

. >0.

12. Незалежш випадков1 величини X  I У мають таю щшьност! 
ймов1рностей:

[О, х < О,

[С,х“е-р \  х  > 0;/60  = / 60=

0 , у  < О,

С2у уе~^'\ у> 0 .

Знайти С\, С2 1 /(г), якщо 2  = Х +  У.

оа+1 о7+|
Шдповгдъ: С, = тт-— —. С2 = -

Г(а + 1) Г(Р + 1)

О, г < 0;

-Р+у+1е-Р^ 0 < - < 1;

г > 1.

/ 6 )  =
ра+у+2

Г(а + у + 2) 

О,

13. В изначити/(у), якщо У = хп I / ( х )  =

В}дпов\дъ.
Г) для непарного п

1
л ( 1  + х 2)

/ 60=
У"

2 ’ 
7111 (1 + у " )

2) для п а р н о г о  п

/ 60=

о.

2у"

у < 0 ;

у > 0.

тш(1 + у п)

14. Випадкова величина У задана у вигляд1

[ у[х, х > 0;
У =

З н а й т и /(у ) ,  якщо ппльш сть 1мов 1рностей випадковоУ величи
ни X:

/60  =
1 — ОО < V < ОО.

ВюпоелОъ.

о, У < 0;

4 V ——7^=е 2 , у > 0. 
\2 п



15. Випадкова величина X  р1вном1рно розподшена на пром1ж-
п у

ку [0; 1] 1 пов’язана 13 У функцюнальною залежшстю 1§—  = ех .

Знайти / ( у ) .
ШдповЮъ.

/60 =

О,

51П Пу

О,

У '■

1  ^ 2— < у < — агс!§ е; 
2 ' л

V > — агс1§ е. 
л

16. Випадкова в ел и ч и н а х  мае закон розподшу ймов1рностей, що 
задано щшьнютю ймов 1ршстей

/ 0 0  =

Л- <  - 3 ;

-  3 < х < 3; 

х > 3.

71
Знайти /(у ), якщо У = в т —х . Обчислити М  (У), О (У).

6
Ыдповхдъ.

/ 60=

о,

ТС-УГ

о,

> < -1 ; 

-1  < у < 1;

у>1.

М  (У) = о,

О (У) = 0,5

17. Щ шьшсть 1мов 1рностей випадковоТ величини

1
/60 = л (1 + х2)

- < X < о° .

Зн ай ти /(у ), якщо: 1) у =1 -  х ; 2) у  = х  ; 3) у = агс1§ х; 4) т = —.
х

В'к)повк>ь. 

1) /60 = -

Зл

О,

1 + (1 -у )3

> < у < <

2) /60 =

л(1 + у ) / у

(1 -у )3 

у <0;

, У>0;

3) / ( у )=

у < - -

4) / 00=
1

л(1 + Г )

л

><>»<■

18. Закони розподшу незалежних випадкових величин X 1 У зада- 
Н1 щшьностями ймов^рностей:

/ 0 0 =

х < —4; 

4 < х < 4; 

х > 4;

/ 60=

0, у < -2;

1 ,  -  2 < у < 6; 
8

О, у > 6.

Зн ай ти /(г), М  (г), О (г), якщо 2  = X  + У. 
ВЮттдъ.

О, ;

/ 0 )  =

г + 6
64

1 0 -г
64

О,

г < -6 ; 

6 < г < 2;

2 < г < 1 0 ; 

г >10;
М  (2) = О,

0 ( 2 ) = - .  У '  16



/ ( * )  =

О, х  < -1;

- ( 1 - х 2), -1  < х  < 1; 
4
О, х> 1 .

Знайти М {У), якщо У = т т  (X; 0,5). 
Шдповгдъ. М (У ) = 0.

2 0 .Задано

/ (* )=

0, х < -1;

— ( 1 - х 2), -1  < х < 1; 
4
0, х > 1.

Знайти М (У ), якщо К = т а х  (X; 0,5), 
В1дпов\дъ. М (У ) = 0.

Р О З Д 1 Л  I I I

ОСНОВН1ЗАКОНИ 
РОЗПОДШУ

ТЕМА 9 О С Н О В Ш  ЗА К О Н И  Щ Л О Ч И С Л О В И Х  
В И П А Д К О В И Х  В Е Л И Ч И Н

Серед дискретних випадкових величин особливе М1сц е  в 
теорн ймов 1рностей поадаю ть так1, що набувають лише цших не- 
вщ ’емних зн ач ен ьХ = х 4= 0, 1, 2, 3, ... .

Ц1 випадков 1 величини називають цшочисловими.

1. 1м о в 1р н 1Сн'| т в 1р ж  ф ун кц м  т а  Ух в л а с т и в о с т !

Д л я  д о с л щ ж е н н я  з а к о ш в  р о з п о д ш у  ц ш о ч и с л о в и х  в и п а д к о в и х  в е 
л и ч и н  в и к о р и с т о в у ю т ь  1м ов1рн1сну т в 1 р н у  фуНКЦ1Ю. 1мОВ1рН1СНОЮ 
т в 1р н о ю  ф у н к щ е ю  н а з и в а ю т ь  з б 1ж н и й  с т е п е н е в и й  р я д  в и д у :

А(х)  =  X х к р к = р а + хр 1 + х 2 р 2 + х 3 р ъ + ...  + х тр т + ... . (231)
к=О

Тут р к = Р (Х  = к), тобто е ймов1рнклъ того, що випадкова вели
чина Х набуде значения к = 0, 1, 2, 3, ... .

1 мов 1рн 1сн 1Й тв 1рний функцп притаманш таю властивост!
1. А(Х) визначена в кожнш точщ штервалу [-1; 1].
2. П р и Х =  1 маемо:

Ж1)= 1 л =  1, 
к=0

оскш ьки це е умовою  нормування для дискретноУ випадковоУ ве
личини.

3. 1з (231) дютаемо

Рк = \ / к)( 0),

де А к (0) —  к-та похщна вщ А(х), при Х =  0. Отже, знаючи анал 1- 
тичний вираз для А(х), можемо знайти ймов1ршсть будь-якого мож- 
ливого значения Х - к .



4. А'(х) = ( ^ х  р к) = ^ к х  р к .
к =О к = 0

При х  = 1 дютанемо

Звщси

А'( 1) = Х к р к = % хкрк = М (х ). 
*=0 *=0

М (Х ) = А'( 1). 

*-2.5. / ( X )  = ( 1 к х к~1р кУ= Ъ к { к - \ ) х к~2Р к .
*=1 =̂1

При х = 1

Л'(1) = (^к(к-1)рк = %к2рк -
/ Ы  к=  О А=0

Це можна записати так:
А'( 1) = М (Х 2) -  /4'(1) -> М (Х 2) = А'( 1) + Л'(1).

ТоД1

0 ( Х ) = М ( Х 2) - М 2( Х)  =  Л '(1 )  +  А'( 1) -  (Л '(1 ) ) 2 . 

Отже. формула для обчислення дисперси буде така: 

0 (Х ) = А'(1) + А'(1)-(А'(1))2-

(232)

(233)

2. Бшомнальний закон розподшу ймов1рностей

Цшочислова випадкова величина X  мае б1ном1альний закон роз
подшу, якщо ймов 1ршсть и можливих значень обчислюеться за 
формулою Бернулли

рк = р (Х  =к) = С * р У -*, к = 0, 1, 2, 3 ,..., п. (234 а)
У табличнш  форм! цей закон набирае такого вигляду:

X  =  х  к =  к 0 1 2 3 п

Р к = Р ( Х  = к )  =  С к р к ч п - к с \ р ч п ~ { с 2 р У 2 с \ р  У ~ 3 р п

При перев1рш виконання умови нормування використовуеться фор
мула бшому Ньютона, тому закон розподшу називають бшомгалъним:

= Ъ С кпр кЯ"-к = ( д + р У  =  1 . 
к = 0  к = 0

Побудуемо ймов1рн1сну тв1рну функцию для цього закону

А (Х ) = ± х крк = Ъ х кСкр кс Г к = 1 С к(рх)кс Г к =(«7 + рх)п .
; = 0  к = 0  к = о

Отже, 1мов1рн1Сна тв1рна функшя для б 1ном!ального закону
А (Х ) = (ц + рх)п . (234/?)

Знайдемо основш числов! характеристики для цього закону:

1. М( Х)  = А'(\) = [((! + рх)" ] д-=] = [пр(Я + рх)п~1] Х=1 =пр(ц + р) = пр;
(р + с7 = 1),
М( X)  = пр . (235)

2. А"(\) = \пр(Я + рх)"~')х=1 = [п(п-1)(д +рх)п~2р 2]х=] =
= п (л -1 )(д  + р )р 2 = п (п -1 )р 2 ; А "(1) = п (п  -  1) р 2 ;

/ ) ( Х )  = Л " + А '( 1 ) - ( А ' ( 1 ) ) 2  = п ( п - 1 ) р 2 + п р - ( п р ) 2  = (пр ) 2 -  п р 1  +

+ п р - ( п р ) 2 = (пр ) 2  -  п р 2 + пр -  (пр ) 2 =  - п р 2  + пр  = пр(\  -  р)  = прд-,

Б( Х)  = прс/ ; (236)

а(Х ) = у[прс1 . (237)

Приклад 1. У партп однотипних деталей стандартш станов- 
лять 95%. Навманыя з парт 11 беруть 400 деталей. Визначити 
М  (X), О (X), а (X) для дискретноТ випадковоТ величини X  — 
появи числа стандартних деталей серед 400 навмання взятих.

Розв’язання. Цшочислова випадкова величина X  мае бшом1альний 
закон розподшу ймов1рностей, яка може набувати значения

Х = к  = 0, 1,2, ...,400.
1мов1рност1 можливих значень обчислюються за формулою Бернул

ли Рк = Р(Х = к) = С кш р к(7 400̂ ' , де р  = 0,95 —  1мов!ршсть появи стан
дартно'!' детали с] = 1 -  р  =1 -  0,95 = 0,05 —  1мов1рн 1сть появи нестан
дартно! деталь

Зпдно з (235), (236), (237), маемо:

М (X  ) = пр = 400 • 0,95 = 380;
О ( X )  = прц  =  400 • 0,95 ■ 0,05 =  19; 

а(Х) = д/ прс] = л/н) = 4,36.

П риклад 2. У кожному 13 100 контейнер!в мютиться по 8 ви- 
роб1в першого сорту, а решта 2 —  бракован!. 1з кожного кон
тейнера навмання беруть по одному виробу. Визначити М  (X),
О (X), а  (X) для дискретно! випадковоТ величини X —  поява 
числа виро&в першого сорту серед 100 навмання взятих.

Р озв’язання. Цшочислова випадкова вели чи нах  мае бшом!альний 
закон розподшу. 1з умови задач1 маемо:



п = 100, р = 0,8, С1 = 0,2, к = 0, 1, 2, 3 , 1 0 0 .
За формулами (235), (236), (237) дютаемо:

М ( Х )  = пр = 100 • 0,8 = 80;
Э( Х )  = прц = 100 ■ 0,8 ■ 0 ,2=  16;

ч ( Х)  = ^прс/ =л[\Ь ~ 4.

3. Пуассошвський закон 
розподшу ймов|рностей

Цшочислова випадкова величина X  мае пуассожвський закон 
розподшу, ЯКЩО ЙМОВ1рНОСТ1 и можливих значень

Рк = Р (Х  = к) = —  е -  , * = 0, 1 ,2 ,3 , (238)
к !

тобто обчислюеться за формулою Пуассона, де а - п р .  У табличнш 
форм» цей закон розподшу буде такий:

Х = к 0 1 2 3 п

к
Р  =  Р<Х =  к ) = — е~“ 

'  к\
е~а ае~" - а 2е~“

2! 3!
 ̂ , . п ~ ~ а —  а  е

п\

П п
V  п  V 1 ~а —и V  -и о 0 12 )^  = 2, — е =е 1 —  = е е =е =1. 

к=0 к\ , к=0 к.

Умова нормування вйконуеться.
Побудуемо ймов!рну тв1рну функщю для цього закону:

_  V  а  „  _  V  V*' ^ , - я  -  а - а  V  ^ а х ^ кА(Х) = X х Рк = -
к=0 к=0 к\

Отже,
А(Х) = е“(х~ (239) 

Скориставшись (232), (233), дютанемо вирази для М (Х ), О (X):

1. М (Х ) = Л,(1) = (е"(д-1,)х =1 =(йе"<-1- |>)х=1 = а ;
М( X)  = а  = пр . (240)

2. Л'(1) = (аея(л- |,),х=1 = (а2***-” )*,, = а1;

0 (Х )  = Л'(1) + А,(1)-(А'(1))2 = а 2 +я - я 2 = я ;
Р(Х) = а ;  (241)

о(Х) = л/л . (242)

Отже, для П уассош вського закону розподш у ймов1рностей  
М (Х ) = 0 ( Х )  = а.

Приклад 3. Прилад мае 1000 мкроелемент1в, як1 працюють 
незалежно один вщ одного. 1мов1ржсть того, що м1кроеле- 
мент вийде 13 ладу шд час роботи приладу, е величиною 
сталою 1 дор)внюе 0,004. Визначити М  (А), О (X), ст (X) ви- 
падковоТ величини X —  числа м:кроелемент1в, що вийдуть 13 
ладу пщ час роботи приладу.

Р озв’язання. Випадкова величина X  е цшочисловою, що мае пуас
сожвський закон розподшу —  1мов1рност1 и можливих значень обчис- 
люються за формулою Пуассона, котра е асимптотичною щодо форму- 
ли Бернулл1 для великих значень п I малих значень р, так званих 
малоймов1Рних випадкових подш.

За умовою задач! маемо:

М( Х)  = пр = 1000 • 0,004 = 4;
0 ( Х )  = М( Х)  = пр = 4;

о  ( X ) = ^пр = V? = 2.

П риклад 4. У деякому населеному пункт1 маемо 0,1% даль- 
тон1К1в. Навмання вибирають 5000 мешканщв цього населе- 
ного пункту. Визначити М  (X), О (X), а  (X) випадковоУ вели
чини X —  числа дальтожмв, яких буде виявлено серед 5000 
навмання вибраних мешканщв.

Розв’язання. Цшочислова випадкова величина X  мае пуассожвсь
кий закон розподшу. 1з умови задач!: п = 5000, р = 0,0001. Зпдно з 
(240), (241), (242), дютаемо:

М( Х)  = пр= 5000 0,0001 =0,5;
И(Х)  = М (Х )= п р =  0,5;

о(Х ) = ^пр  = Т05 = 0,71.

4. Геометричний закон розподшу ймов1рностей

1нколи спроби здш снюють до першоУ появи випадковоУ подп. 
Число проведених спроб буде цшочисловою випадковою величи
ною. Цшочислова випадкова величина X  мае геометричний закон 
розподш у, якщо ймов1рност! и можливих значень

рк = р ( х  =к) = рс1к~ \ к=  1 ,2 , 3, . . . ,п .  (243)

Тут р  — 1МОВ1рЖСТЬ ПОЯВИ випадковоУ ПОДИ В КОЖН1Й спроб! —  е 
величиною сталою, <7 = 1  -  р.



* II II >у
*

1 2 3 4
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Р РЯ РЧ2 РЧЪ

При перев 1рц 1 умови нормування використовуеться формула су- 
ми нескшченноТ геометричио'У прогреем, тому й закон розподшу на
зивають геометричним:

Х Л  = Р + РП + РЧ2 + РЧЪ +... = р(1 + д + д2 + дъ +...) =к=1
Побудуемо ймов1рн1сну тв 1рну функц 1Ю

А ( Х ) = 1 х крк = 1 х кр Чк-' = ̂ 1 ( д х ) к .
*=1 *=1 С/ к = 1

Ураховуючи, що |х | < 1, дютаемо

Л { х ) = 1 х кр к = 1 х крЧк-[ = ^ 1 { д х ) .
к=\ к= 1 С] к=\

Оскшьки |х |< 1 ,  то

1 -д
= р -  = 1.

А (Х ) = ^ - ^ ( д х )к = ^ ( д х  + (с,х)2 + (дхУ +...)= -^
д *=1 <7

А(Х)  =

сI 1 -  с/х
рх

1 -  дх
Числов! характеристики для цього закону:

1. М( Х )  = А \[) = рх
_

р( 1 -  дх) + рдх
1 -д х Х=1 (1 -дх)2

(1-9*) х=\ ^  ^)
1

Х=1 
__1_

2 Р2 = Р

М( Х) =-

(244)

(245)

2. А’( 1):
К 1 - ^ ) Ч  

2рд 
(1 -д х .)3

2рд (1 -  дх )

Х=1 [ ( 1 - < / х ) *  \ X =1

2 рд __ 2рд 2д

Х=1 (1 -  с/х)аз 3 2 ’
Р Р

0 (Х )  = Д'(1) + Л,(1)-(Д /(1))2 _ 2// , 1 _ 1 _ 2д + р  -1  _ д

>2' + Р Р2 ,2 '

0 ( Х )  = -^ - ;  (246)
Р

а ( Х )  = ^ - .  (247)
Р

Серед дискретних випадкових величин лише геометричному за
кону притаманна властивють вщ еутноеп гаслядп. Це означае, що 
ймов1ршсть появи випадковоУ поди в к -м у  експеримешт не залежить 
В1Д того, скшьки Ух з ’явилося до к-ГО, 1 завжди дор 1внюе р.

П риклад 5. Гральний кубик шдкидаеться до першоУ появи 
цифри 6. Визначити М  (X), И (X ), ст (X)  для випадковоУ вели
чини X  числа здшенюваних пщкидань.

Розв’язання. Випадкова величина X е цшочисловою, що мае геомет-
1 5ричний закон розпод1лу ймовфностеи. За умовою задач1: р  = — ; д  =  — .

Скориставшись (245), (246), (247), дютаиемо:
5

М ( Х )  = -  = ^- = 6; О (Х ) = Л  = -т -  = 30; а ( Х ) = 4 30 = 5 ,48 .
р  I  р  ±_

6 36

Приклад 6. Спортсмен стршяе 31 спортивноУ рушнищ по 
ОДН1Й 1 Т1Й СаМ1Й М1ШеН1. 1мОВ1рН1СТЬ влучити В М1шень при 
одному пострш  е величиною сталою 1 дор1внюе 0,8. Стршь- 
ба по М1ш ен 1 ведеться до першого влучення. Визначити  
М  (X), О (X), ст (А") випадковоУ величини X  —  числа витраче- 
н и х  спортсм еном  набоУв.

Розв’язшшя. Випадкова величина X  е цшочисловою, з геометрич
ним законом розподшу ймов1рностей. За умовою задача р  -  0,8; с/ = 0,2. 

Зпдно з (245), (246) 1 (247) маемо:

р  0,8 4 р  0,64 16 V 16 4

5. Р|вном 1рний закон розподшу ймов1рностей

Цшочислова випадкова величина X  мае р1вном1рний закон роз
подшу, якщо ймов1рност1 УУ можливих значень обчислюються за 
формулою:

Рк = р(х = к ) = ~ .  (248)
п



X  =  х к  =  к 1 2 3 п

Рк =Р(Х=1с) = - 1 1 1 1

п п п п п

" " 1 л
Умова нормування ^ р к = '%— = — = 1 виконуеться.

(=1 1=1 п п
1 мов 1рн 1сна тв 1рна функщя для цього закону

л ( \ ' \  V1 к А  * 1 1 А  к 1 1 - х ”
А ( Х )  =  р к  =  -  =  - 2 > а = .

к=1 к=I П 11 *=1

Л(Х) = 1  1 ~ х

п 1 -х

або Л(Х) =

п 1 -х
п+\х -  X

(249)

п (1 -х )
Числов! характеристики р1вном1рного закону:

1. М{ Х) = А'{\) = -1 х - х " +1 1 ' (1 - ( л  + 1 ) х " ) + х - х " +1 ^
п 1 - х\ / х=\ 1 1 1  ( I - ) 2  ] х=

: |П р и х =  1 дютаемо невизначенють ( —
О

яку розкриваемо

за правилом Лошталя | = —
п

' (1 - ( «  + 1)х")(1 - х )  + х - х ' ,+1 Ц т -------

Птн !

(1-х)2 
~(п + 1 )х" + (л + 1 )х /»+1 _ у.п+1

Нт (1~(/г + 1)л'" ) ( 1~ х)+;у~ л:''+1 
м1 (1 -х )2

1 ~ (п + 1) х 4 - х  + (п + 1) х ,|+| + х —х | | +1
Н т  — -----------------------------------------------------------------
*->' (1 - х ) 2

(п + \)их " ~ 1 +(п + V) 2 х" ~ (/!+1)х" ^

/1 + 1/
П т
л—>1

(1-х)2 II^

-  ЛХ"_1 +  ( П  +  1 )  X я -  х"

Нт-х—>1
\

211 ч

невизначешсть

- 2  (1 - х )

При х = 1 знову дютаемо

ч ° ,

2 (1-х)

, яку розкриваемо за правилом Лошталя

2. Виконую чи аналопчш , але бшьш гром1здк1 перетворення, 
дютаемо:

0 ( х )  = ^— 1-  (251)
12

0 (Х) = ^ Д .  (252)
2л/3

П риклад 7. Знайти М (АО, О (X), а  (А), якщо цшочислова ви
падкова величина А  мае р1вном1рний закон розподшу 1 мож- 
лив! значения и таю:

>Хк = к=  1, 2,3, ...,100.

Р озв’язання. За умовою задач1 маемо: п = 100, Рк = 1/100. Зпдно з
(250), (251), (252) дютаемо:

м (;о = 1!л 1 „ М 1 1 = 50.5.
2 2

0 (Ю  = ̂ 1 Ш ^  = ̂  = 832,25.
12 2 12

Г~*
а(Х) = = V832,25 = 28,87 .

2л/3

6. Ппергеометричний закон 
розподшу ймов1рностей

Цшочислова випадкова величина X  мае ппергеометричний закон 
розподшу, якщо ймов1рн1сть ТТ можливих значень обчислюеться за 
формулою

у̂ т-к
Рк = Р { Х =к) = - ^ р - .  (253)

^ П

Ппергеометричний закон розподшу ймов 1рностей вщбуваеться 
за таких обставин: нехай задано деяку множину однотипних еле- 
мент1в, число яких дор1внюе л; з них л, елемештв мають, наприклад, 
ознаку А (кол!р, стандарт!петь), а решта п-щ  елеменпв —  ознаку В\ 
коли 13  щеТ множини навмання беруть т  елемештв, число елеменпв 
к з ознакою А  (або В),  що трапляеться серед т  навмання взятих еле- 
менпв, буде цшочисловою випадковою величиною з гшергеометри- 
чним законом розподшу.

У табличнш форм! запису цей закон розподшу подаеться так:



Х=хк =к 0 1 2 т
к (2 т - к

р, — р( у — ил — Л| п~п}.,
г 'т

/1-/11 С 1 С"1’1/1] Л-Л)
✓-.2

«2 П—«2 ^  /?-/7,
г к * \ л  К )  ------(~* т 

л с,Г /^Л1
/1

(~*т
с л

У'ч/Л
'“М

При цьому т < п.
т 1 /л

Умова нормування 2  Рк = —  ^  С* С_~„ = 1.
*=0 С„ А=0

Залежно вщ умови задач 1 найменше значения може становити 
т = 0, 1 ,2 , 3, т  -  1.

Числов! характеристики цього закону обчислюються за наведе-
НИМИ д а л 1 ф ор м ул ам и :

1.
/ ч 1 »'

М ( Х ) = ------Т к С к С'"-к .
Г " ’ 1П 111 П~ Пх п  *= 0

(2 5 4 )

2.
/ ч 1 т

О (X ) = ---- X А:2С‘ С"-* - М 2(Х) .' ' Л) П~П[ V /
Л

(2 5 5 )

3.
/ ч 1 1 т

Ъ к 2С '» С :^ -М 2( х ) .  
V л *=о

(2 5 6 )

Приклад 8. В ящ ику м ютиться 10 одн оти п н и х  деталей , 13
них 7 стандартних, а решта е бракованими. Навмання 13 
ящика беруть т деталей. Побудувати закони розподшу ць 
лочисловоТ випадковоТ величини X  — появу числа стандарт
них деталей серед т навмання взятих 1 обчислити М  (X), 
й  (X), ст (ХК якщо: 1) т = 3; 2) т = 4; 3) т = 5; 4) т = 7.

Розв’язання.  Використовуючи формулу (253) побудуемо ппергео- 
метричш закони розподшу:

1. т = 3; «! = 7; и -« !  = 3; & = 0, 1, 2, 3.
У табличнш форм! ппергеометричний закон подаеться так:

IIIIX

0 1 2 3

Г'к/^Ъ-к
Рк = Р ( Х  = ; - ) =  —  ■ 3

с 7° с 3 с ' с 2 С 2С ' с 73с °
Г'З
Ч о С,3о С,3о С,3о

або

к 0 1 2 3

рк - с *сз
1 2 1 63 35

1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0

1 + 21 + 63 + 35 120у  р -  -------------------------------- = 1 .
^  А 120 120

1 21 „ 6 3  „ 35 21+126+105 2 5 2 _ 0 1 .
1 )  « < «  =  » й - 0  — +  1 — +  2  — +  3 — -  —  = - - 2 , 1 1 ,

9 „  2 1 ,2 1  ,6 3  ^ 35 21 + 252 + 315
2) Щ Х 2) = Х * Ч  = 0 -  + 1 -  + 4 -  + 9 -  = -------— ------ =

= ̂ .  = 4,9; 0 (X ) = М ( X 2) -  М 2(X ) = 4,9 -  (2,1)2 = 4,9 -  4,41 = 0,49 ; 
120

3) с(Х)  = у10,4 9 = 0 ,7 .
2. т  = 4; «| = 7; /г — «, = 3; А' = 1, 2, 3, 4.
У табличнш форм! закон розподшу подаеться так:

Х=л-А = * 1 2 3 4

Спс5~к
Рк = Р ( Х = к )  =  - ^ —  

сю
с)с3
С,40

С 2С 2

С,40
с73с‘
С,о

с?с]°
^ .40

або

к 1 2 3 4

Р с кс г к 7 63 105 35

2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0

у  р  7 + 63+105 + 35 _ 210 
^  * ~ 210 210

1) Л/(Х) = Х ^Л  =1—-  + 2 -— + 3~ “  + 4 ~ _ =* 210 210 210 210
7 + 126 + 315 + 140 588 _ 2 е .

210 ”  210

2)  М ( X 2) = У.к2 р к = 1———+-4-^- + 9-^^-+16-—-  = 
'  1 ; ^  Ук 210 210 210 210

7 + 252+945 + 560 1764--------------------------- = --------= 8,4 ;
210 210

3) о(Х ) = Д 56 =0,75.
3. т -  5; П) = 7; ;г = 3; к = 2, 3. 4, 5.
У табличнш форм! закон подаеться так:



X II II 2 3 4 5
г~*к ✓"'•5—к

Рк ~Р{ Х  -  к ) -  7 3 С2С\ С]С] с 74с ‘ с75с3°
Г 510 г 5'-10 С,50 Си, Г”5Чо

або

к 2 3 4 5
к ~кр 21 105 105 21к'
252 252 252 252 252

П  М ( У \  V  / ,  о  2 1  -3 1 0 5  И 1 0 5  с  2 11) М (X) = }_, крк = 2 --+ 3-------- + 4 ------ + 5 -----=
252 252 252 252

-  42+ 315 + 420+ 105 _ 882 __ ^ ^ _
252 ~ 252 _ ’ ’

2) М ( Х 2) = ^ к 2Рк = 4  —  + 9 —  + 16 —  + 25—  =
252 252 252 252

84 + 945 + 1680 + 525 3234
= -------------------------- = --------- = 12,83 ;

252 2252
И ( Х )  = М ( Х 2) - М 2( Х )  = 1 2 ,8 3 -(3 ,5 )2 = 1 2 ,83 -12 ,25  = 0,58 ,

3) ст(Х) = л/0 5 8  =0 .76 .
4. т = 7; л, = 7; и -  /г, = 3; к = 4, 5, 6, 7.

У табличнш форм! закон подаеться так:

Х = х к = к 4 5 6 7

II><оГII ■
х

ги с74с 3 Су с 2 с 76с ‘ с77с3°
СЧо с 1Чо С,7о С,70 С,о

або

к 4 5 6 7
/~>к у̂ 1-к

о _ С7С3Гк ~ п 35 63 21 1
СЧо 120 120 120 120

^  „ _ 21 + 105 + 105 + 21 252 ,
Л, *1- — —------— 1 .

1) М( Х)  = Ъ кРк = 4  —  + 5 —  + 6 —  + 7 —  =
120 120 120 120

140 + 315 + 126 + 7 588= ----------------------- = -------= 4,5 ;
120 120

^  91 1 2942
2) М ( Х 2) = Ъ к 2рк =16 —  + 25 —  + 36 —  + 4 9 ^ - =  ^  = 24,52;

'  ^  Ук 12 120 120 120 120

О (X ) = М ( X 2 ) -  М 2 (X ) = 24,52 -  (4 ,5)2 = 24,52 -  20,25 = 4,27;

3) С ( Х )  = ^ 4 , 2 7 = 2 ,1 .

Теоретичн/ запитання до теми г

1. Дата означения цшочисловоТ випадковоТ величини.
2. Що називають 1мов1рною тв1рною функшею?
3. ВлаСТИВОСТ1 й м ов1рш сноТ тв1рноТ ф ункцп.
4. Чому дор1внюеЛ (1)?
5. Використання ймов1ршсноТ тв1рно'Т функцп для визна- 
чення М (Х).
6. Використання ймов1ршсноТ тв!рноТ функцп для визна- 
чення й  (X).
7. Що називають бшочиальним законом розподшу ймов1р- 
ностей?
8. Вивести аналггичний вираз ймов1ршсно'Т тв1рно'Т функцп 
для б 1ном 1ального закону розподшу.
9. Числов1 характеристики для бшом1ального закону роз
подшу (М (Х ),0 (Х ),о (Х )).

10. Що називають пуассошвським законом розподшу ймо- 
в 1рностей?
11. Вивести аналггичний вираз ймов1рноТ тв1рно'Т функцп 
для пуассон 1вського закону розподшу.
12. Числов) характеристики пуассошвського закону розпо
дшу (М(Х), О (Х ),а  (X)).
13. Що називають геометричним законом розподшу ймов1р- 
ностей?
14. Вивести аналггичний вираз ймов1ршсноТ тв1рно'Т функцп 
для геометричного закону розподшу.
15. Числов1 характеристики геометричного закону розподь 
лу (М (Х), О (X), а(Х )).
16. Що називають р1вном1рним законом розподшу ймов1р- 
ностей?
17. Вивести аналггичний вираз ймов1ршсно'Т тв 1рноТ функцп 
для р 1вном!рного закону розподшу.



18. Числов1 характеристики для р!вном!рного закону розпо
дшу (М (Х ),0 (Х ), ст(Х)).
19. Дати означения ппергеометричного закону розподшу.
20. Числов1 характеристики для ппергеометричного закону 
розподшу (М ( Х ), О (X), а  (X )).

Прикпади до теми

1. Серед дев’яти однотипних вироб|в п’ять вщповщають вимо- 
гам стандарту, а решта —  ш. Навмання береться плеть вироб!в. Ви
значити закон розподшу цшочисловоУ випадковоУ величини X  — по- 
яву числа вироб!в, що вщповщають стандарту 1 обчислити для щеУ 
величини М  (X), ст (X ).

Вгдповгдъ.

к 2 3 4 5

Р. 10 40 30 4
84 84 84 84

М (Х ) = 3,33, а  (АО-0 ,7 6 .

2. П щ  час штампування валиюв 1мов1ршсть вщхилення кожного 
валика вщ стандартного розм1ру дор1внюе 0,15. За робочу змш у ро- 
б!тником було проштамповано 800 валик!в. Знайти М  (X), О (X), 
ст (X) дискретноУ випадковоУ величини X  —  числа валиюв, що не 
вщповщають стандартному розм^ру.

В 1дпов\дъ. М ( Х )  = 120. И (X) = 102, ст (А) «  10,1.

3. У лабораторних умовах було ви аян о  10000 насшин нового 
сорту ячменю. 1 мов 1ршсть того, що насшина ячменю не проросте в 
середньому становить 0,2. Визначити закон розподшу цшочисловоУ 
випадковоУ величини X  —  числа зернин ячменю, що проростуть, I 
обчислити М (Х ), ст (X).

Шдповгдъ. М  (X) = 8000, ст (X) = 40.

4. Радютелефонна станщя отримуе цифровий текст. Унаслщок 
атмосферних завад 1мов 1ршсть спотворення цифри в середньому 
дор 1внюе 0,001. Було отримано текст, що нал1чуе 2000 цифр. Визна
чити М  ОХ), О (X), ст (X) дискретноУ випадковоУ величини X  —  числа 
спотворених цифр в отриманому текст!.

Вгдповгдъ. М ( Х )  = 2, О (X) = 2, ст (X) = 1,41.

5. В урш м1ститься 100 кульок, 13 них 80 б ш , а решта чорш. 
Кульки 13 урни виймають навздогад по однш 13 поверненням. Ви
значити закон розподшу дискретноУ випадковоУ величини X —  числа

проведених експеримештв, якщо вони здшснюються до першоУ по
яви чорноУ кульки. Чому дор 1внюють М (X), О  (X), ст (X)?

В 1дпов 1дь. М (Х ) = 5, И (X) = 20, а  (X) *  4,47.

6. В електромережу мютечка увгмкнуто для осв 1тлення вулиць у 
веч 1рню пору 20000 електролампочок. 1мов1ршсть того, що лампоч
ка не перегорить протягом веч1рнього часу дор1внюе в середньому
0,95. Знайти М( Х) ,  а  (X) дискретноУ випадковоУ величини X —  числа 
електролампочок, що не перегорять протягом веч1рнього часу.

В1дпов1дъ. М ( Х ) =  19000, а  (X) «  30,8.

7. Для косм 1Чного корабля ймов1ршсть зггкнення його з метеори
том малоУ маси дор1внюе 0,001 протягом одного оберту навкш зем- 
л1. Косм 1чний корабель здшенив 900 оберт1в. Знайти М  (X), 0  (X) 
для дискретноУ випадковоУ величини X  —  числа зггкнень косм1чного 
корабля 13 метеоритами малоУ маси.

В1дповхдъ. М ( Х )  = 0,9, сг (X) «  0,95.

8. М онета пщкидаеться доти, доки вона випаде гербом. Знайти 
М (X), ст (X) дискретноУ випадковоУ величини X —  числа здшенених 
пщкидань.

В1дпов1дъ. М ( Х )  = 2, ст (X) »  1,41.

9. Роб|ТНик за змшу обслуговуе 14 однотипних верстат!в- 
автомат1в. 1 мов 1ршсть того, що верстат за змш у потребуе уваги ро- 
бгтника становить 1/7. Знайти М  (X), ст (X) дискретноУ випадковоУ 
величини X  —  числа верстат1в-автомат1в, що потребують уваги ро- 
бггника за змшу.

В 'иУпснйдъ. М  (X) = 2, ст (X) =

10. За одну робочу змш у верстат-автомат виготовляе 400 одно
типних деталей. 1мов1ршсть, що виготовлена верстатом деталь стан
дартна дор1внюе 0,8. Знайти М (Х ), ст (X) дискретноУ випадковоУ ве
личини X  —  числа стандартних деталей, виготовлених верстатом- 
автоматом за робочу змшу.

В1дпов1дъ. М ( Х )  = 320, ст (X) = 8.

11. Серед 12 однотипних телев1зор1в 8 вщповщають вимогам 
стандарту, а решта —  ш. Навмання вибирають 10 телев13ор1в. 
Знайти М  (X), ст (X) дискретноУ випадковоУ величини X —  числа те- 
лев!зор!в, що вщповщають вимогам стандарту серед 10 навмання 
вибраних.

В1дпо<пдъ. М ( Х ) ~  6,67, ст (X) = 0,601.

12. Десять студентов складають зал1к з курсу «Вища математи
ка». 1мов1рн1сть того, що студент складе зал1к, у середньому стано-



вить 0,91. Визначити М  (X), О (X), а  (X )  дискретно'! випадковоТ ве
личини X —  числа студент!в, що складуть залж.

Вгдповгдъ. М ( X )  = 9,1, О (X) = 0,819, а  (X) = 0,905.
12. Визначити М  (X), а  (X) дискретно'! випадково! величини X  р1в- 

ном!рним законом розподшу, можлив! значения яко! X = х к = к = 1,99. 
В1дпов1дъ. М ( Х )  = 50, а  (Х) = 28,3.

ТЕМА 10. О С Н О В Н 1 ЗА К О Н И  Н Е П Е Р Е Р В Н И Х  
В И П А Д К О В И Х  В Е Л И Ч И Н

1. Нормальний закон розподшу

Випадкова величина X  мае нормальний закон розподшу ймов1р- 
ностей, якщо

(х - а ) 2

/ ( х ) = — у = е  2ст“ , - о о < х < о о ,  (257)
а у] 2%

де а = М( Х) ,  о  -  о  (X). Отже, нормальний закон визначаеться звщси 
параметрами а \ а \  називаеться загальним.

ТОД1
( х - а . ) 1

Р (х)= — 1=  )е 2°2 Ах. (258)
Ол/2п

Якщо а = 0 1 а  = 1, то нормальний закон називають нормованим.
У цьому раз1

1 - —/ ( * ) = - = *  2 , —оо < х < оо ? (259)
\ 2 п

тобто / ( х )  = ср(х) е функщею Гаусса,
Х~

Р(х) = ~ ^ = ] е т  (1х. (260)
2 т т  —оо

Графжи / ( а ) ,  Р(х) для загального нормального закону залежно 
в!д параметр 1в а  1 а  зображеш на рис. 91 1 92.

1з рис. 91 бачимо, що гр а ф ж /(х )  розмщ ений симетрично вщнос- 
но умовно проведеного перпендикуляра в точку Х - а .  31 змшою зна
чень параметра а крива/(л;) змодуеться праворуч, якщо а  > 0 або Л1- 
воруч, якщо а < 0, не змшюючи при цьому свое! форми; / ( а ) = шах, 
отже, Мо = а.

1з рис. 92 бачимо, що графж Р(х) е неспадною функц1ею, оскшь- 
к и /(х )  = Р \ х )  > 0 I, як буде доведено даш, Р(а) = 0,5.

Отже, Ме = а.
3] змшою значень параметра а крива Р(х) змщ уеться праворуч для 

а > 0 або л1воруч при а  < 0, не змшюючи при цьому форми криво'!.
Отже, для нормального закону Мо = Ме = а.
31 змш ою значень а  при а  = сопз1 змшюеться крутизна кривих у 

окол! значень X  = а, що унаочнюють рис. 93 1 94.

Для нормованого нормального закону графжи ф у н кц ш /(х ), Р  (х) 
зображено на рис. 95 1 96.

Загальний нормальний закон позначають: N  (а; а). Так, наприк- 
лад, N  (-2 ; 4) —  загальний нормальний закон 13 значениям парамет- 
р!в а  = -2 , а  = 4.

Нормований нормальний закон позначають N  (0; 1).



1.1. Визначення Ме, Аз, Ез
(Л--Я)- ̂ Ме-------—

По визначенню мед]ани маемо Р(М е)= — -?= { е 2°2 с1х = 0,5
СТ'У 271 — оо

х - о .  М е - а  . ,
-------= г —> -  °° < х < Ме, -  °° < с < --------------> с1х = ос1г ■ Р(Мё) =

— г =  |  е 2 аск = 0,5 => 1— [ е 2 айг = 0,5 => 1— \е 2 с1г + Г е 2 с1г = 
Ол/2тг у 2 л  > /271—  о

1 ст 1 а ( Мр — п
■ 0,5 =>0,5 + - = =  } е 2 Л  = 0 , 5 = > - =  Г е 2 *  = 0 = ф Ф М 1 1 1 Л

л/2 л  о у 2 л о (

= 0=» Ме~ й =0=»М е = а.

Для визначення А.? необхщно знайти |1 3.
(л-я)2

(.Ц =  { ( х ~ М ( х ) ) 3 /(х )< &  =
1

/ ( х - я ) 3е 2 п 2  аЬс =

л -  я
о

х - а  = ог

= г,с 1х  = йг

= — | = | о 3г 3е 2 ая?г = - ^ =  | г 3е 2<1г = 0 ,
Ол/2п л/2п

оскшьки шдштегральна функщя е непарною, а меж! штегрування е 
симетричними вщносно нуля. Таким чином, ц3 = 0, а отже, 1 Аз = 0. 

Для визначення Ез необхщно знайти ц4.

Й4 =  | ( х - М ( х ) ) 4/ ( х )  = — —  | ( х - й ) 4е 20  ̂ с{х -_
оу 2п

X -  я

о

х - а  = а  г

= г, я?х = Ой?;

— р = | а 4 г 4<? 2  а Л  = - ^ =  /  г 4е 2  Л  = - ^ = г  | г 4е 2 с1 г = 
ол/2п  — / 2 л  4 2 п  о

и =  г 3 ;</« =  З г 2 (1 г

+ 3 /  г 2 е~~с1г
ге 2 с1 г =  АV —> V = - е  2  >/2 я

и = г; с1и = йг

2 а 4 -V 2■ге

6 0

Тод| &  = *Ц .-з = ^ — 3 = 0. 
о а

Отже, доведено, що для нормального закону А з  = Ез = 0 при 
будь-яких обмежених значениях параметр1в а \ а.

1.2. Формулы для обчислення ймов/рностей 
подш: а < х < Р ;  | х - а | < 5 .

I) Р (а  < х  < р)= / / (х)с1х -
СТд/ 271 а

■ = г —> х  = о  г. + а, с1х  = о  с1 г

\ е  2 ° 2 с1х  = 

р-„

а
_ а  - а  (3- яа  < х < р - > -< ;  <   

о о
р-«

1 7 --

1

0^2Л а-я
] е 2 о  с1 г

_ 1 0 1 а
___ |  е 2 й г = —г =  { е 2  йг + —= =  { е 2 Аг -

у271 а-а V 2п а-11 О

Р~й а-а
|  а  _ Ц  \ ст

|  е 2  <1г — ■== \  е 2 с1г =Ф 
2л о л/2тг о

Р - а -Ф
а - а

Отже,

Р( а  < х < Р ) = Ф
^ Р - я ^  ( а - я л

-Ф
а

(261)

2) Р (|х - я| <5) = Р ( я -  5 < х < я  + 5) = |а  = я - 8 ,  р = я + 5| ■

=  ф я  + З -  я '!  . (  а -  8 -  я
-Ф |

а
"8^ Г 8 ■) (  8 1 5 Л 'в '!= ф -Ф  —  =Ф  - +Ф — =2Ф

1 V о  ) [ а

Отже,



Для N  (О, 1) формули (261), (262) наберуть такого вигляду: 
Р(а < х < (3) = Ф(Р) -  Ф(а);

/ >(|д:| < 5)= 2Ф(5).

1.3. Правило трьох сигм 
для нормального закону

Коли 5 = За , то зпдно з (262) маемо:
Зар ( |л -а )  < За)=  2Ф
а

= 2Ф(3) = 2 -0,49865 = 0,9973.

Практично ця под1я при одному експерименп здшсниться, а то
му ТУ вважають практично в 1ропдною . Звщси:

р( \х -  а\ > Зо) = 1 -  р( \х -  а\ < За) = 1 -  0,9973 = 0,0027.

Тобто ймов1рн1сть того, що внаслщок проведения експерименту 
випадкова величина X, яка мае закон розподшу N  (я; а ), не потра- 
пить у пром 1жок [я -З а ; а + За], дор1внюе 0,0027. Це становить 
0,27%, тобто практично вважаеться, що ця под1я внаслщок прове
дения одного експерименту не здшсниться.

1.4. Л/нШне перетворення 
для нормального закону

Нехай випадкова величина X  мае закон розподшу N (а; а) .  Необ- 
х 1дно зн ай ти /(у ), якщо у  -  кх + Ь.

Оскшьки М(У) = М (кх + Ь) = кМ (х) + Ь = ка + Ь.
й(У ) = О (кх + Ь) = к~0(х) = к"а 2 , с(у) = |А|а, то щшьшсть 1мов1р- 

ностей випадковоТ величини У буде мати вигляд:
(у-<ка+Ь)Г

/ Су) = I—  е 2к~а~ , -  °° < у < ° ° . (263)
в\к\л]2п

Отже, при лш ш ному перетворенш випадкова величина У також 
матиме нормальний закон 31 значениями параметр1в

М(У) = ка + Ъ, а ( у )  = |А'|сг.

П риклад 1. Вщомо, що випадкова величина X  мае закон 
розподшу 4; 2).
Записати вирази для/(х), Г(х) 1 накреслити Тх графжи. Обчис- 
лити Р (-  6 < х < 3), Р (|х  + 4| < 4). Чому дор1внюють Мо, Ме, 
Аз, Ех1

Розв’язання.
(л+4)-

Г(х )  = -
I Л-

|  е 3 с/х.
2-\/2п

Граф ж и/(х), Р(х) наведен! на рис. 97 1 98

Рис. 97

Використовуючи формули (261), (262), обчислюемо ймов1рностк

1) Р ( - 6 <х<3 )  = Ф
3 - ( -4 ) -Ф - 6 - ( - 4 ) = Ф

3 + 4 -Ф
-6 + 4

= Ф (3,5) -  Ф (-1) = Ф (3,5) + Ф (1) = 0,49966 + 0,3413 = 0,84096;
Р (-6  < х<  3) = 0,84096.

/ 4 л
2) р (|.г  + 4 |< 4 )= 2 Ф  -  =2-0,4772 = 0,9544.

V2 ;
р ( \ х + 4\< 4)=  0,9544.
Мо = Ме = а = -  4; Ах -  Е$ = 0.

Приклад 2. Випадкова величина Хмае закон розподшу N  (2, 5). 
Знайти/(у), якщо у  = -  2х + 1. Обчислити Р(-  2 <у<5) .

Розв’язання. Оскшьки М(У) = М  (кх + Ь) = кМ(х) + /> = - 2 - 2 + 1  =
= -  3, О (У) = О (кх + Ь) = кто (х) = 4 • 25 = 100, а  0 ') = 10, то щшьшсть 
1мов1рностей випадковоТ величини У

(У+З);
?е~ 200П у )

1
10л/2л

1мов1рн1сть поди -2  < у < 5 така: 

Р(-2 < у < 5) = Ф
Г 5—(—3) - ф

( —2—(—3) Л

1 2 1 2

- оо <  у  <  оо.



( Х + 1 - )

М(у), кху, якщ о>’ = 2х“ -  Зх + 5.
Р озв’язання. Оскшьки М(У) -  М(2х~ -  Зх + 5) = 2М(х ) -  ЗМ(х) + 

+ 5; М(ХУ) = М(х (2х -  Зх + 5)) = М{2х -  Ъх + 5х) = 2М(х3) -  ЗМ(х2) + 
+ 5М(х) \ при цьому М(х) = -1 , М(х2) = О(х) + М"(х) = 1 + (-1 ) ' = 2, то 
нам необхщно лише знайти М{хъ).

1
М ( х ъ)= \ х 3/(х)</х = 

1

х"е
(ДС+1)2

2 с1х =
дг +1 — 2 —̂ с1х — (12. 
х  = г -1

{ (г -1 )3е 2 йг =—== | ( г 3 - З г 2 + 3 г-1 )е  2 г/г =

л[2п

1

■У2л

2 - 3 | г 2е 2 г/г + 3 |г е  2 г/г- | е  2 Лг 

и = г, с1и = г/г
- б |г 2е 2 г/г -  V2л

ге 2 г/г =  Л  —> V = - е

1

>/2тс

-ге -л/2л
72л

- б | е 2 г/г ->/2л

- 6
>/2л

-  л/2л = —= =  ( -  4л/2л) = -  4. 
т12п

Отже, М(х ) = -  4.
М(У) = 2 - 2 - 3 -(-1 ) + 5 =  12;
М(ХУ) = 2 • (-4) -  3 ■ 2 + 5 • (-1) = -19;
К„ = М( ХУ) -М( Х)  АГ(У) = —19 — (—1) ■ 12 = 7.
Отже, одержали: М{У) = 12, = 7.

П риклад 4. Вщомо, що д1аметр кульки пщшипника О е ви- 
падковою величиною, що мае нормальний закон розподшу. 
Бракування кульок здшснюеться за таким алгоритмом: якщо 
кулька не проходить через отв1р 13 д 1аметром 5,5 мм, але 
проходить через отв1р 13 д1аметром 5,58 мм, то п розм1р в1д- 
повщае стандарту. Якщо будь-яка 13 наведених умов не ви- 
конуеться, то кулька бракуеться. Визначити якщо брак 
становить 10%.

Р озв’язання. Середнш д1аметр кульки 
5,5+5,58 11,08

т<1 = -----  ----- = —Г“ = 5,54 мм.

Якщо позначимо с!\ = 5,5мм, с!2 = 5,58 мм, то ймов1ршсть того, що 
кулька буде забракована, визначаеться як:

Р = 1-Р(г/, < г/< г/,) = 1-
- ( \ (  / Л"

ф « 2  “  П1й - ф ^/| -  т л

1 \ о ,  ;

Оскшьки т(1 = с1' +^2 —  математичне спод1вання, то виконуються

Р 1ВНОСТ1:

Р = I -  Р(с11 < г /< г /2) = 1-

 ̂ г/, +й?2 4 Г/1
А | +/Л2

ф 2 2 -Ф 2
а,/ а,/ ■

.

= 1-
~

Г</2 - л ,  1- ф Г -< /2 "1 = 1- Г с1, -</, >+ ф

тзГ

Ф Ф
1 ) . 1 2о -/ ^ 2ст</ ]_

= 1-2Ф А 2 г/| 
у 2 а , ,

Дал1 маемо: 

2Ф '  (1г -с1 А
2а,

= 0,9 -> Ф
2а,

= 0,45 -» ^2 1̂ 
2а ,

г/2 -г/, _ 5,58-5,5 
3,3 ~ 3,3

= 0,024 мм; а ,  =0,024 мм.

2. Двовим 1рний нормальний закон 
(нормальний закон на площиш)

Щ шьшсть 1мов1рностей для нормального закону на площиш мае 
вигляд

Д х ,у )  =
2 п а ха у ^ \ -  г 2

гехр
(х-Од.)2 л_ ( х - пл.)(у-ду) | (У~Ду)~

2 (1 -4 )' \
-оо<Х<°°, — 00 < _у <

2гЛу ■

(264)
Тут ехр (г) = е \  де

1
2 ( 1 - 4 )

(х —я () 2 0 ( х - а х) ( у - а , )  ( у - а , ) 2
' -V)' _ _  + „2ст,.ст,

Я, = М(А0, X, = а ( Х ) , а у =М (У), а у = а(У), = -



2пахОу
ехр

2
к V

( х - а х)2 | ( у - а у)2
а ' у

— о о < х < ° ° ,  — оо <  _у <  <

У цьому випадку

/ ( х , у )  = / ( х ) / ( у )  = 

Якщо ах = ау = 0, то
о,л/2я

-их'Г
1 - 2СТуе

(265)

Д * ,)0  =
1 -- Х~ I ~У~

2 а? ст.

о ,.о „271
> <  А" <  о о ,  — оо <  у  <  оо. (266)

У результат! перетину поверхш (264) площинами, паралельними 
координатнш площиш хОу, 1 проектування перер131в на цю площину 
утворюеться множина под1бних 1 однаково розташованих ел ш ав  31 
спшьним центром на початку координат. Кожний такий елшс —  
геометричне мюце точок, д е / (х ,  у) е величиною сталою. Тому елш- 
си називають елш сами р1вних щшьностей. Перетинаючи поверхш 
(265), (266) такими площинами I проектуючи щ перер1зи на коорди- 
натну площину хО у , дютаемо множину юл.

1мов1рн1сть потрапляння (X, V) у прямокутну область а < х  < Ъ, 
с < у  < с/, коли Кху = 0, буде така:

и и
Р(а < х <Ъ,с < у < й) = Л  /(х , у)йхйу = -я<ОхОу 271 а (-

I (х -а х  >2 (у-а-у ) 2

2
аХ °У ё х с !у  =

(д-пх)̂ (У -ау)*

I й 9 Л , 2
:---- 7= \ е 2ах~ йх\е с!у =

СТд-л/271 а * г

л - я *  у - а у
------- = г, ах = ахаг,------- = г, Лу = а хйт

а —а. Ь-аг с—а., с1-а.,а < х<Ь  —> ------  < г < ----- - ,  с < у < с1 ^ < г < ----------- -

а у

О гл/2п  а-ах
ПХ

ох а,. а„
Н-оу

1 аУ А .  \ аУ 1 аУ
-----т =  } е 2 о з,^у = _ _  |  е 2 |  е г ж -
6уч2ТС с—а у  >12Т1 а-ах >/271 с-ау

а у  аХ а у

1 0 1
——  |  е 2 с/г + —==• { е 2 с/г
У 2 п  д-дх л/2-л: о

. а ,  X  1 о ,
|  е 2 с/г — |  е 2 с/г 

>/2л о >/2л о

1 0 —  1
|  е 2 Ж +

чры <-«>■

(1-ау

} е 2 с/Г

Г-Ду
1

■■ __  |  е 2 с/г
л/2л о

Ф
\- \ 

Отже,

-Ф
/  ла —а Ф

с / - а .
-Ф

г л с - а

Р(а < х< Ь,с < у < с1) = Ф ь ~ а ' 1 _ ф ( а _ а >
о.

й-а„ -Ф
с -  а у

К~ ^ 7
(267)

П риклад 5. Роб1тник на верстат1 виготовляе валики. Дов- 
жина У 1 диаметр X  валика е незалежними випадковими ве
личинами, що мають нормальний закон розподшу з число- 
вими характеристиками: М(Х) = 50 мм, а(Х) = 0,1 мм, М{У) = 
= 20 мм, ст(К) = 0,0005 мм. Визначити в1дсоток бракованих 
валик1в, якщо валик рахуеться стандартним, коли його роз- 
М 1ри задовольняють умови:
(5 0 -0 ,1 )  мм < х < (50 + 0,1) мм,
(20 -  0,05) мм < у < (20 + 0,05) мм.

Розв’язання. 1мов1рн1сть того, що валик не буде забракованим, ви- 
значаеться 1Мов1рн1стю влучення розм1р1в (х, у ) у прямокутну область, 
зображену на рис. 100.

20-0,05

50-0,1 50 +0,1 х

Рис. 100

Р{{ |х -  50| < 0.1 )П (|у -2 0 | < 0.05)) = 4Ф

= 4Ф(1) Ф(10) = 4-0,3413-0,5 = 0,6826.

( о,Г
ф(

0,05 |

V 0-1, 0,005 ^



1 мов 1рн 1сть браку така:

1 -  Р(( \х-  5 0 1 < 0,1)П ( |у -  20 < 0,51)) = 1 -  0,6826 = 0,3174, 
що становить 31,74%.

3. Логариф м 1чний нормальний 
закон розподшу

(У-я,)"
Нехай V мае закон розподшу / ( у )  = — \ = е  2а' , -  оо < _у < оо

с ул/2п
Необхщно знайти / ( х ) ,  якщо X  = е>\
Таким чином, У е функщею випадкового аргументу X.  Тод 1

Оскшьки X = еу -»  V = 1п х, \|/’(х) = —.
х

Отже,
0, х < 0;

/ (х )  ■■
(1п Х - < 1 у ) ~

1 2о/ , л: > 0.
(268)

ха , Л и

Закон розподшу випадковоУ величини X  13 щшьшстю (268) нази
вають логарифм!чним нормальним законом.

3.1. Числов! характеристики

1) М( Х )  = \х /{х )  с1х = — 1 = = \х -е  2°>г Ах = ---- ~ \ еи  1
о а у4 2 л  о ^

1п х - а у

1
(111 Х ~(1у  )"

2 а,,2

а ,

с т , , - / 2 л  о

= г —> 1п х = а у г + ау —>х = еау1+“у —>

Ах =

■ Ах = ст,,еа""+"г с/г 0  <  X  <  0 0  --- >  —  ОО <  7  <  ОО

1 1е~ 2 а ,с ° ';г+"' *  = * ( е~ 2 +° '^ ,  =
о„ V2л -°= ^2л  -■»

г 2 о  ( г - с т , , ) 2
— —+ а  ,,г    --------------- —

2 2 2

Л л -

г-ст,, = / 

с/г = с/г

Л л

е“У+ 2 е"’+ 2|  е 2 А( ■
/ 2  л / 2  л

м ( х ) = / ^ .

-Л л =

(1пдг-ау)
I г ,  \  1  1 7  2 1 2ст,2 ,

(269)
(1п*-ау)

2. М ( Х г) = $х2/ ( х )  Ах = ----- 7= |а - :
о о,,л/2л о ^

|  ле 2о> Ах.
а уЛ л  о

Виконуючи таку саму зам 1 ну, як I для знаходження М(Х), дютаемо:

- 4 =  ] е ° г ^ е - Т о ^ < Ь  = 1 ^ - =  *  ] е»"- ~  Т Л  =
а гЛ л  . у2л У2л-~

^ я ,  «, 2СТ'1  ( г - 2° . ) 2 е 2 я ,,+ 2 о у2 «, ( : - 2Д у)2

2 с/г =
Л л

М ( Х 2) = е2">+2° \

2 с/г = ■
Л л

2ау+2ау~ __
л/2л = <?2">'+2о>';

О(Х) = М ( Х 2) - М 2(Х)  = е2",+2а2

= е2">'+°? (еа? _1).

3. 0 (Х ) = еЧ+0Че°" - 1 ) .

Г’

+ ^ 1
е 2

>

Л л

— р 2а у + 2 в у  _ ^ 2 й > '+ ° у  =

(270)

П риклад 6. Випадкова величина мае закон розподшу 
/V (2; 4). Знайти математичне спод1вання 1 дисперсно для ло- 
гарифм!чного нормального закону випадковоУ величини К

Р озв’язання. М(У)= е 2 =е .
т\(\/\ 2ах+ох~ / о,’ 1\ 2-2+16/16 1\ 20/16 1\и(У)  = е х л (е х -1)  = е (е - \ )  = е (е -1).

4. Ур1заний (л 1воруч) нормальний закон

Нормальний закон посщае особливе М1сце в теорй' ймов1рностей 
га математичн 1Й статистиц 1, особливо у прикладних задачах. Але ю- 
нуе певний клас задач, як1 характерн1 для теорй' над 1Йност1, коли ви
падкова в ел и ч и н ах м о ж е  набувати лише додатш числов 1 значения. 
У цьому раз) використовують ур1заний л 1воруч нормальний закон, 
що зображений на рис. 101 для а > 0.



Щ шьшсть 1мов 1рностей цього закону буде така:

О, х < 0

/(•*) = ■ С

а-р2п
е 2сг , х  > 0 .

Сталу С  знаходимо з умови нормування:

(2 «, (■»-«>- !

\/(х)с1х = 1 —̂ —7 =  Iе 2о' с1х= \-)С  =-----
о От/ 2л о 1

Ул/2л о

и-а)\ ' а. ^
|  е  2° 2 с1х

и

х - а
= г, с1х = а  с/г

0 < х < °° —> —  < г < ‘ 
о

,42л а
\ е  2 стс/г \ е  2 с/г =

1 0 1 _ Ц  1 00 1 а  _ Л
Ге 2с /г + -;= (е  2с/г=-т=Л<? 2с/г— ; =  Г е 2с/г = 

^  1X11 л/2п ол/2п _«
О

= 0,5 -  ф|

л/2п

а 
о

Звщси С 

Отже,

ТС о

= 0,5 + Ф 

1

л/2л <

0 ,5 + Ф

0, х < 0;
( х - а ) 1

(х-а)2 
2° 2 с1х  =

Р(х) ■

0,

1
(х-а)~

^ 0 ,5  + ^ Ж °

Г 2а2 п) е , л' > 0.

4.1. Числов! характеристики

оо оо (Х-а)2
1. М( Х)  = \  х/(х)с!х = — ^ = \ х е  2о" с1х =

о а > / 2 л  о

х - а
= г —>х = о г  + а, с1х = ос1г

0 < х < °° —̂ -----< г < <
о

0^271 _ я

/  (о  г + а)е 2 о  йг

С  “  - 1 1  Г п  “  - И  С п  °° - 1 1
|  (а г + а)е 2 с1г = -■== { ге 2 с/г н— |  е 2 с/г :

у 2 т с  _«  л /2 п  _а_ V 271

Со

л/2тг
+ Ссг

Со ~:е 20‘ +а
у[2л

0,5+ Ф
( § ) ]

0,5+ Ф
Д О

-  а  + 2а-

0,5+ Ф ■р2л

М ( X )  =  а  +

2. М ( Х 2) = |х 2/(х)с/х=—^ = = |х 2е 2о" с/л =
з

С 7 
:- 7 =  I 1 
V2 71 _а

0,5 + Ф| ^  
о

1.Х-ПГ

у[2л

От] 2Л _а_
а

с

о

| ( г а  +  а ) 2е  2 с с 11= ...^1— { ( а 2г 2 и - 2 а  а г  +  а 2 ) е  2 &  =

,—  а ’ _| г2с- 2 с/г + - ^ = 2 а я  { ге 2 с/г+-р==а2 |е  2с/г. 
«271 __а -\/ 2 71 _а_ V 2 71 _а_

(273)



1 )  ~ у = (У 2 ( ~2е 2 с1г 
-N/271 а

и = г, с1 и = А  

ге 2 <1 г = с1 \’ —> V = - е  2

С
-ге

дсте 2с2 + -

+ / е 2 с/г
«
ст ст

с

с
л и

С 00 с
2) -—  2а а |  ге 2 с/г = —= ^ 2  а а

л/2т! _л 7271

а 2 0,5+ Ф(1)]
72 л 0,5+ Ф

ш

е~2п2 + 0,5 + Ф| —

Саа

л/2л
2а2

С 2а ае 2°2.

С3) —  а 2 |  е 2 с?г = - — ,
V 271 _« л/271

0,5+ Ф( “
0,5 + фГ- 1 ла 2 а 2

л/2я 0,5 + ф Г—1 Л л
1 ° л

М ( Х 2)-- а Саа 2Сааге /с н— ?==-е 2сг +у а 2 ст2 Саа_̂__  __________ . с , ___________ Г , _________  _  ~ ~~ 2а" _|_

^  ->/271 л/2я л/2л л/27Г л/2тг л/2тг

з . т х )  = м ( х 2) - м 2{х) =

а а
-Лтг 0,5 + Ф| — 

а

- * ?  2а2 +

•Лл

Л2

а + 2а2

0,5 + Ф| -  
а

(274)

П риклад 7. За заданим /V (2; 4) записати/(х), /-'(.V) для ур1за- 
ного нормального закону (л!воруч) 1 знайти М(Х), О(Х).

Р озв’язапня. Використовуючи (273) —  (276), одержимо:

/ ( х ) :

0, х < 0;
(л-2)

2,766л/2тг
е 3- , х > 0;

0,
(.г-2)

2,766л/2тс о
|  е 32 с/а, а > 0.

1,446 А 16 11,57 ~М {Х ) = 2 + ̂ = е  8; Я (Х ) _  ,
•\/2л л/2я л/271

Неперервна випадкова величина X  мае гамма-розподш 1мов 1рно- 
стей, якщо

(0, х < 0;

[СА-“ч е‘ь', а >0,

де а  > 0, Л > 0 , С —  константа, яка визначаеться 13 умови нормування:
1

/ (* )  =

|х а ’е **хЛх

Тут

~кх =  г ,  х — -
I л Ад-

с/а = -
X

= 1
а-1

1 7 в_, , Г(а)
= —  I г е -йг = —— ,•’ ) аД о  ^

де Г (а) = | г аЧе~‘с/г називають галша-функщею.

Таким чином,

ТоД1

с  = Г

/ (* )  =
[Г (а)

Функция розподшу ймов1рностей

0.
р(х)  =

Г(а)

О, а < 0;

Г  АаЧе “ь , а > 0 .

а  <  0;

— )х а- 1е-1а<Ь, х>0.
Д а )  о

(2 7 5 )

(2 7 6 )

(2 7 7 )

Отже, гамма-розподш визначаеться двома параметрами а  1 л . 
Розглянемо властивост! гамма-функцп:



3. Установимо зв ’язок М1Ж гамма-функц!ями Г (а  + 1)1Г(а).

Г (а  + 1) = ] г ае~Чг, 
о

Г(а) = / г “ч е~:с/г. 
о

Зштегруемо Г (а  + 1).

Г ( а  +  1 )  =  |  г а е ~ г с11  =
« = г “ , с/и = а г а ‘с/г 

е“ : с/г = с/у —> у = -е~г

=  - 1 а е  г | о  + а | г а  ‘ е  г с / г  =  а | г а  ‘ е  г с / г  =  а Г ( а ) .

о о
Отже,

Г ( а  +  1 )  =  а Г ( а ) .

Якщо, наприклад, а  = п, де п —  цше невщ ’емне число, то:

Г(п + 1) = пГ(п).

Використовуючи р1вн1сть (278) для Г(л), дютаемо:

Г(п) = ( л -  ,.1)Г(л- 1),

для Г(/г -  1) р1вн1сть (278) набуде такого вигляду:

Г ( и -  1) = ( л - 2 ) Г ( п - 2 )
1 так для кожного цшого значения аргументу а  гамма-функци. 

Таким чином,
Г(п + 1) = п Г (п ) = п(п -  1) Г (п -  1) =

= и (и -  1) (п -  2)Г(п - 2 ) =  ... =
= п(п -  1 )(п -  2 ) ...  Г(1) = п(п -  1)(и -  2 ) . ..  1 = и!

Отже,
Г(л + 1) = п\

Так, наприклад, Г(6) = 5! =  5 - 4 - 3 - 2 - 1 = 120.

(279)

5.1. Числов/ характеристики

1. М ( Х )  =  1  х / ( х ) с Ь с  = — - — 1  х х а  ' е  / л с 1 х = ------------ 1 х а е  ''хс 1 х  =

о Г ( с 0  о Г ( и )  о

Хх = г, л: = — 
X

с 1 х  -

КХ ,
с/г Г
X  Г ( а ) Х  О 

М( Х )  =

I ~ае~‘ с1г
Х Г ( а )

Г (  а  +  1 )  =

а

Г

с/г 
X

а Г ( а )  _  а  

Х П с о ” X"

(281)

2 . Л / ( Х 2) = | х 2 {(х)с 1х  = ——— Тд:2 х а 'е кхА х= --------? х а+|е ккс1х -
I  Г ( а )  о  Г ( а )  о

=  | З Д 1Й С Н И В Ш И  т а к у  с а м у  з а м ш у ,  я к  1 д л я  в и з н а ч е н н я  М ( Х ) ,  д ю т а н е м о  | =

~
— 1 
Г ( а )  о

- -  (к  Х“ 7 а+1 ... 1
] г е с/г

X  Х а + 2 Г ( а )  о Х 2 Г ( а )

Г ( а  +  2 )  =

( а  +  1 ) а Г ( а )  _  а ( а  +  1 )  

Х 2 Г ( а )  ”  X 2

0 ( Х ) . « ( Х - ) - « = ( Х ) . а<0+1> ( а
с г  + а - а  

X2
а

X7
а

3. о(Х) =

(282)

(283)

6. Розподш Ерланга к-го порядку

Якщо в гамма-розподш  к набувае лише цших значень (к > 1), то 
гамма-розподш перетворюеться в розподш Ерланга к-го порядку, 
щшьшсть ймов!рностей ЯК01

[ 0 ,  х  <  0 ;

/ 0 0  = X
( п - 1 ) !

Функщя розподшу ймов1рностей
го,

(Хх)к 1е , А'>0, А:=1, 2, 3,... .

( к - 1  V. о

х< 0\

} ( Х х ) " - 1  е ~ Х х ,  х > 0 .

(283а)



Закону розподшу Ерланга к-го порядку пщлягае сума незалежних 
випадкових величин х = Х\ + х 2 + ■■■ + хК, кожна з яких мае експонен- 
щальний закон 13 параметром А,.

6.1. Числов/ характеристики

1. М ( X )  =-

2. Й (Х )= -

А.
я ’
к

Т
(283в)

3 , а ( Х ) = ^ .
А

о.
П риклад 8. Задано / О )  =

х  < 0 ;

_1
Сх5е 2  , х > 0.

Знайти С I Д а). Обчислити М  (X), О (X), с(Х).

Розв’язання. 1з умови задач! маемо: а  = 6, "к = —.
2

Використовуючи формули (275). (276), (277), (281), (282), (283), за- 
писуемо:

\б

С =
Г 1 1 1

Г (а) Г(6) 64-51 64-120 7680
Тод!

/ (* )  =

Г(х)  =

0,

1
7680
0,

1

-* 5е 2

7680  о

х< 0; 

х > 0; 

х < 0; 

] х 5е 2 с1х, х> 0 .

М (Х ) = -^ = у  = 12;
А

т > - ± - ± - 24;

а( Х)  = у/24 =4,9.

Експоненщальним законом випадково1 величини називають гам
ма-розподш, в якому а  = 1.

Для цього закону розподшу
[0 , х < 0 ;

К х )  =

Р(х) ■

Хе

0.
-Хх

х > 0 ; 

л- < 0; 
л > 0.

Г р а ф к и /(а ) ,  Д а )  зображеш на рис. 102 1 103.

(284)

(285)

7.1. Числов/ характеристики

Оскшьки сх = I, маемо так! сшввщношення.

1. М ( Х ) = ~ .
л

2. О (Х ):
X1"

3. о(Х ) = — .

4. Ме для експоненщ апыюго закону визначаеться так:

Р(Ме) = -  - 
2

1 -е -АМе -яме = 2_ -ХМе = 1п —

(286)

(287)

(288)

- 1 п 2 .

Ме = •
1п2 (289)

Серед ус!х закошв неперервних випадкових величин лише експо- 
ненщальному притаманна властивють —  вщсутшсть тсл яди , а саме: 
якщо пов’язати випадкову величину 13 часом, то для цього закону ми- 
нуле не впливае на передбачення подш у майбутньому. Цю власти
вють експоненщального закону використовують у марк1вських ви
падкових процесах, теорп масового обслуговування, теорп надшность



Властивють вщсутност! пюлядп унаочнюе рис. 104.

На рис. 104 зображено щ тьню ть експоненщального закону Хе~к' . 
Коли зб!жить час 10, який вигляд матиме щ ш ьж сть експоненщально- 
го закону на пром1жку[?0,°°]?

Розглянемо заштриховану область. Щ об звести заштриховану 
область до стандартного для ццльноеп вигляду, маемо виконати та
ке нормування, щоб площа, обм еж ен а/(?) на пром 1жку [10, °°], дор 1- 
внювала одинищ. Дютанемо нову щшьнють 1мов 1рностей, визначену 
для г е  [/0, °°], яка буде точною к о т  ею початковоТ функцн.

П риклад 9. Задано

[0, х<0;
5г

[1-е , х > 0.

Визначити М(Х) ,  а  (X), Ме.

Р озв’язання. Використовуючи формули (286— 289), одержимо:

М(Х) = — = —, оскшьки А = 5;
X 5

0 ( Х ) =  4 -  = —  ; о( X ) = —; Ме = — .
К1 25 5 5

8. Б ета-розподт

Неперервна випадкова в ел и ч и н ах  мае бета-розподш, якщо

О, х  < 0 ;

/ ( х )  = - Схр ч (1 -  х)*"1, 0  < х < 1;

О, х  > 1 .

Для визначення С  використовуемо умову нормування 

С -7 ---------1--------- •
] хР"| (1 -х)у"1Л-
о

1
1нтеграл |х р_|(1-х)тЧб?х називають бета-фунщгею  1 позначають

В (Р ;у ), де р > 0, у >0.

Тобто: В(Р;у) = }хр Ч !--*)7 1 Ах 
о

Отже, знайдемо В(Р;у). 

/ х р_|(1_ х )7Ч^л'

(290)

; Ах =
(1 + г )2

оо ^ Р —1

= /■■— ...к Аг ■
о ( 1  +  г ) р + у

(290а)

Як В1ДОМО, Г(Р) = |? '’ 'е~'А(.
0

Якщо I = ту, то

Г (р )= т '’] у '’-'е-"'уАу 1 1
0 т" Г (Р)Ъ 

Позначимо т = (1 + г ) ,  р = р + у .
ТОД1

1 1

] Ур-Хе->Ау.

-\у />+у-1 -( 1+;)у
(1 + г ) р + т  Г(р + у) о 

Пщставляючи вираз (291) у (290а), дютаемо

Ау. (291)

‘ грч ^ 1Ат = •
( 1  +  г ) р + 7  “  Г ( Р  +  у ) о [ о

— ^ -----](1 г^ 'е-^А гХ /^-'е-У А у
П Р + У) о.о /

\ ПОМШЯСМО

е ~ Ц + г)^^/у 1 ^ 1  = п о р я д о к

ш т е г р у в а н н я

о с к ш ь к и  в н у т р 1ш н 1й  ш т е г р а л  { г р *е А ~  =  — , д ю т а е м о

о ,УР

Г(Р + У)^ /  Г(Р + у) о ' Г(Р + у)



В ((3, у) = ) х ^ 1 (1 -  х)г"' йх = ^ )Г(У), тод! с  = -Г(Р + У)
Г((3 + у)

Отже,

/ ( * )  =

0,

П Р  + У) а.Р-1( 1 - х)у- ' )
Г(Р)Г(у)
0,

Г{х) =

о,
Г(р + У)
Г(Р)Г(у); 

1,

Г(Р)Г(у)

х < 0;

О < х < 1;

х > 1.

х < 0;

О < х < 1;

х > 1.

(292)

(293)

(294)

8.1. Числов/ характеристики

1. М ( Х )  = \х /(х )й х  = (1 “ х^ ~ ' ^  =

=  Г (Р +Х 1 - 1  х р ( 1  -  х ) 7-1 йх = 
Г(Р)Г(у)Ъ

}хР (1-х)1'ч с/х=Б(р + 1; у) =
Г(р + 1)Г(у)
Г(Р + у + 1)

Г(Р + у) Г(Р + 1)Г(у) Г(Р + У)РГ(Р)Г(У) Р
Г(Р)Г(у) Г(Р + у + 1) Г(Р)Г(у)(Р + у)Г(Р + у) р + у

РМ( Х)  =
Р + у

(295)

2. М ( X 2) =} х 2/ (х )  йх = * 2х м  (1 -  хУ~1 йх =
О 1 (Р)* (?)о

г(Р+у) }*е+ 1 ( 1  - х у~Ч х = ) хр+1 (1 -  ху-'йх =В (Р + 2;у) = Г(Р + 2)1М  
о Г(Р + у + 2)Г(Р)Ду)̂

Г(Р + у) Г(Р + 2)Г(у) _ Г(Р + у) (Р + I) РГ(Р)Г(У) (Р +1) Р
Г(р)Г(у) Г(Р + у + 2) Г(Р)Г(у) (Р + у + 1) (р + у)Г(Р + у) ф  + у + 1) (Р + у)

Р(Р + 0 .м(х2)=

З . Э( Х )  = М ( Х 2) - М 2(Х) =

({3 + у) (Р + у + 1) ’

Р(Р + 1) Р2 Ру

(Р+УХР+У+ 1) (Р + У)2 (Р + У)2(Р + У+ 1) 

250

о ( х ) =
Ру

(Р + у)2 (Р + у +1)

4. ст(ЛГ) = Ру

Р + уV Р + У +1

(296)

(297)

П риклад 10. Задано 

О,

/ м  = Сх5  ( 1 - х )6 , 

О,

х  < 0; 

0 < х < 1  

х > 1 .

Знайти С, А/(Х), О (А), ст (X).

Р озв’язання. Використовуючи формули (292), (295), (296), (297): 

Г(р + у) Г(13) 12!
С

М ( Х )  = 

о ( Х )  =

Г(Р)Г(у) Г(6)Г(7) 5!6!
Р 6 6

—  = 11-9-8-7=5544;

6-7 42 21
Р + у 6 + 7 13

Р У ___________________________________
(Р + у)2(Р + у + 1) (6 + 7)2(6 + 7 + 1) 132 -14 1183 169'

42 = Л  
13 V14 ~ 13 '

ст(Х) =—-— I Ру = — Р + У V Р + У + 1 13

9. Р о зп о д т Вейбулла

Неперервна випадкова вел и ч и н ах  мае розподш Вейбулла, якщо

/ ( х )  ■■
О, х < 0;

С х^ 'е  ^9> , х > О,Р > 0, 0 > 0. 

За умовою нормування визначимо сталу С:

|  / ( х)йх = 1 —> |  Сх® 1 е
о о

I ?
8 I йх = 1

, / ( ! ) йх



,-Т|  хр 1е ^0 / йх -
й —

йх = —г р йг

Р 1 о 1 р йР “
4г р е~г — г р йг = —- { е~гй(г :

ер / 0Р 
:у М о Ь у

с = 4 .
0

Щ шьшсть 1мов 1рностей для розподшу Вейбулла:

О, а- < 0;

/ (* )  = Щ ±  
0 0

е V е> , х > 0.

(298)

(299)

Функция розподшу ймов1рностей

р(х)  = ]/(х)йх--

Звщси

, * Г х > Г  -('-Т - -(-Т Г х\*  -Г-Т* в Ы  л = | в [в] а ( х \  = _ ^ в]

О 01 0 У

Г(х)--
0, х < 0;

- К1-е  ' 0  ̂ . х>0

Отже, розподш Вейбулла визначаеться двома параметрами (3, 0 

9.1. Числов/ характеристики

(300)

1. М(Х) = °\х/(х)йх = /х ^
Г \М  - -

0
■ — 7, — У

, , 0л- р->—> ах = —  г йг
Р

= Р |г е -::— г р йг = 0\г^е~гйг = 0Г(-^- + 1);
о Р о Р

А /(х )= 0Г / 1 + 1Ч (301)

р-1 - *
е ' 0 ̂  Л  = (301 

о
* > 10) .  е к ' ах =

зробивши таку саму замшу, як 

I при визначенж М( Х) ,  дютанемо 

- 2
= 0 2{ ^ - ' Л  = 0 2Г ( -  + 1);

о Р

~ 1+1 а 1-1 
= р0|?Р е-‘ ~гР й( =

о Р

3. Я(Х) = 0 2 / 1 + 1Ч

м(х)=е2 г

Г 1 , —+ 1

1. о ( Х )  = в у 1
"2Ч Г1 Л- г 2 —+ 1
1р . 1Р

(302)

(303)

П риклад 11. За заданими параметрами Р = 2, 0 = 4 записати 
математичний внраз для/(х ) , Р (х) 1 обчислити числов1 харак
теристики М(Х) ,  О (X), ст (X).

Р озв’язання. Використовуючи (302) —  (306),

О, х < 0 ;

1(х) =

= 2 ^ п  ;

- х е  16 , X
.8

П  1 1 \
,  1 „ г п

—  +1 =  4 Г  — +  1 =  4  — Г

и  , 1 2 У 2 0
\  /

1. М{Х)= 0Г

= л/я, що було нами доведено;

2. О(Х) = 02 

1
Р +1

= 16 2 —  я 
4

- Г 2 

= 4(8-71).

- + 1 = 16 Г (2) - Г : Г 1 + , "
и  , ,

3. ст(Х) = 2л/ 8 - л .



10. Закони розподшу випадкових величин, 
пов’язаних 13 нормальним законом розподшу

Нормальному закону розподшу належить центральне мюце в по- 
будов! статистичних моделей у теорп надшносгп та математичшй 
статистиць

10.1. Розподт X (х1-квадрат)

Якщо кожна 13 X, (/ = 1, 2, к) незалежннх випадкових величин
характеризуеться нормованим законом розподшу ймов1рностей

к . 1 . (М(0;1)), то випадкова величина X  = X  X- матиме розподш %“ 13 к
/=1

ступенями свободи, щшьшсть 1мов 1рностей яко'Т буде
[0,

/<>') =
[ С х 2 е  2 . х > 0 .

Використовуючи умову нормування, знаходимо
1С: 1-1

2 й х

|  .г2 е 2 йх - 
о

ТоД1

2
йх = 2йг

|( 2 г ) 2~ е~' 2йг = 2 2 | г 2~ = 2 2 Г
о о 1

1
С = к_

2 2 Г

Отже, / ( * )  =

0 ,

1
к

2 2 Г(1)

х < 0;
и

л-2 е 2 , х > 0 .

Ф ункщя розподшу ймов1рностей

[о.

Р ( х )  =

х  < 0;

1
Г 1, \

г --1 - —
\ х 2 е 2 й х , х  > 0.

(304)

(305)

(306)

10.1.1. Числов! характеристики

1. М ( х ) = \ х
о -  С к л 
° 2 2 Г

--1 — 1 ~ 1 -11
х 2 е 2йх = —--------- \ х 2е 2йх =

о

— = г —> х = 21\ 
2
с1х  =  2  (1 %

2Г

к_ 
2 2 Г

2 2 Г

к —+1 
- | ( 2 г ) 2 2й 1  2 2

( к ) 0 1 ( кЛ-- 2 2 Г -

■/ г 2 с ' йг =

( к  Л „к Г Н— 1-1 2 - Г -
I 2 2 и ]
(к ( кЛ- г -

I 2 ]

■ 2 — = к ; 
2

М ( Х ) = к . (307)

2 .  Щ Х 2 ) = ] л - 2 / ( л - ) Л с  =  | л - 2 —
—-1 - -
2 „ 2 йх — -

2 2 ГГ*1
к

( к )
2 2 Г

, 2 , Л
л
— = г —> х  = 2г\ 
2
йх = 2<г/г

9 2
1 / 

2 2 Г ( к )
^  ' к 
0 Г Г А Л

0 2  р

, 2 ) 9
\  У

7 —1-1
] г 2 е- й- =

4Г( к—+ 2
2

4Г
\  /  / л

- + 1 -Г

( к л ( к )г
2Ч /

М ( Х 2) = к(к + 2);

3. Э( Х)  = М ( Х 2) - М 1{Х)  = к(к + 2 ) - к 1 = к г + 2 к - к 2 =2к-
0 ( Х ) = 2 к .

4. а ( Х )  = тр2к .
(308)

(309)

П риклад 12. Кожна з 10 незалежннх випадкових величин х, 
мае закон розподшу N  (0; 1). Записати вирази д ля /(х ), Р(х) 1 
обчислити М  (X), О (X), а  (X).

Розв’язання. Використовуючи (30 У)— (Зфф), дютаемо:



32-24 
Таким чином,

Д х )  =

о, х<0;

---- х4е 2, х>0;
768

М ( Х )  = к = 10;
0 (Х )  = 2А=20;

ст(Х) = л/2 ^  = л/20 = 4,47.

У70.2. Розподш  —

/'(х) =

О, А < 0;
1 00

---- Гх4е 2 Л. х>0;
768 „

Нехай випадкова величина К мае розподш 13 к ступенями 
свободи:

у < 0;

/ ( у )  =

0,

1

1 ГА: л
2 2 Г

. 1 2 ,

у 2 е 2 , у > 0.

З н ай ти /(а ), я к щ о  X  = — . Оскшьки V = к Х \  при цьому у ' = к , то
к

зпдно 31 (196) д1станемо

/ с о= : 1 /, ч±-1 - -
к_ с

2 2 Г

к 2 'к т-1 -т-
-  (кЛ А с *

Г * 4!2 2Г - 2 2Г -
1 2 ) ,2

Отже, щш ьш сть 1МОВ1рНОСТеЙ розподшу

10.3. Розподш %

Нехай випадкова величина У мае розподш %2 13 к ступенями свободи:

У<0;

Я У )  =

0,

1
к

ГМ2 2 Г
, 2 ,

у 2 е 2, у > 0.

Зн ай д ем о /(х ), якщо X = у[у . Оскшьки У = х2 = \|/(х), то \|/'(у) = 2а . 
Використовуючи (196), дютаемо

------- (Г“ 12 2 2а = ----- “/ ( * )  = /Ы * )) |ж '(* ) | = у-- 1----- (х2)г ‘е 2 2а =
2 2 Г 2 2 Г

ч 2 ,
Випадкова вел и ч и н ах  мае розподш якщо

/(* )

0,

1
* ( к ]2 2~ Г

а < 0;
Х ~

х к~'е 2 , а > 0. (311)

Функщя розподшу ймов1рностей

Р(х) =

0 ,

1
<-

ГМ2 2” Г 9
V "  У

х < 0;
•»X Х~

|х*"‘е 2 Ах, х > 0 . (312)

10.3.1. Числов/ характеристики %-розподту

1. М( Х)  = Iх/(х)Ах --
ОО X  1 ОО _ X

- [а  хн е 1 йх= ------------- [х^е 2 <а!х =•* к /  . ч •»



<■ I  2
—  = г —>х = 2 2 г 2 
2

хс1х = ёг

, «, _х̂ _ 1 » м  44
\ х к~1 е ~ 2 хс1х = —-—  ------- 12 2 г 2  е ' Ч г  =-1 1 а  у-1  2 2 Г

V2 /
2 2 Г

к-1 
2 2 <-1 22 “ к+1 1

2 2  Г

| г  2  е = — — — . | 2  2  е 1 с1 г =

у 2 ,

1

2 2Г
Г'^  + П  

2

Г ( -1и ]

2 2  Г

М( х )  = -

к + 1

V2 ,

(313)

2 2_*ГГ * 1
0

—  * 
2 2 " ' г

Г П

1 2 ) и ]

зробивши таку саму замшу, 

як 1 при визначенш М( Х) ,  

д1Станемо 1 ( к22 Г
(2г)2 е_: 2с1г

к . ор
22 * 1 2 7 (~+1Ь1
— •— | г 2е~~ф = / г г  1*12 е :^г = —

- + 1 2—Г 
2

22 Ч! V  2 /

го гп
и) 1

=2—= к : 
2

М ( Х 2) = к  ; (314)

2 Г 2

0 ( Х )  = М ( Х 2 ) - М 2 ( Х )  = к —

к + 1

Г 2

2 Г 2
к + 1

2Г2 ' * + Г

4. ст(Х) = (316)
Г 2

П риклад 13. Випадкова величина X  мае розпод1л % 13 к  = 8 
ступенями свободи. Записати вираз д л я /(х ), Р(х)  1 обчисли- 
ти М (Х),  О(Х), а(Х).

Р озв’язання. Обчислимо гамма-функци для к  = 8:
/  » \  /  о \

2 

к + 1

= Г :Г ( 4 ) = 3 ! = 6 .
V / \ /
/ \

Г 8  + 1^ 1 (  9 ^ Г О ( 7 1 7 ^ 7 ^ Г 5 ^
=  г =  г = Г 4 - =  Г — + 1 =  - Г =  - Г —+ 1

/ 1 2 ч 2 1 2 2Ч / 2 ч 2  ^ 2 2Ч /

7 5 „ Г5^ 7 5 _ г з  л _ 7 5 З р Г З ' 7-5-3 „ Г1 Л------ Г = ------ Г — +1 = --------- Г -  + 1
2 2 , 2 ; 2 2 и " 2  2 2 [2  ) 8 ч 2 ]
7 - 5 - 3 . 

16 ч 2 ,

7 - 5 - 3 1  Г  / н  г
= -------------- л/Л = ------ УЛ.

16 16

7!!

Тут 7!! —  добуток натурального ряду непарних чисел, починаючи 
В1Д 1 до 7.

У загальному вигляд1

(2 н -1 )!!  (317)
Отже,

/(•V ) =

о,

— .т7е 2  , А' > 0 . 
48

Р(х) =

х< 0\

48 о

■ДГ
М (Х ) =

к + 1

7!!л/2л

Г к1 '
9

ч
/

2 Г -

ч 2 у

Э ( Х ) = к

к + 1

= 8-2,393тг;

а(Х)  = у/8 -2,393л .



-/к

Нехай випадкова величина У мае розподш % п к ступенями свободи

у  <  0 ;
V ~

-ук~хе~ 2 , у > 0 ./ ы =

Необхщно зн ай ти /(х ), якщо X =

0,
1

к ( к ]
2 2~ Г

I 2 ,

^  . Оскшьки У = 4 к  X  = \|/(х) 1
Г к

при цьому у '  , то 

/ ( * )  =  / ( у ( х ) ) |  ц ' ( х )  | =  ~ 1  (у[кх)к~'е 2  л[к =

к_

к 2
- х к 1е 2

2 2 г( — 2 2”1 Г
V2 ;

Отже,

/ ( * )  =

0,

к 2
1-1 

2 2 Г Г М
, 2 ,

х  < 0 ;

кх-

х к-'е~ 2 , х> 0 . (318)

10.5. Розподш Стьюдента

Незалежш випадков! величини У IX  мають закони розподшу:

П у ) =

/ ( х) =

-Ля
2 _ о о  <  у  <  о о ;

0,

к
- —1 

2 2 Г м
А

х < 0;

кх~

х к ~ ' е  2 ,  х  >  0 .

З н ай ти /(г ) , якщо 2  = — . Для зручност! подальших перетворень
X

з а п и ш е м о / ( А )  у вигляд!

•ЛГ (к
к_\{2  
2

Ь:2

Використовуючи формулу (217), дютаемо:

1 4 й
/ ( г )  = \  ? ( х ) / ( г х ) х с 1х  =

у[2п
V2 ,

' к '  

V 2 /
Г *-1 |х  с

Ь:~ х ~ г ~

2 е 1  с1х  =

V2 /
V2 ,

\ х -  е 
о

-(А + с2) = / -> х =

х  Ах = -
с1г

= 1 1 —1
V 2 У

* + г 2
Л.-1

(Л) 2 1

. 2 у

к-1 
( * ) ~

П ±

1 *+1

_  , М-1
2 ( * ) -

*+1
/ 2 0 

7

1 + —— 
к

к + 1

2 с 'с//

(к + г2) Т

а -  + Р

—  2 е-'Л

/  2 \  *+1 
'1  + Г Л

V 2 У

2 —

,/й Г г  -

V
Отже, якщо У мае розподш N (0, 1), а випадкова в е л и ч и н а х -  -^ = ,

то випадкова величина 2 = —  характеризуватиметься р03П0Д1Л0м
X

Стьюдента 31 щшьшстю ймов1риостей

к + 1
Г

/ ( г )  = -
*+1
2

- ©о <  ̂< °°. (319а)



П г )  = - 1 + - йг ■ (3196)

10.5.1. Числов/ характеристики 
розподшу Стьюдента

1. М (2) = |г / ( г ) й Ь =  /

к + 1

' к '

ч 2 ,

2 Л 
1 + — 

к
<Ь =

^  + 1Л

I г (Ь= 0 .

Оскшьки пщштегральна функщя е непарною, а меж1 штегруван- 
? симетричш в 1дносно нуля:

М (2)  = 0 . (320)
'*  + Г

2. М (2 2) = ] г 2/ ( г ) Л =  / г2
^ Г г ( |

4+1

/ г 1 + -

4+1
72 Л ~ 1 т

у[ктГГ

с/г ■■

1 + -

4+1
-2 V —

с1~

0 < г < ° °  —> 0 < ? <  1 

(  к +1

л _ 1 ч/Г—7 ы? 
1~̂ ~7кГ а-о2

г { & + 1

г
___V

-„г

А + Г

1 |

4 к п т (^  2 о ( 1 - ^

4+1 р
I Т г  1 Ы(

1+Т 7 Х 7Г

'к+' \ л
4кп

1 * -  —2 }?2(1 _ Г)2 Л:

УтГг

1 1 -
2 - ] ( Ц 1 - 1 )  

2 о

А + 1
» 1-1

Щ 1

\т2~ (! — *)'■2 А  =

Г З  к Л
и  ) с н = в — 12  2V

1 ЗПДНО 3

Г(р)Г(д)
властивютю бета-функцп В ( р ; ц )  = — ----------—, Д1стаемо

Г (р + д)

у[тГг

к

В
Г*+1> г '3> г ( к Л — -1
1 2 ) I 2 ; I 2

, 2 ,

Г

, / я Г

2

г Г—+—-]!
I 2] I 2 2 ;

_ ( 3"г 2

г 2V У

Г

= г 

= г

Г 1 + 1] - ± г
" Г _

I 2 у 2 ■ 2 ;
" к  л 

— — 1
и 2

+ 1 --1

1̂ г(2 1--'1 1 сч1

(I-1)г[1-1и
 ̂ Л-2 2/

3. 0 ( 2 )  =
к - 2

(3 2 1 )

(3 2 2 )



П риклад 14. Випадкова величина X  мае розподш Стьюден
та 13 к = 7 ступенями свободи. Записати вираз д л я /(х ). Р(х) 
1 обчислити М(Х), О(Х). су(Х).

Розв’язання. За заданим числом ступеней свободи к = 1 обчислимо 
гамма-функцй:

7 ' Г 5 > 5 /  5 ^ 5 ^ ГЗ > 5 3 3 Л
= Г = г —+ 1 = —Г - = —Г — 1-1 = -----Г —

,2 , Л 12 2 и , 2 12 2 2  { 2 }

= -  - Г
2 2

— +1
2

= 1 2  1 г
2 2 2

( к Г7 ^
-  +  1 = Г — + 1

и и }

15 I-  
= —

8

= Г (4 )= 3!= 6 ;

/ ( * ) = -

р(х) = -

4 ^ - 4 ^г

48

Г 2 Л
1 + ̂ —

7
48

л/ 7 - 1 5 7 1
1+-

1 + -
41  -15л 

М ( Х )  =  0;

0 (Х )  = - ^
к - 2 7 - 2  5

а(Х) = /1А  =1Д8.

Ах;

7 7
- = 4  = 1,4;

— оо < х < °° :

10.6. Розподш Ф/шера— Снедекора

Нехай задано дв 1 незалежш випадков 1 величини У 1 X, ям  мають 
закони розподшу:

0, х < 0;

Знайти / ( г ) ,  якщо 2  = — . Оскшьки У = 7 Х  \ при цьому 0 < х  < 
X

0 < у  < °°; 0 < г < °°, то зпдно з (217), д1стаемо:
1̂ . ч к2

/ ( г )  = { /(* ) /(г х )  Ах =
(к\)г (к2): к->2Х

к\ +^2
( к ,  ) ( к ,  Л

2 2  Г Г
1 2 ; { 2  )

\ х 2 е 
о

2 (гх) 2 е 2 х  Ах

(к\)г {к2)г
к\+к2?.

к\ +к2 
2~ Т "  г

+ к21
2

21
к\ + к2%

2/

с/х =

2 А1
к\ + к2г к\ +к 2 1

0  <  х  <  ° ° ,  0  <  г  <  ° °

кг 11-1
{к\ ) 2 (кг ) 2 г 2 

2 2_ Г ( кИ Г ( к Л

1 2 .] К 2 )

2г
*1+*2 , \ ;— 1

кх +
2 Л

А, +^2^

ь *,+Ь
(А,)2 (/:2)2 г 2 2 2

2 2  Г
V Г 1

к\ +к~1

кг_
2

--1

{к\ +к2г)
к  |  + / г -11̂ 1 0

• 2  е  ' А (  =

оскшьки \ (  2  е ' А1 = Г  
о

( к х+к2 Л, то
1 2 ^



У УОтже, якщо випадкова величина X  мае розподш — , а У —  — , де
*1  к 2

к\ —  число ступешв свободи випадково '1 величини X, кг —  число
у

ступешв свободи У, 1 при цьому Х  \У  не корельоваш, то 2  = —  мае
X

розподш Ф1шера— Снедекора 31 щшыпстю ймов 1рностей
О, г < 0;

к{ +к2 '

/(■*) = Г к *

2

к\ +Аг2*, ' Л,
г 2 (1 + — г) 2 

к\
г>0. (3 2 3 )

Функщя розподшу ймов1рностей
Со,

*•(*) = ] 2 ] ( к 2 
к1

г < 0

' } г  2  ( 1  +  — г )  2  Л ,  г > 0 .

0 1̂
(324)

10.6.1. Числов/ характеристики 
розподшу Ф/шера—Снедекора

1 .  М { 2 ) =  | г  / ( г №  =

1̂ + 2̂

+А2 Л

'* 2

ч 2 у
Г

I

к . ) Г ^1
7/ \

к!
к\ г к 2

1г. г 2̂ ■ /, *1+*2
/ г г 2 '  (1 + ̂ - г ) "  2 
о л,

к\+к2

ск ■■

/: 2 1 -г
1

А, 1 -? 1 -г  1-Г
к , с1(

с к  =  — ----------------- --- - »  0  <  г  <  ° °  - >  0 < ? < 1

2 .  М ( 2 . г ) =  | г 2 / ( г ) с / г  =



Здюнивши таку саму замшу, як 1 

при визначенш Л/(г), дютанемо

2

Г О *1 1
гГа, Г ^

и . ] 01*2 ;1 -о ]

к  2 .+ 1 <1+Ь /. л.
(!_ ,)  2

*2 ( 1 - 0 2

к\ к2

( к 1
\ ( кА11 2 К 2 ]

г о Г О 2 Г О
М 1*2 ] ,*2 у

‘ Ь.+) *1-3
/ Г  2 ( 1 - Г )  2

О

к\ + к*1
Гк х \ г 1 *:

Г * 0 г Г*2 1
1 2 1 2

2̂ * /

—-3I? 2 (1 -0  2 л  =

Л  =

В — +2; — - 2  
2 2

(к, Л г*, ^г — + 2 Г ——29V -  У 2

^2 Г

1̂ + &2 - + 2

+ к 2

г Д - 2 , г к 2 л —  + 2 
2

^ - 9
2

Г У г г о Г ' к\ +к2 \

1

Г
Гк2 \

1 2 1 { 2 ) 1 2 ]  ̂ 2 ] 1\ “ У
*2—+2

г | о  „ г г *

" * 2— +1
2

+ 1 *1 + 1 
2

к2 „ 
— +2 
2

Л ^ 2  . — +1

*>2

= Г

+ 1

—  — 1 + 1 -1
2

— 1 А _ !
2

Л I,
ь . т

у 2  ,

к
—  — 1
2

—  - 2 —— 2 
2

л

А,2 (к2 +2)к2 к?(к2 +2)

А /(22)
к\ (к 2 +2) 

Л2(* .-2 )(Л , - 4 ) '

3. 0 ( 2 )  = М (2 2) - Л / 2(2 ) = 

к\
А'2(Аг, - 2 ) 2(А:, -4 )

Л:2(Л:1 -2)(Л :,- 4 )  (А, - 2 )

((Л2 +2)(*. - 2 ) - Л 2(* ,-4 ) )  =

2к2(кг +к{ - 2 )

к2(к1- 2 У ( к ] - 4 )
(к2к ^ к 2 -г ^ ,  -  ^ 2/ ̂ 2(/;1 _ 2)2(^1 _ 4)

0 (2)

+ 2&, — 4 — —

2 к 1 (к 2 +кл  - 2 )

*2( * , - 2 ) 2(* ,-4 )

4. о (2 ) - - —  к , - 2 } 1

2(к2 +к  1 - 2 )  

М * 1 -4 )

(3 2 6 )

(3 2 7 )

11. Р|вном1рний закон ро зпо д ту

Неперервна випадкова величина X, що визначена на пром1жку 
[я, 6], мае р1вном1рний закон розподшу, якщо

/ ( х)  =

О, х < а ,
1

Ь - а
О,

, а< х<Ь,  

х> Ь.

Функщя розподшу ймов!рностей

^ 0 0  = 1 т —  „ Ь - а

11.1. Числов/ характеристики

ь. 1 1}. , Ь +а
1. уМ(Х) = 1 * /(* №  = ----- 1хйг = — —;

Ь - а а 2

0, х<а ,

х - а а <х<Ь,
Ь - а
0, х>Ь.

Ь + а



де М ( Х 2)
1 *

= ----- \  х1 йх = Ь2 +аЬ + а2
Ь - а  а

ТОД1

0 ( Л  =
Ь2 +аЬ + а2 (Ь + а )2 ( Ь - а ) 2

3 . С ( Х )  =

4. с ( Х )  =

3
( Ь - а ) 2

12

12 
6 - я
2л/з ’

5. Ме = М ( Х )  = Ь + а

П риклад 15. Випадкова величина X  мае розподш Ф ш ера 13 
к\ = 6, кп = 8 ступенями свободи. Записати вирази для / ( х ) ,  
Р  (х) \ обчислити М(Х), О(Х), о(Х).

Р озв’язання. Обчислимо значения гамма-функцш:

2V У 

к, \
= Г

2 /

А:, + Л2
= Г

= Г (з )= 2 != 2 ;

= Г(4) = 3! = 6;

= Г(7) = 6! = 6- 5- 4 - 3- 2- 1 =720.
6 + 8

Тод1

/ ( * )  =

Р(х)  =

0,

2560 3/

а < 0;

1 + -л- 
3

, х > 0.

0,

2560 5 з------ IV
9 I

к,

1 + - х
3

дг<0;

с/х, х > 0 .

М ( Х ) = —ь
к , -  2 6 - 2  4 2

— = — = 1,5.

*2( * , - 2 ) 2(* ,-4 )  8 (6 -2 )2 (6 -4 )  8-16-2

ст(Х )=V 3,375 =1,84.
1з розглянутих закошв: %2, X, розподш Стьюдента, розподш Ф ш е

ра—Снедекора можна зробити висновок, що вони не залежать вщ па- 
раметр1в тих закошв розподшу, як1 лежать в основ1 'Тх побудови, а зале
жать лише В1д числа ступешв свободи.

Теоретичн/ запитання до теми

1. Визначення нормального закону розподшу.
2. Як впливають параметри а, ст на графики функцш / ( х )  
Р (х) загального нормального закону.
3. Що називають нормованим нормальним законом?
4. Довести, що Мо для нормального закону буде дор1вню- 
вати . . . .
5. Довести, чому дор1внюе Ме для нормального закону.
6. Довести, що для нормального розподшу ц3 = ... .
7. Довести, що для нормального закону Ах = ... .
8. Довести, що для нормального закону Е з= ... .
9. Довести, що для загального нормального закону розпо
дшу Р(а < х < |3) = ... .

10. Довести, що для загального нормального закону 
Р ( |х -а | < 5) = ... .
11. Довести, що для нормованого нормального закону 
Р(а < х  < Р) = . . . .
12. Правило трьох сигм для нормального закону.
13. Записати/ ( х ,  у) для нормального закону на площиш.
14. Записати / ( х ,  у) для нормального закону на площиш за 
умови, що Кху = 0.
15. Довести, що для нормального закону на площиш 
Р(а <х<Ь,  с < у < й) = ... .
16. Дати визначення гамма-розподшу.
17. Чому дор 1внюють/(д:), Р ( х ) щ я  гамма-розподшу?
18. Властивоста гамма-функцн.

19. Чомудор 1внюе + ^

20. Чомудор1внюе

Г (к)

Г —-1
2
С к л г ' к 
' 2



21. Чому дор 1внюе Г(/: +1), де к-— цше невщ’емне число?

22. Чому дор!Внюе + ^  ?
Г (к )

23. Довести, що М (X) для гамма-розподшу дор1внюватиме... .
24. Довести, що для гамма-розподшу О (X) = ... .

( 1 ^
25. Довести, що Г — = ...?

1 2 .
26. Що називають експоненщальним законом розподшу?
27. Довести, що для експоненщального закону розподшу 
М ( Х ) = . . . ,О Д  = ...,ст(Х )=... .

28. Що називають логарифм 1чним нормальним законом?
29. Довести, що для логарифм1чного нормального закону 
М(Х)=. . .  .
30. Довести, що для логарифм1чного нормального закону 
0 (Х )= ... •
31. Що називають ур1заним (л1воруч) нормальним законом?
32. Довести, що для ур1заного (л1воруч) нормального закону 
розподшу М(Х)  = ... .
33. Довести, що для ур1заного (л1воруч) нормального закону 
розподшу И {X) = ... .
34. Що називають бета-розподшом?
35. Бета-функщя та и властивостк
36. Довести, що для бета-розподшу М(Х) = ... .
37. Довести, що для бета-розподшу О(Х) = ... .
38. Що називають розподшом Вейбулла?
39. Довести, що для розподшу Вейбулла М (Х) = ... .
40. Довести, що для розподшу Вейбулла И (Х)= ... .
41. Що називають розподшом %2?
42. Довести, що для розподшу %2 М (Х) = ... .
43. Довести, що для розподшу %2 О (X) = ... .
44. Записати/(х) Р(х) для розподшу
45. Довести, що для розподшу % М (ЛГ) = ... .
46. Довести, що для розподшу % В  (X) = ... .
47. Що називають розподшом Стьюдента?
48. Записати/(х) Р{х) для розподшу Стьюдента.
49. Довести, що для розподшу Стьюдента М (X) = ... .
50. Довести, що для розподшу Стьюдента й  (Х)= ... .
51. Що називають розподшом Ф ш ера— Снедекора?
52. Довести, що для розподшу Ф ш ера—СнедекораМ(Х) = ...
53. Довести, що для розподшу Фаиера—Снедекора О(Х) = ...
54. Яка сутшсть в1дсутност1 шсляди для експоненщального 
закону розподшу?

Задач/ <Эо теми

I (*+3)2
1. З а д а н о /(х ) = —= е  2 , -° ° < х < о ° .

у[2п
Визначити Мо, Ме, Ах, Ех. Обчислити Р ( - 4 < х < 2), Р(\х + 3| < 2).
Шдповьдъ. 0,1587; 0,9544.
2. Вщомо, що випадков1 величини X  \ У е незалежними 1 мають 

нормальний закон розподшу 31 значениями параметр1в: а х = -  2, 
а х = 4, ау = 2, а г = 2.

Знайти коеф щ ент кореляцн випадкових величин: т. = 2х + Зу 1 

I = 2 х -  3у.
Вгдповгдь. гп = -  0,12.
3. Вщомо, що випадков 1 величини X  \ У е незалежними 1 мають 

нормальний закон розподшу 13 значениями парамтр1в: ах = -  1, 
(Ух = 4, ау = 5; ау = 3.

Знайти кореляцшний момент 1 г-, для випадкових величин 
г = З х - 2 у  + 5 1 1= -  4х -  у  + 2.

Вгдповгдъ. К-, = -  220; г., = -  0,981.
4. Завод виготовляе кульки для шдшипнимв. Номшальний д1а- 

метр кульки с1п = 5,55 мм. Внаслщок неточностей при виготовленш 
кульок Д1аметр шдшипника е випадковою величиною, що мае нор
мальний закон розподшу 13 математичним спод1ванням а = с1п 1 серед- 
шм квадратичним вщхиленням а,/ = 0,08 мм. Пщ час контролю в а  
кульки бракуються, якщо Ух д1аметр вщр1зняеться вщ <з?„ бшьш шж 
на 0,04 мм.

Визначити, який вщсоток кульок бракуеться пщ час контролю.
В1дпов1дъ. 4,56%.

5. Задано / (х )  = — т=е 32 , - ° ° < х < ° ° .
4уР ж

Знайти ймов 1рн 1сть того, що випадкова величина вщхилиться вщ 
свого математичного спод1вання на величину бшьшу, ш ж 36.

Вгдповгдъ. 0,0027.
6. Випадкова величина X  мае закон розподшу N  ( -  4; 5). Знайти 

точки перегину кривоТ розподш у/(х).
Вгдповгдъ. = -  9; х 2 -  1.
7. Випадкова величина X  мае закон розподшу N  ( -  0; 6). При 

якому значенш а  1мов1ршсть Р(2 < х < 4) буде найбшьшою?



8. Випадкова в ел и ч и н ах  мае закон розподшу N (4; 6). Знайти та
ке значения а, щоб Р(0 < а- < 8 )  = 0,9906

Шдповгдъ. а  ~  1,54.
9. Випадкове вщхилення розм1ру детал1 вщ номшалу при и виго- 

товленш на верстат1 мае нульове математичне спод 1вання I середне 
квадратичне вщхилення, що дор1внюе 8 мк. Скшьки необхщно виго- 
товити цих деталей, щоб 13 1мов1ршстю 0,99 серед них була хоча б 
одна деталь, що вщповщала вимогам стандарту, якщо для такоУ де- 
тал! допустиме вщхилення и розм 1ру вщ номшалу було б не бшьше, 
ш ж на 4 мк.

в  л  -л 1п 0,01Вюповюъ. II = ---------- .
1п 0,617

10. Заряд мисливського пороху зважують на терезах, що мають 
середню квадратичну похибку зважування 0,5 мг. Номшальна маса 
порохового заряду 4,5 г. Визначити ймов1ршсть пошкодження мис- 
ливськоТ рушниц! при пострш , якщо максимально допустима вага 
порохового заряду 4,9 г.

Вгдповгдъ. р  = 0,4238.
11. Вим1р вщсташ до об’екта супроводжуеться систематичною 1 

випадковою помилками. Систематична помилка становить 25 м у
б 1 к зниження вщсташ, а випадкова помилка мае нормальний закон 
розподшу 13 значениям а  = 50 м. Знайти: 1) ймов 1ршсть вим1рюван- 
ня дальност! з похибкою, що за абсолютною величиною не переви- 
щуе 100 м; 2) 1мов 1ршсть того, що вим1ряна вщстань не перевищить 
справжньоТ.

Вгдповгдь. 1) Р(-100 < а < 100) = 0,927;
2) Р(х<0)= р(-оо< х <оо)= 0,4013.

12. Вир1б вважаеться найвищоТ якост 1, якщо вщхилення його 
розм1р!в вщ номшалу за абсолютною величиною не перевищуе 
2,28 мм. Вщхилення розм1ру виробу вщ номшалу мае нормальний 
закон розподшу 31 значениям а  = 2,4 мм, а систематична похибка 
вщсутня.

Визначити середне число вироб1в вищоТ якоеп, якщо виготовле- 
но 8 деталей.

Врдповгдь. р  = 0,6778; М (х) = пр = 8 • 0,6778 «  5.
13. ЯкоТ ширини мае бути поле допуску розм1ру детал 1, щоб 13 

1мов 1рн 1стю, не бшьшою за 0,0027, виготовлена деталь 13 контрольо- 
ваним розм 1ром виявилась за межами поля допуску, коли вщомо, що 
вщхилення розм1ру е випадковою величиною, з нормальним зако
ном розподшу з параметрами а = 0; о  = 12,5 мк?

Вгдповгдь. Не менш як 37,5 мк.

-1 5[ (-г-2)2 ,(*-'’>(-у+г^т+г)2
,  . . 1 16 20 25

/ ( х ,У) =
4071^075

Визначити М (г ) ,  О ( г ) ,  якщо г = 4 х - 5 ; у  +  3 .  

В1дпов:дъ. М (г) = 1, О(г) = 589.

15. Задано

-0,5

Н х'У) = у г ~ е 60л

(,Г+4)- | (у -2 )2 
36 25

,  — ° °  <  А  <  ° ° ,  — <  у  <  <

Обчислити Р ( - 4 < х < 2 ,  - 1 < у < 5 ) .
Вгдповгдъ. 0,1541.

16. Система (X , У) мае нормальний закон на площиш, кореля- 
(9  0,12^

цшна матриця яко 1 К =
V У

Записати анал!тичний вираз щшьност 1 ймов1рностей для щеТ сис- 
теми, коли вщ ом 1 значения ах = 0, ау = -  2.

Обчислити О (г ) , якщо г = Зх-2;у + 5.
Вгдповгдъ. й  (г) =143,56.

17. За заданою кореляцшною матрицею К =
4 0 

1
нормального

закону на площиш 1 значениями ах = - А , а у = 2 записати аналггичний 
вираз для / ( а , у) 1 обчислити Р { -4 < а < 1, - 2 < у < 4 ) .

Вхдповгдъ. 0,4924.
18. Випадкова величина X  мае закон розподшу М -  а\ а). Визна

чити |д*.
Вгдповгдь. = 0 , якщо к = 2п + 1.

й* =•
2 /1 __ 2. го

л/л

2н + 1
, к = 2п.

19. За задании законом розподшу випадковоТ величини X N(2; 4) за
писати логарифм 1чний закон розподшу для У 1 визначити М (У)\ О  (У). 

[0, у< 0\
В1дповгдь. / ( у )  ■■ 1 (1п>—2)2

4уур2п
, у > 0;

М (К) = е10; О(У) = е20(е16- 1).



20. За заданим законом розподшу випадковоУ величини X  Л/(4; 2) 
записати анал1тичний вираз для ур1заного л1воруч нормального за
кону розп одш у/(у ) 1 визначити М ( П О ( П  

0, у< 0 ;
(г-4)2В1дпов1дъ. / ( у )  -

1 е 8 , у >0.
1,9544>/2л

М (У) = 2 + Х- Щ е ' 2; О (Г) = ~ ^ =  (2 0 - 8,1 Н е)-2 -  (4 + 2,047<Г2 )2 .
л/2л у/2п

21. Випадкова величина X  мае закон розподшу
(0, х<0;

/ ( * )  = 32х2е '5\  л' > 0.

Визначити Д х ) 1 обчислити М (X ), О (X), о (X ).

Вгдповгдъ. М ( Х )  = —, О (X) = — , о (Х ) = ^ - .
4 16 4

22. Задано
0, х< 0 ;

/ ( х )  = • 125 л;>()
24

Визначити назву цього закону I обчислити М (X), О(X ).

Вгдповгдь. М ( Х )  = 2 , О (X )=  -~ -

23. Неперервна випадкова величина X  мае гамма-розподш 31 зна
чениями параметр1в а  = 4, X = 4. Визначити К ^  , якщо у -  2х2 -  Зх + 5.

Вгдповгдъ. Кху = - 1,25.

24. За заданою щшьшстю ймов 1рностей
[0, х < 0;

№ )  = К " -  ,> 0 .
Знайти М (Х ), о (Х ), Ме.

1п2
Вгдпов^дь. М (Х ) = о  (X) =0,125; Ме = —— .

8
25. Неперервна випадкова величина X  мае експоненщальний за

кон розподшу ймов1рностей 31 значениям X = 10. Визначити К ху ,

якщо у = х 2 -З х  + 5 .
Вгдповгдь. К г =0,004.

26. Неперервна випадкова величина X  мае бета-розподш 31 зна
чениями параметр 1В(3 = 8, у = 10. Знайти анал1тичний вираз д л я / (х )  1 

Р(х) 1 обчислити М  (X); И  (X).
В1дпов'к)ь.

[0,
Д х ) =

х< 0 ;
2431л:7 (1 -х )9, 0 < х < 1 ; 
0, х > 1;

20

Г(х) =

0, х < 0;

2431/х7 (1 -х )9 с/х, 0 < х < 1; 
о

0, х > 1;

А/(Х) = —; Я (Х ) =
9 1539

27. Неперервна випадкова величина X  мае розподш Вейбулла 13

значениями параметр1в 0  = 5; Р = —. Записати аналгтичний вираз для
4

/ ( х )  1 Г(х) 1 обчислити М  (X); О (X).
В1дпов1дъ.

0,

/ ( х )

М (Х) = 100; 0 (Х ) = 993550.

х < 0 , 0, х < 0;
.3 М т  Р(х) = 
ле , х >0

, . - Д х > 0;

= 993550.

28. Неперервна випадкова величина X  мае розподш х ‘ к = 8 
ступенями свободи. Записати формулою / ( х )  1 Р  (х) 1 обчислити 
М (X), И (X), а (X).

Вгдповгдъ.

/(х )  =
0,

1 з—  х е 1, 
96

х < 0; 

х > 0 .
Р(х) =

х < 0;

—  [х^е 2с/х, х > 0 ; 
96 Ь

Л/(X) = 8; Г)(Х) = 16, о (X ) = 4.

29. Випадкова величина X  мае розподш %2 13 к = 6 ступенями сво
боди. Знайти К хг, якщо у = х 2 -  Зх + 9 .

В1дпстдъ. Л-„=156.

30. Неперервна випадкова величина X  мае розподш х )з к = 5 
ступенями свободи. Записати формули д л я / ( х )  1 Р(х) 1 обчислити 
М  (X), О  (X).



/(* )  =
Зл/зТл;

), х <  0;
Х “

х 4е 2 , х > 0;
З - Л п  о

х< 0 ;

Вл/2 л / „ ч 4 5 П -1 2 8  
М ( Х ) ----- р=-; Р ( Х ) —-

Зл/л 9тг

31. Випадкова в ел и ч и н а х  мае розподш х \ з  к = 7 ступенями сво
боди. Знайти К ху , якщо у = 9 х - 2 .

112л/2 4608
Вгдповгдъ. К „  =  63 -■----- ----------------.

5-Ул 25 п

32. Випадкова величина X  мае розподш Стьюдента 13 к = 8 ступе
нями свободи. Записати формули для / ( х )  1 Г(х) 1 обчислити М  (х), 
О (х).

Вгдповгдь. / ( х ) =
35

4у[2
1 + - о о  <  х  <  о о  ;

^  х 
г" = т к 1

1 + - Ах, -°°<х<°°-, М ( Х )  = 0 ;  О ( Х )  =  —.

33. Випадкова в ел и ч и н а х  мае розподш Стьюдента 13 к =  10 сту
пенями свободи. Знайти к ^ .я к щ о  у = 9 х - 2 .

Вгдповгдь. Кх> = 3,75.

34. Випадкова величина X  мае розподш Ф ш ер а 13 = 6, к2= 10
ступенями свободи. Записати формули для / ( х )  1 Р'(х) \ обчислити 
М  (X); О (X); а  (х).

Вгдповгдъ.

/ ( х )  =

0,

109375 4х
243

1 Д х
3

х< 0 ;
V 3 Р(х) =

, х  > 0.

0,

109375 '  5 ^1 + — *

х< 0 ; 

, х  > 0.

М ( Х ) = ~ ;  С ( Х )  =  — . 
2 20

РОЗД1Л IV

ГРАНИЧН1 ТЕОРЕМИ

ТЕМА 11. ЗА КО Н  В ЕЛ И К И Х  Ч И С Е Л . Г РА Н И Ч Ш  
Т Е О Р Е М И  Т Е О РИ  Й М О В 1РН О С Т ЕЙ

1. Закон великих чисел

Математичш закони теорп ймов1рностей одерж ат внас- 
л!док формал 1зацп реальних статистичних законом1рностей, що 
притаманш масовим випадковим под!ям. Пщ час спостереження ма- 
СОВИХ ОДНОрЩНИХ випадкових ПОД1Й у них виявляються певш зако
ном 1рност 1 типу стабшьность Так, у раз1 великого числа проведених 
експеримент1в вщиосна частота под1У ЩА)  виявляе стабшьшсть 1 за 
ймов1ршстю наближаеться до ймов1рност1 Р (А); середне арифмети- 
чне для випадковоУ величини наближаеться за ймов1ршстю до и ма- 
тематичного спод1вання.

Ус 1 Ц1 явища об’еднують пщ спшьною назвою закону великих чи
сел, який можна загалом сформулювати так: у раз: великого числа 
експерименпв, що здШснюються для вивчення певноУ випадковоУ по- 
д 11* або випадковоУ величини, середшй Ух результат практично пере- 
стае бути випадковим 1 може передбачатися з великою надшнютю.

Закон великих чисел об’еднуе кшька теорем, у кожнш з яких за 
певних умов виявляеться факт наближення середшх характеристик 
пщ час проведения великоУ кш ькосп експеримештв до певних неви- 
падкових, сталих величин.

Для доведения цих теорем використовуеться нер^вшсть Чебишова.

2. Нер1вн1сть Чебишова

Якщо випадкова вели чи нах  мае обмежеш М (Х); О  (X), то ймов1р- 
шсть вщхилення щеУ величини вщ свого математичного спод 1вання, 
взятого за абсолютною величиною е (е > 0), не перевищуватиме ве-

, 0{Х)  личини: 1— —— .
е



Це можна записати так:

р (|Х  -М (Х )|< е )> 1 -
О(Х) (328)

Д оведения нергвностй Нехай випадкова величина Х е  неперервна, 
закон розподшу ймов1рностей яко'Т / ( х ) \  М  (.X), Э (X) —  обмежеш 
величини. Випадков! поди |Х - М ( Х ) |< е  1 |Х - М ( Х ) |> е  будуть 

протилежними (рис. 105).

р ( - о ° < Х  < м ( х ) ~  е) р ( \ х - м { х ) \ < г ) р [ м { х  )+ е  < X <°°)

м ( х ) - г  М(Х) м ( х ) + е  

Рис. 105
А тому

Р ( |Х -  М (х) | < е)+ Р ( |Х -  М (х) | > е ) =  1 -»  (329)

Р ( |х  - М ( х ) \ < г ) = \ - Р (|Х -М (х ) \  > е). (а)

Отже, знаючи оцшку для Р ( |Х -М (Х ) |> е ) ,  ми зпдно з (а), знай- 

демо оцшку 1 для Р ( |Х -М (Х ) |< е ) .
Розглянемо нер1вн1сть:

\ х  - М ( X ) I  > г - »  \ х - М ( Х ) \ 2 >г 2

-у |Х  - М (Х )|2 > 1. (б)

Помноживши Л1ву 1 праву частини нер1вност1 (б) на / (л) 
(/■(х ) > 0), дютанемо:

(в)А \ Х - М ( Х ) \ 2 / { х ) > / ( х )

або

Зштегруемо праву 1 л1ву частини нер1вност1 (в) на пром 1жках 
оо; М { Х ) ~ е]11[(Х)+е;°°]:

1 М ( Х ) - е  _  | ~
4  { ( X - М ( Х ) ) 2/ Ш х  + А г \ { Х - М ( Х ) У / ( х)с1х >
г —. е м(Х)+е

М( Х) ~Е  оо

> |  / (х)с1х+ \ ?{х)с1х (г)
— оо М  ( X  )  +  Е

4  |  ( х  - М ( Х ) ) г / (х)с1х>  { / (х)(1х.  ( д )
е  | х - м <х ) |> е | Х - М ( Х ) | > Е

Зпдно з рис. 105 запишемо: / /(х)с1х= Р ( \ Х - М ( Х ) \ > ° ° ,
\Х-М(Х)\2.е

оскшьки
Р ( |Х -А /(Х ) |> е )  = Р (-°°< Х  < М ( Х ) - г )  + Р( М( Х)  + е < Х  < ° ° ) .

3 огляду н ате , що 0 (Х ) = |(Х  - М (X))2 /(х)с1х, маемо:

|  ( X - М ( Х ) ) 2/ ( х)с1х < ] ( Х - М ( Х ) ) 2/ ( х )с1х
|Х-М(Ю|2е

-> / ( х - М ( Х ) ) 2/(а )с /х < 0 (Х ).
|х-л/ <Х)|>е

Зрештою, нер1вшсть (д) набере такого вигляду:

^ -Я (Х )  > Р ( |Х -М (Х )|> е ) . (е)

Отже,

^ - 0 ( Х ) >  Р ( |Х -М (Х ) |> е ) . (330)

Пщставивши оцшку для Р(|Х -М (Х )|> е )  (330) в (329), дютанемо: 

Р(|Х -  М (X )| < е) > 1 - - ,  що й потр1бно було довести.

П риклад  1. Випадкова величина X  мае закон розподшу 
N  ( -  2; 4).
Скориставшись нер1вшстю Чебишова, ощнити ймов1рнють 
\х -  сг| < е , якщо е = 4ст.

Розе ’язання.
Оскшьки а = -  2, стл = 4, О (X ) = 16, то зпдно з (328) маемо:

Р(\х + 2| < 16) > 1 -  —  = 1 - 0,0625 = 0,9375 .
1 1 256

П рнклад 2. 1 мов1рн1сть появи випадковоТ поди в кожнш 13 
400 незалежннх експерименлв е величиною сталою 1 дор1в- 
нюе 0,9. Використовуючи нер1вжсть Чебишова, оцшити 
ймов1рн1сть поди |Х -  М (Х)\ < е , якщо е = 10.

Р озв’я за н н я : За умовою задач 1 маемо: п -  400, р  = 0,9; ц = 0,1; 
8 =  10.

М{Х)  = пр = 400 • 0,9 = 360; О (X) = прс7 = 360 • ОД = 36.

Р(\х -  360| < 10) > 1 -  —  = 0,64.
1 1 100



3. Теорема Чебишова

Нехай задано п незалежних випадкових величин Х и Х2, ... Хп, яю 
мають обмежеш М  (X,) (/ = 1 ,..., п) 1 дисперсп яких И(Х)) не переви- 
щують деяко'У сталоУ С (С > 0), тобто В(Х,) < С. Тод 1 для будь-якого 
малого додатного числа в 1мов1ршсть вщхилення середнього ариф- 
метичного цих величин

п

-  Х, + Х2 + ...+ Х„ ^
П П

В1д середнього арифметичного Ух математичних спод^вань
п

Л/ (Х)  - м<.х1) + м ( х 2)+ .. .+ щ х я) .... ? м ( х , ) ;
II п

взятого за абсолютним значениям на величину 8, прямуватиме до 
одинищ 31 збшьшенням числа п:

Пт РП—*°°
X, + Х 2 +...+ Х п М ( Х 1) + М ( Х 2) + ... + М(Х„)

<г = 1

або

Нш Р
X X , ХМ(Х,.) 
1=1 /=1 <е = 1 . (331)

|  Д оведения. Оскшьки X,  —  випадков 1 величини, то 1 X буде ви- 
•  падковою. Числов 1 характеристики для X :

/  п ^

М ( Х )  = М
Ъ х ,1=]__ = - Е М ( Х ,) ;  0 (Х )  = 0

/1 1=1
4 - х ° ( х ()-п г ;=1

V /
Заетосуемо нер1вшсть Чебишова для випадковоУ величини X :

о т  -  - ■Р ( |х - М ( х ) |< е ) > 1 - — або Р ( |х  - А/(Х)| < е )> 1-•
(ле)

Ураховуючи умову 0(Х ,) < С, записуемо:
пс

Р(\Х - М ( Х ) \ < е ) >  1--------- -> Р
I I (пг)2

> ( |х -М (Х ) |< е ) >1-
П Е

Тод 1 при п —> оо д'ютаемо

|х-Л/(Х)|<е)>Нш
/ \

п—>•»{  т 2 ^
- 1 .

Оскшьки ймов1рн1сть не може бути бшьшою за одиницю, а нер 1в- 
шсть е не строгою, одержимо

Пт Р ( |х - М ( х ) |< е )  = 1

або Пт Р
п—»°°

Х 1 + Х 2 + ...+ Х„ М (Х ,) + Л /(Х 2) + ...+ М (Х„)
<е = 1,

що й потр 1бно було довести.

П риклад 3. Дисперс1я кожноУ 13 4500 незалежних випадко
вих величин, що мають один 1 той самий закон розподшу 
ЙМ0В1рИ0СТеЙ, Д0р1ВНЮС 5. Оцшити ЙМ0В1рНЮТЬ ТОГО, ЩО В1Д- 
хилення середнього арифметичного цих величин вщ серед
нього арифметичного Ух математичних спод1вань, взяте за 
абсолютною величиною, не перевищить 0,4.

Розе ’язання.
Використовуючи нер1вшсть Чебишова для теореми Чебишова, 

одержимо:
/ 4500

X * ,
/=1

4500
Ъ М ( Х ' )
/=1

\

<0,4
4500 4500

V /

>1-
4500 0,4

= 0,003.

П риклад 4. Унаслщок медичного огляду 900 допризовниюв 
було виявлено, що середня маса кожного з них на 1,2 кг 
бшьша вщ середньоУ маси попереднього призову. Чи можна 
це констатувати як випадков1сть, якщо середне вщхилення 
маси допризовника дор1внюе 8 кг?

Розе ’язання.
900
I X ,
/=1

900
1 м ( х , )
1=1

900 900
< 1,2 > 1 -

900 (1,2)2
= 1-0,0062 =0,9932;

/ 900
1 х ,
Ы

900

/=1

\

<1,2
900 900

V У

= 0,0068.

Оскшьки ця ймов1рн1сть дуже мала, вщхилення маси можна вважати 
иевипадковим.



4. Теорема Бернулл!

Якщо ймов^ршсть появи випадковоУ под 11' А в кожному з п неза
лежних експерименттв е величиною сталою 1 дор1внюе р , то при 
иеобмеженому збшьшенш числа експерименпв и —» °о 1мов 1ршсть 
вщхилення вщносноУ частота появи випадковоУ под 11 Щ А ) вщ 1мов 1- 
рносп  р , взято'У за абсолютною величиною на е (е > 0) прямуватиме 
до одинищ 31 зростанням п, що можна записати так:

Н т Р ( | Щ А ) - р | < е )  =  1. ( 3 3 2 )
П—>ео

•  Д оведения. Оскшьки Щ А) = т  / п, де т  —  число експеримен- 
^ Т1в —  яких випадкова под 1я А спостершалась, п —  загальне 

число проведених експерименпв, то ми можемо записати, що
п

т = X X , , де X, —  дискретна випадкова величина, яка може набувати 
1=1

лише одного з можливих значень: 0 або 1. У табличнш форм 1 закон 
дискретноУ випадковоУ величини X ) можна записати так:

X, 0 1

р. Ч Р

Числов! характеристики Х,\
М(Хд = 0 д + 1 р  = р\
М(Х-,)=р-,
0(Х.) = М (Х ,) - М 2(Хд = р - р 2 = р ( 1 - р )  = щ .

Н ер 1вн 1сть Чебишова для теореми Бернулл1 матиме такий вигляд:

Р(|Щ А) -  Р\ < г) > 1 -  -> Р(\М(А) - р \ < г ) > \ - ^ - .  (3 3 3 )
я е т 1

Отже, доведено, що Пт Р(\У/ (Л )  -  р\ < е )  =  1.
п -> ° °  ' 1

1  П риклад 5. 1мов1ршсть виготовити стандартну деталь робь 
тником дортвнюе 0,95. Контролю пщлягае 400 деталей. Оцн 
нити ймов1рн 1сть вщхилення вщносноУ частота появи стан- 
дартно'У детал! ЩА)  вщ 1мов1рност1 0,95 не бшыне шж на 
величину 0,02.

Р озв’язання. За умовою задач1: р  = 0,95; с/ = 0,05; п = 400. На пщ- 
став1 (333) дютаемо:

Р (\\\'(А )-  0,95| < 0,02) > 1 — — 5--- -° 5-- = 1 -  0,2969 = 0,7031.
1 1 400-(0,02)

П риклад 6. Скшьки необхщно провести експерименпв п, 
щоб 1мов1рн 1Сть вщхилення вщносноУ частота появи випад
ковоУ поди ЩА) вщ 1мов1рност1 р  = 0,85, взяте за абсолют
ною величиною, на е = 0,001, була б не меншою за 0,99.

Р озв’язання. 1з умови задач! маемор  = 0,85; д = 0,15; е = 0,001, 

Р(\\У(А) -0,85| < 0,001) = 0,99.

1—^ 1  = 099 -> п= РС] -  = ° ’85 0’15...- = 12450000.
пг2 0,01 е2 0,01 0,000001

5. Центральна гранична 
теорема теорм ймов1рностей 
(теорема Ляпунова)

5.1. Характеристичн/ функцп 
та Ух властивост /'

Для доведения центральной гранично'У теореми використовуються 
характеристичн! функщУ.

Розглядаеться випадкова величина У = е“х , де X —  дш сна випад

кова величина, закон розподшу якоУ вщомий, I -— параметр, а / = V—Т —  
уявна одиниця.

Така випадкова величина називаеться комплексною. 
Характеристичною функщею називають математичне спод 1вання 

вщ е“х:
а х (I) = М(У) = М (е',х ). (334)

Якщо X  е дискретною, то

а , ( 0  = 2 > " > , -  (335)
1=1

Якщо X  е неперервною, то

а х (1)=°1е‘к /(х)с1х. (336)

Основш властивоспп  а х(1):

1. а л(0) = 1, оскшьки в цьому раз 1 ((=  0), то | / ( х)с/х = 1.

2. Якщо взяти похщну вщ а х(1) по I, то а х (1 ) = /' \х е ,,х/ ( х )с/х.

Прир 1внявши параметр 1=0,  одержимо



а'х (0) = Ц х е ‘,х/(х )й х  = / М (X )

-> М (Х ) = 2а 'х (0) = - / а 'х (0), (337)
/

оскшьки /2 = -  1 .
3. Якщо взяти другу пох 1дну вщ а л-(0 за параметром 1 при цьому 

(=  0, то одержимо:

а'х (0) = - / х 2 е"х/(х)с1х = - ] х\[{х)с1х = -М  (X 2) -> М { Х 2) = - <  (0).

Отже,
В ( Х )  = - а ' х (0 )-(а 'х (О))2 . (338)

4. Якщо випадков 1 величини У 1 X  пов’язаш сшввщношенням 
У = ах + Ь, де а \ Ъ е сталими, то Тх характеристичш функщ'Т 
пов’язаш  М1ж собою так:

а у(?) = М(е‘,у)=м(еи(ах+Ь))= ел М(е‘гах)= еиьа х (а?).
Отже,

а,- (0 = е"ьа х (ах) .  (339)

5. Якщо випадков 1 величини Х \ ,Х 2, . . . Х п е незалежними 1 вщом 1 

Ух характеристичш функцп а х (г) , то для випадковоТ величини
п

X = У̂Х [ характеристична функщя:
ы

Г  И Л
а х (1) = м (е ‘, х )= М е ' = П  м ( е " х‘ ) = П а х, (?) • (340)

V 1=1 1=1
6. Якщо випадков1 величиниХ и Х 2, ... Х пе незалежними, кожна 13 

них мае один 1 той самий закон розподшу, то характеристична фун

кщ я для У = XX,.
'=' сс,, (0  = 0 4 ( 0 -  <-341)

П риклад 7. Неперервна випадкова величина X  мае закон 
розподшу N  (0; 1). Знайти характеристичну функцию для 
цього закону.

1Р озв’язання. Оск\път / ( х )  = —= е  2 , — °° < х < °° , то
У2я

~ 1 ■» %г 1 «■ I1
*  С I I  У о I  Аа х (0  = I е"х/(х)с1х = —== |  е"хе 2 йх = —т=е 2 \е  2 с1х = е 

л/2 я  — V 2п

через те, що |  е 2 с/х = {е 2 йх = л/2п , де г = х -  / 1 , йх = йг.

Отже, для нормованого нормального закону розподшу випадковоТ 
величини X  характеристична функщя

а х (1) = е 2 . (342)

5.2. Центральна гранична теорема

Розглядаеться один 13 найпрост1ших вар1ант1в щеТтеореми.

Т еорем а. Нехай задано п незалежннх випадкових величин Х и 
Х 2, ... Х п, кожна 13 яких мае один 1 той самий закон розподшу ймовь 
рностей 13 М(X,) = 0, ст (X) = а  1 при цьому юнуе за абсолютною ве
личиною початковий момент третьего порядку |\’3| , тод 1 31 зростанням

п
числа п закон розподшу У = X X , наближатиметься до нормального.

1=1

•  Доведения. Оскшьки випадков1 величини X ] мають один 1 той
* самий закон розподшу, то кожна 13 них мае одну 1 ту ж  характе

ристичну функцию ос,х(1). Згщно з (341) маемо:

а у(() = а пх (0.
Розвинувши <Ху(г) в ряд М аклорена в окол 1 точки I = 0 1 обмежив- 

шись при цьому трьома членами й залишковим членом в форм1 Лаг
ранжа, запишемо:

а у(0 =

де * з(е ,)  = ^ М , 2 .

а'х (0) а*  (0)
-х +

2!
Г +/?3(0О (343)

(0 < 0 < 1).

1з властивостей характеристично! функцп випливае: 
а ,(0 ) = 1; а 'л(0) = \М(Х) -  0, оскшьки М(Х)  = 0; 
а"(0 ) = -  М ( Х 2) = -  ст2.
Тод 1 ви р аз(3 4 2 )набирае такого вигляду:

а у(г)-
а 2 2 1 - _ , 2 + Я3(0О (344)

Оскшьки а " (0 О  = -г \ х V  ,х/(х )й х  \ при цьому

а - (00) = -I \ х  е х/ ( х ) йх -< 2 1V з I.



Це випливае з того, що

е',вх =со80/д: + (81п 0/л: —>|е"э 

Уведемо випадкову величину 7. = ■

= сок 0? х  +181 п 0/ х| < 2.

Маемо: 0 (У ) = 0 |  X X,. ] = Х О (X ,) = па2.
1=1

Використовуючи властивють характеристично'!' функцп (339), д\- 
стаемо:

л
а2(0 = осу

С \ I

о4п
г

— +/?з(0О 
2 п (345)

де

/?з (0 г) < —

Прологарифмуемо вираз (345): 1па2(0 = /г1п 1 -  —  +/?з(60
2 п

(346)

• (347)

Використовуючи в (347) при // —> оо екв1валентжсть нескшченно 
мал их (1п(1 + а )  = а ) , одержимо:

1па2 (0 = я 

—> Иш1па2(г) = Нт - у + л / г 3(0г) —■> П т 1 п а 2 ( ? )  = ------------ ( - П щ ( 0 / ) .
п->~ 2 «-**•

у з| з̂|Оскшьки ПтлЛ3( 0 г ) < Н т / ! - ^ - ^  = Н гп ^1 ^- = О 
л_>~ ' с гп47г а 3 4п

= 0, то

Звщси випливае, що

Пт 1па2 (г) = -----
«-*“ 2

а2(/) = е 2 .

Таким чином, доведено, що характеристична функщя випадковоУ 
величини 2  при п —> оо дор1внюе характеристична функцм нормова- 
ного нормального закону, а звщси випливае, що 2  1 пов’язана лш ш - 
ною залежжстю  величина У наближатимуться до нормального зако
ну розподшу.

П риклад 8. Кожна 13 100 незалежних випадкових величин 
X, мае р1вном'фний закон розподшу на пром1жку [0; 0,12]. 
Записати наближеио закон розподшу для випадковоУ вели

чини у = Ё х ,
1=1

Розв’язання.
Знаходимо числов! характеристики для Х,\ М(Х,) = 0,06; О (АО = 0,1. 
ТОД1

( ш
м( У)  = м\  XX 

о  (У)

На шдстав! центральноУ граничноУ теореми маемо

1 (,У~6)2
/ (у )  = е 20 , - ° ° < у <  оо.

>/20п

Центральна гранична теорема була вперше використана для дове
дения штегральноУ теореми Муавра— Лапласа.

= 0  1 .Х , = Х О (Х ,)  = 100-0.1 = 10.

Л 100
, =Х М (Х ,.) = 100-0,06 = 6.

6. Теорема Муавра— Лапласа

У загальному випадку випадков1 величини Х \,Х%  ... Х п, що розг- 
лядаються в центральнш гран и чи т теорем 1, можуть мати довшьш 
закони розподшу.

Якщо X  е дискретними 1 мають лише два значения: Р (X, = 0) = с/, 
Р ( Х , =  1 ) =р ,  то приходимо до теореми Муавра—-Лапласа, яка е 
найпрост1шим випадком центральноУ граничноУ теореми.

Якщо здшснюеться п незалежних експеримештв, у кожному з 
яких 1мов1рн1сть появи випадковоУ поди А е величиною сталою 1 до- 
р!внюе р,  то для штервалу [а ; Р) справедлива р1вшсть:

Р(а < К < Р) = Ф
/  \  

р - п р
( \  

а - п р (348)

•  Д оведени я. Нехай проводиться п незалежних експеримеш тв, 
^ у кожному з яких випадкова под1я А може здш снитися 31 ста-

п
лою  йм ов 1рн!стю р.  Тод| У = X X, —  поява випадковоУ поди в



п експериментах е випадковою  величиною  13 числовими характе
ристиками:

М  (У) = пр, О (У) -  прд, о  (У) = фгря .

На пщстав! центрально! граничноТ теореми розподш випадковоТ ве
личини У 31 зростанням п наближатиметься до нормального. Тому для 
обчислення ймов!рност! поди а  < У < (3 використовуеться формула

(261): Р(а<У  <Р) = Ф
(3 -п р

Ф
а  - п р , що 1 треба було довести.

П риклад 9. Завод виготовляе 80% вироб1в першого сорту. 
Навмання вибирають 800 вироб1в. Яка ймов1ршсть того, що 
число вироб!в першого сорту виявиться в межах вщ 600 до 
680 штук?

Р озв’язання. 1з умови задач1 маемо р  = 0,8; с] = 0,2; п = 800; а  = 700, 
|3 = 620.

Обчислимо: пр = 800 • 0,8 = 640; фгРЧ = >/800 0,8-0,2 = 11,3. 
Зпдно з (259) дютанемо:

Р(600 < у<  680) = Ф 

= 2Ф

Г 680 -  640 ̂
-Ф

Г 600 -  640 = Ф
Г 40

-Ф

1 О

1 11,3 [и,3; [11*  )

11,3
= 2Ф (3,5) = 2 • 0,4499841 = 0,999682.

Теоретичн/ запитання до теми Г

1. Як сформулювати в загальному вигляд 1 закон великих 
чисел?
2. Сформулювати нер1вшсть Чебишова.

3 . Довести, що Р ( [х - М ( Х ) | < е ) >  1 -

4. Сформулювати умови, яю мають виконуватися для нерь 
вност1 Чебишова.
5. Де використовуеться нер1внють Чебишова?
6. Сформулювати теорему Чебишова.
7. Як 1 умови мають виконуватися для доведения теореми 
Чебишова?
8. Записати нер1вн!сть Чебишова для теореми Чебишова.

9. Довести, що Нт Р
1 М ( Х , )  

1=1 *=1 < е = 1 .

10. Сформулювати теорему Бернулли
11. Записати нер1вшсть Чебишова для теореми Бернушй.
12. Довести, що Цщ />(|\У(Л) -  р \ < е )=  1 ■
13. Дати визначення характеристично)' функцп для випадко
воТ величини.
14. Чому дор 1внюе а л(0) ?
15. Чому дор1внюе а 'л(0) ?
16. Чому дор1внюе а " л(0) ?
17. Чому дор1внюе а у({), якщо У = ах + Ъ7

П
18. Чому дор 1внюе аИУ), якщо У = X X, ?

;=1
19. Сформулювати центральну граничну теорему.
20. Довести, що для нормованого нормального закону розподь
лу ах([) = ....
21. Доведения центрально'Т граничноТ теореми.
22. Використання центрально)' граничноТ теореми для дове
дения штегральноТ теореми Муавра—Лапласа.

Приклади до теми

1. 1мов!ршсть появи випадковоТ подп в одному експерименп е 
величиною сталою 1 дор1внюе 0 ,3 .1з якою 1мов1ршстю можна стверд- 
жувати, що вщносна частота щеТ под 11 при 100 експериментах буде 
знаходитись у межах [0,2; 0,4].

Ыс»юви)ь. 0,98.
2. Випадкова под1я А може здшснитися при одному експеримен- 

Т1 13 1мов1рн1стю р. Експеримент повторили п раз. Яка ймов1ршсть 
того, що при цьому виконуеться нер1вшсть

пр -  2 Тгрс/ < т < пр + 2 л]прд .

Шдповгдъ. 0,9544.

3. Яке повинна мати значения величина 8 у нер1вност1 Чебишова, 
щоб Р ( |х  -  а\ < е) = 0,99, коли вщомо, що О (X) = 4.

В1()пов'к)ь. е = 20.
4. 1з якою надшнютю середне арифметичне вим1р1в певно'Т вели

чини в 1дпов 1дае ютинному вим 1ру щеТ величини, якщо було здшс- 
нено 500 вим!рювань 13 точнютю 0,1 1 при цьому дисперси випадко
вих величин —  результате вим1рювання —  не перевищують 0,3.

В1дпов1дъ. 0,94.
5. Скшьки необхщно провести вим1р1в Д1аметра втулки, щоб се

редне арифметичне цих вим 1р1в в 1др 1знялося вщ ютинного розм!ру



д1аметра втулки не бшьше як 0,05 13 надшнютю 90%, якщо дисперсн 
випадкових величин (результате вим 1р 1в) не перевищують 0,2.

В1дпов1дъ. п = 800.
6. 1мов1рн1сть того, що за час / 13 ладу вийде один конденсатор, 

дор1внюе 0,2. Яка ймов1ршсть того, що за час П з 100 конденсатор1в
13 ладу вийде:

1) не менш як 28 конденсатор1в;
2) вщ 14 до 26 конденсатор1в?
Вгдповгдь. 1) 0,98; 2) 0,9.
7. При вщливанж вщливок, 13 яких шлчм виготовляють на верс- 

татах детали одержують у середньому 20% браку. Скшьки необхщ- 
но запланувати вщливок, щоб 13 1Мов1ршстю не меншою за 0,95 була 
забезпечена програма випуску деталей, для виготовлення яких не
обхщно 50 бездефектних вщливок.

В1дпов!дъ. п = 305.
8. Здшснюеться виб1ркове обстеження партГГ електроламп для ви

значення тривалост1 IX горшня. Скшьки необхщно перев1рити елек
тролампочок, щоб 13 1мов 1рьпстю не меншою за 0,9876 можна було 
стверджувати, що середня тривалють горшня лампочки для в а х  п 
штук перев1рених вщхилялось вщ и середньоТ величини не бшьше 
ж ж  на 10 годин, якщо середне квадратичне вщхилення тривалост1 
горшня лампочок дор1внюе 80 годин.

В1дпов1дъ. п = 4776.
9. Випадкова величина X —  середне арифметичне 10000 неза

лежних випадкових велечин, що мають один 1 той самий закон роз
подшу, 1 середне квадратичне вщхилення_кожноУ 13 них дор1внюе 2. 
Яке максимальне вщхилення величини X вщ його математичного 
СПОД1ВЗННЯ можна 041кувати 13 1МОВ1рН1СТЮ 0,9544?

Вгдповгдь. 0,04.
10. Верстат 13 програмним управлшням виготовляе за робочу 

змш у 900 вироб!в, 13 яких в середньому 1% складае брак. Знайти на- 
ближено ймов1ршсть того, що за зм1ну буде виготовлено не менше 
810 доброяю сних вироб1в, якщо вони виявляються доброямсними 
незалежно один вщ одного.

Вгдповгдъ. 0,99865.
11. Кожна 13 40 незалежних випадкових величин мае гамма- 

розподш 13 значенями параметр!в а  = 2, X = 10. На пщстав 1 цент- 
рально'Г граничноУ теореми теорп ймов1рностей записати наближено

4 0

закон розподшу для випадковоУ величини X = X X , .
1=1

1 и-в)2
Вгдповгдъ. а  = 8; а  ~  0,9; /(* )  = ----- 1.62 , - ° о < д < о о .

0,9у2л

12. У кас 1 певного закладу в наявност 1 е 4000 гривень. У черз 1 
знаходиться п = 30 роб1тниюв. Сума X, яку потр1бно виплатити кож
ному, е випадковою величиною 13 математичним спод 1ванням, р1в- 
ним 200 грн. 1 середжм квадратичним вщхиленням а  = 60 грн. 
Знайти ймов!ржсть того, що суми, котра е в кас1, не вистачить ус1м 
людям, як 1 стоять у черз1 .

В1дпоа1дъ. М(У)  = п М ( Х ) = 30 • 200 = 6000 грн.;

о(Г) = л/30 60 = 5,48-60 = 328,8 грн.;

Р(Х  >4000) = 0 ,5 - Ф
г 4000- 6000 л

328,8
= 1. Не вистачить.

13. Збершаеться умова задач 1 12, тшьки в черз 1 стоТть п =  15 ро- 
б 1тник 1в 1 сума X ., яку повинен одержати кожний 13 них, е випадко
вою величиною 13 значениями М  (X) = 150 грн., ст (X)  = 60 грн. Яка
ЙМОВ1рН1СТЬ ТОГО, ЩО СуМИ ВИСТЭЧИТЬ УС1М людям?

В1дпов1дь. М(У)  = 2250  грн.; а(К) = л/Г 5 -60  = 232 ,4  грн.;
С

Р(Х >4000) = 0 ,5 - Ф
4000-2250

= 0 ,5 -0 ,5  = 0.
232,4

У с 1м роб1тникам вистачить суми, що е в каск

14. Зал 1зничний состав складаеться 13 30 вагожв. М аса кожного
з них е випадковою величиною X  13 математичним спод1ванням 
М(Х) = 400 т 1 середжм квадратичним вщхиленням о(Х) = 20 т. Ло
комотив може нести масу не бшьшу за 12100 т. Якщо маса составу 
перевищуе допустиму, то необхщно причеплювати другий локомо
тив. Знайти ймов!рнють того, що одного локомотива не досить для 
перевезення составу.

п
Ыдповгдъ. С = ^ Х 1 — маса составу.

/=1

М с = п М (X ) -  30-400 = 12000 т ;  а(У) = у[30ах =5,5-20 = 110 т ;
Р(С > 14500) = 0,1814 .

15. М аемо 100 щ ентичних елем ент 1в, що складаю ть певний
техж чний  комплекс. Час безвщмовноУ роботи кожного г-го еле- 
менту е випадковою  величиною  Т-„ що мае експоненщ альний за
кон розподш у 13 параметром X = 40 1 однаковим для вс1х елемен- 
Т1в. В ипадков 1 величини Т\, Т2, ..., 7’юо е незалежними м1ж
собою. У раз 1 вщ мови в робот! г-го елемента миттево здж сню еть- 
ся перем 1щення на г + 1-й справний елемент. Загальний час без-

100
вщмовноУ роботи комплексу дор1внюе сум1 Г„ а саме Т  = ^7 ) .

/=1



Знайти наближено ймов1ршсть того, що комплекс безвщ мовно 
пропрацю е не менш як 20 год.

Вгдповгдь:

Р(Т  >20) = 0 ,5 -Ф 80-100

■Доб

20
10

= 0,5 + Ф (2) = 0,9772.

16. Провести апроксимафю  нормального закону 13 параметрами 
а, а  за допомогою суми п незалежних випадкових величин Х\, 
Х 2, . .. ,Х п, кожна 13 яких мае р1вном1рний закон розподшу на пром 1ж- 
ку [0; 1]

Вгдповгдь. У = 2 Х , ; М(У) = -  ; Г»(УЯ) = — ; Х=кУ„+Ь  
ы  2 12

Т 11 Iа = к — + Ь г—
2  ч , - у 1 2 о  гг—> к = -------- ; Ь = а — стуЗ/г.

_2 ,2 П По  = к —
12

17. Верстат-автомат виготовляе за робочу змш у п = 1000 виро- 
б 1 в, 13 яких брак у середньому становить 5%. На ск1льки доброяю - 
сних вироб!в к  мае бути розрахований бункер для доброямсних 
вироб1в, щоб 1мов 1рн 1сть його переповнення за змш у не перевищу- 
вала 0,001.

В1дпоеЛдъ.

Р(У>к)  = 1 -  0,001 = 0,999 -> Ф к -956 
6,9

= 0,499 -> к = 772.
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Додаток 1

г 21 ——
ТАБЛИЦЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦП ГАУССА ф (х) = —==е 2

у2я

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 0.3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0.1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0.2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0.3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0.4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0.5 3521 3503 3485 3467 3478 3429 3410 3391 3372 3352
0.6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0.7 3123 3101 3079 3056 3034 ЗОН 2989 2966 2943 2920
0.8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0.9 2661 2637 2813 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1.0 0.2420 2396 2371 2347 2323 2293 2275 2251 2227 2203
1.1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1.2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1.3 1714 1691 1669 1647 1646 1604 1582 1561 1539 1518
1.4 1497 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1.5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1107
1.6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1.7 0940 0925 0909 0893 0978 0863 0848 0833 0818 0804
1.8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1.9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

2.0 0.0540 0525 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2.1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2.2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0279 0290
2.3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2.4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2.5 0175 0171 0164 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2.6 0136 0132 0129 0126 0122 0118 0116 0113 0110 0107
2.7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2.8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2.9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046

3.0 0040 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3.1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3.2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3.3 0017 0017 0016 0016 0015 0014 0014 0013 0013 0013
3.4 0012 0012 0012 ООП ООП 0010 0010 0010 0009 0009
3.5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3.6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3.7 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003 0003
3.8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3.9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 000



_ I х
ТАБЛИЦЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦП ЛАПЛАСА Ф  (х )  = —=  \  е 1 с!х

ч/2я о

X Ф (л) X Ф(л) X Ф(.г) X Ф(4 X Ф (-V)

0,00 0.0000 0.50 0.1915 1.00 0.3413 1.50 0.4332 2.02 0.4783
0,01 0.0040 0.51 0.1950 1.01 0.3448 1.51 0.4345 2.04 0.4793
0,02 0.0080 0.52 0.1985 1.02 0.3461 1.52 0.4357 2.06 0.4803
С, 03 0.0120 0.53 0.2019 1.03 0.3485 1.53 0.4370 2.08 0.4812
0,04 0.0160 0.54 0.2054 1.04 0.3508 1.54 0.4382 2.10 0.4821
9,05 0.0199 0.55 0.2088 1.05 0.3531 Ь55 0.4394 2.12 0.4830
7,06 0.0239 0.56 0.2123 1.06 0.3554 1.56 0.4406 2.14 0.4838
0,07 0.0279 0.57 0.2157 1.07 0.3577 1.57 0.4418 2.16 0.4846
0,08 0.0319 0.58 0.2190 1.08 0.3599 1.58 0.4429 2.18 0.4854

ОО

00359 0.59 0.2224 1.09 0.3621 1.59 0.4441 2.20 0.4861

0, Ю 0.0398 0.60 0.2257 1.10 0.3643 1.60 0.4452 2.22 0.4868
0,11 0.0438 0.61 0.2291 1.11 0.3665 1.61 0.4463 2.24 0.4875
% 12 0.0478 0.62 0.2324 1.12 0.3686 1.62 0.4474 2.26 0.4881
«13 0.0517 0.63 0.2357 1.13 03708 1.63 0.4484 2.28 0.4887

0,14 0.0557 0.64 0.2389 1.14 0.3729 1.64 0.4495 2.30 0.4893
0,15 0.0596 0.65 0.2422 1.15 0.3749 1.65 0.4505 2.32 0.4898
0,16 0.0636 0.66 0.2454 1.16 0.3770 1.66 0.4515 2.34 0.4904
0,17 0.0675 0.67 0.2486 1.17 0.3790 1.67 0.4525 2.36 0.4909

ОО 0.0714 0.68 0.2517 1.18 0.3810 1.68 0.4535 2.38 0.4913
0,19 0.0753' 0.69 0.2549 1.19 0.3830 1.69 0.4545 2.40 0.4918
«20 0.0793 0.70 0.2580 1.20 0.3849 1.70 0.4554 2.42 0.4922
<221 0.0832 0.71 0.2611 1.21 0.3869 1.71 0.4564 2.44 0.4927
#22 0.0871 0.72 0.2642 1.22 0.3883 1.72 0.4573 2.46 0.4931
0,23 0.0910 0.73 0.2673 1.23 0.3807 1.73 0.4582 2.48 0.4934
0,24 0.0948 0.74 0.2703 1.24 0.3925 1.74 0.4591 2.50 0.4938
0,25 0.0987 0.75 0.2734 1.25 0.3944 1.75 0.4599 2.52 0.4941
0,26 0.1026 0.76 0.2764 1.26 0.3962 1.76 0.4608 2.54 0.4945

X . Ф (Л) X Ф (х) X Ф(*) X Ф(*) X Ф (х)

0,21 0.1064 0.77 0.2794 1.27 0.3980 1.77 0.4616 2.56 0.4948

ООг}ОТ 0.1103 0.78 0.2823 1.28 0.3997 1.78 0.4625 2.58 0.4951
«29 0(1141 0.79 0.2852 1.29 0.4015 1.79 0.4633 2.60 0.4953
0,30 0.1179 0.80 0.2881 1.30 0.4032 1.80 0.4641 2-62 0.4956
0,31 0.1217 0.81 0.2910 1.31 0.4049 1.81 0.4649 2.64 0.4959
0,32 0.1255 0.82 0.2939 1.32 0.4066 1.82 0.4656 2.66 0.4961
0,33 0.1293 0.83 0.2967 1.33 0.4082 1.83 0.4664 2.68 0.4963
Р, 34 0.1331 0.84 0.2995 1.34 0.4099 1.84 0.4671 2.70 0.4965
0,35 0.1368 0.85 0.3023 1.35 0.4115 1.85 0.4678 2.72 0.4967
е(зб 0.1406 0.86 0.3051 1.36 0.4131 1.86 0.4686 2.74 0.4969
Р,37 0.1443 0.87 0.3076 1.37 0.4147 1.87 0.4693 2.76 0.4971
^38 0.1480 0.88 0.3106 1.38 0.4162 1.88 0.4699 2.78 0.4973
0,39 0.1517 0.89 0.3133 1.39 0.4177 1.89 0.4706 2.80 0.4974
^40 0.1554 0.90 0.3159 1.40 0.4192 1.90 0.4713 2.82 0.4976

(}41 0.1591 0.91 0.3186 1.41 0.4207 1.91 0.4719 2.84 0.4977
0,42 0.1628 0.92 0.3212 1.42 0.4222 1.92 0.4726 2.86 0.4979
0,43 0.1664 0.93 0.3238 1.43 0.4236 1.93 0.4732 2.88 0.4980
044 0.1700 0.94 0.3264 1.44 0.4251 1.94 0.4738 2.90 0.4981
0/45 0.1736 0.95 0.3289 1.45 0.4265 1.95 0.4744 2.92 0.4982
046 0.1772 0.96 0.3315 1.46 0.4279 1.96 0.4750 2.94 0,4985
047 0.1808 0.97 0.3340 1.47 0.4292 1.97 0.4756 2.96 0.4985

0.48 0.1884 0.98 0.3365 1.48 0.4306 1.98 0.4761 2.98 0.4986

0.49 0.1879 0.99 0.3389 1.49 0.4319 1.99 0.4767 3.00 

3.20 

3.40 

3.60 

3.62

4.00 

4.50

5.00

0.49865

0.49931

0.49966

0.499841

0.499928

0.499468

0.499997

0.499997



Додаток3
а

ТАБЛИЦЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦН Р (к, а) = — е~а

а

К 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0 0.904837 0.818731 0.740818 0.670320 0.065310 0.548812 0.496585 0.449329 0.406570
1 090484 163746 222245 268128 303265 329287 347610 359463 365913
2 004524 016375 033337 353626 065816 098786 121663 143785 164661
3 000151 001092 003334 007150 012636 019757 028388 038343 049398
4 000004 000055 000250 000715 001580 002764 004968 007669 011115
5 000002 000015 000057 000158 000356 000696 001227 002001
6 000001 000004 000013 000036 000081 000164 000300
7 000001 000003 000008 000019 000039
В 000001 000002 000004

а

К 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0.367879 0.135335 0.49787 0.018316 0.006738 0.002479 0.000912 0.000335 0.000123
1 367879 270671 149361 073263 033690 014873 006383 002684 001111
2 183940 270671 224042 146525 084224 044618 022341 010735 004998
3 061313 180447 224042 195367 140374 089235 052129 028626 014994
4 015328 090224 168031 195367 175467 133853 091226 057252 033737
5 003066 036089 100819 156293 175467 160623 127717 091604 060727
6 000511 012030 050409 104196 146223 160623 149003 122138 091090
7 000073 003437 021604 059540 104445 137677 149003 139587 117126
8 000009 000859 008102 029770 065278 103258 130377 138587 131756
9 000001 000191 0.02701- 013231 036266 068838 101405 124077 131756
10 000038 000810 005292 018138 041303 070983 099262 118580
11 000007 000221 001295 008242 022529 045171 072190 097020
12 000001 000055 000642 003434 011264 026350 048127 072765
13 000013 000197 001321 005199 014188 029616 050376
14 000003 000056 000472 002228 007094 016924 (232384
15 000001 000015 000157 000891 003311 009026 019431
16 000004 000049 000334 001448 004513 010930
17 000001 000014 000118 000596 002124 005786
18 000004 000039 000232 000944 002893
19 000001 000012 000085 000397 001370
20 000004 000030 000159 000617
21 000001 000010 000061 000264
22 000003 000022 000108
23 000001 000008 000042
24 000003 000016
25 000001 000006
26 000002
27 000001

змют
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