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ПЕРЕДМОВА

Збірник задач відповідає програмі курсу «Лінійна алгебра 
та аналітична геометрія» для вищих технічних навчальних 
закладів.

У навчальному посібнику, що складається з дев’яти розді­
лів, наведено короткі теоретичні відомості: означення, твер­
дження (без доведень), приклади теоретичного характеру. 
Збірник містить зразки розв’язування основних типів задач з 
лінійної алгебри та аналітичної геометрії, задачі для 
розв’язування в аудиторії і самостійного розв’язування, вели­
ку кількість зауважень, що роз’яснюють геометричний зміст 
теоретичних відомостей і розв’язків основних типів задач. 
Усе це дасть змогу студентові застосовувати теоретичний 
матеріал, відпрацьовувати техніку і з ’ясовувати геометрич­
ний зміст розв’язування задачі без звернення до додатко­
вої літератури.

Основними особливостями збірника задач є: введення 
η-вимірного лінійного простору Ln на базі узагальнення 
лінійних операцій над векторами звичайного простору (до 
розгляду добутків векторів у звичайному просторі); запис 
розв’язку систем лінійних алгебраїчних рівнянь у вигляді, 
зручному для застосування в лінійному програмуванні; роз­
гляд векторної алгебри в я-вимірному евклідовому просторі 
Еп при п > 2 у випадку, коли в Еп уведена косокутна сис­
тема координат; наявність задач на лінійні образи в Еп 
(п  > 3), на з ’ясування геометричного зм істу матриці ліній­
ного оператора, на різні методи зведення квадратичної фор­
ми до канонічного вигляду як в Ln, так і в Еп; введення 
поняття тензора довільного рангу в Еп на базі розгляду 
полілінійної функції.

Структура збірника задач дає можливість максимально 
використовувати та закріпляти методи й результати ліній­
ної алгебри під час розв’язування задач з аналітичної гео­
метрії.

Розв’язування запропонованих задач цього збірника з ура­
хуванням його особливостей дасть можливість студентові під­
готуватися до більш доступного сприйняття таких розділів 
математики, як лінійне програмування, ріманова геометрія, 
тензорний аналіз.

Крім студентів технічних і технологічних спеціальностей 
вищих навчальних закладів цей навчальний посібник можна 
рекомендувати для студентів фізико-математичних спеціаль­
ностей педагогічних університетів і економічних спеціальнос­
тей вищих навчальних закладів.



(П  МАТРИЦІ
Т І  І ДЕТЕРМІНАНТИ

1.1. МАТРИЦІ ТА Д ІЇ НАД НИМИ

О з н а ч е н н я  1.1. М а т р и ц ею  називається прямокутна 
таблиця чисел

°21
а\2
°22

а\п
*2п

а,m2 а
(1.1)

mnj
що містить т рядків та п стовпців.

Якщо т = п, то матриця називається к в а д р а т н о ю ,  а чис­
ло т,  що дорівнює п, — її п о р я д к о м .  У загальному випадку 
матриця називається п р я м о к у т н о ю  (розмірів т х п).  Числа 
а,у , що утворюють матрицю, називаються її ел ементами.

У запису а,у перший індекс і означає номер рядка, а другий
індекс j  — номер стовпця.

Поряд з позначенням (1.1) використовують ще й таке по­
значення матриці:

11 а 12

або скорочено а

*21 а22

ат\ ат2 

(і = 1, 2,

1л
32 п

т;  / = 1, 2, ..., п). Часто

матрицю (1.1) позначають однією буквою у і .  
Матриця, що складається з одного стовпця

V  
а2

\an j
називається м а т р и ц ею - ст о в п ц ем .

Матриця, що складається з одного рядка а2 ... а „ ),
називається м ат ри ц ею -р я д к ом .

Для квадратної матриці вводяться поняття головної та по­
бічної діагоналей. Го л о в н ою  називається діагональ, яку утво­
рюють елементи а ц , 022» ■■■> а пп< п о б і ч н о ю  — діагональ, яку 
утворюють елементи а пі, 2, ■■■> а \п-

Квадратна матриця, всі елементи якої, за винятком елемен­
тів головної діагоналі, дорівнюють нулю, тобто матриця, що 
має вигляд

0 . . 0>
0 d2 . . 0

0 0 . • dnJ

називається д і а г о н ал ьн ою .
Діагональна матриця, у якої всі елементи головної діагона­

лі дорівнюють одиниці, називається о д и н и ч н о ю  і позначаєть­
ся буквою £. Матриця, всі елементи якої дорівнюють нулю, 
називається нульовою і позначається буквою О.

Рі вн і ст ь  матриць .  Дві матриці називаються рівними, як­
що вони мають однакові розміри і всі їхні відповідні елементи 
збігаються.

Д о д а в а н н я  матриць .  Сумою у і  + В = ^ д в о х  матриць у і  
і В, однакових розмірів т х  п, називається матриця С  тих са­
мих розмірів, елементи якої дорівнюють сумам відповідних 
елементів матриць у і  і В, тобто

с(у = ац + Ьц (і = 1, 2, ..., т; j  = 1 ,2 , ..., п).

Операція знаходження суми матриць називається о п е р а ц і ­
є ю  д о д а в а н н я  матриць .

Властивості операції додавання матриць:
\. у і  + В -  В + А  ( к о м у т а т и в н а  в л а с т и в і с т ь ) .
2. { у і  + В  ) + Є  -  А  + (В  ) (а с оц і ативна  вла сти ­

ві сть) .
М н о ж е н н я  мат ри ц і  на  число.  Добутком а  у і  = С  матри­

ці _у? = |а(у| розмірів т х п  на число а  називається матриця

C  = І Сц! тих самих розмірів, елементи якої здобуваються із від­

повідних елементів матриці у і  множенням на число α , тобто 

Сц = а  ац  (і=1, 2, ..., т;  / = 1 ,2 , ..., п).



Операція знаходження добутку матриці на число назива­
ється о п е р а ц і є ю  м н о ж е н н я  мат ри ц і  на  число .

Властивості множення матриці на число:
1. o . ( y l +  β )  = a  y l +  а  В  ( д и с т р и б у т и в н а  вл а ст и в і ст ь  

ч и с л о в о г о  м н о ж н и к а  в і д н о с н о  с у м и  м а т р и ц ь ) .
2. ( а  + β ) ^  = a y l  + § У І  ( д и с т р и б у т и в н а  вл а ст и в і ст ь

м а т р и ч н о г о  м н о ж н и к а  в і д н о с н о  с у м и  ч и с е л ) .
3. (α β  ) j 4 =  α(β y t )  ( а с о ц і а т и в н а  в л а с т и в і с т ь ) .
Різниця y l - B  двох матриць однакових розмірів визнача­

ється рівністю — З  =У І + (~1)В
М н о ж е н н я  матриць .  Добутком y l3 ~  С  матриці у і  роз­

мірів т х  п і матриці В  розмірів η χ р  називається матриця С  
розмірів т х  р,  елемент с(/· якої дорівнює сумі добутків відпо­
відних елементів г-го рядка матриці у і  та елементів у'-го стов­
пця матриці В* тобто

cij = Σ α,·Α/ ( ,=1- 2. -■ І  = b  2. р)·
k-\

Операція знаходження добутку матриць у і  і ^називається 
о п е р а ц і є ю  м н о ж е н н я  матриць  у і  і В

З а у в а ж е н н я  1.1. Операція множення двох матриць можлива лише в 
тому випадку, коли число стовпців у  першому співмножнику дорівнює 
числу рядків у другому.

Властивості операції множення матриць:
1. (y l B ) C =  y l (  В < ?) ( а с о ц і а т и в н а  вла стив і ст ь ) .
2. у і ( В  + С )  = у ї В  + У І С  ( д и с т р и б у т и в н а  вл а ст и в і ст ь  

п е р ш о г о  м н ож ника ) .
ЗА у і  + в  ) С =  У І С  + (д и ст р и б ут ивна  вл а стив і ст ь

д р у г о г о  м нож ника ) .
Множення матриць у загальному випадку не підлягає ко­

мутативній властивості.
Якщо УІВ  = В Л  то матриці називаються комутативними.
Т р а н с п о н у в а н н я .  Нехай дана матриця

f  а \\ а \2 ■■■ а \п^

У ї  =
а 2\ а 22 ■■■ а 2п

^ / и і  ^  m2 ··· ^ т п '

Матриця

А т=

а \\ а 2\ 

а \2 а 22

2 п

‘ ml

m2

a mnJ
здобута із у і  заміною рядків на стовпці зі збереженням по­
рядку їх слідування, називається т ра н с п о н о в а н о ю ·  до у і .

г р

Операція заміни матриці у і  на у і  називається т р а н с ­
п о н у в а н н я м  мат ри ц і  у і .

Властивості транспонування матриці:
1. іу і  + В)1 = У ? Т + В1·
2. (о. y t  )т = а  у і 1.
3. {у їв )1 = B ^ y t1·
4. ( y l 1)1 = у і .
Якщо квадратна матриця і?  збігається зі своєю транспоно­

ваною матрицею S 1, тобто S =  S 1, то така матриця назива­
ється симетричною.  Якщо квадратна матриця А' відрізняється 
знаком від своєї транспонованої матриці АТт, тобто /<С-
= ~/έτ , то така матриця називається к о с о с и м е т р и ч н о ю .

О з н а ч е н н я  1.2. Цілим додатним степенем y t n квадрат­
ної матриці у і  є добуток п  матриць, рівних у і .

Задача. Знайти f ( y t ) ,  якщо f ( x ) = x 2 — де — 1,
(2 1 О

у і=  3 1 2
( і  -1  0 ;

З а у в а ж ен н я  1.2. Якщо в многочлені f (x )  аргумент х покладають рівним 
квадратній матриці У ,  то вільний член а  цього многочлена замінюють на 
матрицю аЄ, де Є  — одинична матриця того самого порядку, що й У .

Р о зв 'я зан н я .
Ґ2 1 п (2 і П3 1 2 3 1 2
ї ї -1 0) -1 0)

(2 1 0 Ґ1 0 0) ґ 4 + 3 + 1 2 + 1 - 1 2 + 2 + О4]
3 1 2 - 0 1 0 = 6+ 3 + 2 3 + 1 - 2 3 + 2 + 0 —

ї ї  - 1 o j І0 0 l j ^ 2 -3  + 0 1 -1 + 0 1 -2  + 0 ,

(2 + 1 1 1 Ί ί  8 2 4> (3 1 ί] ί  5 і 3"|
3 1 + 1 2 = 11 2 5 - 3 2 2 = 8 0 3

1 1 -1 0 + 1J -1 0 - l j
/ ї ї -1  l j 1 -2  1 - 2  J



Задачі для розв'язування

У задачах 1 -6  обчислити у і  + В  ■ 

г \ 2 4^ (З  5 0^

2 =

2
З

( І
0

- 1  5 
0 1

-1
2

\ В  =

\ В  =

-1  7
З 2у

3 7-4
4 - З
6 4

(2 0 f l - 1 η
3 . y l  = 3

1
0

- 1
5

17 \B =
3
4

4
6

1
2

lo 1 3; І 2 5 6 j
n 0 2' f l 1 2\

4 .^ f  = 2
3

3 0
4 3 ■,B=

1
4

3
- 1

2
1

l i 5 b l 3 2 u
5. y l  = (1 2 3 4 5); B = (0 4

r n - b
6 . y l  = 2 ;B= 3

ІЗ; 4 ;

1 0 - 3 ) .

У задачах 7 -1 0  знайти л ін ійні комбінації матриць:

7. 2у і + 5В, якщо у і -

8. 2уІ -  ЗВ, якщо у і  = ί®  ^

1 3Ί f l 4>
2 4 ;B = 3 6
1 5; l 2 7 j

9. У і  - — 5  якщо у і  -

\ В  =

( 1  9 = 4 .

1 1
З 4

) 6 
> З

1
- З

10. - у і  + 2В, якщо y t = i g 4ί  1> К  з
У задачах 11 і 12 знайти х\ і х2 із рівнянь:

X,11

12.

= 2 - З

1 + 5

У  задачах 13-21 транспонувати матриці:

13. 0 - 7  
8 2 14. (1 3 4 - 5 ) .

f 2 3 4 51 f \ 0 /_ 1 0 η
15. 6 7 8 9 16. 0 1 0 17 3 4 2

104 11 - 1 3 ,0 0 l j V 2 5 3j

r 3 °Ί
f  η

(2 3 4Ί <\ 1 n
18. 4 5 19. -  0 20. 5 - 1 0 . 21. 1 1 1

V 8J 3
l  oJ Із 1 lj <1 1 ij

' - 1 -2 - 4 1 f l 2 3̂ 1
22. y l ^ - 1 -2 - 4 ; 2 4 6

v 1 2 4j Із 6 V
f l 0 4^ (2 1 0 '

23. y l  = 2 3 3 ;£= 1 -1 0
l i 2 b ІЗ 2 - 1

У задачах 24 i 25 обчислити y lB -В Л
f l 2 n f  4 1 η

24. ^ f  = 2 1 2 - 4 2 0
I і 2 3; l  i 2 U

У задачах 26 -35  обчислити уїВ-

<З г
26. у і-- ( 2  1

0 З В = 1 о
2 1

f  2 1 0> < 3 1 - 21
25. y l  = 1 1 2 3 - 2  4

1-1 2 i ; 1 -3 5 - l j

27. УІ = ( 34 ° 1
-1

28. у і  = -1 1 о
2 3 4

29 - W s  2 1

V b
1 3N 
0 4 
0 1

В  =

V

2
ν υ

f  4 - 1 ° Ί (3\
30. ^  = 2 - 2 1 \B= 2

lo 4 5j l u

3 1 . ^  = (3 2 1 ) ; В =
v4y



Гз) \
32. А  = 1 ; В=\ 3 2 1 ·2 /

V /
(2>

з з . А  = 4
5 ;В = { і 0 - 1 -2 ) .

(\ 2 3" ( - 2 і і )
34 . А~ 2 1 1 \В= - 1 0 1

ї ї 3 і, 1 5 -1 -з)
(1 2 3" f  η

35. А  = 2 4 6 \В= -1
6 9, 1 2j

У задачах 36 і 37 знайти добутки матриць:
'4  3 Y - 2 8  93Y 7  3^
7 5 JI 38 -1 2 6  А 2 1,36.

f  0 2 “ Πf  70 34 -1 0 7 ) '  27 -1 8  10)
37. - 2 -1 2 52 26 - 6 8 - 4 6 31 -1 7

I 3 - 2 - i j ,101 50 —140 J v 3 2 О
У задачах 38 -44  обчислити вирази:

38.

41.

44 .

1 -2 
З - 4

cos а  
sin а

'bx 0 
0 Ь2 
0  0

0  0

39. 1 -1 40 .

-  sin 
cos

ίη α Υ 1 42 ( I  1 
s a  J  ' 1,0 1

l Y

2

43.

- 1
-2

ІГ-
о
о

о
о
о

bn J

якщо45 . Довести, що Г 2 =

j  _ ГсΗφ sh φΛ 
— l ŝh φ ch фJ  '

46 . Знайти загальний вигляд матриці А ,  для якої 
ґ0 1 0 )
О 0  1 А  = о .
0 0 0 ,

47. Дано матриці

А  =

Σ> =

1
- 1

- 1
2
1

О
2 в=

ґ0
1
2
З

О
2
3
4

С  =
0
1

о

ої
2
1

- о
2
1

Знайти добутки А&- A ^D - BD . В ^· 3& ?А  ■
У задачах 48-51 знайти всі матриці, комутативні з кож­

ною із таких матриць:
(Ί 0 0 Л

І. 50.48. 1
-1

2 49. 51.

52. Обчислити

17 - 6
35 -1 2

17
35
2
О

- 6
-12 використовуючи рівність

- 7
5

У задачах 53-56  знайти [ ( А )  ■'

53 . f ( x )=  χ  - Ь х  + 3 , А  = \ _ 2>

f  1 
1

v3

/ 2 
3

54. f ( x )  = 2x2 + 3x + 5 , A  ~

55. f ( x )  = x2 -  2x + 1, A  =

1 1
4 1
1 -1

1 0  
1 2  

1 -1  0

56. f ( x )  = x3 - T x l  +1 3jc - 5 ,  A  =

/
f b  2

1 З
2 2V'

- 3 Л
- 1
- 1

задовольняє рівнян-57. Довести, що матриця А  =

ня х2 -  (а + d)jc + a d  - b e  -  0 .
58. Знайти всі матриці 2-го порядку, квадрат яких дорів­

нює нульовій матриці.
59 . Довести, що якщо для матриць А  * і ?  існують добутки 

А В  і ВА.  до того ж А В  = ВА,  то матриці А  і В — квад­
ратні і мають однаковий порядок.

60 . Довести, що якщо А  — діагональна матриця і всі 
елементи її головної діагоналі різні, то довільна матриця, що 
комутативна з А -  також діагональна.



1.2. ДЕТЕРМІНАНТИ ТА ЇХНІ ВЛАСТИВОСТІ

Розглянемо квадратну матрицю 2-го порядку

y l ~ \ a \\ «12
■*22

О з н а ч е н н я  1.3. Д ет ер м ін ант ом  2 - г о  п о р я д к у ,  складе­
ним з елементів цієї матриці А  називається число, що дорів­
нює αχχα22 ~«12«21> яке позначається

U l  = 11 “ і 2
а2і а22

Розглянемо квадратну матрицю 3-го порядку

а п
«21

а12
а 22

•*13
J23

Ч«31 а32 «33

О з н а ч е н н я  1.4. Детермінантом  3- го  п о р я д к у ,  складеним 
із елементів цієї матриці А  називається число, що дорівнює

« і  і«22а зз + « ΐ2 « 2 3 « 3 ΐ  + α ΐ3 «2 ΐ«3 2  ~ « із « 2 2 « з і  _

~а\ і“23а32 -  а\2°21а33 > 0 -2 )
яке позначається

\ л =

Вираз (1.2) складений за правилом трикутника (рис. 1.1): 
добуток елементів, розміщених уздовж головної діагоналі 
та два добутки елементів, що стоять у вершинах двох рів- 
нобедрених трикутників із основами, паралельними голов­
ній діагоналі, і з вершинами в протилежному куті, беруться 
зі знаком плюс. Три добутки, що складені за тим самим 
правилом, але відносно побічної діагоналі, беруться зі зна­
ком мінус.

Оц а, 2 «13
«21 а22 а23
«31 «32 а33

Властивості детермінантів 2-го і 3-го порядку.
В ла ст и в і ст ь  1. Величина детермінанта не зміниться, як­

що замінити кожний його рядок стовпцем із тим самим номе­
ром, тобто

«п а12 «13 «11 «21 а3\
а2\ а22 а23 = а12 а22 а32
«31 а32 а33 «13 а23 а33

В ла ст и в і ст ь  2. Перестановка двох рядків (стовпців) детер­
мінанта рівносильна множенню його на (-1 ) .

Наприклад,

ап а12 а13 «11 «12 «13
«21 а22 «23 = - «31 «32 «33
а31 а32 «33 «21 «22 «23

В л а ст и в і ст ь  3. Детермінант, який має два однакових ря­
дки (стовпці), дорівнює нулю.

В ла ст и в і ст ь  4. Множення всіх елементів одного стовпця 
(рядка) детермінанта на довільне число k рівносильне мно­
женню детермінанта на це число.

Наприклад,

ka ,, «12 «13 «11 «12 «13
ka2, «22 «23 = k «21 «22 «23
ka3 j «32 «33 «31 «32 COcoQ

Н асл ідок 1. Якщо всі елементи будь-якого рядка (стовп­
ця) рівні нулю, то й детермінант дорівнює нулю.

Н асл ідок 2. Детермінант, в якому відповідні елементи 
двох рядків (стовпців) пропорційні, дорівнює нулю.

В л а с т и в і с т ь  5. Якщо кожний елемент і-го рядка (г-го 
стовпця, де і = 1; 2; 3) є сума двох доданків, то детермі­
нант дорівнює сумі двох детермінантів, у першого з яких і-й 
рядок (г-й стовпець) складається з перших доданків, а у дру­
гого — з других; інші елементи усіх трьох детермінантів од­
накові.

Наприклад,

«1 і + «І 1 
«21 
«31

аій*.

н А $К0& А 335 Ш Л і О Т5КА:

їй yw sepcw rrer' 
Є теф ан и ка

і т . ш 6 3 5 7 6 6



а 11 й 12 а 13 а 12 а 13
а 21 а 22 а 23 + а 21 а 22 а 23
а 31 а 32 а 33 а 31 а 32 а 33

Н асл ідо к . Величина детермінанта не зміниться, якщо до 
елементів будь-якого рядка (стовпця) додати відповідні еле­
менти іншого рядка (стовпця), помножені на один і той самий 
множник.

Подальші властивості детермінантів пов'язані з поняттям 
мінора і алгебраїчного доповнення елементів детермінанта.

О з н а ч е н н я  1.5. Мінором елемента а,·,· називається детер­
мінант, порядок якого на одиницю менший порядку даного 
детермінанта, утворений з даного детермінанта викреслюван­
ням і -го рядка та /-го стовпця, на перетині яких розміщений 
елемент ац. Мінор елемента ац  позначається через Ац .

О з н а ч е н н я  1.6. Алгебраїчним д о п о в н е н н ям  у і ц  ел ем ента  
ац  називається добуток мінора Ац на величину (-1)‘+/, тобто

у ( і Г ( -\) і+ІАц.

В л а ст и в і ст ь  6. Детермінант дорівнює сумі добутків еле­
ментів рядка (стовпця) на їхні алгебраїчні доповнення.

Наприклад,

41
г21
г31

12
322
З32

с13
а 23
:33а

-  Ω11-^11 + α 12^12 + α 13^13·

В л а ст и в і ст ь  7. Сума добутків елементів довільного рядка 
(стовпця) на алгебраїчні доповнення відповідних елементів 
іншого рядка (стовпця) дорівнює нулю.

Наприклад, в детермінанті 3-го порядку

α 11^21 + α 12^22 + а 13^23 = 0.
З а у в а ж е н н я  1.3. Розглянемо п цілих чисел 1; 2; 3; ...; п. їх  можна 

розмістити в різному порядку. Всілякі розміщення цих чисел називають­
ся п ер е ст а н о в к а м и .  Перестановка (1 ; 2; 3; ...; п) ,  в якій числа розміще­
ні в порядку зростання, називається н а т ур а л ьн ою .

Із п чисел 1; 2; ...; п мржна скласти п\ перестановок.
О з н а ч е н н я  1.7. Нехай є перестановка (х\, х2, ■■■, хп) чи­

сел 1; 2; 3; ...; п. Два числа, що входять у цю перестановку, 
утворюють інверсію, якщо більше з цієї пари передує меншо­
му. Число пар, що утворюють інверсію, називається числом  
і н в е р с і й  п е р е с т а н о в к и .

О з н а ч е н н я  1.8. Перестановка називається па рн о ю ,  якщо 
вона має парне число інверсій, і н е п а р н о ю  в протилежному 
випадку.

Розглянемо квадратну матрицю п-го порядку

а 11 а12 · ■ V
а21 а22 · • а2п

кап\ ап2 ' апп;

О з н а ч е н н я  1.9. Д ет ер м ін ант ом  п- г о  п о р я д к у ,  складе­
ним із елементів матриці y t ,  називається алгебраїчна сума п\ 
членів, кожний з яких є добутком п елементів a lk, взятих по 
одному з кожного рядка і кожного стовпця, при цьому член 
суми береться зі знаком плюс, якщо другі індекси його 
елементів утворюють парну перестановку, та із знаком 
мінус, якщо ця перестановка непарна, тоді як перші 
індекси утворюють натуральну перестановку. Детермінант 
n-го порядку позначають

а п а12 ■ а 1п

U l  = а21 а22 · ■ а2 п

апІ ап2 ■ апп

Для детермінантів n-го порядку залишаються в силі озна­
чення мінора і алгебраїчного доповнення елемента детермінан­
та. Детермінанти n-го порядку мають ті самі властивості, що 
й детермінанти 2-го і 3-го порядку. Зокрема, для детермінан­
тів n-го порядку справедлива властивість 6, яку можна сфор­
мулювати так: детермінант n-го порядку дорівнює сумі добут­
ків елементів довільного рядка (стовпця) на їхні алгебраїчні 
доповнення, тобто для будь-якого і = 1; 2; 3; ...; п має місце 
рівність

\s?\= а ц Л \  + a i2s? i2  + -  + а іпу І іп,
яка називається р о зклад ом  д ет ер м інанта  \yt\ з а  ел ем ента ­
ми і - го  ря дка .  Аналогічно для будь-якого k = 1; 2; 3; ...; η має 
місце розклад детермінанта \уІ\ за елементами k-το стовпця:

\Л \ -  a\kA \k + a 2kA 2k + ··· + a nkA nk-

Властивість 6 дає змогу звести обчислення детермінанта 
n-го порядку до обчислення п  детермінантів (п -  1)-го поряд­
ку. Для спрощення обчислень доцільно спочатку перетворити



детермінант так, щоб в одному з його рядків (стовпців) усі 
елементи, крім одного, перетворилися на нуль. Тоді обчис­
лення даного детермінанта зведеться до обчислення одного 
детермінанта нижчого порядку. Таке перетворення детерміна­
нта можна виконати, спираючись на його властивості, зокре­
ма на наслідок властивості 5.

Задача 1. Обчислити детермінант

Δ =
2 - 1 1  1 
a b e d ,  
1 1 2 - 1  

- 1 1 1 2

Р о зв 'я з а н н я . Розкладемо його за елементами 2-го рядка:

Δ = (-  l f +[a
- 1  1 1
1 2 - 1
1 1 2

-(- \f+2b
2  1 1
1 2 -1

-1 1 2
2 -1  1

1 f +4d
2 -1  1

1 1 -1 + (- 1 1 2 = 9a + \2b -9 c  + 3d.
-1  1 2 -1 1 1

(-1 f +3c

Задача 2. Обчислити детермінант

х
- 1

1
1

1 0  
х 0 

- 1  0  
2  З

- 1
1

-  х 
4

Р о зв ’ я з ан н я . В даному випадку для розкладу зручно ви­
брати 3-й стовпець, оскільки наявність нульових елементів 
дає можливість не обчислювати відповідних їм алгебраїчних 
доповнень (добуток нуля на відповідне число дорівнює нулю). 
Тобто

Δ -  Oyl j з+ Оуі 23+ Oyt 33+ 3 y t 43= ЗуІ 43= -ЗД43;

= Зх3 + 9х.А = -З
-  х 1 -1
- 1 - х  1

1 -1  — х

Задача 3. Обчислити детермінант

1 2 3 4
1 3 4 5
2 - 1 7 4  
1 - 2 5 9

Р о зв 'я з ан н я . За наслідком властивості 5 величина детер­
мінанта не зміниться, якщо до елементів рядка (стовпця) до­
дати елементи іншого рядка (стовпця), помножені на один і 
той самий множник.

Помножимо елементи 1-го рядка на ( - 1 )  і додамо їх до 
відповідних елементів 2-го і 4-го рядків.

Дістанемо

Δ =
2 3 4 
1 1 1 

- 1 7  4 
- 4  2 5

У здобутому детермінанті елементи 1-го рядка помножимо 
на ( -  2) і додамо їх до відповідних елементів 3-го рядка. 

Дістанемо

Δ =
2  З 
1 1 
5 1 
4 2

4 
1

- 4
5

Розкладемо цей детермінант за елементами 1-го стовпця. 
Дістанемо

Δ = ІУІЦ+ 0 ^ 2 1 +0 ^ 3 1 + 0 уІ4 )-
1 1 1

- 5  1 - 4
- 4  2 5

Перетворимо цей детермінант, додаючи до елементів 2-го 
рядка відповідні елементи 1-го рядка, помножені на (— 1) і до 
елементів 3-го рядка відповідні елементи 1-го рядка, помно­
жені на ( -  2).

Дістанемо

1 1 1 1 1 1
Δ = - 5 1 - 4 = - 6 0 - 5

- 4 2 5 - 6 0 3

= ( - і ) :
- 6  - 5  
- 6  З = -(-48) = 48.

Задачі для розв'язування

61. Визначити з яким знаком входить у детермінант 7-го 
порядку добуток α33α 16α72β27α55α61α44·

62. Підібрати значення і та / так, щоб добуток 
α47α63α ΐ/α55α7ί°24α3ΐ був членом детермінанта (якого поряд­
ку?) і входив до нього зі знаком плюс.



У задачах 63-65 , використовуючи властивості детермінан­ а  x х 5 6 3
95.

1 5 25
тів, показати, що такі детермінанти дорівнюють нулю: 93. x b х 94. 0 1 0 1 7 49

CL Ь С 1 о η X х с 8 4 6 1 8 64

63.
b c  a 1
c  a b 1

b + c  c  + a a  + b j
64

2 2 2
s in a  co sa  sin(a + 6)

65. εϊηβ cosp sinta + δ)
siny cosy sin(y + 5)

У задачах 66-112 обчислити детермінанти:

sin a  1 cos a
1 cos β

o
1 cos у

sin2 β 
sin2 у

66 .

69.

72.

75.

77.

79.

2 3 
1 4 67.

a c+ d i  
c - d i  b

-2 1 
-1 2

70.

. 68 . sin a  cosa 
- c o s a  sin a

s in a  cosa 
sinp ΰοεβ

tg a sin a
co sa  cos a

73.

71.

74.

1 + л/2 2 - Т з
2 + V3 1-л/2

1 log* а 
1

x -1  
„З

1 - 1

1
х2 + x + l 76.

Ιθ^Ωύ

2 sin φ cos φ 2 sin2 φ — 1
92 cos φ - 1  2 sin φ cos φ

21
l + Ґ  
- 2 1

l + Ґ
1 - ί 2

l + Ґ  l + Ґ

ε 1 
-1  ε

78. a  + β і у  + δ і
у  -  δ і a  -  β і

, де ε = cos χ  + і sin —. 80.
2 -1  -1  
3 4 - 23 3 3 - 2  4

4 1 -1 2 4 -1 2 1 4
81. 11 4 - 2 82. 3 11 2 83. 3 4 11

11 - 2 4 3 11 4 3 - 2 11
1 1 1 0 1 1 а

84. - 1 0 1 85. 1 0 1 86. —а а
1 -1 0 1 1 0 - а -  а
1 і 1 + ί 1 1 1 1 1 1

87. і 1 3 . 88. 1 2 3 89. 0 3 4
1 -- і 0 1 1 3 6 5 6 1
1 5 7 4 3 2 5 6 3

90. 0 4 3 91. 5 4 3 92. 0 1 0
2 5 6 6 5 4 7 4 5

96.

98.

99.

100.

102.

104.

106.

108.

110.

1 2 З 
4 5 6 
7 8 9

a 2 +1

. 97.

αβ
αγ

αβ 
β 2+ 1 

β ϊ

a  + x x χ
x b + x x
x x c  + x

a y
βγ

γ2 +1

co sa  sin a  cos β sin a  sin β 
- s i n a  cos a  cos β cos a  sin β

0 sin β

s in a  co sa  1 
εϊηβ ΰοεβ 1 
siny cosy 1

1 2 0 0 0
3 2 3 0 0
0 4 3 4 0
0 0 5 4 5
0 0 0 6 5

1 - 2 3 4
2 1 - 4 3
3 - 4 -1  - 3
4 - 3 2 - 1

1 2 3 4 5
2 3 7 10 13
3 5 11 16 21
2 - 7 7 7 2
1 4 5 3 10

0 а b c
—а 0 - d c
- b - d 0 ί
- c  e - / 0

1 1 0 0
*1 x2 co sa sin a
У\ У2 ^ 5 β sin β
г 1 г2 cosy siny

ΰοεβ

101.

103.

105.

107.

109.

3 5 7 2
1 2 3 4

- 2 - 3 3 2
1 3 5 4

2 0 -1 3 4
0 1 0 2 1

-1 0 1 5 3
3 1 - 2  0 2
4 -1 2 5 1

10 2 0 0 0
12 10 2 0 0
0 12 10 2 0
0 0 12 10 2
0 0 0 12 10

1 1 2 3
1 2 - х 2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9 -  x

1 2
-1  0
-1 -2

-1 -2

3
3
0

n
n
n

1 2 3 4
111. 0

0
1
0

3
1

5
6

0 0 0 8



112.

1 - 1 1 1  
1 2  1 0  
З 4 0 0 ’
5 0 0 0

У задачах 113-122 довести тотожності:
а, a jx  + + Cj fll ь\ С1

113. ^2 а2х + &2i/ + с 2 = а 2 Ь2 с 2
а 3 ύ3 а3х + й3г/ + с 3 а 3 ьз с 3

114.
1 а  Ьс
1 b с а
1 c  ab

= (b -  а ) ( с  -  а ) ( с  -  Ь).

115.

α - β  . α  + β α + β
s _ 2  s i n — 2  c o s _ 2  

β - α  . β + γ  β + γ
C0S 2 Sin 2 cos 2

γ - α  . γ + α  γ + αcos- Ч г -  sin-^—̂— cos-2 2 2 

^ ( 5 ϊη ( β - α )  + ε ίη ίγ - β )  + s in ( a - y ) ) .

1 а  Ьс 1 а а 2
116. 1 b с а : 1 b Ь2

1 c  ab 1 с с 2

а. + ЬуХ Й1 - С1 а\ ь\ с \117. а2 + Ь2х а2 - b 2x с2 = 2х а2 Ь2 с 2
а3 + Ь3х а3 ~Ь3х с3 а3 Ь3 с з

118.

119.

(a + b)
Cb + c f

(c  + a ) 2
= 2 abc{a + b + c ) 3.

sin2 a  sinacosa co^a 
si sinpcosp οο^β 
sin2 y sinycosy co^y

= sin(a-p)cosacosP-

+sin(p -  y) cos β cos y + sin(y -  a) cos y cos a.

= (a 2 + b2 + c 2 + d 2)2.120.

a  b c
- b  a  d
- c  - d  a
- d  c  - b

121.

O l l a  
1 0  1 6  
1 1 0 c
a  b c  d

= a 2 + b 2 + c 2 -  2ab -  2b c  -  2ac + 2d.

122. За якої умови справедлива рівність:
1 cos а οοεβ 0 cos a cos β

cos а 1 cosy cos a 0 cosy
cos β cosy 1 οοεβ cosy 0

1.3. ОБЕРНЕНА МАТРИЦЯ.
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ МАТРИЧНИХ РІВНЯНЬ

Нехай А  — квадратна матриця я-го порядку.
О з н а ч е н н я  1.10. Квадратна матриця С  порядку п нази­

вається о б е р н е н о ю  до матриці А ,  якщо А Є  = Є А  = «^ де 
Є  — одинична матриця п -го порядку .

Матриця, обернена до матриці А< позначається че­
рез А ~ 1·

О з н а ч е н н я  1.11.  Квадратна матриця А  порядку п  нази­
вається о с о б л и в о ю ,  якщо її детермінант дорівнює нулю. Якщо 

то А  називається н е о с о б л и в о ю .
ТЕОРЕМА 1.1. Особливі матриці обернених матриць не 

мають. Кожна неособлива матриця має єдину обернену мат­
рицю.

Якщо \А\ ^ 0 ,  то обернена матриця А ~ х має вигляд

A '
и

Α ί  А і  
А г  А г

А і
А г

А л  А л  ··· А л

/' = 1; 2; ...; п)  — алгебраїчне допов-де А ц  U = 1; 2; ... 
нення елемента ац  матриці А

Розглянемо систему п  лінійних алгебраїчних рівнянь з п 
невідомими:

a \\x\ + a l2x 2 + .. • + a lnxn = b1-
a 21x l a 22 x2 + . ■ + a 2nxn II or to

a n\x\ + a n2x2 + . ■ + a nnxn = bn



Якщо

Ч і
Й21

а 12
а22

... а 1п'

. . .  а 2п
, =

z '»- > *1
*2

II

г м
г>2

А і а п2 ··· й ППу

<х п , А ,

А  =

то в матричній формі система має вигляд

А Х  = В -

Якщо детермінант матриці у і  не дорівнює нулю, то 
розв’язок системи має вигляд

< х =  А ~ ’В -

Задача. Розв’язати систему

i7xj +2^2 3*з = 13»
9х[ + Зх2 + 4*3 = 15,

[δΧ[ + х2 + Зх3 = 14.

Р о зв ’ я з ан н я . Обчислимо детермінант матриці

А  =
( 7  2  З4!
9 3 4
5 1 З

Маємо

І А\ — Δ -
7 2 3 
9 3 4 
5 1 З

= 3.

Отже, матриця у і неособлива.
Знаходимо матрицю y l ~ 1, обернену до у і .  Обчислюємо 

алгебраїчні доповнення елементів матриці у і :

Ах 1 = ( - 1 )1+1 

Аз \  -  ( ~ 1 ) 3 + 1 

А і 2 = ( ~ 1 ) 1+2

А з2 = ( ~ 1 ) 3+2

= 5 ;А 2і = (~1)2+1 

= - 1 ;

= - 7 ;  А 22 = ( - 1 ) 2+2 

= - і ;

2  З 
1 З = - 3 ;

7 З 
5 З = 6 ;

А ,  з = ( - 0 1+3 

^ з з = ( - 1 ) 3+3

9 З 
5 1
7 2 
9 З

= - 6 ; А 2з = ( ~ 1 ) 2+3

= 3 .

7 2 
5 1 = 3 ;

А ~ 1=і = 1

Й

^ 1 1  ^ 2 1  ^ 3 1
^ 1 2  ^ 2 2  ^ 3 2
.^13  ^ 2 3  ^ 3 3 .

Г 5 - 3 -0
- 7 6 -1

3
1-е 3 3J

Розв’язок системи запишемо у вигляді: 

/ 5 - З  -1 Y 1 3 Nί  „ \ 

;с2 = сК  = у Г 18 = -|
ν

6  - 1  
з  з J \

'  6  ̂
- 1 5

ч 9 У

f  2N 
- 5  

ч З/\A3 J

Звідси x t = 2; х2 = - 5; X3 = 3.

Задачі для розв’язування
У задачах 123-132 знайти матрицю, обернену до кожної з 

матриць:
і о\

124.123.

126.

129.

131.

2

2 2 3
1 - 1 0  
1 2  1

1 - 1  1
0
2

г 2
З
1
2ч

1 З 
0  1

1 0  0 )  
2 0 0 
1 3 4 

- 1 2  3

127.

130.

132.

ί  2
1 -7 e j

Π 1 3λ
2 - 3 1 .

I 2 1 U
f 1 3 - 5
0 1 2
0 0 1

lo 0 0
( 0 0 -1
0 0 0
1 0 0

lo -1 0

125
П  2  -  З 4

0  1 З
0  0  1

ί
128.

7Λ 
З 
2 
1

1 0 Ν 
1

1 -2
- 1  1

0  2

У задачах 133-136 знайти добуток матриць:

f \ 2 3V
133. і  !

,-1 2 5 
1 З

134. 4 0 1
5 6 3

1 0  
4 5 

- 1  1

3^
1
1

f  1 1 n -1 r 1 - 1 3>-1 r n
135. 0 1 - 1 3 136. 0 4 3 1

I 2 2 - l j w 1 - 1 2 - 2J W



У задачах 137-147 знайти невідому матрицю сХ\г  рівнянь:
1 3 7 .( 2  5 ^ ( 4  - 6 )  , 38 ^

( 1 1 - І ] ( І -1 3 )
139. 2 1 0 = 4 3 2

Π -1 υ ї ї - 2 5J
(\ 2 - 3 ) (  1 - 3 0 )

140. 3 2 - 4 0С = 10 2 7
І2 -1 o j І10 7 « J

141. л
1 з
2 7 
1 - З

142. сК
1 -1  
2 
1

5)
- 8

4

1

'0  
9

0 Г  
-З 6 
0 З

143. сК

144. с£

2 
2 · 

-1

1 1
2 2 
З 4

1 1
1 2/
2 - 1 '  

- 1  2 
2 2

- 1 '
0 
5

/1 0 0 
2 1 0 
1 1 2

л

)

5 1 1
2 З 4\

- 1 1 0  
2 1 І)'

Г 1 1 2 ) (  П145. -1 3 1 = -1
V 4 1 - l j 1 V

146. 1 1
2 -1

1 0
2 З 4)·

4 - 6  
2 ї ї

(  1 1 0 ' ( 1 2 -О f  2 1 Π147. -1 2 1 0 1 3 - 1 0 3
1 0 0 3J v4 3 l j L 1 1 l j

У задачах 148-152 обчислити якщо ділення матриці
на матрицю рівносильне множенню чисельника на матрицю, 
обернену до знаменника:

2 + * x-Q .?}148. f (x)=

149. f (x)=

1 + χ

1 -  χ 
1 - х 2

150. /00= x 2 +2

А  =

А  =

1 1 2
1 1 0

-1 1 З

1 1
1 2

151. f (x)=

152. /(*)=

1 -  χ 
χ  +1

χ 2 +1 
2 - х

А =

А

f \ 2
1 о
2 З

'2 1
0 4
1 1

- Г
1
b
3Л

-1
2V

У задачах 153-161 розв’язати системи лінійних рівнянь 
матричним методом:

Ху + 2х2 + + 4х4 — З,
2Х[ + х2 + 2х3 + 3^4 — —2,
ЗХ| + 2х2 Ί· Хз 2*4 =
4х, +3х2 +2х3 + х4 =2. 

x, — х2 + 2х3 = 2,

153
х\ х2 — х3 ~~ 3^' 
Х\~Х2 +Х3 = 13’ 

- Ху 4- *2  + *з = ^'

155.

157.

159.

161.

Ху + 3.̂ 2 — 4^з — її 
- 5xj + 3^2 — З з̂ — — 1 ■ 
2ху -  4х2 + 9х3 = 28,
7ху + Зх2 -  6х3 = -1,
7 Ху + 9*2 — 9х3 5.

х1 -  2 х 2 +хг =4,
2ху -  х2 + = З,

3xj + 2х2 + 2*з = 2. 
χ{ -  х2 + 2х3 + х4 = З, 

2х2 + Зх3 -  х4 = 4, 
2ху -  х3 + 5х4 = 6, 

Ху + х2 — х3 — х4 — 0.

156.

158.

160.

Ху + 2х2 + х3 — 4, 
2ху - 5 х 2 +Зх3 = -1, 

2χχ + 7х2 -  х3 = 8.

Ху + 2х2 + Зх3 = 5,
Ху + Зх2 + 4х3 = 6, 

2 х у - х 2 - х 3 =1-

Ху + х2 — *3  = —2,
2х, - х2 + 2х3 = 9,

4х, + 4х0 -  Зхо = -5.



G) ЛІНІЙНИЙ
ί а  п р о с т ір

2.1. ВЕКТОРИ В ЗВИЧАЙНОМУ ПРОСТОРІ

2.1.1. Лінійні операції над векторами

О з н а ч е н н я  2.1.  В ект ор ом  називається напрямлений 
відрізок.

Довжина цього відрізка називається д о в ж и н о ю  або м о д у ­
лем в е к т о р а .

Вектор називається нул ь о вим , якщо його початок і кінець 
збігаються.

Довжина нульового вектора дорівнює нулю, за напрям ну­
льового вектора можна взяти довільний наперед заданий 
напрямок.

Вектор називається о диничним ,  якщо його довжина дорів­
нює одиниці.

Вектори називаються к ол ін еа рними ,  якщо вони лежать на 
одній прямій, або на паралельних прямих.

Два вектори називаються р івними,  якщо вони колінеарні, 
мають однакові довжини та однакові напрями.

Два вектори називаються пр от ил еж ним и ,  якщо вони ко­
лінеарні, протилежно напрямлені і мають рівні модулі.

Вектори називаються компланарними,  якщо вони лежать 
на одній площині або на паралельних площинах.

Ортом  даного ненульового вектора називається вектор, 
довжина якого дорівнює одиниці, а напрям збігається з напря­
мом даного вектора.

З а у в а ж е н н я  2.1. З означення рівності двох векторів випливає, що 
поняття вектора рівносильне поняттю паралельного перенесення.

П о зна ч е н н я .  Вектори позначаються малими латинськими 
літерами зі стрілкою зверху.

Наприклад, a , b , c , . . , x , y , z  . Якщо відомі початок вектора 
а  — точка А, кінець вектора а  — точка В, то пишуть 
а  = АВ.

Довжина (модуль) вектора а  позначається через |5|.

ЗО

Вектор, протилежний до а , позначається через - а , орт век­
тора а  позначається через 50 , нульовий вектор позначається

через 0 .
З а у в а ж е н н я  2.2. З означення нульового вектора випливає, що 

|б| = 0 , а із означення орта вектора а  — що |й0 | = 1 .

Під лін ійними о п е р а ц і я м и  над векторами розуміють опе­
рацію додавання векторів і операцію множення вектора на 
дійсне число. _ _

Д о д а в а н н я  в ектор і в .  Сумою а  + b двох векторів а  і b 
називається вектор, який напрямлений з початку вектора а  в 
кінець вектора b , за умови, що початок вектора b збігається
з кінцем вектора а  (рис. 2.1).

Поряд із «правилом трикутника», яке сформульоване ви­
ще, часто користуються рівносильним йому «правилом пара­
лелограма». Якщо вектори а і b зведені до спільного початку
і на них побудований паралелограм, то сума а  + Ь є вектор, 
що збігається з діагоналлю цього паралелограма, яка виходить
із спільного початку а  і b (рис. 2.2).

Властивості операції додавання векторів:
1. а + Ь =Ь +а ( к о м у т а т и в н а  вла стив і ст ь ) .
2. (а + Ь) + с  = а + {Ь + с )  ( а с о ц і а т и в н а  вл а стив і ст ь ) .
3. 5 + 0 = 5 для будь-якого вектора 5 .
4. Для кожного вектора 5 існує протилежний вектор - а ,  

такий, що 5 + (-5 )  = 0 .

Рис. 2.1 Рис· 2 2

З а у в а ж е н н я  2.3. Сума кількох векторів може бути знайдена за 
«правилом многокутника». Сумою кількох векторів є вектор, початок 
якого збігається з початком першого доданка, а кінець — з кінцем остан 
нього за умови, що початок кожного наступного доданка збігається 
кінцем попереднього (рис. 2 .3 ). _ _

О з н а ч е н н я  2.2.  Різницею а - Ь  двох векторів а  і b , із 
яких перший називається зм е н ш у в а н и м ,  а другий в і д  єм-



ником,  називається сума зменшуваного вектора і вектора, 
протилежного від’ємнику, тобто а  -  Ь = а  + (-6 ) (рис. 2.4).

Рис. 2.3 Рис. 2.4

М н о ж е н н я  в е к т о р а  на  число .  Добутком а  а = b (або
а а ) вектора а  на дійсне число а  називається вектор b , 
колінеарний вектору а  , який має:

1) модуль, рівний добутку модуля вектора а на модуль 
числа а  , тобто |са| = |а а| = |а||а|,

2) напрям, який збігається з напрямом вектора а ,  якщо 
а  > 0 , і протилежний напряму вектора а , якщо а  <0.

Властивості операції множення вектора на число:
1. a ( a  + b )  = a a + a b  (д и с т р и б у т и в н а  вл а ст и в і ст ь  чи ­

с л о в о г о  м н о ж н и к а  в і д н о с н о  с у м и  в е кт ор і в ) .
2. ( а  + β)ά = а  а + β а (д и с т р и б у т и в н а  вл а ст и в і ст ь  в е ­

к т о р н о г о  м н о ж н и к а  в і д н о с н о  с у м и  чис ел ) .
3. а  (β а )  = ( а  β)Ξ (а с о ц і а т и в н а  вл а стив і ст ь ) .
О з н а ч е н н я  2.3. Л ін і йн ою  к о м б і н а ц і єю  п векторів

5^02, . . . ,ап називається сума добутків цих векторів на дові­
льні дійсні числа а  [ , а 2, . . . , а л , тобто вираз, що має вигляд

« ΐ δΐ + α 2ά2 +··· + α„α„ ·

ТЕОРЕМА 2.1. Якщо вектор b колінеарний вектору а і 
|α| *  0 , то існує дійсне число а  таке, що b = а  а .

Задача. Вектори АС = а  і BD = ї  є діагоналями парале­
лограма ABCD. Виразити вектори А В , В С , CD і DA через 
вектори а  і і .

Р о зв ’ я з ан н я . Нехай 
О — точка перетину діа­
гоналей (рис. 2.5).

Оскільки |ой| = ^\b d \

і вектори ОВ і BD мають 
протилежні напрями, то

ОВ = - ^ Ь .  Аналогічно 

О А = -~ га  . Оскільки ОС АС і вектори ОС і АС ма­

ють однакові напрями, то ОС = ^-а . Аналогічно OD = ^ Ь  . Із

рівності АВ = АО + ОВ випливає, що АВ = ^ а - ^ Ь .  

Аналогічно

ВС = ВО + ОС = ^ а  + ^Ь· 

CD = c 5  + OD = - ^ a + ^ b ;  

D A ^D O  + OA = - ^ d - ^ b .

Задачі для розв’язування

162. У паралелограмі ABCD точка О — це точка перетину 
діагоналей, а точки Μ, N, Р  і Q — відповідно середини сторін
АВ, ВС, CD і DA. Побудувати на рисунку такі вектори:

1) ОМ -  ОА ; 2) ОС - O P  ; 3)OQ - О В  ; 4) ~AC-~PD\

b)~AM + ~MQ ·, 6) ОА -  ~NP ; 7) А В - О С .
163. Дано паралелограм ABCD і довільна точка О просто­

ру. Довести, що О А + ОС = ОВ + OD . Довести обернене твер­
дження: якщо для будь-якого чотирикутника ABCD і будь- 
якої точки О у просторі має місце співвідношення ОА + 
+ ОС = OB + O D , то ABCD — паралелограм.

164. Дано паралелограм ABCD. Точка М лежить на сто­
роні CD. Знайти суму векторів:

1) AB + AD-, 2) (-A M ) + DM ;



165. У трикутнику ABC проведені медіани AD, ВЕ і СР. 
Записати вектори A D , ВЕ і СР в вигляді лінійної комбінації
векторів АВ і АС .

166. Нехай ABC — довільний трикутник, a E і F —
середини сторін АВ і ВС.  Виразити вектори А В , ВС і АС

через а  = АЕ і b = AF .
167. Точки E і F є  серединами сторін АВ і CD чотирикут­

ника ABCD (на площині або в просторі). Довести, що

EF = BC-^AD Користуючись доведеним, довести теорему

про середню лінію трапеції.
168. Дано трикутник ABC. На стороні ВС розташована точка

М так, що |т^1 = λ . Знайти AM , якщо АВ = а , АС = с  .\МС\
169. Довести, що точка М належить прямій АВ тоді і тільки 

тоді, коли при довільному виборі точки О справедаива рівність
ОМ = а  ОА + (1 -  а )ОВ , де а  — будь-яке число. Яким має 
бути α , щоб точка М була: 1) серединою відрізка В, 2) внутрі­
шньою точкою відрізка АВ, 3) зовнішньою точкою відрізка АВ.

170. На стороні AD паралелограма ABCD відкладений від­

різок AK = ^rAD,  а на діагоналі АС — відрізок AM =.

= АС Довести, що вектори КМ і MB  — колінеарні і знай- 

\КМ\
ти відношення ' ' .

\МВ\
171. На площині трикутника ABC знайти таку точку, щоб 

сума векторів, які напрямлені із цієї точки до вершин трикут­
ника, дорівнювала нулю.

172. У трикутнику ABC пряма AM є бісектрисою кута 
ВАС, причому точка М лежить на стороні ВС. Знайти AM,
якщо АВ = b , АС = с  .

173. Довести, що сума векторів, які напрямлені з центра 
правильного многокутника до його вершин, дорівнює 0 .

174. Дано тетраедр ОАВС. Виразити через вектори О А ,
ОВ , ОС вектор E F , початком якого є точка Е — середина 
ребра ОА, а кінцем точка F — середина ребра ВС.

175. Дано: |5|=13, р| = 19, |й + =24. Обчислити |а-6| .

176. Вектори а і b утворюють кут φ = 60 ° , причому 

Щ =3 і І&І =5.

Обчислити |с + б| і |α -  ύ|.

177. Якій умові повинні задовольняти вектори а  і b , щоб 
мали місце такі співвідношення:

1) |а + й| = |а -  6 j ; 2) |а + й| > |а -  й|; 3) |а + й| < |а -  £|.

178. Три сили М ,  N і Р ,  прикладені до однієї точки, 
мають взаємно перпендикулярні напрями. Знайти величину

їх рівнодійної R , якщо відомо, що 

= 11 кг.

М =2 кг, N = 10 кг,

2.1.2. Лінійна залежність векторів

О з н а ч е н н я  2.4. Вектори α[,ά2,...,α„ називаються лі ­
нійно  залежними,  якщо знайдуться такі дійсні числа 
а і , а 2 , ..,(хп , з яких хоча б одне відмінне від нуля, і такі, що 
лінійна комбінація векторів ά ι , ά2,···,αη з цими числами дорів­
нює нулю, тобто

а і^ і + сс2а 2 + ... + а пап = 0 .

О з н а ч е н н я  2.5.  Вектори ах,а2 , . . . ,ап називаються лін і йно  
не з ал ежними ,  якщо рівність нулю їх лінійної комбінації з 
числами α ι ,α 2,..· ,α η можлива лише у випадку, коли всі чис­
ла α ] ,α 2 , . . . ,α π дорівнюють нулю.

ТЕОРЕМА 2.2. Якщо один із векторів а1, а 2, . . . ,ап нульо­
вий, то ці вектори є лінійно залежними.

ТЕОРЕМА 2.3. Якщо серед п векторів будь-які п — 1 век­
тори — лінійно залежні, то і всі п векторів лінійно залежні.

ТЕОРЕМА 2.4. Вектори а1,а2, . . . ,ап лінійно залежні тоді і 
тільки тоді, коли один із них є лінійною комбінацією інших.

ТЕОРЕМА 2.5. Необхідною і достатньою умовою лінійної 
залежності двох векторів є їх колінеарність.

Н асл ідок 1. Якщо вектори а  і b не колінеарні, то вони 
лінійно незалежні.



Н асл ідок  2. Серед двох неколінеарних векторів не може 
бути нульового вектора.

ТЕОРЕМА 2.6. Необхідною і достатньою умовою лінійної 
залежності трьох векторів є їх компланарність.

Н асл ідок  1. Якщо вектори a ,  b і с не компланарні, то 
вони лінійно незалежні.

Н асл ідок  2. Серед трьох некомпланарних векторів не 
може бути двох колінеарних векторів і не може бути ні одно­
го нульового вектора.

ТЕОРЕМА 2.7. Будь-які чотири вектори в звичайному 
просторі лінійно залежні.

Задача. Вектори а  і b — лінійно незалежні. Визначити,
при якому значенні а  вектори а а  + 2b , а -  b будуть лінійно 
залежні.

Р о зв ’ я з ан н я . За теоремою 2.5 необхідною і достатньою 
умовою лінійної залежності двох векторів є їх колінеарність.
Оскільки а - Ь  *  0 ,  то з колінеарності векторів а а + 2 Ь  і 
а - b  випливає, що а а  + 2Ь = β(α -  b ) , або a a + 2 b -  

- β ( α - 6 )  = 6 ο  (α  -  β)α + (2 + β)ύ = 0 . За умовою задачі 

вектори а і b лінійно незалежні. Тому з рівності 

( α - β ) α  + (2 + β)6 = 0

випливає, що
α -  β = 0, [α  = β. оо  „ => а  = -2 .

[2 + β = 0 [β = -2

Задачі для розв’язування

179. Вектори а  і b — лінійно незалежні. Визначити, при 
якому значенні а  такі пари векторів лінійно залежні:

1) (а  + 1)а + £ , 2Ь ; 2) а а  + b , а + a b  .

180. Знайти а  і β , якщо а і b лінійно незалежні та

1) За + 5Ь = а а  + (2β + \)Ь ;

2) (2а — β — 1) а  — (За -  β + 10) £ = б .

181. Вектори а ,  b , с  — лінійно незалежні.
1) За якого значення а  вектори x - a a + b +Зс ,  у  = 

= а а  - 2Ь +с  , z = а  -  b + с  лінійно залежні?

2) За якого значення а  вектори х = а а  + АЬ + 2с  , у  =
= a  + a b - c  лінійно залежні?

182. Довести, що для довільних векторів р х, р2 вектори

а= ру  + р 2 , Ь = р \ - 2 р 2 і с = - р [ - 4 р 2 лінійно залежні. 
Знайти коефіцієнти лінійної залежності.

183. Нехай a ,  b , с  — некомпланарні вектори. Визначи­
ти, чи колінеарні такі пари векторів:

1) р у - а -  2-Узb і р2 = л/зіа -  6 Ь ;

2) р \ = 2 а  +Ь і р2 = а + 2Ь ;

3) ρ χ = Та і р2 = Зл/δα ;

4) р\ = а  — 2*І2Ь + -Убс і р2 = л/2а -  АЬ + 2-УЗс .
184. Довести, що коли вектори а1,й2 ,йз — лінійно незале­

жні, то і вектори 5, +52 , а2 + α3 , а3 + лінійно незалежні.

185. Довести, що для будь-яких заданих векторів a ,  b , с  
вектори a  + b ,  b + c  і с - а  компланарні.

186. Дано три некомпланарних вектори а , b , с  . Довести, 
що вектори a +2b -  с  , За -  b + с  , - а + Ь Ь - З с  компланарні.

187. Дано три некомпланарних вектори ά , b ,  с .  При 
яких значеннях λ  і μ вектори λ α  + μb + с  , а  + λb  + цс ко­
лінеарні.

2.1.3. Поняття базису. Афінна система координат

О з н а ч е н н я  2.6.  Два лінійно незалежні вектори а  і
b , які лежать на площині, утворюють базис у цій площині,
якщо довільний вектор с цієї площини може бути поданий у
вигляді деякої лінійної комбінації векторів а  і b .

Три лінійно незалежних вектори a ,  b ,  с  утворюють в
просторі базис, якщо будь-який вектор d  може бути поданий
у вигляді деякої лінійної комбінації векторів а , b , с . 

Справедливі такі твердження:
1) будь-яка пара неколінеарних векторів а і b , які лежать 

в даній площині, утворюють базис у цій площині;
2) будь-яка трійка некомпланарних векторів a ,  b і с 

утворює базис у просторі.



Нехай a ,  b ,  c  — довільний базис у просторі, тобто до­
вільна трійка некомпланарних векторів. Тоді (за означенням
базису) для будь-якого вектора d  знайдуться такі дійсні чис­
ла α  , β , γ , що буде справедлива рівність

d  = a a  + f i b + y c .  (2.1)

Рівність (2.1) називається ро зкла д ом  в е кт ора  d  за базисом 
а , b , с  , а числа α  , β , γ коор динатами в е кт ора  d  віднос­

но базису а , b , с  . Звичайно пишуть так d  =( α , β , γ ).

ТЕОРЕМА 2.8. Вектор d  може бути єдиним способом 
розкладеним за базисом а , b , с  , тобто координати кожного 
вектора d  відносно базису a ,  b , с  визначаються однозначно.

ТЕОРЕМА 2.9. У разі додавання двох векторів їх коорди­
нати (відносно базису а ,  Ь, с )  додаються. При множенні 
вектора на будь-яке число а  всі його координати помножать­
ся на це число. У випадку площини мають місце аналогічні 
твердження.

Афінна система координат у просторі визначається задан­
ням базису a ,  b , с  і деякої точки О, яка називається почат ­
ком к о о р ди н а т .

Афінними к о о р д и н а т а м и  будь-якої точки М називаються
координати вектора ОМ (відносно базису а ,  Ь, с ) ,  тобто 
числа α  , β , γ такі, що ОМ = α ά  + βύ + у с  . Запис М( а  , β , 
у  ) означає, що числа α , β , γ є координатами точки М. Ве­

ктор ОМ називається р а д і у с - в е к т о р о м  точки М.
Якщо дано точки ( a j ; βχ; Yj) i M2(a 2; β2ϊ Υ2  ̂> το вектоР

ΜΧΜ2 = (α 2 - α , ; β 2 -  βχ; γ2 - γ , ) .
Аналогічно визначається афінна система координат на 

площині.
Задача. В трапеції ABCD відношення основи ВС до основи

AD дорівнює λ . Беручи за базис вектори AD і А В , знайти

координати векторів АВ , AD , BD , В С , CD, АС.
З а у в а ж ен н я .  Якщо 5 і b — два колінеарні вектори і b = λα  , то 

число λ  називається відношенням вектора b до вектора а  .

D

Р о зв ’ я з ан н я . За умо­
вою задачі ВС = XAD 
(рис. 2.6).

Визначаємо координа­
ти векторів:

1) АВ = 0AD + \АВ =
= (0; 1);

2) AD = \AD + ОАВ = (1; 0); DA = (-1 ; 0);

3) BD = A D - J B  = ( 1; 0) -  (0; 1) = (1; -1 );

4) BC = XAD + 0AB = (X;0);
5)CD = CB + BD = - B C  + BD = ( - λ ; 0) + (1; -  1) = (1 -  λ; -1 );

6) AC = ΑΒ + ВС = (0; 1) + (λ; 0) = (λ; 1).

Задачі для розв’язування

188. Дано правильний шестикутник ABCDEF. Беручи за 
базисні вектори АВ і А С , знайти в цьому базисі координати
векторів АВ , В С , CD, DE , EF , FA .

189. Дано паралелепіпед ABCDA'B'C'D'. Беручи за базис
е х, е 2, е 3 вектори А В , AD , AA' знайти в цьому базисі коор­
динати векторів, які збігаються з ребрами, діагоналлю пара­
лелепіпеда і діагоналями його граней, для яких вершина A' є 
початком.

190. Дано рівнобічну трапецію ABCD, в якій нижня осно­
ві

ва АВ = а  , бічна сторона AD = b і кут між ними ab

Розкласти за 5 і b вектори В С , А С , B D .
191. У ромбі ABCD вектори АС = е х і BD = е 2 брати за базис­

ні. Знайти координати векторів А В , ВС і DA у цьому базисі.
192. У трикутнику ABC проведена медіана ВК  і середня лінія 

MN паралельна АС. Прямі ВК  і MN перетинаються в точці О.
Знайти: а) координати векторів C M , ОБ  , КМ , СВ , NC, ΑΝ , 
беручи вектори ОС і ОМ за базисні вектори е х, е 2 \ б) коор­

динати тих самих векторів C M , ОВ , КМ , СВ , N C , ΑΝ, бе­
ручи вектори КС і KN за базисні вектори е { і е 2 .



193. У трикутнику ABC точка D ділить сторону АВ у 
відношенні AD : DB  = 2 : 7 .  Знайти координати вектора CD ,
беручи за базисні вектори СА = b , СВ = а  .

194. У трикутнику ABC проведена бісектриса AD. Знай­
ти координати вектора AD , беручи за базис вектори АВ і

АС.
195. У трапеції ABCD довжини основ AD і ВС відносяться 

як 3:2. Беручи за базисні вектори АС і B D , знайти в цьому
базисі координати векторів АВ , В С , CD , DA .

196. У трапеції ABCD відношення довжин основ AD і ВС 
дорівнює 4. Беручи вершину А за початок координат, а век­
тори AD і АВ за базисні, знайти координати вершин трапе­
ції, точки М — перетину її діагоналей і точки S — перетину 
бічних сторін.

2.2. ЛІНІЙНИЙ ПРОСТІР

2.2.1. Означення і властивості лінійного простору

О з н а ч е н н я  2.7.  Множина L елементів x , y , z , . . .  дові­
льної природи називається д і й с н им  л ін ійним п р о с т о р о м , 
якщо справджуються такі три умови:

I. Існує правило, за допомогою якого будь-яким двом еле­
ментам х і у  множини L ставиться у відповідність третій 
елемент z цієї множини, що називається с у м о ю  е л ем е н т і в  
х і у  і позначається символом z = х + у  .

II. Існує правило, за допомогою якого будь-якому елементу 
х множини L і будь-якому дійсному числу λ  ставиться у 
відповідність елемент й  цієї множини, що називається д о б у ­
тком  е л е м е н т а  х на число λ  і позначається символом 
й  = λ χ  або й = χ λ  .

III. Указані два правила підпорядковані таким восьми аксі­
омам:

1. х + у  = у  + х ( к о м у т а т и в н а  в л а с т и в і ст ь  с уми) .
2. (х + у )  + z = х + ( у  + ζ )  ( а с о ц і а т и в н а  в л а с т и в і с т ь  

с у м и ) .
3. Існує нульовий елемент 0 такий, що х + 0 = х для 

будь-якого елемента х (о с о б л и в а  р ол ь  н у л ь о в о г о  ел ем е нт а ) .

4. Для кожного елемента х існує протилежний елемент 
x' такий, що x + x' = 0 .

5. 1 · x = х для будь-якого елемента х (о с о б л и в а  р оль  чи ­
с л о в о г о  м н о ж н и к а  1).

6. λ(μίκ) = (λμ)χ (а с о ц і а т и в н а  в л а ст и в і ст ь  в і д н о с н о  чи ­
с л о в о г о  с п і вм н ож н ик а ) .

7. (λ + μ )χ  = λ χ  + μχ  (д и с т р и б у т и в н а  в л а ст и в і ст ь  мно -  
ж н и к а - е л е м е н т а  в і д н о с н о  с у м и  чис ел) .

8. λ ( χ  + у )  = λ χ  + λϊ} (д и с т р и б у т и в н а  в л а ст и в і ст ь  ч и с ­
л о в о г о  м н о ж н и к а  в і д н о с н о  с у м и  ел емент ів ) .

З а у в а ж е н н я  2.4. Елементи лінійного простору часто називають век­
торами і позначають так само, як і вектори звичайного простору.

Приклад 1. Розглянемо множину впорядкованих наборів 
із п дійсних чисел. Цю множину називають п-вимірним чи с ­
ловим п р о ст о р о м  Ап, елемент цієї множини — впорядкова­
ний набір (а ], а 2 , ..., а п) називають т о ч к о ю  Ап, а числа а/, 
а2, ..., _  її к о ор ди н а т ам и .  Точка 0 (0 , 0, ..., 0) називається
початком координат в Ап. Кожній парі точок A(at , а 2, ■■■, а п) і 
В(Ь/, Ь2, ..., Ьп) поставимо у відповідність вектор АВ = 
= (b y - a l ,b2 - a 2,... ,bn - a n ).Числа bx- a x,b2 -  - a 2,...,bn -  an

назвемо координатами вектора АВ . При цьому два вектори 
вважаються рівними тоді і тільки тоді, коли рівні їхні відпові­
дні координати. Вектор ОМ називається р а д і у с о м - в е к т о р о м  
точки М.  Його координати збігаються з координатами точки 
М. Отже, вектори також є впорядкованими наборами п чисел 
матрицями-рядками довжини п.

Уведемо лінійні операції над векторами за правилами: як­

що дано вектори х = (х1,х2 ,... ,хп ) і у  = ( у х, у 2, . . . , уп ),  то 

х + у  має координати (хх + у х,х2 + у 2,. . . ,хп + у п ) , а λχ  має 
координати (λ^[, λ χ 2 λ χ η ) .

Можна показати, що множина векторів числового прос­
тору Ап з лінійними операціями, введеними вище, є ліній­
ним простором, який позначається через Ln. У просторі 
Ln роль нульового вектора відіграє вектор 0 = (0; 0 ;...; 0 ), 
а протилежним вектору х = (ху,х2 ,... ,хп ) є вектор x' = 
= ( - х у - х 2, . . . - х п ) .



З а у в а ж е н н я  2.5. Якщо точками дійсного числового простору є мат-

Х1 
х2

риці-стовпці висоти п, то, міркуючи аналогічно, прийдемо до

\х п )
лінійного простору Ln, в якому лінійні операції збігаються з операціями 
над матрицями-стовпцями висоти п — векторами ΖΛ

З а у в а ж е н н я  2.6. Надалі через Ln ( Ln) позначатимемо і лінійний 
простір матриць-рядків (матриць-стовпців) довжини п  (висоти п ) з дійс­
ними елементами і з лінійними операціями над ними, що збігаються з 
лінійними операціями над матрицями.

Приклад 2. Множина С[а,Ь] усіх функцій x = x( t ) , озна­
чених і неперервних на відрізку a <t < b , із звичайними опе­
раціями додавання двох функцій і множення функції на дійсне 
число, утворює лінійний простір.

Дійсно, можна переконатись у справедливості аксіом 1 -8  
для множини C[a,b\.  Це дає змогу дійти висновку, що мно­
жина C\a,b\ є лінійним простором.

Властивості лінійного простору.
ТЕОРЕМА 2.10. У довільному лінійному просторі існує 

єдиний нульовий елемент і для кожного елемента х існує 
єдиний протилежний елемент.

ТЕОРЕМА 2.11. У довільному лінійному просторі:
1) добуток довільного елемента х на дійсне число 0 дорі­

внює нульовому елементу 0 ;
2) для кожного елемента х. протилежний елемент дорів­

нює добутку цього елемента х на дійсне число -1 .
Задача. Нехай Ζ,2 — множина всіх впорядкованих пар 

дійсних чисел х = , л:2) з операціями:
1)Якщо х = (х1,х2) і у  = (г/|, у 2 ) ,  то х + у  = (хх + 

+ у х,х2 + у 2) ;

2) Для будь-якого дійсного λ  покладемо λ χ  = ( λ χ χ, λ χ 2) . 
Переконатися, що L2 є лінійним простором.

Р о зв ’ я з ан н я . Перевіримо виконання аксіом 1-8 .
1. х + у  = (χχ + у х,х2 + у 2) ,  у  + х = ( у х + хх, у 2 + х2) = U , + 

+ у х,х2 + у 2) , тобто х + у  = у  + х .
2. х + у  = (x, + у х,х2 + у 2 ) ,  у  + z = {yx + ζ χ, у 2 +Ζ2),

( x  +  y )  +  z  =  ( л : ,  +  У Х +  z x , Х 2  +  у 2  +  z 2 ) ,  х  +  ( у  +  ζ )  =  ( х х +  у х +

+ Z[,X2 + у 2 + z2) .

Отже, (х + у ) + Z = X + ( у  + z ) .
3. Нульовим вектором є б = (0;0). Дійсно, х + 0 = (.С[ + 

+ 0 , х2 + 0 ) = (хх, х2) = х .
4. Вектор хх, -х 2) є протилежним вектору \хх,х2) ,  оскі­

льки (хх, х2) + (-  х\,~х2) -  (0 ; 0 ).
5. 1 · х = (і · Х|,1 · х2) = х .
6. λ (μ Ι) = λ(μΛΓ!, μχ2 ) = (λμΧ[, λ μ χ 2 ) = (λμ)χ .
7. (λ + μ)χ. = ((λ + μ ).ϊ[,(λ + μ)χ2) = (λχχ + μχχ,λχ 2 + μχ2) =

= (λχχ,λχ 2)+ (μχχ,μχ2)= λ(χχ, χ2)+ μ(χχ, χ2) -  λχ  + μ χ .
8. λ{χ + у )  = λ(χ[ + у х, χ2 + у 2) = (λ(Λ:, + у х)  λ (χ2 + у 2)) =

= (λχ1,λχ 2)+(λι/1,λί/2)=  l ( x x,x2)+X{y[, y 2 )= λχ  + Xy .
Отже, множина є лінійним простором.

Задачі для розв’язування

197. Перевірити, чи є лінійними просторами такі множини:
1. Множина матриць-рядків довжини п з операціями дода­

вання і множення на число для матриць.
2. Множина квадратичних матриць п-го  порядку з дійсни­

ми елементами, якщо за операції взяти додавання матриць і 
множення матриці на число.

3. Множина всіх многочленів степеня < п із звичайними ді­
ями додавання многочленів і множення многочлена на число.

4. Множина всіх многочленів степеня, що дорівнює п, із 
звичайними діями додавання многочленів і множення многоч­
лена на число.

5. Множина Vo, яка складається з одного елемента Θ. 
Операції в Vq означені таким чином: θ + θ = θ, λ θ  = Θ .

6. Множина R+ додатних дійсних чисел, в якій операції 
додавання і множення на дійсне число означені так:

а) сума двох елементів х -  х і у  = у  цієї множини дорів­
нює добутку цих дійсних чисел ху  ;

б) добуток елемента х на дійсне число λ визначимо як 
піднесення дійсного додатного числа х до степеня λ .

198. Визначити, чи є такі множини векторів на звичайній 
площині лінійними просторами відносно звичайних операцій до­
давання векторів і множення вектора на число (припускається, 
що початок кожного вектора міститься в початку координат).

1) Усі вектори, кінці яких лежать на даній прямій.
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2) Усі вектори, кінці яких лежать:
а) у першій чверті системи координат;
б) у першій або в третій;
в) у першій або в другій.

3) Усі вектори, координати яких задовольняють рівняння 
Ху + х2 = 0 .

4) Усі вектори, координати яких задовольняють рівняння 
Х\ х2 — 1 *

199. Перевірити, чи є лінійними просторами такі множини:
1) Множина C[a,b\ усіх функцій /(ί), неперервних на від­

різку \а,Ь\ з природно введеними операціями додавання фун­
кцій і множення їх на число.

2) Множина всіх збіжних послідовностей, відносно зви­
чайних операцій додавання і множення на число.

3) Множина всіх розбіжних послідовностей відносно зви­
чайних операцій додавання і множення на число.

4) Множина всіх функцій інтегрованих на відрізку [ а ,б], 
відносно звичайних операцій додавання і множення на число.

5) Множина тригонометричних многочленів порядку < η , 
тобто множина функцій, що мають вигляд:

P(t) = aQ + a l cos t + by sin t +... + an cos nt  + bn sin nt
відносно звичайних операцій додавання і множення на число;

6) Множина функцій вигляду

/(t ) = e a t (a0 + ay cos t + by sin t + ... + a n cos nt  + bn sin n t ) ,
де a  — фіксоване дійсне число, з природно введеними опе­
раціями додавання функцій і множення їх на число.

200. Чи може лінійний простір складатись:
1) з одного вектора; 2) з двох різних векторів?
201. З лінійного простору виключено вектор х . Чи може 

здобута після цього виключення множина векторів залиша­
тись лінійним простором?

202. З лінійного простору виключено нескінченну множи­
ну векторів. Чи може здобута після цього виключення мно­
жина векторів залишатись лінійним простором?

2.2.2. Розмірність лінійного простору.
Базис, координати вектора.
Ізоморфізм лінійних просторів

О з н а ч е н н я  2.8.  Вектори р у , р 2 , . . . ,рп лінійного прос­
тору називаються л ін і й н о  з а л еж ни м и ,  якщо знайдуться такі 
дійсні числа λ 1,λ 2,. . . ,λ „ , з яких хоч би одне відмінне від ну­
ля, і такі, що лінійна комбінація векторів р у , р 2, . . . ,рп з цими 

числами дорівнює нулю, тобто ХуРу + λ 2ρ2 + ··· + ^пРп = 0 .

О з н а ч е н н я  2.9. Вектори р у ,р 2 , . . . , р п називаються лінійно  

н е з ал ежними , якщо рівність λ 1ρ1 + λ 2ρ2 +... + λ ηρ η = 0  мож­
лива лише у випадку, коли усі λ 1,λ 2, . . . ,λ η дорівнюють нулю.

О з н а ч е н н я  2.10.  Лінійний простір L називається п-ви-  
мірним,  якщо в ньому існує п лінійно незалежних векторів, а 
будь-які п + 1 векторів є лінійно залежними.

Число п називається р о з м і р н і с т ю  п р о ст о р у .  Це запису­
ється так: d(L) = п .

О з н а ч е н н я  2.11.  Лінійний простір L називається н е с к і н ­
ч е н н о  вимірним,  якщо в ньому існує довільне число лінійно 
незалежних векторів.

О з н а ч е н н я  2.12.  Сукупність лінійно незалежних векторів 
р у , р 2 , . . . , рп простору L називається б а з и с о м  цього простору, 
якщо для кожного вектора х простору L можна знайти такі 
дійсні числа ху,х2,. . . ,хп , що справедлива рівність

х = ХуРу+х2р 2 +... + хпРп · (2 ·2)

Рівність (2.2) називається р о з к л а д а н н я м  в е к т о р а  х у 
базисі р у , р 2, . . . ,рп , а числа ху,х2,... ,хп — координатами век­
тора х (відносно базису ру, р2,..., р п ).

ТЕОРЕМА 2.12. Якщо L — лінійний простір розмірності 
п, то будь-які п лінійно незалежних векторів цього простору 
утворюють його базис.

ТЕОРЕМА 2.13. Якщо лінійний простір L має базис, який 
складається з п векторів, то розмірність L дорівнює п.

Приклад 1. Розглянемо простір ΖΛ Покажемо, що п век­
торів цього простору

(2.3)

утворюють його базис.
Для цього покажемо, що вектори (2.3) лінійно незалежні і 
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Розглянемо лінійну комбінацію векторів у (2.3) з числами 
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є нульовим лише за умови a t = a 2 = ... =

α π = 0 , а це і означає лінійну незалежність векторів (2.3).

А ;

просторуПокажемо тепер, що довільний вектор х =

Ln є лінійною комбінацією векторів у (2.3). 
Дійсно, справедлива рівність

х  = х.

Таким чином, у просторі Ln сукупність векторів (2.3) 
утворює базис цього простору, розмірність якого згідно з тео­
ремою 2.13 дорівнює п. Аналогічно можна показати, що роз­
мірність простору Ln дорівнює п.

Приклад 2. Лінійний простір C[a,b\ усіх функцій х =
= x( t ) , визначених і неперервних на відрізку \a,b\, є нескін­
ченно вимірним.

Дійсно, для будь-якого невід’ємного цілого числа п векто­
ри цього простору 1, t, t2, ..., tn лінійно незалежні, оскільки

ГО
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Х\ + Х<2 + ... + хп

о 
·
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• o
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В протилежному випадку деякий многочлен Cq + Cy t  + C2 t 2  + 

+  . . .  +  Cn t n  , коефіцієнти ЯКОГО C q ,  С\,  С2 ,  ■ ■■, Сп  НЄ ВСІ рівні Ну- 
лю, виявився б тотожно рівним нулю на відрізку \a,b\.

ТЕОРЕМА 2.14. При додаванні двох будь-яких векторів лі­
нійного простору L їх координати (відносно довільного базису 
простору L) додаються, при множенні довільного вектора на будь- 
яке число λ всі координати цього вектора множаться на λ .

О з н а ч е н н я  2.13.  Два довільних дійсних лінійних просто­
ри L і L' називаються і з оморфними,  якщо між векторами 
цих просторів можна встановити взаємно однозначну відповід­
ність так, що якщо векторам х і у  простору L відповідають 
вектори x' і у '  простору L' , то вектору х + у  відповідає век­
тор x' + у ' , а вектору λ χ  відповідає вектор λ χ ' ,  λ  є З і .

ТЕОРЕМА 2.15. Будь-які два п вимірних дійсних лінійних 
простори L і L' ізоморфні.

Н асл ідок . Лінійні простори Ln і Ln ізоморфні.
З а у в а ж ен н я  2.7. Надалі усі означення і твер дж ен н я, що маю ть місце 

в Ln (Ln), з точністю до ізоморфізму справедливі і в довільному 
л-вимірному лінійному просторі L.

Задача. Нехай L2 — лінійний простір векторів х = ( х 1,х2). 
Довести, що вектори ру =(1;2) і р 2 = (3; 4) утворюють базис 
даного лінійного простору L2- Знайти координати вектора 
х = (7; 10) у цьому базисі.

Р о зв ’ я зан н я . Покажемо, що вектори /?, і р 2 лінійно не­
залежні. Дійсно, рівність

α ρ 1 + β ρ 2 = 0 ο  a(l; 2) + β(3; 4) = (О; 0) о  (a  + 3β, 2α + 4β) =

= O o j a + 3f3 = ° ’ ο ί α = 0>
[2α + 4β = 0 [β = 0.

Розглянемо будь-який вектор у  = {у\,у2)· Покажемо, що 
для будь-яких у\, у2 можна визначити числа λ і μ так, щоб 
виконувалась рівність у  = λρ[ + \хр2 або (у\,у2 )=  (λ + 3μ,2λ + 
+4μ). Існує єдина пара значень (λ ,μ ) , для яких виконується 
ця рівність. Це випливає з того, що система рівнянь

λ  + 3μ = у  у,
2λ + 4μ = у 2



має Δ = 1 З
2 4 *  0 і тому має єдиний розв’язок при будь-яких

г/| і г/2 . Отже, вектори рх і р2 утворюють базис.
Визначимо координати вектора Jc = (7; 10) у цьому базисі. 

Задача зводиться до визначення λ  і μ із системи рівнянь:

λ  + 3μ = 7,
2λ + 4μ = 10.

Звідси знаходимо λ  = 1 , μ = 2 , тобто

x = Pl +2 ρ 2 .

Задачі для розв’язування

203. Нехай Р2 — лінійний простір многочленів степеня не 
вище другого. Довести, що вектори р х -  1 + 2t + 3 t , р2 =2  +

о _  о
+ 3t + 4t і p3 =3  + 5t + 7t лінійно залежні.

204. Показати, що якщо серед векторів x, y , . . . , z  є нуль- 
вектор, то розглядувані вектори лінійно залежні.

205. Показати, що розмірність простору Рп усіх многочле­
нів степеня < п  однієї змінної дорівнює п+ 1.

206. Знайти розмірність і базис таких лінійних просторів:
1) множина парних многочленів степеня < п ;
2) множина тригонометричних многочленів порядку не 

вище п виду

P ( t )  = а0 + а { cos t + bx s in i + ... + an cos nt  + bn sin n t ;

3) множина парних тригонометричних многочленів поряд­
ку не вище п;

4) множина непарних тригонометричних многочленів по­
рядку не вище п.

207. Показати, що квадратні матриці порядку η  , у яких 
будь-який елемент дорівнює 1, а решта дорівнюють 0, утво­
рюють базис простору квадратних матриць порядку п. Знайти 
розмірність цього простору.

208. Довести, що многочлени 1, t -  a ,  (t -  α )2,..., (ί -  а ) ” 
утворюють базис у просторі многочленів степеня < п і знай­
ти координати довільного многочлена Pn(t )  степеня < п у 
цьому базисі.

2 0 9 . Довести, що многочлени 2t + ί 5 , ί 3 - 15 , t + t3 утво­
рюють базис у просторі непарних многочленів степеня < 5 ,

q с
знайти координати многочлена 51 -  t +21 у цьому базисі.

210. Знайти координати многочлена ί 5 -  ί 4 + /3 -  /2 - 1 + 1 
у кожному із базисів:

1) l . u V . i V ;
2) U  + U 2 + U 3 + U 4 + U 5 +1;
3) 1 + t3 , t + t 3, t 2 + t z , tz , tA + t3 , t5 + t3 . /
211. Знайти координати полінома P ( t )  = 5 -  2(t + l) +

+ 3 (i + l)2 + (i + l)3 y базисі 1 , t , t 2 , t 3 .
212. Показати, що вектори е х, е 2 , е3 утворюють базис L3 і 

знайти координати вектора х у цьому базисі.
1) е х =(1;1;1), е2 = (1;2; 1), 53 =(0;0;1), х = ( і ;0 ;4 ) ;
2) е х = (1;0;1), і 2 =(0;1;0), £3 = (2;3 ;4), * = (1 ; - 3 ; - 3 ) ;
3) «j = (3; 1 ;-3 ), е2 = (-5 ;2 ;1), е3 = (7;3 ;4), х = (\ 1; 10; — 1);
4) 5, = (1; 2; 1), е2 = (2;3;3), і 3 =(3;1;7), ί  = (3;3;5).
213. Показати, що вектори е[,е2,е3,е4 утворюють базис і 

знайти координати вектора х у цьому базисі:
1) і ,  =(1;1;1;1), і 2 = (1 ;1 ;-1 ;-1 ), е3 = (1 ;- 1;1;- 1), 

е4 = (1 ;-1 ;-1 ;1 ), х = (1;2;1;1);
2) е, = (1; 1; 0; 1), і 2 = (2; 1; 3; 1), е3 =(1;1;0;0),

і 4 = (0; 1; — 1; — 1), і  = (0 ; 0 ; 0 ; 1).
214. Довести, що вектори

простору квадратних матриць 2-го порядку утворюють базис. 
Знайти координати векторів

у цьому базисі.
215. Нехай L і L' — ізоморфні лінійні простори. Між 

елементами цих просторів встановлено взаємно однозначну 
відповідність х x ' , у  <г+ y ' , z <-> z ' . Довести, що а х + $ у  + 
+yz <-> ax'  + βϊ/' + yz'  при будь-яких α ,β ,γ  .



216. Нехай L і L' — ізоморфні лінійні простори, причому 
х x ' . Довести, що ( -  х ) <-> ( -  х ' ) .

217. Чи будуть ізоморфними лінійні простори L і L' , як­
що елементами L є вектори x,y,z , . . . ,  а елементами L' —
вектори 2x,2y ,2z ,...?  Показати, що простори L і L' 

складаються з одних і тих самих елементів.
218. Дано довільні пари дійсних чисел (α ,β ) .  Побудовано 

два лінійних простори: простір L2 і простір L' , складений з 

векторів x' = (е ~а , є- *5), в якому існуючі дії визначені рівно-
стями

х{ + х'2 = (<Γαι - α2 , е -Рі-Р2 )  λ* ' ='(6-λα ) β-λβ ) 

Довести, що простори ізоморфні.

2.2.3. Перетворення координат вектора 
при переході до нового базису

Нехай е 1, е 2, . . . , еп і Щ,е2,...,е^ — два довільних бази­
си п- вимірного лінійного простору Ln і нехай е [ , е 2,...,е'п 
виражаються через е\,е2, . . . , еп за допомогою формул:

e { - C n e l +C2]e2 +... + Сп]еп = (е1е г ..£п)

-  с 12^1 + + ·■■ + с п2^п = (еіЄ2...Єп )

41
°2\

r  r  Л12
°22

\c n 2 J

К  -  с \пА + с 2п^2 + ■·· + Cnrfin =

\c n n J

Матриця, складена з коефіцієнтів цих формул
С ,1  С ,2 

С21 С22
с \п 
с 2 п

с п\ с п2 ■■■ с п п У 

називається м а т р и ц ею  п е р е х о д у  від базису е х, е 2 , . . . , еп до 
базису е[,е'2,...,е'п . За допомогою матриці перехід від бази­
су е у , е 2 , . . . , еп до базису е [ , е 2,...,е'п запишеться у вигляді 

( е { , е 2,...,е'п )= ( е 1, е 2, . . . , еп ) С

Нехай у базисі е 1, е 2, . . . , еп вектор х = х ^  + х2е 2 +... + 
+хпе п , а в базисі е [ , е 2,...,е'п вектор х = х[е[ + х'2е 2 +... + 
+х'пе'п . Тоді

або

(  Υ λХ\
х2

= с

' х\ 
х2

—

С\\
С21

С, 2 . 

с22

• с \п '
• с2л

(  y'  ̂*1
*2

, Хп ) х' \ п Л і сл2 ■ Спп J y'\хп )

(  γ'\Χ\
*2

, c if ' =
χ2

Λ ,

= СсХ!  . де

Задача 1. Дано вектор х = 6 ех + е 2 + е3 є L . Розкласти 
цей вектор за новим базисом, пов’язаним із старим базисом 
за допомогою рівностей

е[ = 4et + Зе2 -  «з· е 2 = 2е[ + е 2 -  е 3 , е'3 -  е х -  е 2 + е3 .
Р о зв ’ я за н н я . Оскільки

( ^е{ = (e> V 3 )

е'2 = ( e{e 2e 3 )

Ц = (̂ 1̂ 2 е3 )

ч-1у



то матриця переходу від старого базису до нового матиме вигляд

З
-1

Координати вектора х у новому базисі виражаються фор­
мулою

( у  > х\ (  у ’ \ *1
х2 = с х'2

Л , U sJ
Звідси

З 1 - 1  
- 1 - 1  1

ґ ХІ
х2

\x 'zJ

Розв’язавши це матричне рівняння, дістанемо х{ =1,  х'2 = 0 , 
х'3 = 2 . Розкладання вектора х у новому базисі має вигляд 
х = е{ + 2е'3 .

Задача 2. У базисі е^, е2 простору L2 многочлен має ви­
гляд

9 9л: +2 у  - х у + х  + Зу  + Ь.

Записати цей многочлен в новому базисі, пов’язаному зі 
старим базисом за допомогою рівностей

е[ = Є[ -  2е2 , 
е 2 = е { + е 2.

Р о зв ’ я за н н я . Оскільки е{ = (е\в2 ) Г _ ^  = ( ® 1 ® 2 >

то матриця переходу від старого базису до нового матиме вигляд

С

Тоді

- ( - 2  !)■

або
х + у  

- 2 х '  + у')·
Звідси

X = х' + у  
i/ = -2x '  + у'.

Підставивши значення х і у  в многочлен, дістанемо мно­
гочлен у новому базисі:

(x' + y ' f  + 2(- 2x' + y ' f  -  (x' + у '\ -  2x' + у ’) + x' + y' +
+ 3(- 2x' + у ' )  + 5 = 1 їх'2 + 2у '2 -  5x'y' -  5x' + 4y'  + 5. 

Задача 3. У просторі многочленів степеня < 3 написати
о о

матрицю переходу від базису Ι ,χ ,χ  ,х до базису 1, х + 1,
(x + l)2,(*  + і)3 .

Р о зв ’ я зан н я . Вектори нового базису \,х + \,(х + ї)2,

(х + і)3 розкладемо за векторами старого базису.
Дістанемо

|Ίλ
1 = 1 · 1 + Ох + Ох2 + Ох3 = (і х х2 л:3) 0 

0
10,

х + \ = 1-ї  + \ ■ х + Ох + Ох = 11 x x x'= (і х х2 х3)
1 
1 
0

уОу

(x + l f  = x2 + 2x + \ = \- \ + 2- x + \-x2 + Ох3 = (і х х2 х3)
Г
2
1

ч0,

(χ + і)3 = х3 + Зх2 + Зх +1 = 1 · 1 + 3 · х + 3 · х2 +1 ·х =

Тоді матриця переходу матиме вигляд

ґ \ і і р
0 1 2  3
0 0 1 3
0 0 0 1



Σ^ . Задачі для розв’язування

219. Дано вектор х . Розкласти цей вектор за новим бази­
сом, пов’язаним зі старим базисом виразами:

1) х = і] -  4 е2 + 2е3 , 2) х = + 8е2 -  е 3 ,
є х — є х + 2е2 — е 3 , є х = + 2^2 + ,

= 2е, -  2е2 + ?з, ?2 = ех -  е2 + 2?з,
е 3 = е х + 4е2 -  е3. ?з = 2е[ + е 2 - е 3 .

3) х = Є[ + е 2 -  5 е3 , 4) х = е х + е 2 + е 3 + е 4,
6 χ = ~~Є\ + е 2 + З е 3 , θ χ = е 2 + є 3 + Є4 ,

е 2 = 2 єх — е 2 + З^з, е 2 = е 2 + є 3 -ь є 4 ,

^3 = ®1 _ ^2 + 2е3 . е 3 = і ]  + е 2 + е4 ,
£ 4  = + ^2  £ 3  ·

220. Дано вектор x = 2(t?1 + е 2 + ... + е п ). Розкласти вектор 
х за базисом е [ уе 2 ,...,е'п , якщо е [ = е х+ е 2, е2 = е 2 + е3 ,. . .  
..., е ’п = е п + е 1.

221. Новий базис пов’язаний із старими виразами
е[ = а  е 2 , е 2 = β е 3 , е 3 = у  е 4 , е\ = Ь е 5 , = ε е х. Записати
формули, що пов’язують старі координати (x j, х2 >*3 .* 4 > *5 ) 
вектора х з  його новими координатами (х[,х2 ,х3 ,х'4 ,х'5 ) .

222. Довести, що кожна із двох систем векторів є базисом 
і знайти зв’язок координат одного і того самого вектора в цих 
двох базисах:

1) і ,  = (1; 2; 1), S2 = (2; 3, 3), і 3 = (3; 1; 1),

е{ = (3; 1; 4), е'2 = (5; 2; 1), Ц  = (1; 1; 6).
2) і, = (1; 1; 1; 1), е[ = (1; 0; 3; 3),

е2 = (1; 2; 1; і), е'2 = (-2; -  3; -  5; -  4),
е 3 = (1; 1; 2; 1), е'3 = (2; 2; 5; 4),
е4 = (1; 3; 2; 3), §'А = ( - 2 ; - 3 ; - 4 ; - 4 ) .

9223. Довести, що кожна з двох систем функцій t -  t , t ,
1 + 5 ί+ /3 , (1 + 0 3 і (1 + t f , (1 -  i)3 , t - t 2 + t 3 , 1 + t + t2 + t 3 
є базисом у просторі многочленів степеня < 3 . Знайти коор­
динати многочлена степеня < 3 у першому базисі, якщо ві­
домі його координати h[ ,h2 ,h'3 ,h'4 у другому базисі.

224. Знайти матрицю переходу від базису е х, е 2 , е 3 до ба­
зису е{ ,Ц,Ц  і навпаки, якщо:

ί ° Ί (ОЛ Ґ П1) ех = 0 , е2 - 1 • ^3 = 0
UJ [oj [о]
r n r n r n

- 1 II
r ^

 
t<̂> 2 ' eZ - 0

10 IsJ U J
Π Ί

2 II. CN

f  2̂ 1 
3 II. cr-

ГЗЇ
7

UJ l3 j UJ
( з ^ f  1 "l

1 , e 2 - 2 - е"з - 1
U J UJ 1 -6  J
r n1 2 r n1 r n31 , e2 = 1 - «3 = 2 , e4 = 2
l l j UJ U J UJ

Г -2  ^ (2) f - 2 )
0 ~Tf - 3 T/ 2 _ - 3
3

U J
• e2 - - 5

I - 4J
■ e3 = 5

U J
, e4 = - 4

1 - 4  J
225. Скласти формули перетворення координат при пере­

ході від базису е х, е 2, е 3 , е 4 до базису е ( , е 2, е 3, е 4 :
1) e, = (1; 0; 0; 0). е[  = (1; 1; 0; 0),

e 2 = (0; 1; 0; 0), е'2 = (1; 0; 1; 0),
?3 = (0; 0; 1; 0), eg = (1; 0; 0; 1),
e 4 = (0; 0; 0; 1), і ;  = (1; 1; 1; 1).

2) e x = (1; 2; -  1; 0), ~е[ = (2; 1; 0; 1),
= (1: -1 ; 1; 1), е'2 = (0; 1; 2; 2),
= (-1; 2; 1; 1), ^з = (-2 ; 1; 1; 2),

e4 = (-1; -1 ; 0; 1), е 4 = (1; 3; 1; 2).
226. У просторі многочленів степеня < 2 написати матри-

ці переходу від базису Ι ,χ ,χ2 до базису х 2 -  х, Зх2 +2х + 2, 
2х2 + 5х + 4 .

227. У просторі многочленів степеня < п написати матри­
ці переходу від базису 1,(х -  2),(х -  2)2,...,(х  -  2)” до базису 

1,(х -  3), (х -  3)2,...,(х  -  3)” і навпаки.



2.2.4. Підпростір лінійного простору

Припустимо, що деяка підмножина L' лінійного прос­
тору L задовольняє такі дві вимоги:

1. Якщо елементи х і у  належать підмножині L' , то і
сума х + у  належить цій підмножині L' .

2. Якщо елемент х належить підмножині L' , а λ  — будь-
яке дійсне число, то й елемент λ χ  належить підмножині L' .

О з н а ч е н н я  2.14.  Підмножина L' лінійного простору L , 
що задовольняє вимоги 1 і 2, називається лін ійним п і д п р о с -  
т ором  (або просто підпростором) простору L .

Приклади лінійних підпросторів:
1. Підмножина лінійного простору L , яка складається з 

одного нульового елемента.
2. Весь простір L .
3. Підмножина В2 усіх векторів, паралельних деякій пло­

щині, в звичайному просторі.
4. Нехай x , y , . . . , z  — сукупність елементів деякого прос­

тору L . Сукупність усіх лінійних комбінацій цих елементів, 
тобто множина елементів, що має вигляд a x  + $ y  + ... + y z ,
де α ,β ..... γ — довільні дійсні числа, називається л ін і й н ою
о б ол он к ою  ел ем ент ів  х , у , . . . , г . Для лінійної оболонки довіль­
них елементів x , y , . . . , z  лінійного простору L виконуються
вимоги 1 та 2. Тому усяка лінійна оболонка є підпростором 
лінійного простору L .

Нехай L' і L’  — два довільних підпростори лінійного 
простору L .

О з н а ч е н н я  2.15.  Множина усіх елементів х простору 
L , які належать одночасно L' і L’ , називається п е р е р і з ом  
підпросторів L' і L " .

Запис L” = L' П L’  означає , що Lm є перерізом підпрос­
торів L' і L" .

О з н а ч е н н я  2.16.  Множина усіх елементів простору L , 
що мають вигляд у  + z , де у  є  L' , z  є  L’ , називається с у ­
м о ю  підпросторів L' і L’ .

Запис LIV=Z,' + L ' означає, що LIV є сумою підпросторів 
L' і L" .

ТЕОРЕМА 2.16. Переріз L" і сума LIV є підпросторами 
простору L .

П риклад. Нехай В3 — лінійний простір усіх векторів 
звичайного простору. L' — підпростір усіх векторів, парале­
льних площині х О у , L" — підпростір усіх векторів, парале­
льних площині х О г . Тоді сумою підпросторів L' і L" буде 
весь простір В3 , а перерізом підпросторів L' і L' — множи­
на усіх векторів, паралельних осі Ох .

ТЕОРЕМА 2.17. Якщо L' — підпростір лінійного просто­
ру L , то d(L') < d{L).

ТЕОРЕМА 2.18. Сума розмірностей довільних підпросто­
рів L' і L" скінченновимірного лінійного простору L дорів­
нює сумі розмірності перерізу цих підпросторів і розмірності 
суми цих підпросторів.

ТЕОРЕМА 2.19. Розмірність лінійної оболонки сукупності 
x, y , . . . , z  елементів лінійного простору L дорівнює максима­
льному числу лінійно незалежних елементів цієї сукупності.

О з н а ч е н н я  2.17.  Простір L називається п р я м о ю  с у м о ю  
підпросторів L' і L" , якщо кожний вектор х простору L 
можна подати єдиним способом у вигляді х = хх+х%,  Де

є L' , jс2 є L " .
ТЕОРЕМА 2 .20 . Для того щоб простір L був прямою 

сумою підпросторів L' і L" , достатньо виконання умов

Г Г и '  = 0, d(L) = d(L') + d{L’ ) .

Задача. Дано лінійний простір Ln . Перевірити, чи є лі­
нійним підпростором цього лінійного простору множина мат­
риць

X =

координати яких задовольняють рівності

Xj + Х'і  + ... + хп = 0  .

Р о зв ’ я за н н я . Сукупність матриць, координати яких за­
довольняють рівності x, + %2 + ■·· + хп ~ 0  > утворюють під-

множину простору Ln . Позначимо цю підмножину через L' .



Покажемо, що для цієї підмножини L' виконуються вимоги
1 - 2 підпростору.

Нехай

(  Y >X,
x2 У2

X = - y  =

\Xn, <Уп y
Тоді

'x . + iO 'Xxx'
x2 + y 2 λχ2

IIc<

A + Упу ΚλΧΠ;

Якщо х є L' , у  є  L' , то х, + х2 + ... + хп = 0 і у х+ у 2 + ...+ 
+уп = 0 . Звідси (х, + у х) + (х2 + у 2 ) + ... + (хп + у п) = 0 і λχ, + 

+λχ2 +... + λ χ η = 0 . Із цих рівностей випливає, що х + у  є  L'

і λ χ  є  L ' . Отже, для L' виконуються вимоги 1 - 2  для під­
простору 1, тому L' є підпростором Ln .

^  Задачі для розв’язування

228. Дано лінійний підпростір L4 . Довести, що множина
елементів L . х, = (0, х2, х3, Х4 ) , г/j = (О, у 2, у 3, у 4 ), 
ζ, = (0 , z2 , z3, z4 ) і множина елементів L": х2 =
= (х,, 0, Хд, х4) ,  у 2 = (г/|, 0, у 3, у 4 ) ,  ζ 2 = (ζχ, 0, ζ 3 ,
= z4) e  підпросторами лінійного простору L4 .

229. Для лінійного простору L4 , розглянутого в попе­
редній задачі, знайти переріз L" і суму Llv  підпросторів L'
і L" .

230. Дано лінійний простір многочленів не вище 
п’ятого степеня. Довести, що множина L' многочленів, що 
мають вигляд α0ί  + а, і множина L" многочленів b0t4 +

2+ bxt + Ь2 є підпросторами простору Р5 , якщо додавання еле­

ментів і множення елемента на число брати в звичайному 
розумінні.

231. Знайти підпростори Lm = L'{1L ' і LIV= L' + L’ з умо­
ви попередньої задачі.

232. Дано лінійний простір усіх геометричних векторів 
звичайної площини, чи буде лінійним підпростором множина 
таких векторів:

1) усі вектори, кінці яких лежать у першій чверті системи 
координат, а початки збігаються з початком координат;

2) усі вектори, що лежать на даній прямій.
233. Перелічити усі лінійні підпростори звичайного прос­

тору.
234. Довести, що такі множини елементів утворюють під­

простори, знайти їх базис і розмірність:
1) множина елементів простору Ln , перша і остання коор­

динати яких рівні між собою ( п > 2 );
2) множина елементів простору Ln , в яких координати з

парними номерами дорівнюють нулю ( п > 2 );
3) множина усіх векторів звичайного простору компланар- 

них заданій площині;
4) множина усіх матриць А порядку п, що задовольняють 

умову Ат = А (симетричні матриці);
5) множина усіх функцій f ( t ) ,  неперервних на відрізку 

[a,b] і таких, що задовольняють умову /(<о) = 0 Для 
ί 0 є [а ,Ь ] .

235. Знайти розмірності суми і перерізу лінійних підпрос­
торів L f  L' , натягнутого на вектори ax, a2 , . . . ,ak , і L" , натяг­

нутого на вектори bx,b2 ,...,b[ :

1 ) 5 ,=  (1; 2; 0; 1), 2 ) 5 ,=  (1; 1; 1; 1), Ьх = (1; 2; 0; 2),

52 = (1; 1; 1; 0), 52 = (1; -1 ; 1; -1 ), Ь2 = (1; 2; 1; 2),

Ь{ = (1; 0; 1; 0), 53 = (1; 3; 1; 3). Ь3 = (3; 1; 3; 1).

Ь2 = (1; 3; 0; 1).

236. Знайти розмірність і базис суми та перерізу лінійних 
підпросторів простору многочленів степеня < 3 , натягнутих

З 2 2 3 ·на системи многочленів 1 + 2/ + / , 1 + t + t , t -  t +t  i
l + t2 , \ + 3t + t3 , 3t - t 2 + t3 .



237. Описати лінійні оболонки таких систем векторів про­
стору L

Ґ0Ї
0 0 0

= 0 , х2 = 1 . Хз = 0
0 0 0

[ 0 ) І и

Γ°Ί Г0Ї
0 1 0

= 0 *1 to II 0 , х3 = 1
0 1 0

0 ) .o j l o j

1 ) Х\ =

2) хх =

238. Знайти лінійні оболонки таких систем многочленів:
1 ) 1  , t , t 2 . 2 )  \ +  t 2 , t + t 2 \  +  t  +  t 2 .

239. Знайти розмірність і базис лінійної оболонки заданої 
системи векторів:

2) хх = (1; 1; 1; 1; 0), 
х2 =(\; 1; — 1; — 1; — 1), 
х3 = (2; 2; 0; 0; -1 ), 
х4 = (1; 1; 5; 5; 2), 
і 5 = (1 ;-1 ;- 1 ; 0 ;0 ).

240. Показати, що звичайний простір є прямою сумою під­
просторів L' і L" , де

1) L' — площина, що задана рівнянням лг3 = 0 ,  L" — 
пряма, що задана рівняннями хх = х2 = 0;

2) L' — площина, яка задана рівнянням х1 + х2 + х3 = 0, 
L" — пряма, яка задана рівняннями хх = х2 = х3 ;

1) х х = (1; 0; 0; -1), 
х 2 = ( 2 ; 1 ; 1 ; 0 ),

* 3  = 0 ; 1 ; 1 ; і ) .  
х4 = (1; 2; 3; 4), 
* 5 = ( 0 ; 1 ; 2 ; 3 ).

3) L' — площина, яка задана рівнянням хх + х2 = 0,

L" — пряма, задана рівняннями
Х\ =  X,2 -
Хз = 0 .

Ώ  СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ  
& АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ

3.1. РАНГ МАТРИЦІ

О з н а ч е н н я  3.1. М ін ором  г-го порядку матриці jA  
розмірів т х п  називається визначник л-го порядку, утворе­
ний з елементів матриці у і ,  що залишились після викреслен- 
ня в ній т -  r  рядків і n -  r  стовпців ( r  < т ,  r  < п ) .

О з н а ч е н н я  3.2.  Натуральне число r  називається ра н г ом  
матриці у і ,  якщо воно задовольняє такі вимоги:

1) матриця у і  має мінор л-го порядку, відмінний від нуля;
2) усякий мінор (г + 1)-го і більш високого порядку (якщо 

такі існують) дорівнює нулю.
Ранг матриці у і ,  усі елементи якої є нулі, за означенням 

дорівнює нулю.
О з н а ч е н н я  3.3.  Мінор л-го порядку матриці рангу г, не 

рівний нулю, називається б а з и с н и м  мін ором  матриці у і  (ма­
триця може мати кілька базисних мінорів).

Рядки і стовпці, на перетині яких стоїть базисний мінор, 
називаються відповідно б а з и с н и м и  р я д к а м и  і б а з и с н и м и  
ст о впц ям и .

Елементарними п е р е т в о р е н н я м и  матриці  називаються 
такі операції:

1. Перестановка (транспозиція) двох рядків або стовпців.
2. Додавання до всіх елементів рядка (стовпця) відповід­

них елементів другого рядка (стовпця), помножених на деяке 
число.

Матриці, здобуті одна з іншої за допомогою скінченого 
числа елементарних перетворень, називаються е к в і в а л е н т ­
ними.

ТЕОРЕМА 3.1. Ранги еквівалентних матриць рівні.
О з н а ч е н н я  3.4. Матриця розмірів т х п ,  рангу r > 1 на­

зивається т р а п е ц і є п о д і б н о ю ,  якщо існує таке натуральне 
число І ( І  < т ,1 < п ) ,  що

1) елементи аи ,а22,. . . ,аи не дорівнюють нулю;



2) якщо I < т , то елементи стовпців, що стоять під 
елементами а ц ,а 22····’ α 11 > a ll+\' -<a ln  > Дорівнюють нулю;

3) якщо І = т, το  дорівнюють нулю елементи стовпців, що 
стоять під елементами β ιι,α 22>···>α/-1/-1 ·

Трапецієподібна матриця має вигляд

ЙЦ а 12 · • а\ і а \п
0 ^22 · ■ °21 ·

0 0 аи ■ Gln
0 0 . 0  . 0

0 0 . 0  . 0

Т вер дж ен н я 3 .1 . Ранг трапецієподібної матриці дорів­
нює /.

Т вер дж ен н я 3 .2 . Для всякої ненульової матриці ^ / іс ­
нує еквівалентна їй трапецієподібна матриця уі^р,  яка може 
бути здобута з допомогою елементарних перетворень матриці у і .

Пояснимо хід здобуття трапецієподібної матриці у ^ р, екві­
валентної даній матриці y t .

Перший крок .  Якщо перший рядок матриці у і  складається
з нулів, то ми переставляємо його на останнє місце. Отже, 
можна вважати, що матриця, еквівалентна у і ,  у 1-му рядку 
має елемент, відмінний від нуля. Тоді, переставляючи стовпці, 
можемо перейти до еквівалентної матриці, у якої цей елемент 
стоїть на перетині 1-го рядка і 1-го стовпця. Потім, додаючи 
до кожного рядка 1-й рядок, помножений на відповідний кое­
фіцієнт, переходимо до матриці, в якій усі елементи 1-го стовп­
ця, за винятком 1-го елемента а , , , дорівнюють нулю. Якщо 
т > 2 і матриця, складена із елементів 2-го і наступного ряд­
ків, ненульова, то виконуємо другий крок.

Д ру гий  крок.  Якщо виявляється, що 2-й рядок складається з 
нулів, то ми переставляємо його на останнє місце. Тому можна 
вважати, що серед елементів 2-го рядка є елемент, відмінний від 
нуля. Можемо вважати, що цей елемент стоїть на перетині 2-го 
стовпця і 2-го рядка. Як і раніше перетворюємо в нулі усі еле­
менти 2-го стовпця, що стоять під ним. Відзначимо, що операції
2-го кроку не зачіпають 1-го рядка і 1-го стовпця. Якщо т > З і 
матриця, складена з елементів 3-го і наступного рядків, ненульо­
ва, то виконують третій крок.

Через скінченне число аналогічних кроків прийдемо до 
трапецієподібної матриці.

ТЕОРЕМА 3.2. (теорема про базисний мінор). Базисні 
рядки (базисні стовпці) як елементи лінійних просторів Ln

( Lm) лінійно незалежні. Будь-який рядок (будь-який стов­
пець) матриці у і  є лінійною комбінацією базисних рядків (ба­
зисних стовпців).

ТЕОРЕМА 3.3. Ранг матриці дорівнює максимальному 
числу її лінійно незалежних стовпців (рядків).

Розглянемо два методи обчислення рангу матриці.
Перший метод .  Для даної матриці у і  знаходять еквівалент­

ну їй трапецієподібну матрицю у ! тр. Тоді ранг матриці у і  до­
рівнюватиме рангу матриці у^р.

Д р у г и й  м етод .  При обчисленні рангу матриці y t  перехо­
дять від мінорів менших порядків до мінорів більших поряд­
ків. Якщо уже знайдено мінор k-ro порядку |D|, відмінний від
нуля, то обчислюють лише ті мінори (£+1)-го порядку, які є 
окантованими відносно |D|. Якщо всі вон^ дорівнюють нулю, 
то ранг матриці дорівнює k. І

Задача. Обчислити ранг матриці

(3  2 1
y l =  2 0 - 1

0 4 5

Р о зв ’ я зан н я . Перший метод .  Виконуємо такі елементар­
ні перетворення матриці уі. Переставивши місцями 1-й і 3-й 
стовпці матриці уі\ дістанемо

-1
5

З
2
0

Додамо до елементів 2-го рядка елементи 1-го, а до третього 
елементи 1-го рядка, помножені на число (— 5), Тоді матимемо

1 2
0 2
0 - 6

З 2} 
5 З 

-15 - 9

Додаючи до 3-го рядка елементи 2-го, помножені на 3, діс­
танемо

Ґ \ 2 3 2^
0 2 5 3 

,0 0 0 0 ,



Здобули трапецієподібну матрицю, для якої І -  2. Отже, 
r ( y t )  = 2.

Д р у г и й  м ет о д .  Мінор 2-го порядку, що стоїть у лівому 
верхньому кутку, відмінний від нуля:

Н  = |2 о|*°'
Мінори 3-го порядку, окантовані відносно |0|, дорівнюють 

нулю:

= 0.
3 2 1 3 2 2
2 0 -1 = 0 , 2 0 1
0 4 5 0 4 1

Отже, г (у і) — 2.

Задачі для розв’язування

У задачах 251-256 визначити ранги матриць і знайти їхні 
базисні мінори:

251.

253.

255.

У задачах 257 і 258 показати, що дані системи векторів 
лінійно залежні:

1 2 1 3 4> ( о 2 0 0^
3 4 2 6 8 252. 1 0 0 4
1 2 1 3 4J ІО 0 3 Oj

'2 - 1 3 - 2 4> ί 1 3 5 - 1>
4 - 2 5 1 7 254. - 1 - 3 4
2 - 1 1 8 2 1 - 1 7

J 7 9 l j
'3 - 1 3 2 f 1 2 - 1 3 4
5 - 3 2 3 і осс 1 3 2 5 7
1 - 3 - 5 0 7 zoo. 2 5 1 8 11
7 - 5 1 4 υ 1,3 8 3 13 18

У задачах 241-250 знайти ранги матриць Г 0 Ґ4>
241.

f 1 3 - 1  2 - 1  3 25̂ . 242.
Г1 4 -  Pj 2 - 1  4 257. x, = 23 , X2 = 32 , *3 = 5

5
J  10 - 6 b 1̂1 10 - 6 , l  V UJ IsJ
Г2 2 -1 η f  14 12 6 8 2Ί ί  H (  H

243. 4
8

3
5

-1- 2 22 . 244. 67 104
6

21
3

94 171 258. jc, = -11 II 01 , x3 = - 3
1

3 - 2 1,35 30 15 20 8; l U o' , 3,

245.

2 
1
1 1

1 1
З 1 1

4 1
1 1
2  З

247.

249.

250.

1 
1
1 1 1 1 J

З 2  
2 
5 
З

246.
'  λ 

2λ
5λ

λ
- λ ^
ΙΟλ

λ  -  2λ - 3 λ

2
6
4

-2
1
3

5
7

12
5

-1  - 5

- 1
2
4
2
4

34
2
7
2

- 4

.248 .
- 2

5
- 5  -1  
- 4  - 2

3 
- 3

4

4Λ
2
1
5

ί  «Ί (2> Г2"і
1 _ -1 3

, x4 = 1
11 , χ<χ = 1 , *3 = 1

w l - l j U J l 3 j

2 3 
1 1

1 0
3 3

V 4 
9 
5 
5 
3

1

3
2
1

λ  + 2 
1

λ  + 2 λ  + 2
λ  + 4 λ  +1

3 3
λ + 1 λ

2 Λ
- 5

0
- λ - 1

7

9 - 5 '  
8 -2 

5 
4

- 1
6

У задачах 259 і 260 показати, що дані системи векторів 
лінійно незалежні:

259.

260. х, =

У задачах 261 і 262 дослідити лінійну залежність систе­
ми векторів (тобто вказати лінійно незалежну підсистему і 
подати через вектори підсистеми решту векторів даної сис­
теми):

261. ах = (0; 2; 1; -3), а2 = (3; 1; -2; 1),
а3 ={ 3; -1; 3; 4).

262. а, = (2; -1; 0; 3; 4), а2 = (і; 3; -1; 0; 5),
Й3 = (3; 2; -1; 3; 9), а4 = (0; 1; -1; 1; -1).

(4> гз> ( П2 _ 1 4 -1
3 , x2 = 2 , x3 = 1 , x4 = -1UJ UJ , b



У задачах 263-265 знайти всі значення λ  при яких век­
тор х лінійно виражається через вектори , а3 :

263. а{ = (2; 3; 5), а2 = (3; 7; 8), с3 = (і; -6; і),
х = (7; -2; λ).

264. а, = (3; 2; 5), α2 = (2; 4; 7), й3 = (5; 6; λ),
х  = (1; 3; 5).

265. Й! = (3; 2; 6), а2 = (7; 3; 9), о3 = (5; 1; 3),
x  = (λ; 2; 5).

3.2. СИСТЕМИ ЛІНІИНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ.
ТЕОРЕМА КРОНЕКЕРА-КАПЕЛЛІ. ПРАВИЛО КРАМЕРА

Розглянемо систему т  лінійних алгебраїчних рівнянь 

Ω ΐ1 * 1 + Ω ΐ2 * 2 + ···  + a lnxn = К

(3.1)0 2 ^ 1  + 0 2 2^ + . . .  + 02  пХп = ^ .

а т[х 1 +  а т2х2 + ··■ + а т пхп =

ВІДНОСНО п невідомих Х1,Х2 ,...,Хп.
О з н а ч е н н я  3.5.  Розв’язком системи (3.1) називається 

впорядкований набір чисел х1,х2,..., хп , підстановка яких
замість невідомих перетворює всі рівняння системи на ариф­
метичні тотожності. Розв’язок системи (3.1), записаний у ви-

гляді матриці-стовпця

1
х2

\xn J

ТП, є елементом простору L  .

Система рівнянь називається сумісною, якщо вона має 
хоч би один розв’язок. Якщо ж система не має жодного 
розв’язку, то вона називається несумісною.

Матриця

а \\ а \2 ■-  а \п '

у і  = а 2\ а 22 · -  а 2п

, а т\ а т2  ·■■ а т п )

називається основною матрицею системи (3.1).

Числа bl,b2,...,bm називаються вільними членами рівнянь. 
Матриця

'  ап а \2 · ■ а 1 п ьЛ

3  = а 2\ а 22 · ■ а 2п V

Я т \ а т2 ■ а тп Ьщ/

називається розширеною матрицею системи (3.1).
ТЕОРЕМА 3.4. (Кронекера-Капеллі). Для того щоб сис­

тема (3.1) була сумісною, необхідно і достатньо, щоб ранг її 
розширеної матриці дорівнював рангу основної матриці, тобто

ά ξ ί ) =  г ( А ) ·

В окремому випадку, коли число рівнянь дорівнює числу 
невідомих і матриця невироджена, тобто

Оц а 12 ■ а \п

X II > II а 2 1 а 22 · ■ а 2п Ф 0 ,

а пІ а п2 -  а пп

система має єдиний розв’язок, який можна знайти за форму­
лами Крамера:

х\ =
Ах\
~~А х 2 =

Ах2
А . . . ,  Хп

_ Ахп 
А ’

ап а \2 а 1/-1 Ь\ а1іЧ1 ... а1п

Ах i = а 21 а 22 а 2і-\ Ь2 а 2і+\ ■■■ а 2п

а пІ а п2 а п  і'-І Ьп а п  1+1 ··· а пп

Правило розв’язування довільної системи лінійних 
рівнянь.

Нехай система (3.1) сумісна. Виберемо в у і  базисний мі­
нор. Виділимо з системи (3.1) систему r рівнянь, серед коефі­
цієнтів яких містяться елементи базисного мінору. В лівих 
частинах рівнянь цієї системи залишимо такі r невідомих, 
коефіцієнти при яких є елементами базисного мінору. Ці не­
відомі назвемо базисними невідомими. Решту п -  r = k неві­
домих системи (3.1) перенесемо до правої частини і назвемо 
їх вільними невідомими. У випадку r = п вільні невідомі від­
сутні. Розв’язуємо здобуту систему відносно базисних невідо­



мих (наприклад, за правилом Крамера). Тоді, якщо, наприклад 
х1,х2,-··, хг — базисні невідомі, а хг+1,хг+2,.-.,хп — вільні, то 
система (3.1) запишеться у вигляді

х \ =  d \ +  с 1г+1хг+1 + ··· + с 1пх п’ 

х2 =d2 + c2r+1xr+l +... + с2пхп,

xr -  d r  + c r r+ yXr + y + . . .  + c rnxn ,

який і називається розв’язком системи (3.1).
З а у в а ж е н н я  3.1. У випадку r  < п  може існувати декілька базисних 

мінорів матриці y t .  У зв ’язку  з цим існує кілька способів вибору r  рів­
нянь, а також  базисних невідомих.

Задача 1. Розв’язати систему рівнянь

Ху + х2 + х3 = З,
Х \ +  х 2 ~  Зх3 = - 1 ,

2ху + х2 -  2х3 = 1,
Ху + 2х2 -  Зх3 = 1.

Р о зв ’ язан н я . Записавши основну матрицю у і  системи і 
розширену матрицю В  системи, матимемо:

(\ 1 П Гі 1 1 3̂ 1
А  = 1

2
1
1

- 3
- 2 , В = 1

2
1
1

- 3
- 2

- 1
1

ї ї 2 - 3 J ї ї 2 - 3 ϋ
Визначимо ранги цих матриць одним із методів, наведених в 

п. 3.1. Для даної системи r { y t )  = 3, г ( В ) = 4.
Система несумісна.
Задача 2. Розв’язати систему рівнянь

Ху -  2х2 -  Зх3 = -З,
Ху + Зх2 -  5х3 = 0,

— χχ + 4х2 + х3 З,
3xj + х2 -  13х3 = -6 .

Р о зв ’ язан н я . В цій системі г { у [ )  = 3 і г (^ )=  3. Систе­
ма сумісна. Оскільки

1
1

- 1

■2 - З

3 - 5
4 1

*  0,

то із перших трьох рівнянь за формулами Крамера знаходимо 
х х=2, х 2=1. *з=1·

Задача 3. Розв’язати систему рівнянь 
Ху + 2х2 + Зх3 -  х4 = 0,
Ху — х2 + х3 + 2х4 = 4,
Ху + 5x2 + 5х3 -  4х4 = -4, 
ху+8х2 + 7х3 -  7х4 = -8.

Р о зв ’ язан н я . В цій системі r { y t )  = 2, г ( В )  = 2. Систе­
ма сумісна. Оскільки

1 2
1 - 1 *  0,

то із перших двох рівнянь системи
ХУ 

Х У -

+ 2Хо — — Зхо + Хл

= 4 -  х3 -  2х4

знаходимо

Хч -  X.

4 2
з з х

4’

З + х4-

Задачі для розв’язування

У задачах 266-277 розв’язати системи рівнянь:

266.

267.

268.

269.

+ Хл 1,
-  3х4 = 2, 

5ху + х2 — х3 + 2х4 = —1,

2xj + х2 -  х3 
2х. -  Хп

2ху -  х2 + х3 — Зх4 — 4.

2Х[ + х 2 + х3 — 2,
Ху + Зх2 + х3 = 5,
Ху + х2 + 5х3 = -7,

2х! + Зх2 -  Зх3 = 14.

2Х] -  х2 + х3 -  х4 = 1,
2Х[ -  х2 -  Зх4 = 2,
3xt -  х3 + х 4= -З, 
2xj + 2х2 -  2х3 + 5х4 = -6 .

Ху + 2х2 + Зх3 + 4х4 — 11, 
2Х] + Зх2 + 4х3 + х4 = 12, 
Зх[ + 4х2 + х3 + 2х4 = 13, 
4Х[ 4* х2 + 2х3 + Зх4 =14.



271.

272.

273.

274.

275.

276.

277.

x ,  + x2 "t· X3 "Ь х 4 "Ь х §  — 7,

З х , + 2х 2 + х 3 + х 4 -  З х 5 = - 2 ,  

х 2 + 2 χ β  ■+■ 2х^  + 6x 5 = 2 3 , 

5 х [  + 4 х 2 + 3 * 3  + Зл:4 -  * 5 = 1 2 .

х , — ^ 2  Х3 — Х\ = 4, 
х ,  + х 2 + 2х 3 + З х 4 = 8,

2 х 1 + 4 х 2 ЗХ3 + 10 х 4 = 2 0 ,

2Х [ -  4 х 2 + *3 -  6x 4 = 4 .

Х| — 2 х 2 + З х 3 — 4X4 + 2 х 5 = —2, 

Х[ + 2х 2 -  Х3 -  Х5 = - З ,  

Х[ — х 2 + 2х 3 -  З х 4 = 10 , 

2х^ + ЗХ2 — Х3 + Х4 + 4 х ^  — 1 .

Xj + х 2 -  З х 3 = - 1 ,

2x j  + х 2 -  2х 3 = 1,

Х[ + х 2 + х 3 = З,

Х[ + 2 х 2 -  З х 3 = 1.

Ху + 2 x 2  + ЗХ3 — - 4 ,

2x j  + 3 x 2  + 4x 3 = 1,

З х [ + 4 х 2 + 5 х 3 = 6.

х ,  + 2x 2 -ь Х3 — 2 ,

2х] + 3x2 -ь Х3 = 1 ■

З х , + х 2 + Х3 + 2X4 = —2,

5 х [  + 2 х 3 + 5 х 4 = - 2 ,

6х [  + х 2 + 5 х 3 + 7 х 4 = - 4 ,

2х[ + Х2 + 2X3 + 2X4 = —2 .

5 х [  + 4 х 2 + х 3 + З х 4 = - 5 ,

2 x j  + х 2 + х 3 + 4 х 4 = 2 ,

З х ,  + 2 x 2 ■+■ Х3 + Х4 — —З, 

x ,  + З х 2 -  2 х 3 + 2 х 4 = - 4 .

3.3. МЕТОД ГАУССА

О з н а ч е н н я  3.6.  Під елементарними перетвореннями 
системи лінійних рівнянь розуміють такі операції:

1) зміна нумерації невідомих системи;
2) перестановка місцями рівнянь системи;
3) додавання до одного рівняння іншого, помноженого на 

довільне число.

О з н а ч е н н я  3.7.  Дві сумісні системи лінійних рівнянь на­
зиваються р і вно сильними,  якщо всі розв’язки першої системи 
є також розв’язками другої і, навпаки, всі розв’язки другої 
системи є розв’язками першої. Якщо обидві системи не сумі­
сні, вони також називаються рівносильними.

ТЕОРЕМА 3.5. Внаслідок елементарних перетворень сис­
тема рівнянь переходить у рівносильну систему рівнянь (з 
урахуванням зміни нумерації невідомих).

Нехай дано систему лінійних рівнянь (3.1).
Метод Гаусса полягає в послідовному виключенні невідо­

мих за допомогою елементарних перетворень системи.
Розглянемо п е р ш е  р і в н я н н я  системи. Якщо в ньому всі 

коефіцієнти при невідомих і вільний член дорівнюють нулю, 
то ми переставляємо це рівняння на останнє місце. Якщо усі 
коефіцієнти при невідомих дорівнюють нулю, а вільний член 
не дорівнює нулю, то система розв’язків немає. Тому розгля­
немо випадок, коли в першому рівнянні хоч би один із коефі­
цієнтів при невідомих не дорівнює нулю. Нехай ним буде ко­
ефіцієнт при х\ (цього завжди можна досягнути, змінюючи 
нумерацію невідомих).

Перепишемо тепер початкову систему в такому вигляді: пер­
ше рівняння залишимо без зміни, а наступні рівняння дістанемо 
додаванням до них першого рівняння, помноженого на відповідний 
коефіцієнт так, щоб після додавання рівняння не містили Х\. От­
же, нова система рівносильна початковій, містить невідоме х\ тіль­
ки в першому рівнянні, з решти рівнянь невідоме X) виключене.

Розглянемо тепер д р у г е  р і в н я н н я  нової системи. Якщо в 
ньому усі коефіцієнти при невідомих і вільний член дорівню­
ють нулю, то переставляємо це рівняння на останнє місце. 
Якщо усі коефіцієнти при невідомих дорівнюють нулю, а віль­
ний член не дорівнює нулю, то система розв’язків немає. То­
му розглянемо випадок, коли в другому рівнянні нової систе­
ми є хоч би один коефіцієнт при невідомих, відмінний від ну­
ля. Можемо вважати, що це коефіцієнт при х2. Перепишемо 
тепер нову систему в такому вигляді: перші два рівняння зали­
шимо попередніми, в інших рівняннях виключимо х2, додаючи 
до них друге рівняння, помножене на відповідний коефіцієнт.

Продовжуючи аналогічні дії у випадку, коли система сумі­
сна, здобудемо систему, в якій матриця коефіцієнтів при неві­
домих буде трапецієподібною, тобто система матиме вигляд

с \\х\ + С\2Х2 + ■ ■ ■ + c lnxn = d l·
с 22х2 + ■ ■ ■ + с 2пхп = d2’

Сцх 1 + с 1[+1хм  + ... + с |ПХ„ -  d t .



Тоді, якщо / = п, то хп = - 2 - .  Підставивши хп в передос-
с пп

таннє рівняння системи, знайдемо хп-\. Потім аналогічно 
знайдемо невідомі хп_2,хп_3,...,ху ■ У цьому випадку система 
має єдиний розв’язок.

Якщо І < п, то з останнього рівняння виражаємо xt через 
невідомі х1+1,х1+2 , . . . ,хп . Підставляючи цей вираз в передостан­
нє рівняння, виражаємо xt_y через невідомі χ ι+ι, χ ι+2,. . . ,χη . 
Потім аналогічно виражаємо невідомі Λγ_2,χ ;_3,...,х2,ху.  У 
цьому випадку система має безліч розв’язків, причому базис­
ними невідомими Є невідомі ху,х2,... ,х1, вільними — невідомі

x l+1’ х 1+2>···> хп ■
Метод Гаусса рівносильний відшуканню матриці, еквіва­

лентної розширеній матриці системи, в якій частина, що відпо­
відає основній матриці системи, є трапецієподібною, заува­
жимо, що у разі елементарних перетворень розширеної мат­
риці не допускається перестановка останнього стовпця, що 
відповідає стовпцю з вільних членів. Якщо після деякого еле­
ментарного перетворення розширеної матриці в ній з ’явиться 
рядок, що складається з нулів, за винятком останнього еле­
мента, то система рівнянь несумісна.

Задача 1. Розв’язати систему рівнянь методом Гаусса:

2ху + х2 -  *з =5,
• хх -  2х2 + 2*з = -5 ,

7х{ + х2 -  2х3 = 12.

Р о з в ’ я з а н н я . Виконуємо надданою системою такі елемен­
тарні перетворення.

Змінимо порядок рівнянь:

Ху -  2х2 + 2*з = -5,
• 2ху + х2 -  х3 = 5,
7 Ху + х2 -  2л:3 = 12.

Помножимо перше рівняння на ( -  2) і додамо до другого 
рівняння, потім перше рівняння помножимо на ( -  7) і додамо 
до третього рівняння. Дістанемо

Ху -  2х2 + 2х3 = -5 ,
5х2 -  5х3 = 15,

15х2 -  16*3 = 47.

Помноживши друге рівняння на (— 3) і додавши його до 
третього рівняння, матимемо

Ху -  2х2 + 2лг3 = -5 ,
5х2 -  5х3 = 15,

-  х3 = 2.
Отже, х3 = -  2. Тоді

х2 = 3 + хз — 3 — 2 = 1,
ху = -  5 + 2х2 “  2хз = 1.

Таким чином, х\ = 1, х2 = 1, Хз = ~ 2, або

V
х2 = 1

СлЗ 
1

1 - у
Практично зручно записати розширену матрицю системи 

так, щоб її частина, яка відповідає основній матриці системи, 
була трапецієподібною.

Розширена матриця системи має вигляд:

(2 1 -1 5^
1 - 2 2 - 5

V 1 - 2 12 J
Уведемо ще й 5-й так званий контрольний стовпець, кож­

ний елемент якого є сумою чотирьох елементів даного рядка. 
При лінійних перетвореннях елементів матриці такому само­
му перетворенню повинні підлягати елементи контрольного 
стовпця. Кожний елемент контрольного стовпця перетвореної 
матриці дорівнює сумі елементів відповідного рядка:

(2 1 -1 5 л {1 -2 2 - 5 -4Ї {1 - 2 2 - 5 - 4 )
1 -2 2 - 5 - 4 2 1 -1 5 7 0 5 -5 15 15
7Ч 1 - 2 12 18; І7 1 - 2 12 18/ 1° 15 -16 47 46J

(\ - 2 2 - 5 -4^|
0 5 - 5 15 15

1° 0 -1 2 ч
З матриці (3.2) видно, що r ( y l )=  3, г { § )  =3. Система сумісна. 
Оскільки ранг матриці y i  дорівнює числу невідомих, то 

система має єдиний розв’язок, який знайдемо, записавши 
перетворену систему за здобутою матрицею (3.2). Дістанемо

Ху -  2х2 + 2х3 = -5,
5х2 -  5х3 = 15,

- jc 3 =2.



Звідси

або

х з ~  -  2 ,
х2 = 3 + *3 = 1,
х\ = -  Б + 2 х 2 -  2х3 = 1 ,

ί  п
х2 = 1

1*3 J
Задача 2. Розв’язати систему рівнянь

Ху + 2 х 2-  х 3 = 8, 
2х, -  х2 + 2х3 = -6, 
Зх[ + х2 + 4х3 = -7,

-  7х, + х2 -  14л:3 = 37.
Р о зв ’ я за н н я . Маємо

(  1 2 - 1 8 ) Г 1 2 - 1 8 )
2 - 1 2 - 6 0 - 5 4 - 2 2
3 1 4 - 7 0 - 5 7 - 3 1

1 - 7 1 - 1 4 3 7 J 1 0 15 -2 1 9 3  J

(  1 2 - 1 8 > ( 1 2 - 1 8 )
0 - 5 4 - 2 2 0 - 5 4 - 2 2
0 0 3 - 9 0 0 3 - 9

І 0 0 - 9 2 7 J І 0 0 0 o j

Звідси г { у [ )  =г (&)=  3. Отже, система сумісна.
З даних чотирьох рівнянь перші три лінійно незалежні, 

оскільки мінор третього порядку основної матриці, який скла­
дається з елементів першого, другого і третього рядків, від­
мінний від нуля. Четверте рівняння системи є лінійною ком­
бінацією інших, і його можна відкинути. Перетворена система 
матиме вигляд

Ху + 2x2 -  х3 = 8,
-  5x2 + 4х3 = -22,

Зх3 = -9 .

Розв’язавши її, знайдемо єдиний розв’язок

Ху ( 0
X2 = 2

1*3 J ,~ 3,
який задовольняє і четверте рівняння системи.

Задача 3 .  Розв’язати систему рівнянь

Ху -  7 х 2 + х 3 = 5 ,
- 2ху + х2 -  х3 = -1, 

5х, -  5х2 -  Хз =2.

Р о зв ’ язан н я . Маємо

f  1 - 7  1 51 ( 1 - 7 1 51 ( 1 - 7 1 51
2 1 - 1 - 1 0 15 -3 - 1 1 0 15 -3 - 1 1

І5 - 5  - 1 2j 1° ЗО -6 - 23J І0 0 0 - и

г ( у Г )  = 2, r(£t)= 3, тобто r{y l)  фг(В). 
Система рівнянь несумісна.
Задача 4. Розв’язати систему рівнянь

*1 -  * г  + *3 -  *4 = ~3-
• 2ху -  3*2 -  4*з + х4 = 1,

Ху + 7х3 -  4х4 = -10 .

Р о зв ’ язан н я . Маємо

( 1 -1 1 -1 - з і ( 1 -1 1 -1 - з і
2 - 3 - 4 1 1 0 -1 - 6 3 7

I і 0 7 - 4 — і о J І0 1 6 - 3 -7J
0 -1 1 -1 - з і
0 -1 - 6 3 7

10 0 0 0

Отже, r ( y i )  = 2, г(&) = 2. Система сумісна. Оскільки ранг 
менший числа невідомих, то система має безліч розв’язків.

З даних трьох рівнянь системи перші два лінійно незалеж­
ні, а третє рівняння є лінійною комбінацією перших двох. 

Перетворена система матиме вигляд

1*1 -  *2 = - 3  -  *3 + х 4>
[ -  х2 = 7 + 6х3 -  Зх4,

де Ху, х2 базисні, а х3, х4 вільні невідомі.
Розв’язавши останню систему відносно ху , х2, дістанемо

ху = -1 0  -  7*з + 4х4, 
х2 = -  7 -  6х3 + Зх4, 
х з  = * з .
х4 = х4.



Запиш емо загальн ий  р о зв ’язок  дан о ї си стем и  у  вигляді

Ґ r  λ X\ f - 1 0 > ( - T ) f  4 s)
X2 - 7 - 6 3

x3
—

0
+

1 *3  + 0

, x 4 )
l oj l oj U J

Хл-

П означивш и вектор

i  r  > x l f -  1 0 s] f - 7 ^
χ 2 - 7 -6
Xg

через X ,
0

через a ,
1

l oj l 0)

через Ь

'4
З
0

ч іу

через с  , м ати м ем о

х  =  а  +  х 3 Ь + х 4с ,

тобто  загальн ий  р о зв ’язок си стем и  є лін ійною  комбінацією

векторів  а  , b , с  .
З а у в а ж ен н я .  Щоб із загального розв’язку  системи дістати деякий 

частинний розв'язок, треба надати вільним невідомим будь-яких число­
вих значень.

Наприклад, коли Xg = х 4 = 0 ,  маємо X = а  , тобто вектор а  (або 
х\ = -1 0 ,  Х2 = -  7, *з  = 0, Х4 = 0 ) є частинним розв’язком системи.

Задачі для розв’язування

У  задачах 2 7 8 - 2 9 7  пов’язати системи рівнянь методом Гаусса: 

x t + 2 * 2  — Х3 + Х4 = 0 ,
2xj + 5 ^ 2  + Л3  + х 4 =  4, 

х { + 3x2 + 2Χβ + х 4 = 5,
Зх, + 7x2 -  Х3 + З х4 =  2 .

2х[ -  х 2 + 4 х 3 + x 4 = 3,
X] -  JC2  + 2 Лд -  x 4 = 1,

3x| -  2 * 2  + 5 x 3  -  x 4 = 3,
2jc, -  2x2 + 3x3  -  3 x 4 = 1.

278.

279.

280.

Xy + X2 -  X3 =2,
x x +  Xg -  x 4 =  4, 

2x x + X 3 -  X4 = 6 , 
Зх, + 2 x 2  - X 3 -  2 x 4 = 9, 

x 1 +  2 x 2 - 2 x 3 + 2 x 4 = 0.

281. ·

282.

283.

285.

286.

287.

288.

289.

2 X] + 3 x2 -t- 9xg — x4 — 5,
2 X[ + 2 X2 + 9xg + x4 = 8 ,

x. + X2 + 4Xg — x4 = 2 ,
x, 4- ЗХ2 + 6 x3 + X\ = 4,

3xj -f* ЗХ2 + 1 3xg — x4 = 3.

2 xj -  X2 +  3Xg -  X4 = 5,

*1 + 2 X2 — Xg "b X4 — 2,
2X[ -  2Xj + Xg + 3x 4 = 3,
ЗХ] — 6 x2 3xg + 5x 4 = 4,

x l -  ЗЛ2  + 4xg -  2x 4 = 7.

4x, + 7 x2 + 3xg + 3x 4 = 1, x, + 7X2 1 II

2X[ -  3 * 2  + Xg -  x4 = 5,
2 8 4 .

2 x[ - * 2 + Xg = 5,

3x[ + 2 x2 + 2 x3 + x4 = 3, *1 + 2.^2 -  X3 = -3 ,
xi + 5x2 + X3 + 2x 4 = —2 x, -  ЗХ2 + Xg = 6 .

-  4x j + 2 x 2 -  2 x 3 + 4 x 4 = - 2 ,
2 x t -  x 2 + X3 -  2 x 4 = 1,
4x , -  2 x 2 + 2 x 3 + 3 x 4 == 3,
2 x t -  x 2 + x$ + Ь х 4 -  2.

З.^ -  * 2  + x3 + 2 * 5  = 18,
2x\ -  5 x2  + x4 + X5 = -7,

■ Xj -  x4 + 2*5 = 8,

2x 2 +  x3 + x4 -  X5 = 10 ,

X\ + X2 -  3χ 3 +x4 = 1 .

X\ -  x2 -  x3 + x4 = 4.
2 Xj -  x 2 +  3xg -  2 x4 = 1,

Xj -  x3 + 2x4 = 6 ,
Зх, -  X2 + x3 -  X4 = 0.

4xj + 2 x2 -  2xg + 3x 4 + 3x 5 = 11, 
2x! + X2  -  x3 + x4 = 3,

• 4x j + 2.^2 + 5x 4 + X5 = 5,
2X, + X2 -  Xg + 2X4 + X5 = 6 ,
2x, + Xj -  Хз + x4 + 2x5 = 5.

4xj + 2 * 2  + 3x 3  = -2 ,
■ 2x] + 8x2 -  x3 = 8,

9xj + X2  ■+■ 8 xg = 0 .



2 9 0 .

2 9 1

2 9 2 .

2 9 4 .

2 9 5 .

2 9 6 .

2 9 7 .

3,21*, + 0.71XJ + 0,34*3 = б-1 Я 
0,43л:, + 4,1 ljt2 + 0,22*3 = 5,71,
0 ,17* , + 0 ,16*2 + 4 ,73*з = 7·0 6 ·

0 ,0 4 * , -  0 ,0 8 * 2 + 4 * з  = 20 ,
4 * , -  0 ,2 4 * 2  -  0 .0 8 * з  = 8 >
0 ,0 9 * , + 3*2  -  0 ,15 * з  = 9·

2*, + 3*2 -  *3 = 2, Г*, -
*1 — * 2  3 * з  = З, 2 9 3 .  * 2 * ,

З*, + 7*2 -  5 * з  = 1 . * , -

2 * , + 4* 2  — *з  + 2* 4  — *д = 7,
*, -  2*2 + 2*3 -  *4 + 2*5 = -6, 
7*1 + 2* 2  + 4* 3  + * 4 + 4*5  = - 4 .

*, — 2*2 + 3*з — 9,
2*, -  4*2 -  *з = 4,

— 2*, + 4*2 — 6*з = —18,
*, -  2*2 -  4*з = - 5 .

*, + 2*2 — 3*4 + 2*5 = 1,
*1 -  — З-'-З + *4 ~ 3*5 = 2,

2*, -  3*2 + 4*3 -  5*4 + 2*5 = 7, 
9*, -  9*2 + 6*3 - 1 6 * 4  + 2*5 = 25 .

* , + 3*2  + 5*3  -  4*4 = 1,
* , + 3*2 + 2*3 -  2*4 + *5 = - 1 ,

2х

7 х.

*, -  2*2 + *3-
*1 ~ 4*2  + *3 + *4  _  *5 = З,
*1 2*2  + * з  *4  *5 ~ — 1 *

У задачах 298—300 дослідити систему 
розв’язок залежно від значення параметра λ :

5*, 3*2

2 9 8 .

3 0 0 .

λ*, + *2 4- *з = 1, 
*, + λ*2 + Х3 = 1,
*1 + Х2 + λχ3 = 1.

2 9 9 .
4х, -  2*2 
8*, -  6*2 
7х, -  3*2

λ*, + *г + *
+ λ*2 + Xq

З + * 4  = !' 
+ * 4  = 1.

Х\ *^2 Л*3
*, + *2 + *з

+ λ * 3 + *4 =1, 
+ Ххл — 1.

+ 3*з + *4 — 1, 
+ 7*з - * 4 = 5 ,  
+ 2 * з  + 4 * 4  = З

і знайти загальний

+ 2*з + 4*4 = З,
+ 3*з + 7*4 = 1,
-  *3 -  5х4 = 9,
+ 7*з + 17*4 = λ.

3.4. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ ОДНОРІДНИХ РІВНЯНЬ

О з н а ч е н н я  3.8. Система рівнянь (3.1), в якій 6, = ^  
= ... = й = 0 , називається о днор і дною.  Ця система має вигляд

Ьо =

а ,  ,* , + а ,  2 * 2  + · · · + а \пхп -  0 . 

0 21* 1 + ^2 2 * 2  + ·■■ + <hnxn = 0 . (3.3)

,а т 1*1 а т 2* 2  + · ■ · + а тпхп 0 ·

Нехай матриця у і, складена з коефіцієнтів системи (3.3), 
має ранг г. Ранг r  матриці у і  у випадку однорідної системи
називається р а н г о м  си ст ем и .

Однорідна система завжди сумісна, оскільки набір чисел 
*j = *2 = ... = χη = 0 є її розв’язком. Розв’язок *, = *2 = ... =

= хп = 0 називається нульовим.
Якщо п = г, то нульовий розв’язок буде єдиним розв’язком 

системи (3.3); при r  < п система має розв’язки, відмінні від 
нульового.

О з н а ч е н н я  3.9.  Нехай r  < п. Тоді будь-яка сукупність з 
п — r  лінійно незалежних розв’язків однорідної системи (3.3) 
називається ф ун д а м ен т а л ь н о ю  с и с т е м о ю  р о з в  я з к і в  однорі­
дної системи.

Т Е О Р Е М А  3 .5 .  Загальний розв’язок однорідної системи 
рангу r  з п  невідомими має вигляд

* - с,*, + 2̂ *2  + ... + с п_гхп_г ,

де с і, с2, ..., с п.г — деякі довільні сталі, а * ,,* 2>·.·,*„_,· — 
фундаментальна система розв’язків однорідної систе­

ми (3.3).
'*  N

Т Е О Р Е М А  3 .6 .  Множина розв’язків *  =
*2

\хп ;

лінійної

однорідної системи рангу r утворює в просторі Ln підпростір 
розмірності η -r, в якому фундаментальна система розв’язків 
утворює базис.

Фундаментальну систему розв’язків можна знайти так.



Нехай xy,x2,...,xr — базисні, a xr+l,xr+2,···,хп — вільні
невідомі. Виразимо базисні через вільні і запишемо систему
(3.3) у вигляді

Ху = с \г+\х г+\ + с \г+2хг+2 + ··· + С\ПХП’
Х2 = с 2 г+ 1 * г + 1 + с 2г+2хг+2 + ·.. + с2п X

II

^ гг+ І^г+ І + с гг+2хг+2 + ·■ + с г п х п
хг + 1 = х г+\
Хг +2 — Хг+ 2 -

х п  = х п
або

(  Y > 
х \ ( r  Л Іг + 1 ( r  Л с1г + 2
х 2 с2л + 1 с 2г + 2

х г 

х г +1
= с гг +1 

1 х г + 1 + с гг + 2 

0
х г+2 0 1

< Хп , - о ,

• 
· О

' r +2

Чл
с2л

Тоді

де

X =

f  v > (  \ / Л \
х \ с1г+1 с \п
х2 с2/-+1 с 2п

х г
> ?1 =

crr+1

1 II

с гп
1 0
0 0
0 0

Л , 1 0 J 1 1 )

При цьому запису загального розв’язку числа xr+y,хг+2,...,хп 
грають роль довільних сталих, а вектори с у , с 2 , . . . , с п _ г  утворю­
ють фундаментальну систему розв’язків однорідної системи (3.3).

О з н а ч е н н я  3.10.  Система лінійних однорідних рівнянь
(3.3) називається відповідною до системи неоднорідних рів­
нянь (3.1), якщо вона здобута з (3.1) заміною в (3.1) вільних 
членів b y , . . . , b m  на нульові значення.

ТЕОРЕМА 3.7. Загальний розв'язок неоднорідної системи 
лінійних рівнянь (3.1) дорівнює сумі будь-якого частинного 
розв’язку цієї системи і загального розв’язку системи ліній­
них однорідних рівнянь (3.3), відповідної до (3.1).

Тобто, якщо х0 — частинний розв’язок системи (3.1), а

х* = с,х і + Сс,х,2х2 + ... + сп_гхп_г — загальний розв язок відповід­
ної їй однорідної системи лінійних рівнянь (3.3), то згідно з 
теоремою 3.7 загальний розв’язок системи лінійних неоднорід­
них рівнянь (3.1) має вигляд

X = Xq + X = Xq + CjJCj + с2х2 + ... + cn_rxn_r .

Задача 1. Знайти розмірність і базис підпростору розв’яз­
ків системи однорідних рівнянь:

хх + Зх2 + Злс3 + 2х4 + 4х5 = 0,
Ху + 4jc2 + 5;с3 + Зх4 + 7 х 5 = 0,
2ху + 5х2 + 4х3 + х4 + 5х5 = 0,
Ху + Ьх2 + 7*3 + 6*4 + 10*5 = 0

Р о зв ’ язан н я . Запишемо матрицю системи

Маємо

А ~

( 1 3 3 2 4 4]
1

2
4
5

5
4

3
1

7
5

ї ї 5 7 6 1 0 J

( 1 3 3 2 4 ) f  1 3 3 2 4Ί
0 1 2 1 3 0 1 2 1 3
0 - 1 - 2 - 3 3 0 0 0 - 2 0 ~

І 0 2 4 4 6 J l o 0 0 2 0 ;

( 1 3 3 2 4^ ( \ 3 2 3 4 )
0 1 2 1 3 0 1 1 2 3
0 0 0  --2 0 0 0 -2 0 0

1 0 0 0 0 o j І 0 0 0 0 o j

Отже, r{yt)= 3.
Розмірність підпростору розв’язків k = n -  r = 5 - 3  = 2. От­

же, нам досить знайти будь-які два лінійно незалежних 
розв’язки.



Оскільки r  = 3, то з чотирьох рівнянь візьмемо три, коефі­

цієнти яких входять до базисного мінору матриці у і .  
Перетворена система матиме вигляд:

ί Ху + 3*2 + 2*4 + 3*з + 4*5 = 0 ,
+ * ,  

-  2* .

4 + 2*з + 3*д — 0,

або

ί Ху + 3*2 4- 2*4 —3*3 -4*5,

*о + *.4 “  _2*з 
0.

3*с

Розв’язавши її, дістанемо

або

І = 3*3 + 5*5,

-2*·, -  3*с
*3  — 1 ■ *з -Н 0  ■ *5 ,
*4 = 0 · *3 + 0 · *5,

*5 = 0 · *3 + 1 · *5,

ί  Υ λХу (  3^
*2 - 2 - 3
*з = 1 *3 + 0
* , 0 04 η 1 l j1*5 ; ч

ВеКТОрИ Су

f f  5λ
- 2 -3

1 і c 2 = 0
0 0

I oJ l  υ
утворюють фундаменталь­

ну систему розв’язків і базис підпростору розв’язків.
Отже, загальний розв’язок системи рівнянь можна записа­

ти у вигляді

*  = с  1*4 + ^2*5 ,

де * 4, *5 —  довільні сталі.

Задача 2. Знайти загальний розв’язок системи лінійних 

однорідних рівнянь

( Ху -  *2 + *3 - *4 = О,

2ху -  3 *2  -  4 * 3 +  *4  = 0 ,

*, + 7*з -  4 *4  = 0 .

Р о зв ’язання. Запишемо матрицю системи

Маємо

У І ~

f l -1 1 -ΐΊ
A = 2 - 3 - 4 1

0 0 7 - 4 j

! - 1 1 -1Ί f  1 -1 1 - n
0 -1 - 6 3 0 - 1 - 6  3
0 1 6 - 3 J lo 0 0 oJ

Отже, r ( y l ) = 2.
Розмірність підпростору розв’язків k = n - r  = 4 - 2  = 2, 

тобто нам досить знайти довільні два лінійно незалежних 
розв’язки.

Перетворена система матиме вигляд

*1 - *2 + *3 - *4 = О,

- *2 - 6*3 + 3*4 = О,

або

Χγ — Х<̂ — —*3 -*4»
- *2 = 6*3 - 3*4.

Розв’язавши її відносно * і, *2, дістанемо

Ху = -7*3 + 4*4,

*2 = -6*з + 3*4,

*3 = 1 · *з + 0 · *4,

І* 4 = 0 · *3 + 1 · *4,
або

1 ( ~ 7)
*2 - 6

*3 +
3

*3
— 1 0

1*4 J I oJ l u

*4.

Вектори Й[ =

f - 7 f
- 6 3

У o 
—

4

і a2 = 0
U J

утворюють фундаментальну

систему розв язків.

Отже, загальний розв’язок системи рівнянь можна записа­
ти у вигляді

* = йуХ з + й2*4> 

де * 3, *4 —  довільні сталі.



Зауважимо, що однорідна система рівнянь цієї задачі є 
відповідною до неоднорідної системи рівнянь задачі 4 п. 3.3.
Таким чином, загальний розв’язок х = а  + Ьх3 + сх 4 задачі 4 

п. 3.3 має вигляд *  = *0 + х* , де х0 = а  — частинний розв’я­

зок ВІДПОВІДНОЇ неоднорідної системи, X* =Ьхз  +  СХ4, b =  5j, 
c  = — загальний розв’язок відповідної однорідної системи
рівнянь.

Задачі для розв’язування

У задачах 301-310 знайти всі розв’язки систем:
2Х[ + *2 “  хз  = 0,

301. ' Xj +  2х% + Хд — 0, 3 02 .
2 *[ -  * 2  + З* 3 = 0 .

ί3Χ| -  2*2 + *з = 0 ,303.

305.

307.

308.

309.

310.

304.

306.

6 *[ -  4*2 + 3 * з  = 0 .

3 * j -  2 * 2  + * з  = 0 ,
*1 + 2*2 -  3*з - 0.

2*[ -  4*2 + 5*з + 3*4 = 0,
З*! -  6*2 + 4*3 + 2*4 = 0,
4 * j -  8 * 2  + 1 7 *з  + 1 1 * 4  = 0 . 

4*, + *2 + З*3 = 0,
2 * j -  2 * 2  - * з = 0 .

2 *] -  3*2  + * з  -  *4  = 0 ,

2 * j  -  2 * 2  + * з  + 3*4  = 0 ,
4*! -  5*2 + *3 + 7*4 = 0,

*1 — *2 + *3 + 2*4 = 0.

2 * j  + 4 * 2  -  * 3  -  2 * 4  - * 5 = 0 , 
*[ -  2*2 + 2*3 -  *4 + 2*5 = 0, 
7*j + 2*2 + 4*3 + *4  + 4*5 = 0 .

*1 -  * 2  -  *3 = ° . 
* !  + 4*2  + 2*3  = 0 ,

3 * j + 7 * 2  + 2*3  = 0 .

* ! -  3*2  + *3 = 0, 
2*j -  9*2 + 3*з = 0.

3 * j -  5 * 2 + * з  = 0,
*1 + 2 * 2  - * з = 0 .

311. Знайти розмірність і базис підпростору розв’язків сис­
теми рівнянь:

1 )

*1 + 2 * 2  + 4 * з  — 3*4 — 0 ,
3*[ + 5*2 + 6*з -  4*4 = 0, 2̂
4 * j + 5*2  -  2 * з  + 3*4  = 0 ,

3 * j + 8 * 2  + 2 4 * з  - 1 9 * 4  = 0 .

3*j + 5*2 + 2*з — 0, 
4 * [ + 7*2  + 5 * з  = 0 , 
* j  + * 2  -  4 *3  = 0 , 

2*і + 9 *2  + 6 * з  = 0 .

3 )

4 )

5 )

6 )

7 )

8)

9 )

*1 + 2 * 2  + *3 + *4 = 0,
2 *[ + 3*2  -  4 * з  + 5*4  = 0 , 
*[ + 4*2 + 3*3 -  5*4 = 0.

2 * 0  + * о = 0 ,
2 *[ - *ч = 0 ,Х<2 — лд 

-  2 * j + 4*2 -  2 * з  = 0 .

* 1  + 2 * 2 + *з + *4  + *5  = 0 ,

*1 — 2*2 + *з + *4 *5 = 0.

*1 + * 2  -  Хз + *4 = 0 ,
* ! -  * 2  + * з  -  *4  = 0 ,

З * ! + * 2  -  * з  + *4 = 0 ,
З*) -  * 2  + * з  -  *4  = 0 .

*1 + 2 * 2  -  * з  + *4 = 0 ,
* і + 4*9  + 5*о - * 4 = 0 ,

2 * 1  + 5*2 + *3 

*1 +  *2

+ Хл — 0,
4 * 3  + 2 * 4  = 0 .

2 * . -  3 *9  + . о,
2*!
4*.

о,2*2 + *3 + 3*4 
• 5*2 + *3 + 7*4 = 0,
- *2 + *3 -  * 4 = 0 .

2*1 + 3*2 + *3 -  *4= 0 , 
2*1 + 4*2 -  *3 + *4 = 0,
2*1 + 5*2 -  З*3 + 4*4 = 0.

ί*1 + 2*2 -  *3 
* 1 + 2 * 2  + .

= 0,
= 0,

*3 + *4 -  *5 + *6 = 0.

11)

12)

*1 + * 2  + *3 
* 1 + * 2

= 0,
+ *4 = 0 ,
*3 + *4 + *5 + *0 = 0,

5*1 + 2*2 + *3 + *4 = 0 .

*1 + * 2  + * 3  + *4 + *5 = 0 ,
* 2  + *3  = 0 ,
2*2 + 2*3 -  3*4 -  3*5 = 0, 

2*1 + 3*2 + 3*з + 2*4 + 2*5 =  0 .



312. Знайти системи однорідних рівнянь, множини 
розв’язків яких збігаються з лінійними оболонками, натяг­
нутими на вектори

1) Ьх ={ 1; 2; - 1 ;  1), Ь2 = (і; 1; - 3 ;  2).

2 )  ^  = ( і ;  2; - 1 ;  і), Ь2 =  (1; 4; 5; - 1 ) ,

£3 = (2 ; 5; 1; і), ЬА = {  1; 1; - 4 ;  2).

3 )  5, = (2; 3; 1; - 1 ) ,  Ь2 = (2 ;  4; - 1 ;  і),

63 = (2 ; 5; - 3 ;  4).

313. З’ясувати, чи утворюють рядки кожної з матриць

(1 -2 1 0 0) (\ -2 1 0 (ή
1 -2 0 1 0 , 3  = 0 0 -1 1 0

[δ -6 0 0 υ I 4 0 0 -6 2 J
фундаментальну систему розв’язків системи рівнянь:

Х\ + Х2 *3  + *4  “Ь * 5  = 0 ,
ЗХ] + 2^2 + х3 + х4 -  Зх5 = 0 ,

Х2 + 2х3 + 2х4 + 6х5 = 0 ,
5Х] + 4x2 + Зх3 + Зх4 -  х5 = 0.

/1  ДІЙСНИЙ ЕВКЛІДІВ 
Ч Ї ПРОСТІР

4.1. ДОБУТОК ВЕКТОРІВ У ЗВИЧАЙНОМУ ПРОСТОРІ

4.1.1. Прямокутні складова й проекція вектора 
на вісь

О з н а ч е н н я  4.1. В і с с ю  S  називається пряма, на якій 
вибрано додатний напрям і одиницю довжини. Вісь S 
визначається вектором S о (ортом осі).

О з н а ч е н н я  4.2. П ро екц і єю  т очки  М на дану вісь S на­
зивається основа перпендикуляра, опущеного з даної точки М 
на дану вісь.

О з н а ч е н н я  4.3. Склад о в ою  в е к т о р а  АВ на вісь S на­
зивається вектор А'В' , де точка А! — проекція точки А, а 
точка B'  — проекція точки В  на вісь S .

О з н а ч е н н я  4.4. П ро екц і єю  в е к т о р а  АВ на вісь S на­
зивається довжина складової цього вектора, взята з додатним 
знаком, якщо напрями складової та осі збігаються, і з від’ємним 
знаком, якщо складова та вісь мають протилежні напрями. Про­
екцію вектора АВ на вісь S позначають пр - АВ .

ТЕОРЕМА 4.1. Проекція вектора а  на вісь S дорівнює 
добутку довжини цього вектора на косинус кута а  між век­
тором та віссю, тобто

пр^й = |a|cosa. (4.1)

Властивості проекції вектора на вісь:
1. Проекція суми векторів дорівнює сумі проекцій доданків, тобто 

n p j(5 x + а 2 + ... + а п ) = пр-a , + пр-й2 + ...+  пр^ап .

2. Проекція добутку скаляра на вектор дорівнює добутку 
цього скаляра на проекцію вектора, тобто

пр -λα = λ πρ^α .
О о



Задача. Вектори а і b утворюють з віссю S кути 60° і 120°.
Знайти проекцію суми а  + ЗЬ на вісь S , якщо |й| = 6, |й| = 4.

Р о зв ’ я з а н н я . Оскільки проекція суми векторів дорівнює 
сумі проекцій доданків, тобто

пр - (а + 36)= п р -а + п р -(зb) ,

то досить знайти проекції на вісь S  кожного з векторів а  і 
ЗЬ . Відповідно до формули (4.1) дістаємо:

п р -а = |a|cos60° = 6-|· = 3; 

п р :6  = 1̂ 1 cos 120° = 4f-·^·') = -2 .

3a властивістю 2 знаходимо проекцію вектора ЗЬ на вісь S :

пр- ( з ї ) = Зпр-Ь = 3(— 2) = -6 .

Отже,
пр - (а + 36 )= 3 + ( -  6) = -3 .

Задачі для розв’язування

314. Нехай a, b, с — одиничні вектори, що утворюють з
-  _  О

даною віссю S відповідно кути —, —π, π .  Знайти проекцію
О о

на вісь S вектора За + 2Ь +с .
315. Знайти проекцію суми векторів a, b,  c ,  d  на вісь S ,

якщо |й| = 5, |б| = 6, |с| = 8, |d| = 12, а кути, що утворюють ці

вектори з віссю S , відповідно дорівнюють 0 ,  “  7ΐ, π, -2·.о о

316. Довести, що πρ-(β [ + а2 + ... + ) = n p j5 j + пр^а2 +

+...+ для будь-якого скінченного числа доданків.

317. Розглядаючи проекції деякої ламаної лінії, довести 
формули:

1) sinro + sin3(p + ... + sin(2n -  1)φ =  ̂ cos2^
2 ε ιη φ

2) cosq> + cos3m + ... + cos(2η  -  1)φ = ^ η2ηΦ
2sm 9

4.1.2. Декартова прямокутна система координат

Якщо базисні вектори афінної системи координат є 
одиничними і взаємно ортогональними, то така система 
координат називається д е к а р т о в о ю  п р я м о к у т н о ю  с и с т е ­
м о ю  к о о р д и н а т .

У випадку декартової прямокутної системи координат ба­
зисні вектори позначають через і , у , k . Вектори і ,  / , k є

відповідно ортами осей Ох, Оу, Ог.  Кожний вектор d  може 
бути єдиним способом розкладений за декартовим прямокут­
ним базисом і , / , k , тобто для кожного вектора d  знай­
деться єдина трійка чисел x, у ,  z така, що справедлива 
рівність:

d  = хі + y j  + zk = (x, у ,  z).

Числа x, у ,  z називаються д е к а р т о в и м и  пр ям ок ут ни м и
к о о р д и н а т ам и  в е к т о р а  d  .

Якщо точка М — точка простору, то декартові прямокутні 
координати цієї точки збігаються з декартовими координатами
її радіуса-вектора О М , тобто запис М(х, у , z)  рівносильний

запису ОМ = (х, у , z ) . Якщо дані Му{х\, у\, 2 [) і M2(x2, г/2, 
z2) ,  то

М\М2 = (х2 - х и  у 2 -  у  у, z2 - 2 ,) .

ТЕОРЕМА 4.2. Декартові прямокутні координати x, у ,  z 
вектора d  дорівнюють проекціям цього вектора на осі Ох, 
Оу, Oz відповідно, а вектори х і , y j  , zk є складовими векто­

ра d  на осі Ох, Оу, Oz.
З а у в а ж е н н я  4.1. Нехай вектори і ,  j  , k мають спільний поча­

ток О. С истема координат Oxyz називається п р а в о ю  ( л і в о ю ) ,  якщо 
поворот на найменший кут від і до /' , що спостерігається з кінця вектора

k , відбувається проти годинникової стрілки (за годинниковою стрілкою). 
Аналогічно визначається права (ліва) система координат на площині. Далі 
завжди розглядатимуться тільки праві системи координат.

Позначимо буквами α, β, у  кути нахилу вектора d  відпо­
відно до осей Ох, Оу, Oz. Три числа c o s a ,  οοεβ , cosy на­

зиваються напр ямним и  к о с и н у с а м и  в е к т о р а  d  .



Справедливі співвідношення.
Для проекцій вектора d  на осі маємо:

x = jd|cosa, г/ = |̂ | cos β, z = |<?|cosy.

Довжина вектора d  виражається через його координати 
формулою

\d\ = і ]х2 + у 2 + z 2 . (4.2)

Напрямні косинуси вектора d  виражаються через коорди­
нати цього вектора за формулами:

cos a  = х =̂ - ; cospг- 1" у μ — —r
V* +J/2 + 22 i χ 2 + у 2 + z2

cosy = .—  2 = .  (4.3)
I χ 2 + у 2 + z 2

Сума квадратів напрямних косинусів будь-якого вектора 
дорівнює одиниці, тобто

cos2 a  + cos2 β + cos2 γ = 1.

Якщо ά  = {x{\yx;zx),  b = (x2; y 2;z2 ), то

a  + b  = (*! +x2\yy + y 2 ; zx + z 2); 

a - b  = ( * ,  -х2;Уі ~ y ^ z\ - z2)■

Якщо a = (x , y , z ) ,  то для будь-якого числа a  

a  a  = (a  x, a  y ,  a  z ) .

Задача 1. Визначити модулі суми та різниці векторів 
а  = (3; -  5; 8 ), Ь = (-1 ; 1, - 4 ) .

Р о зв ’ я з ан н я . Знаходимо за формулою (4.4) координати 
векторів а + b і а  — Ь :

а  + Ь = (2; -  4; 4); а  -  b = (4; -  6; 12).

За формулою (4.2) дістанемо

|a + b\ = >/22 + ( -  4 )2 + 4 2 = 6;

|а -  £| = y j42 + ( -  б)2 + 122 = 14.

Задача 2. Дано координати вершин піраміди у4г (—1; 0; 1), 
Л2(4; 3; 2 ) , Л3 (1; 2; 4 ) , Л4( 0 ;4 ; - 1 ) .  Знайти довжини ребер 
АхА2 , АХА3 , АхА4 піраміди.

Р о зв ’ я з а н н я . Знайдемо координати векторів АхА2 , АХА3 ,

АхА4 . Маємо АХА2 = (5; 3; 1), АХА3 = (2; 2; 3 ), АХА4 = (і; 4; -  2 ) .

Оскільки \АхА2\ = А\А2 , то \АхА2\ = уі52 + З2 + І2 = л/ЗЇГ 

Аналогічно

\ΑΧΑ3\ = V22 + 22 + 32 = VT7;

|ЛИ4| = УІ\2 + 42 + ( -  2)2 = л/2І.

Задачі для розв’язування

318. Знайти модуль вектора а  = і +2/ + k -  — (4г +8/ +

-3fc) і його напрямні косинуси.

і  ГТ ОII/-» DOI/ТЛПІІ /ТГ --  (1  · _ 9 ^  h  — І ---319. Дано вектори a = (1; -  2 ), 6 = l j  , с  = (2; 0 ) .  Знай- 

координати векторів:
а + b 1 ~т. За . о\ с  2Ьt \ а + о і ~ . о\ — . q\

'  ~~2-------2  ’ 2  ’ 3  '
3 20 . При яких значеннях a  і β вектори б = -2 і +3/ +

+ β& та b = a t '-6 /  + 2& колінеарні?
321. Переконатися, що чотири точки /4(3; -  1; 2 ) , 5(1; 2; -  1), 

С(-1; 1; -  3 ), £>(3; -  5; 3) є вершинами трапеції.
322. Дано вершини паралелограма ABCD: /4(2; 2; 2),

5(6; 5; 0 ) , С(0; 3; 8 ). Знайти координати вершини D.
3 23 . Знайти точку М, яка розташована від точки

А(-4; 0; 1) на відстані 9, знаючи напрямні косинуси вектора

ОМ — - — —З ’ 3 ’ 3 '
324 . Вершини трикутника містяться в точках А(2; -1 ; 3 ), 

5(4; 0; 1), С(—10; 5; 3 ). Знайти косинус кута ABC.
325 . У трикутнику з вершинами Л (5 ;4 ), б ( -1 ;2 ) ,  С(5; 1) 

проведена медіана AD. Знайти її довжину.



326. Дано трикутник з вершинами А(4; 1), В(7;  5 ) , С(—4; 7). 
Знайти довжину бісектриси AD кута ВАС.

327. На площині дано два вектори р  = (2; -  3) та q = (1; 2 ). 
Розкласти вектор а  = (9; 4) за базисом p , q .

328. Дано три вектори а  = (3; - 1 ) ,  b = (1; -  2 ), с  = (-1; 7).

Розкласти вектор р  = а  +Ь + с  за базисом а , b .
329. На площині дано чотири точки Л( 1; — 2 ), 5 (2 ; 1),

С(3; 2 ), D ( - 2; 3 ). Розкласти вектори AD , B D , CD та

AD + BD+ +CD за базисом А В , АС.
330 . Дано три вектори р  = (3; -  2; 1), q = (-1; 1; 2 ), 

r  = (2; 1; -  3 ) . Розкласти вектор с  = (11; -  6; -  7) за базисом 
P ,  q ,  r  .

331. У деякому базисі дано чотири вектори а  = (2; 2; 3 ), 

b = (1; 2; 3 ), с  = (1; 1; 1), d  = (3; 0; -  2 ). Переконатись, що век­

тори а , b , с  утворюють базис. Знайти координати вектора 
d  у  цьому базисі.

4.1.3. Скалярний добуток векторів

О з н а ч е н н я  4.5. Скалярним д о б у т к о м  двох векторів 
а і b називається число, позначене символом (або

а Ь) ,  що дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус

f О
(а, Ь̂  = |α||έΓ| cos ab

ч /
Н асл ідок  4 .1 . Скалярний добуток двох векторів дорів­

нює добутку довжини одного з цих векторів на проекцію дру­
гого вектора на вісь, що визначається першим з указаних ве­
кторів, тобто

{a,b^j = |α| пр-b ,  або {'a ,b ^ = |б| пр-а .

Геометричні властивості скалярного добутку.
ТЕОРЕМА 4.3. Необхідною і достатньою умовою ортогона- 

льності двох векторів є рівність нулю їх скалярного добутку.
ТЕОРЕМА 4.4. Два ненульових вектори а  і b утворю­

ють гострий (тупий) кут тоді і тільки тоді, коли їх скалярний 
добуток додатний (від’ємний).

Алгебраїчні властивості скалярного добутку.
1. (а,Ь^ = ( к о м у т а т и в н а  в л а с т и в і с т ь ) .

2. (аа ,Ь^ = а (й ,Ь^ ( а с о ц і а т и в н а  в л а с т и в і с т ь ) .

3. ^(а + б )с^  = (а ,с ) + ( b , c ' j  (д и ст риб ут ивна  властив і сть) .

4. ( а , а )  > 0 , якщо а  *  0 і а а  = 0 , якщо а  = 0 .

5. (а,й) = |й|2. Добуток (άά) позначається через а 2 і на­

зивається с к ал я р н и м  ква дратом .  Скалярний квадрат векто­

ра дорівнює квадрату довжини вектора.
З а у в а ж е н н я  4.2. Справедливі рівності

Т2 = 1; / 2 = 1; Р  = 1; (f,/) = (J,k) = (/,£) = 0 .

ТЕОРЕМА 4.5. Якщо два вектори а  і b визначені своїми 

декартовими прямокутними координатами а = ( x^y ^Zy ) , b = 

= (χ2.ί/2.ζ2 ) ’ т0 скаляРний добуток цих векторів дорівнює 

сумі добутків їх відповідних координат, тобто

( a , b )  = xix2 + y ly 2 + zlz2.

Н асл ідок 4.2.  Необхідною і достатньою умовою ортого- 

нальності векторів а = (x,, z/t , ) і b = (*2 ■ ί/2>z2) є Р'вн‘сть

х\х2 + У\У2 + z\z2 = 0 ·

Н асл ідок 4.3. Кут між векторами a = ( x l , y l , zl ) і 

b = (jc2 , 1/2 . ζ2) визначається за формулою

(q .£ )  * ι *2 + У1У2 + * lz2

1 4 1  Ί ΧІ2 + У\ + Ζ\ >/*22 + У2 + ζ2

costp

Н асл ідок  4 .4 . Проекція вектора а  на вектор b визна­
чається за формулою

( a . b )  _ * і* 2 + УіУ2 + ZjZ2
2 2 2 

х2 + У 2 + z2ир ь°  = й  -f*
Н асл ідок 4 .5 .

|а|2 = (а , а)  = х 2 + у 2 + ζj 2.



Задача 1. В умовах задачі 2 п. 4.1.2 знайти кут між реб­
рами АХА2 та АХА4 .

Р о зв ’ я з ан н я . Оскільки Л[Л2 = (5; 3; 1) та Л(Л4 = (і; 4; 

- 2 ) ,  то косинус кута між векторами Л[Л2 і Л[Л4 має вигляд

_ (А Л 2, Л,Л4) ^ 5 - j g . 4 + }(_ 2)
COS Л[Л2 Л[Л4

АХА2І\АХА4

15
л/з5л/2І

Тоді

Л[Л2 Л[Л4

15
7л/Ї5

= arccos

V25 + 9 + W1 + 16 + 4

УЇ5
7 '

■ν/Γδ

Величина кута між векторами Л,Л2 , Л[Л4 дорівнює ве­

личині кута між ребрами АХА2 та АХА4 . Тому

f  Λ ^ f  Λ >
ΑχΑ2 Л[Л4 = Λ Α2 Λ Α4 = arccos

V \

УЇ5 
7 '

Задача 2. Дано |а| = 3 , |£>| = 5 . Визначити, за яких зна­

чень а  вектори а + a b , а -  a  b перпендикулярні.
Р о зв ’ я з а н н я . Необхідною і достатньою умовою перпен­

дикулярності двох векторів є рівність нулю їх скалярного до­
бутку (див. теорему 4.3). Звідси для а  маємо співвідношення:

((а  + а  ΐ ) ( α  -  а  bjj = 0.

Використовуючи алгебраїчні властивості скалярного добу­
тку, розпишемо ліву частину останньої рівності:

(^ψ + а  -  a  b ^  = а 2 -  a (a b  ̂+ a ( b a j  -  а 2Ь2 =

= |а|2 -  a(ab^l  + a ( a b ^  -  #2|£| = |а|2 - а 2|б| .

Оскільки |а| = 3 , І6І = 5 , т о 9 -  2 5 а2 = 0 <=> а  = ±·|·.І І о
Задача 3. Знайти довжину вектора а ~ х - 2 у ,  якщо

|х| = 1, \у\ = 2 , кут між векторами х і у  дорівнює
О

Р о зв ’ я за н н я . Маємо (αα) = |а|2 . Звідси |й| = \ а 2 . Тому

Щ = \х~ 2у\ = уі(х - 2yf = у/х2 -  4 ху + 4 f  =

= ^|Jcf-4|% |cosf+ 4̂ |2 = ^ і - 4 - 2 І  + 16 = л/ЇЗ.

Задачі для розв’язування

332. Кут між векторами а  і b дорівнює 120°, |й| = 3 , |£| = 

= 4 . Знайти:

1) ( 5 ) ;  2) Ξ2; З )(a  + bf; 4) ^  + 2ь)(зії -  2b )j .
3 3 3 . Вектори а  і b утворють кут . Знаючи, що |а| = 3 , 

|й| = 4 , знайти довжину вектора с  = За + 2Ь .

3 3 4 . Вектори а  і b взаємно перпендикулярні, а вектор с  

утворює з ними кути, що дорівнюють . Знаючи, що |α| = |б | =

= 2 , |с| = 1, знайти:

1) Ifea -  b \ c  -  а)^ ; 2) (fi + b + ' d j .

3 3 5 . Дано три вектори а , b , с  , що задовольняють умову 
а + b + с  = 0. Знаючи, що |а| = 3 , |б| = 1, |с| = 4 , знайти ab +

+ Ьс + са.
336 . Вектори 5 , b , с  попарно утворюють один з одним ку­

ти, кожний з яких дорівнює 60°. Знаючи, що |а| = 4 , |б| = 2 ,

|с| = 6 , визначити модуль вектора р  = а + b + с  .

337. Яку умову повинні задовольняти вектори а  і b , щоб 
вектор а  + b був перпендикулярний до вектора а  -  Ь ?

3 3 8 . Дано три вектори а  = (4; -  2; -  4 ) , b = ( -  2; 4; -  3 ), 

с  = (0; 2; -  1). Обчислити:

a) (ab'j  ; б) (ac^J ; b J V s 2"; γ )  ^  .



339. Дано чотири вектори а  = (4; -  8; -  4), Ь -  (2; 4; 3), с  

= (1; 2; 5), d  = (0; 1; 2 ). Обчислити:

а) ( a b  ̂ ; б) (ad ' j  + ( b d j  ; в) ((зй + d f y b  -  2 с )) .

340 . Дано вектори а = т і  + 3/ + 4fe і b = 4г + mj  -  7k ■ 
При якому значенні т  ці вектори взаємно перпендику-

ЛЯР3Н41. Дано точки А (-3; 0; 2 ) , В(5; -  2; 1), С(2; 6; -  і ) , D(l; 3; 
- 3 ) .  Довести, що прямі АВ та CD взаємно перпендикулярні.

342. При якому значенні т  вектори а = т і  + / і Ь = Зг -

- З / +4k взаємно перпендикулярні?
343 . Дано вершини чотирикутника Л (1 ;-2 ;2 ) ,  β (ΐ, 4, 0 ) , 

С ( - 4· 1; 1), D(-5; -  5; 3 ). Довести, що його діагоналі взаємно
перпендикулярні.

3 4 4 . Позначивши через а і b сторони ромба, що вихо­
дять із спільної вершини, довести, ЩО діагоналі ромба 
взаємно перпендикулярні.

345 . Визначити кут між векторами а  = Зг + 4/ + 5/г і b =

= 4 ί  + 5/ -  2>k .
3 4 6 . Дано вершини трикутника Л(3; 2; -  3 ), В (5 ,1, - 1 ) .  

С(1; - 2 ;  1). Визначити його внутрішній кут при вершині В.
347. Обчислити внутрішні кути трикутника Л (1 ;2 ,1), 

β (3 · -1 ;7 ) ,  С(7; 4; — 2 ); переконатися, що цей трикутник рів- 
нобедрений.

3 4 8 .У прямокутному рівнобедреному трикутнику прове­
дені медіани з вершин гострих кутів. Знайти кут між ними.

349 . Дано вершини трикутника Л(0; 0; 5 ), В(Ь\ і ,  U ,

С(2; 6; 1). Знайти кути трикутника.
350 . Знайти кут між діагоналями паралелограма, побудо­

ваного на векторах а  = 6г + 3/ -  2/г, b = Зі -  2/ + 6& .
351. Знайти проекцію вектора а = (5; 2; 5) на вісь вектора

Ь = (2; -1 ; 2).
352. Дано три вектори а = (1; -  3; 4), b = (3; -  4; 2 ), с  = (-1, 

1; 4 ). Знайти πρ -+-ά ·

3 5 3 . Дано вектори а = (3; 0; 4 ) , b = (2; -  1; -  2 ) . Знайти:

1) пр-й; 2) пр-Ь; 3) π ρ -^ ά -З б ) .

354 . Дано точки А(3; 1; 0 ) ,  В(0; -  2; 6 ), С(3; -  2; 0 ) , D{ 1;

-2 ; 4 ). Знайти пр—-АВ.
’  CD

3 5 5 . Дано дві точки А(2; -  4; 0 ) , β(6; 8; 4 ) . Знайти проек­

цію вектора АВ на вісь, яка утворює з координатними осями 
рівні кути.

3 56 . Дано вершини трикутника Л (4 ;1 ;0 ), β (2 ;2 ;1 ) ,

С(6 ; 3; 1). Знайти проекцію вектора АВ на вектор АС .
357. Знайти вектор х , перпендикулярний до векторів 

а = і + k  і b = 2/ -  k  , якщо відомо, що його проекція на ве­

ктор с  = і + 2/ + 2 k  дорівнює 1.

4.1.4. Векторний добуток векторів

О з н а ч е н н я  4.6. Три вектори утворюють впорядкова­
ну трійку векторів, якщо вказано, який із цих векторів є пер­
шим, який — другим, а який — третім.

О з н а ч е н н я  4.7. Впорядкована трійка некомпланарних ве­
кторів а , b , с  називається п р а в о ю  (л івою) ,  якщо після зве­
дення до спільного початку найкоротший поворот вектора а
до вектора b , що спостерігається з кінця вектора с  , відбуваєть­
ся проти годинникової стрілки (за годинниковою стрілкою).

З а у в а ж е н н я  4.3. Праву (л іву) трійку утворюють великий незігнутий 
вказівний та середній пальці правої (лівої) руки.

О з н а ч е н н я  4.8. В ект орним  д о б у т к о м  векторів а і b 
називається вектор с  , що позначається символом c  = ab
(або с  = а х  b ) і задовольняє три вимоги:

1) довжина вектора с  дорівнює добутку довжин векторів 
а і b на синус кута φ між ними, тобто

|с| = J [ай] І = |а||&|sin φ ;

2) вектор с  ортогональний кожному із векторів а і b ■
3) вектор с ,  якщо с  Ф 0 , напрямлений так, що трійка ве­

кторів а  , b , с  є правою.

4  1-93



Геометричні властивості векторного добутку. 
ТЕОРЕМА 4.6. Необхідною і достатньою умовою коліне- 

арності двох векторів є рівність нулю їх векторного добутку. 
ТЕОРЕМА 4.7. Довжина (модуль) векторного добутку

дорівнює площі S паралелограма, побудованого на зве-
ab\ І =

[ab]
дених до спільного початку векторах 5 та b , тобто 

= S .

Н асл ідок 4 .6 . Якщо е  — орт векторного добутку [йб], 
a S — площа паралелограма, побудованого на зведених до 
спільного початку векторах й та b , то S e .

Алгебраїчні властивості векторного Добутку.
1.

2.

3.

4.

аб]=-|ба] (а н т и к о м у т а т и в н а  вла стив і ст ь ) .

( а й ) б ]  = а  
(а + б)с] =

( а с о ц і а т и в н а  вл а стив і ст ь ) .  
f  [бс] ( д и с т р и б у т и в н а  вла стив і ст ь ) .

а а  = 0 для будь-якого вектора а .
З а у в а ж е н н я  4.4. Справедливі рівності:

И  =[//]= й = ° ;  [v]=*;  й =  -7; [β]=ϊ·

ТЕОРЕМА 4.8. Якщо два вектори а  і b визначені своїми 
декартовими прямокутними координатами

а = {х\\У\\гх) b = (x2\y2;z2 )» > 
то векторний добуток цих векторів має вигляд

і j  k
ab - х\ У\ ζ ι

х2 Уі z2

Н асл ідок  4.7. Два вектори а  = (л^; у  у, z t ) і b = (х2; у 2\ z2 ) 
колінеарні тоді й тільки тоді, коли їх координати пропорційні, 
тобто

_£і_ _ _ _£і_ 
х2 у 2 ζ 2

Задача. В умовах задачі 2 п. 4.1.2 знайти площу грані 
A\A2A3 піраміди.

Р о зв ’ я з ан н я . Площа грані АуА2А3 дорівнює площі три­
кутника Л1Л2Л3 . Площа трикутника Л[Л2Л3 дорівнює поло­

вині площі паралелограма, побудованого на векторах Л[Л2 і

Л[Л3 , тобто половині модуля векторного добутку векторів 

ЛіЛ2 і Л[Л3 .

Оскільки Л[Л2 = (5; 3; 1), АуА3 = (2; 2; 3 ), то

= (7 ;-1 3 ; 4).
і j  k

А\А2 Л] Л3 = 5 3 1
2 2 3

Отже,

S a w »  = = |а/72 + (-13 )2 + 42 = Зл/26 .

Задачі для розв’язування

358. Вектори а  і b утворюють кут φ = -g·. Знаючи, що 

|а| = 6 , |й| = 5 , знайти |[йб] |.

359. Дано |а| = 10. |ύ| = 2 , ab  = 16 . Знайти |[ά£>]|.

360. Довести, що [(ά + ύ)(α  -  b)] = 2[бй] і дати геометрич­
не тлумачення формули.

361. Вектори а і b взаємно перпендикулярні. Знаючи, що 
|а| = 3 , 6 = 4 ,  знайти:

1) |[(к + б)(а--ь 2) [(За-бХ й-2б)]| .

362. Вектори а , ь і задовольняють умову: а  + b + с  = 0 .

Довести, що [аб = Ьс = с а

363. Вектори й, Ь, с і d  пов’язані співвідношеннями
ab c d ac j = bd . Довести колінеарність векторів а + d  

та b + с  .
364. Яку умову повинні задовольняти вектори а. і b , щоб 

вектори а  + b та а  -  b були колінеарними?
365. Дано вектори а  = (3; -1 ; -  2) і b = (1; 2; -  1). Знайти:

1) [аб]; 2) [(2ό + б)б].



3 6 6 . Дано точки >4(2; — 1; 2 ), В (1 ;2 ;-1 ) , С(3; 2; 1). Знайти 
координати векторних добутків:

1) [ЛВВС]; 2) ^ С - 2 СА)Св] .

367. Дано вектори а  = (1; 0; -  2 ), b = (2; 1; 0 ), с  = (-1; 1; 1). 
Знайти [[ай]с], [а[&с]].

368 . Дано трикутник з вершинами А(2; -  1; 2 ) , β(1; 2; -  1), 
С(3; 2; 1). Знайти його площу.

369 . Знайти площу трикутника, вершинами якого є 
Л(1; 0; 6 ) , В(4; 5 ; - 2 ) ,  С(7; 3; 4 ).

370. Дано вершини трикутника > 4(5;-6 ; 2 ), В (1 ;3 ;-1 ) , 
С(1; —1;2). Знайти довжину його висоти, опущеної з вершини 
А на сторону ВС.

371. Знайти площу паралелограма, побудованого на векто­
рах а  = 6 г + 3/ -  2 k , b = 3і -  2/ + 6 k .

372. Знайти площу паралелограма, побудованого на век­

торах а + ЗЬ, За + b , якщо |α| = |б| = 1, (αύ)= .

373. Сила F = (3; 2; -  4) прикладена до точки А(2; -  1; 1). 
Визначити момент цієї сили відносно початку координат.

374. Сила Р  = (2; -  4; 5) прикладена до точки М(4; -  2; 3 ). 
Визначити момент цієї сили відносно точки /4(3; 2; 1).

375. Сила Р  = (2; 2; 2) прикладена до М(4;  2; -  3 ). Визна­
чити величину і напрямні косинуси моменту цієї сили віднос­
но точки С(2; 4; 0 ) .

376. Дано три сили М = (2; -  1; -  3 ), N = (3; 2; -  1) і Р = 
= (—4; 1; 3), прикладені до точки С(-1; 4; 2 ). Визначити вели­
чину та напрямні косинуси моменту рівнодійної цих сил від­
носно точки /4(2; 3; -  1).

377. Вектор х , перпендикулярний до векторів а = (4; -  2; 

-3 ) і b = (0; 1; 3 ), утворює з віссю Оу  тупий кут. Знаючи, що 
1*1 = 26, знайти його координати.

378. Знайти вектор х , знаючи що він перпендикулярний 
до векторів а  = (2 ; -  3; 1) і b = (1; -  2 ; 3) та задовольняє умо­

ву х(і + 2/ -  7&)= 10.

4.1.5. Мішаний добуток векторів

Нехай дано три вектори а , b і с  .
О з н а ч е н н я  4.9.  Якщо вектор а  векторно помножити на

вектор b , а потім здобутий вектор [ ab  ] скалярно помножити 
на вектор с ,  то матимемо число \ a b \ c ,  яке називається 
мішаним д о б у т к о м  в е к т о р і в  а , b і с  .

ТЕОРЕМА 4.9. Мішаний добуток [ a  b ] с  дорівнює об’єму 
паралелепіпеда, побудованого на зведених до спільного поча­
тку векторах а , b і с  , взятому із знаком плюс, якщо трійка
a ,  b , с  — права, і зі знаком мінус, якщо трійка а , b , с  —
ліва. Якщо вектори a ,  b ,  с  компланарні, то [5  Ь ] с  дорів­

нює нулю.
Н асл ідок 4 .8 . Справедлива рівність

[a  b ] c  = a [ b  с  ].
Тому мішаний добуток векторів a ,  b ,  с  звичайно позна­

чають a  b с  , не вказуючи, які два з цих векторів перемно­
жуються векторно.

Н асл ідок 4 .9 . Необхідною і достатньою умовою компла- 
нарності трьох векторів є рівність нулю їх мішаного добутку.

Н асл ідок 4 .1 0 . Мішаний добуток трьох векторів, два з 
яких колінеарні, дорівнює нулю.

ТЕОРЕМА 4.10. Якщо три вектори а , b і с  визначені 
своїми декартовими прямокутними координатами:

а  =(х{; y x\Z\)\ b = (х2 \у 2 \z2 ) ;  c  = (лг3 ; г/3 ; г 3 ),

то мішаний добуток a b с  дорівнює визначнику, елементи 
рядків якого відповідно дорівнюють координатам векторів, що 
перемножаються, тобто

_ _ _ *1 У\ 2,

a  b с  = х2  у 2 z2

Ч  Уз z3
Н аслідок 4 .1 1 . Необхідною і достатньою умовою компла- 

нарності трьох векторів а  = (x j ; у х; Zj); b = (х2 ; у 2 ; г 2 );
с  = (х3 ; г/3; z3 ) є рівність нулю визначника, рядками якого є
координати цих векторів, тобто рівність

Ч У\ 

У2 

Уз

л1 
z2 

23

= 0 .



Задача. В умовах задачі 2 п. 4.1.2 знайти об’єм піраміди 
А1А2А3А4 .

Р о зв ’ я з а н н я . Об’єм піраміди дорівнює 1/6 модуля мі­
шаного добутку векторів Л;Л2 = (5; 3; і), Л[Л3 = (2; 2; 3),

V 4  =(1; 4 ; - 2 ) .

Знайдемо їх мішаний добуток Л[Л2 АХА3 АХА4 . 
Маємо

А{А2  АХА3 АхА4 -

Отже,

5 З 1 
2 2 З 
1 4 - 2

-53.

„  = i|_53| = f  = 8 § .

^  Задачі для розв’язування

379. Чи будуть компланарними вектори а , b , с  , якщо:
1) а  = (2; 5; 7 ), b = (1; 1; -  1), ~с = (1; 2; 2 );

2) а  = (2; 3; - 1), b = (1; -  1; 3 ) , с  = (1; 9; - 1 ) ;

3) а  = (2; -  1; 2 ), Ь = (1; 2; -  3 ), с  = (3; -  4; 7).
380.  Довести, що чотири точки Л (1 ;2 ;-1 ) , β (0 ;1 ;5 ) , 

С(—1; 2; 1) і £>(2; 1; 3) лежать в одній площині.

381. Вектор с  перпендикулярний до векторів а і b , кут 
між а. і b дорівнює 30°. Знаючи, що |Я| = 6 , |б| = 3 , |с| = 3 ,

знайти |ά b с \ .

382. Дано три вектори a  = ( l ; - l ; 3 ) ,  b = ( -  2; 2; 1), с  —

= (3; -  2; 5 ). Знайти a b с  .
383. Знайти об’єм тетраедра, вершини якого містяться в 

точках Л(2; — 1; 1), В (5 ;5 ;4 ) , С(3; 2; - 1 ) ,  D (4 ;l ;3 ) .
384.  Дано вершини тетраедра Л (2 ;3 ;1 ), β ( 4 ;1 ;- 2 ) ,

С(6 ; 3; 7 ), £)(-5; -  4; 8 ) . Знайти довжину його висоти, опуще­
ної з вершини D.

385. Довести, що вектори а , b , с  , які задовольняють 
умову [<зй]+ [йс]+ [са] = 0 , компланарні.

3 8 6 . Об’єм тетраедра V = 5  , три його вершини містяться 
в точках Л(2; 1; — 1 ) , В ( 3 ; 0 ; 1 ) ,  С(2; — 1; 3 ) . Знайти координати 
четвертої вершини D, якщо відомо, що вона лежить на осі Оу.

4.1.6. Подвійний векторний добуток трьох векторів

О з н а ч е н н я  4.10.  Подвійним векторним добутком 
трьох векторів а , b , с  називається вектор d  , що дорівнює 
векторному добутку вектора

За означенням d  = [[afc]c

Вектор d  перпендикулярний до вектора [ ά ύ ]  і вектора
с  . Із перпендикулярності вектора d  до векторного добутку
[ а б ]  випливає, що d  лежить у площині векторів а і b ,
оскільки вектори a і b також перпендикулярні до векторного
добутку [ ά & Ι­

ΤΕΟΡΕΜΑ 4.11. Подвійний векторний добуток трьох век­
торів дорівнює різниці добутків середнього вектора на скаля­
рний добуток крайніх мінус добуток того крайнього вектора, 
який міститься у внутрішніх дужках, на скалярний добуток 
інших векторів, тобто

[[йй]с] = й (ас) -  й(сЕ^ .

З а у в а ж е н н я  4.5. У загальному випадку

[ [ aft] с] = - [  с[ ab] ] , але [ [ ой] с] *  [ о[ 5с] ] .

Задача. Довести тотожність

[й[бс]] = b ( a c )  -  c f a b ' j ,

не використовуючи твердження теореми 4.11.
Р о зв ’ я зан н я . Введемо декартову прямокутну систему ко­

ординат таким чином. Вісь Ох напрямлемо вздовж вектора а , а 
вісь Оу  помістимо в площині а і b (вважаючи, що вектори а і 
b зведені до спільного початку). В такому випадку матимемо:

а  = ( * , ; 0 ; 0) ,  Ь = (*2 ; у 2\0 ) ,  Έ =  (х3 ; у 3 ; z3) .

Знайдемо d  . Маємо

= У2г3і - X2Z3/ + (х2Уз - хзУг)Ь ■М -
/
У 2 

Уз

a b ] на вектор с  .



Отже,

d  = [о[бс]] =
ί
х\

1
0

k
о = -{х\хгУг -  Х\ХЗУ2 ) 1  ~

У2г 3 -  х2г 3 Х2 УЗ -  Х3 У2

-  xxx2z3k = (О; -  {ххх2Уз -  х\хзУ2 ); -  X\X2Z3) =

-  (0; {Х\ХЗУ2  -  х\х2 Уз)' - х \ х2 г з)·

Знайдемо b ( a , c )  -  с ( а ,Ь ^  . Маємо

{ а , с )  = х{х3; Ь{ас)  = {ххх2х3 \ х{х3у 2 \0\

(а,  Ь'j = Х\Х2 ; с ( а ,  Ь) = (х{х2х3 ; ^ У з : * ι* 2ζ 3 )·

Звідси

b ( a , c ) - c ( a , b ) = (0 ; -  ^і^2І/з )· - * і * 22з)>

що збігається з виразом для d  .

Задачі для розв’язування

387. Дано вектори а  = (2; -  3; 1), b = ( -  3; 1; 2 ), і с  = (1; 2; 3 ). 
Знайти [[аб ]с ] і [й [йс]].

388 . Дано вектори а  = (3; 0; 1), b = (2; 4; 3 ), с  = (-1; 3; 2 ), 

d  = (2; 0; 1). Знайти [ [йй]с ], ^[а£],[й<ї]) .
389 . j  Довести тотожності:
1) [ар е] [б[сй]] + [с[а£>]] = 0 ;

2 ) ^[ай], cd ]) = ^ d , c ) ^ b , d ^ - ( a , d ^ ( b , c y ,

3) [[йб] [cd]] = c ( a b d ) ~  d ( a b c ) ;

4) [аб ][бс][са] = (айс J .

4.2. ОЗНАЧЕННЯ ДІЙСНОГО ЕВКЛІДОВОГО ПРОСТОРУ

Дійсний лінійний простір L називається д і й сн им  е в к -  
л і д о вим  п р о ст о р о м  Е (або просто евклідовим простором), 
якщо справджуються такі умови:

І. Існує правило, за допомогою якого будь-яким двом еле­
ментам (векторам) цього простору х і у  ставиться у відповід-

ність дійсне число, що називається с к а л я р н и м  д о б у т к о м  цих 
елементів і позначається символом (х , у ) .

11. Вказане правило підпорядковане таким чотирьом аксіомам:
1) (х , у )  = ( у , х ) .
2 ) ( і ,  +х 2 , у )  = (х1 , у )  + (х2 , у ) .
3) (\ х , у ) = І ( х , у ) .
4) (* , х) > 0 ,  якщо х *  0 , ( і ,  х)  = 0 ,  якщо х = 0 .
О з н а ч е н н я  4.11. Р о зм і р н і ст ю  е в к л і д о в о г о  п р о с т о р у  Е

називається розмірність лінійного простору L, що бере участь 
в означенні Е.

П риклад І. У η-вимірному лінійному просторі Ln матриць- 
рядків довжини п скалярний добуток двох будь-яких векторів 
x = (xl t . . .,xn ) і у  = (у\, — , у п ) може бути означеним, напри­
клад з допомогою рівності

{х,у )  = х 1Уі+. . .  + хпУп· (4.5)
З а у в а ж е н н я  4.6. л-вимірний евклідів простір, який здобувається з Ln 

введенням у Ln за деяким правилом скалярного добутку векторів, позна­
чається через £„. З прикладу 1 випливає, що £ 3  є звичайним простором, 
а £ 2  — площиною простору £ 3. /j-вимірний евклідів простір Еп дістаєть­
ся з L” введенням у L" скалярного добутку.

П риклад 2. Розглянемо нескінченновимірний лінійний 
простір С[а,Ь\ усіх функцій x(t),  визначених та неперервних 
на відрізку [а,Ь]. Скалярний добуток двох таких функцій x(t)  і 
y ( t )  означимо як інтеграл від їх добутку:

Ь
( х , у )  = \x ( t ) y ( t ) d t . (4.6)

а
Простір С[а,Ь] з так означеним скалярним добутком є не- 

скінченновимірним евклідовим простором.
З адача. Нехай x = ( a j , a 2) і </ = (β ι,β2) довільні вектори 

лінійного простору L2 . Довести, що лінійний простір ^2 з озна­
ченим такою рівністю скалярним добутком (х , у ) = a tP[ + 3 α 2β2 

є евклідовим простором.
Р о зв ’ язан н я . Переконаємось, що так означений скаляр­

ний добуток підпорядкований чотирьом аксіомам евклідового 
простору:

1. ( у ,  х) = β ^ ! + 3β2α 2 = α,β, + 3α2β2 , тобто (x , у )  = (у ,  x ) .
2. Нехай χ  = ( α ι , α 2) ,  ^ = (β1,β2) і і  = (γх,γ 2) — довіль­

ні елементи простору L2 , тоді х + у  = (α ! + β [ ,α 2 + β2) і



( χ  + y ,  ζ )  = («Xj + β! ) y ! + 3(α2 + β2 )y 2  = « ιΥ ι  + βιΥι + 3α2γ 2 +

+ 3β2γ2 =  (α,γ! + 3α2γ2) + (β ^  + 3β2γ2) = (χ, ζ )  + (у,  ζ).
3. λ χ  = ( λ α 1, λ α 2 ) ;
(λ  χ,  у )  = λ  α [β] + 3λ α 2β2 = λ(θί 1β1 + 3 α 2β2) = λ(χ , у )  .

4. (χ , χ ) = α 2 + 3 α 2 > Ο і ( χ , χ )  = Ο ο  = α 2 = 0 ο  χ  = 0. 
Отже, лінійний простір з так означеним скалярним до­

бутком є евклідовим простором.

Задачі для розв’язування

390.  Довести, що з аксіом скалярного добутку випливають 
такі властивості:

а) ( х , а у )  = а ( х , у ) ;  б) ( х , у х -  у 2 ) = ( х , у х) -  ( х , у 2) ; 

в) (х + у , х  + у )  = ( χ , χ )  + 2 ( х , у )  + ( у , у )  ■, г) (5 ,5 ) = 0 .

391. Перевірити, чи є скалярними добутками в просторі Е:
а) добуток довжин векторів;
б) подвоєний звичайний скалярний добуток?
392. Нехай x = ( a j , a 2 ) і у  = (β ι,β 2) — довільні вектори 

лінійного простору L2 . Довести, що лінійний простір L2  з  
означеним скалярним добутком одним із цих способів:

а) (х, у )  = α 1β1 + α 2β2 ; б) (х, у ) = 2 а ^ [  + 5 α 2β2 

є евклідовим простором. Обчислити скалярний добуток век­
торів х = (1; 1) і у  = ( -  3; 2 ) кожним із цих способів.

393. Нехай χ  = (aj,<x2) і у  = (β ,,β 2) — довільні вектори лі­
нійного простору Ь2  . Довести, що скалярний добуток у L2  мо­
жна ввести формулою (х , у ) = а а Д  +Ьа $> 2  + 6α 2β[ + εα 2β2 у

η
тому і тільки в тому випадку, якщо одночасно а  > 0  і а с  > b .

394.  Довести, що в просторі Р2  многочленів степеня не ви­

ще другого скалярний добуток многочленів /(/) = а$ + a xt + a2t 2

* s(0 = fy) + byt + b2 t 2  можна означити формулою:
а ) ( f<s ) = а 0 Ь0 + а хЬх + а 2 Ь2  ;
б) (/> g) = аоьо + 2а\ь\ + а2ь2 ■
395.  Довести, що в просторі С[а,Ь\ скалярний добуток функ-

Ь
цій x(t )  і y ( t )  можна означити формулою (х, у )  = J x ( t ) y ( t ) d t .

а

4.3. ДОВЖИНА ВЕКТОРА. НЕРІВНІСТЬ КОШІ- 
БУНЯКОВСЬКОГО. ОЗНАЧЕННЯ КУТА МІЖ ВЕКТОРАМИ 
В ЕВКЛІДОВОМУ ПРОСТОРІ. ОРТОГОНАЛЬНІСТЬ

О з н а ч е н н я  4.12.  Довжиною вектора х еЕ п назива­
ється величина |х| = у](х,х) .

Приклад 1. В Еп із скалярним добутком (4.5)

|х| = ^ х 2  +... + х 2  , (4.7)

а вектори і ,  = (1; 0 ; 0 ; . . . ;  0 ) ,  е 2  = (0 ; 1; 0 ; . . . ;  0 ) ,  ..., е п =
= (0; 0 ;.. . ; 0; і) , які утворюють базис у Еп, мають довжини,
що дорівнюють одиниці.

З а у в а ж е н н я  4.7. З аксіоми 4 для скалярного добутку евклідового
простору випливає, що |х| існує для будь-якого х е Е п.

ТЕОРЕМА 4.12. Для будь-яких двох векторів х і у  довіль­
ного евклідового простору справедлива рівність

(х, у ) 2  < (х, х ) ( у ,  у )  = |х|2 \у\2 , (4.8)

яка називається нерівністю Коші-Буняковського.
Приклад 2. В евклідовому просторі Еп із скалярним добу­

тком (4.5) нерівність Коші-Буняковського має вигляд

(х\У\ +Х2У2 +- + *пУп? ^ ( νΐ2 +χ2 +··· + χη % ϊ +УІ +- + У2п]

Приклад 3. В евклідовому просторі С[а,Ь\ усіх неперер­
вних на відрізку \а,Ь] функція x(t )  із скалярним добутком
(4.6) нерівність Коші-Буняковського має вигляд

(Ь \2 Ь ь
j  x ( t ) y ( t )d t  < \ х ( t ) d t\ y  ( t ) d t .

\а J  а а

О з н а ч е н н я  4.13.  Кутом φ між двома ненульовими векто­
рами х і у  евклідового простору Е називається той кут (що
змінюється в межах від 0  до π), косинус якого означається 
співвідношенням

( х , у )  ( х , у )
cos φ = і.,.,. ' = , ..=  .

М М  Щ Щ Ї)

Наведене означення кута коректне, оскільки в силу нерів­
ності Коші-Буняковського (4.8) дріб, що стоїть у правій час­
тині останньої нерівності, за модулем не перевищує одиниці.



О з н а ч е н н я  4.14.  Два довільних вектори х і у  евклідо­
вого простору Е називаються о рт о г о нальним и ,  якщо скаляр­
ний добуток цих векторів (х , у ) дорівнює нулю.

П риклад 4 . В евклідовому просторі Еп (Еп) із скалярним 
добутком (4.5) косинус кута між двома ненульовими вектора­
ми х = (х{, Х2 , х п ) і у  = (y j, у 2 , ..., у п ) виражається фор­
мулою

coscp = ■, + * 2 * 2 ( 49)
J x ?  +ХІ+  ... + Х2п У І У ?  + У І  +  . . .  +  У І

а умова ортогональності векторів х і у  запишеться у вигляді

Х\У\ + * 2 У2  + - +хпУп = ° -

Вектори е { = (1; 0; 0 ;.. . ; 0 ) , е 2  = (0; 1; 0 ;.. . ; 0 ) , ..., е п = 
= (0 ; 0 ; . . . ;  0 ; і) попарно ортогональні.

П риклад 5. В евклідовому просторі С\а,Ь] усіх неперер­
вних на відрізку [а,Ь\ функцій x = x(t) із скалярним добутком
(4.6) косинус кута між двома ненульовими векторами 
x = x (t)  і у  = y ( t )  виражається формулою

cos φ =

b
\x(t)y{t)dt  
a_________

J j x 2 ( t )d t  ■ ^ f y 2 ( t )d t

а умова ортогональності векторів x = x(t)  i y  = y ( t )  простору 
C[a,b] запишеться у вигляді

b
J x(t )y (t )d t  = 0  .
a

Задача. У трикутнику, натягнутому на вектори х = (-3 ; 15; 
1, - 5 )  і у  = (1; -  5; -  2; 10) простору £ 4 із скалярним добут­
ком (4.5), визначити кути між сторонами трикутника — 
векторами х , у  , х -  у  .

Р о зв ’ я з ан н я . Маємо х -  у  = ( - 4 ;  20; 3; -  15).

За формулою (4.9) дістаємо

cos х , у  
\ у

(х · у )  . ________ - 3 - 7 5 - 2 - 5 0 ________
\Щу\ V9 + 225 + 1 + 25 · Vl + 25 + 4 + 100

130 1

COS

\
Ху X-  у

V

л/260 л/Г30 л/2 ’

_ { х , х - у )  _ 12 + 300 + 3 + 75
\Щх -  у\ л/260л/і6 + 400 + 9 + 225 

390 З

cos

л/2б0л/б50 лЯ0 ’

_л_ ( ч , х -у , х - у = {У■ х - у )  = -  4 - 1 0 0 - 6 - 1 5 0  = 
\y\x-y\ л/ї30>/б50

260 2

л/ЇЗОл/бБО л/5 '

^  Задачі для розв’язування

У задачах 396 і 397 визначити кут між векторами х і у  
простору £ 4 зі скалярним добутком (4.5).

396 . х = (2; 1; 3; 2 ), у  = (1; 2; -  2; 1). 397. і  = (1; 2; 2; 3 ),
у  = (3; 1; 5; 1).

398 . Знайти довжини сторін трикутника, натягнутого на 
вектори x = (2; -1 ; 3; -  2) і і/ = (3; 1; 5; 1), простору £ 4 із 
скалярним добутком (4.5). Визначити кути між сторонами 
трикутника — векторами х , у  , х - у  . Які з цих кутів слід 
вважати внутрішніми кутами трикутника, а які — зов­
нішніми?

399 . Як зміниться кут між ненульовими векторами х і 
у  , якщо помножити:

а) вектор х на додатне число;
б) вектор х на від’ємне число;
в) обидва вектори х і у  на від’ємне число?
4 0 0 . Довести, якщо вектори х, у , ..., 5 — попарно ортого­

нальні, то для будь-яких чисел λ, μ, ..., ν вектори λ  χ, μ у ,  ...,
ν ζ  також будуть попарно ортогональні.



401. Довести, якщо вектор х ортогональний до кожного 
із векторів Уі,У2 , - , У і ,  ТО він ортогональний і до будь-якої 
лінійної комбінації цих векторів.

402. Довести, що квадрат діагоналі прямокутного 
я-вимірного паралелепіпеда дорівнює сумі квадратів його ре­
бер, що виходять з однієї вершини.

4.4. ОРТОНОРМОВАНИЙ БАЗИС. ОРТОГОНАЛЬНЕ
ПЕРЕТВОРЕННЯ БАЗИСУ. ОРТОГОНАЛЬНА МАТРИЦЯ

О з н а ч е н н я  4.15. Вектори е х, е 2, ···> е п л-вимірного
евклідового простору Еп утворюють ортонормований базис 
цього простору, якщо ці вектори попарно ортогональні і мо­
дуль кожного із них дорівнює одиниці, тобто, якщо

1 при і = k,
0 при і *  k. (4.10)

Приклад. В евклідовому просторі Еп із скалярним добут­
ком (4.5) вектори

і, = (1, 0, 0, ..., 0), 
е 2 =  (0, 1, 0, ...,  0),

еп = (0, 0, 0, ..., 1)

утворюють ортонормований базис цього простору.
ТЕОРЕМА 4.13. В усякому и-вимірному евклідовому про­

сторі Еп існує ортонормований базис.
Алгоритм побудови за даною системою п лінійно незалеж­

них векторів ά ι , ά 2 , . . . , α η системи попарно ортогональних 
векторів е ,,е2, довжина кожного з яких дорівнює оди­
ниці, має вигляд:

— Ьп — _ . _

е 2  = р гт , де Ь2 = а 2 -  (а2 , е {) е х\
N

h  = π ·  де h  =5з ~{az < h ) h  -<53·βι>βι:

e n = π - де bn = a n ~{ая , е п_х) е п_х -  . . .- (α „ ,
\b n\

Наведений алгоритм називається проц е с ом о рто г онал і з а -  
ц і ї  лінійно незалежних векторів а , , а2,..., ап .

Нехай е х, е 2 , . . . , е п і е{, е2 , . .. ,е'п — два ортонормованих 
базиси в Еп (або Еп) і нехай

е[ = ри е\ + р 2 1е 2 + ... + рпХе п = {е{е 2 ...еп )
ҐР\\Λ 
Р2\

\Рп\ )

е 2 -  р 1 2 е х + Р2 2 е 2 + ... + рп2 е п -  ( е 1е 2 . ..еп )
ҐР\2Л

Р2 2

\Рп2 J

ґ Р\п'
Р2 пK  = Plne \ + P2n h  + ■■■ + Рпп^п ~ ( h e 2 - e n)

тобто перехід від базису е х, е 2 , . . . , еп до базису е [ , е 2 ......е'п
задається матрицею

>11 Р\ 2  ■■■ Ρ\ηλ
ρ  -  Р2 \ Р2 2  ■■■ Р2 п

\Рп\ Рп2 ··· РппУ
О з н а ч е н н я  4.16. Перехід від одного ортонормованого 

базису до іншого називається ортогональним п ер ет вор енн ям  
базису.

О з н а ч е н н я  4.17. Квадратна матриця у і  називається о р ­
тогональн ою,  якщо вона невироджена і yZ~l= y i 7.

ТЕОРЕМА 4.14. Квадратна матриця Р порядку п є орто­
гональною тоді і тільки тоді, коли вона є матрицею ортогона­
льного перетворення базису в Еп (або Еп).



ТЕОРЕМА 4.15. Для елементів ортогональної матриці 
справедливі співвідношення:

Σ  Pi jPk j 
/=i 
η
Σ  Pi jPi k ~
i=1

1 при і = k,
0 при і * k;
1 при j  = k,
0 при j  * k, (i,j,k = 1,2,..., n).

Задача 1. Нехай i j ,  e2, ортонормована система век­
торів тривимірного евклідового простору зі скалярним добут­
ком (4.5). Показати, що система векторів

= Jr (2 е х + 2е2 -  е 3),

а 2 = - е 2  + 2 е 3),

й3 = і ( « і  - 2е2 -  2е3 )

буде також ортонормованою.
Р озв ’ язанн я. Для розв’язування задачі необхідно довес­

ти, що норма кожного з векторів ах, а 2, а 3 дорівнює одини­
ці і скалярний добуток кожних двох векторів дорівнює нулю.

З умови ортонормованості даної системи векторів маємо:

N  = N  = N  = 1;
( e i ,S2) = ( e i , i 3)  = ( e 2 , e 3)  = 0;
( e l , e l ) = ( e 2 , e 2) = ( e 3 , i 3) = l.

Використавши ці рівності при обчисленні скалярних добу­
тків (ά|, ά2), (5 ,, Ξ3), (α2. я3) , дістанемо:

<«|·«2> = ^ ( 4{ 1̂ ’ 1̂) -  2(51.h )  + 4(«1· %) + 4(*1·%) -  2( 2̂.β2) +

+ 4(*2- *з) -  2<βι,β3) + ( е2 , е 3) -  2(е3 , е 3))= і (4 -  2 -  2) = 0;

(5 і,а 3) = і ( 2 - 4  + 2) = 0;

(52-«з) = |(2 + 2- 4) = 0.
Знаходимо довжину кожного з векторів ά [,α 2 ,ά 3 :

|5,| = -|V4 + 4 + l =1; |α2| = 1; |ά3| = 1.

Отже, вектори α(, α2, а3 підпорядковані умовам (4.10) і ут­
ворюють ортонормований базис.

Задача 2. У просторі Ез із скалярним добутком (4.5) дано 
два лінійно незалежних вектори а, = (1; 2 ; 0 ) і й 2 = (0 ; -  3 ; 1) .
Побудувати ортонормований базис у лінійній оболонці цих 
векторів.

Р озв ’ язанн я. Застосовуючи процес ортогоналізації, діс­
таємо:

i 2 = r i2

(1; 2; 0) 
V5

де Ь2 — а2 — (о.2є \)Є\-

Знайдемо Ь2 . Маємо

(й2 ,е ,)  = (0 ;-3 ;1 ) 

<й2 ,е і)е, =■

г  1 2 Λ 
V s ’ V s ’ .

V s .V s ’ V s .

_6_

7 5 ’

62 — й2 — (a 2 , el — (0 ; — 3; 1) н—-==
л/біл/б ’ V5

;0
Звідси

е2

4- (6 ; -  3; 5)
—  = —р=-(6; -  3; 5)

1л/36 + 9 + 25 ^70
5

Ш '  V to ’ л/70 /

Задачі для розв’язування

403. Нехай е х, е 2 , е 3 — ортонормований базис тривимір­
ного евклідового простору. Показати, що система векторів

2 -  1 -  2 -  1 -  2  ~ 2 -  -  2
Щ = з^ і +-з^2 + з « з ;  ^2 = з^ і + з « 2 - 3 ^3 ; гз = 3*1  -

о і
е2 е3 також буде ортонормованою.

З З
404 . Вектори І, t, t2 утворюють базис у просторі Р2 мно­

гочленів від t степеня, не вище другого, простору С [—1; і ] .



2 1Показати, що система векторів 1, t, t -  - j  утворює ортого­
нальний базис цього простору.

405. Многочлени 1, t, t2 утворюють базис у просторі Р2

многочленів від t степеня, не вище другого, простору С [0 ;і] .

Показати, що многочлени 1, V 3 (2 i-1 ) , δ(θί2 -  6/ + і )  утво­
рюють ортогональний базис цього простору.

У задачах 406 і 407 дано лінійно незалежну систему ве­
кторів ά ],α 2 ,ά 3 . Побудувати ортонормований базис в лі­
нійній оболонці цих векторів, використовуючи процес орто- 
гоналізації.

406.  ά, = (0 ;-1 ;2 ) ,  407. а, = (1; 0; 1),
а 2  = (-1; 3; 4 ) , 52 = (2; 1; 2 ),
а 3 = (2 ; 1; 3 ). а3 = (0 ; 1; 1).

У задачах 408 і 409 дано лінійно незалежну систему век­
торів ά[ і а2 . Знайти ортонормований базис у лінійній обо­
лонці цих векторів.

408. = (-1; 0; 2), 409. ά, = (-1; 1; 1),
а 2 = (4; - 1 ;  3). ά2 = (2 ;-1 ;0 ) .

410. Знайти ортогональний базис підпростору, натягнутого 
на систему векторів ах = (1; 2; 2; -  1), а2 = (і; 1; -  5; 3), й3 = 
= (3; 2; 8 ; -  7).

411. Знайти ортогональний базис підпростору, натягнутого 
на вектори ά) = (1; 0 ; 2 ; 1) , а 2 = (2 ; 1; 2 ; 3 ) , α3 = (0 ; 1; -  2 ; 1).

4.5. ВЗАЄМНІ БАЗИСИ В £„. КОНТРАВАРІАНТНІ 
ТА КОВАРІАНТНІ КООРДИНАТИ ВЕКТОРА І ЗВ’ЯЗОК 
МІЖ НИМИ. ЗМІНА КООРДИНАТ ВЕКТОРА ПРИ ПЕРЕХОДІ 
ДО НОВОГО БАЗИСУ

Нехай і [ ,  е2, ..., е п — довільний базис у Еп (не обов’яз­
ково ортонормований).

Твердження 4 .1 .  Сукупність векторів і 1, е 2, ..., е п , 
означених рівностями

( ¥ ' )  = 8 !=

утворюють у Еп базис.

1 при і = у,
0 при і * /, (i, j  = 1, п)

(4.11)

О знач е н н я  4.18. Базис е 1, е 2 , ..., е п називається в за єм­
ним до базису Є|, е 2, .... е п .

Твердження 4 .2 . Для вибраного в Еп базису е {, е2, ■··
..., е п взаємний базис е \  е 2 , ..., е п визначається одно­

значно.
Твердження 4 .3 .  Взаємним до взаємного базису

— 1 —9 — п —е  , е  , ..., е  є початковий базис і ] ,  е 2, ..., е п .

О з н а ч е н н я  4.19. Базиси e t , е2, ..., е п і е\  е 2 , .... е п 
називаються взаємними.

Зауваження  4.8. Для ортонормованого базису є,- = е ‘ , і = \,п . В цьо­
му випадку взаємні базиси збігаються.

З а у в а ж е н н я  4.9. Взаємні базиси в Е2 визначаються за допомогою 
рівностей (4.11) при і, / = 1, 2 . На рис. 4.1 наведений приклад взаємних 
базисів у £2 ·

Нехай х — довільний вектор Еп.
Тоді х = х 1в\ + х2 е 2 + ... + хпе п =

= Xje1 + х2 е 2 + ... + хпе п .
О з н а ч е н н я  4.20. Координати 

χ1, χ 2,..., хп вектора х в початко­
вому базисі називаються контрава ­
ріантними координатами χ , а ко­
ординати , х2 ,..., хп того самого

вектора у взаємному базисі е \  рИс. 4.1

е 2, ..., е п називаються коваріант­
ними координатами х .

У випадку, коли e t , е 2, ..., е п ортонормований базис

х ,  = Xі (/ = 1, л ) .

О з н а ч е н н я  4.21. Матриця £/ = -1|, і,/  = 1,л, де

g i j  = ( e j , бу) ,  називається метричною матрицею  в £„, а її
елементи g i j  — метричними ко ефіц і єнтами  базису
е\*е2 .....е п в Еп.

Твердження 4 .4 .  Матриця ^ ’*=||g‘/||, і, / = 1,л, де 

g 4  = ( е ‘ , e J \ є оберненою до матриці Cj, тобто £/* = ■



За у в а ж ен н я  4.10. У випадку, коли Є[, е2 , .... е п — ортонормований 

базис, матриця £  є одиничною.
Твердження 4 .5 .  Коваріантні і контраваріантні коор­

динати вектора х пов’язані рівностями:

{х1х2 ...хп )= {с1х2 ...хп ) д  , {χ1χ 2 .. .χη )={χιχ2 ...χη ) ^ ~ ι .

Нехай в Еп поряд з даним базисом е х, е 2 , . .. ,еп узято новий 

базис і , ,  е 2, ..., е п , причому формула переходу від e v e 2 , . . . ,en 

до e l t e 2, ..., е п має вигляд

(е1,е2,...,еп)= {ех,е2.....еп)С. (4.12)

де

С  =

І І

Сі с2

За у ва ж ен н я  4.11. Запис елемента Сц матриці С  (див. п.2.2.3) у ви­
гляді cj більш зручний при скороченому запису підсумовування, який 

буде введений у п.9.2.

Твердження 4 .6 .  Якщо е 1 , е 2 , . . . , е п — базис, взаєм­

ний до і] , е 2, ..., є п , то

де

(*!· 2̂’ · ·’ )

xLSi.II Ге2, .,en)v 1

'4 d 2 ... d rl
d\ 4 ... α2

Λ 4 >

(4.13)

Твердження 4 .7 . Якщо і 1, і 2, ..., хп — контрава­
ріантні, а х1 , х 2 , . . . , хп — коваріантні координати вектора х 

у базисі в), е 2, ..., е п , то

( і і і 2...*„)= (ххх2 ...хп ) С  (4.14)

({lx 2 ...xn )= (xlx2 ...xn )z>. (4.15)

З а у в а ж ен н я  4.12. У випадку, коли е 1, е 2 , . . . , еп — ортонормований 
базис, а С  — ортогональне перетворення, то С =  D.

За у в а ж ен н я  4.13. Із формул (4.12) і (4.14) випливає, що матриці
перетворення початкового базису і коваріантних координат вектора X 
збігаються.

Із формули (4.15) випливає, що перетворення контраварі­
антних координат вектора х здійснюється з допомогою обер­
неної матриці С~1. Дійсно,

Ґ  -1 > (  і Λ
x l *•2 2X x

II 1 «A

•n .M
<x  > <x  y

Цим пояснюється назва координат, що використовує ла­
тинські слова с о  — спільно, c o n t r a  — напроти, v a r i o  — 
змінююсь. Зауважимо, що коваріантні і контраваріантні 

координати вектора будуть розглядатися в цьому та 9 -му 
розділах.

Задача 1. Показати, що для х = х'е, + х2 е 2 + х3е 3 є £3 

x 1 = ( х , е і у  х2  = ( х , е 2у  Х3 =(^Х,Є3у
Р озв ’ язання. Помноживши обидві частини рівності

-  1-  2-  з*· -1х = x e t + х е 2 + х е 3 скалярно на е  , дістанемо

= х 1 ( е і , е 1)  + x 2 ( e 2 , e l  ̂+ x3 ( e 3 , e lSJ .

Звідси, враховуючи рівності ( е\ , е^  = 1, ( е 2 , е 1̂  = 0, ( е 3 , е 1̂  =

= 0, що випливають з (4.11), дійдемо до першої рівності в 
умові задачі.



Аналогічно

( х , е 2)  = x 1 (е\>е2) + x2  ( h ’ * 2)  + х3  (е3 , е 2) = х2 ;

( х , е 3)  = х 1( е , ,е 3 ) + х2 (е2 . е 3) + х3 (е3 , е 3) = х3 .

Задача 2. Відносно базису з метричними коефіцієнтами
g n = 4 , g 22 = 3 , g 12 = -3  дано вектор х = (1;2). Знайти
координати х\, х2 цього вектора у взаємному базисі.

Р о зв ’ язанн я. Використовуючи твердження 4.5, маємо

(χ,χ2 ) = ( Λ 2 ) ^  = (1 2 ) ( J  - 3 )  = ( -  2 3 ) ,

Xj = —2 , х2 = 3 .

^  Задачі для розв’язування

412. Показати, що х, = {х,ех) ,х 2 = (х , е2), х3 = (х,£3) .
413. Відносно базису е ],е2 з метричними коефіцієнтами

g u = 4 , g 12 = 3 , g 22 = ® дано вектоР х = (2; 0  · Знайти ко­
ординати х і ,х 2 цього вектора у взаємному базисі.

414. Відносно базису е , , е2 дано вектор л: = (-5; 2 ). Знай­
ти координати хь х2 цього вектора у взаємному базисі, знаю­
чи довжини базисних векторів |£]| = 3, |е2| = 4 і кут між ними

φ = 2π / 3.
415. Знаючи довжини базисних векторів |е,| = \е2\ = ψ3\ =

= 1 і кути між ними
Л

е Іе 2  -  е ІеЗ
\ \

= е 2е 3 = π / 3 , знайти

1 _ су _ О
метричні коефіцієнти g ‘i базису е  , е  , е  взаємного з бази-
СОМ 6 j , #2» ^3 ‘

416. Знаючи метричні коефіцієнти g,y- базису e l t e 2 , e 3 , 
знайти координати векторів цього базису у взаємному з ним

—1 —2 —З базисі е  , е  , е  .
417. Відносно базису е {, е 2 , е 3 з метричними коефіцієнта­

ми « і і = «22 = «33 =  ̂’ «12 = « із  = «23 = 1 / 2  дано вектор 
х = (1; 0; 2). Знайти координати хь х2, Хз цього вектора у вза­
ємному базисі.

418. Знаючи довжини базисних векторів |е]| = |е2| = 1 і кут 

φ = π / 4  між ними, знайти координати векторів е  , е 2 бази­
су, взаємного з базисом Є[,Є2 .

419. Знаючи метричні коефіцієнти £ц = 2 , g 22 = 4 '
g 12 = - 2  базису знайти:

1) метричні коефіцієнти g 11, ^ 12, # 22 базису є 1, е 2 , 
взаємного з базисом e t , e 2 ;

2 ) координати векторів і 1, і 2 в базисі et, е2 ■
420. Знаючи метричні коефіцієнти gj j = 4 , g 22 = 4 .

«33 = 4 - «12 = 2 , « і з = 2 . g 23 = 2 базису e t , e 2 , e 3 , знайти:
1) метричні коефіцієнти g ‘i базису e \ e 2 , e 3 , взаємного з 

базисом в\, е 2, е 3 ;

2 ) координати векторів базису і ' , е 2 , е 3 , взаємного з ба­
зисом е\ , е 2 , е 3 .

421. Довжини векторів базису е ] ,е 2 ,е 3 дорівнюють 1, а 
кути між ними дорівнюють π / 4 . Знайти:

1) метричні коефіцієнти g ‘i  базису е 1,*?2,^ 3 , взаємного з 
базисом β ,,β 2 .β 3 ;

2 ) координати векторів е 1 , е 2 , е 3 базису, взаємного з ба­
зисом е , , е 2 , е 3 .

4.6. ВИРАЖЕННЯ СКАЛЯРНОГО ДОБУТКУ ЧЕРЕЗ 
КООРДИНАТИ ВЕКТОМВ-СПІВМНОЖНИЮВ 
У ДОВІЛЬНОМУ БАЗИСІ £„

Нехай і ] ,  е 2, ..., е п — базис в Еп, х, у  — довільні 
вектори в £„.

Т в е р д ж е н н я  4 .8 .



У\

( х , у ) = І х і У і = ( ? 1 ■■■ х ".
І= 1

ҐУ\Л

(х<у) = Σ  8 1>хіУі  =(*1 -  х п ) $
' ./=1

-1

де

X =  Х ХЄ\ +  Х2 е 2 +  . . .  +  Хп е п  =  Х\ЄХ +  - ї 2 ^ 2 +  ··■ +  Хп  

У = У1еі + У2*2 + -  + = У^  + У2*2 + -  + Уп
Н аслідок 4 .12 .

\xf= Σ  і , / х і  = ( f '  ■■■ χη) ϊ
і./=1

2
|*| = Σ * « * '= (* ι  -  *π 

i=l

1*1 = Σ  i iixixj = (* ι -  χη)&~ 
«./=1

Н аслідок 4 .13 . Кут φ між векторами х і у  визначаєть­
ся за допомогою формул

(Х ' У)
C0S(p = W  =

Σ  f t / * y

Σ Вііу'у1

ДС1 t/i +X2i/2 + ... + JCn£/_ cos φ ------------------------ ^ ---------------------- *n
•y/*1*! + *2*2 + ··· + xnxn ■ ТІУ1У\ + У2У2 + ■·· + УПУп

Σ gliхіУj 
ч - 1COS φ  = ■---- = =

J  Σ  g 1'*,*,· · J  Σ  І ' У іУ]
V <■./=· V <·./=ι

У випадку ортонормованого базису формули для (х , у ), |х|, 
cos φ мають вигляд (4.5), (4.7), (4.9) відповідно.

Задача 1. Знайти в Е2 метричну матрицю і скалярний до­
буток векторів х = 2<?| -  Зе2 і у  = Є\+ 5е2 , знаючи, що |й|| = 
= 1 і |е2| = 2 і кут між векторами е( і е2 дорівнює π / 3 .

Р озв ’ язання. Оскільки g a = (е,·,^) = |е; |2 , a g (/· = 

= = |̂г-||еу J cos , де φ,γ — кут між векторами е; і £·,
г, / = 1, 2, то

£ц = (е і.« і) = |еі|2 =1, g i2 = (e1,e2) = l-2 co sn / 3  = l, 
g 22 = |е2|2 = 4.

Маємо

* К І  У ^ Ч - з ^ - Ш
Тоді

( i , i )  = (2 -3 )(|  Щ )  = (-1  - Ю $ )  = -5 І .

Задача 2. Базисні вектори е|,е2 ,е 3 довільної системи 
координат задовольняють умови

А А  Л
N  = !. N  = 2- N  = !■ ^ е 2 = π /3. ^ з  = *2*3 = π / 2 .

Знаючи координати вершин /4,(1; 1; 0 ) , Л2 (-1 ;0 ;1 ),
/43 (0; 1; -  2 ), А4 (1; 3; 2), знайти:

1) довжину ребер А,А2, AtA}, А,А4;
2) кути між ребрами Л,Л2 і А,А3, AtA2 і А]А4, А,А3 і А,А4.



Р о зв ’ язанн я. Знайдемо координати векторів Л]Л2,
АуА3 , AtA4 . Маємо

Л,Л2 = ( -  2; -  1; 1), Л, Л3 = ( -  1; 0; -  2), Л,Л4 = (0; 2; 2). 

Оскільки

£і 1 = N  = *· &22 = N  = 4. g 33 = |е3|2 = 1,
£і2 = ( і̂'Є2) = 1 · 2 ■ cos π/  3 = 1,

£із = (β„β3) = M -c o s 7t / 2  = 0,
£23 = (^2-^з) = 2 -l-cos7 t/2  = 0

і £Г =
'1 1 (Л
1 4 0
0  0  1

, то за формулою

|х|2 = (*‘ ... Хп ) д

кХПУ

маємо

\Л\АЛ —(—2 —1 і)

= 13. 
Отже,

( 1 1 ( -  2>1
1 4

0
- 1 = ( - 3 - 6  1) - 1

lo 0 U V lj l u

Uji42 1 = Vl 3 .

Аналогічно знаходимо

|АЛ3| = л/5, |/4,Л4| = 2V5 .

Кути між ребрами ЛЛ 2 і AtA3 дістанемо за формулою

_ ( ахА2, л ,л 3 'j
COS А\А2  Л|Л3

\А\А2 И1Л3

Скалярний добуток

i 1 1 °Y - n
2 - 1 1 ) 1 4 ° 0

lo 0 1Λ - 2 j
ί - 1

= (-3  - 6  1) 0 = 3 + 0 - 2  = 1.

Тоді

cos А\А2 АхА2
л/ГЗл/5

Аналогічно

і\А\А2 ,А\А/̂ і = - \ 0 , (А\А3 , Л[Л4  ̂= - 6 ,

/ \
л/5

COS А\А2 Л)Л4
Via

, cos Л[Л3 АхАа З
5 '

Задача 3. Відносно ортонормованого базису дано вектори 
а = (—1; 1; 1; — 1) і 6 = (0; 3; 0; 0). Знайти скалярний добуток 
цих векторів, їх довжини і кут між ними.

Р озв ’ язання. Скалярний добуток знайдемо за формулою

(х , у )=  і> 4 ·  ·
(=1

Оскільки у випадку ортонормованого базису взаємні бази­
си збігаються, то коваріантні і контраваріантні координати 
також збігаються, тому

(5,£) = Σ * Υ .  \х \2 = Σ χιχ1 = ς ( * ! f -
ί=1 (=1 1=1

Звідси

( a , b )  = ( - 1) · 0  +1  · 3 + 1 · 0  + ( - 1) · 0  = З,

\ά\ = (-1 ) +1 + 1 + (-1 ) = 4, |ά| = 2, 

\b\2 = 0 2 +32 + 02 + 02 = 9, |ΐ| = 3.



(Х’У) зНарешті з формули cos<p = |-.у-т- дістанемо costp = -т—г- =
\ЦУ\ 0 ■ і

= і  . Звідси φ = π / 3 .

Σ̂ '  Задач! для розв’язування

422. Знайти скалярний добуток векторів x = 2et -  е 2 і 
у  = е, + Зе2 , знаючи, що |е,| = \е2\ = 1 і кут між векторами е, 
і е 2 дорівнює π / 4 .

423. Вектори е х і е 2 утворюють кут α = π / 6 . Знаючи, 
що |£|| = 3 , |е21 = 4 , обчислити скалярний добуток векторів 
х = і] -  е 2 і у  = 2е| + е 2 .

424. Знайти скалярний добуток векторів а  = е, + 2е 2 і 

Ь = 2е, + Зе2 , знаючи метричні коефіцієнти g u  = 1 , g l2  = 1 , 
g 22 = 4 базису e , , e2 ·

425. Знайти довжину вектора а = 2et + 4е2 , знаючи метри­
чні коефіцієнти gj j = 1, g ] 2 = 5 /16, g 2 2  = 1 базису e t , e 2 .

426. Знайти косинус кута φ між векторами ά = 4e t + 2е2 і 
Ь = 3 е 2 , знаючи метричні коефіцієнти g , , = l ,  ^ 12 = — 1 / 4 , 
g 2 2  = 1 базису Є[, е 2 .

427. Знайти косинуси кутів а  і β, які вектор а = (х, у)  
утворює з базисними векторами е х і е 2 , знаючи метричні 
коефіцієнти £ ц , g i2 , g 2 2  цього базису.

428. Знайти довжину вектора а = (7;- 8 ) , якщо g n = 4 ,

&12 =  ® * § 2 2  =  2 5  ·

429. Довжини векторів базису е х, е 2 , е 3 дорівнюють 1, 
кути між ними дорівнюють π / З . Знайти довжини векторів 
базису е \  е 2, е 3 , взаємного з даним, і кути між ними.

430. Дано вектор ά = ( 7 ; - 8 ) .  Знайти вектор Ь,  що має 
довжину 1, якщо він перпендикулярний до вектора ά  і на­
прямлений так, щоб пара векторів а  і b мала додатну орієн­
тацію, якщо g u  = 4 , g l 2  = 8 , g 2 2  = 25.

431. Знаючи довжини базисних векторів \ех \ = 2 , |е2| = 3 і 
кут між ними φ = ж/3 ,  знайти довжину вектора а = ( - 4 ; 6 ).

432. Довжини базисних векторів афінної системи коорди­
нат |?|І = 4 , \е2\ = 2, а кут між ними φ = π /З . Відносно цієї 
системи координат задані вершини трикутника Л(1;3), 
β (1;0), С(2;1). Визначити довжини сторін АВ і АС цього 
трикутника і кут А між ними.

433. Довжини базисних векторів афінної системи коорди­
нат |е[| = 2 , |<?2| = 1 і кут між ними α = 2 π / 3 . Відносно цієї 
системи координат дано вершини трикутника >4(1; 1), В (5 ;3 ), 
С (3;5). Знайти довжини сторін АВ і ВС цього трикутника і 
кут В між ними.

434. Довжини базисних векторів афінної системи коорди­
нат |ej| = 2 , \е2\ = л/3 , а кут між ними α = 5 π / 6 . Відносно 

цієї системи координат дано два вектори а = (1; 2 ) , b = (2 ; 2).
Знайти кут між векторами а і b .

435.  Відносно афінної системи координат дано трикут­
ник ABC з вершинами в точках >4(1; 1), β (5 ;3 ) , С (3;5),

довжини сторін якого |>45| = л/52, |ЛС| = 4, |ВС| = 7 2^ . Ви­
значити довжини базисних векторів цієї системи координат 
і кут між ними.

436. Відносно афінної системи координат дано прямокут­
ний трикутник >4j3C з вершинами в точках >4(1; 0 ), β(0; 1),
С (3;2), прямим кутом при вершині С і катетами |>4С| = 2, 
|fiC| = 3. Визначити довжини базисних векторів цієї афінної 
системи і кут між ними.

437. Відносно афінної системи координат дано прямокут­
ний трикутник ABC з вершинами в точках >4(1; 0 ), β (0 ;1 ),
С (3;2), прямим кутом при вершині С і катетами |>4С| = 2, 
|ВС| = 3. Визначити довжини сторін >4'β' і А'С' трикутника 
А'В'С' і кут A' між ними, якщо вершини цього трикутника 
мають координати >4'(1;1), β '(2 ;2 ), С '(2 ;4).

438. Знаючи довжини базисних векторів \ех | = |е21 = 1 і 
кут φ між ними, знайти:

1) довжину вектора ά  = (х, у ) ;



2 ) кут а  між векторами ά = (κ',ί/1) і b = ^:2 ,г/2);
3) площу S паралелограма, побудованого на парі векторів 

а і b .
439.  Знайти косинуси кутів а  і β, що вектор а = (х , у ) 

утворює з базисними векторами, якщо |ij| = |і2| = 1. а КУТ 
між векторами e t , e 2 дорівнює φ = π / 3 .

440. Виразити через метричні коефіцієнти g i}- = (β^ ι )  ба-
А

зису е 1 , е 2 , е 3 довжини базисних векторів і кути a Lj = e-fij 
між ними.

441. Знайти скалярний добуток векторів ά = е х + 2е3 і

Ь = - е х+ е 2 , знаючи метричні коефіцієнти = ( е і%е ^  =

'1 при і = /, -  - -= . базису е ,,е9 ,ео.
1 / 2  при і *  / J 1 2 3

442. Знайти довжину вектора а -  2ех + е 2 -  е3 у базисі з
1 при і = /,

метричними коефіцієнтами =
л/3 / 2 при ί * /.

443. Знайти кут φ між векторами ά = (1; 0; 1) і 6 = 
= (—1; 1; — і)у  базисі з метричними коефіцієнтами =

1 при і = /,
1 / V2 при ί *  /.
444. Знайти косинуси кутів а ь а 2, а 3, що вектор а = 

= (х1,х 2,х 3)  утворює з базисними векторами е ,,е2 ,е3 , знаю­
чи метричні коефіцієнти g ij  цього базису.

445. Знайти косинуси кутів φ,, ср2, (рз, утворених вектором
ά = (е1,* 2,* 3)  з базисними векторами e l t e 2 , e 3 , якщо |е[| =

А Л  _
= N  = \Ц = 1 - *1*2 = “ 12- *2*3  = ω 23- *3*1 = ω 31 ·

446. Базисні вектори є , , е2 , е3 довільної системи координат
Л л

задовольняють умови |е[ | = \е2 \ = \е3 | = 1 , Є\Є2 = е , е 3 =
л .

= е 2 е 3 = л / 3 .  Знаючи координати вершин піраміди Л,(0;1;1), 
А2 (1; 0; - 1 ) ,  А3 (і; 1; - 1 ) ,  А4 (2; -  1; 2), знайти:

1) довжини ребер А,А2, A,A}, А,АЛ піраміди;
2) кут між ребрами A,A2 і А,А4.
У задачах 447 і 448 знайти скалярний добуток векторів, 

один з яких заданий своїми координатами де1, x2, х3 в базисі
— — — _ і  _ о  _ о

в\,е2 , е 3 , а другии — координатами у и у 2, у  з у базисі е  , е  , е  , 
взаємному з базисом е у , е 2 , е 3 :

447. x = 2ej + Зе2 + 4е3 -  е4, 
у  = е х -  2 е 2  + і 3 + е 4.
448. χ — 4β| 4* Зб2 + є 3 + 2є4 , 
у  = е 1 -  є 2  + З е 3 -  2 е 4.
449. Знайти скалярний добуток векторів а = (1; -  1; 2; -  2) 

і b = (2 ; 0 ; - 1; 1) і кут φ між ними, знаючи метричні коефіцієн-
’ 2 при і = /,

ти g u = . і, і = 1; 2; 3; 4 базису е , , еп , е - , , ел . 
1 при і Ф /,

450. Знайти скалярний добуток векторів х = 4 е ]-2 е 2 +
+е3 - е 4 і у  = е, + 2е2 + е 3 + е 4 і кут між ними, знаючи дов­

жини базисних векторів |et| = |е2| = |е3| = \е4 \ = V2 і кути між
А А А А А А

ними е хе 2  = Є\в3 = Є\в4 = е 2 е 3 = е 2 е 4 = е 3е 4 = π / 4.
_ _ _ _ 1 _rt _ о

451. Нехай є,, е 2, е 3  і е  , е  , е  — взаємні базиси. Знай­

ти кути Θ; між векторами ві і є 1 (ί = 1; 2; 3), знаючи метрич­
ні коефіцієнти g i j  базису <?], е 2, е 3 .

_  _ _ _ і _ о _ о
452. Нехай е,, е2, е3 і е  , е  , е  — взаємні базиси. Знай­

ти кути Θ; між векторами <?,· і е ‘ (і = 1 ;2 ;3 ), якщо
А Л Л

1*11 = |^2І = Р зІ = 1 > ^1^2 = ω 12 ’ ^2^3 = ω 23· ^3^1 = ω 31 ·
В усіх задачах 453-458 припускається, що координати век­

торів задані відносно ортонормованого базису.
453. Знайти скалярний добуток векторів а = (1; -  1; 1; -  1) і

b = (0 ; 0 ; 3; 0 ) , їх довжини і кут між ними.
У задачах 454-457 знайти кут між векторами ά, і а 2 :
454. а, = (2; 3; 1; 6 ) ,  а2 = (3; 2; -  6 ; - 1 ) .
455. а, = (1; 2; 1; 2 ), а 2 = (2; 1; -  2; -  1).



456. α, = (1; 1; 1; 1), α2 = (1; 1; 3; -  5) .
457. ά , = (1; 0 ; 2 ; 2 ) , ά 2 = (0 ; 1; 1; -  1 ).

458. Знайти чотиривимірний вектор, що ортогональний до 
векторів ( 1 ; 1 ; 1 ; 1) , ( 1 ; -  1 ; -  1 ; 1) , (2 ; 1 ; 1 ; 3) і має довжину 1 .

4.7. ВИЗНАЧНИК ГРАМА. ОБ’ЄМ ПАРАЛЕЛЕПІПЕДА В Е„

Нехай a l ,a 2 , . .. ,ak — вектори в Еп.
О з н а ч е н н я  4.22. Матриця

'<a, Ξ\) ■

,5 ,)  .

називається матрицею  Грама для векторів a l ,a2 ,...,dk .
Приклад І. Метрична матриця є матрицею Грама для 

базисних векторів е 1 , е 2 , . . . ,еп в £„.
Дійсно,

' g\\  · ■ g i n ( Μ )  ■■• ( h Λ Γ

^£л1 ■■■ g n n , S?n~el )  ·

О з н а ч е н н я  4.23. Визначник

(a ,, a ,)  . ■ (й1-^>

(«*.«!>  ·

називається ви значником Грама для векторів d l td 2 , . .. ,dk . 
Приклад 2.

Г(е1, е2,...,еп )= \д\,

де \д\ — визначник д .
Твердження 4 .9 .

Γ(α,,α2 .....ak)> 0 .

При цьому T(al , d 2 , . . . ,ak) = 0 тоді і тільки тоді, коли век­
тори dx,d2 , . .. ,ak — лінійно залежні.

Твердження 4 .10 .  Якщо а , ,а 2 є £ 2 ,то  Г(а, ,а 2 ) = S 2 , 
де S — площа паралелограма, побудованого на векторах 
ά|, ά2 .

Твердження 4.11.Якщо ά|,ά2 ,ά3 є £ 3 ,то Г Ц ,а 2,й3) =
= V2 , де V — об’єм паралелепіпеда, побудованого на векто­
рах ά|,α2 ,ά3 в £3.

О з н а ч е н н я  4.24. Паралелеп іп едом, побудованим на век­
торах a l ,d 2 , . .. ,dk в £„, для яких точка М0 є спільним почат­
ком, називається множина точок М, для кожної з яких 
ОМ = ОМ о + + ... + Xkak , де λ (· є [0,1], і = 1, k , О —
початок координат в Еп.

О з н а ч е н н я  4.25. Об’ємом паралелепіпеда, побудованого 
на векторах d i ,d 2 , . .. ,ak (k < п) в Еп з початком у точці М0, 
називається величина V, що визначається рівністю
V = J r ( d l , d 2 , . . . ,dk) .

За у ва ж ен н я  4.14. Об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах 
ά\,ά2 ..... в Е„, не залежить від вибору спільного початку векторів

а1>®2· · ■
Приклад 3. Об’єм паралелепіпеда, побудованого на бази­

сних векторах і|,е2 ,...,еп в £„, обчислюється за формулою

Убаз = - J r ( ex, е2 .....е п ) = ТІЙ ·

Задача 1. Показати, що площа S паралелограма (рис. 4.2), по­
будованого на векторах ах,а2 у £2, обчислюється за формулою

5 = V r(a ,,a2) .

Р озв ’ язання. S = |aj||a2|sinco = = |aj|a2|V 1 -  cos2 ω =

= Vl5 il2l52 l2 - ( l« ill«2 lcos “ )2 =
laj ||a2 1 cos co

a ,2 <a,,a2)
-2 = Vr (5 l-52 )

( 1’ 2/ a 2

Задача 2. В умовах задачі 2 π.4.6 
знайти об’єм піраміди А,А2А3А4.
5  1-93

Рис. 4.2



Р о зв ’ язанн я. Об’єм піраміди дорівнює 1/6 об'єму пара­
лелепіпеда, побудованого на векторах Л,Л2, Л[Л3, Л,Л4 .

Позначимо Л)Л2 = ά, Л]Л3 = Ь, Л,Л4 = с  . Тоді |й| = -УкЗ, 

|б| = л/5, (с| = 2л/5 , = 1, (й ,с) = - 10, (Ь , с ) = - 6 .

V2  = г (а ,й ,с ) =
(a, a )  ( a , b )  (б,с) 
(b, a} (b,b} (b, с )  
( с , а )  ( c . b}  ( с , с )

13 1 - 1 0 13 1 - 5
1 5 - 6 = 4 1 5 - 3

- 1 0 - 6 20 - 5 - 3 5
= 432.

V = V432 =12λ/3.

Отже, об’єм піраміди ЛИ2Л3Л4 становить (l/b)V = 2л/з .

Задачі для розв’язування

459. Знайти площу S паралелограма, побудованого на ба­
зисних векторах і] і е 2 , знаючи метричні коефіцієнти gj [ = 4 , 
g l 2  = 8 , g 22  = 25 базису , e 2 .

460. Знайти площу S паралелограма, побудованого на ба­
зисних векторах є, і е 2 , якщо |в[| = 2, |е2| = 3 і кут між ними
ω = (3/4) π .

461. Знайти об’єм паралелепіпеда, побудованого на базисних
векторах Є], е 2, е 3 , знаючи метричні коефіцієнти g j , = 3,
g 2 2  = 13, g 3 3 = 3 , g 12 = 5 , g 13 = -1 , g 23 = -5  базису
e ,, e 2 , e 3 .

462. Знаючи метричні коефіцієнти g, t = 2 , g 2 2  = 2 , g 33 = 
= 2 , g l2  = g )3 = g 23 = 1 базису e j,e2 ,e3 , знайти об’єм пара­
лелепіпеда, побудованого на векторах.

463. Знайти об’єм паралелепіпеда, побудованого на базис-
_ А А

них векторах е[,е2 ,е3 , якщо |е,| = |і2| = |і3| = 2, е {е 2 = е хе 3 =
А

= π/3·

464. Довжини векторів базису e t , e 2 , e 3 становлять 2-Уз , 
а кути між ними — π/6 . Знайти об’єм паралелепіпеда, побу­
дованого на цих векторах.

465. Обчислити об’єм V паралелепіпеда, знаючи довжини
його ребер |ол| = 2 , |ов| = 1, |ос| = 3 , що виходять із однієї

Λ Λ
вершини О, і плоскі кути між ними ЛОБ = π/2 , БОС = 

= АОС = π/З.
466.  В умовах задачі 446 знайти об’єм піраміди 

ЛіЛ2Л3Л4.
467. Вектори ά|,ά2 ,...,αη , що виходять з однієї точки, є 

ребрами п-вимірного паралелепіпеда. Знайти висоту цього 
паралелепіпеда, беручи за його основу (л-І)-вимірний пара­
лелепіпед, побудований на векторах α],ά2 ,...,α„_ι.

468. Обчислити об’єм V паралелепіпеда, знаючи довжини його

ребер |ол| = α, |θβ| = b , |ос| = с  і кути БОС = а , СОА = β,
А

АОВ = γ між ними.

4.8. ОЗНАЧЕННЯ ВЕКТОРНОГО ДОБУТКУ В Е .

О з н а ч е н н я  4.26. Йдеться про те, що упорядкована 
сукупність із п лінійно незалежних векторів а 1 , а2 , . .. ,йп в Еп 
має ту саму орієнтацію, що і сукупність базисних векторів 
е\,е2 ,... ,еп , якщо визначник із координат цих векторів у цьо­
му базисі є додатною величиною, тобто

J  2 _ п
(1) а (і) ·■ а (І)

„1 л
а (п) а (п) ■■ а (п)

і протилежну орієнтацію, якщо цей визначник є від’ємною 
величиною.

За у ва ж ен н я  4.15. Якщо визначник із координат векторів 
, а 2 дорі внює 0, то вектори щ ,а 2  лінійно залежні. Вважа­

тимемо, що у цьому випадку упорядкована сукупність векторів 
а 1,а 2 , ■ , а п не має орієнтації.



О з н а ч е н н я  4.27. Векторним добутком  векторів ά],... 
є Еп (я > 3) називається вектор с ,  який позначаєть­

ся символом [a j...ал_і] і задовольняє три умови:

1) довжина вектора с  дорівнює ^Г(ах,...,йп_х) ;
2 ) вектор с  ортогональний кожному із векторів ах,а2,...

1;
3) вектор с  , якщо 3 * 0 ,  напрямлений так, що упорядко­

вана сукупність векторів 5j, а2, ■ ■■, а п_х, с  має ту саму орієн­
тацію, що й сукупність базисних векторів е 1 , е2 , . .. ,еп в Еп.

Зау важенн я  4.16. Для векторного добутку в Е„ виконуються властивос­
ті, аналогічні властивостям для векторного добутку в Ej. Зокрема, необхід­
ною і достатньою умовою лінійної залежності векторів α1? а2  ап_| є рів­
ність нулю їх векторного добутку.

Твердження 4 .12 .  Якщо

йі = +... + a f o e n = fl,(1)e ‘ +... + a {nl)e n ,

η - ί -  a (n- l )e l + -- + a (n-\)e n Λη-1)^1e  + ... + a (л-І)-гл

то

° ( 1) а (і)

а ( п - 1) а 1п - 1) ' ■ °(п-\)
Є1 Є2 ... е п

а 1(1) αψ .. 4 °
\^Л а\п-])

гі

4 п_1) ·

е2 .. еп

З а у в а ж ен н я  4.17. У випадку ортонормованого базису

“(1) αω .. а (л0

[fl l. ..a„_l]  =
а (П- 1) а ( п - 1) ■' а (п -1)
е 1 е 2 .. е п

(4.17)

Задача 1. В умовах задачі 2 п.4.6 знайти площу грані 
А}А2А3 піраміди.

(4.16)

Р озв ’ язання. Площа грані А,А2А3 дорівнює площі трику­
тника AtA2A3, щ о  дорівнює половині площі паралелограма,
побудованого на векторах AtA2  і АхА3 .

-1 -2  —ЗЗнаходимо векторний добуток у базисі е  , е  , е  , взаєм­
ному з даним е х, е 2 , е г . За формулою (4.16) маємо

= л/з(2£‘ - Ь е 2 - е г ).
Г 1 11 1 0 - 2 - 1 1

И і ^ 2  А1А3 1= і| 1 4 0 - 1 0 - 2L 1 *· 1 ДІ
0 0 1 і 1 і 2 і 3

За формулою 

І —12
1*1 = Σ  g l' x ix j  = ( χ \ - χη)&~  

'./=1

знаходимо модуль векторного добутку 

| ^ Л ^ ] | 2 = л/з(2 - 5 - 1 )
( 4 -1 0Ί

&
ί 2^

-1 1 0 - 5
1 0 0 3J l - u

= (13 - 7  - 3 )  - 5  = 26 + 35 + 3 = 64.

Звідси |Ev 2 а ^ 3] |  - 8·

Отже, 5дЛ,Л2Лз = 4 .

Зауваження  4.18. Л2/1з можна знайти за допомогою визначника
Грама

SAA,A2A3 -  ^ Г{А\А2 'А\Аз) ■

Задача 2. Відносно ортонормованого базису е х, е 2 , е 3 , е 4 

простору £ 4 дано три вектори х2 = (1; 0 ; 0 ; 1) ,  х2 = (0 ; 2 ; 0 ; 1), 
х3 = (-1; 1; 2; 0 ). Знайти об’єм паралелепіпеда, побудованого
на цих векторах.

Р озв ’ язання. Об’єм шуканого паралелепіпеда дорівнює 
модулю векторного добутку [ххх2 х3 ].



У випадку ортонормованого базису векторний добуток об­
числюється за формулою (4.17). Тоді

[х хх 2 х 3 ] =

1 0  0 1 
0 2 0 1

- 1 J  _2 _°
Є\ е2 % ^4

0 0 1 1 0 1
= ~ е 1 2 0 1 + #2 0 0 1

1 2 0 - 1 2 0

-в·:
1 0 1 1 0 0

0 2 1 + е 4 0 2 0
- 1 1 0 - 1 1 2

= - 4 е х -  2е2 -  е3 + 4е4;

| [ w 3 ]|2 = 16 + 4 + 1 + 16 = 37.

\[ххі 2 х3]\ = 437 .

Отже, V = V37 .
З а у ва ж ен н я  4.19. Об’єм паралелепіпеда можна знайти за допомогою 

визначника Грама V = J r ( x x,x2 ,x$) ■
Задача 3. Довести формулу (4.16) в Е3.
Д оведення. Нехай х = х 1е х + х2 е 2 + х3е 3, у  = у хе х +

+ у 2 е 2 + у 3 е 3 — вектори в Е3. Тоді за властивостями вектор­
ного добутку в £ 3 маємо

[ху] = [дс'е, + х Ч 2 + х3е 3 ){ухе х + у 2 е 2 + у 3 е 3)]= х 1у 2 [ехе 2] +

+ Xі у 3 І¥ з ] + *  V  [«2*1 } + х2 У3 [ h h } + +х3У1 [53е, ] + * V  [е3е2 ] =

= (х1у 2 -  х 2 у 1 ) [ е іе 2 \ - (х іу 3 -  х3 у 1 )[е3 е ]]+(х2 у 3 -  х3 у 2 )[е2 е 3] 

Оскільки вектор е 3 ортогональний до векторів е х і е 2 , то 

[е,е2] = /ге3 . Звідси ( [ і , і2 \ е3) = k ( e 3 , е 3  ̂= k.

З іншого боку, ( Μ 2 μ 3) = Убаз = ТІЙ · Тому λ = V i^ i і

[ ¥ 2] = ^ 3 ·
Аналогічно

[е2 е г ] = & \
Отже,

[*£] = (-Xіу 2 -  лі2# 1'W \ e 3 - (

(х2 у 3  - х 3 у 2 \І&\еХ =

х ' у 3 -  х 3у х \е2 +

X і X 2 X3

у 1 у 2 ί/ 3

е 1 е 2 Є3

Задачі для розв’язування

469. Відносно базису е х, е 2 , е 3 дано координати векторів 

ά і b : а  = (0; 1; 0 ), b = (2; -  1; 3). Знайти координати вектор­

ного добутку [аб] у базисі е 1 , е 2 , е 3 , взаємному з базисом
А Л Л

е\ , е2, е 3 , якщо |е,| = \е2\ = |е3| = 1 і е хе 2 = е хе 3 = е2е3 = π/4 .

470. Відносно базису е х, е 2 , е 3 дано координати векторів 

а і b : a = (0 ;3 ;l ) ,  f> = (2 ;0 ;l). Знайти координати вектор­

ного добутку [аб] в цьому базисі, якщо |ij| = |e2| = l, |е3| = 2
Л А А

і е хе 2 = π/2, і ,е 3 = е2е3 = π/З .
471. Відносно базису е х, е 2 , е 3 дано координати векторів 

ά і Ь : α = (2 ;-1 ;3 ) ,  & = (0 ;5 ;-2 ) .  Знайти координати век­

торного добутку [άύ] в цьому базисі, якщо |ej| = |е2| = 1,
А А А

|е3| = 2 і е хе 2 = е хе 3 = е 2 е 3 = π/З .
472. Відносно базису е х, е 2 , е 3 дано координати векторів 

а і Ь : а = (і; 2; — 3), й = (0 ;5 ; - 2 ) .  Знайти координати век­

торного добутку [αύ] в цьому базисі, якщо |в]| = 2 , |е2| = 1,
А А А

|е3| = З і е хе 2 = π/3, е хе 3 = 5253 = π/ 2  .
473. В умовах задачі 446 знайти площу грані А,А2А3 пі­

раміди.
У задачах 474-476 відносно ортонормованого базису дано 

три вектори хх,х2 ,х3 . Знайти об’єм паралелепіпеда, побудо­
ваного на цих векторах:

474. хх = (1; 2; 1; 2), 475. хх = (1; 1; 1; 1),
х2 = (0 ; 1; 0 ; -  1), х2  = (1; 0 ; 1; 0 ),
х3 = (2 ; 0 ; 1; 1). х3 = (2 ; -  1; -  1; 1).

476. хх = (-2 ; 0; 1; -  1), 
х2  = (0 ; -  1; 1; 2),
* 3 = (3; 0 ; 0 ; 1).



4.9. МІШАНИЙ ДОБУТОК У Е„. ОРІЄНТОВАНИЙ ОБ’ЄМ 
/V-ВИМІРНОГО ПАРАЛЕЛЕПІПЕДА В Е„

О з н а ч е н н я  4.28. Мішаним д о б утком  векторів a (, ... 
..., ап в Еп називається величина

Твердження 4 .13 .  Якщо

« 1  = 4 ) ^ 1  + -  + a ( \ f n  =a\])e '  + ... + а ^ е п,

α„ = a (n)e x + ... + α , „ = a,' e  + . . .+ аУ ’е(п)е п -  α \
(η )-1

ΤΟ

- # ΐ

а(і) - а(і)
1

а(п) · “ω

а<» ■■ 4 °

... а<Г>

(4.18)

Зау важення  4.20. У випадку, якщо e t , ..., e n — ортонормований базис

<[a1...5n_ , J a n) =
°(1) -  °(1)

аМ -  аМ

(4.19)

О з н а ч е н н я  4.29.  Орієнтованим об’ємом η-вимірного па­
ралелепіпеда, побудованого на векторах Oj,..., ап в Еп нази­
вається мішаний д о б у т о к  векторів α χ,..., ап , тобто

^ = ( f t  Α - , Κ ) ·

З а у ва ж ен н я  4.21. V = 0 тоді і тільки тоді, коли сукупність векторів 
5|, лінійно залежна, V > 0 , якщо сукупність векторів а1, . . . , а п

має ту саму орієнтацію, що й сукупність базисних векторів, V < 0 — у 
протилежному випадку.

За у ва ж ен н я  4.22. Рівність а^а^а^ = V для векторів ,α 2, а 3 є  £ 3 є 
однією із властивостей мішаного добутку в £3.

Твердження 4 .14 .

ν 2 = Г(Я1,...,Й„) = 1/2 , 

де V — об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах

За у ва ж ен н я  4.23. Оскільки для векторів α ,, а 2, ма€ міс1*е рівність 

( а ^ й з )2 = г ( 0[ , 09, а 3) , то для векторів базису е у е 2 . е 3 в £3 матимемо

( W s f  = г (е1.е2'«з)= \<5\ ·

Задача 1. В умовах задачі 2 п.4.6 знайти об’єм піраміди 
А1Л2Л3Л4.

Р озв ’ язання. Об’єм піраміди дорівнює 1/6 модуля міша­
ного добутку векторів у4|у42 , А\А3, ΑΧΑ4 . За формулою (4.18) 
маємо

(Б\А2 Л,Л3], AjA4
1 1 
1 4
о о

-2 -1
- 1  0

0 2

= λ/3(-12) = -І2л/3.

Тоді об’єм піраміди дорівнює 2-Уз .
Задача 2. Відносно ортонормованого базису дано вектори 

Xj = (0 ; 1; І; 1) ,  х2  = (1; 0 ; І; 1) ,  х3 = (1; 1; 0 ; 1) , х4 = (1; 1; 1; 0 ). 
Знайти об’єм паралелепіпеда, побудованого на цих векторах.

Р озв ’ язання. Обчислимо орієнтований об’єм паралеле­
піпеда за формулою (4.19).

Маємо

V =
0 1 1 1
1 0  1 1  
1 1 0  1 
1 1 1 0

= -3.

Тоді V = j—3| = 3.



Задачі для розв’язування

477. Знаючи метричні коефіцієнти g^,  базису e t , e 2 , e 3 , 
знайти об’єм V паралелепіпеда, побудованого на векторах 
(х '.Л *> ). t 1.» 2.!/3), {ζ',ζ\ζή-

478. Знайти орієнтований об’єм V паралелепіпеда, побу­
дованого на векторах а = (x1,* 2,* 3), b = (у1,у 2 ,у 3 ), с  =

= (z1,* 2,* 3), якщо |і,І = \е2\ = \е3\ = 1 , е хе 2 = ω12, е 2 е 3 = ω23,
А

h*\ = “ зі ■
479. Знайти об’єм паралелепіпеда, побудованого на векто­

рах ά = (1; 3; 0 ) , b = (1; 2; 1), c  = (1; -  2; 3) якщо |бі| = |̂2І =
Α Λ Α

= |е3| = 1, е хе 2 = π/2, е {е 3 = π/3, е2е3 = π/3 .
480. Знайти об’єм паралелепіпеда, побудованого на векто­

рах а  = (1; -  1; 1), Ь = (5; 2; -  3 ), с  = (1; 4; -  2) якщо |е,| = |е2| =
А Л Л

= \е3\ = 1 і е хе 2 = е хе 3 = е 2 е 3 = π/З .
У задачах 481-483, знаючи метричні коефіцієнти g [, = g 22 = 

= g 33 = 1. S23 = S \3  = !/ 2 . S 12 = 0  базисУ «t.e2 >«3 · знай™ 
об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах а ,Ь , с  .

481. а = (1; 0; 7), b = (-1; 2; 4), с  = (3; 2; 1).

482. а = (2; -  3; 1), ί  = (1; 1; 2), с  = (3; 1; -  1).

483. а = (-2 ; 1; 5), Ь = (3; 0; 2), с  = (-1; 4; 2 ).
484. В умовах задачі 446 знайти об’єм піраміди А,А2А-іА4 і 

довжину її висоти, опущеної з вершини Л4.
У задачах 485-487 обчислити об’єм паралелепіпеда, по­

будованого на векторах х1 , х 2 , х 3 , х і . (Припускається, що 
координати векторів задані відносно ортонормованого 
базису).

485. хх = (1; 3; 4; -  1), 486. хх = (1; 2; 0; 4),
х2 = (0; 2; 5; 1), х2 = (2; 0; 1; 0),
53 = (1; -  7; -  3; 2), х3  = (0; 4; 1; 2),
х4 = (-2; 5; 0; -  3). х4 = (4; 1; 2; 3).

487. χ , = (1; 2; 3; 4),
*2 = (0 ; 1; 2 ; 3),
53 = (1; 0; 3; 4), 
х4 = (1; 1; 5; 6 ).

488.  Вектори а, = (4; 0; 2; 3 ), а 2 = (0; 1; 1; 2), а3 = 
= (2; 0; 4; 1), а 4 = (1; 2; 0; 4), що виходять з однієї точки, є 
ребрами 4-вимірного паралелепіпеда. Знайти висоту цього 
паралелепіпеда, беручи за його основу 3-вимірний паралеле­
піпед, побудований на векторах:

1) , а 2 , а3 ; 2 ) д2 , с 3 , д4 .
Координати векторів α|,α2 ,ά 3 ,ά 4 задані в ортонормова­

ному базисі.



β  Л ІН ІЙ Н І 
9J ОБРАЗИ В £„

5.1. ПЛОЩИНА І ПРЯМА В £„

Нехай Ек — деякий лінійний /г-вимірний підпростір Еп 
(1 < k < п  -  1) і М0 — фіксована точка простору Еп.

О з н а ч е н н я  5.1. Множина Pk усіх точок М є Еп , для яких

справедлива рівність ОМ = ОМо + х (О — початок коорди­
нат в Еп; х пробігає увесь підпростір Ек), називається 
k-вим ірн ою  п л о щ и н о ю  п р о с т о р у  Еп.

Отже, Λ-вимірна площина Pk простору Еп є результатом
паралельного зсуву підпростору Ек уздовж вектора ОМ о . У 
цьому випадку говорять, що Рк проходить через точку М0 

паралельно підпростору Ек.
Звичайно Р] називають прямою простору Ек, Рп_у — 

гіперплощиною Еп.
ТЕОРЕІМА 5.1. Якщо вектор а. = (а^ а 2 , а п ) (|α| Ф О) ор­

тогональний до гіперплощини Рп_, і Я , проходить через точку 

М0 (е[\ х2 , ■ ··, х%), то рівняння гіперплощини Рп_х має вигляд

<2, (х\ -  Jcf) + а2(х2 -  х2 ) + ... + ап {хп -  х%) = 0
або

а хХ\ + а 2 х2 + ... + а пхп + b = 0 . (5.1)

І навпаки, всяке рівняння, що має вигляд (5.1) за умови, 
що всі ар  а 2 , ■ ■■, а п одночасно не дорівнюють нулю, є рівнян­
ням деякої гіперплощини в Еп.

Рівняння (5.1) називається з а га л ьни м  р і в н я н н я м  г і п е р ­
пл ощини .

З а у в а ж е н н я  5.1. Рівняння (5 .1 ) є рівнянням першого степеня, тобто 
лінійним відносно змінних хх, х2 , ..., хп . Тому гіперплощина є поверх­
нею 1-го порядку в Е„.

О з н а ч е н н я  5.2.  Кутом φ між гіперплощинами Р^_х і 
РЦ_Х називається к ут  м іж в е кт орам и ,  п е р п е н д и к у л я р н и м и  
д о  цих пл ощин .

Т в е р д ж е н н я  5 .1 . Якщо гіперплощини Р'п_\ і за­
дані своїми загальними рівняннями

а[х\ + а 2 х 2 + ■■■ + а ’п х п + ” 0 ;

0 \Х 1 + а 2 х 2 + ■■■ + + ^2 = 0 »

ТО

де а'  = (а [ ,а2 ,..., а'п ) , а" = (а [ , а 2 ,...,а"п ) .

ТЕОРЕМА 5.2. Множина точок М(х{, х2 , ..., хп ) тоді й 
тільки тоді є /г-вимірною площиною Pk простору Еп, якщо во­
на збігається з множиною всіх точок Еп, координати яких 
задовольняють деяку систему з п -  k лінійних рівнянь з 
п невідомими jcj, х2 , ..., хп , для якої ранг основної матриці 
дорівнює числу рівнянь п -  k .

Система з n -  k лінійних рівнянь з теореми 5.2 називаєть­
ся за г а л ьними  р і в н я н н я м и  пл ощини  Рк.

Зокрема, загальними рівняннями прямої Р, у просторі Еп є 
система з (п -  1)-го лінійних рівнянь, для якої ранг основної
матриці дорівнює п - 1. Ця система може бути записана у 
вигляді

де х ° , х °2 ......х°п — координати точки М0 , через яку прохо­
дить Р\, ql , q 2 , . . . , q n — координати деякого (ненульового) век­

тора q є Еп , паралельного Я,. Систему (5.2) називають каноніч­
ними р і вн янн ям и  пр ям о ї  Р  ]. Вектор q = (qx, q2 , ..., qn ) , 
паралельний прямій, називається н а п р я м н и м  в е к т о р о м  
пр ям о ї .



Якщо в системі (5.2) спільне відношення позначити через 
t, то (5.2) можна записати у вигляді системи

Ху =  Ху +
х 2 = х2 + q 2 t,

X =х°  лп + Яп t Є ( -  00, 00),

яку називають парам етричним и  р і в н я н н я м и  п р я м о ї  Р\.
ТЕОРЕМА 5 .3 . Для відстані d  від точки Μ'(χ[,χ'2 ,...,χ'η ) 

до гіперплощини а хХу + а 2 х2  + ··· + апхп + b = 0  має місце 
формула

^ йуХу + &2 Х2 @пхп Ь

- J a f  + а 2  + ... + а 2п

У випадку /г = 2 , тобто у випадку простору Е2, поняття гі­
перплощини й прямої збігаються між собою. Тоді загальне 
рівняння прямої має вигляд ах + b y  + с  = 0  , де вектор а  =
= (а,Ь) перпендикулярний до прямої. Канонічне рівняння 
прямої в Е2 має вигляд

х ~ х 0 У ~Уо 
Р Я

де х, у  — координати довільної точки М прямої; xQ, у 0 — 
координати фіксованої точки Λί0 прямої; р,  q — координати 
ненульового вектора, колінеарного прямій. Звичайно, q/p 
при ρ  Ф 0  позначають через k і називають к ут о ви м  к о еф іц і ­
є н т о м  прямо ї .  Тоді рівняння прямої запишемо у вигляді

У~Уо = k ( x - x 0 ).

При п  = 3 , тобто у випадку простору £3, поняття гіпер­
площини Р2 збігається з поняттям площини простору, а по­
няття прямої Я, — з поняттям прямої простору.

У цьому випадку загальне рівняння площини Р2 має вигляд

ах + b y  + c z  + d  = 0 , 

де вектор а  = (а ,Ь , с ) перпендикулярний до площини Р2.

Канонічні рівняння прямої Р\ мають вигляд

х ~ х 0 У -  У о ζ - ζ 0 

Р Я r
де x, у, z — координати довільної точки М прямої; х0 , у 0 , z0 — 
координати фіксованої точки М0 прямої; р, q, r  — координа­
ти (ненульового) вектора, колінеарного прямій /V

Параметричні рівняння Р\ мають вигляд:

x = х0 + pt,
■У = Уо+Я*’

z = z0 + rt, t Є ( -  00, оо).

Задача 1. Знайти проекцію точки Л(3; 2; 0; -  1) на гіпер- 
площину Ху + 2х2 -  х3 + 4х4 = - 4 1 .

Р о зв ’ я зан н я . З рівняння гіперплощини знаходимо ортого­
нальний до неї вектор а  = (1; 2; -  1; 4 ) . Рівняння перпендику­
ляра до заданої гіперплощини, що проходить через точку 
Л(3; 2; 0; - 1) , має вигляд

х4 +1

11 2

Розв’язавши систему рівнянь

+ 2х2 ~ хз + 4х4 = -41,
Ху -  3 _ х2  -  2  _ х3 _ х4 +1

(5.3)

1 1

знайдемо координати проекції.
Для розв’язування системи запишемо параметричні рів­

няння прямої (5.3):

Ху — t ■+■ З, 
х2 = 2 t + 2 , 
*з = - t ,
χΛ = 4t - 1 .

(5.4)

Підставивши значення Ху, х2 , х3 , х4 у рівняння гіперплощи­
ни, знайдемо t = - 2  . З рівняння (5.4) дістанемо Ху = 1, 
х2  = - 2 , х3 = 2 , х4 = - 9 .  Таким чином, точка Л^І; -  2; 2; -  9) 
є проекцією точки /4(3; 2; 0; -  1) на гіперплощину.



Задача 2. В умовах задачі 2 п.4.1.2 знайти рівняння пло­
щини А,А2А3.

Р о зв ’ язан н я . Нехай М(х, у ,  ζ )  — довільна точка площи­

ни. Тоді вектори АХМ  = (х + 1, у ,  ζ  -  1), АХА2  = (5; 3; 1), 

АуА3 = (2; 2; 3) компланарні. При виконанні цієї умови їх міша­

ний добуток дорівнює нулю, тобто ΑγΜ ■ АуА2 ■ А{А3  = 0 . Якщо

точка М не лежить на площині, то А{М ■ АуА2  · А -^3 *  ® · Тому 
рівняння площини має вигляд

х + \ у  2 - 1  

5 З 1 
2 2 3

= 0 <» 7(х + 1) -  13г/ + 4(ζ -1 ) = 0 о

о  7х - 1  Зі/ + 4г + 3 = 0.

Задача 3. В умовах задачі 2 п.4.1.2 знайти:
1) рівняння прямої А,А2;
2) рівняння висоти, опущеної з вершини А4 на грань А\А2А3. 
Р о зв ’ я зан н я . 1) Скористаємося канонічним рівнянням

прямої (5.2). За напрямний вектор даної прямої можна при­
йняти вектор q = АхА2  = (5; 3; 1).

Враховуючи, що пряма проходить через точку Л [( -1 ;0 ;і) ,  
дістанемо рівняння прямої А,А2 у вигляді

х + 1 _У__ z -  1 
5 3 1 '

2 ) Скористаємося канонічним рівнянням прямої (5.2). 
Пряма проходить через точку Л4 (0; 4; — 1). Тому покладе­

мо x® = 0, х2  = 4, Xg = -1 . За напрямний вектор даної прямої
можна взяти вектор а  — нормальний вектор до площини 
AjA2A3.

З рівняння площини А,А2А3, здобутого в задачі 2 цього 
пункту, маємо: а  = (7 ;-1 3 ; 4 ) . Тоді рівняння шуканої висоти 
набере вигляду

X - 0  _ У - 4  _ Z + 1 х_ у -  4 z + 1
7 - 1 3  4 7 - 1 3  4 ‘

Задачі для розв’язування

4 8 9 . Задані пряма / і точка М в Е2. Знайти:
1) рівняння прямої I' , що проходить через точку М перпен­

дикулярно до заданої прямої;
2) рівняння прямої Γ , що проходить через точку М пара­

лельно заданій прямій:
а) І: — Зх -ь 2г/ — 5 = 0, УИ(-1;2);
б) /: х -н Зг/ — 11 = 0 , М (0 ;3 );
в) /: 2 х - 4 г / - 9  = 0 , Af(1; — 1).
4 9 0 . Знайти рівняння прямої:
1) яка проходить через точку (3; 4) паралельно осі Ох;
2) яка проходить через точку (-2 ,1 ) паралельно осі Оу.
491. Встановити, чи перетинаються в одній точці три прямі:
1) 2х + Зу -  1 = 0 , 2) 4х -  5г/ + 6 = 0 ,

3 х -г/  + 3 = 0 , 5х + 3г/-11 = 0 ,
2 х -г/  + 1 = 0 .  х + 2 г/ -5  = 0 .

В задачах 492-496 дані прямі /t і /2. Знайти рівняння пря­
мої, що проходить через точку М (3 ;2) і точку перетину пря­
мих 1 \ та 12.

4 9 2 . /[: - 2 х  + г/ -5  = 0 , 12. х - 5 і/ - 1 = 0 .
4 9 3 . /j: х + у - 1 = 0 ,  12\ 2х + 2г/-  2 = 0 .
4 9 4 . /j: Зх — 4г/ — 1 = 0 , /2: х — г/ — 2 = 0 .
1 0 с , . х -  2 _ У + 3 , χ + І _ у  -  2
4 9 5 . — , / j .  — ---------- —

і ■ х -  4  -  У + 1 t . х - 2  У4 9 6 . /j. , [2. —  .

497 . Знайти рівняння прямої, що проходить через точку 
перетину прямих х + 2г/ + 3 = 0 ,  2х + Зг/ + 4 = 0 паралельно 
прямій 5х + 8 г/ = 0 .

4 9 8 . Дано сторони трикутника ABC: х -  у  = 0 (АВ),
х + у  -  2 = 0 (ВС), у  = 0 04С). Знайти рівняння висоти, що 
проходить через вершину А.

4 9 9 . Дано вершини трикутника ABC: /4(1; 2 ), В(2 ; - 2 ) ,  
С(6 ; 1). Потрібно:

1) написати рівняння сторони АВ;
2) написати рівняння висоти CD й обчислити її довжину.



500 .  Дано сторону прямокутника Зх -  4у  + 5 = 0 та дві 
його вершини Л (1 ;-3 ) , С (1;2). Знайти рівняння решти сто­
рін прямокутника.

501. Знайти точку В, симетричну точці Л (-2; 4) відносно 
прямої: Зх + у  -  8  = 0 .

502. Дано вершини трикутника ABC: Л (-8 ;3 ) , В (8 ;5 ), 
С(8 ; - 5 ) .  Знайти точку перетину його висот.

503.  Знайти рівняння прямої:
1) кутовий коефіцієнт якої 1/2 і відрізок, що відтинається 

на осі ординат, дорівнює 3;
2 ) що проходить через точку (1; 3) та кутовий коефіцієнт 

якої дорівнює - 2 ;
3) що проходить через точку (-1; 2) і утворює з віссю Ох

кут π/З ;
4) що проходить через точку (3; 7) і утворює з віссю Ох 

кут π/6 ;
5) що проходить через точку (0; 1) і утворює з віссю Ох 

кут π/4 .
504 .  Знайти рівняння прямої:
1) яка відтинає на осях Ох й Оу  відрізки, що відповідно 

становлять 3 і -4  ;
2) яка проходить через точку (3; 1) і відтинає на осях Ох 

та Оу  відрізки однакової довжини;
3) яка проходить через точку (1; 2 ) й відтинає на осях

Ох та Оу  відрізки, відношення відповідних довжин яких 
дорівнює 1 / 3.

505.  Знайти рівняння прямої, що проходить через точку 
( - 6 ; 8 ) та відтинає від координатного кута трикутник, площа 
якого дорівнює 12 кв. од.

506.  Знайти рівняння прямої, що проходить через точку 
(2 ; 2 ) та відтинає від координатного кута трикутник, площа 
якого дорівнює 1 кв. од.

507. Знайти відстань d  між паралельними прямими:
1) х -2 г/  + 4 = 0 ,  2) 2 * - 3 0 - 1  = 0 ,

2 х -4 г / + 5 = 0 ;  - 6 х + 9г/-  5 = 0 .
508.  Через точку (-2 ; 2) провести прямі, відстань до кож­

ної з яких від точки (2; 5) дорівнює 3.

5 0 9 . Через точку (-1; 2) провести прямі, відстань до кож­
ної з яких від точки (6 ; 1) дорівнює 5.

510. Точки Л(1;2), 5 ( - 1 ; - 1 ) ,  С(2; 1) — вершини трикут­
ника. Знайти рівняння бісектриси внутрішнього кута три­
кутника при вершині В.

511. Дані вершини трикутника Л (1 ;-1 ), β ( -2 ;1 ) ,  С (3 ;5 ). 
Знайти рівняння перпендикуляра, опущеного з вершини А на 
медіану, що проведена з вершини В.

512. Дано вершини трикутника Λ ί[(-10 ;2 ) й Λί2 (6 ;4 ) . 
Його висоти перетинаються в точці Ν(5; 2). Визначити коор­
динати третьої вершини М3.

513. Знайти рівняння сторін трикутника, знаючи одну з 
його вершин Л (2 ;- 4 )  і рівняння бісектрис двох його кутів 
х + у  -  2 = 0 та х -  Зу  -  6 = 0 .

514. Знаючи рівняння Зх -  2у  + 6 = 0 однієї зі сторін кута 
та рівняння його бісектриси х -  Зу + 5 = 0 ,  скласти рівняння 
другої сторони кута.

515. Рівняння бічних сторін рівнобедреного трикутника 
2х -  у  + 8  = 0 ,  х -  2у  -  \ 2 = 0 . Точка (4; 0) лежить на основі. 
Знайти рівняння основи.

516. Знайти рівняння сторін трикутника, якщо відомі одна 
з його вершин ( - 2 ; -  2 ) і рівняння трьох медіан: у  = х , х = 2

і х + 2 у  -  6 = 0  .
517. Знайти рівняння сторін трикутника, якщо Л(3; — 1) і 

В(7; 3) його вершини, а М(4; 2) — точка перетину його висот.
518. Знайти рівняння сторін трикутника, знаючи одну йо­

го вершину Л (2;1), рівняння висот ВМ і CM: х + у  + 2 = 0 , 
Зх + 2 у  -  13 = 0 ,  де М — точка перетину висот.

519. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку 
Л(1; 3) так, що середина її відрізка, який міститься між пара­
лельними прямими х + 2г/ + 5 = 0 та х + 2г/+ 1 = 0 , лежить 
на прямій х -  у  -  5 = 0 .

520 . Дано рівняння двох сторін трикутника: 4х + З у - Ь  = 
= 0 ,л :-3 г/ - і-1 0 = 0 . Його медіани перетинаються в точці (2 ; 2 ). 
Знайти рівняння третьої сторони трикутника.

521. Вершинами трикутника ABC є точки Л (2 ;-2 )  та 
β ( 3 ;- 1 ) .  Його медіани перетинаються в точці 0(1; 0 ). Знайти 
рівняння висоти трикутника, яка проходить через вершину С.



522. Знайти рівняння сторін трикутника ABC, якщо відомі 
рівняння двох бісектрис л: + 2г/ -1 3  = 0 ,  х - у  -  5 = 0 і коор­
динати точки Л(7; 8 ) .

проходить через точку 
= (5; 0; 4 ) .

524 . Знайти рівняння площини, яка проходить через точку 
М (2; -  3; 7) паралельно площині 2х -  6 у  -  Зг  + 5 = 0 .

У задачах 525 і 526 знайти рівняння площини, що прохо­
дить через точку Λίο паралельно векторам а  та b .

525. М0 (2; 2 ; - 2 ) ,  5 = (-2 ; 2; -  1), 6 = (1; 2; 3 ).

526 . М0( 1; 2 ; -  5 ) , Б. = (1; -  3; - 1) ,  b = (2 ; 2; 1).
527. Знайти рівняння площини, що проходить через точки 

Λ ί|(ΐ;1; ΐ )  і Λί2 ( - 1; 1; - ΐ )  паралельно прямій, визначеній точ­
ками Л(5; -  2; 3) та 5(6 ; 1; 0 ) .

528 . Знайти рівняння площини, що проходить через
точки Λ ί[(2 ;-1 ;3 ) та ЛІ2 (3 ;1 ;2 ) паралельно вектору
ά = (3; -  1; -  4 ).

У задачах 529 і 530 написати рівняння площини, яка про­
ходить через три точки:

529 . М{ (1; 2; 3 ), 5 3 0 . М, (3; -  1; 2 ),
Λ ί2(1; -1 ; 4 ) , Λ ί2(4 ;-1 ;1 ) ,

Λί3 ( - 1 ;0 ; - 2 ) .  М3 (2; 0; 2).
531. Знайти рівняння граней тетраедра з вершинами в точ­

ках (1; 1; 1) ,  ( - 1; 1; 1) ,  (1; - 1; 1) .  (1; 1; - 1) -
532 . Знайти рівняння висоти піраміди ABCD, опущеної з 

вершини D на грань ABC, якщо D( 1; 4; — 2 ), >4(0; — 1; 1), 
В (3 ;5 ;1 ), С(1; -  3; - 1 ) .

533 . Написати рівняння площини:
1) яка проходить через початок координат перпендикуляр­

но до площин 2х -  г/ + Зг -  1 = 0 , x + 2 у  + z = 0  ;
2 ) яка проходить через точку Λί(1; 1; -  2 ) перпендикулярно 

до площин 2х + 3ζ  = 0 ,  х -  у  + ζ -  1 = 0 ;
3) яка проходить через точку (1; -1 ; 1) перпендикулярно 

до площин x -  у  + Ζ -  1 = 0 ,  2x + y  + z + l = 0 .
5 3 4 . Через точки А(ї; 1; 1) і В(2; 2; 2) провести площину, 

перпендикулярну до площини х + у  -  z = 0 .

(523\ Знайти рівняння площини, яка 
1; 3) й має нормальний вектор h

535. Дано точку А( 1; 2; 3 ), написати рівняння площин:
1) що проходить через точку А паралельно координатним 

площинам;
2) що проходять через точку А та через осі координат.
5 36 . Дано дві точки Л(3; 2; -  1) й В(2; -  3; 1). Знайти рів­

няння площин, які проходять через точки А і В паралельно 
координатним осям.

537. Знайти точки перетину площини х -2 г/ + 4 2 -  8 = 0 з 
осями координат.

538 . Площина проходить через точку Λ ί[(6 ;-1 0 ;1 ) і від­
тинає на осі абсцис відрізок а  = -3  і на осі аплікат відрізок 
с  = 2.  Знайти рівняння цієї площини.

539 . Знайти рівняння площини, що проходить через точки 
Λ ί[( ΐ;2 ; - 1) і М2 (-3 ;2 ;1 ) і відтинає на осі ординат відрізок 
Ь = 3 .

5 4 0 . Знайти рівняння площини, що проходить через точку 
Л (-1; 2 ; 3) й відтинає на координатних осях відмінні від нуля 
відрізки однакової довжини.

541. Знайти рівняння площини, що проходить через точки 
Αί[(-1; 4; - 1 ) ,  М2(-13; 2; -  10) і відтинає на осях абсцис та 
аплікат відмінні від нуля відрізки однакової довжини.

542 . Обчислити об’єм тетраедра, утвореного координат­
ними площинами і площиною, яка проходить через точку 
(3; 5; — 7) та відтинає на координатних осях відрізки однако­
вої довжини.

5 4 3 . Знайти рівняння площини, перпендикулярної до 
площини 2х -  2у  + Аг -  5 = 0 , яка відтинає на координатних
осях Ох та Оу  відрізки а  = -2  , Ь = 2/3 .

5 4 4 . Знайти рівняння площини, яка паралельна вектору
а  = (2; 1; - 1 )  і відтинає на координатних осях Ох та Оу  відрі­
зки а  = 3 , b = — 2 .

5 4 5 . Знайти відстань точки Д(2; 3; 1) від площини
х - 2 у  + 2 + 5 = 0 .

У задачах 546 і 547 знайти відстань між паралельними 
площинами:

5 4 6 . х -2 г/ + 2 - 1  = 0 ,  547. 2 x - y  + 2z + 9 = 0 ,
2х -  4г/ + 2z -  1 = 0 . Ах -  2г/ + 4г -  21 = 0 .



5 4 8 . Знайти висоту піраміди SABC,  опущену з верши­
ни S на грань ABC,  якщо S ( l ; 4 ; - 2 ) ,  А(0; — 1; 1), β (3 ;5 ;1 ) , 
С(1; -  3; - 1 ) .

549 . Знайти площину, рівновідцалену від площин 2 х - 3 у  + 
+2 + 5 = 0 та 2х - З у  + 2 -  7 = 0 .

550 . На осі Οζ  знайти точку, рівновідцалену від площин 
12л: + 9у  -  20г -1 9  = 0 та \6 х -  \2у + 15г -  9 = 0 .

551. На осі Οζ  знайти точку, рівновідцалену від точки 
М(  1; -  2; 0) і від площини Зх -  2 у  + 6г  -  9 = 0 .

У задачах 552-554 знайти рівняння площин, які ділять нав­
піл двогранні кути, утворені двома площинами, що перетина­
ються.

552. jc — 2г/ + 4ζ — 3 = 0 ,  2х + 4г/ - 2  + 5 = 0 .
553 . 2х + 7у  + 2 -1  = 0 , 5л: -  b y  + 2ζ  + 1 = 0 .
554 . 2 x - y  + 3z + b = 0 ,  x + 3 y - 2 z  + 7 = 0 .
555 . Знайти площину, яка в 2 рази більше віддалена від

площини х + у  -  z + 1 = 0 , ніж від площини х + у  -  ζ  -  1 = 0 , і 
не розташована між ними.

556 . Знайти площину, розташовану між площинами 
х -  2 у  + 2 -  2 = 0  та х - 2 г/+ 2 -  6 = 0 , таку, що ділить від­
стань між ними у відношенні 1:3.

557. Знайти рівняння прямої:
1) яка проходить через дві точки Му( 2 ; — 3; 1/2 ),

М2 (3; 5; 3/2);
2 ) яка проходить через точку Λί0 (2 ; 1; — 3) паралельно ве­

ктору а  = (1; -  3; 1) ;
3) яка проходить через точку М у ( - 3; 4; - 5 )  паралельно:
а) осі Ох\ б) осі Оу,  в) осі Οζ.
558 . Написати параметричні рівняння прямої, що прохо­

дить через точку ЛЇ^О; 7; - 2 )  паралельно:
1) вектору а. = (3; -  2; 4 );

2 ) прямій ;
о 4  U

3) прямій x = 3t -  2 ; у  = 2t + 1; 2 = - 3 1 + 3 .
5 5 9 . Через точку Л(3; -  4; 2) провести пряму, перпенди­

кулярну до площини х -  2 у  + 3г -  7 = 0 .

прямій

5 6 0 . Через точку /4(2; 1; 1) провести пряму, паралельну 
площинам х + у  -  z + 1 = 0 і Зх -  у  -  5 = 0 .

561. Через точку (-1; 2; 1) провести пряму, паралельну 
jx  + y - 2 г - 1  = 0 ,
[x + 2 у  -  z + 1 = 0 .

562 . Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку
.„ \2 х + 3 у  + 2 - 6  = 0 ,

Λί(5; -  1; -  3) паралельно прямій U x _ 5 y _ z + 2  = 0

У задачах 563-565 написати канонічні та параметричні 
рівняння прямих, які проходять через дві дані точки Му і М2 .

563 . Af|(2; — 1; — 1) і М2 ( 3 ;3 ;- 1 ) .
5 6 4 . Л1[ (1; -  3; 1) і М2 (2; 4; 2 ) .
5 6 5 . МДО; 2; 1) і Αί2 (2 ;0 ;0 ) .
5 6 6 . Дано вершини трикутника Л (3 ;6 ;- 7 ) ,  β (-5 ; 2; 3) і 

С(4; -  7; -  2 ) . Написати параметричні рівняння його медіани, 
проведеної з вершини С.

567. Дано вершини трикутника А(3; -  1; -  1), В(1; 2; -  7) і 
С ( - 5 ;1 4 ;-3 ) .  Написати канонічні рівняння бісектриси його 
внутрішнього кута при вершині В.

5 68 . Дано вершини трикутника Л ( 2 ;- 1 ;- 3 ) ,  В(5; 2 ; - 7 )  і 
С(—7; 11; 6 ). Написати канонічні рівняння бісектриси його 
зовнішнього кута при вершині А.

5 6 9 . Дано вершини трикутника А( 1; -  2; -  4 ) , В(3; 1; -  3) і
С(5; 1; — 7 ). Написати параметричні рівняння його висоти,
опущеної з вершини В на протилежну сторону.

У задачах 570 і 571 довести паралельність прямих:

5 7 0 . ^ 1  = ^  = !  і ( * + , Т ° :  „З - 2  1 [ л : - г / - 5 2 - 8  = 0 .

571 \х + У ~3г  + 1 = 0, . Jjc + 2г/ — 5г — 1 = 0,
х - у + г + 3 = 0 [х -2 г/  + З г - 9  = 0.

У задачах 572-574 знайти кут між прямими:
е-тл х -  \ _ У -  3 _ ζ - 4  -, х + 3 _ У -  \ _ z + \ 
Ь и ' 2 “ 1 “ 2 1 2 “ 2 “ - 3
573 \х + 2у + 2 - 1  = 0, . \х -  у -  г -  1 = 0,

х - 2 г/+ 2 + 1 = 0  [х -г/  + 2 г  + 1 = 0 .



574. І х  + У = ° ' і ίί/ + ζ = °-

575.

576.

577.

578.

579.

ух -  у  -  0  [г/ -  2 + 2 = 0 .
У задачах 575-577 написати канонічні рівняння прямих: 

j x  -  2 у  + Зг -  4 = 0,
[Зл: + 2г/ -  5 г -  4 = 0.
[5л: + у  + 2 = 0,
[2л: + Зу -  2z + 5 = 0. 
fjc — 2 i/ + З2 + 1 = 0 ,
[2л: + у  -  4 г -  8 = 0.

У задачах 578 і 579 написати параметричні рівняння пря­
мих:

\2х + Зу  -  2 -  4 = 0,
[Зл: — 5г/ + 2г + 1= 0.
\х + 2 у  -  2 -  6 = 0 ,
[2х -  у  + 2  + 1  = 0 .

580.  Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку 
Λ ί[ ( - 1 ;2 ;- 3 )  перпендикулярно до вектора а = (6 ; — 2 ; — 3) і

х - 1 У + 1 2 - 3перетинає пряму —-— = —г— = — — .З 2 -  5
581. Через точку М(2; 1; 1) провести пряму, паралельну 

площинам х -  у  + z + 2 = 0 , х + г/ + 2 г - 1  = 0 .
582. Через точку М(2; 2; 1) провести площину, перпенди- 

х + 2 у  -  2 + 1 = 0 ,
2 х + у  -  z = 0 .

583 . Через точку М(  1; 1; 2) провести площину, паралельну

прямим і = i i z l  = * ± і .
р 2 1 2  1 2  1

584.  Через точку Λί(1; 2; 1) провести площину, паралельну
fjc + 2 г/ — 2 + 1 = 0 , . [2 х -  у  + z = 0 , прямим ·! і ·{
[л:-г/ + 2 - 1  = 0  [х -  у  + z = 0 .

сос π  [ 2х -  г/ + 2  — 1 = 0 , .
585 . Провести площину через пряму < х + у  ζ  0 *

точку М{2 ; 1; 1) .

586.  Через пряму j *  + 2 і о пРовести плоІДинУ.

перпендикулярну до площини X + у  + 2 = 0  .

кулярну до прямої

587. Знайти рівняння й довжину висоти трикутника, 
який відтинається на площині Зх -  у  + 4г -  12 = 0 коорди­
натними площинами; висота, опущена з вершини, що лежить 
на осі Oz.

У задачах 588 і 589 знайти точку перетину прямої та пло­
щини:

588. A ^ l  = ^ ± l  = ^ ± 3 ,  x + y - z  + 1 = 0 .

589 . £ ± 1  = І Ц £  = £ ± і , x - 2г/+ 2 - 1 5  = 0 .
о -  1 -  5

590. Знайти проекцію точки (2; 1; 1) на площину х + у  + 
+З2 + 5 = 0 .

591. Знайти проекцію точки (2; 3; 1) на пряму x = t -  7 , 
у  = 21 -  2 , z = 3 t - 2 .

592. Знайти точку jV, симетричну точці Λί(1; 1; 1) відносно

^ φ . Ι . ί Λ ΐ .

593 . Знайти точку, симетричну точці (4; 1; 6 ) відносно 
.. [х -  у  -  4 г + 12 = 0,

ПрЯМ01 \2х + у  - 2 2  + 3 = 0.
594 . Знайти точку, симетричну точці ( 2 ;- 5 ;  7) відносно 

прямої, яка проходить через точки (5; 4; 6 ) і (-2 ; -  17; -  8 ).
595 . Знайти точку, симетричну точці (1; 3; -  4) відносно 

площини Зх + у  -  2г = 0 .
5 9 6 . Знайти точку Ν, симетричну точці М(  1; 2; 3) віднос­

но площини x + y + 2 z - 6  = 0 .
597. Знайти рівняння спільного перпендикуляра до прямих 

Гл: + 4г + 1 = 0, . ( у  = 0,
[л: -  4г/ + 9 = 0, ' [x + 2z + 4 = 0.

598 . Обчислити відстань від точки М(  1; -  1; -  2) до прямої
х + 3 = У + 2 = 2 - 8  

З 2 - 2  '

У задачах 599 і 600 знайти відстань між прямими:

599  1Х + У ~ Z ~ 1 = ° ’ і [ Х + 2 у  -  2 -  2 = 0 ’
[2л: + у  -  z -  2 = 0 [л: + 2г/ + 22  + 4 = 0 .



2 x + 2 г/- 2 - 1 0  = 0 , x + 7 __j / - 5 __z - 9  
χ  -  у  -  ζ  -  22 = 0, 3 - 1  А '

ку Αί(1; 2; — 3) паралельно прямим
Ζ — О О

601.  Знайти рівняння площини, що проходить через точ 

Αί(1; 2; — 3) пар

х + 5 _ у  -  2 _ ζ  + З 
З - 2  - 1  '
602.  Знайти рівняння площини, що проходить через пряму 

х = 2/ -  1, у  = 3/, 2 =  ̂+ 4 і точку М(3; -  1; 0 ).

603 .  Довести, що прямі х ~  ̂ ^ + ?  = - 7 --  і х = Зі + 7 ,Ζ, О Ί
у  = 2t + 2 , ζ  = - 2 1 + 1 лежать в одній площині. Знайти рівняння 
цієї площини.

6 0 4 .  Знайти рівняння площини, що проходить через 
пряму x = 3f + l ,  y  = 2t + 3 ,  z = - t  -  2 паралельно прямій

2 x - y  + z -  3 = 0, 
х +2г/-  2 -  5 = 0.

У задачах 605 і 606 знайти найкоротшу відстань між доома пря­
мими:

епе х + 7 у  + 4 2 + 3 х - 2 1  У + 5 2 - 26 0 5 . —  = —  = — ,

606. х = 2/ -  4 , у  = - t  + 4 , 2 = -2  ί  -  1; χ = At -  5 ,
у  - - 3 1 + 5 , 2  = - 5 1 + 5 .

607.  З н ай ти  проекц ію  точки  Л(1; 1; 1; 1; 1) п ’ яти ви м ірн о- 

ΓΟ еВКЛІДОВОГО ПрОСТОру На ГІПерПЛОЩИНу X] + х 2 + Х3 -  х 4 -

- х 5 = 1 .
6 0 8 .  Знайти проекцію точки В(0; 1; 2; 3) чотиривимірно­

го евклідового простору на гіперплощину 2 х [ - 3 х 2 +хз + 
+4х4 = 41.

6 0 9 .  Знайти відстань від точки β(1; 2; 0; 3) чотиривимір­
ного евклідового простору .до гіперплощини 3Xj + 2х2 + 6х3 + 
+х4 = 7 .

610. Знайти відстань від точки А( 1; 1; 1; 1; 1) п’ятивимірного 
евклідового простору ДО гіперплощини Xj + Х2 + Х3 + Х4 + 
+х5 = 2 .

611. Обчислити відстань між двома паралельними гіпер- 
площинами чотиривимірного евклідового простору 3xj + х2 -
- х 3 + х4 = 0  і 3xj + х2 -  х3 + х 4 -  2 = 0  .

612. Обчислити відстань між двома паралельними гіперпло- 
щинами п’ятивимірного евклідового простору X) + 2х2 -  х3 + 
+х4 + х  ̂+ 2  = 0  і Xj + 2х2 — Xg + х4 + х^ —6 = 0 .

613. Знайти рівняння гіперплощини, яка проходить через 
точку М(2; -  3; 7; 4) паралельно гіперплощині 2xj -  х2 + х3 -  
-З х 4 - 1  = 0 .

614. Знайти рівняння гіперплощини, яка проходить через 
точку Λί(1; 2 ; 0 ; -  2 ; 3) паралельно гіперплощині Зх[ + 2х2 -  
-4 х 3 + х4 -  х5 + 3 = 0 .

У задачах 615 і 616 знайти рівняння гіперплощин, які рів- 
новіддалені від двох даних гіперплощин.

615. Xj -  Зх2 -  х3 + 4х4 + х5 -  4 = 0 , 4Х[ + х2 + Зх3 + х4 -  
—х^ +1  = 0 .

616. Зх[ + Зх2 -  х3 + х4 + 2х5 -  1 = 0 ,  Xj + х2 -  Зх3 + Зх4 -  
- 2х5 - 7  = 0 .

617. Знайти рівняння гіперплощини, віддаленої від даної 
гіперплощини X] -  х 2 + Зх3 -  5х4 -  2 = 0 на відстань 3 - х  
одиниць.

У задачах 618 і 619 знайти кут між гіперплощинами:
618. Х[ + 2х2 + 2х3 + Зх4 +5 = 0, Зх[ + х2 + 5х3 + х4 -  

-1  =  0 .

619. Зх[ + 2х2 + Зх3 + х4 -  5х5 +7 = 0 ,  2xj + 2х2 + х3 -  
-Зх4 + 2х5 - 1  = 0 .

.. Х[ — 2 _ х2 -  З
1

620 . Знайти рівняння проекції прямої

Хо - 1  х4 + 2
= — = ——j— на гіперплощину 2xj -  Зх2 + х3 + 4х4 +

+4 = 0 .

621. Знайти рівняння проекції прямої Х'  ̂ χο +31 *
~2 ~ = “ 1

Хо + 2 х4 хс -  5 . „
= —1̂ —  = -у- = —  на гіперплощину 3xj -  2 х2 -  х3 + Зх4

—х  ̂ +18 — 0 .



5.2. ГЕОМЕТРИЧНА ІНТЕРПРЕТАЦІЯ РОЗВ’ЯЗКІВ 
СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ

Нехай задана система т лінійних рівнянь з п неві­
домими

а \\х \ + й\2 Х2 + . ■ + а \пхп = й1 >
^ 2 1 * 1 + #2 2 * 2  ■ ■ + а 2 п х п = ь2 ,

а т \ х 1 + а т2 х 2 + ··  + а т п хп

II

і нехай у і  — основна матриця, а В  — розширена матриця 
системи.

ТЕОРЕМА 5 .3 . Якщо r  ( y t ) Ф г  ( В ) ,  то в Еп немає точок, 
координати яких задовольняють систему (система несумісна).

Якщо r ( y i )  = г (& )= п ,  в просторі Еп знайдеться тільки
одна точка М0 (х®,х2 , . . . ,х ° ) , координати якої є розв’язком 
системи (система має єдиний розв’язок).

Якщо r  i y l )  = r  ( β )  = k (1 <k<n),  то множина точок, ко­
ординати яких задовольняють систему, є (я -  k) -вимірною 
площиною Pn.k простору £„ (система має безліч розв’язків, 
причому число вільних невідомих дорівнює я -  k ).

ТЕОРЕМА 5.4. Якщо система однорідна, тобто Ьх = Ь2  = ... 
... = Ьт = 0 , і 1) r  (у і ) = я, то систему задовольняють тільки 
координати точки О (0 , 0 , . . . ,  0 ) (нульовий розв’язок);

2 ) r  (y l ) = k (1 < k < я ) ,  то множина точок, координати 
яких задовольняють систему, є (п -  k) -вимірною площиною Рп_к 
простору Еп , що проходить через початок координат 0(0,0,..., 0).

Н асл ідок  5 .1 . Якщо т = п ,  то однорідна система при 
\А\ *  0  має єдиний нульовий розв’язок, а при \А\ = 0  — без­
ліч розв’язків.

Н асл ідок  5 .2 . Однорідна система при т = п  має нену- 
льовий розв’язок тоді і тільки тоді, коли \А\ = 0 .

Зауваження 5.2. Якщо r ( y l )  = г ( $ )= к  (і < k < η ) , то розмірність
площини Р„.к — площини розв’язків системи, дорівнює числу п - к  віль­
них невідомих.

Задача. Визначити розмірність площини п’ятивимірного 
евклідового простору:

Xj + Зх2 — хз  х 4 ~ 2-^5 =
• 2х[ -  х2 -  2 х3 + Зх4 -  х5 = 1,
Х[ -  4х2 -  х3  + 2х4 + х5 = -2 .

Р о зв ’ я зан н я . Обчислюючи ранги основної матриці

А  =
1 ■1
2 - 1  - 2  
1 - 4  -1

1 - 2Л 
З - 1  
2 1

і розширеної матриці 
( І

8  =
з - і  

2 - 1 - 2  
1 - 4  -1

-2
- 1

1

3^
1

-2
дістанемо r ( y t )  -  r  (8 ) = 2. Число базисних невідомих сис­
теми дорівнює 2 , вільних: 5 - 2  = 3 .

Отже, множина точок, координати яких задовольняють сис­
тему, є тривимірною площиною простору £5.

Задачі для розв'язування

У задачах 622-626 знайти розмірність площин п’яти­
вимірного евклідового простору:

*і -  х 2  -  Зх3 + 2 * 4  -  х 5 = 2 ,

2xj + х2  -  2 х3 + х 4 + Зх5 = З,
4Х[ -  х 2 -  8 х 3 + 5 х 4 + х 5 = 7.

622.

623.

624.

625.

626.

Х[ + 2 х 2 - Х3 ■+* х 4 — Х5 — 2 ,

Х\ х 2 * 3  х 4 х 5 =
2xt -  2 х 2  + 2 х 3 -  2 х 4 + 2 х 5 = 4.

х \ ~  х 2 + З * 3 ~ х 4 + х 5 =
2 х[ -  2 х 2  + 6 х 3 -  2 х 4 + 2 х 5 = 1 0 , 
Зх[ -  Зх2 + 9х3 -  Зх4 + Зх5 = -15 .

2 х х + 4 х 2 -  х 3 + 2 х 4 -  х 5 = 0 ,  
х ( -  2 х 2  + 2 х 3  -  х 4 + 2 х 5 = 0 ,

7х , + 2 х 2 + 4 х 3 + х 4 + 4 х 5 = 0.

6 х[ + Зх2 + 2х3 + Зх4 + 4х§ = 0 , 
4х[ + 2 х 2 + Х3 + 2 х 4 + Зх5 = 0 , 
2х[ + х2 + Х3 + х4 + х§ = 0 .

У задачах 627-631 знайти розмірність площин чотириви­
мірного евклідового простору:

Хі + х2 + 2X3 -і- Зх4 = 0,
Зх[ -  х2 -  х3 + 2 х 4 = 0 ,627.
2 х[ + Зх2 -  х3 -  х4 = 0 , 

Xj + 2 х 2 + Зх3 -  х4 = 0.



629.

630.

631.

2xj — x2 + 4x3 + 3x4 = 0, 
Xj + 3 x 2 -  2 x 3 -  x 4 =  0 , 

3jC| + 5 x 2 -  3x3 + 2x4 =  0, 
2 xy - 1  \x2  + 17x3 + 8x4 = 0

Xj 3 x 2 — 4x3 4- x 4 = 0, 
3xt -  2 x 2 -  5x3 -  4x4 = 0, 
5xj -  8 x 2  - 1 3x3 -  2 x 4  = 0 , 
4xj +  2 x 2  -  2 x3 -  10x4 =  0 .

3 x j 5 x 2 ~ 8 x 3 + x 4 = 0 , 
Xj + 3 x 2 + 2 x 3 — 5 x 4 = 0, 

5x[ + x 2 -  4 x 3 -  9 x 4 = 0, 
7x , - 7 x 2  -  1 7 x 4 = 0.

x x -  3 x 2 + 4 x 3 -  x 4 = 0 ,  
3 x j — 2 x 2 + 5 x 3 + 4 x 4 — 0, 
2x| + x 2 + x 3 + 5 x 4 = 0,

X[ + 4 x 2  -  3x3 + 6x4 = 0.

ЛІН ІЙ Н І 
v!) ОПЕРАТОРИ

6.1. ОЗНАЧЕННЯ ЛІНІЙНОГО ОПЕРАТОРА

Нехай L і М лінійні простори.
О з н а ч е н н я  6.1. Лінійним опе ратором  А, що діє із L в М, 

називається в і д п о в і д н і ст ь  між векторами цих просторів, яка 
кожному вектору х є L ставить у відповідність цілком певний 
вектор у  є  Μ , що називається о б р а з о м  в е к т о р а  х і позна­
чається символом у  = Л (х), причому для будь-яких елементів 
Х[ і х2 простору L і будь-якого дійсного числа λ  виконують­
ся співвідношення:

1. А{ χ  і + х г)=Ж х і)+Л( х 2). 2. Α (λχ  )=ЛА( х ).
З а у в а ж е н н я  6.1. Якщо простір L збігається з простором М,  то ліній­

ний оператор, що діє в цьому випадку з L в L, називається також  лі н і й ­
ним п е р е т в о р е н н я м  п р о с т о р у  L.

З а у в а ж е н н я  6.2. Лінійний оператор А, що діє із Ln в Z./, називається 
лі н і йним функц і о налом .

Приклад 1. Оператор, який ставить у відповідність кож­
ному вектору x eL  сам цей вектор, є лінійним. Він назива­
ється т от ож ним  і позначається буквою Е, так що Е(х) = х .

Приклад 2. Оператор, який ставить у відповідність кож­
ному вектору x eL  вектор λ χ  , XeR  є лінійним.

Геометрично лінійний оператор Α (χ )= λ χ  в Еп (або в Еп) 
при Я> 0  є однорідний розтяг (стиск) усіх векторів простору з 
однаковим коефіцієнтом розтягу (стиску). При Л<0 розтяг 
(стиск) усіх векторів простору супроводиться симетричним 
відображенням їх відносно початку координат.

Задача. Нехай е х, е 2 — базис простору і х = Х]<?[ + 
+х2е2 — довільний вектор цього простору. Переконатися, що 
перетворення простору й = А(х) = х ^  + ах 2 е 2  є лінійним (a e R ).

Р о зв ’ язан н я . Для доведення лінійності перетворення слід 
переконатися у виконанні умов:

А(х + у )  = А{х) + А(у ) ,



А(Лх )=ЛА( х ),

д л я  дан ого перетворен н я.
Нехай розклад довільного вектора у  є Е2 У базисі е х, е 2  

має вигляд у  = у хе х + у 2 е 2 , тоді

X +  у  =  (xj +  У  у ) β χ +  (х2 +  у 2 ) е 2 І λ X =  λ  Χχβ χ +  λ х2 е 2  . 

Отже,

А(х + у )  = ( χ χ + у х) е х+ а  (.х2 + у 2 ) е 2  = (ххе х + а  х2і 2) +
+ ( ухе х + а  у 2 е 2)= A(x)+A(y\

Α(λ χ )  = λ  xxe x + α  λ  x2e2 = λ  (xxe x + a  x2 e 2) = λ  Л(х) .

Геометричне перетворення А є розтяг (стиск) простору Е2 

в напрямі вектора (?2 (рис. 6 . 1).

Задач! для розв’язування

632. Нехай е х, е 2 — базис простору і х = ххе х + х2 е 2  — 
довільний вектор цього простору. Установити, чи є лінійними 

такі перетворення простору £ :̂
І. й = А(х) = а  хххе х + а  2 х2 е 2  ; 2. й  = А(х) = ххе х;
3. й = А(х) = (хх + Зх2 )ех + х2 е 2 ; 4. й  = А(х) = ххе х -  2х2 е 2 ;
5. й = А(х) = ххе х; 6 . й = А(х) = ххе х + ххе 2 .
Вияснити геометричний зміст цих перетворень.
633 . Які із таких перетворень простору Е3 є лінійними?
а) Л(х) = (х2  + х3, 2хх + х3, ЗХ[ -  х2 + Х3 );

б) Л(х) = ^2х[ +х2 ,хх + х3 ,(хд)2),
де  через х х, х2, Х3 позначені координати довільн ого вектора

х у деякому базисі.
6 3 4 . Довести, що 

операція диференцію­
вання є лінійним опера­
тором простору Р„ мно­
гочленів степеня не ви­
ще п.

6 3 5 . Довести, що 
операція проектування в 
просторі £3  на площину 
хОу  є лінійним опера­
тором.

636. Довести лінійність таких операторів, визначених в 
просторі С[а,Ь\ для усіх неперервних на [а,Ь\ функцій:

a) g ( t )=A( f ( t ) )=t  f ( t ); б) g(t)=A(f(t))=f(t)-<p(t),  
де <p(t) фіксована функція неперервна на [а,b).

6.2. МАТРИЦЯ ЛІНІЙНОГО ОПЕРАТОРА

Нехай А — лінійний оператор, що діє із Ln в Lm, і рх, 
р2 , . . . ,рп і qx,q2 , . . . ,qm — фіксовані базиси просторів Ln і Lm 
відповідно.

Якщо розклад вектора Л(р() у базисі qx,q2 , . . . ,qm має ви­
гляд

Мрі )  -  Σ θ /ii/' 0 - 1.2 , . ...п) 
/=і

або в розгорнутому вигляді:

А( Р і ) = а \\Я\ + а 2 іЯ2 + -  + а т\Ят = (Я\ -Я т )

ґ „ \ 
а 11

\а т\ ;

Г а \2 ^

А(Р2 ) = а 1 2 Яі+ а 2 2 Я2 + - + ат2 Ят = (?!···?*)

\ a m 2 j

АІЇп ) = а ІпЯ\+а2 пЯ2 + -  + amnqm = (qx.. ,qm )

\а тп J
то матриця

/ _
[ α11 α12 · ■ a l n '

II α21 α22 ■■ a 2 n

am2 ■ amnJ

утворена із коефіцієнтів цього розкладу, називається м ат ри ­
ц ею  о п е р а т о р а  А у парі базисів рх, р 2 , . . . ,рп і qx,q2 , . . . ,qm .



Говорять, що матриця y lq p  задає оператор А у цій парі ба­
зисів.

Оскільки кожний вектор X eL n є матрицею-стовпцем сХ 
висоти п, утвореною із координат цього вектора в базисі 
р 1 , р 2 , . . . ,рп , а кожний вектор у  e L m є матрицею-стовпцем ^
висоти т, утвореною з координат цього вектора в базисі 
ξ γ , ξ ϊ .....qm , то зв’язок між координатами векторів х і
у  = А(х) можна записати матричними співвідношеннями:

тобто y t = X a i j X j  (i=l,2,...,m).
/=>

Якщо оператор А діє із Ln в Ln, то досить зафіксувати 
один базис p j,р 2 , . . . ,рп · При цьому вектори Л(/5(·) потрібно
розкласти в цьому базисі.

Якщо розкладання в даному базисі має вигляд

Мрі)= Σ α /iPj - (*=1.2......rt),
/ = 1

то матриця оператора А запишеться так:

а \ 1 а 12
а.•21

\а пІ

а .22

η 2

“ 1 п 
а2 п

Зв’язок між координатами векторів х і у  -  А(х) запи­
шеться матричним співвідношенням

звідки випливає, що координати вектора у  виражаються че­
рез координати вектора х за формулою

п
Уі = Σ αίίχ ,· (і=1,2,...,п).

/=1

Приклад 1. Нехай у  = Е(х) = х . У будь-якому базисі ма­
триця тотожного перетворення має вигляд

f \ 0 
0  1

0 Л
о

о о 1

Приклад 2. Нехай у  = Ν{χ) = б . У будь-якому базисі ма­
триця нульового перетворення має вигляд

[ 0  0  ... 0 Л 
7?= 0  0  -  0

,ο о .:. 0 ,

Приклад 3. Нехай у  = А(х) = λ х .Матриця подібного пе­
ретворення в будь-якому базисі має вигляд

ҐХ 0  ... 0 Л 
λ ... 0А - о

, 0  0  ... λ  j  

Задача 1. Знайти матрицю лінійного оператора
у  = А(х) = 2xle l + (5xj -  Зх2 ) е 2  -  (бх2  - х 3 ) е 3 .

Роз в ’ яз анн я. Вектор у  = 2Х[Є[ + (5х[ -  Зх2 )е 2 ~ (бх2 ~ хз )^з·  
Тому

У\ = 2хь 
у 2 = Ьх\ -  Зх2, 
у 3 = -  6х2+х3 

матриця оператора
А(і)

і
має вигляд

(2 0 0^ \ / 1 «
y t  = 5 - 3  0 \ / Ш  y  ,

to - 6  l j Г о  J *  x *

Задача 2. Оператор рис е.2
А повертає усі вектори
площини хОу  навколо початку координат на кут а  проти годин­
никової стрілки. Знайти його матрицю в базисі і , / .

Р о зв ’ язан н я. Розглянемо дію оператора А на базисні век­
тори (рис. 6 .2 ):

co sa і +Sin a  / = f  / ^ n a )

A (/ )= -  sin α  Ί + cos a  J  = £ J  ) ( " “ " “ )·

Звідси,

cosa - s in  a  
l^sina cosa



3̂ .  Задачі для розв’язування

637. Знайти в базисі е х, е 2  матриці таких лінійних опера­
торів простору /,2:

1) й  = А(х) = + ххе 2  ,
2) й = А(х) = х2 е 2 ,
3) й = А(х) = + (*[ + 2jc2 )e2 ,
4) й  = /l(jc) = (х[ -  4х2)?і + *2^2 ■
638. Знайти в базисі е\,е2 , е 3  матриці таких лінійних опе­

раторів простору L3:
1) й = А(х) = {х\,х2 ,0)\
2) й = Л(х) = (х3 ,х2 ,хх)·,
3) й  = А(х) = (x[ -  х2 + x3 ;2xi + Злс2 -  * 3 ;*1 + Зх2 + 2х3);
4) й = Л(х) = (х[ -  jc2 + х3 ; - х 3 ; -х 2).
639. Оператор А повертає усі вектори площини хОу  на 

кут — π/2  навколо початку координат. Знайти матрицю цьо­
го оператора в базисі i , j  .

640.  Оператор А повертає усі вектори площини хОу  на 
кут а  за годинниковою стрілкою. Знайти матрицю цього опе­
ратора в базисі і,/  .

641. Оператор А повертає усі вектори площини хОу  на 
кут тг/ 6 навколо початку координат. Знайти матрицю цього 
оператора в базисі i , j  .

642. Оператор А проектує усі вектори площини хОу  на пря­
му у  = у/Зх. Знайти матрицю цього оператора в базисі i , j  .

643 .  Оператор А проектує усі вектори площини хОу  на 
пряму у  = і/у/Зх.  Знайти матрицю цього оператора в ба­

зисі і , / .
644.  Нехай А — поворот звичайного тривимірного прос­

тору на кут φ  навколо осі:
1 ) О г \  2) Оу\ 3 ) Ох.
Знайти матрицю цього оператора в базисі i , j , k  .
645.  Оператор А ортогонально проектує усі вектори зви­

чайного тривимірного простору на площину:
1) хОу,  2) xOz\ 3) yOz.
Записати матрицю цього оператора в базисі i , j , k  .

646. У просторі Рп многочленів від t степеня не вище п 
знайти матрицю оператора диференціювання в базисі е0 = 1,

е \ -  t, е 2  -  2 J ,···.е п - п\ '
647. Який геометричний зміст мають лінійні оператори 

простору Εβ, матриці яких відносно деякого прямокутного 
базису е\,е2 , е 3 мають такий вигляд

( 1 0 0 ) f l 0 0 \
1) 0 1 0 , 2 ) 0 4 0

1° 0 - l j lo 0 u
fo 0 fo 0 0>!

3) 0 1 0 * 4) 0 0 0

ІО 0 l j lo 0 u
648. Знайти матрицю у і  лінійного оператора, що пере­

водить лінійно незалежні вектори

δ 1 = (α11..... а 1п)

п = (а пІ' - ' а пп ) 

простору Ln відповідно у вектори

Ь\ = (&Ц. —Л я )

= (b n l ' - ’ b n n )

649.  Знайти лінійний оператор, що переводить вектори 

ή  = (2; 3; 5; 0), ά 2  = (0; 1; 2; 0), ά 3 = (і; 0; 0; О} άΑ = (0; 0; 0; 1)

відповідно у вектори

= (1; 1; 1; 0), Ь2  = (і; 1; -1 ; 0), Ь3 = (2; 1; 2; 0), ЬА = (0; 0; 0; 2).

6.3. Д ІЇ НАД ЛІНІЙНИМИ ОПЕРАТОРАМИ

Нехай А і В — два лінійних оператори, що діють із 
лінійного простору L' у лінійний простір L".

О з н а ч е н н я  6.2.  Сумою  о п е р а т о р і в  А і В називається лі­
нійний оператор А+В, що визначається рівністю

(А + В\х)=  А{х)+ В(х) .



О з н а ч е н н я  6.3. Д обутком  лін ійно го  оп е ратора  А на скаляр 
λ  називається лінійний оператор АА, що визначається рівністю

(λ А\х) = λ (Л (х )).

О з н а ч е н н я  6.4.  Оператор —А = (-1  )А називається про­
тилежним оператору А.

О з н а ч е н н я  6.5.  Нульовим оператором, що позначається 
символом О, називається оператор, що відображає усі елеме­
нти простору L' у нульовий елемент простору L".

Оператор О діє за правилом 0 (х )  = 0 .
ТЕОРЕМА 6.1. Множина L{L', L") усіх лінійних операто­

рів, що діють із L' в L" з операціями суми і множення на 
скаляр, нульовим оператором і протилежним оператором, 
означеними вище, утворює лінійний простір.

ТЕОРЕМА 6.2. Якщо в деякому базисі {р , } простору Ln і 
в базисі {^} простору Lm оператору А відповідає матриця у і ,

а оператору В — матриця В, то сумі операторів А + В в цих 
базисах відповідає матриця у і  + В

ТЕОРЕМА 6.3. Якщо у і  — матриця оператора А в базисі 
{pi) простору Ln і базисі |^-| простору Lm, то λ у і  —

матриця оператора ЛА в цих базисах.
О з н а ч е н н я  6 .6 . Д о б у т к о м  о п е р а т о р і в  А і В, що діють із 

L в L, називається лінійний оператор АВ, який діє за прави­
лом (АВ\х)  = А(В(х)),  тобто спочатку на вектор X діє опе­
ратор В, а потім на вектор В(х)  — оператор А.

ТЕОРЕМА 6.4. Оператору АВ відповідає добуток відпові­
дних матриць у і%.

Для оператора А, що діє із L в L, можна визначити нату­
ральний степінь Ап як добуток п операторів, рівних А.

Задача. Оператор А проектує 
усі вектори площини на пряму 
х=у,  а оператор В повертає їх 
навколо початку координат О на 
кут π / 4. Як діє на вектор X опе­
ратор А + В?  Знайти матрицю 
цього оператора.

Р о зв ’ я зан н я . На рис. 6.3 по­
казано, як за даним вектором х 
побудувати вектор (А+В){; і) .

Для того щоб розв’язати задачу аналітично, запишемо матри­
цю у і  оператора проектування векторів площини на пряму у  = х:

Л (Г )= і/ 2Г + і / 2/,

A(j )=  1/ 2Г + 1/ 2/
_ Г і / 2  1 / 2 оскільки

і матрицю В  оператора повороту усіх векторів площини хОу  
навколо початку координат на кут π / 4:

В = ОСКІЛЬКИ β ( ί)=  V2 / 2 f+  V2 / 2/,
b (J)= -V 2 / 2F + V2 / 2/.

Тоді матриця оператора А+В матиме вигляд 

1 + л/2)/2 il-V 2 )/ 2 N
1 + V2 j/  2 (l + V2 j / 2/

Для того щоб знайти координати вектора (А+В)(х  ), по-

V2 / 2  -л/2 / 2 І
V 2 / 2  V 2 / 2

У ! + Я  =

трібно помножити матрицю УІ+В  нз вектор-стовпець

складений з координат вектора х :

' {  + Д ) / 2  ( - V 2 ) / 2

, (  + V2 ) / 2  (  + λ/2 ) / 2
(А+В)(х)=

f  \ + λ/ 2  ·
2

1 + λ/2

χ  -f

X +

2
1 + уі2

1 + V2 , 1 - λ /2-X 4- - I +

/·2 24 /

Задачі для розв’язування

650.  Дано два лінійних перетворення Е3: 
x' = - х  + 4 у  + 3 z, x' = - 2 х  + 6 у  + 4,5г,
у'  = 4х + Ьу + z, (Л) і у '  = 6 х + Ту + l,5z, (В),
z' = 2х + &у + 9z z' = Зх + 12 у  +1 Зг
Знайти ЗЛ -  2В.
651. Дано лінійні перетворення Е3:
x' = х + у,  x' = у  + z,
y '  = у +z, (Л) і y '  = X+Z, (В),  
z' = X + Z z' = X + у
Знайти перетворення АВ і ВА.



652.  Під дією оператора А кожний вектор площини хОу  
повертається на кут π/З.  Знайти координатне зображення 
оператора А + Е.

653.  Оператор А кожний вектор площини хОу  проектує 
на вісь Ох, а оператор В  — відображає симетрично відносно 
бісектриси І та III координатних кутів. Знайти матриці опера­
торів АВ і ВА.

654.  Нехай А — оператор повороту площини хОу  навколо 
початку координат О на кут π /б ,  а В  — оператор проекту­
вання векторів на вісь Ох. Як діють оператори АВ, ВА, А + В? 
Накреслити рисунок. Знайти матриці цих операторів.

655.  Оператор А відображає усі вектори площини хОу  
симетрично відносно осі Оу  і розтягує їх у 2 рази. Накресли­
ти рисунок. Записати матрицю цього оператора. Знайти Ах  , 
де х = Зі + 5/ .

6 5 6 .  Оператор А проектує усі вектори площини хОу  на 
пряму у= -  х, а оператор В повертає їх  навколо початку 
координат О на кут π / б .  Як діють на вектор X оператори 
А + В, 2А, 2В, 2А -  В?  Виконати рисунок. Знайти матриці 
цих операторів.

657. Показати, що матриця визначає ліній­

ний оператор, який повертає усі вектори площини хОу  на кут 
π / 2  і множить їх на число а.

658. У просторі всіх многочленів від t позначимо через А 
оператор диференціювання, а через В  — оператор множення 
на незалежну змінну A(p(t)) = p'(t), B(p( t ) )  = t p ( t ) . Знайти 
оператор АВ -  В А.

659.  Під дією оператора А кожний вектор площини хОу  
повертається на кути а. Знайти матрицю оператора А2.

660. Показати, що усякий оператор проектування задоволь­
няє співвідношення Р 2 = Р.

6.4. ВЛАСНІ ЧИСЛА І ВЛАСНІ ВЕКТОРИ ЛІНІЙНОГО
ОПЕРАТОРА

Нехай А — лінійний оператор, що діє із Ln у ΖΛ
О з н а ч е н н я  6.7.  Число λ  називається вла сним  числом,  

або вл а с н им  з н а ч е н н я м ,  оператора А, якщо існує ненульовий 
вектор х такий, що А(х) )=Ях .

При цьому вектор х називається вла сним  в е к т о р о м  опе­
ратора А.

Надалі при розв’язуванні задач розглядатимуться лише 
дійсні власні числа оператора. Тоді власний вектор х харак­
теризується тим, що даний оператор А ставить вектору х у 
відповідність вектор у  , колінеарний х (два вектори Ln нази­
ваються к ол ін еа рними ,  якщо їх координати пропорційні).

Приклад 1. Для тотожного оператора £(х ) = х  будь-який
вектор х ф 0  є власним, власне число якого дорівнює одиниці.

Приклад 2. Для оператора розтягу простору Еп з коефіці­
єнтом розтягу λ  будь-який вектор х * 0  буде власним з влас­
ним числом Л.

Приклад 3. Поворот площини Е2 на кут а ,  відмінний від 
0 і 180°, дійсних власних векторів не має. Якщо ж а  = 0° або 
180°, то будь-який ненульовий вектор є власним. У першому 
випадку λ= 1, у другому λ  = - 1.

О з н а ч е н н я  6 .8 . Якщо А  матриця оператора А в довільному 
базисі, то рівняння \y t~ Α<ίΓ| = 0  або в розгорнутому вигляді

Qj i — λ α 12 ■ °1 η
α 21 α 22 ~ ^  · α 2η = 0

α η\ α η2 α η η  ~ ^

називається х аракт ери ст ич ни м  р і в н я н н я м  оператора А.
Справедливі твердження.
Кожний корінь λ  характеристичного рівняння є власним 

числом оператора А і навпаки.
Якщо λ — який-небудь із коренів характеристичного рів­

няння, то відповідний йому власний вектор x визначимо, 
розв’язавши матричне рівняння ( у [ - \ £ ) х = 0 , або, що те 
саме, систему рівнянь

(°11 -Л )х 1 + а 1 2 х2  + ... + а 1 „х„ = 0 ,

0 2 1* 1  + (а 22 -  + ■■· + а 2 пхп = 0 .

а пІх \ + а п2 х2 + -  + (а пп  -  ЛК  = 0 ,

де х\, Х2 , ■■■, хп — координати вектора х =

' х  Λ

\x n J



О з н а ч е н н я  6.9.  Якщо у і  — матриця оператора А у де­
якому базисі, то власні числа і вектори оператора А назива­
ються власними числами  і власними в екторами  матриці у [  
у цьому базисі.

Задача. Знайти власні вектори і власні числа лінійного 
оператора, який у деякому базисі е х, е 2 , е 3 простору L3 має 
вигляд

У\ = х і,
у 2 =  6Х\ +  2 x 2  -  Зл:з,
Уз = 2х2 + Зх3.

Р о зв ’ язан н я . Складемо характеристичне рівняння

1 - λ  0  0  
6  2 -  λ  - З
0  2 3 -  λ

= 0  о  (1 -  λΧ2 -  λΧ3 -  λ ) + 6(1 -  λ ) = 0  о  

( 1 - λ ) ^ 2 -  5λ + 12)= 0
λ  = 1,
λ 5 ± ί·\/23ο  (1 -  λ )1λ  -  ολ + 1  ζ  ;= (J <=>

Власний вектор, відповідний єдиному дійсному значенню 
λ  = 1, знаходимо з системи

Oxj + 0 х2 + Охд = 0 ,
6 х[ + х2 -  Зх3 = 0,
0 х[ + 2х2 4* 2хд = 0 ,

з останнього рівняння системи дістаємо х2 = - хз, із другого

рівняння маємо 6x j = 4хз <=>Х[ = -|-Хз.

Таким чином, власному значенню λ  = 1 відповідають влас- 
_ 2 -НІ вектори X = — Х3Є[ -  Х3е2 + Х3Є3 , де х3 — довільне число, 

о
що не дорівнює нулю.

Задачі для розв’язування

661. Виходячи з геометричного змісту оператора, знайти 
власні вектори і власні числа таких лінійних операторів 
площини:

1) й = А{х) — симетричне відображення відносно прямої а;
2) й = А(х) = λ  ххе х + х2е2 — геометричний розтяг площи­

ни в напрямі вектора е х ;
3) й -  А(х) = ххе х +(х2 + kxx) e 2  — зсув площини в напря­

мі вектора е 2 .

У задачах 662 і 663 знайти власні числа і власні вектори 
лінійного оператора, який в ортонормованому базисі е х, е 2  

має вигляд:
662. у\ = Зх! + 4х2,

У2 = 5хі + 2X2-
663. У1 = Xl + Х2,

У2 = х2-
У задачах 664 і 665 знайти власні числа і власні вектори 

лінійного оператора, який в ортонормованому базисі е х, е 2 , е 3 

має вигляд:
664.  у\ = Ах\ -  5х2 + 7хз,

У2 = х\ -  4х2 + 9х3,
Уз - - 4хі + 5хз-

665.  у  і = 2х] -  хг — Х3, 
у 2  = Х 1 + 2 х2 + х3,
Уз = - 2х] + х2 + 2х3.

У задачах 666-675 знайти власні вектори і власні значен­
ня лінійних операторів площини L2 і простору L3, яким у де­
якому базисі відповідають матриці:

666 .

670.

і
-2
- З

667. . 668 . 669. 1
-2

(4  - 1 - 2 ) (4 1 η
. 671. 2 1 - 2 . 672. 2 4 1

> И  - і υ lo 1 4)

ί  2 - 5 -3> [Ί 1 (4 - 5 2Ί673. - 1 - 2 - 3 . 674. 0 1 1 . 675. 5 - 7 3
ν з 15 12 J І 1 0 υ І6 - 9 V

676. Знайти власні значення і власні вектори оператора А, 
під дією якого кожний вектор площини хОу  повертається на 
кут а  проти годинникової стрілки.

677. Знайти власні значення і власні вектори лінійного 
оператора, заданого в деякому базисі αχ,ά2,α3, й4 простору L4 

матрицею

1 0 2 - 1
0  1 4 - 2
2 - 1 0  1
2 - 1 - 1  2

678. Знайти матрицю лінійного оператора, власними зна­
ченнями якого є числа 2, -  3, 5, -1 , а відповідні їм власні 
вектори ( 1; 1; 1; 0 ), (2 ; 2 ; 1; 0 ), ( 1; 0 ; - 1; 0 ), (0 ; 0 ; 0 ; 1).



6.5. ПЕРЕТВОРЕННЯ МАТРИЦІ ЛІНІЙНОГО ОПЕРАТОРА 
ПРИ ПЕРЕХОДІ ДО НОВОГО БАЗИСУ

Нехай у /г-вимірному лінійному просторі Ln зафіксова­
но два базиси е 1 , е 2 , - . , е п і 5[,52 ,...,5П і матриця

C 11 c 12  ·■■ c \n '
C2 1  c 22  · • c 2n

, c nl c n2 ■· Cn n j

є матрицею переходу від базису е[,е2>...,ел до базису 

51,52 ,...,5П (див. п.2.2.3).

Якщо у і  і у і  матриці оператора А відповідно у базисах

{ek} і то зв’язок між цими матрицями виражається та­
кою рівністю

А  = С ^ у І С .

Якщо {ek} і {ek} — ортонормовані базиси Еп, то матриця

С — ортогональна. Тоді y l=  С ^уІС .

Задача. Дано координатне зображення деякого лінійного 
оператора в базисі : и\ = х\ — Х2 , и 2 = 2 х\ + Х2 -

Знайти координатне зображення того самого оператора в 
базисі 5 [,52 ,д е

є, = 25, + 552, 

е 2= 5[ +3е2.

Р о зв ’ язан н я . Маємо

Оскільки |С|=1*0, то е ( , е 2  — дійсно утворюють базис і 
існує

За формулою

Л - С « А С - { _ \  - D Q  - і )  ( І  і ) - (_ ґ - 1 8  - 1 1  
33 20

Отже, даний лінійний оператор в новому базисі має коор­
динатне зображення:

μ, = -1 8 і[  - 1  Іх2, 

й2 = 33jCj + 20  х2  ■

Задачі для розв’язування

679. В базисі Є[,Є2 лінійний оператор А має матрицю

= _ 2 ) .  Знайти матрицю цього оператора в базисі е{ =

— + 2е2, &2 — 2ех 4- Зе2.
680 .  Дано координатне зображення деякого лінійного

оператора в базисі 5],е2 : и\=  Х\ + 2 x2 , «2 = + 4*2-
Знайти координатне зображення того самого оператора в 
базисі е[,е'2 , де

1) е[ = 1 їй, + 7е2, е '2 = 3?! + 2е2- 2 ) е[ = 2 е х -  е2, = е х -  е2

681. Дано координатне зображення лінійного оператора в 
базисі ех,е 2 ,е 3 : U\ = Х\ + Х 2 , «2 = *1 + *3, из = х 2 + х з

Знайти координатне зображення цього оператора в базисі:
1) е[ = е, + 2е2 + е 3, 2 ) е{ = е 2  + е3,

е '2 = 2в] + е 2  + Зе3, е '2 = є, + е 3, 
е'3 =  е, + е2 + е3 \ е'3 = е { + е 2 .

682. Оператор А на площині хОу  проектує усі вектори на 
вісь Оу  і потім симетрично відображає їх відносно прямої 
у=х.  Записати його матрицю в базисах i , j  і е{ -5 / +  З/, 

е '2 = З і + 2  j  .
683. Оператор А на площині хОу  симетрично відображає 

усі вектори відносно осі Оу.  Записати його матриці в базисах
U  і Ц = Г + /,е2 = ї - J .

684.  В базисі 1, t, t2  простору Р2 оператор А заданий ма-
ґ0 0 п

. Знайти матрицю цього оператора в базисі,0  1 0 
1 0  0

трицею

утвореному з многочленів 3 12 + 21 , 5t2  + 3t + 1, 712 + 5/ + 3.



6 8 5 . Лінійний оператор А простору Е3 в базисі Ьх = (8 ; 
- 6 ; 7), Ь2 = ( -  16; 7; —13), &3 = (9; - 3 ;  7) має матрицю 
'  1 - 1 8  25̂ 1

. Знайти його матрицю в базисі Ь{ = (1; -2 ; 1),■ 1 -  22  20
1 - 2 5  22^

(3; - 1; 2 ), ^  = (2 ; 1; 2 ).

6.6. МАТРИЦЯ ЛІНІЙНОГО ОПЕРАТОРА В БАЗИСІ
З ВЛАСНИХ ВЕКТОРІВ

Нехай А — лінійний оператор, що діє із Ln у ΖΛ 
ТЕОРЕМА 6.5. Якщо матриця у і  лінійного оператора А в 

деякому базисі {pk} діагональна і має вигляд

у і=
о

о

о 
о

n j
то вектори p k є власними векторами оператора А, а числа
Л/ι — власними числами оператора А, що відповідають векто­
рам p k .

ТЕОРЕМА 6.6. Якщо базисні вектори pk базису [pk) є 
власними векторами лінійного оператора А і Лк — відповідні 
їм власні числа, то матриця у і  цього оператора в базисі {pk} 
діагональна і має вигляд

0 
λ  оУ І  =

1
0

0 0

ТЕОРЕМА 6.7. Якщо власні числа λχ, λ2, ..., λ„ лінійного 
оператора А попарно різні, то відповідні їм власні вектори 
α1(ίΐ2 ,...,αη — лінійно незалежні і матриця у і  оператора А в 
базисі векторів має вигляд

0
о

ό

Задача. Лінійний оператор А в площині L2 у  деякому ба­
зисі е х, е 2  має матрицю

А -_ ( 4  - 7
2 - 5

Переходячи до нового базису, звести цю матрицю до діа­
гонального вигляду (якщо це можливо).

Р о зв ’ язан н я . Складаємо і розв’язуємо характеристичне 
рівняння:

4 -  λ  - 7  
2 -  5 -  λ 0 <=>λ2+ λ - 6  = 0 <=> λ = -З, 

λ  = 2 .

Корені характеристичного рівняння різні. Отже, матрицю 
можна звести до діагонального вигляду.

Визначимо власні вектори

о  я = -з, 1 * ' - ^ : ° '
2хх - 2х2 = 0.

Звідси \Χχ Тому = е] + е 2 — власний вектор, від-
[ х 2 -  х2

повідний власному числу λ = -3 .

»  ^ - 4 ^ 5 - 7 ^ 0 .
їх = - хЗвідси j '*'1 2 Х2'· Тому а 2 = 7 еу+2е 2 — власний вектор,
1*2 = х 2

відповідний власному числу λ = 2 .
Якщо вектори і й2 брати за базис, то в цьому базисі 

матриця оператора А матиме вигляд:

У І ' - З  0
0 2

Задач! для розв’язування

У задачах 686-689 лінійний оператор А площини L2 в деяко­
му базисі має матрицю у і .  Переходячи до нового базису, звести 
цю матрицю до діагонального вигляду (якщо це можливо):

6 8 6 . ^  = ( І  І ) .  6 8 7 . ^  = ( 2  *

688. ^  = (2 ξ ) .  689. ^  = (2 12



У задачах 690-692 лінійному оператору А простору L ·3 у 
деякому базисі відповідає матриця у і .  Переходячи до нового 
базису, звести цю матрицю до діагонального вигляду:

(5 - 3 2 ) (5 2 - 3 λ
690. у і  = 6 - 4 4 . 691. у і  = 4 5 - 4

Η - 4 5J їв 4 - 4
7 -1 2  
З - 4

х 2 0
задачах 693-696

692. у і  =

У

- 2N
0

-2
з матриць лініинихз ясувати, які

операторів можна звести до діагонального вигляду, перехо­
дячи до нового базису. Знайти цей базис і відповідну йому 
матрицю:

( - 1 3 - η f 6 —5 - 3 )
693. - 3 5 - 1 . 694. 3 - 2 - 2

1 -3 3 0 ,2 - 2 oJ
f  3 - 2 4 ' f 3 1 °Ί695. - 2 0 0 696. - 4 - 1 0

I  0 0 3 ν 4 8 У

6.7. САМОСПРЯЖЕНИИ (СИМЕТРИЧНИМ) ОПЕРАТОР 
І ЙОГО МАТРИЦЯ. ВЛАСНІ ЧИСЛА І ВЛАСНІ ВЕКТОРИ 
САМОСПРЯЖЕНОГО ОПЕРАТОРА

Нехай А — лінійний оператор, що діє з Еп у Еп. 
О з н а ч е н н я  6.10.  Оператор А*, що діє з Еп у  Еп назива­

ється с п р я ж е н и м  до лінійного оператора А, якщо для будь-
яких х і у  є Еп виконуються співвідношення

(.А(х\у) = (х,д*(г/)) .

Т вер дж ен н я  6 .1 .  Оператор А", спряжений до лінійно­
го оператора А, сам є лінійним.

О з н а ч е н н я  6.11.  Лінійний оператор А називається само -  
с п р я ж е н и м ,  якщо А*= А, тобто якщо (А(х) ,у)  = (х,А(у )) .

Приклад. Тотожний оператор Е є самоспряженим 
оператором.

ТЕОРЕМА 6 .8. У будь-якому ортонормованому базисі 
дійсного евклідового простору самоспряжений лінійний опе­
ратор і тільки такий оператор має симетричну матрицю.

Тому у випадку дійсного евклідового простору самоспряже­
ний оператор називається також симетричним опе ратором .

ТЕОРЕМА 6.9. Усі власні числа симетричного лінійного 
оператора — дійсні числа.

ТЕОРЕМА 6.10. Власні вектори симетричного лінійного 
оператора, що відповідають різним власним числам, взаємно 
ортогональні. Якщо деяке власне число в характеристичному 
рівнянні має кратність k, то можна вказати k взаємно ортого­
нальних власних векторів, що відповідають цьому власному 
значенню.

ТЕОРЕМА 6.11. Симетричний лінійний оператор простору 
Еп має п  взаємно ортогональних власних векторів.

З теореми 6.11 випливає наявність у Еп базиса із п взаєм­
но ортогональних власних векторів оператора А (отже, і ор­
тонормованого базису). В цьому базисі матриця у і  оператора 
А має вигляд:

Γ λ , 0 0  '

у і  = 0 λ  2 . 0

, 0 0 • λ '„ ,
де λ), λ2, ..., λ η — власні числа оператора А, повторені стіль­
ки раз, скільки становить кратність кожного із них у характе­
ристичному рівнянні.

ТЕОРЕМА 6.12. Матрицю симетричного лінійного опера­
тора можна звести до діагонального вигляду шляхом ортого­
нального перетворення базису.

Приклад. Нехай А — симетричний лінійний оператор, що 
діє в просторі £3. Тоді характеристичне рівняння буде рів­
нянням третього степеня і мати три дійсних корені.

а) Якщо λ], λ2, λ3 — усі різні, то кожний вектор трійки вза­
ємно ортогональних одиничних власних векторів визначається 
єдиним способом із точністю до знака. При цьому оператор А є 
сукупністю трьох геометричних розтягів (стисків) у трьох взає­
мно перпендикулярних напрямах.

б) Якщо λ] ^ λ2 = λ3 = λ, то існує визначений з точністю до 
знака одиничний власний вектор е [ , відповідний власному
числу λ), двократному кореню λ відповідає нескінченна мно­
жина одиничних власних векторів, до того ж усі вони лежать 
в одній площині, перпендикулярній до е [ . При цьому симет­
ричний лінійний оператор є добутком двох перетворень: поді­
бності з коефіцієнтом λ  у  площині, перпендикулярній до век­
тора е{ і розтягу (стиску) з коефіцієнтом λ), уздовж цієї осі.

в) Якщо λ] = λ2 = λ 3 = λ, то будь-який вектор простору бу­
де власним. Оператор А є подібність у просторі з коефіцієн­



том, що дорівнює λ. За базис можна взяти будь-яку трійку 
одиничних попарно ортогональних векторів.

Отже, для будь-якого симетричного оператора в просторі 
£ 3 можна знайти базис, складений з одиничних взаємно пер­
пендикулярних власних векторів е\,е2 , е$ .

Задача. В ортонормованому базисі e l t e 2 дано лінійний 
оператор й = А(х) : и\ = 7х\ + 4* 2, «2 = 4* і + * 2·

Звести матрицю цього оператора до діагонального вигляду, 
переходячи до нового ортонормованого базису.

Р о зв ’ язан н я . Матриця даного оператора си­

метрична, тому поставлена задача має розв’язок. Складаємо і 
розв’язуємо характеристичне рівняння матриці

7 - Х  4
4 1 - λ = 0 <=> λ  ι -  8λ  -  9 = 0.

Корені цього рівняння λ[ = -1 , λ2 = 9.
Власні вектори знаходимо з системи

(7 -  λ)*! + 4х2  = 0,
4*[ + (і -  Х)х2  = 0 .

При λ] = -1  дістанемо

8*[ + 4л:2 = 0,
4jcj + 2х2 = 0.

За її розв’язок можна взяти Х\ = 1, х2 = “ 2.
Нормуючи цей розв’язок, знаходимо одиничний власний 

вектор, відповідний власному значенню λ[ = - 1:

e[ = \/ 4 b e { - 2 / S e 2 .

При Х2 -  9 дістанемо

\ -2 х 1 + 4х2  = 0,
І4х^ -  8*2  = 0 .

Звідси X] = 2 , х2 = 1 і е 2 = 2 / + 1 / 4Ее2 .
У базисі е{ і е '2  матриця даного лінійного оператора має

вигляд:

Задач і для розв’язування

697. В ортогональному базисі е\,е2  дано лінійний опера­
тор и\ = 6* і + 2* 2, «2 = 2*і + 3* 2· Звести матрицю цього 
оператора до діагонального вигляду, переходячи до нового 
ортогонального базису.

698 . В ортонормованому базисі в\,е2 лінійний оператор

площини Е2 має матрицю ^  g j  · Знайти новий ортонормо-

ваний базис, в якому матриця оператора буде діагональною. 
Знайти цю матрицю.

У задачах 699-702 знайти новий ортонормований базис, в 
якому матриця оператора буде діагональною, знайти цю мат­
рицю, якщо в ортонормованому базисі е\,е2 , е 3 лінійний опе­
ратор А простору £ 3 має матрицю^·

/ 2 - 1 - 2 ) ( 5 2 2λ
6 9 9 . у і  = -1 5 1 . 700. Л  = 2 2 - 4

V 2 1 2 j І2 - 4 V
Ί 1 ( 2 - 2 0 ^

701. у і  = 1 5 1 . 702. А  = - 2 1 - 2
,3 1 0 1 0 - 2 0 ;

У задачах 703 і 704, переходячи до нового ортонормованого 
базису, звести матрицю даного оператора до діагонального ви­
гляду. Оператор заданий в ортонормованому базисі е ^ е 2<е^\

703. U] = *] + 2*2 ~ 4*з, 704. и\ = 2х\ + 4*3, 
и2 = 2* і -  2*2  -  2*з, и2 = 6* 2, 
м3 = -4 * і  -  2*2  + *з- и3 = 4*і + 2*з·

6.8. ЯДРО ТА ОБЛАСТЬ ЗНАЧЕНЬ ЛІНІЙНОГО ОПЕРАТОРА

Нехай А — лінійний оператор, що діє з лінійного про­
стору L у L.

О з н а ч е н н я  6.12. Образом  або о бла ст ю  з нач ен ь  ліній­
н о г о  оп е р ат ора  А називається множина всіх елементів у  
простору L, поданих у вигляді у  = А(х).

Образ лінійного оператора позначають символом іптА.
О з н а ч е н н я  6.13. Ядром л ін ійного  о п ер атора  А 

називається множина всіх тих елементів *  простору L, для 
яких А(х) = 0 .

Ядро лінійного оператора позначають символом кег/4.
ТЕОРЕМА 6.13. Ядро кегЛ і образ ішА — лінійні підпро- 

стори простору L.



О з н а ч е н н я  6.14.  Розмірність підпростору ітА називаєть­
ся р а н г о м  оператора А; розмірність підпростору кегЛ назива­
ється д еф е к т о м  оператора А.

ТЕОРЕМА 6.14. Нехай А лінійний оператор, що діє з Ln 
у /Л Тоді розмірність п простору Ln дорівнює сумі рангу і 
дефекту лінійного оператора А.

ТЕОРЕМА 6.15. Ранг лінійного оператора А дорівнює ран­
гу матриці у і  цього оператора.

П риклад. Розглянемо систему лінійних однорідних рів­
нянь:

'а \\х \ + 0 1 2 ^ 2  + ·· • + а \пхп = °-
а 2 \ х 1 4" 0-2 2 ^ 2  * • + а 2 п хп = ° . ( 6 . 1 )

а п 1*1 + а п 2 х 2 +· • + а п п хп = 0

з невідомими Х\,  Х 2 ,  Х п .

Геометрично цю задачу можна тлумачити так.
Візьмемо довільний гс-вимірний лінійний простір Ln і вибе­

ремо в ньому будь-який базис. Умовимось невідомі х\, х2, ..., хп
розуміти як координати деякого вектора х є Ln у вибраному 
базисі. Розглянемо лінійний оператор А цього простору, який 
має своєю матрицею у /  = (ау ) (і, j  = 1 ,2 ,  ..., п). Тоді систему 
рівнянь (6 .1) можна переписати у вигляді y l x =  0  або в опе- 
раторній формі А{х) = 0.

Звідси видно, що розв’язками системи (6.1) є координати 
векторів, які належать ядру оператора А. Оскільки розмір­
ність ядра є дефект оператора, а дефект оператора дорівнює 
дефекту його матриці, то дійдемо до твердження:

Максимальне число лінійно незалежних розв’язків однорі­
дної системи п лінійних рівнянь з п невідомими дорівнює де­
фекту матриці цієї системи.

З а у в а ж е н н я  6.3. Д е ф ек т ом  ма три ц і  називається різниця між  ї ї  по­
рядком і рангом.

Нехай А — самоспряжений оператор, що діє в я-вимір- 
ному евклідовому просторі Еп і λ\ > λ 2 > Л3 > ... > λ η — його 
власні значення, e l t e 2,■■■,£„ — ортонормований базис, скла­
дений з власних векторів, відповідних {А,·}.

Тоді оператор А можна подати у вигляді:

л  = і >  kpk
k=\

або в розгорнутому вигляді
А = λ )Ρ ι + λ 2 Ρ2  + ■·· + λ πΡ„, (6.2)

де оператор Pk визначається співвідношенням Pk(x) = xke k і
його матриця Р  має вигляд Р =  {рф, в якій елемент p kk = 1, 
а інші елементи дорівнюють нулю.

Рівняння (6.2) називають с п е к т рал ь н им  р о з к л а д о м  
с а м о с п р я ж е н о г о  в е кт ора .

Сукупність коефіцієнтів λ ], λ 2, ..., λ η спектрального роз­
кладу називається його с п е к т р о м .  Спе ктром  л і н і й н о г о  
о п е р а т о р а  називається спектр його спектрального розкладу.

Для самоспряженого оператора спектр оператора збігаєть­
ся з сукупністю його власних значень.

Задача. Позначимо через А операцію ортогонального про­
ектування вектора простору £ 3 на площину хОу  цього прос­
тору. Знайти ранг і дефект оператора А.

Р о зв ’ язан н я . Зауважимо, що А — лінійний оператор. 
Оператор А переводить простір Е3 у площину хОу.  При цьому 
площина хОу  є область значень оператора А. Отже, ранг А до­
рівнює двом. Ядро оператора А складається з векторів, які ле­
жать на прямій, що проходять через початок координат перпен­
дикулярно до площини хОу, оскільки ці і тільки ці вектори пе­
реводяться оператором А у нуль. Отже, дефект дорівнює одини­
ці. Сума рангу і дефекту оператора А дорівнює трьом.

Задачі для розв'язування

705. Знайти ядро лінійних функціоналів тривимірного евк- 
лідового простору:

1) А{х) = (х, а )  ; 2) /4(х) = ([йл:],b^j,

де а , Ь — фіксовані вектори простору £3; х — довільний 
вектор простору £3.

706. Знайти образ, ядро лінійного оператора в тривимір­
ному евклідовому просторі, заданого формулою А{х) = [Jea], 
де а  — фіксований вектор £3.

707. Описати образ і ядро оператора диференціювання в 
просторі Рп.

У задачах 708-711 знайти ядро, область значень, ранг і 
дефект лінійних операторів простору Е2 і Е3, які в деякому 
прямокутному базисі мають матриці:

(?  о)
(1 0 ολ

. 709. 0 0 0
ІО 0 3 j



(0 0 O') f 0 0 O')
0 0 0 . 711. 0 0 1

1 ° 0 υ l l 0 o j
У задачах 712-714 знайти ядро і область значень лінійних 

операторів, заданих матрицями А  якщо в просторі L4 дано
базис Є[ = (1; 0 ; 0 ; 0 ), 
0; 0; 1).

е2 =(0 ; І; 0 ; 0 ), е 3 =(0 ; 0 ; 1; 0 ). е4 =(0 ;

< 2 0 0 0 >
712 . A = 0

0
0
0

0
3

0
0

0 0 0 ;
( 2 1 0 0 '

713. A 0
0

2
0

1
2

0
0

lo 0 0 0 ,
(3 1 0 0

714. y l 2
0

1
0

0
0

0
0

lo 0 0 0 ,
715. Знайти ядро лінійного оператора, заданого матри-

Ґ 1 3 5 η
1
3цею jA  = 2

4
1
7

3
13 , якщо в просторі L4 дано базис

,3 - 1 1 υo'o'IIt<iT 0 ), J2 = (0 ; 1; 0 ; 0 ), е3 = (0 ; 0 ; 1 ; 0 ). е 4 = (0 ;
0; 0 ; 1).

4 1  КВАДРАТИЧНІ
U ф о р м и

7.1. КВАДРАТИЧНА ФОРМА. МАТРИЦЯ КВАДРАТИЧНОЇ 
ФОРМИ. ПЕРЕТВОРЕННЯ МАТРИЦІ КВАДРАТИЧНОЇ 
ФОРМИ ПРИ ПЕРЕХОДІ ДО НОВОГО БАЗИСУ

О з н а ч е н н я  7.1. К в а д р а т и ч н о ю  ф орм ою  від змінних 
Х\, Хг, ···, хп називається однорідний многочлен другого степе­
ня відносно цих змінних: 

п
F = Σ  ai jx i x j  - 

«./=1
або в розгорнутому вигляді

F  = а { [Х[2 + 2 а 12Х\Х2 + ■■■ + ^а і пх\хп + а 22х2 + 2 а 23х2х3 + ■··

a i j  a j i  > (7.1)

. + 2 α„лп-\ п л п - ї хп + а п п" п  ■
З а у в а ж е н н я  7.1. Надалі вважатимемо, що змінні Х\,Х2, ···, Хп є коор­

динатами вектора х простору L", в якому зафіксовано деякий базис 
5|, §2 · ···. вл ■ Тоді квадратична форма буде функцією F(x ) , що задана на 
L" зі значеннями в R.

О з н а ч е н н я  7.2. Симетрична матриця, складена з коефіці­
єнтів квадратичної форми

(  ч
ап  сі\ 2  ··· ^  
а 2 1 22

г 1п
а 2 п

а„V лі п2 ■■■ "nn j  
називається м а т р и ц ею  к в а д р а т и ч н о ї  форми.

За допомогою матриці y i  квадратичну форму можна запи­
сати в матричному вигляді:

F(x) = d C Ts4cX,

, c X T={xxx2  ... Хп )  .



Т вер дж ен н я  7.1. Якщо у і — матриця квадратичної 
форми F(x)  у базисі е 1 , е 2 , . . . , е п простору Ln, то в базисі

е\ , е 2 , . . . , еп простору Ln матриця А  квадратичної форми 

F{x) має вигляд

А= C TytC , (7.2)

де С — матриця переходу від базису е 1 , е 2 , . . . , е п до базису 

е 1 , е 2 , . . . , еп (див. п.2.2.3). При цьому

ґ Х\ λ

F{x) = <ктА  0С , с Х = С с % , с Х  =

\Хп )

де х1 }х2 , . . . ,хп — координати вектора х у базисі eIte2,... 

. . . , е п .

З а у в а ж е н н я  7.2. Н ехай змінні хі, хг, х„ у  квадратичній формі 
F(x)  є координатами вектора х в ортонормованому базисі

Є\,в2 ......е п простору Е" і нехай матриця С  є ортогональною матри­

цею переходу від б ази су в\, е2 ...... е п до ортонормованого базису

S, , e 2 , . . . , e„ . Тоді, якщо j / t  — матриця лінійного симетричного опера­

тора А у  базисі в|, е 2, ..., е п , то матриця y t  того самого оператора А

у базисі е\, е2 , . . . , еп має вигляд y t  = С  Т̂ 4С , оскільки  С Т= С Л. У 

цьому випадку перетворення матриці ^ 4  лінійного симетричного опе­
ратора А зб ігається  з перетворенням матриці ^ 4  квадратичної форми 
F ( x ) . Тому, якщо в деяк ій  ортонормованій систем і координат прос­

тору ЕР матриця лінійного симетричного оператора А дорівнює 
матриці квадратичної форми F(x)  , то ця р івн ість має місце в будь- 
якій  іншій ортонормованій систем і координат Е".

Задача 1. Записати матрицю квадратичної форми

F(x) = х\ -  2х^х2  -  xlx3 + Зх2  + х3 , х є  L? .

Р о зв ’ я з а н н я . Оскільки Оц = 1 , 2α1 2 = - 2 ,  2а1 3 = -1 , 
^22 3 і 2а 23 = 0  , а 33 = 1 , то

/

Α ­
Χ - 1  - 1/2 4) 

- 1 3  0
ч- 1/2 0  1,

Задача 2. У деякому базисі е^ ,е2 простору L2 квадратич­

на форма має вигляд F(x)  = x f  + &Х\Х2  + 56х2 . Знайти вигляд

F(x)  в базисі <?! і е 2 , якщо , е 2  = -  5е| + е 2 .
Р о зв ’ я з а н н я . Склавши матрицю у і  квадратичної форми 

в базисі e l t e 2  і матрицю переходу від базису в\, е2  Д° ®а‘

зису , е 2 , матимемо:

^  = (1  х ) - С -[о 1 ) ·
Матрицю А  квадратичної форми в базисі е х і е2 знайде­

мо з співвідношення (7.2):

А  = 1 O Y l 4 V 1 - 5 W  1 4 V 1 - 5  
-5 1Д 4  56Jl^O l j  ^ -1  3 6 jl,0  1

1 - 1  
-1  41

Тоді квадратична форма F(x) у базисі е 1, е 2  матиме вигляд

F(x) = х\ -  2atjJC2 + 41х2 .

Задача 3. В ортонормованому базисі і , /, k простору Е3 

дано квадратичну форму F(x) = Х\ + х2  + 5х| -  6 χ ιχ 2  -  2ххх3 + 
+ 2х2 х3 . Знайти матрицю F(x)  в ортонормованому базисі

і ,  /, k , якщо

ї  -  (і/7з)7 -  (l/УЗ); +

7 -  4/Ve)r -  i/V e)j -  

і 4 / л ) ї 4 / л )і



Р о зв ’ я з ан н я . Запишемо матрицю А  квадратичної форми 
Fix)  та матрицю С  переходу від одного базису до іншого:

(  1 - 3  - 1 > [  ї/ V s і/л/ 6 і/л/2 "!

- 3  1 1 

1 - 1  1 5 J
, С  = - і/ л / з - ї / V e 1/ V 2

,  1/ V ? - 2 / V 6 0
У

Тоді за допомогою (7.2)

Ί /л/З -і/л/з l/VTj
Г і “ 3 - П

- 3  1 1 Xу і  = і/л/ 6  - 1/V6 - 2/Ve
1/V2 і/л/2 ° J 1 - 1  1 5J

'  l/л/з 1/л/б 1/ V 2 1 Г 7 з  - л / з
х  -  l/л/З - 1/л/б і/л / 2 = 7 б  -  V e -  2 /  -Уб

і / 7 з  - 2 / УІ6 0
/ - V ?  - V 2

i  i/ V a l/л/б і/>/2 І ' 3  0  0 ^
- l /л/з - і / л / 6 1/ V 2 = 0  6  0

ч ї/ V s - 2 / V 6 0 t o  0  -  2 )

З а у в а ж е н н я  7.3. Матриця y t  має діагональний вигляд. О тже, базис

i , j , k  складений з власних векторів симетричного лінійного оператора, 
якому відповідає матриця у і .

^  Задачі для розв’язування

У задачах 716-721 знайти матриці даних квадратичних форм 
у новому базисі:

716. Fix) = 2хі -  6х{х2 + х2 , 717. Fix) = x f  + 4 χ μ 2 + Зх2 . 

е, = ех - 2е2, ї  = (Д /б )* + (г/л/б)/,

е2 = є, + 4е2. ]  = -ф /^ б )Г  + (І/л/б)/.

718. Fix) = 6х{х2 “  х2 < 719. f (x )  = 2jc2 -  4Х[Х2 + х\ ~ хз · 

?! = 2в[ +3е2, є, = б| - е 3,

^2 — —̂1 · ^2 ~ ^1 ^2 + ^3 ’ = ~^2 ■

720. F{x) = Х[2 -  2x^ 2  -  2^X3 -  2х2*з ,

Є[ = -  e2 -  Є3 ,

^2 = ^2 + 2 з̂> ?з = ®2 ·
721. Fix) = 17xt2 + 14^1 + 14x| -  4x1Je2 -  4x^3 -  Sx2x3 ,

J = (1/3)7 + (2/3)7 + (2/3)*, 

/ = -(2/3)7- 0/3)7 + (2/3)*, 

Λ = (2/3)7 -  (2/3)7 + (1/3)*.

7.2. КАНОНІЧНИЙ ВИГЛЯД КВАДРАТИЧНОЇ ФОРМИ. 
МЕТОД ЛАГРАНЖА ЗВЕДЕННЯ КВАДРАТИЧНОЇ 
ФОРМИ ДО КАНОНІЧНОГО ВИГЛЯДУ

О з н а ч е н н я  7.3. Квадратична форма (7.1) має каноні­
чний вигляд, якщо а,- у= 0  при і *  j  .

Приклад. При п = 4 квадратична форма Fix)  = 2%2 -  я 2 +

+ 5х2 має канонічний вигляд.
Метод Лагранжа дає змогу за допомогою невиродженого 

лінійного перетворення координат п-вимірного лінійного прос­
тору Ln звести квадратичну форму (7.1) до канонічного ви­
гляду

Fix)  = λ  2+ λ 2η 2+ ··· + λ  лЛ η >

в якому η j, η 2, ···, η „ — координати вектора χ у новому

базисі /j ,/2 .
Розглянемо суть методу Лагранжа.
Нехай коефіцієнт при квадраті однієї з координат вектора 

х у формі (7.1) відмінний від нуля. Не порушуючи загально­
сті, можна вважати, що Ф 0 .

Доповнимо члени, що містять хи у (7.1) до повного квад­
рата. Тоді (7.1) набуде вигляду



За допомогою невиродженого лінійного перетворення ко­
ординат у Ln

' α 12  а \п і ,
x l = x l + - r ± x 2 + -  + -ГП-ХП’ х 2 = х 2 ....... хп = х п

“ 11 а 11

форма (7.1) запишеться у вигляді

Fix) = α, {х[2  + £  а-х'Х· .
4 =2

Тепер задача спрощується і зводиться до зведення квадра-
П

тичноі форми ^ ' . а* ;х'1х'! , що залежить вже від i n  - 1) змін­
ім  2

них х'2 , х '3, ..., х'п до канонічного вигляду.
Якщо усі коефіцієнти при квадратах координат у (7.1) до­

рівнюють нулю і, наприклад а )2 * 0 , то після лінійного неви­
родженого перетворення у Ln

χ [ = Х\ -  х2> χ 2  = х\ + х2 ' х 'і = хі · 1 = 3, п
о

коефіцієнт при 4  дорівнюватиме а 12/ 2 і буде відмінний від 
нуля.

Задача. Методом Лагранжа знайти канонічний вигляд та 
невироджене лінійне перетворення, що зводить до цього ви­
гляду такі квадратичні форми:

1) Fix) = 2х2  + 4X[jc2 + Зл:2 + 4*2jc3 + 5x2 ,
2) Fix)  = x{x2  + xxx3 + x2 x3 .

Р о зв ’ язан н я . 1) Нехай Fix) = 2jcp + 4x{x2  + 3x$ + 4x2 x3  +

+ 5x3 . Зауважимо, що коефіцієнт при х 2  не дорівнює 0. До­
повнимо члени, що містять x t, до повного квадрата. Тоді ма­
тимемо

F ix) = 2^с2  + 2ххх2  + х\ ) -  2х\ + Зх\ + 4х2 х3 + 5х3 =

= 2(х\ + х2 ) 2  + х2  + 4х2 х3 + 5х3 = 2(jc, + х2 ) 2  + F^x),

де F{ix) = х2 + 4 х 2х 3 + 5х3 .
Застосувавши до £[(*) той самий прийом, дістанемо

F^ix) = іх2 2х3) + х3 .

Після цього Fix)  набуде канонічного вигляду 

Fix)  = 2х[2 + х'і + х'І ,

де х[ = Xj + х2, х2 = х2 + 2х3, х3 = х3 .
Останні формули задають невироджене лінійне перетво­

рення координат вектора в L3 при переході до нового базису, 
в якому квадратична форма Fix)  має канонічний вигляд:

Fix)  = 2х{2 + х'і  + х'І .

Перевірка:  2х[2 + х'і + х'2 = 2(х{ + х2) 2+ (х2 + 2х3) 2+

+ х2  = 2х2 + Зх2  + 5х3  + 4xxx2 + 4х2 х3 = F i x ) .
2) Нехай тепер Fix) = Х\Х2  + Х\Х3 + -K2*3 ·
У цьому випадку всі коефіцієнти Fix)  при квадратах ко­

ординат дорівнюють нулю. Тому розглянемо таке невиродже­
не перетворення координат у L3:

Ху = “ χ2, χ 2 — Х\ + *2 > х3 = х3 '

Виразимо Х\ та х2 через х[ та х'2 і підставимо в Fix) .  То­
ді дістанемо

_ х[ + х2 4  ~ х'\
і -  2 ’ 2 2

Fix) = і  {х{ + х '2  ){χ'2 - χ ΐ )  + ^ χ '3 (х[ +χ'2) + ^ χ,3 {χ'2 - χ [ )  =

= \ х 2 - \ х\ + \ χ ίχ3 + ^ 4 4  4 4  - \ *1 4  =
—  ̂ у '2 І у '2  , у '- J x 2  _ 4 Х1 +х2 хЗ-

9Після цього перетворення коефіцієнт при х'2 відмінний від 
нуля. Доповнимо до повного квадрата члени, що містять х'2 . 
Тоді

Ρ(χ ) = j  (л:22 + 4х'2 х '3 + 4х’і  ) -  х' і  ~ j xi2 =

= j  ( 4  + 2 4  f  -  4 2 - ^ ί 2 = j 4 2 - ^ 4 2 -  4 2·

де = 4  = хх -  х2, 4  = 4  + 2 4  = х\ + х2 + 2^3. 4  = 4  =
= х3 .



Перевірка·. х'і2  ~ х 3 = \ (Χ 1 + х2 +2х3? ~ \ ( * і  -

-  Х2 ) — х з  =  + χ 2 + 4 * з  +  4 * j* 3 + 4 * 2* 3  + 2χ ιχ2 ~ї  Х1 +

+ J  * j* 2 - J x2 ~ х3 = ■J х\ + ^  х 2 + х3 + Х1Х3 + Х2Х3 + \  х \ х 2  ~

-  χ 3 ~~ξχ 1 + ~2 х\х2 ~ ^ х2 = Х1Х2 +Х1Х3 + Х2Х3 = ^(х ) .

Задачі для розв’язування

У задачах 722-731 методом Лагранжа знайти канонічний 
вигляд та невироджене лінійне перетворення, що зводить до 
цього вигляду такі квадратичні форми (лінійне перетворення 
визначено неоднозначно):

4 722. F(x) = х\ + 5 * ! -  4jc| + 2*j* 2 -  4х1х3 .

4 723. F(x) = 2х\ + 3*f + 4х\ -  2ххх2  + 4х{х3 -  3*2*з .
724. F(x) = 4х\ + х\ + х\ -  4 χχχ 2  + 4 * , * 3 -  З* 2* 3 .

725. F (*) = х,2 + 2*1*2 + 3*1 + 4*,*3 + 6*2*3 + Зх|.

726. F(x) = 2xf  + 18*1 + 8хз  -  12*!*2 + 8 * [ * 3 -  27*2*3 .
727. F(x) = —4 * | * 2  .

4 728. F(x)  = * [ * 2  + * 2 * 3 .
729. F(x)  = 2* 1*2 + 2* j* 3 - 6 *2* 3 .
730. F(x) = * [ * 2  + * 2*з + *з *4  + * 4* !.
731. F(x)  — Х\Х2  *2Х3 Х3Х\'

7.3. МЕТОД ЯКОБІ ЗВЕДЕННЯ КВАДРАТИЧНОЇ ФОРМИ 
ДО КАНОНІЧНОГО ВИГЛЯДУ

Нехай y l  = (a tj) — матриця квадратичної форми (7.1) в 
деякому базисі е х, е 2 , . . . , е п η-вимірного лінійного простору ΖΛ 

Позначимо через Δ], Δ2,. . . ,  Ап_х кутові мінори матриці у і ,  
тобто покладемо

Δ 1 -  Ω11- δ 2 - fll l  a l2 
a 2\ a 22

> · · · »

aU a l2 a \ n-\

IIII7с
<1 a 2\ a22 a 2n-\

a n - 11 a n - 12 -·· a n - \n -\

Припустимо, що мінори Δρ Δ2,... , Δη_ι відмінні від нуля. 
Тоді існує невироджене трикутне перетворення базису 
е х, е 2 , . . . , е п вигляду

\ = ~е 1-
/2 = °С 21^1 +^2>

ίη -  а  η λ  + α  n2e2 + ··· + «  пп-\Єп-\ + ^П’

що переводить базис е х, е 2 , е п в базис f\,f2 , ■··,/п . і таке,

що квадратична форма F(x)  набуде в базисі Д, /2 , ка­
нонічного вигляду:

F(x) = λ [η ι+ λ  2 r\ 2+ ··· + λ „η

При цьому коефіцієнти α μ  перетворення базисних векто­
рів визначають за формулою

с Х / ,= ( - іГ
7-м

Δ /-1

де Ан  і — мінор матриці y t ,  Щ° розташований на перетині
рядків цієї матриці з номерами 1, 2 , 1 та стовпців з номе­
рами 1, 2 , і -\, і+1, ..., /.

Канонічні коефіцієнти λ 1, λ 2 , 
лами:

Δ9
λ , = Δ1> ^2  = -д—,

λ η знаходять за форму- 

Δ .
λη  Аn — 1

де An — визначник матриці y l .
З адача. Методом Якобі звести квадратичну форму F(x) =
9 9 9= *| + 2* ! * 3 + 4* 2 + 2* 3 до канонічного вигляду.
Р о зв ’ я з а н н я . Складемо матрицю квадратичної форми

( І  0  Г 
y i =  0 4 0

U  о
Обчислимо кутові мінори та визначник матриці у і :

1 , Δο 1 0 
0 4 = 4 , Δ , =

1 0  1
0 4 0
1 0 2

4 .



Визначимо канонічні коефіцієнти:

Доλ , = Δι — 1, λο = —  - 4, λο - ■
1 1  Δ[ 0

=  1 .

Тоді квадратична форма F(x)  матиме такий канонічний 
вигляд:

F(x)  = η 2 + 4η2 +η§.

Визначимо коефіцієнти α /(· перетворення базисних векторів:

43 Δ11 0

α31 = (- 0'
\4 2̂J_ _

0  1
4 0

4
1 1
0  о

0 .

Трикутне перетворення базису e j , е2 , в3 , що зводить F(x)  
до канонічного вигляду, запишемо так:

A - * l .  h  -  **2 , /з -<?1 + е3 .

Виразимо нові координати Лі> Лг> Лз через старі х ь х2, Хз. 
Запишемо матрицю ίΓ переходу від старого базису до но­

вого:

С  =
1 0  - 1'

0  1 о
0  0  1

Координати вектора х у новому базисі знайдуться за до­
помогою формули

*1 = Лі -Лз> 
х 2 = ^ 2 - 

1*з = ^ 3 -

ί  Y >X, 4 ' (\ 0 - π
Ґ __ \ 

Лі
χ2 = c Л2 = 0 1 0 42 ο  ·

co4 Ιο 0 υ <Ν

Звідси Лі = Х[ + Х3 , Лг = х2 ’ Лз = *3 ·

Задачі для розв’язування

У задачах 732—734 методом Якобі звести до канонічного 
вигляду квадратичні форми, не знаходячи трикутного пере­
творення.

732. F(x)  = 9х2 + 6 x2  + 6х| + 12xjx2 -  10Х[Х3 -  2х2х3 .

733. F(x) = 1 їх 2 + 6χ 2 + 6 χ 23 -  12xjx2 + 12xtx3 -  6 χ 2χ3·

734. F(x) = χ 2 + 2χ2 + 2χ\ + 4Χ[Χ2 + 4Χ]Χ3 + 2Χ[Χ4 +
+ 2*2*3 2 χ^χ^.

У задачах 735-737 знайти трикутне перетворення, що 
зводить квадратичні форми до канонічного вигляду, записати 
цей канонічний вигляд та виразити нові невідомі через старі.

735. F(x) = х 2  + 5х| -  4х| + 2 χ μ 2 -  4Х[Х3.

736. F(x) = 5х 2 + 5х2 + х2  + 8xjx2 + 6 Х[Х3 + 6х2х3.

737. F(x) = Зх2 + Зх2 -  х 2 -  6Х]Х3 + 4х2х3.

7.4. ЗВЕДЕННЯ КВАДРАТИЧНОЇ ФОРМИ 
ДО КАНОНІЧНОГО ВИГЛЯДУ ЗА ДОПОМОГОЮ  
ОРТОГОНАЛЬНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ

Припустимо, що квадратична форма (7.1) визначена в 
Еп і змінні х,- — координати вектора х в ортонормованому 
базисі і ] ,  е2, ..., е п . Тоді квадратична форма (7.1) може бути 
зведена до канонічного вигляду за допомогою переходу до 
ортонормованого базису, складеного з одиничних власних 
векторів симетричного лінійного оператора А, що відповідає 
формі (7.1). У цьому базисі матриця оператора А буде діаго­
нальною:

ί λ 1 0 0  Ν

А  = 0 λ 2 . 0

, 0 0

де λ [ , λ 2 .......λ η — власні значення, що відповідають векто­

рам базису і) ,  е2,..., е п . Квадратична форма в новому базисі 
набере вигляду

F(x)  = Х ТА  X = λ tx ,2 + λ 2i f  + ... + λ nx2 .



1 - λ  2 = 0 <=> λ2 -  5λ = 0 о2 4 -  λ

Задача. Знайти ортогональне перетворення ортонормова­
ного базису ву , е 2  площини Е2, що зводить квадратичну фор­

му F(x) =  Ху +  4хух2 +  4х2 д о  канонічного вигляду і записати 
цей канонічний вигляд.

Р о зв ’ я за н н я . Виписуємо матрицю квадратичної форми

* - { 1  <)
Складаємо та розв’язуємо характеристичне рівняння:

λ  = 0 , 
λ  = 5.

Дана квадратична форма має такий канонічний вигляд:

F(x) = 5 і| .

Щоб знайти базис, в якому квадратична форма має такий 
вигляд, треба здобути власні вектори лінійного оператора А, 
якому відповідає матриця у і -  Записуємо систему рівнянь, що 
визначають шукані власні вектори:

[(1 -  λ)*! + 2 х2 = 0,
[2ху + (4 -  λ ) χ 2 = 0.

Підставляючи λ  = λ( = 0 , дістаємо

jxy + 2 х2 = 0,
2ху + 4 х2 = 0.

Звідси
-2х2,

Х<у — Хп
або 1 = - 2

1

де х2  є  ( - 00, + оо) .

Якщо покласти х2 = 1, то знайдемо Oj = І ^ власнии

вектор А. ВІДПОВІДНИЙ вектору Оу одиничний вектор буде

ґ  ■ 2 /
1/V5 ,

Підставляючи λ = λ 2 = 5 , дістаємо

-4ху  + 2 х2 = 0,
2ху -  х2 = 0 .

(х, = 1/2 Хп, ,
Звідси < або

[х2  = х2, Й - І  '■ f t ·
1/2

1

де х2  є  ( - 00, + оо) .

Покладемо х2  = 2 .  Знайдемо а 2  = ^  j  — другий власний 

вектор А. Нормуючи його, дістаємо одиничний власний век-
Ί / 7 Γтор е 2
2/V5

Вектори е \ , е 2 становлять шуканий ортонормований базис.

При переході до нового базису ву,е2 координати всіх векто­
рів перетворюються за формулами:

Ху = —ф/ л/5)і[ + і^ !4 ь )х2, 

х2  = (і/л/б).*! + ф/ л/5 )jc2 

або в матричній формі запису

'-2 / V 5  і/л/5
, де С  =

і/л/б 2/V5

Задачі для розв’язування

У задачах 738-744 знайти канонічний вигляд, до якого 
зводяться квадратичні форми за допомогою ортогонального 
перетворення, не відшукуючи це перетворення.

738. F(x) = ХуХ2 .

739. F(x)  = x f  + ХуХ2  + х\ .

740. F(x) = Ху + 2хух2 + х2 ■

741. F(x) = Зхі  + Зх3 + 4хух2  + 4хух3 -  2х2 х3 .

742. F(x) = X? -  2хух2 -  2хух3 -  2х2 х3 .

743. F(x)  = 7X ? +  7 х \  + 7 х 3 + 2 х у х 2 + 2 ^ X 3 + 2 х 2 х 3 ■

744. F(x)  = Зху + Зх\ -  х\ -  6x ^ 3  + 4лг2л:3 .
У задачах 745-752 знайти ортогональне перетворення, що 

зводить квадратичні форми до канонічного вигляду і записати
його:

745. F(x) = 4хух2  + Зх2  .

746. F(x) = 5ху + &ХуХ2  + 5х 2 .



/ —\ 9 9 9747. Fix) = 4X[ + x2  + 4x3 -  4xjx2 -  8X[X3 + 4x2x3 ·
748. F(x) = X[X2 + xtx3 + х2хз ■
749. Fix) = -  3x2 + 4xjx2 -  4X[X3 + 10x2x3 .
750. Fix) = x2 + x| + 5x| -  6xjx2 + 2X[X3 -  2x2 x3 ■
751. Fix) = x2 + x 2 + x 2 + 4X]X2 + 4X[X3 + 4x2x3 ·

752. Fix)  = 17x[2 + 14x| + 14xf -  \X\X2 -  4xjx3 -  8x2x3 .

7.5. ЗАКОН ІНЕРЦІЇ КВАДРАТИЧНИХ ФОРМ.
КЛАСИФІКАЦІЯ КВАДРАТИЧНИХ ФОРМ.
КРИТЕРІЙ СІЛЬВЕСТРА ЗНАКООЗНАЧЕНОСТІ
КВАДРАТИЧНОЇ ФОРМИ

Т вер дж ен н я  7.2 . (Закон інерції квадратичних форм). 
Число додатних (від’ємних) коефіцієнтів у канонічному вигляді 
квадратичної форми не залежить від невиродженого лінійного 
перетворення, що зводить її до канонічного вигляду.

О з н а ч е н н я  7.4. І н д е к с о м  і н е р ц і ї  k к в а д р а т и ч н о ї  форми  
називається число відмінних від нуля коефіцієнтів її каноніч­
ного вигляду. Д одатним  і н д е к с о м  р  — число додатних, 
в і д ’ємним і н д е к с о м  q — число від’ємних коефіцієнтів її ка­
нонічного вигляду.

О з н а ч е н н я  7.5. Квадратична форма F(x)  називається д о ­
д а т н о  (в і д ’єм н о ) о з н а ч е н о ю  на Ln, якщо F(x) > 0 (F(x) < О) 
для довільного х *  0, х є Ln .

О з н а ч е н н я  7.6. Квадратична форма F(x)  називається 
к в а з і д о д а т н о  (к в а з і в і д ’є м н о ) о з н а ч е н о ю  на Ln, якщо 
F(x) > 0 (F (x) < 0) при довільному х є Ln та існує х *  0 
такий, що F(x)  = 0 .

Т вер дж ен н я  7 .3 .  F(x)  тоді і тільки тоді є додатно 
(від’ємно) означеною на Ln, коли р  = п (q = п).

Т вер дж ен н я  7 .4 .  F(x)  тоді і тільки тоді є квазідодат­
но (квазівід’ємно) означеною, коли р  < п і д = 0  (р = 0  і 
<7 < п).

Т вер дж ен н я  7 .5 .  Fix)  тоді і тільки тоді є знакозмін- 
ною, коли р  Ф 0  і q Ф 0  .

Т вер дж ен н я  7 .6 .  (Критерій Сільвестра). Для того щоб 
квадратична форма F{x) була додатно означеною, необхідно і 
досить виконання нерівностей Δ] > 0, Д2 > 0 ,.. . , Ап > 0 , де Δ,·,

і = І, п  — кутові мінори та визначник квадратичної форми.

Для того щоб квадратична форма F(x)  була від’ємно 
означеною, необхідно і досить, щоб знаки кутових мінорів 
чергувалися, причому Δ] < 0  .

П риклад 1. Квадратична форма

F(x)  = 5xj2 + х\ + 5х| + 4xtx2  -  8X1X3 -  4х2хз

додатно означена, оскільки кутові мінори та визначник її мат­
риці

5 2 - 4
Δ[ = 5, Δ2 = 5 2 

2 1
-  1, Δ3 - 2 1

- 4  - 2
= 1

додатні.
П риклад 2. Квадратична форма

F(x) = Зх2 + х2 + 5х2 + 4Х|Х2 -  8Х[Х3 -  4х2х3

не буде ні додатно, ні від’ємно означеною, тобто буде знако- 
змінною, оскільки її другий кутовий мінор від’ємний:

Δ2 - З 2 
2 1 = - 1 .

З адача. Знайти всі значення параметра λ ,  при яких ква­
дратична форма

F(x)  = 5х 2 + х| + λ  х3 + 4xjx2 -  2xjx3 -  2х2х3

додатно означена.
Р о зв ’ я з ан н я . Матриця у і  квадратичної форми має ви­

гляд
5 2 -1 λ

s 4 =  2  1 - 1
1 - І  - 1  λ ;

її кутові мінори та визначник

5, Δ2 = 5 2 
2 1

-  1, Δ3 -
5 2 - 1
2 1 -1 

- 1  - 1  λ

Бачимо, що Δ[ > 0, Δ2 > 0 .  Вимагатимемо, щоб і Δ3 був
більше нуля.

Дістанемо
Δ3 = 5λ + 2 + 2 - 1 - 5 - 4 λ ο λ - 2 > 0 < = > λ > 2 .  

Відпов і д ь :  λ  > 2 .



Задачі для розв’язування
У задачах 753-756 знайти всі значення параметра λ ,  при 

яких додатно означені такі квадратичні форми:
753. Fix') = 2* 2 + x 2  + 3*з + 2λ χ^χ2  + 2*^*з.

754. Fix)  -  χ\ + χ\ + 5*| + 2λ χ λχ 2  -  2х{хг  + 4χ 2 χ 3 .

755. Fix)  = x f  + 4χ 2  + * 3 + 2λ χ μ 2 + 10xjx3 + 6х2*з ·

756. Fix) = 2χγ + 2*| + *| + 2λ ΧχΧ2  + 6 * ! * 3 + 2*2*з ■
757. Довести, якщо квадратична форма з матрицею у і  до­

датно означена, то й квадратична форма з оберненою матри­
цею _/1 -| також додатно означена.

У задачах 758-764 визначити, які квадратичні форми є 
додатно і від’ємно означені, а які ні:

758. Fix)  = х\ + 26х2 + 10 ххх2 .

759. Fix) = -  х\ + 2 ххх2  -  4х\ .

760. Fix) = х\ -  \Ьх\ + 14 ххх2  -  2хххг  + 6 * 2* 3 ·

761. Fix)  = 12 Х\Х2  -  12Х[Х3 + 6 * 2* 3 -  1 їх 2 -  6 * 2 -  6 * | .

762. Fix)  = 4χ ι + 3jc2 + 6 xf + 2* ! * 2 + 4* [ * 3 .

763. Fix) = 2*f + Х\Х2  + *[*з -  *2*3  + 2* 2* 4 .

764. Fix)  = X2  + 4х2 + 4* 2 + 8 * 2 + 8 * 2* 4 ·

765. Довести, що квадрат довжини вектора | * | 2 в Еп є до­
датно означеною квадратичною формою.

У задачах 766-772 за канонічним виглядом квадратичної 
форми Fix)  в Еп визначити індекси р  та q та її знакоозначе- 
ність:

766. Fix)  = х\ + Т Х 2  + 1х\ + х 4 · (п=4)·

767. Fix)  = 2х\ -  5*f + | · * 2 , і п=3).

768. Fix) = 25*? + 13х| + і * £ , i n - 4).

769. Fix)  = -  2х% - j x $ -  4 х 4 - (п=4)·

770. Fix) = 5* 2 + 9 * f  -  Зх| + х\ , іп=4).

771. F (x) = -  x f  -  З* 2 -  jc|, і п=3).

772. Fix) = 9*f + 3*| , і п=3).

7.6. ОДНОЧАСНЕ ЗВЕДЕННЯ ДВОХ КВАДРАТИЧНИХ 
ФОРМ ДО КАНОНІЧНОГО ВИГЛЯДУ

О з н а ч е н н я  7 .7. Нормальним виглядом квадратичної 
форми (7.1) називається такий її канонічний вигляд, в якому 
коефіцієнти при квадратах невідомих (не враховуючи нульо­
вих) дорівнюють ±1 .

Т в е р д ж е н н я  7 .7 . Якщо F ix )  — довільна, а Gix)  — 
додатно означена форми на Ln, то існує лінійне невироджене 

перетворення Ln, що зводить обидві форми до канонічного 
вигляду (а форму G i x )  навіть до нормального вигляду).

З а у ва ж ен н я  7.5. На практиці для одночасного зведення Fix )  та G(x)  
до канонічного вигляду спочатку будують базис L", в якому G(x)  має нор­

мальний вигляд і знаходять матрицю у і  форми Fix )  у  цьому базисі. Вва­
жаючи новий базис ортонормованим базисом Е", дістають ортогональне 
перетворення Е", що зводить Fix)  до канонічного вигляду. Ортонормований 
базис в Е" з власних векторів форми F(x )  є шуканим. У ньому матриця 
форми G(x)  — одинична, а матриця форми Fix )  — діагональна.

З адача. Дано квадратичні форми

F ix )  = х\ + 56*| + 16 * !*2 ,

G (*) = * 2 + 26*| + І® * і* 2  ·

Показати, що форма Gix)  додатно означена. Знайти неви­
роджене лінійне перетворення, що зводить форму Gix)  до
нормального, а форму F ix )  до канонічного вигляду. Записати 
цей канонічний вигляд.

Р о зв ’ я з а н н я . Склавши матрицю β  квадратичної форми 
G ix ) ,  матимемо

в  = 1 5
5 26

Обчислимо кутові мінори матриці В-

Δι = 1 > 0, Δ2 = 1 5 
5 26 = 1 > 0 .

Отже, квадратична форма Gix)  є додатно означеною. Зве­
демо її до нормального вигляду, застосовуючи метод Якобі. 
Визначимо канонічні коефіцієнти:

λ[ = Δι = 1, λ 2 = -^ -  = | = 1 .



Тоді квадратична форма G(x)  матиме такий нормальний 
вигляд:

β ( . ϊ )  = ξ 2 + ξ 2 .

Знайдемо трикутне перетворення, що зводить цю квадра­
тичну форму до нормального вигляду:

а 21

с  =/і = «ι·
/2 = -5б| + е2 ■

Виразимо старі координати через нові за допомогою 
матриці О.

-<£) 1 - 5  
0  1

ξι
^2 У

х\ -  ξ і-  5ξ 2, 
лг2 = ξ 2·

Знайдемо вигляд квадратичної форми /Ч.ї) і її матриці у і  
у новому базисі /( , /2 :

^ (χ )  = (ξ, -  5 ξ2 )2 + 56ξ2 + 16(ξ, -  5 ξ2 )ξ2 = 

= ξ ^ - 1 0 ξ 1ξ 2 + 2 5 ξ^ + 5 6 ξ^ + 1 6 ξ1ξ 2 -  

- 8 0 ξ 2 = ξ 2 + 6 ξ , ξ 2 + ξ 2 .

y t  = 1 3 
3 1

Вважаючи Д, /2 ортонормованим базисом у Е2, здобудемо 
ортогональне перетворення Е2, що зводить форму F(x)  з ма­
трицею у і  до канонічного вигляду. Для цього визначимо вла­
сні значення і власні одиничні вектори оператора А, матриця 
якого дорівнює у і .

Маємо

l - λ  З
З 1 - λ = 0 ,

λ , = - 2 ,
λ ,  =4.

Для λ [ = -2  візьмемо власний одиничний вектор = 

= ( -  і/л/2 , і/л/2 ) , для λ 2 = 4 візьмемо власний одиничний

вектор § 2  = (1/V2 , і/л/2 ) .
Тоді квадратична форма F ( i )  у базисі g | ,g 2 має каноніч­

ний вигляд:

F(x)  = = -  2η2 + 4η2 .

Квадратична форма G (jc) у базисі Д , /2 мала одиничну 

матрицю. В базисі g i,g 2 матриця форми С (х ) залишається 

одиничною, тобто G(x )=  η 2 + η 2 , а матриця ^  переходу від 

базису Д , /2 до базису g [ ,g 2 має вигляд

.  Г-1/Т2 1 / ν η
I  1/^/2 1/ V 2 J·

У  разі переходу від базису / j , /2 до базису , g 2 коорди­
нати векторів перетворюються за формулами:

( ξ ί )  = ^ ( η 2)  аб° 4і = (-l/V2> ii +^/V2>,2. 

ξ 2 = (l/V ?)^  + ^/>/2)η2.

Остаточно маємо G (x) = η2 -(- η 2 , F(x )  = -  2η2 + 4η2 ,
де

χ, = ξ , -  5ξ2 = (-  l / V ^  + (/ 7 2 )η 2 -  ( δ / Τ ^ , -  =

= -(б/>/2 >,! -  (4/ V 2 )η2 ,

χ2 = ξ 2 = (/ ν 2 )η 1+ (/ ν 2 )η 2 .

Перев ірка·. F(x) = x f  + 56χ| + 16x[jc2 = (-  (б/>/2)г|[ -

-  ( 4/V2 >72) 2 + 5 4 / Л У ь  + ( / V ^ ) 2 + 1б(- (б/>/2>7, -  

-  (4/V2 )72 X(j/V2 )?і + (і/л/2 )72 )= 1 δ^2 + 8^| + 24/7,^ + 28^,2 +

+ 56η[η2 + 28η2 + 16(-3η2 -  3 η ^ 2 -  2 η ^ 2 -  2η2) = -2 η 2 + 4η2;



G(x) = x2 + 26x| + 10jcjjc2 = ( -  (б /л/2 >7! -  (4/V2 >72 ) 2 -H

+ 2 6 ( ( j/ V ^  + (/V2 >72) 2 + 1θ ( -  (б/Тг)?, -  (4/V2 >72)((J/V2 ) ; ,  4 

+ /̂>/2 ) 12)= 18η2 + 8η 2 + 24η,η2 + 13η2 + 26η,η2 - 3 0 η 2 -

-  20η2 -  50η,η2 = η2 + η2;

В і д п о в і д ь : G(x) = η2 + η 2 , F(x)  = -  2η2 + 4η2 ,

Χ 1 = -(б/л/2")пі -  ^/V2)n2, χ2 =(/л/2 ) 11+(/л/2 ) і 2 .

Задачі для розв’язування

У задачах 773-777 з ’ясувати, що в парах квадратичних 
форм одна форма є додатно означеною; знайти невироджене 
лінійне перетворення, що зводить цю форму до нормального, 
а іншу форму цієї самої пари до канонічного вигляду, і напи­
сати цей канонічний вигляд (лінійн® перетворення визначено 
неоднозначно).

773. F(x) = -  4хіх2', G (х) = x f  -  2х,х2 + 4х| .

774. F(x) = 8 xf  -  28χ| +14х| + 1 бх ,^  + 14х1х3  + 32^*3 ;

G (х) = x f  + 4х2 + 2х\ + 2л:,Jt3 .

775. F ( і )  = 2х\ + ххх% + х,х3 -  2χ^χ^ + 2 ^ 4  ;

G (х) — (і / 4^с, + х2  + Х3 + 2 х 4 + 2х2 х  ̂ .

776. F (x) = x f  + (з / 2)х| -  2х| + х2  + 2 jc,х2  + 4х,х3 ;

G (x) = x f  + (5 / 4)х2 + х 2 + х 2 + 2х2 х3 .

777. F(x)  = x f  -  15х2 + 4 х,х2 -  2х,х3 + 6х2х3 ;

G (х) = х, +1 7х2  + Зх3 + 4 х,х2 — 2х,хз — 14х2хз .

З
 КВАДРАТИЧНІ 

ОБРАЗИ В Е2  і  £3

8.1. КВАДРАТИЧНІ ОБРАЗИ В Ег, ЗАДАНІ
КАНОНІЧНИМИ РІВНЯННЯМИ

8.1.1. Еліпс
О з н а ч е н н я  8.1.  Еліпсом  називається множина точок, 

для кожної з яких сума відстаней до двох фіксованих точок 
площини, що називаються ф ок у с ам и ,  є стале число 2 а,  яке 
більше за відстань 2с між фокусами.

Якщо осі декартової прямокутної системи координат виб­
рано так, що фокуси еліпса розташовані на осі абсцис симет­
рично відносно початку координат в точках F і(с; 0) і F2 i~с;
0), то в цій системі координат рівняння еліпса має вигляд

де Ь2 = а 2  -  с 2.
Рівняння (8.1) називається канон іч ним  р і в н я н н я м  ел іп са .
У разі такого вибору системи координат осі координат збі­

гаються з осями симетрії еліпса, а початок координат — з 
центром симетрії еліпса (рис. 8.1). Точки перетину еліпса з 
осями координат Л ,(а ; 0), А2 (-а·,  0), В і(0; Ь), В2(0; —Ь) нази­
ваються в е р ш и н а м и  ел і п са .  Відрізки А\А2 і В\В2, що з’єд­
нують протилежні вершини еліпса, а також їх довжини 2а  і
2Ь, називаються відповідно в е л и к о ю  (фокальною) та малою  
о с я м и  ел і п са .  Параметри а  та Ь, які входять у рівняння еліп­
са (8.1), дорівнюють його півосям.

Форма еліпса (міра його стиску) характеризується його

ексцентриситетом ε = —. Оскільки с  < а,  то 0 < ε < 1. В окре­

мому випадку, коли а  = Ь ( с  = 0, ε = 0 ) ,  еліпс перетворю­
ється в коло, рівняння якого має вигляд

х2 + у 2 = а 2.

Відстані г, = MF\ і r2 = MF 2 від довільної точки М(х ;  у )  
еліпса до фокусів називаються фокальними р а д і у сами  точки М.



Рис. 8.1

З означення еліпса випливає, що + г2 = 2а. Фокальні раді­
уси можуть бути обчислені за формулами

η = а  -  ε х ; г2  = а  + ε х,
це  х — абсциса точки М.

Д ир е к т р и с а м и  еліпса називаються дві прямі, паралельні 
малій осі, які віддалені від неї на відстань α / ε  (коло директ­
рис не має).

Рівняння директрис мають вигляд х = ±—.
ε

ТЕОРЕМА 8.1. Якщо г  — відстань від довільної точки еліп­
са до деякого фокуса, d  — відстань цієї самої точки до одно­
бічної з цим фокусом директриси, то відношення r / d  є вели­
чина стала, що дорівнює ексцентриситету ε еліпса, тобто 
r / d = E .

2 „2
Рівняння дотичної до еліпса 2— + У— = \ в точці AfOq; у х)

а  Ь
еліпса має вигляд

хх\ . УУ\ _ , 
а 2  Ь2

Якщо в декартовій прямокутній системі координат фокуси 
еліпса розташовані на прямій у  = і/0, симетрично відносно 
прямої х = х0, у  точках F x(x0 + с ;  у 0) і F2(x0 “  с ; у 0), то рів­
няння еліпса набуде вигляду

(χ ~ χο ) 2 , І У - У о )2 1

З адача. Скласти рівняння еліпса, фокуси якого розташо­
вані на осі абсцис симетрично відносно початку координат,
якщо він проходить через точку М (—2л/5 ; 2) і відстань між 
його фокусами 2 с  = 6 л/з .

х2 V2Р о зв ’ язан н я . Нехай ^  + ^ -  = 1 — шукане рівняння
^ Z L.Zа  о

еліпса. Координати точки М повинні задовольняти це рівнян­

ня Отже, Щг + -^г = 1 ■ Оскільки Ь2 = а 2 -  с 2, то а 2 -  Ь2 = 27. 
а Ь2

Розв’язавши систему рівнянь

знаходимо а 2 = 36, Ь2 -  9.
х 2 У2Таким чином, рівняння еліпса має вигляд —  + —  = 1 .

Σ̂ ·  Задачі для розв’язування

778. Знайти геометричне місце точок, для яких сума від­
станей до двох даних точок F\( -3; 0) та F2 (3; 0) є величина 
стала, яка дорівнює 10 .

779. Знайти геометричне місце точок, для яких відношен­
ня відстаней до даної точки F(—4; 0) і даної прямої Ах + 
+ 25 = 0 дорівнює 4/5.

780. Знайти геометричне місце точок, які розміщені від 
точки Л(3; 0) вдвічі ближче, ніж від прямої х = 12.

781. Скласти рівняння кривої, сума квадратів відстаней від 
кожної точки якої до точок М і(-3 ; 0) та М2 (3; 0) дорівнює 50.

782. Скласти рівняння еліпса , фокуси якого розташовані 
на осі абсцис симетрично відносно початку координат, знаю­
чи, що:

1) його півосі дорівнюють 5 та 2;
2 ) його велика вісь дорівнює 10 , а відстань між фокусами 

2 с  = 8;
3) його мала вісь дорівнює 24, а відстань між фокусами 

2 с  = 10;
4 ) відстань між фокусами 2 с  = 6 та ексцентриситет 

ε =3/5;
5) його велика вісь дорівнює 20, а ексцентриситет ε — 3/5;



6) його мала вісь дорівнює 10, а ексцентриситет ε = 12/13;
7) відстань між його директрисами дорівнює 5 та відстань 

між фокусами 2с = 4;
8) його велика вісь дорівнює 8, а відстань між директри­

сами дорівнює 16;
9) його мала вісь дорівнює 6, а відстань між директрисами 

дорівнює 13;
10) відстань між його директрисами дорівнює 32 та ε = 1/2.
783. Скласти рівняння еліпса, фокуси якого розташовані 

на осі абсцис симетрично відносно початку координат, знаю­
чи, що:

1) півосі його відповідно дорівнюють 4 та 2;
2) відстань між фокусами дорівнює 6 і велика піввісь до­

рівнює 5;
3) велика піввісь дорівнює 10 та ексцентриситет ε=  0,8;
4) мала піввісь дорівнює 3 та ексцентриситет ε = V2 /2 ;
5) сума півосей дорівнює 8 і відстань між фокусами дорів­

нює 8.
784. Дано рівняння еліпса: 9х2 + 25у 2 = 225. Обчислити дов­

жину осей, координати фокусів, ексцентриситет еліпса. Скласти 
рівняння директрис.

785. Дано рівняння еліпса: 25х2 + 169у 2 = 4225. Обчисли­
ти довжину осей, координати фокусів, ексцентриситет еліпса.

786. Дано еліпс 9х2 + 5 у 2 = 45. Знайти його півосі, фоку­
си, ексцентриситет, рівняння директрис.

787. Відстані одного з фокусів еліпса до кінців його вели­
кої осі відповідно дорівнюють 7 та 1. Скласти рівняння цього 
еліпса.

788. Еліпс проходить через точки Atf(V3; - 2 )  і N ( - 2л/3; 1). 
Скласти рівняння еліпса, беручи його осі за осі координат.

2 2 Х V789. Дано еліпс ·30·+ 2 ο = 1· Написати рівняння його 
директрис.

790.  Мала вісь еліпса дорівнює 8, його директриси задані 
рівняннями х = ±8. Знайти рівняння цього еліпса.

791. Визначити ексцентриситет еліпса, якщо його малу 
вісь видно з фокуса під прямим кутом.

792. Визначити ексцентриситет еліпса, якщо відстань між 
директрисами в 4 рази більша за відстань між фокусами.

793. Ексцентриситет еліпса ε= 2/3 , фокальний радіус то­
чки М  еліпса дорівнює 10. Обчислити відстань від точки М 
до однобічної з цим фокусом директриси.

794. Еліпс, фокуси якого розташовані на осі абсцис симет­
рично відносно початку координат, проходить через точку Λί(1;
1) та має ексцентриситет ε=  3/5. Скласти рівняння еліпса.

2 2
795. На еліпсі —  + *=- = 1 дано точку М(2; -5 / 3 ). Скласти

9 5
рівняння прямих, на яких лежать фокальні радіуси точки М.

796 . Визначити фокальні радіуси точки М ( - 4; 2,4), яка

н а л е ж и т ь  е л іп с у  + - jg -  = і  ·

797. Ексцентриситет еліпса ε=  1/3, центр його збігаєть­
ся з початком координат, один з фокусів ( - 2 ; 0). Обчислити 
відстань від точки М/ еліпса з абсцисою, яка дорівнює 2 , до 
однобічної з цим фокусом директриси.

х2 у2 , -798 . На еліпсі + = 1 знаити точку, відстань якої
1UU оЬ

від правого фокуса в 4  рази більша за відстань від її лівого 
фокуса.

7 9 9 . На еліпсі = 1 знайти точку, для якої добуток

фокальних радіусів дорівнює квадрату малої півосі.

x 2 U28 0 0 . На еліпсі + І5у  = 1 знаити точку, відстань якої до 

малої осі дорівнює 5.

801. На еліпсі + Щт- -  1 знайти точку, різниця фокаль-
25 У

них радіусів якої дорівнює 6,4.
X2 у 2  ,  ■

8 0 2 . Визначити точки еліпса у щ  + gg = 1, відстань яких

до правого фокуса дорівнює 14.

х 2 У2 ,8 0 3 . В еліпс 4 ^  + q = 1 вписано правильнии трикутник,
ΟΌ Ό

одна з вершин якого збігається з правою вершиною великої 
осі. Визначити координати двох інших вершин трикутника.

х 2 У2 ,
8 0 4 . Знайти точки перетину еліпса 20· + -  * 3 ПРЯМ0Ю

2х -  у  -  9 = 0.
8 05 . Знайти точки перетину прямої х + 2у -  7 = 0 та еліпса 

*2  + 4 у 2 = 25.



2 2 γ U806.  Скласти рівняння дотичної до еліпса —  + ψ — - 1 в
16 12

точці (2; -3 ) .
2 и2

807. Скласти рівняння дотичних до еліпса —  + - — = 1,
15 9

проведених з точки у4(—6; 3).
2 у 2

808.  Знайти рівняння дотичних до еліпса 4тг + -кт = 1.oU 24
паралельних прямій 2 х -  у  + 17 = 0.

809. Скласти рівняння дотичних до еліпса х2 + 4у 2 = 20, 
які перпендикулярні до прямої 2х -  2у -  13 = 0.

810. Скласти рівняння еліпса, якщо відомі його ексцент­
риситет ε= 2/3 , фокус F(2; 1) та рівняння відповідної дирек­
триси х -  5 = 0.

811. Скласти рівняння еліпса, якщо відомі його ексцентри­
ситет ε= 1/2 , фокус F(—4; 1) та рівняння відповідної дирек­
триси у  + 3 = 0.

812. Скласти рівняння еліпса, знаючи що:
1) його велика вісь дорівнює 26 та фокуси /^(-10; 0), 

F2( 14; 0);
2) його мала вісь дорівнює 2 та фокуси / ^ (-І ; -1 ) ,  Fo(l;

1);
3) його фокуси F jd ;  3), F2 (3; 1) та відстань між дирек­

трисами дорівнює 12л/2 ;
4) його фокуси F і (—2; 3/2 ), F2 (2\ - 3 / 2 )  та ексцентриси­

тет ε = 42. / 2  .

8.1.2. Гіпербола

О з н а ч е н н я  8.2. Г і п ер б олою  називається множина 
точок, для кожної з яких модуль різниці відстаней до двох фік­
сованих точок площини, що називаються фоку сами,  є стале 
додатне число 2 а, яке менше за відстань 2 с  між фокусами.

Якщо осі декартової прямокутної системи координат ви­
брано так, що фокуси даної гіперболи розташовані на осі абс­
цис симетрично відносно початку координат в точках Fy( c ;  0)
і F2 ( - c ;  0), то в цій системі координат рівняння гіперболи 
має вигляд

де Ь2 = с 2 -  а 2. Рівняння (8.2) називається канон іч ним  р і в ­
н я н н я м  г і п ер б оли .

У разі такого вибору системи координат осі координат збіга­
ються з осями симетрії гіперболи, а початок координат — з її 
центром симетрії (рис. 8.2). Точки А\(а; 0) і А2 (~а;  0) нази­
ваються в е р ш ина м и  г і п е р б оли ,  а точки й ](0 ; Ь) і В2 (0; 
- b )  — у я в н и м и  в е р ш ина м и  г і п е р б оли .  Відрізок А\А2 і його 
довжина 2а називається д і й с н о ю  в і с с ю ,  а відрізок В\В2 і його

довжина 2Ь — у я в н о ю  в і с с ю  г і п е р б оли .  Е к с ц е н т ри с ит ет ом  
г і п е р б ол и  називається відношення відстані між фокусами до 
дійсної осі:

ε = — (якщо с  > а, то ε > 1 ). 
а

Відстані гі = M F \ і r2 = MF2 від будь-якої точки гіперболи 
М(х; у )  до фокусів називаються фокальними р а д і у с а м и  точ­
ки М. З означення гіперболи випливає, що \ г\ -  г2\ = 2а.

Фокальні радіуси точки М(х; у )  правої гілки гіперболи об­
числюють за формулами:

r\ = MF\ = ε χ  -  а\ r2 = MF2 = г х  + а.

Фокальні радіуси точки М(х; у )  лівої гілки гіперболи зна­
ходять за формулами:

r\ = MF\ = -  г х  + a ;  r2  = MF2 = ~ ε χ  -  а.



Д и р ек т ри с а м и  г і п е р б о л и  називаються прямі, перпендику­
лярні до фокальної осі, які віддалені від центра на відстань

а /  ε . Директриси мають рівняння х -  ±—.

ТЕОРЕМА 8.2. Якщо г  — відстань від довільної точки 
гіперболи до деякого фокуса, d  — відстань від цієї самої точ­
ки до однобічної з цим фокусом директриси, то відношення 
r / d  є величина стала, яка дорівнює ексцентриситету гіпербо­
ли r / d = z .

Гіпербола має дві асимптоти, рівняння яких у  = ± — х .

Асимптоти містять діагоналі прямокутника, центр якого 
збігається з центром гіперболи, а сторони рівні і паралельні 
осям гіперболи.

Якщо а  = Ь, то рівняння гіперболи має вигляд
х2 -  у 2 = а 2.

Така гіпербола називається р і в н о б і ч н ою .
Дві гіперболи, визначені в одній системі координат рів-

X2 V2 х 2 у 2 ,няннями -  —г  = 1 і - - ^  + ^ -  = 1, називаються с п р я ж е -
а b а  b

ними.  Такі гіперболи мають спільні осі та асимптоти, проте 
дійсна вісь однієї є уявною віссю другої і навпаки.

х2  ч 1Рівняння дотичної до гіперболи —-------т -= 1 у точці М(х і;
сГ £г

у . ,  х*і УУ\ ,у  і) гіперболи має вигляд —-------γ  = 1.
a  b

Якщо осі декартової системи координат вибрані так, що 
фокуси гіперболи розташовані на прямій у  = у о  симетрично 
відносно точки Mq(xq; у о )  в точках F\(xо + с ;  у о )  і F<i(xо -  с ;  
уо) ,  то в цій системі координат рівняння гіперболи має вигляд

{ х - х р ) 2 { у - у о ?  
а 2 Ь2

Задача. Скласти рівняння гіперболи, фокуси якої розта­
шовані на осі абсцис, симетрично відносно початку коорди­
нат, знаючи, що відстань між її вершинами дорівнює 48 та

, 5рівняння асимптот мають вигляд у  = ·

Р о зв ’ язан н я . Оскільки відстань між вершинами гіпербо­
ли дорівнює 2а, то 2а  = 48 або а  = 24.

Асимптоти гіперболи мають рівняння у  = ± — х.  Отже,

Ь/а  = 5/12, звідки b = . або b = 10.

Отже, рівняння шуканої гіперболи має вигляд

2 2
ЛГ У .
576 100

Задачі для розв’язування

813. Знайти геометричне місце точок, для яких модуль різ­
ниці відстаней від двох даних точок F i ( - 5 ;  0) і F2 (5; 0) є ве­
личина стала, яка дорівнює 6.

814. Вивести рівняння геометричного місця точок, для 
яких відношення відстаней до даної точки F ( -5 ;  0) і даної 
прямої 5х + 16 = 0 дорівнює 5/4.

815. Вивести рівняння геометричного місця точок, для 
яких відстань від точки F(0; 6) у півтора раза більша за від­
стань від прямої у  = 8/3.

816. Знайти геометричне місце точок, рівновіддалених від 
кола х2 + 4х + у 2 = 0 та від точки М(2; 0).

817. Скласти рівняння гіперболи, фокуси якої розташовані 
на осі абсцис, симетрично відносно початку координат, якщо:

1) відстань між фокусами 2с  = 6, ексцентриситет ε =3/2;

2) рівняння асимптот (/ = ±-|-л: та відстань між фокусами 

2 с  =20;
а

3) відстань між директрисами дорівнює 22—  та відстань
1 О

між фокусами 2с = 26;
4) ексцентриситет ε=  3/2 та відстань між директрисами 

дорівнює 8/3.
2 2 х, Ч818. Дано гіперболу —  -  f — = 1. Знайти:

У 16
1) координати фокусів;
2) ексцентриситет;
3) написати рівняння асимптот і директрис;
4) скласти рівняння спряженої гіперболи та обчислити її 

ексцентриситет.
819. Дано гіперболу 16х2 -  9 у 2 = 144. Знайти півосі а  та 

Ь, фокуси, ексцентриситет, рівняння асимптот та директрис.



820.  Скласти рівняння гіперболи, фокуси якої розташовані 
на осі абсцис, симетрично відносно початку координат, якщо:

1) ексцентриситет гіперболи дорівнює л/2 та графік гіпер­
боли проходить через точку М ( - 5; 3);

22) рівняння асимптот у  = ±-^х та графік гіперболи прохо­

дить через точку уИ(9/2; —1);
З3) рівняння асимптот гіперболи у  = ± — х та рівняння ди-

4-16ректрис X = ±— .ϋ
821. Скласти рівняння гіперболи, фокуси якої розташовані 

на осі ординат симетрично відносно початку координат, якщо:
1) відстань між фокусами 2с = 10 та ексцентриситет 

ε = 5/3;
122) рівняння асимптот у  = ± —  х та відстань між верши­

нами дорівнює 48.
822. Дано гіперболу 16х2 -  9у 2 = -14 4 . Знайти півосі, 

фокуси, ексцентриситет та рівняння асимптот і директрис.
823. Написати рівняння двох спряжених гіпербол, знаючи, 

що відстань між директрисами першої з них дорівнює 7,2, а 
відстань між директрисами другої дорівнює 12,8.

824. Скласти рівняння гіперболи, яка має спільні фокуси з
2 у 2

еліпсом ^ 9  + 24  = 1 ’ 33 Умови> що ексцентриситет її ε = 1,25.

825. Написати рівняння гіперболи, яка проходить через

х 2 Ч2фокуси еліпса = 1 та має фокуси у вершинах цього

еліпса.
826. Фокуси гіперболи збігаються з вершинами еліпса 

„2 »2
—— + ^  = 1, а директриси гіперболи проходять через фокуси

цього еліпса. Скласти рівняння гіперболи.
827. Обчислити півосі гіперболи, знаючи, що кут між асимп­

тотами прямий і рівняння директрис х = ±Зл/2 .
828. Визначити кут між асимптотами гіперболи, якщо 

відстань між фокусами вдвічі більша за відстань між дирек­
трисами.

829. Обчислити ексцентриситет гіперболи, якщо кут між 
асимптотами дорівнює 60°.

8 3 0 . Довести, що відстань від фокуса гіперболи
2 2 X У—п----- т- = 1 до її асимптоти дорівнює Ь.

а 2 Ь2

831. Довести, що добуток відстаней від будь-якої точки
2 2 X Угіперболи —--------— = 1 до її двох асимптот є величина стала,

а 2 Ь2  
2 .2

яка дорівнює —----- — .
а  + Ь

х 2  Ч2832. На гіперболі —  -  = 1 взято точку, абсциса якої

дорівнює 10, ордината додатна. Обчислити фокальні радіуси 
цієї точки та кут між ними.

2 2х У833 . На гіперболі —-----— = 1 знайти точку, для якої фо­

кальні радіуси перпендикулярні один до одного.
2 2 х У. 834 . На гіперболі — — = 1 знайти точку, для якої

відстань від лівого фокуса вдвічі більша за відстань від право­
го фокуса.

2 2х У835 . На гіперболі jg" = 1 знайти точку, яка була б в
З рази ближча від однієї асимптоти, ніж від другої.

2 2 х У8 36 . Гіпербола jg " “ g =1 проходить через точку Λ ί(-5; 

9/4). Знайти фокальні радіуси точки М.
837. Переконавшись, що точка Λί(10, - 4 b )  належить

2 2 х Угіперболі "go _ 2о' = 1’ скласти рівняння прямих, на яких ле­

жать фокальні радіуси точки М.
2 2v х У838. На лівій гілці гіперболи т~г ~ = і знайти точку,

64 36
правий фокальний радіус якої дорівнює 18.

2 2 х У839 . Знайти фокальні радіуси гіперболи - г т ~ ^ = 1 У Т0‘16 9
чках перетину її з колом х2 + у 2 = 91.

8 4 0 . Ексцентриситет гіперболи ε =2, фокальний радіус її 
точки М,  проведений з деякого фокуса, дорівнює 16. Обчис­



X2 У2 ,845. Скласти рівняння дотичних до гіперболи yg- -  —  = 1,

х 2 У2 ,846 . Скласти рівняння дотичних до гіперболи —  -  -g- = 1,

лити відстань від точки М до однобічної з цим фокусом ди­
ректриси.

841. Ексцентриситет гіперболи ε = З, відстань від точки М 
гіперболи до директриси дорівнює 4. Обчислити відстань від 
точки М до фокуса, однобічного з цією директрисою.

842.  Знайти точки перетину прямої х — 5у  — 0 і гіперболи

А  * 1 - .
90 36

843.  Знайти точки перетину прямої 4х -  3у  -  16 = 0 і
2 2 х У гіперболи —р· -  γτ- = 1.

2,0 1О
х 2 У2 ,844.  Скласти рівняння дотичної до гіперболи ------— = 1

у точці А(5, -4 ) .

845. Скласти 

паралельних прямій х + у  = 7.

846.  Скласти рівняння до· 

перпендикулярних до прямої 4х + Зу -  7 = 0.
X2  У2 ,847. Скласти рівняння дотичних до гіперболи -g - -  —  = 1,

проведених з точки С(1; -10 ). Написати рівняння хорди, що 
з’єднує точки дотику.

848.  Гіпербола проходить через точку А(у/6 ; 3) і доти­
кається до прямої 9х + 2у  — 15 = 0. Скласти рівняння цієї 
гіперболи за умови, що її осі збігаються з осями координат.

849.  Скласти рівняння гіперболи, якщо відомі її ексцент­
риситет ε =5/4, фокус F(5; 0) та рівняння відповідної дирек­
триси 5х - 1 6  = 0.

850.  Точка Л(—3; 5) належить гіперболі, фокус якої F ( - 2; 
-3 ) ,  а рівняння відповідної директриси х + 1 = 0. Написати 
рівняння цієї гіперболи.

851. Скласти рівняння гіперболи, знаючи, що відстань 
між її вершинами дорівнює 24 і фокуси F \ ( - 10; 2), /^(Іб; 2).

852. Написати рівняння гіперболи, фокуси якої F і(3; 4), 
^ ( - З ;  - 4 )  та відстань між директрисами дорівнює 3,6.

853.  Скласти рівняння гіперболи, якщо кут між її асимп­
тотами дорівнює 90° і фокуси F χ(4; -4 ) , 2; 2).

8.1.3. Парабола

О з н а ч е н н я  8.3. П ара болою  називається множина 
точок, для кожної з яких відстань до деякої фіксованої точки 
площини, що називається ф ок у с ом ,  дорівнює відстані до де­
якої фіксованої прямої, яка не проходить через фокус і нази­
вається д и р е к т р и с о ю .

Відстань р  від фокуса параболи до її директриси назива­
ється па рам етром  параб оли .

Якщо осі декартової прямокутної системи координат виб­
рані так, що фокус міститься в точці F{p/ 2; 0), а директриса

перпендикулярна до осі Ох і має рівняння х= ~т;< то рівнян­
ня параболи має вигляд

у 2 = 2 рх. (8.3)
Рівняння (8.3) називається канон іч ним  р і в н я н н я м  п а р а ­

боли.
Парабола має одну вісь симетрії, вісь симетрії параболи 

називається в і с с ю  пара б оли .  Точка перетину параболи з віс­
сю симетрії називається її в е р ш и н о ю .  Для параболи, яка за­
дана рівнянням (8.3), віссю є вісь Ох, а вершиною — початок 
координат (рис. 8.3).

Фокальний радіус г  довільної точки М(х;  у )  параболи (тобто 
довжина відрізка FM)  може бути обчислений за формулою

r  = х + р / 2,
де х — абсциса точки М. Якщо директриса параболи — пря­
ма х = р/2 ,  а фокус — точка F ( - p / 2; 0), рівняння параболи



має вигляд у 2 = - 2 рх.  У випадку, якщо директриса парабо­
ли — пряма у  = ~ р / 2, а фокус — точка F(0; р / 2) рівняння 
параболи має вигляд х2 = 2ру .

Рівняння дотичної до параболи у 2 = 2рх  у точці M ix j; і/і) 
параболи має вигляд

у у  і = р(х + *і)·

Якщо осі декартової прямокутної системи координат виб­
рані так, що фокус параболи міститься в точці F(xо + р / 2; 
i/o), а директриса перпендикулярна до осі Ох і має рівняння 
х = xq -  р / 2, то рівняння параболи має вигляд

(У *  i/o)2 = 2Ρ(χ ~ хо)·

З а у в а ж е н н я  8.1. Нехай г  — відстань від довільної точки параболи 
до фокуса (фокальний радіус), d  — відстань від цієї самої точки до дире­
ктриси. Тоді за означенням параболи r  = d. Звідси згідно з твердженням 
теорем 8.1 та 8.2 вважаю ть, що ексцентриситет параболи Є = r/d = 1.

Задача. Скласти рівняння параболи з вершиною в почат­
ку координат, яка симетрична відносно осі Ох і відтинає від
прямої у  = 2 тІ2 х хорду довжиною 3/4.

Р о зв ’ язан н я . Рівняння шуканої параболи має вигляд 
г/2 = ±2рх . Для визначення координат точок перетину прямої і 
параболи розв’яжемо систему рівнянь (для випадку у 2 = 2рх):

х = у 2 /2 р,
' у  = 0, о

_У = рН 2,
[*  = 0,
\у = 0 ,
Iх = РІ 4,

\у = рН 2-

Таким чином, дістанемо дві точки перетину прямої з пара­
болою 0(0 ; 0) і М ( р / 4; р /  л/2 ) .

Довжину хорди обчислимо як відстань між точками О і М:

З _ ІР2  Р2 3 _ / 9 2
4 ~ Ί Τ 6 + Ύ  °  4 “ V l 6 P

З з 
°  4 = 4 р·

Звідси р  = 1, або 2р = 2. Отже, шукане рівняння параболи 
має вигляд у 2 = 2*.

Аналогічно у випадку параболи у 2 = -2рх здобудемо г/2 = 
= -2х .

Задачі для розв’язування

854. Знайти геометричне місце точок, для яких відстань до 
даної точки F(3; 0) дорівнює відстані до даної прямої х + 3 = 0.

855 . Скласти рівняння геометричного місця точок, відстані 
яких до даного кола (л: -  5)2 + у 2  = 9 і даної прямої х + 2 = 0 
рівні між собою.

856 . Знайти геометричне місце центрів кіл, які дотика­
ються до осі Ох і проходять через точку (3; 4).

857. Знайти геометричне місце точок, для кожної з яких 
відстані від осі Ох та від точки F(2; 2) рівні.

858 . Визначити параметр та розташування відносно коор­
динатних осей таких парабол:

1) у 2 = 6 х\ 2) х2 -  Ьу\ 3) у 2 -  -4х ;  4) х2 -  - у .
859 . Скласти рівняння параболи, вершина якої міститься 

у початку координат, знаючи, що:
1) парабола розташована симетрично відносно осі Ох і 

проходить через точку Л(9; 6);
2) парабола розташована симетрично відносно осі Оу  і 

проходить через точку С(1; 1).
8 6 0 . Скласти рівняння параболи, знаючи що вісь ординат 

є директрисою параболи, а фокус має координати (5; 0).
861. Знайти фокус F  та рівняння директриси параболи у 2 = 

= 24л:.
862 . На параболі у 2 = 8х визначити точку, фокальний 

радіус якої дорівнює 20.
863 . Обчислити фокальний радіус точки М параболи у 2 = 

= 20х, якщо абсциса точки М дорівнює 7.
864 . Обчислити фокальний радіус точки М параболи у 2 = 

= 12х, якщо ордината точки М дорівнює 6.
865 . На параболі у 2 = 16* знайти точки, фокальний ра­

діус яких дорівнює 13.
8 6 6 . На параболі у 2 = 4,5х взято точку М(х; у ) ,  яка 

розміщена від директриси на відстані d  = 9,125. Обчислити 
відстань цієї точки від вершини параболи.

867. Скласти рівняння параболи, якщо її фокус F ( - 7; 0) 
та рівняння директриси х -  7 = 0.



868 . Встановити, що кожне з таких рівнянь визначає па­
раболу, знайти координати її вершин та параметр:

1) у 2 = 4х -  8 ; 2) х2  = 2 -  у ;  3) у  = ± х 2  + х + 2;

4 ) у  = - 1 * 2 +  2х -  7; 5) х = 2у 2  -  12г/ +14.
6

869 . Скласти рівняння параболи, якщо дано її фокус Ґ (4; 3) 
та рівняння директриси у  + 1 = 0 .

870. Скласти рівняння параболи, якщо її фокус /47; 2) та 
рівняння директриси х -  5 = 0.

871. Скласти рівняння параболи з вершиною у початку 
координат, симетричної відносно осі Ох, яка відтинає від пря­
мої у  = х хорду завдовжки 4V2 .

872. Парабола у 2 = 2х відтинає від прямої, що проходить 
через початок координат, хорду завдовжки 3/4 . Скласти рів­
няння цієї прямої.

873. Через точку А{2; 1) провести таку хорду параболи у 2 = 
= 4х, яка б поділялася точкою А навпіл.

874. Знайти точки перетину прямої х + у  -  3 = 0 і пара­
боли х2 = 4 у.

875. Знайти точки перетину прямої Зх + 4у  -  12 = 0 і па­
раболи у 2 = -9х .

876. Знайти точки перетину параболи у 2 -  \2х з еліпсом

25 16
877. Скласти рівняння спільної хорди параболи у 2 = 18* 

та кола (х + б)2 + у 2 = 100 .
878. Через точку Я(5; - 7 )  провести дотичну до параболи 

у 2 = 8 х.
879. Дано рівняння параболи у 2 = 4х та рівняння дотич­

ної до неї х + Зу + 9 = 0. Знайти точку їх дотику.
8 8 0 . До параболи у 2 = 12* провести дотичну в точці з аб­

сцисою х = 3.
881. Скласти рівняння дотичної до параболи х2 = 16у,  яка 

перпендикулярна до прямої 2х + 4 у  + 7 = 0.
882. Визначити умову, за якої пряма у  = kx + b дотика­

ється до параболи у 2 = 2рх.
883. Знайти найкоротшу відстань параболи у 2 = 64х від пря­

мої 4х + Зу  + 46 = 0.
х2 У2884 . Знайти спільні дотичні еліпса -7=- + = 1 та парабо-4о 2U

2 20 ли y z = —  X.О

885 . Скласти рівняння дотичних до параболи у 2  = 36л:, 
проведених з точки /4(2; 9).

886. З точки Л(5; 9) проведені дотичні до параболи у 2 = 5л:. 
Скласти рівняння хорди, яка з ’єднує точки дотику.

887. Довести, що будь-яка дотична параболи перетинає 
директрису і фокальну хорду, яка перпендикулярна до осі, у 
точках, рівновіддалених від фокуса.

888 . Довести, що дві параболи, які мають спільну вісь і 
спільний фокус, що розташований між їх вершинами, перети­
наються під прямим кутом.

889. Дано вершину параболи /4(6; -3 )  та рівняння її дирек­
триси Зл: -  5г/ + 1 = 0. Знайти фокус F цієї параболи.

8 9 0 . Скласти рівняння параболи, якщо відома вершина 
параболи Л ( -2; - 1 )  та рівняння директриси х + 2 у  -  1=0.

8.2. ПОЛЯРНА СИСТЕМА КООРДИНАТ. 
РІВНЯННЯ ЕЛІПСА, ГІПЕРБОЛИ, ПАРАБОЛИ 
В ПОЛЯРНІЙ СИСТЕМІ КООРДИНАТ

8.2.1. Полярна система координат у Е2

О з н а ч е н н я  8.4.  Говорять, що в £2  задано полярну 
систему координат, якщо:

1) в Ег вибрано точку О (полюс), вісь О р (полярна вісь), 
що виходить з цієї точки;

2) координатами (полярними) точки М є пара чисел (р;<р),

де р = \ОМ\, φ — кут між віссю О р і вектором ОМ (рис. 8.4).
О з н а ч е н н я  8.5. Число р називається полярним рад і у с ом,  

Ф — полярним кутом  точки М. Запис Μ (р; φ) означає, що 
точка М має координати р та φ .

З а у в а ж е н н я  8.2. 1. Додатним пово­
ротом у площині навколо точки О 
вваж ається поворот у напрямі проти 
руху годинникової стрілки.

2. Полярний кут точки має не­
скінченну множину значень, що відріз­
няються між  собою на величину 2 π п  , 
де п  є  Ζ . Значення полярного кута, яке задовольняє нерівність
0 < φ  < 2π , називається г оло вним.  У цьому випадку полярна система 
координат встановлює взаємно однозначну відповідність між точками пло­
щини і парами чисел (р; φ ) . Винятком є тільки точка О, для якої р = 0, 
а кут φ  неозначений.



3. За означенням число р невід’ємне. Іноді припускають, що р мо­
ж е набувати в ід ’ємних значень. У цьому випадку пара (ρ; φ )  визначає

точку М,  симетричну точці 
М'(|р|; φ ) відносно полюса О. Якщо 
координата р може набувати і 
від ’ємних значень, то систему ко-

3 ординат називають у з а г а л ь н е н о ю  
п ол я р н о ю .

П риклад. Пара (-2 ; π/4) 
визначає точку С, симетричну 

точці C' (2; π/4) відносно полюса О (рис. 8.5).
Задача. Визначити множини точок, що задаються умовами:
1) р = а,  (а > 0 ) ; 2) а  < р < Ь (0 < а  < Ь)\ 3) φ = π/6;

4) а  < φ < β ?
Р о зв ’ язан н я . 1. Точки, полярний радіус яких дорівнює а, 

лежать на колі радіуса а  з центром у полюсі.

Рис. 8 .6  Рис. 8.7

2. Умова а < р < Ь задає кільце між концентричними колами
радіусів а та b з центрами в полюсі, причому ці кола вилучають­
ся (рис. 8.6).

3. Точки, полярний кут яких дорівнює π/б, лежать на 
промені, що виходить з полюса під кутом π/б до полярної 
осі, а тому умова φ = π/6 задає цей промінь.

Умова α < φ < β задає нескінченний сектор, що містить­
ся між променями φ = а  та φ = β , включаючи ці промені 
(рис. 8.7).

Задачі для розв’язування

891. Побудувати точки, полярні координати яких мають 
значення: (1; π/6), (3; π/2), (2; 3π/4), (1; 5; 0), (3; π), (л/ ί; π/4).

892 . Точка Λ має полярні координати (5 ;2π/3). Знайти:
1) точку В, симетричну точці А відносно полюса;
2) точку С, симетричну точці А відносно полярної осі.
893 . У полярній системі координат дано точки: А (2; π/6), 

β (3 ;4π/3 ), C (1; 3π/2), D(5; π), £(5; 0). Які координати мати­
муть ці точки, якщо повернути полярну вісь у додатному на­
прямі на кут 3π/4 ?

8 9 4 . Які множини точок площини задаються умовами:
1) р =3; 2) р =1; 3) р =а; 4) φ  = π/4; 5) φ = π/3 ;
6) φ = const; 7) 1/2 < ρ < 2 ; 8) π/6 < φ < π/3 ?

895 . Обчислити площу трикутника ΟΑΒ, одна з вершин 
якого збігається з полюсом, а дві інші мають полярні коорди­
нати

8 9 6 . Обчислити площу трикутника, одна з вершин якого 
збігається з полюсом, а дві інші мають полярні координати 
(5; π/4 ) та (4; π/12 ).

897. Обчислити площу трикутника з вершинами (в поляр­
ній системі координат): /4(3; π/8 ), В(8; 7π/24 ), С(6; 5π/8 ).
В ка з і в ка :  зробити рисунок та обчислити площу, комбіную­
чи площі трикутників, що мають одну вершину в полюсі.

898 . Вивести формулу відстані між точками Af/ (pt ; ) і
м 2 (Рг^Фг) У полярній системі координат.

899. Точка Р  має полярні координати (5; π/4), а точка Q — 
координати (8; -  π/12 ). Знайти відстань між точками Р  і Q.

9 0 0 . Точка Р  має полярні координати (4; π/5 ), а точка Q — 
координати (6; 6π/5 ). Знайти відстань між точками Р  і Q.

901. У полярній системі координат задано три точки: Л(5; 
π/2), β(8; 5π/6), С( 3, 7π/6). Переконатись, що трикутник
ABC — правильний.

У задачах 902—909 необхідно накреслити лінію, яку зада­
но рівнянням у полярній системі координат (ρ, φ ). Для полег­
шення побудови складіть таблицю тих задовольняючих рів­
нянню пар значень р і φ , які легко знайти.



902. p = sin3 φ . 903. p = 1 + cos φ . 904. p 2 = sin φ . 
905. p = 3 + 2cos(p. 906. p = cos4cp. 907. p = 2—είηφ. 
908. p = 2/sin  φ .  909. p = 1 -  2sincp.

8 .2.2. Зв язок між полярними та прямокутними 
декартовими координатами точки в Е2

Нехай в £2 задано прямокутну декартову систему коор­
динат Оху (праву) і полярну систему координат О'р . У цьому 
разі припускається, що початок О декартової системи є одночас-

і навпаки

но і полюсом О полярної сис­
теми, а напрям полярної осі О'р
збігається з напрямом осі Ох 
(рис. 8.8).

Тоді довільна точка М в £2 
має два набори координат (х; у )  
та (р, φ ). Зв’язок між цими коор­
динатами виражається у вигляді

х -  p  cos φ,
У = P sin φ

х2 +У2,

coscp =

і
Уsmcp = , ----- Γ.

Формули (8.4) є формулами переходу від полярних 
координат до декартових прямокутних, формули (8.5) — від 
декартових до полярних координат.

З а у в а ж е н н я  8.3. Формули (8 .4 ) та (8 .5 ) дійсні і для узагальненої 
полярної системи координат.

Задача. Рівняння лінії в полярній системі координат має 
вигляд p 2cos φ sin φ =1. Знайти її рівняння у відповідній пря­
мокутній системі координат.

Р о зв ’ я зан н я . Скориставшись формулами (8.5), перепи­
шемо дане рівняння у вигляді

і х2  + у 2 (о

2 2'
X +У \ху

2 2 /х + у
= 1, о  ху  = 1.

Г 2 2 [у х  + у  \.

Це рівняння гіперболи.

Задачі для розв’язування

У задачах 910—913 координати точок задані у деякій пря­
мокутній системі координат. Знайти координати цих точок у 
відповідній полярній системі координат:

910. (3; -4 ) . 911. ( -1 ; 1). 912. (0; 2). 913. (5; 0).
У задачах 914—917 рівняння лінії задано у прямокутній 

системі координат (х; у ) .  Знайти рівняння цієї самої лінії у 
відповідній полярній системі координат (р, φ ):

914. {х + І)2 + ( у  -  І)2 = 1. 915. (х2 + г/2)3/2 = х + у.

916. х2у 2 = =  х2 + у 2. 917. х2 + у 2 -  2 J x 2  + у 2 - 3  = 0.
У задачах 918—921 рівняння лінії задано у полярній сис­

темі координат (р;ср). Знайти її рівняння у відповідній декар- 
товій системі координат (х, у ) .

918. p = coscp + sincp . 919. p 2 = sincp . 920. p=2/(5costp -  
-  3 s in < p 921. p 2 -  2psincp - 8  = 0.

922. Знаючи полярні координати точки p = 10, φ = π/6, 
знайти її прямокутні координати, якщо полюс міститься в 
точці (2; 3), а полярна вісь паралельна осі Ох.

923. Полюс полярної системи координат міститься в точці 
(3; 5), а додатний напрям полярної осі збігається з додатним на­
прямом осі Оу. Знайти полярні координати точок: Aij(9; -1 )  і
М 2 (5; 5 -  2л/з ).

8.2.3. Рівняння еліпса, гіперболи, параболи
в полярній системі координат

Якщо полюс 0 '  полярної системи координат збігаєть­
ся з фокусом F параболи (еліпса, гіперболи), полярна вісь 
перпендикулярна до директриси D (директрис) і напрямлена 
так, що не перетинає директрису D (однобічну директрису D) 
(рис. 8.9), то рівняння параболи (еліпса, гілки гіперболи, від­
повідної фокусу F) має вигляд

p = -j— —------- , (8.6)1 -  ε coscp



дЄ ρ — відстань від фокуса до директриси (відповідної директри­
си); 0 — ексцентриситет відповідної лінії другого порядку.

У разі такого вибору полярної системи координат рівняння 
гілки гіперболи, що не відповідає вибраному фокусу F, має 
вигляд

-ер
р 1 + ε cos φ

Якщо вибір полярної системи координат відмінний від по­
переднього випадку лише тим, що полярна вісь перетинає

директрису D (відповідну директрису D) (рис. 8.10), то рів­
няння параболи (еліпса, гілки гіперболи, відповідної F) має 
вигляд

0 = ________. (8.7)
к 1 + ε cos φ

У разі такого вибору системи координат рівняння гілки гі­
перболи, що не відповідає вибраному фокусу F, має вигляд

~ЄР
Р  1 -  Є С О Б ф

Якщо полюс полярної системи збігається з центром еліпса 
(гіперболи), а полярна вісь ортогональна до директрис, то 
рівняння еліпса (гіперболи) матиме вигляд

З а у в а ж е н н я  8.4. Якщо полюс збігається з центром кола радіуса а  а 
полярна вісь має довільний напрям, то рівняння кола в такій полярній 
системі має вигляд р

р = а .

Якщо полюс полярної системи координат збігається з вершиною па­
раболи, а полярна вісь перпендикулярна до директриси і не перетинає її 
то рівняння параболи має вигляд

Р =
2 pcos(p 

sin 2 φ

У цьому випадку, якщо полярна вісь перетинає директрису то рів­
няння має вигляд “

= 2pcoscp
μ · 2 sin φ

Задача 1 Вивести полярне рівняння параболи (еліпса, гіл­
ки гіперболи), якщо полюс збігається з фокусом лінії, поляр­
на вісь перпендикулярна до директриси (директрис) і напрям-
директрисуТ НЄ Перетинає диРектРисУ (однобічну відповідну

Р о зв 'я з а н н я . Нехай F — фокус цієї лінії, D — відповід­
на директриса (рис. 8.11). Спільна властивість еліпса гіпер­
боли і параболи полягає в 
тому, що для довільної 
точки лінії відношення r / d  
фокального радіуса г  цієї 
точки до відстані d  між 
цією точкою і відповідною 
директрисою є величина 
стала, яка дорівнює ε , де 
ε — ексцентриситет кри­
вої ( ε < 1 для еліпса, ε >1 
для гіперболи, ε =1 для 
параболи).

Крім того, за умовою 
задачі полюс полярної сис­
теми збігається з фокусом
лінії. В цьому випадку г = р .  Оскільки полярна вісь перпенди­
кулярна до директриси і не перетинає її, то d  = р  +р cos(p,
ДЄ ~  відстань віД фокуса F  до директриси (р  —- параметр 
лінії). Тоді для довільної точки М(  ρ ; φ ) лінії маємо

8 = £  = £  = ____
d  d  ρ  + р cos φ



Рис. 8.12

Звідси
= Ρε

^ 1 -  Є COSCp ’

Це рівняння збігається з (8.6).

ґ  ̂ У2Задача 2. Для еліпса т^ + гт  =  ̂ написати полярнеzo lb
рівняння, якщо полярна вісь співнапрямлена з віссю абсцис, а 
полюс міститься у правому фокусі.

Р о зв ’ я зан н я . Оскільки полярна вісь перетинає однобічну 
директрису (рис. 8.12), то рівняння еліпса може бути записано у 
вигляді (8.7). У нашому випадку з рівняння еліпса маємо а  = 5,

Ь= 4 , с  = 4 а 2  - Ь 2  = л/25 -1 6  = 3, ε = -  = | ,  p  = QF = i - c  =d o  ε

. _ з = 2^-- з = 1̂·.
3 / 5  З 3 
Підставивши значення р  і ε у рівняння (8.7), дістанемо

Р -

16 З
З 5 _  16

Задачі для розв’язування

924. Відносно полярної системи координат скласти рів­
няння кола, радіус якого дорівнює а  і центр міститься:

1) у полюсі; 2) у точці (а;  0); 3) у точці ( Р і; Φχ )■

925. Відносно полярної системи координат скласти рів­
няння еліпса, центр якого збігається з полюсом, а фокальна 
вісь — з полярною віссю.

926. Під яким кутом до фокальної осі нахилений діаметр
2 288 . . п  ,  еліпса р = --------------— , довжина якого дорівнює 10 од?

1 6 -7  cos φ
927. Скласти рівняння еліпса, беручи його фокальну вісь 

за полярну вісь і помістивши полюс:
1) у лівому фокусі еліпса;
2) у правому фокусі еліпса.

928. Обчислити довжину півосей та відстань між двома 
фокусами еліпса:

Зл/2
Р = 2 -  cos φ

21929.  Установити, що рівняння р = -=— -----  визначає
5-2cos<p

еліпс, скласти полярні рівняння його директрис.
12930.  На еліпсі р = ------ j=-------  знайти точки, полярний

З -  V 2 cos φ
радіус яких дорівнює 6.

931. Скласти рівняння гіперболи, центр якої збігається з 
полюсом і дійсна вісь з полярною віссю.

932. Обчислити кут між асимптотами гіперболи р 2= 
48
о

4 cos φ - 1
933.  Скласти рівняння гіперболи, беручи її фокальну вісь 

за полярну вісь і помістивши полюс у правому фокусі гіпер­
боли.

934.  Скласти рівняння асимптот та директрис гіперболи

Р = — ^ ----------■
1 -  V2 coscp

935.  Скласти полярне рівняння для правої гілки гіперболи
2 2 X У-j-g-----Q- = 1, якщо полярна вісь співнапрямлена з віссю абс­

цис, а полюс міститься в лівому фокусі.
1 fi936.  Установити, що рівняння р = - — ^ -----  визначає

З -  5 cosφ
праву вітку гіперболи, скласти полярні рівняння директрис і 
асимптот цієї гіперболи.



937. На гіперболі р = -г— f 5-----  знайти точки, полярний
r 3 -4co scp

радіус яких дорівнює 3.
9 3 8 . Скласти рівняння параболи, беручи її вісь за полярну 

вісь і вершину за полюс.

9 3 9 . На параболі р = 8 с^—  знайти точку, радіус-вектор
sin φ

якої дорівнює відстані цієї точки від директриси параболи.
9 4 0 . Скласти рівняння параболи, фокус якої збігається з 

полюсом і вісь — з полярною віссю.

941. На параболі р = — ------ знайти точку:
r  l-cosq>

1) з найменшим радіусом-вектором;
2) з радіусом-вектором, який дорівнює параметру параболи.
942 . Довести, що добуток перпендикулярів, які проведені 

з кінців будь-якої фокальної хорди на вісь параболи, є вели­
чина стала.

9 4 3 . Відносно прямокутної системи координат написати 
канонічні рівняння таких кривих:

25 . ο Ί Λ _ 1____■
U Р ~ 1 3 -1 2 co s (p ’ 3 -  3 cos φ ’

3) ρ = - — ^ ----------------------------------------; 4) р = - = - 4 --------.
4-5cosq> V 5-coscp

8.3. Зведення загальних рівнянь ліній
другого порядку до канонічного вигляду

Нехай в Е2 введено декартову прямокутну систему 
координат хОу. Л ін і єю  д р у г о г о  п о р я д к у  в Е2 називається 
лінія, рівняння якої є рівнянням другого степеня відносно 
змінних х та у.

Рівняння другого степеня відносно змінних х та у  має за­
гальний вигляд

а\\х2 + 2 а 12ху  + а 22 У2 +2 α ^ χ  + 2а20у  + аоо = 0- (8-8)

Покладається, що а ц ,  а\2, а 2 2  одночасно не дорівнюють 
нулю. Рівняння (8.8) називають з а г а л ьни м  р і в н я н н я м  ліні ї  
д р у г о г о  п о р я д к у .

ТЕОРЕМА 8.3 . Загальне рівняння (8.8) лінії другого 
порядку за допомогою ортогонального перетворення базису та 
паралельного перенесення осей координат можна звести до 
одного з таких канонічних виглядів:

I. λ ,* 2 + λ 2ί/2 + D = 0 , де φ  0, λ 2 Φ 0 .

II. λ ,* 2 + 2а'20у  = 0 , де λ[ *  0, a'2Q φ  0 .

III. + D — 0 , де Φ 0 .
Зведення загального рівняння лінії другого порядку (8.8) 

до канонічного вигляду виконується так:
а) знаходять те ортогональне перетворення, яке зводить 

квадратичну форму старших членів до канонічного вигляду, і 
виконують у рівнянні відповідну заміну змінних. Внаслідок 
цього перетворення з рівняння зникає член, який містить до­
буток координат.

б) виконавши після цього паралельне перенесення осей 
нової системи координат, рівняння зводять до вигляду І, II 
або III.

Розглянемо загальне рівняння другого порядку (8.8). Тоді
л — ( \̂\ ^12 ^\ „ матриця квадратичної форми старших членів.

V 12 а 2 2 )
Нехай λ , та λ 2 — власні числа матриці у і ,  е{ та е2 — 

одиничні ортогональні власні вектори, що відповідають 
числам λ[ і λ 2 . Якщо, не змінюючи початку координат, 
перейдемо до базису е [ , е2 , у новій системі координат х'Оу'  
рівняння (8.8) має вигляд

λ  [X 2 + λ 2г/'2 + 2а'юх' + 2а'2оУ' + Gqq = 0 . (8.9)

При цьому λ[ та λ 2 одночасно не дорівнюють нулю, оскіль­
ки у і  ненульова матриця. Далі вважатимемо, що λ[ Ф 0 .

Можливі такі випадки.
В и п а д о к  І. Якщо Ф 0, λ 2 Ф 0 ,  то рівняння (8.9) можна 

записати у вигляді

a' - 2  (  ~'2 ·2Ν' а '

і\
+ λ У +

20.
2 )

а -  , оо λ
ю а20 = 0 .

Виконавши паралельне перенесення координатних осей 
системи х'Оу'  за формулами

Х = Х' + ^ 0_І у  = у '  + 1 20 (
Λ 1 λ  2

дістанемо в системі координат хО^у для рівняння (8.9)



λ. jx 2 + λ 2у  + D — 0, де Oj 10 . _  α 20 

2λ ]  λ
<2 ι 2

і η - Λ _ ^ Ш _ ^ 2 0
—  00 Λ 1Α 1 Λ 2

В и п а д о к  II. Нехай λ  2= 0, α20 *  0 . Тоді рівняння (8.9) 

матиме вигляд Xjx'2 + 2 a[0 x' + 2 a'2 Qy' + a00 = 0 або

\2
+ 2 a,-

1
■20

/ „ i  λ'2 ^> , 00 1~ fl10i/ 2^20^ 1
0 .

Виконавши паралельне перенесення за формулами

Л. j ^α20 1

здобудемо в системі х<3г/ для рівняння (8.9)

■ 2λ х̂ + 2а20г/ — 0 ,

Де O j
Г f2  ̂

а 10 . Q00*· 1~ а10 
λ\ 1 2α20λ  [

В и п а д о к  III. Нехай λ 2 = α^0 = ® · Тоді рівняння (8.9) ма­
тиме вигляд

λ  tx + 2a{0x' + a00 = 0
або

x + 10 + а
і

00 λ
10 _= 0 .
1

Виконавши паралельне перенесення за формулами

х = х ' + ^ - ,  У — у '  у

дістанемо в системі хО у  для рівняння (8.9)

λ  jX2 + D = 0 , де O j [ - - ^ - ;0
1 У

i D -  a 00 ~
Λ

fio . 
λ  1

О з н а ч е н н я  8 .6 . Якщо рівняння (8.8) визначає на площині 
порожню множину, точку, пряму, пару прямих, то відповідна 
лінія другого порядку називається в и р о д ж е н о ю .

ТЕОРЕМА 8 .4 . Існує лише три види невироджених ліній 
другого порядку: еліпс, гіпербола, парабола.

З а у в а ж е н н я  8.5. За умовами теореми 8.3 матимемо: еліпс, якщо 
λ ] *  0, λ 2 *  0, D *  0 та λ ] λ 2 > 0, X̂ D < 0  ; гіперболу, якщо λ ] *  0,

λ 2 *  0, D *  0 та λ ( λ 2 < 0 ; параболу, якщо λ ! *  0, λ 2 = 0, α20 *  0 .

Задача. Знайти канонічне рівняння та визначити тип кри­
вої другого порядку

5х2 + 4ху  + 8у 2 -  32х -  56у  + 80 = 0. (8.10)

Записати відповідні формули перетворення координат. 
Виконати схематичний рисунок лінії у початковій системі 
координат.

Р о зв ’ язан н я . Виписуємо квадратичну форму старших 
членів

F = 5х2 + 4 ху  + 8 у 2.

Її матриця jA  має вигляд y t=  ^  g j  ■

Складаємо і розв’язуємо характеристичне рівняння:

λ[ = 4, 
λ 2 =9.

Отже, квадратична форма F має такий канонічний вигляд: 

F = 4х '2 + 9 у ' 2 .

Знаходимо базис, в якому квадратична форма має каноніч­
ний вигляд.

Підставивши λ  = λ ! = 4 у систему

Г(5 -  λ)χ  + 2у  = 0,
]2 х  + (8 -  Х)у = 0,

матимемо звідки {” ' 2»· або ( * ) - ( ? ) / . *

у  є  ( - « ;  + » ) .

5 -  λ 
2

2
! - λ = 0, о  λ -  13λ + 36 = 0, <=>



Якщо покладемо у  = —1, то знайдемо власний вектор 

2 j j .  Тоді вектору відповідатиме одиничний вектор

Є, = 2 / -JE
- 1 / л/5

Підставляючи λ  = λ 2 = 9 , дістанемо систему

-4 л :+ 2 у  = 0,
2 х -  у  = 0,

розв язавши яку маємо - ( ? І у ,  у  є ( -  оо; + оо). Покла- 

1'демо у  = 2. Тоді знайдемо власний вектор а2 = [2 ] ’ ЗВ1ДКИ

' ι / V s '
—

2 /л/5,

Отже, є/ = Г 2/V 5  ^ І 3' —( і / і ї )
1 -1 / V 5 J

1 е2 “
, 2 /л/5,

утворюють шукании

ортонормований базис. Перехід до нової системи координат 
відбувається поворотом осей на кут а  такий, що
sin а  = -1 / і cos а  = 2 / л/δ .

Оскільки у разі переходу до базису е{, е2 координати всіх
векторів перетворюються за формулами

2 / V 5  і / л/5^1
■ і / л /δ 2 / V 5 J

або х = ( 2  / л/5)x ' + ( і  / V5)г/', у  = ( - 1 / Т б)* ' + ( 2  / J b ) y ' ,

то -  32л: -  56г/ =  (-  8 /  4ь^)х' -  ( і 4 4 / л/ δ ) у ' .
Тоді рівняння лінії другого порядку в базисі е{, є!} матиме 

вигляд

4х'2 - (δ / а/5 ) х ' + 9 г/'2 -  (і 44 / V 5  ) у '  + 80 = 0. 

Виділимо повні квадрати в лівій частині останнього рівняння

4 ( V  -  (2 / л/5 )%' j  + 9 ( V  -  ( іб  / V 5  )  y' ĵ = -δ 0  «

о  4 (λ:' - 1  / л/5 ) 2+ 9 (ί/' -  δ / л/5 ) 2= 36.

Рис.8.13

Виконаємо паралельне перенесення координатних осей. 
Покладемо

х = х' -1  / V5, у  = у '  -  8  / V5 .

Новий початок координат в системі х'Оу'  має коорди­

нати O jd / V5; 8/л/5).
Рівняння лінії в системі координат хО^у матиме вигляд

• 2 -2
• 2 2 X  Ч4х + 9г/ =36 або —  + —  = 1, тобто крива є еліпсом з пів­

осями а  = 3 та b = 2 .
Початкову систему координат хОу  було повернуто на кут

α ^ - -^ - < a < o j ,  тангенс якого дорівнює -1 / 2 . У цій 

повернутій системі координат центр еліпса розміщено в точці
О/ (1/л/5; 8 / л/5), а осі еліпса паралельні осям координат 
(рис. 8.13).

З а у в а ж е н н я  8 .6 . Рівняння (8 .10) еліпса в умові задачі громіздке і не 
є канонічним, оскільки початкову систему координат хОу  щодо еліпса 
було вибрано невдало.

Задачі для розв’язування

У задачах 944—991 знайти канонічне рівняння та визна­
чити тип лінії другого порядку. Виконати схематичний 
рисунок лінії в початковій системі координат:

9 4 4 . 4л:2 + 9у 2 -  40л: + 36г/ + 100 = 0.
9 4 5 . 9л:2 -  16у 2 -  54л: -  64у  -  127 = 0.



9 4 6 . 9x2 + 4у 2 + 18x -  8 y  + 49 = 0.
947 . 4x2 -  у 2 + 8 x -  2 y  + 3 = 0.
9 4 8 . 2x2 + b y 2 + 8x -  6 y  + 11 = 0.
9 4 9 . x2 + y 2 -  4x -  6 y  = 0.
9 5 0 . 2y 2 + 8 x+  12у  - 3  = 0.
951. x2 + 4у 2 + 4x -  16г/ -  8 = 0.
952 . x2 -  4 y  + 6x + 5 = 0.
9 5 3 . у 2 -  \0x -  2г/ -  19 = 0.
9 5 4 . x2 + 4г/2 -  4x -  8г/ + 8 = 0.
9 5 5 . x2 -  6x + 8 = 0.
9 5 6 . x2 + 4г/2 + 8 y  + 5 = 0.
957. 32x2 + 52xy  - 7 y 2 + 180 = 0.
9 5 8 . 5x2 -  6xy  + b y 2 — 32 = 0.
9 5 9 . 17x2 -  12xy  + 8 y 2 = 0.
9 6 0 . 5x2 + 24xy  -  b y 2 = 0.
961. 5x2 — 6xy  + 5y 2 + 8  = 0.
9 6 2 . 5x2 + 8xy  + 5y 2 = 9.
9 6 3 . 4x2 -  4xy  + y 2 = 5.
9 6 4 . 13x2 -  48xy  + 26y 2 = 45.
9 6 5 . x2 -  4xy  + 4y 2 = 0.
9 6 6 . 9x2 + 30xy  + 25y 2 = 0.
967 . 4x2 -  12xy  + 9г/2 -  25 = 0.
9 6 8 . 21x2 + x y  ~ 10y 2 = 0.
9 6 9 . 10x2 -  7xy  + y 2 = 0.
970 . 5x2 -  4xy  + y 2 = 0.

971. 17x2 + 12xy  + 8 y 2 + x + Зг/ -  19γ|=  0.

972. 5x2 + 12xy  -  22x -  12у  = 19.
973. x2 -  2xy  + y 2 -  12x + 12у  - 1 4  = 0.
974 . 9x2 + 24xy  + 16y 2 — 18x + 226у  + 209 = 0.
975. Зх2 + Юху + Зг/2 -  2x -  14у  - 1 3  = 0.
976 . 25x2 -  14xy  + 25y 2 + 64x -  64у  -  224 = 0.
977. 4xy  + 3y 2 + 16x + 12у  -  36 = 0.
978. 7x2 + 6xy  -  y 2 + 28x + 12у  + 28 = 0.
979 . 19x2 + 6xy  + 11г/2 + 38x + 6г/ + 29 -  0.
9 8 0 . 5x2 -  2xy  + 5y 2 -  4x + 20у  + 20 = 0.
981. 14x2 + 24xy  + 21 y 2 -  4x + 18у  -  139 = 0.
982 . 1 lx 2 -  20xy  -  4у 2 -  20x — 8г/ + 1 = 0 .
9 8 3 . 7x2 + 60xy  + 32y 2 -  14x — 60у  + 7 = 0.
9 8 4 . 50x2 -  8x y  + 35y 2 + lOOx -  8 y  + 67 = 0.
9 8 5 . 41x2 + 24xy  + 34г/2 + 34x -  112у  + 129 = 0.

9 8 6 . 29x2 -  24xy  + 36у 2 + 82x -  96г/ -  91 = 0.
987. 4x2 + 24xy  + 11г/2 + 64x + 42г/ + 51 = 0 .
9 88 . 41x2 + 24xy  + 9у 2 + 24x + 18г/ -  36 = 0.
9 8 9 . 9x2 -  24xy  + 16г/2 -  20x + 110г/ -  50 = 0.
9 9 0 . 9x2 + 12xy  + 4у 2 -  24x — 16г/ + 3 = 0 .
991. 4x2 + 12xy  + 9у 2 — 4x -  6у  + 1=0.

8.4. ПОВЕРХНІ ДРУГОГО ПОРЯДКУ В £3

Нехай в Е3 задано декартову прямокутну систему коор­
динат О ху г .

П ов ерхн ею  д р у г о г о  п о р я д к у  в Eg називається поверхня, 
рівняння якої є рівнянням другого степеня відносно змінних 
х, у ,  г .  У загальному вигляді рівняння другого степеня відно­
сно змінних х, у ,  z має вигляд

а и х2 +а2 2у 2 +а ^ г 2 +2 а [2х у +2 а і 3хг+ 2 а 2 з у г+

+ 2 а 10х+2 а 20у+ 2 а 30г+ а 00=0 . (8.11)

ТЕОРЕМА 8 .4 . Якщо рівняння (8.11) не визначає виро­
джену поверхню другого порядку (порожню множину, точку, 
площину, пару площин), воно визначає одну з таких повер­
хонь другого порядку: еліпсоїд, гіперболоїд (одно- або двопо- 
лий), конус, параболоїд (еліптичний або гіперболічний), ци­
ліндр (еліптичний, гіперболічний або параболічний).

З а у в а ж е н н я  8.7. Зведення рівняння поверхні другого порядку до ка­
нонічного вигляду здійснюється за допомогою ортогонального перетво­
рення і паралельного перенесення способом, аналогічним способу зве­
дення рівняння лін ії другого порядку до канонічного вигляду.

У табл.8.1 наведено більш докладне пояснення змісту тео­
реми.

Таблиця  8.1. Поверхні другого порядку  та їх  канонічн і р івняння

№
пор. Поверхня Канонічне рівняння Рисунок

1 Еліпсоїд ^  + ̂  + ! І  = 1 
с 2 Ь2 с 2

8.14

2 Однополий
гіперболоїд £  + £ - £  = 1 

2 .2  2 а  о с
8.15



П р о д о в ж е н н я  табл .  8.1

№
пор. Поверхня Канонічне рівняння Рисунок

3
Двополий

гіперболоїд

2 2 2 
^ + У ___2_  = - і
Ω2 V  С2

8.16

4 Конус
2 2 2 

Х - + У — 2 _  = 0
а 2 Ь2 с 2

8.17

5
Еліптичний
параболоїд

x2 V2
A2 +R2 =2z  а 2 Ь2

8.18

6
Гіперболічний

параболоїд

2 2
-  2 z

2 ,2  a  b
8.19

7
Еліптичний

циліндр

2 2 
* i  + J L  = 1
а 2 Ь2

8.20

8
Гіперболічний

циліндр
* 2 У2 _ ,  
а 2 ~ Ь2

8 .2 1

9 Параболічний
циліндр у 2 = 2 pjc 8 .22

Форму та розташування поверхонь другого порядку вивча­
ють, як правило, методом паралельних перерізів, тобто роз­
глядають перерізи поверхонь площинами, паралельними коорди­
натним площинам. Форма та розміри дістаних перерізів дають 
змогу з’ясувати форму поверхні.

Задача 1. Знайти лінії перерізу поверхні однополого гі­
перболоїда

2 ,2 2 а  b с
(8.12)

площинами, паралельними координатним площинам.
Р о зв ’ язан н я . Розглянемо переріз однополого гіперболоїда 

(8.12) площинами, паралельними координатній площині хОу,  
тобто площинами z = h. Переріз гіперболоїда площиною z = h 
визначається системою рівнянь

.22 2
* 1  + ϋ _  

2 .2a  b
z = h.

■Λ + Ε -
с2 ’



Звідси випливає, що будь-яка площина z — h  перерізає гі­

перболоїд по еліпсу з півосями а' = ау/і + h 2 / c 2 , Ь' =

= b-Jl + h 2  / c 2 , причому a'  та b' мають найменше значення 
при h = 0, тобто еліпс найменших розмірів утворюється в 
перерізі площиною z = 0; у разі нескінченного зростання \h\
величини а'  та b' також нескінченно зростають (рис. 8.23).

Площина х = h, паралельна площині yOz,  перерізає одно- 
полий гіперболоїд (8.12) по лінії, яка визначається системою 
рівнянь

х = h.

Якщо \к\ф а , цими рівняннями визначаються гіперболи, а 
якщо \h\ = а  — то дві прямі, що перетинаються.

Перерізи площинами у  = h,  паралельними площині xOz,  
аналогічні перерізам гіперболоїда площинами х = h (рис. 8. 24).

Усі ці перерізи дають уявлення про форму поверхні одно- 
полого гіперболоїда.

З адача 2. Звести до канонічного вигляду рівняння поверх­
ні другого порядку

2л:2 + у 2 -  4х у  — Ayz + 4х + 2у  -  Аг = 16.

Записати відповідні формули перетворення координат. Визна­
чити вид поверхні.

Р о зв ’ язан н я . Записуємо квадратичну форму старших 
членів:

F = 2х2 + у 2  -  Аху -  Ayz.

Матриця у і  цієї форми має вигляд y t = -2 1 -2
0 - 2  °.

Складаємо та розв’язуємо характеристичне рівняння

2 -2 0

2 -  λ  -2
- 2  1 - λ  

0 - 2
0, о  -  λ(1 -  λ)(2  -  λ ) -  4(2 -  λ) + 4λ = 0, ο  

ο  -  λ3 + 3λ2 + 6λ -  8 = 0, ο  λ3 -  3λ2 -  6λ + 8 = 0, ο
λ[ = 4, 
λ 2 = 1, 

_λ3 = -2 .

Квадратична форма F  має такий канонічний вигляд:

F = Ах'2  + у '2  -  2 г ' 2 .
Щоб знайти базис, в якому квадратична форма має такий 

вигляд, треба знайти власні вектори лінійного оператора, що 
визначається матрицею у і  у системі координат Oxyz.

Записуємо систему рівнянь, що визначає шукані власні 
вектори:

(2 -  λ ) χ  -  2 у  + 0 ζ  = 0,
■ -  2 х + (1 -  Х)у -  2 ζ  = 0,
Ох -  2 у  -  λ ζ  = 0.

Підставляючи λ  = λ[ = 4 , маємо

- 2 х - 2 у  + 0 ζ  = 0,
— 2л: — Зі/ — 2г = 0,
0 x - 2 y - A z  = 0.

Звідси
я = 2 z, 
у  = -2z , 
2 = 2

або
г  \ х
У
2

f  2' 
- 2  

1
2 , 2  Є ( — оо;+оо) .



f  9  Λ

Поклавши 2 = 1 ,  дістанемо ах - - 2
1

власний вектор,

що відповідає значенню λ , = 4 . Тоді одиничний вектор

f  2/3^
співнапрямлений з вектором й [ . Аналогічно для■2/3

1/3

значення λ = λ 2 = 1 знайдемо е 2

(  2 / 3 ' 
1/3 

ν - 2 / 3 ,
, для λ = λ 3 = -2

0 / 3 >
Вектори е [ , Ц , е '3 утворюють шуканий2 / 3

1,2/3,
ортонормований базис.

Матриця переходу до базису е[, е 2, е'г  матиме вигляд

' 2 / 3  2 / 3  1/3Л
- 2 / 3  1/3 2 / 3

1/3 - 2 / 3  2 / 3

У разі переходу до нового базису е{ , е 2 , е 3 координати 
векторів перетворюються за формулами:

х = (2 / З У  + (2 / З У  + (і / 3 ) г ' ,  

у  = { - 2 / З У  + (і / З У  + (2 / З У ,
г  = ( і / З У - ( 2 / З У  + ( 2 / з У

Підставляючи ці вирази для х, у ,  г  в групу членів першого 
степеня рівняння поверхні, дістанемо

4 х  + 2 у  -  4 г  = (8 /  з у  + (8 /  3 )у'  + (4 /  3 > '  -  (4 /  3 ) х '  +

+ (2 / З У  + (4 / 3)2' -  (4 / З)*' + (8 / З У  -  (8 / 3>' = 6«Д 

Отже, рівняння даної поверхні в базисі e/ .e^eg матиме

ВИГЛЯД

4 д.'2 + ^ '2 _ 2 г '2 + 6 у '  = 16 або 4 х '2 + ( у '+ З)2 -  2г =25. 

Звідси
х '2 (у ' + 3) 2

2 5 / 4  + 25 2 5 / 2

Виконаємо паралельне перенесення координатних осей. По­
кладемо

х  = х', у  = у'  +  3, 2 = 2 ' .

Новий початок координат 0 і(0 ; -3 ; 0) в системі Ox'y 'z ' . 
Рівняння поверхні в системі координат О^ху і  матиме вигляд

• 2 -2 .2
_ * 1 -  + У_____= і
2 5 / 4  25 2 5 / 2

Отже, дана поверхня є однополим гіперболоїдом.

Задачі для розв’язування
2 2 2y w 2

992 . Дослідити перерізи еліпсоїда —  + -2—- + —  = 1 пло-
а а  с

щинами, паралельними координатним площинам.
2 2 9γ η 2

9 9 3 . Знайти перерізи еліпсоїда —  + -f— + —  = 1 коорди-
оо 1 о 9

натними площинами. Визначити його вершини та довжину 
осей.

9 9 4 . Знайти відношення осей двох паралельних перерізів
2 2 9JC Ч 2еліпсоїда 25·+ д|- + а саме: перерізу площиною χΟζ

та площиною, яка віддалена від неї на відстань двох одиниць.
9 9 5 . Дослідити перерізи двополого гіперболоїда

2 2 2 X Ч Ζ—«- + ^ 9 ------— —1 площинами, паралельними координатним
a  b с
площинам.

2 2 2y и 2
9 9 6 . Дано однополий гіперболоїд —?г + :27ї------= 1. Знай-

а 2 b2 с2
ти лінії його перерізу з координатними площинами.

997. Накреслити головні перерізи еліптичного параболоїда
2 2 х Ч

2  = ~ ^ - + 2  ' пРоекц" паралельних їм перерізів на відповідні
координатні площини.

998 . Методом перерізів дослідити форму і розташування 
відносно прямокутної системи координат таких поверхонь 
(накреслити рисунок):

1) х2 + у 2 = 2(г -  І )2. 2) 2у 2 + г 2 = 1 -  х.
3) Зх2 -  у 2 -  z 2 = 3. 4) х2 -  2у 2 + 22 = 1.

9  » 93



9 9 9 . Установити, що площина х — 2 — 0 перерізає еліпсо-
2 2 2

їд Ї — + У— + —  = 1 по еліпсу; знайти його півосі та вершини. 
16 12 4
1000.  Установити, що площина z + 1 = 0 перерізає одно-

2 2 2
полий гіперболоїд -  ^g· + = 1 п0 гіперболі, знайти її

півосі і вершини.
1001. Установити, що площина у  + 6 = 0 перерізає гіпер-

„2 2 ......................
болічний параболоїд ------— = 6z по параболі, знаити п па­

раметр та вершину.
1002. Знайти рівняння проекцій на координатні площини 

перерізу еліптичного параболоїда у 2 + z 2 = х площиною х + 
+ 2 у  -  z = 0.

1003.  Установити, яка лінія є перерізом еліпсоїда 
2 2 2

£ _  + + iL- = 1 площиною 2х -  Зу  + Az -  11 = 0, знайти її

центр.
1004.  Установити, яка лінія є перерізом гіперболічного

2 2
параболоїда = У площиною Зх -  Зу + 4z + 2=0,

Δ О 
знайти її центр.

Установити, які лінії визначаються такими рівняннями та 
знайти центр кожної з них.

1005.

1006.

________ г _
1007. j 4 ^ 9 36

9х -  6г/ + 2z -  28 = 0.
1008. Установити, при яких значеннях т  площина х + т г  -  

- 1 = 0  перерізає двополий гіперболоїд х2 + у 2 -  z2 = -1 :
1) по еліпсу; 2) по гіперболі.
1009. Установити, при яких значеннях т площина х + ту  -

2 2 
о  . .  х  2,

- 2  = 0 перерізає еліптичний параболоїд - у  + -^- = у :

1) по еліпсу; 2) по параболі.
2 2Y 71010. Довести, що еліптичний параболоїд —  + —  - 2 у

має єдину спільну точку з площиною 2 х — 2 у  -  z -  10 = 0,
знайти її координати.

2 2 2γ U 2
1011. Довести, що двополий гіперболоїд + = -1

З 4 25
має єдину спільну точку з площиною 5х + 2z + 5 = 0, знайти 
її координати.

2 2 2 Y \1 7
1012. Довести, що еліпсоїд —  + + —  = 1 має єдину

оі Зо У
спільну точку з площиною 4х -  3у  + 12г -  54 = 0, знайти її 
координати.

1013. Визначити, при якому значенні т площина х -  2у  —
2 2 2γ и 2

-  2 z + т = 0 дотикається до еліпсоїда —— + + —  = 1.144 36 9
1014. Знайти точки перетину поверхні та прямої:

х 2 У2  z 2 _ , х - 3  = у  - 4  _ z + 2  .
'  81 36 9 ’ 3 - 6  4 ’

X ...... У _ 2 + 2 .
16 9 4 ’ 4 - 3  4 ’

х 2 і У _ ~ х + \ _ У ~2 _ z + 3 .
5 + Х “ 2’ — - Т Г ’

л\ х 2 у 2  _ х _ У - 2  _ ζ  + 1 
'  9 4 ’ 3 - 2  2 ‘

1015. Довести, що площина 2 х -  12у  -  г  + 16 = 0 перері­
зає гіперболічний параболоїд х2 -  4у 2 = 2z по прямолінійних 
твірних. Скласти рівняння цих прямолінійних твірних.

1016. Довести, що площина 4х -  5у  -  10г -  20 = 0 пере-
2 2 2 γ {J

різає ОДНОПОЛИЙ гіперболоїд + Jg- -  —  = 1 по прямоліній­

них твірних. Скласти рівняння цих прямолінійних твірних.
1017. Довести, що рівняння z = ху  визначає гіперболічний 

параболоїд.
1018. Довести, що рівняння z 2 = ху  визначає конус з вер­

шиною у початку координат.
1019. Назвати та побудувати поверхні:
1) х2 = 2 yz\ 2) z -  а  = ху.



У задачах 1020— 1031 з ’ясувати, які поверхні визначають­
ся такими рівняннями:

1020.  4л:2 + 9 г/2 + 36z2 -  8 х -  18у  -  72z + 13  = 0.
1021. х2 -  у 2 -  4х + 8 у  -  2z = 0.
1022. 4л:2 -  у 2 + 4 г2 -  8л: + 4у  + 8 z + 4 = 0.
1023. Зл:2 + 4у 2 + 8у  -  \2х + 17z = 0.
1024. x2 + z2 -  4х -  4z + 4 = 0.
1025. х2 + у 2 -  z2 -  2у  + 2z = 0.
1026. л:2 + 2у 2 + 2z2 -  4у  + 4z + 4 = 0.
1027. л:2 + у 2 -  z2 -  2х -  2у  + 2z + 2 = 0.
1028. x2 + 2 у 2 -  z 2 + 2х -  4у  + 2z + \ = 0.
1029. 2л:2 + у 2 + 2z2 -  4л: + 4у  + 4z + 7 = 0.
1030. л:2 -  6у 2 + Зг2 + 8л: + 12г/ + 1 = 0.
1031. х2  + у 2 + 2х -  2у  -  2z -  2 = 0.
У задачах 1032—1041 звести до канонічного вигляду рів­

няння поверхонь другого порядку. Визначити вид кожної з по­
верхонь. Знайти відповідні формули перетворення координат:

1032. 7х2 + 6у 2  + 5z2 -  4ху  -  4y z  = 18.
1033. 2л:2 + 2г/2 -  5z2 + 2ху  = 15.
1034.  4х2 + 4у 2 -  8 z2 -  10ху  + 4y z  + 4λ:ζ = 36.
1035.  л:2 + 4ху  -  8xz -  2у 2 -  4y z  + z2 = 6.
1036.  2л:2 + 5у 2 + 2z2 -  2ху  -  4xz + 2y z  = 3.
1037. 4л:2 -  2у 2 -  12z2 + 4ху + 12yz  = 0.
1038. 2л:2 + у 2 + 2г2 -  2ху + 2yz  + 4х + 4z = 0.
1039. 5л:2 + 6г/2 + 7г2 -  4ху + 4yz  -  10л: + 8у  + 14z = 6.
1040 .  2л:2 + г/2 + 2z2 + 2ху  + 2yz  + 4х + 2у -  4 = 0.

1041. 6л:2 + 5г/2 + 7z2 -  4ху  + 4λ:ζ + 9z +-^= 0.

9.1. ЛІНІЙНІ ФОРМИ І ТЕНЗОРИ РАНГУ 1

О з н а ч е н н я  9.1.  Функція у  = А(х) , аргумент якої 
х є  Еп (п > і ) ,  а значення у  є  R , називається л і н і й н о ю  ф у н ­
к ц і єю  на £„, якщо для будь-яких векторів xlt х2, х є  Еп і до­
вільного числа λ  є Λ виконуються рівності

А(х і + *2М 6 ) + Л ( * 2),
уі(ЛІ:)= λΛ(χ)

Нехай = е н  — фіксований базис у £„, ( е 1 , . . . , еп ^=

= е в — базис, взаємний до е н, x = х 1е 1 +... + хпе п = х{е 1 +... 

... + хпе п — розклад вектора х за базисами е н  і е в  (див. п.4.5).

Т в е р д ж е н н я  9 .1 . У базисі е ц  лінійна функція А(х) 
має вигляд

А(х) = а ххх +... +апхп , (9.1)

а, = А{е{\.. . ,ап =А{еп ).

Т в е р д ж е н н я  9 .2 .  У базисі е в  лінійна функція А(,х) 
має вигляд

А(х) = а}хх+ ... +а пхп , (9.2)

а 1 = А = >4^” ).

О з н а ч е н н я  9.2.  Л ін і й н ою  ф орм ою  від п змінних хи ..., хп 
називається однорідний многочлен першого степеня відносно 
сукупності цих змінних.



З а у в а ж е н н я  9.1. З (9 .1 ) і (9 .2 ) випливає, що лінійна функція А(х)  
на Е„ є лінійною формою як  від сукупності контраваріантних, так  і кова­
ріантних координат вектора х є  Еп . Надалі Л (х )  називатимемо ліній­
ною формою на Е„.

Т вер дж ен н я  9 .3 .  Має місце рівність
А(х) = (а, х ) .

де а  = а {е 1 +... + апе п = а 1е 1 +... + а пе п , (а , х ) — скалярний
добуток векторів а  і X у  Еп.

О з н а ч е н н я  9.3. Коефіцієнти а ь ..., ап многочлена (9.1) (а',... 
..., а п многочлена (9.2)) називаються ковар іантними  ( к о нт ра ­
вар іантними)  ко ефіц і єнтами л ін ійно ї  форми А(х),  а матриця 
(aj ... ап) (матриця (а 1 ... ап) ) — к о ва р і а нт ною  (к онт ра ­
в ар і а нтною )  матрицею А(х) на Еп.

Т вер дж ен н я  9.4. Між коваріантними і контраваріантни­
ми коефіцієнтами лінійної форми А(х) має місце зв’язок

п
(а, ... а п ) = (а ... а п ) ^ а б о  α;· = Σ α §Μ >

k=\

і = 1, η  , де = ll -̂yJ — метрична матриця в En (див. п.4.5).

Нехай е И — новий базис у Еп, е в  — базис, взаємний до
έΗ , С — матриця переходу від базису е # до базису е н  . Тоді

формули (4.12), (4.13) мають вигляд е н =еИС  і 

Нехай А(х) = d ji:1 +... + άηχ η = ά 'ή  + ... + ά ηχ η . 
Т вер дж ен н я  9 .5 .  Коваріантні коефіцієнти А(х) у  разі 

переходу до нового базису перетворюються за формулою

ά ί = Σ αΑ  > (9.3)
k=\

а контраваріантні — за формулою

c ' = a kd ‘k . (9.4)
k=l

З а у в а ж е н н я  9.2. Ф ормула (9 .3 ) збігається з формулою (4.14) пере­
творення коваріантних координат вектора й , а формула (9 .4 ) — з фор­
мулою (4.15) перетворення контраваріантних координат того самого 
вектора, тобто твердження 9.5 встановлює взаємно однозначну відповід­
ність м іж  А(х) в Е„ та вектором а  є  Еп .

О з н а ч е н н я  9.4. Т ен з о р ом  р а н г у  1 типу (1; 0) (типу (0; 
1)) в Еп називається геометричний об’єкт, який у кожному 
базисі ву, . . . ,еп визначається заданням п координат а ь  ..., а п 
( а 1, а п), що змінюються у разі переходу до нового базису 
е , . . . , е п за формулою

п (  . п Л
= Yjakc i &ι = Σ α 4  

k=\ \ k=\
( 9 .5 )

З а у в а ж е н н я  9.3. Тензор типу (1; 0) називають к о в ар і ант ним ,  типу 
(0 ; 1 ) — к о н т р ав ар і а н т н и м  т е н з о р о м  р а н г у  1 .

З а у в а ж е н н я  9.4. Вектор а  в Е„ — це коваріантний тензор рангу 1, 
якщо й  задано своїми коваріантними координатами, і контраваріантний 
тензор рангу 1 , якщо й  задано своїми контраваріантними координатами.

З а у в а ж е н н я  9.5. Формула (9 .5 ) перетворення координат коваріант­
ного (контраваріантного) тензора рангу 1 в разі зміни базису в Е„ збіга­
ється з формулою (9.3) ((9 .4)) перетворення коваріантних (контраваріант­
них) коефіцієнтів лінійної форми. О тже, задання лінійної форми А(х)  в 
Е„ можна ототожнювати із заданням коваріантного тензора рангу 1 в Е„, 
якщо А(х)  задано у вигляді (9 .1 ), або контраваріантного тензора рангу

1, якщо А(х) задано у вигляді (9 .2 ). При цьому на значення А(х) мож­
на дивитися як на значення відповідного тензора на векторі х .

Задача 1. Довести формулу (9.1).
Д о веден н я . Нехай (е 1 , . . . , еп )= е н  — фіксований базис у 

Еп і х = х 1е х +... + хпе п .

Тоді А{х) = а{х}є\ +... + хпе п)= х 1А(еу) + ... + хпА(еп). Ос­
кільки А(е1) = а 1 , . . . ,А(еп ) = а п , то

А(х) = ajjc1 +... + апхп .

З адача 2. Довести формулу (9.3).
Д о веден н я . Нехай ( ех, . . . , еп ) = е н  — фіксований базис у 

Еп, ( e i . . . , en )= ен  — новий базисі е И = е н С.

Оскільки a,- = /4(ег) , а е;- = с\ех +... + с ? е п , то

άί = а ( $ єх +... + с?е„)=  cIU (e1)+ ... + ciM ( in ) =

1 п k = сг-а, +... + с ? а п = Σ α^ ί  ■
k=i



З адача 3. Нехай А(х) — лінійна форма в £3. Визначити 
вигляд А(х) в деякому базисі е ц  в £3, якщо її значення на 
векторах = (2; 3; 5), х2  = (3; 7; 4 ), х3  = (і; 2; 2) в е ц  дорів­
нюють відповідно 10 ; 3; 3.

Р о зв ’ я з ан н я . За твердженням 9.1 лінійна форма А(х) =

= а хх 1 + а 2 х 2  + а 3 х3 .
За умовою задачі для коефіцієнтів лінійної форми а и а 2 і 

а 3 маємо систему трьох лінійних рівнянь:
2cZ| + За2  + 5iZg = 10,

■ 3θ[ + 7 а 2  + 4 а3  = З,
iZj + 2 а 2  + 2 и 3 = 3.

Розв’язком даної системи є числа а  і = 3, а 2 = -2 , а3= 2. 
Отже, лінійна форма має вигляд

А(х) = Зх1 -  2х2  + 2х3 .
Задача 4. Знайти перетворення змінних х\ х2, х3, що зво­

дить лінійну форму А(х) = 2х 1 + Зх2  + х 3 в £3 до канонічного 

вигляду А(х) = Xі . Записати координати векторів нового бази- 

су '
Р о зв ’ я з а н н я . Знайдемо базис е у , е 2 , е 3 , в якому А(х) =

= х
Для цього покладемо

2 л:1 + З х 2 + x 3  = x1,
X і  = л:2 ,

* 3 = * 3.

Зауважимо, що у разі такої заміни змінних х', х2, Xі  на 
х \ х 2 , х 3 форма А(х) набере вигляду А (х )= х 1. Крім того, 
цю заміну можна розглядати як перетворення контраваріант­
них координат вектора х за формулою (4.15), оскільки 

ґ 2  З П
= 3.rang 0 1 0 

0 0 1

Запишемо цю заміну у вигляді

*1 = І і і _ З і 2 _ І і з 
2 2 2 ’ 

2 -2 X = X ,

з -ЗX = X

Бачимо, що матриця перетворення контраваріантних коор­
динат має вигляд

С  =
1/2 - 3 / 2  - 1 / 2

0
0

1
о

0
1

Стовпці цієї матриці і є координатами векторів Є\,Є2 , е 3  

нового базису в ец ,  тобто

Є\ =
(1/2 ) (~3/2> ( - 1/ 2 )

0 II 1 - h  = 0
0V У 0\ У 1\ /

З ад ач а  5. За формулою (9 .3) знайти матрицю у і  кое­

фіцієнтів лінійної форми А{х) = - 2 х 1 -  х2  у базисі e t , e 2 , 
якщо

є, = Зб[ + 5е2, е 2  = 4б[ + Те2  ■
Результат перевірити безпосереднім здобуттям коефіцієн­

тів лінійної форми в новому базисі.
Р о зв ’ я зан н я . Зауважимо, що формула (9.3) еквівалентна

формулі y t  =_?4С. За умовами задачі матриця у і  лінійної форми 
А(х) у старому базисі має вигляд y l =  ( -2  -1 ), а матриця С

переходу від старого базису до нового С  = γ  j . Тоді

Α  = (ά і ά2)= ( - 2  - l ) ( j j  * )  = (-11 - 1 5 ) ,

тобто ά[ = - 11, ά 2  = -1 5 .

Лінійна форма в новому базисі має вигляд А(х) = - 11л:1 -  

-  15л:2 .
Перевіримо правильність результату безпосереднім знахо­

дженням коефіцієнтів. Маємо

ά, = л (е ,)=  А(рех +Ье2)= ЗА(ех)+ЬА(е2).

Оскільки A(ex) = -2 , А(е2  ) = -1 , то = 3 (- 2) + 5 (-1 ) = —11. 
Аналогічно ά 2  = А(е2) = А(4е1 +7е2)= 4А(ех) + 7А(е2)= 4 (-2) + 
+ 7 ( - 1) = -15  .



Задачі для розв’язування

1042. Довести формулу (9.2).
1043. Довести формулу (9.4).
1044. Довести твердження 9.3.
1045. Значення лінійної форми Л(х) на векторах хх = (2;5) і 

х2 = (3;7) в деякому базисі е н  в £2 відповідно дорівнюють 1; 2. 
Визначити вигляд А(х) в *#.

1046. Визначити вигляд лінійної форми А(х) в базисі е и  
простору £2, я к щ о  ї ї значення на векторах хх = (2 ;- 3), 
х2 = (4 ;-5 ) в е# дорівнюють відповідно 4 і 10.

1047. Визначити вигляд лінійної форми А(х)в  базисі е х, е 2  

простору Е2, я к щ о  ї ї значення на векторах й = (4 ;7 ) , 

b = (5;8) в цьому базисі дорівнюють відповідно -1 3  і -14 .
1048. Визначити вигляд лінійної форми А(х) у базисі ββ  

простору £3, якщо її значення на векторах Х [= (5 ;-6 ;4 ) , 
х2 = (3;-3;2), х3 = (4 ;-5 ;2 ) дорівнюють відповідно 3; 2; 1.

1049. Визначити вигляд лінійної форми А(х) в базисі 
простору £3, якщо її значення на векторах Ц = (4 ;-3 ;2), х2 = 
= (6 ;-2 ;3), х3 =(5;~3;2) в *// дорівнюють відповідно -4 ; -1  і -3 .

1050. Визначити вигляд лінійної форми А(х) в базисі є # 
простору £3, якщо її значення на векторах Х[ = (5;2;3), 
х2 = (2;-2;5), х3 = (3;4;2) в е и  дорівнюють відповідно -2 ; 0 і -10 .

1051. Лінійна форма А(х) у базисі е 1 , е 2 простору Ег має 
вигляд А(х)= Х і+  2 х 2- Визначити вигляд А(х) у  базисі

*j, е 2  , ЯКЩО метрична матриця У  _ д  g І·

1052. У базисі Є] ,Є 2 , е *  простору £3 лінійна форма А(х) = 
= хі+2х3. Визначити вигляд цієї форми з коваріантними кое-

(  1 1/2 1/2Л
фіцієнтами, якщо метрична матриця £7=1/2 1 1/2

І1/2 1/2 1 у
1053. Знайти перетворення змінних х\ х:2, х\ що зводить лі­

нійну форму А{х) = Зх1 -  х 2 до канонічного вигляду А(х) = х 1. 
Записати базис, в якому ця форма має канонічний вигляд.

1054. Визначити базис, в якому лінійна форма А(х) = х 1 +
+ 2х2 -  х3 має канонічний вигляд А(х) = х 1.

1055. Визначити базис простору £4, в якому лінійна фор­
ма А(х) = 2х1 -  х 2 + х 3 -  х 4 записується в канонічному ви­
гляді А(х) = X і .

1056. Знайти формули перетворення змінних х ь хг, х3, х4, 
що зводять лінійну форму А(х) = х2 -  2х3 + х4 до канонічного 
вигляду Л(х) = х2 . Записати базис, в якому ця форма має 
канонічний вигляд.

1057. Довести, що для будь-якої невиродженої лінійної 
форми А(х) у просторі Еп існує канонічний базис, в якому 
ця форма записується у канонічному вигляді А{х) = ή , де 
ή  — перша координата вектора х у цьому базисі.

1058. Знайти матрицю лінійної форми А(х) = 5х* + 2х2 , у

базисі *1; е 2 , якщо i j  = - е 1( е 2 - 2 е хл-е2 . Результат переві­
рити безпосереднім знаходженням коефіцієнтів.

1059. Знайти матрицю у і  лінійної форми А(х) = -4х* +
п о 1. 1, 1,

+ х - 2х у новому базисі е х, е 2 , е 3 , знаючи матрицю 
Ґ 0  1 2>

1 -1  1
2 1 З

переходу від одного базису до іншого. Ви­

значити безпосередньо коваріантні коефіцієнти лінійної фор­
ми у новому базисі.

1060. Визначити коваріантні коефіцієнти лінійної форми
А(х) = X і -  х 2 + Зх3 у новому базисі е 1 , е 2 , е 3 за допомогою 

формули (9.3) та безпосередньо, якщо е х = 5 ех + Зе2 + е 3, 

= 2е2 -  > ®3 = + 3*2 + 2*3 ·

1061. Записати лінійну форму А(х) = 2х* -  х2 + Зх3 + х4 у

новому базисі <?(, е2, *3 , *4 , якщо задана матриця переходу
' 1 1 1 1 '
0 6 1 1
5 4 2 1

,2  3 2 З,
перевірити безпосереднім знаходженням коефіцієнтів.

с  = від одного базису до іншого. Результат



О з н а ч е н н я  9.5.  Функція z = A (x , y ) ,  аргументи якої 
х , у  є  Еп , а значення z  є  R ,  називається б і л і н і й н ою  ф у н к ­
ц і є ю  в £„, якщо для будь-яких векторів х , у , х х,х2 , у х, у 2 є.Еп * 
довільного числа λ  є R виконуються рівності:

А(хх + х2 , у )  = А(хх, у )  + А(х2 , у ) ,
А(х,уі  + у 2) = А(х,ух) + А(х,у2),
A(kx,y) = ІА(х,у) ,
А(х,ку)  = ХА(х,у).

З а у в а ж е н н я  9.6. Білінійна функція А(х, у )  є лінійною функцією від

кожного з своїх аргументів х та у  є  Еп .

Приклад. Скалярний добуток ( х , у )  векторів і  та j  в
Еп — білінійна функція в Еп.

Дійсно, з перших трьох аксіом скалярного добутку в евк- 
лідовому просторі (див. п.4.2)

{х,у)  = {у,х), ( (х і+ х 2 \ у )  = {хі’ У) + (х2 ’ У)’ ( № \ у )  =
= Ц х . у )

випливає виконання рівностей (9.6) в означенні білінійної 
функції в Еп.

Нехай е И та е в  — пара взаємних базисів в Еп, х , у  є  Еп , 

х = хІе х + ... + хпе п = Хуе1 +... + хпе п ,

у  = у [е х +... + у пе п = у хе 1 +... + у пе п — розклад х та у  за ба­
зисами є н  та е в .

Т вер дж ен н я  9 .6 .

А(х,у)  = с і^ вА н н ( У  В)Т= Σ  Σ a ijXlУ1 . (9.7)
і= 1 /= 1

де
' a\ 1 ■·· а \п

Анн~-
“ п\ а7ш

, ац = A(ei , e j ), сІГв  = ( х ' . . . х п ) .

Т вер дж ен н я  9 .7 .
п п

А І Х ' Ї Ї ^ с Х О у І ^ н ) 7  = Σ Σ * / * ν  (9.8)
і=1/=1

ґа} . . .  a f
А н в  =

4  ·

II JS
T

Ун =
' <

З а у в а ж е н н я  9.7. Зображення А(х, у )  у  випадку, коли вектор х за­
дано своїми коваріантними координатами, а вектор у  — контраваріант­
ними координатами, тут і надалі не розглядатиметься, оскільки воно 
аналогічне випадку, який розглянуто у твердженні 9.7.

Т вер дж ен н я  9 .8 .

А(х, у )  = eVHy l BB(YH)T = Σ  І ^ Х і У , , (9.9)
і= 1 /= 1

V і . . а}п ' /
А в в  =

у 1 · а пп■ /
,  аЧ =

З а у в а ж е н н я  9.8. Далі використовуватимемо нове позначення підсу­
мовування. Якщо написано вираз, що складається з однієї літери або 
добутку кількох літер з індексами та при цьому будь-який індекс зустрі­
чається двічі — один раз зверху, другий раз знизу, то цей вираз означа­
тиме суму членів такого самого вигляду, що написані для всіх значень 
цього індексу, що повторюється. З урахуванням цієї згоди формули (9 .7 ),
(9 .8 ), (9 .9 ) запишуться відповідно у вигляді

А(х, у)  = а  ц Xі у  і , А(х, у )  = а /Xі у г  А(х, у )  = а 1'хіУ] .

З а у в а ж е н н я  9.9. Б іл ін і йн ою ф ор м ою  2п змінних х/, ..., хп, y h  у п 
називається однорідний многочлен другого степеня лінійний від кожної з 
сукупностей хі ,  ..., хп та у  і, ..., у п по п змінних. З формул (9 .7 ), (9 .8 ),
(9 .9 ) випливає, що білінійна функція А(х, у ) в Еп є білінійною формою 
від координат векторів х та у . Надалі А(х, у)  також  називатимемо 
білінійною формою в Еп.

О з н а ч е н н я  9.6.  Матриця y l HH 0 , у і  в в ) називається 
дв і ч і  к о в а р і а н т н о ю  (один раз коваріантною та один раз кон­
траваріантною, двічі контраваріантною) матрицею білінійної 
форми А{х,у ) .

О з н а ч е н н я  9.7.  Елементи ац  матриці у І ИН (а/ матриці
А н 8· а'і матриці ^ 4 ВВ) називаються д в іч і  к о ва р і антними  
(один раз коваріатними та один раз контраваріантними, двічі 
контраваріантними) коефіцієнтами білінійної форми А (х , у ) .



Приклад. Для білінійної форми А(х, у ) = (х, у )  буде а(у =

= S i r  а і = δ ί '  βί/ = g i ' ■

Дійсно, ац = л £ ,,е ,)=  (в^.ву) = g ijt a f  = л (е ,.,^ )=  ( е , ,е ^  =

= 8 f ,  а}і = а ( є ‘ , є /Г)= ( е 1 , е ^  = g 1* .

Отже, у цьому випадку y t HH = |&у| = ^ β =||δ{ =

^ β β  = g 4 = д ~ х та (jE,y) = c * Bg{YB)T = c K 4 Y H)T = 

= eXHg · * (Ун ) г  або (5, у ) = g y x ' y i  = δ / jty  = g 4 x iy j .
З а у в а ж е н н я  9.10. Нехай А(х, у )  — симетрична білінійна форма, 

тобто форма, для якої А(х,у)  = А(у,х) , і квадратична форма А(х,х) — 
додатно означена, тоді А(х,у)  задовольняє усім аксіомам скалярного 

добутку евклідового простору. Тому скалярний добуток в L„ можна зада­
ти за допомогою білінійної форми такого вигляду.

Т вер дж ен н я  9 .9 .  Якщо уіцн> А н , У І ВВ — матриці

А{х, у )  в базисі е н , то y l HH = А в  д  у і в в  = д  4  А н  > Де 
д — метрична матриця базису е ц  в Еп.

Т вер дж ен н я  9 . 1 0 .  Якщо α(/·, a j , а ‘і — коефіцієнти 

А(х, у )  в базисі е н, то йц = a ^ gk j , а 1' = a'kg k l .

Нехай Єц> е в , е и , е^дві пари взаємних базисів у Еп, 

е н = е н С, e B = e B Z>{див. п.9.1).

Т вер дж ен н я  9 .1 1 .  Якщо А н н  ’ ^ я ·  — матриці

А(х,у)  в базисі е н , то А н н = с  ТУ ?нн А н =  С тАн£>,

А.ВВ = D Ty l BBD.

Т вер дж ен н я  9 .1 2 .  Якщо ά,γ,ά/,ά'/ — коефіцієнти 

А(х,у)  в базисі е н  , то

( СІ ■■■с ?  \ ^ н н
г п

= c iT y i HHq = A ( c i , c j )

1 '  J

ґ  і \ d{

А
άί  = akc M  = іс і Л н  

= Є ·? А н  &  = л ( с і ,б>),

(£>‘)Ty t BBZ>i = a (d ' , D' ),

(9.10)

Ґ :\ 
d \IIЧ

гаII’чЗ

- < U BB
4

де матриця С[ — і-й стовпець матриці С\ 2 ? і  ~ j -Ά стовпець 

матриці Z> а Сг· = с - е 1 +... + с ? е п , D* = d [ e x +... + d ’ne n .
О з н а ч е н н я  9.8. Т ен з ор ом  р а н г у  2 типу (2; 0) (типу 

(1; 1), типу (0; 2)) в Еп називається геометричний об’єкт, 
який в кожному базисі Єн визначається заданням п 2 чисел а,у 
(а/ , а ‘і), що називаються к о о р д и н а т а м и  т е н з о р а  та зміню­
ються у разі переходу до нового базису Єц за формулами

'і ή  («/ = 4 СМ  - а ‘І = a kl4 d[  ).a ij = a kic .

З а у в а ж е н н я  9.11.  Тензор рангу 2 типу (2 ; 0 ) звичайно називаю ть 
двічі коваріантним, типу ( 1 ; 1 ) — один раз коваріантним та один раз 
контраваріантним , типу ( 0 ; 2 ) — двічі контраваріантним тензором 
рангу 2 .

З а у в а ж е н н я  9.12. Формули перетворення координат тензора рангу 2 
у разі переходу до нового базису збігаються з формулами (9 .10) пере­
творення однойменних коефіцієнтів білінійної форми А(х, у ) . Це дає 
можливість поставити у відповідність тензору рангу 2  даного типу білі- 
нійну форму з коефіцієнтами того самого типу, що дорівнюють відповід­
ним координатам тензора в одному й тому самому базисі Е„. При цьому 
значення А(х, у)  на парі векторів х , у  називають і значенням відповід­
ного тензора на парі векторів х , у  .

Приклад. Білінійній формі (х,у) =cZB д нн  (YB)T= сХв  {Уц)Т =
=cifHg BB(YH)T відповідають три тензора рангу 2:

1) двічі коваріантний тензор G, координати якого в е н  до­
рівнюють g ij = ( e i , e ^ j .  Матриця координат цього тензора

ζ/ΗΗ ~ζ/~ ||g;/|| · Цей тензор називається мет ри чним  т е н з о ­

ром  простору Еп.



2) один раз коваріантний та один раз контраваріантний
тензор £, координати якого g j  = ( e i t e ^  = δ j . Матриця коор­

динат цього тензора = |δ |||.

3) двічі контраваріантний тензор G-1, координати якого в 
е// дорівнюють g ‘i = ( е ‘ , е 1^. Матриця координат цього тен­

зора & в в  = ||g‘/| = Цей тензор називається взаємним до 
метричного.

З адача 1. У просторі £2 задано білінійну форму А (х , у ) , 

яка набирає значення - 3  на векторах 2 е 1 -  е 2 , е 1 -  е 2 ; зна­

чення -1  на векторах е 2 , е 1 + е 2  ; значення -1 2  на векторах

-  е 1 + е 2, 2 е 1 + е 2  \ значення - 6  на векторах Зе2,*?1. Знайти 
вигляд цієї форми з двічі контраваріантними коефіцієнтами.

Р о зв ’ я за н н я . Білінійна форма А(х,у)  з двічі контраварі­
антними коефіцієнтами має вигляд:

А(х,у)  = а 11*]#! + a 12jCji/2 + я 21*2#1 + ° 2 2 х2 У2 ■

Для визначення коефіцієнтів а " ,  а 12, а 2 1 ,а22 білінійної фо­
рми складемо систему чотирьох рівнянь, використавши зна­
чення білінійної форми на чотирьох парах векторів:

а 11 -2-І + а 12 ·2 ( - 1)+ а 21( - 1)1 + а 22( - ΐχ~ 1) =-3,  
а 11 0-1 + а 12 · 0 · 1 + α 21·1·1 + а22 1 1  = -І,
а и ( - і)2  + а 12( - і ) і  + а 21 -1-2 + а 2 2 -1-1 = -12, 
а 11 0-1 + а 12 -0 -0  + α21·3·1 + α 22·3·0 = -6.

Остаточно система має вигляд

2а11 - 2 а 12 -  а 21 +а22 = -З, 
а 21 + а22 = -1,

- 2 а 11 - а 12 +2а21 + а22 = -12,
За21 = -6 .

Розв’язавши систему, знайдемо: а 11= 2, а ' 2= 5, а2|= - 2 ,  
а22= 1. Шукана білінійна форма має вигляд:

А(х,у )  = 2x ty {+ 5л:11/2 -  2х2у і+ х2Уг-

З адача 2. Довести першу з формул твердження 9.11.

Р о зв ’ я зан н я . Нехай в Еп зафіксовано два базиси е н  та 
е н  , і е н  = е н  С, де С — матриця переходу від базису е н  до 
базису .

Координати с % в , У в  векторів х та у  в базисі е н  вира­

жаються через координати 0СВ, YB цих векторів в базисі 

е β  за формулами с ¥ в =<Хв  С т, Υ Β = Ϋ Β С т. Тоді білінійну 
форму А(х,у)  можна записати у вигляді А(х,у)  =

= Л В А н н  (Уb ) T = cV bs 4 hh  f y В ) Т = сХ ,в  С  (У5 )Г ,

ОСКІЛЬКИ (у В)  = С  (у В)  ■ Якщо х і у  — довільні вектори

Еп, то із рівності <)СВ А НН ( у В ) Г =с)СВ <?тА н н  с { у в У

маємо А н н  = Є  ТА ннС -
З адача 3. В евклідовому просторі £3 дано білінійну форму 

А{х,у) = х ' у 2 - х 2у з  + 2х3у { (один раз коваріантними та один 
раз контраваріантними коефіцієнтами) та взаємний до метри-

, 3  1 - З л
чного тензор G ' з  матрицею 1 1 -2

З - 2  5
Визначити ви­

гляд цієї форми з двічі контраваріантними та двічі коваріант­
ними коефіцієнтами.

Р о зв ’ я за н н я . За умовою задачі матриця А н  білінійної
форми А(х,у)  має вигляд

Α β
( 0  1 0^
0 0 - 1
2 0 0

Матрицю С/ знайдемо як обернену до матриці =
f  3 1 - 3 ^

1 1 -  2 . Маємо1
- 2

η
з 
2,



Тоді за формулами твердження 9.9 

А н н  = А % д

і білінійна форма має вигляд:

А(х,у)  =х 1у 1 +6Xіу 2 + 3Xіу 3-  х2у х -  3х2у 2 -  
-  2 х2у і  + 2 х3у 1 + 2 хгу 2 + 2 х3у 3,

А(х,у)  = - 6 хі у і+ 3х і у 2 -  х і у 3 -  4х2у і+  х2у 2 ~ х2у 3 +Юх3у х -  
-  Зхгу 2 + 2 хгу г .

З адач а  4. Нехай у просторі Е2 задано білінійну форму 
А(х,у)  = 2х\ух+ 4хху 2+ 5х2уі+ 6 х2у 2 У базисі е в . 1) Знайти 

матрицю А ВВ форми А(х,у)  у базисі е в  за допомогою 

формули А в в  = D Ty l BB^  твердження 9.11, якщо С  = 

= ^_ | — матриця переходу від базису е н  до е и \

2) переконатися в правильності знаходження елементів мат­
риці А ВВ за формулами (9.10) перетворення коефіцієнтів та 
безпосередньо підстановкою в білінійну форму А(х,у)  фор­
мул перетворення координат векторів х та у  у разі перехо­

ду до нового базису е в .
Р о зв ’ я з а н н я . 1) Матриця y l BB білінійної форми А(х,у)

має вигляд y t BB = ^

1) Визначимо матрицю 17 :

(о 1 О")Ί 1 η / 1 6 3Ί
0 0 -1 1 6 3 - 3 - 2 ,

І2 0 o j 3 2J \ 2 2 2J
3 1 - 3 ' ί ° 1 0 Г-6 3 -П
1 1 - 2 Ρ 0 -1 - 4 1 -1

- 3 2 5 b 0 o j L 10 -3 V

2  4  
5  6

Z>=(C4 )T- - 1  - 2
-1 -1

1 2 
1 1

1 1
2 1

Тоді

A BB=Z?TA BBP  = \j \

} !И
4 Y 1 і
6 А 2 1

12 16"
7 10 А 2

44 28 
27 17

2) Переконаємося в правильності знаходження елементів 
матриці А ВВ за формулою (9.10). Маємо

а 11 = 2 ^ ВД = (1  2 )(§  6 ^ 2 )  = (12 1 6 ) ^  = 12 + 32 = 44,

d12 = ^ А В В ^ = ( 1  2 )(§  б )(1) = (12 16)(1 ) = 12 +16 = 28,

я 21= 2 ^ ввД  = (i i ) g  ^ g )  = (7 1 0 ) ^  = 7 + 20 = 27 ,

ά2 2 = ^ ^ ^ = (  1 1)[§ б ) ( ! )  = (7 Ю )(і) = 7 + 10 = 17. 

Запишемо нарешті формули перетворення коваріантних
D

координат векторів х та у  у разі переходу від базису е  до 

е в . Оскільки 0СН =с)Сн  С ~ х, = то

або

х1 = х 1 +х2, Уі=У\+У2 >
х 2 = 2 х 1 + х 2 , у 2 = 2у\  + у 2 .

Тоді

А(х, у )  = 2 ( х 1 + х 2 ) ( у х + у  2) + 4 ( і ,  + х2 ) (2 у х + у 2 ) +

+ 5(2*! +х 2 ){ух + у 2) + б{2 х{ +х 2 ){2 у х + у 2) =
= 44хху х + 28хху 2 + 27х2у х + \7х2 у 2.

Задачі для розв’язування

1062. Знайти білінійну форму А (х , у ) , яка у площині Е2

набуває значення 6 ; 2; -2 3 ; - 1 0  відповідно на парах векторів 
2 є х, бу + е 2 ; + е 2, — + е 2  ; 2 є х — Зє2, є х + 2 є 2 ; — є 2, 2 є х + є 2 .

1063. Знайти білінійну форму А(х ,у ) ,  яка у площині Е2 

на парі векторів е х + 2 е 2, е х - е 2 набуває значення 15,  на парі 
векторів 2е1,3 е 1+е2 — значення 10, на парі векторів 
7е2, 4 ех+Ье2  — значення - 1 4 7  і на парі е 1 - 2 е 2 , е 1 - е 2 — 
значення -9 .



1064.  Знайти білінійну форму А(х,у), яка у площині £2 
набуває відповідно значення — 1; 9; 5; 20 на парах векторів 
(1; 2), (1, 0); ( -1 ; -2 ) ,  (2; -1 ) ; (2; -3 ) , (1; 2); (1; 1), ( -1 ; 4), 
координати яких задано в базисі е в .

1065. У площині білінійна форма А(х,у)  на парі век­

торів е 1 + е 2, З е 1 - е 2 набуває значення 15, на парі векторів 

- е 2 , е 1 — значення - 3 , на парі векторів е 1 + е 2, - е 1 - е 2  

набуває значення - 5 , на парі векторів 2*1, 2е2 — значення 
- 4 . Знайти білінійну форму А ( х , у ) .

1066. У £2 задано білінійну форму А(х,у) = Х\У\+ 2х\у2 ~

-  Х2У2 та метричний тензор G з матрицею ^  j j  . Визначити

вигляд цієї білінійної форми з двічі коваріантними коефіцієн­
тами і один раз коваріантними та один раз контраваріантними 
коефіцієнтами.

1067. Метрика евклідового простору £3 задана метричним 
f \ 1 0 '

тензором G з матрицею . Записати білінійну форму1 2 2
0 2 5 ,ч /

А(х,у)  = х'у '  + х 1у 2+ х2у ]+ х2у 2+ х3у 1+ 2 х3у 3 у вигляді форми
з двічі контраваріантними коефіцієнтами.

1068. Білінійну форму А(х,у)  = хху\ -х 2у 2+ 2 х3у 3 задано в 
£3 з взаємним до метричного тензором G ~ , матриця якого

1 2 П
2 5 3 .  Який вигляд матиме ця білінійна форма з двічі
1 З ЗІ\ /

коваріантними і двічі контраваріантними коефіцієнтами.
1069. У Е3 задано метричний тензор G з  матрицею

ґ2 1 2)1 2  2 та білінійна форма А(х, у )  = х'у\~ 2хгу \-  4х2у 2 +
2 2 4)

+ 4х3у 3. Записати цю форму у вигляді форми з двічі коваріант­
ними і двічі контраваріантними коефіцієнтами.

1070. Нехай А{х, у )  — білінійна форма з двічі контраваріант­

ною матрицею y l BB =
. . .

у базисі е в . Знайти за­

кон зміни матриці y f BB у разі переходу до нового базису е в . 
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1071. Знайти закон зміни матриці у і в  білінійної форми 
А(х,у)  у разі переходу від базису е н  до нового базису е н  
в Еп. Як зміниться закон, якщо розглянути координати ве­
ктора х в базисі е в , а координати вектора у  в базисі 

* я ?
1072. Нехай у площині £2 задано білінійну форму

А(х,у)  = Х\уі + Х\у2 + Х2У\ *  Х2У2  3 двічі контраваріантними

коефіцієнтами. Знайти її матрицю , якщо матриця С

переходу від базису е и  до е и  має вигляд С  = j .
1073. В умовах задачі 1072 визначити двічі контраварі­

антні коефіцієнти білінійної форми в базисі е н  за форму­
лами перетворення цих коефіцієнтів та безпосередньо під­
становкою в білінійну форму А(х,у )  формул перетворення 
координат векторів х та у  у  разі переходу до нового ба­
зису е н  .

1074. Визначити двічі контраваріантну матрицю ?4.в в  бі­
лінійної форми А{х, у )  = 2хху і  + хху 2 -  x2y t + Зх2у 2 в базисі
. D Л _ _ _
е  , якщо Є[ = + 2е2. е 2  = е \ -  е 2 ■

1075. В умовах задачі 1074 визначити двічі контраваріант­
ні коефіцієнти білінійної форми в базисі е в , користуючись 
формулами перетворення коефіцієнтів.

1076. Знайти двічі коваріантну матрицю А-нн білінійної 
форми А(х,у )= x 1 у 1 + X іу 2 + А / 1 -  х2у 2 , яка задана у пло­

щині £2, якщо С  = 1 1
1 -1

— матриця переходу від базису

еН  до еН ■

1077. В умовах задачі 1076 переконатися в правильності 

знаходження елементів матриці А н н  33 формулами перетво­
рення коефіцієнтів та безпосередньо підстановкою в білінійну 
форму А(х,у)  формул перетворення координат векторів х та 
у  у разі переходу до нового базису .



1078. Знайти двічі коваріантну матрицю А н н  білінійної 
форми А(х,у )~  2х 1у 1+ 4 х 1у 2 + Ьх2 у 1 +6 х2 у 2, яка задана у

• J T  ^  ( ~ 1 2)площині Ь2, якщо С = I j І — матриця переходу від

базису е н  до е н  .
1079. В умовах задачі 1078 визначити коефіцієнти

0ц , ά12, ά21, ά22 як значення білінійної форми на базисних

векторах άη  = л(е(-,еу), використовуючи формули перетворен­

ня базисних векторів.
1080. У площині Е2 задано білінійну форму А(х, у )  =

= 2х ' у і +  4х 'у2+ 5х2у, +  6х2у 2. Визначити матрицю А н  білі­

нійної форми А ( х , у ) ,  якщо С  =  ̂ J — матриця пере­

ходу від базису е н  до е н  .
1081. В умовах задачі 1078 визначити коефіцієнти

ά\,άχ ,ά^,ά^ за формулами перетворення коефіцієнтів та 

безпосередньою підстановкою в білінійну форму А(х, у )  
формул перетворення координат у разі переходу до нового 
базису.

1082. Знайти матрицю А н  білінійної форми А(х, у )  = 
= х'ух+ 2х{у 2+ хгу\ — 2х2у 2 у новому базисі е и  , якщо С  =

= j j — матриця переходу від базису е н  до е н  .

1083. В умовах задачі № 1082 знайти коефіцієнти біліній­
ної форми в базисі е н  безпосередньою підстановкою в білі­

нійну форму А(х,у)  формул перетворення координат векто­
рів х та у  у разі переходу до нового базису .

1084.  Нехай у просторі Е3 задано білінійну форму 
А{х,у)= х 1у х+ 2х2у 2+ 3х 3у 3 у базисі е н  . Знайти її матри­

цю А н н  У базисі е н  , якщо е х = (1; 1; 1), е2 = (1; 1; - 1 ) ,  

І3 = (1; - 1 ;  - 1 ) .

1085. В умовах задачі 1084 визначити двічі коваріантні 
коефіцієнти білінійної форми в базисі е н  , користуючись фор­
мулами перетворення коефіцієнтів.

1086. Знайти матрицю А н н  Дв*4* коваріантної білінійної

форми А(х, у )  = x'у 2 + х2у 3+ Xіу х у базисі е х, і 2 > ^3' ЯКЩ°

І,=  (1; 0; 0), І2 = (1; 1; 0), І3 = (1; 1; 1).
1087. В умовах задачі 1086 визначити двічі коваріантні 

коефіцієнти білінійної форми в базисі е н  за формулами ά(/· =

А\ і ' і /
’ R R1088. Записати двічі контраваріантну матрицю А  білі­

нійної форми А(х,у )= Х\У\ -  2х2у 2 + х3у\ у новому базисі

Ґ\ і η
матриця переходу від базису е ие н  , якщо С 1 1 2 

1 2 З

до базису kfj .
1089.  В умовах задачі 1088 визначити двічі контраварі­

антні коефіцієнти білінійної форми в базисі е н  , користую­
чись формулами перетворення коефіцієнтів та безпосеред­
ньо підстановкою в білінійну форму А(х, у )  формул пере­
творення координат х та у  у разі переходу до нового ба­
зису.

1090. В £3 задано білінійну форму А(х,у )= х 'у2+ х2у 3+ х3Уі-
* / ? « * · ·Знайти матрицю А н  білінійної форми в новому базисі е н  ,

Ί  1 Г
якщо С  = 0 1 1 — матриця переходу від базису е н  до

Іо 0 l j
базису е н  .

1091.  В умовах задачі 1090 визначити коефіцієнти 

ά/,ι',/= = 1; 2; 3 білінійної форми, користуючись формула­
ми перетворення коефіцієнтів. Результати перевірити, роз­
глядаючи коефіцієнти як значення білінійної форми на ба­
зисних векторах.



1092. В £ 4 задано білінійну форму А(х, у )  = х'у2 + х2у 3 + х3у 4 

у базисі е н . Знайти її матрицю А -ин  в Н0В0МУ базисі е ^ ,  як­

що С  =

Ґ 1 1 1 П
1 - 1  1 - 1
1 1 - 1 - 1  
1 - 1 - 1  1

— матриця переходу від базису е н

до е н .
1093.  В умовах задачі 1092 визначити коефіцієнти ά23 та 

ά42, користуючись формулами для перетворення коефіцієнтів. 
Результат перевірити, визначивши їх значеннями білінійної 

форми на базисних векторах ά23 = л(е2, і 3 ) і 42 = л(е4,е2).
1094.  Користуючись означенням тензора рангу 2 довести, 

що метричні коефіцієнти g {j (і, /' = 1, п ) , є координатами двічі

коваріантного тензора в Еп.
1095.  Користуючись означенням тензора рангу 2 довести, 

що елементи матриці ^ _1 = ||g^|,»,/= 1,л , є координатами

двічі контраваріантного тензора в Еп.
10 9 6 .  Користуючись означенням тензора рангу 2, дове­

сти, що числа δ · (символ Кронекера), i , j  = l , n  є коорди­
натами один раз коваріантного та один раз контраваріант­
ного тензора в Еп. Записати білінійну форму, яка відпові­
дає цьому тензору.

1097. Довести, що елементи матриці лінійного оператора в 
Еп є координатами один раз коваріантного та один раз конт­
раваріантного тензора рангу 2.

1098. Нехай А(х) = а хх{ +... + апхп — лінійна форма в Еп.

Довести, що коефіцієнти а,- а , (і,/ = 1, п) квадрата цієї форми є 
координатами двічі коваріантного тензора.

1099 .  Нехай α,γΟ',/ = 1, п)  — координати двічі коваріан­
тного тензора в базисі простору Еп. Довести, що якщо 
матриця у і  = ||а(у|| вироджена, то і матриця y l  = ||d(y||, де 

йц  — координати того самого тензора в базисі е н , також 
вироджена.

1100. Нехай матриця у і  = ||а(/| невироджена. Довести, що

елементи матриці ^ ί -1 =|αν’|, оберненої до y l y є координа­

тами двічі контраваріантного тензора, якщо елементи α(/· мат­
риці y t  є координатами двічі коваріантного тензора.

9.3. ПОЛІЛІНІЙНА ФОРМА ТА ТЕНЗОРИ ДОВІЛЬНОГО 
РАНГУ. ОСНОВНІ ОПЕРАЦІЇ НАД ТЕНЗОРАМИ

О з н а ч е н н я  9 .9 . Функція z = Л(х|,х2,. . . ,*k) > аргумен­
ти якої Xj,х2,...,х£ є Еп , а значення z e R ,  називається по -
л і л і н і йн ою  ф ун к ц і єю  в Еп, якщо вона є лінійною функцією 
від кожного зі своїх аргументів окремо.

Нехай перші р(0 < р  < k) з  аргументів х [,х 2,...,хр функції
Л (хІ,х 2,...,х л) задані своїми контраваріантними координата­
ми в базисі е н , а решта k -  р  = q аргументів хр+1 =

= у^,. . . ,хр+с/ = y q — коваріантними координатами в базисі е в . 
Т в е р д ж е н н я  9 .13 .

а(хі , . . . ,хр , у 1 ..... y q ) = a * “'b X1' ...xJp y h . . . qy jq , (9.11)

і.................‘ ‘ де х ..... хп — координати вектора xs у базисі е н , у\, . . . ,уп —
S S

координати вектора у ‘ у базисі е в , а!) !ч =

= А ( е іі, . . . , е ір, е І і , . . . , е Іч у

У правій частині (9.11) підсумовування проводиться за ін­
дексами і), ..., ір, /і, j q, кожний з яких незалежно від ін­
ших пробігає значення від 1 до п.

З а у в а ж е н н я  9.13. Пол іл і н і йн ою ф ор м ою  від кп змінних х * ,. . .
І

• і 1 я ч
...,х ;...\χ ,.,.,χ ;yl ,...,yn ;...;.y1,...,yn називається однорідний многочлен 

1 р р
степеня к лінійний окремо від кожної із сукупності η  змінних-координат
векторів х1 ,...,хр , у 1,..,уч . З формули (9 .11) випливає, що полілінійна

функція в Е„ є полілінійною формою від координат векторів-аргументів. 
Тому полілінійну функцію в Е„ називають і полілінійною формою в Е„.



О з н а ч е н н я  9.10. Коефіцієнти а 1' ]4 у формулі (9.11) на-
1 — р

зиваються р-разів коваріантними та д-разів контраваріантними 
або типу (p,q) коефіцієнтами полілінійної форми А (хj , дс2, , -x*) - 

Т в е р д ж е н н я  9 .1 4 . Для коефіцієнтів полілінійної фор­
ми в фіксованому базисі е ц  мають місце такі рівності:

Якщо р  > 0,

Якщо q > 0,

a ' 1 " '4 g a ‘P = d p i y"iq 
Ч- ір -\а · 6

α l2- lq /2-/ ,
\ ..І Р 4 =  ‘i - ‘ph

Т в е р д ж е н н я  9 .1 5 . Якщо ά. q коефіцієнти поліліній-
I] . . . Ір

J l - l q  
!, . .. Ір

ної форми A(xx,.. . ,xk) в базисі е н , то

= /,.../ fc kp d j  J q  (9  Л 2 )
<1-*Р *1 - * р  г1 V  М '</

де = І Су І — матриця переходу від базису е н  до базису е н ,

D  -  ( С ~ х)т= d/|| (див. п.4.5).

О з н а ч е н н я  9.11. Т ен з о р ом  р а н г у  нуль  в Еп називається
геометричний об’єкт, який в кожному базисі е и  визначаєть­
ся заданням одного й того самого числа.

П риклад. Модуль вектора а — тензор рангу нуль. 
О з н а ч е н н я  9.12. Т ен з о р ом  А р а н г у  k (k є  N) типу (p, q) 

в Еп (p + q = k, p > 0 , q > 0 )  називається геометричний 
об’єкт, який в кожному базисі е н  визначається заданням п к

чисел а ! 1 ! ч , що називаються координатами тензора А таIj ...Ір

змінюються у разі переходу до нового базису е н  за форму­
лами

j v ..jq = Λ * Ραίι Л  . (9.13)
ц. .Лр kv ..kp і, ір /, lq

П озна ч е н н я .  Писатимемо А. = іа ; ;ен  [ 'і - ‘р

За у ва ж ен н я  9.14. Тензор рангу к типу (p, q) звичайно називають р-разів 
коваріантним та q  разів контраваріантним тензором рангу к (к = p  + q).

З а у в а ж е н н я  9.15. Формули (9 .13) перетворення координат тензора 
рангу к у  разі переходу до нового базису збігаються з формулами (9.12) 
перетворення однойменних коефіцієнтів полілінійної форми. Це дає мож­
ливість тензору рангу к типу (p, q)  поставити у відповідність поліліній- 
ну форму степеня к  вигляду (9 .11) з коефіцієнтами, що дорівнюють від­
повідним координатам тензора в одному і тому самому базисі єн- При

цьому значення полілінійної форми (9 .11) на векторах ц , . . . ,xp , y l , . . . , yq
називають і значеннями відповідного тензора на цих векторах.

Під основними операціями над тензорами розуміють опе­
рації множення тензора на число, додавання тензорів, мно­
ження тензорів, перестановки індексів тензора, згортання 
індексів тензора, підняття та опускання індексів тензора.

Р і в н і с т ь  т е н з о р і в .  Два тензори вважаються рівними то­
ді і тільки тоді, коли вони однакового типу і мають рівні від­
повідні координати в деякому базисі.

М н о ж е н н я  т е н з о р а  н а  ч и сл о .  Добутком а  А тензора

АЄи = |а|‘ f q j  на число а  називається тензор (а  А)е^ =

i l- iq= <а а 4
‘i V

З а у в а ж е н н я  9.16. Якщо полілінійну форму помножити на число а ,  
то коефіцієнти добутку визначаться за цією самою формулою.

Д о д а в а н н я  т е н з о р і в .  Сумою А + В тензорів Ае =

=  j n h " iq \  R  i J l  lqа і, і 4 ]  та ВЄн = q j  типу (p, q) називається тензор 

С, для якого С = \ ch " iq } = l a ! 1'"!4 + b!l"'!q
еН \ її-Лр j  I  H..Jp ly . Jp

З а у в а ж е н н я  9.17. Тензори А та В можна додати тоді і тільки тоді, 
коли вони мають однаковий тип.

З а у в а ж е н н я  9.18. Під різницею А -  В тензорів А та В розуміють тен­
зор С = А + (-Ι )β .

М н о ж е н н я  т е н з о р і в .  Нехай Agff =|α/1"/? | — тензор

типу (p, q), Ве^ = {ft*1···** j  — тензор типу ( r , s).

Покладемо /,= ір+/, ..., 1 = ip+r, т,= j q+l, .... ms= j q+s. 
Добутком С = АВ тензорів А та В називається тензор ти­

пу (p  + r, q + s), для якого

С = i r l l '",q+s 1 -  [ n ’l '"’4 hm'- ms 
н  p i - W  J n -  V h - lr



З а у в а ж е н н я  9.19. Операція множення визначена для тензорів А та В 
довільних типів.

Перестановка індексів. Ця операція полягає в переході 
від даного тензора А до тензора В  за таким правилом: верхні 
та нижні індекси кожної координати тензора А в будь-якому 
базисі підлягають одній і тій самій перестановці (перестанов­
ка верхніх індексів взагалі не збігається з перестановкою ниж­
ніх індексів).

З а у в а ж е н н я  9.20.  За цим самим правилом змінюються коефіцієнти 
полілінійної форми у разі перестановок ї ї  аргументів, що задані коорди­
натами одного й того самого типу.

З г о р т а н н я  т е н з о р а .  Нехай А — тензор типу (р , q),  для 
якого ρ  Ф  0 та q Ф  0 . Визначимо згортання тензора А за па­
рою виділених індексів, один з яких верхній, а другий — 
нижній. У довільному базисі е^  зафіксуємо значення (q -  1) 

верхніх та (р — 1) нижніх індексів, крім двох виділених. Роз­
глянемо координати тензора А в е ц  з  фіксованими значення­
ми (q — 1) верхніх та (р  — 1) нижніх індексів та рівними ви­
діленими індексами. Сума таких координат визначає коорди­
нату тензора В в еуі  з фіксованими (q -  1) верхніми та (р — 1) 
нижніми індексами. Тензор В  і є результатом згортання тен­
зора А за парою виділених індексів.

З а у в а ж е н н я  9.21. Крім операції «згортання тензора», розглядають 
операцію «згортання тензорів», що полягає у такому: нехай А тензор 
типу (р , q),  для якого р  *  0  , В — тензор типу ( r , і ) ,  для якого 5 ^ 0 .  
Під згортанням тензорів А та В будемо розуміти згортання тензора АВ за 
одним з нижніх індексів А та одним з верхніх індексів тензора В.

Операція п ід н я т т я  т а  опускання індексів. Операція 
підняття індекса полягає у переході від тензора А типу (р , q) 
при р>0 до тензору В  типу (р -  1, q + 1) за правилом

Ве ={bl.ph: ’4\ = { g P a a h ',q } .  (9.14)

Операція опускання індекса полягає у переході від тензора
А типу (р, q)  при q>0 до тензору С типу (р  + 1, q -  1) за
правилом

С = \ с п '!4. 1 = \ g j a a ai2: "/?1 . (9.15)еН \ ч - t p n j  ч - і р )

З а у в а ж е н н я  9.22. За цим самим правилом змінюються коефіцієнти 
полілінійної форми в фіксованому базисі у разі зміни типу координат 
одного з аргументів.

З а у ва ж ен н я  9.23. Користуючись операціями підняття (опускання) інде­
кса та перестановки індексів, можна довільний нижній (верхній) індекс під­
няти (опустити) на довільне місце серед верхніх (нижніх) індексів.

Задача 1. У базисі е {, е2 евклідового простору Е2 дано

трилінійну функцію A(x,y,z) = x ly 2 z2  - 4 x 2 y lz{ у  вигляді 
трилінійної форми з двічі коваріантними і один раз контрава­
ріантними коефіцієнтами. Визначити коефіцієнти трилінійної
форми A(x, y ,z )  у базисі Є\,е2 '· 1) користуючись формулами 
(9.12) перетворення коефіцієнтів; 2) безпосередньою підста­
новкою в полілінійну форму формул перетворення координат

 ____  -  (  1 - 2 )
В е К Т О р іВ  X,y,Z , ЯКЩО С  — I J І.

Р о зв ’ я з ан н я . 1. Запишемо коефіцієнти полілінійної фор­
ми A[x,y ,z )  :

і -  0, β|2 — 0, α21 — -4, а22 — 0,

α2[ = 0, а.у2 = 1, α|ι = 0- α22 = 0

Коефіцієнти форми A(x,y ,z )  у разі переходу до нового бази­
су перетворюються за формулою (9.12):

= < l ^ c ‘d km .

При цьому матриця D  має вигляд £>= (С ~1)Т =
d\ d p

j A  d 2  J  
Отже,

■ (?
2\Г (З  1
1 " 1 2  1 '

a il = a i2 c \c i d 2  + a 2 ic i c \̂ i = 1 · 1(—1)2 — 4(— 1) 1 - 3 =
= -2  + 12 = 10,

Q[2 = a\2 c \c 2 d 2  + a2 lc l c 2 d\ = 1 1 - 3 - 2  — 4(— l)(— 2)3 =
= 6 - 2 4  = -18,

ά2ι = a 22 c l2 c f d 2  + o2ic2ci rfi = l(— 2)(—1)2 — 4 - 3 -1 - 3 =
= 4 -  36 = -32,

g22 = \̂2 c 2 c 2 d 2  + a 2 \c 2 c 2 d\ = ΐ( - 2 )3 · 2  + ( - 4 ) 3 · ( - 2 ) 3  = 
= -12  + 72 = 60,

ά ϊ\ = °-\2с\с\4  + a 2\c \c \d \ = 1 · 1( - 1) 1 + ( -  4 ) ( - 1) M  =
= -1 + 4 = 3,

d \ 2  = a \2 c \c 2 d 2 + a 2 \c \c 2 d\ = 1 'I - 3-1 + (— 4)(— l)(—2)1 = 
= 3 -  8 = -5 ,



ά 2 1  = a l 2 c 2 c l d 2 + a 2 lc 2 c \d l = l ( - 2 ) ( - l ) l + (-4 )3  · 1 ■ 1 =
= 2 -1 2  = -10 ,

аІ2 = a \2 c 2 c 2 d 2 + a 2 lc 2 c 2 d l = l(~ 2) 3 · 1 + ( - 4 )  3 ( - 2)1 =
= -6  + 24 = 18.

Тоді трилінійна форма в новому базисі матиме вигляд:

A(x , y ,z )  = 10xxy xzx - 1  &xxy 2 zx - 3 2x2y xzx + 60x2y 2zx +

+ 3xxy xz2  -  5xxy 2 z2  -  I0x 2 y xz2  +18x2y 2z2.

2. Переконаємося в правильності знайдених коефіцієнтів 
безпосередньою підстановкою в трилінійну форму А(х , у , z) 
формул перетворення координат векторів х, y , z  у разі пере­
ходу до нового базису.

Для координат вектора х маємо (с)Св У  = С  (сУ-В)Т або

1 - 2  
-1  З

Звідси

Xі = Xі -  2 х 2 , 

х2 = -X і + З і2.

Аналогічно для координат вектора у  маємо {уВ )Т = С  ( у В)^

або - і  1 ~21Г*Ч
У , 4 - і  V у ,

Звідси

у х = і/‘ -2г/2, 
у 2  = - у х+ 3 у 2.

Для координат вектора z маємо [ 2 И)Т =£> )Т або

Звідси

Z\ = З І !  + z 2 , 

z2 = 2 z1 + z2.

Підставляючи координати векторів x , y , z  в полілінійну 
форму, маємо:

А(х, у ,  і )  = {хх -  2х2  ) ( -  у 1 + 3у 2  \2ζχ + ζ 2 ) -  4( -  хх + Зх2  )х  

х (г/1 -  2у 2 )(ЗІ! + z2) = (-  хху х + Зхху 2  + 2 х2 у х -  6х2 у 2  )х 

х (2^ + z2) -  4(- хху х + 2 хху 2  + 3х 2 у х -  0>х2 у 2  ](3і[ + і 2 ) =

= - 2 xxy xzx + 6х1г/2г1 +4х:2г/’і 1 -1 2 x 2 y 2 zx -  xxy xz2 +

+ 3xxy 2 z2 + 2x2 y xz2  - 6 x 2 y 2 z2  +12xxy xZ\ - 2 4 xly 2zt -  

-  36x2y xz{ + 72x2y 2zx + 4xxy xz2  -  8 xxy 2 z2  -  12x2 y xz2  +

+ 24x2y 2z2 = Юі'г/'і] -\%xxi)2Zy - 3 2 x2y xz{ +60x2y 2z{ +

+ 3xly xz2  -  5xxy 2 z2  -  lO i2^1̂  + \8 x 2 y 2 z2.

З адача 2. Дано тензор В  рангу 1 типу (1; 0) у базисі е н  
простору £4: Ве = { й;·} = (1;3;-2;4). Знайти тензор λ В , якщо

λ = - 3 .
Р о зв ’ я за н н я . Добутком тензора Ве = {&,·} на число λ = 

= -3  буде тензор

(ХВ)Єн = {λύ(·) = ( -  3 -1; -  3 - 3; -  3 - ( -  2); -  3 · 4) =
= ( -  3; -  9; 6; -12 ).

З адача 3. Дано два тензори А і В  типу (2; 0) у базисі е н  
простору £3

е н - W -

f  1 З 2 Л 
-1  0 1

V 2 4 2
В.ен - W -

'  4 5
1 - З
1 з

Знайти суму та різницю цих тензорів. 
Р о зв ’ я з ан н я . Сума тензорів

( \ Гі + ( -4 ) 3 + 5 2 + 1 N
k'/)= -1  + 1 о + (— з) 1 + 2

t 2 + 1 4 + 3 2 + ( - 2 ) J
ґ - 3

0
8 3^ 
З З 
7 0



Різниця тензорів

= De „ = W l  =
\

2 - 1  '  
1 - 2  

2 -  ( -  2)

'1 - ( -  4) 3 - 5
- 1-1 о - ( - з )
2 - 1  4 - 3

' 5 - 2  1'
- 2  3 - 1

V 1 1 4 ,

Задача 4. Дано тензор А рангу 1 типу (0; 1): Agff :

= |а‘ | = (1;2;3) та тензор В рангу 2 типу (2; 0): В е „ = М

( І  0 - Г
= 2 3  1

I і  2 з ,
Р о зв ’ я з а н н я . Результатом множення цих тензорів буде 

тензор С = АВ рангу 1+2 = 3. Кількість координат тензора
Се = jc '-д,j дорівнюватиме З3 = 27. їх можна записати у ви­
гляді тривимірної матриці, тобто у вигляді трьох квадратних 
матриць розміром 3 x 3 ,  накладених послідовно одна на одну. 

Складемо матриці:

у базисі вуї простору Е3. Знайти тензор АВ.

1 0 - 0
f 1 0 - ї )

2 3 1 2 3 1 ,

1 2 3 ; V1 2 3;
(\ 0 -1 \ ( 2 0 2"|
2 3 1 4 6 2

ї ї 2 з J І2 4 6J
п 0 - 1 ' ( 3 0 - 3"|

2 3 1 6 9 3
U 2 і, ІЗ 6 V

Й = ( Л * ) =

{ 4 } = ( а\ 1 = 3
Дістали 27 координат тензора СЄн = {c ljk], де i, j ,  k 1; 2; 3.

Перший індекс і означає номер шару тривимірної матриці, 
другий / — номер рядка, третій k — номер стовпця.

Задача 5. Виконати операцію перестановки індексів тен­
зора

(9 3
{аа 1 = 7 1 3і ч )

І2 - 1 15 Jе н

який є двічі коваріантним тензором рангу 2 в Е3. 

272

Р о зв ’ я за н н я . Для тензора А рангу 2 операція перестано­
вки індексів призводить до нового тензора В рангу 2, матриця 
координат якого буде транспонованою щодо матриці коорди­
нат початкового тензора, тобто

В.ен - М -
9 7 
З 1 
6 З

2'
-1
15

де bjj αμ.
Задача 6. Дано тензор Ае = {а^}  типу (3; 2) у базисі е н

простору £3. Згорнути цей тензор парами індексів т, k та І, /. 
Р о з в ’ я з ання .  Покладемо k = т. Дістанемо тензор В

і

= Ш = {  αψη I - де Ь‘іі = = 4  + a ‘h  + aih  ■
Тензор Ве є тензором рангу 3.

Згорнемо його ще раз, поклавши / = І. Маємо

с ен  =  k )  = W i X  Де сі = ьа  = ь а  + 4 + 4  ·

Тензор CgH = є тензором типу (1, 0). 

Задача 7. Згорнути тензор

( ■ \ Гі 2 - η
Iе !  }= 3 4 0

Іе -1 V
ен

типу (1; 1) у базисі простору Е3.
Р о з в ’ я з ання .  Покладемо і = j. Дістанемо тензор

° е н  = [ ή  } = c j  = С1 +  с 2 + с 3 = 1 + 4  + 2 = 7,

який є тензором рангу нуль.
Задача 8. Дано тричі коваріантний тензор Ае = [ а і/к\

рангу 3 в евклідовому просторі Еп. Перейти до тричі контра­
варіантного тензора Ве = рангу 3 за допомогою опера­
ції підняття індексів, якщо взаємини метричнии тензор 

= М  відомий.

Р о з в ’ яз ання .  Піднімемо у тензора Ае =|α,γ^} спочат­

ку третій індекс k. Для цього помножимо його на взаємний



метричний тензор G 1 = \ g mk\та згорнемо за індексом k, ен
тобто

Діючи аналогічно, піднімемо другий індекс /

{ г ’ Ч ’ Ь  1 Ή
І, нарешті,

= { ^ т } = ( Л т }·
Задачі для розв’язування

1101. У деякому базисі простору Е2 дано трилінійну 

форму A(x,y ,z)  = 5xly 2 z2  з коефіцієнтами типу (1; 2) (один 
раз коваріантними та двічі контраваріантними) і матрицю С  =

= ^ 2  j j  переходу від базису е ^  до базису е н .

а) Знайти коефіцієнти а* трилінійної форми А(х,у ,z) в
новому базисі, користуючись формулами (9.12) перетворення 
коефіцієнтів.

б) Визначити вигляд трилінійної форми A(x , y ,z ) у новому 
базисі е н  безпосередньою підстановкою формул перетворен­
ня координат векторів х , у , г  .

1102. У деякому базисі е ц  евклідового простору Ег задано 
трилінійну форму A(x,y ,z)  = 2χ1ί/1ζ2 -  х2 У2 2 1 з коефіцієнтами 
типу (0; 3).

Визначити: а) коефіцієнти трилінійної форми A(x,y,z)  
у новому базисі е н  за допомогою формул (9.12) перетворен-

1 _ 2"
ня коефіцієнтів, якщо С  =

-1
матриця переходу

від базису е^[ до е ^  ; б) переконатися в правильності знахо­
дження коефіцієнтів безпосередньою підстановкою в трилі­
нійну форму формул перетворення координат векторів x , y , z  
у разі переходу до нового базису.

1103. Знайти добуток один раз контраваріантного тензора 
С = {с‘ }= (-1;5;0) на дійсне число λ  = 5.

1104. Знайти тензор С = λ  D , якщо

( . 1 Γΐ 3 2'

° е н  = l d i}= 1 0 4

І5 7 - i j
; λ  = - 2 .

1105. Довести, якщо Аен  = {а*-} та ВЄн = {b*} є тензора­

ми рангу 3 типу (2; 1), то і С = СЄн = ( с * } = А + В  є тензором

рангу 3 типу (2; 1).
1106. Чи можна додавати тензори таких видів:

а > Аен = {«“ ) та вен = М ;

б> Аен = {aijk) та Вен = l bjk}’

в) Сен = (cijk I та °еи = W ik}\

г ) с ен  = 14 * 1 та ° е н  =  14 * ) ·
1107. Тензори А та В рангу 2 типу (0; 2) задані координа­

тами в одному і тому самому базисі простору £3.

Ґ 2 1 3 '
-1  4 - 7

В.е н - И -

х 2  0  У

ГЗ 1 4'
2 - 1  - 2
0 2 - 5

Знайти суму та різницю цих тензорів.
1108. Тензори А та В рангу 2 (один раз коваріантні та 

один раз контраваріантні) задані координатами в одному і 
тому самому базисі е н  простору Е3:

' 2 3 4 ' ( - ) '3 4 - Г

Iа/ 1= 1 2 1 ■ s ««  -  {*/}= 2 -1 0
lo 1 o j lo 3 s j

ен

Знайти суму та різницю цих тензорів.



1109. Дано два тензори рангу 1: Ае = (а,·) = (1;2;— 1) та

ВЄн = {bj\ = (2 ;4 ;і) . Знайти тензор АВ.

1110. Дано два тензори рангу один: Се = {с‘ } = (4;2; — 1)

та 0 Єн = [ d 1} = (і;3; — і ) . Знайти тензори CD та DC.

1111. Знайти тензор P  = FQ, якщо Fe^ ={/'} = (1;-1;2),

\ ( 1 0 3Ί
V 4 2 -1

Із 1 o j
1112. Записати координати тензора С = АВ, якщо Ае =

'3 -1 2'и= 0 0 3 ; Вен  = [ b k) = ( - 1;2;3)
1 lj

1113. Виконати операцію перестановки індексів один раз 
коваріантного та один раз контраваріантного тензора

1114. Виконати операцію перестановки індексів для двічі 

контраваріантного тензора Ве

( \ f 3 -1
І 4 ) = 11 6 18

І 9 0 4/

1115. Згорнути тензор Ае = {а£} =

1116. Згорнути тензор Ве = {&/ } =

( \ f 1 3

= и 1 7 10
V 3 8 - υ

( \ ' £ -1 2'
{ “ * )  = 4 12 7

U 10 - з /

( ■}
f 7 1 8 '

{b-}= 1 13 2

\ 1 -1 V

1117. Згорнути тензор С, здобутий у результаті добутку

м  р  0 54 
двічі коваріантного тензора Ае = |а.ц j = 1 3 -1

2 1 2
та один

раз контраваріантного тензора Ве ={&*]= (і;2;4) по індек­

сах / та k.

1118. Згорнути тензор Peff = {р(к ) один раз коваріантний 
та двічі контраваріантний, знайдений внаслідок добутку конт­
раваріантного тензора Qe = {<7*} = ( - 1;2;5) рангу 1 і один
раз коваріантного та один раз контраваріантного тензора

* ‘ Н - W -
(2  5 

1 2
4^
0 рангу 2 по індексах і та k.

[З 2 0
1119. Довести, що координати тензорів А і В у (9.14) є кое­

фіцієнтами типів (p,  q)  і (р  -  1, q +1) однієї і тієї самої полі­
лінійної форми степеня k = p  + q в Еп.

1120. Довести, що координати тензорів А і С в (9.15) є 
коефіцієнтами типів (p, q)  і (p + \,q -  1) однієї і тієї самої 
полілінійної форми степеня k = p  + q в Еп.

1121. Опустити верхній індекс у тензора Ве  = { ^ }  рангу

З типу (2; 1) в Еп, якщо метричний тензор G простору Еп 
відомий.

1122. Опустити верхні індекси у тензора Се = {с^ J (один

раз коваріантного та двічі контраваріантного) в Еп, якщо мет­
ричний тензор G простору Еп відомий.

1123. Знайти тензор рангу 2 типу (1,1), який дістається, 
якщо у метричного тензора Ge = {g,y} у Еп підняти один з
нижніх індексів.

1124. Знайти тензор рангу 2 типу (1; 1), який дістається,
якщо у взаємного метричного тензора G-1 = j g !M у Еп опус-ен  '
тити один з верхніх індексів.

1125. Знайти повне згортання gi/g‘i метричних тензорів 
евклідового простору Еп.
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. 153. ( - 2 ;  5 ; - 3 ;  1). 154 . (24 ,5 ; 21,5; 10).

*» · 0 М Н Ї ) ·  ,56- ( Ш ) ·  “ 7· < **« ■  “ ■ <1;- 1:2)·
159. ( -6 ; - 1 ; 8). 160. · 161· (1; U 1; 0 · 164· »  ^ . 2 )  DA , 3) 0,

4) CM.  165. AD = ±AB + ±AC·, BE = ±АС - А В  ; CP  = ± Л В  - A C  .

166.,  AB = 2a, BC = 2 (ft -  2a) AC = 2 (б -  a). 168. Q[++>~ c . 169. 1) a  = ^  ;

2) a < l; 3) a > l. 170. = і  . 171. Точка перетину медіан. 172. ^ ·
|MjB| 6 |c|+|fr|

174 OB + (ЗС -  ΘΑ 175_ 22 17 6 . |g-ft|= 19 , |ά +ft|= 7 . 178. |Д|=15 кг.

179. 1) a  = - 1 ;  2) a=  +1. 180. 1) a  = 3, β = 2; 2) a  = - 1 1 ,  β = -2 3 . 
181. 1) α= 7 / 5 ; 2) α = -2 . 182. 2 a - f t + c = 6 .  183. 1) Так; 2) ні; 3) так; 

4) так. 187. λ=1, μ=1. 188. Л В = ( 1 ;0 ) ,  ВС=  ( - 1 ;  1), СР =  (2; 1), 

~DE = ( - 1 ;  0 ), ~EF = (1; - 1 ) ,  FA = ( - 2 ;  - 1 ) .  189. A'B' = (1; 0; 0),

= (0; 1; 0), Л7С = ( 1 ; 1 ; - 1 ) ,  Л75 = ( 1 ; 0 ; - 1 ) ,  ~AD= (0 ; 1; - 1 ) .

190 . S C  = - j f j a  + f t ,  Л С = І2 Ь р й  + й ,  BD = - a  + b .  191. A S  =

Ч М ) ·  ® Ч И ) ·  'я ‘ Н :_й  192^ ’ ™ - (· ^ 0 ·
OB = ( - 1 ;  - 2 ) ,  ATM = ( - 1 ; - 1 ) ,  CB = ( - 2 ;  - 2 ) ,  N C = (1 ;1 ) ,  /4iV =

= ( - 1 ;  - 5 ) ;  6) CM = ( - 2 ; 1 ) ,  OB =

= ( - 2 ;  2 ), i V C = ( l ; - l ) ,  Л Л Г = (1 ;1 ) .

, /Ш = (-1 ; 1), CB = 

193. CD = | 5  + l f t .

194 . _ uc_l  . _ i ^ L
|а в |+|л с |’ |уш|+|л с |

CD = ^ - | ; | j ,  Ш  = 196. Л (0; 0 ), S (0 ; 1), c Q - ,  l j ,

D(1;0), M j , S (ο; ·|·j  . 197. 1) Так; 2) так; 3) так; 4) ні; 5) так;

6) так. 198. 1) Так; 2) а) ні; б) так; в) ні; 3) так ; 4) ні. 199 . 1) Так;
2) так; 3 ) ні; 4 ) так ; 5) так; 6) так. 2 0 0 . 1) Так; 2 ) ні. 201. Ні. 2 0 2 . Так.

2 06 . 1 ) d  =

cos t, sin t,

y j  + 1, базис: /, t2, ..., t2k = у  j  ; 2) d  = 2n + 1, базис: 1, 

..., cos nt,  sin nt;  3) d  = n  + 1, базис: 1, cos t, ..., cos nt; 

4) d  = n, базис: sin t, sin 2 t , ..., sin nt. 207. d  = n2. 2 08 . f ( a\ f ' ( a )   ̂^ , . . .

/M(a)
n\

. 2 09 . (4; 2; -3 ) . 210. 1) (1; - 1 ; 1; -1 ; - 1 ; 1); 2) (2; - 1 ; - 1 ; 1; -1 ) ;
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3) (1 ; - 3 ;  - 1 ) ;  4 ) ( 4 ; - 2 ;  1). 213. 1) ( X l ; - i ; - i j  ; 2) (1; 0 ; - 1 ;  0).

214. * ,=  (3; 1; - 1 ;  0), x2 = (1; - 1 ;  3; 4). 219. 1) - e [  + ~e'2 ; 2) 2e{ -  Щ  + Ц;  

3) — £j +2^2 — 4 в з ; 4) - (&j + e 2 *■ £3 + £4 ). 220 . ej + + ... + e'n . 221. .tj =

= ε , * 2 = a  -*i > *3 = β x2 > -*4 = У -*3 ’ *5 = δ -*4 · 2 2 2 . 1) jcj = —27jcJ — 

-71*2 ~ 41x3 ■ *2 = 9x'\ + 20*2 + 9лз- *3 = 4χι + 12*2 + 8*3; 2) *] = 2*J +
+ * 3  -  *4 , * 2 = -3*j + * 2  -  2 * 3  + *4, * 3  = *J -  2 4  + 2 * 3  -  *4 , * 4 = *j -  * 2  + 
+*3  — * 4  . 223 . = —I8/Z2 + Λ3 — Ю/14 , Λ2 = — 2/̂ 2 + ^ 3  i /13 = 6Λ2 + 4/14,

; 2 ) ^  =
а  з  n f  - 1  1 0
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225 . 1) = - ( * ,  + *2 - * 3 - * 4)  4  = _ ( * , -

2)
4 -  ^ ( x i ~ x 2 ~ x 3 + x 4 ) ’ x 4 -  ^(“ 1̂ + x 2 + JC3 +  x  a ) ’ 

x[ = *2 -  *3 + *4, *2 = ~x\ + x2 · *3 = *4, *4 = *1 -  *2 + *3 -  *4 .

- χ2 + χ 3 - χ4) ,

(  0 2 4̂ 1
f

1 - 1 1 -1  . н г !
2 2 6 . s l  = - 1 2 5 227. = 0 1 - 2 3 . ■ ( -1  r ‘ n

I 1 3 2 j
0 0 0 0 . ' i y

f l 1 1 1 . • П0 1 2 3 . . n

kO 0 0 0 . ■ lj
. 229 . L"' — множина елементів xl2 = (0,0 ,* 3,* 4)



У\2  -  (ο,ο, 1/3 , ί/4^Ζ,2  -  (0 ,0, ζ 3 , ζ 4) , ί !IV збігається з простором L\.

231. L" — множина сталих величин. L,V — множина многочленів вигляду 
coi4 + c i t 2 + c 2t + С3. 2 32 . 1) Ні; 2) так. 2 3 4 . 1) Базис утворюють, на­
приклад, вектори ( 1 ; 0; 0; ...; 1 ), (0; 1 ; 0; ...; 0 ), (0; 0; 1 ; ...; 0 ), ...
..., (0 ; 0; ...; 1; 0). Розмірність л -1 .  2) Базис утворюють вектори, для 
яких, якщо k — номер базисного вектора, то його координати з номером

2Дг— 1 дорівнюють 1 , а всі інші — нулі, k = 1 ; 2 ; ■ j  , де [*] означає

найбільше ціле число < *. Розмірність  ̂ . 3) Довільна пара не-

колінеарних векторів. Розмірність 2. 4) Базис утворюють, наприклад, 
матриці y l i j ,  для яких а,у= ау,· = 1, a всі інші елементи — нулі. Розмірність

П̂П,2 ^ ^  Нескінченно вимірний підпростір. 235 . 1) d(L'+ 1") = З,

d(Z/n L") =1; 2) d ( L '  + Z.") = 3, d { L ' n  t f  = 2. 2 3 6 . d  = 3, базис:
1 + 2i + t3, 1 + t + fi, 1 + f i ;  d  = 1, базис: 2 + 3i+ /г + t3. 237. 1) Усі век­

тори вигляду
0 P
β ; 2 ) усі вектори вигляду У
0 β

I y ;

2 38 . Усі многочлени сте­

пеня < 2. 239 . 1) d  = 3. Базис утворюють, наприклад, * [ , * 2 ,* 4 ■ 2) d  = 3.

Базис утворюють, наприклад, х , ,х 2 ,х5 . 241. 2. 242 . 3. 2 43 . 4. 2 4 4 . 2.
2 4 5 . 4. 2 4 6 . 2, якщо λ  *  0; 0, якщо λ  = 0. 247 . 33. 2 4 8 . 4. 2 4 9 . З, якщо 
λ  = 2; 4, якщо λ  *  2. 2 5 0 . 4, якщо λ  7і 0 ; 3, якщо λ  = 0. 251. r  = 2.

Базисні мінори 

Базисні мінори

.252. г= 3.

0 2 0 2 0 0 2 -1  
4 -  91 0 0 , 0 0 4 . 253 . r  = 2. Базисні мінори ,

0 0 3 0 3 0 *т — Δ

2 -2 
4 1

З 5 - 1  
- 1 - 3  4
7 9 1

254 . r  = 3. Базисні мінори

4
2

З
-1

7

3 - 1 3 3 - 1 5
. 255 . r  = 3. Базисні мінори 5 - 3  2 , 5 - 3  4

7 - 5  1 7 - 5  1

- 1 3  2 - 1 3  5 ]
- 3  2 3 - 3  2 4 . 256 . r  = 2. Базисні мінори ,
- 5  1 4 - 5  1 1 J

1 -1
1 2

2 -1 
З 2

2 З
3 5

2 4
3 7 .. . 261. Вектори лінійно незалежні. 262 . Вектори лінійно

залежні. Вектори a j , α2 , α4 лінійно незалежні, = а, + а2 . 263 . λ  = 15.

2 6 4 . λ =  12. 2 6 5 . Не існує. 2 6 6 . (0 ,1 ; 5,1; 2; -2 ,3 ) .  2 67 . (1 ; 2; - 2 ) .  
2 6 8 . (0 ; 2 ; 5 / 3 ; - 4 / 3 ) .  2 6 9 .  (2 ; 1; 1; 1). 2 7 0 . ( - 1 6  + * 3 + * 4 + 5 * 5;

23 -  2*3-  2x4 -  6*5; *3 ί * 4 ί * 5) 271. (6-*4; 2-2*4; 0; * 4). 272. (172,2 -
-  *3; 36,7 + *3; *3; 29,1; -9,8). 273. Немає розв’язку . 274 . (14 + *3;
-9  -  2дс3; хз).  275 . (-4  + *3; 3 -  *3; х3). 2 76 . ( і ( -  2 -  5х4)  | (-  1 + х4);

j(~ 2 -5 x 4);x4J . 277. (* ,; - 2 - х , ;  - * , ;  1). 278. (10; - 4 ;  3; 1). 279. (0;

1 -  3*4; 1- * 4; * 4). 2 8 0 . (2; 1; 1; -1). 281. (0; -1; 1; 1). 2 8 2 . Система 
несумісна. 283 . (jq ; 5*і + 3*3-8 ; *3; 19- 13*|-9*3). 284 . (1; -1; 2).
2 8 5 . (χ ,;* 2;|·-2χ, + *2;у| . 2 8 6 . (5; 4; 3; 1; 2). 287 . (-0,2; -2,4; 2,6; 

4,4). 288 . ·|· --^-*2; * 2 ; -  4; 2; l j  . 289 . Немає розв’язків. 2 9 0 . (1,5;

1,16; 1,4). 291 . (1,96; 2,96; 5,04). 2 9 2 . Ш- -  | * 3; - 1  + |·*3; х Л\ О ϋ О І) )

- і [ 5  + Зх3 + 3*5 j; і^19 + 5*3 -  4*4 + 5*5 j;293 . Система несумісна. 294 .

х3; * 4; * 5 j . 295 . (З + 2x2; х2; 2). 2 96 . Система несумісна. 297.
2 ’

ZL- 
2 ’ . 298 . Якщо (λ  -  1)(λ + 2) *■ 0, то система має

ЄДИНИЙ РОЗВ’ЯЗОК JC] = х2 -  х3 = -— τ-. Якщо λ  = 1, то (1 -  Х2 -Х3: * 2. *з)·λ + Ζ
При λ  = -2  система несумісна. 299 . Якщо λ  * 0  система несумісна. Якщо λ  = 0, 

то ( ± ( -  5* 3 -  13*4 -  3); | ( -  7*з -  19*4 -  7); * 3 ; * 4 j .  ЗОО. Якщо (λ  -  1) х

χ (λ  + 3) *  0 , то система має єдиний розв'язок f —ί— ; —!— ; —ί— ; —!— |
U  + 3 λ  + 3 λ  + 3 λ  + 3^

При λ  = 1 загальний розв’язок має вигляд: (1 -  х2 -  * 3 -  х4\ * 2; * 3; *4). При 

λ  = - 3  система несумісна. 301. (0; 0; 0). 302 . (0; 0; 0). 3 0 3 . ^|-*2 ; * 2 ; o j .

3 0 4 . (0; х2; 3*2). 3 0 5 . ( і * 3 ; | * 3 ; * 3 )  . 3 0 6 . ^ * 3 ; ± * 3 ; * 3 ) .

307. ( 2 * 2  + у * 4 ; * 2 ; - у * 4 ; * 4 ) .  308 . -  JC3 ; je3 ^. 3 0 9 . (0; 0; 0; 0).

310 . ^ - | * 3 - | x 5 ; | x 3 + | x5 ; x 3 ; 0 ; * 5 j .  3 11. 1) k = 2, (8 ; - 6 ; 1; 0),

( - 7 ;  5; 0; 1). 2) k = 1, (11; - 7 ;  1). 3) k = 1, ( -7 ; 3; 0; 1). 4) k = 1, (1; 1; 1). 
5) k = 3, ( - 1 ;  0; 1; 0; 0 ), ( - 1 ;  0; 0; 1; 0 ), (0; 1/2; 0; 0; - 1 ) .  6 ) k = 2, 
(0; 1; 1; 0 ), (0 ; - 1 ;  0; 1). 7) k = 2, (7 ; - 3 ;  1; 0 ), ( - 3 ;  1; 0; 1). 8 ) k = 1,
( - 8 ; - 4 ;  5; 1). 9) k = 1, (7 ; - 4 ;  - 2 ;  0 ). 10) k = 3, ( -  2 
( - 1; 0 ; - 1; 1; 0 ; 0 ), (0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 1; 1). 11) * = 3 , (0 ; 1 
(0 ; 1; - 1; - 1; 0 ; 2 ). 12) k = 2 , (0 ; - 1; 1; 0 ; 0 ), (0

1; 0; 0, 0; 0), 
- 1; - 1; 2; 0), 
0; 0; - 1; 1).



З.ї] -  x2 -  x4 = 0.
312. D C 1 '  2* 2 + X3 = ° .  2) f a  -  3^2 + *3 = 0, 3) 7χι _ 4X2 _ 2χ3 = α

Зх, -  x. x4 = 0.

313. s 4 — ні, В — так. 314. -1 / 2 . 315. 0. 318. |ά| = 4 ,  c o s a  =Ο ο

cosp = | ,c o s y  = | .  319. 1) ( - 1 / 4 ; - 1 / 2 ) . 2) (1/ 4 ; -1 1 / 2 ) . 3) (1/3; 

- 2 / 3 ) . 3 20 . a  = 4, β = - 1 .  322 . ( -  4; 0; 10). 323 . M(4; - 4 ;  2). 324 . 3/5 . 

3 2 5 . >/бТ / 2 . 3 2 6 . 10л/2 / 3 . 327 . 2р + . 3 2 8 . 25 -  36 . 3 2 9 . AD =

= 11АЄ -  7ЛС, ЯО = 10АВ -  7ЛС, CD = 1L4B -  8ЛС , AD + BD + CD = 

= 32А 6 -  22ЛС. 3 3 0 . 2 p - 3 q  + r .  331. d  = а  -  36 + 4c. 3 3 2 . 1) - 6 .  2) 9.

3 ) 13. 4 ) -  61. 3 3 3 . V 2T 7. 3 3 4 . 1) - 7 .  2) 13. 3 3 5 . -1 3 . 3 3 6 . 10. 

3 3 7 . |й| = \b\. 3 3 8 . 1) -  4. 2) 0. 3 ) 6. 4 ) 7. 3 3 9 . 1) -3 6 . 2) - 6 .  3 ) -2 8 .

3 4 0 . 4. 3 42 . 1. 3 4 5 . cos ab = 0,34 . 3 4 6 . cos В  = 1/3-У29 . 3 4 8 . cosp  =

= - 4  / 5 . 3 4 9 . cos A = ■ r, cosB  ■ 31 r, cosC  = , 21 ■ . 3 5 0 . 90°.
3-У70 ’ Зл/З65 ’ Vl022

351. 6. 3 52 . 5. 3 5 3 . 1) - 2 / 3 ; 2) - 2 / 5 ; 3) 56/5. 3 5 4 . Зл/б . 3 5 5 . 2 0 / J z .  
3 5 6 . - 1 / 3 .  357 . ( - 3 / 2 ;  3 / 4 ; 3 / 2 ) . 3 5 8 . 15. 3 5 9 . 12. 361 . 1) 24. 2) 60. 
3 6 5 . 1) (5 ; 1; 7); 2) (10; 2; 14). 3 6 6 . 1) (6 ; - 4 ;  -  6 ); 2) ( - 1 2 ;  8; 12). 
3 6 7 . 1) ( -  5; -  3; -  2 ); 2) ( - 4 ;  - 5 ;  - 2 ) .  3 6 8 . л/І2 . 3 6 9 . 4 9 / 2 . 3 7 0 . 5. 

371. 49. 372 . 4. 3 7 3 . (2 ; 11; 7). 3 7 4 . ( - 1 2 ;  - 1 ;  4 ). 3 75 . 2л/42 ,

cos a  = —;==·, cos β = — = = , cos γ = —= ? .  376 . 7>/2, c o s a  = — \=,
V42 V42 V42 v2

cosp = 0, co sy  = 377. ( -  6; -  24; 8). 378. (7; 5; 1). 379 . 1) Так; 2) ні;
V2

3) так. 381. 27. 382 . - 7 .  38 3 . 3. 3 84 . 11. 386 . (0; 8; 0), (0; - 7 ;  0). 387. ( -7 ; 
14; -7 ) ,  (10; 13; 19). 388 . (-5 0 ; -4 ; -1 9 ) , -140 . 391. а) Hi; б) так. 
3 92 . а) - 1 ;  б) 4. 3 9 6 . π/2 . 397 . π/4 . 3 9 8 . З - Я ; 6; 3 - Я ;  π / 2 ; π/ 4 ; 3π/4. 
3 9 9 . а ) Не зміниться; б) зміниться на доповняльний до π; в) не зміниться.

406· е4 0:~ і :ж } ц ~ ж ;і г і т } * 3 =І Ж 'Ж 'Ш

4 0 8 . е, 1

0; і ) ; І 2 = ( з І 0 ; “ з л к : з 7 к ) · 409 ' е , = І "

_1___1___1_
л/з ; л/з : л/з J : "2

410 . (1; 2; 2; - 1 ) ;  (2; 3; - 3 ;  2); (2; - 1 ;  - 1 ;  - 2 ) .  411. (1; 

0 ; 2 ; 1 ); (2 ; - 2 ;  - 1 ;  0 ) ; (1 ; 1; 0 ; - 1 ) .  4 1 3 . (1 1 ; 15 ). 4 1 4 . ( - 5 7 ;  6 2 ).

415. g 11 = g 22 = g 33 = 3/2 , g 12 = g I3 = g 23= -1 / 2 . 416. e, = ( g n .g 12 .g 13 ) i 

h  = (g 2 l .£ 2 2 .g 2 3 ) ; e3 = (g 3 , , g 3 2 , g 33 ) .  417. (2; 3 / 2 ; 5 / 2 ) . 418 . e 1 = 

= (2,-v/2); e 2 = ( -V 2 ,2 ) .  419. 1) g 11 = 1, g 12= l/ 2 , g 22= l/ 2 . 2) e 1 = ^ l ;| j  ;

* 2 = f 4 4 ] ·  4 2 0 · g 11 = g 22= g 33= 3 / 8 , g  12 = g13 = g 23 = - 1 / 8 ;42 ’ 2,

2) ? = f 4 ; 4 ; 4 l  « 2 = i 4 ; | 4 b 3 = i 4 4 ; |  1 -421 . 1) g 11 ={8 8 8J  ̂ 8 8 8J { 8  8 8J s
= g 22=g33 = V2 + 1 ; g 12 = g 13 = g 23 = -1 . 2) e 1 = (-У2 + 1; -1 ; -  l); e 2 =

= ( -  1; л/2 + l ; - l ) ;  e 3 = (-  1;-1;V2 + l ) .  4 2 2 . 4 2 3 . 2 -  6л/з .

4 2 4 . 33. 4 2 5 . 5. 4 2 6 . 1/4 . 427 . co sa  =

2
g n  х + 8пУ

l'̂ 2 + 2gl2xy + g22^2
cosp = -..+ g .22.g .........................................  4 2 8 _ |-| = 30  4 2 9 _ j-l| _ |-2| =

V&22 ν^Π*2 + 2^12xi/ + §22У2 

= |e3| ~ ;  в1в2 = Л 3 = Л , = а ГСсо5( - і ) .  4 3 0 . 6 = (4 / 5;—1 / 5) . 

431. 2-УбГ. 432 . І ЛВ 1 = 6 , I ~AC I = 4; A = π / 3 . 4 3 3 . |лв| = 2Т П ;

I ВСІ = 2V7; cos В  = . 4 3 4 . a  = 4 г  ■ 4 3 5 . |е, І = 2, |е, І = 1, а а ,  =
I I  V91 3 З

4 3 6 . |«і| = |е2| = ω = arccos^- - J= j . 437 . |/4'S'| = 1; |>4'C'| = 5;

cosA ' = 4 / 5 .  4 3 8 . 1) |α| = J x 2 + 2;n/cosp + у 2 ; 2) c o sa  =

;3 )  S  = ( х ' у2 -
^ 2 +l[xly 2 + x 2y l )cosp  + y l y 2

J ( x ' ) ?  +2xly i co sp  + (i/1)2 J ( x 2 J  + 2x2y 2 cosp  + 1

• jA/1) sin??. 4 3 9 . c o s a  = —= X. +r//'^ =  , cosP = x / 2 + У
J x 2 + xy  + y 2 ■J.x2 + xy  + y 2

4 4 a  |«l| = ^ S U ’ N  = J g 2 2 ’ \h\ = ^  cos(eie2) = -T I ^ = ,  cos(e2e3) =
V£ll£22

^ ( / . 3̂ ) =  g 3 ‘ 441. -1 / 2 . 4 42 . л/б -  л/з .&23

V^22g33 уі8зз£і

4 4 3 .  coscp = - -  2 . 4 4 4 .  c o s a , = ,
V4 + A  ̂ VftiN

... ^l-*1 + ^22λ2 +g23-,c3 . g s i ^ + ^ - ^ + g S S * 3 nr
c o s a 2 --------------- 1-------------------- - c o s a 3 ---------------r^T-T· ---------- ’ д

У S 22 Ia | V?33 la l



|«| = ) / я ц ( * ^  +β22{χ 2 ϊ  + гзз (-*3 Г  + 2§12χ1χ2 +2823χ2χΆ +2S3ixV .
л л г  _ X і  +  χ 2  C O S tO j 2  +  X 3  COSCO] з  x ’ c O S C C ^ l + A ^ + J ^ C O S C ^
χ  » і ) ·  С 0 9 ф і  —  і  . ,  С О Б ф о  =  і  і

\а\ \а\

cos ср3 =
1 9 λх cos ωβ j + л: cos 0)32 + χ

де |α| = \(*1)2 + (х2)2 + (χ3)2 + 2χιχ2 cos(flj2 + 2χ2χ3 cosm23 + 2x3x' cosro3i

446. I Α^ζ 1 = V5, I Α^ζ І = л/з. W

4 4 7 . - 1 .  4 4 8 . 0. 4 4 9 . - 2 ,  cos0 = - l / 5 .  4 5 0 . 10л/2, cos 

5~І2 лс. — η _ Vg___  ~  _____ Jg_
\/l 35л/2 -

451 . cos0 ! =

— V5", Л[Л2 -  π / 2

-Λ-1 ·* y i =

/77
co s02 =

COS θο =
£11 §12 
£21 £22

§22 §23 
§32 §33

§11 §12 §13
§21 §22 §23 
§31 §32 §33

V§22̂ |

4 5 2 . cos0

§ 1 1  §13
§31 §33

Vn
sinQ23 ’

C°S02 = , COS03 =Sinro3| sincojg де Ω =
1 cosa>,2 cosro13 

coscd2 j 1 cosro23 
ΰ ο εω 3[ cos32 1

4 5 3 . ab  = 3, |a| = 2, |*| = 3, = π / 3 .  4 5 4 . π / 2 . 4 5 5 . π / 2 . 4 5 6 . π/ 2 .

457. π/2 . 4 58 . χ, = -  JL ; oj, * 2 = |θ; -  o j . 4 5 9 . 6.

4 6 0 . 3 V2  . 4 61 . 2. 4 6 2 . 2. 4 6 3 . 4V2 . 4 6 4 . 36>/>/з- 5 / 3  . 4 6 5 . 3 V2 .

4 6 6 . 4 67 . h
(Ωιαι) -  (Ωια„)

(α ηα  ΐ)  ■·· (αηαη)

(α,α,) ... (α,αη_,)

(αη -1αΐ)  -  ian-lan-l)

-  2 e3) . 4 7 0 . ^ . ( І 7 е ,+ 1 5 е 2 - І І Є 3 ) .  471. 2 ^ 2 ( -  12?, + 5 i 2 + Зе3) .

472. -4/3 (9^  -  3e2 + 5 / 3e3 ) .  473 . ^  . 474 . 2-/І5 . 475 . л/Іб . 476 . л/бО .

4 6 8 . ab c - J  1 + 2 cos a c o s  β cosy -  cos2 a  -  cos2 β -  cos2 γ . 4 6 9

477. V = J G
X і X 2 X 3 §11 §12 §13 X і

У1
X 2 X 3

У1 У2 у 3 ,де G = §21 §22 §23 .4 7 8 . У = У2 у 3
г 1 z 2 г 3 §31 §32 §33 г 1 г 2 Z3

J g .

де G =

482. 29
V2

1 COSCD12 COSCO[3
cosco2I 1 cosco23 
COSCO3 J cos32 1 

68

479 . V = S .  4 8 0 . -У І . 481 . Щ ? .
(V2 v2

4 8 3 . . 4 8 4 . V = - 4 = .  Я  = - j L  . 4 8 5 . 66. 4 8 6 . 14. 487. 4. 
V2 6>/2 V22

488 . а) H = ; 6) . 4 8 9 . 1) a) 2* + 3^ -  4
■v33 V6

: 0; б) Зх -  г/ + 3 = 0;

в) 4x + 2г/ -  2 = 0; 2) a) - 3 *  + 2г/ -  7 = 0; 6) x + 3y  -  9 = 0; в) 2x -  4 y  -  
- 6  = 0. 491. 1) He перетинаються; 2) перетинаються. 4 92 . 25л: -  53г/ + 
+ 31 = 0. 4 9 3 . Прямих незліченна множина. 4 9 4 . Зх -  4у  — 1=0. 
4 9 5 . 1 їх  + 5у -  43 = 0. 4 9 6 . 43х -  23у  -  83 = 0. 497 . 5х + 8у  + 11= 0.

_ 19 -/Г74 9 8 . у  = х. 4 9 9 . 1) 4х + у  -  6 = 0; 2) х -  4у  -  2 = 0, 

5 0 0 . 4х + Зу  + 5 = 0; 4х + 3у  — 10 = 0; Зх -  4у  -  15 =

CD
I I 17 
0. 501 . (4; 6).

5 0 2 . (7 ; 3). 5 0 3 . 1) у  = |-х + 3 ; 2) у  = -  2х + 5; 3) у  = -УЗх + 2 + л/з ;

■Уз4) У = ^ - х  + 7-л/з ; 5) у  = х  + 1. 5 0 4 . 1) 4х
О

Зу  = 12; 2) х  + у  = 4, 

х -  і/ = 2; 3 ) Зх + у  = 5, Зх -  у  = 1. 5 0 5 . 2х + Зу  = 12; 8х + Зг/ = -2 4 .

5 0 6 . 4  + J L  = l ; - 4 -  + £  = 1 . 5 07 . 1) 2) 5 0 8 . г/ = 2,
1 ~ 2 ’ ~ 2 1 ' 2>/5 ’ З-УЇЗ

24х -  Ту + 62 = 0. 5 0 9 . Зх -  4г/ + 11 = 0; 4* + Зу  -  2 = 0. 510 . у  = х. 
511. 4х + г/-  3 = 0. 512. УИз(6, -6 ) .  513. В к а з ів к а .  Якщо на одній із 
сторін кута дана точка А, то точка, симетрична точці А відносно бісектриси 
цього кута, буде лежати на іншій його стороні, х + Ту -  6 = 0, х -  у  -  
- 6  = 0, 7х + у  -  10 = 0. 514 . 6х + 17у  - 1 5  = 0. 515 . у  = ± (х  -  4). 
516. 2х + у  -  12 = 0, х -  4у  -  6 = 0, 5х -  2у  + 6 = 0. 517. х -  у  -  4 = 0, 
Зх + у  -  8 = 0, х + Зу  -  16 = 0. 518. х -  у  -  1 = 0 ,  2х -  Зу  -  1 = 0, 
Зх -  4у  -  1 = 0. 519 . 17х + 4у  -  29 = 0. 5 2 0 . 1 їх  -  Зу  -  34 = 0. 
521. х + у  -  1 = 0. 52 2 . 5х -  у  -  27 = 0, х -  5у  -  3 = 0, 23х + 1 її/ -
-  249 = 0. 523 . 5х + 4г -  22 = 0. 524 . 2х -  6у  -  Зг  -  1 = 0. 525 . 8х +
+ 5г/ -  6 г  -  38 = 0. 5 2 6 . х  + Зг/ -  8 г -  47 = 0. 527 . Зх -  4г/ -
-  3z + 4 = 0. 5 28 . 9х -  у  + 7z -  40 = 0. 5 29 . 17х -  2г/ -  6 г  + 5 = 0. 
5 3 0 . х + у  + z -  4 = 0. 531. х  -  1 = 0, у  -  1 = 0, г  -  1 = 0, х + у  +

х — 1 _ У - 4  _ г  + 2 
2 - 1  2

+ у  -  2 г  -  8 = 0; 3) 2* -  у  -  Зг = 0. 5 3 4 . х  -  у  = 0. 5 3 6 . 2г/ + 5 г  + 1 =

= 0, 2х + г  -  5 = 0, 5х -  у  -  13 = 0. 538 . - 4 -  + - ^ -  + 1· = 1 . 5 39 . - 4 т  + 
у - 3 - 4  2 - З

0, х + г / - г  + 2 = 0, х + і/  +

+ г  = 1. 53 2 . 5 3 3 . 1) 7х -  у  -  5 г  = 0; 2) Зх +

: 1 . 5 4 0 . х -  у  — z + 6
З - 3 / 2

+ г  -  4 = 0. 541 . 2х -  21 у  + 2 г  + 88 = 0, 2х -  Зу  -  2 г  + 12 = 0. 
5 4 2 . 1/6 , 125/6, 243/2 , 1125/2 . 5 4 3 . х -  Зг/ -  2 г  + 2 = 0. 5 4 4 . 2х -

Зу  + г  -  6 = 0. 5 4 5 .
V ? '

5 4 6 . 1
2-Уб '

547 . 6,5. 5 4 8 . 3. 5 4 9 . 2х



-  Зу + 2  -  1 = 0. 5 5 0 . (о; 0; -  у )  , (О; 0; . 551 . (0; 0; - 2 ) ,

(О; 0; -  6 . 552 . Зх + 2у  + 3z + 2 = 0; х  + 6г/ -  5 г + 8 = 0. 5 5 3 . 7х +

+ 2у  + Зг = 0; 3*  -  12г/ + г  + 2 = 0. 5 5 4 . Зх + 2у  + z  + 12 = 0; х  -  
- 4  у  + 5 г  -  2 = 0. 5 5 5 . х + у  -  z -  3 = 0. 5 5 6 . * - 2 у + 2 -  5 = 0;

у + 3 _ г - ^ ·  х - 2  _  у - 1 _
“ 1 ’ ; 1 -3

Гл: + у  — 2 г  + 1 = 0,
4 ', u *' [x  + 2у  -  2  -  2 = 0.

5 6 3 . ^ 1  = 1 ± і = ^ - І , | у  = 4^-2 і, 5 6 4 . * ^ .  = £ ± 1 = * ^ ,

Гдс = ί +1, _ 9 Гх = 2/, ίχ  = 5 ί + 4,
у  = 7 / -3 , 5 6 5 . |  = і Ц і .  = ^ - ±  <у = - 2 t  + 2, 5 6 6 . <у  = —11/ — 7,
[2 = f + 1 . 2 2 [2 = - ί  + 1 . I

6в7 . £ ^ 1 = У ^ 1  = І + 1 .  5 6 8 . = ^ і =  5 6 9 .
1 - 3  - 8  ' 6 -1 2  = 1 9 / -3 .

572. 90°. 573. 60°. 574 . 90°. 575. * - γ -  = 576 . = ^ ·

Гх = ί + 1.
2  — 1 tLHH X З У

13 '

5 8 0 . * -± І  = у  ~ ^ = 2  ί .?- 581. 1λ τ ϊ τ “  °  ~ 5 8 2 . х + у  + Зг
2 - 3  6 | x - y  + z -  2 = 0.

-  7 = 0. 5 8 3 . х  — г  + 1 = 0. 5 8 4 . х  -  у  + г  = 0. 5 8 5 . х  -  5у + 5 г  -

- 2  - 0  586. *  -  + z -  1 =  0. 587. = 0 ψ -

588 . ( -  7; -  5; -  11). 58 9 . Пряма паралельна площині. 5 9 0 . (1; 0; -  2).

591. ( -  5; 2; 4). 5 9 2 . ( у ї - у ї - З у )  · 5 9 3 . (2; -  3; 2). 5 9 4 . (4; 1; -  3).

5 9 5 . ( -  5; 1; 0). 5 9 6 . (0 ; 1; 1). 5 97 . {2,  + 5 9 8 ‘ 7 ·

5 9 9 . 1. 6 0 0 . 25. 601. 9х + 11у + 5г -  16 = 0. 6 0 2 . Пх -  12у + 14г -
-  45 = 0. 6 0 3 . 2х -  16у  -  13г + 31 = 0. 6 0 4 . 13* -  14у + 11г + 51 = 0.

6 0 5 . 13. 6 0 6 . 3. 607 . Д>(1; 1; 1; 1; 1). 6 0 8 . S0(2; -2; 3; 7). 6 0 9 .
5V2

610. З 611. -і= . 612. 2л/2 . 613. 2х{ - х2 + х3 - Зх4 - 2 = 0. 614. Зх{ + 
V5 V3

+ 2хг _  4*3 + х\ -  Х5 -  2 = 0. 615. 3*і + 4х% + 4х3 -  ЗХ4 -  2х$ + 5 = 0, 
5*і -  2х 2 + 2хз + 5.<4 - 3  = 0 . 616. х\ + хг -  хз + Х4 -  2  = 0 , х\ + хг + хз -
-  Х4 + 2x5 + 3 = 0. 617. х\ + *2 + Зхз — 5x4 -  20 = 0, х\ + хг+ Зхз -

Xj - 26 х2 -11 х3 -17
-  5х4 + 16 = 0. 618 . π / 4 . 619 . π/ 2 . 6 2 0 . 

_ Х4 +10 621 х\ + 2 _  х 2 +1 _ хз +1 Х4 + З
33 

х 5 - 6
59

6 2 2 . Три-
-  34 3 -  4 -  35 -  27 -  29

вимірна площина. 6 2 3 . У £ 5  немає точок, координати яких задовольня­
ють систему. 6 2 4 . Чотиривимірна площина. 6 2 5 . Тривимірна площина. 
6 2 6 . Тривимірна площина. 627 . Систему задовольняє тільки одна точ­
ка 0 (0 ; 0; 0; 0). 6 2 8 . Пряма в £ 4, що проходить через початок коорди­
нат. 6 2 9 . Двовимірна площина. 6 3 0 . Пряма в £ 4, що проходить через 
початок координат. 631 . Двовимірна площина. 6 3 2 . 1; 3; 4; 5; 6 — 
лінійні перетворення, 2 — не є лінійним; 1 ) розтяг (стиск) площини £ 2  

у напрямі вектора 5[ в оц раз і в напрямі вектора е 2 в а 2 рази; 3) дода­

вання до вектора х  вектора Зхг ; 4 ) розтяг площини Е2 в напрямі 

вектора е 2 в 2 рази і наступне симетричне відображення відносно Ох і;

5) проектування вектора х  на вісь Οχι; 6 ) вектор х переходить у  век­
тор, що лежить на бісектрисі першого і третього координатних кутів і має з 
вектором х одну і ту саму першу координату. 6 3 3 . 1) Лінійне; 2) неліній­

н і 0  O')
не. 637 .

2)

6 4 0 .

6 4 3 .

■>(і о ) ;2> (2 ? ) · 3> (ί $)=«>(*-І). 6 3 8 . 1) 0  1 0 
0 0 0

f  0  0 n r i  - 1  n ( 1  - i  n /
0 1 0 ; 3) 2  3 - 1 ; 4) 0 0 - 1 . 6 3 9 .

U  0 Oj 'S
CNco O

1

O М ·
(  c o s a  sinap i 

s in a  c o s a j  * 641.

Γ 3 / 4  >/3 / 4]  
U 3 / 4  1 / 4  J '

6 4 4 . 1)

л/з/ 2  - 1 / 2̂ 1 
1/2 4 з  /2)
'c o sp  - s i n p  0 
sin<p co sp  0

0 0

6 4 2 .

2)

1/ 4  V 3 / 4 ' 
(V 3 / 4  3 / 4 ,

'  co sp  0  s in p  
0 1 0 

-  s in p  0  cosp^

3)

6 4 6 .

1 0
0 cosp  
0 s in p

fO 1 
0 0 
0 0

0
-  s in p  
cosp

0 0 
1 0 
0 1

{1 0 0> r i 0 °Ί fo 0
. 6 4 5 . 1) 0 1 0 ; 2) 0 0 0 ; 3) 0 1 0lo 0 0; lo 0 lo 0 U

6 4 7 . 1) Відображення від площини e 2 ;



2) розтяг в 4 рази вздовж е2 ; 3) проектування на площину е2 е 3 ; 4) проек­

тування на е 3 . 6 4 8 . С = ВУІ~Х* де У І  і і ?  матриці, стовпці яких складають­

ся з координат векторів а І , . . . ,ап і Ь,,...,Ьп відповідно. 6 4 9 . х\ = 2*і -  
- 1 1* 2  + 6* 3; *2 = * і  -  7*2 + 4*з; х'3 = 2*і -  * 2; х\ = 2* 4. 6 5 0 . £.

651. х' = х + у  + 2г; y ' = 2х + у  + z; z' = x + 2y  + z. 652 . * ' = 3 / 2 * -

-■J3  / 2 у ; у ' = уіЇ / 2 х  + 3 / 2у. 6 5 3 . о ) '

6 5 4 .

6 5 5 .

• _ q 1 ;  “л г і -2 1 1 Ο я

Г-Уз+ι , Ί
(  0 2}  Ах = -6Г + 1°7 . 6 5 6 . y t + B  = 2 1 

0 ' + f\ Z  /

, 2^Г

2  -  -Уз
2

2 -л/з
. 6 5 8 .

— B s 4 — £■ 6 5 9 . ( 5°^ 2α  co s to * ) ' ^  Власними векторами будуть:

а) вектори, що леж ать на прямій а  з власними значеннями 1 ;
б) вектори, перпендикулярні до прямої а  з власним значенням - 1 ;
2) власними векторами будуть вектори, що леж ать на осях Ох і, 0 * 2. 
Для власних векторів, що леж ать на осі Ох і, власне значення дорівнює 
λ , а для власних векторів, що леж ать на осі Ох2 , власне значення 
дорівнює 1; 3) власними векторами будуть вектори, що лежать на осі Ох о, з 
власним значенням 1. 6 62 . λ ] = - 2 ,  = 7, *j = (4; -  5)t, * 2 =
= (1; 1)/. 6 6 3 . λ  = 1, *  = (1; 0 )t. 6 6 4 . λ  = 1, *  = (1; 2; 1 )t. 6 6 5 . λ  = 1,

λ 3 = 4 ^ '  ^2 = ( - (і + л/б); ( з - л/б); 2^5 )ґ, *з =

= ( і - л/б;-3- 6 6 6 . λ ,  = 6 , λ 2 = - 1 ,  * ! = (2; 5)t,  * 2 = ( 1 ; - 1  )t. 

6 6 7 . λ ,  = 1, λ 2 = 4, * , = ( - 2 ;  1)/, *2 = (1; 1 )ί. 6 6 8 . λ ,  = λ 2 = 2,
власними векторами є усі ненульові двовимірні вектори. 6 6 9 . λ  = ±2і + 1 
(дійсних власних значень немає). 6 7 0 . λ ,  = - 1 ,  = 7, * j= ( 3 ; l ) / ,

* 2 = (1; 3)f. 671. λ ,  = 1, λ 2 = 2, λ 3 = 3, * , = (1; 1; 1)/, * 2 = (1; 0; 1)/,

* 3 = (1,1,0)/. 672 . λ [ = λ 2 = 3, λ 3 = 6 , *[ = * 2 = (0; - 1 ;  \)ί,

* 3 = (3; 4; 2)t. 673. λ , = λ 2 = 3, λ 3 = 6 , * , = ( - 5 ;  1; 0)/, * 2 = ( - 3 ;  0; 1)ί,

* 3 = (1; 1; -3 )/ . 6 7 4 . λ [ = λ 2 = λ 3 = 2, * = ( 1 ;1 ;1 ) / .  6 75 . λ) = 1,

λ 2 = λ 3 = 0, * j = ( l ; l ; l ) i ,  * 2 = * 3 = (1; 2; 3)/. 6 7 6 . а ) Якщо а  *  nk
(k = 0 , ±1 , ±2 , ...) , то в множині дійсних чисел власних векторів і
власних чисел немає; б) якщо а  = 0°, то λ  = 1 ; якщо а  = 180°, то λ  = - 1 ,
власним вектором є будь-який ненульовий вектор. 677 . λ [  = λ 2 = λ 3 =

= λ 4 = 1 , * , = (1; 0; - 2 ;  -4 ) ί,+ (0 ; 1; 1; 2)<2· 678. *J = 15*, -  23*2+10*3, 

*2 = ΙΟ*) -  18*2+10*3, *з = 2 * ! -  7* 2+7* 3, *4 = - * 4. 6 79 . (ο  з ) ' 

6 8 0 . 1) u\ = -133* j -  3 7 *2 , u '2 = 496*j + 138*ί> ; 2) u\ = 2*j -  2*2, u2 =

= -4*J + 3*2. 681. a) u| = -* j  + 3*2 , u? = *г, u3 = 4*j -  2* 2 + 2*3 ; 6 ) u[ =

= *J + 4 , ι ί , = * ; + 1̂ 3 = *2 + *3 . 682 . ^  0 )  (_  9 _ б ) ■ 6 83 . ^  I j ,

(  0 - 1> 
-1  Ω

( 1 0 °Ί f  1 2  2̂ 1
6 8 4 . - 1 5 / 4 - 4 - 5 6 8 5 . 3 - 1  - 2V 1 1 9 / 4 3 4j 12 - 3  l j

6 8 6 . *; = (4; - 5 ) ,

*2 = О; 1), ( 0 7 )  х'і = (1; “ D, * 2 = (1; 2 ), . 6 88 . Матриця

до діагонального вигляду не зводиться. 6 8 9 . Матриця до діагонального 
вигляду не зводиться. 6 9 0 . * ,=  (1; 2; 1), *2 = (1; 1; 0 ), *3 = (1; 2; 2),

(Ί 0 0Λ f l 0 O']
0 2 0 . 691 . * , = (1; 1; 2 ), *2 = ( 1 ; 0 ; 1 ), * 3 = ( 1 ; 2 ; 2 ), 0 2 0

lo 0 3; lo 0 3 j

692 . * , = (2; 1;—1), * 2 = (1; 1 ; - 2 ) ,  х3 = (4; 3; - 4 ) ,
'2 0 0̂  
0 - 1 0  
0 0 0

6 9 3 . *, =

(1; 1; 1), *2 = (1; 0; -3), *3 = (0; 1; 3),
1 0 0' 
0 2 0 
0 0 2

6 9 4 . Матриця до діаго­

нального вигляду не зводиться. 6 9 5 . *( = ( - 3 ;  2; 1), *2 = ( - 2 ;  1; 0), * 3 =

(1; 2; 0),

697. є,' = Н = ;

(З 0 0'
0 4 0
0 0 - 1

1

6 9 6 . Матриця до діагонального вигляду не зводиться.

•Уб ’ & ) е2 -
_2_. _1_ 
•Уб ’ V5 β  ?)■ 6 9 8 . е[ 1 . 2 

•Уб ’ л/5 J ’

15 Ύ  -і) ·699· - І (,; 1 і (- 1:2: *  *  ■
(  3 0 °Ί

0 6 0 . 7 0 0 . e[ =
lo 0 oj 1 l

-З 0 ої 
0 6 0 
0 0 6

701. ei = - L ( -  1; 0; і), е'2 = - ^ ( і ; -  1; \\ ^  =

V6
(1; 2; 1)

-2  0 O') 
0 3 0 
0 0 6

702 . е{ = 1 (1 ; 2; 2 )  Ц  = 1 (2 ;  -  2; і), ^  = U -  2; -  1; 2 )

-2  0 0 
0 4 0 
0 0 1

2.1.  2\ 1 2 2
З ’ З ’ З

2 1
З ’ З

'6 0 0Ί
0 - 3  0
0 0 - 3



704 . e i =e[ = ~j^(~ i; 0; 1), ?2 = (°; 1: °* *з = - f e  0; °; U

вимірний підпростір векторів, ортогональних до а  ; 2 ) двовимірний під- 
простір векторів, колінеарних до а і b . 7 0 6 . Ядро оператора — пряма, 
натягнута на вектор а  ; образ — площина, перпендикулярна до вектора 
а  . 707 . Nn- 1 — образ, Nq — ядро. 708 . Ядро — вектори колінеарні е2 , 

область значень — вектори, колінеарні а е х + е 2 , ранг і дефект дорівнює 1 . 

7 0 9 . Ядро — вектори, колінеарні е 2 > область значень — вектори пло­

щини Є] , е3 , ранг дорівнює 2, деф ект— 1. 710. Ядро — вектори пло­

щини Є ], е2 , область значень — вектори, колінеарні е 3 , ранг дорівнює

1, дефект 2. 711. Ядро — вектори, колінеарні е 2 , область значень — 

вектори площини е 2 е 3 , ранг дорівнює 2, дефект — 1. 712. Ядро — 

вектори площини е2 е4 , область значень — вектори площини e t , £3 

713. Ядро — вектори, колінеарні вектору е4 , область значень — вектори 

простору £3. 714. Ядро — вектори площини е3 е 4 , область значень —

площина е, , 5о . 715. Площина, натяі

1 ( -2  0 0' 
0 6 0 
0 0 6

7 0 5 .1 )  Дво-

0; - 5 ) ;  а2 :

718. y t =  (_21 " J ) .  719. А  =

на вектори а, = (2 ; 1

< 2 1  2 '

j  . 717. y t  = 5 5 
2  1

, 5 5 J
\ Г і 0 0̂ 1

. 720 . А  = 0 - 1 0
/ [о 0  з)

721. А  =
(9  0 О4) 

0 18 0 
0 0 18

. 722 . F(x ) = η  f+ η  η  §, η  j= + Χ2 -  2*3, η  2=

= 2χ2 + χ3, η 3= 3jc3. 723. f ( x )  = 2η 2+ 10η 2+ 190η 3, η ,= λ, -  j X 2 + *3 , 

Л 2= π χ2 “ ·ΠΤΧ3· Π 3= ·π τχ3· 724· F (x )  = У\ + У Ї ~  У І  У\ = 2 х 1 ~ х2 + *3'

У2 = ~2~ ~ ~2~’ Уз = ~2~+ ~2~ ' 7 2 5 · = ^  + У2 ~ &  У\ -  *1 + *2 + 2jc3’

г/2 = л/Зл̂ , І/3 = -  *3 726· = гІ?+тІ2_ГІз· т\х=42хх-2пІ2х2+2<І2хг ,

1) 2=-^ ~ х2 +^~х3 ' г\3=^~х2+^ ’х3· 727. р{х) ~ У\ _ у\' Уі=хі ~ х2 < 

у 2 = хі + X2■ 728. F{x) = { η ?  -  | η | , η ,= x{ + ^  + %  η  2= *ι -  χ2 + *3-

729. £ (χ) = ·|η2 - · | η 2 + 6 η ^ ,η , = + χ2- 2 х 3,Ц 2= Χ1 ~ χ 2 ~ 4χ3· П 3= χ3·

ο 9 Яі + JCo + + .Хд ~Χ\ *2 ~~ *3 *47 3 0 . £ (* ) = г/| — у2, Λ =_*----- ? _ J ----- і ,  ----- 1

І/З = *3, </4 = *4 ■ 731. £ ( і )  = у,2 -  -  У І  у , = ^ -  + ̂ -  + х3, г/2 =

= ~ Т  + Т ' У з = Х з - 7 32 · ^ ) = 9 η ι  + 2 η | + Ι η |  7 33 . £ ( ί )= 1 1 η ? +  

+ ·|γ·η 2+ ^ η 3· 7 3 4 · f (* ) = Л ? - 2 η  2 + ^ 1  3+Л 4 735 . £ (* ) = η ?+

+ 4η \ -  9η § , J  = г,, /2 = -5 , + β2, /3 = | e ,  -  |-e2 + e3 , η ,= * , + * 2 -  2χ3,

Л 2= *2 + у  *3’ Л 3= -З ■ 736. £ (* ) = 5η ?+ |  η η | , J  = ή , £ = - | e ,  +

!, = - i - ^ i  + §3,4 r  χ\ + ^ χ2 + f $ x3’ ^ 2 =  Η + | 'J:3’ η з= *3-737. £ (* ) =

= 3η ?+ 3η 2 - χ η  3· l  = e \ < k = h ’ /з = ~е \ ~ | « 2  + «З- П 1= *1 "  *3- 

Π 2= -*2 + Ί"-*3’ Ί  3= -З ■ 738. F(x) = — (x2 -  χ2 ). 7 39 . £ (л) = —xf  + — x2 

7 4 0 . F(x) = 2xf . 741. F(x) = 4xf  + 4x\ -  2 i | . 742 . F(x) = x f  + 4 ї х 2 -

— л/зjfcf . 7 4 3 . F(x) = 6 x f + 6 x 2 +9x3 . 7 4 4 . p (x )  = 3 x2 + (l + J \ J +

+ I -  VT7>! . 745 . F(x) = 4xf  -  x2, JCj = ' ^ r *l _  ‘̂ '• * '2 ’ *2 = +

746. £ (* )=  i f  + 9 i| , x, = +- j ^ x2’ *2 = +^ r i 2 ' 747' F^  =

9 1 9 9 2 2  1 2 . 1 . 2
— 9^1 « X|= — Χ|+·^·^2“ ·β·^3’ *2 ~ _ 3  ̂ + 3  ̂̂  + ^  ̂ 3’ ;С3 = з‘ -*1+ 'з ' ,':2 +'з З '

748 . /Г(* )=  * f  - ^ * 2  - | * 3 ·  xi = ^ r;ti +' ^ r;e2 + ^ rji3 'jc2 = ^ rje>+^ r;t2 '

“ і " 3· ї з= 7 4 9 -  fW =_jc‘ ■7х' +5хз2, Xl

Χ3 = ~1ξ" '+1 ϊ ^ +Έ Η ' 75α fW = 3x ‘ +
+ 6i | - 2 4  Xl=^ t l+j _ 4 + j . i 3, *3 =

= + - J p V  751. £ ( i )  = 5 i:f  -  -  x3 , xt = +^ 2 *3'

'  Г 1 “ I ' 1 * r Ї  -  r ! '  З '1 ‘г * Г> 753' !'■1'  Л  
7 54 . -0 ,8< λ< 0 . 7 5 5 . λ  не існує. 7 5 6 . λ  не існує. 7 58 . Додатно означена. 
7 59 . В ід’ємно означена. 7 6 0 . Загального вигляду. 761. В ід’ємно означе­
на. 762 . Додатно означена. 7 6 3 . Загального вигляду. 7 6 4 . Додатно 
означена. 7 6 6 . р  = 4, q = 0, додатно означена. 767 . р  = 2, q = 1, знако- 
змінна. 7 68 . р  = 3, q = 0 , квазідодатно означена. 7 6 9 . р  = 0 , q = З, 
к в а з ів ід ’ємно означена. 770 . р  = 3, q = 1, знакозмінна. 771. р = 0, q = З,



в ід ’ємно означена. 772. р  = 2, q = 0  квазідодатно означена. 773. F(x) =
2 1 1 1

= -2 η ? + -η | , С (і) = п?+п1,д:1 = п 1+д>/3п2,х 2 = - п і- - 7 3 л 2 . 774. F (x ) =

= 9П f-t- 9η 9η §, θ ( * )= η ? + η | + η § , χ, = >/2η2, χ2 = - 1 η , -  ^>/2п3 ,

2 1 1
*3 = ‘з т1і_  2"ν̂ η 2 + б " ^ П з  ■ 775 · ■F(^) = Т|2+Ті2 +Т1з_ 3 г і і  с (* )= П ?+

+ П2+Пз+Пф *1 = П1+П2+ГІЗ+ТІ4· *2 = П 2“  П 4 · ^3 = f  Л г  ^ 2 +

1 1  1 '1 1 1 . . 9 ,
+ 2^3~2Ц і ’ *4 = 2 Άγ  2'η2_ 2'η3+ 2'τ'4· 776· F(x)=4  1 + 2^2+

2 2 1
+ 2 η 3-  7 η 2, θ ( ί)= η ? + η ^ + η § + η | , χ, = - η 2+ - η 3+ - η 4 , χ2 = | η  2-

4 4
- 3 'η 3 + 3 η 4 ’ = Л 3-  2η 4 , χ4 = η j . 777. f (x) = η  \+ 2η 2>η §,

θ ( χ ) = η ? + η § + η |  χ, = η , - η 2 , * 2 = -·η 2 +1ΐ3> *3 = - 3ι12+ 2П з ·

™ ' f r * I f  ■ 1 -  ™· і *■£ ■ 1 -
2 2 2 2

еліпс. 781. х2+у2 = 16 — коло. 782 . 1) ^ -  + ^ -  = 1; 2 ) ^=- + -^ - = 1;ΖΟ 4 ΖΟ У

3) T69 + U 4 = 1 ’ 4 ) 25 + йГ = 1; 5) ЇЇЮ + 64 = 1 ; 6) Ш + 2 5 = 1;

7) £ ♦ £ - ! : < »  4 4  = , * .

10) £ ♦ £ - ! .  ти.  І) £ * 4 -  1: 2) £ * £  = І;3>
2 2 2 2

4) Ш  + ІГ  = 1 ;5 )  І 5  + І Г  = 1 ' 7 8 4 · 5 та 3; /7' (4 ;0 ) ' /72 (-4 ; 0 ); ε = 4 / 5 ; 
х  = ± 25/4. 78 5 . 2α = 26; 2 6 = 1 0 ; ε = 12/13 ; F,(12;  0 ), F2( - 1 2 ;  0).

2 2
7 8 6 . л/5 та 3; F ,(0 ; - 2 ) ,  F2(0; 2 ); ε = 2 / 3 ; у  = + 9/2. 787. £ г  + ^ -  = 1.

lb  7
2 2 2 2

7 88 . 2L. + i L  = i .  7 8 9 . *  = +9 . 7 9 0 . | _  + | _  = ι .  7 9 1 . г  = УІ2 / 2.

792 . ε = 1/2 . 793 . 15. 7 9 4 . 16χ2 + 25г/2 = 41. 7 9 5 . 5χ + 12«/ + 10 = 0, 
χ -  2 = 0. 796 . π  = 2,6; r2 = 7,4. 797. 10. 798 . Λ ί,(-1 5 / 2 ;3  VF /2) та 

Λί2(—15/2; - 3 - J 7  /2)  799 . Вершини великої осі. 8 0 0 . (+5; ±2).

801. (4; 1,8), (4; -1 ,8 ) , ( - 4 ;  1,8), ( - 4 ;  -1 ,8 ) . 8 02 . ( - 5 ;  3>/3 ), ( - 5 ;  - 3  л/з ).

8 0 3 . Л (6; 0 ), 3 (6 / 7 ; 12 л/з / 7 ) , С (6/ 7 ; - 1 2 ^ 3  / 7 ) . 8 0 4 . М г(3; - 3 ) ,  
Λί2( 6 9 / 13 ;2 1 / 13 ). 8 0 5 . (4 ;3 / 2 ), (3 ;2 ). 8 0 6 . х  -  2у  -  8 = 0. 8 0 7 . у  = З
і 12х + Ту + 51 = 0. 8 0 8 . 2х -  «/±12 = 0. 8 0 9 . х  + і/ -  5 = 0  і х  + j/ + 
+ 5 = 0. 8 1 0 . 5х2 + 9г/2 + 4х -  18у -  55 = 0. 811. 4х2 + 3у 2 + 32х -

-  14у + 59 = 0. 812. 1) ̂  +|^- = 1 ; 2) 2х2 -  2хг/ + 2у2 - 3  = 0;

3) 1 їх 2 + 2х«/ + 1 її/2 -  48х -  48г/ -  24 = 0; 4) 68х2 + 48ху + 82у2 -  625 =

= °. 813. 4 - й  = 1- 814· Ш - Ї  = 1· 815· 4 - W  = 1 816· Права
2 2 2 2 2 2

гілка гіперболи х 2 -  = 1 . 817. 1) -̂г- — = 1; 2) = 1; 3) γτ - τ  -r  3 4 5 36 64 144

~2ЇГ = 1; 4) T _J^  = 1· 818· !) fl(5 ; 0)’ /72(_5; 0); 2) ε = 5/3; 3)ί/ =
2 2

= ± і х  ; 4) 4 - - 4 г  = 1 - ε = 5 / 4 . 819. а  = З, b = 4, F ,(5 ; 0 ), F2( - 5 ;  0), 
о 10  У

2 2
ε = 5 / 3 , у = ± -|х , х = ±9/5. 820. 1) х 2 -  у2 = 16; 2 ) ^ - - ^ -  = 1;

о 1 о о

3) ,) £ - £ ~ І : Я  i W - J W · - 1· 822· » - 3'
2 2

Ь = 4, Ґ ,(0 ; - 5 ) ,  £г(0; 5), ε = 5/4 , у = ± | х  , у = ±16/5. 823. |g· - =  

у2 г 2 х2 і/2 х2 и2 х 2
■ ' 1 1?" ж =1 ■824· Тс- V - 1·825· Ї5-Й 4-1·826· а г  

2
-4 W  = 1 · 827. а  = 6, 6 = 6. 828. а  = 90°. 829. ε  = 2 / л/з . 832. г, = 9; 

40
Г2 = 19, tg0 = 28>/2 /41. 833. х = ±4/5 >/34 , у = ±1,8 (чотири точки). 
834. х = 9,6, у = ±3/5 VU 9 (2 точки). 835. (±14 -Уз /3 ; ±4 л/з / 3) (чоти­

ри точки). 836. Г\ = 2 - j  ; r2 = 10-1 . 837. х -  4-JE у + 10 = 0, х -  10 = 0.

838. ( —8;0). 839. г { = 6; г2 = 14. 840. 8. 841. 12. 842. (10; 2), ( -1 0 ; - 2 ) .  
843. (2 5 / 4 , 3) — пряма дотикається до гіперболи. 844. х  + у  = 1. 
845. х + г/ + 3 = 0 і х  + г / - 3  = 0. 846. Зх -  4 г/ -  10 = 0, Зх -  4г/ + 10 =

= 0. 847. 2х + 5у -  16 = 0. 848. ^ - - | ^ -  = 1, 1 ї І - і | І  = 1. 849. - * І -
* 5 45 10 5 16

- 4  = 1 . 8 5 0 .x 2 -  4г/2 -  6х -  24г/ -  47 = 0. 851. 3^  -  ^ ~ =1.
9 3 144 25

852. 2ху + Ту2 -  144 = 0. 853. 2ху + 2х -  2у + 7 = 0. 854. г/2 = 12х.
„2

855. г/2 = 20х. 856. г/2 = 2рх. 857. г/ = -  х+2. 858. 1) р = 3, у

правій півплощині симетрично відносно осі Ох; 2) р = 2,5, у верхній півло- 
щині симетрично відносно осі Оу\ 3) р = 2, у лівій півплощині симетрично 
відносно осі Ох; 4) р = 1/2, у  нижній півплощині симетрично відносно осі 
Оу. 859. 1) у2 = 4х, 2) х2 = у.  860. у2 = Юх -  25. 861. F(6;0), х+6 = 0. 
862. Ж 18; 12) і 5 (18 ; -1 2 ) . 863. 12. 864. 6. 865. (9; 12), (9; -12 ). 
866. ОМ = 10. 867. у2 = -2 8 х . 868. 1) Ж 2;0), р = 2; 2) Л(0;2), р  = 1/2;

3) Ж -2 ; 1), р  = 2; 4) Л(6; - 1 ) ,  р = 3; 5) Л (-4 ; 3), р = 1/4. 869. г/ = | х 2 -
О

- х  + 3 . 870. х  = 1г/2 -  г/ + 7 . 871. у2 = 4х, г/2 = -4 х . 872. г/ = ± 2^2х .



8 9 2 . 1) 5 (5 ;5 π / 3 ); 2) С (5;4тг/3). 8 9 3 . Α'\ 2 ;||·π\ θ ' ί ^ π Ί ,  1,

873. 2χ -  у  -  3 = 0. 874. (2 ; 1), ( - 6 ;  9). 875. ( -  4 ;6 ) — пряма дотика­
ється до параболи. 876. (5/4 ; Ί\Ε ), (5/4; -  ■Jib ) та дві уявні точки перети­
ну. 877. * - 2  = 0. 878. *  + у  + 2 = 0 і 2х + 5у  + 25 = 0. 879. (9 ; - 6 ) .  
880. х + у  + 3 = 0 у  точці (3; - 6 )  і * - у + 3 = 0 у  точці (3; 6). 881. 2х -
-  у  -  16 = 0. 882. р  = 2bk. 883. d  = 2. 884. x + Зу  + \Ь = 0  і х -

-  Зу  + 15 = 0. 885. Зх -  у  + 3 = 0 і Зх -  2у  + 12 = 0. 886. d  = 1 3 ^  .

88 9 . F ( 9; - 8 ) .  8 9 0 . 4х2 -  4х у  + у 2 + 32*  + 3 4 1/ -  89 = 0.

Ж * * '
D ( 5 ; f )  f i 5 ; . 894. 1) Коло радіуса 3 з центром у полюсі; 2) коло

радіуса 1 з центром у полюсі; 3) коло радіуса а з центром у полюсі; 4) про­
мінь, що виходить з полюса під кутом π / 4 до полярної осі; 5) промінь, що 
виходить з полюса під кутом π /З до полярної осі; 6) промінь, що виходить
з полюса під кутом φ  до полярної осі; 7) кільце між концентричними ко­
лами рад іус ів  1/ 2  та 2 з центрами в полюсі, причому точки кола ра­
д іуса  2 вилучаю ться; 8 ) нескінченний сектор , що м істи ться м іж  про­

менями φ  = π / 6  та φ  = π/ 3 . 895. S  = ^  pip2sin((p2 -  q>i). 896. 5 кв.од.

897. 3(4 -n/з -  1) кв.од. 898. d  = J p  2+ p \-  2p ,p 2cos(ip j -  φ  2) ■ 899. PQ = 
= 7. 900 . PQ = 10. 901. АВ = BC = CA = 7. 910. (5 ; a r c tg ( -4 / 3 ) ) .  
911. (У2; 3 π / 4 ) . 912. (2; π/ 2 ). 913. (5; 0). 914. p2 + 2p(coscp -  sin<p) + 
+ 1 = 0 .  915. p2 = costp + sincp. 916. p2sin22<p = 4. 917. p2 -  2p -  3 = 0.

918. +(</ Ϋ  · 919- ( f2 + У 2}  = У ■ 920. 5x -  3y -  2 =  0.

921. x2 + ( у  -  l ) 2 = 9. 922. (2 + 5-Уз ;8), (2 -  5л/з ; - 2 ) .  923. ( 6 &  ; 
5π/4), (4; π/6). 924. 1) p = a; 2) p = 2acoscp; 3) p2 -  2ppicos(cp -  φ ι)  = a2 -

2
-  pf. 925. p2 = -------------- |— r— . 926. φ = arccos(+4/5). 927. 1) p = _ ^ ;

1 -  ε cos φ  1 ε costf)

2 ) p = -j----- 2------ . 9 2 8 . a = 2*І2 , b = л/б, 2c  = 2-J2 . 929. p = -  _ 21 ,
κ l + ε  coscp 2 cos<p

2
p = -  29 . 930. (6; π/ 4 ), (6; - π / 4 ) . 931. p 2= ------~b ,■ . 932. φ =

2cosq> 1 -  ε cos φ

= 2 π / 3 . 933. ρ = -,----- 2------ · 934. Рівняння асимптот: р = -- ε cos φ

4 )

2 -л/2 · -Зл/2 оч[. „
p  _ — ----------  ? рівняння директрис: p = — 1— i p = --------- . 9 3 5 . p =

<p-3*
4 .

cos φ coscp

9 34 16- — ----------------------------.9 3 6 .  Рівняння директрис: р = - - ? —.—  , р = - - г -----; рів-
4 - 5 c o s (p  5 sincp 5 cosp

няння асимптот: р = ■ — ------------------------------------------------------- . Р = τ~·-Щ---------- · 937 . (3 ; 2π / 3 ),3 s in (p -4 c o s (p  3sin(p + 4cos(p

(3; -2 π / 3 ) . 9 3 8 . p = 2^ C° S^ . 9 3 9 . Λ ί(3; a rc c o s l/ 3 ) — дві точки, си- 
sin φ

метричні відносно полярної осі. 9 4 0 . р=  j— ς 05φ  . 941 . 1) ( р / 2; π) — 

вершина параболи; 2) дві точки: (р; π / 2 )  і (р; 3 π / 2 ). 9 4 2 . |δ ]δ 2| = p2 .

“43- 11 ά * Μ · , : 2 )  »І = Ь /3;3)  ^ - ΐ  = ' · 4) т г +£ =1· 
,2

9 4 4 . Еліпс ■^_ + 4_ = 1 ; O i(5; - 2 )  — новий початок. 9 4 5 . Гіпербола

x’2 у ' 2 '2
 — -- —  = 1, 0/(3; - 2 )  — новий початок. 9 4 6 . «Уявний еліпс» +
lb  9 4

.2
+ = -1 . 947 . Дві прямі, що перетинаються 4х'2 -  у '2 = 0  , O j(—1; - 1 )  —

,2 Λ
новий початок. 9 4 8 . Єдина точка О і ( - 2; 1). 9 4 9 . Коло -yg- + =  ̂ >

0 ) (2 ; 3) — новий початок. 9 5 0 . Парабола у '2 = -Ах' , О ) 0 ^ - ; - 3 ^  —

х'2 и'2новий початок. 951 . Еліпс -™- + · ^ -  = 1 , 0 | ( -2 ; 2) — новий початок.zo І
9 5 2 . Парабола х'2 = 4 у ' , O j(—3; - 1 )  — новий початок. 9 5 3 . Парабола

у '2 = 10*’ , О і(-2 ;1 )  — новий початок. 9 5 4 . Точка 0/(2; 1). 9 5 5 . Прямі
,2 ,2 о и γ

х = 4, х = 2. 9 5 6 . Уявний еліпс х = “ 1 · 957 . Гіпербола —

,2 ,2 ,2
— “ j— = 1 . 9 5 8 . Еліпс = 1· 9 5 9  Єдина точка У 2 + 4у'2 = 0 .4 16 4 *

о 9
9 6 0 . Дві прямі, що перетинаються х -  у  -  0 .  961. Уявний еліпс 

— ■ + у '2 = - 1 .  9 62 . Еліпс + Μγ- = 1 . 9 6 3 . Дві прямі х'2 = 1. 9 6 4 . Гі-

2 U'2пербола х = 1 . 9 6 5 . Пряма х -  2у  = 0. 9 6 6 . Пряма Зх + 5 у  = 0.

96 7 . Дві паралельні прямі 2х -  Зу  + 5 = 0 і 2х -  Зу -  5 = 0. 9 6 8 . Дві
прямі Зх -  2у = 0  і 7х + 5у  = 0. 9 6 9 . Дві прямі 5х -  у  = 0  і 2х -
— у  = 0. 9 70 . Дві уявні прямі, що перетинаються в початку координат.

>2 '2 ,2 '2 
971. Еліпс ■£— + = 1 . 972. Гіпербола = 1 . 973 . Дві прямі

,2
у '2 = 25 . 974. Парабола у '2 = 6х ' . 975. Гіпербола х'2 -  = 1 . 976. Еліпс



'2 ·2 ,2 >2 
■yg- + Уд-  = 1 . 977. Гіпербола —  ijg - = 1 . 978 . Дві прямі, що перетина­

ються х'2 -  4г/'2 = 0 . 979. Уявний еліпс х'2 + 2г/'2 = - 1 . 980. Точка
/2 /2 /2 '2 

2jc'2 + Зг/'2 = 0 . 981. Еліпс 4 г  + ^ -  = 1 . 982. Гіпербола -£ г -  -  —  -
ЗО 5 5 / 9  5/ 1 6

= 1. 983. Дві прямі * '2 -  4г/'2 = 0 . 984. 2х'2 + Зг/'2 = -1  — уявний
,2 ·2

еліпс. 985. я '2 + 2г/'2 = 0  — єдина точка. 986. + = 1 — еліпс.
* 9 4

987. — г/'2 =1 — гіпербола. 988. -^ -+ г/ '2 = 1 — еліпс. 989. Пара­

бола у '2 = 2х' . 990. Дві прямі х'2 = 1. 991. Пряма у '2 = 0 . 992. Пло­
щини, паралельні площині хОу,  перетинають його по колах; площини, 
паралельні іншим координатним площинам, перерізають його по еліпсах.

2 2
993. У площині хОу маємо еліпс + ^g· = 1. У площині yOz маємо

2 2 2 2 І/ Z у 7еліпс -fj- + -рг- = 1, у  площині ζ Ο χ  маємо еліпс + -рг- = 1. Еліпсоїд має
1о 9 оо 9

шість дійсних вершин /4(6; 0; 0 ), Л [ ( -6 ; 0; 0 ), В(0; 4; 0 ), 5 [ (0 ; - 4 ;  0), 
С (0; 0; 3 ), С [(0 ; 0; - 3 ) ;  2а  = 12, 2Ь = 8, 2с = 6. 994. а : а ,  = с  : с { = 
= 3: л/5 . 998. 1) Конус обертання навколо осі Οζ  з вершиною в точці 
(0 ; 0; 1); 2) еліптичний параболоїд, напрямлений у від ’ємному напрямі 
осі Ох з вершиною в точці (1 ; 0; 0 ); 3) двополий гіперболоїд обертання 
навколо осі Ох; 4) однополий гіперболоїд обертання навколо осі Оу.  
999. З, л/з ; (2; 3; 0), (2; - 3 ;  0), (2; 0; уІЗ ), (2; 0; -  л/з ). 1000. 4, 3; (4; 0; 
- 1 ) ,  ( - 4 ;  0; - 1 ) .  1001. 15, (0 ; - 6 ;  - 3 / 2 ) .  1002. а) На площину Оху.

(х2 + 4ху + 5 у2 -  х = 0, б) на пло 0 χ ζ . (χ2 - 2 χζ + 5ζ2 - 4 χ = 0,
1 2 = 0; [ у = 0;

{
2 2

у + ζ  + 2г/ — z -Ο , JQ0 3 . Еліпс, (2; — 1; 1) — 
х = 0.

центр. 1004. Гіпербола, (1; - 1 ;  - 2 )  — центр. 1005. Еліпс, ( - 3 / 2 ;  
1; 13/4 ) — центр. 1006. Парабола, центр не існує. 1007. Гіпербола, 
(2 ; - 3 ;  - 4 )  — центр. 1008. 1) 1 < \т\ < >І2 ; 2) \т\ < 1 . 1009. 1) т ф 0 і 

т  > - 1 / 4 ;  у випадку т  = - 1 / 4  — точка; 2) т  = 0. 1010. (9; 5; - 2 ) .  
1011. (3; 0; -1 0 ) . 1012. (6 ; - 6 ;  2 ). 1013. т  = ±18. 1014. 1) (3; 4; - 2 )  і 
(6 ; - 2 ;  2 ) ; 2) (4 ; - 3 ;  2) — пряма доти кається до поверхні; 3 ) пряма 
та поверхня не мають спільних точок; 4) пряма належить поверхні.
1015 i 2jc -  12г/ -  z +16 = 0, ί2χ -  12г/-  ζ  +16 = 0, Ш16 /г/ + 2z = 0,

х - 2  у  + 4 = 0; [.* + 2 у  - 8  = 0. [ * - 5  = 0;

{
2х -  5z = 0

1017. В к а з ів к а :  здійснити поворот навколо осі Οζ  на кут 45°.
у  + 4 = 0.

1019. 1) Конус з центром у початку координат; 2) гіперболічний парабо­

лоїд. 1020. Еліпсоїд. 1021. Гіперболічний параболоїд. 1022. Конус друго­
го порядку. 1023. Еліптичний параболоїд. 1024. Круговий циліндр. 
1025. Конус другого порядку. 1026. Точка (0; 1; - 1 ) .  1027. Двополий 
гіперболоїд. 1028. Однополий гіперболоїд. 1029. Еліпсоїд. 1030. Гіпер-

,2 >2 ,2
болоїд. 1031. Параболоїд. 1032. = 1 — еліпсоїд, де х =

- У * Ь ' + ¥ ' · : 1033 т і г
и'2 2і2 I f  I f+ -̂ г— і - = 1 — однополий гіперболоїд, де х = - j — х! + ■ у', у  =

1 1 і-'2 и'2= -  -4= х' + —=· и\ z  = z ' . 1034. -  2—  = 1 — гіперболічний циліндр, де
л/2 л/2 4 4

1 2 2 1 1 2 4 1
X ——=  χ! Л---------------------------------------------- -=Г у '  + — z', у  = --------- j=r х' + — =-y'+-^-z, Z — ----j=r у  + -~z .

УІ2 3V2 З У І 2  з Л  3 3>/2 З
9 и'2 ,<2 2 , 2 f 1 і

1035. л: — — ■ = 1 — двополий гіперболоїд, де х = -^х +-^ у  - - ^ z ,

·»3β £ ♦ £ - > - · *  

^  ̂ +^  ̂   ̂г 1’· 9 " ж  ̂ +^ 2 “ і  ■
»2 '2

---- ==- г/' + —J=z' . 1037. = 1 — гіперболічний циліндр, де -ї =
л/3 V2 4 2

= " I + 1 + 1 2' У = І У  “ t + 1 Z’ 2 = f  + 1 ^  + І 2'· 1038' 4 /3  +
• 2

. У  — 1 __ a ттЇп'гмілл.ііі 1 їм гііипо гто γ — . У/ 4- ■. ■·-- і/ 4- ■■ —

.2
+

+ ^ - _ = 1  — еліптичний циліндр, де X =~ ^ Х +~4§Ζ> ^

=~ ~ к*+^ , г = = ^ 9 =^ +2/V2·1039· V
л2 .2 2 2 1 2 1 2

+ 3  +_y  = 1 — еліпсоїд, де *  = ~3 X' ~ 3 Z’' У = З * '
.2 -2

ζ = - 1 χ '  + ·|·ί/' + ·|·ζ' , .і = χ ' -  1, # = у\ і  = ζ' + 1. 1040. 4 р  + ύψ  = 1 —

еліптичний циліндр, де л: = - і / + -JL y '+  - jL z ', у  = - - j - ι /  -  - j - г ! ,  z =

- І ґ ' Ф ' + І Ґ '  * = + y - y'+^ - z’ · 1041· T +
u2 z2 2 , 1 , 2 i 2 , 1 r

+ Ї Л +Т 7 з =1 - ^ Π<:01Α’ де " = з ^ - з ^  + з 2 ’ у  = з х + з у -

-  і  z', z = - і * '  + | г / '  + | ζ ' ,  і  = х' -  і ,  г/ = у' + І  4 = ζ ' + 1  1045. А(х) =



= 3xl - x 2. 1046 . A (* )= 5 * ' + 2*2 1047. A(x) = 2xl -  3x2. 1048. A(*) = 
= * ‘ + * 2 + * 3. 1049. A(x)=xl + 2*2 - * 3. 1050 . A(x) = 2x> -  3*2 -  2x3.

1051. A(x) = - 2 x l + 3x2. 1052 . A(x) = 2xl + | * 2 + | * 3. 105 3 . * ‘ =

= \xl +\*2, x2 = x2.ei =[1o3)®2 =(1{3]· 1054· = 0
A

<?2
-2^

1
0

Єн =
T
0

чіу

(1/2') ( І / І ] ( - W 2 ) ( \ / і \
2. 0 2. 1 1 0 _1 0
е\ = 0 , е2 = 0 . ез = 1 , е4 = 0

1 0 J 1 0 J 1 0 J 1 1 J

1056. Xj = JC|, *2 = *, + 2 i3 -  *4, *з = *3 , *4 = *4, e, =

Ό> ГИ '0'1 J . 0 j . 20 , e 2  = 0 ■ е з  = 1
l oj [oj

e4

'  0 
- 1 
0 
1

1057. В к а з і в к а :  знайти базис e l , e 2, . . . , en , для якого

/ ф )= 1 , л ( І 2 )= л ( ? 3)= .. .  = α ( ? π) = 0. 1058. y t  = ( - 5  12). 1059 . y t  =

( - 3  - 7  - 1 3 ) . 1 0 6 0 . d, = 5, d2 = -5 , d3 = 4. 1061. A{x) = 19Λ1 +1 їх2 +

+ 9x3 + 7Xі . 1062. A(x,y) = x ly l + 2xly 2 + 3x2y '  + 4x2y 2. 1063 . A(x,y)  = 
= 2*'(/ ' -  x ly 2 + x2y l -  5x2y 2. 1 0 6 4 . A(x,y) = x\y\ + 3x\y2 -  Х2У1 +
+ 2 * 21/2· 106 5 . A(x, y )  = 2* j t/ j -  *]£/2 + ЗХ2У1 + Х2У2· 1 0 6 6 . A(x, y )  = 
= 7 * У  + 5xly 2 + 3 x2y l + 2x2y 2; A(x,y) = 2xly\ + 3 * ‘ i/2 + x2y\ + х2У2· 
1067. А{х,у) = 21*ιΐ/ι -  18*]ί/2 + 8*іі/з _  20*2</і + 18* 21/2 _  8* 2Уз + ΙΟ .^ ι -
-  9* 31/2 + 4* 31/3. 1068. /4(*,у) = 6* У  -  З* 1!/2 + * 1(/3 + З* 2;/1 -  2*2t/2 + х7ф  + 
+ 2*3!/1 -  2*3і/2 + 2*3і/3; Л(*,у) = *іуі -  2*іг/2 + 2*іуз + 2*гі/і -  5*2і/2 + 
+ 6* 2і/з + *зуі -  3*зі/2 + 6* 31/3. 1069. /4(.€,у )  = 2* 1!/1 + * ' г/ 2 + 2* 2!/3 -  8х2у і -
-  10*2г/2 -  12*2!/3 + 8*3!/1 + 8*3!/2 + 16*3!/3; Л(*,у)  = *іуі -  2*|г/з -  2*гі/і -

-4 * 2  1/2 -  2*2 І/з + -|*з У\ + 2*3 У2 + 3*3 у 3. 1070 . А ВВ = 2 ?  Ty t BBZ>. 

1071. y t $  = С  тЛ н  2>, А 1072. y t s s  = f  J ^  2  1 .

1073. d 11 = 1  d 12 = i , d 21 =|> d22 

1075. d 11 = | ,d 12 = - | , d 21 = | ,  d22 = ^ - .  1076. А н н = с Т : А и н С  = 

1077. a j j = 2, = 2, #21 = ^22 = * Ю 78. 7̂ -hh ~

[1/2  - 1/2 

- i  1074 y t BB - f 5 / 9 - 2 / 9l
2 1 *  “ U / 9  11/9J·

■ d - s -

-1 4 
3 - 4

1079. d , , = -1, d, 2 = 4, d21 = 3, d22 = -4  . 1080 . A h  =

= C t ^ h Z >  = ( g  j l .  1081. d| = 7 ,d f  =5,4 = 3,d|  = 1. 1082. y t $  =

1 1
2 -2

f  6 0  -4 '
0 6 2
4 2 6

. 1 083 . d,1 = 1, d,2 = 1 ,4  = 2, a f  = - 2  . 1 084 . A HH =

1085. flj j = 6, dj 2 = 0» 1̂3 = — î 2| =0, ^22 = 6> #23 = ^

a 3i -  -4 , d32 -  2, d33 -  6 . 1086. А н н  - . 1087. dj j = Ο, ά |2  -  1»

' aBB,ά ,3  — 1, d2 j -  0, d22 — 1, d23 — 2, d3, -  1, 0з2 — 2, d33 -  3 . 1088. y t

(  - 2  4 -2^
6 - 6  2 1089. d 1 1 = -2 , d 12 = 4, d 13 = -2 , d21 = 6, d22 = - 6,

f-1  1 0' 
1 0 1 
0 0 1

3

.1091. d} = -1,d23 = 2, d31 = -3 , d32 = 3, d33 = -1  . 1090. A h  =

d,2 = 1, d,3 = 0 , 4  = - 1, df = 0 , d| = 1, d^ = 0, d| = 0, djj = 1 . 1092. А н н  = 

. 109 3 . 023 = 1, d42 = - 1 .  110L a) d,11 = 10, d ,12 = -20 ,

3 -1  -1  -1  
1 - 3  1 1
1 1 1 - 3

- 1 - 1  3 - 1

d)21 = -20, d,22 = 40, 4 1 = 5, 4 2 = -10, d|‘ = -10. 4 2 = 2°; 6> 4&S.2) = -

- 20* ^  + 5 - 1  Qt2̂  -  20^  + 4 Q ^  - 1 012̂  + 20^ ^ ·  И 02. d111 = 
*121 _ A *122 _ л *211 _ R  a2 · 2  = 4  „221 = { ^222 = χ 1ШЗ- ( _ 5;

. 1105. В к а з ів к а :  перекона-

= 24, dЛ 12

25; 0 ). 1104. C,ен

= 6 ,d 122 = 4, d211 = 6, d212

ί A ί ”2 - 6 -4]
= {c/} = - 2 0 - 8

1 - ю  - 14 2 j

тися, ІД О Cefi = {c*j змінюється за тензорним законом. 1106. а) Так; б) ні;

Г5 2 7^ ( - 1  0  -П
в) н і ; г )  так. 1107. y t  +B  = 1 3 - 9 IIОСІ1X

- 3  5 - 5 . 1108. +B
12 2 -  4j 2 - 2  6V /

(5 7 3Ί ( - 1 -1 5 ' ' 2 4 1
= 3 1 1 , s 4 ~ B = - 1 3 1 . 1109. = {cv } = 4 8 2

1° 4 5 j I 0 - 2 - 5 1 - 2 - 4 - 1

(  4 12 4 2 -1>
. 1 1 1 1 . pj* =

r i 0 ЗЇ
1 1 1 0 . c V — 2 6 - 2 , 2?· C= 12 6 - 3 4 2 - 1

1 - і - 3 l j , - 4 - 2 i ; Із 1 o j



Jlk f  -1 0 - 3 ' ί 2 0 6 '
. 1112. 4 і = ( -3 ; 6; 9),- 4 - 2 1 - t ?  = 8 4 - 2

І - з - 1 0J le 2 oj
„12 = ,

- 2 ;  - 3 ) ,  4 3 = ( - 2 ;  4; 6), c f 1 = (0; 0; 0), c f  = (0; 0; 0), c f  = ( - 3 ;  6; 9),

3 11
c f  = ( - 2 ;  4; 6), c f  = ( -1 ; 2; 3), c f  = ( - 1 ;  2; 3). 1113. - 1 6  0 

8 18 4

1114.
1 -1  3
3 7 8
4 10 - 4

1115. 12. 1116. 24. 1117. cf = (22; 3; 12). 1118. pi  =

= (15 ; 9 ; 1). 1121. c lmi = g ikbfm . 1122. bmj i  = g ikg jlC%  . 1123. δ / .

1124. δ І . 1125. η.
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