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ВСТУП

Основним зм1стом математичноТ статистики е 
систематизация, обробка 1 використання статистич- 
но1 шформацн для виявлення статистичних законо- 
м1рностей ознаки або ознак певноТ сукупност1 еле- 
мент1в.

Оскшьки суцшьна обробка ВС1Х елеменпв сукуп- 
ност1 практично неможлива, то, як правило, застосо
вуеться виб1рковий метод. Отже, розр1зняють гене- 
ральну 1 виб1ркову сукупность

Множина О  однотипних елеменпв, яким прита- 
манш певш кшьюсш ознаки (розм1ри, вага, маса то
що), утворюе генеральну сукупнють. Кшькють ус1х 
елеменпв генеральноУ сукупност1 називають УУ обся- 
гом 1 позначають символом /V, значения якого зде- 
бшьшого невщоме.

Кожна непорожня пщмножина А множини О 
(А с  О) випадково вибраних елеменпв 13 генераль
ноУ сукупносн називаеться виб1ркою. Кшькють у а х  
елеменпв виб1рки називають и обсягом 1 познача
ють символом п. Його значения вщоме, причому 
воно набагато менше за обсяг генеральноУ сукупное- 
П (п <<  Ы).

Математична статистика розв’язуе дв1 категор!У 
задач:

1) статистичне ощнювання (точкове, штервальне) 
параметр1в генеральноУ сукупностц

2) перев1рка правдивосп статистичних гипотез про 
значения параметр!в генеральноУ сукупносп або про 
закон розподшу ознаки генеральноУ сукупносп на 
пщстав! обробки результате виб1рки.



роздт V

СТАТИСТИЧШ РОЗПОД1ЛИ ВИБ1РКИ. 
СТАТИСТИЧШ ОЦ1НКИ ПАРАМЕТР1В 
ГЕНЕРАЛЬНО! СУКУПНОСТ1

ТЕМА 12. С ТА Т И С ТИ Ч Ш  РОЗПОД1ЛИ ВИБ1РОК  
Т А  IX ЧИСЛОВ1 ХАРАКТЕРИ С ТИ КИ

1. Загальна шформащя

Кшьюсж ознаки елеменпв генеральноУ сукупност1 можуть бути 
одновим1рними 1 багатовим1рними, дискретними 1 неперервними.

Коли реашзуеться виб1рка, кшьюсна ознака, наприклад X, набувае 
конкретних числових значень (X  — х,), яю називають вариантою.

Зростаючий числовий ряд вариант називають варгацтним.
Кожна вар1анта виб1рки може бути спостереженою и, раз 

(л, > 1 ), число п, називають частотою варианты х,.
При цьому

* = ! » , ,  (350)
1=1

де к — юльюсть вар1ант, що разняться числовим значениям;
п —  обсяг виб1рки.
Вщношення частота и, вар1анти л:, до обсягу виб1рки п назива

ють 11 вгдносною частотою 1 позначають через Ж ,, тобто

(351)
п

Для кожноУ виб1рки виконуеться р1вшсть

Ъ (Г ,= \. (352)
1=1

Якщо д0сл1джуеться ознака генеральноУ сукупност1 X, яка е 
неперервною, то вар1ант буде багато. У цьому раз1 вар1ацшний 
ряд —  це певна юльюсть р1вних або нер1вних частинних штерва- 
Л1В чи груп вар1ант 31 своУми частотами.

Таю частинш штервали вар1ант, яю розмщ еш  у зростаючш 
посл1довност1, утворюють ттервальний вар1ацшнийряд.

На практищ для зручност1, як правило, розглядають штер- 
вальш вар1ащйн1 ряди, у котрих штервали е р1вними м1ж собою.

2. Дискретний статистичний розподш виб|рки 
та ГГ числов! характеристики

Перелж вар1ант вар1ацшного ряду 1 вщповщних Ум частот, або 
в|дносних частот, називають дискретным статистичним розпо- 
дшом вибгрки.

У табличной форм! вш мае такий вигляд:

Х  = х, Х\ х 2 X} Хк

И/ П\ «2 Из щ
Щ ж , \Ук

Дискретний статистичний розподш виб|рки можна подати ем- 
шричною функщею Р  *(х).

Емтрична функщя Р  (х) та и властивостг. Функщя аргумен
ту х, що визначае вщносну частоту подй' X  < х, тобто

Р '(х )  = Щ Х < х )  = ̂ - ,  (353)
п

називаеться емтричною, або комулятою.
Тут п —  обсяг виб1рки; 
пх —  юльюсть вар1ант статистичного розподшу виб1рки, зна

чения яких менше за фжсовану вар1анту х;
Р  *{х) —  називають ще функщею нагромадження вгдносних 

частот.
Властивостг Р  *(х):
1) 0 < Р*(х) < 1;
2) ^(хт |п) = 0, де хтт е найменшою вар1антою варгащйного ряду;
3) Р (х)|■х>хшах 1» Де Хшах е найбшьшою вар1антою вар1ацшного

ряду;
4) Р(х) е неспадною функщею аргументу х, а саме: Р(х2) > Р(х,) 

при^г >х\.
Пол1гон частот 1 вщносних частот. Дискретний статистич

ний розподш виб1рки можна зобразити граф1чно у вигляд1 лама- 
ноГ л 1 н 11, вщр1зки якоУ сполучають координата точок (х,; п,), або 
(*,; Щ .



У першому випадку ламану Л1шю називають полигоном час
тот , у другому —  полигоном вгдносних частот.

Приклад. За заданим дискретним статистичним розподь 
лом виб^рки

Х  =  х< - 6 -А - 2 2 4 6

«/ 5 10 15 20 40 10

0,05 0,1 0,15 0,2 0,4 0,1

потр1бно:
1. Побудувати Р *(х) 1 зобразити п графгчно;
2. Накреслити полтгони частот 1 вщносних частот.

Розв’язання. Зпдно з означениям та властивостями Р *(х) мае такий 
вигляд:

Р \ х )  = УГ(Х<х) = -

0 х < -6,
0,05 -  6 < х < -4,
0,15 -  4 < х < -2,
0,3 - 2 < х < 2 ,
0,5 2 < х < 4 ,
0,9 4 < х ^  6,

1, х > 6.

Граф^чне зображення Р  *(х) подано на рис. 106.

Ы . )

- 6  - 4 - 2  0 2

Рис. 106

Пол 1 гон и частот та вщносних частот зображено на рис.107, 108.

Рис. 107

Рис. 108

Числов'ь характ ерист ики :
1) вибхркова середня величина хв . Величину, яка визначаеться 

формулою

(354)
п

називають виб1рковою середнъою величиною дискретного ста
тистичного розподшу вибгрки.

Тутх, — вар1анта вар1ацшного ряду виб1рки; 
л, — частота ще‘1 вар1анти; 
п —  обсяг виб1рки (и = )•



Якщо вс1 вар1анти з ’являються у виб1рщ лише по одному разу, 
тобто и, = 1, то

хв = ^ - ;  (355)
п

2) вгдхилення варгант. Р1зницю ( х, -  хв )п, називають вщхи- 
ленням вар1ант.

При цьому

Х(х, -  хв)и, = 1х,л, -  1 х ви, = п • хв -  п • хв = 0 .

Отже, сума вщхилень ус1х вар1ант вар1ацшного ряду виб1рки 
завжди дор1внюе нулевц

3) мода (Мо*). Модою дискретного статистичного розподшу 
вибгрки називають вар1анту, що мае найбшьшу частоту появи.

Мод може бути юпька. Коли дискретний статистичний розпо
дш мае одну моду, то вш називаеться одномодальним, коли мае 
дв1 моди —  двомодалъним 1 т. д.;

4) медгана (Ме*). Медханою дискретного статистичного роз
подшу вибгрки називають вар1анту, яка подшяе вар1ащйний ряд 
на дв1 частини, р'тш  за юльюстю вар1ант;

5) дисперсгя. Для вим1рювання розс1Ювання вар1ант виб1рки 
вщносно хв вибираеться дисперая.

Дисперая вибгрки —  це середне арифметичне квадрат1в вщхи- 
лень вар1ант вщносно хв , яке обчислюеться за формулою

д  )2п, (356)
п

або
Лв = Е ^ _ (^в)2. (357)

П
6) середне квадратичне вгдхилення вибгрки Ств- При обчисленш

/)в вщхилення пщноситься до квадрата, а отже, змшюеться оди
ниця вим1ру ознаки X, тому на основ1 дисперси вводиться серед
не квадратичне вщхилення

° в = 7 ^ .  <358>
яке вим1рюе розаювання вариант виб1рки вщносно хв , але в тих 
самих одиницях, в яких вим1рюеться ознака Х\

7) розмах (К). Для грубого оцшювання розаювання вариант 
вщносно хв застосовуеться величина, яка дор1внюе р!знищ М1Ж

найбшьшою хтах 1 найменшою хт1П вар1антами вар1ащйного ряду. 
Ця величина називаеться розмахом

К = *тах -  ^шт 1 (359)
8) коефщент варгаци V. Для пор1вняння оцшок вар1ацш стати

стичних ряд1в 13 р1зними значениями хв , яю не дор1внюють нуле- 
м, вводиться коеф1щент вар1ацп, який обчислюеться за формулою

V = ̂ 2-100%. (360)
хв

Приклад. За задании статистичним розподшом вибгрки

Х = х, 2,5 4,5 6,5 8,5 10,5
п, 10 20 30 30 10

потр1бно:
1) обчислити Зсв , Эв , о в ;
2) знайти Мо*, Ме*;
3) обчислити К, V.

Розв’язання. Оскшьки п = '^ п 1 = 100 , то зпдно з формулами (354), 
(357), (358) дютанемо:

_ 2,5-10 + 4,5-20 + 6,5-30 + 8,5-30 + 10,5-10 ,  „
г ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ---------------------------- —  5  7 -

в п 100
хв = 6,7.

Для обчислення Г>в визначаеться

1х>,. (2,5)2 ■ 10 + (4,5)2 • 20 + (6,5)2 ■ 30 + (8,5)2 ■ 30 + (10,5)2 -10
п 100
ТОД1

Ов = -  (ж )2 = 50,05 -  (6,7)2 = 50,05 -  44,89 = 5,16.
п

Ов = 5,16. 

а в = ^  = Д 1 б - 2 Д 7 .  

сгв — 2,27.

Мо* = 6,5; 8,5.
Отже, наведений статистичний розподш виб1рки буде двомодаль- 

иим. Ме = 6,5, оскшьки вар1анта х = 6,5 подшяе вар1ацшний ряд



2,5; 4,5; 6,5; 8,5; 10,5 на дв1 частини: 2,5; 4,5 1 8,5; 10,5, яю мають одна- 
кову юльюсть вариант.

Я = *т.х - * т|п =10,5-2 ,5  = 8.

V = — 100% = -^ -1 0 0 %  = 33,88%.
Зсв 6,7

3 .1нтервальний статистичний розподш 
виб1рки та його числов1 характеристики

Перелж часткових штервалхв 1 вщповщних Тм частот, або вщ- 
носних частот, називають ттервальним статистичним розподг- 
лом вибгрки.

У табличшй форм! цей розподш мае такий вигляд:

И х\ - х г хг -  X) хз -Х | Хк-1 -Х к

И/ «2 «3

IV, \V, V 2 И'з ]Ук

Тут И 1 е довжиною часткового /-го штервалу. Як пра
вило, цей штервал береться однаковим.

1нтервальний статистичний розподш виб1рки можна подати 
граф1чно у вигляд1 пстограми частот або вщносних частот, а та- 
кож, як 1 для дискретного статистичного розподшу, емшричною 
функщею Г  *(х) (комулятою).

Пстограма частот та вщносних частот. Пстограма частот 
являе собою фигуру, яка складаеться з прямокутниюв, кожний з

» . 1 яких мае основу И 1 висоту п[ —.
п

Пстограма вщносних частот е фнурою, що складаеться з пря
мокутниюв, кожний з яких мае основу завдовжки И 1 висоту, що

дор1внюе ^  —.
И

Приклад. За заданим штервальним статистичним розподь 
лом виб1рки

А = 8 0— 8 8— 16 16—24 24— 32 32— 40 4 0 -4 8

И/ 10 15 20 25 20 10

И7, 0,1 0,15 0,2 0,25 0,2 0,1

потр!бно побудувати пстограму частот 1 вщносних частот.

Розв’язання. Пстограми частот I вщносних частот наведет на 
рис. 109, 110.

3 ,756 --  

2,5 6 ~

1.25Л—

И

40 480 8 I. 16 <■ 24 32

Рис. 109

Площа пстограми частот 5 = '^ к —  = '^п 1 = п - \ 0  0.
И

X,-

0,0375 6 ~

0,025 <>--

0,0125 А _

16 24 32

Рис. 110
40 48

Площа пстограми вщносних частот

IV
Я = 1 Л - ^  = Х ^ .= 1 . 

п

Емшрична функщя Р*(х)  (комулята). При побудов! комуля- 
ти Г*(х) для штервального статистичного розподшу виб1рки за 
основу береться припущення, що ознака на кожному частинному 
1нтервал1 мае р1вном|рну щшьшсть 1мов1рностей. Тому комулята 
матиме вигляд ламано'Г лшп, яка зростае на кожному частковому 
штервал 11 наближаеться до одинищ.

Приклад. Для заданого штервального статистичного роз
подшу виб|рки



ОII

-5
: 0 — 1 0 1 0 — 2 0 20—30 30—40 40— 50 50—60

И/ 5 15 2 0 25 30 5

побудувати Р *(х) 1 подати и граф1чно. 

Р о з в ’я за н н я .

Р \ х )  = \У(Х< *) = — = 
п

0, х < 0,
0,05 0 < х < 10,
0,2 10< х < 20,
0,4 20< х< 30 ,
0,65 30< х< 40 ,
0,95 40< х< 50 ,
1 50 < х < 60.

Графж Р *(х) зображено на рис. 111.

х,

Рис. 111

Аналогом емшричноУ функци Р*(х) у теорп ймов1рностей е 
штегральна функщя Р(х) = Р(Х < х).

Медиана. Для визначення медшни интервального статистичного 
розподшу виб1рки необхщно визначити мед1анний частковий штер- 
вал. Якщо, наприклад, на /-му штервал1 [х н —*»] Р  (х м )< 0,5 1 
р  *(х,) > 0,5, то, беручи до уваги, що д о е л  ищу вана ознака X  е не- 
перервною 1 при цьому г ( х ) е неспадною функщею, всередиш 
штервалу [х,_] — х,] неодмшно юнуе таке значения X — Ме, де 
Р* (Ме) = 0,5.

Рис. 112

3 ПОД16НОСТ1 трикутниюв ААВС [ ААВ{С\, зображених на 
рис. 1 1 2 , маемо:

Х 1 Х /-1  

Ме* -  х.
. Г ( х , ) - Г ( х м ) .. . 0 , 5 - Г ( * н )-> Ме’ = ;/—1 т-.* . -А, (361)

0,5- Г  (*,_,) ~ м  ' Р \ х , ) - Г ( х м У
Де И = х1 -  х,_, називають кроком.

Мода. Для визначення моди штервального статистичного 
розподшу необхщно знайти модальний штервал, тобто такий ча- 
стинний штервал, що мае найбшьшу частоту появи.

Використовуючи лшшну штерполящю, моду обчислимо за 
формулою

Мо* = х /_, + ПМо ПМо-\

^ п Мо й М о - 1  И М о + 1

■Л, (362)

дс х,_1 —  початок модального штервалу;
И — довжина, або крок, часткового штервалу; 
иМо — частота модального штервалу;
Лм«-1 — частота домодального штервалу;
”мо+1 — частота пюлямодального штервалу.

Приклад. За заданим ттервальним статистичним розподь 
лом виб1рки

II-5: 0 -А 4— 8 8— 12 12— 16 16—20 20—24

И, 6 14 20 25 30 5



побудувати пстограму частот 1 Р *(х). 
Визначити Мо*, Ме*.

Розв’язання. Пстограма частот зображена на рис. 113.

Рис. 113

Граф1к Р *(х) зображено на рис. 114.

Рис. 114

3 рис. 113 визначаеться модальний штервал, який дор1внюе 16—20. 
Застосовуючи (362) 1 беручи до уваги, що иМо = 30, иМо_, = 25,

«м0+1 = 5 , А = 4, х,_, =16, дютанемо

Мо = х,_, + ------^ ^ ------ к ;
^ И М о  ~  Л М о - 1  ~  П Мо+1

30 — 25 , , 5 \ с лнМо =16 + -------------4 = 16 + —  = 16,17.
6 0 - 2 5 - 5  30

Отже, Мо’ = 16,17.
3 графка Р*(х) визначаеться мед1анний штервал, який дор1внюе 

12—16.
Беручи до уваги, що ^(12) = 0,4, Р( 16) = 0,65, к = А \ застосовуючи 

(361), дютанемо:

Ме* = х, , + ...?-’-5 — —  ... и = 12 + А 5 ~-°л4_ 4 = 12 + А 1 4 = 13,6.
1 / ’ ( * , ) - / ’ (*,_,) 0 ,65-0 ,4  0,25

Отже, Ме* =13,6.

хв,О в, а в для штервального статистичного розподшу ви- 
б!рки. Для визначення Зсв,1)в,ств перейдемо вщ штервального 
розподшу до дискретного, вар1антами якого е середина часткових

. . к к .
штервалш х, = х,_, + — = х, —  1 якии мае такии вигляд:

И и * * *х, = х1- -  = х,_, + - X3 ... Хк

К К К >ь « > • К

Тод! хв,Д в, а в обчислюються за формулами:
_  _ 2> ,я , .
хв = ^ р - ;  (363)

(364)

<*В=уР \  ■ (365)

Приклад. За задании штервальним статистичним розподь 
лом виб1рки, в якому наведено розподш маси новонаро- 
джених х„

7
N0 °°„

7<4 <4 ? <4
X  = , кг 1 1 1 I X ТП ч. ГЧ •ч*

гч гч п СГ)

л, 5 12 18 22 36 24 19 15 11 9 2



обчислити хв, .Ов, ств .
Р о з в ’я з а н н я . Побудуемо д и с к р е т н и й  статистичний розподш за зада

ним ттервальним. Оскшьки И -  0,2, то дютанемо.

• Н .Ь  
Х1 ~ Х1 ~ 2 ” 2 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 2,5 2,7 2,9 3,1

И1 5 12 18 22 36 24 19 15 11 9 2

Беручи до уваги (363), (364), (365) 1 те, що п = 173, дютанемо:
Ъ х у  5.5 + 15,6 + 27 + 37,4 + 68,4 + 50,4 + 43

37.5 + 29,7 + 26,1 + 6,2 _  347^5 ж 2;008671 к г .
+ 173 ПЗ

Отже, хв -  2,008671 кг .

6,05 + 20,29 + 40,5 + 63,58 +129,96 + 105,84 + 100,Я  +

п ^
93,75 + 80.19 + 75,69 + 19,22 _  735,58 _  ^  ] 9 0 8  

+ 173  173

г, = 1 К Ь - ( З с й ) 2 = 4 ,2 5 1 9 0 8 -(2 ,0 0 8 6 7 1 )2 =

В п
= 4,251908 -  4,034759 = 0,217149.

Яв= 0,217149.

= л/0,217149 -0 ,4 6 6 .

Отже, а в = 0,466 кг.

4. Двовимврний статистичний розподш  
виб'фки та його числов! характеристики

Перел^к вариант Г = у„ Х  = х , та вщповщних Ум частот и,

щеУ виб1рки притаманш юлькюш ознаки X
У табличнш форм! цей розподш мае такии вигляд.

Тут Пу —  частота спшьноУ появи вар1ант
У = у„ Х  = х/ ,

п у, =  %»*> \  = |> у
к т к т

= 1  пу, = Ц п  ■/=1 у=1 /=1 у=1 7

Загальш числов г характеристики ознаки X:
шгальна середня величина ознаки X

к т т
пХ]

— 1=1 /=1 
X = — —

шгальна дисперс!я ознаки X
А т
Х Х > 7 Пу п

^ = — ------------ ( * ) 2 = ^ -------------- ( х ) 2;
и п

шгальне середне квадратичне вщхилення ознаки X

=л/^7-
Загальш числов1 характеристики ознаки У: 

шгальна середня величина ознаки 7  __

— /=1 >=1 
у = — —

(366)

(367)

(368)

ГЫ нф йпатськии у н т е 1

Н а у м о в а  ш т т о ' Г т щ



загальна дисперсия ознаки У
к т - к .
Е Х )', пц «

п  = '±2=1---------(370)
у п п

загальне середне квадратичне вщхилення ознаки У

(370

Умоет статистичш розподти та Ъс числовг характеристики 
Умовним статистичним розподшом ознаки У при фжсовано- 

му значенш X  = х, називають перелж вар1ант ознаки У та вщпо- 
вщних Ум частот, узятих при фжсованому значенш X.

П Х  = Х].

у •‘ У, У\ У2 У3 У/,

пч % % ПУ . . . пщ

Тут 2>„ = и .
/ * 1  1

Числов1 характеристики для такого статистичного розподшу 
називають умовними. До них належать: 
умовна середня ознаки У

к к
1]у, «,у 2> ,  «у-  /=1 _ М____

умовна дисперс1Я ознаки 7

Ь , 2 «V 
= ---------- ( > и , ) 2;' п г 1Х1

умовне середне квадратичне вщхилення ознаки У 

а ( У / Х  = Х;) = р { У / Х  = Х)) .

1>(У/ЛГ = х7), а[У1Х = Х]) вим1рюють розаювання вар1ант 
ознаки У щодо умовноУ середньоУ величини у ХШХ].

(372)

(373)

(374)

Умовним статистичним розподшом ознаки X  при У = у, на
зивають перелж вар1ант X  = х] та вщповщних Ум частот, узятих 
при фжсованому значенш ознаки У = у ,.

X /У  = у, •

н
'

II*

Х\ х 2 дг3 *т

пЧ ”а «/2 % »1т

Тут !> ,/ = «,,•
№

Умоет числовг характеристики для цього розподшу: 
умовна середня величина ознаки X

2.x, пу 2 * ,  «у
>1 7-1

2»«|
У=1

умовна дисперая ознаки X
т
I * /  «//

0 ( Х / У  = у 1) = ̂ -------- )2

(375)

(376)

умовне середне квадратичне вщхилення ознаки X

а ( ( Х / У = у , )) = ^ Щ Х / У ^ у , ) )  . (377)

При вщомих значениях умовних середшх у х , 5ё загальш се
редш ознаки Х та  Г можна обчислити за формулами:

Т. Ух. п*,-  >1 
>' = ■ П 

т
2 Х  «

п

(378)

(379)

Кореляцш ний момент, виб1рковий коефщгент кореляцп
Пщ час досл1дження двовим1рного статистичного розподшу 

виб1рки постае потреба з ’ясувати наявшсть зв’язку м1ж ознаками X



1 У, який у статистищ називають кореляцшним. Для цього обчис- 
люеться емшричний корелящйний момент К'ху за формулою

к т

К ' = ^ ------------ х - у .  (380)
у п

Якщо К\у = 0 , то корелящйного зв’язку м1ж ознаками X  1 У 

немае. Якщо ж К * ф 0, то цей зв’язок юнуе.-V
Отже, корелящйний момент дае лише вщповщь на запитання: 

е зв’язок М1Ж ознаками Х \  У, чи його немае.
Для вим1рювання тюноти корелящйного зв’язку обчислюеться 

виб1рковий коеф1Ц1ент кореляци гв за формулою

гв . - Ь - .  (381)

Як 1 в теорп ймов1рностей, |гв| < 1, — 1 < гв < 1.

Приклад. За заданим двовим1рним статистичним розподь 
лом виб!рки ознак X 1 У

II Х = х)

10 20 30 40 "л

2 — 2 4 4 10

4 10 8 6 6 30

6 5 10 5 — 20

8 15 — 15 10 40

пх 30 20 30 20 (ОО

потребно:
1) обчислити К ху, гв;
2) побудувати умовш статистичш розподши У / Х -  30, 
X  / У = 4 й обчислити умовн! числов1 характеристики.

Розв’язання. 1) Щоб обчислити К 'ху, гв визначимо х , а х, у , с у . 
Осюльки л = =100, то

_ 10-30+ 20-20+ 30-30+ 40-20
х  =  ■ ~

п 100
300 + 400 + 900 + 800 2400

100 100

х = 24.

= 24.

X *) пХ] _  (10) 2 ■ 30 + (20)2 • 20 + (30)2 ■ 30 + (40)2 ■ 20
п 100

_ 3000 + 8000 + 27000 + 32000 _ 70000 
100 100

= 700.

X*2 п
В_ = ---- -  (х)2 = 700 -  (24)2 = 700 -  576 = 124.

п

ст,= Т а "  = Лг2А «11,14.
Отже, о х =11,14.

- _ 1 . У, пУ1 _ 2-10 + 4-30 + 6-20 + 8-40
У ~ п 100

_ 20 + 120 + 120 + 320 — —————————————— _ 5 8.
100

Отже, у  = 5,8.

Ъ у] \  _ (2)2 -10 + (4)2 ■ 30 + (6)2 • 20 + (8)2 ■ 40
100

40 + 480 + 720 + 2560 3800
100 100

= 38.

Ц у гп
= -----—  -  (у)2 = 38- (5,8)2 = 3 8 - 33,64 = 4,3 6,

У  VI

а , = ^  = Д з б * 2 ,1 .

Для визначення К г„ обчислюють 

И .У ,Х №  =2-10-0 + 2-20-2 + 2-30-4 + 2-40-4 + 4-10-10+4-20-8 + 

+ 4-30-6 + 4- 40-6 + 6 -10-5 + 6 - 20-10 + 6 - 30-5 + 6 - 40-0 + 8-10-15 + 

+ 8 ■ 20 • 0 + 8 ■ 30 • 15 + 8 • 40 • 10 = 0 + 80 + 240 + 320 + 400 + 640 + 720 + 
+ 960 + 300 +1200 + 900 + 0 +1200 + 0 + 3600 + 3200 = 13760.



= _ Зс ■ V = -  24 • 5,8 = 137,6 -139 ,2  = -1,6.К = ------- ' - х - у
»  п 100

Отже, К'ху =-1,6, а це свщчить про те, що М1Ж ознаками X 1 У юну-
ватиме вщ’емний корелящйний зв’язок.

Для БИМ1рювання т1Сноти цього зв’язку обчислимо виб1рковий кое- 
ф1Ц1€НТ кореляцп.

г ~ 1,6 = ~ 1,6 »-0,068. 
в сто , 11,14-2,1 23,394

X у

Отже, гв = -0,068, тобто тюнота кореляцшного зв’язку М1Ж ознака
ми Хта У е слабкою.

Умовний статистичний розподш X / У  = 30 матиме такий вигляд:

У ш у , 2 4 6 8

«/3 4 6 5 15

Обчислюються умовш числов1 характеристики для цього розподшу: 
Умовна середня величина

П
2-4 + 4-6 + 6-5 + 8-15 8 + 24 + 30 + 120 182 _ 60?

г -̂»о Д 30 30 30
2Д  з 
;=1

Умовна дисперая та середне квадратичне вщхилення

г1 ̂ 2
*п _ (2)2.4 + (4)2 • 6 + (6)2 ■ 5 + (8)2 ■ 15 _ 16 + 96 + 180 + 960 = 

30 30
1252
30

= 41,73;

И( Х/ У  = 30) = -  (ух^ ) г = 41,73 -  36,8449 * 4,89;
1«/з

о(У/ X  = 30)= = л/^89 * 2,21.

Отже, <з{УIX = 30)»2,21.
Умовний статистичний розподш X /У  = 4 матиме такий вигляд:

Х  = х; 10 20 30 40

”27 10 8 6 6

Обчислюються умовш числов1 характеристики. 
Умовна середня величина

Зс = 7=1л )'= 4

т

ы ‘" г1 10-10 + 20-8 + 30-6 + 4 0 6

Ь »  30
7=1

100 + 160 + 180 + 240 680= ----------------------------= ----- «22,7.
30 30

Отже, Зс>>=4 « 22,7.
Умовна дисперая та середне квадратичне вщхилення

Ш 2
" у  (Ю)2 -10 + (20)2 • 8 + (30)г -6 + (40)г -6

Ь ь  = 30
7=1

1000 + 3200 + 5400 + 9600 19200
------------------------------------ ---------- = 640.

30 30
т
2>/ «27

0 { х / у  = 4) = ̂ --------- (хушЛ)2 = 640 -(22 ,7 )2 =640-515,29 = 124,71.
2>27
7=1

о { Х / у  = 4) = р {Х1уш 4) = VI 24,71 «11,17.

Отже, ст(Х/д> = 4)«11,17.

5. Парний статистичний розподш 
вибфки та його числов1 характеристики

Якщо частота спшьноУ появи ознак Х  \ У пу =\ для вс1х вар1ант,
то в цьому раз! двовим1рний статистичний розподш набувае та
кого вигляду:

и У\ У2 Уз У4 Уп
Х = х, *\ х2 хз х4 . . . *к



його називають парным статистичним розподтом вибгрки. Тут 
кожна пара значень ознак X I У з’являеться лише один раз.

Обсяг виб^рки В цьому ра31 дортню е К 1Л ЬК О СТ1 пар, тобто п. 
Числовг характеристикы ознакы X: 

середня величина
п
I * ,
=1__ .

?
П

Х=-М,

дисперсп

I  у,
У =

дисперсш

1 у ‘

середне квадратичне вщхилення

ху п
вибгрковий коефщент кореляци

(382)

2
п = И - ( * ) ’ ; (383)

середне квадратичне вщхилення

(384)
Чыслов/ характеристики ознаки У: 

середня величина

(385)

*±-1— (д>)2; (386)
п

(387)

емтрычний кореляцшныы момент

к - = Ш 5 - Х - у ;  (388)

К  (389)

Приклад. Залежшсть юлькосп масла у , , що його спожи- 
вае певна особа за мюяць, вщ п прибутку в гривнях х, на
ведена в таблица:

У п
грн.

10,5 15,8 17,8 19,5 20,4 21,5 22,2 243 253 26,5 28,1 30,1 35,2 36,4 37 38,5 39,5 40,5 41 42,5

•*/>
ф Н .

70 75 82 89 95 100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 150 155 160 165 170

Потр1бно обчислити К'ху,гв .

Розв’язання. Осюльки обсяг виб1рки п = 20, то маемо:
_ I* ,. 70 + 75 + 82 + 89 + 95 + 100 + 105 + 110 + 115 + 120 + 125 +
х = -  -

п 20
+130 +135 +140 +145 +150 +155 +160 +165 +170 2436

= 121,8 .
20 20 

Отже, х  = 121,8.
I * ,2 _ 4900 + 5625 + 6724 + 7921 + 9025 +10000 +11025 + 

п 20
+12100 +13225 +14400 +15625 + 16900 +18225 +19600 + 21025 +

20
+ 22500 + 24025 + 25600 + 27225 + 28900 314570

20 20
= 15728,5.

V  V 2

А, = -  (х)2 =15728,5 -  (121,8)2 =15728,5 -14835,24 = 893,26.
п

Эх =893,26. 

ст, = Л/Б 7  = 7893,26=29,89. 
ст, =29,89.

- _  Т У 1 _ Ю,5 +15,8 +17,8 +19,5 + 20,4 + 21,5 + 22,2 + 24,3 + 25,3 + 
У п 20
+ 26,5 + 28,1 + 30,1 + 35,2 + 36,4 + 37 + 38,5 + 39,5 + 40,5 + 41 + 42,5

20
_ 572^6 =28 бз 

20
у  = 28,63.

I  у 2 _ 110,25 + 249,64 + 316,84 + 380,25 + 416,16 + 462,25 +
п 20

+ 492,84 + 590,49 + 640,09 + 702,25 + 789,61 + 906,01 +1239,04 +
20



+1324,96 + 1369 + 1482,25 + 1560,25 + 1640,25 + 1681 + 1806,25
20

18159,68
20

= 907,98.

О = ^ у1 - ( у ) 2 =907,98-819,68 = 88,3. 
у п

Оу = 88,3 . 

а у = ^  = у [ М 2 * 9 А .

о у =9,4.

= Ю>5 •70 +15,8 ■ 75 + 17,8-82 + 19,5 • 89 + 20,4 ■ 95 +
+ 21,5 • 100 + 22,2 • 105 + 24,3 -110 + 25,3 -115 + 26,5 • 120 + 28,1 • 125 +
+ 30,1 ■ 130 + 35,2 • 135 + 36,4 ■ 140 + 37 • 145 + 38,5 • 150 + 39,5 • 155 +

+ 40,5 -160 + 41 • 165 + 42,5 • 170 = 735 + 1185 +1459,6 + 1735,5 +1938 +
+ 2150 + 2331 + 2673 + 2909,5 + 3180 + 3512,5 + 3913 + 4752 + 5096 +

+ 5365 + 5775 + 6122,5 + 6480 + 6765 + 7225 = 75302,6.

К ' = 1 ^ ^ _ З с - у  = 2 - ^ М - 121,8-28,63 =
*  п 20

= 3765,13-3487,13 = 278.

< ,= 2 7 8 .

_  Кху _  278 _  278 _  ф д ^ д

Гв~ а хОу ~  29,89-9,4 280,966
гв * 0,989.

Оскшьки значения гв близьке до одиниш, то звщси вигшивае, що 
залежшсть М1Ж кшьюстю масла, споживаного певною особою, та и М1- 
сячним прибутком майже функцюнальна.

6. Емгпричж моменти

Початков1 емшричш моменти. Середне зважене значения 
ваР1ант у степей! к ( к =  1,2, 3 ,...) називають початковим емтрич- 
ним моментом к-го порядку я к и й  обчислюеться за формулою

♦ 2 Х Д .  (390)
к

При к 1 дютанемо початковий момент першого порядку:

* Е*, л, -

у >=— —  = хв- (391)

При к — 2 обчислимо початковий момент другого порядку:

. 2>,2и,
(392)

Отже, дисперсш  виб1рки можна подати через початков! мо
менти першого та другого порядюв, а саме:

=4*2 -(V,*)2. (393)
Центральний емшричний момент к-го порядку. Середне 

зважене вщхилення вар1ант у степеш к (к = 1,2, 3 ,...) називають 
цснтральним емт'ричним моментом к-го порядку

• ЕС*;-*в)*л;
Ц*=~ п (394)

При к = 1 дютанемо:

п П в п  *в  * в - 0 .

При к=  2 маемо:

. _ К * ,  ~ х в)2п,
Ц2 ---------- п в .

На практищ найчастше застосовуються центральна емшричш 
формуламТи-еТЬОГО 73 Четвертого П°РЯДК'В’ Що обчислюються за

(395)

(396)

Пщносячи до третього та четвертого степеня вщхилення вар|- 
ИНТ, подаемо ц3 та ц* через вщповщш початков1 моменти:

и3‘ = Ч - з у ; - у ; + 2(у;)2, (397)

- 4 уз -V* + 6у*(у;)2 -3(у*)4. (398)



КоефЁщент асиметрп А[ . Центральний емтричний момент 
третього порядку застосовуеться для обчислення коефицента 
асиметрп:

Якщо вар1анти статистичного розподшу виб1рки симетрично 
рОЗМ1ЩеШ В1ДНОСНО Хв , ТО В ЦЬОМу ра31 А, -  О, оскшьки ц 3 -  0 .

При Ах < 0 вар1анти статистичного розподшу х, < хв перева- 
жають варианта х ,> х в . Таку асиметртю називають ы д ’смною. 
При Ая > 0 вар1анти х} > хп переважають вар1анти х, < хв , 1 таку
асиметр1ю називають додатною.

Ексцес. Центральний емтричний момент четвертого порядку 
застосовуеться для обчислення ексцесу:

Е ] = Ц ~  3. (400)
а в

Е ' , як правило, використовуеться при дослщженш неперерв- 
них ознак генеральних сукупностей, оскшьки вш оцшюе крутиз
ну закону розподшу неперервноУ випадковоУ величини поршняно
з нормальним. Для нормального закону розподшу, як вщомо,
е : = о.

Приклад. Ощнки в балах х,, одержан! аб1тур1ентами на 
вступних юпитах з математики, наведет у вигляд! дискрет
ного розподшу:

15 25 35 45 55 65 75 85

5 10 15 20 25 15 8 2

Обчислити А’ .

Р о з в ’я з а н н я .  Використовуючи наведен! вище формули 1 враховую- 
чи, що и = Х и, =Ю 0 , обчислимо

2>,я, 15-5 + 25Т0 + 35Т5 + 45-20 + 55-25 + 65Т5 + 75-8 +
хв = — Ю0
+ 85-2 _ 75 + 250 + 525 + 900 + 1375 + 975 + 600 + 170 _ 4870 _ ^  ?

100 _ 100 Ю0
Звщси х в = 48,7.

. . • _ Х ( * / - * в ) Ч
Н-з------ - —п

_ (15 -  48,7)3 • 5 + (25 -  48,7)3 • 10 + (35 -  48,7)3 • 15 + (45 -  48,7)3 • 20 +
100

+ (55 -  48,7)3 • 25 + (65 -  48,7)3 • 15 + (75 -  48,7)3 • 8 + (85 -  48,7)3 • 2
100 “  “  

= -191363,765 -133120,53 -  38570,295 -1013,06 + 6251,175 +
100

+64961,205 + 145531,576 + 95664,294 
100

= -516,594.

2 ™  . < сс\2I х ,2 п, _ (15)2 ■ 5 + (25)2 -10 + (35)2 15 + (45)2 • 20 + (55)2 • 25 + 
» 100 

+ (65)2 -15 + (75)2 • 8 + (85)2 -2 1125 + 6250 +18375 + 40500 +
100 ю о

+ 75625 + 63375 + 45000 + 14450 264700
100 100

= 2647.

У  у}
°В = --- —  -  (*в )2 = 2647 -  (48,7)2 = 2647 -  23 71,69 = 275,31.п ’

Остаточно маемо: В в = 275,31.

° в = л /Я  = л/275,31 =16,59.

А - Ц з-  516,594 _ 516,594
 ̂ а 3 (16,59)3 4566,034 ’

Отже, дютанемо: Аг = -0,11.
Оскшьки А? портвняно малий, то статистичний розподш близький 

до симетричного.

Приклад. Довжина запупвок х„ виготовлених роб1тником 
за змшу, та частота цих довжин п, наведен! у вигляд1 ста
тистичного розподшу:

X„  ММ 6,5 8,5 10,5 12,5 14,5 16,5

п, 4 16 20 30 24 6

Визначити Е ’ .8



V X*/ ", О. 
Розв’язання. Обчислюеться значения хв,ств , хв ^

кшьки и = 2>, = 1 0 0 , то дастанемо:
_ 6,5 -4  + 8,5 16+ 10,5-20+  12,5-30 + 14 ,5-24 + 16,5 - 6 _

100 
76 + 136 + 210 + 375 + 348 + 99 _ 1194 = 11,94.

100 100 
Отже, хв = 11,94.
1 х 2 п, _ (6,5)2 • 4 + (8,5)^ • 16+(10,5)2-20+(12,5)2-30+(14,5)2-24_+

100

+ л 6 5)2-6 169+1156+ 2205+4687,5 + 5046+1633,5 _ 14897
— = 100 Ю0

= 148,97.

Вв = 1 ^ _ ( 3 с в)2 =148,97-(11,94)2 =148,97-142,564 = 6,406.

Яв = 6,406. 

ств = - /А  = V6,406 ® 2,53. 
А  =2,53.

Обчислимо центральний емтричний момент четвертого порядку.
Х 0 с ,-х в) Ч  (6,5 - 1 1,94)4 • 4 + (8,5 -11,94) -16 +

^ 4 = --------   100
+ П 0.5 - 1 1.94)4 • 20 + (12,5 - 1 1,94)4 • 30 + (14,5 - 1 1,94)4 -24_+

”  100

+ (16,5 - 1 1,94)4 • 6 _ 3503,125 + 2240,55 + 85,996 + 2,95 + 1030,79 +

100 100
= 94,58.

100 100
+ 2594,24 _ 9457,651

100 Ю0

г* _ ^  _а__ ?1 ^8 _ _ 3  = - ^ - - 3 = 2,308-3 = -0,692.
8 ~а*в (2,53)4 40,9715

Е; = -0,692. 

Оскшьки е1 <0, то вершина закону розподшу випадково! ве
личини, заданого щ ш ь ш с т ю  ймов1рностей, буде плоскою, тобто 
це так званий туповершинний розподш.

1. Дата визначення генерально'Г та виб^рково'Г сукупность
2. Що називаеться вар1антою, вар1ацшним рядом?
3. Що таке частота, вщносна частота вар1ант?
4. Дата визначення дискретного статистичного розподшу 
виб1рки.
5. хв, й в, ств для дискретного статистичного розподшу виб1рки.
6. Що таке мед1ана, мода дискретного статистичного розподшу?
7. Що називаеться емшричною функщею (комулятою)?
8. Властивють Р*(х) .
9. Що називаеться штервальним статистичним розподшом 
виб1рки?
10. хв, А ,, ств для штервального статистичного розподшу.
11. Як визначаеться Ме* для штервального статистичного 
розподшу?
12. Як визначаеться Мо* для штервального статистичного 
розподшу?
13. Що являе собою пол1гон частот 1 вщносних частот?
14. Що називаеться пстограмою частот 1 вщносних частот?
15. Що таке початковий момент к-го порядку?
16. Що таке центральний момент А>го порядку?
17. Асиметр1я 1 ексцес статистичного розподшу виб1рки.
18. Що називаеться розмахом, коефщ1ентом вар1аци?
19. Р  (х) для штервального статистичного розподшу виб1рки.
20. Що називаеться двовим!рним статистичним розподшом 
виб1рки?
21. Формули для обчислення основних числових характери
стик ознак X 1 У для двовим1рного статистичного розподшу 
виб1рки.
22. Емшричний корелящйний момент К*ху та його власти-
ВОСТ1.
23. Виб1рковий коефпцент кореляци гв та його власти восп.
24. Що називаеться умовним статистичним розподшом
У /Х  = у, ?
25. Умовш числов1 характеристики для умовного статисти
чного розподшу X /У  = у /, У /Х  = х/ .
26. Що називаеться умовним статистичним розподшом 
Х /У  = у,7
27. Умовш числов1 характеристики для умовного статистич
ного розподшу X /У  = у г



1. При вивченш випадковоУ величини X  у результат! 40 незалежних
спостереженьдеталивиб1рку: п » в т т  ш  и

10, 13, 10, 9, 9, 12, 12, 6, 7, 9, 8, 9, 11, 9, 14, 13, 9, 8, 8, 7, 10, 10, 11,
11, 11, 12, 8 ,7 ,9 , 10, 14, 13,8,8,9, 10, 11, 11, 12, 12.

Ь°Побудувати дискретний статистичний розподш для щеУ виб1рки, а 
також ПОЛ1ГОН частот \ Р ( х ) .

2. Обчислити хв, а в, К, V.
3. Знайти Мо*, Ме .
Вгдповгдь. хв =10, а в = 2.

2. П’ятдесят аб1тур1ент1в на вступних юпитах з информатики дютали
таку КШЬЮСТЬ бал1в:

12, 14, 19, 15, 14, 18, 13, 16, 17, 12,
20, 17, 15, 13, 17, 16, 20, 14, 14, 13,
17, 16, 15, 19, 16, 15, 18, 17, 15, 14,
16,15,15,18,15,15,19, 14,16,18,
18, 15, 15, 17, 15, 16, 16, 14, 14, 17.

^Побудувати дискретний статистичний розподш. Пол1гон частот, 

Р \ х ) .
2. Обчислити хв, ств, К, V .
3. Знайти Мо , Ме .
Шдповгдь. хв = 15,78, а в = 1,93.

3. Через кожну годину вим1рювалась напруга в електромережь Ре
зультати вим1рювання напруги у вольтах наведен! у вигляд1 статистич-

222, 219, 224, 220, 218, 217, 221, 220, 215, 218, 223, 225,
220, 226,221,216,211,219, 220, 221, 222, 218, 221, 219.

Ь°Побудувати дискретний статистичний розподш, полшон частот I

Р \ х ) .
2. О бчислити^, о в, Я, V.
3. Знайти Мо , Ме .
В1дпов1дъ. Зсв = 220,25 , ств = 2,66.

4 3 допомогою рад10дальн0М1ра було здшснено 16 вим1рювань од- 
н1еу 1 -пеУ самоУ В1дстан1. Результати вим1рювання в метрах наведен1 у 
вигляд! сатистичного ряду:

1. Побудувати дискретний статистичний розподш, полигон вцщос-
них частот .

2. Обчислити хв, ств, К, V.
3. Знайти Мо*, Ме*.
Вгдповгдъ. хъ =20] м, а в =13,85 м.

5. Для обчислення середньоУ врожайносп' озимоУ пшениц1 х, коопе- 
ративне поле площею 2000 га було подшено на 20 р1вних дшянок п. 
Фактичнии урожаи на кожн1й дшянц! наведено в таблиц!-

х„  ц /г а 25 3 0 35 4 0 45
и, 2 3 8 4 3

Потрхбно:
1. Побудувати тешгон вщносних частот 1 комуляту.
2. Обчислити Зсв, ств, К, V .
3. Знайти Мо*, Ме*.
В1дпов1дь. хв =35,75 ц/га, ств =5,76 ц/га.

6. На кожну сотню деталей, що Ух виготовляе цех, у середньому 
рипадае дв1 бракованк Було перев1рено 10 партш по 100 деталей у ко- 

жнш. Вщхилення кшькост1 виявлених бракованих деталей вщ серед
нього х, наведено в таблиц!:

Н о м е р
п а р т а 1 2 3 4  ' 5 6 7 8 9 10

X/ - 1 0 1 1 - 1 1 0 - 2 2 1

Потр1бно:
1. Побудувати дискретний статистичний розподш, полигон частот 1 р ' ( х)
2. Обчислити хв, ств, К, V.
3. Знайти Мо*, Ме*.
Вгдповгдъ. хв =0,2 , ств =1,233.

7. Результати вим1рювання максимальноУ мюткосп х, 20-ти конлен- 
саторт у ткофарадах наведено в таблиц! :

Н
ом

ер
ко

нд
ен

са
то

ра

1 2 3 4 5 б 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1
ч*

4,4 4,31 4,4 4,4 4,65 4,56 4,71 4,54 4,36 4,56 4,31 4,42 4,6 4,35 4,5 4,4 4,43 4,48 4,42 4,45



т

Ж д а в а т а  дискретний статистичний розподш, полной вщнос-

них частот 1 Р (х) ■
2. Обчислити^ хв, а в, К, V.
3. Знайти Мо , Ме .
Шдповгдъ. хв = 4,47пФ , а в =1Д08пФ.

,0 У  к. Е р ю ^ Г п о ~  Е
амперах: -------

У°Побудувати диск р етн и й  статистичний розподш, понтон частот 1

Р \х ) .  _
2. Обчислити^ хв , ств , К, V.
3. Знайти Мо , Ме .
Шдповгдъ. хв = 2 мА, а в = 2,23 мА.

Ь Побудувати пошгон в1дносних частот, комуляту, Р  (*) •

2. Обчислити хв, о в, Я, V ,
3. Знайти Мо , Ме .
Шдповгдъ. хв =14,34 , а в = 0,039 .

10. 1з нарта ” 'лець *
наведен^Светляд^диск^таоп) статистичного розподшу:

*

Г1отр1бно:
1. Побудувати пол! гон вщносних частот 1 комуляту.
2. Обчислити хв, ств, К, V.
3. Знайти Мо , Ме .
Шдповгдъ. хв =14,34; ств =0,039.

11. У В1ДДШ техшчного контролю було вим^ряно д1аметри 200 вали
ка 13 партп, виготовленоТ одним верстатом-автоматом. Вщхилення ви- 
М1ряних д1аметр1в вщ номшалу наведено як штервальний статистичний 
розподш, де X  = х, вим1рюеться в мкронах:

«л О
и 5, 1 1. 7 о о .2

0 V»<ч .3
0

мк О ус\ о о О о
7 1 1 гч гч

И/ 7 11 15 24 49 41 26 17 7 3

Потр1бно:
1. Побудувати пстограму частот 1 Р*(х) .
2. Обчислити хв, а в, А*, Е], Мо*, Ме*.
Шдповгдъ. хв = 4,3 мк; ств = 9,79 мк; Л* = -0,128 мк; Е* = -0,16; 

Мо* = 3,79 мк; Ме* = -1,46 м к .

12. 1з партп однотипних сталевих болт1в, виготовлених заводом, бу
ма здШснена виб1рка обсягом 200 шт. \ результати вим1рювання Тх д,1а- 
метр1в х, наведено у вигляд! штервального статистичного розподшу:

гч ЧО 00 о гч ЧО 00 о гчтг ^г П* ю т ЧО ЧО ЧО
тГ гГ П- гг тг

ДГ, ММ 1 1 1 | т 1 1 1Н т 2 м м оо с1 1гч 1тГ ЧО 1оо о 1гч»/-> ЧО ЧО
Т*- ■'3- гг

1—4 ,"н ’г-“‘ г—1 т—| **—! 1 г -н

И/ 2 2 8 9 9 14 41 76 21 и 4 3

Потр1бно:
]. Побудувати пстограму частот 1 Р \х ) .
2. Обчислити хв, ств, Е*8, А*, Мо*, Ме*.
Шдповгдь. хв =14,34 мм; а в = 0,039 мм; А* =0,311 мм; Е* = 

-1,549 мм, Мо* =15,34 мм, Ме’ =15,39 мм..

13. П)сля пппфування 200 однотипних деталей були шддаш контро- 
пьиим вим1рюванням, результати яких наведено у форм г интервального
* I неистинного розподшу:
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Потребно: ,
1. Побудувати пстограму вщносних частот 1 Р (х).
2. Обчислити хв, ств, Ех, Ах, Мо , Ме .
Шдповгдъ. хв = 4,004 мм; а в = 0,126 мм; А] =0,311 мм;

Е' = -0,117 мм, Мо* = 4,38 мм, Ме* = 4,875 мм.8 5
14. У 100 ос 16 було вим1ряно зрют х,. Результати вим1рювання наве

дено як штервальний статистичний розподш: _______________

х„ см 
к = 4 см

16
8—

17
2

17
2—

17
6

17
6—

18
0 ■’З’00

1оо

0000
Iоо 19

2—
19

6

19
6—

16
6

п, 10 20 30 25 10 3 2

Потребно: >
1. Побудувати пстограму частот 1 Р (х).
2. Обчислити хв, а в, Ех, Ах, Мо , Ме .

Вгдповгдь. хв =178,88 см, а в =98,87 см, А] =0,0063 см,

Е] =-2,9999 см, Мо* =178,7 см, Ме* = 178,6 см.

15 Для дослщження розподшу маси новонароджених х, була з1брана 
шформащя про 100 датей. Ця шформащя подана як штервальнии стати-

Т  Г  Г  _________________________ „ ч  Л /  т а ( л п и и и ш  Ш П П М Г

х„ кг 
к = 0,5

1,
0—

1,
5 о

ч•П

«Г

3
ОГ 2,

5—
3,

0

3,
0—

3,
5 о

т
СП

10

1

4,
5—

5,
0

п, 2 8 10 30 40 6 3 1

Потр1бно: ,
1. Побудувати пстограму вщносних частот 1 Р (х).
2. Обчислити хв, а в, Е5, Ах, Мо , Ме .
Вгдповгдь. хв =2,915 кг, а в = 0,625 кг, А, =-0,26, Е, =0,73, 

Мо’ = 3,11 кг, Ме* = 3 кг.

XI 
к = 2 0

—
2

2—
4 40 ОО

1чо

о

Тоо 10
—

12

12
—

14

14
—

16 оо

тчо

18
—

20
 

:

сч
<ч
1

о

сч

сч

л, 2 5 7 11 15 18 26 20 14 10 6 3

1. Побудувати пстограму частот 1 комуляту Р'(х).
2. Обчислити *в, ств, Е], А], Мо*, Ме*.
Вхдпотдъ. *в =12,58, а в =4,88, 4* =-0,13, Я,* =-0,39, Мо* = 13, 

Ме = 11.

и», 17‘ В'дсоток виконання плану пщприемства за рж та юльюсть пш-
ЦеЙ я а в е д е н 0  у вигл™  !™ Р»шь»ого

Хп %  
к =  10%

10
—

20

20
—

30

3
0

-^
0

40
—

50
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—

60

60
—

70 о
оо

Г"
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08

о0

1
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3о 11
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12
0

и, 2 6
..>

13 16 25 12 10 8 5 3 1
1

1. Побудувати пстограму вщносних частот 1 комуляту Р'(х).
2. Обчислити хв, ств, Е], А], Мо*, Ме*.

, В1дповгдь. хв = 58,2 %, а в = 21,21 %, А] = 0,0043 %,
Е\ = -0,22 %, Мо* = 54,1 %, Ме* = 57,2 %.

18. Кшьюсть виготовленого полотна за змшу х, ткачами наведено V 
форм! штервального статистичного розподшу:

XI, м
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,8

—
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8— ОО
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12
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<ч
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П/ 8 12 25 39 26 18 12 9 4---------

1. Побудувати пстограму вщносних частот 1 комуляту р \х ) .
2. Обчислити хв, ств, Е], А ’, Мо*,Ме*.
Вгдповхдь. хв = 93,13 м; а в = 19,1 м ; Е] = 0,38; А] = 0,31;

Мо* = 88м; Ме* =84,12 м.



19 Р1вень води х, в р1чщ вщносно номшалу вим1рювався протягом 
50-ти роив навеет. Результати виморювання наведено у форм1 штер
вального статистичного розподшу. ______

Х( ,  см 
И =  24 0—

24

24
—

48

48
—

72

72
—

96

96
—

12
0

12
0—

14
4

14
4—

16
8

о*»
г—<

1
ОО
ЧО 19

2—
21

6

И/ 0 2 4 6 12 16 6 3 1

Потр1бно: ,
1. Побудувати пстограму частот 1 комуляту Р (х).
2. Обчислити хъ, ств, Е5, А,, Мо .
Вгдповгдъ. хв = 118,1 см, ств =36,2см, А, =0,38, ^ .= -0 ,1 2 ,

Мо* =126,86.
20 Залежшсть урожайносп х, яровоТ пшенищ вщ кшькост1 опадхв про

тягом весни зображено у форм1штервального статистичного розподшу:

2гаII

4,
2—

6,
2

6,
2—

8,
2 сч

©

Iоо 10
,2

—
12

,2

12
,2

—
14

,2

14
,2

—
16

,2

16
,2

—
18

,2

18
,2

—
20

,2

20
,2

—
22

,2

И; 5 15 20 25 30 18 8 2 1

Потр1бно: ,
1. Побудувати пстограму частот 1 комуляту Р (х).
2. Обчислити Зсв, а в, Е5, Лх, Мо , Ме . 
В1дпов1дь.хв = 11,9 ц/га, о в = 40,8 ц/га, 4 = 0 ,0 0 0 2 ,

Е *  =  -2,9999, Мо* = 12,79 ц/га, Ме* = 11 ц/га.
21. Залежшсть ргчноУ зароб1тноТ плати У вщ загального виробггку X  

показано у вигляд! двовим1рного статистичного розподшу:____________

X

У

1,5 2,5 3,5 4,5 5,5 П у ,

0,82 1 3 — —

0,86 — 3 2 1 —

0,9 — 2 5 9 3

0,94 — — — 6 4

0,98 — — — — 2

П щ

Обчислити гв, у х = 4,5, Зс,, =0,80.
Вгдпов1дь. гв =0,783; ^ =45 =0,913; Зс, =086 =3,17.

22. 31 старших клаав лщею було ввдбрано групу учшв. Даш про Ух 
середньоршш оцшки з математики х, та решти дисцишйн п, (за сто
бальною системою) наведено в таблиц!:

п1 45 30 48 50 52 54 51 60 62 63 65 70 71 74 76 68 79 85

X, 30 35 40 44 48 55 52 65 69 72 78 82 84 86 90 91 92 95

Обчислити К ху,

Вгдповгдъ. Кху = 252,62; гв =0,903. 

и^ '  Вигот°влен1.в цеху втулки сортувалися за вщхиленням внутр1ш-

",“ » / ! Т „ Г д » ^ мтХ Г иГ 0 к  с ” льний розпод-

Х=Х],  мм У= у„ мм
0,002 0,004 0,006 Г 0,008 П у /

0,01 1 3 4 2
0,02 2 2 24 10
0,03 4 15 8 3
0,04 4 6 8 2

пч

Обчислити гв, Л=0 03) ху=004.

Вгдповгдь. гв =0,141; = 0,0047 мм; Зс̂ 04 = 0,029 мм.

24. Залежшсть р1чноУ продуктивное™ пращ в розрахунку на одного 
каданоИвКтаблВи ^еНеРГ°М1СТКОСТ' ПраЦ‘ На п'ДпРиемс™  певноУ галуз! по-

у „ тис. грн/ 
роб1ТН. 11,0 11,6 12,1 12,7 13,2 13,9 14,1 14,6 14,9 15,4
х,, кВт/ 
робггн. 5,2 5,8 5,9 6,2 6,9 7,2 7,5 8,5 8,8 9,4

Продовження табл.
У/, тис. грн/ 
робггн. 11,0 11,6 12,1 12,7 13,2 13,9 14,1 14,6 14,9 15,4
х„ кВт/ 
роб!ТН. 5,2 5,8 5,9 6,2 6,9 7,2 7,5 8,5 8,8 9,4



Обчислити К ху, гв.
Шдповгдъ. Кху = 6,945; гв = 0,681.

25. При анал131 руди дютали таю даш про вщсотковий вмют у нш 
свинцю та ср1бла. Результати анал1зу наведено в таблиц!:

у - л

Х=х]

2,5 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 42,5 «V.

2 119 9

6 9 59 7

10 1 4 28 3

14 — — 8 12 4 — — —

18 — — 1 6 7 1 1 — —

22 — — — 1 1 8 3 — —

26 — — — — — 2 1 — —

30 3 2 1

34

38 1

Обчислити гв , у х=12}; ху=1Л.
Шдповгдъ. гв =0,865; у х=п 5 =3,32%; ху=ы =50% .

26. Залежшсть урожайност! озимо'Г пшенищ _у, вщ кшькост1 внесених 
добрив Х( показано в таблиц!:

У„ ц/га 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34

■*/>
кг/га 10 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

Обчислити К , гв.

Шдповгдь. Кху = 289,23, гв = 0,998.

27. Залежшсть мщноеп бавовняного волокна вщ його довжини в1- 
дображено у вигляд! двовим!рного статистичного розподшу виб1рки (в 
умовних одиницях):

Обчислити К  гЕ 

В1дпов1дь. Кху = —157,43, гв = -0,98.

брив9н а Т г* 'г |Снаведено*уНвигляпГеНК> ?'Д к1лькос"  “ ««■»* ДО- подшу виб!рки: игляд! двовимфного статистичного роз-

'-'и ч ж ;л и ти  Гв , V V
В» У  дг=4300> у=6,25*

В1дпов1дь. гп = - 0  62 V  -  с оо. -В Л-4300 -  5,98; Хуш6;а =4427,3.

пар ч о л о й о г о Г Д ” ’Я ^ ^ ^ Г ^ ^ о ? Ж ; | :ПР<>Да"ИХ



Обчислити гв, Ух=1,5 ’ х у-16,5 ■
_ ООО

Ш дповгдъ. у , =1|5 =  1 7 ,8 3 ;  ^ =16 5 -  >

30. Результати вкшрюванн» чутливост! вике у, та звукового канал,в 

х , наведено в таблиц!.х, навед*

у*

;но в та

250

0ЛИЦ1.

200 180 160 140 НО 100 95 90

X1 180 230 240 250 300 320 330

Ппг>г)(

340

пвженн

350 

я табл.Продовження табл.

У( 85 80 75 80 70 65 60 55

х, 360 370 380 390 400 410 420 430

Обчислити К ху, гв.

В гдповгдь. К ху =  - 3 4 5 6 ,9 ,  гв 0 ,9 7 .

РОЗД1Л VI

СТАТИСТИЧШ ОЦ1НКИ. 
СТАТИСТИЧШ ППОТЕЗИ

ТЕМА 13. С ТА ТИ С ТИ Ч Ш  О Ц Ш К И  ПАРАМ ЕТР1В  
ГЕНЕРАЛЬНСН СУКУПНОСТ1

1. Загальна шформащя

1нформац1я, яку дютали на основ1 обробки виб1рки про ознаку 
генерально'Г сукупносп, завжди мютитиме певш похибки, осюльки 
виб1рка становить лише незначну частину вщ не'Г {п < /V), тобто об
сяг виб|рки значно менший вщ обсягу генерально'Г сукупносп.

Тому слщ оргашзувати виб1рку так, щоб ця шформащя була 
найбшьш повною (виб1рка мае бути репрезентативною) 1 забез- 
печувала з найбшьшим ступенем дов1ри про параметри генераль
но'Г сукупност1 або закон розподшу и ознаки.

Параметри генерально'Г сукупносп М(х)  = Х г , Д  , а г,Мо, Ме, г 
с величинами сталими, але Тх числове значения невщоме. Ц1 парамет
ри оцшюються параметрами виб1рки: хв, Ов, а в, Мо*, Ме*,гв, яю
дютають при обробц! виб1рки. Вони е величинами непередбачувани- 
ми, тобто випадковими. Схематично це можна показати так (рис. 115).



Тут через 0 позначено ощнювальний параметр генеральнсн су- 
купност1, а через 6* —  його статистичну ощнку, яку називають 
ще статистикою. При цьому 0 = сопз^ а 0 —  випадкова вели
чина що мае певний закон розподшу ймовфностеи. Зауважимо, 
що до реал1зацп виб^рки кожну и вар1анту розглядають як випад
кову величину, що мае закон розподшу ймовфностеи ознаки гене
ральноТ сукупност1 з вщповщними числовими характеристиками.

М(х, )  = Х г =М(х),  Д(*,) = А-, а(х,) = а г;

2. Точков! статистичж оцшки параметр'ш 
генеральноТ сукупност!

Статистична ощнка 0*, яка визначаеться одним числом, точ
кою, називаеться точковою. Беручи до уваги, що 0 е випадко
вою величиною, точкова статистична ощнка може бути змщ е-
ною 1 незм1щеною: коли математичне споджання ще1 ощнки 
точно дор1внюе ощнювальному параметру 0, а саме:

л ф - ) = 0, <40 ')

то 0* називаеться незмщеною\ в противному раз1, тобто коли

М(0‘) * 0, (402)

точкова статистична ощнка 0* називаеться змщ еною вгдносно 
параметра генералъно1 сукупностг 0.

Пзниця
0 * - 0  = 5

називаеться зм1щенням статпистично1 
оцшки 0*.

Ощнювальний параметр може мати 
кшька точкових незмвдених статистич
них ощнок, що можна зобразити так
(рис. 116):

Наприклад, нехай 0 = М(Х), яка мае
ДВ1 НеЗМ1ЩеН1 ТОЧКОВ1 СТаТИСТИЧШ ОЩН
КИ---  1 0*. ТОД1 ШДЛЬНОСТ1 ЙМ0В1рН0С-
тей для 0*, 02 матимуть такий вигляд 
(рис. 117):

(403)

Рис. 116

1з графш в щшьностей бачимо, що ощнка 0, пор1вняно з ощн- 
кою 02 мае ту перевагу, що в малому окол1 параметра 0, 
/(®1 )> /(0 2  )■ Зв1дси випливае, що ощнка 01 частш е набуватиме 
значения в цьому окол1, шж ощнка 02.

Але на «хвостах» розподшв маемо шшу картину: бшыш вщ
хилення вщ 0 будуть спостер1гатися для статистично'Т ощнки 0’ 
частше, шж для 02. Тому, пор1внюючи дисперси статистичних 
ощнок 0,, 02 як М1ру розс1ювання, бачимо, що 02 мае меншу ди- 
сперс1ю, шж ощнка 0*.

Точкова статистична ощнка називаеться ефективною, коли 
мри заданому обсяз1 виб1рки вона мае мЫмальну дисперс1ю. От
же, ощнка 02 буде незм1щеною й ефективною.

Точкова статистична ощнка називаеться грунтовною, якщо у
Раз! необмеженого збшьшення обсягу виб^рки 0* наближаеться 
до оцшювального параметра 0, а саме:

11ш Р (|е’ - е |< ^ ) = 1. (404)

3. Методи визначення точкових 
статистичних оцшок

1снують три методи визначення точкових статистичних ощнок 
для параметрхв генеральноТ сукупность

Метод аналопй. Цей метод базуеться на тому, що для пара- 
метрш генеральноТ сукупност! вибирають таю сам! параметри



виб1рки, тобто для оцшки Х Т- М[Х) ,  Б г вибирають аналопчш 
статистики —  5св, Дв.

Метод найменших квадрапв. Зпдно з цим методом статис
тичш оцшки визначаються з умови мш1м1заци суми квадрат1в
вщхилень вар1ант виб1рки вщ статистично'Г ощнки 0*.

Отож, використовуючи метод найменших квадрат1в, можна, 
наприклад, визначити статистичну оцшку для Х г = М ( Х ) . Для

цього скористаемося функщею и = Т(х,  ~®’)2пг Використовуючи
/=0

умову екстремуму, дютанемо:

2х;(х,-е*)/»,=о-»
СЮ 1=0

п
Т х)п,

-» -2X 0* = о -> е* = —— = хв.
/=1 /=1 П

Звщси для 0 = Х г точковою статистичною оцшкою буде 
0* — 5св —  виб1ркова середня.

Метод максимально! правдопод1бносп. Цей метод посщае цент- 
ральне мюце в теорп статистичного оцшювання параметр!в 0. На 
нього свого часу звертав увагу К. Гаусс, а розробив його Р. Фшер. 
Цей метод розглянемо докладные.

Нехай ознака генерально'Г сукупност1 X  визначаеться лише од
ним параметром 0 1 мае щшьнють 1мов1рностей/ ( х ; 0). У раз1 реа- 
Л1заци виб1рки з вар1антами х , ,х 2, . . . ,х п щшьнють 1мов1рностей 
виб1рки буде такою:

/ (х„ х2, х п, в ' ) = / ( х , , 0* )■ / ( х 2, 0* )•... • /(х„,  0*). (405)

При цьому вар1анти розглядаються як незалежш випадков! ве
личини, котр! мають один 1 той самий закон розподшу, що й 
ознака генерально'Г сукупносп X.

Суть цього методу полягае в тому, що, фжсуючи значения ва-
р1ант дс,, х2, х п, визначають таке значения параметра 0 , при 
якому функщя (405) максим1зуеться. Вона називаеться функщею 
максимальноX правдопод1бност11 позначаеться так: Ь = 1 (0*).

Наприклад, коли ознака генерально'Г сукупност1 X  мае нор
мальний закон розподшу, то функщя максимально!' правдопод1б- 
ност1 набере такого вигляду:

/ ( х „ х2, х п, 0,, 0^) =
-М

2е;

(27102)2

а с а м е Т К™Щ ЗРУЧ" °  Ыд ф5'нкцГ'' (406> перейти до ТГ логарифма,

1п/(* „ * 2.....х„, о;, 0-) =

-  Ь(х{, х2, х п, 0,, 0^) = —̂ •(1пл--4-1пй*)-Х (-У1 ~ 0| )
2 202 

танемоГ° 3 Необх™ '" °  экстремуму для ц И  фу„щ |у д!с-

дЬ

ао;
8 1

ао;
— -  _  П  ̂ п (  \2 

Г  " адГ+5Й 7 ^ - 0" =О'
3 першого Р1ВНЯННЯ системи (407) дютанемо:

(407)

0* -  1 Vу 1 - - - Е х , .  =дгв ;
П  /=1и 1=1

з другого ргвняння системи (407) маемо:
(408)

(409)

Х г ‘ М(Х)  точков° ю отатистииною оцшкою е ЗГВ

= Э ^ > = « = = г
I справд!, в

Щ х в) = М

С « N
2 > ,
/=1

П
- I  Щх,)

П

п

Ураховуючи те, що) ^  а па 
М(х,) = Х г =а Г ^ Г  = ~  = а-



Отже, М[хв ) = Х г.
Перев1римо на незм щ еш сть статистичну ощнку и в .

М { Б В) = М
( ± ( х , - х в )2}

/=1 — АА
1 ( ( * , - я ) - ( * в -« ) )2
/-1

п
— 1У1

п
\ V '

х  ((х, -  а)2 -  2{х, -  а \ х в - а )  + {хв -  а)2)
= М —--------------- — -------------------- -------- -п

± ( х , - а ) г - 2± ( х , - а 1 х , - а ) +± ( х , - а ) ‘ 
= ---------- ;=1

% (х, -  а)2 -  2(хв -  в )1  (х, -  а) +(хв -  а)2 п 
= м м ------------------- 1=1

X (х, - а ) 2 -  2(хв - а ^ х , - I  ° )  + "(*в ~ аУ _

X (х, -  а)2 -  2(хв -  о)(лхв -  па)+ "(хв “  ■аУ 
- ---м ---------------------------------— --------------

Х(х, -  а )2 -  2«(хв -  а )2 + «(хв -  а)2
- -------------------------------------- ------------п

Ы Х - ° ) 2  .  V,
= М М------------- Л ф в - а )  =

Оскшьки М(х, -  а)2 = Д-, 1
( п \  

2> ,
М{хв - а ) 2 = Д х в) = 1>

V У 
дютанемо:

Дг

Таким чином, маемо:

м ( 4 > ) = —  А -П
Отже,1)в е точковою зм1щеною статистичною оцшкою для

л  •
ДС ~й коеф1щент змщення, який зменшуеться 31 збшь-

шенням обсягу виб^рки п.

Коли Пв помножити н а --- , то дютанемо —- — О
Т0Д1 -■

(
м

п
Отже, А , буде точковою незм1щеною статистичною

оцшкою для О г . II назвали виправленою ди сп ераею  1 позначили 
через 8 2.

Звщси точковою незм1щеною статистичною оцшкою для В г е

виправлена дисперс1я 5 2 = ——  л  або
п — 1

с! „  Ё ( * , - ь Г  Ц х , - х ву
5  ■ (4>0)

Величину

8 = Л1 ~ а
п - 1

В (411)

Пи™!*,?™'равленим середнш  квадратичным в1дхиленням. 
Виправлене середне квадратичне вщхилення, слщ наголосити 

буде змщеною точковою статистичною оцшкою для а г , оскшьки



М ( 8 ) - ^ к
Л

к + 1

Л

(412)

де к = п -  1 е к1льк1стю ступешв свободи;

Г г

к + 1

Г

коеф1щент зм1щення.

Приклад. 200 однотипних деталей були пщдаш шл1фуван- 
ню. Результати ви\прювання наведен! як дискретний ста
тистичний розподш, поданий у табличнш форм!:

х1, мм 3,7 3,8 3,9 4,0 4,1 4,2 4,3 4,4

", 1 22 40 79 27 26 4 1

Знайти точков1 незм1щеш статистичш ощнки для Х г — М(х\

Д ..

Розв’язання. Оскшьки точковою незм1щеною оцшкою для Х г е 

хв, то обчислимо
I  хд  _

8 п
3,7 ■ 1 + 3,8 • 22 + 3,9 ■ 40 + 4,0 -79 + 4,1 • 27 + 4,2 • 26 + 4,3 • 4 + 4,4 • 1 _

200
3,7 + 83,6 + 156 + 316 +110,7 + 109,2 + 17,2 + 4,4 ^  808,8

200 200
= 4,004 мм.

Для визначення точковоТ незмщеноТ статистичноТ оцшки для 1>г 
обчислимо 1)в :

_ (3,7)2 • 1 + (3,8)2 -22 + (3,9)2 -40+ (4,0)2 -79+ _
„ ~ 200

+ (4,1)2 ■ 27 + (4,2)2 • 26 + (4,3)2 -4 + (4,4)2 -1 _
200

13,69 + 317,68 + 608,4 +1264 + 453,87 + 458,64 + 73,96 +19,36
200 

3209,6
200

= 16,048.

° в  = 1 -  (хв )2 = 16,048 -  (4,004)2 =

= 16,048 -  16,032016 = 0,015984.

Тод! точкова незмщена статистична ощнка для Д . дор1внюватиме:

п - 1
-Д, =■200-1  0,015984 = 0,01606 мм2.

Приклад. Граничне навантаження на сталевий болт х„ що 
вим1рювалось в лабораторних умовах, задано як штерваль
ний статистичний розподш:

х,, км/мм2

И , 40

т

32

Л

28

ОО
I•О

24 20

•О
о"

18 16

«ч

12

Визначити точков1 незмщеш статистичш оцшки для 
Х г = Лф), Д ..

Розе язання. Для визначення точкових незмщених статистичних 
оцшок хв, 8  перейдемо вщ штервального статистичного розподшу до 
дискретного, який набирае такого вигляду:

.  И
х, = + -  

2
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

п, 40 32 28 24 20 18 16 12 8 4

Обчислимо *в : и = 2> , = 202,

-  _ Х * > , 5-40 + 6-32 + 7-28 + 8-24 + 9-20 + 10-18 +
~--------------------------- —------------------ —------------------------------

Л 202
+ 11-16 + 12-12 + 13-8 + 14-4 1620



Отже, точкова незмщена статистична оцшка для Х г М{х).

хв = 8,02 кг/мм2.
Для визначення 5 2 обчислимо йв'-

Т ^ ) 2 (5)2 • 40 + (6)2 • 32 + (7)2 • 28 + (8)2 • 24 + (9)2 - 20 +
202

+ (10У-18 + 0 1>2 -16 + (12)2 • 12 + (13)2 • 8 + (14)2 • 4 _ 14280 ^ 70 ^
202 202

в  = ^ К 1 а _ ( 5 с в)2 = 70,69-(8,02)2 = 70,69-64,32 « 6,37 кг/мм2.

2 0 2 _  6 3 у  =  2 0 2  и 6 4  

Л п — \ 202-1  201
Звщси точкова незмщена статистична оцшка для Д . е 

5 2 = 6,4 кг/мм2.

4. Закони р о зп о д ш у  й м о в 1рностей 
д л я  х в , 3  , 3

Як уже зазначалося, числов! характеристики виб1рки е випад
ковими величинами, що мають певш закони розподшу имовцжо- 
стей. Так, хв (виб1ркова середня) на гадс-пий центрально1 гранич
или теореми теорп ймов1рностей (теореми Ляпунова) матиме 
нормальний закон розподшу з числовими характеристиками

п

0 ( х в ) = 0 \
Х > д Л _ А -.

п

а ,
®(*в ) = " Г -  л/и

Отже, випадкова величина хв мае закон розподшу N
/  л 

а г 
а\—г=

V

Щ °б визначити закон розподшу для 5 2, необхщно виявити 
зв’язок М1Ж 5!2 1 розподшом X2 •

Нехай ознака генерально) сукупност1 X  мае нормальний закон 
розподшу N(<2; а ) . При реал1зацп вибхрки кожну з вар1ант X  - х ( 
розглядають як випадкову величину, що також мае закон розпо
дшу К (а ; ст). При цьому вар1анти виб1рки е незалежними, тобто

К  у -  0, а випадкова величина г = —----- вщповщно матиме закон
розподшу N(0;  1).

Розглянемо випадок, коли вар1анти виб1рки мають частота
П, = 1, ТОД1

52 = - ~ Т ’ХС*, ~хУ,  де X = хв = - ^ - .  
п - 1 п,

Перейдемо вщ випадкових величин х ,,х 2,.. . ,х и до випадкових 
величин у х, у 2 , . . . ,  у п , яю лшшно виражаються через х , ,  а саме:

У\ ~ ’

У2 ~ ^ 2^2 ^  +Хг~ ^ х’3^’

Уз ~  -^ /з-4  ^  Хг Хз ~   ̂’

У4 ~ 5 (Х1 + + х3 + х4 — 4 х 5 );

УпЧ =  ~ у Ц п - \)п ^ Х' + Х 2 + Х 1 +  -  +  Х"->

Л  = 7 =(х, + х2 + х3 +... + х„_, + хл) = ^  ™  X.
'  ^ Л2 -V

Оскшьки випадков1 величини ^  е лшшними комбшащями 
випадкових величин х(, то у „ у 2, . . . , у п теж матимуть нормаль
ний закон розподшу з числовими характеристиками:

М ( у {) = м { - ± =  (х, - х 2) У ~ ^ = { М (х, ) - М ( х 2)) =  - А = ( а - а )  = 0,



В (У1) = П ^ -± = (;с, - х 2)^ = |(Д д с 1) + Д * 2)) = ̂ ( а 2 + а 2) = а 2 = Иг 

Л /(х2) = М ^ - щ ( х 1 + х 2 -  2 х3) = - щ ( м ( х , ) + М ( х 2) - 2 М (х3))=

(а  +  а - 2 а )  =  0 ,
л /2^ 3

г)(у2) = х / - ^ _ г ( х 1 + х2 - 2хэ) |  = ̂ (1>(х1)+1>(х2)+41>(хз))=

= -(су 2 +(Т2 + 4 сг2) = 0 2 =  Ц -.

М ( у п_1) =  М (х, +  х 2 +  х 3 + .. . .  +  х„_, -  (л -  1)*„)

.. 1 , - ( м ( х . )+  М (х 2)+ М (х 3)+ ... + Л /(хи_,) -  (п - 1  )м (х „ )) =  
у](п - \ ) п

= —г г 1 = = ( а  + а  + а +  ... + а - ( п - \ ) - а )  =  
л ](п -\)п

= . 1  -( ( я - 1 ) - а - ( и - 1 ) д )  =  0.

п-\) — -О! // \ ("̂ 1 ^2 -̂ 3 +■■•■ + -̂ л-1 — — ! К  )

= у—и ~  (р(х, )+ Г>(х2)+ Д(х3)+... + /)(х„ч )+ (л - 1)2 1)(х„ ))= 
(л ~ 1)и

= -----1-----(а2 + а 2 + а 2 + ... + о2 + ( и - 1)2 -ст2)=
( л - 1) л ^

= — 1— ((и -1)-а 2 + ( л - 1)2а 2)=
( л - 1)-л

Л 1 ( 2  /  1\ 2*\ 0 ’ ^ _ 2  _2 г~\= - ----------- ( а 2 + ( л - 1)а ) = 7 - — а  = а  = и т.
(и -1  • л) (л -  О ■ п

Отже, випадков1 величини у1 (/ = 1, и - 1) мають закон розподь
лу Л̂ (0 ; ст2).

Побудуемо матрицю А, елементами якоТ е коефщ1енти при х,. 
у л1н1йних залежностях для у >:

1 1

А  =

л /П
1

л /Г з
1

л/Г4

т

л/Ь2
1

л/23
1

л / П

т

л/Г з
1

л/з^4

т

о

л /Г 7

т
л/(п - \ ) п  у1(п- 1 ) п у1(п-1)п -7(и-1)-и

_1_ _1_ _1_
л/л л/я л/й л/й

Транспонувавши матрицюЛ, дютанемо: 

/  1 1 1 1

О

о

о

й '-1

л/(« - 1) ■ п л/(п ~ 0 'и

Л' =  Л Т =

1

1

1

л/Ь2  л /^3 л/^4 л/^5
1 1 1

л/Ь2 л/2^3 л/з"-~4
1О

О

О

о
л / П

у1 ( п - \ ) - П  л / й  

1

1
л/л

1

- ( л - 1) 1
л /(л -1)-л л/л у 

Якщо перемножити матрищ Л 1 Лт, то матимемо:

А А Т =1,
де / е  одинична матриця.

Отже, випадков1 величини у,, у2, ..., _уи визначеш ортогональ- 
ним перетворенням випадкових величин х„ х2, х п. У векторно- 
матричнш форм! це можна записати так:

м ( * Л

У = А - Х ,  У = У2 , Х  =
х2

<Уп, А ,



3 курсу алгебри вщомо, що пщ час ортогональних перетво- 
рень вектора збер1гаеться його довжина, тобто

" о  А  9
Х*,2 = 2 > , -  
1=1 1=1

Тод! з формули для 52 дютанемо:

(„_1)52 = 1 (х ,-х )2 = 1 х 2- « - 0 2.
1=1 '=1

Оскшьки у „ = 4 п - х ,
дал1 обчислимо:

( п -1 ^ 1 = 2> ?  = Ь ?  =5 / ,2 -У -  - & ? •

Отже, маемо (и -1 )52 = Ё (л  )• (413)

Коли подшимо Л1ву 1 праву частини (413) на ст2, то дютанемо
\2

5 2 =  Е
я - 1  С2 ^  

_2СТ 1=1

У,

Осюльки у, мае закон розподшу М (0 ;с \ то матиме закон

розподшу N(0; 1), тобто нормований нормальний закон.
Тод! випадкова величина

Л 1 <->2 _  У±

= й 1 о

матиме розподш %2 \з к  = п - 1  ступенями свободи.___

Звщси випливае, що випадкова величина .5 матиме

розподш у  13 ^ = л — 1 ступенями свободи.
Таким чином, доведено:
випадкова величина х в ~ Л^(а; Ь), тут символ ~ потР1бно чита- 

ти «розподшена як»;

випадкова величина о - °  >
п — 1

випадкова величина о , -  ст.
л/и- 1

5 .1нтервальш статистичш оцшки 
для параметрйв генеральноУ сукупност!

Точков1 статистичш оцшки 0* е випадковими величинами, а 
тому наближена замша 0 на 0* часто призводить до ютотних по
хибок, особливо коли обсяг виб1рки малий. У цьому раз1 застосо- 
вують штервальш статистичш ощнки.

Статистична ощнка, що визначаеться двома числами, юнцями 
штервал 1 в, називаеться ттервалъною.

Р1зниця м1ж статистичною оцшкою 9* та и оцшювальним па
раметром 0, взята за абсолютним значениям, називаеться точш- 
стю оцтки, а саме:

10* — е| < 5, (414)

де 8 е точшстю ощнки.
Оскшьки 0* е випадковою величиною, то 1 5 буде випадковою, 

тому нер1вн1сть (414) справджуватиметься з певною ймов1ршстю. 
1мов1рнють, з якою береться нер1внють (414), тобто

р (0 * -0 |< б )= у ,  (415)
називають надшшстю.

Пвнють (415) можна записати так:

р ( 0 * - 5 < 0 < е 2+ 5 )= у . (416)

1нтервал [б* -  8; 0’ + 8], що покривае ощнюваний параметр 0 ге- 
неральноУ сукупност1 з заданою надшшстю у, називають дов1рчим.

6. Побудова дов1рчого штервалу 
для Х г при вщомому значенш о г 
13 заданою надмжстю у

Нехай ознака X  генеральноУ сукупност1 мае нормальний закон 
розподшу. Побудуемо дов1рчий штервал для Х г , знаючи числове 
значения середнього квадратичного вщхилення генеральноТ су- 
купност1 а г, 13 заданою надшшстю у. Осюльки Зсв як точкова не- 
змщ ена статистична ощнка для Х г = М (х ) мае нормальний за
кон розподшу з числовими характеристиками М (хв) = Х г = а,

<у{хв) = ДЬ-, то, скориставшись (416), дютанемо 
л/п



рфсв - а |< б ) = у . (417)
Випадкова величина х в - а  мае нормальний закон розподшу з 

числовими характеристиками
М( х в - а ) = М { х в) - а  = а - а  = 0;

Д(*в ~ а ) = ^ ( хв )~  ’

°{хв) = -у=-
л/и

Тому

N(0; 1).

—— — матиме нормований нормальний закон розподшу

4 п

Зв1дси р1вн1сть (417) можна записати, назначивши —

Т п

■ = х, так:

л/п

< X -  У (418)

або
г _ х а г _ х - а г л

хв ---- г * -< д < х в + —т=-
л/и ып

= у.

Зпдно з формулою нормованого нормального закону 
р \ х  -  а| < б)= 2Ф(б) 

для (418) вона набирае такого вигляду:

ха - а < X ■■ 2Ф(х) = у. (419)

3 р1вност1 (419) знаходимо аргумента х, а саме:
2ф{х)= у —» Ф(х)= 0,5у.

Аргумент х  знаходимо за значениям функцп Лапласа, яка до- 
р1внюе 0,5 у за таблицею (додаток 2).

Отже, дов1рчий штервал дор!внюватиме:
_ х-стг _ х о у
хв ------ т=±- < а < х в +  — 7=^-, (420)

л/и л/и
що можна зобразити умовно на рис. 118.

Х г = а

Рис. 118

Величина —-т=- називаеться точшстю оцшки, або похибкою
л/и

вибгрки.
Приклад. Вим1рявши 40 випадково вдабраних шсля виго- 
товлення деталей, знайшли виб1ркову середню, що дор1в- 
нюе 15 см. 1з надшшстю у = 0,99 побудувати дов1рчий ш- 
тервал для середньо'Г величини вс1е'Г партп деталей, якщо 
генеральна дисперая дор1внюе 0,09 см2.

Розв’язання. Для побудови дов1рчого штервалу необхщно знати:
Х в , <7Г , П , Х .

3 умови задач! маемо: хв =15см , а г = = ^0,09 см2 = 0,3 см,
п -  40 -> 4п  = л/40 = 6,32. Величина х обчислюеться з р1вняння 

Ф(х)  = 0,5у = 0,5 • 0,99 = 0,495.

Ф(х) = 0,495 -» х = 2,58 [за таблицею значень функци Лапласа]. 

Знайдемо числов! значения кшщв дов1рчого штервалу:

хв - - ^ Д  = 1 5 - ^ 3 ' 2,58 = 15-0,12 = 14,88 см. 
л/и 6,32

^ в + —7=~ = 1 5 + в’3 2,58 = 15 + 0,12 = 15,12 см. 
л/и 6,32

Таким чином, маемо:



Отже, з надшшстю 0,99 (99% гаранта) ощнюваний параметр Х г 
перебувае усередиш штервалу [14,87; 15,13].

Приклад. Маемо так1 даш про розм1ри основних фощцв 
(у млн грн.) на 30-ти випадково вибраних пщприемствах: 
4,2; 2,4; 4,9; 6,7; 4,5; 2,7; 3,9; 2,1; 5,8; 4,0;
2,8; 7,8; 4,4; 6,6; 2,0; 6,2; 7,0; 8,1; 0,7,; 6,8;
9,4; 7,6; 6,3; 8,8; 6,5; 1,4; 4,6; 2,0; 7,2; 9,1.

Побудувати штервальний статистичний розподш 13 довжиною кроку 
к = 2 млн грн. _

3 надшшстю у = 0,999 знайти дов1рчий штервал для Х г , якщо
стг = 5 млн грн.

Розв’язання. 1нтервальний статистичний розподш буде таким:

И =  2 млн грн. 2 - 4 4— 6 6— 8 8— 10

П/ 9 7 10 4

Для визначення хв необхщно побудувати дискретний статистичний 
розподш, що мае такий вигляд:

*
3 5 7 9

п, 9 7 10 4

и  =  =  3 ° -

ТОД1
_Х > ,Ч  3-9 + 5-7 + 7-10 + 9-4 27 + 35 + 70 + 36

= ---- = 5,6 млн грн.
30

Для побудови дов1рчого штервалу 13 заданою надшшстю у = 0,999 
необхщно знайти х:

ф(х) = 0,5у = 0,5 ■ 0,999 = 0,4995 х *  3,4.

Обчислюемо кшщштервалу:

хв - ^  = 5,6-  = 5,6 -  ̂  = 5,6 -  3,1 = 2,5 млн грн.
в л/й л/30 5,5

Зсв + = 5,6 + ̂ 4= - = 5’6 + = 5’6 + 3>1 = 8>7 МЛН грн’в л/й л/30 5,5

Отже, дов1рчий штервал для Х г буде 2,5 < Х г < 8,7 .

Приклад. Якого значения мае набувати надшшсть ощнки 
у, щоб за обсягу виб1рки п = 100 похибка и не перевищува- 
ла 0,01 при стг = 5.

Розв’язання. Позначимо похибку виб1рки

х - а г
— I— — 8  —^ X  —

ы п  су

в л/й 0,01л/Т00 0,01-10
=  0,02.

Дал1 маемо:

<  х = 2 ф(х) = 2Ф(0,02) = 2 • 0,008 = 0,016.

л/й

Як бачимо, надшшсть мала.

Приклад. Визначити обсяг виб1рки п, за якого похибка 
е = 0,01 гарантуеться з 1мов1ршстю 0,999, якщо стг = 5.

Розв’язання. Заумовою задач! Р хв ~ а

л/й

<  X = у = 0,999. Оскшь-

хсгг . х 2сг2
ки ^ т о  дютанемо: п = — Величину х знаходимо з р1вност1

Ф(х) = 0,5у = 0,5 • 0,999 = 0,4995 -+ х « 3,4. Тод1 п = = 2 890 000.
(0 ,0 1)2

7. Побудова дов1рчого штервалу 
для Х г при невщомому значенш а г 
13 заданою надшшстю у

Для малих виб1рок, з якими стикаемося, дослщжуючи р1зш 
Ознаки В ТеХН1Ц1 чи сшьському господарств1, для оцшювання 
Х г = а при невщомому значенш а г неможливо скористатися 
нормальним законом розподшу.«Тому для побудови дов1рчого ш- 
тервалу застосовуеться випадкова величина



( = -Хв - а
А  ’
4п

(421)

що мае розподш Стьюдента з к - п - 1 ступенями свободи. 
Тод1 (421) набирае такого вигляду:

\

х в - а
< ‘у8

\ 4п

= Р
1 - 8  _ ( 8  

I— < я < хв + ,— 
у/п у/п

= 2 } /( /)  = у,

оскшьки / ( / )  для розподшу Стьюдента е функщею парною.
Обчисливши за даним статистичним розподшом хв , 5  1 визна- 

чивши за таблицею розподшу Стьюдента значения 1у, будуемо 
дов1рчий штервал

(422)
~ (у-8 _
хв I —  < а < хв + ,—

л/л л/л

Тут гДу, к = п - 1) обчислюемо за заданою надшшстю у 1 чис
лом ступешв свободи к = п - 1 за таблицею (додаток 3).

Приклад. Випадково вибрана пар™ з двадцяти приладив 
була випробувана щодо терм 1 ну безвщказно'Г роботи кож
ного з них I,. Результати випробувань наведено у вигляд! 
дискретного статистичного розподшу:

100 170 240 310 380

И/ 2 5 10 2 1

3 надшшстю у = 0,99 побудувати дов1рчий штервал для «а» (серед
нього часу безвщказно'Г роботи приладу).

Розв’язання. Для побудови дов1рчого штервалу необхщно знайти 
середне виб1ркове 1 виправлене середне квадратичне вщхилення. 

Обчислимо хв :

_ Х>,л, 100-2 + 170-5 + 240-10 + 310-2 + 380-1 _ 4450 с
в п 20 20

Отже, дютали хв = 222,5 год.

Визначимо Оа:

ХХЧ _ 1О02 -2 + 1702 -5 + 2402 -10+3102 -2 + 3802 -1 1 077100 
п 20~  = 20 =53855

° в  = ~ ^ - - { х в У = 53 855 -(2 2 2 ,5 / = 53 8 5 5 -4 9  506,25 = 4348,75.

Отже, Б в = 4348,75.
Виправлене середне квадратичне вщхилення дор1внюватиме:

— А» =п - 1 в
20

20-1
•4348,75 « 67,66 год.

I
За таблицею значень \/(х)с11 = у = 0,99 (додаток 3) розподшу Стью-

О
дента за заданою надшшстю у = 0,99 1 числом ступешв свободи 
& = л - 1 = 2 0 - 1  = 19 знаходимо значения ((у = 0,99, к = 19) = 2,861. 

Обчислимо юнщ дов1рчого интервалу:
_ 1,8

= 222,5х в — 7=  
л/л

-  1У8хв +-^= = 222,5 +
л/л

2.861-67,66
л/20

2.861-67,89

--222,5- 2,861-67,66
4,472

= 179,2 год.

л/20

2,861-67,66 
-  222>5 + — —  = 265,8 год.

Отже, з надшшстю у -  0,99 можна стверджувати, що Х г = а буде 
мютитися в штервал 1

179,2 <а< 265,8.
При великих обсягах виб1рки, а саме: п > 30, на пщстав1 централь

но* гранично'Г теореми теорп ймов1рностей (теореми Ляпунова) розпо
дш Стьюдента наближаеться до нормального закону. У цьому раз1 I 
знаходиться за таблицею значень функцп Лапласа.

Приклад. У таблищ наведено вщхилення д1аметр1в вали- 
К1в, оброблених на верстат!, вщ номшального розм|ру:

И =  5 мк 0 —  5 5 —  10 1 0 — 15 15 —  20 20 —  25

И ; 15 75 100 50 10

1з^надшнютю у -0 ,99  побудувати дов1рчий штервал для 
Х г = а .



Розв’язання. Для побудови дов1рчого штервалу необхщно знайти

Для цього вщ штервального статистичного розподшу, наведеного в 
умов! задач!, необхщно перейти до дискретного, а саме:

*
Х1 2,5 7,5 12,5 17,5 22,5

п, 15 75 100 50 10

Обчислимо хв :

_з _  Т. х ,п_,_ _  | д ск|льки п = '^п , = 250| = 
п

2,5-15 + 7,5-75 + 12,5-100 + 17,5-50 + 22,5-10 _
250

37,5 + 562,5 + 1250 + 875 + 225 _ 2950 
250 250

Отже, хв = 11,8 мк.
Визначимо Г>в-

Е ( х ; )Ч  (2,5)2 -15 + (7,5)2 ■ 75 + (12,5)2 -100+(17,5)2 ■ 50 + (22,5)2 • 10 _ 
п "  250

93,75 + 4218,75 +15625 +15312,5 + 5062,5 40312,5 _ 161 2$
250 250

А = ^ & Ь _ ( х в)2 =161,25-(11,8)2 =161,25-139,24 = 22,01.

Обчислимо виправлене середне квадратичне вщхилення 5: 

5  = , /— Д , = , / - 1 ^ — 22,01 «4 ,7  мк.
л -1  “ V 250-1

3 огляду на великий (п = 250) обсяг виб1рки можна вважати, що 
розподш Стьюдента близький до нормального закону. Тод1 за таблицею 
значения функцп Лапласа

ф(гг ) = 0,495 ->Гу = 2,58.

Обчислимо кшщ штерваив:

*А
л/й

= 11,8- 2,58-4,7
л/250

= 11,8 - = 11,8-0,77 = 11,03 мк.

( 8
н— -г= — 11,8  +

у/п

2,58-4,7
л/250

Отож, дов1рчий штервал для середнього значения вщхилень буде 
таким:

11,03 < а <12,57.
Звщси з надшшстю у = 0,99 (99%) можна стверджувати, що 

а € [11,03 мк; 12,57 мк].

8. Побудова дов1рчих штервалйв 
13 заданою надмнютю у для 0 Г, стг

У раз!, коли ознака X  мае нормальний закон розподшу, для 
побудови дов^рчого штервалу 13 заданою надшшстю у для 
Ог, стгзастосовуемо випадкову величину

X
2 _  П~  1 С2 —— Л , (423)

що мае розподш у  2 <з к  = п - \  ступенями свободи. 
Осюльки випадков! поди

а (х 212 <Х2 < Хг)1 В ±  . Г
Хг < Х2 < Х?у\

е р!вноймов!рними, тобто Тх 1мов1рност1 р1вн| (р (а ) = Р(в)), маемо:

р (&I2 <Х2 <Хг ) = Р ±  ± Л 
Хг < х2 < х ? ;

(424)

Р2_|
ГПдставляючи в (424) х 2 = — т~82, дютанемо

1 1 1
2 ^  2 ^  2 

Хг X X,
= Р

Хг '  X?

= Р <
Хг ( « - 1 ) 5 2 X

= Р
Хг

< стр < = у.
и У



Отже, дов1рчий штервал для а 2 = Ц  матиме вигляд:

(п ~ 1)8 1 < Р г (425)
%1 X,

Тод1 дов!рчий штервал для а г випливае 13 (425) 1 буде таким:

(426)
Х2 Ь

Значения Х\ > х \  знаходимо за таблицею (додаток 4) зпдно з 
р1вностями:

<427>

Н с г > х О = | .  <428>

де а  = 1 -у .

Приклад. Перев1рена парт1я однотипних телев13ор1в х, на 
чутливють до вщеопрограм п„ даш перев1рки наведено як 
дискретний статистичний розподш:

п„ мкв 200 250 300 350 400 450 500 550

XI 2 5 6 7 5 2 2 1

3 надшшстю у = 0,99 побудувати дов1рч1 штервали для

О г ’ ^  г *

Розв’язання. Для побудови дов1рчих штервал 1в необидно знайти 
значения 8 2, 8.

Обчислимо значения хв :

Зсв = —= |Так як п = '^п 1 = 30| =
п

200-2 + 250-5+ 300’6 + 350-7 +400-5 +450-2+ 500-2 +550-1 _
30

400 +1250+1800+2450+2000+900 +1000+550 _ 10350 _ 3>|5мкд 
”  30 30

Обчислимо 1)в:

X х] п, (200)2 ■ 2 + (250)2 - 5 + (300)2 • 6 + (350)2 - 7 + 
п 30

+ (400)2 ■ 5 + (450)2 ■ 2 + (500)2 • 2 + (550)2 • I 
30

_ 80 000 + 312 500 + 540 000 + 857 500 + 800 000 + 405 000 +
30

+500 000 + 302 500 3797500
30 ~ 30

2.

= 126583,3.

У х 2п
В в = ^ - ^ - { х в )2 =  126583,3 - ( 3 4 5 )2 =  126583,3 -119025  = 7558,3. 

Отже, = 7 5 5 8 ,3  [мкв]2 .
Виправлена дисперая 1 виправлене середне квадратичне вщхилення 

дор1внюватимуть:

^ ^  7558,3 = 7558,3 = 7818,9 [мкв]! ;

5  =  л - ^ - Я в  = л/7818,9 *  88,42 мкв.
V п - 1

Оск1льки а  = 1 -  у = 1-0,99 = 0,01, то зпдно з (427), (428) знаходи
мо значения %2, %2, а саме:

Р (х 2 > Х , ) = 1 - - |  = 1 - ^ -  = 1 - 0 ,005 = 0,995. 

Л * 2 > Х 1 ) = ^ = ° ~  = 0,005.

За таблицею (додаток 4) знаходимо:

X2 (0,995; к  = т - \ )  =  %2 (0,995; к  = 29) = 14,3. 

Х2(0,005; к  = 29) = 52,5.

Обчислимо К1НЦ1 дов1рчого штервалу для /)г :

^ = ^ • 7 8 1 8 . 9  = 4319,0,;



я - 1  о2 _  29 •7818,9 = 15856,5.
ХГ 14’3

Отже, дов1рчий штервал для Иг буде таким: 

4319,0 < Б Г <15856,5. 

Дов1рчий штервал для стг становить

68,3 <стг <130,83.

Дов1рчий штервал для <тг можна побудувати 13 заданою на-

(429)

Д1ЙН1СТЮ у, узявши рОЗПОДШ % 
ОСКШЬКИ

р(|аг - 5 |< б ) = у ,

то р1вн1сть (429) можна записати так:
Р{8 - 8 < а г < 5  + 5) = у

або

< сгг < 5 1+111 
V $

Позначивши — = д, дютанемо 
5

Р{8(1 - 9 )<стг <5'(1 + е)) = У, 

щоб знайти д, в13ьмемо випадкову величину
5

X = — л /л - 1 , (430)
<тг

що мае розподш х (хьрозподш). 
Ураховуючи те, що поди

^(5,(1 -^ )<  стг < 5(1 + 9 )) 1 В
1 1< —  <

5(1 + 9 ) о г 5 ( 1 - ^

при д < 1 е р1вноймов1рними, маемо:

Р { з { \ - д ) < а т<8{\ + д) )=Р
1 1 1< —  <

5(1 + 9 )  стг 5( \ - д \

Якщо ПОМНОЖИТИ ВС1 члени П0ДВ1ЙН01 Нер1ВНОСТ1

_1_ __1_
< а г < 3 ( 1 - д )

5(\ + д)

на 8 ^ Т, то дютанемо: 

Г л/л - 1Р(5(1- д ) < а г <5(1 + д))= Р
\

„ 8  I----- 7  л / л - 1
— у---------г  < — л / л - 1  < — ,-------- ^
5(1 + д) стг 5(1 -  д)

= Р

Звщси маемо:

л/и - 1  л/л - 1

1 + ?
< х < - 1 - 9

= |/(* )Л  = у.

1+д

Р ( 8 ( \ - д ) < е г <8(1 + д)) =

л/й- 1 л/л - 1

1 + 9 <Х< 1 - 9
= ] / ( * ) *  = у.

(43.)

•+9

3 р^вняння (431) за заданою надшшстю у 1 обсягом виб1р- 
ки и знаходимо за таблицею (додаток 5) значения величини 
д(у; и).

Дов1рчий штервал буде таким:

5(1 -  д(г, п))< а г < 5(1 + д(у, л)). (432)

Приклад. 3 надшшстю у = 0,99 побудувати дов1рчий ш-
тервал для стг . Якщо 5 = 45, п = 30.

Розв’язання. Для побудови дов1рчого штервалу обчислимо значен
ия д(у; п) за таблицею (додаток 5). (у = 0,99 ; п = 30) = 0,43.

Визначимо К1НЦ1 штервалу:

5(1 -  ?(у;л))= 4,5(1 -  0,43) = 4,5 • 0,57 = 2,565;

5(1 + д(у; п)) = 4,5(1 + 0,43) = 4,5 ■ 1,43 = 6,435.

Отже, дов1рчий штервал для а г з надшшстю у = 0,99 буде таким: 

2,565 <стг <6,435.



9. Побудова дов1рчого штервалу 
для Гху генеральноТ сукупност!
13 заданою надшшстю у

Як величина, одержана за результатами виб1рки, гв е випад
ковою 1 являе собою точкову незм1щену статистичну оцшку для

(''в )-* » )■
Виправлене середне квадратичне вщхилення для гв

1 - г 2 
5 =  в (433)

Для побудови дов!рчого штервалу для гху використовуеться 
випадкова величина

г  в  -  Гху гв ~  Гху

Ху о(гв) 1 — гв

Гп

(434)

що мае нормований нормальний закон розподшу N(0; 1). 
Скориставшись (434), дютанемо
/ \

ГВ ~ Гху
< Х у

— Р [ г
1 -  гв

— 1 Гв ‘ у /—
^ у! п

V Г п

1 - г .
~ < Г ху <  ГВ — 1 , ~Г~

2 Л
' = 2 ф (*г ).

Отже, дов1рчий штервал для гху буде таким:

1-г,В
ГВ 1у /—

л/И
Х~ г1

< Гх у < ГВ + * у  ^  > (435)

де (у знаходимо з р1вност1
ф (ху)= 0 ,5 у

за таблицею значень функцп Лапласа.

Приклад. Випадково вибраних студенев 13 потоку ушвер- 
ситету було шддано тестуванню з математики 1 Х1ми. Ре
зультати цих тестувань подано двовим1рним статистичним 
розподшом, де X  = х, —  ощнки з математики, У ~ —  13
Х1ми. Вщповщ! ощнювалися за десятибальною системою:

Г - у ,
Х  = х,

1 3 5 7 9 ПУ,
1 2 2 1 — — 5
3 1 1 1 1 — 4
5 — — 1 2 3 6
7 — — 1 1 4 6
9 — — 2 3 4 9

пх 3 3 6 7 11

Необхщно:
1) з надшнютю у = 0,99 побудувати дов1рчий штервал для 
Х г , якщо сгг = 5;
2) з надшнютю у = 0,999 побудувати дов1рч1 штервали для

^Г> Гху  ■

Розе ’язання. Обчислимо основш числов1 характеристики ознак X 1 
У, атакож К ху, г . Оскшьки п = Т И пц =30, дютанемо:

_  1.x , п 1-3 + 3-3 + 5-6 + 7-7 + 9-11V — ----------- 1. — ___________________X =

,2
30

= 6,33;

I2 • 3 + З2 • 3 + 52 • 6  + 7 2 • 7 + 9 2 -11

Я  =

п 30
= 47,13.

п
'■I. -  (*)2 = 47,13 -  (б,33)2 = 47,13 -  40,07 = 7,06;

= 4Щ = Д о ё  *  2 ,6 6 .

_ И у , п У1 1-5 + 3- 4 + 5- 6 + 7- 6 + 9- 9у=-
2

п 30
Т у 2 ПУ, I2 - 5 + 32 -4 + 52 - 6 + 72 - 6 + 92 - 9

п 30

= 5,67.

= 40,47.

» у  =
Т у 2 г,

У‘ -  (^)2 = 40,47 -  (5,67)2 = 40,47 -  32,15 = 8,32.



а у = у[ ^  =  ^ 2 * 2 , 8 8 .

11И у<х , пУ1 1-2-1 + 1- 2- 3 + 1-1-5 + 3 -1-1 + 3-1-3 + 3-1-5 + ЭТ-7 + 
л “  30

+ 5-1-5 + 5-2-7 + 5-3-9 + 7-1-5 + 7 -1-7 + 7-4-9  +
30

+ 9 - 2 5  + 9-3-7 + 9-4-9 _
30

К * = *« ?». -  х - у = 41 -  6,33 ■ 5,67 = 41 -  35,89 = 5,11.
^  л

_ ^ > _  = — 5 Д ]— _  _ 5 М _  м 6 ?

в а , а ,  2,66-2,88 7,661

1. Побудуемо дов1рчий штервал з надшшстю у = 0,99 для Х г , як
що стг = 5.

_  хстг ^7 _  х о у
Хв г=~ < < Хв Н г=̂  •

л/л л/л

Нам вщом1 значения хв = х = 6,33, стг = 5, у/п = у/30 = 5,48. Зна
чения х обчислюемо з р1вняння

ф(х) = 0,5у = 0,5 • 0,99 = 0,495,

дех = 2,58 знаходимо за таблицею значень функцп Лапласа.
Визначимо кшщ штервалу:

*в = Зсв = 6,33 — ~ ~ ~ ~  — 6,33-2,35 = 3,98;
■у/п у/п 5,48

Зсв + ^  = Зсв + ^  = 6,33 + = 6,33 + 2,35 = 8,68.
у/п у]п 5,48

Отже, дов1рчий штервал для Х г буде таким:

3,98 < Х г < 8,68.

2. Побудуемо дов1рчий интервал з надшшстю у = 0,999 для Уг.

Оскшьки а г нам не вщоме, то дов1рчий штервал у цьому раз1 ви
значаеться так:

-  5  у  —  _  I у  8  у
У в-----Г ^ < У1г <Ув + —Г^-

у1 п  у/п

Нам вщоме значения у ъ -  у  =  5,67, 8 у =  2,93, 1у знаходимо за 
таблицею розподшу Стьюдента (додаток 3).

/(у = 0,999, к = 29) = 3,659.

Обчислимо кшщ дов1рчого штервалу:

-  3,659-2,93 _
У -т=г- = 5,67-------------—----- = 5,67 -1,95 = 3,72;

у]п 5 ,5

У + *-ф-  = 5,67 + - ’-659 2,93 = 5,67 +1,95 = 7,62. 
л /л  5,5

Таким чином, дов1рчий штервал для Уг буде в таких межах:

3,72 <УГ < 7,62.

Дов1рчий штервал з надшшстю у = 0,999 для <УГ буде таким:

8 у (1 -  $(у; л))< стг < 8 у (1 -  #(у; л)).

Нам вщоме значения 5^ = 2,93 . Враховуючи, що у = 0,999, п = 30, 
знайдемо за таблицею (додаток 5) значения у = 0,999, л = 30)= 0,63. 

Визначимо кшщ дов1рчого штервалу:

^ (1  ~ ?(у;л)) = 2,93(1 -  0,63) = 2,93 • 0,37 = 1,084;

8у (1 + д(у; п)) = 2,93(1 + 0,63) = 2,93 • 1,63 = 4,776.

Отже, дов1рчий интервал для сгг подаеться такою нер1вшстю:

1,084 < стг < 4,776.

Дов1рчий штервал для гху \? заданою надшшстю у = 0,999 буде таким:

1 -  гв  1 -  г2
ГВ ~ 1у ~ Г ^ ~  <  Гху <  ГВ + ^ у  ~ 7 = ^ -

л/Л  у/п



Нам вщом1 значения гв = 0,67, у[п = л/30 ~ 5,48, 1у визначаемо за
таблицею значень функци Лапласа ф(ху )= 0,5у = 0,5 • 0,999 = 0,4995,

де ху =3,2.
Визначимо юнщ дов1рчого штервалу:

1-г„! 1 -(0 ,67)2 3,2 0,5511

г‘ ~
= 0,67-0,322 = 0,348;

= 0,67 + 0,322 = 0,992.

Таким чином, дов1рчий штервал для буде в таких межах:

0,348 < гху < 0,992.

10. Побудова дов1рчого штервалу
для Х г за допомогою нер1вносп Чебишова 
13 заданою надшжстю у

У раз1, коли вщсутня шформащя про закон розподшу ознаки 
генерально'Г сукупност1 X,  оцшювання ймов1рност1 поди 
|хв - а |  < 5 , де а = Х г , та побудова дов1рчого штервалу для Х г 13 
заданою надшшстю у виконуються з використанням нер1вност1 
Чебишова за умови, що вщоме значения а г , а саме:

4 Е в - а |< 5 )>  1 - ^  = 7- ( « 6 )

1з (436) визначаемо величину 5:

1 ^- = У -> 8 = . . (437)
«8 VI1 ~ у ) п

Дов1рчий штервал подаеться такою нер1вшстю:

Коли стг невщоме, застосовуемо виправлену диспераю  5 2, 1 
дов1рчий штервал набирае такого вигляду:

л /0 -у )«
< а < х ъ +

Ж ~ у ) п
(439)

Приклад. Одержано даьп 31 100 навмання вибраних шд- 
приемств щодо зростання вироб1тку на одного робтшка х, 
(у % вщносно попереднього року), як! мають такий штер- 
вальний статистичний розподш:

х„ %: И = 10 80— 90 90— 100 100— 110 110— 120 120— 130

3 14 60 20 4

Використовуючи нертвшсть Чебишова, побудувати довф- 
чий штервал для Х г, якщо вщоме значения стг =5 % з 
надшшстю у = 0,99.

Розв’язання. Для побудови дов1рчого штервалу з допомогою нер1внос- 
Т1 Чебишова необхщно обчислити хв, 5. Щоб визначити хв , перейдемо 
вщ штервального до дискретного статистичного розподшу, а саме:

X/ 85 95 105 115 125

Л/ 3 14 60 20 4

Тод! маемо:

= -Ш11 85-3+95-14+105-60+115-20+125* 4— — ш — 2̂  — 1 и I ----------------------------------------------------- -и 1 ' 1 А1

= 105,8%.

п 101
255 + 1330 + 6300 + 2300 + 500 10685

101

Використовуючи (437), обчислимо 8: 

8 =  ° г  -  5

101

5

л /0 -у )«  л/ (1-0,99)101 ,/0,01-101
= 4,98%.

Таким чином, дов1рчий штервал для Х г подаеться такими нер1вно- 
стями:

х в -  8<^Гг < х в + 8 , 

100,8 < Х Г <110,8.



Приклад. Задаш розм1ри основних фощцв х, на 30-ти пщ- 
приемствах дискретним статистичним розподшом:

XI, млн грн. 3 5 7 9

П, 9 7 10 4

Використовуючи нер1вн1сть Чебишова з надшшстю у -  0,99, 
побудувати дов1рчий штервал для Х г .

Розв’язання. Для побудови дов1рчого штервалу для Х г за допомо- 
гою нер1вност1 Чебишова необхщно обчислити хв , 51.

Т.х.п,  3-9 + 5-7 + 7-10 + 9-4 _
Х в ~ п ~ 30
_ 27 + 35 + 70_+_36 = 168 =5>6 млн ррн

30 30

Отже, хв = 5,6 млн грн.

У.х2П; 9-9 +25-7 +49-10 + 81-4 81 + 175 + 490 + 324 _ 1070_ ^  ?
-----— = ™ 3030

(_

зо зо

- ( х в)2 =35,7 -(5 ,б)2 =35,7-31,36 = 4,34.

5 =
30
29

= л|— 4,34 «2,12 млн грн.

Визначимо кшщ дов1рчого интервалу: 

5 , „  2,12
' ^ р ф о  5'6 7(1 -0,99)30 

----- —----- = 5,6 + ■ 2-12 -

= 5,6 -  3,87 = 1,73 млн грн.; 

= 5,6 + 3,87 = 9,47 млн грн.
*■ ' 7 5 ^ ) 3 0  ' 7(1-0,99)30

Отож, дов1рчий штервал для Х г подаеться нер1вностями

1,73 < Х г < 9,47.

1. Що називаеться точковою статистичною оцшкою?
2. Що таке незмщена точкова статистична ощнка?
3. Що таке змщена точкова статистична оцшка?
4. Що називають ефективною точковою статистичною 
оцшкою?
5. Що називають грунтовною точковою статистичною 
оцшкою?
6. У чому сутнють методу аналопй?
7. У чому сутнють методу найменших квадратсв?
8. У чому сутнють методу максимально! правдопод1бност1?
9. Що е точковою незмнценою статистичною оцшкою для Х г ?
10. Що означае точкова незмщена статистична оцшка 
для /)г ?
11. Що називаеться виправленою диспераею, виправленим 
середшм квадратичним вщхиленням?
12. Довести, що М{хв) = ...
13. Довести, що М ( Л В) = ...
14. Довести, що М($>1) = ...
15. Який закон розподшу ймов1рностей мае випадкова вели
чина хв ?

п — 1 2
16. Який закон розподшу мае випадкова величина — —о ?

стг
17. Який закон розподшу ймов.рностей мае випадкова вели-

■>/л — 1 _.чина-------- 5 ?
аг

18. Визначення штервальноТ статистичноУ оцшки для пара- 
метрхв генеральноУ сукупность
19. Що називають точнютю 1 надшшстю оцшки?
20. Що називають дов1рчим штервалом?
21. Який закон розподшу ймов1рностей мае випадкова вели-

Зся- а „  чина —-----?

Гп
22. Як побудувати дов1рчий штервал 13 заданою надшшстю 
у при вщомому значенш стг ?



23. Який закон розподшу ймов1рностей мае випадкова вели-

4 п
24. Як побудувати дов1рчий штервал для Х г 13 заданою на
дшнютю у при невщомому значенш а г ?
25. Як побудувати дов1рчий штервал для Х г 13 заданою на
дшнютю у при неведомому значенш <7Г 1 при обсягах виб1р- 
ки п > 30?
26. Як побудувати дов1рчий штервал !з заданою надшнютю 
у для Д . , а г при обсягах виб1рки п < 30?
27. Як побудувати дов1рчий штервал 13 надшнютю у для 
а г , використовуючи розподш х?
28. Як побудувати дов1рчий штервал 13 заданою надшнютю 
у для гху ?
29. Як побудувати дов1рчий штервал для Х г , використову
ючи нер1вн1сть Чебишова?

Задач/ до теми

1. У будинку В1дпочинку випадковим способом було в1Д1брано 20 
0 С 1б  1 вим1ряно Ух зр1ст х,. Здобут! результати наведено у вигляд1 1нтер- 
вального статистичного розподшу:

х„ см 165,5— 170,5 170,5— 175,5 175,5— 180,5 180,5— 185,5

Л/ 4 6 8 2

1з надшнютю у = 0,99 побудувати дов1рчий штервал для Х г , якщо

В\дпов1дъ. 173,81 < Х г < 176,19.

2. У 25 0С1б було вим1ряно кров’яний тиск х> (в умовних одиницях). 
Результати вим1рювання наведено у вигляд1 дискретного статистичного 
розподшу:

X, 1,5 1,8 2,3 2,5 2,9 3,3

п, 2 3 5 8 4 3

1з над!йн1стю у = 0,999 побудувати дов1рчий интервал для Х г , якщо 
стг = 1 .

В1дпов1дъ. 1,78 < Х Г <3,14.

3. Вимгряна максимальна М1стк1сть конденсатор1в х, (у шкофарадах). 
Результати вим1рювання наведено у вигляд1 1нтервального статистич
ного розподшу:

х, пФ 4,0—4,2 4,2— 4,4 4,4— 4,6 4,6— 4,8 4̂ 00 1 у» о

п, 2 4 5 9 5

3 надшшстю у = 0,999 побудувати дов1рчий штервал для Х г , якщо 
сгг = 0,5.

В1дпов1дъ. 4,24 < Х Г <4,92.

4. У 30 телев13ор1в була вим1ряна чутлив1сть х,. Результати вим1рю- 
вання подано як дискретний статистичний розподш:

х„ мкВ 200 250 300 350 400 450 500

И/ 2 7 6 8 4 2 1

1з над1йн1стю у = 0,99 побудувати дов1рчий 1нтервал для Х г , якщо 
стг =  4 .

Вгдповгдь. 376 < Х г <380,27.

5. У 25 випадково вццбраних деталей була вим1ряна в1дстань у М1к- 
ронах вщ центру маси, що мютиться на и ос1, до зовншньо’Г поверхн1. 
Результати вим1рювання наведено у вигляд1 1нтервального статистич
ного розподшу:

М еж11нтервал1в 
х,, мк 80— 96 96— 112 112— 128 128— 144 144— 160

И/ 2 5 8 6 4

3 надшшстю у -  0,999 побудувати дов1рчий штервал для Х г , якщо 
а г = 3 .

Вгдповгдь. 130,58 < Х г <134,42.

6. 3 партп однотипних запоб1жник1в вщ1брано 24 шт. Вим!рювання 
вщхилення вщ ном1налу в к1лоомах х, наведено як дискретний статис
тичний розподш:

X/, кОм - 1 - 2 1 2 3 4 5
3 4 4 5 4 3 1



1з надшшстю у = 0,99 побудувати дов1рчий штервал для Х г , якщо 
а г = 3 .

Шдповгдъ. — 0,3 < Х г < 2,96.

7. 3 партп однотипних плашок навмання було вибрано 28 шт., 1 в 
кожнш 13 них була вим1ряна глибина пазу (канавки) х,. Результати ви- 
М1рювання наведено як штервальний статистичний розподш:

X/, мм 2,4— 2,6 2,6— 2,8 2,8— 3,0 3,0— 3,2 3,2— 3,4

п, 5 8 9 5 1

3 надшшстю у = 0,999 побудувати дов!рчий штервал для Х г , якщо
стг = 0,8.

Вгдповгдъ. 2,31 < Х г < 3,33.

8. 28 однотипних прилад!в були випробуваш щодо Тх безвщмовноТ 
роботи х,. Результати вим1рювання наведено як дискретний статистич
ний розподш:

х„ год 100 110 120 130 140 150

П/ 10 6 5 4 2 1

3 надшшстю у = 0,99 побудувати дов1рчий штервал для Х г , якщо

В1дпов1дъ. 112,63 < Х г < 116,65.

9. У 30 випадково вибраних валиках вим1ряш вщхилення Тх Д1амет- 
р1в в!д номшалу х,. Результати вим1рювань наведено як штервальний 
статистичний розподш:

X,, мм 5— 10 10— 15 15— 20 20— 25 25— 30

п, 2 6 10 8 4

3 надшшстю у = 0,999 побудувати дов^рчий штервал для Х г , якщо
стг = 0,8 мм .

В1дпов1дъ. 18,004 < Х г < 18,996.

10. Навмання вибрано 29 р1зщв, яю випробуваш на зное. Результати 
експерименту наведено у вигляд! дискретного статистичного розподшу:

X/, год 2 3 4 5 6 7 8

и, 10 8 6 2 1 1 1

3 надшшстю у -  0,99 побудувати дов1рчий штервал Х г , якщо 
стг = 2 .

Шдповгдъ. 2,41 < Х г < 4,39.

11. Залежшсть соб1вартост1 У одного п р и м 1р н и к а книги вщ т и р а ж у  X  
дослщжувалась видавництвом. Результати досл1дження наведено у ви
гляд 1 двовим1рного статистичного рОЗПОД1Лу:

X  = XI, тис. прим. У =у„ грн.
10,15 5,52 4,08 2,85 П у \

1 10 5 5 —
2 — 15 10 5
3 — — 20 10
4 — — 5 15

пх,

Потр1бно:
1. 3 надшшстю у = 0,99 побудувати штервали для Уг , стг , г .
2. Викориютовуючи нер1вн1сть Чебишова побудувати дов1рчий 1н- 

тервал для Х г .
Шдповгдь. 4,0742 < у г < 5,1388; 1,681 < стг < 2,417;

-  0,8036 < гху < -0,4966; 1,47 < Х т < 3,53.

12. Залежн1сть р1чноТ продуктивност1 прац1 в розрахунку на одного 
роб!тника у. вщ енергом1сткост1 пращ х 1 на п1дприемствах одн1е'Т га- 
луз! наведено в таблиц!:

У<, грн. 5,4 5,6 6,2 6,8 7,1 7,8 8,5 9,1 10,5 10,9

х:, Вт/робггн. 1,8 2,1 2,8 3,0 3,2 3,8 3,9 4,2 4,5 4,8

Продовження табл.
У„ грн. 11,0 11,6 12,1 12,7 13,2 13,9 14,1 14,6 14,9 15,4

X1, Вт/робпи. 5,2 5,8 5,9 6,2 6,9 7,2 7,5 8,5 8,8 9,4

Потр1бно:
_ 1. 1з надшшстю у = 0,999 побудувати дов1рч! штервали для
^  а Г ’ г х у -  Х 1 У )  ■

2. Використовуючи нер1вн1сть Чебишова, побудувати дов1рчий 1н- 
тервал для Х Т.



Вгдповгдь. 7,69 < у Г < 13,45; 0,39 < сгг < 5,99;
0,946<гху<\~, -10,82 < Х Т <21,38.

13. Середня температура у квтн  у Киев! Х \  Донецьку У вим1рюва- 
лась протягом 40 рок1в. Результати вим^рювання наведено у вигляд! 
двовим!рного статистичного розподшу:

У = у,
Х  = х,

10 14 18 22 26 П у ,

12 2 3 5 — —

16 — 8 2 3 2

18 1 5 2 2 1

20 — 2 1 1 1

пч

Потр1бно:
1. 1з надшшстю у = 0,99 побудувати дов1рч! штервали для

У г ’ а Г» г х у -
2. Використовуючи нер1вшсть Чебишова побудувати дов1рчий ш- 

тервал для Х г .
Вгдповг'дъ. 14,87 < у Г < 17,13 ; 1,742 < а г < 3,618;

-0,129 < < 0,655; 10,36 < ! г < 24,04.

14. На пщприемствах одшеТ галуз1 промисловост1 була дослщжена 
залежшсть р1чно'Г продуктивное^ пращ одного робшшка У вщ енерго- 
м1сткост1 виробництва X. Результати досл1дження наведено у вигляд1 
парного статистичного розподшу:

Уп
тис. грн/робггн. 2,88 2,91 2,92 2,96 3,01 3,11 3,21 3,25

X 1, кВт/роб!тн. 2,07 2,12 2,41 2,59 2,89 2,92 3,01 3,12

Продовження табл.

Уь
тис. грн/робггн. 3,32 3,36 3,42 3,46 3,58 3,88 4,12

х„ кВт/робген. 3,21 3,29 3,31 3,35 3,41 3,48 3,81

Потр1бно:
1.3 надшшстю у = 0,999 побудувати дов1рчий штервал для

У Г > СТГ> Гху ■

2. Використовуючи нер1вшсть Чебишова, побудувати дов1рчий 1н- 
тервал для Х г .

Вгдповгдь. 2,88 < у г < 3,7; 0,19 < стг < 0,57;

0,53 < гху < 1; 0 < А'р < 9,17.

15. Проводяться випробування мщност! 100 волокон залежно вщ 'Гх 
товщини. Результати експерименив задано двовим1рним статистичним 
розподшом:

У = у,
X  = дг/, мк

4100 4300 4500 4700 4900 П у ,

6,75 5 5 10 — —

6,25 — 5 10 5 —

5,75 — — 5 15 10
5,25 — — 5 5 10
4,75 — — — — 10
пх,

Потр1бно:
1.3 над1Йн1стю у = 0,99 побудувати дов1рч! 1нтервали для

Уг> а г> г ху-

2. Використовуючи нер1вн1сть Чебишова, побудувати дов!рчий 1Н- 
тервал для Х г .

В1дповгдъ. 5,68 < у г < 6,02; 0,505 < сгг < 6,02;

0,17 < гху < 0,63; 4308,17 < Х г <4941,83.

16. Дослщжувалась залежн1сть к1лькост1 гризун1в у,, що загинули, 
вщ концентрацй спожитого яду (в умовних одиницях). Результати до- 
сл!джень наведено у вигляд! парного статистичного розпод!лу:

У; 32 36 36 42 46 47 49 55 59
X, 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7

Продовження табл.
У> 62 68 70 73 75 88 92 94 98
х , 7,5 8 8,5 9 9,5 10,5 11 11,5 12

Потр1бно:
1.3 над!йн1стю у = 0,999 побудувати дов1рчий штервал для

Уг> ° Г ’ г х у -



2. Використовуючи нер1вшсть Чебишова, побудувати дов1рчий ш- 
тервал для Х г .

Вгдповгдъ. 41,48 < у г < 82,96; 0,844 < а г < 41,356;
0,9892 < г „  < 1; 0 < Х Г <29,12.

17. На завод1 «Азовсталь» вим1рювався вмют кремшю (у %) у чавуш 
за р!зних температур шлаку:

У = У ,( 1 ° С )
5)(%)Х = х,

0,27 0,32 0,42 0,51 0,65 Пу,

1330 2 1 1 1 —

1340 — 4 2 3 1

1345 — — 3 4 3

1365 — — — 1 4

пх]

Потр1бно:
1.3 надшшстю у = 0,99 побудувати доЕпрчий штервал для 

У г9 СТГ> Гху-
2. Застосовуючи нер1внють Чебишова, побудувати дов1рчий штер

вал для Х г .
В\дпов1дь. 1341,75 < у г <1346,65; 2,73 < стг <6,85; 0,3 <гху <0,92; 

0 < Х Г <1.

18. У навмання вибраних однотипних телев1зор1в вим1рювалась чут- 
ливють вщео у, та звукового XI канал1в. Результата перев1рки наведено 
як парний статистичний розподш:

У> 250 200 180 160 140 120 110 100 95

X( 180 230 240 250 300 310 320 330 340

Продовження табл.

У/ 90 85 80 75 80 70 65 60 55

350 360 370 380 390 400 410 420 430

Потребно:
1.3 надшшстю у = 0,999 побудувати дов1рчий 1нтервал для 

Уг’ стг> гху

2. Застосовуючи нер1вшсть Чебишова, побудувати дов1рчий интер
вал для Х г .

В1дпов0ъ. 59,26 < уг <164,6; 0 < о г < 108,2; 0,915 < гху < 1;

0 < Х г < 648,94.

й9) У лабораторних умовах зд1йснювався експеримент з метою ви- 
значення залежносп к1лькост1 речовин, що розчинюеться у вод1 у, В1д 
температури останньоТ х,. Результата експерименту наведено у вигляд1 
двовим^рного статистичного розподшу:

II

II

*

10 20 30 40 50 П у ,

48 — 2 3 5 —

60 2 1 1 1 5
63 1 2 1 1 —

71 — — 2 2 1

« X /

Потр1бно:
1.3 над1йн1стю у = 0,99 побудувати дов)рчий 1нтервал для

Уг , С7Г, Гх у .

_  2. Зпдно з нер1вн1стю Чебишова побудувати дов1рчий 1нтервал для 
Х г .

В1дпов1дъ. 53,59 < у г < 62,67; 4,45 < сгг <12,67;

-0,432 < гху < 0,588; 10,06 < Х Г < 56,54.

20. Результати проведеного анашзу залежност! числа проданих пар 
чолов^чого взуття уI вщ його розм!ру х, подано у вигляд! парного стати
стичного розподшу:

У, 25 38 65 95 120 140 152 160 165 175 180 185 190 200

х, 45 43 42 41 40 39 38,5 39 37,5 37 36,5 36 35,5 35

Потр1бно:
1.3 над1йн1стю у = 0,99 побудувати дов1рчий 1нтервал для 

у г, а г, гху.

2. За нер[внютю Чебишова, побудувати дов!рчий 1нтервал для Х г . 

Вгдповгдъ. 87,16 < у г < 182,87; 9,85 < о г <106,03;



1. Загальна шформащя

1нформащя, яку д!стають на пщстав1 виб1рки, реал130ваноУ 13 
генеральноУ сукупност1, може бути використана для формулю- 
вання певних суджень про всю генеральну сукупнють. Наприк- 
лад, розпочавши виготовляти покришки нового типу для автомо- 
б 1Л1В, В1дбирають певну КШЬЮСТЬ цих покришок 1 шддають Тх 
певним тестам.

За результатами теепв можна зробити висновок про те, чи 
кращ1 нов1 покришки в1д покришок старого типу, чи ш. А це, у 
свою чергу, дае пщставу для прийняття р1шення: виготовляти Тх
ЧИ Н1.

Так1 рш ення називають статистичними.
Статистичш р1шення мають 1МОВ1рнюний характер, тобто завжди 

1СНуе ЙМОВ1р1ПСТЬ того, що прийнят! ршення будуть помилковими.
Головна цшшсть прийняття статистичних р1шень полягае в 

тому, що в межах 1мов1ршсних категорш можна об’ективно ви- 
м1ряти ступшь ризику, що вщповщае тому чи шшому р1шенню.

Будь-як1 статистичш висновки, здобут1 на П1дстав1 обробки 
виб1рки, називають статистичними гипотезами.

2. Параметричж I непараметричж 
статистичш ппотези

Статистичш ппотези про значения параметр1в ознак гене
ральной сукупност1 називають параметричними.

Наприклад, висуваеться статистична ппотеза про числов1 зна
чения генеральноУ середньоУ Х Г, генеральноУ дисперси 1)г, гене
рального середнього квадратичного вщхилення стг та ш.

Статистичш ппотези, що висуваються на пщстав! обробки виб1р- 
ки про закон розпод1лу ознаки генеральноУ сукупноеп, називаються 
непараметричними. Так, наприклад, на пщстав! обробки виб1рки 
може бути висунута ппотеза, що ознака генеральноУ сукупност1 мае 
нормальний закон розподшу, експоненщальний закон та ш.

3. Нульова й альтернативна ппотези

Ппотезу, що шдлягае перев1рц!, називають основною. Оскшь
ки ця гшотеза припускае вщсупнсть систематичних розб1жнос-

тей (нульов| розб1жност1) М1Ж невщомим параметром генеральноУ 
сукупносп 1 величиною, що одержана внаслщок обробки виб1р- 
ки, то ’п називають нулъовою гтотезою 1 позначають Но.

Змют нульовоУ ппотези записуеться так:
Я 0 . х г =  а  ;

Я 0 • стг =  2 ;

Н 0: Гу = 0,95 .
Кожнш нульовш г1потез1 можна протиставити кшька альтер- 

нативних (конкуруючих) ппотез, яю позначають символом На, 
що заперечують твердження нульовоУ. Так, наприклад, нульова 
ппотеза стверджуе: Н 0 : х г = а ,  а альтернативна гшотеза —  
Н а : х г > а ,  тобто заперечуе твердження нульовоУ.

4. Просп I склады статистичш ппотези

Проста ппотеза, як правило, належить до параметра ознак ге
неральной сукупност! 1 е однозначною.

Наприклад, зпдно з простою ппотезою параметр генеральноУ 
сукупност1 дор1внюе конкретному числу, а саме:

Но • х г =  4 ;

Н 0 ■ стг =  4 .

Складна статистична гшотеза е неоднозначною. Вона може 
стверджувати, що значения параметра генеральноУ сукупносп 
належить певнш област1 ймов1рних значень, яка може бути дис
кретною 1 неперервною.

Наприклад:
Н 0 : х г е [ 2; 2,1; 2,2] або Н 0 : хг е [5,2 -г 6,5].

Нульова ппотеза може стверджувати як про значения одного па
раметра генеральноУ сукупносп, так 1 про значения кшькох парамет- 
рш, а також про закон розподшу ознаки генеральноУ сукупнооп.

5. Статистичний критерш.
Емшричне значения критер1ю

Для перев|рки правильное^ висунутоУ статистичноУ ппотези 
вибирають так званий статистичний критерш, керуючись яким 
вщхиляють або не вщхиляють нульову ппотезу. Статистичний



критерш, котрий умовно позначають через К, е випадковою ве
личиною, закон розподшу ймов1рностей яко1 нам заздалегщь В1- 

домий. Так, наприклад, для перев1рки правильное^ Н 0 \ Х г = а як 
статистичний критерш К  можна взяти випадкову величину, яку 
позначають через К -  2, що дор1внюе

2  = Х в - а ^  (440)

Ф в )
1 яка мае нормований нормальний закон розподшу ймов1рностей. 
При великих обсягах виб1рки (п > 30) закони розподшу статистич
них критерпв наближатимуться до нормального.

Спостережуване значения критер1Ю, який позначають через 
К*, обчислюють за результатом виб1рки.

6. Область прийняття ппотези.
Критична область. Критична точка

Множину О вс 1х можливих значень статистичного критерию К  
можна подшити на дв1 пщмножини А \ А , яю не перетинаються.

(Л 111 = О, А Г \ А = 0 ) .
Сукупшсть значень статистичного критер1Ю К е А,  за яких 

нульова ппотеза не вщхиляеться, називають областю прийняття 
нульовоИ гтотези. _

Сукупшсть значень статистичного критер1Ю К  е А , за яких ну
льова ппотеза не приймаеться, називають критичною областю.

Отже, А —  область прийняття Но,
А —  критична область, де Но вщхиляеться.

Точку або кшька точок, що подшяють множину О на пщмно- 
жини А \ А , називають критичними \ позначають через А̂кр.

1снують три види критичних областей:
Якщо при К  < К кр нульова ппотеза вщхиляеться, то в цьому 

раз1 ми маемо л1Воб1Чну критичну область, яку умовно можна зо- 
бразити (рис. 119).

к

Якщо при К > Ккр нульова ппотеза вщхиляеться, то в цьому 
раз! маемо правоб1чну критичну область (рис. 120).

Область прийняття Н0

Рис. 120

Якщо ж при К < К'кр 1 при К > К"  ̂ нульова ппотеза вщхиляе
ться, то маемо двоб!чну критичну область (рис. 121).

К

Рис. 121

.Швоб1чна I правоб1чна облает! визначаються одшею критич
ною точкою, двоб1чна критична область —  двома критичними 
точками, симетричними вщносно нуля.

7. Загальний алгоритм перев|'рки 
правильное^ нульово'Г ппотези

Для перев1рки правильност1 Я 0 задаеться так званий р1венъ 
значущост/ а .

а  — це мала ймов1ршсть, якою наперед задаються. Вона може 
набувати значения «= 0 ,0 0 5 ; 0,01; 0,001.

В основу перев1рки # 0 покладено принцип Р(К <=А) = а ,  тобто 
ймов1рн1Сть^того, що статистичний критерш потрапляе в критич
ну область А , дор1внюе малш 1мов1рност1 а . Якщо ж виявиться, 
що К  & А,  а ця под1я малоймов1рна 1 все ж вщбулася, то немае 
пщстав приймати нульову ппотезу.

Пропонуеться такий алгоритм перев1рки правильное^ Но:
1. Сформулювати Но й одночасно альтернативну ппотезу На.
2. Вибрати статистичний критерш, який вщповщав би сфор- 

мульованш нульовш ппотезь



3. Залежно вщ змюту нульовоУ та альтернативноУ ппотез буду- 
еться правоб1чна, л1воб1чна або двоб1чна критична область, а саме:

нехай Н 0 : х г = а ,  тод1, якщо

Н а : х г > а , то вибираеться правоб1чна критична область, якщо

Н а : х г < а , то вибираеться л 1Воб1чна критична область 1 коли

Н а : х г Ф а , то вибираеться двоб1чна критична область.
4. ДЛЯ ПобуДОВИ КрИТИЧНО'1 0 блаСТ1 (Л1В0б1ЧН01, правоб1чно1 чи 

двоб1чноУ) необхщ но знайти критичш точки. За вибраним статис- 
тичним критер1ем та р1внем значущост1 а  знаходяться критичш 
точки.

5. За результатами виб1рки обчислюеться спостережуване зна
чения критерио К\п .

6. Вщхиляють чи приймають нульову ппотезу на пщстав1 та
ких м1ркувань:

у раз!, коли К ' е  А , а це е малоймов1рною випадковою по- 

Д1ею, Р ( К * е А )  =  а  I, незважаючи на це, вона вщбулася, то в 
цьому раз1 Но вщхиляеться:

для л1воб1чноУ критично! облает!
Р(Гсп< К к р) = а ; (441)

для правоб1чноУ критичноУ облаСТ1
Р(К;п Ж кр) = а ; (442)

для двоб1чноУ критичноУ област1
Р (к:п < к'кр) + Р(к;„>к:р) = а (443)

або

р(к:л<к'кр)=р(к:п>к^ )=^ , (444)

ураховуючи ту обставину, що критичш точки К'кр 1 К"р симетрич- 
но розташоваш вщносно нуля.

8. Помилки першого та другого роду.
Потужжсть критер1Ю

Якою б не була малою величина а, потрапляння спостережу- 
ваного значения К'сп у критичну область ( к тса е  А)  школи не буде 
подвею абсолютно неможливою. Тому не виключаеться той ви-

падок, коли Но буде правильною, а К*п е  А , а тому нульову ппо
тезу буде вщхилено.

Отже, при перев1рщ правильност1 Но можуть бути допущен; 
помилки. Розр^зняють при цьому помилки першого 1 другого роду.

Якщо Но е правильною, але УУ вщхиляють на основ! УУ перев1р- 
ки, то буде допущена помилка першого роду.

Якщо Н0 е неправильною, але ГУ приймають, то в цьому раз1 
буде допущена помилка другого роду.

М1ж помилками першого 1 другого роду 1снуе тюний зв’язок.
Нехай, для прикладу, перев1ряеться Н 0 : Х г -  а . При великих 

обсягах виб1рки п хв , як випадкова величина, закон розподшу 
ймов1рностей якоУ асимптотично наближатиметься до нормаль
ного з числовими характеристиками:

М ( х в) = а = Х г, а(хв) = ̂ .
у/ п

Тому, коли гшотеза Н0 е правдивою, М ( х в) = а . Цей розподш 
мае такий вигляд (рис. 122, крива/(х; а)).

Коли альтернативна гшотеза заперечуе Но 1 стверджуе 
На '■ Х г = Ь > а , то в цьому раз1 нормальна крива буде змщ ена 
праворуч (на рис. 122, крива/(х; Ъ)).

За вибраним р1внем значущост1 а  визначаеться критична об
ласть (рис. 122).

Коли хв > К ^ , то Но вщхиляеться з 1мов1рнютю помилки пер
шого роду:

^(*в > ^кР) = ] / ( * ;  <*)с1х = а . (445)



Коли хЕ с  , то Н0 не вщхиляеться, хоча може бути правиль
ною альтернативна ппотеза На.

Отже, в цьому раз1 припускаються помилки другого роду.
1мов1рн1Сть ще'Г помилки, яку позначають символом р, може 

бути визначена на кривш/(* ;  Ъ), а саме:
К

Р = { /О ; Ъ)с1х . (446)
- с о

Ця ймов1рнють на рис. 122 показана штрихуванням площ1 пщ 
кривою/ (х;  Ь), що мютиться л1воруч Ккр.

Якщо з метою зменшення ризику вщхилити правильну ппотезу 
Но зменшуватимемо значения а , то в цьому раз1 критична точка 
Ккр зм1щуватиметься праворуч, що, у свою чергу, спричинюе 
збшьшення ЙМОВ1рНОСТ1 помилки другого роду, тобто величини р.

Р13НИЦЮ тс — 1 — Р називають гмовгршстю обгрунтованого вщ- 
хилення Но, або потужтстю критерш.

Пщ час розв’язування практичних завдань може виникнути 
потреба вибору статистичного критер1ю з Ух певно'Г множини. У 
цьому раз1 вибирають той критерш, якому притаманна найбшыпа
ПОТуЖШСТЬ.

9. Параметричж статистичш ппотези

9.1. Перев/рка правильност/ нульово/ гтотези 
про значения генеральноУ середньо)'

Для перев1рки правильное^ Н 0 : Х Г = а, (М(х) = а),  де «а» е 
певним числом, при заданому р1вш значущост! а  насамперед не
обхщно вибрати статистичний критерш К.

Найзручшшим критерием для цього типу задач е випадкова 
величина К  = 2, що мае нормований нормальний закон розподшу 
ймов1рностей N(0; 1), а саме:

у  = хв - а ^ 3св - а  _ л/п(хв -  а)

<*(*в) Лг. а г
л/л

При розв’язуванш такого класу задач можливий один 13 трьох 
випадюв:

1) при Н а : х г > а —  будуеться правоб1чна критична область;

2) при Н а : х г < а —  будуеться л1воб1чна критична область;
3) при Н а : хг * а (тобто може бути хг <а,  або хг > а )  —  бу

дуеться двоб1чна критична область.
.Швоб1чна 1 правоб1чна критичш област1 визначаються одшею 

критичною точкою, двоб1чна —  двома критичними точками, роз- 
ташованими симетрично щодо нуля (у цьому раз1 потужшеть 
критер1ю буде максимальною), будуть р^вними М1Ж собою за мо
дулем 1 матимуть протилежш знаки.

Для побудови правоб^чноТ критичноТ област1 необхщно знайти 
критичну точку 2 кр за умови Р(2  > гкр) = а  . Значения 2 кр обчис- 
люемо з р1вняння

Р(0 < 2  < 2^)  + Р(2  > ^  ) = -^. (448)

I дали

Р(0 < 2  <2кр) + а  = -^-> Р(0 < 2 < г ^ )  = ~ ~ ~ ~  -»

ф (2кр) _ ф (°) -  ф (2кр) = -—— , оскшьки Ф(0) = 0 .
2  2

За таблицею значень функцй Лапласа, скориставшись значен- 
1 - 2 а

ням —-— , знаходимо аргумент х -  2кр.

Правоб1чна критична область зображена на рис. 123.



Для побудови Л1В061ЧН01 критичноУ област‘| необхщно знайти 
критичну точку 2 ^ , дотримуючись умови Р (2  < 2^ )  = а .

2^ у цьому випадку обчислюеться з допомогою р1ВНЯННЯ

Р ( 2 < 2 кр) + Р(2щ>< 2 <  0) = | .  (449)

I дали
1 1 -  2а

а  + < 2  < 0) = -  -> < 2  < 0) = —------ »

1 —2а . 1 —2а . . 1—2а
-> Ф (0)-Ф (2кр) = — ------> -Ф(2кр) = — ------» Ф(^кр) = -----—  •

Враховуючи ту обставину, що функщя Лапласа Ф(г) е непар
ною, за таблицею значень Ф(г) знаходимо аргумент х  = гкр 1 бе- 
ремо його 13 знаком «мшус» ( -2кр). Л1воб1чна критична область

Для двоб1чно1 критичноТ област1 необхщно знайти дв1 критич- 
ш точки г'ф, 2^  за умови

Р ( 2 < ^ )  = | ,  Р ( 2 > 4 )  = | ,

Де <  = - < •
Отож, нам необхщно обчислити лише , скориставшись р!в- 

нянням

Р ( 0 < 2 < г ; )  + Р ( 2 > г ; )  = ^ .  (450)

П О < 2 < 2; ) + | = 1 - , д о < 2 < 2; ) = 1 ^ ^

-* ) ■- ф( о>= > : = — ■,

де 2ц  знаходимо за таблицею значень функцп Лапласа. 
Двоб1чна критична область зображена на рис. 125.

Розглянутий метод побудови критичних областей придатний 
лише за умови, коли вщоме значения середнього квадратичного 
вщхилення а г ознаки генеральноТ сукупность При цьому спо- 
стережуване значения критерпо обчислюеться так:

. хв -  а2 = --------

4п

(451)

У випадку, коли значения стг е невщомим, його замшюють 
СТаТИСТИЧНОЮ ОЦШКОЮ

ЕС*, ~ х ) 2п/
п -1

Тод1 за статистичний критерш вибираеться випадкова величи
на К  = I, що мае розподш Стьюдента з к = п -  1 ступенями свобо- 
ди, а саме:

* в  -  а 
_5_ 
у/п



Критичш точки у цьому раз1 визначаються за таблицею (дода
ток 6) заданим р1внем значущосп а  та числом ступешв свободи 
к = п -  1. Спостережуване значения критер1ю обчислюеться за 
формулою

хп  -  а
' - V -

Гп

Приклад. Розб1жн1Сть вим1р1в Д1аметр1в кульок X  = х, е 
випадковою величиною, що мае закон розподшу Ща\ 4). 
При р1вн1 значущост! а  = 0,01 перев1рити правильшсть 
Н 0 : а = 240 мм, якщо альтернативна ппотеза 
Н а :а>  240 мм,
коли вщомо, що стг = 4 мм I виб1ркове середне значения 
вим1ряних у 100 однотипних кульок хв = 225 мм.

Розв’язання. Оскшьки Н а : а > 240 мм, будуеться правоб1чна кри
тична область. Для цього необхщно знайти критичну точку 1 побудува
ти правоб1чну критичну область. Для знаходження критичноТ точки за- 
стосовуемо вщомий вираз:

Ф(*кр) =
1 - 2 а  1-2-0 ,01 1-0 ,02 0,98 = 0,49.

2 2 2 2 
За значениям Ф(гкр) = 0,49 1 скориставшись таблицею (додаток 2) 

знаходимо г ~ 2,34. Отже, правоб1чна критична область матиме ви
гляд, зображений на рис. 126.

Обчислимо спостережуване значения критер1ю за формулою (451)

2 = ~7; • Оскшьки х в = 225 мм, а = 240 мм, ст = 4 мм, п = 100, маемо

Г п

225-240 -15  15 150
4 ~ ± ~  0 , 4 ~ ~ ~ ~ ~ 37,5'

л/100 10

Висновок. Оскшьки 2 е]-оо;2,34], то немае пщстав 
для вщхилення нульовоУ ппотези Н 0 : а =240 мм. 
Отже, нульова ппотеза приймаеться.

Приклад. Проведено 10 незалежних експерименпв над 
випадковою величиною X, що мае нормальний закон роз
подшу з невщомими значениями а, ст. Наслщки експери
менпв подано у вигляд! статистичного ряду:

х , 2 ,5 2 -2 ,3 1,9 -2 ,1 2 ,4 2,3 -2 ,5 1,5 - 1 ,7
п, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

При р1вн1 значущост1 а -0 ,0 0 1  перев1рити правильшсть 
нульовоГ ппотези
Я  о : а = 0,9 , при альтернативнш ппотез!
Н а : а < 0,9.

Розв’язання. Запишемо статистичний ряд у вигляд1 статистичного 
РОЗПОД1ЛУ й обчислимо хв, 5  :

X, - 2 ,5 - 2 ,3 -2 ,1 - 1 ,7 1,5 1,9 2 2,3 2 ,4 2 ,5
п. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

хв = ~̂‘Х‘ = ^  2,1 —1,7 + 1,5 + 1,9 + 2 + 2,3 + 2,4 + 2,5
И 1 Л — 0,4

п
_ 6,25 + 5,29 + 4,41 + 2,89 + 2,25 + 3,61 + 4 + 5,29 + 5,76 + 6,25 2

~То (0,4) =
= 4,6-0,16 = 4,44.



8 2 = — Д в = —  -4,44 = 4,933. 
л - 1  9

5  = д/4,933 * 2,22 .

При альтернативнш ппотез1 Н а :а < 0,9 будуеться л1воб1чна 
критична область. Для цього необхщно знайти критичну точку, 
застосовуючи статистичний критерш (451). За таблицею (дода- 
ток 6) знаходимо значения

(а  = 0,001, & = и —1 = 1 0 -1  = 9) = *(а  = 0,001, * = 9) = 4,78.

Оскшьки щшьшсть ймов1рностей для розподшу Стьюдента е
парною, то = -4,78 .

Критична область показана на рис. 127.

Обчислимо спостережуване значения критер1ю:

. _ Зсв -  а 0,4 -  0,9 _  0,4 -  0,9 _ 0,4 -  0,9 _ _ _ ^ 5 _  _ _п 7 , 9
1 ~ _8_ 2Д2 2Д2 0,702 0,702

4 ^  л/10 3,16

Висновок. Оскшьки е  [-4,78; со[, то немае шдстав 
В1дхилити Н 0 : а -  0,9.

Приклад. Реал1зувавши виб1рку з генеральноУ сукуп- 
ност1, ознака якоТ X  мае нормальний закон розподшу, 
дютали статистичний розподш:

х. 6 7 8 9 10 11 12 13 14

п, 1 3 6 8 6 6 5 3 2

При р1вн1 значущост! а  = 0,01 переварите правильность ну- 
льовоТ ппотези
Н0 : а = 8, якщо альтернативна ппотеза Н а : а *  8 . 

Розв’язання. Обчислимо значения хъ, 8  \

хв =|Так як77 = Е «, =401 =
п

6 + 7- 3 + 8- 6 + 9- 8 + 10-6 + 11-6 + 12-5 + 13-3 + 14-2
40

6 + 21 + 48 + 72 + 60 + 66 + 60 + 39 + 28
40 ~ '

В в = М ^ _ ( Хв)! =
п

36+49-3+64-6+81-8 +100-6+121-6 +144-5 +169-3 + 196-2 2 _
40 ~ (10) ~

36 + 147 + 384 + 648 + 600 + 726 + 720 + 507 + 392
- ---------------------------------- —------------------------------------ Ю0  =

40
4160

40
-1 0 0  = 104-100 = 4 .

8 2 = ------ Ов =----- 4 = 4,103.
п - 1 39
5  = у!4,103 ~ 2,03.

При альтернативнш ппотез! На : а ^ 8 будуемо двоб1чну критичну
область. Враховуючи, що ог е неведомою величиною, для побудови щеТ 
област1 беремо статистичний критерш (452).

Оскшьки КрИТИЧШ ТОЧКИ 1 симетричн1 В1ДНОСНО нуля 1 при 
цьому , знаходимо за таблицею (додаток 6) :

(а  = 0,01, & = л - 1  = 40 - 1  = 39) = (а  = 0,01; А: = 39) = 2,7. 

ТОД1 ^  = -  2,7.

Двоб1чна критична область зображена на рис. 128.



Обчислимо спостережуване значения критер1ю:

, хн - а  1 0 -8  2 2г* = —5-----= --------  --------- = --------= 6,23.
А  2’03 0,321
л/й л/40 6,325

Висновок. Оскшьки г* е [ - 2,708; 2,708], то немае пщ- 
став приймати Н0 :а = 8 .

Приклад. 3 генеральноУ сукупносп, ознака якоТ X  мае за
кон розподшу Ща\ 5), реал130вана виб^рка 1 побудовано 
статистичний розподш:

X, 10,9 11 11,2 11,3 11,5 11,6 11,8 11,9

п1 2 4 1 3 4 1 2 3

При р1вн1 значущосп а  = 0,01 перев1рити правильшсть ну- 
льовоУ ппотези
Н 0 :а = 11,44 при альтернативнш ппотез1 
На : а *  11,44 .

Розв’язання. Обчислимо значения яв . Оскшьки и = ]^я/ = 20 , то 
дютанемо

10,9 • 2 +11 • 4 + 11,2 • 1 +11,3 ■ 3 + 11,5 • 4 + 11,6 • 1 + 11,8 • 2 + 11,9 • 3
20

_ 21,8 + 44 + 11,2 + 33,9 + 46 + 11,6 + 23,6 + 35,7 227,8
20 20  ~  ’

При альтернативнш п п отез1 На : а *  11,44 будуеться дв об 1Чна кри
тична область. Враховуючи те, що вщоме значения стг = 5, для знахо- 
дження критичних точок скористаемося статистичним критер1ем

2 = - ■, що мае закон розподшу Щ0; 1).

л/л
Критична точка г"  ̂ визначаеться з р1вност1

Ф (*;) = ^  = Ь М 1 в ° | а  = 0,495.

За значениям функщТ Лапласа Ф (г^) = 0,495 знаходимо = 2,58. 
Оскшьки г'^ = -  г"щ , то маемо = -  2,58.
Двоб1чна критична область зображена на рис. 129.

Обчислимо спостережуване значения критер1Ю

= 1 К 9 - П М  = я _0>045 .



Висновок. Оскшьки г* е [-2 ,5 8 ; 2,58], немае шдстав 
В1ДХИЛЯТИ Н0 : а -  1 1 ,4 4  .

При великих обсягах виб1рки (п > 40) статистичний критерш
X — сх

2 = ----- , що мае закон розподшу Стьюдента з к = п -  1 ступе-
45'

7 ,п
иями свободи, наближаеться асимптотично до нормованого нор
мального закону N(0; 1). У цьому раз1 критичш точки визначаю- 
ться з р!Вностей (448) —  (450).

Приклад. Реал1зувавши виб1рку з генеральноТ сукупност1, 
елементами якоТ е однотипж запгпвки, довжина яких X  е 
випадковою величиною з нормальним законом розподшу, 
дютали статистичний розподш:

XI 6,5 8,5 10,5 12,5 14,5 16,5

П! 10 20 30 20 10 10

Якщо р1вень значущосп а  = 0,001, перев1рити правильность 
Н 0 : а = 15,5 при альтернативнш ппотез!
Н а :а> 15,5.

Розв’язання. Обчислимо значения хв, 51. Оскшьки п = '^п1 = 100, 
то маемо
_ Цх,п, 6,5 -10+ 8,5-20+ 10,5-30+ 12,5-20+ 14,5-10+ 16,5-10 _ 

п  ~  100
65 + 170 + 315 + 250 + 145 + 165 _ 1110- щ .

100 100 

I
п

42,25-10+72,25-20+1 Щ25-30+15^25-20+2 Щ25-10+272,25-10 _

100
422,5 +144,5 + 3307,5 + 3125 + 2102,5 + 2722,5 _  13125 _  13} 25 

100 100

Г>в = -  (Зсв)2 = 131,25 -  (11,1)2 = 131,25 -123,21 = 8,04 .
п

п -1  99

5 = Д Т 2  «2,85.

Оскшьки обсяг виб1рки великий (п = 100 >40), статистичний

критерш I = ■ наближатиметься до закону розподшу N(0; 1).

Тому для визначення критично'1 точки гкр = гкр застосовуемо р1внють

ф ( г к р )  =  ^  =  1  ~  2  ^ 0 0 1  =  0 ^ 8  =  0 4 9 9  ^  = 3  д

Правоб1Чна критична область матиме такий вигляд (рис. 130):

Обчислимо спостережуване значения критер1ю

3 2,85 0,285
л/й л/100

Висновок. Оскшьки 2 е] -  оо; 5,44], то Н0 :а = 15,5 
приймаеться.



9.2. Перев/рка правильност/ 
нульово'Г гтотези про р/вн/сть 
двох генеральних середшх (М(Х) = М( У))

Нехай задано ДВ1 генеральш сукупност1, ознаки яких X 1 У ма- 
ють нормальний закон розподшу 1 при цьому незалежш одна вщ 
одно1. Необхщно перев1рити правдивють Я 0 : М ( Х )  = М(У)
( Х Г =УГ).

Тут можуть спостернатися два випадки:
В и п а д о к  1. Обсяг виб1рки великий (и > 40) 1 вщом1 значен

ия Ох, Иг ознак генеральних сукупностей.
3 К0ЖН01 ГенераЛЬИ01 СукуПН0СТ1 ЗДШСНЮЮТЬ Виб1рку В1ДПОВ1- 

дно з обсягами п' \ п" \ будують статистичш розподши:

X! X] Хг х 3 X/,

п' "г «3 п'к

У.’) У\ Уг Уз Уп,

п, «1 «2 "з

Тут л' = Х > ', и" = 1 й; .
Обчислюються значения

2 > , п\ _ И у 1 п]
*в = — 7 ’ ^В = ------—  •п п

За статистичний критерш береться випадкова величина

2 =  (453)
°(*в ~Ув)

що мае закон розподшу N(0; 1).
Я  О ,

Оскшьки /)(хв -  у в ) = —-  + —^ , то статистичний критерш
п' п"

(453) набере такого вигляду:

2  = ~ . (454)
А ..+ ^
п' п"

Коли И, = 1> = I ) , дютанемо:
л У

7 =  х * ~ У ъ — . (455)

V п, п,

Залежно вщ формулювання альтернативно-!’ ппотези На бу- 
дуються вщповщно правоб1чна, л1воб1чна та двоб1чна критичш 
област1.

Спостережуване значения критерию вщповщно обчислюеться: 

Г  = - р ~ У ъ =  (4 5 6 )

або
&V п‘ п"

хв -У  в2 * = -----а— .. (457)

Приклад. За заданими статистичними розподшами двох 
виб1рок, реатзованих 13 двох генеральних сукупностей, 
ознаки яких мають нормальний закон розподшу 31 значен
иям дисперсш генеральних сукупностей Их = 10; Б у = 15 ,

X, 12,2 13,2 14,2 15,2 16,2

«/ 5 15 40 30 10

У, 8,4 12,4 16,4 20,4 24,4

10 15 35 20 20

при р!вш значущост1 а  = 0,01  перев1рити правдивють ну- 
льовоТ ппотези
Я 0 : М (X ) = М ( У ) , якщо альтернативна ппотеза 
На : М ( Х )  > М{У).

Розе’язання. Оскшьки п' = ^  и' = 100; п = X «у = 100 , обчислимо 

^в •

_ _ I * ,  п\ _ 12,5 ■ 5 + 13,2 • 15 + 14,2 ■ 40 + 15,2 • 30 + 16,2 -10 
*В п' 100

_  62,5 + 198 + 568 + 456 + 162 1446,5
— ------------------------------------- = ----------= 14,465.

100 100

-  -  п' _  8,4 • 10 +12,4 • 15 +16,4 • 35 + 20,4 ■ 20 + 24,4 • 20 
">В п "  100

84 + 186 + 574 + 408 + 488 1740
= -------------------------------------- = ------- = 17,4.

100 100



Для альтернативней' ппотези Н а : М ( Х ) > М ( У )  будуеться праве- 
б1чна критична область. Критичну точку гкр знаходимо з р1вност!

ч 1 - 2а 1 -2  0,01 0,98
Ф(2кр) = ' = 0,49-

2 2 2 
Правоб1чна критична область зображена на рис. 131.

^ = 2 ,3 4 .

Обчислимо спостережуване значения критерш

2 * =
х в -  у в _ 14,465-17,4 _ 2,935 2,935

А
п'

А,
+ • 1 1 0 , 15

\100 100
70,1 + 0,15 л/0Д5

2,935
0,5

= -5,87.

Висновок. Осюльки 2* е]-оо;2,34], то Н0: М(Х) = М(У) 
не вщхиляеться.

Приклад. Ознаки X  1 У двох генеральних сукупностей, 
елементами яких е однотипж заклепки, мають нормальний 
закон розподшу 31 значениями дисперсш А  = 2,2 мм , 
А  2,8 мм .
При реагизацй двох виб1рок 13 генеральних сукупностей дь 
стали статистичш розподши:

У: 9,7 9,8 9,9 10 10,1 10,2
1

", 2 3 5 4 1 1

8,9 9,2 9,5 9,8 10,1

1 4 5 6 4

При р1вн1 значущост1 а  = 0,001 перев1рити правильшеть 
нульовоТ ппотези
Н 0 : М ( X )  = М(У) , якщо альтернативна ппотеза 
Н а : М ( Х )  < М(У) .

Розе ’язання. Ураховуючи, що

п' = 2  И/ =15; п” -  = 20, обчислимо

-  _ 8,9 1 + 9,2 -4 + 9,5 -5 + 9,8- 6 +10,1 -4
п" 20

8,9 + 36,8 + 47,5 + 58,8 + 40,4 192,4
20 20

= 9,62 мм.

-  9 ,7 -2 + 9,8-3 + 9,9-5 + 10-4+  10,1-1+ 10,2-1
У в ~ -  -----------------------------------------------------------

п' 15
19,4 + 29,4 + 49,5 + 40 +10,1 +10,2 15 8,6

15 15
* 10,57 мм.

При альтернативнш ппотез1 На : М ( Х )  < М{У)  будуемо л1воб1чну 
критичну область, критичну точку для якоТ знаходимо з р1вност1

Ф ( 0  =
1 - 2 а  1-2-0,001 0,998

2 2 
Л1воб1чна критична область зображена на рис. 132.

2 = -0,499 ^ = - 3 , 2 .



Обчислюемо спостережуване значения критерш
7 . _  Хв - у в 9 ,62-10,57 0,95

1ПХ Оу / 2 Д . М  Л И + 0,19 
\  + п' V 20 15

0,95 _ 0,95 _

Д з  °>55~ ~ ’ '

Висновок. Оскшьки 2* е [-3,2; оо[, то вщсутш гпдста- 
ви для вщхилення Н0 : М ( Х )  = М ( У ) .

Приклад. Для дослщження розтягування певного типу гу- 
МИ П1СЛЯ Х1М1ЧНОГО оброблеННЯ було В1Д1браНО Ш1СТБ и мо
тив, кожний з яких було роздшено навпш 1 одна його по
ловина була шддана Х1М1чнш обробщ, а друга —  ш.
Пот1М за допомогою приладу, що вим1рюе розтягування 
матер1алу, мотки гуми були вим1ряш 1 результата вим1рю- 
вання наведен! у вигляд! двох статистичних розподшв 
ознак X 1 У, яю мають нормальний закон розподшу з вщо- 
мими значениями генеральних дисперсш Ох =  10; Д ,=  16.

У, 16,7 17,2 17,3 18,1 18,4 19,1

1 1 1 1 1 1
*} 16,2 16,3 17 17,6 18,4

1 1 2 1 1

При р1вн1 значущост1 а  = 0,001 перев1рити правдив!сть ну- 
льовоТ ппотези
Н 0 : М ( X )  = М(У) , якщо альтернативна гшотеза 
Я 0 : М ( Х)  * М ( У) .

Розв’язання. Обчислимо значения х в , у в .
Оскшьки п' - п "  -  6, то маемо:

_ 2  И 16,7 + 17,2 + 17,3 + 18,1 + 18,4 + 19,1 106,8
У в = — Г  = ---------------------- 7----------------------= — -  = 17,8.

л 6 6
_  1 .Х  м '  16,2-1 + 16,3-1 + 17-2 + 17,6-1 + 18,4-1
V = -------= ------------------------------------------------------------------------------------ =

в Л* 6

16,2 + 16,3 + 34 + 17,6 + 18,4 102,5 . _ по= ------------------------------------—--------— 1 /,0о .
6 6

При альтернативней ппотез1 На : М( Х)  * М(У) будуеться двоб1ч-
на критична область.

Оскшьки 2^  -  2 ^ ,  ТО г ”р обчислюемо, використовуючи р1ВН1СТЬ

1 - а  1-0,001 0,999 „
ф (2,  ) = —  = = -  0,4995 ̂  <

Критична область зображена на рис. 133.

: 3,4 ■г' = -3  4кр *

Обчислимо спостережуване значения критерш

_  хв —у в 17,08 — 17,8 0,722 *  =

п" п'
0,72

10 16---- 1----
6 6

0,72

А  67 + 2,67

л/^34 2,08
= -0,346.

Висновок. Оскшьки 2  е [-3 ,2 ; 3,2], то немае шдстав 
вщхиляти Я 0 : А/(АГ) = М (У).

В и п а д о к  2. Якщо обсяг виб1рки великий (л >40), але нев1- 
дом1 значения генеральних дисперсш Б х, Иу, то у цьому випадку 
застосовують Ух точков! незмщ еш  статистичш оцшки, а саме:

/)(хв - у в) - +  8 2 + - у в)-п;
Г п  ~п' + п " - 2 

( п ' - \ ) 8 2х + (п"-1)81 
п' + п"- 2



2  = __________ *в У в
|( « '-1 )5 х2+ (« "-1 )5

п + п

(459)
1  _1 
п' + п"

асимптотично наближаеться до закону розподшу N(0; 1). То
му для визначення критичних точок застосовуеться функщя 
Лапласа.

Приклад. 3 допомогою двох радювим1рних прилащв ви- 
М1рювалась вщстань до певного об’екта. Результата вим1- 
рювання наведеш у вигляд! двох статистичних розподшв 
ознак: У — вщстань, вим^ряна першим радюприладом, та 
X — другим. При цьому У 1 X  е незалежними м1ж собою 1 
пщпорядковаш нормальному закону розподшу. Статисти
чш розподши мають такий вигляд:

У),  КМ 195 198 201 204 207 210

10 20 30 20 15 5

X], км 184 188 192 196 200 204

п1. _
5 15 30 40 6 4

При р1вш значущост! а  = 0,01 перев1рити правильшсть ну- 
льовоТ ппотези
Н0 : М ( Х )  = М(У),  якщо альтернативна ппотеза 
Н а : М ( У ) > Щ Х ) .

Розв’язання. Значения дисперсш генеральних сукупностей невщо-
В ’ ^  В> “ X 5 ~ у вМ1. Необхщно обчислити х в, у в, 8 2

Оскшьки п' = = п” = X п" = 100, то

184 • 5 +188 • 15 +192 • 30 +196 • 40 + 200 • 6 + 204 • 4 _ 
*в “  п" 100

920 + 2820 + 5760 + 7840 +1200 + 816 193 56
100 100

= 193,56 км.

100
3748464

100
Л

= 37484,64.

У х 2 п!
Я в = --- 7 - ^ - ( * в)2 =37484,64-(193,56)2 =

77

= 37484,64 -  37465,47 = 19,17;

8 ] = - ^ —  Д в = - 10° -19,17 = 19,36; 
п ~\  100-1

5, = л/19,36 * 4,4.

Т.У, п\ _ 195-10 + 198-20 + 201 30 + 204-20 + 207 15 + 210-5
п' 100 ~  :

_ 1950 + 3960 + 6030 + 4080 + 3105 + 1050 20175
~~тг-------------------—  = -------- = 201,75 км.

100 100

2> , 2 п \   1952 -10 + 1982 -20 + 2 0 1 2 • 30 + 2042 • 20 + 2072 • 15 + 2 1 0 2 -5
«' ~ 100 = 

4071915

Ув =

100
= 40719,15;

^  2 /
^ в  = ■ , П‘ ~ ( 7 в ) 2 =40719,15-(201,75)2 =п

= 40719,15 -  40703,0625 = 16,0875 ;

”7^7 “Тоом16,0875=1б'25;
8у = л/16,25 * 4,03 .

При альтернативнш ппотез1 Н а : М ( Х )  > М(У)  будуемо правоб1ч- 
ну критичну область, критична точка якоУ, ураховуючи те, що обсяг ви- 
б1рки великий, знаходиться 3 р1ВНОСТ!

^  . 1 -  2а  1-2-0,01 0,98
Ф ( ^ )  = — = ----- = - у - = 0,49 -» * „  = 2,34.

Критична область зображена на рис. 134.



Спостережуване значения критерш обчислюеться так:

г __________________ *в -  У в

1(„ '-1 )5 2 + ( п " - 1 ) ^  ( 1 7 X
V п’ + п"- 2  \п ' п"

193,56-201,75_______  _ 8,19 _ 8,19 _ _2з ^4 .
)99-19,36 + 99-16,25 [ 1 | 1 л/4,215-0,02 0,29

V 100 + 100-2  V ЮО 100
Висновок. Оскшьки 2* е ] - оо; 2,34], то вщсутш пщ- 
стави для вщхилення # 0 : М (Х ) = М (У ).

9.3. Малий обсяг виб1рки (л '<40, п” <40)
/ нее/дом/ значения дисперсш генеральноУ 
сукупност\

При малих обсягах виб1рок статистичний критерш

____________*в ~ Ув______________
\{ п '- \ ) 5 2х н п ”- \ ) Щ  П ~ Т

V 7 + ^ 2  V  п"
матиме розподш Стьюдента з Аг = и' + и " -2  ступенями свободи.
У цьому раз! для побудови критичних областей критичш точки 
знаходять за таблицею (додаток 6).

Приклад. Протягом доби двома приладами вим1рювали 
напругу в електромережь Результата вим!рювання наведе
но у вигляд! статистичних РОЗПОД1Л1В

У) 223 227 229 230 235

1 2 6 2 1

Ху 216 217 219 228 236

< 2 3 5 1 1

Припускаючи, що випадков! величини X  \ У (напруга у во
льтах) е незалежними I мають нормальний закон розподшу 
ймов1рностей, за р1вня значущост! а  = 0,001 перев1рити 
правильность нульовоУ ппотези 
Н 0 : М (Х ) -  М(У) при альтернативних ппогезах:
1) Н а :М (Х )> М (У );
2) Н а : М (X ) Ф М (У ).

Розв’язання. Обсяги виборок вщповщно доровнюють п' = Е л ' =12 , 
и '= Е л ; = 12.

Обчислимо значения хв, у в, 8 2, 8 2 :

I  У, п\ 223 • 1 + 227 ■ 2 + 229 • 6 + 230 • 2 + 235 ■ 1
.Ув п' 12

223 + 454 + 1374 + 460 + 235 2746
12 12 

2 > ,2 л,' 2232 -1 + 2272 -2 + 2292 - 6 + 2302 - 2 + 2352 -1
12

628458
12

52371,5;

0в  =52371,5-(228,8)2 =
п 

= 52371,5 -  52349,44 = 22,06;

?2= л' г  12 
п' - \ ~ а 12-1

Я; = - г - ^ О  в = • 22,06 * 24,1;



I > 7 и" _ 216-2 + 217-3 + 219-5 + 228-1 + 236-1 
_ 12п

432 + 651 + 1095 + 228 + 236 2642
12 12

.2  „ я  „ , , 2  „  „ , „ 2  л 1 п 2 . ^ л п 2  , . ^, - .<2_ 2162 - 2 + 2172 - 3 + 2192 - 5 + 2283 -1 + 2362 -1 _ 
”  12 

582064
п

12
■Я 48505,3;

V-* 2 пX * , ИУ
- ( х в)2 = 48505,3 -  (220,17)2 =

= 48505,3 -  48474,83 * 30,47 ;

5 \  =  А , =  ‘ 30,47 * 33,24.
■1 12-1

1) Для перев1рки правильное^ нульовоТ ппотези 
Н 0 : М (Х )  = М (У) при альтернативнш ппотез!
Н а : М (Х ) > М (У) будуемо правоб1чну критичну область. Ура- 

ховуючи, що статистичний критерш мае розподш Стьюдента з 
к = п' + п"-  2 = 12 + 1 2 -2  = 22 та р1внем значущосп а  = 0,001, за табли
цею (додаток 6) знаходимо критичну точку 2кр(а  = 0,001; к = 22) = 3,79. 

Правоб^чна критична область зображена на рис. 135.

За формулою (459) обчислюемо спостережуване значения критерто

*в ~Уп _________=
(п' -1)51  + (п" ~ 1)»?у Г П Т  

" п' + п”- 2 \п '  + п"
220,17-228,8 8,63

/11-33,24 + 11-24,1' / Т ~ Г  '/365,64 + 265,1 ^ "
V 12 + 1 2 - 2  т + П  ^ ~ ~ Т 2 -------  ^

= 8’63 _ 8,63 8,63
л/28,67 -0,17 ,/4^739 “  _ 2дТ “  _3,91’

Висновок. Оскшьки г ’ е[-о ; 3,79], то Я0: М (Х) = М(Г) 
приймаеться.

2) Для альтернативно! ппотези Я а : М (Х ) * М(У) будуеться дво
ична критична область. Беручи до уваги, що 2^  = —т." , а 2" = 3 79 
тод! 2кр — —3,79. Двоб1чна критична область зображена на рис. 136.

3 попередшх обчислень маемо г* = -3,91.

Висновок. Оскшьки 2 * е ]-3 ,7 9 ; 3,79], то в цьому раз! 
немае шдстав для прийняття Я 0 : М (Х ) = М {У ).



Приклад. 3 двох виб1рок обсягом «' = 16, п" = 14 , реаль 
зованих 13 двох генеральних сукупностей, ознаки яких X 1 
У е незалежними 1 мають нормальний закон розподшу,
обчислеш значения хв = 6,2, у ь = 8,5, 8Х = 8у = 4,2.
При р1вн1 значущост1 а  = 0,001 перев1рити правильшсть 
нульовоТ ппотези
# 0 : М (Х ) = М (У ) , якщо альтернативна ппотеза 
На :М (Х )> М (У ).

Розв’язання. Статистичний критерш у цьому раз1 е випадковою ве
личиною

2 -  ■ *в У в
(п '-1 )8 х2 +(п"-1)8:

п' + п"- 2  

*в ~ У в____

п' п"
*в У в

тобто

Д У - 1  + и*-1) 
п' + п"- 2

2 - -

_1_ _1_ 
п' п"

*в Ув

що мае розподш Стьюдента з к = п' + п " - 2 ступенями свободи.
Для альтернативноУ ппотези На : М (Х ) < М(У) будуемо л1воб1чну 

критичну точку. 2кр знаходимо за таблицею (додаток 6). Звщси маемо, 
що гкр(а = 0,001, А: = 28) = -3,67 .

Критична область зображена на рис. 137.

Обчислимо спостережуване значения критерш

*в~Ув _ 6>2 -  8>5 2,32 = ■

п' п" V16 14

2 3 2 3
= ------- --------= -------- -  =  - 1 , 4 8 .

4,2-0,37 1,554

Висновок. Оскшьки 2* е[-3,67;оо[, то Н0:М(Х) = М(У) 
приймаеться.

9.4. Перев/'рка правильност/ нульовоУ г/потези 
про р/вн/сть двох дисперсш

Одним 13 важливих завдань магематичноУ статистики е пор1в- 
няння двох або кшькох виб1ркових дисперсш. Таке пор1вняння 
дае можливють визначити, чи можна вважати виб1рков1 дисперсп 
статистичними оцшками одшеУ 1 т!еУ самоУ дисперс11 генеральноУ 
сукупность Воно застосовуеться передуам при обчисленш дис
персш за результатами технолопчних вим1рювань.

Пор1вняння дисперсш й х, Иу здшснюеться з1ставленням ви-
правлених дисперсш 8], 8 2, як1 вщповщно мають закон розпод1- 

2 .
лу х 13 к1 = п ' - \ , к2 = п " - \  ступенями свободи, де п' \ п" е об- 
сяги першоУ 1 другоУ виб1рок.

Нехай перша виб1рка здшснена з генеральноУ сукупносп з 
ознакою У, дисперс1я якоУ дор1внюе Иу, друга —  з генеральноУ 
сукупност1 з ознакою X, дисперая якоУ дор1внюе Ох . Необхщно 
перев1рити правильшсть нульовоУ ппотези

Н0 - = Ву •

За статистичний критерш береться випадкова величина

Р = —г> яка мае розподш Фннера—Снедекора 13 к\ I к2 ступенями

свободи, де 5$ е бшьшою з виправлених дисперсш, одержаною 
внаслщок обробки результате виб1рок, 8 2т е меншою з виправ
лених дисперсш.



Щшьшсть 1мов1рностей розподшу Ф1шера— Снедекора

п п =

+ к2л к\ +ку

( к Л {' к Л
1 П - Ч2 2 )

4^1 У
( П

V
\ + —  Р 

к\ у
.Р>0

визначена лише на додатнш шво<л, тобто 0 < Р  < °о .

Приклад. Пщ час дослщження стабшьност1 температури в 
термостат! дютали таю результата: 21,2; 21,8; 21,3; 21,0; 
21,4; 21,3.
3 метою стабшзацн- температури було використано удоско- 
налений пристрш, теля цього зам1ри температури показали 
таю результата: 37,7; 37,6; 37,6; 37,4. Чи можна за р1вня зна- 
чущосп а  = 0,01 вважати використання удосконаленого 
пристрою до стабшзатора температури ефективним?

Розв’язання. Очевидно, що ефектившсть стабшзатор1в без удоско
наленого пристрою 1 з ним залежить вщ дисперсш вим1рюваних ними 
температур. Отже, задача звелась до пор1вняння двох дисперсш. 

Обчислимо виправлеш виб1рков1 дисперсп
Е  у,- п\ 21,2 + 21,4 + 21,0 + 21,3 • 2 + 21,8

у  в = -- ---------------------- ■ = 21,333;

% у 2 п\ _  21,22 ■ 1 + 21,42 • 1 + 21,02 • 1 + 21,32 • 2 + 21,82 • 1
6

= 273 Ц Ц  = 455,17;

п

Вв = у  = 455,17 -  (21,333)2 = 455,17 -  455,097 = 0,073;
п

8 1 = - ^ — 
у п' -1

А.
6 - 1

• 0,073 = 0,0876

37,7 + 37,6-2 + 37,4 37,7 + 75,2 + 37,4

п 4
150,3 = 37,575;

2 > 2 п" 37,72 ■ 1 + 37,62 • 2 + 37,42 • 1 _ 5647,57
п

V  2  гг
2>у п] 

п"
-(Зсв)2 =1411,8925-(37,575)2 =

= 1411,8925 -1411,880625 = 0,011875;

8 2 =
п

- А  =■ •0,011875 = 0,01583.
п" -1  " 4 -1

Обчислимо спостережуване значения критер1ю

= 5,534.
8 2т 0,01583

Число ступешв свободи для бшьшо'Т виправленоТ дисперсИ' 81 = 8 2у , 
кх = п' -1  = 5, для меншоУ 8 2т = 8] , к2 = п" -1  = 3 .

Оскшьки удосконалення стабшзатора температур може тшьки змен- 
шити диспераю, то будуемо правоб1чну критичну область. Отже,

Н а : 8 ; > 8 2.

Критичну точку знаходимо за таблицею (додаток 7) вщповщно до 
заданого р1вня значущост1 а  = 0,0П  числа ступешв свободи = 5, к2 =
= 3, Р ^ а  = 0,01; к, = 5; к2 = 3) = 28,2 .

Схематично правоб1чна критична область зображена на рис. 138.

Висновок. Осюльки Р  е]0; 28,5], даш спостережень 
не дають пщстав вщхилити нульову ппотезу, тобто 
вдосконалення термостабшзатора е ефективним.



Приклад. За заданими статистичними розподшами вибь 
рок, як1 реал1зоваио з генеральних сукупностей, ознаки 
яких X I  Ус незалежними 1 мають нормальний закон роз
подшу,

у, 1,2 2,2 3,2 4,2 5,2

и,- 1 2 4 2 3

х, 0,8 1,6 2,4 3,2 4

2 6 1 1 2

при р1вн1 значущост1 а  = 0,01 перев1рити правильшсть ну- 
льовоТ ппотези
Н 0 : А  = Б , якщо альтернативна ппотеза 

Н а :В х > О у

Розв’язання. Обчислимо значения 8 гх , 8 2у :

Т .у ,п \  1,2-1 + 2 ,2 -2 +  3,2-4 + 4,2-2 + 5,2-3 _
-  =  _ _ _ =  _

1,2 + 4,4 +12,8 + 8,4 +15,6 _ 42,4 ^   ̂^
12 12 

Е  у 2 п] 1,22 • 1 + 2,22 - 2 + 3,22 - 4 + 4,22 • 2 + 5,22 - 3 _ 168,48 _ ]АПЛ. 
п' 12 12

^ Л - - { у ) 2 = 14,04 -(3 ,5 3 )2 =14,04-12,4609 = 1,5791;Ов = п

= Л _ .  1,5191 = 1,723;
У

2 > .  п] 0,8 ■ 2 +1,6 • 6 + 2,4 ■ 1 + 3,2 • 1 + 4 • 2 _

12
1,6 + 9,6 + 2,4 + 3,2 + 8 _ 24,8 _ ^ .

12 ~ 12 "  ’
Ъ х ) п ]  0,82 - 2 + 1,62 ■ 6 + 2,42 ■ 1 + 3,22 ■ 1 + 42 • 2 _ 64,64 _ , ^  

“ 12 12

п  = Ш а . I  -  (х )2 = 5,39 -  (2,067)2 = 5,39 -  4,272489 = 1,1175 ; 
в п"

5 2 =- -А» 12
■ 1,1175 »1,22 .

пГ- 1 12-1
Обчислимо спостережуване значения критерто

X 1.22

Для альтернативно! ппотези Н а : Ох > О  ̂ будуемо правобачну кри
тичну область. Знайдемо за таблицею (додаток 7) критичну точку

- ^ Р(а  = 0,01, кх = 1 2 -1  = 11, к2 = 1 2 -1  = 11) =

= ^ р(0,01; ^  =11; *2 = Ц )  = 4,4.

Критична область зображена на рис. 139.

Висновок. Оскшьки Р  е  [0; 4,4], нульова ппотеза 
Н 0 : А  = е правильною.

10. Перев1рка правильносп непараметричних 
статистичних ппотез

Ус! перев1рки параметричних статистичних ппотез грунтува- 
лися на припущенш, що ознака генеральноУ сукупносп мае нор
мальний закон розподшу ймов1рностей 1 що за шшого розподшу 
висновки щодо статистичних ппотез можуть бути хибними.

Тому використання в наведених методах перев1рки ппотез 
можливе у раз! достатньо'Т упевненост!, що спостережувана озна-



ка генерально'Г сукупносп мае нормальний закон розподшу або 
близький до нормального.

Основою для висунення ппотези про закон розподшу ознаки 
генерально'Г сукупносп може бути наявшсть теоретичних пере- 
думов про характер змши ознаки. До них, зокрема, вщносять ви- 
конання умов, що е шдгрунтям теореми Ляпунова. У деяких ви- 
падках пщставою для висунення ппотези про закон розподшу 
ознаки генерально'Г сукупносп можуть бути певш формальш вла- 
стивосп здобутого статистичного розподшу, а саме: р1вшсть ну
лю Аг 1 Ех для нормального розподшу, р1вшсть виб1рково'Г серед- 
ньо'Г 1 виб1ркового середнього квадратичного вщхилення для 
експоненщального розподшу.

1нколи шдгрунтям для висновк1в про характер ппотетичного 
розподшу можуть бути форми ПОЛ1ГОНу, Г1СТОГраМИ.

Приклад. За заданим статистичним розподшом виб1рки 
ознаки X

А = 6 0— 6 6— 12 12— 18 18— 24 24— 30 30— 36

8 12 30 36 10 4

ппотетично визначити закон розподшу ознаки генерально1 
сукупносп X.

Розв’язання. Побудуемо пстограму частот для заданого статистич
ного розподшу виб1рки, яка мае такий вигляд (рис. 140).

А Н

6--

-О-
12

О----- О
18 24 30

Рис. 140

36 X)

Якщо з’еднати пунктирною лписю середини кожного прямокутника 
пстограми, то д1станемо криву Л1шю, яка певною м!рою под1бна до

графша щ1льност1 для нормального закону з ненульовим математичним 
сподтанням. Це може бути шдставою для висунення гтотези про ноо- 
мальнии закон розподшу ознаки X  генерально'Г сукупносп. Але цю п- 
потезу необхщно перев1рити на и правильность.

Приклад. За заданим статистичним розподшом виб1рки 
ознаки X:

/7 = 4 0— 4 4— 1 8— 12 12— 16 16— 20 20— 24
и,- 40 24 16 12 8 4

ппотетично визначити закон розподшу ознаки генерально'Г 
сукупносп.

Розв’язання. Побудуемо пстограму частот, записавши статистич- 
нии розподш у такому вигляд!:

А = 4 0— 4 4— 8 8— 12 12— 16 16— 20 20— 24
п,
И

10 6 4 3 2 1

Пстограма частот мае такий вигляд (рис. 141).
а Н

И
10

5 - -

1 —

"«Т 12
-6 -
16 20

3 :
24

Рис. 141

Коли з еднаемо послщовно середини кожного прямокутника пунк-
Т° Д1С! анемо КРИВУ, ЩО в деякому наближенн1 под1бна 

до графжа щшьносп имовфностей для експоненц1ального закону роз- 
длу. Це дае нам шдстави для висунення нульово’Г ппотези про екс- 

поненц1альнии закон розподшу ознаки генерально'Г сукупносп X  котру 
звичаиио, необхщно нерев1рити на правильна.. А т  цього н е о К  
но мати значения емшричних 1 теоретичних частот.



Емтричнымы називаються частота, яю спостер1гаються при 
реал1зацн виб1рки, а теоретичными —  яю обчислюються за фор
мулами.

Дискретний закон розподшу. Теоретичш частота для дис- 
кретноТ випадковоУ величини обчислюемо за формулою

п\ = пР1, (460)
де п —  обсяг виб1рки;

Р1 —  1мов1рн1Сть спостережуваного значения X  = х яка обчи- 
слюеться за умови, що ознака X  мае взятий за припущенням за
кон розподшу ймов!рностей.

Приклад. За результатами виб1рки, реатзованоУ з гене- 
рапьноУ сукупност!, ознака якоУ X  за припущенням мае пу- 
ассошвський закон розподшу ймов1рностей, дютали такий 
статистичний розподш:

х) 0 2 4 6 8

И, 45 20 15 12 8

Необхщно знайти теоретичш частота п\ .

Розв’язання. Для обчислення теоретичних частот застосовуемо 
формулу Пуассона

-+ р- ю = ^ е' ‘ - (461)

де X = а.
Оскшьки для математичного спод1вання, тобто для параметра X = а, 

точковою незмщеною статистичною оцшкою е виб1ркова середня ве
личина хв, обчислимо п значения

0-45+  2-20 + 4-15+  6-12 + 8-8 _

40 + 60 + 72 + 64 _ 236 _ 2 зб 
100 100

Отже, X = 2,36 = а.
Обчислимо ЙМОВ1рНОСТ1 *мо(*) >Де * = 0,2, 4, 6, 8.

Рт (2) = \ е - Х =2,7848 0,094 = 0,262;

^шо(4) = ^ - е - х = Щ 9 - е-2̂  =1,2925-0,094 = 0,121;
4! 24

,̂оо (6> = 7Г е"2-36 ^ 0-240 ■ 0,094 = 0,022 ;
6! 720

Ршо(8) = — е~х = - ’36) е~2,36 = 0,02386• 0,094 = 0,0022. 
8! 40320

Тод1 теоретичш частота будуть таю: 
п[ = и -Р 100(0) = 100-0,094 = 9 ; 

пг = п-Рт {2) = 100-0,262 = 26; 

п'з = и -Р 100(4) = 100-0,121 = 12;

«4 = «' Лоо (6) = 100- 0,022 = 2 ; 

п’5 =п- Р, оо (8) = 100 • 0,0022 = 0,22 * 0 .

У пщсумку маемо:

Емшричш частота п, 45 20 15 12 8
Теоретичш частота п] = пРт (к) 9 26 12 2 0

Як бачимо, велика розб1жшсть м1ж емшричними та теоретич- 
ними частотами ставить пщ сумшв припущення про пуассошвсь- 
кий закон розподшу ознаки X  генеральноУ сукупност1.

Неперервний закон розподшу. Якщо ознака X  генеральноУ 
сукупност1 мае неперервний розподш 1мов1рностей, то теоретичш 
частота обчислюються за формулою

п] =п Р/,
де л —  обсяг виб1рки,
а Р{ —  1мовфН1сть того, що випадкова величина X  потрапить в 

/-й частковий штервал. Вона обчислюеться за формулами того 
закону розподшу, який припускаемо на основ1 обробки статисти
чного розподшу виб1рки.

Так, наприклад, якщо е пщстави для припущення, що ознака 
генеральноУ сукупност1 X  мае нормальний закон розподшу, то те
оретичш частота в цьому раз! можна обчислювати за формулами:



, пк , . пк
П, — ф(м/ ) — г-—

С?В а в л/271

_ (*|~*д)2 
1 е 2°*

'в
де и —  обсяг виб1рки;

к —  довжина часткового интервалу;
хв —  виб1ркова середня величина;
а в —  виб1ркове середне квадратичне вщхилення;
ф(и,)—  щшьнють 1мов’фностей для загального нормального

(463)

закону розподшу 
або

п, - п Ф - Ф
г — \ \  х, -  X.

'в / 'в / /

де Ф
_  л 

•*в ф
/  -  лх , - х в

'в у
функцп Лапласа.

Приклад. У ВТК (в1дцш техшчного контролю) були вимь 
рян1 400 валик1в 13 парта, яю виготовляе завод. Результати 
вим1р1в наведено в таблищ:

X), мм 10,4—10,6 10,6—10,8 10,8—11,0 11,0—11,2 11,2—11,4

п, 40 100 200 40 20

Припускаючи, що ознака X  мае нормальний закон розпод!- 
лу ймов1рностей, обчислити теоретичш частота за форму
лою (461).

Розв’язання. Для обчислення п' необхщно знайти хв, а в .
За задании штервальним статистичним розподшом будуемо дискре- 

тиий статистичний розподш, вар1антами якого е середини частинних 
1нтервал1в, а саме:

*/ 10,5 10,7 10,9 11,1 11,3

40 100 200 40 20

Тепер обчислюемо:
Хх,. п, 10,5 • 40 + 10,7 • 100 + 10,9 -200 + 11,1 • 40 + 11,3 • 20

в п 400
420 + 1070 + 2180 + 444 + 226 4340= --------------------------------- —  = ------ = 10,85 мм;

400 400

Х х2 щ _ (10,5)2 -40+(10,7)2 -100+(10,9)2 -200+(1Ц)2 -40+(ЦЗ)2 -20
п 400

4410 + 11449 + 23762 + 4928,4 + 2553,8 47103,2
— —  _ -------------- — 1 1 7 ,7 5  о ’

400 400
У х 2 п

А, = ~ (*в)2 -1 1 7 ,7 5 8 -0 0 ,85)2 =117,758-117,7225 = 0,0355;
п

а в = ^  = Д 0 3 5 5  - 0,1884.

Обчислення теоретичних частот за формулою (463), показаною в 
таблищ:

х, П1
х, -10,85

и, = —----------
0,1884 Ф(Ч) п] = — ф(и() = 10,55ф(и,.)

о  в

10,5 40 -  1,858 0,0707 30
10,7 100 -  0,796 0,2897 123
10,9 200 0,265 0,3847 163
11,1 40 1,327 0,1647 70
11,3 20 2,388 0,0258 11

Велию розб1жност1 М1ж емшричними 1 теоретичними частотами да- 
ють шдстави зробити висновок, що припущення про нормальний закон 
розподшу ознаки X  генерально! сукупност! не мае шдстав.

Приклад. За поданим штервальним статистичним розпо
дшом виб1рки

/;= 10 80—90 90—100 100—110 110—120 120—130

п, 2 14 60 20 4

скориставшись формулою (462), обчислити теоретичш ча
стота на гпдстав! припущення, що ознака X генеральноУ су- 
купност! X  мае нормальний закон розподшу.

Розв’язанпя. Значения хв, ств обчислюемо за дискретним статис
тичним розподшом

X) 95 95 105 115 125
п, 2 14 60 20 4



-  ! > / ” , 95-2 + 95-14 + 105-60 + 115-20 + 125-4 _Ю 620_ ,
п ~ 100 100

Х *2 п, _ 18050- +126350+ 661500+264500+62500 = 1132900_ 11 
п ~ 100 100

Я = ^ * ? А - ( З с в )2 = 11329 -  (106,2)2 =11329-11278,44 = 50,56;
« ____

о в = 7 ^ Г  = ->/503б*7,11.
Обчислення теоретичних частот за формулою (463) показано в таблиц!:

X, хм п,
_ х , - х в *1+1 ХВ Ф(г.) <«Ч*м)

П] = П(Ф(2М) -  
-Ф(2,)М ~ « '

80 90 2 -3,68 -2,28 -0,499968 -0,4837 2

90 100 14 -2,28 -0,87 -0,4887 -0,3078 20

100 110 60 -0,87 0,53 -0,3078 0,2019 49

110 120 20 0,53 1,94 0,2019 0,4732 27

120 130 4 1,94 3,35 0,4738 0,49966 3

Результата обчислень дають можливють зробити висновок, що 
ознака генерально'Т сукупност1 ппотетично мае нормальний закон роз
подшу, оскшьки розб1жност1 М1ж емтричними та теоретичними часто
тами е, але вони пор1вняно незначш. Однак це твердження необхщно 
ще перев1рити, скориставшись вщповщними методами математично’Т 
статистики.

Приклад. За поданим штервальним статистичним розпо-
Д1ЛОМ ВИб!рКИ

И = 8 0— 8 8— 16 16— 24 24— 32 32— 40

п: 40 30 20 8 2

знайти теоретичш частота, виходячи з припущення, що 
ознака X  генерально'Т сукупносп мае експоненщальний за
кон розподшу.

Розв’язання. Теоретичш частота обчислюються так:

и' = пР1,

де Р, = т +1) - / ’(х/) = ( 1 - е - ^ 1) - ( 1 - в - и') = е - ^  - е ^ ' .

п '=  п(в~Хх‘ -  (464)

Таким чином, для обчислення п] необхщно знайти числове значен

ия параметра X. Ураховуючи, що М (Х ) = — для експоненщального
X

закону, маемо

(465)

Отже, для визначення X необхщно обчислити його точкову незмь

щену статистичну оцшку Зсв . Тод1 X = — .
*в

За дискретним статистичним розподшом

X) 4 12 18 22 34

п1 40 30 20 8 2

-  _ Т .х ,п , _ 4-40 +12-30 +18-20 + 22-8 + 34-2х.в п 100

160 + 360 + 360 + 176 + 68 1124
100 100

Звщси маемо

Х = —  = ——  = 0,089.
Зсв 11,24

Обчислення теоретичних частот подано в таблиц!:

= 11,24.

х, Хщ п. е е ь"' 1 1 ]Г п\ = г{е-и‘ -е - '“ -')

0 8 40 1 0,491 0,509 51

8 16 30 0,491 0,241 0,25 25
16 24 20 0,241 0,118 0,123 12
24 32 8 0,118 0,058 0,060 6
32 40 2 0,058 0,0028 0,0552 6

40 оо — 0,0028 0 0,0028 0



Беручи до уваги пор1вняно невелик! розб1жносп м1ж емшрич- 
ними 1 теоретичними частотами, гшотетично можна стверджува
ти про експоненщальний закон розподшу ознаки генеральноТ су- 
купност1 X.

Оскшьки вс1 припущення про закон розподшу ознаки гене
ральноТ сукупност1, розглянуп в прикладах, наведених вище, ма
ють риси ппотез, а не категоричних тверджень, то вони мають 
бути перев1рен1 з допомогою критерш узгодженостк

Критерш  узгодженост1 Ш рсона. Критерш узгодженост1 ГИр- 
сона е випадковою величиною, що мае розподш х2 > який визна- 
чаеться за формулою

12 = ± {П‘ ~ПР.')2.., (466)
/-1 Пр,

1 мае к = ^  -  т -  1 ступешв свободи,
де ц —  число часткових штервал1в штервального статистич- 

ного розподшу виб1рки;
т —  число параметр1в, якими визначаеться закон розподшу 

ймов1рностей генеральноТ сукупност! зпдно з нульовою ппоте- 
зою. Так, наприклад, для закону Пуассона, який характеризуеться 
одним параметром А,, т -  1, для нормального закону т = 2, 
оскшьки цей закон визначаеться двома параметрами а = М (Х )  1 ст.

Якщо и, = пр, (ус 1 емшричш частота зб1гаються з теоретич
ними), то х2 -  0» У противному раз1 х2 > 0 • Визначивши при за- 
даному р1вн1 значущост1 а  1 числу ступешв свободи критичну то
чку ХкР(а ;к = Ч ~ т ~ 0  ’ за таблицею (додаток 8) будуеться 
правоб1чна критична область. Якщо виявиться, що спостережу
ване значения критерш  Хс„ > ХкР > то про закон розподшу 
ознаки генеральноТ сукупност1 вщхиляеться. У противному раз1 
(Хсп <ХкР) Я0 приймаеться.

Приклад. За заданим штервальним статистичним розподшом 
випадковоУ величини X  — маса новонароджених дггей —

И = 0,5 1—1,5 1,5—2 2—2,5 2,5—3 3—3,5 3 ,5-4 4—4,5

Л; 10 20 50 35 28 15 12

при р1вш значущосп а  = 0,01 перев1рити правильшсть Я0 
про нормальний закон розподшу ознаки X — маси новона
роджених дггей.

Розв’язання. Для визначення теоретичних частот п\ = пр1 необхщ
но обчислити Зсв, а в .

Дискретний статистичний розподш буде таким:

XI 1,25 1,75 2,25 2,75 3,25 3,75 4,25
п, 10 20 50 35 28 15 12

п = X й,- = 170 .

-  _
Я В — ~п

_ 1,25 -10 +1,75 -20 + 2,25 -50 + 2,75 -35 + 3,25 -28 + 3,75 -15 + 4,25 -12
170

_ 12,5+ 35+ 112,5+ 96,25+ 91+ 56,25+ 51,0 454,5
170 170 “  ’ ’

Ех,2И/ _ 1,252 -10 + 1,752 -20 + 2,252 -50 + 2,752 -35 + 3,252 -28 + 
п 170

+ 3,752 • 15 + 4,252 -12 15,625 + 61,25 + 253,125 + 264,6875 + 295,75 + 
170 170

+ 210,9375 + 216,75 1318,125
170 170

■ = 7,75;

Аз = ~  Х' -  (*в )2 = 7,75 -  (2,67)2 = 7,75 -  7,1289 = 0,6211; п
°в = - /А  = л/0,6211 * 0,79 .

Обчислення теоретичних частот подано в таблиц!:

х , X ,,  1 И /
.  _  -  * н .  х м  - * в

Ф ( 2 , ) < И * ы )
п ' , = п ( Ф (  2 М ) ~  

- * ( * , )
“1+1

^  В

1 1,5 10 -2,11 —  1,48 -0,4821 -  0,4306 9
1,5 2 20 -  1,48 — 0,85 -0,4306 -  0,3023 22
2 2,5 50 -0,85 -0,22 -0,3023 0,0871 37

2,5 3 35 -0,22 0,42 -0,0871 0,1628 43
3 3,5 28 0,42 1,05 0,1628 0,3531 32

3,5 4 15 1,05 1,68 0,3531 0,4535 17
4 4,5 12 1,68 2,32 0,4535 0,4898 ..6



Обчислення спостережуваного значения статистичного критерш 
Х2П даеться нижче в таблищ:

Л/ Щ Л/ -  пр. (77, -  Пр,)1
(77 ,-П р,)1

пр,

10 9 -  1 1 0,11

20 22 - 2 4 0,18

50 37 13 169 4,57

35 43 -12 144 3,35

28 32 - 4 16 0,5

15 17 - 2 4 0,24

12 6 6 36 6

Отже, маемо

1 = 14,95.
пр,

За таблицею (додаток 8) знаходимо значения
(а  = 0,01; Л = 7 -  2 -1  = 4) = (0,01; 4) = 13,3.

Правоб1чна критична область показана на рис. 142.

Висновок. Оскшьки Хсп еГ [0; 13,3], то не маемо пщ- 
став для прийняття Я0 про нормальний закон розпод1- 
лу ознаки генерально'1 сукупност! X.

Приклад. Вим1рювання зросту юнаюв в1ком 17 роюв дав 
таю результата:

/7 = 4 см 154— 158 158— 162 162— 166 166— 170 170—174 174— 178 178— 182 182— 186

п, 8 14 20 32 12 8 4 2

Визначити ппотетично, який закон розподшу мае ознака 
X — зрют юнака. При р1вш значущосп а  = 0,01 перев1рити 
правильшсть висунутоТ нульово'Г ппотези.

Розв’язання. Для заданого статистичного розподшу побудуемо пс
тограму частот (рис. 143).

— т — '1541 1
-О

158 162 166 170 174 178 182 186 х>
Рис. 143

За формою пстограми частот можемо припустити, що ознака X  мае 
нормальний закон розподшу. Отже, висуваемо нульову ппотезу Но'. 
ознака X  мае нормальний закон розподшу ймов^рностей.

Для перев1рки правильное^ Но використаемо критерш узгодженост! 
П1рсона.

Отже, необхщно обчислити теоретичш частоти, а для цього знайде
мо значения х в, а в , побудувавши дискретний розподш за заданим ш- 
тервальним, а саме:

х, 156 160 164 168 172 176 180 184
77/ 8 14 20 32 12 8 4 2

_ 1.x, п, 156-8 +160-14 +164-20 +168-32 +хп =--- '—- = -------------------------  ------ —— —--------
п 100

+ 172-12+ 176-8+ 180-4 + 184-2 16704
--------------------- — ---------------------= ---------= 167,04 см;

100 100



п 100

+ 1802 -4 + 1 8 4 ^  = 2794304 = 2794 
100 100

Д , = ^ х'-.?±- ( х в)2 =27943,04-(167,04)2 = 
п

= 27943,04-27902,3616 = 40,68; 

ств = 4 Щ  -  д/40,68 * 6,38 см.
Обчислення теоретичних частот наведено в таблиц!:

X, Хп 1 п.
_ х , - х в хм ~ х в

Ф(*,) Ф(2,ч,)
п, = п(Ф(гм  ) -  
-Ф ( г,)*  " м ~ * а в

154 158 8 -2,04 -1,42 -0,4793 -0,4222 6

158 162 14 -1,42 -0,79 -0,4222 -0,2852 14

162 166 20 -0,79 -0,16 -0,2852 -0,0636 22

166 170 32 -0,16 0,464 -0,0636 0,1772 24

170 174 12 0,464 1,09 0,1772 0,3621 19

174 178 8 1,09 1,72 0,3621 0,4573 10

178 182 4 1,72 2,34 0,4573 0,4904 3

182 186 2 2,34 2,97 0,4904 0,4986 1

Обчислення спостережуваного значения %2П наведено в таблиц!:

п, пр, п, -  пр, (,п1 -  пр,)1 (и, -  пр,)2 
пр.

8 6 2 4 0,667

14 14 0 0 0

20 22 - 2 4 0,182

32 24 8 64 2,667

12 19 - 7 49 2,579

8 10 - 2 4 0,4

4 3 1 1 0,333

2 1 1 1 1

/=1 Пр,

За таблицею (додаток 8) знаходимо значения

Х2П (а  = 0,01; к = 8 -  2 -1) = Х2П(0,01; 5) = 15,1. 

Критична область зображена на рис. 144.

Рис. 144

Висновок. Оскшьки %2П е  [0; 15,1], немае пщстав для 
вщхилення нульово'Т ппотези Но про нормальний за
кон розподшу ймов1рностей ознаки X.

Приклад. За заданим статистичним розподшом виб1рки:

И = 4 см 0— 10 10— 20 20— 30 30— 40 40— 50

п, 40 30 20 6 4

з’ясувати гшотетично закон розподшу ймов1рностей ви
падковоУ величини X. При р1вш значущоеп а  = 0,01 пере- 
в^рити правильшсть цього припущення.

Розв’язання. Для визначення закону розподшу ознаки X  побу- 
дуемо пстограму частот (рис. 145).
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За формою пстограми частот можна ппотетично стверджувати, що 
ознака X мае експоненщальний закон розподшу ймов1рностей.

Для перев1рки правильное™ цього твердження використаемо крите
рий узгодженост1 ГПрсона. Теоретичш частота в цьому раз1 обчислюю
ться за формулою

п\ = п (< ■).
,  1 де А, = — .

Отже, необхщно обчислити х в , побудувавши дискретний статисти
чний розподш за наведеним штервальним, а саме:

X, 5 15 25 35 45

п. 40 30 20 6 4

Оскшьки п = XX = 100, то

-  X * /”/ 5 • 40 +15 • 30 + 25 • 20 + 35 • 6 + 45 • 4
в п 100

200 + 450 + 500 + 910 + 180
100

= 15,4.

ТоД1 X = ^ - =  1
15,4

0,065.

Обчислення теоретичних частот наведено в таблищ:

х, *,>1 п, е~и' л; = л(е-ъ" - е-и'*')

0 10 40 1 0,522 48

10 20 30 0,522 0,273 25

20 30 20 0,273 0,142 13

30 40 6 0,142 0,074 7

40 50 4 0,074 0,0039 7

Обчислення спостережуваного значения критер1ю х1п наведено в 
таблиц!:

п, пр, п, -  пр,

I13 (и ,-яр ,)2 
пр.

40 48 - 8 64 1,33
30 25 5 25 1

20 13 7 49 3,77
6 7 -  1 1 0,14
4 7 - 3 9 1,29

53.
пр,

За таблицею (додаток 8) знаходимо значения критичноТ точки 

Х ^(а  = 0,01; к = 5 -1  -1  = 3) = ХкР(0,01; 3) = 11,3 .

Критичну область зображено на рис. 146.



Висновок. Оскшьки ХсП е [0; 11>3] > нульова гшотеза 
про експоненщальний закон розподшу ознаки X  при- 
ймаеться.

Теоретичш запитання до теми г

1. Дати визначення нульовоТ та альтернативноТ ппотез.
2. Яю ппотези називають параметричними?
3. Яю ппотези називають непараметричними?
4. Що називають простою та складною статистичними п- 
потезами?
5. Що називаеться статистичним критер1ем?
6. Що називаеться емшричним значениям критерш?
7. Область прийняття нульовоУ ппотези, критична область, 
критична точка.
8. Яю Ви знаете критичш облает!?
9. Загальна методика перев1рки правильное™ нульовоУ 
ппотези.
10. Що таке р1вень значущост! а?
11. Помилки першого та другого роду.
12. Що таке потужнють критерш?
13. Перев1рка правильное^ Н 0 :х г -  а , при альтернатив- 
них ппотезах Н а : х г < а; х г > а; х г Ф а .

V — П

14. Який закон розподшу мае випадкова величина 2 -
Ф в)

15. Знаходження критичних точок для статистичного кри-
х п - а  

терш 2 = — — .
ст(хв)

Зсв -  а
16. Коли застосовуеться статистичний критерш 2 = — -— ?

и

Т п
17. Я к и й  закон розподшу ймов1рностей мае статистичний

- а  _
критерш 2 = - 2 - —  ?

о

Т п
18. Переварка правильное™ Н 0 : М (Х ) = М (У) при п >40.

19. Який закон розподшу ймов1рностей мае статистичний
Зс„ -  у  п  

критерш 2 = — з -----з — ?
ст(хв - у в)

20. Який статистичний критерш застосовуеться для пере
варки правдивост1 Н 0 : М ( Х )  -  М (У) , якщо п < 40 ?
21. Який закон розподшу ймов1рностей мае статистичний

Ха ~Упкритерш 2 = —. .... ■-....— ............. —......... - ?
\)5 2х + ( п " - Щ  П ~ т

V п' + п"- 2  \ п '  + п"
22. Перев1рка правильное™ Н 0 : Их = И .
23. Який статистичний критерш вибираеться для перев1рки 
правильное™ Н0 : Ох = О у ?
24. Який закон розподшу ймов1рностей мае статистичний

8 2
критерш Р  = —у- ?

25. Яю юнують шдстави для висунення ппотези про закон 
розподшу ознаки генеральноУ сукупнос™?
26. Що називають емшричними частотами?
27. Що називають теоретичними частотами?
28. Записати формулу для теоретичноУ частота, якщо при- 
пускаеться, що ознакаX мае пуассошвський закон розподшу 
ймов1рностей.
29. Записати формулу для обчислення теоретичних частот, 
якщо припускаеться, що ознака X  генеральноУ су куп ноет! 
мае експоненщальний закон розподшу.
30. Записати формули для обчислення теоретичних частот, 
якщо припускаеться, що ознака X  генеральноУ сукупнос™ 
мае нормальний закон розподшу.
31. Критерш узгодженосп Шрсона.
32. Загальна методика переварки правильности Я0 про закон 
розподшу ознаки генеральноУ сукупнос™.

Задач/ до теми

1. За задании статистичним розподшом виб1рки, реал1зованим 13 ге
неральноУ сукупнос™, ознака X якоУ мае нормальний закон розподшу

4,2 6,2 8,2 10,2 12,2

И, 6 8 12 8



при р!вш значущост1 а  —0,01 перев1рити правильшсть нульовоУ п- 
потези

Я 0 : М ( Х )  = 10, якщо альтернативна ппотеза
Н а : М ( Х )  > 10 , якщо а г = 4.

_ * Хп а 7,78 10 »
В1дпов1дъ. дсв = 7,78 ; 2 = —- —  = --------------------------------------- ^---= -3,33; 2кр-2 ,3 2 .

л/л -\/36
2* е]-оо;2,32]; Н 0 : М( Х)  = 10 приймаеться.

2. Проведено 25 незалежних вим1рювань випадковоУ величини X, 
що мае нормальний закон розподшу 31 значениям с г = 2:

X, 2,4 5,4 8,4 11,4 14,4 17,4

п, 2 3 10 6 3 1

При р1вш значущост! а  = 0,001 перев'фити правильность нульовоУ 
ппотези

Н 0 : М ( Х )  = 10,5, якщо альтернативна ппотеза
Н 0 : М ( Х ) <  10,5.

х п - а  8,92-10,5 ,
Вгдповгдь. г  = -------- = --------------= -3,95; г — -3  .

2
л/л 5

2*ё]-<ю;-3], 2*е[-3;оо[; Н 0 : М( Х)  = 10,5 приймаеться.

3. Маемо даш про розподш шдприемств певноУ облает! за зростан- 
ням виробкку на одного пращвника у вщсотках до наступного року:

хп % 75 85 95 105 115 125

м 5 8 10 5 2 1

Ураховуючи, що ознака мае нормальний закон розподшу 31 значен
иям стг = 6, перев1рити правильшсть нульовоУ ппотези при а  = 0,01.

# 0 : М ( Х )  = 90, якщо альтернативна ппотеза
Н а : М( Х) Ф  90.

. хп ~а  9 6 -9 0  6 , _ .
Вгдповгдъ. г = ---------= — —  = -------= 5,48; г - -2 ,3 2 ,

стг 6 1,095
л/и л/30

2*р = 2,32; 2* е [-2,32; 2,32] ппотеза Н 0 : М ( Х )  = 90 приймаеться.

4. У результат! двадцяти незалежних вим!рювань певноУ величини X  
дютали статистичний розподш:

X, 3,4 6,4 9,4 12,4 15,4 18,4
П/ 2 4 8 3 2 1

Припускаючи, що випадкова величина X  мае нормальний закон 
розподшу, при р1вш значущост1 а  = 0,01 перев]рити правильшсть 

# 0 : М ( Х )  = 10, якщо альтернативна ппотеза 
Н а : М ( Х )  > 10 .

Вгдповгдь. Г -  ~ 10 = — ^ _  = _0 34б- [ =2 09
Л  3̂ 88 0,868 ’ ’ кр ’
4 п  л /2 0

I е]-оо;2,09]; Н 0 : М ( Х )  = 10 приймаеться.

5. Результата вим!рювання зросту д1вчаток вком 16 роюв дали таю 
показники:

к = 4, см 160—164 164—168 168—172 172—176 176—180
п, 4 6 20 4 2

Вважаючи, що випадкова величина X  — зр1ст д1вчаток —  мае нор
мальний закон розподшу, при р1вш значущост! а  = 0,001 перев1рити 
правильшсть нульовоУ ппотези

Н 0 : М ( Х )  = 180, якщо альтернативна ппотеза 
Н а : М( Х) Ф  180.

п л  ■л ,• * ъ - а 169,3-180 10,7 ,Вгдповгдъ. I = —-----= ----- --------- = ------— = -12 42 • I = -3  65-
А  5Л7 0,86 ’ ’ кр ’ ’
л/л 6

СР =3,65 Г е [-3,65; 3,65]; Н 0 : М ( Х)  = 180 вщхиляеться.

6. Р1вноточн1 вим1рювання довжини двадцяти однотипних деталей 
дали так! результати:

х„ мм 122,8 128,8 134,8 140,8 146,8
п, 2 6 8 3 1

Вважаючи, що випадкова величина X  —  довжина детал1 — мае 
нормальний закон розподшу, при р1вш значущост! а  = 0,001 перев1рити 
правильшсть нульовоУ ппотези



Н 0 : М ( Х )  = 144, якщо альтернативна ппотеза
Н а : М ( Х ) <  144.

х в - а  133,3-144 10,7Вгдповгдъ. I = ——  = ---- — ---- = - - ^  = -7,82, к̂р--3 ,8 8 ,

М 7

Г*е[-3,88; оо[; Я 0 : М ( Х )  = 144 вщхиляеться.

7. Вим1рювалась швидюсть руху автомобшв х: на певши дшянщ 
шляху. Результата вим1р1в наведено в таблиц!:

X/, км/год 56 60 64 68 72 70 80

п, 2 4 6 8 3 1 1

Вважаючи, що X  — швидюсть автомобшя — е випадковою величи
ною, яка мае нормальний закон розподшу, при р1вш значущост1 
а  = 0,01 перев1рити правильшсть нульово'Г ппотези 

# 0 : М ( Х )  = 70, якщо альтернативна ппотеза
Н а : М ( Х )  * 70 .

66,08-70 3,92 _ оп _ ло
ВЧтотдь. , = - ^ -  = — ^ —  = - —  = -3,39, / „ - - 2 ,8 ,

л/л 5
("р = 2,8; I* ~ё [-2,8; 2,8]; Н 0 : М ( Х )  = 70 вщхиляеться.

8. Маса 100 шарикопщшипнишв наведена у вигляд! статистичного 
розподшу:

X), мг 148 150 152 154 156 158 160

И; 2 4 14 30 40 8 2

Беручи до уваги, що випадкова величина X  — маса шарикопщ- 
шипниюв — мае нормальний закон розподшу, при р1вн1 значущост! 
а  = 0,001 перев1рити правильшсть нульово'Г ппотези 

Н 0 : М ( Х )  = 159, якщо альтернативна ппотеза
Н а \ М ( Х ) Ф \  59.

Вгдповгдъ. /* = г* = = 154’̂ 15?. = - Ю .  = _ 19 12;
2Д6 0,226

л/л Ю
г 'р = -3,4 ; г 'р = 3,4; г 'е[-3 ,4 ; 3,4]; Я 0 : М (Х ) = 159 вщхиляеться.

9. Вим1рювання барометром атмосферного тиску протягом 100 Д1б 
дали так! результата:

X,, мм рт. ст. 744,4 746,4 748,4 750,4 752,4 754,4

И, 10 20 30 20 15 5

Вважаючи, що X — атмосферний тиск — е випадковою величиною, 
яка мае нормальний закон розподшу, при р1вш значущосп а  = 0,01 пе- 
рев1рити правильшсть нульово'Г ппотези

Н 0 : М ( Х )  = 749,2 , якщо альтернативна ппотеза 
Н а : М ( Х ) >  749,2.
п-* -д • Н - а  748,89-749,2 0,31 л опчВгдповгдъ. I = 2 = —5——  = — — ——-------= ---------- = -0,807

_5_ 3^84 0,384
л/и Ю

2кр = 2,58; 2* е [2,58; а>[; Н 0 : М ( Х )  = 749,2 мм рт. ст. стверджуеться.

10. Вим1рювання електроопору елемент1в, виготовлених 13 мол1бде- 
ну, наведено у вигляд! статистичного розподшу:

х„ мкОм 28,94 32,09 37,72 47,92 52,7 57,32

И/ 8 12 20 50 6 4

Беручи до уваги, що X  — електроошр елемештв — е випадковою 
величиною, яка мае нормальний закон розподшу, при р1вш значущосп 
а  = 0,001 перевгрити правильшсть нульово'Г ппотези 

Н 0 : М ( Х )  = 50,6 , якщо альтернативна гипотеза
Н а : М ( Х ) <  50,6.

• • 43,1248-50,6Вгдповгдъ. 1 = 2  = ------------------ = -9,47; = -3 ,4 ;
0,789 кр

2 е] -  оо; -3 ,4 ]; Н 0 : М ( Х )  = 50,6 приймаеться.

11. Електролампочки на 220 В виготовлялися двома електролам- 
повими заводами. 3 першоТ партп, виготовлено'Г заводом № 1, здшс- 
нили виб1рку обсягом п'= 25, а з друго'Г партп — обсягом п"= 36. 
Першу 1 другу партп електролампочок перев1рили на тривалють ро
боти. Результата перев1рки наведено у вигляд! статистичних розпод!- 
Л1в такого вигляду:

У> 48 50 52 54 56
1 2 3 14 5 1

X) 53 56 59 62 65
п

П1 4 6 10 12 4



Вщомо, що ознаки У — тривалють роботи електролампочки першо
го заводу 1 У — тривалють роботи електролампочки другого заводу е 
випадковими величинами, як1 незалежно мож собою 1 мають нормаль
ний закон розподшу зо значениями а у = 50, а х = 72. При ровно значу
щосто а  = 0,01 переворити правильность

Я 0 : М ( Х )  = М(У ) , якщо альтернативна гопотеза
Н а : Щ Х )  > М ( У ) .

Шдповгдь. 2* = , -Х. ^ =  = , 59’5~ 51.== = = 0,45 ;
2500 5184 16,52

25 + 30

2кр = 2,58 ; 2* е] -  оо; 2,58]; Я 0 : М ( Х )  = М(У)  приймаеться.

12. У двох партоях мостяться однотипно шарикоподшипники, вигото- 
влено двома заводами. Виморювання ох доаметров дали результата, яко 
наведено у виглядо двох статистичних розпо долов:

Я
V п п'

У»
мм 6,64 6,7 6,74 6,78 6,82

г
П1 2 4 8 6 4

Хр 6,58 6,6 6,8 7 7,2
мм

п
п, 6 8 10 4 2

При ровно значущосто а  = 0,01 переворити правильность нульовоо го- 
потези

Я 0 : М ( Х )  = М(У ) , якщо альтернативна гопотеза
Н а : М ( Х ) * М ( У ) ,
коли вщомо значения О х = 50; Иу =60.

Вгдповгдъ. 2* -  ■— = =  = -0,05; г' = -2 ,58 ; г ’ =2,58;
К Ж

V п" п'
2* е [-2,58; 2,58]; Я 0 : М ( Х )  = М(У) приймаеться.

13.3 двох партой монет вартютю 5 коп. було вибрано 50 о 60 штук, 
яко зважували на терезах. Результата цих зважувань подано у виглядо 
двох статистичних розподолов:

У„
мг 9,4 9,6 9,8 10 10,2

/
П1 5 15 20 8 2

Х р 9,33 9,63 9,63 10,23 10,53
мг

п

п 1
8 12 26 10 4

Припускаючи, що X  о У мають нормальний закон розподшу о неза
лежно мож собою, при р1вн1 значущосто а  = 0,01 переворити

Я 0 : М ( Х )  = М(У) , якщо альтернативна гопотеза
Н а : М ( Х )  < М (У ) ,
коли вщомо значения Ох = 10 ; Иу = 14.

Шдповгдь. 2* = — = ?^ 9’748 = 0,2; г = -3,2 ;
Ш Г *1  Ш И

" п' V 50 60 
6 [-3,2; оо[; Я 0 : М ( Х )  = М(У)  не вщхиляеться.

14. Виморювання зросту дотей воком шость роков, випадково вибра- 
них оз двох дитячих садков, дало тако результата:

У»
м 0,52 0,58 0,64 0,72 0,8

2 5 10 3 1

Хр
м 0,48 0,56 0,64 0,72 0,8

п
1 4 12 6 2

Беручи до уваги, що випадково величини Х \  У е незалежними о ма
ють нормальний закон розподшу, при ровно значущосто а  = 0,01 перево- 
рити правильность нульовоУ гопотези

Я 0 : М ( Х )  = М (У ) , якщо альтернативна гопотеза 
Я а : М ( Х )  > М ( У ) .

тдтшдъ.  (’ = - =  Х ~У  -------- М 52 8 ~ 0’633_____ =
(п'~  1)^ 2 + (п" - 1)52 /21-0,0057 + 24-0,00494

V п' + п" - 2 V 44
0,0198

- " 0074" ~ ’ ?КР = 2,7; 1 _ °°;2 >7] ; Я 0 : М ( Х )  = М (7) не вод-

хиляеться.

15. Кров’яний тиск було виморяно (в умовних одиницях) у 20 особ 
воком 40 роков оз одного району моста о в 18 особ того самого воку з он- 
шого району моста. Результата виморювання подано двома статистич
ними розподолами:

У'/ 114 116 118 120 122 124
1

>Ь 2 4 6 5 2 1

Х) 115 118 121 124 127 130

1 3 6 4 3 1



Припускаючи, що випадков1 величини Х \  У е незалежними 1 мають 
нормальний закон розподшу, при р1вш значущосп а  = 0,001 перев1рити 
правильшсть

Н 0 : М ( Х ) = М(У),  якщо альтернативна ппотеза
Н а : М ( Х )  * М ( У ) .

х - у  122,33-117,4
Вгдповгдъ. I' = -

|(« '-1 )5 х2+ (п" -1 )5 ; (19-37,1 + 17 126,78
I V 36

= ̂ « 0 , 5 5 ;  <р = -3,55; <'р= 3>55; е[-3,55; 3,55]; Н0:М(Х) = М(У)
8,91

не вщхиляеться.
16. Пружшсть вим1рювалась на зразках, виготовлених з одшеУ 1 пеУ 

самоУ марки стал1 1 вибраних 13 двох партш. Результата вим1рювання 
подано двома статистичними розподшами:

У, 36,8 38,8 40,8 42,8 44,8
/

И/ 2 4 6 5 3

х, 34,2 38,2 42,2 46,2 50,2
п

п1 2 5 10 4 4

Зважаючи, що ознаки X 1 У е незалежними 1 мають нормальний за
кон розподшу, при р1вш значущосп а  = 0,01 перев1рити правильшсть 
нульовоУ ппотези

Н 0 : М ( Х )  = М ( У ) , якщо альтернативна ппотеза
На : М ( Х )  < М ( У ) .

х - у  42,68-41,1
Вгдповгдь. I = , .■■■--■■■■■■■■■ ■ ■— = . ■ = =  -

(и' - 1 ) 5 2+ (й" -1 )5 2 19 -21,76 + 24 -6,01

V п' + п " -  2 » 43
= = 0,439 ; /кр = -2,7 ; Г* е [-2,7; оо[; Я 0 : М ( Х )  = М(У)  не вщхи-

3,6 
ляеться.

17. Протягом року вим^рювалась продуктившсть пращ (в тис. грн/ 
пращвн.) у двох бущвельних фермах. Результата вим1рювання подано 
статистичними розподшами:

У1 120 150 180 210 240 270
/

п. 10 20 30 20 15 5

Х1 90 130 170 210 250 290
п

п> 10 20 40 20 5 5

Вважаючи, що ознаки X 1 У е незалежними 1 мають нормальний за
кон розподшу, при р1вн1 значущосп а  = 0,001 перев1рити правильшсть 
нульовоУ ппотези

Н0 : М ( Х )  = М ( У ) , якщо альтернативна ппотеза 
Н а : М ( Х )  > М ( У ) .
В1дпов1дъ.

х - у  172-187 15

п + п
1(п'~ 1)52 + (и "-1 )5 2 /99-2339,7 + 99-170,46 35,42

198

= -0,42; 2кр = 3,4; т. е]-оо;3,4]; Н 0 : М ( Х )  = М(У)  приймаеться.

18. Визначався обсяг валовоУ продукщУ на шдприемствах одшеУ 1 пеУ 
самоУ галуз1 у двох районах УкраУни. Результати розрахунюв подано 
двома статистичними розподшами:

у„  млн 
грн. 380 400 420 440 460

5 15 30 40 10

х„ 
млн грн. 360 400 440 480 500 540

10 20 30 20 15 5

Ураховуючи, що ознаки X  \ У е незалежними 1 мають нормальний 
закон розподшу, при р1вш значущосп а  = 0,01 перев1рити правильшсть 

Н 0 : М ( Х )  -  М(У) , якщо альтернативна ппотеза 
Н а : М ( Х )  Ф М(У) .
Вгдповгдъ.
= т. = ________х - у _____________  446-427 _ 19

/(и '-  1)52 + (п" -1 )5 ; /99-2307,1 + 99-415,15 ~ 36,89 “
\  „ ' + „"_  2 V 198

= 0,51; г 'р = -2,58; < р =2,58 ; г* е [ - 2,58; 2,58]; Н 0 : М ( Х )  = М(У)  
не вщхиляеться.

19. Дослщжувався МЮЯЧНИЙ прибуток робГТНИЮВ у гривнях двох за- 
вод1в одшеУ 1 пеУ самоУ галуз1 виробництва. Результати дослщжень по
дано двома статистичними розподшами:

У> 150,6 160,6 170,6 180,6 190,6

п\ 12 28 40 18 2

•*/ 140,8 160,8 180,8 200,8 220,8
н

п 1 2 6 32 8 2

Ознаки X  \ Ус  незалежними 1 мають нормальний закон розподшу. 
При р1вн1 значущосп а  = 0,01 перев1рити правильшсть нульовоУ ппотези 

Н0 : М ( Х )  = М ( У ) , якщо альтернативна ппотеза 
Н а : М ( Х )  < М ( У ) .



Шдповгдъ.
х - У  181-167 . 14

\(п' - \ ) 8 2х +(п" - Щ  199-244,25+ 49-93^4 13,95

п' + п"- 2 148

1,004 ; гкр = -2,58; г’ 6 [-2,58; оо[; Я 0 : М (Х) = М (7) не водхиляеться.

20. Виморювався вмост золи в умовних одиницях в цукрових буря- 
ках, що вирощувалися на двох дшянках господарства з однаковим 
складом добрив у групп. Результата виморювання подано двома стати- 
стичними розподолами:

У, 0,652 0,692 0,732 0,772 0,812

", 10 20 50 8 2

0,664 0,684 0,704 0,724 0,744 0,764
п

п, 8 12 50 20 5 5

Ознаки X 1 У е незалежними мож собою \ мають нормальний закон 
розподшу. При ровно значущосто а  = 0,001 переворити правильность ну
льовоо ппотези

Я 0 : М ( Х )  = М(У ) , якщо альтернативна гопотеза
Н а : М ( Х )  * М (У ).
В1дпов1дъ.

* - У  -  0,7074-0,72
1 ~ \{п'-Х )8 1 + { п " -Щ  ~ /89-0,00052 + 99-0,00057

У п' + п ' - 2 V 188

= "  _0’539; 4 р = ~3,4; * * = 3,4; 2* е 3,4; 3,4];
Я 0 : М ( Х )  = М(У)  не вщхиляеться.

21. Визначалась урожайность зелено! маси вовса, з1браного у двох 
районах область Результати розрахунков наведено у виглядо статистич
них розподолов:

у., ц/га 88 92 96 100 104
/

«/ 2 4 8 6 4

х ,  ц/га 82 88 94 100 100
п

п , 4 8 6 2 2

Ураховуючи, що ознаки X  о У (урожайность в ц/га) е незалежними о 
мають нормальний закон розподшу, при ровно значущосто а  = 0,01 пе
реворити правильность нульовоо гопотези

Я 0 : Д  = Д , якщо альтернативна гопотеза

Я а : Д > Д -

О
Вгдповгдь. ^ * = _^_ = 2,44; (а  = 0,01; ^  =21; *2 =24) = 2,9; 

Г е [0 ;2 ,9 ];Я о : Д = Д  не водхиляеться.

22. Норма витрат на техночне обслуговування 1 ремонт нових марок 
тракторов виморювалась у двох сольських господарствах району. Ре
зультати виморювань показано двома статистичними розподолами:

У„
грн/га 0,58 0,6 0,62 0,64 0,66

2 3 10 4 1

грн/га 0,56 0,6 0,64 0,7 0,74

п
П1 4 6 3 2 1

Ознаки X  о У (норми витрат) е незалежними випадковими величи
нами, що мають нормальний закон розподшу. При ровно значущосто 
а  = 0,001 переворити правильность нульово! гопотези

Я 0 : Д  = Д , якщо альтернативна гопотеза
Я а : Д > Д .

о 2
Вгдповгдъ. Г  = -§ -  = 7,547 ; ^кр(а  = 0,001; = 15; к2 = 19) = 5 ;

Г ё [ 0 ; 5 ] ; Я 0 : Д = Д  водхиляеться.

23. Визначалися рочно середно витрати електроенерго! на комуналь- 
но-побутово вимоги для одного мешканця у двох мостах. Результати 
розрахунков подано двома статистичними розподолами для першого о 
другого мост:

у ,  Вт/м. 700 708 716 724 732 740
!

«/ 5 6 9 6 3 1

х ,  Вт/м. 706 710 714 718 722 726 730
п

П1 8 10 12 5 2 2 1

Ознаки X  о У (рочно витрати в кВт/особу) е незалежними мож собою о 
мають нормальний закон розподшу. При ровно значущосто а  = 0,001 пе
реворити правильность нульово! ппотези.

Я 0 : Д. = Д  , якщо альтернативна гопотеза
Я а : Д < Д .

С2
Вгдповгдъ. р* = -§ - = 1,511; ^ кр(а  = 0,001; кх = 39; к2 = 39) = 2,2 ; 

Р ‘ е [0; 2,2]; Я 0 : Д . = Д  не водхиляеться.

24. Виморювання вмосту азоту в цукрових буряках, яко вирощували
ся на двох дшянках, розмощених у р1зних мосцях колективного госпо-



дарства, з однаковим складом грунту показав результати, що наведен! у 
двох статистичних розподшах:

умов. од. 714 718 722 726 730

п
п) 4 10 16 10 6

У,>
умов. од. 1,24 1,28 1,32 1,36 1,4 1,44

1
П! 5 6 8 13 2 1

Ознаки X 1 У (вм!ст азоту) е незалежними випадковими величинами, 
що мають нормальний закон розподшу. При р1вш значущосп а  = 0,01 
перев1рити правильность нульовоГ ппотези при альтернативней ппотез]

Я 0 : Б х -  Оу , якщо альтернативна ппотеза

Н а :Ох < В у -

Вгдповгдь. Р * = -у - = 3,36 ; Ркр(а  = 0,01; А:, = 45; к2 = 34) = 2 ;

Р* е" [0; 2]; Н 0 : Б Х = Ву не приймаеться.

25. Вим1рювання значень наробки на мотор автомобшя, що здшс- 
нювався у двох автопарках мюта, наведено у вигляд1 статистичних роз- 
П0Д1Л1В:

Х)’ 
тис. км 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3

п
п) 4 6 12 16 8 2 1

У,У 
тис. км 1,9 2,15 2,4 2,65 2,9 3,15

1
”, 2 4 6 10 5 1

Ознаки X  1 У (наробки в тис. км) е випадковими величинами, що 
мають нормальний закон розподшу. При р1вш значущосп а  = 0,001 пе- 
рев1рити правильшсть нульово'Г гтотези

Я 0 : Д. -  В у , якщо альтернативна ппотеза

Н а : А  < В у ■

Вгдповгдъ. Т7’* == —|— = 4,475 ; ^кр(а  = 0,001; кх =28; к2 =48) = 2,2; 
^м

Р ' ~ё [0; 2,2]; Я 0 : Б х = Иу не приймаеться.

26. Зам1ри довжини волокон вовни, одержано!' вщ овець, що утри- 
мувалися на двох фермах, подано двома статистичними розподшами:

х:, мм 66 68 72 76 80 84

п) 4 6 10 12 4 2

у ,  мм 64 66 68 70 72 74

Г

И/ 2 4 6 8 4 2

Ознаки X 1 У (довжини волокон) е незалежними випадковими вели
чинами, що мають нормальний закон розподшу. При р1вш значущосп 
а  = 0,001 перев1рити правильшсть нульово'Г ппотези

Я 0 ; В х = Оу , якщо альтернативна ппотеза

Н а : Ох < Ву -
8 2

Вгдповгдь. Р ' = -§ - = 5,727; Ркр(а  = 0,001; кх = 37; к2 = 27) = 2,7 ;

Р ' е [0; 2,7]; Я 0 : Ох = Оу вщхиляеться.

27. У двох автопарках вим1ряли витрати палива за годину автомобь 
лем. Результати вим!рювання подано двома статистичними розподшами:

у„ кг/год 35 35,2 35,4 35,6 35,8 36
/

«/ 2 8 10 6 4 3

х ,  кг/год 35,4 35,8 36,2 36,6 37
п

п) 4 5 6 15 6

Ознаки X 1 У (витрати палива за год) е незалежними випадковими 
величинами, яю мають нормальний закон розподшу ймов1рностей. При 
Р*вн1 значущосп а  = 0,01 перев!рити правильшсть нульово'Г ппотези

Я 0 : Ох = Оу , якщо альтернативна ппотеза

Н а ■ Ох > Оу -
8 2

Вгдпотдъ. Р* = = 56,3 ; Ркр(а  = 0,01; *, = 35; к2 = 32) = 2 ;

Г е [ 0; 2 ] ;Я 0 :Д Х= Д , вщхиляеться.

28. Вим1рювалось споживання масла за одну добу одним мешкан- 
цем у двох репонах кра'Гни. Результати вим!рювання подано двома ста
тистичними розподшами:

X, мг 15,99 18,99 21,99 21,99 24,99

«/ 4 6 20 10 5

X,, мг 14,55 20,55 26,55 30,55 36,55
п

6 14 16 6 4

Ознаки X 1 У (добове споживання масла в мг) е незалежними випад
ковими величинами, яю мають нормальний закон розподшу ймов1рнос- 
тей. При р1вн1 значущосп а  = 0,001 перев1рити правильшсть нульово'Г 
ппотези

Я 0 : Их = й у , якщо альтернативна ппотеза

Н а : > О у



Вгдповгдъ. Г  = |§ -  = 7,24; ^ кр(а  = 0,001; *, = 45; к2 = 44) = 2,2; 
■->м

Г  ё  [0; 2,2]; Я 0 : Д, = Оу водхиляеться.

29. Виморювання маси в грамах пухових волокон вод овець подано 
двома статистичними розподолами:

х., г 4,36 4,96 5,46 5,96 6,46

п
П! 3 5 8 6 4

У,> г 4,44 4,84 5,24 6,64 6,04

2 4 5 8 1

Ознаки X 1 У (маса волокон в грамах) е незалежними випадковими 
величинами, яю мають нормальний закон розподшу. При ровно значу
щосто а  = 0,01 переворити правильность нульовоо гопотези 

Я 0 : В х = Оу , якщо альтернативна гопотеза

Н а '- Ох > Оу -

В гдповгдь. Г  = Щ- =  2,07; Г кр( а  =  0,01; кх =  25; к2 =  19) =  2,9 ;
5м

р" е [0; 2,9]; Я 0 : 1), = Оу не водхиляеться.

30. Вим1рювалась жива маса курчат, яко водгодовувалися у двох 
птахофермах. Результати виморювання подано двома статистичними 
розподолами:

ху,г 85,5 105,5 125,5 145,5 165,5

п
п, 6 8 12 4 2

Х .г 96,5 99,5 102,5 108,5 111,5

1
п, 5 10 6 4 4

Ознаки X  о У (жива маса курчат) е незалежними випадковими вели
чинами що мають нормальний закон розподшу ймоворностеи. Якщо 
ровень значущосто а  = 0,01, переворте правильность нульовоо ппотези 

Я 0 : А  = Оу , за альтернативноо гопотези

на-.оу<вх-
Вгдповгдъ. Р ' = 4 "  = 18>87 > р^ а  = ° ’01; = 33; ^  = 28) = 2Д ;

Р * еГ [0; 2,1]; Я 0 : А  = А  водхиляеться.

Лабораторна робота № 1
<)о т еми «Статистичш гтотези»

За заданими статистичними розподшами виб1рки висунути Но 
про закон розподшу ознаки генеральноТ сукупност1 1 при р1вно 
значущосто а  = 0,01 переворити ТТ правильность:

1. Виморювалась маса новонароджених дотей у пологовому будинку. 
Результати виморювань подано онтервальним статистичним розподшом:

X), кг, к = 0,2 1— 1,2 1,2— 1,4 1,4— 1,6 1,6— 1,8 1,8—2 2—2,2

п, 5 12 18 22 36 24

П родовж ення табл.

х,, кг, к = 0,2 2,2—2,4 2,4—2,6 2,6—2,8 2,8—3 3—3,2

Л/ 19 15 11 9 2

2. Протягом 50 роков виморювався ровень води навесно под час пове- 
но водносно умовного нуля. Результати виморювання наведено у виглядо 
онтервального статистичного розподшу:

дг/, см, к = 24 0— 24 24— 48 48—72 72— 96 96— 120

п, 1 2 4 6 12

П родовж ення табл.

Л/, см, И = 24 120— 146 146— 170 170— 196 196—220

»1 16 6 3 1

3. Результати виморювання граничного навантаження на сталевий 
болт наведено онтервальним статистичним розподшом:

Л/, кг/мм2, к = 1 4 ,5 -5 ,5 5,5— 6,5 6 ,5 -7 ,5 7,5— 8,5

т«ооо

п, 40 32 28 24 20

П родовж ення табл.

кг/мм2, А = 1 9,5— 10,5 10,5— 11,5 11,5— 12,5 12,5— 13,5

л, 18 16 12 4



4. Точнють виморювання д1аметру валик!в, виготовлених верстатом- 
автоматом, показано у вигляд! штервального статистичного розподшу:

XI, мк, И = 0,01 0,025— 0,035 0,035— 0,045 0,045— 0,055 0,055— 0,065

П1 47 40 36 25

П родовж ення табл.

дг„ мк, к = 0,01 0,065— 0,075 0,075— 0,085 0,085— 0,095

П) 18 12 8

5. Результати вим1рювання зносу стального р1зця за певний вщти- 
нок часу наведено у вигляд! штервального статистичного розподшу:

XI, мк, к = 0,001 0,0212— 0,0222 0,0222— 0,0232 0,0232— 0,0242

п, 30 25 15

П родовж ення табл.

XI, мк, к  = 0,001 0,0242— 0,0252 0,0252— 0,0262

П 1 12 10

6. Фшсувалось число розлагоджень верстатш-автоматсв протягом 
року. Результати спостережень наведено у вигляд1 штервального стати
стичного розподшу:

х„ к =  2 0— 2 2— 4 4— 6 6— 8 8— 10 10— 12 12— 14 14— 16

и, 16 12 10 9 7 6 5 1

7. Вим1рювання показниюв виконання р1чного плану пщприемства- 
ми певноУ галуз! наведено у вигляд1 штервального статистичного роз
подшу:

X/, % ,к =  10 10— 20 20— 30 30— 40 40— 50 50— 60

«/ 2 5 13 16 25

П родовж ення табл.

х „ % ,к =  10 60— 70 70— 80 80— 90 90— 100 100— 120

«/ 12 10 5 3 1

8. Вим1рювався мюячний дохщ роб1тника певноУ галузь Результати ви- 
М1рювання подано 1нтервальним статистичним розподшом:

хь грн., к  = 20 100— 120 120— 140 140— 160 160— 180 180— 200

10 15 20 25 30

Продовження табл.
X ,,  грн., к  = 20 200— 220 220— 240 240— 260 260— 280

п, 40 10 4 2

9. Дослшжувалась залежшсть кшькост1 проданих пар чолов1чого 
взутгя вщ його розм1ру. Результата досл1джень наведено у вигляд1 1н- 
тервального статистичного розпод!лу:

XI, грн., 
к = 20 75— 125 125— 175 175— 225 225— 275 275— 325

П1 2 12 18 24 38

Продовження табл.
Х „  грн., 
к  = 20 325— 375 375— 425 425— 475 475— 525 525— 575 575—625

«1 21 19 12 10 5 3

10. Вим1рювалось вшхилення д1аметра валика вщ його ном!нально- 
го розм1ру. Результати вим1рювання наведено як 1нтервальний статис
тичний розподш:

X1, мк, 
к =  0,02 0,228— 0,248 0,248—0,268 0,268— 0,288 0,288— 0,308 0,308— 0,328

И/ 6 16 21 36 42

Продовження табл.
х„ мк, 

к =  0,02
0,328— 0,348 0,348— 0,368 0,368— 0,388 0,388— 0,408

и, 32 22 12 8

11. Вим1рювання зросту юнак1в в1ком 18—20 рок1в наведено у ви- 
гляд! 1нтервального статистичного розподшу:

X,, см, к  = 6 154— 160 160— 166 166— 172 172— 178

и, 8 20 30 42



X/, см, к = 6 178—184 184—190 190—196 196—202

И/ 34 21 9 2

12. Випробувалась чутливють каналу х, 100 телев1зор1в. Результати 
випробувань наведено у вигляд! штервального статистичного розподшу:

XI, умовн. 
один.; 
к = 50

75-125 125-175 175-225 225-275 275-325 325— 375

Л/ 1 3 6 22 36 30

Продовження табл.

XI, умовн. 
один.;
/г = 50

325— 375 375—425 425—475 475—525 525—575 575—625 625—675

И/ 30 24 18 12 10 6 2

13. Вим1рювалась жиршсть молока кор1в х{ 13 навмання вибрано'Г 
ферми. Результати вим1рювання наведено як штервальний статистич
ний розподш:

х 1, % ,  к  = 0,1 3,45—3,55 3,55—3,65 3,65—3,75 3,75—3,85 3,85—3,95

И; 10 16 22 30 34

Продовження табл.

х„ %, к = 0,1 3,95—4,05 4,05-4,15 4,15—4,25 4,25—4,35 4,35—4,45

п, 20 14 10 6 4

14. Вим1рювався вмют фосфору в чавуш. Результати вим^рювання 
наведено у вигляд! штервального статистичного розподшу:

XI, %, к = 0,02 0,36—0,38 О и> 00 1
 

4^ 0,4—0,42 0,42—0,44

п, 10 16 24 40

Продовження табл.

XI, %, к = 0,02 0,44—0,46 0,46—0,48 0,48—0,5 0,5—0,52

п, 32 20 16 5

15. Вим1рювалась стабшьшсть температури у виготовлених ф1рмою 
термостатах 1. Результати вим1рювання наведено як статистичний роз
подш:

1,°С, к = 0,04 20,24—20,28 20,28—20,32 20,32—20,36 20,36—20,4
л, 40 38 26 18

Продовження табл.
1,°С, к  = 0,04 20,4—20,44 20,44 20,48 20,48—20,52

л, 12 6 2

16. Вим1рювався вмют р1зних речовин у зразках, виготовлених 13 
чавуну. Результати вим1рювання наведено у вигляд1 штервального ста
тистичного розподшу:

X,, %, 
к  = 0,06 2,22—2,28 2,28—2,34 2,34—2,4 2,4—2,46

л, 52 44 36 20

Продовження табл.
XI, % ,  

к = 0,06 2,46—2,52 2,52—2,56 2,56—2,62 2,62—2,68

л, 18 12 6 2

17. Проводився експеримент з вшшрювання потужност1 вщбиття вщ 
поверхш моря сигналу на виход1 радюлокацшного приймача. Результа
ти вим1рювання наведено у вигляд! 1нтервального статистичного роз- 
под!лу:

XI, ВТ,
к  = 0,05 0—0,05 0,05—0,1 0,1—0,15 0,15—0,2 0,2—0,25

88 64 58 42 30

Продовження табл.
X,, ВТ,

к = 0,05 0,25—0,3 0,3—0,35 0,35—0,4 0,4—0,45

п, 22 18 6 4

18. За допомогою радюдальном1ра вим1рювалась вщстань до одного
1 того самого об’екта. Результати вим1рювання наведено у вигляд1 1н- 
тервального статистичного розподшу:



х„ м, И = 0,25 2000— 2000,25 2000,25— 2000,5 2000,5— 2000,75

И/ 12 24 32

П родовж ення табл.

х,, м, И = 0,25 2000,75— 2001,25 2001,25— 2001,75 2001,75— 2002,25

л, 44 38 26

П родовж ення табл.

х(, м, к =  0,25 2002,25— 2002,75 2002,75— 2003,25 2003,25— 2003,75

И/ 18 12 6

19. Урожайнють рису, який з1брано з поливних дшянок фермерсь- 
ких господарств, наведена у вигляд1 штервального статистичного роз
подшу:

х„ ц/га, к =  0,5 9,5— 10 10— 10,5 10,5— 11 11— 11,5 11,5— 12

5 16 24 32 40

20. Вим1рювання Д1аметр1в кульок, виготовлених верстатом-авто- 
матом, наведено як штервальний статистичний розподш:

х (, мм, к  = 0,08 6— 6,08 6,08— 6,16 6,16— 6,24 6,24— 6,32

И/ 8 18 24 32

Продовження табл.

х,, мм, к = 0,08 6,32— 6,4 6,4— 6,48 6,48— 6,56 6,56— 6,64

Л/ 28 21 15 6

21. Вим1рювався зное автошин за мюяць. Результати вим1рювання 
наведено у вигляд! штервального статистичного розподшу:

х„ мм, к = 0,02 0— 0,02 0,02— 0,04 0,04— 0,06 0,06— 0,08

и, 48 42 34 26

П родовж ення табл.

х„ мм, к = 0,02 0,08— 0,1 0,1— 0,12 0,12— 0,14 0,14— 0,16

И/ 18 10 6 4

22. Вим1рювапась в’язюсть нафти, видобутоТ 13 свердловин. Резуль
тати вим!рювання наведено як штервальний статистичний розподш:

х„ ум. од., 
к =  0,08 4,2— 4,28 4 ,2 8 -4 ,3 6 4,36— 4,44 4,44— 4,52 4,52— 4,6

и, 2 6 10 14 16

Продовження табл.
Х„ ум. од., 

к =  0,08 4,6— 4,68 4,68— 4,76 4 ,7 6 -4 ,8 4 4 ,8 4 - 4 ,9 2 4,92— 5

п, 8 6 4 2 1

23. Вимфювання опору елеменпв, виготовлених шляхом викорис- 
тання новоУ технологи, дали результати, яю наведено у вигляд1 штер
вального статистичного розподшу:

х>, Ом, 
к =  0,04 0,32— 0,36 0,36— 0,4 0,4— 0,44 0,44— 0,48 0,48— 0,52

И/ 40 36 30 24 20

Продовження табл.
дг„ Ом, 

к  = 0,04 0,52— 0,56 0,56— 0,6 0,6— 0,64 0,64— 0,68 0,68— 0,72

18 16 12 8 2

24. Вимфювався час неперервного горшня електролампочок, виго
товлених ф1рмою, до виходу Ух з ладу. Результати вим1рювання наведе
но як штервальний статистичний розподш:

О 
о

‘"1 
II 22— 22,5 22,5— 23 23— 23,5 23,5— 24 24— 24,5 24,5— 25

И/ 4 12 16 24 36 28

Продовження табл.
год, 

А =  0,5 25— 25,5 25,5— 26 26— 26,5 26,5— 27 27— 27,5

и, 22 18 16 8 4

25. Вишрювалась продуктившеть пращ за змшу роб1тниюв однако- 
вого профшю спещальносп й однакового В1ку певноУ галуз1. Результати 
вим1рювання наведено у вигляд! штервального статистичного розподшу:



X1, грн., 
И =  0,8

28,4— 29,2 29,2— 30 30—30,8 30,8— 31,6 31,6— 32,4

п, 60 48 36 24 18

Продовження табл.

хь грн., 
Л = 0,8

32,4— 33,2 33,2— 34 34— 34,8 34,8— 35,6 35,6— 36,4

Я/ 14 12 10 4 2

26. Урожайнють цукрових буряюв вим1рювалась у певному райош 
швденного репону УкраГни. Результати вим1рювання подано як штер- 
вальний статистичний розподш:

х,, ц/га, И = 2,6 340— 342,6 342,6— 345,2 345,2— 347,8 347,8— 350,4

12 18 26 38

Продовження табл.

х,, ц/га, Л =  2,6 350,4— 353 353— 355,6 355,6— 358,2 358,2— 360,8

И/ 40 26 16 6

27. Вим1рювалась плиннють кадров у вщсотках на шдприемствах 
певно! галуз! виробництва протягом року. Результати вим(рювання по
казано як штервальний статистичний розподш:

Хь %, 
к  = 0,06

0,12— 0,18 0,18— 0,24 0,24— 0,3 0,3— 0,36 0,36— 0,42

П1 46 38 32 28 24

Продовження табл.

X), %, 
к = 0,06

0,42— 0,48 0,48— 0,54 0,54— 0,6 0,6— 0,66

и, 18 16 8 6

28. Вим1рювались коливання мюячно'Г зароб1тноТ плати роб1Тника 
певного профшю спещальност1 певноТ галуз1 виробництва. Результа
ти вим^рювання наведено у вигляд1 штервального статистичного роз
подшу:

х,, грн., к =  5,8 165— 170,8 170,8— 176,6 176,6— 182,4 182,4— 188,2

и, 125 115 104 86

х„ грн., к = 5,8 188,2— 194 194— 199,8 199,8— 205,6 205,6— 211,4

п, 64 36 20 12

29. Вимфювалась кшьк с̂ть опад1в, як1 випали протягом веснянопо- 
льових роб1т у П1ВШЧНИХ рег1онах УкраГни. Результати вим1рювання 
наведено у вигляд! 1нтервального статистичного розпод!лу:

х„ мм, 
к= 12 440—452 452—464 464— 476 476—4 8 8 488— 500

и, 24 18 16 14 12

Продовження табл.
Х 1г мм,
Л =  12 500— 512 512— 524 524— 536 536— 548 548— 560

п , 10 8 6 4 2



ЕЛЕМЕНТИ ДИСПЕРС1ЙНОГО,
КОРЕЛЯЦ1ЙНОГО
ТА РЕГРЕС1ЙНОГО АНАЛ13У

ТЕМ А 15. Е Л Е М Е Н Т И  Д И С П Е Р С 1 Й Н О Г О  А Н А Л 1 3 У

1. Загальна шформащя

Дисперсшний анал13 був створений спочатку для статистичноУ 
обробки агроном1Чних дослав . В наш час його також використо- 
вують як в економ1чних експериментах, так 1 техшчних, сощальних.

Сутн'|сть цього анализу полягае в тому, що загальну дисперс1ю 
дослщжуваноУ ознаки роздшяють на окрем1 компонента, яю обу- 
мовлеш впливом певних конкретних чинниюв. 1стотшсть Тх 
впливу на цю ознаку здшснюеться методом дисперсшного анализу.

Вщповщно до дисперсшного анал1зу будь-який його результат 
можна подати у вигляд1 суми певноУ юлькост! компонент. Так, 
наприклад, якщо дослщжуеться вплив певного чинника на ре
зультат експерименту, то модель, що описуе структуру останньо- 
го, можна подати так:

Ху = X + а ] + Еу, (467)
де Ху —  значения ознаки X, одержане при /-му експеримеип на

у-му р 1 вн 1 фактора. Пщ р1внем фактора розумшть певну його М1ру. 
Наприклад, якщо фактором е добрива, яю вносяться в грунт з метою 
збшыиеиня врожайност1 сшьськогосподарськоУ культури, то р1внем 
фактора в цьому раз1 е кшьюсть добрива, що вноситься в Грунт; 
х —  загальна середня величина ознаки Х\ а  ̂ —  ефект впливу фак
тора на значения ознаки X  нау-му р1вш; —  випадкова компонен
та, що впливае на значения ознаки X  в /-му експеримеип нау-му ршнк 

При цьому М(&у) = 0 1 еу як випадков1 величини мають закон

розподшу ймов1рностей А^(0;о2) 1 м1ж собою незалежш ( К у - 0 ) .
Складшшою моделлю анал1зу е вивчення впливу на результа

ти експерименту юлькох фактор1в. Зокрема при анал131 впливу 
двох фактор1в структура модел! набувае такого вигляду:

хук = * + а, + Ру + у у  + Е1]к, (468)

Де хф —  значения ознаки X  в /-му експеримеип нау-му р1вш
впливу фактора А  1 на к-ыу р1вш впливу фактора В\ х  —  загальна 
середня величина ознаки X; а, —  ефект впливу фактора А на /-му 
Р*вн1; Р; —  ефект впливу фактора В  на у-му р1вш; у —  ефект 
одночасного впливу фактор1в А \ В; Еук —  випадкова компонента.

У раз1 проведения дисперсшного анал1зу дослщжуваний ма- 
сив даних, одержаних пщ час експерименту, подшяють на пекш 
групи, яю разняться Д1ею на результати експерименту певних ртв- 
Н1В фактор1в.

Вважаеться, що дослщжувана ознака мае нормальний закон 
розподшу, а дисперсп в кожнш окремш груш здобутих значень 
ознаки однаков1. припущення необхщно перев1рити.

2. Однофакторний дисперсшний аншш

Нехай потр1бно дослщити вплив на ознаку X  певного одного 
фактора. Результати експерименту дшять на певне число груп, 
як1 В1др1зняються М1Ж собою ступенем ди фактора.

Для зручност! в проведенш необхщних обчислень результата 
експерименту зводять в спещальну таблицю:

Таблищ 1
Стушнь впливу 
фактора (групи)

Спостережуване зна
чения ознаки X Трупов1 середш Загальна середня

1 ХП> Х21> х 31> •••> Хп.\

т
2 > „

"1

л./ р
I I * , ,

-  /=1 /-1

N  ’

N  = | > ,

-  . . .  1

2 Х\2’ Х22 ’ Х32 > •••> Хп,2

гмк 
~ 

II|!-Г

3 ХП ’ Х23’ Х33’ ■■■’ Хп,31 *1 II

а

Р Х\р> Х2р> х 3р’ ■■■> х п,р

т
I  х <р

х р ~ "
пр



Вщповщно до модел1 однофакторного дисперсшного ашшзу 
необхщно визначити дв1 дисперси, а саме: м1жгрупову (диспер- 
С1Ю групових середшх), зумовлену впливом дослщжуваного фак
тора на ознаку X, 1 внутршньогрупову, зумовлену впливом шших 
випадкових факторов.

Загальна дисперс1я розглядаеться як сума квадрат1в вщхилень:
"/ Р

Х Х Ц , - * ) 2 •
/=17=1

Тод! под1л загальноТ дисперси на комионенти здшснюеться
так:

X $Ххи -  х)2 = X ! ( ( * ,  -  х ,) + (*,. -  х))2
;=!;=! 1=1у=1

= Х Х ( ( * У - ^ ) 2 + 2 (х у - х ,  )(ху - х )  + (х, - X ) 2)- 
/=1 7 = 1

= X  Х ( * *  -  * , ) 2 + 2 1  -  X)  + 1  Х ( * ,  -  X)2 =
/= 17= 1  <=17=1 '= 0 = 1

=  1 Х ( * .  -  х , ) 2 +  2  Е и Д х ,  -  X ) 2 +  X  Е ( Х У -  X ) 2 =
/ = 17=1 1 1 7=1 '= 1 7 = 1

ОСКШЬКИ
И, «2

+2 1 0 , 7  - х<)(х ,- х )  = ^ х п - х 1)(х1- х )  + ̂ (х,2 - х2)(х2 - X)
(=17=1 1=1 ,=1

+ ■■■■ + ̂ ,(Х/р - х р)(хр ~х)  = (х, - х ) ± ( х п -  Х ,) +
(=1 1=1

+ (х2 — х )^  (х,2 — х2) + ....+ (Хр — х)Е (х^ Хр) — О,
1=1  1=1

враховуючи те, що.
п» —  • -Е(х, - х  ) = 0, ] = \,р, третш член суми доршнюватиме:
/=1

"±±{х) - х)2 = 2 2 ( 4  - х)2 = 1  лу.(ху - *)2.
/= 1 7=1 7 = 1 1=Г 7=1

Таким чином, дютаемо:

X 1 (х , -  х)2 = 1 1 ( х ,  -  х)2 + | > А  -  х)2 . (469)
(= 17=1 /=17=1 7 = 1

Для того щоб мати виправлеш дисперси, необхщно кожну 31 
здобутих сум под1лити на число ступешв свободи.

X X X *,,-*)2
Так, для загальноТ дисперси   виправлена диспер

сия дор1внюватиме ^
"1 Р
Х Х Ц ,  - х )

8 2 = ^ ^ ------------ . (470)
N - 1  к ’

Виправлена дисперс!я 8 2, що характеризуе розс1ювання все-
редиш групи, зумовлене впливом випадкових фактор1в, обчислю
еться за формулою:

п1 Р
Х Х Ц ,  - X } )

-----------> (471)N  -  р
де N  -  р  = кх е числом ступешв свободи для 8 2, осюльки при 

цьому використовуеться р  сшввщношень при обчисленш групо
вих середшх хр ]  = \ , р .

Виправлена дисперс1я 82 , що характеризуе розсшвання групових 
середшх х] вщносно загальноТ середньоТ х, яке викликане впливом фак
тора на результат експерименту ознаки X, обчислюеться за формулою:

|> Д х у - х ) 2
$1 = - -----------------, (472)

Р ~ 1
де р  - 1  = к2 —  це число ступешв свободи для 8 2, осюльки 

групов1 середш вар1юють вщносно одшеТ загальноТ середньоТ х .
Завдаиня виявлення впливу фактора на наслщки експерименту 

полягае в пор1виянш виправлених дисперсш 8 2, 8 2. I справд1, 
якщо дослщжуваний фактор не впливае на значения ознаки X, то 
в цьому раз1 8 2 1 32 можна розглядати як незалежш оцшки за
гальноТ дисперси О. I навпаки, якщо вщношення 8 2 1 8 2 1стотне, 
то в цьому раз1 виб1рки слщ вважати здшсненими з р1зних сукуп
ностей, тобто з сукупностей з р1зним р1внем впливу фактора.

Пор1вняння двох дисперсш грунтуеться на перев1рщ правиль
ное^ нульовоТ ппотези: Н 0 : 7), = I), —  про р1вшсть дисперсш  
двох виб1рок.

За статистичний критерш вибираеться випадкова величина

р  = . Л Г 1 С473)
5 2 И - р ’ 1 '



що мае розподш Ф1шера— Снедекора з к 1 = N -  р , к2 = р - 1 сту
пенями свободи.

За значениями а , кх = И - р ,  к2 = р - \ ,  знаходимо критичну
точку (додаток 7).

Спостережуване значения критер1ю обчислюеться за форму
лою (473).

Якщо Р* < Р ^ , то нульова ппотеза про вплив фактора на ре

зультати дослщжень вщхиляеться, а коли Р* > Рщ, , то цим самим
пщтверджуеться вплив фактора на ознаку X.

Результати спостережень та обчислення статистичних ощнок 
зручно подати в упорядкованому вигляд1 за допомогою табл. 2.

Таблиц>1 2

Ревень фак
тора (групи)

Спостережуване 
значения ознаки X Групов1 середш Загальна середня

1 •*ц

т

1 , = ^
щ

"1 Р

N

А =
7=1

2 Х 11’Х 22’Х П У ’Х П,2

п2
Ъ ХП

* 2 = ^
«2

Р Х 1р’Х 2 р ’Х 'Зр’— ’Х п,р

пр
И х,Р

* р = —
П Р

Вид вар1а- 
цШ ознаки

Сума квадра-пв 
вщхилень

Число ступешв 
свободи

СтаТИСТИЧШ  ОЦ1НКИ 
дисперси

знутрш -
ньогрупова Ы1 ;=1 5,2 ---------------

1 N -  р

М 1Ж -

групова
1 . п ] ( х 1 - х ) 2
м Р ~  1

- х ) 1
с* 2 _

2 ~ 1 /7 -1

загальна
"У Р ~ 

1=1 7=1
N-1

П7 Р

5 2 _ М у - 1

ЛГ-1

Приклад 1. Стушнь впливу к а та л !за то р а  н а  ю н ц е в и й  п р о 
д у к т  за д а н о ! х!М1чноТ р е а к ц а , н а в е д ен о ! в т а б л и ц !.

С туП Ш Ь  в п л и в у  
к а т а л 1 з а т о р а Кш Ц вВИ Й  п р о д у к т  Х1М1ЧН01 р е а к ц п

1 3,2; 3,1; 3,1; 2,8; 3,3; 3,0

2 2,6; 3,1; 2,7; 2,9; 2,7; 2,8

3 2,9; 2,6; 3,0; 3,1; 3,0; 2,8

4 3,7; 3,4; 3,2; 3,3; 3,5; 3,3

5 3,0; 3,4; 3,2; 3,5; 2,9; 3,1

З’ясувати, чи ютотно впливае катал1затор на юнцевий про
дукт Х1М1ЧН01 реакцп при а  = 0,001.

Розв’язання. Використовуючи табл. 2 1 виконавши вщповщш обчи
слення, дютанемо

Стугань
впливу

кагалтатора
Спостережуване значения 

(юнцевий продукт) Групов1 середш Загальна середня

1 3,2; 3,1; 3,1; 2,8; 3,3; 3,0 Зс, =3,083

2 2,6; 3,1; 2,7; 2,9; 2,7; 2,8 х 2 =2,8

3 2,9; 2,6; 3,0; 3,1; 3,0; 2,8 х 3=2,9 Зс =  3,073
4 3,7; 3,4; 3,2; 3,3; 3,5; 3,3 х 4 =3,4

5 3,0; 3,4; 3,2; 3,5; 2,9; 3,1 х 5 =3,18

Вид вар1ацп
ознаки 1------------------

Сума квадрапв вщхилень Число ступешв 
свободи

Статистичш 
оцшки дисперсш

внутршньо-
групова Х Х Ц , - * ) 2 = 0 ,926734

/с, = N  -  р  = 

= 3 0 - 5  = 25
51,2 = 0,03707

мЬкгрупова 1 п , ( х „ - х , ) г =1,3377
/-1

к2 = р - 1 = 

= 5 - 1 = 4
5 2 = 0,3344

25Г ^
(а = 0,001; к , = \ к 2 = ^ )  = 6,6;

Г  = 4  = « 3 4 1  = 9,0208.
5, 0,03707

Висновок. Оскшьки Р* > Ркр, то вплив катал1затора 
на юнцевий продукт х1М1чноТ реакцп е ютотним.



3. Двофакторний дисперсшний анал1з

Нехай необхщно визначити вплив двох фактор1в А \ В на пев- 
ну ознаку X.  Для цього необхщно, щоб дослщ здшснювався при 
ф1ксованих р1внях фактор1в А \ В, а також Тх одночаснш ди на 
ознаку. При цьому дослщ здшснюватимемо п раз для кожного з 
Р1ВН1В фактор1в А 1 В.

Позначимо через х1]к конкретне значения ознаки X, якого вона
набувае при /'-му експеримеип, у-му р1вш фактора А 1 к-му р1вш 
фактора В.

Результат експерименту зручно подати у вигляд1 таблиш, яка 
подшена на блоки, в кожному з яких ураховуеться на певних р1в- 
нях фактор1в А 1 В Тх вплив на конкретш значения ознаки X  = хук 
(табл. 3).

Виходячи з даних табл., лс = ——  (474)
п

е середшм значениям ознаки X для кожного блока;
п Ч

2 , = - ^ — , 7 = 1 ,р  (475)

е середшм значениям ознаки X за стовпцями;

И х *
/ = и  (4?6)

пр
е середшм значениям ознаки X  за рядками;

п Ч Р

I
- =  ---- ( 4 7 ? )

прч
е загальною середньою ознакою Х\

!  = - & -  (478)

■ Р_1 ' ’ _1 * е виправленою дисперсию, яка зумовлена впливом фактора А 
на ознаку Х\

. 2 щ ш ] -х ') г _ &
^ - 1

е виправленою дисперс1ею, яка зумовлена впливом фактора 5  
на ознаку X;

Та
бл

ищ
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Н О  9 - г ] - У , + х ) г 0 з (480)
(^ -1 ) (д -1 )  0 > -1 )(? -1 )

е виправленою дисперс1ею, яка зумовлена одночасним впли
вом на ознаку X  фактор1в А 1 5;

а

г

.
N  -  рд N  -  р^

(481)

е виправленою дисперсюю, яка зумовлена впливом на ознаку 
X  шших, не головних фактор1В.

Обчислюються спостережуваш значения критерш
81с2

р" = —2.
А е 2

Р* = ’Гв

о2 

Й  '

При р1вн1 значущост1 а  визначають критичш точки:
, Р^(а-,къ,к {), Ркр(а\к2,кх).

Якщо:
1) Р ’А > Ркр(а\к4,кх) , то нульова ппотеза про вщсутшсть впливу 

фактора А вщхиляеться;
2) Рв > Ркр(а\к3,к {) , то нульова ппотеза про вщсутшсть впливу 

фактора В вщхиляеться;
3) Р'АВ > Ркр(а-,к2,кх) ,  то нульова ппотеза про вщсутшсть спшь- 

ного впливу фактор1вЛ 1 В вщхиляеться.

Приклад. У чотирьох р1зних лабораторшх здшснювався екс- 
перимент з опрюнення морськоТ води за допомогою трьох 
опрюнювач1в. Кожний експеримент для кожного опрюню- 
вача в кожнш лабораторп проводився тричь Наслщки опрь 
снювання, виражен! у вщсотках, наведен! в таблиц!:

Стушнь 
впливу В

С туП Ш Ь  впливу А

А , а 2 А з

5, 3,6; 3,9; 4,1 2,9; 3,1; 3,0 2,7; 2,5; 2,9

В 2 4,2; 4,0; 4,1 3,3; 2,9; 3,2 3,7; 3,5; 3,6

53 3,8; 3,5; 3,6 3,6; 3,7; 3,5 3,2; 3,0; 3,4

В . 4 3,4; 3,2; 3,2 3,4; 3,6; 3,5 3,6; 3,8; 3,7

При р1вн1 значущост1 а  = 0,05 перев1рити, чи юнуе вплив 
фактор1в А 1 В, а також сшльноТ дн А 1 В на юнцевий ре
зультат експерименту.

Розв’язання. Використовуючи табл. 3, дютанемо табл. 4:
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Визначимо спостережуваш значения статистичних критерпв за ко- 
жним фактором А, В та Тх сушсно'Т ди:

= = 27,79
л 8 24 0,02362

с 2
Р'в = -*г =

8]

Г  = &  
АВ 81

0,3018
0,02362

0,4646
0,02362

= 12,78; 

19,67;

(а = 0,05; к,=  1; к2 = 23) = 4,3; 
^  (а = 0,05; * ,=2; *2 = 23) = 3,4; 
^  (а  = 0,05; кх = 5 \к2 = 23) = 2,7;

за таблицею (додаток 7).

Висновок. Оскшьки > ^кр, то нульова ппотеза про 
вщсутнють впливу фактора А вщхиляеться, аналогич
но р; > Ркр, Р'АВ > рк?, а це шформуе про те, що ну
льова ппотеза про вщсутнють впливу фактора В, а та- 
кож сушсно'Т ди фактор1в А 1 В також вщхиляеться.

Теоретичш запитання до теми г

1. У чому сутнють дисперсшного анализу?
2. Записати математичну модель для однофакторного дис
персшного анал1зу.
3. Записати математичну модель для двофакторного дис
персшного анал1зу.
4. Що таке ргвень впливу певного фактора на дослщжувану 
ознаку X ?
5. Розкрити сутнють х1/к.
6. Властивосп випадкових компонент е,у, е1/к.
7. Що називають внутршньогруповою диспераею?
8. Що називають м1жгруповою диспераею для однофактор
ного дисперсшного анагизу?
9. Що називають груповою середньою?
10. Групов1 та загальш середш 1 формули для Тх обчислення.
11. Виправлена дисперая, що характеризуе розаювання в 
середш групи, та формула для и обчислення.

12. Виправлена дисперая, що характеризуе вплив фактора, 
та формула для и обчислення.
13. Число ступешв свободи для 8*.
14. Число ступешв свободи для 82 .
15. Статистичний критерш для перев1рки ютотносп впливу 
фактора на дослщжувану ознаку X.
16. Виправлена дисперая, що вим1рюе розаювання ознаки 
пщ впливом фактора^, та формула для и обчислення.
17. Число ступешв свободи для 5,2.
18. Виправлена дисперая, що вим1рюе розаювання ознаки 
пщ впливом фактора В, та формула для и обчислення.
19. Число ступешв свободи для 82 .
20. Виправлена дисперая, що вим1рюе розаювання ознаки 
пщ впливом фактор1в А 1 В сумюно, та формула для ТТ обчис
лення.
21. Виправлена дисперая, що вим1рюе розаювання пщ 
впливом шших випадкових фактор1в, та формула для ТТ об
числення.
22. Формула для обчислення блочних середшх.
23. Формула для обчислення середнього значения ознаки за 
стовпцями.
24. Формула для обчислення середнього значения ознаки за 
рядками.
25. Формула для обчислення загального середнього.
26. Обчислення спостережуваних значень критерй'в Р*А, Рв, Р*АВ.

Задач/ до теми

1. У результат! проведения дослщу з метою з’ясування впливу чор- 
ного пару на врожайшсть пшенищ з дшянки в 9 га (3 га були пщ чор- 
ним паром; 3 га — пщ картоплею; 3 га — пщ кормовими травами) дю- 
тали так! результати:

Фактор Врожайшсть, ц/га
Чорний пар 26,6; 26,6; 30,6
Площа ш д картоплею 24,3; 25,2; 25,2
Площа шд кормовими травами 26,6; 28,0; 31,0

За р1вень значущост! береться а  = 0 , 0 1 .

8 2
В1дпов1дъ. Г  =—|- = 11,36; Гкр(а  =  0 ,01, *, = 2,к2 = 6) = 10,9; Р ' > Ркр,

т
вплив чорного пару на врожайшсть пшеиищ е ютотиим.



2. Експериментально дослщжувався вплив на зносостшюсть колшча- 
тих вал1в технологи IX виготовлення — вплив фактора/1, який мае чоти- 
ри р!вн1, тобто застосовувалися чотири технологи виготовлення вал!в. 

Одержан! результати наведено в таблиц!:

Стушнь впливу фактора А Кшьйсть в1дпрацьованих М1сяц1в

А 1 9; 8; 10; 12

а 2 10; 12; 11; 8

^3 8; 16; 10; 18

л 4 9; 18; 10; 8

При р1вн1 значущост! а  = 0,01 перев1рити вплив технолопй на зно
состшюсть вал1в.

о2
Шдповгдъ. Р'  = - | -  = 1,906; Р (а = 0,01, =3, к2 = 12) = 6,0; Р < Р^ ,

1 вплив технолопй на зносостшюсть е неютотним.
3. Для перев1рки впливу методики навчання виробничим навикам на 

яюсть пщготовки 13 випускниюв виробничо-техшчного училища на- 
вмання вибирають чотири групи учшв, яю шсля закшчення навчання за 
разними методиками тестувалися на юльюсть виготовлених однотип- 
них деталей протягом робочоТ змши.

Результати тестування наведено в таблищ:

Ступшь впливу 
фактора А (методики)

Кшьюсть виготовлених деталей 
за робочу зм1ну

А\ 60, 80, 75, 80, 85, 70

а 2 75, 66, 85, 80, 70, 80, 90

Лз 60, 80, 65, 60, 86, 75

А 4 95, 85, 100, 80

При р1вн1 значущост1 а  = 0,05 з’ясувати вплив методики навчання 
на яюсть подготовки учшв.

с2
Шдповгдъ. /г* = -^  = 3,88; Рт (а = 0,05, кх = 3, к2 = 19) = 3,1; оскшьки 

Чг
Р  * > Р кр , то виб^р методики впливае на виробнич1 навики шдготовле- 
них фаХ1ВЦ!В.

4. Досл1джуеться залежшсть урожайносп пшениц1 В1Д сорту пшени- 
Ц1, яких чотири.

Результати дослщжень наведен! в таблиц1:

Ступшь впливу 
фактора А (сорт пшенищ) Урожайшсть, ц/га

А] 28,7; 26,7; 21,6; 25,0; 28,2

^2 24,5; 28,5; 27,7; 28,7; 32,5

Аз 23,2; 24,7; 20,0; 24,0; 24,0

Л4 29,0; 28,7; 20,5; 28,0; 27,0

При р1вн1 значущост! а  — 0,01 з’ясувати вплив сортност1 пшениц1 на 
и врожайнгсть.

52
В1дпов1дъ. Р* = —1- = 4,11; ^кр(а = 0,01, кх =3, к2 =15) = 5,4; Р ' <Ркр, 

*
вплив сортнос'Н пшениц1 на и врожайн1сть несуттевий.

5. Стальн1 болти з р1зною добавкою компонента А в сташ, з якоТ вони 
ВИГОТОВЛЯЛИСЯ, буЛИ П1ДЦаН1 ВИПробуВаННЯМ На М1ЦН1СТЬ.

Результати цих випробувань наведено в таблищ:

Ступшь впливу фактора А 
(вщсоткова добавка) Мщшсть, кг/мм2

А\ 25; 28; 20; 22

Л2 29; 22; 21; 18

Аз 19; 25; 30; 22

Л4 18; 30; 24; 20

При р1вн1 значущост! а  — 0,01 з’ясувати вплив добавки компонента 
на мщшсть болта.

5 2
Вгдповгдь. Р ' = —|- = 11,02; / ; р (ос = 0,01, кх =3, к2 =12) = 6,0; Р* >Ркр,

т
вплив добавки компонента А в стал: е суттевим.

6. Електролампочки напругою 220 В виготовлялися на трьох заводах
13 використанням р1зних технолопй. 3 кожноУ парти, що надходили в на- 
уково-дослщний 1нститут В1Д кожного заводу, навмання брали по чотири 
електролампочки \ шддавали \х  випробуванням на тривал1сть гор1ння. 

Результати цього експерименту наведено в таблиц!:

Ступшь впливу фактора А 
(технологи виготовлення) Тривалють горшня, год

А 1 90; 85; 105; 110; 95

А2 80; 110; 115; 90; 105

Аз 75; 120; 110; 90; 85



г
При Р 1 В Н 1  значущост1 а  = 0,01 з’ясувати вплив технолопй виготов- 

лення на тривалють горшня лампочок.

Шдповгдь. Р ' = Щ -  = 5,096; Ркр(а  = 0,01, к, = \2, к2 = 2) = 99,4 ;

Р ' < , не впливае.

7. Рейтинг л1вих партш, що вим1рювався у навмання вибраних шес
ти районах на Заход1 УкраГни, у центральнш и части ш 1 на Сходь дав 
таю результати:

Стушнь впливу фактора А Рейтинг, %

(захщш райони) 14,5; 5,6; 23,8; 6,4; 26,2; 14,5

А 2 (центральш райони) 22,5; 12,2; 24,8; 16,8; 11,9; 26,6

А3 (схщш райони) 13,4; 20,8; 30,8; 20,8; 6,4; 12,3

При р1вн1 значущост1 а  = 0,001 з’ясувати, чи впливае ютотно регюн 
УкраГни на рейтинг Л1в и х  партш.

с 2
Шдповгдъ. Р* = - \  = 1,82 ; Ркр (а  -  0,01, к, = 2, к2 = 15) = 6,4 ;

Р * < Ркр, репони не ютотно впливають на рейтинг.

8. На дослщних дшянках, кожна з яких мае площу 6 га, дослщжува- 
лась залежнють урожайносп пшенищ вщ внесения в грунт добрив 
А\, А2, Аъ, А$.

Результати експерименту наведено в таблищ:

Ступшь впливу фактора А 
(тип добрива)

Урожашнсть, ц/га

А\ 25,6; 36,2; 22,8; 30,2; 32,5; 28,4

а 2 28,5; 40,6; 42,8; 36,4; 22,4; 29,6

Аз 24,4; 38,6; 48,4; 50,2; 28,4; 22,8

а 4 29,5; 52,8; 24,2; 22,8; 56,2; 48,4

При р1вн1 значущост1 а  = 0,01 з’ясувати вплив типу добрива, що 
вноситься в грунт, на урожайнють пшенищ. 

с2
Вгдпов!дъ. Р ' — —|- = 5,47 ; Ркр (а = 0,01, кх = 3, к2 -  23) = 4,7 ;

Р '  > Р  , вплив е 1стотним.

9. 3 кожноГ 13 8 партш однотипних заготовок навмання бралися за
готовки, яю оброблялися на трьох верстатах-автоматах р13ноУ моди- 
фжацп. Клльюсть деталей, виготовлена верстатами, дослцркувалася 
на стандартшсть.

Результати дослщжень подано в таблиц!:

Фактор А 
(тип верстат1в-автомат1в)

Кшьюсть деталей, виготовлених верстатами- 
автоматами, що ввдповщають стандарту

А 1 100; 86; 90; 89; 95; 22; 80; 79

А2 99; 82; 98; 88; 100; 96; 98; 100

Аз 100; 88; 86; 98; 98; 100; 99; 99

При р1вш значущосп а  = 0,01 перев1рити вплив модифкаци верста- 
т1в-автомат1в на яюсть виготовлених деталей.

5 2
Вгдповгдъ. Р ' = - г  = 4,12; ^  (а  = 0,01, к, = 2, к2 = 21) = 5,9 ;

т

Р  * < Ркр, вплив неютотний.

19: Проводилось дослщження розподшу числа кров’яних тшець у 
певнш одинищ об’ему кров1 в людей, що перебували певний час у 
трьох зонах на р1знш вщсташ вщ ЧорнобильськоТ АЕС та в зош, вшь- 
шй вщ ращащ'Г.

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор А 
(зони) Кшьюсть кров’яних тшець

А ] (в зош АЕС) 6; 8; 3; 2; 6; 9

А2 (на вщсташ 50 км) 5; 4; 10; 11; 6; 8

Аз (на вщсташ 100 км) 5; 4; 13; 12; 10; 15

А4 (вйтьна вщ рад1ацЙ зона) 18; 16; 21; 20; 22; 21

При р1вн| значущост1 а  = 0,01 з’ясувати вплив перебування людини 
в певнш зош на кшькють кров’яних тшець.

В1дповгдь. Р % =  - | -  =  23,2 ; Ркр (а  = 0,01, к, = 3, к 2 = 20) = 4,9 ;

Р ’ > Ркр , юнуе вплив.



Лабораторна робота № 2
до т еми «Елементи дисперсшного анализу»

При р1вн1 значущост1 а  = 0,05 визначити вплив фактор1в А 1 В 
та IX сумюний вплив на дослщжувану ознаку:

1. Дослщжуеться вплив на зносостшюать деталей таких фактор1в: 
А — матер1ал для виготовлення деталей (застосовували три види стал!) 
1 В — технолопя виготовлення деталей (дв1 технологи").

Результати експерименту наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А 1 а 2 А з

вх 10; 7; 8; 6; 12; 
8; 11; 10; 14; 13

8; 14; 6; 10; 16; 
14; 13; 12; 11; 15

15; 12; 11; 9; 8; 
13; 11; 12; 16; 14

В 2 12; 13; 6; 9; 8; 
11; 10; 10; 13; 17

11; 12; 12; 16; 13; 
8; 10; 9; 8; 15

13; 12; 14; 8; 6; 
8; 16; 12; 14; 16

2. Дослщжуеться вплив на врожайшсть ячменю таких фактор1в: А: 
пос1в здшснюеться шсля чорного пару — А\, шсля коренеплод1в — А2; 
ШСЛЯ колосових культур — Аз, В — сортшсть ячменю (три сорти). 

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А , Аг А з

5 , 34,2; 30,6; 36,8; 35; 
32,5; 34,2; 33,4; 36

42,5; 40,4; 44,6; 46,8; 
39,4; 38,6; 45,8; 49,3

44,2; 46; 45,6; 48; 49,3; 
45,8; 42,3; 40,8; 41,4; 40

Вг
32,5; 30,4; 39,4; 40,3; 

36,4; 38,9; 39,8; 42
30,3; 35,3; 36,8; 40,5; 
28,4; 33,2; 39,1; 26,9

40,3; 45; 46,8; 30,2; 
48,8; 50,2; 39; 38,5

В 3 33,3; 34,8; 39,2; 35; 
32,4; 34; 39,8; 40,8

30,4; 36; 40,5; 44,4; 
30,8; 42,5; 46; 33,5

32,3; 29,8; 34,3; 42; 
34,8; 31,6; 40; 29,6

3. Дослщжуеться вплив на мщшсть чавуну двох фактсрв: А — вмют 
кремшю в чавуш, а саме А\ — 0,24%; А2 — 0,42%; Аз — 0,52%; В —  
температурний режим плавления (два режими).

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А 1 А 2 Аз

В , 40,2; 40,8; 38,2; 39,6; 
42,4; 44,5; 40,1; 38,8

42,5; 43,4; 44,5; 46,4; 
40,1; 36,5; 40,3; 41,8; 

38; 43,5

49,2; 50,2; 48,4; 50; 
52,5; 38,4; 49,8; 50,4; 

51,8; 49

Вг
33,4; 36,5; 34,4; 40,2; 
42; 30,2; 31,8; 35,5; 

34; 41,8

31,6; 33,4; 38,4; 35; 
38,9; 29,5; 28,4; 30,6; 

32,9; 43

29,3; 35,6; 36; 26,8; 
38; 28,5; 30,6; 40,2; 

33,3

4. Дослщжуеться вплив на врожайшсть кукурудзи двох фактор1в: А — 
внесения добрив у грунт (три добрива); В — глибина поливу земл1 (три гли- 
бини поливу).

Результати дослщжень наведено в таблищ:

Фактор В
Фактор А

А , а 2 Аз

5 ,
30,2; 30,8; 31,6; 32; 

32,6; 28,9; 30,5; 
32,6; 33

28,4; 29,9; 30,6; 44,3; 
36,2; 42,3; 28,2; 26,5; 

34,3; 26,5

40,2; 42,3; 42,7; 43,5; 
44; 36,8; 38,9; 45,3; 

46,2; 45,4

В 2
44,2; 42,8; 43,7; 
46,5; 46,9; 40,5; 

45,6; 38,4; 32,5; 44,6

42,4; 43,5; 40,6; 
36,8; 40; 36,4; 38,5; 

43,2; 34,6; 39,8

42,3; 43,4; 45,2; 44; 
36,5; 29,8; 25,4; 

43,2; 45; 46,8

В з
40,2; 36,4; 36,9; 
41,8; 40,4; 34,8; 

38,5; 35; 38,6; 42,4

38,5; 33,4; 30,2; 29,4; 
40,1; 26,2; 25,4; 44,1; 

30,6; 34,5

43,2; 44,5; 39,5; 
32,5; 45; 40,8; 36,3; 

43,5; 47,8; 49

5. Дослщжуеться вплив фактор!в А 1 В на число виготовлених вту
лок 31 ста взятих, як1 вщповщають нормам стандарту: А — використали 
ДВ1 технологи виготовлення; В — заготовки надходили 13 трьох завод1в. 

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А , А2

5 , 90; 88; 90; 96; 98; 
76; 80; 95; 85; 80

100; 99; 82; 98; 95; 80; 
96; 95; 99; 91; 89; 90

в2 79; 88; 92; 76; 80; 
83; 85; 90; 96; 75

81; 82; 100; 98; 89; 
85; 96; 98; 75; 97

Вз 82; 78; 75; 79; 80; 
81; 86; 89; 75; 90

80; 86; 90; 91; 78; 
76; 75; 82; 73; 82

6. Дослщжуеться вплив фактор1в А \ В на продуктившсть пращ пщ- 
приемства певно‘1 галуз1 промисловостп А — фондозабезпечешсть (три 
р1вш); В — р1вень оплати пращ робгшикам (два р1вш).

Результати дослщження наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А , Аг Аз

б ,
14,85; 11,94; 10,5; 12,35; 
15,62; 13,2; 10,62; 12,82; 

11,48; 13,5

6,42; 5,23; 4,96; 5,6; 
9,82; 10,23; 12,44; 

16,5; 5,41; 6,32

7,82; 9,63; 12,92; 10,82; 
9,36; 5,11; 13,52; 14,2; 

8,96; 9,92

Вг
12,5; 13,8; 14,9; 12,6; 

10,85; 11,96; 12,6; 
13,42; 16; 17,2

10,2; 10,85; 12,34; 
11,95; 12,4; 14,92; 
9,86; 9,62; 8,36; 

13,62

13,62; 12,55; 14,7; 
13,25; 14,66; 8,35; 
10,96; 11,62; 6,12; 

15,66



7. Експериментально дослщжувався вплив на зносостшюсть дета
лей фактор1в А 1 В: фактор А — тип стал1 (три типи); фактор В — тех
нолога виготовлення (дв1 технолог1Т).

Результати експерименту наведено в таблиц):

Фактор В
Фактор А

А, Аг А г

В\
10; 8; 6; 9; 5; 12; 

5; 8; 10; 11
8; 12; 12; 10; 11; 

6; 10; 10; 9; 5
15; 14; 14; 8; 8; 
13; 10; 11; 9; 6

В г
12; 9; 9; 6; 6; 5; 

10; 8; 8; 9
12; 13; 13; 14; 15; 

8; 9; 10; 11; 1!
13; 13; 10; 5; 5; 

10; 15; 14; 14; 10

8. Експериментально дослщжувався вплив факторов А \ В на опрюнення 
морсько'Г води: фактор А — тип опрюнювача (три типи); фактор В — три 
Р13Н1 лабораторп.

Результати експерименту, що шформуе про вщсоток сол1 в опрюне- 
нш вод1, наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А , Аг Аз

Я,
3,6; 3,2; 3,4; 4,1; 
3,5; 4,2; 3,5; 3,8; 

4,2; 3

2,92; 2,84; 2,88; 
3,2; 3,45; 3,02; 

2,12; 2,26; 2,43; 3,5

2,7; 2,75; 2,97; 3,2; 
4,15; 2,63; 2,49; 

3,25; 3,4; 4,2

Вг
4,2; 4; 4,25; 4,35; 
4,5; 3,6; 3,2; 3,2; 

3,6; 3,8

3,33; 3,35; 4,2; 
2,93; 2,65; 2,96; 

2,25; 3,8; 3,96; 4,2

3,75; 3,87; 3,64; 
2,95; 2,25; 3,85; 

3,99; 4,2; 4,15; 3,14

Вг
3,46; 3,45; 4,25; 

4,8; 4,1; 4,05; 3,81; 
3,62; 3,4; 3,02

3,42; 3,49; 2,99; 
4,1; 2,65; 3,11; 

3,12; 4,41; 4,0; 3,8

3,63; 3,56; 2,99; 
3,79; 4,12; 3,12; 

2,05; 3,81; 3,79; 4,0

9. Експериментально дослщжувався вплив фактор1в А 1 В на вро- 
жайнють цукрових буряюв в ц/га: фактор А —  добрива (три види); фак
тор В — сума температур за перюд вегетацп (три р1вш).

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А , Аг Аз

В ,
365; 36; 370; 385; 

350; 340; 342; 
340; 365; 380

403; 410; 412; 
416; 345; 374; 

450; 430; 402; 412

452; 440; 403; 
395; 382; 444; 

410; 420; 433; 390

В 2
379; 381; 390; 
420; 400; 402; 

380; 340; 410; 390

445; 436; 470; 
412; 390; 396; 

380; 445; 444; 389

433; 391; 340; 
455; 460; 405; 

399; 413; 449; 401

Вз
332; 450; 420; 
445; 390; 420; 

422; 444; 380; 395

330; 413; 425; 
449; 385; 399; 

440; 412; 405; 382

325; 34; 412; 402; 
390; 399; 375; 
399; 401; 455

10. Дослщжувався вплив фактор1в А 1 В на пружшсть стал1 в умов- 
них одиницях: фактор А —  % шкелю (три р 1вш ); фактор В — % марган- 
ЦЮ (ДВа р1ВН1).

Результати дослщжень наведено в таблищ:

Фактор В
Фактор А

А , Аг Аз

В,
36,4; 38,7; 36,5; 
37,5; 39,6; 40,2; 

38,5; 42,6; 35,6; 38,4

41,2; 42; 42,8; 44,3; 
45,2; 44,3; 42,4; 
39,5; 38,4; 39,6

36,5; 39,8; 42,4; 
45,8; 48,4; 49,5; 

37,2; 38,4; 40,2; 40,5

Вг
39,2; 42,3; 44,5; 
40,5; 38,1; 40,8; 

45,3; 41,8; 38,7; 42

39,7; 38,4; 42,5; 
44,3; 47,2; 48,4; 

45,2; 46,4; 49,2; 49,8

40,8; 43,2; 41,8; 
44,7; 50; 42,8; 35,6; 

38,9; 47,2; 48,2

11. Дослщжувався вплив фактор1в А 1 В на твердють сплаву: фактор 
А — % шкелю (три р1вш); фактор В — % хрому (три р1вш).

Результати дослщжень наведено в таблищ, де твердють подаеться в 
умовних одиницях:

Фактор В
Фактор А

А, Аг А 3

5 ,
53,2; 53,9; 54,8; 

55,9; 62,2; 66,8; 70; 
58,2; 54,4; 52,3

55,4; 66,7; 77,2; 
53,2; 65,4; 66,2; 

53,2; 58,1; 73,2; 75,4

68,3; 69,8; 74,7; 
79,2; 53,4; 61,5; 

58,4; 59,8; 76,2; 78,3

Вг
67,2; 66,2; 55,3; 53; 
72,3; 52,4; 74,2; 52; 

63,2; 53,2

77,2; 65,4; 53,9; 
65,1; 63,4; 61,2; 

71,4; 74,2; 54,2; 53,8

77,9; 62,3; 68,9; 
64,5; 73,2; 53,1; 

55,2; 54,4; 76,8; 78,9

Вз
70,2; 72,1; 54,4; 
53,1; 73,4; 74,8; 

75,2; 53; 54,2; 67,2

69,2; 65,4; 70,4; 
55,4; 62,3; 72,5; 

74,4; 70,5; 53,1; 54,2

75,5; 76,4; 54,2; 
56,1; 62,3; 64,8; 

73,4; 75,6; 79,2; 53,5

12. Дослщжувався вплив на продуктившсть пращ фактор1в А 1 В: фак
тор А —  плиннють кадр1в, % (три р1вш); фактор В — р1вень оплати 
пращ, тис. грн. на рк (два р1вш).

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А , Аг Аз

В\

15,62; 14,3; 14,25;
15,81; 16,35; 

15,61; 14,3; 12,5; 
11,2; 6,5

10,83; 10,2; 13,4; 
16,25; 12,2; 5,45; 
6,41; 8,93; 13,44; 

15,66

12,44; 14,5; 7,6; 
6,75; 8,96; 16,37; 
9,82; 7,83; 10,53; 

8,96

Вг

16,52; 14,21; 6,85; 
8,7; 10,43; 13,5; 
12,8; 11,6; 6,72; 

8,9

13,24; 8,16; 9,44; 
10,8; 14,56; 12,46; 

11,83; 10,99; 
16,42; 15,34

6,81; 5,74; 10,36;
14,57; 12,44; 

13,47; 15,25; 13,4; 
5,07; 6,8



13. Дослщжувався вплив факторов А 1 В на прирост урожаю картогап 
з гектара: фактор А —  внесения в грунт добрива (три ровно за кшькютю 
у вщсотках); фактор В —  поливания Грунту (два ровно проникнення во- 
логи на глибину грунту).

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А , Аг Аг

В\
4,25; 4,5; 5,6, 6,8; 
4,05; 4,8; 7.6; 8,2; 

4,02; 6,06

6,25; 4,95; 4,26; 
8,29; 8,8; 9,25; 7,44; 

7,8; 4,82; 5,61

5,44; 5,23; 9,82; 8,9; 
4,35; 6,81; 7,84; 
6,51; 4,08; 6,52

В г
7,45; 4,05; 8,25; 9,6; 

4,06; 5,25; 6,73; 
5,76; 9,21; 4,01

8,28; 6,44; 7,35; 4,9; 
4,22; 7,42; 8,82; 9,5; 

4,08; 5,8

6,32; 7,81; 8,92; 8,6; 
4,02; 5,21; 4,21; 
9,47; 9,81; 10,22

14. Дослщжувався вплив факторов А \ В на масу кор1в у кг: фактор^ —  
три види соковитих кормов; фактор В — два види грубих корм1в оз до
бавкою певного водсотка вотамшов.

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А, А 2 А з

0 .
455,6; 460,2; 350,2; 
500; 521,6; 534,2; 

605; 340; 390; 395,5

435,6; 489,6; 572,5; 
399; 480; 550,6; 580; 
341,5; 382,6; 599,5

331,4; 340,5; 390,6; 
405,6; 545,7; 596,2; 

320,2; 305,8; 421,6; 399,5

В 2
446,2; 480,5; 620,8; 
700; 721,6; 750,2; 

440,2; 600; 430,8; 444,6

600; 595,6; 401,8; 321,8; 
340,4; 600; 431,8; 549,6; 

590; 300,6

443,8; 389,5; 541,3; 
590,6; 555,4; 481,6; 

405,6; 311,8; 300,6; 375,8

15. Дослщжувався вплив фактор!в А 1 В на рейтинг Л1вих партш у 
вщсотках: фактор А — репони (А\ —  захщний, А2 — повденний, Аз —  
сходний); фактор В — воковий ровень опитаних (В{ — до 30 роков, В2 — 
30—55 роков о йз — 55—70 рок1в).

Результати дослоджень наведено в таблицо:

Фактор В
Фактор А

А 1 А г Аз

в ,
9,5; 5,5; 4,2; 6,7; 12,4; 
16,8; 2,5; 10,2; 5,8; 6,4

4,2; 10,5; 8,9; 9,6; 
12,4; 5,7; 7,3; 8,4; 

13,4; 15,5

8,6; 7,5; 4,3; 19,8; 
26,4; 3,2; 32,4; 3,8; 

4,5; 3,6

В 2
2,5; 3,4; 7,8; 12,4; 2,8; 
4,5; 3,9; 6,7; 2,3; 4,9

6,5; 7,2; 13,6; 22,4; 30,5; 
4,2; 7,8; 4,8; 7,9; 12,4

12,5; 10,6; 22,4; 8,5; 4,3; 
3,3; 7,8; 4,4; 5,6; 9,7

В ,
2,1; 3,3; 7,8; 2,2; 3,2; 

4,6; 12,1; 13,1; 6,7; 8,5

4,5; 12,6; 22,5; 40,1; 
3,6; 8,5; 31,6; 6,2; 

3,2; 5,6

15,8; 35,6; 21,4; 3,2; 
4,5; 3,6; 8,4; 9,1; 7,3; 

4,2

16. Дослщжувався вплив факторов А о В на вмост протешу в курячих 
яйцях, %: фактор А — три типи зернових; фактор В —  два типи комбь 
кормов.

Результати дослщжень наведено в таблицо:

Фактор В
Фактор А

А 1 Аг Аз

в ,
13,2; 15,6; 18,2; 
13,4; 13,5; 16,4; 

17,5; 14,9; 19,2; 13,1

13,9; 16,5; 14,4; 
18,2; 13,1; 13,9; 

19,1; 17,1; 13,2; 14,5

13,4; 18,9; 14,2; 
13,5; 16,2; 13,1; 

14,1; 19,1; 13,8; 14,2

В 2
14,9; 15,8; 19,2; 
19,4; 18,5; 13,2; 

16,4; 13,1; 17,6; 16,5

15,4; 13,2; 16,2; 
13,1; 19,1; 16,2; 

13,5; 14,5; 16,2; 14,1

15,4; 17,2; 18,4; 
13,1; 19,3; 14,2; 

15,2; 16,4; 13,1; 13,9

17. Дослщжувався вплив факторов А \ В на прирост урожаю соняш- 
нику, ц/га: фактор А —  три види добрив; фактор В —  глибина зрошен- 
ня (дво глибини).

Результати дослщжень наведено в таблицо:

Фактор В
Фактор А

Л. Аг Аз

5 ,
6,2; 6,4; 6,3; 7,2; 8; 

6,1; 7,2;7,4; 8,2; 
6,3; 6,5

6,8; 7,2; 8,3; 9,2; 
6,2; 7,1; 7,5; 6,2; 

6,8; 9,4

9,4; 6,2; 6,8; 8,8; 
8,5; 6,1; 9,2; 8,2; 
7,6; 8,1; 6,3; 6,9

Вг
8,3; 9,1; 6,2; 6,8; 
7,4; 8,2; 6,5; 8,3; 

9,2; 6,5

7,4; 9,4; 6,5; 6,1; 
7,2; 8,3; 9,2; 6,4; 

9,4; 8,1

9,2; 7,5; 6,3; 8,9; 
7,9; 7,2; 6,3; 9,3; 

9,4; 8,2

18. Дослщжувався вплив факторов А о В на рейтинг правих партш (у 
вщсотках): фактор А — регоони (А\ — захщний, А2 —  центральний, 
М — схщний); фактор В — вок опитаних (В\ — 20—35 роков, В2 — 
35— 50 роков о 5 3 — 50—70 рок1в).

Результати дослоджень наведено в таблицо:

Фактор В
Фактор А

А 1 Аг Аз

5 ,
25,2; 10,2; 5,4; 
13,2; 18,2; 5,2; 

13,4; 15,2; 4,5; 19,2

10,6; 8,4; 11,2; 4,6; 
5,8; 18,2; 16,4; 

13,2; 4,8; 8,9

2,5; 6,4; 12,5; 14,8; 
12,3; 8,5; 5,9; 8,9; 
15,4; 12,8; 4,2; 3,9

Вг
4,3; 10,5; 20,3; 

32,4; 5,6; 12,4; 6,2; 
9,8; 16,8; 18,4

12,4; 4,3; 13,2; 5,6; 
8,9; 14,8; 22,3; 6,8; 

7,2; 11,4; 4,2

4,5; 4,9; 12,3; 15,6; 
7,9; 8,9; 9,8; 13,9; 

4,2; 6,9

Вз
14,3; 10,6; 28,4; 

10,8; 7,4; 6,5; 4,5; 
26,3; 30,2; 11,8

6,2; 7,5; 3,5; 12,4; 
13,5; 16,4; 7,9; 8,9; 

15,4; 10,8

14,8; 2,9; 5,9; 10,6; 
8,5; 13,4; 2,2; 19,5; 

7,9; 9,9



19. Дослщжувався вплив факторов А 1 В на жиршсть молока, %: фак
тор А —  три види соковитих корм!в; фактор В — два види бюдобавок. 

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А , а 2 А з

3,25; 3,45; 3,55; 
4,04; 4,08; 4,2; 3,3; 

3,8; 3,45; 3,25

4,2; 3,95; 3,33; 4,1; 
3,5; 3,42; 3,49; 3,59; 

3,68; 3,79

3,99; 3,89; 4,32; 
4,23; 4,4; 3,29; 3,25; 

3,11; 4,45; 4,05

Вг
3,41; 3,45; 3,5; 4,45; 
4,25; 4,33; 4,5; 4,29; 

3,42; 3,41

3,3; 3; 3,42; 4,2; 
4,29; 4,39; 3,8; 3,92; 

3,99; 4,05; 4,11

4,2; 3,21; 3,2; 3,11; 
4,29; 4,41; 4,5; 4,48; 

3,81; 4,29

20. Дослщжувався вплив факторов А \ В на р!чн1 надо'Г молока в Л1Т- 
рах: фактор А —  три види соковитих корм1в; фактор В —  два види гру- 
бих корм1в 13 р1зним р1внем частки, %, спещальних впамшлв. 

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

Ах Аг Аз

В 1

5050; 4090; 6000; 
6500; 8900; 2900; 

2500; 6000; 10000; 
9500

9500; 12000; 6300; 
4500; 3900; 8500; 
8600; 5900; 12400; 

6900

12500; 8900; 6500; 
7900; 8700; 9200; 

10500; 14000; 
7200;5300

В 2

3800; 1050; 12900; 
6900; 3950; 8000; 

11200; 12400; 
4900;8900

12000; 11500; 
8900; 4400; 9800; 
6900; 7200; 6200; 

10500; 9200

14500; 4300; 6700;
12400; 13200; 

8400; 7900; 15200; 
3200; 5500

21. Дослщжувався вплив факторов А \ В на прирют урожаю з гектара 
кукурудзи, ц/га: фактор А — три р1вш внесения азотних добрив (частка), 
%; фактор В — два види глибини зрошення шляхом штучного поливу. 

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А , Аг Аз

в,
6,2; 6,53; 6,82; 7,42; 

6,55; 8,56; 9,49; 
10,25; 9,64; 6,89

7,63; 8,53; 6,92; 
9,73; 11,25; 7,33; 

6,25; 10,11; 12,55; 
8,93

8,35; 9,44; 8,44; 
9,89; 10,99; 11,35; 
15,21; 14,25; 11,6; 

6,2; 6,01

В г

6,99; 8,49; 12,45; 
13,4; 12,45; 6,85; 
10,23; 9,51; 7,21; 

11,92

9,47; 6,83; 6,74; 
13,53; 15,41; 12,36; 

8,79; 6,44; 12,35; 
10,42

12,53; 14,5; 10,26; 
8,96; 7,44; 6,72; 

6,34; 14,39; 13,29; 
11,95

22. Дослщжувався вплив фактор1в А \ В на норми витрат пального 
трактором на 100 га в умовних одиницях: фактор А —  три види обробь 
тку земл1 (Ау —  пщ злаков1 культури; А2 — картопляш культури; А3 —  
кормов1 трави); фактор В — пори року (В\ — весна; В2 — осшь).

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А , Аг Аз

в,
9,72; 10,55; 9,85; 

12,44; 10,24; 11,24; 
9,99; 11,95; 9,85; 

10,95

9,95; 9,71; 9,99; 
16,53; 14,91; 13,86; 
12,44; 11,66; 10,31; 

11,63

9,81; 10,64; 11,85; 
12,44; 10,95; 13,44; 
14,53; 9,84; 10,25; 

10,96

В г

11,44; 12,53; 15,64; 
9,51; 9,73; 9,56; 

10,41; 12,22; 9,34; 
16,5; 9,2

12,44; 10,64; 11,53; 
9,83; 11,62; 9,71; 

13,44; 16,51; 15,32; 
14,95

9,96; 10,24; 16,44; 
13,53; 14,83; 9,71; 
9,51; 10,43; 11,22; 

9,7

23. Дослщжувався вплив фактор1в А \ В на яйценоснють курей у 
штуках за 5 мюящв: фактор А — добавка до корму з моркви А\, силосу 
Аг, бюкорму А3; фактор В —  два режими температури в птахофермь 

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

Ах Аг Аз

в,
180; 195; 205; 184; 
196; 220; 245; 192; 
210; 230; 260; 184

184; 180; 256; 196; 
260; 195; 210; 216; 

233; 205

196; 210; 236; 186; 
192; 210; 181; 244; 

212; 212; 182

В 2
189; 210; 219; 250; 
180; 196; 244; 249; 

260; 202

196; 199; 188; 199; 
244; 236; 259; 212; 

189; 204

213; 243; 189; 199; 
244; 249; 254; 260; 

195; 182

24. Дослщжувався вплив факторов А 1 В на час, який витрачаеться на 
виготовлення одше! детал! в хвилинах: фактор А —  розряд роб1тника 
(А\ — четвертий, А2 — п’ятий, А3 — шостий); фактор В —  два сорта 
стал1 (В] 1 В2).

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

Ах Аг Аз

Вх
2,2; 3,4; 2,9; 3,5; 
4,2; 2,8; 3,5; 3,9; 
3,6; 4,6; 5,6; 5,8

2,9; 2,5; 4,4; 4,2; 
3,8; 3,9; 5,4; 6,4; 

5,2; 6,8

2,5; 6,8; 4,6; 5,9; 
6,2; 4,2; 2,4; 2,6; 

3,4; 3,8

Вг
5,4; 4,4; 3,8; 4,6; 
2,4; 3,5; 6,8; 4,2; 

3,6; 5,8

2,9; 5,4; 6,3; 5,4; 
3,8; 3,9; 2,5; 4,6; 

3,7; 4,8

3,6; 2,2; 2,5; 2,9; 
6,2; 4,7; 5,2; 3,2; 

3,9; 4,2



25. Дослщжувався вплив фактор1в А 1 В на вщсоток виготовлених 
бракованих деталей: фактор А — три технологи виготовлення; фактор 
В — два сорта сталь

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А, Аг А з

Я.
2,25; 3,45; 4,52; 4,2; 
2,42; 2,04; 3,5; 3,9; 

4,35; 4,42

2,24; 2,15; 5,12; 
4,32; 3,25; 3,06; 

3,11; 4,11; 2,99; 3,16

4,15; 3,91; 2,16; 
2,99; 3,65; 2,09; 

3,12; 4,8; 5,02; 3,09

Вг
2,95; 5,42; 2,6; 4,35; 

2,26; 4,72; 5,62; 
3,66; 3,66; 3,95

3,26; 3,33; 2,95; 
3,96; 4,12; 4,05; 

3,85; 3,96; 2,96; 2,06

3,15; 2,98; 2,15; 
5,12; 5,56; 2,88; 

3,91; 3,16; 4,15; 3,21

26. Дослщжувався вплив фактор1в А 1 В на тривашсть горшня елек- 
тролампочок на вуличних Л1хтарях, год: фактор А — три технологи ви
готовлення електролампочок (А\, А2, Аз); фактор В — пори року (В\ — 
Л1то, В2 — зима).

Результати дослщжень наведено в таблиц,!:

Фактор В
Фактор А

А, а 2 Аз

в ,

2020; 2010; 1900; 
1950; 1990; 2050; 
1860; 1800; 2005; 

2002

2005; 2010; 1990; 
1860; 2010; 2050; 
1890; 1810; 2100; 

1860

2100; 2090; 1990; 
1660; 1960; 1760; 
2150; 1960; 1965; 

2010

Вг

1400; 1590; 1900; 
1850; 1690; 1850; 
1790; 1790; 2100; 

2095

1850; 1790; 1650; 
2005; 2100; 1770; 
1890; 1860; 1620; 

1610

2150; 2120; 1550; 
1560; 1950; 1990; 
2000; 1895; 1670; 

1790

27. Дослщжувався вплив в одинищ об’ему (см ) фактор1в А \ В на 
число кров’яних Т1лець у людей: фактор А — дослщжувались лю ди, яю 
мешкають: А\ — в сшьськш мнщевоеп, Аг — в мюькш; фактор В — в1к 
лю дей (В\ — вщ 20 до 30 роюв, В2 — вщ 30 до 45 роюв 1 5з — вщ 45 до 
55 роюв).

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А 1 Аг

в , 18; 16; 22; 21; 20; 19; 22; 24; 20; 19 16; 19; 15; 22; 15; 17; 18; 20; 17; 14

Вг 16; 18; 14; 20; 22; 16; 22; 17; 16; 15 19; 20; 18; 14; 22; 20; 21; 14; 15; 16

Вз 14; 22; 16; 19; 15; 16; 21; 16; 20; 15 14; 16; 22; 15; 17; 21; 19; 16; 14; 18

28. Дослщжувався вплив фактор!в А \ В на мщшсть волокна бавов- 
ни, г: фактор А — район вирощування бавовни (три райони); фактор 
В — агроном!я вирощування бавовни (два види).

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А, Аг Аз

В ,

3,75; 4,25; 3,5; 
3,95; 4,75; 5,25; 
3,65; 6,05; 3,15; 

3,95

4,75; 4,25; 5,85; 
3,25; 3,65; 5,25; 
4,45; 4,05; 5,05; 

4,05

5,05; 3,25; 4,05; 
3,75; 4,15; 5,25; 
4,25; 3,05; 5,65; 

4,05

Вг

3,95; 5,55; 4,75; 
3,65; 4,25; 4,85; 
5,25; 4,05; 3,85: 

5,45 -

4,15; 3,25; 3,75; 
4,25; 5,15; 5,65; 
5,05; 4,05; 5,75; 

4,05

4,95; 4,15; 3,95; 
3,15; 5,55; 5,15; 
4,85; 4,1; 3,05; 

3,65

29. Дослщжувався вплив фактор!в А \ В на вщхилення Д1аметр1в ва- 
лиюв вщ номшалу (за модулем), мкм: фактор А —  технолопя виготов
лення (три види технолопй); фактор В — сталь 13 р1зним вщсотком 
вмюту хрому (два сорти стал!).

Результати дослщжень наведено в таблиц!:

Фактор В
Фактор А

А, Аг А3

в,
15; 18; 20; 22; 5; 

8; 10; 8; 12; 6
12; 6; 25; 22; 18; 
24; 8; 10; 5; 12

9; 26; 20; 6; 4; 26; 
14; 18; 5; 10

Вг
20; 5; 9; 8; 25; 6; 

4; 5; 10; 12
12; 4; 6; 4; 25; 8; 

5; 12; 16; 9
10; 22; 16; 4; 5; 8; 

6; 8; 24; 10

30. Дослщжувався вплив фактор!в А \ В на врожайшсть пшенищ з 
одного гектара, ц/га: фактор А — три сорти добрив, що вносились у 
грунт; фактор В — дв1 технологи обробггку грунту пщ поав.

Результати спостережень наведено в таблищ:

Фактор В
Фактор А

А , Аг Аз

В ,

15,5; 20,2; 18,4; 
22,3; 16,4; 21,5; 
19,8; 21,5; 25,2; 

15,4

16,4; 14,2; 22,8; 
19,8; 17,3; 18,5; 
25,2:20,4; 26,1; 

14,3

19,8; 16,5; 14,9; 
22,8; 24,9; 15,3; 
18,9; 23,4; 26,8; 

17,2

В 2

21,3; 20,4; 16,9; 
15,4; 24,8; 23,2; 
18,4; 19,9; 17,4; 

23,8

18,4; 23,8; 26,2; 
14,8; 18,9; 25,2; 
20,8; 15,9; 19,9; 

16,3

20,2; 21,3; 15,9; 
16,4; 18,5; 24,9; 
21,4; 19,5; 25,8; 

14,8



ТЕМА 16. ЕЛ ЕМ ЕН ТИ  К О РЕ Л Я Щ Й Н О ГО  
Т А  РЕГРЕС1Й Н О ГО  АНАЛ13У

1. Загальна шформащя

Кожнш величиш, яку дютають у результата проведения експе
рименту, притаманний елемент випадковост1, що виявляеться 
бшьшою чи меншою м1рою залежно вщ и природи.

При сумюнш появ1 двох 1 бшьше величин у результат! прове
дения експерименту дослщник мае пщстави для встановлення 
певно'Г залежност! М1Ж ними, зв’язку.

1дея зв’язку м1ж змшними величинами мае особливе, принци- 
пове значения в економетричних дослщженнях, де здшснюеться 
перев1рка на адекватнють створеиих математичних моделей ре- 
альиим економ1чним процесам, в яких сшввщношення м1ж змш- 
ними пов’язаш функцюнальною залежнютю.

Строго'Г функщонально'Г залежност1 М1Ж змшними, у буквально
му розумшш цього слова, у реальному с в т  не юнуе, бо вони пере- 
бувають пщ впливом випадкових фактор1в, наслщки якого передба- 
чити практично неможливо. Тому М1ж змшними юнуе особлива 
форма зв’язку, яку називають стохастичною (про що йшлося в по- 
передтх темах) 1 яка в математичнШ статистищ трансформуеться, 
не зм1нюючи свое'Г сутност1, у статистичну залежнють.

Наприклад, при дослщженш двох змшних X  та У зм!на зна
чень X  = XI призводить до такоТ змши значень У, яку можна роз- 
бити на два компонента: систематичну, що пов’язана 13 залежню- 
тю, котра юнуе М1Ж X  та У, I випадкову, яка зазнае впливу 
випадкових фактор1в.

Показником, що вимгрюе стохастичний зв’язок М1Ж змшними, 
е коефщент кореляци, який свщчить з певною м1рою ймов1рнос- 
Т1, НаСКШЬКИ зв’язок М1Ж ЗМШНИМИ близький ДО СТр0Г01 ЛШШН01 
залежность

Значно збшыиуеться цшшсть коефщента кореляци для ви
падкових змшних, що мають закон розподшу ймов1рностей, бли
зький до нормального. Для таких величин вщсутнють кореляци 
одночасно означав 1 вщсутнють будь-яко'Г залежност1 м'ш ними.

Кр1м цього, як 1 в дисперсшному анал131, кореляцшний анал13 
ощнюе, наскшьки значш невипадков! змшш у випадкових вели
чинах у процес1 проведения експерименту.

За наявност1 корелящйного зв’язку м1ж змшними необхщно 
виявити його форму функщонально'Г залежност1 (лшшна чи нель 
ншна), а саме:

^ = р0+Р,х; 
у = Ро+р,х+р2̂ 2;

у = Р „ + - -

(482)
(483)

(484)

Наведеш можлив1 залежност1 М1Ж змшними X 1 У (482), (483), 
(484) називають функциями регресп. Форму зв’язку М1Ж змшними 
Л' 1 У можна встановити, застосовуючи кореляцшш поля, як1 зо- 
бражеш на рисунках 147— 149.

/
У

у »

} .............
/ / 9 /  \ О ч :ч

/ / /  ■ % > , \|Ч...Ч\Ч /  /  /  (

ч \  \ х ;

ч
0 X 0 X 0

Рис. 147 Рис. 148 Рис. 149

Тут кожнш точщ з координатами х,, у, вщповщае певне число- 
ве значения ознак X  та У.

На рис. 147 бшышсть точок утворюють множину, що мае тен- 
денщю при збшьшенш значень X  зумовлювати збшьшення зна
чень ознаки У.

На рис. 148 множина точок мае тенденщю при збшьшенш 
значень X зумовлювати зменшення У.

На рис. 149 точки р1вном1рно розмщ еш  на координатнш 
площиш хОу, що свщчить про вщсутнють корелящйно'Г залежнос- 
Т1 М1Ж ознаками X 1 У.

Отже, на основ1 розмщення точок корелящйного поля дослщ
ник мае пщстави для ппотетичного припущення про лшшш чи 
нелшшш залежност1 М1Ж ознаками X I  У.

Для двовим1рного статистичного розподшу виб1рки ознак (X, 
У) поняття статистично'Г залежност! М1ж ознаками X  та У мае таке 
визначення:

статистичною залежнютю X  вщ У називають таку, за яко'Г при 
ЗМ1Н1 значень ознаки У = у, змшюеться умовний статистичний 
розподш ознаки X, статистичною залежнютю ознаки У вщ X  на
зивають таку, за яко'Г 31 змшою значень ознаки Х = х , змшюеться 
умовний статистичний розподш ознаки У.



У раз1 змши умовних статистичних розподш в змшюватиму- 
ться 1 умовш числов1 характеристики.

Звщси випливае визначення кореляцшноУ залежност1 м1ж 
ознаками X 1 У. Кореляцшною залежнгстю ознаки X  вщ У назива
еться функцюнальна залежшсть умовного середнього у х вщ ар
гументу х, що можна записати так:

Ух ~  а (х )  ■

Аналопчно кореляцшиою залежшстю ознаки X  вщ У називае
ться функцюнальна залежшсть умовного середнього ху> вщ ар
гументу у, що можна записати, так:

ху = рЫ  •

М1ж ознаками X  та У може юнувати статистична залежшсть 1 

за в1дсутност1 кореляцшноУ. Але коли 1снуе кореляцшна залеж
шсть М1ж ознаками X  та Г, то обов’язково М1Ж ними юнуватиме 1 

статистична залежшсть.

2. Р1ВНЯННЯ лшшноТ парног регресп

• •

Нехай м1ж змшними Хта У теоретично юнуе певна лшшна залеж
шсть. Це твердження може Грунтуватися на тш пщстав1, наприклад, 
що корелящйне поле для пар (х,; у , ) мае такий вигляд (рис. 150).

Як бачимо, насправд! М1Ж оз
наками X  \ У спостер1гаеться не та
кий тюний зв'язок, як це передбачае 
функцюнальна залежшсть.

Окрем! сиостережуваш значения 
у, як правило, вщхилятимуться ВЩ 
передбаченоУ лшшноУ залежност! 
ПЩ впливом випадкових збудник1в, 
як! здебшьшого е невщомими. Вщ
хилення вщ передбаченоУ лшшноУ 
форми зв’язку можуть статися вна- 
слщок неправильноУ специфкащУ 
р1вняння, тобто ще з самого почат
ку неправильно вибране р1вняння, 
що описуе залежшсть м1ж X 1 У. 

Будемо вважати, що специф!- 
кащя р!вняння вибрана правильно. Ураховуючи вплив на значен-

->
т

Рис. 150

ня У збурювальних випадкових фактор1в, лшшне р1вняння 
зв’язку Х \  У можна подати в такому вигляд1:

У/ = Ро + Р л  + е, . (485)
де р0, р, е невщом! параметри регресп, е, е випадковою змш- 

ною, що характеризуе вщхилення у  вщ ппотетичноУ теоретичноТ 
регресп.

Отже, в р1внянн1 (485) значения «у» подаеться у вигляд1 суми 
двох частин: систематичноУ Р0 + р,х, 1 випадковоУ е , . Параметри 
Р0, Р, е невщомими величинами, а г, е випадковою величиною, 
що мае нормальний закон розподшу з числовими характеристи
ками: Л/(е,) = 0 , /)(е;) = а* = сопз1. При цьому елементи послщов- 
ност1 е,, е2, ..., е, е некорельованими (К0 = 0 )

У результат! статистичних спостережень дослщник дютае ха
рактеристики для незалежноУ змшноУ х  ! вщповщш значения за- 
ЛеЖН01 ЗМ1НН01 у.

Отже, необхщно визначити параметри Р0, р ,. Але ютинш 
значения цих параметр1в дютати неможливо, оскшьки ми корис- 
туемося шформащею, здобутою вщ виб1рки обмеженого обсягу. 
Тому знайдеш значения параметр1в будуть лише статистичними 
оцшками 1стинних (невщомих нам) параметр1в ро, Р| • Якщо по-
значити параметри (3̂ , р | , як1 дютали способом обробки виб1рки,
модел1

У,= Ро+Р.*/+е, (486)
вщповщатиме статистична оцшка

У, =Ро + Р |* ,+ е ,. (487)

2.1. Визначення параметр/в Ро, р,. Якщо ми прийняли п- 
потезу про лшшну форму зв’язку М1Ж ознаками Х \  У, то однозна
чно вибрати параметри Ро, Р*, як1 е точковими статистичними 
оцшками вщповщно для параметр1в ро, р ,, практично неможли
во. I справд!, через корелящйне поле (рис. 150) можна провести 
безл1ч прямих. Тому необхщно вибрати такий критерш, за яким 
можна здшснити виб1р параметров р*, р * .

На практищ найчаст1ше параметри р*, р* визначаються за ме
тодом найменших квадрат1в, розробка якого належить К. Гауссу 1 
П. Лапласу. Цей метод почали широко застосовувати в економжо- 
статистичних обчислеииях, вщколи була створена теор1я регресп.



Вщповщно до цього методу р1вняння лшшноУ парноУ регресп 
у ,  =  Р о  4 -  р[х, необхщно вибрати так, щоб сума квадрат1в вщхилень 
спостережуваних значень вщ лшй рефеси була б мнпмальною.

Для цього розглянемо графж (рис. 151):
Через корелящйне поле 

проведена лш 1я регресп 
у, = Ро + Р*х,. Вщхилення 
будь-якоТ точки 13 коорди
натами хи у,  становить ве
личину е ,:

=У: - (Р о + Р > / ) -  (488)

Тут: у,- —  спостережува
не значения ознаки У, яке 
дютали внаслщок реашзащУ
виб1рки; Ро + Р**/ —  зна'  
чення ознаки У, обчислене 
за умови, щ о Х = х ,.

Я к бачимо, величина е, е функщею вщ параметр1в р*, Р* • 
Ф ункщ я вщ цих параметр!в 1 буде узагальнюючим показником 
розсшвання точок навколо прямоУ, а саме:

1 ( г , ) 2 . (489)

Звщси е сенс узяти критерш, згщно з яким параметри р * , Р* 
необхщно добирати так, щоб сума квадрат1в вщхилень е2 була 
м1н1мальною:

Х (е /)2 = гп т .  (490)

Позначивши Х(е ,)2 = е (у,■_ (Ро + Р*Х|))2 = е(Ро’ Р*)> розглянемо 

необхщну умову юнування мш1муму функцп 0(р*; Р*):

' ае(р;;р;) 0

Д Ро Л  (491)
аНР„;Р,) 

эр;

Дютанемо лшшне р1вняння вщносно параметров р * , р ) :

= 0.

Зр0
59(Ро;Р1)_ о у /  _ о *  _ П »  \  _ п

2  \УI Ро Р1 Х1 ) Х1 —0
1

« р ; + ^ , ) р ; = 2 > ,  ^

. < е * , ) р ; + 6 * ? ) р ; « 2 > ,л  

р ; + ^ р ; = - ^ -  

п п п
-  2> , оскшьки X = —- У  =

2 > ,

1 х ‘2 - ( х ) 2 - - 2
п

—\2 2 2Х-* X х! У! ______

Ро+д:-Р |= ^
(492)

Розв’язавши систему (492) вщносно параметр1в р * ,  р | ,

(493)

знайдемо:

Ро = У - $ х ;  

^ х,у,

В* = — Л..

п

ХУ К  
___ _____21
- \ 2  ° 2 “ 1* V

(494)
-(х)

Помноживши Л1ву 1 праву частини (494) на — , дютанемо:

Ксу , К  &
— Р . ^ Н Мст а а а а

(495)

Де гху — парний коефщ1ент корелящУ М1Ж ознаками X 1 У. Тод1

(496)$0 = У - $ \ х = у - г  — х .



3 урахуванням (495), (496) р^вняння лшшноТ парноТ регресп 
набере такого вигляду:

а
у - г7 I Xу Ц х - х ) + у  (497)

о 

або
У/ =РуХ(х ~ х ) +У ’ (498)

ст
де рух = гху —  \ називають коефщентом регресп.

Приклад. Залежшсть розчинност1 у, тюсульфату вщ тем
ператури XI наведено парним статистичним розподшом 
виб1рки:

У=у, 33,5 37,0 41,2 46,1 50,0 52,9 56,8 64,3 69,9

Х = х, 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Потр1био:
1) побудувати кореляцшне поле залежност1 ознаки У вщХ;# *
2) визначити точков1 незм1щеш статистичн1 оцшки р0, р ,. 
Обчислити гху;
3) побудувати графхк лшп регресп.

Розв’язання. 1) кореляцШне поле залежносп ознаки У вщ X  мае та
кий вигляд (рис. 152).

70--

50--

3 0 -
20 - -

10--

0 10 20 30 40 50

Рис. 152

Н----- 1------1----->
60 70 80 х.

3 рис. 152 бачимо, що 31 збшьшенням значень ознаки Х  = х, залеж- 
на змша У = у / мае тенденщю до збшьшення.

Тому припускаемо, що М1ж ознаками X  та У юнуе лшшна функцю- 
нальна залежшсть

У,=К+Р',Х,-

2) для визначення параметров (Зо, р* скористаемося таблицею, що 
мае такий вигляд:

№ з/п X'/ У< XI у. у!
1 0 33,5 0 0 1122,25
2 10 37,0 100 307 1369,00
3 20 41,2 400 824 1697,44
4 30 46,1 900 1383 2125,21
5 40 50,0 1000 2000 2500,00
6 50 52,9 2500 2645 2798,41
7 60 56,8 3600 3408 3226,24
8 70 64,3 4900 4501 4134,49
9 80 69,9 6400 5592 4886,01
Е 360 451,7 20400 ’ 20723 23859,05

Скориставшись формулами (494), (496), дютанемо

Е Х,У,

р р; = 7 - р; -
^ - ( х ) 2

Оскшьки п = 9, X = = 40; у  = = 50,19;
п 9 п 9

20400 = 2 2 6 6 . 7 ;

п 9 п 9

. » « .  2302,6; 
п 9



♦ _ 2302,6-2007,6 295 _ р11.
1 2266,7-1600 666,7 ’ ’

Р; = 0,44.

Р* = 50,19 -  0,44 • 40 = 50,19 -17,6 = 32,59.

Р*0 = 32,59.
Отже, р1вняння регресп буде таким:

у. =32,59 + 0,44-х..
Для обчислення г необхщно знайти Кху, ах, <зу.

К'ху = - х у  = 2302,6 -  2007,6 = 295;

а

ух = ^ Ш - - ( х у  = ̂ 2266,7 -  402 666,1 =25,8 ;

= М ^ — (уУ = л/2651-(50,19)2 = ^1 31,96 =11,49;
V и

Кху 295 295
а  а  25,8-11,49 296,44X у  ’  ’

= 0,995.

Як бачимо, коефйцент кореляцп близький за своТм значениям до оди- 
нищ, що свщчить про те, що запежюсть м1жХта У е практично лшшною. 

График парноУ лшшноТ функцп регресп подано на рис. 153.

Якщо параметри Р0, р, ровняння (486) —  стал1 величини, то 
Ро, Р[, яю обчислеш шляхом обробки реал!зовано'1 виб1рки, е ви
падковими величинами 1 виконують функщю точкових статисти
чних ОЦ1НОК для них.

2.2. В ласт ивост / р * , р * . Точков1 статистичш оцшки рд, р| 
можна подати в такому виглядп

.... Т л у ± ~Х>,* _ 1(х,. -х)у, Е(х,. -хХРо +Р,х,- +е,.)
1 П * 1 - х ) 2 ! ( * ,  - х ) 2 1 (х ( - х ) 2 1 (х , - х ) 2

_ О (*1 - х)х, , Х (х ,-х )е ,
-  Ро ~  =ТГ + Р1 "Т77 1ГГ + ТТ7 Г о~-И(х , -Х)2 1 ( х ,- х ) 2 Е (х ,.-х )2

о X (*<-*) р Е (х2-хх,.)
0 X (*/ - х ) 2 1 I  (х,- -  х)2 X (х, -  х)2

_ о Х (х /~ х )2 , Х (х ,-х )е , | Е(х, -х)е,.
' Т ( х . - х ) 2 1 (х ,.-х )2 1 1 (х ,.-х )2 '

Оскшьки Х(х, -  х)= 0,

х(х. -  х)х. = х(х2 -  хх.)=Хх2 -  хТ х, = 1 х 2 -  и(х)2 = х (х ( - х)2. 

Отже, Д1стали:
Х(х, - х )  е,

Е(х, - х )

р ; = ^ - х р ; = ^ - х
1(Х,.-Х)8,. 

1 + “Л 2И { х , - х )
_Е(Ро + Рл + 0  Е (х (- х ) е (тт

В | "

Я П Х ( х , - х ) 2

= р0 + хр, + — -Хр, - Ц - - ~-ф х = Ро 5 (* Г * ) е' Зс.
я Е ( х , - х )  л Х (х ,.-х )

Остаточно маемо:

» 1 ( х , . - х ) 2



Знаходимо числов1 характеристики для випадкових величин

р;, р; :
а) основы! числов! характеристики для (3̂

м ( р ; ) = м  

= м (р 0)+ м |

Ро + п Х ( х , - х )

2> , - м
Е ( х , - х )  е, _

. Е(*< -* )2 ,

(М (в,)=0>
п 1 ( х , - х )

Отже, ми довели, що р* е точковою незмщеною статистич

ною оцш кою для параметра Р0,

/ > ( р ; М

= Д ( Р о М

Ро + 

Е е ,

Ее; Е (* ,~*)е, 
п Е (* ,-*)2

- и
Е(х,  - х )  г, _

Е(*< ~х)2
Х Д е , )  ,_ ч2 Т ( х , - х ) 20 ( е / ) _

к ( * , - ю ’У  "

Е Д О  . '2 Е(*/ ~*)2Д ( 0 _

Ь ь - * ) 1] ’

С2 /—\2 Е(*, -* )2 _2

" +(Х) ( Е ( х , - х)2)

< + ( * ) Х
—\ 2

И Х ( х , - х )
1 + -

(х)2п

° 2 Е (*<- х ) 2 +{х)2п о1 Т х * -п { х )2 +п{х)2 ст2 2 > 2
и Х ( х , . - х ) 2Х ( х ; - х ) 2 

Дал1 маемо:

—ч 2

Ф о ) =
Е*,2 ст,. (502)

^ « Е (* ;-* )2

б) Основш числов1 характеристики для параметр1в р*

м [ е ,  ^ (; ' ~ ! )ЕЛ = р, + = р,. <л/(в, ) = о>
I Е(*/-*) ; Е & - * )

Отже, визначили, що р* е точковою незмщеною систематич
ною оцш кою для параметра Р[

м (р ;)= э , . (503)

I У .(х .-х )

= п1, \  д (е|)  а .
Е (* , - * ) • [  ! ( * , - ? ) ’ ! ( * , - * )

Е (*,-*) 
2

2

Зв1дси маемо:

^(р ;)=

СТ(В,) = -

Е(х,  - х ) 2 ’ 

ст„

(504)

(505)
7 е (* /-* )2

Статистичш оцш ки р^, р* як випадков1 величини впливають 
на зм1щення лшп регресп; так, р^ викликае вертикальне зм1щен- 
ня лшп регресп, а р * —  змшу кута нахилу ТТ.

З’ясуемо, чи юнуе кореляцшний зв’язок м1ж випадковими 
личинами Ро, р*.

^ Р; = л /(Р о-РоХ Р ;-Р .)=

ве-

/ /
= М Е е, Е(*< -* )  е, -

"  Е ( х , - х ) 2

Е ( х , - х )  ег Ее, Е й - * )  в,-Е(*<-*) е, -  
. п ^ х , - ! ) 2 ( ^ (х .-х )2]2

Е(х,  - х )  е, Л 

Е ( х , - х ) 2

= м



= м [(*! -  х) е, + (х2 -  х) е2 +... + (х„ -  X) е„] [е, +е2 + ... + еп]

-М-

" Ш ъ - х ) 2
[(х, -х)е, +(х2 -х)е2 +...+{х„ -х)е„] [(х, -х)е, +(х2 -х)е2 +...+(х„-х)е„]__

(Ях,. -х )2)2 

оскшьки м (р ,Е ] ) =  0, М ( е ,) =  О, бо  
М1ж  в,. 18 ■ вщсутня кореляц1я 1 математичш  
СПОД1ВаННЯ ДОр1ВНЮЮТЬ нулев!, ТОД1 при /  =  )  

маемо м ( г 2) = = сопз1

% ( х , - х )  _ 2 X ( х , - х )а1

X -

х ■ а 2
о* -

е ( х ( * , - * ) 2)2 Е О , - * )  

к .„ . =

—\2 ’

х-ст2
(506)

РоР| ЕС*, -  я)2

Вщповщно до (499), (500) (3*, р’ мютять як складову випад
ковий компонент Е) з нормальним законом розподшу ймов1рнос- 
тей. Звщси випливае:

Ро матиме нормальний закон розподшу 13 числовими характе
ристиками:

а = Р0’ ст==

—̂* 2 
Е*,

| « х ( х ; - х ) 2
-а , тобто уУ Р0>

V-* 2
Е*.

Р* також буде мати нормальний закон розподшу з числовими 
характеристиками

а = р15 ст = тобто N

Т0Д1

р;-рр : р; - р,

р.;
Е ^ . - х ) 2

1
е *2

матимуть закон розподшу N(0; 1).

«е !*,

Р1вняння регресп можна подати в такому вигляд!: 

Розглянемо модель (486)

У/ = Р0+ Р л +е(,
яку подамо через середш величини:

Е у * = Е(Ро + Р л  + е ,)  = иро + (Е * ,)Р , + Е 8, 

^ ^  = Ро+^ Р1+^ _

(507)

(508)

Отже, дютали

— 8
у = Р0+ х Р1+ 8 (тут 8 = — “ )•п

1>/_=Р0 +Р ,*| + 6/»_>
1 Д'^Ро +Р/* + е,

>,/ - ? - Р 1к - ^ ) + ( 8 - ё ^ е ’ -

Ураховуючи (507) 1 (510), е* можна подати так:

8* = р,(х( -  х )+  (е. -  е)-р ;(х. - 1 )-»

- *  8/ = “ (Р1 -  Р1 )(* / -  * )  + (8/ “  8)‘

А тому Х(е*)2 = Х[(8, - е )  -  (р; -  р.^х,. -  х)]2.

Тода М ^ (е * )2)=

= м(^Г(е, -  е)2 +(р* - Р , ) 2Е ( ^  ~ х )2 -2 (р * - р , ) Е ( х / - * ) (е ,  - ё ) )=  

= Л /(х (е , - ё ) 2) + Х ( * / - * ) 2Укф1-Р1)2 ~ м [(Р! -  Рг)Х(^, ~ х )[е! -ё ) ]=

(509)

(510)

(511)

М Х(е, - е ) 2 =М]Г 82 - Е 8,
2\

:Е И е (2) ) - — М ( Е 8, ) 2 = п с \ = ( п -  1)а2,

оскшьки м (е 2 )=  а 2, М (е,е; ) = 0;

м ( р ; - р , ) 2 = —\ 2
Е(*/ ~ х)

->Е(*/ - * ) 2
Е &  - * )

: ст2;

\  '   ^^0
враховуючи, що - Р, = ——-— одержимо

Е ( * /  - * )



м
М (р | -  Р ,)Х (* ; -  *Хе, -  е))=

Е ( ^  _ _ к _ ш  _ _ )г] 

Е (* / - * > , ] 2= М'- ■~Е( Х, - х )М( е) =
Т , ( х , ~ х ) 2

Е (* ( ~ х ) 2м {г 2) 2 т  л
= — ----- = 3 ^  = сте- Т У г К * /-* )  = 0

Е(ж, - * )
Отже, дютали

Л ^ ( < ) 2)= {п~\)о1 + ст* -2ст* = (и -2)а* .

Звщси маемо

ст2 =•
п - 2
Л2

т .к )
п - 2

е точковою незмГщеною статистичною для а 2. 
Дал1, враховуючи (513), дютанемо:

Г>
5>,

1=
Е х 2

Щ ) = -
К * , - * ) 2

Е к - з с ) 2

(512)

(513)

(514)

(515)

(516)

3 наведених вище перетворень можна зробити висновок, що: 
випадкова величина

{п-2)  8 2
= % 

ст8
матиме розподш х2 13 1с = п - 2  ступенями свободи; 

випадков! величини:

р ;-р с  .

(519)

1 = - (520)
X? 2Их,

|  п%(х. -х У  

, р ;-рр  
5

матимуть розподш Стьюдента (7-розподш) 13 к = п - 2 ступенями 
свободи.

Ураховуючи (519), (520) ми дшшли висновку, що Э о + р ^  
буде мати двовим1рний нормальний закон на площиш, а саме:

N Р0;

Е х 2
-аг ;р.

К

" Е ^ - х )
■\г р»0|

—\2Е(х ,  ~ х )
РоР1 а а

Ро I'*

Скориставшись (519), (520) для параметр1в (3,*, р| парноУ ль 
ншноТ функцп регресп, ми зможемо побудувати дов1рч1 штерва- 
ли 13 заданою надшнютю у, а також перев1рити значущють кое- 
ф1щент1в лшшноУ регресп.

2.3. Перев/рка значущост/ коеф/ц/ент/в лшшна)' регресп.
Грунтуючись на значениях дисперсш р*, р |, можна перев1рши  
значущють цих коеф1щент1в на заданому р1вш а  = 0,05, викорис-



товуючи при цьому вщому схему перевфки правильное^ нульо
во! ппотези Но. У парнш лшшнш регресп, як правило, на значу- 
Щ1сть перев1ряеться коефщ1ент (3,.

Нульова ппотеза мае вигляд Я 0: (3, = 0. За статистичний кри- 
терш беремо випадкову величину

Р,

що мае ^-розподш 13 к = п -  2 ступенями свободи (розподш Стью- 
дента).

При альтернативнш ппотез1 На:  Р, <0 —  л1воб1чна критична 
область 1 при На  : Р, * О —  двоб1чна критична область. 

Спостережуване значения критерто обчислюеться як

( =

2.4. Д ов/рч/ ш т ервали  д ля  Ро, Р , . Побудова дов1рчого ин
тервалу для параметра (3̂ 13 заданою надшшстю у здшснюеться 
використовуючи (520). Отже, маемо:

р ; - р ,

= у.

/
р ; - р .

\

1у ( у , к ) <

V

< ( уЬ , к )

У
4 и ( х ,  - х ) 2

((у, к)8 , ((у, к)8
Р . -  < , %  < Р , < Р , + -  Е

Отже, дов1рчий штервал для параметра р, буде

{(у, к) 8 , ((у, к) 8
Р1----............ %  <р, <р;+- и  ' Е

^ ( х . - х ) 2 1 1

де ({у,к) знаходимо за таблицею (додаток 3) за заданою надш
шстю у 1 числом ступешв свободи к = п - 2 ;

Побудова дов1рчого штервалу для параметра р* 13 заданою
НаДШШСТЮ у.

Аналопчно скориставшись (520), маемо
\

р; -Р о < ( ( у , к )

1 Ы  8
~ х ) 2 )

■■у.
- И ( 3 5 т 5- * + ,(г л )5 Е ? !

Отже, дов1рчий штервал для параметра р* буде таким:

Ро -  К ъ  Ь \1 — Г ^ - ^ 8 е < Ро < р; + <(У, 4 ^ Х' - , 2 8< ■ (522>
у и 1 ( х , . - х )  V п Ц х , - х )

2.5. Дов/'рчий ш т ервал  д ля  парноУ лшшноУ ф ункцп р егр е 
сп 13 заданою  надШ шстю у . Ураховуючи те, що р* 1 р* е ви
падковими величинами, то 1 лшшна функщя регресп
7 + р;(х; - х )  буде випадковою. Позначимо через у* значения 
ознаки У, обчислимо за формулою

>'* = >7 + Р! (* /-* )• (523)
ТоД1

Ф +р!(*, -  х))= + р‘(*, -  *) =



Х Д е .)  ( *  1(х, -  х )2я(е,) 1 о (е ,)  (х. -  х } а
-----—  + \Х< -Х)-ГГ<--------------------------1 ^ Т “  = 2 + ̂ 'Г "Х (х ~ х }

- +

Звщси дютали:

В ( у ' ) = а 1

або

о (у ;)= х 2

Випадкова величина

( = -

а 2 - к
г-

*  ^

1 . (*, - * Г
»  Т { х , - х У у

1 . ( х , - х Г

У, ~У,

1

1 + (х, ~ х ? 
п Е(х( - х ) 2

(524)

(525)

(526)

мае /-розподш 13 к - п - 2 ступенями свободи. Ураховуючи (526), 
можна побудувати дов1рчий штервал для лшшноТ парноТ функцн 
регресп 13 заданою надшшстю у, а саме:

У> -У,

1 +
'п Ъ{х1-х У

■ ((у, к) — У • (527)

3 (5 2 7 )випливае

р ;+ р> , - ' ( г . * к ^ + ^ т | г < р . + <

2.6. Дов/рчий штервал для Iндив/дуальних значень У = у, 
1з заданою надшн/стю у. Отже, маемо дов1рчу зону (528), яка 
визначае розмщення лшй регресн 13 заданою надшшстю у, але не 
окремих можливих значень змшноТ У, яю вщхиляються вщ неТ.

Тому, щоб визначити дов1рч1 штервали для окремих прогно- 
зуючих значень ознаки У, необхщно знайти дисперсш  для них, а 
саме:

-  у, )= в ( у ' )+ в ( у ,) = о(у ’)+ Д(р0 + р,х,. +6,) =

1 | ( * / -*) . _ 2  2 + сте = а е
Е(х , . - х ) 2 

Отже, Д1стали

В ^ * - у , ) = а

Випадкова величина

у: - у,

1+1 + _ к ^ ) !

—\2 Л

, + 1 + _ к . - * >

(529)

(530)

(531)

п х(х, - х ) 2
мае /-розподш 13 к - п -  2 ступенями свободи. Дов1рчий штервал в
ЦЬОМу рЭ31 будуеТЬСЯ ЗГ1ДНО 3 р1ВШСТЮ

Л  “ 2/

л . /■+ - + - Ь ^

:у.

3 (532) дютанемо
Ро + Р л  + ({у,к)8р < у р < Ро + р,х, + 1(у,к)8р , 

де у р —  прогнозне значения ознаки У;

(532)

(533)

9 = 9  I | '  | (х*
р ~ 1  » Ж - х  Г

квадратичне вщхилення.

прогнозне виправлене середньо-

Приклад. Середня температура взимку вим1рювалась про
тягом 13 рок1в у двох М1стах А \ В. Результати вим1рювання 
наведено в таблиц!:



А { Х  = х , ) -1 9 ,2 -1 4 ,8 -1 9 ,6 -11 ,1 -9 ,4 -1 6 ,9 -1 3 ,7

В (У  = У )) -2 1 ,8 -1 5 ,4 -2 0 ,8 -11 ,3 -1 1 ,6 -1 9 ,2 -1 3 ,0 г

П родовж ення табл.
II ■—

-
- 4 ,9 -1 3 ,9 -9 ,4 -8 ,3 -7 ,9 -5 ,3

В {У  = У ,) -7 ,4 -15 ,1 -1 4 ,4 -11 ,1 -10 ,5 -7 ,2

Потребно:
1)грунтуючись на ппотетичному припущенш, що М1Ж озна
ками Х\  У 1снуе лшшна форма зв’язку, визначити рд, Р], г ;

2) визначити г ф ;  \  \  К ^ . , К^ . , гр.р. ;

3) побудувати дов1рч1 штервали для Р(], р, 13 заданою на- 
дШнютю у = 0,95;
4) побудувати дов1рч1 штервали для функцп регресп 
у,= р„ + Р,х, 13 заданою надшшстю у = 0,95;
5) побудувати дов1рч1 штервали для прогнсшв шдивщуальних 
значень ознаки У = у, 13 заданою надшшстю у = 0,95;
6) при р1вн1 значущосп а  = 0,05 перев1рити правильшсть п- 
потези Но: Р, = 0, при альтернативнш ппотез! На  : Ро > 0.

Розв’язання. 1. 
таблицю:

Для обчислення значень р*, Р', використаемо

№ з/п X, У< Х&1
2X ! 2

У /
1 -1 9 ,2 -2 1 ,8 418,56 368,64 475,24
2 -1 4 ,8 -1 5 ,4 227,92 219,04 237,16
3 -1 9 ,6 -20 ,8 407,68 384,16 432,64
4 -11 ,1 -1 1 ,3 125,43 123,21 127,69
5 -9 ,4 -1 1 ,6 109,04 88,36 134,56
6 -1 6 ,9 -1 9 ,2 324,48 285,61 368,64
7 -1 3 ,7 -1 3 ,0 178,1 187,69 169,0
8 -4 ,9 -7 ,4 36,26 24,01 54,76
9 -1 3 ,9 -15 ,1 209,89 193,21 228,01
10 -9 ,4 -1 4 ,4 135,36 88,36 207,36
11 -8 ,3 -11,1 92,13 68,89 123,21
12 -7 ,9 -10 ,5 82,95 62,41 110,25
13 -5 ,3 -7 ,2 38,16 28,09 51,84

I -1 5 4 ,4 -178 ,8 2385,96 2121,68 2720,36

Ураховуючи те, що

= ?  = ^  = _ 1 М = _ ,з,75.
13 13

2 ^ = 2720:3 6 = 6
п 13 п 13

^х.у:  2385,96
= 183,54, знаходимо:

13
X х,У, —

_ _ п ____^ . 183,54-(-11,88Х-13,75) 20,19 _ р
/_« 163,21 -  ( -1 1,88)2 22,08~{ху

Р,= 2
I * ,

р* = у  -  Р*3с = -13,75 -  0 ,92(-11,88) = -13,75 + 10,93 = -2,82. 

Таким чином, дютанемо:

р;=-2,82; р; = 0,92.

Отже, р1вняння регресп мае вигляд
у. = -2,82 + 0,92х..

ОСКШЬКИ гху

к
-  ду 

а  адг у

, то

ах = -у -  (ХТ = >/163,21 -  ( -1 Ш )2 = ^22 ,08 = 4,7;

° у ~ = -^20^20 = 4,5;

К '  = -  ху  = 183,54 -  ( -1 1,88Х-13,75) = 20,19.

Дал! обчислимо:
К'_ ^ х у _ _ _20Л9^_ 20^9 _ о

*  а  а ,  4,7-4,5 21,15

Оскшьки значения коефщ1ента кореляцп близьке до одинищ, 
то зв1дси випливае, що функщя регресп ознак У вщ X  близька до
ЛШ1ЙН01.



2. Для визначення Д Р Ц  -ЦР’} К , , ,  г , ,  необхщно обчис-
РоР. Р0Р1

У(е*)2лити значения що е точковою незмиценою статистич-
п - 2

ною ощнкою для сте —  середньоквадратичного вщхилення ви
падкового фактора в,..

Обчислюемо
5 = -2,82 + 0,92х = у / -  (- 2,82 + 0,92х.).

X.г У, Ро+ М / ^,-(Ро+ рХ ) =[>’, -  (Ро +Р*^)]2
-1 9 ,2 -2 1 ,8 -20 ,484 -1 ,316 1,732

-1 4 ,8 -1 5 ,4 -16 ,436 1,036 1,073

-1 9 ,6 -2 0 ,8 -20 ,852 0,052 0,003

-11 ,1 -1 1 ,3 -13 ,032 1,732 2,999

-9 ,4 -1 1 ,6 -11 ,462 -1 ,138 0,003

-1 6 ,9 -1 9 ,2 -18 ,368 -0 ,8 3 2 0,692

-1 3 ,7 -1 3 ,0 -15 ,424 2,424 5,876

—4,9 -7 ,4 -7 ,328 -0 ,0 7 2 0,005

-1 3 ,9 -15 ,1 -15 ,608 0,508 0,258

-9 ,4 -1 4 ,4 -11 ,468 -2 ,9 3 2 8,597

-8 ,3 -11 ,1 -10 ,456 -0 ,6 4 4 0,415

-7 ,9 -1 0 ,5 -10 ,088 -0 ,4 1 2 0,169

-5 ,3 -7 ,2 -7 ,6 9 6 0,496 0,246

-1 5 4 ,4 -1 7 8 ,8 22,068

Отже, дютанемо: 5Е2 = = ^ 6 8  = 2^068 =
п - 2  13-2  11

5 = Д 006 =1,416.

Згщно з (514)— (518) маемо: 

рУрЛ. X* р2 X*,2 о2 2121,68-2,006
Х(* -Зс)2 е ^ х 2-п(х)г Е 2121,68-13•(-11,88)2

-  4256Л 4256,! __ 14 вз

Г>

х - 8 2

*;>■

ст^ .рл /Н 83 =3,85. 

82 2,006

Х(*,-Зс)Р 286,93

а  . = -Ж001 = 0,084,
Р, л

х - 8 2

■■ 0,007;

11,88-2,006
м ‘ Е (х ,--х )2 Хх,2 -и (х )2 2121,68 — 13 ■ (—11,88)

11,88-2,006 23,83
2121,68-1834,75 286,93

= 0,083.

К  . . = 0,083. г . . = = 0,083—  = 0,26.
РоР, №  ст. а .  3,85-0,084

РО Р1

3. 3 надшнютю у = 0,95 побудуемо дов1рчий штервал для пара
метров Р0, лшшноТ регресп ознак XI У генерально'Г сукупностк

Оскшьки дов!рчий штервал для параметра (30 дор1внюватиме:

р« - , ( г л ) $ - 6 & < р" < р > ' ( г л ) $ ' 6 Е 5 7 ’

то нам необхщно знайти ((у, к) за таблицею (додаток 3) за зада
ним значениям у = 0,95 1 Аг = « — 2 = 13 — 2 = 11. Отже, маемо
г(у = 0,95; Л: = 11) = 2,201. Значения л1вого кшця штервалу дор1вню- 
ватиме:

р ; - < ь * к - Р 1я2Дх. - х /
X*,2

п ^ х ]  ~{х)2)

= -2,82-2,201-1,416,

-2,82 -  2,201 • 1,416

2121,68 
113(2121,68-(-11,88)2)"

I 2121,68
113(2121,68 -141,1344)

-2,82 -  2,201 • 1,416^/0,0824 = -2,82 -  2,201-1,416- 0,2871 = 
= -2 ,82-0 ,89  = -3,71.



Обчисливши значения правого кшця штервалу, дютаиемо:

р ;+ к г .* к
1

= -2,82+ 0,89 = -1,93.
п ^ { х . - х }

Таким чином, маемо
-3,71 <р0 <-1,93.

Отже, з надшшстю у = 0,95 можна стверджувати, що параметр 
Р0 перебуватиме в штервал1 [— 3,71; —1,93]. Це показано на рис. 154.

Ро

г

-3,71 -1,93
Рис. 154

Дов1рчий штервал для параметра р, мае вигляд:
* / ( у Ж  о . _ ({у,к)8

Р , - < р,< р,+-
^Т .(х ,-хУ

Обчислюемо значения кшщв дов1рчого интервалу: 
о», . 092 2,201-1,416

1 ^ ( ^ - х ) 2 ’ у/2121,68-1834,7472

= 0,92 — г---?-5 - ..= 0,92- 3,12542 = 0,92 -0,25 = 0,67.
л/286,9328 

5
16,94

2 201-142 
= 0,92 + ’ = 0,92 + 0,25 = 1,17.

т/286,9328Ш Х1~ХУ
Отже, маемо:

0,67 < (3, < 1,17,

що можна тлумачити так: 13 надшшстю у = 0,95 параметр (3, мю- 
титься в 1нтервал1 [0,67; 1,17], що шюструерис. 155.

Р,

Побудова доЕпрчого штервалу для функци регреси р0 + р,х,. 
Для побудови дов^рчого штервалу функци регресй у 1 = Р0 + р^,. 
необхщно обчислити диспераю для р' + (З’х,., а саме:

1 + (* /-* )
—\2 \

п К * , - * )
для значень х 1:

х х = 19,2 -> о{у\)  = 2,006Г 1 (-19,2 + 11,88)2 ^

= 2,006 1 (-19,2 +11,88)'

13 2 > 2 -« (х )

= 2,006

у
1 53,5824+ ■

.13 286,9328.13 2121,68 - 1 3 ( -11,88)2 _
= 2,00б[0,077 + 0,187] = 2,006 • 0,264 = 0,53. 

ст(у*) = л/о>53 = 0,73;

х2 = 14,8-> Ы у\) = 2,006
2 Л

= 2,006 0,077 + 8,5264 ' 
286,9328

_1_ (-14,8 + 11,88) 
13 286,9328

: 2,00б[0,077 + 0,030] = 2,006 ■ 0,107 = 0,215.

ст(7*) = л/0,215 =0,46;

0,077 + (-19,6 + 11,88)2 Л

286,9328
= 2,00б[0,077 + 0,208] = 2,006 - 0,285 = 0,572. 

о(уз*)= 70^72=0,76;

(-11,1 +1 Ш )2 Лх = 11,1 И 006 0,077 + -
286,9328

= 2,00б[0,077 + 0,002] = 2,006 • 0,079 = 0,158. 

<*(К) = л/0,158=0,40;

( -  9,4 + 11,88)2 ^х5 = 9,4 -» о{у*5) = 2,006 0,077 + ■
286,9328

= 2,00б[0,077 + 0,021] = 2,006 • 0,098 = 0,198. 

а(у5*)= 7 ^ 9 8  = 0,44;



х6 =16,9 —► о {у1 ) = 2,006(0,077 + 0,88] = 2,006 • 0,165 = 0,33. 

о(ув)=о,57;
х7 =13,7 —> / 5(^7)= 2,00б[0,077 + 0,0115] = 2,006 • 0,0885 = 0,178.

а(у7*)= 0,42;

х8 = 4,9 -> о(у1 ) = 2,00б[0,077 + 0,170] = 2,006 • 0,247 = 0,495.

о(у,*)=0,70;
х9 =13,9—> о (у '9) = 2,006[0,077 + 0,014] = 2,006 • 0,091 = 0,183.

а(у9*)= 0,43;
х10 = 9,4 -> 1>(у *0 ) = 2,00б[0,077 + 0,021] = 2,006 • 0,098 = 0,198.

ст(7*о)= 0>44;
х„ =8,3 -> /)(у*,) = 2,00б[0,077 + 0,04] = 2,006 ■ 0,117 = 0,235. 

о(Уп)-0>48;
х12 = 7,9 -> 0 {уп )= 2,006[0,077 + 0,05] = 2,006 • 0,127 = 0,255.

ст(у*2)=0,5;
х13 = 5,3 -> и (у ’з ) = 2,006(0,077 + 0,151] = 2,006 • 0,228 = 0,457.

а(у*3) = 0,68.

Дов1рчий штервал для парноТ лшшно'Г функцп регресп мае 
вигляд

р; + р ;* , -1 (у,к)Б  1 +  < р0 +р ,х , <
\ п  п ^ - х ) 2

< р0 + Р,*, +{ (у,к)8  I— + - ^
I» « К * , - * )

Обчислюемо дов!рч1 штервали для посл1довност1 значень ар
гументу х п  використовуючи при цьому результати обчислень, 
наведених у табл. 2.

х, =19,2.
-  20,484 -  2,201 • 0,73 < р0 + Р,х < -20,484 + 2,201 ■ 0,73 -> 
-> -  20,484 -1,629 < Р0 + р,(-19,2) < -20,484 +1,629 -» 

22,113 < р0 + р, (-19,2) < -18,856.

х2 =-14,8.

-  16,436 -  2,201 • 0,46 < р0 + р ,( -14,8) < -16,436 + 2,201 • 0,46 -> 
-> -16,436 -1,03 < р0 + р, (-14,8) < -16,436 +1,03.
-17,466 < р0 + р ,( - 14,8)< -15,406.

х3 = -19,6.

-  20,852 -  2,201 • 0,76 < р0 + р, (-1 9,б) < -20,852 + 2,201 • 0,76 -> 
-> -20,852 -1,69 < р0 + р, (-1 9,б) < -20,852 +1,69 -»
-> -22,542 < р0 + р, (-19,6) < -19,162.

х4 =-11,1.
-13,032 -  2,201 • 0,4 < р0 + р1 (-11,1) < -13,032 + 2,201 • 0,4 -»

-> -13,032 -  0,88 < р0 + р, (-11,1) < -13,032 + 0,88 ->
-» -13,912 < р0 + р ,(-1  Ц )<  -12,152.

х5 = -9,4.
-11,462 -  2,201 ■ 0,44 < р0 + Р( (-  9,4) < -11,462 + 2,201 • 0,44 ->

-> -11,462 -  0,968 < р0 + р, ( -  9,4) < -11,462 + 0,968 ->
-> -12,43 < р0 + р ,( -  9,4) < -10,494.

х6 = -16,9.
-18,368 -  2,201 ■ 0,57 < р0 + р, (-19,9) < -18,568 + 2,201 • 0,57 -> 
->-18,368-1,299 < Р0 + р, (-19,9) < -18,368 +1,299 ->
->  - 19 ,6 6 7  <  р0 -  р, ( - 19 ,9 )  <  - 17 ,069 .

х1 =-13,7.

-15,424 -  2,201 • 0,42 < р0 + р, 13,7 < -15,424 + 2,201 • 0,42 
-> -15,424 -  0,946 < р0 -  р, 13,7 < -15,424 + 0,946 ->

-16,37 < р0 -  р, 13,7 < -14,478.

х8 = —4,9.
-  7,328 -  2,201 • 0,70 < Р0 -  р, 4,9 < -7,328 + 2,201 • 0,70 ->
-> -7,328 -1,519 < р0 -  р, 4,9 < -7,328 +1,519 ->
-> -8,847 < Р0 -  Р] 4,9 < -5,809.



х9 =-13,9.
-15,608 -  2,201 ■ 0,43 < Р0 -  (3,13,9 < -15,608 + 2,201 • 0,43 -> 

-15,608 -  0,946 < р0 -  р, 13,9 < -15,608 + 0,946 
-16,554 < р0 -  р, 13,9 < -14,662.

х — —9 410
- 11,468 -  2,201 • 0,44 < Р0 -  р, 9,4 < -11,468 + 2,201 • 0,44 -> 

-11,468 -  0,968 < р0 -  р, 9,4 < -11,468 + 0,968 -►
-» -11,468 < р0 -  Р,9,4 < -10,5.

хи = —8,3.
-10,456 -  2,201 ■ 0,48 < р0 -  Р, 8,3 < -10,456 + 2,201 • 0,48 -> 
-> -10,456-1,057 < р 0 -р,8,3 < -10,456 + 1,057 -+
-> -11,513 < Ро -  Р; 8,3 < -9,399.

хп = -7,9.
-10,088 -  2,201 • 0,5 < р0 -  р,7,9 < -10,088 + 2,201 • 0,5 -> 

-10,088 -1,1005 < Р0 -  р^.9 < -10,088 +1,1005 -*
-> -11,1885 < Р0 + Р,7,9 < -8,9875.

хп = -5,3.
-  7,696 -  2,201 • 0,68 < р0 -  р, 5,3 < -7,696 + 2,201 • 0,68 ->
-» -7,696 -1,452 <р0- р 15,3< -7,696 +1,452 ->
-> -9,148 < р0 -р,5,3 < -6,244.
Граф1чно дов!рчий штервал зображено на рис. 156.

Побудуемо дов1рчий штервал для прогноз1в шдивщуальних 
значень У = у1 13 заданою надшшстю у = 0,95. Для побудови цьо- 
го штервалу необхщно обчислити прогнозне середне квадратич- 
не вщхилення 8 р за формулою

1 (х  -  х )  1 (х  . -  х )
, 1 + -  + - Т ---- = 1 + -  + — Ч-----
V « V п 2>, ~ п(х )

для ПОСЛ1ДОВНОСТ1 значень х{ , а саме: 
х, =-19,2.

8г = 2,006(1 + 0,077 + 0,187) = 2,006 • 1,264 = 2,536.

5 =1,592.
Р\

х2 -  -14,8.

8 2р = 2,006(1 + 0,077 + 0,030) = 2,006 • 1,107 = 2,221.

Я = 1,490.
Р1

х3 = -19,6.

8 2р = 2,006(1 + 0,077 + 0,208) = 2,006 ■ 1,285 = 2,578.

8 = 1,606.
Ру

х4 = - и , \ .

81 = 2,006(1 + 0,077 + 0,002) = 2,006 • 1,079 = 2,164.
‘ 4

5 =1,471.
Р 4

Х5 = -9,4.

5* = 2,006(1 + 0,077 + 0,021)= 2,006 ■ 1,098 = 2,203.

5 =1,484.
Р5

х6 = -16,9.

8] = 2,006(1 + 0,077 + 0,088) = 2,006 • 1,165 = 2,337.* 6
5 =1,529.

Рв

хп = -13,7.

82р' = 2,006(1 + 0,077 + 0,0115) = 2,006 ■ 1,0885 = 2,184. 

5 =1,478.Рп



82 = 2,006(1 + 0,077 + 0,170) = 2,006 -1,247 = 2,501. 

5 = 1,581.р*
х9 = -13,9.

8 2 = 2,006(1 + 0,077 + 0,014) = 2,006-1,091 = 2,189. 

5" = 1,480.Р‘> ’
хю = ” 9’4'
8* = 2,006(1 + 0,077 + 0,021) = 2,006 ■ 1,098 = 2,203. 

5 =1,484.Р10
Хп =-8,3.

8 21 = 2,006(1 + 0,077 + 0,04) = 2,006 -1,117 = 2,24.

5 = 1,497.
Я | 1

х = —7 9

82 = 2,006(1 + 0,077 + 0,05)= 2,006 • 1,127 = 2,26.

81 = 2,006(1 + 0,077 + 0,151) = 2,006 • 1,228 = 2,463.

5 = 1,569.
Р13 ’

Оскшьки дов1рчий штервал для прогнозних значень у, до- 
р1внюе

Ро + -  *(г,к)8р < Р0 + Р,Ж( < р* + Р)х, + 1{гЛ)8р,

то для ПОСЛ1ДОВНИХ значень XI д!Станемо: 

хх =-19,2.
-  20,484 -  2,201 • 1,592 < р0 -  р, 19,2 < -20,484 -  2,201 • 1,592 

-> -20,484 -  3,504 < Р0 -  Р, 19,2 < -20,484 + 3,495 
-> -23,979 < р0 -р,19,2 < -1,6989.

х2 = -14,8.
-  16,436 -  2,201 ■ 1,490 < р0 -  р, 14,8 < -16,436 -  2,201 • 1,490 -> 

-> -16,436 -  3,279 < Р0 -  р, 14,8 < -16,436 + 3,279 -»

-19,722 < р0 -  р, 14,8 < -13,15.

х3 =-19,6.
-  20,852 -  2,201 • 1,606 < Р0 -  р, 19,6 < -20,852 -  2,201 • 1,606 ->

-20,852 -  3,548 < Р0 -  Р, 19,6 < -20,852 -  3,548 -»

-> -24,4 < р0 -  Р, 19,6 < -17,304.

= - 11,1.

-13,032 -  2,201 • 1,471 < р0 -  р, 11,1 < -13,032 -  2,201 • 1,471 ->

-> -13,032 -  3,236 < р0 -  р,11,1 < -13,032 + 3,236 ->

-> -16,268 < р0- р ,1 1,1 < -9,796.

* 5 = -9,4.
-  11,462 -  2,201 • 1,484 < р0 -  Р, 9,4 < -11,462 + 2,201 ■ 1,484 -»

-11,462 -  3,258 < Р0 -  р,9,4 < -11,462 + 3,258 ->

-»  -14,72 < р0 -  р,9,4 < -8,204.

х6 = -16,9.
-  18,368 -  2,201 • 1,529 < Р0 -  р, 16,9 < -18,368 -  2,201 • 1,529 ->

-> -18,368 -  3,37 < р0 -  р, 16,9 < -18,368 + 3,37 ->

-»  -21,738 < р0 -  Р,16,9 < -14,998.

х1 = -13,7.
-15,424 -  2,201 • 1,478 < Р0 -  р, 13,7 < -15,424 -  2,201 • 1,478 ->

-> -15,424 -  3,258 < Р0 -  Р, 13,7 < -15,424 + 3,258 ->

-> -18,682 < р0 -  р, 13,7 < -12,160.

х% ~ -4,9-
-  7,328 -  2,201 • 1,581 < Р0 -  р,4,9 < -7,328 -  2,2011,581 ->

-> -7,328 -  3,478 < Р0 -  Р, 4,9 < -7,328 + 3,478 -»

-> -10,806 < р0 -  Р,4,9 < -3,85.



х9 =-13,9.
-15,608 -  2,201 • 1,480 < Р0 -  Р, 13,9 < -15,608 -  2,201 • 1,480
-> -15,608 -  3,258 < Р0 -  р, 13,9 < -15,608 + 3,258 ->

-18,866 < р„ -  р, 13,9 < -12,358.

х — —9  4  ю 5
-11,468 -  2,201 ■ 1,484 < р0 -  (3,9,4 < -11,468 -  2,201 • 1,484 
-»  -11,468 -  3,258 < Р0 -  р,9,4 < -11,468 + 3,258 ->
-> -14,726 < р0 -  Р,9,4 < -8,21. 

хи =-8,3.
-10,456 -  2,201 ■ 1,497 < р0 -  р,8,3 < -10,456 -  2,201 • 1,497 ->
-> -10,456 -  3,259 < Р0 -  р,8,3 < -10,456 + 3,259 ->

—» -13,751 < Р0 -  Р, 8,3 < -7,161. 

х = -7  9Л12 1, 7 .

- 10,088 -  2,201 • 1,503 < р0 -  р,7,9 < -10,088 -  2,201 • 1,503 ->
-> -10,088 -  3,302 < р0 -  Р,7,9 < -10,088 + 3,302 
-»  -13,39 < р0 -  р,7,9 < -6,780. 

х]3 = -5,3.
-  7,696 -  2,201 • 1,569 < Р0 -  р,5,3 < -7,696 -  2,201 ■ 1,569 ->

-7,696 -  3,442 < Р0 -  Р, 5,3 < -7,696 + 3,442 ->
-11,138 < Р 0-Р , 5,3 <-4,254.

Граф1чно дов1рчий штервал для прогнозних значень ознаки У 
зображено на рис. 157.

Рис. 157

Для перев1рки правдивост! статистичноТ ппотези Н 0 : Р, = 0 
ири альтернативнш ппотез1 Н а : Р, > 0 при р1вш значущост1 
а  = 0,05.Побудуемо правоб1чну критичну область.

Оскшьки за статистичний критерш береться випадкова ве
личина

,_Р|~Р, Р1
ж г  ^  ’

т / х и - * ) 2

нка мае /-розподш (Стьюдента) з к = п -  2 ступенями свободи, за таб
лицею (додаток 6) знаходимо критичну точку г (а = 0,05; к = 13 — 2) =
■ /(а = 0,05; к = 11) = 2,2. Правоб1чна критична область зображена 
на рис. 158.

Обчислюемо спостережуване значения критерпо

А _____= - ^  = 38,3.
0,024

7Х(х,. - х ) 2

Оскшьки (' >1 , то статистична ппотеза В, = 0 вадхиляеться.
к р  7 ' 1

Отже, форма зв’язку М1Ж ознаками X 1 У е лшшною.

3. Множинна лш ш на регрес1я

Загальна ш формацш. На практищ здебшьшого залежна 
змшна у, пов’язана з впливом не одного, а кшькох аргументе. 
У цьому раз1 регреаю  називають множинною. При цьому якщо 
аргумента в функцн регресп в першш степеш, то множинна рег- 
рес1я називаеться лшшною, у противному раз1 —  множинною не- 
пт йною регреЫею.



Деяк1 елементи матричноТ алгебри:
а) норма вектора. Ортогоналъш векторы / матриц/

Якщо х = , ход! х' = (х,, х2, ... х„), тод! норма вектора х

(534)

буде число, яке дютанемо за формулою

\х\ = = ^ х 2.

У раз1, коли д/Хх ] =1» то вектор х  називають нормованим. 
Якщо для квадратноТ матрищ А виконуеться р1вшсть А А ' - Е  = 1 
(Е —  одинична матриця А ' - А 1 ), то вона називаеться ортого
нальною;

б) диференцтвания векторов
Нехай задано два вектори х' = (х1,х 2,...хп), а' = (а1,а 2,...а п),

ТОД1

X ■а = (х1 х 2 ... х„)

/  \  
«1
а,

= Ё а ,х 1.
/=1

Частинш ПОХ1ДН1 за х  (г =1 ,п )  вщ добутку х ' а можна записа- 
ти так:

д - \  д ( >
— 1л: а) = — 1х. х. ... х 

’  д х К> 2 пКдх

ТоД1

= а

8
г г («  *) = дх

дх.

дх0

' х - '

(а, а2 ...ап)•

д
йх. (а,*! + а2х2 + ... + а„х„) =

\ у'лп /
Отже, маемо:

— (х 'а ) = 5 , 
дх '

Эх
(а' х) = а'.

Диференщювання добутку Лх I х ’А
Нехай задано

ТОД1

"«11 «12
«21 «22 ••• «2» х2

\ап\ «л2 • «от/

,  X =

А ,

(535)

(536)

д_
дх

а \\ 0 ,2  ••
\

« . » ] М
(Лх) = «21 « 22  " « 2 и Х 2

« и 2  - « о т , Л ,

д_
дх

/ V- ” д п
—  Уа, х. — Т а , х. 
й с .м  17 7 с Ц м  27 7

—  V
ЙС2 7=1 17 7 дх2 р 1

д  V

Йс у=1
V  п *

дхп и  * '
3 "

-----Уа х.
с* м  * 7и

Я и Я « Я я
х . — Х а , . х  ... — X й 

-  ’7 7 С* Я  27 7 ЙХ #  П] 7И у и ^

Оц а 21 ...

«12 «22 -

Ка\» «2„

аи2 = Л'.

«л /



Отже,

— (Ах) = А', 
дх

(537)

Частинш похщш В1Д добутку хА знаходимо так:

дх дх

г д " д »

/ /
Ч > 0,2 •.. а, 11 п

(х. X. ... х  )• «2, «22 ••• а2П _ д
\ 1 2 п /

а , а 0 ... а
дх

V Ч «1 п2 илуу

Ё а 1 * /1 /к,/=1

и
Ё #  X.' т I

ЙС, /=! 5х, (=1
д  ” д  "

Т Г ^ ап х, — I « „ л ,  ОХ2 /=1 са2 ;=1

9 « а «
----- \ а . , х .  ------Х а ,  х.

, д х  М п ' ас Ы '2 '\  л п

д - л 
-Ха. х' /и /

---- Уа. х.
&  м  и '

а »
т г - 2 Х * ,

■~(х 'А) = А. 
дх

ап ап
«21 «22

а , а ,\  я1 и2

а.2л = л.

ПП /

(538)

Диференщ ю вання добутку х'Лх.

(х'Ах) = -^ (х '(А х)) + -^((х 'А )х) = 
дх дх дх

= |Використовуючи (537), (538), дютанемо| = Ах + (х'А)' = Лх + Л'х.
Отже, маемо:

—  (х'Ах) = Ах + А'х.
дх

(539)

Тут використана властивють транспонування добутку мат- 
риць, а саме: якщо А 1 В е матрицями одного й того самого розмь 
ру, то (А-В)'  = В ' - А ' .

Для матриць А, В, С маемо (АВС)' = С'В'А' 1 т. д.
Якщо матриця А е симетричною, то

А '= А.

г(х'Ах) = 2Ах. (540)
дх

Л ш ш на множинна регреая.
Визначення статистичних точкових оцток
Розглянемо лшшну залежшсть у, вщ т аргументов (х,,х2,...хт ) .
Лшшна модель у цьому раз1 набирае такого вигляду

^  = Р о+ М 1 ,+ М 2 , + -" + Р Л -  (541>
Для виб1рки обсягу п матимемо систему лшшних р1внянь

У 1 = Ро Р1 -̂11 Рг Х21 Р|» Хт] ®1>
У2 = Ро + Р1 Х2\ + Рг -̂ гг + •" + Рт Хт2 е2 ’
Уз = Ро + Р1 Х3\ ■*" Р2 *32 ■" Рт ХтЪ + Е3’ (542)

Уп ~  Ро +  Р 1 Х \п +  Р г  Х 2п +  ••• +  Р т Х тп +  Би > 

де е, —  випадкова величина, що мае нормальний закон розподь 
лу з числовими характеристиками М (е,) = 0, /)(е() = А/(8,2) = а 2 1 
при цьому Ку = 0. У векторно-матричнш форм1 система (542) 
набирае такого вигляду:

У = Х$ + г, (543)
де

' 71 |
Р,

У  =
У  2

; Р = Р 2

1 У п )
чРп>

и  \

Х  =

г \
1

Матрицю X  розм1ром (т + 1) х п називають регресшною, а еле- 
менти Ху щеТ матрищ —  рефесорами. Параметри рувняння (541) е 
величинами сталими, але невщомими. Ц1 параметри оцшювання 
статистичними точковими оцшками (3*, р*, (3*,... р^ , яю дютають 
шляхом обробки результате виб1рки, 1 е величинами випадковими. 
Таким чином, р1внянню (541) вщповщае статистична оцшка

у  = Р„ +Р, х . + р. х , + ... + Р х +8 . (544)'  I  ̂О к 1 /1 ~ 2 /2 г т /т / 4 у
Статистична оцшка для вектора у  буде визначатись вектором 

у  = Х$* + е, (545)

*



де

/  \  
У1 
У 2

УУт;

; х  =

1 х, 
1 х-,

1 х„

; Р* =

хпт /

" р ;л
р;
р;

Ч™> У

8 =

Вектор похибок дор1внюватиме

ё = 3? —ДГ-р*. (546)

Для визначення компоненпв вектора (3* (статистичних точко-
вих ощнок компоненте вектора (3) застосовуеться метод наймен- 
ших квадрат1в.

Знайдемо суму квадра^в ус1х похибок:

(е) 8 = (у -  Х $ ')' (у -  Ар)= ( (у) -  (р*)' Х ')(у  -  *р)=

= (у) У -  (у) х  р* -  (р*) Х ’у* + $*)' X'  X  р* =

= (у)'у-2$')х'у + $ ' ]х 'х $ \

Тутзастосованотак1р1вност1: (у)хр* = (р‘) т ^ ;  (лр*) = (р‘) X ’. 

М ш1М1зуючий добуток (ё) 8, а саме:
приршнюючи частинн1 П0Х1ДН1 за елементами вектора р до 

нуля, дютаемо:

зр ар

= - 2 Х ' у  + Х ’Х р '  + ( § ' ) х ' х ]  =

-2Х у  + Х ' Х р '  + Х ' Х $ '  = 0 ->  Х ' Х р  = Х ' у - >  

-> Р ' = ( Х ' Х У 1Х у .

Довхрчий штервал для множинноХ лшшногрегресп 
Матриця X  мютить т лшшно незалежних вектор1в-стовпщв, а 

це означае, що ранг и дор1внюватиме т 1 визначник \ Х ' Х\ ^ 0 .  
Отже, матриця X ' X  мае обернену.

Дисперсн статистичних ощнок р’ , р*, Р2, ... р’, визначають з 
допомогою кореляцшноТ матрищ для вектора р .

Оскшьки ( Х ' Х) ~ ' ( Х ' Х) =Е,  то, скориставшись (545), (547), 

р* = р + (Х ' Х)~ ' Хъ .
дютанемо 

Тод1 маемо
(548)

р* - р  = (Х'Х)~1Х'ъ,  (549)

(р* - $ ) = ( ( Х ' Х ) - ' Х ' е ) = ( г )  Х ( Х ' Х У ' .  (550)

Скориставшись (549), (550), дютанемо 

я ф * )= м $ *  -р){з* - р ) ’ =м{х' х у х х ’ъъх х{х' х у 1)=
= М{ и ' ) { Х ' Х) ~{ Х ' Х { Х ' Х у х = М ( е е ' Х Х ' Х у 1 =

(8, 82 ... 8 Л Х ' Х У '  =

\  т У

'  е* 8,82 8,83 - 816т '

= м 828, 82 8283
( Х 'Х ) -1 _

<етЕ1 етБ 2 ете3 ... р2ЬМ У

М & ) М(е,е2) М(  е,е3) ... М(е,етУ

М (е2е,) М (е22) М(е2е3) ... Л/(е2ем)
р Г Л ') '1

Л/(8т81) М{  8и82) М ( е те3) -



О ст 

О

г \
О

О о
2

= а с

О ..Б

0 0 . .

0 о
1 0

ст

( х ' х у
оскшьки М ( е .е .) = К.. = 0, 

М(8,2) = /)(8,2) = СТ2

е /

О О О

ол
0

1

{ х ' х у ] = с 1 - 1 - ( х ' - х у 1= а 1 { х ' х у

Таким чином, маемо

к $ ) = о 1 { х ' х у \ (551)

Оскшьки ст2 е невщомою величиною, то в (551) замють ст2 
пщставляють його точкову незмшдену статистичну оцшку за ана- 
лопею з (513).

5 ; =■
п - т - 1

(552)

КШЬЮСТЮ ощнюванихде п е кшькютю спостережень, а т 
параметр1в множинноТ лшшноТ регресп.

Значения дисперсй для р* (/ = 0,1, 2, 3 ,... т) обчислюють за 
формулою

(553)

де Си — д1агональний елемент матрищ (Х'Х)~х.
Розглянемо р1вняння Л1Н1ЙН01 множинноУ регресп з парамет

рами р* (/ = 0,1, 2, 3,..., т) , знайденими за результатами виб1рки

У* = К +К х 1+К х 2+-  + К х п,’
де у] —  лише одне з можливих значень прогнозноТ величини 

для заданих значень х,..
Ураховуючи те, що р* (/ = 0,1, 2, 3 ,... т) е випадковими вели

чинами, то у* буде також випадковою, а тому матиме дисперсию.
Отже,

)=  + К  + -  + )

Використовуючи властивост1 дисперсп вщ суми залежних ви- 
мадкових величин (випадков1 величини Р,. е залежними), дютанемо:

о(у, )= /?(р0 + Р, X! + р2 х2 +... + рт хт )=
г>(р;)+ х2 я (р ;)+ х2 я ф ; )+ ...+ х2 ы р я )+ 2х, р*2)+ ...
...+ 2хт / ф ;  р ; )+ 2х, х2к (р; р ; )+ ...+ 2х, Хтк ( р; р ; ) + ...

...+2хш_1 Хтк { р:_, р : ) = х '^ $ * > >

оскшьки це е квадратична форма, яку можна записати у вектор
но-матричнш форм1.

Отже, маемо
Я(у; ) = * '* $ • > .  (554)

Тод1, використовуючи (551), дютанемо

п(у*)= а2Е х ' ( Х ' х Г х .  (555)

Оскшьки ст2 —  невщома величина, то в (555) використовуемо 
и точкову незм1щену статистичну оцшку 

Таким чином, маемо:

Ыу*, )=81-х ' (Х’Х У ' х .  (556)

Отже, ютинне значения У перебуватиме в штервал к

у* -{ (у , к)8,  ^ ' ( Х ' Х У ' х  < у < у  +<(у,к)8е^ ' ( Х ' Х У ' х ,  (557)

який називають дов^рчим.
((у, к) е випадковою величиною, що мае розподш Стьюдента з 

к = п -  т -1  ступенями свободи 1 обчислюеться за таблицею (до- 
даток 7) за заданою надшшстю у та числом ступешв свободи к.

Якщо до значень у1 —  прогнозне значения —  додати можлив! 
в1дхилення ознаки У вщ функцн регресн, то до дисперсп о ( у ' )
необхщно додати дисперс1ю випадково-1 величини б, —  ст2,
тобто його точкову незмщ ену статистичну оцшку 

У цьому раз1

5 2 = 5 2(1 + х ' (X 'X ))”1 х . (558)

I дов1рчий штервал тепер дор1внюватиме:

у* -1(у,  к)8 < у < у  +{(у,к)8 . (559)



Коефщ ент множинноХ регресп
Тюноту м1ж ознаками У та X, де X  = (*,, х2, ... хт), вим1рюють 

з допомогою коефщ1ента множинноТ кореляцп К, що е узагаль- 
ненням парного коефщ1ента кореляцп Гу [ обчислюеться за фор
мулою

I X 2

(560)

Чим ближче значения К до ±1, тим краще вибрано функщю 
регрееи

у  = а (х1, х2, . . . ,х т).

Оскшьки X е,2 -  е' е , то

1б,2 = 8 ' 8 = ' ^ - ^ р * ) ( > - Х р * )  =

= (у) У ~ 2(р*) X  у  + ^ Х ' Х р‘ =

= (у) у - 2 ^  X  у+ ( ^ Х ' у  =

= (у) .?-(Р*) х  у, 

оскшьки (р * )х 'х р *  =(р‘)х 'у * .

При цьому Х ( у 1 -  у )2 = ^ У 2 - п ( у ) 2, а оскшьки ^ ( у , ) 2 =(у) у,
то остаточно маемо 

К = 1 (у*) У - $ * )  Х ' у  

I (у) у  ~ п(у)2
(561)

Нормування коефщентгв регресп
Множинна лшшна регрес!я дае змогу пор1вняти вплив на до- 

слщжуваний процес р^зних чинншав. У загальному випадку 
змшш х, репрезентують чинники, що мають р1зш одинищ вим1ру 
(кшограми, гривш, метри тощо). Отже, для того щоб пор1вняти 1 
з ’ясувати вщносну вагомють кожного з чинниюв, використову- 
ють так зван! нормоваш коеф1щенти регресп, ям  визначаюгь за 
формулою

5 , ___

коеф1щент регресп т е л я  нормування; 8^ 

лене середне квадратичне вщхилення змшноТ х]; 8у 
лене середне квадратичне вщхилення ознаки У.

виправ-
виправ-

Приклад 1. Ознака У— лшШно залежна вед х п , х п , х 1ъ 
Результата спостережень наведено в таблиц!:

/ У< Х п х а х а

1 6 1 1 2

2 8 2 2 1

3 14 1 0 0

4 20 3 2 1

5 26 5 2 2

Необхщно:
1) знайти компонента вектора 1 побудувати лшшну

' р; л

р* = р,
Р2

1Р*з/
функщю регресп у, = Ро + Р1*п + $2хп +... + Р3х,3;
2) обчислити Л;
3) побудувати дов1рчий штервал 13 надшшетю у = 0,95 для 
множинноТ лшшноТ функцп регресп та визначити дисперсп 
для Ро, (3*, Р 2 , Рз 1 оцшити ефектившеть впливу на ознаку 
У незалежних змшних х п , х п , х п .

Розв’язання. 1. 3 умови задач! маемо:

Х  =

(1 1 1 2"
1 2 2 1 8
1 1 0 0 . У = 14
1 3 2 1 20

и 5 2 2у 126;
Оскшьки

Р =

Ро
р;
Р 2

чЭзу

■■(Х'ХУ1 Х ’у-.
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'173 -14  -3 9  -4 1 л/
-14  32 -3 8  -8
-3 9  -3 8  123 -35  
-4 1  - 8  -3 5  91

П Г 6 ^ ю ОО1 1
1

8
3 5 6,34

0
14 —

2 2 -3,78
20

0 1 2] ,2б]
-2 .58 ,

Отже, дютали: р* =7,98; р; =6,34; р; =-3,78; р; =-2,58. 
Пвнянням регресп буде

у* = 7,98 + 6,34х„ -  3,78х,.2 -  2,58х/3.
2. Знайдемо К. Для цього необхщно визначити

1*)х 'у = (7,98 6,34 -3,78 -2,58)

( 1 1 1 1 П
т

1 2 1 3 5
8

1 2 0 2 2
14

,2 1 0 1 2,
20

,26,

= 1354,38;

— 6 + 8 + 14 + 20 + 26 /-.\2 / \?
7 = ------------ ------------ = 14,8; п(у)2 = 5(14,8)2 = 1095,2;

(У')У ~ "(у)2 = 1372 -1095,2 = 276,8; 

ф ’) X '  у  - п ( у ) 2 =1354,38-1095,2 = 259,18.
Т0Д1

К = 1 ( Я ' ^ - ( р , ) х ' 7  1ф ' ) х ' у - п ( у ) 2

V ( Я  7- « ( Я 2 V ( Я  ^ - и ( Р )2
259,18 

I 276,8
= 0,968.

Для побудови ДОВ1рЧОГО 1НТервалу ДЛЯ МНОЖИННОТ Л1НШН01 функ-

Г'Те2
ци регресй необхщно обчислити Я . Оскшьки 5 = л —=-*—  то в

е 1 п — т — 1э
цьому раз! результата обчислень зручно подати у вигляд! таблиц!:

/ >'/ *,1 ха *;з
У* = 7,98 +

+ 6,34л(1 — 3,78х/2 -2 ,5 8 х(3 И - И * (6;)2

1 6 1 1 2 5,38 0,62 0,3844

2 8 2 2 1 10,52 -2,52 6,3504

3 14 1 0 0 14,32 -0,32 0,1024

4 20 3 2 1 16,86 3,14 9,8596

5 26 5 2 2 26,96 -0,96 0,9216
Хе2 =17,618

Таким чином, дютанемо:

о2 1 ( е ’ )2 _ 17,618 = 17,618.
6 « - т - 1  5 - 3 - 1

В13ьмемо х, = 2; х2 = 6; х3 = 101 обчислимо

у,= 7,98 + 6,34 ■ 2 -  3,78 • 6 -  2,58 ■ 10 = -27,82. 

Знайдемо
в ( у ' ) = 8 2г х ( Х ' Х у 1х =

17,618-(1 2 6 10)
178

'  173 -14 -3 9 - 4 Г (  п
-14 32 -3 8 - 8 2

-3 9 -38 123 -3 5 6

,-4 3 -8 -35 9 1 ,

: 683,992.

5 . = л/683,992 «26,15.

Для побудови дов1рчого штервалу знаходимо

г(у = 0,95, к = п - т - \ )  = 1(у = 0,95, А: = 5 -  3 -1) = 

= ({у = 0,95, к = 1) = 12,706.

Тод1 ({у, к ) 5 ^ х ' { Х ' - Х у 1х  =12,706 ■ 26,15 = 332,262.
I дов1рчий интервал дор1внюватиме

у , = у 1± < Ь , к ) - 8 . М х ' - х У ' Х ^



I  г
Оскшьки д1агональн1 елементи матрищ (X'  Х)~] вщповщно

ДОр1ВНЮЮТЬ

а = Ш .  л - 2 1 .  л _ 123. а _ 91
11 178’ 22 178’ 33 178 ’ 44 178’

то вщповщно дютанемо
1 7 3

^  = Ф „  =17,618- — = 17,123, 5 р. =4,138;

$  = № 2 2  = 1 7 ,6 1 8 - ^  = 3,167, =1,78;

5 2 = 5 2633 =17,618 —  = 12,17, $  =3,489;
178

Я2 = 5 2й44 =17,618 —  = 9,007, 5 р. = 3,001. 

Обчислимо

^  ^  -  (уУ = л/5336 « 7,44.

Визначимо нормоваш коеф1щенти регресп:

«1 = Р* = 6,34 ■ -Ы 5. = 1 52
5 , 7,44

а2 -  Р, 1Е1 = -3,78 3,489
7,44

3,001

= -1,77,

аз ~ Р; = “2,58 ■ • = -1 0 4 .
5 у 7,44

Отже, для змшноТ х 12 вплив на ознаку У е найефектившшим
ПОрГВНЯНО 3 Д16Ю ЗМ1ННИХ Х п , Х,3.

4. Нелжшна регреая

Якщо В Р1ВНЯННЯ МНОЖИННОТ регреС11 ЗМ1НШ Х у  ВХОДЯТЬ ЯК Х у  ,

то регреая називаеться нелтшною.
У загальному випадку нелшшна регрес(я записуеться в такому 

вигляд1:

у, = Ро + р,х„ + Р2*2 + Рзхз + -  + Р„*Г + е , , (569)

2 3 4

де параметри (30, Р,, Р2, Р3,... рт е сталими невщомими вели
чинами, як1 пщлягають статистичним ощнкам, а е, —  випадкова 
величина, яка мае нормальний закон розподшу з числовими ха
рактеристиками М (е,) = 0, /)(е,) = М(е2)=ст2, 1 при цьому випад- 
ков1 величини е,, е2, ...ет м1ж собою не корельоваш. Реал1зуючи 
виб1рку обсягом п, зпдно з (563), дютанемо систему нелшшних 
р1внянь виду:

3̂1 = Ро Р1 Х11 Р2 Х12 Рз Х13 Рш Х1 т >
У2 ~ Ро "*■ Р1 Х21 "*■ Р2 2̂2 Рз Х23 Рт Х2т 2̂ ’
Уз = Ро "*■ Р1 Х31 Рг Х32 Рз Х33 ••• “*■ Рт Х3т е3 ’

Уп ~ Ро $ 1Хп\ РгХл2 РзХлЗ + ... + РтХпт 
Систему (564) можна подати у векторно-матричнш форм! так:

у = Х  р*+8, (565)
де

/  N
У1 <\ Х„ х 212 х 2а 22 • х т Л• Л\т
У 2 1 х21 V222 Х22 • хт• 2т

У = Уз , х  = 1 Х31 у232 хт* 2т

кУп, ,1 ХМ V2лп2 «3 • х т• пт /

Р* =

" р ; л
р;
р;
р;

1р :

В =

Тут р о , р , , Р 2, Р з , ... р ,„  е випадковими величинами, як1 визка- 
чаються шляхом обробки результате виб1рки 1 е точковими не- 
зм1щеними статистичними оцшками вщповщних параметр!в р!в- 
няння (563), а саме: Р 0, Р , ,  Р 2 , Р 3, ... Р „ .

Здшснивши аналопчш перетворення, як1 були зроблеш для 
лшшноТ множинноТ регресп, дютанемо:

р  *={ Х' Х) ~хХ ' у .  (566)
Тюнота зв’язку вим1рюеться з допомогою кореляцшного в!д- 

ношення

’П = , |1
Ш  - у)2

0 <г| < 1 .

2 3 5

(567)
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т Приклад 2. Результата спостережень над ознаками X  1 У 
наведено у таблиц!:

г X:

1 1 8
2 2 4
3 4 2
4 6 1
5 8 0
6 10 6
7 12 8
8 14 10

Псщнбно:
1) визначити точков1 незмщеш статистичш оцшки для па
раметров нелшшно'Г регресп

у, =Ро + + Р2* 2;
2) обчислити г].

Р озв’язання. 3 результате виб1рки маемо:

р 1 1 >
Г8 11 2 4 4

1 4 16 2
1 6 36 1
1 8 64. ; у  = 0
1 10 100 6
1 12 144 8

,1 14 196, Оо]

Використовуючи (566), дютанемо:

ХЭ
4 

о 
*

р; =

К

("291499 -82843 680 ^
280301 280301 40043
-82843 94613 -289
280301 840903 40043

680 -289 59
1 40043 40043 120129;

236

' 1 | 1 И 1 Н И И 1 Н » 1 И П № Ж 1 >

1 1 1  1 1 л 
6 6 10 12 14

1 4 16 36 64 100 144 196

' \  1 1
1 2 4

V.

4
2
1
0
6

VI 0у

'  8,807  ̂
-2,301

V 0,178 /

Таким чином, маемо:

р ; - 8,807; р; =-2,301; р; = 0,178. 

Для визначення г) застосовуемо табличний запис:

I X/ У! у  = 8,807-2,301л- + 0,178л-2•'у ’ » » «  ) 2 = (^, -  У* ) 2

1 1 8 6,684 1,732

2 2 4 4,917 0,841

3 4 2 2,451 0,203

4 6 1 1,409 0,167

5 8 0 1,791 3,208

6 10 6 3,597 5,774

7 12 8 6,827 1,376

8 14 10 11,481 2,193

39 15,494

Отже, дютали Х(е*)2 =Х(у,  -  у , ) 2 =15,494. 
ОСКШЬКИ

; _ 3 9 _
п 8

то
Х Ы - Я 2 ^ , - 4 , 8 7 5 ) 2 =94,875,

1 = \ \ -  И -  = I] - 1 ^ 1  = VI -  0,426 = л/0,574 « 0,76. 
‘ ]  Е ( У , - У)  V 94,875

237



Приклад 3. За результатами спостережень ознак генераль- 
Н01 сукупност! X 1 У\

/ X; У/
1 1 30

2 2 20

3 4 10

4 5 8

5 8 6

6 10 1

Знайти точков! незмщеш  статистичш ощнки для па
раметров ро, р, р1вняння нелппйноТ регресп

И = Р о + — •

Обчислити Г).

Р озв’язання. За результатами виб1рки маемо:

Х  =

_1_

* 5
_1_
х ь)

г\ 1 > (ЗОЛ
1 0,5 20
1 0,25 10
1 0,2 ; у  = 8
1 0,125 6

,1 0,1 ,

3 р1вняння (566) знаходимо:

Р *  =
р;

ж ,
= ( Х ' Х У Х Х ' у '  =

' 0,38955440121559065691 -0,61486271599703169723^
0,61486271599703169723 1,6961730096469839924 )

(  30^
20

" 1 1  1 1 1 Г 10 '  1,579 "

,1 0,5 0,25 0,2 0,125 0,1, 8 ,30,128,
6

Отже, маемо:

У>1 = 1,579 +
30,128

х,

Для обчислення г\ застосовуемо таблицю:

г х, У>
30,128

у, =1,579 + -------- « ) 2 = ( ? , -  У,У

1 1 30 31,707 2,914

2 2 20 16,643 11,269

3 4 10 9,111 0,790

4 5 8 7,6046 0,156

5 8 6 5,345 0,429

6 10 1 4,5918 12,901

I 75 28,459

Таким чином, дютали:

Е ( <) ‘ = Х ( у , - У , 1  =28,459.

Оскшьки у = -^ ^ -  = —  =12,5, - у ) 2 "12,5)2 =562,5,
п 6

то

л -  1-----= Г] -  28’4.-5--  =У1 \-  0,0506 = 70,9494 » 0,974.
V 1 .(У ,-У )  » 562,5



5. Нелшшна модель за параметрами

В економ1чному анал131 розглядають нелшшну регреспо за па
раметрами, що подаеться в такому найпроспшому виглядк

У,= (568)

Таю функцп регресп використовують для вим1рювання впли- 
ву на обсяг виробництва таких чинниюв, як юлькють зайнятих у 
виробництв1 роб1тниюв, обсяг ОСНОВНИХ фоНД1В тощо.

У  р1внянн1 Р0,Р ,е  невщомими величинами, але сталими, яю 
оцшюються точковими незмщеними статистичними оцшками 
Ро, р*, котр1 визначаються обробкою результате виб1рки.

Для врахування впливу випадкових збудниюв, як1 вщхиляють 
теоретично прогнозовану регрес1ю, вводиться випадкова величи
на ес,.Тод1 нелшшна модель вщносно параметр1в р0,р,набувае 
такого вигляду:

У,=Рох п х п е“ - (569)

Статистичною оцшкою р1вняння (568) буде

У, = Р о  х п ( 5 7 ° )
Для визначення точкових незмщених статистичних оцшок 

Р о, Р , ,  Р 2 використовуемо, як 1 в попередшх моделях, метод 
найменших квадрат1в, а для цього р1вняння (570) подано в такому 
виглядп

1п У, = Ро + Р| 1п х п + р* 1п х а + е ,. (571)

Здшснивши виб!рку обсягу п, дютанемо систему р 1внянь, яку 
у векторно-матричнш форм! можна записати так:

де

_*
У = Х $  + е,

/  л 
У 1 ( 1 1п х п 1п х и /  \  

е>

У  2 1 1п х 21 1п х 22 е2

У  = Уз , х  = 1 1п х 3] 1п х 32 , е = е3

КУп , ,1 1п х „1 1П*„2 , Л /

(572)

Тод1, за аналопею з попередшми випадками, компоненти век
тора Р* визначають 13 р)вняння

Комп’ютерна реал1защя прикладу № 1.
р* = ( Х ' Х ) ~ 1 Х ' у .  (573)

Теоретичн/ запитання до теми

1. Дата визначення статистично'Т залежносп мЬк ознаками X та У.
2. Що означае кореляцшна залежнють м1ж ознаками Хта Г?
3. Записати модель парно! лшшноТ регресп?
4. Чому дор1внюе Ро ?
5. Чому дорхвнюе Р* ?
6. Як1 числов1 характеристики для Р* ?
7. Яю числов1 характеристики для Р* ?
8. Який закон розподшу ймов1рностей мають випадков! ве- 
личини Ро, Р* для парно! лшшноТ регресп?
9. Чому дор1внюе К р. ?
10. Який закон розподшу ймов1рност1 мають випадков1 ве- 
личини Ро + Р*х,. ?

11. Який закон розподшу мае випадкова величина —Ро_ЦРо—  ?

А - * ) 2
12. Чому дор1внюе5'Е ?
13. Чому дор1внюе дов1рчий интервал для Р* ?
14. Чому дор1внюе дов1рчий штервал для рд ?
15. Чому дор1внюе дов1рчий штервал для у 1 = р’ + р |х (. ?
16. Чому дор1внюе т| . . ?Р0.Р1
17. Записати у векторно-матричнш форм1 модель лшшноТ 
множинноТ регресп.
18. Чому дор!внюе р штервал для множинноТ регресп?
19. Чому дор1внюе дов1рчий штервал для множинноТ регресп?
20. Чому дор1внюе дов1рчий штервал для множинноТ регресп?
21. Чому дор1внюе о(у. ) для множинноТ регресп?
22. Чому дор1внюе коефппент множинноТ регресп?
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23. Що розумпоть п)д нормуванням коефвдента регресн?
24. Чому дор1внюе вектор Р* для нелшшно'Г множинноТ регресп?
25.Чому дор1внюе матриця X  для нелшшно'Т множинноТ
регресн?
26. Чому дор1внюе нелшшна модель за параметрами
Ро> Р п  Р 2 ?
27. Чому дор1внюе матриця X  для нелшшно'Т за параметрами
Ро, Р ,, Р2 регресп?
28. Чим вим1рюеться кореляцшний зв’язок для нелшшних
моделей регресн?

Додаток до теми 16

Ус1 розрахунки в прикладах 1—3 можна здшснити, застосовуючи 
табличний процесор Ехсе1. Розглянемо порядок виконання обчислень 
для прикладу 1. Табличний процесор Ехсе1 пропонуе функщю, яка зна- 
ходить значения оцшок параметр1в лшшноТ залежносй за методом 
найменших квадрате.

1. Нехай вихщш даш мютяться в блоках: матриця X — (В2:06) та век
тор У — (А2:А6). Зауважимо, що в даному раз1 не потр1бно вводити век- 
тор-стовпчик хо, елементами якого е одинищ.

О О З Л З Э Я Н Н И Я Н ^ В В Н В Н Н ^ Я Н Н В ^ ^ И Н И П Ц в
Файл Правка Вид Вставка Формат Сервис Данны» Дкно 2__ _ _____ Г"-Э |

о Ш в ! #1й1у| /•«&М
“ “ ЭIй г.)' я \ к Ы|Айа1Сут п]'

~ Е \Ш

Д Книга! !
А 1 В | с I 0 I Е 1 Р 1 С 1 н

1 У х1 х2 хЗ

2 6 1 1 2
3 8 2 2 1
4 ....14 1 0 0
5 20  3 2 1
6 26  5 2 2

1
8

А _ I
1и
11

1 1 | * [ н{\ Лисг1 /  Лист2 /  ЛистЗ̂ ]1ист4/Яис 5.1; 1 и:
ово Сумиа=0 "■ ■ .

Результат розрахунку, тобто оцшки параметр1в Ро, Р*, Р2, Рз бу- 
демо знаходити в блощ (А9:09). Для цього необхщно, установивши 
курсор у кгйтиш А9, викликати «Вставить функцию», 1 в категорп 
«Статистические» обрати функщю «ЛИНЕЙН».

У В1КН1 запиту необхщно вказати: у першому рядку — «вщом1 
значения >>», в нашому приклад1 вони розташоваш в блощ (А2:А6), у 
другому — «В1ДОМ1 значения х», це вся матриця X, що в нашому при
клад! мютиться в блощ (В2:06), у третьему рядку «константа» вво
диться лопчне значения «ктина» (вщповщае числу 1), що вказуе на 
необхщшсть розрахунку ощнки параметра Р*. В останньому рядку 
«статистика» також мае бути лопчне значения «истина» (число 1) у 
тому випадку, коли необхщна додаткова статистична шформащя 
(стандартш похибки оцшок параметр!в, коефщ1ент детермшацн, за- 
лишкова сума квадрат1в вщхилень тощо).

....  ............... . .. ... _______ _ ГГШШИ
Праеча Еиц Всгввиа Форцат Сервис Данны* Скно 2

\ М/СГОЮН

о Ы а ! л Ш 3  &
3  |т г -з  ж\к\ з! *1*1*1в1

А9

7 
6
8 
14 
20 
26

М астер  Функций - ш аг 2 из 2
ЛИ НЕЙ Н

' Возвращает параметры лшейног о тренда

Стат (необязательный)
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Функщя ЛИНЕЙН повертае ощнки параметр1в, починаючи з 
останнього, тобто в юнтинщ А9 мютиться значения оцшки параметра 
Рз. Для того щоб знайти значения вах параметр1в, необхщно, почина
ючи з юптинки А9, видшити блок розм1рност! (5 х (т + 1)), де т — 
кшьюсть зм1нних X/. У нашому випадку т = 3, тому необхщно видшити 
блок розм1рност1 (5x4)  — (А9:013).



ГНсля цього натиснути клав1ш Р2, а дал) комбшащю клав1ипв 
С1г1 + 8ЫК + Еп1ег.

У результат! у першому рядку блока (А9:ШЗ) отримаемо значения 
вс1х параметр1в у зворотному порядку: у юптинщ з адресою А9 — зна
чения оцшки параметра Р3, в В9 — оцшка параметра р2, в С9 — Р* 1 в 
В9 — ощнка параметра Рд.
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За обчисленим значениям ощнок параметр1в запишемо р1вняння ль
III й но! множинно! регресп:

у\  = 7,978+ 6,337х1;. -3 ,7 8 х 2,. -2 ,5 8 х 3, .

Додаткова регресшна статистика в масив1 (А9Т)13) подана в такому 
порядку:

Рз Р2 р; р;

К 2 Стандартна похибка

Р- критерш Ступен1 свободи ( п - т  -  1)

Сума квадрат1в вщхилень, 
що пояснюеться регреиею

Сума квадрат1в В1дхилень, що 
пояснюеться похибкою е

2 .Знайдемо К.
Оскшьки Я = 4 Ё 2 , а значения К 2 вказане в наведенш таблиц! до- 

датково! статистики за регреаею в юптинщ АН, то для розрахунку не- 
обх1дно обчислити д/0,936 . Отримаемо К = 0,968.

3. Для побудови дов^рчого штервалу для множинно! лшшно! функ-

цп регресп необхщно обчислити 5Е -  -̂ .............;■, де — сума ква-
■т — 1

дралв вщхилення, що пояснюеться похибкою е. Дане значения вказане

в юптинщ В13. Тому 8 \  -
17,618 17,618

= 17,618.
п - т - 1 5 - 3 - 1

Подалыш обчислення за формулою Г)(у’) = 8 2 х ( Х ' Х у 1 х здшс- 
нюються з допомогою таких функцш: 

кате гор 1 я — Ссылки и массивы:
ТРАНСП — повертае транспоноваиий масив; 
категор1я — Математические:
МУМНОЖ — повертае добуток двох матриць;
МОБР — повертае обернену матрицю.
Дютанемо 8 . = -у/683,992 и 26,15. Дов1рчий штервал перебувае в

межах:
-  360,28 <>-. <304,242.
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Значения 8 . ,  8 . , 8 а. , 8 .  мютяться в таблищ з додатковою ста-
РО Р1 Р2 РЗ

тистикою в другому рядку, тобто в масив1 (А1СШ10). Дютаемо:

5 .  = 4,138; 5 .  = 1,78; 5 .  = 3,489; 5 .. = 3,001.
РО Р1 Р2 РЗ

Пщставивши вщом! значения у формулу а, = Р* ——, г = 1,3 д1с-
8У

танемо:

■*з _ нз

= 6,34 1,78
7,44

-3,78 3,489
7,44

-2,58 3,001

8, 7,44
= -1,04.
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Лабораторна робота № 3 
до теми «Елементи кореляцшного 
та регресшного апалпу»

1. Парна лшшна регрес1я

1. Залежнють м1ж зростом У та масою дггей X  наведена в таблиц!:

У = у  и м 0,620 0,580 0,640 0,650 0,670 0,680 0,695 0,699 0,710

Маса
X  = XI, кг 0,531 0,524 0,541 0,550 0,559 0,620 0,632 0,672 0,682

Продовження табл.
У = у,, м 0,715 0,725 0,781 0,790 0,795 0,800 0,810 0,850 0,860

Маса 
X = х/, кг 0,689 0,692 0,694 0,698 0,690 0,710 0,720 0,725 0,730

2 . Залежнють к ш ь к о ст 1 проданих пар чолов!чого взуття Г в щ  його 
розм!ру X  наведена в таблиц!:

У = у  и шт. 10 25 68 136 152 162 170 180

Х  = х, 44 43 42 41 40 39 38 37

3. Вим1рювання температури в грудш, здшенеш у двох мютах, що 
умовно позначен! А 1 В, наведено в таблиц!:

Мкто А
г=у„°с - 1 0 ,2 -1 1 ,5 -1 2 ,4 -1 2 ,8 -1 3 ,0 -1 3 ,5 -1 4 ,2 - 1 4 ,6

М1СТОВ
Х  = х,,°С -2 0 ,2 -2 0 ,5 -2 1 ,4 -2 1 ,8 -2 2 ,0 -2 2 ,5 -2 2 ,8 -2 2 ,8

Продовження табл.
М1СТО А
У=у,°С -1 4 ,6 -1 5 ,7 -1 6 ,4 -1 7 ,2 -1 7 ,5 -1 8 ,2 -1 8 ,6 -1 8 ,9

Мкто В
Х =х,,°С -2 3 ,2 , -2 4 ,1 -2 4 ,5 -2 5 ,1 -2 5 ,8 -2 6 ,0 -2 6 ,5 -2 7 ,0

4. 31 старшого класу навмання вибрано'Г середньоУ школи було вщь 
брано групу учшв. Даш про Ух середньор1чш оцшки з математики та 
решти дисциплш в балах наведено в таблиц!:



У = у, 45 25 48 52 54 51 59 60 62 69

Х  = х, 30 35 31 38 41 48 50 55 51 58

П родовж ення табл.

У = У, 72 78 76 80 82 85 81 90 93

Х  = х, 60 59 65 73 78 71 79 80 81

5. Конденсатор було заряджено до повноТ напруги в певний момент 
часу (, гпсля дього вш починае розряджатися. Залежшсть напруги У вщ 
часу розряджання X наведено в таблиц!:

II 100 85 70 65 60 55 50

Х  = х< 0 1 2 3 4 5 6

П родовж ення табл.

II 45 40 35 30 25 22 20

Х  = х, 7 8 9 10 11 12 13

6. Залежшсть урожайносп пшенищ У вщ глибини зволоження X  на
ведено в таблиц!:

У = у  и ц/га 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

X  = Х\, см 0 5 8 10 12 14 16 18 20 22

П родовж ення табл.

У = У и ц/га 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48

X  = хи см 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42

7. Показники товарооб1гу У та суми витрат X, як1 дослщжувалися в 
20-ти магазинах, наведено в таблиц!:

У = у„ грн. 480 510 530 540 555 564 570 575 580 585

X  = XI, грн. 30 25 31 32 38 41 40 46 49 54

П родовж ення табл.

У = У и грн. 590 596 605 618 625 635 640 650 660

X  = XI, грн. 58 60 64 75 78 82 83 85 90

8. Результата вим1рювання чутливост1 У вщеоканалу та звукового 
каналу X наведено в таблиц!:

и 240 200 190 180 170 160 150 140 130 120

Х = х, 170 180 200 230 240 250 280 300 310 320

П родовж ення табл.

У = У, 110 100 90 80 70 65 60 55 50 45

X  = X/ 330 350 380 400 410 420 430 440 450 460

9. Залежнють величини зносу р1зця У вщ тривалост1 робота X  пока
зано в таблиц!:

У = у,, мм 30,0 29,1 28,4 28,1 28,0 27,7 27,5 27,2 27,0

X = XI, год 6 7 8 9 10 11 12 13 14

П родовж ення табл.

У = уи мм 26,8 26,5 26,3 26,1 25,7 25,3 24,3 24,1 24,0

X  =  X,, год 15 16 17 18 19 20 21 22 23

10. Залежшсть кров’яного тиску У людини (в умовних одиницях) вщ 
довжини руки X наведена в таблиц!:

Г = у,,
умов. од. 115 116 117 118 119 120 121 122 123

X  = XI, см 62,1 61,1 61,0 60,5 60,0 59,0 58,5 58,0 57,5

П родовж ення табл.

У = У, 
умов. од. 124 125 126 127 128 129 130 135 150

X  = XI, см 56,5 56,0 55,5 55,0 54,5 54,0 53,5 53,0 52,5

11. Залежшсть пружносп У сталевих болт1в вщ вмюту в них нжелю 
X наведена в таблиц!:

Г = Уь% 35,4 35,0 35,8 36,2 36,7 36,9 37,3 37,8 38,2

Х  = х ,% 2,20 2,35 2,42 2,58 2,65 2,69 2,74 2,88 2,91

П родовж ення табл.

У = у„% 39,1 40,5 42,4 43,8 45,6 46,9 48,5 49,4 50,0

Х  = х ,% 2,95 2,99 3,00 3,11 3,21 3,29 3,34 3,44 3,50



12. Результата пор1вняння нового методу газового анагнзу 31 старим 
X наведено в таблиц!:

У = у„
умов. од. 2,88 2,91 2,92 2,96 3,01 3,11 3,21 3,25

Х  = х,, 
умов. од. 2,07 2,12 2,11 2,58 2,89 2,92 3,01 3,12

П родовж ення табл.

У=У„ 
умов. од. 3,32 3,36 3,42 3,46 3,58 3,88 4,12

Х  = х,, 
умов. од. 3,21 3,29 3,31 3,35 3,41 3,48 3,81

13. Показники р1чно'1 продуктивное^ пращ в розрахунку на одного 
роб^тника У 1 енергом1сткост1 пращ Х  т  пщприемствах одше'Т галуз! на
ведено в таблиц!:

У = У„
тис. грн. 5,4 5,6 6,2 6,8 7,1 7,8 8,5 9,1 10,5 10,9

Х  = х,, 
кВт/робп'Н. 1,8 2,1 2,8 3,0 3,2 3,8 3,9 4,2 4,5 4,8

П родовж ення табл.

У = у„
тис. грн. 11,0 11,6 12,1 12,7 13,2 13,9 14,1 14,6 14,9 15,4

Х  = Х), 
кВт/робпн. 5,2 5,8 5,9 6,2 6,9 7,2 7,5 8,5 8,8 9,4

14. Залежнють денного споживання масла У певноТ особи вщ розмь 
ру п зароб1тноУ плати за мюяць X наведено в таблиц!:

У = у,, г 10,5 15,8 17,8 19,5 20,4 21,5 22,2 24,3 25,8 26,5

X  = х,, грн. 70 75 82 89 95 100 105 110 115 120

П родовж ення табл.

У = Ун г 28,1 30,1 35,2 36,4 37,0 38,5 39,5 40,5 41,0 42,5

* II * Я X 125 130 135 140 145 150 155 160 165 170

15. Залежнють маси монета У вщ часу и 061 гу в роках X  наведено в 
таблиц!:

У = у /, мг 9,35 9,21 9,18 9,50 9,10 9,08 9,05 9,01 9,00

X  = X„  рО К 1В 4,0 5,0 5,5 6,0 6,8 7,5 8,5 10,8 12,0

У = у /, мг 8,98 8,94 8,90 8,88 8,82 8,78 8,75 8,70 8,65

X = х рою в 14,5 15,9 25,0 28,5 30,5 36,8 40,0 45,8 50,0

16. Залежнють вмюту кремшю У у чавуш вщ температури шлаку X  
наведено в таблищ:

У = у„ % 0,27 0,40 0,36 0,42 0,45 0,51 0,55 0,58 0,61

X = х,, °С 1330 1340 1350 1360 1370 1380 1390 1400 1410

П родовж ення табл.

У = У,,% 0,64 0,68 0,72 0,76 0,78 0,82 0,88 0,95 1,20

* II О о 1420 1430 1440 1450 1460 1470 1480 1490 1500

17. Залежнють урожайност1 У пшенищ вщ кшькост1 внесених доб
рив X наведено в таблиц!:

У = у,, ц/га 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34

X  = X,, кг/га 10 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

18. Залежнють мщносп волокна бавовни в умовних одиницях У вщ 
його товщини X наведено в таблиц!:

У = у„ умов. О Д . 6,02 6,12 в ,22 6,28 6,30 6,35 6,39

X  = Х1, мкм 0,41 0,48 0,56 0,66 0,72 0,79 0,85

П родовж ення табл.

У = у/, умов. од. 6,44 6,48 6,52 6,54 6,56 6,60 6,69

X  -  Х1, мкм 0,86 0,88 0,92 0,94 0,96 0,98 0,99

19. Залежнють граничного навантаження на болт У вщ його твердо- 
ст!X наведено в таблиц!:

У = У 1, умов. од. 10,10 10,30 10,45 10,90 11,20 11,35 11,90 12,45 12,58

X  =  XI, умов. од. 50,0 50,2 52,8 53,5 54,0 56,8 58,8 59,5 60,5

П родовж ення табл.

У = у 1, умов. од. 12,96 13,44 13,60 13,95 14,50 14,98 15,48 15,96 16,50

X  - XI, умов. од. 64,8 65,4 68,4 69,2 70,5 74,5 76,8 78,5 80,0



20. Вплив температури У в °С середовища на добовий хщ хрономет
р а х  наведено в таблиц!:

"•С II о п 2,60 2,30 2,11 2,01 1,92 1,82 1,55 1,34 1,30 1,28 1,22

Х  = х, 5,0 5,5 6,0 6,5 7,0 7,5 8,0 8,5 9,0 9,5 10,0

П родовж ення табл.

II о 1,18 1,12 1,10 0,98 0,92 0,90 0,89 0,88 0,80 0,79

Х  = х, 10,5 11,0 11,5 12,0 12,5 13,0 14,0 18,0 24,0 30,0

21. Залежшсть вмюту свинцю У в рущ вщ вмюту X  ср1бла наведено в 
таблиц!:

У = Уь% 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 6,0 6,5

II X ч© Ох 2,0 7,5 12,5 14,5 16,0 18,5 20,0 20,5 22,0 24,5

П родовж ення табл.

У = у„% 7,0 7,5 8,0 8,5 9,0 10,5 12,5 14,5 15,0 16,5

* II X N° О4 26,0 28,5 30,0 32,5 34,0 36,5 38,0 40,5 42,0 45,0

22. Залежшсть числа гризушв У, яю загинули вщ наявност1 отрути в 
!Ж1 при концентрацп'Х, наведено в таблиц!:

У -у> 32 36 38 42 46 49 55 59 62

хО0х>?II*

3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 6,0 6,5 7,0 7,5

П родовж ення табл.

У = у, 68 70 73 75 81 88 92 94 98

V
©

О
4II

*

8,0 8,5 9,0 9,5 10,0 10,5 11,0 11,5 12,0

23. Залежшсть м1ж соб!вартютю X  та кшыастю виготовлених виро- 
б!в У наведено в таблиц!:

У = у,, тис. грн. 2,2 3,5 3,7 3,8 4,5 5,7

X  = х*, тис. шт. 1,5 1,4 1,2 1Д 0,9 0,8

24. Залежшсть урожайност1 пшенищ У вщ глибини оранки X  наве
дено в таблиц!:

У = у  и ц/га 7 8 9 10 11 12

X  = дг„ см ВД 8,3 8,2 9,1 10,3 10,8

25. Залежшсть кшькост! споживання масла на добу певною катего
рию пенс10нер!в X  вщ розм1ру У отриманоТ мюячноТ пенсп наведено в 
таблищ:

У = у„ грн. 29 38 49 54 62 70 79 98

X  = х„ г 15,99 19,75 23,10 26,44 29,79 33,13 36,89 44,54

26. Залежшсть вмюту ср1бла в рущ У вщ вмюту свинцю наведено в 
таблиц!:

У = у „ % 2 6 10 14 18 22 26 30

Х  = х,,% 2,5 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5

27. Залежшсть вмюту кремшю У вщ температури Xнаведено в таблищ:

У = У и % 0,27 0,26 0,27 0,28 0,29 0,3 0,31 0,32 0,33

II X О О 1330 1340 1350 1360 1370 1380 1390 1400 1410

28. Залежшсть мщносп волокна бавовни X  вщ граничного наванта- 
ження У наведено в таблиц!:

Х  = хи 
умов. од. 4100 4300 4500 4700 4900 5100 5200 5300 5500

У = У1, Г 3,75 4,25 4,75 5,25 5,75 6,25 6,75 7,00 7,25

29. Залежшсть соб1вартост1 вщ вирощеного врожаю соняшнику на
ведено в таблиц!:

У = Уь грн/ц 10,36 11,56 13,29 14,51 15,6 14,25 17,36 16,23

X  = XI, ц/га 1,23 1,33 1,43 1,53 1,63 1,73 1,83 1,93

30. Залежшсть урожайностч цукрових бурлю в У вщ кшькосп внесе- 
них у грунт поживних речовин Xнаведено в таблиц!:

У = у 1, ц/га 369 380 370 395 420 412 436 420

X  = XI, кг/га 83 92 112 132 144 154 162 189

Потргбно:

1. Знайти точков1 незмщеш статистичш ощнки (3; для па
раметров Р0, Р, парно! Л1НШН01  фуНКЦИ регреСП У; = Ро + Р,Х, .



2. 3 надшшстю у =  0,99 побудувати дов1рч1 штервали для па- 
раметр1в р0, р , .

3. При р1вн1 значущост! (Х= 0,01 перевгрити значущють пара
метра

4. 3 надшшстю У = 0,99 побудувати дов1рчий штервал для 
функцп регресп У, -  Ро +РЛ ■

5. Обчислити виб^ркозий коефщ ент кореляци.
6. 3 надшшстю У =0,99 побудувати дов!рчий штервал для 

прогнозованих шдивщуапьних значень.

2. Множинна лшшна регреая

а) Залежнють м!ж продуктившстю пращ У та фондозабезпечешстю, 
тис. грн., Х\, стажем робота в роках Х2, Хз — плиннютю кадр1в (у част- 
ках), р1внем оплата пращ, тис. грн/р1к — Х4 наведено в таблицях:

1.
№
з/п У X Л X X

1 14,85 60 30 0,15 5,0

2 11,94 48 19 0,02 3,1

3 8,03 39 8 0,14 4,7

4 7,11 28 18 0,11 2,5

5 9,50 45 9 0,12 4,9

6 9,40 37 23 0,10 2,6

7 11,60 58 15 0,13 4,6

8 8,14 27 17 0,09 3,4

9 15,62 58 28 0,07 4,8

10 11,12 47 16 0,12 4,9

11 7,34 38 7 0,08 3,2

12 10,58 44 15 0,11 4,7

13 7,37 23 25 0,15 2,7

14 10,63 57 8 0,13 5,0

15 10,63 38 24 0,07 2,9

т  ■

3.
№ з/п У X Л Л X

1 7,85 22 15 0,12 4,6

2 5,73 29 7 0,09 2,8

3 14,84 56 27 0,02 3,5

4 10,30 45 15 0,14 4,9

5 7,85 34 9 0,10 4,1

6 9,68 51 14 0,11 3,3

7 9,49 55 5 0,13 4,8

8 12,53 43 26 0,08 4,0

9 10,29 44 27 0,15 2,9

10 8,99 37 8 0,06 4,3

11 12,28 33 24 0,12 5,0

12 8,00 25 18 0,02 2,9

13 7,27 29 4 0,07 3,5

14 7,47 53 13 0,14 2,7

15 10,86 41 9 0,08 4,9

16 5,23 26 12 0,13 3,4

№ з/п У X X. X X
1 11,12 47 16 0,12 4,9

2 7,34 38 7 0,08 3,2

3 10,58 44 15 0,11 4,7

4 7,37 23 25 0,15 2,7

5 10,63 57 8 0,13 5,0

6 10,63 38 24 0,07 2,9

7 7,85 22 15 0,12 4,6

8 5,73 29 7 0,09 2,8

9 14,84 56 27 0,02 3,5

10 10,30 45 15 0,14 4,9

11 7,85 34 9 0,10 4,1

12 9,68 51 14 0,11 3,3

13 9,49 55 5 0,13 4,8

14 12,53 43 26 0,08 4,0

15 10,29 44 27 0,15 2,9



№ з/п К X Я Л X

1 8,00 25 18 0,02 2,9

2 7,27 29 4 0,07 3,5

3 7,47 53 13 0,14 2,7

4 10,86 41 9 0,08 4,9

5 5,23 26 12 0,13 3,4

6 12,16 32 23 0,10 4,8

7 9,19 59 11 0,13 3,9

8 10,12 48 3 0,09 4,8

9 6,86 51 8 0,12 2,9

10 11,02 43 22 0,15 3,7

11 7,77 29 9 0,02 3,5

12 10,62 37 12 0,08 5,0

13 7,40 49 5 0,14 4,1

14 10,55 57 11 0,11 3,6

15 12,30 46 15 0,06 4,7

16 7,83 29 21 0,15 2,8

5 .

№ з/п У X X X X
1 10,55 57 11 0,11 3,6

2 12,30 46 15 0,06 4,7

3 7,83 29 21 0,15 2,8

4 11,10 35 18 0,05 4,9

5 7,66 38 10 0,14 3,6

6 9,26 30 22 0,06 3,1

7 11,50 45 6 0,02 5,0

8 14,51 60 20 0,05 4,2

9 6,33 39 7 0,09 2,8

10 12,94 50 21 0,06 4,7

11 13,13 49 15 0,04 4,8

№ з/п У X X X X
1 14,85 60 30 0,15 5,0

2 8,03 39 8 0,14 4,7

3 9,50 45 9 0,12 4,9

4 11,61 58 15 0,13 4,6

5 15,62 58 28 0,07 4,8

6 7,34 38 7 0,08 3,2

7 7,37 23 25 0,15 2,7

8 10,63 38 24 0,07 2,9

9 5,73 29 7 0,09 2,8

10 10,30 45 15 0,14 4,9

11 9,68 51 14 0,11 3,3

12 12,53 43 26 0,08 4,0

13 8,99 37 8 0,06 4,3

14 8,00 25 18 0,02 2,9

15 7,47 53 13 0,14 2,7

№ з/п У X X X X
1 5,73 29 7 0,09 2,8

2 7,85 34 9 0,10 4,1

3 12,53 43 26 0,08 4,0

4 12,28 33 24 0,12 5,0

5 7,47 53 13 0,14 2,7

6 5,23 26 12 0,13 3,4

7 12,16 32 23 0,10 4,8

8 6,86 51 8 0,12 2,9

9 11,02 43 22 0,15 3,7

10 7,77 29 9 0,02 3,5

11 10,62 37 12 0,08 5,0

12 7,40 49 5 0,14 4,1

13 10,55 57 11 0,11 3,6

14 12,30 46 15 0,06 4,7

15 7,83 29 21 0,15 2,8



№ з/п У X X X X

1 8,99 37 8 0,06 4,3
2 12,28 33 24 0,12 5,0

3 8,00 25 18 0,02 2,9
4 7,27 29 4 0,07 3,5

5 7,47 53 13 0,14 2,7
6 10,86 41 9 0,08 4,9
7 5,23 26 12 0,13 3,4
8 12,16 32 23 0,10 4,8
9 9,19 59 11 0,13 3,9

10 10,12 48 3 0,09 4,8
11 6,86 51 8 0,12 2,9
12 11,02 43 22 0,15 3,7
13 7,77 29 9 0,02 3,5
14 10,62 37 12 0,08 5,0
15 7,40 49 5 0,14 4,1

9.

№ з/п У X X X X
1 10,58 44 15 0,11 4,7

2 7,37 23 25 0,15 2,7

3 10,63 38 24 0,07 2,9

4 7,85 22 15 0,12 4,6

5 5,73 29 7 0,09 2,8

6 14,84 56 27 0,02 3,5

7 10,30 45 15 0,14 4,9

8 9,68 51 14 0,11 3,3

9 9,49 55 5 0,13 4,8

10 12,53 43 26 0,08 4,0

11 10,29 44 27 0,15 2,9

12 12,28 33 24 0,12 5,0
13 8,00 25 18 0,02 2,9
14 7,27 29 4 0,07 3,5

15 7,47 53 13 0,14 2,7

№ з/п У X Я X X

1 5,23 26 12 0,13 3,4

2 12,16 32 23 0,10 4,8

3 9,19 59 11 0,13 3,9

4 10,12 48 3 0,09 4,8

5 6,86 51 8 0,12 2,9

6 10,62 37 12 0,08 5,0

7 10,55 57 11 0,11 3,6

8 7,83 29 21 0,15 2,8

9 11,10 35 18 0,05 4,9

10 7,66 38 10 0,14 3,6

11 9,26 30 22 0,06 3,1

12 11,50 45 6 0,02 5,0

13 6,33 39 7 0,09 2,8

14 12,94 50 21 0,06 4,7

15 13,13 49 15 0,04 4,8

11.
Ха з/п У X X X X

1 9,50 45 9 0,12 4,9

2 8,14 27 17 0,09 3,4

3 7,34 38 7 0,08 3,2

4 7,37 23 25 0,15 2,7

5 10,63 38 24 0,07 2,9

6 5,73 29 7 0,09 2,8

7 10,30 45 15 0,14 4,9

8 9,68 51 14 0,11 3,3

9 12,53 43 26 0,08 4,0

10 8,99 37 8 0,06 4,3

11 7,27 29 4 0,07 3,5

12 11,10 35 18 0,05 4,9

13 7,47 53 13 0,14 2,7

14 9,26 30 22 0,06 3,1

15 12,16 32 23 0,01 4,8

16 9,19 59 11 0,13 3,9



№ з/п Г X Л X X

1 13,13 49 15 0,04 4,8
2 6,33 39 7 0,09 2,8
3 11,50 45 6 0,02 5,0
4 7,66 38 10 0,14 3,6
5 7,83 29 21 0,15 3,8
6 10,55 57 11 0,11 3,6
7 7,40 49 5 0,14 4,1
8 10,62 37 12 0,08 5,0
9 7,77 29 9 0,02 3,5
10 6,86 51 8 0,12 2,9
11 10,12 48 3 0,09 4,8
12 9,19 59 11 0,13 3,9
13 14,85 60 30 0,15 5,0
14 8,03 39 19 0,02 3,1
15 7,11 28 18 0,11 2,5

13.
№ з/п У X X Л Л

1 10,29 44 27 0,15 2,9
2 12,53 43 26 0,08 4,0

3 9,49 55 5 0,13 4,8

4 9,68 51 14 0,11 3,3
5 7,85 34 9 0,10 4,1
6 10,30 45 15 0,14 4,9

7 14,84 56 27 0,02 3,5
8 5,73 29 7 0,09 2,8
9 7,85 22 15 0,12 4,6
10 10,63 57 8 0,13 5,0
11 7,37 23 25 0,15 2,7
12 10,58 44 15 0,11 4,7

13 7,34 38 7 0,08 3,2
14 11,12 47 16 0,12 4,9
15 15,62 58 28 0,07 4,8

№ з/п У Л Л Л Л
1 7,83 29 21 0,15 2,8

2 12,30 46 15 0,06 4,7

3 10,55 57 11 0,11 3,6

4 7,40 49 5 0,14 4,1
5 10,62 37 12 0,08 5,0

6 7,77 29 9 0,02 3,5

7 11,02 43 22 0,15 3,7

8 5,86 51 8 0,12 2,9

9 10,12 48 3 0,09 4,8

10 9,19 59 11 0,13 3,9

11 10,30 45 15 0,14 4,9

12 7,85 34 9 0,10 4,1
13 9,68 51 14 0,11 3,3

14 9,49 55 5 0,13 4,8

15 12,53 43 26 0,08 4,0

16 10,29 44 27 0,15 2,9

б) За заданим статистичним даним залежност1 врожайносп цукро- 
вих буряюв У, ц/га, вщ: 1) живо'Т пращ Х\, людино-дшв/га, 2) кшькоеп 
внесених поживних речовин Хг, кг/га, 3) опад1в на р к  Хз, мм, 4) суми 
температур за перюд активно')' вегетацй'Х4, °С:

15. __________________________
№ з/п У Л Л Л Л

1 369 16 83 460 2500

2 457 18 240 503 2621

3 379 13 125 496 2564

4 403 21 86 548 2792

5 439 17 221 472 2672

6 421 12 201 484 2840

7 448 23 217 537 2711

8 407 24 97 461 2638

9 419 18 144 493 2578

10 441 19 205 539 2617

11 418 20 156 526 2835

12 401 15 175 467 2693

13 451 17 189 542 2691

14 381 21 86 472 2532

15 432 18 204 483 2783



№ з/п У X X X X
1 439 17 221 472 2672
2 448 23 217 537 2711
3 419 18 144 493 2578
4 418 20 156 526 2835
5 451 17 189 542 2693
6 381 21 86 472 2532
7 439 15 110 538 2627
8 423 17 210 523 2593
9 396 21 125 539 2543
10 412 20 93 471 2682
11 402 15 125 539 2543
12 413 22 87 501 2736
13 389 17 216 463 2639
14 418 18 173 542 2817
15 405 15 214 498 2572
16 399 21 92 498 2735

17.
№ з/п Г X X X X

1 439 19 217 463 2702
2 423 17 210 523 2593
3 396 21 125 492 2828
4 412 20 93 471 2682
5 402 15 125 539 2543
6 413 22 87 501 2736
7 389 17 216 463 2639
8 418 18 173 542 2817
9 405 15 214 492 2572
10 399 21 92 498 2735
11 403 23 89 483 2720
12 396 17 140 523 2527
13 377 15 96 499 2793
14 427 20 180 471 2815
15 412 17 200 483 2584
16 453 19 171 511 2801

№ з/п У X Л X %

1 393 15 110 538 2627

2 396 21 125 492 2828

3 402 15 125 539 2543

4 413 22 87 501 2736

5 389 17 216 463 2639

6 389 18 173 542 2817

7 399 21 92 498 2735

8 403 23 89 483 2720

9 396 17 140 523 2527

10 377 15 96 499 2793

11 427 20 180 471 2815

12 412 17 200 483 2584

13 . 453 19 171 511 2801

14 404 22 163 476 2612

15 397 24 103 516 2643

19.
№ з/п У X X Я X

1 371 15 170 493 2648

2 478 18 217 510 2573

3 377 17 154 475 2543

4 452 22 180 518 2801

5 439 21 143 478 2562

6 401 17 130 523 2517

7 429 19 160 468 2650

8 366 15 126 474 2628

9 424 26 90 493 2529

10 371 20 115 521 2823

11 429 21 220 464 2730

12 391 18 97 547 2555

13 407 15 225 472 2711

14 449 24 239 517 2784

15 408 25 184 492 2548



№ з/п У Л Я Л Л
1 413 22 87 501 2736
2 418 18 173 542 2817
3 399 21 92 498 2735
4 396 17 140 523 2527
5 427 20 180 471 2815
6 453 19 171 511 2801
7 397 24 103 516 2643
8 478 18 217 510 2573
9 452 22 180 518 2801
10 401 17 130 523 2517
11 366 15 126 474 2628
12 371 20 115 521 2823
13 391 18 97 547 2555
14 449 24 239 517 2784
15 393 21 85 547 2837
16 407 24 97 461 2638

21 .
Ха з/п Г Л Я Я X

1 408 25 184 492 2548
2 407 15 225 472 2711
3 429 21 220 464 2730
4 424 26 90 493 2529
5 429 19 160 468 2650
6 439 21 143 478 2562
7 377 17 154 475 2543
8 371 15 170 493 2648
9 404 22 163 476 2612
10 412 17 200 483 2584
11 377 15 96 499 2793
12 403 23 89 483 2720
13 405 15 214 498 2572
14 389 17 216 463 2639
15 402 15 125 539 2543

№ з/п У X X X X
1 452 22 180 518 2801

2 377 17 154 475 2543

3 478 18 217 510 2573

4 371 15 170 493 2648

5 397 24 103 516 2643

6 404 22 163 476 2612

7 427 20 180 471 2815

8 396 17 140 523 2527

9 399 21 92 483 2720

10 418 18 173 542 2817

11 413 22 87 501 2736

12 412 20 93 471 2682

13 423 17 210 523 2593

14 393 15 110 538 2627

15 381 21 86 472 2532

16 401 15 175 467 2693

23.
Ха з/п У X X X л;

1 401 17 130 523 2517

2 452 22 180 518 2801

3 478 18 217 510 2573

4 397 24 103 516 2643

5 453 19 171 511 2801

6 427 20 180 471 2815

7 396 17 140 523 2527

8 399 21 92 498 2735

9 418 18 173 542 2817

10 413 22 87 501 2736

11 412 20 93 471 2682

12 423 17 210 523 2593

13 393 15 110 538 2627

14 381 21 86 472 2532

15 401 15 175 467 2693



№ з/п У X Л X X

1 405 15 214 498 2512

2 418 18 173 542 2817

3 389 17 216 463 2639

4 413 22 87 501 2736

5 402 15 125 539 2543

6 412 20 93 471 2682

7 396 21 125 492 2828

8 423 17 210 523 2593

9 439 19 217 463 2702

10 393 15 110 538 2627
11 432 18 204 483 2783
12 381 21 86 472 2532

13 451 17 189 542 2691

14 401 15 175 467 2693

15 418 20 156 526 2835

25.
№ з/п У X X Я X

1 453 19 171 511 2801

2 427 20 180 471 2715
3 377 15 96 499 2793
4 396 17 140 523 2527
5 403 23 89 483 2720

6 399 21 92 498 2735

7 405 15 214 498 2572

8 418 18 173 542 2817

9 389 17 216 463 2639
10 413 22 87 501 2736
11 402 15 125 539 2543
12 412 20 93 471 2682

13 396 21 125 492 2828
14 423 17 210 523 2593
15 439 19 217 463 2702

№ з/п К X X X X

1 451 17 189 542 2691

2 381 21 86 472 2532

3 432 18 204 483 2783

4 393 15 110 538 2627

5 439 19 217 463 2702

6 423 17 210 523 2593

7 396 21 125 539 2543

8 412 20 93 471 2682

9 402 15 125 539 2543

10 413 22 87 501 2736

11 389 17 216 463 2639

12 418 18 173 542 2817

13 405 15 214 498 2735

14 399 21 92 498 2735

15 403 23 89 483 2720

№ з/п У X X X %

1 439 19 217 463 2702

2 393 15 110 538 2627

3 432 18 204 483 2783

4 381 21 86 472 2532

5 451 17 189 542 2691

6 401 15 175 467 2693

7 418 20 156 526 2835

8 441 19 205 539 2617

9 419 18 144 493 2578

10 407 24 97 461 2638

11 448 23 217 537 2711

12 421 12 201 484 2840

13 439 17 221 472 2672

14 403 21 86 548 2792

15 379 13 125 496 2564



№ з/п У X, X X X

1 457 18 240 503 2621

2 403 21 86 548 2792

3 421 12 201 484 2840

4 407 24 97 461 2638

5 441 19 205 539 2617

6 401 15 175 467 2693

7 381 21 86 472 2532

8 393 19 217 463 2702

9 423 17 210 523 2593

10 412 20 93 471 2682

11 413 22 87 501 2736

12 418 18 173 542 2817

13 399 21 92 498 2572

14 396 17 140 523 2572

29.
№ з/п У X Л X X

1 439 19 217 463 2702

2 412 20 93 471 2682

3 389 17 216 463 2639

4 399 21 92 498 2735

5 377 15 96 499 2793

6 453 19 171 511 2801

7 371 15 170 493 2648

8 452 22 180 518 2801

9 429 19 160 468 2650

10 424 26 90 493 2529

11 371 20 115 521 2823

12 391 18 97 547 2555

13 449 24 239 517 2784

14 408 25 184 492 2548

15 393 21 85 547 2837

№ з/п У Х х -Хз ХА

1 424 26 90 493 2526

2 429 19 160 468 2650

3 439 21 143 478 2562

4 377 17 154 475 2543

5 378 18 217 510 273

6 371 15 170 493 2648

7 397 24 103 516 2643

8 404 22 163 476 2612

9 453 19 171 511 2801

10 412 17 200 483 2584

11 427 20 180 471 2815

12 377 15 96 499 2793

13 396 17 190 523 2527

14 403 23 89 483 2720

15 399 21 92 498 2735

Потребно:

1. Визначити статистичш оцшки р*, (3,, Рз> Р*4 Для парамет- 
р!в лшшноТ множинноТ регресп:

У, = Ро + Р Л  ■*" $2Х12 + Рз*/3 + Р4*/4 •
2. 3 надшшстю у = 0,99 побудувати дов1рчий штервал для 

функцп регресп.
3. Обчислити коефщ1ент множинноТ кореляцп К.

3. Множинна нелш мна регреая

1) Пщприемство виробляе реч1 побуту (двер1, вжна) 1 веде торпвлю 
супутними товарами (замки, дверш ручки тощо). Залежнють прибутку 
У, тис. грн., вщ: обсягу виробництва X ,  тис. грн., обсягу торпвл1 2 ,  тис. 
грн., наведена статистичними розподшами:



У X 2
1 468 1200 600
2 496 1300 650

3 484 1400 630
4 528 1450 620

5 495 1500 610

6 543 1550 590
7 509 1600 580

8 565 1650 560

9 502 1630 570

10 568 1680 540
11 511 1710 520

12 575 1780 510

13 536 1810 500

14 557 1830 490

15 534 1850 430

У X 2
1 502 1630 570
2 511 1710 520

3 536 1810 500

4 534 1850 430

5 548 1740 420

6 532 1860 410
7 550 1910 390

8 508 2050 300

9 534 2060 320
10 519 2070 340
11 542 2100 350
12 524 2150 370

13 549 2210 410

3.
У X 2

1 536 1810 500
2 557 1830 490

3 534 1850 430
4 548 1740 420

5 532 1860 410

6 550 1910 390

7 508 2050 300
8 534 2060 320
9 519 2070 340

10 542 2100 350
11 524 2150 370
12 549 2210 410
13 534 2300 550

14 542 2350 530
15 531 2340 550

4.
У X 2

1 508 2050 300

2 534 2060 320

3 519 2070 340
4 542 2100 350

5 524 2150 370

6 549 2210 410

7 534 2300 550
8 542 2350 530

9 531 2340 550
10 535 2450 490

11 507 2500 350
12 496 2600 330
13 485 2650 350

14 500 2700 410

15 486 2750 440

У X 2
1 486 2750 440

2 481 2850 460

3 464 2900 480

4 450 3000 510

5 467 2900 550

6 475 2850 560

7 484 2800 550

8 492 2750 540

9 500 2700 530

10 06 2650 550

11 514 2600 510

12 519 2550 530

13 521 2500 570

14 529 2450 520

15 534 2400 510

7.
У X 2

1 524 2150 370

2 549 2210 410

3 542 2350 530

4 535 2450 490

5 496 2600 330

6 500 2700 410

7 481 2850 460

8 450 3000 510

9 475 2850 560

10 492 2750 540

11 506 2650 550

12 519 2550 530

13 529 2450 520

14 537 2350 530

15 544 2250 500

У X 2

1 496 1300 650

2 528 1450 620

3 543 1550 590

4 565 1650 560

5 568 1680 540

6 575 1780 510

7 557 1830 490

8 548 1740 420

9 550 1910 390

10 534 2060 320

11 542 2100 350

12 549 2210 410

13 542 2350 530

14 535 2450 490

15 496 2600 330

16 500 2700 410

8 .

У X 2
1 468 1200 600

2 528 1450 620

3 509 1600 580

4 511 1710 520

5 534 1850 430

6 550 1910 390

7 519 2070 340

8 549 2210 410

9 531 2340 550

10 496 2600 330

11 500 2700 410

12 464 2900 480

13 475 2850 560

14 500 2700 530

15 521 2500 570



У X 2

1 511 1710 520

2 536 1810 500

3 534 1850 430

4 532 1860 410

5 508 2050 300

6 519 2070 340

7 524 2150 370

8 534 2300 550

9 531 2340 550

10 507 2500 350

11 485 2650 350

12 486 2750 440

13 464 2900 480

14 467 2900 550

15 484 2800 550

У X 2

5 557 1830 490

2 548 1740 420

3 550 1910 390

4 534 2060 320

5 542 2100 350

6 549 2210 410

7 542 2350 530

8 535 2450 490

9 496 2600 330

10 500 2700 410

11 481 2850 460

12 450 3000 510

13 475 2850 550

14 492 2750 540

15 506 2650 550
16 519 2550 530

2) Залежнють соб1вартосп У (тис. грн.) вщ: 1) обсягу виробництваХ(тис. 
грн.), 2) обсягу торпвхй 2  (тис. грн.) подано статистичними розподшами:

11 . __________________________ 12 . _________________________________________
У X 2

1 1546 1400 630

2 1615 1500 610

3 1671 1600 580

4 1698 1630 570

5 1719 1710 520

6 1774 1810 500

7 1746 1850 430
8 1612 1740 420

9 1738 1860 410

10 1750 1910 390

11 1842 2050 300
12 1846 2060 320

13 1891 2070 340

14 1908 2100 350

15 1996 2150 370

У X 2

1 1332 1200 600

2 1453 1300 650

3 1546 1400 630

4 1542 1450 620

5 1615 1500 610

6 1597 1550 590

7 1671 1600 580

8 1645 1650 560

9 1698 1630 570

10 1652 1680 540

11 1719 1710 520
12 1715 1780 510

13 1774 1810 500

14 1763 1830 490

15 1746 1850 430

У X г

1 1746 1850 430

2 1338 1860 4.10

3 1842 2050 300

4 1891 2070 340

5 1996 2150 370

6 2316 2300 550

7 2359 2340 550

8 2343 2500 350

9 2515 2650 350

10 2704 2750 440

11 2829 2850 360

12 2916 2900 480

13 3060 3000 510

14 2983 2900 550

15 2935 2850 560

15.
У X 2

1 1746 1850 430

2 1612 1740 420

3 1750 1910 390

4 1842 2050 300

5 1891 2070 340

6 1908 2100 350

7 2316 2300 550

8 2338 2350 530

9 2405 2450 490

10 2343 2500 350

11 2515 2650 350

12 2610 2700 410

13 2829 2850 460

14 2916 2900 480

15 2983 2900 550

У X г

1 1891 2070 340

2 1996 2150 270

3 2316 2300 550

4 2359 2340 530

5 2405 2450 490

6 2434 2600 330

7 2610 2700 410

8 2704 2750 440

9 2916 2900 480

10 2983 2900 550

11 2866 2800 550

12 2730 2700 530

13 2596 2600 510

14 2549 2500 570

15 2376 2400 510

16 2300 2300 540

16.
У X 2

1 1615 1500 610

2 1517 1600 580

3 1698 1630 570

4 1719 1710 520

5 1774 1810 500

6 1746 1850 430

7 1738 1860 10

8 1842 2050 300

9 1891 2070 340

10 1996 2150 370

11 2316 2300 550

12 2359 2340 550

13 2343 2500 350

14 2515 2650 350

15 2610 2700 410



У X I
1 1715 1780 510
2 1763 1830 490
3 1746 1850 430
4 1738 1860 410

5 1842 2050 300
6 1846 2060 320
7 1908 2100 350
8 2071 2210 410
9 2316 2300 550
10 2338 2350 530
11 2405 2450 490
12 2343 2500 350
13 2515 2650 350
14 2610 2700 410
15 2829 2850 460

• 2 9 1 6 2900 480

19.
У X I

1 1842 2050 300
2 1891 2070 340
3 1996 2150 370
4 2316 2300 550
5 2359 2340 550
6 2405 2450 490
7 2334 2600 330
8 2610 2700 410
9 2916 2900 480
10 2983 2900 550
11 2866 2800 550
12 2798 2750 540
13 2694 2650 550
14 2561 2550 530
15 2441 2450 520

У X г
1 1546 1400 630
2 1615 1500 610
3 1698 1630 570
4 1774 1810 500
5 1612 1740 420
6 1842 2050 300
7 1908 2100 350
8 2071 2210 410
9 2359 2340 550
10 2434 2600 330
11 2704 2750 440
12 3060 3000 510
13 2866 2800 550
14 2694 2650 550
15 2441 2450 520

20.
У X 2

1 1774 1810 500
2 1746 1850 430
3 1612 1740 420
4 1750 1910 390
5 1842 2050 300
6 1908 2100 350
7 1996 2150 370
8 2316 2300 550
9 2338 2350 530
10 2405 2450 490
11 2343 2500 350
12 2610 2700 410
13 2916 2900 480
14 2376 2400 510
15 2300 2300 540
16 2206 2250 500

3) Залежшсть рентабельное™ У (%) шдприемства вщ: 1)обсягу ви- 
робництва X, тис. грн.; 2) обсягу торпвл1 2, тис. грн., наведено статис- 
тичним розподшом:

21.
У X 1

1 35,14 1200 600

2 34,11 1300 650

3 31,30 1400 630
4 34,24 1450 620

5 30,65 1500 610

6 34,00 1550 590

7 30,46 1600 580

8 34,35 1650 560

9 29,56 1630 570

10 34,38 1680 540

11 29,73 1710 520
12 33,53 1780 510

13 30,21 1810 500
14 31,59 1830 490

15 30,58 1850 430

23.
У X г

1 19,28 2650 350
2 19,16 2700 410

3 17,97 2750 440
4 17,00 2850 460
5 15,91 2900 480

6 14,71 3000 510
7 15,66 2900 550
8 16,18 2850 560
9 16,89 2800 550

10 17,58 2750 540

11 18,32 2700 530

12 18,78 2650 550
13 19,80 2600 510
14 20,27 2550 530
15 20,44 2500 570

22.

У X г

1 34,00 1740 420

2 30,61 1860 410

3 31,43 1910 390
4 27,58 2050 300

5 28,92 2060 320

6 27,45 2070 340

7 18,41 2100 350

8 26,25 2150 370

9 26,51 2210 410

10 23,06 2300 550

11 23,18 2350 530

12 22,51 2340 550

13 22,25 2450 490

14 21,64 2500 350

15 20,38 2600 330

24.
У X 2

1 21,67 2450 520

2 22,47 2400 510

3 22,92 2350 530
4 23,48 2300 540

5 24,66 2250 500

6 35,14 1200 600

7 31,30 1400 630

8 34,24 1450 620

9 34,00 1550 590

10 34,35 1650 560

11 34,38 1680 540

12 33,53 1780 510

13 31,59 1830 490
14 34,00 1740 420

15 31,43 1910 390

16 28,92 2060 320



У X 2
1 31,59 1830 490
2 34,00 1740 420
3 31,43 1910 390
4 28,92 2060 320
5 28,41 2100 350
6 26,51 2210 410
7 23,18 2350 530
8 22,25 2450 490
9 20,38 2600 330
10 19,16 2700 410
11 17,97 2750 440
12 15,91 2900 480
13 15,66 2900 550
14 16,89 2800 550

15 18,32 2700 530

27.
У X 2

1 23,06 2300 550
2 22,51 2340 550
3 21,64 2500 350
4 19,28 2650 350
5 17,97 2750 440
6 15,91 2900 480
7 15,66 2900 550
8 16,18 2850 560
9 17,58 2750 540
10 18,78 2650 550
11 20,27 2550 530
12 21,67 2450 520
13 22,92 2350 530
14 24,66 2250 500
15 34,24 1450 620

У X 2
1 30,58 1850 430
2 30,61 1860 410
3 27,58 2050 300
4 24,45 2070 340
5 26,25 2150 370
6 23,06 2300 550
7 22,51 2340 550
8 21,64 2500 350
9 19,28 2650 350
10 17,97 2750 440
11 15,91 2900 480
12 15,66 2900 550
13 16,89 2800 550
14 18,32 2700 530
15 19,80 2600 510
16 20,44 2500 570

28.
У X 2

1 33,53 1780 510
2 31,59 1830 490
3 30,58 1850 430
4 30,61 1860 410
5 31,43 1910 390
6 27,58 2050 300
7 27,45 2070 340
8 26,25 2150 370
9 23,06 2300 550
10 22,51 2340 530
11 21,64 2500 350
12 19,28 2650 350
13 17,00 2850 460
14 14,71 3000 510
15 16,18 2850 560

У X г

1 34,24 1450 620

2 30,65 1500 610

3 30,46 1600 580

4 34,35 1650 560

5 34,38 1680 540

6 29,73 1710 520

7 30,21 1810 500

8 31,59 1830 490

9 34,00 1740 420

10 31,43 1910 390

11 27,58 2050 300

12 27,45 2070 340

13 28,41 2100 350

14 26,51 2210 410

15 23,06 2300 550

У X 2

1 31,30 1400 630

2 30,65 1500 610

3 30,46 1600 580

4 29,56 1630 570

5 29,73 1710 520

6 30,21 1810 500

7 31,59 1830 490

8 34,00 1749 420

9 31,43 1910 390

10 28,92 2060 320

11 28,41 2100 350

12 26,51 2210 410

13 23,18 2350 530

14 22,25 2450 490

15 20,28 2650 350

Потргбно:

1. Визначити статистичш оцшки р*, р*, Рг, Рз, Р4 для параме- 

тр1в р о , Рь р 2, Рз, Р4 Р 1ВНЯННЯ регресп У, =Ро +Р,Х, + ( 3 2 Х,2 + 
+ рЗг, + Р42,2 .

2. 3 надшшстю у = 0,99 побудувати дов1рчий штервал для не- 
лшшноТ функци регресп у 1 = Р 0 + Р,х, + Р2х,2 + Р32; + Р4г 2.

3. Обчислити коефщ1ент множинноТ регресп К.

Залежнють соб1вартост1 картопл1 У, грн/ц в1д п врожайност1 X, 
сотш ц/га, наведено статистичними розподшами:



У X
1 11,06 1,23

2 10,36 1,45

3 10,04 1,52

4 12,28 1,07

5 11,44 1,24

6 10,06 1,35
7 10,56 1,48

8 11,24 1,29

9 10,62 1,46

10 10,82 1,29

11 10,90 1,43

12 9,16 1,52

13 11,46 1,53
14 10,42 1,46

15 10,22 1,53

4.
У X

1 10,36 1,45

2 12,28 1,07

3 10,60 1,35

4 11,24 1,29

5 10,14 1,62

6 10,82 1,29

7 9,16 1,52

8 10,42 1,46

9 11,44 1,21
10 10,22 1,53

11 10,90 1,32

12 10,26 1,51
13 10,80 1,37

14 10,32 1,50

У X
1 10,46 1,47

2 10,90 1,32

3 10,52 1,43

4 10,26 1,51

5 10,90 1,32

6 10,80 1,37

7 10,48 1,44

8 10,32 1,50

9 11,18 1,25

10 10,68 1,38

11 9,05 1,64

12 8,36 1,85

13 7,25 2,01

14 8,03 1,95

15 7,46 2,16

У X

1 9,26 1,72

2 10,03 1,84

3 6,35 2,34

4 7,73 1,92

5 6,95 2,07

6 6,34 2,26

7 6,58 2,04

8 9,34 1,72

9 7,58 2,03

10 9,56 1,72

11 6,22 2,35

12 7,48 2,02

13 6,93 2,27

14 7,22 2,18

15 8,83 1,94

5. ________  6.
У X

1 10,68 1,38

2 8,36 1,85

3 8,03 1,95

4 9,26 1,72
5 6,35 2,34

6 6,95 2,07

7 6,58 2,04

8 7,58 2,03
9 6,22 2,35

10 6,93 2,27

11 8,83 1,94

12 9,05 1,64

13 7,25 2,01

14 7,46 2,16

15 10,03 1,84

У X
1 12,28 1,07

2 11,44 1,24

3 10,56 1,48

4 11,24 1,29

5 10,14 1,62

6 10,92 1,37

7 9,16 1,52

8 11,46 1,53

9 10,22 1,53

10 11,44 1,21

11 10,22 1,53

12 10,46 1,47

13 10,52 1,43

14 10,26 1,51

15 10,90 1,32

У X
1 7,22 2,18

2 6,93 2,27

3 6,22 2,35

4 9,56 1,72

5 9,34 1,72

6 6,58 2,04

7 6,95 2,07

8 7,73 1,92

9 10,03 1,84

10 9,26 1,72

И 8,03 1,95

12 7,25 2,01

13 9,05 1,64

14 .10,68 1,38

15 10,32 1,50

У X
1 11,18 1,25

2 10,68 1,38

3 8,36 1,85

4 7,25 2,01

5 7,46 2,16

6 9,26 1,72

7 6,35 2,34

8 7,73 1,92

9 6,34 2,26

10 6,58 2,04

11 7,58 2,03

12 9,56 1,72

13 7,48 2,02

14 6,93 2,27

15 8,83 1,94

10 . 11 -

У X
1 12,28 1,07

2 11,44 1,24

3 10,56 1,48

4 11,24 1,29

5 10,14 1,62

6 10,92 1,37

7 10,90 1,43

8 9,16 1,52

9 10,42 1,46

10 10,22 1,53

11 10,42 1,46

12 10,22 1,53

13 10,90 1,32

14 10,52 1,43

15 10,90 1,30

У X
1 10,04 1,52

2 10,60 1,35

3 11,24 1,29

4 10,14 1,62

5 10,82 1,89

6 9,16 1,52

7 10,42 1,46

8 11,44 1,21

9 10,22 1,53

10 10,90 1,32

11 10,26 1,51

12 10,80 1,37

13 10,32 1,50

14 10,68 1,38

15 8,36 1,85

У X
1 10,42 1,46

2 11,46 1,53

3 9,16 1,52

4 10,90 1,43

5 10,82 1,29

6 10,92 1,37

7 10,14 1,62

8 10,62 1,46

9 11,24 1,29

10 10,56 1,48

11 10,60 1,35

12 11,44 1,24

13 12,28 1,07

14 10,04 1,52

15 10,36 1,45

12.
У X

1 10,80 1,37

2 10,48 1,44

3 11,18 1,25

4 10,68 1,38

5 8,36 1,85

6 7,25 2,01

7 8,03 1,95

8 9,26 1,72

9 10,03 1,84

10 7,73 1,92

11 6,95 2,07

12 6,58 2,04

13 7,58 2,03

14 9,56 1,72

15 7,48 2,02



У X

1 11,44 1,21

2 10,22 1,46

3 10,90 1,32

4 10,26 1,51

5 10,80 1,37

6 10,32 1,50

7 10,68 1,38

8 8,36 1,85

9 7,25 2,01

10 7,46 2,16

11 10,30 1,84

12 7,73 1,92

13 6,34 2,26

14 9,34 1,72

15 9,56 1,72

У X

1 11,44 1,24

2 10,56 1,48

3 10,62 1,46

4 10,92 1,37

5 10,90 1,43

6 11,46 1,53

7 10,22 1,53

8 11,44 1,21

9 10,22 1,53

10 10,90 1,32

11 10,26 1,51
12 10,80 1,37

13 10,32 1,5
14 11,18 1,25

15 8,36 1,85

16.____  17.
У X

1 11,24 1,29

2 10,62 1,46

3 10,14 1,62

4 10,90 1,43

5 9,16 1,52

6 11,46 1,53

7 10,42 1,46

8 11,44 1,21
9 10,42 1,46

10 10,22 1,53

11 10,90 1,32

12 10,52 1,43

13 10,26 1,51

14 10,80 1,37

15 10,48 1,44

У X
1 11,06 1,23

2 12,22 1,07

3 11,44 1,24

4 10,60 1,35

5 11,24 1,29

6 10,92 1,37

7 10,82 1,29

8 10,90 1,43

9 11,46 1,53

10 11,44 1,21

11 10,42 1,46

12 10,22 1,53

13 10,90 1,32

14 10,80 1,37

15 10,48 1,44

У X

1 9,16 1,52

2 11,46 1,53

3 10,22 1,53

4 11,44 1,21

5 10,22 1,53

6 10,46 1,47

7 10,52 1,43

8 10,26 1,51

9 10,80 1,37

10 10,48 1,44

11 11,18 1,25

12 10,68 1,38

13 8,36 1,85

14 7,25 2,01

15 7,46 2,16

18.
У X

1 10,52 1,43

2 10,26 1,51

3 10,48 1,44

4 10,32 1,50

5 10,68 1,38

6 9,05 1,60

7 8,03 1,95

8 7,46 2,10

9 6,35 2,39

10 7,73 1,92

11 9,34 1,72

12 7,58 2,03

13 6,22 2,35

14 7,48 2,02

15 7,22 2,18

У X

1 10,04 1,52

2 10,28 1,07

3 10,56 1,48

4 11,24 1,29

5 10,14 1,62

6 10,92 1,37

7 9,16 1,52

8 11,46 1,53

9 11,44 1,21

10 10,42 1,46

11 10,52 1,43

12 10,26 1,51

13 10,48 1,44

14 10,32 1,50

15 7,25 2,01

22 .

У X
1 7,25 2,01

2 8,03 1,93

3 7,46 2,16

4 10,03 1,84

5 6,35 2,34

6 6,95 2,07

7 6,34 2,20

8 6,58 2,04

9 7,58 2,03

10 9,56 1,72

11 6,22 2,35

12 6,93 2,27

13 7,22 2,18

14 8,83 1,94

15 9,05 1,64

У X

1 11,24 1,29

2 10,62 1,46

3 10,14 1,62

4 10,92 1,37

5 10,82 1,29

6 10,90 1,43

7 11,46 1,53

8 10,42 1,46

9 10,22 1,53

10 10,42 1,46

11 10,22 1,53

12 10,46 1,47

13 10,52 1,43

14 10,26 1,51

15 10,90 1,32

У X

1 9,05 1,60

2 8,36 1,80

3 8,03 1,93

4 7,46 2,16

5 10,03 1,82

6 6,35 2,39

7 6,95 2,07

8 6,34 2,26

9 9,34 1,72

10 7,58 2,03

И 6,22 2,35

12 7,48 2,02

13 7,22 2,18

14 8,83 1,99

15 11,06 1,23

23 . 24.
У X

1 10,32 1,50

2 11,18 1,25

3 10,68 1,38

4 7,25 2,01

5 8,03 1,95

6 7,46 2,16

7 6,35 2,34

8 7,73 1,92

9 6,95 2,07

10 9,34 1,72

11 9,56 1,72

12 7,48 2,02

13 6,93 2,27

14 7,22 2,18

15 8,83 1,94

У X

1 12,28 1,07

2 11,44 1,24

3 10,60 1,35

4 10,62 1,46

5 10,14 1,62

6 10,92 1,37

7 10,90 1,43

8 9,16 1,52

9 11,46 1,53

10 11,44 1,21

11 10,42 1,46

12 10,22 1,53

13 10,52 1,43

14 10,26 1,51

15 10,90 1,32



У X
1 10,14 1,62
2 10,92 1,37
3 9,16 1,52
4 11,46 1,53
5 11,44 1,21
6 10,42 1,46
7 10,90 1,32
8 10,52 1,43
9 10,90 1,32
10 10,80 1,37
11 11,18 1,25
12 10,68 1,38
13 7,25 2,01
14 8,03 1,95
15 9,26 1,72

28.
У X

1 9,16 1,52
2 11,46 1,53
3 10,22 1,53
4 10,46 1,47
5 10,90 1,32
6 10,52 1,43
7 10,48 1,44
8 10,32 1,50
9 11,18 1,25
10 9,05 1,64
11 8,36 1,85
12 8,03 1,95
13 7,46 2,16
14 10,30 1,84

У X
1 12,28 1,07
2 10,56 1,48
3 11,24 1,29
4 10,62 1,46
5 10,82 1,29
6 10,90 1,43
7 9,16 1,52
8 10,22 1,53
9 11,44 1,21
10 10,42 1,46
И 10,52 1,43
12 10,26 1,51
13 10,90 1,32
14 10,48 1,44
15 10,32 1,50

У X
1 11,18 1,25
2 10,68 1,38
3 7,25 2,01
4 8,03 1,95
5 9,26 1,72
6 10,03 1,84
7 7,73 1,92
8 6,95 2,07
9 9,34 1,72
10 7,58 2,03
11 9,56 1,72
12 7,48 2,02
13 6,93 2,27
14 7,22 2,18
15 8,83 1,94

29. 30.
У X

1 11,06 1,23
2 11,44 1,24
3 10,60 1,35
4 10,56 1,48
5 10,14 1,62
6 10,92 1,37
7 10,82 1,29
8 11,46 1,53
9 10,42 1,46
10 10,22 1,53
11 10,46 1,47
12 10,90 1,32
13 10,52 1,43
14 10,32 1,50
15 11,18 1,25

У X
1 11,46 1,53
2 10,42 1,46
3 11,44 1,21
4 10,42 1,46
5 10,26 1,51
6 10,9 1,32
7 10,48 1,44
8 11,18 1,25
9 9,05 1,64
10 7,25 2,01
11 8,03 1,95
12 7,46 2,16
13 10,03 1,84
14 7,73 1,92
15 7,58 2,03

Потр'юшк
1. Знайти точков! статистичш оцшки р^, р’ для параметр1в

р0, р, функцп регресп у, = Р0 + — •
Х1

2. 3 надшнютю у = 0,99 побудувати дов1рчий штервал для

функцп регресп у, = Р0 + — .
х1

3. Обчислити К.

4. Нелжш на модель регресм за параметрами

Обробка ЗВ1ТНИХ даних по репону дала залежност1 обсягу вироб- 
ництва продукцп У, млрд грн., вщ основного кашталу X, млрд грн., 
робочоТ сили 2, млн ос1б, ! часу (, як1 наведено статистичними роз- 
подшами:

1. 2 . ___________________________ _
У X г 1

1 2,9368 3,94 2,36 1

2 3,0125 3,97 2,39 2

3 3,0951 4,01 2,42 3

4 3,1459 4,05 2,40 4

5 3,2202 4,12 2,39 5

6 3,2688 4,19 2,35 6

7 3,3077 4,25 2,29 7

8 3,3606 4,32 2,25 8

9 3,3760 4,38 2,17 9

10 3,4224 4,41 2,15 10

11 3,4423 4,45 2,08 И

12 3,3735 4,52 2,03 12

13 3,4693 4,27 2,01 13

14 3,3252 4,12 1,93 14

15 3,1578 4,01 1,89 15

У X 2 1

1 1,7997 3,00 2,01 1

2 1,8548 3,10 2,04 2

3 1,9640 3,15 2,06 3
4 2,0222 3,21 2,09 4

5 2,1190 3,32 2,11 5

6 2,1899 3,39 2,13 6

7 2,2490 3,43 2,15 7

8 2,3056 3,45 2,18 8

9 2,3643 3,47 2,21 9

10 2,4253 3,52 2,22 10

11 2,4943 3,57 2,24 11
12 2,5648 3,62 2,26 12

13 2,6713 3,74 2,28 13
14 2,7515 3,79 2,31 14

15 2,8121 3,81 2,33 15



У X 2 1
1 3,4138 3,95 1,84 1

2 3,0421 3,76 1,82 2

3 3,1040 3,51 1,78 3

4 2,9011 3,48 1,75 4

5 3,0358 3,43 1,72 5

6 2,7612 3,26 1,69 6

7 2,8282 3,02 1,68 7

8 2,7345 2,97 1,68 8

9 2,8554 2,93 1,69 9

10 2,8066 2,91 1,72 10

11 2,9236 2,84 1,75 11

12 2,8961 2,85 1,78 12

13 2,9823 2,74 1,81 13

14 2,9029 2,68 1,84 14

5.
У X 2 1

1 3,0421 3,76 1,82 1

2 3,1040 3,51 1,78 2

3 2,9011 3,48 1,75 3

4 3,0358 3,43 1,72 4

5 2,7612 3,26 1,69 5

6 2,8282 3,02 1,68 6

7 2,7345 2,97 1,68 7

8 2,8554 2,93 1,69 8

9 2,8066 2,91 1,72 9

10 2,9236 2,84 1,75 10

11 2,8961 2,85 1,78 11

12 2,9029 2,68 1,84 12

13 3,1073 2,73 1,87 13

14 3,1157 2,76 1,92 14

15 3,3254 2,96 2,03 15

У X 2 1
1 3,1073 2,73 1,87 1

2 3,1157 2,76 1,92 2

3 3,3254 2,81 1,95 3

4 3,3532 2,89 1,97 4

5 3,4121 2,96 2,03 5

6 1,7997 3,00 2,01 6

7 1,8548 3,10 2,04 7

8 1,9640 3,15 2,06 8

9 2,0222 3,21 2,09 9

10 2,1190 3,32 2,11 10

11 2,1899 3,39 2,13 11

12 2,2490 3,43 2,15 12

13 2,3056 3,45 2,18 13

14 2,3643 3,47 2,21 14

6 .

У X 2 1

1 3,3532 2,89 1,97 1

2 3,4121 2,96 2,03 2

3 1,7997 3,00 2,01 3

4 1,8548 3,10 2,04 4

5 1,9640 3,15 2,06 5

6 2,0222 3,21 2,09 6

7 2,1190 3,32 2,11 7

8 2,1899 3,39 2,15 8

9 2,2490 3,43 2,13 9

10 2,3056 3,45 2,18 10

11 2,3643 3,47 2,21 11

12 2,4253 3,52 2,22 12

13 2,4943 3,57 2,24 13

14 2,5648 3,62 2,26 14

15 2,6713 3,74 2,28 15

У X 2 1
1 3,0951 4,01 2,42 1

2 3,1459 4,05 2,40 2

3 3,2202 4,12 2,39 3

4 3,2688 4,18 2,35 4

5 3,3077 4,25 2,29 5

6 3,3606 4,32 2,25 6

7 3,3760 4,38 2,17 7

8 3,4224 4,41 2,15 8

9 3,4423 4,45 2,08 9

10 3,3735 4,52 2,03 10

11 3,4693 4,27 2,01 11

12 3,3252 4,15 1,97 12

13 3,4092 4,12 1,93 13

14 3,1578 4,01 1,89 14

15 3,4138 3,95 1,84 15

9.
У X 2 1

1 1,8548 3,10 2,04 1

2 2,0222 3,21 2,09 2

3 2,1899 3,39 2,13 3

4 2,0356 3,45 2,18 4

5 2,4253 3,52 2,22 5

6 2,5648 3,57 2,24 6

7 2,7515 3,79 2,31 7

8 2,9368 3,94 2,36 8

9 3,0951 4,01 2,42 9

10 3,2202 4,12 3,39 10

11 3,3077 4,25 2,29 11

12 3,3760 4,38 2,17 12

13 3,4423 4,45 2,08 13

14 3,4693 4,27 2,01 14

15 3,4092 4,12 1,93 15

У X 2 1
1 3,0421 3,76 1,82 1

2 3,1040 3,51 1,78 2

3 2,9011 3,48 1,75 3

4 3,0358 3,43 1,72 4

5 2,7612 3,26 1,69 5

6 2,8282 3,02 1,68 6

7 2,7345 2,97 1,68 7

8 2,8554 2,93 1,69 8

9 2,8066 2,91 1,72 9

10 2,9236 2,84 1,75 10

11 2,8961 2,85 1,78 11

12 2,9823 2,74 1,81 12

13 2,9029 2,68 1,84 13

14 3,1073 2,76 1,92 14

15 3,1157 2,81 1,95 15

10.

У X 2 (

1 3,4138 3,95 1,84 1

2 3,1040 3,51 1,78 2

3 3,0358 3,43 1,72 3

4 2,8282 3,02 1,68 4

5 2,8554 2,93 1,69 5

6 2,9236 2,84 1,75 6

7 2,9823 2,74 1,81 7

8 3,1073 2,73 1,87 8

9 3,3254 2,81 1,95 9

10 3,4121 2,96 2,03 10

11 3,0421 3,76 1,82 11

12 2,9011 3,48 1,75 12

13 2,7612 3,26 1,69 13

14 2,7345 2,97 1,68 14

15 2,8066 2,91 1,75 15



1

У X г 1

1 2,9368 3,94 2,36 1

2 3,0125 3,97 2,39 2

3 3,0951 4,01 2,42 3

4 3,1459 4,05 2,40 4

5 3,2202 4,12 2,39 5

6 3,2688 4,18 2,35 6

7 3,3077 4,25 2,29 7

8 3,3606 4,32 2,25 8

9 3,3760 4,38 2,17 9

10 3,4224 4,41 2,15 10

11 3,4423 4,45 2,08 11

12 3,3735 4,52 2,03 12

13 3,4693 4,27 2,01 13

14 3,4092 4,12 1,93 14

15 3,1578 4,01 1,89 15

13.
У X 2 1

1 1,9640 3,15 2,06 1

2 2,1190 3,32 2,11 2

3 2,2490 3,43 2,15 3
4 2,3643 3,47 2,21 4

5 2,4943 3,57 2,24 5

6 2,6713 3,74 2,28 6

7 2,8121 3,81 2,33 7

8 3,0125 3,97 2,39 8

9 3,1459 4,05 2,40 9

10 3,2688 4,18 2,35 10

11 3,3606 4,32 2,15 11

12 3,4224 4,41 2,15 12

13 3,3735 4,52 2,03 13

14 3,3252 4,15 1,97 14

15 3,1578 4,01 1,89 15

У X I 1

1 3,1459 4,05 2,40 1
2 3,2688 4,18 2,35 2

3 3,3606 4,32 2,25 3

4 3,4224 4,41 2,15 4

5 3,3735 4,52 2,03 5

6 3,3252 4,15 1,97 6

7 3,1578 4,01 1,89 7

8 3,0421 3,76 1,82 8

9 2,9011 3,48 1,75 9

10 2,7612 3,26 1,69 10

11 2,7345 2,97 1,68 11

12 2,8066 2,91 1,72 12

13 2,8961 2,85 1,78 13

14 2,9029 2,68 1,84 14

15 3,1157 2,76 1,92 15

14.
У X 2 1

1 3,4138 3,95 1,84 1

2 3,1040 3,51 1,78 2

3 3,0358 3,43 1,72 3

4 2,8282 3,02 1,68 4

5 2,8554 2,93 1,69 5

6 2,8066 2,91 1,72 6

7 2,9236 2,84 1,75 7

8 2,8961 2,85 1,78 8

9 2,9823 2,74 1,81 9

10 2,9029 2,68 1,84 10

11 3,1073 2,73 1,87 11

12 3,1157 2,81 1,95 12

13 3,3532 2,89 1,97 13

14 3,4121 2,96 2,03 14

15 3,0421 3,76 1,82 15

У X 1 1

1 2,0222 3,21 2,09 1

2 2,1899 3,39 2,13 2

3 2,3056 3,45 2,18 3

4 2,4253 3,52 2,22 4

5 2,5648 3,62 2,26 5

6 2,7515 3,79 2,31 6

7 2,8121 3,81 2,33 7

8 3,0125 3,97 2,39 8

9 3,0951 4,01 2,42 9

10 3,2202 4,12 2,39 10

11 3,2688 4,18 2,35 11

12 3,3606 4,32 2,15 12

13 3,3760 4,38 2,17 13

14 3,4423 4,45 2,08 14

15 3,3735 4,52 2,03 15

17.
У X I 1

1 2,1899 3,39 2,13 1

2 2,2490 3,43 2,15 2

3 2,3056 3,45 2,18 3

4 2,4943 3,57 2,24 4

5 2,5648 3,62 2,26 5

6 2,6713 3,74 2,28 6

7 2,9368 3,94 2,36 7

8 3,0125 3,97 2,39 8

9 3,0951 4,01 2,42 9

10 3,2688 4,18 2,35 10

11 3,3077 4,25 2,29 11

12 3,3606 4,32 2,25 12

13 3,4224 4,41 2,15 13

14 3,4423 4,45 2,08 14

15 3,3735 4,52 2,03 15

У X 2 1

1 3,4693 4,27 2,01 1

2 3,4092 4,12 1,93 2

3 3,4138 3,95 1,84 3

4 3,1040 3,51 1,78 4

5 2,9011 3,48 1,75 5

6 2,7612 3,26 1,69 6

7 2,8282 3,02 1,68 7

8 2,8554 2,93 1,69 8

9 2,8066 2,91 1,72 9

10 2,8961 2,85 1,78 10

11 2,9823 2,74 1,81 11

12 3,1073 2,73 1,87 12

13 3,3254 2,81 1,95 13

14 3,3532 2,89 1,97 14

15 3,1040 3,51 1,78 15

18.
У X 2 1

1 3,3532 2,89 1,97 1

2 3,4121 2,96 2,03 2

3 1,7997 3,00 2,01 3

4 1,9640 3,15 2,06 4

5 2,0222 3,21 2,09 5

6 2,1899 3,39 2,13 6

7 2,2490 3,43 2,15 7

8 2,3056 3,45 2,18 8

9 2,4943 3,57 2,24 9

10 2,5648 3,62 2,26 10

11 2,6713 3,74 2,28 11

12 2,7515 3,79 2,31 12

13 2,9368 3,94 2,36 13

14 3,0125 3,97 2,39 14

15 3,0951 4,01 2,42 15



У X 2 (

1 3,4693 4,27 2,01 1

2 3,3252 4,15 1,97 2

3 3,4092 4,12 1,93 3

4 3,4138 3,95 1,84 4

5 3,0421 3,76 1,82 5

6 3,1040 3,51 1,78 6

7 2,7612 3,26 1,69 7

8 2,8282 3,02 1,68 8

9 2,7345 2,97 1,68 9

10 2,9236 2,84 1,75 10

11 2,8961 2,85 1,78 11

12 2,9823 2,74 1,81 12

13 3,1073 2,73 1,87 13

14 3,1157 2,76 1,92 14

15 3,3254 2,81 1,95 15

21.
У X 2 1

1 3,4224 4,41 2,15 1

2 3,4423 4,45 2,08 2

3 3,4693 4,27 2,01 3

4 3,3252 4,15 1,97 4

5 3,1578 4,01 1,89 5

6 3,4138 3,95 1,84 6

7 2,9011 3,48 1,75 7

8 3,0358 3,43 1,72 8

9 2,8282 3,02 1,68 9

10 2,7334 2,97 1,68 10

11 2,8066 2,91 1,72 11

12 2,9236 2,84 1,75 12

13 2,9823 2,74 1,81 13

14 3,1073 2,73 1,87 14

15 3,1157 2,76 1,92 15

У X 2 (

1 2,9368 3,94 2,36 1

2 3,0125 3,97 2,39 2

3 3,0951 4,01 2,42 3

4 3,2688 4,18 2,35 4

5 3,3077 4,25 2,29 5

6 3,3606 4,32 2,25 6

7 3,4224 4,41 2,15 7

8 3,4423 4,45 2,08 8

9 3,3735 4,52 2,03 9

10 3,3252 4,27 2,01 10

11 3,4092 4,12 1,93 11

12 3,1578 4,01 1,89 12

13 2,7345 2,97 1,68 13

14 2,8066 2,91 1,72 14

15 2,9823 2,74 1,81 15

22.
У X 2 1

1 3,3252 4,15 1,97 1

2 3,1578 4,01 1,89 2

3 3,4138 3,95 1,84 3

4 3,1040 3,51 1,78 4

5 3,0358 3,43 1,72 5

6 2,7612 3,26 1,69 6

7 2,7345 2,97 1,68 7

8 2,8066 2,91 1,72 8

9 2,9236 2,84 1,75 9

10 2,8961 2,85 1,78 10

11 2,9029 2,68 1,84 11

12 3,1073 2,73 1,87 12

13 3,3254 2,81 1,95 13

14 3,4121 2,96 0,03 14

15 2,3056 3,45 2,18 15

У X 2 1
1 1,7997 3,00 2,01 1

2 1,9640 3,15 2,06 2

3 2,0222 3,21 2,09 3

4 2,1899 3,39 2,13 4

5 2,3056 3,45 2,18 5

6 2,3643 3,47 2,21 6

7 2,4943 3,57 2,24 7

8 2,5648 3,62 2,26 8

9 2,7515 3,79 2,31 9

10 2,9368 3,94 2,36 10

11 3,0125 3,97 2,39 11

12 3,1459 4,05 2,40 12

13 3,2688 4,18 2,35 13

14 3,3606 4,62 2,25 14

15 3,3760 4,38 2,17 15

25.
У X 2 1

1 2,1190 3,32 2Д1 1

2 2,1899 3,39 2,13 2

3 2,3056 3,45 2,18 3

4 2,3643 3,47 2,21 4

5 2,4943 3,57 2,24 5

6 2,5648 3,62 2,26 6

7 2,7515 3,79 2,31 7

8 2,8121 3,81 2,33 8

9 3,0125 3,97 2,39 9

10 3,0951 4,01 2,42 10

И 3,2202 4,12 2,39 11

12 3,2688 4,18 2,35 12

13 3,3606 4,32 2,25 13

14 3,3760 4,38 2,17 14

15 3,4423 4,45 2,08 15

У X 2 (

1 2,4253 3,52 2,22 1

2 2,5648 3,62 2,26 2

3 2,6713 3,74 2,28 3

4 2,8121 3,81 2,33 4

5 3,0951 4,01 2,42 5

6 3,1459 4,05 2,40 6

7 3,2688 4,18 2,35 7

8 3,3606 4,32 2,25 8

9 3,3760 4,38 2,17 9

10 3,4423 4,45 2,08 10

11 3,3735 4,52 2,03 11

12 3,3252 4,15 1,97 12

13 3,1578 4,01 1,89 13

14 3,0421 3,76 1,82 14

15 3,1040 3,51 1,78 15

26.
У X 2 1

1 2,4253 3,52 2,22 1

2 3,4943 3,57 2,24 2

3 2,5648 3,62 2,26 3

4 2,8121 3,81 2,33 4

5 2,9368 3,94 2,36 5

6 3,0125 3,97 2,39 6

7 3,2688 4,18 2,35 7

8 3,3077 4,25 2,29 8

9 3,3606 4,32 2,25 9

10 3,4224 4,41 2,15 10

11 3,4423 4,45 2,08 11

12 3,3735 4,52 2,03 12

13 3,3252 4,15 1,97 13

14 3,4092 4,12 1,93 14

15 3,1578 4,01 1,89 15



У X 2 1

1 3,4092 4,12 1,93 1

2 3,1578 4,01 1,89 2
3 3,0421 3,76 1,82 3

4 2,9011 3,48 1,75 4

5 3,0358 3,43 1,72 5
6 2,8282 3,02 1,68 6
7 2,7345 2,97 1,68 7

8 2,8066 2,91 1,72 8

9 2,9236 2,84 1,75 9

10 2,9823 2,74 1,81 10
11 2,9029 2,68 1,84 11

12 3,1157 2,76 1,92 12

13 3,3254 2,81 1,95 13
14 3,3532 2,89 1,97 14

15 3,4121 2,96 2,03 15

29.
У X 2 (

1 2,5648 3,62 2,26 1

2 2,6713 3,74 2,28 2

3 2,8121 3,81 2,33 3

4 2,9368 3,94 2,36 4
5 3,0951 4,01 2,42 5

6 3,1459 4,05 2,40 6

7 3,2688 4,18 2,35 7
8 3,3077 4,25 2,39 8
9 3,3760 4,38 2,17 9

10 3,4224 4,41 2,15 10

11 3,3735 4,52 2,03 11

12 3,4693 4,27 2,01 12
13 3,4092 4,12 1,93 13
14 3,1578 4,01 1,89 14
15 3,0421 3,76 1,82 15

У X 2 1

1 3,4138 3,95 1,84 1

2 3,0421 3,76 1,82 2
3 2,9011 3,48 1,75 3
4 3,0358 3,43 1,72 4

5 2,8282 3,02 1,68 5
6 2,7345 2,97 1,68 6
7 2,8066 2,91 1,72 7

8 2,9236 2,84 1,75 8

9 2,9823 2,74 1,81 9

10 2,9029 2,68 1,84 10
11 3,1157 2,76 1,92 11
12 3,3254 2,81 1,95 12

13 3,4121 2,96 2,03 13
14 1,7997 3,00 2,01 14

15 1,9640 3,15 2,06 15

30.
У X 2 (

1 2,1190 3,32 2,11 1

2 2,1899 3,39 2,13 2

3 2,4943 3,57 2,24 3

4 2,5648 3,62 2,26 4

5 2,9368 3,94 2,36 5

6 3,0125 3,97 2,39 6
7 3,2202 4,12 2,39 7

8 3,2688 4,18 2,35 8
9 2,7612 3,26 1,69 9

10 2,8282 3,02 1,68 Ю
11 2,9236 2,84 1,75 11

12 2,8961 2,85 1,78 12
13 3,1073 2,73 1,92 13
14 3,1157 2,76 1,92 14
15 3,3532 2,89 1,97 15

1. Визначити точков1 статистичш ощнки Ро, Р[, Рг> Рз Для па"

раметр1в Р0, Р19 Р2, Рз функцп регресп у, = р0хр,/ 2ерз'.
2. 3 надшшстю у=  0,99 побудувати дов1рчий штервал для 

функцп регресп у, = Р0хР|2Р2еРз'.
3. Обчислити К.



ДОДАТКИДО ТЕОРПЙМОВ1РНОСТЕЙ 
IМАТЕМАТИЧН01 СТАТИСТИКИ

Додаток 1
ВИПАДКОВ1 П РО ЦЕСИ .

М А Р К О В С Ы а ВИПАДКОВ1 ПРО ЦЕСИ ТА ЕЛЕМ ЕН ТИ  
ТЕО РН  М А СО ВО ГО  О БС Л У ГО ВУ ВАН Н Я  (ТМ О)

1. Загальна шформафя
Теор1я випадкових процеав е математичною наукою, що 

вивчае законом1рност1 випадкових подш у Тх динамщь Ця теория 
(за шшою терм1нолопею —  теор]я випадкових функцш) вивчае 
процеси, розвиток яких наперед точно неможливо передбачити. 
Така невизначенють (непередбачувашсть) зумовлена Д1ею випад
кових фактор1в на розвиток процесу.

Математичною моделлю випадкового процесу е  певна функ- 
щ я Х = Д / )  вщ дшсного аргументу I е  Т  (часу), значения якоУ при 
кожному фксованому Т -  I, е  випадковою величиною. Саме по- 
няття випадкового процесу (випадковоУ функщУ) е  узагальнюю- 
чим поняттям випадковоУ величини.

Отже, випадковим процесом Х=Х(1)  називають такий процес, 
коли при будь-якому можливому значенш Т = и випадкова функ- 
щя Х=Х(1,) утворюе випадкову величину.

При 1 = 1, ми дютанемо випадкову величину Х(1) = (х! (/,), 
х2((,), ..., **(/,-), ...), яку називають перер1зом випадкового процесу. 
Чим бшыне перер131в буде розглянуто, тим детальшше уявлення 
ми будемо мати про випадковий процес.

Випадков1 процеси можна класифшувати за тими чи шшими 
ознаками.

Елементарною класифжащею випадкових процес1в е  класифь 
кащя за ознаками часу та стану. Випадковий процес називають 
процесом 13 дискретною змшною часу. Якщо система, в якш вш 
здшснюеться, може змшювати свш стан тшьки в моменти часу
и , к , (к, ■■■, к1льк1сть яких е  обмеженою, або зл1ченною.

Прикладом процеав 13 дискретним часом е: 1. Робота техшчного 
пристрою, який контролюеться в моменти часу 1\, 12, ...; 2. Процес 
роботи ЕОМ, що може змшювати свш стан у моменти часу 1\, (2, ...

Розглядаючи одновим1рний випадковий процес Х(1) у дискре
та! моменти часу 1\, (2, ..., дютаемо послщовшсть випадкових ве
личин Д А ), Х((2),...

*
Додаток до пос1бника: Жлуктенко В. Наконечный С. I. Тсор1я ймов1рностей 1 ма- 

тематична статистика: Навч.-мётод. поЫбник: У 2-х ч. —  Ч. I. 'Геор1я ймов1рностей. —  
К .:К Н ЕУ , 2000, — 304 с.

Якщо експеримент здшснився, то випадковий процес позбав- 
ляеться елемента випадковост11 функщя X = Х(1) набувае певного 
вигляду, тобто X  = Д О  стае невипадковою функщею вщ аргу
менту I. У цьому раз1 X = Х(1) називають реалгзащею випадкового 
процесу.

Отже, реал1защею випадкового процесу Д О  називаеться не- 
випадкова функщя х =х(1), в яку реал1зуеться випадковий процес 
Х=Х(1).

Доходимо висновку, що випадковий процес е множиною реа- 
Л1зац1й XI (0, а саме:

Д О  = х2( [ ) , х к(() ,...).
Множина реал1зац1Й випадкового процесу е базою експеримен- 

ту, на основ! якого можна дютати його характеристики. Загалом 
реал!защю випадкового процесу зображено на рис. 159.

Випадковий процес Д О  називають процесом 1з неперервним 
часом, якщо перехщ системи з одного стану в шший може бути 
здшснений у будь-який можливий момент часу I за певний спо- 
стережуваний перюд. У цьому раз! множина можливих стангв си
стеми е незл1ченною.

Прикладами таких систем е:
1) Д О  —  число в1дказ1в техшчного пристрою вщ початку ро

боти до моменту часу V,
2) число виклиюв, що надшшли в Л1карню швидкоУ допомоги 

до моменту часу I, та ш.
Одновим1рний випадковий процес Д О  називають процесом 13 

неперервним станом, якщо його перер1з у будь-який можливий 
момент часу I утворюе неперервну випадкову величину, а саме: 
множина и значень е незл1ченною.

Аналопчно многом1рний випадковий процес називають про
цесом 13 неперервним станом, якщо в будь-який можливий мо



мент часу I множина його можливих сташв, через який прохо
дить цей процес, е незл1ченною.

Прикладами випадкових процеав 13 неперервним станом е:
1) напруга 11(1) електроживлення обчислювального центру;
2) гиск газу Р(1) в певному резервуар! тощо.
Випадковий процес називають процесом гз дискретным ста

ном , якщо в будь-який можливий момент часу I множина його 
сташв е скшченною, або зл1ченною, що, по суп, одне 1 те саме. 
Його перертз у будь-який можливий момент часу I утворюе дис- 
кретну випадкову величину (у багатовим1рному випадку —  мно- 
жину випадкових величин).

Прикладами таких процессе е:
1) кшькють об’екпв певноУ техшчно'Т системи, яю можуть 

вщмовити в робот1 в певний фжсований момент часу (;
2) кшьюсть пасажир1в, яю проходять через станщю метро в 

певний момент часу I, тощо.

2. Закони розподшу та основы числов! 
характеристики випадкових процеав

Оскшьки за будь-якого можливого значения аргументу I пере- 
р13 випадкового процесу Х(() утворюе випадкову величину, то вона 
мае закон розподшу ймов1рностей, який можна подати функщею 
розподшу ймов1рностей, а саме:

Р(1\х) = Р(Х(1)<х) .  (574)

Функщя розподшу ймов1рностей К(1; х), як бачимо, залежить 
вщ двох аргументе —  1\х.

Ця функщя називаеться одновим1рним законом розподшу ви
падкового процесу Х{1).

Якщо зафжсувати два значения аргументу 1\ 1 (2, то в цьому 
раз! два перер1зи утворюють систему двох випадкових величин 
(Д л ), Х(12)). Функщя розподшу системи буде

Р { ^ 2,хх,х2) = Р ( Х ( 1{ )< х„Х(12) < х 2) . (575)

Отже, функщя розподшу ймов1рностей для двох перер1з1в уже 
залежатиме вщ чотирьох аргументе: 1\, (2, х\, х2.

Теоретично можна необмежено збшьшувати число перер131в 1 
при цьому одержувати все повишу характеристику для випадко
вого процесу Х( 1). Але використовувати на практищ щ характе
ристики, як! залежать вщ багатьох аргуменпв, дуже незручно.

Тому практично бшьше шж два перер!зи використовують рщко.
Для неперервного випадкового процесу Х(1) за ф1ксованого 

значения 1\ закон розподшу ймов1рностей для неперервно'У випад- 
ковоУ величини Х(1\), що утворюе перер1з, можна подати щшьшс- 
тю ймов1рностей/(?!,*), а для двох перер131в закон розподшу си
стеми можна подати щшьнютю ймов1рностей/(/ь 1г',х\,х2) , яку в 
цьому раз1 називають двовымгриою.

На практищ, як правило, застосовуються числов1 характерис
тики випадкових процес1в, що е аналопчними числовим характе
ристикам випадкових величин, а саме: математичне спод1вання, 
дисперс1я, середне квадратичне вщхилення, кореляцшний мо
мент та коеф1щент корелящУ.

На вщмшу вщ числових характеристик випадкових величин, 
як1 е сталими величинами, характеристики випадкових процес1в 
будуть невипадковими функщями УУ аргументе.

Математичным споЫванням випадкового процесу Х(() нази
ваеться невипадкова функщя Мх(1), яка за будь-якого можливого 
значения аргументу I дор1внюе математичному спод1ванню, вщ- 
повщному перер1зу випадкового процесу.

Якщо перер13 випадкового процесу при фжсованому значенш 
I утворюе дискретну випадкову величину з рядом розподшу Х(():

Х\(‘) Х2(1) Х](0 х М

Р\(1) Рг(1) Рз(0 Рк(>)

то
МДО = М(Х(1)) = 1 х ,(0  ■ р,( о . (576)

Тут Х1(0, М О , *з(I),..., хк(() е значениями, яких набувае випад
кова величина Х(1) в перер131 при заданому I, а р\(1), рг(0> Рз(0> •••> 
р к(1)---- В1ДПОВ1ДШ Ум 1МОВ1рНОСТ1.

Якщо перер1з випадкового процесу Х(1) утворюе неперервну 
випадкову величину 31 щшьнютю/(?; х), то

М х(() = \х/(1-,х)<Лх . (577)
—оо

Формули для обчислення шших числових характеристик для 
дискретного 1 неперервного перер1з1в матимуть вигляд:

А ( 0  = 1 ^ ( 0 а ( 0 - л<?(0; (578)

АДО = ] х2/(Г,х )с1х - М 2х(1); (579)
— 00



ст,( о  = л / а д .  (580)

Якщо розглянути два випадков1 процеси Х\(1), Х 2(1), реал1зацЙ 
яких зображеио на рис. 160, 161,

то математичш спод^вання 1 дисперсп \х майже однаковк Але 
якщо випадковий процес Х\(1) мае плавний характер змш своТх 
реал1зац1й, то Х 2(() мае р1зко виражену коливальну структуру та
ких реал1защй. Отже, для випадкового процесу Х\(1) спостерйае- 
ться бшыиа передбачувашсть реал1зацш, шж для випадкового 
процесу Х 2(1).

Так, для випадкового процесу якщо в будь-який момент 
часу I певна реал1защя х\(1) буде бшыдою шж М  ( 0 ,  то з вели
кою ймов1рн1стю можна очшувати, що в наступш моменти часу 
реал1защя х\(1) > М х {1), що не можна стверджувати для випад
кового процесу Хг(/).

Отже, для випадкового процесу Х\(1) с постер наеться тюна 
ймов1рна залежнють м1ж двома перер1зами в моменти часу 1\ 1 (2, 
шж для випадкового процесу Х 2(1).

Оскшьки М1ра лшшноТ залежност1 м1ж двома випадковими ве
личинами визначаеться кореляцшним моментом та коефщ1ентом 
кореляци, то аналогично 1 для випадкових процес1в застосовують 
щ сам1 характеристики.

Кореляцшш моменти для дискретних та неперервних перер1- 
31в певного випадкового процесу Д О  обчислюються за формулами:

к * (* » Ь )  = 1 . 1 . Х № ( Ь ) ’Р9( * Л ) - м л О ' М А * г ) >  (58])Ы\]=\

К х Л * \ А ) =  1 К О 1) • х \ 1 2) / ( / , ,  (2; х ' , х”)<к'с1хп -
—со —со

- М , ( ( г ) М М -  (582)

Отже, К хУ (?,, 12) е невипадковою функщею двох аргумента (\ \ (2. 
К х.х.(1,, (2) зменшуеться 31 збшьшенням р1знищ (2 -  и для випад

кового процесу Х](1) повшьшше, шж для випадкового процесу Х2((). 
При цьому:
1) К ,Х.(1Х, 12) = Кх(1) = Д ( 0  ; при (1=(2 =(;

2) (̂ 1 5 2̂ ) ~ Кху  ((2 > Ч ) >
3) К х.х.(!х, 12) > 0 .
Тюноту лшшноТ залежносп двох перер131в випадкового про

цесу Д О  вим 1рюють нормованою кореляцшною функщею, яка 
дор1внюе

(583)

При цьому:
1) гх(1, 0  = 1 при г, = (2 = г;

2 )  г х (^1 ’  ^2 )  =  Гх (?2  ’ ^1) ’

3)|г,(1„<г) |5 1 .

Приклад 1. Випадкова функщя мае такий вигляд:

У -  X  -е~х‘ ,1> 0 ,

де X  — випадкова величина, що мае закон розподшу 
Ы(а; ст), де а > 0.
Визначити: М у((), В у((), с у(0, Ку(1х,12), гД/,; (2) .

Розв’язання. Випадкова величинах мае загальний нормальний закон 
розподшу 31 значениями параметр1в М(х)  = а > 0, ст(х) = ст.

М у(1) = М ( Х е ' Хх) = е-х,М ( Х ) = ае 

ЯДО = 0(Хе~х‘) = е~х' 0 ( Х )  = ст2е“

а у{1) = р ^ ) = а - е ~ Х1-

К у (/, ,12) = М ( ( Г  -  М(У'))(У" -  М(У’))) =

= М(Хе~х'' -  е-х,‘ М(Х)) (Хе ^  -  М(Х) )  =

= е-щ+,^ М (Х  -  М ( Х ) ) ( Х  -  М ( Х ) )  = е-щ+11)М (Х  -  М ( Х ) ) 2 =

: а 2е~ц'1+'2).



Отже, Ку((1,(2)= а 2е~1(1'+'2).

Оскшьки ст (1Х) = ст ■ е~ц , а  (/2) = е~х'2, то

* ,( / , ; /2) _ а У ^
гу\*1, *г) с т - е ' ^ - а - е " ^

3. Марковсью випадков! процеси.
Ланцюги Маркова

Серед випадкових процеспв, що широко застосовуються для 
створення стохастичних (1мов1рних) моделей, котр1 описують 
процеси функцюнування певиих систем техшчного, економ1чно- 
го, еколопчного та социального профшю, центральне мюце нале- 
жить марковським.

Випадковий процес Х (() називають марковським, якщо за 
будь-якого можливого значения часу I = 1\ значения випадковоТ 
величиии х(^) не залежить вщ того, яких значень ця величина 
набувала для 1<1\, тобто, процес у момент часу 1 = 1\ не залежить 
вщ його поведшки в бшьш ранш момента часу I < 1\.

Марковський процес Х(1) називають однорщиим, якщо зако
номерное^ його поведшки на будь-якому пром1жку часу АТ  не 
залежать вщ розмщенйя цього штервалу на часовш ос1.

Нехай Х(1) —  одиорщний марковський процес 13 обмеженим, 
або зл1ченним, числом можливих сташв / = 0, 1, 2, 3 , п , ...

Якщо аргумент I набувае лише значения 0, 1 ,2 ,  3, ..., то в 
цьому раз! матимемо послщовшсть переход1в х(0) х(1) -»
—̂ х(2) —̂ х(3) —̂ ....

Такий процес послщовностей переход1в називають ланцюгом 
Маркова.

При розробленш теорп ланцюпв Маркова часто дотримують- 
ся шшоТ терм1нолоп1, а саме: розглядаеться певна ф1зична систе
ма 8, яка в кожний момент часу може перебувати в одному з не- 
сумюних сташв А\, Аг, А 3, ..., А*, ... 1 змшювати свш стан лише в 
момента часу 12, /3, ..., 4, ...

Процес переходу систем 5  утворюе ланцюг Маркова, якщо 
ймов1рн1сть перейти в стан в момент часу I (/*< I < 1к+\) зале
жить лише вщ того, в якому сташ система перебувала в момент 
часу Г (4-1 <( ' < (к), 1 не залежить вщ стану системи в бшьш раншш 
момента часу.

1мов1рност1 переходу 31 стану А, в стан А] в момент часу I по- 
значають через ру{1).

Повна ймов1рна картина ВС1Х можливих переход1в систем 13 
одного стану в шший за умови, що число вс1х сташв дор^внюе Ы, 
безпосередньо описуеться матрицею ймов1рностей переходу

> п  (0  Рп( 0  ......  Рш( О"
Рг\ (0 Ргг (О .......  РглДО _ (584)

\Р  (О Рт (0  .......  Р т ( 0 )
Якщо ру{0  не залежить вщ часу, то ланцюг Маркова називають 

однорщним 1 Т0 Д1 Ру(() = ру= сопз! А тому для однорщних ланцюпв 
Маркова матриця ймов1рностей переходу набувае такого вигляду

Г Ри Ра - -  Р\м Л
Рг 1 р22 .... .... р2м (585)

\Рт
Для кожного рядка матриць (584), (585) виконуеться р1внють

1 ^ ( 0  = 1 ^ = 1- (586)
7=1 /=1

Це евщчить про те, що, перебуваючи в будь-якому можли- 
вому сташ Л, у фжсований момент часу I, система обов’язково 
перейде з певною ймов1р- 
И1СТЮ в будь-який 1НШИЙ 
можливий стан А1/ або за- 
лишиться в цьому самому 
сташ. А щ поди е несумш- 
иими й утворюють повну 
трупу.

Матрицю л (585) назива
ють ще матрицею ймов1рнос- 
тей однокрокового переходу 
системи. Якщо позначимо 
множину всIX можливих ста
шв системи через ^  = (соь о>2,
СОз,..., СО,,..., СО/,..., Юлг), ТО ймо- 
В1рн1сть переходу системи 31 
стану со, у стан со7 за два кроки 
можна схематично показати 
на рисунку 162.



Отже, ймов1рн1сть того, що система зможе перейти за два 
кроки 31 стану со, до стану со7, дор1внюватиме:

Рч2) = РпР\1 + Р.гРу + РаРг} + -  + РчРи +... + р тр щ =
N  ________  _____

= Ъ Р л Р ц , д л я /  = 1 ,^ ,у  = 1,ЛГ. (587)
к = 1

Вираз (587) е елементом матрищ тг2, який д!станемо при мно- 
жиш /-го рядка матрищ л  на иу'-й стовпчик.

1мов1рн1сть переходу системи 31 стану со, у стан со, за п кроюв 
обчислюеться за формулою:

Де Р-"]

Р Г  = X РЛР% 
к-\

п
(588)

• елемент матрищ я  .
Матрицю 71 називають и-кроковою матрицею переходу з од

ного стану в 1нший.
1мов1рну картину переходу системи з одного стану в шший 

наочно можна зобразити з допомогою так званих ор1ентованих 
1мов1ртсних графгв, де кожний стан системи показано точкою 
(вершина графа), а можлив1 переходи з цього стану —  ймов1рню- 
ними ребрами. Число сташв на граф1 дор1внюе числу вершин.

Приклад 2. За заданою матрицею ймов1рностей переходу 
деякоТ системи

( 0,1 0,2 0,7Л 
л =  0,3 0,5 0,2 

10,4 0,1 0,5,

побудувати ор1ентований 1мов1рний граф.

Розв’язання. За умовою задач1 система мае три стани соь со2, со3, от
же, граф матиме три вершини. Ймов1рност1 переходу системи з одного

с т а н у  в  ш ш и й  н а в е д е ш  в  к о ж н о м у  
р я д к у  м а т р и щ  71.

1мов1рний граф матиме такий ви- 
гляд (рис. 163).

Використання ймов1рних графив 
можливе лише у тому раз1, коли К1ль- 
юсть стан!в систем е невеликою.

Уже за числа вершин (статв) 10 
1 бшьше рисунок набувае складноУ 
структури.

4. Класиф1кац1я ланцюпв Маркова

Якщо серед можливих сташв систем, що описуе ланцюг Мар
кова, е хоча б один, в якому система залишиться, коли перейде в 
нього на певному крощ функцюнування, то такий ланцюг нази
вають поглинальним ланцюгом Маркова.

Матриця однокрокового переходу для поглинаючоУ системи з 
трьох сташв, наприклад, може мати такий вигляд:

ГОД 0,3 0,5^
0,4 0,2 0,4

1 о  о 1 ,

1мов1рний граф щеТ матрищ зображено на рис. 164.

Рис. 164

Тут соз е поглинаючим станом щеТ системи.
Якщо в кожний можливий стан система може перейти через 

певний штервал часу, то такий ланцюг Маркова, що моделюе цей 
процес, називають циклгчним.

Матриця цикл1чного ланцюга Маркова може мати для випадку 
трьох можливих сташв системи такий вигляд:

ГО 1 0Л 
тг= 0 0 1

и  0 °>
Граф щеТ матрищ буде таким (рис. 165).
Ланцюг Маркова називаеться регулярным, якщо 1снуе таке щле 

число к (к > 0), що перехщ системи з будь-якого можливого стану 
в шший може зд1Йснитися за к кроюв.

Так, наприклад, для чотирьох можливих сташв системи мат
риця однокрокового переходу може мати такий вигляд:



0,2 0,1 0,5 0,2Л 
_ 0,3 0,2 0,1 0,4

0,1 0,5 0,2 0,2
0,4 0,1 0,4 0,1,

Графом для ще'Г матрищ буде рис. 166.

0,2

Циюпчш та ре гул яр ш матрищ називають ергодичними. 
Найширшого використання для розв’язування прикладних за

дач набули регулярш ланцюги Маркова.

5. Регулярж ланцюги Маркова.
Стацюнарт ймов1рносп. 
Матриця вартостей

Для регулярних ланцюпв Маркова було доведено, що незале
жно вщ початкового стану, в якому перебувала система, ймов1р- 
нють перебування и в певному можливому сташ прямуе до деяко'Г 
СТаЛ01 ВеЛИЧИНИ П р и  ЗбьТ Ы П вН Ш  КШЬКОСТ! к р о к 1 в  к.

Тобто, при к -> оо -> Ъ] = сопз1.
1мов1рност1 Ъ] ( / '=1,2 , . . . ,  К) називають стацюнарними.
Отже,

ь 2 . - о

П т я " =  В  =
ъ 2 .-  Ь м

/7—>00
А ь 2 : .. Ь Ы ;

Тут X* = 1, В —  матриця стащонарних 1мов1рностей.
',=1Таким чином, можна зробити висновок: якщо вщом1 л, В 1 при 

цьому Ь = (*,, Ь2, ..., Ьы) , а також задано а = (а„ а2, ..., а„) —  век
тор початкових можливих сташв системи, то виконуються р^вностк

Пшап" = а Птл"  = аВ = Ь.п—>со п—> со
Можна довести, що коли л е регулярною матрицею \ Ъ —  ве

ктор стащонарних 1мов1рностей, то
Ьп = Ь . (589)

I справд1, оскшьки л” -> В , то

Птл" = Пт л ■ л"-1 = л Пт л”"1 = п В ,Л—> СО «—>00 п—>00
бо П тл”' ! = В, Птл" = В .п—>00 п—>со

Отже, маемо
В = п В . (590)

Таким чином, для будь-якого рядка р1вняння (590) виконува- 
тиметься р!вшсть

Ъп = Ъ. (591)
Отже, для визначення стащонарних 1мов1рностей регулярного 

ланцюга Маркова необхщно розв’язати систему р1внянь
Ь =пЬ

(592)

Приклад. Знайти стацюнарт ймов1рност1 для регулярноУ 
матрищ

(0,3 0,1 0,6Л 
п=  0,2 0,5 0,3

V 0,1 0,4 0,5,

Розв’язання. Використовуючи систему (650), дютаемо:

' 0 , 3 0 ,1 0 , 6 Л ( Ь Л ( Ь Л г о , з  * , 0 , 1 * 2 0 , 6 * 3 "

ъ 2 — 0 , 2 0 , 5 0 , 3 ъ 2 ь 2 = 0 , 2 6 , 0 , 5 6 2 0 , 3 * з

\ ^ 3  ) 1 о ,1 0 , 4 0 , 5 , А з  ,
- >  <

А з ) 1 0 , 1 6 , 0 , 4 * 2 0 , 5 * з ,

Ъ \  + ъ 2 +  * 3 = 1 Ъ \  +  Ъ 2 +  Ь з =  1



6 ,  =  0 , 3 6 ,  +  0 , 1 6 2 +  0 , 6 Ь 3 , 

Ъ2 = 0 , 2  6 ,  + 0,5Ь2 + 0 , 3 6 3 , 

6 3 =  0 , 1 6 ,  +  0 , 4 6 2 +  0 , 5 6 3 , 

6 , + Ъ2 + 63 — 1

- 0 , 7 6 ,  +  0 , 1 * 2 +  0 , 6 6 3 =  0 ,  

0 , 2 6 ,  -  0 , 5 6 2 +  0 , 3 6 3 =  0 , 

0 , 1 6 ,  +  0 , 4 6 2 -  0 , 5 6 3 =  0 , 

6, + 62 "^63 — 1.

6 = , тобто 6, =
1

62 =
1

63 =
1

Розв’язуючи одержану систему, маемо:

' Г
3 
1  
з
I

^з,
При переход! системи з одного стану в шший за один крок ТТ 

функцюнування, а також у раз1, коли система залишиться в тому 
самому сташ, в якому вона перебувала, вводиться так званий ко- 
ефщ1ент вартост1 Гу, що шформуе про витрати, яю пов’язаш при 
переход! системи 31 стану со, у стан со, за один крок.

Щоб визначити загальш витрати, яю можна очжувати за п 
крок1в роботи системи, використовуеться матриця вартостей

/
Гп Г\2 ги • г Л■ МЛ'

к  = Г2\ Г22 Г23 • (593)

4 ^ 1 ГИ 2 ги ъ ■ гт  )
Елементи матрищ Я можуть набувати додатних, нульових та 

вщ’емних числових значень. Якщо умовно позначимо через у,(и) 
сумарш витрати тел я  п крок1в переход!в системи, починаючи 13 ю,
стану, тод1 (7(«)) = (у,(и),у2(и), ..., у„(п)) буде вектором сумарних 
витрат за п кроив для кожного з со, сташв (/ = 1, 2,..., АО системи.

Якщо система досягла со; стану, то очжувану винагороду шсля 
вс1х переход1в можна подати як ги + у , ( п - 1), де гу —  винагорода,
яку дютанемо при переход! системи 13 со, стану в со7 стан за один 
крок, а V̂ (п-1)  —  очкувана винагорода, яку матимемо за решту 
п -  1 крок!в.

Ураховуючи те, що ймов1ршсть переходу системи з! стану со, до 
стану со, за один крок дор1внюе р у, то сумарна очкувана вартють 
(винагорода) за п переход!в системи, починаючи 31 стану со,, буде

N  N
У,(п) = Т г9Р„ + 1 .^ (п -1 )р 0

У=1 7=1

або

*,(и) = & + Еуу(и-1)/?„ ,

м

Де = ЪгцРг
7=1

Оскшьки р1вняння (594), (595) виконуеться для вс1х / = 1, N ,  то 
(595) можна записати у векторно-матричнш форм!

у(п) = % + п $ ( п - 1), (596)

тут § ' = (_§•,, § 2, ..., ^ ) , де —  елементи головноТ д 1агонал1 мат
риц! л • К ' ; К' —  транспонована матриця вартостей К.

Компоненти вектора у(п) визначають 13 векторно-матричного
Р1ВНЯННЯ

у ( « )  =  (Е +  Л +  712 +  7Г3 + . . .  +  71(иЧ)) ^  +  71(п)у ( 0 )  , (597)

де Е  —  одинична матриця, у(0) —  вектор винагороди за п = 0
КрОК1В.

Приклад. Фермер придбав новий трактор, який може пе- 
ребувати в одному з трьох несумюних сташв: Ю[ — трак
тор працюе добре, тобто не потребуе жодних втручань, 
пов’язаних 13 витратами; со г — трактор може бути викори- 
станий у робот!, але потребуе др1бного ремонту, який, у 
свою чергу, вимагае певних витрат; со3 — трактор перебу- 
вае в нероботоздатному стат, що вщбиваеться на прибут- 
ках фермера.
Матриця ймов1рностей переходу трактора з одного стану в 
шший за один крок (за 1 мюяць) мае такий вигляд:

7Г =

0,9 0,06 0,04л 
0,3 0,6 0,1
0,2 0,02 0,78

За заданою матрицею вартостей

200 50 -10 
150 40 -2 0  
100 10 -5 0 /

Оцшити ефектившсть роботи трактора за три робочих 
М1СЯЦ1. Елементи матриц! вартостей г0 вим1рюються в 
гривнях.



Розв’язання. 3 р1вняння (597) для п - 3  дютанемо 

у(3) = (Е + л  + л 2 )§ + л3у(0) . 

Визначимо координата вектора §  :
(598)

"0,9 0,06 0,04' "200 150

Оо

(182,6 136,6 ОО О
О Ъ\

лК' = 0,3 0,6 0,1 50 40 10 = 89 67 31
10,2 0,02 0,78^I -  Ю -2 0

о
41 ч 33,2 15,2

оо''!

Таким чином, маемо:
( 182,6 4 

§=  67
1-18,8,

Р:вняння (598) перепишемо в такому вигляд!

|Ч(3)> (] 0 0^ ( 0,9 0,06 0,04' Го,9 0,06 О О 2"( 182,6'
ЫЗ) = 0 1 0 + 0,3 0,6 0,1 + 0,3 0,6 0,1 67

^0 0 V 10,2 0,02 0,78^ ^0,2 0,02 О ОО ,-18,8,

0,9 0,06 0,04
0,3 0,6 0,1
0,2 0,02 0,78

у (0^
0 ->

/ 1о;
(Ч(3)> "182,6' "167,61'' "157,6' "507,8 Г

-> У2 (3) = 67 + 93,1 + 108,5 — 268,6О̂ОО1 23 2 1 43,5 ) V 47,9 ^

Г V, (3)> "507,81'
у2 (3 ) = 268,6

л ( 3 ) , 1 47,9 ,

Таким чином, маемо:

Отже, коли трактор за три мюяц! перейде до стану со 1 (справний), то 
прибуток фермера дор1внюватиме 507 грн. 81 коп.; для стану со2 цей прибу- 
ток становитиме 268 грн. 60 коп. 1 для стану со3 — лише 47 грн. 90 коп.

6. Процес народження I загибел!

Один 13 важливих напрям1в застосування ланцюпв Маркова — 
моделювання процесу народження 1 загибел1 оргашзм1в. Цей 
процес може бути з дискретними або з неперервними змшами 
часу I. Його визначальною умовою е  те, що переходи можлив!

лише в сус1дн1 стани. Сутнють марковського процесу в цьому ра- 
31 полягае в тому, що вш моделюе змши, котр! вщбуваються в ча- 
с1 в певному об’ем1 популяцп, а саме —  змшу числа одиниць пе- 
вного виду оргашзм!в.

Так1 процеси е надзвичайно зручними для математичного мо
делювання, що використовуеться для розв’язання задач теорп 
масового обслуговування (теорп черг).

Для процесу народження 1 загибел1 допустим! лише переходи 
31 стану со* в стани со*-1 або со*+].

Якщо об’ем популяцп дор1внюе к одиниць, то процес популя
цп перебувае в сташ со*.

Перехщ 31 стану со* у стан со*-,-1 вщповщае народженню одини- 
щ виду оргашзму, а перехщ 13 со* в со*_1 —  загибел1 одинищ орга
шзму. Поди народження певного оргашзму та його загибел1 е пе- 
залежними 1 несумюними.

Розглянемо зм1ну популяцп за певний пром1жок часу (I, I + А().
У момент1 часу I + А( процес популяцп перебуватиме у стан! 

со*, якщо здшсниться одна з таких несумюних подш:
1) у момент часу I об’ем популяцп дор1внював к + 1 одиниць 1 

протягом часу (I, I + А() загинула одиниця. Ця под1я вщбуваеться
3 1МОВ1рНЮТЮ

ц*ДГ + а*(Д 0; (599)
2) у момент часу I об’ем популяцп дор1внював к -  1 одиниць, 1 

протягом часу (I, I + Аг) народилась одиниця популяцп. Ця под1я
В1ДбудеТЬСЯ 3 1МОВ1рШСТЮ

ХкА1 + $к(А(); (600)

3) у момент часу I об’ем популяцп дор1внював к одиниць, г 
протягом часу (1, 1 + А1) не вщбулася змша стану, тобто жодна 
одиниця популяцп не народилася 1 не загинула.

1мов1ршсть тако'1 поди дор1внюе
\ - Х кА(-[1кА1 + ук(А1). (601)

Тут Хк, —  штенсивнють вщповщно народження 1 загибел* 
одиниць популяцп за певний пром1жок часу, ссДАг), Р*(А/)> 
у* (АО —  величини несюнченно мал1 бшьш високого порядку 
пор1вняно 13 АI, а саме:

М т Ь М  = 0 , | ш . Ь М  = 0.
д<-»о Д I д/->о Д I Д(->0 Д /

Вищенаведеш переходи можна зобразити графом (рис. 161).



1 -  я* А? -  Д/ + ук (АО

** д? + Р* (ДО ц* дг + а* (ДО
Рис. 167

Процес зм1ни об’ему популяцп в к одиниць можна подати сис
темою р1внянь:

р к ( I  +  А О  =  р к (0 (1  - \ кЫ -  \\.кМ  +  у  к (Д О ) +

+ А ч ( 0 ( М ' + М Л 0 ) + рк+х(1)(\1кМ + а к(М))-, (602)

р 0 ( I +  ДО =  р 0 (0(1 -  К А (  -  ц 0 Д/ +  у 0( Л / ) )  +  р х +  а 0( М ) )  .

При цьому В будь-який момент часу I 1М0 В1рН0 СТ1 можливих 
сташв об ’ему популяцп задовольняють умову нормування

1 а (0  = 1. (603)

Систему р1внянь (660) зводимо до такого вигляду:

Рк (1 +  д 0  -  Р к ( 0  =  ~(Ъ к +  \1к )А ( ■ р к ( 0  +  \1к А ( ■ р к+] ( 0  +

+ ^*а '-Л -1 (0  + ©*(Д0, (604)
Ро (I + ДО -  Ро (0  = -Я,0Д? • р 0 (0  + ц, А1 ■ р х (0  + 0 О (ДО,

де ©А (ДО = р к (0  • ук (Д/) + Л ч  ( 0 . р4 (А() + Рк+1 (,). ^  (д о  5 

©о (ДО = а  (0  • а , (АО + А  (0  • У 0 (ДО 1 при цьому Нт — = О
Д/->0 Д /

И т ® 2 Ш  = 0.
ДГ-+0 Д ^

Роздшивши Л1ву 1 праву частини р!внянь системи (604) на М,
дютанемо:

р к{1 + ДО - р к (О
А(

+ ^кРк-1(0 +

Ро(1 + А ( ) - р 0(1)
А(

-(А.* + ц*).а (0 + ц*а +1(0 + 

0ДДО  
Д* ’

= ~ К ро(0 + ц , а ( 0 +  0 °(А?).
А(

(605)

Переходимо в систем1 (605) до меж1, при Д? —> 0 дютанемо:

Н т  +  АГ) Р к ^  = - ( Х к + ц 4) а ( 0  +  Ц * А + 1 ( 0  +  д/-»о Д?

♦ М ы Ю  + Д ^ Г -  (606)

1 ш м ^ = м  м .
д|-»о д? д»-»о д/

1з (606) дютанемо систему лшшних диференцшних р1внянь

ГРк (О = —''(^Ч + 1̂* ) А  (0  + ^кРк-1 (0  + Ш А+1 (0» (607)
1 ^ ( 0  = -^оЛ (0+Ц 1А (0-

Система (607) описуе динам1ку ймов1ршсного процесу роз- 
множення 1 загибел1 популяцп.

За умови ц* = ц = соп5*, Хк =Х = сопз1 система (607) набувае 
такого вигляду:

Г а  (0 = —я. ■ р 0(1) + цР] (0> (608)
1 р'к (0 = -(Я. + ц) а  (0 + V*-! (О + НА-и (О-

Математична модель (608) застосовуеться в елементарнш тео- 
рп масового обслуговування.

7. Елементи теорм масового 
обслуговування (ТМО)

7.1. Загальна Iнформащя

Як у сфер1 виробництва, так 1 в побуп часто трапляються таю 
неприемш явища, як черга, що являе собою скупчення (яке бувае 
численним) об’екпв (вимог), яю чекають свого обслуговування.

Пщ обслуговуванням об’екта (вимоги) розум1ють виконання 
стосовно нього (неТ) певного комплексу операщй.

Черга може мати мюце у повсякденному жигп: у магазинах до 
кас чи до продавця, у полш пш щ  до лкаря. У виробничш прак- 
тиц1 вона виникае пщ час виробничих процеав, коли накопичую- 
ться детал1, вузли, агрегата, яю потребують обслуговування роб1- 
тником, верстатом-автоматом.

У бшьш складних системах обслуговування черги виникають пщ 
час навантажування чи розвантажування вагошв, р1чних та морських 
суден у портах, обслуговування л п аю в в аеропортах тощо.



Причини, як1 призводять до черг як у сфер1 виробництва, так 1 
в сфер1 обслуговування, мають випадковий характер 1 виникають 
тод1, коли:

1) пропускна здатшсть «приладу» обслуговування (роб1тник, ка- 
сир, верстат-автомат) не задовольняе число вимог, що надходять;

2) об’екти (вимоги) надходять нерегулярно, тобто у випадков1 
момента часу, утворюючи при цьому пуассошвський пот1к;

3) час обслуговування об ’екта (вимоги) не е сталою величи
ною, а випадковою, 1 припускаеться, що вона мае експоненщаль- 
ний закон розподшу ймов1рностей.

7.2. Математична модель 
системи масового обслуговування

Математичною моделлю для найпрост1шоУ системи масового 
обслуговування з одним пуассошвським потоком 1 одним кана
лом обслуговування (одноканальний прилад), час якого мае екс- 
поненщальний закон розподшу ймов1рностей, е система дифере- 
НЦ1ЙНИХ р!внянь (608).

У стацюнарному режим1 (при (->со)  ймов1рност1 вже не за- 
лежать вщ часу

Ит р к(1) = р к , к = 0, 1, 2, 3,.../->оо
р'к(1) = О,к  = 0, 1 ,2 ,3 , . . . .

У цьому раз1 система (608) переходить в однорщну нескшчен- 
ну систему алгебраУчних р1внянь вщносно р к \ мае вигляд:

Го=-хр„ + МЙ>
[О = -(X + р)рк + + \хрш .

А,
Якщо ввести величину р = —, то система (609) набере вигляду:

Ц

пР° =/ Р (610)
(1 + Р)Рк =РРк-1+Рм-

При цьому р < 1.

7.3. Метод розе'язування 
та числов/ характеристики

Для розв’язування системи (610) використовуюгь метод 1мо- 
в1рних тв!рних функщй, а саме:

А ( х ) = ± х кр к . (611)
к=1

Якщо помножити Л1ву 1 праву частини другого р1вняння сис
теми (610) на хк, то дютанемо:

'РР0=Р1> к (612)
(1 + р )хк р к = рхк Рк_\ + Хк р к+\.

Шдсумовуючи л1ву та праву частини системи (612), дютанемо 
функцюнальне р1вняння щодо А(х) такого вигляду.

(1 + р)Дх) + РР0 = РХРо + Р*Д*) + ~  А(х) ->

(1 -  х)р + 1̂ -  ~ | ] Д Х) ~( х ~

р(х -  1)р0 _ Р • х • Ро
' А(х) = ----  ----- 7 ^ 1

р(1 -  х) + 1 -
х

1 -  рх

Таким чином, маемо:

А(х) = ^ - Р  о- (613>
1 -  рх

р
При цьому Д1) = •

Оскшьки А(  1) + ро ~ 1> т0 дютанемо:

——  Ро + Ро = 1 —> Ро = ! - Р -  (614)
1 -р

р називають коефщ1ентом навантаження системи.
Отже, ЙМОВ1рН1СТЬ того, що в систем! будуть В1ДСуТН1 вимоги 

на обслуговування (система не працюе через вщсутнють вимог) 
Р о  залежить вщ коефвдента навантаження системи. 31 збшьшен- 
ням р зменшуеться ро; при р = 1 ро = 0.

Ураховуючи (613), дютанемо:

Д1) = т^ —Ро = - 2 - ( 1 - р )  = Р- 
1 - р  1 - р

Отже, ймов1рн1сть того, що система зайнята обслуговуванням 
вимог/4(1), залежатиме вщ коеф1щента навантаження

Д1) = р . (615)

31 збшыпенням р збшьшуетьсяЛ(1).



Для визначення математичного спод1вання числа вимог у сис
тем! застосовуемо властивост! А(х), а саме:

V 1~Р х)х=1 (1 -  рх)

Огже, маемо:
*=1 1 -р

М  = (616)
1 - р

Середне число вимог у черз1 обчислюеться за формулою

Ь = М - А { \ )  = ̂ — . (617)
1 - р

Середне значения часу очкування вимоги в черз! до початку 
свого обслуговування приладом обчислюеться так:

М
' с = у  (618)

1з формул (617) 1 (618) випливае, що для стабшьност! роботи 
системи необхщне дотримання умови р < 1.

Приклад. Комп’ютер контролюе певний технолопчний 
процес шляхом обробки шформацн, яка надходить вщ 
конвеера, що працюе в автоматичному режимь 1нформа- 
щя, що надходить на комп’ютер, утворюе пуассошвський 
пот1к з штенсивнютю Я = 0,1 с . Час обробки шформацн е 
випадковою величиною, що мае експоненщальний закон 
розподшу ймов1рностей 31 значениям параметра ц = 0,4 с~!. 
У процес1 роботи комп’ютер може вийтц з ладу. Це трап- 
ляеться у випадков1 моменти часу й утворюе пуасошвсь- 
КИЙ П0Т1К з ШТеНСИВНЮТЮ ко = 0,08 с . Вщновлення робо
ти комп’ютера здшснюеться програмним методом, 1 час, 
витрачений на вщновлення, е випадковою величиною з 
експоненщальним законом розподшу ймов1рностей 31 зна
чениям параметра р0 = 0,4 с .
Число шформацн, що надходить для обробки, е випадко- 
вим, 1 при цьому шформащя, що чекае на обслуговування, 
не залишае систему (не губиться).
Необхщно:
1) побудувати математичну модель для щеТ системи в ста- 
цюнарному режиму
2) визначити: М, Ь, 1С;
3) обчислити середне число витрат при робот1 задано! сис
теми, використовуючи формулу:

О = (ё\М0 + §2Ь + ,
(619)

де ^  — вартють одинищ часу простою системи, зумовле- 
ного вщмовою роботи комп’ютера ( ]̂ = 30 грн/хв);

— вартють втрат, як1 пов’язаш з тим, що шформащя 
очкуе черги на обслуговування (%2 ~ 300 грн/хв);

— вартють експлуатацп одного приладу (%ъ -  100 грн/хв);
N0 — число прилад1в у систем1 (Уо = 1);
Т — час роботи системи (Т = 60 хв).

Розв’язання. Позначимо через рк 1мов1рнють того, що в сис
тем! мютиться к вимог шформацн 1 комп’ютер обслуговуе оди- 
ницю шформацн, а через (2к — 1мов1рюсть того, що в систем! М 1- 

ститься к вимог 1 комп’ютер перебувае в сташ налагодження.
ГПсля лквщ ацп несправностей система 31 стану ^к  переходить

у стан рк { к -  0, 1,2, ...).
У стащонарному режим! роботи щеТ системи математична

модель матиме такий вигляд:
1. (Я,0 +к)р0 +Цобо>
2. (А,0 + А, + \ь)рк = РРа+1 + Хрк_ 1 + р0&  ’ (620)
3. (А,0 +Цо)бо = ̂ оРо’
4. (^ 0 +^0 ) 0 к = К Рк  +^Рк-1-

Для розв’язання системи (620) використаемо метод 1мов1рних 
тв!рних функцш.

Упровадимо його в такому вигляд к
А(х) = А1(х) + А2(х) + р 0,

00 I 00 1
де А,(х) = %х р к, А2(х) = 2 >  <2к. 

к=1 к=1 
У систем1 (620) помножимо Л1ву 1 праву частини другого та

четвертого р1внянь на х 1 дютанемо:
1. (Х0 +Х)р0 =ц р 1 + Р02о>
2. (А-о +  X +  Ц.)ркХ = ц р к+1х  + Х р к_}х  +  Р о (2кХ >

3. (А,0 + Ро)бо — ^оРо’
4 .(^0+Цо)бкх = Хпр кх +А-рк_\Х .

У систем! (621) просумуемо перше 1 друге р1вняння, трете 1 
четверте, дютанемо:

(621)

( \ 0 + Ц \  - х )  + р 1̂ -  ^ 4, (х) -  р0 А 2 ( х )  = ( Ц х  - 1) -  Я.0)р 0. 

(Ц1 -  х) + Ро )А2 (х) -  к 0А1 (х) -  А-оРо •
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Розв’язуючи систему функцюнальних р1внянь (622) щодо 
Л](х), А 2( х ) ,  дютанемо:

л / г\ _ ^Но + Я-0Я. + А, (1 — х)р0 /Гооч^ ( х ) -  ------------------------------------------- (623)
ц0ц - - ^ 0Х - ^ ц 0 -А 2(1- х) - Ы  1 - 1 1

А  (х) = ------у--------------- --------------------- ----- — . (624)
М-оМ----- -  Ац0 — А.2 (1 — х) — Ар/1 -

При х = 1 матимемо:

А  0 ) =  РО + Р о Х ^  а  ( , )  = ------- РоР о-----

1 - Р(1 + Ро) 2 '  1 - р(1 + р0)
А, А,0

Д е р =  - ,  Ро =  —  •
И Но

Оскшьки А(\) = Ах(\) +Л2(\) +р0 =\ —  умови нормування, то 
дютанемо:

РО +  Р о) Ро 1
7 ^ ( Г Г м Рл + Т ^ Г 7 м ' ,« + й> “ ' - а , » — <1- р(1 + р „».

Пщставляючир 0 у вираз для А\(\) ,  А2( 1), визначимо:
АО)  = Р —  !мов1рн1сть того, що система зайнята обслугову- 

ванням вимог шформацп;

А  0)  = ------ 1мов1рн1Сть того, що система перебувае у ста-

Н1 налагодження комп’ютера (приладу обслуговування).
М атематичне спод1вання кшькост! вимог шформаци дор1в- 

нюватиме:

М  = А'( 1) = 4(1) + А'2 (1) = Р.+  р ° + р ' Р° С1 +  °0 к
1 - РО +  Ро)

ц0 1
Де сс = — , Кг = -------називають коефщ1ентом готовност1 системи.

М- _1 +  Ро
Беручи числов1 значения параметр1в, дютанемо:

° ’] „ ^0 0,08

Тепер математичне спод1вання дор1внюватиме:
0,25 + 0,2 + 0,25 ■ 0,2(1 +1) _ 0,45 + 0,1 0 §3

1-0,25(1 + 0,2) ’ 1-0,3 ’

= °’55 ‘ ° ’83- = о 652 .
0,7

М  = 0,652 .
Середне число вимог у черз! дор1внюватиме:

Ь = М - А ( \ ) =  М Р +
Ро

Л

1 +  Ро
= 0,652- 0,25 +

0,2 
1 + 0,2

= 0,652 -  (0,25 + 0,167) = 0,652 -  0,42 = 0,205 .

I  = 0,205.

Середне значения часу очжування вимоги у черз! становитиме:

М  0,652 = 1,63 с.

Середне число витрат системи для Т -  60 хв дор1внюватиме:

= (ё\^0 + §2 ^  + ёъ М )Т ■

= (0,5 +1,025 +1,087)360 = 940 грн. 32 коп.

Отже, витрати в середньому становлять 940 грн. 32 коп.

— 1 + 300— 0,205 +100— 0.652 1360 = 
60 60 60

Теоретичн/ запитання до теми г

1. Що називають випадковим процесом?
2. Дати класифжащю випадкових процеав.
3. Що називають реал1защею випадкового процесу?
4. Що називають перер1зом випадкового процесу?
5. Що називають функщею розподшу перер1зу?
6. Функщя розподшу двох перер1з1в.
7. Математичне спод1вання перер1зу випадкового процесу 
Х  = х(1).
8. Дисперсия та середне квадратичне вщхилення перерезу 
випадкового процесу X  = х(1).



9. Що називають кореляцшним моментом для дискретних 
та неперервних перер1з|'в випадкового процесу X  = х(()?
10. Що називають кореляцшною функщею випадкового 
процесу X  = х(()? И властивостг
11. Що називають Марковським процесом?
12. Що називають ланцюгом Маркова?
13.Матриця однокрокового переходу системи мае вигляд
71 =  ...

14. Класифкащя ланцюпв Маркова.
15. Що називають поглинаючим ланцюгом Маркова?
16. Яю ланцюги Маркова називають регулярними?
17. Яю ланцюги Маркова називають ергодичними?
18. Який вигляд мае матриця стащонарних 1мов1рностей?
19. Як знаходять стацюнарт ймов1рност1 для регулярних 
ланцюпв Маркова?
20. Що таке матриця вартостей?
21. Як обчислюються компонента вектора винагороди за п 
кроюв у(й) ?
22. Записати математичну модель процесу розмноження та 
загибел! для к популяцш.
23. Яю мотиви спонукають виникнення черг у сфер1 обслу
говування?
24. Записати математичну модель для найпростшоУ системи 
масового обслуговування у стащонарному режимь
25. Що називають 1мов1рною тв1рною функщею? Властиво- 
ст1 щеУ функцп.
26. Використання ймов!рноУ тв1рноУ функщУ для визначення 
математичного спод1вання.
27. Середне число вимог у систем! обчислюеться за форму
лою...
28. Середнш час очжування вимоги до початку обслугову
вання обчислюеться за формулою...

Задач/ до теми

1. Знайти стацюнарт ймов!рност! для регулярних ланцюпв Марко
ва, що мають матрищ однокрокового переходу системи:

^0,5 0,4 0,1л
а) л = 0,3 0,4 0,3 

0,2 0,1 0,7
б) П-_[ 0,9 0,1 

0,2 0,8

2. Щшьшсть 1мов1рностей випадковоУ функщУ X  = х(1) дор1внюе
(х-а51П/)2

де а, а  — сташ величини.
Знайти: М(х(1)), 0(х(1)).
Шдповгдъ. М{х(1)) = а зш I, 0(х{1)) = а 2.
3. Двовим1рна щшьнють випадковоУ функщУ (випадкового процесу) 

X  = х{1) дор1внюе
!

/ ( х \ ,х2, ,(2) — 2 ПСу2 е

Знайти: М{х(1)), В(х(1)), Кх(1\, (2).
Шдповгдъ. М(х(1)) = 0, 0(х(1)) = а2, Кх{1\, (2) = сГ при = (2,

КЛ!ь  (2) = 0 при ЦФ12.
4. Математичне спод1вання 1 кореляцшну функц’по випадкового 

процесу Х=х{1) задано М(х(1)) =I + 4; Кх(1\ \ 12)= 1\12.
Знайти числов1 характеристики для 7(0 = 5(х(С)+2.
Вгдповгдь. = 5(2 + 20? + 2; В(у{1)) = 25 (2\ Кх{1\, (2) = 25/[212.

5. Дв1 ф1рми пропонують фермерам трактори, яю умовно позначимо 
як трактор ф1рми А \ трактор ф1рми В. Ц1 трактори мають таю ймов^рш 
матриц! однокрокового переходу 31 стану СО] — працюе добре в стан 
а>2 —  трактор потребуе ремонту.

Даш матриц! мають такий вигляд:
ГО,89 0,0 Л  (0,19 0,21

Лл 1,0,82 0,12; ’ в 1,0,72 0,28

Визначити, котрий 13 трактор1в варто купите фермеров!?
Вгдповгдъ. Трактор с|нрми А.
6. Водш така виявив, що коли в!н перебувае в аеропорту, то за одну 

годину простою в1н з 1МОВ1РН1СТЮ 0,6 повезе пасажира на автовокзал, з 
1МОВ1РНЮТЮ 0,3 — на загизничний вокзал 1 з 1мов!ршстю 0,1 залишиться 
на стоянщ. Коли ж вш перебувае бшя зал13ничного вокзалу, то з 1МОВ1- 
ршстю 0,4 повезе пасажира до аеропорту, з 1мовфШСТю 0,3 — на авто
вокзал, з 1МОВ1РНЮТЮ 0,3 — залишиться на стоянщ; коли ж водш така з 
машиною перебувае бшя автовокзалу, то з !мов1ршстю 0,7 повезе па
сажира до зал13ничного вокзалу, з !мов1ршстю 0,25 — до аеропорту, 1 з 
!мов!рн!стю 0,05 —  залишиться на мющ. Середнш прибуток для кож
ного маршруту такий: проУзд за маршрутом аеропорт—вокзал коштуе

/С х,0  = - ?л/2л



10 грн. 30 коп.; аеропорт—загпзничний вокзал — 8 грн. 20 коп. 1 авто
вокзал—зал1зничний вокзал — 9 грн. 50 коп. Записати однокрокову 
ймов)рну матрицю переход1в 1 матрицю вартостей. Визначити очшуваш 
прибутки за чотири робоч! години, якщо у(0) = (ООО) .

Г 0,1 0,3 0,6' ' 0 10,3 8,2^
В1дпов\дъ. л = 0,4 0,3 0,3 , К = 10,3 0 9,5

,0,25 0,7 О О  ̂8,2 9,5 о ;

у(3) =
А 8,01 грн.л 
6,47 грн.
8,7 грн. у

7. Пот1к товарних зал1зничних потяпв, що надходить на сортуваль- 
ний вузол, приймаеться найпростшим з штенсившстю X = 4 потяги за 
одну годину. Обчислити ЙМОВ1РН1СТБ того, що за 1,5 години до зал1зни- 
чного вузла надшде: 1) п’ять потяпв; 2) не бшьше п’яти.

8. На станщю поточного техничного ремонту надходять автомаши- 
ни, як1 утворюють найпростший пот1к 13 параметром X = 0,8 автома- 
шини за годину. У ремонт! бере участь одна бригада робггниюв. Сере- 
днш час ремонту одшеУ автомашини е випадковою величиною, що мае 
експоненщальний закон розподшу з параметром ц = 1,8 автомашини за 
годину. На майданчику ремонтноУ станщУ одночасно може перебувати 
не бшьше як чотири автомашини.

Визначити: 1) 1МОВ1рнють того, що ремонтна станщя простоюватиме 
без роботи; 2) 1мов1ршсть того, що майданчик станщУ буде повшстю 
заповненим; 3) середне число автомашин на ремонтнш станщУ.

В1дпов\дъ. Р0 = 0,6399; Р5 = 0,024; М=  0,7878.

9. Дослщжуеться робота автозаправочноУ станщУ (АЗС), яка мае три 
заправочш колонки. У середньому за кожну хвилину на АЗС надходять 
ДВ1 автомашини. Заправка одшеУ автомашини в середньому тривае чо
тири хвилини. Число автомашин, що можуть перебувати в черз1 для за
правки, практично не обмежене 1 вс1 машини не залишають черги.

Визначити: 1) 1мов1рнють того, що на АЗС буде вщсутня черга;
2) середне число машин у черзц 3) середн1й час оч1кування для авто
машин до початку 1х обслуговування.

Вгдповгдь. Р0 = 0,606\ М=  0,43; / = 0,11 хв.

] х
ТАБЛИЦЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦП ЛАПЛАСА Ф(х) = --- т== \е 2 с!г

-\/271 О

X Ф(х) X Ф(х) X Ф(х) X Ф(х)

0,00 0,0000 0,26 0,1026 0,52 0,1985 0,78 0,2823

0,01 0,0040 0,27 0,1064 0,53 0,2019 0,79 0,2852

0,02 0,0080 0,28 0,1103 0,54 0,2054 0,80 0,2881

0,03 0,0120 0,29 0,1141 0,55 0,2088 0,81 0,2910

0,04 0,0160 0,30 0,1179 0,56 0,2123 0,820 0,2939

0,05 0,0199 0,31 0,1217 0,57 0,2157 0,83 0,2967

0,06 0,0239 0,32 0,1255 0,58 0,2190 0,84 0,2995

0,07 0,0279 0,33 0,1293 0,59 0,2224 0,85 0,3023

0,08 0,0319 0,34 0,1331 0,60 0,2257 0,86 0,3051

0,09 0,0359 0,35 0,1368 0,61 0,2291 0,87 0,3078

0,10 0,0398 0,36 0,1406 0,62 0,2324 0,88 0,3106

0,11 0,0438 0,37 0,1443 0,63 0,2357 0,89 0,3133

0,12 0,0478 0,38 0,1480 0,64 0,2389 0,90 0,3159

0,13 0,0517 0,39 0,1617 0,65 0,2422 0,91 0,3186

0,14 0,8557 0,40 0,1564 0,66 0,2454 0,92 0,3212

0,15 0,0596 0,41 0,1691 0,67 0,2486 0,93 0,3238

0,16 0,0636 0,42 0,1628 0,68 0,2517 0,94 0,3264

0,17 0,0675 0,43 0,1664 0,69 0,2549 0,95 0,3289

0,18 0,0714 0,44 0,1700 0,70 0,2580 0,96 0,3315

0,19 0,0753 0,45 0,1736 0,71 0,2611 0,97 0,3340

0,20 0,0793 0,46 0,1772 0,72 0,2642 0,98 0,3365

0,21 0,0832 0,47 0,1808 0,73 0,2673 0,99 0,3389

0,22 0,0871 0,48 0,1844 0,74 0,2703 1,00 0,3413

0,23 0,0910 0,49 0,1879 0,75 0,2734 1,01 0,3438

0,24 0,0948 0,50 0,1915 0,76 0,2764 1,02 0,3461

0,25 0,0987 0,51 0,1950 0,77 0,2794 1,03 0,3485

* Додатки 2— 8 стосуються вм1щеного в Ц1Й частиш курсу магсматичноУ статистики.



X Ф(х) X ф(х) X Ф{х) X Ф(х)

1,04 0,3508 1,33 0,4082 1,62 0,4474 1,91 0,4719

1,05 0,3531 1,34 0,4099 1,63 0,4484 1,92 0,4726

1,06 0,3554 1,35 0,4115 1,64 0,4495 1,93 0,4732

1,07 0,3577 1,36 0,4131 1,65 0,4505 1,94 0,4738

1,08 0,3599 1,37 0,4147 1,66 0,4515- 1,95 0,4744

1,09 0,3621 1,38 0,4162 1,67 0,4525 1,96 0,4750

1,10 0,3643 1,39 0,4177 1,68 0,4535 1,97 0,4756

1,11 0,3665 1,40 0,4192 1,69 0,4545 1,98 0,4761

1,12 0,3686 1,41 0,4207 1,70 0,4554 1,99 0,4767

1,13 0,3708 1,42 0,4222 1,71 0,4564 2,00 0,4772

1,14 0,3729 1,43 0,4236 1,72 0,4573 2,02 0,4783

1,15 0,3749 1,44 0,4251 1,73 0,4582 2,04 0,4793

1,16 0,3770 1,45 0,4265 1,74 0,4591 2,06 0,4803

1,17 0,3790 1,46 0,4279 1,75 0,4599 2,08 0,4812

1,18 0,3810 1,47 0,4292 1,76 0,4608 2,10 0,4821

1,19 0,3830 1,48 0,4306 1,77 0,4616 2,12 0,4830

1,20 0,3849 1,49 0,4319 1,78 0,4625 2,14 0,4838

1,21 0,3869 1,50 0,4332 1,79 0,4633 2,16 0,4846

1,22 0,3883 1,51 0,4345 1,80 0,4641 2,18 0,4854

1,23 0,3907 1,52 0,4357 1,81 0,4649 2,20 0,4861

1,24 0,3925 1,53 0,4370 1,82 0,4656 2,22 0,4868

1,25 0,3944 1,54 0,4382 1,83 0,4664 2,24 0,4875

1,26 0,3962 1,55 0,4394 1,84 0,4671 2,26 0,4881

1,27 0,3980 1,56 0,4406 1,85 0,4678 2,28 0,4887

1,28 0,3997 1,57 0,4418 1,86 0,4686 2,30 0,4893

1,29 0,4015 1,58 0,4429 1,87 0,4693 2,32 0,4898

1,30 0,4032 1,59 0,4441 1,88 0,4699 2,34 0,4904

1,31 0,4049 1,60 0,4452 1,89 0,4706 2,36 0,4909

1,32 0,4066 1,61 0,4463 1,90 0,4713 2,38 0,4913

X Ф (Х ) X Ф(х) X Ф{х) X Ф(х)

2,40 0,4918 2,60 0,4953 2,80 0,4974 3,20 0,49931

2,42 0,4922 2,62 0,4956 2,82 0,4976 3,40 0,49966

2,44 0,4927 2,64 0,4959 2,84 0,4977 3,60 0,49984

2,46 0,4931 2,66 0,4961 2,86 0,4979 3,80 0,499928

2,48 0,4934 2,68 0,4963 2,90 0,4981 4,00 0,499968

2,50 0,4938 2,70 0,4965 2,92 0,4982 5,00 0,499997

2,52 0,4941 2,72 0,4967 2,94 0,4984

2,54 0,4945 2,74 0,4969 2,96 0,49846

2,56 0,4948 2,76 0,4971 2,98 0,49856

2,58 0,4951 2,78 0,4973 3,00 0,49865 х > 5 0,5
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ЗНАЧЕНИЯ ВЕЛИЧИНИ х,2 ЗАЛЕЖНО В1Д1МОВ1РНОСТ1 Р(%1 > X?)

Число 
ступешв 

свободи, к
^ ( х 2 > х ? )

0,2 0,10 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001
1 1,64 2,7 3,8 5,4 6,6 7,9 9,5 10,83
2 3,22 4,6 6,0 7,8 9,2 11,6 12,4 13,8
3 4,64 6,3 7,8 9,8 11,3 12,8 14,6 16,3
4 6,0 7,8 9,5 11,7 13,3 14,9 16,9 18,5
5 7,3 9,2 11,1 13,4 15,1 16,3 18,9 20,5
6 8,6 10,6 12,6 15,0 16,8 18,6 20,7 22,5
7 9,8 12,0 14,1 16,6 18,5 20,3 22,6 24,3
8 11,0 13,4 15,5 18,2 20,1 21,9 24,3 26,1
9 12,2 14,7 16,9 19,7 21,7 23,6 26,1 27,9
10 13,4 16,0 18,3 21,2 23,2 25,2 27,7 29,6
11 14,6 17,3 19,7 22,6 24,7 26,8 29,4 31,3
12 15,8 18,5 21,0 24,1 26,2 28,3 31,0 32,9
13 17,0 19,8 22,4 25,5 27,7 29,8 32,5 34,5
14 18,2 21,1 23,7 26,9 29,1 31,0 34,0 36,1
15 19,3 22,3 25,0 28,3 30,6 32,5 35,5 37,7
16 20,5 23,5 26,3 29,6 32,0 34,0 37,0 39,2
17 21,6 24,8 27,6 31,0 33,4 35,5 38,5 40,8
18 22,8 26,0 28,9 32,3 34,8 37,0 40,0 42,3
19 23,9 27,3 30,1 33,7 36,2 38,5 41,5 43,8
20 25,0 28,4 31,4 35,0 37,6 40,0 43,0 45,3
21 26,2 29,6 32,7 36,3 38,9 41,5 44,5 46,8
22 27,3 30,8 33,9 38,7 40,3 42,5 46,0 48,3
23 28,4 32,0 35,2 39,0 41,6 44,0 47,5 49,7
24 29,6 33,2 36,4 40,3 43,0 45,5 48,5 51,2
25 30,7 34,4 37,7 41,6 44,3 47,0 50,0 52,6
26 31,8 35,6 38,9 42,9 45,6 48,0 51,5 54,1
27 32,9 36,7 40,1 44,1 47,0 49,5 53,0 55,5
28 34,0 37,9 41,3 45,4 48,3 51,0 54,5 56,9
29 35,1 39,1 42,6 46,7 49,6 52,5 56,0 58,3
30 36,3 40,3 43,8 48,0 50,9 54,0 57,5 59,7

ЗНАЧЕНИЯ ВЕЛИЧИНИ х1 ЗАЛЕЖНО В1Д1МОВ1РНОСТ1 Р(%2 > X?)

Число

свободи,к 0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,70 0,50 0,30

1 0,00016 0,0006 0,0039 0,016 0,064 0,148 0,455 1,07

2 0,020 0,040 0,103 0,211 0,446 0,713 1,386 2,41

3 0,115 0,185 0,352 0,584 1,005 1,424 2,366 3,66

4 0,30 0,43 0,71 1,06 1,65 2,19 3,36 4,9

5 0,55 0,76 1,14 1,61 2,34 3,0 4,35 6,1

6 0,87 1,13 1,63 2,20 3,07 3,83 5,35 7,2

7 1,24 1,56 2,17 2,83 3,82 4,67 6,35 8,4

8 1,65 2,03 2,73 3,49 4,59 5,53 7,34 9,5

9 2,09 2,563 3,32 4,17 5,38 6,39 8,34 10,7

10 2,56 3,06 3,94 4,86 6,18 7,27 9,34 11,8

11 3,1 3,6 4,6 5,6 7,0 8,1 10,3 12,9

12 3,6 4,2 5,2 6,3 7,8 9,0 11,3 14,0

13 4,1 4,8 5,9 7,0 8,6 9,9 12,3 15,1

14 4,7 5,4 6,6 7,8 9,5 10,8 13,3 16,2

15 5,2 6,0 7,3 8,5 10,3 11,7 14,3 17,3

16 5,8 6,6 8,0 9,3 11,2 12,6 15,3 18,4

17 6,4 7,3 В,7 10,1 12,0 13,5 16,3 19,5

18 7,0 7,9 9,4 10,9 12,9 14,4 17,3 20,6

19 7,6 8,6 10,1 11,7 13,7 15,4 18,3 21,7

20 8,3 9,2 10,9 12,4 14,6 16,3 19,3 22,8

21 8,9 9,9 11,6 13,2 15,4 17,2 20,3 23,9

22 9,5 10,6 12,3 14,0 16,3 18,1 21,3 24,9

23 10,2 10,3 13,1 14,8 17,2 19,0 22,3 26,0

24 10,9 12,0 13,8 15,7 18,1 19,9 23,3 27,1

25 11,5 12,7 14,6 16,5 18,9 20,9 24,3 28,1

26 12,2 13,4 15,4 17,3 19,8 21,8 25,3 29,3

27 12,9 14,1 16,2 18,1 20,7 22,7 26,3 30,3

28 13,6 14,8 16.9 18,9 21,6 23,6 27,3 31,4

29 14,3 15,6 17,7 19,8 22,5 24,6 28,3 32,5

30 15,0 16,3 18,5 20,6 23,4 25,5 29,3 33,5



ТАБЛ ИЦЯ  ЗН АЧЕН Ь д  =  д (у ,  п)

п
У

п
У

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999

5 1,37 2,67 5,64 20 0,37 0,58 0,88

6 1,09 2,01 3,88 25 0,32 0,49 0,73

7 0,92 1,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63

8 0,80 1,38 2,42 35 0,26 0,38 0,56

9 0,71 1,20 2,06 40 0,24 0,35 0,50

10 0,65 1,08 1,80 45 0,22 0,32 0,46

11 0,59 0,98 1,60 50 0,21 0,30 0,43

12 0,55 0,90 1,45 60 0,188 0,269 0,38

13 . 0,52 0,83 1,33 70 0,174 0,245 0,34

14 0,48 0,78 1,23 80 0,161 0,226 0,31

15 0,46 0,73 1,15 90 0,151 0,211 0,29

16 0,44 0,70 1,07 100 0,143 0,198 0,27

17 0,42 0,66 1,01 150 0,115 0,160 0,211

18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185

19 0,39 0,60 0,92 250 0,089 0,120 0,162

КРИТИЧН1 ТОЧКИ РОЗПОД1ЛУ СТЬЮДЕНТА (/-РОЗПОД1ЛУ)

Число ступешв Пвень значущосп. а
свободи,к 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001

1 3,08 6,31 12,7 31,82 63,66 127,32 636,62

2 1,89 2,92 4,30 6,97 9,93 14,09 31,60

3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84 7,45 12,94

4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60 5,60 8,61

5 1,48 2,02 2,57 3,37 4,03 4,77 6,86

6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71 4,32 5,96

7 1,42 1,90 2,36 3,00 3,50 4,03 5,41

8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36 3,83 5,04

9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25 3,69 4,78

10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17 3,58 4,59

11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11 3,50 4,44

12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,05 3,43 4,32

13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01 3,37 4,22

14 1,34 1,76 2,14 2,62 2,98 3,33 4,14

15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95 3,29 4,07

16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92 3,25 4,02

17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90 3,22 3,97

18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88 3,20 3,92

19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86 3,17 3,88

20 1,33 1,73 2,09 2,53 2,85 3,15 3,85

21 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83 3,14 3,82

22 1,32 1,72 2,07 2,51 2,82 3,12 3,79

23 1,32 1,71 2,07 2,50 2,81 3,10 3,77

24 1,32 1,71 2,06 2,49 2,80 3,09 3,75

25 1,32 1,71 2,06 2,48 2,79 3,08 3,73

26 1,32 1,71 2,06 2,48 2,78 3,07 3,71

27 1,31 1,70 2,05 2,47 2,77 3,06 3,69

28 1,31 1,70 2,05 2,47 2,76 3,05 3,67

29 1,31 1,70 2,04 2,46 2,76 3,04 3,66

30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75 3,03 3,65

40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70 2,97 3,55

60 1,30 1,67 2,00 2,39 2,66 2,91 3,46

120 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62 2,86 3,37

оо 1,28 1,64 1,96 2,33 2,58 2,81 3,29



КРИТИЧН! ТОЧКИ РОЗПОД1ЛУ ФИЛЕРА (/-РОЗПОДГЛУ)



КРИТИЧН1 ТОЧКИ РОЗГЮД1ЛУ у_г

Число ступешв 
свободи, к

Р1вень значущосп, а

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,999

1 6,6 5,0 3,8 0,0039 0,00098 0,00016

2 9,2 7,4 6,0 0,103 0,051 0,020

3 11,3 9,4 7,8 0,352 0,216 0,115

4 13,3 11,1 9,5 0,711 0,484 0,297

5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 0,554

6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872

7 18,5 16,0 14,1 2,17 1,69 1,24

8 20,1 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65

9 21,7 19,0 16,9 3,33 2,70 2,09

10 23,2 20,5 18,3 3,94 3,25 2,56

11 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05

12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57

13 27,7 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11

14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66

15 30,6 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23

16 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81

17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41

18 34,8 31,5 28,9 9,39 8,23 7,01

19 36,2 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63

20 37,6 34,2 31,4 10,9 9,59 8,26

21 38.9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90

22 40,3 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54

23 41,6 38,1 35,2 13,1 11,7 10,2

24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9

25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5

26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2

27 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9

28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6

29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3

30 60,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0
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