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Вступ

Навчальний посібник написаний на основі курсу лекцій, 

які автори читали протягом багатьох років на перших кур

сах інженерно-технічних спеціальностей НУ ’’Львівська політех

ніка-’ , і містить викладення лінійної алгебри та аналітичної гео

метрії в обсязі програми цього курсу.

Викладення лінійної алгебри починається з вивчення ма

триць і визначників, причому визначник n-го порядку вводиться 

через визначник (п — 1 )-го порядку за допомогою розкладу за 

першим рядком.

Описуючи лінійні системи, ми знайомимо читача не лише із 

звичайною, але і з матричною формою запису системи та ма

тричним способом розв’язування систем і правилом Крамера. 

Розглядається загальна теорія систем лінійних рівнянь, дово

диться теорема Кронекера-Капеллі й досліджується зв’язок ро

зв’язків однорідної та неоднорідної систем рівнянь.

Досить детально викладається векторна алгебра. Вводиться 

поняття лінійної залежності векторів і на його основі встано

влюється можливість однозначного розкладу вектора за бази

сом. Відрізняється від загальноприйнятого доведення розподіль

ної властивості векторного добутку.

Розглядаються також основні розділи лінійної алгебри: ліній

ні та евклідові простори, лінійні оператори, ортогональні пере

творення, спряжені оператори, квадратичні форми і зведення їх 

до канонічного вигляду.

Викладаючи аналітичну геометрію, ми ділимо її на дві части

ни: аналітичну геометрію на площині, де досліджуються плоскі 

геометричні форми засобами векторної алгебри й методу коор

динат, та аналітичну геометрію в просторі, в якій характеризу

ються просторові геометричні форми.

Загальна теорія ліній другого порядку, яка займає централь

не місце в традиційних курсах аналітичної геометрії, увійшла в 

розділ, який присвячений лінійній алгебрі як застосуванню те

орії квадратичних форм.

РОЗДІЛ 1

Матриці та визначники

§ 1. М АТРИЦІ ТА ДІЇ НАД НИМИ

1. Визначення матриці. Окрем і види матриць

Означення 1.1 Матрицею розмірів т  на п називається сукуп

ність т  ■ п чисел, які розміщені у вигляді прямокутної таблиці,, 

що містить т  рядків і п стовпців.

Ми будемо записувати матрицю у вигляді

а,ц «12 О in

А =
021 «22 02п

Оті От2 от(г

або скорочено

А =  ||оу||, (і =  Т~т; j  =  І ~п) ; а також А =  ||αυ-||?ί1,η.

Числа ау1, які утворюють дану матрицю, називаються її еле

ментами. Перший індекс елемента вказує номер рядка, а другий

— номер стовпця, на перетині яких знаходиться даний елемент.

Якщо дві матриці мають однакову кількість рядків і стовпців, 

то вони називаються матрицями однакового розміру.

Для матриць однакового розміру встановлюється поняття їх 

рівності: якщо А =  ||α̂ ||, В =  ||Ьу||, то рівність А — В  означає,

що aij =  bij при всіх і, j.
Матриця, яка складається з одного рядка, називається одно

рядковою матрицею, або вектор-рядком. Матриця, що має один 

стовпець називається, одностовпцевою або вектор-стовпцем.

1 Елементами матриці можуть бути не тільки числа, а й деякі інші величи

ни, наприклад, функції



Матриця, яка складається з одного числа, ототожнюється 

з цим числом, тобто будь-яке число можна розглядати як ма

трицю, що має один рядок і один стовпець.

Матрицю, всі елементи якої дорівнюють нулеві, називають 

нульовою матрицею і позначають через О.

Якщо кількість рядків матриці дорівнює кількості стовпців, 

то матриця називається квадратною. Квадратну матрицю, яка 

складається з п рядків і п стовпців, називають матрицею гг-го 

порядку і позначають А =  ||α̂ ||„.

Сукупність елементів квадратної матриці, які розташовані 

на лінії, що сполучає лівий верхній кут з правим нижнім, нази

вається головною діагоналлю.

Квадратні матриці, у яких відмінні від нуля лише елементи 

головної діагоналі, називаються діагональними матрицями і за

писуються так:

А =

а\і

0

0 .
«22 о 

о

«11 0

0 0 . &пп
0 О-ПП

— d ia g  (йц, 022, · · · 7 «rm) ·

Якщо всі елементи ац діагональної матриці дорівнюють один 

одному, то матриця називається скалярною. Вона має вигляд:

А

а 0

=
0 а

0 0

О

О
а 0

0 а

Якщо а =  1 , то скалярна матриця називається одиничною і 

позначається буквою Е. Іноді для запису елементів одиничної 

матриці використовують символ Кронекера:

{ і
якщо г =  ], 

якщо і ф j,

Тоді Е  =  ||<у|.

Квадратна матриця називається трикутною, якщо всі еле

менти, що знаходяться вище (або нижче) від головної діагоналі, 

дорівнюють нулеві.

Зокрема, матриця

Ьп Ьп ■ • Ь1п

В =
0 Ь‘22 ■■ hn

0 0 . 0тт

називається правою, або верхньою трикутною матрицею, а ма

триця

С11 0 .. . 0

с  = <>21 С'22 . 0
. . . .  і

сп ] ('п2 ('ті 1
називається лівою, або нижньою трикутною матрицею.

2. Транспонування матриць

Матриця Ат — \Iajj \| називається транспонованою щодо ма

триці А =  ||α̂ ||, якщо її елементи а],. =  а]г. Операція переведення 

матриці А в її транспоновану Ат називається транспонуванням. 

Отже, транспонування матриці — це переміна місцями рядків і 

стовпців зі збереженням їх нумерації.

Якщо А =  Ат, то матриця А називається симетричною. На

приклад, матриця

2 1 3

1 - 2 4

3 4 0

симетрична.

3. Лінійні операції над матрицями

До лінійних операцій над матрицями належить їх додавання 

і множення матриці на число.

Нехай матриці А =  ||α̂|| і В  =  ||δ̂·|| однакового розміру. 

Сум ою  двох матриць А та В  називається матриця Ο 

Ι І Сц j І, елементи яко ї дорівнюють сумі відповідних елементів



матриць А і В , тобто

«її + Ь\\ «12 + Ь\2 a in + bin

с  =  А + В =
«21 + &21 «22 + h? «2η + fr-2n

«ті + Ьгп\ «m2 "H bfn2 «ш  Η- Ь1пп

Добутком матриці А =  ||%|| на число «  називається ма

триця, елементи яко ї отримуються із відповідних елементів 

матриці А множенням на число а:

««11 ««12 · ««In

А =
сга2і «СІ22 «« 2п

СУ «ті ««m2

• · г ·

««тгг

Матриця (—1)А =  —.4 є протилежною до матриці А. Вона має 

ту властивість, що А + (—.4) =  О.

Сума матриць А і —В  називається різницею матриць А і В  

та позначається А — В.

Легко перевірити, що операції додавання матриць і множення 

на число мають такі властивості:

1 . А + В  — В  + А\

2 . А + (В + С) =  {А + В) + С;

3. А + 0  =  А ;

4.

ОII+

5. а(А  + В) =  аА  + «В;

6 . (« + β)Α =  «.4 + βΑ;

7. α(βΑ) =  (αβ)Α ;

8 .

ι II ib
.

4. М нож ення матриць

Добуток А ■ В  матриці А на матрицю В  визначається тільки 

за умови, що кількість стовпців матриці А дорівнює кількості 

рядків матриці В.

Нехай дані матриця А розміру τη χ п і матриця В  розміру пхр:

де і — 1 , га; j  =  1 , п; к =  1 ,р.

Добутком А В  матриць А — ||ay 11 та В  — \\bjk\\, записаних 

у визначеній послідовності (Д —  перша, В  —  друга), нази

вається матриця С =  \\сгк\\, елементи сік яко ї визначаються  

за таким співвідношенням:

<‘г к  =  ( l - i l b l k  +  O j - J b k  +  ' ‘ ‘ +  « m Ь п к :

де і =  1 , тщ к =  1 ,р.

Отже, елементи матриці-добутку визначаються так: елемент 

сік, що знаходиться на перетині і-го рядка і А:-го стовпця матриці 

С, дорівнює сумі добутків елементів г-го рядка матриці .4 на від

повідні елементи к-то стовпця матриці В.

Відзначимо, що добуток двох прямокутних матриць це пря

мокутна матриця, кількість рядків якої дорівнює кількості ряд

ків першої матриці, а кількість стовпців дорівнює кількості сто

впців другої матриці.

Наприклад, якщо

2 - 1

A = 0 3 , в  =

1 0

4

2
о

0

- 2

1

то добутком А · В  цих матриць буде матриця

2·3+(-1)·5 2·4+(—1)·2 2·5+(—1)·0 2 ·(—2 ) + ( —1)·1

с= 0 · 3 + 3 · 5 0 · 4 + 3 · 2 0 · 5 + 3 · 0 0 · (- 2 ) + 3-1

1 -3 + 0-5 1 -4 + 0-2 1 · 5 + 0 - 0 1 · (- 2 ) + 0 - 1

1 6 10 -5
15 6 0 3

3 4 5 - 2

З  означення добутку матриць зрозуміло, що з можливості 

множення матриці А на В  не випливає можливість множення В  

на А. Так, в розглянутому прикладі не можна утворити добуток 

В  -А, тому що кількість стовпців матриці В  не дорівнює кількості 

рядків матриці А.

Добутки АВ  і В  А одночасно існують, якщо А і В  квадратні 

матриці одного і того ж порядку.



Відзначимо ще одну важливу властивість: множення матриць 

не комутативне. Це означає, що для довільних матриць А і В 

порядку п > 1

АВ ф В  А.

Наведемо приклад. Нехай 

.4 =
-1

0

Тоді

АВ
1 -З 

4 0

В  =

ВА

2 0 

1 З

2 - 2  
7 -1

Проте для матриць А та В  можливо, що А ■ В  =  В ■ А. 

Такі матриці назвемо переставними. Наприклад, матриці Е  і 

О переставні з будь-якою матрицею того ж порядку. Маємо 

Е ■ А =  А ■ Е  =  А, О ■ А =  А ■ О =  О. Це означає, що одинич

на матриця Е  і нульова матриця О з усіх квадратних матриць

даного порядку відіграють в операції множення таку ж роль, як 

одиниця чи нуль у множенні чисел.

Множення матриць має такі властивості:

1 . А ■ (В ■ С) =  (А ■ В) ■ С;

2. а(АВ) = (а А) В  = А (аВ );

3. С(А + В) =  СА + С В :

4. (4 4- В )С  = АС + ВС,

де .4, В , С  — матриці, а а  — число.

При цьому ми припускаємо, що всі написані добутки матриць 

визначені,

Перевіримо першу властивість. Для цього ознайомимось спо

чатку зі скороченим записом сум та їх властивостями.

Скорочене позначення сум. У математиці часто трапляєть

ся сума великої (але скінченної) кількості доданків а\ + о2 4--- l·

ап, які відрізняються між собою тільки індексами. Для спрощен-
71

ня запису такої суми використовується символ ^3 , після якого
*=1

стоїть деякий вираз зі змінним індексом к. Такий символ означає

?; 1. МАТРИЦІ ТА Дії НАД НИМИ

суму таких виразів для всіх значень індексу к від 1 до п. Напри-
71

клад, символ вигляду ^  ак із змінним індексом А; (читається так:
к=  J

"’сума за к від 1 до п”) скорочено позначає таку суму:

ТІ

У"] fiА: =  а 1 + «2 + ' ' ' 4- (1п ■ 
к = 1

п  п
Зауважимо, що вираз ^  ак означає тс саме, що й а,, тобто

к ■ І ■ і=1 

змінний індекс можна позначати довільною буквою.

Додаючи елементи з подвійними індексами, суми досить ча

сто скорочено позначають так:

г п  ті т

=  ( О і 1 + Д » 2 +  · ' ' + а і п )  =  ( « 1 1 + 0 1 2 +  ' ' ' +А і „ . )  ~Г

г=1 к — 1 г=1

+ (θ2ΐ4-ίί22+ · ' · 4-θ2η) + ' ’ ‘ + (rt7nl +0„,2+ · · * +Пт„ ) .

Ті 71 71
якщо гп = п, то вираз ^  агк часто записують коротко ^  а,А..

г=1 к —\ і,к=\

Всі ці види скорочених позначень сум мають прості власти

вості, які випливають з відомих властивостей додавання, а саме:
11 71

1 . Σ αα , =  с Σ  о,- 
і=\ і — 1

бо спільний множник можна виносити за знак суми:
ТІ 7П 71

2 · Σ  аг =  Σ  «і + Σ  т  < п·,
і — 1 г=  1 ϊ= τη+ \

оскільки для додавання справедливий асоціативний закон;
ТП 71 71 Г77

з■ Σ  Σ  = Σ  Σ  «7*,
г=1 А;=1 к =  1 г=1

тому що для додавання справедливий комутативний закон;

4· Σ (Ω7 + Ьі) =  Σ  °г + Σ
г=1 г=і г=1

на підставі одночасного застосування законів асоціативності та 

комутативності додавання.

Доведемо тепер першу властивість (асоціативність) операції 

множення матриць, тобто рівність (АВ)С  =  А(ВС).

Нехай А — ||0 ij||m,7i) В  =  С  =  ІМІр.г·



п
Позначимо АВ — G =  IfelL.p, де =  Σ  (k3b3k· Тоді елемент

3= 1

добутку (Αβ)ί7 =  GC  має вигляд

Р р  /  п  \

^ ' Qik̂ks ^  ̂ i ^  ̂&ijbjk J Cfcs- (1-і)
fc=l k = l  \ j = 1 /

Аналогічно вводячи позначення В С  = H  =  ||/ijs||n)r отримаємо 
р

hjs =  Σ  bjkCks і елемент добутку А(ВС) =  АН  матиме вигляд 
к= 1

η  п  /  р  \

'У , Oi'jhjs =  )   ̂(ijj i bjkCks j · (1-2 )
j = l  j = 1 \ A : = 1  /

Суми (1.1) і (1.2) відрізняються лише послідовністю додавання 

і тому рівні. Отже, (А В)С  = А (ВС ), тобто асоціативність мно

ження доведена.

Доведення інших властивостей операції множення матриць 

пропонуємо як самостійну вправу.

Існує таке правило транспонування добутку двох матриць:

(.АВ)Т =  В ТАТ.

Справді, елемент добутку матриць А і В

ТІ

Сік ^  ^ « i j b j k  ■

3=1

Тоді
п  п  п

Сг к  =  Ск і  =  'У  '  a k j b r , =  b j i C l k j =  ^  ; ^ i :j a j k '

3=1 J = 1  J = 1

а цей вираз є елементом добутку В тАт.

§ 2. ВИЗНАЧНИК МАТРИЦІ. В Л А С Т И В О 
СТІ ВИЗНАЧНИКІВ І СПОСОБИ ОБЧИ
СЛЕННЯ

1. Визначник матриці

Визначник, або детермінант квадратної матриці це чи

сло, яке ставиться у відповідність матриці і може бути виражене 

через її елементи. Визначник матриці А будемо позначати detA 

або |Д|:

Оц а і2 ··· «ш

«21 «22 ■ · ■ «2п

«пі «п2 (1ΊΙ

Означення 1.2 Детермінантом матриці А = ||«,у|| п-го порядку 

(п > 1 ) називається число

(2А)

k= 1

де Mik — детермінант матриці порядку п — 1 , утвореної з ма

триці А викреслюванням першого рядка і k-го стовпця.

Число М\к називається мінором  елемента оц: матриці А.

Матриця порядку 1 складається з одного числа і її детер

мінант вважається таким, що дорівнює цьому числу.

Застосуємо введене означення визначника до матриць 2-го і 

3-го порядків. Для матриці

А =
«її «12

«21 «22

маємо Ми =  «22- Му2 =  «21· Тому її визначник

L4!
« 1 1  «1 2  

« 2 1  « 2 2
«1 1  « 2 2  —  « 12«21  ·

Для матриці третього порядку

«11 «12 «13

А = «21 «22 «23

31 «32 «33



det А =  У ( - 1 ) к+1а ікМ1к,

к= 1

«22 «23
, м 12 =

«21 «23 , М\з — «21 «22

«32 «33 «31 «33 «31 «32

«22 «23 «21 «23
+ «13

«21 «22 !
— «12

«32 «33 «31 «33 «31 «32 І

де Ми = 

Значить.

detA =  аи

=  «11«22«33 + «12«23«31 + «13«21 «32 _  «13«22«31 ~  «11«23«32 — «12°21«33·

Мінором Mij елемента матриці А називається детермінант 

матриці, утвореної з матриці А викреслюванням г-го рядка та 

j-ro стовпця, тобто

М υ

«11 « lj-1 « lj+1 «ln

«21 0'2j—l «2j+l «2n

«і — 11 ■ «i-lj-l «г — 1 j+1 «г—ln

«г+11 «г-f- lj — 1 «i+lj+l «i+ln

«η 1 «717 — 1 O-nj+1 «777/

Алгебраїчним доповненням Агз елемента агз матриці А нази

вається добуток (— 1 де Mij — мінор елемента atJ.

Отже, детермінант матриці — це число, яке дорівнює сумі 

добутків елементів першого рядка на їх алгебраїчні доповнення 

2, тобто

detA =  У ^ац А ц . (2.2)
к= 1

Отже, детермінант матриці 3-го порядку визначається таким 

способом:

detA =  ОцАц + « 12-4 і2 + «13 -̂4.13-

2Якщо елементи aij не числа, а деякі інші величини, наприклад, функції, то 
і визначник — функція. Правила знаходження визначника в цьому випадку є 
такими ж, що і для числових матриць.

Покажемо на прикладі визначника 3-го порядку, що

П

detA =  аікАік, і -  1, п. 

к-1

Справді

detA =  ОцАц + Оі2 А і2 + ОіЗ-4із =

=  «11 («22«33 — «23«3г) — «12(«21«33 ~ «23«3і) +

+ «13 («21 «32 ~ «22«31) =  «11«22«33 — «11 «23«32 —

— Оі2«21 «33 + «12«23«31 + ОіЗ«21«32 — «13«22«31 ==

— «21 («13«32 ~ «12«3з) + «22(«11 «33 ~ «13«3і) +

+ «23 («12«31 ~ «11«32) =  —«2і(«12«33 — «13«32) +

+ «22 («11 «33 — «13«31) ~ «23 («11 «32 — «12«31) =

(2.3)

-«2 1
«12

«32

«13

«33
+ «22

«11

«31

«13

«33
«23

«11

«31

«12

«32«32 «33 І «31 «33 «31 «32

«21 М'2і + «22 М22 — 0,23М23 =  «21 Аг 1 + «22А22 + «23А23·

2. Властивості визначників

Доведемо властивості визначників для матриць другого по

рядку.

1°. При транспонуванні матриці значення її визначника не 

змінюється:

detA =  detAT.

Нехай

A =
«11 «12

«21 «22·

Тоді

detAT = — ОцЙ22 — « 12«21 — detA.
« 1 1  « 2 1  

«1 2  « 2 2 ·

Внаслідок цієї властивості всі твердження, які будуть дове

дені далі, однаково справедливі як для рядків, так і для стовпців 

матриці.

2°. При перестановці двох рядків (стовпців) матриці знак її 

визначника змінюється на протилежний, а його абсолютне зна

чення не змінюється. .і л-



Справді,

«2 1  «2 2  
ац а і2

— «12021 - Оііа22 — — (θιιθ22 — «12«2і) — —
о 11 «12

«21 0 22

3°. Визначник матриці, що має два однакові рядки (стовпці), 

дорівнює нулю.

Справді, якщо поміняти місцями ці два однакові рядки (стовп

ці), то визначник не зміниться. З  іншого боку, після перестановки 

двох рядків (стовпців) визначник змінює знак. Отже, маємо

detA =  — detA

Звідси випливає, що

detA =  0 .

4°. Якщо всі елементи будь-якого рядка (стовпця) визначника 

помножити на одне і те ж  число т , то визначник помножиться 

на це число.

т а п αχ2 

ma2i «22
т ац а і2 — шаі2о2і — ш(аца22 ~~ « і2«2і) —

т
«11 Οχ2 

021 0 22

Цю властивість інколи формулюють так: якщо всі елементи 

деякого рядка (стовпця) визначника мають спільний множник 

т , то його можна винести за знак визначника.

5°. Якщо всі елементи деякого рядка (стовпця) визначника 

дорівнюють нулю, то визначник дорівнює нулю.

Ця властивість випливає з рівності (2.3).

6 °. Якщо кожен елемент деякого рядка (стовпця) визначника 

є сумою двох доданків, то визначник можна подати у вигляді 

суми двох визначників за формулою

а 11 + «11 

«21 “ t-  «21

«12
«22

*11

Х21

«1 2

022
+

а
0 12 

«22

Доводиться перевіркою.

7°. Визначник не зміниться, якщо до елементів деякого рядка 

(стовпця) додати елементи іншого рядка (стовпця), помножені на 

деяке число.

ац  + а а 2і Оі2 + а « 22 _  1 «12
+

а а 2і ОМ 22

«21 022 1 «21 «22 «21 «22

«11

021

«1 2

«22
+ а

«21 «22 _  Оп а 12

«21 022 «21 022

8 °. Сума добутків елементів деякого рядка (стовпця) на їх ал

гебраїчні доповнення дорівнює визначнику, а сума добутків еле

ментів деякого рядка (стовпця) на алгебраїчні доповнення еле

ментів іншого рядка (стовпця) дорівнює нулю, тобто

Σ
к=1

(2.4)

Якщо і =  j ,  то формула (2.4) збігається з формулою (2.3). 

Якщо і ф j , то розглянемо матрицю А', яку отримуємо з матриці 

А заміною г-го рядка j-м, залишаючи j -й рядок без зміни. Тоді 

матриця А! має два однакові рядки, а тому її визначник дорівнює 

нулеві. Ліва частина (2.4) є розкладом визначника за рядком з 

номером і. Звідси і випливає потрібна нам рівність.

9°. Визначник добутку двох квадратних матриць дорівнює 

добуткові визначників цих матриць.

det,(AB) =  detAdetB.

Нехай

det (АБ) =

х

+

А = «11 012 , в  = Ьи Ь\2

«21 «22 Ь2\ Ь22

« 11^11 + « 12^21 « 11^12 + « 12^22 

«21^11 + «22 ̂ 21 «21^12 + «22^22 

(«11&11 + « 12&21 )(«21&12 + «22&2г) — («11^12 + « 12^22) х 

(«21 ̂ 11 + «22^21) — «11^11«21^12 ~Ь «11^11«22^22 + 

«12^21«21^12 + « 12^21«22^22 — «11^12«21^11 ~~

«11^12«22^21 — «12^22«21^11 ~~ «12^22«22^21 =  

«11«22(^11^22 ~ ^12^21) — «12«21 (^11^22 — &12^2і) =  

(«и«22 — «і2«2і) (^іі^22 — ^12^21) =  det А · det-B.



3. Деякі методи обчислення визначників

1. Перетворення в нуль усіх елементів рядка (стовпця), крім 

одного.

Властивості 7 і 8 дають можливість перетворити в нуль усі 

елементи рядка (стовпця), крім одного, і тим самим звести обчи

слення визначника n-го порядку до визначника (п—1 )-го порядку

і т.д.

Приклад 2.1
Обчислити визначник четвертого порядку

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2  3

< Додамо до другого рядка перший, помножений на 

третього — перший, помножений на —3, а до четвертого 

ший, помножений на —4. Отримаємо

-2 ; до 

пер-

1 2 3 4

Δ  =
0 - 1 - 2 -7

0 _ 2 - 8 - 1 0

0 -7 - 1 0 -13

Тепер розкладемо визначник за елементі

- 1 - 2 -7

Δ  = 1 · - 2 - 8 - 1 0

-7 - 1 0 -13

Винесемо спільний множник елементів другого рядка і дру

гого стовпця:

Δ = (-2) · (-2)
-1 1 

1 - 2
-7 5

-7

5

-13

У  новому визначнику легко отримати нулі в першому стовп

ці. Додамо перший рядок до другого, а до третього — перший,

помножений на —7. Тоді визначник набере вигляд:

- 1 1 -7

> II 0 - 1 - 2

0 - 2 36

Розклавши визначник за елементами першого стовпця, отри

маємо:

Δ  =  4 · (—1)
-1 -2 

-2 36
-4 · (-36 - 4) =  160. ►

2. Метод зведення до трикутного вигляду

Цей метод полягає в перетворенні визначника до такого ви

гляду, коли всі елементи, що розміщені по один бік від головної 

діагоналі, дорівнюють нулю. Отриманий так трикутний визнач

ник дорівнює добуткові елементів головної діагоналі.

Справді, нехай

«11 «12 · «1 п

Δ η =
0 «22 ■ «2 п

0 0  . а пп

Розкладемо даний визначник за елементами першого стовп

ця. Отримаємо, що він дорівнює добуткові елемента ац на три

кутний визначник (п — 1 )-го порядку

де

А п  = «π · Δ η_ι,

«22 «23 «2п

Δ η_ і —
0 «33 «3 п

0 0  . . . «пп

Розкладемо визначник Δ„_ι знову за елементами першого 

стовпця. Одержимо

Δ η_ι =  α22Δ„_2,



де Δη- 2 — трикутний визначник (п—2)-го порядку. Продовжуємо 

цей процес доти, доки не одержимо визначника першого порядку 

(числа ап ). Тоді матимемо, що

Δ п «11 «22 · · - «ηη·

• Приклад 2.2

Обчислити визначник п’ятого порядку

Δ =

2
0

-2
-2
-2

З

З

0

-З

-з

4 5 

4 5 

4 5 

0 4 

-4 0

< Додамо до кожного рядка, починаючи з другого, перший 

рядок. Отримаємо:

2
2

З 

6

0 0 3 

0 0 0 
0 0  0 0

4 5

8 10 

8 10 

4 9

=  1 · 2 · 3 · 4 · 5  = 120. ►

РОЗДІЛ 2

Системи лінійних рівнянь

§ 3. ОСНОВНІ п о н я т т я
1. М атриц і системи

Система тп лінійних рівнянь з п невідомими — це система

вигляду
( апх і -Ь а 12х2 + · · «1 пхп — Ь\,
J 0,2\Х\ + «22^2 + ’ ‘ ‘ + «2n^'n — h , (3.1)

' «ml-^l "Ί- «ш2-^2 &тпхп — Ьт .

Коефіцієнти a.ij при невідомих Xj (j  =  1,п) називаються ко

ефіцієнтами системи і мають два індекси. Перший індекс вка

зує порядковий номер рівняння, в якому знаходиться цей ко

ефіцієнт, другий індекс — номер невідомого, біля якого стоіть 

цей коефіцієнт. Величини Ьі (і =  1 ,ш) називаються вільними 

членами.

Поставимо у відповідність системі (3.1) дві матриці: матрицю 

А =  ||α„·|| (г = 1, тп; j  =  1,п), яку назвемо основною  матрицею  

системи, або матрицею системи, і матрицю

«11 йі2 «1п h

А =
«21 Й22 «2п ь?

« т і «m2 «тп

яку назвемо розш иреною  матрицею системи.

Очевидно, що основна матриця системи має п стовпців і тп 

рядків, а розширена матриця цієї ж  системи містить п + 1 сто

впців і тп рядків.



2 . М атрична форм а запису системи

Використовуючи операцію множення матриць, систему (3.1) 

можна записати у вигляді

А -Х =  В,

де А —  основна матриця системи,
Х і

(3.2)

X  =

В  =

*2

хп

Ьі

h

вектор-стовнець з невідомих;

вектор-стовпець з вільних членів.

Рівність (3.2) називається матричною  форм ою  запису си 

стеми (3.1).

3. Р озв ’язок  системи

Р озв ’язком  системи (3.1) називається сукупність чисел сь с2, 

. .., сп, яка, після підставляння в систему (3.1) замість невідомих 

Хі,Х2,. . . ,  хп, перетворює всі рівняння системи в рівності (тотож

ності) .

Якщо Cj, с2, . . . ,  сп є розв’язком системи, то його можна запи

сати у вигляді вектор-стовпця

с  =

Сі

с2
Сі с2 Сп

і тоді А ■ С  =  В.

Так, наприклад, розв’язком системи

{
Х\ + x-ι =  4, 
χχ — 2 х 2 =  1

є вектор-стовпець

с  = з

1

Зауважимо, що не кожна система лінійних рівнянь має ро

зв’язок. Наприклад, система

( Χχ "Ь Х2 =  1,

2 .x і + 2х2 =  З

не має жодного розв язку, оскільки ліві частини рівнянь пропор

ційні, а праві — ні.

Система рівнянь (3.1) називається сум існою , якщо вона має 

розв’язок. Система, яка не має розв’язку, називається несуміс

ною.

Сумісна система, яка має тільки один розв’язок, зветься ви

значеною; система, що має більше, ніж один розв’язок ..неви-

значеною.

У  випадку, коли система невизначена, то кожен ЇЇ розв’язок 

називають частинним розв ’язком  системи. Множина всіх ча

стинних розв’язків системи називається загальним розв ’язком.

Нехай, наприклад, потрібно розв’язати систему, яка скла

дається з одного рівняння і двох невідомих:

хг — х2 =  2 .

Система невизначена. Її частинними розв’язками, як легко пе

реконатись, є вектор-стовпці

Але, .х2 =  Χχ — 2. Тому, якщо покласти ,Х| = а, то х2 =  а — 2 і тоді

у  ^ ,
Λ  =  ~ , дє а —  довільна ст ал а , є загальним  р о зв  язком .

2 1 0

о,

£ II

- 1 ,

IIСО
о

- 2 ,
, і Т.д



§ 4. РО ЗВ’ЯЗУВАН Н Я СИСТЕМ ЛІНІИНИХ 
РІВНЯНЬ М АТРИ ЧН И М  СПОСОБОМ ТА 
ЗА П РАВИ ЛО М  К Р А М Е Р А

1 . Обернена матриця

Квадратна матриця А називається невиродженою або не- 

особливою,якщо її визначник відмінний від нуля, тобто det А / 0 .

Квадратна матриця В  зветься оберненою до квадратної ма

триці А, якщо виконується рівність АВ  =  В  А =  Е, де Е  — оди

нична матриця того ж  порядку, що А та В.

Далі матрицю, обернену до матриці А,, позначатимемо сим

волом А-1.

Покажемо, що для невиродженої матриці А

(4.1)

Αχι А2\ А п\

А~1 =  1
А і2 А22 Ап2

detA

А\п А2п ■ 4
ST-nn

де Aij — алгебраїчні доповнення елементів atl матриці А. 

Обчислимо добутки АА~Х і А~1А.

Маємо

«11 «12 «1га А п А2\ Апі

1 _ «21 «22 • «2тг 1 А 12 А 22 Ап 2

«гаї «712 «ЇІП

detA

А\п А2п Ann

detA

detA

« 1 1 А 1 1 +СІ1 2 А 1 2 + · --Ь«1 пΑ ι „ . . .α π  Α ηι+ α ι2Α η2+ · ' +«1п-4тг7г

02X^11+«22 А 1 2 + · — Va2nA\n . . ·α2\Αηι-\-α22Αη2 + ■ ' +«2n-'4rm

«гаї А\ \ +Ωη2 А і2+  · ' +«rmAin- · .«ггіAni +ЙП2Α η2+ " ‘ ’ +«7ггаАгаг1

detA 0 0

0 detA ... 0
=  E.

0 0 detA

Аналогічно доводиться, що А-1А = Е. Отже, А~1 матриця, 

обернена до матриці А.

Значить, для побудови оберненої матриці треба замінити еле

менти aij їх алгебраїчними доповненнями, поділеними на det А,

і результат транспонувати.

• Теорема 4.1

Для того, щоб для матриці А існувала обернена ма
триця А-1, необхідно і достатньо, щоб detA ф 0.

Доведення. Необхідність.

Нехай матриця А має обернену А-1. Тоді АА-1 =  Е. Згідно з 

теоремою про визначник добутку двох матриць маємо:

det(AA~’ ) =  det AdetA-1 =  det E =  1,

а тому detA ф 0.

Достатніст,ь. Якщо detA ф 0, то матрицю А-1 можна побу

дувати за формулою (4.1). Теорема доведена.

• Приклад 4.1

Знайти обернену матрицю до матриці

1 - 1 1

А = 2 1 1

1 1 2

< Обчислимо detA. Маємо

detA =  2 — 1 + 2 — 1 — 1 + 4 =  5.

Тоді Ац =  1 , А \2 =  —3, Аіз =  1, А‘2і =  З, А22 

Азі — ~2 , А32 =  1 , Азз =  3.

Згідно з формулою (4.1) отримаємо, що

І, А2з — —2 ,

А" 1 =
1

1 з

-З 1

1 - 2



Довести такі рівності

1. (аА )~1 =  І Д '1;

2. (А В )- ! =  В - М " 1;

3. =  (Дт)-1.

2 . Матричний спосіб  розв ’язування системи лінійних 

рівнянь

Нехай в системі (3.1) т  — п. Тоді Д — квадратна матриця 

порядку п. У  матричному записі система (3.1) має вигляд

А Х =  В.

Якщо detA ф 0, то існує обернена матриця А-1 до матриці Д. 

Помножимо останню рівність зліва на А-1:

А-1 А Х  =  А~1В. (4.2)

Оскільки A~lA =  E, Е Х  = X , то (4.2) набере вигляд

X  = А~1В.

Покажемо, що вектор-стовпець С0 — А~1В  є розв’язком си

стеми (3.2).

Дійсно,

АС0 =  А(А~1В)  = (AA~l )B =  Е В  = В.

Отже, підставивши вектор-стовпець Со замість вектор-стовп- 

ця X  з невідомих в систему рівнянь (3.2), одержимо тотожність. 

Отже, вектор-стовпець Со є розв’язком даної системи. Отрима

ний розв’язок єдиний. Справді, якщо вектор-стовпець С  ф Со — 
інший розв’язок системи АХ  = В, то справедлива тотожність 

АС  = В.

Помножимо обидві частини цієї тотожності зліва на матрицю 

А-1:

A~l (AC) =  A~lB, {А~ХА)С  = A~lB =  С0; С  =  С0.

Отже, будь-який розв’язок системи збігається з розв’язком 

Х = С о=  А~1 В  і якщо detAт^О, то система має єдиний розв’язок 

А' = А~1В.

• Приклад 4.2

Розв’язати матричним способом систему

{За71 + 3x2 + 4жз = 4,

5хі — ІХ2 + 8жз = 20 ,

Ах і + Ьх2 — 7х:і = —8 .

М Маємо
3 3 4 х і 4

А = 5 - 7  8 , А' = я2 , В = 20

4 5 -7 ^3 - 8

Оскільки визначник матриці А

detA =  Δ

3 3 4

5 - 7  8

4 5 - 7

440 ф 0,

то матриця А невироджена і має обернену

А -1 1_

Δ

А ц А зі А зі

А 12 А  22 Дз2
А із А  23 А  зз

де Aij — алгебраїчні доповнення елементів аК). 

У  нашому прикладі

Тому

1-1

Χ χ
1

Х '2 —  --
440

Хз

9

67

53

41

-37

- З

1 9 41 52
X

67 -37 -4
440

53 -3 -36

52 4 1 440 1

-4 . 20
І

-440 — - 1

-36 - 8
440

440 1

Звідси отримуємо:

Х і  =  1, х2 =  -1, х3 =  1. ►



3. М атричн і рівняння

М атричним  рівнянням будемо називати рівняння вигляду

А Х = В , (4.3)

чи

ХА  = В, (4.4)

де А та В  — задані квадратні матриці n-го порядку, а X  не

відома матриця того ж  порядку.

Р озв ’язком  матричного рівняння називається кожна ма

триця відповідного порядку, яка, будучи підставлена в матричне 

рівняння замість матриці А", перетворює рівняння в тотожність.

Якщо detA ф 0, то матричні рівняння (4.3) і (4.4) мають єдиний 

розв'язок. Справді, якщо помножити ці рівняння відповідно зліва 

і справа на матрицю А-1, то отримаємо

А~1А Х =  А~1В, або А  =  А В, (4.5)

АЛЛ -і В А-і або А" =  В А-і (4.6)

Очевидно, що матриця А_1Б  є розв’язком рівняння (4.3), а ма

триця ВА ~ 1 — рівняння (4.4).

Зауваж ення. Якщо матриці А”1 та Б  є переставні, то ро 

зв’язком обидвох матричних рівнянь буде одна і та ж  матриця

X  =  A~lB =  ВА -і

• Приклад 4.3

Розв’язати матричне рівняння

З 4 

1 1
А =

2 9 

1 З

•4 У  даному випадку маємо:

А =
З 4 

1 1
Б =

2 9 

1 З

Визначник матриці А відмінний від нуля (det.4

II -1 4

1 -з
триця А — неособлива і існує А " 1 

А =  А 1 В

=  - 1 ), отже, ма- 

• Тоді

-1 4 2 9 1

1 -3 1 3
2 з||

-і » ;г

4. Правило К рам ера

Виведемо явні формули для розв’язання системи п рівнянь з 
п невідомими.

Нехай
(1\ \ Х\ +  СІ 12Х‘2 +  · ■ ■ +  <l \n X n  =  ft і ■

«21*1 + 022*2 Н-h «2л.*п — !)■>■,
'4.7)

ап\Х\ + о„2.7'2 Η----1- annxn =  b„

система n рівнянь з n невідомими. Визначник основної ма

триці А системи (4.7) позначимо через Δ , тобто

Δ  =  detA =

O il 0 12 

021 022

0 1 п

02 п

Ο-ni «7(2

Замінимо у визначнику Δ  будь-який стовпець, наприклад, і-й, 

стовпцем з вільних членів. Отриманий таким способом визнач

ник будемо позначати через Δ,·, тобто

«і і .. . а 1г_і 

021 -. . 02,-1

b і (іц+1 ■ ■ ■ а\п

Ь‘2 о2г+1 · ■ · а2„

0?( 1 · · - Q'ni—i Ьп О̂ г+І · · * СІпп

Пояснимо це на прикладі. Нехай дана система рівнянь:

Тоді

(  * і — Х ‘2 + -= 6,

j  2 * і +  Х ‘2 + *3 == 3,

1 Х\ + *2 + 2 :і'з == 5.

1 - 1 1 6 - 1 1

2 1 1 5 Δι = 3 1 1

1 1 2 5 1 2



1 6 1 1 1 h-
*

6

IIсч
<

] 2 00 1 > Δ 3 — 2 1 3

1 5 2 1 1 5

• Теорема 4.2

Правило Крамера:

Якщо визначник основної матриці системи (4-V відмінний 

від нуля, то система сумісна і має єдиний розв’язок, який 
знаходять за форм,улами:

Хі =  ~К' * ; = 1 ’ η · (4 ·8 )

Формули (4.8) називаються формулами К рамера.

Доведення. Запишемо систему (4.7) у матричному вигляді

АХ  =  В, (4.9)

де А — матриця системи, А" — вектор-стовпець з невідомих

Х\,Х2 , ■ · ·, хп- В  — вектор-стовпець із вільних членів.

Оскільки detA ф 0, то система (4.9) має єдиний розв’язок

X  =  А - 1 В .

Згідно з правилом множення матриць маємо

А ц А 21 Апі Ьі

1 Α\2 А 22 А„2 ь2

Δ

A in а 2„ . . . 4
Ьп

А ц Ь х + А  2 1 62 + • — Ь А п j Ьп

1 А 12£>і + А 2 2^2 + 4" А п2Ьп

Δ

A inb i + А2ПЬ2 + 4" А ппЬп

Враховуючи, що

Ац& і -|- А2\Ь-2 + · · · 4- Ап\Ьп =  Δι, 

АпЬ\ + А22Ь2 4- · · · 4- Ап2Ьп =  Δ 2,

А\пЬ\ 4- А 2п62 + · · · + А ппЬп — Δ η,

то розв’язком системи буде вектор-стовпець

Хі
Δι

£
■Г-2

= Δ

З'П Δη 
1 Δ

тобто , Хі =  і 1 , п,

що і треба було довести.

• Приклад 4.4

Розв’язати за допомогою формул Крамера систему рів

нянь

{
x і - х2 + хл =  5, 

2 х і+ Х 2 +  х:і =  6. 

х,\ + х.2 + 2жз = 4.

■4 Визначник основної матриці цієї системи

Δ  =

1 - 1  1

2 1 1

1 1 2

= 5 ф 0.

Обчислимо визначники Δ*, які отримуємо із визначника си

стеми Δ , замінивши в ньому г-й стовпець стовпцем із вільних 

членів. Маємо:

=  15.

5 - 1 1 0 - 1 0

> II 6 1 1 = 11 1 2

4 1 to 9 1

CO

1 5 1 1 0 0

δ 2 — 2 6 1 = 2 -4 - 1

1 4 2 1 - 1 1

1 - 1 5 1 0 0

Аз — to 1 G = 2 3 -4

1 1 4 1 2 - 1

Отже,



§ 5. ЗА ГА Л Ь Н А  ТЕОРІЯ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ 
РІВНЯНЬ

1 . Ранг матриці та його основні властивості

Нехай А — матриця розміру rn х п. Виберемо в ній довіль

но к рядків і к стовпців. Елементи, які знаходяться на перетині 

вибраних рядків і стовпців, утворюють квадратну матрицю к-го 
порядку.

Означення 2.1 Мінором порядку k матриці А називається ви

значник квадратної матриці, елементи якої знаходяться на пе

ретині вибраних довільно k рядків т а  k стовпців.

Наприклад, у матриці

В

3 4 5

-2 З 1
2 2 - 4

твертий стовпці. Визначник є одним із мінорів 3-го по-

виберемо перший, другий і третій рядки та перший, третій і че-

2 4 5

0 3 1

0  2  4

рядку матриці В. Мінором 2-го порядку є, наприклад, визначник 
! З 1
2 — 4 ' Самі елементи матриці можна розглядати як мінори

першого порядку.

Очевидно, що матриця А розміру т х п  має мінори будь-якого 

порядку від 1-го до А;-го, де k =  min(m, η). Серед усіх відмінних 

від нуля мінорів матриці А є хоча б один мінор, порядок якого 

буде найбільшим.

Означення 2.2 Рангом матриці називається найбільший із по

рядків її мінорів, відмінних від нуля.

Якщо ранг матриці А дорівнює г, то це означає, що матриця 

А має відмінний від нуля мінор порядку г, але будь-який мінор, 

порядок якого більший за г, дорівнює нулю.

Ранг матриці А позначимо символом: RgA  Очевидно, що зав

жди виконується співвідношення

0 < Rg.4 < rnin(m, η).

Наприклад, матриця

А

має єдиний мінор четвертого порядку, який дорівнює нулю. Се

ред мінорів третього порядку є мінор

to 1 4 0

3 2 1 0

0 0 1 0

1 1 1 0

2 1 4

3 2 1

0 0 1

=  1,

який відмінний від нуля. Отже, RgA =  3.

Розглянемо тепер ті властивості рангу матриці, які спрощу

ють його обчислення.

• Властивість 1. При транспонуванні матриці її ранг не 

змінюється.

•  Властивість 2. Ранг матриці не зміниться, якщо переста

вити її рядки (стовпці).

• Властивість 3. Ранг матриці не зміниться, якщо помно

жити всі елементи її рядка (стовпця) на відмінне від нуля 

число.

• Властивість 4. Ранг матриці не зміниться, якщо до одного 

з її рядків (стовпців) додати інший рядок (стовпець), помно

жений на деяке число.

•  Властивість 5. Ранг матриці не зміниться, якщо вилучити 

з неї рядок (стовпець), що дорівнює нулю.



Перш ніж сформулювати наступну властивість, введемо по

няття лінійної комбінації вектор-стовпців (вектор-рядків). 

Розглянемо к вектор-стовпців вигляду

X ;

Х\г
Х2І

Хг,і

( і, =  І-/,·}.

Помножимо кожен вектор-стовпець Хі на деяке ЧИСЛО А; (/ 

1,к) і додамо їх. Тоді отримаємо вектор-стовпець

У\ L· Хц
і' = У2= ΣΑ· 

'1 — 1

*2І

Уп І— і \ %пі
або

5.1)1 — А і A j -j- А2А 0 + · · · + ХкХк-

Одержаний вектор-стовпець 1 називається лінійною комбі 

нацією  вектор-стовпців А', (/ = ІД·), а числа А* (і = ІД) 
коефіцієнтами лінійної комбінації.

Рівність (5.1) еквівалентна системі рівнянь

Уп А і .х;.ч і + Хох.ч2 + · · · + АкХ,<чк ·/ (5.2)

де 5 =  1 , П.

Вектор-стовпці Х\, Х 2.......А*, називаються лінійно залежни

ми, якщо існують такі числа а г (і =  1 , к), що справджується рів
ність

=  о . (5.3)
ч=1

№ Σ  а] ф 0, О нульовий вектор-стовпець.
і— 1

Вектор-стовпці, які не є лінійно залежними, називаються

лінійно незалежними. Іншими словами, вектор-стовпці

Хі (і =  1 , к) лінійно незалежні, якщо рівність (5 .3 ) можлива лише 
k

якщо а? =  0 , тобто всі коефіцієнти а г =  0 (г =  1 , к).
г=1

Теорема 5.1 встановлює зв’язок між поняттями лінійної ком

бінації і лінійної залежності.

• Теорема 5.1

Для того щоб вектор-стовпці Xj (і = 1,н) були ліній

но належними, необхідно і достатньо, щоб один із них був 

лінійною комбінацією інших.

Доведення. Необхідність. Нехай вектор-стовпці А,- (і =  1. п) 

лінійно залежні. Тоді згідно з означенням існують такі числа 

«і . o'·»,. . . ,  а п, які не всі одночасно дорівнюють нулеві, що

о 1 А 1 + » 2А 2 + · · · + «гіАп — О.

Припустимо, ЩО ВІДМІННИМ ВІД нуля Є коефіцієнт О:І . Помноживши

обидві частини останньої рівності на чи сл о---. отримаємо
«1

-А, + [ - ? * )  А 2 + · · · + ( - —  )  Х„ =  О ,
о ,  /  \ О і

або

X|“ ( “ i ) A'2 + "' + ( ~ ^ ) A’"'
а це співвідношення означає, що вектор-стовпець А і є лінійною 

комбінацією решти вектор-стовпців.

Достатність. Нехай, наприклад, вектор-стовпець Аі є ліній

ною комбінацією решти вектор-стовпців, тобто

XІ =  β‘2 Х'і + Д3А 3 + · · · + βηΧ  п-

Звідси отримуємо:

О  =  ( — 1 )Аі + β2Χ'2 + · ■ · + βηΧ-m

а це означає, що вектор-стовпці лінійно залежні ψ .



• Приклад 5.1

Довести, що вектор-стовпці

1 0 0

II*

0 , А2 = 1 * со II 0

0 0 1

лінійно незалежні.

■4 РІВНІСТЬ (X 1 X 1 + «2^2 + « 3Аз =  О  рівносильна системі рівнянь

ί Άι · 1 -f «2 · 0 + «з · 0 =  0 ,

< · 0 + »2 · 1 + «з · 0 =  0 ,

І  «1 · 0 +  «2  · 0 +  « з  · 1 =  о ,

звідки отримаємо, що «χ =  cv2 — «з =  0 , тобто задані вектор- 
стовпці є лінійно незалежні. ►

Тепер сформулюємо таку властивість рангу матриці:

• Властивість 6 . Ранг матриці не зміниться, якщо вилучити 

з неї рядок (стовпець), який є лінійною комбінацією інших 
рядків (стовпців).

2 . Елементарні перетворення матриці 

Елементарними називаються такі перетворення матриць:

1 ) перестановка двох довільних рядків (стовпців);

2 ) множення рядка (стовпця) на відмінне від нуля число;

3) додавання до елементів будь-якого рядка (стовпця) матриці 

відповідних елементів іншого рядка (стовпця), помножених на од
не і те ж  число.

Означення 2.3 Дві матриці називаються еквівалентними, якщо 

одна з них отримується з іншої за допомогою скінченної кількості 

елементарних перетворень.

Якщо матриці А та В  еквівалентні, то це записується так: 
А ~ В.

Враховуючи властивості 1-6 рангу матриці, бачимо, що еле

ментарні перетворення не змінюють рангу матриці, тобто якщо 
А ~ В, то RgA =  RgB.

Означення 2.4 Канонічною називається матриця, в якій на по 

чатку головної діагоналі стоять підряд декілька одиниць (кіль

кість яких м оже дорівнювати нулеві), а всі інші елементи дорів

нюють нулеві.

За  допомогою елементарних перетворень кожну матрицю 

можна привести до канонічної. Ранг канонічної матриці дорів

нює кількості одиниць на її головній діагоналі.

• Приклад 5.2

Звести до канонічного вигляду матрицю

2 3 5 -3 -2

А = 3 4 3 -1 -3

5 6 -1 3 -5

і знайти її ранг.

< Віднімемо від другого рядка матриці А перший рядок і по

міняємо ці рядки місцями:

1 1 - 2  2 - 1

2 3 5 -3 -2 .

5 6 - 1  3 - 5

Тепер від другого та третього рядків віднімемо перший, помно

жений відповідно на 2 і 5:

1 1 - 2 2 - 1

0 1 9 -7 0

0 1 9 -7 0

Віднімемо від третього рядка другий. Отримаємо матрицю:

1 1 - 2 2 - 1

В  = 0 1 9 -7 0

0 0 0 0 0

Матриця В  еквівалентна матриці А, оскільки одержана з неї за 

допомогою скінченної кількості елементарних перетворень.



Очевидно, що RgB = 2, а отже, і RgA = 2. Матрицю В  легко 

привести до канонічної. Віднімаючи перший стовпець, помноже

ний на відповідне число, від усіх наступних, перетворимо в нуль 

усі елементи першого рядка, крім першого: елементи інших ряд

ків не зміняться. Потім, віднімаючи другий стовпець, помноже

ний на відповідне число, від наступних, перетворимо в нуль усі 

елементи другого рядка, крім другого, і отримаємо канонічну 

матрицю

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

3. Теорема про базисний м інор

Нехай задана матриця А = \\а̂\\ (і =  l.rn .j =  Т7п) і Rg.4 =  т. 

Тоді згідно з визначенням рангу дана матриця має відмінний від 

нуля мінор г-го порядку. Кожен такий мінор будемо називати 

базисним м інором  матриці А. Очевидно, що матриця .4 може 

мати декілька базисних мінорів. Виберемо і зафіксуємо один із 

них. Стовпці й рядки матриці, на перетині яких розміщені еле

менти вибраного базисного мінора, назвемо базисними стовп

цями і рядками.

Для будь-якого базисного мінора справедлива

• Теорема 5.2

Будь-який стовпець матриці є лінійною комбінацією її 

базисних стовпців; самі базисні стовпці лінійно незалежні.

Цю теорему називають теоремою про базисний м інор .1
Без обмеження загальності можна вважати, що базисний 

мінор розміщений на перетині перших r стовпців і перших r ряд

ків матриці А. Справді, якщо це не так, то, переставляючи сто

впці та рядки, завжди можна перевести виділений мінор у лівий 

верхній кут матриці А, а потім відповідно змінити нумерацію еле

ментів. Очевидно, що коли теорема справджується після пере

становки стовпців і рядків, то вона справедлива і до їх переста

новки.

Доведення теореми (див. [о], [9]) не провадимо через громіздкість викладу.

4. Сумісність системи лінійних рівнянь. Теорема Кроне- 

кера-Капеллі

Нехай задана система гп лінійних рівнянь з п невідомими

( « 11·£ΐ + « 12^2 + · · 

j 0’2\ X1 + «22^2 + · ·

• + αίτιχη ■— b\,

“і- Ч'іп̂ 'ТІ ^2:

1 ат\Х\ + агп 2.х'2 + · + (1тп .1 п — Ьт .

(5

Існує важлива теорема про сумісність системи лінійних рів

нянь.

• Теорема 5.3

Теорема Кронекера-Капеллі:

Система лінійних рівнянь сумісна тоді ι тільки тоді, коли 

ранг розширеної матриці системи дорівнює рангу основної 

матриці системи.

Доведення. Необхідність. Припустимо, що система (5.4) су

місна і с і ,0 2 , . . .  ,сп один із її розв’язків. Підставимо С\,С->.......си

замість невідомих Х і,х2, ... ,хп у систему (5.4). Отримаємо т  рів- 

ностей
ί «11 Є] + «I2f:2 + ' ' «1 n,Cn ь Ь

j «21е]+ а22 с 2 + · · ’ + «2т/. сп. = &2,
(3

1 ат іс 1 + «m2 ̂ ’2 + · +  «77ІТ/С,, bjn ■

Співвідношення (5.5) можна записати у такому вигляді

«11 «12 «1 її b 1

«21 «22 «2т/ b 2
1 ; +  (>2 +  · "  +  с п —

« m  1 «m 2 «ттг Ьщ

а це означає, що останній стовпець розширеної матриці ,4 є ліній

ною комбінацією її решти стовпців. Але згідно з властивістю 6 

ранг матриці не зміниться, якщо вилучити з неї стовпець, який 

є лінійною комбінацією інших стовпців. Значить, Rg.4 = Rg.4, що 

і треба було довести.



Достатність. Нехай RgA = Rg-4 = г. Виділимо г базисних 

стовпців матриці .4, які будуть і базисними стовпцями матриці 

.4. Без обмеження загальності вважаємо, що базисними є пер

ші 7' стовпців. Згідно з теоремою про базисний мінор останній 

стовпець матриці А є лінійною комбінацією базисних стовпців. 

З  цього випливає, що існують такі числа с і ,  с2, ■ ■ ■, су. що

«11 «12 «1г Ьі \

«21 «22 «2г Ь2

1 +  С2 + ···+· су —

« т і «m2 «шг Кп

або
f аиСі + аг2с2 4- · · • -j- а\гсг — Ь\

j «21 С 1 + «22С2 + ■ · ■ + а2гсг =  Ь2

1 ат іС.і + ат2с2 + · атгсг

Якщо в рівняннях системи (5.4) прийняти

Х\ — С' І - Х ‘2 — С’2 , ■ ■ · і τ — Сг , Х г+] 0, . . . , Х п 0, (о.8)

то рівняння системи (5.4) перетворяться в рівності (5.7). Звід

си випливає, що сукупність значень невідомих (5.8) задовольняє 

усім рівнянням системи (5.4), тобто система має розв’язок. Тео

рема доведена.

Дослідимо тепер питання про кількість розв’язків сумісної си

стеми лінійних рівнянь (5.4).

Нехай Rg.4 = Rg.4 =  г. Число г назвемо рангом даної систе

ми. Зафіксуємо будь-який базисний мінор матриці *4. Рівняння, 

які відповідають базисним рядкам, назвемо базисними рівнян

нями даної системи, невідомі, які відповідають базисним стовп

цям, назвемо головними, а решту — вільними.

Справедливе таке твердження.

• Теорема 5.4

Система лінійних рівнянь еквівалентна системі своїх 

базисних рівнянь.

Доведення. Згідно з теоремою про базисний мінор будь-який 

рядок розширеної матриці А є лінійною комбінацією г базисних 

рядків цієї матриці. Тому будь-яке рівняння даної системи мож

на отримати за допомогою лінійних операцій з базисних рівнянь. 

Значить, кожен розв’язок, який задовольняє базисну систему

ґ а Их 1 + а і2С2 + · ■ і (1\пХп —

j 0,21 X1 + Сі22 2-2 + ‘ т  а 2пх п —

у ar ] x [ + а г2х,2 + ·' -(- сі,гпх п —

задовольняє і будь-яке рівняння системи (5.4). З  іншого боку, 

очевидно, що кожен розв’язок системи (5.4) і водночас є ро- 

зв’язком базисної системи (5.9). Отже, теорема доведена.

З доведеної теореми 5.4 випливає, що для дослідження пи

тання про кількість розв’язків системи (5.4) досить дослідити 

систему (5.9), в якій кількість рівнянь 7' дорівнює її рангу.

Оскільки ранг матриці системи не може бути більшим від 

кількості її невідомих, тобто г < п. то можливі два випадки: або 

г =  п, або г < τι.

1°. Нехай г =  п, тобто кількість рівнянь дорівнює кількості 

невідомих. Тоді визначник системи (5.9) є базисним мінором, а 

тому згідно з теоремою Крамера система (5.9). а отже, і система 

(5.4) має єдиний розв'язок.

Висновок 1 . Якщ о ранг сум існої системи дорівнює кіль

кості невідомих, то система має єдиний розв ’язок.

2 °. Нехай г < п. Перенесемо в праві частини рівнянь всі чле

ни, які містять вільні невідомі хг+1,хг+2.......хп. Тоді система (5.9)

набирає вигляду

ґ а  1 іХ’і + « 12^2 + · ! CL і у X у = ^ 1 τι Хп ч
J СІ2 1X ! 4~ а22х2 + · а2гхг = ь2

(5.10)

1 o.r і х  і + а г2х 2 + · ■ 1 О у j· .1 j· — Ьг CLrr+\Xr+ j (lrn.Lri.

Якщо вільним невідомим хг+1, . . . ,  хп надати деякі числові зна

чення Сг+ь ... ,с„, то систему (5.10) можна розглядати як систе

му Г рівнянь З Г невідомими Хі,Х2, .. . ,хг. Оскільки визначник 

системи (5.10) — базисний мінор, то система (5.10) має єди

ний розв’язок .Ті =  сЛ, x-j =  с2, . . . ,  хг =  су. Тоді вектор-стовпець



Цсь Со, . . . ,  ст, CV+1 , ■ · · ,  сп||т, який є розв’язком базисної системи 

(5.9), є також і розв’язком еквівалентної системи (5.4). Але зна

чення вільних невідомих можна вибрати довільно. Тому різних 

розв’язків системи (5.4) буде безліч.

Висновок 2. Якщ о ранг системи r менший від кількості 

невідомих п, то система має безліч розв ’язків, а  r головних 

невідомих лінійно вираж аю ться через n — r вільних невідо

мих.

Сформулюємо правило розв ’язування системи лінійних 

рівнянь:

1. Обчислимо ранги основної та розширеної матриць і з'я

суємо сумісність системи. Якщо система сумісна, то знаходимо 

будь-який базисний мінор порядку г.

2. Беремо r рівнянь, з коефіцієнтів яких складений базисний 

мінор; решту рівнянь відкидаємо. Головні невідомі, коефіцієнти 

яких утворюють базисний мінор, залишаємо ліворуч, а решту 

п — r вільних невідомих переносимо в праві частини рівнянь.

3. З а  правилом Крамера знаходимо головні невідомі через 

вільні. Отримані рівності є загальним розв ’язком  системи.

4. Надаючи вільним невідомим довільні числові значення 

знайдемо відповідні значення головних невідомих, тобто отри

маємо частинні розв ’язки системи.

• Приклад 5.3

Дослідити систему рівнянь і знайти її розв’язок, якщо 

вона сумісна

{ ГЕ] -  2X2 + :с.з =  З,

жі + З.Т2 - хз = 1,

Зіг і + 4.x 2 — ж з = 5.

М Запишемо розширену матрицю системи, відділивши рис

кою стовпець вільних членів

1 - 2 1 3

II 1

ГО - 1 1

3 4 - 1 5

Обчислимо ранг основної матриці системи. М інор другого по

рядку, який знаходиться у лівому верхньому куті

1 -2

1 З
5 ^ 0 .

Мінор третього порядку

-2
3

4

1 і

- і !

- і !

о.

Отже, ранг основної матриці системи дорівнює 2 , тобто Rg,4 = 

Для обчислення рангу розширеної матриці розглянемо мінор

1 - 2  3

1 3 1 = 0

3 4 5

Значить, Rg.4 = 2 , тобто Rg.4 = Rg.4 = 2 . Система сумісна і має 

два незалежні рівняння, за які візьмемо перші два, оскільки вони 

містять базисний мінор. Тоді

хх -  2х2 =  3 -  Х:і, 

χ  і +  З. го =  1 +  ж з ,

ЗВ ІД К И  .Ті
11 - * з

-, Х2
Кх* - 1)

Значить, система має безліч розв’язків. Якщо, наприклад, 

взяти :г:3 =  1 , то отримаємо частинний розв’язок системи

Х\ — 2, х 2 =  0. х 3 =  1. ►

• Приклад 5.4

Дослідити систему рівнянь і розв'язати її, якщо вона
сумісна

Χχ +  Х-2 +  Х-Л =  6. 

2х χ — Х2 + .Тз = З, 

Χχ - Х 2  + 2х3 = 5, 

З х і — 6X2 +  5жз =  6.



■4 Зведемо розширену матрицю системи до канонічного ви

гляду. Віднімемо перший рядок, помножений на відповідні ко

ефіцієнти, від другого, третього і четвертого рядків, а потім ана

логічно зробимо з першим стовпцем. Отримаємо

1 1 1 \ 6 1 1 1 і 6

2 - 1 1 3 0 -3 -1 1 -9

1 - 1 2 5 0 - 2  1 - 1

3 - 6 5 1 6 0 - 9  2 -12

1 0

оо

0 -3 1 І -9

0 _ 2 1 ! --1

0 -9 2 1 - 1 2

Поміняємо знаки в трьох останніх стовпцях і переставимо дру

гий та третій стовпці. Після цього отримаємо

1 0 0 0 1 0 0 о 1 0 0 °!
0 1 3 9 0 1 3 9 0 1 0 °|
0 - 1 2 1 0 0 5 10 0 0 1
0 - 2 9 12 о 0 15 30 0 0 3 3 і1

Звідси остаточно матимемо

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

Отже, Rg.4 =  Rg.4 =  3. Оскільки кількість невідомих дорівнює 

рангу, то система має єдиний розв’язок. Щ об його знайти, роз

глянемо базисну систему, яка складається з перших трьох рів

нянь системи
{ Х\ + х2 + Яз = 6 ,

2хх - х2 + жз =  З,

X] — х2 + 2х3 =  5.

Визначник цієї системи відмінний від нуля. Тому, розв’язую

чи її за правилом Крамера або матричним способом, отримаємо 

розв’язок

Х\ =  1, Х‘2 =  2, х3 =  3. ►

• Приклад 5.5

Перевірити, чи суміснісна система

( 2хі — х-2 — хз = 2.

Зх'і + Х ‘2  - Ж3 =  0,

—4ж] — 3x2 + жз = 1.

•4 Ранг основної матриці даної системи Rg.4 

мінор другого порядку

2 , оскільки

2 -1 

З 1
= 5 ^ 0 ,

а мінор третього порядку

2 - 1  - 1

3 1 - 1 =  0

-4 -3 1

Ранг розширеної матриці .4 системи дорівнює 3, оскільки мінор

2 -1 2 

З 1 0

-4 -З 1

-5 ф 0.

Отже Rg/4 = 2, a RgA =  3. Тому система несумісна.

5. Системи однорідних лінійних рівнянь

Система однорідних лінійних рівнянь має вигляд

ґ G11X і + О12Х2 і- · · • + а Іпх„ =  0 ,

j «21 X] + «22^2 + · · ' + 0,2ПХП — 0 ,
(5.11)

1 Ото і я і + ат2ж2 + · + П̂ІПХ-П =  0 ,

або в матричному вигляді

.4 · X  =  0.



Згідно з властивістю 5 рангу матриці RgA = Rg-4. Значить, 

система (5.11) сумісна. Кожна система однорідних лінійних рів

нянь має нульовий розв ’язок

X1 =  %2 =  ■■ ■ - Хп =  0 .

Нульовий розв’язок системи називається тривіальним.

• Теорема 5.5

Для того, щоб система однорідних лінійних рівнянь (5.11) 

мала нетривіальний розв ’язок, необхідно й достатньо, щоб 

ранг цієї системи був менший від кількості невідомих.

Доведення. Необхідність. Припустимо, що система (5.11) має 

нетривіальний розв’язок. Ранг г системи не може бути більшим 

від кількості невідомих п (оскільки ті кількість стовпців основ

ної матриці). Якщо г =  п, то згідно з висновком 1 система мала б 

єдиний розв’язок і, значить, інших розв’язків, крім тривіального, 

не мала б. Отже, г < п.

Достатність. Припустимо, що ранг системи менший від кіль

кості невідомих. Тоді згідно з висновком 2 система (5.11) має без

ліч розв’язків і, отже, має розв’язок, який відмінний від тривіаль

ного.

Наслідок. Будь-яка система однорідних лінійних рівнянь, в 

якій кількість рівнянь менша від кількості невідомих, має не

тривіальний розв’язок.

Розглянемо систему однорідних лінійних рівнянь, в якій кіль

кість рівнянь дорівнює кількості невідомих

( а її з;і + оу2.х-2 + · · · + а і пХп =  0 ,

І 0 ' 2 1 X 1 +  а 2 2 х 2  +  · · ■ +  «2п х п  =  0. 1

V о,п\Хі + ап2X2 + · · · + о,ппх„ — 0 .

З  доведеної теореми 5.5 для системи (5.12) випливає така те

орема

• Теорема 5.6

Для того, щоб система однорідних лінійних рівнянь (5.12), 

в якій кількість рівнянь дорівнює кількості невідомих, ма

ла нетривіальний розв'язок, необхідно й достатньо, щоб п 
визначник дорівнював нулю.

Розглянемо тепер питання про структуру загального ро

зв’язку однорідної системи лінійних рівнянь.

• Теорема 5.7

Якщо вектор-стовпці С, (г = 1, п) є розв’язками однорідної 
системи А Х  = 0 , то будь-яка їх лінійна комбінація

П 

і—і

також є розв ’язком цієї системи.

Доведення. Оскільки вектор-стовпці Сі (і =  1 , п) є ро

зв’язками системи А ■ X  =  0, то А ■ Сг =  0 (г =  ]~rc). Тоді, врахо

вуючи властивості множення матриць, маємо

( Ті \ п

^2\гСг \ = Y ^\ (A C l) =  0.

і= 1 /  г=1

Отже, вектор-стовпець С  є розв'язком системи А Х  =  0 . Теоре

ма доведена.

Фундаментальною системою розв’язків для системи ліній

них однорідних рівнянь називається лінійно незалежна система 

розв’язків, через яку лінійно виражається будь-який розв’язок 

цієї системи рівнянь.

Якщо ранг г системи лінійних однорідних рівнянь дорівнює 

кількості п невідомих, то фундаментальна система розв’язків 

складається з єдиного розв’язку — нульового.

Якщо г < її, то справедлива теорема 5.8



• Теорема 5.8

Якщо ранг r системи однорідних лінійних рівнянь менший 

від кількості невідомих п, то така система має безліч фун

даментальних систем розв’язків, зокрема кожна з них скла

дається з п — г розв ’язків.

Доведення. Нехай ранг системи (5.11) дорівнює г і хг+і, х г+2 , 

. . х п вільні невідомі. Розглянемо довільний, але відмінний від 

нуля визначник порядку п — г, який запишемо у вигляді:

Сг-1-11 Сг-|_і2 ■ · · Cr-)_іп—г

_ ('Г +-21 Сг_і-22 · · · ^г+2п—г

f-nl Сга2 ■ - · (‘ііи--r

Якщо елементи одного із стовпців, наприклад, j -го визначни

ка D  взяти за значення вільних невідомих, то за правилом Кра- 

мера ми отримаємо єдиний розв’язок системи (5.11). Запишемо 

одержаний розв’язок у вигляді вектор-стовпця

Cj  — ||clj) · ■ ■ i C-rj і СГ+1 jt · ■ ■ i Cnj\\ .

Оскільки j  може набирати значення 1, 2, . . . ,  п — г, то отримаємо 

систему з п — г лінійно незалежних вектор-стовпців. їх лінійна 

незалежність випливає з того, що матриця, яка складена з цих 

вектор-стовпців, містить відмінний від нуля мінор D  порядку 71—г. 

Нехай тепер вектор-стовпець

в  — II Ь\... br br-\-1 . . .  bn ii

є довільним розв’язком системи (5.11). Покажемо, що вектор- 

стовпець В  є лінійною комбінацією вектор-стовпців Сі, С2. ..., 

Сп—Г. ^

Позначимо через С3 (j  =  1 ,п — r) j -й стовпець визначника D. 

Оскільки D  ф 0, то стовпці визначника D  лінійно незалежні. 

Тепер візьмемо вектор-стовпець

і приєднаємо його до системи вектор-стовпців Су Отримана си

стема вектор-стовпців

Сі, Сг,. . . ,  Сп_г, В

лінійно залежна, бо кількість вектор-стовпців дорівнює п — г + 1, 

а розмірність кожного з них п — г. Значить, вектор-стовпець В  є 

лінійною комбінацією решти вектор-стовпців цієї системи, тобто

п—г

В  =  ^ х Д .  (5.13)

І—і

Розглянемо тепер вектор-стовпець

п—г

Υ  =  Σ \ α - Β .  (5.14)

г=1

Оскільки Сі (і =  1 ,η — r) та В  є розв’язками системи (5.11), то 

їх лінійна комбінація, тобто Υ  є розв’язком системи (5.11). Запи

шемо співвідношення (5.14) у вигляді

С п С12 С-Іп—г
1

ь  1

( ’21 С22 С-2 п —г 62

СТ і +  Λ 2 Сг 2 +  ' · ' +  Х п - г С-гп—т — Ьт

С г + 1 1 СГ+ 12 С г + 1 п —r Ьг+ 1

Сп і ('■п2 С-пп—г Ьп

Враховуючи співвідношення (5.13), отримаємо, що в співвід

ношенні (5.15) всі вільні невідомі вектор-стовпця Υ  дорівнюють 

нулю. Тому єдиний розв’язок системи (5.11), який одержується, 

якщо значення вільних членів Дорівнюють нулеві, буде нульовим 

розв’язком. Отже, Υ  =  0, тобто

п—г

В  =  ^ Х гС г.

і= 1



Значить, система вектор-стовпців Сг (і — 1 , η — г) є фундамен

тальною системою розв’язків для системи рівнянь (5.11). Але 

відмінних від нуля визначників (п  — г )-г о  порядку існує безліч, 

тому і фундаментальних систем розв’язків системи (5.11) є без

ліч. Отже, теорема доведена.

З  теорем 5.7 і 5.8 випливає теорема 5.9.

• Теорема 5.9

Загальний розв’язок однорідної системи з п невідомими ран

гу г має вигляд
п—г

Х  = '£\ 1Сг,
г— 1

де Сі (і = 1,п — г) — довільні лінійно незалежні частинні 

розв’яжи цієї системи, а \ (і = \,п — г) довільні дійсні 
числа.

Отриманий результат дає можливість сформулювати прави

ло для побудови фундаментальної системи розв ’язків.

1. Візьмемо будь-який відмінний від нуля визначник D  поряд

ку п — г. Для спрощення звичайно беремо визначник, у якого еле

менти головної діагоналі дорівнюють одиниці, а решта нулі.

2. Вільним невідомим надаємо почергово значення, які дорів

нюють елементам першого, другого і т.д. стовпців визначника D, 

і кожен раз із загального розв’язку знаходимо відповідні значен

ня головних невідомих.

3. Отримані п — г розв’язки утворюють фундаментальну си

стему. Загальний розв’язок є лінійною комбінацією фундамен

тальної системи розв’язків.

• Приклад 5.6

Знайти загальний розв’язок і фундаментальну систему 

розв’язків для системи рівнянь

{ Х \  +  З.Т2 +  3 .'Ез +  2х 4 +  4 x 5 =  0 , 

х \  +  4 x 2 +  5 ж з +  3 x 4 +  7 х ь — 0 ,

2 х \  +  5 х '2 +  4 х з  +  х \  +  5 ^ 5  =  0 ,

Х \  +  5 ^ 2  +  7х з  +  6x 4 +  1 0 x 5 =  0 .

< Віднімемо перше рівняння системи від другого та четверто

го рівнянь, а також від третього, попередньо помноживши його 

на 2. Маємо:

і + Зх'2 ~Ь 3.xз + 2х4 -|- 4х;, =  0,

Х 2 +  2.Тз +  Х' 4  +  З х 5 =  0,

— х2 — 2хз - Зх4 - Зх,-, =  0.

2х 2 + 4хз + άχ і + 6х 5 =  0 .

Тепер друге рівняння додаємо до третього, а також до четвер

того. але попередньо множимо його на —2 :

ί Х\ + 3x2 + Зхз + 2 .Х4 + 4хг, =  0 ,

< Х'2 +  2 х з  +  Х'4 +  З х ,5 =  0 ,

І х4 =  0.

Вважаємо головними невідомими хь х2, х.\. а вільними х3 і х5. 

З другого та третього рівнянь знаходимо

Х2 =  — 2х’з — 3x5-

Підставивши отримане значення х2 в перше рівняння, знайдемо

X , =  Зх3 +  5 х 5 .

Отже, загальний розв’язок системи має вигляд

Хі =  Зхз + 5х5, 

х2 = — 2х3 — 3X5,

Х4 =  0.

Надамо вільним невідомим по черзі значення, які дорівнюють 

елементам стовпців визначника

1 0

0 1

і отримаємо вектор-стовпці

3 5

1 ьо

СО1

1 II

б
4 0

0 0

0 1



які і утворюють фундаментальну систему розв’язків. 

Загальний розв’язок

3 5 ЗАі+ 5А2

- 2 -3 —2Аі — 3λ2

1 + а2 0 = А]

0 0 0

0 1 а2

Надаючи А] та А2 різні числові значення, отримаємо різні 

частинні розв’язки. ►

6 . З в ’язок  розв ’язків однорідної та неоднорідної систем

Якщо в неоднорідній системі лінійних рівнянь (5.4) замінити 

всі вільні члени нулями, то отримаємо однорідну систему (5.11). 

яка називається зведеною системою для вихідної неоднорідної 

системи. М іж  розв’язками неоднорідної системи і відповідної їй 

зведеної системи існує зв’язок, який випливає з теореми 5.10.

• Теорема 5.10

Сума довільного розв’язку неоднорідної системи і довільно

го розв’язку її зведеної системи є розв’язком неоднорідної 
системи.

Доведення. Нехай вектор-стовпці

С=\\сЛ с2 .. . с„|Г, F  =  \\fi /2 .. . / „ I f  

є розв’язками відповідно систем (5.4) і (5.11), тобто

А - С  — В, А ■ F  =  0.

Тоді

А{С + F) =  АС 4- AF = В.

Значить, С  + F  є розв’язком системи А ■ X  =  В , що і треба було 

довести.

Аналогічно доводиться теорема 5.11.

• Теорема 5.11

Різниця двох довільних розв’язків неоднорідної системи в ро

зв ’язком гг зведеної системи.

З теорем 5.10 і 5.11 випливає, що загальний розв ’язок  неод

норідної системи м ож на отримати, якщо до будь-якого ча

стинного розв ’язку цієї системи додати загальний розв ’язок  

Ті зведеної системи.



РОЗДІЛ з

Векторна алгебра

§ 6. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛ ГЕ Б РИ

1. Скалярн і та векторні величини

У математиці, фізиці, електротехніці, механіці та інших при

кладних науках доводиться мати справу з величинами .двох 

видів: скалярними і векторними.

Скалярною  величиною, або скаляром , називається вели

чина, яка характеризується, за вибраної одиниці вимірювання 

лише числом.

Такими величинами є: час, температура, довжина, площа, 

об ’єм, маса, густина, робота, опір провідника, електроємність 

тощо. Кожна з них цілком визначається одним числом, яке ви

раж ає відношення величини до відповідної одиниці вимірювання.

Для повної характеристики іншого роду величин (переміщен

ня точки, швидкості, прискорення, моменту сили, напруги елек

тричного або магнітного полів тощо) тільки числа недостатньо. 

Ці величини характеризуються ще і напрямом.

Векторною  величиною називається величина, яка харак

теризується, крім числа, ще й напрямом у просторі.

Кожну векторну величину можна зобразити напрямленим 

відрізком, який називають вектором. Довжина його дорівнює 

числовому значенню векторної величини, а напрям такий, як і в 

цієї величини.

Зображення векторних величин напрямленими відрізками 

(векторами) дає можливість звести ряд дій з векторними вели

чинами до відповідних операцій з векторами.

Розділ математики, в якому вивчаються операції з вектора

ми, називається векторним численням. Воно було створене 

для потреб фізики і механіки, але швидко знайшло широке за

стосування і в математиці, особливо у геометрії.

Введемо тепер основні поняття, позначення і терміни вектор-

• ного числення.

2. Вектори. Види векторів

Вектором  називається напрямлений відрізок, тобто відрізок, 

початок і кінець якого вказані.

Вектор, початком якого є точка А, а кінцем точка В. по

значається символом лп. Крім такого позначення, дуже часто 

вживається позначення вектора однією малою буквою латинсь

кого алфавіту з рискою зверху, наприклад, а. Ь. с. х, у . . . . .

В На рисунку вектор зображається
відрізком, на якому стрілкою в кінці

А , '' відзначається додатній напрям(рие. 1 ).
Рис. 1

Довжиною , або модулем вектора А В  називається довжина 

відрізка АВ, яка позначається символами \лп\ або \а\.

Вектор, початок і кінець якого збігаються, називається ну

льовим і позначається через 0 .

Вектори, які лежать на одній прямій або на 

паралельних прямих, називаються кол інеар

ними.(рис. 2). Нульовий вектор вважається 

колінеарним будь-якому вектору.
Рис. 2

Вектори вважаються рівними, якщо вони колінеарні, мають 

однакові напрями і довжини (рис. 3 ).

З  означення рівності векторів випливає таке 

твердження: які б не були вектор а і точка

Р , існує єдиний вектор ρ ή ,  що дорівнює 
вектору а.

Іншими словами, точка прикладання даного вектора а може  

бути вибрана довільною. Тому вектори, які вивчаються в гео

метрії. називаються вільними.

Два колінеарні вектори, які мають однакові довжини і про



тилежні напрямки, називаються взаємно протилежними.

--------^  Вектор, протилежний вектору а,

-ft_________  позначається —а (рис. 4).

Рис. 4

Вектор, довжина якого дорівнює одиниці, називається оди

ничним, або нормованим вектором.

Три вектори називаються компланарними, якщо вони 

паралельні одній площині або лежать в одній площині.

3. Лінійні операц ії над векторами.

Над векторами можна виконувати певні математичні опе

рації. Найпростішими з них є додавання векторів і множення 

вектора на число. Як відомо, ці операції називаються лінійни

ми.

Означення 3.1 Сумою а + Ь двох векторів а і b називається век

тор, який з ’єднує початок вектора а з кінцем вектора b за умови, 

що вектор b відкладено від кінця вектора а (рис. 5). Це правило 

додавання векторів називають ’’правилом трикутника”.

Властивості додавання
Додавання векторів має такі властивості:

1 . а -(- b — b -f- а;

2 . (a + b) + с =  а + (b + с);

Рис. 5 а + Ь 3. « + 0 =  а;

4. а + ( —а) =  0.

Властивості 3 і 4 випливають безпосередньо з означень ну

льового і протилежного векторів.

Доведемо властивість 1, тобто комутативність операції дода

вання.

В а С
Для цього віднесемо вектори а і b 

до спільного початку, і побудуємо 

на них паралелограм (рис. 6 ). З 

трикутника ОАС  маємо, що 

а + Ь =  о б ,  а з трикутника О В С  

аналогічно маємо ї) + а =  о б .  

Отже, о + b =  b + ft.

Доводячи цю властивість ми отримали другий спосіб побу

дови суми двох векторів, так зване '’правило паралелограма”: 

сумою двох векторів а і Ь, відкладених від спільного початку 0 , 

є вектор ОС, який збігається з діагоналлю паралелограма, по

будованого на векторах а і b як на сторонах.

Залишається довести властивість 2 , тобто асоціативність 

операції додавання.

b В Так, з чотирикутника ОАВС 

(рис. 7) очевидно, що

δ&  =  θϊί + Β(5 =  (а  + Ь) + с 
і

о&  =  а Х  + А 0 =  а+ (ь  + с).

Отже,

( a  +  b ) 4- с. =  ft +  ( b +  с ).

Використовуючи послідовно правило трикутника, можна по

будувати суму будь-якої скінченної кількості довільно розміще

них в просторі векторів. Отже, правило додавання можна сфор

мулювати так:



<!■>
А  2

л \ Щ об побудувати суму векторів

а.\, «2, . . . .  ап треба з довільної 
п—і точки 0 відкласти вектор а і,

у Ач з його кінця вектор а-> і т.д.

U до ап. Вектор θΑη, що з’єднує

початок 0 першого вектора «і 
А» з кінцем останнього вектори

\ ^ доданка ап, і буде сумою да-
V- а і + «2 + них векторів.
О

Рис. 8

Кінець Ап останнього вектора доданка може суміститись з 

початком 0 першого. В цьому випадку сумою векторів є нульо

вий вектор 0 .

Віднімання векторів. Правило трикутника додавання век

торів дає можливість ввести й операцію віднімання векторів.

Означення 3.2 Різницею а — Ь вектора а і вектора Ь називається 

вектор с, який в сумі з вектором b дає вектор а, тобто Ь + с =  а.

(Очевидно, що с =  а + ( —Ь)).

Правило побудови різниці а — Ь пока

зано на рис. 9. Отже, для побудови

_ _ т* різниці а — b треба віднести вектори
а / "  а, — Ь

а і b до спільного початку 0 і прове-

' сти вектор В А із кінцевої точки В

О' ~ 7  В вектора-від'ємника в кінцеву точку
А вектора-зменшуваного.

• Приклад 6.1

Вектори а і b утворюють кут 60°. Обчислити \а + Ь \ і 
j а — b І, якщо І α І = 5, | b | =8.

< Побудуємо паралелограм ОАСВ (рис. 6 ) на векторах а =

О А  і b =  θ ή . Згідно з визначенням суми та різниці векторів 

маємо

θ ύ  = а + Ь, вА = а-Ь.

З трикутника ОАВ за теоремою косинусів

І в А  Ґ2 =  j о А  І2 -f ! О Й  І2 -  2| о А  j · І О Б  : cos / B O A .

Тому

і а  -  b j2 =  25 + 64 - 2 ■ 5 · 8 · cos 60° =  49. \а- b  і =  7.

З  трикутника ОАС

І  о б  І 2 =  І о Х  і 2 +  І  л б  р  -  2 і  о Х  І · І  ж 4 !  ■ c.os М А С \
/О А С  =  180° - 60° = 120".

Значить, І а + b |2 =  25 + 64 — 80 · cos 120° = 129,

|« + /7| =  >/Ї29« 11,4. ►

М ноження вектора на число

Означення 3.3 Добутком па вектора а ψ 0 і числа η ф 0 η Є R  

називається вектор Ь, який задовольняв такі, умови:

1) b колінеарний вектору а,

2) \ b І =  j п І · І а |.

3) вектори b і а однаково напрямлені,, який) о > 0 . і проти

лежні, якщо а  < 0 .

З цього означення випливає, що коли вектори а і Ь колінеарні, 

то b = па, і навпаки. Якщо а° одиничний вектор того самого

напряму, що і вектор а, то а — \ а | · а", і, навпаки, а° =
! « і

Операція множення вектора на число (скаляр) має наступні 

властивості:

1 . ( n -f β ) а = а  а + З а.

2 . n ( а + b) — а a -f n Ь,

3. η ( β а ) =  ( п.3) а.

Ці властивості пропонуємо довести самостійно.

4. Лінійна залежність векторів. Розклад вектора по 

базису.

Розглянемо систему векторів а,\,а-2 , .. . ,а п.



Означення 3.4 Вектор а називається лінійною комбінацією 

системи векторів оь а2, . . . ,  ап, якщо існують такі скаляри 

« 1, 0 :2, · · · , а п, що

П

а =  q;i сі\ + Оі2 «2 .. .  + оіп ап — 'У  ̂о, (Іг.

г=\

Означення 3.5 Вектюри α,χ,α2, . · · ,α η називаються лінійно за

лежними, якшо існують такі числа а , , а 2, . -., а п, що справ

джується рівність

Οί\ О] + α,'2 02 + · ■ · + On «η = 0, (6-1)

2=1

(тобто серед чисел α,χ,α2, .. . ,а п є хоча б одне відмінне від 

нуля).

Означення 3.6 Система векторів <І\, «2, . . . ,  ап називається 

лінійно незалежною, якщо рівність

(У. І αχ + Ct2 «2 ~Ь ■ · · + On (in — О,

п
можлива лише при а 2 =  0 .

і= 1

Те, що система векторів лінійно залежна, рівносильно твер

дженню, що хоч би один із векторів цієї системи є лінійною ком

бінацією інших, тобто лінійно виражається через інші вектори 

системи.

Справді, якщо задана система векторів лінійно залежна, то 

можна підібрати такі числа с*і, а 2, ■ ■., а п, з яких хоча б одне від

мінне від нуля, що буде справджуватись рівність

а  і + схо «2 ·.. + осп ап = О,

Нехай, для простоти доведення, а п ф 0. Тоді маємо:

_  а 1 -» а2 О і п - 1
On «1 «2 · · · «η— 1 ·

О ! п  (У.п  Ο ίη

а це означає, що вектор о„ лінійно виражається через інші век

тори системи.

Навпаки, нехай тепер один з векторів системи, наприклад о„, 

буде лінійною комбінацією інших векторів:

On — βΐ a l +  02 а 2 +  · · · +  β η - і «η- I ■

Звідси отримаємо

β] О] +  β 2 α·2 +  · · · +  βη- 1 «η - 1 — 1 · α η =  0,

тобто рівність вигляду (6.1). Через те, що серед коефіцієнтів 

βχ,βί, · · · · Ai-l, — 1 Є ТО НЄ В°І ВОНИ дорівнюють нулю, і тому
система векторів лінійно залежна.

Два вектори лінійно залежні лише тоді, коли вони колінеарні. 

Справді, нехай вектори о і b колінеарні. Тоді існує таке число а.

b — а  а,

а це означає, що вектори о і b лінійно залежні, і навпаки.

Три вектори лінійно залежні тоді і тільки тоді, коли вони 

компланарні.

Дійсно, нехай вектори о, Ь, с лінійно залежні, тобто хоча б 

один з них, наприклад, вектор с лінійно виражається через век

тори о, b :

с =  а  а + β b.

а  а Віднесемо вектори о, Ь. с до спіль

ного початку. Очевидно, що век

тори п а і 0Ь лежатимуть в пло

щині векторів а та Ь. їх сума, то

бто вектор с, лежатиме в цій же

площині. Отже, вектори о, Ь, с 
компланарні.

Навпаки, якщо вектори а. Ь, с компланарні, то вони мають 

спільний початок і лежать в одній площині. Якщо вектори о і b 

непаралельні, то подання вектора с у вигляді лінійної комбінації 

векторів а і b показано на рис. 10. Отже, вектори а. Ь,с лінійно



залежні. Якщо ж  вектори а і b паралельні, то один з них, напри

клад а, лінійно виражається через другий вектор, тобто а =  β b. 
Тоді

а — β b +  0 · с, 

тобто вектори а, Ь, с лінійно залежні.

• Теорема 6.1

Кожні, чотири вектори в просторі є лінійно залежні.

Доведення. Віднесемо вектори a, b, с, d до спільного початку. 

Якщо вектори a, b, с компланарні, то вони лінійно залежні, тобто 

у співвідношенні аа. + ЗЬ + j с — б хоча б один коефіцієнт відмін

ний від нуля. Але тоді і вектори α, Ь, с, d також лінійно залежні. 

Розглянемо тепер випадок, коли вектори а, Ь,с-  некомпланарні.

Рис. 11
Проведемо через кінець вектора d площини, паралельні по

парно векторам а, Ь,с (рис. 1 1 ). Отримаємо паралелепіпед, діа

гоналлю якого є вектор О 0  — d. Діагональ 0D  замикає ламану 

лінію OAPD. тому згідно з правилом додавання векторів маємо:

d =  ( )b  =  OA + A p  + p t .

Оскільки О А, А р, Р13 колінеарні відповідно векторам а , Ь, с, то 

існують такі числа α, β , 7 , що ОА =  а  о, =  3 b, P D  =  у с. От

же, отримаємо

d =  a a  + 3b + jc ,  (6.2)
—ф —*

а це означає, що вектори a,b,c,d лінійно залежні.

Співвідношення (6.2) називають розкладом вектора по трьох 

некомпланарних векторах. Такий розклад однозначний. Справ

ді, припустивши, що можливі два розклади

d =  a a  + Pb-\-jc,

d =  а\ а + βι b + 71 c 

і порівнюючи їх праві частини, отримаємо:

( а  - « і ) а + ( β - βχ) b + ( 7  — 7 j ) г =  0 .

Ця рівність за умови, що а , b, с некомпланарні, можлива лише 

якщо одночасно

а  — а х =  0, β  — βχ =  0, 7 — 7і =  0,

бо в іншому випадку а,Ь,с були б лінійно залежні, і. отже, ком

планарні, що суперечить умові. Тому а =  α , ,  β  =  3{, 7  =  7 , , 

тобто розклад (6 .2 ) однозначний.

Означення 3.7 Базою, або базисом в просторі називається будь- 

яка впорядкована трійка некомпланарних векторів.

Якщо в просторі заданий базис еЛ, в2, е:і, то будь-який вектор 

а можна однозначно подати як лінійну комбінацію базисних век

торів, тобто у вигляді

а =  αχ еЛ + а-2 е2 + а 3 е3.

Отже, якщо заданий базис, то кожному вектору можна по

ставити у відповідність впорядковану трійку чисел коефіцієнтів 

розкладу цього вектора по базисних векторах. Навпаки, кожній 

впорядкованій трійці чисел αχ, а 2, а 3 за допомогою базису можна 

поставити у відповідність вектор «і ех + а 2 е2 + о 3 е3, де ех,е2, е3 - 

базисні вектори.

Означення 3.8 Базисом на площині називається впорядкована 

пара неколінеарних векторів.



Якщо на площині вибраний базис, то кожному вектору одно

значно відповідає впорядкована пара чисел, і навпаки, кожній 

впорядкованій парі чисел однозначно відповідає вектор.

Означення 3.9 Якщо еі,е2,е3 - базис і а =  а\ е} + су2 с2 + o:sr s, 

то числа α^, α2, су 3 називаються координатами вектора а відносно 

базису еі,е2,е3.

Записують це так а =  { а^; а 2; а 3 }·

5. Лінійні операц ії над векторами, що задані своїми ко

ординатами

• Теорема 6.2

Якщо вектор а множиться на число X, його координати 

множаться на це число.

Доведення. Нехай а =  α λ е\ + а 2 е2 + а 3 е3. Тоді 

Λ а — Х(су\Є\ + 0:2 Є2 + Q!3 Єз ) =  ( Λ СУ\ ) Є\ + ( Λ су2 ) е2 + ( Λ о;3 ) в3.

• Теорема 6.3

Якщо вектори додаються, додаються і їх відповідні, ко

ординати.

Доведення. Нехай а — α λ βχ 4-а2 є2 + о;з е3, b =  βχ е\ + βλ е2 + ■% е3. 

Тоді

а + Ь =  ( « і е\ + су2  е2 + су3  е3 ) + ( β\ е\ + Д2 &2 + Д3 е3 ) =

=  ( « і + /Зі) Є\ + ( 0ί2 + β 2 ) е2 + ( а 3 + Дз ) е3.

• Приклад 6.2

Чи можуть вектори аі = { 2; —3; 1 }, а2 = { 3; —1; 5 } і а3 =
{ 1; —4; 3 } утворювати базис?

М Вектори Єі,Є2 ,Єз утворюють базис тоді, коли вони лінійно 

незалежні. Згідно з формулою (6.1) маємо:

θ!ι а,і -|- су2 а2 -|- о;3 о3 =  О,

тобто

а і { 2; —3; 1 } -і- а 2 { 3; — 1; 5 } + а.3 { 1; —4; 3 } =  б,

або

{ 2« і + Зсу2 + а 3; —Зогі — су2 — 4о;3; orj -f- 5tt2 + З&з } =  0.

Для знаходження α ι ,ο 2 та а 3 отримаємо систему рівнянь

ґ 2« і + Зсу2 + а 3 =  0 ,

< —3 « і — ol2 — 4о3 =  0, 

t cvi -)- 5α2 Ί- 3tt3 =  0 .

Визначник системи Δ  φ 0 (перевірити). Тому дана однорідна 

система має нульові розв’язки, = а 2 — а 3 =  0. Отже, згідно

з означенням 3.6, вектори а^,а2 і а3 лінійно незалежні і можуть 

утворювати базис. ►

• Приклад 6.3

Знайти вектор а = 2а\ + 3а2, якщо а.\ = { 1: 2; 3 } і а2 =
{ -1;2; -5}.

< Згідно з теоремою 6.2 вектори 2аі =  {2; 4; 6 } і

За2 =  { —3; 6 ; —15}, a згідно з теоремою 6.3, вектор

а =  { —1; 10; —9 }. ►

6 . Декартова прямокутна система координат

Зафіксуємо в просторі точку О  і виберемо довільну точку 

М . Р адіус-вектором точки М  щодо точки О  називається вектор 

ОАІ. Виберемо , крім того, деякий базис еі,е2,е3. Тоді точці М  

можна поставити у відповідність впорядковану трійку чисел - 

координати її радіус-вектора.



Означення 3.10 Системою координат в просторі називається 

сукупність точки О і базису еі,е2,е3.

Якщ о \ег\ =  |е2| =  |е3| =  1 , то базис називається декартовим. 

Сукупність точки О і декартового базису βχ, е2, е*з називається 

декартовою системою координат.

Точка О називається початком координат: прямі, що про

ходять через початок координат в напрямі базисних векторів, 

називаються осями координат. Перша - віссю абсцис, друга 

віссю ординат, третя - віссю аплікат. Площини, які проходять 

через осі координат, називаються координатними площинами.

Означення 3.11 Координатами точки М  у вибраній системі ко

ординат називаються координати радіус-вектора цієї точки.

Перша координата називається абсцисою, друга - ордина

тою, а третя - аплікатою. Координати точки пишуть у дужках 

після букви, якою позначено точку.

Отже, якщо ОАІ =  х е\ + у е2 + z е3 =  { х\ у; z }, то точка М  має 

координати x ,y ,z , що записується так: M (x ,y ,z ).

Розрізняють ліву і праву системи координат. Розглянемо 

впорядковану трійку некомпланарних векторів. Ця трійка на

зивається правою (лівою), коли поворот від першого вектора до 

другого і від другого до третього здійснюється проти годиннико

вої стрілки (за годинниковою стрілкою). На рис. 12 зображено 

праву систему координат, а на рис. 13 - ліву.

Декартова система координат називається прямокутною,

якщо базис еь е2, е3 - ортонормований, тобто | в\ \ =  | е2 | =  | е3 j =

1, і кути між базисними векторами прямі. В цьому випадку ба

зисні вектори позначають через i , j , k .  Тобто

θ ύ  =  x і + у j  + zk .

Координати будь-якого вектора а  в базисі i, j ,  k будемо познача

ти ax, a y, a z і тоді

а — а х і + а у j  + a , k =  { а х: а у; а 2 }.

7. Координати вектора, заданого двома точками

Нехай в деякій декартовій системі координат дано дві точ

ки А(х\,уі, z\) і В (х 2,у2, z2). Знайдемо координати вектора лп. 

Маємо =  {х\',уй ζχ }, О 0  =  { ,х2; у2\ ζ2 }, = О ή — ОА  (рис.

14).

z

Отже,

АЙ =  { х2 -  Χχ ; у2 -  Ух', ζ2 - Ζχ}.  

Отже, щоб знайти координати

вектора АІ$, потрібно від координат 

його кінцевої точки В  відняти коорди

нати початкової точки А.

Рис. 14 х

• Приклад 6.4

Знайти точку А(х,у, z), в якій знаходиться початок 

вектора а =  { 2; 3; — 1 }, кінець якого збігається з точкок)

В{ 1; 2; —1 ).

< Згідно з умовою задачі а =  АВ. Вектор а =  {2; 3; — 1}. 

Α ή  =  {1 — ж; 2 — у ; — 1 — z}. Враховуючи, що 1 — х =  2, 2 — у = З,

— І - z =  —1 , маємо х =  —1 , у =  —1 , г =  0, тобто А( — 1, —1 , 0). ►



8 . Поділ відрізка в даному відношенні

Знайдемо координати точки М. яка ділить відрізок [ А В } у 

відношенні А, тобто задовольняє умову

А Й  =  А · Λ/Ж  λ φ  -1

(рис.15). Позначимо через ( Х'і, Уі, ~1 )і ( -г2· У‘1  ■, ~2 )· ( Я, у, 2 ) відповід

но координати точок А, В , М.

Оскільки

ЛЇІІ =  { χ - Ж]; у - ух; ζ - z1 },

=  { Х2 - х; у2 — у; z2 — ζ], 
то

X — Χχ = X (х2 — х),

У - У і =  х (у-2 - у ) ,

Ζ - Ζχ = Χ (ζ2 - ζ). 

Звідси

X =
Х\ + A χ* 

1 + А
У

У і + а у2
(6.3)

1 + А 1 + А

Якщо А > 0, то точка М ( х,у, ζ ) знаходиться на прямій АВ  між 

точками А і В. Якщо А < 0, то точка М  розташована на тій же 

прямій, але не на відрізку [АВ].

Якщо відрізок АВ  ділиться навпіл, то А =  1, і координати 

середини відрізка такі

X =
X1 + Х2

У
У1 + У 2 Ζ\ + Ζ2

(6.4)

На площині задача про поділ відрізка розв’язується аналогіч

но, тільки базис складається з двох векторів, а тому з формул 

(6.3) залишаються тільки перші дві.

• Приклад 6.5

В точках М\(х\,ух ), М2(х2,у2 ) та Мз(х3,у3) поміщені 

маси πΐχ,πι2 та т 3. Знайти координати центра мас.

<  Знайдемо спершу координати центра мас М'{ х', у ') системи 

двох мас ші і т,2. Згідно з відомим положенням механіки центр

мас цієї системи ділить відрізок [Μχ,Μ2] на частини, які обер-
гп2

нено пропорційні масам т х і га2, тобто у відношенні А =  — . Тоді
т у

відповідно до формул (6.3) маємо

/ Щ  _  Д-'і тх + х2 т 2 , _ У\ + ^  У2 _  </, пц + у> т-2

1 + 2*  πΐχ + т 2 У 1 + ^  пц + гп2

Нехай Μ  ( χ. у ) центр мас системи трьох мас гп1. т 2 і т :і. 

Положення точки М  не зміниться, якщо маси т л і т 2 будуть 

зосереджені в точці М', тобто точка М  є центром мас системи 

двох мас: маси т 3, яка поміщена в точці М3, і маси т\ + т 2 в 

точці M '. Значить, ми можемо знайти точку М  як точку, що 

ділить відрізок [М1, М3 ] у відношенні А = т 'г̂т .. ■ Застосовуючи 

формули (6.3), отримаємо:

x' н___ЇЧИі±шпі + ... ,п ,
  ш і-Ьш *2   гаі-И гі2 m іН-7П2   1 1 ‘ 2 ̂ 2  ""Г X 3 777;}

1 ~ 1 + ’ ~ -  + + * 
mi+TOj т і+ Ш 2 “

І т з  У\1ПІ+У-2ГП2 І тз?/.ч . ,
__ J т і+ т з  __ т і +7712 п іі+ т г  __ ' 1)2̂ 42 "Ь

у - 1 + _тз— ‘ ~ ~ т  + т  + т  ·
7711 +7712 7711+7712 °

Зауваження. Якщо в точках .!/,(.г,. у, ) (/ =  1 ,п ) поміщені маси 

Ші (г =  1 ,п), то координати центра мас цієї системи знаходять 

за формулами

П П

X
Σ  Хг т  Σ  Уі п> г
7=1_______ , _  7=1_______

п ' У 74

Σ  Σ  т г
г = ]  г=1

Для доведення цих формул потрібно використати формули (6.3) 

і метод математичної індукції. ►

9. Проекц ія вектора на вісь

Нехай дано вектор а =  А ή  і вісь І. Проекцією вектора а на 

вісь І (Пр; а) називається довжина відрізка [ A'B' \ між основа

ми перпендикулярів, опущених з точок А і В , на вісь /. взята зі



знаком якщо напрями відрізка [А1 В'] і осі І збігаються і зі 

знаком якщо вони протилежні (рис.16, а).

Аналогічно визначається проекція одного вектора на інший. 

Легко показати, що

ПР/ а — І α І cos (а, І). (6.5)

ІВ

І ?  Ί

a

А7

Рис. 16

4 г σ  /

б)

Основні властивості проекції вектора на вісь полягають в то

му, що лінійні операції над векторами приводять до відповідних 

лінійних операцій над проекціями цих векторів, а саме: якщо до

даються два вектори а і Ь. їх проекції на довільну вісь теж дода

ються (рис. 16, б); якщо вектор а множиться на будь-яке число 

а, його проекція на довільну вісь також множиться на число а, 

тобто

Пр, (а  + Ь) =  Пр, а + Пр, Ь,

Пр/ ( а  а ) =  а  ■ Пр/ а.

• Приклад 6.6

Знайти Пр, (а + Ь), якщо |о | = 2, \Ь \ = А \ ψ — 30°.

< Маємо: Пр, (а  + Ь) =  Пр, а + Пр, b =  | а \ · cos φ + \ b\- cos φ =

= 2 · cos 30° + 4 · cos 30° =  3>/3. ►

10. Геометричний зміст декартових прямокутних к оор 

динат вектора

• Теорема 6.4

Декортові прямокутні координати ах, ау і аг вектора 
а дорівнюють проекціям цього вектора на осі Ох. Оу і Oz 

відповідно.

Доведення. Аналогічно до міркувань, які наведені при дове

денні теореми 6.3, віднесемо вектор а до початку О прямокутної 

декартової системи і проведемо через кінець Л цього вектора 

три площини, які паралельні координатним площинам Оуг, Ох: і 

Оху (рис. 17). Точки перетину вказаних площин з осями Ох, Оу і

О z відповідно позначимо А-> і Аз.  

Тоді а  =  О А\ + О  Л ‘2 + ОА3. Оскільки вектор О  Αχ колінеарний 

вектору г, то ОА\ =  ах ■ і. Аналогічно, ОЛ2 = ау · j  і ОАз = az ■ k.

Рис. 17

На відміну від косокутного паралелепіпеда (рис. 11) у випад

ку декартової прямокутної системи паралелепіпед, побудований 

на базисних векторах і, j , k, є прямокутним. Його діагональ —- 

вектор а. Тому П рохо =  ах, Про^о =  ау і П ро2а =  а~.



§ 7. СКАЛЯРН И Й  ДОБУТОК ДВОХ ВЕК
ТОРІВ

1. Скалярний добуток і його властивості

Означення 3.12 Скалярним добутком двох векторів називаєть

ся число, яке дорівнює добуткові довжин цих векторів на косинус 

кута м іж  ними.

Скалярний добуток векторів а і b позначається символом а-Ь 

або ( а ,Ь ). Отже, згідно з означенням, маємо:

( а ,b) — І а І · І b \ ■ cosy?, (7.1)

—* —♦

де φ - кут між векторами а і fe, тобто φ =  (а, Ь).

Перш ніж сформулювати наступне твердження, уточнимо по

няття кута φ між векторами а і Ь.

Приведемо довільні вектори а і b до спільного початку 0 

(рис.18).

Тоді за кут φ між векторами а і b можна 

взяти будь-який з двох вказаних на рис. 18 

кутів ψ\ і ψ2 · Справді, сума кутів ψ\ і ψ2 
дорівнює 2π і тому cos φχ =  cos φ2, а в озна

чення скалярного добутку входить тільки 

косинус кута між векторами. З  двох кутів 

ψι і ψ2 один менший за π (на рис. 18 це кут 

ψι). Тому домовимось, що надалі кут м іж  
двома векторами — це той кут, який не 

більший за π, тобто 0 < φ < π.

Враховуючи, що | а | cos φ =  Π ρ?α і j Ь | cos = П р5 b, співвідно

шення (7.1) можна записати в такому вигляді:

Основні властивості скалярного добутку

1. Комутативність множення:

(а, Ь) =  (Ь,а).

Ця властивість випливає з означення скалярного добутку.

2 . Асоціативність відносно, множення на число:

( A a, b ) =  А ( а, Ь).

Справді, згідно з (7.2) маємо: (А а, й) =  |Ь| -Пр^(Аа)  =  A j 6 | · 

Пр^а =  А (а,Ь).

3. Дистрибутивність відносно додавання:

(а  + Ь,с) =  (а ,с )  + (Ь,с),

З огляду на (7.2) маємо:

(а  + b,c) =  І с| П р?(а  + Ь) =  \ с | П рга + | с | П ргЬ =  ( а, с) + ( 6, с).

4. ( а, b) =  0, якщо о J_ b, і навпаки.

5. (а, а ) =  І а |2; звідси | а | =  у/(а, а).

2 . В ираж ення скалярного добутку через координати  

співмножників

Нехай в прямокутній декартовій системі координат

о — { а,х, йу, az }, b — { bx; by; bz },

тобто

a fl-j % + ciy j  -f- clz k, 1 b — b% і + by j  -f- bz k,

де i , j,k -  одиничні попарно перпендикулярні базисні вектори, 

тобто ( г,г) =  ( J J ) =  ( it ,k ) =  1 , ( i j )  =  ( j , k ) =  ( к,г) =  0 .

Тоді
—t

( «ї b) — ο,χ bx -j- ciy by сі % b%. (7.3)

Дійсно,

( α, b) =  ( ax i + ay j  + az k, bx i + by j  + bz k ) =



ах Ьх ( і, і ) + ах Ьу (гJ )  + ах bz ( і ,к ) + aybx ( j , i )

Ч~о,у by ( j , j  ) -j- dy bz ( j , k ) ~b o,z bx (к.г) &z by (&, j  ) -Ь az bz ( k, k ) r;:

-f* fly by “Ь ciz bz.

Отже, скалярний добуток двох векторів дорівнює сумі 

добутків їх  однойменних координат.

Оскільки ( а, а ) =  | а |2, то

І«І =  yjal  + al + a;j. (7.4)

3. Кут м іж  двома векторами

( a .b ) axbx + av L· + az bz
cos ψ =  v =  —— --χ· - -y y, z — 7.5

I α I · I 6 j y/al + n2 + a2 yjl)2. + b2 + b‘2

Якщо вектори a =  { ax,ay,az } і b =  {йх,0у,0г } ортогональні, то 

ψ — |, cos уз =  cos I  =  0  і

аж + Qj, + аг 62 =  0. (7.6)

Якщо вектори а і b колінеарні, тобто а. =  Λ й, то

^2

bx by bz
(7.7)

4. Н апрям ні косинуси вектора

Позначимо через а , /3,7 кути між вектором а =  {βχ,α^,α, } і 

векторами г, j ,  £  відповідно. Тоді

со87 =  І М І  =  _ Ь _ _  (7.10)
j a j -1 jfc I \Jаї  + + °г

Косинуси кутів, які утворює вектор з осями координат, на

зиваються його напрямними косинусами. Очевидно, що

-cos2 7 = 1 . (7-11)cos2 α  -Ι cos2

Вектор а0 =  {cos Ο'; cos β; cos

ра  а. Але о° =
0

або а =: 1 а 1
|а|:

і тому в прямокутній системі

координат координати одиничного вектора а0 є напрямними ко

синусами вектора а, тобто а° =  {cos a; cos β; cos 7 }.

З  іншого боку, ах =  \а \ cos а  =  Пр^а, ау =  Пр^а, а. =  Пр^о. 

Отже, координати ах, ау, az вектора а є його проекціями на 

відповідні осі координат.

5. Відстань м іж  двома точками

Відстань d між двома точками А( Х], у\. Z\), В( х->. у->, г2 ) це 

довжина вектора Α ή  =  { х2 — х\, у2 — у i, z2 — Zy }. Тому

d =  у/{ х-2 - х\ )2 + ( у2 - уі )2 + ( з2 - Z! )2 (7.12)

• Приклад 7.1

Знайти кут, який утворюють одиничні вектори еі і е2, 

якщо вектори a = e'j + 2е2 та b =  5е\ — 4е2 перпендикулярні.

< Позначимо через φ кут між векторами е\ і с2. Обчислимо 

скалярний добуток векторів а та b:

( а ,Ь ) =  (е !+ 2е2, 5е !-4е2) =  5 (е ь  е і ) - 4 ( е і ,  е2 )+ 10 (е2, ел )- 8 (е 2, е2 ) =

=  5 · І е*і |2 + 6 · І е\ І · I е2 I cos ψ — 8 · | е2 |2.

Згідно з умовою задачі вектори е\ та е2 - одиничні, тобто j еі \ —

І е2 І =  1 , а вектори а та b - перпендикулярні, тобто ( a, b ) =  0 .

Отже, для знаходження кута ψ маємо рівняння

6 cos φ — 3 =  0 =Φ· φ =  60". ►



• Приклад 7.2

Знайти проекцію вектора о = { \/2; -3; -5 } на вісь І, яка 
утворює з координатними осями Ох і Оу кути а  = 45°, β —
60°, а з віссю Οζ - тупий кут.

-^Згідно з формулою (7.11) маємо

cos2 45° + cos2 60° + cos2 7 = 1  =*· cos2 7  =  -.
' 4

Оскільки 7  - тупий кут, то cos 7  =  Позначи

мо через е одиничний вектор, який співнапрямлений

з віссю І.

Пр/ а =  Пре-α =

Πρ,α =  2. ►

§ 8. ВЕКТОРНИЙ ДОБУТОК

1. Векторний добуток і його властивості

Означення 3.13 Векторним добутком векторів а гЬ називаєть

ся вектор с, який задовольняє такі умови:

1. І с І =  І а І · I b I sin φ, де φ - кут м іж  векторами а і Ь;

2. Вектор с перпендикулярний до векторів а і Ь;

J1. Напрям вектора с вибирається так, щоб трійка векторів 

а,Ь,с була правою (рис.19, а).

Векторний добуток векторів а і b позначають символом [а, Ь] 

або а x Ь. З  означення випливає, що модуль векторного добут

ку чисельно дорівнює площі паралелограма, побудованого на 

перемножу ваних векторах. Тому, якщо через с° позначити оди

ничний вектор, який колінеарний вектору с =  [а, Ь] і має однако

вий з ним напрямок (рис.19, а), то с -  [с] · с° =  |[а,Ь]| · с°, тобто

Тоді е =  { cos а; cos/3; cos 7 } =  | — і

( а, е) \ / 2 · # - 3 · | + 5 ·
=  2 , тобто

(8.1)

де 5  - площа паралелограма, побудованого на векторах а  та Ь.

Рис. 19 а) Рис. 19 б

Теорема 8.1 встановлює важливе співвідношення, яке буде 

використовуватись далі

• Теорема 8.1

Якщо с - довільний вектор, який лежить в площині π; 

е одиничний вектор площини тт, ортогональний вектору с; 

g - одиничний вектор, ортогональний до площини π і спря

мований так, що трійка векторів е,с та g - права (рис.19, 

б), то для будь-якого вектора а, який лежить в площині π, 

справедливе співвідношення

[а,с] =  Пре-α· і с j ■ д. (8.2)

Доведення. Достатньо довести, що вектори, які стоять в лівій

і правій частинах (8 .2 ), мають однакові довжини, колінеарні й 

однаково спрямовані. Маємо: |[а, с]| = 5, де S - площа паралело

грама, по будованого на векторах а та с. Довжина вектора, який 

стоїть в правій частині співвідношення (8.2), дорівнює |с| · |Пр^а|, 

тобто дорівнює S, бо якщо за основу паралелограма взяти век

тор с, то його висота h дорівнює |Пре«|.

Колінеарність векторів [а,с] та Пре-α· | с \ ■ д випливає з того, 

що обидва ці вектори ортогональні до площини π.

Залишається перевірити, чи вектори [я, с] та Пр^·а- \ с\-д одна

ково спрямовані. Справді, вектори [а, с] і д однаково напрямлені 

(чи протилежно), якщо трійка а,с\д — права (ліва), тобто коли



вектори йтае лежать по один бік від с (по різні боки), і проекція 

Пре-α є додатною (від’ємною), але це і означає, що вектори [5 , 5 ]

і Пре-а· \ c\-g завжди однаково спрямовані.

Властивості векторного добутку

1 . Некомутативність множення:

[5,6] =  -[6,5].

Справді, вектори [5,6], [6,5] мають однакові довжини (модулі)

І [ 5,6 ] І =  j [ 6,5 ] І =  І 5 1 · І 6 j sin φ.

Вони колінеарні, оскільки обидва перпендикулярні до площини, 

що визначається векторами а і 6 .

їх напрями протилежні, бо трійки 5 ,6, [ 5,6 ] і 5, 6, [ 6, а ] - різної 

орієнтації.

2. Векторний добуток дорівнює нульовому вектору тоді і тіль- 

кі тоді, коли перемножувані вектори колінеарні (довести цю вла

стивість самостійно).

3. Асоціативність відносно скалярного множника:

[ А 5 ,6 ] =  А [5,6 ], [5, А 6 ] =  А [5,6].

Якщо А =  0, або якщо 5 і 6 колінеарні, то обидві рівності очевидні, 

бо в обох випадках їх права і ліва частини дорівнюють нулеві.

Припустимо тепер, що А ф 0 і вектори 5 та 6 неколінеар- 

ні. Доведемо спочатку першу рівність. Щ об переконатись в її 

справедливості, досить розглянути модулі й напрями векторів 

[А5,6], А[5,6].

З а  означенням | [ 5, 6 ] | =  | 5 1 | 6 | sin φ, де φ - кут між векторами 
—̂

5 і 6 . Тоді

І А [ 5,6 ] І =  І А 115 j | 61 sin φ, | [ А5,6 ] | =  | A 115 11 61 sin ψχ,

—*
де ψ\ кут між векторами А 5 і 6. Він дорівнює кутові φ. якщо 

А > 0 і π — φ, якщо А < 0. В обох випадках sin φχ =  sin φ. Звідси 

випливає, що

|[А5,6]| =  І А [5,6 ]j.

Вектори [А 5, 6 ] і А [5,6 ] - колінеарні, як вектори, шо перпен

дикулярні до площини, яка визначається векторами 5 і Ь.

Якщо А > 0, то їх напрями збігаються, і. оскільки їх модулі 

дорівнюють один одному, вони теж рівні.

Якщо ж А < 0, то напрями векторів [ А 5. 6 ] і [ 5,6 ] протилеж

ні, тобто вектори [А 5, 6 ] і А [а. 6 ] - рівні. Отже, при А Ф 0

[ А 5, Ь] =  А [ 5,6 ].

Друга з рівностей зводиться до першої переставлянням 

співмножників в лівій і правій частинах, а саме:

[ 5. А 6 ] =  — [ А 6,5] =  — А [ 6, а ] =  А [ 5, Ь ].

4. Розподільна властивість відносно додавання.

Для будь-яких векторів 5,6,5 справедливе співвідношення:

[ а + 6 , с ] =  [ а, с ] + [ 6, с ].

Доведення. Почнемо з випадку, коли один із співмножників є 

одиничним вектором с°. З  означення векторного добутку випли

ває. що вектор [5, с°) можна побудувати так, як зображено на 

рис. 20. Спроектуємо вектор 5 на площину, перпендикулярну до 

вектора с° і повернемо вектор ОА\ в цій площині навколо точки

О за годинниковою стрілкою на 90°. Отриманий таким способом 

вектор ОА -2 =  [5, с°].

Рис. 20 Рис. 21



Справді, І 0 .4-2 j =  І 0-41 | =  |a|cos(| — φ) =  | а j sin φ =  \а\ ■ 

' с° j siny;. де φ - кут між векторами а і с°; вектор 0 .4-2 перпенди

кулярний до векторів а і с° і вектори а. 0Л 2 і с° утворюють праву 

трійку. Отже, 0Λ·2 =  [ а, с° ].

Розглянемо тепер одиничний вектор с5, перпендикулярну до 

нього площину π і трикутник ОАВ  (рис. 21), в якому О А = <1, 

О Т і =  а  -  І  А Й  =  Ь.

Спроектуємо точки А та В  на площину π і повернемо три

кутник ΟΑχΒχ в цій площині за годинниковою стрілкою на 90". 

Отримаємо трикутник О  ΑλΒ2. в  якому згідно з попередніми М Ір - 

куваннями Ов\ =  [п + Ь, с°], О  ЛІ = [а, с°], .42В2 = [Ь,с°].

Ллє

=  α ζ  + л2 β-2-,

тому

[ а  + Ь: с° ] =  [ а, с° ] + [ Ь, <? ].

Помножимо обидві частини останнього співвідношення на | г ].

і. враховуючи, що с =  \ с \ (?, а також властивість 3 векторного 

добутку, отримаємо:

[ a + b, \ г І с° ] =  [ а, І с \ с° ] -і- [ Ь, \ с \ с° ].

або

[ а  +  Ь, с] =  [ а , с] +  [ Ь, с].

2 . Вираж ення векторного добутку через координати  

співмножників

Нехай
а — йх % 4- о,у j  -f- u z k.

b =  bx % by j  -)- bz k.

Очевидно, що [i,j]  =  k, [г, і] =  0, [j,k] =  г, [ j.j]  =  0,

[ к . г } = 1  [ 1 к }  =  0.

Тоді

[а.Ь} =  [ ах і + ау j  + az k. bx і + by j  -\-bzk] =  axby k — ax bz j  — ay bx k+

bz t. -f-о z bx j  oz by i — ( (i y bz (iz by ) /.+( dz bT (i ,- bz ) jf-f-( (ix 0y—ay bx ) k

ay az 

by bz

Отже,

az ax 

b , b„

[a , b}

&X (ly

K  b',

i j  k !

& x U y  C lz  j

bx by bz I

i j к

к = «x (Іу az

bx by bs

(8.3)

• Приклад 8.1

Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах а = { 1; 0; —- }, b = { 4; -12; -5 }

< Знайдемо спочатку векторний добуток [а.Ь]. Згідно з фор

мулою (8.3), маємо:

Ї,Ь]

і j к

1 0
4 -12 -5

■З?' + 4 j — 12 А:.

Як відомо, площа S паралелограма, побудованого на векторах а

і b дорівнює І [а, Ь]|. Отже,

S  — \ — З і + 4 j  — 12fc| =  у /  (—З )2 + (4)2 + ( —12)2 =  13(кв.од.). ►

3. Застосування векторного добутку

3.1. Обчислення площ паралелограма та трикутника

Нехай задані точки А( хи уи zx), В( х2, у2, z2 ) і С( х3, у3. ζ3 ). 

Розглянемо вектори Α ή  і а 0 .  Згідно з означенням векторного 

добутку модуль векторного добутку [ АЙ. Л 0 ] дорівнює площі 

паралелограма, побудованого на векторах АЙ і АС. тобто

5 с



Якщо потрібно знайти площу трикутника ABC, то вона дорів

нює половині площі отриманого паралелограма, тобто

5 , а Й ,а 6

• Приклад 8.2

Обчислити площу трикутника ABC, якщо Л( 1,1,1), 

£(2,2,2), <7(4,3,5).

< Знайдемо координати векторів А 0  і Α0: А ή  =  { 1; 1:1 }, 

Α 0  =  { 3; 2; 4 }. Тоді

'АЙ ,Аб]

! * З 
1 1 

З 2

к

1

4

=  2 і - j  - к

Мом а

А~Й,А& І =  у/А +1 + 1 =  \/б. Значить, 5д =  |\/б(кв.од). ►

3.2. Момент вектора а відносно ф іксованої точки

Поняття векторного добутку вико
ристовується в статиці та динаміці, 
а також в теорії електромагнетиз

му. Одним із важливих застосувань 

векторного добутку є поняття мо

менту вектора а, прикладеного в 

точці М  відносно фіксованої точки 

О. З а  означенням (рис.22)
О М

Рис. 22

Момо а ОМ . а (8.4)

• Приклад 8.3

Сила F  = {2;—4; 5} прикладена до точки М(А, — 2,3). 
Знайти момент цієї сили відносно точки А( 3,2, —1).

<  Згідно з формулою (8.4) маємо:

Момд F

Тоді А Й  =  { 1; -4; 4 } і плшукании

Μ ο μ ,ι F

і j  к 

1 -4 4 

2 - 4  5

-Аг + Зу + Ак.

тобто Момд F  =  { —А: 3; 4 }. ►

§ 9. МІШАНИЙ ДОБУТОК ВЕКТОРІВ

1. Визначення мішаного добутку трьох векторів. Власти

вості мішаного добутку

Нехай дані три вектори а.Ь. с. Помножимо векторно вектори 

а і b і отриманий вектор [ a, b ] помножимо скалярно на вектор с. 

тобто складемо вираз

({а,Ь],с).

Цей вираз і називається мішаним добутком трьох векторів, тому 

що в ньому використані два види множення. Мішаний добуток 

будемо позначати символом (а, Ь, с), так що за означенням

( а ,Ь ,с ) =  ([а,Ь],с).

Мішаний добуток як результат скалярного множення век

торів [а, Ь] і с є скалярною величиною (числом). Він має дуже 

просте геометричне тлумачення.

Мішаний добуток некомпланарних векторів а, Ь, с дорівнює 

об ’ємові паралелепіпеда, побудованого на цих векторах (віднесе

них до спільного початку), взятому зі знаком плюс, якщо трійка 

а, Ь,с - права, і зі знаком мінус, коли ця трійка ліва.



Справді,

|(Й, 6,5)| =  15 11 6 I sin;£ І 5 j j cosO |, 

де φ - кут між векторами 5, 6,

β  - кут між векторами [5,6], с. 

О б ’єм υ паралелепіпеда, побу

дованого на векторах 5, 6. с до

рівнює добуткові площі основи

5 =  I 5 j j b I sin φ 

на висоту h =  | с\\ cos Θ | 

(рис.23), тобто

|( 5, 6, 5)| =  5’ · h =  υ.

Знак мішаного добутку збігається зі знаком cosG. Тому він 

додатний, коли кут Θ - гострий, тобто коли трійка векторів 5, Ь, с 

- права, і від’ємний, якщо Θ - тупий, тобто трійка векторів ліва.

Отже,

(5,6, 5) =  ±г>.

Наслідок. Мішаний добуток дорівнює нулеві тоді і тільки 

тоді, коли перемножувані вектори компланарні.

Справді, рівність (5, 6, с) = 0 , тобто рівність 

|5j|6| sin^jc| cosO =  0 виконується якщо:

1. Хоча б один із векторів 5, 6, с є нульовий і тоді всі три век

тори компланарні;

J2. sin<£ =  0. Тоді вектори 5 і b колінеарні, а отже, вектори 

5, 6,5 - компланарні;

3. cos Θ =  0, тоді вектори [5, 6] і с ортогональні і вектори 5, 6, с 

компланарні.

Обернене твердження доводиться аналогічно.

З  геометричного тлумачення мішаного добутку випливає, що

([5,6], с) =  (5, [6,5]).

Звідси, з огляду на комутативність скалярного добутку і ан- 

тикомутативність векторного множення, для довільних трьох 

векторів 5,6, с маємо:

(5, 6, с ) =  (6, 5, 5 ) =  ( с, 5, 6) = — (6,5, с ) — - ( а, с, 6) =  — ( с, 6, 5).

[5,6]

О 5

Рис. 23

2. Вираж ення мішаного добутку через координати пе

ремножуваних векторів

Нехай а = ах і + ау j  + агк. 6 =  6;r і -f by j  + bz к. 5 =  сх і +

[5,6] =

Годі

і J к

Οχ ау αζ =

Ьх by bz

а,у а* і 7-іі , ! t Т
by b z І

а*
6,

« x

Ь'Г

a,

br

(5,6,5) =  ([5,6], c)
t t y  0-2

by bz
Cx  +

a~

bz K

ax ay

bx by
є..

Таким чином.

Cx Су cz O'X Uy (I z

CLx β z = bx by b z

bx by b z Cx Су C z

1O'X ay az !

(5,6,c) = bx b, k  ■

Cx Су cz 1

(9.1)

• Приклад 9.1

Дано чотири точки: А( 1,1,1), J3(4,4,4). С( 3.5,5), D{ 2,4.7). 

Знайти об’єм піраміди ABCD.

<  О б ’єм піраміди дорівнює одній шостій об'єму паралелепіпе

да, побудованого на векторах A d , Α0  і АІ3. Отже

П̂І Р - ( АЙ, лб , АІ3 )

Знайдемо координати векторів А&, Ас}. А0.

Маємо: АВ = {3 ,3 ,3 } , а 6  =  {2,4,4 }, Az3{ 1,3,6 }.

з з з !

Тоді у„ір = І І f AJ$, А0, AJ&\ і =  I  mod 2 4 4 |

1 І і з б І
3. (куб. од). ►

М 8  =



• Приклад 9.2

З'ясувати, чи компланарні вектори а =  { 2; 3; — 1 }, b 

{ 1; —1:3 } і с =  { 1:9:—11}.

■4 Знайдемо мішаний добуток заданих векторів. Маємо: 

( а, Ь. с) =

2 3 -1 ;

ι - і  з 1 = 0.
1 9 -11 !

Отже, задані вектори компланарні.

• Приклад 9.3

Довести, що чотири точки А(1.2. — 1 ), В ( 0.1.5’ 

С( —1,2,1) і £>(2,1,3) лежать в одній площині.

іємо:< Знайдемо координати векторів A n ,  АС? і A D . Має

АЙ =  { —1; —1; 6 }, л б  =  {-2; 0:2}, ЛІЇ =  { 1: —1; 4 }. 

Мішаний добуток

- 1 - 1  6

5 ) =
- 2 0 2 =  0
1 -1 4

Отже, вектори Ап. А 0  і АІ3 компланарні, а тому точки А, В, С

і D  лежать в одній площині. ►

§ 10. ПОДВІЙНИЙ ВЕКТОРНИЙ ДОБУТОК

Нехай задані три вектори a, b і с.

Означення 3.14 Якщо вектор Ь векторно помножити на век

тор с, а вектор а т ак ож  векторно помножити на векторний 

добуток [Ь,с]. т о  отримаємо вектор [а, [й,с]], який називається 

подвійним, векторним добутком.

• Теорема 10.1

Для довільних векторів a, b іс  справедливе співвідношен
ня

[а, [6,с ]] = Ь(а,с) - с(а,Ь). (10.1)

Доведення. Розглянемо окремо два випадки: перший, коли 

вектори b і с колінеарні; другий, коли вектори b і с неколінеарні.

В першому випадку позначимо через с" орт вектора с. Тоді 

с =  І с|-с°, b = ±І b 1-е", де знак плюс беремо тоді, коли вектори b і с 

однаково спрямовані, а знак мінус коли протилежно. Знайдемо 

b ( а, с ) і с ( a, b ).

Маємо

b ( а, с ) =  ±| b j с° ( а, | с | <?) =  ±| b 11 с. \ с° ( а, с° ),

c ( a , b )  =  І с  j с°  ( а , ±| b \ с ° ) =  ±| с. \ | b \ с° ( а , с ° ).

Значить,b ( а, с) — с (а , Ь) =  0. Але і ліва частина (10.1) дорівнює 

нулю, оскільки векторний добуток [Ь, с] колінеарних векторів 

дорівнює нулю. Для першого випадку теорема доведена.

Розглянемо тепер другий випадок, коли вектори b і с не

колінеарні. Вектор [а, [6, с] ] ортогональний вектору [Ь,с], а 

останній ортогональний векторам b і с. Значить, вектори 

[a, [b, e] ], b і с компланарні, а тому вектор [о, [й, с] ] можна роз

класти за двома неколінеарними векторами й і с як за базисом, 

тобто існують дійсні числа а  і в такі, що

[a,[b,c]} =  ab + β с. (10.2)

Залишається довести, що а  =  (а, с), β — ~ (a,b). Доведемо, на

приклад, що а  =  (а, с). Введемо такі позначення: π - площина, 

яка визначається векторами й і с; е - одиничний вектор, що ле

жить в площині 7г і ортогональний до вектора с; g - одиничний 

вектор, який ортогональний до площини π і спрямований так, що 

трійка е,с,д- права. Тоді згідно із співвідношенням (8.2) маємо

[й ,с] =  Пре-й · І с І · д. (10.3)



Якщо с° - одиничний вектор, який колінеарний вектору с і одна

ково з ним спрямований, то права трійка е, с°, д утворює декар- 

товий прямокутний базис. Розкладемо вектор а по цьому базису, 

враховуючи, що координати дорівнюють проекціям вектора а на 

базисні вектори:

а =  Прга ■ е + П рс-а · с° + П р? а · д. (Ю.4)

Помножимо векторно (10.3) на (10.4). Маємо:

а, [6, с] j =  Пре-α · е + П р?а · с° + Пр^а · д, Пре-6 ■ \с \ ■ д

=  І с\ ■ Пре-δ ( Пре-а [е, д] + Пр га[с°,д] + Пр §а[д,д]) . 

Враховуючи, що [е,д] =  —с5; [с®, д] =  е і [д, д] =  0, отримаємо

:.[b,c} =  І c І · П ре-6 ( —Пре-а · с° + П р?а ■ е ) .

Але [a,[b,c]] = ab + β с. Тому

ib + βο =  I с I ■ Пре-Ь ( —Пре-а · с° + Пр^а · є ) .а  > (10.5)

Помножимо співвідношення (10.5) скалярно на е і враховуючи, 

що

(Ь,є) =  П рgb, ( с°, е) =  0, (е,е) =  1, остаточно отримаємо

а  ■ Пре-δ =  І c І · Пр^Ь · Пр^а, або а  =  \ с \ · Прс-α =  ( а. с).

Для доведення рівності β =  — ( а, b) потрібно в проведеному дове

денні поміняти місцями вектори с і  6, і врахувати, що а,[с,Ь]

а, [Ь,с] .

Теорема доведена.

• Приклад 10.1

Дані вектори а = {2; —3; 1}, b = {—3; 1; 2} і с = {1; 2; 3}. 
Знайти [а, [b, с\].

< Згідно з формулою (10.1) маємо:

[а, [Ь, с\] =  Ь(а, с) — с(а, Ь). 

Знайдемо скалярні добутки (а, с) та (а, Ь):

(а,с) =  - 1 , (а, Ь) =  —7.

Тоді

[а, [6, c]] =  —Ь + 7с =  {10; 13; 19}. ►



РОЗДІЛ 4

Аналітична геометрія на 
площині

§ 11 . ЛІНІЇ НА ПЛОЩИНІ ТА ЇХ РІВНЯННЯ

1. Поняття про лінію та Ті рівняння

Поняття лінії є одним із найскладніших понять математики. 

Загальне визначення лінії наводиться в спеціальній математич

ній дисципліні — топології. Воно було дане в 20-х роках поточно

го століття математиком П.С. Урисоном. Ми зупинимось лише 

на означенні рівняння лінії.

Означення 4.1 Рівнянням лінії L в декартовій системі, коорди

нат на площині називається рівняння

F(x- у) =  0, (11.1)

яке задовольняють координати х іу  кожної точки цієї лінії і не 

задовольняють координати жодної точки, яка не лежить на цій 

лінії.

Як  зрозуміло з означення, сама лінія L розглядається як мно

жина точок, координати х , у яких задовольняють рівняння (11.1).

Рівняння (11.1) має безліч розв’язків, тобто безліч пар 

значень х і у, які задовольняють це рівняння. Кожній такій парі 

відповідає точка на площині. Проте, якщо обмежитись лише 

дійсними розв’язками, то рівняння (11.1) може мати їх безліч, 

скінченну кількість або не мати жодного розв’язку. В остан

ньому випадку кажуть, що таке рівняння визначає уявну лінію. 

Наприклад, рівняння 2х2 + 3у2 =  0 визначає тільки одну точку 

0(0,0), тому що (0,0) — єдина пара чисел, які задовольняють 

дане рівняння. Рівняння 2х2 + Зу2 + 5 =  0 не має жодного дійсного

розв’язку, тобто воно визначає уявну лінію.

2. Приклади задання лінії за  допомогою рівняння

Розглянемо декілька простих прикладів визначення характе

ру лінії за даним її рівнянням.

• Приклад 11.1

Рівняння х — у = 0, або. що одне й теж, х = у визна

чає множину точок, однаково віддалених від осей системи 

координат, тобто бісектрису першого і третього коорди

натних кутів.

< Справді, для всіх точок досліджуваної лінії х — у; отже всі 

вони розміщені всередині І і II I координатних кутів, на однаковій 

відстані від їх сторін (рис. 24). ►

• Приклад 11.2

Розглянемо рівняння (2x2 + 3у2 )(х2 — 4) = 0.

М Ліву його частину можна розкласти на множники і запи

сати рівняння у вигляді

(2 х2 + Зу2)(х — 2 ) (х + 2) =  0.

Воно задовольняється лише тими значеннями х і у, які задоволь

няють рівняння

2 х2 + 3 у2 =  0, х — 2  =  0, х + 2 =  0.

Перше з цих рівнянь задовольняє лише одна пара дійсних чисел 

х =  0 та у =  0, тобто воно визначає лінію, яка вироджуєть

ся в точку 0(0,0). Друге рівняння визначає множину точок, які 

мають одну й ту саму абсцису х =  2. Воно зображ ає пряму, па

ралельну осі Оу на відстані 2 від неї. Аналогічно рівняння х =  —2 

зображає пряму, паралельну осі Оу на відстані 2 ліворуч від неї 

(рис. 25). ►
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Якщо ліва частина рівняння лінії розкладається на декілька 

множників, то говорять, що лінія, яка визначається цим рівнян

ням, розпадається на декілька ліній.

3. Приклади складання рівнянь заданих ліній

Часто лінію задають за допомогою тієї чи іншої геометричної 

властивості лінії, спільної для всіх її точок. На її основі треба 

скласти рівняння даної лінії.

• Приклад 11.3

Скласти рівняння множини точок, однаково віддалених 
від сталої точки С(а,Ь), тобто рівняння кола.

А Позначимо довільну точку кола через М(х, у), а його радіус 

— через R. Точка М  лежить на колі тоді і тільки тоді, коли 

\СМ\ =  R. Виразимо цю властивість, спільну для всіх точок ко

ла, через довільні координати х і у точки М  і величини, подані 
в умові задачі.

Маємо С Й  =  {х - а; у - b}, \θύ\ =  у/(х - а ) 2 + (у - Ь)2.

Υ

/ — ,м

f  R/\

К У

0 X

Y
у =  —кх

х =  —КЇК
/ і )  = кх

' - ώ \х,.у)' '

\ М| -V
= ку . ■

ч \ " ' ·

Рис. 26 Рис. 27.

Отже, для точок кола справедлива рівність

або

у/(х - а ) 2 + {у - b) 2 =  R. 

(х - а)2 + (у - b)2 =  R2.

Це і є рівняння кола.

Якщо центр кола знаходиться в початку координат, тобто в 

точці 0(0,0), то рівняння кола набуде вигляду

x2 + y2 =  R2. ►

• Приклад 11.4

Точка рухається так, що відстані її від двох взаємно 

перпендикулярних прямих залишаються весь час в стало

му відношенні. Знайти рівняння її траєкторії.

< Приймемо задані прямі за координатні осі. Позначимо 

довільну точку траєкторії через М (х,у), а відношення її відста

ней від координатних осей — через к. Очевидно, що \M\M\ =  \у\,

\М2 М\ =  |.т| (рис. 27). Але за умовою

Звідси

\ΜχΜ\

\М2 М\
к, отже, к.

х
=  ±к,



або у =  кх та у =  —кх. Це, як легко переконатися, прямі, іцо

проходять через початок координат.

Λ · \М2 М\ ,
Але умову задачі можна ше записати так: -----  =  к тобто

І Αίι Μ І
х
— =  к. Отже, отримаємо ще дві прямі: х =  ку та х =  — ку. Усі

чотири прямі задовольняють умову задачі. ►

Отже, в зв’язку з аналітичним поданням лінії виникають 

задачі двох типів. Задачі першого типу полягають у побудові 

графіка і вивченні властивостей лінії за допомогою заданого її 

рівняння.

Задачі другого типу полягають у виведенні рівняння лінії 

на основі заданого геометричного чи механічного закону її 

утворення.

4. Перетин двох ліній

Часто доводиться розв’язувати таку задачу: дано рівняння 

двох ліній

F(x,y) =  0, Ф(х,у) =  0 . (11.2)

Знайти точки їх перетину.

Шукані точки, якщо вони існують, належать обом лініям. 

Тому їх координати повинні задовольняти рівняння обох ліній. 

Отже, щоб знайти координати всіх точок перетину, треба ро

зв’язати систему рівнянь

Г П г , У) = 0 ,

\ Ф(яг, 2/) =  0. 1 5 )

Якщо система (11.3) не має дійсних розв’язків, то лінії, задані 

рівняннями (11.2), не перетинаються.

• Приклад 11.5

Знайти точки перетину кола (х — І)2 + (у — З)2 = 4 і 
прямої у — х.

< Розв’язуємо систему рівнянь

(х — І)2 + (у — З)2 =  4, 

у =  х.

Виключаючи у з першого рівняння, отримаємо

х2 - 4х + 3 = 0.

Звідси хі =  1, х-2 =  3, і відповідно, у і =  1, у2 =  3. Отже, шуканими 

точками є точки (1,1) і (3,3). ►

5. Класифікація плоских ліній

Задання ліній за допомогою їх рівнянь приводить до кла

сифікації ліній залежно від властивостей цих рівнянь.

Усі лінії розподіляють на алгебраїчні й трансцендентні.

Означення 4.2 Алгебраїчною лінією називається така лінія. яка 

зображається в декартових координатах алгебраїчним рівнянням.

F(x, у) =  0,

де F(x, у) є многочлен від змінних х і у. Степінь многочлена 

F(x, у), що стоїть у лівій частині рівняння алгебраїчної лінії, на

зивається порядком, лінії.

Лінії, які не є алгебраїчними, називаються трансцендентни-

Прикладами алгебраїчних ліній є лінії, задані рівняннями

х + у - 2 =  0, x1 + у2 -1 =  0, х?‘ + у:і - 3ху =  0.

Прикладами трансцендентних ліній можуть бути лінії

у - tg х =  0, 5ху + х - у =  0, у =  logn:r.

Можна показати, що алгебраїчна лінія залишається алге

браїчною в кожній декартовій системі координат, причому при 

перетворенні координат порядок її теж не змінюється. Тому 

доцільно класифікувати алгебраїчні лінії залежно від порядку 

їх рівнянь.

В аналітичній геометрії вивчаються лише алгебраїчні лінії і 

притому лише лінії першого і другого порядків, тобто лінії, які 

в декартовій системі зображаються рівняннями:

Ах + By + С  =  0, А2 + В 2 > 0 

Ах2 + Вху + Су 2 + Dx + Еу + F  =  0, А2 + В 2 -ь С 2 > 0.



§ 12. П РЯМ А НА ПЛОЩИНІ

1. Загальне рівняння прямої

Нехай на площині Оху задані ненульовий вектор п =  {А; В} 

і точка Ма(хо,уо). Потрібно скласти рівняння прямої, що прохо

дить через точку М0 перпендикулярно до вектора п.

З  аксіоми елементарної геометрії відомо, що через точку, що 

лежить на заданій прямій, можна провести єдину пряму, яка пер

пендикулярна їй.

Отже, поставлена задача має єдиний розв’язок.

Для довільної точки М(х, у) шуканої прямої вектор МоМ  = 

{х — х0;у — уо} перпендикулярний вектору п (рис. 28).

Рис. 28

Тому скалярний добуток їх дорівнює нулю: (Μ0ύ ,η )  =  0 або в 

координатах:

А(х - х0) + В  (у - уо) =  0. (12-1)

Це і є рівняння шуканої прямої.

Отже, пряма на площині визначається рівнянням першого 

степеня відносно декартової системи координат.

Покажемо тепер, що кожне рівняння першого степеня визна

чає пряму в цій системі.

Розглянемо довільне рівняння першого степеня

Ах + By + С  = 0, А2 + в 2 >  0 (12.2)

і нехай М 0 (х0. уо) є однією з точок вираженої ним лінії. Тоді ви

конується рівність

Ах о + Вуо + С  =  0.

Піднімаючи цю тотожність почленно від рівняння (12.2), отри

маємо рівняння

А(х - х0) + В (у - уо) =  0,

яке визначає ту саму лінію, що й рівняння (12.1). Рівняння (12.2) 

називається загальним рівнянням прям ої на площині, а век

тор п =  {.4; В} — нормальним вектором даної прямої.

Отже, ми показали, що існує лише одна алгебраїчна лінія 
першого порядку — пряма.

• Приклад 12.1

Скласти рівняння прямої, якщо точка М0(2,3) є осно

вою перпендикуляра, опущеного з початку координат на 
цю пряму.

•4 Оскільки точка М0 (2,3) є основою перпендикуляра, який 

опущений з початку координат на шукану пряму, то нормальний 

вектор п =  ОМ 0 =  {2; 3}. Нехай М(х, у) довільна точка прямої. 

Тоді вектор п перпендикулярний до вектора М0М  =  {х — 2; у -

3}, тобто (п, МоМ) =  0. У  координатній формі останнє рівняння 
набуває вигляду

2(х - 2) + 3(у - 3) =  0, або 2х + Зу - 13 =  0.

Це і є загальне рівняння шуканої прямої. ►

2 . Дослідження неповного рівняння прям ої

Дослідимо, як розміщена пряма відносно координатної систе

ми, коли рівняння (12.2) неповне, тобто деякі його коефіцієнти 

дорівнюють нулю.

Можливі такі випадки:

1. С  =  0. Тоді пряма проходить через початок координат, а 

координати точки 0(0, 0) задовольняють рівняння Ах + By =  0.

2· В  =  0. Пряма Ах + (7 =  0 паралельна осі Оу , оскільки 

нормальний вектор η =  {А; 0} прямої перпендикулярний цій осі.



3. Аналогічно, якщо А =  0, то рівняння By + С  =  0 визначає 

пряму, паралельну осі Ох.

4. А =  С  =  0. Пряма By =  0 суміщається з віссю Ох, тобто 

у =  0 є рівнянням осі Ох.

5. В  =  С  — 0. Пряма Аг =  0 суміщається з віссю Оу, тобто 

X =  0 є рівнянням осі Оу.

3. Р івняння прям ої ” у відрізках”

Розглянемо загальне рівняння прямої (12.2) і покажемо, що 

його можна записати у вигляді рівняння

ї  +  *  =  1 , ( 1 2 . 3 )
a b

яке називається рівнянням прям ої ” у відрізках” .

Нехай всі коефіцієнти А, В  і С  відмінні від нуля. Тоді рівняння

(12.2) можна записати у вигляді

А В

с  с
і, прийнявши а =  — Ь =  — —, отримаємо рівняння (12.3).

У  рівнянні ”у відрізках” (12.3) числа а та b мають такий гео

метричний зміст: вони дорівнюють величинам відрізків, які від

тинає пряма відповідно на осях Ох та Оу (відрізки відкладаються 

від початку координат). Щ об переконатись у цьому, досить знай

ти точки перетину прямої з осями координат. Наприклад, точка 

перетину з віссю Ох визначається із спільного розв’язання рів

няння (12.3) з рівнянням у =  0 осі Ох. Ми отримаємо координати 

точки перетину х =  а, у =  0. Аналогічно отримаємо координати 

точки перетину прямої з віссю Оу: х =  0, у =  Ь.

Рівняння прямої ”у відрізках” зручно використовувати для її 

графічного зображення в прямокутній системі координат.

• Приклад 12.2

Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку 

Мо(1,1) і відтинає від координатного кута трикутник, пло

ща якого дорівнює 2 кв. од.

< Запишемо рівняння шуканої прямої ”у відрізках” :

X у

_  + І  =  1· a b

Нам потрібно знайти значення параметрів а і Ь. Точка М0( 1. 1) 

лежить на шуканій прямій. Тому її координати задовольняють

рівняння прямої, тобто - + - =  1 = >  a + b =  ab. Площа S трикут-
а b

ника, який відтинає від координатного кута пряма, визначається

формулою ±5 =  — ; +5, якщо відрізки а та /> одного знаку, і —S. 
£

якщо різних знаків. Згідно з умовою задачі маємо

ab =  ±4.

Для знаходження параметрів а та b отримаємо систему рівнянь:

а + b — ab, 

ab =  ±4.

яка рівносильна двом системам

Г а + 6 =  4. _ Г а + b =  -4,

t  ab =  4 I ab =  —4.

Розв’язками одержаних систем є: а\ =  2, by =  2; а-> — — 2 + 2\/2·

Ь‘> =  —2 — 2\/2; аз =  —2 — 2\/2, =  —2 + 2\/2. Отже, умові за

дачі задовольняють три прямі, рівняння яких отримаємо, якщо 

замість а та b підставимо знайдені розв’язки. Рівняння шуканих 

прямих мають вигляд:

Х-+ 1 =  1 — ± ____ + _____У—  =  1 ____£ ____+ ___ 1 _____=  1
2 2 ’ -2 + 2^2 -2-2ч/2 ’ -2 - 2уД -2 + 2^2

Після спрощення цих рівнянь матимемо:

х + у =  2, (1 + у/2 )х + (1 - у/2 )у - 2  =  0,

(1 - л/2 )ж + (1 + У 2 )у - 2 =  0 . ►



4. Канонічні і параметричні рівняння прямої

Положення прямої на площині відносно системи координат 

можна задати будь-якою точкою М 0 (х0 ,у0), що належить цій 

прямій, і напрямком прямої, тобто вектором s — {т ; п}, колінеар

ним цій прямій (рис. 29). Ненульовий вектор s, який паралельний 

прямій, називається напрямним вектором прямої.

Через точку М0 (х0 ,у0) можна провести одну і тільки одну 

пряму, паралельну вектору s. Складемо її рівняння.

Рис. 29

Нехай М (х,у) — довільна точка прямої. Тоді вектор М0ЛІ = 

{х — Хо',у — уо} колінеарний вектору s =  {τη; η}, тобто координати 

цих векторів пропорційні:

X  — Хп у — у0 ,----о _  у--у 12 4

т  п

або
' х =  Хо + mt, , .

У =  Ш + пі. <12'5>

Рівняння (12.4) називається канонічним рівнянням прямої, 

а рівняння (12.5) — її параметричними рівняннями.

5. Р івняння прям ої, що проходить через дві задані точки

Дві точки повністю визначають пряму. Складемо її рівняння. 

Нехай М і(хх,уі) та М 2 (х2 ,у2) — дві точки прямої. Вони визна

чають напрямний вектор прямої s  =  ΜχΜ2 =  {х2 — Х\',У2  ~  У і} ·

Враховуючи те, що пряма проходить через точку Мх(хх,ух), от

римаємо канонічне рівняння шуканої прямої

х — Х\ У — У і ,
---- L =  -— — . (1 2 .6 )
Х2 - Х х  у2 - Ух

Рівняння (12.6) називається рівнянням прямої, що про

ходить через ДВІ Т О Ч К И  М х (Х х ,У х )  і М 2{х 2 , У->)·

• Приклад 12.3

Через точки М і (—1,2) і М2 (2,3) проведена пряма. Знай

ти точки перетину цієї прямої з осями координат.

< Згідно із співвідношенням (12.6) рівняння прямої, яка про

ходить через точки М\(—1,2) та М 2 (2,3) має вигляд

х + 1 у — 2 х + 1 у - 2
----= — — або ---- = ; ,
2 + 1 3 - 2  З 1

тобто
X 7

у =  — І— ·
" 3 3

Точка перетину отриманої прямої з віссю Ох має координати: 

у =  0, х =  —7, а з віссю Оу — х =  0, у =  7/3. Отже, маємо дві 

точки (0,7/3) і (—7,0), які і є шуканими. ►

6 . Р івняння прям ої з кутовим коефіцієнтом

Нехай пряма задана точкою М 0 (хо-,Уо) і кутом φ, який вона 

утворює з додатним напрямком осі Ох (рис. ЗО). Її канонічне
х - х0 у - уо , _

рівняння ---- = ----- , якщо т  ψ 0, можна записати у вигляді
т  п

п . /
у =  — [х — х0) + Уо, 12.7)

т

т  =  Προχ.? =  \s\ cos φ, η =  П рог? =  j.?| sin φ.

Звідси отримаємо, що — =  tg φ.
т



Рис. ЗО

Тангенс кута φ нахилу прям ої до осі Ох називається 

кутовим коефіцієнтом прямої. Позначимо його через к, тоді
п

т
tg ψ =  к і рівняння (12.7) набуває вигляду

у =  к(х - х0) + у0, 

або, якщо прийняти у0 — кх0 =  Ь,

у =  кх + Ь. (12.8)

Рівняння (12.8) називається рівнянням прямої з кутовим ко

ефіцієнтом. Параметр b є ординатою точки перетину прямої з 

віссю Оу (рис. ЗО). Якщо пряма паралельна осі Оу. то ψ — — 

і кутовий коефіцієнт к в цьому випадку не визначений. Отже, 

рівняння прямої, паралельної осі Оу, не може бути записане у 

вигляді (1 2 .8 ).

Зауваж ення. Якщо пряма задана рівнянням

Ах + By + С  — 0,

4 С
то, коли В  ф  0, його можна записати у вигляді у =  ——х ---,

А «. С  В  Ваоо у =  кх + о, де к =  — —, о =  — —.
В  В

7. Кут м іж  двома прямими

Дві прямі можна задати загальними рівняннями

А\Х + В\у С\ = 0 , А2х + В2у + С 2 =  0, 

або канонічними

X -  Х і _  у — У\ X -  Х2 _  У -  1)2

тщ п\ ’ тп2 п2

або рівняннями з кутовим коефіцієнтом

y =  kix + bi, у =  к2х + Ь2.

Відповідно до цього маємо задані вектори нормалей щ =  

{Αι,Βχ} і п2 =  {А2 ;В 2}, напрямні вектори s\ =  {тпі;пі} і s2 = 

{τη2 ;η2} та кутові коефіцієнти Агі і к2.

Кут Θ між двома прямими дорівнює кутові між їх нормалями 

або напрямними векторами. 1

Отже, матимемо:

А\ А2 4" В і />
COS Θ — COS

/ -ГГ ГГЛ А\А2 L) \ >
[ п  і , п 2 ) =  = = ----. ~ ; ( 1 2 .9 )

або
гл т хт 2 + щп2

cos θ  =  cos si, s2 =  7—ту— r  9 _ ; (12 .10 )
4 ' + n\ ■ \/m2 + n2

Якщо прямі задані рівняннями з кутовим коефіцієнтом, то

*1 =  tg ψι, к‘2 =  tg ψ2, де ψι і ψ2 — кути нахилу прямих до осі

Ох.

Тоді за теоремою про зовнішній кут трикутника (рис. 31) 

маємо: θ = φ2 — ψχ. Отже,

tg θ  =  tg fe  - Ψι) =  ^ - Н П
1 + tg (^tg ψ·2

тобто
k2 — ki ,

І в в = ї щ ·  ( 1 2 1 1 >

Оскільки вектори τΐχ = {.4); Βι} і η·2 = {Л-2; В >} перпендикулярні відповід
но до прямих Αχχ + Віу + Сі = 0 і А2Х + В^у + С-> = 0, то за кут Θ між цими 

прямими візьмемо кут між векторами пх і пг, тобто Θ = (п\,п-2^



Рис. 31

Зауваж ення. Якщо Θ  — кут між прямими, то тг — θ  також є 

кутом між ними. Тоді значення cos <9, яке визначається форму

лами (12.9), (12.10) і (12.11) може бути додатним або від’ємним. 

Одне з них відповідає кутові Θ , а друге — π — <9.

Паралельність чи перпендикулярність двох прямих рівно

значна паралельності та перпендикулярності їх нормальних або 

напрямних векторів. Тому відповідно до вигляду рівнянь, якими 

задані ці прямі, отримаємо:

а) умови паралельності

А

А2

Вг

Бо

т і

т -2

щ 

П ‘2  '

кх = к2,

б) умови перпендикулярності 

Λ χ Λ 2 + Β χ Β 2 — 0; гщт2 + τΐχη2 =  0; 1 + kxk2 =  0.

(12.12)

(12.13)

• Приклад 12.4

Дослідити взаємне розміщення прямих — 2х + у — 1 =

0 і 2 у + 1 = 0 . Якщо прямі перетинаються, знайти точку 

перетину і косинус кута між ними.

·< Кутовий коефіцієнт першої прямої кх =  2, другої — 

к2 =  0. Оскільки кх ф к2, то прямі перетинаються. Для зна

ходження точки перетину розв’язуємо систему рівнянь

—2 х + у — 1 =  0, 2?/ 4-1 = 0.

З 1
Розв’язок системи: х — — —, у = — — . Отже, точка перетину пря-

X Z
u  , з 1

мих Мі0 . 4 > 2

Для обчислення кута між прямими використовуємо формулу 

(12.9). Маємо

(- 2) -0 + 1-2 1 
COS θ — —

ν/(- 2)2 + І 2 · л/2 2 Vb 5

• n  ^звідси θ =  arccos— .

• Приклад 12.5

Через точки Μχ (2, —5) і М2 (3,2) проведена пряма. Скла

сти рівняння прямої, яка проходить через точку Мо(2,1) 
перпендикулярно до проведеної прямої.

< Запишемо рівняння прямої, яка проходить через точки 

М](2,-5) і М2(3,2). Згідно з формулою (12.6) маємо

х — 2  У + 5 х - 2  у + 5
3 ^ 2  = 2 T s ’ аб°  —  = —  = * «  =  7*-19-

Оскільки шукана пряма перпендикулярна до отриманої, то

згідно з формулою (12.13) її кутовий коефіцієнт к =  Крім
7

того, шукана пряма проходить через точку М0(2,1). Тому її рів

няння має вигляд

у - 1 =  — \j(x — 2), або Х:+7у — 9=-0\ ►

8 . Нормальне рівняння прям ої

Положення прямої на площині можна визначити довжиною 

перпендикуляра \ОР\ =  р, опущеного з початку координат на 

пряму, і кутом а  — нахилу його до осі Ох (рис. 32).



Рис. 32

Напрям перпендикуляра О Р  визначається одиничним векто

ром нормалі прямої, проведеним з початку координат, тобто век

тором

п° =  {cos a; sina}.

Візьмемо на прямій довільну точку М(х, у) і позначимо через 

г її радіус-вектор, тобто вектор г =  О ЛІ =  {х; у}. Тоді П рй°г =  р.

З  іншого боку

Прп°^= |f|cos(f,n°) =  |r||n0| cos(r, n°) =  (r, n°).

Отже,

(f, n°) =  p

або, в координатній формі,

ж cos a  + у sin Of — p =  0.

(12.14)

(12.15)

Рівняння (12.14) і (12.15) називають нормованим, або нор

мальним рівнянням прямої. Перше з них записане у векторній 

формі.

Зауважимо, що завжди р > 0, оскільки р — це відстань від 

початку координат.

9. Зведення загального рівняння прям ої до нормального 

вигляду

Розглянемо загальне рівняння прямої

Ах + By + С  — 0

і зведемо його до нормального вигляду

x cos а  + у sin а  — р =  0.

Щ об ці два рівняння були рівносильні, достатньо, щоб їх ко

ефіцієнти були пропорційні:

cos a sin а  —p N

~~А~ =  ~В~ =  ~С =  ’

або

coso; =  AA, sina =  XB; —р =  ХС.

Звідси визначаємо коефіцієнт пропорційності А:

А2 (А2 -і- В 2) =  cos2 а  + sin2 а  =  1.

Отже,

А =  — . 1 (12.16)
±vM2 + В 2

Знак А за умовою АС  =  — р має бути протилежний знакові С, 

оскільки р > 0.

Число А називається нормувальним множником.

Отже, щоб звести загальне рівняння прямої Ах+Ву+С=0 

до нормального вигляду (12.15), потрібно помножити його на 

нормувальний множник (12.16).

10. Відстань точки від прямої

Нехай в площині Оху задана пряма нормальним рівнянням

(12.14):

(r, п°) — р =  0

і точка М 0 (хо,Уо)· Треба знайти відстань d цієї точки від даної 

прямої. Під відстанню точки від прямої розуміємо довжину пер

пендикуляра, опущеного з даної точки на дану пряму (рис. 33).



Рис. 33

Як бачимо d =  |ПрйоЛШо|. З  іншого боку, вектор

N-Mo = r 0 - f N,

де Го радіус-вектор точки Мо, гдг — радіус-вектор точки N , 

яка є основою перпендикуляра, опущеного з точки М 0 на пряму. 

Отже,

Π ρ , ι ο Λ 'Μ ο  =  (г 0 -  r N , n ° )  =  ( r 0 , n ° )  -  (гдг, Я ° ) .

Оскільки точка iV лежить на даній прямій, то її радіус-вектор 

гдг задовольняє рівняння (12.14) прямої, тобто

(гдг,я°) = р .

Враховуючи це, отримаємо

П рйоУУМо = (г0, п°) - р.

Отже, d =  |(f0, п°) - р\.

Отже, відстань d точки від прямої виражається абсолютним 

значенням лівої частини нормального рівняння цієї прямої, в 

якому радіус-вектор цієї точки замінюємо радіус-вектором да
ної точки.

Якщо пряма задана в координатній формі рівнянням 

x cos а  + у sin сх — р — 0,

то

d =  |х0 cos сі + ї/о sin Οί — р\. (12.17)

Якщо пряма задана загальним рівнянням Ах + Ву + С  =  0, то, 

щоб визначити d, треба рівняння знормувати, а потім підставити 

в його ліву частину координати заданої точки, тобто

d
Ах о + Вуо + С

±ч/Л2 + В 2
(12.18)

• Приклад 12.6

Дано трикутник ABC , де Л(1, 2), В(2, —2), С(6,1). Обчи

слити довжину висоти CD.

■< Запишемо рівняння сторони А В , використавши формулу

(12.6). Маємо

x - І  у - 2  x - І  у - 2
----= ------, або —-—  = --—.
2 - 1  - 2 - 2 ’ 1 -4

Отже, рівняння сторони АВ  має вигляд у =  —4х + 6, або 

4ж + у — 6 =  0.

Обчислимо довжину висоти CD. Для цього достатньо знайти 

відстань точки С (6 ,1) від прямої АВ. На основі формули (12.18), 

маємо
14-6 + 1-1-61 _  19 

х / їб + Т  ~  \ / Ї7  *

11. Рівняння пучка прямих

Означення 4.3 Пучком прямих на площині з центром, у даній 

точці називається сукупність прямих, що проходять через цю 

точку.

Якщо задана точка М 0 (х0 ,уо), то рівняння

А(х - х0) + В(у - у0) =  0



при змінних коефіцієнтах А і В, а також рівняння

у - уо =  к(х - х0)

при змінному к є рівняннями пучка прямих з центром в заданій 

точці А/0.

Пучок прямих можна задати будь-якими двома прямими

А\Х + В\у + С] = 0 , (12.19)

Α·χχ + В2у + С 2 =  0,

які перетинаються. Точка їх перетину є центром пучка.

Рівняння пучка в цьому випадку можна скласти, не визнача

ючи координат центра пучка.

Покажемо, що рівняння

А\Х + В\у + С\ + т (А 2х + В2у + С2) =  0 (12.20)

є рівнянням шуканого пучка.

Справді, при будь-якому значенні т  рівняння (12.20) є рів

нянням першого степеня і, отже, визначає пряму. Якщо точка 

М 0 (хо,Уо) є точкою перетину прямих (12.19), то її координати 

задовольняють рівняння (12.20) при кожному значенні т .

Це означає, що рівняння (12.20) є рівнянням пучка прямих з 

центром в точці перетину прямих (12.19).

Прямі (12.19) також належать до пучка (12.20) і їм відповіда

ють певні значення параметра т . Якщо т  =  0, отримаємо першу 

пряму, якщо m =  ос, — другу пряму.

Щ об із пучка (12.20) виділити певну пряму, треба задати до

даткову умову для встановлення значення параметра т , що від

повідає даній прямій.

• Приклад 12.7

Провести пряму, що проходить через точку перетину 
прямих

2х — Зу — 6 = 0, х — 2у — 2 = 0

і через точку М( 1,4).

< Шукана пряма належить до пучка прямих, що визначаєть

ся заданими прямими. Його рівняння має вигляд

2 х — Згу — 6 + т (х  — 2 у — 2) =  0.

Нам треба підібрати таке значення т . щоб пряма проходила 

через точку М(1,4). Для цього підставимо координати точки 

А/(1,4) в рівняння пучка прямих. Маємо

2 · 1 - 3 · 4 - 6 + т{ 1 · 1 - 2 · 4 - 2) =  0,

звідси
16

Підставляючи отримане значення гп в рівняння пучка, знахо

димо шукане рівняння прямої

2 х -І- 5у — 22 = 0. ►

§ 13. ЛІНІЇ ДРУГОГО П ОРЯДКУ

1. Еліпс

Означення 4.4 Еліпсом називаєш,ься множина точок площини, 

для яких сума відстаней від двох фіксованих точок (фокусів), є 

сталою.

Нехай F\ і F2 — фокуси еліпса, М — його довільна точка. 

Відрізки г\ =  ІF  і Μ І і г2 =  \F2 M\ називаються фокальними радіу

сами точки М  еліпса. їх суму позначимо через 2а. Тоді за озна

ченням

Гі + г2 =  2 а. (13.1)

Відстань між фокусами еліпса позначимо через 2г, тобто jF-t F-> \ = 

2с. Очевидно, що |FiF2| < |FiM| + \F2 M\ (рис. 34), тобто 2с < 2а, 

с < а.

Виберемо на площині декартову прямокутну систему коорди

нат таким способом: за вісь Ох приймаємо пряму, яка проходить 

через фокуси Fi і F2, а початок координат помістимо посередині



між фокусами. Відповідно до вибраної системи координат фоку

си будуть мати такі координати: F i(—с, 0), F2(c, 0). Координати 

точки М  позначимо через х і у. Тоді рівність (13.1) в координатах 

має вигляд:

\/(х + с)2 + у2 + у/(х -  с)2 + у2 =  2а. (13.2)

Рівняння (13.2) і є рівнянням еліпса. Для зручності спростимо 

рівняння (13.2), перенісши другий радикал праворуч та піднесе

мо обидві частини рівності до квадрата

(.х + с)2 + у2 =  4 а2 — 4а у/ (х — с)2 + у2 + (х — с) 2 + у2. 

Після спрощення отримуємо

і\/ (х — с) 2 + у2 =  а2 — сх.а  λ

Якщо ще раз піднести до квадрата обидві частини останньої рів

ності та провести спрощення, то матимемо

(а2 — с2 )х2 + а2 у2 =  а2(а2 — с2).

У

B2

Y

м
0

F\ 0 F2 X B l

Рис. 34

Приймемо
2 2 l2а — c =  b (a > c)

Рис. 35

тоді
l2 2 i 2 2b x + а у

СЧ-o
csC3II

(13.3)

Поділивши обидві частини цієї рівності на а 2 1)2, отримаємо

х2 у2
-  + у-  =  \. (13.4)
аг о2

Рівняння (13.4) називають канонічним рівнянням еліпса.

Рівняння (13.4) є алгебраїчними рівняннями другого степеня. 

Отже, еліпс є алгебраїчною лінією другого порядку. 

Дослідження форми еліпса

Розглянемо рівняння (13.4) еліпса. Кожен із додатних додан

ків лівої частини рівняння не більший за значенням від правої 

частини рівняння, тому для всіх точок еліпса

•г·2 < а2, у2 < Ь2,

або

—а < х < а, —Ь < у <  Ь,

тобто всі точки еліпса знаходяться всередині прямокутника, сто

рони якого паралельні осям і мають довжини, що дорівнюють 

відповідно 2а і 2b (рис. 35).

Точки Лі (—а,0), Л2(а, 0), £^(0,6), В 2 (0, — Ь), в яких еліпс пере

тинає осі координат, називаються вершинами еліпса.

Якщо будь-які значення (х, у) задовольняють рівняння (13.4), 

то, очевидно, це рівняння будуть задовольняти і значення

(~х,у), (х,-у), (-х ,-у)

тому, що координати в рівняння еліпса входять в парних степе

нях. Це означає, що координатні осі є осями симетрії, а початок

— центром симетрії еліпса.

Величини 2а і 2b називають довжинами осей еліпса: а — ве

ликою піввіссю, b — малою піввіссю (а > b).

Розв’яжемо рівняння (13.4) відносно у: у =  ±-vV2 — r'2. Зва-
(I

жаючи на симетрію еліпса, достатньо дослідити його форму в 

першій чверті. Для цього в останній рівності потрібно взяти знак

плюс, тобто, у = —у/а? — х2. Припустимо, що х > 0. Тоді: 
а

1. Якщо х =  0, маємо у =  Ь. Отже, точка Ві(0,Ь) лежить на 

еліпсі.



2. Якщо х зростає від 0 до а, то у спадає від Ь до 0.

3. Якщо х =  а, у =  0, тобто точка Л2 (а, 0) лежить на еліпсі. 

Враховуючи наведені вище міркування, будуємо схематично

еліпс (рис. 35).

Якщо а =  Ь, то рівняння набирає вигляд

х2 + у2 =  а2,

тобто є рівнянням кола. У  цьому випадку с =  0; а це означає, що 

фокуси збігаються з центром кола.

Зауваж ення. Якщо фокуси еліпса розміщені на осі Оу 

симетрично відносно початку координат, то рівняння еліпса 

має той самий вигляд (13.4), але тоді а < Ь. Тому, якщо хочемо 

буквою а позначити велику піввісь, то в рівнянні (4.27) потрібно 

букви а та b поміняти місцями.

2. Г іпербола

Означення 4.5 Гіперболою називається множина точок площи

ни, для яких абсолютне значення різниці відстаней від двох фік

сованих точок (фокусів), є сталим.

Позначимо цю сталу величину через 2а, a відстань між фо

кусами F\ і F2 — через 2с. Нехай М  — довільна точка гіперболи. 

Тоді Гі =  \F\M\, r2 =  \F2 M\ — фокальні радіуси довільної точки 

М. Згідно з означенням

|г2 — гі І =  2а, (13.5)

с > а, бо |FiF2| > |F2M| — \FXM\ (рис. 36).

Якщо вибрати систему координат так само, як і для еліпса, 

то рівність (13.5) в координатах набере вигляд

І у/(х - с)2 + у2 - у/(х + с)2 -І- у2 і =  2а.

Це і є рівняння гіперболи. Після проведення перетворень, ана

логічних до перетворень співвідношення (13.2), отримаємо ка

нонічне рівняння гіперболи у вигляді

де Ь2 =  с2 — а2 (с > а) (вивести самостійно).

Значить, гіпербола є також алгебраїчною лінією другого 

порядку.

Дослідження форми гіперболи

Симетрія. Координатні осі є осями симетрії, а початок ко

ординат — центром симетрії (див. дослідження симетрії еліпса).

Точки перетину з осям и симетрії. Гіпербола має дві вер

шини: Аі (—а, 0), А2 (а, 0). Відрізок |Л]Л2| =  2а є дійсною віссю 

гіперболи. Оскільки вісь Оу не перетинає гіперболи, то пара

метр b називають уявною піввіссю гіперболи. Параметр а — 

дійсна піввісь гіперболи.

Асимптоти гіперболи. Розв’яжемо рівняння (13.6) відносно

у. Отримаємо у — ±-\/х2 — а2. Якщо |х| > а, то — ос < у < +ос,
а

тобто гіпербола є неомеженою кривою, яка складається з двох 

симетричних відносно осі Оу віток, що лежать праворуч від пря

мої х =  а та ліворуч від прямої х =  — а.

Рис. 36

Візьмемо довільну точку М(х, у) на гіперболі і точку Мі (х, у і)

на прямій у =  -х. Тоді 
а

\M\M\ =  уі — у =  -x — - Vx2 — x2 =  —(х — \І х2 — а2). 
а а а

і і 2

lim \M\M\ =  lim —(x — Vx2 — а2) =  - lim ---- ° — 0.
s-юо X-+00 а а χ-юо x -|_ w — а2



Отже, вітка гіперболи, яка лежить в першій чверті, наближаєть- 
Ь

ся до прямої у =  -х, коли точка по кривій прямує в нескінчен- 
а

ність.

Якщо при необмеженому віддаленні точки по кривій від по

чатку координат її відстань від деякої прямої прямує до нуля, то 

така пряма називається асимптотою даної кривої.

Тому згідно з визначенням асимптоти та властивостей си

метрії гіперболи можна зробити висновок, що прямі у =  і —х є
аасимптотами гіперооли.

Очевидно, асимптоти гіперболи є діагоналями прямокутника

зі сторонами 2а і 2Ь.

Гіперболу зображено на рис. 36.

Гіперболи, що задані рівняннями

2 2 2 2
_  _  У1  =  і · _ _  + = і
а2 Ь2 1 а2 Ь2

називаються спряженими. Якщо а =  Ь, то гіпербола нази

вається рівнобічною; її рівняння має вигляд х2 — у2 =  а2, а 

асимптотами є у =  ±а;.

3. П арабол а

Означення 4.6 Параболою називається множина точок, к ож 

на з яких однаково віддалена від даної точки (фокуса) і від даної 

прямої (директриси).

Відстань від фокуса F  до директриси позначимо через р. Не

хай М  — довільна точка параболи. Тоді r =  \FM\ буде фокаль

ним радіусом точки М. Відстань від точки М  до директриси по

значимо через d. Тоді згідно з означенням r =  d.

Виберемо декартову систему координат таким способом: 

вісь Ох проведемо через фокус F  перпендикулярно до директри

си LN, а початок О  візьмемо посередині між фокусом і директ

рисою (рис.37).

Тоді рівність r =  d в координатній формі запишеться так:

У(х - і )  +у2 = х+ \ (13·7)

Звідси, після звільнення від радикала, отримаємо

у2 =  2 рх. (13.8)

Рівняння (13.8) називається канонічним рівнянням параболи. 

Як бачимо, парабола є також алгебраїчною лінією другого по

рядку.

Рис. 37

Дослідження форми параболи

З  рівняння (13.8) випливає, що ордината у має дійсне значення 

лише якщо абсциса х невід’ємна, тому парабола розташована 

праворуч від осі Оу.

Для кожного значення х рівняння (13.8) дає два рівнопроти- 

лежні значення у:

у =  ±у/2 рх.

Отже, парабола симетрична відносно осі Ох (осі параболи).

Якщо х =  0, два значення ординати однакові, тому вісь Оу 

дотикається до параболи в початку координат.

Точка перетину параболи з віссю симетрії називається її вер

шиною. Отже, початок координат є вершиною параболи (13.8).

При необмеженому зростанні значень абсциси х відповідні їм 

значення ординат також необмежено зростають. Це означає, що 

вітки параболи простягаються в нескінченність (рис. 37).



Зауваження. Якщо система координат вибрана так, що вісь 

Ох збігається з віссю симетрії параболи, початок координат з 

вершиною, але парабола лежить у лівій півплощині, то її рівнян- 

ння має вигляд: у2 =  —2рх.

Якщо ж парабола симетрична відносно осі Оу, а вершина 

міститься в початку координат, то її рівняння має вигляд 

х2 =  2ру, якщо вона лежить у верхній півплощині, і х2 =  —2ру — 

якщо в нижній.

• Приклад 13.1

Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо відомо, що від

даль між фокусами дорівнює 8, а мала піввісь 6 = 3.

< За  умовою задачі 2с = 8, b — 3. Із співвідношення Ь2 — а2 — с2 
знаходимо а2 =  9 + 16 =  25. Отже, рівняння еліпса має вигляд

2 2 X У

25 + ~9 =  L *  '

• Приклад 13.2

Скласти рівняння гіперболи, фокуси якої розташовані 

на осі абсцис симетрично відносно початку координат, 

віддаль між фокусами дорівнює 26, а рівняння асимптот 
,4

У =  ± 3* .

2 2 X V
Шукаємо рівняння гіперболи у вигляді — + — =  1, де с2 =

b 4
а2 — Ь2. З а  умовою с =  13. З  рівняння асимптот - =  Отже, для

а З
визначення а та b маємо систему рівнянь

а 3 ’ 
а2 + Ь2 :

Тому

(f)2 (f)2
шукане рівняння. ►

• Приклад 13.3

Скласти канонічне рівняння (13.8) параболи, яка про

ходить через точку Мо(9,6).

< Згідно з (13.8) рівняння параболи має вигляд у2 =  2рх. 

Параметр р знаходимо з умови, що точка Λ/ο (9,6) лежить на 

параболі, тобто б2 =  2 · 9р. Значить, р =  2 і у2 =  4х — шукане 

рівняння. ►

4. Ексцентриситет та директриси еліпса, гіперболи і па

раболи.

Фокальні радіуси точок еліпса чи гіперболи виражаються 

такими формулами:

r і =  І i v i / 1 =  у/(х + с ) 2 + у2, (13.9)

г2 =  \F2 M\ =  у/(х - с) 2 + у2.

З ’ясуємо, чи можна фокальні радіуси точок еліпса, гіперболи

і параболи раціонально виразити через їх абсциси.

Із співвідношення (13.9) маємо

г\ — г2 =  4хс. (13.10)

Для еліпса Г\ + г2 =  2а. Тому із співвідношення (13.10) отри

маємо

Г\ — г2 =  2-х. (13.11)
а

Розв’язавши систему рівнянь

Гі + г2 =  2а, 
с

Г1 — г2 5=1 2-Х 
а

відносно г\ і г2, дістанемо раціональні вирази фокальних радіусів 

точок еліпса:

Г] =  а + -х , (13.12)

с
г2 =  а -- х.

а



Число е =  — назвемо ексцентриситетом еліпса.
а

Для еліпса е < 1 (а > с). Ексцентриситет еліпса дорівнює 

нулю, якщо фокуси його збігаються, тобто коли еліпс перетво

рюється в коло (Ь2 =  а2 — с2; с =  0; а =  Ь).

Ексцентриситет характеризує форму еліпса.

Співвідношення (13.12) для фокальних радіусів можна запи

сати у вигляді

Г\ =  а + ех, (13.13)

г2 =  а — ех.

Для точок гіперболи г2 —Г\ =  ±2а. Причому знак плюс (мінус) 

відповідає точкам гіперболи, для яких х < 0 (х > 0). З  останнього 

співвідношення, беручи до уваги (13.10), отримаємо

г2 + П =  т2^х. (13.14)

с
Число е =  - назвемо ексцентриситетом гіперболи. Для

а
гіперболи е > 1. Тоді із системи рівнянь

{
г2 - г 1 =  ± 2  а, 

г2 + г1  =  +2 ех

отримаємо:

а) для х < 0 (для точок лівої вітки)

г2 =  а - е х , (13.15)

Гі =  — а — ех;

б) для х > 0 (для точок правої вітки)

г2 =  — а + ех, (13.16)

7*і =  а + ех.

V
Для параболи r =  d, ά d =  х -\— .

2
Тому

г =  .г +
2

г =  х + ^. (13.17)

Директрисами еліпса (гіперболи) називаються дві прямі, які 

перпендикулярні до фокальної осі (тобто до осі, на якій розміщені

фокуси) еліпса (гіперболи) і знаходяться на відстані - від центра
е

кривої.

Поняття директриси параболи використовувалось при озна

ченні параболи.

Директриси кривих другого порядку не перетинають самих 

кривих.

У  вибраній нами системі координат директриси еліпса, гіпер

боли і параболи паралельні осі Оу. Тому рівняння директрис 

еліпса і гіперболи мають вигляд

ж = (13.18)

а рівняння директриси параболи

* =  -\  (13.19)

Еліпс, гіперболи і парабола мають таку спільну властивість:

• Теорема 13.1

Відношення довжини фокального радіуса r кожної точки 

лінії другого порядку до відстані d цієї точки від відповідної 

директриси є сталим і дорівнює ексцентриситету кривої, 
тобто

r

Доведення. Нехай М(х,у) — довільна точка еліпса, dx і d2 
її віддалі від відповідних директрис, r і і т2 її фокальні радіуси 

(рис. 38).



Рис. 38

Для правого фокуса і відповідної йому директриси маємо

г2 а - ех

т = = е;β>2 0

для лівих фокуса і директриси еліпса

т і а + ех
----- е.

Аналогічно доводиться теорема для точок гіперболи.
7'

Для параболи - =  1, тобто ексцентриситет параболи е =  1.

• Приклад 13.4

Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо задана точка 

Mq(—n/5; 2) еліпса, а відстань між його директрисами дорів
нює 10.

< Точка М0( — \/5, 2) лежить на еліпсі. Тому її координати 

задовольняють рівняння еліпса, тобто

оскільки Ь2 =  а 2 — с2. Тоді

5 (а2 — (?) + 4а2 =  а2(а2 — с2).

З а  умовою відстань між директрисами d =  10. Враховуючи
а о?

(13.15), маємо - =  5 або — =  5, (бо е =  с/а), звідки а2 = 5с. 

Отже, для знаходження с маємо рівняння

5(5с - с2) + 20с = 5с(5с - (?),

або с3 — 6с2 + 9с =  0. Оскільки, с ψ  0, то отримаємо, що с =  3. 

Тоді а2 =  15, Ь2 =  15 — 9 =  6 і шукане рівняння має вигляд

Приклад 13.5

Скласти канонічне рівняння гіперболи, якщо відомі від-
3

стань між її директрисами 8/3 і ексцентриситет е = -.
Ζ

8 З
З а  умовою відстань між директрисами d =  - і е =  -. Тому,

/ \ 2а 8 2 а 8 .
враховуючи (13.15) маємо —  =  - або —- =  -. Звідси а =  2 і

в 3 0/2 о
2 2 х у

с =  а · е =  3. Отже, Ь2 — (? — а2 =  9 — 4 =  5 і —--- — =  1 — шукане

рівняння. ►.

5. П олярна система координат. Р івняння кривих другого 

порядку в полярній системі координат  

П олярна система координат

Виберемо на площині точку О, яку назвемо полюсом, і 

промінь О Р , який назвемо полярною віссю (рис. 39)



Рис. 39 Рис. 40

Позначимо через р відстань від точки М  до полюса О  і че

рез ψ кут між полярною віссю і променем ОМ . Кут φ відра

ховуємо проти годинникової стрілки від полярної осі. Ч и сл а  р 

і φ визначають положення точки М  на площині і називаються 

полярними координатами точки М. Точку М  з полярними 

координатами р і φ позначаємо символом М(р, φ). Для того, щоб 

відповідність між відміннмими від полюса точками площини і па

рами координат (р, φ) була взаємнооднозначною, вважаємо, що 

0 < φ < 2π.

М іж  декартовою прямокутною і полярною системами коор

динат, якщо вісь Ох суміщена з полярною віссю і початок декар

тової системи з полюсом, існує зв’язок (рис. 40)

х = р cosy?; y =  psirnp.

Рівняння кривих другого порядку в полярній системі ко

ординат. Це рівняння ми отримаємо, використовуючи основну

властивість еліпса, гіперболи і параболи, а саме: - =  е.
d

Нехай задана будь-яка лінія: еліпс, гіпербола чи парабола 

(якщо дана лінія є гіперболою, то ми будемо розглядати одну із 

її віток). Позначимо цю лінію буквою L.

Нехай F  — фокус лінії, І — директриса, що відповідає даному 

фокусу.

З а  полярну вісь візьмемо фокальну вісь кривої L, а за полюс

— фокус F. Позначимо через р полярний радіус довільної точки 

М  лінії L, а через ψ — її полярний кут.

Розглянемо співвідношення

d
=  е, (13.20)

де е — ексцентриситет лінії, r — фокальний радіус точки AI, d

— відстань від точки АІ до директриси і  (рис. 41).

Оскільки полюс збігається з фокусом F, то

r =  р. (13.21)

Тоді

d =  \MD\ =  \RN\ =  \RF\ + \FN\ = \RF\ + p cos^. (13.22)

Через фокус F  проведемо хорду перпендикулярно до поляр

ної осі. Позначимо її довжину через р.

Рис. 41

Тоді точка Р , яка відповідає верхньому кінцю хорди, має полярні

координати: р =  р; φ — π /2 .

Число р називається полярним параметром лінії.

Оскільки співвідношення (13.18) справедливе для всіх точок
Р

лінії L, то для точки Р  можна записати його так: — =  е.
d\

Р
З  останнього співвідношення d\ =  -. Але d\ =  \SP\ =  \RF\.

e
Тому

Pd =  - + p cos ψ. 
e

(13.23)



Підставимо в ліву частину рівності (13.20) замість r і d їх 

значення (13.21) і (13.23). Отримаємо

=  е,
І  + р cos φ 

звідси

р = - ------- - (13.24)
1 - е  cos φ

Це і є полярне рівняння еліпса (е < 1), гіперболи (однієї вітки) 

(е > 1) і параболи (е = 1). Тут р — фокальний параметр, е — 

ексцентриситет кривої. Рівняння (13.24) використовується в ме

ханіці та астрономії.

У  рівнянні (13.24) фокальний параметр р для параболи має 

те саме значення, що і в рівнянні у2 — 2рх. Справді, для парабо

ли р =  \FP\ =  \PS\ (рис. 41), тобто р — відстань від фокуса до 

директриси.

Природно поставити питання: як виражається фокальний па

раметр р для еліпса та гіперболи через півосі а і Ь1
2 2X у

Для еліпса — + — =  1 підставимо в його рівняння координа

ти однієї із точок еліпса, а саме Р (—с,р). Маємо

с2 р 2 р 2 с2 а2 — c2 b2
~ 2  ΤΞ  ~  ’ а б °  І 2 =  1 ------------ 9 =  -------9----- =а2 Ь2 ■ Ь2 а2 а2 а2

2 Ь4 . b2
звідси р =  — і р =  —.

а2 а
2 2 X у

Для гіперболи — — — =  1 координати її точки Р(с, р) підста

вимо в рівняння, після чого отримаємо:

с2 р2 _  р2 _  c2 _  с2 - a2 b2

a2 b2 ’ b2 а2 а2 а2 ’

звідси знову ж  маємо:

Отже, рівняння еліпса, гіперболи і параболи в полярних ко

ординатах (при вказаному виборі полюса і полярної осі) мають 

однаковий вигляд

Р=~л------- , (13.25)
1 - е  cos ψ

причому для еліпса і гіперболи фокальний параметр р зв’язаний

з параметрами а і b формулою

t)2
р =  - .  13.26

а

Для гіперболи рівняння (13.25) виведено для однієї її вітки. 

проте легко переконатись в тому, що його також задовольня

ють координати будь-якої точки, яка знаходиться на другій вітці 

гіперболи.

• Приклад 13.6

2 2
Т-Г . X у
Дано рівняння еліпса — -j- 7т = 1. Скласти його поляр-

25 Ιο
не рівняння, якщо напрямок полярної осі збігається з до

датним напрямком осі Ох, а полюс знаходиться у фокусі.

< Згідно з умовою задачі маємо: а =  5, b =  4. Тоді с =

\/25 — 16 =  3. Тому е =  3/5 і фокальний параметр — . Тому по-
о

лярне рівняння еліпса має вигляд:

16
16

Г ---  О ---  · ^
1 — I cos φ 5 — 3 cos φ

• Приклад 13.7

18
Показати, що рівняння р = ------- визначає гіпербо-

4 — 5 cos φ
лу і знайти її півосі.

Запишемо задане рівняння у вигляді

Р =
1 — f cos φ



Тоді маємо е =  - > 1 — тобто задане рівняння є рівнянням гіпер-
4

боли;

_ ^ _ 9  62 _ 9 q ^ _  с _  5 с _

Р ~ а ~ 2 = >  ~ 2 ° ’ Є ~ а ~ 4  ° ~ 4 ° ’

тобто -а = с2 — а2 (бо Ь2 =  с2 — а2) і
2 v '

РОЗДІЛ 5

Аналітична геометрія в 
просторі

§ 14. ПОВЕРХНІ ТА ПРОСТОРОВІ ЛІНІЇ

1. Поверхні та їх  рівняння

Як відомо з геометрії на площині, метод координат дає мо

жливість встановити взаємно однозначну відповідність між де

якими геометричними образами і рівняннями. Тепер, після вве

дення декартової системи координат в просторі, можемо розгля

нути це питання в просторі.

Нехай в просторі задана прямокутна декартова система ко

ординат.

Поверхнею будемо називати множину точок, координати 

яких задовольняють рівняння вигляду

F(x,y,z) =  0 . (14.1)

Навпаки, рівнянням поверхні відносно заданої системи коор

динат називається рівняння з трьома змінними, яке задоволь

няють координати кожної точки, що лежать на поверхні, і не 

задовольняють координати жодної точки, що не лежить на ній.

Звичайно, поверхні задаються як множина точок, що мають 

спільну для всіх них геометричну властивість. Щ об дістати рів

няння заданої таким способом поверхні, достатньо аналітично 

записати геометричні умови, що входять в її визначення.

Проілюструємо це на одному простому прикладі. Нехай 

треба скласти рівняння сфери радіуса R  з центром в точці 

Мо(хо, Уо, zq) я к  множини точок, відстань яких від точки М  дорів

нює R.



Нехай М(х, у, z) — довільна точка сфери. З а  означенням сфе

ри маємо

\Μαύ\ =  R,

або в координатній формі

(.X -  Х0)'2 +  ( у -  Уо)2 +  (z  -  ZQ)2 =  R 2.

Це і є рівняння сфери, тому що його задовольняють координа

ти будь-якої точки сфери і не задовольняють координати точок, 

що не лежать на даній сфері.

Легко переконатись, що рівняння, яке не містить однієї з ко

ординат зображає, нескінченну циліндричну поверхню. Справді, 

нехай рівняння поверхні

F.(x,y) =  0 (14.2)

не містить координати 2 . Дане рівняння на площині Оху зобра

жає деяку лінію L, (рис. 42).

Рис. 42

Якщо через точки цієї лінії проведемо прямі, паралельні осі Oz , 

то про будь-яку точку кожної з цих прямих можемо сказати, 

що її координати (х, у. z) задовольняють рівняння (14.2), тому що 

довільна апліката цієї точки в рівняння (14.2) не входить.

Отже, рівняння (14.2) задовольняють всі точки прямих, пара

лельних осі Oz, що проходять через точки деякої лінії L в пло

щині Оху, поверхня, утворена паралельними між собою прями

ми, що проходять через деяку ’’напрямну” лінію L, називається

циліндричною поверхнею; прямі, які п описують, називаються 

’’твірними” .

Отже, рівняння (14.2) зображає циліндричну поверхню, твір

ні якої паралельні осі Oz.

Відповідно рівняння

F(y, z) =  0 чи F(x, z) =  0

зображають циліндричні поверхні, причому твірні першої пара

лельні осі Ох, твірні другої паралельні осі Оу.

2. П росторов і лінії

Будь-яку лінію в просторі можна розглядати як перетин двох 

поверхонь, заданих відповідно рівняннями

F(x.y,z) =  0 .

Ф(х, у, г) =  0 . (14-о)

Ті значення x, у, z, які задовольняють обидва рівняння, ви

значають точки, що лежать одночасно на обох поверхнях, тоб

то розташовані на лінії їх перетину. Отже, система двох рівнянь

(14.3) визначає лінію в просторі.

Наприклад, система рівнянь

(.X — Xq) 2 + (у — Уо) 2 + (z — Co)' =  R 2, 

z =  0

за умови, що Zq < R2, визначає коло, яке є лінією перетину сфери

з площиною Оху.

Потрібно мати на увазі, що дану лінію L можна подати двома 

рівняннями нескінченною кількістю способів: замість даних двох 

поверхонь можна взяти будь-яку пару поверхонь, які перетина

ються по тій самій лінії L. Аналітично це означає, що замість 

системи (14.3) можна взяти будь-яку еквівалентну їй систему.

Наприклад, лінією перетину двох сфер



є коло радіуса R  =  1 з центром в точці 0(0. 0,0), яке лежить в 

площині Оху. Справді, якщо в друге рівняння системи замість 

х2 + у2 + ζ2 підставити його значення з першого рівняння, то от

римаємо

1 - 6 z + 9 =  10 = >  ζ =  0.

Система (14.4) еквівалентна системі

f x2 + y2 + z2 =  l ,  або \х2 + у2 =  1 ,

\ζ =  0 1-2 =  0 ,

кожна з яких визначає коло радіуса R  =  1 з центром в точці

0 (0 , 0 , 0 ), яке лежить в площині ζ =  0 .

Задача про знаходження точки перетину трьох поверхонь 

рівносильна задачі сумісного розв’язання трьох рівнянь, що зо

бражають ці поверхні:

( F(x,y,z) =  0 ,

< Φ(ζ, у, ζ) =  0 , (14.5)

І Щ х,у,г) =  0 .

3. Класифікація поверхонь

Поверхня, яка в декартовій прямокутній системі координат 

зображається алгебраїчним рівнянням F(x, у, z) =  0, тобто рів

нянням, ліва частина якого є многочлен від х, у, z, називається 

алгебраїчною поверхнею. Степінь цього многочлена визначає 

порядок алгебраїчної поверхні.

Лінія перетину двох алгебраїчних поверхонь називається ал

гебраїчною.

Поверхні, які не є алгебраїчними, називаються трансцендент

ними.

Надалі будемо розглядати алгебраїчні поверхні першого і 

другого порядків.

§ 15. ПЛОЩИНА

1 . Площина як поверхня першого порядку. Загальне рів 

няння площини

Нехай задані декартова прямокутна система координат Oxyz 

і рівняння першого степеня

Ах + By + Cz + D =  0,

де .4, В , C , D  — довільні сталі і А2 + В 2 4- С 2 ф 0.

Тоді справедлива теорема 15.1

• Теорема 15.1

Кожна площина може бути виражена лінійним рів

нянням відносно вибраної декартової системи координат у 

просторі і, навпаки, кожне лінійне рівняння відносно декар

тової системи координат у просторі виражає площину.

Іншими словами — площина є єдиною поверхнею першого 
порядку.

Доведення. Нехай у просторі задана довільна площина Я . 

Позначимо одну з її точок через М0, а перпендикулярний до неї 

вектор — через п. Точка М 0 і вектор п повністю визначають пло

щину Я , тому що через точку М0 можна провести одну і тільки 

одну площину перпендикулярно до вектора п.

Введемо у просторі декартову прямокутну систему коорди

нат і позначимо через Хо, у о, ζο координати точки М0, через х, 

у, z координати довільної точки М  площини Я , а координати 

вектора її — через А, В , С  (рис. 43).



Рис. 43

Вектор Л/(,.\/ =  {х — х0; у — уо; z — г0} при будь-якому положенні 

точки М  на площині П перпендикулярний до вектора п. Отже, 

скалярний добуток цих двох векторів дорівнює нулю:

(п,МоЙ) =  0. (15.1)

Рівняння (15.1) — це векторне рівняння площини П. У  коор

динатній формі воно матиме вигляд

А(х — хо) + В  (у — уо) + C(z — z q ) = 0. (15.2)

Як бачимо, рівняння площини П  — лінійне.

Легко довести і обернене твердження. Справді, нехай задано 

довільне лінійне рівняння

Ах + By + Cz + D  =  0, (15.3)

де .4, В, С  — довільні числа, що одночасно не дорівнюють нулю. 

Нехай Мо(хо,Уо, Zq) — деяка точка, координати якої задовольня

ють рівняння, тобто

AXq + ByQ -(- С Zq + D  — 0.

Віднімаючи останню рівність почленно від рівності (15.3), отри

маємо

А(Х - Х0) + В (у - Уо) + C ( Z  - Zq ) =  0,

а це згідно з (15.2) є не що інше, як рівняння площини, що прохо

дить через точку Mq перпендикулярно вектору ή =  {А; В ; С}.

Рівняння (15.3) називається загальним рівнянням пло

щини, а вектор η — вектором ї ї  нормалі, або нормальним 

вектором.

2. Дослідження неповного рівняння площини

Виходячи із геометричного тлумачення коефіцієнтів А. В  і С  

в загальному рівнянні площини як координат вектора її нормалі, 

питання про вплив коефіцієнтів рівняння на розміщення площини 

відносно системи координат розв’язується просто.

а) Зміна коефіцієнта D  при незмінних коефіцієнтах .4, В. С  

приводить до паралельного переміщення площини і, зокрема, 

якщо D — 0, дістаємо рівняння

Ах 4-  By + Cz — 0

площини, що проходить через початок координат.

б) Рівність нулеві одного з коефіцієнтів .4, В  чи С  означає 

перпендикулярність вектора нормалі до відповідної осі, тобто па

ралельність площини до цієї осі.

в) Рівність нулеві двох коефіцієнтів А і В, А і С  чи В  і С  

означає паралельність площини відповідній координатній пло

щині Oxy, Oxz чи Oyz.

г) Рівність нулеві трьох коефіцієнтів А, В  'i D; А, С  \ D  чи 

В, С  і D  визначає відповідно координатні площини Оху , Oxz або 

Oyz.

• Приклад 15.1

Точка Мо(2, —2, —4) — основа перпендикуляра, який 

опущений з початку координат на площину. Скласти рів
няння цієї площини.

< Знайдемо координати вектора нормалі ή. З а  вектор ή мож

на взяти вектор ОМо — {2;—2;—4}. Площина проходить через



точку· М0(2, —2, —4). Тому згідно з (15.2) шукане рівняння має 

вигляд

2(я - 2) - 2{у + 2) - 4(2 + 4) =  0,

або

х — у — 2 г — 12 =  0 . ►

• Приклад 15.2

Скласти рівняння площини, яка проходить через вісь 
Ох і точку Мо(4, —1,2).

< Оскільки площина проходить через вісь Ох , то в загаль

ному рівнянні (15.3) коефіцієнти А та D  дорівнюють нулю, 

тобто рівняння матиме вигляд By + Cz =  0. Точка М 0(4, —1,2) 

належить площині. Значить, її координати задовольняють 

отримане рівняння. Маємо —В  + 2С =  0 або В  =  2С і шукане 

рівняння площини набирає вигляд 2 у + z =  0 . ►

3. Кут м іж  двома площинами. Умови паралельності й 

перпендикулярності двох площин

Нехай дві площини задані загальними рівняннями:

А\Х + В\у + C\Z + D\ =  0,

А2 Х + В 2 У + C2Z + D 2 =  0.

Двогранний кут між двома площинами вимірюється лінійним 

кутом, який, як випливає з відомої теореми з елементарної гео

метрії, дорівнює кутові Θ  між векторами нормалей щ і п2 двох 

заданих площин. Косинус кута Θ  знаходять за формулою

cos6 > =  . (15.4)
н м

Оскільки п[ =  {Аі;Ві;С\}, п2 =  {А2; В2] С 2 }, визначимо коси

нус кута між двома площинами через коефіцієнти їх загальних 

рівнянь:

А\А2 + В 1 В 2 + С\Сї ґі с с\
COS Θ  =  -___________________ __  = .  (15.5)

у/А\ + В'І + С\ у/АІ + В\ + с і

Умова перпендикулярності двох площин рівносильна умові пер

пендикулярності векторів пі і п2. Вона має вигляд:

АгА2 + В ХВ 2 + СХС 2 =  0 . (15.6)

Умова паралельності двох площин має вигляд:

М  =  В і =  С1  
л 2 В 2 с 2 (15.7)

Вона виражає той факт, що вектори нормалей двох паралельних 

площин колінеарні.

• Приклад 15.3

За яких значень £ та т  рівняння 2х + Іу + 3z — 5 = 0 і 

тх — 6у — 6 z + 2 = 0 визначають паралельні площини ?

М Згідно з умовою (15.7) паралельності двох площин маємо:

i  =  A  =  ± ^ m = _4,  ,  =  J . ^
т  — 6 — 6

• Приклад 15.4

За якого значення і  рівняння Зж — 5у — tz — 3 = 0 та 

х + Зу + 2ζ + 5 = 0 визначають перпендикулярні площини ?

< Згідно з умовою (15.6) перпендикулярності двох площин 

маємо:

3-1 — 5-3 — ^-2 =  0 ==> і  =  —6 . ►

4. Рівняння площини, як а  проходить через три задані 

точки

Нехай площина задана трьома своїми точками М ь М2, 

М3, які не лежать на одній прямій: Мі (аг і, уі, 2г), М 2 (х2 ,у2, ζ2) і 

М 3 (х3, уз, 23), a M (x ,y ,z ) — довільна точка площини. Три векто

ри М іМ , M\M2l М 1М 3 (рис. 44) компланарні, отже, їх мішаний 

добуток дорівнює нулю:

( ЩЙ ,  Щ М ,  М 1М3) =  0.



Виразивши цю умову через координати даних векторів, матиме
мо:

1 х  -  х і У -  Уі z - Ζι

Χ·2 -  Χι 2/2 —  2/1 Ζ2 - Ζ 1 =  0  (15.8)

агз -  Жі уз -  У і -  zj

рівняння площини, яка проходить через три задані точки.

Рис. 44

М,:

• Приклад 15.5

Скласти рівняння площини, яка проходить через точки 
М і(3,-1,2), М2(4,-1,-1) і М3(2,0,2).

< Підставимо в рівняння (15.8) координати точок М и М 2 та

х — З 

4 - 3  

2 - 3

у +1  
-1 + 1 
0+ 1

z — 2  
-1 - 2  

2 - 2

— 0 V Зх + 3у +

шукане рівняння площини. ►

5. Рівняння площини ”у відрізках”

Розглянемо загальне рівняння площини (15.3) і покажемо, що 

його можна звести до вигляду

х у z ,
- + 7  + - =  1, 15.9
а о с

яке називають рівнянням площини ” у відрізках” .

Справді, якщо всі коефіцієнти А,  В,  С  і D  відмінні від нуля, то 

рівняння (15.3) можна записати у вигляді

X у z
+_ D  1 _ D  1 _ П  

A B C

D  , D D
і прийняти, що а =  — -, b =  — —, с — — —.

A B C  
Зауважимо, що в рівнянні ”у відрізках” (15.9) числа «, b і с ма

ють простий геометричний зміст: вони дорівнюють величинам 

відрізків, які відтинає площина на осях Ох , Оу і Oz.  Щ об переко

натись в цьому, досить знайти точки перетину площини з осями 

координат. Наприклад, точка перетину з віссю Ох  визначається 

із сумісного розгляду рівняння площини (15.9) з рівняннями у =  0 

і ^  =  0 осі Ох:

х =  а, у =  0 , 2 =  0 ,

тобто точка А(а, 0, 0) — шукана точка перетину площини з віссю 

Ох. Аналогічно знайдемо, що координати точки перетину площи

ни (15.9) з віссю Оу: х — 0, у ~ b, z ~ 0 і з віссю Oz — х =  0, у =  0,

Z =  с.

Зауваження. Рівняння (15.9) можна отримати з рівняння 

(15.8), якщо прийняти Х\ =  а, уі =  0, z\ — 0; х2 =  0, у2 =  b, z2 =  0; 

.гз =  0 , уз =  0 , Z3 =  с, тобто як рівняння площини, що проходить 

через три точки А(а, 0,0), В(0,Ь, 0) і С (0 ,0, с).

• Приклад 15.6

Скласти рівняння площини, що перпендикулярна до 

площини 2х — 2у + 4г — 5 = 0 та відтинає на координатних 

осях Ох і Оу відрізки, величини яких а = —2 , b = 2/3.



М Підставимо в рівняння (15.9) замість а та b їх значення. 

Отримаємо рівняння

X у Z---L -Ξ— + _ =  1
—2 2/3 с

площини, нормальний вектор якої щ =  Нормаль-
I 2 2 с J

ним вектором заданої площини 2 х — 2 у + 4г — 5 =  0  є вектор 

«2 =  {2; —2; 4}. Ці площини перпендикулярні. Тому, враховуючи 

умову (15.6) перпендикулярності двох площин, знаходимо пара

метр с із співвідношення:

Отже, шукане рівняння площини має вигляд

^ 2  + 2 /з  + І  =  1 аб°  х - 3У - 2 z+ 2  =  ►

6 . Нормальне рівняння площини

Нехай в просторі задана площина 17, яка визначається від

станню р від початку координат, тобто \ОР\ — довжиною перпен

дикуляра, опущеного з початку координат на площину, і напря

мом цього перпендикуляра, тобто кутами а, β, 7 , які він утворює

з додатними напрямками осей системи координат. Координати 

одиничного вектора нормалі (рис. 45) будуть величини: cos а, 
cos β, cos 7 , тобто

Z

Y

Рис. 45

n° =  {cos a; cos β\ cos 7 }.

Позначимо довільну точку площини через M (x ,y ,z ) і знайдемо 

проекцію радіус-вектора т =  0 1 ύ  на нормаль до площини:

П рйоГ =  (f,n°) =  х cos а. + у cos β + ZCOS7 ·

З  іншого боку
П рй°г =  р.

Отже, порівнюючи ці два вирази для проекції вектора, отри

маємо:
{г ,п °)= р  (15.10)

або в координатній формі

х cos а  4- у cos β + z cos 7  - p =  0, (15.11)

тобто рівняння площини, яке називається її нормальним рів

нянням.

Щ об звести загальне рівняння площини

Ах + By + Cz + D  =  0



до нормального вигляду

х cos а  + у cos β + z cos 7  — p =  0 , 

треба помножити всі його коефіцієнти на число

1
А =

±vM 2 + В 2 + С 2

Справді, нормальне і загальне рівняння — це дві форми рівнянь 

однієї площини. Отже, їх коефіцієнти пропорційні

cos a  cos β cos 7 p 

~A~ =  ~B~ =  ~C~ =  ~ D  =  A'

Звідси одержимо

cos ft =  AX, cos/? =  BA, c o s 7 = CA, —p =  DX. 

Користуючись співвідношенням

cos2 a  + cos2 β + cos2 7 = 1

дістанемо (AX) 2 + (BX)2 + (CA)2 =  1, тобто А2(Л2 + В 2 + C2) =  1.

Звідси A =  -—    = = ·  Знак числа А визначається з умови
±VA 2 + В 2 + С 2

^D — —р < 0 , тобто він завжди має знак, протилежний знаку 

вільного члена D.

Ч и сл о  А називається нормувальним множником рівнян

ня. Отже, нормальне рівняння площини матиме вигляд

Ах + By + Cz + D

-w w r w m  = °· (15Л2)

7. Відстань точки від площини

Нехай площина П  задана своїм рівнянням в нормальному ви
гляді

(г,Я°) - р =  0 ,

де п° =  { c o s co s  β; cos 7 }, f  =  {x\y\z} і точка Mo з радіус- 

вектором r° =  {xo\yo\zQ}. Визначимо відстань d точки М 0 від 

даної площини.

Рис. 46

Під відстанню точки від площини будемо розуміти довжину 

перпендикуляра, опущеного з даної точки на дану площину, тоб

то величину

d=\NMt>\,

де N  — основа перпендикуляра, опущеного з точки А/0 на пло

щину (рис. 46).

Вектор г0 можна розглядати як суму двох векторів:

го =  f N + N m I

Звідси N МІ — то — rN.

Оскільки,

П р й о Л Ш о  =  П р Яо ( г 0 -  f N )  =  П р й о г 0 -  n p f fo7r v  =

=  (г0, п °) -  (гдг, П°) =  (fo , П°) -  Р,

d =  |(г0, п°) — р\. (15.13)



Цей результат можна сформулювати так: відстань точки від 

площини дорівнює абсолютному значенню лівої частини нормаль

ного рівняння площини для радіус-вект,ора даної точки.

У  координатній формі (15.13) має вигляд:

d =  \х0 cos а  + у0 cos β + z0 cos 7  - p\.

Якщо площина задана загальним рівнянням

Ах+Ву+Сz+ D=0, то нормуючи його, і підставляючи потім 

на місце довільних координат координати точки М0, отримаємо 

формулу для обчислення відстані в координатній формі:

\Axo + Byo + Czo + D\'

х/А2 + в 2 + σ 2
• Приклад 15.7

Знайти відстань точки Мо(5,3,2) від площини 2х + Зу +

6г + 4 = 0.

•4 Згідно з формулою (15.14)

|2·5 + 3·3 + 6·2 + 4| 

у/А + 9 + 36

Отже, шукана відстань точки від площини дорівнює 5

одиниць. ►

§ 16. ПРЯМА В ПРОСТОРІ
1. К анонічні рівняння прямої

Нехай пряма L задана в просторі точкою М 0 (хо, Уо, ζο) і на

прямним вектором s =  {£; т ; п}, тобто вектором, паралельним 

прямій L. Позначимо, як звичайно, через М (х , у, z) довільну точ

ку прямої (рис. 47) і виразимо умову колінеарності векторів 

м {)п  і s в координатній формі:

х - ^0 _  У - У о _  ζ - ζο ^1б ^

і  т  п

Рівняння (16.1) — канонічне рівняння прямої.

Рис. 47

Координати £, ш, п напрямного вектора s прямої, як знаємо, 

пропорційні косинусам кутів а , β, у, які пряма L утворює з ко

ординатними осями.

Тому, якщо і  =  0, то пряма L перпендикулярна до осі Ох. 

Аналогічно, коли т  =  0 або п =  0, то пряма L перпендикулярна 

відповідно до осі Оу або Οζ.

Якщо ж  І =  т  =  0, то пряма L перпендикулярна осі Ох і 

осі Оу, тобто паралельна осі Οζ. Аналогічно, коли £ =  п =  0 , 

то пряма L паралельна осі Оу і коли п =  т  =  0. то пряма 

паралельна осі Ох.

2 . П араметричн і рівняння прямої

Нехай, як і вище, s — {ί;τη;η} — напрямний вектор прямої L , 

М 0 (х0, у0, ζ0) — фіксована точка прямої та M (x,y ,z) — довільна 

точка прямої L.

Вектори МоКІ і s колінеарні. Отже, при будь-якому положен

ні точки М  на прямій L маємо: МоЛІ =  st.

Переходячи до співвідношення між координатами цих век

торів, отримаємо
{ х =  хо + it,

У — Уа + m t, (16.2)

2 =  Zq + nt.

Рівняння (16.2) називаються параметричними рівняннями  

прямої. Можна показати, що кожна точка М  з координатами х , 

у, z, яка визначається рівняннями (16.2), лежить на прямій, що 

проходить через точку М0 паралельно вектору s.

• Приклад 16.1

Скласти канонічні та параметричні рівняння прямої,



яка проходить через точку Мо(—2,1,-1) паралельно до век
тора s =  {1; —2 ; 3}.

■< Відповідно до рівняння (16.1) маємо: 

х + 2  у — 1 2 + 1

1 ~ - 2  “  З

Отримане рівняння є шуканим канонічним рівнянням прямої.

Згідно із співвідношеннями (16.2) параметричні рівняння пря

мої матимуть вигляд

х = —2 + t, у =  1 — 2t, z =  — 1 + 3ί. ►

• Приклад 16.2

Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку

М о( 1,1,1) перпендикулярно ДО векторів 5*1

{3; 1; 2}.

{2; 3; 1} і 32 =

< Оскільки пряма L перпендикулярна до векторів S\ і .ч2, то 

напрямний вектор прямої s перпендикулярний до векторів S\ та 

s2, тобто s||[si, S2]. Знайдемо векторний добуток векторів si та s2:

і j к

2 З 1

3 1 2

7 к.

Тому згідно з (16.1) шукане рівняння має вигляд

х — 1 у — 1 2 — 1

- 1 -7

3. Р івняння прям ої, яка проходить через дві задані точки

Якщо задано дві точки М і(х і,у і, Zi) та М 2 (х2 , У2 ·, 2г)> то за на

прямний вектор s прямої можна взяти вектор М іМ 2 і, отже,

і  =  х2 - х і,  т  — у2 — уі, n =  z2 - z 1.

Канонічні рівняння прямої, що проходить через точку Мі з 

напрямним вектором МХМ2, мають вигляд

Х - Х і У-У і 2 - 2 !

Χ 2  -  X !  У 2 -  У  і  22 -  2 і
(16.3)

• Приклад 16.3

Скласти канонічне рівняння прямої, що проходить че
рез точки М|(1, -2,1) і М2 (3,1. -1).

·* Згідно із співвідношенням (16.3) маємо

х — 1 у + 2  2 — 1

З - 1 ~ 1 + 2 ”  - 1  - 1 ’

х — 1 у + 2 2 — 1
тобто —-— = —-— =  — — канонічне рівняння шуканої

Δ о  Ζ
прямої. ►

4. Загальне рівняння прямої

Пряму можна розглядати як лінію перетину двох площин, що 

задані загальними рівняннями. Іншими словами, пряму в про

сторі можна задати системою двох лінійних рівнянь:

Г А  і х  + В^у  + C\Z + D\ — 0,

В2у + C2z + D 2 — 0. ( )

Покажемо, як систему лінійних рівнянь, що визначають пря

му, можна звести до канонічного вигляду.

Щ об звести систему рівнянь (16.4) до канонічного вигляду 

(16.1), треба: 1) знайти координати однієї з точок прямої; 2 ) знай

ти координати і, т , п напрямного вектора s прямої.

Щ об визначити координати однієї із точок прямої, надамо 

одній змінній, наприклад 2 , довільного значення 20 і розв’яжемо 

систему (16.4) відносно змінних х і у. Знайдені координати точки 

М 0 (х0 ,у0, 20) підставляємо в рівняння (16.1).



Рис. 48

Щ об визначити координати і, т,· п напрямного вектора пря

мої, зауважимо (рис. 48), що він перпендикулярний до векторів 

нормалей площин (16.4): щ =  {Ах,В\,С\} і п2 =  {А2 \В2 \С2 }· От

же, за вектор s можна взяти векторний добуток векторів η і і п2, 

тобто

8 =  [ηχ,η2] =

або

і j  к

А і В х С х

-4 2 В 2 С 2

Вх Сх Сх А\ А] В !
В 2 с 2 і +

С2 а 2 J +
Ач В 2

j\Bx Сх Сі Αχ А\ В\\
11В2 с 2 С 2 А2 ч А2 В 2 }

к,

(16.5)

Підставляючи в рівняння (16.1) замість £, т , п координати 

вектора s із співвіднопхення (16.5), отримаємо

X — Xq У -- Уо 2 - 20

Вх Сх Сх Αχ Аг Βχ

в 2 с 2 с 2 а 2 А2 В 2

(16.6)

рівняння прямої (16.4) в канонічній формі (16.1).

• Приклад 16.4

Звести до канонічного вигляду загальне рівняння пря
мої

х — 2у + Зг — 4 = 0, Зх + 2у - 5z — 4 = 0.

М Згідно з формулою (16.5) напрямний вектор прямої

=  {4:14; 8 }.s =
-2 З 

2 -5

З 1

-5 З

1 -2 

З 2

Щ об знайти координати точки М0 прямої, надамо одній змін

ній, наприклад х, довільного значення х =  0 і розв’яжемо систему 

відносно змінних у і z:

-2у + 3z - 4 =  0, 

2у — 5z — 4 =  0,
У - 8.

-4.

Отже, канонічні рівняння прямої мають вигляд

або
х у + 8 2 + 4

5. Взаємне розміщення двох прямих

Нехай прямі L\ і L2 задані канонічними рівняннями

X  -  Жі _  У -  Уі _  Z -  Ζ Χ X  -  Х 2 у  -  Уз 2 -  22
і . (16.7)

ТП\ П\ P i  m 2 П<2 Р2

Кут ψ між прямими в просторі визначається аналогічно, як і 

кут між прямими на площині, тобто, як кут між їх напрямними 

векторами si і s2, тобто з формули

ГП\ГП2 + ПіП2 + РхР2
cos ψ =  —=  - -= = (16.8)

\Jm\ + n f + р\ \Jm\ + пі, + ρί.

Умова перпендикулярності прямих (16.7) набирає вигляд

ГП\ГП2 + П\П2 + РхР-2 =  0. (16.9)



Прямі будуть паралельні, якщо їх напрямні вектори s*i і s2 

колінеарні, тобто коли

Ші =. Пі = Рі 
т 2 п2 Р2

(16.10)

і навпаки.
Нарешті, прямі будуть перетинатись, коли вектори s\, s2 і 

М ХМ2 — {х2 — хг] у2 — ух; ζ2 — Ζχ} будуть компланарні (рис. 49), 
тобто виконуватиметься умова

(M iM 2 ,s i,s2) — 0 , 

яка в координатній формі запишеться так:

х-ι -Х\ 2/2 — 2/1 z2 - zi 
mi nx pi 

m2 n2 p2

0 . (16.11)

• Приклад 16.5

Довести, що прямі, які задані параметричними рівнян
нями х = 24 — 3, у = 3ί — 2, z = —At + 6 і ж = ί + 5, у =  —41 — 1, 
z = t — 4, перетинаються.

< Перевіримо, чи виконується умова (16.11) перетину 
двох прямих. Згідно з умовою задачі маємо: М\(—3, — 2,6), 
М2(5, - 1 ,  -4 ) ,  si = {2; 3; - 4 }  та s2{ l;  - 4 ;  1}. Тоді

= 2 4 -4 + 8 0 + 3 0 -12 8 -2  =
5 + 3 - 1 + 2 - 4 - 6 8 1 - 1 0

2 3 - 4 - 2 3 - 4
1 - 4 1 1 - 4 1

=  134 - 134 = 0,

тобто умова (16.11) виконується, а тому задані прямі перетина

ються. ► .

6 . Рівняння пучка площин

Пучком  площин називають сукупність всіх площин, які про

ходять через одну пряму (вісь пучка) L.

Якщо вісь пучка, задана рівняннями в загальному вигляді

Л\Х + ІЗ і у + C\Z + D\ — 0,

\Х +  В2у + C2z +  Е>2 =  0,
(16.12)

 ̂/1'2·' ~г J->2 y ~г '2 - ~ и 2 ~ 'J.

то рівняння

А\Х + В\ у + C[Z + D\ + \(A2x + В2у + C2z + D 2) = 0. (16.13)

де А — числовий параметр, буде рівнянням пучка площин.

Справді, рівняння (16.13) як лінійне визначає деяку площину 

при всіх можливих числових значеннях параметра А. Всі пло

щини, задані рівнянням (16.13), перетинаються по прямій L тому, 

що координати точок прямої L, задовольняючи рівняння (16.J2). 

задовольняють і рівняння (16.13) незалежно від значень, які на

бирає параметр А.

Нехай тепер треба знайти рівняння площини з даного пучка, 

яка проходить через точку М0 (х0 ,Уо, z0), розташовану поза пря

мою (16.12). Використовуючи той факт, що координати точки 

М 0 задовольняють рівняння (16.13), тобто

А\Х() + В\ Уо + С\ Z() + D\ + \(A2Xq + В2Уо + С)Zq + D2) =  0, 

знайдемо з останнього співвідношення параметр Λ:

д _  А } х0 +  В і уо + С\ Zq +  D } (16 14)

А 2х о + В2уо + C 2zq + D 2

Отже, рівняння (16.13) є рівнянням пучка площин, які прохо

дять через вісь пучка (16.12).

Площини (16.12) також належать до пучка площин (16.13) за 

певних значень параметра А. Якщо А = 0, отримаємо першу пло

щину Α]Χ+Β^+ΟιΖ+Όι=0. Другу площину A2x+B 2 y+C2 z+D2=Q 

дістанемо, якщо А =  оо.



• Приклад 16.6

Скласти рівняння площини, яка проходить через пряму

х + у — z = 0 , х — у + z — 1 = 0

і точку М0( 1,1, -1).

< Рівняння будь-якої площини, яка проходить через задану 

пряму, має вигляд

х + у — 2 + Х(х — у + z — 1) =  0. (16.15)

Параметр Λ знайдемо із співвідношення (16.14):

. ___  1 + 1 + 1  З

“  _ 1 — 1 — 1 — 1 “  2 '

Підставивши одержане значення Λ в рівняння пучка площин

(16.15), отримаємо рівняння шуканої площини:

З,
х + у — z + -(х — у + 2 — 1) =  0, або 5х — y + z — 3 =  0. ►

<U

§ 1 7 .  ДЕЯКІ ЗАДАЧІ НА П РЯМ У І ПЛОЩИНУ 
В ПРОСТОРІ

1 . Кут м іж  прям ою  і площиною. Умови паралельності 

та перпендикулярності прямої і площини

Кут Θ  між прямою і площиною в просторі вимірюється гос

трим кутом між прямою та її проекцією на площину (рис. 50). 

Нехай пряма і площина задані рівняннями

х - Хр _  у - у о _  z - z0 
ί т  р

Ах + By + Cz + D — 0.

Очевидно, що

де ψ — кут між вектором нормалі п площини і напрямним век

тором s прямої.

Рис. 50

Кут φ можна визначити за формулою

АІ + Вгп + Сп
cos φ =

(n,s) _________________________________

ІВД  ~ у/А2 + В 2 + c - v ^2 + т 2 + п2 ’

з іншого боку

COS

Отже,

sin© =
Αί + Bm  + Сп І

,_____________  __________ = .  (17.1)
ч/Л2 + В 2 + С 2 у/Г~ + т 2 + п2

Якщр пряма паралельна площині, то кут Θ  =  0, і навпаки.

Отже, співвідношення

АІ + В т  + Сп =  0 (17.2)

є умовою паралельності прямої і площини.

Якщо пряма перпендикулярна до площини, то вектори /7 і s 

колінеарні, і навпаки. Отже, співвідношення

А _  В  _  С

ί т  п

є умовою перпендикулярності прямої і площини.

• Приклад 17.1

Знайти кут між прямою х = 4 — t, у = 5 — 2i, 2 = ‘it і 

площиною 2х + Ay — 6z + 7 = 0.

(17.3)



<  Перейдемо від параметричних рівнянь прямої до каноніч

ного
х — 4 у — 5 z 

-1 ~~ -2 ~ 3'

Тоді, прийнявши у формулі (17.1) А =  2, В = 4, С  =  - 6 , (' =  — 1 , 

т  =  —2 , п — 3, отримаємо, що

. 1- 2 - 8 - 1 8 1  28
sin Θ  =  ... . —  . =  =  у ,__= 1 .

\/6 + 16 + 36\/1 + 4 + 9 >/56л/Ї4

Отже. Θ — —. ►
2

• Приклад 17.2

За яких В  і п пряма х — 5 — 3ί, у = 9 + At, z = — 2 + nt

перпендикулярна до площини 6х + By - 10z + 9 = 0?

<  Відповідно до співвідношення (17.3) маємо

6 В  -10

^ з  ~ Ί  ~ ~й~ ’

звідси

В  =  —8 , п =  5. ►

2 . Взаємне розміщення прям ої і площини. Перетин пря

м ої з площиною

Пряма в просторі може перетинати площину, бути до неї па

ралельною або належати їй. Встановимо, чим характеризується 

аналітично кожний з цих випадків.

Нехай пряма і площина задані рівняннями

х  ~  Хр _  у - Уо _  z - Zq 

£ т  п
Ах + By + Cz + D  =  0. (17.4)

Запишемо рівняння прямої в параметричній формі:

X =  Ж0 + £t,

у =  Уо + т і, (17.5)

Z =  Z0 -t- nt.

Підставляючи (17.5) в рівняння площини на місце х, у і z, от

римаємо

А(хо + it) + В  (уо + frit) + C(zq + nt) + D  — 0,

звідки

(AI + Bm  + Cn)t + Axo + Byo + C zq -r D  = 0. (17.6)

Тут можливі такі випадки:

1. Якщо At + Bm  + Сп ф 0, то рівняння (17.6) має єдиний

розв’язок , г,
, _  Ах о + Вур + C zq + D

АІ + В т  + Сп ' [ }

Геометрично це означає, що пряма перетинає площину в одній 

точці. Координати точки перетину отримаємо, якщо у співвід

ношення (17.5) підставити на місце t його значення із співвідно

шення (17.7).

2 . Якшо АІ + В т  + Сп =  0 і Ахй + Ву0 + Cz0 + D ф 0, рівняння

(17.6) не має розв’язку. Це означає, що пряма паралельна до 

площини.

3. Якщо А£ + В т  + Сп =  0 і Axo-rByo + Czo + D  =  0, то рівняння

(17.6) має безліч розв’язків. Геометрично це означає, що пряма 

належить даній площині.

• Приклад 17.3

За яких значень А і D пряма х = 3 + At, у = 1 — 4ί, 
z = —3 + t належить площині Ах + 2у — Az + D = 0 ?

< Якщо пряма лежить на площині, то А£ + В т  + Сп =  0 і 

Ах о + Ву0 + Cz0 + D  =  0, тобто 4А - 8  - 4 =  0, ЗА + 2 + 12 + D  =  0, 

звідки маємо: А — З, D  =  —23. ►

• Приклад 17.4

х — 1 ί/ 4" 1 z 
Знайти точку перетину прямої —-— = — — = - і пло

щини 2х + Зу -і- 2 — 1 = 0.



< Перейдемо від канонічних рівнянь прямої до параметрич

них:

х =  1 + t, у — —1 — 2ί, z — 6 t,.

Підставляючи в рівняння площини 2х + Зу + 2 - 1 =  0 на місце х,

у, z отримані значення, дістанемо

2(1 + t) + 3(—1 — 2ί) + 6 ί — 1 =  0, звгдси t =  1.

Тоді 2і! =  1 + 1 = 2, у\ =  — 1 — 2 =  —З, Ζ] =  6 , тобто точкою

перетину є точка М 3 (2 , —3, 6 ). ►

3. Рівняння прямої, яка проходить через задану точку 

перпендикулярно заданій площині

Потрібно скласти рівняння прямої, що проходить через точку 

M i(x i,y i,z i) перпендикулярно до площини A iX  + B }y+CiZ+D  =  0. 

Оскільки пряма проходить через точку Μχ(Χχ, Ух, Ζ χ ) ,  то її рівнян

ня має вигляд
Х-Х\ _  у -  У\ _  ζ - Ζι 

ї ї  т х Пі

де £\, т і , Пі — координати напрямного вектора sx прямої. Але 

шукана пряма перпендикулярна до заданої площини. Тому на

прямний вектор si прямої колінеарний нормальному вектору 

пх =  {Аі',В\-,С\}. Значить, за вектор sx можна взяти вектор щ і 

тоді рівняння шуканої прямої матиме вигляд

х - Ді =  У - Уі _  ζ - ζ ι  

А і ~ В і ~ С \

• Приклад 17.5
Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку 

М] (3, —6 , 7) перпендикулярно до площини х + 4у — 8z — 4 = 0.

<4 Приймемо у співвідношенні (17.8): £і =  3, ух =  —6 , z, =  7 , 

Ах =  1 , Βι =  4, Сі  =  —8 . Тоді рівняння шуканої прямої набуває 

вигляду
х — 3 _ у + 6 _ ζ — 7

1 ~ 4 =  - 8  ' *

4. Рівняння площини, яка проходить через задану точку 

паралельно заданій площині

Нехай задані точка Mq(xq, уо, z0) і площина Ахх + В ху + C\z + 

£)] =  0. Потрібно скласти рівняння площини, яка проходить че

рез точку М0 паралельно заданій площині.

Оскільки нормальні вектори паралельних площин колінеар

ні, то за нормальний вектор шуканої площини можна взяти век

тор щ =  {Аі-,Ві;Сі}.

Значить, рівняння

Аі(х - х0) + Ві{у - у0) + С\(ζ - ζ0) =  0 (17.9)

є шуканим рівнянням площини.

• Приклад 17.6

Скласти рівняння площини, яка проходить через точку 

Мо(—4,3, —7) паралельно до площини 6х — 5у + 4ζ — 15 = 0.

■4 Відповідно до співвідношення (17.9) маємо 

6 (ζ + 4) — 5(у — 3) + 4(ζ + 7) =  0, або 6 х — 5у + 4ζ + 67 =  0. ►

5. Рівняння площини, що проходить через дану точку 

перпендикулярно до заданої прямої

Потрібно скласти рівняння площини, яка проходить через 

точку М 0 (х0 ,уо, ζο) перпендикулярно до прямої

Х - Х і _  У - У і  _  ζ Ζ] 

ί τη η

Рівняння площини, яка проходить через точку М0 (хо, Уо, zq), 

згідно із (15.2) має вигляд

А(х - Хо) + В (у - уо) + C(z - z0) =  0 .

Оскільки шукана площина перпендикулярна заданій прямій, то 

нормальний вектор п =  {А ;В ;С}  площини колінеарний напрям

ному вектору s =  {l;m-,n} прямої. Тому шукане рівняння площи

ни має вигляд

£(х - х0) + т(у  - уо) + n(z - z0) =  0. (17.10)



• Приклад 17.7
Скласти рівняння площини, яка проходить через точку 

М]( 1, —2 , 1) перпендикулярно до прямої

х — 2у + z — 3 = 0, 

х + у - z + 2 = 0 .

< Знайдемо напрямний вектор заданої прямої. Оскільки 

я =  [Я], п2) (згідно з (16.5)), то маємо:

s =

і j  к
1 -2  1

1 1 - 1

=  і + 2 j + Зк.

Отже, шукане рівняння площини згідно з (17.10) матиме вигляд 

х - 1 + 2 (у + 2 ) + 3(z - 1) =  0, або з: + 2у + Зг = 0. ►

6 . Рівняння площини, яка проходить через задану пряму 

і задану точку

Скласти рівняння площини, яка проходить через пряму 
х — х 0 У — Уо Z — Zq

— —  = ---— = ---- і точку М\(х\, у\, z\) (точка М х не лежить
і т  п

на заданій прямій).

Нехай M (x ,y ,z ) довільна точка площини. Тоді вектори

Μ ι ώ  =  {χ -  Хйу  -  У і-.z -  Zi}, м 0м\ =  {хх - х 0;у і - y 0; z i - z 0 }

і s =  — компланарні (рис. 51), тобто мішаний добуток

{Щ Й , МоМЇ, s) =  0 .

Рис. 51

У координатній формі останнє співвідношення набуває вигляду

= 0, (17.11)

x - Хі у - у  i z - г,

x i  ~  хо У і -  Уо Zi -  z0

t т  η

яке і є шуканим рівнянням площини.

• Приклад 17.8
Скласти рівняння площини, яка проходить через пряму 

х = 2t + 1, у = —31  + 2. z = 2t — 3 і точку М\(2, —2,1).

< 3 рівняння прямої маємо: х0 =  І. у0 =  2 . г0 = —3 , / =  2 , 

гп =  —3, п =  2. Тому, враховуючи (17.11), отримаємо рівняння 

площини:

χ — 1 у — 2 з + З 

2 - 1  - 2 - 2  1 + 3

2 - 3  2

=  0, або 4.x + 6у + 5,: — 1 =  0. ►

7. Рівняння площини, яка проходить через задану пряму 

паралельно іншій прямій

Потрібно скласти рівняння площини, яка проходить
X — X1 у — у і Z — Z J

через пряму — ---= --- — =  ----  паралельно прямій
і\ т  і щ

X  -  Х’2 _  У -  У2 _  Z -  Ζ2

І ‘2 т 2 п2
Нехай M (x ,y ,z ) —- довільна точка шуканої площини. Тоді 

вектори М ! а) =  {.7; - .Г]; у - - г;}, .ч, =  {f , ; in , ; η, } та s-2 =

{έ2;τη2;η2} — компланарні (рис. 52).

Рис. 52



Отже, мішаний добуток цих векторів дорівнює нулю, тобто 

(Мі ЛІ. S], ЇЇ2) =  0. Виражаючи його через координати перемно

жуваних векторів, дістанемо рівняння шуканої площини в коор

динатній формі:

х Х\ у - у  і ζ - Ζ ι

ί\ т х Пі

ίο т> п2
= 0 . (17.12)

• Приклад 17.9

Скласти рівняння площини, яка проходить через пряму
х  -f і  у  ζ  — 2

—-— = — = — — паралельно прямій х — —2 — t, у = 1 + Ш. 

z — —2 + 4/.

< Згідно з умовою задачі маємо: хх =  —1, у\ =  0, Ζι =  2, ί\ =  2. 

777-1 =  З, 7?і =  —1, і 2 =  —1, т 2 = 3, п2 — 4. Тому, враховуючи 

(17.12), отримаємо

! х + 1 у ζ — 2 

! 2 З - 1

- 1 3  4

= 0, або \Ьх — Ту 4- 9г — 3 =  0.

яке і є шуканим рівнянням площини. ►

8 . Р івняння площини, як а  проходить через задану пряму 

перпендикулярно до заданої площини

Нехай шукана площина проходить через пряму
х -  хо У - У о  ζ  -  ζ0

t rn η
перпендикулярно до площини

Ах + By + Cz + D  =  0. Тоді вектори Μ 0λ1, s та η — ком- 

планарні, тобто (Μ()ύ ,  s, fi) =  0 , або

х - х0 у -  Уо z -  ζο

(  т  п

.4 В С

0 . (17.13)

Останнє рівняння і є шуканим рівнянням площини.

• Приклад 17.10
Скласти рівняння площини, яка проходить через пряму 

х — 1 у ζ
— — = = у перпендикулярно до площини 'ix+Ау—Ζ—1= 0 .

< Використовуючи рівність (17.13), отримаємо

=  0 , або 8х — у + 2 0 ζ — 8 =  0 . ►

х - 1  у 

-2 4

З 4

9. Рівняння площини, яка проходить через дві паралель

ні прямі

Нехай площина проходить через дві паралельні прямі

х - х\ У- Уі 2 -  ζι Х-2 у - У'2

т п т п

і M (x,y,z) — довільна точка площини. Тоді вектори М\М =  

=  {х—хйу—у\\ ζ —Ζι}, М\М 2 =  {х2 —хх: у2 -уі\ζ2 - ζλ } та.? =  {£\т\п}

— компланарні. Отже, (Л\м, М ХМ\, ЇЇ) =  0. Виразимо останнє 

співвідношення через координати перемножуваних векторів:

X - Хі у - у  1 2 - 2 !

Х’2 -  Х\ У-2 -  УІ Ζ2 -  Zi

ί rn η

і отримаємо рівняння шуканої площини.

= 0 (17.14)

• Приклад 17.11
Скласти рівняння площини, яка проходить через па

ралельні прямі х = 3 — 41, у = 5 + 31 , z = —2 + 12i і
1 у - 2

-4 12 '

■4 Перша пряма проходить через точку М](3,5, —2), а дру

га — через точку М2(1,2,0). Тоді А/1 МІ =  {-2;— 3:2}, М { ЛІ = 

=  {х — 3;у — 5; 2 + 2} і ,?= {—4; 3; 12}.



Відповідно до співвідношення (17.14) маємо 

+  2Іх — 3 у — 5 

- 2  - З  

-4 З

2
12

0 , або 21 .2: — 8у -г 9: 0 . ►

10 . Рівняння площини, проведеної через дві прямі, що 

перетинаються

Задано дві прямі

х - х\ У - У і - Z 1 X .х2

т і п J

У  -  У  2 

т -2 По

Треба скласти рівняння площини, яка проходить через ці дві 

прямі, коли відомо, що вони перетинаються.

Позначимо через М (х, у, z) довільну точку шуканої площини. 

Очевидно, вектори .?], .?2, М ХМ  —- компланарні (рис. 53).

Отже.
Рис. 53

(МХМ, Si, .?2) — 0.

Виражаючи через коох>динати перемножуваних векторів, діста

немо рівняння шуканої площини:

X - Жі 2/ — 2/1 2 - 2]

4 т і П]

1-2 т -2 п2
0 . (17.15)

• Приклад 17.12

Скласти рівняння площини, яка проходить через прямі 
х — 1 У + 2 z — 5 х  — 7 у — 2 2 — 1

2 -3 ~ 4 Та 3 = 2 = ~^2~'

< Задані прямі проходять через точки* Мі (1,-2,5) та 

М 2(7, 2,1), а їх напрямні вектори відповідно =  {2; — 3; 4} та 

s-2 =  {3; 2; —2}. Мішаний добуток векторів sl5 s2 та ,\/іМ>:

2

З

6

-З

2

4

4 і 

-2 і
-4 І

0 .

тобто виконується умова (16.11) перетину прямих. 

Тоді відповідно до співвідношення (17.15) маємо

х - 1 

2 
З

у + 2 

-З 

2
4

- 2

=  0 ,

аоо

2х — 16 у — 13z + 31 = 0, 

яке є шуканим рівнянням площини. ►

1 1 . Р івняння перпендикуляра, опущеного з даної точки 

на пряму

Потрібно скласти рівняння перпендикуляра, опущеного з да-
, , ,  ч х —X, 'y - y і г - г,

ноі точки Мо(хо, Уо· ~о) на пряму — -—  =  ----  = ---- .
ч  m і /і і

Проведемо через точку М()(х0, /Уо, -о) площину перпендикуляр-

но до заданої прямої, яка згідно з формулою (17.10) має вигляд

£і(х - х0) + т і (у - уо) + пі (2 - z0) =  0 .

Знайдемо точку М2(х2,у2, 2о) перетину прямої 
X — Хі у — Уі 2 — 2 і
— ----  =  ------- =  ------- з отриманою П Л О Щ И Н О Ю  І і (х — х0) +

і \ т і  и 1
/Пі (у - Уо) + Пі (2 - 20) =  0.

Тепер запишемо рівняння прямої, що проходить через точки 

М0 (х0, Уо, 2о) І М2(^2, у2, 2 >)

- д̂о _  У - Уо _  2 - 2Q 

Х2 -Хо у2 - Уо г2 - 20 '

Це і є шуканим рівнянням перпендикуляра, опущеного з даної 

точки на пряму.



• Приклад 17.13

Скласти рівняння висоти трикутника, опущеної з 

вершини £(3 ,1 ,— 3) на протилежну сторону АС , якщо 

А(1, —2, —4) та С(5,1, —7).

< Канонічні рівняння сторони АС, яка проходить через точки 

А і С , згідно з (16.3) мають вигляд

х — 1 у -і- 2 ζ + 4

5-  1 1 + 2 = -7 + 4 ’
або

Через вершину В  проведемо площину перпендикулярно до 

сторони АС трикутника, яка згідно з (17.10) має вигляд

4(.г — 3) + 3(у — 1) — 3(ζ + 3) — 0, або Ах + 3у — 3ζ - 24 = 0.

Знайдемо точку D  перетину отриманих прямої і площини. 

Для нього потрібно розв’язати систему рівнянь

f 4.x + 3у — Зг — 24 =  0,

\ х =  1 + At, у — —2 + ‘it , t: =  —4 — 3ί,

17’
_  45

Х ~ 17' 
13

У -

_89 

2 ”  ~ 17

/45 13 89 \
Одержана точка І —1 7 ’ _  17 ) Є основою перпендикуляра,

опущеного з вершини J3 на сторону АС.

Тоді рівняння висоти BD:

х — З
45

У - 1
із

+ 3
■ff + 3 ’

або
j: — 3 у — 1 2 + 3

15 19

12. Відстань від точки до прям ої

Задана пряма L

X  -  Х0 у  -  Уо Z

т п

і точка Mi(x\,yi,zi). Знайти відстань d точки M t від прямої L.

Шукана відстань d це довжина висоти паралелограма, 

побудованого на векторах MqM\ =  {.г-} — .г0; У і ~ Уо', -і - 20} і 

s =  {1;т ; п}. Площа паралелограма дорівнює, з одного боку, 

|[Л/0Л/і . ,s]j, а з іншого — j,sj ■ d (рис. 54).

Мі

Отже,

Звідси

\3\d= |[Λ/„Λ/ί,5]|.

d =
{Μ οΜ ,^Ι

Η
або в координатній формі

(17.16)

d=-

/ . .... 2 ■> 1
/  У і  -  2/0 * 1  -  2 0 4 - -1 -  ~0 Т \ -  Жо , і Ж , -  :/;0 У і  -  Уо І

/  m  п п f / ' п

\Jf2 + m2 + ή2
(17.1 71

Приклад 17.14

Обчислити відстань від точки 1, — 2) до прямої
ж + З у + 2 2 — 8

З - 2

< Відповідно до умови задачі маємо: Л/0 (—3. —2.8). 

{3; 2; —2} і МоМ[ =  {4; 1; —10}.

Тоді

i j  к \
М 0М[,Щ = А 1 -10

3 2 - 2

=  18/ -  2 2 1 -т 5к.

М0 М\, s]| =  \/324 + 484 + 25 =  \/833 і. |.?| =  л/9 + 4 + 4 = ч/Тт.



Отже, шукана відстань

-г = - ^ 2  =  V ®  =  7. 
ч/Г?

13. Відстань м іж  паралельними прямими

Нехай задано дві паралельні прямі Σχ та L2

Х~ Х \  У ~ У  і Ζχ X -  Х 2 У ~ У 2  Z -  Ζ2

Ιχ т і П\ l 2 ffl'i По

Потрібно обчислити відстань d між ними. Ш укана відстань d 

—■ довжина висоти паралелограма, побудованого на векторах 

М\M-ι =  {х2 - Хх\У2 - Ух] Z2 — Ζχ} і .?і =  {ίχ-,πίχ-,τίχ} (або s2 =  
{і2] т 2; п2}) (рис. 55).

Рис. 55

Площа паралелограма дорівнює \[ΜχΜ2, δχ}\ (або \[ΜλΜ\, s2]|). 
Отже,

_  І І м М а Л ' або d =  І [ м Ж ,  S2]|
, , (17·18) 
|Sil |S2|

• Приклад 17.15

Обчислити відстань між двома паралельними прямими:

х _  У - 3 _  z - 2 . х - 3 _ у  + 1 ζ- 2

1 “  2 ~ 1 1 1 2 ~ 1 ‘

М Згідно з умовою задачі маємо: Мі(0, 3, 2), М2 (3.-1,2) і s =  

{1; 2; 1}. Тоді =  {3; —4; 0} і

г ? А:

3 - 4  0 

1 2  1

=  -4*-3j+10fc, і [М ІЙ , s] і =  \/Ї25, |s| =  л/б.

Отже, відповідно до формули (17.18) шукана відстань

, v/125 5 г—
d =  —— = -v30. ►

л/6 6

14. Найкоротша відстань м іж  двома мимобіжними пря

мими

Нехай задано дві мимобіжні прямі L< та L2:

Χ-Χχ _  у — У\ _  Ζ -  2; х -  Х 2 _  у -  у2 _  г - Ζ2

І] ηΐχ П] ’ І 2 т 2 п 2

Визначити найкоротшу відстань між ними.

Найкоротша відстань між двома мимобіжними прямими 

дорівнює відстані між двома паралельними площинами, в яких 

лежать ці прямі. Отже, щоб розв’язати поставлену задачу, треба 

скласти рівняння площини Я , яка проходить через першу пряму 

паралельно другій, і визначити відстань точки М 2 (х2, у2, ζ2) від 

цієї площини (рис. 56).

Рис. 56

Площина П  відповідно до формули (17.12) визначається рів

нянням



Отже, шукана відстань визначається формулою:

mod

d =

Х2 - X] 

h  

І 2

У-2 - УІ 
т  і 

т 2

22 - Ζχ 

П\ 

п2
(17.19)

Ш] П\

т 2 п2 +
Τϊχ ίχ

п2 1 2
їх  ГПх

1 2 т 2

ІН Ш И Й  спосіб. Вектори .?[_____ {1 \;ηΐχ:ηχ}. я2 =  {С2· т 2; п2} і

Μχ M 2 — {х2 — Χχ'-Уі — Ух- ζ2 — Ζχ} ----- некомпланарні. Побудуємо 

на цих векторах, як на ребрах, паралелепіпед, основою яко

го є паралелограм, побудований на векторах .7] і з2. Тоді від

стань d дорівнює довжині висоти отриманого паралелепіпеда. 

Отже, щоб о бчислити відстань d, потрібно об'єм паралелепіпеда 

V =  І(ΜχМ 2 , S], s2) І розділити на площу його основи S =  |[.?],.?>]j. 

тобто

d
\(ΜχΜ2 , 6 χ,*2)\

l[Sl, ^2] I

У  координатній формі остання рівність має вигляд (17.19).

• Приклад 17.16

Знайти найкоротшу відстань d між двома прямими:

(17.20)

τ

ι

у — 9 ζ + 2 х — 2 
-—-— = --— та —--

у _  =  Ζ +  7

-2 9

М Згідно з умовою задачі Λί1(0 ,9 ,-2), М2 (2,0, —7), =

{1; 4; -3}, .?2 =  {2; -2; 9}. Тоді Ш М  =  {2; -9; -5} і

(.?!, 92, М\М2)

1 4 -3

2 - 2 9 =  245,

2 -9 —5

I j  к
1 4 -З

2 - 2  9

30г - 15j  -  10/,:,

|[si, s2]| =  \/900 + 225 + 100 = 35.

Значить, шукана відстань між прямими відповідно до форму

ли (17.20) дорівнює:
j 245 „

d = -- = 7. ►
35

15. Знаходження точки, що симетрична даній точці від

носно заданої площини або заданої прям ої

Нехай потрібно знайти точку Q, яка симетрична точці

М 0 (хо, уо, г0) відносно заданої площини Ах + By + Cz + D =  0.

Щ об розв'язати поставлену задачу, потрібно:

1) через точку М 0 (хо, Уо, Ζο) провести пряму перпендикулярно 

до площини Ах + By + Cz + D =  0, яка, згідно з (17.8) має вигляд

х - Ж'о _  У - У о _  z - Zp_

А ~ В  ~ С  ’

2) знайти точку Р  перетину отриманої прямої і заданої пло

щини. Точка Р  — проекція точки М0 на площину;

3) враховуючи, що точка Р  — середина відрізка [M0Q], тобто

X Q  + хо „ yQ + Уо Zq + z0
-- 2 -= χΡ> — 2------ =  Ур’ 2—  =  Zp' (17.21)

то із співвідношення (17.21) знайдемо координати точки 

Q { .X Q i y Q i Zq ) ·

Якщо ж точка Q симетрична точці MQ(x0, уо, z0) відносно за-
.  х -  Χχ у - У х  Ζ -  Ζχ

даної прямої — ---=  ----- = ----- , то:
І х т і пх

1) через точку Мо(Хо,УОі Ζο) проведемо площину перпендику-
. X — Χχ у — Ух Ζ — Ζχ ,

лярно прямій — ---= ----- = ----- , яка згідно з (17.10) має ви-
1 \ т  х Πχ

гляд

Ιχ (χ  - Хо) + т і(у  - Уо) + Пі (ζ - Ζο) =  0;

2) знайдемо точку Р  перетину площини і заданої прямої;

3) враховуючи, що точка Р  — середина відрізка [MQ], із спів

відношення (17.21) знайдемо координати шуканої точки Q.

• Приклад 17.17

Знайти точку Q, яка симетрична точці Мо(1,3, —4) від
носно площини Зж + у — 2z = 0.



< Складемо параметричні рівняння прямої, яка проходить 

через точку М 0(1,3, — 4) паралельно нормальному вектору пло

щини η =  {3; 1; - 2 }. Маємо: х =  1 + 3ΐ, у =  3 + t, z =  -4 - 2 t. 

Підставимо отримані значення х. у і z в рівняння площини:

3(1 + Зі) + 3 + t - 2 (—4 - 2t) =  0,

звідси t =  — 1. Тоді, підставивши < =  -1 в параметричні рівняння 

прямої, отримаємо точку Р (—2, 2, —2), яка є проекцією точки Л/0 

на площину. Координати симетричної їй точки Q знайдемо із 

співвідношення (17.21):

xq — —4 — 1 =  —5, yQ =  4 — 3 =  1, Zq — —4 + 4 =  0.

Отже, Q (-5 ,1 , 0 ). ►

• Приклад 17.18

Знайти точку Q. яка симетрична точці Мо(2, —5.7) від-
„ — 5 у - 4 z — 6

носно прямої ---  = 1--- = ---- .
1 3  2

М Проведемо через точку М0 площину перпендикулярно до 

заданої прямої, яка згідно з (17.10) має вигляд

1(.х - 2) + 3[у + 5) + 2(z — 7) =  0 або х + Зу + 2z — 1 =  0.

Розв’язавши систему рівнянь

( х + 3у + 2 z — 1 =  0 ,
 ̂ х — 5 _ у — 4 2 — 6

І 1 ~ 3 =  2 ’

отримаємо точку Р (3, —2, 2), яка є проекцією точки М0 на пряму.

Із співвідношення (17.21) знайдемо координати точки Q: xq =  4 , 

VQ =  1, Zq — -3.

Отже, ζ)(4,1 ,-3). ►

§ 18. ПОВЕРХНІ ДРУГОГО П ОРЯДКУ

Поверхнями другого порядку називають поверхні, які в де- 

картовій системі координат зображаються алгебраїчними рів

няннями другого степеня, тобто рівняннями вигляду

ОцОГ + а,2 2У2 + ^зз~2 + 20]2 ху + 2йіз:г.г+

2 а2-л'уг + 2 п\̂х + 2 (і2\У “І- 2 cl^z + U44 =  0 .

Це рівняння низивають загальним рівнянням поверхні 

другого порядку.

Обмежимось розглядом найпростіших (канонічних) рівнянь 

поверхонь другого порядку і з’ясуємо питання про їх форму.

1. Циліндри другого порядку

Циліндричною поверхнею, або просто циліндром, нази

вається поверхня, утворена рухом прямої, яка перетинає задану 

криву і залишається паралельною сталому вектору.

Пряма, що своїм рухом утворює циліндр, називається його 

твірною, а крива, яку перетинають твірні - напрямною цилін

дра.

Циліндрами другого порядку називаються циліндричні по

верхні, напрямними яких є лінії другого порядку.

Серед циліндричних поверхонь другого порядку розглянемо 

рівняння циліндрів з твірними, паралельними осі Oz. їх рівняння, 

як вже було вказано раніше, не містять координати г.

Якщо за напрямну лінію в площині 2 =  0 взяти одну з кривих

2-го порядку
X̂  хр'

7: + ¥  = 1' (18л)

 ̂- Й = !. (1«-2 )
а2· Ьг

У2 =  2 рх, (18.3)

то кожне з цих рівнянь, якщо їх віднести до просторової систе

ми координат, зображатиме циліндр 2-го порядку з твірними, 

паралельними осі Oz.



Рівняння (18.1) буде зображати циліндр, перерізи якого пло

щинами, перпендикулярними твірним (паралельними площині 

Оху), будуть еліпси з півосями а і b; такий циліндр називається 

еліптичним (рис. 57). Рівняння (18.2) буде зображувати циліндр, 

у якому плоскі перерізи, що перпендикулярні твірним, будуть 

гіперболами; його називають гіперболічним циліндром (рис. 58). 

Нарешті, рівняння (18.3) зображ ає циліндр з перпендикулярни

ми до твірних плоскими перерізами у вигляді парабол; такий 

циліндр будемо називати параболічним (рис. 59).

2 . К онус другого порядку

Конусом  2-го порядку називається поверхня, яка в прямо

кутній системі координат задається рівнянням

х2 у2 z2

а2 + Ь2 ~ =  °' (18·4)

Рівняння (18.4) називається канонічним рівнянням конуса.

Покажемо, що конус (18.4) утворюється прямими, які про

ходять через початок координат. Для цього досить довести, 

що пряма, яка з’єднує початок координат і довільну точку 

M'(x'iy',z') конуса, належить конусу. Справді, пряма, що про

ходить через точки О  і М', визначається рівняннями

х _  У _  2 _  £
x' y' z'

Отже, координати довільної точки М  прямої дорівнюють X =  x't, 

у =  y't, z =  z't. Ясно, що вони задовольняють рівняння (18.4). 

Конус (18.4) зображено на рис. 60.

Розглянемо перетини конуса площинами, паралельними ко

ординатним площинам.

1) Перетин площиною z =  h зображається рівнянням

X2 у2 _

< ~ ’

, z =  h.

Перше з цих рівнянь зображ ає еліптичний циліндр, друге



площину, паралельну площині Оху. Отже, перерізами конуса

і · · a\h\ , 6|/г|
площинами ζ — п є еліпси з півосями й\ =   Ь\ =  ——-.

с с
Зауважимо, що еліпс, який отримуємо при перетині конуса 

площиною 2 =  0, вироджується в точку.

Не є складним і питання про лінії перетину конуса площи

нами х =  т  чи у =  п. Вони є гіперболами, які вироджуються в 

пару прямих, коли т  —> 0 чи п -* 0.

3. Еліпсоїд

Еліпсоїдом називається поверхня, яка в декартовій прямо

кутній системі координат визначається рівнянням

2 2 2 χΔ νΔ Ζ

( 1 8 ' 5 )

де a, 6, c — додатні числа, що називаються півосями еліпсоїда 

(будемо вважати, що а > 6 > с).

Рівняння (18.5) називається канонічним рівнянням елі

псоїда.

Дослідимо форму еліпсоїда за його канонічним рівнянням

(18.5).

Насамперед зауважимо, що, оскільки в рівняння (18.5) вхо

дять лише квадрати координат, то, якщо точка з деякими ко

ординатами X, у, 2 належить еліпсоїду, то всі точки (±.х, ±у. 

±z) також будуть належати йому. Це означає, що еліпсоїд є по

верхнею, симетричною відносно всіх трьох координатних пло

щин, осей, а також початку координат, які називаються відповід

но площинами симетрії, осями симетрії і центром симетрії елі

псоїда.

Оскільки сума трьох додатних доданків лівої частини рівнян

ня (18.5) дорівнює одиниці, то кожен з них (при дійсних значен

нях координат) не може бути більшим від одиниці:

х2 у2 z2
-2 < 1 , %  < 1 , т  < 1 .

Ьг с/

Звідси випливає, що координати точок еліпсоїда задовольняють 

нерівність

—а < х < а, —b < у < b, —c < z < c .

Отже, еліпсоїд - це скінченна поверхня, яка позністю лежить 

всередині паралелепіпеда, розміри якого відповідно дорівнюють

2а, 2Ь, 2с.

Точки (±а, 0,0), (0, ±Ь, 0), (0, 0, ±г) належать еліпсоїду і нази

ваються його вершинами. Отже, вершини еліпсоїда є точками 

перетину еліпсоїда з осями його симетрії.

Відстані 2а, 26, 2с між вершинами, що лежать на одній осі 

симетрії, називаються осями еліпсоїда.

Щ об уявити собі форму еліпсоїда і зобразити його на рисун

ку, використаємо, як і для конуса, метод паралельних перетинів.

Розглянемо перетин еліпсоїда будь-якою горизонтальною 

площиною z = h. Лінія, яку отримаємо при даному перетині, 

визначається рівняннями

‘2 2 X у

- (1 - S )  + (1 - S ) ’
, г =  h.

Звідси видно, що перетин є еліпсом з півосями

Аналогічну картину дістанемо і при перетині еліпсоїда пло

щинами, паралельними кожній із двох інших його площин си

метрії (рис. 61).

Лінії перетину еліпсоїда (18.5) з координатними площинами 

х =  0, у — 0 та 2 =  0 називаються головними перетинами елі

псоїда. Еліпсоїд (18.5) зображено на рис. 61.



4. Однопорожнинний гіперболоїд

Однопорожнинний гіперболоїд — це поверхня, яка від

носно деякої прямокутної декартової системи координат зобра

жається рівнянням
2 2 2X V Z

— + т^г--2 =  1) (18.6)
сг о2 сг

де а > 0, b > 0, с > 0 — числові параметри.

Рівняння (18.6) називається канонічним рівнянням однопо

рожнинного гіперболоїда.

Ця поверхня розміщена симетрично відносно початку коор

динат, координатні площини є його площинами симетрії, а осі 

координат — його осями симетрії.

Перетини гіперболоїда площинами z =  h є еліпсами

х2 у2 h2
-- l· — =  1 Η---
a2 b2 с2 ’
z =  h

з півосями а* =  a\j 1 + — , Ь* — 1 + 2h? ,* , L h2

с2 V с2'
Перетини площинами у =  п і х  =  т є  відповідно гіперболами

х2 z2 ґ у2 z2
5 / /L//49 / _//\0

(о/)2 (Ь')2 ’ S (&")2 (с")2
у =  η, η ф ±Ь, І ж =  т , т  ф  ±а,

де

п 2 / 77.2

гп2 і т-
Ь" =  Ь\ 1 - — ; с" — с\ І —

а2 ' V а2

якщо jnj < b та |ш < а|.

Перетин поверхні (18.6) площиною у =  b визначається рівнян

нями

f ( E  + i )  ( £ _ £ ) «  о.
S \α с/  να с/

які зображають дві прямі

та

Подібно дві прямі отримаємо при перетині гіперболоїда пло

щиною х =  а (рис. 62).

Знайти перетини гіперболоїда площинами у — п і =  т , де 

|n| > b та |ш| > а.

Точки (±а, 0,0), (0, ±6, 0) називають вершинами однопорож

нинного гіперболоїда. Однопорожнинний гіперболоїд (18.6) зо

бражено на рис. 62.

5. Двопорожнинний гіперболоїд

Двопорожнинним гіперболоїдом називається поверхня, 

яка в декартовій прямокутній системі координат визначається 

рівнянням

X 2 у 2 Z 2

— 2 ~ τ ι  + -  =  1· 18·7Ω О2 С2

Рівняння (18.7) називається канонічним рівнянням двопо

рожнинного гіперболоїда.

Ця поверхня розміщена симетрично відносно початку коор

динат і координатні площини є його площинами симетрії.

Розглянемо її перетини площинами, паралельними коорди

натним площинам.



Рис. 62

Площина 2 =  h перетинає поверхню (18.7) лише тоді, коли 

І/і І > с, тобто двопорожнинний гіперболоїд — необмежена по

верхня, яка складається з двох частин.

Лінії перерізу площинами z =  /г, |/t| > с ...це еліпси

У2 h2
+ — = --- 1,

Ь2 с2 
= h.

(18.8)

«

Якщо h — ±с, то еліпси вироджуються в точки (0,0, ±с), які 

називають вершинами двопорожнинного гіперболоїда.

Перетини площинами х — т  чи у =  п є гіперболи. Двопо

рожнинний гіперболоїд (18.8) зображено на рис. 63.

6 . Еліптичний параболоїд

Еліптичним параболоїдом називається поверхня, яка в де- 

картовій прямокутній системі координат визначається рівнян

ням
2 2

— + — = 2г, р > 0 ,  q >  0. (18.9)
Р Q

Рівняння (18.9) називається канонічним рівнянням  

еліптичного параболоїда.

Координатні площини Оху та Oyz є площинами симетрії по

верхні. Якшо 2 < 0, рівняння (18.9) не може задовольнятись при 

жодних дійсних значеннях х і у. Отже, вся поверхня розташована 

над площиною Оху.

Площина 2 =  0 має з поверхнею одну спільну точку х =  0, 

у =  0, 2 =  0 —  вершину параболоїда.



Площина z =  h, h > 0 перетинає поверхню по еліпсу

х2 у2
+  W-T = 1,

2р/?. 2д/г 
2 =  h

П ІВ О С І якого

а =  у/ 2 ph, b' =  \j2qh

Якщо візьмемо перетин площиною X =  т , то дістанемо пара

болу:

’ ■ - ( - S ) ·
X  =  7ТІ.

Подібно перетин поверхні площиною у =  п буде параболою

X 2 =  2р  

у =  п.

п2

2 q j '

Еліптичний параболоїд (18.9) зображено на рис. 64.

7. Гіперболічний параболоїд

Гіперболічним параболоїдом називається поверхня, яка в 

декартовій прямокутній системі координат визначається рівнян

ням
X2 У2
--- — =  2z, Р >  0, q >  0. (18.10)
р q

Рівняння (18.10) називається канонічним рівнянням гіпер

болічного параболоїда.

Як бачимо з рівняння (18.10), поверхня симетрична відносно 

площин Oxz та Oyz.

Площина 2 =  0 перетинає поверхню по лінії

х2 у2
------ — =  0 , 2 =  0
р q

аоо

тобто по двох прямих (рис. 65).

У =

=  0.

X, (.18.11)

Площина 2 =  h перетинає поверхню по гіперболі

X У

2 ph 2 qh
1 , 2  =  h. h ф 0 . (18.12)

Якщо h > 0, дійсною віссю цієї гіперболи буде паралель осі Ох: 

якшо h < 0, дійсною віссю буде паралель осі Оу.

Розглянемо тепер перерізи поверхні площинами у =  п. ГЗони 

будуть зображатися рівняннями

п
X =  2р ( 2 + — j  , у =  п,

які визначають параболи з параметром р.



Якщо поверхню перетинати площинами х =  т , то в перерізі 

отримаємо параболи

2 /  7д2 

у = ‘ 2 , Г ~  х =  т "

Гіперболічний параболоїд (18.9) зображено на рис. 65.

8 . П оверхні обертання

Нехай в площині Oyz задана лінія L, рівняння якої має вигляд

iF (y ,z )  =  0, (18.13)
х — 0.

Знайдемо рівняння поверхні σ, яка отримується при обертан

ні цієї лінії навколо осі Оу (рис. 66)

Візьмемо довільну точку М (Х , У, Ζ ), яка лежить на поверхні 

σ і проведемо через неї площину перпендикулярно до осі обер

тання Оу. У  перетині маємо коло, центр якого лежить в точці 

N  на осі обертання. Координати точки N(0, У, 0). Радіус кола

\ΜΝ\ як відстань між двома точками М  і N  дорівнює у/Х2 + Ζ 2. 

З іншого боку, цей радіус є абсолютним значенням аплікати точ

ки Мі заданої лінії L, а ордината цієї точки дорівнює У. Отже, 

прийнявши в рівнянні (18.13)

у = У, ζ =  і  Vх А'2 + Ζ 2,

ми отримаємо шукане рівняння поверхні обертання σ:

F (У, ± V X2 + Ζ 2) =  0. (18.14)

Отже, маємо правило для од(;ржання рівняння поверхні обер

тання:

Д ля того щоб отрим ати  рівняння поверхні, утвореної 
обертанням лін ії L, що леж и ть в площ ині Oyz, навколо осі 
Оу, потрібно в рівнянні ц ієї лін ії зам інити г на ±\/χ2 + ζ2, а 
у залиш ити без зміни.

Аналогічні правила справедливі і щодо поверхонь, які отри

муються обертанням плоских ліній навколо інших координатних 

осей.

• Приклад 18.1

Скласти рівняння поверхні, яка утворена обертанням
2 2 X Ζ

еліпса —х + — = 1. що лежить в площині Οχζ. навколо осі 
а- с/

Ох.

< Оскільки еліпс обертається навколо осі Ох, то в його рів

нянні х залишаємо незмінним, а л заміняємо па ±у/у2 + ζ'2. Тоді 

рівняння шуканої поверхні має вигляд

2 2 і >
X , У +  Ζ- _

а2 ^  г·2 _

Ця поверхня називається еліпсоїдом обертання. Зокрема, якщо 

а =  с, то отримаємо сферу. ►

• Приклад 18.2

Скласти рівняння поверхні, яка утворена обертанням

{
2 2 
Ξ1 _  _  - і

а 2 (.2 , навколо: а) осі Ох, б) осі Οζ.

У =  о



■< Згідно з правилом рівняння поверхні обертання має вигляд
2 2 і 2 9 і 9 9

а ) — ~ Т~~ =  1; б ) ^ - ^  = 1.
о/ г- а2 г2

Це — а) двопорожнинний гіперболоїд обертання, б) однопо

рожнинний гіперболоїд обертання. ►

• Приклад 18.3

Скласти рівняння поверхні, яка утворена обертанням

параболи < У ~ навколо осі Oz.
І х =  0

< Шукане рівняння має вигляд

х 2 + у2 =  2 p z .

Це — параболоїд обертання. ►

• Приклад 18.4

Скласти рівняння поверхні, яка утворена обертанням
·· Г у =  х- . π

прямої І  ^ __ навколо осі Оу.

< Шукане рівняння має вигляд

у = ±Vх2 + z'2, або X і  + z 2 — у2 =  0.

тобто поверхнею обертання є конус. ►

РОЗДІЛ 6

Елементи теорії лінійних 
просторів

§ 19. ЛІНІЙНИЙ ТА ЕВКЛІДОВИЙ ПРОСТО
РИ

1 . Означення лінійного простору. Властивості лінійного 

простору

Розглянемо об ’єкти, над якими виконуються дії додавання і 

множення на числа, тобто так звані лінійні операції.

О б ’єктами такого роду є. наприклад, вектори, тобто напря

млені відрізки на площині і в просторі, многочлени степеня < п, 

матриці, оскільки для кожного з них були встановлені операції 

їх додавання і множення на число.

Залежно від природи об ’єктів, які розглядаються, ці операції 

визначаються по-різному, але вони мають деякі істотні власти

вості, які зберігаються у всіх випадках (комутативність і асоціа

тивність додавання, дистрибутивність відносно множення на чи

сло тощо).

Якщо тепер залишити осторонь природу об ’єктів і ввести 

аксіоматично зазначені дві операції, то можна побудувати за

гальну теорію, результати якої можна застосовувати в кожному 

конкретному випадку. Основним поняттям такої теорії є поняття 

лінійного простору.

Означення 6.1 Множина L елементів x .y .z . .. . будь-якої при

роди називається лінійним простором,, якщо:

1) у .множині L введена операція додавання, яка кожній парі 

х ,у  елементів із L ставить у відповідність однозначно визначе

ний елемент z із L. Цей елемент називають сумою елементів х 

і у і позначають z =  х г  у;



2) визначена операція множення елементів із L на число, яка 

кожному елементу х Є L і кожному числу а  ставить у відповід

ність однозначно визначений елемент у Є L, що називається їх 

добутком і позначається у = ох;

3) для будь-яких елементів х,у , ζ Є L і будь-яких чисел о і 

З операцй додавання і множення на число задовольняють такі 

аксіоми:

1. х + у =  у + х;

2. (х + у) + ζ =  х + (у + z);
.У. існує нульовий елемент 0 такий, що х т О  = х;

кожного елемента х Є L і.снує аротилежний елемент 

—х такий, ацо х + (—х) - 0;

5. о:(х + у) =  ох  + о-у;

6‘. (о + /?)х =  ох  + іх;

7. о(.)'х) =  (ав)х.;

8. 1 · х =  х.

Зауважимо, що елементи лінійного простору прийнято нази

вати векторами, а сам простір векторним простором .

Простір L називається дійсним, якщо в L операція множен

ня вектора на число визначена тільки для дійсних чисел, і ком

плексним. якщо ця операція поширюється і на комплексні чи

сла. Далі будемо розглядати тільки дійсний лінійний простір L.

Властивості лінійного простору

•  Властивість 1 . У довільному лінійному просторі існує єди

ний нульовий елемент 0 і для кожного елемента х існує 

єдиний протилежний елемент —х.

Дійсно, згідно з аксіомою 3 існує нульовий елемент 0 такий, 

що х + 0 = х. Припустимо, що існують два нульові елементи 0 і 

І 0-2. Тоді х + 0j =  х для будь-якого х Є L. Приймемо х = 02. 

Тоді 02 + 0і =  02 =г* 0 =  0Ь Аналогічно, якщо х = 0і. 0 = 02 

отримаємо Οχ + 02 =  0! = »  0 = 02, тобто 0і =  02.

Існування для кожного елемента х хоча б одного протилеж

ного елемента випливає з аксіоми 4. Припустимо, що елемент х

має два протилежні елементи — Х\ і — х2: х - Хі =  0, х - х_> = 0. 

Згідно з аксіомою З

(— х і ) =  (-х і) + 0 =  (—хі) + (х + (~х2)) =

= ((—Хі) + х) + (—х2) = 0 +  ( х 2) = (—х 2). 

тобто (—Х|) =  (— х2).

•  Властивість 2. Для довільного лінійного простору нульо

вий елемент 0 дорівнює добуткові елемента х на дійсне чи

сло 0. тобто 0 = 0 · х, а протилежний елемент —х дорівнює 

добуткові елемента х на — 1, тобто —х = ( — 1) · х.

Справді,

х  ■ 0 = х · 0 + 0 =  х · 0 +  (х + (-х)) =  (х · 0 +  х) (~х)

= (х · 0 + х · 1) + (-х) =  х (0 + 1) + (-х) = X + (-х) =  0 . 

Отже, маємо

х  . 0 =  0 · х =  0 .

Покажемо тепер, що ( —1) · х =  —х. Нехай у = (- 1) ■ х. Тоді 

х  + у  = х  + ( —1)х = 1 · х + (- І)х  =  (1 - 1)х =  0 · х =  0 , тобто 

у = ( —1) · х є протилежним елементом до х.

П р и к л а д и  л ін ій н и х  п р о с т о р ів :

1. Множина дійсних чисел.

2. Множина векторів (тобто напрямлених відрізків) на пло

щині чи в просторі.

3. Множина Мт,„ матриць розміру т  х п.

4. Множина С[аМ всіх функцій /(х), які неперервні на відрізку 

Ια, Ь].
П

5. Множина Рп многочленів Pn(t) =  сіі1п~‘ степеня < п.
г=0

• Приклад 19.1

Нехай і?.2 -- множина всіх впорядкованих пар дійсних 

чисел х = (« і,« 2) з операціями додавання:



а) якщо х = (оь а2) і у - (&,/%), то

х ^ У  = («і + βι,α2 + /%);

та множення на число λ:

б) VA Є R.: λχ = (Ααχ, λα2).

Чи буде R.2 лінійним простором ?

Покажемо, що введені операції додавання і множення на 
дійсне число задовольняють аксіоми 1-8. Маємо:

У + х (А  βϊ = (ct] + β і , 0-2 4- 0 2 ) = х + у;
(х  +  у )  +  Z =  (е*і 4- /?1 , « 2  +  β ϊ )  +  ( 7 1 , 7 2 ) =

( α χ +  βχ +  7 l , a 2 +  02 +  7 2) =  ( α ι  +  ( д  +  7 l ) ? α 2  +  +  7 a ) )  =

= x + (y + 2 );

існує 0 = (0,0) такий. щ о х  + 0 = (« ь a 2) + (0,0) = (au a2) = x; 
існує протилежний елемент -X  = (~огь —α 2), що

X + ( -x )  = (аь ог2) + (~αχ, —а 2) = (0,0) = 0;

1 · x =  1 (с*х, а 2) =  (αχ, α2) =  x;

Α(μχ) = λ(μα1,μ α 2) =  (λμαι,λ μα2) =  Χμ(αχ,α2) =

=  (λμ)χ;

Α(χ + У) =  λ((αι, α2) + (βχ, β2)) = Α(αχ + f t ,  «2 + &) =

— (Ααχ + Χβλ, λ α 2 + Α/?2) = Α(αχ, α2) + λ(βι, β2) =  Α(χ + у);

(λ + μ)χ =  (Α + μ )(αχ, α2) = ((λ + μ )αχ, (Α + μ )α2) =

= (λαχ + μαχ, \α2 + μα2) = Α(αχ, α2) 4- μ (αχ, α2) — 

λχ  + μχ. ►

2 . Лінійний нідпростір

Означення 6.2 Підмножина L' лінійного простору L називаєть

ся лгтйним тдпростором простору L, якщо вона є лінійним про
стором відносно операцій, введених в L.

Щ об підмножина L' лінійного простору була лінійним підпро- 

стором, повинні виконуватись такі умови:

І 3. Якщо х Є L', у Є І/, то х + у Є L

2°. Якщо х Є  L' і а  Є  R  —- довільне число, то ох  Є  L'.

Інакше кажучи, операції, введені в L, застосовані до елемен

тів £', не повинні виходити за межі цієї підмножини.

Покажемо, що підмножина L', елементи яко ї задовольня

ють умовам 1°-2°, є лінійним простором . Для цього потріб

но переконатись, що аксіоми 1-8 мають місце в L'. У сі аксіоми, 

крім 3 і 4, справджуються для елементів підмножини L' , бо вони 

справедливі для всіх елементів простору L. Тому залишається 

перевірити виконання аксіом 3 і 4. Нехай х — довільний елемент 

підмножини І/, А .. довільне дійсне число. Тоді, згідно з умо

вою 2: Ах Є L'. Оскільки А — довільне, то, прийнявши А = 0, 

маємо 0-х =  0 Є  L', а при А =  -1 отримаємо, що ( — 1)х =  -х Є І/, 

тобто нульовий елемент 0 і протилежний елемент —х належать 

L', а тому множина L' є лінійним простором.

Приклади.

1. Множина, яка складається лише з нульового елемента 0, 

є лінійним підпростором довільного лінійного простору L.

2. Множина компланарних чи колінеарних векторів щодо 

множини всіх звичайних векторів є лінійним підпростором.

3. Б ази с та вимірність лінійного простору, η-вимірний 

арифметичний прост ір

У  розділі 2 (§5, п. 1) було введено поняття лінійної залеж

ності вектор-стовпців, а в розділі 3 (§6, п. 4) — поняття лінійної 

залежності векторів.

Узагальненням цих понять є поняття лінійної залежності еле

ментів довільного лінійного простору.

Означення 6.3 Система елементів Χχ, х2, . . . ,  х„, які належать 

лінійному просторові L, називається лінійно незалежною, якщо 

рівність
П

] Г а іХ г =  0 (19.1)

г=1



справджується тоді і тільки тоді, коли а, =  0 (г =  1 ,п), або

(X, =  0.

Ті

Σ - '2
і= і

У протилежному випадку система елементів x j .x2, . . . .  хт, на

зивається лінійно залежною.

Розглянемо деякі найпростіші властивості лінійно залежних 

і лінійно незалежних елементів.

1. Будь-яка система елементів, яка містить нульовий елемент, 
є лінійно залежною.

Справді, нехай ^  =  0, тоді, приймаючи Аі=1, А2= 0 ,..., А„=0 
отримаємо

1 · 0 + 0 · х2 + · · · + 0 · х„ = 0.

2. Якщо система елементів х ь х2, . . . , х п лінійно залежна, то 

хоча б один з елементів цієї системи є лінійною комбінацією ін
ших.

Справді, оскільки задана система елементів лінійно залежна, 

то можна підібрати такі числа Aj, Л2, . . . ,  А„, з яких хоча б одне 

відмінне від нуля, що буде справджуватись рівність

АіХі + λ2χ2 + · · · + Апх„ =  0. (19.2)

Нехай для простоти доведення Aj ф 0. Тоді рівність (19.2) можна 

розв’язати відносно х ь

Маємо:
А2 Аз А„

Хі . Х2 т Хз ' т Хщ 
Л\ Лі Aj

а це означає, що елемент X] є лінійною комбінацією інших еле

ментів системи, що й треба було довести.

Справедливе й обернене твердження: якщо один із елементів 

системи х 1;х2, . . . , хп в лінійною комбінацією інших, т о ця систе

ма елементів лінійно залежна.

Справді, для простоти запису вважатимемо елемент х х ліній

ною комбінацією інших елементів:

Х і — β2χ 2 + /-ί3*3 + --- l· /ίηΧη·

Тоді отримаємо

χι - μ·_’Χ2 - //3X3 ---- /-«X,,. =  о,

тобто рівність вигляду (19.2). Оскільки серед коефіцієнтів

1. -//·,. .......- рп

є одиниця, то не всі вони дорівнюють нулю, і тому система ('Ле

ментів лінійно залежна, що й треба було довести.

Отже, система елементів лінійно залежна, тоді і тільки тоді, 

коли хоча б один із елементів системи можна подати у вигляді 

лінійної комбінації інших елементів.

Вим ірність лінійного простору

Означення 6.4 Якщо в лінійному просторі L існує п лінійні) не

залежних елементів, а будь-які. н ■+■ 1 елементів цього простору 

лінійно залежні, то лінійний простір називається п-нимірнилі. 

Число п називається вимірністю лінійного простору.

Іншими словами, вимірність лінійного простору це мак

симальна кількість лінійно незалежних елементів у цьому про

сторі. Якщо їх безліч, то прості}) називається нескінченно- 

вимірним.

Простір, який містить лише один нульовий елемент, вва

жається нуль-вимірним.

/г.-вимірний лінійний простір L надалі будемо позначати сим

волом Ln.

Б ази с лінійного простору

Означення 6.5 Базисом лінійного п-вимірного простору н а зи 

вається будь-яка впорядкована (пронумеровано) система із '»

лінійно незалежних елементів х ;.х 2.......х„. якщо для кожного

елемента х Є Ln існують такі числа а·]. а 2.......п„ , що

П

х = У / > : . ;Х 7. (19.3)

і — 1



Рівність (19.3) називається розкладом елемента х за бази

сом х ь х2-- , х„, а числа а2, . . . ,  пп називаються координа

тами елемента х Є Ln відносно базису Х], х2, . . . ,  х„.

Кожен елемент х лінійного простору Ln може бути розкладе

ний за базисом х ь х2. . . . ,  х„ єдиним способом, тобто координати 

кожного елемента х відносно базису х ь х2, . . . ,  х„ визначаються 

однозначно.

Припустимо, що існує інший розклад, тобто

Ті

х =  ^ а ' х г. (19.4)
і— 1

Віднімемо почленно (19.4) від (19.3):

П

0 = - а ')хг.

і— 1

Оскільки елементи хг, х2, . . . ,  х„ лінійно незалежні, то остання 

рівність можлива лише за умови, що

oj - (у\ =  0 , а 2 - о/'2 =  0 , · · ·, ощ - а'п =  0 ,

тобто,

ос\ О], а 2 ^25 ■ ■ · і о п о п.

що й доводить єдиність розкладу (19.3).

Отже, якщо в η-вимірному просторі задати деякий базис, то. 

користуючись розкладом (19.3), можна встановити взаємоодно- 

значну відповідність між елементами цього простору і впорядко

ваними П О С Л ІД О В Н О С Т Я М И  ІЗ  п чисел (θ '! ,  cv2, . . . ,  а п).

Числа (о:,. су о, . . . ,  а п) називаються координатами елемента х 

в базисі х ь х2, . . . ,  хп. У  цьому випадку х =  ( а і ,а 2, . . . ,  а п). Оче

видно, якщо в просторі вибрати інший базис, то цей самий еле

мент х буде мати інші координати.

η-вимірний арифметичний прост ір

Будь-яка впорядкована сукупність із п дійсних (комплексних) 

чисел називається дійсним (комплексним) арифметичним век

тором і позначається символом х =  (х{,х2, .. . ,хп).

Числа х\,х2. .. . .хп називаються компонентами арифметич

ного вектора х.

Над арифметичними векторами виконуються такі операції:

Додавання: якщо х =  (х\.х2.......а:„), у =  {у\.у2.........уп). то

X + у = (хі + у і . х2 + у2, . . . .  х„ + уп). (19.5)

Множення на число: якщо А - число (дійсне чи комплексне)

і х  =  (хи х2, . . . , х п), то

Ах = (Хх і . Хх2-- - Ххп). (19.6)

Множина всіх дійсних (комплексних) арифметичних векторів 

із введеними операціями додавання (19.5) і множення на число 

(19.6) називається η-вимірним дійсним (комплексним) ариф 

метичним простором .

Позначається η-вимірний дійсний (комплексний) арифметич

ний простір символом Rn (Сп).

Якщо за базис в Вп взяти систему векторів

Є! =  (1,0.0.......0).

Є2=<0: 1: 0" : " . 0)' ( і9-7>

е„ = (0, 0, 0, . . . .  1).

то такий базис називається канонічним.

Якщо зафіксувати в Rn довільний базис В = (е]: е_>,. . . .  е„). то 

кожному вектору х (згідно з 19.3) відповідають його координати 

в цьому базисі.

Зауваження. Необхідно розрізняти компоненти вектора і йо

го координати в деякому базисі, і пам’ятати, що координати век

тора співпадають з його компонентами тільки в канонічному ба

зисі.

• Приклад 19.2

Чи є лінійно залежною система векторів Х[ = (2;0; 1), 

х2 = (1;-1;2) і х3 = (3; 1; 1) ?



< Складемо лінійну комбінацію заданих векторів і прирів

няємо її до нульового вектора:

а  і · Х[ + »2  · Х2 + о :і · х3 =  0.

У  координатній формі останнє співвідношення набуває вигля-

ду:

« і (2: 0:1) + о 2(1; -1; 2) -  о 3(3 :1;1) =  (0:0: 0).

Для знаходження о ], о 2 і о 3 отримаємо однорідну лінійну си

стему рівнянь:
2 Οι + а-> + Зо3 =  0,

0 · о j — iV2 + о:3 =  0. 

а  і + 2 о  2 + о 3 =  0.

Визначник системи

12 1 3

1 = -2 ф 0.

Отже, система має єдиний розв'язок а, =  г>2 = fv3 =  0. a 

тому вектори X]. х2 і х3 (згідно з означенням 6.3) є лінійно 

незалежними. ►

• Приклад 19.3

Показати, іцо вектори Єї = (1; 3; 5), е2 = (0:4; 5) та е3 —

(7; —8; 4) утворюють базис та знайти розклад вектора х =
(2;—1:3) за цим базисом.

< Покажемо, що вектори е ь е2 і е3 лінійно незалежні.

Справді, нехай с\\ -х, +ο2·χ2 + ο3·χ3 =  0. Тоді для знаходження 

« і. о 2 і о 3 отримаємо однорідну лінійну систему рівнянь:

( « і + 0 · »2  + 7О:з = 0 ,

•ч Зо і +  4 о 2 — 8о3 =  0.

І. 5о j + 5о2 + 4о3 = 0.

2 1 3

Δ  = 0 -1 1

1 2 1

Визначник системи Δ  =  21 ф 0. Отже, система має єдиний 

розв'язок о  і =  0-2 =  о-3 =  0, тобто вектори Єї, е2 і е3

лінійно незалежні і утворюють базис. Тоді, згідно з (С.З). х

· Єї -+- Х-2 ■ Є2 + .Г3 · Є3, тобто

( 2 :  - 1 : 3 )  =  (1 :  3 :  5 )  - - , г2 (0 :  4 :  5 )  -  . г ;!( 7 :  - 8 : 4 ) .

а оо

р  . . . .  1 2  і
Розв язок цієї системи х, — — . ;;··> =  ./··> — Отже.

З ‘ 3 ‘ З
1 2 1  u  1 2  1 

х =  — -Єї і--е2 -і- -е3. Числа — -. - координати век- 
3 З З з з з

тора х у базисі є,. е>. е3. ►

4. Евклідовий простір: означення, основні поняття

Ми визначили лінійний простір як множину елементів із за

даними в ній операціями додавання і множення на числа.

Але в одних лише термінах додавання і множення на число 

ми не можемо дати визначення довжини вектора, кута між век

торами. скалярного добутку векторів тощо.

Щ об ввести ці поняття, вважатимемо базовим поняття ска

лярного добутку, яке визначимо аксіоматично.

Означення 6.6 Кажуть , що в лінійному просторі L введе

но скалярний добуток, якщо кожмій парі елементів Івекторівj 

х. у Є L поставлено у відповідність єдине дійсне число (х. у) (які 

називається скалярним добутком, елементів х і у). причому для 

довільних х, у. z Є L і будь-якого дійсного числа X задовольняються 

такі вимоги (аксіоми):

і- (х, у) = (у ,х ) ;
2. (Ах. у) =  А(х, у);

3. (х + y,z) =  (χ,ζ) + (у, z);

4- (х, х) > 0, причому (χ, χ) =  0 лише тоді, коли х =  0.

Означення 6.7 Лінійний простір, в яком/у введено скалярний до

буток, називається евклідовим простором.



Евклідовий простір будемо позначати буквою Е.

Наприклад, у просторі R3 був визначений скалярний добуток

(а.Ь) =  |а||6| cos(a, b). Він задовольняв

умови 1-4 і залежав від вибору масштабної одиниці. От

же, якщо одиниця вимірювання довжини вибрана, то векторний 

простір Я3 утворює тривимірний евклідовий простір.

Означення 6.8 Нормою, або довжиною елемента (вектора.) х 

евклідового простору Е  називається невід'ємне число

І|х|| = \/(х,х). (19.8)

Якщо норма вектора дорівнює одиниці, то вектор називаєть

ся нормованим (звичайний вектор в цьому випадку називається 

одиничним).

З  означення норми і властивості 2 скалярного добутку ви

пливає, що

і |Λχ| І =  у/ (Ах, Ах) =  \j А2(х, х) =  |А|а/(х-х) =  |А||х||.

З останньої рівності, зокрема, отримуємо

!|0|| = о,

а також, що для кожного вектора х ф 0 можна дістати нормо

ваний, якщо розділити його на норму:

Така операція називається нормуванням вектора.

5. Нерівност і Коші-Вуняковського і трикутника

Для елементів х, у довільного евклідового простору справед

лива нерівність

(х ,у )2 < (х ,х)(у ,у), (19.10)

відома під назвою нерівності Коші-Буняковського.

Для доведення цієї нерівності розглянемо вектор х — Ау. де 

х, у Є Е, А Є R. Тоді згідно з властивістю 4 скалярного добутку 

маємо

(х -  А у .х-  Ау) > 0.

Застосувавши до лівої частини останнього співвідношення вла

стивості 1-3 скалярного добутку, для кожного А отримаємо:

(х,х) - 2А(х,у) + А2(у, у) > 0.

Останнє співвідношення є квадратним тричленом відносно А. 

Оскільки цей т})ичлен для всіх Λ набирає невід’ємні значення, 

то його дискримінант недодатний

(х ,у )2 - (х, х) (у · у ) < 0.

тобто

(х .у )2 < (х. х) (у, у ) ·

Нерівність Коші-Буняковского можна записати і в такому ви

гляді

!І(х,у)ІІ < ||х|!|ІУІ!. (19.11)

тобто норма скалярного добутку не перевищує добутку норм 

перемножуваних векторів.

Справді, оскільки ліва і права частини нерівності (19.10) не

від'ємні, отримаємо

V  У)2 < У (Х' Х)(У:У)’

тобто

і! (х, у) 11 < !іх|іі|у|і-

Нерівність трикутника. Використовуючи нерівність

(19.10). легко довести нерівність трикутника

||х + уіі < !Іх Іі + іІУІІ·

Дійсно,

!lx  + yj|2 = (X + у , х  + у) = !іх||2 + 2(х ,у)  -  ||у[|2 <



<  !:χ ί!" + 2: !хі і : іу ;; + і;у;Г2 =  ( \ \ х\ \  + І'У ;!)2.

Отже.

||х + У; І < ||х|| -t- і ІУ j і - (19.12)

Це і є нерівність трикутника (для звичайних векторів jjxi:.

j|уІ■ - !|х + у|І довжини сторін трикутника).

6. К ут  м іж  векторами евклідового простору. Ортого- 
нальність векторів

За  аналогією з векторною алгеброю введемо поняття кута 

між двома векторами евклідового простору.

Означення 6 .9  Кутом φ м іж  векторами х .у  € Е  (відмінними 

від нульового) називається такий кут (0 < φ < тг), косинус, якого 

визначається спів відношенням

(х. у)
cos (19.13)

і Jx||: |у і!

Формула (19.13) має сенс, тому що згідно з нерівністю (19.10)

(Х:У)2

Звідси

...... . , < 1.
!|х|| ІІУІІ

-і < , (х:у ). <  і.
і Iх : І! !У j і

О ртогональність векторів. Вектори х .у  Є Е  називаються 

ортогональними, якщо (х. у) = 0.
Система векторів х , , х2, . . . ,  х„ називається ортогональною, 

якщо вони попарно ортогональні і жоден з них не дорівнює ну

льовому векторові.

Очевидно, нульовий вектор 0 ортогональний до будь-якого 

вектора, простору:

(0, у) = (0 · х. у) = 0 ■ (х, у) = 0.

Ортогональна система векторів завжди є системою лінійно 

незалежних векторів.

Справді, якщо припустити, що ортогональна система век

торів хі,хг, · · · ,х п лінійно залежна, тобто

ajX i + α2χ2 + ---1- (хпхп — 0, (19.14)

де принаймні одне з чисел а* (скажімо, cxj) відмінне від нуля, 

то домножуючи скалярно обидві частини рівності (19.14) на х ь 

отримаємо

α^χι,χι)  + а 2(х2,х і) H----f  α„(χ„,χι) =  0.

На підставі ортогональності системи всі члени, починаючи з 

другого, дорівнюють нулю, І тому 0 !і(Х],Хг) =  0. Але це немо

жливо, бо « і ф 0 і (χι,χι) > 0 (адже Хі ф 0). Ця суперечність 

доводить наше твердження.

7. Ортогональний базис в Еп

У  лінійному просторі всі базиси рівноправні. У  скінченно- 

вимірному евклідовому просторі зручно користуватись ортого

нальним базисом. У  такому базисі дуже просто визначаються 

координати будь-якого вектора. Справді, якщо В =  (ej, е2, . . . ,  е„) 

ортогональний базис, то будь-який вектор х можна подати у ви

гляді

х  =  -|- су2є 2 -(-■■* +  А'ПЄП.

Домножуючи скалярно обидві частини останньої рівності на 

е*, одержимо, що

а, = І Щ ,  і =  1~п. (19.15)
(®і) Є*)

Якщо вектори ортогонального базису пронормувати, то от

римаємо ортонормований, або евклідовий базис. У  цьому ви

падку формули (19.15) стають ще простішими (тому що знамен

ники дорівнюватимуть одиниці) і набирають вигляд

а,; =  (x, ej), і =  1,п. (19.16)

Надалі η-вимірний евклідів простір будемо позначати симво

лом Еп.



У  довільному η-вимірному евклідовому просторі Еп існує 

ортогональний базис (див. [1]).

8 . Вираж ення скалярного добутку через координати  

співмножників

Нехай в евклідовому просторі Еп задано деякий базис 

е і,е 2, .. . ,еп. Тоді вектори х, у цього простору можна подати у 

вигляді
п п

X ^  ' Xjfj-i, у 'у  ̂t)j Gj, 
і=1 7=1

а їх скалярний добуток

(
п п \ п п

}  , 'У  ̂Vj^j I ^  ^   ̂ ®j)·

i=l j = l / i=l j = l
Якщо базис ортонормований, то

(е-еНо: Тф \ (і9л7>
п

(Х’У) = У} 2 хіУг· (19.18)
і=1

• Приклад 19.4

Показати, що вектори х = (1, —2,2, —3) і у = (2, —3,2,4), 

які задані в ортонормованому базисі, є ортогональні і знай
ти норму кожного з них.

М Оскільки вектори х та у задані в ортонормованому базисі, 

то їх скалярний добуток згідно з формулою (19.18) дорівнює сумі 

добутків відповідних координат, тобто

(х, у) =  1 · 2 + (-2) · (-3) + 2 · 2 + (-3) -4 =  0, 

а це означає, що вектори х і у — ортогональні.

Знайдемо норми даних векторів. Маємо:

||х|| =  =  λ/1'2 + (- 2)2 + 22 + (-3)2 =  ν/Ϊ8 .

Аналогічно обчислимо, що

||уЦ =  \/33. ►

• Приклад 19.5

Обчислити косинус кута φ між векторами х і у, які 

задані в ортонормованому базисі, якщо х = (0.1,1,1), у =

(у/7,1,2,0).

<  Згідно з формулами (19.13) і (19.18) маємо:

(х, у) 0 - л/7 H-l-lH-l-2-hl-O З 1
COS φ  —  π--.·.':;· =  , ------- η = = .... =  — γ =  -  ~ · ►

||x||i|y|| y/0 + 1 + 1 + 1 ч/7 + 1 + 4 + 0 ν/36 2

• Приклад 19.6

Довести, що коли вектори х і у евклідового простору 

ортогональні; то

і|х + у||2 = І|х||2 + Цу||2.

<  Згідно з означенням норми вектора

||х + уЦ2 =  (х + у , х + у ) ·

Використовуючи властивості скалярного добутку, маємо

(х + у, X + у) =  (х, х) + (х, у) + (у, х) + (у, у).

Враховуючи, що (х,х) =  ||х||2, (у, у) =  ||у||2, (х,у) =  (у,х) = 0, 

отримаємо

Цх + уіі2 =  І|х||2 + ііуіі2· ►

• Приклад 19.7

Перевірити ортогональність системи векторів Єї =

(1, —2,1,3) та е2 = (2,1, —3,1). Доповнити її до ортогональ

ного базису і на його основі знайти ортонормований базис.



М Вважаємо, що вектори Єї і е2 задані в ортонормованому 

базисі. Тоді їх скалярний добуток дорівнює сумі добутків од

нойменних координат, тобто

(еь е2) =  1 · 2 + (-2) · 1 + 1 · (-3) + 3-1 =  0.

Отже, вектори Є] і Є2 — ортогональні. Тепер знайдемо вектор 

=  (х і,х2, Х з , Х а ) ,  ортогональний до векторів Є] і е2. Маємо 

(еь е3) =  0; (е2,е3) =  0, або

Хі — 2х2 -І- жз + 3^4 =  0, 2хі + х2 — З.г3 + х4 =  0.

З  одержаної системи знайдемо: χλ =  ж3 — ;г4, х2 — Хз + хі, де Хз та 

Ха — вільні невідомі. Надамо х3 та х4 довільні ненульові значення, 

наприклад, х3 =  1, х4 =  1. Тоді х і =  0, х2 = 2. Отримаємо вектор 

е3 =  (0, 2,1,1), який є ортогональний до векторів Єї і е2. Знайдемо 

тепер вектор е4 =  (жь х2, хз, х4), ортогональний до векторів Єї, Є-2 

і е3. Маємо: (еь е4) =  0; (е2,е4) =  0 і (е3,е4) =  0, або

Х\ 2x2 -(- Хз “Ь Зж4 =  0, 2хі + х2 — Зхз -)- х4 — 0,

2х 2 +  Хз +  Х4 = 0 .

З  отриманої системи: хг =  — 2х4, х2 =  0, х3 =  —х4, де х4 — віль

не невідоме. Якщо прийняти Х 4 =  — 1 , ТО одержимо, Щ О  .Т] =  2, 

хз =  1- Тоді е4 =  (2,0,1,-1). Вектори еІ5 е2, е3 і е4 утворюють 

ортогональний базис. Пронормуємо отриманий базис. Для цьо

го потрібно знайти норму кожного вектора. Маємо:

І |еі 11 =  ч/Ї5, І |є2| І =  vT5, j |е3| І — \/б, ||е4|| =  л/б.

Отже, вектори

о ег (  1 2 1 3
еі

Є2
е2|| νχ/ϊδ’ \/Ї5’ чЛ5’ л/Ї5

езІІ V ’ ч/б’ VE’ V 6

е° =  —

4 ІІЄ4

утворюють ортонормований базис.

(ν 'β ’ 0’ ^ ’ v/б )

§ 20. ЛІНІЙНІ ОПЕРАТОРИ

1. Означення лінійного оператора

Нехай задано два лінійні простори L і L'. Якщо кожному еле

ментові х Є L ставиться у відповідність за деяким законом еле

мент x' =  Л(х) Є L', то кажуть, що задано відображення або 

перетворення А простору L в L' . Елемент х називають прообра

зом (оригіналом), а відповідний йому елемент x' його образом 

(зображенням). Відображення А простору L в L' будемо позна

чати символом А : L —» L'.

Означення 6.10  Відображення, або перетворення А : L —* L', 

яке кожному елементові х Є L ставить у відповідність елемент 

x' Є L', називається оператором А, що діє з L в L '.

Означення 6.11 Оператор А : L L ', називається лінійним, 

якщо для довільних елементів х г і х2 простору L і довільного 

дійсного числа А виконуються співвідношення:

1°. Л ( х і  +  х2) =  Л(х0  + .4 (х 2).

2°. .4(Ах) =  А А(х). (20.1)

Отже, лінійний оператор переводить суму елементів в суму 

їх образів, а добуток елемента на число в добуток образа 

цього елемента на дане число.

З  означення лінійного оператора випливає, що він перево

дить будь-яку лінійну комбінацію елементів простору L в таку 

ж  лінійну комбінацію відповідних елементів простору L', тобто

Л

Зауважимо, що лінійний оператор нульовий елемент просто

ру L переводить в нульовий елемент простору L'. Справді, нехай

0 — нульовий елемент простору L. Тоді

г П \ 71

] Ρ λ іХг ) =  У ^А гЛ(хг).
І 1- 1 / Ί- 1

(20.2)

Л(0) =  .4(0 · х) =  0 · Л(х) =  0 · х' =  0'.



• Приклад 20.1

Нехай А — оператор множення довільної матрипі X  із

матрицю
1 -1
2 4

. Показати, що цей оператор лінійний.

<  Нехай В  і С  — дві довільні матриці простору квадратних 

матриць другого порядку. Тоді

А(В) =  В
1 -1

2 4
А(С) =  С

1 -1

2 4

Враховуючи властивості добутку матриць і множення ма

триці на число, маємо:

1 -1 

2 4
1. А(В + С) =  (В + С)

=  А(В) + А(С);

2. А(ХВ) =  (АВ)

= В + с

1 -1

2 4
=  λ І в

1 -1 

2 4
=  А А(В).

Отже, умови означення 2 виконуються і оператор А — ліній

ний. ►

• Приклад 20.2

Нехай оператор А — поворот площини навколо фіксо
ваної точки О на кут φ в двовимірному просторі векторів.

Чи буде оператор А — лінійним ?

<  Покажемо, що оператор А — лінійний, тобто

Л(хі + х2) =  Л(хі) + Л(х2),

Л(Ахі) =  АЛ(хі),

де х ь х2 — вектори на площині, а А — дійсне число.

Оскільки сума векторив Χχ і х2 є діагоналлю паралелограма, 

побудованого на векторах χχ і х2, а поворот суми векторів χχ +Х2 

є, по суті, поворотом діагоналі паралелограма, то Α(χχ + х2) =  

-Д(хх) + Л(х2) (д и в . рис. 67).

Вектор Αχχ — колінеарний вектору х І5 а поворот вектора 

Αχχ на кут φ — це поворот Χχ з наступним множенням на А, то 

рівність Α(λχχ) = АЛ(хх) — очевидна (рис. 67).

Отже, оператор А —  лінійний. ►

2. М атриця лінійного оператора

Нехай L і L' відповідно η-вимірний і m-вимірний лінійні про

стори, А — лінійне відображення L в L'.

У просторі L виберемо базис В — (еь е2, . . . ,  е„), а в просторі 

L' —  базис B' =  (е'х, е2, . . . ,  e 'J .
ТІ

Якщо X Є L , ТО Х =  ^ ^ Х іЄ ; .  Припустимо, що при лінійному

г=1

відображенні .4 елемент х переходить в елемент х' Є L'. тобто

х' =  Л(х).

Враховуючи лінійність відображення, маємо: 

х' =  А(х) =  А

З  іншого боку, х' Є L', тому х' =  Σ У* є'.

і— 1
Нехай

т

Ж еі) = Y ^ ajieii г =  Ї7Й. (20.4)

з=і

Підставимо (20.4) у (20.3) та прирівняємо коефіцієнти при є-

^ Х іА(єі). (20.3)

г=\



(j  =  l ,m)  у лівій та правій частинах. Отримаємо співвідношення

' У\ =  «цхі + ^ 12^2 + · · · + а\пхп,

У‘2 =  а21х 1 + 0,22̂ 2 + · · · + «2п^т
(20.5)

Ут — О-тіХі + (Іт2х2 + ' ' ’ + ^тп ̂ п ·

Це — формули перетворення координат елемента х при відо

браженні А простору L в L'.

Лінійне відображення А простору L в L' у заданих базисах 

повністю визначається матрицею

А =  21 22 "■ 2п , (20.6)

Оц а12 О і п

а2і 0-22 П2п

&т1 От2 &тп

Хі У\

Х2
, У =

У2

3-п Ут

яка називається матрицею лінійного оператора А : L —► L' у 

заданих базисах В і В'.

Введемо позначення

X  =

Тоді співвідношення (20.5) можна записати в матричному вигляді

У =  А ■ X. (20.7)

Отже, кожному лінійному оператору А : L —> L' (у вибраних 

базисах) відповідає своя матриця.

Справедливе й обернене твердження: 

кожна числова матриця відповідного розміру є матрицею дея

кого лінійного відображення А : L —» L '. Якщо простір L має 

вимірність п, а простір L' — вимірність т , т о матриця ліній

ного оператора А : L —» L' має розмір т  х п. Стовпці матриці А 

є координатами образів базисних векторів.

Операторові А : L —> L відповідає квадратна матриця А. 

Якщо det А ф 0, то оператор А називається невиродженим й 

існує обернений оператор, якому відповідає обернена матриця

А-К

• Приклад 20.3

Оператор А — операція проектування векторів три

вимірного простору на горизонтальну площину Ох\ х> 

(рис. 68). Знайти матрицю А оператора А у канонічному 

базисі еі = (1,0,0), е2 = (0,1,0), ез = (0,0,1).

Ри с. 68

<  Маємо А(е\) =  еь Л(е2) =  е2, -4(е3) = 0. Отже, перетворен- 

ню А відповідає матриця

1 0 0

А = 0 1 0

0 0 0

• Приклад 20.4

Нехай х = (хі,х2,хз), А(х) = (х2 + хзЛх\ + х3,3:гі -  
Я2 + Я3)· Показати, що оператор А — лінійний і знайти його 
матрицю в канонічному базисі Єї = (1,0,0), е2 = (0,1,0),

е3 = (0,0,1).

< Перевіримо, чи виконуються умови (20.1). Маємо 

Л (х + у ) =  (Х2+У2+Хз+Уз,2х\+2У\-1-х з +?/31 Зх X -ЬЗуі — Х-2 — У2+:і:3 +'Уз) =

=  (х2 + х3, 2хі + Хз, Зхі - х2 + Хз) + (у2 + 2/3, 2уі + у3, Зуі - у2 + Уз) =

=  А(х) + А(у);

А (Λ χ )  =  (Ах2 +  А х з ,  2 А х і  +  А х 3 , З А х і  —  А х !  -  А х 2 +  А х 3 ) =



Отже. А 

Тоді

=  Х(х2 + Х:и 2 .Ті +  Х3, 3.7·і - Х -2 + х3) 

лінійний оператор.

АЛ(х).

А(еі ) =  А(1,0,0) =  (0, 2,-3) =  2е-2 + Зе3,

Л(е2) =  .4(0,1, 0) =  (1,0,—1) =  Єі — е3,

А(ез) =  .4(0, 0,1) =  (1,1,1) =  е, + е2 + е3.

Стовпці матриці .4 є координатами образів базисних век

торів. Томз^ матриця А оператора .4 має вигляд:

0 1 1

= 2 0 1

3 - 1 1

• Приклад 20.5

Знайти лінійне перетворення, яке переводить вектори 

а і — ( 1 , 0 , 3 ) ,  а2 =  ( 2 , 1 , 0 )  та а3 =  ( 0 , 0 , 1 ) .  що задані в ка
нонічному базисі, відповідно у вектори Ь] =  ( 1 , 2 , 0 ) ,  b 2 =

(0,1,0) і Ьз = (1, 2,3). Знайти матрицю цього перетворення. *

< Нехай А матриця перетворення .4, яке переводить век

тори аг в Ьг (г =  1, 2, 3).

Тоді

1 1 2 0 0 1 1
л 0 = 2 , Л 1 = 1 , Л 0 2

3 0 0 0 1 3

або в матричній формі

1 2 0 1 0 1
л 0 1 0 = 2 1 2

3 0 1 0 0 3

Визначник 

димо, що

А =

2
1

0

0

1

0

= 1 ^ 0 ,  тому з останньої рівності знахо-

1 2 0
-1

-2 4 1

0 1 0 -4 9 2

3 0 1 -9 18 3

3. Д ії над лінійними операторами

Нехай А і В  — два лінійні оператори, які діють в просторі L.

1. Рівність операторів . Оператори А і В  називаються рів 

ними, якщо

Л(х) =  В(х)

для будь-якого х Є L.

Якщо А =  ||α̂ ·||” і В =  ||Ьу||" — матриці, які відповідають 

лінійним операторам А і В  в деякому базисі В =  (еь е2, . . . ,  е„) 

простору L, то dij =  bij (i , j  =  Ι,η), тобто рівним лінійним опера

торам відповідають в даному базисі рівні матриці.

Очевидно, що справедливе і обернене твердження.

2. Додавання операторів.

Нехай А і В  — деякі лінійні оператори простору L. 

Оператор С, який кожному елементові х Є L ставить у від

повідність елемент Л(х) 4-І?(х), називають сумою  операторів А
/-ч

і В  і позначають С  =  А 4- В. ^ ^

Покажемо, що перетворення С  — А + В  лінійне. Справді, 

якщо xj Є L, х2 Є L, А ----- довільне число, то:

1) С (х і 4- х2) =  -4(хі 4- х2) 4- В (х і + х2) =  Л(хі) 4- Л(х2) + £(хі)4- 

4--В(х2) =  (Л 4- В )(х і) 4- (А 4- В )(х 2̂  =  С'(хі) -М7(х2);

2) С(Ахі) =  (А 4- В )(Ах]) =  Л(Ахі) + В (Ахі) =  АЛ(хі) 4- АБ(хі) =  

=  А(Л(хі) 4- В (х і)) =  АС(хі).

З ’ясуємо тепер, що відбувається з матрицями лінійних опе

раторів, якщо останні додаються. Нехай в деякому базисі ліній

ному оператору А відповідає матриця Л, а операторам В  і С  — 

відповідно матриці В  і С  (у тому ж базисі).

З а  означенням

С Х  =  АХ  4- В Х  =  (Л + В )Х

для всіх х Є L.

Тому С  =  А + В, тобто якщо додаються лінійні оператори, 

додаються і відповідні їм матриці.

3. М нож ення оператора на число

Добутком оператора А на число А називається оператор 

В  =  АЛ, я к щ о  для довільного елемента х Є L справедлива рів

ність

В(х) =  АЛ(х).



Покажемо, що оператор В  є лінійним.
Дійсно, якщо Χχ Є L , х2 Є L, а  — довільне число, то
1) Б (Х !+ Х2) =  ЛЛ(Х!+Х2) =  А(і4(хх) + Л(х2)) =  АЛ(хх) + АЛ(х2) =  

=  В (х  і) + В (х2);

2) B(ftXi) = АЛ(охі) = АоЛ(хі) = аАЛ(х[) = аВ (х ]).

Нехай в деякому базисі лінійному перетворенню А відповідає 
матриця Л, а перетворенню В  — матриця В.

За означенням

В Х  =  а(А Х ) =  а  АХ.

Отже, В  — аА , тобто якщо лінійний оператор множиться на чи
сло, відповідна йому матриця також множиться на це число.

4. М нож ення операторів

Добутком лінійних операторів А та. В  називається опера
тор С  =  А · В , якщо для будь-якого х Є L справедлива рівність

С(х) = А(В(х)).

З  останньої рівності випливає, що спершу елемент х перетво
рюється в елемент у = В{х), а потім — в елемент ζ = Л(у).

Оператор С  — лінійний, оскільки для довільних х і ,х 2 € L та 
довільного числа А:

С (х г + х2) = А (В(хг + х2)) = А(В(Х і) + В (х2)) =

= А(В(Х і)) + А(В(х2)) =  С(хг) + С (х2);

С(Ах,) = А(В( Αχχ)) = Л(А(Б(х,))) = А Л(В(Х і)) = АС(х,).

Якщо Л, В  і С  — матриці лінійних операторів Л, В  і С  у 
деякому базисі, то згідно з означенням

С Х  =  А (ВХ)  = А ВХ

для всіх х Є L.

Тому С  = А В , тобто якщо множаться лінійні оператори, від
повідні їм матриці перемножуються.

5. Тотожний оператор

Оператор А називається тотожним, якщо Л(х) = х.

Отже, тотожний оператор кожен елемент х Є L залишає на 

місці. У  вибраному базисі тотожному оператору відповідає оди

нична матриця. Позначається тотожний оператор символом Е.

6. Обернений оператор

Оператор В  називається оберненим для оператора Л, якщо

А ■ В = В  ■ А — Е.

У  цьому випадку записують В =  Л~\

З означення випливає: якщо х' =  Л(х), то х =  Л_1(х').

Якщо оператор Л є лінійним, то лінійним є і оператор Л-1. 

Обернений оператор Л-1 існує тоді і тільки тоді, коли det^ Л ф 0. 

де Л матриця оператора А. Оберненому оператору Л-1 від

повідає матриця Л-1, яка є обернена до матриці Л.

• Приклад 20.6

Довести, що множина лінійних операторів утворює 

лінійний простір.

<  Нехай L — множина лінійних операторів, А і В  —- довільні 

оператори з множини L, А — довільне число. Оскільки сумою Л+ 

В  лінійних операторів є лінійний оператор, добуток довільного 

числа А на лінійний оператор це також лінійний оператор і 

виконуються аксіоми 1-8 (перевірити !), то множина L (згідно з 

означенням лінійного простору) є лінійним простором. ►

• Приклад 20.7

Задано лінійне перетворення

Г х\ = 2 Х \  + Х2, ( хі = х'{ - Зх2,
\ ж2 = Зжі — ж2, \ Х‘2 = 2х" — 4χ'2'.

Знайти матрицю оператора С1, який переводить вектор 

х" = (х'{, х") у вектор х' = (х\, х2).

< Маємо: х' =  Л(х), х =  В(х"). Тому х' =  А(В{х")) =  А-В(х"). 

Матриці операторів Л та В  відповідно дорівнюють:

Л = 2 1 

З -1
В =

1 -з

2 -4



Враховуючи, що оператор С  =  А - В, то його матриця 

С  — А ■ В  =
2 1 1

СО1 4

ог-Ч1

3 -1 2 -4 1 -5

• Приклад 20.8

Показати, що лінійне перетворення

х'і = —Х1 +ЗХ2 —Х3 , х2 = -Зжі+5ж2-ж3, х'г — -Зжі—Зжг+жз

невироджене і знайти обернене перетворення.

< Нехай х =  (хи х2,х3), χ' =  (χ'^χ'ζ,χ'ζ). Тоді x' =  Л(х), де 

матриця перетворення

А

Оскільки визначник матриця А не дорівнює нулю (перевіри

ти !), то існує обернене перетворення Л-1, матриця якого

-1 3 -1

-3 5 -1

-3 -3 1

Л-і
- 1 0 - 1

-3 2 - 1

- 1 2 6 - 2

Отже,

Х\ χ\
-  л - 1 х'г

х'3

тобто

Хі =  --(агі +Жз),

Х-2 -  _  ^х 2 +

•г-з =  — «(бЖі - Зх'2 + 4 ) .

7. Лінійні перетворення на площині

Для ілюстрації відображення одного лінійного простору в ін

ший, розглянемо відображення площини Р  в площину Q. У  цьо

му випадку під відображенням Л : Р  —> Q розуміють закон, на 

основі якого кожній точці М  площини Р  ставиться у відповід

ність деяка точка M' площини Q, що записується так:

M' =  А(М).

Якщо при цьому відображенні зберігається прямолінійність і, 

крім цього, рівним векторам площини Р  відповідають рівні век

тори площини Q, то таке відображення можна розглядати як 

відображення векторів площини Р  у вектори площини Q :

У = Жх).

Будемо вважати, що відображення Л — лінійне. Виразимо 

дане лінійне відображення в координатній формі. Для цього ви

беремо в площині Р  прямокутну декартову систему координат 

0х,\х2 з базисними векторами Є[ і е2, а в площині Q — систе

му Оуіу2 з базисними векторами е'г, е'̂ . Площини Р  і Q можуть 

суміщатись, а також  можуть суміщатись і системи координат.

Радіус-вектор ОАІ довільної точки М (хи х2) площини Р  

(рис. 69, а) можна розкласти по базисних векторах:

о й  =  ,Т]Є і +  Х 2Є2-

Припустимо, що образ точки О, тобто точка О' =  А (0 ) має на 

площині Q координати^, Ь2- Знайдемо координати образу точки 

М , тобто точки M' =  А(М).

Маємо ___

О Й ' =  0 0 ' + О 'аА  (рис. 69, б)

де О hi· — уіе[ + у2е'2, 0 0 ' =  Ь1е\ + Ь2е'2, О'Аі' =  А (О Й ) =  Л(х,Є] + 

х2е2) =  ХіЛ(єі) + х2Л(е2).

Вектори Л(еі) та Л(е2) задані, тобто відомі їх розклади за бази

сом є'], е'2:



/V
А(еі) =  απ βί -f а21е2,

Л(е2) =  а і2Єі + а?>е'т (20.8)

Отже,

Уіе'і + У2^2 =  Ьіе[ + ЬіЄ 2 + ЯіЛ(ех) + х2Л(е2). (20.9)

Звідси, підставляючи (20.8) в (20.9) і порівнюючи коефіцієнти 

при е' і е2 в правій і лівій частинах співвідношення (20.9), отри
маємо

Уі =  απΧι + а і2%2 + Ь\,

У2 =  021̂ 1 + 0-22X2 + &2- (20.10)

Це і є координати точки M ' =  А(М) — образу точки М.

З а  допомогою векторів-стовпців і матриці А відображення А 

формули (20.10) можна записати у матричному вигляді:

Υ  =  АХ + В. (20.11)

Якщо при відображенні точка О  переходить в точку О, то 

Ь\ =  Ь? =  0 і співвідношення (20.11) набирає вигляд

Υ  =  АХ. (20.12)

Розглянемо декілька прикладів відображень.

1 . Відображення

Уі =  кхи уі =  х2 

це розтяг вздовж осі Ох\ з коефіцієнтом розтягу к (рис. 70).

Х‘і
*2 У 2

к =  З

.Ті

У 2 к — 2

/ У / / л

хх

о  о У і О о  Ух

Рис. 70 Рис. 71

Матриця цього відображення

Л _ к 0
Л — 0 1

2. Відображення

Ух = кх і , У 2 = кх 2

це розтяг в к разів, як в напрямі осі ()ху. так і в напрямі осі 

Ох і (рис. 71)

Матриця цього відображення

к 0

0 к

3. Перетворення Ух =  — Χχ, У ‘2  =  ж2 

називається дзеркальним відображенням відносно осі Ох2 (рис. 

72).

Х2

У

У 2

Χχ

о  о  У1

Рис. 72

Х2\У2

А ____

Х\

о  о У і

Рис. 73



Матриця цього відображення

I I - і о

0 1

4. Відображення

У\. — х \ +  ^ х 2і У'2 — х 2

називається зсувом вздовж осі Ox j (рис. 73). 

Матриця цього відображення

1 А

0 1

5. Відображення

Уі =  Х[ cos а  - х2 sin Q, у2 = хл sin q + х2 cos а

- це поворот на кут а  (рис. 74).

Матриця цього відображення

Уг

Л . “ -

#
NX

О о

Рис. 74

4. Перетворення матриці лінійного оператора при пере

ході до нового базису. Перетворення координат

Відомо, що базис в η-вимірному лінійному просторі L,, скла

дається з п елементів. Базис можна вибирати багатьма спосо

бами: кожну лінійно незалежну систему із п елементів можна 

взяти за базис. Тому важливо знати, як зв’язані між собою різні 

базиси і координати одного і того ж елемента в двох заданих 

базисах.

Припустимо, що в просторі Ln задано довільно два базиси:

В =  (еь е2, .. . ,е„) (20.13)

£ ' =  ( е ' ,е ' , . . . ,е ') .  (20.14)

Перший базис (20.13) назвемо старим, а другий (20.14) но

вим. Розглянемо оператор Я . який переводить старий базис в

новий. Оскільки



е[. =  Н (ек), (/: = 1.п) (20.15)

або

ек =  + /ί2Α·̂ 2 + · · · -t- hnкЄп, (20.16)

то оператору Н  відповідає матриця

h п h ι -j h\n

н  = h2\ h22 . ■ h2n

К\ Κ·2 ■ hnn

λ-Іатриця Н  називається матрицею переходу від базису (20.13) 

до базису (20.14). Зауважимо, що стовпцями цієї матриці є ко

ординати елементів е̂ . (А: =  1, її) в старому базисі В.

Очевидно, матриця Н  невироджена, тобто det Η ф 0. У  про

тилежному випадку її стовпці, а тим самим і базисні елементи 

, е2. . . . .  були б лінійно залежні, що суперечить умові, що си

стема B' є лінійно незалежною.

Звідси випливає, що будь-яка квадратна матриця порядку п з 

відмінним від нуля визначником є матрицею переходу від одного 

базису п-вимірного лінійного простору до іншого.

З ’ясуємо тепер, як зв’язані між собою координати одного і 

того ж елемента в двох різних базисах.

Нехай х довільний елемент простору Ln. Припустимо, що

в базисі (20.13) елемент х має координати хх,х2____ хп, а в базисі

(20.14) — х\,х'2, .. . ,х'п, тобто

п п

х  =  5 > єі, χ' =
г=1 ї=1

Тоді, враховуючи співвідношення (20.16), отримаємо

Х\Є\ + х2е2 + ---h хпеп = x[(hn ei + h,2]Є'2 + ---Ь Ь.пїеп)+

+x2(hi2e i+ h22e2-{--- Ь/і„2Єп)Н----\-x'n(hine i+ h2ne2-\--- f  hnnen) =

= (h\\x\ +hy2x'2 4--- r h]nx'n)ei + (h2\x[ + h22x'2-\--- h h2nx'n)e2^--- h

+ (hn \x\ + hn 2x2 + ^nn-^n)®τι·

Оскільки координати елемента х в базисі (20.13) визначають

ся однозначно, то з останньої рівності випливає, що

f Χχ = hxxx'x + hx2x2 -\---- h hlnx'n,

X2 =  h2lx\ + h22x'2 H---- f- h2nx'v,

„ .x„ =  hnix'x + hn2x2 -I----h hnnx'n.

(20.17)

Рівності (20.17) і є шуканими формулами перетворення коорди

нат елемента при переході від базису В до базису B'.

Формули (20.17) можна записати у матричному вигляді

Х  =  Н Х ' ,  (20.18)

де А' —■ стовпець із координат елемента х в базисі В , X ' —- сто

впець із координат елемента х в базисі B' , Н  — матриця переходу

від базису В до базису В'.

Оскільки матриця Н  невироджена, то із рівності (20.18) ви

пливає, що

X ' =  Я -1 · А'. (20.19)

Кожному лінійному оператору в просторі Ln у вибраному ба

зисі відповідає матриця. Якщо змінюється базис, матриця ліній

ного оператора змінюється. Тому, природно, виникає запитання: 

як зв’язані м іж  совою матриці, які відповідають одному і тому 

ж  оператору в різних базисах.?

Нехай лінійному оператору А в просторі Ln в базисі В від

повідає матриця А. Покажемо, що в базисі B' тому ж оператору

А відповідає матриця

.4' =  Н~1АН ,

де Н  — матриця переходу від базису В до базису B'.

Справді, в старому базисі для координатних стовпців образів 

будь-яких елементів х маємо рівність

Y = А ■ X. (20.20)

Аналогічно, в новому базисі

Y' =  А! · X '. (20.21)



При переході до нового базису координати елементів х і його 

образу x' зв’язані співвідношенями

X  =  Н  ■ X ', Y =  Я  ■ У ,  (20.22)

де Я  — матриця переходу.

Підставивши у співвідношення (20.20) замість Y  та А" їх зна

чення із співвідношення (20.22), отримаємо

H Y ' =  A H X '

або після перемноження зліва на Я -1 маємо

Y' =  Я -1 Л ЯХ ',

тобто, з огляду на (20.21)

A' X ' =  Н  1АНХ '.

Отже,

A' =  Н~1АН. (20.23)

Означення 6 .12  Квадратна матриця А називаєтеся подібною

до матриці В , якщо існує така невироджена квадратна матриця 

Т, що

В =  T~l AT.

Із співвідношення (20.23) випливає, що матриці лінійних опе

раторів в різних базисах подібні.

Справедливе таке твердження: подібні матриці мають одна

кові визначники.

Іншими словами, визначник матриці лінійного оператора не 

залежить від вибору базису.

Справді,

detA' =  det (Я _1ЛЯ) =  deti/'M etAdet# =

=  detA · d e t(# # -1) =  detA · detE  =  detA.

Звідси, зокрема, випливає, що подібні матриці або одночасно 

особливі, або одночасно невироджені.

• Приклад 20.9

Оператору А в канонічному базисі В = (еі,е2,ез) від- 
1 2  3

повідає матриця А = . Знайти матрицю цього2 1 2 

З 3 1
оператора в базисі B' — (e'j, е'2, е'3), де є', = еі + е2, е'> = ез, 

е'3 = еі - е3.

■4 Знайдемо матрицю переходу від базису (еь е2,ез) до ба

зису (е'і5е2,ез). Оскільки вектори є j , е'2, е'? виражаються через 

вектори Єї, е2, е3, то

в'ї (1,1,0), е '=  (0,0,1), е '= (1 ,0 ,-1 ) .

Але стовпчики матриці переходу Н  це координати базисних 

векторів e'j, е'2, Єз, тобто

1 0 1 0 1 0

Я  - 1 0 0 , det Я  = 1, Я " 1 = 1 -1 1

0 1 -1 1 -1 0

Матриця A' оператора А в базисі (е ^е^ез) має вигляд: 

А! =  Н~1АН.

Отже,

1 0 1

1 0 0

0 1 -1

0 1 0 1 2 3

II 1 - 1  1 2 1 2

1 - 1  0 3 3 1

3 2 0

6 2 0

0 1 - 2

Приклад 20.10

У просторі . 

е'2 = е\ — е2 має матрицю A' = 

зисі 

В" =

У просторі L2 оператор А в базисі (е^е^), де е[ = Єї,
2 —1 -

. Оператор В  в ба

зисі (β'/,β '̂), де є" = Єї + е2, е2 = Єї — 2е2 має матрицю
Q 0  ^  ^  ^  _

. Знайти матрицю оператора С = АВ + В  в
5 -10 

базисі (е'/, е")·



•4 Знайдемо матрицю А" оператора А в базисі (е",е2). Для

цього знайдемо матрицю переходу Я
h\i h 12

h-2\ />22
від базису

є'. е'2:

е1 — ^ 11Є 1 + h2] ®2> е2 — Λ12 -f- /i22Є2- 

Оскільки e\ =  Є ї ,  e', =  Є ї — e2, ΤΟ β! =  е'|, Єо =  є, - ei>,

e” =  el+ e 2 =  Є1+Є1-Є2 =  2e[-e'2, e" =  Є]-2Є2 = Є]-2 (Єі-Є.2) =  -e/1-r-2e',. 

Отже,

я 2
-1

, det Я  =  З, Н~х =  г
з

to 1

1 2 1

Матриці А' та .4" оператора Л в базисах (еі,е'2) і (е",е") зв'язані 

співвідношенням А" =  Я _1Л 'Я, тобто

Л" =
2 1 2 -1 2 -1 3 -1
1 2 1 3 ' -1 2

=
1
1 1 2

3 -1 I 0 6 0 6 1 -5 34
1 2 і 5 -10

+
15 -10 = 15 -24

З

Тепер матриці операторів Л і В  задані в одному базисі (е".е2). 

Тому матриця С" оператора С  ~ АВ + В  в базисі (е", е")

с « =  ,4"Я"+Я"

• Приклад 20.11

Знайти формули перетворення координат при переході 

від базису (еь е2,ез) до базису (е^ег/вз), якщо еі = (1,0,0), 

е2 = (0, 1,0), е3 = (0,0, 1); e'x = (2,- 1,0), е!> = (1,- 1, 1), =
(1,2, -4).

< Оскільки ei =  2в! - е2, е2 =  Єї - е2 -h е3, е'з =  в! + 2е2 -  4е3, 

то матриця переходу Я  від базису (е ь е 2,е 3) до базису ( е і , е 2/е з )  

має вигляд

det Я  =  —1.

2 1 1

Я  = -1 -1 2

0 1 -4

Згідно з формулою (20.19) зв’язок між новими і старими коор

динатами має вигляд: X ' =  Н~хХ . Знайдемо матрицю Я  \ яка є 

оберненою до матриці Я . Маємо:

H~' =  -

2

-4

5

-8

3

-5 =
-2

4

-5

8

-3

5

-1 -2 -1 1 2 1

Тоді

-2 -5 -3 і

=

Ю00 x2

A 1 2 1 j x.3

звідси

х\ — —2х\ — 5х2 — Зхз, 

х 2 =  4х і -+- 8x2 + 5.7,-3. 

x-j —  Х \ + 2х2 -Ь Хз- ►

5. М атриця переходу від одного ортонормованого базису  

до іншого ортонормованого базису

Нехай Еп —- η-вимірний евклідовий простір, В — (в], е2, ___е„)

і B' =  (е і,е2, . . . ,  е'п) ортонормовані базиси, тобто

(ej ,e,) =  (e',e;-) =  { 1' =  (20.24)
7 7 [0, якщо г ψ j  у

і матриця Я  = ||Л0-||» є матрицею переходу від базису В до базису 

В'. Тоді згідно із співвідношенням (20.16) маємо

е'г = hue і + h2ie2 + · · · + hnien,

e'j — h\je\ + /i2je 2 + · · · + hnjen.

З  огляду на ці формули співвідношення (20.24) наберуть ви

гляд

J 1 і / 2, І І 7 і / 1 .  ЯКЩ О І =  j ,
huhij + h2ih2j + ■ ■ · + K iK j  -  j  0 якщо г ф j



Сукупність цих рівностей можна записати у матричній формі

hn h2\ hnl hn hj 2 h ί n 1 0 . . 0
1 hV2 h22 hn 2 h‘2l h22 h2n

1
0 1 . . 0

J //·1η h2n him hn i hn2 hnn 0 0 1

або

Н ТН  = Е.

Звідки маємо, що

Н Т = Н~1. (20.25)

Означення 6.13 Квадратна матриця А називається ортого

нальною, якщо А — А~х, тобто якщо їг транспонована матриця 

в одночасно і оберненою.

Отже, матриця переходу Н  від одного ортонормоваиого ба

зису до іншого ортонормоваиого базису є ортогональною.

З  означення ортогональної матриці випливає, що вона неви

роджена, бо існує обернена матриця. Далі, оскільки det А =

det .4, a det А~ =  — —-, то для визначника ортогональної ма

триці справедлива рівність det А =  — -— , тобто det, А =  ±1.
det А ---------

Зауважимо, що одинична матриця Е  - ортогональна:

Е Т =  Е~1 =  Е.

Матриця .4“ 1, обернена до ортогональної матриці А (а тому і 

матриця А ' ), також є ортогональною. Справді, з того, що = 

Ат, випливає

(.4-1)7 -  (-4Т)Т =  А =  (Λ "1)-1.

Легко також перевірити, що добуток ортогональних матриць

— ортогональна матриця.

Означення 6.14 Лінійне перетворення А : Еп —>· Еп назгшаеться 

ортогональним, якщо його матриця в довільному ортонормова

ному базисі є ортогональна.

• Приклад 20.12

Знайти матрицю лінійного перетворення, яке здійснює 

поворот на кут а  прямокутної декартової системи коорди

нат (на площині). Поворот здійснюється проти годиннико

вої стрілки.

Λ Нехай Е2 — двовимірний евклідовий простір, Н  матриця 

лінійного оператора А : Е2 —> £■>; В — (i , j ) та В1 — (i ' . j ') два 

ортонормовані базиси.

Розкладемо новий базис по старому:

і =  hu i -f Λ. 21 j  · j '  =  hi2'i -r h> о/.

Тоді
(г\ 0 =  (hui -f //2ij ,  i) =  r) + /<2i (j, z) =  h\\.

З іншого боку,

(ϊ',ι) =  |?||г| coso = cos су,

тобто hn — cos сі.

Аналогічно отримаємо:

(i\ j)  =  h2i =  sin a, (]', T) =  hi2 =  - sin a, (J', j )  =  h22 =  cos a. 

Отже,
cos a  — sin a

M —
sin a? cos'a



Визначник матриці Н  дорівнює одиниці. Тоді

cos a sin a

— sina: coso;

Отже, матриця Н  лінійного перетворення, яке здійснює по

ворот декартової системи координат навколо фіксованої точки, 

є ортогональною матрицею. ►

• Приклад 20.13

Лінійний оператор А : Д3 —> і?3 переводить канонічний 

базис еі = (1,0,0), Є‘2 = (0,1,0), е3 = (0,0,1) відповідно у ба

зис е[ = (0,1,0), е2 = (0,0,1), Є3 = (1,0,0). Чи буде оператор 

А ортогональним ?

< Матриця А оператора .4 має вигляд

0 0 1

A = 1 0 0

0 1 0

Визначник матриці А дорівнює одиниці. Обернена матриця .4 1 

і транспонована .4 1 відповідно рівні:

0 1 0 0 1 0
A~l = 0 0 1 4T - 0 0 1

1 0 0 1 0 0

тобто А 1 =  Ат.

Отже, оператор А — ортогональний. ►

6 . С п ряж ен і оператори

Нехай А та В  — лінійні оператори, які діють в евклідовому 
просторі Е.

Означення 6.15 Лінійні оператори А і В  називаються спряже

ними, якщо для довільних х т а  у, які належать Е  справедливе 

співвідношення

(А(х),у) =  (х ,В (у)). (20.26)

Очевидно, що тоді (Б (х),у) =  (х, А(у)).

Дійсно,

(В (х),у) =  (у ,В (х)) =  (А(у).х) =  (х, -4(у)).

З ’ясуємо, як зв’язані матриці спряжених лінійних операторів 

в η-вимірному евклідовому просторі Еп. Нехай в ортонормова- 

ному базисі В =  (еі ,е2, .. . ,е„) оператору А відповідає матриця 

А =  I|aij||", а оператору В  — матриця В  =  ||6у||”. Запишемо спів

відношення (20.26) для векторів х — е*, у = е7:

(Л(е*), е:і) =  (ek, B(ej)), (20.27)

або

^ ^   ̂Й,^Єг, е ^  — ^Є/і;· .

Останнє співвідношення можна записати у такому вигляді

П П

^  ] О-і,к (Є;. Є,-) — ^   ̂b'ij (eA:· Gj) .

■/= І г=1

Враховуючи, що базис ортонормований, отримаємо

ajk =  bkj, (20.28)

звідки випливає, що

А =  В Т. (20.29)

Отже, ми показали, що коли А та В  -— спряж ен і опера

тори, то матриці цих операторів в ортонормованому базисі 

зв ’язан і співвідношенням (20.29).

Тепер покажемо, що в скінченновимірному простор і к ож 

ний лінійний оператор має спряжений.

Візьмемо в цьому просторі ортонормований базис. Кожному 

лінійному оператору А у вибраному базисі відповідає матриця 

А — Hoijll?. Нехай В  =  А =  Ца^Н”. З а  цією матрицею побудуємо 

оператор В. Потрібно довести, що оператори А та В — спряжені.

З  наведеного вище доведення випливає, що співвідношення (20.29) 

і (20.27) еквівалентні.



Візьмемо тепер два довільні вектори

η п

х =  Σ г';е'· у =  5 ^ ї/ іє»
2= 1 і= 1

і розглянемо скалярні добутки (.4(х),у) і (х.В(у)):

ї І >Σ̂ β? =ЕЕіі̂ е,̂ е̂
/ j=l /  г=1 j-ι

Порівнюючи отримані добутки і враховуючи співвідношення 

(20.27), одержимо

(.4(х),у) =  (х, В  (у)),

а це означає, що співвідношення (2.26) виконується для довільної 

пари векторів х і у.

Отже, ми довели, що в скінченновимірному евклідовому про

сторі кожний лінійний оператор А має спряжений лінійний опе

ратор. який позначають через А*. Тоді співвідношення (20.26) 

набуває вигляду

(Л(х),у) =  (х ,1 *(у)).

Якщо^.4* - матриця оператора А*, який спряжений до опе

ратора .4, то

А* =  Лт.

Довести, що спряжені оператори мають такі властивості:

1) (А*)* =  .4; 2) (А-В)· =  В* · .4*: 3) (аА)* =  а  А*; 4) Якщо А 

невироджений оператор, тобто det, А ф 0, то (.4-1)* =  (Л*)-1.

• Приклад 20.14

Знайти матрицю А* лінійного оператора А*, який спря

жений до оператора А в ортонормованому базисі В =

(є і . є? · є.з), якшо оператор А переводить вектори аі = (0,0.1). 

а2 = (0 , 1. 1), аз = (1, 1, 1) відповідно у вектори Ьі = (1,2 , 1), 

b‘2 = (3,1,2), Ьз = (7,—1,4). Координати всіх векторів за
дані в базисі В.

(Л(х), у) = |л ^ Σ · Γ'€ 

(х ,Б (у)) =  [ х,еи В

, t=l

< Знайдемо матрицю .4 оператора .4, де .4(a) =  Ь. Маємо:

А =

Тоді

1 3 7 1 0 0 1
1-1

4 2 1

2 1 - 1
1
і · 0 1 1 - 2 - 1 2

1 1 2 4 1
і 1 1 1 2 1 1

4 - 2
2

.4* = Λ = 2 - 1 1 ►

1 2 1

заданий матрицею A' = . Відомо, що Є] — Єї +

• Приклад 20.15

Лінійний оператор А : Ец —>■ Е:і в базисі Б' — (е\, е'9, е\)
1 1 3

0 5 - 1

2 7 - 3І
2е2 + е3, е'2 = Є] +е-2-,-2ез, е|3 = Є] +Є2, де базис В = (еі,е2.ез)

— ортонормований. Знайти матрицю А* спряженого опера
тора А* в базисі B'.

< Базис B' — неортонормований (перевірити !). Тому, щоб 

скористатися формулою (20.23). потрібно знайти матрицю А 

оператора А в ортонормованому базисі В. Враховуючи співвід

ношення (20.23), маємо

А = НА'Н

де Я  матриця переходу від базису В до базису В'. Матриця

1 1 1

, Я " 1 =  -■ о

- 2 2 0 1

Я  = 2 1 1 1 - 1 1 1

1 2 0
2

3 - 1 - 1

Отже.

Л =  - 
2

1 1 1

2 1 1

1 2 0

1 1 3

0 5 - 1

2 7 -3

2 -3 7

6 -4 6

6 -5 5

_ 2 2 0

1 - 1 1

3 - 1 - 1



Тоді
2 6 6

IIII*

-3 -4 -5

7 6 5

Отже, матриця А*' оператора ,4* в базисі B' має вигляд:

-36 -37 -15

А*' =  Η~λ А* Н  = ЗО ЗО 14

26 27 9

§ 21. В Л А С Н І ВЕКТОРИ І ВЛ АС Н І ЗНАЧЕН
НЯ ЛІНІЙНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ (ОПЕ
РА Т О РА )

1. Власн і вектори та власні значення матриці

Відомо, що в різних базисах одному і тому ж лінійному пере

творенню відповідають різні матриці. Тому виникає запитання: 

чи можливо знайти для даного перетворення такий базис, в яко

му матриця перетворення мала б найпростіший вигляд, напри

клад, діагональний.

Для поставленої задачі важливе значення мають ненульові 

вектори х Є L, які задовольняють за даного лінійного перетво

рення А умову

Л(х) =  Ах.

де А деяке число. Вектори х називають власними векторами 

перетворення.

Означення 6.16 Власним вектором лінійного перетворення .4 

простору L назгівається вектор х Є L, який задовольняє умову:

А(х) =  А · х. (21.1)

Число А називається власним значенням, або власним чи

слом перетворення .4, що відповідає власному вектору х.

Розглянемо тепер питання про знаходження власних значень 

і власних векторів лінійного перетворення.

Якщо в просторі Ln вибрати базис В(ех, е2, . . . ,  еп), то у ви

браному базисі лінійному перетворенню А відповідає матриця 

А, а вектору х - вектор-стовпець X  з координат вектора х. Тоді 

рівність (2 1 .1) можна замінити рівносильною їй матричною рів

ністю

А ■ X  =  А · X, (2 1 .2 )

або

(А - ХЕ) ■ X  =  0 , (21.3)

де Е  - одинична матриця п-го порядку.

Рівняння (21.3) є матричним записом однорідної системи 

лінійних рівнянь:

(«11 — А).Ті + а 12̂ 2 + · · · + «ІпД'п 

О 'ІІ-Х і +  ( « 2 2  —  λ)χ2 +  . . - +  а 2п'Хп

(ΐΏ j х і + а,п2X2 («пгг А)хп

Система (21.4) має ненульовий розв’язок тоді і тільки тоді, коли 

визначник системи дорівнює нулеві, тобто

«11 — λ U\2 « 1 п

«21 «22 — А . «2 п
= 0 . (21.5)

&пІ «п2 «rm А

Рівняння (21.5) називається характеристичним рівнянням

матриці А лінійного перетворення (оператора) А. Це рівняння 

η-го степеня відносно А. Воно служить для знаходження власних 

значень матриці А оператора А.

Отже, маємо доведену таку теорему:

• Теорема 21.1

Власні значення лінійного оператора (перетворення) збі

гаються з кореням,и характеристичного рівняння матриці 
цього оператора.

=  0 , 

= о.
(21.4)

=  0 .

Ліву частину характеристичного рівняння (21.5) називають 

також характеристичним многочленом лінійного оператора.



Якщо з рівняння (21.5) знайдемо значення А, то, підставляючи 

їх в рівняння (21.4), знайдемо ненульові розв’язки цієї системи. 

Це і будуть координати власних векторів.

Зауваження. Оскільки ми розглядаємо дійсні лінійні просто

ри, то для комплексних значень А будемо вважати, що відповід

них їм власних векторів не існує.

• Приклад 21.1

Знайти власні значення і власні вектори лінійного пере

творення, яке в деякому базисі задається матрицею

А =
1 2

4 З

■4 Складемо характеристичне рівняння матриці і знайдемо 

його корені:

1 -А  2

4 З -  А
0, або А2 — 4А — 5 =  0.

Звідси Αχ =  — 1 , А2 =  5. Це і є власні значення матриці А.

Знайдемо тепер коодинати власних векторів, підставляючи в 
систему

(1 — λ)χχ -|- 2х 2 — 0,

4хх + (3 — А)ж2 =  0

на місце А послідовно відповідні власні значення λχ =  — 1 , А2 =  5 .

Координати власного вектора х І5 який відповідає власному 

значенню Аі =  —1 , знаходимо із системи

2χχ -t- 2x 2 — 0,

4а: і + 4х2 =  0
х2 -хх.

Звідси х 1=(ж1; — х{). Прийнявши Х\—а ,  отримаємо, що 

х і= а ( 1 , - 1).

Аналогічно знаходимо власний вектор х2 =  (жь х2), який від

повідає власному значенню А2 =  5. Для знаходження Χχ та х2 

маємо систему

-4χχ + 2х2 =  0 , 

4χχ — 2хо =  0
=> х2 =  2χχ.

Отже, х 2 =  (χχ,2χχ). Якщо χχ =  в , отримаємо х 2 =  (3,2(5). Тут а  

і β - довільні відмінні від нуля дійсні числа. ►

Зауваження. Якщо х - власний вектор лінійного перетворен

ня А з власним значенням А, то вектор ах, який йому колінеар

ний, при будь-якому « / 0  також буде власним вектором з тим 

самим власним значенням.

Справді, якщо Л(х) =  Ах, то А(ах) =  аА(х) =  а:(Ах) =  А(ах). 

Сформулюємо ще декілька тверджень:

Твердження 1.

Якщо лінійний оператор діє в лінійному дійсному просторі, 

то характеристичний многочлен має дійсні коефіцієнти. Якщо 

при цьому п непарне, т о характеристичне рівняння має хоча б 

один дійсний корінь. В цьому випадку лінійний оператор має хоча

б один власний вектор.

Твердження 2.

Лінійний оператор не м ож е мати більше н іж  п різних влас

них значень, оскільки характеристичне рівняння має степінь п.

Твердження 3.

Власні вектори х і , х 2, .. . ,хт лінійного оператора А з попарно 

різними власними значеннями АІ5 А2, . . . ,  Хт лінійно незалежні.

Твердження 4.

Якщо всі власні значення Αχ, А2, . . . ,  Ап лінійного оператора А 

різні, то відповідні їм власні вектори утворюють базис в п- 

вимірному лінійному просторі.

Це твердження випливає з твердження 3. Справді, якщо всі 

власні значення Аь А2, . . . ,  А„ різні, то відповідні їм власні вектори 

хь х2, .. . , хп лінійно незалежні, а тому їх можна взяти за базис 

?г-вимірного простору.

• Приклад 21.2

Знайти нормовані власні вектори оператора А, матриця 

якого

4 -1 -2



■< Складемо характеристичне рівняння

4- А

2
1

-1 -2 

1 -А - 2

- 1  1 -А
0 , або А3 - 6А2 + 11А - 6 =  0 .

Один з коренів цього рівняння Аі =  1 . Тому многочлен А3 — 6А2 +

11А - 6 ділиться без остачі на А - 1 . Тоді А3 - 6А2 + 11А - 6 =

(А — 1)(А2 — 5А + 6 ). Отже, коренями характеристичного рівняння 
є Аа =  1, А2 =  2, Аз =  3.

Нехай власний вектор χ =  (х х; х2-х3) відповідає власному зна

ченню А. Тоді для знаходження власних векторів потрібно ро 
зв’язати систему рівнянь

(4 - А).χ! - х2 - 2х3 =  0,

2хл + (1 -  Х)х2 -  2.г3 =  0,

Х\ — х2 + (1 — А)х3 =  0

при А =  Аь А2. А3.

Нехай Аі =  1 . Тоді система набуває вигляду

3.x і — х 2 — 2ж3 =  0,

2х\ — 2х3 =  0 ,
.Ті - х2 =  0

Прийнявши Х\ — а  (а ф 0 ), знайдемо, що х2 — a, xs =  а. Якщо 

взяти а  — 1 , то власний вектор Х! =  (1 ; 1 ; 1). Тоді х" =  =

V\/3’ \/3 ’ \/3 )  '

Власні вектори, які відповідаїбть власним значенням \2 =  2 

та А3 =  3, відповідно

2. М атриця лінійного перетворення в базисі з власних 

векторів

Розглянемо лінійне перетворення А тг-вимірного простору Ln. 

Перетворенню λ  в деякому базисі відповідає матриця А. Припу

стимо, що власні значення Аь А2, . . . ,  Ап матриці А дійсні й різні. 

Тоді, відповідні їм власні вектори х ь х2, . . . ,  хп є лінійно незалеж

ні, а отже утворюють базис в Ln.

Нехай A' матриця перетворення А в базисі з власних век

торів. Покажемо , що ця матриця — діагональна. Справді, якщо 

х, (г =  1 , п) власні вектори перетворення А , то

Л(хі) =  AjXj, і =  І, п.

Розкладемо вектор Л(х.;) за базисом х ь х2, . . . ,  х„:

А(х і) = auxi + а2іх2 + . . .  + апіхп. г = 1, п.

Тоді ___

« ігХ і + а2іХ2 + . . . + Ппі^п =  AjXj, і =  1, ті.

З останнього співвідношення випливає, що

— (1‘2і — · * · — О-і—Іі — г̂+1ї — · · · п̂г 9, (Іц Aj, І 1, ТІ.

Як бачимо, в цьому випадку всі елементи матриці А', крім 

діагональних, дорівнюють нулеві, а її діагональні елементи 

а'п ,а22, . . . ,  а'пп дорівнюють відповідно Аь А2г .. , Ап, тобто є влас

ними значеннями лінійного перетворення .4.

Отже, в базисі з власних векторів матриця A' лінійного пере

творення буде діагональною

Аі 0 . . 0

А! =
0 а2 . . 0

(2 1 .6 )

0 0 . А п

Якщо матриця Н  є матрицею переходу до базису з власних 

векторів, то згідно із співвідношенням (20.23):

A' =  · А ■ Н. (21.7)



З  останнього співвідношення випливає, що для будь-якої невиро- 

дженої матриці А власні значення якої дійсні і різні, існує така 

матриця Я  (матриця переходу), що матриця Я ”1 Л Я  = А! бу

де діагональною, причому її діагональними елементами будуть 

власні значення матриці А.

Означення 6.17 Лінійний оператор А називається оператором 

простої структури, якщо він має базис з власних векторів.

Отже, якщо всі власні значення оператора Л дійсні і різні, то 

оператор має просту структуру.

Сформулюємо критерій простоти структури оператора :1

• Теорема 21.2

Для того, щоб існував базис із власних векторів опера

тора А, необхідно і достатньо, щоб кожному власному зна

ченню λ,; кратності кг відповідало kj лінійно незалежних 
власних векторів.

Враховуючи, що одному і тому ж  лінійному оператору в 

різних базисах відповідають подібні матриці, останню теорему 

можна сформулювати так.

Якщо кожному власному значенню відповідає така кількість 

лінійно незалежних векторів, якою є кратність власного значен

ня як кореня характеристичного многочлена, то тоді і тільки 

тоді існує перетворення подібності, яке приводить матрицю 

оператора до діагонального вигляду.

• Приклад 21.3

А=

Звести до діагонального вигляду матрицю
" 4 -7 "

2 -5

■4 Складемо характеристичне рівняння матриці і знайдемо 

його корені:

4 - А  -7

2 - 5 - А
0, або А2 + А —6 =  0, звідки Аі =  —З, А2 =  2.

‘Доведення див. [5]

Корені характеристичного рівняння дійсні й різні. Отже, власні 

вектори лінійно незалежні і утворюють базис. Знайдемо власні 

вектори. Маємо
Г (4 - А)Х] - 7х2 =  0,

\ 2хх - (5 + Х)х2 =  0 .

Якщо Аі =  -3, то для знаходження власного вектора х х отри

муємо систему

{
7хх - 7х-2 =  0 

2х\ - 2х2 — 0
Χχ =  х2-

Звідси Χι =  α (1 ,1), де а  - довільне число. Якщо прийняти а.\ =  1, 

то χχ =  (1 , 1 ).
Аналогічно знайдемо, що х2 =  (7,2). Матриця Я  переходу до 

нового базису (χχ,χ2) з власних векторів має вигляд

Я  =
1 7 

1 2

2 -7 

- 1  1

Отже,

А! =  Н~1АН =
-З 0 

0 2

Якщо змінити нумерацію власних значень (А) — 2, А2 — —3), то 

отримаємо, що
2 0 
0 -З

A'

• Приклад 21.4

Звести до діагонального вигляду матрицю

А =

0 1 4 

0 1 0

1 1 0

■4 Складемо характеристичне рівняння матриці і знайдемо 

його корені:

-А 1 4

0 1 -А  0

1 1 -А

0, або А3 — А2 — 4А + 4 — 0,



Звідси Лх =  1 , Λ2 =  2 , Л3 =  - 2 .

Корені характеристичного рівняння дійсні й різні, а тому 

власні вектори лінійно незалежні і утворюють базис. 

Координати власних векторів знайдемо із системи

—Axj + + 4;гз =  0 ,

(1 -  Х)х2 =  0,

Х\ + х2 - Ах3 =  0,

підставляючи замість А послідовно відповідні власні значення

А =  Αχ =  1 А =  Л2 =  2 А = А3 =  -2

х і + х2 + 4х3 =  0,

х\ + х2 -  я3 = 0,

—2χχ + х2 + 4х3 — 0.

—х2 =  0 , 

ж і + х2 - 2х3 =  0 ,

Звідси χχ =  (5, —3, 2 ), х2 — (2 , 0 ,1), хз =  (2 , 0, —1). Матриця пере

ходу до нового базису

2х\ + х2 -f- 4х3 — 0, 

Зх2 =  0,

X 1 +  Х 2 +  2.7'з =  0 .

Я  = =

5 2 2

-3 0 0

2 1 - 1
Н~1 = -

1

12

0 4 0

со1 -9 - 6

-3 - 1  6

Тоді

1 0 0

A' =  Я ' 1 · А ■ Я  = 0 2 0

0 0 - 2

• Приклад 21.5

Звести до діагонального вигляду матрицю

7 - 1 2 6

А = 10 -19 10

12 -24 13

< Характеристичне рівняння матриці А має вигляд:

7 - А  -12 6

10 —19 — А 10 = 0 , або А3 — А2 — А + 1 =  0,
12 -24 13-А

звідси Αχ = Х2 =  1 , Аз =  — 1 .

Знайдемо тепер координати власних векторів, підставляючи 

в систему

(7 — Α)χ·χ — 12x2 бхз =  0,

10.7·X -  (1 9  +  А ).772 +  10.ТЗ =  о ,

12х, — 24х2 + (13 -  А)хз =  0

на місце А послідовно відповідні власні значення. При А — Αχ = 

λ2 =  1 маємо

бхі — 12х2 + 6.7; з =  0.

10х , — 20х2 + Ю хз =  0 . => х, -  2х2 + х 3 =  0 .

12./:, -  24х2 + 12х3 =  0

Нехай х 3 =  6 , х 2 =  5. Тоді χχ =  4. Якщо прийняти х 3 =  7, х > =  5, то 

х і =  3. Отже, власному значенню А =  1 кратності 2 відповідають 

два власні вектори Xj =  (4 ,5 .6 ) та х2 =  (3 .5 ,7 ), які є лінійно 

незалежними (перевірити!).

Якщо А =  А3 — — 1, то для знаходження власного вектора х3 
маємо систему:

8χχ — 12x2 + бхз =  0. (  4хі — 6x2 + Зх3 =  0,

10χχ -  1 8х 2 + Ю хз =  0. => < 5χχ — 9х2 + 5х3 =  0.

12.7'і -  24х2 + 14х.з =  0 { 6х, -  12х2 + 7х3 =  0.

Віднімемо від другого рівняння перще і отримане рівняння 

візьмемо за перше рівняння системи, а друге і третє залишимо 

без змін. Одержимо систему, еквівалентну даній, яка має вигляд

Χχ — 3X2 + 2х3 =  0,

5хі — 9x2 + 5х3 =  0, 

бхі — 12x2 + 7хз =  0 .

Якщо перше рівняння системи послідовно помножити на -5 та -6 

і додати до другого та третього рівнянь, то матимемо систему 

вигляду

Χι — 3x2 2хз — 0 ,



Приймемо а?з =  6 . тоді х2 =  5, Х\ =  3. Отже, власний вектор 

хз =  (3, 5, 6 ). Тоді

4 3 3 1 0 0

Я  = 5 5 5 , A' =  Н~1АН  = 0 1 0

6 7 6
1 0 0 - 1

3. Симетричні перетворення та їх  матриці

Розглянемо ще один важливий клас лінійних перетворень ев- 

клідового простору симетричні перетворення.

Означення 6.18 Лінійне перетворення А евклідового простору 

Е називається симетричним, якщо для довільної пари елементів 

χ, у Є Е виконується умова

( і ( х ) ,у )  =  (х ,Л (у )) .

Означення 6.19 Квадратна матриця А називається симетрич

ною, якщо

АТ =  А.

Назва ” симетрична матриця” цілком природна, оскільки еле

менти такої матриці, які розміщені симетрично відносно голов

ної діагоналі, рівні =  а^. Симетричні перетворення тісно 

пов’язані з симетричними матрицями. Доводиться, що матриця 

симетричного оператора А : Е  -ї Е  в довільному ортогонально

му базисі симетрична.

Зупинимось на деяких властивостях симетричних перетво
рень.

1. Власні значення симетричного оператора - дійсні числа.

Покажемо це на прикладі симетричної матриці другого по

рядку

Оц «12
А =  

вигляд
«1 2  «2 2

. Характеристичне рівняння цієї матриці має

Оц — А а\2 

«12 022 ~~ А
=  0, або А2 (йц + 022) А + а. 1 1 022 — — 0.

Дискримінант цього рівняння

D  =  («ц  + СІ22)2 — 4(«ц«22 — Oj2) — « η  — 2 а ц « 22 + « 22 40^2 =:

(«п — « 22)2 + 4« 22 > 0 ,

що свідчить про те, що корені характеристичного рівняння, тоб

то власні значення Аі і А2 симетричної матриці ,4. дійсні числа.

2. Власні вектори симетричного перетворення - ортогональ-

Справді, нехай Хі та Х2 - власні вектори симетричного пере

творення А , що відповідає власним значенням Аі і Аг- де А] ф А2. 

Тоді

і ( х х) =  АіХ! і і ( х 2) =  А2х2,

звідси

(л (х 1) ,х 2) - ( х 1, і ( х 2)) =  (А, χ !, х2) (хі ■ А2х2) = А! (хі , х 2)—λ2 (χχ, х2)

=  (Аі - А2)(х і,х 2).

Але перетворення А - симетричне, тобто

( і ( х і ) , х 2) =  (х ь Л(х2)) .

Тоді (Αχ — А2)(хі, х 2)=0. Враховуючи, що Аі ф А2, тому (х 1,х 2)=0, 

тобто власні вектори х, та х 2 ортогональні.

Припустимо тепер, що Αχ = А2 =  А. Тоді

«11 + « 2 2  , \2 , л 2 ί\
А — ———-, (Оц — а22) + 4а, 2 — 0 .

З  другої рівності випливає, ЩО аи =  «22  ̂ «12 =  0.

Отже, А =  ац =  а22, і матриця оператора має вигляд

А 0

0 А

Отже, оператор А є оператором подібності і кожен вектор є 

власним вектором. Тому за пару ортогональних векторів можна 

взяти будь-яку пару ненульових ортогональних векторів.



Висновок:

1. Якщо розглядати симетричну матрицю А як матрицю ліній

ного оператора А в деякому ортонормованому базисі, то завжди 

можна знайти новий ортонормований базис, який складається з 

власних векторів матриці А.

2. Оскільки перехід від одного ортонормованого базису до іншо

го здійснюється за допомогою ортогональної матриці, а в базисі 

із власних векторів матриця стає діагональною, то для кожної 

симетричної матриці А можна підібрати ортогональну матрицю 

Я  таку, що матриця Н ТАН  буде діагональною, і в ній по діагоналі 

будуть знаходитись власні значення матриці А.

• Приклад 21.6

Знайти для симетричного перетворення А, заданого ма

трицею А, ортонормований базис, в якому матриця пере

творення буде діагональною, якщо

А
4 12

12 11

2 0 4

б) А = 0 6 0

4 0 2

•4 Щ об розв’язати поставлену задачу, потрібно знайти повну 

ортонормовану систему власних векторів даного перетворення.

а) Власні значення матриці А шукаємо з характеристичного 

рівняння

4 - А  12

12 11-А
=  0, або λ2 - 15А - 100 =  0,

звідси Αχ =  20, А2 =  — 5.

Для того, щоб знайти власні вектори, розв’яжемо систему

(4 — А).Ті + 12ж2 =  0,

12хі + (11 — Х)х2 =  0

якщо А =  20 і А =  —5.

Якщо А =  20, то система набуває вигляду

— Ібхі + 12х-2 =  0 , 

12хх — 9х2 =  0
=> 4хі — Згг2 0 , Х\ = -х2.

Приймемо £2= 4 , тоді х-|=3, тобто маємо власний вектор х 1 =  (3,4). 

Якщо А =  —5, то х 2 =  (4, —3).

Ортонормований базис із власних векторів

х.і
|χιΙ

З 4

5’ 5

Тоді

і матриця

Я
3 4

4 -З
Я т

3

4

A' =  Н т ■ А ■ Н  -

б) Розв’яжемо характеристичне рівняння

20 0

0 -5

2 - А  0 4

0 6 -А 0

4 0 2 -А

0, або А3 - 10А2 + 12А + 72 =  0,

і знайдемо власні значення перетворення: Χχ =  —2 , А2 =  А3 =  6 .

Складемо відповідні системи лінійних рівнянь для знаходжен

ня власних векторів

Аі -2

Х\ ~t~ %з — 0, 

х2 =  0 ,

Х\ + х?> =  0,

λ2 — Аз — б

—Х\ + жз =  0 , 

Хі — Хз =  0 .

Перша з цих систем має розв’язок хх =  1,.т2 =  0,.х3 — —1, тобто 

Хі =  (1,0,—1). Особливістю другої системи є те, що вона від

повідає кратному кореню характеристичного рівняння.

Нам потрібно знайти два ортогональні власні вектори. М ож 

на прийняти, наприклад, х\ — 1 , х2 =  0 , х3 =  1 , тобто х 2 =  (1 , 0 , 1 ). 

Вектор Хз =  (жі,х2,х3) повинен бути ортогональним до Хі та х 2, 
тобто його координати повинні задовольняти систему



Тому можна взяти, що х3 =  (0,1,0). Поділивши кожен з векторів 

на його норму, отримаємо шукану ортонормовану систему

X?

яка є повною системою власних векторів перетворення А. Від

повідна діагональна матриця матиме вигляд:

- 2  0 0 
A' =  0 6 0

0 0 6

§ 22. ЗВЕДЕННЯ ЗАГАЛЬН ОГО РІВНЯННЯ  
ЛІНІЇ ДРУГОГО П ОРЯДКУ ДО К А 
НОНІЧНОГО ВИ ГЛЯД У НА ОСНОВІ ТЕ
ОРІЇ КВАД РАТИ Ч Н И Х Ф ОРМ

1. Квадратичні форми та їх  зведення до канонічного ви

гляду

Квадратичні форми. При дослидженні загальних рівнянь 

прямої в R 2 та площини в R 3 ми оперували однорідними много

членами першого степеня відносно двох чи трьох змінних, тобто

F(x, у) — ах-¥ by чи F(x, у, z) =  ах + by + cz,

де а, 6 , с — числові коефіцієнти. їх називають лінійними форма

ми. При дослідженні загальних рівнянь ліній чи поверхонь друго

го порядку зустрічаємось з однорідними многочленами другого 

степеня відносно двох чи трьох змінних. їх називають квадра

тичними формами.

Вивчаючи η-вимірні простори, природно узагальнити ці по

няття для однорідних многочленів другого степеня від п змінних.

Означення 6.20 Квадратичною формою F  від п змінних 

Х\, Х‘2 - · · · j хп називається однорідний многочлен другого степеня 

відносно цих змінних:

П

F  — ^  ' Чік Х'і Х'кі «ік «fcj (22.1)
г,к= 1

де аік - числові коефіцієнти.

Із коефіцієнтів агк можна утворити матрицю А — Ца^Ц", де 

Пік =  Чкг·, яка називається матрицею квадратичної форми  

(22.1). Оскільки Пік — <ікгі то матриця А квадратичної форми є 

симетрична, тобто А = АТ.

Розглянемо, наприклад, квадратичну форму відносно трьох 

змінних

F = аи х\ 

Матриця

й‘22 х\ + «зз х\ 2ап Х\ Х2 + 2а 13 хх :г3 + 2а2з х2 х3- (2 2 .2 )

ац а і2 а і3

а 12 «22 «23

« і 3 «23 «зз

є матрицею квадратичної форми (22 .2 ).

Позначимо через X  вектор-стовпець, а через X і вектор- 

рядок із п змінних Х\. х2, ■ ■ ■, хп■ Тоді квадратичну форму (22.1) 

можна записати у матричному вигляді

Справді,

F =  Χ Ά Χ .

F  — Х\(а]\Хі + а\2х 2 + . . . 4- а,упх п)+  

+Χ2(θ·νϊΧ \ + «22ж2 + · · ■ + «2 т^п) +

+χη(αιηχ\ + й2гі̂ 2 + · · · + а ппх п) =

(22.3)

\Χχ Х 2 ■ ■ ■ Х п

« 1 1  « 1 2  

«12  «22

«1 п «2 п

«І7І

«2п

х і 
:/:·>

Хп

=  X і АХ.

Зведення квадратичної форми до канонічного вигляду

Розглянемо квадратичну форму (22.1) в просторі Еп. Тоді 

Х\, х2, . . . .  хп координати вектора х Є  Е„ в деякому ортонормо

ваному базисі В =  [єі, е2, . . . ,  е„). В цьому випадку квадратична 

форма (2 2 .1 ) набуває вигляду

F =  хт · А ■ х, (22.4)



де X =  \\хи Х2, . . . , Хп\\т, ХТ =  \\Х\, Х2, . . . . Хп\\ “ відповідно

вектор-стовпець і вектор-рядок з координат вектора х.

Перейдемо до нового ортонормованого базису B' =  

(е'х, е'2, . . . .  е'(). Якщо Я  - матриця переходу від базису β до бази

су Б', то відповідне перетворення координат визначається спів

відношенням

X  =  Я  · X ', (22.5)

де X  =  ||хь ж2, . . . ,  £„|Г, X ' =  !К , *2 ' -- xn\V· Підставимо
(22.5) в (22.3):

F =  (.Н Х 'У  ■ А ■ (НХ ').

Оскільки (Н Х 'У  — Х 'т ■ Я т, то

F  =  Х /т · Я т · Л · Я  ■ X ',

тобто

F  =  Х 'т · Л' · X ', де A' =  ІР  АН.

Матриця A' - симетрична. Справді,

Л'т =  (Я ТЛ Я )Т = Н т · Лт · Я тТ = Я ТЛ Я  =  А'.

Враховуючи, що перехід від одного ортонормованого базису до 

іншого ортонормованого базису здійснюється за допомогою ор 

тогональної матриці, тобто Я т =  Н 1, то А! =  Я -1 ЛЯ.

Матриця Л - симетрична, а для кожної симетричної матриці 

існує така ортогональна матриця Я , що матриця Я ТЛ Я  буде 

діагональною, в якій по головній діагоналі будуть знаходитись 

власні значення матриці Л, тобто

λΐ 0 . . 0

о

^2 · о

о 
:

о 
:

Тоді квадратична форма в нових змінних набере вигляд

71

F  =  Y^\ x[2. (2 2 .6 )

і—І

Отриманий вигляд для квадратичної форми називається ка

нонічним. Числа А, (і =  1, п), які є власними значеннями ма

триці Л, називаються характеристичними числами квадратич

ної форми (22.3). Н апрям и власних векторів матриці Л нази

ваються головними напрямами квадратичної форми.

Отже, квадратична фома набирає канонічний вигляд, якщо 

напрями осей координат збігаються з головними напрямами 

квадратичної форми.

• Приклад 22.1

Звести до канонічного вигляду квадратичну форму

F  =  7х\ + 6.τ2 + Ьхі -  Ах \ х 2 -

< Матриця цієї квадратичної форми має вигляд:

Л =

7 -2

-2 6
0 -2

0

Знайдемо її власні значення. Для цього складаємо характери

стичне рівняння матриці Л:

І 7 - А -2 0

1 - 2  6 -А - 2

і 0 -2 5 - А

0. або А:5 — 18А + 99А — 162 = 0.

Розв’язуючи його, знайдемо характеристичні числа даної 

квадратичної форми: Х\ =  З, Х2 — 6 , А3 =  9.

Отже, дана квадратична форма зводиться до канонічного ви

гляду

F  =  3xf + Gx2 + 9;r'
/2 „'2 

З ■

2. Зведення загального рівняння лінії другого порядку до 

канонічного вигляду на основі теори квадратичних форм

Одним із важливих і цікавих застосувань теорії квадратич

них форм є задача спрощення рівняння кривих і поверхонь дру

гого порядку. Як вже говорилось, ця задача належить до тих,



які визначили постановку основних питань теорії квадратичних 
форм.

Розглянемо зведення до канонічного вигляду загального рів

няння лінії другого порядку:

(іцх + '2(і]2-Су + 0.2 2У2 + 2а13т + 2о2зу -г «зз — 0 . (22.7)

Розглянемо спочатку суму членів другого степеня в лівій ча

стині рівняння (22.7). Легко помітити, що це квадратична форма 

з симетричною матрицею

А =
а п а і2 

«12 «22

Перейдемо до нової системи координат Ох'у'. осі якої спрямо

вані по напрямках власних векторів матриці .4. Тоді квадратич

на форма набуває вигляду

Х\х' + Л‘2у/ «

де Лі, А2 - власні значення матриці А, тобто корені характери

стичного рівняння

«11 ~ А «12 

« 1 2  « 2 2  — А
0 .

Нумерацію власних чисел вибираємо так, щоб det Я  =  1 (Я  

матриця переходу до ортонормоваиого базису з власних век

торів матриці .4).

Отже, рівняння (22.7) в нових координатах буде мати вигляд:

А і х 2 + Аіу'2 + 2a'l3x' -і- 2о'.2Лу' + «33 =  0 , (22.8 )

де « 'з -  « 23, «33 деякі нові коефіцієнти.

Розглянемо тепер два можливі випадки:

І. А, ф 0, А2 ф 0.

В цьому випадку в рівнянні (22.8) виділимо повні квадрати:

аоо

де
п г2 12 
“ 13 , 234- 1123 _  /
Ж + АІ «*

« 1 -і «П/■лі / ” 13 а'КІ \
Перенесемо початок координат в точку U _  "λ7 За Д°~

помогою формул

χ" =  χ' + ψ ,  у" =  ν' + ψ .
А] -А 2

В результаті рівняння (22.8) набере вигляд:

Аі.т"2 + А 2у"2 =  А. (22.9)

1 ). Якщо К ф 0. то, поділивши рівняння (22.9) на А , отри

маємо: „
т"2 и"
V  + V  = i· (22Л0)
λι Λ 2

а) Якщо обидві величини ^  додатні, то рівняння (22.10), а 

значить і рівняння (22.7) зображ ає еліпс.

б) Якщо обидві величини ^  від’ємні маємо уявний еліпс,

тобто рівняння (22.7) не представляє жодної лінії.

в) Якщо одна з цих величин додатна, а друга від ємна, то

маємо гіперболу.

2. Якщо К =  0, то рівняння (22.9) має вигляд:

Х\х"2 + λ·2;//'2 =  0. (22.11)

При цьому можливі два випадки:

а) Якщо Аі і А2 мають різні знаки, то ліва частина рівняння

(2 2 .1 1 ) розкладається на два дійсні лінійні множники як різниця 

квадратів. Рівняння (22.11), а тим самим і рівняння (22.7) буде 

парою прямих, які перетинаються.

б) Якщо А! і А2 мають однакові знаки, то ліва частина рівнян

ня (2 2 .1 1 ) є сумою квадратів і, отже, розкладається на два множ

ники першого степеня, проте обидва множники містять члени з



уявними коефіцієнтами і ми маємо пару уявних прямих, які пере

тинаються, тобто рівняння (2 2 .11 ) зображує одну дійсну точку.

II. Один із коефіцієнтів характеристичного рівняння А; або А2 

дорівнює нулю. Тоді рівняння (22.8) матиме вигляд:

Х\х'2 + 2а\3х' + 2г4зу' + а'ш =  0. А, ф 0, (2 2 .12 )

або

А2у 2 -f- 2α'13.χ/ + 2a'23y' + (і33 =  0, А2 ф 0. (22.13)

Розглянемо рівняння вигляду (22.12) (для рівняння вигляду 

(22.13) міркування такі самі, лише x' та у' міняються ролями).

1) Якщо «23 ф 0, то рівняння (22.12) можна розв'язати відносно 

у' і ми отримаємо

/ A  j ) « і  о . « ‘ЇЧ

У =  - ΊΓΤ χ - - -ГГ· (22Л4)
2«23 °'23 «23

Рівняння (22.14), а отже, і рівняння (22.12) зображає парабо

лу.

2) Якщо а23 =  0, то рівняння (22.12) набере вигляд

Аіх 2 + 2а[:іх' 4- «зз =  0. (22.15)

Розклавши ліву частину (22.15) на множники першого степе

ня, отримаємо:

А, / _  «ззлі - «із

А,
X і + =  0 . (22.16)

Рівняння (22.16), а тим самим і рівняння (22.7),

якщо «із — «ззА] > 0 визначає пару паралельних прямих: 

якщо «із — «зз А і < 0 пару уявних паралельних прямих: 

якщо «із — «зз А і =  0 дві прямі, які збігаються.

Отже, ми показали, що будь-яка лінія другого порядку є еліпс 

або гіпербола, або парабола, або пара прямих (які перетинають

ся, паралельні або збігаються).

Подібним способом зводиться до канонічного вигляду рівнян

ня поверхні другого порядку

« і  \Х2 +  « 2 2  ?/2 +  «зз-г2 +  2а\2х у  +  2α\ ^χζ +  2 « 2 зу<г-|-

+2«ΐ4^ 2«24?у + 2α^ζ + «44 — 0. (22.17)

Спрямовуючи осі координат по головних напрямах квадра

тичної форми

F  =  « ц і2 + «22 У2 + «зз-2 + 2а,\2ху + 2(і\$хг + 2«2з?у2 ,

зведемо її до канонічного вигляду

F  =  Ххх'2 + Х2у'2 + А3/ 2, (22.18)

де А). Х2, Аз характеристичні числа квадратичної форми.

У новій системі координат рівняння (22.17) набере вигляд

Χχχ'2 + А2 у'2 + А 3/ 2 + 2п[4х' + 2 «241/  + 2a'Mz' + «44 =  0,

Далі рівняння (22.17) спрощують за допомогою паралельного 

перенесення.

• Приклад 22.2

Звести до канонічного вигляду рівняння кривої

5.Т2 -і- 8ху +  5у2 — 18ж — 18у  +  9 =  0 

та побудувати її графік.

< 1. Знаходимо власні значення матриці А — 

дратичної форми

F  — 5.т2 + 8 х-у + 5г/2, 

розв’язуючи характеристичне рівняння матриці .4:

5 4 

4 5
ква-

5 - А

5- А
- 0 .

Маємо
(5 - А)2 - 16 =  0, звідси Хх =  1, λ2 9.

2. Знаходимо головні напрямки квадратичної форми, тобто 

власні вектори матриці А. із системи рівнянь

(«и - А)1 + αί2τη =  0 ,

« 121 "Ь («22 ~~ А)тп =  0 ,



де Ι,πι - координати власного вектора х, що відповідає власному 

значенню А.

Нехай А =  Аі =  1. Тоді x t =  де 1\ та Ш] визначаємо із

системи

4/і + 4ті =  0 , 4/і + 4ші =  0 .

Звідси її =  —τηλ. Тоді Х] = (1\,—1\). Одиничним вектором цього 

головного напряму буде вектор х° =

Аналогічно знайдемо, що х% =

Матриця Я  переходу до ортонормоваиого базису з власних 

векторів матриці А має вигляд

Я
V2 \/2
2 2

_ч/2 ν/2
2 2

3. Повернемо осі координат так, щоб напрями нових коор

динатних осей збігались з головними напрямами квадратичної 

форми. Тоді координати вектора х° будуть значеннями косину

са і синуса кута а  повороту, оскільки лінійне перетворення, яке 

здійснює поворот системи координат навколо фіксованої точки, 

є ортогональним перетворенням з матрицею

Я
cos а 

sina

- sm ft 

cos ft

Тоді coso: =  ·— , sin ft =  — тобто ft =  — j .

Виразимо змінні x, у через нові змінні х', у':

X

У

s/ 2  s/ 2
2 2

_  s/ 2  ч/2

2 2

Г

У'

тобто X  — *γ(X '  + у1), у =  ^-(—х' + у1).

Тепер можемо виразити через нові змінні χ1, у' лінійну части

ну заданого рівняння:

— 18.x- — 18г/ + 9 = (х' + у') - (-x' + у') + 9 =  -18\/2?/ + 9.

Отже, після віднесення рівняння кривої до головних напрямів 

її рівняння набере вигляд

х'2 + 9у'2 - 18\/2у' + 9 =  0.

Перетворимо отримане рівняння, виділивши повний квадрат:

x'2 -f 9[у’2 - 2ч/2 у' + 2) + 9 - 18 =  0

або

x 2 + 9(у - V2)7 = 9.

Здійснюючи паралельне перенесення початку в точку 0 '(0. \/2) 

за формулами
х" =  х\ у" =  у1 - уД 

одержимо канонічне рівняння еліпса

х"2 у"2 ,
—  + —  =  1 .
9 1

4. Будуємо криву. Повертаємо систему Оху на кут а  =  -45° і 

переносимо початок координат в точку 0 '(0, у/2). Побудувавши 

систему 0'х"у", будуємо криву (рис. 76). ►



• Приклад 22.3

Звести до канонічного вигляду рівняння кривої

Зх2 + 10 ху + З у2 -2х-  14 у -13 = 0 

та побудувати її графік.

< 1 . Знаходимо характеристичні числа квадратичної форми 

F  = Зх2 -і- 10ху -і- Зу2.

Скаладемо характеристичне рівняння

З - А 5 

5 З- А
=  0, або (3 - А)2 =  25

звідси А] =  8 , А2 =  —2 .

2. Складаємо відповідні системи лінійних рівнянь для визна

чення власних векторів

Аі =  8 А 2 =  —2

—5 її + 5 т і  = 0  5/2 + 5 т 2 =  0

їх =  т  і І,2 =  — т 2

хі =  (1; 1) х2 =  (-1;1)
Ζо — ( \/2 . \/2 \ ~0 __ ( — \/2 . \/2 \
1  ̂ 2 ’ 2 ) 2 \ 2 ' 2 J ■

Отже, формули повороту осей до головних напрямів мати

муть вигляд
_  \/2 / _  у/2 /

у 2 2 ^ ’

І/ =

На основі цих формул дістанемо, що

V l 4  (^- χ'+ ψ Λ  = -8V2x'-6V2y'

і початкове рівняння набере вигляд:

8ж'2 - 2 у'2 - 8\/2 x' - 6\/2 у' - 13 =  0

або після виділення повних квадратів

8 1 , - | V  2 ( , T ^ Y . ,

Здійснюючи паралельне перенесення за формулами

X" =  х '~  4 , ■/ =  ¥

отримаємо рівняння гіперболи

//2 /;'2 
X IJ

і.

3. Будуємо криву. Систему координат Ох'у' одержимо із си

стеми Оху поворотом на кут а  =  45°. Переносимо початок коор

динат в точку О'

Побудувавши систему координат 0'х"у", будуємо криву 

(рис. 77). ►

Рис. 77



• Приклад 22.4

Звести до канонічного вигляду рівняння кривої

4.Т2 — 4 ху + у2 + 6х + 2у + 1 =0 

та побудувати її графік.

4 -2

-2  1
ква-< 1 . Знайдемо власні значення матриці .4 =

дратичної форми F  =  4;г2 —4ху + у2, розв'язуючи характеристич

не рівняння

4 - А  - 2

- 2  1 -А
=  0. або А — 5А = 0.

Звідси Аі =  0. А2 =  5.

2 . Знаходимо власні вектори, які відповідають кореням ха

рактеристичного рівняння

Аі =  0

4/j — 2 т і  =  0 

т і  =  2/1

хі =  (і; 2 )

=  (т 5 : ТЕ·)

Хо = 5

— 1‘2 — 277І2 = 0 

1-2 =  —2піо

х 2 =  ( - 2 ; 1 )

■

Отже, формули повороту осей координат до головних на

прямів матимуть вигляд

х =  Тьх> - 7ЕУ1- 

у =  7ЕХ> + ^У '·

На основі цих формул формул дістанемо, що

Отже, початкове рівняння набере вигляд:

5у'2 -f 2л/5.г' - 2у/ 5 у' + 1 =  0 

або, після виділення повного квадрата,

5(</'2 - ^ » ' + r ) - r 2 V ^ . T ' = 0 .

Τ Ο Ο Τ Ο

+ 2\fbx' =  0 .

Використовуючи лінійне перетворення координат

х" =  Xі. у" =  у' - ф

тобто здійснюючи паралельне перенесення початку координат в 

точку О' ^0 , отримаємо рівняння параболи



3. Для побудови кривої спершу знайдемо κντ повороту η.
1 2

Маємо: cos о =  -у=. smo = — , тоді tgo =  2 і а  ~ 65°.
V о у 5

Будуємо криву. Повертаємо систему Оху на кут а  ~ 6 5 е  і

переносимо початок координат в точку ^0. —  j . Побудувавши 

систему О'х"у", будуємо криву (рис. 78). ►
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