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Г л а в а  1

ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ

1.1. РІВНЯННЯ П Е Р Ш О Г О  П О Р Я Д К У

Приклади.  1. Скласти диференціальне рівняння сім 'ї кривих [ч. 2. с. 8-9]
1

х + С '

Р о з в ’я за н н я . Вираз /  = ----------r  не може називатися диференціальним рів-
(Х + С ) 2

нянням, поки не буде виключено С . Із вихідного рівняння знайдемо

х + С = —-  , тоді у  -  у 2 -  шукане диференціальне рівняння.
У

Відповідь: у  = у 2 .

2. Скласти диференціальне рівняння, загальним розв'язком якого с функція

у  = С, sin (ах + С2 ) . ( І · І )

Р о з в ’я за н н я . Ця функція включає дві сталі змінні, тому вона с розв'язком 
рівняння другого порядку. Диференціюючи двічі, маємо

у  = Q aco s^ ix  + С2 ) ; у ” = ~Сіа2 sin (αν + С2 ) ■

Поділивши останній вираз на а2 і склавши із заданою функцією (1.1), дістанемо
Я

^ -  + у  = С, sin (αν + О ,) -  С, sin (ах + С ,) = 0, 
а '

ν'
звідки ^  + у  = 0. ( 1 .2 )

а '

В одержаному рівнянні (1.2) загальним розв’язком є функція (1.1).
/

Відповідь: —j  + у  = 0. 
а

Знайти  диф еренціальн і р івняння сімей ліній . В казати  властивості цих 
ліній.

1. у  = С х .  2. χ 2 + у 1 = С 2 .
X

3. у  = С х 2 . 4. у  = С е с  .

Тут і надалі у квадратних дужках наведено посилання на підручник Овчинников Π. ГІ. 

Вища математика: У 2 ч. -  Κ.: Техніка, 2000.



Знайти диф еренціальн і р івняння, р о зв ’язком  яких є задані функції.

5. у г = 2 р ( х  + С ) , д е  р  -  задане число.

6 . у  =  Сеь  , де к -  задане число.

7. у =  (х  + С )“ , х > - С .

8. y - s i n ( j c  + C ) .

9 . а-2 + С у 2 = 2у  .

1.2. М Е Т О Д И  ІЗОКЛІН І Л А М А Н И Х  Е Й Л Е Р А  
Д Л Я  Н А Б Л И Ж Е Н О Г О  Р О З В ’Я З УВ А Н Н Я  РІВНЯНЬ

Приклади.  1. Методом ізоклін розв’язати задачу Коші yv' + x = 0, у  (0 ) = 1 .

Р о з в ’я за н н я . Запишемо задане рівняння у вигляді у '  = / ( * ,  у ) ,  тобто

, х  . 1 . . . . . .
у  =  — , тоді у  = -------.V -  рівняння ізоклін. Це рівняння прямої, що проходить

У С
через початок координат. Отже, ізоклінами є прямі, що проходять через початок 
координат.

Побудуємо ізокліни, вважаючи, що значення дорівнюють 0 ; —1= ; л/з ;

- S - ,  -  -4= ; +°° . Дістанемо рівняння ізоклін -  ліній з однаковим нахилом дотич- 
V3

них до інтегральних кривих у відповідних точках.
Прийнявши у  = 0 , маємо, з одного боку, рівняння ізокліни х  = 0 , а з другого -  

геометричний зміст похідної tg а  = 0 . Звідси а  = 0 ,  тобто дотичні до інтегральних 

кривих, що проходять через точки ізокліни х  = 0 , мають кут нахилу а  = 0 .  Ана

логічно одержимо рівняння ізоклін для всіх прийнятих значень похідних:

1 ' R ' 1
y = T 3 ; y = S ; y = ~ T 3 ’

у  = -у/Зх ;  у = — i - ;  y = S x \
S '

t g a = - ^ · ;  t g a  = V3 ; t g a  = --^=·; 

a  = 30° ; a  = 60°; a  = 150° ;

Рис. 1.1

у  = -у/з  ; y  = +oo;

tg a  = —Уз ; tg a  = =o ; 

a  = 120°; a  = 90°.
Зобразимо поле направлень та графік розв’язку задачі Коші (рис. 1.1), тобто 

інтегральну криву, що проходить через точку (0 ; і) і перетинає кожну з ізоклін 

під відомим кутом. Побудована інтегральна крива нагадує коло.

Дійсно, загальний інтеграл вихідного рівняння має вигляд у 1 + x 2 = С. По

значимо С = Λ" і отримаємо у ~ + х 2 = R2 — рівняння кіл із центром у початку 
координат довільного радіуса R .

2. Розв’язати задачу Коші у'  = у + 1, у(0) = 0 методом ламаних Ейлера. 

Знайти у ( і ) , прийнявши крок /і = 0 ,1 .

Р о з в ’я за н н я . Розіб’ємо відрізок [0; і] на 10 частин. Рекурентна формула 
для обчислень значень функції має вигляд

У і ~ Уі- і + h f  (хі-\ > У м ), 

де xi = x i_l + h ,  ί = 1, 2 , ... ,1 0 ; у, -  значення невідомої функції в точці .^ .З а д а 

ною точкою Ц0 (0; 0) і рівнянням у = у  + 1 знаходимо νό · На осі Ох ліворуч від 

початку координат будуємо відрізок ОР = 1. На осі Оу (рис. 1.2) відкладаємо



v,', = ON0 у масштабі OP і з’єднуємо точку Р з Л' 0 , тоді з трикутника OPN{) має

мо -у- = tg а  . Із точки μ0 проводимо пряму, паралельну ΡΝ0 , до перетину з пря

мою х = 0.1 . Маємо точку μ, з координатами μ ,(0,1; 0,1). За л, і у { знаходимо 

vj і на осі Оу відкладаємо відрізок ONt = у \ . Із точки μ, проводимо пряму, пара

лельну РіV,, до перетину з прямою л = 0,2 і т. д. Точки μ„ мають такі координати: 

μ О(0; 0). μ ,(0,1; 0,1), μ2 (0,2; 0.21), μ ,(0 ,3 ; 0,331), μ4 (0,4; 0.464), μ 3 (0.5; 0,61), 

μ(ι(0,6: 0 .772), μ 7 (0.7: 0 ,949), μ8 (θ ,8 ; 1.144), μ , (0,9; 1,36). μ |0 (1: 1.6).

Вихідне рівняння має точний розв’язок: > = e ' -1  . Пояснимо, як його знай

дено. Перевіряємо, чи є функція v = ev -1  розв’язком вихідного рівняння. Під- 

сташімо у  і /  = ет у вихідне рівняння і дістанемо тотожність е ' = е ' - І  + І. 

Отже, функція у  = е ' -1  є розв’язком вихідного рівняння.

Методом ламаних Ейлера знайдено ламану, близьку до графіка функції
v = e ' - 1  .

Для розв’язання даної задачі можна використати обчислювальну техніку. Для 
обчислення значень функції >’,(/ = 1. 2 ,.... Ю) складемо програму обчислення

значень на мові Бейсику.

10 PRINT “Розв’язання одного диференціального рівняння першого порядку” 

20 PRINT “методом Ейлера”

30 PRINT “Праву частину диференціального рівняння запишіть у рядок 120”

40 INPUT “Задайте крок інтегрування”; Н

50 INPUT “Уведіть початкове значення аргумента ХО”; X

60 INPUT “Уведіть початкове значення функції YO = ”; Y

70 INPUT “Уведіть кінцеве значення аргумента ХК =”; ХК

80 PRINT “X =”;X,“Y = ”; Y 
90 GOSUB 120: У = У + F * Η
100 X = X + Η:Χ = ΙΝΤ (X * 1000000 ! + . 5 ) /1000000 #: PRINT “X =”;Χ,“Υ = ”; Y 

110 IF X<XK THEN GOTO 90 ELSE STOP 
120 F = X * Y 
130 RETURN

Для користування цією програмою треба записати в рядок 120 програми пра
ву частину диференціального рівняння. При цьому аргумент позначити літерою 
“X”, а невідому функцію -  “ Y”.

Результати обчислень видаються у вигляді такої таблиці:

х = 0

ОII

а-= 0.1 ν = 0 , 1

* = 0 , 2 у  = 0 , 2 1

А = 0,3 у  = 0,331
а = 0,4 у  = 0,4641
а = 0,5 > = 0 ,6 1 0  51
А = 0,6 у  = 0,771 561

II © г = 0,948 7171
а = 0 , 8 у  = 1,143 588 8
а = 0,9 у  = 1,357 947 7
А = 1,0 v = 1,593 742 5

М етодом  ізоклін наближ ено знайти  р о зв ’язок дан и х  р івнянь, якщ о 
у (  1) = -1.

10. ху '  = 2у  .

1 1 . ( х - у ) у '  = х + у  .

12. у' = у - х 2 .

М етодом  лам аних Е йлера р о зв ’язати задачі Кош і.

13. у х 2 + у 2 = 0, >-(—і) = 1, Л = 0,1.

14. у '[х2 + \ )  + 2ху2 = 0 ,  _у(0) = 1, Л = 0 ,2 .

1.3. РІВНЯННЯ З В ІД О К Р Е М ЛЮ В А Н И М И  ЗМІННИМИ

Приклади.  1. Розв’язати рівняння avc& + (a  + \)dy  = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Розділивши обидві частини рівняння на у ( х  + 1) *  0  , маємо

- ї - < *  + ±  = 0 .  
а  + 1 у

Інтегруючи, дістанемо * - !п|.т +1|+ 1п|>>| = Іп |с |, або у  = С ( х  + 1 )е 'л . Це загаль

ний інтеграл даного диференціального рівняння. Нехай тепер у ( х + 1) = 0 , тобто 

у  = 0 або д: +1 = 0 . Безпосередньою підстановкою перевіряємо, що ν = 0 і

* = -1 є розв’язками вихідного рівняння. Розв’язок ν = 0 є частинним, оскільки



вій міститься у загальному розв’язку при С = 0. Розв’язок х = - \  вихідного рів

няння с особливим, тому що його немає в загальному ні при якому значенні до
вільної сталої С .

Відповідь: у  = С (х  + і ) е " ' , .ї = -1 .

2. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння ху  + у  = у 1, що 

задовольняє початкову умову v (l) = 0,5 .

Р о з в 'я з а н н я .  Подамо дане рівняння у вигляді

- $ -  = * .  , о .
у - - у  X v >

Інтегруючи, знаходимо ln |jy -1|-Іп |> | = Іп|.т|+ Іп |С |, або j ( l - C .v )  = l . Загальний 

розв’язок знайдено за умови х ^ у 2 - > ’) * 0 . Якщо д [ у 2 -  J ’) = 0 , то або х = 0 , або

v = 0, або v = 1. Безпосередньою підстановкою перевіряємо, що .v = 0 не є 

розв’язком вихідного рівняння, у  = І -  частинний розв’язок, оскільки він є у 

загальному при С = 0 , a v = 0 -  розв’язок рівняння, але у загальному його немає

ні при якому значенні довільної сталої С . Застосовуючи початкові умови, зна
ходимо значення довільної сталої С : 0,5(1 - С )  = 1, тобто С = -1 .

Отже,
> (і + .г) = 1 ,

тобто

1у  —------, х *  - 1  .
1 + х

Відповідь: у  = ------.
1 +  л-

3. Зінтегрувати y'  = ( х -  у ) 1 + 1.

Р о з в ’я за н н я . Як бачимо з рівняння, змінні не розділяються. Дуже часто 

для розділення змінних необхідно ввести нову змінну або невідому (виконати 

підстановку). У даному прикладі введемо нову невідому функцію за формулою 
,х -  у  = н ( х ) . Тоді після диференціювання отримаємо 1 зві дки

7 , ·)
у '  = \ - и ' . Далі перейдемо в рівнянні до нової функції 1 -й  = і / '+ 1 ;  и

du і ■ ■—  = - и  і дістанемо рівняння з відокремлюваними змінними
dx

-^~r  = dx ; -  fi/ 2du = х + С ; — = х + С ; 
,,1 J u

I
ιι = — —  ; х - у  = — — ; у  = х -

Відповідь: у  = х -
х  + С '

2 14. Розв’язати рівняння 2у  + у  + —  = 0.
х~

Р о з в ’я за н н я . Розділити змінні в заданому рівнянні можна підстановкою
, , , її , н

ху = и ( х ) .  Тоді и = у  + х у ,  ху =и -  у ; У ~  — і У ~ ~ ~X X X х X

у' = и'Х~-Ч · 2 и'Х—  + 4  + Л  = 2n'x + u - - 2 u  + \ = Q ·, 2 //'.ї + ( / / - і ) 2 = 0 ;
X2 ’ Xі  X'  X

.L . /А і /А- . ί  echc ( i/  — I i  -f ( ’ ·

u ' - I L - L -  · 11 11

2+1

2— лг = - ( к - 1 ) 2; 2 - ^ - і - А  2 < ^
dx v ’ ( » - l ) 2 X J 1 χ  - 2  + 1

—  = C - ln .v ;  ....= 11- 1 ; x y - 1= —f— : (Λ7 - Ι ) ( 1η χ - Γ )  =
1 n  v  i - I n  V» - l  C - ln x  C - ln x

Відповідь: ( х у - і) ( іп л г -Г )  = 2 .

Р озв’язати  рівняння.

15. 1) 2x 2yy '  + y 2 = 2 ;

2 ) |x >>2 -  у 2 + x  - 1  ̂ dx  + ( x 2.y -  2 xy  + x~ + 2y  -  2x  + I ' j d y  = 0 .

16. 1 ) y j y 2 + 1  dx  = xyd y  ;

2 ) (\  + y 2) dx  = [ y - J \  + y 2]j ( \  + x 2) 2 dy.

17. 1) >y' = - 2 x s e c y  ;

2) [yfxy -  s f x ) d x  + ( 4 x y  + 4 y ) dy  = °-

18. 1) 5e r tg  .y ί/x + (l -  e r ) see 2 jyi/y = 0 ;

2) 4 e* tg y d y  + (l + e v) s e c 2 y d y  = 0.

19. 1 ) ln cos y d x  + x  tg y d y  = 0  ;

2 ) (l + y 2 }{e2xdx  -  e yd y j  -  (1 + y ) d y  = 0 .



2 0 . 1 ) ху] 1 + у 2dx + y V 1 + x 2dy  = 0  ;

2 ) v' + s in (x  +  y )  = s i n ( x - y ) .

21 · ] ) у ' у ] т ~ ^ г  + i = 0 ;
V 3 -  У

, c o s y - s i n y - 12) у  = ----- і -----г " ■
COSX-S1I1X+ I

2 2 . 1 ) χ 2 ^5 + y 2) d x  + ^ ( x 2у  + y ) d y  = 0  ;

2 ) e l' ( l  + x 2) d y  - 2 x [ \  + e ySj d x  = 0 .

23. 1) y 'c o s 5 3 x c o s y  + s in 3 y s in 3 x  = 0 ;

2 ) tg x  sec2 y d x  + ctg  у  co s2 x dy  = 0 .

Р о зв ’язати задачі Кош і.

24. 1) χ 1 ( y J + $ ) d x  +  (x 3 + 5 ) y 2d y  = 0 ,  y ( 0 )  =  ] ;

2) y in 3 у  + у 'л /х + Т  =  0 , =

25. 1) ^ -  + e l' = 0 ,  y ( l )  = 0 ;
x

2 ) x ^ y b + ] ) d x  + y 2 (x 4 + 1  ) d y  = 0 , y ( 0 ) = 1 .

26. 1 ) I g y d x  -  x \ n x d y  = 0 , y ( e )  = - j ;

2 ) y ' +  c o s (x  + 2 y )  =  c o s ( x - 2 y ) ,  y ( 0 )  =  j .

27. 1) ( х 2 - і ) у '  + 2ху 2 = 0 ,  y ( 0 )  = l ;

2 ) y W ^ '  + e · ^ ,  y ( 0 ) =  0 .

28. 1 ) y 'c tg  x  + y  = 2 , y ( 0 ) = - 1 ;

2 ) ( x - l ) e ,+Jt tg  y d x  = Q2xdy,  у ( l ) — ~ .

1.4. РІВНЯННЯ З О Д Н О Р ІД Н О Ю  Ф УН КЦІЄЮ

Приклади.  1. Розв’язати рівняння (,ν + 2y ) d x  -  -xc/v = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Це рівняння з однорідною функцією. Функції ( х + 2у)  та ν -  

однорідні першого виміру. Припустимо у  = і х .  Тоді dy = tdx + xdt  і рівняння 

набуває вигляду
(.т + 2 tx)dx -  x{t  dx + xdt )  = 0,

(i + t )dx  = x d t .

Розв’яжемо здобуте рівняння з відокремлюваними змінними:

— = -^— , .v(/ + l ) * 0 ,  In j С j + In J x j = In І / + 11, 
x t + 1

t +1 = Сх , t - С х - 1.

Повертаючись до невідомої функції = — j, дістаємо відповідь у = (Сх -  1)х.

Крім того, є розв’язок х = 0 , який було загублено при діленні на ,ν .

Відповідь: у  = (Сх -  І)*, х = 0 .

2. Розв’язати задачу Коші

ху’- у  = х tg^, >0) = f  ·

Р о з в ’я за н н я . Задано рівняння з однорідною функцією. Поділивши обидві 
його частини на χ , дістанемо

у ' -  — = tg — , х *  0 . (4.1)
X X

Зробимо заміну ^  = t , або v = (x ,  тоді dy = tdx + xd t  . Підставивши це в рів-

няння (4.1), маємо t dx + xdt — tdx = tg t d x , або xdt = tg t dx .  Розв яжемо здобуте 

диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними:

Jctg tdt=  J— , ln |s in f | = ln |x | + ln |C |,  / = arcsin(Cx) . 

Повертаючись до невідомої функції у , отримуємо у  — x  a rcsin (O c). Враховуючи



початкові умови, здобудемо — = arcsinC , звідси С  = 1 . Отже, шуканий частин

ний розв’язок має вигляд у  = xarcsinx .

Відповідь: у  = xarcsinx .

Р озв’язати рівняння.

29. 1) у 2 + x 2y '  = х у у ' ;

у_

30. 1) ху' = у - х е х ;

31. 1 ) xy ' s 'm— +  x  = y s in — ;
X X

1 7
32. 1) y ' = 2 - ^ - ;

ху

33. 1) ( у  + y/ х у  j dx  = x dy  ;

34. 1) х у  -  у  = (х  + у )  In 

Р озв’язати  задачі Кош і.

35. I) y '  = 4 + ^ J  У

х  + у

2 ) /  = е * + - - 4 .  
х

04 - У2) х у  =  jcsin— + у.
X

2 ) х ( 2 х  + у ) у '  = у ( х  + у ) .

2) xy'  + x  cos — — у  + х =  0 . 
X

2 ) у '  =
х  + у

х - у

2 ) х у 2dy  = (x 3 +  у 3 j  dx.

У (  0  =  2 ;

2) х 3у'  = у ( х 2 + у 2), -К1) ^ ·

36. 1) (x 4 + 6 х 2у 2 + y * ) d x  + 4 x y { x 2 + y 2) d y  = 0 ,  y ( l )  =  0 ;

2 ) у  = 2 1 - 2 ,  у ( і )  =  - 4 .

37. 1) ху '  = у \  1 +  In — І , у { \ )  = —  ;
V ху  Ve

2 ) xy dy  = у 2 + ( х  +  у ) 2 е Λ ί/χ, y ( l )  = 0 .

38. 1) ( i j x y  - y ) d x  + xd y  = 0 , y ( l )  =  0 ;

2 ) x - j c o s — Wx + x c o s — d y  = 0, y ( l )  = 0 .

1.5. РІВНЯННЯ, Щ О З В О Д Я Т Ь С Я  Д О  РІВНЯНЬ
З О Д Н О Р ІД Н О Ю  Ф УНКЦІЄЮ

Приклади.  1. Розв’язати рівняння ( x - 2 y  + 3)i/_y + (2x + .y -i) i/x  = 0 , що зво

диться до рівняння з однорідною функцією.
'  Nах + by + С

Р о з в ’я за н н я . Подамо дане рівняння у вигляді у  = f  

с. 23], а саме:

У

ахх  + Ь\у + С]
[ч. 2 ,

2 х + ^ - І

Знаходимо Δ =
2  1 

І -2

х - 2 ^ + 3

= - 4  -1  = -5  *  0 . Оскільки Δ *  0 , рівняння належить до

другого типу [ч. 2, с. 24]. Знайдемо точку перетину прямих 2 x + v -1  = 0 і 

х -  2у  + 3 = 0 . Маємо

Зробимо заміну

ί, 1 і  7х  = И = — , у = к  = —.
5 5

χ  = χ, , У = Уі +— , dx = dx ,, dy = dyv
5 ’ 5

Рівняння набуває вигляду

(2xi + y t) d x , +( x i - 2 y l)dyl = 0

і являє собою рівняння з однорідною функцією. Замінимо y t = /х, і отримаємо 

dyx = Xydt + idxf , звідки дістанемо рівняння з відокремлюваними змінними

{ 2 + 2 t - 2 t 2)dx\ + Х\ ( \ - 2 t ) d t  = Q . Розв’язуючи його, маємо



Повертаючись до змінних дг,, у , , дістаємо С 2 = y 2 - x ly l ~,xf.  Беручи до ува-

1 7
гπ те, що л'і = .v + j  та y t отримуємо

/-.2 1 1 2 2 тЧ  - X  - х у - З у  + х.

Тоді загальний інтеграл

х 2 + ху  + 3у - х - у 2 = с ,

г - Н - с 2 с - 5 с, .

Відповідь: х 2 + ху + 3 у - х - у 2 -  С,  де С = ~  - С 2. 

τ о · , х - 2 v+3і .  козв язати рівняння у  = ------- ------- , що зводиться до рівняння з однорід-
2х -  4у  - 1

ною функцією.
Р о з в 'я з а н н я .  Рівняння належить до третього типу [ч. 2, с. 24], оскільки

1 -2 
2 -4

= 0 .

Виконавши заміну х - 2 y  = z  і —  = — ( і - —  | , ді
dx 2  v у

дістанемо рівняння з відокрем

люваними змінними

z _ d z  
2z  - 1  dx

Розв’язуючи його, отримуємо

z 2 - z  + l x  = C .

Повертаючись до невідомої функції у , маємо

х 2 + 4у 2 -  4ху + 6х + 2у  = С . 

Відповідь: х 2 + 4у 2 -  4ху + 6х + 2у  = С .

Р о зв ’язати  рівняння.

42. У  

44. У

х  +  6 у  — 7 

8 х -  jy -  7 

2 х -  >> + 1

43. у ' =
2х + 4_у + З

2 > > -х - 1

46. 1) ( x  + y  + l ) d x  + ( 2 x  + 2 y - l ) d y  = 0 ; 

2 )  ( х - 2 ; ' - 5 ) й 6 с  +  ( 2 х - . у  +  4 ) с / н  =  0 .

х  + 2 у  + 1  

45. ( x - y ) d x  + ( 2 y - x  + \ ) d y  = 0 .

1.6. ЛІНІЙНІ РІВНЯННЯ П Е Р Ш О Г О  П О Р Я Д КУ

Приклади.  1. Розв’язати рівняння х у ' - 2 у  = 2х4 .

Р о з в ’я за н н я . Розв’яжемо відповідне лінійне однорідне рівняння 
x z ' - 2 z  = Q.

Поділивши змінні, дістанемо

Зінтегруємо обидві частини рівняння: 1п|г| = 21п |х |+1п |С |. Дістанемо загаль

ний розв’язок лінійного однорідного рівняння :  = Сх2 . Далі знайдемо розв'язок 
вихідного неоднорідного рівняння, розв’язавши однорідне рівняння з довільною 
сталою, яка є функцією від х (метод варіації довільної сталої [ч. 2 , с. 28]):

у  = С ( х ) х 2 ,

де С( х)  -  невідома функція. Підставивши у вихідне рівняння у  = С ( х ) х '  і 

у '=  С ' ( х ) х 2 + 2хС (х ) ,  матимемо

С ' (х )х 3 = 2х4 , С' (х)  = 2х .

Звідси
С (х )  = х 2 + С .

Загальним розв’язком лінійного неоднорідного рівняння є

у = (x2 + cj.v2 = х4 + Сх2 .

Відповідь: у  = (х 2 + c ' j x 2 .



2. Розв'язати рівняння ху'  + (,ν + !)>’ = Зх2e ν .

Р о з в ’я за н н я . Шукаємо розв’язок даного рівняння у вигляді добутку двох 
функцій (метод Бернуллі -  Фур’є) [ч. 2, с. 3 1]:

y  = u ( x ) v ( x ) .

Маємо

x \ j i ( x ) v ( x )  + u (x ) v ' ( x ) l i + (<x+\ )u i<x ) v ( x )  = 3x1 e“ ' ,

[·π/(.ν) + (χ  + і ) ; /(х ) ]и (х )  + xu(x )  υ ' ( χ )  = 3χ2 e~x .

Виберемо функцію м(λ ) так, щоб хн '(х) + (х  + 1)г<(х) = 0  , тоді

χ ι ι ( χ )ν ' ( χ )  = Зх2 е~х ,

ι ι ( χ )ν ' ( χ )  = 3χβ~χ .

Розв’язавши здобуте рівняння, знайдемо ι / (χ) :

.то'(х) = -(д : + і)г/(л:).

Поділимо змінні

Почленно зінтегруємо

Звідси

In\н = - * - 1η х .

-ν 1и = Є ■ —
X

(тут при інтегруванні прийняли С = 0 ,  оскільки м(х) -  довільна). 

Тепер знайдемо ν ( χ ) :

w '(x)e~v —= 3xe~v , 

або - 7.'’(.v) = За-2 .

звідси ν  = χ 2 + С .

Нарешті маємо

y  = u ( x ) v ( x )  = х2е r+ —е

-  sin лг 

1

є
Відповідь: у  = х 2 е~х+— е~х .

х

Р озв’язати рівняння.

47. y ' - y s m x  = s i n x c o s x .

48. 1) y '  -  2х у  -  З х 2 -  2 х 4 ;

2 ) х у  -  2 у  + x 1 = 0 .

49. y  + y c o s x  = e~

50. 1) у '  + у tg x :
co sx

2 ) у  -  2 ху  = 2х  e v .

t ,  x 2 c o sx
51. 1) y  + y c tg x  = 2x  + ----------- ;

s in x

2 ) y x ln x  - ( l  + l n x ) j  + -Jx (l + In V x )  = 0 .

52. 1) y d x - { x  + y 2 s m  y ) d y  = 0 (л ін ійне в ідносно x ( y ) );

X X

53. xy '  + (x  + l ) y  = 3x 2 e r .

54. 1) ( x y '- l ) l n x  =  2 y ;

2) y 'x l n x - y  = x 3( 3 1 n x - l ) .

55. 1) ^sin 2 y  + x c \ g y ) d y  = dx  (л ін ійне в ідносно x ( y ) ) ;  

, 2 y  e JC( x - 2 )2) У
X X

Р о зв ’язати  задачі Кош і. карпатський університет
56. і )  y ' + —y = —j·, у ( і )  =  і ;  ·μ. Василя Стефаника

х х3
2 ) х у ' + у = \ п х + і ,  у ( і )  = з. В І Ш ! fO T B K A



57. 1) y  + > 'tg x  =  c o s2 x ,  у  -  = -  ;

2) (l + .v) v' + у  + x1 (1 + x) -  О, у  (О) :
12

58. 1) y ' ----------у = х 2 + 4 х  + 5 ,  у ( - ] ) = — ;
х  + 2  v ’ 2

2 ) x y '+  >’ = x ( 2 ln x  + l) ,  у ( і)  = 2 .
2

59. 1) у ' ----- —  = x l n x ,  W e ) = — ;
x  ln x  V '  2

2 ) / c o s x - y s i n . x  = s in 2 x, v ( 0 ) = 1 .

1.7. Р ІВНЯННЯ Б Е Р Н У Л Л І

Приклад.  Розв'язати рівняння xy' + 2y  + x sy 3ex = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Перетворимо задане рівняння в рівняння Бернуллі [ч. 2, с. 33]:

, 2  4 "ΐ tV + — у  = -Λ" V' Є' .
X

Поділивши його на у 3 , дістанемо

V- ху-

Зробимо заміну

Ζ + _ ? _  = _ * ν ,  j / * 0 .

v 2

ТОДІ

У
Тепер отримуємо лінійне неоднорідне рівняння

Ζ 2 4 г
-------+  — 2  =  —Х Є ' ,

2  х

або
» 4  4 ν

z — z -  2х  е . 
х

Розв’яжемо його методом Бернуллі -  Фур’є. Припустимо, що г(.х) = ι ι ( χ ) ν ( χ ) , 

тоді

z = u v  + uv'

і рівняння набуває вигляду

або

uv'  + u ' v -------- = 2х  е ’ ,
X

(  , 4гі 'і , . 4 ,■
І и ------- І v  + ιιν = 2 х е .

, 4-й
Функцію и(х)  виберемо так, щоб u ' ------= 0 . Звідси

х

du . d x  . I I  , , I I . 4—  = 4— , In\n = 4 In\x  і u = χ , 
it x

тоді

v'x4 = 2x 4 e ' , або v'  = 2 e r .

Розв’язуючи здобуте рівняння, знаходимо и(х )  = 2 е ' + С  . Тепер маємо

: ( х )  = r/u = x 4 ( 2 eA + c ) .

Це загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння. Оскільки у  = :  2 
то зрештою дістанемо загальний розв’язок вихідного рівняння

У =
х 2уі2 єх+С

Відповідь: у -
х 24 Ї  е*+С

Р о зв ’язати  рівняння.

60. 1 ) у  = у Аc o s x  + y t g x ' ,  2 ) (і + х 2) у ’ = х у  + х 2у 2.

6 1 .1 )  х у 2у  -  х 2 + у 3 ; 2 ) х 2у  +  2 х 3.у = у 2 (і + 2 х 2).
4

62. 1 ) у ' + —  = З х 2у 3 ; 2 ) у ' + - ^ —  = - - ( χ  + \ Ϋ у \
х  х  + \ 2

1

63. 1) y ' + h - =  ; 2) У  + — —  = / ( ΐ - χ 2 ) ( χ 2 + х + і)
X cos X X + X + 1

ι-j
 І w



64. 1) y '  + y  = e 2 J y ,  y ( 0 )  =  - ;

v3
2) 3xy'  -  2 y =  —

65. ])  1̂ + x 2 j - ^ - 2 x y  = 4 ^ 1  + x 2 j y arctg x ;

2 ) 2 y  sin x + у  cos x  = ( x c o s x - s i n x ) y 3.

1.8. Р ІВНЯННЯ В П О В Н И Х  Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л А Х

Приклад.  Розв’язати рівняння

Ixydx + {̂ х2 - y 2)dy  = 0  .

Р о з в ’я за н н я . Це рівняння у повних диференціалах [ч. 2, с. 35], оскільки

Р{х. у )  = 2ху, 0 ( х .  у )  = х 2 - у 2, ~  = 2.Т, ^  = 2* .
ау дх

Ліва частина рівняння є повним диференціалом деякої функції ( /( .х, у ) ,  

тобто

8U dU 2 2—  = 2 ху, -  = х 2 - у 2.
дх ду

Зінтегруємо першу з рівностей за х  (вважаючи у  сталою): 

и (*> У) = |2дуоЬг + ср(.у) = х2у  +<р(.у) .

Здобуту рівність диференціюємо за у  :

dU  2 , /  \= х + ч>0')·ду

Маємо рівняння χ 2 + φ '(у ) = х 2 - у 2. Звідси знаходимо t y \ y )  = - y 2 і ф(>') =

у*
- ^ -  + С, . Загальний інтеграл рівняння набуває вигляду

2 у 3 п* у - т - с „

або

З х 2у - у 3 = С ,

де
С = ЗС,

Відповідь: Зх2у - у 3 = С  .

Р озв’язати  рівняння.

6 6 . І)  ^2ху  + 3 у 2) d x  + [ x 2 + 6 х у - 3 y 2) d y  =  0 ;

2

67. 1

2

68. 1

2

69. 1

2

70. 1

71. 1

s in 2 x 
---------- 1-х

У у
у- \dy = 0 .

( χ  +  sin у )  й£с +  (x  cos у  +  sin y )  d y  = 0 ;

Vi
X̂   ̂+ 2x y - — |i/x +
+ x"

(л/ 1 +  x 2 + x 2 - l n x ) j y  =  0 .

( x 2 +  y 2 +  y j i /x  +  ^2 xy +  x  +  e-vjc/y =  0 , y ( 0 ) =  0  ;

1
s in y  +  y s in x  +  — СЙС+ x c o s y - c o s x  +  —

Д'.
dv =  0 .

(3 x 2y  + sin x j  dx + ( x 3 -  c o sy )c /y  = 0 ;

3x 2 t g y - - ^ y -  Idx + ґ  x 3 л з 3 y 2 
— — + 4  У + —
cos у  X

dy =  0 .

3 x 2 (\ + \ n y ) d x  = 2 y -
У

d y ;

У
cos xy

- + s in x  \dx + ----- 2---- +  s in y
cos xy

c/y = 0 .

2 x
+ 5 

v s m y  j
dx  +

( x 2 + 3 ) COS

cos у - 1
-dy = 0  ;

^ - d x  + 2-— ^ —d y  = 0, у ( l)  = 1.
.У У



1.9. ІН Т Е Г Р У В А Л Ь Н И Й  МНОЖНИК

Приклад.  Розв’язати рівняння (у  + \ n x ) d x - x d y  = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Перевіримо виконання умов (2.64) і (2.65) [ч. 2, с. 39]. 
Для цього знайдемо

—  = 1 *Є = - і .
ду ’ дх

У такому разі умова (2.64) [ч. 2, с. 39] не виконується, оскільки — !—— не є функ-
у  + In х

цією тільки у ■ Виконується умова (2.65), тому що — = = рг(х\ . Скористав-
х  х

§Г_д{>_
ί'·1 ; ' Λ,/ν

шись формулою μ = е ^  , знайдемо

- f ? /v -2  In! х І I
μ = e = e 1 =-γ ·

д*

Домножимо вихідне рівняння на μ = -^ і дістанемо
х

4  + i i £ ) * - ^  = 0, « 0 .  (9.Ц
Λ- λ- J x

Це рівняння в повних диференціалах, тому що для нього виконується умова
дР__ д£__ 
ду дх

дР_ _ _ L dQ _  1
ду х 2 ’ дх x 1

Отже, ліва частина рівняння (9.1) є повним диференціалом деякої функції

V (х.  у ): = + = - — . Знайдемо U (х,  у )  з рівняння (9.1):
йх х  х  X

и (х’ >')= = --+φ(>')·
JVx x У х х х

Диференціюючи за у , отримуємо

звідки дістаємо рівняння

1 ч \ 1—  + Ф Су) = —X X

і маємо

φ'(>>) = 0 ; φ(^) = С,.

Отже,

_ £ _ і£ і . _ І + Г |= С ! .
X X X

Відповідь: у  - С х - \ п х - \  -  загальний розв’язок вихідного рівняння, де

с  -  С| - с2.
Р озв’язати  рівняння.

72. | х 2 - s i n 2 _yjjx  +  x s in 2 > O ,>’ = 0 .

73. ( x 2 - 3 y 2^dx  + 2 x y d y  = 0  .

74. (xsin_v 4- у  cos y)cbc +  (x c o s  у  -  y  s\n y )  dy  = 0 .

75. cosxc/y  + ( s in x  + e ;'j i&  =  0 .

1.10. РІВНЯННЯ, НЕ РОЗВ’ЯЗАНІ ВІДНОСНО п о х ід н о ї

Приклади.  1. Розв’язати рівняння у  = ху’- ( у ’)2 ·

Р о з в ’я за н н я . Маємо рівняння Клеро [ч. 2, с. 41]. Позначимо р  = у ' , тоді 

у  = х р - р 2 . Здиференціювавши за χ  , дістанемо

± = р  + х ± - 2 р ^ .  
dx dx dx

Звідси ( х -2 /? ) — = 0 . Отже, —  = 0 , або х  = 2 р .  Якщо —  = 0 , то р  = С  і знахо-
dx dx dx

2 ? 2димо загальний розв’язок рівняння v = Сг -  С .Я кщ о χ  = 2 ρ , τ ο  у  = 2р~ -  р~ = р"

і маємо особливий розв’язок вихідного рівняння



Виключаючи параметр р , одержуємо особливий розв’язок в явному вигляді
2

Відповідь: у = С х - С \  у  = —
4

*

або

2. Розв’язати рівняння у  = 2ху'  -  4 [у ' ) ’ ,

Р о з в ’я за н н я . Маємо рівняння Лагранжа [ч. 2, с. 42]. Вважатимемо, що 
у  = р , тоді у  = 2хр - 4 р * . Здиференціюємо цю рівність і одержимо

dy = 2p d x  + 2 x d p - \ 2 p 2d p .  Зробимо заміну dy = p d x .  Тепер p dx  = 2p dx  +

+2λ'dp - 1 2 р 1 d p , або p  dx = 12p 2d p - 2 x  dp . Поділивши обидві частини останньої

рівності на p dp  ( р  *  0 ) ,  дістанемо

—  = \ 2 p - 2 — , 
dp р

dx . x
—  + 2 — = 1 2 /? .  
dp p

Це рівняння -  лінійне неоднорідне першого порядку. Розв’яжемо його мето
дом Бернуллі-Фур’є. Розв’язок шукаємо у вигляді х = и [ р )  г>(р) . Тоді

, 2uv  
u v  + uv  + ----- = 1 2  p ,

P

' , 2u )
и н----- v  + uv = 12p .

P

Функцію u ( p )  виберемо так, щоб + = 0 , тоді a v ' = \ 2 ρ . Розв’язуючи
P

здобуті рівняння, знайдемо и { р )  і v { p )  '·

, _  2 u du _ ^ d p  _  1

P ' u p '  P2 ’

Отже.

u '-L - = 12/>, u ' = 12p3 , u  = 3 p 4 + C .

Використовуючи співвідношення = 2лу?- 4 p ;' , дістанемо y  = 2 p  +2C p  . 

Ділення на p  призводить до втрати коренів. Вважаючи р  = 0 , маємо /  = 0 , 

або v = а . Підставляючи ці функції у вихідне рівняння, дізнаємося, що йому 

задовольняє розв’язок у  = 0 , якого немає в загальному. Це особливий розв'язок.

[х = 3 р 2 + С р - 2,
Відповідь: ·{ , ,

[_v = 2 р  +2С р  , у  = 0.

Р озв’язати  рівняння.

76. xy' -  у  = In у ’ . 77. у  = х  (1 + У ) + (У ) ■

78. у  = - х у  + (У )2 · 79· У = лУ + У -  (ν ')2 ·

80. >’ = 2xy' -  (У )2 . 81. у  = ху + ( у 1)2 ■

82. х у ' ( у + 2 )  = у .  83. (У )3 = 3 ( х у ' - у ) .

84. у  = ху' -  еу . 85. - х у  (у'  + 2) = у .

86. 2хУ - у  = \ п У .  87. 2 (у ')2 ( у  -  ху') = 1.

1 11 О Б В ІД Н А  СІМ’Ї КРИВИХ. П Р И К Л А Д И  НА ВСІ В И Д И  РІВНЯНЬ 
П Е Р Ш О Г О  П О Р Я Д КУ

Приклад.  Знайти рівняння обвідної сім’ї кривих

С 2 -  2 хС + у  = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Диференціюючи за С [ч. 2, с. 46],
Замінивши у вихідній рівності С  на . ї ,  дістанемо 
рівняння обвідної (рис. 1.3) у  = х 2 . При цьому на

рисунку зображені прямі у  = 2С.х -  С 2 .
2

Відповідь: у  = х  ■
Знайти  рівняння обв ідних сім ей кривих.

88. у  = хС - С 2 . 89. у  = -Сх + С2 .

Р озв’язати  рівняння перш ого  порядку.

90.1) 2х3у' = у (2х 2 -  у 2);

2 ) y - y t g x  = secjc, j ( 0 )  = -3 .

маємо 2С -  2х = 0 , х = С  .

Рис. 1.3



91. 1) y ' - 2 v t g x  = tg x  :

2 ) 3 y 2y '  + Vі = x  + ], y ( l )  = - l .

92· Ο У - - і ^  = х2 - 4 х  + 5. >’(-3 ) = | ;

2 ) (xy ' -  v) arctg — = x, v ( - 2 ) = 2 .
x

93. 1) {\ + y~ sin 2 x ) d x  — 2 y c o s 2 x d y  = 0 ;

2) x y ' -  у  = - 4  ( 1  + x ~ y ' ) , v ( l )  = 1 .

94. 1) ху'-2 x~y fy  = 4 y  ; 2) x 2 y ' = y 2 -  xy, _y(—1) = 1.
V

95. 1) у ' = е г + — + 1 ; 2) i -  *V = 2 .  y ( l )  = 0.
-v x  + yy '

96. 1) (x 2 +  4 ) y '  + 3x 2 ( y 2 -  l)  =  0. y ( 0 )  = 0 ;

2) у  -  3x"y  = χ 3 + x 2. y ( 0 )  = 1.

97. 1)
f  \  
{ - ^ —  + 2

( х ’ ч ) cos V
dx  + ----------і----- - d y  = 0 ;

cos 2 y  - 1у sin у

2)  (l - x 2 ) y ' - x y  = x y \  у Ш )  = 2.

98. 1) (2χ2ι·Ιη v -  x ) .r ' = у  ; 2) у' = ~ 2x-v ~ x ^  j,(j) = _j.
y '  + 2 ху -  х~

99. 1) xy'  = \ j х~ -  у  + у ; 2) ху' + у  -  є* = 0, у>( І) = —2.

1.12. РІВНЯНН Я В И Щ И Х  ПОРЯДКІВ, Щ О  Д О П У С К А Ю Т Ь  
З Н ИЖ ЕННЯ П О Р Я Д К У

Приклади.  1. Знайти частинний розв’язок рівняння у" = хе~х , що задовольняє 
початкові умови >>(()) = 1 . У(о) = о .

Р о зв  я за н н я . Знайдемо загальний розв’язок послідовним інтегруванням 
даного рівняння:

У = dx = - х е ~ х- е ~ х+С\ ,

У = j[~x е~' -  е_ ї + С, ] Л  = х є'* + 2 є"' + С,х + с 2 ,

у  = (х + 2 )е" ' + (.уг + С2 ■

Скористаємося початковими умовами і матимемо

1 = 2 + С , ; С2 = - 1; 0 = -1  + С ,; С, = 1.

Отже, шуканий частинний розв’язок має вигляд

_у = ( х + 2 )е~ ' + х - 1  .

Цей розв’язок можна знайти й інакше — одразу використовуючи задані почат

кові умови:
X

ν ' = ν 4 θ Ί  + fx е_Лdx = Г—.ve л — e Ί  = - x e  ' - e  '+1 :y = y(0) + Jxe 'dx  = x e ' — e
o

y  = 3.,(0) + j [ - x e ' v-  е ' Ч  і ] л  = 1 + [ ( x  + 2)e~' + x l = (x + 2 )e ' + x -  1 .

Відповідь: y  = (x + 2)e v + x -  l .

2. Розв'язати рівняння v '(і + у)  = (ν ')" + у  ■

Р о з в ’я за н н я . Це рівняння не містить в явному вигляді незалежну змінну.

Вважатимемо, що ν' = р ( у )  , тоді у  = р ~ -  і рівняння набуває вигляду
сіу

+ у ) = р1 + р ■dy

Поділивши обидві частини рівняння на р  Ф 0 , матимемо

dp,
dy 0 +  ·>')= Р + ] ■

Розв’язуючи здобуте диференціальне рівняння з відокремлюючими змінни
ми, знаходимо р :

_  ^У_   ̂ р  +  1 ^ 0 ,  у  +  1 *  0  ; І п |р + і |  =  1п |у  +  і |+ І п |Г  , | ;
р + 1 у + І

Р + 1 = С ,(>  + 1); р = С’,(>  + і ) - 1 .

Повертаючись до змінної у , маємо

£ - С і( ,  * . ) - , ·



або

dy
— τ------ —̂  = d x .
Q(y+ ι)-ι

Зінтегрувавши, дістанемо

^ •n lc? , (j/ + 0  - 1 J = Jf + ^ 2 , C, * 0 .

Загальний інтеграл вихідного рівняння має вигляд

ln |C| ( v + 0 -  11 = С, (■*■ + С2), С, * 0 .

Загальний інтеграл знайдено у припущенні, що або / ; * 0 ,  або р  + \ * 0  , або 
>’ + 1 * 0 .

Якщо р  = 0 ,  то у  = 0 , а тому у  = С3 є сім’єю розв’язків. Її немає в загально

му інтегралі ні за яких довільних сталих С, і С2 . Якщо р  + 1 = 0 , тобто у ' = - 1, 

маємо сім’ю розв’язків у  = - х  + С ,  якої немає в загальному інтегралі, >' = - 1  

також є розв’язком.

Відповідь: Іп|С, (>/ + 0 "  і| = С, (* + С2), С, * 0 , у  = С3 , у  = - х  + С ,  >’ = -1 .

3. Розв’язати рівняння (і -  x 2 - x y '  = 2 .

Р о з в ’я за н н я . Це рівняння не містить у явному вигляді невідому функцію у  

[ч. 2, с. 54]. Нехай у  = р ( х ) ,  тоді у" = —  і рівняння набуває вигляду
fixdx

або

методом

dP хр  2  , у
-7--------^ т  = ------т ,  1 - х 2 * 0 .
Λ  І -  дг 1 -  дг

Це лінійне неоднорідне рівняння першого порядку відносно р  . Розв’яжемо його 

Бернуллі-Фур’є. Розв’язок будемо шукати у вигляді р  = » (x ) v ( x ) . Тоді

dp du d v
—  = — v  + u — . 
dx dx dx

Після підстановки рівняння набуває вигляду

, , xuv  2u v  + u v -------- -  = ------- .
1 - х 2 1 - х 2

Виберемо функцію и(х )  так, щоб І u'  ̂ ^
x 11 v  = 0 , v  *  0  , uv’ =

Розв ’язую чи здобуті рівняння ,  зн айд ем о  ф у н к ц і ї  и(х )  і ^ ( * )  :

du x d x -, l n | « | - - l n | l - x 2|, іі=  2хи
U ------- Г = 0 '

1 - х ' II І -  Г

2
v  -

\ І  1 -  Xі
, v  = 2arcsin х + С,.

Маємо
2 arcsinx Сі

+ -

ЗВІДСИ

лі \ - х 2 V b-

dy 2 arcsinx | C,

dx  V  1 - х 2 V l - x 2

Знаходимо загальний розв’язок

у  = (arcsin дг) 2 + C, arcsin x + C2 ,

значення  λ: =  ±1 не м о ж у ть  бути  розв  язком  р івняння.

Відповідь: у  = (arcsin х ) 2 + С, arcsin .v + С2 .

4. Розв’язати рівняння У  = 1пх за умови, що дг0 = 1, у о, .'о> >’о 

значення; у 0, у'0, }’ό -  довільні.

Р о з в ’я за н н я . За формулою (5.2) [ч. 2, с. 48] маємо

п = 3; / ( / )  = Ini,

У
( х - 0= ^  | ( х - 0 2 Ιη /Λ  + C , ^ —р -  + С2^ -  + С,·

2 !

, *
Інтеграл І = -  ^ ( x - l ) 2 \ntdt  інтегруємо частинами:

j  ( χ - t )  ми = In/; d v = ---------- dt
2

dt (x - t f
du = — ; v  = ------ -—

t 6

2

-  початкове



/  = -  In / ( χ - ί Υ f i x - t f  
' 6 /

dt.

Перший доданок інтеграла /  дорівнює нулю, оскільки при t = х 

і In 1 =0 . Тоді

( х - і У

χΛ χ - ί Υ  1 \ ( x - t Y  1 Xrx'’ - 3 x 2t + 3xt2 - t 3
I = ----------dt = — ---------- dt = — ---------------------------

J 6t 6 t 6

i x f 3 1 її д

t

Λ  , і
б t

r  P
2Xі + 3x l - t ~  \dt = — Ι x ' In/ --3x2t + 3x ---------

dt = 

Y

x '  1па- - З л 2 ( д- - і ) + —x { x 2 - l ) — ( x 3 - l )  
2 3

Відповідь', v ' .v3 In д- -  Зд-2 (χ -  1) + — х ( х 2 -  i) -  —(д 3 -  і) 
2  З

+  (
. (.v - 1)

1!

5. Розв’язати рівняння 4у '4 = у", якщо початкові умови є такими:

І ,1 1

І.хг—0 ’ II о ІІ с ; У і

Р о з в ’я за н н я . Задане рівняння -  це рівняння вигляду (5.6) [ч. 2, с. 51]. Вва
жатимемо, що у" = г, тоді рівняння запишемо так:

4z ” = z  або z" = — r.
4

Це рівняння збігається з рівнянням (5.9) [ч. 2, с. 52]. Розв’язок цього рівняння 

дасться формулою (5.10) [див. там же]: / ( r )  = -^z. Розв’язання (5.10) одержимо 

множенням рівняння на 2 z ’ і відповідно

(--У = 2 j / ( - - R  = 2 \ U d z  = 2 ~ ~  + C] = -U : + Γ,; 

f / + C ' = i  +  C >-

зо

v" = — + С,.
2

Продовжимо розв’язання рівняння в позначеннях r  :

—  = -  + С,; d z J -  + Ct )d x ·  dz = ^ ^ - d x .
dx 2 "  U  J 2

В ідо к р ем и вш и змінні, о т р и м а є м о -----—— = dx. Тоді
-  + 2 С ,

х  + С2 = Г - ^ -  = 21п |; + 2С,|;
2 Sz  + 2Ct 1 1

х + С2 = 21n| z + 2С,|;

х + С2 = 2 1 п | /  + 2С,|.

Визначимо Q  і С2 з початкових умов. З (12.1) маємо 1 = -  + Г ,, 

(12.2) С2 = 21n(l + l) , С2 = 21п2. Т оді розв’язок (12.2) запишемо так:

2 1 п | /  + і| = д + 2 1 п 2 .

Звідси

■1 -  -  
ln | /  + l| = !  + ln 2 ; у" + \ = е 2 е1п2; /  + 1 = е 2 - 2 ; /  = 2 е 2 -

Розв’яжемо це рівняння

і  -  1  д 2
j /  = 2 Je2 a!x — jdx  + С3 ; y'  = 4 e2 - x  + C3; у  = 8 e 2 -  —  + C3x +

Визначимо C3 , Q  за початковими умовами

0  = 4 + C3, C3 = -4 ;

0 = 8  + C4, = - 8 .

Тоді частинний розв’язок

£  х 2 
у  = 8 е 2 -  —  - 4 х - 8 .

£ д2
Відповідь: у  = 8 е 2 -------- 4.x- 8 .

2



1 0 1 . /  + ( / ) ■ =  2 e“-v .

103. y" (2 y  + 3)- 2(У)2 = 0 .

105. / / + 9  = 0. 

107. 4y3y" = /  -1.

Р озв’язати рівняння.

100. χ 2/  + x /  = 1.

1 0 2 . / ( е *  +  і)  +  /  =  0 .

104. y '  + J £ - y '  = 2x. 
x* +1

106. 1̂ + x2 j /  + 2 x / =  12x3 .

Знайти  р о зв ’язок  задачі Кош і.

108. 1) уу" -  ( y ' f  = 0 , у  (0) = 1, /  (0) = 2;

2 )/  = ̂ | ΐ η ^ | ,  у (-4) = 3, / (4 ) = -4. 
χ  + 2 χ + 2

109. 1) у "— = ( х - і ) х ,  у (2 )  = 1, / ( 2) = -1 ;
х -1

2 )x ( / )2/ - ( / ) 3=j *4, ^(2) = -17, У  (2) - 4.

110. 1) / ( x - l ) - /  = 0 ,  у  (2) = 2 , У (2 ) = 1, / ( 2 )  = 1;
2 ) /  = е2>', г ( 0 ) =  0 , / ( 0 ) = - 1 .

111. 1) 2уу" + (У )2 + (У )4 = 0 , у  (0) = 1, У  (0) = 2;

2) 2 ( / ) 2 = ( У - 1 ) / ,  у ( 2) = 3, / ( 2 )  = 0, / ( 2 )  = -2 .

1.13. ЛІНІЙНІ ЗАЛЕЖ Н І Т А  Н ЕЗА ЛЕЖ Н І ФУНКЦІЇ. 
В И З Н А Ч Н И К  В Р О Н С Ь К О Г О

Приклади.  1. Дослідити на лінійну залежність систему функцій

У\ = х ,  Уг = е*> У з = х е х .

Р о з в ’я за н н я . Для перевірки лінійної залежності цих функцій обчислимо 
вронськіан [ч. 2, с. 59]:

х е 2 ї(х + 2 ) -  х е 2х (х  + 1)-

х  е хе

IV (х)  = 1 е* (л- + і) є*

0  ел (дг + 2 ) ех

- е 2х(х + 2) + х е 2х =  х е 2х- 2 е 2х = е2т (х  -  2 ) *  0 .

Цей визначник не дорівнює нулеві при х  *  2 , отже, дані функції лінійно не
залежні при х *  2 .

Відповідь: функції лінійно незалежні при х *  2 .

2. Скласти лінійне однорідне рівняння за фундаментальною системою 

Уі = х > Уг = х2 . Уз, = ■

Р о з в ’я за н н я . Складемо визначник Вронського із системи функцій у,, 

У2 >Уз> У t4· 2, С. 64]. Цей визначник дорівнює нулеві, оскільки система у,, 

У2,У з , у  лінійно залежна:

=  0 .

Розкриємо визначник і дістанемо рівняння

у ” (дг2 є* -  2 х ех + 2 ех j  -  е* (х 2у" -  2  xy' + 2  у  j  = 0 ,

[х2 -  2 х + 2 )у "  -  х 2у" + 2 ху'  -  2у  = 0 .

Відповідь: (х 2 -  2х + 2 )у ” -  х 2у" + 2ху  -  2у = 0 .

2
3. Розв’язати рівняння у" + —у ' + у  = 0 , знаючи, що його частинний розв’язок

X

У\ Уг Уз У X х 2 e v У

У\ Уг Уз У' 1 2 х еЛ у'
у" Уг Уз

я
У 0 2 e v у"

У\ Уг Уз
т

У 0 0 ел У"

або

У і= -
Б1ПХ

Р о з в ’я за н н я . Знайдемо у 2 [ч. 2, с. 64]:

[X2 і
Уг = —  І— 2- ^  = —  J—

dx

sinx сх2 e 2lnjr , sinx
-z----- αχ = ------

sin χ  x

1 χ 2 dx 

x 2 sin2 де

sinx
fcsin2 x

sinx cosx
------ ctgx = --------- .

^  Sinx cosx 
Відповідь: у  = C , ----------C, 2-------



Д ослідити  на л ін ійну  залеж ність  систем и  функцій.

1 1 2 . V] = х  + 2 , у 1 = х  -  2  .

113. V] = 1, у  j  = х  , Уз = х 2 ■

114. у, = χ 2 -  х  + 3 , у 2 = 2 х 2 + χ , у , = 2х  -  4 .

115. у, = 1, у 2 = s in 2 χ , у 3 = c o s 2 x .

116. у, = sin п х , у 2 = cos ЯЛ' .

л , -  . ηπχ ηπχ117. у, — sin —-j—, у  j — cos—-— .

С класти л ін ійні однорідні диф еренціальн і р івняння за ф ундам енталь
ною  систем ою  р о зв ’язків.

118. у, = х ,  у 2 = еЛ.

119. V| = c o s .x .  у 2 = s in ,v .

120. у, = Зд-, у 2 = х  -  2 , уз = ел +1 .

1 2 1 . у  і = І , у  j = cos .γ .

Знайти загальн і р о зв 'язк и  р івнянь, знаю чи їх  частинні р о зв’язки.

122. ,γ2(χ + 1) і’" -2 у  = 0 , у, = 1 + —.
х

ЄЛ'
123. ху" + 2 у ' -  ху = 0 , у, = —  .

х

1.14. ЛІНІЙНІ ОДНОРІДН І РІВНЯННЯ п  -Г О  П О РЯ ДКУ
ЗІ С Т А Л И М И  КОЕФ ІЦ ІЄ Н ТАМ И

Приклади.  1. Розв’язати рівняння у" + 4у' + 3у = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Складемо характеристичне рівняння £ 2 + 4£ + 3 = 0 , 
Розв’язуючи його за теоремою Вієта, знайдемо корені £, = - 3 ,  к2 = - 1 .  Оскільки

* к2 , то у, = е~’л , у2 = е“* . Функції у, і у2 є лінійно незалежними, тому що

—  * const. Отже, загальний розв'язок вихідного рівняння набуває вигляду

у = С, ек'х + С2 ек-х , або у = С, е~3* + С2 е“х .

Відповідь', у  = С, е_ і,+ С2 e_ t .

2. Розв’язати рівняння y v + 8 у ” +16у'  = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Складемо характеристичне рівняння к 5 + 8 £ ’ + 16А = 0 . Знай

демо його корені: к(к*  + Sk2 + 1б) = 0  , А, = 0  , (/-2 + 4 j = 0 , к, ~ к[; ^  2  / .  

к4 = к5 = - 2  j  .

На основі леми [ч. 2, с. 67] візьмемо за частинні розв’язки вихідного рівняння: 

у, = еах cos Ьх , у 2 = е"Л sin Ах .

Отже, фундаментальна система розв’язків складається з функцій у, = І . 

y2 = c o s2 x , y3 = s ' n 2 x ,  y4 = x c o s2 x , y5 = x s in 2 x . Тоді загальний розв'язок 

вихідного рівняння набуває вигляду у = C, + (C , + C3x)cos2x + (С4 + Csx)sin2x .

Відповідь: у  = C, + (С 2 + C3x)cos2x + (С4 + C5x)sin2x .

Р озв’язати рівняння.

124. у"  -  1 у  + 6 у  = 0 . 125. у" -  4 у ’ + 5у  = 0 .

126. у т -  8 у  = 0 . 127. y 'v -  2у"' -  у"  = 0 .

128. y 'v + 5у" + 4 у  = 0 .  129. у'" + 3ау" + 3а 2у '  + с ґ у  = 0 .

130. у ” -  2у '  + 5 у  = 0 .  131. у ” t- у ' = 0 .

132. у "  -  у" + 2 у ' + 4 у  = 0 . 133. у v -  10у т + 9у ' = 0 .

134. у'" -  у" -  у '  + у  = 0 . 135. y lv — у -  0 .

136. у" -  2 у ' + у  = 0 ,  У (2 )  = 1, у ' (2 )  = - 2 .

137. у v + 8 у'" + 1 6 у ' =  0 .  138. y lv -  5у" + 4 у  = 0 .

139. y v -  6 y lv + 9 y m = 0 . 140. у νι + 6 4 у  = 0 .

141. у™ -  у ' = 0 ,  у ( 0 )  = 3, У ( 0 )  = -1, у " (0 )  = 1.

1.15. ЛІНІЙНІ Н ЕО ДН О РІДН І РІВНЯННЯ. М Е Т О Д  ВАРІАЦІЇ С Т А Л И Х

Приклади.  1. Розв’язати рівняння у  + 4у = — -—  .
cos2 x

Р о з в ’я за н н я . Запишемо лінійне однорідне рівняння, що відповідає неодно

рідному рівнянню σ’ + 4:  = 0 . Характеристичне рівняння має вигляд k 2 + 4 = 0 . 
Його корені k\ = 2 j , к2 = - 2 j  , y l = cos 2 х , у 2 = sin 2 х .

Загальним розв’язком відповідного лінійного однорідного рівняння є 
у  = C, cos 2х + С2 sin 2х .

Загальний розв’язок вихідного рівняння шукатимемо методом варіації Ла
гранжа, тобто у вигляді у  = С , (x )cos2x  + С2 (x)sin2x.



Функції С ,(х) і С2(х)  знайдемо із системи

\С І ( х ) у 1+С'2( х ) у 2 =0,  

[С \ ( х )у і+ С 2( х ) у 2 = f ( x ) ,

або

С[(x)cos2x  + С2 (x )sin2x  = 0, 

-2 C [(x )sin2x  + 2C2 (x)cos2x  =
cos2 x

Розв’яжемо дану систему за правилом Крамера: 

cos 2 .x s in 2 x 
- 2 s in 2 x 2 cos2 x

= 2 cos2 2 x + 2 sin2 2 x = 2 ;

AC’i( v) -

ΔΠ(-ν) -

cos 2 x 

cos2 x

- 2 sin 2 x

sin 2 x

2 cos2 x

0

1

= -  tg 2 x ;

=  1

cos 2 x

Тоді

Звідси

(χ)  = - і  Jtg 2 xdx = iln |c o s  2 x| + C,; C2 (x) = ^  Jc& = ^  + C2 .

Загальний розв’язок вихідного рівняння набуває вигляду
1 х

у  = С i cos2x + С2 sin2x + — !n |cos2x |cos2x  + — s in 2 x .

Відповідь: у  = + ~j^n I cos 2x | j cos 2x + ^ C2 + -^-jsin2x .

2. Розв’язати рівняння зі спеціальною правою частиною у" + у'  -  2у  = 

Р о з в ’я за н н я . Характеристичне рівняння к г + к - 2 = 0 має корені

к·, = 1 .

Загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння набуває вигляду

у  = СІе~2х+С2ех .

Зхвх .

А, = - 2 ,

Для функції f ( x )  = Зхе*, згідно з формулою (5.82) [ч. 2, с. 81], при а  = 1, 

β = 0 , w = l, т = 0  частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у 

вигляді, що відповідає (5.82) [ч. 2, с. 80], а саме: у * = х(Лх + В)сх .

Знайдемо невизначені коефіцієнти А і В , для чого визначимо у \  у" від 

розв’язку у* :

у*' = ( Ах + й )е Л+ Ахех + х ( А х  + В)є* ;

у *" = / l e v+ (Лх + S)e* + Аех + Ахе х + (Ах  + й )е л + Лхел + х(Лх + Д )е ' =

= 2 Ах е* + 2/4 е* + 2( Лх + В) е* + х ( Ах + В)с х .

Підставимо здобуті вирази у вихідне рівняння:

2 Ах + 4Ахех+ 2Вех+ 2 Ахел+ Be '  = Зхел .

Тоді
6Ахех + (2А  + ЗД)е" = З х е ',

6Ах + 2А + ЗВ = Зх .

Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях χ  , маємо

6 А = З,

2Л + ЗЯ = 0.

Л = - ,
2

В = - - .  
З

у  = х £ _ і
2  З

Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння має вигляд 

У = С{ е_2х + С2 еА + х ^ - і

Відповідь: у  = С} е~2х + С2 ех + '

3. Розв’язати рівняння y" + y  = x s in x .

Р о з в ’я за н н я . Характеристичне рівняння набуває вигляду к2 + 1 = 0 . Його 

корені kt = j ,  к2 = - j , j  = V=T .
Запишемо загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння

у  = C, cos x + С2 sinx.



Оскільки права частина рівняння / ( х )  відповідає формулі (5.84) [ч. 2, с. 81] 

при α  = 0  , β = 1 , w = 0 , m = 1 , то частинний розв’язок неоднорідного рівняння 

можна знайти у вигляді (5.90) [ч. 2, с. 83]. Отже,

ν* =  х [ ( /4 х  + β ) c o s x  +  ( С х  +  Z ))s inx  ]  .

Для знаходження А, В ,  C , D  підставляємо цей розв’язок у рівняння:

у* '  =  ( А х  +  В )  c o s x  +  (С х  +  D ) s i n x  +  Ах cosx +

+ C x s i n x  -  А х 2 s i n x  -  A v s in x  +  C x 2 c o s x  +

+ D x  cos *  = 2 / lx c o s x  +  В  cos a  +  2 x C s i n x  +

+  D s in  x  -  A x 1 s i n x  -  f ix s in x  + C x 2 c o s x  +  D x  cosx .

y * n =  2 . 4 c o s x -  2 / i x s i n x -  f i s i n x  +  2C’s in x  +

+  2 C x c o s x  +  D c o s x  -  2 / f x s i n x  -  A x 2 c o s x  -  

— В  sin x  — B x  c o s x  +  2 x C c o s x  -  C x 2 s in x  + D  c o sx  -  Dx  s inx .

(2 A + D + D )cosx + xsinx (-4 ,4  -  D) +

+ sinx(2C  -  B -  B )  + xcosx(4C  -  B )  +

+ B x  cosx+  Dxsinx = xsinx.

Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях x / c o s x ,  V s i n x ,  / = 0,1, 

дістаємо

cosx

sinx

x c o s x

xsinx

2A + 2D  = 0, 

2C -  2B  = 0, 

4C = 0, 

-4/4 = 1.

A = —
L

C = 0, 

5  = 0,

D = —. 
4

Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння має вигляд

1 ,  1
^  =  C , c o s x  +  C 2 s i n x — x COSX + —x s i n x ,

4 4

або
ί  χ 2 )

c , - — cosx + ' < И
I  4 J 4y

Відповідь: у  -
χ 2λ 

С , -  — cosx + | С2 + — [sinх .

Р озв’язати рівняння або задачі Кош і.

142. 1

2

143. 1
144. 1

2

145. 1

2
146. 1

2
147. 1

2
148. 1

2
149. 1

150. 1
151. 1

2

152. 1
153. 1

2
154. 1

2
155.

2

у" -  6 у  + 25у  = 2 sin х + 3 cos х  ;

У ' -  2 у т + 2у"  -  2 у '  + у  = ех .

у ' - 6 у '  + * у  = 3 х 2 + 2 х  + ] ; 2) 5 у я - 1 у "  = 3.

у" + 4 у  = sin 2 х ;

у" -  2 /  + 2 у  = 4е* cos χ , ^ ( π )  = π ε π , У ( я )  = ел .

у"  + 4 у '  + 4 у  = 3е~2х , у ( 0 )  = 0 ,  У  (θ )  = 0 ;  

у'" + у  = sin х.

у"  -  4 У  + 8 у  = 61 е2х sin χ , у  (0 )  -  0 ,  у '  (0 )  = 4 ;

у"  + 4 у  = s \n2 х.

у"  -  9у '  + 20у  = χ 2 е4л ;

у ” -  у '  = - 2 х ,  у (  0 ) = 0 ,  У ( 0 )  = 1 , / ( 0 )  = 2.

у ” -  у ” = - З х  +1 ;

у ” -  4 у  + 9 у  = 2 х 2 ех , >’(0 )  = 2, У ( 0 )  = 3. 

у" -  3у '  = е3л - 1 8 х ; 2) у т -  З У  + З у ' -  у  = еА cos 2х.

у ’ + _у = 2 s in x  + 4 c o s x  ; 2) y v -  4у т = ех + 3 sin 2 х +  1.

у к  + 2 у"  + у  = cos х ;

у"  + 5у '  + 6у  = (12х -  7 ) ех, у  (0 )  = у  (0 )  = 0.

у * - 2 у  + у  = 4 е х ; 2) y v - і у ’ + 16у = 13cos3x  - 8 sin Зх.

у '  + у  = х е х + 2 е ~ х ;

у "  + 6 y '  + 9 y  = l 0 s \ n x ,  у ( 0 )  = У ( 0 )  = 0. 

у"  + у  -  cos x  + cos 2 х ;

У  + У = 2х, у { 0 )  = у ' ( 0 )  = 0,  / ( 0) = 2. 
у " - 2 у ' - 3 у  = - 4 є х + 3;

y v - y  = 8е*. >’(0 )  = -1 . у ' { 0 )  = у н ( 0 )  = 0, у " ( р )  - 1 ·

156. Р озв’язати  рівняння у"  + Зу '  + 2 у  -  f ( x )  для задан и х  f ( x )  :

16ех ; 2) 8е~~х ; 3) lO s in x ; 4 ) 1 2 х 3 - 3 9 ;

2 e _jrcos-^·; 6) є -2* (3 -  4 х ) ; 7) 8x + 6 0 s in 2 x  ;

8) 2е~х + 6 е 2 х ; 9 ) s i n x s i n 3 x ;  1 0 ) c h x .



157. Р озв’язати  рівняння 2y" + 3y' = / ( х ) , якщ о / ( х ) :
_3

1) 6л·2 +  2х  +  1; 2) е 2 ; 3 ) 3 9 c o s x ;

4) 3 9 x s in x ; 5) 2 6 5 х е 2л c o sx .

158. Р озв’язати  рівняння y '  + 4y = f ( x )  при / ( х ) :

1) 12х3 + 2х  + 20 ; 2 ) 1 8 c o s 5 x ;  3 ) c o s 2 x ;

4) s in x  +  1 2 e 2' ; 5 ) c o s x c o s 3 x ;  6) 9 6 s in 4 x .

Р озв’язати  рівняння м етодом  вар іац ії дов ільних  сталих.

1 5 9 .1 )  у* -  2 у  +  у  =  ~Л +  ^  ; 2) у" -  /  = е 2л cos є ' .
х 3

160. 1) /  -  /  =  V e A: 2) .у' +  3 /  +  2 у = 1
x '  ' 1 - е

1 6 1 .1 )  v +  у = ------- ; 2) у +  9 y  =  9 tg"3x .
s in x

162. 1) у" +  4 у  =  2 tg x :  2) у" + у  =  (е л +  і)  .

1 6 3 .1 )  у ’ + у  = 2 se c 3 х ; 2) у"  + 2 у '  + 2 у  =  — — .
sin х

164. 1) у '  +  4 у  =  c tg 2 x  ; 2) у*  -  2 / "  -  /  +  2 у  =  ■ ^
2 +  е “

1.16. М Е Т О Д  К О М П ЛЕ К С Н И Х  А М П Л ІТ У Д

П р и к л а д .  Обчислити значення сили струму / ( / )  у контурі (рис. 1.4), в якому 

опір Λ = 10 Ом. ємність С = 250мкФ, індуктивність L = 0,5 Гн, електрорушій

на сила Е = 200sin (100/ + 30°)В , якщо / ( 0) = ^ - ^  = 0 .
dt

Р о з в ’я за н н я . За законом Кірхгофа можна записати

о £

, d 2l  n dl  1 , dE L — -  + R —  + — / = — . 
dt dt C dt

Підставивши початкові дані (виражені в С І), 
дістанемо

0 , 5 ^ 4  + 10—  + ----- і----- / = 20000cos(l00 / + 30°),J* 2 ,и П ПИЛО* v fРис. 1.4 dt dt  0,00025

або

dl
— Г- + 2 0 —  
dt dt

2 + 20- j-  + 80001 = 40000cos(100/ + 3 0°). (16.1)

Це рівняння будемо розв’язувати методом комплексних амплітуд [ч. 2, с. 8 8 ]. 
Замість рівняння (16.1) розглянемо

ί - ξ -  + 20—  + 8000* = 40000е^ (І00' +30°). (16.2)
d r  dt

Запишемо характеристичне рівняння k 2 + 20k + 8  000 = 0 . Розв’язавши його, 

знаходимо корені А, = - 1 0  + 88 ,882у; k2 = -Ю -8 8 ,8 8 2 у .
Очевидно, що к =100 j  не є коренем характеристичного рівняння. Частинний

розв’язок шукаємо у вигляді z*(t)  = о е 7’00' . Знайдемо і ---- - і підставимо

в рівняння (16.2).

Після перетворень o^ 2 0 0 0 7 'e 10°',' - 9 2 0 0 0 e IOOj' j = 4 0 0 0 0 е^ ІОО,+3° ^, тоді

2 0 е30'' п .
σ = ---------- . Дістаємо

j  - 4 6

9Ω
-* (ί) = _ - ^ - [ 4 6 c o s ( l0 0 /  + 30°) -  sin (100/ + 30°) +

+y(46sin(l00f + 30°) + cos(l00i + 30°))].

20
Оскільки z* = ΐ ΐ  + j i 2 І г* = ~^-j-p^[46cos(l00f + 30°)- s in ( l0 0 r + 30°) +

+ y(46sin(l00 / + 30°) + cos(l00/ + 30°))], то частинним розв’язком рівняння 

(16 .1)є

/* = 2 ТТ7  [ S*n (l00f + 30°) -  46cos(l00/ + 30°)] ;

це також стосується T ( t ) ,  тобто загального розв’язку однорідного рівняння 

7  (f) = е~10' (C, cos88,882/ + С2 s in88 ,882 /), тоді

І (t ) = /f  ( f ) + 7 (r)  = e-10' (C, cos88,8821 + C2 sin 88,882i) +

+ - 2 0  [s in (100/ + 30°) - 4 6 cos(100/ + 30°)].
2117



L Розв’язуючи задачу Коші, знайдемо С, = 0 ,3 7 2 ,

С2 = -0 ,2 1 2 .

Отже, сила струму / ( i )  = e~lo'(0 ,372cos88 ,882 i-

-0,212sin88,882? )+0,009sin(100f+ 30°)-0,435cos(100f+30°).

165. О б ч и сл и ти  зн ач ен н я  сили  струм у  в к о н 
турі (рис. 1.5), якщ о R  = 10 Ом , L = 0 ,0 3  Гн , E  = lOOsin 300/ В .

166. О б ч и сл и ти  значення сили струм у в контурі (див. рис. 1.4), якщ о

/? = 10 Ом , L  = Ю мГн , С  = 100 м кФ  , Е  = 10л/2 s in ( і0 3г +  135°)в .

1.17. Р О З В ’Я З УВ А Н Н Я  Н О Р М А Л Ь Н О Ї  С И С Т Е М И  РІВНЯНЬ 
З В Е Д Е Н Н Я М  Д О  О Д Н О Г О  РІВНЯННЯ

Приклад.  Розв’язати систему диференціальних рівнянь

d x  .—  = 4х  + 6 v, 
dt

—  =  2jc +  3 у +  Г. 
dt

Р о з в ’я за н н я . Диференціюючи перше рівняння, дістаємо

d 2x  . d x  r dy d 2x  , dx 
— — = 4—  + 6— ; — г  = 4 —  + 12x + 18v + 6 / . 
d t2 dt dt d t2 dt

Але

тоді

dx
------4x

, _ d t ____

d ‘x , d x  _ dx
— — = 4 —  + 12x + 3------12.v + 6 / ,
dt dt dt

звідки

d"x  „dx  „ 
— T - 7 —  =  61 . 
d t '  dt

(17.1)

Рівняння (17.1) є лінійним неоднорідним диференціальним рівнянням друго
го порядку зі сталими коефіцієнтами. Розв’яжемо його:

k 2 - l k = 0 ,  *, = 0 ,  А:2 = 7 ,  І  = С ,+ С 2е7' .

Оскільки кх = 0  є коренем характеристичного рівняння, частинний розв’язок 

шукаємо у вигляді

x * = t ( A t  + B) ,  (jc*) = 2  At + B ,  ( / )  = 2  A, 2A -  l4At  -  I B  = 6/,

тоді

2 Α - Ί Β  = 0, 

-14Λ  = 6,

Знайдемо у :

A = - - ,  
7

В ■

, 3  6 -ί - f  + —
.7 49

jr = C , + C , e " - i | - i  + — j 
1 - ' 7  49 )

49,

-4 .ν

У = -

dx

У =  Л L

1C-fi" - - t  -  —  -  4C, -  4 C2e7' + 4 t \ - t  + —  
2 7  49 1 2 І 7  49

7C2e7' -  - t  -  —  -  4C, -  4C ,e7' + —  r2 + —  t 
7 49 7 49

2 „  2 ,  _3_ 1
3 ' 7 49 49

= —C2e7' C, + —?" t

Остаточно маємо

χ  = C, + C2e7' -  + 2)t,
4 9 '

= - - C ,  + —C2e7' + — (l4 f2 - 3 f - l )  
■ч 'y 4 9 V I49 v

що є загальним розв язком вихідної системи.

Т 9 {
Відповідь'.

х = С, + С2е7' _ ~ ( 7 ί  + 2)ί,

- = - - С ,  + - С 2е7' + — (14Λ2 -  Зг - 1) 
3 2 49V '



Знайти загальн і р о зв’язки  систем  зведенням  їх  до одного рівняння.
\<ІХ

167.

169.

171.

= 2 х  + у ,

Зх + 4 у.  

y  + t, χ(ο) = :

ώ  

dy_ 

d t  
dx  

~dt

|  = « + e', y ( 0) = 0.

—  = - 3  у + 5x +  2 e3i, 
dt

dy  r -i—  = x  + у  + 5e . 
dt

173.

175.

dx

dt
dy

~dt
dz

dt

dx

~dt

<fy_

dt
dz_

dt

= 3 x -  у + z,

= x + y  +  z,

= 4 x -  y  + 4 z. 

= 8 y ,

= -2z ,

= 2 x  + 8y -  2 z.

168.

170.

172.

174.

dx  „ i—  = y + 2 e ', 
dt
dy  o
—  =  х  +  Г .  
dt
dx
—  = 2 x  -  y, 
dt

dy „ , .
—  = 2 y - x - 5 e  s in /. 
. dt
dx

dt
dy_

dt
dx

dt

dy
—  = Χ + Σ, 
dt
dz
—  = 6x -  6 у + 5г. 
dt

= у  + χ  + I + e*, 

= 3 x - y .

= - 3 x  + 4у  -  2 z.

176.

dx

dt
dy

dt
c k

dt

= y  + z , 

= 3 x  + z, 

= 3 x  + y.

1.18. Р О З В ’Я З У В А Н Н Я  ЛІНІЙНИХ Н Е О Д Н О Р ІД Н И Х  С И С Т Е М  РІВНЯНЬ 
М Е Т О Д О М  Л А Г Р А Н Ж А

Приклад.  Розв’язати систему рівнянь

Р о з в ’я за н н я . Розв’язуємо однорідну систему [ч. 2, с. 115-116]:
ί dx
dt

-У = 0,

—  + χ  = 0. 
dt

Зведемо її до однорідного рівняння другого порядку:

_ dx dy _ d 2x  d 2x  _
У dt ' dt d t2 ’ dt2

Характеристичне рівняння A2 + 1 = 0  має корені kt = j ,  k2 = - j .  Загальний

розв’язок лінійної однорідної системи має вигляд
[х = C, cos/ + С2 sin/,

[у  = -C , sin / + С2 cos/.

Для відшукання загального розв’язку лінійної неоднорідної системи вважа
тимемо в загальному розв’язку лінійної однорідної системи Г, і С2 функціями

від / ,  тобто
ίχ  = C, ( /)co s/ + С2 (/) sin /,

13? = -C , (/)sin  / + С2 (t)cost.

Підставляємо значення х (/)  і у ( і )  у вихідну систему:

-С , sin / + С2 cost  + Γ) cost + С2 sin / =

= -C , sin / + C2 cos/ + tg2 / -1 ,

-C ,c o s t - C 2 sin / -  CJsin/ + C2 cos/ =

= -C , cos/ -  C2 sin/ + tg/.

Маємо систему відносно невідомих функцій с ; 0 )  і C2(t)  :

CJcOS/ + C2Sin/ = tg / — 1, 

- c ;  sin / + C2 cos/ = tg/.

Розв’язуємо її за правилом Крамера: 

cost  sin/
Δ =

- s in /  cos /
= cos2 / + sin2 / = 1 ;

tg / — 1 sin/ 

tg / cos/
1

: (tg21 - 1) cost  -  tg /s in / = - c o s t ;



c H ')  =

cost  tg / - 1  

- s in /  tg/
: COS /

jcos/ · dt = - s in /  + C, ;

r s in ’ / , cos / = r
1— — dl = = 1-
J COS' / - s in  / ■ dt = dz J

■ i 1 Λ Sin / tg/ + sin/ t g V - l  = -----—
V ' COS"/

■ F l · *

= --- h Γ 4 C-, —------- 1- COS/ 4 O t.
z " cos/

Тоді загальний розв’язок вихідної системи запишеться так: 

[x = С| cos/ + С2 sin / + tg/, 

j v = -C , sin / + C-, cos/ + sin2 / + 1 + cos2 /.

Відповідь:
.v = C, cos/ + C\ sin/ + tg/, 

v = —Сі sin/ + C, cos/ + 2.

Р озв’язати систем и методом  варіац ії д ов ільн и х  сталих.

177.

dx

dt
■ 2у  -  х,

Φ  , ,  е—  = 4 ν -  Зх + 
dt є 2' +1

179.

181.

178.

dx

dt
dy

dt

= x  + y  + t , χ ( θ )  = -  

= x - 2 y  + 2/, y ( 0 ) :

180.

182.

dx  , , ч 11!
—  = - 5 x - y  + e ,  x ( 0 )  = ------.
dt  w  900

Φ  o "V 211—  = x - 3 v  + e , v’(0 )  = ------.
U /  W  900

Ф  -i /^ \—  + —  = -  v + e ' ,  x (0 )  = - 2 ,
Λ  c* v '

2 — + — = s i n / - 2 j ' ,  >>(0) = l. 
dt d t  } y y  ’

dx
2 - j -  = 6x -  y  -  6 t2 -  / + 3, x (O) = 2,

dy  

dt

dx  1
—  = χ - > ·  + -------.
<i/ c o s /

c//

= 2 y - 2 t  - 1 ,  y ( 0 ) = 3.

1.19. С И С Т Е М И  ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ ЗІ С Т А Л И М И  К О ЕФ ІЦ ІЄ Н ТА М И

Приклади.  1. Для системи лінійних диференціальних рівнянь зі сталими кое
фіцієнтами

άχ, 
~dt 
dx j 
~dt 
dx3 
~ώ

= Χ, - x 2 + x 3, 

■2 --*3»X, +

= 2x,

а) знайти загальний розв’язок системи;
б) записати дану систему та її розв’язок у матричній формі [ч. 2, c. 118-120]. 
Р о з в ’я за н н я . Розв’яжемо систему зведенням до одного рівняння третього

порядку. Для цього з першого рівняння системи виразимо х3 :

dx,

Х* — - * ' +Х2 '

Здиференціювавши за / ,  дістанемо

dx~ d 2X\ dx, dx2
dt d t2 dt dt

_ . . . dx-,У здобуту рівність замість — -  підставимо праву частину другого рівняння
dt

системи:

dx з d  x , dx,
+  .v,

dt dt2 dt ‘ dt

За допомогою третього рівняння системи маємо

d 2xL άχχ

4 .X, .

ί/Г dt

звідси

Λ c/2X| 
Χ-) = 2," r~

dt dt

Диференціюємо x2 за / й дістаємо

dx2 _ ^ d  Х\ d  X\
dt dt ' d f



ο ίτ · · dx2 . . dx,Здобуті х2 і ----- підставимо в друге рівняння системи, де х> = — L -
dt dt

d 2x t

d r
- . t , . Після перетворень матимемо

d :'x, „ d 2x, dx,
------ - 2 — J - ---- J - + 2x, = 0 ,
dt3 dt2 dt 1

що є лінійним диференціальним рівнянням третього порядку зі сталими коефіці
єнтами. Розв’язуючи його за відомою схемою, дістаємо

Тоді

Х\ — С,е' + С2Є2/ с 3е 

\ х2 = С,е' - 3 С3е- ',

|х 3 = С,е' + С2е2' -  5С3е- '.

Загальний розв’язок вихідної системи має вигляд

χ , = С,е' + С2е2' + С3е- ' ,

x2 = C ,e '-3 C 3e~',

х3 = С ,е '+ С 2е2' - 5 С 3е_'.

Тепер запишемо систему та її розв’язок у матричній формі:
1 dx,

dt
dx2
dt

dx·.
dt , 

Відповідь: a)

6)

1 -1

1 I

2 -1

[V ( X \ х\ fc' <У
х2 , х2 = с, 0 -3Q е2'
,*3, Л, Iq С2 -5 С3) е"'

x, = C ,e ' + C 2e2' + C 3e"',

x2 = f ’i e' - 3 C 3e~',

x3 = C,e' + C2e2' -  5C3e- ';

-1 1

1 -1

-1 0

ДГ| V
*2 *2 = Q 0 -ЗС'з

С2 -5Q, e"'v у

2, Розв’язати систему рівнянь

тичного рівняння [ч. 2, с. 117].

~Т~ ~ "4.V| - 6 у 2, 
ах

~~~ = -4 у , -  2у,
ах

за допомогою характерне-

Р о з в ’я за н н я . Розв’язок даної системи шукаємо у вигляді у, = γ ,etv , де γ/ 
сталі, які необхідно знайти так, щоб розв’язок задовольняв дану систему. 

Складаємо характеристичне рівняння системи й знаходимо його корені: 
- А - к  - 6

- 4  - 2 - к

Далі знаходимо сталі γ,

= 0 , (4 + А )(2  + * ) - 2 4  = 0 ,  Λ, = - 8 ,  А2 = 2 .

Коли А, = -8 , маємо систему

Ι ( -4  + 8)γ<ι ) - 6 γ (2ι) = 0 ,  

[_ 4 У0) -  (2  -  8)уУ) = 0.

Нехай γ[^ = 1, тоді у2̂  = ^  . Маємо

Коли к2 = 2, маємо систему

( - 4 - 2 ) У| - 6 γ 0,

—4γ|2) + (—2 — 2 )γ2(2) _ 0.

Нехай γ Ρ  = 1, тоді γ22̂  = - 1 .  Маємо у ,2* = е2 ї, у ^  = - е 2'.  

Складаємо загальний розв’язок системи:

У\ = С\УІ + C2y f  = С, е~8л + С2 е2*,

У2 = Слу \  + С2уІ  = -jC, е~8л -  С2 е2д.

Відповідь:

їхУі = С| e * + С2 е

v — - С  е~*Х — С  р2х 
.̂ 2 -  2 І 2 '

3. Для системи лінійних диференціальних рівнянь ~dt 
dy 

. dt

= 2х + y  + cost, 

= - x  + 2sin /

а) знайти загальний розв’язок системи; б) записати дану систему та 
розв’язок у матричній формі.

„ . dy
Р о з в ’я за н н я . З другого рівняння системи знайдемо x = 2 s in / -  — .

dt



Диференціюючи х  за. t , дістаємо

dx
dt

= 2 c o s / - £ y  
dt2 '

. dx
Підставивши x  i —  в перше рівняння системи, маємо 

dt

d 2y  dy
— r - - 2 — + y = c o s i -4 s in / .  
d t2 dt

Розв’язуючи здобуте лінійне неоднорідне рівняння другого порядку зі стали
ми коефіцієнтами, одержуємо загальний розв’язок вихідної системи:

у  = C) e ' + C2t e ' - 2 c o s t - —sint, 

x  = —cos? -  (C, + (1 + / )C2) e ' .

Тепер запишемо систему в матричній формі

^ dx )
ώ  J  2 η
dy { - ]  0

v dt і

/  \  
x 

У

cos t 

2 sin ί

і загальний розв’язок системи в матричній формі

х

У

(~С\ ~ с 2 - с 2

V с, - с ,

—cos t 
2
1 ·— sini - 2 c o s /  
2

Відповідь: а)
х  = — c o s i - ( c ,  + (l + /)C 2)e ', 

у  = C, е '+  C2te ‘- 2 cos t -  —sini;

б)
( х > (  2  Г (  \  

X
(  \  

cos t
/  \  

X
= О

4

т +

V У ,  ̂ у  , v 2sin / / K >' , [
-C,  -C-,  - c ,

c, - c \ yte'

—cost
2

-sin / -  2cosr

Знайти  загальні р о зв ’язки  систем  р івнянь, записавш и  систем и  та їх  
розв’язки  у м атричній  формі.

dx

183.

dx

d t
■ 2 х  + у ,

185.

^  = 4 v - x .  
dt  '

dx
—  = y -  2z — x,  
dt

187.

189.

d t
dz

dt

dx

dt
dy

dt
dx

dt
dy

d t

= 4 x  + y ,

= 2x  + y - z .  

= 2 x - y ,

= x  + 2 e ‘ .

= x -  y  + St, 

= 5 x - y .

184.

186.

= 3x + 8_y, x (0 )  =  6, 

- x - 3 y ,  v (0 )  = - 2 .

-4x  -  4 y .  x ( 0 )  = 0,

dt

dy  

. dt

dx  

dt

^  + 4 ^ -  = - 4 y ,  v (0 )  = 0. 
dt  d t  '  K ’

188.

190.

: + 5y ,  x ( 0 )  = -2 ,
dx 

~dt

~  = ^ x - 5 v .  > '(0 ) = 1.

— + 2 ^  = 17x + 8y ,  x (0 )  = 2, 
d t di * \ )

1 3 - ^  = 53x + 2y, j(0 ) = -l.

1.20. ФІЗИЧНІ ЗАДАЧІ, ЩО З В О Д Я Т Ь С Я  Д О  Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л Ь Н И Х  РІВНЯНЬ

Приклади.  1. Швидкість остигання нагрітого тіла пропорційна різниці тем
ператур тіла й оточуючого середовища. За 10 хв тіло остигло від 100 до 60 °С . 
Температура оточуючого повітря підтримується 20 °С . За скільки хвилин тіло 
остигне до 25 °С ?

Р о з в ’я за н н я . Нехай час t -  незалежна змінна, а д (/)  -  температура тіла 

через t хвилин після початку остигання -  шукана функція. Швидкість остигання 
є похідною від температури за часом, яку взято з протилежним знаком, тобто

dx _----- . За умовою задачі
dt

~  = k \ x ( t ) ~  2θ], (20.1)



де k -  коефіцієнт пропорційності, поки що невідомий. Крім того, з умови ви
пливає, що х(0) = 100 , -V(10) = 60 . Розв’язуючи рівняння (20.1), дістаємо

сі ї
' = - k d t ,  In І jc — 2 0 1 = - k t  + In IC I ,

. Y - 2 0

звідси

.v = 20 + C e- *'

— In 2 
!0

Тепер зум ов x(0) = 100 і л(Ю ) = 60 знайдемо С і к :

100 = 20 + С е ° , С = 80 , 60 = 20 + 80е~ІМ , е~ш  = - ,  к = —  1п2.
2 10

Отже,

x ( t )  = 20 + 80е

t
x ( t )  = 20 + 8 0 -2 * °  .

Обчислимо значення часу / остигання тіла до 25 °С :

і
л(7) = 20 + 80-2 10 = 2 5 ,  2 10 = — , —  = 4 ,  / = 40 хв. 

w  16 10

Відповідь: / = 40 хв.

2. Човен сповільнює свій рух під дією опору води, який є пропорційним його 
швидкості. Початкова швидкість човна 1,5 м/с. Через 4 с його швидкість стано
вить 1 м/с. Через скільки секунд швидкість зменшиться до 0,01 м/с? Який шлях 
може пройти човен до зупинки?

Р о з в ’я за н н я . Нехай час / -  незалежна змінна, v ( t ) -  швидкість човна в ’
di)

момент / .  Тоді t'(O) = 1,5 . За другим законом Ньютона т —  = F i t ) , де т -
dt '

маса човна, F ( t )  -  сила, що діє на човен. Згідно з умовою, F( t )  = - k v , де k -

коефіцієнт пропорційності, тоді ш~~~ = - k v  .
dt

Розв’язуючи здобуте диференціальне рівняння, маємо
- f a

v  = С е  т .

-к/
За умовою и (0 ) = 1,5 , тому С = 1,5, тоді і '( / )  = 1 ,5 е '"  .

-4к
Оскільки и (4 )  = 1 ,т о  1 =1,5е .Звідси

Тоді

v ( t ) :
. 3 ,

Час ΐ0 , с , коли швидкість човна становитиме 0,01 м/с, знайдемо з рівняння
fo _ ,

0,0,
/0 = 4| — + 1 і = 50 с.

Довжина шляху, м, який може пройти човен до повної зупинки,
, І)

* = ] * ( / ) * =  Нгп Ї | У  dt -  4 їїlim

2 V -1

6 15.
i n i i

Відповідь: /0 = 4 [ —- — + 1 1 = 50 (c), s = -------= 15(м ).
0 ^ In 1,5 )  In 1,5 v ’

Р о зв ’язати  задачі з використанням  ди ф ерен ц іальн их  рівнянь.

191. С вітловий потік, щ о поглинається ш аром  води м ало ї товщ ини, 

пропорційний  падаю чом у св ітловом у потокові і товщ ині ш ару. Ш ар води

завтовш ки 0,55 м поглинає j  падаю чого  св ітлового  потоку. Я к у  частину

світлового  потоку поглине ш ар завтовш ки  1,5 м?
192. М атер іальна то ч ка  рухається по прям ій зі ш видкістю , обернено 

пропорційною  пройденому ш ляхові. У  початковий  м ом ент руху точ ка 

п еребувала на відстані 2 м в ід  початку відліку ш ляху і м ала  ш видкість 
v 0 =  10 м/с. О бчислити  пройдений  ш лях s і ш видкість  v  точки  через 8 с

після початку руху.



193. К уля, р у х аю ч и сь  зі ш ви д к істю  г>0 = 450  м /с, за гл и б лю ється  в 

д о си ть  тверд у  ст ін у . С и л а  оп ору  ст ін и  н ад ає  кулі в ід ’єм н о го  п р и ск о 

рення , п р о п о р ц ій н о го  к вад р ато в і ї ї  ш ви д ко ст і. В и значи ти  ш ви д кість  

ν  кулі через 0 ,002  с п ісля  вх о д ж е н н я  її в стіну, якщ о коефіцієнт пропор
ційності к  = б с_ | .

194. С удно водотоннаж ністю  12 000 т  рухається прямолінійно зі ш вид
кістю г>0 = 20 м/с. О пір  води пропорційний  квадратові ш видкості судна і

становить 36 т  при ш видкості 1 м/с. Я ку в ідстань s пройде судно після 

зупинки д ви гун а до того  м ом енту, як  ш видкість дор івню ватим е 5 м /с? За 
який час t  судно пройде цю відстань?

195. У  колі п ід три м ується  н ап руга  U  = 300  В . О п ір  кола R = 150 Ом. 

Індуктивність Lx = 3 0  Гн. З а  який час t із м ом енту зам икання сила стру

му, щ о виникає в ньому, досягн е 99 %  свого граничного значення?
196. К онденсатор  єм н істю  С  вв ім кнено в коло, напруга якого U,  а 

оп ір  R . Зн ай ти  заряд  q к о н д ен сато р а  в м ом ен т t після вв ім кнення.

197. У  колі, щ о м ає оп ір  R  т а  ін д у кти вн ість  L ,  д іє  п ер іоди ч н а елек-

( 2Атр о р у ш іи н а сила = a / sin І —  І, де  а  -  постійна, щ о дор івн ю є, о ч еви 

дно , м акси м альн ом у  зн ачен ню  сили  Е ] , t -  час, Т  -  пер іод . В изначити

силу струм у  /  в колі в буд ь-яки й  м ом ен т  часу, якщ о  в початковий  м о
м ент (/ = 0) си л а  струм у  д о р івн ю є нулеві.

198. П ідводний  човен , який  не м ає ходу, о держ авш и  невелику 
в ід ’єм ну п лавучість  Р  (вага  б іл ьш а за  ви ш товхувальн у  силу), зан у р ю 
ється на глибину, рухаю ч и сь  п оступ ально . О п ір  води за  н евели ко ї 
в ід ’єм н о ї плавучості м ож н а прийняти  п ропорц ійним  перш ом у сту п ен е
ві швидкості занурення, який дорівню є k S v  , де к  -  коефіцієнт пропорцій

ності, S  -  площ а горизонтальної проекції човна, v  -  ш ви д к ість  за н у р е н 
ня. М аса човн а стан ови ть  m  . Визначити ш видкість v  занурення човна, 
якщ о при /  =  0 п о ч атк о ва  ш ви д кість  v 0 =  0 ,  т а  ш лях  5, яки й  пройш ов 

човен  за  час Т  зан урен н я .

199. У  д н і ц и л ін д р и ч н о ї п о су д и н и , щ о м ає ве р ти к ал ьн у  в ісь , а 
площ а її  поперечного перерізу становить S  квадратних сантиметрів, є ма
лий круглий отвір, закритий діафрагмою . П лощ а отвору становить q квад

ратних сантиметрів. У  посудину н ал и то  р ід и н у  на висоту h  сантиметрів.

У м ом ен т  / =  0 д іаф р а гм а  п о ч и н ає  в ід ту л яти ся , п р и ч о м у  п л о щ а  отвору 

пропорційна часові, й повністю він відкривається за Т  сек у н д . Я кою  буде 
висота Н  р ідини  в посудин і через Т  сек у н д  після початку  досл ід у?  

Закон  витікання v  = ky]2gh  , де  k  -  ко еф іц ієн т  п роп орц ій н ост і для води 

к  = 0 ,6 ; h  -  ви сота  р івня р ідини.

200. С п о в іл ьн ю в а л ьн а  д ія  тер тя  на д и ск , щ о о б е р та єтьс я  в р ід и н і, 
п р о п о р ц ій н а  кутовій  ш ви д кості о б е р та н н я . В стан о ви ти  зал еж н ість  
к у то во ї ш ви д ко ст і ω о б ер тан н я  в ід  часу , якщ о в ідом о , щ о диск , п очат
кова ч аст о та  о б ер тан н я  якого  ст ан о в и л а  100 х в ~ ', через 1 хв м ає ч а с 

тоту  о б ер тан н я  60 х в ~ '.
201. Пасажирський потяг рухається прямолінійною  горизонтальною  рей

ковою колією зі сталою  ш видкістю  ν 0 = 72 км/год. У  деякий м омент часу
1

потяг гальмує, що спричиняє опір рухові, якии становить —  маси потяга.

Визначити час /0 гальмування потяга до його повної зупинки та довж ину 

ш ляху χ , яку пройш ов потяг за час гальмування.
202. М оторний човен, що має масу 300 кг, рухається прямолінійно. Його 

початкова ш видкість дорівню є 16 м/с. О пір води пропорційний швидкості 
човна і становить 10 кг при ш видкості човна 1 м/с. Я ку відстань s пройде 

човен з увімкнутим мотором, коли його ш видкість дорівню ватиме 8 м/с, та 
за який час t він подолає цю  відстань?

203. Д о нерухомого центра О  притягується матеріальна точка. Сила 

притягання пропорційна масі точки й обернено пропорційна кубові відстані 
між  ними, причому коефіцієнт пропорційності становить к . У  початковий 
момент відстань між точкою  і центром О  становить s , ш видкість дорівню є 

нулеві. Встановити закон руху точки.
204. М атер іальн а точка, м аса яко ї m , п ерем іщ ається прям олін ійно 

п ід  д ією  сили , щ о зм ін ю ється за  закон ом  F  = F0 cos($t,  де F0, ω -  пос

тійні. У початковий м омент ш видкість точки  дорівню вала v Q. В становити 

закон руху точки.
205. П ід  час пострілу з гарм ати  снаряд , м аса якого  дор івн ю є 6 кг, ви 

літає горизонтально зі ш видкістю  570 м/с. В изначити сум арний  тиск  Р  
порохови х  газів , якщ о відстан ь , яку п роходи ть  сн ар яд  у сер ед и н і гар м а
ти , стан ови ть  2 м, та  час t , за  який  сн аряд  до л ає  в ідстан ь . Т иск  газів  

вваж ати  постійним .



2 0 6 . К уля м асо ю  т  п ад ає  в е р т и к а л ь н о  вн и з п ід  д ією  сили  т я ж ін 

ня в се р ед о в и щ і, п р о т и д ій н а  с и л а  я к о го  п р о п о р ц ій н а  к о еф іц ієн то в і 
к  п ер ш о го  ст еп е н я  ш в и д к о с т і. В с та н о в и ти  зако н  руху  кулі. П о ч а т 

ковою  ш в и д к іс тю  кулі зн е х ту в а ти .

207. Т іло, м аса якого  становить  Р , п ідкинуто вертикально вгору зі 
ш видкістю  v 0 . Н а яку  висоту Н  і за  який  час Т  воно п іднім еться, якщ о

опір повітря пропорційний  коеф іц ієнтові к 2 другого  степеня ш видкості?

208. Куля входить у дош ку, то в щ и н а яко ї h  = 10 см , зі ш видкістю  

v 0 = 200 м /с, а  ви л ітає  з неї зі ш ви д кістю  V\ = 8 0  м/с. В изначити  час /0

руху кулі крізь дош ку, якщ о сила опору дош ки пропорційна квадратові 
ш видкості кулі.

209. К амінь падає в ш ахту. Звук від удару  каменя об дн о  ш ахти почу

то через 6,5 с від початку його падіння. В изначити глибину ш ахти Я , 

якщ о ш видкість звуку становить  330 м/с. О пором  повітря та початковою  
ш видкістю  каменя знехтувати .

210. Т іло п ідкинуто з поверхні Зем лі вертикально вгору з початковою  
ш видкістю  v 0 . В раховую чи силу нью тон івського  тяж іння та нехтую чи 

опором  повітря, визначити м аксим альну висоту /?пшх, яко ї досягне тіло, 

та  час Τ , потрібний для цього, якщ о рад іус Зем лі становить  R.

211. Т іло перебуває на поверхні Зем лі. В изначити ш видкість т;0 , яко ї

потрібно надати тілу, щ об воно п іднялося вертикально вгору на висоту,

щ о дор івню є радіусові Зем лі ( #  =  6 3 7 -1 0 6 с м ) . С ила зем ного  тяж іння

зм іню ється обернено пропорційно квадратові відстані т іла  від центра 
Зем лі. В важ ати, щ о прискорення вільного падіння g  = 980 см /с; опором

повітря знехтувати.

212. Робота дію чої сили під час прямолінійного руху частинки, маса якої 
становить 4 г, пропорційна кореню кубічному з відстані, пройденої частин

кою  від деякого центра (коефіцієнт пропорційності к  = 2 ) .  Встановити за

кон руху частинки, якщ о через 1 с після початку руху частинка перебувала 
на відстані 1 см від центра, ї ї  ш видкість при цьому дорівню вала 1 см/с.

213. Важке тіло переміщ ується гладкою  поверхнею , що нахилена під ку
том 30° до  горизонту. Визначити, за який час t  тіло пройде відстань 9,6 м 

завдовжки, якщ о в початковий м омент його ш видкість становила 2 м/с.

214. М атеріальна точка спускається гладкою  похилою  поверхнею  під д і
єю сили тяж іння, вийш овш и з точки А  . Яким  має бути кут нахилу α  , щоб 
час, протягом якого точка пройде відстань А В , був найменш им, якщ о 
ОВ = а  -  постійна? Початкову швидкість матеріальної точки не враховувати.

215. С анки  перем іщ ую ться спочатку  похилою  поверхнею  ЛВ, кут 
н ахи лу  як о ї α  , a  потім  горизонтальною  д о  точки  С , д е  вони зуп и н яю ть
ся. Визначити коеф іцієнт тертя / ,  якщ о A B  = s {, В С  =  .^ .П о ч атко в о ю  

ш видкістю  санок та  опором  повітря знехтувати.
216. Встановити закон руху важ кої м атеріальної точки, що підкинута з 

початковою  ш видкістю  v 0 під кутом а  до  горизонту в середовищ і, опір 

якого пропорційний перш ому степеню  ш видкості =  - m k v ) .

217. Визначити кут нахилу а  ствола далекобійної гармати до  горизон
ту, якщ о ціль виявлена на відстані 32 км, а  початкова ш видкість снаряда 
на виході з дула v 0 = 600 м/с. О пором  повітря знехтувати.

218. Твердому тілу, що перебуває у стані спокою , надано обертання нав
коло нерухом ої осі постійним  м оментом, який дорівню є М . При цьому 
виникає м омент Μ , , пропорційний кутовій ш видкості обертання 

(Μ , = α ω ) .  В становити закон руху φ ( / ) . В важ ати, щ о початковий кут по

вороту дорівню є нулеві, а  м ом ент інерції т іла відносно осі обертання І.
219. Під час польоту снаряда обертання його навколо осі симетрії уповіль

нюється внаслідок д ії момента сили опору повітря, що становить к а  , де к -  
постійний коефіцієнт пропорційності, ω -  кутова швидкість обертання сна
ряда. Встановити закон спадання кутової швидкості, якщ о початкова кутова 
швидкість дорівню є ω 0 , а момент інерції снаряда відносно осі симетрії І.

220. Визначити траєкторію  руху зарядж еної частинки, щ о має масу m  і 
заряд е , у  зм інному електричном у полі, якщ о проекція напруж еності поля 
на вісь Ох  становить cos со /, а  на вісь О у  -  s in c o /, початкова ш видкість

дорівню є нулеві, початкове полож ення збігається з початком координат.
221. Ч астинка, щ о переносить заряд е  електричної енергії та  має масу 

m  , перебуває в однорідном у електричном у полі. Н апруж еність електрич
ного поля є зм інною  ( E  = As\x\ kt ,  д e А,  к  -  задані постійні). Визначити

траєкторію  руху частинки, якщ о відомо, щ о в електричном у полі на неї діє 
сила F  = еЕ  , напрям лена в бік напруж еності Е . В пливом  сили тяж іння 
знехтувати, початкове полож ення частинки вваж ати за  початок координат, 
початкова ш видкість частинки дорівню є нулеві.



222. Визначити траєкторію  руху зарядж еної частинки, що має масу т  і 
заряд е , у  рівном ірном у електричном у полі напруж еністю  Ε , якщ о в по
чатковий м ом ент t -  0 ш видкість дор івн ю є v 0 і напрям лена під кутом 

а  до напрям у поля (а  *  0 ) .

223. В изначити силу струм у І  в котуш ці в м ом ент часу t , якщ о опір 
її  становить  R ,  коеф іц ієнт сам о ін дукц ії L ,  початкова сила струму 
/ 0 = 0 . Е лектроруш ійна си ла зм іню ється за  законом  E  = Е 0 sin <а/.

224. Н апруга та  оп ір  у колі р івном ірн о  зм іню ю ться протягом  одн ієї 
хвилини відповідно  від  0 до  120 В і від 0 до  120 О м. С ам оіндукція кола є 
постійною . П очаткова сила струм у / 0 . В становити залеж ність м іж  силою  

струм у та часом  протягом  п ерш ої хвилини  досліду.
225. В изначити плоскі криві, радіус кривини  яких пропорційний ку

бові нормалі.
226. В изначити лін ію , проекція рад іуса кривини якої на вісь є величи

ною  постійною  і дор івн ю є а.
227. Радіус кривини  якої л ін ії в будь-якій  її точці пропорційний  д о в 

ж ині норм алі? В важ ати, що коеф іц ієнт пропорційності к  = ± і .
228. Т онка гнучка одн ор ідн а й нерозтяж на нитка п ідвіш ена за  обидва 

кінці, в ідстань між  яким и І . Я ко ї ф орм и набуде нитка під д ією  своєї ваги 
q , якщ о кінці ї ї  розм іщ ую ться на горизонтальн ій  прямій, щ о вваж ається 

віссю  О х , а  натяг нитки Я  ?
229. Д но резервуара, м істкість якого  становить  300 л, вкрито сум іш 

ш ю  солі та  н ерозчинної речовини. П рипускаю чи, що ш видкість розчи
нення солі пропорц ійна різниці м іж  концентрац ією  в даний  м ом ент і 
концентрац ією  насиченого розчину (1 кг солі на 3 л води) та що дан а кіль

кість чистої води розчиняє у  кг солі за  1 хв, обчислити, скільки солі м істи

тим е розчин через 1 год.
230. Ц егляна стіна ( к  = 0 ,001 5 ) має товщ ину 30 см. Встановити залеж 

ність температури від відстані м іж  точкою  та  навантаж еним  краєм  стіни, 
якщ о тем пература н а внутріш ній  поверхні стіни становить  20 °С, а на 
зовн іш ній  -  0 °С. В изначити к ільк ість  теплоти  Q ,  яку віддає 1 м 2 стіни 

назовні протягом  доби. В рахувати , щ о за  законом  Н ью тона к ількість те 
плоти, щ о вид іляється поверхнею , перпендикулярною  до  осі Ох  і площ а

d T
як о ї S , визначається за  ф орм улою  Q  -  - k S — , де к  -  коеф іц ієнт теп ло

в і
провідності, Т  -  тем пература, t -  час.

В і д п о в і д і

17.

18.

1. v =  tv . 2. x  +  уу '  = 0. 3. л-у' = 2 v. 4. у = - I n  у'. 5. уу’ =  р. 6. у  =  ку. 7. 4 у  =
• χ

І
= (у ' )2. 8. ( y f +  V2 = l .  9. x 2 у'  -  ху  =  уу'· 15. 1) - у 2 + 2  =  Се>; 2) ( . Г - 2 . ї  +  2 ) х

І +  2 2 с
х (  у +  l ) e 2arc,g v =  C. 16. 1) In I .VI =  V r  + 1 + C ,  V =  0 ; 2) In -------fL = =  =   ------------  + C .

V- ’ 1 1  y + y j l+  y  v  1 +  λ

1) χ 2 + ysin у + co s y  =  C  ; 2) x + у -  2-Jx +  2^fy +  2!п|(л/х +ї)^у[у - 1)| =  C.

1) y  =  a r c t g C ( l - e v) 5 ; 2) у  = ^ a r c c o s ( c ,  + x - e “'r ) .  1 9 . 1 )  у  =  arccos eC t ; 2) —  

- e  v -  In л/ l  +  y 2 -  arctgy =  C .  20. 1) V 1 +  x~ + ф  + y~ - C  ; 2) 2sin λ +  In

21. 1) a r c s i n ^ - y / з - y 2 = C ;  2) t g ^  = C ^ t g ^  + l j ^ l - t g | j .  22. 1) * -  

+ 2 1 n ( 5 + v 2) =  C ;  2 )  у =  In | c(l + x 2) - 1|. 23. 1) cos"4 3 A - 6 s i i r 2 у = C ; 2) tg2. v -

—ctg2y =  C .  24. 1) ( λ 3 + 5 ) (  y3 + 5 )  =  30; 2) 2ifx + l In у =  ±1. 25. 1) x 2+ 1= 2 e ' y( y  + 1): 

2) 3arctgx2 +  2arctg y 3 = - ^ . 2 6 .  1) A =  esl" ' ; 2 )  ln|tgy| =  4 ( 1 - c o s x ) .  27. 1) cosx =

= c.

arctg x +

2 .

= yf2 cos у ; 2) у  =  In tg I e'  +  ^ - 1 . 28. 1) y = - ^ - ^ ;  2 )  2 In| sin у  | =  e( 1 ]) — 1.
1 +  bx

Σ. Σ 1 c
29. 1) у  =  C e v; 2 )  e -' =  ^  +  ^ .  30. 1) y =  - . v l n l n ( C .v ) ;  2 )  y  =  2xarctgCx.

у  C у C
31. 1) l n ( C x ) = c o s A  2) y 2= C x e  32. 1) y 2 =  2 x 2 l n - ;  2) =

-2arctg— χ  -+■ у
33. 1) x In Cx = 2-Jxy,  у  = 0 ;  2 )  x 2+ y ' = C e  x. 34. 1) In — - ^  =  C x ; 2) y=

............................  - = J L = r .  36. і )  5xy4 +
2 λ 1 1 2 ’ v 4 - 2 1 n x

= χ φ η ( C ? ) ,  x = 0 .  35. I )  a r c t g ^ - - 2 1 n | x |  =  | ;  2) y  =

+ 1 0 x3y 2 + x 5 = 1 ;  2) y - ^ V j , 37. 1) y = x e ^ ;  2) ( x + y ) ( l  + ln x )= x e · '
• ( l - 2 x 3)

38. 1) x c  =1; 2) ln x  =  - s i n ^ .  39. 1) ln x  =  c t g ^ l n ^ j ;  2) 2 ( x - y ) 2 - x y 2.



2 (>'—і) 3 (а—1) 7 (-У-І)

40. С ( х - і )  = е Х~1 . 41. С ( х - у ) = е  х~у . 42. С ( х - у )  = е X~J' . 43. 5 у - 1 0 х -

Xі
— In 15-тс + ІОу + r | = С. 44. х 2+у2- х у + х - у = С .  45. —  +у2- х у + у  = С. 46. І )  х+2 у+ 

+31п| х + у - 2  | = С ; 2) ln |y  + 2 | = C , - 2 a r c t g ^ i | .  47. у  = Ce~cosc+ 1 - c o s x  . 

48. 1) у  = Се*+х-’; 2) у  = х г In—. 49. у  = jce-s'njr+ C e~s" 'v. 50. 1) у  = sinx+C cosx;
X

2) у  -  ( c  + .v2 )ел .51 . I ) y  = x 2 + ^  ; 2) у  -  Cxlnx + yfx. 52. 1) x  = (C -  cos v) v; 
v ■ sinx 7

2 ) у  = ί - .-JL—  5 з # = + 5 4  i)  y  = C\n2x - \ n x ; 2) ^  = C !nx  + x3.

55. 1) x  = ( C - c o s y ) s m y ;  2) y  = Cx2 + e \  56. 1) y  = ^ - - - ^ ~ ; 2) у  = lnx + x - 1 .
X X

57. I) >' = s in x co sx ; 2) у  = Vx)* ’ 58‘ ^  + (*+ 2)+ (x+ 2)ln |x+ 2 |;

2 x  ̂ 1 — гпч ?  y
2) y  = xlnx + ~ . 59. 1) y  = — lnx; 2 ) у  = . 60. 1) y -3= (C - 3 tg x ) c o s 3 x,

x - 2  2 cosx 7

r  In
y  = 0 ; 2 )y ~ ' = L *

VT' ~2x + v l + x

Vl + x2 2 2л/ί
6 1 .1 )  y 3= Cx3 - 3 x 2; 2) y 4  = Cx2 + ~ .

J .  ± з і
62. 1) y 3 = C x 3 - - x 3, y = 0 ; 2) 2y‘2= (x + 1)4 + C (x  + l ) 2 63. 1) y 2 = tgx +

In I cosx I c  л/хi , -  . Ух2 + х  + 1*+— ; 2) ^  = — ....... ........ :----- . 64. 1) y  = t
x x  Сл/х2 + х  + 1 - х

1 -  + 1 2) y * = c 4 xx  +

W x  + 1. 65. 1) у  = (l + x 2 )(arctg2x + c )  ; 2) ,.·..· 66. 1) x 2y  + 3y2x -
/v ; л/C sinx  + x

- y 3 = C ; 2) —'n * + x 2 + у 2 = C. 67. 1) —  + x s in y -c o s y  = C; 2) ул/1 + x2 + x2y -  
.У 2

v3
-y ln x  = C. 68. 1) —  + y 2x + yx + e v = 1; 2) x s in y - y c o s x  + ln |xy | = C. 69. l ) x 3y -

- c o s x - s in y  = C ; 2) x3tgy+y4+ ^ -  = C. 70. l ) x 3(l + l n y ) - y 2 = C; 2) tg x y - c o s x -
x

- c o s y  =  C. 71. 1) x2+ 3 =  (C  — 5x)sin_y; 2) y  =  x. 72. x 2 + sin 2y  =  Cx. 73. y 2 = 

= Cx3 + x 2. 74. e ^ x s i n y - s i n y + y c o s y ^ C . 75. x + C = e~’ cosx . 76. y  = C v -ln C  -  

загальний розв’язок; y = In x  + l -  особливий розв’язок.

77.

79.

fx = 2(1 -  p )  + Ce~p ,

|y  = 2(l -  p 2) + C e ~p (1 + p)  + p 2, y  = x( \  + p )  + p 2. 

x = 2 p - \ ,  y  = xC + C ( l - C ),

78.

C 2

Х = Г р  + і Р’
y  = - x p  + p 2.

у  = р 2> у  = -4 (х + О2·

c  2 2C p3
80. x = -  + - p ,  y  = —  + -T -, y  = 0 . 

P 3 p  3

81. y = - — . 82. y  = ±2 y /C x + C ,  y  = - x .  83. C 3 = 3 ( C x - y ) ,  9v 2 = 4 x 3 .
4

84. у = x (lnx  - 1), y  = Cx -  e( . 85. y  =
Cp* (p  + 2)

, x = ■
C

y  = 0, y  = 3x.

( р  + 3)з р 3 ( р  + 3)з

1
86 . x p 2 = p  + C,  y  = 2 + 2 Q T 1 -  ln p.  87. 2C 2 ( y - C x )  = l, y = x 3 + — f . 88. y =

2 x 3

' ..2 Qfl 1Λ ^ - Г 1,,2 „ _ n ·  01 n  i __—
2 l,cos2 x

1 ?—x".
4

89. y  = —  x2 . 90. 1) x  = Cyz , y  = 0 ; 2) y  = -------. 91. 1) y = -  -----------1 ;
4  cosx - - - • 4 - 1

2) y  = y j x -  2еЬ ї . 92. 1) y  = ( x - 2 ) + ^ ( x - 2 ) 3 + ( x - 2 ) l n ( x - 2 ) ;  2) In
2 2 jc +.v

= 2—arctg— . 93. 1) x - y 2 cos2x = C; 2) y  = 4 + * . 94. 1) y = x4 ln2 Cx, y = 0 ; 
x x 2 1 + 4x

Cx 
1 -C x

2) y  = ---- i-r-. 95. 1) 6 ^ = — — ; 2) ln (x 2 + y 2) = -a rc tg —. 96. 1)
1 -  3x ' ~ r * v ’ x

In

+3x- 3 arctg— = 0 ; 2) 3y = 5x2 - x 3- 2 .  9 7 .1 )  x2 + l = 2 (C -2 x )s in 2 y ; 2) y  =

y - 1
y + l

2

3\/x2- 1 - 2

98. 1) ду(С -1п 2 у | = 1; 2) y = -x . 99. 1) arcsin—= ln|Cx|; 2) y=
e* - 2 - е

100. y  = ̂  + q i n x  + c 2. 101. e-^+C, = (x  + C2)2. 1 0 2 .y  = Cl( x - e - I) + C2.

x3 1
103. -ln (2 y + 3 ) = C,x+C2. 104. y = —  + - x + | C, - -  |arctgx + C2.

105. y  =  + І2С ,(±х + С2)4 — — . 106. y = x 3-3 x + (C ,+ 3 )a rc tg x + C 2.
2C.



107. In ν2 + 2C| + 7  /  + 4Г|>2 +1 =  ± X 4 C 2 . 108. 1) v =  e2' ;  2) v

-V+.l' 
> 2 +  3.

109. 1) ; ;= 3*4 4-Y’ 36x2 + 72x + 8 . 2) 14>, = 2 + 3(2jc _ 9)(6 + ^

П О .  1) y = ? - 3x~ + 6x + 4 . 2)  j , =  - l n | x  +  l|. 111. 1) у  = i ( l 5 x  + 1 ) !  +  і  ;
6 5 5

2) = In V  5 -  χ 1 + x + \ .  112-117. Лінійно незалежні. 118. y ’( x - \ ) - x y ' + y  = 0 .

119. y ” + y  = 0 . 120. v "  - y "  = 0 . 121. /  -  v 'c tgx  = 0 . 122. =  C,f I + - Ί  +

+a
Є

дг,

, 1 2 ( л '  +  і ) і п |  x  +  \ Π
Д- + 1 -----------------------------------------------і ------------------L A ------------I I 123. xy  =  Cje +  C2e~r . 124. ^  =  C ,e64 C 2ev .

x x l

125. v = e2v(C ,  cos.v 4  C 2 s i n x ) . 126. y  = C] e24 e ' v ( c 2 cosN/3x4C3 s in s / 3 x ) .

127. у  = C, + C2x  + C 3eA + С 4хел . 128. y  = C, cos.t + C ,  s i n x + C 3 cos2.y+C4 sin 2дг. 

129. > - ( q  4 C 2x 4 C 3x 2je “x. 130. >'=ef(C| cos2y+C2sin.r). 131. _)'=C|+C2 cos.r+C3sin.v. 

132. y  = er ( Γ ,  +  C2x + Q x 2). 133. у  =  C, +  C2ex + Q e “v +  С4е3ї + Q e " 5v. 134. y = Q  e~x+

4 e v( c 2cosVXv4C3sinV3x). 135. y  = Q ex+C2e~x+ C3co sx +Q s i nx . 136. v = (7 - 3 x )e v~2. 

137. j' = r,  + (C2 +C3.v)cos2x + ( Q  4 C 5x)s in2x.  138. y  =  C|ev+ r 2e~v+C3e2'v+C4e“2A, 

139. y  = C\ + C 2x + C3x 2 + e'1jr(C4 + C 5x ) .  140. у  = e'^Jr(Cl cosx + C 2 sinx) +

4 е “^3л (C3 cosx  + C4 s inx)  + C5 sin 2x + C6 cos 2x . 141. = 2 4  e ~ 142. 1) y  =

Зх/ \ 14cosx + 5s inx _  ^  r „ r
-  e (C, cos4x + C2 sin4x)n---------- ------------- ; 2) у  = Г,е + C 2xe + C . c o s x + C 4 sinx +

1 ' ■' ί λί n  s' ■'■- 2r 24χ2 +52x + 41 , "7 3 ^
4 - х  e . 143. 1) j  = C.,e + C 2e 4---------------------- ; 2) у  = C, + C2x + C3e 5 н----- x .

4 64 14

144. 1) y  = ~ —xcos2x  + r , c o s 2 x  + C2s in2x ; 2) у  = I — -  -  | e '+ (Г, + C2x )e  v +

^C3 — i j c o s x + Q s i n x .  145. 1) y = ^ € lx\ 2 )  y  = Ciex -

8 4

C2cos— x 4 0 ,  sin— x 
2 3 2

e 2 +

+ ^ - ( c o s x - s i n x ) .  146. 1) ,y =  e2' f y s i n x - - ^ s i n 2 x j ;  2 )  у  = C ,  c o s 3 x + C 2 sin3x +

4 v -x c o s 2 x -2 x ‘ sin2x , „  5ϊ 4л- [ .ν ’ , „ , 4ϊ , ,
+-------------- —-------------- . 147. 1) у=С\е + С2е4л- |  —  + χ- + 2 χ  |е4л; 2) ν = χ " +

+shx. 148. 1) У - — x3+ x2+C, e v+C 2 + C3x; 2) у  = (c o sx -  2 sin x )e2' + (χ  + 1)' e v.

149. 1) у  = —x e3jc+ Зх2 + 2x + C, + C 2 е3л; 2) v = (c , + C2x + Г 3х2)е л -  ]-e ' sin2x.З “ V g

150. 1) у  = 2*sin;t- .rcos;t  + C, cos.y + C 2 s i n * ; 2) у  = C| + C2x  + С?лх 2 +C4cos2v + 

+ C ,s in 2 x -— e v + —  x3 xsin2x.  151. 1) у  = (C, + (7,x)cosx + (C3 + f ’4x)sin x -5 5 2 4  3 2  v 3 4 /

a>sx;2) у = e2' - e 3v +xe~f. 152. 1) > = ejr(Cl +C 2x) + 2x2e ' ; 2) ,y=(0| +C2x)e2'+
8

1 8  1
+ iC 3+ C 4x )e " 2t + — cos3x------------sin3x. 153. 1) у  = C, cosx + C 2 sinx + —  ( x - l )e '  +  е_л ;

13 169 2

Г 3^ _4t 4sinx-3cosx , „  „  . x . 1 _2) _y = l x + - j e  4---------- -------- . 154. 1) v = C jcosx4 C 2sin x 4 —s in x - —cos2x;

2)> ·  =  χ2. 155. 1) у  =  С|Є~л4 С 2е3ї4ел-1 ;  2) у  = c o s x 4 2 s i n x 4 e“ 'v- З е л + 2х ел .

8
156. у  = с ,е “л4 С2е-2л 4 у ,  де у :  1) у е '1 ; 2) - x e “2v; 3) sinx-3cosx; 4) 6 x ’ -

-27х2 + 63х-48 ; 5) —  e_Jtf 12cos--26sin - |; 6) е~2ї(2*24 х ) ; 7) 4x + 4 - 9 c o s 2 x -  
105 I  2 2)  '  I

-3sin2v; 8) 2ve'v4 - e 2t; 9) — (3sin2x-cos2x)+— (7cos4x-3sin4x); 10) —  ev4 — x e “ l .
2 40 ’ 340 12 2
3 з

157. у  = Ct + C2e 2' + y ,  де у :  1) y x 3 - x 2 4 - jx ;  2) -y -e  2 ; 3) -6cosx49sinx;

4)(9x+3,9)cosx4(6x-ll,7)sinx; 5) ^ e -2'((3180x-1309)cosx+ (2915x-2812)sinx).

158. у  =C | cos2x 4 C2 sin2x 4 у  , де v : 1) Зх3 4 4 x 4 5  ; 2) -^-cos5x  ; 3) ^ s in 2 x  ;

4) - s i n x - — c2x ; 5) —s in 2 x - — cos4x ; 6) 9 - c o s 4 x -  12xcos2x. 159. 1) v = — 4 
3 4 8 24 x

4 ел(С| + C2x); 2) Q  + Q e ^ - c o s e '  160. 1) y  = — 4C, 4C 2eA; 2) _у = Г,ел+С2е 

- ( e 2 t - е л) ( і - 1 п |  1 - е ^ Ц .  161. 1) y  = (Cs + ln| s i n x | ) s in x  + (C2 - x ) c o s x ;



2) у  = C, cos3x+C> sin3x+  sin3-vln
f  3x π

t g T + 7
•2. 162. 1) y  = sin2 .v ln |cosx |-

-x co s2 x  + C ,sin2x + C2cos2x; 2) y  = C ,+ C 2e v - l n ( l  + e ' ) ~ e  'l n ( l  + e ' j .

163. 1) v = C ,cosx + C2s i n x - C0S~A ; 2) у  = ( (C ,-x )c o sx  + (C2 + ln |s inx |)s inx )e  \
cosx

164. 1) у  = C, cos2x + C2 sin 2x + s ' n̂ 2'Y ln| tg x |; 2) у  = (C, -  4 )e v + ^C2+ -^ je  * +

+ C ,e2v + 1 + ^8er -  i e “v j ln ( e ’ r + 2). 165. / ( / )  =C ,+C2 e-333·3 3 3 11,11 lcos300/ + 

+0.041sin300/. 166. / ( / ) = e-500 '(C ,cos500л/з/ + C2sin500V3 /) + V2sin( Ι03/ + 135 ).

167.
Jx = C ,e ' + C2e5\  

у  = -С ,е '+ З Г 2е5
168.

j x  =  Γ ,  e '+  C 2 e ~ ' + t e ' - r  -  2, 

| y  =  C, e ' - C 2 e“ ' + (/ -  l ) e ' -  2/.

169.

x = — (3 e '+ 5 e  ')  + —/е '- 1 .  
4 * > 2

v = — ( e '- e ~ ')  + — / e '- / .
'  4  V /  7

170.
jx  = Cl e '+ q , e ' '  + e '( 2 c o s / - s in / ) ,  

[y  = C |e '- C 2e3'+ e '(3 c o s / + s in /) .

171.

173.

x = C, e2' +3(7, e4' -  e"' -  4 e3' , 

у  = СІе2'+ Г 2е4' - 2 е - ' - 2 е 3'.

x = C, e' + C2 e2' + C3 e5' , 

у  = C, e '+  C3 e5' -  2C2 e2',  

r  = - C ,e '- 3 C 2e2'+ 3 C 3e5'.

172.

x = C, e2' + C2 e^2' -  — - —e'
4 3

174.

у = C, e - 3 C ,e

x = C, e '+  C -e“', 

y  = C, e '+ C 2e2', 

z = 2C2e2' - r 3e~'.

175.

177.

x = (?,e ■' + C2sin4/ + C3cos4/,

у  = —-C , e-2' -  —C, cos4/ - — C3 sin 4/, 176.
4 1 2 2 2 3

r  = - —C, e '2' + C2sin4/ + C3cos4/.4 1 2 3

■ =  C, e '+ 2 C ,  e2' -  e' ln (e 2' + 1 )  + 2 e 2'arctge', 

' =  C, e '+ 3 C 2 e2' -  e' ln (e 2' + 1 )  + 3 e 2'arctge'.

x = C| e3' + C2 e“2' , 

y = | r |e 3'- C 2e-2'+ C3e-',

_ - = |c , e 3'- C 2e-2'- C 3e-'.

178.

180.

181.

183.

184.

4 7
x = — / -----,

3 9
_ t _ _  5

•V_ 3 9 '

179.

4 , 1 i,X =  — e -------e  ,
25 36
1 ,у  = — e + — e 

25 36
2/

I
X  = C| C O S /  + C2 sin / + / (cos/ + sin /) + (cos/ — sin /) ln I cos / 

y  = (C, - C 2)cos/ + (C, + C2) s in /+ 2 /s in /+ 2cos/ln | cos/

I
x = - 2 /  -  sin/ -  cos/ -  e- ',  

у  = cos/ -  2e- '+  2. 

ix = (C ,+ C 2/ ) e \

[y = (Cl + C2 + C 2/)e3';

' i '

182.

2 Г

-1 4

ix  = e2' + e3' + /2 + /,  

iy  = 2 e2' + /2 +1.
\ 'e 3' 4

/

Jx = 4 e '+  2e 

[y  = - e ' - e· '.
185.

C, ( /  + 1)C2

x = ^ ( -2 C , e' + C2 e”' -  2C3/ e"' ), 

у  = C, e' + C2 e- ' + C3/ e“' , 

r  = - (2 C , e '+  (2C , + C3 + 2С3/)е* ');

У

\ ~  j  

186.

4 1 0

2 1 1
У

j

f
0

'x ' { 2 4 J 3

У = c , c 2 C3

Cx Сз
1 2 { 2 4 J 2

fx  = ( l - 2  /)е -2',

[у  = /е

' i ' '2 -Г /V
4. ί ° 4 'x' -f

J  o , <У,
T ,2e'y Ί

187.

С, С2

кс , - с 2 с2

c~f

/

t e_/
V /

/2K·
( Q + 2 )

/
- / 2 e

,(
2/ -  /2

188.
x = ( s in /- 2 c o s / ) e

189.
І у  = е 1 cos/.

'2 - f ' x 4 Ґ8Л 'x ' /
= + =

j , ,5 -1 , , y, lo J vJ'/ V

x = C, cos 2/ -  С2 sin 2/ + 2/ + 2, 

у  = (С| + 2C2) cos2 / - ( С 2 - 2C |)sin2 / +10/;

'C 2 -  2С, С| + 2C 2'

C, C

's in  2 / '
+

"2/ + 2Л

kcos21 1 , 1 0 / J

fx = e5/ + e3i /t 10
190. ’ 191. 99 % . 192. 5 (8 ) = 18 m ,  v( t)  = . , p ( 8 ) = — м/с.

w  W  ^ 4  + 2kt V '  0ly  = 6e5' - 7 e 3' .



193. г / ( 0 ,0 0 2 )  *  7 0  м /с . 194. j  = 3 8 ,8  м , /  =  4 , 6 с .  195. / =  j l n  100 *  0 ,9 2 с .

196. а = СЕ  1 - е  Пі . 197. І  -

198. v = -

к1 [} + R2
kLe 1 + Rsinkt - kL co sk l

f  ks' Ί f — 1 /
p p P

1 - е  m T ------ 1 - е 40 vO II

Έ yfcs
І  У _ l  y_ v

2 0 0 . ω  = 1 0 0 , 6  х в " '.  2 0 1 . /, - 1 0 ' ϋο
5v 20

ο -----------= 2 0 , 4 c , x( t0) = — —= 2 0 4 м . 202. л = 2 4 ,5 м ,
Я 8

— —  c. 203. х ~ - ^ - к г . 204. x = .Y0 + ——  (і -  coscot )  + υ 0ί. 205. Р=49,7т, 
9,81 .у m ω

= 0,007с. 206. = ^  + 4 -(e ~ A' - l ) .  207. /У = — ί —Inf 1 + k 2v 2a), 7 =
k к  ̂ > 2k 2g  V

arctg k v a

208. t0 = 0 ,0 0 0  82  c . 209. H  = 175 m . 210. h,mx = Λ —  ,

kg
/

2gR . v 0 
+ -Ξ — arcsin

213. / = 1,61 c. 214. a  =  4 5 ° . 215. /  =

c 2 = 2 g R - v \ .  211. v q = 7,9 км/с. 212. .v =
5 / +  1 Ϊ5

( c m ) .

217. .t = 30°21'.218.<p(/) =
M
a

Ι 
α

s2 + i| cos a
V\ kl

.219.0) =co0e '.  220. x  = -----j( l-co sro i) .
//

/?7 ω

y  = Є (co<-sinto/). 221. x = - ^ - ( k t  -  sin kt).  222. y  = ~-----J ~ n — *2 +xctga.
imo

223. /=
ω 2/.2 +  R 2

m
L m e L + R s m m t -  L w co su b t

2/ni/0sin a  

. 224. /  = l+ (/0 - l ) e - '2. 225. C,y2=

1 x  4* C
= (C|X + C2) + —, де k -  коефіцієнт пропорційності. 226. e" = C 2sec------ —

k a

227. (x + C2f + y 2 =C ,2; C,y  = ch(C,x + C2). 228. ^  = - [  c h a x - ch— І, я = -^-.
at

H

229. да = 18,1 кг. 230. T = - x ,  0  = 864 000 кал.3 ^

Г л а в а  2 

ОПЕРАЦІЙНЕ ЧИСЛЕННЯ

2.1. О Р И ГІН А Л  І З О Б Р А Ж Е Н Н Я  З А  Л А П Л А С О М

Приклади.  1. Визначити, чи буде функція / ( ? )  = —ί-j- оригіналом. 

Р о з в ’я за н н я . Указана функція не є оригіналом, оскільки порушується пер

ша умова [ч. 2, с. 123]. Функція — у точці t = 1 має розрив другого роду.

Відповідь: ні.
„З ^

2. Визначити, чи може функція F (p )  = --------- комплексної змінної р  бути
р + 2

зображенням.
Р о з в ’я за н н я . Очевидно, що при необмеженому зростанні р  функція не 

прямує до нуля, отже, вона зображенням не буде. Дійсно,

г? + 3 ί Р* — ^
lim F ( p ) =  lim —------ = l im -----------------= lim

p-* QO /?—► QO p  +  2  /7~> «O p  +  2  P-> <*
p 2 - 2 p  + 4-

\
p  + 2

= o o # 0 .

Відповідь: ні.

Визначити, чи будуть указані функції оригіналами за умови / ( / )  = 0 , / < 0 .

1- / ( ' )  =  ^  · 2 . / ( , )  = - L . 3. / ( , )  -  c t g , .

4. / ( і )  = — . 5. / ( < )  =  c o s t . 6. / ( f )  = /
s in /

В изначити, чи будуть указані ф ункц ії зображ енням и .

7 . F ( p )  =  ' > " .  s . F ( p ) = P L ± ± .
р  +  З

9. F(p) = - / - .  Ю. F(p)

l l . F ( , )  =  2 ^ .  1 2 . F ( p )  =  - ^
p  +  c

13. i r (p )  =  s in /? . 14. F ( p )  = Xgp .



Приклади. 1. Знайти зображення функції / ( / )  = es l .
οο

Розв  ’ я за н н я . За формулою для зображення [ч. 2, c. 128] /.[є1-' ' j  = Je^'e-7" dt =

= lim Je<* p}' dt = — -—  lim e^’ ^ 1
g - p r \ - * O

lim (e^’ p) n- l )  = — -— , Re p >
o g - p  > p - g

> Reg. У випадку f ( t )  = e~A’' іГ е~А''"| = — !— , R ep +  R eg > 0 , у разі f ( l )  = e^ '
1 J P + g

Z.[VP'1 = — -— , R e/> > 0 , якщо f i t )  = e~/P' / I e~/p' ]  = — !— , R e p > 0
L J  p -  iQ ' L J

/ W P ’ L J p + j P

ρ - 7 β ’ ' " Λ ' V/ ~ “ L" J P + j P

Відповідь: / J e A' ' l  = — !— , /,Ге~А'']  = — !— , zXe/P' l  = — !— , /Те~/р,1 = — — 
L J L J p  + g  L J p  _  yp L p +  j

2. Знайти зображення функції / ( / )  = / .

Р о з в ’я за н н я . Застосування перетворення Лапласа дає

оо η
! [ / ] =  he~p' d i = \ \ m  ft e '

'  n—► CO *
' dt .

Нехай u = t , d v  = e p' d t , тоді du = d t , v  = —- e  p' . Отже,
P

Δ[/1= lim
η-> «

- L c-p'
i  , n 

+ i f e -p'd t
P 0 P 0

- -  lim f te~p' + — e~p' 
p  <

Відповідь: t .= —-  .
P

В икористовую чи перетворення Л апласа , знайти  зображ ення ф ункцій. 

1 5 . / ( / )  =  е 2' .  1 6 . / ( / )  = е - 3' .

17· f ( t )  = t 2 . 18· / ( * )  = s in 3 /.

19. / ( / )  = cos 2 / .  20. / ( / )  =  sin 2 t .

Приклади. 1. Знайти зображення функції / ( / )  = c o s p / .

с./рі + е~./Р/ і ] 
Р о з в ’я за н н я . За формулою Ейлера cosp/ = ------ ------- = — е /Р' + — е_/Р' .

Скориставшись властивістю лінійності, де С, = С2 = , і формулами (2.3),

(2.4) [ч. 2, с. 128], знайдемо

ifco sP  / ] = і  Л [ е - ] + і  / { е - ^ '  ]  = І І  — 1—  + -
1

- { р -  /P p + /Р
l£ ± yp ± ^ vP=^ _ ,  R e p >0.

p  +  P2 ^ 2 + β2

Відповідь: Z,[cosβ/] = P
ρ 2 + P2'

2. Знайти зображення функції / ( / )  = sin β / ch2 β / .

Р о з в ’я за н н я . За визначенням гіперболічного косинуса запишемо

ї ї
Ch / : , ch2/ = i ( e 2'+ 2  + e -2') .

Перший множник розписуємо за формулою Ейлера:

e " - e - J'
sin/ = ------------.

2 j

Перемножимо два останніх вирази й дістанемо

sin / ch2 / = ^ ~ ( е^ ~ е '' ) ( е2< + 2 + е”2' ) =

= _ L /еі2+і ) 1 _ J 2' i )  ' 4 Ге~>' + р ^ 2-' ) ' -  е~<2
- Ї Ї

2+1) i j

Застосувавши перетворення Лапласа до обох частин здобутої рівності, а до 
правої частини використавши формулу 3 з табл. 13.1 [ч. 2, с. 197], матимемо

Z.Гsin / · ch2 / Ί = —  L J 8 j
2 2

1 1
p - ( 2  + j )  p - ( 2 - j )  

1 1

p - j  p  + j  P + { 2 - j )  P + (2 + j )



Групуючи перший та останній, другий та передостанній, третій та четвертий 

члени квадратної дужки, спростимо одержаний вираз. Наприклад, *

1_____ 2(2 + ·/) :

P + (2 + j )  р 2 - ( 2  + _/)2

P ~ { 2  + j )

A ĵ sin / · ch2  ̂J =

і т. д. Тоді

2 + J 2 ~ J  , 2J
[ p 2 - ( 2  + J Y  р 2 - ( 2 - j ) 2 p  -  j  \

_1_

* j

(2 + j ) ( p 2 - 3  + 4 j ) - ( 2 - j ) ( p 2 - 3 - 4 j )  2 j

_ 1
~ 2

p 2

2 + 4 2

f  5 1

p 2 - J 2

f + 42 ' P2 +'

Піднесенням до квадрата p 2 -  3 дістанемо

Z.fsin / - ch2/Ί = —f — + 5----- +
L J 2 { p 4 - 6 p 2 +25 p 2 +

Тепер, використовуючи теорему подібності, одержуємо

+ 5
Ζ,^βΐηβ/ ■ ch2 β/J = —

2β

£
I p J

r л4
4  - 6

Ι β
+ 25 | | |  +1

Після спрощень

/.[sin  β/ · ch2 β/1 = £ (  — — - ~ - y -------  +
L J 2 y p  —6β_p  + 25β />2 + β 2

Відповідь: Ζ,Γβϊηβ/ · οΗ2βί"| = — ί —; Ρ ^ -------τ  + ^ τ —
L J 2 1 η4 -  6β p + 25β ρ  +p * - 6 p p z + 2 5 F  ρ 1 + β '

3. Знайти зображення функції Крилова y t (at) = ch at ■ c o s a t .

Р о зв ’язання. Для визначення зображення функції Крилова використовує
мо теорему зміщення в аргументі зображення та алгебраїчні перетворення:

, , , Є - + Є -  1 а, 1 -*ch at ■ cos at ---------------co sa t = — e cos at + —e c o s a t ,
2 2 2

оскільки
of P ^ —ut . P+CJe cos at = -— ;-----  , e cos at == — -----

TO

( p - a ) 2 + a 2 

L [ y x(a t j \  = \-

( p  + a) + a

P ~ a + ____P + a

( p - a f + a 2 ( p  + a ) 1 + a

p - a  p + a

( p 2 + 2a 21 -  2ap ( p 2 + 2a2 ) + 2ap

1 ( P ~ a) [ ( p 2 +2 a2) + 2 a p j  + ( p  + a)  [ (  p 2 + 2a2) -  2ap^

2 ( p 2 + 2a2)2 -  4a2p 2 p 4 + 4 я4

Відповідь: ch at ■ cos at .=
p 4 + 4a4

4. Знайти зображення функції f  ( t)  = t2c o s a t.

Р о зв ’язання. Скористаємося відомою формулою f ( t )  = cosat .= -, -·—γ
р  + а

F ( p ) ,  а потім теоремою про диференціювання зображення [ч. 2, с. 136]:

t 2f { t )  ·= ( - 1) ,c o sa ' -  
dp

,  ρ 2 - α 2

тобто

2 . dt cos at  f=
dp

r \„2 2
P ~ a 2 P i ' 2 - 2)

2
- ( p 2 - a 2/l · 2 ( , W ) 2 p

p 2 + a 2)
4

2 р ( р г - 3 а г )

( / - ' ♦ « T

r  2 Ί 2 p ( p 2 - 3 a 2)
Відповідь: L\ t cos a/ = — 5-----------r —.

L J / 2  2 \3
( P  + fl )

5. Знайти зображення диференціального виразу

Уv ( / )  + Зх'" ( ή - 2х" ( t )  + 5 x ' ( t ) - x ( t )  + 4



з початковими умовами

χ(θ) = х" (о) = 0, х 1 (0) = χ 111 (о) = -1.

Р о з в 'я з а н н я .  Загальний порядок переходу від оригіналу до зображення та

кий: множимо вираз на е~;" та інтегруемо здобутий вираз за / у межах від 0 до 
+со. Якщо позначити / , [ х ( / ) ]  = Х ( р ) . то за теоремою про диференціювання

оригіналу [ч. 2, с. 138] можна записати

4  (0 ] = рх  (р) -  х(°) = рх (р) ;

L[ x"( ' ) ]  = ρ2χ (ρ) ~ Рх(°) ~х'(°) = ρ2χ (ρ) + 1 і 

L[ x'" (') 3 = ρ3χ (ρ) -  ρ2χ{°) -  px' (°) -  χ" (°) = ρ3χ (р) + р ;

/-[Jflv(/)] = р*х {р)~ ρ’χ{®)~ ρ2χ'{ϋ)~ ρχ"{ϋ) - χ'"{ύ)= ρ4χ {ρ) + ρ2 + 1;

L[4\ = ± .
Ρ

Звідси випливає, що

4  χ ,ν ( /) +3х|м (?) -  2χ" (t)  + 5x' ( /)  -  x ( l )  + 4] =

= ρ 4 χ ( ρ )  + p 1 +1 + 3[ p 3x ( /> )+ /? ] -  2[ p 2X ( p )  + l]  +

+5 p X ( p ) - X ( p )  + — .
P

Після зведення подібних членів у правій частині рівності маємо 

4  x ,v ( /)+ Зхш (/)  -  2х" (/)  + 5х' (/)  -  х (/)  + 4] =

= ( р 4 + З р 3 - 2 р 2 + 5р - ] } Х ( р ) +  р 2 + 3/7 — 1 + —,

що й буде відповіддю.

6. Знайти оригінал / ( / )  за зображенням F (p )  = — ?----------г .
р ( р 2 -  8/7 + 25)

Р о з в ’я за н н я . Спочатку перетворимо зображення — ------- -----------г- в одну з
р ( р г - % р  + 25)

уже відомих формул. Зазначимо, що у знаменнику міститься квадратний три
член. Виділимо повний квадрат, тоді

1 =  1 =  1 З

р 2 - % р  + 25 ( р -  4 )2 + 9  3 ( р - 4 ) 2 +32

За формулою (3.13) в [ч. 2, с. 133] можна записати
1 3 . 1 4, · „

== — e sin3/ .
З ( р  -  4)2 + З2 З

Поділивши ліву частину на р  та застосувавши теорему про інтегрування 

оригіналу [ч. 2, с. 141], одержимо

р ( р 2-8/>+25)

Відповідь: / ( / )  =

.= -  Je4" sin 3 udii =
e4"(4sin3!i-3cos3/i)

3-25

e4,(4sin3/-3cos3/) + 3 г / л  _  _   ̂ ( ty

e4' (4sin3/ -  3cos3/) + 3

75

7. Знайти зображення оригіналу / ( / )  =
sin a t

1 1
Р о з в ’я за н н я . Використавши відому формулу sin a t = — - — c o s 2 a / , знай

демо зображення

L [s in 2 a / ]  = i ( L [ l ]  -  Z.[ c o s 2 a /] ) = 1
1

p  p~ + 4 a '

■ 2  1 sin a t  =  —
p  p 2 + 4 a 2

Діленню оригіналу на аргумент t в просторі оригіналів відповідає операція 
інтегрування в просторі зображень. Виходячи з цього, розв’язання задачі набуває 
вигляду

. 2 < 00 / 1sin a t  І fi Іш  і г і

7 2 Я і : 2 + 4 а 2

lim In
η—> со

ln-
yjr\2 + 4 a 2 yjp2 + 4 a 2

dz = — lim In .......... =
2 1 -  ”  yjz2 + 4 a 2

- ~ \ n
2 s j p 2 + 4 a 2

Границя у квадратних дужках у разі η - »  оо дорівнює нулеві, оскільки 

In 1 = 0 . Остаточно результат можна записати так:

1
-In

p  \ {J p 2 + 4 а 2

yj р 2 + 4 а 2 2 р

= —In 
2

у]р2 + 4 а 2 

Р

\2

= —In



З В ІД К И

sin2a / 1, p 2 + 4 a 2
---------  =  —In—— г— .

/ 4 ρ 2

sin2 a / . 1 ,  ρ 2 + 4 α 2
Відповідь: --------- .= — In—------r-----.

/ 4 p 2

8. Знайти оригінал f ( t ) , що відповідає зображенню F( p )  ------------γ--------- г
( р +  і ) (р 2 + 4)

Р о зв ’язання. Запишемо задане в задачі зображення у вигляді

J ______ Р _
р + 1 р 2 + 4

Для кожного із записаних зображень відомі оригінали
1 . р

-------е , — ----------.= cos 2 /.
р  + 1 р 2 + 4

За теоремою про згортку [ч. 2, с. 145] можна записати 

F ( p )  ='e"'*cos2/ = / ( / ) .

Знайдемо цю згортку [ч. 2, с. 145]:

І І І
/ ( / )  = je  τcos2(f -  τ)ί/τ = je~,+1' cos2udu = e"' Je"cos2tidu =

0 0 0
t

2sin2/ + cos2/ e- '_ e_, e"(2sin2« + cos2i/)

5 5

Відповідь: --------- j— ----- v =  - (2 s in 2 / + c o s 2 /-e ~ ') .
( p + l ) ( p 2 + 4 )  5 '  I

Використовуючи властивості оригіналу-зображення [ч. 2, c. 128-149], 
знайти зображення функцій / ( / ) .

21. i ( s h ,  + cos t ) . 2 2 . -^-(sin/+ c h / ) .

2 3 . ^ - ( s h / - c o s / ) .  24 . - j ( s in /  -  c h / ) .

25. ^ ( c o s / - c h / ) .  26. sin 3 a t .

27. sh3 a t . 28 . cos3 a t .

29. ch3 a t . 30 . cos a /  ■ sin β / .

31. ch a t · sin b t . 32. —(sin at ■ ch at + sh at ■ cos a t ) .
2 ’

33. —s h a / - s in a / .  34 . — (s in a / c h a t -  s h a t  ■ c o s a t ) .
2 2 ’

35. e2' sin 3t · cos A t . 36 . e ' 5' sin At · cos 3 / .
37. s h (a /  -  b) . 38 . c h ( a t - b ) .

3 9 . / s h a / .  40. t c h a t .

4 1 .  t 2 s h a t .  42 . t 2 sin a t .

43. t s i n a t c h a t . 44. / sh at  ■ cos a t .

Знайти зображення диференціальних виразів з указаними початкови

ми умовами.

45. х" ( /)  -  З х ( / ) ; х (0 )  = 1, jc’ (0 ) = 2 .

46. 5хш ( /)  + Ах" (t )  -  Зх1 ( /)  + 1; χ (θ )  = x' (θ) = 0 , x" (θ) = - 1 .

47. 2x'v ( /)  -  x" ( /)  + 3 x ( /)  - 1 1 ;  χ (θ )  = x" (θ) =  - 1 ,  x' (O) = x 1" (0 ) = 2 .

48. x v ( /)  + 2x" ( /)  -  x' ( /)  -  7 ; χ (θ )  =  x"1 (θ) = x'v (θ) -  3 ,  

x'(o) = x"(0) = -1 .

49. x 1" ( t ) + 2x" ( /)  +  3x' ( /)  +  4 x ( /)  +  5 ; x (0 )  =  x" (0 ) = 0 ,  x' (θ ) = 1.

Користуючись теоремою  про інтегрування оригіналу, знайти оригіна

ли за зображеннями F ( p ) .

1 і
50. — — г · 51.

р { р  + і ) '  р ( р 2 + 4 р  + 29  j

52. - — ----------- г . 53. 1
р { р 2 -1 0 /?  + 29) p { p 2 + 6 p  + S)

54.
1

Застосовуючи теорему про інтегрування зображення, знайти зобра
ження оригіналів / ( / ) .

„  s in 2/ cos ω / - cos β/
5 5 . -------- . So. ----------------------.



57 s in 4 / - s in 2 / 58 s in 9 t ·s in 6/

/ /

1 -  e'"
59. Є

/•e'

К ористую чись теорем ою  про згортку, знайти оригінали, що відпові
даю ть зображ енням  F ( p ) .

60- 7--------\7--------г - 61. -!______ .
{ р  + 3 ) ( р - А )  ( р - ї ) ( р  + 4)

6 2 .7 --- ------------------Г. 63.i0

( p - + 2) { р - 2 ) [ р 2 +9)

_______________ р 2_______

(р2+9)(/>2+1б) + 4)(/?2 + 25) ’
64. т Γ  ------- г . 65 -______ І

2.4. ЗОБРАЖЕННЯ ПЕРІОДИЧНОГО ОРИГІНАЛУ

Приклад.  Знайти зображення функції

ψ(/) =

π 3π
cos? при 0<  / < —, —  < / <  2π

2 2

0 при — < t < — , Т = 2п.
2 2

Р озв  я за н н я . Використовуючи функцію Хевісайда та враховуючи, що на

відрізках ^0; —J та ^-у·; 2nJ виконується умова o (cos/) = 1, оскільки c o s /> 0,

. . . ( π 3πλ  ,
а на відрізкові ; — J маємо c o s / < 0 і тому o(cos/ )  = 0, й у такому разі

ψ (/) = co s / ·o(cos/) ,  визначимо
π

00 2 2 π

F ( p ) =  Je' /,'cos/-o(cos/)£//  = Je‘ /,' c os / i / /+  j* οΓ p' cos t dt =
—
T

_ e p' (sin/ -  pcos t )

i V
e p' (s in / -  p  cos/)

Ϊ 7 7

2π
-T/> . π π

sin — -  p  cos— |+  p

~ й р г ~

e 2π/,(5 Ϊη 2 π - pcos2n)
. 3π 3πsin ------ocos—

2 2
1 +  p 2

e ^  + p -  pe ~ηρ + e - f ;’ e"2/ ,(l + e -’v ) /;( l -  e_2rt/’)

1 +  /  I +  p  \ + p

Скористаємося формулою (4.2) [ч. 2, c. 151], пам’ятаючи, що а = 2π :

Φ (ρ )= Ζ .[ψ (/ ) ]  = -
-  e-2π/>

е 2'’ ( і  +  е- ’7’ )  я ( і - е " 2^ )

1 +  Р 1 + р-

1 + е -пр

( і - е - ^ ї ї і  + е - ^ ї ї і  + р 2)
1 + p  - n  — r

e -  — e - Λ 2 \
2 V p >

1 + 2 psh — ρ

1+ P2 2(l -t- /?2)sh — p  { + p  2(l + /j2) s h ^ / j

Відповідь: Ф (/>) =
1 + 2psh — p

2{\ + p 2) s h ^ p  

Знайти  зображ ення періодичних ф ункцій .

6 6 .  ψ ( / )  =  

68. ψ(/) =

1 при 0 < t < τ,

0 при τ <  / < / ;  Τ  = I.
6 7 .ψ ( / )  =

sin t при 0 < t < π,

0 при π  < t < l; T  = 1.

h  при 0 < t < b,

- h  при b < t  <2 b \  T  = 2b.

69. ψ (/)  = —  при 0 < t  < c  \ T  = c .
c

70. ψ ( / )  =

ht  _
—  при 0 < / < c, 
c

при c < t < 2 c \  T  = 2c.
c



2.5. З О Б Р А Ж Е Н Н Я  О Р И ГІН А Л У, З А Д А Н О Г О  РІЗНИМИ С П О С О Б А М И  
В О Б Л А С Т І  В И З Н А Ч Е Н Н Я

Приклад.  Знайти зображення періодичної функції 

0 при t < 0,

А ' ) —і при 0 < / < а ,  
а
Ь при t > а, а і b = const.

Р о з в ’я за н н я . Запишемо дану функцію у вигляді однієї формули 
шись одиничною функцією:

. / ( / )  = —/ -  —(/ -  a)a(t  -  а) 
а а '

де

a ( t - a )  =
[О при t < а,

при t > а.

Застосуємо до здобутого виразу перетворення Лапласа:

Je-'*  f ( t ) d t  = j - t c ' p' d t - ] - ( t  -  a)a( t  -  e ) e - 'M dt.
n 0 a a a

Обчислимо записані інтеграли:
a , . (
\ - t e - p,dt = ·j n - - e ~ p

o + Po

- £ e-«p— L

fe~p,dt
)

-  \ - ( t  -  a )a ( t  -  a ) t  p' dl = Ji>e pldt = - — e -pl

= - -  lim e- '*
η

- Ч \\те.~рхх- е Г ар = - с арΡ η—> оо а Р [νη-> оо / Р

Додавши їх , одержимо f ( t )  = -----— —
a p 1

А 1 _ p~aP
Відповідь: / (7) ---------------

a p 2

, скористав-

Знайти зображення функцій.

ΙΊ при 0 < t < a ,
71. / ( ( )  =

73. / ( ή :

75. / ( / )  =

0 при t > а.

1 —  при 0 < t < a ,  
а

при / > а.

при 0 < t < а,

при а < t < 2а,  

при t > 2а.

а
2 а - t

а

72. / ( / )  =

74. / (* )  =

0 при І < а,

1 при a < t < h ,

0 при / > Ь.

0 при t < а , 

t - a  при a < t < b ,  

b - a  при t > b.

2.6. ІН Т Е ГР А Л  Д Ю А М Е Л Я

Приклади.  1. Розв’язати рівняння у" -  2у  = 2( f  -  З/ j , що задовольняє ну

льові початкові умови jv(0) = у'  (θ) = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Складемо зображувальне рівняння, вважаючи y( t)  оригіна

лом. Застосовуючи відомі формули, дістаємо

/ ( / )  =  р 2У { р ) ~  р у { 0 ) ~ у '  {0) = ρ 2Υ ( ρ ) ,

у{ ‘) " γ {ρ)·
Знаходимо зображення правої частини

'  З! З

Тепер зображувальне рівняння запишемо у вигляді

ρ 2Υ ( ρ ) - 2 Υ { ρ )  = 2
Р Р

' Див. ч. 2, підрозд. 3.9, с. 147.



або ( ρ 2 - 2 )  Y (p )  = ^ j ( 2 -  ρ 1) ,  φ )  = - Α .

Відповідь: y ( l ) = - / 3 .

2. Розв’язати операційним методом лінійне неоднорідне диференціальне рів
няння зі сталими коефіцієнтами і нульовими початковими умовами y "+ 9 y  = 8sin/, 

у(0) = у'  (О) = 0 . застосувавши інтеграл Дюамеля.

Р о з в ’я за н н я . Запишемо y " + 9 y  = l ,  y(0) = у ' (О) = 0 . Перейдемо з просто

ру оригіналів у простір зображень y( t)  .= } '(/;), / ( / )  =  р 2ї ( р ) ; І м а є м о
Р

Y { p ) ( p 2 + 9) = 1 ,  Y ( p )  = -  \ s = L - 4 —  ■
P рур~ + 9j P p '  +9

Тоді

11 · · ,  І Г г  1 ( 1  ί— —-  τ- —sin 3/; -  — -г- =  -  І s і η 3// du = -  — cos3;<
P  +9  3 p { p - + 9 ) 3 QJ 3V 3 )

= - ( l - c o s 3 /) .

Отже, для зображення —^ —  оригінал y, (/) = i ( l  - c o s 3 /) . Як і слід було 
р  + 9 9

сподіватись, У|(0) = 0 . Тепер за формулою (7.8) [ч. 2, с. 157] знаходимо

' 1 4 і
y ( t )  = J8sin τ ■ —sin 3(/ -  x)dx = -  j [ c o s (4 t -  3/) -  cos(3/ -  2τ)]</τ =

i-sin (4τ -  Зі) + ^-sin (31 -  2τ) 1 . ,  sin / — sin З/. 
З

Відповідь: y( t )  = s in / - - j s in 3 / .

3. Знайти розв’язок диференціального рівняння х + 2х - Зх = є"2' , що 
задовольняє початкові умови лг(0) = і(0 )  = 0 , 3с(0) = 3.

Р о з в ’я за н н я . Вважаємо шукану функцію оригіналом. Нехай .*(/) =  Х ( р ) .

Застосовуючи теорему про диференціювання оригіналу, маємо

ї ( / )  =  р 3Х { р )  -  р 2х(0) -  р х ( 0) -  х (0 ) .

З урахуванням початкових умов знаходимо

x ( t )  = р 3Х ( р ) ~  3 .

р + 2 

дачі:

Звідси

Аналогічно д-(/) =  р Х ( р )  ■ Якщо врахувати, що зображенням функції е 21 є 

, то можна скласти зображувальне рівняння, що відповідає початковій за-

р 3Х { р ) - 3  + 2 р Х ( р ) - З Х ( р )  =
р + 2

х { р )  = :
Зр  + 1

( р - \ ) ( р  + 2){р2 + р + з)

За відомим методом невизначених коефіцієнтів праву частину рівняння (6. 
можна розкласти на прості дроби:

З р + 1

(6.1)

А В Ср+ D 
+ ------- -  + -

де

Тоді

( р - \ ) ( р  + 2) [р2 + р  + з) Р - * P + 2 Р2 + Р  + З ’

л Л ,

1 1 3' -
(6.2 )

З р - \  15 р  + 2 5 р 2 + р  + 3

Легко знаходимо оригінали для кожного з доданків у правій частині рівності 

( 6 .2 ):

2 1 = - е ' , 1
З p - 1 З

=  - - є " 2' , 
15 р  + 2 15

1 Зр + 1 
5 р 2 + р  + З

р  + ■
Т ї ї

2

Р + - νπ
VTT
2

V T T

Ч 2 У
р  +

з ~  Т і ї  >/її -  . VTT
= — е 2 cos----- / - е 2 sin- - / = - V 2

2

V n,  ■ · /77 · V n3cos----- / + v l  1 sin------/
2 2



Використавши властивість лінійності перетворення Лапласа, розв’язок дано
го рівняння можна записати у вигляді

15
р-2'- е ----е 1

Знайти частинні розв’язки диференціальних рівнянь за вказаними по
чатковими умовами.

76. У + 2 У + у  = е у(0) = 1, У(0) = 0.

77. - 2 У + y  = s i n t ;  у ( 0) = 0 ,  У (0) = 1.

78. у + 5У = е-5'; у(0) = 1, У(0) = -1 .
79. У + 5У - 6 у -  cos2 t ; у(0) = - 1 ,  y ' (θ) = 1.
80. У - 2 У + 2 y -  cos t ; jy(0) = 0 , y' (θ) = 1.

81. У + 2 У + 2y  = e"' sin 3 t ; >>(θ) = 1, y'  (θ) = 0
82. У + 4 у = cos2f; y(0) = 1, У (θ) = -2  .

83. У + 9 у-= sin 3 t ; 7 (0) = -2  , y' (θ) = 1.
84. У - 9  у . = ch/; v(0) = - b  У (0) = 3.
85. У -16  у = sh / ; y(0) = 3, У(0) = - 1 .

86. У -у  =■-te1·, Яо) = о ,  y(o) = i.
87. У + У == r e - ' ;  >-(0) = l ,  У(0) = 0 .

Застосовуючи інтеграл Дюамеля, знайти частинні розв’язки, що задо
вольняють нульові початкові умови таких диференціальних рівнянь.

88. У  + у  = є"'. 89. у" + у  = cos t .
90. у" +>" = sin2/.
92. У + З У + З У  + y  = te~' .

91. у 1" + У = 1 Ое

Знайти частинні розв’язки диференціальних рівнянь за вказаними по
чатковими умовами.

93. .у’" -  У  = e '; у(0) = 1, У (0) = У  (0) = 0 .

94. У" + у" = е~'; у(0) = у" (θ) = 0 ,  у'  (О) = 1.
95. Уv -  v = sh / ;  .у(0) = У(0) = У (0)  = 0, У ‘(0) = 1.

96. y'v - I 6 y  = ch2t;  >-(θ) = 1, У(0) = У (0)  = У (0 )  = 0.

97. ^ -4  + ̂ - y  = sinx; j-’(O) = У (θ) - 1 ,  У  (0 ) - 0 .
dx dx ^

98. ί , Σ .  + 2^—γ  + ^ j -  = c o s x \  >>(θ) = y ' (O) = 0 ,  У  (0) = 1.

99. yv _ 5y« + 5y  +sy - 6y = 0; y(0) = 2, v1 (0) = y‘"(0) = 0 , / ( 0) = 6.

100. y v -8y"+24y-32y+16̂  = 0; >'(0)=У(0)=0, /(0) = 2, / ( 0 )  = 3.

101. 2 y" + 3y = x2 + sin 5x ; у  (О) = 1, y' (θ) = 0 .

102. 3y" -  5y -  Xі  -  cos 2x ; y(0) = 0 ,  y' (θ) -  1.

103. x - x  = 31; x(0) = l ,  x(0) = x(0) = 0 .

104. 'x - 4 x  = 512; x(0) = χ(θ) = 0, x(o) = x (О) = 1.

Знайти загальні розв’язки рівнянь.

105. у" + А у - 3  cos S t . 106· У" + 4У' ~ 12у  = 8 sin 2х ■
107. у " - 2 y ' + 5 y  = te2' .  108. У  -  ЗУ + 2у = е - \

109. y lv + У" = sin r .

2.7. ЛІНІЙНЕ ОДНОРІДНЕ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Приклад. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння 
у" -  2у'  + 5у  = 0, що задовольняє початкові умови у(0) - 1 ,  у  (0) -  2. 

Р о з в ’я за н н я . Складаємо зображувальне рівняння

[ р 2 - 2 р + 5 ) ї { р ) =  Р,

Р (р~і) + 2І  P" 1 , 1 — g____ .
р 2 - 2 р  + 5 ( р - і ) 2 + 2 2 ( p - \ f  + 21 2 ( р - і ) 2 +  22у {р)-

За зображенням записуємо оригінал

j/(<) = e'^cos2f + -^sin2/

Відповідь: e' cos2/ + - Ц іп 2 / ^ .



Знайти частинні р о зв’язки  ди ф ерен ц іальн их  р івнянь, щ о задовольн я
ю ть задані початкові ум ови.

110. У - 4 У  =0;  Я о) = 2 ,  ;,'(0) = 3.

111. у -5 У  + 6y = 0 ; y(0) = 1, У(0) = 2.

112. y ' + 5У + 6у = 0; j/(0) = 1. y(o)  = 3.

113. y ' -  6 v' + 9>’ = 0 ; _y(0) =

114. y ' - 2 У  + y  = 0; j/(0) = l . У ( 0) = 2.

115. y + 4y' + 4y = 0 ; J;(0) = 2,  У(0) = 1.

116. y ' + 4 γ  = 0 ; >’(θ ) = - 1 , У (θ ) = 1.

117. y ' - 4 У +13^ = 0; j>(0) == i,  y ( 0) = 0 .

118. y ' -8У  + 2 5 y  = 0 ; j/(o) == 0,  У(0) = -1

119. y ' -18У +81y = 0; y(0) = 1, y ( 0) = 2 .

2.8. Т Е О Р Е М И  Р О З К ЛА Д А Н Н Я

Приклади.  1. Використовуючи першу теорему розкладання, знайти оригінал 
за даним зображенням

с і \ 6 11 

Р Р

Р о з в ’я за н н я . Скористаємося формулами (10.1) -  (10.3) [ч. 2, с. 170], вико
наємо перетворення й одержимо зображення в такому вигляді:

, ч 6 11 3! 11 12!

( Р ) ~ р м  V 2+' V +' + 12! p u+' '

а оригінал його

з 11,12

Відповідь: / ( / )  = t3 + ■

12! 
,12

2. Використовуючи другу теорему розкладання, знайти оригінал за даним зо

браженням
. (  \ Р +3 

F = р 2( р +  2)2 (р  -  З)

Р о з в ’я за н н я . У цьому випадку Ф 2(р ) = Ρ2 + 3 > Ψs ( р) = Р 2(Р + 2) ( Р _ 3 Ь  

α, = 0 , Л| = 2 ,  а 2 = - 2 ,  к2 = 2 , а 3 = 3 , = 1 . Скористаємося формулою для

оригіналу [(10.5), ч. 2, с. 171] і одержимо

Л ') = І т т :

,*,-1
lim

/2-ї
lim: -------- — ПІП ----

( 2  - ! ) ! / > - +  o dp 2 - І

( ρ - α<)

ρ 1 + З

ρ 2(ρ  + 2)2( ρ - 3 )

t, < M p ) , 
чМ р ) 

___»/>'

.2-1
lim---------— І1ІІІ --- r-r

( 2  _ ! ) ! / , - >  -2 dp
(Р + 2)2

р 2 +3

+ lim 1-І ( я - 3)—

ρ2{ρ + 2Ϋ ( ρ - ?ι) 

р 1 + 3 арі

+

p 2{ p + 2f { p - 3)

г d  -■ lim —
Р-* о dp

Ρ + 3-----
( ρ  + 2 γ ( ρ - 3 )

г d  + lim —
ρ-* -2 dp

ρ 2 +3  

p2 ( p - 3)

+ lim
ρ->3

Ρ + 3 cri
3[ ρ 2{ρ + 2)2

Знаходимо похідні, а потім границі кожного доданка.

d_
dp

Ρ1 + 3 cri ρ 2 + З

(ρ  + 2)2 ( ρ - 3 )

+

( Я + 2)2( р - 3 )

2 p ( p  + 2 ) ( p - 3 ) - ( p 2 + 3 ) ( 3 p - 4 )  

( р  + 2 ) 3 ( р - 3 ) 2 

р 2 + З

еГІ І +

lim —
/7-> Оф

арі

~{р + 2Ϋ  ( р  ~ 3)

- _ І  і  
4 ,+  6'

Далі

d_
dp

p 2 + 3 /Ji A 3  „ ( |  V ( p - 3 ) - 3 ( / * 3 ) «i’ - 2 ) , , .
—- --------- є7
P ( p - 3) _ p2( p - 3) p 3(p -3)*



lim —
p-+ -2 dp

p +3 epl
L p 2( p - i ) 20 50

та

lim ■■ p l  + 3 „ e<* = —  e3'4 „---1
75r - ^ p 2( p  + 2)2

Додаючи три знайдені границі, знаходимо шуканий оригінал

р 2 + З

р 2( р  + 2)2( р - 3 ) '  6 4 10V2 5 75

. .  1 / І ( 7  11) _2і 4 з,Відповідь: -------------------- —і + —  е н---------- е
6 4 10 V 2 5 )  75

Знайти частинні розв’язки рівнянь, що задовольняють задані початко
ві умови.

120. У + 3у = 3 ; у(0) = 0 .

121. у" -  2У -  Зу = 0 ; у(0) = 1, у'(0) = 0.

122. у 1" + у" = 0; у (0) = у' (0) = 1, у" (о) = 0.

123. у 1" -  2 у" + у 1 = 0; у (θ) = у" (θ) = 1, у ’ (θ) = 0 .

124. ^ - γ  + 2^— + s = 1; 4(0) = і(0) = 0.dt2 dt ν ; ν /

Використовуючи першу теорему розкладання, знайти оригінали за 
даними зображеннями.

125.

127. F{p) =

р 2(р + 0  
4

з · 126, F ( p )  ’  + * .
Р Р

128. F(p) = - i -  + 4 r ·
Р Рр Ч р - 2)4 '

Користуючись другою  теорем ою  розкладання, знайти оригінали за 
даними зображеннями.

р  + 2129. F(p)  =
{ р - \ ) ( р  + ї ) ( р 2 +4)

130. F(p)  = -----£

131. F{p) = р - і  

р \ р  + 4)(р + \)2
132. F(p)  = p -  + '

р ( р 2 + 5 р -  б)

2.9. ОПЕРАЦІЙНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СИСТЕМ  
ЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

Приклади. 1. Знайти розв’язок системи рівнянь

х  = -2 .x - 2 у -  4г, 

у  = - 2 х  + у - 2 : ,  

і  = 5х + 2 у +  7:

з початковими умовами х  = 1, у  = 1, r  = 1 при / = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Введемо позначення

* ( ' ) · - -v ( a 0 ’ · -  А р ) ’

а зображення

х .= р Х ( р ) - х(0) = /> * (/> )-1 , у  ?= рУ(р)  — у { 0) = р) { р ) - \ ,

:  = ρ Ζ ( ρ ) - ζ ( θ ) =  ρ Ζ ( ρ ) - \  .

Зображувальну систему можна записати у вигляді
ί(/> +  2 ) * ( / > ) + 2 Κ ( / > )  +  4 Ζ ( ρ ) = 1 ,

• 2 A ' ( p )  +  ( p - l ) > ' ( p )  +  2Z(/>) =  1, 

- 5 Α ’( ρ ) - 2 Κ ( ρ )  +  ( ρ - 7 ) Ζ ( ρ ) = 1 .

Розв’яжемо цю систему:

р  + 2 2

А (р )  =

А р )

М р)

4

2 р - \  2 

-5  - 2  р - 7

1 2 4

1 / > -1  2 

І - 2  р - 7

р  + 2 \ 4
2 1 2 

-5  1 р - 7

= ( р - \ ) ( р - 2 ) ( р - 3 ) ,

= р 2 -1 4 /? +  25,

= ( р - 2 ) ( р - 7 ) ,



M r)

р  + 2 2 1 

2 ρ - 1 1

-5  - 2  1
= ρ 2 + % ρ - 2 \ .

За формулами Крамера запишемо розв’язок системи

Х ( Р) = р 2 -1 4 /?  + 25  
( р - \ ) ( р - 2 ) ( р - 3 ) • Ф )  =

/7 - 7

(р -  0 (р -  з) ’

А р )
р 1 + 8 /? -2 1  

( р - і ) ( / 7 - 2 ) ( р - 3 ) '

Для відшукання оригіналів скористаємося табл. 13.1 [ч. 2, с. 197], перетворив
ши попередньо дроби:

V A . r ( p ) -  3 2/ 7 - І  / 7 - 2  / 7 - 3

Z (p ) = -

/ 7 - 1  / 7 - 3 ’

/7 -1  /7 - 2  /7 -3

Тепер можна записати розв’язок-оригінал:

х ({) = 6 е ' - е 2' - 4 е 3', >'(/) = З е '- 2 е 3', ; ( / )  = - 6 е '+ е 2'+ 6 е 3'.

Відповідь: x ( t ) = 6e' -  e2' -  4е3',  y ( t )  = Зе' -  2е3',  . ( ; )  = -6 e ' + e2' + 6е3'. 

2. Знайти частинний розв’язок системи

\ х ~ У =  0,

13'-·* = /,

що задовольняє початкові умови дг(о) = ^(о) = 0 , >>(0) = .ν(θ) = 1.

Р о з в ’я за н н я . Позначимо .*(/) =  Х ( р ) , y ( t )  f= У(р) ,  а зображення

* ** р Х { р ) - Х{0)= р Х ( р ) ,  у * р Г ( р ) - у { 0 ) = р Г ( р ) ,

X .=· р 2Х ( р )  -  рх(0)  -  х ( 0 )  =  /7 2 Х ( / 7 )  - 1 ,

У ^ Р 2Ц р ) - р у { 0 ) - у { 0 )  = р 2У(р ) - і , / = - V ·
P'

Зображувальну систему можна записати так: 

р 2Х ( р ) - р У ( р ) = 1 ,

- р Х ( р )  + р 2У{р) = - 1 + \ .
Р

Розв’яжемо цю систему

Δ (/?) =
Р - Р  

- р  Р2

М/>)
' - 4 -  р 2

/7 3 +  р 2 +  1

=  /74 - / 7 2 = / 7 2 ( /7  - і ) ( / 7 + і ) ,  

1 р 2 і
І + р р~ + р +  І

За формулами Крамера запишемо розв’язок системи

ρ 3 ( / 7 - ι ) ( / 7  + ι )  ν ' ' ρ 2( ρ - ή { ρ  + О 
Для відшукання оригіналів скористаємося табл. 13.1 [ч. 2, с. 197], перетворив

ши попередньо дроби:

і - 1 . >а д4- 1 1 1 , 1
: / 7 - і  2/7+1 р 3 р ’ 2 /7 -1  2/7 + 1 /7 /7

Тепер можна записати розв’язок-оригінал:

Відповідь: .*(/) = — є' + — е 1 -  —  - 2 ,  і'{<) — ^ e І 1.

3. Знайти загальний розв’язок системи рівнянь
(х = 2х + у,

2

[у = х+ 2 у .

Р о з в ’я за н н я . Введемо початкові умови х(о) = С , , >>(0) = С2 і позначення 

x(t) = X ( p ) ,  y( t )  ^ У ( р ) ,  а зображення

х  = р Х ( р ) - х ( 0 ) = р Х { р ) ~ С ], у =  р У { р ) - у { 0 ) =  р У { р ) - С 2 .

Зображувальна система має вигляд
\ ( р - 2 ) Х ( р ) - У { р )  = Сі,

- Х { р )  + { р - 2 ) У { р )  = С2.

Розв’яжемо цю систему 

/7 - 2  -1

-1  /7 - 2Δ(/?) = =  ( / 7 - і ) ( / 7 - 3 ) ,  А х { р )  =

с , - 1

М /> )

р - 2  С,

-1  С2

С2 /7 - 2  

= С ,+ С 2/? - 2 С 2 .

= С ,/7 -2 С ,+ С 2 ,



За формулами Крамера запишемо розв’язок системи 

* { р )  =
С іР - 2 С і +С2 ' ^  С, +С2р - 2 С 7
( р -1 )  ( р - 3 )  ’ ' хн'  ( р - і ) ( р - 3 )

Для відшукання оригіналів скористаємося табл. ІЗ.І [ч. 2, с. 197], перетво
ривши попередньо дроби:

Х { р )  =
С,

• γ {ρ) =
с,

де

р - 3  р - \

— _  С [  +С2 р  _  С) - С 2 
' l 2 ’  2 2

р - 3  p - 1

Тепер можна записати розв’язок-оригінал

x(t)  = C, е3'+  С2e ' , у (0  = С ,е3' - С 2е ' .

Знайти частинні розв’язки систем лінійних рівнянь, що задовольня
ють задані початкові умови.

ί χ - χ  + у  = 0,

=  * ( 0 )  =  j ( 0 )  =  l .

ί х  -  2 х  + у  -  0,

|>> -  Зх -  2.у = 0; х (0 )  =  1, >»(0) =  0.

І  +  Д Г - ^ - 2  =  0,

• у  -  X +  у -  2 =  0, 

і - х - > >  + 2  =  0; х (0 )  = у ( 0 )  =  2, ζ (θ )  = - 1 .  

f x - 7 ; t  +  2 y  =  0,

\ у - х  + 3 у  = 0; х ( 0 )  = 0, у ( 0 )  = 1.

( х - у  = 0,

j .x - .y  = 2 s in /;  дг(0) = -1 , л:(0) =  ^(О) = j ( 0 )  = 1.

\ x - 5 x -  у  = 0,

+ 2 х  + 5 у  = 0; дг(0) =  у (0 )  =  1.

| х - у  = е',

| х  +  у  =  0; jc( 0 )  =  І, у ( 0 )  =  - 1 ,  х ( 0 )  =  у ( 0 )  =  0.

ί х  + 2 у  =  е ' ,

[ у - 3 *  =  1; х ( 0 )  = 0, у ( 0 )  = 2.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

х  + у  = 2 s in / ,

141. у  + z  = 2 c o s /.

і - х  = 0; χ ( θ )  =  ζ (θ ) = №
= 0, х (0 )  = у (0 )  =  -1 , і ( 0 )  = 1

142. «
x  + у  -  х  = 0,

х - у  = s in /; дс(0) = -1 , х ( 0 )  == 0; Я 0 ) = 1 ,  Я ° )  = 2 ·

Знайти  загальн і р о зв’язки  систем рівнянь.

143.
х  + Ах + 6 у  = 0, 

у  + Ах + 2 у  = 0.
144. <

х  + Зх  -  2 у  = 0^~ 

у  -  Ах + у  = 0.

145.
х  + 7 х - 5 у  = 0, 

у - А х  + 8 у  = 0.
146.

х  = - З х - 5  у ,  

у  = - А х - А у .

N1II■н х  -  l x  + 2 y  + 5z,

147. у  = х  + у , 148. у =  - 2 х  + у - 2 : .

Z - X  + Z. z  = - А х  - 2 y - 2 z

149.
|3с + у  =  /, 150.

1 X - y  = t,
1 ** А

[ у - х  = 0. [ у  + х  = 0.

2 10 ОПЕРАЦІЙНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ 
РІВНЯНЬ ЗІ ЗМІННИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ

Приклади. І. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 

(1 -  0 / '(0  + (1 + 0 /(0  -  2y{t )  = 0.

Р о з в ’язання.  Введемо початкові умови, вважаючи у(0) = с ,, / ( 0 )  = с2 . 

Тоді, якщо у(0 ·- У{р) . дістанемо

/ ( / )  =  р К (р ) -у (0 )=  р У { р ) ~ с х;

/ ' ( 0  =  р 2У (р )~  Ру{0)~  у' {0)= p 2Y { p ) - c ]P- c 2 ;

і/(0  -  —j - [ p y {p) -  сі] = ~γ {ρ) -  ρ γ '(ρ) ; 
dp

ty"(t) = - ^ [ p 2Y ( p ) - c lp - c 2] = - 2 p Y ( p ) - p 2Y ' (p )  + ci .



Зображувальне рівняння запишемо у вигляді

р 2 у { р ) - с і р - с 2 + 2 р У ( р ) +  p 2Y ' ( p ) - C] +

+ p r ( p ) - с , -  У(р) -  рУ ' ( р )  -  2 У(р)  = 0.

Після спрощень

γ ' ( ρ μ £ ? + 3ρ - Κ ( ρ μ Φ ; 2) + ε 2 
р ( р - і )  р ( р - 1)

Зображувальне рівняння є лінійним неоднорідним рівнянням першого поряд
ку. Його можна розв’язати за відомою методикою класичної теорії диференціаль
них рівнянь:

г м + £ ^ > м - ° ,

dY (p)  3 - 3 Р - Р 2 ,
У{Р) -  р ( р - 1) dP ’

р { р - Ч  \  р 2 - р
In dP =

= - р -  J—j — —ф =  -/7 -  31п/7 -  1п(/7 - 1 ) +  Іпс,
P - р

У М  " 4 ^ ' - ' .  р  ( р - і )

w -л . 0' { ρ ) ρ \ ρ - ^ ) - ^ ρ ) ρ 2{ Α ρ - 1 )  _п с ( р )

р 6( р - \ ) 2 р \ р - 1 ) ' ’
-р

або

УЬ ) ,  ί > ( ο - ι ν Μ - ( 4 ^ - 3 Η , )  І

/ > ' ( / ' - І)2 '  ρ  ( ί> - ι )

Вирази для Υ(ρ)  і У'(р)  підставляємо в неоднорідне рівняння, що дасть 
змогу знайти с ( /?) . Отже,

р ( р - \ ) с ' { р ) - ( А р - ? , ) с { р ) ^ р с ( р ) 

р 4( р - і )2 р 3( р -  1)

, р 2 + 3р - 3  с ( р )  _  ( р  + 2)с| + с2

р ( р ~ 0  р 3( р - і )  р ( р - і )

Групуємо подібні члени:

с' ( р )

р Ч р -  0
е ' + с (  » )е(/»)«

3 - 4 р р 2 + 3 /7 - 3

/ ( / 7 - І ) 2 р 3( р ~ і )  р \ р - 1)2 .

(р + 2 )С | + 6 ; 

р ( р - 0

Як і слід було сподіватися, вираз у квадратних дужках дорівнює нулеві. Від
носно с ' ( р ) дістаємо рівняння

с' { р ) = Р2[(Р + 2) С і + с 2 ] е/’

Звідси

с(р)= \Р2\{Р + 2)С\+Сг\*р dP'
Беручи цей інтеграл частинами, маємо

с(/?) = [  с,/73 - (с ,  - с 2) р 2 + 2(с] - с 2) /> -2 (с | - c ^ j e ^ .

Розв’язок зображувального рівняння запишемо у вигляді

г ^ Л _  С| С|~ С2 і 2 (С |~ С̂
/ ? - і  р  ( / 7 - і )  р 2( р - і )  р 3( р - О

Розкладаючи три останніх дроби на елементарні та групуючи подібні члени, 

одержуємо

_ £ і_ + _
/ 7 - 1  р  р

Перепозначивши сталі, шуканий розв’язок у просторі оригіналів дістанемо у 

вигляді
y{ t )  = С| е' + С0(і + г2),

де C, = с2 , С0 = С| -  с2 ■

2. Знайти операційним методом загальний розв’язок рівняння 

-  2 /  ctgx + (і + ctg2 х).у = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Складаємо інваріант рівняння

1 2  7 ~ ч2

ф )  = - ^  + + ^ 4 ^
κμ) ρ  — \ ρ  ~3

sin2 JC

І ( х )  = -------т~ + - - c t g x  -1  -  2ctg2 χ =
V ’ 2 sin χ  V 2 )

+ ctg2 x - \ -  2 ctg2 x = ----- (l + ctg2 x)  = 0.
cm r  v 7

Відповідь: y ( t )  = C ,e ' + C0(l + i 2).



Отже, α = 0 .  За я, можна взяти будь-яке дійсне число. Нехай я, = 2 , тоді 

я2 = І . Тому перетворене рівняння має вигляд

Г '(х )  + 2 Г ( х ) + Г ( х ) = 0 .

Доповнюємо його початковими умовами >'(0) = с ,, }"(0) = с2 . Позначимо 

зображення розв’язку Х(х) =  Ϋ ( ρ ) , тоді

Υ’(χ) = р ? ( р ) - С  Υ"(χ)=ί  р 2у ( р ) - р с і - с 2 ,
а рівняння 

Звідси

Отже,

р 2 у ( р ) - р с і - с 2 + 2 р У ( р ) - 2 с І + У ( р )  = 0.

у {р ) = — ■-  · ,  - = - ^ + -
. (р  + 2 ) с |+ с 2 _ С|  ̂ С|+ с 2 

( р + 1 ) 2 Р  + 1 ( р + 1)2

Г (х ) = [ с ,+ ( с і+ с 2)д :] е ^ .

Для відшукання загального розв’язку вихідного рівняння треба знайти коефі
цієнт нелінійної подібності:

е-«Іп.іп, =ЄЛЄШ,„Л = е ї 5ІпЛііі( х) = expQ · J[2 + 2ctgx]<&]

У цьому випадку сталу с не враховуємо. Загальний розв’язок вихідного рів
няння

>'(-*) = (C + C0x)e~xe r sinx = (C + C0x)sinx ,

Де C  = c , , а С0 = с, + с2 .

З, Знайти операційним методом загальний розв’язок рівняння 

ху" -  (х3 + 2) /  + х5>* = 0.

Р о з в 'я з а н н я .  Запишемо дане рівняння у вигляді

X + 2 j
/ ---------- У  + х > = 0 ,

X

а потім перетворимо його на рівняння зі сталими коефіцієнтами, для чого скори
стаємося формулою (12.34) [ч. 2, с. 190].

Отже,

Коефіцієнт я2 вибираємо довільно, наприклад я2 = 4 . Підставляючи я2 = 4 і 

Р2 (х) = х4 у формулу (12.37) [ч. 2, с. 191], дістаємо

. 1 - 3
ξ  = - ί χ 2</χ = — .
s  ■) J fi

Тепер рівняння (12.38) [ч. 2, с. 191] набуває вигляду

£ і - 2 ± + 4 у  = 0. 
сіЄ  d \

Доповнимо його початковими умовами ,у(0) = с , , / ( θ )  = с2 , це дає змогу за

писати зображувальне рівняння

p 2Y(p)  -  рс{ -  с2 -  2 ρ Υ ( ρ )  + 2с, + 4У(р)  = 0,

де у(£)  ·~ у ( р ) ·

Після зведення подібних членів

у ( р ) =
Р с\ + с 2 -  2с\ р - 1 -с, +-
р 2 - 2 р  + Л ( р - і )  +3 V 3 ( p - l )  +3

У просторі оригіналів розв’язок перетвореного рівняння

>·(ξ) = (C, cosV34 + C2 sin Л ф ! .

де c ,  =£·,, C2 = - J - ( c 2 - c , ) .

Повертаючись до змінної χ , дістаємо

, ( * ) «
7 з  -  >/з

C, cos— x3 + С2 sin— х
\  χ_ 

З *6

f  _  К  Л  \  х-
Відповідь: у ( х )  = Q co s-— x3+ C 2s in -—х3 е 6 .

І б 6

Знайти загальні розв’язки рівнянь із лінійними коефіцієнтами.

151. (і + 2t)y" - 3 ( і  - 3 / )У  -  18у = 0 .

152. ίχ -2 (3 ί  +  ΐ ) χ  +  3(3ί + 2)χ =  0 .

153. xz "  + { 3 - x ) z '  - 5 ζ  = 0 .

154. * v " - (2 x  + 7 ) y + 8^ = 0 .



Знайти загальн і р о зв ’язки  л ін ій н и х  р івнянь зі зм інним и коеф іц ієнта
ми, використовую чи м етод подібності та  зам іню ю чи ш укану ф ункцію .

155. 4у "  + 4 (2 х 3 + 1) у '  -  (з - 1 2 х 2 -  4 х 3 -  4 х 6) .у = 0 .

156. 4 х 2у "  + 4 х [ ї х 2 - 1) /  + (4 х 4 + з) у  = 0 .

157. 4 / 's i n 4 x + 4 / s i n 2 x c o s x  + ̂ cos2 x ( l - 2 s i n x ) - 2 s i n x - 8 s i n 4 x j.y  =  0.

158. 4 х 2/ '  + 4 x y 'ln x  + |^ ( ln x - 1)2 +  12x2 +1 y  = 0 .

Знайти загальн і р о зв ’язки  л ін ій н и х  р івнянь зі зм інним и коеф іц ієнта
ми, використовую чи м етод подібності та  зм іню ю чи незалеж ну зм інну.

159. у "  + l {e ~2x+ \ ^у '  + е~Ах у  = 0  .

160. х 6у "  + х 3 (Зх2 -  2 ) /  + у  =  0 .

161. j / ' s i n x - / c o s x  + .ysin3x  = 0 .

162. (l + x 2) / 'a r c t g x  + |^2(l + x 2)a rc tg 2 x - l  y '  + (і + x 2jy a r c tg 3 x = 0 .

2.11. ДЕЯКІ ВІДОМОСТІ ПРО ІНТЕГРАЛЬНІ РІВНЯННЯ. 
ОПЕРАЦІЙНИЙ МЕТОД ЇХ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

Приклад.  Знайти розв’язок інтегрального рівняння
і

y { t ) = Jsh(/ -  s ) y ( s ) d s  + s i n i .
о

Р о з в ’я за н н я . Користуючись теоремою про згортку, переведемо задане рів
няння у простір зображень

1 1 1 
y( t)  = F ( p ) ;  \sh(l - s ) y ( s ) d s  = sht * y ( t )  = - T — F ( p ) , sin /.=  — — - ,

ο P _1 P +1

тоді вихідне рівняння в просторі зображень набуває вигляду

1)'

Розкладаючи праву частину на елементарні дроби й визначаючи коефіцієнти, 
дістаємо

р 2 -  1 _ Ар + В + Q 7 + D

( р 2 - 2 ) ( р 2 + \) Р2 -  2 р 2 + 1 ’

де А = 0 ,  В = ~ ,  С = 0 ,  D = - ·  F ( p )  =
з ’ ’ з уг/  р 2 - 2  р 2 +1

>’(/) = T T r sh ' / 2/ + l sin/ ·Зуі2 з

З інтегрувати  рівняння типу згортки.

163. у ( ‘ ) = j c o s ( /  - s ) y ( s ) d s  - ί  - t 2 . 
0

164. у (‘)

t
= Js in ( /  - s ) y ( s ) d s  - 1  + cos

0

165. и о
z o J

166.
ί

3 Jsir
0

\{ t  - 5 ) 7 ( 5 ) ds = e~' + y ( t ) .

167. У(‘)

1
= 2  J e '" 'y ( i) i/5  - c h i .

В і д п о в і д і

1. Так. 2. Ні. 3. Ні. 4. Ні. 5. Так. 6. Ні. 7. Ні. 8. Ні. 9. Так. 10. Ні. 11. Ні. 12. Так. 

13. Ні. 14. Ні. 15. — . 16. — . 17. Д - . 18. —Д — . 19. f  . 20. —
р - 2  р  + 3 р 3 р 2 +9 р 2 + 4 р 2 + 4 

21 р 3 + р 2 - р  + 1 22 p 3 + p 2 + р  -  1 23 1 + p  + p 2 -  p  24 - р 3 + р 2 - p -  І 

2 ( р 4 - і )  ' ‘ 2 ( Я4 - і )  ‘ ’ 2 ( ρ 4 - ή  ' ' 2 ( ρ 4 - ή

25. 26. , ■ , · .. 27 6" 3
1 - р 4 ' ' ( ρ 2 + ί φ 2 + 9 α 2)' ' ( р 2 - а 2) ( р 2 - 9 а 2]

р ( р 2 + 1 а 2) р ( р 2 - 1 а 2)

28· ( р 2 + я2)(/?2 + 9а2) ( p 2 _fi,2) ( p 2 - 9 α 2)

30 β (ρ 2 - « 2 + β2) 31 ____________ 2abp____________

‘ ρ 4 + 2 ( α 2 + β2) + ( а 2 -  β2)2 ’ p U 2 ( b 2 - a 2) P2 + {a2 + b2)2 '



32· τ ~ τ ·  « .  - Α τ ·  34. - i s L ,  35. 
P  + 4 я  p 4 +  4 д 4 / j  +  4 я

зі(p 2 — 4p — 3 )1

( p 2 - 4 p  + 53)(p2 - . 4p + 5)

* (p 2̂ 4 p  + ll)
36· τ- r — - — — τ—Ί— -------- г. 37. e —r———. 38. e “

( р 2 - 4 р  + 5з)(р2 -4 /7  + 5)

h h 
~~p α  — p P----------  IS a. CJt___L

p 2 -  a 2 P2 -  a 2 '

43.

46

39. - ..2aP 40. - £  + a2 , 41. M 3P2 + a2) 42 M 3? 2 - " 2)

( p 2 - « 2) ( p 2~ a2)~ ( р 2 ~ с,гї  ( p 2+c,2f  

2 α ρ (ρ *  + 4 α 2ρ 2 - 4 α 4) 2 a p ( p A -  4 a 2 p 2 -  4a4)

“ * ' ♦ · * · ) '  ■ “  4 S ·

• (5р3 + 4 р 2 - З р )л '(р )  + 5 + -^. 47. (2 / /  -  p 2 + з) *(/») + 2p 3 -  4p 2 + p -  2 . 

4 8 .(p 5 + 2 p 2 - p ) .Y ( p ) - 3 p 4 + p 3 + p 2 - 9 p  + 2 — 7~,  49. ( p 3 + 2 /j2 + 3p + 4 ) .\’( p ) -

- p - 2  + —. 50. - f l - e - 7')  51. 5 - ( 5cos5/ + 2 sin*) e~2'
P 7 '  / 145

2 - ( 2 cos2/ - 5sin 2 /)e5' ^  2 - (2 c h 2 /  + 3 sh2 /)e-3' 3 -  (3 c h 3 /-  4sh3 /)e4'
>45 ‘ io ' 21

55. -  arctg-^- = a rc tg - .  56. I n 57.  In4π — ........2 «  i„ I p 2 + P[  e ,  , P 2 + 36 eo J p 2 + 225„2
— = arcig . 30. m 4І~"2 ' 2 - 57· ------· 58. In 4j— 5------
2 p  \ ρ 2 + ω 2 V P + 4 V p 2 + 9

I
p + f59‘ ln ^ + | · 60· 7 (е4' e '*) · 61. y ( e 3' - e  4' ) .  62. cos-v/2/ - cosn/ зл

63. j ( 2 e 2'- 2 c o s 3 /  + 3sin3/). 64. ~ -(4 sin4 /-3 s in3 /) . 65. j j- (5 s in 5 /- 2sin2/).

66· π ·  67· τ ^ Λ Γ  1 v  « ·  A t h ^  . 69. - A - — Ж Ш ...
p f 1 - e ) [p~ + l ) ( l - e ' /’ )  p  2 cp2 p ( l - e - ' 4')'

70- ^ th y ·  7L  72· Ly ° p - * - hp)· 73·cp‘ 2 P ' ' P ' '  ap*

3 W 1 , 1- e  H— єн— /
4 4 2

74. ± ( е - - е- * ) , 75. 2 « - 'Л е '  + і , е- ' 77. i [ c « , + ( 3 , - l ) e '] .
яр

78. — ( 4 -5 /) e  5' - — . 79. —  (sin2/ - c o s 2 / ) — — (9 6 e '-3 7 e  6') .  80. 
25 ; 25 20 1 140' >25

2 ( l - 4 e ' )
sin/. 81. e~'| cos/ + ^ s in /- -J -s in 3 /1  . 82. c o s 2 /-  sin 2 /+ ^-sin 2/.

-cos/ -

/ .

83. — s in 3 / -^ ———-cos3/. 84. 4 ( e r,'- 1 5 e - 3' ) - - V ch /. 85. i - (  83ch4/
18 6 16 ' > 16 3 0 v

+7е~4'У 86. — fe3'-1 5 e -3' ) - - c h / .  87. 3
I Iftv ’ 8

6+6/ + 3/ + /J--------------------- e
3

3 0 '
2 , <3 ,

. 88.

+ sin /

■ 2.slil +

cos / + 

/ 4
92. —  e

24
j. 89. - /s in /. 90. —(2 sin/ -  sin 2/). 91. e2' - 5 + 4 c o s /-  2sin/.

93. 3 + / + (/ -  2 ) e '. 94. 2(/ - ! )  + (/ + 2 )e~ '. 95. ^ c h / - ^ s in /. 96. -^-(31ch2/ +

+33cos2/ + 2 /sh2/). 97. 2а + - є  ' + ^-(cosa -  sinx). 98. ^ [ 2  -  cos a- -  (l + .v)e' ].
2 2

99. 2e"·'-  3ev + 4 e2r-  e3v. 100. Л ^  3- - е 2' . 101. — c o s J —.x +
13 3 5 2 .  3-sin . —-T +

2 4 7  V 3

a 4  1 . cos2a
+ ----------------- sin5A. 102.

3 9 47 17

a ( ! 8  +  5a2) ! [J  4 3  (3

25
- _ c h 4 -A  + — J - s h J - x  103. 3e'-

17 \ 3  25  V 5

- 3 / - 2 - - i /  + 3)/2. 104. —  ( і7 е 2' + 9е-2' ) - — (39+24/ + 30/2 +10/4). 105. C,cos2/ + 
6 4 ' ' 9 6 ' >

\_
9 6 v

1 2 1
+C2 sin 2 /— cos5/. 106. C, e2 v + C2 e_<)' -  — sin 2a -  -co s2 a . 107.

1 2
- / ------
5 25

e ' +

+ e' (C, cos2/ + C2 sin2/). 108. — е“л + (С, + С 2а )єл+ С 3 є“2 ї. 109. - ( s i n / + cos/)-

+C, + C,/ + C./2 + Ca e"' . 110. 4e4' - 2 .  111. e2'. 112. 1 le“3' - Юе"-2' . 113.• 1 2 31 з 5 )

114. (l + / ) e ' . 115. (2 + 5/)e . 116. - s i n 2/ - cos2/. 117. ^ c o s 3 / - - s in 3 / je

1118. - - j e 4 's in 3/. 119. ( l - 7/)e9' . 120. 1 - е -3'.  121. —(e3'+  3e”') . 122. 1 + /.

/ - 3 +  3 +  2 / + —  |e“' . 126. /2 ί τ - 4 : ' 8]·123. 2 + ( / - l ) e ' .  124. 1 —(/ + 1) e-' . 125. 5 3 + 2 /+ Y  |e
2 10!



127. - (5  + 4 /+ /2 ) + — (2 / 3 — 9/ 2 +18 /-  15)e2/. 128. Π -  + — /8 ). 129. — e' + — e-3'— 
8 V > 2 4 ' ' їй  п і I on *->6 11! 20 52

-^■ cos2 /--^sin2 /. 130. 4 - ( c h 2 /  + c o s 2 / ) - — (sh2/ + sin2/). 131. — e ^ '+  
128 256 '  576

+ - ( 2 9 + 1 2 - З / - - / 2. 132. 
9 '  64 16 8

1 f  199 37
360

. j
112348 294

= e '( c o s / - s i n / ) ,  7 (/) = e'(cos/ + sin i). 134. x(/) = e2'cosV 3 /, ^ (/) = V3e2'sinV 3/.

135. x(/) = j>(/) = e '+ e  2' , r ( /)  = e '- 2 e  2' .  136. jc(/) = · sh-v/23/,

■KO “  e2' |^chV23/ - - j = s h y / 2 3 t  . 137. x(/) = s in /- c o s / , y(f) = sin / + c o s / .

138. x(/) = chV23/ + - j =  shV 23/, W/) = chV 23/- - = =  shV23/ . 139. x(/) = l + — , 
V23 V23 v 2

y( l)  = l - e ' . 140. x(/) = - ^ ^ e 4 ^ c o s > / 6 / - - ^ ^ s i n - \ / 6 / ,  _y(/) = - e '+ — cosV<S/ + ’ 
J  7 21 21 7 7

2V6
+— -sin V 6 /. 141. лс(/) = —s in / , >’(/) = - c o s / ,  : ( / )  = s in / . 142. x(/) = c o s / - / 2 - 2 ,

1 iVe

7 (/) = 2 s i n / - i / ’ + l. 143. x(/) = C ,e 2'+ C 2e 8', y(/) = -C , e2' + y C 2 e~8' . 144. x(/) = 

= C, e '+  C2 e-5' , y( , )  = 2C, e '- C 2 e’5' . 145. x(/) = C, e_3'+ C 2 e42 ' , y ( t )  = j Q  e '3' -  

-C 2 e -12' .  146. x(/) = C ,e -8'+ C 2 e ',  >"(/) = C, e~8' - - j C 2 e ' . 147. x(/) = C, + C2 e ' ,

У if) ~ ~C\ + C3 e '+  C2/ e ' , z(/) = - C ,+ ( C 3 - C 2 + C 2/ ) e '.  148. х ( /)  = - 2 Г |Є' +

+C2 e2' + ЗС3 e3' , y( t)  = C, e '- C 3 e3' , ; ( / ) =  2C( e '- C 2 e2' - 2 C 3 e3' . 149. * ( /)  = C ,+
,2

+C2 sin/+C3 cos/, >■(/) = C,+C3 s in / -C 2 cos/ + — . 150. x (/)  = /+ C ,s in / -C 3 cos/+C 4 , 

>-(/) = C, + C2 cos/ + C3 s i n / - - j / 2 . 151. y( l)  = C,e~3'+  C2|l  + 9/2) . 152. x ( /)  = 

= (C ,+ C 2/)e 3'.1 5 3 . ф )  = С0 (і2  + 8 х + х 2 ) е \  C0 = C, + C2 . 154. .y(x) = C0( l 0 5 -

-90x + 30x2 - 4 x 3)e2t, C0 = C, +C 2 .155. y (x )  = (c, + C2 e~2j:) e 2^ 2’' ^ . 156. y ( x )  =

= (С]+С2х ) ^  . 157. у {х) = ( с ^ + с 2л * ^ +г - .

-- In 2*
= |C | cosa/Зл· + C2 sin V3.v)e~ 4 . 159. j/(x )  =i = l c ,  - ^ c 2 e' 2' Iе2

1

= [ c , —Ц -je  2v\  161. y(x)  = C ,cos(cosx)- C2 sin (cosx). 162. y(x)·-

+C2|xarctgx-InV l + -v2j e ™ .  163. y ( t ) ~
,  ^ . > / r3cos— / H------ sin— /

2 3 2

2 2

164. ^ (ί)  = ~  . 165. y ( /)  = -
, .  4  V33 - є  - 2 e  - cos— / 

2
. 166. y ( i ) = 2 e

+ ^ s h V 2 / .  167. y (/) = --^ (e“'+ 3 e 3' ) .

158. >'(-'■') = 

160. j ;(-v) = 

= л/і + ( | +

2 - 3 - 3 1 - f .  

”' - 3 c h V 2 /  +



Г л а в а  З 

РЯ Д И

3.1. ЗБІЖ Н ІСТЬ Ч И С Л О В И Х  І Ф У Н К Ц ІО Н А Л Ь Н И Х  П О С Л ІД О В Н О С Т Е Й

Приклади.  1. Знайти область збіжності й граничну функцію для функціо
нальної послідовності

х + е
7 7 7

X +  Є .V +  е.2.V_____ ______  лг + е”
І + e ' 1 + е2д 1 + є"

.v + еР о з в ’я за н н я . Гранична функція f ( x ) =  lim
И-» Ю 1 + QnX

Значення границі залежить від поведінки е“  при оо :

/ ( 0 ) = l i m i ± ^ e f t l  = i ;  / W = l im £ ± f :
«-*» 1 + e 1 + 1 2 w  «->« ] + ем І + о
Λ'=° jr<0

jc + 0
= x ,

тому що lim em = 0 ,
Я-*+оО
д<0

■ I .

при χ  = 0,
2

/ ( * ) =  lim —  е = lim -= ° ± I
"-*+<» 1 + e я-»+» I 0+1x>0 Λ>0 —  + 1

Є
Отже, гранична функція / ( * )  має такі значення:

д: при дг < 0,

/ ( * )  = '

1 при х  > 0.

Послідовність збігається при .v є (-о о , + оо) .

х  при х  < 0,

Відповідь: х є (-с о , +оо), / ( * )  = . і  при х = 0,

1 при х > 0.

2. Дослідити на рівномірну збіжність функціональну послідовність {xe""J

при х є [ о ,  +оо).

Р о з в ’я за н н я . Послідовність збігається при х є [ о ,  + со ),то м у щ о

lim хе т = lim = 0 .
П-+ ОО n-*+оо QnX
Λ-ϊΟ -х>0

Перевіримо, чи рівномірна ця збіжність. Знайдемо значення χ , при якому 

похідна функції у„(х) = хе~"х дорівнює нулеві:

у'„ (*) = е -“  -  пхе~т = (1 -  пХу т ; у'„ (*) = 0 ,

якщо х  = -  . При х  є  0 , — функція у'„(х) > 0 , при X Є - ,  + 0 0  у'„(х)< о ,
n \  n /  v п /

тому при х = — функція у„(х)  має максимум, який дорівнює у„\ — ] = —-  і збі-
п J яе

гається, очевидно, з найбільшим значенням. Якщо х  є [ о ,  + °о), то у'„(дг)>0. 

Звідси випливає, що всі члени функціональної послідовності задовольняють не

рівність 0 < хе~пх < — .
ие

Згідно з визначенням рівномірної збіжності знайдемо /V(δ) з умови

Іхе~"х -  ОІ < — . Вважаючи —  < δ , знайдемо п > —  . Візьмемо N , що дорівнює 
1 1 яе пе 5е

цілій частині — : N = Е\ — ] . Отже, вдалося знайти Ν ( δ ) , яке не залежить від
бе U e J  '  ’

х і таке, що для всіх n > N ( b ) і х є [ о ,  + о о ) виконується нерівність 

|χ ε ~ " * - θ |< δ ,  а це означає рівномірну збіжність функціональної послідовності 

{хе-"*) при х  є [ 0 ,  +со).

Відповідь: послідовність збігається рівномірно.

Написати перші три члени числових послідовностей і знайти їх  границі.

5.
Μ » ) ·  « · { ; } ■  3· І (-·)"}· М И »1'

6- Ш '  8 - И ·  » · { '» » ) ·  ·«·

Д ослідити на збіжність числові послідовності.

п  - 1



η"  + 1 η ( η  + \ ) ( η  + 2)

Знайти область зб іж ності та  граничну ф ункцію  ф ункц іональних по
слідовностей.

16. М -  17. 18. 19. 20.
1 + х ” 1 + х :.2 п

Знайти область зб іж ності та  граничну ф ункцію  для послідовностей  
функцій д вох  зм інних.

21. { ln " ( x -  + v2) j .  22. ( x V j .  23.

24.

In" ( - 22. r * v } .

ί -
2" ’

2 , .
sin Λ7Χ ]

j r "  j

1 + у 2п

Д ослідити  на р івном ірну зб іж н ість  ф ункціональн і послідовності.

* 1 ί  У)
“ · П Г  l· 27. ^ 1

29. j co s2" x  j . ЗО.

« '  J І є "  -  І
1 1

х 2п + \

3.2. ЗБІЖНІСТЬ ЧИСЛОВИХ І ФУНКЦІОНАЛЬНИХ РЯДІВ. 
ГЕОМЕТРИЧНИЙ РЯД. СТЕПЕНЕВИЙ РЯД

Приклади.  1. Дано числовий ряд . Знайти суму ,s; його п

членів і суму ряду S  .

Р о з в ’я за н н я . Розкладемо загальний член ряду на суму найпростіших дробів:

а„ = 1 = і  ( З я + і ) - ( З и - 2 )  _ 1 1 _ і
(З/? -  2 )(3«+ 1) 3 (3/7-2)(3/7 + 1) 3 3 /7 -2  3 З/тТі

Знайдемо часткову суму ряду:

о 1 1  І\  -  а\ + +.. .  + а„ = -----+ -------------------+ . . .+ -------- !_;
" 1-4 4 -7  -  ( 3 я -2 ) (3 я + 1 )  ’

,  1+ І І - І І ] + . . . +  і .  1 1 1
3 1 3 4 j  U  4 3 7 J  V3 3 /7 -2  3 3/7 + 1

5 . = 1 . 1  1
З 3 3/7+1 

Для визначення суми ряду знайдемо границю

1
S  = lim S„ = lim

л-»ю n-K»y 3 3 3/7 +

Відповідь: S,, = 1  1 — -— , S  = —.
З 3 3/7 + 1 З

"  1
2. Дослідити на збіжність числовий ряд ------ гт-------г, користуючись

и=1я( я +1)(/7 + 2)

означенням збіжності ряду.
Р о з в ’я за н н я . Для визначення збіжності будь-якого ряду треба знайти зрі

зану суму Sk , яка в нашому випадку становить

1 1 1 1St. = ----------1------------1------------ь ...
1 2 - 3  2 -3 -4  3 -4 -5  *(* + 1)(А + 2 ) ’

де загальний член зрізаної суми

1
а„ =-

"  / 7 ( / 7 +  ! ) ( « +  2 ) ‘

Ряд збігається, якщо існує lim S„ = S  і ця границя дорівнює кінцевій величині
/»-»00

(або кінцевому числу, або функції). Для відшукання limS„ перетворимо загаль

ний член ап , розглядаючи його як раціональний дріб від числа η , а 0, -  І , -2  -  як 

корені цілої раціональної функції, що міститься в знаменнику, тобто

1 A B C
· = — + ------ + -

п(п  + і)(/7 + 2) п /7+1 /7 + 2 ’

де А, 5 , С -  невизначені коефіцієнти. Використовуючи відомі методи відшукання 
невизначених коефіцієнтів [ч. 1, с. 463], маємо

А = В = -1; c  = Z J ^ T i )  = 2 ;

1 1 1 , + _ 1  Л Г І — ? - + .
п(п  + 1)(/7 + 2) 2/7 /7 + 1 2(/7 + 2) 2 \ п  п + 1 /7 + 2 /



г, 1 2  1
в и р а з ---------- г + -----j  запишемо у вигляді

п /7 + 1 /7 + 2

1 1 1 1  + - 1 1

п /7+1 /7 + 1 /7+2 і./7 /7 + lJ  Vrt + 2 я + l j  « ( /)+ 1) (/7 + l)(/i+  2)

Тепер
i * Г і ї ї _ 1 Y j _____ L )

[/»(/7+1) ( п + \ ) ( п + 2 ) \ ~ 2 .11 · 2 2 ■ 3 )

{—---- —] + fJ___—ї + +ί 1 ' ίV 2 - 3 3 · 4 J U-4 4 - 5 ; 1*(* + ι) (Λ + І)(л + 2) J
Звільнившись від дужок, знаходимо, що доданки, які стоять на парних і не

парних місцях, взаємно знищуються. Залишається лише перший доданок і 

останнє
(к + !)(* + 2)·

Тоді

St  = -
* 2

Переходячи до границі, маємо

1

1-2 (* + !)(* + 2 )

lim Sk = —lim
к-* оо 4 (* + ! )(* +  2 ). 

1

4 '

Відповідь: ряд збігається і його сума S  = —.

ео

3. Знайти радіус збіжності й суму степеневого ряду £ ( і  + j ) ” .
/7=0

Р о з в ’я за н н я . Даний ряд є геометричним, де а0 = 1, <7 = (1 + у ) ;  . Він збіга

ється при Iq І < 1 , \/21 r  І < 1, |г | < —j ~  . Половина інтервалу збіжності називається

радіусом збіжності R = - L . Сума ряду S ir )  = - ^ 2 -  --------- !____
V2 1 -  <7 1 -  (і + j ) z

і і
Відповідь: /? = —— , S ( z ) - ----------------

V2 W  1 — (і + у) -

00 (1 —
4. Знайти область збіжності й суму функціонального ряду У  —

£ o kl +

Р о з в ’ я з а н н я .  Це геометричний ряд зі знаменником <7 = у ^  і першим чле

ном я0 = 1 · РяД збігається, якщо |<?| = 

знайдемо область збіжності ряду:

< 1 ,

1 - х  

1 + х
< 1 . Розв’язуючи цю нерівність,

1 - х
1 + х

2 - ( М
1 + х

< 1 ,
1 + х

--1 < 1 ,

2 2 
_ 1  < ——— 1 < 1, 0 < ------< 2 ,  1 < 1 + х < + 0 0  .

1 + х 1 + х
03 а

Звідси х > 0 .  Відомо, що сума ]Г a0q" дорівнює . Вважаючи а0 = 1 і
п-0 ^

1 -ха = ------, дістаємо
1 + х

S (x ) = -
1 1 + х

1 - 1 - х  2х 
1 + х

Відповідь: х > 0 , S (x ) =
1 + х 
2х

5. Діленням чисельника на знаменник здобути розвинення функції — -  в

степеневий ряд і знайти область його збіжності.
Р о з в ’я за н н я . Виконаємо ділення кутом так, як виконується ділення полі

нома на поліном, записавши дільник за зростаючими степенями змінної.
1 - х1

1 - х
х

1 + χ + х + ...

х - х

х2 -  х3

00
У результаті ділення одержимо ряд ^  х" . Область збіжності цього ряду ви-

п=\

значається з нерівності |х | < 1.
оо

Відповідь: ^  χ ” , |х | < 1.



x + ...

6. Дослідити на збіжність функціональний ряд
а5

I (c o s .v )"  = І + cosx + cos2 Х +  C O S3 Л - +  ... + cos"
/ M

Р о з в ’я за н н я . Це геометричний ряд зі знаменником q = cosx і першим чле

ном *0 = і. Ряд збігається, якщо | 7 |< | ,  тобто |c o s x |< l .  Зрізана сума за фор
мулою (2.36) [ч. 2, с. 222]

5 = 1
1 - (c o sx )" +l

1 -  cosx
При п —> оо

1 -  cosx

ВіОповідь: ряд збігається і його сума S  - 1
1 -  cosx

Н аписати чотири перш их члени заданих рядів.

* · ! » ·  зз- Ч п + і ) ·  з 4- £ н г ч .
« = І  п /  /7=1

35. Σ--". 36. 37.£-і_.
п~ * п— I X  +  П

00 ф

38· Σ - г Ц - ·  39. Σ (-1 )"« - '. 40. У ^ .
'!= іи + х  /7=і ^Tj е '“

Знайти часткову сум у і сум у числових рядів.
оо 1

41. У —і  , 42 У — -L _ _ _  1
Я=|«(" + 1) Й (2/,-1)(2я + і)· έ ί ^ 7 3 )

44. У  --------І_____  45 у  1
»=і ( 2 л - і ) ( 2 и  + 5) ~ [ п ( п  + 1)(и  + 2 ) '

Знайти область зб іж ності й сум у ф ункц іональних  рядів.

< * .£ w ·  «. Σ
00

49· Σ  e - ” . 50. У

" = ' ( l + x 2 )"

/7=1

Знайти радіус збіж ності степеневих рядів та їх  суму.

“> »  ( \ +  і £ \  05 r 3"

5 1 . Σ  2 2” * '  . 5 2 . Σ  1 1 ■ 5 3 . Σ  ■

/7=1 /7 = 0 Ζ /7=!

5 4 . Σ ( 7 χ)".  55. f  ( - ! ) " ( §
/7=1 /7 = 0

Діленням чисельника на знаменник одержати розвинення функцій в 

геометричний ряд і знайти область збіж ності.

5 6 . — !— . 57. — . 58. — 5 9 . — . 6 0 . - ^ .
1 -  2х  1 - х 2 1 + х 3 1 - х  1 + .V-

3.3. З А Г А Л Ь Н І  В Л А С Т И В О С Т І  РЯДІВ. Н Е О Б Х ІД Н А  У М О В А  З Б ІЖ Н О С ТІ РЯДІВ. 
ГА РМ ОН ІЧНИЙ РЯД І Й О Г О  РОЗБІЖ НІСТЬ. РІВНОМ ІРНА З Б ІЖ Н ІС ТЬ  РЯДІВ. 

А Б С О Л Ю Т Н О  Й У М О В Н О  ЗБІЖНІ РЯДИ

. V- ! П
Приклади.  1. Дослідити на збіжність ряд 2_,~------ ·

Р о з в ’я за н н я . Це числовий ряд. Перевіримо, чи виконується необхідна умо-
п

ва збіжності. Для цього запишемо загальний член ряду ап = --------  і знайдемо
3/7 -2

його границю

lim а„ = lim — - —  = — .
/J->C0 н-х» 3/7 — 2 З

Оскільки lim ап *  0 , то за наслідком 1 [ч. 2, с. 228] з необхідної умови збіж-

ності ряд розбігається.
Відповідь: ряд розбігається.

12. Дослідити на збіжність ряд Σ
t i ( x - l ) "

Р о з в ’я за н н я . Це геометричний ряд, він збігається при |<у|= . ■ . < 1, тобто
І х — * І

при |х  — 1 j > 1. Розв’язуючи цю нерівність, дістаємо х < 0  і х > 2 .Д л я  | - —

тобто якщо 0 < х < 1 і 1 < х < 2 ,  ряд розбігається. При х = 1 загальний член ряду 
невизначений.

Відповідь: ряд збігається, якщо х < 0 і х > 2 .



3. Дослідити збіжність числового ряду

ς " '

Р о з в ’я за н н я . Необхідна умова lim а„ = 0, а„ = — , lim —  = 0 викону-
5 " » -> «  5" J

сться. Заданий ряд -  геометричний зі знаменником q = j  < 1, а значить, збіга

ється.
Відповідь·, ряд збігається.

4. Використовуючи критерій Коші, дослідити на рівномірну збіжність ряд
ОО І

Σ ~п η—  при °^х<сс·я= І J VI + пх

Р о з в ’я за н н я . Розглянемо частковий залишок ряду й оцінимо його:

Л+1 (*) + / п+2(*) + ■·· + f n+r(x)  =

1 -1 

У'+' ф + ( п  + \ ) х + 3n+2J \  + (п + 2 )х + +

+--- Γ-ί- <—+JL+ +_L_
3"+РФ  + (п + р ) х  3”+| 3”+2 3"+г

1 -  —

3«+і _ I  j  2 · 3" 2 · 3"+р < 2 -3 ” < > °^'

Розв’язуючи нерівність 3" > — , одержуємо
25

я іп З >  In-А  = — In(2 δ ) ,

звідки In 25
In З

За jV(5) можна взяти In 2 δ (ΐη 3) 'J  останньої нерівності. При такому п

виконується нерівність (2.59) [ч. 2, с. 230]:

Vx  є  [О, оо) і р  > 0 ,

що доводить рівномірну збіжність ряду при Л- є  [о, оо).

Відповідь: ряд збігається рівномірно.

” Н Г5. Дослідити на абсолютну збіжність ряд £  ·
я=0

Р о з в ’я за н н я . Складемо ряд з абсолютних величин членів даного ряду
«  ,

Σ vmT ’
/1=0 J

який збігається як геометричний ряд зі знаменником

,  = ! < , .
4 з

Це означає, що даний ряд збігається абсолютно.

Відповідь: ряд збігається абсолютно.

6. Показати, що ряд

, 1 , 1  ( - 1 ) -  ( -1 )” ,
Т  , , . *1“ _ -» л

х 2 +] χ 2 +4 х 1 + 9 х 2 + \6  Х- + П- х 2 + ( л  +  і )

збігається рівномірно на всій числовій осі.
Р о з в ’я за н н я . Складемо ряд з модулів членів даного ряду 

1 1 1 , 1 . ,  1 1 —-----+ —------ + —------+ —--------+ ... + -
χ 2 + ,  Т χ 2 + 4  Τ х2 + 9  χ 1 +16 х 2 + п 2 χ 2 + (і7 + 1)~

тобто досліджуватимемо заданий ряд на абсолютну та рівномірну збіжність. За 
умовою (2.58) [ч. 2, с. 230] потрібно довести, що зрізаний залишок ряду задоволь

нить умову

І / л+. W + f ί+2 (* )+ ··■ + s«+r M l  < δ (3·1'

для χ  є (-оо ; +οο) і будь-якого малого δ > 0 .

Умова (3.1) для заданого ряду запишеться так:

1 1 . , 1
x 2 + (« + 1)2 х 2 +(п  + 2)2 х 2 + ( п + р )

<δ.

Звільнившись від χ 2 і модуля, отримаємо
1 1 + . . . + *

х 2 +(п + 1)2 х 2 +{п + 2)2 х 2 + { п + р )2 (И + 1)‘

- + . . .  + ---------- 7 < 5.
(л + 2)2 ( п + Р)

Завжди знайдеться n і р  > 1, при яких суму можна зробити меншою від δ 

незалежно від значення х  . А це і є умова рівномірної збіжності.
Відповідь: ряд збігається абсолютно і рівномірно для .х є (-оо ; +оо).



7. Дослідити на абсолютну збіжність ряд У  для х  є  (-1 , і)
и=о

Р о з в ’я за н н я . Даний ряд збігається абсолютно, тому що ряд £ | Л|" збіга

ється на тому самому інтервалі ( - 1  , 1) .  

Відповідь: ряд збігається абсолютно. 

Д ослідити  на зб іж н ість  ряди.
ОО

\л-І П

и=1

64· Σ ^ 0 · « Σ Η ) ν .

Використовуючи критерій Коші, дослідити на рівномірну збіжність  
функціональні ряди.

CQ

66. І Г " , 0 < І < 1 .  67. у  х 2" , 0 < х < 1 .
и=0

68· Σ  ? :—Т7----- гт > о < х <+со.
п=| (*  + я ) ( *  +  и + і)

^  S lim Y  , ч «О / А "69· λ  —г-,хє(-со, +оо) .  70. у  U L , 0 < . г < + о о
"=' "  ЇҐО х  + п

3.4. В И К О Р И С ТА Н Н Я  Д О С Т А Т Н І Х  О З Н А К  Д Л Я  Д О С Л ІД Ж Е Н Н Я  
ЗБІЖ НОСТІ РЯДІВ

Приклади.  1. Дослідити на збіжність за допомогою ознаки порівняння Гч 2 
с. 237] ряд ' ’

п=І (2 л  + \)" sin + 1 

Р о з в ’я за н н я . Оцінимо загальний член даного ряду:

Ця нерівність виконується для всіх η . Отже, члени заданого ряду менші від
00 І

членів збіжного ряду ^  — , що є геометричним рядом зі знаменником
и=І 2

q = < І . На основі першої ознаки рядів даний ряд збігається.

Відповідь: ряд збігається.

,  „  · 3"п\2. Дослідити на збіжність ряд 2_, — ~  ■
«=і п

Р о з в ’я за н н я . Використаємо ознаку Д ’Аламбера [ч. 2, с. 238-240]:

р =  l i m ^ - =  І і т
W-> оО Q  «~>оо

З ( я  +  і ) !  З”п\
/ 1\"+І ’(п + 1) п

3(п + \)п"
І і т  — -----------— —
„->« + і)”+

ПП
=  3 І і т  -

" ^ “ (и + і)”
: 3 1 і т

«-♦00( — Т - З І І  
V η + 1)  п-

lim
—>оо

1 + -

: ! > |
Є

Оскільки lim ——  > І , то даний ряд розбігається.
а„

Відповідь: ряд розбігається.

3. Дослідити на рівномірну збіжність ряд V  ----- , '  =
t i  4"^/! + (2/7 -  І).т

на промені

О < х < со .
Р о з в ’я за н н я . Використаємо ознаку Вейєрштрасса [ч.2, с. 236]. Оскільки 

при х > 0  маємо + (2 л -1 ) x > І , то члени даного ряду в заданому інтервалі не

00 І І
більші від членів числового ряду У  —  , що є геометричним рядом з q = — <\  і

і 4” 4п= І
тому збігається. Звідси даний ряд збігається абсолютно й рівномірно на [О, + оо). 

Відповідь: ряд збігається рівномірно.
00 ^

4. Знайти область збіжності функціонального ряду ]Г —  .
/і=1 х

Р о з в ’я за н н я . Застосуємо ознаку Д ’Аламбера [ч. 2, с. 238-240]:

п +1 п
lim
П—>00

fn+\ (*)

Μ χ )
= lim

И—>оО

І ,. n + 1 І 
,—r lim ------ = —;
X я-><я п  дг



Якщо Д г < 1 , то даний ряд збігається абсолютно. З нерівності Д т<1 маємо
W И

|х |>  1. Якщо j—1 > 1, то ряд розбігається. При |дг|= 1 дістаємо розбіжні числові

ряди, тому що не виконується необхідна умова збіжності рядів.

Відповідь: ряд збігається абсолютно при |.г| > 1.

5. Знайти інтервал збіжності ряду

і V '2
1 + -  х".

п/

Р о з в ’я за н н я . За ознакою Коші [ч. 2, с. 242] 

р = lim ! \̂ а„ І = lim . 1 + -  х" = lim 1 + — \х\  = \ х \ - е .
п -+  ооі п

Якщо |дгj-е < 1, даний ряд абсолютно збігається. Розв’язавши цю нерівність, 

здобудемо

, 1 1 1 (  1 η
χ  < ; —  < х < —: х  є  — , -

е е е V е е /

Відповідь: ряд збігається в інтервалі 

6. Дослідити на збіжність ряд
СС
Σ

e e

(η  + і)1п3(я +  l)

Р о з в ’я за н н я . Функція φ (χ) = - при χ  > 1 додатна, неперервна
(л: + і)Іп3 (л- + 1)

і монотонно спадає. Тому, досліджуючи ряд на збіжність, можна використати 
інтегральну ознаку збіжності [ч. 2, с. 243]. Маємо

dx________%d \ n ( x  + \) _  |;
J і„3І lim ■

(jc + 1)In (x + l) , lnJ ( x + l )  л-»«21п2( х + I)

= -  lim
Λ—>oo 21n (b + 1) 2In2 2^

=  0 ,5 1 n  2 .

Оскільки невласний інтервал збігається, то даний ряд також збігається. 
Відповідь: ряд збігається.

Застосовую чи ознаки порівняння, досл ідити  на зб іж н ість  ряди.

71 · Σ
1

л=1

74· Σ
/1=1

п А + 7

З и - 2

72. £
З п~

75 · Σ

и=1 « + 5"

1

73. Σ
Ь  З»2 ~ 2 п

76. Σ
n= І

(п 2 + 4 | 

Зх

77. £
З" 78. £

я  = 1 2л"
79. £

cos-

/і=| 4"

/t=l J

В икористовую чи ознаку Д ’А лам бера, досл ідити  на зб іж н ість  ряди.

«·Σ |τ· 82· Σ ττ·
/1=1 Ζ η=1

83. V  . 84. £  3 ' 5 " j 2” + 1-|
Ь  3” έ ί  1 ·4···(3η-2)

85. £
З ■ 5 ■ · · ( 2 и - і )

п=і 22п( п - \ )
оо 4 _ _ Уі88· Σ ~І2п '

00 І 
86. У  — .f c j  гч п

'

со

89. £
З и - 1

90. £

Пі (2")!' 

2"

п=І /і=і 7 ^ 3 " ”  ’ /.=1 ф п ( 2 п -  1)

Застосовую чи ознаку  Кош і, досл ідити  на зб іж н ість  ряди.

« •Σ ί-ττ ί-  92· Σ ί 1+ τ:ΐ2
п=1

93· Σ
/1=1

2/1 + 1 η=1

η=1

4«

n + 2 j  

(\  + j ) n  + 3

94. ]T /j (a r c s in  — j  , j  = V-T.
n=l

96. £ 2 " 1 -
/1=1

В икористовую чи інтегральну ознаку, досл ід ити  на зб іж н ість  ряди.

97. £
1

п_2 П\П П
98. £

„=2 И-УїпЙ
99. Σ

/1=2



100. Σ  —  1 101. Σ  - т і - .  102. Σ  —  ·
«=з / і іп и ( іп іп л ) -  η=2 „ V ln 3 «  2"

”  1 00 1 « 1  
103· Σ  17r==r- 104. Σ  - 7 = = ·  105. Σ  —

"=■V2” - '  £ 7 ^ 7 4  ώ  3+3 + w2
* ί

Σ  τ 4
η= I

Дослідити на збіжність ряди, беручи до  уваги відповідні ознаки збіж 
жі.

,07. І  109. у  ( Щ &
»=і ( 2 п ~ ]) n-ι  + ^  h  2"

м 1 и и  00 f  о  і  λ  п  <хз

110· Σ  — · ι η · Σ  ■ ι ΐ 2· Σ  - А - ·
»=і я=і n=| \ n + j

00 I 00 <»
» ) ·  Σ  Г Т Г ·  l M . 2 s i n - L .  4 5 .  T

«.I ( " - . / ) V n  s  2Л- t i

116. Σ  7------- =
π=ι (Зи + і)^ 2 л/ я - 1)

Дослідити на абсолютну й рівномірну збіжність функціональні ряди.

, si nra:  ”  є"-' i V - l l ”
, , 7 · Σ  —  η »· Σ τ -- 1 1 9 , Σ ( - Ι ) " 1 ^ ϋ - .П=\ ,ι __ ι η. . VI-Я= І >7 „=| η-

\η ί  Λη
120. У  —, ^  121 У  ( і + уТ ^ - і )'

^  « " · 2 "  ' ~  ( и + і ) ( я  + 2) '

Знайти область збіжності степеневих рядів.

ш - Σ  Тт Ч тїїГ- 123. Σ  i i i i t .  124. £ ^ .
»=' (Зи + І) я=і и ^  ил /^

*  7”2 оо Ί η І  ~

125. Σ ^ Γ -  1 2 6 . Σ Η Γ ^ % - .
л =1 „ = ]  л (/2 +  1)

127.
со

Σ
/7 =  1

СО
129. Σ

«=з

131.
оо

Σ
п=1

S L  ш . £ М і г2.
■ь—';!

'  , 2л

/,=1 И
З

X
/7 = 3 v  "У  

2"

130. Σ —--- *"·
ώ  (и + 2)”

п=і у ] ґ ( 2 п - \ )
х 2п.

3.5. ОЦІНКА ПОХИ БКИ ПРИ О Б Ч И С Л Е Н Н І  РЯДІВ. В И К О Р И С ТА Н Н Я  ОЗНАКИ 
Л Е Й Б Н ІЦ А  Д Л Я  Д О С Л ІД Ж Е Н Н Я  ЗБІЖ НОСТІ РЯДІВ.

РАДІУС Т А  О Б Л А С Т Ь  ЗБІЖ НОСТІ С Т Е П Е Н Е В И Х  РЯДІВ

Приклади.  1. Дано р я д --  + — -̂ + ... + (-1 )"  1--+ .. .  Оцінити
r  ^  r  І Π І Г . 2  1ГІ3 , п 4  '  '  і л л

1 2 3 4 , ν ,-ι п
----------— н—  -------- — + 1) —
ю  ίο 2 103 104 V ’ 10"

суму ряду й похибку, якщо за наближене значення суми взяти три перших члени.
Р о з в ’я за н н я . Заданий ряд знакопереміжний, причому члени ряду задоволь

няють ознаку Лейбніца [ч. 2, с. 246]:

1 2  3 η п
—  > — - > — - > . . . > ------- > . . . ;  І і т  а„ =  0; І і т ---------=  0.
10 102 103 10" «->» «-»«10”

Тоді за ознакою сума ряду не перевищу? за абсолютним значенням першого 
члена ряду, тобто

5  = У ( - і ) " -1 — < — ,

10” 10

і помилка в заміні суми ряду трьома першими членами

_І_2 | 3 83
“  10 102 103 ~ 103

не перевищує за абсолютним значенням першого з відкинутих членів залишку

ряду, тобто -Д -.
104

83
Відповідь: S  =

103 ’ 104 '

2. Дослідити на збіжність знакопереміжний ряд Σ  ' хГ ~ ■
«=1 п V И



Р о з в ’я за н н я . Члени заданого знакопереміжного ряду за абсолютним зна
ченням спадають і, крім того,

lim ап = lim -1 = · = 0 .
п-* о о  и —>сю f t y j  f t

Унаслідок цього за ознакою Лейбніца [ч. 2, с. 246] даний ряд збігається. 
З ’ясуємо, як збігається даний ряд: абсолютно чи умовно. Для цього складемо 
відповідний знакододатний ряд

оО і оо -і

Σ - Τ - - Σ Λ ·я=| nyjn „=, -
я-’

4
що є узагальненим гармонічним рядом (ряд Діріхле) при р  = - >  І [ч. 2, с. 245] і,

як наслідок, він збігається. Це означає, що даний ряд збігається абсолютно. 
Відповідь: ряд збігається абсолютно.
3. Скільки членів знакопереміжного ряду

1— -  + — !-------------!----- + ... + (_ і)" - , 1  + ...
1-2 1-2-3 1 -2 -3 -4  V '  пі

треба взяти, щоб допущена похибка була меншою за 0,000 1.
Р о з в ’я за н н я . За ознакою Лейбніца потрібно знати номер члена ряду, який

за абсолютним значенням буде меншим за — -— . Оскільки 8 '= 4 0  360 і
10 000

1 1 ,
40360 TFooo’ то 8 ряд треба взя™ СІМ членів·

Відповідь: перші сім членів.
оо

4. Для ряду Σ αη* Щ° абсолютно збігається, оцінити залишок ряду.
/7—1

Р о з в ’я за н н я . За ознакою Д ’Аламбера [ч. 2, с. 238] lim < 1 . Припус-
«-*» І ап І

I ап+1 Ітимо ή— р  < q < 1, тобто

К + \ \ < Ч \ а Л

І І - 1 я л+1 І + 1 ап+г І +  · · ·+  І а п+т І +  · · ■ <  <7І I +  <72 І я„ І + . . .  +  9 т  І І + . . .  =  І ЙГ„ І <7

Отже, для всіх m > n j Rn | < | a„ ■

Розглянемо конкретний приклад

Тут

\2n~2 /  , \2п
а„ = п -

і + і і ^ * з Гі ї + . . . + л Г + ...

ап+1 _
Іί1 !

2 η
І

п +1 1IsJ η +1 1

« + 1 1 .
Покладемо а = ---------- , тоді

п 25
п +1 1

о < 1 2 5 п ( п + 1)
" ” 52«-2 (2 4 п - 1)52"

п 52

25п(п + \)
Відповідь: R„ < - --------

( 2 4 -  1)5

5. Оцінити залишок ряду Діріхле.
Р о з в ’я за н н я . Рядом Діріхле називається ряд [ч. 2, с. 245, формула (2.76)]

00 1— , який збігається при р  > 1. Залишок за інтегральною ознакою Коші
»=і

Rn < f —  = " J VP

dx и1 p 1

„ xp P~\  ( p - \ ) n p' ]

Наприклад, якщо p  = 2, то R„ < - .  Отже, щоб похибка заміни ряду кінце-
п

вою сумою була меншою за 0,01, треба взяти 99 або 100 членів, тобто цей ряд 
для обчислення незручний.

Відповідь: R„ < -------г, р > \ .
( р -  1)и

оо и

6. Визначити радіус й область збіжності степеневого ряду ^
я-Ю"

Р о з в ’я за н н я . Радіус збіжності ряду знаходимо за формулою (2.71) [ч. 2, 

с. 241]:



У нашому прикладі

" « •1 0 " ’ "+І („  + ΐ)·10"+ι ’

маємо
r

1 1R=  lim
N

/7-Ю" (/7 + 1)-10"
,. (« + ΐ)·10"+ι „ + ]

= h m -------}— ---- = lim --------10 = 10.
Я-»00 /i * 1 0/7 «—»00 я

Це означає, що даний ряд збігається при |х |< 1 0 , тобто область збіжності
—10 < jt < 10 .

Дослідимо тепер поведінку ряду в точках х, = 10 й х2 = -10  . Підставимо в

даним ряд замість х значення 10. Одержимо гармонічний розбіжний ряд У  —
»=І

Із цього випливає, що при х = 10 даний ряд розбігається. При х2 = -1 0  дістаємо

” 1
числовий знакопереміжний ряд Σ  ( _ ] ) ' '_ ,  який збігається умовно на основі

п= І П
ознаки Лейбніца.

Відповідь\ Λ =10; ряд збігається при х є [ - 1 0 ,  10), розбігається при х > 1 0  і 

x < - 1 0 ,  а при х = —10 збігається умовно.

Д ослідити  на зб іж ність числові ряди.

^ Н Г +І "  ( - і У
132· Σ τ ~ ·  133· Σ 4 ^ ·  і з 4 . У ( - і) " - = _

1 „=і мТЙ “ і '  5и —2

136 -Σ (-Ι)"  — · 137.
"=1 v 3 « - 2 j  n=2 n  ^ „ . 2 "

138·Σ(-1 T ~ - v 139.f(-l Г М ]”·
»=i 3 (и + 2) „н V

В изначити радіус й область зб іж ності степеневих рядів, вклю чаю чи 
границі.

140~ Σ — Т +2 ' / · 141. £  ί ΐ -

(2 х )" чя X'
,п

«■ΣΗ ' ι , 1 ' -143·Σ(-1)" ,
- І  J  ( 2 „ - ή · 3 "  Ζ ί  » +1

ν'1 00 Τ _  Λ” °° η I
144. Σ Н Г -. 145. Σ 4 ^  ■ Ι«· Σ ■%”·

„=1 "  »=1 « ( «  + 0  

^  Γ 3 Υ ,  чи ^  1п(и +  і) ® ( χ  + 1)"
147 . σ  1 _  ( ζ  - 2 ) · 1 4 8 · Σ  — χ  · 14 9 · Σ  —

ДУ

/7=1 V /1=1 Л  +  І «=1 С 1

11+-

150. £  -------— ------ χ 2". 151. £  ( - 1 ) ” —̂ 7 ~ ~ τ ( χ ~ 3 ) ” ·
Й  (2 «  + ΐ ) · 4 π £  3 >  + 2 ) 1

3.6. ФУНКЦІОНАЛЬНІ ВЛАСТИВОСТІ РІВНОМІРНО ЗБІЖНИХ РЯДІВ

Приклади.  1. Застосовуючи почленне диференціювання, обчислити суму ря-

Х - -  +  - -
Т 3 5

Знайти область збіжності.
Р о з в ’я за н н я . Даний ряд згідно з формулою (2.71) [ч. 2, с. 241] має радіус 

збіжності, рівний одиниці. За теоремою про диференціювання степеневий ряд 
можна почленно диференціювати всередині інтервалу збіжності. Тоді

1 - х 2 + х 4 - . . .  = — 5-у, І х І < 1 .
1 + х

Звідси інтегруванням здобуваємо

χ 3 *5х ------н----------...= arctg х + С .
3 5

Вважаючи тут х = 0 , знаходимо, що стала С = 0. Остаточно маємо

х3 х5
х ------- 1------- ... = arctgx .

3 5
Помітимо, що в кінцевих точках інтервалу збіжності цей ряд збігається. Тому 

згідно з теоремою Абеля сума ряду є неперервною функцією на відрізку [-1, 1]. 
Оскільки функція arctgx також неперервна на цьому відрізку, то остання рів

ність слушна для всіх х є  [-1 , і ] .

x3 x5
Відповідь·. х — — + —  - . . .  = arc tgx , х є [ - 1 ,  і] .



2 . Знайти суму ряду

х5
*  +  —  +  ... + -------- +  ■

5 4 /7 -3

Р о з в ’я за н н я . Спочатку встановимо збіжність ряду. Застосуємо ознаку 
Д Аламбера

Л+І (Л) *4п+1 4 « - 3 1· 4/1 — 3 1 ,4  , |4

/ . ( * ) »->00 4/7+1 *4"~3
-  lim -------- χ  = \х \

П—>00 4/J +1
lim

► 00

Отже, ряд сходиться рівномірно при |дг| < І. Тоді всередині [ - а ;  а ] с ( - І ;  і) 

ряд можна почленно диференціювати:

1 + * 4 +.v4(34)+ ... + / < +

За (2.100) [ч. 2, с. 258] сума останнього ряду S ' = — Ц - ,  причому рівність
1 - х

слушна при І .v j < 1 . Звідси сума заданого ряду

сії
J 1 -  / 4П 1 1

Розкладаючи підінтегральну функцію на елементарні дроби

1 ^  А В Сі + Р
1 ~ / 4 1 - /  + 1 + /  + і 2 + і 

знайдемо невизначені коефіцієнти:

А = 7 ; В = ~ \  С = 0; £> = - .
4 4 2

Тепер інтеграл 

ώf ш  = і  f dt , 1 f dt \ xr dt  1 , .
J l _ ,4  4 J , _ / 4 J ] + /  2 / 1 + “  4  ^

+-ІПІ1 + /
4

Відповідь: S  = — In 
4

0

1 + x

+ —arctg t = — In 
4

\ + x
1 - х

+ -  arctg x. 
2

1 - x
+ — arctg x.

Застосовую чи почленне ди ф ерен цію ван н я й інтегрування, знайти  о б 
ласть  зб іж ності рядів й обчислити їх  суми.

« Xі X5152. х ----- + -------...
З 5

154. х - 4 х 2 +9х1 - 1 6 х 4 + ...
4 6

2 -ї X156. х  н-----н----- + ...
2 З

ОО п
158. Σ — ·

160. £ ( 2и  + і ) х " .
я=0

153. л: + 2дГ + З*3 + ..

155. 1 ·2х + 2■ Зх" + 3 · 4.x +.

157. f V x " -1 .
/1=1

159. Σ ηχ,п+1

л=І

161. Σ ( - ι )
л X

л = 1 2« + :

3.7. РЯДИ Т Е И Л О Р А  И М А К Л О Р Е Н А

Приклади.  1. Розвинути в ряд за степенями * функцію / ( * )  = In(1 + .v) і

знайти область збіжності здобутого ряду.
Р о з в ’я за н н я . Знайдемо похідні ф у н к ц ії/(х )  = In(1 + л ) :

/ ' ( х )  = [ іп ( і  + дг)] = - р і -  = (дг + і)_1; / ' ( * )  = [ ( *  + 1)"1] = - ( х  + 1)"2 ;

/ " ( * )  = [ - ( *  + І)"2] ' = 2(х  + І)’3 ; f "  (дг) = [  2(х  + і ) '3]' = -3!(дг + і)“4 ; ... 

Знайдемо значення функції /( ·* )  та її похідних у точці х  = 0 :

/ ( 0 )  = In 1 = 0; /'(О) = 1; / ’(О) = - І ; /" (0 )  = 2 ; / lv(0) = ~3.

Підставляючи знайдені значення у формулу (2.105) [ч. 2, с. 259] прид = 0 , 
маємо

ч«+1 *
/(x) = ln(l + -*) = x - y  + y  + ... = X(-l)" п

Знайдемо радіус збіжності одержаного ряду за формулою (2.71) [ч. 2, с. 241]:

( -1 )"+Ι (/» + ,)
R = lim

оо



Перевіримо збіжність ряду при дг = 1 \ х - - \ .  При дг = 1 дістанемо ряд, що 
збігається за ознакою Лейбніца; при х = -1 -  гармонічний розбіжний ряд. 

Унаслідок цього одержаний ряд збігається при х  є  (-1 , і ] .

Відповідь: In (і + дг) = ^ ( - 1 ) " +І —  , х  є  ( - І ,  і].
п=\ П

2. Розвинути в ряд Маклорена функцію y  = s\n2x  і знайти область збіжності 
здобутого ряду.

Р о з в ’я за н н я . Перетворимо функцію
. і 1 — cos Ί,χ І 1

s ir r x  = --------------= -------cos2х . ( 7  1 )
2 2 2

Користуючись формулою (2 .114) [ч. 2, с. 265] стосовно cos2.v , можна записати

. 2 1 ІГ, (2 .ї)2 (2х )4 ( -І )" (2 .г )2"
sin х = ------- 1--І— — + ±— — . + -— \ — +

2 2 [  2! 4! (2 п)\

__І_ _\_  , 1 22 1 24 4 1 (-1 )"+І 22" х 2"
2 2 + 2 2 Х 2 24*  " ' + 2 (2п)\  + '" =

2 23 4 (_1)Я+122”- ' JC2"
=  А " -------- ДГ + . . . + - ------— ----- -------------+ . . .

4! (2л)!

. , -  ΐ)η+,22" - '* 2"
s і η ~ х  = 2^ ', ------------ . (7.2)

и=І (2/7)!

З формули (7.2) випливає, що інтервал збіжності ряду (7.1) збігається з інтер
валом збіжності ряду (2.114) [ч. 2, с. 265]: *  є  ( -о о , + о о ) .

» ( -1 )”+| 22"_ідг2''
Відповідь: sin2 дг = Υ - — —  -, χ  є  (-оо, +οοΊ

^  (2л)! 1 ’

x 3 ĵ ~  j
3. Знайти інтеграл / (дг) = J ------ -------ώ  розвиненням підінтегральної функ-

0 (
ції в степеневий ряд.

Р о з в ’я за н н я . Розвинемо функцію у степеневий ряд за формулою (2.115) [ч. 2, 
с. 266]

Підінтегральна функція розвинеться в ряд

H b l . v n i i - , ) ,
/ 2 3 2! 3 U

Ш - Н 4 Ь +'^ ··
Ряд рівномірно збігається д л я |/ |< 5 ,  д е б < 1 , тому його можна почленно ін

тегрувати для х  є  [а, /> ]є[-1 , і]:

р _ _ ------ d ! = -  — + т і т ~ 1  І— +■·· +
У<1\ + 13 - 1 ,  Ι ^ .  + Ι 1 ί 1

З 2 + 2! ЗІ 3 )  5

/i! 3 U  Д з  )  u  ) З п - \

Рівність (7.3) можлива, якщ о|.г| <1 .

Відповідь: / Μ  = Σ ^ ^ - , ) ^ - 2) · · ( ^ - "  + ,] ^ Γ Γ ·  Х Є ( ~ 1

4. Розвинути в ряд Маклорена функцію

(7.3)

1 — х + дг2
у  = ---------------.

1 + дг + дг2

Р о з в ’я за н н я . Передбачимо, що існує таке розкладання:

у - ± ь у .
/7=0

Тоді в околі точки О має виконуватися умова

= ь і ± 4 ,
/7=0 1 +  х  +  х

1 -  дг + дг2 =( \  + х  + х 2) £ Ь „ х л .
17=0

Останнє можливо, якщо коефіцієнти при однакових степенях дг є однаковими:

1-* + х2 =(і + дг + дг2)(/>0 + V  + 62дг2 +/,зДг3 +--- + Ь„х" +■·■);



\ - χ  + χ 1 = b0 + 6,x + b2 x 2 + b^x3 + .. .  + b„x" +.. .  +

+b0x + bxx 2 + b2x i + b3x 4 + .. .  + b„x"+> + ... +

+b0x 2 + б,*·’ + b2x 4 + b3x 5 + ... + b„x"+2 + ...

Звідси

b0 = 1; A, + A0 = - ] ;  b2 + bx + b0 =1; 63 + b2 + bt = 0;... bn + bn_, + bn_2 = 0. 

Розв’язуючи рівняння, отримуємо

0̂ = 1, bx = — 1 — />Q j A| = -2 ; />2 = 1 — />] — = 1 + 2 — I = 2\

b3 = - b 2 - b x = - 2 + 2 = 0; 64 = -/>3 -  b2 = -2 ; 65 = -6 4 -  b3 = 2;

6̂ = - 5̂ _ A4 = 0; b-j = -A6 -  A5 = -2 ;.. .  ; bn = -  й„_2.

Отримані коефіцієнти вставимо в ряд

.у = І -  2л- + 2х2 -2л·4 + 2л5 -  2х7 + .. .

Відповідь\ у  = 1 -  2л + 2.v2 -  2.V4 + 2л5 -  2χη +.. .
X

-  Г - і 15. Обчислити Je dt, вважаючи, що л = 1. Оцінити похибку, зберігшії в ря-
0

ді сім перших членів.

Р о з в ’я за н н я . Використаємо ряд (2.99) [ч. 2, с. 258], вважаючи, що х = - Г ;
7п

\п  І
е '  = Х ( - 1 ) И— / Є ( - » ;  + =о). Тоді

, ПІп-\ ” '

Л, з vr t 2” v3 v5 2«+І
fz '  dt = \ f ( - ] ) ”L - d t  = X -  —  + - ----   ------------------------+

oJ Й  »! з 2!5 1 '  /71(2/7+1)

Покладемо x = 1. Маємо

,_! + J__ 1_ + J__ !_ + _!____ L 1
3 2!5 3!7 4!9 5!11 6!13 7!15 + 8!17

L - r  j, , 1 1 1 1 1 1 1 1e d t ~  1 -------1---------------- i--------------------- H------------------------------ f----------------- μ
0 3 10 42 216 1320 9 360 75 600 685 440 '

Похибка за ознакою Лейбніца не перевищує вісім членів, тобто

—  = — -— < 0,0001 .
7!15 75 600

Відповідь: менша за 0,000 1.

6. Розвинути в ряд Маклорена функцію и = ех+у в околі точки М ( 0; 0).

Р о з в ’я за н н я . Скористаємося формулою (2.116) [ч. 2, с. 267]

,, Ч r t \ . df(x0’ Уо) . 9A-V >0 ).. ,
/(•V, у) — f  (χο' Уо) +-------- Jx----- * +-Jy-> +

2!
t l ^ V L l A s  +

дх дхду ду

Як видно з формули,

d " f ( 0, 0 )  __ t d * J (x0, Уо) L 

ду" д х д у '

Тоді е'х+у =1 + х + у  + ^ [ х 2 + 2л>’+>’2) + ...

Отже, ряд збігається на всій площині.

Відповідь: е*+у = 1 + х + у  + + ^ ХУ + У2) + ■ ■ ■

Знайти розвинення в ряд функцій.

1 6 2 .хе~2х . 1 6 3 . ^ .  1 6 4 .x 2 s h 2 x . 1 6 5 .х е * \  1 6 6 .(х  + і ) е ї+1.
х

Розвинути функції в ряд і вказати області збіж ності одерж аних рядів.

z 2 -  2 z + 19
167. I n ( 2 - 5 z )  за степенями (г  + 3 ) .  168. / ( г )  = -------- - 7 - -------- - за

( ζ - 3 ) “ (2 ζ  + 5)
X . ^

степенями z .  169. / ( х ) =  J------ d t  за степенями x .  170. co s2 z застепеня-
о 1

ми Z .1 7 1 . — за степенями z .1 7 2 . —— за степенями ( z - z 0) = ( z - 3 j ) .
4 + Σ- 1 - z

173. z 3 -  2 z 2 -  5z -  2 за степенями (z  + 4 ) .  174. — —  за степенями (z  -  2 ) .
1 — z

z J ±
175. — - —  за степенями z .  176. fe 2 dt  за степенями z .  177. v 2 7 - z

3 + 4z 0J

за степенями z .  178. \ fz  за степенями ( z - l ) .  179. ln^z2 + 6 z + 12j за степе-

З 7
нями ί ζ + 3 ). 1 8 0 .------------ тг за степенями ζ .  181. ( l - z ) e ~ 2" за степенями z .

V ! 1 + z - 2 z



3.8. РЯДИ Ф У Р ’Є. Р О З В И Н Е Н Н Я  ФУНКЦІЇ ЗА Д О В ІЛ Ь Н О Ю  
О Р Т О Г О Н А Л Ь Н О Ю  С И С Т Е М О Ю  ФУНКЦІЙ

/ ( * )  =

Приклади.  1. Розвинути в ряд Фур’є періодичну з періодом 2π функцію (рис. 3.1)
х  при - π  < х  < 0,

0 при 0 < х < п.

Р о з в ’я за н н я . Оскільки функція /(дг) неперервна на проміжку [-π , π], моно

тонна й обмежена на відрізках [-π, 0] і (0, π ] , то вона задовольняє умови Діріхле,

а отже, її можна розвинути в ряд Ф ур’є. Обчислимо коефіцієнти ряду Фур’є за 
формулами (3.5), (3.8), (3.9) [ч. 2, с. 281, 282]:

і it 1 
а0 = — J / (д:)dx = — J xdx + jo  ■ dx

V-π  0

' 0

і  £_ 
π 2

I π _ π
π Ύ ~ ~ 2 '

ο
α„ = — ί /  (.r)cos nxdx = — fx c o snxdx + lb ■ cosnxdx = — f xcosnxdx.  

π J π 3 і  π {

У
-2π - π  0 π 2π 3π

Δ  і /-π-

I* 
,

------------1
11

N
11

-------------1 ι__

До здобутого інтеграла застосовуємо формулу 
інтегрування частинами. Вважатимемо и = χ ,

d v  = cos nx d x , тоді du = d x , v  = —sin nx . Отже,
η

Рис. 3.1

0 - 0 -
1 -  cos nx
n n

a„ =-

mi

n(2 k  - 1)

Ґ ° 0
X .
—sin /їх -  I —sin nxdx
η\ - і "  J

cosη π ) = - 4 ' - < - ο · ) =тш ν >

η = 2k,

η = 2k —1;

π ϊ  , °.

Знову застосуємо формулу інтегрування частинами. Тепер припустимо,
COS пх

що и = χ , d v  -  sin nxdx , тоді du = d x , v  = ---------- . Отже,
n

ь „ = -π
xcos nx 0 0 

+
-π  -π

* cos nx
dx

Λ xccosmt і 
0 ------------- + — sinmr

cos mi _ cos ηπ  ( -1 )  --------- + 0 = ----------- = -— -

n n

n+1

0

n

Підставляючи коефіцієнти у формулу (3.4) [ч. 2, с. 280], одержуємо

-sin /w =

π 2 A  cos(2A -  l)x  ” ( - ] ) " +l .
= —  + - >  ----- -------7 -  +  У - — -— sm nx .

4 η ω  ( 2 * - l ) 2 £  я

ЧЯ+І
A f /  \  π 2 ■Д cos(2A -  1)jc ^ ( - 1 ) "

Відповідь: / ( * )  = —  + — > -----i-------^ —+ > -— -— sinnx .
4 ( з * - ] ) 2 £  />

2. Розвинути в ряд Ф ур’є функцію (рис. 3.2)

/ W -

0 при 0 < дг < —,

π2 при — < χ  < π,

визначену на проміжку (0 , π ] : а) за синусами кратних дуг; у,

б) за косинусами кратних дуг. 2
Р о з в ’я за н н я , а) Для розвинення функції в ряд Фур’є за 

синусами кратних дуг потрібно продовжити її на ( -π ,  0) непар- 0

ним способом і періодично з періодом 2π на всю числову вісь. 
Використовуючи формулу (3.14) [ч. 2, с. 285], маємо

І І
і іІ____ І
π  π  χ
2

Рис. 3.2

ь . = -
L »»
Jo · sin nxdx + J2 · sin nxdx = — fsin/m fr =

ТГ J

4 -cosnx
π n

' - Ц
£ η π \

cos η π -  cos-
_4_
ηπ

(—l)w+l +cos
ηπ

але
ηπ 

cos—  = · 
2

0 при η = 2k -1 ,

(-1)* при η = 2k.

Підставляючи коефіцієнти в ряд (3.4) [ч. 2, с. 280], одержуємо

f { x )  в точках неперервності,

4 -А  ( - l)* +lsinfor 2 Ά  (-l)*sin2foc-Σ — +-Σ —
k=\

д е /и  = 0, ±1, ±2, ... 

5

A=1

1 в точках —+ 2  ηιπ,
2

π ~-1  в т о ч к а х --------h2 /ия,
2

0 в точках ηιπ,



б) Продовжимо функцію y  = f ( x )  на ( -π , 0) парним способом. Тоді, за

стосовуючи формули (3.12), (3.13) [ч. 2, с. 285], здобуваємо

; 2,
•у π ^

«0 = -  [ /(* )< &  = — 
710 π

2 π
J 0я!х + J  2<&
0 π

V 2 У

7
= — · 2х 

π
2

2
а„ = — J/(jr)cos«LVdfc =

і. и
j  0 cos nxdx + j  2 cos nxdx

\ 2

2 s і n пх \ ± ( sin « π - s in
4 . ηπ

π п 1 ηπν,
2

o l i t  A?71 S i l l
2 J д/π

sin—  = 
2

'0 при η = 2k,

= ■ 4 (2A: -  ΐ ) π
при η = 2 k - \ ,

(2к
. - s i n

- Ι ) π 2

але

• (2* - 0 π i a*+is |n - - 2 = (~ 1 ) ■

Підставляючи коефіцієнти в ряд (3.4) [ч. 2, с. 280], одержуємо

/ ( х)  в точках неперервності,
U+I

4  "  С - і У
/ ( * Н —  Σ  1r r L r co s(2 A -l)x  = (2 A -l)^  =

ТС Ζ,Κ 1

2 в точках (2«7+ΐ)π ,

і πІ в точках — + т п ,
2

0 в точках 2тп,

д е /я  = 0, ±1, ±2,... 

Відповідь:

4·^λ (-1) sin /су  ̂ 2 у  (-1) sin2Ax 
к + π %  к*=і

/(дг) в точках неперервності,

і π  ~1 в точках — + 2 т к ,
2

-1 в точках —  + 2пт,
2

0 в точках тп,

де т = 0, ±1, ±2,...

б) 1— Σ  V r T C0S(2 A _ ,)^  = 
2* - і

/(·* )  в точках неперервності,
2 в точках (2/н + 1)я,

0

в точках — + пт.
2

в точках 2 тп,

де т = 0, ±1, ±2,...

3. Розвинути в ряд Фур’є функцію (рис. 3.3)

т =

І
0 при —І < х < ——, 

/ /Л при — < * < —,
2 2 .

0 при — < х< 1,
2

де А = const \ f ( x  + 2l) = f ( x ) .

Р о з в ’я за н н я . Оскільки функція парна на відріз
ку ( - / ,  / ) ,  то можна застосувати формули (3.21),

(3.22) [ч. 2, с. 288]. Одержимо
i t
і і_)__і__L

І І
І ІI I  І---L.

Ь„ = 0 ,  а0 = -

I  \ 1
2 1 
J  Adx + j Odx
о і

II ro ~2 = a
0

2 )

3,-1 І 0 І І 3,21 х 
Ґ  ~ 2  2 2 і

Рис. 3.3

2 г / ч ηπχ . 2 г .  ηπχ , г „ птис ,
ап = — J  f  (.x)cos—-—dx = — j / i cos ~ dx + J Ocos~~J~dx

. ηπχ

- 2 , . = X
/ ηπ

T
2A
ηπ

0 при n = 2k ,
M  i

Щ - ' Г при n = 2 k - \ .
( 2 Α - Ι )π

Підставляючи коефіцієнти у формулу (3.20) [ч. 2, с. 288], дістаємо 

М  ’ 2 % f a  2 k - \  І



Здобутий ряд збігається до / ( * )  у точках неперервності, а в точках роз- 
А

риву — до — .

Відповідь: ряд збігається до f ( x ) ~ — + —  У  — - — cos—  ~ ^ ) 7а'  '  О І і2 π 2 к - \  І
у точ

ках неперервності, а в точках розриву -  до — .

4. Написати ряд Фур’є у комплексній формі для функції (рис. 3.4)
|72 при 0 < / < / ,

і , при І <ί  <21,

що виражає телеграфні сигнали у разі періодичного передавання точок. 
Р о з в ’я за н н я . Застосовуючи формулу (3.42) [ч. 2, с. 299], одержуємо

< w - ;

21

'  1 _ jnn 21 jrrn 4 I

(
j"*t 

„ /
I

« /
2 A

1 / 2e ' dt + J  /,e  1 1dt 
i

1 /  e + / e
~ 21 2 J n n + ' I _ j n i C

I\ 0 / • у

21 jnn

т ,
1 -  е°

,/m t-2 / j tm l

) )

J 
2 ηπ ( / 2 (cos «π -  y 's in w t-  I) + /, (cos2wr -_/sin2/jT i- cosw t + y 'sin/m )) =

0 при η = 2k  i η *  0,

( h  ~ h ) j
(2k  -  ΐ )π

при η = 2к - 1 .

Для η = 0 вираз для с„ стає невизначеним. Тому с0 знайдемо безпосередньо

з інтегралу (3.42) [ч. 2, с. 299] для п = 0 :

Підставляючи коефіцієнти сп і с0 у формулу (3.41) [ч. 2, с. 299], дістаємо

і , і +°° -  і -  і \  і ^ ·  і і + і ; +5 і ' Ι- π- 1

( )  2 І  ( 2 * - ΐ ) π  2 π

/, + / 2 у точкахЗнайдений ряд дорівнює ;( /)  у точках неперервності та 

розриву.

І + /  ■ +* J " І
Відповідь: ряд дорівнює <(/)— !------ί -  — ( / 2 - / | ) Σ _ε / у точках не-

2 π

. /, + 12 перервності та у точках розриву.

5. Показати, що система функцій sin тих, sin27w,..., sinw tv,... ортогональна 

на сегменті [0; 1]. Нормувати дану систему й написати формули для коефіцієнтів 
Фур’є сп відповідно до цієї системи.

Р о з в ’я за н н я . Для перевірки ортогональності заданої системи функцій об
числимо інтеграл

і і і
jsin ηπχ · sin mivcdx = J-[cos(/w7Lx -  ηπχ)  -  cos(mnx  + w ur)] dx =

^ c
[cos(w  -  n ) jvc -  cos(m + η)πχ dx

_ 1 sin(/w -  η)πχ sin(/W 4* n)lUC
1 ‘

~ 2 (m -  η)π (m + n )n 0

s in (w - /? )n -s in O  sin(m + /j)7 t-s in 0  

(m -  η)π  (m + n )n
= 0 при m #  n .

Отже, система функцій ортогональна.
Для нормування системи функцій використаємо формулу (4.10) [ч. 2, с. 303]. 

Тоді

\ V· 2 , Vl-cos2mu .
X „=(sinw uc, sinwur) = Jsin ηπχ dx = j ------- -------- dx =

_ 1 f  sin 2ηπχλ
2 ηπ J



Далі систему функцій помножимо на —j =  = -η= = Ί Ϊ  і дістанемо V ^sinnx ,
■\Ал ]_

У 2
>/2 sin 27tjv,..., V 2sinw ur,. .. , що являє собою нормовану систему.

Для написання формули коефіцієнтів Фур’є с„ відносно цієї системи засто
суємо формулу (4.18) [ч. 2, с. 308]. Отже,

1 ' 1
с„ = γ  j/(* )s in /;ro ;i&  = 2 j f (x)s in/77vcdx.

—  о о
2

Відповідь·, нормованою є система функцій >/2sin7LV, V 2 sin 2 ?u ,...,
1

-s/2 s i n «тиг,...; коефіцієнти Фур’є c„ = 2 J / ( x ) s i n  muri/x .
0

Розвинути в ряд  Ф у р ’є ф ун кц ії у  = / ( х ) ,  щ о визначені на пром іж ку

< - π ,  π  >  .

[0 при - π  < χ  < 0, / Ї И - J 1 ПрИ - π < * - 0’
1 при 0 < χ < π .  (З при 0 < χ < π .

-1 при - π  < χ  < 0, ίθ  при - π < χ < 0 ,
185. f l x \  = <

1 при 0 < χ  < π.

186. / ( j:)  = x  при - π  < χ  <  π  .

\ - χ  при - π  < χ  < 0, 

χ  при 0 < χ  < π,

188. / ( χ )  = 3 χ  +1 при - π  < χ  < π  .

189. /  ( χ )  = χ 2 при - π  < χ  < π  .

182. / ( χ )  =

184. / ( * )  =

186. / ( χ )  =

187. f ( x )  =

χ  при 0 < χ  < π.

тобто  / ( χ )  = |χ | ,  χ ε [ - π ,  π ] .

190. / ( χ ) :

192. / ( χ ) :

π  π
— при - π < χ < — ,
2 2

ї ї  π  π  . χ
1 χ  І при < χ <  —, 191. sin— при - π < χ < π .

π  π
— при — < χ  < π.
2 2

- χ  при - π  < χ  < 0,

2 χ  при 0 < χ < π .

Розвинути в ряд Ф у р ’є ф у н к ц іїу  =  / ( χ ) ,  іцо визначені н а  пром іж ку 

π  > : а) за  синусам и кратних дуг; б ) за  косинусам и кратних дуг.
тг

193. / ( х )  = -

195. / ( х )  = .

π
1 при 0 < х <  —, 

π
0 при —

π
— < χ  < π.

π
х  при 0 < х < —, 

2
π

π  -  х  при — < χ  < π.

197. /  ( χ )  = ch χ . 

1 9 9 . / ( x )  = e

194. / ( χ )  =  χ  .

196. f  ( χ )  =  χ 2 .

1 9 8 ./ ( χ )  = π - 2 χ  .

У  вказаних інтервалах  розвинути в ряд  Ф у р ’є ф ункції.
. . 1 -І  при - 1 < х < 0 ,  , λ ίθ  при

200. / ( x )  = i ,
[ і  при 0 < х < 1 .

. . ί 1 при -1  < х < 0 ,
2 0 2 . /(х)Н

| х  при 0 < х < 1 .

■2 < х < 0,. . U при - 2 < х < и .  
201. f i x )  =  <

[2 при 0 < х < 2

203. / ( х )  = 1 + |х |  при —1 < х < 1

204. / ( х )  = х при - 2 < х < 2 .

„< \ ТС 7Т
206. / ( х )  =  х при ~ 2 < J : < 2 '̂

208 . / ( х )  = х  при 

Розвинути в ряд

= х  п р и  0  <  х  <  4 .  ./

в ряд  Ф у р ’є за  синусам и ф ункції.

. . ίθ  при - 2 < х < 0 ,  
205 . / ( х )  = <

[х  при 0 < х < 2 .

207. / ( х )  =  4 - х  при 2 < х < 6 .  

209. / ( х )  = е* при - 2  < х < 2 .

210. / ( х )  =  1 при 0 < х < 1 .  211 . / ( х )  = -

. . Γ х  при 0 < х < 1  ,212. /(х) = ·| ,
[ 2 - х  при 1 < х  < 2 .

213. / ( х )  = П ^ Х при 0 < χ < π .

214. / ( х )  = cos 2х при 0  < χ  < π .

і
х при 0 < х < —, 

2

1 -  х  при -^ < х < 1.



Розвинути в ряд Ф у р ’є за  косинусам и ф ункції.

0 при 0 < д: < 1,
215. / ( х )  =

х - 1  при 1 < х < 2 .

216. / ( χ )  =  -ί· при 0 < х < 2 .

217. / ( х )  =
х  при 0 < х < 1 ,

219. /  (х )  =

[ 2 - х  при 1 < х < 2 .

218. / ( x )  = s in 2 x  при 0 < χ < π .

[ 1 при 0 < х  < 2,

[ 3 - х  при 2 < х < 3 .

Н аписати ряд Ф у р ’є в ком плексній  ф орм і періодичних функцій  з пе
ріодом  Т, визначених на вказаном у пром іж ку.

220. / (х )  = ех , Τ  = 2 π ,  0 < χ  < 2 π .

221. / ( x )  =  cos ^ , Τ  =  2 π ,  - π  <  χ  < π  .

2 2 2 . / W  = | " '  " Ρ"
[ 1 при 0 < χ < π ;  Т  = 2π.

223. /  ( χ )  =  ch χ ,  Τ  = 2 π ,  - π  < χ  <  π  .

224. / ( χ )  = χ ,  Τ  = 2 π ,  - π  < χ  < π  .

225. /  ( χ )  = I χ  I, Τ  = 2 π ,  - π  < χ  <  π  .

226. /  ( χ )  = χ 2 , Τ  = 2 π ,  - π  < χ  < π  .

[2  при - 4 < χ < 0 ,
227. / ( χ )  =

228. / ( χ )  =

1 при 0 < χ  < 4; Τ  =  8.

0 при -1  < χ  < 0,

1 при 0 < х < Д ,

0 при -^ < χ  <  1; Г  = 2.

2 2 9 . / ( х )  =  е* , Т  = 2 1 , - І  < х  < 1 .

Знайти скалярний  добуток  ф ункцій.
230. / ( х )  = х ,  ср(х) = s in x ,  0 < χ < π .

231. / ( x )  = s in x ,  <p(x) = s in x ,  0 < x < ^ .

232. П оказати, щ о коли p  і q ( p * q )  -  цілі н ев ід ’ємні числа, то  ф унк

ції sin Р + —Х і sin q  + - х  ортогональн і на сегм енті [0, π ] .

" і  І2
З н а й ти н о р м у  | | / ( х ) | | =  J | / ( x ) | '< &  ф ункцій  / ( x )  ( а  < x  <Ь)  .

233. / ( х )  = х 2 , 0 < х < 1. 234. / ( х )  =  c o s x ,  0 < χ < π .

235. / ( х )  = е \  0 < х < 1. 236. / ( х )  = 1 - х ,  0 < х < 1 .

П оказати , щ о систем и ф ункцій  ортогональн і на вказаних  пром іж ках  і 
лін ійно незалеж ні. Н орм увати  ці систем и і написати  коеф іц ієнти  Ф ур є 

с„ для ф у н к ц ій / ( х ) .

237. s in x , s in 3 x , . . . ,  s i n ( 2 f l - l ) x , . . . , 0, і  
2

2 3 8 .  - ,  cos7ix, c o s 27Dc......... cos η π χ ....... [Ο, ll .
2

2 3 9 .  1, cos χ ,  c o s 2 x , . . . , cosra : ,  ... , [ θ ,  π ] .

24 0 .  s i n x ,  s i n 2 x , . . . , sin л х , ... , [ θ ,  π ] .

1 πχ  2 π χ
2 4 1 .  — , c o s — , c o s — — ,

2 I I
„ . π χ  . 2 π χ  . η π χ  г ,-ι
2 4 2 .  s i n — , s i n — , . . . , s i n — , ... , [ 0 ,  / J .

η π χ  r .ί 
c o s —у—, ... ,[0 , / J .

3.9. ІНТЕГРАЛ ФУР’Є. ПЕРЕТВОРЕННЯ ФУР’Є

Приклади.  1. Зобразити за допомогою інтеграла Ф ур’є таку функцію

(рис. 3.5):

/ ( * )  =
А при |х |< 0 ,

[0 при І jc І > Θ, де θ > 0 .  

Р о з в ’я за н н я . Задана функція парна, тому Ь(и)=0.  

За формулою (5.9) [ч. 2, с. 314] знаходимо

- 0  0 0 

Рис. 3.5



1 2 2 2
ί7(ι/) = — f f ( t )cosu/dl  = — f / (i)cosntdl =— [/!cosutdl + — ίθ ■ cosutdt ■

π - ί  π ο π ο π ο
Підставляючи сг(г/) у формулу (5.10) [ч. 2, с. 314], дістаємо

оО
/ ф = J a(u)cosuxdu  ,

2.4 sin ί/θ
πιι

ο
звідки одержуємо в точках неперервності

, /  ч 2 Л “ґ sinM0 cosi«r ,
/ ( х )  = —  ------------------du .

π : nо
Здобутий інтеграл можна використати для обчислення деяких невласних ін

тегралів. При х  = 0 та 9 = 1 маємо
2/1 sin;/

тобто

/ ( 0 )  = — · f — </„ = ,ί, 
π J u

°f sin;/ , π
------ du = — .J ./ ->

.... .. ч 2Л r sinг/G - cosі/д· ,Відповідь: /  (дг) = —  -------------------du .
п '  І,

2. Зобразити у вигляді інтеграла Фур’є функцію (рис. 3.6)

ΙΊ при 0 < jc < 1,
/ w = 0 при 1 < .v.

продовживши її парним і непарним способами.
Р о з в ’я за н н я . У разі парного продовження за формулою

(5.10) [ч. 2, с. 314] 
і с
І 2 _ ....
t-  ■ -  / ф = — h cosux Icosutdt du = — I .............. du .
1 X 

Рис. 3.6

r ( 1 > r 2°°r
r cos/a cos utdt d u = f

j
0

J
u

Цю відповідь можна одержати при А= 1 і 0 = 0 з поперед
нього прикладу. У разі непарного продовження за формулою (5.12) [ч. 2, с. 314]

CO f \  \
1 sin ux [sin utdt du = — f

0 <0 / 71 6

. 2 r  cos ijycsin г/ . 
відповідь: Іф = — ---------------du у разі парного продовження та

π ο "
2 sinwx(l  -  c o sh )

Іф = — --------------------- du , і
ΤΓ ·  it

, якщо продовження непарне.

3. Знайти спектральну густину (однобічне перетворення Фур’є або зображен

ня за Фур’є) функції / ( / )  = е -р' при / > 0 (β  > 0 ) .

Р о з в ’я за н н я . За формулою (5.24) [ч. 2, с. 317] одержуємо ^

» . . _ еЧР+./")'

/ч П

— е p'( c o s h / -  j  sinui)

β + jn

β + j » β + j u

1

β + j u

Відповідь: F U U) = J ~ ·

4. Знайти спектральну густину F, ( ju )  функції Хевісайда

ί 1 при t > 0,

_ { 0 при t < 0.

Р о з в ’я за н н я . Для даної функції J | / ( / ) |Л  = J 1-А  = « ·  ТомУ Л"я знах0'
0

д ж е н н я  спектральної густини /'і(уи ) домножимо / ( / )  нае , а > 0 .  Функція

ф (0  = / ( / ) - е" “ ' = ‘ 

є абсолютно інтефованою, оскільки

е при t 2 Θ,
0 при t < 0

а

Знайдемо спектральну густину функції φ ( ί)  :

о О ° °
рг ( j u ) = J e- “' . e>u,dt = J е~а/ (cosi/f -  j s m u t ) d t  =

0 0

00 °°f
= J е"а/ cosutdt -  j  J e a/ sin u t d t .

0 0
Застосовуючи до кожного з інтегралів двічі формулу інтегрування частина

ми, маємо

fe  al cosutdt = — 5----- j ’ i e “ si
J a  +u ή

sin utdt ■
u2 + a 2



Тепер зображення φ (/)  можна записати у вигляді 

r  І ■ \ OL Ч
W ‘) = — ----- γ - J — ----- 2 '

а  +и  а  + и

Г раниця

2
а  „  λ [0 при и *  0

lim — ----- — = l i m— l i m------ г т Н  = π δ (« ),
»-*°α "+//■  α->ο, it λ->» ί + оо при н = 0

Ι + —  1
α

де функція δ(;<) називається δ-функцією (функцією Дірака). При цьому в озна-
оо

чення δ-функції [ч. 2, с. 324] входить умова J  δ (u)du  = 1, яка виконується саме
—ОО

тоді, якщо в границю добавити множник π . Розглянемо тепер 

lim -
“-•« а 2 + її2

и І — при и Ф О, 
~ 11

[оо при II = 0.

За означенням

F]( j u ) =  lim (У«) = πδ(ι/) — ^  = J „ ПРИ ” *  ° ’
а -> °  U

[оо при U -  0.

Тому, якщо и * 0 , то F\(jii)  = .
и

D A 'л С ί ■ \ ПРИ 11 *  °>Відповідь: F]( ju )  = < «
оо при и = 0.

5. Знайти спектральну густину функції

j є -7' при І > 0,
/  ( х )  =  ,[0 при t < 0.

Р о з в ’я за н н я . Перевіримо вихідну функцію на абсолютну інтегровність:
4-00 +00 +00
J  \ f ( t ) \ d t  = J  | c o s / - y s i n / | c / i  =  J  1ίΛ = ο ο .

-оо 0 0

Для знаходження спектральної густини введемо функцію

ф (/) = / ( / ) е - а'= е - ' ' - е - “' .

Ця функція буде абсолютно інтегрованою, 

| φ^ | _ | ε- ; ' . е’ а' |  = |е~а' | . Спектральна густина φ ( ί)  = F2 ( j u ) , а

F2 ( j u )  = 7  t a,t " t )u'dt = 7  e-ale - ' ('+u)‘dt =
o o

+<« _
= J e~a< [cos(l + u)t  — _/’sin (1 + u)t  jd t  .

o

Використовуючи результати прикладу 4, маємо

^2 (■/«) = -
a u +1

a 2 + (u + 1)2 o.2 + (u + 1)

Переходячи до границі, дістаємо

~ j при i / * - l ,
u +1
оо при u = - 1.

Відповідь: F2 ( ju  ) =
- J при u *  -1 ,

u +1
оо при u = - 1.

6. Зобразити інтегралом Фур’є в комплексній формі функцію

, ч J l  ПРИ \х \ <]’
' Х [0 при |* | > 1.

Р о з в ’ я за н н я . За формулою (5.19) [ч. 2, с. 316] здобуваємо

—ОО І

1 е ■jut

2π - j u

2n ju '

1 e /IJ — e~ 
nu 2 j

- ( e - /u - e ' u) =
/ '  7

Застосовуючи формулу (5.18) [ч. 2, c. 316], одержуємо

i 00 
u - - \n J

1 sin u

π u

1 smu-e>“'d u  .

1 r sini/ ,
Відповідь: /ф = — ------ e du .

π J u

оскільки



Зобразити ф ункц ії інтегралом  Ф у р ’є.

1 при 0 < х  < а,

-1  при - а <  х < 0 ,

0 при | х  | > а. 

- х - 2  при - 2 < х < - 1 ,  

х  при —1 < д: < 1, 

- х  + 2 при І < х  < 2,

243. / ( * )  =

244. / ( χ )  ·

246. f ( x )  = 2а  + х

0 при

а  > 0.

1*1 > 2 .

245. / ( х )  = е

247. / ( * )  = 2
а + х

а  > 0 .

248. / ( х )  =

250. / ( x )  = e ~ ^ c o s x .

sin jc при | χ |< π ,  

0 при І д: I > π.
249. / ( х )  = е - ї 2 . 

2 5 1 . / ( χ )

1 ■+- х  при -1  < χ < 0 ,  

1 -  χ  при 0 < χ  < 1, 

О при |х |> 1 .

252. / ( χ )

0 при χ  < 0, 

roc при 0 < χ  < 1, 

0 при х > 1 .

Зобразити  інтегралом  Ф у р ’є ф ункції, продовж ую чи їх : а) парним  сп о
собом ; б) непарним  способом .

2 5 3 . / ( х )  = е~рдг, 0 < х < с о ,  β > 0 .  2 5 4 ./ ( j c )  = e_Jt, 0 < .ν < ο ο .

2 при 0 < χ  < З,

1 при дг =  3, 256. /  (х )  = ·

0 при х > 3 .

[ х - 1  при 0 < х < 1 ,

0 при х > 1 .

Знайти для ф ункцій : а) косинус-перетворення Ф у р ’є; б) синус- 
перетворення Ф у р ’є.

[ s in x  при 0 < χ < π ,

255. f ( x )  : 

257. / ( χ ) :

c o sx  при 0 < χ < π ,  

0 при χ > π .

2 5 8 . / ( х )  = е ““ , α > 0 ,  χ > 0 .  2 5 9 . / ( χ )  =
0 при χ  > π.

260. /  ( χ )  =

261. / ( χ )  =

262. f ( x )  =

3
— < χ .  
2

0 при

c o sx  при 0 < χ < π ,

0 при χ  > π.

4 χ - 1  при 0 < χ <  —.

0 при

Знайти спектральну густину (п еретворення Ф у р ’е) для ф ункцій .

- х  + 1 при 0 < х < 1 ,

263. f { x )  = " * + ' ПРИ — 1 < х < 0, 264. / ( / )  = е
0 при І χ І >· 1 ·

265. / ( / )  = / е ' 1' 1.

\ t  при t ί І < 1,
267. / ' ( 0  = 1 „ ,

’ ν ’ 0 при И > 1 ·

2 6 6 . / ( / )  = е 2 .

h  при І ί І<

268. / ( / ) :

Знайти спектральну густину неабсолю тно інтегровних ф ункцій. 

2 6 9 . / ( / )  = s in ro i, t >  0 .  270. /  ( / )  = cos ωΛ / > 0 .

2 7 1 ./ ( / )  = /, / > 0 .  

273. f ( t )

272. / ( / )  =
при t > 2, 

0 при t < 2.

0 при ί < 0.

t при 0 < t < а, 

а  при а < t.

215. f  { ή  = cos2 ωί, / > 0 .

2 7 7 . / ( ί )  = /cosra /, ^ O .

1 при t > 0,
279. / ( / ) :

-1  при ί < 0 .

274. / ( / )  = s in 2 ω ί, t >  0 .

2 7 6 . / ( i )  = /s in co /, t > 0 .

2 7 8 . / ( / )  = 1, ( є  (-« з . λ ) .

2 8 0 . / ( / )  = e7<" ,  t e ( - o o, oo).

η I



281. / ( / )  =  sinco/, t  є  ( —оо, оо). 2 8 2 . / ( / )  = cosco/, f e ( - o o ,  оо).

283. / ( / )  =  sin 2 ωί,  t e  (-оо, оо). 2 8 4 . / ( / )  = co s2 ω /, / є ( - о о ,  оо).

Зобразити функції інтегралом Ф ур’є в комплексній формі.

1 при 0 < х < а ,  

О зовні (0 , а) .

х при х > 0 ,  

при х  < 0.

289. f ( x )  =
) sin (axe 

О

при х > 0 ,  ___  , .
н 290. /  (х )  =

при х  < 0.

Є при |х |< 7 1 ,

О при | χ | > π .

О при j c < 0 ,  

s in x  при 0 < χ < π ,  

О при χ  > π.

О при х < О, 

πχ  при 0 < х  < 1, 

О при х > 1 .

3.10. З А С Т О С У В А Н Н Я  Ч И С Л О В И Х  І Ф У Н К Ц ІО Н А Л Ь Н И Х  РЯДІВ 
О Б Ч И С Л Е Н Н Я  З Н А Ч Е Н Ь  ФУНКЦІЙ

Приклади.  1. Обчислити sin 2° з точністю до КГ6.
Р о з в 'я з а н н я .  Переведемо градусну міру кута в радіанну

2° = — -2 = —
360 90 ‘

Використаємо розвинення в ряд функції у  = sinx

χ 3 χ 5 X7sinx = x ------+ ----------- +... ,
З! 5! 7!

яка збігається при -с о < х < с о . Підставляючи замість х  число , одержуємо 

числовий ряд

. π π π3 π5 sin   -------------- -  + -------------- ...
90 90 3! - 903 5! - 905 ’

який є знакопереміжним. Члени ряду задовольняють ознаку Лейбніца. Абсолют
на величина третього члена ряду менша за потрібну точність:

*  4 ■ Ю~10 < 10~6 .
5! · 905

Тому для обчислення sin 2° з потрібною точністю (10-*) беремо два перших 

члени ряду. В результаті одержуємо

sin—  = 0,349 065 -  0,000 007 = 0,034 899 5 .
90

Відповідь: sin—  — 0,034 899 .
90

2. Обчислити уі9 з точністю до ІО 5.
Р о з в ’я за н н я . Скористаємося біномним рядом

, т  , тх  . т ( т - \ )  2 , т ( т - \ ) { т - 2 ) ^
(1 + х) =1 + γ  + -----J]----  З!

де -1  < х < 1. Заданий корінь перепишемо у вигляді

f  ] \ ї  1 1  
З а л и ш и ло с ь  обч исли ти  И  + - |  · В в аж а ю ч и  т = - ,  х  =  - ,  о д е р ж у єм о

1 /9=2 1+и+КНг.і] 2+ΐίο ίο  ґ і] 3
3 8 2! U J  З! U J

= 2

V

1 , і _______L + _1--І *2(1  + 0,0417 -0 ,0 0 1 7 ) = 2,0801 -  2 ,080.
24 576 41472 )

Для забезпечення потрібної точності тут взято суму трьох перших членів ря

ду, бо четвертий член
2-5

41472
< 0 ,001 .

Відповідь: ІІ9 ~ 2,080 .

Обчислити наближено з указаною точністю.

291. Д = 0 ,0 0 0 1 . 
е

293. 4 - ,  Δ  =  0 ,0 0 1 .  
v e

295. s in l°  , Δ  = 0 ,0 0 0 1 .

292 . Δ  = 0 ,0 0 0 1 . 
v e  

294. sin 1 , Δ  =  0 ,0 0 0  01 .

296 . cos 2 ° , Δ  =  0 ,0 0 1 .



297. cos 10° , Δ = 0,0001. 298. V U ,  Δ = 0,001.

299. з / § ^ ,  Δ = 0,001 . 300. ^250 , Δ = 0,001.

301. ^ 9 0 ,  Δ = 0 ,0 0 1 . 302. \ /2 0  , Δ  = 0 ,0 0 1 .
303. In 1 ,4 , Δ  =  0,001 . 304. 1η 1,5, Δ = 0 001

305. 1 η 1 , 1 , Δ  = 0 ,0001 . 306. In 1,2 , Δ  = 0 ,0 0 0 1 .

307. arctg J ,  Δ  = 0,001 .

Вказати похибки наближених формул. За яких значень х ці формули  
дають похибку, що не перевищ ує 0,001?

3 ° 8 · 5·η χ * Λ -. 309. co sx  *  І -  —
2 2 ·

310. In (і + х )  κ ι - у ,  311і arctg х  « х - - —
ζ  З

3.11. О Б Ч И С Л Е Н Н Я  ІН ТЕ ГР А Л ІВ

Прикчад.  Обчислити інтеграл j — dx з точністю до 0 0001
I х  '

Р о з в ’я за н н я .

r»

■V3 X 5 Xі
і λ: -------- + ----------± -  +

З! 5! 7! "·

З! + 5! 7! + ’
(  3 5x  χ χ -------- + ------

dx -

dx -
3-3! 5-5! 7-7!r + ···

1 1. + ------ 1
: + 0,555 6 + 0,001 67 - . . .  *  0,946 1.3-3! 5-5! 7-7!

Тут обмежились обчисленням суми перших трьох членів, тому що 

<0,000 03 < 0 ,0 0 0 1 . 

і
7-7!

Відповідь: f ^ ^ - d x  »  0,946 1
. x

Обчислити інтеграли з точністю до  0,001.

312. j  є-* dx .

315 . J  V  1 +  х2d x .

0,1 In (1 + х )
318. J

0,01
1

321. J  cos s f x d x .

d x .

2 COS

f
X"

3 ,6 .  ί ί ί £ « £ Α .
* Xο Λ 
\_
2

319. | x l n | l  + x 2 j(&  .

313. j ---- Ц— —dx . 314. j  s in x 2ofx.

317. J  yfx  cos x d x .
0

1
320. J  sin x 1 dx  .

3.12. М Е Т О Д  М А Л О Г О  П А Р А М Е Т Р А  Н А Б Л И Ж Е Н О Г О  Р О З В ’Я З УВ А Н Н Я  
А Л Г Е Б Р А ЇЧ Н И Х  Т А  Т Р А Н С Ц Е Н Д Е Н Т Н И Х  РІВНЯНЬ

Приклад.  Знайти чотири члени розвинення в ряд за малим параметром μ 

розв’язку рівняння

(х - 1)2 = е* (1 + μ) .

Р о з в ’я за н н я . При μ = 0 задане рівняння перетворюється в (x - l) " = e * , що

має розв’язок при х  = х0 = 0 . Розв’язок вихідного рівняння знаходимо у вигляді ряду

χ = а0 +α,μ + α2μ 2 +α3μ 3 +... (12.1)

Якщо μ = 0 , х = а0 = 0 . Перепишемо задане рівняння у вигляді 

х 2 -  2х  +1 -  е* -  με* = 0 . Тепер скористаємося розвиненням функції у  = ех в ряд

v = е* = \ + х + —  + —  + ... (12.2)
7 2! З!

Підставляючи рівняння (12.1) і (12.2) у вихідне, використовуючи при цьому 
формули (6.2) -  (6.4) [ч. 2, с. 332], одержуємо



2 6 2 6

1 2 ,  1 з І , І 1- χ  -  3.ν -  —χ - . . . - μ - μ χ - - μ χ 2 - - μ χ 3 - . . .  = 0 , 
ζ 6 2 6
\_
2'у(2аіа2μ3 + α\ μ2 + ···)-з(«іμ + «2μ2 + «зи3 + ···)-

“ «,J μ3 -  -  -  μ -  μ (θ | μ + α2 μ2 + ...) -  ^ μ ( σ 2 μ2 + ...) = 0 .

Знаходимо коефіцієнти при відповідних степенях μ і прирівнюємо їх до ну
ля. Дістаємо систему

-З а , -1  = 0,

■Jа\ “ За2 ~а,  = 0 ,

1 2 1 з Ла\а2 -  3«з -  «2 -  - o f  -  ~ a j = 0,
2 6

після розв’язання якої маємо

Отже,

а = - -  = —  19
3 ’ ° 2 ~ 54 ’ ° 3 ~ 243

1 7 2 19 здг = —- μ  + — μ ---------μ +...
З 54 243

19Відповідь: х  = — ц н-ц2 — —  м-’ +
З 54 243

Знайти розвинення в ряд за  м алим  парам етром  р о зв ’язк ів р івнянь, об
м еж ую чись членам и третього  порядку.

322. χ 3 +  χ  -  μ  =  0 . 323. χ 3 + ( і - μ ) χ - 2  =  0 . 324. є*-1 =  2 -  χ  + μ  .

325. χ 3 + μ χ - 1 = 0 .  326. є * - μ χ - 1  = 0  . 327. ln ( l  + χ )  + χ  = μ  .

328. еЛ + χ  — 1 = μ  . 329. χ  -  co sx  + 1 =  μ .

3.13. Р О З В ’Я З У В А Н Н Я  З В И Ч А Й Н И Х  Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л Ь Н И Х  РІВНЯНЬ 
З А  Д О П О М О Г О Ю  РЯДІВ

Приклади.  1. Знайти п’ять перших членів розвинення в ряд розв’язку рівнян

ня у  = x s i n / , яке задовольняє умови ^ ( і )  = 0 ,  / ( і )  = —.

Р о з в ’я за н н я . Шукаємо розв’язок у вигляді

U \ / 2! 4 7 З! v ’ 4!

/ 0 )  = Л 0  = ° . / ' 0 )  = / 0 )  = § ·

Знаходимо другу, третю і четверту похідні функції:

/ ' ( l )  =  l - s i n | ^ J  =  l  ; / " ( x )  =  s i n y  +  x c o s y /  ;

/ " 0 )  = sin( § )  + 1‘cos( f ) ' 1 = ,;

/ IV (x) = c o s y y  + cos y y  + x ( -s in  У ) У У  + x c o s y y ,

/ ,v ( I ) - cos [ | ]  I * c ° s ( f )  ' - 1  = in ( f )  1 1 * 1  « » ( | ) · Ι - - 1 .

Записуємо розв’язок: 
π

;> = ο + ̂ (*- ι) + ̂ (*- ι)2+^(χ-ι)3-^ (*- ι)4+··· =

= Ξ (, - ΐ) + 1 ( , - , ) 2 + Ι ( , - ι ) 3 - ^ - ι ) 4 . . .

Відповідь: у  = ^ [ х - \ )  + ̂ { х - \ ) 2 + - ( д г - і )  ~ ^ ( х _ 1 ) + -

2. Знайти п’ять перших членів розвинення в ряд розв’язку рівняння

у ’ + х 2у  = 0 ,

що задовольняє умови
у (0 ) = 1 ,У (0 )  = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Шукаємо розв’язок у вигляді

y  = d0 + d ix  + d2x 2 + d3x 3 + d4x 4 + d5x 5 + d6x 6 + ...

Диференціюючи це розвинення двічі, дістаємо

У = d, + 2d2x + 3d3x 2 + 4d4x 3 + 5d5x 4 + 6d6x 5 + .. .;

У  = 2 d2 + 6 d3x  +12 d4x 2 + 20 d5x 3 + 30 dbx* +...



Підставляючи у  і у" у вихідне рівняння, маємо

2<іг + бd3x  + 12d4x 2 + 20d5x 3 + ЗОdbx 4 +... + χ 2 (d0 + d tx  + d2x 2 +...) = 0 . 

Початкові умови дають d0 = у ( О) =  1; с/, =  / ( О )  = 0 . Отже,

2d2 + 6d3x  + (12 d4 + d0) x 2 + ( 2 0 ds + d x ) x 3 + (3 0 d6 + d2 )x 4 + ... = 0 .

Прирівнюючи до нуля коефіцієнти при відповідних степенях х, одержуємо 

2 d2 = 0, 6d3 =  0, 12ΐ/4 + 1  =  0 ,  2 0 d5 + 0  =  0 , . . .

Розв’язуючи рівняння, здобуваємо

d2 = 0 ,  ^ = 0 ,  dA= - — , d . =  0 .12 5

Підставляючи ці дані в розвинення, знаходимо

J  ^  П . J i  * 4 , п  „5у = \  + 0 х  + 0 - х  + 0 · х ' ----- х + 0 · х + ...,
12

тобто

1 1 4у  = 1------х  +...
12

Відповідь: у  = 1 -  — де4 +...
12

3. Знайти чотири члени розвинення в ряд розв’язку системи диференціальних 
рівнянь

(У = х - : 2,
: ' = дс + у ,  >-(0) = 1, - (0 )  = 1.

Р о з в ’я за н н я . Розв’язок системи шукаємо у вигляді

/ П\  А 0) > '( ° )  2 >>"(0)у  = Д О ) + — — X + — і - і Xі + ■- v Jі
1! 2! З! * + " "

, пЧ - '(0 )  г '( 0 )  2 г"(0 )
z  = с(0) + —— х + —........................  -с 3 + ...

1! 2! З!

Знаходимо похідні диференціальних рівнянь системи підстановкою відповід
них початкових значень. Отже,

У (0 ) = 0 - 1 2 = -1 ,  j /  = 1 - 2 = ' ,  ί / ( 0 )  = 1 -2 ·1 ·1  = -1, 
г '(0 )  = 0+1 = 1, \=" = \ + у' ,  |г '( 0 )  = 1 + (-1 )  = 0,

[ у "  = - 2 ( г ') 2 -  2::",  И 0) = - 2  · І2 -  2 · 1 ■ 0 = -2 ,

[ ; "  = / ,  1 г"(0 ) = -1 .

Підставляючи здобуті значення в ряди, одержуємо розв’язок системи

і 1 2 2 з
у =  1 - х — дг — х  + . . .
7 2 6

2 = 1 + Х - — Х3 + ... ,
З!

або
,v ;

1 2 1■ X---- .v —
2 З

д:3 + .

z = 1 + χ  -  —χ 3 +... 
6

Відповідь:

і 1 2 1 з ,v = 1 - х  — χ — х + ·■■,
Л 2 З

z  = 1 + χ  - —χ 3 + ·■·
6

Знайти вказане число членів розвинення в ряд  р о зв ’я зк ів  ди ф ерен ц і

альних рівнянь і систем  за заданих початкових ум ов.

330. у '  = х + —; ν (θ )  = 1 (чотири члени). 331. у  = 2e-v +ху ;  у (0 )  = 0 (три 
У

члени). 332. у ' = 2 x  + cos_y; >>(0) =  0 (чотири члени). 333. /  = 2 c o s x - x r ;  

у ( 0 )  = 1 (чотири  члени). 334. у ' = е х + у 2 ; _у(0) =  0 (три  члени).

335. у '  = 1п(х + у )  + х у ;  >’(1) = 0 (три члени). 336. у"  = х 2 + у 2 ; у ( - і )  = 2 ,  

у '  ( - і )  = -1 (чотири члени). 337. У  = (У )  + х у \  ^ (0 )  = 4 ,  у (  0 ) = - 2  (чотири

члени). 338. у ” = —  -  — у ( і )  = 1. / 0 )  = 0 (тРи член и >· 339. у ” = - 2 х у ;  
У X

_у(0) = 1, У ( 0 )  = 1 (три члени). 340. у"  = у co sx  + x ;  .у (0 ) = 1, У ( 0 )  = 0 

(три члени). 341. | ; ' :  Xy y_+J ’ у ( 0 )  = „ 2 (0 )  = , (п'ять членів).

* 4 2  \ У  ~ x  + z  ’ (п ’ять членів).
342- j z '  = *y, у ( 0) = 1, г ( 0 ) — 1

Гу -  v c o s x - z s i n x ,  Λ
λ ά / Ч / \ л (чотири  члени).

'  yz ' -  ^ s in x  +  z c o s x ,  _у(0) = 1, z ( 0 )  = 0



3.14. М Е Т О Д  П О С Л ІД О В Н И Х  Н А Б Л И Ж Е Н Ь  Р О З В ’Я З У В А Н Н Я  З В И Ч А Й Н И Х  
Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л Ь Н И Х  РІВНЯНЬ

Приклади.  І. Знайти три послідовних наближення розв’язку рівняння
У' = х + У, у(0) = І.

Р озв  я за н н я . Користуючись методом послідовних наближень [ч. 2 с 3371 
одержуємо ’

+ х
х ί  2

3>i(jr) = 1+ ^ ( x  + \)dx = \+ —
0 I  2

X χ
Уі (·*■) = 1 + J  (.v + у, (x))cbc = 1 + J

= l+ —  + x ;  
2

(
= 1 +

o

2 3 ·\X X2 h χ  -----
2 6

0

X2 λ
1+ —  +2x dx =

o
= 1 + χ  + χ 1 + —x3 ;

6

Уз ( x ) - l  + J  ( x + y 2( x ) ) t t  = \ + X\ i x  + i + x  + x 2 + }_:A dx = 
о „V  6 J

(  2 з 4 \
■7 X , X X )2 -----+ x + —  + —

I 2 3 24)
— \ + X  +  X2 +  —x 3 H------- JC4 ,

3 24

Зауважимо, що точним розв’язком даного рівняння є >- = 2 еv -  jc - 1 .  Якщо ви

користати розвинення функції у  = е-1 в ряд, то дістанемо розв’язок

у  = 1 + л + х 2 + -  χ 3 + — χ 4 + — x s +
З 12 60

Порівнюючи наближений розв’язок із точним, бачимо, що чотири перших 
члени збігаються.

6 '
Відповідь: у, (х)  = 1 + * + 1 χ 2 , у  ( , )  = , + ,  + ^2 + Ι χ 3 

2 6

Уз{х) = \ + Х + Xі  + - Х 3 + — X4 .
З 24

2. Знайти два послідовних наближення розв’язків системи диференціальних 
рівнянь

у '  = Х + уг,

~ = х 2 - у 2, .У (0) = 1, ζ ( 0 ) = і

Р о з в ’я з а н н я . Знайдемо перше наближення 

У\ ( х ) = і +  J \ χ +ι · ~2(х) = 1 + J  [ JC+ 1 4 ] с& = 1 + [ \ χ1 + Т Х
, 1 2 1= \ + - х  + —х ; 

2 2

= ---- х + — X'
2 З

Друге наближення

Уг (*) = ,+ J (Х + Уі (*)·=ιΜ)Λ = 1+ J ['Y + [ , + ̂  + I*2J | j - * + i* 3

= 1+ \ ( X + — + —X + —X2 - X - —X2 -  —х3 + — х г + — x 4 + — x 5ІаЕї = 
J 9 Л 4 7 2 3 6 6 і

, Ґ I 1 1 1 2 і з  1 4 1= 1+ — + —х — х  — х  + — х  + —
J 4. 4 6 6 6

І 4  1

2 4

1 1 j  І з  І 4  1 5 1 6
= 1 + —х + - х ----х -------- х + — х + — х ;

2 8 12 24 30 36

‘2 м  = 4 + ί  (*2 -  у? м ) л = і + !
, 1 1 21 + —х + —х 

2 2
dx =

- М
х2 - 1 - — x2 -  —X4 - х - х 1 —— χ3 \dx = — - χ -  —χί  -  — χ ’’ -  --χ4 -  —  x1 2 _ І . лЗ _ І л4 _ І _ , .5

2 12 8 20

Аналогічно знаходимо й інші наближення.

Відповідь·. y t (х) = 1 + ^ х  + -^-х2 , г ,(х )  = ^ - х  + - х 3 , ^ 2(х ) = 1 + - х  + - х 2 -

І з  1 4 1 5 1 б /· ч 1 1 2 1 з І 4 1 5
----- х ------ ·* ----- х  ^ _ χ  _ χ  _ χ  ОА χ

12 24 30 36 v 7 2 2 12 8 20

Знайти  третє  послідовне наближ ення р о зв’язку ди ф ерен ц іальн их  р ів

нянь і систем .

344. у' = χ + у , у  (0) = 0 . 345. у '  = х 2 + у 2 , у  (0 )  = 0 .

346. у'  = у ,  у ( 0 )  = 1. 347. у'  = у s in x  + x ,  у ( 0 )  =  0.



348. y '  = x 2 - y \  3, ( 0 ) =  0 .

350. /  =  .vy +  V x , v (0 )  =  0 .

352. ~ -v + z ’
[г' = -2.у + 3г, j ( 0 )  = l, г ( 0 )  = 0.

353. \ у[ = хУ + г,

μ '  = γ  + χζ, v(0) = 0, г(0) = 1. 
ί '

354. і г’ л г ·
( г ' =  л  +  у, у ( о ) = о, г ( 0 )  =  1.

349. у '  = 4 х  + у 2 , у (О) =  0 .  

351. /  =  х 2 +  у2 , у (о )  =  і .

355.
У = у ~ :

V* ε, у { 0 )  = 0, г ( 0 )  = І .

3.15. МЕТОД МАЛОГО ПАРАМЕТРА НАБЛИЖЕНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
ЗВИЧАИНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

Приклади. 1. Знайти три члени розвинення розв’язку в ряд за степеням» „  
Л О Г О  параметра μ для рівняння У Р степенями ма-

у  = . ·, * (о ) = о . (15.1)1 + μ χν

Р о зв ’язання. Розв’язок рівняння (15.1) шукаємо у вигляді ряду

У(х ) = Уо (х)  + У, (х)  · μ + у2 (χ)  . μ 2 + ... (15 2)

Спочатку знаходимо розв’язок рівняння (15.1) при μ = 0: у ' = х ;  dy = x d x ;

> = у  + С.П ри З'(О) = 0  С = 0,тобто 3 - І  3 ряду (15.2) випливає, що лри μ = 0

При х  = 0

тоото

У(х) = У о ( х ) = ~ .

У(°)  = Уо(0) + у 1( 0 ) ^  + у2( 0 ) ^ 2 +..., 

У і (0) = 0 , / = 0, 1, 2 , . . .

(15.3)

(15.4)

Запишемо рівняння (15.1) у вигляді

/ ( ΐ  + μ χ^) = х .  (15.5)

Підставляючи формулу (15.2) в (15.5), одержуємо 

( л  W  + Уі(х ) ■ Ц+ Уг М ·^  + - К 1 + μ ψ ο Μ  + Уі (х ) ■ l·1 + Уг(■*)' ^  + - ) ) = х  ’

чи з урахуванням рівнянь (15.3)

(де + ,ν[μ + у'2\і2 + ...)ί 1 + μ χ γ  + μ2.ννι + μ3·ϊ.ν2 + - - χ  = 0

Знаходячи добуток, залишаємо члени степенів μ не вище н іж ц “

4 З

χ+γ[μ+ у ^ 2 + μ γ  + μ2 .ν , 'γ  + μ V y ,  + ... -  д: = 0 . 

Прирівнюємо до нуля коефіцієнти при степенях μ :

μ

μ

, ί + _  = ο,

З/ / X 2 ґ\
,V2 + .V iy  + ·* У\ = °·

Розв’язуємо систему (15.6) з урахуванням (15.4):

* ~ Τ : λ Μ ~ Ί 5 ! ) 4  +
ί  Λ'44

зJC Ί____L v“
( \  x

Γ 2 ,
1 Λ

2 m j
= 0 :

' / \ 7 7 / \  7 8
Ут\х) = — X ■ V?(-t) = ------ї

20 W  160
і так далі. Підставляючи знайдені функції у формулу (15.2), маємо

1 2 1 „2.. , 7 8.,2/ \ 1 ' >  1 2 7 в 2у(х) = - д г -----λ μ + -----д: μ
УК ’ 2 10 160

(15.6)

1 1  1 'у
Відповідь: у(дс) = — χ 2 — γ^Λ:2μ. + +···

2. Знайти три члени розвинення розв’язку в ряд за степенями малого парамет
ра μ для рівняння

у’ = О і - у \  > (ι)  = ι + 3μ . (15.7)
х

Р о з в ’я за н н я . Розв’язок рівняння (15.7) знаходимо у вигляді ряду

^ Μ ^ ο Μ  + .ν .Η - μ  + ^ Μ - μ 2 + -  ^15·8^



Знаходимо розв’язок (15.7) при μ = 0. Маємо

/ 2 dy  1
У = - r ;  ~  = dx;  -  = х  + с .  

У У

При , ( і) _ і С = 0> тоб то^  = і .  З ряду (15.8) випливає, що 

виконується рівність

у (х ) = Уо{х ) = ~ ,

тобто

у(х) - -  + У\ (х) ■ μ + У2 (·*) ■ μ2+ ...
При х =  І дістаємо

-К 0  = 1+ Λ (і)·  μ + у 2 ( і)·

(за умовою), тобто

(1) = 3 , у 2( 1) = 0 ,  у 3 ( і )  = 0,.. .

Знаходимо у  (,ν) χ2 + Уі(х ) ^  + у ' г і х ) ^ 2 +... Підставляю 

(15.7) у  ( * ) ,  у ( х ) ,  одержуємо

- 7 + ^ Μ · μ ^ Η * ) μ ! + . . . = ^ - ί 1 + , ι Μ . μ + Λ Η . μ . + .

ЧИ

χ 2 + 2 ~ х У і ( х ) я  + \ 2 - - У 2 ( х ) + У і ( х )  ]·μ2+ ...],
або

- У і ( х ) и ~ [ ~ у 2 (х )  + у 2 ( x ) J · μ2 +.. .  

Порівнюючи коефіцієнти при відповідних степенях, маємо

μ у ! ( х )  = х ~ 7 у >W *

у ' ( х ) = - 1 у 2( х ) _ у 2(х )

при μ = 0

(15.9) 

в рівняння

Розв’язуємо систему (15.10) зурахуванням (15.9): 

у ’і = 6 2у ' ; = —  ; -^ -Іп |б  -  2^,| = Іп| дг(-і|п< Г  ; 6 - 2  У , = Ц - .
х  6 - 2 у ] х  2 2 *

С
При х  = 1 і у { = 3 отримаємо 6 -  2·3 = γ ,  звідки С = 0. Отже, в ~ 2 у {(х) = 0, тобто

У\ (дг) = 3 . Підставивши це значення в друге рівняння системи (15.10), здобудемо

* ( * К " ! } л ( х ) - 9 ·

Розв’яжемо це рівняння методом підстановки, вважаючи, що

у  = іп>, у  = «'■у + trv ':

2 (  2 λ
u'v + u v ’ + —ιιν = - 9 ; г/'і/ + і/ г / + — у  = - 9 ;

* V лс У

т/ + — ̂  = 0 ; —  = - —сіх \ 1п|і/| = -21п |дг|; и = - ^ ;  
x v  χ  X

u ' - у  = - 9  ; ί/г/ = - 9 x 2d x ; и = - ~ х ^  + Ct .
х-  З

1 ,  с ,—  = —Зле + —1
Xі X

Маючи на увазі, що у г ( і)  = 0 , одержимо

1 с
Звідси у 2 (лс) = uv  = ( -З * 3 + С ,)—  = -3 *  + —γ  .\ / γ* V

0 = -3-1  + —  = > С ,= 3 .
1

з
Отже, >̂2 (-^) = —2— 3-х · Підставляючи знайдені функції в ряд (15.8), дістаємо 

д;

у ( х )  = - ί  + 3μ + ^  -  Зле j  · μ2 + ...

Відповідь: у (  лс) = — + 3μ + -  Зле j · μ2 + ...

Знайти два члени розвинення розв’язку в ряд за степенями малого па
раметра μ в рівняннях.

356. у '  = χ 1 + μ γ 2 , у ( 0 )  =  1. 357. y '  = \vc2 + y 2 , у ( 0 )  =  1.

358. =  μ  sin >/ + 1 ,  д>(0) =  0 .  359. y '  = ------- , у ( 0 )  = 1.
χ  + μ γ



360. γ '  = γ 2 + μ χ ,  j , ( 0 )  =  l .  3 6 l .  y '  = s m ( Xy ) ,  γ ( θ )  = μ .

Знайти три члени розвинення розв’язку в ряд за степенями малого па
раметра μ в рівняннях.

362. γ '  = γ 2 + 2 μ · χ - ' ,  > /(і) = І. 363 . /  = 4 μ χ - γ 2 , j / ( l )  = l .

364. y '  = x  + w 2 , y ( 0 ) =  1. 365. у  = ех -г  + μ γ  ̂ у ^  = μ

3.16. ВИКОРИСТАННЯ ЕОМ У РОЗРАХУНКАХ ІЗ РЯДАМИ
д;

Приклад.  Написати програму обчислення інтеграла f —  dt  з точністю є на
о '

Бейсику.

Р о з в ’я за н н я . Знайдемо алгоритм розв’язку задачі. Для цього замінимо sin/ 
його рядом, а далі обчислимо інтеграл. Дістаємо

, 3  , 5 \«+1 ,2л+|
+ - +  н у у - '  ( - Г У

З! 5! (2м — І)! (2и + 1)! dt

r  / 4

t

\п ,2п-2 У»+І ,2и
і - - + і - + . , + Н " ^  + И П _ +

З! 5! (2w - 1)! (2/7 + 1)! + - dt =

X3 X s ( - і ) " х
----- : + —  + ... + — і— f~—

P J2n-\
/

"+t v2«+lНГ*
3 ' 3! ' 5 · 5 ! .......  (2 /» -1 )(2 /7 -1 )!т (2/7+1)(2/7+ і)!

Знайдемо відношення наступного члена до попереднього:

“ я+і _  ( - і Г ' х ™  (2/7 -  і )(2/7 - 1)!
и„ (2л + і)(2#і + і)! ( _ ,) %

+ ...

-дг2 (2/7- і)(2/7-1)! 2/7-1
(2/7 +Г)(2/7 +1)217(2/7-1)! 2 ( 2w + 1) 2

або

2« -1
/7+1

2 (2/7 + і ) 2 /7

Із цієї формули одержуємо алгоритм знаходження наступного члена, якщо 
відомий попередній. Це співвідношення виконується при /7 > І . Для першого 
члена потрібно припустити, що и0 = х .  Ознакою закінчення обчислювального

процесу є виконання нерівності | и„ | < ε , тому що здобутий ряд задовольняє

ознаку Лейбніца для будь-якого х, внаслідок чого похибка суми ряду не переви
щує абсолютної величини першого з відкинутих членів.

Програма розв’язання задачі на Бейсику:
10 INPUT “введіть точність Е і значення”
15 INPUT “аргумента X через кому”, Ε, X
20 В = X : С = X
30 D = (-Х  " 2) / 2 : N = 0
4 0 N = N  + 1 :K  = (2 * N  + 1 ) ' 2
50 В = ((2 * N -  1) * D * В) / (N * К)
60 С = С + В : IF ABS(B) < Е THEN 80 
70 GOTO 40
80 PRINT “інтеграл = C 
90 END
Приклад для контролю: при jc = 0,1 і ε = 1 ■ 10“10

° ( ^ d t  = ОД 
'  і

Sltl/ ' " 099 944 461

Написати на Бейсику програми обчислення сум рядів із заданими аб

солютними похибками.

367 . f j d L L .  368. ς Ψ ^ Ι .  
h  « ( »  + >) „ о  » ! й  ( 2 " - І )!

А  ( - 1 ) ” х 2п ^  ( - І ) ” х"
3 6 9 · Σ  · 370. У  V - Г ·„=о (2пУ to (а + п)п
Використовуючи розвинення в степеневі ряди, написати на Бейсику 

програми для обчислення значень функції із заданими абсолютними по

хибками.
371. у  = c o s x .  372. >, =  s h x .  373. y  = c h x .

374. j/ = In ( і +  x )  . 375 . у  = l n ^ . 376. у  = .
*~ x  o 1

* h /  * *
377. y  = J—  d t . 378 . y  = J s in /2<* . 379 . y  = J c o s r d / .

0 ? 0 0

2 x 2 
380. erf x = - j =  fe“' d t . 

ν π  nJ



В і д п о в і д і

1. 1, 2, 3; со, 2. 1, —, — ; 0. 3. -1 , 1, -1 ; розбігається. 4. -1 , + — , —-  ; 0. 5. 0,
2 3 2 3

—, ; 1. 6. 1, - j= ,  -4= ; 0. 7. 2, 0, - ; 0 .  8. 1, 4, 9, οο. 9. 0, 1η2 , 1η3 ; οο. 10. —, —,
2 3  л/2 л/з  3 2 2

- ;  0.11-15. Збігається. 16. (-1 , і], /(дг) = 

ίθ  при 1*1 >1,

0 при 1*1 <1,
17. (-οο, -1)U[1, + * ),

/ М  = 

/ М =

1 при х  = 1. 

0 при 1*1 <1,

1 при * = 1.

18. (-οο, +со), / ( * )  = 0 . 19. (-οο, -1 )U (-1 ,  +оо),

-  при * = 1, 20. (-οο, —1)U (—1, +°°), / ( * )  =

+ V2 є

при І * І > 1.

, /(*, у) =

0 при Іху\  <1. v .
' 2 , 2 3 . ^ є [ - 1 ,  ! ] , / ( * ,  у )  =

1 при ху  =1. .У

0 при х  *  1,
1 21. *  ̂+

— при * = 1.

0 при -  < x 1 + у 2 < е,
е '  22. * у є ( -1 ,  і ] ,  / ( * ,  ^ )  =

1 при * 2 + у 1 = е.

0 „ р „ і с ( - І ,  1 ) .24 І б Н  ,, 

1 при І * І = І _v І. у

/ ( * ,  v) =
о при |*|<|у|,

25. * є ( —оо, +со), |_v|>l, f ( x ,  у)  = 0 . 26,27. Збігається
[1 при |* | = | 4

рівномірно. 28. Збігається нерівномірно * є ( 0 ,  -юо). 29. Збігається нерівномірно,

О при |* | >1,
[О при х * к п ,

/ ( * ) ’ 1 при * = кп.
ЗО. Збігається нерівномірно, / ( * )  =

1
при * = 1,

1 при * <1.

41. 5 = 1 -----—  , 5  = 1. 42. 5  = - ------— , 5  = - .  43. 5  = - [ і + -  + - -----— -
п + \ 2 2я + 1 2 ЗІ 2 3 я  + 1

1 1
п + 2  п +З

, 5  = — . 44. S = —[ і + —+ —-  1
18 " 6 і ” '

1 1
З 5 2 л + 1 2и + 3 2/1 + 5

, 5  =
23
90

2s m x . . . 4 7 .  * > - - ,  * < - 1 ;  5 (* )  = - ^ - . 4 8 .  |х |* 1 ;  5 (* )  = - т -^ ----- .
v '  1 - 2sin* З w  * + 1 11  w  χ 2 - χ  + \

49. * > 0 ;  S ( x )  = — ----- . 50. | r | < l ,  - = 1 ,  5 ( - )  = l ;  S ( r )  = 0 .  51. /? = - ;
1 - е 1 4

5 ( * ) = — . 52. R = 1 ; S ( r ) = ------- . 1 _ ,  . 53. R = 3 ;  S(x) =  — ί - τ .  54. / ? = - ;
W  1 -4 *  W  2 - ( і  + ,ч /з )г  1 '  2 7 - * ’ 7

5(*) = - ^ - .  55. /? = 2; S(*) = r f - ·  56. f ] ( 2 * ) \  | * | < ^ .  57. £  
I IX z + x n=0 z n=0

*2"+l

1*1 <  1 . 58. £ ( - l ) V " +1, |*| < 1 . 5 9 .  Σ * " ,  |*| < 1 . 6 0 .  X ( - l ) ” * 3” , |*| < 1 .
n = 0 w=l «=0

61,62. Розбігається. 63. Збігається при |* | < 1, розбігається при |* | > 1. 64. Збігається. 

65. Збігається при | * | < 1 абсолютно, розбігається при |* | > І .66 . Збігається рівно

мірно. 67. Збігається нерівномірно. 68-70. Збігається рівномірно. 71, 72. Збігається. 
73, 74. Розбігається. 7 5 -7 7 . Збігається. 78. Розбігається. 79. Збігається всюди.

80. Збігається для |* | <%/з . 81. Збігається. 82. Розбігається. 83. Збігається абсолютно.

84, 85. Збігається. 86. Розбігається. 87. Збігається. 88. Збігається. 89. Збігається. 
90. Розбігається. 91. Збігається. 92. Розбігається. 93. Збігається абсолютно. 
94. Збігається. 95. Збігається абсолютно. 96, 97. Збігається. 98, 99. Розбігається. 
100-102. Збігається. 103, 104. Розбігається. 105—107. Збігається. 108. Розбігаєть
ся. 109. Збігається абсолютно. 110, 111. Збігається. 112. Розбігається. 113. Збіга
ється абсолютно. 114,115. Збігається. 116. Розбігається. 117. Збігається абсолют
но і рівномірно на всій осі. 118. Збігається абсолютно і рівномірно при Re г < 0 .

119. І 1 |< 1 ,  збіжність всюди рівномірна. 120. Збігається абсолютно і рівномірно

при | z - l |  < 2 .121 . Збігається абсолютно і рівномірно при |z  + l | < - != .  122. Збігаєть-
V 2

ся тільки в точці г - 5 .  123. Збігається абсолютно і рівномірно в області |г  + 1| < 1. 

124. Збігається абсолютно і рівномірно в області | г+ 3 | < 1. 125. Збігається абсолют

но і рівномірно в області | z  | < 1. 126. Збігається абсолютно і рівномірно в області

І - — ЗІ < - L  . 127. Збігається абсолютно і рівномірно всюди. 128. Збігається тільки в 
v2

точці z — 0 . 129. Збігається абсолютно і рівномірно в області |* | < е  . 130. Збігається 

абсолютно і рівномірно всюди. 131. Збігається абсолютно і рівномірно в області

б ’-5·' 161



4β
I A' I <\ J ^  ■ *32. Збігається умовно. 133. Збігається абсолютно. 134. Розбігається. 

135. Збігається абсолютно. 136. Збігається умовно. 137,138. Збігається абсолютно. 

139. Розбігається. 140. R=  2 , збігається при а є [ -2 ,  2 ). 141. R = 2 , збігається

rz
в крузі (-v -l)2 + ( j ’- і ) 2 <4 . 142. R =— , збігається при х є ' л / з  Т з і 

2 ’ 2
. 143. Л = І,

збігається при х є [ - І ,  і] . 144. Л = 1, збігається при х є ( - 1 ,  і] . 145. R = —
З

збігається в області | г - 1 1 < ^  . 146. R = е , збігається при | г | < е . 147. R = е3, збіга

ється при І г -  2j < е3. 148. R = І , збігається при .г є [ —1, і). 149. R=e,  збігається при 

е~ ') . 150. R = 0,  збігається при х= 0 .151 . R=3,  збігається при х є (0 ,  б).

х ( і - х ). , 1 +х  і і152. - I n ------, \χ <1. 153.
2 1 -х ( 1 -х ) '

\х  <1 . 154.
0 + х )
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РІВНЯННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ

4.1. Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л Ь Н І РІВНЯННЯ З Ч А С ТИ Н Н И М И  ПОХІДН ИМИ

Приклади.  1. Визначити порядок рівнянь [див. ч. 2, с. 6]:

д3и д2и ,  д2и ди
------ τ  Ί----- г  + 3— τ  + —  + ху = 0;
дхду дх ду дх

In

| і _ 2 „ 1 ^ - 5 

д2и д2и
дх ду

)  дхду ду 

-  In
д2и
дх1

д и 

дх2

- In

2 и

І . 'lL
ду2

- х у 2 = 0 ;

ди ди 
+ —  + —  = 0,

дх ду

(1.1)

(1.2)

(1.3)

де и = и(х,  .у) -  функція двох незалежних змінних.

Р о з в ’я за н н я . Найвищий порядок похідної, що входить до рівняння (1.1) — 

д3і і
третій. ,

дхду
. Отже, рівняння (1.1) є диференціальним із частинними похідними

третього порядку.
Далі перетворимо рівняння (1.2), розкривши дужки і виконавши певні дії:

а2.ди ^ д и д
дх )  дхду ду

д 2и
дх2

— 4г/
д2и
дх1

+ 4н - х у  =0,

або
ди д и д2и
дх дхду 

ди д 2и

„ ^ .. „ д 2и д3и
•2г/--------- 2— -г- ------- — +

дхду дх дудх

~ „  д 3и
+ 4 ----------r- + 4 и ------- х

ду дх" дудх'
_ 8 „ ^ - V = 0 .

д у
(1.4)

З рівняння (1.4) очевидно, що найвищим порядком похідної функції и є тре
тій. Отже, рівняння (1.2) є диференціальним із частинними похідними третього 
порядку.

Тепер перетворимо рівняння (1.3), скориставшись властивостями логарифміч
ної функції:

д2и ___J .  m  _____  _ їм —
дх2 ду1

In + 1п
д2и
'ду2

- I n
ди ди . 

+ —  + —  = 0,



або

ди ди 
—  + —  = 0.
дх ду

Звідси випливає, що рівняння (1.3) має перший порядок.

2. Визначити, які з наступних рівнянь є лінійними (однорідними або неодно
рідними) і які нелінійними:

д 2и 
{ дхду)

« д 2и ди .
+ 2 х - - 3 х у — - и = 0 ;  (1.5)

оу~ ду

ди ди „ ·> д2и ди „
—  — - 3 * -  — + .vy— + і/-3л ; = 0; (1.6)
dx ду ду дх

_ . / > д2и . . дги -> ди ,
2 sin (j:+  у )— -̂ + v c o s ( a  - v ) — -  + у —  + 5и -  4ху = 0; (1.7)

дх" ду" дх

_ д 2и θ 2« ди ди
~ д 7  ay & + = (L8)

де «(.v, у) -  функція двох незалежних змінних х  і у .

Р о з в ’я за н н я . У першому доданку рівняння (1.5) міститься співмножник

дхду
. Отже, друга мішана похідна входить до рівняння нелінійно, і рівняння

є нелінійним.
У перший доданок рівняння (1.6) перші похідні входять нелінійно відносно 

одна одної. Отже, рівняння є нелінійним.
Усі похідні і функція и(х,  у) входять у рівняння (1.7) лінійно. Отже, воно є

лінійним диференціальним рівнянням із частинними похідними другого поряд
ку. Оскільки F(x ,  у) = 4ху , то рівняння є неоднорідним.

Як і в рівнянні (1.7), усі похідні входять у рівняння (1.8) лінійно. Отже, рів
няння є лінійним. Воно також однорідне, тому що всі доданки містять або шука
ну функцію и(х,  у ) ,  або її похідні, тобто F(x ,  у) = 0 .

д;
3. Показати, що функція и = у е у є розв’язком диференціального рівняння

2 д 2и д 2и 2 д 2и .
S  + 2ху— -  + у 2— = 0. 

дх дхду ду

Р о з в ’я за н н я . Функція и(х,  у) = у е у при у * 0  є двічі диференційованою. 

Знайдемо похідні, що входять до рівняння:

ди _  7 1 7 . д2и _ - у 1, ди _
V - ? у '  ду

—  = уе- 
дх у

д2и х

дх1
є- + уе-

1 /  Л .V 1 - * є·'':

ду2
= _2_e .v + Μ —  е

д 2и
дхду

= Є’
X X~ V

1 -1  + — = —г-е :

Підставимо знайдені похідні в рівняння:

х 2— е у + 2ху
f  \  1х

7 )
e-v+ y 2- j e y = e_V 

У'

х Ґ 7 /> 2 2 λχ 2х~ | х

к У у У j
: 0.

Таким чином, якщо у * 0 ,  функція u = ye-v тотожно задовольняє рівняння. 

Отже, дана функція є розв’язком розглядуваного рівняння. Цей розв’язок є час

тинним.
4. За яких умов функція и =1п(у + е *) є інтегралом диференціального рів

няння
ди д2и д 2и _
ду дхду дх ду2

(1.9)

Р о з в ’я за н н я . З а  у м о в и ,  що у +  е ‘ > 0 ,  функція и(х,  у) = 1п(у + е *) має 

частинні похідні, які входять у рівняння (1.9). Знайдемо їх:

ди 1 е~г (-1 )  = Є
ди д2и

дх 1 + е у + е ду у + е х ’ ду2 (у  + е"Л)2

д2и
дхду

Н " )

( > + е ~‘ )! ( '  + е ' ‘ )"

Підставимо знайдені похідні в рівняння (1.9):

1 є"* е“* ____ 1 __

’ + е~ ' ( у + еГх )2 ? + е~* { у + e-Jr)2 (у  + е“ ' ) 3 ( у + e_Jr )3



Звідси, якщо у  + е v > 0 , функція н(я, у ) = In (у  + е vj  тотожно задовольняє

рівняння (1.9) і, отже, є його інтегралом.
5. Знайти функцію и = г/(х, у~) , що задовольняє диференціальне рівняння

^  = 2 « . ,
дх

де а -  стала.
Р о з в ’я за н н я . Зінтегруємо рівняння за х . Тоді, враховуючи, що стала інтег

рування взагалі є функцією змінної у , здобудемо її = ах2 + φ (у )  , де φ -  довіль

на функція. Це і є загальним розв’язком рівняння.
6. Знайти загальний розв’язок рівняння

д2и
= 2х + 2 у.

дхду

Р о з в ’я за н н я . Зінтегруємо рівняння за у  й одержимо

ди 2 / \—  = 2ху + у  + <р0(х),

де ср0(х) -  поки довільна функція. Далі зінтегруємо за х  і дістанемо такий ви

раз для загального розв’язку:

и = у х 2 + у 2χ + ψ (^ )  + φ (χ ) , 

де φ (χ ) = |φ 0( χ ) ώ ;  ψ (^ )  -  довільна функція.

Зауважимо, що для існування частинної похідної —  потрібно, щоб функція
дх

φ (χ )  була диференційовною. Якщо ці вимоги накладаються й на функцію 

ψ Ο ') , то виконуються умови теореми Шварца, і розв’язок розглядуваного рів

няння можна отримати, інтегруючи рівняння спочатку за χ  , а потім за у . 

В изначити порядок  рівнянь.

2 д 2и . д 2и ди ди

. ди д  
4. —  + —

дх дх

ґ  ,  д и л

ду_

5· — +7fдхду дх
и + -

д 2и Л

д у2
+ и =0 .

В изначити , які з р івнянь є л ін ійним и  (однор ідним и  й неоднорідним и) 

і які нелін ійним и (квазіл ін ійним и).

д 2ид  и д ' и
6 · — т — т + 4хУ ^  л 

дх2 ду дхду
+ 8*

ґ д и л1

ду.
= 0.

7.
дх

и + -
ди

ду

.ди  _ ди
+ 8 —  + 7 —  + 7 s in x  = 0.

дх ду

8.
д 2и д 2и ди ди

ду дх  

9 . 5 ^  +  7 Λ

+ х у — ------н8м +  5х = 0 .

+ 8

ду дх

д 2и , . д и  с ди п 
+  14—  + 5 —  = 0.

дх2 ду2 дхду дх ду

д 2и
10. х 2 ^  + y 2 ^ -  + T - ^ -  + 8u + \ 4 x y  = 0. 

дх-3 ду3 дхду

11. З а  яких  ум ов ф ункція и = — є інтегралом  рівняння
У

о?
дхду ду

12. П оказати, що функція u  = sin  (х  +  ау )  є розв’язком  диф еренціально

го рівняння

д 2и 2 д 2и Λ 
— г - - а  — 7  = 0. 
д у2 дх2

13. З а  яки х  ум ов ф ункція и = ------- ------ г  є р о зв ’язком  диф еренціаль-

(*2- у 2)

ного рівняння

1 д и + \_ ди и ^

х  дх у  ду  у 2



14. П оказати , щ о ф ункція z/ = cos> , + ( y - x ) s i n y  є р о зв’язком  диф е-

/  ч д 2и ди  
ренц іального  рівняння ( х - у і --------------- = 0.

дхду су

15. Знайти загальний  р о зв ’язок р ів н я н н я ------- = 0.
дхду

16. Р озв’язати рівняння ^  = 6у.
д у 2

4.2. М А Т Е М А Т И Ч Н А  П О С Т А Н О В К А  Ф ІЗИ Ч НИ Х З АДАЧ . П О Н Я Т Т Я  П Р О  РІВНЯННЯ 
М А Т Е М А Т И Ч Н О Ї  ФІЗИКИ. Д О Д А Т К О В І  У М О В И  Т А  ЇХ КЛАСИФІКАЦІЯ

Приклади. 1. Вивести диференціальні рівняння, яким задовольняють напруга 
v ( x , /)  і сила струму і(х,  t)  в провіднику, вздовж якого неперервно розподі

лені омічний опір R,  ємність С , індуктивність L і витік крізь ізоляцію G .
Р о з в ’я за н н я . Розглянемо відрізок провідника А х. Використовуючи понят

тя диференціала, запишемо вираз для спаду напруги на відрізку Ах :

- Α ν  = ν ( χ ,  ή - ν ( χ  + Αχ, ή  *  - d v  = —  Αχ.
дх

Цей спад напруги складається з омічного, що дорівнює iRAx,  та індуктивно-
ді

го, що дорівнює — LAx : 
dt

- — Αχ = RAx  + — LAx . 
dx dt

Знак мінус взято тому, що струм тече в напрямку, протилежному збільшенню 
напруги v  . Скорочуючи на Δ χ , одержуємо

^  + iR + L ® = 0 .
дх dt

Аналогічно різницю значень сили струму, що виходить із відрізка Δ χ , і сили 
струму, що входить у нього за час A t , запишемо у вигляді

(і(х,  /) -  і ( х + Αχ, ί))Δ / » - d iA t  = - — Ах A t .
дх

dv
Частина м CAx— At використовується на зарядження відрізка, а частина

G vA x A t  -  на втрати крізь ізоляцію бічної поверхні провода в разі витоку. 
Прирівнявши ці вирази і скоротивши на Ах A t , дістанемо

ді „ д и

Отже, шукані диференціальні рівняння мають вигляд

—  + L — +Ri = 0, (2.1)
дх dt

—  + C —  + G v  = 0. (2.2)
дх dt

Ці рівняння прийнято називати телеграфними.
2. В умовах задачі 1 вивести рівняння, що містить тільки шукану функцію 

і(х,  t ) ,  і рівняння, що містить тільки шукану функцію v ( x ,  t).

Р о з в ’я за н н я . Здиференціюємо члени рівняння (2.1) за .χ , а члени рівняння 
(2.2) здиференціюємо за t і помножимо їх на С. . Віднімемо від першого рівнян
ня друге і запишемо

£ > + c * - g r ? L - c l * L - o. (2.3)
dx2 dx dt dt2

Підставляючи в рівняння (2.3) вираз для —— з формули (2.1), одержуємо
ах

52'■ + g { - iR -  L — 1 -  G/ Д  -  CL^- γ  = 0 ,
дх2 V d t )  дх д г

д2і 2 д2і , д і  
— r = a — j  + b —  
dt2 дх2 dt
d2i 2 д2і , d i  п  , .

або —r  = а — -  + b—  + c i ,  (2.4)

, 1 , CR + GL GR
ДЄ a = ~ L ' b= =

Аналогічно можна отримати рівняння відносно и (.х , / ) :

d2v  -> d2v  , d v  , ,— -  = α - — r - + b ------ +  C v .  (2 .5 )
dt2 dx dt

Якщо в провіднику немає витоку крізь ізоляцію ( 6  = 0 ) і опору (Я = 0 ) ,  то 

рівняння (2.4) і (2.5) перейдуть у хвильові. Отже,

^  = (2.6)
d t  дх2 д і  дх

3. Використовуючи рівняння (2.4) і (2.6) прикладу 2, поставити задачу про 
поширення електричних коливань у необмеженому провіднику [х  Є ( - 00 , +оо)1 

без повторень, тобто за виконання умови GL = CR,  якщо відомі початкові на
пруга ц>(х) і сила струму ψ ( χ ) .

Р о з в ’я за н н я . Як було показано в задачі 2, напруга v ( x ,  t ) і сила струму 

і(х , в провіднику є  (—оо, в кожний момент часу t є [0 , +со) задоволь

няють відповідно рівняння (2.5) і (2.6). Визначимо початкові умови (при t = 0 ).



Згідно з умовою задачі в початковий момент часу маємо

ν ( χ ,  θ) = φ (χ ) ,  /(* , 0) = ψ ( . ϊ) ,  х є [0 ,  + ο ο ) . (2.7)

Використовуючи співвідношення (2.7) і рівняння (2.1), одержимо вираз для 
похідної функції / ( x, t ) за часом /

· 3 ν ( χ , 0 )  / ? . ,  ЛЧ 1 ч R _
з /  “  — 7 ' Μ )  = ~ φ ( * ) " ψ Μ .

° ™ е- і',(х, 0) = - ± φ ' ( χ ) - Δ ψ (χ ).
А-» L

Аналогічно, використовуючи співвідношення (2.7) і рівняння (2.2), отримуємо

ν 'ι(χ > ° )  = ~ £ 4 >'(χ) - ^ ψ ( χ)·

Отже, маємо такі задачі:
а) знайти розв’язок ν (χ ,  ή  рівняння

д і 2 д v  , d v  
— γ  = α — T + b —  
д t дх д І-  а  ~ Z J  + b ~  + C v  > * є ( - о о ,  + о о ) , / є  [о, + о о ) ,

що задовольняє початкові умови

ν ( χ ,  0 )  =  φ ( χ ) ,  v ; ( x ,  0 )  =  ~ ψ ' ( χ ) - £ φ ( χ ) ;

б) знайти розв’язок /(.v, рівняння

82і з д2і Ld i  , ч
= а  дх>+ Л + ’ * є ( -00’ +00) ’ , є [° ’ +0° ) ’ 

що задовольняє початкові умови

/(дг, 0) = ψ(χ), /;(х, 0) = --ί φ ' ( ^ ) - ^ ψ(^).

Сформульовані задачі є задачами Коші [ч. 2, с. 359] відносно шуканих функ
цій у (х , /)  і і (х,  ή .

17. А бсолю тно гнучка однорідна струна закріплена на кінцях х  = 0 і 
х  = 1 і перебуває під впливом сильної напруги τ0 в прямолінійному по

ложенні рівноваги. Довести, що рівняння малих плоских коливань стру
ни має вигляд

де и = м (х, t ) -  відхилення точки струни з абсцисою  х  в мить часу t від 

положення рівноваги; р -  лінійна питома вага струни; F ( x ,  / ) -  щіль

ність розподілу дію чих на струну зовніш ніх сил.
18. Тонкий однорідний стрижень завдовжки /  зд ійсню є поздовжні 

коливання, під час яких його поперечні перерізи, залишаючись плоски
ми, рухаються вздовж осі О х . Довести, що рівняння малих вільних ко

ливань мають вигляд

8  U 2 д  U 2 Е 0 г .-і г  \
— т- = а  — -  , а  = — , х є І О ,  /І , / є і о ,  +оо),
Єї2 дх2 Р

де и = и ( х ,  t ) -  зміщення перерізу з абсцисою  х в момент часу t 

вздовж осі Ох  ; р -  лінійна питома вага стрижня; Е  -  модуль Юнга ма

теріалу стрижня.

19. Довести, що рівняння розповсю дження тепла в однорідному ізо
топному тонкому стрижні 0 < х < /  з теплоізольованою  бічною  поверх
нею без внутрішніх джерел тепла має вигляд

2..
а Г — г ,  аг = — , х є [ 0 ,  /] ,  / є [ 0 ,  +со),д и  2 2

—  = а  — у ,  а  
d t  д х 2 γρ

де и = и ( х ,  t)  -  температура стрижня в точці з абсцисою  х у мить / ;  

γ, р -  відповідно теплоємність та густина матеріалу стрижня; k -  кое

фіцієнт теплопровідності.
20. А бсолю тно гнучка однорідна плівка (мембрана) натягнена на кар

кас С. Це положення мембрани приймається за площину координат х О у .

Довести, що рівняння малих поперечних коливань мембрани має вигляд

д 2и д 2 и 1 д и 2 ^ о /  \  ̂ Гг\ \_  +  —  = —  - j  , a 2 = f ,  (х , у ) є О  , / є [ 0 ,  +со),
д х  д у  a  d t  о

де и = и ( х ,  у ,  / )  -  відхилення точки мембрани з координатами х і у  

у мить часу t ; Ω -  область на площині х О у , обм еж ена контуром С ; 

τ0 -  сила початкової напруги, розрахована на одиницю  контуру С ; δ -  

питома вага поверхні мембрани.



21. Використовуючи рівняння із завдання 17, поставити задачу про 
вимушені коливання закріпленої на кінцях х  = 0 і х  = 1 однорідної стру
ни, якщо в мить t = 0  струна мала форму ср(.г), х е  [0, /]  і швидкість у 

кожній точці задається функцією ψ ( χ )  ·

22. Використовуючи рівняння із завдання 17, поставити задачу про 
вільні коливання закріпленої на кінці х  = 1 однорідної струни, лівий кі
нець якої х  = 0  рухається так, що дотична на цьому кінці (при д: —> + 0 )  в 
будь-яку мить часу залишається горизонтальною. У мить t = 0  струна  
має форму φ ( χ ) , а швидкість кожної точки дорівню є нулеві.

23. Використовуючи рівняння із завдання 19, поставити задачу про 
визначення температури однорідного ізотропного стрижня 0 < х < 1  з 
теплоізольованою бічною  поверхнею, якщо його початкова температура 
дорівню є cp(.v), а теплові потоки (кількість теплоти, що надходить за

одиницю  часу) на його кінцях х  = 0  і х  = 1 становлять відповідно £ i ( f )

' * 2 ( 0 -
24. Нехтуючи омічним опором (/?  =  0 )  і витоком (G  = 0 ) ,  дати мате

матичну постановку задачі про визначення сили струму г(х,  ί) і напруги 

и(л:, г) (електричних коливань) при f > 0  в провіднику ( х є  [0, / ] ) ,  як

що ψ ( χ )  і φ ( χ )  -  відповідно початкова сила струму і початкова напруга

(при t = 0 ) .  Д о кінця х  = 0 , починаючи з миті t = 0 ,  прикладена електро
рушійна сила £ ( ί ) .  а кінець х  = 1 заземлений.

4.3. лін ій н і д и ф е р е н ц і а л ь н і  р і в н я н н я  з  ч а с т и н н и м и  п о х і д н и м и  д р у г о г о  
ПОРЯДКУ. ЗВЕДЕННЯ д о  к а н о н і ч н о г о  в и г л я д у  *

Приклади.  1. Звести до канонічного вигляду рівняння

і д2и д2и 2

, " а ? + 2 ч ’а 5 Ґ > ' з ?

Р о з в ’я за н н я . Тут [див. ч. 2, с. 377, формула (4.1)] ап (х, у ) = х 2, а12(х, _у) =ду, 

ап[х>у) = у2< Д = аІ2 -ЯцД22 = х 2у 2 - х 2у 2 =0,  -° °<х ,  Отже, задане рів

няння параболічного типу. Запишемо рівняння характеристик

Див. ч. 2. с. 377-380.

x 2dy2 -  I xy dxd y  + y 2dx2 = 0 ,

або №  -  ydx)2 = 0 ■

Звідси отримуємо диференціальне рівняння xdy -  ydx = 0 . Відокремлюючи 

змінні й інтегруючи їх, дістаємо

= 0 ,
У х

тобто
In І v І — In І А-1 = ІпС .

Потенціюючи, знайдемо інтеграл -  = С . Звідси ξ = ^  . Функція ψ  = ,ν ліній-
А' л

но не залежить від ξ , отже, можемо вважати η = у ■
Виразимо частинні похідні за старими змінними через частинні похідні за 

новими змінними ξ  і η :



Підставивши знайдені для других похідних вирази у вихідне рівняння, маємо

2у  дії у 2 д2 и 2у  д и  2у 2 д 2и 2у 2 д 2и
х  3 ξ  .v2 3 ξ 2 χ  3 ξ  χ 2 5 ξ 2 χ  3ξ3η

hzl д2" , 2уг
χ 2 3 ξ 2 дг 3ξ3η  5 η 2

або

—  =  0
3 η 2

Рівняння зведене до канонічного вигляду параболічного типу.
2. Звести до канонічного вигляду рівняння

д 2и д ' и  - 3 2 м д и  ди  
— 7 - 4 — — + 3— - -  2—  + 6—  = 0.
дх"  дхду д у  д х  д у

Р о з в ’я за н н я . Тут [див. ч. 2, с. 377, формула (4.1)] ап (х,  у ) = І,

ап { х ' у ) = 2 ,  а22(х, у )  = — 3 , Ла22 = - а и а22 = 4 -  3 = 1 > 0 для будь-яких дійс

них х  і у . Отже, задане рівняння -  гіперболічного типу. Рівняння характеристик 

має вигляд

dy1 + 4 dydx + 3ίїх2 = 0 , 

або ( у ) 2 + 4 у '  + з = о.
Звідси

- 4 ± У П П 2 , _ 2± 1
2

Отже, маємо дві сім’ї  характеристик:

Ч>(*> У)  = У + Х = С, і ψ (χ , у )  = у  + Зх = С2 .

Зробивши заміну змінних £, = у  + х  , η = у  + З х , здобудемо

Підставивши знайдені для других похідних вирази у вихідне рівняння, одер-

ЖИМ О

д 2и ,  д 2и п д 2и . д 2и д 2и 103 2і<
- - 4 — Г--16— -— 12— -  +- + 6 - - + 9-

або

3 ξ 2 ~ 3 ξ 3 η  " 3 η 2 3 ξ 2 ' ~ 3 ξ 3 η  3 η

,  3 2и _ д 2и . З 2» - З і /  Л3н  θι/ Зі/
+3------+ 6-------- + 3 τ  -  2 ------- 6-------l· 6—  + ----- = ϋ,

5 ξ 2 3ξ 3η  3 η 2 3 ξ  3 η  3 ξ  3 η

З 2!/ ди  
-4 _ ... + 4 —  = 0,

3η 3ξ 3ξ

тобто
д и ди

=  0 .

3η 3ξ 3ξ

Рівняння зведене до канонічного вигляду гіперболічного типу.
3. Звести до канонічного вигляду рівняння

ги 1 д и
- 7  ΊΓ Τ  = 0, х * 0 ,  у *  0.
х2 З і /  Зу

Р о з в ’я за н н я . Тут ац(·*, >) = Т >  а і2 (х>->0 = 0> α22 ί** >0 = Т ’
де .У

А - а 12 - а иа12 - <0 , тобто, якщо х * 0  і то  рівняння є еліптич

ним. Складемо рівняння характеристик

- lT cfy2 + - L  dx2 = 0,

або
ί/y .Λ  
—  + J —  
* У

ЛҐ dy ,άχ λ 
—  - J  —

\ χ У
= 0 .

Маємо два диференціальних рівняння

dy .dx . dy .dx—  + j —  = 0 і —  - j —  = 0.



Відокремлюючи змінні й інтегруючи їх, отримуємо ydy + jxdx = 0 ,  тобто

y 2 - j x 2 = c 2 , абоУ'  + j x '  = С |,  а також ydy -  j xdx  = 0 , тобто 

φ (* ' y ) * j ' v ( x ,  >) = y 2 - j x 2 = Γ, 2 . Зробивши підстановку ξ = γ 2 , η = j x 2 ,

маємо

ди__ди^  δ ξ   ̂ δ »  £ д _ ^ £ 2 г  д и _ _ д н  δ ξ  δ//  δ η  _  5г/
δ.χ δ ξ  5 *  5 η  5 λ· 5 η  ’ я·· я . . + д~ я ..  -1'’’д у  δ ξ  δ .у 5 η  δ .у 5ξ

δ »
-, 7
ΟΧ"

_δ_
d x

ди  
5 η  ‘

2χ 0 ди  . ■> д 2н 
= 2—  + 4 x ' —

д 2и
5η δ η  д у

_5_
5 у

5н

δ ξ
д 2иd u A 2 

= 2—  + 4 v —
δ ξ  7 δ ξ

Після підстановки знайдених для других похідних виразів у вихідне рівняння 
одержимо

І _ 5 и . ■> д~ и 
2—  + 4х~

5 η 5 η -
1

2£ ϋ  + 4 у 2Ц
5 ξ  7  δ ξ

0,

або

5 // 5 u 1
5Τί7 + 5 ξ Γ + 2

1 5 г/ 1 ди  
η 5 η  + ξ δ ξ

=  0.

Рівняння зведене до канонічного вигляду еліптичного типу. 
4. Звести до канонічного вигляду і спростити рівняння

5 2 v  

д і 2
2 д2 v  , d v

д х 1
+ b—  + cv.  

d t

Р о з в ’я за н н я . Перепишемо вказане рівняння так:

·> υ  υ d2
а

2 d2 v  d2 v  , d v
д х 1 dt

2

,  + b ---- + CV = 0, -CO < χ  <+οο , t  > 0  .
ζ d t

Тут аи (х, t) = а2 , аІ2(х , /)  = - 1 ,  а22(х,  t) = 0 ,  Δ = а 22 - а и а22 = а 2 > 0  . 

Отже, рівняння гіперболічного типу. Складемо рівняння характеристик 

a'dt2 - d x ' =  0 , або (adt -  dx)(ady + dx) = 0 .  Звідси дістаємо диференціальні рів

няння dx+adt = 0 і -adt  + dx = 0 . Інтегруючи їх, запишемо x+at  = Cl , x - a t  = C2 . 
Замінюючи ξ = x + a t , x\ = x - a t , маємо

d v  _ d v  d v  d v  
d x  5 ξ  5 η  ’ 5 /

5 i/ d v  
5 ξ  δ η

δ 2 z/
~ д 7

δ * '  δξ-

^ δ 2^  2 δ 2ϋ  + δ 2ι/
δ ξ 2 δ ξ δ η  5 η 2

δ 2^  δ 2υ  „ d v 2 d 2v  
- + 2— — + -

δ ξ δ η  δ η 2

Після підстановки знайдених виразів у вихідне рівняння одержимо

' d v  d v Л 

, δ ξ  dr]J
4а

2 δ 2ί> + bet + cv  = 0.
δ ξ δ η

Для подальшого спрощення вважатимемо

v  = ω (ξ, η )ε -λξ-μ\  (3.2)

де λ і μ -  поки що довільні сталі. Виберемо їх так, щоб рівняння (3.1) після 

підстановки (3.2) мало найпростіший вигляд. З цією метою знайдемо частинні 
похідні

d v

~дї

, δω
“ ACO Η------

δ ξ ,

-λξ-μη d v
δ η

-μ ω  +
δω
δ η

-λξ-μη

d 2v
5 ξ δ η

δω  δω  δ 2ω ^
λμω -  λ ------- μ —— +

δ η  δ ξ  δ ξ δ η
,-λξ-μη

і підставимо їх у рівняння (3.1). Після перетворення дістаємо

4а2 d ω . + Ι - λ 4 α 2 + йя)—  + ( - λ 4 а 2Х Ь а \ ^ -  + 
Я?Лп V / я р  V / 5  п

δω і δ ω

δ ξ δ η δ ξ

(c + 4αλμ + ύα(μ -  λ ))ω  = 0.

δ η

(3.3)

Припустимо, що μ = — , λ = ------, тоді коефіцієнти при перших похідних в
4 а 4а

рівнянні (3.3) перетворяться в нуль, і саме рівняння набуде вигляду

δ 2ω
δ ξ δ η

+ /-ω = 0 , r = -
4α

■ + c

Відзначимо, що провідник являє собою лінію без спотворень: GL -  CR і.

отже, r = 0 . У такому разі
. δ ω

δ ξ δ η
= 0 .

В изначити тип р івнянь і звести  їх  до  канон ічного  вигляду.

2 д 2и 2 д 2и 
25. у 2 — г- +  х — т = 0 .  

δ χ 2 д у 2

26.
д 2и 2 ~ ■ д 2и

д х 2
- s i n x - 2 y s i n x + У

2 д 2и

- -  2 д 2 U 2 d 2U
27. Xі —

д х д у  '  д у 2 

0 .

=  0 .

дх~ а /



■Jft д 2ч  , л d 2u л д 2и
1 7  д ^ + d / +S]U + S2X + S3y = 0 , №  s ' ’ S2' " з - в ід о м і  сталі.

29. ~ - 2 - ^ -  + 2 ^ -  = 0 .

ЗО. х

~ ^ ------------- Γ Z,------;
д х  д х д у  д у  

д 2ц  , 0 і—  д 2и д 2и 1 (  у  г ~ \ д и
т ^ + 2 ^ х у т ~ ^ + у т ^ - ^ \ - ^ - 4 у \— = о .
д х  д х д у  д у 2 2^-У х ) д у

, ,  д 2и . д 2и ,  д 2и д и
33· — - - 2 s i n x ------------co s” χ — - - c o s x —-  = 0 .

34. x 

35

a x  

d 2u
+ 2x

д х д у  

d 2u

d y 2 d y

д х 2 д х д у  

d ~ u  -, d 2u

ί , \ d 2u 
+ ( x - l ) — r  =  0 .

d y 2

-  a
d t - д х '

0 .

4.4. АНАЛІТИЧНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ РІВНЯНЬ МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ *

4.4.1. Метод характеристик (Д’Аламбера)

Приклади.  1. Знайти розв’язок и(х,  /)  задачі Коші (-оосдгс+оо, 0 < / < о о )  

д 2и 1 д 2и , . . ди( х ,  0)

І 7 _ 4 5 7 ·  " (*’ 0 ) " s ,n ' ·  а Г 1 - 0 ·

Р о з в ’я за н н я . Використавши формулу Д ’Аламбера [(5.13), ч. 2, с.383], де 
<p(*) = sin.x, ψ (χ )  = 0 ,  здобудемо

и(х,  t) = ^ s i n [ x - | / j  + s in ix  + I / = sinxcos—. 
2

' Див. ч. 2, гл. 4, § 5, 6.

2. Знайти розподіл напруги в момент часу / ( 0 < /< с о )  в необмеженому 

( -ο ο  <  х  <  +оо) проводі лінії без спотворень (тобто якщо виконується умова 

GL = CR,  де G, L, С, R -  відповідно витік, самоіндукція, ємність і опір оди

ниці довжини проводу), якщо напруга і сила струму в початкову мить часу (/ = 0) 

дорівнюють відповідно φ (χ ) і ψ (χ )  .

Р о з в ’я за н н я . Ця фізична задача формулюється у вигляді задачі Коші:

d2 v  1 d 2v  , d v  Ггі і
— г- = а — r  + b—  + c v  , / є  0, + 0 0  , ,2 я  „2 я .  L Jд ґ dt

v ( x ,  0) = φ ( χ ) ,  ν\  (χ,  0) = - — ψ '( χ ) - — φ ( χ ) .

(4.1)

(4.2)

де x e (-o o , +οο). Рівняння (4.1) є рівнянням гіперболічного типу, і, якщо вико

нується умова GL = CR,  зводиться заміною ξ = д: - а і , η = х  + at до канонічного 

вигляду

θ 2ω

3 ξ θ η

-7-U-n) 
= 0 , ω = v e  4u

Отже, згідно з формулою (5.13) [ч. 2, с. 383] можна записати, що
h

v ( x ,  t) = e 2 ( ф 1(х + а /)  + Ф2(д г -а /) )  . (4.3)

Підставляючи рівняння (4.3) в початкові умови (4.2), одержуємо систему для 
визначення Ф, і Ф2

Φ ,(χ )  + Φ 2(χ) = φ (χ ),

| ( Ф ,  (дг) +  Ф2 (дг)) +  я(Ф', ( дг)  +  Ф^ (х)) =  ~  ψ (χ )  -  γ ,  φ (χ).

ь  σ ι  [l  ...
Враховуючи, що — = -----, —  = J — , н можна переписати у

2 С Са \  С

Ф і(х )  + Ф 2 (дг) = (р(дг),

φ ; μ - φ 2 « = - # Ψ' « ,

В И ГЛ Я Д І

або
Φ ,(χ )  + Φ 2(χ) = φ (χ ), 

Φ , ( χ ) - Φ 2(χ )  = - ^ ψ ( χ ) .



Звідси
/  f ■■ ■ V

ф і W  = w - w j ; φ 2 Μ  = | ί φ ( χ ) + ^ ψ ( . ν )

Згідно з рівнянням (4.3) шуканий розподіл напруги

v ( x ,  t)-. 1 .
ψ(χ  + at)  + φ(,ν -  at)  + + at)  -  ψ (χ  -  at )) • (4.4)

3. Знайти розв’язок рівняння

д2и 2 д2и
ді2

= а~—— , 0 < .т < с о ,0 < /< + о о ,
дх

що задовольняє умови и(х,  0) = х , и;(х,  0) = cos2* , и'(0, /)  = о .

Р о з в ’я за н н я . Продовжимо функції <р(дг) = д· і V (x)  = cos2x  на від’ємну 
піввісь парно:

φ, (дг) =
х  при х  > 0, 

- х  при х  < 0, ψ |( χ )  =
cos х  при х > 0 ,  

[cos2 х  при * < 0 .

Тоді за формулою Д ’Аламбера розв’язок запишеться у вигляді

/ 1 r  і х+а1
"(*> ΐ) = -[4>{{χ + αή + ψι ( χ - α ΐ ) ]  + ~  J ψ, (;)<£. (4.5)

x-a t

Нехай х - ~ >  Т°ДІ співвідношення (4.5) набуває вигляду

І і х+аі 
г<(х, t ) - — [ (*  + # /) + ( * - я/)1 + _  Ґ cos2 xdx =

z 2 a Jx—al

= * + — (τ + sin 2τ) 
4 a ' -  x  + ~ ^ ( x  + at - x  + at + s in2(x + at) -

- s in  2( x  - a t ) )  = x + at + —sin 2* cos 2 at. 
2 2

Якщо t > — >  0  ,  t o  
a

u (x ’ ‘) = \ [ { x  + a t ) - ( x - a t ) ]  +
2 a

j  cos2 τάτ  -

J  cos2 τάτ 1 .
- x  + —at + — sin 2xcos2at.  

2 2

4. Знайти розподіл напруги в мить часу ί(0 < /< ο ο )  в напівобмеженому 

(0 < х  < +оо) проводі лінії без спотворень (GL = CR) , якщо напруга і сила стру

му в початкову мить часу (/ = 0) дорівнюють відповідно (р(лг) і \|/(jc) , а кінець 

х = 0 заземлений.
Р о з в ’я за н н я . Для математичного формулювання цієї задачі до диферен

ціального рівняння (4.1), визначеного при х є ( 0 ,  +*>), / є ( 0 ,  -к»), і початко

вих умовах (4.2), правильних при дгє(0, -ю о), необхідно приєднати крайову умову

v (0 ,  /)  = 0 ,  t є  (0, +со), (4.6)

що відповідає умові заземлення на кінці х  = 0 .
Продовжимо початкові умови (4.2) на від’ємну піввісь непарно:

Фі (*) =
φ ( х)  при х > 0 ,  ί ψ (х)  при х > 0 ,

ψ |  ( х )  =  -і
- φ  (дг) при х < 0 ,  [ці (~ х ) при дг<0.

Тоді розв’язок сформульованої задачі, згідно з формулою (4.4), запишеться у 
вигляді

ν ( χ ,  / )  = —е с; φ, (д: + at)  + φ, ( χ  -  at) + λ/ ρ ( ψ  i {x + at)  ~ Ψι (·* -  « '))

—Є φ(*  + α/) + φ(.χ -  α/) + J — ( ψ ( χ  + α ΐ ) - ψ ( χ - α / ) ) , якщо χ > -
t

ψ(χ  + α ί ) -  <p(-Jt -  at) + (ψ (x + at) -  ψ (at -  л:)) , якщо t > — > 0.
а

Неважко помітити, що отриманий розв’язок задовольняє як рівняння (4.1) і 
початкові умови (4.2) (при д; є  [О, +<»), / є  [О, + о о ) ), так і крайову умову (4.6).

36. Знайти розв’язок и (х , t )  задачі Коші (-оо < χ  < +оо, 0 < ? < о о )

д 2 и д 2и 

d t 2 ~  д х 2
, м (х , 0 ) =  cos.x ,

д и [ х , 0 )

d t
= 0 .

37. Розв’язати задачу Кош і ( - о о  <х<<х>,  0  < t < <х)

д 2 и д 2и , -ч , /  г.\ л
— Υ  = — 2- , и ( х ,  0 ) =  е , и , ( х ,  0 ) =  4 
д і  д х

38. Розв’язати задачу Коші (-оо  < х < + оо , 0 < t < °о ) 

& и  д 2и , и( х ,  0) =  6 s in x , и[(х,  0 ) = c c o s x ,f le  b і с  -  довільні сталі.



39. Знайти розподіл  сили струм у в м ить часу ί ( 0  < /< о о )  у проводі 

необмеженої довж ини лін ії без спотворень (GL = C R ) ,  якщ о напруга і сила 

струму в початкову мить часу (7 =  0) дорівню ю ть відповідно ср(х) і ψ ( χ ) .

40. В області 0 <  л- < со, 0 < t < оо знайти  р о зв ’язок  рівняння (4.1) при 

Ь = 0 ,  с  = 0 ,  що задовольн яє ум ови: и (х , 0) =  0 ,  щ ( х ,  0 ) = s in x ,  

и'х ( 0 , / )  =  0 .

41. Знайти при 0 < х < о о ,  0 < / < о о  р о зв ’язок рівняння (4.1), щ о задо-

х 2
во льн яєум ови  а (х , 0 ) = ------ — , м ,'(х, 0 ) = 0 ,  и ( 0 ,  t )  = 0 .

42. Знайти розподіл  сили струм у в мить часу ί ( 0  < /< < » )  у проводі з 

напівобм еж еною  довж иною  ( 0 < х < с о )  л ін ії без сп отворень (GL  = С7?), 

якщ о напруга і сила струм у в початкову  м ить часу ( ί  = 0) дор івню ю ть 

відповідно φ ( χ )  і ψ ( χ ) ,  а  на кінці х  = 0 виконується ум ова

/;(о, о = о.
43. Напівобмежена струна (м(0, /)  =  О) в початкову мить часу має форму

, η, Λ . . . \с  при хєГО , /1,
и ( х ,  0 ) = 0 і початкову  ш видкість  и, (х , 0 ) =

[0 при х є [ / ,  +оо].

Знайти форм у струни в м ом ент часу t є  (0 , +оо) .

4.4.2. М етод Ф ур’є (м етод  розп од ілу  змінних)

Приклади.  1. Знайти розв’язок рівняння

д2и 2 д2и \
— 2 = а  х є [ 0 ,  /] , /Є  [0, оо),

що задовольняє початкові й граничні умови

и(х,  0) = φ (χ ) , — °^ = ψ (/) , »(0, l)  = u(l,  ή  = 0.

Р о з в ’я за н н я . Розв’язок рівняння шукаємо у вигляді добутку двох функцій, 
одна з яких залежить тільки від χ  , а друга -  тільки від t :

и(х,  t) = X ( t )  T(t) .  (4.7)

Підставимо цей вираз у вихідне рівняння й дістанемо

А'(х) Г ( і )  = а 2Г ( х )  T(t) .

Звідси, роз’єднавши змінні, запишемо

І Ж , £ М  „ λ
° 2т(,)  * м

Рівність двох відношень (4.8) залежить тільки від х  і тільки від / і можлива 
лише у випадку, якщо обидва відношення дорівнюють сталому числу - λ  (де λ > 0 ):

Т"(‘) _ * '( * )  ?>
а 2Т (, ) X  (х)

Τ’ ( ή  + λ α2Τ( ΐ )  = 0, (4.9)

Χ "(χ) + λΛ '(χ) = 0. (4.10)

Підставимо формулу (4.7) в крайові умови вихідної задачі й, ураховуючи, що 
Г (/)  ί  0, здобудемо додаткові умови для функції X ( х ) :

Х (0 ) = 0, Х(1)  = 0. (4.11)

Загальний розв’язок рівняння (4.10) набуває вигляду 

X  (х) = с, sinVX· / + с2 cos-ν/λ х  .

Зумови Х(о) = 0 випливає,що с2 = 0 . Виконавши другу з умов (4.11), знайдемо

є, sin ι /λ  · / = 0 . (4.12)

Оскільки розшукується ненульовий розв’язок, то С| *  0 ,  і рівність (4.12) мож

лива лише в разі урк-1 = пп . Звідси >/λ = — , (я  = 1, ° ° ) , Х ( х )  = сх sin— х .

Знайдені значення λ  є властивими числами для цієї крайової задачі, а функ

ції Х„ — І = с, sin— х -  властивими їй функціями.
W  /

Підставимо знайдені значення λ в рівняння (4.9) і запишемо його загальний 

розв’язок
^  , . , arm _ . arm
T„(t)= Acos—-—/ + B s m —-—/.

Отже, для знайдених значень λ

и„(х, t ) = X „ { x ) T „ ( t )  = s m — x \ a n cos— t + bns \ n - j - t  \.
arm , . αππ



Кожному значенню п відповідають свої сталі А і В , тому пишемо а„ , Ьп , а 

сталу с, включаємо в а„ і Ьп . Оскільки вихідне рівняння лінійне й однорідне, то 

сума розв’язків також є розв’язком, який можна зобразити у вигляді ряду

/ л  Vі /■ л  Vі (  αηπ . ■ οηπ 'l . ηπ
0  = 2 .  un (* ’ ‘) = Σ \ α» 00s—r ‘ + bn sin— ' sin— дг.

я=I n=l V 1 I J I

Для визначення невідомих сталих а„ і Ьп використаємо початкові умови. 

В результаті запишемо

/ ν '  ■ ηπ і \ ° и (х ’ ° )  ν '  αηπ , ■ ηπ ,  чи(х, 0)B2,«r„sin— * = <р(*); — 2 — -6„sin— * = «р(дг).
/>=І ' п=1 ' '

Звідси, з урахуванням ортогонапьності властивих функцій, одержуємо

? ’ π 7 '
а„ = — | φ  (-x)sin— λ'с/λ·; = ----- J φ (x )s in — xdx.

1 0 / ο,,π 0 /

Відповідь: "  = Σ  cos- y - /  + s in · ^ / j s in - y ^ x ;  a„ = у  J φ (.Y)sin-^.v<*·;

-  i
bn = ί φ (x )s in — .vc/x

J /

Якщо взяти замість - λ  вираз Х = к 2 , то рівняння (4.10) матиме загальний 

розв’язок у вигляді X ( х )  = Аеь  + Ве~ь , що в разі А"(χ ) ί  0 не задовольнятиме 

умову (4.11).
У прикладі І змінні вдалося роз’єднати безпосередньо завдяки однорідності 

рівняння й однорідності крайових умов. Якщо умови однорідності порушено, то 
змінні можна роз’єднати тільки після деяких попередніх перетворень. Проілюстру
ємо ці перетворення на такому прикладі.

2. Розв’язати рівняння

д 2и 2 д2и 

д г  ~ а дх2
■ - а Г — τ  + g,  х є [ 0 ,  /], І>  0 (4.13)

иі дх
за додаткових умов

«(0, /)  = 0, -- - ( £ ■ ^  = 0, І > 0, и(х,  0) = 0,

де g  , v 0 , а -  відомі сталі.

Р о з в ’я за н н я . Невідому функцію и(х,  /)  шукаємо у вигляді

и(х,  ί) = ν ( χ ,  /)  + ω (χ). (4.15)

Підставимо вираз ( 4 .1 5 )  в задачу ( 4 .1 3 ) ,  ( 4 .1 4 )  і поставимо вимогу, щоб функ
ція ω була розв’язком задачі

α2^ - γ +  g  = 0, х є  [О, /], ω (θ) = 0, ω '(/)  = 0. ( 4 .1 6 )
dx

Тоді функція v ( x ,  t)  має бути розв’язком задачі

d2v  _ j 
’діГ ~ СІ дх2

, х є [ 0 ,  /], t>  0, и (0 , t) = 0,

^ ( / ,  /) = 0, /> 0 ,  v ( x ,  0) = -со(дг), уу(*> °)  = ν ο· (4 1 7 )

Розв’язок задачі (4.16) можна знайти повторним інтегруванням: 

d 2a> g  d a  g  / ч h
— т = ; - г =  7*  + £ї ;  < Φ )  = — n 2 l ~ x )·dx2 a2 dx а2 V '  2а2К '

До задачі (4.17) застосуємо метод Фур’є. Вважаючи v ( x ,  і) = Т ( / ) Х ( х ) , 

отримуємо

Γ ( ? )  + (λ ο )2 Γ (/)  = 0 , / > 0 , Х ’(х)  + λ 2 А'(.х) = о,

А '(0) = 0, А"(/) = 0. (4.18)

2/7 + 1 . __ , ч . ( 2 η + \ ) π χ
Неважко помітити, що λ„ -  π i A^„(x) = sin------—------ -  відповідно

властиві числа і функції задачі (4.18). При цьому

. .  (2η + \)πα  . (2η + \)πα
T„(t) -  А„ cosv 2 ’ - t + B„ sm ^ i — t,

тоді розв’язок задачі (4.17) має вигляд

ν ( χ ,  ο - Σ
(2/ι + ΐ)πο/ . (2/? + ΐ)παΟ . 2и + 1

/1. cos--------- ------+ B„ sin ---------p -----
2/ 2/и=І

sin--------πχ.
21

Реалізуючи початкові умови (4.17), знаходимо
і2g  V ( ,  х } . 2 /1 +1 j  16/ g

л - -  -  -  л ’ ( 2 7 Л у ·

Д , -  Z " 0 f v .
ая (2 и  + і ) ^  21 απ (2« + l)



Остаточним розв’язком задачі (4.13), (4.14) є функція

»(* , > ) = Α \ ι ~ \ * - Σ

ш

1612г  (2η + \)παΙ- - - - - - - - - - - - -  c o s - - - - - - - - - ----
α π (2 п + і) 21

απ'

(2η + \)παί
----------- r-sin—-------- -------
(2п  + 1) 2/

(2п + \ ) ш
sin-----------— .

21

3. Знайти розв’язок рівняння Лапласа в полярних координатах [ч. 2, с. 388]

(4.19)д2и 1 ди + 1 д2и _
дг2 r дг r 2 д у 2

в середині кругового сектора а < г < Ь  , 0 < φ < α ,  що задовольняє такі крайові 

умови:

іі(г,  0) = 0, ?((/·, а )  = 0, и(а,  φ) = / ( φ ) ,  u(b,  ip)=F(<p). (4.20)

Р о з в ’я за н н я . Для розв’язання поставленої задачі згідно з методом Фур’є 
спочатку знайдемо всі розв’язки рівняння (4.19), що задовольняють перші дві 
(однорідні) крайові умови з (4.20) і можуть бути подані як 
;/(/-, φ) = Λ (/-)Φ (φ ). При цьому вихідне рівняння набуває вигляду

Ф(ф)
1

Л (г)Ф '(ф ).

Поділивши це рівняння на — -Λ (τ·)Φ (/·) і прирівнявши отримане спів-
г

відношення до параметра - λ 2 , прийдемо до двох звичайних диференціаль
них рівнянь

(4.21)
r r

, 2Φ (φ ) + λ 2Φ (φ ) = 0, 0 < φ < α .  (4.22)

Крім того, роз’єднуючи змінні в однорідних крайових умовах, помітимо, що

Ф (0) = 0, ф ( а )  = 0. (4.23)

Загальний розв’язок рівняння (4.22) має вигляд 

Φ (φ ) = с, sin λφ + с2 cosXcp.

З умови Φ (θ) = 0 виходить, що с2 = 0 . Виконавши другу з умов (4.23), знайде

мо C|SinX(x = 0 . Оскільки шукаємо Φ (φ ) ί  0, то є, * 0 .  Отже, рівність можлива

тільки тоді, якщо λα  = η π , і властивими числами є λ„ = — , /7=1, 2,..., к, а відповід-
α

ними їм властивими функціями Фя (φ) = sin— φ . Підставимо знайдені значення λ„
а

в рівняння (4.21), що зводиться до рівняння зі сталими коефіцієнтами заміною 

r = еа і має загальний розв’язок
ηπ ηπ

* n ( r ) = A»r« + В „ Г ~ .

За допомогою побудованих функцій загальний розв’язок задачі (4.19), (4.20)

/?π ηπ λ
запишемо у вигляді

"θ', φ) = Σ λ»('·)φ »(φ) = Σ
/ 7 = 1

А„г « + В„г «
. ηπ 

sin— φ . 
α

(4.24)

Тут Αη , Βη -  два набори невідомих сталих, що визначаються шляхом реалі
зації неоднорідних крайових умов (4.20). Дійсно, переходячи у співвідношенні 
(4.24) до межі під знаком суми при r  -> а і /- -> b , враховуючи при цьому умови 
(4.20), здобудемо систему рівнянь відносно коефіцієнтів Ап і Вп :

«Λ f ηπ ηπ  >

Σ A „ a T +  Β , , α
α

η -\ V

ΟΟ ί  ™ ηπ >

Σ A n b  α +  в „ ь
α

η =  1 V /

sin— φ = / ( φ ) ,  
α

sin— φ = / ( φ ) .  
α

(4.25)

Використовуючи ортогональність властивих функцій, тобто рівності
α  ίθ при ШФП,
г . ηπ . тп

sin— (psin---- φ ί/φ = ·
3 η  ΓΥ — при m = я,

визначимо сталі Лт і Вт . Для цього спочатку домножимо перше рівняння сис-
. .  * .  тп  . . . .

теми (4.25) на sin---- φ ,  а потім, припускаючи рівномірну збіжність ряду, зінтег-
α

руємо за φ від 0 до а  :

аг . тк  А  
Jsin---- φ>

= Σ 
/i=l

о ~  п= І 

f  ηπ m t ^

Ana а + B„a а

f  ηπ ηπ
Ληα а -f Впа а

ч

. ηπ , s i n — φ  αφ  = 
а

η
0

r . ηπ  . γηπ , α
sin— (psin— φ αφ  = — 

J ос η  ^
γηπ
α

тп ηιπ
Α„,α “ + Β,,,α α



Після аналогічних перетворень другого рівняння система (4.25) набуває вигляду

де

+ В та « = / „ ,
тп тп

+ Вть ~  = Fm,

2 г 

0
/,„ = -  f /(< p )s in ^ < p  d  φ , Fm = ±  iF (c p )s in ^ < p  dip. 

a '  a  α χ  a

Звідси

=
тп

f  Ь α — F  оJ nr' 1 nr*

тп ( тп тп 
С а - С  а

У V
/  _  _\ ”1

c = ab 1.

(4.26)
тп тп

β  = F  а а -  f  b а с п с α1 к г  J ти L
v A  j

Остаточно розв’язок задачі (4.19), (4.20) визначається за формулами (4.24) і 
(4.26).

44. С труна, щ о закр іп лен а на к інцях  х = 0 і х = / , має в початкову 

м ить ф орм у параболи  г/(х, 0) = f y p ^ x ( / - x ) .  В изначити зм іщ ення то 

чок струни від осі абсцис, якщ о початкові ш видкості дор івн ю ю ть  нулеві.
45. С труна закр іп лен а в точках  х = 0 і x = І . П очаткові відхилення 

точок дор івню ю ть нулеві, а початкові ш видкості вираж аю ться ф орм улою

д и ( х ,  0) 

d t

/ I )
π х - -

V 2 )
h

0

при

при

I h
x  — < —

2 2

/ h
x — > —

2 2

Знайти ф орм у струни  для будь-якого  часу t .
46. Знайти  р о зв ’язок  рівняння Л апласа

д 2и д 2и п „  Λ
— 7  + — г  = 0, 0 < х < а ,  0 < у < Ь ,  
дх 2 д у2

що задовольняє такі граничні ум ови:

«(0 , у )  = 0, и ( а , у )  = 0, и(х, 0 ) = / ( х ) ,  и ( х ,  δ )  = φ ( χ ) .

47. Знайти розподіл потенціалу електростатичного поля и ( х ,  у ) 

усередині прямокутника 0 < х < и, 0 < у < Ь ,  якщо вздовж сторони  

х = 0 (0<> > < б) потенціал дорівню є и0 , а три інші сторони заземлені.

Електричних зарядів усередині прямокутника немає. Потенціал електро
статичного поля задовольняє при 0 < χ  < α , 0 < у  <Ь  рівняння Лапласа і

граничні умови w(0, у )  = и{), и ( а ,  у )  = 0 (0  < y < b ) ,  и ( х , 0 ) = м(х, Ь) = 0

(0  < х < Ь ) .

48. Знайти розподіл потенціалу всередині напівнескінченної горизон
тальної коробки ( 0 < у  <Ь,  0 < х < о о ), вертикальна стінка якої має по

тенціал v  (м (0 , y )  = v ,  0 < y < b } ,  а горизонтальні потенціали дорів

нюють нулеві (м (х , 0 ) = и (х , b)  = 0, 0 < х < о о ) .

49. Знайти розв’язок рівняння

ди 2 д 2и
—  = а~ — т , 0 < χ  < π, 0 < / <оо 
dt д х

що задовольняє умови и (х , θ ) = / ( χ ) ,  0 < χ < π ,  w(0, t )  = u ( n ,  t)  = 0 ,

0 < t < co , де / ( x )  -  відома функція.

50. Розв’язати задачу про розподіл температури и ( х ,  t ) в однорідно

му стрижні ( 0 < х < / ,  t >  0 ) ,  один кінець якого теплоізольований, а на

інш ому підтримується температура Т, за  наявності внутрішніх витоків 
теплоти інтенсивністю /  . Початкова температура дорівню є ср(х). Шука-

. ди -і д2и . / Λ ,  , ,
на температура є розв язком мішаної задачі —  = а~— -  + / ( 0 < х < / ,  / > UJ,

dt  дх"

и ( х ,  0 ) = φ ( χ ) ,  и'х ( 0, / )  = 0 ,  u( l ,  t )  = T . Розв’язок задачі потрібно  

шукати у вигляді и (х , t )  = v  (x , / )  + ω (χ )  (див. приклад 2).

51. Знайти розподіл напруги v ( x ,  t ) в одн ор ідн ом у електрич

ному проводі (0  < х  < /, / > 0 )  без витрат ( R  = G = 0 ) ,  якщо до кінця 

х  = 0 проводу прикладена з миті t = 0 електрорушійна сила  

E s i n a t  ( f ( 0 ,  /)  = £ 'sin ro /, 0 < i < c o ) ,  а кінець х = /  заземлений. Для мате

матичної постановки задачі сл ід  скористатися результатами завдання 24



(початкова напруга і сила струм у д ор івн ю ю ть  нулеві). Р озв’язок сл ід  ш у
кати у вигляді v ( x ,  t )  = и ( х ,  ί )  + ω ( χ ,  t ) ,  д е  и ( х ,  t ) і ω (χ ,  t )  задо

вольняю ть хвильове р івняння. П ричом у значення со(х, / )  вибирається 

так, щ об воно задовольняло  граничні ум ови ω (0 , = £"sinсо/,

со(/, / )  = 0 .  Ц ього м ож на досягти , вваж аю чи со(х, t )  = - ( x ) s in a > / , де 

ф ункція z (х )  є р о зв ’язком  задачі

ω 2
ζ " ( χ )  + —  ς ( χ )  = 0  , ζ ( θ )  =  ΖΓ, ζ ( / )  =  0 .

У  результаті ф ункція u ( x ,  i ) ш укається як р о зв ’язок м іш аної гранич

н о ї задачі для хвильового  рівняння з однорідним и крайовим и ум овам и 
(див. приклад 2).

52. Знайти  р о зв ’язок рівняння Л ап ласа

д 2и 1 д и  1 д 2и п
--Т + -  ^  + ---т = °д г  r  д г  r  5 φ “

в круговом у секторі 0 < /■ < /? ,  0 < φ < α  , щ о задовольняє граничні умови

u { t \  0 ) = и(/·, α )  = 0 , u ( R ,  φ ) = Α φ , де А  -  в ідом а стала.

53. Р о зв ’язати рівняння в ільних коливань струни за  наявності опору 
середовищ а

д 2и д и  і  д 2и п 
— г- +  1т  —  =  а~ — г - , 0 <  χ <  π , 0 <  /  <  оо , 
d t 2 d t  дх2

якщ о початкові й крайові ум ови  такі: и ( х .  0 ) = / ( х ) ,  и) (х , 0 ) = ^ ( х ) ,  

и (0 , t )  = u ( n ,  ί )  =  0  . В важ ати, щ о коеф іц ієнт опору т  < а  .

4.4.3. Метод інтегральних перетворень

Приклади.  1. Розв’язати задачу про вільні коливання нескінченної струни:

д2и 2 д2и
— т = а — - ° ° < х < ° о ,  0<t<x>;  (4.27)
д ґ  д х 2

дки
д х к

= 0, к = 0,1, 0 <1 <оо; (4.28)
Х-+СО

и(х,  0) = ср(х), 911 = ψ (x)·  (4.29)

Р о з в ’я за н н я . Поставлену задачу розв’яжемо, застосувавши перетворення
Фур’є [(5.22), (5.23), ч. 2, с. 316, 317]. Область його дії збігається з областю зміни 
змінної х. Крім того, розглядуване перетворення переводить операцію диферен
ціювання в операцію множення трансформанти* на відповідний степінь парамет
ра перетворення. І нарешті, застосування перетворення Фур’є дає можливість 
задовольнити умови (4.28).

Помножимо вираз (4.27) на ядро перетворення &'(a ,  x)  = ejw( і зінтегруємо 

за х  на інтервалі ( - о о ,  + о о ) :

р,2 +°° р.2
f — Le>axdx = a1 ί  ̂ c ' ^ d x ,  0 < / < со. (4.30)
J dt J d t 2—oo —oo

Виносячи в лівій частині (4.30) похідну за / за знак інтеграла, позначаючи

і/( а ,  / ) =  |» ( х ,  t ) e /ax dx

і використовуючи в правій частині (4.30) формулу

+00

J / W  ( x y  iCLX dx = ( - j a ) " '  F ( a ) ;  / (m) (* ) ,_ * ,  = 0,
—oo

здобуваємо диференціальне рівняння

—у н  (a ,  t) = a2( - j a ) 2u ( a ,  t). 
dt

Перетворюючи аналогічно початкові умови (4.29) і вводячи позначення
4-00 +«0

Ф ( а ) =  J φ ( τ ) ε /αΛΓί/τ, Ψ ( α ) =  |  ψ ( τ ) ε /αχ^τ, (4.31)
—00 —οο

приходимо до такої крайової задачі для трансформації и (a ,  t) :

^  U~ ——+ ( а а ) 2 м (а , /)  = 0, 0 < /< о о ,  (4.32)
dt

й ( а ,  0) = Ф (а ) ,  » ) (а ,  0 ) = ψ ( α ) .  (4.33)

’ Трансформантами будемо називати функції виду (5. 22) -  (5 29) [ч. 2, с. 3 16, 317].



Визначаючи в загальному розв’язку рівняння (4.32) и (а , і)  = с0 (a )c o s a a /  + 

+с, (a)sin<7a/ довільні коефіцієнти ск (α ) ,  λ = 0,1 за допомогою початкових 

умов (4.33) і застосовуючи формулу зворотного перетворення Фур’є, дістаємо

„(дг, l ) - ±  J O (a )c o s tfa / + — T(a)sin<7a/ 
аа

'da.  (4.34)

Функція и(х,  /)  є розв’язком крайової задачі (4.27) -  (4.29). Цей розв’язок

можна виразити безпосередньо через задані в умові (4.29) функції φ (дг) і ψ ( * ) .

Для цього підставимо позначення (4.31) в рівняння (4.34) і змінимо порядок ін
тегрування:

j еО j ОО
и(х,  l) ~ ~  J  Л | ( * ,  ι · τ ) φ ( τ ) ί / τ  + -----------------------  J R2( x , t , τ ) ψ ( τ ) < / τ ,  (4.35)

~ —οθ —οθ

00

У?, (дг, t, τ) = J e - /a ( '  ̂cosaatda.
—00

Скориставшись далі формулою Ейлера

е (Л~т) _ CQSa(x  _ х) + у sin a  (де -  τ)

та інтегралами

1

о о

знаходимо

/?і (jc, t , τ) = π[δ(.χ: + at -  τ) + δ (χ  -  at -  τ )] ,

00 Μ j
J cosiTc/τ  = πδ ( ί ) ,  J  — s in iti/x  = — sgns,

R2(x,  t, τ) = -^[sgn(x  + at -  τ ) - sg n (x - a t  -  τ)].
(4.36)

Враховуючи властивість (5.11) [ч. 2, c. 314], підставимо формули (4.36) в рів
няння (4.35) і після деяких перетворень одержимо

„(де, t) = ^ [ φ ( *  + a t )  + <р(д; -  a / ) ]  + - j -  j  ψ (τ ) ί/τ ,

що збігається з відомим розв’язком Д ’Аламбера, отриманим іншим методом 
(див. підрозд. 4.4.1).

2. Розв’язати задачу теплопровідності для напівнескінченного стрижня:
=2 

~2^ -  = a2^~^r,  0 < х < о о  0 < f< ° o ;  (4.37)
d t  д х 2

= 0, к = 0,1, 0 < / < оо; (4.38)дки
„(О, ή  = ψ ( ή ,  к

ОХ
jc—►О

„(де, 0) = <р(д:), 0< д:<оо . (4.39)

Р о з в ’я за н н я . У цій задачі для виключення х  скористаємося синус- 
перетворенням Фур’є, визначеним на напівнескінченному інтервалі [(5.27), 
(5.29), ч. 2, с. 317]. Це обумовлено формулою перетворення другої похідної, яка 
містить крім трасформанти тільки граничні значення перетворюваних функцій 
(на відміну від інших перетворень):

j  f ” (x)smcLxdx = - a 2 F  ( a )  -  a f  (O); /  (дг) = 0, A = 0; 1.
,V-»+oO

Домножуючи вихідне рівняння (4.37) на sinax  й інтегруючи зад: на інтервалі 
(О, оо), маємо

— її, (a,  t)  = а2 Γ- a 2 її, (а,  /)  + а « ( 0 ,  /)"!, 0 < /< < » , (4.40)
d t  L J

CO

де “ s.(a ,  / ) = |„ ( д г ,  /)sinaw £t.
о

Враховуючи у формулі (4.40) граничну умову (4.38) і застосовуючи синус- 
перетворення до рівності (4.39), отримуємо крайову задачу відносно трансфор- 
манти „ ( а ,  / ) :

— її,(а,  /) + а2а 2 її, (α , ί ) = β 2α ψ ( / ) ,  0 < / < оо ; (4.41)
d t

її, ( а ,  0) = Ф (а ) , (4.42)

оо
де Ф (а )  = Jip(;c)sincm&. (4.43)

о

Загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння (4.41) запи
шемо у вигляді

її, ( a ,  t)  = c (a )e ~ “ a '+  м, ( a ,  /) , (4.44)



де с ( а )  -  довільна функція параметра перетворення; и, ( а ,  / ) -  частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння (4.41),

г/, ( а ,  /)  = а2а  |е  " “ ^ ψ (τ) dx (4.45)

Підставляючи рівняння (4.44) в (4.42), отримуємо с ( а )  = Ф ( а ) .  Розв’язок

вихідної крайової задачі знаходимо, застосовуючи до співвідношення (4.44) зво
ротне синус-перетворення Ф ур’є:

2 ’ 1 2 °° 
и(х,  /)  = — Гф(а)е~" а 's in a ,v t/a  + — [w,(a , t ) sinaxda .  (4.46)

π о

Здобутий розв’язок, як і в попередньому прикладі, можна виразити через за
дані функції <р(х) і ψ ( / ) . Для цього слід підставити в рівняння (4.46) інтеграль

ні зображення (4.43) і (4.45) функцій Ф (а )  і н ,( а ,  / ) .  Змінивши в одержаному 

виразі порядок інтегрування і скориставшись формулою

sin our ■ sin α τ = ^ -[cosa  ( χ  -  τ) -  c o sa (x  + τ )] ,

а також значенням табличних інтегралів 

1 ίπί e-pj'2c o s ^  = l  g e x p  - L ·  , j y c - ^ s m b y d y  = ^- g e x p
2 VP 4β / 0 4β V P

остаточно маємо

и(х,  і ) ·
2α·ν/π

1 03
Γ  ( . - х ) 2 ( ^ + т ) 2 1 <

7  J ф(т)
0

Є  4 а 1!  _  g  4 < А
i / x  +  j c J  φ ( τ )  — 7  

V

4 « 2( / - т)

Ί  (ι ~ τΫ
dx

3. До лівого кінця х  = 0 лінії завдовжки / без витрат (G = R = 0) підключена 

електрорушійна сила E( t )  = £ 0sinco<. Знайти напругу и(х,  t ) для будь-якої 

миті часу t > 0 , якщо початкові сила струму і напруга в лінії дорівнюють нулеві, 
а на іншому кінці лінія є короткозамкненою.

Р о з в ’я за н н я . Для визначення напруги и(х,  /)  існує така мішана задача

(див. завдання 24):

д и 

d t 2
д2и-) u I t r Л , η

= я  — γ ,  х є [ 0 ,  /J , 0 < / < +0О,
дх·

г/(0, t ) =  E0sinmt,  u(l ,  t)  = 0, t >  0, (4.48)

u(x,  0) = 0, Ui(x, 0) = 0, л є [ 0 ,  /] .  (4.49)

Для розв’язання цієї задачі застосуємо інтегральне перетворення Лапласа.

Помножимо (4.47) на λ" (a ,  t )  = e~al і зінтегруємо за t на інтервалі (0, со).

Тоді, враховуючи умову (4.49) і (3.21), (3.22) [ч. 2, с. 139], дістанемо

d 2i i ( x  a ) _ a 2  ̂ α ) = 0ι (4.50)
dx а

«
де ї ї(х,  a ) = J /7 ( x ,  t )e~aldt.

о
Розв’язок звичайного диференціального рівняння (4.50) запишемо у вигляді 

іТ(х, a )  = c , ( a ) c h ^  + c2 ( a ) c h · ^ .

Для визначення с , ( а )  і с2( а )  слід скористатися перетвореними за Лапласом 

умовами (4.48):

« (0 , а )  = ^ т , u(l ,  а )  = 0.
η  4- ω

£0ω 
а 2 + ω

У результаті маємо
^ и ,а£0о  ch—

/ \ / \ а

'  ' а

Отже,
а ( І - х )  

£ 0cosh—------- -
и(х,  а )  = -------------- —·

а
( α 2 + ω2 )s

Для знаходження оригіналу функції и(х,  ос) застосуємо третю теорему роз- 

[ч. 2, с. 276]. Функція й(х ,  а )  має такі прості полюси [ч. 2, с. 273]:винення

(и + і)я я
a ,  =±j(s) , a „ = ± j -------------, я = 1, °°·

Беручи до уваги, що
/ .4 Х”1 ^  (*> a n)„a„(

“ (*> 0 =  Σ  ’я=-оо 2 w)
л#0



F\(.x, a „ )  = £ 0cosh------- — F2(x, a„)  = 2 a „ s h - ^ -  + ( a 2 + co2)ch — ,
a  a  '  > a

і враховуючи співвідношення sh j :  = у s in ;  , ch j :  = cosr , після деяких перетво

рень здобудемо

»(*. ' ) ‘ і Ш  ° " ? н - σ  4 ! ' ·  α · ) -

=Σ

/,=, РгІ*’ « » )  „ f t ,  «»)

fj(.y, a „ )  ” F ,(jt, - a „ )

/,2'(-x’ a „) f i  F{(x,  - a n )

= £„

w=l

.  a>(/-.x)
sin — ------ -sinco t „

a 2ί/ω
. ηπχ . αηπί 

sin -----sin

sin
to/ + Lr r  ''  „=1 a η π ,

Відповідь: u(x,  ί)  = £ 0

. ω ( / - χ )  
sin — -------is in a j/

a
+ ί ~ Σ  ( - Ο '- ' - , ' / Γ  '1 η=\ α η π J

. ηπχ . αηπί sin-----sin

. ω / 
sin —  

a

Застосовую чи інтегральне перетворення Ф у р ’є, р о зв’язати  задачі.
д 2и д 2и

54· — ^  = « 2 ^ - j  + / ( x ,  t ) ,  - о о < х < с о ,  t > 0 ,  и (х ,  0 ) =  и ;(х , 0) = 0 ,

es  м  2 д U  / \  / \
55. —  = я  - о о < х < о о ,  / > 0 ,  w(jc, 0)  =  φ ( χ ) ,  - c o < x < a o .

Я V '  '

56. + / ( * ,  0 ’ - ° ° < x < 00, / > 0  , « (х , 0 ) = ср(х),

d t

—ОО < X < 00.

ди_

d t  д х

д и  2 д 2и 
—  = а  — -  
5 /  д х '

—оо < х  < 00.

57. Р о зв 'язати  задачу теплопровідності для нескінченного  стриж ня 
( - о о  < χ  < оо), якщ о в початкову м ить часу при х  є  ( - / ,  / )  він м ає тем п е

ратуру Т0 , а  при І x j > /  його тем п ература дор івн ю є нулеві.

58. Знайти  розподіл  тем ператури  в нескінченном у стриж ні 

( -о о < х < о о ) ,  якщ о при t  = 0 його тем п ература була нульовою , а  при t > О

в одиницю  часу на одиниці о б ’єм у виділяється к ільк ість  теплоти 

/ ( х ,  ґ) =  0 ( С р ) ~ ' = const.

В икористовую чи косинус- або синус-перетворення Ф у р ’є, р о зв ’язати 

задачі.
2

59. —  = a 2 - ^ - v ,  0 < х < о о ,  t > Ο, и ( 0 ,  / )  = μ ( / ) ,  t >  О, ι ι ( χ , 0 ) = 0,
d t  д х 2

Ο < X < 00.

60. —  = α 2 ^ - ^ · ,  Ο < χ  < οο, / > 0 ,  //(Ο , t )  = v ( t ) ,  t >  Ο,
d t  д х "

u (x , 0 ) = 0, 0 < x < oo.

61. —— = a 2 + /  (x» t ) ,  0 < x < o o ,  / > 0  , m(0, / )  = 0, / > 0 ,  
d t  dx~

u (x , 0 ) = 0, 0 < x  <  oo.

62. Р озв’язати  задачу для нап івнескінченного  ізольованого  стриж ня, 
якщ о його початкова тем пература є сталою  й дор івн ю є Т0 , а  на кінці 

х  = 0 п ідтрим ується стала тем п ература Тс .

Р озв’язати  задачі, застосовую чи інтегральне перетворення Л апласа.

63. *L-!L = a 1 , 0 < х < / ,  t >  0, и (х , 0 ) = ^ s i n ^ ,  
d t 2 d x 2 1

d u ( x ,  _0 ) o < x < / ,  и (0 , / )  = « ( / ,  t ) ,  t >  0.

d 2 u ί д 2и ґ і d u ( x ,  0)
- = a - — 7 , 0 < x  < /, / > 0 ,  u ( x ,  0 ) = A c o s — , ------—------= 0,

з Л  n „2 v '  1 d t

d t

64

x є
d x  d x

d 2 u 7 d 2u
65. ^ -  = a 2 ^ ,  x e [ 0 ,  / ] ,  / > 0 ,  w (x, 0 ) = 0,

5 /  d x

^  = B s in  — , / є [ 0 ,  о о ] ,  « (0 , t )  = u ( l ,  t )  = 0.
d t

66. —  =a 2^ r ,  0 < x  < oo, f > 0 ,  и(х, 0 )= 0 , x > 0 ,  u (0 , t)  =  UQ, t >  0. 
d t  dx"



67. —  = α ~ — Ύ , 0 < x < / ,  t >  0, z/(x, 0 ) = Л sin — , х є [ 0 ,  /1 ,
o t  д. x~ I

u ( 0, t )  = u( l ,  t )  = 0, / > 0  . 

d u  3 “u
68. - ~ j  = a 2 j ^ · ,  0 < x < h ,  t >  0, u ( x ,  0 ) =  0, 0 < x < / i ,  n (  0, /)  =  0,

u(l i ,  t )  = u0 , t >  0.

69. Д о кінця л = 0 напівнескінченної електричної лінії без втрат 
(/? = С = 0 ) ,  починаючи з миті ί = 0 ,  підключена електрорушійна сила 

Е { і ) .  Знайти напругу и (х , для t > 0 в лінії, якщо початкові напруга і 

сила струму в ній дорівнюють нулеві.
70 . Д о кінця х  = 0 напівнескінченної електричної лінії без спотворен

ня ( RC = L G ) ,  починаючи з миті t = 0  , підключена електрорушійна сила 

E ( t ) .  Знайти напругу и (х , f) для f > 0  в лінії, якщо початкові напруга 

й сила струму в ній дорівнюю ть нулеві.

71. Лінія завдовжки / без втрат (/? = G = 0 ) заряджена до  напруги и0 .

У  мить часу / = 0 її  лівий кінець (х  =  0 ) закорочується. Знайти напругу 

и (х , г) у мить часу t .

В і д п о в і д і

1. Другий. 2. Перший. 3. Третій. 4. Другий. 5. Третій. 6, 7. Нелінійне. 8. Ква- 
зілінійне. 9. Лінійне однорідне. 10. Лінійне неоднорідне. 11. ν Ф 0, 9, х Ф ± у .

15. и = <р(д:) + \(/(у ), де φ і ψ  -  довільні диференційовні функції. 16. и = у3 +

+_νφ(χ) + ψ ( χ ) ,  де φ і ψ  -  довільні функції. 21. Знайти функцію и (х , t ) ,  що є

, . д и -> д~и 1 / \ r t / *
розв язком рівняння — — = а — -  + - F ( x ,  t ) ,  jce [0, /J , г є  (0, +«=) і задо- 

3 /“ д х  p

вольняє граничні умови и (О, ί)  = и(/, ί)  = 0 , ? є [ 0 , +■») і початкові умови

ч(х ,  θ )=  φ (χ ) ,  — — - = ψ (.ν), х є  [о, / ] .  22. Знайти розв’язок и (х , t )  рів-

3 2И 2 3 2W Гл її \
няння — γ - α  , х є  [ 0 , /J , ? є ( 0 ,+ о о ] ,  що задовольняє граничні умови 

at д х

u ( 0 , t )  = 0 ,  = 0 , * є ( 0 ,+ ° ° )  і початкові умови и (χ, О) -  φ (х),
Зх

ди (х 0^ / \ ■ ди і д~и г / і■ ν ’ — 0 . 23. Знайти розв’язок u l x , t  рівняння —  = я ‘ —— , х є  0, / J ,
dt дг д х '

/ є ( 0 ,  +оо), що задовольняє початкові и (χ, θ )=  φ (х), х є  [о, / ]  і граничні

умови « ;(0 , t) = ~ g l {t) ,  н ' (/, / )  =  - ^ « 7 2 ( ' ) ’ / є ( 0 ,+ о о ) ,д е  σ  -  площа

d v  ді ді  ~ 3 i '  c [n /1
поперечного перерізу стрижня. 24. *

t >  0 ;  v ( 0 , t ) = E { t ) ,  v ( l , r )  = 0 ,  t >  0 ; ν  (χ, θ) = φ (χ ) , <(χ, θ) = φ (χ ) ,

х є [ 0 , / ] ,  або О І І  = (Г - О І І у я 2 = 7 “  - v e  [ θ . /J , / > 0 ;  ζ ( θ ,  t) = - C E ' ( t ) , 
9 Г  dx  ьС

d “v  д
( '( / ,  r) = 0 , t > 0 ; i(x,  0 ) = ψ ( χ ) ,  Ґ(х ,  0) = - -^-<p'(r), х є  [θ, / ] ;

x S  [θ, /] , t >  0 ;  v ( 0  , t ) = E ( t ) ,  v ( i , t )  = 0 ,  / > 0 ;  ^ (x , θ) = φ (χ ) ,
02 ^  ^

υ ;(χ , 0) = ~ ψ ' ( χ ) .  х є  [о, / ] .  25. При χ ί Ο  і у *  0 еліптичне: ^Г Г  + ^ Т  +

1
н— 

2
1 ди  1
ξ 3 ξ + η θ η

= 0 , ξ  = χ 2 , η = ν 2 .2 6 .  При χ * 0  і у * 0  параболічне:

Oli і ____  0 ϋ  = ο P = v tg — , η  = ν · 27. При х * 0 і у Ф 0 гіперболічне:
9 η 2 ξ 2 + η 2 3 ξ  2

^  “ _ _ L  OlL- ο ; ξ  = ΛΎ, η = — · 28. Параболічне всюди: j  + +
θ ξ θ η  2ξ 3 η  ’ ' x  ’ 3 η

02 02,,
+.ί3ξ + (2 + 52)η  = 0 , ξ  = ^ ~  2 χ ,  η = x · 29. Еліптичне всюди: ^ ξ 2 + ^ Γ  = 0 ’

3 2 у
E = y  + x ,  η  = χ .3 0 .  Параболічне: — у  = 0 , ξ  = -  л/х . η  = χ  . 31. Еліптич-

3η
-Λ 2 2

не всюди: ^ 4  + ^ 4  = 0 , ξ = ν ,  η = arctg χ .  32. Гіперболічне всюди:
3 ξ 2 3 η 2

З 2 Μ _
“-  = 0 Ρ = χ  + arctg ν , η = JC -arctg  >’· 33. Гіперболічне всюди:

3ξ3 η  ^ 3 η



д uξ = .ϊ+  y - c o s x  , η = -Λ' + у  - c o s x . 34. Параболічне при χ  = 0: — r = 0 ;
дх

гіперболічне при х  > 0 :
(Г її 1 ί  ди  і

Βξδτ)  2(ξ -  η)1ν θ ξ  5η
: 0 , ξ = у - х  + 2у /х  ,

τ Γ  η d 2 u δ 2 it 1 ди ηη = у - х - 2 л 1 х  ; еліптичне при х < 0 :  — -  + ----- ------------- = 0 ,  t = v - x .
δ η "  η 9 η

I = 2 V -  χ  ■ 35. Гіперболічне всюди:
д 2и

9ξ9η
= 0 , r\ = x + a t , ξ = χ  -  at

36. u(x, /) = cosx cos/. 37. u (x, i) = 4/ + e * c h i .  38. н(х, /) = Asinxcos/ + ccosxsin/.

χ  +  ί 7 ί ) - φ ( χ - α / ) )  .
1 - ~ 'Γ 

39. i(x.  /) = — e ;

40. и(х, /) =

ψ(λ' + at) + ψ (χ  -  at ) +

at < χ  <+  oo,
1 .

—s in x s m a i ,  
a

( l - c o s x  cos α /), 0 < x < a t .
a

41. k ( x , / ) :

(x -l· at)  (x + a t )

1 + (x + at)2 1 + ( χ - α ί ) 2

( x + at )2 ( a t - x ) 2

1 + (χ  + σ /)2 \ + ( a t - x ) 2

42. i(x. /) =
Ί

ί , - ? 1
2

при χ > at, 

при 0 < χ  < at.

l c ,φ ( χ  + αί) + φ ( χ - α ΐ )  + ^j—  (φ (χ  + at) -  φ (χ  -  at)) , x > — > 0, 
a

φ (χ  + at) + φ (χ  -  at) + ̂ γ ( φ ( χ  + α ί ) - ψ ( χ -  at))

при 0 < x  <1 - a t ,

(I + a t - x )  при l - a t < x < I  + at, 

при 0 < x < a t - l \  

при 0 < x < a t - l ,

- ( I + a t - x ) при a t - l < x < a t  + l ,  
i

0 при at + 1 < x  < +0 0 .

t > - >  0.

сі

к(х , f) = · — (І + at -  
2 а К
0

сі
а

(х, /)  =
с

2а
(і + a t -  х)

44. u\

45. u

46. u

B„ =

47. u

48. u

49. i,

50. і

4  =

51. i

52. і

53.

4 3 2 1  (2n + \)nat (2η + \)πχ
> .  0  =  - γ Σ  т г - у г с 0 5 - — 7— s , n — 7—π „=| (2n  +1) 1

Μ = ^ Σ

πΑ i f nkh 
sini —  cos

4 h l 2 Д  1 I  2 J I / J  · Λπχ . fota/s in ----- sm -
π 2α  Аг=і k 2 12 - k 2h 2 I I

m ’ . d a L(*, /)= Σ  A „ s h ^ + Bn c h ^  sin —  , A „ = - f „  ch— - + c p „ - 7  
И- Λ  α a J a a shl

0 ar ηπχ 2 r і \ . «roc ,
/ „ ;  / „ = - J / W « n  Φ» = - S  V ( x h m  —  d x .

a · α «ο  “

2/7 + 1

/m/> 
I a

sh

(*. 0 = — Σ

- π (a -  x)
. 2и + 1 

sm -------- Tty.
n=0 (2/7 + l ) s h — -— an 

b
. π

2 n + \  „ , » S in — V

(x /) = — f ] — ί— e h ’X sin n+  -ny  = —  arc tg—  
^  п п% 2 п  + \ b π s h n x

b

(x, /) = Y  5„sin/7xe""V ' , b„ = - {  /  ( /)s in ntdl .
/7=1 π  0

(2n+l)V/
, . X2 - / 2 _ X  2 r i  . 2/7+1 -  4/2

l + l ^ o  " C0S~ ^ T ' ^

1 1
I  ψ (τ) - ^ τ ( τ2 - /2 ) + 7 7

2/7 + 1 ,
cos------- π τα  τ .

21

£  sin jω-̂ —  
 ̂ α

x ) j

sin
r ω ΐλ

V а )

. ( ηπαΐλ . f  ηπχ 
s i n ------ sin

і а і . 2£ωα \  / у \  /
/(x , /)  = -------  /  A -—sinro< + — —  2^
v '  . ί ω / 1 / »=i ω

( - 0 ' '+1Γ ' ' У  СІП̂ Ф
B(r. <ρ) = ^ Σ

/7—1
s in -

π I R )  α

°0 2 π
и(х, 0  = ε ' " ' Σ  (a„cosqnt + b„smq„t)%\nnx , α„ = -  J / ( x ) s i n n x d x ,

w=l ^

—  ί / ( x ) s in  /mix + — , q„ = - J i p a f ^ - m 2 
Щп о



54. и (дг, /

56. u(x,  t

57. Τ (χ ,  t

58. T(x ,  t

60. a (x, t

61. n(x,  t

62. 7’(v, . 

64. u ( x , /)

66. u(x,  l)

68. u ( x , /)

69. u(x. t)

71. u(x,  t ) 

208

] i *+«(/-i)
> = ^ i c k x  J / ( η ,  τ)ί/η . 55. u(x,  t)  =

0 ,\r-я(/-т)

J /  +CO
(*-n)2

4 п 2 ( ( - т )

2 a J π7_,
/  ψ (η)ε

U -i)2
4 « 2/

) = — 7= 1  Λ  ί  / ( η .  τ )—  τ  dr1 .
2 α ν π  ο -«> v / - τ

, де Ф (г) -  функція Лапласа.
) = ІЬ 
'  2

Ф
1 - х

+ Ф2ял// J V2a>/i"
І + х

) = - g - i . » . » M ,  * j > ± L
Ср 2а Ju  о

4а (' Ч л .

a r v
і ~ і Ч

(τ)
л/π  ,, J i - τ

4ί/2(/~τ) dx  .

) ___ !_Γ__£ίΞ_Τ·
V '  ~ т і

( ν - ξ ) 2 ( v 4 ) 2

4 " 2( ' - t ) _ p  4 ί / ’( /~ τ )
/ ( ξ ,  τ ) (/ξ .

' ) ~ ( το - 7° )Φ ^ — ■^•j + T'c · 63. w(λ-, /)  = / i co s— s i n — . 

= ^ c o s ^ ^ j c o s j ^ j . 6 5 .  u(x,  t )=  B s i n ^ ~ - s i n ~

(  ί  W  χ
■Φ

, 2 α -ft
67. u ( x , t ) = A e  /2 s i n ^

/

, , , . [ knx
χ  2 » * 1 Sln ~ΊΓ
τ + - Σ  ( - i f e  "2 —
h π к=\ к

E \ t —  при ί >—.
70. и(х, /) =

ί/η .

при / < —,
а

-шг Г | ,  І ске £ | і —  при / > - ,  а  = , — .
«У а \ L

. (2п + \ )кх (2n + \)ant
СІП ---------------- ------- г - п с Л __________L_____А , ,  »  s i n - ------- — f ------ C 0 S J= 4 м ^ у  _______ 2і________ 21
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Г лава 5 

СТІЙКІСТЬ ЗА  ЛЯПУНОВИМ

5.1. С ТІЙ К ІС ТЬ , о с н о в н і  о з н а ч е н н я

dx
Приклади.  1. Дослідити на стійкість розв’язок рівняння —  + х  = 0 .

dt

Р о з в ’я за н н я . Загальний розв’язок має вигляд дг(/) = с е “' .  Задамо ε > 0  і 

покажемо, що існує таке число δ ( ε ) , для якого при |ξ 0 - ξ 0 |< δ  виконувати

меться умова |ξ ( / ) - ξ ( / ) |  < ε  для всіх />  / 0 [див. ч. 2, с. 398-402].

Дійсно,

Н ( 0 - ^ ( 0 |= И о - 4 о |е - ('-'") .

Оскільки е‘('“'() < 1 при / > / 0 , τ ο |ξ ( / ) - ξ ( / ) |  < |ξ 0 - ξ 0 I < ε , тобто будь- 

який розв’язок вихідного рівняння стійкий за Ляпуновим. Окрім того, він асимп

тотично стійкий, тому що |ξ ( / ) - ξ ( / ) |  = |ξ 0 — ξ0 |е _̂ /_/"̂  -> 0 при /-> + о о .

2. Дослідити на стійкість розв’язок системи

Т Г У'
dx  

~dt

~ γ  -  —4дг, 
dt

що задовольняє умови дг(0) = у (0 ) = 0 .

Р о з в ’я за н н я . Знайдемо загальний розв’язок системи. Для цього здиференцію
ємо перше рівняння за / :

d 2x  _ dy d 2x _  ^  
dt2 dt ’ dt2

Загальний розв’язок останнього рівняння

x ( t )  = с, cos2/ + с2 sin 2 / ,

тоді

_у(/) = -2с, sin 2/ + 2с2 cos 21 .



Розв’язком вихідної системи, що задовольняє початкові умови 
Л ' ( 0 )  = ^ ( о )  = 0  , є ξ ,( ί )  = 0 ,  ξ 2( ή  = 0 ,  а розв’язок, що задовольняє умови

ξι (0) = ξ,ο , ξ2 (ο) = ξ20 , має вигляд

4ι (>) = ξ,ο cos2/ + | і 20 sin 2/, ξ2 (/) = - 2 ξ |0 sin 2/ + ξ 20 cos2/.

Задамо будь-яке число ε > 0  і покажемо, що існує δ (ε )>  0 таке, для якого 

при |ξ ,0 - θ | < δ  і Jξ 20 — 0 1 < δ виконуються нерівності

\ ш - ° \ ξ ,0 cos 2/ + — <ξ2ο sin 2/· < ε,

|ξ 2 (/) — 0 1 = | -  2 ξ |0 sin 2r + ξ 20 cos2 /1 < ε

для всіх / > 0 ,  Це й буде означати, що нульовий розв’язок системи стійкий за 
Ляпуновим.

У разі j ξ 10 j < δ і І ξ 201 < δ маємо

ξ,η cos2/ + —ξ 20 sin 2/ < I ξ,ο cos2/1 + -I ξ20 sin 2/1 < Ι ξ,ο| + -I ξ:οI < -δ.

| І 2 0 cos2/ -  2ξ10 s in 2 /1 < |ξ 20cos2 /| + 2 jξ ,0sin2 /1 < 2 |ξ ,0 | + |ξ 201 < 3δ 

(тут враховано, що | cos 2t | < 1, | sin I t  \ < 1).

Якщо вибрати δ (ε) = - j , то для всіх / > 0 мають місце нерівності

ξ 10 cos 2/ + — ξ 20 sin 2/
3ε

< —  < ε,

3ε
-2ξ,0 sin I t  + ξ 20 cos 2/ < —  < ε .

1 4

Отже, дійсно, нульовий розв’язок системи стійкий за Ляпуновим, але не асимп
тотично, тому що функції s in2/ і cos21 при f->+oo не мають границі.

3. Дослідити на стійкість розв’язок рівняння

—  = sin2x , * (0 ) = 0 . 
dt У ’

Р о з в ’я за н н я . Загальний розв’язок рівняння має вигляд * (/)  = arcc tg (c- / ) ,  

тому розв’язок ξ ( /)  , що задовольняє початкову умову ξ (θ )  = ξ0 (О < ξ0 < π ) ,

визначається формулою ξ ( ΐ )  = arcctg^ctg ξ0 - / ) . Розв’язок ξ ( /)  , що задовольняє 

початкову умову ξ (0 ) = 0 ,  буде особливим розв’язком ξ ( ί )  = 0 . Знайдемо

І ξ ( /)  -  ξ ( /)  і = і arcctg (ctg ξ0 - ' ) | ·

Звідси, яким би малим не було число ξ 0 > 0 , знайдеться момент часу /, > 0 

такий, що І ξ ( / ,) -  ξ ( / , ) I > 1. Отже, розв’язок ξ ( ί )  = 0 нестійкий.

4. Скласти рівняння збурень для системи

ί 4, = ξ 2 + 8/ + 1,

ІІ2 =-4£,-
Р о з в ’я за н н я . Оскільки система лінійна, то рівняння збурень дістанемо, від- 

кидаючи довільні члени та змінюючи ξ, і ξ 2 відповідно на *, і х2 [див. ч. 2,

гл. 5, § 4]:
[х\ = х2, 
μ 2 = —4лГ(.

В икористовую чи означення, досл ідити  н а  стійк ість  р о зв ’язки рівнянь.

1. —  = 2 ,  х (0 )  = 0 .  
dt  V ’

, d x  ( \ λ  13.---- 2χ = t , jc — = —
dt  U J  2

5. —  + χ  = 1, χ(θ) = 1. 
d t  V ’

fly
2. —  = 2 x t ,  x ( 0 )  = 0 .  

dt

A dX 14 . ------ x  = \
dt

,  dx
6. —  = cos t 

dt

Д ослідити  на стійк ість  нульовий р о зв ’язок  систем .
dx

Ut7.
dx

■І Г У’
dy

dt

8.

= - З у - 2 х .
dt

= 2 y  + 3x.

dx _  

dt

—  = - 2 y .  
dt

С класти  рівняння збурень для систем .

10.
dx
T  = ~ x ' dt

dy
d t

■У-

11. |4 i = 4ι + 2ξ? + e ',

~ 2ξ, -ξ2 +i2 +3.
12. ( ξ ι  = - ξ ι  + 2 4 2 + s in / ,

U2 •312.



5.2. Н А Й П Р О С ТІШ І ТИ П И  ТО Ч О К  СП О К О Ю

Приклади.  1. Визначити тип точки спокою (0; 0) системи

J*  = У,
Ь'· = -  J

(тут і далі під х, у  розуміють відповідно —  і —  ) [див. ч. 2, с. 446-458].
dt dt

Р о з в ’я за н н я . Характеристичне рівняння
- k  1

має корені А', 2 = ± j  . Точкою спокою є особлива точка типу центра.

2. Визначити тип та дослідити на стійкість точку спокою системи
j x  = - 2 х  + ay,

1 у  = χ  + у

залежно від параметра а  .
Р о з в ’я за н н я . Характеристичне рівняння 

- 2 - к  а
= к г + к - ( а  + 2) = 0

має корені ку 2 -  ± — л/9 + 4 а  . Дослідивши поведінку коренів залежно від

9
параметра а  , дістанемо: якщо а  < —— (корені комплексні, Re А, 2 < 0 ) -  стійкий

фокус; якщо а  = (корені дійсні та рівні) -  стійкий вузол; якщо < а  < -2
4 4

(корені дійсні та від ємні) -  стійкий вузол; якщо - 2 < а  (корені дійсні та мають 
різні знаки) — сідло, точка спокою нестійка.

В изначити тип точок спокою  систем .

f i - 2 *  м - Г Т 2?
[ у  = х  + у .  [ у  = 4 х - 3 у .

( х  = З х - 4  у ,  „  \ х  = х - 4  у ,
2 1 . \ 2 2 . 1

у  = х - 2 у .  [У = х - У ■

В изначити, за  яких  значень парам етра а  то ч ка  спокою  систем  стінка. 

х  = а х - у ,  24  і х  = - 4 х  + а у ,

у  = х  + 2у.  ’ !>' = - а х  + у.

х  = у  + а х .  26  | х  =  а х  +  5 ^ ,

у  = - х .  [ у  = - х  + 2у.

5.3. Ф А З О В А  П Л О Щ И Н А

Приклади.  1. Дослідити поведінку фазових траєкторій системи рівнянь

(х = - 4 х  + 2 у,

\ у  = 2 х - у .

Р о з в ’я за н н я . Праві частини кожного з рівнянь системи обертаються на 
нуль у точках прямої_у = 2д:, тому точки цієї прямої -  це положення рівноваги

[див. ч. 2, с. 407-412]. Фазові траєкторії, відмінні від положень рівноваги, -  це 
інтегральні криві рівняння

dy _ 2х -  у  
dx - 4 х  + 2 у  ’

тобто напівпрямі, здобуті із сім’ї прямих у  = ~ ^ { х  + с ) та розташовані по різні

боки від прямої у  = 2х .
Рух по фазових траєкторіях іде в напрямку до положень рівноваги, тому що 

коли зображальна точка (*(*); Д'(О) У момент / розміщується в області 

2х -  у  < 0 , тобто над прямою у  = 2х , то

—  = - 4 х  + 2 у > 0 ,  -  = 2 х - у < 0 ,  
dt dt



тобто x ( t ) зростає з часом, a y ( t )  спадає. Навпаки, якщо зображальна точка в 

момент t розташована під прямою у  = 2х , тобто 2x( t)  -  _у(/) > 0 , то

dx „ dy 
—  < 0, —  > 0, 
dt dt

тобто л (/)  спадає, a y ( t )  зростає (рис. 5.1) 

У

= 0

2. Визначити тип положення рівноваги та поведін
ку фазових траєкторій системи рівнянь 

х = х, 
у  -  х  + 2у.

Р о зв ’язання. Система має єдине положення рівно
ваги х = у  = 0 . Коренями характеристичного рівняння

1-А 0

1 2 - А

Рис. 5.1 є А, =1, А2 = 2 . Отже, положення рівноваги (0; 0) -  не

стійкий вузол. Для А, = 1 знайдемо власний вектор (1; —1), для к2 =2 -  вектор (0; 1).
На площині хОу будуємо прямі х + у  = 0 і х = 0 ,  Спрямовані вздовж цих векто

рів. Кожна з прямих містить три фазові траєкторії: положення рівноваги і дві
напівпрямі, на які розділяється пряма точкою 
0 (0 ; 0). Решта фазових траєкторій дотика

ються при підході до точки 0 (0 ; 0) до пря

мої х  + у  = 0 ,  оскільки І Α, І < І к21 (рис. 5.2).

3. Визначити тип положення рівноваги 
системи рівнянь

(х = 2 у,
= 2х  + 3 у

та дослідити поведінку фазових траєкторій. 
Р о з в ’я за н н я . Положенням рівноваги 

системи є х = у =  0 . Характеристичне рівняння

- к  2 

2 3 - к
= 0

має корені Aj = -1 , к2 = 4. Отже, положення рівноваги -  сідло. Знайдемо сепаратриси

сідла, тобто прямі, що розділяють гіперболи різних типів, які є фазовими траєкторія
ми системи. Будемо шукати їх у вигляді у  = ах. Для визначення а маємо рівняння

2 + 3 а 
2 а

2а2 - З а - 2 = 0; а, = —- ,  а2 = 2.

Отже, ці прямі У = ~ 2  ' У - 2 х .  Кожна з них складається з трьох фазових

X
траєкторій. На прямій У~~~^  Дана система набуває вигляду

' X = -х , 

у  = - у .
X

Звідси випливає, що вздовж прямої у  = - —

зображальна точка (* (/) ; y ( t ) )  рухається за 

законом x ( t )  = x0e~‘ , у ( і )  = уйеГ ' , тобто рух 

точки зі зростанням t відбувається у напрямку 
до початку координат. Аналогічно знаходимо, 
що вздовж прямої у  = 2х зображальна точка

рухається згідно із системою рівнянь х = 4х,  
у  = 4 v , тобто за законом х(/) =х0е4' , у  ( і)  = у () е4' .

По цій прямій рух відбувається в напрямку від 
початку координат. Схематично фазові траєкторії зображені на рис. 5.3.

В изначити тип полож ення р івноваги  та  досл ідити  поведінку  ф азових 

траєкторій  систем .

Рис. 5.3

27.

31.

х  = х,  

у  = 2у.  

х  = 2х,  

у  = х  + у.

28.

32.

х = - х ,

у = у .

х  -  - 4 х  +  6у,  

у  = - 3 х  + 5 у.

29.

33.

х  = - у  

у  = х.

x  = х  -  2у ,  

у  = 4 х -  3 у.

ЗО.

34.

х  = - З х + 2 у ,  

у  = х - 4 у .

. і  = х  -  V,

у  = 2х  + 3 у.

5.4. С ТІЙ К ІС ТЬ  З А  ПЕРШ ИМ  Н А Б ЛИ Ж ЕН Н Я М

Приклади.  1. Дослідити на стійкість точку спокою (0; 0) системи

fx = 2jc + 8sin

\ y  = 2 - c x - 3 y -  cos^.

Р о з в ’я за н н я . Розвиваючи функції sinj>, c o s y , ex в ряд Маклорена та ви

лучаючи члени першого порядку мализни відносно х  та у,  дістаємо

(x = 2х  + 8>’ + Я , (х,  у) ,  
у  = - х - З у + Н 2(х,  у) ,



де Н\, Н2 -  члени не менше ніж другого порядку мализни відносно х  і у. Система 
рівнянь першого наближення має вигляд [див. ч. 2, с. 415-424]

Г~і = 2-І +8^2.

1-2 = ~~\ -3^2-

її характеристичне рівняння

2 - к  8 

-1  - 3 - к
= 0

. , - 1 +  j y j 7
має корені А| j = ----- ------  з від ємною дійсною частиною. Отже, точка спокою

х  = 0 , у  -  0 стійка асимптотично.

2. Знайти всі точки спокою системи

ї х = у  -  х 2 -  X,

[у  = 3х - х 2 -  у

і дослідити їх на стійкість.
Р о з в ’я за н н я . Точки спокою системи визначаються з рівнянь

і у - х 2 — х = 0,
[ З х - . ї 2 -  у  = 0.

Для розв’язання цієї системи в першому рівнянні виразимо у  і підставимо в 
друге, внаслідок чого одержимо

або

\ у  = х 1 + X,

[ з .* - * 2 — х 2 — х = 0,

у  = χ 2 + х, 

х 2 - х  = 0.

Звідси знайдемо дві точки спокою (0; 0) і (1; 2) та дослідимо на стійкість 
кожну з них.

Система першого наближення, що відповідає точці спокою (0; 0), має вигляд 
-і = _ -і + - 2  > - 2  = 3-і -  - 2  · Коренями її характеристичного рівняння

- \ - к  1

З -1  - к
= 0

є * != -1  — >/3 < 0  і к2 = -1  + >/з > 0 ,  тому точка спокою (0; 0) системи нестійка.

Розвинемо праві частини даної системи в околі точки спокою (І; 2) в ряд 

Тейлора:

Р(х ,  у )  = у - х 2 - х  = 

Q(x,  у )  = 3 х - х 2 - у  =

дР_
д х

dQ

(1:2)
(* -! )■

д х
( * - ! )  +

з р

д у

dQ

0:2)
( у - 2) + ...,

Є; 2) (1: 2)

( у -  2) + ...

Тут крапками позначені члени не нижче другого порядку мализни відносно 
х  - 1 ,  у -  2 .У  нас

дР_
д х

dQ
д х

0 : 2)
= ( - 2 * - і ) = - 3 ; ^  

v=i д ν (1:2)

(і; 2)
= ( з - 2 * )  І =1; ψ -Ід=і д х

= 1.
(1:2)

Тоді система першого наближення в околі особливої точки (1; 2) набуває ви

гляду
[і, = -3:, + ~2 ’
І - і  = -І -  -2'

ДЄ = , = * - ! ,  г2 = у - 2 .

Характеристичне рівняння цієї системи к2 + 4к + 2 -  0 має корені 

^  = - 2  -  Л  < 0 , к2 = -2  + \І2 < 0 , тому точка спокою л' = 1, у  = 2 стійка асимп

тотично.
3. Дослідити тип положень рівноваги системи рівнянь

dx
—  = 2 ху, 
dt

± = \  + у - Х  2 + / .
. dt

Побудувати фазові траєкторії.
Р о з в ’я за н н я . Із системи рівнянь

ί 2ху = 0,

1 + у  + у 2 -  χ 2 = 0

знайдемо положення рівноваги: О](—1; 0) і 0 2( 1; 0 ) .  Оскільки вихідна систе

ма не змінюється, якщо змінити х  на -х , то її фазові траєкторії симетричні відносно



осі ординат, тобто достатньо дослідити тип одного з положень рівноваги, напри
клад 0 ,(1 ; 0 ). Складемо характеристичне рівняння, що відповідає цьому поло
женню рівноваги:

Корені цього рівняння

- к
-2 І- к

= О, к 1 - к  + 4 = 0.

ку 2 -  ·

Отже, обидва положення рівноваги 
даної системи -  нестійкі фокуси.

Вісь ординат є фазовою траєкторією 
і на ній у = \ + у + у 2 . Зображальна точ

ка з часом наближається до +оо . Фазові 
Р,ІС· 5·4 траєкторії зображені на рис. 5.4.

4. Дослідити тип усіх положень рівноваги системи рівнянь

' f . - * , .

Побудувати фазові траєкторії.

Р о з в ’я за н н я . Розв'язуючи систему алгебраїчних рівнянь
ί 2ху  = 0,

[χ2 + У2 = І,

знайдемо всі положення рівноваги вихідної диференціальної системи: 

'(  *’ ° 2^ ’ ° ) ’ О» О4(0; - 1 ) ·  Система першого наближення в
околі особливої точки (дг0, у0 ) має вигляд [див. ч. 2, с. 447]

iflt,
dt

± 2
dt

= - 2 y 0z t - 2 x 0z2,

= 2*0-i + 2_и0г2.

Складемо характеристичне рівняння, що відповідає положенню рівноваги 
(*о> Λ , ) :

^Уо к 2х0
2х0 2Уо ~ к

0, к 2 + 4^х£ - y g j  = 0.

є центрами.
Напрямок руху по замкнених траєкто

ріях в околі цих центрів можна визначи
ти, міркуючи так. Згідно з другим рів
нянням вихідної системи зображальна 
точка перетинає вісь Ох так, що 
y ( t )  = x 2( t ) ~  1. Отже, її ордината в цей

момент зростає, якщо зображальна точка перетинає вісь абсцис у точках, для 
яких j jcj > 1, та спадає, якщо |х | < 1 . Фазові траєкторії зображені на рис. 5.5.

Дослідити на стійкість по перш ому наближ енню  точку спокою  0 ( 0 :  0 ) 

систем.

Рис. 5.5

37.

39.

- х  sin V. 
5

ix  = 5x + y c o s  у ,

І у  = Зх + 2 у - у  е

36.

38.

40.

( х = 2 х -  ln (l + > ’) + s in x ,

=  e v +  sin ( χ  + у )  -  cos2 у.

χ  = — х  н— sin 2 ν, 
2 2

y  = —y  — 2x.

ix  =  - 2 x  + s in y ,

■ = 5 ( e ' - l j - j / .

Корені цього рівняння при лг0 = 0 , у а = ±1 дійсні та різні за знаком: А, = —2 , 

к2 = 2 . Отже, положення рівноваги 0 3 та 0 4 -  сідла. Очевидно, що вісь Оу 
складається з фазових траєкторій, три з яких є сепаратрисами сідел: х  = 0 ,  
у  < - 1 ;  х = 0 ,  -1  < у  < 1; х = 0 ,  у >  1, причому сепаратриса х  = 0 , -1 < у  < 1 є 
спільною для обох сідел, вихідною для сідла 0 3 і вхідною для сідла 0 4 .

Корені характеристичного рівняння при x0 = ± l ,  _Vo= 0 чисто уяв

н і:^  2 = ± 2 j -  Отже, положення рівноваги 

Of та Ог можуть бути центрами або фоку

сами.
Оскільки рівняння фазових траєкторій 

(л·2 + у 2 -  ljotc + Ixydy  = 0 не змінюється в

разі зміни у  на - у ,  то фазові траєкторії 
симетричні відносно осі Ох. Звідси ви
пливає, що положення рівноваги О, і 0 2



41.

43.

45.

\X = 2 χ - j /co s у,

[y  = 3 x - 2 y - x y 2. 

χ  = -  sin (x  -  z ) ,  

у  = sin 2 X — у  — sin z,  

z  = t g ( y - z ) .

x = y -  Σ, 

y = x +y-,
2 ίZ - X  + Z ~ .

42.

44.

46.

I x = 2 xy - x  + y,

[y = 5x4 + y3 + 2 x -3 y .

X = G* — e~3",

v = 4 z - 3 s in ( .v +  v ), 

z  = \n(] + z - 3 x ) .

x  = - x  + 4 yz, 

y  = - y - z  + x 2, 

z = - z  -  x + y 2.

Д ослідити  на стійк ість  усі полож ення рівноваги  систем  рівнянь.

47.

49.

х = -у>
[ у  = х - З х 2.

(х  = х у  + 4.

[у  = х 2 + у 2 - ]  7.

48.

50.

52.

\х = 2 у,

[у = 4х -  4х3. 

іх = х 2 -  у 2 -5 ,  

[у = Х2+у2- ]  3. 

\ *  = У'
[j> = sin(.r + ^ ).

у  = - х  -  2у + Зх

5.5. У М О В А  Р А У С А  -  ГУР В ІЦ А

Приклад.  Дослідити на стійкість нульовий розв’язок рівняння 

У ν + η у ” + 12 у" + 23 у '  + 10у  = 0. 

Р о з в ’я за н н я . Складемо характеристичне рівняння 

А4 + 7 k 3 + \ 2к 2 + 23к + 10 = 0 .

Тут

а0 = 1, а, = 7 , а2 = 12 , а3 = 23 , аА = 10 .

Усі коефіцієнти додатні, тобто необхідна умова виконується. Складемо мат

рицю Гурвіца [див. ч. 2, с. 429-431]
'7  23 0 0"

1 12 10 0

0 7 23 0 '

.0  1 12 10,

Випишемо головні діагональні мінори

7 23
Δ, = 7 > 0 ; Δ2 =

1 12

= 84 -  23 = 61 > 0:

7 23 0

1 12 10 

0 7 23

(1  23 0 0
1 12 10 0
0 7 23 0

0 1 12 10

1932 -  490 -  529 = 913 > 0;

10 Δ, = 9130 > 0.

Таким чином, Δ, > 0 , Δ2 > 0 , Δ3 > 0 . Δ4 > 0 .

Отже, нульовий розв’язок рівняння асимптотично стійкий.

Д ослідити  на стійкість нульові р о зв ’язки рівнянь.

54. у т + 2 у"  +  2у '  + 3 у  = 0. 55. у т + у ” + у '  + 2 у  = 0.

56. y v + 2 у т + 4 /  + 3у  + 2 у - 0 .  57. У v + 8 ^ "  + 1 4 /  + 3 6 /  + 45у  = 0.

58. / v + 2у "  + 3 /  + 7у '  + 2 у  = 0. 59. / v +  2 у т + 6у"  + 5 /  + 6 у  = 0.

60. /  + 2/ v + 4 у т + 6 /  + 5 /  + 4 у  = 0.

5.6. У М О В А  Л Ь Є Н А Р А  -  Ш И П А Р А

Приклад.  Дослідити на стійкість нульовий розв’язок рівняння [див. ч. 2. 

с. 4 3 1 ^3 2 ]
/  + 2IV + 3 /  + 2 у ’ + у'  + у  = 0.

Р о з в ’я за н н я . Складемо характеристичне рівняння 

к і + 2к* + Зк3 + 2к1 + к + \ = 0.



Тут α0 = 1 > 0 , α, = 2 > 0 ,  α2 = 3 > 0 ,  α3 = 2 > 0 , α4 = 1 > Ο; я5 = 1 > Ο ,

тобто перша умова критерію Л ьєнара— Шипара виконується.
Перевіримо виконання другої умови. Для цього складемо матрицю Гурвіца

ґ 2 1 0 0 O']

2 3 2 1 0

1 1 2  3 2 .

0 0 1 1 2  

,0 0 0 0 1^

Випишемо головні діагональні мінори, починаючи з Δ„_,, тобто Δ4 :

2 1 0  0
3 2 1 2 2 1

2 3 2 1
= 2 1 2 3 _ 1 2 3

1 1 2  3
0 1 1 0 1 1

0 0 1 1

Оскільки Δ4 < 0 , то друга умова не виконується, тому подальші розрахунки 
припиняємо. Нульовий розв’язок у  = 0 нестійкий.

Д ослідити  на стійк ість  нульові р о зв ’язки рівнянь.

61. / v + 2 / "  + 3у ’ + 7 /  + 2 у  = 0. 62. / v + у'" + 3у" + 2 у '  + у  = 0.

63. у v + 2 / v + 5у "  + 6у"  + 5у '  + 2у  = 0.

64. /  + 3/v + 6у" + Ту" + 4у' + 4  ̂= 0.
За яких  значень а  будуть ст ійким и нульові р о зв ’язки р івнянь?

65. у'" + ау "  + 2/ + З у  = 0. 66. y lv + а у т + 2у"  + у '  + 3 у  = 0.

67. y lv + а у т + у"  + 2у '  + у  = 0.

5.7. У М О В А  М И Х А Й Л О В А

Приклад.  Дослідити на стійкість нульовий розв’язок рівняння 

У* + у п + 7  у "  + 4 у" + 1 Оу' + 3 у  = 0.

Р о з в ’я за н н я . Складемо характеристичне рівняння

f ( k )  = k 5 + k 4 + 7k3 + 4k2 + 10k + 3 = 0 .

Вважаючи А = усо, розглянемо [див. ч. 2, с. 433-436]

/(у со ) = (усо)5 + (усо)4 + 7(уш)3 + 4(уш)2 + 10усо + 3 -  

= усо5 + ω4 -  7усо3 -  4сіГ + Юусо + 3 = ω4 -  4со" + 3 + у(со5 -  7ω3 + 10ω ).

Функцію /(у ш )  запишемо у вигляді

f ( j  <o) = u(m) + jv(<a),

н(со) = ω4 -  4ω2 + 3 = (ω2 - ΐ)(ω 2 -  3) = (ω -  ΐ)(ω  + ΐ)(ω  -  л/з)(со + >/з) , 

υ (ω ) = ω5 - 7ω3 + ΙΟω = ω^ω4 -  7ω2 + 1θ| =

= ω (ω 2 -  5 ^ ω 2 -  2^ = ω(ω -  \ β -  Ί ϊ + лЯ) ·

Якщо змінювати ω від 0 до +со, то u і v  набуватимуть таких значень:

ω 0 1 4 г Тз V?

It 3 0 -1 0 8

v 0 4 0 - 2 V3 0

За таблицею побудуємо криву Михайлова (рис. 5.6). При со>л/5 крива Михай-

лова весь час залишається в першому квадранті. Ви
значимо, що

v  ,. ω 5 - 7 ω 3 +10ω
lim — = lim — τ----------------------~г--- = °°·

ω-Η-οο u ω->-Η» eo — 4ω + З

Отже, вектор /(усо) зробив повний оберт проти ру

ху годинникової стрілки, а годограф не проходить через 
початок координат. Кут повороту радіуса-вектора 

φ = — =(/»-2 /и )|; п = 5. Звідси 2т = 0 , т = 0.  Таким

чином, усі корені характеристичного рівняння лежать у лівій півплощині. Нульовий 
розв’язок асимптотично стійкий.

Д ослідити  на стійкість нульові р о зв’язки  рівнянь.

68. у'" + 6у" +1 \ у '  + 6 у  — 0.

69. у v + y lv + 9 у т + 5у"  + 1 8 /  + 4 у  = 0.

70. у 1 + у''1 + By" + 5у" +12у  + 4у = 0.

71. yv + / v + V  + 4 /  + 1 4 /  + 3.y = 0.

72. y v + / v + 7/"  + 6 / '  + 1 2 /  + 5y = 0.

73. у v + 3ylv + 2у" + у" + Зу '  + 2 у  = 0.

74. /  + 4y,v + 9у т + 1 6 /  + 1 9 /  + 1 З у  = 0.



Приклад.  Дослідити на стійкість нульовий розв’язок рівняння 
у "  + ау" + βγ'  + 6у  = 0.

Р о з в ’я за н н я . Область стійкості /)(3; 0) визначається поведінкою коефіці

єнтів а  і β характеристичного рівняння k '’ + a k 2 + βλ + 6 = 0 [див. ч. 2, c. 437- 
445]. Визначимо межу області /)(3 ; 0 ) ,  вважаючи k = j g  :

f ( j g )  = ( j g f  + a ( j z ) 2 + β/g  + 6 = - j g 3 - a g 2 + β/g  + 6 = ( б - a g 2) + y ( β ^ - g ’).

Прирівнюючи до нуля дійсну й уявну частини многочлена f ( j g )  , дістаємо па

раметричні рівняння межі області

j a g 2 = 6, j a g 2 = 6,

U  = °> [β = g 2·
Перша із систем несумісна. Розв’язуючи другу систему, маємо α β  = 6 . Це рів

няння межі області D (3; 0). Межею є гіпербола в площині (α , β ) . Тут β > 0 ,

оскільки β = g 2 (рис. 5.7). Отже, площина (α , β) 

поділилась гіперболою α β  = 6 на дві області. Для ви
значення характеру цих областей виберемо конкретні 
значення а  і β в кожній області й дослідимо на стій
кість нульовий розв’язок рівняння, наприклад за допо
могою критерію Рауса -  Гурвіца.

Візьмемо на площині (α , β) точку під гіперболою.

Нехай α  = - Ι ,  β=0. Тут =1, я , = - І ,  а2 = 0, а , = 6 .

Тоді f ( k )  = k 3 - k 1 + 6  . Для многочлена f ( k )  = k 3 - k 2 + 6 не виконується не

обхідна умова від’ємності дійсних частин його коренів. Отже, область, що міс
титься під гіперболою α β  = 6 , є областю нестійкості.

Візьмемо точку на площині (α , β) над гіперболою (рис. 5.7). Нехай а  = 3 . 

β = 3 . Тоді f { k )  = k 3 + Зк2 +3к  + 6 = 0 . Тут а0 = 1, а{ = 3 , а2 = 3 , = б . У мат

риці Гурвіца

г 3 І 0 

6 3 3 Д, = 3 > 0; Д2 =
З 1 

6 З
= 3 > 0; Δ-, > 0.

,0  о 6;

Отже, область, що міститься над гіперболою, є областю стійкості.

' Див. ч. 2, гл. 5, § 9.

В изначити області стійкості м ногочленів .

75. к 3 + а к 2 + 1 1£ + β =  0 . 76. к 3 + ( * 2 + 2 ) α  +  β*  +  4 = 0 .

77. к 4 + к 3 + а к 2 + к + β = 0 . 78. к 4 + а к 3 + Ак 2 + 2к  + β = 0 .

5.9. Ф УНКЦІЯ Л Я П У Н О В А  Т А  II П О Б У Д О В А

Приклад.  Знайти функцію Ляпунова для системи

(х = у - х \

[у = - х - З у 3.

Р о з в ’я за н н я . Нехай ν ( χ ,  у )  = Ах2 + By2 , де / І > 0 ,  В>  0 -  невизначені

коефіцієнти [див. ч. 2, с. 469-474].
...................d v

Знаходження повної похідної —  з урахуванням рівнянь системи приводить
dt

до такого результату: 

du

dt
= 2 Ахх + 2 Вуу = 2 Ах  (у -  х 3)+  2By  ( -  х -  3у 3) =

= 2Аху -  2 Ах4 -  2 Вху -  6 By* = 2ху(А - В ) -  2 ( А х4 + 3 By* ) < 0 

при А = В .

Вважатимемо, що .4 = 1, В = І , тоді і ’(г> у ) = χ1 + У2 ■

Я кі з функцій д вох  зм інних є знаковизначеним и , знакосталим и  і зна- 
козм інним и?

79. ν  ( χ , , х 2) = х 2 + 2 x 1 . 80. ν  ( χ , у )  = х 2 -  у 2 .

81. ν  ( х,  у )  =  (х  — у ) 2 . 82. ν  (х , у )  = х 2 + у 2 -  4у 3 .

83. - ν  (х , у )  -  - χ 2 . 84. ν  (х , у )  = х 2у  + х у 2 .

85. ν  (х . у )  = - х 2 -  у 2 . 86. ν  ( χ , ,  х2, х3) = х 2 + х \  + х \  + 2х2х3 .

87. ν  (х , у )  = у 2 -  4 х 2 . 88. ν  (х , у )  = 5х4 + 3у 2 .

2 2
89. ν ( χ ,  у )  = —  + — .

9 4



Знайти ф ункц ії Л яп ун ова  для систем  ди ф ерен ціальн их  рівнянь. 

9 o . h - 5 y ~ 2x3 · n . h x y 4 ·
(j‘> = 5х -  3 ν 3. І у  -  - у х 4.

5.10. Д Р У ГИ И  М Е ТО Д  Л Я П У Н О В А

Приклади.  1. Дослідити на стійкість точку спокою * = 0 , у  = 0 системи

\х  =  Xі -  у,

[у  = х  + у 3.

Р о з в 'я з а н н я .  Нехай v ( x ,  у )  = х 2 + у 2 . Це явно додатна функція [див. ч. 2, 

с. 474-478]. Похідна функції ν  для даної системи

=  2хх + 2уу = 2 х ( х ’’ -  у )  + 2у [ х  + у 3)  =  2х4 -  2.xу + 2ху  +  2у 4 =  2х4 + 2у 4,

ih} \Г SZотже, похідна —  є також явно додатною. У будь-якому околі початку коорди- 
ά

нат є точки, в яких функція ν(χ,  у)  має додатні значення. З теореми 3 Ляпунова 

випливає, шо точка спокою х  = 0 , у  = 0 системи нестійка.

2. Дослідити на стійкість за допомогою функції Ляпунова точку спокою 
.ν = 0 , у  = 0 системи

= -  у,

\ у  = Х - у 3.

Р о з в ’я за н н я . Будемо шукати функцію Ляпунова у вигляді
v(x,  у)  = Ах2 + By2 . Отже,

= 2 Л х [ - х 3 -  у )  +  2Ву{х -  у 3 j  =  - 2 А х 4 -  2Аху + 2Вху -  2By4 =

=  - 2 [ A x 4 +  By4 ) -  2ху (А  -  В).

Візьмемо А = В = 1, тоді ■^■<О .О тж е, г>(х, у )  = х 2 + у 2 є явно додатною

функцією, а похідна —  -  явно від’ємною. З теореми 2 Ляпунова випливає, що
dt

точка спокою х  -  0 , у  -  0 системи асимптотично стійка.

3. Дослідити на стійкість за допомогою функції Ляпунова точку спокою
* = 0 , у  = 0 системи

χ  = - у ,
у  = х.

Р о з в ’я за н н я . Нехай v ( x ,  у )  = х2 + у 2 . Це явно додатна функція:

—  =  2хх + 2 уу = 2 х ( - у )  +  2 ух  =  0.Лі '  7dt

З теореми 1 Ляпунова випливає, що точка спокою х  = 0 , у  = 0 системи стійка. 

Д ослідити  на стійкість точку спокою  х =  0 , у  = 0 систем .

X = у - З х 2, / 2 2 \
І v  = х  + у  І .92

93.

94.

96.

[У = - х ~ 7 у  

х  = - З х 2 + 2х^2 -  2х  -  у,

2 п З 1У = - Х ' у - 7 у  + - Х - У
[ ν  = х 2 + 3> ’2 ).

]х = х - х у  , 

[.у  = у - х 2у 3 

ί х = - х  -  ху,

\ у  = у 3 - χ 3·

( ν  = х 2 - у 2 ). 95.

97.

-ху ,
І у  = х у

І х = у  -  Зх -  χ 3, 

[ у  = 6х  -  2 у.

[ ν  = х 4 + у 4 ).

6.11. С ТІЙ К ІС ТЬ  У  ТЕ О Р ІЇ Р Е ГУ Л Ю В А Н Н Я

Приклади.  1. Рух автоматичної системи регулювання описується системою 
диференціальних рівнянь [див. ч. 2, с. 479 -  486]

φ - Ω ( γ 0 -  γ) = с2Уо + δ],
■ γ0 + γ  + Ωψ = -Γ ,γ0 + δ 2, 

у + Ωψ = - k x (γ -  γ λ,)  + δ3,

де γ ,  γ0 , ψ -  координати системи; δ , ,  δ2 , δ3 -  збурений вплив; -  керую

чий вплив; Ω = 1,16-10-3 с ' 1; А, =10 c ' 1; q ,  c2 -  коефіцієнти. Визначити умо

ви стійкості системи.



Р о з в ’я за н н я . Перетворимо вихідну систему до нормального вигляду. Для 
цього виразимо γ в третьому рівнянні й підставимо в друге:

γ = -* , γ - Ω ψ  + δ , + *,уу ,

■ to = кху + c,Yo -  ktyκ + δ2 - δ 3, 

ψ = Ωγ + (Ω  + c2)y0 + δ,.

Характеристичне рівняння вихідної системи має вигляд 
- к \ -  р  0 Ω 

А, -Сі -  р  0 = 0.
Ω Ω + ^  - р

Розкривши визначник, матимемо характеристичний многочлен

f ( p ) =  Р* + {к і +с{) р 2 +(Л|С| + Ω 2)/? + Ω 2(Λ, +c[) + Clc2kt .

Умови стійкості дістаємо, використовуючи критерій Л ьсн ара- Шипара. Сис
тема буде стійкою в разі виконання таких нерівностей:

«0 > 0 , я, > 0 , аг > 0 , я3 > 0 , я,я2 -  а0а~, > 0 , (11.1)

де я0 = 1; а, = А, + С|; а2 = Ω 2 + ktct ; я3 = Ω 2 (А, + q ) + Ω c2kt

Підставляючи в нерівності (11.1) значення коефіцієнтів, отримуємо умову стій

кості (с, + Α, )^Ω2 + А|С, j > Ω 2 (А, + є ,) + Ω с2А,, або після перетворень

с2А| + kfc t > Ω с2А, . Звідси

C-, < ( 11.2 )

Підставляючи в нерівність (11.2) значення А, і Ω , знайдемо умови стійкості

с2 <863cf + 863 Ос,.

2. Перевірити стійкість замкненої системи автоматичного регулювання, якщо 
передавальна функція розімкненої системи

ц  ч ________Зр +10_______
Ο,ΐρ3 + 0,2/?2 + 0,5/? + 1 

Р о з в ’я за н н я . Характеристичний поліном замкненої системи дорівнює сумі 
поліномів чисельника й знаменника передавальної функції розімкненої системи, 
тобто

D ( p ) -  Q{ p ) + Р { р ) -  З р + Ю + 0,1 /73 + 0 ,2р 2 + 0,5р  + 1,

D ( p )  = 0,1р3 + 0,2 р 2 + 3,5 р  + 11.

Складемо матрицю Гурвіца й знайдемо Δ , :

Ґ0,2 0,1 0^
0,2 0,1

11 3,5 0 , Δ , = = 0 ,2 -3 ,5 -1 1  -0,1 = -0 ,4  < 0 .
2 11 3,5

, 0  0 l l j

Умова Льєнара -  Шипара не виконана. Отже, система нестійка.
3. Використовуючи критерій Михайлова, визначити стійкість електромеханіч

ної системи стеження, передавальна функція якої в розімк- 
неному стані

L( p )  = -
К

Рис. 5.S

р (і + тпр)( і  + та р у

де К -  загальний коефіцієнт підсилення розімкненої сис
теми, К  = 58  с"1; 7’, -  стала часу підсилювача,

7 '/=  0 ,0 1  с ;  Тд -  стала часу двигуна, 7Д = 0 ,5 7  с .

Р о з в ’я за н н я . Характеристичний поліном розімкне
ної системи має вигляд

D ( p )  = + 7 'п Р ) ( 1 + Та р ) + K = ТпТа Р2 + ( 7П + Т л ) р 2 + I’ + К -

Для побудови кривої Михайлова визначимо дійсні та уявні частини функ
ції D ( j o ) :

г/(ш) = К — (7^ + 7д)ш2 = 58 -0 ,5 8  ω2 ; υ (ω ) = ω -  7,|17’дау’ = ω -  5,7 · 10'·’ ω3 . 

Знайдемо корені ιι(ω) та ν (ω )  :

ι/(ω) = 0,

ω ( ΐ - 5 , 7 · 1 0 " 3ω 2 )  =  0 ,

ί((ω) = 0, 

0,58 ω2 = 58 ,

ω 2 =100,

ω, =10,

ω2 = 0, ω = 

100

104
57

>/57'
Криву Михайлова будуємо за такими значеннями:

ω 0 10
100

“ (ω) 58 0 а -42

υ(ω) 0 4,3 0

Система стійка, тому що крива Михайлова послідовно проходить через три 
квадранти, залишаючись у третьому квадранті (рис. 5.8).



4. Скласти програму дослідження на стійкість нульового розв’язку у  = 0 ди
ференціального рівняння системи автоматичного регулювання

0 , 3 2 /  + 2,88 /  + 8 , 4 /  + 1 6 ,3 5 / + 25,3 у  = 0

за допомогою критерію Рауса -  Гурвіца.
Р о з в ’я за н н я .
PRINT “Критерій Рауса -  Гурвіца для диф. рівнянь 3-5-го порядків”
INPUT “Введіть порядок диф. рівняння”, N 
FOR J = 0 ТО N
PRINT “Введіть коефіцієнт диф. рівняння при похідній порядку”, N - J :  INPUT 
A(J+1): NEXT J
FOR J = 1 TO N+l : IF A(J)<=0 THEN 140
ON N - 2  GOTO 70,90, 110
70: IF A(2)*A(3) -  A( 1 )*A(4)<=0 THEN 140
80: PRINT H EX (03): PRINT “Розв’язок стійкий” : STOP
90: IF A(4)*(A(2)*A(3)-  A(1 )*A(4))- A(2)*(A(2)*A(5)-  A(1 )*A(6))<=0 THEN 140
GOTO 80
110: IF A(2)*A(3)-A( 1 )*A(4)<=0 THEN 140
IF(A(2)*A(3) -  A(1 )*A(4))*(A(4)*A(5) -  A(3)*A(6)) -  (A(2)*A(5) -  (І )*А(6))Л2<=0 
THEN 140 
GOTO 80
140: PRINT H E X (03): PRINT “Розв’язок нестійкий” : STOP 
Відповідь: нульовий розв’язок стійкий.

Перевірити стійкість замкненої системи, якщо передавальна функція 
розімкненої системи має наведений вигляд.

98 , і ( р ) =  ^ £ ± ί _ .  9 9 . м , ) = *? ' * >  .
р  (5/> +  і)  р  + 2 p  + 3 /J  + 1

100. Визначити стійкість одновісного гіростабілізатора, передавальна 
функція якого в розімкненому стані має вигляд

Ч р ) = - Кρ(ΐ  + 2ζΤΓρ  + Τ2ρ 2) ’

де ЛГ = 40 с ' 1; ξ  =  0 ,2  ; Г,. = 6 ,5 · 10~3 с .

Використовуючи програму рахунку на Бейсику, дослідити на стій
кість нульовий розв’язок рівнянь систем автоматичного регулювання.

101. 0 ,4 5 /*  + 2 , 7 4 /  + 9 , 6 /  + 1 5 ,3 1 /  + 26,7.у = 0 .

102. 0 ,0 0 1 5 / + 0 , 5 /  + 0 ,5 9 / + 8у = 0.
103. 0 , 0 0 5 /  + 0 ,15/ v +1,2 5 /  + 5 /  + 5 0 /  + 3 0 0 ^  = 0 .
104. З 10 ’4 /  + 5 1 0_3 / v + 0 , 1 /  + 0 , 5 /  + 0 , 9 /  + у  = 0 .

5.12. СТІЙКІСТЬ НАВІГАЦІЙНИХ СИСТЕМ

Приклади.  1. Рух астатичного гіроскопа під впливом зовнішнього моменту 
при малих кутах відліку описується рівняннями

\ і у + И х =  Ly , (121)

\ / х - Н у  = 0,

де χ , у  -  кутові швидкості, які визначають положення головної осі; /. II, 

Lv -  сталі. Дослідити точку спокою системи (12.1) на стійкість.

Р о з в ’я за н н я . Система рівнянь збурень (збуреного руху) має вигляд [див. ч. 2. 

гл. 5, § 4]

-і
Н
І

н
(12.2)

тому шо система (12.1) лінійна. 
Характеристичне рівняння

н
—k

І
II

- k
~ 1

= 0

* 1, 2має корені

Тому точка спокою системи (12.1) стійка, але не асимптотично.
2. Диференціальне рівняння бортової качки корабля без урахування опору 

води має вигляд
I Q+  ΡΙΘ = P / a 0sin

2 пі (12.3)

де Θ -  кут крен а; / ,  Р, /, α 0, τ -  сталі. Дослідити на стійкість точку спокою 

рівняння (12.3).
Р о з в ’я за н н я . Рівняння (12.3) лінійне, тому рівняння збурень має вигляд 

[див. ч. 2, гл. 5 § 7]
І :  + РІ ζ = 0. О 2·4 )

має корені *1. 2 = ±J

Характеристичне рівняння
I k 2 +Р1 = о

If _

Тому нульовий розв’язок рівняння (12.4) стійкий, але не асимптотично. Тоді 
точка спокою рівняння (12.3) стійка, але не асимптотично.



105. Диференціальне рівняння гіроскопа під впливом зовніш нього 
моменту, напрямленого вздовж осі гіроскопа, має вигляд

τβ  + β =  — c o . + ^ L
- к „

де β ( / )  -  кут відхилення осі г іроскопа від початкового полож ення; х,

H ,  K t), со_, Ly — сталі. Д ослідити  точку  спокою  рівняння на стійкість.

106. Власні коливання гіроком паса описую ться рівнянням и

Γ Н а  + Ср = 0,

| # ( β - ω α )  + Ζ)β = 0,

д е  α , β -  кутові координати , щ о визначаю ть полож ення чутливого еле

м ента відносно його полож ення р івноваги; Я ,  С, ω, D  -  сталі. Д о сл і

дити точку спокою  систем и рівнянь на стійкість, якщ о
С  β
—  = 0,01 с ' 1; —  = 0 ,0 0 0 8  с " 1; со =  0 ,0 0 2  с“ '; а  = 0 ,01 ; β = 0 ,02.

В ід п о в ід і

1. Стійкий. 2-4 . Нестійкий. 5. Асимптотично стійкий. 6. Стійкий. 7. Асимп
тотично стійкий. 8. Нестійкий. 9. Асимптотично стійкий. 10. Нестійкий, 

ή = - x t + 2 * 2 ,
. _  13. Нестійкий фокус. 14. Сідло. 15. Стійкий

х 2 -  ХІ ■

вузол. 16. Центр. 17. Стійкий фокус. 18. Нестійкий вузол. 19. Нестійка. 20. Стійкий

фокус. 21. Сідло. 22. Центр. 23. Ні за яких а .  24. ІсхІ>2. 25. α < 0  26. - - < α < - 2
2

27. Нестійкий вузол. 28. Сідло. 29. Центр. ЗО. Стійкий вузол. 31. Нестійка. 32. Сідло. 
33. Стійкий фокус. 34. Нестійкий фокус. 35, 36. Нестійка. 37, 38. Стійка асимпто
тично. 3 9 -4 1 . Нестійка. 42, 43. Стійка асимптотично. 44, 45. Нестійка. 46. Стійка

асимптотично. 47. (0; 0) -  центр, j j ;  o j -  сідло. 48. (±1; 0) -  центр, (0; 0) -  сідло.

49. (-4; 1), (4 ;-1 ) -  сідло, (-1; 4) -  нестійкий вузол, (1; -4 ) -стійкий вузол. 50. (-3; 2), 
(3; -2 ) -  сідло, (-3; -2 ) -  стійкий фокус, (3; 2) -  нестійкий фокус. 51. (2кп; 0) -  стій

ка асимптотично, ((2λ + ΐ ) π ; θ ) -  нестійка. 52. ( 2 к щ0 ) ~  нестійка, ((2Α + ΐ)π; о) -

11.
і ,  = χ, + 2 . х 2  

χ-, = 2х , -  χ-,
12.

стійка асимптотично. 53. (0; 0) -  стійка асимптотично, (1; 1) -  нестійка, (-1; -1 ) -  
нестійка. 54. Стійкий. 55. Нестіикий. 56. Стійкий. 57, 58. Нестійкии. 59. Стійкий.
60, 61. Нестійкий. 62, 63. Стійкий. 64. Нестійкий. 65. Стійкий при а  >1,5 .
66, 67. Нестійкий при всіх а  є  R . 68—71. Стійкий. 72—74. Нестійкий. 75. Рівнян
ня межі області стійкості β = 0 і β = 1 Ια , а  є  R . 76. Рівняння межі області стій

кості α (β  -  2) = 4 , β > 0 . 77. Область стійкості визначається нерівностями β > 0

і α > β  + 1. 78. Область стійкості визначається нерівностями α > 0 ;  β > 0 ;  

8а -  α 2 β > 4 . 79. Явно додатна. 80. Знакозмінна. 81. Знакододатна. 82. Якщо

у < ~ ,  то ν(χ , >) >0, окрім л = 0 , ^ = 0 . 83. Знаковід’ємна. 84. Знакозмінна. 85. Явно

додатна. 86. Знакододатна. 87. Знакозмінна. 88. Явно додатна. 89. Явно додатна. 

90. ν(χ,  у) = х2 + у2. 91. ν(χ,  у ) = х 4 +2у4 . 92, 93. Асимптотично стійка. 94. Нестій

ка. 95. Стійка. 96. Нестійка. 97,98. Стійка. 99. Нестійка. 100-102. Стійка. 103. Нестійка.
104. Стійка. 105,106. Стійка.



Г л а в а  6

ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ І МАТЕМАТИЧНОЇ 
СТАТИСТИКИ

6.1. Е Л Е М Е Н ТИ  КО М Б ІН АТО РИ К И

6.1.1. Основний принцип комбінаторики

Розглянемо скінченні множини А з елементами а, В з елементами b, С з еле

ментами с . Об’єднання, перетин і різницю множин А, В позначатимемо відповід
но A{JB,  АВ (або //П й )т а  А \ В ;  0  -  порожня множина [див. ч. 2, с. 176-179].

Через /V(/i) позначимо число елементів множини А : якщо ,V(. l) = л , то 

множину А називають п -множиною.

П равило суми. Якщо деякий об’єкт я  можна вибрати т способами, а 
об’єкт b - п  способами, причому ніякий вибір а  не збігається з жодним із вибо
рів b , то один з об'єктів а  або h можна вибрати m ■+ п способами, тобто, якщо 
N ( A )  = m ,  N (b )  = n , АВ = 0 ,  то N ( A  U В)  = m + η .

Правило добутку. Якщо об’єкт я можна вибрати т способами і під час 
кожного вибору об’єкта я об'єкт b можна вибрати п способами, то вибір пари 
(я , />) можна здійснити т п  способами.

О сновний принцнп комбінаторики (або узагальнене правило добутку).
Якщо об’єкт я, можна вибрати m, способами, об’єкт я2 -  т2 способами, ...,

об’єкт аг - тг способами, то вибір упорядкованої системи (я,, я2,..., аг ) мож

на здійснити ти т2 -тг способами.

Приклади.  1. Із пункту А до пункту В можна проїхати трьома різними ви
дами транспорту, а з В до С -  двома. Яким числом способів можна проїхати з 
пункту А до пункту С через пункт В ?

Р о з в ’я за н н я . Мабуть, число різних шляхів з А до С дорівнює 3 - 2 = 6 ,  

тому що для кожного з трьох можливих способів подорожі з А до В маємо два 
можливих способи подорожі з В до С  , тобто кількість способів подорожі з А 
до С, згідно з правилом добутку, дорівнює 3 - 2 = 6 .

Відповідь: б способів.

2. У розиграші першості країни з футболу беруть участь 16 команд. Яким чис
лом способів можуть бути розподілені золота та срібна медалі?

Р о з в ’я за н н я . Золоту медаль може отримати одна з 16 команд, тобто золота 
медаль може бути розподілена 16 способами. Після того, як визначений власник 
золотої медалі, срібну може отримати одна з 15 команд. Отже, згідно з правилом 
добутку, загальна кількість способів, якими можуть бути розподілені золота та 
срібна медалі, дорівнює 16-15 = 240 .

Відповідь: 240 способів.

6.1 .2 . Розміщення. Сполучення. Перестановки

Нехай М є /7-множиною, k < п . Розміщеннями з п елементів по k назива
ються будь-які впорядковані А-підмножини множини Μ  , тобто такі комбінації 
елементів, які можуть відрізнятися одна від одної або самим елементом, або їх 
порядком, або і тим і іншим. Число розміщень з п елементів по k позначають

як А кп ( А -  це перша літера французького слова arrangement -  розміщення,

впорядкування) та визначають за формулою (2.22) [ч. І , с. 201]:

л

або, при к < п,  за формулою (2.20) [ч. 1, с. 200]

А к = п(п  -  і ) ( л - 2 ) - - - ( и - к  + 1).

Приклади.  1. Нехай є три елементи: я, Ь, с (п = 3). Складемо з них усі мож

ливі розміщення по два елементи (к = 2 ). Дістанемо такі пари:

ab, ас, be, ba, са, c b .

їх кількість
л  3! _ 3! _ 1-2-3

■ ’ ( 3 - 2 ) !  1! 1

2. Скількома способами можна розсадити чотирьох курсантів на 25 місцях? 
Р о з в ’я за н н я . Шукане число різних способів дорівнює числу розміщень з 

25 по 4:

А І  = — ^ — - = 2 5 -2 4 -2 3 -2 2  = 303 600.
25 (25 - 4 ) !

Відповідь: 303 600 способів.

Нехай М є аї-множиною. Сполученнями з п елементів по к називаються 
будь-які λ -підмножини множини Μ  , тобто це такі комбінації з п елементів по к,



які відрізняються одна від одної хоча б одним елементом (порядок ролі не віді
грає). Число всіх комбінацій з п елементів по к позначається через ("* ( С -  

перша літера французького слова combinaison -  комбінація).
Наприклад, нехай є три елементи: a, b, с . Складемо з них сполучення по 

к = 2 елементи: ab, ас, Ьс . У загальному випадку число сполучень із п еле
ментів по к визначається за формулою (2.23) [ч. 1, с. 201 ]

,к п\
к ' . ( п - к ) \

Приклади.  3. Яким числом способів можна поділити наполовину групу з 
восьми чоловік?

Р о з в ’я за н н я . Потрібно відібрати чотири чоловіки з восьми. Оскільки по
слідовність відбирання значення не має. то йдеться про сполучення. Отже,

Я!
= 70.

4!-4!
Відповідь: 70 способів.
4. В ящику міститься 20 радіоламп, серед яких вісім браковані. Яким числом 

способів можна з 20 ламп вийняти шість так, щоб серед них були дві браковані?
Р о з в 'я з а н н я .  Оскільки з 20 ламп вісім -  браковані, то 12 -  доброякісні. Го

ді потрібно вибрати чотири доброякісні лампи з 12 можливих і дві браковані з 
восьми можливих бракованих. Це можна зробити таким числом способів:

( ’,'2( „2 = — ------ —  = 13 860.
4!■8! 2!·6!

Відповідь: 13 860 способів.
Розміщення з п елементів по п  називаються перестановками з п  елементів, 

тобто це такі комбінації, які відрізняються між собою тільки порядком елемен
тів. Число перестановок з п елементів позначають як Рп ( Р -  перша літера фран

цузького слова permutation -  перестановка). Число перестановок з п елементів об
числюється за формулою (2.21) [ч. 1, с. 201 ]

P  = п '1 П

Приклади.  5. Одного разу 10 друзів зайшли до ресторану. Хазяїн ресторану 
запропонував ім приходити до нього щодня і кожного разу сідати за той самий 
стіл по іншому. Після того як усі способи розміщення будуть вичерпані, їх году
ватимуть у ресторані безкоштовно. Коли настане цей день?

Р о з в ’я за н н я . Число різних способів розміщення десяти чоловік за столом, 
очевидно, Р10 = 10! = 3 628 800 а  3,6 · 106.

Відповідь: цей день настане через 9 942 роки.

6 . Скількома способами можуть розміститись 5 чоловік у черзі до каси? 
Р о з в ’я за н н я . / 5  = 5! = 120.

Відповідь: 120 способами.
7. Скільки можна скласти перестановок з п елементів, в яких дані два елемен

ти не стоять поруч?
Р о з в ’я за н н я . Визначимо число перестановок, в яких дані два елементи а  і 

b розміщуються поруч. Можуть бути такі випадки:
1 ) а  стоїть на першому місці;
2) а -  на другому місці;
3 ) а -  на ( и -  І) місці, a b -  правіше від а  .

Число таких випадків — (/і —і ) . Крім того, а  і b можна міняти місцями, і,

отже, число випадків, коли а  і b розміщуються поруч, дорівнює 2 (/ ; - І ) .

Кожному із цих способів відповідає ( п -  2)! перестановок інших елементів. 

Отже, число перестановок, в яких а і b містяться поруч, дорівнює 2(и-1)(/»-2)! = 

= 2 (/ j-  і)! Тому шукане число перестановок дорівнює п \ -  2(п -  і)!

Відповідь: / ? !- 2 (л - 1 )!  перестановок.

1. С кільки чотиризначних непарних чисел м ож на скласти  з цифр 0, 1, 

2, 3, 4, 5 так, щ об цифри не повторю вались?
2. С кільки є п ’ятизначних чисел, які д іляться на 5 ?
3. Нехай з пункту А  до  пункту В c т  доріг, з А  до  С  -  п  доріг, з В

до  D  -  k  доріг, з С  до  D  -  І доріг, В  і С  м іж собою  дорогами не спо

лучені. С к ільком а дорогам и м ож на потрапити з пункту А до  пункту D  ?
4. С кільки д іагоналей  у k  - кутнику (£  > 3) ?

5. С тудентові потрібно здати чотири екзам ени  протягом  восьм и днів. 

С к ільком а способам и м ож на скласти  розклад  екзам енів?
6. С кільком а способам и м ож на присудити золоту, срібну та  бронзову 

медалі на зм аганнях, в яких беруть  участь 15 чолов ік?
7. Я кщ о k  друзів  обм інялися вітальним и листівкам и , то  скільки було

відіслано листівок?
8. В ивчається десять  предм етів . С к ільком а способам и м ож на скласти 

розклад  занять по три пари на один день, якщ о один предм ет займ ає не

більш е ніж  одну пару?
9. С кільки різних варіантів хокей н о ї ком анди м ож на скласти  з восьми 

нападаю чих, п ’яти захисників  та  двох  воротарів , якщ о до  складу ком анди 
повинні ввійти три нападаю чих, два  захисники  й один воротар?



10. У колоді 52 карти. Я ким  числом  способів  м ож на вийняти 10 карт?
11. У колоді 52 карти. В ийняли 10 карт. У ск ількох  випадках серед 

них опиниться тільки один туз?
12. С кільки різних п ’яти зн ач н их  чисел, що починаю ться циф рою  1 і 

закінчую ться циф рою  5, м ож на скласти  з цифр 0, 1 ,2 ,  3, 4, 5 так, щоб 
ж од н а циф ра не повторю валась.

13. С кільки тризначних  чисел м ож на скласти із цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
якщ о всі цифри утвореного  числа м аю ть бути різним и?

14. С кільком а способам и м ож на з 30 студентів  групи обрати старосту, 
ф ізрука і редактора стінгазети?

15. У ш аховом у турнірі беруть участь 7 чоловік. С кільком а способам и 
м ож уть розподілитись м ісця м іж  ним и?

16. На вечорі присутні 12 д івчат і 15 ю наків. С кільком а способами 
м ож на вибрати з них чотири пари для танц ів?

17. С кільком а способам и м ож на 15 ш ахістів поділити на три команди 
по 5 чоловік?

18. З десяти  р ізних квіток  треба  скласти букет так, щоб у ньому було 
не м енш е двох  квіток. С кільком а способам и м ож на скласти такий  букет?

19. У списку є пр ізвищ а десяти  чоловік, з яких  потрібно обрати  до 
президії трьох. С к ільком а способам и це м ож на зробити, якщ о: а) байду
же, які пр ізвищ а будуть  у трьох  обраних; б) потрібно назвати голову, 
його замісника та секретаря?

6.2. ВИ П А Д КО В І ПО ДІЇ Т А  Д ІЇ Н АД НИМИ

Приклади.  1. Двічі підкинуто монету. Описати простір елементарних подій. 
Описати події: А - припав герб не менше ніж один раз; В -  припала цифра рів
но один раз; С -  припала цифра принаймні один раз.

Р о з в ’я за н н я . Простір елементарних подій -  це сукупність усіх можливих 
наслідків випробування. Позначимо припадання цифри літерою Ц , появу герба -
Г . Тоді можливі такі випадки: ω, (Г Г ) -  подія, що полягає в появі герба першо

го й другого разу; со2 ( Г Ц ) -  першого разу припав герб, а другого -  цифра; 

“ з ( Ц Г ) -  першого разу припала цифра, а другого -  герб; ω4 (Ц Ц ) -  обидва рази 

припала цифра.
Подія А -  припадання герба не менше ніж один раз можлива в трьох 

випадках. Герб з являється двічі або один раз — не має значення, перш ою  чи 
другого разу за рахунком.

Тому

Λ = ω, +ω2 + ω3.

Подія В -  поява цифри рівно один раз можлива у двох випадках: цифра при
пала першого чи другого разу, тобто В = ω 2 + ω3.

Подія С -  поява цифри принаймні один раз аналогічна події А , тому

С = о) 2 + 0)3 + со̂  = В + (o.j.

2. Кидають два гральних кубики. Описати простір елементарних подій. Опи
сати подію А,  тобто таку, коли сума очок, що випала на обох кубиках, не пере

вищить п’ять.
Р о з в 'я з а н н я .  Нехай о ч о к  припало на першому кубику. п2 - н а  другому. 

Простір елементарних подій - це множина пар (»,, п2) '■

Ω = {(/?!, 'h ~ 2. З, 4, 5, б}.

Подія . І , що нас цікавить, мас вигляд

/! = {(/;,, н2):Л |,  п2 = 1, 2, 3. 4; іц + п2 <5}.

Множина Ω містить 36 елементів, множина А - 10 елементів.
Відповідь: множина Ω -  36 елементів, А -  10 елементів.
3. Мішень має п’ять кругів, обмежених концентричними колами з радіусами 

rk {k = 1, 2, 3, 4, 5 ) , причому і\ < г2 < >\ < гЛ < і\. Подія Ак -  влучення точ

ки в круг із радіусом гк . Що означають події

І  5 _  _

в =  U Ак; С =  n  Ак; D = A , A 7A·,? 
к = І к--\

Р о з в 'я з а н н я .  В -  сума подій At, А2, Λ ,, тобто подія, що полягає в появі 

принаймні однієї з них. Для її здійснення необхідне виконання умови 0 < r < /·,, 

де r -  відстань від центра мішені до точки влучення, при цьому, якщо 
r2 < г < ,-з > то вІДбУлося влучення тільки в круг із радіусом . якщо ж < г < г2 , 
влучення відбудеться і в круг із радіусом г2 , і в круг із радіусом , у разі

0  < r < і\ влучення відбудеться в усі три круги.

Подія С означає одночасне влучення в усі круги. Це здійснюється, якщо

0 < r < η .
Подія D полягає в одночасному промаху в круг із радіусом η , влученні в 

круг із радіусом г2 та в тому, що в круг з радіусом г~ не було жодного влучення, 

причому за умови rl <r2 <r3 , тому подія D неможлива.



20. Із цифр 1, 2, 3, 4, 5 вибираю ть одну, а потім з останніх  чотирьох  -  

другу. О писати простір  елем ентарних  подій та  виділити в ньому частину 

множ ини, щ о відповідає події А  -  {обидва рази припала непарна цифра}.

21. О писати простір елем ентарних подій розподілу трьох куль в ящ ику:

а) кулі поф арбовані: червона, б іла, синя; б) кулі одного кольору.

22. М онету п ідкидаю ть тричі. О писати  простір елем ентарних  подій. 

О писати  події: А = {припав герб не м енш е двох  разів}; В = {припала 

циф ра рівно один раз}.

23. Із повної колоди з 36 карт виймаю ть навмання одну карту, при цьому 
можливі такі події: Л, = {туз}; Л2 = {король}; А3 = {дама}; Д, =  {валет}; 

Λς -  {десятка}; Л(, = {дев’ятка}; Αη =  {вісімка}; Ag = {сімка}; Лд = {шіст

ка}. Чи складаю ть ці події повну групу; чи є вони несумісними; чи є вони 

рівномож ливими; чи складаю ть вони простір елементарних подій?

24. Нехай А. В  і С  -  три довільн і події. Знайти вирази для подій, які 

полягаю ть у тому, щ о з А, В , С  : D] = {сталася принайм ні одна подія}; 

D2 = {сталася тільки одн а подія}; £>3 =  {усі події відбулися}; DA = {не 

сталося ж од н о ї події}; Ds = {відбулися не м енш е ніж  дві події}.

25. С еред студентів, які присутні на лекції, вибираю ть навмання одно

го. Н ехай подія А  полягає в том у, щ о обраний виявиться ю наком , В  -  в 

том у, що він не курить, а f  - в  том у, що він м еш кає в гуртож итку. О п и 

сати подію  A B C  . З а  яких  ум ов буде слуш ною  тотож ність  A B C  = Α Ί  К о

ли буде слуш не р івняння А = В  , чи воно буде, якщ о всі ю наки курять?

26. М онету п ідкидаю ть доти, доки  вона не впаде двічі п ідряд одним 

боком . О писати  простір елем ентарних  подій.

27. С трілець  дв іч і стр іляє по м іш ені: А  -  влучення п ід час перш ого 

пострілу, В  -  п ід час другого. О писати  простір  елем ентарних подій. З а 

писати  подію , яка полягає в том у, що: а) стр ілець  влучив у м іш ень при

найм ні один раз (подія С ); б) стр ілець  влучив рівно один раз (подія D ); 

в) стр ілець не влучив у м іш ень (подія Е ).

28. В урні леж ать  чотири кулі, позначені циф рам и 1, 2, 3, 4. В ийм аю ть 

дві кулі. О писати  простір  елем ентарних  подій. Записати елем ентарн і по

дії, сприятливі для події: “ вийнято дві кулі з парним и ном ерам и” .

29. Н ехай А, В , С  -  деякі події. Записати  вирази для подій , які поля

гаю ть у том у, що: а) сталася тільки  подія А  ; б) відбулися п одії А  і В , 
але подія С  не настала; в) сталася  п ринайм ні одн а із цих  подій ; г) не 

в ідбулося ж о д н о ї із цих подій; д ) в ідбулися всі три  події; е) сталося не 
б ільш е двох  подій .

6.3. Й М О В ІР Н ІС ТЬ  ПОДІЙ

Приклади.  1. Лотерея складається з 1000 білетів, серед яких 120 виграшних. 
Навмання виймається білет. Знайти ймовірність того, що він виграшний.

Р о з в 'я з а н н я .  Різних результатів у цьому випробуванні 1000(/; = 1000).

Події А ,  що нас цікавить, сприяє 120 результатів, отже, /н = 120. Таким чином, 
згідно з означенням

Р ( А ) = ™ -  = ±  
v ’ 1000 25

З
Відповідь: —  .

25
2. Тричі підкидають монету. Знайти ймовірність подій: А = {герб припадає 

три рази}; б = { г е р б  припадає принаймні один раз}; С = { гер б  припадає не
менше ніж два рази}.

Р о з в ’я за н н я . Опишемо простір елементарних подій: а і |= { Г 1 Т } ;

ш2 ={ГГЦ }; ω3 = {Г Ц Г}; со4 ={Ц ГГ}; с»5 ={Г Ц Ц }; ω6 = {Ц Г Ц}; со7 = {Ц Ц Г};

со8 ={Ц Ц Ц}. Зрозуміло, що ці вісім випадків рівноможливі. Події А сприяє один

результат -  ω,, тому Р(А) Події В сприяють результати coj, ω2, ω3, ω4, ω5,
8

7
ω6, ω 7, тому Ρ( Β)  = —. Імовірність події В ще можна знайти за формулою

8

Р(В) = 1 - / ’( β ) . Подія В полягає в тому, що герб не випаде жодного разу: Ρ (β )= - ,

1 7  4 1
Р(В) = 1 —  = —. Події С сприяють результати ω ,, ω 2, ω3, ш4,тому Р(С)= — = - ·

8 8 ‘  8 2

Відповідь: Р(А) = -  ; Р(В)  = —; Р(С) = — .
8 8 2

3. Відстань від пункту А до пункту В автобус проходить за τ хвилин, а пі
шохід -  за t хвилин (/ > τ ) . Інтервал руху автобусів Т хвилин. В якийсь мо

мент пішохід виходить із пункту А . Знайти ймовірність того, що під час руху 
його наздожене наступний автобус.



Р о з в ’я за н н я . Позначимо через х проміжок часу, що віддаляє момент від
правлення автобуса з пункту А від моменту виходу пішохода. Оскільки інтервал 
руху автобусів Т хвилин, то можливе значення х  обмежується нерівністю
0 < х < Т .  Автобус наздожене пішохода, якщо 0 < х < / -  τ.

Шукана ймовірність дорівнює відношенню довжин відрізків, на яких знахо
дяться всі сприятливі й можливі значення х  [ч. 2, с. 509], тому

р  = \ ~ Т  при
[ 1 при t ~ x > T .

16 8
Отже, якщо t = 20 хв, τ = 4 хв, Т = 30 хв, то Р = —  = — .

ЗО 15
g

Відповідь: — .
15

4. На одній доріжці магнітної стрічки завдовжки 200 м записано повідомлен
ня на інтервалі 20 м, на іншій -  на інтервалі 30 м. Визначити ймовірність того, що 
на інтервалі від 100 до 135 м не буде проміжку стрічки, яка не має запису, якщо 
початки обох повідомлень рівноможливі в будь-якій точці від 0 до 180 м для 
першого запису і від 0 до 170 м для другого.

Р о з в ’я за н н я . Нехай х  та у  -  координати початку запису, причому х > у .  
Оскільки 0 < „ ї< 1 8 0 , 0 < у < 1 7 0 ,  х > у ,  то область можливих значень х і у  -  

це прямокутний трикутник із катетами 170 і 180 м, площа якого

S  = — - і 8- -  =  15 300 (м 2).
2

Знайдемо область значень, сприятливих події, яка розглядається. Для того 
щоб запис на інтервалі був неперервний, необхідно виконання нерівності 
х - ^ < 3 0 ,  а щоб інтервал запису був не менше ніж 35 м, має бути * - ^ > 1 5 .  
Крім того, очевидно, мають виконуватись нерівності х < 130, у  > 85 . Отже, дістаємо 
115 < jc < 130 , 85 < у  < 100 .

Проведемо межі вказаних областей та дізнаємось, що сприятливі значення х  і у

містяться в трикутнику, площа якого S  = ^ 1 ·  152 = 112,5 (м2). Шукана ймовірність

Р 4 2 ,5  1
15 300 136'

Відповідь: —— .
136

5. На п’яти картках написані цифри від 1 до 5. Дослід полягає у випадковому 
виборі трьох карток і розкладанні їх у порядку появи в ряд зліва направо. Знайти 
ймовірність того, що з ’явиться число, яке не містить цифру 2.

Р о з в ’я за н н я . Кількість усіх можливих результатів досліду дорівнює кіль
кості розміщень з п’яти елементів по три. Події сприяє розміщення, що не міс
тить цифри 2, тобто розміщення з чотирьох цифр: 1, 3, 4, 5 -  по три. Отже,

Р ( А) = І = 4- и л .
v ’ Л35 5 -4 -3  5

2
Відповідь: —.

5
6. Сім літер розрізної абетки: А, А, Μ, Μ, К, О, Ч містяться в мішку, звідки їх 

беруть навмання й розкладають одну за одною в порядку, в якому вони 
з ’являються. Яка ймовірність того, що з ’явиться слово МАМОЧКА?

Р о з в ’я за н н я . Пронумеруємо картки з літерами:
1 2 3 4 5 6 7

А А Μ Μ К О Ч

Картки можна розкласти по порядку 7! = 5040 способами. Це кількість усіх 

можливих результатів. Із них сприятливими будуть тільки такі чотири: 
3 1 4 6 7  5 2 4 1 3 6 7 5 2

М А М О Ч К А  М А М О Ч К А

3 2 4 6 7 5 1 4 2 3 6 7 5 1
М А М О Ч К А  М А М О Ч К А .

Отже, Р =
4

5 040 1 260

Відповідь:
1

1260
7. Є п + т білетів, з яких п виграшних. Одночасно купується к білетів. 

Знайти ймовірність того, що серед них s виграшних білетів.
Р о з в ’я за н н я . Кількість усіх можливих результатів дорівнює кількості спо

собів вибору к різних білетів з п + т білетів, а саме С*+ш.
Кількість сприятливих результатів становить С;' С*”' , що являє собою кіль

кість способів вибору з п виграшних білетів ί  виграшних, помножену на кіль
кість способів вибору з т невиграшних білетів к - s  невиграшних. Шукана 
ймовірність

С
.ї ■ s-ik—s

Р = -
С к'-'и+т



Наприклад, нехай
11 + т=  200; п = 20; т = 180; к = 5 ; s = 2 ,

η С і ,  η 3*, 2 0 ·  19· 180· 179· 1 7 8 - 1 ■ 2 - 3 - 4  n
т о д і ρ = · · ιυ 1811 ----------------------------------------------------- я  0 ,0 7 2 .

C |no 2 · 2 · 3 · 200 · 199 · 198 · 197 · 196

Відповідь: 0,072 .

8. У ліфт десятиповерхового будинку на 1-му поверсі ввійшли 4 чоловіки.
Вважається, що кожний із них з однаковою ймовірністю може вийти на будь-якому 
поверсі, починаючи з 2-го. Знайти ймовірність подій: А = {усі пасажири вийдуть
на 5-му поверсі}; В=  {усі пасажири вийдуть на одному й тому самому поверсі};
С = {усі пасажири вийдуть на різних поверхах}.

Р о з в 'я з а н н я .  Кількість усіх можливих результатів дорівнює 94 , тому що 
кожний із чотирьох пасажирів може вийти на будь-якому з дев’яти поверхів.

Події А сприяє тільки один результат, а саме, коли кожний пасажир вийде на 
5-му поверсі, тобто

Р(А)  = -1 - х  0,000 152...

Події В сприяють дев’ять результатів: усі пасажири можуть вийти або на 1-му,
9 1

або на 2-му,..., або на 9-му поверсі. Отже, Р(В) = —  = — «0,00137... Події С сприяє 

кількість результатів, що дорівнює кількості сполучень, яку можна скласти з 9 по 4:

/’(С ) = —г  = ~~~ ~ 0,019 2 ... 
v ’ 9 729

Відповідь: 0,000 152 ...; 0,00137...; 0 ,0192 ...

9. З урни, яка містить N  білих і Л/ чорних куль, два рази виймають по од
ній кулі. Першу взяту кулю в урну не повертають. Знайти ймовірність того, що 
білу кулю візьмуть під час другого вийманння.

Р о з в ’я за н н я . Часто ймовірність деякої події А доводиться оцінювати за
лежно від того, сталася чи не сталася подія В . У цьому разі класична і статистич
на ймовірності називаються умовними класичною і статистичною ймовірностя
ми і позначаються відповідно Р ( А / В ) ,  Р ' ( А / В )  або РН(А) ,  Р'н (А)  .

Імовірність того, що біла куля буде вийнята другою, є умовною і залежить 
від результату першого виймання. Позначимо через А подію, яка полягає в тому, 
що вийнята біла куля, В -  чорна. Тоді [ч. 2, с. 503-505]

р ( А / В ) = ------—----- ; Р ( А / А )  = ....-Д/~ 1 .
v '  N + M - 1 v '  N  + Μ -1

Відповідь: імовірність того, що білу кулю візьмуть під час другого виймання, 
дорівнює Р ( А / В ) або Р ( А / А ) .

30. В урні 15 куль із ном ерам и від 1 до  15. Я ка йм овірн ість  навм ання 
витягти кулю  з парним ном ером ? З ном ером , щ о кратний п ’яти?

31. Відділ технічного контролю виявив п ’ять бракованих виробів у партії, 
що складається з 1000 виробів. Знайти частоту появи бракованого виробу.

32. П ід час стрільби з гвинтівки в ідносна частота влучень у ціль ви 

явилась  р івною  0,9. Знайти число влучень з 15 пострілів.
33. М онету п ідкинули д в а  рази. Я ка йм овірн ість  того, щ о оби д ва рази 

припаде герб?
34. П ісля бурі на д ільниці м іж  10-м і 100-м к ілом етрам и телеф он н ої 

л ін ії обірвався провід. Знайти ймовірність того, що обрив стався між 35-м і 
40-м  к ілом етрам и (припускається р івном ож ливим  обрив у будь-якій  то ч 

ці л інії).
35. Куб, усі грані якого поф арбован і, розпилений  на 1000 кубиків од

накового розм іру. О держ ані кубики старанно перем іш ані. В изначити 
йм овірність того, що вийнятий навмання кубик буде мати: а) одну пофар
бовану грань; б) дві поф арбовані грані; в) три поф арбован і грані; г) усі 

непоф арбован і грані.
36. В інтервалі часу [0; Τ’] у випадковий м ом ент τ з ’являється сигнал

тривалістю  А . П рийм ач вм икається у випадковий  м ом ент часу г*[0; Т] 

на час / .  Знайти йм овірн ість виявлення сигналу прийм ачем .
37. Д ва судна мають прибути до одного й того самого причалу. Появи су

ден -  незалежні випадкові події, рівноможливі протягом доби. Знайти ймо
вірність того, що одному із суден доведеться чекати звільнення причалу, якщо 
час стоянки перш ого судна становить одну годину, а другого -  дві години.

38. По обидва боки м агнітної стрічки завдовж ки L  розташ овані запи
си: на одном у боці завдовж ки / , ,  а  на другом у - / 2 ; м ісцезнаходж ення обох 

записів невідоме. У  зв ’язку з пош кодж енням и стрічки довелось відрізати її 
д ілянку завдовж ки s0 , що починається на відстані .? від початку стрічки.

Знайти ймовірність таких подій: А  =  {ні перш ий, ні другий запис не пош код
жені}; В = {перший запис пош кодж ений, другий -  ні}; С  = {другий запис 
пош кодж ений, перш ий -  ні}; D  = {обидва записи пош кодж ені}.

39. У  туристів  було сім консервних банок: три  з м ’ясом, дві з овочами
і дві з ф руктам и. П рипустим о, щ о під час дощ у етикетки  на банках  в ід
клеїлись. А всі банки однакові. Я ка  йм овірн ість того , щ о три банки, від
криті навмання, будуть відрізнятися вм істом ?



40. У  ряд, в яком у 15 м ісць, випадково сідаю ть 15 чоловік. Знайти 
йм овірність того, що д ва  певних чоловіки  опиняться поруч.

41. Студент прийшов на екзамен, знаючи 40 з 50 запитань програми. Знай
ти ймовірність того, що студент знає всі три питання екзаменаційного квитка.

42. З ящ ика, в яком у є сім  б ілих і вісім чорних куль, вийняли дві кулі 
по одній без повернення. Знайти  йм овірн ість  того, що обидві кулі білі.

43. Я ка ймовірність того, що в разі випадкового розташ ування десяти лі
тер: А, А, А, Е, И, K, Μ, Μ, Τ, Т, м ож на отримати слово М А ТЕМ А ТИ К А ?

44. Знайти, що б ільш  ім овірно: одерж ати  принайм ні одну одиницю  в 
разі одночасного підкидання чотирьох  гральних кубиків чи хоча б один 
раз дві одиниці в разі 24 п ідкидань д вох  гральних кубиків. (В ідповідь 
в ідом а як парадокс де М ере. Гравець Ш евальє де М ере вваж ав ім овірно
сті однаковим и й звинувачував у сво їх  програш ах м атем атиків.)

45. Робиться виб ірка обсягу /· з генерально ї сукупності, що ск лад а
ється з п елем ентів . Знайти йм овірн ість  того, що ж оден із д ан и х  N  еле
м ентів не потрапить у вибірку, якщ о виб ірка робиться: а) без повернень; 
б) з поверненням и. П орівняти  кількісні результати  для р ізних способів 
вибірки, якщ о: 1) п = 100, N  = r = 3 ; 2) п  = 100, r  = N  = 10.

46. Знайти ймовірність того, що точка, поставлена в будь-якому місці все
редині кола, потрапить у вписаний у це коло: а) правильний трикутник;
б) квадрат.

6.4. ТЕОРЕМИ ДОДАВАННЯ ТА МНОЖЕННЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ

Приклади.  1. Партію зі 100 деталей піддали вибірковому контролю. Умовою 
непридатності всієї партії є наявність принаймні однієї бракованої деталі з п ’яти, 
які обстежуються. Яка ймовірність для цієї партії бути прийнятою, якщо вона 
містить 5 % непридатних деталей?

Р о з в ’я за н н я . Знайдемо ймовірність події А ,  яка полягає в тому, що партія 
деталей буде прийнята. Подія А є перетином подій Λ ,, Аг , Λ ,, А4 , А5 , якщо

Ак -  подія, яка полягає в тому, що к -та деталь придатна (А = 1, 2 , 3 , 4 , 5 ) :

А — А,Л2А3 Д4.І5 .

95
Імовірність події А, визначається як / ’( л ,) ; :1 — , оскільки серед 100 дета

лей 5 % браку, тобто п ’ять бракованих детшіей; Р(А2/А, )  -  імовірність появи

другої придатної деталі за умови, що подія А} відбулась (перша деталь виявилася 

придатною), тобто із загальної кількості деталей, що дорівнює 100, спочатку 
вибрали одну, залишилось 99, з яких 94 придатні. Тому

П Л г І А ) - ^ .

Аналогічно можна описати такі умовні ймовірності:
оо оо 91

/>(Л3/ , М 2) = І | :  Н А4 / А <А2А3) = — ·, Р ( Л , / А іЛ2А3.14) = - .

п /  Л  9 5  9 4  9 3  9 2  9 1  η  - 7 7Отже / (Л І = ------ —  ■ —  ■ —  * —  ~ 0,77.
’ V '  100 99 98 97 96

Відповідь: 0,77 .
2. Два стрільці зробили по одному пострілу в мішень. Імовірність влучення 

для першого стрільця дорівнює 0,8, для другого -  0,9. Знаити ймовірність того, 
що: а) обидва стрільці влучать у мішень; б) принаймні один зі стрільців влучить 
у мішень; в) жоден не влучить.

Р о з в ’я за н н я . Подію А=  {обидва стрільці влучать у мішень} можна роз
глядати як перетин двох незалежних подій: А, = {перший стрілець влучить у

мішень}; А-, -  {другий стрілець влучить у мішень}. За теоремою множення для 

незалежних подій (3.22) [ч. 2, с. 517]

Р(А)  =  Р (А {А2)=  Г ( А , ) Р ( А 2) =  0,8 · 0,9 = 0,72.

Подія В = {принаймні один зі стрільців влучить у мішень} являє собою суму 
подій А, і Аг . Оскільки події А, та Л2 сумісні, застосуємо формулу (3.15) [ч. 2.

с. 512]:
Р { В ) = Р ( А Х +  А2)= Р( А х)  + Р{Л2) -  Р(А,А2) =  0,8 + 0 ,9-  0,72 = 0,98.

Подія С =  {жоден зі стрільців не влучить у мішень} є перетином подій 
С| = {перший стрілець не влучить у мішень} і С2 = {другий стрілець не влучить 

у мішень}. Події С, та С2 незалежні й протилежні відповідно подіям Ах і Л2 :

С, = А , ; С2 = А2 , тому

Р(С)  = Р(С,С2)= Ρ(Α, )  Р ( а 2) =  (1 - Р (,1 ,))(1  - Р(Л2)) = 0,2 0,1 = 0,02.

Потрібно зазначити, що подія С протилежна події В , тому ймовірність події 
В можна знайти ще й так: Р(В)  = 1 -  Р(С)  = 1 -  0,02 = 0,98.

Відповідь: а) 0,72; б) 0,9; в) 0,02.
3. Дві кульки розкинули випадково й незалежно одна від одної в чотири ко

мірки, розташовані одна за одною по прямій лінії. Кожна кулька з однаковою



. . 1 . . 
ймовірністю — потрапляє в сусідню комірку. Знайти ймовірність того, що куль

ки потраплять у сусідні комірки.
Р о з в ’я за н н я . Подію А = {кульки потрапили в сусідні комірки} можна зо

бразити як суму незалежних подій: = {кульки потрапили в першу та другу

комірки}; А2 = {кульки потрапили в другу та третю комірки}; А3 = {кульки

потрапили в третю та четверту комірки}.
Імовірність кожного варіанта однакова, тому що кульки можуть потрапити в 

сусідні комірки двома рівноцінними способами (наприклад, для події At -  пер

ша кулька потрапила в першу комірку, а друга кулька -  в другу комірку і, навпа
ки, перша кулька -  в другу комірку, а друга кулька -  в першу комірку), тому цю 
кількість способів (2) потрібно помножити на ймовірність потрапляння кожної 
кульки (1/4) в комірку:

Г ( А , ) = Р ( А 2) = Р(А3) = 2 - І . І Л .

Отже,

Р (А)  = Г ( А , ) + Г (А 2) + Г (А 3) = ±  + ±  + 1  = ї

З
Відповідь: — .

8

47. У  круг, радіус якого  R ,  вписано правильний трикутник. Н авм ання 
в цей круг кинуто чотири точки. Я ка йм овірн ість того, що вони опинять
ся всередині трикутника?

48. Д ля кож ної з трьох  телевізійних  кам ер ім овірність того , що вона 
вв ім кнена в даний час, дор івню є 0,6. Знайти йм овірність того , що у д а 
ний час: а) ув ім кн ен а принайм ні одн а кам ера; б) увім кнен і дві кам ери;
в) увім кнен і всі три кам ери; г) не вв ім кнена ж одна камера.

49. Студент підготував до екзамену 40 запитань із 50. Знайти ймовірність 
того, що з трьох навмання вибраних запитань він знає не м енш е двох.

50. В едеться стр ілянина по л ітакові, вразливим и частинам и якого  є 
два  двигуни та  каб іна пілота. Щ об вивести  з ладу  л ітак, доси ть  уразити 
оби д ва  двигуни разом  або кабіну пілота. З а  даних  ум ов стр ілянини  йм о
вірність влучення В перш ий двигун  /7] = 0 ,1, у  другий  двигун р 2 = 0 ,2  , у 

кабіну п ілота /;3 = 0 ,1 5 .  Частини літака вражаю ться незалеж но одна від 

одної. Знайти ймовірність того, що літак буде виведено з ладу.

51. Імовірність виграшу по одному білету лотереї дорівню є — . Яка

ймовірність у разі наявності п’яти білетів виграти: а) по всіх п ’яти біле

тах; б) ні по одному білету; в) принаймні по одном у білету?
52. На станцію зв’язку надійш ло 20 телеграм, адресованих у чотири 

різних пункти (по п ’ять у кожний пункт). З усіх  телеграм вибираються 

навмання чотири. Знайти ймовірність подій: а) усі телеграми адресовані 

в один пункт; б) усі телеграми адресовані у різні пункти.
53. В урні лежать дві білі й три чорні кулі. Два гравці по черзі вийма

ють з урни по одній кулі, не повертаючи її  назад. Виграє той, хто раніше 

одержить білу кулю. Яка ймовірність того, що виграє перший гравець?
54. В урні міститься десять білих, сім чорних і три червоні кулі. Знай

ти ймовірність того, що принаймні дві з трьох вийнятих навмання куль 

будуть одного кольору.
55. Ви кидаєте два правильних гральних кубики -  червоного і рожевого 

кольорів, але результатів експерименту ви не бачите. Яка ймовірність того, 

що сума очок більше чи дорівнює десяти за умови: а) вам повідомлять, що 

“на червоному кубику випало п ’ять очок”; б) вам повідомлять, що “на 

одному з кубиків випало п’ять очок” (можливість того, що випало п ять 

очок на обох  кубиках не виключається)?
56. З урни, в якій містяться кулі з номерами 1, 2, ..., п ,  виймають к 

разів по одній кулі й кожного разу повертають назад. Знайти ймовірність 
того, що номери витягнутих куль утворюють зростаючу послідовність.

57. Розв’язати попередню  задачу за умови, що витягнуті кулі в урну 

не повертають.
58. Підкидають три гральних кубики. Яка ймовірність того, що сума  

буде: а) 11 очок; б) 12 очок; в) 13 очок; г) більше ніж 10 очок?

6.5. Ф О Р М УЛ А  П О В Н О Ї Й М О В ІР Н О С ТІ. Ф О Р М У Л А  Б Е Й Є С А

Приклад.  Є чотири урни з таким складом куль: перша -  п’ять білих і п ять 
чорних куль, друга -  одна біла і дві чорні, третя -  дві білі й п’ять чорних, четвер
та -  три білі й сім чорних. Навмання обирають урну й у ній одну кулю. Чому 
дорівнює ймовірність того, що вона виявиться білою?



озв  я за н н я . Нехай подія А полягає в тому, що куля виявилась білою а 
ппотези ω ,, ω2 . ω3 , ω4 означають, що куля витягнута відповідно з першої, 

другої, третьої, четвертої урн. Ці гіпотези однаково ймовірні:

Ρ( ω, ) = Ρ( ω2) = Р(  ω ,) = />(со4) = і

Знайдемо

'Ρ( / ί /ω ι) = · ^  = ^·; Ρ ( Α / ω 2) = J ; Ρ { Α ! ^ )  = γ ,  Ρ (Λ /ω 4) = -I .

За формулою повної ймовірності [(3.19), ч. 2, с 515]

^ )  = 7 ^  + -  + -  + - 1  = —
4 І 2  3 7 10 J  4 2 0 '

Для переоцінки ймовірностей гіпотез після того, як подія відбулася, застосу
ємо формулу Беиєса [(3.20), ч. 2, с. 516] й дістанемо

де Р(А)  визначається за формулою повної ймовірності.

білуПкуРлюЛЯНЄМ° ГІП0ТЄЗ" 33 УМ0В ДШЮГ0 ПрИКЛаДу' якщо відомо> « о  витягнуто

1 . 1  1  1
ф , М )  = 1 і Л .  4 '3  3 5 .

V '  И9 298’ ' W · 4) - Й 9- = Т ^ ’
420 420

1 . 2  1 2 .
/5(ω 1/Λ ) = -4-^- = — · / л \ _ 4  Ї0  63

V 3 ’ 149 H 9 ’ / ( ω 4 / ^ - - 7 4 9 -  = — ·

420 420

Таким чином, після того як обрали білу кулю, ймовірності гіпотез істотно 
змінились, отже, умови, ймов.рності гіпотез значною мірою залежать від розпо
ділу білих куль в урнах.

149
Відповідь:----- .

420

59. Із двадцяти стрільців чотири влучили в мішень з імовірністю 0,9· 
десять -  з імовірністю 0,8 і шість -  з імовірністю 0,6. Знайти ймовірність 
того, що навмання обраний стрілець влучить у  мішень.

60. Із парт ії виробів, щ о надійш ли до  продаж у, 50 %  виготовлен і пер
ш им заводом, 30 %  -  другим , 20 %  -  третім . Імовірність деф екту для виро
бів перш ого заводу -  0,1, другого  -  0 ,05, третього  -  0,15. Я ка йм овірн ість 
того, щ о навм ання обраний виріб буде з деф ектом ?

61. Н а трьох верстатах А ,  В  і С  виготовляю ть 9000 детапей. Відомо, 

що на верстаті А  з імовірністю 0,01 деталь буде бракованою , на верстатах 
В  і С  ці ймовірності становлять відповідно 0,02 і 0,04. О дного разу, коли 
на верстаті А  виготовили 4000 деталей, а на верстатах В \ С  -  відповідно 

4000 і 1000 деталей, одну деталь взяли до  контролю  і вона виявилась брако
ваною. Знайти ймовірність того, що вона була виготовлена на верстаті С  .

62. У наслідок  поруш ення техн ологічн ого  процесу в середньом у  20 %  
продукц ії виявилось бракованої. К ож на деталь  із ц іє ї групи н ад ійш ла до 
контролю , який був недосконалим : якщ о деталь  в ідповід ала норм і, конт
роль  пропускав її  з ім овірн істю  0,9, якщ о ж  деталь  була  бракованою , то 
на контролі її  бракували з ім овірн істю  0,7. П окупець навм ання вибирає 
одну деталь  із велико ї партії п рокон трольован о ї продукції. Знайти йм о
вірність того, щ о покупка буде з деф ектом .

63. З урни, щ о м істить три білі й дві чорні кулі, переклали  дві витяг
нені навм ання кулі до  урни , в якій є чотири білі й чотири чорні кулі. П іс
ля цього з д руго ї урни вийняли одну кулю . Я ка йм овірн ість  того, що ця 
куля виявиться б ілою ?

64. Н а заводі виготовляю ть вироби, кож ний з яких з ім овірн істю  р

м ає деф ект. У  цеху є три контролери . В иріб оглядає тільки  один контро
лер -  з однаковою  йм овірн істю  перш ий, другий  або третій . Ім овірність 
виявлення деф екту  (якщ о він є) для і -го  кон тролера дорівню є 
р , ( і  = 1, 2, 3 ) .  Я кщ о виріб не забракували  в цеху, він надходить до 

В ТК  заводу, де  д еф ект (якщ о він є) виявляється з ім овірн істю  /;0 . В изна

чити йм овірн ість  таких подій: А  = {виріб буде забракован о}; В  = {виріб 
буде забраковано в цеху}; С  = {виріб буде забраковано  у В ТК  заводу}.

65. Ім овірність для виробів  деякого  ви роб н и ц тва відповідати  стандар
тові д ор івн ю є 0,96. П ропонується сп рощ ен а си стем а перевірки  на стан 
дартн ість, як а  дає позитивний результат з ім овірн істю  0,9 для виробів, 
щ о задовольняю ть стандарт, а для виробів, щ о не задовольняю ть стан 
дарт, -  з ім овірн істю  0,05. Знайти  йм овірн ість  того, щ о виріб, визнаний 
під час перевірки стандартним , д ій сн о  відповідає стандартові.



66. У рна м істить п  куль. Усі припущ ення про число б ілих куль в урні 

однаково йм овірні. Н авм ання вийнята з урни куля виявилась білою . О б 

числити йм овірність усіх  припущ ень про склад куль в урні. Я ке припу

щ ення найбільш  ім овірне?

67. П ілот робить посадку л ітака, спостерігаю чи за  аер о д р о м о м  в ізу 

альн о  або сліпо (за  приладам и). У  разі в ізуальної посадки йм овірність 

благополучного  результату  д ор івн ю є р \ . Н адійн ість (ім овірн ість безв ід

м овної роботи) “с л іп о ї” посадки -  р 2 - Я кщ о прилади під час “с л іп о ї"

посадки спрацьовую ть норм ально, то  л ітак сідає благополучно з тією  
сам ою  ім овірністю  р х, щ о й у разі в ізуально ї посадки. Я кщ о ж  прилади

“с л іп о ї” посадки не спрацю вали , то  п ілот м ож е благополучно посадити 

літак  з ім овірністю  р \  < р х . Знайти повну йм овірн ість благополучн ої по

садки літака, якщ о відом о, щ о в і: %  випадків існує необхідн ість посад

ки за приладам и.

68. (Задача-ж арт). О дном у володареві надокучив звіздар зі своїм и не

правдивим и віщ уванням и, і він виріш ив покарати  його. П роте володар 

надав йому м ож ливість виж ити і наказав розподілити  у дві урни дві білі і 

дві чорні кулі. К ат вибере навм ання урну і з неї вийм е кулю . Я кщ о куля 

буде чорною , звіздаря стратять, якщ о білою  -  помилують. Як звіздар пови

нен розподілити кулі в урнах, щ об забезпечити  собі найбільш у йм овір 

н ість залиш итися ж ивим .
69. З урни, щ о м істить п  куль невідом ого  кольору, взяли одну кулю , 

щ о виявилася білою . П ісля цього знову  вийм аю ть кулю . Я ка йм овірн ість 
того, що ця куля біла? Усі припущ ення про к ількість б ілих куль в урні 

однаково  йм овірні.
70. С трілець А  влучив у м іш ень з ім о в ір н істю р х = 0 ,6 ,  стр ілець  В -

з ім о в ір н істю р 2 = 0 ,5 ,  а стр ілець С  -  з ім о в ір н істю р 3 = 0 ,4 .  С трільці

зробили залп по м іш ені. В ідом о, щ о є д ва  влучення. Щ о більш  ім овірно: 
влучив стр ілець  С  в м іш ень чи ні?

71. Три м исливці одночасно зробили по одном у пострілу у ведм едя. 

В едм едя вбито одн ією  кулею . Я ка  йм овірн ість  того, щ о ведм едя вбито 

перш им , другим  або третім  м исливцем , якщ о йм овірності влучень для 
них відповідно Рі = 0 ,2 ;  р 2 = 0 ,4  ; р г = 0 ,6  ?

6 6 В И П Р О Б УВ А Н Н Я  Б Е Р Н У Л Л І. ГРАН И Ч Н І ТЕ О Р Е М И  (Т Е О Р Е М А  П У А С С О Н А ,
Л О К А Л Ь Н А  Т А  ІН Т Е ГР А Л Ь Н А  Т Е О Р Е М И  Л А П Л А С А )

Приклади.  1. Два шахісти умовились зіграти десять результативних партій. 

Імовірність виграшу кожної окремої партії першим гравцем дорівнює - ,  другим -

-  (нічиї не враховуються). Чому дорівнює ймовірність виграшу всієї гри (потрібно
З
виграти понад п'ять партій) першим гравцем, другим гравцем, загального нічий

ного результату?
Р о з в ’я за н н я . Визначимо події /1, В ,  С: А = {виграє перший гравець}; 

В = {виграє другий гравець}; С = {нічийний результат}. Для того щоб гру ви
грав перший гравець, йому необхідно виграти 6, 7, 8, 9 або 10 партій. Тому, за 
формулою Бернуллі [(3.26), ч. 2, с. 521] і теоремою додавання ймовірностей,

Р(А) = рю (6) + Рю (7) + Рхо (8) + pw (9) + Ло 0  0) =

3 ) \ 3 )  ' 4 3 M 3 J  ' 4 3 A 3 J  V 3 M 3 ;
ш (  -,6 Λ 27
1 (210+  240 + 180 + 80 +16) = 121 « 0,786 9;

1̂0
У

. 3 )  3°

Події А, В , С складають повну групу, тому

Р(В)  = 1 -  Р(А)  -  Р(С)  = 1 -  0,786 9 -  0 · 136 6 = 0,076 6.

Відповідь: Р(А)  = 0,786 9 ; Р(В)  = 0,076 6 ;  Р(С)  = 0 ,1366 .

2. За даними технологічного контролю, в середньому 2 % виготовлених на 
заводі годинників потребують додаткового регулювання. Знайти ймовірність 
того, що зі 100 годинників, виготовлених на заводі, додатково відрегулювати

потрібно буде не більш ніж три годинники.
Р о з в ’я за н н я . Оскільки л = 100 велике число, а р  = 0,02 мале, то шукану

ймовірність можна знайти за формулою Пуассона

X -  пр  =  100 · 0,02 = 2;

Р{А)  = Р]00 (0) + Р ,оо О) + /іоо (2 ) + Рт  (3) » е 

Відповідь: 0,85.

-2 2° 2 2і  23 
"0Τ+ 1!+ 2! + З!

: 0,85.



3. У місті за місяць народилось 200 дітей. Знайти ймовірність того, що серед 
них буде рівно 100 дівчаток, якщо ймовірність народження хлопчиків становить 
0,515.

Р о з в 'я з а н н я .  Оскільки /7 = 200 велике число, а р  = 1 -0 ,5 1 5  = 0,485 не є 

близьким до нуля, то для обчислення /?2оо (  ̂00) застосуємо теорему Лапласа. 

Для цього обчислимо

7 w = V 2°0  0,485 -0,515 »  7,068; .γ = L · ^ ·  *  -1-00 ~ 200 ' ° ’485 »  р,424 .
\Jnpq 7,068

Знаходимо φ(0,424) за таблицею функції Гаусса [ч. 2, с. 525]:

φ(0,424) = 0,364.

Тоді [за формулою (3.31), ч. 2, с. 524]:

Відповідь: 0,051.

72. Зроблено п’ять незалежних пострілів. Імовірність влучення в ціль 
при кожному пострілі однакова й дорівнює р  . Знайти ймовірність: а) одно

го; б) двох; в) трьох; г) чотирьох; д) п ’яти влучень; е) ймовірність того, 
що не буде жодного влучення; є) ймовірність хоча б одного влучення; 
ж) ймовірність не менш е двох влучень; з) ймовірність не більше трьох 
влучень.

73. У родині десятеро дітей. Будемо вважати, що ймовірність народ
ження хлопчика дорівню є 0,5. Знайти ймовірність того, що в родині:
а) тільки хлопчики чи тільки дівчатка; б) половина хлопчиків і половина 
дівчаток; в) чотири хлопчики й шість дівчаток; г) не більше як три хлоп
чики; д) принаймні одна дівчинка.

74. Щ о ймовірніше виграти в рівносильного противника: а) три партії
з чотирьох чи п’ять із восьми; б) не менш е трьох партій з чотирьох чи не 
менш е п ’яти партій із восьми?

75. Прилад складається із семи вузлів. Надійність (імовірність безвід
мовної роботи протягом часу t ) для кожного вузла дорівню є 0,9. Вузли 

виходять із ладу незалежно один від одного. Знайти ймовірність того, що 
за час / :  а) відмовить принаймні один вузол; б) відмовлять рівно два вуз
ли; в) відмовлять не менш е як два вузли.

76. Подія В  настає тільки в тому випадку, якщо подія А  відбулася не 
менш е трьох разів. Визначити ймовірність того, що подія В  сталась, якщо 

ймовірність події А  під час одного випробування дорівню є 0,3, а прове

дено п ’ять незалежних випробувань.
77. Яке найменше число випробувань достатньо провести, щоб з імо

вірністю, не менш ою за α ( 0 < α < ΐ ) ,  можна було очікувати, що успіх

настане принаймні один раз, якщо ймовірність усп іху в одном у випробу
ванні дорівню є р ( р -  0 ,05; а  = 0 ,9 5 )?

78. Кожні п ’ять незалежних випробувань полягають в одночасному  
підкиданні трьох монет. Знайти ймовірність того, що принаймні під час 
одного випробування припадуть три герби.

79. Під час передавання повідомлення ймовірність перекручення одного

знаку дорівнює Знайти ймовірність того, що повідомлення з десяти

знаків: а) не буде перекручене; б) містить рівно три перекручення; в) міс

тить не більше трьох перекручень.
80. Серед насіння пшениці 0,6 % насіння бур ’янів. Яка ймовірність 

під час випадкового відбору 1 000 насінин виявити: а) рівно шість насі
нин бур’янів; б) не менш е як три насінини бур ’янів; в) не більше ніж  

п ’ять насінин бур’янів?
81. На лекції присутні 200 студентів. Знайти ймовірність того, що 

один із присутніх народився 1 травня і два народилися 7 жовтня. Вважа-
1

ти, що ймовірність народження в даний день дорівню є —— .
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82. Імовірність того, що на сторінці книжки можуть виявитись помил
ки, дорівню є 0,002. Перевіряється книжка, яка містить 500 сторінок. 
Знайти ймовірність того, що з помилками виявиться: а) п ’ять сторінок;

б) від трьох до  п ’яти сторінок.
83. Д осл ід  полягає в тому, що підкидають 4 040  разів монету (дослід  

Бюффона), при цьому герб припав 2 048 разів. Знайти ймовірність того, 
що в разі повторення досліду Бюффона частота появи герба відхилиться 

від 0,5 не більше, ніж у досліді Бюффона.
84. Знайти приблизно ймовірність того, що під час 400 випробувань 

усп іх  настане рівно 104 рази, якщо ймовірність його в кожному випробу

ванні дорівнює 0,2.



85. Ім о в ір н ість  того , щ о п одія  А  в ід б у д еться  п ід  час к ож н ого  з п 
ви п р о б у ван ь , д о р ів н ю є  р .  Зн ай ти  ім о в ір н ість  того , щ о: 1) частота  

успіхів при и = 1500 відхиляється від /> = 0 ,4  менш е ніж на 0,02; 2) кіль

кість у сп іх ів  за  ти х  сам и х  у м о в  стан о в и ть  чи сло  м іж : а) 560 і 640;
б ) 600 і 680.

86. В урн і м істи ться  п ор івн у  б іл и х  і чорн и х  куль. В одн ом у  з е к с 

п ер и м ен т ів  п ід  час 10 000  ви тягу в ан ь  з п оверн ен н ям  б уло  ви тягн уто  
5 011 б іл и х  і 4 989  ч о р н и х  куль. Я ка  й м о в ір н ість  та к о го  р езультату  
ек сп ер и м ен ту ?  Я кщ о  п овтори ти  цей ек сп ер и м ен т , то  як а  й м ов ірн ість  
того , щ о за  м одулем  в ід х и л ен н я  д іста н ем о  б іл и х  куль б іл ьш е за н ай 
ім о в ір н іш е  чи сло?

87. У селищ і 2 500 ж ителів. Кож ен із них приблизно ш ість разів на м і
сяць їздить до  м іста, п ідбираю чи дн і поїздки за випадковим и причинами 
незалеж но від інш их. Я ка найм енш а кількість пасаж ирів повинна вм іщ у
ватися у поїзді, щ об він переповню вався в середньому не частіш е ніж один 
раз за 100 днів (по їзд  ходить один раз на добу)?

88. Імовірність появи події А  в кожному із незалеж них експериментів 
дорівню є 0,8. С кільки потрібно зд ійснити експериментів, щоб з імовірніс
тю  0,9 можна було чекати, що подія А  відбудеться не менш е як 75 разів?

89. (Зад ач а-ж арт). С к ільки  р одзи н ок  у серед н ьом у  повинні м істити  
булки , щ об ім овірн ість  знайти  в булц і хоча  б одну родзи н ку  була не 
м енш е н іж  0,99?

90. К аналом з в ’язку передається 1 000 знаків. Кож ен знак  мож е бути 
перекручений незалеж но від реш ти з ім овірн істю  0,005. Знайти приблиз
не значення йм овірності того, щ о буде перекручено: а) не б ільш е як три 

знаки ; б) принайм ні один знак; в) р івно  п ’ять знаків.
91. Ім овірн ість позитивного  результату  в кож ном у із незалеж них 

експерим ентів  д ор івн ю є 0,9. С кільки  потрібно  зд ійснити експерим ентів , 
щ об з ім овірн істю  0,9 м ож на було чекати , що не м енш е ніж  150 експери
м ентів дадуть позитивний  результат?

92. Гральний  кубик кидаю ть 35 разів. Я ке най ім овірн іш е число при

падання грані з одиницею ?
93. Для одного  баскетбол іста йм овірн ість  влучити м ’ячем  у корзину 

п ід час одного  кидання дор івн ю є 0,4. Зроблено  десять  кидків. Знайти 
найім овірн іш е число влучень і відповідну  йм овірність.

256

6.7. В И П А Д КО В І В Е ЛИ Ч И Н И . П О Н Я ТТЯ  П Р О  О Д Н О В И М ІР Н У  Й Б А ГА ТО В И М ІР Н У  
В И П А Д КО В І В Е ЛИ Ч И Н И . Ф УНКЦІЯ Р О З П О Д ІЛ У  В И П А Д К О В О Ї В Е Л И Ч И Н И  

Т А  ЇЇ В Л А С Т И В О С ТІ. ГУ С Т И Н А  Р О З П О Д ІЛ У  Т А  ЇЇ В Л А С Т И В О С Т І

Приклади.  1. Одночасно підкидають дві монети. Випадкова величина X  -  
це кількість припадань герба. Побудувати для неї: а) ряд розподілу; б) багатокут
ник розподілу; в) функцію розподілу.

Р о з в ’я за н н я . Простір елементарних подій складається з точок
ω, = { Ц, Ц} ; со2 = { Ц, Г} ; а > з  = { Г, Ц} ; о 4 = { Г, Г)

Звідси видно, що X  набуває трьох значень: 0, 1,2, імовірності яких відповідно

дорівнюють —, —, — . Запишемо це у вигляді
4 2 4

таблиці. Ряд розподілу має вигляд

X 0 1 2

Р
1 1 1
4 2 4

На підставі таблиці побудуємо багатокут- Рис. 6.1

ник розподілу (рис. 6.1). Тепер знаходимо функцію розподілу:

/•'(0)= Р ( Х  < 0) = 0 ; F ( \ )  = P ( X  < 1) = /> (*  = 0) = і ;

F ( 2) = Р ( Х  < 2) = Р ( Х  = 0) + Р ( Х  = і) = і  + і  = 2 ; 

/ '(3 )  = Р ( Х  < 3) = Р ( X  = 0) + Р ( X  = 1) + Р ( Х  = 2) = 1.

Графік функції зображено на рис. 6.2.
2. Нехай на відрізку [a, b\ дійсної осі ви

падково кинуто точку, імовірність попадання 
якої в певну множину [а, />] передбачається

пропорційною мірі цієї множини. Знайти 
функцію розподілу випадкової величини 
Х  = х, хє[<7, 6] (вважати, що X  дорівнює

тому числу з інтервалу 4], в яке попала

розглядувана точка).

Fix)
І
3
4

0 1 2 

Рис. 6.2

Р о з в ’я за н н я . Якщо х  < а , то F ( x )  = 0 . Нехай а < х < Ь .  Тоді подія {X  <дг} 

значить, що точка попала в інтервал [а, х ) . Імовірність того, що точка попала в 

даний інтервал, пропорційна довжині цього інтервалу, отже,

F ( x )  = Р ( Х  < х)  =



Коли х < b, то F ( x )  = 1. Звідси маємо
0 при х  < а,

X -  а
при а < х < Ь ,

b -  а
1 при x  > Ь.

Ця функція визначає так званий рівномірний розподіл на інтервалі [я, b \ . 

Графік функції F(x) зображено на рис. 6.3. Порівняно з попереднім прикладом, 

де графік функції кусково-сталий, у даному прикладі графік є неспадною функцією.
3. Дано функцію розподілу випадкової величини X :  F ( x ) = c  +

+/>arctg*(-co < дг < оо). Знайти сталі с і Ь,  а також Р ( а < Х  < β ).

Р о з в ’я за н н я . Коефіцієнти с і b знайдемо з умов

1 іт /г (дг)=1; lim F ( x )  = 0 :  lim (c + 6arctg*) = c + />— = І;
х— X—> —  ОО ДГ— > оо 2

lim (c + />arctg.x) = c - 6 — = 0; с = —; Ь = — . 
д -> - »  2 2 π

Отже, F [ x ) -  — + — arctg jr .
v '  2 π

За формулою (5.5) [ч. 2, с. 536] Р ( а  < X  < β) знаходимо:

Р ( а  < X  < β) = F ( p ) -  F ( α )  = — + — a rc tg P - — arctga = — (аrctgβ -  arc tga).
2 π 2 π η

Відповідь: с = — ; b = - \  Р (а  < X  <β).=  —^ π ^ β -  arc tga).
2 π η

4. Знайти ймовірність влучення випадкової точки з координатами (.Υ, >') у 

заштриховану область (рис. 6.4), якщо відома функція розподілу F(x ,  у ) .

Р о з в ’я за н н я . Нехай А -  подія, яка полягає в тому, що випадкова точка 
( X , Y)  попала в заштриховану область; А, -  у прямокутник ABB,F ·, Аг -  у пря

мокутник BfCDE ; А3 -  у прямокутник KLMN.  Отже,

Р ( А )  = P ( A t +А2 -  Аз ) = Р (А , )+  Р ( А г ) ~  Р(Л3).

Імовірність влучення випадкової величини ( X , У) у  прямокутник знаходи

мо за формулою (5.6) [ч. 2, с. 538]:

P (A )  = F(a , ,  b3) + F ( a 2, bs ) - F ( a ,, b5) - F ( a 2, b3)+ F ( a 2, ό,) +

+ F (a 5, b5) - F ( a 2, bs ) - F ( a 5, ό , ) - [ > ( α · , ,  b2) + F ( a 4, b4) - F ( a 3, b4) ~  

- F ( a 4, b2) ] = F ( a h fr,) + F(i72, />,) + F ( a 3, b4) + F ( a 4, b2) + F ( a s , b5) ~

- F ( a x, b5) - F ( a 2, b3) - F ( a 3, b2) - F ( a 4, b4) - F ( a 5, />,)■

5. При якому значенні а функція

/ ( . x )  =  - І Ц -  ( - a .  <  *  <  co)
I + x

є густиною розподілу ймовірності випадкової величини X  ? Знайти: а) F (x )  

функцію розподілу випадкової величини X  ; б) імовірність попадання випадко
вої величини X  в інтервал (-1 , 1).

Р о з в ’я за н н я . Коефіцієнт а знаходимо, використовуючи рівність J /(χ)ί&  = 1,

звідки f ------ - dx = a  arctg x
1 1 + x

= ait = 1,

тобто

Функція розподілу випадкової величини х
і X

F ( x ) =  f f ( t ) d t  = — [ ——у  — — lim arctg ί 
'  > J J w  n J  i + 12 π <)->- »

\ (  πλ  1 1 ,
= — arctg .V + — = -  + — arctg .x. 

π ΐ  2 j  2 i

Імовірність попадання випадкової величини X  в інтервал (-1 . і)

І
. . 1 +г dx 1ч і г ах і

/> (-1<  X  <1) = -  ------ -  = —arctg .х
ν ; π _, І + .х2 π -і

1 π _ і
π ~2 ~2

Відповідь: F (x )  = ·ί + ^ |  arctg x; /’ ( - І  < X  < і) = ^



6. Випадкова напруга U,  що має густину / ( » ) ,  пропускається через обме

жувач, який “зрізує” всі значення напруги, менші за и, і більші ніж ч2 , у пер

шому випадку підвищуючи її до , а в другому -  знижуючи до . Знайти функ

цію розподілу випадкової величини U -  напруги, що пройшла через обмежувач,
і побудувати її графік.

Р о з в ’я за н н я . Випадкові величини, неперервна U і зсунена U,  мають між 
собою такий зв’язок:

ίί, при и < 7/|,

U = < L·' при //, < і/ < и2,

1І2 при и > и2.

Функції розподілу U і U позначимо відповідно як F(u)  і Р ( и ) . Знайдемо 

F(u)  при г/, <и < и2 :
U

F { u ) = F ( ii) -  J  / ( ι ι ) ώ ι .
— αο

Маємо /J ( (/ = »,) = /;, при » = ϊί| і P(lJ  = »2)=  р 2 при іі = и2 , де /;,, р 2 -  

деякі відмінні від нуля значення. Внаслідок того, що функція F{u)  неперервна 

зліва, дістаємо
II ч\

lim F l u ) ~  lim f f ( u ) d u =  f f ( i i ) c l t i -  
i-w/.+O V У u—>u,+0 J V '  i ■ У ' P\-

Оскільки події [ X  < « 2}> {-V > г/2} ’ ( =  ii2} складають повну групу, маємо 

співвідношення

Р ( Х  <и2)+ Р ( Х  > и2)+ Р ( Х  = м2) = 1.

Крім того,
м2

Р ( Х  < и 2)=  F (u 2)=  | / ( м ) с /н ;  р(х = и2) = р 2·, Р ( Х > и 2) = 0.
-  00

иі м:
Отже, J  f ( i t ) d u  + р 2 = 1, /?2 = 1 — J f ( u ) d u .

— 00 — 00

З розрахунків випливає, що при г/сг/, функція F (//)  = 0; у точці м, -  

F ( ;/ ,) = /?,. Для і/, < г/ < и2

Р ( и) = J / («) с/г/,

для ;/2 F {u2 ) = Рі

І, ЯКЩО ї/ > »2 ї

Графік функції ^ ( н )  зображено на рис. 6.5.

7. Густина ймовірності випадкової величини Х ( Х \ ,  Х 2 )

^ R - \ ]  Xі + у 2 ) при x 2 + y 2 < R 2,

2 2 при х  + у  > R .

Визначити сталу с та ймовірність попадання 
випадкової величини Х ( Х {, Х 2) в круг, радіус 

якого a < R ,  а ц ет р  м і с т и т ь с я  в початку координат.
Р о з в 'я з а н н я .  Сталу с знаходимо зі спів

відношення
-КО-КО

J J/(*, y)dxdy = 1.
—оО-оО

Отже, ^ c i R - y j x 2 +y* ^d xdy  = 1,
/)

де D — площа круга, радіус якого дорівнює . Інтеграл, що міститься в лівій 
частині, позначимо як /. Для його визначення перейдемо до полярних координат:

2 R π
/  = 4с j i /φ  |(Л  -  r )n l r  = 4с—

о о

звідки с =

(
4 с -

ч

Лг2
2

3
ттЛ3 '

= — яс/?·5,
з

Шукана ймовірність влучення в D, (відкритий круг, радіус якого а )

π

ρ(θ<χ2 + у 2 <йг2) = -25- ̂ R - y ] x 2 + у 2 Jc/xdy = —j ^ 4  jc/(pj(R -  г) гтг =

12
- ί

' Ra2
πΛ3 Ά 2

Зет
R2

1 -

πΡ

2 а 
ЗR

Відповідь: с = ——ті р ( 0 <  х 2 + .у2 < а 2) = —j-j 1 
nR ν '  Λ V

За2 Г. 2a 
3R



8. Визначити густину ймовірності випадкової величини .V(Λ',, X-,, X ·,) за 

заданою функцією розподілу

F ( x , у,  : )  = ■ якщо х > 0 ,  у  > 0, г > 0,

0, якщо х  < 0, у  < 0, г < 0.

Р о з в ’я за н н я . Знайдемо густину розподілу тривимірної випадкової величини

L -ί/.V — “ С- L -(i/Y+Ar+Cz)abce  е є = a n c Q y \  

якщо х > 0 ,  у  > 0, г > 0,

0, якщо х  < 0, у  <0 , г < 0,

а3/·’
дхдуд:

що і є відповіддю.

94. Нехай випадкова величина X  дор івн ю є кількості припадання гер

ба в разі десяти  п ідкидань м онети. Знайти: а) закон розподілу випадково ї 
величини; б) ім овірн ість подій 1 < X  < 3 ; в) ім овірн ість подій X  > 3 .

95. З ящ ика, в яком у м істяться 20 стан д артн и х  деталей  і чотири не

стандартні, вийм аю ть п ’ять деталей . Знайти закон розподілу кількості 

вийнятих нестандартних деталей .

96. Заво д  н ап р ави в  на базу  500 ви роб ів . Ім ов ірн ість  п ош код ж ен н я 

к о ж н о го  виробу  п ід час п ер евезен н я  д о р ів н ю є  0 ,002 . Зн ай ти  закон  

р о зп о д іл у  в и п а д к о в о ї вели чи н и , щ о д о р ів н ю є  к ількост і п о ш ко д ж ен ь  
ви роб ів  по д орозі н а  базу .

97. Д овести , що

ίθ , якщ о х < 0 ,

[ l - e -cu:, якщ о х > 0

( а  -  позитивний парам етр) є ф ункцією  розподілу д еяк о ї ви п адково ї ве

личини . Знайти  йм овірн ість події 0 < X  < І для а  = 1. П обудувати  графік 
F ( x )  для а  = 1.

98. Гральний кубик кидаю ть п ’ять разів. Знайти закон та  ф ункцію  

розподілу кількості припадання ш істки.

99. За допом огою  властивостей  ф ун кц ії розпод ілу  з ’ясувати  чи є 
/ '’(х )  ф ункцією  розподілу  випадково ї величини. П обудувати  граф іки:

F ( x )  = -

a) F ( x )  =

0, якщ о х < 0 ,  

0 ,3 , якщ о 0 < х < 1 .

0 .5 , якщ о 1 < х < 2 ,

1, якщ о х > 2;

б) F ( х ) ■

0. якщ о х < 1,

0 ,5 , якщ о 1 < х < 2,

0 .2 5 х , якщ о 2 < х < 3 ,

1, якщ о х > 3;

в) F ( x )  =

0, якщ о х < - — .

πco sx , якщ о « с х ь и ,

1, якщ о х > 0.

100. В ипадкова величина X  задан а ф ункцією  розподілу

0, якщ о х < 0 .

г -  1
л/х, якщ о 0 < Х < —,4

F i x )  = · 2 1 ^  ^8х , якщ о — < х < ——.4 4
Г 2

1, якщ о х > —— ·4

П оказати , щ о X  м ає густину розподілу йм овірності, і знайти  густину 

розподілу.
101. В ипадкова величина X  п ідпорядкована закону розпод ілу , густи 

на якого

/ ( * )  =

якщ о
П  2"уіа - х  

0, якщ о j x j ^  а.

х  \ < а ,

Знайти к о е ф іц іє н т а . Знайти  ф ункц ію  розпод ілу  F ( x )  випадкової ве

личини  X  . О бчислити  йм овірн ість попадання випадково ї величини X  в

інтервал ( j ,  a j  двом а способам и: за  доп ом огою  густини йм овірності

f ( x )  та  за  допом огою  функції розпод ілу  F ( x ) .



102. В ипадкова величина X  має ф ункцію  розподілу, густина якого

0, якщ о .v < 0. 

f ( x )  = « s in х,  якщ о 0 < .ν < π ,

0, якщ о х  > тс.

В изначити коеф іц ієнт а . О бчислити  йм овірність попадання випадко-

π  н і  f  π  Ί
і величини в інтервали — , — , —, 2 л  .І 6 з) [2
103. Густина розподілу ви п адково ї величини X

/ W

π  л
a  cos .v, я кщ о —  < х  < —, 

2 2

0, якщ о І πд: > - .
1 2

Знайти: а) сталу а ; б) ф ункцію  розподілу F [ x )  та  побудувати  графі-
(  π  Λ

ки функцій  f ( x )  т а  F ( .v ) ; в) обчислити  / ? 0 < Х < — .
v 4 /

104. Точка кинута в круг, радіус якого  R . Ім овірність її  попадання в 
будь-яку  область, розташ овану всередині круга, пропорційна площ і ц ієї 
області. Знайти ф ункцію  розподілу F ( x )  та  густину йм овірності f ( x )

випадково ї величини X  , що дор івн ю є відстані точки від центра круга.
105. В ипадкова величина (X ,  К) має густину йм овірності

f ( x ’ У) = — 7------------ 7Т7-------- Т \ ·
Л" ^16 +  λ:-  J 25  +  у  j

Знайти величину Λ та ф ункцію  розподілу  х,  у ) ,  а також  ім овір

ність попадання випадково ї точки  в прям окутник з верш инам и Л(1, і ) ,

В [у/3, і), С(1, 0), d (V З, о).
106. Д ано  густину сум існого  розподілу  неперервної д вови м ірн о ї ве

личини  ( X , Y )

/ ( * ,  у) =  c c o s x c o s у  
71 71

у квадраті 0 < х <  —, 0 < у <  —, поза цим квадратом  f ( x , у )  =  0 .  Знай

ти сталий коеф іц ієнт с .

107. Д вовим ірна випадкова величина ( X ,  Y )  зад ан а  густиною  суміс

ного розподілу

/ ( * .  У) =

■> 2
1 х ~ л . у  <\— , якщ о —  +  — <1, 

6 π  9 4
2 2 .v V .

0, я к щ о ------І- -— > 1 .
9 4

Знайти густину розподілу складових X  та  Υ .
108. Д ано ф ункцію  розподілу випадкової величини (X , Υ)

F ( x ,  у)--
[ l - e ' v- e  v +  e Λ ν , якщ о л > 0  і у > 0 ,

[о, якщ о л < 0 або у < 0.

Знайти густину ймовірності / ( .* ,  у) та  йм овірність попадання випад

кової точки (х , у )  у прям окутник ( 0 < х ^ 1 ,  0 <  у < і ) .

6.8. ЧИСЛОВІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИК МАТЕМАТИЧНЕ 
СПОДІВАННЯ ТА ДИСПЕРСІЯ ОДНОВИМІРНОІ ВИПАДКОВОЇ ВЕЛИЧИНИ. 

МОМЕНТИ. АСИМЕТРІЯ ТА ЕКСЦЕС ВИПАДКОВОЇ ВЕЛИЧИНИ

П р и к л а д и .  1. В ип адкова  вели чи н а  X  м ає таки й  закон  розподілу .

0 1 2 3

Рі 0,3 0,1 0,4 0,2

Визначити математичне сподівання, дисперсію  та  моду даної випадкової величини.

Р о з в ’ я з а н н я .  Μ [ Χ \  = Σ χίΡ< = 0-0 ,3  +1-0.1 + 2 -0 ,4  + 3 -0 ,2  = 1,5.
(=1

Запиш ем о  значення необхідни х  вели чин  і визн ачим о  ди сперсію :

0 1 2 3

х , - М [ Х } 

{ х , - М [ Х } ) 2 

Рі

-1,5

2,25

0,3

-0,5

0,25

0,1

0,5

0,25

0,4

1,5

2.25

0,2

D [ X ]  = - M [ X ] f  р ,=  2,25 ■ 0,3 + 0,25 · 0,1 + 0,25 ·0,4 + 2,25 -0,2 = 1,25.
і=1

М одою  М ви п адково ї величини  X є п значення а·, =2.

Відповідь:  Λί[Χ] =1,5; D [X ] = 1,25; М  = 2.



2. Випадкова величина має густину

/ ( * )  =
1 — — І , якщо 0 < х <Ь,

0 у протилежному випадку.

Знайти її математичне сподівання, дисперсію та моду. Побудувати графік гу
стини / (jc) і позначити в області означення на графіку функції /(дг) положен
ня Μ  [ X  ] та моди.

Р о з в ’я за н н я . Знайдемо математичне сподівання та дисперсію:
о (  ..2 ..3 λ tМ\Х) =  і * / ( * )  * = f  i-v( ‘ - f )dx = f  J

D[ X] = \ { X - M [ X ] ) 2f ( x ) d x  = l ·  j f  
-  00 (Л

λ 0 b f  з

Λ J /> J Λ

dx = -
2~

=lJl
2 20 b* X ------JC + ---

-  — I f/jc =

5 2 7 t  bl— x ---- bx + —
3 9 9

----- x
4 b

> з l b  ,  V  - x ------+ --------X
18 4 9 18 9

dx =

2
b 3 6 ~  u

Геометрично мода є абсцисою тієї точки кривої 
розподілу / ( * ) ,  ордината якої максимальна [ч. 2,

с. 569]. Враховуючи вигляд функції f ( x ) , робимо вис

новок, що функція /( .v )  має найбільше значення, коли 

х  = 0 . Отже, М  = 0 . Графік функції j \ x )  зображено 

на рис. 6.6.
h А 2

Відповідь: Λ/[.Υ] = —; θ [Χ ]  = — ; М =  0.

3. Нехай випадкова величина X  має такий закон розподілу:

X 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 3 2 1

У
16 16 16 16 16 16 16

Знайти закон розподілу випадкової величини }' = X і .

Р о з в ’я за н н я . Закон розподілу випадкової величини У можна зобразити 
такими значеннями:

X 4 9 16 25 36 49 64

р 1 2 3 4 3 2 1
16 16 16 16 16 16 16

4. Випадкова величина X  підпорядкована закону розподілу Коші f ( x ) = -------- j— ■
π χ  +1

Знайти функцію розподілу та густину розподілу випадкової величини У = 3.Υ -  2 .
Р о з в ’я за н н я . Функція у  = φ (х)  = Зх -  2 строго зростає та має протилежну ве

личину х = ψ(.);) = + 2) , тому визначимо І-'2(у )  за формулою (7.5) [ч. 2, с. 548]:

Μ .>0 = /γι (*) = Μ ψ (>'));

/Ί М  = ]  / ,  ( * ) *  = Х- ) - ^ \ = {  arctS -γ +
- <30 “ ОО

F2 ( v) = /·, (ψ ( v)) = ^  arctS \ { y  + 2) + \ ;

_______ = _________i ________.
dy  π 3  1 ( v +  2 ) 2 + |  п ( у 2 + Л у + \ з )

З2
5. Зроблено три незалежних постріли в мішень: імовірність влучення при кож

ному пострілі дорівнює 0,4. Випадкова величина X  — кількість влучень. Знайти 
числові характеристики величини X  : математичне сподівання, дисперсію , се- 
редньоквадратичне відхилення, асиметрію та ексцес.

Р о з в ’я за н н я . Закон розподілу величини X  має вигляд

0 1 2 3

Рі 0,216 0,432 0,288 0,064

Знайдемо числові характеристики випадкової величини .V : 

тх = 0-0.216 + 1· 0,432 + 2 ■ 0,288 + 3 ■ 0,064 = 1,2;

D x =  (0 -  1.2)2 ■ 0,216 + (1 - 1,2)2 ■ 0.432 + (2 -  1,2)2 ■ 0.288 +  (3 -  1.2)2 · 0.064 =  0,72;

а х =у[Щ = уІ0/72 « 0.848.

Зауважимо, що центральні та початкові моменти 1-, 2-, 3- і 4-го порядків 
пов’язані співвідношеннями [(7.8), ч. 2, с. 549]

μ, = 0, μ2 = α 2 - α , 2, μ3 = α 3 -  3 α ,α 2 + 2α ,3, μ4 = α 4 - 4 α ,α 3 + 6 α ,2α , - 3 α , 4.

де α , ,  і = 1, 2, 3 ,4  -  початкові моменти; μ ,, / = 1, 2, 3 ,4  -  центральні моменти.

Відношення центрального моменту 3-го порядку до кубу середньоквадратич- 
ного відхилення називається асиметрією:

с - ϋ ΐ
-  V

σ;ν



Якщо розподіл симетричний відносно математичного сподівання, то Sk = 0. 

Ексцесом випадкової величини X  називається величина Еу, що визначаєть

ся рівністю

Е  = —  - 3.v 4 J  ·
σ ν

Для нормального закону розподілу Ех = 0.

Обчислимо

μ3 = (0 -  1,2)3 · 0,216 + (1 -  1,2)3 · 0,432 + (2 -  1,2)3 · 0,288 + (3 -  І,2)3 · 0,064 = 0,144,

звідки 5 * = ·ϋ ΐ  = — — »0, 236.
σ 3 0,72-0,848

Тепер визначимо

μ4 = (0 -  І,2)4 · 0,216 + (І - 1,2)4 · 0,432 + (2 - 1,2)4 · 0,288 +

+ (3 -1 ,2 )4 * 0,064 ~ 1,238

й дістанемо

£ v = b - - 3  = — ^ -------3 = -0,612.
σ* 0,72 0,72

Відповідь: тх = 1,2; Dx =0,72; σ χ =0,848; Sk «0 ,236; /-'r = —0 ,6 12.

6. Випадкова величина X  підпорядкована закону розподілу, густина якого

0 при jc < 0,

/ ( * )  = · ах при 0 < х < 1,
0 при х  > 1.

Знайти сталу а , математичне сподівання, дисперсію, середньоквадратичне 
відхилення, асиметрію та ексцес розподілу.

Р о з в ’я за н н я . Використовуючи властивості густини розподілу, знаходимо
а =

Математичне сподівання величини X

V 2 2а ,  = тх = J2x dx = —.
Зи

Дисперсію знайдемо за допомогою другого початкового моменту:

звідки середньоквадратичне відхилення

° * = т

Визначимо третій та четвертий початкові моменти:

1 2 1 1
а 3 = 2^x*dx = —; а 4 = 2 |дг5Л  = —.

о 5 о 3

Використовуючи зв’язок між центральними та початковими моментами, від
шукаємо центральні моменти 3-го та 4-го порядків:

μ3 = α - 3 α , α 2 + 2α3 = μ.» = α 4 - 4 α ,α 3 + 6 α 2α 2 -  За? = 0,007,

звідки

__ l_

Sk = Ц  = — ! 1 і - « - 0 , І 8 9 ;  £ χ = ϋ ΐ - 3  = Μ ^ - 3 - 0 , 6 6 7 .* _3 /  . ч2 ’ ’ Л 4 ( І
V _ .  

18 18

2 1 1
Відповідь: а = 2, т.  = —; D = — ; σ = — j=; Sk ~ -0,189; £  « -0 ,6 6 7 .

З 18 З V2

109. В ипадкова величина X  м ає закон розподілу

ХІ - 2 -1 0 1 2

Р, 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

Знайти М [ Х ]  і D [ X ] .

110. Знайти  закон розподілу ви п адково ї величини X , щ о мож е набу
вати тільки  двох  значень: х, з ім овірн істю  ρ χ = 0 ,9  і *2 (х, < х 2 ) ’ якщ о

М [ Х }  = 4,1 і Ζ )[Χ ] = 0 ,09 .

111. Д ва стрільці незалеж но один від одного  зробили по одном у пост
рілу в одну й ту  саму м іш ень. Ім овірн ість влучення для перш ого стрільця 
дор івн ю є р х, а для другого  -  р 2 ■ Знайти М [ЛГ] і ^ [ А '] , я к щ о  X  -  за

гальна кількість влучень у м іш ень.



112. Стрілець стріляє в ціль тричі. Ймовірність влучення гіри кожному 
пострілі дорівню є 0,3· Побудувати ряд розподілу кількості влучень, 
знайти математичне сподівання та дисперсію .

В к а з і в к а :  скористатися формулою Бернуллі (3 .26) [ч. 2, с. 521].
113. Неперервна випадкова величина X  задана густиною ймовірності

0, якщо х < 0 ,

/ ( х ) .  Знайти М [А '] та D [ X ] для: а) / ( х )  =  <2х,  якщо 0 < х < 1 ,  

0, якщо х>1;

б) / 0 0  =

0, якщо х  < — ,
2

0 ,5 co sx , якщо —^ < х < - ^ ,  в) f ( x )  =

0, якщо х >  —:
2

| е \  якщо х < 0 ,  

0, якщо х > 0 .

114. Випадкова величина X  має закон розподілу

0 1 2 3
Pi ο,ι 0,3 0,4 0,2

Знайти закон розподілу випадкової величини Y  = sin ^ x j  + ' · О бчис

лити для випадкових величин X  та Y  математичне сподівання, диспер
сію  та середньоквадратичне відхилення.

115. Випадкова величина X  має густину розподілу / ( x )  = 0 ,5 c o sx

при Знайти математичне сподівання та дисперсію  випад

кової величини 7  =  φ ( Χ ) :  a) F = s in X ; б) Г = | s in X | .

116. Випадкова величина X  р озп оділен а за показниковим законом,

тобто має густину / ( х )  = при х > 0 .  За яких умов існую ть і чо

му дорівню ю ть математичне сподівання та дисперсія випадкової вели

чини У = е А ?

117. Дискретна випадкова величина X  задана своїм законом розподілу

1 3 5 7 9

Pi 0,1 0,4 0,2 0,2 о д

Знайти початкові та центральні моменти перших чотирьох порядків 
цієї випадкової величини, асиметрію та ексцес.

118. Густина розподілу випадкової величини

0 при х  < 0, 

ах2 при 0 < х  < 1,/оо Н /а  у 2 - х )  при 1 < х < 2 ,

0 при х  > 2.

Знайти коеф іцієнта, початкові й центральні моменти перших чотирьох 

порядків, асиметрію та ексцес.

119. Густина розподілу випадкової величини X

0 при х  < 0, 

х  при 0 < х  < 1,

2 - х  при 1 < х < 2 .

0 при х > 2 .

Знайти початкові та центральні моменти перших чотирьох порядків, 
асиметрію та ексцес.

120. Дано розподіл випадкової величини X  :

/00  =

*/ 2 4 6 8

Pi 0,4 0,3 0,2 0,1
Знайти початкові та центральні моменти перших чотирьох порядків 

цієї величини, ексцес та асиметрію.
121. Випадкова величина X  задана густиною ймовірності / ( х ) .

Знайти густину ймовірності випадкової величини Γ = φ ( χ ) ,  якщо:

a) Υ  = - 2 Х  + 3\ б) Υ  = X 2 - 1 .
122. Випадкова величина X  має показниковий розподіл, густина 

ймовірності якого
ί 0, якщо х  < 0, 

f ( x ' )  = \ ,
[ λ ε  якщо х > 0 ,

де λ  > 0. Знайти густину ймовірності випадкової величини Υ  =  φ ( χ )  , якщо: 

a) Υ  = уі~Х;б) r  = Q - j ln X .



123. Н езалеж ні дискретн і випадкові величини задані таким и законам и 
розподілу:

X 2 3 5
Р 0,3 0,5 0,2

У 1 4
Р 0,2 0,8

Знайти закони розподілу ф ункцій  для: a) Z  -  X  + }'; б) Z  =  X Y .  

124. Д искретна випадкова величина X  задана законом  розподілу:

X 1 2 3
Р 0,2 0,1 0,7

- І 1 2
Р 0,1 0,2 0,7

Знайти закон розподілу ви п адково ї величини У = X 4.

125. Незалежні випадкові величини X  та  Y  задані густинами розподілу

і - -  . - І  
/ j ( x )  = - e  3 ( 0 < х < о о ) ;  f 2(x) = - e  5 ( 0 < у < с с ) .

Знайти ком позицію  цих законів , тобто  густину розподілу  випадково ї 
величини Z  = X  + Y.

6.9. В Л А С Т И В О С ТІ М А ТЕ М А ТИ Ч Н О ГО  С П О Д ІВ А Н Н Я  Т А  Д И С П Е Р С ІЇ

Приклади.  1. Випадкові величини X  та Y незалежні. Знайти

АУ[Л'2 + ) '2] ,

ЯКЩО

М [ Х ]  = 2\ M[Y]  = 1; D [X ] = 1; D[y ) = A,

Р о з в ’я за н н я . За формулою (8.10) [ч. 2, с. 558] знаходимо

Л / [ х 2] = D[X]  + Μ 2 [.V] = 1 + 22 = 5; Λ /[} '2] = D [) ']+  Λ/2 [}'] = 4 + I2 = 5.

На підставі рівняння (8.5) [ч. 2, с. 554] маємо

м [ х 2 + >'2] = Α /[ λ · 2]  + Α /[  >'2] = 5 + 5 = 10.

Відповідь: 10.
2. Випадкова величина X  має характеристики A/[.V] = 1, σ [.\']  = 0. Оцінити 

знизу ймовірність події А = {I X І < 2}.

Р о з в ’я за н н я . Подія Л = { |Л "|> 2}  є протилежною щодо події А = || А'| <2}.

Імовірність події А можна оцінити зверху, використовуючи нерівність Чебишова 
[(8.6), ч. 2, с. 555]:

М
Р [ \ Х  | > 2 ] < - 1-І2]

22
при ε = 2 ;

М X  І2 знаходимо за формулою (8.10) [ч. 2, с. 558]:

м [ х 2] =  D[ X]+ М 2[Х] = 0 Л 2 + і = 1,04,

тому / > ( л ) < ^ р  = 0,26; Р ( А )  = \ -  Р (Л )>  1 -0 ,2 6  = 0,74.

Відповідь: /5( .Ί )> 0 ,7 4 .

126. Незалежні випадкові величини X ,  Y,  Ζ  мають математичне 

сподівання, що дорівню є 10, і дисперсію  1, 4 і 9 відповідно. Знайти:

ά ) Μ [ Χ  + Υ - 2 Ζ ] :  G ) D [ X  + Y - 2 Z ] \  в) м [ м [ Х ] ] \

г )  d [ d [ X} ] ·  д )  M [ D [ X ] ] .

127. Незалежні випадкові величини X  та У мають математичне спо
дівання = 2, А /[У ]  = - 3 і дисперсію  £ > [Х ] = 1, £)[)'] = 2. Знайти

О О
математичне сподівання випадкової величини ζ = 3 Χ Ύ  + 2 Y '  + 1.

128. Незалежні випадкові величини X  і У рівномірно розподілені 
відповідно на відрізках [я, &] і [с, с /]. Знайти М [Л У ] і £>[ЛУ].

129. Випадкові величини Х х і Х 2, ···, Х„  незалежні й однаково роз

поділені:

Р { Х ,  = \} = Р { Х ,  = - \ } Л ·  Р { Х І =  0 } = і  і = \Г п .

Знайти математичне сподівання та дисперсію  випадкової величини

Х  = Х ,  + Х 2 +.. .  + Х п.

130. Дискретна випадкова величина X  має тільки два можливих зна
чення х, та х 2 , до  того ж  х 2 > х х. Імовірність того, що X  набуде зна

чен н я х ,, дорівню є 0,2. Знайти закон розподілу величини X , якщо 

М [ Х ]  = 2,6; Z )[X ] = 0 ,64 .



131. К инуто п  гральних кубиків. Знайти дисперсію  суми очок, що 
м ож уть з ’явитися на всіх гранях, що випали.

132. В ідомі д и сп ер с ії дв о х  незалеж них випадкових величин: 
£>[А] = 4, D [Y ]  = 3. Знайти  дисперсію  суми цих величин.

133. Дисперсія випадкової величини X  дорівню є п ’ять. Знайти диспер
сію таких величин: а) Л '- l ;  б) - 2 А ;  в) З А + 6.

134. Дискретні незалежні випадкові величини задані законами розподілу

X 1 2
Р 0,2 0,8

Y 0,5 1
Р 0,3 0,7

Знайти м атем атичне сподівання добутку  X Y  двом а способам и:
а) склавш и закон розподілу  X Y ; б) використовую чи відповідну 

властивість.
135. Дискретні випадкові величини X , Y  задані законами розподілу, як 

у задачі 134. Знайти математичне сподівання суми X  + Y  двом а способами:
а) склавш и закон розподілу Λ" + Y ; б) використовую чи відповідну 

властивість.

6.10. М О М ЕН ТИ  Б А ГА ТО В И М ІР Н И Х  В И П А Д К О В И Х  В Е ЛИ Ч И Н . КО Р ЕЛЯ Ц ІЙ Н И Й  
М О М Е Н Т І Й О ГО  В Л А С Т И В О С ТІ

Приклади.  1. Число X  вибирається випадково з множини цілих чисел І, 2, 3. 
Потім із цієї ж множини вибирається навмання число У , що є більшим за перше 
чи рівне йому. Описати закон розподілу випадкового вектора (.V, )'). Визначи

ти, залежні чи незалежні випадкові компоненти X  та )'. Обчислити основні 
характеристики: Λ/[ .V], Д/[) ], £>[)'], K xv, rx .

Р о з в ’я за н н я . Для того щоб описати закон розподілу випадкового вектора 

(А', ) ') , необхідно визначити множину пар значень (.т,, у  t ) і відповідні ймовір

ності Pij. Ясно, що можливими значеннями X  та }' є 1 ,2 ,3 .

Знайдемо

Pij (і, 7 = 1- 2, 3).

Передусім, очевидно, Щ О  р 2\ =  /?31 =  Р 32 =  0 ,  оскільки відповідні події
{ .ν '= 2, 1 = 1 } , {.Υ = 3, )' = 1}, {X  =3, У = 2} неможливі. Отже,

р и = Р { Х  = 1, Г = і} = />{* = !}·/>{ Г = 1/Л' = 1 } = І - І  = І ;  

р 12= Р { Х  = \, Y = 2} = P { X  = \ } -P{  >' = 2 / Л '  = 1} = 1 - 1  = 1 ;

Різ = р { х  = \, у  = з} = р { х  = \ } - р {  г  = з / х  = і} = 1 1  = 1

р п  =  Р { Х  = 2, У =  2} =  Р { Х  =  2} ■ />{ К =  2 / Л '  =  2} =  1  · 1  =  1 ;

р 23= Р { Х  = 2, К = 3} = />{* = 2} ■/>{ К = 3/.-V = 2} = 1 - 1  = 1

РЗЗ = Р { Х = 3 ,  У = 3} = Р { Х = 3 } - Р {  У = З/.V = 3} = 1-1 = 1 . 

Результат подано у вигляді таблиці:

•т/
>Ί

1 2 3 Р{Х = х,}

1 1 1 1
1

9 9 9 3
1 1 1

2 0 6 6 3

3 0 0
1 1
3 3

1 5 11
Р{У = у,} 9 18 18

1

У першій графі таблиці вказані можливі значення випадкової величини 
X  , у першому рядку -  можливі значення }'; в останній графі й останньому 

рядку наведені безумовні ймовірності можливих значень відповідно X  та Г. 
На перетині і -го рядка й j  -ї графи вказані ймовірності сумісного здійснен

ня подій

{ Х = . х „  У = Уі ],

тобто
Ри = Р { Х  = Х,, у  = у,}.

Далі з ’ясуємо, що події X  та ?' залежні, тому що, наприклад, 

р { х  = ь  г  = і } = 1 ^ р { Л' = ,} .р { г  = | } = 1 1  = ± .



л* М  = І* Л * = * / }= і 4 +24 +з 4  = 2;1=1 З і  і

М[У] = ^ У і Р { У  = ν,} = 1 - -  + 2· —  + 3 —  = - :  
м  9 18 18 2

Ф \  = м [ х 2] - м 2і х } ^ хЇ р { х = Хі} - м 2[х }=

= 1---- (-2 - — + 3 - — - 2  = - ;
3 3 3 3

D [y] = A i[K 2] - M 2[y] = X >,2/ ’{y = .v ,} -M 2fK] =

=і . і + 2 з . А + 3 * . і 1 - Г і Г = і і ;
9 18 18 1 2 )  36

* lv = М [Л Т ]-М [Х ]-М [К ]  ;
З З

Λ ί [ ^ ]  = Σ Σ ^ Ρ , >= Μ · -  + 1· 2· -  + 1· 3· % 2.1·0 +

+ 2-2· — + 2- 3- — + 3 -1 ·0  + 3 ·2 ·0  + 3 · 3 · -  = — ;
6 6 3 3

к„ = « - г * - Л ,
" З  2 3

^ D [x ] - D [ y ]  /2 17
V3 36

= 0,594.

Відповідь: ptJ = Р [ Х  = Xj, Y = у,}; події залежні; М \ Х \  = 2\ Μ \ Υ \  =

D[X]  = 0 [К ] = Я ; ^ . = і -  ^  =0>594.

2. У продукції заводу брак через дефект а  становить 3 %, а через дефект β -  
4,5 %, придатна продукція -  95 %. Знайти коефіцієнт кореляції дефектів а  і β .

Р о з в ’я за н н я . Введемо випадкові величини: X, -  індикатор браку через де

фект а ,  Х 2 -  індикатор браку через дефект β, тобто

А1, =
1, якщо є дефект,

0, якщо дефекту немає (і = 1, 2).

іо 
І (Ч

х 2і 0 1

Р.І 0,955 0,045

0 1

Рі 0,97 0,03

З умови задачі випливає, що ри = Р{Х\  =0, X 2 -0 }  -0 ,9 5 . Ці дані надають

можливість записати закон розподілу випадкового вектора X (X |, Х2) у вигляді

таблиці

х и
х 2 і

0 1 Р { Х ,= .ї ,Л

0 0,95 0,02 0,97

1 0,005 0,025 0,03

f*{X2 = JC21-} 0,955 0,045 1

Для обчислення коефіцієнта кореляції гГ Гі спочатку знаходимо

Л /[х ,]  = 0-0 ,97 + 1 0,03 = 0,03; М  [Х 2] = 0 · 0,955 +1 · 0,045 = 0,04: 

м [ Х { ] =0,03; м [ х 22] = 0,045;

D [X ,] = М [Х ,2]  -  М 2 [X, ) = 0,03 -  (0,03)2 = 0,029 1;

D [ X 2] = М [ х 22] -  М 2 [Х 2] = 0,045 -  (0.045)2 = 0,042 975;

^ν,,, = Σ Σ ( ^ - η  -  М -  vw [Χ 2]) ρ ι;/ = (°  -  ° ,°3 )(0  -  0,045) - 0,95 +-
/=і j =і

+(0 -  0 ,03)(1-0 ,0 4 5 )·  0 ,0 2 + ( l - 0 , 0 3 ) ( 0 - 0,045)-0,005 +

+ ( 1 - 0 .0 3 ) ( 1 - 0 ,045)-0,02 =0,02.

Тоді
Kx,x. 0,023 65

Г(|' : 7 d [X ,]D [X 2] λ/Ο-029 1 0 .0 4 2  975

Відповідь: rX]Xi = 0 ,669 .

3. Дано густину ймовірності випадкового вектора ( X ,  Y)

0,669.

/ ( * .  У) =
~  [ХУ + У2) ПРИ 0 < а- < 2, 0 < у < 2,

0 в інших випадках.

Знайти математичне сподівання й дисперсію компонентів X та Y . Визначи

ти кореляційну матрицю.



Р о з в ’я за н н я . Знайдемо М[х]  і М[)'] за формулою (9.1) [ч. 2, с. 559]:

А 1[Х]= \ \ x f { x ,  y)dxdy = - L  j j x ( x y  + y 2')dxdy = - 2 - j  
0 0 0 0 2 8  о

X3 .V2 2
— у  + —  V 
З 2

dy =

З ' / 8 8 v 2 , 
—— + —у~ 
3 2 З 28 V З 3 J  7

Л /[Г ]=  y)dxdy  = ~  2\ \ y ( x y  + y - ) dxdy  = ̂ -  J
0 0 0 0 J °o

2 X 1
У γ  + У х dy  =

_3_
28

j ( 2 /  +  2 .y3) i /v  = 2/  
3 4

_3_Г j_6 
28 v 3

+  8 =
10

Обчислимо D [ X \  і D[Y ] за формулою (8.10) [ч. 2, c. 558]:

D [ X ] = M [ x 2y M 2{ x )  = ^ [ \ x 2(xy + / ) d x d y
0 0

64
49

= — I  
28 }

v4 r 3X X 9
— .V + —  v 
4 3 '

64 3
49 28

d y ~ ~  = —  4y  + - y  \ d y -  —  =
64
49

_3_
28

( Л У2 8 Xі 4— + ——
2 3 3

64 _ 3 f 64Λ 64 _ 46 
49 2 8і + 9 J 49 ~ 147’

D[Y] = М [ у 2] - М 2{у] = ^ ) ) y 2 (xy  + y 2)dxdy  -  
z ° oo

100 
49 '

3 *  4
У γ  + y x 49 28

100
49

3
28

/  >52· — + 2 —
4 5

100 3 f n 64^| 100 46 23
49 28 49 546 273

Будуємо кореляційну матрицю [(9.7), ч. 2, c. 561] при и = 2, компоненти якої 
знаходимо за формулою (9.4) [ч. 2, с. 560]:

Тепер кореляційну матрицю можна записати у вигляді
\

К =

Відповідь: М[х] = ^; Ц г ]  = -у ; D[X] = ^ \  D[Y} =

'  46 2
147 _ 147

2 23
Г і 4 7 273

D[X} =
46 
147;

23
273’

' 46 2
147 147
2 23

1 147 273

136. Д ан о  таб л и ц ю , щ о ви зн ач ає  зак о н  р о зп о д іл у  ви п ад ко во го  

ве кт о р а  (X , F ) ,

X
У

20 40 60

10
3

20

1

20
0

1 1 1
20 ---- — ----

10 5 10
1 1 1

30 ---- --- —
20 10 4

Знайти  м атем атичне спод івання М [ Х ]  і М [У ] , ди сп ерсію  D \ X \  і

/ ) [У ] ,  коеф іц ієнт кореляц ії r'xy.

137. Д ва ящ ики  м істять у  соб і по ш ість куль. У  перш ом у ящ ику л е
ж ать  одн а куля за  №  3, дві кулі за  №  2, три  кулі за  №  3. У  др у го м у  ящ ику



є дві кулі за №  1, три кулі за  №  2 й одн а куля за №  3. Н ехай X  -  ном ер 
кулі, вийнятої з перш ого  ящ ика, Y  — ном ер кулі, вийнятої з другого  ящ и 

ка. З кож ного ящ ика вийняли по одній  кулі. С класти  таблицю  для визна

чення закону розпод ілу  систем и випадкових величин ( X  та  Г ).
138. З а  ум овою  п опередньої задачі знайти  м атем атичне сподівання 

випадкових величин X  та  У , ди сп ерсію  випадкових величин X  та Y ,  

коваріацію  й коеф іц ієнт кореляції.
139. Густина йм овірності випадкового  вектора ( X ,  Y )  f { x ,  v) =

= cos r e o s  v 0 < л :<  —: 0 < y < — . Знайти  м атем атичне сподівання та■ І 2 2 )

кореляційну м атрицю  випадкового  вектора (Λ", Y ) .

140. О днотипні детал і, залеж но  від точності виготовлення, розр ізня
ю ться за ф орм ою  на круглі та  овальн і, а  за м асою  -  на легкі та  важкі. 
Й м овірн ість того, щ о взята навм ання деталь  виявиться круглою  й лег
кою , овальною  й легкою , круглою  й важ кою , овальною  й важ кою , в ідпо
відно дор івню ю ть α , β, γ і σ  = 1 -  α -  β - γ .  Н авм ання взято одну д е 

таль. Знайти м атем атичне сподівання та  дисперсію  кількості круглих д е 
талей  X  і легких  Υ , а також  кореляц ійний  м ом ент м іж  к ількістю  круг
лих і к ількістю  легких деталей , якщ о а  =  0 ,4 0 , β = 0 ,05 , γ = 0,10.

141. Кидаю ть два правильних гральних кубики. Нехай X  -  число очок
на першому кубику, a Υ — максимальне з двох чисел, що випали. Записати 
сумісний розподіл X  та  Υ . Знайти M [ X ] ,  D [A "], Л /[У ], кху ■

142. Д вови м ірн а випадкова величина ( Л \  Y)  підпорядкована закону

розподілу з густиною  / ( х ,  у )  = 2Аху  в області D  і / ( .v ,  >’) = 0 поза

цією  областю . О бласть  D  — трикутник , обм еж ений  прям им и лін іям и
*  + у  -  1 = 0, х  = 0, у  = 0. Знайти: а) Α /[Λ ”] і А /[У ]; б) D \ X \  і D \ Y \ ,

^  . W '  1 х у ·

143. В ипадковий вектор ( X , К ) з н ев ід ’єм ним и ком понентам и має 

ф ункцію  розподілу

F ( x ,  у )  = 1 -  е~аг -  е~р'г + е_аї_р·' ( а  > 0, β > 0 ) .

Знайти  м атем атичне сподівання й дисперсійну  м атрицю  цього векто

ра. Чи залеж ні величини X  та  У?

/ (* , у) = -

144. Система випадкових величин ( X ,  Υ )  підпорядкована закону  

розподілу з густиною

f a  ( х  + у )  в області D,

[О поза областю  D.

О бласть  D  -  квадрат, обм еж ений  прям им и лін іям и  х  = 0, х  = 3, у  = 0, 

у  = 3. Знайти : а) коеф іц ієнт а ; б) ім овірн ість  попадання ви п адково ї то ч 

ки ( X , Y )  у квадрат Q,  обм еж ений  прям им и лін іям и  х  = 1, х = 2, 

У ~  1> у  — 2; в) м атем атичне сподівання тх і т у \ г) серед н є квадратичне 

відхилення σ χ і σ  .

145. Система випадкових величин ( X , Υ ) підпорядкована закону 

розподілу з густиною

[a s in (j:  + y )  в області D,

[О поза областю  D.
/(*■ у)-

Область D  визначається нерівностями 0 < х < —, 0 < у < — Знайти-
2 2 '

а) коефіцієнт а ; б ) математичне сподівання т х і т у \ в) середньоквадра

тичне відхилення σ χ і а у ; г) коефіцієнт кореляції r  .

146. Система випадкових величин має закон розподілу з густиною

[аху  в області D,

[0  поза областю D.

Область D  -  трикутник, обмеж ений прямими лініями х  + у - 1  = 0, 

х = 0, у -  0. Знайти: а) коефіцієнт а  \ б ) математичне сподівання тх і 

т у ; в) дисперсії , σ 2ν ; г) коефіцієнт кореляції r  .

147. Система випадкових величин має закон розподілу з густиною

Г^2 ,,2 „ „ „  „2  , . 2  2 /  Л \

f ( x> у) -

/ (* ,  у) =
\ а  - х 2 - у 2 при х 2 + у 2 < а 2 ( а >  0 ) ,

[О при х 2 + у 2 > а 2.

Знайти: а) коефіцієнт а \  б) математичне сподівання тх і m v \ в) ди с

персії о 2 , σ 2ν ; г) коефіцієнт кореляції r  .



5.11. Н А Й БІЛЬШ  ПО Ш И РЕН І ЗАКО Н И  Р О З П О Д ІЛ У  О ДН О В И М ІР Н И Х
І Б А ГА ТО В И М ІР Н И Х  В И П А Д К О В И Х  В ЕЛИ Ч И Н

Приклади.  1. Відділ технічного контролю перевіряє вироби на стандартність. 
Імовірність того, що виріб стандартний, дорівнює 0,9. У кожній партії п’ять виро
бів. Знайти математичне сподівання випадкової величини А' -  числа партій, у 
кожній з яких виявиться тільки чотири стандартних вироби, якщо перевірці під
лягає 50 партій.

Р о з в ’я за н н я . Математичне сподівання М [ х ] =  Np [ч. 2, с. 563], де N -  

загальне число партій, р  -  імовірність того, що в одній партії виявиться тільки 

чотири стандартних вироби. За формулою Бернуллі

р  = р5 (4) = С4 · 0,94 · 0, Iі * 0,328 .

Отже,

Μ  [X]  «  5 0 -0 ,328*  16.

Відповідь4. 16.
2. На 1 000 сторінках коректури міститься 500 помилок. Знайти ймовірність 

того, що на випадково обраній сторінці не більше ніж дві помилки.
Р о з в ’я за н н я . Нехай випадкова величина А" -  число помилок на одній сторін

ці. Математичне сподівання X -середн є число помилок на одній сторінці:

Л/[А'] = - ^ -  = 0,5.
1 J 1000

Звичайно випадкова величина X  вважається розподіленою за законом Пуас
сона. Тоді ймовірність дорівнює k помилок на одній сторінці та визначається за 
формулою (3.30) [ч. 2, с. 523]

λ*
/>(А' = *) = - ^ - е " \  λ  = /W[A"] = 0,5 .

Імовірність того, що на сторінці виявиться не більше ніж дві помилки, дорів
нює сумі ймовірностей Р ( X  = 0) + Р ( Х  = і) + Р ( Х  = 2 ) , звідки

Я = е

Відповідь: 0,985 6.

( 
- 0 ,5 0,5° 0,5і 0,52 "і 1,625

• н-------+
0! 1! 2! ,

—f=—  0,985 6. 
Ve

3. Ціна поділки шкапи вимірювального приладу дорівнює 0,2. Показники при
ладу округлюють до найближчої поділки. Визначити ймовірність того, що в разі 
відліку похибка дорівнюватиме 0,04 (вважаючи похибку округлення випадковою 
величиною, розподіленою рівномірно в проміжку між двома сусідніми похибками).

Р о з в ’я за н н я . Довжина b - а  проміжку, в якому містяться всі можливі зна
чення випадкової величини X  (похибки округлення), дорівнює 0,2. Наприклад, 
при а = 0 густина розподілу випадкової величини X  набуває вигляду

/ ( * )  =
5 при 0 < x < 0 ,2 ,
0 при х  < 0 або х > 0,2.

Похибка відліку буде меншою ніж 0,04, якщо X  міститься в інтервалі [0; 0,04] 
або [0,16; 0,2]. Отже,

0 ,0 4

< 0 ,0 4 )  = Р(0 < X  < 0 , 0 4 ) +  / >( 0 ,1 6  < X  < 0 , 2 )  = j  f ( x ) d x  +
0

0,2 0,04 0,2

+  j  f ( x ) d x  = 5 j  сіх+ 5 j  dx = 5 -0,04 + 5 -0,04 = 0 ,4 .

Відповідь: 0,4.
4. Систематична помилка (математичне сподівання) утримання висоти літа

ком +20 м, а випадкова помилка має середнє квадратичне відхилення 75 м. Для 
польоту літака відвели коридор 100 м заввишки. Яка ймовірність того, що літак 
буде летіти в середині коридору, якщо йому задана висота, відповідна середині 
коридору?

Р о з в ’я за н н я . Нехай випадкова величина X -  висота польоту літака згідно 
із заданим рівнем. Заданий рівень -  висота, що відповідає середині коридору, -  
має значення X  = 0. Щоб літак летів усередині коридору, має виконуватися 
нерівність -5 0  < X  < 50 .

Значення Р { - 50 < X  < 50) знаходимо за формулою (10.13) [ч. 2, с. 570]. З умови 

задачі математичне сподівання тх = 20  м, а середньоквадратичне відхилення 

σ , = 75 м. Отже,

= Ф (0,4) -  Ф (-0 ,933) = Ф (0,4) + Ф(0,933).



Оскільки функція Лапласа є непарною, тобто

Ф (-0 ,933) = -Ф (0,933).

З таблиць [ч. 2, с. 527] знаходимо, що Ф (0,4) = 0,155 4, Ф (0,933) = 0,324 6. 

Отже, Р (-5 0  < X  < 50) = 0,155 4 + 0,324 6 = 0,48 .

Відповідь: 0,48.
5. Випадкова точка на площині (X , Y ) розподілена за нормальним законом 

із центром розсіювання (ягд; т у j = (0; і) та середньоквадратичним відхилен

ням σ Λ. = 1, σ > = 2 . Знайти ймовірність попадання випадкової точки в прямокут

ник з вершинами (-1; 1), (2; 1), (2; 3), (-1; 3).
Р о з в ’я за н н я . Оскільки компоненти λ- та Υ незалежні, то значення, що буде 

прийняте одним із компонентів, не залежить від значення другого компонента, тому 

Р ( - 1 < X < 2, 1 < К < 3) = Р (-1  < X  < 2) · Р(1 < Υ < 3).

Значення Я ( - 1 < Х < 2 )  і />(1 < К < 3 )  знаходимо за формулою (10.13) [ч. 2, 

с. 570]:

Я(-1 < X < 2) = Ф^-р j = ф(2) “ ф(0 = °’818 5;

Р(1 < Y < 3) = ф ( ^ ]  -  Ф ( ^ )  = ф (1) -  ф (°) = °-341 3·

Отже,
Р (-1  < X  < 2, 1 < Y < 3) = 0,818 5 0,3413 = 0,279.

Відповідь: 0,279.
6. Функція розподілу випадкового часу безвідмовної роботи радіоапаратури 

має вигляд

F(t )  = 1 - е -0·02' ( /> 0 ) .

Знайти густину ймовірності та ймовірність безвідмовної роботи апаратури про
тягом 100 год.

Р о з в ’я за н н я . Визначаємо густину розподілу:

/ ( ? )  = 0,02е~°02' ( ί> 0 ) .

Використовуючи функцію надійності R = e~x' [ч. 2, с. 575], дістаємо 

/?(100) = є -0 02100 = є-2 = 0,135 3.

Відповідь: / ( f )  = О.Оге^·02' (/ > 0); Я(100) = 0,135 3.

7. Густина ймовірності випадкових амплітуд X  бокової качки корабля ви
значається за законом Релея

~ Х ~

П А - ( * > 0 ) ,

де σ 2 -  дисперсія кута крену. Знайти середнє значення амплітуди бокової качки. 
Чи однаково часто зустрічаються амплітуди, менші чи більші за середню?

Р о з в 'я з а н н я .  Математичне сподівання випадкової амплітуди бокової качки

Μ  [ X } = j V ( х ) dx = —  Jjv2 е 2̂ dx =

= 2yf2a jre~'~dt =

0

t~ = u, t = \fu 

du
dt = -

t =
σΤ2

dx = asf ldt

I ~  -
= 2 λ / 2 ο -  ie~" u - du = 

9 J
2-Ju

де Г -  гамма-функція [ч. 1, c. 565]. Отже, Μ  [Χ ] = σ ^ ·  ·

Події { θ < Χ  < Λ /[Χ ]}  (випадкові амплітуди бокової качки корабля, менші 

ніж середня амплітуда) та | λ > Λ /[Χ ]}  (випадкові амплітуди бокової качки ко

рабля, більші за середню амплітуду) є протилежними. Імовірність першої з них 
знаходимо за властивістю 2 густини розподілу ймовірності [ч. 2, с. 540]:

м \ х \  . ° Ί ί  ζ ζ
Р = (О < X < Μ  [X ]) = J f ( x ) d x  = —j  j  х е 2° \ і х  =

: — ρ2σ = 1 -  Є = 0,544;

р(х > М [Х ])  = 1 - /> (0 < Х  < Л /[Х ])  = е 4 =0,456.

Отже, амплітуди, менші за середню амплітуду, зустрічаються частіше, ніж 
амплітуди, більші за середню.



148. Обладнання складається з 1 000 елементів. Імовірність відмови 

будь-якого елемента під час випробування дорівнює 5-Ю -4 і не залежить 

від стану інших елементів. Проведено 100 випробувань. Знайти математич

не сподівання числа випробувань, у кожному з яких відмовить принаймні 

один елемент. Вважається, що випробування незалежні одне від одного.

149. Яка ймовірність того, що серед 200 осіб виявиться чотири лівші, 
якщо в середньому лівші становлять 1 %?

150. Автоматична телефонна станція одерж ує в середньому за годину  

300 викликів. Яка ймовірність того, що вона отримає за дану хвилину 
рівно три виклики?

2
151. Імовірність влучення в мішень для першого стрільця — , для дру-

з
того -  - .  Перший стрілець зробив 15 пострілів, другий -  20. Випадкова 

величина X  -загальна кількість влучень у мішень. Знайти М [ Х ]  та £>[ЛГ].

152. У селищі 2 800 жителів. Кожен із них приблизно два рази на тиж
день їздить до  міста, вибираючи дні для поїздки за випадковими мотива

ми незалежно від інших. Випадкова величина X  -  кількість пасажирів, 

які їздять у поїзді будь-якого дня тижня (поїзд  вирушає раз на добу). 
Знайти Л /[Х ]  та 0 [ Х ] ·

153. Випадкова величина X  має рівномірний розподіл з математич
ним сподіванням Л/ [ АГ ] = 1 і дисперсією  β [ Χ ]  = 3 . Знайти густину ймо

вірності випадкової величини X  .

154. Випадкова величина X  р івномірно розподілена на відрізку  

[ -1 ;  1J. Знайти: а) Μ  [ 2 Х  + 3 ];  б) D [ 2 Х  + 3 ] ;  в) м [ х 2 + l j .

155. Випадкова величина X  підпорядкована закону рівномірного  
розподілу на відрізку [0; 2]. Знайти густину ймовірності та функцію роз
поділу випадкової величини X  .

156. Автобуси деякого маршруту їздять точно за розкладом. Промі
жок руху 5 хв. Знайти ймовірність того, що пасажир, який підійш ов до  
зупинки, чекатиме автобус менше ніж 3 хв.

157. Випадкові величини X та К незалежні й розподілені рівномірно: 
X  -  в інтервалі (я; b),  Y  -  в інтервалі (с; сі). Знайти дисперсію добутку ΛΥ.

158. Знайти математичне сподівання нормально розподіленої двови
мірної випадкової величини з густиною розподілу

f ( x , y > -------L _  е > - 4 ( £ ^ 2 р(*-д)(у-*)+ ^ ' ·
2 π σ ,σ 2Ν/ 1 - ρ 2 V ст‘ σ ' ° 2 ° 2 ;

159. В ипадкова величина розп од ілен а за  норм альним  законом  з пара

м етрами /» ,.= 1 0 0  і σ\  = 100 . О бчислити : а) Р(Х  < 9 5 ) ;  б) Р(Х  > 9 0 ) ;

в) Р (8 0  < А" < 8 5 ) ; г) Р( | X - 1 0 0 | < 2 0 ) .

Знайти такі значення a ,  b , с , за яких: д) Р( X  <а)  = 0 ,9 5 ; е) Р(Х >Ь) = 

= 0 ,9 0 ; є) Р ( |Х - 1 0 0 |< С )  = 0 ,9 0 .

160. В ипадкова величина X  має норм альний  розподіл  із м атем атич
ним сподіванням  Оі ди сп ерсією  1. Я к а  з д вох  подій -  { | X | < 0 ,7  J або

{ I X  І >  0 ,7  } -  має більш у йм овірн ість?

161. В ипадкова величина п ідпорядкована закону норм ального  розп о
ділу  з М  [Х ]  = 0 .  Ім овірність влучення величини  X  в інтервал в і д - а  до

а  ( а  >  0 )  дор івню є 0,5. Знайти  σ Λ.

162. В ерстат-автом ат ш там пує детал і. Д еталь  вваж ається придатною , 

якщ о відхилення її контрольованого  розм іру в ід  п роектного  не переви

щ ує 10 мм. В ипадкові відхилення контрольованого  розм іру від проект
ного п ідпорядкован і норм альном у закону із серед н ьоквадрати чн и м  в ід
хиленням  σ χ = 5  мм і м атем атичним  спод іванням  т х = 0 .  Скільки відсот

ків придатних деталей  виготовляє автом ат?
163. Д еяка  категорія лю дей м ає серед н ю  м асу 60  кг, середнє квадра

тичне відхилення маси стан ови ть  3 кг. В важ аю чи, щ о м аса має норм аль

ний розподіл , визначити йм овірн ість  того , щ о м аса випадково  взятої о со 

би відрізняється від серед н ьо ї ваги не б ільш е ніж  на 5 кг.
164. А втом ат упаковує печиво  в пачки по 16 ш тук у кож ну. Н а етикет

ці робиться напис, щ о пачка важ ить 480  г. В важ ається, щ о м аса одного 
п ечива є норм альною  випадковою  величиною  із середн ім  і стандартним  

відхиленням и відповідно  30  і 3 г. Я кщ о  покупець вибирає пачку ви п ад

ково, яка йм овірн ість того, щ о вона л егш а ніж  4 8 0  г?



165. В ипадкові величини X  та  У незалеж ні, норм ально розподілені й 

м аю ть параметри тх = ш , , = 0 ,  σ ν = 1 ,  σ ν = 2 .  О бчислити йм овірність

попадання випадково ї точки (л:, у )  у  прям окутник j jc| < 1 . | v | < 2 .

166. М іст через річку являє  собою  прям окутник, координати якого в 
декартовій  системі координат задовольняю ть нерівностям  |х |< 1 0 ,

І v І <  100 . П ід час артилер ійського  обстр ілу  м оста точка влучення снаря- 

ду (.v. у) у тій самій систем і координат м ає двовим ірний  норм альний 

розподіл із незалеж ним и ком понентам и і середньоквадратичним и відхи

ленням и σ , = 1 0 ,  σ ν = 4 0 .  “Точки прицілу” позначим о ( w v, w v) .  В и

значити йм овірн ість влучення у м іст у разі одного пострілу, якщ о точка

прицілу має координати: а) (0; 0); б) (10; 0); в) (5; 20).

167. Н еперервна випадкова величина X розподілена за показниковим  
законом  з густиною  розподілу

ίθ , якщ о х < 0 ,г / \ _ І

І 5 е _5л, якщ о j t> 0 .

Знайти йм овірн ість того , що в результаті випробування X  попаде в ін

тервал (0,1; 0,6).

168. Час б е зв ід м о в н о ї роботи  ел е м е н та  м ає п о к азн и к о ви й  розп од іл  

F ( t )  = 1 -е ~ ° '03' .  Зн ай ти  й м о в ір н ість  то го , щ о за час / =  100 год е л е 

м ент: а) відм овить; б) не відм овить.

169. Н еперервна випадкова величина X  розд ілена за показниковим  
законом

[О, якщ о х < 0 ,

{ о,04є _0 04л , якщ о * > 0 .

Знайти м атем атичне сподівання й середньоквадратичне відхилення ви

падкової величини X  . О бчислити  йм овірн ість  того, що відхилення вели
чини X  від М [ Х  J не перевищ ує 3 σ [ Χ ] .

170. В ипробовую ться д в а  незалеж но працю ю чих елем енти . Т ри ва

лість  (час) безв ідм овн о ї роботи перш ого елем ента має показниковий

розподіл  F, ( /)  = 1 - е -0 02' ,  другого  -  F2 (?) =  1 -  е ° '05' . Знайти йм овір 

ність того, що за час роботи, який дор івн ю є 6 год: а) о би д ва елем енти 

відм овлять; б) обидва елем енти не відм овлять; в) т ільки  один  елем ент 

відм овить; г) принайм ні один елем ент відм овить.
171. С тр ілец ь  стр іляє  в ц іль д о  перш ого  влучення. З н ай ти  й м ов ір 

н ість влучення в разі одн ого  пострілу , якщ о: а) м атем ати ч н е спод івання 

числа постріл ів  д ор івн ю є п ’яти; б) д и сп ер с ія  числа п о стр іл ів  дор івн ю є 

двом .
172. А втом атична л ін ія в разі норм ального  налагодж ення допускає 

браковані вироби з ім овірністю  0,01. П ісля перш ого виявлення ВТК бра

кованого  виробу лін ію  переналагодж ую ть. Знайти середнє число всіх 
бракованих виробів, виготовлених між  д в о м а  переналагодж енням и  лінії.

173. В ипадкова величина R  -  в ідстань від точки  влучення до  центру 

м іш ені -  розподілена за законом  Релея:

/ ( r )  = 2 / r r e - " V

при г > 0 .  Знайти м атем атичне сподівання M [ R \ .

174. У  тео р ії надійності техн ічн и х  приладів за  закон розподілу часу 
безв ідм овн о ї роботи приладу часто використовується закон  В ейбулла 

[ч. 2, с. 577] з ф ункцією  розподілу F ( x )  =  1 - е - ""* ( - * > 0 ) ,  де  а  -  деяка 

стала, /і -  ц іле додатне число. Знайти: а) густину розпод ілу; б) м атем а

тичне сподівання випадкової величини X , розп од ілен о ї за  законом  В ей

булла.
175. Випадкова величина X ексцентриситету деталі має розподіл Релея

F ( x )  = 1 - е 2ст2 (jc > 0 ) .

Знайти середнє значення ексцентриситету  детал і.
176. Знайти густину розпод ілу  ви п адково ї величини X , щ о має бета- 

розподіл [ч. 2, с. 578], якщ о



6.12. ЗАКОН ВЕЛИКИХ ЧИСЕЛ

Приклади.  1. Для деякого автопарку середня кількість автобусів, що відправ
ляються на ремонт після експлуатації протягом місяця на міських лініях, дорів
нює п’яти. Оцінити ймовірність того, що після закінчення місяця в одному авто
парку буде відправлено на ремонт менше ніж 15 автобусів, якщо: а) інформації 
про дисперсію немає; б) відомо, що дисперсія дорівнює чотирьом.

Р о з в ’я за н н я . Нехай випадкова величина X  -  кількість автобусів, що від
правляються на ремонт після місяця експлуатації. Математичне сподівання (се
реднє значення) Μ  [ X  ] = 5 .

Подія { X  <15} протилежна події { X  > 15} , тому Р ( Х  < 15) = 1 -  Р ( Х  > 15).

а) Для випадку, коли інформації про дисперсію немає, визначаючи Р (Х  > 15),

застосуємо першу нерівність Чебишова [ч. 2, с. 5791: Р І X  > 15) < —  = 0 333 З
'  15 ...............

отже, Р ( Х  < 15) > 0,666 6...

б) Якщо відомо, що дисперсія дорівнює чотирьом, знайдемо = 0 [  X  ] +

+М~ [ X  ] = 4 + 25 = 29 , а значення Р ( А- >15) оцінимо за другою нерівністю 

Чебишова:
од од 

Р І Х  > 15) < — -· = ——  = 0,128 8... 
v '  15 225

і Р ( Х  <15) > 0 ,871 .

Відповідь: а) 0,666...; б) 0,871.
2. Дисперсія кожної з 1 000 незалежних випадкових величин хк (к = 1, 2,..., 1000)

дорівнює 4. Оцінити ймовірність того, що відхилення середньоарифметичного 
цих математичних сподівань за модулем не перевищить 0,1.

Р о з в ’я за н н я . Розглянемо випадкову величину А" -  середньоарифметичне 
випадкової величини хк :

1000

Тоді математичне сподівання

1000
М [ Х ]  = М

І 1 UUU
—  У  

1000 £

X  =
1000

1000
-м

1000

Σ * *
*=1

, 1000
= —  У  м [  

1000 ^

Оскільки випадкові величини хк незалежні, то дисперсія

1000

D [ X ]  = D
, 1000

—  Σ * *  1000

° Σ
<=1 4 1 0 0 0

10002 10002 1000

Нехай імовірність того, що відхилення випадкової величини від її математич

ного сподівання М [ Х ]  менше за 0,1, є Р{\ X  -  Μ  [ X  ]| < 0 , і ) , а ймовірність по

дії, що протилежна вказаній, Р ( |х  - М [ Х  ]| > 0 , і ) . Використовуючи формулу 

(11.2) [ч. 2, с. 579], дістаємо

Р ( І Х - М \ Х  11 > 0, і) < 4 ' 10, - - = 0 ,4 .II І Ί  > 10--

Отже,

р(| X  -  Μ  [ X  ]| < 0 ,і) > 1 -  р(| X  -  м  [ X ]| > о ,і) = І -  0 ,4 = 0,6 .

Відповідь: 0,6.
3. Дано закон розподілу попарно незалежних випадкових величин, що утво

рюють випадкову послідовність { Х п} , п = 1, 2 ,.. .:

хпі -4 7 г 0 sTn

р { х п = хш}
1
п

1 - 1
п

1
п

Чи справджується для цієї послідовності закон великих чисел?
Р о з в ’я за н н я . Перша умова закону великих чисел виконана: дано, що члени 

послідовності {*„}  попарно незалежні. Перевіримо виконання другої умови -

рівності (11.9) [ч. 2, с. 581]. Для цього знаходимо

M[Xk] = --yfc + o i l - - ]  + -V^ = 0; D[Xk] = M[x1k] - M2[Xk}·,

Σ*.. к-\
= Σ θ [ Χ * ]  = 2η;

lim —  D
η-** Σ * * = lim Д - · 2п = 2 lim — = 0.

л—>βο п- п—*°° п

Отже, закон великих чисел для цієї послідовності справджується.



4. Знайти характеристичну функцію та початкові моменти випадкової вели
чини, густина ймовірності якої

/ ( * )  =
е ' ,  якщо .v > 0, 

0, якщо х  < 0.

Р о з в ’я за н н я . Оскільки характеристична функція φ Λ(/) = J  є '7' /(л')е/л', то 

φ ι ( / )=  [ е_ле-',л dx = ("є*·77 ^ х dx = lim |е^/ 7 'сіх =
0 0

= lim
Λ*-·);

Л— jf  — 1 = lim
,Λ/' 1

( j t  -  і) j '  ~ 1 1 -  Jt

Центральні моменти знаходимо за властивістю 5 [ч. 2, с. 586]. Маємо

м \ П  Ф Й О )

тоді

М \ X <Рх (0) _ 1
J J • \2

М [ * > ]21 _ Ψχ (0) 1

О - . / ' )  

2 j
•2 -2 

J J 0  - у>Г
: 2 ;

1 -Θ o
'

1

1L
11

( і - д Г І

5. Під час складання статистичного звіту потрібно було додати 104 чисел, кож

не з яких було округленим з точністю до ΙΟ- " ' . Припускаючи, що похибки, які 
виникли внаслідок округлення, взаємно незалежні та рівномірно розподілені на 

відрізку ( - 0 ,5 1 0  0,5 ■10'"), визначити границі, в яких з імовірністю, біль

шою за 0,997, буде знайдена сумарна похибка.

Р о з в ’ я за н н я . Позначимо похибку округлення як X, ( / = 1, 2 , ..., 104) . Тоді 

іо4
сумарні похибки X = ^  X,·; X, взаємно незалежні та однаково розподілені, тобто

/=!

можна застосувати теорему Ляпунова. Знайдемо т = М  [ X,- ] та σ 2 = D\  X, ] . 

Оскільки X, розподілені рівномірно в межах (a, b ) , де а = -0 ,5  · 10”" ', 

£> = 0,5 -10"1, маємо

] = ™  0; = = о . ^ т а = ' ° ' "12 Vl2 '

За теоремою Ляпунова,
’ ю4
Σ ^ , - і ° 4 0
і=1 _______
10"

V H
■4ΐό*

< X
1

імов ,—  f е 2 du = Ф(х) ,  j g i t f , 
ν 2 π  J

звідки випливає 

Р
10 . „  10’“"'

-x < X  <  — ? = - * —¥ Ф( х ) - Ф ( - х ) = 2 Ф( х ) - і \
V I I ..............VII

2Ф (.ї) = 1,997; Ф(х)  = 0,998 5.

За табл. 3.2 [ч. 2, с. 527] знаходимо, що х = 2 ,97, тоді 

-0 ,86  · 102~m < X < 0,86· 102“т ,

що і є відповіддю.
177. К ількість сонячних дн ів  протягом  року для д ан о ї місцевості є ви

падковою  величиною  з м атем атичним  спод іванням , яке дор івн ю є 75 
дням . О цінити  знизу йм овірн ість  того , щ о в наступном у році у дан ій  м іс
цевості буде понад 100 сонячних днів.

178. Закон розподілу попарно незалеж них випадкових  величин, що 
утворю ю ть випадкову  послідовн ість  { Х „ } , п - 1, 2 ,.. .:

Хщ ~ па 0 па

Рщ
1

2 п 2

1

2 п г

З ’ясувати , чи справдж ується для ц ієї посл ідовності закон великих чисел.



179. В им ірю ється ш видкість вітру в даном у пункті Землі. В ипадкова 

величина X  -  проекція вектора ш видкості вітру на ф іксований  н апря
мок. О цінити йм овірн ість п одії А = { Х  > 8 0  км /год} при такій  початко

вій інформ ації: а) в результаті багатор ічн и х  спостереж ень установлено, 
щ о Μ  [ X  ] = 16 км ; б) проведено додаткові випробування, завдяки яким

визначено, щ о σ ν = 4  км /год .

180. У р езу льтат і 500  н езалеж н и х  д о с л ід ів  зд обуті зн ачен ня  в и п ад 
к ово ї величини  X : . η , х 2 ,..., .ν500 . Н ехай  м атем ати ч н е  сп од іван н я  

Μ  [ X  ] = 1 й д и с п ер с ія  D [ X  ] = 1 . О ц ін и ти  й м овірн ість  того , щ о м о

д уль  р ізниц і м іж  се р ед н ьо а р и ф м ети ч н и м и  значенням и  ви п адково ї ве

личини , що сп остер ігаю ться , і ї ї  м атем ати ч н и м  спод іванням  буде м ен-
1

ш им  НІЖ —.
2

181. Знайти характеристичні ф ункц ії та, використовую чи їх, обч и сли 
ти Μ  [ X  \ і D \  X  ] :  а) для р івном ірного  розподілу в інтервалі ( - а ;  а ) ;

б) для біном ного  розподілу; в) для розпод ілу  П уассона.

182. Д ано характеристичну ф ункцію  центрованої випадково ї величи

ни X  , що п ідпорядкована закону норм ального  розподілу

Ф х ( 0  =  е 2 '

Знайти  всі центральні м оменти ви п адково ї величини X  .

183. Гральний кубик кидаю ть 1 000 разів. Знайти границі, в яких з імо

вірністю , більш ою  ніж 0,95, буде розм іщ уватись число очок, що випали.

184. Гральний кубик п ідкидаю ть доти , доки  загальна сум а очок, які 

припали, не перевищ ить 700. О цінити  йм овірність того, щ о для цього 

буде потрібно не б ільш е ніж  210 підкидань.

185. В ипадкова величина X -  результат вим ірю вань певної ф ізичної 

величини, закон розпод ілу  як о ї невідом ий. В изначити, яку м аксим альну 

відносну точн ість  вим ірю вання м ож на гарантувати з імовірністю, не м ен
ш ою  ніж 0,95, якщ о М [ х ]  = 0 ,1; σ [ Χ ]  = 0 ,0 2  та береться серед н ьо 

ариф м етичне 100 вимірів.

6.13. Ч И С Л О В І Х А Р А К ТЕР И С ТИ К И  В И П А Д К О В О Ї В Е ЛИ Ч И Н И

Приклади.  1. Випадкова величина Х ° (? )  задана у ви гляді Х ° (? )  =  V t  + b , де 

V -  нормально розподілена випадкова величина, M [ V ]  = in, σ(ν) = σ , a b -  

стала. Знайти основні характеристики процесу: тх ( ? ) , σ χ (? ) ,  kx (? ,, t2) ■

Р о з в ’ я з а н н я . Застосовую чи властивості математичного сподівання, маємо

т »(t) = M [ V t  + b] = tM[V] + b = tm + b\ σ χ„ (? ) =  ^ D [ x ]  , 

але оскільки

d [ x ° ]  = M \ V r  + b)2 - M 2[Vt + b] = m \ v z r  +2Vbt  + / r ] -  

-(t in + b)2 = ?2A / j V ]  + 2/;?Ai[V] + / r - r n r  -  

-2  t m b - b 2 = ? 2[^jvf[v2j - / ) i 2j  = t 2D[v],

остаточно дістаємо

( ' )  = >/ r D [ V ) = \ t \ - o .

Залишилося скористатись властивостями математичного сподівання, щоб ви

значити

'2) = ^ [ ^ 0( О ^ 0 ( '2 )]  = ^ [ ( А' ° ( О - " ' х ( ' і ) ) Х

χ ( λ ,0 (?2) - / « Λ.ο(?; ) ) ]  =  Λ ί [ ( ν / 1 ч- Ь -  «І?, -  b)(V  t2 + b -  mt2 - b ) ]  =

= m [(V  - rn )- t i (V  -ш ) ? 2]  =  h h M [y2  ~ 2mV  + ' " : ]  =

= ?,?2 [ м  [  V 2 ] -  2 m M [ V }  + 1112) = ?,?2 [ м  [  V2 ] -  2 in1 +m2) =

= ?,?2 ( м [ У 2] - ш 2) = ?,?2а 2.

Відповідь: ηιχ0 (ΐ)  =  ?ni + b ; σ χ0 (ΐ)  =  |?|·σ ; t2) = t\t2a  .

2. Випадковий процес X ° (? )  є випадковим гармонійним коливанням 

Х °  (?) = «cos((J? + Ф] зі сталою  ам плітудо ю  а та  частотою  со , випадковою  фа

зою Ф , що розподілена рівном ірно на відрізку [ - π ,  π ] . Ч и є даний процес ста

ціонарним? Ч и  є він ергодичним?



Р о з в ’я за н н я . Для з ’ясування, чи є процес стаціонарним, спочатку перепи
шемо X ° ( t )  у вигляді

X ° ( t )  = a(coso) г с о б Ф -s in to fs in O ).

Враховуючи, що я і ω сталі, маємо

Л # О ° ( 0 ]  = «(cosaw  -M [cosO ] - s in  cur · М  [sinФ]);

і п 1М [сояФ ] = —  Г coscp i/(p  = — sincp 
2п J 9тт

- 0;

= 0.

2 n j n 2π

1 π —1
Л /[sinФ 1 = —  f sincpi/<p = — coscp

2π t  2π _-π - η

Отже, Д/ ̂ ΛΓ0 (/) J = 0 . Знайдемо далі

Μ ' , ·  ί2) = ^ [ χ 0 (,Ι) .Χ ° ( ί 3) ]  = Λ ί[ Χ ( / | ) · Χ ( /2) ]  =

2
= Μ  [acos(u)?, + 0 )-a c o s ( (o /2 + Φ ) ]  = —  Μ  [coscd^, - r 2) + cos( ω (/, + t2 ) + 2Φ) =

= —  m [ cosu)(/, - r 2) + A /[cos(a)(r, + /2) + 2Φ )] J;

Λ /[αο5(ω (ί, + ί2)+  2Φ) J = jW[cosci}(r, + г2)со52Ф - s i im ( / ,  + г-,)5Іп2ф] =

= cosu>(f, +t2)· М[  cos 2Ф ] -  sin ω(/·| +г2)Д /[з іп 2 Ф ] ;

1  η Ч

Л/[со5 2Ф] = —  Г cos 2ψ ί/φ  = — sin2<p 
2π J Λπ.

M I = 0;

і π -1Л/[$іп2Ф] = —  f sin2<prf<p = — cos2(p 
2 π і  4π4π

Таким чином,

Μ ' ι -  ι2) = γ ^ ω ( ί Γ ί2)

залежить тільки від різниці моментів часу. Крім того, як показано вище,
М [ x ° ( ? ) J  = 0 .  Обидві умови стаціонарності для випадкової функції X °(f)

виконані, тобто процес Χ ° (ί)  є стаціонарним.

Щоб визначити, чи є процес ергодичним [ч. 2, с. 593], знаходимо
T J т

—  f x( t )d t  = —  f a c o s io r  + <p)dt = ------ sin fou  + φ)
2 T j T y '  2 r J T v ’ 2 Τω [ ’

=  ̂ [sin ((07 + φ) - s in ( a ) 7  - ф ) ]  = sin ω 7 cosq);

lim - L  )  Х( , ) Л  = lim £ Ι ! ! ϊ ί Ϊ £ 2 ! ϊ  ,  0  .  M [ * « ( , )  1  
t - , ~  2 7  J τ->°° 7 ω  L w  J

Умова ергодичності виконана. Отже, процес є ергодичним.

186. Випадкова функція X  (г) задана у вигляді X  ( / )  =  U + V  t , де U  і 

V -  незалежні випадкові величини неперервного типу, що підлягають 
показниковому розподілу з параметрами відповідно λ,, =  1 і λ ν = 2 .  

Знайти числові характеристики т х ( / )  і D x ( / ) .

187. Дана кореляційна функція випадкового процесу X  (?):

* Л * 1 ’ г2 ) = " 7  гт·
і +  ( / , - ь )

Знайти дисперсію  процесу

K (i) =  e~' X  ( i )  + sin 2 /.

188. Знайти математичне сподівання випадкових функцій: а) λ' ( t ) = U t 2 , 

д е  U -  випадкова величина, причому М [ і / ]  = 5; б) X ( i)  = U  cos 2r + V t , 

де U ι V  -  випадкові величини, причому M [ U \  = 3 , Μ  [V ] = 4 .

189. Задана кореляційна функція к х ( / , ,  t 2 ) випадкової функції 

X  ( / ) .  Знайти кореляційні функції випадкових функцій: а) Κ(ί) =  λΓ(/)  +  ί; 

б) Y ( t ) =  (t  + l ) X ( t ) - , B )  Y ( t )  = A X { t ) .

190. Задана дисперсія Dx ( t )  випадкової функції X  ( / ) .  Знайти диспер

сію  випадкових функцій: а) Κ (ί) =  X ( / )  +  е ' : б) Y ( t )  = t X ( t ) .

191. Знайти: а) математичне сподівання; б) кореляційну функцію; в) дис
персію випадкової функції X ( t )  = U sin 2 f , де  U -  випадкова величина,

причому M  [U ] =  3 , D [ U ] = 6  .



6.14. П О С Л ІД О В Н ІС ТЬ  В И П А Д К О В И Х  ЗА ЛЕЖ Н И Х В Е ЛИ Ч И Н . 
Л А Н Ц Ю ГИ  М А Р К О В А

Приклад.  Дано ланцюг Маркова, пов’язаний із випробуванням Бернуллі так: 
у момент п система перебувас в стані Е{ , якщо випробування / і - І  і п привели

до результату УУ; аналогічно Е2, Е3 , Е4 відповідають результатам УН, НУ, 

НН. Знайти матрицю переходу та її показники.
Р о з в ’я за н н я . Складемо матрицю Р.  Для цього розглянемо ймовірність пе

реходу за один крок -  від п -го до (/і +1) -го випробування.

Оскільки маємо схему Бернуллі, у випробуванні л + 1 ймовірність успіху бу
де р  , неуспіху -  q .

Зрозуміло, що можливі такі переходи:

/ 'М /О  р / е Л р ) f / e \ ( р ) f ' *e A p )
Ч E M '  2^ Ш '  ' - Ш '  \  £ 4 [q)

Імовірності переходів написані в дужках. Імовірності решти переходів дорів
нюють нулеві. Отже, матриця Р має вигляд

Р =

V

Р Я 
0 0

Р Я 
0 0

о о

Р я 
о о

Р я)
Знайдемо показники матриці

0 (Л '

v

Р я 
о о

Р я 
о о

Р я 
о о

Р я.

Ру =

Р я 
о о

Р я  
о о

о о

Р я 
о о

Р я.

РЯ РЯ 

РЯ РЯ 

РЯ РЯ 

РЯ РЯ

р q 0 0

0 0 р  q
р q 0 0

0 0 р  q)

/ і 
Р~ РЯ РЯ я

р 2 РЯ РЯ я 2

р 2 РЯ РЯ я2
?

\ Р РЯ РЯ Я2 у

( р 2 РЯ РЯ я
РЯ РЯ 

РЯ РЯ 

РЯ РЯ

Отже,

= р 2( к =  З, 4 , . . .) .

192. Ім овірність переходу за один крок у ланцю гу  М аркова задається 

м атрицею

Р -

ґ 1_

3 
\_ 

2 
\_

4

3
і

2
і

4

2

0

0 0 

о

0 - 0

Знайти йм овірність переходу за два  кроки. За скільки кроків із другого 

стану м ож на перейти в третій?
193. Д ано ланцю г М аркова з двом а станам и £ , і Е г , йм овірностям и

переходу р , ! =  р 22 = Р ; Р \2 = Рі\ = Я ( 0 < р < 1 ,  p  + q = l )  та  п очатко

вими йм овірностям и р 01 = α  , р 02 = β = 1 -  а  · Знайти р х (3 ) ,  р 2 (3 ) .

194. Л анцю г М аркова має таку м атрицю  переходу:

Р =

0

і

2
І

2

0 -

2
0

П оказати , щ о цей ланцю г ергодичний  і знайти  граничні йм овірності. 

195. Задано м атрицю  переходу

'0 ,2  0 ,8 λ
Р\ = 0 ,7  0 ,3

Знайти  м атрицю  переходу Р2 -  Р{  

196. Задано м атрицю  переходу

^0,1 0 ,9 Л 

0 ,3  0 ,7V /

Знайти м атрицю  переходу Р3 = Рх .



Приклад.  Потік машин, що йде по шосе в одному напрямку, являє собою 
найпростіший потік з інтенсивністю λ .  Людина виходить на шосе, щоб зупини
ти першу машину, яка їде в даному напрямку. Знайти закон розподілу часу Т , 
який їй доведеться чекати. Визначити М \ Т \ ,  σ [Τ ] .

Р о з в ’я за н н я . Оскільки найпростіший потік не має наслідків, то “майбутнє” 
не залежить від “минулого”, зокрема від того, скільки часу пройшло з тих пір, як 
проїхала остання машина. Тому розподіл часу точно такий, як і розподіл про
міжку часу між появою чергових машин:

F ( / )  =  l - e “x' .

Щільність розподілу /  (і ) = Хе~Хі. Отже,

ΛΤ [7·] = l /λ ,  D\T] = 1 / λ \  σ[Γ ] = 1 /λ .

197. Частинки, щ о вилітаю ть з рад іоактивн о ї речовини в процесі її 
розпаду, створю ю ть найпростіш ий потік із параметром λ  . Кож на частин
ка незалеж но від інш ої з імовірністю р  реєструється лічильником. Визна

чити ймовірність того , щ о за час t буде зареєстровано п частинок.
198. А втом атична телеф он н а станція отрим ує в середньом у за годину 

300 викликів. Я ка йм овірн ість того , щ о за дан у  хвилину вона м атим е р ів
но два  виклики?

199. А втом атична телеф он н а станція має чотири канали зв ’язку. На 
станцію  надходить найпростіш ий потік заявок зі щ ільн істю  λ  = 3 викли
ки за  хвилину. В иклик, що над ійш ов у м ом ент, коли всі л ін ії зайняті, 
отрим ує відм ову (припускається, щ о наступні виклики абонентів , які 
отрим али  відм ову, не поруш ую ть пуассонівського  характеру  потоку за
явок). С ередня тривал ість  розм ови -  2 хв. Знайти: а) йм овірн ість в ідм о
ви; б) середню  частку часу, протягом  якого  телеф онна станція взагалі не 
завантаж ена.

200. С танція наведення винищ увачів має три  канали. К ож ний канал 
м ож е одночасно наводити один винищ увач на одну ціль. С ередній  час 
наведення -  2 хв. П отік цілей -  найпростіш ий зі щ ільн істю  λ  = 1,5 літаки 

за хвилину. С танцію  м ож на вваж ати систем ою  з відм овам и, том у  що 
ціль, по якій наведення почалось у м ом ент, коли вона вв ійш ла в зону ви 
нищ увачів , узагалі залиш ається не атакованою . Знайти середню  частку 
цілей, щ о проходять крізь  зону д ій  необстріляним и.

зоо

Приклади.  1. У результаті випробування випадкова величина прийняла такі 
значення: 16; 17; 9; 13; 21; 11; 7; 7; 19; 5; 17; 5; 20; 18; 11; 4; 6; 22; 21; 15; 15; 
23; 19; 25; 1. Потрібно: а) скласти варіаційний ряд; б) збудувати полігон час
тот; в) скласти інтервальний варіаційний ряд, для цього проміжок [0, 25] роз
бити на п’ять дільниць, що мають однакову довжину; г) знайти статистичні 
характеристики X ,  S~, S  .

Р о з в ’я за н н я . Знаходимо обсяг вибірки /г = 25 . Складаємо таблицю варіацій
ного ряду ______________________________________

*/ 1 4 5 6 7 9 11 13 15 16 17 18 19 20 21 22 23 25

'4 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1

Далі будуємо полігон частот, як показано на рис. 6.7.
Складаємо інтервальний варіаційний ряд

]0,5] J5.10] ] 10,15] ] 15,20] 120,25]
3 5 4 8 5

Гістограма частот зображена на рис. 6.8.
Для знаходження статистичних характеристик використовуємо ПЕОМ. Скла

даємо програму на Бейсику:
REM СЕРЕДНЄ ЗНАЧЕННЯ, ДИСПЕРСІЯ,
СЕРЕДНЄ КВАДРАТИЧНЕ ВІДХИЛЕННЯ 1
20: INPUT “введіть “0” ДЛЯ ГЕНЕРАЛЬНОЇ СУКУПНОСТІ, “ 1” ДЛЯ ВИБІР

КИ”, Р
IF Р=0 THEN 40: IF P=1 THEN 40: GOTO 20 
PRINT “ЧИСЛО СПОСТЕРЕЖЕНЬ”
INPUT N
PRINT “ВВЕДІТЬ ЗНАЧЕННЯ СПОСТЕРЕЖЕНЬ”
FOR 1=1 T O N

n,
8

10 15 20 25 x

Рис. 6.8
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INPUT X
s=s+x
T=T+X · 2 
NEXT I 
M=S/N
Y=(T-N ■ M/2)/(N-P)
PRINT
PRINT “СЕРЕДНЄ ЗНАЧЕННЯ =”; Μ 
PRINT “ДИСПЕРСІЯ =”; Y 
PRINT “СЕРЕДНЬОКВ. =”; SOR (Y)
END
Число спостережень 
Введіть значення спостережень 
Середнє значення = 13.88 
Дисперсія = 45.0656 
Середньокв. = 6. 713091687144
2. Під час обробки даних 15 випробувань спортивного літака одержано такі зна

чення його максимальної швидкості: 422,2; 425,6; 418,7; 420,3; 425,8; 423,1; 431,5; 
428,2; 438,3; 434,0; 411,3; 417,2; 413,5; 441,3; 420,0 м/с. Визначити незсунені оцінки 
математичного сподівання та середнє квадратичне відхилення максимальної швид
кості літака. Припускаючи, що максимальна швидкість літака має нормальний розпо
діл, знайти довірчий інтервал для математичного сподівання з рівнем значущості 0,05.

Р о з в ’я за н н я . Незсунену оцінку для математичного сподівання обчислюємо 
за формулою (15.3) [ч. 2, с. 612J:

1 15 1
X  = — = — (422,2 + 425,6 + 418,7 + 420,3 + 425,8 + 423,1 + 431,5 +

15 ,=| 15

+428,2 + 438,3 + 434,0 + 411,3 + 417,2 + 413,5 + 441,3 + 420.0) = 424,73 . 

Незсунену оцінку дисперсії знаходимо за формулою (15.16) [ч. 2, с. 615]:

S ’2 = -і-(2 ,532 + 0,872 + 6 ,0 3 2 + 4 ,4 3 2 +1,072 +1,632 + 6 ,7 7 2 + 3 .4 7 2 +13.572 + 
14 '

+ 9,272 +13,432 + 7,532 + 1 1,232 + 16,572 + 4 .732) = —  ?·’013 5 =75 ,358 '
> 14

5* = 7 5 ^  = 8 ,68.

Довірчий інтервал для математичного сподівання μ з рівнем значущості 0,05 
дістаємо, використовуючи формулу (15.20) [ч. 2, с. 618]:

звідки ф (г^) =0,475 . Затабл. 15.2 [ч. 2, с. 619] визначаємо, що tp = 1,96, тобто

χ ~ ' ^ < μ < χ + ί " 7 Γ  Гр=^ =1’96Т І = 4 ’3 9 '
Отже, 420,34 < μ <  429,02.
3. Результати вимірювань 1000 деталей наведені у вигляді інтервального ва

ріаційного ряду в таблиці:

і 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
*

х, 98,0 98,5 99,0 99,5 100,0 100,5 101,0 101,5 102,0 102,5

", 21 47 87 158 181 201 142 97 41 25

Перевірити, використовуючи критерій згоди Колмогорова, згоду одержаних спо
стережень. При цьому передбачається, що величина X  підпорядкована законові 
нормального розподілу з математичним сподіванням μ = 100,25 мм і середньо- 
квадратичним відхиленням σ = 1 мм при рівні значущості а  = 0 ,05.

Р о з в ’ я за н н я . Теоретичну функцію розподілу Fx (x) визначаємо за формулою

λ -  μ ' )  _  1

а емпіричну функцію розподілу -  за формулою
~к- 1

7х ( - ч ) ·
і

1 000
Σ " . + ° Ή
/-І

Складаємо для кожного значення .ν’ різниці Fx (x, j - F t (.v, ) й одержані ре

зультати зводимо в таблицю

і х- - μ φ ( χ * - μ ) Μ * ' ) а д

1 -2,25 -0 ,4877 0,0123 0,0105 0,001 8
2 -1,75 -0 ,4599 0,040 1 0,044 5 0,0044
3 -1,25 -0 ,3944 0,105 6 0,1115 0,005 9
4 -0,75 -0 ,2734 0,2266 0,2340 0,0074
5 -0,25 -0 ,0987 0,401 3 0,403 5 0,0022
6 0,25 0,098 7 0,5987 0,5945 0,0042
7 0,75 0,2734 0,7734 0,7660 0,0074

8 1,25 0,3944 0,8944 0,885 5 0,0089
9 1,75 0,4599 0,9599 0,9545 0,005 4
10 2,25 0,4877 0,987 7 0,987 5 0,0002



Виберемо з різниць F*x (.v* J -  Fx (х*) найбільше за модулем значення:

0  = 0,0089.Знайдемо D0 таке, що P (D > D0) = α  = 0,05. Затабл. 15.3 [ч.2, с. 622]

дістаємо значення t0 =1,358, що відповідає а  = 0,05. Отже, D0 = r0 /V n =

= 1,358/^1000 = 0,0429. Оскільки D < D0, гіпотеза про згоду даних, які спостері
гаються, із законом нормального розподілу при μ = 100,25; σ  = 1 не заперечується. 

Для довідок наводимо таблицю значень функції розподілу Колмогорова (1 - а ) :

I--а
1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,3 0,0000 0000 0000 0001 0002 0003 0005 0008 0013 0019

0,4 0028 0040 0050 0074 0097 0126 0160 0200 0247 0300

0,5 0361 0428 0503 0585 0675 0772 0876 0987 1104 1228

0,6 1357 1492 1632 1778 1927 2080 2236 2396 2558 2722

0.7 2888 3055 3223 3391 3560 3728 3896 4064 4230 4395

0,8 4559 4720 4880 5038 5194 5347 5497 5645 5791 5933

0,9 6073 6209 6343 6473 6601 6725 6846 6964 7079 7191

1,0 7300 7406 7508 7608 7704 7798 7889 7976 8061 8143

1,1 8223 8300 8374 8445 8514 8580 8644 8706 8765 8823

1,2 8878 8930 8981 9030 9076 9121 9164 9206 9245 9283

1,3 9319 9354 9387 9418 9449 9478 9505 9531 9556 9580

1,4 9603 9625 9646 9665 9684 9702 9718 9734 9750 8764

1,5 9778 9791 9803 9815 9826 9836 9846 9855 9864 9873

1,6 9880 9888 9895 9902 9908 9914 9919 9924 9929 9934

1,7 9938 9942 9946 9950 9953 9956 9959 9962 9965 9967

1,8 9969 9971 9973 9975 9977 9979 9980 9981 9983 9984

1,9 9985 9986 9987 9988 9989 9990 9991 9991 9992 9993
2,0 99933 99970 99987 99995 99998 1,0000 - - - -

4. По кожній зі 100 мішеней зробили по десять незалежних пострілів зі спор
тивного пістолета, фіксувались тільки влучення та промахи. Результати стрільби 
(v ,) -  кількість мішеней, уражених і пострілами, наведені в таблиці

і 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
V, 0 2 4 10 22 26 18 12 4 2 0

Використовуючи критерій X  Пірсона, перевірити, чи підпорядковуються резуль

тати стрільби біномному закону розподілу? Рівень значущості вважати таким, 
що дорівнює 0,10.

Р о з в ’я за н н я . За результатами стрільби знаходимо оцінку математичного 
сподівання числа влучень у мішень

10 /V  І
X = у ! 1 і  = —  (1-2 + 2 -4  + 3-10 + 4· 22 + 5 -26 + 6· 18 +

%  п 100V

+7-12 + 8- 4 + 9- 2 + 1 0 -0 ) = 5.

Статистична ймовірність влучень у мішень
ю

У I V ,

0,5 .
10п 1000

За табл. 15.4 [ч. 2, с. 623] біномного розподілу визначаємо ймовірність влу
чень у мішень у разі десяти пострілів:

Р0 = Рю = 0,009 8, р , =  рч = 0,009 7, р 2 = Ps = 0,043 95,

= Ρη =0,117 19, р4 = р6 = 0,205 08, ps = 0,246 09.

Використовуючи одержані дані, обчислимо

( 0 -0 ,0 9 8 )2 | ( 2 -0 .9 7 7 ) 2 | ( 4 -4 .3 9 5 ) 2 | 

χ  ^  пРі 0,098 0,977 4,395

(1 0 -1 1 ,719)2 _ ( 2 2 - 20.508)2 , (2 6 -2 4 .6 0 9 )2 , ( і8 -2 0 ,5 0 8 )2 |

+ 11,719 + 20,508 24,609 20,508

(1 2 -1 1 ,719)2 (4 -4 .3 9 5 )2 , ( 2 -0 .9 7 7 )2 , (Р -0 ,0 9 8 )2 |<е,

+ 11,719 + 4,395 + 0,977 0,098

Оскільки кількість ступенів волі к = r — І — 1, де загальна кількість інтервалів 
r  = 11, а кількість параметрів, визначених на підставі спостережень, І = 1 (пара

метр р) ,  то Λ =11 — 1 — 1 = 9.

Затабл. 15.4 [ч. 2, с. 623] для величин к = 9  і χ*2 =3,161 знаходимо ймовір

ність ρ ( χ 2 >χ*2) того, що величина χ 2 перевищить значення χ*2. Дістаємо

α , = ρ ( χ 2 > χ* 2) = 0,944 >0,1. Оскільки α „ > α ,  то відхилення від біномового

закону незначні.



201. Для наведеної нижче вибірки записати варіаційний ряд, побуду
вати полігон частот та знайти середнє арифметичне вибірки: 1, 1, 0, 2, 3. 
З, 5, 2, 2, 1, 4, 4, 2, З, З, 3, 2, 2, 1, 0, 4 , 6, 2, 5, 6, 1, 4, 1. 4, 3, 4, 2, 7, 6, 1, 2, 
З, 6, 4, 2, 1, 4, З, З, 3, 6, 8, 3, 5, З, 3, 2, 1, 3, 5, 3, 5.

202. Наводимо дані про витрати часу на виробництво одиниці продук
ції по 60 виробах:

0,09; 0,09; 0,11; 0,09; 0,09; 0,11; 0,09; 0,07; 0,09; 0,06; 0,09; 0,09; 0,09;
0,11; 0,09; 0,07; 0,09; 0,07; 0,10; 0,07; 0,09; 0,10; 0,06; 0,10; 0,08; 0,06;
0,09; 0,08; 0,08; 0,08; 0,08; 0,10; 0,08; 0,07; 0,09; 0,08; 0,09; 0,11; 0,09;
0,09; 0,08; 0,10; 0,09; 0,08; 0,10; 0,08; 0,09; 0,08; 0,09; 0,09; 0,08; 0,06;
0,08; 0,08; 0,10; 0,09; 0,09; 0,10; 0,10; 0,11.

Скласти інтервальний варіаційний ряд (перший інтервал 0 ,0 5 5 -0 ,0 6 5 ), 
побудувати гістограму відносних частот і знайти статистичні характери

стики X ,  S 2, S.

203. Припускаючи, що витрати часу на одиницю  продукції (за статис
тичними даними, наведеними у задачі 202) розподілені за нормальним 
законом, знайти довірчий інтервал для математичного сподівання з рів
нем значущості 0,1.

204. Дано результати восьми незалежних вимірів одн ієї й тієї сам ої 
величини приладом, що не має систематичних помилок: 369, 378, 315, 
420. 385, 401, 372, 383 м. Визначити незсунену оцінку дисперсії помилок 
вимірювань, якщо довжина вимірюваної бази: а) відома і становить 
X  = 3 7 5  м; б) невідома.

205 . Стала величина виміряна 25 разів за допом огою  приладу, систе
матична помилка якого дорівню є нулеві, а випадкові помилки вимірю
вання розподілені нормально із середнім  квадратичним відхиленням  
σ  = 10 м. Визначити границі довірчого інтервалу для значень вимірюва

ної величини при довірчій імовірності 0 ,99 , якщо X  = 100 м.

206. У цеху з десятьма верстатами щ оденно реєструвалась кількість 
верстатів, що вийшли з ладу. Всього проведено 200 спостережень, ре
зультати яких наведені в таблиці

і 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
>Ь 41 62 45 22 16 8 4 2 0 0 0

Тут і -  кількість верстатів, що вийшли з ладу; -  кількість випадків,

щ о зареєстровані. Використовуючи критерій χ 2, перевірити гіпотезу Н 0

про те, що кількість верстатів, які вийшли з ладу, мають розподіл Пуас- 
сона. Вважати а  = 0,05.

207 . З таблиці випадкових чисел вибрано 150 двозначних (до сукупності 
двозначних чисел включаємо й 00). Результати вибірки зведено в таблицю

0:9 10:19 20:29 30:39 40:49 50:59 60:69 70:79 80:89 90:99

'4 16 15 19 13 14 19 14 11 13 16

V/ 0,107 о д 0,127 0,087 0,093 0 ,127 0,093 0 ,073 0 ,087 0,107

У цій таблиці Xj -  границі інтервалу; /г, -  чисельність розряду; v, -  часто

та. Перевірити, використовуючи критерій χ 2, гіпотезу про згоду спостере

жень із законом рівномірного розподілу при рівні значущості а  = 0,10.
208. Розв’язати попередню задачу, застосовуючи критерій Колмогорова і 

вважаючи (внаслідок мализни ширини інтервалу в таблиці) можливі зна
чення всіх елементів вибірки, що потрапили в один інтервал, рівними зна
ченню, яке відповідає середині інтервалу, при рівні значущості а  =  0,10.

209. Виміряно максимальну ємність 20 конденсаторів зм інної ємності. 
Результати вимірювань у пФ наведені в таблиці

4,40 4,31 4,40 4,40 4,65
4,56 4,71 4,54 4 ,36 4,56
4,31 4,42 4 ,60 4,35 4 ,50
4,40 4,43 4,48 4,42 4,45

Знайти вибіркову середню  ємність конденсаторів з цієї групи, вибіркову 

дисперсію  S 2 ємності та ї ї  незсунену оцінку 5,2.

210. За даними задачі 209: 1) користую чись законом нормального  
р озподілу, знайти надійні меж і для математичного сподівання М  ге
неральної сукупності при надійном у рівні: а) 0,99; б) 0,95; 2) зробити те 
саме за допомогою розподілу Стьюдента.

211 . При свердлінні 80 отворів одним і тим самим свердлом з наступ
ними вимірюваннями діаметрів отворів здобуто такі дані в мм:

40,25 40,35 40,45 40,35 40,39 40 ,40 40 ,42 40 ,32

40,37 40,35 40,44 40,35 40 ,30 40 ,34 40,31 40,32

40,33 40,41 40,35 40,30 40,33 40 ,38 40 ,33 40,33

40,28 40 ,30 40 ,40 40 ,36 40 ,32 40 ,32 40,42 40,35

40 ,29 40,33 40,31 40 ,33 40,36 40,34 40 ,30 40,30

40,41 40 ,40 40,33 40,37 40,34 40 ,30 40,43 40 ,34

40,35 40,34 40 ,34 40,31 40,43 40,36 40 ,34 40 ,34

40,28 40,45 40 ,32 40 ,34 40,31 40,31 40 ,36 40 ,34

40,29 40,39 40,39 40,37 40,37 40 ,38 40 ,36 40,41

40,27 40,38 40,37 40,37 40 ,36 40,35 40 ,32 40 ,36



Знайти вибіркове середнє значення д іам етра  і незсунену оц інку  д и сп ер 
сії. а) безпосередньо за д а н и м и  таблиці; б) згрупувавш и ем піричні дан і та  
використавш и м етод ум овних  варіант. П ри групуванні розбити пром іж ок 
від 40,25 до  40,45 на 10 пром іж ків  з кроком  її = 0 ,2 .

212. З а д а н и м и  задачі 2 1 1  (після групування) знайти надійні м еж і для 

м атем ати ч н ого  сп од іван н я М  ген ер ал ьн о ї сукупності при над ійном у 
рівні: а) 0 ,997; б) 0,95.

213. Д ано статистичний  розподіл:

I (0 ; 1 0 ) ( 1 0 ; 2 0 ) (20; 30) (30; 40) (40; 50) (50; 60)
n. 1 1 14 15 1 0 14 16

В ирівняти дані вим ірю вань, застосувавш и закон розподілу з р івном ірною  
щ ільністю .

214. Д ано статистичний  розподіл:

0 1 2 3 4 5 6 7

»v 7 2 1 26 2 1 13 7 3 2

Показати, щ о він близький до розподілу П уассона та  встановити залеж 

ність між  значеннями випадкових величин і ймовірностями цих значень.
215. Д ано статистичний  розподіл:

I (0; 3) (3 :6 ) (6 ; 9) (9; 1 2 ) (12;15)

OO (18 ;21) (21;24) (24;27) (27;31)
n x 1 3 4 6 1 1 1 0 7 5 2 1

П оказати, що він близький до нормального розподілу та побудувати таб 
лицю  розподілу.

Відповіді

1. 12. 2. 1800. 3. тк + п і .  4. — ^  . 5. 1680. 6 . А,35 . 7. к(к  - 1 ). 8 . 720.

9. 1120. 10. С5 2 . 11. С ‘°С] . 12. 24. 13. 120. 14. А3, .  15. 7! = 5040. 16. С,42А,4, .

17. cfjcfo. 18. 2Ι0 - ς ° 0 -С /о  =1013. 19. а) 4 = 1 2 0 ;  б) А30 =720. 20. Ω={(1, 2 ), 

(1, 3), (1, 4 ) , (1, 5 ), (2, 1), (2, 3), (2, 4 ) ,  (2, 5 ), (3, 1), (3, 2), (3, 4), (3, 5), 

(4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 5), (5, 1), (5, 2), (5, 3 ), (5, 4)}. 21 . а) со, = ( а й с |- | - ) ;

ω 2 = (—І<з£>с І - ) ;  ω3 = ( - |  - \a b c ) ; со4 - ( а Ь |с | - ) ;  co5 -(ac |i> | ) ;  o>6 -(Z>c| а | ) ,  

а>7 = ( я б | - | с ) ;  (1)5 = (а с |- |/> ) ; ω9 = ( б с | - | а ) ; ω 10 = (« | Ьс | - ) ;  ωπ = ( й |а с |- ) ,  

ω12 = ( c | a d | - ) ; ω,3 = ( я | - | б с ) ; ω14 = ( f t | - | a c ) ; ω15 = ( с | - | я й ) ; ω!6 = ( - | я / > | с ) , 

ω17 = ( - | ас |б); ω18 = ( - | bc \a ) ; ω 19 = ( - |  a \bc ) ; ω 20 = ( - |  b \ac ) ; ω 21 = ( - |  c\ab ) , 

ш22= (а |/> |с ) ; ω 23= ( α | φ ) ;  ω 24 = (fc| a |c); ω 25 = (fe |c |a ); co26 = (c | а |i>); 

а>27 = (c |b |a ) ; 6) ω, = ( * * * |- | - ) ;  ^  = ( - |* * * |- ) ;  ω3 = ( - | - |* * * ) ;  ω4 = (* * |* |- ) ;  

ω 5 = ( * * | - | * ) ; ω6 = ( * |* * |- ) ;  ω 7 = ( * | - |* * ) ;  ω 8 = ( - |* * |* ) ;  ω 9 = ( - |* |* * ) ;  

ω 10 = (* |* |*)· 22· ω, = (ГГГ); о 2 = (Г Г Ц ); ш3 =(ГЦ Г); ш4 =(Ц ГТ); а)5 =(ГЦ Ц ); 

ω6 = (Ц Г Ц ); ω7 = (ЦЦГ); ω8 = (ЦЦЦ). 23. Так; так; так; так. 24. D, = А + В + С ;

0 2 = ABC + ABC + ABC ; D3 = ABC; D4 = ABC  ; D5 = £>·,+ ABC  + ABC + ABC .

25. ABC=  (обраний юнак, який живе в гуртожитку й не курить}; АВС = А = 
(коли всі юнаки живуть у гуртожитку й не курять}; А = В=  (коли жодна дівчи
на не курить, а всі юнаки курять}. Ні, тому що можуть курити й дівчата.

26. ω, =(Г Г); а ь = (Ц Ц ); а)3 = (Ц Г Г); со4 = (Г Ц Ц ); о),= (ГЦГТ); ш6=(Ц ГЦ Ц );...

27. ω, ={АВ) \  ω 2 = ( а в ) ; ω3 = ( а В ) ;  ω4 = ( А В ) ;  a) С = АВ  U AB\J АВ  = AU В ; 

б) D = A B \J A B  \ в) E = I b ( e  = A \ J b ) .  28. Ω = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, і),

(2, 3), (2, 4 ), (3, 1), (3, 2 ) , (3, 4 ) , (4, і) , (4, 2 ) , (4, 3 )); {(2, 4 ) ,  (4, 2)}.

____  _  _  _  7 1
29. а) А В С ; б) ABC ; в) AU B \ J C ; г) А В С ; д) ABC  ; е) A U В U С . ЗО. —  ; - .

31. 0, 005. 32. 135. 33. - .  34. — . 35. а) 0,384; б) 0,096; в) 0,008; г) 0,512. 36. р  = 1 -
4 18

\ L —/2 - ( j - i 0) ~{so + 0 ]
. 37. 0,121. 38. />(А )= ------------- -------------------------------- ;

„/„N \ L - l2 - { s + so)]{so+ k) D, r ч (·? + ίο ) [ Ζ' - /ι - ( ίο + / ι)] .  ρ / ρ \ _ ( ί _ ί ο ) Ν Η )

-0,5



la) 0.911 812...; 16) 0,912 673...; 2a) 0,330 476...; 26) 0,348 678... 46. a) — ; 6) - .
An π

729
4 7 . — π4 = 0,029. 48. a) 1- 0 ,4 3 =0,936 ; 6) 3 (0 ,6)2 · 0,4 = 0,432 ; в) 0,63 = 0 ,2 1 6 ; 

r) 0,43 =0,064 . 49. ^  + ̂ — .50. pip2 + p3 -  pip2p,  = 0,167. 51. а) Ц Ї ;
C 50 C 50

б)  i l O  ; B)  ' 5 2 , a )  ^ Ί Ί Τ ^ " 0 ’0 0 4 1 3 ^  і ·  —  ·—  —  =  0 , 1 3 0 . 5 3 .  -  +U o ;  І 2о ; 19 is  17 19 is  17 5

3 2 2 З 4 ( с ] + сЛ  + С72(с 1,0 + С ') + С2(с іі0 + С ')  + Сі,0 + ^ + С 3 31
+Г 7 ' Т = 7- 54· ---- ---------- ------------------ Ч — ‘------------  --------------------  = — =0,815.5 4 3 5 C230 38

1 3 C k I 97 I
55. a) -  ; 6) — . 56. —f  - , якщо к < η ; 0, якщо к > п . 57. — . 58. а) —  = -  ;

З П  п к\ б3 8
25 21 7 1

б> ^77^ в) ^  = ~   ̂ г> т ·  59· ° · 76· 60· 0,095. 61. 0,25. 62. 0,0649. 63. 0,52. 216 216 72 2

64. Р(А) = Р(В) + Р(С);  Р(В)  = £ ( р ,  + р2 + р3) ; />(С) = і І - - ^ 2 + /’о·

65. 0,998. 66. Нехай подія .1 означає, що вийнято білу кулю, ω, -  урна містить і

білих куль та ( п - і )  чорних (/ = 0 ,1 ,..., л ) , тоді ρ ( ω , /А) = ; найбільш
п(п  +1)

імовірним є ω „. 67. + Too[ ^ 2 + (1 _ ^ ) / , і*]· 68· Звіздар повинен

покласти в одну урну одну білу кулю, а решту куль -  у другу. 69. Указівка. Вико-
2

ристати розв язок задачі 66 і формулу повної ймовірності. — . 70. Імовірність того, 

що стрілець С влучив, дорівнює £ > 1 .  71. 72. a) 5 p q 4 ; б) 10/> У ; в) 10/гУ  ;

г) 5p4q ; д) />5 ; е) </5 ; є) 1 - 95 ;ж ) l - q * ( q  + 5p)  ; з) ί?2^ 3 + 5 /^ 2 + 20/А / + 10/;3) .

,3. _J_,0.000976 ; 6, |U  0,246; ,) Ж . 0,205·. г, Jgf - 0.171 ■>;

д) 1 _ ^Т0·”  0,999 . 74. a) C\p*q = 0 ,25 ; С |/? У 3 = —̂· = 0,218 75 ; найімовірніше

виграти три партії з чотирьох; б) не менше ніж п’ять партій із восьми. 75. а) 0,521 7;

б) 0,124; в) 0,149 7. 76. 0,163 08. 77. η > 1η0  ~ α ) . _ =/І + j = 59 78. 0,487 1.
1ч(1 -  Р)

79. а) = 0,348 678; б) = 0,057 395; в) = 0,987 204. 80. а) = 0,160 62; б) = 0,938 03;

в) =0,445 681. 81. Р200{\) = 0,316 79 ; Р200 {2) » 0,086 79 . 82. а) і -  = 0,003 06 :

б) i i  J- + — + —1 я 0,079 7 . 83. / 4040 (1992 < Аг <2048) = 2Ф(0,8810) =0,621 14. 
е v 5! 4! 3\)

84. Рт (ЇМ) =0,0006 . 85. 1) 0,885 9; 2а) 0,965 І; 26) 0,5. 86. 0,007 78; 0,174. 87. 500. 

88. /г>100 . 89. З умови 1 - е ~ г >0,99  дістанемо х > 5 .  90. а) ~ 0,265 02;

6) = 0,993 26; в) = 0,175 4 7 .91. /і > 176. 9 2 .5 і 6. 93 .4; 0,251.

94. а) __________________ ______ _______

*1 0 1 2 3 4 5 6 7 О
О 9 1 0

Р\ 0,00098 0,0098 0,0439 0,1172 0,2051 0,2461 0,2051 0,1172 0,0439 0,009810,00098

С 1'-Ί·Р і= р ( Х = і ) = Н о · ’ б) P ( ^ X ^ 3) = S “ 0,1709; в) р (Х  > 3) = 0 ,8 2 8 1 . 
2 2

95.

96.

хі 0 1 2 3 4

Рі
646
1771

1651
3542

285 95 5

1771 5313 10625
; р ( х

пі С^~1
. С 4 С 20 

с 24

хі 0 1 2 500

1 1 1 1
Рі е е 2е 500!е

; РІ = Р ( Х =  0  = · ^ ·  (і = о. і...... 500).

97. р(0<Х  < і) = 1 —— = 0,63 (рис. 6.9).

98.

0 1 2 3 4 5

Рі © 5 Q6S С2̂
Ч 5 ς 65 с.1q 65

1
б5

F{x)  =

і ^
і .  £  с 5* 5 , якщо 0 < Λ· < 5, д; -  ціле;
б5 А=0

sgn|.i
- у  £  С5* 55-*, якщо 0< Λ -< 5 , X -  дробове; 

якщо д > 5 .

6 к=0 

1,



Fix)

1

Fix)

β

Рис. 6.10

99. Згідно з рис. 6 . 10: а) -  в) є. 100. F i x ) -  неперервна функція: lim F (x )  =
л—>0-0 ' '

л-Ю+0

f ( x )  =  F ' ( x )  =

ι-Д-О4 і->-+04
0 , якщо л < 0 ,

1
2у[ х

якщо 0 < л < —, 
4

16α , якщо 1 М-  < х < ----
4 4

1, якщо І Ї  х  > ---- .

χ 1 >·' —0
4

x - > — + 0 
4

— < X  = 102. a = - ·  F (x )  =
2π π ]  3 2

p 2 = -̂ ■ 103. a) a = 0,5; 6 ) /• '(a);

01. а = - \  
π

F ( x )
1

= — arcsin7ur + 
π

при λ- < 0 ,

(і -  cos а) при 0 < л- < π ,

при a  > π;

якщо
π

A < ------ ,
2

(sin х  + 1), якщо
π π

----< A < —,
2 2

якщо
π

a  > —;

B) p = ^ -  =  0 ,3 5 4 .1 0 4 . F ( * )  =  - 4 :  / ( . r )  =  ^ . 1 0 5 .  Л  =  2 0 ; 
4 R~ R~

F ( x ,  v ) = i 4 r c t g ^  + l ¥ i a r c ( g ^  + i j . l 0 6 . c = 1.

107. f ( x )  .
2%/<b

9 π
при | a | < 3 ,  

при I a  I >  3 ;

2π
при І ν I < 2 , 

при j у I > 2 .

108. / ( a , y) = j e (Г+>)’ x - ° ’ У - 0 ’ Ρ ( 0 < χ < 1 ,  0 < у < l) = (і -  e”1 )2 
In л < 0 , V < о ; ; 1 >

■ 0 ,4 .

109. М \ Х ) =  0; D[ X]  = l,2·  110. .v, = 4 ; д:2 =5;

D[X \  = p{( l - p t ) + p2( l - р2). 112.

χ 4 5

Ρ 0,9 0,1

0 1 2 3

Рі 0,343 0,441 0,189 0,027

111. М[ X ] = p t + p2, 

; M[ X]  = 1,2;

D[ X  ] = 0,84. 113. a) M [ X ] = - ·  D [ X ] = —  ; 6 ) M [ X )  = 0 ;  D [ X ] = - —
3 18 4

-2  = 0,464 9 ; в) Л /[Х ]  = - 1 ;  θ [ Χ ]  = 1 .114 . Уі 0 1 2

Рі 0,2 0,5 0,3
; M \ y }  = 1,1;

D\ Y ] =0,49 ; σ[ K ] = 0,7 . 115. а) Λ /[Κ ]=  0 ; D [ y ] = i ; 6 ) Л / [ К ] = І ;  0 [К ]  = - ^ .

116. λ > 1 , Λ / [ κ ] = Α - ; λ > 2 , D [K ]= - ^ ---- ί - ^ 1  . 117. α ,= 4 ,6 ;  α 2 = 26 ,6 ;
А —1 Κ~ 2  \ λ .~  1 /

α 3 = 177,4; α 4 = 1293,8; μ, = 0 ;  μ 2 = 5 ,4 4 ; μ , = 4 ,9 9 2 ; μ 4 = 64,55 ; 5*. = 0 ,3 9 4 ; 

Εχ = -0 ,82. 118. α =^·; «1=1; α 2 =1,1; α 3 = 1,3; a 4 = ^ j :  Ні =0; μ 2 = 0,1; μ 3 = 0;

μ 4 = 7 7 ; σ χ =0,316; Sk =0; Εχ = ~ .  119. α , =1; α 2 = ^ ;  α 3 = ^ ;  α 4 = ^ ;  μ, = 0 ;
7 6  2 15

μ 2 = 7 ; μ·3 = ° ;  μ 4 = — · ^ = 0 ;  £ t = - 0 ,6 .  1 2 0 . a ,  = 4 ;  α 2 = 2 0 ; α 3 = 116,8; 
6  15

α 4 =752; μ ,= 0 ; μ 2 = 4 ; μ3 = 4 ,8 ; μ 4 =35,2; 5* = 0 ,6 ; £ χ = -0 ,8 . 121. а) / 2(у ) =

0, якщо у < - 1 ,

- ^ і ( / ( ^ Т ) + / ( _ ^ ) ) ; я к щ 0  у > _ ι= 0 ,5 / з - у ; б) f 2 { y )  =



122. a) f 2 (y ) =

123. a)

2λνε~λ·'’2

якщо v < 0 ,  

якщо у > 0 ;
6) f 2(y) = λ 2ε"λ

124. a)

z 3 4 6 7 9
; 6)

z 2 3 5 8 12 20
P 0,06 0,10 0,28 0,40 0,16 P 0,06 0,10 0,04 0,24 0,40 0,16
Y 1 16 81

; 6)
Y 1 16

P 0,2 0,1 0,7 P 0,3 0,7

1 2 5 .  g ( z ) :
i e~5f 2;)

1-е 15
2

,

0

при г > 0 ,  

при ,-< 0 .

126. а) 0; 6)41; в) 10; г) 0; д) 1.

127. А/ fZ ] = -2 2 . 128. Μ [ Χ Υ ) = ^ ψ Λ  . ο [ χ γ ]  

( a + b f l c + d f
------і б " · 129· Λ/ί*1=0; D \ x \ J l . m .

(йґ +«Л + /;- |(с2 +cd+d2] 
-

X 1 3

P Q2 Q8 131. D [ * ]  = 3 5 ^ ]

132. 7. 133. a) 5; 6) 20; в) 45. 134. 1,53. 135. 2,65. 136. A/[ X ) = 22 ; M \ Y  ] = 41 

0 [ X ] = 5 6 ;  D [K j = 259; /;n = 0 ,5 6 .

137.

У
1 2 3

1
1 1 1

18 12 36
1 1 1

2 — —- ---
9 6 18

3

1 1 1

6 4 12

138. Μ [ Χ } = 1 ·  Μ [ γ } = i i ; D [ X ]  = - ; d \ y \ = —  
3 6 9 L J 36

C,v = 0 ;  гл . = 0 .1 3 9 . M [ X ]  = M\  K ] = - - l ·
2 ’

(λν ) - (  0 „ _ з  -140. Μ [Χ ]= α + γ; W [ r ] = a  + P;

θ [ Χ ]  = (α  + γ )(β  + δ ) ;  D[ Y  ] = (α  + β )(γ  + δ) ; 

k„. = M [ X Y ] - M [ X  ] ·Α /[κ ]  = α - ( α  + γ ) (α  + β ) .
141.

Vi
.V 1 2 3 4 5 6 > { * = * , }

1
1 1 1 1 1 1 1

36 36 36 36 36 36 6
2 0

2 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 6

3 0 0
3 1 1 1 1

------------ 36 36 36 36 . 6  ...

Продовження табл.

X
1 2 3 4 5 6 IIXqT

4 1 1 1
4 o o 0 --- --- --- —

36 36 36 6
5 1 1

5 0 0 0 0
--- --- —
36 36 6

6 1
6 0 0 0 0 0 36 6

1 3 5 7 9 11
36 36 36 36 36 36

1

M [ X } = - ·  Μ [ γ ]  = —  ; D [X ] =  —  ; D[Y  j = ^ ;  
1 1 2 L 1 36 1 J 12 L J 1296

XV 1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 15 16 18 20 24 25 30

1 3 1 2 1 3 1 2 1 4 I 5 1

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

k„ = M [ X Y \ -  M [ X ] ·  М \ У ]  = Щ  . 142. а) Μ  [ X ] = Μ \ Υ ] = | ; 6) D \ X ]:

= θ [ Κ ] = ^ ;  в) £ν, = -0 ,5 5  ; /;„ ,= -0,144 . 143. Fx (χ)  = 1 - ΰ _λν; / γ ( ν )  = 1 - ε '  

отже, F[x, у) = Fx (x)  ■ Fy ( у ) , тобто X і К незалежні; Л /[Х ]= ·^ ;  /И[У] = ·^;

D [X ] = - L ;  D [ ^ ] = i ;  cov(*< Г) = 0 · 144· 6) l · '  /,гг = Τ  ’

p-П

a

my =  4  ’ r -1 °χ = σ  ·ν :

Ρ

ν π

27

π + 8π-32  
" 16

; γ) Ctv =-

. 145. а) сі = — ; б) = /н., = — ; в) σ . = σ ” = σ„ ■ σ  = 
4 2 4 -

йтт—[б—7ΙΓ 2
— — ; rxv = -0 ,2454 . 146. а) а = 24; б) шг =шу= - ;  
16 5

_  1-> -> 1 2
в) σ2 = σ ; = — ; г) rvv = - - .  147. а) а = W - ; б) ;нд. = /ну = 0 ; в) σ ; = σ ;  = -r—-

25 3 \  π J
у/2п

200 I k  e-5
r) =0 .148 . M[ X] = 40.149. e~2 =0,143... 150. 53—  =0,15.151. M [x]= 25;

3!

D [ X ] = j^ . l 5 2 .  M [ X \ =  800; D[ X  ] = 572.153. f ( x )
— при - 2 < x < 4 ,
6
0 при x < ~ 2 .  x > 4 .



154. a) 3; б) | ; в) ^ -1 5 5 . f { x )  =
— при 0 < jc < 2 ,
2 F(x)  =
О при д :< 0 , x > 2 ,

156. P(2<X  <5) =0,6. 157. D[ X Y ] = (a 2 +ab+b2)j \ c 2 +ccl + d 2

0 при д- < 0,

— при 0 < л < 2 ,  
2
1 при x > 2 .

2 (C + Ctf
(«+*) 16

158. M \ x \ = a \  М[ Y]=b.  159. a) 0,308 5; 6) 0,841 3; в) 0,044; r) 0,954 4; д) а = 116,45;

е) 6 = 8 7 ,1 8 ; є) с = 16,45. 160. Р( \ X \ < 0,7) = 0,516 0...; Р(  | Х \ > 0,7) = 0,483 9...

5)
161. σΛ = 1,48а. 162. = 95% . 163. 2 0 ^ J  = 0,9(W4... 164. 0,5. 165. 4Ф(1) =0,4660...

166. а) 4Ф (і)Ф (2 ,5) = 0,6742; б) 2Ф(2)-Ф(2,5) =0,471 3 ; в) [ф (0 ,5 )  + Ф (і,5 )]х  

Х[Ф(2) + Ф(3)] = 0,609 6 . 167.0,556 7. 168. а) 0,95; б) 0,05. 169. Μ [ X } = σ[ X ] = 25; 

/> ( |X - 2 5 |< 7 5 ) = e 2— ί  170. а) ( l - e-°'l2)( 1 -е0'3) = 0,03; б) =0,66;

в) ( 1-е_0-І2)(е“03) + (1 -е -0·3) -є"0'12 =0,31; г) =Ц 34.171. а) 0, 2; б) 0, 5.172. М[ X  ] = 1000.

173.2. 174. а) / { х )  = псаГі е тГіб)  Λ ί[ * ]= α ” " J y V ^  = r | l + - j a ‘ " . 175. с ^ .

176. / ( * )  =
3(2,2)

с ( і-л )= 6 д г( і-х ) . 177. Р ( Х  > 100) >0 ,75  . 178. Застосовний.

179. а) Р(А)<  0,2; б) />(А)<0,004. 180. р { \ Х - М [ Х \  |< ij> 0 ,9 9 2 . 181. а) φΛ(ί) =

ί - 1\2jatjV /
D [ X \  = npq; в) φ Λ = ο χ ρ { λ ( ε " - l ) ] ;  Μ [X ] = D[ X  ] = λ  . 182. μ 2* = σ 2* ( 2 k -1 )!;

X  -  m.
μ2*+, = 0 .  183. j АГ - 3 5 0 0 |<  106; 3 394<  X  < 3 6 0 6 . 184. = 0 ,0 8 . 185.

= 0,039 2.186. mx (t) = 1+·^; Dx (/) = 1 + ^ -. 187. D y ( t ) = z b \  188. a) mx ( t )= 5t2 ·,

б) /nt (/) = 3 co s2 /+ 4 i. 189. а) * v (/,, t2 ) = kx (ti, /2) ;6 )  ky (th t2) = (t, + l)(t2 + l)x  

x k x (t„ t2); в) ky (tt , t2) = l6kx (tl , t2) .  190. a) Dy (t) = Dx{t)· 6) Dy (t) = t 2Dx (t).

191. a) /u,.(/) = 3 s in 2 r; 6) kx (tx, t2) = 6sin2r,-sin2 i2 ; в) Dx { t ) -6 s in 22 f .

'13 13 1 η

36 36 9 6
5 5 1

0
12 12 6 , з другого стану в третій можна перейти за два кроки
5 11 1 1

24 24 22 4
1 1

0 і
< 4 2 А)

192. P2 =

, , , .  , , ,  2 1 ( α - β ) ( ρ - < 7 ) \
193. /71(3 ) = α ρ ,ι (3) + βρ2,(3 ) = (ρ ' + 3 p q - ) a  + [ q  + 3p  ^ )β  2 2

p 2 (3) = a Pr_ (3) + βρ22 (3) = (q3 + 3 p 2q ) a  + ( p 3 + 3 Μ 2)β =

194. Умови теореми Маркова виконуються при S = 2 , отже, ланцюг є ергодичним.

ί 0’60 0,401 196. P, J ° ' 2 U  0 Л 5 6 |19 
\0 ,3 5  0,65j  І0,252 0.748J ” !д = й = й Ц .  195. Р2 =

198. Рг =0,09.199. а) Р ^  =р4

Ґ 7 Л Л\а  от а  а
1 -\— -4------ 1-"і-----

1! 2! З! 4!
=0,47, де сх = —=6;

μ

μ = 0 , 5 & , 6 )  f t =7 -і -=0,0087 . 200. μ=̂ ; λ = 1,5; Ртлм = Р і~
.2 „.З „4 ̂  2, а  а" а  а

1-і---- h---+ ----Н-----
1! 2! З! 4!

ί .
З!

З З2 З3 
1 + -+ — + -  1! 2! З!

=Ц346. 201.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 Разом

Ч 2 9 11 15 8 5 5 1 1 57
; X  =3,175 (рис. 6.11).

ІЛЗЬ.
Υ
пі

0,055-0,065
5

0,065-0,075
4

0,075-0,085
14

0,085-0,095
23

0,095-0,105
9

0,105-0,11
5

ω, 0,0833 0,0667 1 0,2333 0,3833 0,15 0,0833

X = 0,087 хв, ώ = υ,υυυ io / лв, j \ κ·— ----- -

204. a) 814,87 м2; б) 921,84 м2. 205. (94,9 м; 105 м). 206. Н0 заперечується; 

χ 2 = 12,95 (останні шість інтервалів об’єднуються). 207. % =4, &=9, р |% 2> ( х ) ) 0.91.



ω,
Ο A  

0.3 

0,2 

ο,ι 

ο
0,065 0,085 0,105 χ

І'ис. 6.12

208. D 0,041; Ζ?0 - 0 ,1 1 1 ;  £><£{,, гіпотеза не заперечується. 209. .ν= 4 ,47 ;

S2 =0,0117; S{  =0,0121. 210. la) (4,41; 4,53); 16) (4,42; 4,52); 2a) (4,40; 4,54);

26) (4,42; 4,52); 211. a) .7 = 40,35; S,2 = 0 ,00187; 6) J  = 40,35; S2 = 0 ,00196.

212. a) (40,339; 40,361); 6) (40,344; 40,356). 213. M[X\  =31,25; D\ X)  = 295,937 5;

I [0 при t <  1,46,
a = 146; b = 61,04; ------=0,017; f ( x\ =

b —a J v  ) 0,017 при 1 ,4 6 < л  <61,(М ,

0 при л >  61,04.

І (0, 10) (Ю, 20) (20, 30) (30, 40) (40, 50) (50, 60)
ω
п 0,0138 0,0175 0,0188 0,0125 0,0175 0,02

214. Λ/[λ']=2,55;

г , е“152
D [ X ] = 2,527; Р= - ----- 2,52і- X 0 1 2 3 4 5 6 7

х! Р 0,08 0,20 0,25 0,21 0,13 0,07 0,03 0,01

215. М [ Х }  = 15; D [X ] = 34,65; σ[ΑΓ] = 5,9; / ( r) = ___ L _ .
___________ 5,9 уі2л

-(-»-! s)’
64,3

І (0; 3) (3; 6) (6; 9) (9; 12) (12; 15) (15; 18) (18; 21) (21; 24) (24; 27) (27; 30)
Р 0,02 0.04 0,09 0,15 0,19 0,19 0,15 0,09 0,04 0,02

Г л а в а  7

МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇІ ЗАДАЧІ КЕРУВАННЯ. 
ВАРІАЦІЙНЕ ЧИСЛЕННЯ

7.1. П О С ТА Н О В К А  З А Д А Ч  Л ІН ІЙ Н О ГО  П Р О ГР А М УВ А Н Н Я

Н аведем о загальне ф орм улю вання задачі л ін ій н ого  програм ування в 

м атричній  формі.
Знайти r r i n L ( X ) = 0 ' при умові (обмеж енні) А Х  < В ( А Х > В ) ,  Х > 0 ,  де

ґ \ V [ Ь Л
«11 ίί,2 • а \„

*2 ь2
Л = а 2\ а 22

а т2

■ “ 2 п 

« тп ,

; х = ; В =

C = ( c, , c2,. . . ,c„ ) ; L ( X ) =  £  Су.їу .
‘J =І

Я кщ о ставити задачу в ідш укання м аксим ум у ф ункції, то  треб а  пом і
няти знак  ц ільової ф ункц ії L ( X ) на протилеж ний: L ( X )  = - С Х  .

Д ля д вох  або трьох  базисних зм інних  задача розв’язується геометрич
но, а для б ільш ого  числа зм інних  -  анал ітично  або  на ЕО М .

7.2. ГЕ О М Е ТР И Ч Н И Й  М Е Т О Д  Р О З В ’Я З УВ А Н Н Я  З А Д А Ч  
Л ІН ІЙ Н О ГО  П Р О ГР А М УВ А Н Н Я

Приклади.  1. Знайти найбільше значення функції L = l x x +5jc2 в  області, за

даній обмеженнями

2*1 +  3jc2 ^  19, 2.ї, +  х 2 -  ІЗ, х2 -  5, *і ^  6, x, >  0, х2 > 0.

Р о з в ’я за н н я . Побудувавши (рис. 7.1) задану область, обмежену прямими 

2 x ,+ 3 x 2 -1 9  = 0 , 2х, + χ2 -1 3  = 0 , * 2 = 5 , х, = 6, х, = 0, х2 = 0,

одержимо, що областю визначення цільової функції L є замкнений та опуклий 
шестикутник ABCDEO.

Лінійна функція L набуває найбільшого та найменшого значень у вершинах ше
стикутника ABCDEO, оскільки не має критичних точок. Тому знайти найбільше (або 
найменше) значення цільової функції L можна так; 1) обчислити значення функції



Рис. 7.1 Рис* 7.2

L в точках А, В, С, Д  Е, О: 2) вибрати з цих значень найбільше (а в разі пошуку 
найменшого значення -  найменше). Цю роботу можна скоротити, якщо згадати, що 
градієнт функції показує напрямок її найбільшого зростання, а в протилежному на
прямку функція спадає з найбільшою швидкістю.

Так, для даного прикладу grad L = 7/ + 5 j .  Тому в напрямку вектора (7; 5)

функція L зростає з найбільшою швидкістю, а в напрямку вектора (-7 ; -5 )  -

спадає. Звідси випливає, що найбільше значення функції може бути в точці 
5 (2 , 5) або С (5; 3). Обчислюємо значення цільової функції в цих точках:

L (5 ) = 7 -2  + 5-5 = 39; L(C)  = 7-5  + 5-3 = 50.

° ™ e’ А™* = О Д  = 50.

2. Знайти найменше значення лінійної функції L = 12.v, + 4л2 при таких об

меженнях на змінні цієї функції:

-а·, -  х2 < -2 ; - х ,  < ~ і ;  х2 < 4 ; х2 ~ х , >  0; л, > 0; х2 > 0.

Р о з в ’я за н н я . Побудуємо (рис. 7.2) область зміни аргументів функції L, за- 

дану вищезазначеними нерівностями. Для цього накреслимо графіки прямих

Х\ х \ — ^  ’ **2 =  ̂  - 2̂ =  Х\ ·

Отже, областю визначення функції L є замкнений та опуклий чотирикут
ник ABCD.  Оскільки grad L = 12/ + 4 j ,  то функція L спадає з найбільшою 
швидкістю в напрямку вектора (-12 ; -4 ) , тобто найменше значення функції

L в заданій області може бути в точках А (0,5; 1,5) або D(  1; і ) . Обчислимо 

значення цільової функції в цих точках:

Z-(Л) = 12·0,5 + 4-1,5 = 12; L (D ) = 12-1 + 4-1 = 16.

Звідси випливає, що

Геом етричним  методом  р о зв ’язати задачі л ін ійного  програм ування.
1. L  = - 2 х х -  2 х г min при обм еж еннях  З*, -  2 х г > - 6 ,  Зх, + лч > З,

х, < 3 , jc, >  0, х 2 > 0.

2. L = 2 х х + 2х2 - »  m ax при обм еж ен н ях  3*, -  2лч > - 6 .  З.г, ч- дг2 > 3.

х х < 3 , > 0, х 2 > 0.

3 . L = 12л:, +  4 * 2 - 4  min при обмеж еннях χ, +  лч > 2. л, > - ,  л ч < 4 ,

х х -  х 2 > 0, дг, >  0, л ч > 0 .

4. L = х х + Злч + 3*з —> m ax при обм еж ен н ях  х 2 + х і <3 ,  л , - л ч > 0 ,  

х 2 > 1, 3*, + х 2 < 15, χ, > 0 , х 2 > 0.

5. L =  Зх, -  4лг2 ->  m ax при обм еж еннях  х х - 2 х 2 > 6 ,  л ,+ 2 л ч > 0 .

х х < 6 ,  х х > 0, х 2 > 0.

6. L = -2-х, -  лч + Зл3 min при обмеж еннях х х + х 2 > 2, 3.v, + лч ^ 6.

л3 < 3, х х > 0, лч > 0.

7.3. А Н А Л ІТИ Ч Н И Й  М Е ТО Д  Р О З В ’Я З УВ А Н Н Я  З А Д А Ч  
ЛІН ІЙ Н О ГО  П Р О ГР А М УВ А Н Н Я . С И М П Л Е К С -М Е ТО Д

Приклади.  1. Мінімізувати функцію

L = 2хх + х2 + л3 + 7л4 -  2.ї5 —> min

при обмеженнях

Х х + Х 2 -  Λ3 + Л4 = 1, 2,V| + лч + л3 -  л5 = 7, .ї, + 2лч + л3 -  л4 + л*5 -  6, (3.1)

де xk > 0  , кутова точка Б0 (2; 1; 2; 0; 0).
Р о з в ’я за н н я . Ранг системи (3.1) г = 3 , число змінних л = 5 , число рів

нянь т = 3 , базисні змінні хх, вільні змінні л4, л5.

Розв’язуємо систему (3.1) відносно базисних змінних методом Гаусса:

хх + х2 ~ л3 + х4 =1,
2хх + лч + л3 -  л5 = 7 , <=>

л, + 2л2 + дг3 -  7л4 + л, = 6,

хх + х2 -  л3 + л4 = 1,

—лч + Зл3 ~ 2л4 л*5 = 5, 
х2 + 2л3 -  8л4 + л5 = 5,



χ, + x2 -  -V3 + x4 = 1,

о  x2 + 2x, -  8x4 + x5 = 5, 

x , -  2x 4 = 2,

x , = 2  + 5x4 + x5, x2 = 1 - 4x4 - x5, x3 = 2 + 2.r4 . (3.2)

Виключаємо χ , ,  x2 , x3 з  функції L :  Ц = 7 + 15x4 - x 5. Одержуємо задачу 

£| = 7 + 15x4 - x ,  —> min при обмеженнях (3.2).

Коефіцієнт при х5 менший за нуль, а в системі є від’ємний коефіцієнт 

(d 25 = -1 )  при змінній х5 , отже, маємо третій випадок [ч. 2, с. 635]. Вибираємо 

нові базисні змінні (серед них обов’язково має бути змінна х5 ) х ,, л3, х5 та 

вільні х2, х4. Оскільки тільки один коефіцієнт при я, у системі менший за 

нуль, то розв’язуваним буде друге рівняння системи (3.2)

•дс2 = 1 -  4х4 - х5,

х$ — 1 лл — 4х4 .

Виключивши змінну .v, з функції Ц і рівнянь системи, дістанемо 

L, = 6 + .v, + 19х4 —> min

за умови
-V, 3 х 2 +  х 4 , х 3 — 2 +  2 л 4 , Лц — 1 х 2 4 л , .

Оскільки всі коефіцієнти лінійної форми L, додатні, то задачу розв’язано. 

Відповідь: /іпіп = 6 (х2 = 0, х4 = 0) при Б2 (3; 0; 2; 0; і).

2. Мінімізувати функцію L = -χ ,  -  Зх2 -  Зх3 —> min при обмеженнях

х, >0 (і = 1, 2, 3), х2 + х3 < 3, х, -  х2 > 0, х, < 1, З.ї, + х2 < 15.

Р о з в ’я за н н я . Перейдемо до основної задачі лінійного програмування:

L = -.v, -  Зх2 -  З.ї·, —> min

при обмеженнях

З -  х2 -  л‘3 > 0, .v, -  х2 > 0, 1 -х , > 0, 1 5 -Зх , - х 2 > 0 .

Введемо чотири базисні змінні х4, х5, х6, х7. Одержимо 

Ц = —χ, -  Зх2 -  Зх3 —> min

при обмеженнях

х4 = 3 - х 2 - х 3, х5 = х , - х 2, х6 = 1 — Х|, х7 =15 — Зх, -  х2;

кутова точка

нові базисні змінні
х , ,  х 4 , х5 , х 7 ,

ВІЛЬНІ х 2 ’  •'“3 ’ х6’

розв’язуване рівняння 

Виключимо х, із L :

х6 = 1-Х |.

Ц = -1  + х6 -  Зх2 -  Зх3 ->  min

при обмеженнях
х ,= 1 - х 6, х4 = 3 - х 2 - х 3, х5 = 1 - х 2 - х 6, х7 = 1 2 - х ,+ 3 х 6.

Тепер кутова точка
Б, (і; 0; 0; 3; 1; 0; 12);

нові базисні змінні
х,, х2, х4, х7, 

вільні х5, х6;

розв’язуване рівняння
х$ = 1 — х2 — Xf,,

звідки х2 = 1 - х 5 - х 6.

Виключаємо х2 із L ,:
Ц = - 4 -  Зх3 + Зх5 + 4х6 —> min

при обмеженнях
х, = 1 - х6, х2 = 1 - х 5 - х 6, х4 = 2 - х 3 + х ,+ х 6, х7 =11 + Х5 + 4х6. 

Тепер кутова точка
Б2(1; 1; 0; 2; 0; 0; 11);

нові базисні змінні
Х[, х2, х3, х7,

ВІЛЬНІ x6’ Х5 ’ х 4 ’

розв’язуване рівняння
х4 = 2 -  х3 + х 5 + х 6, 

звідки хз = 2 -  х4 + х5 + Х6 ·



Виключивши х3, одержимо

L) = -1 0  + З.ї4 + хь —> min

при обмеженнях

Х\ = 1 -  Л6 - х 2 -  1 _ х5 ~ Л6 · 'v3 = 2 -  х4 + х5 + х6, χΊ = 11 + Λ-, + 4λ·6 .

Кутову точку Б3(1; 1; 2; 0; 0; 0; 11) позначимо як X*. Оскільки всі

коефіцієнти L, додатні, то задачу розв’язано.

Відповідь: Ẑ llin = -1 0  при Х*(і; 1; 2; 0; 0; 0; 11).

П очинаю чи із задан о ї кутово ї точки Б0 , визначити L —>гпіп і точку 

X  , що м ін ім ізує L [ X )  за заданих обм еж ень.

7. L ( X ) = х і  + х4 + х5 —> m in; х, -  х2 +  х3 +  Зх4 -  Зх5 = 1, 

х, + л2 -  х3 + .v4 + х5 = 1, .ν, + х 2 + χ3 +  9х4 -  х5 = 3;

-v, > 0 (і = Г 1 ) ,  Б0 (1; 1; 1; 0; 0 ).

8. L ( X )  = -4 х , + 5х2 + х3 + Зл4 + 5х , —> max; -.v, + Зх2 + 2л4 + χ5 = 5, 

х, + Зх2 -  л'з -  Зх4 -  2л5 = - 9 , . -З х , + 2 х 2 + х3 + 2х4 + х5 = 6;

.v, > 0  ( / = Г 1 ) ,  Б 0 (0-  0 ; 1; 2; і) .

9. L{ X ) = ,ї4 -  х5 —> m in; дг, + х4 -  2х5 = 1, х2 -  2х4 + х5 = 2,

.ї3 + Зх4 + X; = 3; х, > 0  (; = 1, 5), i>0 (l; 2; 3; 0; 0 ).

10. L ( Λ") = x2 + x3 —> max; χ, -  x2 + x3 = 1, x2 + 2x3 + x4 = 2;

χ ,·> 0  ( ι= Γ " 4 )  , 5 0 ( 1 ; 0 ; 0 ; 2 ) .

11. L ( X )  = - 4 x ,  - x2 +  2x3 + x4 + x5 —> max; x, + 2x2 + 2x5 = 4 ,

x2 + 2 x4 -  x5 = 1, x3 -  x4 +  x5 = 1;

x i  -  0  ( і  =  П ) ,  £ 0 [ θ ;  | ;  I ;  0; ± ) .

12. L ( λ") = x, +  3x2 + 3x3 —> m ax; x2 +  x3 < 3, x, -  x2 > 0,

x2 > l ,  3 x ,+ x 2 < 1 5 .

13. L( X ) = x, -  x3 —» min; x, -  2x2 + x3 =1, x, + 3x2 + x4 = 2.

7.4. З А С ТО С У В А Н Н Я  М Е ТО Д У  У М О В Н О Г О  Е К С ТР Е М У М У  
Д О  ЗА Д А Ч  Н Е Л ІН ІЙ Н О ГО  П Р О ГР А М УВ А Н Н Я . 

Ч И С Л О В І М Е ТО Д И  ПО Ш УК У Е К С ТР Е М У М У

Приклад.  Знайти точку, що є розв’язком задачі опуклого програмування, і сід- 

лову точку функції Лагранжа
/  ( X ) =  х,2 + х \ -  2Х| -  8 х2 min; х, + 2 х 2 -  4 < 0, -Зх, -  х 2 +  3 < 0.

Р о зв ’я за н н я . Складемо функцію Лагранжа
L { X , X ) =  х,2 +  х \  -  2х, -  8 х2 +  λ ,  (х ,  +  2 х2 -  4) +  λ 2 (-Зх , -  х 2 +  3 ) ;

Х (х,; х2); Λ (λ ,; λ 2).

Знайдемо частинні похідні

—  =  2х ,  -  2  +  λ ,  -  3 λ 2 ; =  2 х 2 -  8 +  2 λ ,  -  λ 2 ;
Зх,

= χ, + 2χ-, -  4; 
3λ 1

3χ2

3L

3 λ ,
=  - 3 χ ,  -  χ2 + 3.

Ο Λ , Κ Λ 2

Розв’язавши систему
2χ, - 2  +  λ ,  - 3 λ 2 = 0 ;  2 χ2 -  8 +  2 λ , -  λ 2 =  0;

χ, + 2 χ 2 - 4  = 0; -Зх, -  χ 2 + 3 = 0, 

знайдемо точку Χ°, що є розв’язком задачі;

х, + 2х2 — 4, х, — ^ , 

9
Зх, + х2 =3 , х2 = — ·

З першого та другого рівнянь системи знайдемо λ ,, λ 2 ·

λ ,  -  3 λ 2 ^  -  ο  , λ ,  ^  ,

07 2
2 λ , - λ 2 - ^ -  =  0  , λ 2 = ^ .

Урешті-решт
2 91 τ
5 5

12 2
5 ' 5

Оскільки λ , > 0 ; λ 2 > 0, то за достатніми умовами [ч. 2, с. 644] пара

(Х ° , А0) є сідповою точкою функції Лагранжа.

-  сідлова точка.Відповідь: j j -  Л° [ у ; f



Безпосереднє застосування теореми Куна -  Таккера для визначення 
оптимального розв’язку задачі опуклого програмування взагалі пов'язане
з великим обсягом обчислень.

Знайти точки, в яких усі частинні похідні функції Лагранжа дорівнюють 
нулеві, часто буває не легше, ніж знайти екстремальне значення цільової 
функції. Тому з появою ЕОМ усе частіше задачі лінійного та нелінійного про
грамування розв’язують числовими методами на обчислювальних машинах.

Нижче наведено текст програми M IN M A X  для пошуку найменшого 
значення цільової функції z = f ( x t , х2 , . . . .  хп ) в області, заданій о б 

меженнями G, (.г,, .ї2 .........г „ )< 0 , , = 1’ т -

Обмежень може й не бути, тобто за допом огою  цієї програми можна 
розв’язувати задачі й безум овної мінімізації. Нагадаємо, що пошук мак
симуму функції z  збігається з пошуком мінімуму функції Ζι = - z ,  а об

меження у вигляді рівнянь часто використовуються для зменшення кількос
ті змінних цільової функції та обмежень типу нерівностей. Отже, програма 
M INM AX дає змогу розв’язувати велику кількість задач лінійного та нелі
нійного програмування.

У програмі реалізується комплексний метод Бокса, що є модифікацією  
симплексного методу Н ел д ер а - Міда.

Для розв’язування конкретної задачі необхідно в рядок 5000 програми 
записати цільову функцію, а починаючи з рядка 7000 -  функції 
G, (x ,, х 2, . . . ,  х п ) . При цьому змінні х2, ... ,  хп записують як елем ен

ти масиву X  (1), X  ( 2)  , . . . , X ( N )  . Крім того, на запит програми по

трібно ввести кількість обмежень, змінних та координати одн ієї точки 
М , що задовольняє всі обмеження. З точки М  і починається пошук 
найменш ого значення цільової функції. У деяких випадках повторний 
пуск програми з точки М ,  здобутої в попередньому розрахунку, покра
щує результат.

10C L S
15 PRINT “ПРОГРАМ А M IN M A X ”
20 PRINT “КОМ ПЛЕКСНИЙ М ЕТОД.”: PRINT
4 0  PRINT “ЦІЛЬО ВА ФУНКЦІЯ Z = F ( X l ,  Х 2 , . . . ,  XN)  О БЧИ С

ЛЮ ЄТЬСЯ В РЯДКУ 5000
50 PRINT

60 PRINT “ОБЧИСЛЕННЯ ЗНАЧЕНЬ G ( l ) ,  G ( 2 ) , . . .  , G ( M )  І ПЕРЕ

ВІРКА”;

65 PRINT “ОБМЕЖ ЕННЯ ПРОВОДИТЬСЯ В РЯДКУ 7000 .”

70  PRINT
80 PRINT “ВВЕДІТЬ КІЛЬКІСТЬ ОБМЕЖ ЕНЬ”: INPUT М
100 INPUT “ВВЕДІТЬ КІЛЬКІСТЬ ЗМ ІН Н И Х”; N
120 DIM  X (N ), Y (N ), L(N), U (N ), X C (N ), X O (N ), X R (N ), X H (N )
160 K =2*N:PP=0
180 DIM  C(K, N ), F(K), G(M ), IC(M ), EC (2*N )

190 PRINT
200 PRINT “ВВЕДІТЬ ПОЧАТКОВІ ЗНАЧЕННЯ ЗМ ІН Н И Х.”
210 PRINT “ЯКІ ЗАДОВОЛЬНЯЮ ТЬ УСІ ОБМ ЕЖ ЕННЯ”
220 FOR J=1 ТО N: INPUT X(J):C(1,J)=X(J):XC(J)=X(J):NEXT J
260 FOR J=1 TO N: L(J)=0:U(J)=1:NEXT J
280 REM
290 X = i
500  1=1
520 G O SUB 5000:F(1)=Z  
600 1=1+1
620 FOR J=1 TO N:C(IJ)=L(J)+RND(X)*(U(J)-L(J)):X(J)=C(I.J):NEXT J

640 IM=1: GOSUB 6000
660 IF IC=1 THEN GOTO 720
680 FOR J=1 TO N :X C (J)=((I-1)*XC (J)+C (I,J))/I:NE XT J 

700 GOTO 760
720 FOR J=1 TO N:C(I,J)=(C(I,J)+XC(J))/2:X(J)=C(I,J):NEXT J
740 GOTO 640
760 G O SUB 5000:F(I)=Z
780 IF I<K TH EN GOTO 600
800 FOR J=1 TO K - l
820 FOR I=J+1 T O K
840 IF F(J)<=F(I) TH EN GOTO 900
860 F=F(J):F(J)=F(I):F(I)=F
880 FOR L=1 TO N:Y(L)=C(J.L):C(J,L)= C(I,L):C(I,L)=Y(L):NEXT L 

900 NEXT I: N EXT J 
920 FM =F(1)
1000 PRINT “ПЕРШ А ТО ЧКА”
1020 PRINT “ПЕРШ Е ЗНАЧЕННЯ Ф УНКЦІЇ=”;Е(1)
1040 PRINT “В ТОЧЦІ”
1060 FOR L=1 ТО N:PRINT “X ”;L,C(1,L):NEXT L 

1080 PRINT :PRINT 

1120 A =1.3



1200 FOR L=1 TO N :X H (L)=C (K ,L):X0(L)=(K *XC (L) -X H (L ))/(K -1):  
N EX T L

1400 FOR L=1 TO N:XR(L)=(1+A)*X0(L) -A*XH(L):X(L)=XR(L):NEXT L
1500 ΊΜ =0
1520 GOSUB 6000
1540 IF EC=0 A N D  IC=0 TH EN GOTO 2000  
1600 IF EC=0 THEN GOTO 1800 
1620 FOR J=1 TO N
1640 IFEC(J)=1 THEN XR(J)=L(J)+.00001:X(J)=XR(J)
1660 IF EC(J+N)=1 THEN XR(J)=U(J) -.00001:X(J)=XR (J)
1680 NEXT J
1800 IF IC=0 TH EN GOTO 2000
1820 FOR L=1 TO N:XR(L)=(XR(L)+X0(L))/2:X(L)=XR(L):NEXT L
1840 GOTO 1500
2000 GOSUB 5000:FR=Z
2020 IF FR<F(K) TH EN GOTO 2410
2040 FOR L=1 TO N:XR(L)=(XR(L) +X0(L))/2#:X(L)=XR(L):NEXT L
2060 GOTO 1500
2410 F(K)=FR
2420 FOR L=1 T O N
2440 XC(L)=K*XC(L) -  C(K,L) +XR(L)

2460 XC(L)=XC(L)/K:C(K,L)=XR(L)
2480 NEXT L
2500 FOR J=1 TO K - l
2520 FOR I=J+1 TO K
2540 IF F(J)<=F(I) THEN GOTO 2600
2560 F=F(J):F(J)=F(I):F(I)=F
2580 FOR L=1 TO N:Y(L)=C(J,L):C(J,L)=C(I.L):C(I,L)=Y(L):NEXT L
2600 N EXT I: N EX T J
2620 IF F( 1 )<FM  TH EN PP= 1
2640 IF PP=0 THEN GOTO 1200
3000 S1=0:S2=0
3020 FOR 1=1 TO K:S 1=S1+F(I):S2=S2+F(I)*F(I):NEXT I 
3040 S D = S 2-S  1 *S 1/K:SD=SD/K  

3100 D M =0
3120 FOR 1=1 TO K -l:F O R  J=I+1 TO K 
3140 D =0

3160 FOR L=1 TO N:D=D +(C (I,L)-C (J,L)A2:NEXT L 
3180 D =SQ R(D)
3200 IF D >D M  THEN DM =D  
3220 NEXT J:NEXT I 
3400 IF PP=0 THEN 3790
3520 PRINT “МЕНШЕ ЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ Д О РІВН Ю Є=”;Р(1)
3540 PRINT “В ТОЧЦІ”
3560 FOR L=1 ТО N:PRINT “X ”;L,C(1,L):NEXT L
3580 PRINT
3600 FM =F(1):PP=0
3790 REM
3800 IF SD>.0001 OR DM >.0001 THEN GOTO 1200 
4000 PRINT “МІНІМУМ ЗНАЙДЕН О”
4020  PRINT “ТОЧКА М ІНІМ УМ У”
4040  FOR L=1 TO N:PRINT “X ”;L,C(1,L):NEXT L  
4060  PRINT “МІНІМУМ ФУНКЦІЇ=”;Р(1)
4080  PRINT “КІЛЬКІСТЬ ОБЧИСЛЕНЬ ФУНКЦІЇ=”; FE 
4100  E N D
5000 Z=X ( 1 )л2+ Х (2)л2 -2 * Х ( 1 )-8*X (2 )

5050 FE=FE+1 
5100 RETURN
6000 FOR 11=1 TO 2*N:EC(II)=0:NEXT П:ЕС=0

6020 FOR 11=1 TO M:IC(II)=0:NEXT II:IC=0
6050 IF IM=1 THEN GOTO 7000
6100 FOR 11=1 T O N
6120 IF X(II)<L(II) THEN EC(II)=1:EC=1
6140 IF X(II)>U(II) TH EN E C (N + n )= l:E C = l
6160 NEXT П
7000 G (1)=X (1)+2*X (2) -  4
7010 G (2)= -3 * X (1 ) -X (2 )+ 3

7040 FOR J=1 TO M
7050 IF G(J)>0 THEN IC=1 :IC(J)=l:GOTO 7070  
7060 NEXT J 
7070 RETURN
У початковому варіанті програми записані дані для розв’язування 

вищ енаведеного прикладу. Початковими значеннями змінних можуть 

бути, наприклад, числа Х (1)= 1 , Х (2)=1.



14. Перевірити, чи є точка А"0 розв язком задачі

f i x )  =  - 4 а , -  х 2 + v c j min; .v,2 + х \  +  .v, лс3 - 1  < 0 ,

A-f + л 22 -2 .v 2 < 0 ,  -Λ', + л 2 + χ 3 < 0 ,  А',. > 0  (/ = 1 .2 ,3 ) ,

і якщо є. то знайти сідлову точку функції Лагранжа.

Знайти точку Х ° , що є розв’язком наведених задач опуклого програ
мування, і сідлову точку функції Лагранжа. Знайти також найменше зна
чення функції у заданих областях за допом огою  програми Μ ΙΝΜ ΑΧ.

15. f i x )  = Λ',2 +  х ;  -  2а·, -  4а2 —» m in ; 2 а, + За2 -  6 < 0 , дг, +  4а2 -  5 < 0 .

16 . f i x )  = 2 а, а2 -  а,2 -  2а2 —> m in ; а, - а2 + 1 > 0 ,  2α, + 3 χ2 + 6 < 0 .

17. / ( λ ' )  =  а,2 + а2 ->  m in; - 5 а, + 4 а2 < 0 ,  - а, + 4 а т + 3 < 0 .

За допом огою  програми Μ ΙΝΜ Α Χ  мінімізувати функцію ζ при зада
них обмеженнях.

18. z. = x f  + х \  -  2а-| —> m in ; а, -  2х2 +  2 < 0 ,  2а, -  а2 > 0.

19. ζ = а,2 + х 2 ; а, > 0, а2 > 0 , а, + х2 > 5.

20. ζ =  За," + 4х, а2 + 5х \ ; а, > 0, х2 > 0, а, + а2 >  4.
4  9

21. ζ —-----1------- l· А'і + а2 ; а, > 0, а2 > 0 ,  Aj + л2 < 4.
Х\ х 2

22.  ζ  =  Х\ + χ  І ; а, > 0, а2 > 0 , а, +  а2 > 8.

23. ζ = Х[ + х 2 + х і ; а, +  а2 + а3 > З, А]А2А, > 3.

24. ζ =  ( а | - З ) 2 + (а 2 - 4 ) 2 ; 2 а 2 + х 2 < 3 4 , 2 а ,+ З а 2 <18, а, > 0 , х2 >0.

25.  ζ -  - а ,  а2а3 ; а, >  0, а2 > 0; а3 > 0; 2 а 2 + а2 + За2 < 51.

7.5. ВАРІАЦІЯ  Т А  П Р И Р ІС Т Ф УН К Ц ІО Н А Л А

Приклад.  Знайти приріст Δ/ та варіацію δ/  функціонала

/(} ’( а)) = j y 2(x)dx.
а

Р о з в ’я за н н я . Знайдемо приріст функціонала
ь ь ь ь ь ь

ΔΙ  = J ( + δ>·)2ίτ/.ν — j y 2dx = ^2ybydx+ jd 2ydx,  Δ/ = 2^y b y dx  + '\~ydx.

Лінійний функціонал |2 ybydx  за означенням [ч. 2, с. 661] і буде варіацією
а

функціонала:
ь

δ ί  = 2 J  у 5у d x ,

оскільки lim № y d x  = Q.
m ax|8v|—>0 ■*

υ υ u
Відповідь: Δ/ = 2 ^ yb y d x  + ^frydx,  δ / = 2 j \ '  δν dx.

(I (I «
Знайти варіацію функціонала.

ь h
26.  І  =  J f ( a ,  y ) dx .  2 7 .  I  =  j / i x ) d x .

a "
1 I

2 8 .  1 =  J ( y 3 - 3 A 4 y ) ^ ·  2 9 · I =  ) УІ У  + Х ) СІХ·
- i  o

30. l  = \ { x y  + y l - 2 y i - y ' ) d x .  31. /  = + ( / f < 'dx.
2 I

32. / =  | а 2 ( / ) 2 ^а . 33. /  = J ( 2 a v - ( v' )2 ) ^ .

7.6. Н Е О Б Х ІД Н А  У М О В А  Е К С ТР Е М У М У  Ф У Н К Ц ІО Н А Л А . 
Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л Ь Н І РІВНЯНН Я Е К С ТР Е М А Л Е Й

Приклад.  Знайти припустимі екстремалі для функціонала

і ( у (  а ) )=  \ { у  + 2хy + { y ' f ) d x
о

за умов у(0) = 1, у (і) = 2.

Р о з в ’я за н н я . Знайдемо похідні, тоді з урахуванням рівняння Ейлера [ч. 

с. 673]

F (x , у, у') = у + 2ху + ( у ’)2 

маємо F'y = 1; F'y> = 2а + 2у'\ —  Fy' - 2  + 2y  .



Диференціальне рівняння екстремалей Ейлера запишемо у вигляді 1 + 2у ' = 0. 

Його розв’язком є -v" = ~̂ 2 ’ 'V' = ~ Ч Х +Cl’ ~ ~~^χ2 + с\іл' + с2 > звідки рів

няння екстремалей

у = — x 2  + с,х + є-,; у(0) = 1; у ( і) = 2. 
4

Враховуючи граничні умови,

Отже,

1 5
С і = 1 ;  2  = -------t-с ,  +1 ;  с. = —; с ,  =  1.4 1 4 '

у(х) = x2 + — .v +1, .г є [0 ;і] .
4 4

Відповідь: рівнянням припустимої екстремалі функціонала є

v ix )  = ——χ 2 -f- —x  +1, jcє  [О; l] .
4 4

Знайти екстрем алі ф ункціонала.

3 4 . /  = j( l2 x y  + yy '  + (>’/ )” )dx.  35. /  =  _ [(( /)*  + 2 yy '  + 1 6 у 2 ) ί/χ.
« і

36. /  = J ( (  у  У  -  4 y 2 )dx.  37. /  = J -------j— dx.
a 2 У
d

38 . /  = J ( y 2 ~ { y ' ) ~  - 2 y c o s x j d x .
C

3 9 . /  = j i 2 x y ' y ( - l )  -  0, v ( l )  = —.
-1
+00

4 0 . / =  J I  y 2 +  — ( y ' j 1 \ dx \  >’ ( 0 )  = 1, y (+ °° )  =  0 .

4 1 . / =  J  ( 3 y 2 +  ( y ' ) 2 ) e 2 v </x; y ( 0 )  = 1, y ( l n 2 )  =  — .
o 8

π

42. / =  J ( ( / ) 2 + 2 y y ' - \ 6 y 2 )dx\  y (0 )  =  1, y i ^ j  = 2.

43. /  = J ( jc2 - ( / ) 2 - I 6 ( y ' ) 2 )dx.
1π

44. I  = ~j(4y2 - 5 ( у ' У  + ( y ' f ) d x \  y (0 ) =  3, y '(0 ) =  4, =
o

45. /  = j(  yy '  + ( y ’f  +  yy" + y' y"  + ( / ) " )  dx.
a

3

46. I ( y l , y 2 ) =  \ ( x { y ' \ ) 2 + { y ' i f  + x y \ + y i ) d x ·
1

47. / ( у і , у 2 ) =  |( 2 y ,c o s x  + 2y2 + 2у[у'г + ( y \ f  - ( y ’2 y ) d x .
a

4 Z . I  = \ { 2 у хУг + {у' \У + { y i ) 2 )dx·  49 . /  =  } ( ( / ) “ - 2x~y ) dx .

50. I = ^y'{\ + x 2y')dx.
a

7.7. Д О С ТА ТН І УМ О В И  Е К С ТР Е М У М У  Ф УН К Ц ІО Н А Л ІВ

Приклади.  1. Знайти екстремаль функціонала 
і

/  = | ( ΐ  + Λ :)(/)2ίΖ*, у(0) = 0, _v(l) = 1.
о

Р о з в ’я за н н я . У цьому прикладі

F(x,y,y') = (l + x){y')2, Fy - j / y ' = ° '  F>=0’ К ' =2УЬ  + х)-

Тоді диференціальне рівняння екстремалей Ейлера запишемо у 
(1 + х ) у г + у'  = 0. Розв’яжемо його:

у '(х )  = р (х);  ( і  + х ) р ' ( х )  + р ( х )  = 0\ —  =  — — : р ( х )  =  ·— ; у =
р 1 + х  1 + д-

Тепер знайдемо рівняння екстремалей функціонала:

у ( х )  = сі 1п|і + дг| + с2·

вигляді

__£і_

\ + х



І с. In 1 + с-, = 0, с, = —5—,
1 - In 2

Знайдемо 

тоді на екстремалі

[с, In 2 + с2 =1, с2 = 0 .

f ; =  о, f;}, = о, F"y = 2(і+Λ·),

ln|l + .v|
У - · In 2

при довільному значенні у  функціонал

F ’ > > 0у V — W

Відповідь: на екстремалі у = —■—· ■  ̂ функціонал має сильний максимум.

2. Знайти екстремаль функціонала в ізопериметричній задачі
і

/  = |(  у ’)" dx, у (О) = 1, у (1) = 6
о

за умови
1
j y ( x ) d x  = 3.
о

Р о з в ’я за н н я . Для розв’язування задачі вводиться функція Лагранжа 
[(6.79), ч. 2. с. 685]

F ( x , y , y \ X )  = ( ( y ' f + X y ) .

Тоді диференціальне рівняння екстремалей Ейлера запишемо у вигляді

λ ~ ^ 2 'ν  ̂= 0’ У’ = \ ’ У' = \ х  + Сі> У І х ) = ^ х 2 +схх + с2.

З граничних умов визначаємо
с2 - 1, λ  + 4с, = 20,

азу м о ви  jf  — x 2 +с{х  + 1 )<іс = 3 маємо 
0V4 J

λ  + 6с, = 24.

Остаточно
с, = 2, с2 = 1, λ  = 12.

Відповідь: рівняння екстремалі >’(.0  = З.ї2 + 2х + 1.

В икористовую чи достатні умови екстрем уму, знайти екстрем ум  

функціонала.

5 1 . /  — J(>'2 — ( у ' ) 2 ) dx\  у ( 0 )  =  0, у ( Т )  = 2.
о

52. /  =  \ x 2 { y ’f d x \  у ( і )  =  3, у ( 2 )  = \.
і

5 3 . /  =  j ( 2 j c y - ( / ) 2 ) i /r ,  у (0 ) =  1, у (6 )  = 1.

5 4 . І  = j ( y ' f  dx·, ;у(0) =  0, у (3 )  =  6.
0
1

55. / =  j y ( y ' ) 2 dx; у ( 0 ) =  5, у ( і )  =  5.

Знайти екстрем аль ф ункц іонала в ізоперим етричній  задачі, 
і і

56 . /  = |(д : +  (_у')2 ) Л ;  >’(0 ) = 0, у ( і )  =  0 за  ум ови j y ( x ) d x  = 2.
0 о
1 і

57 . /  =  |(л·2 + ( y ' f ) d x ;  у (0 )  =  1, у ( 0  = 0 за  ум ови ^ y ( x ) d x  = 3.
о о

π пг
58. /  =  J i / ) 2 dx\ у ( 0 )  =  ;у (л) =  0 (я к щ о Х с О ) за умови j y 2 ( x ) d x  = 1.

0 0

7.8. ВАРІАЦІЙН І ЗАД АЧ І З РУХО М И М И  КІНЦЯМИ

Приклад.  Знайти припустимі екстремалі функціонала
П

' = \{(у’)2 - y2)dx'
о

кінці яких розміщені на лініях у = - х +  1 і у = 2х.
Р о з в ’я за н н я . Складаємо рівняння Ейлера _ у '+ у = 0 . Рівняння екстремалей

має вигляд

у( х )  = с, sin.v + c 2 c o s a ·, у' (х)  = с ,c o s ,v -c 2sinx.



[ (у ' )2 -  у 2 + { - 1 -  у ' )2у ' ]

[ ( у ' ?  - у 2 + ( 2 -  у ' )2 у ' ]х=п = 0

Іл-=о - Ь

j с\ ~ с 2_ +  (-1  -  с, )2с, = 0, | с,2 + с\ + 2q  = 0,

[с2 ~ f'l “  (2 + с2) 2с2 = 0, |cj“ + с*2 + 4с-і = 0, 

можна визначити с2 = -0,8; с, = -1,6,

звідки у ( х )  -  - l ,6 s in  jc -0 ,8 c o sx

Відповідь: рівняння екстремалі у{х )  = - l ,6 s in x - 0 ,8 c o s x  

Знайти  припустимі екстрем алі ф ункціоналів .
23

59. /  = J ^ / l  +  ( / ) 2 dx; у  = х 2, у  = х  — 5.
J1
2

2

60· 7 ^  Д-^2 (> Ό - — ; у  = 2 х - 1 ,  У = х 2.
і
Л*2

61. /  = ] { y  + 2 xy '  + ( y ’f ) d x · ,  у  = 2 х  + 1, у  = - х  + 2.

62.  Знайти найменш у відстань від точки Л ( і;0 )  до  еліпса 4 х 2 + 9 у 2 =36.

63. Знайти найм енш у відстань від точки  Л ( -1 ;5 )  до  параболи у 2 = х. 

В к а з і в к а .  Задачі 62, 63 зводяться до визначення екстремуму (мінімуму) ін

теграла / =  j \ / l + ( / ) 2 dx за умови, що лівий кінець задовольняє умову v(-4j ) = v0,
■ιί

а правий у  = \\і(х) [ч. 2, с. 691].

7.9. ЗАД АЧ І К ЕР УВ А Н Н Я

Приклади.  1. Наближене рівняння руху судна можна записати у вигляді системи
d v  . .

т —  = си, + /,(? ) ;
dt

/ — = /1α + / ,ω  + /3β + / 3( ί ) ,  
dt

де m -  маса судна; I -  момент інерції відносно вертикальної осі; v  -  швидкість 
центра мас судна; а  -  кут дрейфу; β -  кут укладки керма; ω -  кутова швидкість, 

похідна від кута рискання; / , ( г ) ,  / 2(г), / 30 )  -  характеристики збурення (хвилі, 

вітер тощо); р — упор гвинтів; с м ,-  характеристика дії регулятора швидкості; 

а„ а2> /j, /■>, /3 ™ сталі.

Перше рівняння описує зміну швидкості судна під дією регулятора швидкості, 
а також зовнішніх збурень f x(t).  За керуючу координату тут взято н , , у двох 

інших рівняннях, що описують рух судна, керуючими координатами є а  і β . 

Зазначимо, що задача керування нелінійна (друге рівняння нелінійне).
2. Нехай об’єкт керування описується диференціальним рівнянням другого 

порядку зі сталими коефіцієнтами

х  + 2 >/Зі + х  = 2уІ2и. (9.1)

Визначити закон керування и під час переведення об’єкта з початкового стану 
.ї(0 )= 1 , і ( 0 )  = 0 у кінцевий а ( “ ) = і(° ° )  = 0 за умови

+о°

l ( u ) =  J (.v2 + u2)dt —> m in .

о

Р о з в ’я за н н я . Запишемо рівняння зв’язку (9.1) у вигляді

х  + 2у/їх  + х — 2\[2и = 0. (9.2)

Для розв’язування задачі введемо функцію Лагранжа

F = x2 + и2 + X (t){x  + 2уіЗх  + x-2-j2 .i t) .

Складаємо рівняння Ейлера -  Пуассона для двох невідомих функцій x ( t ) , u ( t ) :

dx dt  V д.і J d t2 t  dx J ’ du dt v dii J

Обчислюючи відповідні похідні, дістаємо

x + 2 -Л х  +  x  -  2^І2и = 0,

' 2 χ  + λ - 2 ^ 2 λ  + λ  = 0, (9.3)

2u -  2sl2X =  0.



Із системи (9.3) знайдемо диференціальне рівняння для визначення x ( t ) : 

u{t)  = Ш т У ,  u( t )  = + 2-Уз.і(г) + α·(/));

2x{t)  + — x ( t )  + —  x{t )  + — x ( t )  -  —  'x(t) -  2-fh ■—  x( t )  -
4 2 4 2 2

- 2 л/з ·—i  + —.χ·'ν (t) + ^ - x ( t )  + — x( t)  = 0.
4 4 2 4

Остаточно здобудемо

* ,v (r) -  10.ϊ(ί) + 9 .t(f) = 0. (9.4)

Характеристичне рівняння для (9.4) має вигляд

к4 - Ю к 2 + 9 = 0;

корені

А', = -1, к2 = 1, к3 = -3 , к4 = З

І Л· U ) = с, е~' + с2 е' + f3 є"3' + с4 е3' .

За умовою х ( г ) —>0, x( t )  —>0 при тобто розв’язок має бути стійким,
тоді с2 = с4 = 0.

За умови лг(0) = 1, і ( 0 )  = 0 знайдемо с, і с2 :

с, + с-, = 1, З 1
с, = —, с-, = — .

-с , -  Зс3 = 0; 1 2 “ 2

Тоді Α·(ί) = З l -з-е — е ■3(

2 2

Закон керування u(t)  одержуємо з першого рівняння системи (9.3):

3 - 3 у[ ї  З л /З -5
Ιί(ί) = ------р ^ -е  ' + -З/

2J 2 2J 2

ο-, -, (Л 3 -Зл /2  , 3>/3 - 5Відповідь: u( t )  = -------- т=^-е Н------< ^ е  .
2V2 2л/2

Визначити закон керування и під час переведення о б ’єкта з початкового 

стану х (0 )  =  1, л (0 ) =  1 у кінцевий х(оо) =  0, х (°°) =  0 за заданих умов.

64 . χ  + Λ β χ  + х  = и,  l ( u ) =  | ( х 2 + u 2) d t  —» m in.

65. Х + а іХ = и,  l { u ) =  | ( х 2 + c u 2 ) d t  —> m in .
о

66. х  + 2пх  + к 2х  = и, і ( и ) =  J .rd i ->  min.

1 2 ’

.v-) = 0.

В і д п о в ід і

1· Anin _ 21; лі — 3; .г2 -  ^ . 2. -21 ; - 3 ;  х2 — ^ . 3. Lmin 12,

Λ·2 = | .  4. Am,x=13; Λ, =4; Λ·2 =3; л3 = 0 . 5. ^ ш х=18; λ , =6;

6. Цпп = -4; л, =2; л ,= 0 ; * ,= 0 .7 .  Z,nin = ± ; ~ ; 0; o j 8. L„m =17;

Х*(0; 1; 2; 0; 2 ). 9. А п і п = ~ :  * * ( у ;  0; 0; ~  ) . 10. Lmax=2;

9 З
Г ( 3 ;  2; 0; 0). 11. ί , , , ,  Χ '( θ :  0; | ;  2 |  12. ί , ,„ = 1 3 ;

£  і ;  0 І ;
2 2

Х*(4; 3; 0). 13. L>nin= -3 ; Х*(0; 1; 3; 0). 14. Так, є, X 

' ( 4 ^ 3 )  о )

А

сідлова точка функції. 15. X
17 17

\ У

λ°^0 ; ( х ° ,  λ ° )  -  сідлова точка. 16. Х 0^ ;  —1: λ ° ί  — ; —  1;
5 5 2 5 ’ 25 j ’ 

сідлова точка.(х ° , λ°) -с ід ловаточка. 17. Х°[^-; - J ;  λ°[^ — ; - ) ;  (х ° , λ°)

18. zmin =0,889; * = | ;  х2 = 1  19. zmin=12,5; * ,= 2 ,5 ;  x2 = 2,5. 20. zmin=44;

л, = 3; л2 = 1. 21. zlni„ = 10; * ,= 2 ;  *2 = 3 . 22. zmin =30,238; *, =1,782;

х2 = 4,490. 23. гтіп = 6,240 3; х, = *2 = л3 = 1,442 2. 24. zmin =0; *, = 3; х2 = 4.

brdF
25. гтіп = -2 8 ,6 1 5  3; ^ = 2 ,9 1 5  5; х2 = 4,1231; *3 = 2 ,380  5. 26. 5 /=  І— -hydx.

J σνа ·
b 1 1

27. δ / = 4 jV Syi/x. 28. 8/ = |( з > ’2 - 3 x 4^3ydx. 29. δ / = J( 2y  + x)8ydx.
 1 A



з 5 ,_________________________________

ЗО. δ / = J |(x + 2 y  — 4yy )δν — 2y“5y ji/x  31. δ / = j  \jl + (y' ) бу + —Γ— ^ = δ ν '  dx.
2 , [  ' Vl + ( / ) 2

T b
32. δ / = JZa' v^vV/a'. 33. δ / = J(2x5y-2y '8y ' )  dx. 34. y = .v3+clx + c2. 35. у = t, е~4л +

+с2 е4л. 36. у = q s in 2x + c2cos2x. 37. у = tg (c,.v + c2). 38. у = —xsinx  + c, sin.r +

+c2cosx. 39. y = x2 —̂ x  — 40.  y = eT2x. 41. y (x ) = -e~ 3v + e c. 42. _у(л*) = — — l.

43. y(x) = c, + c-,χ + c3e 4л + с4е4л. 44. у = — cos2x + — sin2x + — sinx + — cosx.
' 3  3 3 3

45. v = — x3 +c-> —  + c3x + c,. 46. 
6 ‘ 2

) φ )  = · ^ - ^ - 1ηΙ x  | + Q .

y2 (x) = c,x + c2.

47.

48.

1 .
V, =  C, COS X +  Cl  S ill Λ·------ XS111 .V +  — COS X +  C-,Χ +  Ca,

2 2

y -1 =  C, COS X +  C9 S I n  X +  — X S 1 n  X.4

I y, = -c , COS x  -  c2 sin x  + c3 ел+ c4 e *, χ  1
49. y = —  + c, —χ 1 + c2x + cv 50. v(x) = 

y 2 = c 1cosA- +  c 2 sin.v + c-,e' + c4e C. 48 2

.1x ’ 2sin Λ- 4 «,
= c, —  + c,. 51. y = ----------- > max, 0 < T  <n .  52. y = -----> min. 53. y = ----- +

3 sin T x  iS

+6x + l —»max. 54. y = 2x—>min. 55. y = 5 —>слабкий min. 56. y = -1 2 |x 2- l j

 ̂ 12  λ 3
57. у = -15x"+14x+l —»min. 58. у = ± J — sinx —»min. 59. y = -x + - .  60. y=— —+19.

Υπ 4 · x 2

X'

6

—>min.

9 i x  4·
61. у = —  - -  + 2,24. 62. d4 ї  2 ... ■ ____  -y j.  63. of = 2л/5. 64. и(*) = (б + л /2 -2 -Л о )е ~ '-

- (2 7 І0  + 4 7 5 - 6 - б 7 2 ) е - ^ .  65. «(г)=Ч -е-й +А1е-*?, де * = - J 1 ±£El . 66. и(г)=0.

Г л а в а  8 

ЧИСЛОВІ МЕТОДИ

8.1. ІН ТЕ Р П О Л Я Ц ІЙ Н И Й  М Н О ГО Ч Л Е Н  Л А ГР А Н Ж А

Приклади.  1. Написати інтерполяційний многочлен Лагранжа для функції 
/  (х), значення якої задані таблицею

X 0 0,1 о,з 0,5
fix) -0,3 0 0,4 1,2

Р о з в ’я за н н я . За формулою (3.7) [ч. 2, с. 7251 знайдемо Ф0 (х), Ф 2(х), 

Ф 3(х). Обчислювати Ф ,(х ) немає потреби, оскільки у, = 0 . Отже,

, . (х - 0 , і ) ( х - 0 ,3 ) ( х - 0 ,5 )  .ν'1- 0 ,9 х 2 + 0 ,2 3 v - 0 ,0 1 5 .
0 А "  ( 0 - 0 , і ) ( 0 - 0 ,3 ) ( 0 - 0 ,5 )  0,015

ф  /  )  х(х  — 0 ,і) (х -0 ,5 )  _ х3 - 0 ,6 х '+ 0 ,0 5 х
2 * ~ 0 ,3 (0 ,3 -0 ,1)(0,3 - 0 ,5 )  0,012

ф  ( ч  х ( х - 0 , і ) ( х - 0 .3 )  _ х3 - 0 ,4 х 2 +0,03х
3 А ~ 0 ,0 5 (0 ,5 -0 ,1)(0,5 - 0 ,4 )  ~ 0,04

Тоді шуканий многочлен має вигляд

L j(x) = -0 ,ЗФ 0(х) + 0Ф, (χ) + 0 ,4Ф 2 ( χ ) + 0,5Ф3 (χ) = ~ .ν' - 1 0 х 2 + ^ х - 0 , 3 .

50 23
Відповідь: L· (х) = — х3 -  Юх2 + — х -  0,3.

З 6
. . _ π  π  π  тх ^

2. За відомими значеннями функції y = sinx  при х = 0, — знаити
6 4 3 2

π  „ ,
наближене значення sinx при х = — и оцінити похибку.

7
π

Р о з в ’я за н н я . Обчислити наближене значення функції v = sinx при х = — 

можна за допомогою інтерполяційного многочлена Лафанжа. Складемо таблицю

Хі 0
π
6

π
4

π
3

π
2

0
1 >/2 S 1Уі 2 2 2



Тоді

або

• 71 1sm — ~ L ,
7

sin ’ ν0Φ0 ( -Ί )  + ν,Φ, ( у )  + ν2Φ2 ( f )  + ν-,Φ., ( у )  + ν4Φ4 [ у ] .

Причому Ф0 [ — І можна не обчислювати, оскільки ,уо =0. Знаходимо

ФіІ -

*1ί π ( - ί π - π 1
7 '17 4 JV 7 3 J17 2 J

-1
ί  π ί - (π- π 16̂ Kb 4 JV 6 з і U 2 )

1,349 43.

Аналогічно 

Ф -0,533111. Ф = 0,168 679, Ф = -0,009 996,

тоді

sin -  = 0,433 832. 
7

Похибку отриманого наближеного результату оцінимо за формулою (3.15) 

[ч. 2, с. 730], враховуючи, що | s in ^  .v] = | cosx | < 1:

δ =
π < π Ι' π π Ίί π Γ π (  π π^ι

- - — - - - - - - - - - - — = 6,32· 10”5
7 7 7 J " 6 J v 7 4 J І 7 3 17 2 /

Відповідь: sin — = 0.433 832; δ < 6,32 · 10 5.
7

Н аписати  інтерполяц ійний  многочлен Л агран ж а для ф ункції, задан о ї 
таблично.

1.

3.

χ 1,45 1,36 1,14

У 3,14 4,1 5 5 ,6 5

χ 0 1 2 5

у 2 3 12 147

.v 0 1,5 3 ,4 6 ,8

У 1,45 3 ,14 4 ,6 5 4,11

4. Ф ункція у  = \ [х  задана таблицею

χ 1,0 1,1 1,3 1,5 1,6

У 1,000 1,032 1,091 1,145 1,1 7 0

О бчислити  3,15 й оцінити похибку.
7Т 7Х 7Т ТС

5. З а  відом им и значенням и c o s x  при х = 0, —, —, —. — знайти  зна-
6 4  3 2

чення COS й оцінити похибку.

За таблицею  значень функції, використовую чи інтерполяційний м ного
член Л агранж а, знайти значення ф ункц ії в указан и х  точках.

6.
χ 1,50 1,54 1,56 1,60 1,63 1,70

У 3 ,8 7 3 3 ,9 2 4 3 ,9 5 0 4 ,0 0 0 4 ,0 3 7 4 ,1 2 3

Знайти у (1,52) і у (1 ,67). 

7.

Знайти  у (2 7 ).

X 14 17 31 35

у 6 8 ,7 6 4 ,0 4 4 ,0 39,1

8.

Знайти  у (102).

X 9 3 ,0 9 6 ,2 1 0 0 ,0 1 0 4 ,2 10 8 ,7

у 11,38 12 ,8 0 4 4 ,7 0 1 7 ,0 7 19,91

8.2. ІН ТЕ Р П О Л Я Ц ІИ Н И И  М Н О ГО Ч Л Е Н  Н А Й К Р А Щ О ГО  Н А Б Л И Ж ЕН Н Я

Приклади.  1. Побудувати інтерполяційний многочлен найкращого набли
ження третього степеня для функції

у = — х5 -4 .Г  + 2х + 1, лгє Г—1, і]
6 L 1

й оцінити похибку інтерполювання.
Р о з в ’я за н н я . Визначимо вузли інтерполяції за формулою (3.20) [ч. 2, с. 732];

ТЕ 371
х0 = cos—= 0,923 88; x, = co s—  = 0,382 68;

0 8 8
5тг 7тс

x-, = cos—  = -0,382 68; х, = cos—  = -0 ,92388.
8 8



Складемо таблицю значень функції, розташувавши для зручності вузли ін-

А -  0,923 88 -0 ,3 8 2  68 0,382 68 0,923 88

.V -1 ,7 3 2  01 0,409 56 1,590 43 3,732 01

За таблицею будуємо інтерполяційний многочлен Лагранжа третього степеня:

k  ( .0  = у0ф 0 (.ї ) + у,ф, (д·) + у:ф 2 ( а) + у3Ф , (л),

де v0. Vj, Vi , v, -  значення ф ункції з та б ли ці, а

( v + 0,382 6 8 )(д - -0 ,3 8 2  6 8 ) (л - 0,923 88)______________ __

ф о М  = ( _ о ,923 88 + 0,382 6 8 )( -0 ,9 2 3  88 -0 ,3 8 2  6 8 )( -0 ,9 2 3  88 -  0,923 88) 

=  -0 ,7 6 5  36л-3 + 0,707 1л-2 +  0,112 0 8 л -  0,103 54;

( v +  0.923 8 8 ) (л  -  0,382 6 8 ) (л  -  0,923 88)_____________ _

Ф ' ( л )  =  ( -0 ,3 8 2  68 + 0,923 8 8 ) ( -0 ,3 8 2  68 -  0,382 6 8 )( -0 ,3 8 2  6 8 -0 ,9 2 3  88) 

= 1,847 77л"' -  0,707 1л2 -1 ,5 7 7  16л +  0,603 55; 

( д- +  0.923 8 8 ) (л  + 0,382 6 8 ) ( л - 0,923 88)

Ф :  ( Л )  = (0 .3 8 2  68 + 0,923 8 8 )(0 ,3 8 2  68 +  0,382 6 8 )(0 ,3 8 2  68 -  0,923 88) 

=  -1 ,8 4 7  7 7 л 3 -0 ,7 0 7  1л2 +1,577 16л +  0 ,60355;

( у -  0,382 68) ( х + 0,382 68) (х  + 0,923 88)
Ф з ( ї )  ~ (0 ,923 88 + 0,382 6 8 )(0 ,9 2 3  88 -  0,382 6 8 )(0 ,9 2 3  88 + 0,923 88)

= 0,765 36 у3 + 0 ,7 0 7 1л-2 - 0 , 1 1 2  0 8 л -0 ,103  54.

Отже, шуканий многочлен матиме вигляд

/<1( л )  = 2 л 3 + 1 ,2 5 6  3 2 л + 1 ,0 0 0  14

(коефіцієнт при степені л2 дорівнює 7,01 10-6 і тому цим доданком можна знех-

ТУВНехай б -  максимальна похибка, допущена під час заміни функції інтерпо

ляційним многочленом. Тоді за формулою (3 .2 4 ) [ч. 2, с. 733]

6 < J ^ L  д#4 = max|.v(4)|.
4 · 2 І_1;ІІ

У цьому випадку

V(4) =  20л, М .  =  шах 120л І =  20.

Отже, для максимальної похибки інтерполяції справедлива оцінка

20
δ < -

2 4 -8
= 0,104.

2. Побудувати інтерполяційний многочлен найкращого наближення третього 
степеня для функції

ьГх  + cos х
/ ( а )= - -, а є  [і; 2].

0,367 879 · ел +  л 2

Обчислити значення функції в точках л  =  1; л  =  1,5; л  = 2 за допомогою інтер

поляційного многочлена і порівняти їх з точними значеннями функції.
Р о з в ’я за н н я . Вузли інтерполяції визначаємо за формулою (3 .2 0 ) [ч. 2, 

с. 732], узагальненою на довільні проміжки:

Ло
1 π 3

= —cos—+ —
2 8 2

1 5π 3
—cos— + —
2 8 2

3π З
+  —  =  1,9619; л, =  —  cos—  +  —  =  1,6913;

8 2

1 7π А 3 і г  —c o s —  + — = 1,1
2 8 2

Складаємо таблицю значень функції у вузлах інтерполяції:

A 1,038 1 1,308 6 1,691 3 1,961 9

У 1,684 1 1,200 7 0,778 5 0,590 5

За цією таблицею обчислюємо інтерполяційний многочлен

L , ( а )  = -0 ,4 5 8  1л3 + 2,899 1а 2 -6 ,6 9 1  1 л +  6 ,0 1 8 1 .

Результати обчислення значень функції за допомогою інтерполяційного мно
гочлена і порівняння їх із точними зручно оформити у вигляді такої таблиці:

A 1 1,5 2

L , ( x ) 1,768 0,958 3 0,567 5

У 1,770 1 0,960 6 0,569 6

Д ля вказаних функцій на заданом у пром іж ку побудувати  м ногочлен 
найкращ ого  наближ ення третього  степеня й оц інити похибку.

9. у  = ^ х 4 - 2 х *  + 3 х 2 - 6 х + 3, х є  [—1; і].

10. у  =  χ 2 + In ( а  +  2 ) , * є [ - 1 ; і ] .

12. у  = cos а , а  є

0 ; —
2

11. у  =  s in х,  аЄ  

13. у  =  е \  х е  [0 ;2 ].



Д ля функцій на заданом у пром іж ку побудувати  інтерполяційний м но
гочлен найкращ ого наближ ення третього  степеня. О бчислити за  його 
допом огою  значення ф ун кц ії на кінцях і в центрі пром іж ку та порівняти 
їх  з точними значенням и функції.

2д·2 - a r c t g ( x - l )
14. f i x ) - ·

In (.v + 0 ,2 8 5  7 1 4 ) '
λ-є [1; 2].

15. f ( x )  =

16. f ( x )  =

17. f i x )  = Є

18. f ( x )  =

yj.r 4 + 2 +  cos ( x + 3) 

1 +  e x p (0 ,1 4 2  857)

I x '  + 4 .2 8 5  7 lV ^ + T

e v + 6 

' + 8sin,v 

3 .5 7 1 4 2  +  7 1 ’ 

Зл-4 + 8 ,2 1 4 e "-,J

* e [ - l ;  1]. 

х є  [0; 2].

х є 0 ;

yfl + .Y'
r e [ i ;  2].

8.3. М Е ТО Д  Г А У С С А  Ч И С Л О В О ГО  ІН ТЕ ГР У В А Н Н Я

К вадратурна ф орм ула Гаусса м ає вигляд (6.16) [ч. 2, с. 760], де с, і х; 

визначаю ться з таблиці:

11 хі сі
1

ОII С \ ~ 2

2 Х2 = - . ї ,  = 0 , 5 7 7  3 5 0  3 Сі = С2 -  1

3
х 2 =  0
л3 = -А, = 0 , 7 7 4  5 9 6  7

с = -  =  0 , 8 8 8  8 8 8  8 9  
2 9

с ,  = с 3 = — = 0 , 5 5 5  5 5 5  5 5  
9

4
X , = - ї 2 = 0 , 3 3 9  9 8 1 0  
х4 =  -х ,  =  0 , 8 6 1 1 3 6  3

с 2 = с з  = 0 , 6 5 2 1 4 5 1  
с ,  = с 4 = 0 , 3 4 7  8 5 4  8

5

х3 =  0

Х4 = - х 2 = 0 , 5 3 8  4 6 9  3  

χ 5 = - η  = 0 , 9 0 6 1 7 9 8

с 3 = 0 , 5 6 8  8 8 8  9  
с 4 = с 2 = 0 , 4 7 8  6 2 8  7  

с ,  = с 5 = 0 , 2 3 6  9 2 6  9

Продовження табл.

п W

6

χ4 =  - χ ,  =  0 ,2 3 8  619 2 

х <5 = - х 2 = 0 ,6 6 1 2 0 9  4 

Х6 = - х ,  = 0 ,9 3 2  469 5

с4 = с 3 = 0 ,4 6 7  913 4 

с5 = с 2 = 0 ,3 6 0  7 6 1 6  

С, = с 6 = 0 .1 7 1 3 2 4 5

7

х4 = 0

х5 =  —А, = 0 ,405  8451 

х6 = —х 2 = 0 ,7 4 1 5 3 1  2 

л7 =  -х ,  = 0 ,9 4 9 1 0 7  9

с4 = 0 ,4 1 7  959 2 

с3 = с 5 = 0 .3 8 1 8 3 0  0 

с , = с 6 = 0 ,2 7 9  705 4 

с, = с 7 = 0 ,1 2 9  485 0

8

х , = —х4 =  0 ,3 2 4  253 4 

* 6 =  - Х} = 0 ,5 2 5  532 4 

х7 =  —х2 =  0 ,7 9 6  666 5 

х8 =  - а ,  = 0 ,9 6 0  289 8

с4 = с 5 = 0 ,3 6 2  683 8 

с3 = с 6 = 0 ,3 1 3  706 6 

с,  = с 7 = 0 ,2 2 2  3 8 1 0  

с, = с 8 = 0 ,1 0 1 2 2 8  5

Приклади.  1. Обчислити інтеграл jVl + v dx за квадратурною формулою Гаус

са для /г = 4, п = 8 і порівняти наближені значення з точним значенням інтеграла.
Р о з в ’я за н н я . Позначимо як / 4 та / 8 наближені значення інтеграла відпо

відно для л = 4 і /! = 8 ,а я к  / -  його точне значення. Виконаємо заміну

t = 2 x - l , х = ^ - ,  t e  [-1; і ] ,
2

тоді Jy / ^ d x  = f j M d r ^
З + .v,

Використовуючи таблицю, наведену на початку параграфа, обчислимо за фор
мулою (6.16) [ч. 2, с. 760]

І 4
і . — Σ ' ,  

L ί=1
3 ί ^ ί - =1,218 952 5 ; /8 = - ] T q

2 2 І=І

3 + X:

Знайдемо точне значення інтеграла

і ____ 2 і
jVl + x dx = — (і + х)* =  — (2-ч/2 — і )  =  1,218 951 3 .

3



Порівнюючи здобуті результати, бачимо, що формула Гаусса дає можливість 
досягнути високої точності обчислень і за досить малої кількості вузлів. Це зу
мовлює її широке застосування.

π
2

2. Обчислити інтеграл je~a ’s t cos(sin χ)ί/,ν за квадратурною формулою Гаус-
о

са для п = 4; 8 .

Р о з в ’я за н н я . Нехай / 4 , /8 -  відповідні наближені значення інтеграла. Ви-
ТС

конаємо заміну змінної x  = —(ί + 1), t e  [-1; l ] , тоді
4

n r \  - c o s - К Ж )F U ) = e  4 cos sin—(/ + 1)

2 "*"1 n
] е -С0ЬЛ cos(sinx)d.\ = ~  J F{ t)d t  ~ ~У 1 cjF(xi) ·

Відповідь: / 4 = 0,624 717 92 ; /g = 0,624 713 1.

1 dx
i

cix
-------- за квадратурною формулою Гаусса

0 1 + дґ
для п -  4; 8. Порівняти наближені значення з точним значенням інтеграла.

\  dx
20. Обчислити інтеграл ----- ,·------- за квадратурною формулою Гаусса

(,1+V 2t+ 1

для /1=2; 4; 8 і порівняти наближені значення з точним значенням інтеграла.

21. Обчислити інтеграл J s in 6jci/jc при п = 2 ; 4  ; 8 і порівняти набли-
0

жені значення з точним значенням інтеграла.
П
2

22. Обчислити інтеграл Jxcosx d x  при п = 2; 4 ;  8 і порівняти на-
о

ближені значення з точним значенням інтеграла.

Обчислити інтеграли за формулою Гаусса для п  =  8 .
1 π І

23. Jcos(x + x5)iic. 24. | e sm 'v s in 3xdx.  25 . jcos(jr + х+\)<1х.

dt
26· fsin (.x^+ x  +  1 ) dx .  27. L _ _ .  28 . I cos (x  — sin λ  ) d x .

1 oW (i2 + l ) ( 3 r - + l )  o0
π π ^

29. [sin ( jc -  c o s x ) d x  . 30. I---------- j=
Q q {  +  Х + УІ sisin X

0,5 * 0,5 7
d x  r «χГ_______________  32 f_____

'  J  ( l - j c 2 ) ( l - 0 ,2 5 j c 2 ) " ’ j  ( l - . v 2 ) ( l - 0 , 7 5 . r 2 )
π π
З

33· ) ;, 34· ί ^
ο ν ΐ - 0 ,2 5 sin χ  ο

5 s in ' x d x

8.4. М Е ТО Д  РУН Г Е  -  К У ТТА  Р О З В ’Я З УВ А Н Н Я  З В И Ч А Й Н И Х  
Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л Ь Н И Х  РІВНЯ НЬ

М етод Рунге -  Кутта визначає наближене значення розв’язку диферен
ціального рівняння за формулами (7.3) -  (7.5) [ч. 2, с. 765]. Для більш точ
ного врахування похибки користуються правилом Рунге -  Ромберга, 

зм іст якого полягає в тому, що, коли * і у[2І,) вважати значеннями 

шуканого розв’язку задачі Коші (7 .1), (7.2) [ч. 2, с. 764], отриманими з 

кроком інтегрування відповідно її і 2h , то в розв’язку досягається  

задана точність обчислень, якщо виконується нерівність

ІУ2k Ук i < ε .
15

Приклади.  1. Методом Рунге -  Кутта зінтегрувати рівняння

χ1 у - ху = 1, 3>(1) =  0

на проміжку л є  [і; 2] з кроком h = 0,2 і порівняти з точним розв’язком.

Р о з в ’я за н н я . Для знаходження наближеного розв’язку рівняння запишемо 
його у вигляді (7 .1 ) [ч. 2, с. 764]:

y = f { x > y ) ’ / ( Х’У) = ~ 2 +— ·



Виконаємо обчислення за формулами (7.3), (7.4) [ч. 2, с. 765]. Знайдемо зна
чення точного розв’язку в тих самих точках. У результаті дістаємо таблицю:

Розв’язок у
.V

наближений точний

1 0 0
1,2 0.183 349 0,183 333
1.4 0,342 882 0,342 857
1,6 0,487 53 0,487 5
1,8 0,622 26 0,622 22
2 0,750 04 0,75

З наведеної таблиці випливає, що значення похибки не перевищує 10 4 .
2. Методом Рунге -  Кутта зінтегрувати рівняння 

у'  = sin 2х + cos у , у  (0) = 1

на проміжку [0;3] з кроком /г = 0,3 і /і = 0 ,15 . Оцінити похибку за правилом 

Рунге -  Ромберга.
Р о з в ’я за н н я . Виконуємо обчислення з кроком Іі = 0 ,3 . Щоб оцінити похиб

ку за правилом Рунге -  Ромберга, проводимо розв’язання з кроком, зменшеним у 
два рази, тобто її = 0,15 . Результати наведемо в таблиці

Розв’язок у
-V

/і = 0,3 /і = 0,15

0 1,0 1,0
0,3 1,222 567 1,222 573
0,6 1,514 677 1,514 688
0,9 1,784 241 1,784 26
1,2 1,948 735 1,948 75
1,5 1,959 103 1,959 11
1,8 1,815 931 1,815 936
2,1 1,574 177 1,574 18
2,4 1,322 749 1,322 749
2,7 1,150 212 1,150 205
3,0 1,117 912 1,117 914

З таблиці випливає, що

Ι υ ( ί ) _  V(A)| ____
< ю - 5 , k = (l, ί ο ) .

15 v ’

Отже, розв’язок здобуто з точністю ε = 10~5 .

3. Скласти таблицю значень розв’язку задачі Коші 

у  = х гу  + е~у + χ , у (0 ) = 0

на відрізку [0; 1,б] з кроком її = 0,2 і точністю ε = ІО45 .

Р о з в ’я за н н я . Виконуємо обчислення з кроком // = 0,2 і h = 0 ,1 . Як ба

чимо, для значень аргументу х е  [0; і] необхідна точність, згідно з правилом 

Рунге -  Ромберга, досягається при /г = 0,1. На проміжку [і; 1,б] проводимо 

обчислення з кроком /і = 0,05 .

Порівнюючи розв’язок для х е  [і; 1,6] при /і =0,1 і її = 0,05 , переконуємося, 

що необхідна точність досягнена:
Розв’язок у

.V
А = 0,2 /і = 0,1 /і = 0,05

0 0 0 0
0,2 0,201 605 0,201 605 4 -
0,4 0,415 208 0,415 206 -
0,6 0,660 613 0,660 614 -
0,8 0,971 288 0,971 295 -
1,0 1,407 294 1,407 307 -
1,2 2,085 895 2,085 92 2,085 921 7
1,4 3,256 519 3,256 648 3,256 654
1,6 5,495 596 5,496 439 5,496 435

3 5 . Зінтегрувати рівняння

/  =  - р — ,  у ( е )  =  1  

X In X
з кроком її =  0,1 на проміжку [е; е + і ]  і порівняти з точним розв’язком.

36 . Зінтегрувати рівняння

У - . Ц І І  у ( 0 )  =  1 
х" -1

з кроком /і =  0,1 на проміжку [0 ;0 ,8 ]  і порівняти з точним розв’язком.

37. Зінтегрувати рівняння

у '  = - ^ —  + y t g x  , у (0 )  =  1 
c o s *

з кроком її = 0,15 на проміжку [0; 1,5] і порівняти з точним розв’язком.



38. З інтегрувати  рівняння

/ Ί 1
у  = х  у  — х

з кроком її = 0 .2  на проміжку [2; 4] і порівняти результати з точним  

розв'язком.
Розв’язати задачу Коші з указаним в умові кроком і кроком, що в два 

рази менший. Оцінити похибку обчислень за правилом Рунге -  Ромберга.

39. ν' = .ΐ + .γ· — у 2 + cos.Y , v (0 )  = І , х е  [0; 2 ] , /; = 0 ,2 .

40. у '  = 2х  -  3 In у + у . у (0 ) = 1 , х е  [0 ; і ] , /і = 0 ,2  .

41. у ' = cos 2.v — д--  у 2 . у ( 0 )  =  0 ,  л є [ 0 ;  2 ], ї ї - 0 ,2 .

42. y' =  A'2y + e v +.V, у (0 ) =  0 ,  л є [ 0 ;  і ] ,  Л = 0 ,1 .

43. Скласти таблицю значень розв’язку задачі Коші у '  = е -2д + у 2 , 

ν (0 )  = 0 на відрізку [0; 2] з кроком ї ї -  0 ,4  і точністю ε = 10“ί .

44 . Скласти таблицю значень розв’язку задачі Коші y' =  ле~Л + In у , 

у (0 )  =  1 на відрізку [0; 2 | з кроком Іі = 0 ,2  і точністю ε =  10- 5 .

8.5. М Е ТО Д  СК ІН Ч ЕН Н И Х РІЗНИЦЬ 
Д Л Я  О Д Н О В И М ІР Н И Х  ГР А Н И Ч Н И Х  ЗА Д А Ч

Приклад.  На відрізку [0,1; 1,1] методом скінченних рішень, поділяючи відрі

зок на 40 частин, розв’язати граничну задачу

у '  +  е 'у '  +  ^ у  = .ї 2, у (0 ,1 ) -  1 ,2 у '(0 ,і )  =  0 , 2 y ( l , l ) - 2 , 5 y ' ( l , l )  =  - 4 .

Р о з в ’я за н н я . Числове розв’язання задачі полягає у визначенні наближених 
значень: у0 , Vj,...,у„ в точках д0 , .г ,,..... хп , де

, 1,1 -  0,1 1
л„ = 0,1 : .v, = л0 + ііі , і = 0, η , п = 40 , її = ---------- = —  .

0 , 0  40 40

Похідні y'(.v) та y'(.v) у кожному внутрішньому вузлі χ, , і = 1,...,/і-1 зам і

няються центральними різницями за формулами (8.5), (8.10) [ч. 2, с. 770, 771].

На кінцях відрізка значення у'(х),  шо входять у граничні умови, подаються однобіч

ними різницями за формулами (8.1), (8.2) [ч. 2, с. 769]. У результаті замість гранич
ної задачі дістаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно у , , у2, ···, у„ :

' У м ~ 2У і + У і - і , „ У,ч-ι -  У,-і
.  "> Г Ї - .Іг  2 h ■ + ЧіУі = / ■ .

/ =  І, /7 —  1.У0 - 1 2 ^  = 0, 
її

2у„ - 2 , 5 ~V'' ~-V"~1· = -4 .  
h

У цій системі п = 40 , Pj = еЛ' , = γ  , f ,  = .v,2 .

Здобута система перетворюється до вигляду (4.16), (4.17) [ч. 2. с. 746], де 
відповідні коефіцієнти визначаються за формулами

Л, = 2 -  Ιψ, ; С, = 4 -  2/Л/, ; Ft = I r f ; В, = 2 + lip, ; і = 1, /і -  1;

— ί ί ! —  ; „ = 40 : Ιι = —  
2,5 -2 /1  40/i + l,2 u " 2 ,5 - 2 /i

Після цього для її розв’язання застосовується метод прогону [ч. 2. і л. 8, підрозд. 4 .41.
Після обчислень отримані такі результати (з метою економії місця наводить

ся розв’язок не в усіх вузлах):

χ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
У -1,249 -1,348 -1,435 -1,507 -1,565 -1,637

.v 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1
У -1,651 -1,650 -1,650 -1,653 -1,608

За вихідними даними методом скінченних різниць розв’язати гранич
ну задачу

у ’  + р ( х ) у  + q ( x ) у  = f i x ) , х е  [«, £>]; а 0у ( я )  + β0ν'(«) = γ0 ; 

а ,у ( і> )  + β, ν'(̂ ) = γ,.
45. д  = 0 ; 6  = 0 ,8 ;  N = 4 0 ;  а 0 =  0 ;  β0 = 1; γ 0 = - 0 . 5 ;  а ,  = 1 ;  β, = 0 ;

γ, = 0 ,5 ;  ρ { χ )  = - ^ — \ q ( x )  = - j J L = \  f i x )  = 0 .
X~ - 1 VI -  χ -

46. а  = 0 ; b = 0 ,8 ;  N  = 4 0 ;  α 0 = 0 ;  β 0 = 1 ;  γο = 0 ;  а, = 1; β, = 0 ;

; f i x )  =  0 .
2 12 

γ, = 0 ,1 ;  ρ ( χ )  = — ----- ; q ( x )  =
jc“ — 1 y j v - x 2



47. α =  0 ;  b = 0 ,6 ;  /V =  3 0 ; α 0 = 0 ;  β0 = 1 ;  γ0 = 0 ,2 ;  α , = 1 ;  β, =  0 ;
λ  ο  { \ 1»5 +  2 , 5 л г  / ν 3 3  _ ,  ч

γ, = 0 ,8 ;  ρ { χ )  = ----- --------- ; q ( x ) = - = = · ,  f ( x )  = 0 .
χ ' ~ ι V 1 - х 2

48. a = 0 ; b - 0 , 6  ', N  - 5 0 ;  α 0 = 0 ;  β0 = 1 ;  γ 0 = - 0 , 5 ;  α , = 1 ;  β, =  0 ;
ν  η Ί ί \ + 2 , 9 χ  , Λ 34 ,5  , ,γ, = 0 ,2 ;  ρ { χ )  = -----  ---------- ; q ( x ) = — = = ;  f ( x ) =  0 .

χ ~ ~ ι у і і - х 2
49. α =  0 ; /j =  0 ,6 ;  N  = 5 0  \ α 0 = 0 ;  β0 =  1; γ 0 =  - 0 ,5  ; α , =  0 ; β, =  0  ;

η  „ / \ 1.7 + 2 ,7 χ  , , 33 ,5  , ,
Υ! = 0 ,2 ;  ρ { χ ) = — ,----------- ; ^(λ-) = —= = = =  ; f { x ) = 0 .

50. α =  0 ,5  ; b  =  3; N  =  5 0 ; α 0 = 0 ;  β0 =  1; γ0 =  1; α , =  1; β, =  0  ; 

γ, = 6 ;  ρ ( χ )  = - 2 χ \  q ( x )  = 2 ;  f ( x ) = 0 .

51. a  = 0 ,5  ; b = 3 ; N  = 5 0 ;  α 0 = 0 ;  β0 =  1; γ0 = - 1 ;  α , =  1; β, =  0  ;

γ, = 3 ,4  ; ρ ( χ )  = - 2 χ ; q { x )  = 2 ;  f ( x ) =  0 .

52 . а  = 0 ,5  ; b = 3 ; N  = 5 0 ; α 0 =  0 ;  β0 =  1; γ0 =  - 5  ; α , =  1; β, =  0 ;

γ, = 1 ,8 ;  ρ ( χ )  = - 2 χ ;  q ( x )  = 6 ;  f ( x ) = 0 .

53. α =  1; b = 5 \  N  = 8 0 ;  α 0 = 0 ;  β 0 = 1 ;  γ 0 = - 0 , 5  ; α , = 1 ;  β, =  0 ;

γ, = 3 ,5 ;  ρ ( χ )  = -— - ;  q ( x ) = — ; / ( j c ) = 0 .  
χ  χ

54. α = 1; b = 5 ; N  =  8 0 ; α 0 = 0 ;  β0 = 1; γ0 =  - 0 ,6 6 7  ; α , =  1; β, =  0  ; 

γ , =  2 ,6 6 7 ;  ρ (* )  =  1 ζ £ ; д {х ) Л -  f ( x )  = 0 .
X X

55. а  = 1; b = 5 ; N  =  8 0 ; α 0 =  0 ;  β0 =  1; γ0 =  - 0 ,6 2 5 ;  α , =  1; β, =  0  ; 

γ, = - 1 ,2 9 2 ;  ρ ( * )  =  — ; q {x ) = - ·  / ( * )  =  0 .
X X

8.6. М Е ТО Д  С ІТО К  Р О З В ’Я З УВ А Н Н Я  З А Д А Ч І Д ІР ІХЛЕ  
Д Л Я  РІВНЯНН Я Л А П Л А С А

Приклад.  Розв’язати задачу Діріхле для рівняння Лапласа в прямокутній області

д2и 

дхІ + д р

«(Ο,.ν) = / , ( > ) ,  u( a , y )  = f 2(y),  у є  [0, b \ ; (6.2)

Дг/ = + ——  = 0, 0 < х < а , 0 < у < Ь ;  (6.1)

м(х,0) = / 3(x ) ,  и{х,Ь) = / 4( х ) ,  х е  [0, я ] , (6.3)

Де / , ,  / 2 , / з ,  / 4 -  задані функції.
Р о з в ’я за н н я . Виберемо кроки /г і / за змінними .v та у і побудуємо сітку

з вузлами:

Λ', = ііг, / = (о, /г), л'0 = 0 , хп = а ;

Vj = у/г, У = (о, т ) , Уо=0,  ут =І>.

Позначимо Ну = /<(jr,, Уу) та апроксимуємо похідні в кожному внутрішньому

вузлі сітки центральними різницями другого порядку за формулами (8.17) [ч. 2, 
с. 772]. Замінимо рівняння Лапласа (6.1) скінченнорізницевим рівнянням

ui+l,j  -  2 ц і/ +  ui-\ , j  , u i . j + l - 2 u i j + u i . j - l = 0 , (6.4)

і = (і. и - l ) ,  у = (і, т - 1 ).

Рівняння (6.4) разом зі значеннями Uj в граничних вузлах утворює систему 

лінійних алгебраїчних рівнянь відносно наближених значень функцій и ( х , у)  

у вузлах сітки (x,·, у, ) :

1 / \ і>2 
Uu = 2 0 T i ) ( “M J + и,+и + tu ‘-H  + n'iJ+i>' ' = F ;

«ίΟ = /з (*і ). иіт = Λ U' )- ' = і1- 71 - O'- (6·5)

“о; = /l  ( ^ )>  ит = /з  ( У,)- J = (і- т ~ і)·

Систему лінійних рівнянь (6.5) найзручніше розв’язувати ітераційним мето
дом Зейделя [ч. 2, с. 744-746].

Нехай область, в якій розглядається гранична задача (6.1) -  (6.3), є квадратом:

0 < х < 1 ,  0 <  у  <  1, 

а функції, що входять у граничні умови, мають вигляд

/ ι ( } 0 ξ Ο ' Ї і { у ) = У> 0 < у < 1 ,

/3 ( х )  =  0 ,  / 4 ( х )  =  х ,  0 < λ- < 1 .



Вважатимемо η = /» = 10 і, розв’язуючи систему лінійних рівнянь (6.5) мето
дом Зейделя, обмежимося точністю є = 10_3. Отримані наближені значення 
розв’язку у вузлах сітки наведемо у вигляді таблиці:

1 0,0 0,1 0.2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,9 0,0 0,090 0,181 0,272 0.362 0,452 0,542 0,631 0,721 0,810 0,9

0,8 0.0 0.0S1 0,163 0.244 0.324 0,404 0,484 0,563 0.642 0,721 0,8

0,7 0,0 0,073 0,144 0,216 0,286 0,356 0,426 0,494 0,563 0,631 0,7

0.6 0.0 0,063 0,125 0.187 0,248 0,308 0,367 0,426 0,484 0,542 0,6

0,5 0,0 0.053 0,106 0,158 0,209 0.259 0,308 0,356 0,404 0,452 0,5

0.4 0,0 0,043 0,086 0.128 0,169 0,209 0,248 0,286 0.324 0,362 0,4

0,3 0.0 0.033 0,065 0.097 0,128 0,158 0,187 0,216 0.244 0,272 0,3
0.2 0,0 0.022 0,044 0.065 0,086 0,106 0,125 0,144 0,163 0,181 0,2

0,1 0.0 0,011 0,022 0,033 0,043 0,053 0,063 0.072 0,081 0,09 0.1
0,0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 3,0 0,0 0,0 0.0 0,0

у  /  

/  χ
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Р озв’язати задачу Д ір іхле (6.1) -  (6.3) у квадраті 0 <  х  <  1, 0 <  у <  1 на 

сітці 11x11 для наведених граничних ф ункцій.

56- / і ( у )  = У2 ' . f i ( y ) =  y ( 2 - c o s y )  + c o s y  , / 3(х )  = х \  f 4( x )  = x  + 1.

5 7 ./ i ( y )  = 1 - у 2 , / 2( ) ')  = .y, f } ( x )  =  s i n x - ( l  + s in x ) x 3 + 1 ,  f 4( x )  = x .

5 8 . /j (y )  = e v + ( l  - e v ) y 2 - 1 ,  / 2(y )  = - y  . / 3(x )  =  l - x 3 , f 4( x )  = x - 2 .

5 9 . / , ( y )  =  - 1 0 y 2 - 8 y  +  6 ,  f 2{ y )  = - 1 0 y 2 - 3 0 y  + 2 2 , 

f 3( x )  = 9x~ + 7x  + 6  . f 4{x )  = 9 x 2 -  15x - 1 2 .

6 0 . / , ( y )  = - 7 y 2 + 5 y  +  3 , / 2(y )  =  - 7 y 2 - 2 1 y  +  13, / 3(x )  =  6 x 2 + 4 x  + 3 , 

f 4 ( x )  = 6 x 2 - l 2 x - 9 .

6 1 . / , ( y ) = - 6 y 2 -  4 y  +  2 ,  / 2(y )  =  - 6 y 2 - 1 8 y  +  10 , / , ( * )  =  5 x 2 + 3 x + 2 ,  

f 4 ( x )  = 5 x 2 - 1 1 * - 8 .

6 2 . / ] ( y )  = 1, / 2( y ) = .v  + l ,  / 3U )  =  1, f i i x ) - x  + l ·

6 3 . / ; ( y )  =  1, / 2( y )  = y +  l ,  / 3U )  = 1, f 4 ( x )  = x 2 + 1 .

6 4 . / , ( y )  =  e " '’2 , / 2( y )  =  e Kv , f 3( x )  = ex , ^ ( х )  = е-с _ 1 .

6 5 . / | ( з ' )  =  0 ,  / 2( y )  =  t g y ,  / 3(x )  =  0 ,  ,£ (x )  =  t g x .

6 6 . /[(> ')  = - s i n  y ,  / 2( y )  = sin (1 — y ) , ^ ( x )  =  s in x ,  /4 (x )  = s i n ( x - l )

6 7 . / 1( y )  =  l ,  / 2( y )  =  l + c o s y ,  f y{x )  = x ,  f 4( x )  = x  + co s .v .

8.7. Р О З В ’Я З УВ А Н Н Я  ГР А Н И Ч Н О Ї ЗАДАЧ І 
Д Л Я  РІВНЯНН Я Т Е П Л О П Р О В ІД Н О С ТІ М Е ТО Д О М  С ІТО К

Приклад.  Знайти функцію м(х, і ) , що задовольняє в області 

d { M o <  х < а ,  0 < г  <°°} рівняння

—  = k ^ - ^  ( £ = c o n s t > 0 ) ,  (7 .1 )
dt дх~

початкову умову
и(х, 0 ) = φ (.γ ) , 0 <  λ <а  (7 .2 )

і крайові умови першого роду
u ( 0 , t )  = p ( t ) ,  u ( a , t )  = q ( t ) . (7 .3 )

Припустимо також, що в деякій точці x = b , 0 < b < a  початкові умови змі
нюють вигляд, тобто функція <р(х) в умові (7 .2 ) визначається так:

. [ / ( . v ) ,  0 <х <Ь,
ср(х) = < (7-4)

[g(x), b < x < a .
Р о з в ’я за н н я . Заміною змінної t на кі рівняння (7 .2 ) завжди можна приве

сти до вигляду
ди _ д~и _ ..
dt дх~

тому, не обмежуючи спільності, будемо вважати к = 1 .
Нехай потрібно знайти розв’язання задачі (7 .1 ) -  (7 .3 ) для інтервалу часу

0 < t < Т . В області 0 < χ < α , 0 < t < T  побудуємо рівномірну прямолінійну сіт
ку з кроком h у напрямку х і кроком τ в напрямку t :

а тh = — , τ = — . 
n m

Тоді вузлами сітки є точки (x,, t j ) ,  де x, = ih , / = (о, η ) , = j x  , j  = (о, m ) .

Апроксимуючи похідні в кожному внутрішньому вузлі сітки центральними різ
ницями за формулами (8.6), (8.17) [ч. 2, с. 7 7 0,772], дістаємо різницеве рівняння

XuM j  -  (1 +  2λ ) Му + λ ιι,_ Μ  =  , і =  ( l ,  η - 1) , j  = ( l ,  m),  (7 .6 )

де λ  = - Γ
τ

Λ5



Число рівнянь у (7.6) менше, ніж число невідомих iijj . Рівняння, яких не ви

стачає, можна здобути з граничних і початкових умов

" 0 j  =  р ( г . і ) '  “ пі  =  Ч ( О ) -  « ю  =  ф І Х І )  ■ λ 1 · 1 )

Нехай потрібно розв’язати граничну задачу (7.1) -  (7.3) для х е  [0; і], t e  [0; і]

і функцій, що входять у початкові й граничні умови,

/Ν  ί ΐ0 - 2 0 . ϊ ,  х є  [0; 0,5], , чφ(*) = < pi t )  = 10 , q( t )  = 20 .
40.v -  20, х є Γ ' '

Вважаємо τ = 0,02 , /i = 0.1.

Результати обчислень наведені в таблиці:

t
0,0 0.2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,0 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0

0,1 8,0 10,454 10,966 11,04 11,051 11,052
0,2 6,0 10,971 11,942 12,082 12,102 12,105
0,3 4,0 11,609 12,935 13,126 13,153 13,157
0,4 2,0 12,411 13,952 14,173 14,205 14,21
0,5 0,0 13,406 14,996 15,225 15,258 15,262
0,6 4,0 14,6 16,069 16,28 16,311 16,315
0,7 8,0 15,977 17,169 17,34 17,364 17,368
0,8 12,0 17,505 18,29 18,402 18,418 18,421
0,9 16,0 19,131 19,425 19,467 19,473 19,474

1,0 20,0 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00

Розв’язати задачу для рівняння теплопровідності за заданими 

початковими і граничними умовами.

68. * є [ 0 ; і ] ,  t e  [0; 1 ,5], и ( 0 ;г )  =  1,1, и ( і ;  ί )  =  3 ,0  ,

и ( х ;  0 ) = j 1’1’ ° - - * - 0 '5 ’ Λ = 0 ,0 5 ,  τ  = 0 ,0 1 5 .
ν '  [ 2 л - 1, 0 ,5  <  χ  < 1,

69. * є [ 0 ;  2 ] ,  г є [ 0 ;  l ] , и (0 ; г) =  и (2 ; ί )  =  0 ,

u ( x - 0 )  = \ X ' /i =  0 , l ,  τ  = 0 ,01.
[ 2 - х ,  1 < χ < 2 ,

70 . х є  [О; 1], t e  [Or, 2 ] ,  и ( 0 ; / )  = 8 ,  и (і;  ί )  =  3 :

ί 80* + 8, 0 < x < 0,15,

[ -2 0 * 4 -2 3 , 0 ,15 < χ < 1 ,

71. х є  [О; 3 ] , [Ο; 1 ,5 ] , и(0; t ) =  « (3 ; t )  = 0 ,

u ( x \  0 ) = /7 = 0 ,1 , τ  = 0 ,02  .

u ( x \  0 ) =

2 x  3
— , 0 < * < - ,

3 2 А = 0 ,1 , τ =  0 ,0 1 5 .

3 - х ,  — < *  < 3,
2

72. χ €  [0; 1], г є [0 ;  1,8], и(0; г) =  1 ,3 , и (1 ; /)  = 3 .

. ГІД 0 < * < 0 ,25 , 
и ( х ; 0 )  = { // = 0 ,0 5 ,  τ  = 0 ,0 1 5 .

ν ’ [ 3 ,6 * +  0 ,4 , 0 ,2 5  < х < 1,

73. х е  [0; 5 ] , t e  [0; 2 ] ,  и (0; ή  = и(5; ή  = 0 ,

и (х ; 0 ) ■

— , 0 < * < - ,
5 2

5 - * ,  —< * < 5 ,
2

Л = 0 ,2 5 ,  τ = 0 ,0 2 .

74. * є [ 0 ;  1], ? є [0 ;  1 ,2 ], м (0 ;? ) =  10 , и (1;г) = 5 ,  

4 8 * +  10, 0 < * < 0 , 25,
и ( х :  0 ): 2 2 Л = 0 ,0 5  , τ  =  0 ,0 2  .

- 2 2 - *  + 2 7 - ,  0 ,2 5  < * < 1 ,
3 З

75 . х е  [0; 1], t e  [0; 1 ,6 ], и (0 ; ή  = и(1; t )  = 0 ,

<(*; 0 ) =
2*  , 0 < *  < 0,5,

А = 0 ,1 , τ =  0 ,0 1 6 .
[ 1 - * ,  0 , 5 < * < 1 ,

76. х е  [0; 2] ,  t e  [0; 1 ,4 ], м (0; t ) = и (і; t )  =  0 ,

А = 0 ,1 , τ = 0 ,0 2 .
, ην * 2, 0 < * < 1 ,

<(*; 0 ) = <
[ 2 - * ,  1 <  * <  2,

77. х е  [0; 1 ,2 ], / є [ 0 ;  1 ,6 ], и (0; ή  = и (і; ή  = 0 ,

м (* ; 0 ) =
- * ,  о < * < 0 ,6 , Λ = α 0 6 > τ  = α 0 2 . 

1,2 -  *, 0 ,6  < х  < 1,2,



8.8. Р О З В ’Я З УВ А Н Н Я  ГР А Н И Ч Н О Ї ЗАДАЧ І 
Д Л Я  РІВН Я Н Н Я  ГІП Е Р Б О Л ІЧ Н О ГО  Т И П У  М Е ТО Д О М  С ІТО К

Приклад.  (Гранична задача для однорідного рівняння коливань струни). 
Знайти функцію и(х.  t ) , що задовольняє при t>  0 рівняння

д2н -> д 2и
— — — с ' — - ,  0 < х < а  , 0 < t  < Т  , (8.1)
θ ί "  З а "

початкові умови
f)

« (x ,0 )  = F ( x ) ,  — (x ,0 )  = G ( x ) ,  0 < х < а  (8.2)
ut

і крайові умови
«(0, /)  = p i t ) ; u( a , t )  = q i t ) . (8.3)

Припустимо, що функція F (x )  у точці х = /?, 0 < Ь < а  змінює свій вигляд,
залишаючись при цьому неперервною, тобто

. . [ f i x ) ,  0 < x < b ,  ,
F i x )  = \ f i b )  = r i b ) .  (8.4)

[r (x ) ,  b < x < a .
Надалі вважаємо в рівнянні (8.1) с = 1.
Р о з в ’ я з а ння .  Для розв’язання задачі (8.1) -  (8.3) методом скінченних різ

ниць побудуємо в області D = {(.v, г)|о < .v < а\ 0 < t < r j  сітку

x. = i l i , / = (о, η ) , tj = j t , j  = (O, m)

і агіроксимуємо рівняння (8.1) цими різницями, після чого отримаємо явну три
шарову різницеву схему

«;./+1 = 2 ( l - X 2)Ulj + X 2(ui+li -  u ^ j ) -  II, 7_,,
X ,______. ,______ , (8.5)

λ  = - ,  І = (і, И — і), у = (і, пі - 1).

Схема (8.5) називається тришаровою, оскільки пов’язує між собою значення на 

трьох тимчасових шарах із номерами j  - 1 ,  j  + 1 . Схема (8.5) явна, оскільки дає мож

ливість в явному вигляді виразити и/ЧІ через значення и на двох попередніх шарах.

Числове розв’язання задачі полягає у визначенні наближених значень у 

вузлах (x,·, t j )  при і = (і, п - 1 ), j  = (і, ш ) .

Припустимо, що х є  [0; l j , г є  [0; 0 ,8 ], а функції, що входять у початкові та 

граничні умови, визначаються формулами

Вважатимемо /і = 0,1, τ  = 0,05 і знайдемо наближене значення розв’язку у 

вузлах сітки за схемою (8.5).
Результати обчислень наведені в таблиці:

Λ
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0.6 0,7 0,8

0,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0.8 0,6 0,4
0,05 0,0 0,2 0,4 0.6 0,8 1,0 0.8 0,6 0,4
0,1 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 0,9 0.8 0,6 0.4
0,2 0,0 0,2 0,399 0,594 0,7 0.613 0.7 0.594 0,4
0,3 0,0 0,2 0,399 0,498 0,436 0,454 0,436 0.498 0.389
0,4 0,0 0,185 0,297 0,253 0,229 0,274 0.229 0,253 0,297
0,5 0,0 0,097 0,065 0,02 0,078 0,024 0.078 0,02 0,065
0,6 0,0 -0,105 -0,18 -0,131 -0,158 -0,145 -0,158 -0,131 -0,18
0,7 0,0 -0,273 -0,319 -0,338 -0.365 -0.333 -0.365 -0,338 -0,273
0,8 0,0 -0,241 -0,42 -0,548 -0,525 -0.57 -0,525 -0,548 -0,42

Розв’язати задачу про коливання струни за заданими початковими й 
граничними умовами.

78 . х є [ 0 ;  1], ї є [0; і ] ,  и ( 0 ; / )  =  и (1 ; /)  =  0 ,

4

и ( х -, 0 ) =
x, 0 < х < 0 , 5 ,

З ди_

- ( 1 - х ) ,  0 ,5  < jc < 1, dt  
ІЗ

(х , 0 ) =  0 ,  /і = 0 ,1 , τ = 0 ,0 5  .

79 . х е  [0; 2 ] ,  г є [0 ;  1 ,2 ], и ( 0 ; / )  = и ( 2 ; /)  =  0 ,  

'4
х, 0 < х  <  1,

5 ом

| ( 2 - х ) ,  1 < х < 2 ,  дГ

(х , 0 ) = 0 ,  /і = 0 ,1 , τ = 0 ,0 5  .

80. х є  [0; 3 ] , ί є  [0; 1 ,5], и(0; ή  =  и(3; ή  =  0  .

и( х ;  0 ):

1 З
- х ,  0 < х < —, _2 2 ди

3 - х  3 dt
, -  < х  < З,

(х , 0) = 0 ,  /і =  0 ,1 5 , τ  = 0 ,0 1 .

2 2
81. х є  [0; 2 ] ,  г є  [0; 2 ] ,  и ( 0; t )  = и ( 2; t )  = 0 ,  

їх , 0 < х < 1, ди
и ( х ; 0 ) =

2 -  х, 1 <  х  <  2, dt
(х , 0 ) =  0 ,  /і = 0 ,1 , τ =  0 ,0 2  .



82. х є  [О; 1], г є [0 ;  4 ] ,  « (0 ; г) =  и(1; г) =  0 .

'4
—х, 0 < * < 0 ,5 ,  ..

н ( х ;0 )  =  <{3 J L ( x t o)  = 0,  /г = 0 ,0 5 ,  τ =  0 ,0 2 .
- ( 1 - х ) ,  0 , 5 < jc< 1,
З

83. х є  [0; і ] , / є  [0; 5 ] , н ( 0; / )  =  м(і; г) = 0 ,  и (х; 0 ) = х ( х - і ) ,

О < х < 1, ~ ( х .  0 ) =  0 ,  /г =  0 ,0 5 ,  τ =  0 ,0 2 5 .  
d i

84. х є  [0 :1 .5 ], / є  [0; 2 ] ,  и (0; /)  =  и( і , 5 ; г )  =  0 ,  и(х; 0 ) = х ( і , 5 - х ) ,  

О < х  <  1.5 , ^ ( х ,  0 ) =  0 .  Л =  0 ,075  , τ  = 0 ,0 0 5 .
Ot

85. х є  [0; 2 ] ,  г є [0 ;  2 ] ,  « (0 ;  / )  =  м(2; г) =  0 .  и( х ;  0 ) = х ( 2 - х ) ,

0 < х < 2 ,  ^ ( х ,  0 ) = 0 .  /і = 0,1,  τ = 0 ,0 1 . 
dt

86. х є  [О; 3 ] , г є  [0; 1 0 ] , и ( 0 ; / )  = и(3; г) = 0 ,  и (х; 0) = х ( 3 - х ) ,

О < х  < 3 , ^ ( х ,  0) =  0 ,  її = 0,15 , τ =  0 ,0 5  .
σί

87. х є  [0; 0 ,5 ] ,  г є [ 0 ;  2 ] ,  и (0; ί) = н (0 ,5 ; /)  =  0 ,  и (х; 0 ) = х ( 0 , 5 - х ) ,

0 < х < 0 , 5 , J i ( x .  0 ) =  0 ,  А = 0 ,0 2 5 , х = 0 ,0 0 5 .
Зг

В і д п о в і д і

1. ^ (х )= -1 4 ,2 х 2+28,67х+91,37. 2. L ,(x)=x3 + x2- x + 2 .  3. L,(x) =-0,0205х3-  

-0,02л·2 +2,73х + 1,45. 4. ^ 1 5  = 1,0477; δ<0,55·10“5. 5. c o s (j j  = 0,9397; δ <0,3· 10^.

6. >(1,52) =3,899; y(l,67) =4,087 . 7. >(27) = 49,46 . 8 . у (102) = 15,38 . 9. LJ(x )  =

= -1,99994Х3 + 3,333 02х2 - 6х + 2,958 45; δ<0,(Μ2. 10. L, (х) = 0,049 їх3 + 0,856 6х2 + 

+0,499х+0,6995; δ<0,032. 11. L, (х) = -1,114 24х3 -  0,066 42.Г +1,022 68.x-0 ,000  65; 

δ < 2 · 10“3 .1 2 . L, (х) = ОД 14 29х3 -  0,604 94х2 + 0 ,03191х + 0,998 48; 6 < 2 · 10~3 .

13. із  (х ) = 0 ,4 7 6 14х3 + 0,047 35х2 +1,192 15х + 0,987 88; δ < 0 ,0 4 . 14. L ,(x ) =

= -5 ,708 152х3 +31,077 17х2 -52 ,383  ї х  + 34,822 34 . 15. Ц (х)  = -0 ,016  61 їх3 + 

+0,394 367х2 -0 ,0 8 4  39їх + 0,623182 63 . 16. L, (х) = -0 ,005 579х3 +0,316 211л2 -  

-0,108 728 їх  + 0,623182 . 17. Ц  (х ) = 1,303 68х3 -1,428 ЗОІх2 + 2,948 64* + 0,252 Q1.

18. L, (х) = 2,693 ЗЗх3 +1,779 4 їх2 -5 ,113  07х + 3,048 68 . 19. 0,785 402 88 (п = 4 ); 

0,785 397 98 (п=  8 ) ;  0,785 39815 (точне). 20. 0,129 75 (н = 2 ) ; 1,306 579 (/ί = 4); 

1,306 838 (п = 8); 1,306852 (точне). 21. 0,561 741 (я = 2 ) ; 0,491 190 (я = 4 ) ; 

0,490 813 (я  = 8); 0,490 873 (точне). 22. 0,563 562 3 (я = 2 ) ;  0,570 796 і ( я  = 4); 

0,570 796 2 (я =8); 0,570 796 3 (точне). 2 3 .0 ,040  841. 24. 0,641539 · 10~2 .

25. -0 ,2 0 7  784. 26. 0,813 305. 27. 0,402 182. 28. 1,382 459. 29. 0,300 479
ЗО. 1,055 153. 31. 0.529 428. 32. 0,542 229. 33. 1,089 550. 34. 1,350 643.
35.

X
Розв’язок у { х )

-Г
Розв’язок _у(Л}

наближений точний наближений точний
Є
е + 0,1 
е + 0,2 
е + 0,3 
е + 0,4 
е + 0,5

1
1,036 127 4 
1,070 995 
1,104 687 7 
1,137 282 1 
1,168 847 6

1
1,036 127 3 
1,070 995 
1,104 6877  
1,137 282 1 
1,168 847 7

е + 0,6 
е + 0,7 
е + 0,8 
е + 0,9 
е + 1

1.119 447 1 
1.122913 80 
1,257 972 7 
1,285 999 3 
1,313 226 17

1,119 447 2 
1.122913 81 
1,257 972 8 
1.285 999 4 
1,313 226 17

36.

Л'
Розв’язок у ( х )

X
Розв’язок у(л)

наближений точний наближений точний
0 1,0 1,0 0,5 1,366 024 1,366 025
0,1 1.094 987 4 1,094 987 4 0,6 1,399 988 1,4
0,2 1,179 795 8 1,179 795 9 0,7 1,414 339 1,414 142 8
0,3 1,253 938 9 1,253 939 2 0,8 1.399 963 1,4
0,4 1,3165145 1,316515 1 0,9 1,335 540 2 1,335 884

37.

X
Розв’язок у ( л )

X
Розв’язок v ( a·)

наближений точний . наближений точний

0 1 1 0,9 3,056 583 3.056 578
0,15 1,163 06 1,163 06 1,05 4,120 04 4,120014
0,30 1,360 777 1,360 777 1,20 6,071 42 6,071 34
0,45 1,610311 1,610311 1,35 10.730 61 10.730 26
0,60 1,938 606 1,938 605 1,50 35,345 7 35.342 0
0,75 2,391 730 4 2,391 726 8

38. vm411 = у1ш„., = 1.



A II P y ; /i = 0.1 Λ у ; /i = 0,2 y ; /i = 0,l

0 1 1 1,2 1,512 153 1,51209
0,2 1,018 8 1,010 78 1.4 1,661 03 1,660 97
0.4 1,070 91 1,070 88 1,6 1,820 09 1,820 02
0,6 1,150 851 1,150 806 1.8 1.988 06 1,987 98
0,8 1.253 801 1.253 75 2,0 2.164 218 2,164 13
1,0 1.375 456 1,375 397

40.
x y : /i = 0.2 y :  /, = 0,1 y : /i = 0,2 y ; /i = 0,1

0 1 1 0,6 1,672 24 1,672 248
0.2 1.203 36 1.203 365 0,8 1,958 62 1.958 626
0,4 1,422 36 1.423 65 1,0 2.292 3 2,293 03

41.
Λ y ; /1 = 0.2 y ; /i = 0.1 X y ; /i = 0,2 y : /i = 0,l

0 0,0 0.0 1.2 -0,434 23 -0 .434 09
0.2 0,172 525 0,172 535 1,4 -0,961 36 -0,961 1
0.4 0,266 012 0,266 04 1.6 -1.838 35 -1 ,837 9
0.6 0.258 617 0,258 67 1,8 -3,852 6 -3,858 8
0,8 0,143 31 0,143 38 2,0 -17,946 -17,967
1.0 -0.083 02 -0 ,082 93

42.
X y : /? = 0 . 2 У : =  0,1 •v y ;  i> = 0 . 2 у ; Л = 0,1

0 0,0 0,0 0,5 0,892 058 0,892 051
0.1 0,110 573 9 0,110 573 7 0,6 1.273 38 1,273 36
0.2 0,245 316 4 0,245 315 8 0,7 1.882 77 1,882 67
0.3 0,411 035 0.411 034 0,8 3.383 0 3,391 4
0.4 0,619 458 0,619 455

43. 44.
A y A y X У

0 0,0 0 1,0 1,2 1,535 752
0.4 0,288 212 0.2 1,018 787 1,4 1,702 665
0,8 0.471 886 0.4 1,071 093 1,6 1,886 273
1,2 0,653 920 0,6 1,152 161 1,8 2,085 364
1,6 0,920 040 0,8 1,258 419 2,0 2,298 990
2,0 1,480 955 1,0 1,387 046

45.
X y .v V

0 -0 ,5 2 0  1 0,48 -0 ,3 8 7  9
0.08 -0 .5 5 4  6 0.56 -0 ,2 5 4  5
0,16 -0 ,571 9 0,64 -0 ,0 7 2  6
0,24 -0 ,5 6 8  1 0,72 0,170 5
0,32 -0 ,5 3 9  2 0,80 0,5
0,40 -0 ,4 8 0  8

x y

0,0 -0 ,2 9
0,072 -0 ,2 8 5
0,144 -0 ,191
0,216 -0 ,0 9 6
0,288 -0 .0 0 8
0,360 -0 ,1 0 4
0,432 0,177
0.504 0,216
0.576 0.212
0,6 0,2

A y

0,0 -0 ,2 4 1 7
0,072 -0 ,2 5 7  7
0,144 -0 ,2 2 8 9
0,216 -0 ,1 6 4 1
0,268 -0 ,0 7 6 6
0,360 -0 ,0 1 8  6
0.432 0.1055
0.504 0,1698
0,576 0,1994
0,600 0,2

x У
0 -0,038
0,08 -0,037
0,16 -0,032
0,24 -0,024
0.32 -0,013
0,40 0,002 0
0,48 0,020
0,56 0.04
0,64 0,061
0,72 0,082
0,80 0,10

x y

0,0 -1 ,0 6 6
0,08 -0,971
0,16 -0 ,6 9 2
0,24 -0 ,2 9 6
0,32 0,134
0,40 0,515
0,48 0.77
0,6 0,8

50. 51. 52.
A У

0,5 0,502 3
0.8 0,802 1
1.1 1,101 3
1,4 1,399 4
1,7 1,695
2,0 1,984 4
2,3 2,254
2,6 2,448 7
2,9 2,297 5
3,0 2,0

X У

0,5 -1 0 ,1 9 9  8
0,8 -9 ,301 8
1,1 -1 ,4 5 7  6
1,4 14,988
1,7 41,000 8
2,0 76,011 8
2,3 115,311 1
2,6 140,641 9
2,9 79,978 2
3,0 1,8

A У

0,5 -0 ,5 1 4 7
0,8 -0 ,8 1 3 5
1,1 -1 ,1 0 8  3
1.4 -1 ,3 9 6
1,7 -1 ,6 6 8  3
2,0 -1 ,9 0 0  4
2,3 -2 ,0 0 5  6
2,6 -1 ,6 2 9
2,9 0,955 8
3,0 3,4

53. 54. 55.
A y

1 -0 ,5 7 5  9
1,4 -0 ,7 0 0  8
1,8 -0 ,6 6 9  6
2,2 -0 ,5 0 0  8
2,6 -0 ,2 0 8  2
3,0 0,196 3
3,4 0,701 7
3,8 1,296 9
4,2 1,970 3
4,6 2,709 4
5 3,5

A У
1 -0 ,4 2 3  7
1,4 -0 ,601 5
1,8 -0 ,5 8 3  2
2,2 -0 ,3 9 0  5
2.6 -0 ,0 5 4  1
3,0 0,389 4
3,4 0,899 4
3,8 1,431 3
4.2 1,937 6
4,6 2,367 5
5 2,667

A y

1 -2 .5 0 2  3
1,4 -2 ,1 3 3  3
1,8 -0 ,6 7 5  5
2,2 1,349 9
2,6 3,454 4
3,0 5,830 5
3,4 6,236 7
3,8 6,262 0
4.2 5,046 8
4,6 2,566
5 -1 ,2 9 2

56.
y

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

1,0 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
0,8 0,64 0,901 1,128 1,343 1,550 1,739
0,6 0,36 0,635 0,870 1,093 1,315 1,530
0,4 0,16 0,408 0,623 0,843 1,088 1,352
0,2 0,04 0,208 0,367 0,567 0,839 1,184
0,0 0,0 . 0,008 0,064 0,216 0,542 1,0



Λ

0,0 0,2 0.4 0.6 0,8 1,0
1,0 0.0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,8 0.36 0,433 0,533 0.632 0.720 0,8
0,6 0,64 0.641 0,665 0.674 0.650 0,6
0,4 0,84 0,822 0.810 0.748 0,606 0,4
0,2 0,96 0,994 1,002 0,901 0,631 0.2
0.0 1,0 1.189 1.300 1,226 0,838 0,0

58.
,ν

0,0 ο.: 0,4 0,6 0,8 1,0
1.0 _ τ -1 ,8 -1 .6 -1 ,4 -1 ,2 -1 ,0
0.8 0.441 -0,561 -0 ,8 4 9 -0.891 -0 ,8 5 7 -0 ,8
0.6 0.526 -0 .0 1 9 -0 ,3 0 9 -0.451 -0 ,5 3 4 -0 ,6
0.4 0.413 0,238 0,082 -0 ,0 6 7 -0 .2 2 7 -0 ,4
0.2 0,212 0,477 0,459 0,319 0,0936 -0 ,2
0.0 0,0 0.992 0,936 0,784 0.488 0,0

59.
Λ

0,0 0,2 0.4 0.6 0,8 1.0
1.0 - 9 -  11.16 -1 2 ,8 4 -1 4 ,0 4 -1 4 ,7 6 -1 5
0,8 -5 ,4 8 -7 ,065 -8,131 -8.691 -8 .7 4 6 -8 ,2 8
0,6 -2 .5 2 -3 ,4 9 0 -3 ,928 -3 ,9 4 9 -3,251 -2 ,1 2
0,4 -0 ,1 2 -0 ,4 4 9 -0 ,2 4 7 0.471 1,708 3,48
0.2 1,72 2,055 2,91 4,27 6,134 8.52
0,0 3,00 4,04 5,56 7,56 10,04 13

60.

V X
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

1.0 - 9 -  11,16 -1 2 ,8 4 -1 4 .0 4 -1 4 ,7 6 -1 5
0.8 -5 ,4 8 -7 ,065 -8,131 -8,691 -8 ,7 4 6 -8 ,2 8
0,6 -2 ,5 2 -3 ,4 9 0 -3 ,9 2 8 -3 ,9 4 9 -3,251 -2 ,1 2
0,4 -0 ,1 2 -0 ,4 4 9 -0 ,247 0,471 1,708 3,48
0,2 1,72 2,055 2,91 4,27 6,134 8,52
0,0 3,00 4,04 5,56 7.56 10,04 13

61.
X

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

1,0 -8 ,0 -1 0 ,0 -1 1 ,6 -1 2 ,8 -1 3 .6 - 1 4
0,8 -5 ,0 4 -6 ,545 -7,611 -8,251 -8 ,4 6 6 -8 ,2 4
0,6 -2 ,5 6 -3 ,5 3 0 -4 .0 4 8 -4 ,1 2 9 -3,771 -2 ,9 6
0,4 -0 ,5 6 -0 ,9 6 9 -0 ,927 -0 ,4 4 8 0,4689 1,84
0,2 0,96 1.135 1,750 2,789 4,254 6,16
0,0 2 2.8 4 5,6 7,6. 10

>·
X

0,0 0,2 0.4 0,6 0.8 1,0

1,0 1,0 1.2 1,4 1,6 1,8 2,0
0,8 1,0 1,157 1,315 1.476 1.637 1,8
0,6 1,0 1.114 1.232 1,352 1,476 1,6
0,4 1,0 1,074 1,151 1,232 1.315 1,4
0,2 1,0 1,036 1,074 1.114 1,157 1.2
0,0 1,0 1,0 1.0 1,0 1,0 1,0

63.
X

0,0 0,2 0,4 0.6 0,8 1,0
1,0 1,0 1,04 1.16 1,36 1,64 2,0
0,8 1,0 1.074 1,185 1.345 1.555 1.8
0.6 1,0 1,074 1,162 1.283 1,432 1.6
0,4 1,0 1,052 1,115 1,196 1,293 1.4
0,2 1,0 1,026 1,059 1,099 1,147 1.2
0,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1.0 1,0

64.
,ν

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1.0
1,0 0,367 0,382 0,431 0,527 0,697 1,0
0,8 0,527 0,609 0,723 0,893 1,134 1,433
0,6 0,697 0,804 0,960 1,189 1,503 1,896
0,4 0,852 0,954 1,129 1,400 1,792 2,316
0,2 0,960 1.039 1,207 1.496 1,950 2.611
0,0 1,0 1,040 1,173 1,433 1,896 2,718

65.

V .V

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
1,0 0,0 0,202 0,422 0,684 1,029 1,557
0,8 0,0 0,177 0,365 0,572 0,805 1.029
0,6 0,0 0,1409 0,283 0,430 0,572 0,684
0,4 0,0 0,097 0.192 0,283 0,365 0,422
0,2 0,0 0,049 0,097 0,140 0,177 0,100
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

66.
χ

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1.0
1,0 -0 ,841 -0 ,7 1 7 -0 ,5 6 4 -0 ,3 8 9 -0 ,1 9 8 0,0
0,8 -0 ,7 1 7 -0 ,5 4 0 -0 ,3 6 5 -0 .1 8 5 0,023 0,198
0,6 -0 ,5 6 4 -0 ,3 6 4 -0 ,1 7 6 0.074 0,194 0,389
0,4 -0 ,3 8 9 -0 ,1 8 3 0,090 0,193 0.375 0,564
0,2 -0 ,1 9 8 0,042 0,196 0,376 0,546 0,717
0,0 0,0 0,198 0,389 0,564 0,717 0,841



X

0 .0 0 .2 0 ,4 0 ,6 0 ,8 1.0

1.0 1.0 1,18 1,321 1,425 1,496 1,540
0.8 1.0 1,119 1.243 1,377 1,527 1,696
0,6 1,0 1,057 1,157 1,316 1,541 1,825
0.4 1,0 0,953 1,016 1,195 1,494 1,921
0,2 1,0 0,729 0,770 0,961 1,307 1,98
0,0 1,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0

68.
Λ'

0 ,0 0 .2 0 ,4 0 ,6 0 ,8 1,0

0,0 1,1 1,4 1,8 2,2 2,6 3,0
0,3 1.1 1.483 1,868 2,255 2,643 3,0
0,6 ι , ι 1,486 1,873 2,259 2,646 3,0
0,9 1,1 1,486 1,873 2,259 2,646 3,0
1.2 1,1 1,486 1,873 2,259 2,646 3,0
1,5 Ι , ι 1,486 1,873 2.259 2,646 3,0

69.
-V

0,0 0.4 0,8 1,2 1,4 2,0
0,0 0.0 0,16 0,64 0.8 0,4 0,0
0.2 0,0 0,231 0,397 0,412 0,24 0,0
0.4 0.0 0.149 0,242 0.238 0,135 0,0
0.6 0,0 0.091 0,145 0.141 0,079 0,0
0.8 0,0 0.054 0,086 0,084 0,047 0,0
1,0 0,0 0,032 0,052 0,050 0,028 0,0

70.
Λ'

0 ,0 0 ,2 0 ,4 0 ,6 0,8 1,0

0.0 8 19 15 11 7 3
0.4 8 7,078 6,089 5,027 3,888 3,0
0.8 8 6,95 5,899 4,846 3.792 3,0
1.2 8 6,947 5,895 4,842 3,79 3,0
1,6 8 6,947 5,895 4,842 3,789 3,0
2,0 8 6,947 5,895 4,842 3,789 3,0

71.

t
χ

0,0 0 ,6 1,2 1,8 2 .4 3,0

0,0 0,0 0.24 0.96 1,2 0,6 3,0
0,3 0,0 0,38 0,697 0,756 0,459 0,0
0,6 0,0 0.305 0,507 0,517 0,311 0,0
0.9 0,0 0,225 0,365 0.364 0,215 0,0
1.2 0,0 0,162 0,262 0,258 0,152 0,0
1,5 0,0 0,116 0,187 0,184 0,108 0,0

Λ'
0 ,0 0 ,2 0 ,4 0 .6 0 ,8 1,0

0,0 1,3 1,3 1,84 2,56 3,38 3.0
0.6 1,3 1,646 1,992 2,338 2,683 3,0
1,2 1,3 1,646 1,992 2,337 2,683 3,0
1,8 1,3 1,646 1,992 2,337 2,683 3,0

73.
-V

0,0 1,0 2.0 3,0 4,0 5,0
0,0 0,0 0,4 1,6 2,0 1,0 0,0
0,4 0,0 0.62 1,384 1,583 0,889 0,0
0,8 0,0 0,639 1,176 1,264 0.724 0,0
1,2 0,0 0,587 1,005 1,034 0.586 0,0
1,6 0,0 0,517 0,856 0,857 0.479 0,0
2,0 0,0 0,447 0,727 0,715 0,395 0,0

74.
X

0,0 0 ,2 0 .4 0 .6 0 .8 1,0

0,0 10,0 19,6 18,6 14,067 9,533 5,0
0,4 10.0 9,138 8,217 7,198 6,084 5,0
0,8 10,0 8,989 7,976 6,961 5,943 5,0
1,2 10,0 8,985 7,970 6,955 5,940 5,0

75.
X

0 ,0 0 ,2 0 ,4 0 ,6 0 ,8 1,0

0,0 0,0 0.08 0,32 0,4 0,2 0.0
0,32 0,0 0,009 0,015 0,014 0,007 0,0
0,64 0,0 0,0 0,001 0 ,0 0 1 0,0 0,0
0,96 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0

76.
-V

0,0 0 ,2 0 ,4 0 .6 0 ,8 1.0

0,0 0,0 0,16 0,64 0,8 0,4 0,0
0,4 0,0 0,151 0,246 0,245 0,142 0,0
0,8 0,0 0,057 0.091 0,088 0,061 0,0
1,2 0,0 0,021 0,033 0.032 0,018 0,0

77.

-Υ

0 ,0 0 ,2 4 0 ,48 0 ,7 2 0 ,96 1,2

0,0 0,0 0,096 0,384 0,48 0,24 0,0
0,4 0,0 0,018 0,029 0.028 0,017 0.0
0,8 0,0 0,001 0,022 0,002 0,001 0,0
1,2 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0



t ,ν
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,0 0,0 0,267 0,8 0,533 0,267 0,0
0,25 0.0 0,461 0,399 0,53 0,267 0,0
0,50 0,0 0.019 0,128 0,003 0,233 0,0
0,57 0,0 -0 ,2 7 9 -0 .4 2 -0 ,2 2 4 -0 ,3 7 3 0,0
1.0 0,0 -0 .3 8 -0 ,6 6 2 -0 ,7 8 9 -0 ,3 9 8 0,0

79.

X

0,0 0.4 0,8 1,2 1.6 2,0
0,0 0.0 0,32 0,64 0,96 0,32 0,0
0,25 0,0 0,32 0,64 0,561 0.321 0,0
0,50 0,0 0,32 0,528 0,367 0,462 0,0
0.75 0,0 0.309 0,189 0,209 0,168 0,0
1,0 0,0 0,045 -0 ,0 1 6 0,048 0,002 0,0

80.

X

0,0 0,6 1,2 1,8 2,4 3,0
0,0 0,0 0,3 0,6 0,9 0,3 0,0
0,3 0,0 0.3 0,6 0.7 0,321 0,0
0.6 0.0 0,3 0,594 0,43 0,528 0,0
0.9 0,0 0,3 0,425 0,276 0,237 0.0
1.2 0.0 0.287 0,074 0,203 0.206 0,0
1,5 0,0 0.132 0,062 -0 ,0 4 0 -0 ,0 6 2 0,0

81.
X

0,0 0,4 0.8 1,2 1,6 2,0
0,0 0,0 0,4 0.8 0,8 0,4 0,0
0,4 0,0 0,4 0,61 0,61 0,4 0,0
0,8 0,0 0,228 0,199 0,199 0,228 0,0
1,2 0,0 -0 .1 8 2 -0,191 -0 ,191 -0 ,1 8 2 0,0
1,6 0,0 -0 ,4 3 5 -0 ,581 -0 ,581 -0 ,4 3 5 0,0
2,0 0,0 -0 ,415 -0 ,8 3 2 -0 ,8 3 2 -0 ,4 1 5 0,0

82.
.v

0.0 0,2 0.4 0.6 0,8 1,0
0,0 0,0 0,267 0.8 0,533 0,267 0,0
0,8 0,0 -0 ,2 8 -0 ,5 8 3 -0 ,4 4 4 -0 ,3 3 0 0,0
1,6 0,0 0,022 0,068 0,109 0,334 0,0
2,4 0,0 0,029 0,076 0,266 0,249 0,0
3,2 0,0 -0 ,3 1 3 -0 ,5 0 6 -0 ,4 9 4 -0 ,265 0,0
4,0 0,0 0,401 0,768 0,642 0.361 0,0

t
Λ

0,0 0,2 0,4 0.6 0,8 1,0
0,0 0,0 -0 ,1 6 -0 ,2 4 -0 ,2 4 -0 ,1 6 0,0
1,0 0,0 0.16 0,24 0,24 0,16 0,0
2,0 0,0 -0 ,161 -0 ,2 4 -0 ,2 4 -0 .161 0,0
3,0 0,0 0,161 0,239 0,239 0.161 0,0
4,0 0,0 -0,161 -0 .2 4 -0 .2 4 -0 ,161 0.0
5,0 0,0 0,16 0,24 0,24 0,16 0,0

84.
Λ'

0.0 0,3 0,6 0,9 1.2 1,5
0,0 0,0 0,36 0,54 0,54 0.36 0,0
0,4 0,0 0,212 0,382 0,382 0,212 0,0
0,8 0,0 -0 ,0 2 9 -0 ,0 5 8 -0 .0 5 8 -0 ,0 2 9 0,0
1,2 0,0 -0 ,2 6 6 -0 .4 4 9 -0 ,4 4 9 -0 .2 6 6 0.0
1,6 0.0 -0 ,3 5 -0 ,5 3 -0 ,5 3 -0 ,3 5 0,0
2,0 0,0 -0,151 -0 .2 9 4 -0 .2 9 4 -0 ,151 0.0

85.
Λ

0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0
0,0 0,0 0,64 0,96 0,96 0,64 0,0
0,4 0,0 0,486 0.804 0,804 0,486 0,0
0,8 0,0 0,165 0,331 0.331 0,165 0,0
1,2 0,0 -0 ,1 5 6 -0 ,3 0 8 -0 ,3 0 8 -0 ,1 5 6 0.0
1,6 0,0 -0,471 -0 .7 9 7 -0 ,7 9 7 -0 .471 0.0
2,0 0,0 -0 ,6 4 2 -0 ,9 6 -0 .9 6 -0 ,6 4 2 0,0

86.
X

0,0 0,6 1,2 1,8 2.4 3,0

0.0 0,0 1,44 2,16 2,16 1.44 0,0
2,0 0,0 -0 ,5 7 - 1,099 -  1,099 -0 ,5 7 0,0
4,0 0,0 -0 ,6 3 -1 ,2 1 3 -1 ,2 1 3 -0 ,6 3 0,0
6,0 0,0 1,45 2,157 2,157 1,45 0,0
8,0 0,0 -0 ,5 7 -1 ,0 8 6 -1 ,0 8 6 -0 .5 7 0,0

10.0 0,0 -0 ,6 5 4 -1 ,2 1 9 -1 ,2 1 9 -0 ,6 5 4 0,0

87.
χ

0,0 0,1 0.2 0.3 0,4 0,5

0,0 0,0 0,040 0.060 0.060 0,040 0.0
0,5 0,0 -0 ,0 4 0 -0 ,0 6 0 -0 ,0 6 0 -0 ,0 4 0 0,0
1,0 0,0 0,040 0,060 0,060 0,040 0,0
1,5 0,0 -0 .0 4 0 -0 ,0 6 0 -0 ,0 6 0 -0 ,0 4 0 0,0
2,0 0,0 0,040 0,060 0,060 0,040 0,0
2,5 0,0 -0 ,0 4 0 -0 ,0 6 0 -0 ,0 6 0 -0 ,0 4 0 0,0
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