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ПЕРЕДМОВА

В умовах реал1заци ступенсво! осв1ТИ та забезпечення осв1Тшх 
р 1 вм 1 в бакалавра, спещалюта I мапстра виникае потреба у зближенж 
павчальних програм педагопчних та класичних ушверситет1в з фунда- 
ментальнихдисциплш. У навчальних планах педагопчних ушверситет 
"Диференщальш р1вняння" вид1лено як окрему дисциплшу з курсу ма- 
тематичного анал1зу. Це зумовлюе необхщшеть створення навчального 
поабника для студенев ф1зик0-математичних факультет педагопчних 
утверситет1в з теори та застосування диференщальних р1внянь, який 
би М1стив 1нвар1антною частиною питания програми педагопчних унь 
верситет1в, а також роздали, яю доповнюють и до програми класичних 
ушверситет1в.

Диференщальш р1вняння — розд1л математики, який найповж- 
ше розкривае и гносеолопчне значения. Адже коло задач, математичш 
модел! яких потребуютьдослщження властивостей розв’язювдиферен- 
щальних р1внянь, надзвичайно широке. До них належать задач1 геомет- 
рЛ, економжи, бюлогм, пдромехашки, електродинамжи, теорп коли- 
вань, теплопровщносп тощо. При цьому виявляеться, що одне й те са- 
ме р1вняння може описувати абсолютно р13Н1 за своею природою явища 
I процеси.

Саме тому автори поставили соб1 за мету створити поабник, 
який буде охоплювати основш питания теори диференщальних р1внянь, 
що розглядаються в педагопчних ушверситетах, сприятиме майбутньо- 
му вчителев1 математики уевщомити роль методу математичного моде- 
лювания у науковому тзнанш та практищ, а мапстрам отримати грун- 
товну подготовку з теорп диференщальних р1внянь. Даний поабник та
кож буде корисним студентам техшчних вуз1в УкраТни.

Автори висловлюють вдячшеть рецензентам члену-кореспон- 
денту НАН УкраТни, доктору ф1зико-математичних наук, професору 
М. О. Перестюку, доктору ф1зико-математичних наук, професору 
В. Г. Самойленку та доктору ф1зико-математичних наук, професору
В. П. Яковцю за щнш зауваження при рецензуванш рукопису.



РоЗД1Л 1
Д И Ф Е Р Е Н Щ А Л Ь Н ! Р1ВН ЯН Н Я П Е Р Ш О ГО  П О РЯ Д К У

1.1. Поняття диференцгального р1вняння 
1 його розв’язку

При розв’язуванш р13номаштних практичних задач часто отри- 
мують сшввщношення, в яких невщомою величиною е функщя одше! 
або юлькох змшних, причому невщома функщя М1ститься в даному сшв- 
ВЩНОШвНШ разом 13 своГми похщними.

Ршняння, в яких невщома функщя входить пщ знаком похщно! або 
диференщала, називають диференщальними. Наприклад, диферен
щальними р1вняннями е таю р1вняння:

1 )/ = х 3+5ху, 2 )§ - 3 ^ § = 0 ,
дх ду

^  Л ? + у + ^  ~ 4) (х - \)2 Лу + у* Ах = 0.
Якщо в диференщальному р1внянш невщома функщя е функщею 

одше! змшно!, то таке диференщальне р1вняння називають звичайним. 
Якщо ж невщома функщя, яка входить у диференщальне р1вняння, е 
функщею багатьох змшних, то таке диференщальне р1вняння назива
ють р1внянням з частинними похщними.

Так, р1вняння 1), 3) ! 4) е звичайними диференщальними р1внян- 
нями, а р1вняння 2) — р1внянням з частинними похщними.

Порядком диференщального р^вняння називають максимальний 
порядок похщно! (або диференщала), що входить у нього.

Р 1вняння 1) 1 4), про яю йшла мова вище, е р1вняннями першого 
порядку, а р1вняння 2) I 3) -  другого.

Звичайне диференщальне р1вняння «-го порядку в загальному ви
падку можна записати у вигляд1

Р{х,у,У,у",...,Ун)) = 0, ( 1)
де х — незалежна змшна, а у = у(х) — шукана функщя.

При цьому вважають, що похщна га-го порядку функщ! у(х) обо- 
В ЯЗКОВО ВХОДИТЬ в явному ВИГЛЯД1 В Р1ВНЯННЯ (1). Наявшстьже в явно
му вигляд! незалежно! змшно!х, функциу(х) та и похщних до (п - 1)-го 
порядку включнонеобов’язкова. Наприклад,/' = Оедиференщальним
Р1ВНЯННЯМ другого порядку, хоча В НЬОМу В явному ВИГЛЯД1 Й ВЩСУТШ X 
У • У-

Розв’язком диференщального р1вняння (1) називають п раз1в ди- 
ференщйовну функщю у = <р(х) на пром1жку (а; Ь ) ( а \ Ь  можуть бути
I невласними числами), яка при пщстановщ в це ршняння перетворюе 
його на пром1Жку (я; Ь) в тотожшсть

Г(х,<р(х), .....</?(,,)(х)) = 0.

Зауважимо, що коли пром1жок (я; Ъ) е вщр1зком або шввщр13Ком, то 
п!д похщною функци <р{х) в юнцевих точках розушють односторонню 
похщну. Наприклад, функщя <р(х) = зшх е розв’язком ршняння

у " + у  = 0,

осюльки для вах х е  (-со; +оо) вона перетворюе це Р1вняння в тотож-
II |СТЬ

Справди знайшовши похщш </>'(*) = созх, (р"(х) = -зшх 1 пщста- 
ВИВШИ функщю ср(х) та И ПОХЩШ в Р1ВНЯННЯ, шстанемо тотожшсть

1р"(х) + <р(х) = - 51ПХ + 51ПХ = 0,
правильну для ВС1ХХ е  (-оо;+оо).

Розв’язати диференщальне р1вняння -  означае знаити ва його 
розв’язки. При цьому, як правило, виникае необхщшсть обчислення не- 
визначених штеграл1в. Тому процес знаходження розв’язюв диферен
шального р!вняння називають штегруванням цього р1вняння. Досить 
часто шуканий розв’язок можна записати як штеграл вщ елементарних 
функщй. При цьому кажуть, що розв’язок даного р!вняння знаидено в 
квадратурах (диференщальне р1вняння штегруеться в квадратурах), а 
сам1 таю розв’язки називають квадратурами.

Приклади задач, при розв’язуванш яких отримую ть 
диференщальн1 ршняння

1. Швидюсть розпаду рад.ю пропоршйна його наявнш к!лькост1. Знайте закон, який 
виражае змшу юлькосп радио протягом часу г. коли вщомо, що через 1600 рок.в зали-
шиться половина початковоТ юлькосп рашю. _ в;ппяхп
Розв’язання. Позначимо через дг юльюсть радто в дании момент часу ( (/ вщрахо 
вуеться в роках). Отже, для розв'язання дано! задач! потр1бно знаити залежшсть М1Ж 
^  Гтобто виразити л як функщю вщ г, л- = *(0- Зпдно з умовою задач,, швидюсть
розпаду ^  прямо пропорщйна наяви1Й к1лькост1 рад'|ю. Тому

^ 2 =  МО. с/г

*  * '  З Й Я Е 2 3 Й & ,  ршняння нершо,, нор,як, Р»,. '« * » «  не р1.н,н- 
ия. Для цього запишемо його у вигляд!



або
</(1п40) = (1(к1).

Якщо диференщали функцш дор1Внюють один одному, то сам1 функцн вщргзня- 
ються на сталу величину. Позначимо П через 1пС. Тод|

1п 40 = к[ + 1пС,
або

40 = Сек1. (3)
Формула (3) виражае залежшсть величини кшькост1 радаю вщ часу I. Проте в 

цю формулу входить стала штегрування С. Щоб ТТ визначити, скористаемося умовою 
задачк Нехай у початковий момент часу I = 0 кшьюсть рад:ю дор1внюе х0, тобто

40) = х0.
Поставивши в р1вшсть (3) значенння I =0 \ 4 0 ) = ха, знайдемо

х(1) = х0ек1.
Коефщент пропорцшноеп к визначимо з умови, що при 1 - 1600

40 _ 1
Хо 2 ’

тобто
ешш = I , або 1600* = 1п 1,

ЗВ1ДКИ

1п2к. —~ 1600'
Остаточно маемо

40 =д:0етао|пг,
або I( 1 \ 1600 

V  '
Задачу розв’язано.
2. Нехай вода витжае через отв1р у дж цилшдрично! посудини (рис. 1). Знайти закон 
зниження р1вня води в посудит протягом часу, коли вщомо, що швидюсть и витжання 
води з посудини залежить вщ висоти к рщини, що метиться над отвором, таким чином:

V = 0, 6^ 2%к, 
де § -  прискорення вьльного падшня.
Розв’язання. Введемо позначення: Я  — висота цилшдрично? посудини; 5 — площа П 
основи; к — висота стовпця рщини над отвором у момент часу г; 5 - площа отвору. 
Розглянемо пром1Жок часу дг, протягом якого вода виливаеться через отв1р. За час дг 
р1вень води в посудит знизиться з висоти к до висоти к + аИ (дк < 0). За цей час з 
посудини витече об’ем рщини — 5лк. Таким самим буде об’ем потоку води, що витжае

/ ПР I - ловжина шляху, що проходить 
„  „с* *« час ,  от»ору_ шк « • * » « 3 Р,1ае,ЬСЯ.югтинкя 01дини за час ДГ позначимо 
частника рщини, проходячи через отв.р. Тода

/ = исдг.

Зг1дно з умовою задач!, можна записати так:
Ус = о, 6л/2«(йТёдй), 0 < в < 1-

Тод], Прир1внюючи обидва об’еми рщини, маемо

звщки

-5д/1 = 0,6л/2^ГГёдй)Д«.

ДЙ = -к̂ Гк + вЖ  к = 0,б|^2§.А" - -1сУ И + в АП, К - и, V* ̂  -у ■‘-6-
ЛГ ■ ппи л* -  о матимемо таке даференщальне Р1вняння: 

Перейшовши до гранит при д*
йЬ. = -к4к. а 1

(4)

а ш  позв’яжемо тим самим способом, що й ршнян- 
Диференщальне ршняння ( ) Р

ня (2). Дстанемо —
2̂ 1 к(1) = ~к1 + С,

* с  -  доВ1Льна стала. Дл« » — » » «  скорастаем.с, ,»..ою : при. » 0 «0) = Я- 

Отже, С = 2л/Н- 
Тод1 2

и,л - 0 знайдемо час, за який вся рщина витече з по- Поклавши, зокрема, тут Щ ) = 0, знайдемо
2 у[Нсудини: I = — •

Рис. 1



задач,, в,др,зок \СВ\ = л. Тому з прямокутного трикутника МВС маемо 

~ = 1§« = 18(180" -р) = -(8д
Враховуючи, що

‘8/8 = У,
Д,'станемо диференщальне р,'вняння

/  =  - У-

П ■ * ' (5)Це ршняння можна записати так:

^  = -йх 
у х ’

або
аппу) = а(-\пх1

Тод,'
1п>’ = -1пл + 1п|С| (С * 0).

Звщси
у = С

х ■ (6)
Отже, шуканими кривими е с(м я ппербол, що залежить вщ одного параметра С.

.2 . Д и ф е р е Н ф а Л Ь Ж  Р1ВНЯННЯ п ер ш о го  п о р яд ку .
Задача Колл. Теорема про «снування 

та едижсть розв’язку
Звичайним диференщальним Р1внянням першого порядку згшно 

•з сказаним вище. називають р1вняння вигляду Д

Г(х ,у,у ') = 0. (I)
Вважатимемо, що р.вняння (1) розв’язане вщносно похщно!/, тобто

У' = /(х,у). (2)
Окремим випадком р1вняння (2) е Р1вняння вигляду

У' =  /(*)• (3)
Якщо функщя Дх) неперервна на деякому пром1жку (а; Ь), то з штег- 
р льного числення вщомо, що розв’язком р1вняння (3) е функщя

>’ = \  Цх)с1х +С,

8

де С — дов1Льна стала (символом невизначеного штегралу познача
тимемо певну первюну вщповщно! функцп). В штегральному численш 
було доведено, що формула (4) мютить ва розв’язки р1вняння (3). 
Таким чином, р1вняння (3) мае несюнченну множину розв’язюв. Розв’я- 
зуючи задачу 3, ми дютали диференщальне р1вняння

розв’язком якого виявилась множина функщй

де С — дов1льна стала.
I взагал1 довкльне диференщальне р1вняння вигляду (2) при 

деякихумовах, накладених на функщю /(х,у), матиме несюнченну мно
жину розв’язюв

у = 1р(х, С). (6)
При цьому розв’язок (6), тобто розв’язок, який мютить дов1льну 
сталу С, називають загальним розв’язком диференщального р1вняння
(2), а розв’язок, який утворюеться 13 загального при деякому значенш 
С е  (-оо; +оо), називають частинним (дал! буде бшьш строго сформу- 
льовано означення загального та частинного розв’язюв).

Граф1К розв’язку диференщального р1вняння (2) називають штег- 
ральною кривою цього диференщального р1вняння. Тод1 р|вшсть (6) 
можна розглядати як р1вняння с!м’Т штегральних кривих диференщаль
ного Р1ВНЯННЯ (2).

На практищ часто доводиться знаходити розв’язок, який задо
вольняе певн1 додатков1 умови. Одшею з таких задач е задача Койн*. 
Для диференщального р1вняння (2) задача Коой формулюеться так: 
серед уах розв’язюв диференщального р1вняння (2) знайти такий 
розв’язок у =у(х), який при заданому значенж незалежно! змшноТх = хо 
дор1внюе заданому значению уо, тобто

уС*о) = Уо- (7)
При цьому числа хо, уо називають початковими даними, а умову (7) — 
початковою умовою. 3 геометрично! точки зору знайти розв’язок 
р|вняння (2), що задовольняе початкову умову (7), означав знайти штег- 
ральну криву цього р1вняння, яка проходить через задану точку (хо, уо)-



Приклад
1. 3 уах розв’язюв диференщального р1вняння

знайти розв’язок, який задовольняе початкову умову

*1) = 2. (8)
Розв’язання. Ус|' розв’язки заданого диференщального р1вняння М1стяться у формул! 
(5). Отже, й розв’язок, який вщповщае початковим данимх0 = 1,;уо = 2, якщо вш 1снуе, 
також М1ститься у щй формул!. Тому, пщставляючи в

початков! дан1, матимемо р1вшсть
С = 2.

Таким чином, розв’язком задач! Коил у' = , у(1) = 2 е функщя

Задача Коим не завжди е розв’язною. Може бути так, що не юнуе 
жодно! функщ! у = у(х), яка б на даному пром1Жку (а\ Ь) задовольня- 
ла диференщальне р1вняння (2) 1 початкову умову (7). У цьому випадку 
кажуть, що задача Кони не мае розв’язку.

Однак для широкого класу функщй Д.х, у) вщповщна задача Кони 
мае розв’язки. Перше доведения юнування розв’язку диференщального 
Р1вняння (2), який задовольняе початкову умову /хо) = уо, належить 
Пеано*.

Теорема 1 (Пеано). Якщо функщя Д х, у) непврервна в область 
И площини хОу, т о  кнуе непврервна разом 1з своею походною пер
шого порядку функщя у = 1р(х), яка е розв’язком диференцьального 
р'шняння у' = / (х, >’), що задовольняе початкову умову у(хо) = >’о, 
де (х0, уо) е О.

На геометричнш мов1 теорему Пеано можна сформулювати так. 
Якщо функщя /(х, у) неперервна в обласи V  площини хОу, то через 
кожну точку ще! област1 проходить принаймж одна штегральна крива 
диференщального р1вняння (2).

Однак для розв’язання багатьох теоретичних 1 практичних 
задач важливо знати не лише факт 1снування розв’язку диференщ
ального Р1вняння, який задовольняе початкову умову, але I едишеть

такого розв’язку. Виявилось, що умова неперервност1 функцп /(х,у) 
не гарантуе кнування единого розв’язку задач1 Кошк Б1льше того, 
М. О. Лаврентьев побудував функщю /(х, у), неперервну в облаеп И 
\ таку, що через кожну точку ще! област1 проходять принаймш дв1 р!зн1 
штегральш крив1 диференщального р1вняння (2).

Для того щоб через кожну точку области Б  проходила лише одна 
штегральна крива, потр1бно накласти на функщю Дх, у) деяю додатков1 
вимоги.

Теорема 2 (Койл). Нехай функщя Дх, у) задовольняе умови:
1) Дх, у) неперервна в замкненому прямокутнику

К = {(х, у) : |х — х01 ^ а, [у-уо! ^ Ь],

а о тж е , е обмеженою в прямокутнику К, то б то  кнуе числом > 0 
таке, що для вах точок  (х, у) е К

| Д х ,у )К М ; (9)
2) Дх, у) задовольняе умову Л'тшща* у прямокутнику К за змш- 
ноюу

\/(х, л )  - Дх, у2)| < Цу\ - Уг\, (Ю)
деЬ — сталаЛ тш щ а, а (х, уО, (х, у2) ~  довиьш точки з прямокут-
ника К. ( ь\

Тод1 на в'ьдрьзку [хо - А; хо + А], де к = /п т  |а, —| кнуе еди
ний розв’язок у = у(х) диференщального р'шняння (2), який при 
х е [хо - А; хо + к] не виходить з прямокутника К  I задовольняе 
початкову умову (7), т о б то  у (хо) = уо-

Доведения. Доводитимемо теорему методом П1кара**. Побудуемо 
р1вняння виду

*
у(х) = УО + §  /((> у(0) Ли (11)

хп
Р|вняння, в якому невщома функщя знаходиться пщ знаком штеграла, 
називають штегральним. Легко показати, що коли р1вняння (11) мае 
неперервний розв’язок у = у(х) (неперервну функщю, яка задоволь
няе це р1вняння) на вщр!зку [хо - к, хо + А], то цей розв’язок е розв’яз
ком також диференщального р1вняння (2), що задовольняе початкову 
умову (7).

•Рудольф Лшшщ( 1832-1903) -  шмецький математик.
**Ем1ЛЬ П1кар (1856— 1941) -  франиузький математик.



Справд1, диференщюючи за змшною х л1ву 1 праву частини тотож- 
ност1 (11), маемо

у'(х) = Дх, у(х)).
Отже, функщя у(х) задовольняе диференщальне р1вняння (2). 

ГБдставивши в Л1ву 1 праву частини (11) значения х = хо, дастанемо 
у(я:0) = уо, тобто функщя у = у(х) задовольняе й початкову умову (7).

Правильним е 1 обернене твердження: якщо функщя у - у(х) на 
В1др1зку [хо - /г; хо + к] е розв’язком диференщального р1вняння (2) 1
у(*о) = Уо, то функщя у = у(х) на цьому ж вщр1зку е розв’язком 1нтег-
рального р1вняння (11).

Справд!, якщо у(х) е розв’язком р1вняння (2), то при 
х е [хо - к; хо + к] виконуються тотожшсть

у'(х) = /(х, у(х)) (12)
1 р1ВН1СТЬ

У(х0) = УО- (13)
Зштегрувавши обидв! частини тотожност1 (12) у межах вщхо до х 

1 врахувавши (13), матимемо
ДГ X
§  у '{1)41 = ^  /(/, у(/))Л,
Хо Хо

або
д;

У(х) = УО + /(*, у (0 )
хо

що й треба було довести.
Отже, штегральне р1вняння (11) екв1валентне диференщальному 

р1внянню (2) з початковою умовою (7). Тому дал1 будемо доводити 1сну- 
вання I едишсть розв'язку штегрального р1вняння (11).

Для цього застосуемо метод послцювних наближень.
Побудуемо посл1Довн1Сть функщй у0(х), л(х), ...,у„(х).....  де

х е [хо - к‘, хо + к], таким чином:
}’о(х) = уо,

Д‘
У1(*) = >’о(х) + |  1(1, Уо(1))с11,

Хо

д:

У2(х) = Уо(х) + [  /(/, У1
хо

у,г(х) = >’о(х) + | /{(, Уп-ЛО)^!,
Хо

Вщносно цих функщй можна стверджувати, що:
1) кожна функщя у*(х), к = 0, 1.....е визначеною при х е [хо - к\
хо + к] 1 не виходить з прямокутника К. Справда, з (14) маемо

Хо N

^ М\х - хо1 < Мк ^ Ъ.
Отже, функщя у\(х) не виходить за меж1 прямокутника /?. 
Дал1 знаходимо

1у2(х) - уо(х)1 =
N

х X
| / (г ,Л (0 )Л  ^ ||/(Г,У1(/))|Л

1*0

< А/|х- хо1 ^ Мк ^ Ь , ...

Ы х ) - Уо(*)1 =
то

д: х

|/ (/ ,у и_1(0 )Л  ^ \  \/(1, у„-1(0 )1*
ТО

^ М\х - хо1 < Мк ^ Ь, ...
Використовуючи метод математичноТ шдукцн, переконуемось у 

правильное^ даного твердження;
2) при х е [х0 - к\ х0 + к] вони е неперервними. Справда, осюльки за 
умовою функщя /(х, у(х)) у прямокутнику К неперервна, то й жтеграл
X
$ /(1,у(1))Ж , будучи функщею верхньо! змшноТ меж1, е неперервною
Хо
функщею;
3) кожна з функщй у*(х), к - 0, 1.....п ,..., задовольняе початкову умову
ук(хо) = уо- Це випливае безпосередньо з формул (14).

Доведемо, що послщовшсть наближень (функщй) (14) зб1гаеться



р1ВН0М1рН0 ДЛЯ ВС1Х X Е [хо — Н\ Хо + И]. Для цього розглянемо функ- 
цюнальний ряд

Уо + (.ПС*) -  Уо) + ( У 2( х )  ~  } ’1 (х)) + ■ • • + Су„(х) -  у „_ 1(х)) + ■ • • (15)

Осюльки к - та частинна сума ряду (15) дор1внюе к - му члену пос- 
ЛЩОВНОСТ1 функщй (14), ТО 3 р1ВН0М1рН01 361ЖНОСТ1 ряду (15) випливае 
р1вном1рна зб1жн1сть послщовносп наближень (14). Ощнимо за моду
лем кожен член ряду (15), починаючи з другого:

М х ) - у0(х)| ^ М\х - х0|,

1УгС*) - У1(дс)| =
л

^  (Дх, У\(0) - /((, Уо(0)) Ах
•*()

||/(лу1(О)-/(л>0(О)1Л
*о

Застосувавши до \/(х, у 1(/)) - Дх, уо(0)1 умову Лшшща 1 врахував- 
ши ощнку попереднього члена ряду, Д1станемо

М * )  - У1(х)\ ^  Ь §  \У1 (X) ~ Уо(01 АХ
хо

X
^ Ь М  |  \х-х0\Ах =

Хо

Аналопчно знаходимо

1узС*) -  у 2(х)| = /(/а.У2(0 )-л^У1(0 ))
Щ)

\\Дх,Уг(Х))-Дх,ух(Х))\Ах <
*0

д:
< Ь \  |у2(0 - у М  Ах ^ Ь2М  \  Ах = ^ | х  - х0|3.

Хо ХО

Застосувавши метод математично! шдукци, можна довести пра- 
вильшсть тако! ощнки:

1уи(х) - Ун—1 (х)1 ^ ~ Хо1" ■ ( 16)

Осюльки |х - хо1 ^ И, то
1у 1 (х) - Уо(х)1 ^ МИ,

1уг(х) — У1 (х)| < М Ь ~ ,

|у3(х) -  у2(х)| ^  М ^ | у  ,

|у „ (х )- у „- 1( х ) К М Г ^ ,

Отже, члени функщонального ряду (15) не перевищують за моду
лем вщпов1ДШ члени ряду

у о  +  М И  + М Ь %  +  М Ь %  + • • • + М Ь п~ 1 -  +  ■■■ (17)•' 2! 3! п\

Застосуемо до останнього ряду ознаку Д ’Аламбера*:
.. МЪп-хНп(п- 1)! ЬЬ п ^ ,
Н т  — ; =  Н т  —  = 0 <  1.«—»оо МЬ ~И п\ п->оо п

Отже, числовий ряд (17) зб!гаеться. Тому за ознакою Вейершт- 
расса" функщональний ряд (15) на вщр1зку [х0 - /г;хо + И] р1Вном1рно 
зб|гаеться.

Нехай
Нт у„(х) = У(х).
п-*оо

Зпдно з доведении, функщя У(х) на вщр1зку [хо - Н\ хо + И] е неперерв- 
ною.

Доведемо, що У(х) задовольняе початкову умову
П*о) = Уо

I не виходить з прямокутника К.
Справд1,

У(х0) = П т  у„(х0) = Н т  у0 = уо-

'Жан Д'Аламбер (1717-1783) - французький математик 1 механж. 
"Карл Вейерштрасс( 1815—1897) — шмецький математик.



Перейшовши при п -> оо до границ) в нер1Вноеп |у„(х) - уо1 ^ Ъ, 
дастаемо |У(х) - уо1 ^ Ь. Доведемо тепер, що У(х) е розв’язком р1внян- 
ня (11).

ОсЮЛЬКИ ПОСЛ1ДОВШСТВ функщй уп(х) р!ВНОМ1рНО зб!гаеться до 
К(х) на вщр1зку [х0 - Л; х0 + к], то для будь-якого е > 0 знайдеться 
натуральне число N  = N(8) таке, що при п > N  \ вах х е [хо - к; хо + к] 
виконуватиметься нер1вшсть

Ы х ) - У(х)\ < ~  .

Тому, використавши умову Лшшща, матимемо
X X  X
]■ /(/, у, т  си - 1  /а, п т  л  ^  \  ш  у „ (т  - /а, ш )1  *  ^
*о *о *о

$Ц уп{0 - У Ш *
Хо

< 7 \х - х0| ^  е.П

Отже,

Иш Г /(/, У н (т  41 = Г /(/, У (0)41п-+оо ̂  и
*о хо

для ВС1Х х е [хо — к; хо + к].
Перейшовши при п -» оо до гранищ в сшввщношенш

д:
УиСО = УоСО + |  /(Л Уи-1(0)Л.

хо

дютанемо

У(х) = у0(х) + 1 /(г, У(/))Л,
*(>

тобто функщя у = У(х) на В1др1зку [хо-й; хо + Л] е розв’язком штеграль- 
ного р1вняння (11), а отже, I розв’язком диференщального р1вняння (2), 
який задовольняе початкову умову (7).

Доведемо едишсть розв’язку у  = У(х). Нехай на вццмзку [хо-А; 
х0 + к], кр1М розв’язку К(х), 1снуе й шший розв’язок Ф(х) такий, що 
Ф(х0) = у0. Розглянемодосить малий вщр1зок [хо; хо + т]], т/ ^  к, на яко- 
му Ф(х)^ У(х). Осюльки функщя в(х) = |Ф(х) - К(х)|# 0 1 е неперервною

на вцф1зку [хо; хо + г/], то в(х) досягае в деякш точщ хь хо < х\ ^  хо + т] 
свого найб!Льшого значения т  > 0.

ТОД1
* |  Ху

] 7 (I, Ф(0)41 - §  /(I, У (0)41т  = |Ф(хО - У(х! )| =
1*о хо

€
Х\
/ |/ (Л Ф (0 )- /а . 140)1*
1*0

* 1

^  \ф(0 - у(0\ 41.
хо

Виконавши штегрування на всьому вщр1зку [хо; хо + Т]], матимемо
хо+П

т  ^ Ь ^  |Ф(0 - У(Г)| 41 < Ьтт],
Хо

:ж1дки 1 < Ьт]. А це неможливо, оальки число г/ може бути вибраним як 
:»авгодно малим. Тому на вццмзку [хо; хо + г/]

Ф(х) = У(х).
Так само можна довести, що й на вщр1зку [х0 - /у; х0] щ функцп 

|Л1гаються. Теорему доведено.

Приклад
2. Побудувати послщовш наближення у0(*), >’1 С*) та уг(х) до розв’язку диференщаль- 
ного р1вняння

у  = ж2 + у2

,1 початковою умовою у(0) = 1.
IЪзв'яэання. Використаемо формули (14), поклавши в них п = 0,1,2. Нульовим 
нпближенням у0(х) е стала функщя у0(х) = 1. Побудуемо перше I друге наближення:

X X / 1 \
)'!(•*) = >’()(-*) + ^ /(ЛУо(О)Л = 1 + + 1 )А  = 1 + (г + ^ -||0 = 1 + •* + 3 х’;

о о

У2(х) = Уо(х) + /(/, >'!(/))л  = 1 + §  ^ 2 + 1̂ + I + ^ г’ )  | Л  = 1 +

+ г + 5 г Ч ^ ,7+^ - 1111х

= 1+1 + д, + |-3 ■ 1* г . + , ^ ^ в ш & я х у А  у т в о р с и ^  ■
3 I .м. Василя Стефанигш | 

Теорема Кош1 носить локальний характер. Вона гарантуе 1снуван-
ни розв’язку диференщального 5С ТЕ5С А  :



I  : хо - к ^ х ^ хо + к.
Але, якщо при цьому ми не вийшли за меж! облаеп Д  в якш функщя 
/(х, у) задовольняе умови теореми Койл, то знайдений розв’язок можна
продовжити. Справд1, нехай уо* — значения знайденого розв’язку при
х = хо + к. Вважатимемо також, що точка з координатами хо' = хо + к,
>’о належить облаеп О. Тод11снуе прямокутник

#1 = {(*, у) : |х - хо1}| ^ аь \у- УО*! О 1}.

який щлком М1ститься_в облаеп И. Позначимо через М\ максимум 
|/(х,у)| в прямокутнику Ль За теоремою Коил на вщр1зку

Г (1) 7 /  /  (1) 71\ \ хо - к\ ^ х ^  хо + «ь

де к\ = т т | а ь  1снуе розв’язок у = >̂(х) диференщального р1внян- 
ня (2) такий, що

( (1)\ (1) н> (хо ) = уо •

Середина вщр1зка 1\ зб1гаеться з правим кшцем вщр1зка I. У щй точщ 
обидва побудоваш розв’язки набувають одного й того самого значения
уо • Отже, внаслщок властивосп единоеп, обидва розв’язки зб1гаються
вешльншчастит / та/1. Але половина [хо*; хо'1 + Н\| вщр1зка/1 лежить
зовн! /. Кажуть, що знайдений розв’язок у щй половит е продовженням
рашше знайденого розв’язку на вщр1зку I. Якщо точка з координатами 
(2) (1) . (2) (2) , (1) хо = хо + к\, уо , деуо — значения розв язку при х = хо + Ль нале

жить облаеп Д  то можна за початковими даними |хо2), уо побудува-
ти розв’язок на вщр1зку/2, який одшею своею половиною накладаеться 
на 1\, 1 в щй етльнш частит новий розв’язок зб1гаеться з попередшм, 
а в друпй половит вщр1зка /2 отримати продовження розглядуваного 
розв’язку. Аналопчна побудова може бути проведена 1 Л1Воруч вщ точ
ки (хо, уо)- За допомогою такого продовження можна дютати розв’язок 
у = Iр(х), <р(хо) = уо, графж якого як завгодно близько пщходитьдо меж! 
облаеп Б  [20].

Розглянемо ще питания про загальний та частинний розв’язки 
диференщального р1вняння (2).

Як вже зазначалося, при штегруванш диференщального р1внян-

пи (2)/Метаемо ва розв’язки у вигляд1 загального розв’язку (6)
у = (р(х, С).

Якщо для диференщального р1вняння (2) е довьльш початков1 
да 1н хо 1 уо, то за теоремою Кони13 загального розв’язку можна дютати 
«•'ди и и й розв’язок, що задовольняе задану початкову умову. При цьому 
|1отр1бно знайти значения С, що вщповщае початковим даним.

Отже, стввщношення (6) мае допускати розв’язання вщносно С,
I знайдене значения С мае гарантувати едишеть розв’язку задач1 Кони. 
Враховуючи це, можна дати таке означения загального розв’язку дифе
ренщального р1вняння (2).

Нехай область О с К 2 е нею областю, у кожнш точщ яко! дифе- 
ренщальне р1вняння (2) мае единий розв’язок. Тод функщю (6)

у = <р(х, С),
яка визначена в деякш облаеп змши змшних х, С 1 мае в щй облаеп 
неперервну частинну похщну за змшною х, називають загальним 
розв’язком р1вняння (2) в облаеп0  [8], якщо:
1) стввщношення (6) розв’язне вщносно С при вс1Х значениях х та у 13 
обЛЯСТ! Д  тобто

С = Ш  у), (18)
2) для ВС1Х значеньх та у 13 облаеп О формула (18) дае таке значения С 
(включаючи +оо), при якому функщя (6) е розв’язком диференщального 
р|||||И11НЯ (2).

Якщо вщомо загальний розв’язок (6) диференщального р1внян- 
НЯ (2), то маючи початков! дат з облаеп Д  можна знайти розв’язок 
11ДЯЧ1 Коил, що визначаеться цими початковими даними.

Розв’язок диференщального р1вняння (2), в кожнш точщ гра- 
ф1ка якого виконуеться умова единоеп (через точку проходить лише 
одна штегральна крива), називають частинним розв’язком. 3 означения 
легального розв’язку випливае, що ва розв’язки, яю утворюються 13 
загального при конкретному значенш стало! С, включаючи ±оо, е 
частинними розв’язками.

Отже, якщо задача Колл для диференщального р1вняння (2) в 
облает) О мае единий розв’язок, то через кожну точку облаеп Б  прохо
ди ть ильки одна штегральна крива даного диференщального р1вняння.

Зазначимо, що на практищ умову Лшшща в теорем1 Коил перевь 
рити досить складно. Тому користуються достатньою ознакою виконан- 
НЯ умови Лшнпца, яку сформулюемо у вигляд! теореми.



Теорема 3. Якщо функщя Дх, у) у прямокутнику К мае обме- 
жену частинну пох'ьдну за змшною у

\Л(х,у)\ < N.

т о  умова Л тш щ а для тако1 функци виконуеться.
Доведения. За теоремою Лагранжа про скшченний прир1ст 

маемо

Дх, л )  - Дх, у2) = /у(х, У1 + 0(У1 - У2))(У1 - Уг),

О < в < 1,
для будь-яких (х, уО 1 {х, уг) з прямокутника К. Тому 

IДх, У1) - Дх, у2)\ ^ Щу\ - У21.
Теорему доведено.

Зауважимо, що обернене твердження неправильне. Так, функщя 
Дх, у) = |у| умову Лшшща задовольняе:

\\У11 - Ы1 < \У1 -У21- 
Тут стала Лшшща Ь  = I, але в точках, де у = 0, задана функщя не мае
НЭВ1ТЬ П0Х1ДН01.

Приклади
3. Знайти область 1снувания та единоеп розв’язюв диференщального р1вняння

у' = у$тдг + ех.

Розв’язання. Осюльки права частина заданого р1вняння е неперервною функщею в 
уеш дженш площиж, а |/,!| = |$тх| ^ 1, то в будь-якому прямокутнику площини хОу

виконуються умови теореми Коил. Тому через кожну 
точку площини проходить лише одна штегральна кри
ва розглядуваного р1вняння.
4. Знайти область единоеп розв’язку р1вняння

?  = (19)

Розв’язання. Права частина заданого р1вняння ви- 
значена 1 неперервна при >’ ^ 0, тобто у верхнш час- 
тин! площини хОу. 

х Осюльки частинна похщна

стае необмеженою при >' -» 0, у > 0. то в точках прямо! у = 0 умова Лшшща може не 
виконуватися. Отже, через Щ точки може проходити больше, шж один розв’язок (одна

1нтегральна крива). Безпосередньою подстановкою перев1ряемо, що функщя у - 0 е 
розв’язком р1вняння (19). Можна довести, що функщя

>’ = !(*  +С)2, х^-С , (20)

н облаеп
О = {(х, у ): -оо < х < оо, у > 0) 

е загальним розв’язком диференщального р1вняння (19). Таким чином, через кожну 
точку ос! Ох проходить два розв’язки (дв1 штегральж крив1), а саме В1сь Ох, тобто 
розв’язок у = 0, 1 одна крива з ам’Т штегральних кривих (20). Отже, у точках ос1 Ох 
иорушуеться умова единоеп. У рент точок верхньо! швплощини виконуються обид- 
111 умови теореми Кошь Тому через кожну таку точку проходить лише один розв язок 
Интегральна крива) диференщального р1вняння (19) (рис. 3).

Розв’язок диференщального р1вняння, у кожнш точщ графжа 
якого порушуеться умова единоеп розв’язку задач1 Коил, називають 
особливим розв’язком. У приклад1 4 ОСОбЛИВИМ розв’язком Р1ВНЯННЯ 
(19) е функщя у = 0.

1нод1 при штегруванш диференщального р1вняння не можна знай
ти загальний розв’язок у явному вигляд1, але можна записати його в 
ИСЯВНОМу ВИГЛЯД1, тобто

Ф(х, у, С) = 0. (21)
Стввщношення (21) називають загальним штегралом р1вняння (2) в 
облаеп ^, якщо воно неявним чином визначае загальний розв’язок

у = <р(х, С)
даного диференщального р1вняння (2) в облаеп И.

Розв’язок у параметричнш форм1, який залежитьвщ одше! дов1ЛЬ- 
но! стало!

д: = <р(1, С), у = ф(1, С),
називатимемо загальним розв’язком у параметричнш форм!.

Диференщальному р1внянню (1) можна дати мехашчне тлумачен- 
ня. Якщо незалежну змшну позначити через I, а функщю через х, то 
диференщальне р1вняння

ниражае сшввцшошення М1Ж шляхом х 1 швидюстю — ила, що ру- 
хаеться прямолшшно, удов1льний момент часу 1. Загальний розв’язок

X - х{1, С)
е законом руху ила, а початкова умова х(/0) = х0 вказуе на положения 
ила, що рухаеться, у початковий момент часу I = /о-



1.3. Поле напрямк1в. 1зоклши. Ламаш Ейлера
Нехай дано диференщальне р1вняння першого порядку

у' = /(х,у). (1)
Вважатимемо, що функщя /(х, у) неперервна в деяюй облаеп О с  К 2.

Область И називають областю визначення диференщального р1В- 
няння (1).

Якщо /(х, у) в окол! точки (хо, уо) € необмеженою,

Нш /(х, у) = оо,
Оэ(х,у)->(хо,уа)

то розглядатимемо диференщальне р1вняння вигляду
<1х 1
йу /(■*, у) (2)

Множину цих точок, а також точки, в яких функщя /(*, у) не 
визначена, але може бути доозначена за неперервшстю Оснуе границя 
функцп), приеднують до облает! визначення диференщального р1внян- 
ня (1).

Отже, нехай О с К 2е областю визначення диференщального р1в- 
няння (1). За теоремою Пеано 1снуе розв’язоку = (р(х) р1вняння (1) та- 
кий, що задовольняе початкову умову у(хо) = уо, Де (хо, уо) — дов1Льна 
точка облаеп й. Осюльки функщя у = <р(х) е розв’язком (1), то справд- 
жуеться тотожшсть

<р'(х) = /(х, <р(х)), 
зокрема,

<р'Ш = /(х0, <рШ) = /(х0, уо). (3)

Таким чином, точщ (х0, уо) е О за допомо- 
гою диференщального р1вняння (1) по- 
ставимо у в1Дпов1ДН1сть певне число, а 
саме — значения похщно! (3). Якщо через 
точку (хо, уо) проходить штегральна крива 
у = <р(х) диференщального р1вняння (1), 
то <р'(х), як вщомо, дор1ВНюе 1§ ао, де «о ~ 
кут, утворений дотичною, проведеною до 

штегрально! криво! в точщ (х0, уо), з додатним напрямком оа Ох, тобто

Таким чином, за допомогою диференщального р]вняння (1) точщ 
(.го, уо) е О можна поставите у вщповщжсть певний напрямок (кут), що 
иизначаеться формулою (4).

Тод| точщ (хь уО е ^  буде вщповщати напрямок

сщ = агс1§/(хь У1)
I т.д. Отже, кожнш точщ (х, у) е О за допомогою диференщального р1в- 
няння (1) можна поставити у вщповщшсть напрямок

а - агс1§ Дх, у). (5)

Вимагаючи, щоб в кожнш точщ (х, у) облаеп О була правильною 
ршшсть = /(х,у), ми тим самим виключаемо напрямок, паралель- 
ний ос! Оу, осюльки при цьому Ща = оо, а функщя Дх,у) в кожнш 
точщ облает! О мае сюнченне значения. Тому разом з р1внянням (1) 
будемо розглядати диференщальне р1вняння (2), використовуючи 
останне в окол! тих точок, в яких границя функщ! /(х,у) дор1внюе 
нескшченноеп.

Таким чином, диференщальне р1вняння (1) можна геометрично 
1нтерпретувати як таке, що задае в облаеп I )  поле напрямюв. На рис. 4 
цс поле зображено строками. Напрямок кожно! строки визначаеться 
формулою (5).

Як уже зазначалося, графшом розв’язку диференщального р1в- 
нимня (1) е крива, яку називають штегральною.

Отже, штегральна крива, що проходить через точку (х,у) 6 Д  
Ц|др13НЯ€ТЬСЯ В1ДуС1Х ШШИХ кривих, як! проходять через цю точку, тим, 
що напрямок дотично! в данш точщ до штегрально! криво! зб1гаеться з 
напрямком поля, що його задае диференщальне р1вняння.

Тому геометрично задачу штегрування диференщального р1внян- 
пя можна сформулювати так: знайте таю кривй дотичш до яких у 
кожнш точщ зб!гаються з напрямком поля в щй точщ. На рисунку криву 
треба проводити так, щоб стрьлки визначали в кожнш точщ напрямок 
дотично! до дано! криво!.

Знаючи поле напрямюв, задане диференщальним р|внянням, 
можна будувати крив), яю нагадують штегральш крив1 даного диферен
щального р1вняння. Щоб побудувати поле напрямюв, використовують 
метод 130клш.

1зоклшою називають криву на площиш хОу, в кожнш точщ яко! 
иоле мае той самий напрямок.

Таким чином, уа штегральш крив!, яю перетинають дану 130клшу, 
и точках перетину нахилеш до оа Ох пщ одним 1 тим самим кутом.



Маючи диференщальне р1вняння, можна написати р1вняння
130КЛ1НИ. Так, для диференщального р1вняння (1) р1вняння 1зоклш мае
вигляд

/(х, у) = а, (6)
де а — дов1ЛЬНий параметр. Надаючи а р]зних значень, щоразу дстава- 
тимемо на площиш хОу р1вняння 1зоклши. При цьому напрямок поля 
кожно! 130КЛ1НИ визначаеться формулою

а  = агс(§ а. (7)

Приклади
1. Побудувати за допомогою 13оклш поле напрямюв, яке задае диференщальне р1внян- 
ня

у' = х2 + у2. (8)

Розв’язання. Складаемо р1вняння с1м’Т 130клш:

х2 + у2 = а.
Отже, (зоклшами тут е кола з центром у 
початку координат I радусом л[а. Якщо а = О, 
то матимемо точку (0,0), напрямок поля в 
якш, зпдно з формулою (7), дор1внюе нулю 
(напрямок стршки зб1гаеться з додатним на- 
прямком ОС1 Ох). При а = 1 дастаемо !зоклшу

х2 + у2 = \,
в кожнш точщ яко! напрямок поля дор1внюе 
| . При а =  ̂маемо

прямок поля доршнюе

тобто коло з центром у початку координат 1 
рашусом . У кожнш точщ цього кола на-

Поле напрямюв, задане диференщальним р1внянням (8), показано на рис. 5.
2. Побудувати поле напрямюв, задане диференщальним р1внянням

у' = х.
Розв’язання. Складаемо р!вняння ам’1130клш:

(9)

Отже, 130клшами диференщального р1вняння (9) е прям1, паралельш оа Оу (рис. 6). 
11оклавши а = 0, дютанемо !зоклшу х = 0, тобто в1сь Оу, в кожнш точщ яко! напрямок 
поля паралельний ос! Ох. При а = 1 матимемо пряму х = 1, напрямок поля в кожнш 
ТОЧЩ якоТдор1Внюе ^ ; при а = 2 — 13оклшух = 2, напрямок поля в кожнш точщ яко! — 
(г = агс(§2; при а = -1 — 13оклшу х = -1, напрямок поля в кожнш точщ якоТ дор1внюе

Якщо задати яку-небудь точ
ку (початкову умову), наприклад 
(0, 1), то можна побудувати набли- 
жено штегральну криву, що про
ходить через цю точку. Для цьо
го потр!бно криву проводити так, 
щоб у точках II перетину з !зокл1- 
нами напрямок дотично! зб1гався з 
напрямком поля. При цьому штег- 
рпльна крива нагадуе параболу. Це 
но випадково, осюльки загальний 
розв’язок диференщального р1внян- 
ни (9) мае вигляд

>’= ^ + С .

То;и, скориставшись початковою умовою >-(0) = 1, знаходимо параболу

У= 4 + 1
икп проходить через точку (0,1).

Розглянемо ще один наближений метод знаходження штег- 
ральних кривих диференщального р1вняння (1), а саме -  метод 
Кйлера*.

Нехай потр1бно знайти розв’язокдиференщального р!вняння (1) з 
початковою умовою

>’С*о) = Уо- (10)
Припустимо, що права частина р1вняння (1) задовольняе умо- 

ни теореми Кони про 1снування та едижсть розв’язку. Тод1 на вщр1зку 
(*о - А; д:0 + Л], А > 0, кнуе единий розв’язок у = >>(х), що задоволь- 
няе початкову умову (10). Вщр1зок [хо; хо + А] роз1б’емо на п частин (не 
обов язково таких, що дор1внюють одна однш) точками

Х0 < XI < Х2 < ... < х„ = Хо + А.

Через точки подлу проведемо прям1, паралельш оа Оу (рис. 7), а з 
точки Мо(хо,уо) — вщр1зок прямо!, нахилено! до оа Ох пщ кутом, що 
Д0р1внюе напрямку поля в точщ Мо{хо,уо), до перетину з прямою х = х\.



Рис. 7

Дстанемо точку М\(х\, уО з 
ординатою

У1 = уо + Дуь

3 прямокутного три- 
кутника МоМ^ 1  знайдемо

ЛУ1 = (XI -  Х0) Щ «0 =

= /(хо, Уо)(*1 - хо).
Отже, ординатою точки 
М\(х ьУ 1)е

У 1 = УО + Д *0, Уо)(*1 - х0).
3 точки М\(х\, уО проведемо вщр1зок прямо!, нахилено! до ос1 Ох 

пщ кутом, що дор1Внюе напрямку поля в цш точщ, до перетину з прямою 
х = Х2, матимемо точку М2(х2, у2)- Аналопчно знаходимо ординату точки
М2:

У2 =У1 + 1(х\,у\)(хг -хО
I т.д. За методом шдукци можна довести, що ордината точки Мп(хп,уп) 
дор1Внюе

Уп = Уп- 1 + /(х„-и Уп- 1 )(х„ -  Х „_1). (11)
Внаслщок тако! побудови дастанемо ламану, яку називають лама- 

ною Ейлера, а метод п побудови — методом Ейлера.
Кожна ламана Ейлера дае уявлення про розм1щення на площиш 

штегрально! криво!, що проходить через точку.
Природно вважати, що при зменшенш довжин ланок ламана 

Ейлера наближаеться до штегрально! криво!, якщо остання 1снуе. В 
теорп диференщальних р1внянь доведено, що при виконанш умов 
теореми Кони можна вибрати таку послщовшсть ламаних Ейлера, яка 
наближаеться до штегрально! криво!.

Процес побудови ламано! Ейлера розглянуто лльки в один б\к — 
праворуч вщ точки Мо. Аналопчно будуеться ламана Ейлера I л1воруч
В1Д ТОЧКИ Мо.

На практищ, як правило, вцф13ок [хо; хо + И] розбивають на р1вш 
частини так, що довжина кожного вцф1зка [х*; х*+П дор1Внюе Тода 
формула (11) набувае вигляду

рш- 
та обчислити

Приклад

Розв’язання. Роз1б’емо в1др1зок [1; 1, 5], 
наприклад, на п’ять р1вних частин. Довжина 
кожного отриманого вцр'зка дор1внюе

Ь5= о ,.

а кожна точка хк, к = 0,1,2, 3,4,5, зб1гаеться з 
точками х0 = 1; х\ = 1,1; дс2 = 1, 2; = 1, 3;
’!4 = ,1;4; Х5 = 1,5‘ Скориставшись формулою (12) 1 вважаючи, що

Дх. у) = х + у, 
складаемо таблицю.

к Хк Ук [  /Сч.УкЛ .У*+1
0 1 1 0.2 0,2
1 1,1 1,2 0,23 1,43
2 1,2 1,43 Г 0,263 1,693
3 1,3 1,693 0,2993 1,9923
4 1,4 1,9923 0,33923 2,33153
5 1,5 2,33153

(1,4-1 9923М1Т2 З З А Т ИН| ^  Т° ЧКИ <1:1}’ °*  1; 12)' (1’ 2= ^  (1, 3-1 693) 
1:«лёРа (рис': $ ; !$ ^берем о^ГблТеГйв В|Др13КаМИ П-РЯМИХ’ м*™мемо’лама^у Цьому ;у(1,5) = 2, 33153 вигляд шукано? штегрально? криво?. При

1.4. Диференщальш р.вняння з вщокремлюваними змшними
Диференщальне р1'вняння

% = Ф )4 '< У ) ( 1)

% Г Г п Тр„Л„ ™ Ра™ и1Г * '" Р1ВН" Г Г  3 зйнними.
Л т а Г Г в “ оВ|д7оФУЖЦ" ^  ™ НеПерервн1 в

Якщо Ф(у) ф о м я  вот у е  (с; </), то з ( I ) маемо

т  = ^ х^ х- (2)
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Диференщальне р1вняння, в якому коефщент при Ах е функщею, 
залежною ильки вщх, а коефщент при Ау е функщею, залежною ильки 
вщу, називають диференщальним р1внянням з вщокремленими змшни- 
ми. Отже, (2) е диференщальним р1внянням з вщокремленими змшни-
ми. , . . .

3 неперервносп функщй та (р{х) на вщповщних штервалах
випливае на цих штервалах юнування передних

Ч»(у) = |  1 Ф(дс) = |  <р(х) йх.

Тому р1вняння (2) матиме вигляд
с1Ч(у) = с1Ф(х).

Вважатимемо, що нам вщома функшя у = у(х), яка е розв’язком ди
ференщального р1вняння (1). Осюльки диференщали двох функцш 
тотожно р1вн1 в штервал1 (а; Ь), то сам1 функци на цьому штервал1 вщ- 
р1зняються М1Ж собою на сталу величину, тобто

*Р(у) = Ф(х) + С (3)

або

<4)
Стввщношення (3) 1 (4) е загальним штегралом диференщального р!в- 
няння (1). Справдд, покажемо, що вони задають розв’язки ршняння (1) 
в неявному вигляд!. Отже, нехай функщя у = у(х), неперервна разом 
13 своею похщною, перетворюе (4) у тотожшсть при певному значенш
С = Со, тобто

Г * = Г 1р(х) (1х + Со-
 ̂ ф(у(х)) ^

Диференщюючи тотожшсть (5), матимемо

Ф Ш )

аб°  ИЛ/{х ) = ф(у(х))Ч>(х). (о)
Тому у = у(х) -  розв’язок диференщального р1вняння (1). Нехай те
пер для деякоТ функщ! у = у(*) справджуеться тотожшсть (6). Тод1 при 
вщповщному значенш С = Со матиме М1сце 1 тотожшсть (5).

Покажемо, що стввщношення (3) визначае розв’язок у = у(х) 
диференщального р1вняння (1) такий, що

УС*о) = Уо, (7)
де (хо, уо) — довкльна точка облаеп

И = {(х, у) : а < х < Ь, с <у < Л).
11ехай

Р(х, у) = Ф(х) - 'РО) + С = 0. (8)

Функщя Р(х, у) задовольняе умови теореми про 1снування неявно!
функщ!. Справдк
1) ЧЭСТИНШ ПОХЩШ

Г ' = <р(х) \Р ’ = — — 
х '  У V)

нк функщ! двох незалежних змшних х 1 у неперервш в облаеп Д
2) Ру + 0 в Щй облаеп;
3) икщо точка (хо, уо) належить облаеп Д  то константу С можна вибра- 
ти так, щоб

Р(х0, уо) = 0.
Дли цього достатньо покласти

С = -Ф(хо) + Ч'Суо).

Год! за теоремою про юнування та диференцшовшеть неявно! функщ! 
р1йняння (8) у деякому окол1 точки хо визначае едину функщю у = у(х) 
тику, щоу(хо) = уо, причому

гобто знайдена функщя у(х) е розв’язком р1вняння (1). Отже, при зроб- 
Лених вище припущеннях вщносно функщй </>(х) та ф(у), диференщаль- 
Не р|‘вняння (1) мае единий розв’язок, що задовольняе наперед задану 
початкову умову (7), тобто через кожну (хо, уо) е О проходить едина 
штегральна крива диференщального р1вняння (1).

Приклади
I . Знайти розв’язки диференщального р1вняння

йу ,
Т х = у~ Х- <9)
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Розв’язання. При у ф 1 задане р1вняння допускае вщокремлення змшних:

= Ах.

Звщси

Знайшовши штеграли, маемо

тобто

1п|у - 11 =х + \п |С|,

у = 1 + Се*. (Ю)
Детали загальний розв’язок диференшального р1вняння (9). Функщя

ф(у) = У ~ 1
при у = 1 дор̂ внюе нулю. Отже, у = 1 також е розв’язком диференщального р1внян- 
ня (9). Осюльки через кожну точку графика функцп у = 1 проходить одна штегральна 
крива (у = 1), то розв’язок у = 1 е частинним розв’язком диференшального р1внян- 
ня (9).

2. Зштегрувати р1вняння

Розв'язання. Нехай у ф 0. Тода 
Лу_
Г у
%  = Дх.

Отже,

Звщси знаходимо загальний розв’язок заданого 
р!вняння:

Рис. 9
у  = ±±1±у/(х-С)\ х  > С. (И)

На площиш хОу стввщношення (11) визначае ам’ю парабол. Проте права 
частина р1вняння ф(у) = ^у при у = 0 дор1внюе нулю. Тому, кр:м розв’язюв (11), роз
в’язком буде також функщя у = 0. Через кожну точку оа Ох проходять дв1штегральш 
крив1: одна - 13 ам’1 (11), а шша - в1сь Ох. Тому розв’язок у = 0 е особливим.

Вище ми припускали, що функщя ф(у) не перетворюеться в нуль 
в штервал! (с; 4). Нехай тепер функщя ф(у) у деякш точщ у0 е (с; 4) 
дор1Внюе нулю, тобто ф(уо) = 0. Поставивши в р1вняння (1) функщю 
у = уо> переконуемось у тому, що вона е розв язком цього р1вняння.

Цей розв’язок може бути особливим, а може 1 не бути ним. У прикла- 
д1 I , розглянутому вище, розв’язок у = 1 не е особливим, а в приклад1 2 
розв’язок у = 0 — особливий.

Р|вняння (1) еокремим випадком диференщального р1вняння

Р\(х) 0\(у) Лх + Р2(х) 0 2(у) Лу = 0. (12)

Для вщокремлення змшних у диференщальному р1внянш (12) достатньо
иомножити обидв! його частини на функщю -— —  (припускаемо, що

(л Су) “2 СО
*  0, Р2(х) Ф 0). Матимемо диференщальне р1вняння з вщокрем

леними змшними

<13>
Загальним штегралом р1вняння (13), а тому р1вняння (12) буде

<14>
Як I в попередньому випадку, тут потр|бно окремо дослщити Т1 значения 
X I у, при ЯКИХ функщ! <21 (у) = 0 1 Р2{х) = 0. КореН1 Р1ВНЯНЬ

<21 (у) = 0, р2(х) = о
Також е розв’язками диференщального р|'вняння (12).

До Р1ВНЯННЯ з вщокремлюваними змшними можна звести р1внян- 
ия вигляду

^  = /(ах + Ьу + с), (15)

Де а, Ь \с — задаш стал1 величини. Для цього покладемо
и(х) = ах + Ьу + с.

Враховуючи, що

у ^ ^ и - а х - с ) ,  *  =

д1стаемо р1вняння
% = а  + ЬЯи),

ике допускае вщокремлення змшних.
Справд1, якщо

а + Ь/(и) Ф 0,
ТО



а + Ь/(и)
Загальний штеграл останнього р1вняння мае вигляд

Ли
+ Ь/(и) 
1

= х + С.

Якщо Ф(и) -  перв!сна для а + ь^ Гу то

Ф(и) = х + С, 

тобто приходимо до загального штегралу вигляду
Ф{ах + Ьу + с) - х = С.

Якщо а + Ь/(и) = 0, то Р1ВНЯННЯ (15) матиме ще розв’язки вигляду

ах + Ъу + с = СОП81.

1.5. Однорщш диференщальш р1вняння. Диференщальш 
Р1ВНЯННЯ, ЯК1 зводяться до однорщних

Функщю /(*, у) називають однородною функщею вим1ру т , якщо
ДЛЯ ДОВ1ЛЬНИХ Х ,у  \ 1 ф 0  СПраВДЖуеТЬСЯ ТОТОЖШСТЬ

/(IX, (у) = 1т /(х, у).

Наприклад, /(х, у) = л/х* + /  -  однорщна функщя вим1ру 1,
ОСЮЛЬКИ

/{IX, (у) = (IX)3 + (/у)3 = ^ * 3 +у3 = 1/{х, У),

Я Х’ У) = ^  ; Н Х' У) - +2^-7
е однорщними функщями нульового вим1ру ( т  — 0).

Диференщальне р1вняння першого порядку

% " * * *
називають однорщним, якщо /{х, у) е однорщною функщею нульового
ВИМ1ру. . . ,

Покажемо, що однорщш р1вняння зводяться до ршнянь з вщок-
ремлюваними змшними.

За означениям

х* + у3 - 2ху2

(1)

/{IX, 1у) = /(X, у).

Взявши I = -, х Ф 0, Д1станемо

Тому р1вняння (1) можна записати ще й так:

1лким чином, в однорщному р1внянн1 (1) права частина фактично зале- 
жить вщ змшно! ^ . Покладемо и(х) = -, тобто у = и{х)х.

Тод у  = и'х + и, 1 однорщне р1вняння (1) матиме вигляд
и'х + и = /{\,и\

ибо
и'х = /{1 ,и )-и . (2)

Диференщальне р1вняння (2) допускае вщокремлення змшних. Справ- 
д1, якщо

/(1, и) - и Ф 0, (3)
то матимемо

Ли Лх

Звщси

I

/(1, и) - и х 

Ли = 1п 1д:| + С./(1, и)-и
Якщо Г{и) -  деяка перв1сна пщштегрально! функцн, то

Г  (^) = 1п |х| + С

* загальним штегралом диференщального р|'вняння (1).
(4)

I. Розв’язати Р1ВНЯННЯ
Приклад

у’ = - + 1.'  X
1\);ш’язання. Застосовуючи гп'дстановку и =  ̂, матимемо

и’х + и = и + 1,



и = 1п \х\ + С,
або остаточно

у = х 1п |х| + Сх.

Ми знайшли загальний штеграл диференщального р1вняння (1) 
при виконанш умови (3).

Нехай умова (3) не виконуеться. Припустимо спочатку, що умова
(3) не виконуеться тотожно:

/(1, и) - и = О,
тобто

/(!> и) = и =

Тод1 диференщальне р1вняння (1) матиме вигляд
Ау = у
Ах х '

Загальним розв’язком отриманого р1вняння е ам я швпрямих у = Сх, 
х ф 0, до яких потр1бно приеднати швпрям1 х = 0, у Ф 0.

Нехай тепер умова (3) порушуеться при окремих значениях и, 
наприклад, при и = щ. Тодь кр1м загального штеграла (4), диферен
щальне р1вняння (1) мае ще розв’язок и = и0 або у = щх, тобто интег
ральною кривою е пряма, що проходить через початок координат.

Приклад
2. Розв’язати р!вняння

Розв’язання. ГИсля пщстановкиу = и(х)х матимемо
хи' = и2 - и.

Звщси
Аи_ = Ах 1П| "Ы |  = |п|Сл|,л | и 

або
и- 1 1= Сх, и =и - ] - Сх

Таким чином, загальний розв’язок мае вигляд

1 - Сх'
Вщокремлюючи змшш, ми припустили, що и2 - и Ф 0. Нехай тепер

и2 - и = 0,

у = 0 або у = х.
Розв’язок у = х можна отримати 13 загального розв’язку при С = 0. Функщя у = 0 
також е розв’язком даного р1вняння.

До однорщного диференщального р1вняння можна звести дифе
ренщальне р1вняння виду

Ау _  г1а\х+Ъ\у + сЛ  
Ах у а2х + Ь2у + с2 ) ’

П якому Яь Ь\, сь а2, Ь2, с2 — дшсш числа, причому

1̂ ф 
02 Ь2 ’

и /  — дов!льна неперервна функщя в заданш область Справд!, введемо
НОВ) ЗМ1НН1 XI 1 Уь

х = х\ + И, у = л  + к, (6)
де к \ к -  невщом) сталь Пщставляючи в диференщальне р!вняння (5) 
шачения (6) та враховуючи, що ^  , дютаемо диференщальне р1в-ах ах\няння

( а\х + Ь!>■ + а,/г + Ъ\к + с, \
а2х + Ъ2у + а2Н + Ь2к + с2,

Стал1 к ) к виберемо так, щоб
а\к + Ъ\к + с\ =0,{а2к + Ъ2к + с2 = 0. ^

Система алгебраТчних р1внянь (7) мае единий розв’язок. Таким 
чином, матимемо

(8)
Ах 1 {а ^ + Ь гУ ])

У р1внянш (8) функщя /  е однородною функщею нульового вим1ру. 
Якщо ж умова

иг ииконуеться, тобто
а = Ь = А’ (9)а-> О!

10, нраховуючи, що а\ = а2Х, Ь\ = Ь2Х, диференщальне р1вняння (5) 
нибуде вигляду

А уА у _  г ( Ха2х + А Ь2у + С]  ̂
Ах \ а2х + Ь2у + с2 )



Застосовуючи пщстановку

д1станемо
_1_ Лг _  Ф  _  г I Аг + с \ \

Лх 2̂ 1 г + сг /
або

1  = Ь2 /( т й г ) +а2-
Останне диференщальне р1вняння допускае вщокремлення змшних. 
Знайшовши його загальний штеграл 1 пщставивши а2х+Ь2у зам1стьг(х), 
дастанемо загальний штеграл диференщального р1вняння (5) за умо- 
ви (9).

Р1ВНЯННЯ
М(х, у) Лх + Ы(х, у) 4у = 0 (10)

буде однорщним, якщо функцп М{х,у) та М(х,у) — однорщш одного й
того самого вим1ру т .

Якщо ж коеф1щенти р1вняння (10) задовольняють умови

М(1Х, 1ку) = ГМ {х ,у ), Щ (х, 1ку ) = 1т ~к+1Щ х,у),

то його називають узагальнено-однорщним р1внянням. 1накше кажучи, 
якщо 1снуе таке число к, що при пщстановщ в р1вняння (10) заметь х, у 
1 Лу вщповщно (х, 1ку 1 1к~1 Лу д1станемо те саме р1вняння, то диферен
щальне р1вняння (10) називають узагальнено-однорщним.

Покажемо, що узагальнено-однорщне диференщальне р1вняння
штегруеться в квадратурах. Для цього покладемо I = ^ , х Ф 0. Тод1 

м (х,у) = хт м [\ , Щх,у) = х"'-*+1л ф ,

Отже, р1вняння (10) матиме вигляд 

х!пм [\ ,

Поклавши у = г*, Лу = к^~х Лт. 1 скоротивши на х™, дстанемо

Л/(1 ,^ )лт + ^ ^ ( 1 ,  ^ ) *  = 0. (П )

^)</х + х'"-*+1л ф , ^ ) ^  = 0.

Р1ВНЯННЯ (11) не змшиться, якщо в ньому х 1 г замшити вщповщно на 1х 
I и. Отже, це р1вняння однорщне.

Таким чином, узагальнено-однорщне р1вняння пщстановкою

у = ^
.(ВОДИТЬСЯ до однорщного.

Приклад
3< Розв’язати ршняння

Лху Лх + (у - х2)Лу = 0. (12)
1\>;т'язання. Зам1стьх, у 1 Лу пщставимо в р1вняння (12) вщповщно 1х, 1ку, 11к~' Лу :

АшкуЛх + (1ку - 12х2)1к~' Лу = О,

ибо
41м ху’Лх + (г2*-'у - 1м х2)Лу = 0.

11ри ньому, щоб р1вняння не змжилося, число к потр1бно взяти таким, яке задовольня-
ЛО б |)1ВН1СТЬ

к + \ =2к - \ = к +
1|||дки

к = 2.
Отже, маемо узагальнено-однорщне р1вняння \к = 2. За допомогою подстановки 

у я  г2 диференщальне р1вняння (12) можна звести до однорщного диференщального 
рНшиння.

1.6. Лш ж ш  диференщальш р1вняння першого порядку
Лшшним диференщальним р1внянням першого порядку нази- 

шиоть диференщальне р1вняння виду

а(х)^ + Ь(х)у = с(х), (1)

До «(х), Ь(х), с(х) — неперервш функцп на деякому пром1Жку (а; Ь), при- 
Чому вважають, щодля будь-якогох е (о; Ь)а(х) Ф 0.

Таке припущення дае змогу записати лшшне р1вняння у вигляд!

~  + Р(х)у = <у(х), (2)

Легко довести, що в будь-якому прямокутнику 

К = {(х, у) : а\ < х < Ъ\, -к  ^ у ^  к),



де а\ > а, Ъ\ < Ь, к -  дов1ЛЬне додатне число, для р1вняння (2) вико
нуються умови теореми Коил про кнування та едишсть розв’язку. 
Справд!, тут права частина /(х, у) = <?(х) - р(х)у е неперервною функ
щею в прямокутнику К. Частинна похщна /у(х, у) = -р{х) еобмеженою 
в прямокутнику/?. Тому виконуеться умова Лшшща.

Отже, через кожну точку (хо, уо) смуги

В  = \{х, у) : а < х < Ъ, -оо < у < +оо)

проходить одна штегральна крива диференщального Р1вняння (2). 
Зокрема, якщо р(х), </(*) -  неперервш функцп в штервал1 (-оо; +оо), 
то через кожну точку площини хОу проходить одна 1 ильки одна 
штегральна крива даного р1вняння. У цьому випадку диференщальне 
р1вняння (2) особливих розв’язюв не мае.

Розглянемо випадок, коли в диференщальному р1внянш (2) права 
частина

д(х) = О

на розглядуваному пром1жку (а; Ъ). Диференщальне р1вняння набувае 
вигляду

^  + р(х)у = 0. (3)

Р 1вняння (3) називають лшшним однорщним диференщальним р1внян- 
ням.

Зрозумьло, що штегральш крив1 однорщного р1вняння (3) не 
можуть перетинати В1сь Ох. Справд1, якщо граф1к розв’язку однорщ
ного диференщального р1вняння (3) перетинае вюь абсцис, то, врахо
вуючи, що функщя уш О  (а < х < Ь ) е  розв’язком р1вняння (3), при- 
ходимо до висновку: через точку перетину проходять дв1 штегральш 
крив1. Тобто, диференщальне р1вняння (3) мае особлив1 розв’язки. А це 
неможливо. Звщси випливае, що коли який-небудь розв’язок лшшного 
однорщного р1вняння перетворюеться в нульхоча б в однш точщ штер
валу (а; Ь), то вш тотожно дор!Внюе нулю на всьому цьому штервалК 
коли ж вш вщмшний вщ нуля хоча б в однш точщ штервалу (а; Ь), то вш 
не перетворюеться в нуль в жоднш точщ цього штервалу.

Лшшне однорщне диференщальне р1вняння (3) допускае вщок
ремлення змшних. Справд1, при у ф  0 дане р1вняння можна записати 
так:

— = -р(х) с1х.

Звщси знаходимо

де С — довьльна стала.
Формула (4) М1стить уа розв’язки диференщального р1вняння (3). 

Справд, вщокремлюючи змшш, ми могли втратити лише трив1альний 
розв’язок у = 0, але 1 вш може бути одержаний за формулою (4) при 
С = 0. Покажемо, що функщя (4) е загальним розв’язком лшшно
го однорщного диференщального р1вняння (3) в облаеп ^. Для цього 
зазначимо, що стввщношення (4) розв’язне вщносно С в облаеп О:

С = уе* р(хих, (5)

де уе$р(х)ах — функщя, визначена в облаеп Б . Кр1м того, за побудовою 
функщя (4) е розв’язком р1вняння (3) в штервал1 (а; 6) для вахзначень 
дов!льно! стало! С. А це означав, що функщя (4) — загальний розв’язок 
р1нняння (3) в облаеп /).

*
Якщо як перв1сну ^  р(х)с1х взяти функщю ^  р(х)с1х, то формула

(4 )набувае вигляду
- / р(х) <1х

у = Се
Зв1дси

у Ш  = С.

Тому розв’язок р1вняння (3), який задовольняе початкову умову

у(*о) = Уо.
можна записати у вигляд!

- X р(х) <1х
У = Уое ,Т)

Таким чином, знову бачимо, що коли початкове значения уо розв’язку
V ■ у(х) ЛШШНОГО однорщного р1ВНЯННЯ (3) ДОр1ВНЮ€ нулю, то у(х) = 0 
(ч < х < Ь). Якщо жуо *  0, то розв’язок у = у(х) не перетворюеться в 
нуль у жоднш точщ штервалу (а; Ь).

Приклад
I. Знайти загальний розв’язок диференщального р1вняння

с! у л
~  + V 51П X = 0.ах ■



Розв'язання. Згщно з формулою (4), загальним розв’язком заданого р1вняння е функ-
ц|я г ,у = Се-1*яЫх = Сестх.

Якщо в диференщальному р1внянш функщя ^{x) ф 0 на розгля- 
дуваному пром1жку (а; Ь), то таке диференщальне р1вняння називають 
лшшним неоднорщним диференщальним р1внянням.

Загальний розв’язок лшшного неоднородного диференщального 
р1вняння знаходять методом вар1ацп довольно! стало! (метод запропо- 
нував Лагранж*). Розглянемо суть цього методу.

Розв’язок диференщального р1вняння (2) шукатимемо у вигля- 
Д1 (4), тобто

у = Се~1р{х)с1х, (6)

припустивши, що С не стала, а деяка неперервна разом 13 своею похщ- 
ною першого порядку функщя вщх:

С = С(х).

Пщставляючи функщю (6) у диференщальне р1вняння (2), матимемо

ЛСе-\р(х)<1х _  С{х)р(х)е- ; + р{х)С(х)е~ I рШ х = д(х),
Ах

звщки
^  = 4{х )е ^ х)ах. ах

Таким чином,
С(х) = ^д{х)е$рШ хЛх + С, (7)

де С  — довйпьна стала. Пщставляючи знайдене значения С{х) у форму
лу (6), дастанемо загальний розв’язок диференщального р1вняння (2)

у = Се~-1р{х)с1х + е~* р(х)с1х |  я(х )е*р(х)ёх Лх. (8)

Анал1зуючи форму запису загального розв’язку, пом1чаемо, що 
перший доданок е загальним розв’язком однорщного р1вняння (3), а 
другий доданок е частинним розв’язком (вш утворюеться з останньо! 
формули при С = 0) неоднорщного р1вняння (2). Тому можна зробити 
такий висновок: загальний розв’язок лшшного неоднорщного диферен
щального р1вняння е сумою загального розв’язку вщповщного однорщ
ного диференщального р1вняння 1 частинного розв’язку неоднорщного 
диференщального р1вняння.

3 формули (8) випливае також, що загальний розв’язок лшшного 
р1вняння мае вигляд

у = А(х)С  + В(х), С е  К , (9)

де А(х) та В{х) — рашше визначеш функцп.

Приклад
2. Розв’язати р)вняння

~ Г Г ?
Розе 'язання. Вщповщне однорщне р1вняння мае вигляд

У + Т ^ У =  (Ю)

/  + -^>• = 0. (11)
ШДОКРОМЛЮЮЧИ ЗМШН1

Лу _ хАх
У 1-х2’

отримуемо
1п|>1= 1 1п |1 -г\ + С,

иОо
у = Ы  1 -ж2. (12)

Дк'Тали загальний розв’язок р1вняння (11). Пщставимо тепер функщю (12) у р1внян- 
ни (10), вважаючи, що С е функщею вщх Матимемо

АС _ ах
Ах (1 — лс2) з

|||дки
ОД = - р = + с .

I ||ш гавивши знайдене значения С(х) у формулу (12), знайдемо загальний розв’язок за- 
/ШИОГО диференщального р1вняння:

у = а + С1/1 -л:2.

Загальний розв’язок лшшного неоднорщного р1вняння (2) можна 
шнОти використовуючи метод Ейлера.

Помноживши обидв1 частини р1вняння (2) на функщю

р(х) = е* р{х)±х, (13)

Митимемо
-  е$риих + р{х)уе$р{х)(1х = Ч(х)е$р{х)(1х,Ах

МПо
_ я(х)е$
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Звщси
уе-Гр(х)4х = ]* ̂ )е-Г Лх + С

1, остаточно,
у = е~ - Г ( С  + |  <?(х)  ̂**>л  <Ц 

Приклад
3. Розв’язати диференщальне р1вняння

^ -1 х у = 2х. (14)

Розв’язання. Помножимо обидв! частини лшшного р1вняння (14) на функщю

ц(х) = = е-*.
Матимемо

е~г  ^  - 2хе~**у = 2хе~г , ах
тобто

(у е = 2хе-х\
Звщси знаходимо

уе-'2 = -е~  ̂+ С.
Отже, загальний розв’язок початкового р1вняння мае вигляд

у = -1 +Сех2.

Розглянемо ще один метод розв’язування лшшного неоднорщного 
р1вняння (2), а саме метод БернуллГ. Згщно з методом Бернулл1 розв’я 
зок Р1ВНЯННЯ (2) ШуКЭЮТЬ у ВИГЛЯД1

у(х) = и(х) ь(х), (15)

де и(х) 1 V(x) — дв1 невщом1 функцп. Надал1 припускатимемо, що функцп
и(х) та у(х) неперервш разом 13 своТми похщними першого порядку в
штервал1 (а\ Ь). Знаходячи

у'(х) = и'(х) и(х) + и(х) и'(х)

I пщставляючи це значения 1 функщю у(х) в р1вняння (2), д1стаемо таку 
р1вшсть:

^  и + и + р(х)у} = <?(х). (16)

*Якоб Бернулл! (1654—1705), Йоганн Бернулл! (1667-1748) — швейцарсью ма
тематики.

Миберемо функщю у(х) так, щоб

Тх + Р{Х)У  = °- 
Осюльки останне р!вняння е лшшним однорщним, то

V = е~$р(хих
(ИНажаемо, що стала С = 0). При такому значенш у(х) р1вняння (16) 
набувае вигляду

^  = д{х)е$ р(х),1х. ах

Зв1дси
и(х) = ^  ц(х)е$ р{х) с!х + С.

I Пдставляючи знайдене значения функщй и{х) та и(х) у формулу (15), 
Метаемо загальний розв’язок р1вняння (2):

у = е~ 5 рМ *  (с  + [  ц(х)е$ р(х) ах с1х).

Приклад
1 1'иш’изати диференщальне р1вняння

йу 1 • т-г + У С05 X = ^ $1П 2х. ах 2
1\пн ‘яяання. Розв’язок р1вняння шукатимемо у вигляда добутку двох функщй

у(х) = и(х) и(х).
1Ъд1

ф  V + и ф  + Ш) СО$ X = А $ т2 х ,ах ах 2
|6(>

<1и
Ах V + + 1/С05*| =  ̂81п2дг. (17)

Ннпрремо функщю ь(х) так, щоб

^  + V С05Л = 0. <1х
ЗйШсн

—  = -сохл:<1х.

(Иже,
1п |и| = — 81П х, V = е~ЯЛХ.

ФункцПо и(дг) знаходимо з р1вняння (17), пщетавивши значения и(х). Таким чином,



е-ипх ё и = \ &[п2х
ах 2

або
Ли = еяах 51п л' со$ х Ах.

Зштегрувавши останнш вираз, дстанемо
и = е5*"*51Шс - е5’" 1 + С.

Осккльки
у(х) = и(х) и(х),

то загальним розв’язком заданого диференщального р1вняння е функщя
у = Се~$,пх + 81П х — 1.

До р1ВНЯНЬ, ЯК1 ЗВОДЯТЬСЯ ДО Л1Н1ЙНОГО диференщального Р1ВНЯН- 
ня, належить так зване р1вняння Бернулл1

У+ р(х)у = д(х)уп. (18)
Квняння (18) розглянув у 1695 р. Якоб Бернулли а через два роки
Йоганн Бернулл1 запропонував метод розв’язання цього р1вняння.

У р1внянн1 (18) р(х) 1 <7(х) неперервш на пром1Жку (а; Ь), а п -  
деяке дшсне число.

При л = 0 або п = 1 р1вняння (18) ел1н1йним р1внянням, загальний 
розв’язок якого був знайдений вище. Тому надал1 припускатимемо, що 
п Ф 0, п Ф 1 1 у ф 0. Помноживши обидв1 частини р1вняння (18) на у-", 
Дстанемо таке диференщальне р1вняння:

у ~ * & + р(х)уХ" 1 = д(х)- (19)
Введемо нову функщю г, поклавши

г = у1"". (20)
Звщси

7х = " - п)У-'Тх-
Помноживши обидв1 частини диференщального р1вняння (19) на (1-л), 
матимемо лшшне диференщальне р1вняння:

^  + (1 - п)р{х)1 = (1 - п)д(х). ах
Визначивши з цього р1вняння функщю г 1 пщставивши П в (20), знайде
мо шукану функщю у:

1
у  =  2Т^.

Приклад

У + 2у = у3.
1Ъ;ш’язання. Задане диференщальне р1вняння ер1внянням Бернулл1 (п = 3). Подшив
ши обидв1 частини цього р1вняння на у-3 1 застосувавши подстановку

г = ^ 2, .
мптимемо диференщальне р1вняння

г' - 4г = -2.
11с> лшшне р1вняння 13 загальним розв’язком

г = Се4' + \ .

Год| загальним розв’язком заданого р1вняння буде функщя

^ 4

Ми знайшли загальний розв’язок р1вняння Бернулл1 (18) припус
тивши, що у Ф 0. Функщя у = 0 також е розв’язком р1вняння (18), у чому 
можна переконатись безпосередньою перев1ркою. Цей розв’язок може 
бути як особливим розв’язком р1вняння Бернулл1 (18), так 1 неособли- 
иим. Наприклад, для р1вняння У  = у4 розв’язок у = 0 (-оо < х < +оо) е 
неособливим, а для р1вняння у' = ф  розв’язок у = 0 (-оо < х < +оо) е 
особливим.

До лшшного диференщального р1вняння шод1 можна звести так 
ишне р1вняння РшкатГ

у' = р(х)у2 + ц(х)у + г(х), (21)
ш1 р(х), <?(х), /-(*) -  неперервш функцп на пром1Жку <а; Ь). Зрозум1ло, 
И кто р(х) = 0 або г(х) = 0, то р1вняння Ршкат! е вщповщно лшшним 
рНшянням або р1внянням Бернулли

Покажемо, що в загальному випадку р1вняння Р1ккат1 може бу- 
гн зведене до лшшного диференщального р1вняння, якщо вщомий його 
ЧйОТИННИЙ розв’язок у = У 1(х).

Справд1, виконавши замшу

у = У 1 + г,

/II* г *  г(х) — нова невщома функщя, д1станемо 

•Джакопо Ржкат! (1676-1754) — 1талшський математик.



у\ + т! = р(х)у\ + 2р(х)у\7, + р(х)г2 + д(х)у1 + д(х)г + г(х). (22)

Осюльки
У\ = р(х)у1 + д(х)у1 + г(х), 

то Р1ВНЯННЯ (22) перетворюеться в р1вняння Бернулл1 

г' - (2р(х)у1 + д(х))г = р(х)г2,

яке, як показано вище, може бути зведене до лшшного диференщаль
ного Р1ВНЯННЯ.

1.7. Р|вняння в повних диференщалах
Будь-яке р1вняння першого порядку, розв’язане вщносно похщно!,

% = / ( х.У)

можна записати у диференщальнш форм1

с!у - Дх, у) с!х = О, 

або, помноживши обидв1 частини на деяку функщю»<2(х, у), в б)льш
СИМетрИЧНОМу ВИГЛЯД1

Р(х, у) Ах + <2(х, у) с!у = 0. (1)

Р!вняння (1) називають диференщальним р1внянням у повних 
диференщалах, якщо його Л1ва частина е повним диференщалом 
деяко! функщ! и = и(х, у), тобто

Аи(х, у) = Р(х, у) Ах + 2(х, у) с/у.

Тод1 загальний штеграл р1вняння в повних диференщалах матиме 
вигляд

и(х, у) = С.
Так, диференщальне р1вняння

уАх + хАу = 0 (2)
можна записати у вигляд1

А(ху) = 0.
Л1ва частина р1вняння (2) е повним диференщалом функщ! 

и(х, у) = ху. Тому диференщальне р1вняння (2) е р1внянням у повних ди- 
ференщалах, 1 його загальний штеграл дор1внюе

ху = С.
Доведемо ознаку, за допомогою яко! з’ясовують, чи е дане дифе- 

ронщальне р1вняння р1внянням у повних диференщалах.
Теорема I . Нехай функци Р(х, у) / <2(х, у) т а  1х частинш  пох1дн1

— , —  неперервна в однозв’язнш облаетI Б  с  К 2. Для того щоб!)\ дх
<1иференц1альне рьвняння (1) було р1внянням у повних диференща
лах, необх'ьдно I достатньо, щоб в область О виконувалася умова

д-1  =  д-Я - (3)
ду дх'

Доведения. Необх'ьдшсть. Нехай вираз

Р{х, у) Ах + @(х, у) с/у

н облаеп О е повним диференщалом деяко! функщ! и(х, у), тобто

Р(х, у) Ах + 0(х, у) с1у = Ах + Ау, (4)

де Ах = дх, Ау = Ау -  довьльш прирости незалежних змшних х та у 
ПК), що точка (х + дх, у + ду) разом з точкою (х, у) належить облаеп 

11оклавши в ргвносп (4) ду = 0, дх Ф 0, дютанемо 
ди(х, у) 

дх
ИК1ЦО ж дх = 0, ду Ф 0, то

= Р(Х, у), (5)

^  = «*>■). (б) ду
Диференщюючи обидв1 частини р1вносп (5) за змшною у, а р1в- 

нК’ть (6) за змшною х, маемо
&и(х,у) дР(х, у) д2и(х, у) _  д(Э(х, у)

дхду ду ’ дудх дх (7)

Осюльки за умовою теореми ^  1 ^  — неперервш функщ! в 

иблпсТ! Д  то й функщ! 1 ~  також неперервш. Отже, за теоре-дхду дудх 
МОЮ про Р1ВН1СТЬ М1ШЭНИХ ПОХЩНИХ

д2и(х, у) _  д2и(х, у) 
дхду дудх

Таким чином, в облаеп И  прав1 частини р1вностей (7) тотожно р!в-
м1:



дР(х, у) я  д & х , у ) 
ду дх

Д о статш сть. Нехай в облаеп ^  виконуеться умова (3). Тод| 
криволшшний штеграл

у) Ах + <2(х, у) Лу (8)

АВ
не залежить вщ форми шляху штегрування 1 визначаеться лише 
заданиям початково! точки А та юнцево! точки В  криво!, вздовж яко! 
здшснюеться штегрування. Тому в подальшому криволшшний штеграл 
позначатимемо так:

в
|  Р(х, у) Ах + <2(х, у) Лу. (9)
л

Нехай початкова точка А е ф1ксованою з координатами (хо,уо), а 
кшцева точка В  шляху штегрування е змшною точкою з координатами 
(х, у).

Тод1 криволшшний штеграл (9) в област1 О е функщею вщ х 1 у. 
Запишемо цю функщю у вигляд1

(Х.у)
и(х, У)= \  Р(х, у) Лх + <20, У) Лу. (10)

(ло.уо)
Доведемо, що в област1 И функщя и(х, у) мае частинш похщш, яю 

дор!внюють вщповщно

дх ду (11)

Для цього В!зьмемо в облаеп Э  дв1 
точки: (х, у) 1 (х + дх, у) та побудуемо 
частинний прир1ст функщ! и(х,у) за 
ЗМШНОЮ х у точщ (х, >>):

Ахи(х, у) = и(х + Дх, у) - и(х, у) =
(х+дд;,у) (х,у)

= ^  РАх+ ()Лу-  ^  РАх+()Ау.
Сяо.Уо) (-Го.уо)

Осюльки штеграли в правш 
частиш останньо! р1вноеп не залежать вщ шляху штегрування, то шлях 
вщ точки Л(хо,уо) До точки С(х + ах, у) можна провести через точку

Н(х,у), сполучивши точки В  1 С вццмзком прямо! ВС  (рис. 10). Тод1 
матимемо

(х+ДЛГ.у) (Х,у) (Х+А.Х.У)

|  РАх + (2Ау = |  РЛх + <2Ау+ |  РАх + аАу.
(хо.уо) (*0,Уо)

Отже,

Ахи(х, у) = Г Р  Ах + <2 Ау.
(х,у)

Осюльки вздовж вщр!зка ВС у = сопз1, то Ау = 0. Тому
(.Х+АХ,у)

Ахи(х, у) = Г Р  Ах. (12)
и  у)

Зв1вши криволшшний штеграл (12) до визначеного штеграла I 
скориставшись теоремою про середне, знаходимо

Ахи(х, у) = Р(х + в Ах, у)Ах, 0 < в < 1.

Зшдси
АМХ’ = Р(Х + в АХ, у).

АХ
Враховуючи, що функщя Р(х, у) е неперервною в будь-якш точщ облас- 
т1 Д  1 переходячи в попереднш р1вноеп до гранищ при дх -» 0, дютаемо

дл:->0 АХ
Отже, функщя и(х, у) в точщ (х, у) мае частинну похщну

^ = Р ( х , у ) .  (13)
ах

Аналопчно можна довести, що функщя и(х,у) в будь-якш точщ облаеп 
I) мае частинну похщну за змшною у 1

ди(х, у)
ду

= б(х,у). (14)

Осюльки в облаеп О функщ! Р{х,у) 1 <2(х,у) неперервш, то 13 ств- 
Ыдношень (13), (14) випливае, що й частинш похщш ^ ^  в щй облаеп
неперервш. Отже, функщя м(х, у), яка задана формулою (10), в облаеп
I)  е диференщйовною 1П повний диференщал

Аи(х, у) - Р(х, у) Ах + С?(х, у) Ау. (15)



Теорему доведено.
Таким чином, при виконанш умови (3) загальний штеграл р1внян- 

ня (1) може бути записаним у вигляд!
(Х.У)

|  Р(х, у) Ах + 0(х, у) Ау = С,
(хо.уо)

де штегрування здшснюеться по будь-якш кусково-гладкш кривш, яка 
щлком лежить у й  \ з’еднуе точки (х0> уо) е й  \ {х, у) е О.

Покажемо, якщо область О мае вигляд

Р> = К*;у) : а < х < Ъ, с < у < А), (16)

то функщя и(х, у) може бути знайдена 1 без використання криволшшно- 
го штеграла (10) [4].

Справд1, оск1Льки криволшшний штеграл (8) за умовою (3) не
залежить вщ форми шляху штегрування, то нехай крива АВ е лама- 
ною АМ В , що складаеться з двох ланок АМ  I МВ, причому АМ  II Оу, 
а М В  II Ох, тобто точка М  матиме координати хо 1 у. Тод1

и(х, у) = ^  РАх + <2Ау = ^  Р  Ах + ()Ау + Г Р  Ах + б  Ау.

АВ АМ мв

Враховуючи, що

^  Р(х, у) Ах = 0, |  (2(х, у) Ау = О,

АМ МВ

У X
|  (2(х, у) Ау = | <2(х0, .у) Ау, ^  Р(х, у) Ах = ^  Р(х, у) Ах,

уо -  хо
АМ МВ

ТО

Ч(х, у) = | Р(х, у) Ах + | О(х0, у) Ау.
Х о  Уо

Тому загальний штеграл р1вняння (1) може бути записаний у виг-
ляд!

X у
§  Р(х, у) Ах + ^  <2(х0, у)Ау = С. (17)

Х о  Уо

У

б
У

Уо

с

О

М(х0,у) В(х,у)
Г"

- т—
| А(х0,у0) 

----- 1— -----------
М*,Уо)

Ь х

Рис. 11

Якщо ж за криву АВ взяти 
ламану АNВ (рис. И ), що скла
даеться з двох ланок АN 1 МВ, 
причому АМ II Ох, МВ II Оу, то за
гальний штеграл р1вняння (1) ма- 
тиме вигляд
X У
| Р(х, уо) Ах + ^  <2(х, у) Ау = С. (18)
«о Уо

Загальний штеграл р1вняння 
и повних диференщалах у випадку, коли область О мае вигляд (16), 
можна знайти не використовуючи формул (17) 1 (18). Справди врахо- 
иуючи, що

дЛ = Р (х,у) \ ~  = <2{х,у), (19)
дх оу

л першого Р1ВНЯННЯ знаходимо

и(х, у) = ^  Р(х, у) Ах + <р(у),

ибо

(20)

до

и(х, у) = Ф(х, у) + <р(у), 

Ф(х, у) = | Р(х, у) Ах -

дойка перв1сна функщ! Р(х,у), в якш змшна у ф1гуруе як параметр. 
Функщю (р(у) шдберемо так, щоб задовольнити друге з р1внянь (19),
тобто

д_ 
ду

ибо

1шдси знаходимо

3- Р(х, у) Ах + <̂ (у)) = <2(Х, у), 

т х 'у) +ч>'(у) = <2(х,у).дх

Ч>Ъ) = <2(х, у) -
дФ(х,у)

ду
(21)

11рава частина р1вност1 (21) не залежить вщх. Справд!, покажемо, що

а



Осюльки
<ЗФ(*. >’) = Р(х, у),дх 

то
а2Ф(х, у) _  дР(х, у) 

йхйу <9у

Враховуючи неперервшсть функцИ в обласи Д  за теоремою про 
р!ВН1сть М1шаних похщних матимемо

Тому

д2Ф(х, у) _  д2Ф(х, у) 
дудх дхду

д лЛ аф(А'>')'1 _  д()(х,у) д2Ф(х,у)
й* \ ду ) дх дудх

_  д<2(х, у) _  б>2Ф(х, у) _  Д«2(дг,у) _  ДР(х, у) _
Зх йхЗу дх ду

Таким чином, за умови (3) з р1вноеп (21) завжди можна знайти 
функщю <р(у). Пщставляючи знайдене значения (р(у) у формулу (20), 
д1станемо и(х,у), а тому 1 загальний штеграл диференщального р1внян- 
ня в повних диференщалах (1).

Приклад
1. Знайти загальний штеграл диференщального р1вняння

(х2 -4ху-2у2)Ах + (у2 -4ху-2х2)Ау = 0. (22)
Розв’язання. Осюльки

Р(х, у) = х2 - 4ху - 2у2,
<2(х,у) = у2 -4ху- Ъс2,

то
Щ  = -4х-4у, Ш  = -4у-4х.

Отже,
дР _ д0_
ду дх '

Тому р1вняння (22) е р1внянням у повних диференщалах. Визначимо функщю 
и(х, у) за формулою

и(х, у) = | Р(х, у) Ах + <р(у) = ^(х2 - 4ху - 2уг)Ах + <р(у) = у  - 2гу - 2у2х + <р(у). 

Враховуючи, що
ди(х, у) , л >, ч~ ду = -2г - 4ху + у (у)

для визначення функцп <̂ (у) матимемо диференщальне р1вняння 

-Тх2 -4ху + чз'{у) = у2 - 4ху - 2л2,

•бо
<р'(у) = У2’

1В|ДКИ

ч>(у) = у  + с>-
Таким чином, шукана функшя и(х, у) мае вигляд

и(х, у) = у  - 2д̂ у - 2у2дг + у  + Сь

й тому
^ - 2 **з»-2 у*х + ^ в С

г загальним штегралом диференщального р1вняння (22).

1нод1 диференщальне р1вняння першого порядку, яке не е р1в- 
нянням у повних диференщалах (не виконуеться умова (3)), можна за 
допомогою множення на деяку функщю р = р(х, у) звести до р1вняння в 
повних диференщалах.

Так, р1вняння
у Ах -  х Ау =  0 (23)

Не е р1внянням у повних диференщалах. Тут
дР _  1 У2 _  _ 1 _
ду ’ дх

Отже,
д Р.д О _
ду дх

Якщо Ж 0бИДВ1 частини Р1ВНЯННЯ (23) ПОМНОЖИТИ на фуНКЩЮ 
и = \ , то д1станемо диференщальне р1вняння

г
- Ах - 4  Ау = О
>’ Г

у повних диференщалах. Справда,
дР _  до _
ду у2 ’ дх у2 ’

53



Функщю р - ц(х, у), теля множення на яку обох частин диферен
щального р1вняння останне зводиться до диференщального р1вняння в 
повних диференщалах, називають штегрувальним множником.

Отже, для диференщального р1вняння (23) функщя ц = \  е штег- 
рувальним множником.

Покажемо, що для будь-якого диференщального р1вняння (1) з 
неперервними коеф1щентами 1снуе штегрувальний множник.

Для цього припустимо, що сшввщношення
и{х, у) - С (24)

е загальним штегралом диференщального р1вняння (1) 1 функщя и{х,у) 
мае неперервш частинш похщш до другого порядку включно. Тод1 вва- 
жаючи, що

у = у(х, С)
е загальним розв’язком диференщального р1вняння (1), знайдемо повш 
диференщали обох частин тотожност! (24):

дх

Осюльки

то

Звщси

—  Ах + М х у )
ду

Лу РОС. У)
Ах <2{х,у)’

ди{х, у)
Р(х, у) дх
<2(х, у ) ди(х,у) • 

ду

ди(х, у) ди(х, у)
дх ду

Р{х,у) (Их. у) ’
Якщо сшльну частину останшх сшввщношень позначити через ц{х,у), 
то, остаточно, матимемо

= ц(х, у) Р(х, у ), = ц(х, .у) 0(х, у ).

Покажемо, що знайдена таким чином функщя ц{х, у) 1 е штегрувальним 
множником р1вняння (1). Справд1, помноживши обидв! частини почат- 
кового р1вняння (1) на ц{х,у), дютанемо

ц(Р Ах + О Ау) = ^  Ах + у  Ау = Аи(х, у).

дР , д0_ 
ду дх

Припустимо, що ц(х,у) — штегрувальний множник р1вняння (1). Тод!
ДЛИ Р1ВНЯННЯ

ц{х, у) Р(х, у) Ах + ц{х, у) <2(х, у) Ау = О

никонуватиметься умова 
дду (М(х, у) Р(х, у)) = ух (ц(х, У) <2(*. У))-

Таким чином, функщя ц{х, у) е розв’язком р1вняння з частинними похщ- 
мими ч

(25)И
(дР _ д О \ _  ддЦ _  р Ф

дх) дх ду

Отже, кожен розв’язок р1вняння (25) буде штегрувальним множником 
р1вняння (1).

Взагал1 кажучи, розв’язати р1вняння з частинними похщними (25) 
шачно складшше, шж звичайне диференщальне р1вняння (1). Проте 
!нод| штегрувальний множник вдаеться знайти.

Припустимо, що р!вняння (1) мае штегрувальний множник, який
шлежить ткльки вщх, тобто ц = ц(х). Тод1, враховуючи, що ^  = О,

зк = — , з Р1ВНЯННЯ (25) матимемо 
Ох ах

1В1ДКИ
^  _ шВу т  
~~0.

Ах, ()(х, у) ф 0. (26)

Якщо функщя в правш частиш р1вняння (26) залежить Т1льки вщ 
дг, тобто

дР _ Ш
ду Ж  = ср(х), (27)

е
то

М(х) = е № )ах (28)
(вважаемо, що стала штегрування дор1внюе 1). Таким чином, умо- 
н.| (27) е необхщною умовою того, щоб р1вняння (1) мало штегруваль- 
НИЙ множник, який залежить тшьки вщх



Покажемо, що умова (27) е I достатньою. Справд1, в цьому випад
ку диференщальне р1вняння (26) можна записати у вигляд1

^ = р (х )ф ).
Поставивши сюди значения р(х), Д!Станемо

Отримана тотожшсть доводить, що функщя (28) е розв’язком р1в- 
няння (26).

Приклад
2. Перев1рити, чи е диференщальне р!вняння

Ау

Р1ВНЯННЯМ у повних диференщалах. Якщо ж, то знайти штегрувальний множник. 
Розв’язання. Осюльки

р(д,у) = ! ± ^ ,  о ь У) = -Ц.,

то

Отже,

Знайдемо функщю

дР _ 10у дО _ 2у
ду х2 ’ дх ~ х2 '

дР(х,у) дО(х,у) 
ду * дх '

Тому штегрувальний множник мае вигляд
ц(х) = е* «х)Лх = <Г4 / т = е-4'"М = е,п 7 _ 1

х4
Нехай тепер р1вняння (1) мае штегрувальний множник, який 

залежить ильки вщу, тобто р = р(у). Тод1 аналопчно можна показа- 
ти, що умова

ду дх .
_Р = <Р(У)

е необхщною та достатньою умовою того, що дане р1вняння мае штег
рувальний множник, який залежить ильки вщу. Знайти його можна за 
формулою

р(у) — .

Розглянемо бкпьш загальний випадок. А саме, нехай штегруваль
ний множник р = р(со) е функщею вщ деяко! вщомо! функщ! со = а>(х, у). 
Год], враховуючи, що

дц _  Ац ды дц _ Ац да> 
дх Аа> дх ’ ду Асо ду ’

р1вняння (25) матиме вигляд
(дР _  ( п да> _  р даЛ Ац

^ V ду дх) \~ дх ду) Асо’

|,Й0 яр дО
* Е = дх-Асо. (29)
я

3 останнього р1вняння можна знайти функщю р{о), якщо
дР _ Ш

= у(со). (30)ах

)х оу

При цьому
р (и ) = е$ (31)

Можна довести, що умова (30) е необхщною 1 достатньою умовою 1сну- 
нинпя для даного диференщального р1вняння штегрувального множни- 
ки, який залежить вщ вщомо! функщ! ю = со(х, у).

Приклад
.4. З’ясувати, чи мае р1вняння

ху2Ах + (х2у-х)Ау = 0 
Ытегрувальний множник ц = ц{со), со = ху.
Розв’язання. Якщо ш = ху, то ^  = >’. ^ = х '1 Умова <30) матиме вигляд

д Р-Шоу ах . .=Оу - Рх 
нЛо

дР _ Ш
Зу__ Ж  - 2ху-2ху + 1 = _ Х  = - 1  = ф(со).
О у  -  Рх х 2) ?  - ху- лгу2 •*>’ ы 

Таким чином, штегрувальний множник ц = ц{со\ со = ху для даного ршняння 
1внуе. Знайдемо його за формулою (31)

Г Аи>ц(со) = е 1 " ,



ц(м>) = 1 ,^  СО
або, остаточно,

н Ш  = ±-

1.8. Диференщальш р1вняння першого порядку, 
не розв’язаш вщносно похщно?.

Основш поняття й означення
У попередшх параграфах були розглянуп диференщальш р1внян- 

ня першого порядку, яю розв’язаш вщносно похщно!, тобто р1вняння 
виду

у' =Дх, У). (1)
Таю р1вняння е окремим випадком б1льш загального диференщального
р1ВНЯННЯ

Е(х ,у,у ') = 0, (2)
де через Р(х, у, у ') позначено функщю трьох змшних х, у, у' = ^ .

ах
Диференщальне р1вняння (2) називають диференщальним р!в- 

нянням першого порядку, не розв’язаним вщносно похщно!.
Розв’язком диференщального р1вняння (2) на деякому пром1Жку 

(а; Ь), як 1 у випадку р1вняння (1), називають будь-яку функщю у = _у(х), 
яка на цьому пром1жку мае неперервну похщну 1 перетворюе р1внян- 
ня (2) в тотожшсть

Г(х, у(х), у'(х)) = 0, х е (а; Ь).
При цьому кажуть, що функщя у(х) задовольняе р1вняння (2).
Процес знаходження розв’язюв р1вняння (2), як 1 р1вняння, роз- 

в’язаного вщносно похщно!, називають штегруванням цього р1вняння.
Якщо диференщальш р1вняння, розв’язаш вщносно похщно!, 

штегрувались у явному вигляд! лише в найпростших випадках, 
то диференщальш р1вняння, не розв’язаш вщносно похщно!, штег- 
руються ще рщше. Тому розв’язки таких р1внянь часто записують у 
неявному вигляд1 або нав1ть у параметричнш формь При цьому пщ 
розв’язком Р1ВНЯННЯ (2) у неявному ВИГЛЯД1, як I ДЛЯ Р1ВНЯННЯ (1), 
розум1ють розв’язок у(х), заданий сшввщношенням

що визначаеу як неявну функщю вщх.

Так, наприклад, диференщальне р1вняння

у5 у1 + х5 = 0 (4)

мае розв’язок, визначений в штервал1 (-1 ;!) 1 задании у неявному

"ИГЛЯД1 у6 + х 6 -  1 = 0. (5)

Справд!, в1зьмемо точку М0(0, 1). У ЩЙ точщ

Ф(х, у) = /  + х6 - 1 = 0,

ход! як ФУО, 1) *  о. Кр « того, *ЬУ>  та П частини похщш
у) — неперервш функцп в будь-якому окол1 точки Мо( , )• У 

|снуе оюл точки х0 = 0, в якому р1вняння (5) визначае функщю у = у(х), 
що мае неперервну похщну, причому у(0)= 1. У даному випадку цеи ок.л 
точки Хо = о можна знайти, розв’язавши ршняння (5) вщносно у .

у  = 4 7 ^ .  (6>

Звщси випливае, що функщя (6) в штервал! (-1;1) мае неперервну

" ° Х'ЛНБезпосередньою постановкою переконуемося, що (6) е розв’яз
ком диференщального р1вняння (4).

Функщю, задану параметрично,

х = х(0, у = У(0, * е (а ; Р), (7)
називають розв’язком диференщального р!вняння (2) на промжку 
(«; р), якщо для вс1Х I е (а; Р) виконуеться тотожшсть

ф > . х « . ^ )  = ° .  (8)

," ,ичому у м * а . « < * л .

Гак, диференщальне р1вняння

ул] 1 +у'2 - 1 = °

мае розв’язок виду
х = сок I, у = з т  I, I Ф кп, к е 2

у кожному з штервал1в (2кл\ (2к + 1)тг).
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Таким чином, як 1 для диференщального р1вняння (1), для дифе
ренщального р1вняння (2) розв’язок можна записати в одному з трьох 
вид1в:

у = у(х); Ф(х, у) = 0; * = х(1), у = у{1).
Кожному 3 цих випадюв, як вщомо, вщповщае крива на площиш хОу. 
Цю криву називають штегральною кривою диференщального р1внян- 
ня (2).

Припустимо тепер, що р1вняння (2) в кожнш точщ (х, у) дея- 
ко! облаеп И  площини хОу визначае одне або юлька значень у'. Тод| 
за допомогою диференщального р1вняння (2) точщ (х,у) е О можна 
поставити у вщповщшсть певний напрямок (кут), що визначаеться вщ- 
повщним значениям у'. Тобто р1вняння (2) в облаеп й  задае деяке поле 
напрямюв.

Отже, з геометрично! точки зору штегрування р1вняння (2), як 1 
Р1ВНЯННЯ (1), зводиться до знаходження серед уах можливих кривих 
на площиш хОу тако! криво!, дотична до яко! в кожнш П точщ мала б 
напрямок поля, заданий диференщальним р1внянням (2) у щй точщ.

Приклада
Розв’язати диференщальш р1вняння.
1.

У2 - 1 = о. (9)
Розе язйння. Осюльки з р1вняння (9) випливае, що у  = ±1, то через кожну точку
площини хОу проходять ДВ1 жтегральж крив! заданого р1вняння, дотичж до яких утво-
рюють 3 додатним напрямком оа Ох вщповщно кути ^ I 1нтегральними кривими в
даному випадку е дв1 ортогональш (перпендикулярно ам’! прямиху = х+Стау = -х+С, 
де С  — довшьна стала (рис. 12).
2.

у'2 + (х + у)у' + ху = 0. (10)
Розе язання. Розв язуючи р1вняння (10) вщносноу', матимемо два диференщальш р1в- 
няння, ров’язаш вщносно похщно!:

[нтегруючи р1вняння (11), щстаемо
у = -х, у' = -у.

у — —2" + С, у — Се

(П)

(12)
де С - дов1льна стала.

Отже, через кожну точку М(х,у) площини хОу проходять ДВ1 штеграл ьш крив: 
з ам’? (12). При цьому в кожнш точщ штегрально? криво! з ам’?у = + С кутовий
коеф1щент дотично? МТ дор1Внюе абсциа ще! точки, взято! з протилежним знаком, а 
в кожнш точщ штегрально! криво! з ам’? у = Се~х кутовий коефщгент дотично? МТ' 
дор1внюе ординат! точки, взято?з протилежним знаком (рис. 13).

Розглянемо тепер задачу Койл для диференщального р1внян- 
НН (2): знайти розв’язок у = у(х) диференщального р1вняння (2) такий,

,Ц<> у(^о)=>'0- ( 13)
3 геометрично! точки зору розв’язати задачу Кош1 (2), (13)

о шачае: серед штегральних кривих р1вняння (2) знайти ту криву, яка
Проходить через точку (хо, уо).

Припустимо, що Р1ВНЯННЯ (2) може бути розв’язаним вщносно 
Пох1дноТ. Тод1 в деякому окол1 точки (хо, уо) матимемо для у' в загаль- 
ному випадку юлька дшсних значень:

у' = Л(х, у), к - 1, 2, ..., т . (14)

При цьому, якщо кожна з функщй /*(х,у) задовольняе умови 
Н'Ореми 1снування та единост1 розв’язку, то через точку (хо, уо) буде 
нроходити тп штегральних кривих р1вняння (2). Якщо кожна штег- 
рпльна крива мае нахил дотично!, який не збшаеться з нахилом дотич- 
нмх 1нших штегральних кривих, то кажуть, що задача Койл мае единий 
роэв’язок.

Розглянемо тепер таю поняття, як загальний, частинний та
• н'пбливий розв’язки диференщального р1вняння (2).

Для ЦЬОГО припустимо, ЩО Р1ВНЯННЯ (2) В ОКОЛ1 ТОЧКИ (хо, Уо) 
може бути розв’язане вщносно похщно!, тобто розпадаеться на сукуп- 
и1сть Р1ВНЯНЬ (14). I нехай кожне з цих р1внянь мае загальний розв’язок

у = (Рк(х, С), к = 1, 2.....т , (15)

Й0о шгальний штеграл
Фк(х, у) = С, к = 1, 2,..., т, 
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де С — дов1льна стала.
Тод1 сукупшсть загальних розв’язюв (15) або сукупшсть загальних 

штеграл1в (16) називають загальним штегралом р1вняння (2)(це озна
чения загального штеграла можна використовувати 1 в тому випадку, 
коли р1вняння (2) вщносно у' мае несюнченну юльюсть розв’язюв).

Приклад
3. Знайти загальний штеграл диференщального р1вняння

У'3 -х2/  = 0. (17)
Розв язання. Розв’язуючи р1вняння (17) вщносно у' , дютаемо три диференщальш р1в- 
няння

у' = о, >■' = X, у' = -X, (18)
яю вщповщно мають загальш розв’язки

>’ = С, >’ = у  + С, у = - §  + С. (19)

Сукупшсть загальних розв’язюв (19) I е за
гальним штегралом диференщального р!в- 
няння (17). Причому розв’язок задач! Коил у 
кожнш точщ площини хОу, що не наложить 
оа Оу, — единий. Справд!, через кожну точ
ку (х0, >’о), хо *  0, проходять три штегральш 
крив!:

>’ = >о. У =х2- Хо + >'о.

У - *о‘ -х2 + >’о.
ДОТИЧШ до яких у щй точщ утворюють 3 
додатним напрямком оа Ох вщповщно ку
ти 0, агс1§х0 та - агс1§х0.

Щодо точок, яю лежать на оа Оу, то хоч через кожну таку точку проходять три 
штегральш крив113 ам’Т (19), в цих точках задача Коил мае не единий розв’язок (у точ
ках оа Оу напрямок пол (в зб1гаеться).

Розв’язоку = у(х) диференщального р1вняння (2), в кожнш точщ 
графжа якого виконуеться умова единоеп розв’язку задач! Коил, нази
вають частинним розв’язком цього р1вняння.

Так, у наведеному вище приклад!, функщ! (19) при х Ф 0 1 деякому 
конкретному значенш С е частинними розв’язками р1вняння (17).

Особливим розв’язком диференщального р1вняння (2) назива
ють розв’язок, у кожнш точщ графша якого порушуеться властивкть 
единоеп, тобто через кожну точку якого проходить не менше двох штег- 
ральних кривих, що мають однаковий напрямок дотично!.

Зазначимо, що осюльки для р1вняння (17) вкь Оу (х=0) не е штег- 
||цльною кривою, а для решти точок площини задача Коил мае единий 
роэв’язок, то р|вняння (17) не мае особливих розв’язюв.

Теорема I . Нехай у р1внянт (2) функщя Р(х, у, / )  мае т а й  
нластивостг. , ,
и) Ь\х,у,у') у деякому замкненому окол1 точки  (хо,уо»уо), де уо — 
один з дшсних корешв рьвняння

Пхо, Уо, у') = 0, (2°)
неперервна разом 1з своши частинними похьдними першого по
рядку,
б ) «{истинна пох1дна Ру{хо, уо, уо) Ф 0.

Тод1 в 1нтервал1 (хо - /?; хо + 1г), де И — достатньо мале число,
кнуе единий розв’язок у = у(х) р'шняння (2), що задовольняе умову
у(л0) = уо I для якого

у 'Ш  = Уо-

Доведения. Функщя Р(х,у,у') задовольняе умови теореми про 
к’нування неявно! функщ! двох змшних. Тому р1вняння (2) у деякому 
шмкненому окол1 И  точки (хо, уо, уо) визначае у' як однозначну функщю

у' = /(*> У). (21)
причому функщя /(х, у) — неперервна разом 13 сво!ми частинними 
похщними першого порядку 1 така, що

/(хо, Уо) = Уо-
Отже, /(х, у) — неперервна функщя в И  1 в щй замкненш облаеп 

шдовольняе умову Лшилца. Тода права частина р1вняння (21) задоволь- 
ияе умови теореми Коил про кнування та едишеть розв язку. Тому в 
|нтервал1 (х0 - /г; х0 + /г) кнуе единий розв’язоку = у(х) р1вняння (21), а 
отже, 1 р1вняння (2) такий, що

у(*о) = уо-
Покажемо тепер, щоу'(хо) = уо- Справди осюльки у(х) — розв я- 

зок Р1ВНЯННЯ (21) 1 у(х0) = Уо, ТО в штервал1 (х0 - 1 г ;х 0 + И) матимемо 
ТОТОЖШСТЬ

у'(х) = /(х, у(х)).

Якщо в нш покласти х = хо, то одержимо

у'(*о) = /С*о, у(*о)) = /(хо, Уо) = Уо,



Теорему доведено.

1.9. Найпроспил т и п и  диференщальних р1внянь, 
не розв’язаних вщносно похщноТ.

Р)вняння Лагранжа I Клеро
У даному параграф! розглянемо деяю типи диференщальних р1В- 

нянь, не розв’язаних в!дносно похщно!, для яких можна вказати способи 
знаходження розв’язюв.
1. До таких р1внянь перш за все належать р1вняння виду

ао(х, у)(у')" + а\{х, у)(у')”_1 + •• • + Он-Лх, у )/  + ап(х, у) = 0, ( I )
де а,(х,у), / = 0 , 1 , п, — функщ!, неперервш в деяюй облаеп О пло
щини хОу. Р 1вняння виду (1) називають р1внянням першого порядку 
степеня п.

Припустимо, що в област1 И функщя ао(*, у) ± 0- Тощ, згщно з 
основною теоремою алгебри, р1вняння (1) визначае п значень для у'. 
Вщкидаючи уявш значения, матимемо т , т  ^ п, диференщальних р1в- 
нянь першого порядку, розв’язаних вщносно похщно!

у' = Л(х, у), к =1,2,..., т . (2)
Кожне з р1внянь (2) задае в деяюй облаеп площини хОу свое 
поле напрямюв. Отже, якщо функцп

М * ’У)> к= \,2 , ...,т ,
в облаеп задовольняють умови теореми Кош!, то через кожну точку 
облаеп 0\ проходить т  штегральних кривих диференщального р1внян- 
ня (1).

Щоб знайти щ крив1, потр1бно зштегрувати кожне з р1внянь (2), 
Сукупшсть здобутих таким чином загальних розв’язюв

Ук = 4>к{х, С)
або загальних штеграл1В

Ф*(х,у) = С,
де С -  довольна стала, 1 е загальним штегралом р1вняння (1).

Так, розглянуте р1вняння (17) в попередньому параграф! е р1внян- 
ням типу (1), загальний штеграл якого мае вигляд (19).

Приклад
I. Знайти загальний штеграл диференщального р|'вняння

ху'2 - 2уу'- х = 0. (3)
Ноа'яэання. Припускаючи, щох Ф 0, з (З)дастанемо

у - 1, * # " -
И йииння (4) е однорщними диференщальними р1вняннями першого порядку. Тому 
мгмльний штеграл р1вняння (3) мае вигляд

У= 2 е*2 ~ 2 С ’ у = Сх2 ~ 2? '
< ■ дов!Льна стала.

2 ,11рипустимо, що функщя Г(х , у, у') у р1ВНЯНН1
Г(х, у, у ')  = 0 (5)

шж'жить Т1льки вщу', тобто задане диференщальне р1вняння матиме 
миглид

Р (у ') = 0. (6)
Исхай р1вняння (6) мае деяке (сюнченне або несюнченне) число 

Д|йоиих корешв
у ' = *,-, /= 1,2,..., (7)

М1- кI - сопз1, яю не заповнюють сущльно деякий штервал. Тод1 з (7) 
ншходимо

у  = к;Х + С,
ибо

к = у- ^ .1 х
1пким чином, диференщальне р1вняння (6) мае загальний штеграл виду

<8>

Приклад
И 1мнйги загальний штеграл диференщального р1вняння

у 4 _ 2у'2 + 1=0.
ННч’ч шння. Розв’язуючи задане р1вняння вщносно/, знаходимо

'

Зазначимо, що якщо кореш (7) заповнюють сущльно деякий

\2
+  1 =  0.



Приклад
3. Розв’язати диференщальне р в̂няння

У + 1/1 = 0.

Розв’язання. Дане р1вняння мае кореж /  = к, де -оо < к ^ 0, яю сущльно заповнюють 
жтервал (-оо; 0]. Тод|, кр1м жтегральних кривих

у = кх + С, -оо < к ^ 0, (9)

розв’язком даного р1вняння буде також функщя

у = -х", 0 ^ х < +оо,

яка при п > 1 не належить до ам’1 жтегральних кривих (9).

3. Розглянемо диференщальне р1вняння

Р(х,у') = 0, (10)

яке явно не М1стить у. Якщо дане р1вняння можна розв’язати вщносно 
/ ,  то матимемо диференщальш р1вняння

у' = /к(х),к=  1,2,..., (11)

де /к(х) за припущенням — дцйсн1 неперервш функцп на деякому 
пром1Жку. 1нтегруючи р1вняння (11), знаходимо вщповщно Тх загальш 
розв’язки:

У = ^ /к(х)с1х + С, к = 1,2,... (12)

Сукупшсть отриманих таким чином загальних розв’язюв 1 е за
гальним штегралом диференшального р1вняння (10).

Припустимо тепер, що р!вняння (10) можна розв’язати вщнос
но х:

х = </>(/), (13)

де <р(у') — диференщйовна функшя в деякш облаеп змши у '. Тод! для 
штегрування р1вняння (13) застосуемо наступний споаб. Позначимо 
У  = р. 3 р1вняння (13) маемо

Запишемо шукану функщю у через р.

Для цього скористаемося тотожшстю
с!у = у' с1х. (15)

Звщси на пщстав1 (14) д!стаемо

Ау = р<р'(р)Ар.
Тому

У = §  РЧ>\р)Лр + С. (16)

Таким чином, загальний розв’язок диференщального р1внян- 
нн (10) в параметричнш форм1 мае вигляд

X = <р(р), у = ^  р<р'(р) Ар + С. (17)

Якщо 13 системи р1внянь (17) удаеться виключити параметр р, то мати
мемо загальний розв’язоку = (̂х, С) або загальний штеграл

Ф(х, у, С) = 0
|)|вняння (10).

Зазначимо, що не завжди дощльно як параметр вибирати у', шод| 
фучшше покласти р = а>(у').

Припустимо тепер, що р1вняння (10) можна записати в парамет- 
(ЖЧН1Й форМ1

X = у' = Ф(1), I е (а; /3), (18)
ТЯК, що для ВС1Х I е  (а; /3) виконуеться тотожшсть

п т т )  = о. (19)
Год! з р1вностей (18) дктаемо

Ау = у' Ах = ф(1) (р'{1) А(.
1ому загальний розв’язок р1вняння (18) у параметричнш форм1 матиме 
ВИГЛЯД

х = <р(1), у = |  (1/(1) (р'({) А( + С. (20)

Приклады
Ро.чв’язати диференщальж р1вняння.
4.

/  51П /  -  х  = 0.

1Ъзн ’язання. Задане р1вняння можна розв’язати вщносно х:



+ с.

X = у 81П у .
Тод1, поклавшн/ = р\ скориставшись формулами (17), матимемо 

X = р 81П р, V = (р2 - 1) 81П р + р С08 р + С.

5. _____
х - ау' - Ьу! 1 + У г = 0.

Розв’язання. Покладаючи /  = р \ враховуючи, що с!у = у' Ах, дстаемо
а 1 Ь&\пр И , * / Р  лЛ х ^ а ^ р  + Ь&еср, >• = у 18 Р ~ ^ 5 ^  + 2 1п + 4)

6.
г У - (1 - / )3=0.

Розв’язання. Нехай
У  = 1 - 1х.

Тот
х=

Отже, дане диференщальне р1вняння можна записати у параметричнш форм1

Тош, зпдно з формулами (20), загальний розв’язок диференщального р1вняння мае 
вигляд

де С — дов1Льна стала.

4. Нехай диференщальне р1вняння (5) явно не мктитьх, тобто

/гСу, / )  = 0. (21)

Для р1вняння (21) можлив! Т1 сам1 випадки, що й для р1вняння (10). 
Зокрема, р1вняння (21) може бути розв’язаним вщносно у' :

У '= Л (У), Ь=  1.2.....  (22)
де /к(у) — дшсний коршь р1вняння (21). Припускаючи, що /*(у) Ф 0, 
к = 1,2,.... 13 (22) знаходимо

х = Г + С, к= 1,2, ... (23)
■> ЛЬ)

Зрозумьло, що в даному випадку розв’язками р1вняння (22) е та
кож функци у = Ьт , т  = 1, 2, ..., де Ь,„ — кореш р1вняння /к(у) = 0- Ц*
розв’язки можуть бути як частинними, так 1 особливими розв’язками 
диференщального р1вняння (21).

У = у(у'), (24)
то ВВ1ВШИ позначення у' = р\ скориставшись тотожшстю Ау = у' Ах, 
матимемо

А х = ^  = ^ .
У Р

Годи якщо р Ф 0, то загальний розв’язок диференщального р1внян- 
ч»1 (21) можна записати у параметричнш форм1

х _  Г Ир) йр + с  ( у (25)
 ̂ р

Зауважимо, що припускаючи р Ф 0, можна втратити розв’язки 
у ■ а„ де а , — дшсний коршь р1вняння

Р(у, 0) = 0.

1ому цей випадок слщ розглядати окремо. Якщо р1вняння

Г  (У, 0) = о
ми»- дшсш кореш у = а„ то функцп у = а,- будуть, безперечно, розв’яз- 
кпми р1вняння (21). Ц1 розв’язки можуть бути як частинними, так I 
особливими розв’язками диференщального р1вняння (21).

Приклад
1, Знайти загальний розв’язокдиференщального р1вняння

у = у’2 + 1п/.
1\ш’я зання. Нехай >•' = р. Тод1

у = р1 + 1п р.
Цриховуючи, що Ау = р Ах, матимемо

Ау
~Р V Р

( )|жс>, остаточно
х = 2р - - + С, у = р2 + 1п р,

пг С - довольна стала.

5. Розглянемо загальний випадок. У р!внянш (5)змшшх, у, у' вважати- 
мгмо координатами деяко? точки простору К.3. Тод1, як вщомо, р1внян- 
нн (5) визначае деяку поверхню [20]. Р1вняння поверхш шод1 вдаеться 
ншисати параметрично:



де и та V — параметри, причому

Г(<р(и, и), у), со(и, V)) = 0.

Припускаючи, що функщ! <р(и, у) та ф(и, у) в облает! змши пара- 
метр1В и, удиференцшовш, отримуемо

Ах = ~  Аи + ^  Ау, Ау =^-Аи+^- Ау,ди ди ди ди

звщки, враховуючи, що /  = ^ , дстанемо диференщальне р1вняння

~̂ -Аи + ^  (IV = ш(и, у)(^- Ли + ^  Ау). (26)ди ди \ди ди /
Вважаючи V незалежною змшною, а и шуканою функщею 1 припус
каючи, що

Т - “ Т ф 0 ' ди ди
д^стаемо р1вняння, розв’язане вщносно похщно!

(27)
д<р дф 

Аи “ Ж ,--®]
Ли дф дц>

з неперервною правою частиною. Нехай и = и(у, С) — загальний роз
в’язок р1вняння (27). Тод1 загальний розв’язок диференщального р1в- 
няння (5) у параметричнш форм! матиме вигляд

х = 1р(и{у, С), V), у = ф{и(у, С), V)

(тут V — параметр; С — дов1Льна стала).
Даний споаб штегрування, як правило, застосовують у випадку, 

коли диференщальне р1вняння (5) можна розв’язати вщносно х або у. 
Тод1 як параметри и та V природно взяти у та у' або д: та / .

Справд!, нехай р1вняння (5) розв’язане вщносно у:

у = Дх, р), р = у'. (28)

Ау = рАх

Ц- Ах+ Ар = рАх, дх др
70

1з сшввщношення

матимемо

ибо
дт  + г т  = г- <29>дх др ах

Останне р1вняння можна розв’язати вщносно Нехай р = <р(х,С)—
шгальний розв’язок диференщального р1вняння (29). Тод1 загальний 
розв’язок початкового р1вняння (5) матиме вигляд

у = Дх, <р(х, С)).

Зауважимо, що р1вняння (29) можна отримати з р1вняння (28) 
дифсренщюванням обох його частин за змшною х, вважаючи р функ
цию х, тобто р = р{х).

Розглянемо тепер р1вняння

X - Ду , р), р = у'- (30)

1диференщюемо обидв1 його частини за змшною у, вважаючи, що
/• * р (уУ-

(О П
р ду др Лу '

Огримали диференщальне р1вняння, яке можна розв’язати вщносно 
у .  Нехай р = ф(у,С) — загальний розв’язок р1вняння (31). Тод1 за-И \
I (кн.ний розв’язок диференщального рявняння (5) матиме вигляд

х = /(у, Ф(у, С)).

Приклад
И Ьшйти загальний розв’язок диференщального р1вняння

У'1 - 4хуу' + 8у2 = 0.
^гм ’яэання. Дане р1вняння можна розв’язати вщносно х:

х = + — , у' = р. (32)4у р
<ш(ф«рснщюемо обидв! частини (32) за змшною у, вважаючи, що р = р(у). Д1станемо

Р

§А()

- (  Р. _ 2у\^р _ р ! + 2 
\2у р2)Ау 4у2 Р '

Ар р* - 4г  _  р~ - 4>~
Лу 2ур2 ~ 4у 2р
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Припускаючи, що р3 - Ду2 Ф О, матимемо
Ар _ Ау 
~р ~ 2у'

Р = С л/у.
Отже,

3 р1вност1 (32) знаходимо 

або

С2

С3у5 - АСху5 + 8у2 = О, 

Му = (4Сх - С3)2, у Ф 0.

Нехай, нареигл, С, = , тод|
у = С,(х-С,)2.

Розв’язок у = 0 можна отриматн 13 загального розв’яку при С\ = 0.
Нехай тепер р3 - 4у2 = 0. Тош р = \[4у*. Розв’язуючи (32) вщносно у I врахо

вуючи знайдене значения р, матимемо ще один розв’язок заданого р1вняння

V - —х3У - 21х ■

6. Р 1ВНЯННЯ Лагранжа та Клеро*. Розглянемо диференщальне р1внян- 
ня:

у = Х(р(у') + ф(у'\ (33)
де <р та ф — функци, яю мають неперервш похщш на деякому пром1жку
змши у1. Р 1вняння (33) називають р1внянням Лагранжа. Покажемо, що
це р1вняння штегруеться в квадратурах. Для цього покладемо у' = р. 
Тод! р1вняння (33) набуде вигляду

у = х(р(р) + ф(р). (34)
Здиференщюемо Л1ву 1 праву частини р1вняння (34) за змшною х: 

р = 1р(р) + (ху'(р) + Ф'(р))р',

або
(Х1р'(р) + ф \р ) ) ^  = р -  <р(р).

(35)
Нехай

р - 1р(р) Ф 0.

Тод1 матимемо лшшне диференщальне р1вняння першого порядку з 
неперервними коефщентами

ч>'(р) _  Ф'(р) 
р - <р(р)'

— + х- Ар <р(р) - р

1нтегруючи останне р1вняння, знаходимо
х = А(р)С + В(р),

де А(р), В(р) — В1Д0М1 функщ!, а С -  дов1Льна стала.
Отже, загальний розв’язок р1вняння Лагранжа можна записати у 

ипраметричнш форм1
х = А(р)С + В(р), у = А х(р)С + В\{р).

Нехай тепер умова (35) порушуеться, тобто

р - <р(р) = 0, (36)

мри деяких значениях р = /?„ / = 1,2..... т , або

Р ~ <Р(Р) = 0- (37)
Якщо мае М!сце (36), то функщ!

у = хр( + |Д(р,), 1 = 1, 2, т, (38)

розв’язками р1вняння Лагранжа. Причому розв’язки (38) можуть бути 
чк частинними,так 1особливими.

Приклад
11. Знайти розв’язки диференшального р1вняння

У=Х2Х(У' + У )
1\>1н'язання. Дане р1вняння е ртвнянням Лагранжа. Тому поклавши/ = р, матимемо 

Диференщюючи обида! частини останньо! р1вносп за змшною х, дастаемо

1я1дсн

Р .2  , х „I 2х -
р = 2 + р + 2 р ~У -р -

г - 4 _ (р1 - 4)л‘
2 р ~ 2р~ Р-

I Ц'хий р2 - 4 Ф 0. Тод матимемо
р = х р'.

Тому загальний розв’язок заданого р1вняння у параметричнш форм! мае вигляд

х = Ср, у = 2^(р+ !)■
Нилучивши параметр р, дютаемо



У  = ^  +  2  С. (39)

Якщо ж р2 - 4 = 0, то р = ±2. Таким чином,
у = ±2х.

Перев1римо, чи порушуеться умова единоеп в кожнш точщ прямо? у = 2х. Крив1 
у = 1р(х) та у = ф(х) дотикаються в точщ з абсцисою х = х0, якщо

<р(хо) = ф(х0) I Ч>\хо) = ф'(х0).
у2

Нехай <р(х) = ™  + 2С, а ф(х) = 2х. Тод! в нашому випадку матимемо

^  + 2С = 2х0>
ХоЧт = 2.С

3 другого р!вняння системи знаходимо
г  _ о̂с - 2 ■

Поставивши знайдене значения С в перше р1вняння, матимемо тотожшсть. Отже, для 
кожного х0 пряма у = 2х дотикаеться до деякоТ криво? з ам’? (39), а саме до т1е? криво?, 
для яко? С = у , тобто у = 2х -  особливий розв’язок заданого диференщального р1в-
няння. Аналопчно можна показати правильшсть останнього твердження 1 для функщ? 
у = -2х.

Нехай тепер
Р - <р(р) = о.

При цьому (р(р) = / . Тобто р1вняння Лагранжа набуде вигляду

у = ху' + ф(У). (40)

Диференщальне р1вняння (40) називають р1внянням Клеро.
Р]вняння Клеро будемо розв’язувати тим самим методом, що й 

р1вняння Лагранжа. Для цього запишемо його у вигляд1

у = хр + ф(р),

де р = у'. Тод1, диференщюючи обидв1 частини за змшною х, дстаемо
Р'ВШСТЬ Ип /

% (х  + У Ш ) = 0.
ЗвЩСИ

^  = 0 або х + IУ(р) = 0. (41)ах
Перша з р1Вностей (41) дае р = С = соп81. Тобто загальний розв’язок 
р1вняння Клеро мае вигляд

у = хС + (Р(С), (42)
дс С — довьльна стала. Таким чином, щоб дстати загальний розв’язок
р!вняння Клеро, потр1бно в це р1вняння заметь/ пщставити С.

Розглянемо тепер друге з р1внянь (41). Припустимо, що це р1внян- 
Ня можна розв’язати вщносно р, для чого досить, щоб функщя ф"(р) Ф 0
I була неперервною. Тод1, розв’язавши його вщносно р, матимемо

р = а>(х).
Таким чином,

у = ха>(х) + </г(и>(х)). (43)

11окажемо, що функщя (43) е розв’язком р1вняння Клеро.
Справд1, згщно з другим р1внянням (41), знаходимо

у' - а>(х).
Тод|

ху' + ф(у') = хи>(х) + ф{(л>{х)) = у,

що й доводить наше твердження.
Покажемо, що розв’язок (43) не можна отримати 13 загального 

розв’язку ш при якому значенш стало! С. Для цього зазначимо, що 
загальний розв’язок (42) е ам ’ею прямих, залежних вщ одного пара
метра С. Припустимо, що розв’язок (43) належить до ще! амТ. Тод1 
хш(х) + ф(со(х)) е ЛШШНОЮ функщею, тобто

ха>(х) + ф(со(х)) = ах + Ь.

Мдиференщювавши дану тотожшсть, приходимо до висновку, що

а = оХ*).
Остання р1вн1сть суперечить р1внянню, що визначае а>(х). У наступному 
параграф! буде показано, що цей розв’язок е особливим.

Приклад  

10. Розв’язати диференщальне р1вняння

>’ = ху' - у'2. (44)
1\);ш’язання. Поклавшиу' = р, матимемо

у = хр - р2. (45)

♦диференщюемо обидв1 частини останньо? р!вносп за змшною х:



або

Тому

Ар Ар р = р + Х Т х - 2р Т х ,

^ (х - 2  р) = °.

^  = 0, л: -  2р = 0. (46)

Отже, загальний розв'язок диференщального р1вняння (44) мае вигляд
у = Сх - С2.

3 другого р1вняння (46) знаходимо X 
2 '

Пщставивши знайдене значения р у р1вжсть (45), матимемо особливий розв’язок ди
ференщального Р1ВНЯННЯ

У= ^ у 4 ’

1.10. Особлив! розв’язки. Обвщна ам ’Т кривих 
Особлив1 точки. Припустимо, що диференщальне р1вняння

Г(х ,у,у ') = 0 (1)

в окол1 деяко! точки (хо, уо) розв’язане вщносно похщно!, тобто

У = П х ,у ). (2)

Якщо функщя /(х, у) в окол1 точки (хо, уо) задовольняе умови теореми 
Коим, то через точку (хо, уо) проходить лише одна штегральна крива р1в- 
няння (2).

Нехай тепер /(х,у) у точщ (хо, уо) не е неперервною, тобто не
виконуеться перша умова теореми Коим. Тод| може трапитись, що
1) Пш/(х,у) = а, \а\ < оо;л-»лО

у-»уо
2) П т /(х, у) = оо;

.'—►>'()
3) /(х, у) не мае ш сюнченно!, ш несюнченно! гранищ в точщ (хо, уо)-

Якщо функщя /(х, у) у точщ (хо, уо) мае границю, то можна ско- 
ристатись теоремою Кошь Справд, в першому випадку функщю /(х, у) 
можна довизначити до неперервно! в точЩ (хо, уо). Для цього достатньо 
покласти /(хо, уо) = а. У другому — разом з р1внянням (2) розглядати- 
мемо р1вняння

Ах 1
Ау А*, у) 
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/ (* о, Уо)
мае единий розв’язок х = ф(у), графж якого в точщ (хо, уо) мае верти- 
кальнудотичну.

У третьему ж випадку функщя /(х, у), а отже, 1 1 в точщ (хо, уо)1\л> У)
не мають гранищ. Тод1 точку (хо, уо) називають 13ольованою особливою 
точкою диференщального р1вняння (2).

Так, наприклад, диференщальне р1вняння
— I

Ах х
ОСОбливих точок не мае, осюльки функщя /(х,у) = х в правш частит 
р!вняння

Ах
Ау = х

неперервна в К 2.

Приклад
I . Дослщити в окол1 точки (0,0) поведшку жтегральних кривих диференщального р1в- 
няння

Ау _  2у 
Ах х (4)

/Ьзв'язання. Функцп /(ху) = 1
х 1 Дх, у) 2у

и точщ (0,0) не мають гранищ. Тому точка (0,0) 
г ||ольованою особливою точкою диференщально- 
|'0 р!вняння (4). Осюльки р1вняння (4) е диферен- 
ц1альним р1внянням з вщокремлюваними змжни- 
мн, то його загальний розв’язок матиме вигляд

у  = Сх2,
Д1' С - дов)льна стала. Тобто жтегральними кри- 
мими заданого диференшального р!вняння е ам’я 
щрабол (рис. 15), яю проходять через точку (0,0). 
Цю точку потр|бно вилучити з графжа кожноТ 
ипраболн, осюльки в точщ (0,0) обилш функцп
/<*>') 1 1 не мають гранищ. Кр1м того, доЛх у)
•найдених жтегральних кривих слщ ще додати В1сь 
Оу, з яко? вилучена точка (0,0).

Особлив! розв’язки. Як вже зазначалося, диференщальш р1внян- 
ни першого порядку можуть мати ОСОбЛИВ1 розв’язки — розв’язки, в 
кожнш точщ граф!юв яких порушуеться властивкть единост!.



Видьлимо клас диференщальних р1внянь, для яких можна вивчити 
наступш питания:
1) чи мае дане р1вняння особливий розв’язок;
2) якщо р1вняння мае особливий розв’язок, то як його знайти.

Поставлен! питания найб1льш просто розв’язуються для диферен
щальних р!ВНЯНЬ, розв’язаних вщносно похщно!.

Справд1, нехай маемо р1вняння

(5)

Припустимо, що функщя /(х, у) в розглядуванш облает! О пло
щини хОу неперервна. Тод), якщо /(х,у) в щй облает! мае обмежену 
частинну похщну за змшною у

\/'(х, у)| ^ М  < +оо,

то через кожну точку облаен А  за теоремою Конн, пройде лише 
одна штегральна крива диференщального р1вняння (5). Отже, в цьому 
випадку р1вняння (5) особливих розв’язюв не мае. Наприклад, якщо в 
диференщальному р1внянш

“  = а0(х)у" + ах(х)уп~х + ... + ап̂ 1(х)у + а„(х)

коеф1щенти а,(х), г = 0, 1, п — неперервш функщ! на вццмзку [а; Ь\, 
то дане р!вняння в будь-якому замкненому прямокутнику

К  = {(х, у) : а ^  х ^  Ь, с ^  у ^  4}

особливих розв’язюв не мае.
Звщси, зокрема, випливае, що лшшне диференщальне р1вняння

^  + р(х)у = фс)

з неперервними коефщентами особливих розв’язюв не мае.
Таким чином, особлив! розв’язки р1вняння (5) можуть 1снувати 

лише в тих точках, в яких не виконуються умови теореми Кошь Зокре
ма, якщо /(х, у) в окол1 точки (хо, уо) неперервна, що припускатимемо 
в даному пункт!, то штегральш крив1, яю вщповщають особливим 
розв’язкам, можуть проходити лише через Т1 точки облает! И, в яких 
не виконуеться умова Лшипца. Умова Лшгшца, напевне, виконуеться, 
якщо /(х, у) в облает! И мае обмежену частинну похщну за змшною у. 
Тому особлив! розв’язки р1вняння (5) можуть !снувати лише в тих точ
ках, в окол! яких /'(х, у) стае необмеженою.

Звщси щетаемо наступне правило знаходження особливого роз- 
н’язку р1вняння (5) з неперервною правою частиною:
1) знайти геометричне М1сце точок облает! А  в окол1 яких частинна 
нохщна /',(х, у) необмежена. Нехай щею множиною точок е крива, 
задана ршнянням </>(х, у) = 0;
2) безпосередньою подстановкою в р1вняння перев1рити, чи буде знай- 
дсч1а множина точок розв’язком диференщального р1вняння (5);
.1) перев1рити, чи порушуеться властив1сть единоеп в кожнш точщ 
.шайдених таким чином розв’язюв.

Якщо ВС1 три умови виконуються, ТО СШВВЩНОШеННЯ (р(х, у) = 0 
низначае особливий розв’язок диференщального р!вняння (5).

Приклади
(найти особлив! розв’язки диференщальних р1внянь.

^  = хе'. (6)ах
/'озв'язання. Функщя /(х, у) = хеу — неперервна в будь-якш замкненш облает) И пло
щини хОу 1 Д(х, у) = хеу обмежена в О.

Тому задане диференщальне р1вняння особливих розв’язюв не мае.

%  = *-  ,7> 
1\к\о'язання. Тут функщя /(х,у) = у[у е неперервною в будь-якш замкненш облаеп 
МСрхньо! швплощини, тобто там, де у ^ 0.

Частинна похщна /,'(х, у) = стае необмеженою
при у -> 0 I у > 0. Тому ЛШ1Я у = 0 може бути особ
ливим розв’язком даного р1вняння. Безпосередньою 
перев1ркою переконуемося, що функщя у = 0 справд! 
е розв’язком р1вняння (7). 1нтегруючи задане р1внян- 
ня, знаходимо

(В)

де С — стала штегрування. Таким чином, через кожну 
точку прямо!у = 0 проходять дв! штегральш крив! р!В- 

рИС- |б няння (7), а саме: пряма у = 0 \ деяка крива з ам ! (8)
(рис. 16).

Отже, функщя у = 0 е особливим розв’язком р1вняння (7).

Роэн'язання. Тут також функщя /'(х, у) = — = необмежена при у -» 0. Але у = 0 не
у У - •г розв’язком р!вняння (9). Осюльки в шших точках верхньо'1 швплощини хОу права 

чистина /(х, у) = у/у + 1 задовольняе умови теореми Конн, то р1вняння (9) особливих

4.



розв ЯЗК1В не мае. 
5.

Ау _ у^ у  
Ах ~ х

Розв’язання. У даному р1внянж права частина Дх.у) = у1пу
( 10)

- неперервна функщя 
в будь-яюй замкненш облаеп, де х Ф 0, у ^ 0 (при у = 0, вважатимемо, що /(дг, 0) = 
= Пт = 0). Осюлькиу-*0 X ’

, 1пу + 1/у (*■>') = — х— .
то Нт/,'(х, у) = -оо.

Таким чином, геометричне мюце точок у = 0 (в!сь Ох) може бути особливим 
розв’язком р1вняння (10).

Легко бачити, що функщя у = 0 е розв’язком заданого р1вняння. Перев1римо 
тепер, чи порушуеться властив!сть единоеп в кожнж точщ прямо! у = 0. Для цього 
знайдемо загальний розв’язок р1вняння (10)

(П)

Припустимо, що в точщ (дг0,0) деяка крива з ам’1 (11) дотикаеться до оа абсцис, тобто
0 = еСх°.

Осюльки остання р1вжсть немож- 
лива (-оо < С < +оо), то через 
кожну точку оа Ох проходить едина 
жтегральна крива у = 0. Тому дифе
ренщальне р1вняння (10) особливих 
розв’язюв не мае. Дослщимо тепер 
поведжку жтегральних кривих р1в- 
няння (10) при х —» 0. Зауважимо, 
що в точщ х = 0 оа Оу права части
на диференщального р1вняння (10) 
не визначена. Однак, пщставляючи 
х = 0 у загальний розв’язок (11), 
Д!Станемо

о

Рис. 17

у = есо = 1.

Ця р!вшсть справджуеться при будь-якому значенж стало! С. Отже, ва жтегральж 
крив1, кр!м жтегральноТ криво! у  = 0 (дг Ф 0), прилягають до точки (0, 1) (рис. 17).

Розглянемо тепер питания про (снування особливих розв’язюв 
для диференщальних р1внянь, не розв’язаних вщносно похщно! (1)

Р(х ,у,у') = 0.
Якщо функщя Р(х ,у,У ) в деяюй облаеп тривим1рного простору 

задовольняе умови теореми про юнування та диференцшовшеть неяв
но! функцп, то у вщповщнш облает! площини хОу через кожну точку

(■«о. Уо) за даним напрямком проходить лише одна штегральна крива р1в- 
няння (1). Таким чином, особлив1 розв’язки диференщального р1внян- 
мя (1) можуть 1снувати лише в тих точках, в яких порушуються умови 
шначено! теореми.

Зокрема, якщо Р(х,у,у') неперервна I мае неперервш частинш 
похщш першого порядку, то особлив! розв’язки слщ шукати серед тих 
точок, координата яких одночасно задовольняють р1вняння

|  Р(х, у, р) = 0,
\ Р'р(х, у, р) = 0, р = у'.

Якщо система (12) сум!сна, то виключаючи параметр р, дастанемо 
донку множину точок

<р(х, у) = 0,
нка може бути особливим розв’язком р1вняння (1).

Геометричне М1сце точок 1р(х, у) = 0, отримане шляхом виключен- 
нн параметра р 13 системи р!внянь (12), називають дискримшантною 
кривою р1вняння (1).

Таким чином, дискримшантш крив1 р!ВНЯННЯ (1), якщо вони 1сну-
H)ТЬ, можуть бути особливими розв’язками даного Р1ВНЯННЯ.

Звщси випливае один 13 способ1В знаходження особливих розв’яз- 
к1н диференщального р1вняння (1). Для цього потр1бно:
I) знайти дискримшантш крив1 р1вняння;
2) перев1рити, чи будуть дискримшантш крив1 штегральними кривими 
мутного р1вняння;
1) мерев1рити, чи порушуеться властив1сть единоеп в кожнш з точок 
них жтегральних кривих.

Якщо вс1 три умови виконуються, то знайдеш таким чином 
ро.ш’язки диференщального р1вняння (1) е особливими.

Приклад
•1 (найти особливий розв’язок диференшального р1вняння

у-ху'+ е* =0. (13)

1\>.т’язання. Складемо систему р1внянь (12)
( у - хр + ер = 0,
\ -л + е<’ = 0.

Звщси знайдемо дискримжантну криву
у = х\пх - х. (14)



Безпосередньою постановкою переконуемося, що 
функщя (14) е розв’язком заданого диференщального 
р1вняння. Осюльки р1вняння (13) е р1внянням Клеро, 
то його загальним розв’язком е ам’я прямих

у = Сх- (15)
Покажемо, що в кожнш своТй точщ крива у = лТп л - л: 
мае дотичну, яка належить ам’! у = Сх - ес. Справ- 
дд, якщо деяка пряма 13 ам’! (15) е дотичною до кри
во! (14) в точщ (дго.Уо). то

А‘о 1п л‘о - хо = Сх0 - е

1пхо + 1 - 1 = С,

(16)

тобто
С = 1пл:о. (17)

Поставивши знайдене значения С в (16), дгстанемо тотожшсть. Таким чином, дотичною 
до криво! (14) в точщ (лго, Уо) буде та пряма 13 ам’! (15), для яко! С = 1пд:0 (рис. 18). Тому 
через кожну точку штегрально! криво! (14) проходять дв! штегральш крив1: сама кри
ва (14) I деяка пряма 13 ам’! (15). Отже, розв’язок (14) е особливим розв’язком 
диференщального р1вняння (13).

Кр1м розглянутого способу знаходження особливого розв’язку 
диференщального рЁвняння (1), 1снуе шший споаб, що грунтуеться на 
понятт1 обвщно! однопараметрично! ам ’1 кривих.

Нехай маемо однопараметричну ам ’ю кривих
Ф(х, у, С) = О, (18)

М(х,у)

де С — параметр, який набувае значень, наприклад, з деякого промЁжку 
(а; (3).

Криву / називають обвщною ам ’Т кривих (18), якщо вона в кожнш 
свош точщ дотикаеться до деяко! криво! 13 ам ’1 кривих (18) 1 н! на яюй 
Д1ЛЯНЦ1 не збшаеться з жодною кри
вою з дано! ам ’! (рис. 19).

Припустимо, що ам ’я кри
вих (18) е загальним штегралом А ч  /
р1вняння (1). Тод1, якщо ця ам ’я 
мае обвщну, то остання е особли
вим розв’язком даного диферен
щального Р1ВНЯННЯ.

Справд1, В1зьмемо довЁльну точку М(х,у) на обвщнш. У щй точщ, 
яка одночасно лежить 1 на однш з штегральних кривих, напрямок дотич-

Рис. 19

МОТ до обвщно! збшаеться з напрямком поля, заданого диференщальним 
р|ннянням (1). Отже, крива / е штегральною кривою даного рЁвняння. 
Л осюльки через кожну П точку проходять дв1штегральш крив1 — крива
11 одна з кривих ам ’! (18), то / е особливим розв’язком.

Встановимо, як знаючи ам ’ю кривих (18) знайти обвщну ще! сём’!, 
ИК1ЦО, безперечно, вщповщна обвщна Ёснуе. Зазначимо, що не кожна 
однопараметрична ам ’я кривих мае обвщну. Наприклад, ам ’я прямих
V ■ Сх, ам ’я концентричних юл х2 + у2 = С2 обвщно! не мають, тод1 як 
сIм'я парабол у = {х + С)2 мае обвщну у = 0 (рис. 20).

Слм’я синусощ^ = 81п(х + С) маедв1 обвщшу = 1 \у = -1 (рис. 21). 
Виведемо необхщш умови Ёснування обвщно!. Отже, нехай ам ’я 

кривих (18) мае обвщну, рЁвняння яко!запишемо в параметричнш форм!

х = х(1), у = у((), (19)

Д»' *(/). у(0 ~  диференцшовш функцп на деякому промЁжку (а; (5). 
( К'юльки обвщна при рЁзних I дотикаеться до р1зних кривих 13 сём’! (18), 
и» величину Су (18) можна розглядати як функщю I, тобто

С = СЦ).
Припустимо, що сч о  Ф 0, I е <а; /3), осюльки шакше обвщна 

и кожнш сво!й точщ буде дотикатися до одше! й т1е! само! штегрально! 
криво! з сём’! (18), а тому вона збшатиметься з щею кривою.

Тод1, пщетавляючи (19) у (18), дЁстанемо тотожшсть

ФШ 'УИ ), С{1)) = 0.
Нехай Ф(х,;у, С) мае неперервш частинш похщш першого порядку.

1(>Я1
ф; х'(1) + ф; у  (о + ф'с с '(о  = о. (20)

Знайдемо кутовий коефщент/: дотично! до криво! 1зам’!(18) при



умов!, що Ф' Ф 0 :
ф'

* = " 5 -Ф, Г
Кутовий коеф1щент ку дотичноТ до обвщно!

к] = т
1 т '

Але осюльки к = к\, то

{ (21)

ф;*'(0 + ф;/( 0  =  о.

Тод1 з (20) матимемо
ф с Ш , т  а о )  = о.

Отже, якщо ам ’я кривих (18) мае обвщну 1 в кожнш точщ кривих з ще! 
с!м’Т Ф '(х, у, С) ф 0 або Ф'х(х, у, С) Ф 0, то координати обвщно! одночасно 
задовольняють Р1ВНЯННЯМ

Ф ш , №  С (0 ) = 0,
Ф с (т у (0 ,  С(0) = 0.

Таким чином, умови (21) е необхщними умовами того, щоб кри
ва (19) була обвитою ам ’! (18).

Криву, координати яко! задовольняють систему р1внянь (21), на
зивають дискримшантною кривою ам ’1 кривих (18).

Покажемо, що умови (21) у випадку, коли в кожнш точщ кри
во! (19) Ф ' 1 Ф ' одночасно не дор1Внюють нулю, е 1 достатшми для то
го, щоб ця крива була обвщною для ам ’1 кривих (18).

Справд1, нехай
Ф'ут , у ( а  с (о ) ф  о,

тод|, диференщюючи першу тотожшсть системи (21) за змшною I, ма
тимемо

ф'хх'(1) + ф ;у (о  + фс с '(о  = о.

Звщси, ЗГЩНО 3 другим Р1ВНЯННЯМ (21),

Ф'хх'(1) + Ф'уУ'(1) = 0.

Отже,
У (0 _
т  %  ‘

Остання р1вн1сть 1 доводить наше твердження. Таким чином, для зна-

ходження обвщно! однопараметрично! с!м’Т кривих детали таке прави
ло:
1) 13 системи р1внянь (21) за допомогою виключення параметра С зна
ходимо дискримшантну криву дано! ам ’1 кривих;
2) з отримано! таким чином дискримшантно! криво! усуваемо точки, де 
Ф' I Ф' одночасно дор1Внюють нулю. Решта дискримшантно! криво! 1 
Луде обвщною дано! ам ’! кривих.

Приклад
7. Знайти особливий розв’язок р1вняння Клеро

>■ = ху' + ф(у’).

/Ьяв’язання. Загальним розв’язком р1вняння Клеро е ам’я прямих

у = Сх + ф(С),

/це С — довьльна стала.
Побудувавши для заданого р1вняння систему (21), д1станемо

/ у-С х- ф(С) = О,
\ х + Ф'(С) = 0.

Припустимо, що друге р1вняння системи розв’язне вщносно С:

С = о)(х).

I Идставимо знайдене значенння С у перше р1вняння системи (24). Тода

у = хш(х) + ф(а>(х)).

(2 2)

(23)

(24)

(25)

Оск1льки Ф' = 1 * 0, то отримана дискримшантна крива (25) е обвщною ам’1 пря- 
мнх (23).

Отже, розв’язок (25) е особливим розв’язком диференщального р1вняння Кле
ро.

Зауважимо, що школи особливий розв’язок можна отримати 13 
шгального при деякому значенш дов1Льно! стало!. Справд!, запишемо 
систему (21) для диференшального р1вняння з прикладу 8 попереднього 
параграфа (його загальний розв’язок мае вигляду = С(х - С)2):

у - С (х -  С)2 = 0,
-Ос - С)2 + 2С(х -С ) = 0.

Год! з другого р1вняння системи матимемо С = хабоС = ^ . Пщставимо 
ншйдеш значения С в перше р1вняння:



Осюльки Ф', = 1 ^0, то дискримЁнантнЁ крив! (26) е обвЁдними сём’! пара
бол у = С(х - С)2, а тому функцп (26) е особливими розв’язками вёдпо- 
вёдного диференщального рЁвняння. Особливий розв’язок у = 0 можна 
отримати 13 загального при С = 0.

1.11. Задача на траекторп
Нехай на площиш хОу задана однопараметрична ам ’я кривих

Г(х,у,а) = 0. (1)

Криву, яка перетинае всё кривЁ ам ’1 (1) шд одним Ё тим самим ку- 
том а, називають Ёзогональною траекторЁею ще! сём’Т [4]. Якщо, зокре-

ма, а  = | , то Ёзогональну траекто-
рЁю називають ортогональною. За 
заданою сЁм’ею кривих (1) знайде
мо и ЁзогональнЁ траекторЁ!. Нехай 
М(х1,у 1) — довЁльна точка ЁЗОГО- 
нально! траекторЁ!, <р та ц>\ — кути, 
ЯЮ утворюють 3 ВЁССЮ 0ХДОТИЧНЁ до 
деяко! криво! сём’! (1) в точщ М  та 
до Ёзогонально! траекторп в щй са- 
мёй точцё вщповщно (рис. 22). ТодЁ

<р1-<р = а.
Вважатимемо спочатку, що а  Ф | . Враховуючи, що

Ау\ . Аучда = ^ ,  в ( Р = * .

Рис. 22

матимемо

1§(</>1 -<р) = к, або
А у 1 
А.\\

А у 
Ах

+ А у 1 А у 
Ах\ Жх

(2)

Вщомо, що похЁдна функцп у = у(х), неявно задано! спЁввЁдношен- 
ням (1), в точщ А/(хь У1) визначаеться за формулою

Ау
Ах

Р̂ {х\,у\,а)
Г ’(хиу\,а)

Пщетавляючи знайдене значения ^  у рЁвшсть (2), дЁстаемо
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гу (х\, у и а) - Р ’(х\, у и а)

У рЁвняння (3) входить параметр а, що, змЁнюючись вщ точки до 
точки траекторЁ!, характеризуе ту криву ам ’! (1), яку траекторЁя перети
нае в данЁй точщ М{х\, уО. Його значения для точки М(х\, визначимо
з рЁвняння (1) при х = х\, у = уь

Р(х1,у1,а) = 0. (4)
Виключивши параметр а з системи рЁвнянь (4) Ё (3), отримаемо спёввёд- 
ношення вигляду

а  (5)

яке пов’язуе координати довЁльно! точки М  траекторЁ! та кутовий кое-
фЁщент дотично! до ще! траекторЁ! в цёй же точцЁ. Отже, рЁвняння (5) е 
диференщальним рЁвнянням Ёзогональних траекторЁй сём’! (1). Загаль
ний Ёнтеграл диференщального рЁвняння (5):

44*1, У1, С) = 0

дае сём’ю Ёзогональних траекторЁй, залежних вёд одного параметра С. 
Нехай тепер а  = | . Тодё матимемо

П-Ч>=\>  18^1=-с18‘Р> §  =
Зх

Отже, замЁсть рЁвностЁ (3) отримуемо
Ау 1—  1хКЛ1,п ,и)- 1уГ '(Х 1, уь а) - Г '(Х 1,У\, а) = 0. (6)

Диференщальне рЁвняння ортогональних траекторЁй дЁстанемо виклю- 
ченням параметра а ёз системи рЁвнянь (4) та (6).

Припустимо, що початкова сём’я кривих задана диференщальним 
рЁвнянням

Ф , ( * * | )  = 0. (7)

За допомогою рЁвняння (7) кожнёй точщ (ху) можна поставити у вёд-
с!\

Повёднёсть одне або юлька значень ^ , що визначають поле напрямкш
дано! сём’! кривих. Напрямок поля Ёзогональних траекторЁй пов язаний з 
напрямком поля дано! сём’! спЁввЁдношенням (3). Розв’язуючи його вЁд- 

Ауносно -г-, маемо Ах



4у
<1х

Р- - ках\

ж 7 '
Тод1 з р1вност1 (7) при х = х\, у = у1 дстаемо диференщальне р1в- 

няння !зогональних траекторш

Ф1 Х \, У и 1+ 1
=  0. (8)

Якщо траекторп е ортогональними, то ^  та ^  пов’язаш сшввщ- 
ношенням Ау _ __ 1_

Ах Ау\

Тому диференщальне р1вняння ортогональних траекторш матиме 
вигляд

Ф1 1

охх >

=  0. (9)

Приклад
1. Знайти !зогональн1 траекторн ам’! прямих, яю проходять через початок координат: 
у  = ах.
Р о зв 'я за н н я . Нехай 13огональна траектор1я перетинае крив) 13 задано! ам’1 пщ кутом 
а Ф Тода

Ах Ау
Ау ах. Ах , ,—  -  а, --- — — -т— = к, к = 12 а.У\ АУ

Ах\ Ах
Згщно з р1внянням С1м’1 у1 = ах\, маемо (опускаючи шдекси)

Ау

1 + 'тV А\ = к.

або
* Т х  

Ау _  у  + кх

тобто
Ах х - к у '

х  Ау -  у  Ах = к(х Ау + >' Ах).

Помноживши обидв! частини останнього р1вняння на ^  ^ , , дастанемо диференщаль
не р1вняння в повних диференщалах:

х Ах + уА у  _  1 х А у  -  у  Ах 
х > + у * ' ~ к  х2 + у1 ■
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2  Ц х 2 + у 2) = |  агс1§| + 1пС,

тобто
ф 2 + у2 =Се*ма*'.

Иерейшовши до полярно! системи координат, остаточно матимемо: г = СеК Отже, 
шуканими 1зогональними траектор!ями е ам’я логарифм1Чних сшралей.

Нехай тепер а = | .  Тода
А)I = _ _ 1_  _  _1 =
Ах 1 Ау а У1 ’

Их *
ибо, опускаючи шдекси,

х Ах + у А у  = 0,

нндки х2 + у2 = С 2. Тобто ортогональними траекториями е ам’я юл.

Вправи

1. Скласти диференщальне р1вняння парабол, В1сь яких паралельна оа 
Оу \ дотикаеться до прямих у = 0, у = х.
2. Знайти крив1, яю мають таку властивкть: якщо через будь-яку точ
ку криво? провести прями паралельш координатним осям, до зустр1Ч1 з 
цими осями, то площа утворюваного при цьому прямокутника дишться 
кривою у сшввщношенш 1 : 4.
3. Знайти криву, знаючи, що трикутник, утворений нормаллю до не! 1 
осями координат, р1вновеликий трикутнику, утвореному В1ссю Ох, ло
гичною та нормаллю до ще! ж криво!.
4. Посудина об’емом 20л М1стить пов1тря (80% азоту 1 20% кисню). У 
посудину за 1с надходить 0, 1л азоту, який неперервно перемшуеться, 1 
нипкае така ж юльюсть сум1Ш1. За який час в посудиш буде 99% азоту?
B, У посудин! знаходиться 100л розчину, що М1стить 10кг солш 1 непе
рервно подаеться вода (5л за хвилину), яка перем1шуеться з розчином.
C.умпп витжае з т1ею ж швидюстю. Сюльки сол1 залишиться в посудиш 
через годину?
П. Температура витягнутого з печ1 хл1ба протягом 20хв знизилась вщ 
I(К) С до 60 С. Температура пов1тря дор1внюе 25 С. За який час вщ мо
менту початку охолодження температура хл1ба знизиться до 30 С?
7. Човен спов1Льнюе свш рух пщ Д1ею опору води, що пропорщйний 
ШВИДКОСТ1 човна. Початкова швидюсть човна 1,5 м/с, швидюсть його 
через 4с — 1 м/с. За який час швидюсть зменшиться до 1 м/с? Який 
шлях пройде човен до зупинки?
Н Воронка мае форму конуса рад1усом 6 см I заввишки 10 см, 
повернутого вершиною вниз. За який час вит!че вся вода з воронки



кр*зь круглий отв1р Д1 а метром 0, 5 см, зроблений у вершиш конуса?
Побудувати послщовш наближення уо(х), у}(х) та уг(х) розв’язку 

задач 1 Коип.
9 -У = х- у2, у(0) = 0. 10. у' = у2 - Зх2 - 1, у( 0) = 1.

Не розв’язуючи р1внянь, побудувати наближено Гх штегральш 
кривк
11. У  = у ~ х 2. 12.ху'+ у = 0.
13- У  = —--р- - 1. 14. у  —

„ х + 3у
Знайти розв’язки р1внянь.

15. хуЛх + (х + 1)^у = 0. 16. лрГ^-у’ + у/Т^у? = 0.
17. ху' + у = у2, у(1) = I .  18. у' = соз(у - х).
19. (х + 2у)у' = 1, у(0) = -1. 20. (х2- у2) Лу - 2хуЛх = 0.
21. (х + у - 2) й?х + (х - у + 4) </у = 0. 22. ху' -у1п- =0.
23. (х + у + 1)с/х + (2х + 2у - \)Лу = 0. 24. (б - х2у2) Ах + х2 Лу = 0.
2Ъ.9уЛу + (4х3 - 18ху) Лх = 0. 26. ху' - 2у = 2х4.
27 .х (у '~ у ) = ех. 28.(2еу -х )у '=  1.

29-37 30. у ' + ду = ду3.

31 2У <*у = (* + у2) Лх. 32. у' = ху2 +х2у - 2Х3 + 1.
33. (х2 + у) </х + (х - 2у) Лу = 0. 34. (2у - хеу)у ' = еу.
35. (х2 - 81п2 у)Лх + х 81П 2у Лу = 0. 36. у(1 + ду) Лх — хЛу = 0.
37. у2 Лх + (ху + Щху)Лу = 0. 38. у '2 - & у' + 1 = 0

2 х
39. у у  -2ху'+ у = 0. 40.х = вшу'+ 1пу'.
41. у = у '2 + 2 \пу. 42. 4у = х2 + у '2.
Л О V Д*~ л
43 е ~ ~Гу' • 44. у = ху' -у'.
45. у = ху' + у '2. 46. у = (1 + у}х  + у '2.

Знайти 1зогональн1 траекторп даних амей кривих.
47. х~ = у + ах, а = | . 48. х2 + у2 = а2, а = | .

Знайти обвщш заданих амей кривих.
49. (х - С)2 +у2 = . 50. у2 = С(х- С).

РоЗД1Л 2
Д И Ф ЕРЕН Ц 1А Л ЬН 1  Р1ВН ЯН Н Я ВИ1ДИХ ПОРЯДК1В

2.1. Основш означения й поняття. Теорема 1снування
Як уже зазначалось, диференщальним р1внянням п-го порядку 

називають сшввщношення вигляду

Р  (х, У. у', ■ ■ ■> У(,1)) = 0, (1)
де х -  незалежна змшна, у = у(х) -  шукана функщя, а у', ...,у(") — 
||дповщш похщш функци у. При цьому функщя р (х ,у ,у ',...,у(н)) мае
шлежати принаймш вщу(й). Припустимо, що р1вняння (1) може бути
розв’язане вщносно у(,|), тобто

У(и) = /{х,у,у', ...,у(л_1)). (2)
Р 1вняння (2) називають диференщальним р1внянням п-го порядку, 

розв’язаним вщносно похщно! п-го порядку. Надал1 вивчатимемо р1в- 
НЯННЯ вигляду (2).

Розв’язком диференщального р1вняння (2) називають п раз!В 
диференцшовну функщю у = <р{х) на пром1Жку (а\ Ъ) (а\Ъ можуть бути 
I невласними числами), яка при пщстановщ в це р1вняння перетворюе 
його на пром1Жку {а; Ь) у тотожшсть

Ч>(п\хУ = /(х, (р{х), (р'(х).....^('!_1)(*))-
1раф1к функци у = 1р(х), яка е розв’язком р1вняння (2), називають штег- 
ральною кривою цього р1вняння.

Процес знаходження розв’язку диференщального р1вняння (2) 
називають штегруванням даного р1вняння.

Для диференщального р1вняння п-го порядку вигляду (2), як 1 для 
диференщального р1вняння першого порядку, розглядають задачу Копи 
(задачу з початковими умовами), яка ставиться так: серед уах розв’яз- 
к1н р1вняння (2) потр1бно знайти той розв’язок у = у(х), який при х = хо 
(дго -  дов1Льна точка пром1Жку (а\ Ь)) задовольняе умови

У(*о) = уо, у'(х0) = Уо, ..., у("_1)(х0) = уо" 1>, (3)
(и-1) . . . .Д* Уо, уо, • • •, уо — дов1ЛЬН1 наперед задан1 дшсн1 числа.

Числа уо, уо......уо ) називають початковими даними розв’язку



у = у(х), а число х0 -  початковим значениям незалежно! змшно! х.
Сукупшсть чисел хо, уо, уо, уо" називають початковими даними
р1вняння (2), а умови (3) -  початковими умовами диференщального 
р!вняння (2). Так, для диференщального р1вняння другого порядку

у" = /(х, У, у ') (4)
задача Коил полягае в знаходженш розв’язку у = у(х) цього р1вняння, 
який задовольняе початков1 умови

У(хо) = Уо, у 'Ш  = уо- (5)
3 геометрично! точки зору розв’язати 
задачу Коил (4), (5) означае серед уах 
жтегральних кривих р1вняння (4) знайти 
ту штегральну криву, яка проходить через 
задану точку М(х0, уо) I мае в щй точщ за
даний НапрЯМОК Д0ТИЧН01, тобто О"о = уо 
(рис. 23).

Дамо мехашчне трактування зада- 
41 Коил. Розглянемо диференщальне р1в- 

Рис. 23 няння

‘6>
яке описуе рух точки вздовж прямо! пщ Д1ею сили / х,

Задача Коил для диференщального р1вняння (6) полягае в тому, 
що з уах рух1В (розв’язки диференщального р1вняння (6) називають у 
мехашщ рухами), що визначаються р1внянням (6), знайти рухх = х(г), 
який задовольняе початков1 умови

х(/0) = х0, х'(?о) = о̂. (7)
тобто знайти такий рух, в якому рухома точка в заданий момент часу 10 
була б у положенш хо 1 мала б задану початкову швидюсть 1/о-

Як для диференшального р1вняння першого порядку, так 1 для 
диференшального р1вняння и-го порядку природним е питания: яю умо
ви мае задовольняти права частина р1вняння (2), щоб задача Коил для 
даного р1вняння мала розв’язок 1 притому единий?

Для доведения вщповщно! теореми дощльно замшити р1вняння (2) 
системою п диференщальних р1внянь першого порядку з п невщомими 
функщями. Для цього покладемо

Ау .. <*У\

1з сшввщношень (8) випливае, що функщя ук е к-ю похщною 
функщ! у, тобто

ук = ^ = у (к), к=\ ,% ..... п-1.

Тому у('° = , 1 Р 1ВНЯННЯ (2) набуде вигляду

% ^  = /(х ,у,уь ...,у„-1). (9)ах
Па стввщношення (8) та (9) будемо дивитись як на систему п дифе
ренщальних р1внянь першого порядку з п невщомими функциями 
у, VI, •••> Уи-1- У Л1ВИХ частинах р1ВНЯНЬ системи М1СТЯТЬСЯ ПОХЩШ вщ 
шуканих функщй, прав; ж  частини — не залежать вщ похщних. Сис- 
юму такого вигляду називають системою п диференщальних р1внянь
нормально! форми.

Враховуючи, що системи диференщальних р1внянь будуть самос- 
пйним об’ектом нашого вивчення, доведемо теорему кнування та 
»'ДИНост1 для системи п диференщальних р1внянь першого порядку нор
мально! форми в найбклыл загальному вигляд1

= /1 (х,уиУ2, Уп),ах

. ^  = }г(х,УъУг.....У„), (10)

= /п (х, УьУ2.....Уп)-, ах
При цьому для зручносп НеВЩ0М1 функцп у, У1, •••, Ун- 1  позначи- 

мо через
У1, У2.......Уи-

Вважатимемо, що для системи (10) задана система початкових
да них

(0) (0)
Хо, У 1 ........ Уп ■

Теорема 1 (Коил). Нехай виконуються так1 умови:
1) функци (х, у 1..... ун), * = \, 2, неперервш-за сукупшстю
сво1х аргумента, а том у / обмежеш (1/1 ^ М), в замкненш облас-



2) в облаетI О ц1 функци задовольняють умову Лшшща в/дносно 
У1- Уг......уп, то б то  для вах (х,уь ...,у„ ) / (х ,^ .......уи) 3 Ъ  вико
нуеться нерьвшеть

П
\& (*- ..... Уп) - /■ (л, ух, У„)| ^ Ь 2  |Л  - ук\, I =1,2......п,

к= 1
де Ь — стала Лшшща.

Тод'ь на в1др1зку [хо - Л; хо + /г], де 1г = т т  |а, /смуе едина 
система розв’язк'ш

У1 = >’1(х), >’2 = }'2(х), ..., У/, = Уп(х) 
системи р[внянь (10) така , що

( \ (0) / Ч (°) , ч (°):У1(*о) =:У1 . Уг(хо) = у2 , У/,(хо) = у„ . (11)

Доведения. Як 1 для одного диференщального р1вняння, можна 
показати, що система диференщальних р1внянь (10) з початковими умо- 
вами (11) екв!валентна систем! штегральних р1внянь

Д
(0) Г

У1 (X) = у  1 +  ̂ /, (I, ух (/).....уп(0 ) СП,
*0
х

Уп(х) = Уп + ]7 „  О, У {(О, ...,Уп(1))с11.

(12)

Тому дал1 будемо доводити 1снування та едишеть розв’язку системи 
жтегральних р1внянь (12). Для цього застосуемо метод послщовних 
наближень (метод ГПкара).

Визначатимемо послщовш наближення одночасно для вах шука
них функщй. За наближення нульового порядку в1зьмемо стал1 у ? ,  
/ = 1, 2,..., п. Тод! наближення першого порядку матимуть вигляд

О), . (0) г / (0) (0)ч ,
У1 ( Х ) = у  1 + ^ /, у\ ......уп у 1 ,

хо
(13)

(1)
Уп , \ (°) С , ( (0) (0)ч ,

(*) =Уп +  ̂ /,,[(, У1 ......Уп
Хо

Очевидно, що побудоваш таким чином функщ! е неперервними. Пока-
94

Ж1*мо, що перни наближення при \х - х0| ^ 1г не виходять з облаеп О.
С,правда

V

(0)4(1)
У<

Г г I (0) (°)\ ,,]  Лу,у\ , —,уп ] *
N

I = 1,2..... п. Кр1М того, функщ! у?\х), г = 1 , 2 , п, за побудовою
шдовольняють початков! умови (11).

1 взагал1, т-п наближення визначаються через наближення 
(т  - 1)-го порядку за допомогою формул:

д:
С г ( (т_1)("0. , (0)>’1 (х) = У1 +

(т-1)
,Уп

(т) (0)
Уп (X) = Уп +

хо
X

(14)

Хо

(т-1) (т-1)
У1 ,-.;Уп У -

Микористовуючи метод математично! шдукцн, можна довести, що т -и 
наближення е неперервними функщями, графжи яких при 1х-хо1 ^ Н не 
ииходять з облаеп О. Справдк зробивши в1дп0в1дне припущення щодо 
(гп - 1)-х наближень, матимемо:
1) функщ! у/т)(х), II, / = 1, 2, ..., /I, -  неперервш на вщр1зку [х0 - /г; х0 + И],

X
осюльки 1нтеграл ^ уТ  ^.....Уп г= 1, 2,..., п з верхньою

1М1ННОЮ межею — неперервна функщя; 
2)

( т )  (0)1
У> - У' =

(т-1) (т-Ш
У1  У'< А1

-V »

Враховуючи, що вщповщна нер1вн1сть доведена 1 для тп = 1, вона буде 
правильною для будь-якого натурального т . Таким чином, послщовш 
наближення (14) належать облаеп О, коли х е [хо - /г; хо + А]. Кр1м
того, згщно з побудовою, функщ! уТ\х), I = 1,2.....п, задовольняють
иочатков1 умови (11).

Доведемо, що послщовшсть наближень (функщй) (14) збиаеться 
при т  -» оо р1вном1рно для ВС1Х х € [хо - /г; хо + Л].

Для цього, як 1 у раз1 одного диференщального р1вняння першого 
порядку, розглянемо ряди:



У?} + (уч\х) - у ?у) + Су!2)(х) - у|1}(х)) + ...+

+(у;Ш)(*) _  у Г  ^С*)) + г = 1,2, (15)
Зрозум1ло, що к-та частинна сума ряду (15) дор1ВНюе к-му члену посл|- 
довност1 функщй (14). Ощнимо за модулем члени цих ряд1В, починаючи 
з другого. Враховуючи ощнку

(1), ч (0)1 
У> (х) -У 1 = Г Г (. (°) (°Л А,]  А [ 1,у\ >

Хо

та використовуючи умову Лшшща, матимемо

/ (/ (< ,/ ," ......Л 4 ) - Л  (« .* "........л ® ) )4
(2). , (1), -IУ> (Х)~У1 (х) =

*0

Г I ( (*) (!)\  ̂ I (°> (0)М А.\ \Лу,У1 , —.у« )- Л у ,у  1 , —.уп )|л
то

<

1 М Р -*о 
л;

МпЬ\1 - Го1 Л

(0)
У1 ... + (1) (0) 

Уп ~Уп 41 С

*о
= М гаХ -^ - , /=1,2.....п. (16)

Застосовуючи метод математично! шдукци, можна довести правиль 
шсть наступно! ощнки:

\т-11* - *оГ(т) (т-1) .
У! (X) - У! (X) <С М{пЬ)п (17)

Осюльки \х - хо\ ^ А, то ВС1 члени рядв (15), починаючи з другого, не 
перевищують за модулем вщповщш члени ряду

-1/Г
т\ (18)

т-\
Легко перев1рити, що за ознакою Д ’Аламбера ряд (18) збнаеться. 
Тод1 зпдно з ознакою Вейерштрасса ряди (15) зб1гаються р1вном1рно на 
вццмзку [хо - к; хо + А]. Нехай

Нт уГ\х) = У/(х), I = 1 , 2 , п.т->оо

Враховуючи, що члени ряд1В (15) — неперервш функцп, то й суми 
К/(дс), 1= 1,2 цих ряд1В також будуть неперервними функщями на 
н1др1зку [х0 - А; хо + А].

Доведемо, що система функщй ККх), У2(х)......Уп(х) \ е шуканою
системою розв’язюв системи диференщальних р1внянь (10).

Функцп У\(х), У2(х), ..., У„(х) задовольняють початков1 умови (11)
ч (*), , (0)У&о) = Нт у1 (х0) = у/т->оо

I не виходять за меж1 облаеп ^. Справа, перейшовши до гранищ при 
т  -* оо в нер1Вностях

(т) (0)
у/ - У'

д!стаемо

У,(х)-у}
(0)

^ Ь, I = 1, 2, ..., п,

^ Ъ, / = 1, 2.....п.

Покажемо тепер, що щ функцп задовольняють систему (10). Для 
цього сшввцщошення (14) запишемо так:

(т) (0) С ( г !  (т-1). ч (т-1) АУ1 (X) =У1 +  ̂ [/, у 1 (/), . . у„ (0) ~
Хо

- /, (I, У\ (0, • • у„(0)) А  + ]  /I «, У1 (0...... Уп(0) Л ,
*о

I ш 1,2,..., п. Ощнимо за модулем перший штеграл:

/  (л  (̂ - у(Г  !)..... у(п !)) - л  и, У\......у,)) 41
Хо

« 1 И ' .

(19)

(т-1)
• У1 -

(т-1)
■Уп )-М *.У и ....У п ) 41

Х{)

/ (1*0
| (*-1) VIV1 - У\ + ...

(т-1)

(т-1)
Уп ~ У„ 41 (20)

Осюльки ПОСЛЩОВШСТЬ функщй у, (х), г = 1,2, ...,П р1ВНОМ1рНО 3б1-
пшться до У/(х), / = 1,2.....п на вщр1зку [х0-А; хо+А], то для будь-якого
*• > 0 знайдеться натуральне число N = N(8) таке, що для т -  1 > N(8)



1 ВС1Х X е [х0 - 1г', х0 + Щ виконуватимуться Нер1ВНОСТ1
("1-1) . уI (х) - У,(х) < ~ПГ’ 1= 1' 2’ •••>"■ ЬИп

Тод! з формули (20) матимемо

т
(т-1)

>У1 >
(т-1)

У"
ХО

< 8.

Отже,

Ншт->оо № ■
(т-1)

У\ ■
(т-1) 

• Уп
Хо

для вс1Х х е [хо - /г; х0 + к].
Перейшовши до гранищ при т  -» оо у сшввщношеннях (19), дс

танемо

У,(х) = уТ  + [  Д (I, У\, ■ ■ У„) Л. /=1,2,..., п.
хо

Отже, система функщй у, (х) = У^х), >’г(х) = 1г(*), •••> УлС*) = *«(*) 
на вщр1зку [хо — к\ хо + к] е розв’язком штегрально! системи р1внянь 
( 12), а отже, 1 розв’язком системи диференщальних р1внянь ( 10), який 
задовольняе початков! умови ( 11).

Доведемо едишсть системи розв’язюв У\(х), У2{х), ..., У„(х). Нехай 
на вщр1зку [хо - к\ хо + к], кр1М системи розв’язюв У1(х), У2(х), Уп(х), 
1снуе ще одна система розв’язюв 2 , (х), 7.2(х), ..., 2 „(х) така, що

2 ,(хо) = у?\ I = 1, 2, ...,п,
причому не вс1 2 ,(х) тотожно дор1внюють У;-(х). Не обмежуючи загаль- 
шсть, можна вважати, що функщя

Ф(х) = |К,(х) - 2,(х)| + Ш х) - 2 2(х ) | + ... + IУ„{х) - 2„(х)| (21)
не дор1внюе тотожно нулю на досить малому вщр1зку [хо; хо + г]], т) ^  к. 
Осюльки функщя Ф(х) ^ 0 1 е неперервною на вцф1зку [хо; хо + т)], то 
вона досягае в деяюй точщ х\, хо < Х1 ^  хо + т/ свого найбкльшого 
значения К  > 0. Тод1, враховуючи, що

|У,(х) - 2,(х)| =
Л
]■(/;• (*,гь ...,У „)- М (, 2,, ...,2 „))Л  

98

л
^ I ы т )  - 2,(01 + ... + \Уп(!) - 2„(/)|)Л <

*0
X

< ^  ЬКйг = ЬК\х - хо1, х € [хо; хо + 77], /=1,2,..., п,
Хо

матимемо
|Ух(х) - 2,(х)| + ... + \У„(х) - 2„(х)| < пЬК\х - хо1 < пЬКц. (22)

Зокрема, якщох = хь то Л1ва частина нер1вносп (22) буде дор1внювати 
К , 1 ми отримуемо остаточно

К  < пЬКг],
ТОД1

1 < пЬт],
Що неможливо, оальки число 77 може бути вибрано як завгодно малим. 
Маемо суперечшсть. Тому на В!др1зку [х0; хо + 77]

У Ах) = 2,(х), / = 1, 2.....п.
Так само можна довести, що й на вццмзку [х0 - ?/; хо] щ функщ! 

.161'гаються. Теорему доведено.
Зауважимо, що умова Лшшща буде виконуватись, якщо функци 

/1 мають в облаеп й  обмежеш частинш похщш за змшними у*, тобто, 
якщо

ддуМ х ,У ь ...,Уп) ^ М, /, к = 1, 2,..., 77.

Як 1 у випадку одного диференщального р1вняння, знайдений та
ким чином розв’язок У{(х\_ 1  = 1,2......77, можна продовжити як завгодно
Олизько до меж1 облаеп й.

Осюльки диференщальне р1вняння п-го порядку (2)

€ 1  = А х у й  ^11)
Ах" ]  { ’ У’ Ах......Ах"-')

можна звести до системи (10), в якш
аУ _  „  Лу\ _  Ауп,  2 _  „Тх-У  Ь -^ -У 2 ....... ~ ь - У п -Ь

^  = /(х,у,уь ...,Уп-1), 

го Д1стаемо теорему 1снування та единосн розв’язку для р1вняння (2).



(м-1)

Теорема 2. Диференщальне р'шняння п-го порядку (2), права 
частина якого неперервна за сукупшстю сво1х аргументов I задо-

с! у Ап~х\ « *вольняе умову Лшшща в1дносноу, — ...... мае единий розв я-
зок у = у(х) такий, що

у Ш  = уо. /(хо) = Уо- •••> У(н_1)(хо) = уо
Слщ звернути увагу на те, що едишеть розв’язку задач1 Коии для 

диференщального р1вияння (2), на вщмшу вщ диференщального р1в- 
няння першого порядку, розв’язаного вщносно похщно!, не означав, 
що через задану точку (хо, уо) проходить ильки одна штегральна крива 
заданого р1вняння. Так, для диференщального р1вняння другого поряд
ку (4) едишеть розв’язку задач1 Кони з початковими умовами (5) озна
чав, що через точку (хо, уо) проходить одна 1 ильки одна штегральна 
крива р|вняння (4), дотична до яко! в щй точщ утворюе з додатним 
напрямком оа Ох кут «о такий, що 1§ао - Уо- Проте через цю точку 
можуть проходити й шип штегральш крив1, але з шшим нахилом дотич- 
но!.

Нехай й  — область, в кожнш точщ яко! задача Коил мае единий 
розв’язок. Тод1 функщю

у = >̂(х, СьСг.....С„), (23)
яка визначена в деякш облаеп змши змшних х, Сь С2, С„ I мае 
неперервш частинш похщш за змшною х до п-го порядку включно, 
називають загальним розв’язком диференщального р1вняння (2) в 
облаеп О [12], якщо:
1) система р1внянь

у = 1р(х, Сь С2, .... С„),
У  = (р'(х, Сь С2.....С„), (24)

У»-1) = (р("-л \х,Сх,С2.....Сп)
розв’язна вщносно дов1Льних сталих Сь С2, ..., С„ в облаеп Д  тобто

С\ = ф\ (х,у,у', ...,у(''_1)),
с 2 = Фг (х, у, / ...... у("-1)), (25)

Сп = Ф„ (х, у, у '...... у("_1));

2) для вах значень (х, у, у' , ..., у(,,_1)) з облаеп Э  формули (25) дають
100

таю значения Сь С2, ..., Сп (включаючи ±оо), при яких функщя (23) е 
розв’язком диференщального р1вняння (2).

Знаючи загальний розв’язок (23), можна розв’язати будь-яку 
сдачу Коил для диференщального р1вняння (2) в облаеп Д  тобто 
.шайти розв’язок р1вняння (2), що визначаеться початковими даними 

/ (и-1) I / (и-1)\ .
Хо, уо, уо. • •.. уо , причому 1хо, уо, уо..... уо I — дов1льна точка з О.

Для знаходження цього розв’язку пщставимо в систему (24) 
»ам!стьх, у, у', ..., У "_1) початков! дан!хо, уо, уо, •••, уо *):

Уо =  ̂ (хо. С ь  С2, С „ ) ,  
уо = <р'(хо, Сь С2....С„),

уо'-1) = ^("_1)(х0, СьС2, С„).

(26)

3 означения загального розв’язку випливае, що система (26) роз- 
н’язна вщносно Сь С2, .... С„, тобто:

С\ = ф\ (хо, уо, уо, •
(я-1)\

Уо ] - с Г

С2 = Фг (хо, УО, уо, •
(и-1)\ 

•-У0 ]

1
3ш

(27)

Сп = Фп (хо, уо, уо, •
('1—1)4 

•-У0 ) - с ® .

Поставивши знайдеш значения Сь С2, С„ у формулу загального 
розв’язку (23), Д1Станемо шуканий.розв’язок задач! Коил

у = Ц х ,с Г с Г , . . .С < 0)). (28)

Як правило, штегруючи диференщальне р1вняння (2), отримуемо
шгальний розв’язок у неявному вигляд1

Ф(х,у,Сь С2.....С„) = 0. (29)
Стввщношення (29) називають загальним штегралом р1внян-

мн (2) в облаеп Д  якщо воно визначае загальний розв’язок
у = <р(х,С\,С2.....С„)

диференщального р1вняиня (2) в облаеп О.
1нод1 загальний розв’язок р1вняння (2) можна знайти в парамет

ричнш форм:
х = <р(1, Сь С2, ...,Сп), 
у = ф{1, СЬ С2.....С,,).



Якщо з системи (30) вдаеться виключити параметр (, то дстають 
загальний розв’язок у неявному або нав1тьу явному виглядк

Розв’язок диференщального р1вняння (2), в кожнш точщ графи
ка якого виконуеться умова единоеп, називають частинним розв’яз
ком. 3 означення загального розв’язку випливае, що ва розв’язки, яю 
утворюються 13 загального при конкретних значениях дов1льних сталих
Сь Сг......Сп, включаючи +оо, е частинними розв’язками.

Розв’язок, у кожнш точщ графша якого порушуеться умова еди- 
носп розв’язку задач1 Коим, називають особливим розв’язком.

Особливий розв’язок диференщального р1вняння (2) може М1С- 
тити не бкльше (п - 1)-1 дов1ЛЬноТ стало!.

Приклад
1. Розв’язати диференщальне р1вняння

у" = 2 V/. (31)
Розв’язання. Покладемо у' = г(х), де г(х) — нова невщома функшя. Тода р1вняння (31) 
набуде вигляду

т! = 2л/1. (32)
Функщя

г = (х + СО2, х ^ -С\
е загальним розв’язком останнього диференщального р1вняння. Враховуючи, що 
г = У, матимемо

/= (х  + С,)2.
1нтегруючи дане р1вняння, знаходимо його загальний розв’язок

у= 1(х + С,)3+С2> х^ -С ,. (33)
Диференщальне р1вняння (32) мае особливий розв’язок г = 0. Осюльки г = у', то
у = С. Покажемо, що в кожшй точщ (хп, у0) прямо! у = С порушуеться умова единоеп
розв’язку задач! Кооп. Для цього задамо початков! умови

>'(хо) = Уо- У(*о) = 0 (34)
1 запишемо систему (26)

| Уо =  ̂(*<> + С\ )3 + С2,
| 0 = (хо + С\)'.

Система (35) розв’язна вщносно С\ \С2.
С\ = -Хо, С2 = Уо- 

Тому початков! умови (34) задовольняють два розв’язки:

у(х) =  ̂(х - х0)3 + Уо та у(х) = у0.
Таким чином, функщя у = С е особливим розв’язком заданого диференшального р!В- 
няння.

2.2. Окрем! класи диференщальних р1внянь вищих порядков, 
що штегруються в квадратурах або допускають 

зниження порядку
У даному параграф! ми розглянемо и класи (типи) диференщ-

апьних р1внянь вищих порядюв, як! штегруються в квадратурах або
допускають зниження порядку.
I. Диференщальне р1вняння виду

УМ  =  № ,  (1)
Де /Ос) — неперервна функщя на вццюку [а\ Ь], штегруеться в квад
ратурах. Справд|, запишемо його у вигляд

ибо
А (у{п~1)) = /(х) Ах.

ТоД1
у(п~1) = \/(х )Ах + Съ (2)

деС} — стала штегрування.
Отже, диференщальне р1вняння (1) п-го порядку зводиться до 

диференщального р1вняння (п - 1)-го порядку.
Записавши р1вняння (2) у вигляд

А (У"-2)) = ( |  /(х) Ах) Ах + С\ Ах 

1зштегрувавши обидв! частини останньоТ р1вноеп, матимемо

у(п~2)= I  (I  ̂ х) с1х) йх+С[Х+Съ
де Сг — стала штегрування.

Якщо п > 2, то аналопчно отримуемо

У(и 3) = /  (I  ( I  ^х) с1х) Ах+ + Сгх+ Сз’
Де Сз — стала штегрування I т.д. Через п кроюв Д1Станемо функщю 

УОс) = / /  ••• //(■*) АхАх...Ах+ С' +
П

■ х" 2 + ... + С „- 1Х + С,„
(П -  2)!

нка I е загальним розв’язком диференщального р1вняння (1).



Приклад
I. Знайти загальний розв’язок диференщального р1вняння

у" = мпх

Розв’язання. Запишемо р1вняння (3) у вигляд1

А(у') = ь'тхАх,

звщки
у' = Г втхАх = -созд: + С\.

Як В1ДОМО, функщя
у = — 81н х + С\х + Сг 

е загальним розв’язком р1вняння (4), а тому 1 заданого р1вняння (3).

2. Якщо диференщальне р1вняння

допускае розв’язання вщносно то маемо перший випадок. 
Нехай тепер р]вняння (5) розв’язане вщносно х:

х = <р(у{п)).

Поклавши / п) = I, запишемо р1вняння (6) так:

х = <̂ (0-

Скористаемося тотожшстю
с](у(п-1)) = у(" ) с1х.

Пщставляючи сюди значения Уи) = 1\ 4х = <р'(1)41, матимемо
4 (у ^ 1)) = 1<р'(1)41,

або
У"-1» = |  г^ Ч О ^  + Сь

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

де С\ -  стала штегрування.
Зштегруемо диференщальне р1вняння (7). Для цього зазначимо,

що
4 (У''“2)) = У"_1) Ах,

тобто
<1 (У«-2)) =  1<р\1) 41 +  С 1) р'(0 А(.

Отже,

I т.д.
Таким чином, розв’язок диференщального р1вняння (6) у парамет- 

|>ичн1Й форм! матиме вигляд

д: = <р(1), у =  С ь С 2, С„).

Приклад
2. Знайти загальний розв’язок диференщального р1вняння

у"3 - 2у" -х = 0.

IЪэв’язання. Це р1вняння допускае розв’язання вщноснох:

(8)

11окладемо у" = 1. Тод|
х = У '3- 2у".

х = I -2х.
Скориставшись стввщношенням (7), матимемо

у  = 1 1(312 - 2 )<* + С, = ^З/3 - 2!) Ас + с, = |  г4 - /2 + С,.

Тому

>’ = /  ( |  г4 - /г + С,)(Зг2 - 2) А  + С2 = ^  /7 - ^  г1 - 2С,г + С2.

Отже, загальний розв’язок диференщального р1вняння (8) у параметричнш фор- 
м| мае вигляд

X = I3 - 21,
г 9 л 9 .5 . 2 + ЗС| з г I Г 
у ~ 2 % 1 ~Т 01 + ~ ^ ~ 1 ~ 2С'1 + С1-

Може трапитися, що диференщальне р1вняння (5) не допускае 
розв’язання ш вщносно У">, ш вщносно х. Однак його можна подати 
у параметричнш форм1

д; = (р(1), у(п) =  ф(1), I  е  (а - /?>, (9)

де функцп р(1) \ ф(() таю, що при I е (а; /3) справджуеться тотожшсть

п т  № )  = о.
Скористаемося р1вшстю

4 (у("-1)) = / п)4х.



у«-п _  | у(п)йх + С1 _  |Д о )у / (/) л  + с ь

Таким чином, функщя у(д:) може бути знайдена за допомогою квадратур, 
аналопчно до випадку, розглянутого вище.
3. Розглянемо диференщальне р1вняння виду

Р  У('° )  = О-

Якщо це р1вняння може бути розв’язане вщносно У '0:

= / (/ '- 1))>

то, вв1вши нову невщому функщю г(х) = У '-1, д1станемо

г' = /(г).

Р 1вняння (11) при /(г) Ф 0 допускае вщокремлення змшних

Тому

4^  = ах.
№

^ ” + с "
Припустимо, що 13 стввщношення (12) можна знайти г:

г = ф{х,С\).

Тод1 матимемо диференщальне р1вняння

У "_1) = ф(х, С\)

виду 1.
Якщо р1вняння (10) можна подати в параметричнш форм1

У(п) = т  у("_1) - т
то 13 стввщношення = У п) Ах Д1Станемо

ау{п-Х) _  Ф’(1)ЖАх =

Тому

= 1

уМ  <р(1)

Дал! знаходимо послщовно:
<АО 
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+ С\.

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

аЛп-2) _  <П-1) • _  Ф Ш Ш г  ау - у  а х -  ^  ,

У I
ФИ)Ф'(1)си

Ч>(1) + Сг,...

Система (14), (15) задае загальний штеграл р1вняння (10) у парамет- 
ричнш форм1.
4. Диференщальне р1вняння виду

Р  (у("^2), / ° )  = 0

за допомогою пщстановки

г(х) = У "“ 2)

можна звести до диференщального р1вняння другого порядку

Р  (г, г") = 0.

Припустимо, що р1вняння (18) розв’язне вщносно г":

г" = №■
Помноживши обидв1 частини (19) на 2т! Ах, матимемо

А (г'2) = 2/(г) Аг,

(16)

(17)

(18) 

(19)

ЗВ1ДКИ

тобто

(г')2 = 2 | / (г )Л  + Сь 

г' = ± ^ 2 | / ( г ) *  + Сь (20)

де С) — стала штегрування.
Диференщальне р1вняння (20) допускае вщокремлення змшних:

Аг
±л/2 ;/(г)А + С,

Отже,
Г Лг 
± 2̂ //(г)* + С,

де Сг — стала штегрування.

= Ах.

= дг + Сг, (21)



Припустимо, що 13 сшввщношення (21) можна знайти 

г = 1р(х, С\, С2).

Поставивши сюди значения г = У "-2), дстанемо диференщальне р1в- 
няння (п - 2)-го порядку

у(п~2) = </>(х, Си С2)

виду 1.
Якщо р1вняння (16) можна подати в параметричнш форм1 

/ °  = (р(1), у("~2) = ф{1),

ТО 13 СШВВЩНОШеНЬ

Лу{"~1) = У и) Лх, й?У"~2) = У "_1) Лх

дастаемо
= >̂(?) ф'(1)Ли

Звщси

= ± ^ 2 ]> ( о ^ ( о ^  + с 1 = со .

Маючи параметричне подання У '' Х) 1 У и)

Г У '°  = <Р(‘ )>
\ У"-1) = СО, 

ми звели задану задачу до вже розглянуто! в пункт! 3.
5. Диференщальне р1вняння, яке не мютить шукано! функци у та П пер
ших т  - 1 ПОХ1ДНИХ

Р  (х, У т ), У т+1), . . У и)) = 0, 1 ^ т  < п, (2 2)

за допомогою замши У т) = г(х), де г(х) — нова невщома функщя, можна 
звести до р1вняння (п - т )- го порядку

р(х,г.,г', = 0. (23)

Отже, порядок диференщального р1вняння знизився на т  оди- 
ниць. Припустимо, що р1вняння (23) зштегровано, тобто знайдено його 
загальний розв’язок

г = уКх,СьС2, ...,С„_т ),
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де С\, С2, .... С„-т -  дов1льн1 стали Повертаючись до функцп у, дюта- 
немо диференщальне р1вняння виду 1:

у(т) = (р{х,С\, •••, С,,_т ).

Приклад
3. Знайти загальний розв’язок диференщального р1вняння

у" = Зл/1 - (У)2.
1\)зв’язання. Нехай /  = г(х). Тод! у" = г'. Отже, детали ртняння першого порядку

г' = Зл/1-г2,
Мгальний розв’язок якого мае вигляд

г = $ш(3х + С,), + + к е 2.

Оскьпьки У = г, то загальним розв’язком заданого р1вняння е функщя

3 ^ л ^ б т Г '  3
6. Диференщальне р1вняння л-го порядку, яке не М1стить явно незалеж
но! ЗМШН01,

Р (у ,у ', . . . ,у м ) = 0 (25)

:»а допомогою замши
У  = гСу), (26)

де г(>0 — нова невщома функщя, а у -  нова незалежна змшна, допускае 
зниження порядку на одиницю.

Справд, осюльки

„  ау ог *у = ,
7 ах ах ах

(27)

Уи) =
(г(*) = 0 ,  к=  1,2..... и -  1),

то внаслщок постановки (26), (27) у (25) дютанемо диференщальне р1в-
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няння (п - 1)-го порядку вщносно ново! невщомо! функци г :

Р  (у, г, г'..... г1" ' 0) - 0.

Приклад
4. Знайти загальний розв’язокдиференщального р1вняння

ХУ" = (У')2-
Розв’язання. Нехай у' = г(у). Тода у" = гг'. Отже,

Отримане р1вняння допускае вщокремлення змшних:
41 = Лу
г у '

Звщси
г = С\у.

Враховуючи, що /  = г, матимемо
у' = С\у.

Тому, остаточно,
>• = Сг*'*.

7. Розглянемо диференщальне р1вняння п-го порядку

Р ( х , у , У , . . . , ^ )) = 0, (29)

в якому функщя р(х,у,у', ...,у(п)) — однородна вщносно у, у', ..., у(п\ 
тобто ДЛЯ будь-якого I ф 0 справджуеться ТОТОЖШСТЬ

Р  (х, (у, (у'......1у(п)) = Г Р  (х, у, у ' , . . У '0),
де т  — показник однородность 

За допомогою подстановки

у' = у1(х), або у = е$1(х)ах, (30)
де г(х) — нова невщома функщя, порядок р1вняння (29) знижуеться на 
одиницю. Справди враховуючи, що

/  = уг,

(31)
У(п)=У$'(г, г ',...,г("-1)),

матимемо
уГр (х, 1, г, г2 + г ..... *(г, г ', .... г'”-1')) = 0.

Скоротивши на у"', у  Ф 0, дютанемо диференщальне р1вняння (и - 1)-го

порядку вщносно функщ! г :

р[х, 1,г,г2 +г', (г, г ', ....г("_1))) = 0. (32)

Якщо знайдено загальний розв’язок

г = <р(х, С\, ...,Сп-О

р1вняння (32), то, скориставшись сшввщношенням (30), Д1станемо за
гальний розв’язок р1вняння (29):

у = Спе ^ х'Сх...с"-|№ , (33)

де Сь .... С„ — ДОВ1ЛБШ СТЭЛ1.
1нтегруючи р1вняння (29), ми припустили, щоу Ф 0. Якщо функщя

V = 0 е розв’язком цього р1вняння, то П можна отримати з формули (33) 
мри С„ = 0.

Приклад
Г>, Знайти загальний розв’язокдиференщального р1вняння

х^уу" - Су - ху')2 = 0.

1\>зв’язання. Це однорщне р1вняння другого степеня вщносно у, у', у". Виконавши 
шмшу (30), дастанемо р)вняння першого порядку

х2̂ ' + г2) - (1 - хг)1 = 0, або г' + §г=-т-X дГ
<В1дси

г х2 * ’
I тому

у = е$ы* = С2хе~ ̂  .

К. Диференщальне р1вняння (29) називають узагальнено-однорщним, 
ЙКЩО 1снують числа к 1 т таю, що

Р  (е'х, ек'у, еа~1),у '.....е(к-п)'у{1,)) = ем Р  (х, у, у', ..., у(,,)).

Тод1 за допомогою подстановки
х = е\ у = гек1, (34)

де I — нова незалежна змшна, а г = г(0 — нова невщома функщя, р1в- 
няння (29) можна звести до диференщального р1вняння, яке не мктить 
незалежно! змшно! I 1, отже, допускае зниження порядку на одиницю



(прих < 0 покладаютьх = -ег).
Справдй знайшовши похщш

, = ^  е-, = ( + = у  + кг)е{к-{\
у Л /

У ' = ^-е~' = (г" + (2к - \)г + к(к - 1)г)е(*_2)', (35)

У">’=,§(г,г'..... г00) ^ * ,
1 поставивши 1х у р1вняння (29), дстанемо

ет1 Р\ (г, г ', . . г(,1)) = О,

тобто
(г, г', ...,г('° )  = 0.

9. Розглянемо, нарепш, диференщальне р1вняння (29), в якому Л1ва 
частина е точною похщною вщ деяко! функци Ф(х, у, у', ...,У "_1)), тоб
то

Г (х ,у .У .... У">) = |  ф (лг,у.У...... У " "1»). (36)

Таю р1вняння називають р1вняннями в точних похщних. Зпдно з (36)
маемо

Ф (х,у,у'..... У "_1)) = Сь
тобто Р1ВНЯННЯ (29) при цьому допускае зниження порядку на одиницю.

Якщо Р1ВНЯННЯ (29) не € Р1ВНЯННЯМ у ТОЧНИХ ПОХЩНИХ, ТО ШОД1 йо
го можна перетворити так, щоб Л1ва частина в новому р1внянш була
ТОЧНОЮ ПОХЩНОЮ.

Приклад
6. Зштегрувати диференщальне р1вняння

уу" - Су')2 = У-
Розв'язання. Розв’язком заданого р1вняння е функщя >• = 0. Подлимо л:ву 1 праву 
частини р1вняння на у2, у Ф 0 :

уу" - Су')2 _ У 
У ~ У1 ■

( * ) ’ + (1 ) '.  о, »Со ( |  + 1)'=0.
Таким чином, задане диференщальне р1вняння зведено до р!вняння в точних

шшдннх. Отже,

тобто
У - С\у = -1.

Зв1дси при С\ = 0 отримуемо у = -х + С. Якщо ж С] * О, то

у = ес'х (С2 - |  е-С|Л Ох) = С2ес'х + ^  .

2.3. Л М й ш  диференщальш р1вняння вищих порядив. 
Основш означения й поняття

Лшшним диференщальним р!внянням и-го порядку називають 
р1вняння вигляду

У '° + а1(х)У"_1) + а2(х)у{п~2] + ... + а„_1(х)У + ап(х)у = /(х). (1)

11е р1вняння лшшне вщносно шукано! функщ! у та п похщних. Задаш 
функцп а,{х), 1 = 1, .... л, (коеф1щенти р1вняння (1)) та /(х) (вьльний 
член) вважають неперервними в деякому штервал1 (а; Ь). Якщо /(х) = 
■ 0, то матимемо однорщне р1вняння вщносно у, у , ..., У н)

у{п) + а1(х)У''_1) + а2(х)у{п~2) + ... + ап-\(х)у' + ап(х)у = 0. (2)

1*1вняння (2) називають лшшним однорщним диференщальним р1внян- 
ням л-го порядку, а р1вняння (1) — лшшним неоднорщним диферен
щальним р1внянням п-го порядку.

Зазначимо, що умова Лшнпца вщносно змшниху, у'......У "_1) для
р1вняння (1) виконуеться в довшьнш замкненш облаеп

О = {(х, у, у ', ..., У "-1)) : а < а ^ х ^ Р < Ь ,  -оо < у < +оо,

—оо < У  < +оо.....—оо < < +оо}.

Справд, розв’язавши р1вняння (1) вщносно старшо! похщно!

У '° = -а1(х)У',_1) - а2(х)У”" 2) - ... - а„(х)у + Дх) = Г  (х, у, у '..... У "_1)),

матимемо

^  = -а„(х), ^  = -а„-;(х), / = 1, 2..... п - 1.

Осюльки на вщр!зку [а; /3] неперервш функщ! а,(х), 1 = 1,2,..., п, е



обмеженими, то в замкненш облает: Э  справджуеться умова Лшиица. 
Кр1м того, враховуючи, що в облаеп

=  {(х, у, у'........ ; а < х < Ь, -о о  <  у <  +оо,

— ОО <  у' <  +00, . . . ,  -0 0  <  У " - 1 ) <  + о о |

функщя р(х,у, у , ...,у (л_1)) неперервна, то, зпдно з теоремою Кони, 
1снуе единий розв’язок у(х) диференщального р1вняння (1), який задо
вольняе П0ЧЭТК0В1 умови

уОо) = Уо, у 'Ш  = у0, у(',_1)(хо) = уо" п, (3)

де (хо, уо- уо. уо — довольна точка облаеп О.
У третьому роздш буде доведено, що знайдений таким чином

розв’язок визначений на всьому штервал1 (а: Ь).

2.4. Л М й ш  однор|дн1 диференц1альн1 р!вняння
Розглянемо лшшне однорщне диференщальне р1вняння

Цу) = у(,,) + <Я|(х)у("_1) + ... + ап-\(х)у' + а„(х)у = 0. (1)

Через Ь(у) позначимо результат застосування до функщ! у сукупносп 
операщй (диференщювання, множення на функщ! <з,(х) 1 додавання), 
вказанихул1в1й частит р1вняння (1). При цьому Ду) називають лшш- 
ним диференщальним оператором [20]. Властивосп лшшного операто
ра Цу):
1)

Ду 1 + уг) = Цу\) + Дуг), (2)
деу! тау2 — будь-яю п раз1в дифереицшовш функщ!. Справд,

ДУ1 + Уг) = (У1 +У2)(,,) + й1(х)(У1 + уг)(,,-1) + ••• + а„-\(х)(у1 + у2)'+

+а„(х)(у! + уг) = О'.''* + а 1 (х)у*Г "  + ••• + а„(х)у1)+

+(У2! )+й1(х)уг' * + ... + а„(х)у2) = Цу\) + Цуг),

тобто оператор суми дор1Внюе сум1 операторов. Використовуючи метод 
математично! шдукци, можна довести, що дана властив1сть мае м1сце 
для будь-яко! сюнченно! юлькосп доданюв;
2)

де у — будь-яка п раз1в диференщйовна функщя, а С — деяка ста
ла, тобто сталий множник можна винести за знак лшшного оператора. 
Доведения друго! властивосп аналопчне попередньому.

З ’ясуемо тепер деяю властивосп розв’язюв лшшного однорщного 
р!вняння (1).

Теорема 1. Якщо функци у\(х) / у2(х) е розв’язками р'шняння
(I). т о  й функщя у1 (х) + уг(х) тако ж  е розв’язком цього ровняння.

Доведения. Осюльки у1 (х) та у2(х) е розв’язками р1вняння (1), то 
враховуючи, що Цу\) = О 1 Цуг) = 0, матимемо

ДУ1 + Уг) = ДуО + Дуг) = о,
тобто функщя у1(х) +уг(х) е розв’язком диференщального р1вняння (1). 
Теорему доведено.

Теорема 2. Якщо функщя ух(х) е розв’язком ршняння (1), т о  й 
функщя Су 1 (х) та ко ж  е розв’язком цього ршняння.

Доведения. Враховуючи, щоЦСу\) = СЦу\) I ДуО = 0, матимемо 
!.(Су\) = 0. Теорему доведено.

Наслщок. Якщо функци у 1 (х), уг(х), ...,у„(х) е розв’язками  
Л1ншного однородного р1вняння (1), т о  й функщя

у(х) = С ш  (х) + С2у2(х) + ... + С„у„(х), (4)
<)е С,-, г = 1 , 2 , п — довольно сталь, та ко ж  е розв’язком цього 
рЫняння.

Осюльки формула (4) М1стить п довшьних сталих, то природ- 
НЬО виникае питания про те, яю умови мають задовольняти функци
уДх), г = 1,2.....п, щоб функщя у(х) була загальним розв’язком р1В-
ннння (1).

Для розв’язання цього питания розглянемо спочатку поняття 
л1шйно! залежноси функщй. Функщ! ч>\(х), </?2(х), ..., <р„(х), шо визна- 
чен1 в штервал1 (а; Ь), називають лшшно залежними в цьому штервал1, 
мкщо 1снують стал! аь « 2. •••. ««, як1 не вс! дор1внюють нулю, таю, що 
справджуеться тотожшсть:

а ху х(х) + а2<Р2{х) + ... + а„(р„(х) = 0, х е (а; Ь). (5)
ЯКЩО Ж  ТОТОЖШСТЬ (5) СПраВДЖуеТЬСЯ Т0Д1 1 ПЛЬКИ Т0Д1, коли

ац = а 2 = ... = ап = О,
То функщ! (р 1 (х), <̂2(х)...... у,,(х) в штервал1 (а; Ь) називають
д|ншно незалежними. При цьому числа а 1 Ь можуть бути I 
невласними.



г
Зрозумьло, якщо одна з функщй, наприклад 1р\(х), дор1внюе нулю 

вданомуштервал1, то функциях), <р2(х), ..., (р„(х) лшшно залежш, бо 
матиме м1сце тотожшсть

1 • </>1(х) + 0 • <р2(х) + ... + 0 • (р„(х) = 0, *  е  (а; Ъ).

Приклади

Дослщити на лшшну залежшсть системи функцш.
1.

1, х. х2, .... х".
Розв’язання. Функци

1, х, х*...... х"
лшшно иезалежш в будь-якому штервал1 (а; Ь), д.еа \Ь можуть бути I невласними чис
лами. Справд!, сшввщношения

а о + а\х + агх2 + ... + а„х? = О,
в якому не вс! а„ I = 0,1,..., л, дор1внюють нулю, не може виконуватися тотожно в 
1нтервал1 (а; Ъ), осюльки воно е алгебраТчним р1внянням п-го порядку, яке, як вщомо, 
не може мати больше, ашж л корешв.
2.

51Т12 X, С082 X, 1.

Розв’язання. Функци «т2*, сов2х, 1 лшшно залежш в будь-якому штервал! (а; Ь). 
Справди це випливае з тотожност!

81П2 х + сов2 х - 1 = 0, х 6 (а; Ъ), 

тобтоа] = « 2  = 1, «з = -1.

Нехай функци
У1(х), у2(х), , уп(х)

в 1нтервал1 (а; Ъ) мають похщш до (п - 1)-го порядку включно. Тод1 виз- 
начник

У1 У2 ■ Уп

Щ х) = У1 Уг • у;, (6 )

(н-1)
У1

(н-1)
У2

(н-1) 
• Уп

називають визначником Вронського* (вронсюаном) цих функщй.
Теорема Ъ. Якщофункциу\{х), у2(х), ..., у„(х) в т т е р в а л '1 (а; Ь) 

лшшно залежш, т о  1х визначник Вронського то то ж н о  дорьвнюе 
нулю.

*Юзеф Вронський (1776-1853) — польський математик 1 механж.

Доведения. Нехай функци у1(дг), У2(х), ..., у„(х) в штервал1 (а; Ь) 
Л1ншно залежш, тобто справджуеться тотожшсть

ОГ1У1 + а2уг + • • • + а„Уп = о, х е (а; Ь), (7)

и якш не вс1 а, дор1внюють нулю. Не обмежуючи загальноеп, можна 
ВВажати, що а\ ф 0 (шакше ми змшили б нумеращю функщй). Розв’я- 
;|уючи сшввщношення (7) вщносноуь отримуемо тотожшсть

Де

.VI = Р 2У2 + /?3)'3 + ••• + РпУп,

А  = 1 = 2,3,..„п.а\

(8)

ТоД1 ДЛЯ ПОХ1ДНИХ функи.11 У1(х) ПраВИЛЬН1 Р1ВНОСТ1 

у\ =РгУ2 + Р т  + ••• +Р„у'п>

(л-1) ('1-1) 0 (и-1) , , о (я-1)у\ = Р2У2 + Ргуъ +...+р„Уп ■
(9)

11ерший стовпець визначника Вронського \У(х) е лшшною комбшащею 
1нших стовпщв, а тому Щ х) = 0 для вах* е (а; Ь). Теорему доведено.

Нехай тепер функцп угОО. •••. Уп(х) е розв’язками лшшного 
однородного р1вняння (1). Тод| мае м1сце наступна теорема.

Теорема 4. Якщо розе’язки уК Д  угСД •••. Уп(Х) диференщаль- 
ного р1вняння (1) лшшно незалежш в штерваль (а; Ь), т о  1х 
визначник Вронського не дор'шнюе нулю в жодшй точщ  цього 
Ытервалу.

Доведения. Скористаемось методом доведения вщ супротивного. 
Отже, нехай в деякш точщ хо е (а; Ь) Щ*о) = 0- Складемо систему 
Л1н1них р!внянь:

С1У1 (-̂ о) + С2.У2СХ0) + ••• + С„уп(хо) - О, 
С\у\(х0) + С2У2Ш  + ■ ■ ■ + С„у'п(х0) = О,

(н-1). . „  (н-1). . „  (л-1). ч пУ1 (д:0) + С2у 2 (хо) + ... + С„у„ (х0) = 0.

(Ю )

1^изначник ще! системи 1У(ло) = 0, а тому система (10) вдносно С\, 
Сг, С„ мае ненульовий розв’язок

С\ = С\, Сг = С2, ..., С„ = С„.

3 наслщку теорем 1 та 2 випливае, що функщя
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у(х) = С\У1(х) + С2У2(х) + ... + С„у„(х) (И)

е розв’язком диференщального р1вняння (1). Кр1м того, враховуючи 
сшввщношення системи (10), матимемо

у(х0) = О, у'(х0) = 0, ... , у(" п(х0) = 0. (12)

Початков1 умови (12), згщно з теоремою кнування, визначають единий 
розв’язок р1вняння (1). Але таким розв’язком, очевидно, е трив1альний 
розв’язок у = 0. Тому справджуеться тотожшеть

С\у\(х) + С2у2(х) + ... + С„у„(х) = 0, х е (а; Ь).

Осюльки за побудовою не ва коеф|щенти С, дор!внюють нулю, то 
функцИ у^х), у2(х), у„(х) лшшно залежш в штервал1 (а ; Ъ). А це
суперечитьумов! теореми. Отримане протир1ччя 1 доводить теорему.

3 теорем 3 та 4 випливае критерш лшшно! незалежноеп розв’яз
юв диференщального р1вняння (1).

Теорема 5 .Для того  щоб розв’язки л(х), У2(х), . . . , у,,(х) дифе
ренщального р'шняння (1) були лшшно незалежними в штервал1 
(а; Ъ), необхьдно I достатньо, щоб визначник Вронського (6) не 
дор1внював нулю хоча б в однш точщ  цього интервалу.

Будь-яку систему з п лшшно незалежних розв’язюв лшшно- 
го однорщного р1вняння (1) називають фундаментальною системою 
розв’язюв даного Р1ВНЯННЯ.

Теорема 6. Будь-яке лшшне однорьдне диференщальне р1в- 
няння мае фундаментальну систему розв’язкьв.

Доведения. Згщно з теоремою 1снування початков! умови

У 1(*о) = 1, У](хо) = 0, ..., у "  1\х0) = 0

визначають единий розв’язок у1(х), х е (а; Ь) лшшного р1вняння (1). За
Т1ею ж теоремою 1снують едиш розв’язки уг(х), уз(х)......у„(х) р1внян-
ня (1), яю визначаються вщповщно початковими умовами

у2(хо) = 0, >’2(л-0) = 1, у2 (хо) = 0, , У2 и(х0) = 0,

Уз(х0) = 0, уз(х0) = 0, уз(хо) =1, ... , уз ^(хо) = 0,

Уп(х0) = о, >-;,(х0) = 0, у"(х0) = 0, , Уп и(х0) = 1.

Визначник Вронського знайдених таким чином розв’язюв у точщ
х = х0

1 0 ... 0

0 0 ... 1

А тому за теоремою 5 функщ!

У1 (х), У г(х ), . . . ,  Уп(х) (13)

лЫшно незалежш в штервал1 (а; Ь). Тобто система функщй (13) е фун
даментальною системою розв’язюв лшшного однорщного Р1ВНЯННЯ (1). 
Теорему доведено.

Теорема 7. Якщо розв’язки л(х), у2(х), •••> Уп(х) лшшного 
однородного ршняння (1) утворю ю ть фундаментальну систему 
розв ’язкьв в штервалс (а; Ь), т о  загальний розв’язок цього р'шнян- 
ня в область

И  = {(х, у, у', . . у (" -1)) : а <  х  <  Ь, - с о  < у <  +оо,

—оо < у' <  +оо, ..., —оо < < +оо|

матиме вигляд
У = С \у \ + С2У2 + . . .  + С пу„, (14)

<)$ С„ / = 1,2..... п, — довиьш сталь.
Доведения. Справд, осюльки визначник системи

' у = С 1У1 + С2У2 + ... + С пуп,
У' =  С \у \ +  С 2У2 + . . . +  СпУп, ( ! 5)

Гп-П ^  («-1) ^  ("-1» ^  ("-1*У ' = С1У1 + С2У2 + ... + С пу„ 

г низначником Вронського фундаментально! системи розв’язюв

У1 (х), У2(Х), ... , У«(Х),

И) лшшна система (15) в обласн О розв’язна вщносно С„ / = 1,2.....п.
Кр1м того, з наслщку теорем 1 та 2 випливае, що функщя (14) е 

ро.чв’язком лшшного р1вняння (1) в обласл Э. Теорему доведено.
Покажемо, що, використовуючи формулу (14), можна знайти 

ро.чв’язок лшшного однорщного диференщального р1вняння (I), який 
шдовольняе початков1 умови

у(х0) = уо. у'(х0) = Уо, •••, У<"_1)(х0) = уо П,
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де (хо, уо, Уо, ■■■, уо ) — Д0В1ЛЬна точка облаеп В.
Справд, враховуючи таким чином задаш початков1 умови, з сис- | 

теми (15) Дстанемо
Уо = С 1У1 (хо) + С2у2(хо) + ... + С„у„(х0), 
уо = С] у 1 (хо) + С2у2(х0) + ... + С„у;,(х0),

Г

(16)
(и-1) ~ (и-1). . „  (и-1) , „  (и-1). .УО = С\у\ (х0) + С2у2 (х0) +... +С„уп (хо).

Осюльки визначник лшшно! системи (16) е визначником Вронсь
кого в точщ х = хо, то вш не дор1внюе нулю. Тод, як вщомо, систе
ма (16), вщносно Сь С2, ..., С„, мае единий розв’язок:

С\ = Сь Сг = СЪ •••, С„ = С„.

Отже, функщя

у(х) = С 1У1(х) + С2у2(х) + ... + С„у„(х)

1 буде розв’язком вщповщно! задач1 Копл.

2.5. Формула Остроградського — Л1ув1лля
Нехай функцп У1(х), у2(х)...... у„(х) в штервал1 (а; Ь) утворюють

фундаментальну систему розв’язюв лшшного однорщного диферен
щального Р1ВНЯННЯ

У(п) + о 1 (х)у<и 0 + ... + а„_1(х)у' + ап(х)у = 0. 

Знайдемо похщну вщ вщповщного визначника Вронського

(1)

У\ Уг • Уп

Щ х) = у\ Уг ■ Уп

(и-1)
у\

(И-1)
У 2

(и
• Ун

Похщна визначника дор1внюе сум1 п визначниюв, побудованих за пев- 
ним правилом. А саме,/-й визначник суми(1 = 1,2,..., п) утворюеться 13 
заданого визначника замшою г-го рядка функщй !х похщними. Застосо- 
вуючи це правило диференщювання до визначника Вронського, Дста
немо п - 1 перших визначниюв, що мають два однаков! рядки. Тому вони 
дор1Внюють нулю. Отже,

Щ(х) =

У1
Г

У1

У2
Уг

• Уп

■ Уп

(и-2) (и-2) (и-2)
У1 Уг • Уп
(и) («) (и)

Л У2 • • Ун

Помножимо елементи перших п - 1 рядюв Щ(х) вщповщно на ап(х), 
«„_1(х), ..., а2(х) 1 додамо !х до елемешчв останнього рядка. Осюльки 
функщ! у,(х), / = 1,2,..., п е розв’язками диференщального р1внян- 
НЯ (1), то

\У’(х) =

тобто

1шдси

ибо

У1 Уг Уп
/

Л уг Уп

(и-2) (и-2) (И
У1 У2 Уп
(и-1) (и-1) (и

-а 1У1 -а\уг -а\уп

Щ(х) = - а х(х)\У(х).

Щх) _  Се~$а'(х)с1х,

- /  а\(х)(1х
Щ х) = Се

Якщо у формул! (3) покласти х = хо, то С = У/(хо). Тому, остаточно,

- I а\(х)±х
Щх) = Щ х0)е 41

(2)

(3)

(4)

I*1ВН1сть (4) називають формулою Остроградського* — .Шувилля**.
Формулу Остроградського — Л 1ув1лля можна використати для 

шаходження загального розв’язку лшшного однорщного р1вняння дру
гого порядку

у " + а\(х)у' + аг(х)у = 0, (5)

н якому вщомо один частинний розв’язок У1(х) *  0.

•Михайло Остроградський ( 1801-1862) - украГнський математик та механж.
"Жозеф Л 1ув1лль( 1809-1882) - французький математик.



Для того щоб знайти загальний розв’язок р1вняння (5), потр1бно 
знайти фундаментальну систему розв’язювданого р1вняння. Тому нехай 
У2 (х) — розв’язок ЛШШНОГО р1ВНЯННЯ (5) ТЭКИЙ, ЩО функци У1(д:), >>2(*) 
утворюють фундаментальну систему розв’язюв. Тод1 за формулою (2) 
матимемо

У\ У2

у\ У2
= е-;а,ы<*Х' С = 1

або
У 1У2 -  У 1У2 = е $ах(х)ах. (6)

Розв’яжемо лшшне р1вняння першого порядку (6). Для цього подьлимо2
обидв! частини (6) на . Дстанемо

а_
Лх

- $а{(х)с1х

Тому

У2
Г е~1 а

= У '}  — с1х. (7)

Осюльки функцп у 1(х) та у2{х) за побудовою утворюють фундамен
тальну систему розв’язюв р1вняння (4), то його загальний розв’язок ма- 
тиме вигляд

у(х) = ух (х) |С1 +С2 |" е </х|.

Приклад
1. Знайти загальний розв’язок р1вняння

(х2 + 1)/' - 2ху' + 2у = 0.

Розв'язання. Функшя \\(х) = л е розв’язком заданого р1вняння. Враховуючи, що
2ха,(х) = — -х~ + 1

за формулою (7) знаходимо

>’2(дг) = д: --- 5---йх -  х1 -  1.Л ;г
Тому функшя

>(дг) = С|Л' + С2(х2 ~ 1)
1 буде загальним розв’язком даного диференшального р1вняння.

2.6. Зниження порядку лшшного однородного р1вняння
Осюльки лшшне однорщне диференщальне р1вняння

у(н) + а](х)у<п 11 + ... + а„(х)у = 0

г однорщним вщносно у, у', у", ...у("\ то за допомогою шдстановки 
у = г(х)(/х -ого можна звести до диференшального р1вняння (п - 1)-го
порядку. Однак, в результат, як правило, отримуемо нелшшне р1внян- 
мя, що значно ускладнюе подальше штегрування.

У даному параграф) наведемо подстановки, за допомогою яких 
можна знизити порядок заданого р1вняння (1), не порушуючи його л1- 
Н1Йшсть [20].

Отже, нехай ^(х) -  частинний розв’язок диференшального р1в- 
ннння (1), причомуу^х) Ф 0, х е (а; Ъ). Введемо нову невОдому функщю 
.■;(х) за формулою

У = У\1- (2)

Т0Д1

У  = У\7-’ +У\1>
У ’ = У\г" + 2/12' + у" г.

у {п) = !) + С1у\г(" 2) + ... + С,(," 1)у [ V  + у\

I л1ншне р1вняння (1) набувае вигляду

У1г(и) + (С ,|У ! +а1У1)г(" _1) + ... + (у1П) +а\У\ * + ••• + ап-\У\ + апУ\^1 = 0.

Осюльки у 1(х) — розв’язок р1вняння (1), то коеф1щент при г дор1внюе 
нулю, а тому, зробивши замшу т! = и(х), матимемо лшшне диферен- 
Шальне р1вняння (п - 1)-го порядку

(3)

При цьому

тобто

Якщо

и(" 11 + Ь\{х)и(п 2) + ... + Ъ„-\(х)и = 0.

"=г'=ш •
у  = ^ и (1х.

и2(х), м3(х), , м„(х) -
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Уь У2 = У\\  «1 Лх, >̂3 = 3̂1 ^  М2 Лх, Уп = У1 /  «и-1 <*х (4)
утворюють фундаментальну систему розв’язюв лшшного р1вняння (1).

СправД, за побудовою функщ! (4) е розв’язками початкового р1в- 
няння (1). Припустимо, що вони лшшно залежш в штервал! (я; Ъ). Тод 
матимемо тотожшеть

С\у\ + С2У2 + ... + С„у„ = О,

або
С\ + С2 ^  иуАх + Ст, ^  щАх + ... + Сп ^  и„-1 Ах = О,

в якш не вс1 С„ I = 2, 3.....п, дор1внюють нулю, бо шакше й С{ =0,
(>>1 Ф 0). Здиференщювавши останню тотожшеть, дстанемо

С2И1 + С3И2 + ... + Спип-\ = 0,
тобто розв’язки и2(х), щ(х)......и„_1(х) диференщального р1вняння (3)
лшшно залежш, що суперечить припущенню. Отже,

С\ = с 2 = ... = с „ = о,

1 функщ! >>1(х), уг(х)......УпСО утворюють фундаментальну систему
розв’язюв р1ВНЯННЯ (1).

Отже, знаючи частинний розв’язок р!вняння (1), штегрування 
ЦЬОГО Р1ВНЯННЯ ЗВОДИТЬСЯ ДО 1нтегрування ЛШШНОГО однорщного Р1ВНЯН- 
ня (п - 1)-го порядку.

I взагал1, якщо вщомо & лшшно незалежних частинних розв’язюв 
р1вняння (1):

У1(*). У2(х), ..., Ук(х),
то порядок цього р1вняння можна знизити на к одиниць. При цьому 
отримане р1вняння (п - к)-го порядку залишаеться лшшним 1 однорщ-
ним. Справд, виконуючи пщетановку и = ^  | , зновуд1Станемо р1внян-
ня (3), для якого вщомо к - 1 частинних розв’язюв:

Знайдеш розв’язки лшшно незалежш, бо в противному раз! мали б 
тотожшеть

С2Ч1 + С3М2 + ... + С&М&-1 = 0,

и якш не вс1 С„ I = 2,3,..., п, дор1внюють нулю. 1нтегруючи останню 
тотожшеть, детали б

С\ + С 2—  + Сз—  +... + Ск— = 0,
>’| >’1 У\

тобто
С1У1 + С2У2 + ••• + СкУк = 0.

що суперечить припущенню про лшшну незалежшеть функщй
Л(*)> У2(х).......Ук(х).

Тепер введемо нову функщю у(х):

и = м2 §  и<1х, або V = .

Тод для и(х) Д1Станемо р1вняння (п-2)-го порядку, для якого вщомо к - 2 
лПпйно незалежних розв’язюв:

......
Продовжуючи так 1 дал1, отримаемо лшшне однорщне р1вняння (п — к)- 
го порядку.

Отже, якщо вщомо п — 1 лшшно незалежних частинних розв яз- 
КШ р|вняння (1), то внаслщок зниження порядку дстанемо лшшне 
однорщне р1вняння 1-го порядку, тобто при цьому р1вняння (1) можна 
йнтегрувати в квадратурах.

2.7. ЛМ йш  неоднорщш диференщальш р1вняння
Розглянемо лшшне неоднорщне диференщальне р]вняння

Цу) = у(,,) + а\(х)У',_1> +  ... + а„(х)у = Дх), (1)

До /(х)ф 0, х е  (а; Ь).
Лшшне однорщне р1вняння з тими ж коеф|щентами

Ц у )  = У ' °  + а  1 (х)у( 1 * + ... + а „  (х)у = 0 (2)

називають однорщним р1внянням, що вщповщае неоднородному р1внян- 
НЮ(1).

Аналопчно до вщповщних тверджень § 2.4, можна показати: 
Околице*) -  який-небудь частинний розв’язок неоднородного р1внян- 
нн (1), а

у0(х) = С\у\(х) + С2У2{х) + ... + Спу„(х) - 
игальний розв’язок вщповщного однорщного Р1ВНЯННЯ (2), то функщя



у(х) = уи(х) + у0(х) (3)
е загальним розв’язком неоднорщного р1вняння (1);
2) використовуючи формулу (3), можна знайти розв’язок лшшного 
неоднорщного диференшального р1вняння (1), що задовольняе почат
ков! умови

уОо) = Уо, / О о )  = >’(). у(п_1)(*о) = уо 1),

де ^о, уо, уо, •••, уо — довЬчьна точка облает! И.
Теорема 1. Якщо уН10) т а УнгО) — частинш розв’язки вьдпо- 

в1днор'шнянь Цу) = /[(х) т а  Ь(у) = М х), т о  функщя

УшО) + Ун2<Х> 
е частиннимрозв’язком рьвняння

Цу) = Л  О) + /2(х). (4)
Доведения. Справд1, осюльки

ЦУн1 + Ун2 ) = Душ) + Ь(Ун2 ), 

та враховуючи, що Цун1) = Л  О), Ц уН2) = /гО), д1станемо 

ЦУн1 + }’н2) = Мх) + Мх)-
Теорему доведено.

Знайдемо, наприклад, частинний розв’язокдиференщального р1в- 
няння

у" + у = х + ех. (5)

Легко бачити, що функци уН1<Х) = х та унг00 =  ̂ е частинними 
розв’язками вщповщно р1внянь

у" + у = х
та

у" +у = е*.
Тому частинний розв’язокдиференщального р1вняння (5) мае вигляд

унО) = х + х- ех.

Як 1 у випадку лшшного однородного р1вняння можна показати, що 
знаючи к лшшно незалежних частинних розв’язюв вщповщного одно
родного р1вняння (2), порядок неоднорщного р1вняння (1) можна знизи-

| ; ти на к одиниць. При цьому отримане р1вняння (п - к)-го порядку зали- 
шаеться лшшним 1 неоднорщним.

Нехай тепер вщомо т  частинних розв’язюв неоднорщного р1внян- 
ня (1) ун 1 (л), Уи2(х), ..., Унт и)- Покладемо

у(х) = Ун 100 + гО), 

де гО) — нова шукана функщя. Тэд, враховуючи, що

ЦунО = /0)>
неоднорщне р!вняння (1) перетворюеться у вщповщне однорщне

Ш ) = 0,
т  - 1 частинних розв’язки якого мають вигляд

Ун/О) -  Ун 10), I = 2, 3, .... т  -  1.

Справа,

Ыуш -  Ун1) = Дун,-) - Д У Н 1 ) = /О ) -  /О ) = 0, 1 = 2, з ........т - 1 .
Якщо знайдеш таким чином розв’язки лшшно незалежш, то порядок 
однородного р1вняння, а тому 1 неоднорщного можна знизити на т  - 1 
одиниць.

Приклад
I. Знайти загальний розв’язокдиференщального р1вняння

(х2 - 1)у" + (1 -х)у’ + у = 1. (6)

Розв’язання. Як легко переварите, задане диференщальне р в̂няння мае два частинних 
■Озв’язки:

Ун I С*) = 1 та у„2(х) = х.
Тому функщя >'1(дг) = х - 1 буде розв’язком вщповщного однородного р1вняння. Покла- 
домо

у(х) = Ун 1 (х) + (Ун’(х) - У„ 1 (х))с(х) = 1 + (х - 1);,
до г(х) - нова шукана функшя. Тод|

у' = (х - 1 )т! + г 1 у" = (х - 1 )г" + 2г’.

Пщставляючи значения функци у(х) та й похщних у задане р1вняння, дстанемо

(х2 - 1 )г" + (3 - х)г' = 0. (7)
11ехай г' = и(х). Тощ р1вняння (7) перетворюеться в ровняння з вщокремлюваними змш- 
ННМИ



загальний розв’язок якого мае вигляд

"= с' ( т Я Г
тобто

: = С, (. * т ) + С2.

Таким чином, остаточно матимемо
>•= 1 + С, (х(х - 1) + 4(ж - 1) 1п |х - 1| - 4) + Сг(х - 1).

Як вщомо, для побудови загального розв’язку лшшного неодно- 
рщного р1вняння достатньо знати фундаментальну систему розв’язюи 
вщповщного однорщного р1вняння та частинний розв’язок неоднорщно-
ГО Р1ВНЯННЯ.

Теорема 2. Загальний розв’язок лшшного неоднородного ров- 
няння (1) можна знайти за допомогою квадратур, якщо ведо
ма фундаментальна система розв’язк 1в водповодного однородного 
ровняння (2).

Доведения. Знайдемо загальний розв’язок неоднородного р1в- 
няння, скориставшись так званим методом вар1аци довкльних сталих 
(методом Лагранжа).

Отже, якщо нам вщома фундаментальна система розв’язюв 
У1(*), У2(х), .... у„(х) вщповщного однородного р'тняння (2), то функщя

у(х) = С 1л (х ) + С2У2М  + ... + С„уп(х), (8)

де Сь С2......С„ — довил ьж стал1, буде загальним розв’язком р1внян-
ня (2).

Частинний розв’язок неоднородного р1вняння (1) шукатимемо у
ВИГЛЯД1

ун00 = С1(х)у1(х) + с 2(х)у2(х) + ... + С„(х)у„(х), (9)
де С,(х), I =1,2.....п, -  неводом! функцп, що мають неперервж похщж.

Здиференщювавши р1вжсть (9), д1Станемо
Ун = С\у\ + С2.У2 + ... + С„у'„ + у\С\ + у2С'г + ••• + УпС'п.

Нехай
У\С[ +У2С2 + ••• + УпС'ц = 0. (10)

Тод1
Ун = С 1У 1 + С2У2 + ... + Спу'„. (П )

Для знаходження у'н' здиференщюемо р1вжсть (11) 1 прир1Вияемо 
ДО нуля суму члежв, ЩО М1СТЯТЬ ПОХЩН! функщй С,(х), / = 1,2.....п,

У\С\ + У 2^2 + ••• +Упс п = 0-
Тод|

Ун = С\у" + С2у2 + ... + С„у".
11родовжуючи таким чином на (п - 1)-му крощ, матимемо

(и-2) (л-2 ) , (и-2) ,У\ С{ + У2 С2 + ... + Уп С„ = 0,

(и-1) „  (и-1 ) (и-1) (и-1)ун =С\у\ + С2У2 + ...+ С пу„ .
(и)

(12)

(13)

(14)

(15)

Обчислимо, нарешт!, ун :

,уи1' = с {у х \ с 2у2 +...+СпУп] + у Г 1)С[ +у2 ~Х)С '2 + ... +УП ~ \ .  (16) 

I Ндставляючи функщю ун(У) та й похщж в р1вняння (1), Дстанемо
П

2^ С>(У> + а 1У< + • ■ • + а„- 1У1 + а„у,)+
1=1

(и-1) . (и-1 ),—. (и-1)
+Л + у2 С2 + ...+Уп С„ = Дх).

Осюльки у,(х), о = 1, 2,..., п, — розв’язки р1вняння (2), то

Цу;) = 0, о = 1, 2,..., п.
Тому остаточно матимемо

У1 ])С[ +У2 ])С '2 + ... + Уп Х)С'п = Дх). (17)

Для визначення функщй С,(х), о = 1, 2,..., п ми побудували систему п 
лПпйних р1внянь з п неводомими С; (х), / = 1,2.....п:

У\С[ + У2С2 + ... + у„С'п = о,
У1С1 + У2С2 + ... + у 'С ' = 0,

(и-2) ,  (и-2 ) . (и-2) ^
У1 С1 +У2 С2 + ...+ у„ С„ = 0,
(и-1) / (и-1) / (н-П̂ ,,У1 С| + У2 Сг + ...+ уп С„=/(х),

иизначник яко! е визначником Вронського Н (̂х) фундаментально! сис- 
ЮМИ рОЗВ ЯЗК1В ВЩПОВ1ДНОГО однорщного Р1ВНЯННЯ. Тому \У(х) Ф 0 в 
жоджй точщ розглядуваиого 1нтервалу. Отже, система (18) вщносно 
с!(х\ о = 1, 2,..., п мае единий розв’язок



С'(х) = <Р!(х ), I = 1,2, п,

ЗВЩКИ
с,(х) = ^  <р,(х) с/х

(стал! штегрування дор1Внюють нулю).
Пщставляючи знайдеш значения С,(лг), г = 1,2,..., и у форму

лу (9) 1 враховуючи структуру загального розв’язку лшшного неодно
рщного р1вняння, Метаемо загальний розв’язок неоднорщного р1внян- 
ня(1)

у(х) = С\У\ + С2У2 + ... + С„у„ + щ{х) с!х,
1=1

деСь Сг, .... С„ -  довйпьш сталь Теорему доведено.

Приклад
2. Знайти загальний розв’язок лшшного диференшального р1вняння

/ ' - / = *  (19)
Розв’язання. У вщповщному однородному р1ВНЯНН1

у" - У = 0 (20)

покладемо у’ = г(х). Тод1 р1вняння (20) можна звести до р1вняння з вщокремлюваними
ЗМШНИМИ

I1 -1 = 0,
загальний розв’язок якого мае вигляд

г = С,е\
Тому

у = С\ сх + С2,
тобто функци ех та 1 утворюють фундаментальну систему розв’язюв вщповщного одно
родного р1вняння (20). Частинний розв’язок заданого диференшального р1вняння (19) 
шукатимемо у виглящ

у = С)( х)е' + С:(х).
Тод! для визначення С|(дг) та Сг(х) матимемо систему р1внянь

( е'С\ + 1 С =  о,
\ ехС\ + 0 С'2=х.

Отже,

Тому
С[(х) = хе~\ С'2(х) = -х.

С) (л) = -хе~' - е~\ С2(л) = - у

у = С| е ' + Сг -  х -  1 -  у  ,

и* С|, Сг — дов!льш стали е загальним розв’язком лшшного неоднорщного диферен- 
Ц|ального р1вняння (19).

2.8. ЛЫ йш  однор|дн1 диференщальш р1вняння 
31 сталими коефщ1ентами

Розглянемо лшшне однорщне диференщальне р1вняння п-го по
рядку 31 сталими коеф1щентами, тобто р1вняння виду

Цу) = У "’ + Я1У(''_1) + а2у{"~2) + ... + ап-\у' + а „у = 0, (1)
де а\, а2, .... ап -  дшсж числа. У даному параграф! покажемо, що
Штегрування р1вняння (1) можна звести нав1ть не до квадратур, а до 
плгебраТчних операщй.

ОсЮЛЬКИ Р1ВНЯННЯ (1) 6 Л Ш Ш Н И М  однорщним, то для побудови його 
шгального розв’язку достатньо знайти п лшшно незалежних частинних 
розв’язюв (фундаментальну систему).

Розв’язки р1вняння (1) шукатимемо у вигляд! (метод Ейлера)

У(х) = е*. (2)
до А — деяка стала. Знайшовши похщш

у' = Хе^, у" = Х2еХх...... У " "1» = А"-1̂ ,  У и) = А " Л  (3)

I мщставивши Тх разом з функщею (2) в р1вняння (1), дстанемо

Ь{ех'') = е^^Х" +  Я ]А ”  ̂ +  а2Хп 2 +  . . .  +  я ,(_ 1А  +  а„),

Ибо
Це**) = еХхР( А), (4)

Де
Р{А) =  А” +  я  1 А” * +  а2Х" 2 +  . . .  +  ап- \  А 4- я„.

,1в1дси випливае, що функщя (2) е розв’язком диференшального р1в- 
нииня (1) тод11 Т1льки тод1, коли многочлен Р{А) набувае нульового зна
чения, тобто

А'' +  а 1 А"  ̂ +  а2X" 2 +  . . .  +  я,|_ 1 А +  =  0. (5)

Многочлен Р(А) називають характеристичним многочленом дифе
реншального р1вняння (1), а р1вняння (5) характеристичним р1внянням 
диференшального р1вняння (1).



Отже, якщо А[ -  коршь характеристичного р1вняння (5), то

Це^) = О,

а тому функщя
у(х) = еА|Л

е розв’язком диференшального р1вняння (1).
Оскьльки характеристичне р!вняння е алгебраТчним р1внянням

л-го степеня, то воно мае п корешв.
Припустимо, спочатку, що кореш А„ I = 1,2,..., п, характерис

тичного р!ВНЯННЯ Д1ЙСН1 1 ПрОСТ! , ТОбТО

Тод1 функц'п

А,- Ф А;, I* Ф ], 7 = 1.2..... П.

у\(х) = ех'х, у2(х) = еХгХ...... у„(х) = еХлХ (6)

е частинними розв’язками р1вняння (1).
Покажемо, що в розглядуваному штервал1 (а; Ь) вони утворюють 

фундаментальну систему. Для цього обчислимо вщповщний визначник 
Вронського:

Лг*

Щ х) =

„А IX е
Х2ех'-ХХ\ех'х

а" Л а,дс аГ 1̂

ех"х
Х„ех"х

_ (Л,+Л2+...+Лп)х
1 1
А1 А2

-1И-1 ,,А„х п с

1
А„

,н-1 лм_1А1 А2 а;;-1
Останнш визначник, будучи визначником Вандермонда*, дор1внюе

[ > .  - АД
» ]

Отже,
\У(х) = еа ' +Х2+- м [ \ ( Х , - Х ] )ФО.

» ]
‘Шарль Вандермонд (1735— 1796) — франиузький математик.
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Таким чином, система розв’язюв (6) е фундаментальною I тому 
функщя

у(х) = С|<?Л|Л + С2еХгХ + ... + С„еХпХ, (7)
де С\, С2......С„ — дов!ЛЬН1 стали буде загальиим розв’язком диферен
шального р1вняння (1).

Приклад
I. Знайти загальний розв’язокдиференщального р1вняння

>•"+>•' =0.
!\ш'язання. Осюльки кореш характеристичного р1вняння

Л2 + Л = 0
Прост!:

Л] =0, А2 = — 1,
То функшя

у — С\ + С2*? л
» мгальним розв’язком заданого диференшального р1вняння.

Нехай серед простих корешв характеристичного р1вняння (5) е 
комплексш. Тод1, як 1 в попередньому випадку, загальний розв’язок 
диференшального р1вняння (1) можна знайти за формулою (7). Але те
нор функщя у(х) буде комплекснозначною. Покажемо, як побудувати 
д1йсний загальний розв’язокдиференщального р1вняння (1) [20].

Вщомо, що коли алгебраТчне р!вняння з дшсними коеф|щентами 
мне' комплексний коршь А] = а + ф, то воно мае 1 спряжений з ним
коршь А2 = а — ф. Кореням А[ та Аг вщповщають наступи! розв’язки
лиференщального р1вняння (1):

(х) = е{а+ф)х, у2(х) = е(а~ ^ . (8)

Год! за формулами Ейлера знаходимо

У1(х) = е"Л(СО$/Зх + 18Ш/&), у2(х) = е °Х(СО&Рх -  / 81ПуЗ-Х). 

Теорема 1. Якщо функц ~1Я

г(х) = и(х) + ш{х)

* розв’язком лшшного диференшального р\вняння з дшсними 
ыч'фщьентами



т о  кожна з функцш и(х) т а  у(х) та ко ж  е розв язком р1вняння (9). 
Доведения. Осюльки

Ь Ш )  = О
1

Цг(х)) = Ш (х )) + 1Ш (х)), 
то враховуючи, що вирази Ь(и(х)) та Ь(и(х)) — дйсш функцп, матимемо

Ци(х)) = 0, Ц у(х )) = 0.

Теорему доведено.
Отже, за теоремою 1, коршь А[ = а + ф  породжуе два дшсних

розв’язки
^(х) = еах соя/Зх та у2(х) = еах $\п(3х. (10)

Зауважимо, що спряжений коршь Аг = а  - ф нових лшшно не
залежних розв’язюв не дае. Таким чином, пар1 спряжених комплексних 
корешв характеристичного р1вняння (5) вщповщають два дшсних час
тинних розв’язки диференщального р1вняння (1).

Приклад
2. Знайти загальний розв’язок диференщального р1вняння

у" - 2у + 2у = 0.

Розв’язання. Осюльки кореш характеристичного р1вняння
Л2 - 2Л + 2 = 0

комплексно спряжеш:
Л] 2 = 1 ± I,

то функщя
у = ех (С] сов х + С2 «ш х)

е загальним розв'язком заданого диференщального р1вняння.

Нехай тепер характеристичне р1вняння (5) мае кратш кореш. При 
цьому розв’язюв диференщального р1вняння виду (6) 1снуе менше, шж 
п, тобто 1х юльюсть иедостатня для побудови фундаментально! систе
ми, а тому 1 загального розв’язку. Знайдемо решту частинних розв язюв 
лшшного диференщального р1вняння (1).

Розв’язки р1вняння (1) шукатимемоу вигляД

у(;с) = еУхи(х), (11)

де А — деяка стала, а и(х) -  невщома функщя, яку потр1бно визначити

так, щоб
Це^и^х)) = 0.

За формулою Лейбнща знаходимо 
/  = (А и + и'),

у" = (А 2и + 2А и' + и"),

У " = е** (А Зи + ЗА V  + ЗА и" + и"'\

У"~ = е** (а"-’и + С,!-1А"-2и' + Сп- + ... + С,':21Ак(п-2) +

у » ) _  е\х ^ п и +  с}'А"-'и' + С 2Х"~2и" + ... +  +  им ).

Пщставляючи функщю у(х) та п похщш в диференщальне р1внян- 
ии (1), матимемо

Це**и) = екх (р(А)м + Р'(Х)и' +

+-  + ^ п | “<”' ' )+ “ м }  <|2>
Якщо А} — коршь характеристичного р1вняння (5) кратноеп т\, то, як 
ц|домо,

Р(АО = 0, П А О  = 0 , Р (т,-1>(А1) = 0, /э(/и,)(А1) *  0.
Тому з формули (12) Дстанемо

Цех'хи) = ( ? " " )(А|) „<*•> + ^ „(«.+1) + + иС»)
V тЛ (т, + 1)! )"

Отже, функщя
}’(х) = ех'хи(х)

Луде розв язком р1вняння (1) тоД \ ткпьки тод, коли

Останне сшввщношення тотожно дор1внюватиме нулю, якщо, наприк- 
лад,

и(х) = х 1, ]  = 1,2.........ш\ - 1. (13)
Год функщ!

ех'х, хех 'х, х2еА'х, ..., У "|~1<?Л|Л' (14)



будуть частинними розв’язками р1вняння (1), породженими коренем А^
I взагал1, кореш характеристичного р1вняння Аь А2, Ар, крат- 

НОСТ1 ЯКИХВЩП0 ВЩН0 Д0р1ВНЮЮТЬть ГП2......т р, причому

т\ + т 2 + ... + т р = п, Ш1 > 1, / = 1, 2, ..., р,
породжують систему п частинних розв’язюв диференшального р1внян- 
ня ( 1):

ех'х, хех'х, хт '~1еХ1Х,
ех'-х, хеХ2Х......... хГг-хе^х, (15)

еХрХ, хеХрХ, ..., Х,пр~1ех1’х.
Покажемо, що розв’язки (15) утворюють фундаментальну систему. Для 
цього скористаемось методом доведения вщ супротивного.

Отже, нехай функци (15) лшшно залежш в розглядуваному штер-
вал1 (а; Ь). Тод1 юнують стал1 а ]  , / = 1,2, р, }  = 1,2,..., т { - 1, яю
не вс1 дор1внюють нулю, таю, що

^ + а\ х + ... + 0 ,^-1^ " ' ^ ех,х = 0, х е (а; Ъ),
1=1

або р
V  Ь](х) ех,х = 0, х е (а; Ъ). (16)
1=1

Не обмежуючи загальшсть, можна вважати, що многочлен Рр(х) Ф О, 
х е  (а; Ь). Подалимо обидв1 частини тотожноеп (16) на еХ{Х:

Ц(х) + ^ Ш е (Х‘~Х])х = О-
г=2

Осюльки Р[(х) — многочлен, степшь якого не перевищуе т\ - 1, то, 
диференщюючи останню тотожшсть т\ раз, дютанемо

^ С ,{х )е а м  = 0, (17)
1=2

причому Ср{х)ф О, * е  (я; Ь). Тотожшсть (17) М1стить вже р-\ доданюв. 
Продовжуючи описаний вище процес, приходимо до тотожносп

Нр(х) еа>’-х>'-')х = О,

в якш Нр(х) ф О, х е (я; Ь). А це неможливо. Тому припущення про 
лшшну залежшсть функцш (15) неправильие. Отже, розв’язки (15) 
лшшно незалежш, а тому вони утворюють фундаментальну систему. 

Таким чином, функшя
р

у(х) = ^ К ,(х )е х‘х, (18)
1=1

де К,(х) — многочлен степеня т,- — 1 з довкпьними коефщ1ентами, е за- 
гальним розв’язком диференшального р1вняння (1) у випадку кратних 
корешв характеристичного р1вняння, причому юльюсть довьльних ста- 
лих у формул! (18)

ГП\ + Ш2 + ... + т р = п

дор1Внюе порядку р1вняння (1).
Нехай тепер серед кратних корешв характеристичного р1внян- 

ня (5) е комплексш. Якщо А1 = а + ф — комплексний коршь кратноеп 
т , то спряжений коршь Аг = а - ф мае ту саму кратшсть. Коршь А] 
породжуе т  частинних розв’язюв р1вняння (1):

е(а+Р‘)х, хе(а+13,)х, ..., хт ~1е(а+̂ ‘)х. (19)

Тому за теоремою 1 пар1 спряжених комплексних корешв кратноеп т  
вщповщають 2т  дшсних частинних розв’язюв диференшального р1в- 
няння (1):

еахсо8(Зх, хеахсо&/Зх, ..., хт ~1еахсо§@х, 
еах 81п/Зх, хеах зтДх, ..., хт ~1еа* ып/Зх.

Аналопчш розв’язки можуть бути побудоваш I для решти корешв 
характеристичного р1вняння.

Отже, у загальному випадку, можна знайти п лшшно незалежних 
розв’язюв лшшного однородного диференшального р1вняння 13 стали
ми коеф|щентами (1), що дае можлив1сть побудувати його загальний 
розв’язок.

Приклад
3. Знайти загальний розв’язок диференшального р1вняння

у<уп) + зут  + 5ут  + 1у(т + 1у,„ + 5у, + у  + у = 0 (20)

Розв'язання. Складемо характеристичне р1вняння

А7 + ЗА6 + 5А5 + 7 А4 + 7 А3 + 5А2 + ЗА + 1 = 0.



А 1,2.3 = — 1, Л45 = I, Л(,7 = —I.

у(х) = (с, + С2Х + С3ДГ2) е~х + (С* + С5Лг) С05д: + (С6 + С7х) мп х 

е загальним розв’язком диференшального р1вняння (20).

Вщповщш формули значно спрошуються, якщо задане диферен
щальне р1вняння (1) е Р1ВНЯННЯМ другого порядку, тобто

у"  + а\У + а2у = 0. (21)

Справд!, нехай Л1 та Л2 -  кореш характеристичного р1вняння

А2 + + а2 = 0.

Тод1 загальний розв’язок р1вняння (21) матиме вигляд
1) ;у(х) = С ^ 1* + С2еХгХ, якщо Аь Л2 -  дшсш, р1зш;
2) у(х) = (С1 + С2х)ех'х, якщо Л1 = Х2 = - у  ;

3) у(х) = еах(С\ соз/Зх + С2 зш/?х), якщо Л1>2 = а ± ф, /3 Ф 0.

2.9. Лжшш неоднорщш диференщальш р!вняння 
31 сталими коефщ1ентами

Як вщомо, для знаходження загального розв’язку лшшного неод
норщного диференшального р1вняння 31 сталими коефщ1ентами

Цу) = у(п) + а1у("_1) + а2у(п~2) + ... + ап-\У' + а„у = Дх) (1)

достатньо знати фундаментальну систему розв’язюв вщповщного одно- 
рщного р1вняння та деякий частинний розв’язок неоднорщного р1внян- 
ня. Використовуючи метод вар1ацп довильних сталих (теорема 2 § 1.7), 
частинний розв’язок р1вняння (1) можна знайти в квадратурах. У даному 
параграф! розглянемо Т1 випадки, коли частинний розв’язок диферен
шального р1вняння (1) знаходиться без квадратур.

Отже, нехай права частина неоднорщного р1вняння (1) мае вигляд

/Ос) = Рт (х)еах,

де Рт {х) = р0хт  + р\х!п~х + ... + рт -  многочлен степеня т  ^ 0, а а -  
деяке число,тобто

Частинний розв’язок р1вняння (2) шукатимемо у вигляд1

Уц{х) = 0 .{х )е ах, (3 )

Де (2(х) — многочлен з невизначеними коефщентами. Щоб знайти 
коеф1щенти 1 степшь многочлена (2 (х), пщставимо ун(х) у диферен
щальне р1вняння (2). Для цього спочатку у формул! (12) §2.8 покладемо

и(х) = <2(х), Л = а.

Тод! матимемо

^  (<Э(х)Р(а) + Р '(а ) + ...+

+ /*0(<*)) = еахРт (х), (4)

звщки

0{х)Р(а) + 2 & Р '(а )+  ...+

+ § Г ^ Г  р(П)^ )  = рт(х), (5)

де Р(а) — значения характеристичного многочлена при А = а.
Припустимо, що а не е коренем характеристичного р1вняння, тоб

то
Р(а) Ф 0. (6)

Многочлен 2(х) пщберемо так, щоб виконувалася тотожшсть (5). Для 
цього, враховуючи (6), достатньо покласти

(2 (х) = Цох™ + ^х "1-1 + ... + т̂ ^x  + дт .

Для визначення <?о, ......<?,„ пщставимо многочлен <2 (х) з поки ще
невизначеними коеф1щентами в сшввщношення (5) I, прир1внюючи 
коеф^щенти при вщповщних степенях х, дстанемо систему з т  + 1 Л1-
ншних р1внянь вщносно <?о, <71.......цт - Осюльки Р (а ) ф 0, то отримана
система мае единий розв’язок.

Приклад
I. Знайти загальний розв’язокдиференщального р1вняння

у" + / - \2у = хеъ . (7)

Розв’язання. Складемо характеристичне р1вняння вщповщного однородного диферен-



ЗВ1ДКИ

Тому функция

А2 + А - 12 = О, 

А( = -4, А2 = 3.

Уо = с, с 4л + С2е3х
е загальним розв’язком вщповщного однорщного р1вняння.

Осюльки число а = 2 не е коренем характеристичного р1вняння, то частинний 
розв’язок неоднородного р1вняння (7) шукатимемо у вигляш

У» = (<?()•*+ Ф )е 2л.

Пщставивши значения ун у р1вняния (7), шстанемо
-6(д0х + )е2х + 5д0е~' = хе ,

або
-бдо* - 6̂ 1 + 5̂ о = х. 

Отже, коефщенти <?0 та визначаються з системи р1внянь
-6?о = 1,

тобто 5_
36

Ун

ТоД1 функщя
у = С,<Г4' + С2е3х (бх+ 36 ) ('2'

буде загальним розв’язком заданого диференщального р1вняння.

Нехай тепер а  е коренем характеристичного р1вняння кратност1 
г ^ 1. Тод1

Р(а) = Р ’{а) = ... = Р (г_1)(о') = 0, Р {г\а) Ф 0.

Отже, з формули (5) дстанемо

Р (г){а) + ® Г+ .(§  Р (г+1)(а ) + ...+
г. (г + 1)!

<2("~ '\х ) р (,.-1)( а )  +  & " ](х) р (п)+ ̂ -- — Р
(л-1)!

р ^ {а ) = Рт {х). (В)

Аби виконувалася тотожшеть (8), необхщно, щоб многочлен 0̂ (х) мав 
степшь т  + г, тобто

(2(х) = Чоя Г +г + Ч\х!П+Г 1 + ... + + Цт+ 1̂ Г + ... + Цт+г- (9)
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Причому, осюльки Л1ва частина р1вносп (8) м1стить похщш, починаючи 
з г-1, то можна вважати, що

Чт+\ — Ят+2 = ••• = Ут+г = 0.

ТоД1
<Жх) = Яох” +г + д1хт+г- 1 + . . .+Чтхг,

або
^{x) = x^{̂ x̂!п+ д\х!"^х + ... + т̂ ). (10)

Отже, якщо а — коршьхарактеристичного р1вняння кратноеп г ^  0, то 
частинний розв’язок ун(х) р1вняння (1) можна знайти у вигляд

Ун (х) = хг()(х)еа (11)
де (?(х) — многочлен того ж степеня, що й Рт (х).

Для того щоб знайти коефщенти многочлена ()(х), достатньо 
пщетавити його в р1вшсть (8) 1 прир1вняти коеф1щенти при вщповщних 
степенях х. Осюльки Р(г\а) Ф 0, то отримана таким чином система Л1- 
ншних р1внянь вщносно <?о, Чь ■■■> Ят матиме единий розв’язок.

На практищ частинний розв’язок ;ун(;с) шукають у вигляД (11), 
причому коеф1щенти многочлена ^{x) вважають невизначеними. 
Пщставляючи ун(х) у задане р1вняння, скорочуючи на еах \ прир1внюючи 
коеф1щенти при одиакових степенях х, отримують систему лшшних ров- 
нянь, з яко! 1 знаходять ()(х).

Приклад
2. Знайти загальний розв’язок диференщального р1вняння

у " + у’ -  12V = еЪх. (12)

Розв’язання. Як показано у приклада 1, функщя

Уо = С1е' 4х + С2е}х

е загал ьн и м  р о зв ’язко м  вщ повщ ного однорщ ного Р1ВНЯННЯ.
Оскшьки число а = 3 е коренем характеристичного р1вняння, то частинний 

розв’язок неоднородного р!вняння (12) шукатимемо у вигляд!

Ун = яхе3*.

ПЩставимо значения функци ун та П похщних у р1вняння (12). П1сля скорочення на е*х 
матимемо

6̂  + 9дх + ц + Здх - 12дх = 1,
тобто



Таким чином, функщя
у = СцГ4' + С2еХх + I  хе3х 

е загальним розв’язком диференшального р1вняння (12).

Використовуючи метод невизначених коефщ1ент1в, можна також 
знайти частинний розв’язокдиференщального р1вняння (1), в якому

к
/ (х )= '^ Р ,(х )е ‘Чх,

(=1

де Р^х), / = 1, 2, ...Д  -  деяю многочлени. При цьому використовують 
теорему 1 § 1.7.

Приклад
3. Знайти загальний розв’язокдиференщального р1вняння

у" + у' - 12у = хе2х + е'х.
Розв’язання. Оскшьки в попередшх прикладах було знайдено загальний розв’язок вщ
повщного однорщного Р1ВНЯННЯ

>-"+>•' - 12у = О
та частинш розв’язки р1внянь

у" + у' - 12у = хе2х 

у" + у' - \2у = е3х,
то функщя

у = С\е~4х + С2е3х - + ^ )е 2л + \хе*х

буде загальним розв’язком заданого диференшального р1вняння.

Нехай тепер

/(х) = еах (Ртх{х) со$/Зх + Р,„2(х) зш/Зх),

де а  1 (3 — дшсш числа, а Рт 1(х) 1 Р„,2(х) — многочлени, степеш яких 
ВЩПОВ1ДНО дор1Внюють т\ та т 2. За формулами Ейлера дктанемо

/ ( * )  -  I  е ^ )х (Р И 1(х) -  1Р,п2{х)) +  \  е(а- * )х (Р т ,(х ) +  1Рт2(х)\

Тому, якщо а ±ф — коршь кратноеп г ^ О, то, згщно з вищевикладе-
ним, частинний розв’язокдиференщального р1вняння (1) шукатимемо у 
ВИГЛЯД1

хг (в(в+№*е(т1) (X) + е(а~{р)хО^{х)\ (13)
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Де 0.т\х) та <2®(х) — многочлени з невизначеними коефЩентами, сте- 
пшь якихдор1ВНюе т  = та х {ть  т 2). Легко бачити, що з тотожностей 
(5), (8) для визначення коефщетчв многочлена 0^\х) вщповщш 
тотожносп для 0$(х ) можна отримати замшою коефщешчв сшвв!д- 
ношень (5), (8) на комплексно спряжеш [20]. Тому коефщенти много
члена <2®(х) будуть комплексно спряженими вщповщним коефщентам 
многочлена 0${х), тобто

<2&\х) = е;„(х) + /<2Г» (х). е,(„2)(х) = а:„(х) - *е* м . (14)

Враховуючи (14) 1 знову використовуючи формули Ейлера, 13 сшввц],- 
ношення (13) знаходимо шукану форму частинного розв’язку диферен- 
щального р1вняння (1)

ун О) = хгеах (2()*п(х) соз /Зх - 20** (х) з т  /Зх), (15)

причому Ун(х) — функщя дшено! ЗМШН01.
Отже, остаточно: частинний розв’язок лшшного р1вняння 31 ста

лими коеф1щентами 1 з правою частиною вигляду

еПХ [Рт  (х) СОЗ /Зх + Рт2{х) 81П /Зх)

можна знайти у форм1

Хгеах (<2{т (х ) соз /Зх + йт\х) 3111/?х),

де 0 {т\х) та — многочлени степеня т  = тах {ть  тг), а г ^ 0 —
кратшеть кореня а  ± ф характеристичного р1вняння.

На практищ многочлени <2т\х) та 0$(х ) записують з невизначе
ними коеф1щентами, шдставляють у р1вняння ( 1)1 прир1внюють коефь 
щенти при виразах вигляду х-7 соз /Зх та ху з т  Дх (у = г, г + 1, ..., г + т).

Приклад
4. Знайти загальний розв’язок диференшального р!вняння

у" - 2у' + 2у = е1 С08 х. (16)

Розв'язання. Складемо характеристичне р1вняння вщповщного однорщного диферен
шального Р1ВНЯННЯ

А2 - 2А + 2 = 0.
звщки

Тому функщя



г
Уо = (С] С08 Л‘ + С2 81П х)

е загальним розв’язком вщповщного однорщного р1вняння.
Осюльки число а+ф = 1 +/ е коренем характеристичного р1вняння, то частинний 

розв’язок неоднородного р1вняння (16) шукатимемо у в игл яд|
Ун = хех (д\ С08Х + ^2 81ПХ).

Пщставляючи значения функцп ун та П похщииху р1вняння (16), матимемо
-2̂ \ 81ПХ + 2д2 С08X = С08Х

Прир1внюючи члени при 8 тх 1 совх, дютаемо систему р1внянь
/ -2?, = О,
I 292 = 1,

ЗВЩКИ

?! = о, 42 = \ ■
Тому функщя

ун = 1 хех 81ПХ

е частинним розв’язком р1вняння (16). Отже, загальний розв’язок заданого диферен
щального р1вняння мае вигляд

у = еХ (С*1 СО&Х + С2 51П X) + |  ХСХ 81ПХ

2.10. В1льн11 вимушеш коливання. Резонанс
ЛШШН1 ДИфереНЦ1аЛЬН1 р1ВНЯННЯ другого порядку 31 сталими 

коефщентами застосовують при вивченш коливальних процеав.
Отже, нехай матер1альна точка М  масою т  рухаеться вздовж пря

мо! Ох у деякому середовиш]. Припустимо, що на цю точку дають таю 
сили: сила /1 = -Ьх, що притягуе точку до початку координат, сила

-а^-, зовшшня сила / 3  = /{(), напрям яко!Шопору середовища /г
збшаеться з напрямом ос1 Ох.

Знайдемо закон х = х(1), за яким рухаеться точка. Застосовую- 
чи другий закон Ньютона, отримуемо диференщальне р1вняння другого 
порядку:

(1)т %  = -аТ Г Ьх + М '

або

де

^ |+ 2  к ^  + к2х = Е { 1), аг ш

т
т  т

(2)

Р 1ВНЯННЯ (2) — неоднорщне диференщальне р1вняния другого по
рядку 31 сталими коеф1щентами. Його називають р1внянням вимушених 
коливань.

Припустимо, спочатку, що зовшшня сила Р(1) = 0. ТОД1 р1ВИЯИ- 
ня (2) вироджуеться в однорщне р1вняння

1 1 + 2  к ^ + к 2х Ж2 Л 0. (4)

Диференщальне р1вняння (4) називають р1внянням в1льних коливань.
Для знаходження загального розв’язку р1вняння (4) складаемо ха

рактеристичне Р1ВНЯННЯ

Я2 + 2/гА + к2 = 0. (5)
Коренями цього р1вняння е числа

А\у 2 — —к ± V/?2 - к2. (6)
При цьому можуть бути таю два випадки.
1. Точка М  рухаеться в середовишд без опору. Тод1 к = 0 \ кореш (6) 
мають вигляд

Ах, 2 = 'к.
У цьому раз! загальний розв’язок диференщального р1вняння (4)

запишеться так:

або
х(1) = С\ сок к( + Сг 51 п к(, 

Х(1) = А 81П(к ( + <р),
Де

С\ = А 81П <р, Сг = А С08 <р.

Рух, що здшснюеться за 
законом (7), називають чисто 
гармошчними коливаннями. При 
цьому число А називають амшн-

(7)

(8)

точки вщ положения р1вноваги), 
к — частотою (юльюсть коливань 
за одиницю часу), Т = у  -  пе-
рюдом 1 (р — початковою фазою 
коливання (фаза гармошчного коливання — значения аргументу функ- 
цн 81п). 1нод! частоту к називають частотою власних коливань. Таким



чином, положения матер1альноТ точки в початковий момент часу виз- 
начаеться двома параметрами, а саме — амшитудою та початковою 
фазою коливання (рис. 24).

Щоб знайти амшптуду А 1 початкову фазу (р, потр1бно задати по
чатков! умови

х(0) = хо, х'(0) = х'0. (9)
Пщставляючи щ значения у функщю (7) 1 П похщну 

х'(1) = Аксо$(к1 + <р), 

матимемо для знаходження А 1 ср таку систему р1внянь:

А 81П </> = Хо,

(Ю)

Ак соз у  = хо.

Звщси

А = л хо + тг , Ч> = агс1§ кхо

(П )

(12)

Отже, у раз1 чисто гармошчних коливань з початковими умова- 
ми (9) закон руху задаеться формулою

Х (0  = у  хо + р -  81П ̂ к1 + агс1§ |. (13)

Зауважимо, що формула (13) опи- 
суе також мал1 коливання математичного 
маятника.

Справд1, нехай математичний маят
ник, довжина якого / 1 вага Р  = т§, ви- 
ведений з вертикального положения на 
деякий кут ф (рис. 25). Припустимо, що 
коливання маятника вщбуваеться в сере- 
довищ1 без опору. Маятник коливаеться
шддаею сили У

/  = т§  (14)
Нехай за час I точка М  пройшла по 

дуз1 кола з центром в точщ О 1 рад1усом / 
шлях 5. Тод|

5 = 1ф. 
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Згщно з формулами (14) та (15), диференщальне р1вняння, що описуе 
рух даного маятника, мае вигляд

+ ГП§ 8№ ф = 0. (16)

Нехай величина кута ^досить мала. Тод! 5т ф  «  Отже, р1вняння (16) 
набувае вигляду

^  , а .+ г  ф = о, (17)

де к2 = у .
Таким чином, при зроблених припущеннях коливання маятника 

вщбуваеться за законом
ф(1) = А 81п(к( + (р), (18)

де

к = 1 * .  Т = 2 л } 1-,
8

(19)

2. Нехай рух точки М  вщбуваеться в середовишд з опором, тобто к Ф 0. 
Тод1 можуть бути таю три випадки.

1. к2 - к2 > 0. Загальний розв’язок р1вняння (4) мае вигляд

(20)

а рух при цьому називають аперюдичним.
3 формули (20) випливае, що при I -> +оо будь-який розв’язок наб- 

лижаеться до нульового розв’язку х = 0.
2. к2 - к2 < 0. Тод1 кореш (6) е комплексними:

А] 2 -~^г± к2 - к2, 
а загальний розв’язок р1вняння (4) можна записати так:

х (0  = Ае и' 81П(у!к1 - к2! + (р). (21)

При цьому рух називають згасаючим гармошчним коливанням з 
перюдом

2л



частотою

О) = ^  к2 - к2,

амшитудою Ае~ы 1 початковою 
фазою (р (рис. 26). На вщмшу 
вщ чисто гармошчних коливань 
у згасаючих коливаннях амшн- 
туда не е сталою, а дор1внюе 
Ае~ш, 1 при ( -> +оо вона наб- 
лижаетьсядо нуля, тобто коли
вання згасають.

3. к2 - к2 = 0. Тод1
А; = А2 = —к.

Загальним розв’язком диференщального р1вняиня (4) е функщя 

х(1) = е-ы(Сх + С2/). (22)

При цьому рух також називають аперюдичним. Кожен розв’язок 
X = х({) Р1ВНЯННЯ (4) при I -> +00 прямуе до нуля.

Нехай тепер зовшшня сила Р (1) Ф 0. Тода рух точки описувати- 
меться неоднорщним диференщальним р1внянням (2). Зокрема, якщо 
рух вщбуваеться в середовищ1 без опору, то р1вняння вимушених коли
вань набувае вигляду

^  + к2 х = Р {1). (23)аг
Загальний розв’язок цього р1вняння можна знайти методом ва- 

р1ацп дов1ЛЬних сталих.
На практищ зовшшня сила Р {1) часто е синусощальною

Р {1) = Н  8№ о)(,

де Н  — амшптуда, а о) — частота зовшшньо! сили. 
Загальний розв’язок р!вняння

^ 4  + к2Х  = Я  81П со( д.1

(24)

(25)

можна знайти без квадратур, додавши до загального розв’язку

А 81П(к1 + ср)
вщповщного однорщного р1ВИЯНИЯ частинний розв’язокхн неодиорщно-

148

го р1вняння. Розв’язок хн можна знайти методом невизначених коефь 
шенпв. Для цього слщ окремо розглянути два випадки.

Нерезонансний випадок. Частота зовшшньо! сили не дор1внюе 
частот! власних коливань, тобто

о) Ф к.
Тод1 частинний розв’язок р1вняння (25) шукатимемо у вигляд1

хн(0 = В81ПШГ + Сс05 0)1. (26)

Звщси
х'н = Во) соз ол - Со) з т  0)1, 

х'н - -Во? 81П 0)1 - Со2 С08 0)1.
Пщставляючи хн 1 х'н' у р1вняння (25), дастаемо тотожшеть

-Во? 81П 0)1 - Со? С08 0)1 + к2(В 81П 0)1 + С С08 0)1) - Н  81П 0)1.

Прир1ВНЮЮЧН у ЦШ Т0Т0ЖН0СТ1 КОефЩеНТИ при 81П 0)1 1 С08 0)1, 
отримуемо наступну систему р1вняньдля знаходження невщомих чисел 
В 1 С:

В(к2 - о?) = Н,
С(к2 - о?) = 0.

(27)

Звщси

ТоД1
Х И ( 0  =  72— 2

I загальнии розв язок мае вигляд

х(() = А 81П(к.1 + Ф) + р Н 2 81П 0)1. (28)

Резонансний випадок. Нехай частота зовшшньо! сили о) збь 
гаеться з частотою власних коливань к, тобто

о) = к.
У даному випадку число а + ф = 10) = 1к е коренем характерис

тичного р1вняння. Тому частинний розв’язок р1вняння (25) слщ шукати
У ВИГЛЯД1

Хн(?) = 1{В  81П 0)1 + С 008 0)1). (29)
ТОД1



х'и = В  81П 0)1 + С СОЗ 0)1 + 10)(В СОЗ 0)1 - С 31П 0)1),
= Во) С08 0)1 - Со) 8111 0)1 + В СО С08 О)?- 

-Со) 81П 0)1 - 10)2(В 81П 0)1 + С С08 0)1).

Поставивши хн 1 х'н' у р1вняння (25), матимемо тотожшсть

2Во) соз о>1 - 2Со) зт  0)1 - 1о?{В з т  о)( + С соз а>1)+
+(о)2(В  з т  0)1 + С соз 0)1) = Н  з т  0)1.

Прир1внюючи тут коеф1щенти при $то)( 1 со&о)(, дстаемо таку 
систему р1внянь:

Г -2Со) = Н,
\ 2Во) = 0.

Звщси С = , В  = 0. Отже,2ш
Н1хн(0 = СОЗ 0)1’ 2а>

1 загальний розв’язок р1вняння (25) у резонансному випадку матиме 
вигляд

х(1) = А з т (к1 + (р) - Щ- соз 0)1. (30)
2(0

1з формули (30) випливае, що у випадку о» = к, починаючи здеяко- 
го моменту, вщбуватимуться коливання, ампл1туда яких може бути 
значно бкльшою вщ амшнтуди Я  синусощально! сили, що спричинюе 
саме коливання системи. Це явище р1зкого зростання ампл1туди шд 
впливом пор1Вняно малих зовшшшх сил називають резонансом М1Ж 
власними коливаннями матер1ально! точки 1 зовшшньою силою.

Аналопчно можна побудувати загальний розв’язок р1вняння (2), 
що описуе рух точки в середовишд з опором.

2.11.1нтегрування диференщальних р!внянь 
за допомогою степеневих ряд в̂

Якщо не можна знайти загальний штеграл диференшального р1В- 
няння

Р {х ,у ,у '.....У{п)) = 0 (1)
одним з розглянутих вище способ1в, то досить часто шукають розв’язок 
р1вняння (1) у вигляд1 степеневого ряду.

Розглянемо цей метод штегрування диференщальних р1внянь на 
приклад1 лшшниходнорщних диференщальних р1внянь другого порядку

Функщю а(х) називають анал1Тичною в окол1 точки хо, якщо П 
можна зобразити у вигляд степеневого ряду

СХ)

а(х) = а5(х - х0У,
5=0

що збшаеться в даному окол1.
Мае М1сце наступна теорема [18].
Теорема 1. Якщо в рьвнянм (2) функци ао(х), а\(х) т а  а2(х) —

аналстичш в окол[ точки хо / ао0) Ф 0, т о  будь-який розв’язок 
цього р1вняння е аналтичною функщею в даному окол1, т о б т о  
може бути  запасаний у виглядI степеневого ряду

У(х) = ^  с5(х - х0 )5.
5=0

Приклади
I. Знайти загальний розв’язок диференшального р̂ вняння

у" -ху = 0. (3)

Розв’язання. Шукатимемо розв’язок р1вняння (3) у вигляд1 степеневого ряду

у = Со + С[Х + С2Х1 + ... + с„х" + ... (4)

Дв1Ч1 здиференщювавши вираз (4), пщставимо значения у та у" у р1вняння (3):

2 • 1 • сг + 3 • 2 - сух + ... + п(п - 1 )с„х"~2 + ...-
-х (С о  + С  ] Х  +  С 2Х 2 +  . . .  +  с„х" + . . . )  = 0.

Прир1внюючи коефщенти при однакових степенях отримуемо систему р1внянь для 
визначення с* :

2 • 1 • ст =  0, 3 • 2 • сд -  со =  0,

4 • 3 • с4 - С| = 0 ......  и(л - 1 )с„ - с„_з = 0. ...
Тому

I, взагал!,

г\ *̂0 ^  I Ст ,лс2 = 0, с, = 2 Тз . а  = 3 7 4 . с5 = = 0,
-  _  С<> г  -  с4 _  С]

6 5-6 ~ 2 ■ 3 ■ 5 • 6 ’ 7 "  6 • 7 _  3 • 4 • 6 • 7 ’

1 О, Г.«  ̂ А /т/, | \ -з/, * З̂Л+1 —2 ■ 3 - 5 - 6...(3 к - 1)-3 к ’ к+[ ~ 3 • 4 • 6 • 7...3* ■ (3* + 1) ’ '
Коефщенти с0 1 с, залишаються дов1Льними. Тому нехай



со = Сь С[ — С2.
Тод| функщя

у = с ф  + + 2 . з*. 5 .6 + "• + 2-3-5-6...(3 к - 1) ■ 3* + " )  +
(  г4 у1 -ЗЛ+1 \

+с2^  + 374 + з . 4 . 6 . 7 + ••• + 3 . 4 . 6 • 7...3& • (3/: + 1) + ') “  С,у,(д:) + 2л(д:)
(5)

е загальним розв’язком заданого диференщального р1вняння. Справд!, за допомогою 
ознаки Д’Аламбера можна показати, що ряд (5) збшаеться для вах* е (-оо; +оо). Кр1м 
того, враховуючи, що ряди у\(х) та уг{х) можна почленно диференщювати, визначник 
Вронського

>ч(0) >’2(0)
/1(0) Уг(0)ЩО) = = 1 *0.

Тому за теоремою 5 §2.4 функцп у^х) та уг(х) лшшно незалежш на пром1жку (-оо; +оо).
2. Знайти розв’язок диференщального р̂ вняння

у"= х у '-у2, (6)
який задовольняе початков! умови

>’(0) = 1, /(0) = 2. (7)
Розв’язання. Шукатимемо розв’язок р1вняння (6) у вигляда степеневого ряду 

у = Со + С\Х + С2*2 + • • • + с„х" + ...
3 початковихумов (7) випливае, що

с0 = 1, С1 = 2.
Пщставивши значения у та у" у р1вняння (6), дастанемо

2с2 + бсзх + 12с4д̂  + ... = (2х + 2с2̂  + Зсо3 + ...)-  (1 + 2х + с2-Г + ...)'.
Прир1внюючи коеф|щенти при однакових степенях х, визначаемос* :

2̂ — — 2 ’ ~ 3 * ""
Тому шуканий розв’язок задач1 Коцн мае вигляд

1 1 1 , Г. ** *у — 1 + 2д - -у - ^— •••

Нехай тепер 00°* = 0. Тод розв’язки диференщального р1внян- 
ня (2) ШОД1 можна знайти у вигляд1 узагальненого степеневого ряду

оо

у(х) = (х- х0у  ^  с*(х - х0)5, (В)
5=0

де числа г, со, с\, ... пщлягають визначенню.

Приклад
3. Знайти загальний розв’язок диференщального р1вняння

Розв’язання. Шукатимемо розв’язок р!вняння (9) у вигляда узагальненого степеневого 
ряду

у = хг (со + с\х + сгх2 + ... + спх?' + ...). (10)
Тощ

у’ = ГСоХГ~' +(г + \ )С\ХГ + (г + 2)с2хг+1 + ... + (г + п)с„хг*"~1 + ...
I

у" = (г - 1)гс0хг~2 + г(г + 1)с\Хг~' +(г + 1 )(г + 2)с2/  + ...+
+(/• + п -  1 )(/• + п)с„хг+"~2 + ...

Пщставивши знайдеш значения функщ! у та й похщниху р1вняння (9), матимемо

(г - 1)гс0лгг_1 + г(г + 1)с\хг + (г + 1)(г + 2)с2хг+1 + ...+

+(г + п -  1 )(г + п)с„хг+"~' + ... + 2(гсоД ^'' + ( г +  1)с 1дгг+

+ (г + 2 )с 2х г+1 + .. .  + (/- + п)с„хг+п~' + . . . )  +

-ьсо^1 + с,У+2 + с2̂ +3 + ... + с„хг*"+' + ... = 0. (11)
Прир1внюючи коефщенти при найменшому степенюдг, отримуемо р1вняннядля визна- 
чення г:

(г - 1)гсо + 2гсо = 0.
Якщо со Ф 0, то

г = 0 або г = -1.
Отже, нехай спочатку г = 0. Тода 13 сшввщношення (11) дастанемо

2с2х + бс^х2 + 12с,4Х'1 + ... + (и -  \)пс„х"~] + ...+
+2 (с] + 2с2х + Зс̂ х2 + 4С4Г1 + ... + пспх"~' + ...) +

+сох + с ] х~ + сгх* + С3ДГ4 + ... + с „У +1 + ... = 0.

Якщо покласти со = 1, то

1 I (-1)*
С\ — 0 ,  с2 —  — ТТ > с3 = 0, С4 = ..........С2*-1 = 0, С2к = — -----—3! ’ •' ’ 4 ~ 5 !........ 2к~' ~ ’ 2к ~ (2к + 1)! ’

Таким чином функщя

•У| = 1 _ 3! + 5! ~ _ ~
е розв'язком р:вняння (9).

Нехай тепер г = -1. Тод|, вважаючи
с» = 1, с, = 0,

з тотожност! (11) знаходимо

1 1 (~ 1 )* сг — ^  > ...» сгк-\ 0, с2к 2̂к)\ ’
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1 X , Л3 _ С08Х
Уг = х ~ 2\ 4\ ~ ~ ~х~

також е розв’язком р1вняння (9).
Осюльки визначник Вронського функщй тау2(*) недор1внюе нулю для вах 

х е (-оо; +оо) \ |0), то загальний розв’язок заданого диференщального р1вняння мае 
вигляд

У = С|.у, + С2уг- 

Р|вняння Бесселя. Диференщальне р1вняння

х2/ '  + ху' + (х2 - у2)у = 0, у е К, (12)

називають р1внянням Бесселя*.
Покажемо, що при у = |  р!вняння Бесселя можна звести до р1в- 

няння 31 сталими коефщентами. Для цього в р1внянш

х2/ ' +ху' + (х2 - Ц у  = 0 (13)

зробимо замшу
1 ~2 у — —р 2 = хфс

де г = г(х) — нова невщома функщя. Поставивши значения функциях) 
та и похщних у р1вняння (13), матимемо

г" + г = 0.
Отже, функци

21 = СОЗХ, 12 = 514 X
утворюють фундаментальну систему розв’язюв останнього диферен
щального р1вняння. Повертаючись до змшно! у, знаходимо

Тому функщя

С05.Х 51ПДГУ1 = —  , У2 = —  .
V* л/х

С08 Л /"ч 51П Л”у = С\—=г +С2-рг
л/х л/х

е загальним розв’язком р1вняння (13).
У загальному випадку розв’язок р1вняння Бесселя (12) шукатиме

мо у ВИГЛЯД1

у = хг^ с 5х5. (14)
5=0

Пщставляючи функщю (14) в р1вняння Бесселя, д1стаемо
ОО

У  с5х*+г ((5 + г)2 + х2 - у2) = 0,
5=0

або
с*х* ((5 + г)2 + х2 - у2) = 0.

5=0
Прир1вняемо коефщенти при однакових степенях х :

(г2 - у2)с0 = 0,
( (г  + I ) 2 -  у 2) С) = 0,

((г + 2)2 - у2) с2 + с0 = 0,
((г + З)2 - у 2) Ст, + С\ = 0,

((/• + 4 )2 -  У2) С4 + с 2 = 0,

((г + 5)2 - У2) С5 + с5-2 = 0.

Коеф1щент с0 вважатимемо дов1Льним вщмшним вщ нуля. Тод1 з 
першого р1вняння знаходимо

Г = +У, тобто Г\ = У, Г2 = -У.

Нехай спочатку г = у ^ 0. Тод з другого р1вняння маемо

((у+ I)2 - у2) с! = 0,

тобто
С1 = 0.

3 третього р1вняння дстаемо
А) _  с(]С2 = - -(V + 2)- - V* 2-(V + 1)

3 четвертого р1вняння —
сз = О,

а з п’ятого —
с . = ______________________21_= _____со______
4 (у + 4)2 - у2 24(у + 1)(у + 2) • 1 • 2 ’

Таким чином,
л ( 1) С() _ 1 о

С25-1 - ’ ~ 22'(у+ 1)(у + 2)...(у + «)л! ’



Для зручност1 вважатимемо, що

со = 1
2Т ( у +  1) ’

де Г(а) — гамма-функщя, тобто
ОО

Г(а) = ^  у?~1е~х Ах, а > 0.
о

Гнтегруючи частинами

I хае~хАх = -хае~х
0 0  ОО

+ а  ̂  ха 1е х Ах,

дютаемо
Г(а+ 1) = аГ(в ). (15)

Таким чином, для довольного натурального п матиме мюце р1вшсть

Г(а  + п) = (а + п - 1)(а + п - 2)...(а + 1) ог Г(ог). (16)

Отже, покладаючи а = \ \ враховуючи, що

Г(1) = / е х Ах = 1,

знаходимо

тобто гамма-функщю
Г(гс + 1) = п\,

Г(а  + 1) = ^  хае Ах

можна вважати природним продовженням п\ з множини натуральних 
чисел на множину дшсних чисел (-1; +оо).

Нехай тепер а  < О I а $ 2. Тод1 юнуватиме натуральне число п 
таке, що

-п < а < -(п - 1).
За означениям, враховуючи (16), покладемо

Г(аО =
Па + п)

(а + п- 1X0- + п - 2)...(о + 1 )а ’

Г  <р-„) = (-!)" Щ )
(1 ~Р)(2 - Р)...(п - Р ) '

де (3 = & + п, О <р < 1. 
Тод|'

(-1У (-1)'
22л(у + 1)(у + 2)...(У + 4$!2Т(у + 1) 221+М Г (у + 5 + 1)'

Використовуючи ознаку Д ’Аламбера, можна показати, що степе
невий ряд (14) з визначеними таким чином коефщентами збйаеться для 
вс1Х х € (-оо; +оо). Отже, частинний розв’язок р1вняния Бесселя, який 
позначимо через 1у(х), матиме вигляд

(17)
5=0

Функщю 1у(х) називають функшею Бесселя першого роду у-го порядку. 
Нехай тепер г = -у. Тод1 аналопчно знаходимо

С2а-1 = О, С2$ =
22* (- у +  1)(-у + 2 ) . . . ( - у  + ■$)$!

Покладемо
со = 2~Т(-у + 1)

Враховуючи (15), шстаемо

5=0 Г(-у + 5+1)
2$-У

(18)

(за ознакою Д’Аламбера ряд у правш частиш р1ВНоеп (18) збцаеться
ДЛЯ ВС1Х х Ф 0).

Якщо у^ 2, то функцп /у(х) та 1-у(х) лшшно незалежш, осюльки 
одна з них перетворюеться в нуль для х = 0, а шша прямуе до нескш- 
ченносп, коли х -* 0.

Тод1 загальний розв’язок р1вняння Бесселя (12) матиме вигляд

>’(*) = С\1у{х) + С21-у(х).

Зауважимо, що при у = п + п е  2, функщю 1у+\_(х) можна виразити

через елементарш функцп [14]. Наприклад, при у =  ̂матимемо

/1(х) = _ 1 _ у



Тому т

г, ( л _  V* V  (-1 )'л2' _____
5 ^ Г ( 2 ) ^ , ! ( |  + 1 )а+2)...(1+,)2^

' ® Г( У § (25 + 1)! Д/ лх

Отже,

Аналопчно знаходимо

Ц(х) = /— 81ПХ.
5 4 '  Л/ 7ГХ

Таким чином, функци Ц(х) та 1-\{х) з точшетю до стало! е рашше знай- 
деними розв’язками р1вняння Бесселя при V = ^ .

2.12. Диференц|&льш р1вняння, що зводяться 
до лЫйних р1внянь 31 сталими коефщ^ентами

У даному параграф! розглянемо деяю типи диференщальних р1в- 
нянь, як1 за допомогою замши незалежноТ змшно! можна звести до 
лшшних р1внянь 31 сталими коеф1щентами.

Отже, в лшшному однорщному диференщальному р1внянш

у(п) + а {(х)у(" 1} + ... + + ап(х)у = 0, а, Ах) Ф О (1)

зробимо постановку 

ТоД1
4у _  с1у 4ф 
4х 4[ Ах '

2у__4гу_ Ау
дг 4Г~ I 4х / 41 4х2

4\
с/х2

'1 - ГУ (А П П + + а>' ‘*"ф
с/х* ~ 41" \4х ] ’ "  41 4хл

I р1вняння (1) набувае вигляду
4"у (4ф\п . .- ( - )  + . . .+а ,М у = 0.

Роздливши на (ф'(х))", остаточно дстанемо

—  + ... + -у = о.41" (ф '(х))п 7
ОсЮЛЬКИ, ЗПДНО 3 ПрИПуЩвННЯМ, Р1ВНЯННЯ (1) постановкою

I = ф(х)
можна звести до р1вняння 31 сталими коефщентами, то коеф1щент при 
у е сталим,тобто

а„(у) _  ±1 
(ф'(х)У С" ’

де С — деяка фжсована стала, а знак чисельника право! частини остан- 
нього виразу визначаеться знаком функци а„(х). Тод1, вважаючи, що 
а,Ах) > О,

Ф'(х) = Су] а, Ах).
Отже,

ф(х) = С  ̂  а„{х) с/х.

Таким чином, якщо р1вняння (1) можна звести до р1вняння 13 ста
лими коеф|щентами замшою незалежно! змшно!, то

= С ̂  а „(х) с/х.
Аналопчно розглядаеться випадок, коли а,Ах) < 0.

Р)вняння Ейлера. Диференщальне р1вняння

х"у(п) + а1х"-1у(" " 1) + ... + а„-1х/ + апу = О,

де а\, ..., а„ — стал1 величини, називають р1внянням Ейлера. 
П ор1ВН Ю Ю ЧИ  Р1ВНЯННЯ (1) I (2), знаходимо

(2)

а, Ах) =

Тому

I = С

О»
х"

7*Х.хГ
1Взявши тут С = 1 вибравши сталу штегрування такою, що дор1внюе

нулевц отримуемо шукану постановку



Формула (3) виконуеться для х > 0. Якщо ж х < 0, то в нш потр1бно 
замшити х на |х|. Отже,

, Ду Ду Д( _Ду \ _Ду С~1
У Дх (11 Дх (11 <1* Д1

У"

У

_ (И/) _  (НУ) Л  _ (Ду _  ̂ у\е-Ъ 
Дх Д1 Дх \Д12 Д1)

у") Д(у") Л  _ (<ру _ 3Л ;  + 2 Лу\
1х Д( Дх \ (1г Д12 <Н)

(4)
е

Замшивши в Р 1ВН Я Н Ш  (2 )  незалежну змшну за формулою (3 )  \ пщста
вивши знайдеш значения похщних функщ!у(х), Дстанемо лшшне дифе
ренщальне Р1ВНЯННЯ и-го порядку 31 сталими коефщентами.

Приклад
1. Знайти загальний розв’язок диференщального р1вняння

х^у" - Ъсу' + 2у = 0. (5)

Розв’язання. Осюльки задане диференщальне р1вняння е р в̂няиням Ейлера, то пок
ладемо

х = е'.
Тод!

Ду _ Ду , ^ у _ (^ у _ л у \  -21 
Ш Дг Дх2 \Д12 Л )

1 р1вняння (5) набувае вигляду

е2' - О ) е~2’ - 2е'^е-' + 2у = О,
\ДГ Д1) Л

або
_ 3 $  + 2у = 0. (6)ДГ- А

Як вщомо, функщя
у = С,е' +С>2'

е загальним розв’язком диференщального р1вняння (6).
Тому, враховуючи, що

I = 1пдг,
загальний розв’язок заданого р1вняння мае вигляд

у = С\Х + Сгх2.

Зауваження. Диференщальне р1вняння

(ох + Ь)пу(п) + (ах + Ь)п~хаху(п~х) + ... + (ах + Ъ)ап̂ у ' + апу = 0,
дея, Ь, а\, ап — стал1 величини, пщстановкою

• ах + Ь = т
можна звестидо р1вняння Ейлера.

Р|'вняння Чебишова. Диференщальне р1вняння

(1 - х2)/ ' - ху' + п2у = 0, п е. N. (7)
називають р1внянням Чебишова*.

Побудуемо загальний розв’язок цього р1вняння в штервал1 
(-1; 1). Для цього застосуемо пщстановку

Тод1, взявши сталу штегрування такою, що дор1внюе нулев!, дстанемо 
I = агссо8 х, або х = соз I.

Тому
Ду ЛуД1  _  _Лу 1 
Дх Дх Дх Д1 51ПI

I
Д2у _  1 Д2у С08I Ду
Дх2 81П2 I Д(2 5Ш3Г Л  ’

Таким чином, р1вняння Чебишова набувае вигляду

^  + п2у = 0.

Загальним розв’язком останнього диференщального р1вняння е функ-
Ц1Я

у =  С 1 С08 Ш  + С2 81П Ш .

Отже, повертаючись до початково! змшно!х, остаточно матимемо
у = С\ сок(п агссок х) + Сг 8т(л агссоз х).

Осюльки при щлому п, соз тир можна записати як многочлен вщсоз^о, 
то частинний розв’язок р1вняння Чебишова

’Пафнутш Чебишов (1821 —1894) — росшський математик.



-И

е многочленом п-го степени.
Справда, прир1внюючи дшсш частини у вщомш форму/11 Муавра

(соз + I 31П <Р)" = СОЗ тр + I 31П тр,
отримуемо

соз тр = соз" <р - С2 соз"-21р з т 2 <р + соз"-4 <р з т 4 <р + .. .+

+(-1 )кС2к соз"-2* 31П2А' (р + ...+

(-1)^ зт" 1р, п = 2р,

(- 1) ” 2 1 лсоз^зт”-1 у>, п = 2р+ \, р е  N.

Тому соз(/г агссоз х) ((р = агссоз х) е многочленом и-го степеня вщ- 
носно х.

Цей многочлен називають многочленом Чебишова \ позначають

Тп(х) = соз(п агссоз х).

Многочлени Чебишова використовують для наближення функщй.
Зауваження. Аналопчно можна зштегрувати диференщальне 

р|вняння (7) 1 коли п е й ,

Вправи

Розв’язати р1ВНЯННЯ.
I .  у” ' = х 31 п х. 2. х2/ '  = у'2.
з. у?у" = 1. 4. у”  (е* + 1) + /  = 0.
5. у"’ = 2(у" - 1) с1§ х. 6. У "У 2 = / ,3.
7. хуу" - ху'2 = уу'. 8. х2уу" = (у-  ху')2.
9. у" = хУ + у + 1. Ю. ху" - у’ = х2уу’.

Використовуючи формулу Остроградського—Л1ув1лля, знайти за- 
гальш розв’язки р1ВНЯНЬ.
I I .  (2х + 1)/' + 4ху' -4у = 0. 12. ху" - (2х + 1)/ + (х + 1)>> = 0.
13. х(х2 + 6)у" - 4(х2 + Ъ)у' + 6ху = 0.

Знайти загальш розв’язки р1внянь.
14. у”  +у' -2у = 0. 15. у" - 4у' + 5_у = 0.
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16. у " + 4у  + 4у = 0. 17. / "  - у " - /  + у = 0.
18. у" -2у' + у = 4ех. 19. / '  +4у = з т  2л.
20. у " - у = 2ё* - х2. 21. у" + у = созх + соз 2х.
22.у "+ у  = Щх. 23.у " - 2у' + у = — .X
24. у "+ у  = 25. у" - у = - - \ .

'  С05ДГ *  У  X X1

Знайти розв’язок задач1 Кони.
26. у" - 2у' = 2ех, у(1) = -1, /(1 ) = 0.
27. у" +4у = з т  2х, _у(0) = /(0 ) = 0.
28. у "  + 3/ + 2у = , >’(0) = /(0 ) = 0.

2в .у "  + 4 у = ^ ,  Х0) = 2 ,/ (0 ) = 0.

Знайти у вигляд! степеневого ряду розв’язок р1вняння, що задо- 
вольняе початкову умову (обчислити три перших ненульових члени).
30. у' = у2 + г\ у(0) = | .

31. */'+>> = 0, у(0) = 0, /(0 ) = 1.
32. у " +  ̂+ у = 0, у(0) = 1, /(0 ) = 0.

33.у " + 1-у '+ у = 0, у(0) = 1, /(0 ) = 0.

Розв’язати р1вняння Ейлера.
34. х?у" - 2ху = 61п х
35. х2/ '  -6у = 5Х3 + 8Х2.

36. (х - 2)2у " - 3(х - 2уу +4у = х.
37. (2х + 3) V "  + 3(2х + 3)/ - 6у = 0.
38. Знайти крив1, кривизна якиху кожнш точщ постшна I дор1внюе

!>»■
39. Ланцюг завдовжки 4 м сповзае з гладкого горизонтального столу.
У початковий момент руху 31 столу звисала частина ланцюга завдовжки
0,5м. Нехтуючи тертям, знайти час, за який ланцюг сповзе 31 столу.
40. Знайти форму, яко! набувае шддею власно! ваги довгий канат, за- 
кршлений своТми кшцями у заданих точках.



Роздкл 3
С И С Т ЕМ И  З В И Ч А Й Н И Х  Д И Ф Е Р Е Н Щ А Л Ь Н И Х

Р1ВН ЯН Ь

3.1. Системи диференфальних р1внянь.
Основшозначения й поняття

У даному роздш ми розглядатимемо системи звичайних диферен
щальних р1ВНЯНЬ

(т\)

(т )

Г (т)\1 = 0,■ • •, Ук, Ук, ■■;Ук )

г (Шк)\1 = о,— ,Ук,Ук, ■■;Ук \

—,Ук,Ук, ■
(тк))

...Ук 1 = 0,

(1)

де х — незалежна змшна, а юльюсть шуканих функщй у\, у2, • ••> Ук ДО- 
р!внюе юлькосп р1внянь системи. Припустимо, що систему (1) можна 
розв’язати в1дносно старших похщних вах функщй, що М1стяться в нш, 

. (тО (т2) (тк) _
тобто В1ДНОСНО У1 , У2 ...... Ук • 10Д1

(т() / /У1 = Л[Х,У 1,У1,
(т]-1) (тц-1)\

У1 ......Ук,--;Ук

(тг) ( /
У1 = /2\Х,У1,У1, ■■■>У1

, ( / («1-1)
= /к(х,У1,У1, ■■■>У1

(ти-1)\ 
,Ук. ■■■•У/с (2)

(тк)
Ук

{т - 1)\ 
- — ,Ук......Ук

Систему вигляду (2) називають каношчною.
Сукупшсть функщй

VI = лС*)> У2 = У2(х)...... Ук = Ук(х),
як1 на пром^жку (а; Ъ) мають похщш вщповщно т\, т 2, т^-го по
рядку, називають розв’язком каношчно! системи (2) на цьому пром1жку, 
якщо вона перетворюе ва р1вняння системи (2) на тотожноси:

(/и* —1)\г <ж1) с I ' (п‘-У1 = Л[Х,У1,У1, ...,У1 ......Ук.......Ук

Ст2) г (
У2 = /2 (■

(//Ц—1)
И

(№ 1- 1)

(т )
Ук

х ,уьуи  ...,Л

(т 1 — 1)
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(тк-1) 
......Ук, ■■■•Ук

г I ' (,г'= /к(х,У1,У1, ■■;У 1
(т- 1) 

......Ук.......Ук

)■

1 х е (а; Ъ).

Дв1 системи диференщальних р1внянь називають екв1валентними, 
икщо вони мають одш й п сам1 розв’язки.

Замшимо каношчну систему з к р1внянь вищих порядюв екв1ва- 
^ентною Тй системою, що метить п = т\ + т 2 ■.. + пц р1внянь першого 
порядку [20]. Для цього введемо нову систему шуканих функщй:

I // ('«1-1)
У\ = У10> У\ = у  11, У1 = у  12. •••. У1 = Л . ш,-1.

/ // ('"2-1)
У2 - У20, Уг = У21, У2 = У22, •••. У2 = У2, т 2-1,

' ”  (/и*—1)
Ук = УкО, Ук = Ук 1, Ук = Ук2.......Ук = Ук, т к-1-

Тод1 система (2) буде екв1валентна систем!

УЮ = Уи, Уп = У\2, ...,у \ ,тх-2 = У1,/и,-1.

У1,т,-1 = Л  (х.УЮ.УП, • • •> У1, ш,-1. -.-.УИ), • ■ •> У к, т к-1), 

У20 =У21, У21 =У22, ■■-,У2,тг-2 = У2, т 2-Ь 

У2./П2 - 1  = Ь {х .У \ 0,У\\, ■ У1, ш, -1. .... Л-0. ■■■>Ук,тк-\\ (3)

У*0 = Ук\> Ук\ =Ук2..... Ук,тк-2 =Ук,тк-1,

№ л г1  = /к(х,У\0, Л 1, .... У1, т ] - 1 ......УкО,■■■>Ук,тк- 1 )-
Позначивши функцп

УЮ. У12, У\,тх-\, УкО, У*1. Ук,тк-1
через

У1. У2.......Уп,
тобто

УЮ = у  1, У12 = У2.......Ж т г 1 = У»,
пом1чаемо, що система (3) е частинним випадком наступно! системи 
диференщальних р1внянь нормально! форми:

' У1 = А  (х ,уи у2......у,,),
У2 = /2(.Х,У\,У2, ...,Уп), (4)

. Уп = /п (х ,уь У2 , . . у„).
Систему (4) називають також нормальною системою звичайних дифе
ренщальних р!ВНЯНЬ.



Якщо прав! частини системи (4) залежать лшшно вщ шуканих 
функщй уь уг, у„, тобто якщо система (4) мае вигляд

у'\ = ац(х)У1 + ап(х)у2 + ... + а\п(х)уп + /\(х),
уг = а2\(х)У1 + <*гг(х)У2 + ... + аъ>(х)уп + /г(х),

, у'п = «ыООУ! + ап2{х)у2 + ... + апп(х)уп + /„(*),

(5)

де аи(х), I , ]  = 1,2, ...,п, 1 /,(х), / = 1,2.....п, -  задан: функцп, то и
називають лшшною системою диференщальних р1внянь.

Якщо прав1 частини системи (4) не залежать явно вщ незалежноГ 
ЗМШН01 X, тобто

' у'\ = А  (УьУг..... Ун),
уг - /гО'ьЗ'г.....Уп)> (6)

, у'п = /п(УиУг, • • •» Уп).
то й називають автономною або стащонарною системою.

Означения розв’язку системи (4) можна отримати з вщповщного 
означения для системи (2). А саме сукупшсть диференщйовних на про- 
М1жку (а\ Ь) функщй

У1 = У1(х), уг =уг(х), ..., Уп = Уп(х) (7)
називають розв’язком системи (4) на цьому пром1жку, якщо вона пе- 
ретворюе ва р1вняння системи (4) на тотожноеп:

' /К *) = /1 (х,у1(х),у2{х), ...,у„(х)), 
уг(х) = / 2 (х, ух(дс), у2(х) , ..., у„С*)),

, у’,(х) = /п(х,у1(.х),у2(х), ...,уп(х)), х € (а; Ь).
Частинним випадком каношчно! системи (2) е одне диферен

щальне р!вняння л-го порядку, розв’язаие вщносно старшо! похщноТ

У п) = / {х ,у ,У ,У ',...,у °'- 1)).
Справди дане р1вняння екв1валентне систем!

V  = Уи
VI = Уг,
.......... (В)
Уп-2 = Ун-1.
Ун-1 = /(х, у, у уг..... Ун-1)-
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Виявляеться, що й навпаки нормальна система п р1внянь пер
шого порядку (4), як правило, екв1валентна одному диференщальному 
р|внянню /г-го порядку. Для того щоб показати це, здиференщюемо 
перше з р1внянь (4) за змшною х\

п  _  д/\ д/х , <9/, , д/\ ,

у ' ~ аг + ^ у ' + ъ уг+ - + ъ ; у"-
Заменившиу\ наМх,у\,у2... у„), матимемо

тобто

У\ = Рг{х,у\,у2, ...,у„)- (9)
Отримане р1вняння (9) знову здиференщюемо за змшною х. Аналопчно
Д1стаемо

або

/// _  дР? дР2 Г дР2 Г . дР2 г
у ' - в , + ^ '  + ^ + -

у "’ = Рз(х,у1,у2.....у,,). (10)
Продовжуючи цей процес I дал|, знаходимо

(IV)
У1 = Р^ (х ,ух,уг ...Ун), (11)

(и— 1)
У1 = Рп-\{х,у\,уг......Ун). (12)
(и)

У1 =Гп{х,уиУ2,-.;Уп\ (13)
Припустимо, що якоб1ан

Р (/ |.^ 2 ....Рп-])
°  (>'2. >'.1.....У„)

системи р|внянь

У\ = 1\ (X, У 1,У2, • • •, Ун),
у " = Рг(х,у1,уг ,..., У,,),
у "  = Рз(х,уь у2, ...,у„), (14)

(и-1)
У1 = Рп-\ (*,УьУ2..... Ун)

не дор1Внюе нулю для розглядуваних значеньуг, Уз. •••. У„■ Тод1 систе
ма (14) розв язна вщносно уг, уз......у„. Пщставивши знайдеш значен-



(15)

ня у,-, I = 2, 3 , п, у формулу (13), д!станемо диференщальне р1вняння 
п-го порядку

(и) ( , (и-1)\
у\ =Ф\х,у,ух, г .,у1 )■

3 його побудови випливае, якщо
У100, У2(Д  ..., Уп(х)~

розв’язок системи (4), тоу1(х) е розв’язком р1вняння (15).
Навпаки, нехай функщя у\(х) -  розв’язок р1вняння (15). Тод1, 

пщставивши у^х) та П похщш в систему (14), знаходимо

Уг(х), Уз(*), •••> Уп(х). (16)
Покажемо, що функцп (16) задовольняють систему (4). Оскьльки

У1(Д  У2(Х), УЗМ, Ун(х)
знайдеш з системи (14), то вони перетворюють вс! р1вняння ще! системи 
на тотожност!. Зокрема,

У\ = 1\ {Х,У\,У2, ...,У«).
Диференщюючи останню тотожшсть за змшною х

.. _  а/. ди , ы  ,
*  = - к + ъ Ух эу*Уп

\ В1ДН1МаЮЧИ ЗВ1ДСИ другу ТОТОЖШСТЬ (14)
/, _  ад ад г , +<!й*

*  = - Ъ + д^А  + -  + дупи
матимемо

Л )+ % ( / г - / г )+ ■■■ + % ( / . -
Диференщюючи тотожшсть (9) за змшною х I вщшмаючи вщ отримано- 
го результату тотожшсть (10), дстанемо

I взагал1,

дЬ  ( / . ( л  -  /■) -

I

ду.
Осюльки

то, остаточно, отримуемо

ду2 ^ ду„

У\ = /1 (Х.УЬ •••> Уп),

дЛ(удуг ~  /г) + аТ  ^

+<
Г1

дР2 (
- /з) + • • + § ( й - / „ М (17)

дГ„-\
дуг

+1- <ч (Уз - /з)

Вважатимемо (17) системою п - 1 р1внянь з п - 1 невщомими
у' - I = 2,3,

I? визначник
Р(/|.Ц....^-|)
0(У2.Уз.....

за припущенням недор1внюе нулю, а отже,

У/ = М х,уи  ...,у«), I = 2, 3,
Таким чином, при зроблених припущеннях штегруваня одного 

диференщального р1вняння л-го порядку (15) дае можлив1сть знайти 
розв’язок системи (4). Цей метод штегрування нормальних систем на
зивають методом виключення.

Якщо умова
дел.**.... У-|) . 0

В(У2.Уз..... }'„)
не виконуеться, то, взагал! кажучи, наведен! викладки не приводить 
до одного диференщального р1вняння вищого порядку, екв!валентного 
систем!. Наприклад, систему

= /1 (х, У 1),

/2 (х, Уи У2)
не можна замшити екв!валентним 1й р1внинням другого порядку В1Д- 
носноуь

Якщо нормальна система (4) е лшшною, тобто системою вигля
ду (5), то й р1вняння (15) також буде лшшним. Розглянемо приклад. 
Зведемо систему

- у\ = у, + у 2 + X,

У2 = 4у 1 - Зу2 + 2х 
ДО ОДНОГО Р1ВНЯННЯ другого порядку.

Здиференщюемо перше р1вняння:

У\ =у\ +У2 + '•

{ Г
К уг=.



Пщставивши значения у2 з другого р1вняиня системи, матимемо 

У\ = У\ ~ 4У1 ~ 3У2 + 1 + 2х.
Тод1, враховуючи, що

У2 = У\ -У1-Х,
дстаемо

у'{ + 2у[ + л  = 5х + 1.

3.2. Геометричне! мехатчнетлумачення 
нормально! системи

Нехай х, уь •••, Уп ~  координата точки в (п + 1)-вим1рному прос
тор! (х,уЬ ■■■>УпХ Т0Д1 розв’язку

У 1 = У 1(х), у2 =  Уг(х), .... Уп = у„(х), X е (а; Ь) (1)

нормально! системи
' у\ = Л  (х,У1,У2, ...,у„),
. уг = /2 (х,УьУ 2, ■■;Уп), (2)

. у'п = /п(.Х, у 1,у2... у„)
вщповщатиме деяка крива в цьому простор!, задана р1вностями (1). Цю 
криву називають штегральною кривою системи (2).

З ’ясуемо геометричний змют штегральних кривих. Нехай функ- 
ци в правих частинах системи (2) визначеш в обласн О змши змш
них х, уь • ••, Уп- Побудуемо в кожнш точщ облаеп В  вектор, напрямш
косииуси якого пропорцшш одинищ 1 значениям правих частин систе
ми (2) в цш точщ. Множину таких вектор1в називають полем напрямюв.

Тод1 в кожнш точщ довкльно! штегрально! криво! системи (2) на- 
прямок дотично! збшаеться з напрямком поля, визначеного системою
(2) в данш точщ [7, 12].

Якщо в точщ (хо, У1°\ .... у!,0)| вс1 прав1 частини системи (2) або 
деяк1 з них перетворюються на невизначешсть виду -, то в щй точщ
поле не визначене. Будемо вважати, що через таку точку не проходить 
жодна штегральна крива системи (2).

Якщо
(°) (0) . . (0)

У1(*) -» У1 . уг(х) -» У2 ...... Уп(х) -* Уп при X -> х0,
то кажуть, що штегральна крива

У1 = У\(х), У2 = У2(х)...... у„ = у„(х)
/ (0) (0)\ прилягае до точки 1хо, у1 , .... у„ )•

Дамо мехашчну штерпретащю нормально! системи (2). Для цього 
запишемо систему (2 ) у вигляд1

' XI = /\ {1,Х 1,Х2, ...,Х „),
хг = /2 (1,Х1,Х2, ...,Х„), (3)

х'п = /п и, ХЬ Х2, ...,Х„), 
де ( — незалежна змшна, ахь х2, ..., х„ — шукаш функцп.

Розв’язок
XI = XI((), Х2 = Х2(/), .... Х„ =Х„(1) (4)

системи (3) називають рухом. Розглядатимемо рух в п-вим1рному прос
тор! (хьх2> ...,х„). Цей прост1р називають фазовим простором (при 
п = 2 — фазовою площиною), а криву, яку описуе в ньому рухома точ
ка, — траектор1ею руху. Зв’язок М1Ж траектор1ею 1 рухом полягае 
в тому, що траектор1Я е проекщею руху (розташованого у простор! 
(I,х\,х2, ...,х„))у проепр (хьх2, ...,х„). Тому р1вняння (4) е параметрич- 
ними р1вняннями траекторп руху.

Система (3) визначае в момент часу / у данш точщ фазового прос
тору (Хь Х2..... Х „ )  компоиенти ШВИДКОСТ1 /ь / 2......./п рухомо! точки.
Якщо, зокрема, система (3) автономна, тобто

' XI = /х (хЬ Х2, ...,х„), 
хг = /2 (хьх2, ...,х„), (5 )

. х'п = /,,(хьх2> ...,х„),
ТО ШВИДЮСТЬ у КОЖНШ точщ фазового 
простору не змшюеться з плином часу.

Так, система
/ х' = х,
\ у' = Зу

визначае ам ’ю рух1в:

х = С\е’, у = С2е 
де С\ 1С2 — дов!ЛЬН1 стали Траектор1ями цих рух1В е крив1

„у Рис. 27



С  = -| > П 1В0С1 координат I початок координат. Вони зображеш схема- 
С\

тично на рис. 27, де строки вказують напрямок рух1в при зростанш ча
су I.

Припустимо, що вс! функци х,(0, г = 1,2,..., п, е сталими, тобто
(°> / ч <0)X I ( 0  =  X I  , Х 2(/ ) = Х 2  , Х „ ( 0  = х „  .

Тод1 рух (4) вироджуеться в стан спокою:

XI
(0)

(0) (0) XI , XI = Х2 , (0)
. . Х „  = Х „  ,

(6)

(7)

а його траектор!Я в точку
/ (0) (0) (0)\ .
1x1 , хг , х„ I. 1аю траектори називають

точками спокою або положениями р1вноваги системи (3).
ОчеВИДНО, ЩО ДЭНИЙ ВИПаДОК МОЖЛИВИЙ ТОД1 1 Т1ЛЬКИ ТОД1, коли для 

вахзначеньчасу/

(8)

Л  ('-
(0) (0)XI , Х2 , .. ~ 

о II! О

/г{*>
(0) (0) XI , Х2 ,

ОIII
о 

_ 
“

К

о
.

о
—

“
к 3 III о

. / (0) (0) (0)\

У випадку автономно! системи (5) будь-якому розв’язку системи
' /1 (ХЬ Х2, . .. ,х „) = 0,

/2 (Х1,Х 2, ... ,х „) = 0,

/ „ (Х Ь Х2, . .. ,Х „) = 0

вщповщае рух, що вироджуеться в стан спокою.

3.3. Задача Кошь Загальний, частинний та особливий 
розв’язки нормально! системи

Як вщомо, задача Койл для нормально! системи
' У1 = Л  (Х,У1,У2, ■■;У„),

п  = ?2 (х,УъУ2. —>Уп), ( 1)

. Уп = /п(х,У1,У2, ■■■'Уп) 
ставиться наступним чином: серед уах розв’язюв системи (1) знайти

розв язок

для якого
У1 = У\(х), У2 = У2(х), Уп = Уп(х),

/ ч (0) / л (0) . л (0) /04Л(Хо) = У1 , у2(х0) =У2 , У„(Хо) = Уп , (2)
. (0) (0) (0) де хо — довшьна точка промшку (а; Ъ), а у\ , у2 , ■■■, уп ~  дов1ЛЬН1

наперед задаш ддйсн! числа.
1Т (0) (0) (0)Числау 1 , у2 , ..., Уп називають початковими даними розв язку

VI = у2 =у2(х), уп = у„{х),
а число хо — початковим значениям незалежно! змшно! х. Сукупшсть 

(0) (0) (0)чисел хо, у 1 , уг , .... Уп називають початковими даними системи (1),
а умови (2) — початковими умовами нормально! системи (1).

3 геометрично! точки зору розв’язати задачу Конн (1), (2) означае
серед уах штегральних кривих системи (1) знайти ту штегральну криву,

( (0) (0) (0)\ яка проходить через задану точку 1хо, у1 , уг , .... уп I.
Записавши нормальну систему у вигляд!

XI = Л  (1,х ь х2, ...,хп),
Х2 =  / ’2 (1 ,Х Ь Х2 , . . . , х „ ) , (3)

. К  = /п(1,Х 1,х2, ...,Х„),
дамо мехашчне тлумачення задач1 Копи: з уах рух1в, що визначаються 
системою (3), знайти такий рух

XI = XI(0, х2 =х2(0, ..., хп = х„(1),
в якому рухома точка в заданий момент часу ?о знаходилася б у заданш 

. (0) (0) (0) ,
ТОЧЦ1 (XI , х2 , х„ ) фазового простору.

1. Розв’язати задачу Кош!
Приклад

^  = 3у Ж у'
х(0) = 1, у(0) = 1.

Розв’язання. Система (4) визначае ам’ю рух:в

(4)

(5)



де С] \С2 -  довьльш сталь Враховуючи початков! умови (5), дастаемо
40 = е', у(1) = е3'.

Траектор1ею знайденого руху (6) е частина куб1чноТ параболи у = дг\ х > 0.
У § 2.1 було з’ясовано, яю умови мають задовольняти функци в 

правих частинах системи (1), щоб вщповщна задача Кони мала единий 
розв’язок.

Отже, нехай И — область простору (х, уь У2, • • •> Уп), в кожнш точщ 
я ко! задача Кони (1), (2) мае единий розв’язок.

Сукупшсть функщй
у\ = <р\ (х,Сь С2, ...,С„),
У2 = Ч>2 (х, С\, Съ .,С„),

;С „),

(7)

УII ~ 9II (X, Сь С2,
яю визначеш вдеякш обласн змши змшнихх, С\, С2, ..., С„ 1 мають не- 
перервш частинш похщш за змшною х, називають загальним розв’яз
ком системи (1) в облаеп Б  [12], якщо:
1) система (7) розв’язна вщносно довкпьних сталих Сь С2, ..., С„ в 
облаеп Д  тобто

С\ = ф\ (х,у\,уг, -,уп),
С2 = 1//2 (х, уь у2> - Ун). (8)

- УпУ,Сп = IФп (X, Уъ Уъ
2) для ВС1Х значень (х,у\,у2, ...,уп) з облаеп ^  формули (8) дають та- 
К1 значения Сь С2, .... С» (включаючи +оо), при яких сукупшсть функ
щй (7) е розв’язком системи (1).

Знаючи загальний розв’язок (7), можна розв’язати будь-яку зада
чу Кони для нормально! системи (1) в облаеп Д  тобто знайти розв’язок

(0) (0) (0)
системи (1), що визначаеться початковими даними хо, у\ , у2 , .... у» , 

(0) (0) (0 )\
де (*о, У1 , У2 ...... У» дов1Льна точка з Б.

Для знаходження цього розв’язку пщставимо в систему (7) заметь
(0) (0) (0)

X, уь У2, Уп ПОЧЭТКОВ1 датх0, у\ , уг ......Уп :

‘ у\ = ф\ С*о, Сь С2, ■ ■., Сп),
уг = Ч>2 С% Сь с 2, ..., Сп), (9)

Уп = <^|(хо,СьСг, С„). 
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3 означения загального розв’язку випливае, що система (9) розв’язна 
вщносноСь С2, ..., С,„ тобто:

( п  . ( (0) (0) (0)\ (0)с 1 = ^1 х̂0, У1 , У2 , У,1 | н С1 ,
^ . ( (0) (0) (0)\ (0)
С2 = ^2 (*0, У1 , У2 ......Уп ) = С2 ,

г  . ( (0) (0) (0)\ '  (0)Сп = Фп[хо, У1 , У2 , Уп ] = Сп .

(Ю)

Поставивши знайдеш значения С\ , С2 , С„ у формули за
гального розв’язку (7), д1станемо шуканий розв’язок задач1 Копи

Л0) ,̂(0) _(0)\( Л°> Л 0) _(0)\У1 = Ч>\ и, С\ , С2 , ..., Сп I,
( Л 0) (0) (0)\

У2 = 4>2 \х, С\ ,С 2 , ..., Сп у (П )
( „(0) „(0) (0)\Уп — 9п С1 , С2 , • • Сп

Розв’язок системи (1), в кожнш точщ графша якого виконуеться 
умова единосн, називають частинним розв’язком. 3 означения загаль
ного розв’язку випливае, що ва розв’язки, яю утворюються 13 загаль
ного при конкретних значениях дов!Льних сталих Сь С2, С,„ вклю
чаючи ±оо, е частииними розв’язками.

Розв’язок, у кожнш точщ графжа якого порушуеться умова еди- 
ноеп розв’язку задач! Койл, називають особливим розв’язком.

Приклад
2. Розв’язати систему диференщальних р1внянь

(  у ' = Х  + у -  лД,

\ т! = 2-̂ /г.
Розв’язання. 1нтегруючи друге р1вняння системи, знаходимо

С — (.V + (  ! )-, .V ^  С,.

Пщставимо знайдене значения ; у перше р1вняння:
у  = у - С].

ТОД1
V = С] + С 2^Х> х  ^  С ].

Отже, система (12) мае загальний розв’язок
( у = С1 + С2ех,
I с = (х + С\)2, х ^ -С].

(12)

(13)



У § 2.1 було показано, що функщя г = 0 е особливим розв’язком другого р1внян- 
ня системи (12). Пщставляючи П у перше р1вняння, дастаемо

у’ =х + у, (15)
звщки

у = Се*-х-1. (16)
Таким чином, система (12), кр1м загального розв’язку (14), мае ще й ам’ю особливих 
розв’язюв

{ И Г * - 1

3.4. Системи лшшних диференщальних р1внянь
Розглянемо лшшну систему диференщальних р1внянь 

' У\ = <яц(х)у1 + ап (х)у2 + ... + а 1„(х)у„ +
, уг = аг\(х)у\ + а2г(х)у2 + ...+ а2п(,х)уп + /2(х), ( 1)

. Уп = а1П(х)у1 + ап2(х)у2 + ... + а,т (х)у„ + /„(*),
в якш функцп а^(х), I, ]  = 1,2,..., п, та /Х*)> / = 1, 2,..., п, — неперервш
в деякому штервал1 (а; Ъ).

Якщо
/;(х) = 0, I —  1,2,..., п, 

то система (1) набуде вигляду
' у\ = ац(дг)у1 + ап(х)уг + ... + Я1„(*);Уп,
, уг = а2\(х)у1 + а22(х)у2 + ... + а2п(х)уп, (2)

, у'п = а,а(х)у1 + аП2(х)у2 + ... + апп(х)у„.
Систему (2) називають лшшною однородною системою, а систе

му (1) — неоднородною. Якщо системи (1)1 (2) мають одш ЙТ1 сам1 коефь 
щенти а,у(х), /,; = 1,2,..., п, то одиорщну систему (2) називають вщпо- 
вщною неодиорщнш систем! (1).

Осюльки частинш похщш за змшною у/ функщй у правих части- 
иах системи (1) дор1внюють неперервним коеф1щентам а,у(х), то умова
Лшшща вщносно змшних у\, уг......уп ДЛЯ системи (1) виконуеться в
довкльнш замкненш облаем

о  = {(Х,У1,У2, ••;У п ) :  а < а ^ х ^ р < Ь ,  -оо < ух < +оо,
— ОО < Уг < +00, ..., —оо < уп < +оо}.

Тому за теоремою Коал 1снуе единий розв’язок

У1 = У1(4 У2 = уг(х)...... Уп = Уп(х)
системи (1), для якого

де

, , (°) , , (°) , . (0) У1(̂ о) = У\ . У2(*о) = у г ...... УпШ  = Уп ,
(0)\

(5)
( (0) (0) (0)) • й п  ио, л  , У2 , •••, уп I — дов!Льна точка област1 2). Причому розв я-

зок (4) визначений на деякому вщр1зку [хо - /г; *о + Л], що метиться в 
Ытервал! (а; Ь).

Покажемо, що для лшшних систем знайдений таким чином 
розв’язок визначений на всьому штервал! (а; Ь) [20]. Нехай

|а,; (х)| ^ К, \/̂ х)\ ^ К, х е  [а; /3], I, ;  = 1,2..... п,

(0)у,- < Ь, I = 1, 2.....п.

Послщовш наближення визначимо так, як у другому роздш, тобто

(т ) (0) Г  (т-1 ) (т-1 ) (т-1 )
У/ (х)=У1 +  ̂{алу\ + щгуг + ... +а{пуп +/})<*, (6)

*0
/ = 1, 2 , и; т  е N. Звщси для т  = 1 матимемо

О ), ч (0) Г .  (0) (0) (0) ,
УI (-С) = >’< + ]  {ацу\ + а,2У2 + ... + аыу„ + /)•) Ж.

Хо
Тому

(1), ч (0) У> (х)~У1 ^ К(пЬ + 1)|л - дсо1, / = 1, 2, ..., п.

Дал1, враховуючи, що

(2) (0)
У! =У1 + Г. (1) (1) (1) ,]  («ЦУ! + а,2У2 + ... + ат уп + /,) А(,

Х{)
знаходимо

(2 ) (1)1 
У' -У> =

<

Л . (1) (0). , (1) (0) \
« 11О 1 -У1  ) + ... + а,п (у„ -У п  ) ] Л

ха

Л , , (1) (0). . . . (1) (0),\к т I • \У1 — У1 | + ... + |а,„| • 1У,, - Уп I] ж
хо



^ пК {пЬ + 1)
хо

= пК2{Ьп+ 1 ) ^ ,

I = 1,2,..., п.
Використовуючи метод математично! шдукцп, можна довести, що

(т) (т-1)
УI - У> <: (пК)'"-'К(пЬ + 1 ) ^

Отже, вс! члени ряд1в
(0) . (I) (0\ , (2) (1) (т)

Уг + (у; - У/ ) + (у/ ~ У/ )+ . . .+  (у,
(т-1)

■у/ ) + ..., (7)
I = 1, 2,..., л, починаючи з другого, не перевищують за модулем вщпо- 
В1ДН1 члени 361ЖНОГО рядуЕ

т= 1

К(пЬ+ \)(пК(Р~а)Т
пК

Таким чином, ряди (7) збшаються р1вном1рно на вщр1зку [а; /?], а 1х суми 
У1(*), УгС*), ..., у„{х) е неперервними функщями на цьому в1др1зку.

Аналопчно до проведеного доведения в другому роздш можна по- 
казати, що сукупшсть функщй

У1(х), У2(х), Уп(х)
задовольняе лшшну систему (1) 1 е единим розв’язком ще! системи.

Якщо функци ац(х), г, }  = 1,2,..., п, та г = 1,2, непе-
рервш в штервал! (а; Ь) (де сп й можуть бути 1 невласними числами), то, 
спираючись на проведеш М1ркування, можна довести 1снування 1 еди- 
шсть розв’язку системи (1) на будь-якому вщр1зку [а; /?], що метиться 
в 1нтервал1 (я; Ь). Нехай

[огг, Р\], [а2',Р2], •••, К ;  Д.], •••-
ПОСЛЩОВШСТЬ В1ДР13К1В, КОЖНИЙ наступний 3 ЯКИХ М1СТИТЬ ПОПереДН1Й, 
причому

Нт ап = а, Нш /Зп = Ь./1->00 П-+00
На кожному з в1др1зюв [а„\ /?„] побудуемо розв’язок лшшно! систе
ми (1). Осюльки побудований розв’язок единий, то таким чином можна 
визначити розв’язок в штервал! (а ; Ь).

Враховуючи, що лшшне р1вняння л-го порядку

У,(п) + а\(х)у(п + а2(х)у(" 1] + ... + а„(х)у = /(х)„(и-2) (8)

ешвалентне лшшнш систем! вигляду 
' У' = Уь 
У\ = У2

Ун-2 = Ун-1,

. Ун-1 = Ун-1 + Я1С*)у„-1 + Я2(х)у„_2 + ... + <а„-1(х)у1 + С1п{х )у  + / (х ),

воно мае единий розв’язок, визначений в штервал1 неперервносп кое- 
ф1щент1в а,(х), / = 1, 2..... п, I вшьного члена /(х).

3.5. Елементи матричного числення
Надал1 при вивченш систем диференщальних р1внянь користу- 

ватимемося векторно-матричною формою запису. Тому в цьому пара
граф! спинимося на деяких питаниях з теорп матриць, необхщних для 
подальшого викладу теорн штегрування лшшних систем диференщаль
них р1ВНЯНЬ.

Як вщомо, матрицею 13 т  рядюв 1 п стовпщв називають прямокут- 
ну таблицю

а п 012 ■ ■ Я1н
«21 «22 • ®2п

а т1 <*т2 ®тп

де ау, I = 1, 2,..., т\ ]  = 1, 2,..., п, — дшсш або комплексш числа.
Якщо при цьому юльюсть рядюв дор1Внюе юлькосп стовпщв, тоб

то т  = п, то матрицю називають квадратною л-го порядку. Якщо ж 
т  Ф п, то — прямокутною розм1р1В т  х п. Числа а,7, з яких побудована 
матриця, називають п елементами.

Кр1М позначення матрищ (1), використовують й шип позначення. 
Зокрема

А = Па,; 11, / = 1,2,..., т\ _/ = 1,2.....п.
Надал! позначатимемо матрищ одн1ею Л1терою А, В тощо. Так, якщо 
матриця (1) — квадратна п-го порядку, то записуватимемо

Л = \\аи\\".
Визначник квадратно! матрищ А позначатимемо через с!е1Л. 
Квадратну матрицю, для якоТйеМ = 0, називають особливою, при 

шших значениях визначника — неособливою.



Матрицю, яка складаеться ткльки з одного стовпця, називають 
одностовпцевою, або вектором-стовпцем 1 записують так:

СЦ 
а2

Надал1 одностовпцеву матрицю називатимемо п-вим1рним век
тором.

Аналопчно матрицю, що складаеться з одного рядка, називають 
однорядковою, або вектором-рядком 1 позначають

(Ь\, Ь2, . . ;Ь П).
Квадратну матрицю п-го порядку, ва елементи якоТ, що не лежать 

на головнш д1агонал1, дор1внюють нулю, називають д1агональною. II за
писують у ВИГЛЯД1

А\ 0 . . 0
0 <12 • . 0

0 0 йп
або

{й\, ^2,

0 0 . . 0

0 = 0 0 . . 0

0 0 . . 0
1нод! доводиться розглядати матриц!

Ап ... А\п

А = А21 ■■ а 2п

Ащ 1 ■ Атп

= \\АРЧ\\,

Д1агональну матрицю, в якш елементи ф = 1, г = 1,2,..., п, на
зивають единичною. Надал1 одиничну матрицю позначатимемо л1терою 
Е.

Якщо в матрищ вс1 елементи дор1Внюють нулю, то и називають 
нульовою 1 позначають

р = 1, 2, ..., т ;  д = 1 , 2 , п, елементи яких а,-у об’еднаш в блоки Арч. 
Таю матрищ називають блоковими. Зокрема, якщо вс1 блоки Ает, що не 
стоять на головнш д1агонал1, дор1внюють нульовш матрищ, то матрицю

А називають квазщагональною 1 записують
А ,Г 0 ... 0

А = 0 А22 ••. 0

0 0 .. Атп
= {̂ 11, А22,

Дв1 прямокутш матрищ А 
МЮЮТЬ одна ОДН1Й, якщо

\\аи\\ 1 В = Щ розм1р1в т  X п Д0р1В-

<2;» —*ч  ~  иЧ’ г ~ 1’ •••’ т ' 1 = 1’ 2, •••> п-
При цьому записують А = В.

Нехай маемо дв1 прямокутш матрищ А = На,-у II 1 В  = \\Ьф одна- 
кових розм1р1В т  х п. Тод1 сумою (р1зницею) цих матриць називають 
матрицю С = Нс,у11, елементи яко! с,у, г = 1,2,...,т ;  у = 1,2.....п,
В1ДПОВЩНО ДОр1ВНЮЮТЬ

Су — а,у + Ь ц  [с^ ] —  а ,у /)•
При цьому записують С =А+В(С = А-В). Операщю знаходження суми 
(р1знищ) матриць називають додаванням (вщшманням) матриць. Легко 
Н0М1ТИТИ, щодля операцидодавання матриць справджуються перестав- 
ний 1 сполучний закони:

А + В  = В + А,
(А + В) + С = А + (В+ С).

Нехай маемо прямокутну матрицю А = На,у11, / = 1, 2..... т\ у = 1,
2,..., п, 1 деяке число а. Тод1 пщ добутком матрищ А на число а  розу- 
М1ють матрицю С = Нс,у11 1 записують

С = аА,
якщо

с,у - ага,у, I = 1, 2, ..., т\ у = 1, 2, ..., п.
Операщю знаходження добутку матрищ на число називають мно- 

женням матрищ на число. Легко ПОМ1ТИТИ, якщо А \ В  — прямокутш 
матрищ однакових розм1р1в, а а  1 /3 — деяю числа, то справджуються
Р1ВНОСТ1

а(А ± В) = аА ± аВ,
(а ±/3) А = аА± [ЗА,

{ар) А = а (/ЗА).
Розглянемо дв1 прямокутш матрищ А = Па,у11 розм1р1в т  х п \



В = \\Ьи\\ розм1р1В р х д, причому п = р. Тод! шддобутком матриць А 
та В  розум1Ють прямокутну матрицю С = Нс,; Н розм1р1в т  х д таку, що

/I
с,у = ^ '1 о Не Ък], I — 1, 2, т ,  ]  — 1,2, ..., ц, 

к= 1
1 записують

С = АВ.
Аиалопчио, якщо д = т ,  то шддобутком матриць В  та А розум1ЮТЬ 

прямокутну матрицю И = Пй?,; 11 розм1р1в р х п  таку, що 
я

Лц = ^  ] Ьц( а к у, I = 1, 2 , р, у — 1, 2 , л,
*=1

I записують
Я  = ВА.

Операщю знаходження добутку матриць називають множенням 
матриць.

Зауважимо, що операщя множення двох прямокутних матриць 
можлива Т1ЛЬКИ ТОД1, КОЛИ ЮЛЬЮСТЬ стовпщв у першому множнику 
дор1Внюе к1лькост1 рядюв другого множника. Зокрема, ця операщя 
завжди можлива, якщо обидв! матрищ квадратш одного й того само
го порядку. Але нав!ть для квадратних матриць однакових порядюв не 
завжди АВ = ВА. Так, наприклад,

0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1

ЯкщоАВ = ВА, то матрищ Л 1В  називають комутативними. Зокре
ма, одинична 1 нульова матрищ /7-го порядку комутують з будь-якою 
квадратною матрицею цього самого порядку.

Будь-яю д1агональн! матрищ однакового порядку комутують М1Ж 
собою.

Нехай А, В, С -  прямокутш матрищ вщповщних розм1р1В I а  -  
деяке число. Тод1 легко довести р1вносп

(А ± В)С  = АС ± ВС,
А(ВС) = (АВ)С, 

а(АВ) = (аА)В - А(аВ).

Якщо А 1В — блоков1 матрищ:
А = \\Ард\\, В = \\Врд\\, 

як! мають однакове розбивания на блоки, то можна показати, що
А ± В  = II Ард + Врд\\.

Якщо блоки Арг 1 В Гп можна перемножити для будь-яких р, г, д,
то

АВ =

Зокрема, якщо А \ В  — квазццагональш матрищ, блоки яких 
мають однаковий порядок, то

А ± В  = {Ап + В\\, ..., Ат „ + Втп],
АВ = [АпВц, ..., АтпВтп).

Приклад
I. Показати, що при множенш зл1ва будь-якоГ прямокутно! матрищ А розм1р1в тх п  на 
квадратну матрицю

7 =
0 0 1 0 .. 0

0 0 0 0 . 1
0 0 0 0 .. 0

(2)

т -го порядку вс1 рядки матрищ А пщшмаються на один рядок вгору, перший рядок мат- 
рищ А зникае, а останнш рядок добутку заповнюеться нулями.
Розв’язання. Згщно з (2) елементи матрищ У можна записати у вигляда

к = « + 1, I = 1,2.....т  -
мк  ~ {  о,

Тода елементи матрищ

Д0р1ВНЮЮТЬ

к ф I + I, I, к = 1, 2, ..., т. 

С = УА

с‘к = Л  ̂ >'арк ~ а‘+1 к< ‘ ~ 1,2....т ~р=1
стк =0, к = 1,2.....п.

1; к= 1,2....п.

Нехай А = На,-уII — прямокутна матриця розм1р1в т  х п.
Тод1 прямокутну матрицю На7-,Н розм1р1вп х т  називаютьтраиспо- 

новаиою вщносно матрищ А 1 позначають
А' = На;,-II.



Якщо А = А', то матрицю А називають симетричною, якщо ж 
А = -А', то кососиметричною.

Матрицю
Д = Ий,7П

(ац — комплексно-спряжене число з числом ац) називають комп- 
лексно-спряженою з матрицею А, матрицю

А* = А' = ||Йу;|| -
ерм]тово-спряженою або спряженою з матрицею А.

Якщо А* = А, то матрицю Л називають ермпчзвою або самоспря- 
женою. Так, всяка дшсна симетрична матриця е ермгговою. 

Справджуються наступш р1вностк
(А Т  = А;

(А ± В)* = А* ± В* \
(АВ)* = В* А*.

Нехай маемо квадратну матрицю Л. Тод1 матрицю Л-1 називають 
оберненою матрицею до матрищ А, якщо справджуються р1вносп

А ' 1 А = АА~1 = Е.
Покажемо, що довкльна квадратна матриця може мати тьльки одну 

обернену матрицю. Справд1, якщо для А, кр1м оберненоТ матрищ А~1, 
1снуе ще одна обернена матриця В, то

ВА = Е.
Помноживши останню р1вшсть справа на Л-1, д1станемо

В = А~\
Теорема 1. Будь-яка неособлива матриця мае обернену. 
Доведения. Нехай А = 11а,;11 -  неособлива квадратна матриця. 

Розглянемо так звану союзну матрицю з матрицею А
В  = 11А;/Н, (3)

де А ) — алгебраТчш доповнення елеменпв а̂  ̂ матрищ А. Побудуемо 
матрицю

Тод1 за теоремою Лапласа* [11]
*П’ер Лаплас( 1749-1827) - французький математик 1 ф1зик.

184

АС =
<Зе1А }к с1е1А

(8ц с1е1 А) = Е ,

де 61] — символ Кронекера:

Аналопчно

С А = йесА

6 = 1 1  4 ~ \  о, 1Ф ].

2  аиАк. (5ц с!е1 А) = Е .

Отже,

А - » = С в 1 ^ .с)е1А

Теорему доведено.

Приклад
2. Записати в матричнш форм! розв’язок системи алгебрайших р1внянь

а,\Х\ + а, 2*2 + ■ • ■ + а ,„х „ = Ь„ 1 = 1 ,2 .....п,

визначник яко1 вщмшний вщ нуля.
Розв’язання. Введемо позначення:

о м . а  1п ' *1 ' ( ь '
А = Й21 . &2п , X  = Х2 , ь = ь2

&п\ &пп , хп > . Ь„ ,
Тод1 за правилом множення матриць систему (5) можна записати так:

Ах = Ъ.

(4)

(5)

(6)
За умовою задач1 матриця А — неособлива. Отже, вона мае обернену матрицю 

А-1. Тому, помноживши зл1ва обидв1 частини (6) на А-1, шстанемо
х = А~'Ь.

Нехай маемо квадратну матрицю Д. Тод1 шдА^ (р -  натуральне 
число) розум1ють

р раз1В

Ар = А-А...А .
При цьому покладають А0 = Е.
Безпосередньо з означения випливае, що для будь-яких щлих 

р > 0 1 д ^ 0 справджуеться р1вшсть АрАд = Ар+Ч.



Якщо деякий степшь матрищ А дор1внюе нульовш матрищ, то 
матрицю А називають шльпотентною. Найменший 13 показниюв, при 
якому степшь матрищ дор1внюе нульовш матрищ, називають шдексом 
ньльпотентносп ще! матрищ.

Приклад
3. Показати, що матриця (2) ньльпотентна, 1ндекс шльпотентносп якоТ дор1внюе га. 
Розв’язання. Легко бачити, що для будь-якого натурального к

к-\-1

(?) -]к =

0 0 . . 1 0 0 . . 0

0 0 . . 0 1 0 . . 0

. 0 0 . . 0 0 0 . . 1

0 0 . . 0 0 0 . . 0

Справ/и, при к= 1 р1ВН1Сть (7) справджуеться. Тод1, припустивши, що р1вшсть (7) 
мае м1сце для к = з,\ застосувавши правило множення матриць, знаходимо

^+1

8 + 2г ' --■■■■- ■->
О О ... 1

О 0 ... О

0 О ... О

1 О ... О

О О

О О

О О 

О О

О о о о
Отже, згщно з методом математично! шдукЩТ, р1вшсть (7) справджуеться для 

будь-якого к ^ 1. Поклавши в нш к = га, дстаемо
Г  = 0.

1нод1 доводиться розглядати степшь неособливо! матрищ А з 
вщ’емним показником. При цьому за означениям покладають

А~р = {А~1)Р , р>  0.
Нехай маемо прямокутну матрицю А розм1р1В т х п .

Нормою матрищ А = \\ац\\, / = 1,2,...,/и; у = 1,2,..., п, нази
вають невщ’емне число |1А||, яке задовольняе умови (аксюми):
1) ||0|! = 0 1 навпаки, якщо ||А11 = 0, то А = 0, де 0 -  нульова матриця;
2) ||аА|| = |аг| • ||А||, де а — будь-яке комплексне число;
3) ||А + В\\ ^ 11АЦ + ||5||, де А 1 В — будь-яю матрищ, над якими можна 
проводите операщю додавання матриць;
4) ||А • ВЦ ^ ЦАЦ • ||В||, де А 1 В  — будь-як! матрищ, над якими можна 
проводите операщю множення матриць.

Надал! пщ нормою матрищ А будемо розум1ТИ одне з трьох чисел

ЦАЦ/ = шах У  |ад|,

ЦАЦ// = шах V  \а]к\, 
к }

1|А||/я = I У  У  |одР- 
V } к

Легко П0 М1ТИТИ, що кожне з наведених чисел задовольняе попе- 
редш чотири аксюми.

Побудуемо для квадратно! матрищ
А = На,у И"

п-го порядку визначник
1>(А) = с1е1 ПА - ЛЕН,

де А — деякий параметр. Очевидно, що /)(Л) е многочленом п-го степе
ни вщ параметра Л. Цей многочлен називають характеристичним мно
гочленом матрищ А, а р1вняння

О(Л) = О,
або

<1е1 НА - ЛЕИ = 0 (8)
називають характеристичним р1внянням матрищ А. Кореш р1вняння (8), 
яю надал! позначатимемо через Ль Аг, ..., А„, називають характерис- 
тичними числами, або власними значениями матрищ А.

Введемо позначення Д,(А) = с!е(;(А - АЕ), Д (А ) — найбьльший



сшльний Д1льник ВС1Х мшор1в к-го порядку матрищ А - АЕ. Зрозум!- 
ло, що /)*(А) Д1литься на ^-_1 (А), к = 1, 2, ..., п(Д)(А) = 1). Вщповщш 
частки позначимо через

1 >_  д^й>’ , 2 т ~ К м ......
Многочлени /х(А), /2(А), г„(А) називають швар1антними многочлена
ми матрищ Л. Розкладемо швар1антш многочлени г'х(А), г'гСА), /„(А) 
на незвщш в пол1 С множники

/!(А) = (А-А,)с' (А - Аг)С2 ... (А - А*)с',
/2(А) = (А-А1)^ (А-А2)*  ... (А-А,)^,

г„(А) = (А-А,)/' (А - Л2/2 ... (А-А ,)Ч
причому А,- Ф А], коли о Ф у. 

Можна показати [2], що

/  ,(Ск + Лк + ... +1к) — п.
к= 1

/ л ,  о \ 
I о л 2 )

(9)

Вщмшш вщодинищ бшоми (А — А1)С|, ..., (А- А*/1 у формулах (9) нази
вають елементарними дьльниками матрищ А.

Теорема 2. Нехай А\ т а  Л2 — квадратш матрищ. Тод1 сукуп- 
н'ость елементарних дольников матрищ

можна отримати об’еднанням елементарних дольников матрищ  
А 1 з елементарними дольниками матрищ  А2 [2].

Перейдемо тепер до питания про каношчну форму матрищ. Це 
питания Т1Сно пов’язане з поняттям под|бност1 матриць.

Отже, нехай маемо дв1 квадратш матрищ А 1 Т однакового поряд
ку, причому матриця Т неособлива.

Тод1 матрицю
№ = Т~1АТ  (10)

називають под1бною до матрищ А , а матрицю Т при цьому — матрицею 
перетворення под1бность Наведемо деяю властивоеп под1бних мат
риць.

1. Визначники подбних матриць дор1внюють один одному.
Дана властив1сть випливае з р1вносп

с1е11У = с1е1Г-1 с!е1А <Зе1Г = с!е1А.
2. Под1бн1 матрищ мають однаков1 власш значения.

Доведения. Позначимо характеристичний многочлен матрищ \У 
через /)(А). Тод1, враховуючи (10), отримуемо

ЩХ) = с!е1 (Т~1АТ - XЕ) = с!е1 Г -1 с1е1(А - АЕ ) с1е1 Т,
звщки 1 випливае правильшсть властивост1 2.

Теорема 3 .Для того щоб матрищ А т а  VV були подобно, необ
ходно о достатньо, щоб вони мали одш й то само онвар'оантно мно
гочлени, або, що т е  саме, одно й то само елементарш дольники [2]. 

Нехай елементарш дльники матрищ А мають вигляд
(А-А! Г ,  (А - Х2)Р2......  (А-А,)* (И )

Р\ + р2 + ■ ■ • + р„ = П.
Розглянемо один з таких елементарних дшьниюв

(А - Х0)р.
Легко ПОМ1ТИТИ, що квадратна матриця р-го порядку 

А0 1 0 ... 0
0 А0 1

0
0

0
0

0
0

0

1
Ао

— Ао Ер + Ур, (12)

де Е р — вщповщна одинична матриця, а — матриця вигляду (2), мае 
тшьки один елементарний ельник (А - Ао)р. Матрицю (12) називають 
жордановою* кл1Тиною, що вщповщае елементарномудшьнику (А-Ао)р.

Жорданов! кл1тини, що вщповщають елементарним Ельникам
(11), позначимо через

Х\Е\+Ь\, Х2Е 2 + /2, •••, А5Е 5 + Ь5.
Тод1 за теоремою 2 бшоми (11) будуть елементарними Д1льниками 

квазциагонально! матрищ
№ = {А1Е 1 + ]\, А2Е 2+У2, ..., Х5Е 5 + 7Х).

Осюльки матрищ А \ \У мають одш й Т1 сам! елементарш дшьники,



то за теоремою 3 вони подабш, тобто юнуе така неособлива матриця Т, 
що

У/ = Т~1АТ.
Матрицю V/ називають жордановою нормальною формою або 

жордановою формою матрищ А.
Нехай, наприклад, бшоми

А  — А ь  А — А ь  (А — А ])3, А — А2, (Х — Х2)2

е елементарними дшьниками матрищ А. Тода вщповщна жорданова фор
ма мае вигляд

А1 0 ! 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0
т

0 1 1 А1 1
“I

0 1 1 0 0 0

0
1

0 1 1 0 1̂
1

1 1 1 0 0 0

0
1

0 1 
1

0 0
1

Ах 1 
1

0 0 0

0 0 0 0
1

0 1
1

А2 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 ■̂2 1

0 0 0 0 0 0 0 А2

Легко бачити, якщо степеш вах елементарних дкпьниюв матрищ 
А дор1внюють одинищ, то и жорданова форма е д!агональною матри
цею.

Побудуемо перетворювальну матрицю Т. Для цього р1вшсть
= Т~{АТ

запишемо у вигляд!
ТУ/ -А Т  = 0.

Останне матричне р1вняння вщносно Т р1вносильне систем! п2 (п — 
порядок А) Л1Н1ЙНИХ однорщних р!внянь вщносно п2 невщомих коеф!-

Шенпв матрищ Т. Таким чином, визначення перетворювально! матрищ 
вводиться до розв’язання системи з п2 р1внянь. При цьому з множи- 
ии розв’язюв необхщно взяти такий, для якого Ф 0. Зазначений 
розв’язок 1снуе, тому що А та У/ подбш.

Даний споаб визначення матрищ Т гром13дкий, осюльки виникае 
необхщшсть розв’язування п2 р1внянь. Тому розглянемо бкпьш ефек- 
тивний споаб знаходження перетворювально! матрищ.

Нехай
У/ = (Аь А2, .... А,,}.

Матрицю Щ А ) при цьому називають ще матрицею просто! структури. 
Розглянемо матричне р1вняння

АТ = Т{Х1, Х2, Хп), (13)
н якому невщомими е елементи матрищ Т. Позначимо /-Й стовпець 
(/ = 1,2,..., п) матрищ Т через Тод1 з матричного р1вняння (13) ма
тимемо

Аи = А / = 1, 2 , л, (14)
або

(А -  А /Е )/,- =  0.

Осюльки А,- — власне значения матрищ А, то
с!е1(А - Х)Е) = 0, г = 1, 2, п.

Тому р1вняння (14) розв’язне вщносно вектора г,- (вектор /,• називають 
иласним вектором матрищ А, що вщповщае власному значению А,). 
Нехай А,- — власне значения матрищ А кратноеп к; ^ 1, якому вщповь 
дають к,• простих елементарних дкльниюв

А А„ ..., А А/.
Тод| ранг матрищ А - А>Е дор1внюе и - к/. Тому система алгебра!чних 
р1внянь (14) для кожного власного значения А, мае нетрив1альних 
Л1Н1ЙНО незалежних розв’язюв.

Нехай теперАо — власне значения матрищ А кратноеп к ^ 1, яко
му вщповщае один елементарний дйльник ще! ж кратноеп. Тод| зпдно 
з [2] кореню Ао вщповщае к стовпщв (жордановий ланцюжок векто
ров), яю можна взяти за стовпщ перетворювально! матрищ. Ц| стовпщ 
мають вигляд



де сг(Ло) — один !з ненульових стовпщв матрищ

( ' (1(Х) ’
де В(Х) — союзна матриця з матрицею А - АЕ, а А) — наибольший 
сшльний дьльник ус1х мшор1в (п - 1)-го порядку матрищ А - АЕ. 

Зведемо, наприклад, матрицю
-1 1 1

А = 1 -1 1
1 1 -1

до жорданово! форми. Для цього розв’яжемо вщповщне характерис
тичне Р 1ВНЯННЯ

Дз(А) = - А 2 - ЗА2 + 4 = О,

звщки
А 1 = 1. А2 = Аз =  — 2.

Тому матриця А мае простий елементарний дьльник А - 1. 
Знайдемо елементарш дкльники, яю вщповщають кратному коре-

ню
Аг,з = -2 .

Для цього обчислимо спочатку мшори 2-го порядку матриц! А - АЕ: 
Он (А) = А2 + 2А, 012(А) = -(А + 2), Я п Ш  = А + 2,

021 (А) = -(А + 2), 0 22(А) = А2 + 2А, Я 2з(Я) = -(А + 2),
3̂1 (А) = А + 2, Яз2(А) = -(А + 2), Я 33(А) = А2 + 2А.

Бачимо, що вс1 мшори другого порядку дьляться на А + 2. Тому 
Я 2(А) = А + 2.

Отже,

/1 (А) = ^  = -А2 - А + 2 = -(А - 1)(А + 2),

/2(А) = § $ }  = Я 2(А) = А + 2 Ш А) = 1).

Таким чином, матриця А мае три прост! елементарш ельники 
А — 1, А + 2, А + 2.

Тод1 вщповщна жорданова форма матиме вигляд
192

1 0 0
IV = 0 -2 0

0 0 - 2

Знайдемо перетворювальну матрицю Т. Для цього розглянемо
Р1ВНЯННЯ

АТ = т ,
лбо

-1 1
1 -1
1 1

1̂1 1̂2 1̂3
?21 122 ‘23
(31 I32 (ЗЗ

1̂1 (12 113
(21 (22 (23
(31 (32 (33

1 0 0
0 -2 0
0 0 - 2

3 перших двох р1внянь

знаходимо

Отже,

-2(\\ + /21 + ?31 = О, 
1̂1 “  2̂21 + /31 = О

1̂1 = 3̂1 = 1» (21 = 1.

1
1
1

Знайдемо другий стовпець матриц! Т. Для цього розглянемо сис
тему

(12  + (22 + (32 = О,
(12 + (22 + (32 = О,
/12 + (22 + (32 = 0.

I? рангдор1внюе 1. Тому, поклавши
(22 = 1. (32 = О,

матимемо

/12 = -122 -  (32 = -1.

Отже,

(2 =
Г -1 

1
О

Аналопчно, покладаючи в систем1
у  3-258



[  ^13 + ^23 + 3̂3 = 0,
< *13 + ^23 + *33 = 0,
(  1̂3 + ^23 + 3̂3 = 0,

1, знаходимо = 1 1

[ _ 1 1
1з = 0

1 1

1 -1 -1
Т = 1 1 0

1 0 1

Отже,

причому с1е1 Т = 3 Ф 0.
Нехай задана послщовнють прямокутних матриць {А(/,)}

1 нехай 1снуе

Тод1 матрицю

А(р) = ИауЧ р=  1,2,...,

.. (Р)п т  ац = ац.
р-*оо

А = На,-
називають границею послцювносп матриць {А(р)} 1 позначають

А - Н т  А(р\
р —ьоо

Вираз вигляду
11\ + 112 + ... + Vп + ..., (16)

де VI (г = 1,2,...) -  матрищ, над якими можна проводити операцп 
додавання матриць, називають матричним рядом.

Розглянемо послщовнють частинних сум
= 1]\ + и2 + ... + п = 1,2,...

Якщо 1снуе
Н т  5„ = 5,/1-> ОО

то матричний ряд (16) називають зб1жним. Матрицю 5 при цьому нази
вають сумою ряду (16) 1 записують

5 = П\ + С/2 + • • • + С/„ • • •

Матричний ряд (16) називають абсолютно зб1жним, якщо 361- 
гаеться числовий ряд

НС/1 II + НС/г!! + ... + 1И/и11 + ... (17)
Легко П0м1тити, якщо ряд (17) збшаеться, то матричний ряд (16) 

е зб!жним, тобто будь-який абсолютно зб1жний матричний ряд е зб1ж- 
ним.

Розглянемо матричний ряд
оо

2  акХ к, (18)
к=О

де ак — Д1ЙСН1 або комплекса числа, а X  — квадратна матриця поряд
ку п.

Матричний ряд (18) називають степеневим матричним рядом. 
Нехай у ряд1 (18) числа

ак = й  ’
ТОД1 степеневий матричний ряд

оо

<!*>*=0
€ зб1жним, бо зб1гаеться ряд

11X11* = е\\Х\\
к\2к=о

Суму матричного ряду (19) називають експонентою матрищ X  1 
позначають

ОО

*=о
Можна довести основну властив!сть експоненти матрищ, а саме: якщо 
X 1 У — комутативш квадратш матрищ порядку п, то

ех -ег = ех+у. (21)
Звщси,зокрема,випливае

(,ех)~1 = е~х. (22)
Нехай ХтаХх — пощбш матрищ, тобто 

Х х = Т~1ХТ, де1 Т Ф  0.
ТоД1



= 2  Ь. (т ~1хт)к = 7-1 Е  к\хк т = т ~1еХт-
к=о ' и=о ' >

Отже,
ет-'хт = т -1ехт  (2 3 )

Знайдемо тепер жорданову форму експоненти матрищ Ах, де л: — 
деякий параметр. Для цього припустимо, що б1номи (11) е елементар
ними дьльниками матрищ Л. Тод1 р\, р2, ■■■, р$ — порядки вщповщних 
кл1тин Жордана

Я1Е 1 +У1, А2Е 2 + •••» Х5Е 5 + 15,
тобто

де
А = Ш Т ~ \

\У = {А1^1+Уь Х2Е 2 + /2. •••> Х5Е ! + 1 ! ). 
Таким чином, за формулою (23) дктаемо

^  = еТ*Т-'х = ТеШ т -1 =

_  т  ,̂(̂ 2̂ 2+72̂  у -1.

Осюльки матрищ А,Я, та /„ / = 1,2..... 5, комутують, то
ОО *

е(А,Е,+У,)х _  е^х _  еХ,х ^  №0
к=0

Як вщомо, 7̂  = 0 при & ^ р,. Тому
Р/-1

в(Д,-Е,-+Л)* = ^  I / ,  = Е .

к=о
Знайдена матриця е™х 1 е шуканою.

Приклад
4. Знайти жорданову форму матрищ еЛх, де

3 1 0
А = 0 3 1

0 0 3

(24)

Розв’язання. Осюльки матриця А у даному випадку е кл!Тиною Жордана, то за форму
лою (23) знаходимо

1 X 1 1 х2

0
1 ! 
1

А\
X
1!

0 0 1
Покажемо, що Ф 0, х е (-оо; +оо). Справд1, осюльки

с!е1 И л = с1е( Т  <М е{Х'Е '+] х̂ ... еи»я»+Л)дгс^Г-1 =

= Р |  с!е( <?(А'Е,+У,)Л,
/=1

то враховуючи, що

/цстаемо
с1е(е(А,я'+'/')л' = г- _  12,. . . ,  5,

де р! + р2 + ... + = п. Отже, с1е!:еАл; Ф 0, х & (-оо; +оо).
Нехай

(25)

^(*) = ||^(*)|| -
ирямокутна матриця розм1р1в т х п ,  елементи яко! Д,(х) — диференщ- 
йовн1 функщ! в 1нтервал1 (а; Ь). Тод1 матрицю

Л/,](х)Р\х) = с1х
називають похщною вщ матрищ Р(х). При цьому використовують також 

ДНх)позначення Лх
Можна довести наступж р1вностк

(Р(х) ± Ф(х))' = Р'(х) ± Ф'(х),
(СЕ(х))' = СЕ'{х) (С - стала матриця),

(/•'(*) Ф(х))' = Е'(х) Ф(х) + Е(х)Ф\х),
ЯКЩО припустити, ЩО ПОХЩН1 Р'(х ) та Ф'(*) 1снують.

Нехай тепер /у(х) — штегровш функщ! на вщр1зку [а; Ь]. Тод1 
штегралом вщ матрищ Р(х) називають матрицю

, хо е [а: Ь]



1 позначають
х

*0 №
= 1,2..... т\ ]  = 1, 2........ и.

Запишемо лшшну систему
у'\ = ац(л)У1 + <312МУ2 + ... + а\п(х)Уп + /Лх), 

. У2 = а 2\(х)у1 + Я22(х)у2 + ... + а 2п(х)уп + М х)'

. у' = а„1(х)>’1 + а112(х)\'2 + ... + а„„(х)у„ + /,,(х) 
у векторнш формк Для цього покладемо

ап (х) <Я12(Х) . . Й1Н(Х)

А(х) = а2\(х) а22(х) •• а2п(х)

а,а (х) ап2(х) апп(х)

у(х) = со1оп (уКх),у2(х), ...,у„(х)), /(х) = со1оп (М х)' М х)> ■••> М х))- 
Тод|

?  = А(х)у + Дх).ах
(26)

У попередньому параграф! було доведено, що система (26) в 
облаеп

о  = {(*. Уь У2......Уп) ■ а < х < Ь, -О О  < У1 < +оо,

-оо < у 2 < + ° ° .......< Уи < + ° ° }

мае единий розв’язок такий, що
у(*о) = Уо, (27)

де хо -  довольна точка штервалу (а; Ъ), а у0 — дов1Льний заданий сталий 
вектор

( (0) (0) <0)\
Уо = Со1оП Iу  1 , У2 , ■ • •, Уп ] , (^ »)

тобто, задача Кош! (26), (27) мае единий розв’язок.

3.6. Лшшш однор|дш системи
Розв’язки лшшно! однорцщо! системи р1ВНЯНЬ

(1)

мають П СЭМ1 ОСНОВН1 властивосп, ЩО Й розв’язки ЛШШНОГО однорщного
198

Ц у )= % - А (х )у  = 0,

де Ь = - А — лшшний диференщальний оператор. Зрозумшо, що:
1) ДУ1 + Уг) = ЦуО + Ыу2),
2) ЦСу) = СЦу), де у, у1 та у2 -  диференцшовш вектор-функцп, а С — 
деяка стала.
Тод| справджуеться така теорема.

Теорема 1. Якщо вектор-функцп у 1(х), у2(х)......у„(х) е роз-
в ’язками системи (1), т о  й вектор-функцья

У(х) = С1У1 (х) + С2у2(х) + • • ■ + С„у„(х), (2)
деС\, С2, ..., С„ — довиьш сталь, та ко ж  е розв’язком щ е!систе
ми.

Доведения. Осюльки
Цуд = 0, 1 = 1, 2,..., п, 

то, враховуючи властивосп 1), 2), дютаемо

Цу) = 0.
Теорему доведено.

Вектор-функцп (р[(х), <р2(х)...... <рп(х)> що визначеш в штервал1
(я; Ь), називають лшшно залежними в цьому штервал!, якщо 1сну- 
ють стал1 о-!, а2, .... а„, яю не ва дор1внюють нулю, таю, що справд
жуеться тотожшсть:

ацр\(х) + а2(р2(х) + ... + а„<рп(х) = 0, х е  (а; Ь). (3)
Якщо ж тотожшсть (3) справджуеться тод1 1 Т1льки тод1, коли ац = а2 = 
= ... = а„ = 0, то вектор-функцп ц>\{х), у>2(х), ..., <р„(х) в штервал1 (а; Ь) 
називають лшшно незалежними.

Наприклад, вектори

е лшшно незалежними на дов1Льному штервал1 (а; Ь).
Будь-який наб1р з п лшшно незалежних розв’язюв

У1(*), У2(х)......Уп(х)
системи (1) називають фундаментальною системою розв’язюв лшшно! 
системи (1).



У|(*о) = Уо;> * =  12... п, (4)

деуо,- ~ довкльж наперед задаш лшшно незалежш стал1 вектори, визна- 
чають едину систему розв’язюв

>4(4 У2(х), .... У„(х) (5)
системи (1).

Покажемо, що знайдеш таким чином вектор-функци (5) лшшно 
незалежш в штервал1 (а; Ь). Справдй припускаючи лшшну залежшсть 
вектор-функщй (5) у деяюй точщ Х1 е (а; Ъ), х\ Ф хо, матимемо тотож
шсть

С\У\.{Хх) + С2У2{ХХ) + ... + С „у„(XI) = О,
в якш коеф1щенти С„ / = 1, 2,..., п, не ва дор!ВНЮЮть нулю.

Зтеореми 1 випливае, що вектор-функщя
у(х) = С1 _У 1 (х) + С2У2(х) + ... + Спу„{х)

е розв’язком системи (1). Кр<м того,
У(хх) = 0. (6)

Початков1 умови (6), за теоремою юнування, визначають единий 
розв’язок системи (1). Але таким розв’язком, очевидно, е трив1альний 
розв’язок у = 0. Тому справджуеться тотожшсть

Соч(х) + С2у2(х) + ... + Спуп(х) = 0, х е (я; Ь).
Осюльки за побудовою не ва коефщенти С, дор1внюють нулю, то 
функци

У1(*), у2(х)...... у„(х)
лшшно залежш в штервал1 (а; Ь), а тому 1 в точщ хо, а це суперечить 
вибору вектор1в у,о, * = 1,2,..., п. Отже, вектор-функци (5) лшшно не
залежш в штервал1 (а; Ь), тобто утворюють фундаментальну систему 
розв’язюв системи (1). Теорему доведено.

Теорема 3. Якщо вектор-функци
У1 (-'•), У2(х), ..., Уп(х)

утворю ю ть фундаментальну систему розв ’язкьв л1ншно1 систе
ми (1), т о  и загальний розв’язок в области

Доведения. 3 теореми 1 випливае, що вектор-функщя (7) е 
розв’язком системи (1). Вважатимемо вираз (7) системою лшшних р1в- 

’ нянь вщносно Сь С2, С„. Осюльки и визначник не дор1внюе ну
лю в штервал1 {а; Ь), то система (7) в облаен Б  розв’язна вщносно 
Сь С2, ..., С„. Теорему доведено.

Покажемо тепер, що використовуючи формулу (7), можна знай
ти розв’язок лшшно! однорщно! системи (1), що задовольняе початкову 
умову

, л ■ / (°) (0) (0)\
У(*о) = УО, УО = со1оп (у! , У2 , ..., Уп

I  (0) (0) (0)4 . ^де 1хо, у1 , уг ... уп I —  дов1Льна точка облает! О.
Справд!, враховуючи таким чином задану початкову умову 1 вва- 

жаючи, що
у,(х) = со1оп (уи(х), уъ(х), у„,(х)), / = 1,2,..., п,

з системи (7) дктанемо 
(0)

У1 = С 1У 11 (х0) + С2у 12(х0) + ... + С„У1„(*о),
(0)

■ У2 = С 1У21 (х0) + С2у22ш  + ... + С„У2„(Х0), (8)

(0)
. Уп = С]У„1 (х0) + С2у„2(х0) + ... + С„у„„(х0).

Осюльки вектор-функцп
У1 (х), у2(х), .... у„(х)

утворюють фундаментальну систему розв’язюв, то вони лшшно неза
лежш в 1нтервал1 (я; Ь). Тому визначник системи (8) не дор1внюе нулю. 
Тод1, як вщомо, система (8) вщносно Сь С2, ..., С„ мае единий розв’язок

С\ = Сь С2 = С2......  С„ = С„.
Отже, вектор-функщя

у(х) = С 1У1 (х) + С2у2(х) + ... + С„у„(х)

Теорема 2. ЛЫшна система (1) мае фундаментальну систему 
розв’язк 1в.

Доведения. Згщно з теоремою юнування початков! умови

о  = К*,У1,У2, •••,Уи) : а < х < Ь, -оо < у{ < +оо, 
—оо < уг < +оо, ..., —оо < у „ < +0 0 }

У(х) = С1У1(х) + С2у2(х) + ... + С„у„(х), 
де Сь С2......С„ — довиьт стали



I буде розв’язком вщповщно! задач! Кооп.

3.7. Визначник Вронського. Формула Якоб|
Нехай стовпцями матрищ У(х) е розв’язки

У1(*). У2(х), ..., У„(х) (1 )

ЛШШНО? однорщно! системи Р1ВНЯНВ

~= М х)у , (2)

тобто
Уи(*) У12(̂ ) •• У1н(-*)

У(Х) = У21С*) У22(Х) .•• У2„(Х)

>’«!(*) У,й(х) Упп (̂ )
Визначник

с1е1Г(х) = Щ х) (4)
називають визначником Вронського (вронсюаном) системи вектор- 
функщй (1).

Зрозумшо, якщо система вектор-функцш (1) лшшно залежна в 
штервал1 (а; Ь), то й визначник Вронського Щх) = 0. Якщо ж систе
ма вектор-функщй (1) лшшно незалежна в розглядуваному штервал1, 
то з теореми 2 §3.6 випливае, що вронсюан \У(х) не дор1внюе нулю в 
жоднш точщ вказаного штервалу.

В  останньому випадку матрицю У(х) називають фундаментальною 
матрицею системи (2) [8].

Осюльки стовпщ фундаментально! матрищ У(х) задовольняють 
систему (2), то

= А(х)у1(х), 1 = 1,2.....п,ах
або в координатнш форм1

П
У'ц(х) = ^  а1к(х)ук](х), г, ]  = 1,2,..., п. (5)

к=\
Як вщомо, похщна визначника матрищ К(х) дор1внюе сум1 п визнач
ниюв:

де
УП У\2 ■ У\п

1\ = с1е1 У21 У22 • У2п

Уп\ Уп2 Упп

Уп У\2 • У1п
/„ = с1е( У 21 У22 • У2п

/У>,1 Уп2 • Упп
Враховуючи тотожшеть (5), для визначника /1 матимемо

1\ = с!е1

п п
Е  а\кУк\ Е  а\кУк2 •

п
2  &1к Укп*=1 *=1 к=1

У21 У22 У2п

У,л У,а Упп
Вщшмаючи вщ першого рядка в останньому визначнику другий 

рядок, помножений на ап, третш рядок, помножений на «о, 1, нареит, 
п-й рядок, помножений на а\п, остаточно дстанемо

= а ц Щ 4

«11У11 ^11 У12 аиУ\п
1\ = (1е1 У 21 У22 У2п

Уп1 Уп2 Упп
Аналопчно знаходимо

/, = ац\У(х), 1 = 2,3,..., п.
Таким чином, р1вшсть (6) е диференщальним р1внянням

Ш{х)
Лх = 1гЛ(х)Щх), (7)

в якому

слщ матрищ А(х). Звщси

1г А(х) = ац(х) -
(=1

[  (г Л (л ) (1.x
\У (х) = Сет



с = Щхо).
Тому остаточно

-V

/ иА(х)с!х
Щх) = \У(х0)ет . (9)

Р 1вн1сть (9) називають формулою Якоб1*.
Теорема 1. Для того щоб матриця У(х) була фундаменталь

ною матрицею лшшно! системи (2), необх1дно I достатньо, щоб
ск1 У(х) = Щх) Ф 0, х е (я; Ъ).

Доведения. Д о статш сть. Припустимо, що <Зе1У(х) ф 0. Тод| 
стовпщ у{(х), / = 1, 2.....п, матрищ У(х) в штервал1 (а; Ъ) лшшно не
залежш, тобто У(х) — фундаментальна матриця системи (2).

Необх1дн1сть. Припустимо, що матриця У(х) е фундаментальною 
матрицею системи (2).

У попередньому параграф! було показано, що задача Койл

~  = А(х)у, у(х0) = уо ф 0

мае единий розв’язок
п

у{х) = ^ С у ( х ) ,
1=1

причому стал1 С„ г = 1,2......п, визначаються з системи р1внянь
П

^  С,- У,(х0) = Уо- 
1=1

Осюльки остання алгебраТчна система мае единий розв’язок вщносно 
Сь С2, .... С„, то ТТ визначник <1е1У(х) Ф 0 для вах х е (а; Ь). Теорему 
доведено.

Зазначимо, що фундаментальна матриця У(х) лшшно! системи (2) 
визначаеться з точшстю до деяко! неособливоТ стало! матрищ С. Справ- 
Д1, за теоремою 1 матриця У(х)С — фундаментальна.

Навпаки, нехай У^х) 1 У2(х) -  дв1 фундаментальш матрищ систе
ми (2). Покладемо

Ш  = У [ 1(х)У2(х).

У2(х) = У\ (х) *Р(х). 
Диференщюючи останню р1вшсть, дстаемо

У2(х) = У/(х)Ч'(х) + У1(х)Ч''(х),
тобто 

Звщси 

або

Таким чином,

А(х) У2(х) = Д(х) У\ (х) <Р(х) + У, (х) Г(х). 

У1 (Х )Г(Х ) = 0,

Г (х ) = 0.

Ч'(х) = С = СОП81.

Знаючи фундаментальну матрицю У(х) системи (2), п загальний 
розв’язок можна записати у вигляд1

у(х) = У (х)с, (10)
де с — дов1Льний сталий и-вим1рний вектор. Справдц вектор-функщя
(10) е розв’язком системи (2). Кр1м того, враховуючи, що

с!еС У(х) ф 0, х е (а; Ь),
дастанемо

с = У_1(х)у(х).
Зауважимо, що теорема 1 виконуеться не для довкльно! систе

ми лшшно незалежних вектор-функцш. Справдй визначник Вронсько
го двох лшшно незалежних вектор1в

доршнюе нулю:
(!) ! С)
(И,=Н|! -IIе0)'

тобто даш вектор-функци не можуть бути розв’язками одше! 1 т1е! само! 
однорщно! системи лшшних р1внянь з неперервними коефщентами.



3.8. ЛМ йш  неоднорщш системи
Лшшна неоднородна система 

Лу
Лх = А(х)у + Дх), X е (а; Ь)

мае таку саму структуру загального розв язку, що и лшшне неоднорщне 
диференщальне р1вняння вищого порядку. А саме, загальний розв’язок 
системи (1) можна записати у вигляда суми загального розв’язку вщпо- 
В1ДН01 однородно! системи

Лу
Лх = А(х)у (2)

та деякого частинного розв язку неоднородно! системи.
Теорема 1. Якщо ;ун(х) — який-небудь частинний розв’язок 

неоднородноо системи (1), а у0(х) = У(х)с — загальний розв’язок 
в од повод ноI однородно о системи (2), т о  вектор-функцоя

у(х) = у0(х) + ун(х) (3)
в областо

О = {(Х,У\,У2, ■ а < х <Ъ, —оо < У1 < +оо,
— ОО < У2 < +оо, ..., —оо < уп < +оо}

е загальним розв’язком неоднородно! системи (1).
Доведения. Запишемо р1вшсть (3) наступним чином:

у(х) = У (х)с + ун(х). (4)
Безпосередньою перев1ркою переконуемося, що у(х) е розв’язком сис
теми (1) для будь-якого сталого вектора с. Крйм того, осюльки матри
ця У(х) фундаментальна, то П визначник вщмшний вщ нуля для вах 
х е  (а; Ь). Тому

с = У_1(х)Су(х) - >’н(х)).
Теорему доведено.

Використовуючи формулу (4), можна знайти розв’язок неод
нородно! системи (1), що задовольняе початкову умову

, . , / (°) (0) «жУ(*о) = Уо. Уо = союп >̂'1 , )’2 , ..., у„ ],

де I (0) (0)
х̂0, У1 , У2 ,

(0) 
.... Уп

жемо систему лшшних алгебра!чних р1внянь

Уо = К(х0)с + ун( о̂) 
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| — довольна точка облаеп О. Для цього розв’я-

шдносно вектора с. Осюльки
с1е1 У(х) Ф 0, х е  (я; Ь),

то

с = У_1(*о)(у(*о) - у н(*о))- 
Таким чином, розв’язок вщповщно! задач1 Коош матиме вигляд

у(х) = У(х)К_1(хо)(у(х0) - .Ун(х0)) + ун(х).
Як 1 у раз1 лшшного неоднородного диференщального р!вняння, 

частинний розв’язок лшшно! неоднорщно! системи (1) можна знайти 
використовуючи метод вар1ацп дов1льних сталих.

Отже, нехай

У1(*), у2(х), ..., у„(х)-
фундаментальна система розв’язюв вщповщно! однородно! системи (2). 
Тод1 згщно з теоремою 3 § 3.6, вектор-функщя

П
У(х) = С,у,(х),

1=1
де С„ г = 1, 2.....п, — дов!Льш стали е м загальним розв’язком. Шука
тимемо частинний розв’язок неоднорщно! системи (1) у вигляд!

Ун (^) = ^  С,(х)у,(х). (5)
1=1

При цьому припускатимемо, що невщом1 функщ! С,(х), о = 1,2,..., п, 
мають неперервш похщш в розглядуваному штервалг Пщставляючи 
вектор-функщю (5) у систему (1), дстаемо

п п п
С/(х)у,(х) + ^  С,(х)у'(х) = А(х) С,(х) у,(х) + Дх).

/=1 1=1 1=1
Осюльки

У/(х) = А(х)у,(х), 1 = 1,2 
то остаточно матимемо

^Гс'(х)у,(х) = Дх),
1=1



Е  С'(х)уи(х) = Мх),
1=1

2  С,'(х) }’,»(*) = /«(*)•
1=1

Визначник алгебра!чно! системи р1внянь (6) вщносно с!(х), Сг(х)......
С'(х) е визначником Вронського вщповщно! фундаментально! системи 
розв’язюв. Тому вш не дор1внюе нулю в жоднш точщ штервалу (а; Ь). 
Отже, система (6) мае единий розв’язок

С '(х) = (р,(х), I = 1,2.....п,

ЗВЩКИ

С, (х) = ^  <р,(х) с1х (7)

(стал1 штегрування дор1внюють нулю). Пщставляючи знайдеш значен
ия С,-(х), I = 1, 2..... п, у формулу (5), дктаемо частинний розв’язок

П
Ун(*) = ^  У|(*) /  <М*) ̂  (8)

1=1
неоднорщно! системи (1).

Зауваження. 1нод1 зручшше використовувати векторно-матричну 
форму запису. Отже, припустимо, що фундаментальна матриця К(х) 
однорщно! системи (2) вщома. Тод1 загальний розв’язок ще! системи ма- 
тиме вигляд

у(х) = У (х)с,
де с — дов1Льний сталий п-вим1рний вектор.

Частинний розв’язок неоднорщно! системи (1) шукатимемо у ви-
ГЛЯД1

у{х) - У(х) с(х). (9)
Причому, компонента вектора с(х) вважатимемо функщями, що ма
ють неперервш похщш в розглядуваному штервалк Пщставляючи у(х) 
у систему (1), отримуемо

У\х) с(х) + У(х) с'(х) = А(х) У(х) с(х) + /(х).

(Ю)

У(х) с'(х) = /(х).
Враховуючи, що с!еС К(х) Ф 0 для вахх е {а; Ь), знаходимо

с'(х) = У~\х)/(х),
звщки

с(х) = |  У_1(х)/(х)^х, 

тобто приходимо до формул (7).

Приклад
I. Знайти загальний розв’язок системи диференщальних р1внянь

^± = У1+2у2 + е\

Ж =2у' +у2-
Розв’язання. Легко перев1рити, що загальним розв’язком вщповщно! однорщно? сис
теми , ,

Ж =у' +2у2'

ж  = 2у' +у’2
буде система функщй

>’1 = С|е3д + С2(' *, у2 = С\е** — С2е~х.
Тому шукатимемо частинний розв’язок неоднорщно? системи (10) у вигляд1 

( У\ = С\(х)е3х + С2(х) е~\
\ у2 = С](х)ех' -С2(х)е-'. ( }

Пщставляючи (11) у задану систему (10), дстаемо
( С[ (х) + С2(х) е~х = ех,
\ С\(х)еЪу -С2{х )е" = 0.

Звщси

Отже,

Тому система функщй

С\(х) = I  е~г\ С'Лх) = 1

С,(х) = -\е-г\ О Д = 1 Л

VIМ = 0, у2(х) = ех

буде частинннм розв’язком неоднорщно! системи (10).
Таким чином загальний розв’язок системи (10) матиме вигляд



у,(лг) = С,е3х + С2е \ у2(х) = С\е*х - С2е
У векторной форм! загальний розв’язок можна записати так:

або
-с,( % )+с=( ь(}(г)-С Л&И-М

3.9. Л 1Н1ЙН1 однорщш системи 31 сталими коефщ^ентами
Як вщомо, для побудови загального розв’язку лшшно! однорщно!

системи
Лу .

Т ,= АУ (1)
достатньо знайти и фундаментальну матрицю.

Розглянемо матричний метод розв’язування систем 31 сталими 
коеф|щентами (1).

Теорема 1. Фундаментальна матриця системи (1) мае вигляд

У 0с) = е**.
Доведения. Здиференщювавши почленно ряд

(2)

дстанемо
к=0

А-1 (к- 1)!Лх к= 1
Отже, стовпщ матрищ У(х) е розв’язками системи (1). Кр1м того, в § 3.5 
показано, що

с1е{ е Ф О, х е (а; Ь)
(числа а 1 Ь можуть бути 1 невласними). Теорему доведено.

Покажемо, що структура фундаментально! матрищ системи (1) 
визначаеться структурою елементарних дильниюв матрищ А.

Припустимо спочатку, що матриця А мае проел елементарш доль
ники

Л-Ль Л-Л2, .... Л - Л,„ (3)
причому серед и власних значень Ль Л2, ..., Л„ можуть бути однакови- 
ми.

Тод1 матриця Л под1бна дагональнш матрищ 
^  = {ЛЬ Л2> ..., Хп),

тобто

Звщси
А = Ш Т ~ \

У! (л) = И Л = еШхТ~' = Т ец'хТ~ (4)
Помноживши р1вшсть (4) справа на Т, д1станемо

У(х) = Те"х.
Легко бачити, що У(х) е фундаментальною матрицею системи (1). 

Нехай

ТоД1 

У(х) =

'11 '12 '11,
т  = '21 '22 '21!

'«1 '/(2 'ни

'11 '12 •• '1,1 ех'х 0 0
/21 /22 ■ '2л 0 еХгх .. 0

'и 1 'и2 'и/1 0 0 рХпХ

1\\еХ{Х 1\2еХгХ '1 ирХцХ

= 12\ех'х 122еХгх ... '2и еХпХ

1п\еМх 1,аеХ1Х 'ииеКх
(5)

Таким чином, у раз1 простих елементарних Д1льниюв фунда
ментальна матриця системи (1) мае вигляд (5). При цьому, якщо 
А) = а  + ф — коршь характеристичного р1вняння з дшсними коефь 
Шентами

д<Я IIЛ - ЛЕИ = О, (6)
то число Л2 = а - ф  також буде коренем р1вняння (6). Осюльки вщшу- 
кання перетворювально! матрищ Т можна звести до розв’язання алгеб-
ра!чно! системи р1внянь, то з властивостей оператора Ь = — -А  випли-Лх
пае, що дшсна та уявна частини комплексного розв’язку системи (1) е



розв’язками ще! системи. Отже, при цьому можна побудувати п дшсних 
лшшно незалежних розв’язюв системи (1).

Нехай тепер матриця А мае 5 < п елементарних дкпьниюв

( А - А О *  (А - Л 2)Р2, .... (А - Л , )*  (7)

рх + р2 + ... + р5 = п, 1 ^ рк ^ п, причому серед И власних значень
Аь А2, .... А5

можуть бути однаковими.
Тод1 матрицю А за допомогою перетворення под1бност1 можна 

звести до квазшагонально! матриц!

тобто
= {А1Я 1 +/ь А2Е 2 + 2̂, А5Е 5 + 15},

А = Ш Т ~ \
де А/Е,- + /„ 1 = 1, 2,..., 5, -  жорданова кл1тина порядку р,.

Звщси

Г, Ос) = И *  = е ™ хТ~' = Т е"хТ~1.
Помноживши останню р1вшсть справа на Т, знаходимо фундамен

тальну матрицю системи (1)
(8)

де
е(\,Е,+Л)Х _  е^хе^х -

= ех'х

1 X х2 хР!~2 х"'-]
1! 2! ' ' ( Р , - 2)! (Р, - 1)!

0 1 X хР!-г х”'-2
1! ' ' ( Р , - 3)! (р , - 2)!

0 0 0  . 1 X

1!
0 0 0  . 0 1

/ = 1,2.....5.
Зауважимо, що перил п - 1 стовпщв матрищ (?'х можна отримати 

13 останнього послщовним диференщюванням.
Фундаментальна матриця (8) складаеться з 5 груп стовпщв, яю 

вщповщають кл1тинам квазщагонально! матрищ ТУ.
Причому /-та група

П ,
6 1 , 1 (*) е , б и  2)(х)еА,д:, .. 0 1 , ;(х) ех,х, 01, !•(•*) еА'*,
Л р<~ 1), ч 02.1 (х) еЛ,х, О г) 2\х)еХ(Х, ..... 62. ;(*) еА'*,

„(А-!), ч 1 уб„, ,- (х) 2)(х) ех,х, ..... б», | (х) еЛ,дг
Р 1 рОЗВ’яЗЮВ системи (1).

3 будови матрищ е,[Х випливае, що степшь принаймш одного мно
гочлена б*, ,(х), к = 1 , 2 , п, дор1внюе р1 - 1.

Таким чином, елементарному дйпьнику
(А -  А,-)р', I = 1,2, ..„.V,

вщповщае /?,- лшшно незалежних розв’язюв (9).

Приклади
Знайти загальний розв’язок систем диференщальних р1внянь.

Ж =2у' +2у2’
Луг
<1х = У\ + Зу2-

(Ю)

Розв’язання. Нехай

Л = 2 2 
1 3 , у(дг) = со1оп (>-|(х),>'2(л)).

Тод| характеристичне р1вняння

йеШЛ - ЛЕН = с1е( 2 - А 2 
2 3-Л = Л - 5Л + 4 = О

мае прост! кореш Л] = 1, Л2 = 4. Тому елементарш дльники матрищ А також прост!. 
Отже, матриця А подабна даагональнш матрищ

IV = (1.4),
тобто

А = ТЦ'Т-К
Перетворювальну матрицю Г знайдемо 13 системи

АТ = Ш ,
або

Звщси, наприклад,

2 2 /ц /12 /11 /12 1 0
1 3 /21 Г22 /21 /22 0 4

Т = - 2  1
1 1



Таким чином, фундаментальна матриця системи (10) матиме вигляд

У(х) = Теш  = -2е' е4

Тому вектор-функщя
>’(-*) = У(х)с,

де с — дов!Льний сталий двовим1рний вектор, е загальним розв’язком системи (10). 
2.

' (1у\
Ах 
А У 2 
Ах 
Аут, 
Ах

= >’1 ~  >’2 + > 3.

= 2>’з -  уг-

(П)

Розв’язання. Тут
1 -1 1

А = 1 1 -1
0 -1 2

у(х) = со1оп (уКдйугС*),^*))-

Як легко показати, числа А] = 2, А2,:, = 1 е коренями вщпов1дного характеристично
го р1вняння. Осюльки найбшьший сшльний дшьник мшор1в другого порядку матрищ 
А -  ХЕ дор!Внюе 1, то матриця А мае два елементарш дшьники А - 2 та (А - I)2. Тому

2 0 0
\У = 0 1 1

0 0 1
Матрицю перетворення под1бноеп Т знайдемо тим самим способом, що й у прикла
да 1:

1 1 1
Г = 0 1 -1

1 1 0
Тод! фундаментальна матриця задано! системи р1внянь матиме вигляд

е2> ег ег(1 +х)
А = Тет  = 0 ех ех(х-\)

е11 ех хе'

Отже, вектор-функщя
у(л) = У (х)с,

де с — дов!Льний стадий тривим|'рний вектор, е загальним розв'язком системи (11).

Використовуючи теор1ю елементарних дьльниюв, лшшну систе
му (1) можна зштегрувати 1 не застосовуючи поняття експоненти мат
риц!.

Справд1, нехай бшоми (7) е елементарними дольниками матрищ А. 
Тод1 матриця А под1бна до квазццагонально! матрищ

\У = {Л1Я 1 +/ь Х2Е 2 + 2̂< •••> Х5Е 5 + 5̂}.

Зробивши в систем! (1) замшу
У(х) = Т г(х),

де г(х) — нова невщома функщя, а Т — матриця перетворення под1б-
НОСТ1, дютанемо

або

^  = Т~хАТъах

ах
Запишемо систему (12) в координатнш форм!: 

ТХ = Х^ + Ъ'

Ах
_ Л

Ах - Л1гР>’
2̂Р1 +1 _  Л _ , р̂1+2>

= А2гР1+2 + гР1+з,

г̂Р1+Р2-1
Ах 

А<.;,,+ Р2
с1х

%̂п-рх+\

= А2г,Р1+Р2’

Ах

Ах

А1„-\ 
Ах

— А$2и-р,.+1 + 2/(-р,.+2) 

=  А52/|-р5+2 + %п-р5+3>

— А52н- 1 +

(12)

(13)

. Тх =
г(х) = со1оп (21 (х), г2(х),..., г„(х)). Система (13) складаеться з п лшш-
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них р1внянь першого порядку. Тому, починаючи з останнього р1вняння, 
и можна зштегрувати в елементарних функщях.

Зауважимо, що у раз1 простих елементарних дльниюв матриця 
V/ — дагональна:

^  = (Ль Л2, .. . .  А,,}.

Тому система (12) в координатной форм1 матиме вигляд

^  = А.г,.ах

Ли
Лх — А

Як приклад дослщимо поведшку штегральних кривих системи

% = с х  + ку,

зг = ах + Ьу, Л(

(14)

де а, Ь, с, к — дшсш числа, ак-Ьс Ф 0 в окол1 точки спокоюх = 0, у = 0.
Зрозумкло, якщо схл-ку Ф 0, то система (14) екв1валентна дифе- 

ренщальному р1внянню першого порядку
Лу _  ах + Ьу 
Лх сх + ку

у тому розумшш, що кожний розв’язок р!вняння (15) етраектор1ею сис
теми (14) на фазовш площиш 1, навпаки, будь-яка траектор1Я систе
ми (14) на фазовш площиш, вщмшна вщ точки спокою х = 0, у = 0, 
е штегральною кривою р1вняння (15). Якщо ж ах + Ьу Ф 0, то систе
ма (14) екв1валентна р1внянню

Лх _  сх + ку 
Лх ах + Ъх (16)

Очевидно, що точка (0,0) для р1вняння (15) е 130льованою особ
ливою. Осюльки права частина р1вняння (15) або права частина р1В- 
няння (16) у дов1Льному замкненому окол1 точки (хо, Уо), (*о, Уо) Ф (0,0), 
е неперервною функщею 1 задовольняе за змшною у або зм1нноюхумо
ву Лшшща, то через кожну точку цього околу проходитиме одна штег
ральна крива р1вняння (15) або (16). Дослщимо поведшку цих кривих 
поблизу особливо! точки (0, 0).

Для цього запишемо систему (14) у векторнш форм!

% = М ,  (П )
де

= ( : * ) ■
нг(/) = со1оп (х(0,у(0). Розв’язуючи характеристичне р1вняння (6), зна
ходимо

Аи = ± I V  (Ь - с)2 + 4ак.2  -  <18>
Тод1 залежно вщ значень корешв А] 1 А2 можлив1 два випадки:

I) А[ 1 А2 — р1зш; 2) Ах 1 А2 — однаковк
I. У раз1 простих корешв характеристичного р1вняння 1снуе неособлива 
матриця Т така, що

\У = Т~ХАТ,
иричому

У систем! (17) покладемо

ТУ / А 1 0 \
I 0 а2 )■

де

Тод!

або

г(0 = Тд(1),

<7(0 = со1оп (с[\(1), ^2(0).

Ц- = Т~хАТд,Л1

% = К ч -  (19)

Система (19) розпадаеться на два скалярних диференщальних р1вняння

^  = ~ ^ 2‘ (2°)
Надал1 розглядатимемо два випадки: а) Ах 1 А2 — дшсш; б) А] 1 А2 — 
комплексна
а) якщо А1 1 А2 — дшсш, то можна вважати, що Л2 Ф 0.

Тод1 з р1внянь (20) отримуемо



Звщси

41 = С\Ч2ф . (22)

Рис. 28 Рис. 29

<71 = С\Чг\-у Х\
у = -т2-

Припустимо, що Л1 1 Лг мають однаков1 знаки 1 Лх > Лг > 0. Тод - 1 > 1,
а отже, вс1 штегральш крив1 (22) е параболами, яю мають сшльну точ
ку <71 = 42 = 0 • дотикаються в нш до ос1 Од2 (рис. 28). Зазначимо, 
що кр1М штегральних кривих (22) 1снуе ще одна штегральна крива, яка 
вщповщае розв’язку дг = 0, ц\ Ф 0. Точку (0,0) при цьому називають 
вузлом.

Нехай тепер А] 1 Хг мають р1зш знаки. Тод1 розв’язок (22) можна 
записати так:

Отже, при цьому лише чотири штегральш крив1 ^1 = 0  (<72 Ф 0), 
<72 = 0 (<?1 Ф 0) прилягають до особливо! точки (0,0), решта штеграль
них кривих мае вигляд, зображений на рис. 29. Особливу точку (0,0) тут 
називають сщлом;
б) нехай А] 1 Аг — комплексна Осюльки коеф|щенти характеристичного 
р1вняння (6) дшсш, то А1 1 Х2 комплексно-спряжеш, тобто

А} = а  + /?/, А г = а  -  (5и

Тод| матриця перетворення Т також е комплексною. Покажемо, що 
враховуючи довкльшсть елеменлв першого стовпця матрищ Т, !х мож
на пшбрати так, щоб величини д\ \ дг були комплексно-спряженими:

<71 = и  + т ,  д г  =  и  -  т .  (23)

Елементи г, к = 1,2, матрищ Т визначаються двома системами р1В- 
нянь

(с — А}) + 1\2а = 0, ( 1г\(с — Х2) + (гг а = О,
I  '111\\к + 1\гФ ~ АО = 0;  ̂ 1г\к + 1ггФ ~ Аг) = 0.

Осюльки визначник кожно! з систем дор1внюе нулю, то щ системи 
мають ненульов! розв’язки:

к , к
'12 = 'И. '22 = '21.Х\ - Ь А 2-Ь

де 'ц ф 0, /21 Ф 0 (знаменники в останшх формулах вщмшш вщ нуля). 
Тод1, покладаючи

'21 = 'и .
де 1ц ~  число, спряжене з /ц, маемо

'22 = '12-
Кр1м ТОГО,

Тому, якщо
4\ = '1121 + '12̂ 2. дг = '21̂ 1 + '22̂ 2-

2
то остаточно дстанемо

2 (

XVI,

(24)

<71 = и  + т ,  д г  =  и

причому величини и та н>, згщно з (24), при дшсних значениях гь гг 
набувають також дшсних значень.

Пщставивши в р1вняння (21) знайдеш значения <71, дг, Аь Аг, 
матимемо

Ли + 1Л\\- _  а + Р' и + Н7 
Ли - IЛ ы а - /И и - м  ’

або
(Аи + г </уу) ((аи - рм) - 1(ан> + /Зи)) = (с1и - / сЛу) {(а и - /?н>) + /(ан-’ + (Зи)),
а це е р1вшсть типу г = г. Прир1внюючи в останнш р1вносп уявш части
ни до нуля, отримуемо

Ли
Лн>

аи -уЗн’ 
Ри + ан> ’



(3(иАи + \уА\у) _  а{иА\у - \ус1и)
7 7 ~~ 7 7 Уи + уг и — уг

або
 ̂с1 1п (и2 + ч>2) + д А агс1§ — = 0.

Звщси

> / ^ 7 ^  = с г ?
Нарент, покладаючи и = гсоз^о, и> = г8т<,о, матимемо

г = Се~**. (25)

Р1ВНЯННЯ (25) задае ам ’ю логарифм1Чних сшралей в площиш иОм> 
з асимптотичною точкою в полюа. При цьому ва крив! (25) прилягають 
до початку координат 1 роблять несюнченне число оберпв навколо точ- 
ки и = 0, н> = 0 (рис. 30). Таку саму яюсну картину матимемо 1 в окол1 
особливо! точки х = 0, у = 0 диференщального р1вняння (15). Особливу 
точку х = 0, у = 0 при цьому називають фокусом.

Якщо Я} 1 Аг суто уявш, тобто а  = 0, то крив1 (25) у площиш иОм 
утворюють ам ’ю концентричних юл (рис. 31). Особливу точку при цьо
му називають центром.
2. Кореш характеристичного р1вняння дор1внюють один одному: Л1 = 
= А2 = А. Тод1

л Ъ + с
2 ’

При цьому вигляд матрищ \У залежить вщ кратноеп елементарного 
дьльника, що вщповщае кореню А. Можлив1 два випадки:
а) кореню А вщповщае два простих елементарних дьльники;

б) кореню А вщповщае один елементарний дльник кратноеп два.
Випадок а) можливий тода 1 ильки тод!, коли ранг системи р1внянь

(26)(с — А)?ц + к( 12 = О,
СЧ11 + (Ь  -  А)?12 = О,

з якоТ визначаються елементи матрищ Т, дор1внюе нулю. Тод1 мають 
никонуватися Р1ВНОСТ1

а = к = 0; Ь = с = А.
Отже, р1вняння (15) матиме вигляд

Ау _ у  
Ах X '

1итегральш крив1 цього р1вняння визначаються за формулами
у = Сх, х Ф 0; 
х = 0, у Ф 0.

Таким чином, маемо ам ’ю швпрямих, 
що прилягають до точки (0,0) кожна 
1зсвоТм напрямком(рис. 32). Особли
ву точку (0,0) при цьому також нази
вають вузлом (дикритичним вузлом).

Розглянемо тепер випадок б).
Вш можливий тода, коли ранг систе
ми (26) Д0р1внюе одинищ, тобто мат
риця \У е кл1Тиною Жордана:

А■(Л)
Отже, система (19) набуде вигляду

‘ А<1\ 1—  = А?! + цг,

Звщси дстанемо лшшне р1вняння
Лд\ _  <?■
Ад 2

загальним розв’язком якого е функщя

<71 = д 92 1п 1̂21 + С^2. 42 Ф 0.

221



Таким чином, штегральш крив1 приля
гають до точки (0,0), кутовий коефщент 
дотичних до якихдор1Внюе ±оо (рис. 33). 
Кр1М ТОГО, ОбИДВ1 частини ОС1 0^2 :

42 = 0, ^1^0
також е штегральними кривими р1внян- 
ня (27). Особливу точку (0,0) при цьому 
називають виродженим вузлом.

Розглянемо ще один метод розв’я- 
зування лшшних однорщних систем 31 
сталими коеф1щентами, а саме метод 
Ейлера. Для цього запишемо систе
му (1) у координатнш форм!

Луг
с!х аг\У\ +а22У2 + ••• + а2пУп, (28)

(1у„
Ах = а,лУ\ +а„2У2 + ••• +а„„уп-

Згщно з методом Ейлера, розв’язок системи (28) шукатимемо у
ВИГЛЯД1

)'1 М  = п Л  У2(х) = у 2е*х, .... уп(х) = упеи , (29)
Де уь Уг, .... у„ 1 А -  деяю сталь

Пщставляючи функци у,-(х), г = 1,2,..., п, та 1х похщш в систе
му (28) 1 скорочуючи на еХх, д1стаемо

' (ап - А)п + Я12У2 + ... + а\пуп = О, 
а2ХУ\ + («22 - А)У2 + ... + а2пу„ = О,

а„1У1 + ап2у2 + ... + (апп - А)у„ 
або в матричнш форМ1

(А - АЕ )у  = О,
де

О,

(30)

(31)

у = со1оп (уь уг, ..., у„).
Для того щоб система (30) мала нетрив1альний розв’язок, необ-

222

х1дно 1 достатньо, щоб II визначник дор!внював нулю, тобто
а\х - А «12 а 1я

Щ\) = (1е1 «21 а22 ~ А «2/1

Я»1 а,а «/Ш ~ А

= 0.

Припустимо спочатку, що кореш характеристичного р1вняння (32) 
А|, Аг, А„ — просп. При цьому для кожного А,мз системи (31) можна 
знайти ненульовий вектор

у, = со1оп {ухи уги ■■■, У,„Х 
Таким чином, матимемо п розв’язюв системи (28):

УпС*) = У\\еМх, ухг(х) = У\геХ1Х, .... Уь,(х ) = у 1пех"х,
Уг\(х) = У2\ех'х, у22(х) = уггеХ1Х, .... уы(х) = угпех"х, (33)

У,Ах) = Уп\ех'х, у,а(х) = у,,геХ:Х, ■■■, Ут,(х) = уп„еХпХ,
лшшно незалежних в штервал1 (а; Ъ).

Справдй припускаючи лшшну залежшсть розв’язюв (33), д1стае-
МО ТОТОЖНОСТ1

ахуцех'х + а2У\г^гХ + ... + апут ех”х = 0, г = 1, 2,..., п,
н яких не вс1 а/ дор1внюють нулю. Нехай для визначеноеп ф 0. Тод, 
за побудовою, хоча б один 13 добутюв аxу̂ x вщмшний вщ нуля. Отже, 
функцп

е\\х е\2х А.*

лшшно залежш в штервал1 (я; Ь), а це неможливо (див. § 2.8).
Таким чином, функци (33) утворюють фундаментальну систему 

розв’язюв. Атому загальний розв’язок лшшно! системи (28) мае вигляд

У1(х) = С\у\\ех'х +С2упех-Х + ... + Спух„ех"х, 
у2(х) = С\у2\ех'х + С2у22ех-Х + ... + Спу2пех"х, (34)

Уп(х) = Сху„хеХ]Х + С2упгеХ2Х + ... + Спуппех"х.
При цьому, якщо А1 = а  + ф — коршь характеристичного р1внян- 

ня, то число А2 = а - ф також буде коренем р1вняння (32). Кореню Л1 
вщповщае наступний розв’язок системи (28):

' У1(х) = у\е(а+'Р)х, у2(х) = у2е{а^ )х, ..., уп(х) = у „ е ^ )х,
223



де 71, уг, •••> Уп ~  комплексна числа. Нехай
71 = 711 + '712, 72 = 721 + '722.......  Уп = Уп1 + '7«2-

ТоД1
л (х ) = (711 + /712)е(а+'№ ,

Уг(*) = (721 + 1у2г)е(а+ф)х < (35)

Уи(*) = (7«1 + 1У,а)е(а+ф)х.
Вщщляючи в комплексному розв’язку (35) дшсш та уявш частини, ме
таемо два розв’язки:

уп(лг) = еах(уп СО&/ЗХ -  712 зшДх),

У2 \(х) = еах(у21 СО&рХ - 722 5111/Зх),

та
у„1(х) = еах{уп\ соьрх - у„2 зшДх)

У\г(х) = еах(уп &\прх + 712 со&/Зх), 
у22(х) = еах(у2\ вшДх + 722 со§ Дх),

уп2(х) = еах(у„1 в т рх + уП2 созДх),
лшшно незалежш в штервал! (-оо; +оо).

Неважно переконатися, що спряжений коршь Х2 не породжуе но- 
вих дшсних лшшно незалежних розв’язюв.

Отже, 1 в цьому раз1 можна побудувати п дшсних лшшно незалеж
них розв’язюв системи (1).

Приклади
Знайти загальний розв’язок систем диференщальних р1внянь.
1. <1\\ ~ 

Ж =У]+2УЬ
Л У 2 т

. -Ж = 2у' +уь
Розв’язання. Складемо характеристичне р1вняння

1 -А 2

(36)

с1е1 1 - А = 0,

(А - I)2 - 4 = 0.
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Звщси
А] =3, А2 = — 1.

Тому розв’язок, породжений коренем Аь шукатимемо у вигляд)

>'1(дг) = у,е3х, у2(х) = у2е3х.

I ||дставляючи функщ?>'1 (х) та у2(х) в систему (36) I скорочуючи на е3х, дастаемо
2у, - 2у2 = 0,
-2у, + 2у2 = 0.

11ехай у2 = 1, тод| у\ = 1.
Таким чином, шуканий розв’язок матиме вигляд

{
>'1(х) = е3х, >’2(х) = е3х. 

й вщповщае кореню А2. . 

У\(х) = у]е~х, у 2(х) = у2е~

Знайдемо тепер розв’язок, який вщповщае кореню А->. Аналопчно пщетавляючи функ- 
Ц)Т

у систему (36), отримуемо
( -2у\ - 2уг = 0,
\ -2у\ - 2у2 = 0.

Тому, якщо уг = 1, то у, = -1.
Таким чином, коршь А2 породжуе розв’язок вигляду

>'!(*) = ~е~х. у2(х) = е~х.

Отже, загальний розв’язок системи (36) матиме вигляд
(  У1 = С\е3х + С2е~х,
\ Уг =С,е3х-С2е-х.

2.

^=3>-,+)-2.
Розв’язання. Як легко переконатнсь, числа

А].2 = 1 ± 3/
е коренями вщповщного характеристичного р1вняння. Тому розв’язок, що вщповщае 
кореню А[ = 1 + 3/, шукатимемо у вигляда

У1 (х) = Г1е"+3'> у2(х) = у2е<м *.

Пщетавляючи функщ!>'1(х) та у2(х) у систему (37), дастаемо

( (1 +30у| = у, - Зу2,
\ (1 + 3/)у2 = Зу\ + Уг.

Ц 3-258
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( гу\ + Уг = о,
\ 'Г2 + 71 = 0.

Нехай 71 = 1, тод1 у2 =
Таким чином, шуканий розв’язок матиме вигляд

>'1 (х) = е(|+3')г, у2(х) = -(У |+3'>.
Вщокремлюючи в знайденому комплексному розв’язку дшсш та уявш частини, отри- 
маемо два дшсних розв’язки:

>’] 1 (х) = е' со& Зх, уп(х) = е' хт Зх,
У2] (а) = в* 51П Зх, >’22(х) = ~вХ С05 Зх.

Тому загальний розв’язок системи (37) матиме вигляд

{
>•] (х) = е'(С\ соя Зх + С2 81 п Зх),
>’2(х) = е'(С) 81П Зх - С2 соз Зх).

Нехай тепер А,- — коршь характеристичного р1вняння (32) крат- 
ност1 к). Тод1, використовуючи формули (9), можна побудувати к,• лшш- 
но незалежних розв’язюв, що вщповщають цьому характеристичному 
числу. Утворивши лшшну комбшащю знайдених таким чином розв’яз
юв з к{ дов1Льними сталими С\, С2, С*,., дктанемо розв’язок систе
ми (28)вигляду

Л(х) = Р\(х)ех"\ у2(х) = Р2{х)ех‘х, уп(х) = Р„(х)ех,х, (38)
де Р\(х), Р2(х), ..., Р„{х) — многочлени, степеш яких не перевишують 
к( - I I яю мають у сукупносп к,■ довйдьних коеф1щент1в.

На практищ розв’язок, породжений коренем А, характерис
тичного р1вняння кратноеп к), записують у вигляд1 (38), вважаючи 
Р\(х), Р2{х), ..., Р„(х) — многочленами (А;,- - 1)-го степеня з невизначе
ними коеф1щентами, пщставляють у систему (28) 1 прир1внюють коефь 
щенти б1ля вщповщних степешв х.

Приклад
3. Знайти загальний розв’язок системи диференщальних р1внянь

Ау\
Ах
0у2
Ах

(39)
= V] + Зу2.

Розв’язання. Складемо характеристичне р!вняння
-А -1

3-А

А) = А2 = 2.
Тому розв’язок, породжений коренем А,, шукатимемо у вигляд1 

У\(х) = (й! + а2х)ег\ у2(х) = (6, + Ъ2х)ег\
Пщставляючи функци у,(х) та у2(х) в систему (39), щстаемо 

Г я2 + 2Я] + 2я2х = а\ + а2х - Ъ\ - Ь2х,
\ Ъ2 + 2Ь\ + 2Ь2х = а\ + а2х + 3(Ь\ + Ь2х).

В останнш систем! прир1вняемо коефпиенти при однакових степеняхх :

{
я2 + 2а] = я | - Ь ь 
Ь2 + 2Ъ\ = Я] + ЗЬ\,

[ 2а-> = а-* - Ьт,
1 -и, <40)( 2Ь2 = я2 + 5Ь2.

1э системи (40) знаходимо
а2 = -Ь2.

Тому
Я[ — ~Ь\ + Ь2.

Покладаючи Ь\ = С\\Ь2 = С2, запишемо знайдений загальний розв’язок системи (39)
( у, = (С, + С2х)е\
I  Уг = -(С| - С2 + С2х)е2х.

ЯкщоА! = а+ф — комплексний ^-кратний кор1Нь характеристич
ного р1вняння, то число Аг = а  - ф  також буде коренем р1вняння (32) 
не! ж кратность

Побудувавши к лшшно незалежних комплексних розв’язюв, що 
шдповщають характеристичному числу Аь 1 вцщливши в них дшсш 
та уявш частини, дастанемо 2к дшсних лшшно незалежних частинних 
розв’язюв.

Отже, в загальному випадку кожному простому дшсному харак
теристичному числу вщповщае один частинний розв’язок, кожнш пар1 
простих спряжених комплексних характеристичних чисел — два дшсних 
лшшно незалежних розв’язки, дшсному характеристичному числу крат- 
носп к — к дшсних лшшно незалежних частинних розв’язюв, а кожнш 
пар! спряжених комплексних характеристичних чисел кратноеп к — 2к 
дшсних лшшно незалежних частинних розв’язюв. Таким чином, по- 
будовано п дшсних розв’язюв, лшшно незалежних в розглядуваному 
штервал!, тобто фундаментальну систему розв’язюв лшшно! однорщно! 
системи 31 сталими коеф1щентами (28).



Вправи
Розв’язати даш системи диференщальних р1внянь.

3.

5.

7.

11.

' Лх
Л1
Лу
Ль
Лх
Ль
Лу
1ь
Лх
Ль
Лу
Ль
Лх
Ль
Лу
Ль
Лг

к Ль
' Лх

Ль
Лу
Ль
Лг
Ль
Лх
Ль
Лу
Ль

= 2х + у, 

= Зх + 4у. 

= 8у-х,

= 4у - х.

= х + г - у,

= 4х - у - г,

4.

6.

= у - 4х. 

= х + у,

Лу
Л
Лх
Ль

|  = - г ,

г - 3* - »
1 = 4 , - ,

8.

</л~
Л = х - у - г ,

10.

12.

Лу
т г х + у ’

§  = 3х + г.

|  = 3х-2у-3г,

1 1  = 2г- "  + ̂

^  = у  -  5 соз I,

Л  = ^ У -

Визначити тип особливо! точки вказаних р1внянь. 
штегральш крив1 на площиш хОу.

х - Лу 
2у - Зх '
2х-у

13 . у’ = Зх + 4у 14. У  =

15 .,' = ^ . 16. /  =

18. У  =

х-у  
Лх - у 
Зх - 2у

Роздш 4
С И Й Ю С Т Ь  Р О З В  ЯЗК1В  Д И Ф Е Р Е Н Щ А Л Ь Н И Х

Р1ВН ЯН Б

4.1. Стжккть I нестшысть розв’язюв.
Основш означення й поняття

При дослщженш реальних процеав 1 явищ, описуваних систе
мами диференщальних р1внянь, виникае необхщшсть не лльки вщ- 
шукання !х розв’язку, але й виявлення р1зномаштних властивостей 
цих розв’язюв. Осюльки проблема вщшукання розв’язюв у загальному 
випадку нерозв’язна, то постае питания про вивчення тих або шших 
властивостей розв’язюв диференшальних р1внянь за непрямими !х 
ознаками 1 властивостями.

Отже, нехай деяке явище описуеться системою диференщальних
|)|ВНЯНЬ

(1)

де х(0 та Г((,х ) — п-вим1рш вектор-функцп, з початковою умовою
х(/0) = х0. (2)

Стосовно компонент Г&, х), / = 1,2.....п, вектора Р {1, х) припускати-
мемо, що вони задовольняють умови теореми Кони в облаеп

П = {(г, х ): /е  (-оо; +оо), х е С с  К " ).
На практищ початков! даш неможливо визначити абсолютно 

точно. Якщо мал1 змши початкових умов (2) зумовлюють значш вщ- 
хилення розв’язюв, то таю розв’язки нав1ть наближено не описують 
розглядуване явище. Тому важливо знати умови, при яких мал1 змши 
початкових даних призводять до мал их вщхилень розв’язюв системи (1).

Якщо систему (1) розглядати на сюнченному пром1Жку, то вщпо- 
Вщь на поставлене питания можна отримати, використовуючи теорему 
Кошк

Теорема 1. Якщо компоненты Р^(,х), ь = 1,2.....п, вектора
Р(!,х) у деякому замкненому прямокутнику с  К п+1 задоволь
няють обидвь умови теореми Коиьь, т о  розв’язок х = х((,Го,хо) 
системи (1), що визначаеться початковою умовою (2), у деякьй 
область с  0 \ неперервно залежить в1д початкових даних.

Якщо ж  г е  [а; +оо), то питания залежноеп розв’язюв вщ почат
кових даних вивчае теор1я епйкоеп.



Розв’язок л: = (р(1), а ^ I < +оо, системи (1) називають стшким 
за Ляпуновим*, якщо для будь-яких е > О 1 /о ^ о 1снуе 6 = 6(е, (о) > О 
таке, що для дов1льного розв’язку х = ф(1), (о ^ I < + °°. щеТ само! 
системи, який задовольняе умову

№(/<>) “  <№о)Н < <5. С3)
справджуеться нер1вшсть

- Ф(1)\\ < 8, I ^ Го- (4)
Розв’язок х = (р(1) називають асимптотично спйким за Ляпуно

вим, ЯКЩО В1Н СПЙКИЙ 1, Кр1М того, для кожного (о ^ а 1СНуе 0̂ = <5о(/о) 
таке, що для довольного розв’язку ф(() системи (1)

Нт 11̂ (0 - ф{1)II = О1->оо
ЯК Т1ЛБКИ

П̂ (Го) - (А(?о)Н < 80.
Розв’язок л: = <р(1) називають нестшким, якщо вш не е спйким. 

Таким чином, для нестшкосп розв’язку достатньо, щоб 1снували е > О 
I (о ^  а таю, що для будь-якого як завгодно малого 6 > 0 знайшовся
б розв’язок системи (1), для якого виконувалася б нер1вшсть (3) 1 для 
якого в деякий момент часу > (о нер1вшсть (4) перетворилася б на
р1ВН1СТЬ.

Наведемо геометричну штерпретащю введених понять [8] (рис.

Розв’язок х = ф(1)'
1) спйкий, якщо будь-яка штег- 
ральна крива х = ф(1) системи (1), 
яка проходить при 1 = 1о через точ
ку, достатньо близьку до (/о. <̂ (?о)), 
щлком належить як завгодно вузь- 
юй е-трубщ, побудованш навколо 
криво! х = 1р(() ( пщ г-трубкою бу- 
демо розум1ти множину точок у = 
= (У1,У2, ■•■>Уп) ПрОСТОру К Л  ДЛЯ 
я ко!

р(у, <р(1)) < е,
де р(у, (р(1)) -  вщстань вщ точки у до криво! х =

2) асимптотично спйкий, якщо крива х = ф(1) наближаеться до криво! 
X = <р(1) при I -» со;
3) неспйкий, якщо знайдеться штегральна крива х = ф{1) системи (1),
яка проходить при ( = Iо через точку, достатньо близьку до (/0, !
ика при деякому 16 > (0 потрапляе на межу як завгодно мало! г-трубки, 
мобудовано! навколо криво! х = (р{1).

Приклад
I. Дослщити на стшк!сть розв’язки системи

(5>~ЗГ - ~х2-
Розв язання. Легко бачити, що розв’язком задано! системи е сукупшсть функщй

•*т(/) = С\, Х2(0 = С2е~', 

де С, 1С2 -  дов!Льш сталь Дослщимо на стшюсть довшьний фжсований розв’язок

*1(0 = С], х2(/) = С2е-'

задано! системи. Нехай
х(I) = со1оп (Х](/), х2(1))

х(1) = со1оп х2(0).

Пх(г) - ВД 1 = |Х1(0 - Х\(I)| + 1х2(0  - Х2(01 = 
= |С] - С] \ + е '\С2 — С2|.

Нх(г0) -  1-(/о)Н < 6  = в,

I

Тод|

Отже, якщо 

то
Их(г) - х(1)Н < е, I ^ Го- 

Таким чином, довшьний розв’язок системи (5) стшкий за Ляпуновим.

Дослщження на спйюсть за Ляпуновим довольного розв’язку 
х = <р(1) системи (1) можна звести до дослщження на спйюсть трив1аль- 
ного (тотожно р1вного нулю) розв’язкудеяко! шшо! системи. Для цього 
в систем!(1) покладемо

у = х - </?(/).
Осюльки

%  = л  “  = р(<1’х) ~ /Г(?’ ^(г)) = у + ^(,)) _  р (?>
231



% = П 1.У\ (6)
Де

У((, у) = р([, у + <р(()) - р([, причому У(1, 0) = 0.
За побудовою вектор-функщя;у(0 = 0 е розв’язком системи (6).

Отже, задача про стжюсть розв’язку х = <р(1) системи (1) зво
диться до задач1 про стшюсть трив1ального розв’язку системи (6).

4.2. Стшюсть розв’язюв лЫйноТ системи
Розглянемо систему лшшних однорьдних диференшальних р1в-

нянь
% = А ( 1 ) х  (1 )а1

з неперервними на пром1жку [а; +оо) коефЩентами. Осюльки стш
юсть будь-якого розв’язку х = <р(1) системи (1) екв1валентна стшкосл 
трив1ального розв’язку ще! само! системи, то розв’язки лшшно! систе
ми (1) або вс1 одночасно стшю (асимптотично стшю), або нестшю.

Лшшну систему (1) називають стшкою, асимптотично стшкою або 
нестшкою залежно вщ того, чи е И розв’язки стшкими, асимптотично 
стшкими або нестшкими.

Надал1 дослщжуватимемо на стшюсть трив1альний розв’язок сис
теми (1).

Нехай Х (0  — довьльна фшсована фундаментальна матриця систе
ми (1).

Тод) розв’язокх = х(0 задано! системи, для якогох(1о) = хо можна 
записати наступним чином:

Х(1) = Х(1)Х-\10)Х0,
а Р13НИЦЮ будь-яких ДВОХ таких рОЗВ’ЯЗЮВ — у ВИГЛЯД1

Х « )  -  У (0  = Х(ОХ-'Оо)(хо -  уо). (2)
Зауважимо, що матриця

х(г,г0 ) = х т ~ 1ш
е фундаментальною матрицею лшшно! системи (1), причому

Нехай:

1) матриця Х {1) — обмежена на пром1жку [а; +оо), тобто 1снуе додатне 
число М  таке, що

ЩОП < М  при I ^ а.
При цьому для довшьного розв’язку х = х(0 системи (1) справд

жуеться Нер1ВН1СТЬ

Их(0И ^ ИХа, /0)П 1ЬЧ)И < М х\\х0\\, I ^ а,
Де

Щг,/о)Н
Отже,

Нх(0 - ОН < е, I ^ (о, (3)
якщо лише

Их(/0) - 011 = 11х0Н < 6 = . (4)
М  |

Тому трив1альний розв’язок системи (1) стшкий за Ляпуновим;
2) Иш ИХ(ОН = 0. При цьому елементи матрищ Х (1) обмежеш при ( ^ а

/ -> о о

I, отже, розв’язок х = 0 е стшким. Кр1м того, з р1вносп (2) для будь- 
якого розв’язку х = х(() дстаемо

Пт Нх(0 - 011 = 0./->00
Тому розв’язок х = 0 системи (1) асимптотично стшкий за Ляпуновим;
3) матриця Х (1) — необмежена на пром1Жку [а; +оо). Тод1 серед Пстовп- 
щв знайдеться стовпецьх,(0 з необмеженою нормою, тобто 1снуватиме 
посл1довн1сть -» оо, к -* оо, така, що

Нт Их,(/ОН =
к-* оо

Доведемо, що у цьому раз! трив1альний розв’язок системи (0  нестшкий. 
Для цього достатньо для е  = 1 1 для дов1Льного як завгодно малого <5 > О 
побудувати розв’язокх = х(г) такий, що

Нх(/0)Н < б
I водночас для деякого I = > Iо

НхМН > 1.

х°  =



де в{ — п-вим1рний вектор, /-та компонента якого дор1Внюе одинищ, 
решта — нулю. Тод1, враховуючи, що початкова умова х(?о) = *о визна- 
чае единий розв’язок системи (1), д1стаемо

~ 2Щ/„)П Х ^ е‘ ~ 21ВД  Х'^
\

В Д И  < \ < <5-

Осюльки
Пх,(?)11 -» оо, к -» оо, 

то 1снуватиме число > (о таке, що

Их,-ООН ^ •
Тому для ( ^  (з остаточно матимемо

1140П ^ 1.
Таким чином ми показали, що обмежешсть матрищ Х (0  на про- 

М1жку [а; +оо) е достатньою умовою спйкосп, р1вшсть Н т ИХ(ОН = 0 —
1-юо

достатньою умовою асимптотично! спйкосп, а необмежешсть матри- 
щ Х (0  на вказаному пром1жку — достатньою умовою неспйкосн три- 
в1ального, а тому 1 дов!Льного розв’язку системи (1).

Покажемо тепер, що наведеш вище умови е не пльки достатшми, 
але й необхщними умовами вщповщно спйкосп, асимптотично! стш- 
КОСИ 1 НеСТШКОСН ДОВ1ЛЬНОГО розв’язку лшшно! системи (1). Для цього 
достатньо довести дане твердження для трив1ального розв’язку Задано! 
системи. Отже, нехай розв’язок х = О системи (1) спйкий за Ляпу
новим. Припустимо, що и фундаментальна матриця (фундаменталь
на матриця визначаеться з точшстю до неособливо! стало! матрищ) 
необмежена при I ^ а. Тод1 за доведении вище трив1альний розв’язок 
системи (1) нестшкий. А це суперечитьумовк

Аналопчно можна довести, що з нестшкосп розв’язку х = 0 ви
пливае необмежешсть фундаментально! матрищ системи (1).

Нехай тепер трив1альний розв’язок задано! системи асимптотично 
СПЙКИЙ. ТоД1 ДЛЯ ДОВ1ЛЬНОГО розв’язку X/ = х,(0 системи (1)

Нт Их,(/) - 011 = 0.
Г-

Отже, 1

Нт ПХ(0Н = 0.
!-*оо

Таким чином, справджуеться наступна теорема.
Теорема 1. Розв’язок х = 0 лшшно! системи (1) стш кий то- 

61 / ти ьки  тод'1, коли и фундаментальна матриця Х(1) обмежена 
на промьжку [а; +оо), асимптотично стшкий — коли ця матриця 
задовольняе умову

Н т  Щ О  И =  О,/->00
нестшкий — коли матриця Х (1) необмежена на вказаному про- 
м1жку.

4.3. Спйюсть лЫйноТ системи 31 сталими коефщ1ентами. 
Критерш Рауса — Гурвща

У попередньому параграф! було знайдено умови спйкосп розв’яз
юв лшшно! системи. При цьомуи фундаментальна матриця вважалась 
вщомою. Для систем 31 сталими коеф1щентами

| = Л х  (1)
така матриця матиме вигляд

Х(1) = еА'.
Тод1 розв’язок х = х(0 системи (1), для якого х(?о) = хо, можна записати 
так:

х(0 = / (/“,н)х0-
Нехай

(А-А {Г ,  (А - Х2)р\ ..., (А - А,)л -
елементарш дольники матрищ А, яким вщповщають наступш жорданов1 
кл1тини:

А1Е 1 +У1, Х2Е 2 + /2...... А5Е 5 +
р\ + р2 + ... + р5 = п. Тод! 1снуе неособлива матриця Т така, що

А = Ш Т ~ \
де

ТУ = {А1Е 1 +/ь Х2Е 2 +-̂ 2......  А5Е5 + ^}.
Отже,



_  Т ' +'>1 е(^2Е2+-!1.)(, - 1о) ^(Ал/Г5+/,)(,-Го) | у —1 (2 )

1) КеА, ^ 0, г = 1,2, ...,5, причому власним значениям матрищ А з 
нульовою дшсною частиною вщповщають проел елементарш дйльники 
(ВЩПОВЩШ КЛ1ТИНИ Жордана будуть одновим1рними). Тод за побудовою 
фундаментальна матриця Х(() обмежена на пром1Жку [а; +оо). Отже, за 
теоремою 1 §4.2 система (1) слйка;
2) Ке А, <0, г = 1, 2,..., 5. Тод1 з формули (2) випливае, що система (1) 
асимптотично стшка;
3) хоча б одному власному значению з нульовою дшсною частиною вщ
повщае неодновим1рна клаина Жордана або дшсна частина принаймш 
одного власного значения матрищ А додатна. Тод1 фундаментальна мат
риця Х(() необмежена на пром1Жку [а\ +оо). Отже, система (1) нестшка.

Легко бачити, що наведеш вище умови е не лише достатшми, але
Й НеобХЩНИМИ уМОВаМИ ВЩПОВЩНО СТШКОСЛ, аСИМПТОТИЧНО! СТШКОСЛ 1
нестшкосл системи (1).

Справд1, нехай система (1), наприклад, стшка. Якщо припустите 
1снування номера у такого, що Ке А;- > 0, то знайдеться принаймш один 
необмежений елемент матрищ Х (1) на пром1жку [а; +оо). Тод1 1 сама 
фундаментальна матриця Х(о) буде необмеженою на цьому пром1Жку. 
Отже, система (1) — неслйка, що суперечить умовь Аналопчно можна 
показати нестшюсть системи ( 1)1 тод, коли нульовому власному зна
чению вщповщае кратний елементарний дкльник (неодновим1рна клгги- 
на Жордана).

Покажемо тепер, що з нестшкосл системи (1) випливае умова 3). 
Справд1, припустивши правильшсть умови 1), приходимо до висновку 
про стшюсть задано! системи. Тому умова 1) не виконуеться, а отже, 
мае М1сце умова 3).

Нехай, нарешл, лшшна система (1) асимптотично слйка, тобто
Нш ИХ(011 = 0.
/-> о о

Припустимо, що 1снуе власне значения А;- матрищ Л таке, що
КеАу ^ 0.

Тод1, враховуючи, що
ещ'-'о) = Т~1Х (1)Т,

Нш \\еЩг-'о)\\ =  0,/—>00

що суперечить припущенню.
Таким чином, справджуеться теорема.
Теорема 1 .Для того щоб система (1) була стшкою необход- 

но о достатньо, щоб дшсш частини власних значень матриць А 
були недодатними, причому власним значениям з нульовою дойс- 
ною частиною водповодали б просто елементарш дольники. Для 
асимптотичноо стойкость системи (1) необходно о достатньо, 
щоб дшсш частини власних значень матриць А були вьд’емними. 
Для нестойкость системи (1) необходно о достатньо, щоб хоча б 
одному власному значению з нульовою дшсною частиною вьдпо- 
ньдав кратний елементарний дьльник або дшсна частина при
наймш одного власного значения матриць А була додатною. 

Наприклад, розв’язки системи р1внянь
" (1х\

~ Ж =Хъ
С1X2—  = рхх -  Х2

стшю при р = 0, асимптотично стшю при р < 0  \ нестшю при р > 0, бо 
власш значения А1 1 Аг матрищ

0 1
Р  _1

Д0р1внюють:

А =

Х 1 ~ ~ 12 + у ] \ +Р' Я2 - - |-

У першому випадку знайдеш власш значения — недодатш 1 проел, у 
другому — мають вщ’емш дшсш частини, у третьому — одне з нихдодат- 
не.

Отже, для систем 31 сталими коефщентами при розв’язуванш за
дач! на стшюсть важливо з’ясувати знак дшено! частини корешв вщпо
вщного характеристичного р1вняння.

Умови, при виконанш яких дшсш частини власних значень матри- 
Ц1А вщ’емш, М1стить наступна теорема [6].

Теорема 2 (Рауса* — Гурвща**). Дшсш частини корешв р'ьв- 
няння

со о А” + со\Х'1  ̂+ ... + д„_1А + ап =0

‘Елуард Раус (1831 — 1907) — англжський ф1зик 1 математик.
"Адольф Гурв1Ц (1859—1919) - жмецький математик.



в1д’емн1 т о д '1 / т и ьк и  тод 1, коли додатними е визначники 

А\ = я 1, Д2 = «0
«1 «0 0

«1 > А з  = «3 «2 «1
«3 «2

«3«5 «4

А» =

а 1
аз

«о
«2

О
«1

О
«о

О
О — ««А,и**и-1>

«2н-1 «2/1-2 «2н-3 «2и-4 ••• «/

де я,- = О, я/а^о » > л.

Приклад
1. Дослщити на стшюсть трив1альний розв’язокдиференщального р1вняння 

У 1' + 5/" + 13у" + 19/ + 10>’ = 0.

Розв’язання. Складемо характеристичне р1вняння

А4 + 5А3 + 1 ЗА2 + 19А +10 = 0.

Тут

Отже,
а0 = 1, а, = 5, аг = 13, аз = 19, ад = 10.

= 46 > О,Д, = 5 > О, Д2 = 

Дз =

5 1
19 13

5 1 О
19 13 5
О 10 19

= 424 > О,

Д4
5 1 0  0
19 13 5 1
О 10 19 13
О О 0 10

= 4240 > 0.

Тому трив1альний розв’язок у = 0 заданого р1вняння асимптотично стшкий.

4.4. Ст1ЙК1сть за першим наближенням
Досшдимо на стшюсть трив1альний розв’язок нелшшноТ системи 

<1х
6,1

= Р(1, X), I ^  10

Р (1, х) = А(1)х -I- Р\{1, х), 
238

(1)

де А([) — деяка матриця, а Р\{1,х) — вектор-функщя, що задовольняе 
Иер!вн1сть

11̂1 (/, х)Н ^ ОгИхН, ( ^ (о, (3)
иричому стала величина а = а(е) — достатньо мала в окол1 нуля 
(1Ы1 < е). Вважатимемо, що

«(г) -> 0, е  -> 0.
Т0Д1 система (1) набуде вигляду 

ё.х
Л = А(()х + Р\(1, х).

Систему
11у
а = т у

(4)

(5)

називають системою першого (лшшного) наближення.
З ’ясуемо, як пов’язана стшюсть розв’язюв системи першого на

ближення (5) 13 стшюстю розв’язюв задано! системи (1).
Теорема 1. Якщо для вектор-функци Р\{1, х) у систем '1 (4) ви- 

конуеться умова (3) I фундаментальна матриця Х (1, 1о) (Х(Го, ?о) = 
= Е ) системи першого наближення задовольняе нер1вшсть

НХ(/, г)11 ^  М е-*'-т), (о ^  т ^  1, (6)

де М  т а  у — деяк1 додатн '1 константи, причому
у - М а > О,

то  трив1альнийрозв’язок системи (4) асимптотично стшкий за 
Ляпуновим.

Доведения. Легко бачити, що система диференщальних р1внянь 
(4) з початковою умовою х(/о)=*о екв1валентна наступнш систем! штег- 
ральних р1внянь

I
4 0  = Х (1, /0) 4'о) + ^  Х (1, т) Р\(т, 4т)) Ат. (7)

Iо
Нехай х = х(1) — розв’язок системи (4), для якого

< е (8)
при (о ^ ( < Т < оо. Тод! з нер1Вностей (3) та (6) дктаемо

Г
114011 ^ Ме~у{,-'0) 114 0̂)11 + М а §  е_г('_т)114т)11 с/г, (9)

'о



або
г

е*'-,о)\\х(1)и ^ М  11*06)11 + М а  [  еу(г“ 'о)Пх(т)П Ат (10)
1о

для ВС1Х (о < ( < Т. Покладемо
у(1) = е*'-,о) И40Н

1 запишемо (10) у вигляд1
Г

у(() ^ М  НхОо)П + М а  ^  у(т) Ат.
'о

Звщси
I I

у(1) ^ М  11х(/0)11 + М а  ]  А/ПхОо)П +М а |  (МНхОо)Н + ...
'о

^ М  НхОо)!! 1̂ + Ма{‘и 1о) + (Ма{'21 к)У + •••] = М  ИхОо)И еМа{,Чо). 

Отже, ДЛЯ ВС1Х г0 ^  I < Т

11х(0Н ^ е~{у~Ма){'~и])М  ПхОо)Н < е (11)
за умови, що

11хОо)Н < 6 = (12)м
Покажемо, якщо початков! даш довольного розв’язку х = х0) за- 

довольняють умову (12), то для самого розв’язку на пром1жку [/о; +°о) 
справджуватиметься нер1вшсть (11). Справд1, припустивши 1снування 
Т > Iо такого, що !1х(Г)И = е, дктаемо

11x0)11 < 8, (о ^  I < Т.
Тод1 з нер1вност! (11) отримуемо протир1ччя

е = Пх(Г)Н ^ е-^-Ма){Г~,о)М  \\х(1о)\\ < 8.
Кр1м того, 3(11) знаходимо

Нш 11x0)11 = 0.(—>оо
Таким чином, трив1альний розв’язок системи (4) асимптотично стшкий 
за Ляпуновим. Теорему доведено.

Нехай тепер матриця АО) — стала, тобто АО) = А. Тод1 

ХО, т) = / ('-т), (о < т ^  I.
Отже,

11Х(г, т)Н ^ ПП1 шах ||е(,-гХЛ'Е'+/')|| ||Г_1П ^

Р‘~1 *
М'~т) ^  « - т)

*! к=0
Де

и = I - т, В = шах Ке Л„

п Р(и) — деякий многочлен степеня
Ч =

Осюльки для будь-якого 8 > О

а = тах (о, - 1).

Ит
и-*+оо е

ТО

11X0, Т)Н ^  М ^ ~ Т\ 1 о ^ Т ^ { ,
де М = М(е) — деяка стала, ар = /3 + 8. Припустимо, що дшсш частини 
власних значень матрищ А вщ’емш. Тод1

У = ~Р
I справджуеться теорема 2.

Теорема 2. Якщо для вектор-функци Р\{1, х) у систем.1

^  = Ах+ Р\ (!, х) (13)

виконуеться умова (3) / дшсш частини власних значень матрищ  
А всд’емш, т о  трив'шльний розв’язок системи (13) асимптотично 
стшкий за Ляпуновим.

4.5. Функцп Ляпунова
У попередньому параграф] було дослщжено на стшюсть розв’язки 

нелшшно! системи диференщальних р1внянь. При цьому використову- 
валась вщповщна система першого наближення. Але може виявитись, 
що при дослщженш лише першого наближення трив1альний розв’я-



зок буде стшким, хоча насправд1 вш нестшкий, I навпаки. Розглянемо, 
наприклад, наступну систему р1внянь:

-  г2 4- г2Л - Х2+Х3’
с1х 2
1 Г =
АХт,
-* = -Х2- 

И загальний розв’язок мае вигляд
хх С3 + (СГ + с Ъ ,
Х2 = С\ С08 I  + С2 81П I,

Х 3 = С2 С08 I  -С\ 81П I,

де Сь С2, Сз — довшьш сталь Отже, за означениям трив1альний розв’я 
зок системи (1) нестшкий, а у першому наближенш

ёу\ п ёу-2 „  <У,
—  = 0’ —  = * ’ а " ~У2>

Г
(1)

Л Л
тобто трив1альний розв’язок стшкий.

Таким чином, у даному випадку за першим наближенням не мож
на зробити висновок про стшюсть трив1ального розв’язку системи (1). 
Для дослщження спйкосп розв’язюв систем, аналопчних до (1), Ляпу
нов запропонував метод, в якому використовуються допом1ЖШ функцп 
з певними властивостями.

Нехай функшя У(1,х) неперервна разом 13 своТми частинними по- 
хщними першого порядку на множиш

О - [{о‘, + °°) х К г, К г = [х е  К "  : 11x11 < г, г > 0}, (о > О,
Причому У(1, 0) = О ДЛЯ ВС1Х 1 ^ 1о-

Функщю У(1, х) назвемо знакозмшною на множиш Д  якщо вона 
набувае на цш множиш як додатних, так 1 вщ’емних значень. Знакозмш- 
ними на множиш Б  будуть, наприклад, функци

У({, х) = С08 1{х\ + х2 + х2), У(1, х) = х\ - IX2-
Функщю У(1,х) будемо називати знакосталою на множиш Д  якщо во
на на цш множиш не змшюе знак. Зокрема, якщо У((, х) ^ 0, то 
У{1, х) — додатна, якщо ж У(1, х) ^ 0, то У(1, х) — вщ’емна на множи- 
ш И. Наприклад, функщ!

У(1,х) = (2х\, У (их) = -е'(х\ ■+* х2)
е знакосталими на будь-яюй множит Д  причому перша — додатна, а

друга — В1Д емна.
Функщю Щх) назвемо додатно визначеною в облаеп К г, якщо для 

НС1ХХ е К г\[0) справджуеться нер1вшсть Щх)>0. Якщо ж виконуеться 
мср1вшсть Щх) < 0, то функщю \У(х) будемо називати вщ’емно визна
ченою.

Функщю У(1, х) називають додатно визначеною на множиш Д  
Якщо вона на щй множиш задовольняе нер1вшсть

У(1, х )Ж (х ) ,
де И̂ (х) — додатно визначена в облаеп К г функщя. Аналопчно, функщю 
У(/, х) називають вщ’емно визначеною на множиш Д  якщо вона на щй 
множит задовольняе нер1вшсть

У(1, х) ^  -Щх).
Додатно 1 вщ’емно визначеш функцп називають знаковизначеними.

Знаковизначеними на будь-яюй множиш Б  будуть, наприклад, 
функщ!

V(I, х) = (2 + соз I)х ,̂ V(I, х) = ( -2  + со8 I) (х̂  + Х3).
Кажуть, що функщя У(1, х) мае несюнченно малу вишу границю,

якщо
Н т V (I, х) = О ы-»о

р1вном1рно вщносно I ^ 1о- Наприклад, функщя
V ( I ,  х )  =  (X I  + Х 2) 81П I

мае несюнченно малу вишу границю, а функщя

У(1, х) = е'х]
тако! гранищ не мае.

У теорп спйкосп дослщжуеться поведшка функщй У((,х) вздовж 
траекторш розглядувано! системи диференщальних р1внянь для того, 
щоб за таким дослщженням зробити висновок про спйюсть або неепй- 
юсть траекторш. При цьому сам1 функщ! У(1, х) називають, як правило, 
функщями Ляпунова.

Теорема 1. Якщо для системи ршнянь

%  = Р(их), Р((, 0) = 0, (2)

на множинЮ  1снуе знаковизначена функция У((, х), пох1днаяко!за 
часом складена зг1дно з системою (2), т о б то



е знакосталою функщею з1 знаком, протилежним знаку функци 
V(I, х), т о  трив1альний розв’язок системи (2) стшкий за Ляпуно
вым [8].

Приклад
1. ДослЩити на стшюсть трив1альний розв’язок системи р1внянь

-  г г’-ЗГ-хг-Ъ-
4*2 _ .. 3
~ЗГ - ~х1 _Х2'

(4)

Розв’язання. Функщя
V  = х2, + *2 

задовольняе умови теореми 1. Справа,

V > 0, х = со1оп (X), х2) е . Кг\ {0).

Кр̂ м того, п похщна за часом

V} = 2(х,х'2 + х2х‘2) ,
згщно 13 заданою системою,

V} = 2{Х[{Х2 — ДГ]) + х2(—х\ -Гз)) = -2(д-| +х2) ^ 0.

Тому трив1альний розв’язок системи (4) стшкий за Ляпуновим.

Теорема 2. Якщо для системи диференщальних р1внянь (2) на 
множит  О кнуе знаковизначена функщя У (1,х), що мае нескш- 
ченно малу вищу границю, похьдна якоИ за часом складена зг1дно 
з системою (2) та к о ж  е знаковизначеною функщею 31 знаком, 
протилежним знаку У(1, х), т о  трив'шльний розв’язок системи (2) 
асимптотично стшкий за Ляпуновим [8].

Приклад
2. Довести, що система

(]Х\ 1-%-=*2-*„
(5 ><1х2 1

Ч Г - х' _ДГ2
мае асимптотично стшкий розв'язок

1Ьзв’язання. Справдк оскшьки функщя
V = х\ +х% > 0

н обласп Кг \ |0), а и похщна
=  2х\х\  +  1 х 2х 2 =  - 2 ( х ,  +  л , )  <  0 ,

Ю за теоремою 2 тривгальний розв’язок системи (5) асимптотично стшкий за Ляпуно- 
инм.

Наведемо тепер теореми, як! м1стять достатш умови неспйкосп 
розв’язюв.

Теорема 3. Якщо на множит И кнуе функщя У{1,х), що мае 
посотенно малу вищу границю, пох1дна яко1 за часом складе- 
Н(1 згьдно з системою (2) е знаковизначеною в В , а сама функщя 
У(1,х) у будь-якш области з множини О не е знакосталою знака 
протилежного з У/((, х), т о  трив'шльний розв’язок системи (2) не- 
тийкий за Ляпуновим [8].

3 теореми 3 випливае теорема про нестшюсть за першим набли- 
женням.

Теорема 4. Якщо для вектор-функци Р\{1, х) в систем/

Ц- =Ах + Г\(!,х)Ш (6)

никонуеться умова (3) §4.4 / серед власних значень матрищ А 
тайдеться хоча б од не з додатною дшсною частиною, т о  три- 
тальний розв’язок системи (6) нестшкий за Ляпуновим.

Приклад
.4. Дослщити на стшюсть трив1альний розв’язок системи

= 2*1 + Х2 -  5*2,

^2 _ , г , 1 „3-Т- - 3X1 + Х2 + ~ х2.
(7)

ж  т ^  -г 2 2'

1\>зв’язання. Нелшшш члени задано! системи задовольняють умову (3). Розглянемо 
систему першого наближення

с1\\ .
ЧГ = 2-У| + >'2’
<*У2
л

(В)
- 3>’1 + у2.

Осюльки кореш характеристичного р1вняння
2-А 1

3 1 -А



, 3 + л/13 , 3 - лДзЛ] - --2--* 2 = --2--*
то за теоремою 4 трив1альний розв’язок системи неспйкий.

Вправи
1. Використовуючи означения спйкосп за Ляпуновим, дослщити на
СТШЮСТЬ РОЗВ’ЯЗКИ р1ВНЯННЯ

х' = х (х2 — 1)
13 вказаними початковими умовами: 
а )40) = 0; б)х(О) = -1.

Використовуючи теорему про стмюсть за першим наближенням, 
дослщити на стшюсть трив1альний розв’язок систем.

2.

<1х
<11

= 2ху -х  + у,

%  = 5*4 +у3 + 2х-Зу.

Лх

= х2 + у2 - 2х,

4.
Л - ех+2у - сох Зд-,

3.

5.

йх
<11
Ц- = 3^ - д: + Зу.
<11

§  = 1п(4у  +  е - * ) .

^  = 2у - 1 + л! I - 6х. 
<11 '

Дослщити на стшюсть положения р1вноваги заданих систем.

6.

ёх
<11 = У>
Лу~Г = ~ 8ШХ 
<11

^  = 5 -х 2 - <11

7.

■ у2’
с/у
Т( = 1 + у - х.

<1х
<11

= (х-  1 )(у-  1),

<1у ~
ш = ху~

Використовуючи функци Ляпунова, дослщити на стшюсть три- 
В1альний розв’язок систем.

10 .

Ах , з
~Л1~ -У'
<1\ -) 
Л ~ х У

11 .

<1х
Л ~ У ~ х + ХУ’
<1\
<и = х-у- ■х2- у\

Д И Ф ЕРЕН Ц 1А Л ЬН 1  Р1ВН ЯН Н Я 3 ЧА С ТИ Н Н И М И  
П О Х Щ Н И М И  ТА IX  ЗА С Т О С У ВА Н Н Я

5.1. Задач!, при розв’язуванш яких отримують 
диференшальш р1вняння з частинними похщними

У попередшх роздшах розглядались диференщальш р1вняння, в 
нких невщома функшя залежала лише вщ одше! иезалежноТ змшноТ, 
гобто звичайш диференшальш р1вняння.

Якщо ж шукана функшя залежить вщдвох або б1льшо1 юлькосп 
нсзалежнихзмшних, то вщповщне диференшальне р1вняння називають 
днференщальним р1внянням з частинними похщними.

Зазначимо, що переважну бЫышсть ф1зичних закошв природи 
можна записати, використовуючи диференшальш р1вняння з частинни
ми похщними. Як приклади наведемо р1вняння руху та закон теплообм1- 
ну Ньютона, р!вняння Максвелла в електродинамщ!, р1вияння Шредш- 
гсра у квантовш ф1зищ, р1вняння Нав’е — Стокса у гщромехашщ тощо. 
При цьому у ВС1Х ЦИХ Р1ВНЯННЯХ ф|ЗИЧН1 явища описуються за допомо- 
гою похщних за просторовими координатами та за часом.

Розглянемо деяк1 задачу при розв’язуванш яких отримують дифе- 
рснщальш р1вняння з частинними похщними.
I. Р|вняння поверхонь.
а) знайти р1вняння поверхш г = г(дт, у), ва нормал1 якоТ перетинають 
шсь Ог.
Розв’язання. Нехай М(хо, уо, г(хо. Уо)) — довьльна точка шуканоТ по- 
нерхш. Рад|ус-вектор точки М, орт оа Ог 1 вектор нормал1 до поверхш, 
побудований у точщ М, належать однш площин!, бо за умовою нормаль 
до поверхш в шй точш перетинае в)сь Ог. Умову компланарного зада
них вектор1Б запишемо у вигляда

с1е[
*0 Уо г(х0, уо)
0 0 1

дг(хп, у0) Зг(х0. уо) . 
дудх

= 0.

Обчислюючи визначник, знаходимо
дг(хп, >■(,)-х0- + Уо

Зг( дго, >'о) 0.
ду дх

Осюльки М  е дов1льною точкою, то диференшальне р1вняння шукано! 
поверхш мае вигляд



' дх Л  пду А
б)знайти р1вняння поверхш з такою властив1стю: вщстань в1ддов1льн<|>'| 
точки М(дг0, уо. г(хо, уо)) поверхш до оа От дор1внюе довжиш вццмзка, 
що його вщтинае на цш оа площина, дотична до поверхш г = г(х,у) и 
ТОЧЦ1 М.
Розв’язання. Як вщомо, р1вняннядотично! площини до задано! поверх- 
ш в точш М  мае вигляд

_  дг(х0, >’0) дг(х0, у0) , .
г ^  С* -  ■*&) + — ^ —  Су - уо) + г(хо, уо). 

а довжина вуцмзка, що його вщтинае на оа От ця площина, дор1внюе

Р\ = дг(х0,уи) дг(х0, у„) ч■ хо--- ——  Уо + дхо, уо)дх " и ду
Нехайрг — вщстань вщдовьльно! точки М  поверхш до оа От. Тод1

Р2 = у[>
За умовою р\ = р2, тобто

, 2 2 1хо +уо-

дг(хп,у0) дг(х0, у0)
■ *0--- Уо + г(*о, Уо) 2 , 2 *0 + уо-дх Ду

Отже, диференшальне р1вняння шуканоГ поверхш мае вигляд

х% + у д± = г± '[* Г ^ г- (2)дх * ду
2. Р 1ВНЯННЯ Хопфа*.

Розглянемо одновим1рне середовище, яке складаеться з частинок, 
що рухаються за шерщею. Позначимо через и(х, I) швидюсть частники, 
яка в момент часу I метиться в точщ х. Зауважимо, що при фксованому 
/ = (о р1вшсть и = и{х, 10) визначае функщю розподлу швидкостей в 
момент Го-

Осюльки закон руху частинки за шерщею описуеться диферен- 
щальним р1внянням

або

то

—  = 0</Г-

л ;  ’

'Еберхард Хопф (1902—1983) — американський математик.
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ибо
ди(1, х) ди(1, х) Ах _  д

дI дх <11
1ВЩКИ остаточно маемо

ди , ч ди+ и{1, х)-~- = 0 (р1вняння Хопфа). д1 дх
3. Р|вняння теплопровщносп.

Розглянемо задачу про поширення тепла у тонкому однорщному 
стрижш з тепло130льованою б!Чною поверхнею. За основну величину, 
що характеризуе цей процес, виберемо температуру и = и(х,0> де х- 
координата поперечного перер1зу в момент часу I. Стрижень тонкий, 
тобто температура в уах точках в кожному поперечному перер131 стала.

За законом Фур’е [17], юльюсть тепла, яке проходить за час д/ 
через поперечний перер1з х стрижня, дор1внюе

д(2л = 5л и
де к — коеф|щент теплопровщносп, який вважатимемо сталим; 5 — 
илоща поперечного перер1зу; знак мшус означав, що поширення теп
ла вщбуваеться вщ частин стрижня з бьльшою температурою до частин 
стрижня з меншою температурою.

За тим же законом через перер1з х + дх за час дг проходить нас- 
тупна юльюсть тепла:

. ✓-> » &и(х + АХ, I) сД<2*+дх = -к-------5ДГ.

Тод1 прир1ст юлькосп тепла в елемент! об’ему аУ = 5дх за час д/ 
дор1Внюе

де, = де, - д е „ „  = - ^ > ) Хд, =

0 с  в, < 1.дх-
Юльюсть тепла д(22, яке необхщно витратити на змшу температу- 

ри об’ему дУ = 5ах за час дг, визначаеться сшввщношенням

аО,2 = ср (и (х, I + А1) - и (х, I )) 5дх = срди ®2А‘  ̂5Дх А1,
де с — питома теплоемн1Сть, а р  — Л1Н1Йиа Щ1льн1сть стрижня,
0 < в2 < 1.

За припущенням все тепло, яке надходить в елемент об’ему



стрижня дУ, витрачаеться на змшу його температури. Тому зпдно 13 за
коном збереження килькоеп тепла маемо

, сРи(х + в\ а х , I )  _  ди (х, I  + в2А I)  (

к а ?  “ ср а----' '
Перейшовши в останньому сшввщношенш до гранищ при Ах -> О, 

А (  -* 0, дстанемо р1вняння теплопровщносп
ди 2 д2и ...
а = а я ? '  (4>

2 ^де а = — — коеф1щент температуропровцщосп.
Р 1вняння теплопровщносп (4) легко узагальнити на випадок, коли 

всередиш стрижня може виникати або поглинатися тепло. Таке вид|- 
лення тепла характеризують функщею густини теплових джерел Г(х, !)• 
При цьому припускають, що внаслщок дп цих джерел в елементарно- 
му об’ем! а У  -  5а х  стрижня за малий пром1Жок часу А (  вщцляеться 
наступна юльюсть тепла:

Л < 2 з  =  Р(х, 1 ) 5  А Х  А1.

При наявносп теплових джерел заметь (4) матимемо
ди 2 д2и , ,^ +*(*,<), (5)

де $(х, 1) = —Г(х, I).
СР

Розглянемо, нареигп, випадок, коли б!чна поверхня стрижня не 
е тепло1Эольованою. Припустимо, що величина теплового потоку че
рез б|чну поверхню стрижня пропорщйна р1знищ М1Ж температурою 
стрижня I температурою навколишнього середовища (нехай остання 
дор1ВНюе нулю). Тод1 за законом збереження юлькоеп тепла одержи
мо

|г = а 2 §  ~ Ь и  +  8(х,1), (6)

де Ъ — коеф|щент пропорщйноеп для потоку через б1чну поверхню.
4. Р1вняння Пуассона*I Лапласа.

У загальному (тривим1рному) випадку, вивчаючи розповсюджен- 
ня тепла у нер1вном!рно нагр1тому твердому тЫ, можна отримати три- 
ВИМ1рне Р1ВНЯННЯ ТеПЛОПрОВ1ДНОСТ1

ди 2 (д 2и д2и д2и\ , , ,_ч
__________  *  = а + + <7)

*Омеон Пуассон (1781 — 1840) — французький математик 1 механж.

Якщо процес е стащонарним, то встановлюеться розподл темпе- 
рпури и = (х, у, г), який не змшюеться з плином часу. Осюльки при
цьому ^  = 0, то р1вняння (7) набуде виглядуо1

д2и д2и д2и
дх2 ду2 д<:

я(х, у, г)
+ Й  + 0  = -А <8>

„2

ди
д(

/*Р =
и

Якщо всередиш Т1ла вщсутш джерела тепла, то функщя густини
Р{х У 2. /)и'плових джерел Р(х,у,г,1) = 0, а отже, 1 §(х,у,г,1) = — ’ ’ ’ = 0.ср

Тому р1вняння (8) матиме вигляд

&  + 0  + & = ° -  <9)
Инняння (8) називають р1внянням Пуассона, а (9) -  Лапласа.

Коли температура залежить лише вщх, у 1 I, що наприклад, мае 
м1сце при розповсюдженш тепла в тонюй однорщшй пластинщ з теп- 
д()130льованою поверхнею, р1вняння (7) перетворюеться в р1вняння

= -2( 0  + 0 )  + «*»'>• (Ю)
3 р1вняння (10) аналопчно отримуемо двовим1рш р1вняння Пуас- 

сона 1 Лапласа

$ ♦ $ - « < * *  ё  + р  = °- (||)
Р1вняння Пуассона 1 Лапласа, кр1м дано! задачу отримують при 

розв’язуванш багатьох задач з ф1зики, мехашки, х1мп, бюлогп та шших 
роздшв природознавства.
Б. Р 1вняння коливання струни.

Розглянемо мал1 коливання струни 13 закртленими юнцями. При- 
мустимо, що струна е абсолютно гнучкою (не опираеться згину), пруж- 
ною (можна застосувати закон Гука) та однорщною.

Нехай також II коливання — плосю 1 поперечн1. Терм1н мал1 ко
ливання означав, що вщхилення точок струни вщ положения р1вноваги 
мал1 пор1Вняно з Пдовжиною, а нахил струни (тангенс кута нахилу) ма
лий пор1вняно з одиницею. За положения р1вноваги виберемо В1сь Ох. 
Будемо позначати через и вщхилення вщ положения р1вноваги точки 
струни з абсцисою х у дов1Льний момент часу ( ( рис. 35).

Отже, задача полягае в тому, щоб знайти явний вигляд функ- 
цп и = и(х,1). Видкпимо дов1ЛЬну далянку струни М \М 2 (М\(х, и{х, I)), 
Мг{х + а х , и(х + Ах, ())), яка в початковий момент мала довжину дх. Тод!



видовження ще\ дьлянки дор1внюватиме
Х +А Х  I 7 Х +А Х

2
осюльки при малих коливаннях можна знехтувати величиною (—]

( I « ' ) •

Рис. 35 Рис. 36

Отже, при зроблених припущеннях видовження струни пщ час п 
малих коливань не вщбуваеться. Тому за законом Гука величина натя
гу Г  в кожнш точц1 струни не залежить вщчасу. Доведемо, що вона не 
залежитьтакож 1 вщ координати х. Справд1, через те, що ва точки стру
ни рухаються перпендикулярно до оа Ох, сума проекцш сил натягу, що 
Д1ють на Д1лянку М\М2, на вюь Ох маедор1внювати нулю (рис. 36):

— Т\ С08 в\ + Т2 С08 02 = О,

але
С08 0 = V1 +1§2в

а тому Т\ = Т2 (соз 9\ » 1, со§02 ~ 1). Таким чином, можна вважати, що 
Т(х, I) = Т, де Г  — деяка стала величина.

Застосуемо тепер для дшянки струни М ХМ2 другий закон Ньюто
на: добуток маси А т - рАх (р -  лшшна густина) на прискорення 
дор1внюе сум1 вах сил, що Д1ють на дьлянку (вагою Д1лянки нехтуемо).

Таким чином, враховуючи лише силу натягу 7*, отримуемо
д2и

рАха7

81П0 -
1§в ди

дх
VI +182в

ди 
дх ’

ТО

д2и г г  ( ди(х + Ах, I) ди(х, 1)\ _  ^ д2и(х + Ах, Г)
Р  дг2 I  &  дх / й г

АХ,

О < 0з < 1, а тому
д2и(х, I) гг д2и(х + 6т, Ах, I) р А Х — 1 = Т --—г^г--- АХ.д12 * дх2

Скоротавши останне сшввцщошення на дх 1 виконавши гранич- 
ний перехщпри дх -> 0, Д1Станемо р1вняння в1льних коливань струни

д2и(х, I) _  2 д2и(х, I) 
д(2 а дх2

(12)

де а2 = - .
Р

6. Телеграфне р1вняння.
У  загальному випадку на струну в площиш коливання можуть 

Д1яти 1 1НШ1 сили, паралельш оа Ои : зовшшня сила Р\ = Р(х, 0; сила 
опору середовища Р2 = ; сила, яка повертае струну до поло
жения р1Бноваги, Ъ  = -с\и{х, ()■ Якщо щ сили розподшеш неперервно

з
вздовж струни, то сила на елемент1 (х, х+ дх) дор1внюе рАх 1 за дру

гим законом Ньютона дастаемо сшввщношення
Р  = Т дМ х + 6>Ах.') ^  + Ах _  ь  д_и̂ 0  ^  _  и{х> () ^
д д12 дх2 Яг

/=1

дх
О < 6>з < 1.

Перейшовши тут до гранищ при Дх -> 0, отримаемо р1вняння, яке 
називають телеграфним:

д2и __ 2 д2и
д(2 дх2

-Ь~^ - с и  + /(х , 0. (13)

де Ь = — , с = —, /(х, 0 = Р(х, О
р Р Р

Якщо Ъ\ = с\ = 0, то матимемо р1вняння вимушених коливань

&Л = г, ()
д12 дх2 Л ’



7. Хвильове р1вняння.
У загальному випадку, вивчаючи р1зномаштш хвильов1 процесй, 

можна одержати тривим1рне хвильове р1вняння \
д2и 2 (д2и д2и д2и\ ,у
а ? = а ( з Р  + 5 ?  + 5 ? Г Л ' ’” ' )' <15)

Так, р1вняння (15) отримують при розв’язуванш задач про ма- 
Л1 пружш коливання твердих т1л, коливання газу (звуков! коливання), 
електромагштш коливання тощо.

Окремим випадком р1вняння (15) е р1вняння (14), а також р1внян- 
ня коливання мембрани, або двовим1рне хвильове р1вняння

д2и _  2 
д!2 ~ а 0  + 0 )  + /(д:,У.О. (16)

Пвняння (16) одержують при розв’язуванш задач про коливання 
двовим1рних Т1л, зокрема задач1 про мал1 коливання мембрани — пруж- 
но1 пл1вки, яка може вьльно згинатися.

5.2. Основш означения I поняття
Як уже зазначалось, диференщальним р1внянням з частинними 

похщними називають диференщальне р1вняння, в якому невщома функ
щя е функщею юлькохзмшних. При цьому, як 1 для звичайнихдиферен- 
щальних р1внянь найвищий порядок похщно! або диференщала, що вхо
дить у диференщальне р1вняння, називають порядком диференщаль- 
ного р1вняння з частинними похщними. Для частинних похщних вико- 
ристовують також скорочеш позначення:

_  ди _  д2и _  д2и
х ~ дх ' Ыхх ~ дх2 ’ 11ху ~ дхду ’

де и — шукана функщя; х, у — незалежш змшш.
Розв’язком диференщального р1вняння з частинними похщними 

називають функщю, яка при пщстановщ в це р1вняння перетворюе його 
вдеякш обласп на тотожшсть за незалежними змшними.

Приклад
1. Довести, що функщя

и(х, у) = х + у + е'у 
е розв’язком диференщального р1вняння

„ди ди
ду
254

хш - уъ =х~>'- (1)

тг = 1 + уеху, ^  = 1 + хе", дх ду
То

~ у%  = Л(1 + уеП) ~>,(1 + хеЧ)=х~у+х>'е'Л' -хуе1у-
Таким чином,

Отже, функщя и(х, у) = х + у + еху е розв’язком р1вняння (1) на всш площиж хОу.

1нод1 розв’язок диференщального р1вняння з частинними похщ
ними не можна знайти в явному вигляд1, але можна записати його в 
неявному вигляд1, тобто у вигляд1 сшввщношення, яке пов’язуе шукану 
функщю та незалежш змшш. Таке сшввщношення називають штегра- 
лом диференщального р1вняння з частинними похщними.

Приклад
2. Довести, що сшввщношення

(з|м )3+е1й=0 (2)

ди 1§х+ 1§у = Щи. (3)
» штегралом р1вняння

д х т ду 
Розв’язання. Розглянемо функщю

г(х, у, и) = г(<р, ф) = <р3 + ф,
С1П у ЯП Удеш = , аф = е«"“.Г 81П и
Осюльки г(х, у, и) = 0, то

Лг = тр йх + Ф1 йу + Ли - 0. дх ду ди
Знайдемо частинш похщж функцп г(у, ф ):

дг _ д 1 ^ Р _ ,д ^ ^ -  -5 2̂ сов .у дг _ дг ду дг дф _ ф сов у
дх ~ й<р дх дф дх ~ 81П и ’ ду ду дх дф дх мп и ’

дг дг ду , дг дф Ъу2 ж\хсо%и ^  вшу со* и _ „ф ,л сое и— — —— — н 3— -5— =-----—--------—?---- — Ь'ПЛ -I- с М11 })~Т~2 •ди ду дх дф дх и 8Ш“ и 51П и

Враховуючи, що и = и(х, у), а тому Ли = —_ (1х + ^  с!у, дгстаемо

тсохх С08М ди\л,.̂



В останньому сшввщношенш значения обохдиференщал1В <1хтаЛу едовкльним, 
бо х та у -  незалежш змшш. Тому для того, щоб вираз, який мютиться в Л1вш части- 
ж сшввщношення (4), дор1внював нулю, необхщно, щоб виконувались одночасно так1(
Р1ВН0СТ1: \

. у  созх _ (3̂2 51п;с + е* в1 ч сж и д и =0
у  МПЙ г *  ■’) 51П2 и дх

(3^ йпх + в* »п у) ^ * “  *  = О- $шм г ’ тгид у
3 р1вностей (5) визначимо Ц  та -щ, тобто:

ди _  Зу2С05д: Щи ди _  ефсо$у 1%и 
дх ~ 3</г 5ШХ + еф 81 п у ’ ду 3(р2 хтл + еф $ту

Пщставивши (6) в (3), отримаемо в Л1вш частиш1%и, тобто р1вняння (3) пере- 
твориться на тотожшсть, а це 1 означав, що сшввщношення (2) е штегралом р1внян- 
ня (3).

Процес вщшукання розв’язюв диференщального р1вняння з час
тинними похщними називають штегруванням цього р1вняння.

Кожне р1вняння з частинними похщними при деяких умовах, нак- 
ладених на нього, мае несюнченну множину розв’язюв. Таким чином, 
будь-яке диференшальне р1вняння (як звичайне, так 1 з частинними по
хщними) визначае, взагал1 кажучи, деякий клас функцш, що задоволь- 
няють це Р 1ВНЯННЯ. Сукупшсть таких функцш утворюе так званий за- 
гальний штеграл (загальний розв’язок).

Яквщомо, загальний розв’язок звичайного диференщального р1в- 
няння л-го порядку

записують у вигляд1 деяко! сукупносп функцш
у  =  1р(х, С \,С 2 ........С п),

яю залежать вщ п довкпьних сталих (параметр1в). При цьому в облает! 
виконання умов теореми Койл будь-який частинний розв’язок можна 
отримати 13 загального, якщо параметрам Сь Сг, .... С„ надати пев- 
ш значения. А тепер з’ясуемо, вщчого залежить сукупшсть розв’язюв 
диференщального р1вняння з частинними похщними. Для цього розгля
немо наступи! приклади.

Приклад
3. Розв’язати диференшальне р1вняння

ди г,-.

и якому/(у) — вщома функщя, а шукана функщя и = и(х, у) залежить вщдвохзмшних. 
Роэв’язання. 1нтегруючи р1вняння (7) за змшноюу, дютаемо

« = §  1(у)<1у + с и
де С| - довшьна величина, яка не залежить вщу.

Проте С | може залежати вщх осюльки шукана функшя и за умовою залежить 
н1лдвох змшних х та у.

Отже,
и(х, у) = ^  /(у) Лу + С] (х), (8)

де С\(х) - довшьна функщя.

Якщо розглянути вщповщне до р1вняння (7) звичайне диферен
шальне Р 1ВНЯННЯ

де и = и(у), то його загальний розв’язок мае вигляд

и(У) = §  Ну ) йу + С\, 

тобто М1стить лише дов1льну сталу С\.

Приклади
4. Зштегрувати р1вняння

0 - * + *  И
Розв’язання. Покладемо ^  = V. Тод|

Розв’язок останнього диференщального ршняння матиме вигляд

V- у  +ух + С1(у),

де С](у) — довольна функщя вщу.
1нтегруючи отриману р1вшсть, дштаемо

уЗ г*уи(х, у) = + С7| + С2»
де Сг — величина, яка не залежить вщ х Враховуючи залежжсть и вщ х та у, бачимо, 
що величина Сг може бути функщею вщу. Таким чином, розв’язок р1вняння (9)

и(х, у) = -̂ + -у +С,(у)х + С2(у) (10)

мгститьдв! довшьш функщТ, що залежать вщу.
5. Розв’язати диференшальне р1вняння



К 8Н
Покладаючи = и, матимемо = 0. Звщси = /0’). а тому

и(х,у) = |/(у)< у +
де у>(х) — дов1льна функщя змшноТх.

Оск1льки/(у) — довшьна функщя змшно!у, то й штеграл вщ не! також е довшь- 
ною функщею вщу.

Позначивши и через ф(у), остаточно отримаемо
и(х, у) = ц>(х) + ф(у), (12)

де у(х) та ф(у) — довкльш ДВ1Ч1 диференцшоваш функщТ.

У наведених прикладах 3 — 5 було розглянуто найпроспил дифе- 
ренщальш р1вняння з частинними похщними, розв’язки яких е майже 
очевидними. Але ш приклади дають змогу зрозум1ТИ 1стотну вщмшшсть 
сукупност1 розв’язюв диференщальних р1внянь з частинними похщни
ми вщ загального розв’язку звичайних диференщальних р1внянь. Вона 
полягае в тому, що сукупшсть розв’язюв диференщального р1вняння з 
частинними похщними залежить не вщдовкпьних сталих, а вщдов1Льних 
функщй, ЮЛЬЮСТЬ ЯКИХ ДОр1ВНЮе порядку Р1ВНЯННЯ.

Для диференщальних р1внянь з частинними похщними, яю розв’я- 
заш вщносно одше! 13 сво!х старших похщних, ставиться задача Кони: 
побудувати такий розв’язок заданого р1вняння, який при фжсованому 
значенш одше! з незалежних змшних перетворюеться разом 13 сво!ми 
похщними за щею змшною (максимальний порядок похщних на одини- 
цю менший за порядок р1вняння) в наперед задаш функцп решти неза
лежних змшних.

Приклади
6. Знайти розв’язок р1вняння

|  = /(V), (13)
в якому /(у) — вщома функшя, а и = и(х, у) — шукана, що задовольняе початкову умову

и(хп, у) = <̂ (у), (14)
де у(у) — наперед задана функщя вщу.
Розв’язання. 1нтегруючи р1вняння (13), знаходимо

и(х,у) — х/(у) + С] (у),
де С](у) — дов1Льна ф ун к щ я  змшно! у.

Спробуемо пиибрати функшюС)(у)так, щоб задовольнити початкову умову (14).

звщси
С, (у) = -х0/(у) + <р(у).

Отже, шуканий розв'язок задач: Коим мае вигляд
и(х, у) = (х - х0)/(у) + <р(у).

7. Знайти розв’язок р1вняння

«кий задовольняе початков1 умови

и(хо, у) = <р,(у). дид°’У) = 4>г(у), 
дс Р̂|(у), (р2Ь') - наперед задан! функцп вщу.
Розв’язання. Легко переконатися, що шуканий розв’язок мае вигляд 

и(х, у) = (х~2У") д у) + (дг _ Хо)(р2(у) + </),(у).

У загальному випадку р1вняння к-го порядку з частинними похщ
ними ЗЭПИСуЮТЬ у ВИГЛЯД1.... й.я.Ш=°- <15>
де Г  — задана функщя; х\, дг2......х„ — незалежш змшш, а и =
= и{х 1,Х2, ■■;Хп) — шукана функщя.

Припустимо, що р1вняння (15) розв’язне вщносно деяко! 13 сво!х 
старших похщних, тобто нехай, наприклад,

дх\ 1дх2

ди дки
дх„ ’ " дх\
дки &и\

дхкг+\ дх1;,)'

Для р!вняння (16) задача Коим формулюеться наступним чином: 
побудувати такий розв’язок заданого р1вняння, який при фжсованому 
значенш незалежно!змшно!хг перетворюеться разом 13 сво!ми похщни
ми до (к-  1)-го порядку за щею змшною в наперед задан! функцп решти 
незалежних змшних. Це означае, що шукана функшя и{х\,х2, ...,х„ ) при 
хг = 4 0) мае задовольняти початков! умови

ди
дх. (0) х,=хг



р-'и
дх*'1 (0) 

Х ,= Х  г
— <Рг-\С*1> • • •> Хг-1> -*г+1> •••>ХИ),

де <,0,- — наперед задаш функц».
Можна довести, що за певних умов загальний розв’язок р1внян- 

ня (16) залежить в\як довйльних функцш, а розв’язок задач1 Койл (16),
(17) юнуе 1 единий. Слушною е фундаментальна в теори р1внянь з час
тинними похщними теорема 1снування 1 единосп С.В.КовалевськоГ. 
Сформулюемо цю теорему для диференщального р1вняння з частинни
ми похщними першого порядку вигляду

* - / ( « • * .......................<|8)
(х\,х2, ...,х„) е С  с  К " .

Теорема 1 (КовалевськоТ). Якщо функци <р(х2,х3, ...,х„) т а  
/(х1,х2...,хп,и, р2, Р п )  -  ан алтичш  в1дпов1дно в окол[ тонок

(0) (0) (0)ч ,  (0) (0) (0) л  {Х2 ,хз ,...,х„ )т а (х \  ,хг ,...,х„ ,1], р2, Рз, •••. Рп), де
,(0) (0) (0)ч М хг.х! .....Хп0>) ,_ г ,

Т1 = (р{х2 , ХЗ , х„ ), Р 1 = ------— ------, I -  I .......п,

(0) (0) (0)ч
т о  р'шняння (18) в окол'1 точки  (XI ,Х2 , ....х,, ) в клаа анамтич-
них функщй мае единий розв’язок и(х1,х2..... х„), що задовольняе
початкову умову

и{х 1 у Х2у ...,Хн) — ф(Х2, х з ,. . хп).

5.3. Повний, особливий та загальний штеграли 
диференщального р1вняння з частинними похщними 

першого порядку
Р 1ВНЯННЯ вигляду

г [ Х1,Х1,...,хп, и , ^ , . . , ^ )  = 0, (1)

де Р  -  неперервна функщя, частинш похщш яко! за змшними
н 2

—  —  1снують в деякш област1 С  с  К 2п+1, причому ^  Ф 0
дх\ дхп /=0 '
вС ,ам  = и(х\, х2, ...,х„) -  невщома функщя, називають диференщаль
ним р!внянням з частинними похщними першого порядку.

*Соф1Я Ковалевська (1850-1891) - росшський математик 1 мехашк.
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Функщюм(хьх2, ...,х„), визначену вдеякш обласн й  с  К п, нази- 
вають розв’язком р1вняння (1), якщо виконуються умови:
1) функцп и, , I = 1, 2,..., я, — неперервш в обласн О;
2)

(*1.....х , и(х,......х,), *»'■-■«■>...... ’ ,п  д
V оХ] охп 1

ЯЛ я вс1х(х1,х2, ...,х„) е й;
3)

? {х ,.....« X ,...........х„), ..... о
II ОблаСТ1 й.

Якщо и = и(х 1,Х2, ...,х„) — розв’язок р1вняння (1), то поверхню
и = и(хьх2, ...,х„) у простор1 змшних хь Х2, ..., х„ називають штег-
ральною поверхнею р1вняння (1).

Сшввщношення, що визначае розв’язок диференщального р1в- 
НЯННЯ (1), ЯКИЙ М1СТИТЬ СПЛЬКИ ДОВ1ЛЬНИХ сталих, сюльки е в цьому р1В- 
нянш незалежних змшних, називають повним штегралом р1вняння (1).

Приклад и
1. Показати, що функщя

г = С,е'+С2,1-'') (2)
е повним штегралом диференщального р1вняння

1  + | = г- <3>
Розв’язання. Знайдемо частинш похщж функцп г = г(х, у ):

%. = СхСг̂ 1(х-у) = С21, = С,(1 - С2У ^ ~ У) = (1 - С2)г.
Виключаючи сталу С2 з останжх двох р1внянь, дютанемо сшввщношення (3).
2. Знайти повн! 1нтеграли наступних р1внянь:

Розв’язання. а) покладемо ^  = Сь тощ ^  = 3С:. Оскгльки ох оу

с>и = ^ (1 х + ^  ёу = С, с1х + ЗС[ 4у,
то



б) нехай и = и(1), де / = х + С\у, тода
ди Аи 3/ Аи ди _  Аи дс _ ^ Аи
дх ~ Ас дх А( ’ ду Ас ду 1 Ас ’

а тому дстанемо

"2(Й )2 ("2 + С?)= 1,
або

^ - = ±ил] и2 + С], аи
Звщси остаточно знаходимо

9(х + С|>’ + Сг)1 = (и2 + С? )3;
в)покладемо

| - 3 ^ = С ь

Т0Д1

Оскшьки
А и = (З.Г +С\)Ах+ у!  у + С, А у,

то
и = а ' 1 +  С\Х +  (у +  С\)* +  С2 —

шуканий повний штеграл.
Припустимо, що ми знайшли повний штеграл р1вняння (1)

Ф (и, х\, Х2.....х„, С\, Сг......С„) = 0, (4)
де и — шукана функщя; хь *г......хп ~  незалежш змшш, а С С г ,
С„ — дов1ЛЬН1 стали Якщоздиференщювати сшввщношення (4) опечат
ку за змшною хь пот1М за Х2, ■ ■ ■, пот1м за хп, то отримаемо п р!вностей:

дФ + д Ф д и =0> {= \ 2, п .  (5)
дх, ди дх.

и. Тод|

дФ (дС±
дСк 1 дх, (6)

зам1сть (5) матимемо
п

дФ ^ дФ ди_ V 4
дх, ди дх, 2— 

к= 1
Якщо функцп С\, Сг......С„ визначити так, щоб виконувались р1в-

то сшввщношення (6) зб1гатимуться з (5).
Систему р1внянь (7) можна задовольнити такими трьома способа

ми.
1. Нехай

^  + ик =1,2,.....п.ох; ди дх;
Останш сшввщношення матимуть м1сце, якщо, наприклад,

дСк _ дСк _  _  дСк _  дС± _  (-> л _  1 л
дх\ дх2 дх„ ди

тобто
С\ - соп81, Сг = соп51...... Сп - соп$1,

що вщповщае повному штегралу (4).
2. Якщо покласти

! г = а  а с =0' Ш =0’ (8)СА̂\ 01̂2 СКуП
то матимемо п р1внянь для визначення невщомих функцш

С\=Ч>\(х\, х2, .. хп, и)...... Сп = <р„ (хь х2, . . х,„ и). (9)
Пщставивши (9) в (4), дстанемо сшввщношення, яке не буде М1с- 

тити дов1льних сталих. Воно визначатиме деяку функщю, яка буде задо- 
вольняти диференшальне р1вняння (1). При цьому сшввщношення (4) 
називають особливим штегралом р1вняння (1).

Приклад
3. Знайти особливий штеграл р|вняння

г [ г ., ди ди\ _  ди , ди ди ди „  _  п

Розв’язання. Легко переконатися, що сшввщношення

Ф = С\ х + С2У + С] Сг — и = О (11)
е повним штегралом р1вняння (10). Згщно з (8), отримаемо систему

= х + С2 = 0.оС|
» - > + с , = о .

( 12)

тому С1 = -у, Сг = -X.
Тощ з(11) матимемо

ху + и = 0. (13)
Р1вшсть (13) I е особливим штегралом заданого р1вняння. Легко бачити, що при 

жодному значенш сталих Си Сг сшввщношення (11) не перетвориться в (13).



Як вщомо, загальний штеграл р1вняння Клеро у = ху' + (р(у') мае 
вигляд у = Сх + <р(С) (ам ’я прямих лшш), а функщя

и = с\х + сгу + <р (сь с2)
(ам ’я площин) е повним штегралом диференщального р1вняння з час
тинними похщними

(14)
дх ду д у } '

Отже, р1вняння (10) е диференщальним р1внянням з частинними 
похщними, аналопчним до р1вняння Клеро. Вщповщно до особливого 
розв’язку р1вняння Клеро, який визначае обвщну ам ’1 прямих, особли
вий штеграл диференщального р1вняння з частинними похщними (14) 
визначае обвщну ам ’1 площин.

„  . . „ • • ЙФ3. Нарешт1 систему п р1внянь (7), лш1иних вщносно невщомих

— , можна задовольнити ще й так. Нехай визначник системи (7) дор1в- 
дС„
нюе нулю, тобто

(1е1

4С\ а сх
Ах] Ах„

Жп 40,
<1х 1 <1х„

= 0,

_  дСк+ дСк  ̂ /д= 1,2,..., п. Це означае, що функцп Сь Сг,
(1х, дх, ди дх,

Сп — залежш.
Припустимо, що мае М1сце р1вшсть С„ = у(С\, Сг, ■ ■ •> Сп-\). Дифе- 

ренщюючи пзазмшнимихь хг, ■■■, х,„ Метаемо

^  + ^ д и ^ у Щ д Ь + дСьди\ ; = 1 2 ..... „  (15)
дх, ди дх, /—1 дСк V дх, ди дх, /

„  дС„ , дС„ диПщставимо у ршняння (7) знаиден1 значения —  +
дС„ дС^ди_ . 
дхп ди дх„

п-1
V  + дФдС")( 
2-1\дСк дС„дСк)\
к=1 

/1 - 1

дСк + дСк ди 
дх\ ди дх\ /

дСк ди \
ди дх„ /

-) = О, 1 /
(16)

Нехай лише одне з р1внянь системи (16) е наслщком решти п - 1 
Р1ВНЯНБ. Тод1 з (16) отримуемо систему п - 1 лшшних однорщних р1в- 
нянь, визначник якоГ не дор1Внюе нулю. Отже, нулю мають дор1вню- 
иати вс1 перни множники в л1вих частинах р1внянь (16), а тому систе
ма (16) р1Вносильна наступнш систем! п - 1 р!внянь:

дФ дфду_ _  ^
<эс, «э^дс, ’

дФ дФ ду
дс„-\ д(р ас„_,

1нтеграл, який визначаеться сукупшстю р1внянь

= 0. (17)

Ф(хь х2, ...,х,„ и, Си С2, ..., С„_ь </>(Сь С2, 0) = О,
дФ дФ д<р „  . , - ,
дС, ду дС,

де через <р позначено довшьну функщю вщ функцш Сь С2, С„_ь бу- 
демо називати загальним штегралом р1вняння (1).

Приклад
4. Знайти загальний штеграл р1вняння

хр+ у^= и. дх } ду
Розв'язання. Повний штеграл р1вняння (18) можна записати у вигляд1 

Ф(х, у, и, С\, Сг) = С\ 1пх + (1 - С\) 1пу + Сг - 1п и = О,

(18)

(19)
у чому легко переконатися безпосередньо.

Вщповщно до вищевикладеного покладемо Сг = у(С\), де <р(С\) — довьльна функ
щя ВщС|.

Осюльки у даному раз1 маемо ДВ1 фуикщ? С1 та С2, то 13 системи (17) дстанемо 
лише одне р1вняння:

Щ  + “  1пд:- 1пу + <р\С\) = О,

звщкиу>'(С1) = 1п Це означае, щойсама величина С, також буде деякою функщею 
вщчастки ^ .

Запишемо р1вн1сть (19) у вигляд:

С|) — довшьна фуь

е Г ' л , - » Ю

0ск1льки С| — функшя вщ -, а ц>(С\) — довшьна функшя шеТ ж частки, то

де ф — дов!Льна функшя вщ -. 
Тощ



Це I е загальний штеграл р1вняння (18).
При детальному вибор! функци ф функщя (20) задовольняе р1вняння (18). Справ-

Д|,

ЗВ1ДКИ

5.4. Л М й ш  однорщш диференц1альш р1вняння 
з частинними похщними першого порядку

Р1ВНЯННЯ вигляду

/1 (Х\,Х2, + /2 (Х \ ,Х 2, . . . ,Х „ ) | |  +  . . .+

+ / „ ( Х  1 , Х 2 , =  ° > (1)

де и(х1,х2, ...,хп) -  шукана функщя, а &(х\,х2, ...,хп), г =  1 , 2 .......л , -
В1ДОМ1 функцп незалежних змшних х ь  * 2, називають лшшним
однорцщим Р1ВНЯННЯМ з частинними похщними першого порядку.
1. Двовим1рний випадок.

Розглянемо Р 1ВНЯННЯ вигляду

М х ,у )%  + Ы х ,у )% = 0 , (2)

де и(х,у) — шукана функщя. Припускатимемо, що функцп }\(х ,у) та 
/2 (х, у) неперервно диференцшовш (мають неперервш частинш похщш 
першого порядку) 1 принаймш одна з них не дор1внюе тотожно нулю.

Для вщшукання розв’язку р1вняння (2) розглянемо звичайне 
диференщальне р1вняння

±х—  = — ^1— . (3)
/| (X, у) /2  (х, у)

Нехай сшввщношення
Ф(х, у) = С (4)

е загальним штегралом р1вняння (3). Тод1 функщя Ф(х, у) перетво- 
рюеться на сталу, якщо заметь у пщетавити будь-який розв’язок
у = <р(х) Р1ВНЯННЯ (3).

Таким чином, повний диференщал вщ Ф(х, у) буде тотожно дор1в- 
нювати нулю:

^  а х + ^ с 1у = 0.дх ду *
Отже, якщо

с1х = Л/1 (х, у), ёу = Л/г (х, у), 
де Л — коефщент пропорцшноеп, то остання тотожшеть набуде вигля-
ДУ

^  Л (х, у) + ^ / г  (х, у) = 0. (6)

Пор1внюючи (6) 1 (2), пом1Тимо, що р1вняння (2) перетворюеться 
у тотожшеть, якщо заметь и(х,у) пщетавити функщю Ф(х,у). Отже, 
функщя и = Ф(х, у) е розв’язком р1вняння (2).

Мае М1сце 1 обернене твердження, а саме: якщо и = Ф(дг, у) — будь- 
який розв’язок р1вняння (2), то Ф(х, у) = С — загальний штеграл р1внян- 
ня (3).

Справд|, повний диференщал функцп и = Ф(д:,у) за умови, що 
у = <р{х) — розв’язок р1вняння (3), матиме вигляд

(7)

Оскьльки в Ф пщетавлено розв’язок р1вняння (3), то с1х = Х/\ (х, у), 
с!у = Л/г (х, у), а тому

Щ х, у) = Л (л  (х, У) ™ +/.2 (X, у) ^ ) .  (8)

Але и - Ф(х, у), за припущенням, задовольняе р!вняння (2), тобто 

М х ,у )% +Ы х ,У)% = 0 ,

звщки
с!Ф(х, у) = 0.

Таким чином, щоб знайти розв’язок лшшного однорщного р1внян- 
ня з частинними похщними (2), потр1бно скласти екв1валентне йому 
звичайне диференщальне р1вняння (3) I знайти його загальний штеграл 
Ф(х, у) = С.

Нехай и = Ф(х, у) — розв’язок р1вняння (2). Тод1, як легко пере- 
конатися, неперервно диференщйовна функщя и - /-"(ФОс, у)) також е 
розв’язком даного р1вняння.

Отже, множину вс1х розв’язюв р1вняння (2) можна описати фор
мулою

и(х, у) = Р(Ф(х, у)), (9)
де Р  — довшьна неперервно диференщйовна функщя.



Приклад м
1. Знайти загальний розв’язок р1вняння

(10)

Розв’язання. Екв1валентне звичайне диференшальне р1вняння
4* _у X

е р1внянням з вщокремлюваними змшними. 1нтегруючи його, дютанемо загальний 
штеграл л^+у2 = С. Тому розв’язком р1вняння (10) е функщя и = д̂ +у2. Отже, множину 
вс1х розв’язюв (загальний розв’язок р1вняння (10)) можна описати формулою

и = Р(х2 + у2),
яка визначае поверхню обертання з В1ссю обертання Ои. Таким чином, р1вняння (10) е 
р1внянням ВС1Х поверхонь обертання з в1ссю обертання Ои.

2. Багатовим1рний випадок.
Розглянемо нормальну систему звичайних диференщальних р1в-

нянь
с!х,
л" = М 1 , Х  С  с К п+1, 1 = 1,2, (11)

в як1Й функцп /{ — неперервно диференцшовш в С.
Припустимо, ЩО ДЛЯ ДОВ1ЛБНИХ початкових даних (^о,*о) ^ С, 
/ (0) (0) (0)\ . , .. . . .Х0 = 1x1 , Х2 , Хп  1 1СНуе розв ЯЗОКХ1 = XI (/), ...,Х„ = х„(1) Р1ВНЯН-

НЯ (11) такий, щох^о) = х(\ \ ....х„(10) = х^.
Позначимо через Ф : С -» К  диференщйовну функщю, яка не е 

сталою в будь-якш непорожнш шдобласп С.
Неперервно диференщйовну функщю ф(/,хьх2..... х„) в деякш

обласп С[ с  С називають першим штегралом системи (11), якщо 
вона збершае стале значения вздовж довшьного розв’язку системи (11), 
траектор1Я якого належить Сь

Теорема 1 .Для того, щоб неперервно диференщйовна функ
щя Ф(г,хьх2, ...,х„) в облаете С\ с  С була першим штегралом  
системи (11) необхедно / достатньо, щоб виконувалась то то ж -  
ш еть

?  + + -  + (12)д1 дх\ дх„
для вах  (I, хь Х2, . . х„) е Сь

Доведения. Припустимо спочатку, щоФ(/, хьхг, ...,х„) — перший
,11Ч т, » I (°) (°) (°)\ йштеграл системи (11). Нехай 1?о, х\ , хг , х„ 1 — точка облает! С ь 

через яку проходить графж розв’язку XI = Х1(г),..., х„ = х„{1) систе-

(0) (0) 
ми (1), що задовольняе початков1 умови Х1(/о) = х\ ......х„(?о) = хп ■

Враховуючи, що Ф -  перший штеграл системи (11), то 
Ф(?,Х1(0, ...,х„(0) = С

а тому
дФ
д!

дФ̂ Ах± дФ Ах„
дх\ А  " "  дх„ Ж

дФ= ?  + « 'Х^ ’ •■•>*«(')) + -  + *г/А 1 .х №  ...,х„(0) ^ 0,о1 ОХ 1 ОХп
тобто сшввцщошення (12) виконуеться вздовж розв’язку 

XI = X I(0, Х2 = Х2(0, •••, Хп = хп(1)
(0) (0)

1, зокрема, в точщ I = 1о, х\ = х\ , х2 = х2 , 
(0) (0) (0)

(0), Х „  = Хп . ОСЮЛЬКИ 
I (0) (0) (0)\ . _ . .Ко. . хг , .... хп I — дов1Льна точка Сь то ршн1сть( 12) правильна для
ВС1Х ТОЧОК 13 С\.

Навпаки, нехай виконуеться тотожшеть (12) 1 XI = х^О, 
х„ = х„(1) — дов1льний розв’язок системи (11).

Тод1 з тотожност1 (12) випливае

дГ + |г/1  ^1(0, ...,ХП(0) + -  + $*/*(*. X 1(0. ...,Хп(1)) = 0.

Замшивши на дстанемо
АФ _  дФ + дФАх± дФАх^ _  0

Л  дг дх\ А1 "  дх„ Л
ЗВ1ДКИ

ФЦ,Х1(1), ■■;Хп{1)) = С.
Це 1 означае, що Ф(/,хьхг, ...,х„) е першим штегралом системи (11). 
Теорему доведено.

Розглянемо тепер систему диференщальних р1внянь, в якш явно 
вщеутня незалежна змшна

Ах,
~сй = Л  (•*!> х2......х„), I = 1 , 2 , п. (13)

Системи виду (13), як в1домо, називають стащонарними або автоном- 
ними. Осюльки

Ах\ _  Ахг _  _  4х„ _  ^
/ . /2 /л

то систему (13) можна записати в симетричн1й форм1



(15)

=/, (*„+!,хь ;=  1,2, ...,п + 1.

1_____   ____ ($Х2____  __   ____ (1Хп____  , . дч
/\(хЬХ2.....Л',,) /2(хиХ2, ...,Х„) /„ (Х\,Х2, ...,Хп) '

Зауважимо, що система (11) теж може бути зведена до симетрично!. 
Справди осюльки

<и_ _  Лх\ _  _  (1х„____
1 /| {Х\,х2......л„) /„(х,,Х2......х„) ’

то, поклавши

I = Х„+1, /ц+\ (Хц+1> Х\, ..., Х„) = 1, ^

дютанемо р1вносильну стащонарну систему
(1х]
(1т

Повертаючись до розгляду р1вняння (1), сформулюемо теорему.
Теорема 2. Нехай функцп /{(х\,х2, •••,*«), * = 1,2,...,«, — непе

рервно диференцшовш в деякш области С с  К п. Для того, щоб 
функция и{х\,х2,...,х „) була розв’язком р1вняння (1), необидно I 
достатньо, щоб вона була першим штегралом системи звичай- 
них диференщальних р 'тнянь (14).

Доведения. Якщо функщя и(хьхг, ...,х„) е розв’язком р1внян- 
ня (1), то правильна тотожшеть

^  ди Х")/{ (х\, х2, ...,Х„) = 0. (16)
/=1

Тод1 за теоремою 1 функщя и(х \,х2, ...,хп) е першим штегралом
системи (14). Навпаки, якщо и(х\,х2..... х,,)- перший штеграл системи
(14), то правильна тотожшеть (16), а це 1 означае, що и(х\,х2, ...,х„) — 
розв’язок р1вняння (1). Теорему доведено.

Так, р1внянню

хгр- +хх̂ ~ + х2х3|̂ - =0, XI >0, 1= 1,2,3, (17)
ОХ 1 ОХ 2 ОХ},

вщповщае система звичайних диференщальних р1внянь у симетричнш 
форМ1 (1х| _  (1x2 _ (1х\ 

х2 Х| Х2Х) '
1нтегруючи р1вняння

<1х\ _ (1х2 
Х2 Х|

знайдемо перший штеграл

(1х 1 _  (!Х} 
х2 Х2Х)

матимемо ще один перший штеграл

и2 {х\, х2, х з )  = х\ - 1пхз.

2 2 , Отже, функцп и\ {х\, х2, хз) = х\ -х2 та и2 (хь х2, хз) = х\ -1пхз е розв яз-
ками р1вняння (17), у чому легко переконатися безпосередньою пере-
В1ркою.

5.5. Побудова загального розв’язкулшшного однорщного 
диференщального р1вняння з частинними похщними
У даному параграф! продовжимо вивчення властивостей розв’яз- 

К1В диференщального р!вняння

^ / • (х ьх 2, •••,х„)|  ̂ = о. 
1=1

(О

Отже, нехай хь хг......х„ змшюються в деяюй обласп С  1 нехай в
Ц1Й обласп функцп Л (хьх2, ...,х„), г = 1,2.....п, — неперервно дифе-
ренцшовш, причому

П
^ / 1  (хь х2, ...,х„) Ф0. (2)
(=1

Вважатимемо вщомими п - 1 перших штеграл1в м, (хьх2, ...,х„), 
/ = 1, 2, ...,п -  1, системи р1вняньу симетричнш форм1

(1х\ ____ _  (1х2_____  _  _  (1х„_____
/, (Х\,Х2, ...,х„) /2(Х1,Хг..... х„) /п(х,,х2.....х„)

Кр1м того, нехай в обласп С якоб1ан системи функщй щ, и2,
ЗМШНИМИ Х\, х 2, ..., Х„_1

с1е!

ди\ ди\
дх\ дхп- 1

ди„ . , ди„-1
дх\ дх„-1

*0.

(3) 

и„ -1 за

(4)

Це означае, що р1вняння (1) мае п - 1 незалежних частинних 
розв’язк1в. У зв’язку з цим виникае питания: чи не можна за допомогою 
цих розв’язмв побудувати загальний розв’язок р1вняння (1)? Вцщов1ДЬ 
на це питания дае наступна теорема.



Теорема 1. Якщо функцп &(х\,х2, ...,хп), г = 1,2.....п, -  непе
рервно диференщйовнь в облаете С I виконуеться умова (2), т о  
загальний розв’язок рьвняння (1) матиме вигляд

и = Ф(М1 (X I ,  Х2, хп).....М„_ 1 (Х \ ,Х 2......... х,,)), (5)
де Ф — довиьна неперервно диференцшовна функцея, а функци 
и\ (XI,х2, ...,хп) , ..., ип-\ (.XI,х2, е першими штегралами систе
ми (3), що задовольняють умову (4).

Доведения. Покажемо спочатку, що функщя и, означена р!вшс- 
тю (5), е розв’язком заданого р1вняння. Справда,

5 > 8 - л (
1 = 1

1=1

г ( дФ ди\ дФ дк„-Л
ди„.\ дх\ /

(дФди1+  + % = 1 1

\ ди 1 дх„ ди„. | дх„ 1
п

дФ V"1 г ди2 
ди2 2 —1 ‘ дх, дип. 1 а

.+

1=1

Осюльки заумовою функци м, — розв’язки р1ВНЯННЯ (1), то

1 ^ 0 ,  к = \,2, ...,п - \.
1=1

Отже, матимемо тотожшеть
П

2  Л (х\, хг........Х п) ™  г  0,

1=1
що 1 доводить наше твердження.

Покажемо тепер, що розв’язок (5) е загальним розв’язком р1В- 
няння (1), тобто будь-який його частинний розв’язок можна подати у 
вигляд1 (5) при деякш конкретнш функци Ф.

Нехай и = и0(хь х2..... хп) -  довьльний частинний розв’язок р!в-
няння (1). Тод1 маемо очевидну систему п тотожностей

г -1- I ди» _ п

с ди\ г ди\
^д хх "■ *"дхя ~

С ди„-\ г ди„-\ _

Систему (6) можна розглядати як лшшну однорщну систему
алгебра!чнихр1внянь вщносно/ь /2..... /„. Осюльки виконуеться умо-
на (2), то дана система мае нетрив1альний розв’язок. Це означае, що 
визначник ще! системи дор1Внюе нулю в кожнш точщ област1 С :

дип дип
дх\ ”  ’ дх„
ди| ди\

^  З.г, 1к~п =0,

3«„- ди„

ип-1, тобто мае М1сце 

(7)

дх\ дх„
що свщчить про залежшеть функцш щ, и\, .. 
сшввщношення

Р(ио, щ ,..., м„_ 1) = 0.
Внаслщок умови (4) з р1вносп (7) можна дстати р1вшсть (5). Теорему 
доведено.

Таким чином, задача про штегрування р1вняння з частинними 
похщними (1) зводиться до штегрування системи звичайних диферен- 
шальних р1внянь (3). Систему (3) при цьому називають характе
ристичною для р1вняння (1), за певних умов вона визначае п - 1- 
иараметричну ам ’ю штегральних кривих, яю називають характеристи
ками р1вняння (1). У зв’язку з цим систему (3) називають також систе
мою характеристик заданого р!вняння (1).

Дамо геометричну штерпретащю розв’язюв р1вняння (1). Розв’я 
зок цього р|вняння описуе геометричне М1сце точок, що утворюють
певну поверхню п + 1-вим1рного простору змшних хь х2......х,„ и. Цю
поверхню називають штегральною поверхнею р1вняння (1). Згщно з (5), 
1нтегральна поверхня описуеться за допомогою незалежних штеграл1В 
системи (3). Розглянемо поверхш р1вня и = С розв’язюв р1вняння (1)
В/1-ВИМ1рНОМу простор! ЗМШНИХ ДГь Х 2.........Х „ .  ЗгЩНО 3 (5), Р1ВНЯННЯ цих
иоверхонь мае вигляд

Ф(«ь«2.....и„-\) = С. (8)
Нехай сшввщношення

м, (Хих2, ...,х„) = С„ I = 1, 2.....п - 1
е сукупш стю  незалежних перших штеграл1В системи (3). Тод при вщпо- 
вщному вибор! сталих С,-1 заданому С у (8) виконуватиметься р1вшсть



яка означае, що поверхш р1вня розв’язюв р1вняння (1) М1стять штег- 
ральш крив1 системи (3). Бкльше того, щ поверхш утвореш з штеграль- 
них кривих. Зв’язок М1Ж характеристиками 1штегральними поверхнями 
е особливо простим для випадкудвох незалежних змшних х2 : пере- 
тин площини и = С з штегральною поверхнею и = и(х1,х2) е харак
теристикою. Це випливае з того, що перший штеграл збернае стале 
значения вздовж характеристики.

У зв’язку з наведеною вище геометричною штерпретащею 
розв’язюв р1вняння (1) метод побудови його загального розв’язку 
називають методом характеристик.

Приклади
Побудувати загальний розв’язок р1внянь.
1.

Х2 р -  + х 1 ~  + х2х, р -  = О, х, > 0, /=  1,2,3.
ОХ \ ОХ 2 ОХ з

Розв’язання. Характеристична система даного р1вняння мае два перших штеграли 
М| = х, - д5 та «2 = х\ - 1пТому  загальний розв’язок заданого р1вняння можна 
записати у вигляд! и = Ф(х  ̂- х$, х\ - 1пхз), де Ф — довшьна диференцшовна функщя.

2 У 7 Г - Х 7 Г = °-дх ду
Розе ’язання. Тут /\ (х, у) = у, а /2 (х, у) = -х. Запишемо систему (3)

Ох _
у X '

звщки <1 (х2 + у2) = 0. Отже, характеристиками е кола л2 + у2 = С, перший штеграл 
и (х, у) = х2 + у2, а тому, згщно з (5), загальний розв’язок р1вняння матиме вигляд

и = Ф(дг + у 2).

1нтегральними поверхнями тут е поверхш обертання з В 1сс ю  обертання Ои.
3.

9и+ади =0
д! - дх

Розв’язання. Тут /1 (х, /) = 1, /2 (х, I) = а, а тому система (3) матиме вигляд
с! г _ ёх 
1 а

Звщсих = а: +С(паралельш прямО, перший штеграл: и = х-а1, а загальний розв’язок 
и = Ф(.V - а1). 1нтегральною поверхнею е цилшдрична поверхня, тв1рж якоТ паралельж 
вектору (1, а, 0).

Зазначимо, що систему (3) можна зштегрувати методом штегров- 
них комбшацш. 1нтегровною комбшащею характеристично! системи (3) 
називатимемо диференшальне р1вняння, яке е наслщком ще! системи 1 
таке, що легко штегруеться.

Для вщшукання штегровних комбшацш системи (3) використо-

иують таку вщому властив1сть пропорцп: якщо
с1х | _  с/хэ _  _  йхк _
/. “ 7Г ~ " Т  ~  ’

ТО
т  1 с!х\ + ... + т к а'д/, _  

т  1 /1 + ... + >пк/к

Приклади
Побудувати загальний розв’язок диференщальних р1внянь.
4.

Су - дг) §* + (х + у + г) Щ  + (х - у) =0. (9)

1\>зв’язання. Запишемо вщповщну систему звичайних диференщальних р1внянь

- ^  = — ! ( 1 0 )  у - х х  + у + г х - у  ' ’
Дана система мае два незалежних перших штеграли. Справд1, використовуючи 

иказану властив1сть пропорщТ, матимемо
(1х + йг _ Л С* + г)

(у - х) + (дс - у) - 0
тобто

(1 (х + г) = 0.
1вщси

и, (ху, г) =х + г = С\.
Для знаходження ще одного першого штеграла помножимо чисельник I знамен- 

НИК першого та третього р1внянь системи (10) вщповщно на -3 та на -1. Д1станемо
^ а д =_ ^  = ^ г )  п
-Зу + Зх д- + у + г -х + у '

Тому
сI (-Зх + у - г) _ (! (х + у + г)

-у + Зх + г ~ х + у + г
Отже,

«2 (х, у, г) = (х + у + г) (у - Зх - г) = С2.
Легко переконатися. що м, та и2 незалежн!. Тому, згщно з (5), формула

и = Ф (х + с, (х + у + г) (у - Зх - г))
описуеуа розв’язки р1вняння (9).

(*+>’2+г2) ! +> '|+г8=°- 
1\ш’язання. Тут вщповщна система матиме вигляд

(1х _ <1у _ Дг
х + у2 + г2 У г

Розв’язуючи р1вняння ~  , отримуемо и\ (х,у, г) = = С,. Пщставляючи знай-}  ̂ у



дений перший штеграл системи в р1вняння  ̂+ ̂ 2 + ^  ~ ~у ’ будамо мати лшшне р1в- 
няння вщносно х = х (у ):

| - Н ' +сг>*
Його загальний розв’язок 

а тому

звщки

х = (\ +с])у2 + С2у, 

■* = ( ' +^)>’2+С^

X -  у2 - I 2и2 (х, >’, г) = -------= С2.

Отже, загальний розв’язок заданого р1вняння матиме вигляд

5.6. Задача Койл для лшшного однорщного диференщального 
ршняння з частинними похщними

Розглянемо постановку 1 схему побудови розв’язку задач1 Койл
ДЛЯ Р1ВНЯННЯ

^ М х и х г ..... ' х")д ^ =0- ^
1=1

Для цього заф1ксуемо яку-небудь 13 змшних х\, хг, ■ ■■, хп, напри-
клад, XI = XI \ 1 вимагатимемо, щоб для розв’язку и(хьх2, ...,х„) р1в- 
няння (1) виконувалась умова

и ̂ Х1 , х2, хз,..., х̂ | — (р (хг, хз» • • •» Х„), (2)

де у  — задана неперервно диференщйовна функщя.
Тод1 задачу Коил для р1вняння (1) формулюють так: серед ус1х 

розв’язюв р1вняння (1) знайти розв’язок и - и(х 1,Х2, ...,х„), що задо
вольняе умову (2). При цьому умову (2) називають початковою.

3 геометрично! точки зору задача Копл (1), (2) полягае в побудов!
частинного розв’язку р1вняння (1), який при фмсованому значенш х\ 
перетворюеться в наперед задану функщю решти змшних, тобто пот-
р1бно побудувати таку штегральну поверхню р1вняння, яка на площиш

(0) , чXI = XI мае наперед задании слщ (хг, хз,..., х„).
Зокрема, для р|вняння

/.и> ') |  + /2(х)>') |  = °  (3)

задача Койл полягае у знаходженш розв’язку вказаного р1вняння, що 
задовольняе початкову умову

и (х0, у) = <р(у),
де ^ Су) — задана неперервно диференщйовна функщя.

Геометрично це означае, що серед уах штегральних поверхонь 
р1вняння (3) потр1бно знайти ту, яка проходить через задану криву 
и = у  (у), що належить площиш х = хо.

Зауважимо, що на вщмшу вщ звичайних диференщальних р1в- 
нянь, для яких розв’язок задач) Койн будуеться за допомогою 1х загаль- 
иого розв’язку, при розв’язуванш задач1 Копл (1), (2) загальний розв’я 
зок р1вняння (1) не використовуеться явно.

Отже, розв’язок задач1 Конп (1), (2) будуватимемо у припущен- 
III, що 1снуе п - 1 незалежних неперервно диференщйовних перших 
1нтеграл1в и\ ( х ь х г , х „ ) , ип-\ ( х ^ х г , х „ )  характеристично! сис
теми р1вняння (1). Тод1 загальний розв’язок р1вняння (1) можна записа-
ТИ у ВИГЛЯД1

и = Ф (иъ и2, ..., м„-1).
Для виконання початково! умови (2) функщю Ф потр|бно пщбрати так, 
щоб виконувалась р1вшсть

ф  (м ! (х10), Х 2, . . Х „ ) ........Чц-1 ( х ^ ,  Х 2, . . X, , ) )  = ф  (Х 2, Х 3, . . Х„ ) .

Систему перших штеграл1В при фжсованому, згщно з початковою
умовою (2), значенш змшноТх]

и\ (х(10),х2, ...,х„) = Сь
■   (4)

ип-1 (х1 ,Х2, ...,Х „) = С„_1

можна розглядати як систему р1внянь вщносно Х2, хз, ..., х„. Осюльки 
система перших штеграл1В — незалежна, то за умови

/1 (х 1, Х2, ...,Х „) ф 0

»област1 С система (4) однозначно розв’язуеться вщносно хг, хз, ..., х„. 
Тому 1снуе единий розв’язок



системи (4). Покладемо тепер 

Ф (СЬ ...Хп- 1) = <р (0)2 (х\\ Си С71_1), . . . , Ц * 10),Сь (6)

Тод1 за теоремою 1 §5.5 функщя 

и(х\,х г, . . . , Х п )  = у[сх)2 (хЛ  щ, . . . ,  ип-^, а)п (х10), щ, . . . ,  н„_1)), (7)

де
11{ — 11\ (Х\, ..., Х „), ..., Чц-1 = Мц—1 С^Ъ • • ■> хп) >

буде розв’язком р1вняння (1). Кр1м того, згщно з (5),

и{х{\\х2, ..., х„) = (р[со2{х10), Иь •••, Мн-1)..... (Оп (х<10), щ ......Ми-1)) =

= Ф |-̂-1 у С ь  • • •» Сн—}) у ..., СОц ̂ Х! » С ь  • • • > Сн_|)) (р (Х2, Х3, ■ ■ *’ хп\

МО) \ (  (0) \щ = И1 1x1 ,х2, ...,х„\, ..., и„ -1 = и„-\ т  ,х2, ...,х „I,

тобто функщя (7) задовольняе початкову умову (2). Таким чином дове
дено наступну теорему.

Теорема 1. Якщо характеристична система рёвняння (1) мае 
п - 1 незалежних неперервно диференщйовних перших Ытеграл1в
и, (хь х2, ...,х„), 1 = 1, 2,..., п - 1, система (4) — единий розв’язок, а 
функщя <р з початковоё умови (2) та к о ж  неперервно диференщ- 
йовна, т о  задача Кош[ (1), (2) мае единий розв’язок.

Зауважимо, що метод доведения теореми е одночасно методом 
побудови розв’язку задач1 Койл для лшшного однородного р1вняння з 
частинними похщними, тобто побудову розв’язку задач1 (1), (2) можна 
виконувати за наступною схемою:
1) записуемо вщповщну характеристичну систему;
2) знаходимо п - 1 незалежних перших штеграл1В системи характерис
тик;
3) складаемо систему функщональних р1внянь (4). Розв’язуемо П вщ
носно ЗМШНИХ Хг, *з......хп\
4) записуемо сшввщношення (6);
5) замшивши в (6)Сь С2, .... С„_ 1 на иь и2, ..., м„_ь отримуемо шука
ний розв’язок у ВИГЛЯД! (7).

1. Знайти розв'язок р1вняння
Приклади

що задовольняе початкову умову

!\>зв’язання. Використаемо наведену схему.
I) система характеристик матиме вигляд

с!х аУ.
1 + х2 ху’

2) штегруючи отримане звичайне диференшальне р:вняння, знаходимо перший (за- 
Гальний) штеграл

и, (х, у) = У
/г + х-

Я» *4(ДГ. >') = [ -т== ]3 =
V V 1 +х-) 1 +-

3) покладемо х = 0, тод! у = С;
4) Ф(С) = С2;

-х2'
Геометрично це означае, що знайдено штегральну поверхню, яка проходить че

рез криву и = у2 на площиш х = 0.
2. Знайти розв’язок р1вняння

то задовольняе початкову умову и2 (хь х2, хз) = у[хг - у[х1 = С2.
IЪзв’язання. 1) характеристична система мае вигляд

Ах\ _ (1хг _ Ах?, .
у[Т\ у/Е у/х̂  '

2) розглядаючи штегровш комбшацп
Ах\ _ Дх2 та йх2 _ <1x1 
у/х\ у[х^ у/хг у / Х }’ 

знаходимо два незалежних перших штеграли
и, (лп,х2,хз) = у [х \-  у[Т 2 = С], и2 (х 1,х 2,х } ) = у[х~2 - у[Ту = С2;

3) складаемо систему (4):
( 1 - у[х2 = С | ,

\ Х̂2 ~ ^Х) = С2,
ЗВЩКИ

*2 = (1 -С ,)2, X., = (1 -С, -С2)2;
4) пщетавляючи х2 та хз у початкову умову, дастанемо сп в̂вщношення (6)

Ф(С|,С2) = х2 - х3 = (1 - С2)2 - (1 - С, - С2)г ;
5) замшивши С\ та С2 на и\ та и2, остаточно знаходимо

и (Х 1,Х 2,Х з) Н (1 -  ( у / х ^ - у / ъ  ) ) ' -  (1 -  (\ ^ 7 -  л/х2 ) -  ( у /х 2 -  \[х у  ))■ =



= (1 + у[х1 - у[х[ ) - (1 + \[ху - ) .
3. Розв’язати задачу Кош1

х2р - + х 1р - + х 2х * р - = 0 ,  х, >  О, 1 = 1,2,3; « (\) =  4 + х \ .  дх\ дх2 д.Х)
Розв'язання. Тут и\ (хь х2, хз) = 4  ~ х\, а и2 (хьх2, хз) = х, - 1пхз. Тому

и 1 (Х|, Х2, Хз) = С ], «2 (Х1,Х 2,Хз) = С 2.

Отже, Г 1 - 4  = с,,
\ 1 - 1п лгз = Сг,

ЗВ1ДКИ
4  = 1-Си 
х3 = е'~С2.

Таким чином,
Ф(СЬС2)= \ -С\ - е,2(1 -Сг)

а тому
и(Х1,Х2,Хз) = 1 - (4  ■А, I + <Г,2 (1—(.VI —1пд"3)) = 1 - 4+ 4 +4е2а 1|)-

Для р1вняння (1), кр1М задач1 Копл, можуть ставитись диферен- 
щальш задач! з додатковими умовами бияыл загального вигляду. На- 
приклад, зам1сть початково'! умови (2) може бути задана умова

у(х1,х2, ...,хп) = О,

. (8) 
..... * )  = 0 ......х’ у

Схема побудови розв’язку задач1 (1), (8) аналопчна схем1 побудо- 
ви розв’язку задач1 (1), (2), а саме: записуемо систему п - 1 незалеж
них перших штеграл!В характеристично! системи р1вняння (1) I р1внян- 
няу(хьх2, ...,х„) = 0 як одну систему

и\ (хЬ Х2, ...,х„) = Сь

(9)Нц-\ (Х1,Х2, ...,ХП) — С/|_1, 
у(хь х2, ...,х„) = 0.

Розв’язуемо систему (9), якщо це можливо, вщносно змшних 
хь хг......х„ :

х, = 0)1 (СьС2.....С,/_ 1), I = 1,2, (10)
Пщставляючи знайдений розв’язок (10) у другу р1вшсть (8), замь 

нимо стал! С,- функщями и,-. Матимемо

и(хьХ2, ...,хл) = <р(и>1 (щ, и2, .... мп-О..... ^л(«1, «2......Ми-О). Ш )

Аналопчно переконуемось в тому, що функщя (И ) е розв’язком 
задач1 (I), (8).

Зауважимо, що задача (1), (8) стае невизначеною, якщо функщя 
у(хьХ2, ...,х„) е штегралом характеристично! системи р1вняння (1), бо 
Т0Д1 вона залежатиме вщ функщй и,-, / = 1,2,..., п -  1,1, отже, систему 
(9) не можна буде однозначно розв’язати вщносно змшних хь хг, ..., х„.

Приклад
4 . Побудувати розв'язок р1вняння

що задовольняе умову: 
«)

Л)

V ди . п
2 Зх, ‘ дх2 ’

_ Л = 4  У =*21-х12- 1;7 = 0

г = 0 =1. У = 4 + 4 - 4.
IЪ зв ’я за н н я . У випадку а) складаемо систему характеристик

(/Х| _ (1x2
х2 XI

,$находимо II перший (вш 1 загальний) штеграл
их= 4 + 4  = Сх

I записуемо систему (9)
( 4 + 4  = с 1- 
I  л?-^ = 1.

1ВЩКИ
4 = ]- ^ 1 , 4  = С±^±. (12)

Пщставивши другу р1вшсть з (12) в додаткову умову (8) 1 замшивши С\ на 
иI =4+4- д!станемо шукану функщю

.. ч 4 + 4 - \м(Х|,х2) ----- 2--- •

У випадку б) функщя у = 4  + 4  ~ 4е штегралом вщповщно! характеристич
но! системи. Тому задача стае невизначеною. 3 геометрично! точки зору це означае, 
що штегральними поверхнями заданого р1вняння е всеможлив! поверхш обертання 
и = Ф (4  + ■*!)> в'сь обертання яких зб)гаеться з В!ссю Ои. Зрозумкпо, що юнуе безл1Ч 
поверхонь обертання, яю проходять через коло и = I, х̂  + 4  = 4. Наприклад, парабо- 
лощи обертання и = х̂  + х? - 3, Ли = 4  + 4 ' н = -х̂  - х? + 5; сФеРа 4  + 4  + и2 ~ $ 
тощо.



5.7. К вазш н ш ш  р1вняння з частинними похщними 
першого порядку

Р1ВНЯННЯ вигляду

/ 1  (.Х\,Х2, ...,х„,и)^-  + ... + /„(х 1,х2, .... х,„ и)-^- =

= §(хи х2, ...,х„, ее) (1)
називають квазшншним.

Якщо у Р1ВНЯНН1 (1) коефщенти не залежать вщ и, тобто

Л = Л(хих2, ...,х„), г = 1,2

то дане р1вняння називають нашвлшшним 1 записують

/ 1  (хЬ Х2, ...,Х„)^- + ...+  /„ (XI, Х2.....Хп) =

-8(х\,х2.....хп,и). (2)
При цьому, якщо в останньому р1внянш функщя § -  лшшна вщ

носно и, то р1вняння (2) перетворюеться у лшшне, тобто

/ 1  (Х1,Х2, . . . , Х „ )  ~  + ... +/„(ХЬ Х2, ...,Хп)^ -  =

= §1 (Х\, Х2..... х„) и + 82 С*1. х2...... х„). (3)
Розглянемо спочатку питания про побудову загального розв’язку 

р1вняння (1). Для цього припускатимемо, що функцп та § визначеш в 
обласп С  с  К п+1.

Теорема 1. Нехай функци /,(х\,х2,...,хп,и), * = 1 . 2 т а  
$(х\, хг, ...,хп, и) — неперервно диференцсйовн'е в облаете С  с  К п+1 
/ не перетворюються в нуль одночасно в кожней точце цееё облае
те. Тоде в класе неперервно диференщйовнихфункцш еснуе загаль
ний розв’язокревняння (1)

Ф (и\ (хи х2..... х„, и)......и„ (хь х2...... х,„ и)) = 0, (4)

де Ф — довельна неперервно диференщйовна функщя, а
и\ (хь Х2.....х,„ ее)......ип (хь х2...... х,„ и) — незалежш перше ентегра-
ли системи звичайних диференщальних р 'евнянь

_____ Ах\______ _  _ ______<1х„_____  _ ____________________ ёи______  ^
/1 (Х[,х2.... х„, и) " '  /„(х,.х2....х,„ и) 8(хих2.....х,„ и) '

Доведения. Шукатимемо розв’язок р1вняння (1) в неявному
ВИГЛЯД1

При цьому вважатимемо, що функщя V мае неперервш частинш по- 
хщш за вс!ма аргум 
XI, Х2, ..., х,„ и. Тод!

о т /

хщш за вс!ма аргументами 1 —  ф 0 у деякш облает! змши змшних

дУ &у_ди_ _  0 
дх, ди дх, ’

ЗВ1ДКИ
\ - 1

дх, дх, Уди )

Пщставивши знайдеш значения у р1вняння (1), отримаемо Л1-
ОХ;

шйне однорщне р1вняння з частинними похщними

/\(Х1,Х2, ...,хп, и ) ^  + ... +/„(Х1,Х2, ...,х,„ и) |^  +

+8 (хь х2, ..., х„, м) |~ = 0 (7)
вщносно невщомоТ функцп V.

Навпаки, нехай функщя V = V (х1,х2, ...,х,„ ее) е розв’язком р1в- 
няння (7). Тод1 функщя и = и(х\,х2, ...,хп), яка задовольняе функ- 
цюнальне р1вняння (6), буде розв’язком р1вняння (1).

Д«/ 017 Д
Справд1, пщетавляючи значения —  = - — -г- в (7), д1станемо (1).дх, ои охI

Отже, для побудови загального розв’язку р1вняння (1)досить побудува
ти загальний розв’язок допом1жного р1вняння (7) 1 записати цей розв’я 
зок у форм1 (6).

Нехай и\ (хь х2, ..., х,„ и).....ип (х\, х2...... х,„ и) — незалежш перил
штеграли системи (5). Тод1, як вщомо, множину розв’язюв р1вняння (7) 
можна описати формулою

V (хь х2, ..., х,„ и) = Ф (И1 (хь х2, ..., х,„ и), ..., ип (хь х2, ..., х,„ и)), (8)

де Ф — дов1Льна неперервно диференщйовна функщя.
Згщно з теоремою 1 §5.5 розв’язок (8) р1вняння (7) е загальним. 

Записавши його у форм1 (6), дктанемо в неявному вигляд1 загальний 
розв’язок р1вняння (1). Теорему доведено.

Приклади
Побудувати загальний розв’язок диференщальних р1внянь.

' 8 < > - ад-
гвз



и2 (х -  3у)
Лх _  _Лу________Ли
х у 

Загальний розв’язок р1вняния
Лх _  Лу
X у

мае вигляд ху = С\. Тому функщ я (х,у, и) = ху е першим штегралом характеристи
чно! системи.

1нтегруючи р1вняння
Лх Ли
Х ' и 2( х - ^ ) ’ 

знаходимо ще один перший штеграл и2 (х, у,и ) = и + ^  =

Тому, згщно з (4), загальний розв’язок початкового р(вняння мае вигляд

х

2. V ди , ди , ,  ди _
х'д ^ +х2&г2+х* щ - и- (9)

Розв’язання. Складемо систему характеристик
ЛХ\ _ ЛХ2 _ ЛХ3 
х, ~ х2 ~ хз

I I  ш тегровш  комбшаци очевидш:
Лхз _  Лх± Лхз _  Лх2 Лх* _  Лм 
дг.ч “  Х\ ’ Ху ~ х2 '

О тж е , першими штегралами будуть функцп

Ли
и

хз

Х\ х2и\ = и2 = —хз' "*
Тому загальний розв’язок р1вняння (9) мае вигляд

“3 = х~'

ф(М X, ± \ 0
\х3 хз)

Р о зв ’язок р1вняння (9) можна отримати \ в явнш  форм1, якщ о розв’язати останне 
сш ввщ нош ення вщносно функцп и :

м=М й ’й)'
де у  -  д овиьна неперервно диференщйовна функщя.

Справд!, позначивши —  = и>\, —  = 'и>2, матимемоХз А'з
ду дин ........ ду ди>2 ^

1 3  ди\ дх\ 2 'дш 2 дх2 ^  ъ

д у д у  д у= -*1 + Х2 3х- + Хзу -  ТГ2-  Х\да>\ дш-> ' т  да>1

XIИ-̂ =- + Х2 о— ОХ 1 ОХ 2

2 (  д у  да>] д у да>2 \ _
3 \ д(0 \ дхз + дан дхз )

ду XI х2\- х2 -5-=- = Хз У —  , —  = и. да>2 т \хз х з!

= 0.

IЪ зв ’язання. Система характеристик мае вигляд
Лх\ _ Лхг _ Ли 
х\и ~ х2 0  '

Останне вщношення в цш систем! е симв0л 1чним I означае, що Ли = 0. О тж е ,

и\ (Х |,Х2, и) = и = С|,

н з штегровно! комбшаци
ЛХ\ _  ЛХ2 
С\Х] ~ х2

«находимо ще один перший штеграл

и2 (Х],х2, и) = и 1пх2 -  1пх) = С2.

Тому загальний розв’язок даного р1вняння можна записати у  вигляд1

Ф(м, « !пх2 - 1пх0 = 0.

4 .
| +{1 + ^ ) |  = 1.

Розв’язання. Система (5) матиме вигляд
Лх _  Лу _  Ли 
1 1 + Ци - у 1

II перилш теграли можна знайти з штегровних комбшацш
Л {и - у )

I ди

Лх = Ли, Лх = -

;| саме:
« I (х, у, и) = и - х = С\, и2 (х, у, и) = 2х + 3 (м -  у ) 5 = С2. 

Тому загальний розв’язок р1вняння в неявнш форм! мае вигляд

ф(и-х,2х + 3-^(н-у)2 | = 0.

К р 1М того, легко переконатися, що дане р1вняння мае розв’язок и = у, який 
не входить у  множину щойно знайдених розв 'язю в. Такий розв’язок називають спе- 
шальним. В ш  вщповщае розв’язку V = 0 р1вняння (7). Справда, поклавши V = и -  у
I пщставивши значения V  в р1вняння (7 ) для нашого прикладу, щстанемо тотожн1сть

-|1 + У у  | + 1 = л[У н  0, яка можлива лише при V = 0.

Розглянемо тепер задачу Койл для кваз1Л1Н1Йного р1вняння з час
тинними похщними.

Не обмежуючи загальшсть м1ркувань, будемо вважати, що
/1  (х ь х2> ...,х „, и) ф 0,

и тому 1 початкову умову задаватимемо при фжсованому значенш змш- 
ноГ XI. Тода задача Кош1 для р1вняння (1) полягае в тому, щоб знайти

(0)такии його розв язок, якии при х\ = х\ задовольняе початкову умову



и (х(10),х2, ...,х„^ = <р(х2,х3, . . хп), (Ю) I

де <р — наперед задана неперервно диференщйовна функщя.
Для побудови розв’язку задач) Кош1 (1), (10) будемо Д1яти так 

само, як 1 у випадкулшшного р1вняння (1) § 5.6. 3 щею метою запишемо
,,, (0) п незалежних перших штегралш системи (5) при х\ - х\ :

мемо

I (0) \ ~и 11x1 , х2, ...,х„, и\ = Сь
...................................

{ (0) \ ^«/(1x1 , Х2...... х,„ и\ = Сп.

Розв’язуючи систему (11) вщносно змшних хг, хз, 

х2 = (о2 (Сь С2.....С„),

(П )

х,„ и, мати-

(12)X;, — (О,, (С], С2, ..., Сп), 
и = ш (Сь С2, ■ • ■, С,,)-

Розглянемо тепер функщю и (хь х2, ..., х„), визначену неявно сшв- 
вщношенням

V (хь ...,х,„ и) = со(ии ип) - 

-<р(а)2 (щ, ..., и„), ...,со„{иь и,,)) = 0, (13)
де

и\ = и\ (хь ---,Хп, и), ..., и„ = ип (хь ...,х,„ и).
Осюльки змшш хь хг, .... хп, и входять до Л1ВоТ частини сшввщ

ношення (13) через штеграли и\, и2, ..., ип системи (5), то функщя

и = и(хьХ2, ...,х„),

визначена неявно за формулою (13), буде розв’язком р1вняння (1). Кр<м
того, вона задовольняе початкову умову (10). Справд!, при X] = XI 
функцп щ обертаються в С„ г = 1,2, ...,л, (р1вноеп (11)), а функцп 
и>2, а»з, ..., со,,, со вщ цих аргументе, згщно з (12), дадуть вщповщно 
хг, хз, ..., х,„ и. Тому

(0)и (х(1 \ х2, ..., хн| = <р (х2, хз, ..., х,,)-

Отже, формула (13) визначае розв’язок задач1 Кони (1), (10).
Таким чином, можна запропонувати наступну схему розв’язуван- 

ня задач1 Кош1 (1), (10):

1) складаемо вщповщну характеристичну систему;
2) знаходимо п незалежних перших штеграл!в системи характеристик;
3) складаемо систему функщональних р1внянь (11). Розв’язуемо II вщ
носно змшнихх2, хз, ..., х„, и :

х, = а>1 (Сь С2, ..., С„), 1 = 2, 3,..., п, и - со (Сь С2, - ■ -, С„ ) ;
4) записуемо функщональне р1вняння (13)

а> (Сь С2.....С„) -
-<р(ш2 (Сь Съ .... С„ ) , ..., со,, (Сь С2, ..., С,,)) = 0; (14)

5) пщставляючи в (14) зам1сть С,- перил штеграли м, (хьх2, ...,х„,и),
I = 1,2..... п, Д1Стаемо

V (хь хг, ..., Хц, и) = 0; (15)
6) розв’язуемо, якщо це можливо, р1вняння (15) вщносно функци
« = «(хьх2, х„)-

Приклад
Г>. Розв’язати задачу Кони

„ди . диХЖ +УИу = и- дг2->’2> “ (х,-2) = ч>(х)=х-х1.
Розв’язання. Складсмо систему характеристик

4* - У̂. - Аи 
х у и-х2 -у2'

Використовуючи метод штегровних комбшацш, знаходимо два незалежних перших 
Ытеграли:

■) = V  ’ ЗВ'ДКИ “ 1 (*->’- “ ) = \ = Сйл у Л
С) ОСЮЛЬКИ

Ох _ 1хйх 2у с!у 
х 2х2 2у2

Ли _<1(и+х2+у2)

ТО
и- х1 - у2 

и + у2 + х2и2 (х, у, и) =
Для нашого випадку запишемо систему (11) 

к, (а, -2, и) = = С,.

/ \ и ■+■ л~“ + 4и2 (х, -2, и) = --- ---- = С2,

и + х2 + у2

: Ст.

1В1ДКИ
2 2С: 4

* "  С, ’ и ~  С, с 2
Скориставшись формулою (13), матимемо



_ 2 ^ _ ± _ 4 - - А _ ±  
С, С2 С, С ]’

або
С2 +2С, = 1.

Атому, тдставляючи зам1стьС1 1С2 перш! штеграли,Метаемо 

Отже,

и+х2^  +2 у _ 1=0 
д: а

и= х-х2-у2-2у.

Як ДЛЯ ЛШШНОГО однорщного р!ВНЯННЯ, так I ДЛЯ КВаЗШНШНОГО, 
кр1м задач1 Коал, ставляться задач! з б1льш загальними додатковими 
умовами. Так, наприклад, заметь початково! умови (10) може бути за
дана умова типу

И г = 0 = ?<*>

або, що те саме,
у(х\,х2, ...,хп) = 0, и = (р(х\,х2.....х„), (16)

де у та ц> — задаш неперервно диференцшовш функцп.
Схема побудови розв’язку задач1 (1), (16) аналопчна схем1 розв’я- 

зування задач 1 Койн (1), (10). А саме, записуемо п незалежних перших 
штеграл1в системи (5) 1 р1вняння (16) у вигляд! системи

щ (лг 1, Х2, • ••> хп, и) = Си 1 = 1,2,..., п, 
у(х[,Х2, х „ )  = 0, (17)
и = (х], Х2, • • •» х̂ ),

яку розв’язуемо вщносно змшних X I, Х2, х,„ и I, отже, знаходимо,
згщно з (12), залежшсть вигляду

х, = со, (С\, С2> • • •> Сп), I 1, 2,..., и, (18)
и = 0)(С\,С2, ....С„).

Пщставивши (18) в останню р1вшсть (17), дктанемо функцюналь- 
не р1вняння типу (13).

Замшивши С, на отримаемо р1вняння
со {и 1 (лг 1, ..., Хп, и) , ..., (х|, . . х„, и))
-у(и>\ (щ, и„), ..., со,, (щ .....и,,)) = 0, (19)

що визначае шуканий розв’язок. Зауважимо, що р!вняння (19) шод1 
проспше отримати 13 системи (17), безпосередньо виключаючи з не! 
ЗМШШ Хь Х2......х,„ и.

Приклад
(*. Знайти розв’язок р1вняння з прикладу 5, для якого

у (х, у) = у - х2 = 0, и = 2х.

Розв’язання. Тут система (17) матиме вигляд
У и + х2 + у2 2и\ = - = Сь «2 = --- ----  = Сг, у = х , и = 2х.

Виключимо з не! змшш х, у та м. Д1станемо залежшсть М1Ж С) 1С2, а саме:

2 + С, + С, = С2.

Замшивши в останньому стввщношенш С, та С2 на м, та м2, матимемо р1внян- 
ни (19), зв1дки

м = 2х + V + К  - х2 - V2. дг

5.8. Геометричне тлумачення розв’язм'в квазшшйного 
ргвняння з частинними похщними першого порядку

На вщмшу вщ лшшного р1вняння, у квазШншному характеристи
ки м1стяться вл + 1-вим|рному простор! зм1нниххь хг......х,„ и. З ’ясуе-
мо зв’язок М1Ж характеристиками I штегральною поверхнею р!внян- 
ня (1) §5.7. Для спрощення розглядатимемо квазшншне р1вняння з 
двома незалежними змшними

/1 (х, у, и) ^ + / 2  (х, У’ и)^ ,= 8  С*. Д'. ч). (1)

Нехай и = и(х,у) -  розв’язок р1вняння (1), визначений в деякш 
област1 О с  К 2, а

д; = х([), у = у(() - (2)

гладка крива, що належить О. Тод! на щй кривш и(х(1), у{()) = и(1) е функ- 
щею змшно! I.

Виберемо криву (2) так, щоб!! дотичний вектор ( ‘Щр-, у кож-\ (11 )
Н!Й точц! зб|гався з вектором (/1 (х(Г), у(0, и(()), /2 (4/), у(1), и(1))).

Для цього мають виконуватися р1вност1

^  = Л  (Х(1), у(1), и(0), ^  = /2 (х(/), у(1), и(1)).

Диференшюючи функщю и(1), 1 враховуючи, що и(х, у) — розв'я- 
зок р|вняння (1), Д1стаемо

Ли _  ди(х(1),у(1)) (1х(1) ди (х(1),у (1 )) с!у([) ди(х(1), у(1)) г , ^ чч
а  -  — Тх------ 1 Г  + — ^ ------ ё Г  = — Тх— ш ' у{1)’ и { ( ) )  +



+ди (х(̂ ’>(0)/2 (х(0, у(0, м(0) = 5 (40, у(0, и(0).

Отже, Р1ВНЯННЯ

х =  х(0, У -  у (0 > и -  и{1),

що визначають шукану криву, мають задовольняти систему звичайних 
диференщальних р1внянь

~  = /1 (х, у, и), ^  = /2 (х, у, и), ^  = 8 (х, у, м), (3)

або в симетричнш форМ1
Лх _  Лу _  Ли

/, (х, у, и) /2 (х, у, м) § (х, у, м) '
Систему (3) також називають характеристичною системою р1в- 

няння (1), а II штегральш крив1 у простор1 змшних х, у, и — характе
ристиками ЦЬОГО Р1ВНЯННЯ.

Коеф|щенти р1вняння (1) визначаютьу простор! К 3 векторне поле

/ (Р ) = ( /\ ( П  М П  8 (Р ) ) ; Р  =  (хо, уо, «о).

Якщо точка Р  належить штегральнш поверхш 5 : и = и(х,у), то
вектор

- (р , _  Iди (х0, Уо) ди (х0, уо) . \
'П Г> - {  дх ’ ду ’ )

е ортогональним до поверхш и = и{х,у) в точщ Р(хо,уо, м0), де 
мо = и(хо,уо)- Тод1 р!вняння (1) можна записати у вигляд1 скалярного 
добутку

' = 0. (5)(п(Р),/(Р))

Таким чином, вектори п (Р) та 7 (Р) перпендикулярш.
Теорема 1. Якщо повврхня 5 . и = и(х,у) у кожнш свош точ- 

щ Р(хо, уо, щ) дотикаеться до характеристики р1вняння (1), яка 
проходить через точку  Р(хо, .Уо, мо), 5 е штегральною поверх- 
нею ршняння (1).

Доведения. Нехай Р(хо, уо, мо), щ = м (*о, Уо) — довшьна точка по
верхш 5. Розглянемо штегральну криву (характеристику)

х = х(/), у = у(0, и = м(0, (6)

яка проходить через точку Р, тобто нехай для деякого I = Го 

хо = х(/0), Уо = у(/о), щ = и(1о).

Запишемо р1вняння дотичноТ площини до поверхш 5 у точщ 
Р(х0, уо, мо) :

Дм (х(), уо) . ди (хо, уо) , .дх (х - х0) + —  (у - Уо) = и - м0-

За умовою теореми характеристика дотикаеться до поверхш 5 у 
точщ Р(х0, уо, м0), а тому вектор (х'(/о), у'Оо), м'(̂ о)), що дотикаеться до 
характеристики, перпендикулярний до вектора п (Р), тобто

<Зм(хо,уо) ч , ди(хп,у0) , л—  -* Ш  + — —  у ио) = » ио)- (7)
Осюльки функцн (6) е розв’язком системи (3), то

~  = А Ш ) ,  у Ш  и Ш  ^  = /2 (х(/о), У(1о), и(/0)),

= 8 (*('о)> у(/о), м(/о)).
Тод| з р1вност1 (7)д1станемо

- - (2 ’ ' ° ) / |  (х о, Уо, « о ) + д“ (> >(|)/ 2 (Х0] у 0> щ )  = 8  (Х (), у 0> Мо).

Це 1 означае, що функщя м = м(х, у) задовольняе р1вняння (1) при 
х = х0, у = уо. Враховуючи довшьшсть точки Р(хо,уо, ио) поверхш 5, 
приходимо до висновку, що функщя м = и (х, у) е розв’язком р1внян- 
ня (1). Теорему доведено.

Осюльки
(х'(/0), у'('о), и ((о)) = (/1(х0, уо, но). Ы хо, Уо, «о), (̂хо, Уо, т ) )  =

= (/1 (Р),М Р),8(Р)) = КР),
то характеристика 1 1нтегральна поверхня, яю проходять через точку Р, 
дотикаються до вектора I (Р). Тому штегральну поверхню можна "склеТ- 
ти" з характеристик, а саме слушною е теорема 2.

Теорема 2. Якщо Ытегральна поверхня 5 : и = м (х, у) м к т и т ь  
точку  Р(хо, уо, мо), то  через цю точку проходить характеристи
ка, яка повнктю  належить поверхт 5.

Доведения. Для системи

^  = А  (х, у, и), ^  = /2 (х, у, и), 

де и = м(х, у), задамо початков1 умови:
х(0) =х0, у (0) = у0.

Нехай (х(0, у(0) — розв’язок зазначено! задач! Кош1. Крива



Т : х - х(1), У = у(0, « = и(1) = и (х(Г), у(0)
належить штегральшй поверхш5. Покажемо, що Г  е характеристикою. 

Справди осюльки функщя и(х, у) е розв’язком р1вняння (1), то

Теорему доведено.

Приклади
Знайти штегральш поверхш диференщальних р1внянь.

'̂ Дц ди I
дх ду

Розв’язання. Тут характеристична система мае вигляд
4*. - 1 42. - 1 4л - 1 
Л ’ Л ’ Л

а тому характеристики
а  = г + хо, у  = I + >'о. и = I  + иа (8)

утворюють сукупшсть прямих, паралельних вектору 7(1, 1, 1). Отже, жтегральними по
верхнями е цилждричш поверхш з тв1рними, паралельними вектору I.

Перил жтеграли и\ = х-у = С\ та и2 = у—и = С2 визначаютьдв1 сукупносп пло
щин, що М1стять прям! (8). Загальний жтеграл Ф(х - и, у - и) = 0 визначае поверхню, 
утворену Л1шями сукупноеп (8), яю проходять через криву Ф(х,у) = 0, и = 0.

Зокрема, якщо такою кривою е коло х2 + у2 = 4, и = 0, то вщповщний штеграл
(х - и)2 + (>’ - и)2 =4

з геометрично! точки зору е елштичним цилшдром, утвореним прямими (8), що пере- 
тинають дане коло.

(м - у) %. + (дг ~ м) ду = у ~ х 
Розв’язання. 1нтегровж комбшаци вщповшно! характеристично? системи

14х _ 4у _ Аи 
и - у х - и V - х

мають вигляд <1х + Ау + Аи = 0 \ хс1х + у<1у + иАи = 0, а тому першими штегралами е 
функцп

1Л\ (х,у, и) = .V + у + и
та

и2 (х, у, и) = х2 + у2 + и2.
На характеристик функци и\ \ и2 — стал1. Перетином площини и\ = С\'\ сфери 

и2 = С2 е коло, центр якого належить прямш х = 1, у = I, и = I.
Отже, загальний розв'язок визначаеться неявно за допомогою р1вност1

Ф (х + у + и, х2 + у2 + и2) = 0 
(штегральш поверхш е поверхнями обертання навколо прямо!х = I. у = I, и = I).

3. Знайти поверхш, дотичш площини до яких вщтинають вщр1зок стало! довжини т  на 
ОС1 Ои.
Розв’язання. Запишемо р|вняння дотично! площини в точщ (х,у, и):

Покладемо X = У = 0. Тод!

Ц = и - & х - & у т .  дх ду
Першими штегралами системи

Ах _ А У _ с! и
х у и - т

€ функщ? «1 ее  ̂ = С| та и2 = и ~ т  = С2, а тому загальний штеграл матиме вигляд 

ф (^, и ~ т ) = 0 (штегральш поверхш е конусами з вершинами в точщ (0,0, т)).

5.9. Р|вняння Пфаффа
Диференшальне р1вняння

/1 (Х1,Х 2, ...,хп)(1х\ + ... + /п (х  1,х2, ...,х„)с1хп = 0, (1)
де /  : (С  с  К п) -> К  — неперервно диференцшовш функци, називають 
р1внянням Пфаффа*.

Нехай, спочатку, п = 2. Тод1 р1вняння (1) матиме вигляд
Р  (х, у ) с1х + <2 (х, у ) с1у = 0. (2)

Р1вняння (2) е звичайним диференщальним р!внянням першо
го порядку, теор!ю 1нтегрування якого розглянуто ран1ше. Зокрема, 
для вщшукання 1Итегрувального множника, взагал! кажучи, потр1бно 
розв’язати Л1И1Йне р1вняння з частинними похщними першого порядку

с * л а й й - , и л * й й =/1(ц е _ * в )  (3)

тобто знайти незалежн1 перш! 1нтеграли наступноТ системи звичайних 
диференщальних р!внянь:

Ах _  йу _  ф (4)

Надал! розглядатимемо випадок п = 3. Для спрощення введемо 
позначення х\ = х, х2 = у, хз = г, /\ = Р, /г = О, /з = Я. Тод1 р1внян- 
ня (3) набуде вигляду

‘Йоганн Пфафф (1765—1825) — нгмецький математик.



Р  (х, у, 7,)(1х + <2 (х, у, I) с!у + К (х, у, г) ( II = 0. (5)
1нтегралом р1вняння (5) назвемо таку залежшсть М1Ж змшними 

х, у та г, при яюй р1вшсть (5) перетворюеться на тотожшеть в облас- 
Т1 С.

Якщо вказану залежшсть можна записати у вигляд1 и(х,у,1) = О 
(або в параметричнш форМ1 х = х((, т), у = у((, т), г = г(1, г)), то назива- 
тимемо п двовим1рним штегралом або штегральною поверхнею р1внян- 
ня (5).

Якщо ж штеграл р1вняння Пфаффа можна подати у вигляд! систе
ми сшввщношень

и(х, у, г) = О, и{х, у, г) = О
(або х = х(1), у = у(0. г = г(0). то таку залежшсть М1Ж х, у та г нази- 
ватимемо одновим1рним штегралом або штегральною кривою (лш1ею) 
Р1ВНЯННЯ (5).

Позначимо через/, % к координатш орти в простор! К 3. Розгля
немо в К 3 векторне поле Р, визначене коеф1щентами р1вняння Пфаф- 
фа (5):

Р  (х, у, г) = Р  (х, у, т.) 1 + 0. (х, у, г) ]  + Я (х, у, г) к.
Нехай штеграл р1вняння (5) визначаеться векторною р1вшстю

г = г(х, у, г) = XI + у]  + тк,
ТОД1

(Гг = (1x1 + йу] + (1г.к.
Отже, р1вняння (5) р1вносильне р1внянню

Р  (х, у, г) (Гг (х, у, г) = 0. (6)
Тому, якщо 5 е штегральною поверхнею р1вняння (5), то векторне 

поле Р  в кожнш точщ ще! поверхш ортогональне дотичнш площиш у 
данш точщ.

Як вщомо,

або у символ!Чному запиа

дК\
дх ) \дх ду) ’

г ] к
д_ д_ д_
дх ду дг
Р (2 К

Якщо Р 2 + О1 + К2 ф 0, то р1вняння (5) визначае одну 13 змшних 
х, у, 1 як функщю решти двох (маемо одне р1вняння, а змшних дв1), тому 
ДЛЯ розв’язання ЦЬОГО р1ВНЯННЯ П0тр1бш ДОДЭТКОВ1 умови, ЯК1 роблять 
його щлком визначеним.

Нехай, наприклад, поле Р  е потенщальним, тобто Р  = §гас! и. Тод1
г, ди ъ  ди г, диг = , <2 ~ * л = —дх ду дг

\ р1вняння (5) матиме вигляд
(/и = 0.

Отже, шукаш поверхш е поверхнями р1вня и(х, у, г) = С потенщально! 
функцп и. При цьому Л1ва частина р1вияння (5) е повним диференщалом 
функцн и, якузнаходятьзадопомогою криволшшного штегралу другого 
роду

(*.>«)
и (х, у, г) = ^  Р(1х + ^(1у + К (11 = С, (7)

(хо.уо.го)
причому штеграл обчислюеться по довильнш кусково-гладкш кривш, 
що з’еднуе точки М0 (х0, уо, го) I М  (х, у, г).

Нагадаемо, що умова потенщальноеп поля мае вигляд го1/г = О,
тобто

^ _ ^ = 0 — - — = 0 — - ^  = 0 (оч
дг ду ’ дх дг ду дх

Якщо виконуеться умова (8), то р1вняння Пфаффа називають щл
ком штегровним.

Приклади
1. Зштегрувати р1вняння

(6л + уг) с!х + (хг - 2у) Ду + (ху + 2г) Дг = 0.
Розв’язання. Уданому випадку

Р  = 6х + уг, <2 = хг - 2у. К = ху + 2г,
тобто 

Осюльки

то
го1Р  = 0.

Таким чином, штегрування даного р1вняння зводиться до вщновлення функцп за п ди-
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Г  = (6х + уг) / + (хг - 2у) у + (ху + 2г) к.

дО_ _д К  _ у дК _д Р  _ дР_дО __
дг ду дх дг ду дх



ференщалом
(*у.г)

и (х, у, г) = I  (6х + уг) Ах + (хг - 2>0 Ау + (ху + 2г) с!г.
(0,0,0)

Як шлях штегрування виберемо ламану, ланки якоТ паралельш осям координат.
ТОД1 Л У I

и (х, у, г) = | 6л Ах + (—2>0 с1у + [  (ху + 2г)Аг = Зх2 - у2 + г2 + хуг.
о о о

Отже, шуканим штегралом е
Зх2 - у2 + г2 + хуг = С.

2. Розглянемо електростатичне поле, породжене точковим зарядом д, що метиться в 
початку координат тривим1рного простору. Нехай вектор напруженосп Ё електричного 
поля точкового заряду мае вигляд

Ё = р1 + о ] + Кк,

де

г = у] х2 +у2 + г2,
ео - електрична стала.

Осюльки поле потенщальне = о|, то еквшотенщальними поверхнями цьо
го поля, тобто поверхнями, ва точки яких мають один 1 той самий потеншал и, е штег
ральш поверхш р1вняння Пфаффа

ЧХ , Ах + ЧУ - Ау + 41 , Аг = 0.Ллеог ЛлЕог 4/гео г
Потенщал електричного поля Ё  точкового заряду знаходимо за допомогою кри- 

ВОЛ1Н1ЙНОГО штеграла
Т  я(хАх + уАу + гДг) _ и (х, у, г)-и  (х0, >’0, го) = - ]  ----- --- -----г  -

<зд>.а» 4л-в0(^ +У2 +г2)-

Я
4яе(| 4яе(| \г  г{)1у/х2 + у2 + ~ ^д2 + у- + ^

При цьому знак "мшус" перед штегралом вибранотому, щоЁ = -§га<1и. Таким чином, 
еквшотенщальними поверхнями електричного поля точкового заряду, розташованого 
в початку координат, е концентричш сфери х2 + .у2 + г2 =С.

Якщо векторне поле Р не е потенщальним, але шсля помноження 
вектора Р на певну скалярну функщю ц воно стае потенщальним, то 
р1вняння (5) буде щлком штегровним.

При цьому функщю р, як I у двовим1рному випадку, називають

1нтегрувальним множником. Отже, умовою щлковитоГ штегровносп 
р|вняння (5) е умова 1снування штегрувального множника. У векторнш 
форм1 вона матиме вигляд

Р  го1Р ~ 0. (9)
Справди нехай сшввщношення и(х,у,г) - 0 задае штегральну 

поверхню 5 р1вняння (5) в обласп С. Осюльки вектор [ — , — , — 1 е\ах ду дг)
нормальним до поверхш 5, то 13 сшввщношення (6) випливае, що у будь- 
нкш точц1 (х, у, т) е 5 вектори [ ^ ^  , ~ ) 1 (Р , (2, Щ паралельш, тобтоV дх ду дг)
кнуе скалярна функщя р (х, у, г) така, що

Р  (х, у, г) =р (х, у, г) ди(х̂ ' 1), о  (х, у, г) = р (х, у, г) (х'у’г)дх ду

К  (х, у,г) = р (х, у, г) ди (х, у, г) 
дг

Отже, скалярний добуток Р го1р можна записати у вигляд!

Р  го1/*' = (1е1

, ди ди ди
VТх ^ г

д_ д_ д_
дх ду дг

,ди ди ди
»Тг

(Ю)

Розкриваючи отриманий визначник, з урахуванням р^вносп мша- 
них частинних похщних функци и, дастанемо умову (9). У координаций 
форм| запису ця умова матиме вигляд

дК дв) + п (дР дК\ + в(Ю  др\ - п пи

Метод, який застосовують у цьому раз! для штегрування р1вняння 
Пфаффа, полягае в тому, що одну 13 зм1нних, наприклад г, вважають 
сталою. Тод1 отримуемо диференшальне р1вняння

Р  (х, у, г) с/х + о  (х, у, г) с1у = 0, (12)

в якому г е параметром, а тому штеграл р1вняння (12) мае вигляд

и (х, у, г) = С (г).
Покажемо, що функщю С (г) можна вибрати так, щоб задовольнити 
Р1ВНЯННЯ (5).



Диференщюючи останню тотожшсть, дктаемо

Коефщенти при диференщалах р1внянь (5) I (13) мають бути 
порцшними, тобто

диЖ
дц ди 
ду _  Ш
е "

- с и )
р е  «

Таким чином, функщю С' (г) можна визначити з р1вняння

%  | - с м
Р Л

осюльки за умови (9) воно м1стить лише г, С  (г) \С{г) = и (х, у, г).

(13) 

про-

(14)

(15)

3. Зштегрувати р1вняння 

Розв’язання. Тут

Приклад 

уг Ах + 2x1 Ау + ху Аг = 0. (16)

р = уII + 2x1] + хук, Т01Р = —XI + тк
1

Р  гоьР = 0.
Осюльки К = ху Ф 0, то, вважаючи г сталою, матимемо

у Ах + 2х А у = 0,

ЗВЩКИ
ху2 = С ^ С (г).

Знаходячи диференщал, дастаемо

у1Ах + 2ху Ау - С' (г)Аг = 0.

Враховуючи пропорцшшсть коефщ1ент1в р1внянь (16) 1 (17), матимемо

: * 0,

(17)

у1 2ху С’ (г) 
уч ~ 2x1 ху

звщки
У _ -С’ (г)
г ху

або

тобто
С М
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Функщя С(г) = ^ , де А — довшьна стала, е розв’язком останнього р1вняння. 
Отже, перший штеграл р1вняння (16) мае вигляд

х/г = А.
Якщо// = ц(х,у,г) — штегрувальний множник диференщального 

р|вняння (5), то вираз цРА:с + //0Ау + /лКАг е повним диференщалом. 
При цьому криволшшний штеграл

(х.ул)
и (х, у,г)=  ^  цР Ах + ц() с1у + рК Аг

{Х0,у0,ю)

визначае розв’язок р1вняння (5).
Зокрема, для р1вняння (16) штегрувальним множником, наприк- 

лад, е функщя /л (х, у, г) = у.
Помноживши обидв1 частини (16) на у, Метаемо

у2г Ах + 2хуг Ау + ху2 Аг - 0. (18)

Л1ва частина останнього р1вняння е повним диференщалом функ-

А(ху2г) = 0,

,2.

цп ху2г. Отже, 

звщки
ху г = А.

Якщо умова (9) не виконуеться, то р1вняння (5) не е щлком штег- 
ровним. При цьому розглянемо р1ВНЯННЯ Д0В1ЛЬН01 ПОВерХН1

5* :г  = г(х,у).

Якщо штегральна Л1шя / р1вняння (5) розташована на 5*, то одночасно 
виконуються умови

г = г(х,у), РАх + ()Ау + К(1т. = 0, Аг = Ах + дг̂ -—- Ау,ох ду
тому

{р (х, у, I  (х, у)) + К  (х, у, г (х, у)) д-~ - ^ Ах+

+ [о. (X, у, г (х, у)) + К(х,у,г{х,у)) д- ^ г У у  = 0- (19)

Отже, якщо ч>(х,у) = 0 — штеграл р1вняння (19), то л1шя I, виз- 
начена сшввщношеннями 1р(х,у) = 0 1 г = г{х,у), е штегральною для 
р1ВНЯННЯ (5).



4. Зштегрувати р1вняння 

Розв’язання. Тут

Приклад 

гЛх + (х - у)Лу + гуЛг = 0.

Р  = & + (х - у) ]  + угк, то1Р = а  + у + к

Р  го[Р = г + (х - у) + уг,
тобто умова (9) не виконуеться. Знайдемо штегральш крив1 р1вняння (20), як! належать 
площиш г = 1. 3 початкового р1вняння матимемо

йх + (х - у) Ду = 0.
Отже,

х = у - 1 + Се у,
де С — довольна стала.

Таким чином, система
( г = 1  
\ х = у- 1 + Се~у

визначае однопараметричну ам’ю штегральних лшш р1вняння (20), яю належать пло- 
щиш г = 1.

Зауважимо, що запропонований алгоритм вщшукання штеграль- 
них лшш р1вняння (5) можна використати 1 для побудови штегральних 
поверхонь, як! проходять через задану точку (хо, уо. го) облаеп С, якщо 
виконуеться умова (9). Справд1, нехай поверхнею 5* е площина г = го- 
Тод! сшввщношення (19) набувае вигляду

Р  (х, у, го) с/х + в  (х, у, го) с!у = 0. (21)

Позначимо через у = у(х) розв’язок р1вняння (21) з початковою 
умовою у(х0) = уо- Побудуемо штегральш лши / р1вняння (5), яю розта- 
шоваш в площиш х = а \ проходять через точку (а, у(а), го)- Сукупшсть 
цих лшш 1 визначае шукану штегральну поверхню р1вняння (5).

Приклад
5. Побудувати штегральну поверхню ргвняння

Лх Лу Дг = о
хг ” ■ (22)уг хг ху 

що проходить через точку (1,1,1).
Розв'язання. Легко переконатися, що для р1вняння (22) виконуеться умова (9). Пок- 
ладаючи г = 1, матимемо наступну задачу Кошк

=0> у(1) = 1.у  х  7
Отже, х2 + у2 = С\ = 2. На площиш х = а виконуеться сшввщношення

ЗВ1ДКИ

^  + &  = о,аг ау

у2 + г2 =С2 = 3 •

сфера х2 + у2 + г
■ а , тому шуканою 1нтегральною поверхнею еТаким чином, х = а 1 у2 + г2 = 3

2 = 3.
Зауважимо, що шукану штегральну поверхню можна знайти безпосередньо, 

враховуючи, що функщя ц(х, у, г) = хуг е штегрувальним множником р:вняння (22).

5.10. Класифгкащя диференщальних р1внянь 
з частинними похщними другого порядку

Розглянемо диференщальне р1вняння другого порядку вщносно 
функцп и = и (хь х2, . . х„) в загальному випадку

П П

2 2 >
'=1 7=1

•и (х\, Х2, - - -, хп) * “х. + /  (хь хг,..., хп, - 0. (1)

Методи розв’язання таких р1внянь визначаються виглядом квад
ратично! форми

П П
■■:Х„) 1/1 ]

,= 1 >1
(2)

у КОЖН1И точщ (0) (0) (0) 
X I ,Х 2 , Хп | деяко! облаеп С  с  К п. Як вщомо

111], за допомогою неособливого лшшного перетворення
П

и = ^  Ънд,, с!е( \\Ьи\\ ф 0, (3)
/=|

квадратичну форму (2) в точщ Мо можна звести до каношчного вигляду
г т

V 1 2 V* 2
2^ ф  - 2^ я  ’ т  - п’
1=1 1=г+1

причому, зпдно 13 законом (нерцИ квадратичних форм, кьльюсть додат- 
них, вщ’емних 1 таких, що дор1внюють нулю коеф|щент!В канон1чного 
вигляду не залежить вщ способу перетворення (3).

Залежно вщ цього р1вняння (1) в точщМо може належати до трьох
Р13НИХ ТИП1В.

Якщо т  = // I в точщ Мо вс1 п коеф1щент1В канон1чного вигляду 
квадратично! форми мають однаковий знак, то р1вняння (1) називають 
р1внянням ел1птичного типу в точщ М0 е С.



Якщо т  = п \ в точщ Мо деяю коефщенти каношчного вигляду
квадратично! форми набувають р1знихзнаюв, то р1вняння (1) називають
р1внянням ппербол1Чного типу в точщ Мо е С.

Якщо ж в точщ Мо хоча б один з коеф1щент!в каношчного вигляду
квадратично! форми дор1внюе 0, то р1вняння (1) називають р1внянням
парабол1чного типу в точщ Мо-

/ (0) (0) (0)\ .Для кожно! точки т  ,Х2 11снуе, взагал! кажучи, свое пе-
ретворення змшних, яке зводить р1вняння (1) до найпроспшого (ка
ношчного) вигляду. Можна показати, що диференшальш р1вняння, яю 
мають б1льше двох незалежних змшних, у загальному випадку немож- 
ливо звести до каношчного вигляду навггь в як завгодно малш область 

Якщо ж Р1ВНЯННЯ (1) М1стить дв1 незалежш змшш, 1снуе пере- 
творення змшних, яке зводить задние р1вняння до каношчного виг
ляду в деякш облаен, при досить загальних припущеннях вщносно його 
коефщ!ент1В. Тому надал1 розглядатимемо квазшншне р1вняння з час
тинними похщними другого порядку з двома незалежними змшними

IV

,  ч Риа\\ (Х<У) ^2 + 2° 12(* у )Ш +а22(х’у )$ + / (*’ 0> (4)
в якому коеф1щенти аи, ап  та ап — функцп, неперервш разом 13 
сво!ми частинними похщними до другого порядку включно, причому 

2 2 2 ап + ап  + «22 Ф 0.
Р1внянню (4) вщповщае квадратична форма

а\\{\ + 2а12?1?2 + «22̂ 2- 
2Залежно вщ знаку дискримшанта А = ап-ацагг в точщ Мо (хо> уо) 

р|вняння (4) належить до одного з трьох тишв: ппербол1Чного, якщо в 
точщ Мо А < 0; парабол1Чного, якщо в точщ Мо А = 0 та елштичного, 
ЯКЩО В ТОЧЦ1 Мо А > 0.

Якщо в кожнш точщ облает! С дискримшант р1вняння (4) додат- 
ний (А > 0), то р1вняння (4) називають р1внянням ппербол1чного типу 
в облает! С (ппербол1чним р1внянням в обласп С).

Якщо А = 0 в кожнш точщ обласп С, то (4) називають р1внянням 
парабол1Чного типу в облаеп С(парабол1Чним р1внянням в облает! С ).

Якщо ж А < 0 в кожнш точщ облаеп С, то р1вняння (4) нази
вають Р1ВНЯННЯМ еЛШТИЧНОГО типу В ОблаСТ1 С  (еЛШТИЧНИМ Р1ВНЯННЯМ в 
област1 С).

У р1зних точках облает! р1вняння (4) може належати до р1зних 
тишв. При цьому р1вняння (4) називатимемо р1внянням мшаного типу

в област1 С.

Приклад
I. Визначитн тип наступних диференщальних р!вняньз частинними похщними другого 
порядку:

б) <?и.(Ри 
дх2 ду1 = 0;

В ) ™ - ^  = 0; ) &и сРи
^дх2 + ду2 : 0., д2и 

дг2 дх2
Розв'язання. У р1внянн1 а) а п = а2, а ]2 = а22 = 0, тобто Д = 0 - 0 • а2 = 0. Отже, 
одновим1рне р1вняння теплопровщност: а) е р1внянням параболгчного типу.

У р1внянш б)ац = 1, оа = 0, о22 = 1. А = -1 < 0. Тому р1вняння Лапласа б) е 
р1внянням елштичного типу.

У р1внянн1 в)бгц = -а2, Д|2 = 0, 022 = 1, А = а2 > 0. Отже, одновим1рне 
хвильове р1вняння в) е р1внянням ппербол:чного типу.

Нарештц у р1внянш г) о„ = у, а|2 = 0, а22 = 1, А = ->'. Тому, якщо 
у > 0, то А < 0, тобто задане р1вняння належить до елштичного типу; якщоу < 0, то 
А > 0, тобто р1вняння належить до ппербол1чного типу; якщо ж>’ = 0, то А = 0, тобто 
р1вняння належить до параболгчного типу. Р1вняння г) називають р1внянням Тр1ком1*. 
Отже, р|вняння Тр1ком! в будь-як|й облает! С, яка мостить точки ос; Ох е р1внянням 
М1шаного типу; у = 0 — лш1я парабол1чноеп.

Покажемо тепер, що р1вняння (4) можна звести до каношчного 
вигляду замшою змшних

^ = <р(х, у), 7] = ф(х, у), (5)
де <р(х,у) та <//(х,у) — функщ!, неперервн1 разом 13 сво!ми частинни
ми похщними до другого порядку включно. Припускатимемо також, що 
якоб1ан перетворення (5) задовольняе умову

0(х,у) Ф О (6)
<Рх <Ру
Фх фу

в обласл С (область, в якш розглядаеться р1вняння).
3 умови (6) випливае, що р1вняння (5) можна однозначно розв’я 

зати вщносно змшних х та у, а отже, виразити функщю и(х,у) через 
змшш ^ та г/.

Тод|, використовуючи правило диференщювання складено! функ
цп, Д1стаемо

дч _  ди . ди ди ди . ди
дх -  ^хдё Ф х ^  ’ 7К- = ^  + ’д( дт] ’ ду 'дг,

& и - ,г?-д2и ~ , д2и „2 д2и
дх

дик одт]

‘Франческо Тр1ком1 (1897—1978) — 1талшський математик.



0  = #  + ^ а | § ; +* ? 0 +^ § +< '

й  -  + ( « л + й +* * * +* * +*> %■
Пщставляючи знайдеш похщш (7) у р1вняння (4) 1 групуючи додан- 

ки з однаковими похщними, матимемо

де / 1  — деяка нова функщя, а

Йц = «11 *̂ + 2апФх<Ру + <*22<Ру, 

а и  =  а щ р хфх + а п (УхФх + ^у'Ау) + а 221руфу, (9)

«22 = « п ^ *  + 2а\гфхфу + «22</ -̂ 

Безпосередня перев1рка показуе, що

3^2 — Й цЙ 22 = («12 — ЙЦЯ22) (<РхФу ~  фуФх) • (10)
Це означае, що при замш! незалежних змшних (5), за умови (6), 

тип р1вняння не змшюеться.
Розглянемо тепер зведення р1вняння (4) до каношчного вигляду у 

кожному з трьох випадюв: А > О, А < О, А = 0.
Нехай р1вняння (4) е ппербол1чним в деякш облаеп С площини 

хОу. Тод1, згщно з (10), перетворене р1вняння (8) також буде ппербо- 
Л1ЧНИМ. Якщо а\\ = «22 = 0 в розглядуванш 0блаСТ1, ТО Р 1ВНЯННЯ (4) 
за допомогою дклення на 2а\г вщразу зводиться до каношчного вигляду. 
Тому вважатимемо, що хоча б один з цих двох коефщ1ент1в вщмшний вщ 
нуля. Нехай, наприклад, в уах точках облаеп С ац Ф 0. При цьому як 
<р(х, у) та ф {х , у) у формулах (5) слщ обрати функци, яю перетворюють 
у нуль коеф|щенти йц та Й22 зведеного р1вняння (8). Отже, з урахуван- 
ням (9) матимемо наегупш диференшальш р1вняння для визначення таг 
ких функцш:

йц = а\\Ч>2х + 2а\гЧ)хЧ>у + а22<Ру = 0, (1 О

Й22 = «11 Фх +  2«12 фхфу + «22 Фу = 0- (12)

Р 1ВНЯННЯ (11)1(12) — квадратш вщносно ^  та ^  , а томуфу У у

</>,. _  - а \2 ±  У д  Ф х  _  -012 ± У д  

<Ру а,| ’ ф у  а и

Кожне з отриманих р1внянь (13) е лшшним однорщним диферен- 
щальним р1внянням з частинними похщними першого порядку вигляду

| + А 1(х ,у ) | = 0  (14)

або
| + А 2(х ,у ) |  = 0, (15)

де
^1 (х , у ) = — ~ — , А2(х,у) = -а'2 + л/1, а 11 йц

а г = г(х, у) — шукана функщя.
Для розв’язання р1внянь (14) та (15) побудуемо звичайш диферен- 

щальш р1ВНЯННЯ

та

т - - д Ь @ - * М -  (17)
Р1ВНЯННЯ (16) 1 (17) -  екв1валентш вщповщно р1внянням (14) 1 (15).

3 припущень щодо коефЩенлв ац, « 12. «22 випливае: функци 
А1 (х, у) та Аг (х, у) мають неперервш частинш похщш до другого поряд
ку включно. Тому !снують загальш штеграли <р (х, у) = С\ та ф (х, у) = С2 
р1внянь (14) та (15) вщповщно. Тод1 функщя г = <р (х, у) буде задовольня- 
ти р1вняння (14), а отже, 1 р1вняння (11). Аналопчно, функщя г = ф(х,у) 
задовольнятиме р1вняння (15), а отже, 1 р|вняння (12).

Таким чином, замша

^ = <Р(х, у), Т] = ф(х, у )

обертае в нуль коеф1щенти йц 1 а2г р1вняння (8).
При цьому Й12 недор1Внюе нулю вжоднш точщ облаеп С, що без- 

посередньо випливае з тотожноеп (10). Подливши перетворене р1в- 
няння (8) на 2Й12, лстанемо шуканий каношчний вигляд р1вняння (4) 
ппербол!Чного типу

Щп + /1 (̂ > Ч' и' Щ' ип) = °- ( 18)
Загальшштеграли р1внянь (16), (17)

<р(х,у) = Сь ф (х, у) = С2
утворюють дв! с!м’Т кривих, як1 називатимемо характеристиками р1в- 
няння (4). Зрозум1Ло, осюльки А1 Ф Х2, то шяю дв1 характеристики з



двох р1зних амей не дотикаються одна одно!.
Р 1ВНЯННЯ (16), (17) називають диференщальними р1вняннями ха

рактеристик р1вняння (4). У зв’язку з цим розглянутий метод зведення 
р1вняння (4) до каношчного вигляду (18) називають перетворенням р1в- 
няння (4) до характеристик.

Каношчний тип ппербол1Чного р1вняння часто подають I в жший 
форм!, В1ДМШН1Й вщ форми (18).

Для цього покладемо
$ = 1 + Т, /Л = I -  Г,

де /, Т — НОВ1 ЗМ1НН1.
Тод1 друга похщна в р1внянш (18) перетвориться в р1зницю

 ̂(и„ - итт). Справд, якщо

I = + 7),
ТО

= и' + — 2^и' + Ыт̂ ’ Ыт ~ 2 и̂' ~ Мт̂

Щп = \ + ит\ = \ ((“ ' + 11т̂  % +(<и,+ Ыт)т =

=  ̂(чц + ит1) -  ̂(ип + итт) = - (и„ - итт).

Отже, р1вняння (18) можна записати ще й в такому вигляд1:

и„ - итт = /2 (г, т, и, ^ (19)

Де/2 = ~ \ Я

Приклад
2. Визначити тип та звести до каножчного вигляду диференщальне р1вняння

х2ихх -  у2Ц у у  =  0. (20)

Розв’язання. У цьому р1внянж йц = х2, а\2 = 0, а22 = -у2-
Осюльки Д = а22 — аца22 = х̂ у2, то в довьльнш област1 С, яка не мютить точок, 

що лежать на прямихх = 0, у = 0, р1вняння (20) буде р1внянням ппербол1чного типу. 
Диференщальж р1вняння характеристик, згщно з (15) 1 (16), мають вигляд 

Лу _ _ У  Лу _ У 
Лх х ’ Лх х ’

а тому сшввщношення ху = С\ та  ̂ = С2 е характеристиками р1вняння (20).

Покладаючи

матимемо

«л - и(€х + и,,Г]х = щу + ип иу = и^у + ип%, = иех + иц ~ ,

«а = ««у2 + ЩЧ (-4 ) + ^ ( - ^ )  + и„„~ +2 ипр .

Ыуу =  Х~ 11(1 + и (1 Х ^  + и К Х \  + и щ  р- •

Пщставляючи знайдеж значения похщних у ршняння (20), шстанемо 

х2

тобто

2 ,̂ и(п + и,1П̂4 + ^  | - у~ (х2̂  + 2и(п + ипп-^| =

Л 2 2у-4у и*п + Т  ип = °--V- 2>’
ОсЮ ЛЬКИ

ху = {'
то о статочно  м атимемо

и(р = 2̂ ип-
Нехай р1вняння (4) е елштичним в деякш облает! С  площини хОу. 

Осюльки

^  = ^012 ~ «11022 = гл/«11Й22 ~ 1̂2 = А, 
то диференщальн1 р1вняння характеристик (16), (17) матимуть вигляд

±  = а п _ . ^ Д  та ^  = а_}1 + .}Г К  
Лх ЙЦ йц Лх йц йц

1м вщповщатимуть комплексно-спряжен1 нерш11нтеграли
у{х, у) + Щх, у) = С\ та у{х, у) - Щх, у) = С2.

Отже, нов1 незалежн1 зм1НН1 при цьому також е комплексно-
спряженими:

^  = (р(х, у) + 1Ф(Х, у), 7] = р(х, у) - Щх, у).
Для того щоб записати р1вняння (4) в каножчному вигляд! в Д1Йс- 

них ЗМ1ННИХ, покладемо

* = { т  + п) = Ф ’ У)’ т = ^ .^ - ф  = ф{х, у). (22)
Тод1 остаточно матимемо

и„ + итт + /2 (̂ , г], и, и̂ , и,,) = 0. (23)



Приклад
3. Визначити тип та звести до каношчного вигляду диференшальне р1вняння

}'2м„ + л?иуу - у  му - у  «л = 0. (24)

Розе ’язання. Осюльки
Д = а,2 - «11 «22 = -у2*2 < 0

в уах точках, що не належать прямим х = 0 або >• = 0, то в будь-якому вщкритому 
квадрант! р1вняння (24) е р1внянням елштичного типу.

Диференшальш р1вняння характеристик
Ау _ -х Ау .х
Ах у ' Ах у

мають комплексно-спряжеш загалып штеграли
у2 + гх1 = С, та у2 - IX2 = С2.

Тому, покладаючи  ̂= х2, г] = у2, матимемо
«л = и ^ х  + ип1х = иц^х ' иу = и(Иу + ип% =  и& ''

ихх = (м,̂ -̂ А + м,,,,//2х + мч2 — ищ 4л + 2 м̂ ,

«XV = + ЗД.у) 2У + = м« 4>'2 + 2̂ '
Пщставивши знайдеш похщш у р1вняння (24), запишемо його каношчний вигляд

и«  + = 0. (25)
Якщо Р 1ВНЯННЯ (4 ) е парабол1Чним у деяюй облаеп С площини 

хОу, то в С 1снують функцп (р{х,у) та ф{х, >>) таю, що замшою змш- 
них (5 )  Р1ВНЯННЯ (4 )  можна звести до каношчного вигляду

иПг! + А  (6 V’ и> Щ’ ип) = °- (26)
Як^(х, у) виберемо функщю, що перетворюе в нуль коефщент йц 

р1вняння (8), тобто функщю, яка е розв’язком р1вняння

йц = ац<р1 + 2ап<Рх<Ру + а22<Ру = 0- (27)
На вщмшу вщ попередшх випадюв (диференщальних р1внянь 

ппербол1Чного та елштичного тишв) тут матимемо Т1льки одну ам ю 
характеристик, диференшальне р1вняння яко! внаслщок умови Д = О 
набувае вигляду

= (28) 
Ах а\\

(вважаемо, як 1 рашше, що ац Ф 0 в облаеп С). Нехай <р(х,у) = С — 
перший штеграл останнього р1вняння.

Якщо тепер за першу з двох нових незалежних змшних взяти

функщю ^ = (р(х,у), то не лише коефщент йц, але й коефщент й12 
р1вняння (8) дор1внюе нулю (це випливае з умови Д = 0 1 тотожнос- 
п (10)).

Як другу незалежну змшну можна взяти т/ = ф(х,у), де ф(х,у) — 
дов!льна функщя, неперервна разом 13 своТми частинними похщними 
до другого порядку включно, яка разом з функщею <р(х, у) задовольняе 
умову (6). Тод1 й22 не може перетворюватись в нуль одночасно з коеф1- 
щентами йц та Й12. Подшивши перетворене таким чином р1вняння (8) 
на Й22, Д1станемо р1вняння шуканого каношчного вигляду.

Приклад
4. Визначити тип та звести до каношчного вигляду р1вняння

м.„. - 2хи„ + х2м„ - 2иу = 0. (29)
Розв’язання. Уданому випадкуяп = 1, а,2 = -х, а22 = х2,атому 

Д = а\2 -аиа22 = (-х)2-л2 -1=0.
Отже, р1вняння (29) е р1внянням парабол1чного типу.

Складаемо згщно з (28) диференшальне р1вняння характеристик
Ау

перший штеграл якого мае вигляд 

Тому

Нехай також

Справд|, за такого вибору т, я кобла н

Ах ~ х’

>'+у =С.

Г]=Х.

7Т7--7 - С161О (х. у)
X I 
1 0 = -1*0

на ВС1Й ПЛОЩИН! хОу.
Кр1М ТОГО, фуНКШЯ

Г] = Х
не перетворюе в нуль коефщ1ент

022 = а\\ф] + 2аифхфу + ф] = \ Ф 0.
ТоД1

= и^х2 + 2ч(̂ х + Чщ + и̂ , 
и ху = Ч((Х + Ч(П,

и,у = и(е, м, = и с.
Пщставивши знайден! значения похщних у р1вняння (29), д!станемо його кано-



и,т -и? = 0.

5.11. Побудова загального розв’язку диференщального 
р|вняння з частинними похщними другого порядку 

методом характеристик
Загальний розв’язок лшшного диференщального р1вняння з час

тинними похщними другого порядку

а п ( х , у ) ^  + 2а п  (х, у) Ц ;  + а22 (дг, у ) ^ + / ( х , у ,  и . | . | )  = О,

де ац, а \2 та я22 — функцп, неперервш разом 13 сво'!ми частинними по
хщними до другого порядку включно, 1Н0Д1 можна знайти безпосеред- 
шм штегруванням його каношчноТ форми. Такий метод знаходження 
загального розв’язку називають методом характеристик. Згщно з ним 
за допомогою вщповщно! замши незалежних змшних задане диферен
щальне р1вняння з частинними похщними зводять до каножчного виг
ляду. Якщо отримане диференщальне р1вняння можна безпосередньо 
зштегрувати, тобто знайти и = и( ,̂ ф, то для знаходження загально
го розв’язку початкового диференщального р1вняння слщ у розв’язку 
и = и($, ф повернутися до старих незалежних змшних.

Приклада
Знайти загальний розв’язок наступних р1внянь.
1.

м„ + 2иху + и,.,, со*2 х - (их + и, ) с1§х = 0. (1)
Розв’язання. Р|вняння (1) е р1внянням гшербол!чного типу, бо

Д = а2п - аиа22 = ' - со*2 х = *т2 х > 0.

1нтегруючи диференщальш р1вняння характеристик 
Ду , . Ду ,
- г -  =  1 -  81ПА, - у -  =  1 +  51ПХ,ах ах

шстаемо

Покладемо
у - X + СО*Х = С\, у - X - СО* А' = Сз-

$ = у - Х + СО* А, Г] = >’ - А - СО* А,

и, = М-1 - *шл) + ы,(-1 + *1Пл), иу = ие +
«и = ««О + *тх)2 + 2ие,, + ипп($\пх - \)2 - и( со* х + ип со*х,
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и'У = _ 5>пх) + и^Д-1 - *шх + *1пх - 1) + н,и(*тх - 1).
Поставивши знайден: похщш в р1вняння (1), матимемо

2щ п 81П2 х  = 0,

звщки
иеч = 0. (2 )

Легко бачити, що сшввщношення

и = <р(%) + ф(г]), (3)
де <р(/-) та -  дов!Льж функцп, що мають неперервж похщш другого порядку е за- 
гальним розв язком р1вняння (2).

Повертаючись у формул! (3) до змшних х та >•, д(станемо загальний розв’язок ршняння ( I )
и(х, у) = <р{у - X + со*х) + ф(у - X - со* х).

2.
а2 «х» - 2хуиху + у1 и:у + хих + уиу = 0. (4)

Розв язання. Р1вняння (4) е р1внянням парабол1чного типу, осюльки

Д = а2п -  « 1,022 = -  х2} ’2 = О,

тому маемо едине диференщальне р1вняння характеристик
= _Дх

У а  •
Иого загальний штеграл ху = С дае змогу ввести нову незалежну змшну Ё = ху 1ншою 
змшною може бути довьпьна функщя. Нехай, наприклад, п=х.

Тод| будемо мати
м., = ЩУ + «,. «,. = хи( , иа  = и( ( у2 + 2уи(п + ипп,

“ху - ч((ху + и( + и(пх, иуу = х̂ и#.
Пщставивши знайдеж похщж у р1вняння (4), шстанемо

х ы  + хЦц — О,

або
1 
ц

Позначимо м,, = V. Тод| р!вняння (5) набувае вигляду
ипп ~ п “п- (5)

У" = ~П' «>)
Розв язуючи останне диференщальне р1вняння як звичайне (з невщомою функ- 

шею у 1 незалежною змшною //), отримуемо

Ду _ _Дг[
V Ц '



ч*5)у = ич = ~гГ’
а тому

м(̂ , ф = <р(%) \пг] + № ,  (7>
де <р($) та ф(̂ ) -  довшьш функци, що мають неперервш похщш другого порядку.

Повертаючись у формул! (7) до старих змшних, д)станемо загальний розв язок 
Р1ВНЯННЯ (4)

«(дг, у) = чАху) 1пх + ф(ху).
3.

« «  + >’«»  -  2 иУ =

Розв’язання. Осюльки Д = а]2 - апа22 = у, то в твплощиш у > 0 задане р.вняння 
е р1внянням пперб0Л1ЧН0Г0 типу, а в твплощиш у < 0 - р1внянням елштичного типу. 
Розглянемо обидва випадки:
1)у > 0. Диференшальш р1вняння характеристик мають вигляд

ЗВЩКИ
х + 2у/у = С\, х- 2у/у = С2.

Тому за допомогою замши змшних
 ̂= х + 2-̂ у, ?/ = х-2у[у 

Р1ВНЯННЯ (8 ) можна звести до каношчного вигляду
4щ, = 0. (9)

Отже, сшввщношення
«1 Ф  = <*& + <№> (10)

де ч>(%) та ф(ф -  довшьш функш?, що мають неперервш похщш другого порядку, е за- 
гальним розв'язком р1вняння (9).

Повертаючись в (10) до старих змшних, дстанемо загальний розв’язок р1внян- 
ня (8) у твплощиш у > 0 :

и(х, у) = >р(х + 2у[у) + ф{х - 2у[у).

2) у < 0. При цьому диференшальш р1вняння характеристик матимуть вигляд
С1 V  . I  А V  . I -г- = 1у[-Х, -Г- = -1\~У,Ах у - ах

звщки
-  Ах =  0, т^р = + Ах =  0. (П )

'у^У 'у- у
Отже,

х + 12\!~=у = Сь х - 1'2-у/̂ у = С2. (12)
Тому за нов! незалежш змшш можна обрати дшсну та уявну частину перших штегра-
Л1В (12)

 ̂= х, г] = 2у[=у.

ТоД!

« X V  =  и ((’ « У У  -  -  у  и щ +  2 у ^ — у  и П’ « V  =  -  « !)■

Пщставляючи знайдеш похщш у р1вняння (8), д!станемо двовим1рне р1вняння Лапласа
«« + «то = 0, (13)

загальний розв’язок якого мае вигляд

иЩ,ф = Щ ,ф , (14)
де Г(6 ф — довшьна гармошчна функщя двох змшних (наприклад, Г(̂ , ф = 2% + г,).

Повертаючись у формул! (14) до старих змшних, д1станемо загальний розв’язок 
р!вняння (8) у твплощиш у < 0 :

и(х, у) = Г(а', 2-у/̂ у).
4. Знайти розв’язок диференщального р1вняння

и„. - 2иху + 4е1 = 0, (15)
що задовольняе початков1 умови

и(х,0) = г  ) =е. (16)

Розв’язання. Р1ВНЯННЯ (15) е р1внянням ппербол1чного типу на всш площиш, бо

Д = я22 - аиа22 = (-1)2 - 0 • 1 = 1 > 0.
Осюльки 0 \ ] = 0, то характеристичш р1вняння матимуть вигляд

фс _ а\г - УД Ах _ 012 + УД 
Ау а22 ' Ау а22

або
^  = -2, Ах = 0. (17)

Перил штеграли р1внянь(17)
х + 2у = С\, х — С2 

дають змогу за нов1 незалежш змшш вибрати функци
 ̂= х + 2у, г] = х, (18)

ТОД!

«м = 4идг, и„ = 2и(( + 2и̂ .
Пщставляючи знайден! похщш в р1вняння (15), матимемо

“еп = еП- (19)
Дал1 послщовно знаходимо

“е = I  е ’с1п + <Ра̂ ' и(̂ 'п) = ^  + /  + Мч)-
м(̂ , ф = {еп + уз(̂ ) + ф(ф, (20)



де 1/ф  та ф(ф - довшьш функцп, похщш другого порядку яких неперервж.
Отже, загальний розв’язок р1вняння (15) мае вигляд

и(х, >■) = (х + 2у)ех + уз(х + 2у) + ф(х). (21)
Враховуючи початков! умови (16), дастаемо

хе' + <р(х) + ф(х) = х2, 2ех + 2у'(х) = е\

звщки
Ър'(х) = -е\

тобто
<р(х) = - \е х,

а тому
ф(х) = х2 - хех +  ̂ех.

Таким чином, функщя

и(х, у) = (х + 2у)ех - 1 ех+2у + х2 - х<г' + 1 е1

е розв’язком задач! Койн (15), (16).
5. Розв’язати задачу Копл для р1вняння коливання струни методом характеристик. 
Розв’язання. Згщно з § 5.1 поперечш коливання несюнченно! струни за вщсутносп ди 
на не?зовшшжх сил описуються р1внянням ппербол1Чного типу

и„ = а1ихх, I > 0, -оо < х < + о о  (22)

з початковими умовами
ы(х, 0) = (р(х), ы,(х, 0) = ф(х), - о о  < х < + о о ,  (23)

де <р(х) — початкове вщхилення, а ф(х) — початкова швидюсть.
Враховуючи, що диференщальш р1вняння характеристик

<к А
мають перцл штеграли

х + а! = Сь х- а1 =Сг, 
застосуемо таку замшу незалежних змшних:

 ̂= х + а/, г/ = х - а1. (24)

звЩки
и„ = и^а2 - 2л~иец + а~ипп, ихх = и(( + 2 + ипп.

Пщставивши знайдеж похщж в р1вняння (22), зведемо його до каножчного виг-
ЛЯДУ „= 0. (25)

1нтегруючи р1вняння (25) 1 повертаючись до незалежних змжнихх 11, д1станемо 
загальний розв’язок р1вняння коливання струни (22)

и(х, I) = Ф(х + а1) + Р(х - а/), (26)

де Ф(х) та Р(х) — довкпьж функщ?, що мають неперервж похщж другого порядку.
3 ф13ично! точки зору загальний розв’язок (26) е суперпозищею двох хвиль, яю

поширюються в протилежних напрямках з однаковою швидюстю а =

Для того щоб визначити функцн Ф(х) та ^(х) I тим самим знайти закон коливання 
дано! струни, використаемо початков! умови (23):

( Ф(х) + Р(х) = (р(х),
\ аФ'(х) - аУ'(х) = ф(х).

Зжтегруемо друге р1вняння системи:
.V

Ф(х)-Р(х)=\$ф(1)с11 + С, (27)
О

Т0Д1
= ( 2 8 )  

Х —О!

Сшввщношення (28) називають формулою Д’Аламбера.

5.12. Метод вщокремлення змшних
У даному параграф! розглянемо один з найбкпьш поширених ме

тоде розв’язування диференщальних р1внянь з частинними похщними 
другого порядку — метод вщокремлення змшних або, як його ще нази
вають, метод Фур’е*. Ознайомимосьзданим методом на приклада задач! 
про коливання скшченно! струни, закршлено! в точках х = 0 та х = /. 
Отже, побудуемо розв’язок р1вняння

и„ = а2Мд̂, 0 < х < I, I > О, (1)
який задовольняе початков!

и{х, 0) = (р(х), и, (х, 0) = ф(х), 0 < х < /, (2)
1 КраЙОВ! умови

и(О, I) = 0, и(1, г) = 0. (3)
На першому еташ розв’язання задач1 методом Фур’е шукаемо

РОЗВ’ЯЗКИ р1ВНЯННЯ (1 ), ЯК1 ЗаДОВОЛЬНЯЮТЬ УМОВИ (3 ), у  ВИГЛЯД1

и(х, I) = Х(х) Т(1), (4)
тобто у вигляд1 добутку функщй Х(х) та Т(г), кожна з яких залежить
Т1ЛЬКИ ВЩ ОДШе! ЗМШН01.



Пщставляючи (4) в (1), дктаемо

Х(х )Т "Ц ) = а2П1)Х"(х). (5)

Для вщокремлення змшних у щй р1вноеп под1Лимо обидв1 и частини на 
а2Х(х)Т(1) :

_ 1 _  Т"(1) = -±- Х"{х). (6)а2Т(1) Х(дг)
Якщо зафжсувати певне значения х \ змшювати I, то права части- 

на (6) змшюватись не буде, 1 тому Л1ва частина теж збершатиме стале 
значения. Навпаки, при фжсованому I \ змшному х л1ва частина не змь 
нюеться. Отже, Л1ва I права частини р1вносп (6) дор1внюють однш 1 тш 
самш сталш величиш. Позначимо цю сталу через -А :

1 П Л / / . . Ч  1Т "(1) = -^-Х"(х) = -А.а2Т(1) к ’ Х(х)
Звщси для знаходження функцш Т(1) та Х(х) д1станемо два зви- 

чайних диференщальних р1вняння:

Т "{() + Ха2Т(1) = 0, (7)
Х"(х) + АХ(х) = 0. (8)

Вщокремимо змшш й у крайових умовах (3). Для цього пщставимо 
(4) в (3):

Х (0 )Ш  = 0, Х{1)Т(1) = 0.

Якщо другий множник дор1Внюе нулю (Т(1) = 0), то

и(х,1) = Х(х)Т{1) = О,

тобто струна нерухома. Цей випадок трив1альний 1 надал1 нас не щкави- 
тиме. Тому крайов1 умови (3) накладають обмеження лише на функщю 
Х(х) :

Х(0) = О, Х(1) = 0. (9)
Таким чином, приходимо до задач1 на власш значения: знайти 

вс! значения параметра А, для яких 1снують нетрив1альш (ненульовО 
розв’язки р1вняння (8), що задовольняють крайов1 умови (9).

Таю значения параметра А називають власними значениями, а 
розв’язки, що 1м вщповщають, — власними функщями крайово! зада- 
41 (8), (9). Зауважимо, що задачу на власш значения називають задачею 
Штурма*— /Пувшля.

*Жан Штурм (1803-1855) - швейцарський математик.
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Знайдемо власш значения 1 власш функци задач1 Штурма — Л1у- 
В1лля. Осюльки р1вняння (8) е звичайним лшшним диференщальним 
р1внянням другого порядку 13 сталими коефщентами, то йому вщповь 
дае характеристичне р1вняння

к 2 +  X  =  0. (10)

Тому розглянемо окремо три випадки: 1) А < 0; 2) А = 0; 3) А > 0.
1) нехай А < 0. Тод1 кореш характеристичного р1вняння (10) дшсш:

к\,2 = ±л/—А,
1 загальний розв’язок р1вняння (8) мае вигляд

Х(х) = СхекхХ + Сгек2Х, 
де С\ 1 С2 — довйпьш сталь Враховуючи крайов1 умови, дстаемо

С, + С2 = 0, С{ек'' + с2ек2' = 0. (11)

Легко бачити, що визначник отримано! системи вщмшний вщ ну
ля, а тому С\ = С2 = 0. Отже, Х(х) = 0, тобто маемо лише трив1альний 
розв’язок;
2) якщо А = 0, то також не 1снуе нетрив1альних розв’язюв задач! (8),
(9). Справд1, при цьому обидва кореш характеристичного р1вняння (10)
дор1внюють нулю:

к\ =  к 2 =  0,

а тому функщя
Х(х) = С\ + С2х

е загальним розв’язком р1вняння (8).
3 крайових умов

С\ + С2 ■ 0 = 0, С\ + с 2 • / = о
випливае, що С\ = С2 = 0, а тому Х(х) = 0;
3) нехай тепер А > 0. Тод| кореш характеристичного р1вняння (10) 
уявш:

&1.2 = ±*а/а ,
а тому загальний розв’язок р1вняння (8) мае вигляд

Х(х) = С\ соз у[Хх  + С2 81П л[\х. (12)
Скористаемось крайовими умовами (9):



С\ ■ 1 + Сг • 0 = О, С\ соз л/Х/ + Сг з т  л/\1 = О,

ЗВ1ДКИ
С\ = О, Сг 81П л/аI = О.

Нехай С2 Ф О (шакше Х(х) = 0). Тод1

81п л/л/ = О,
тобто

V I  = у , п = ±1, ±2, ...(п Ф О, бо за умовою Л > О).

Отже, нетрив1альш розв’язки задач1 (8), (9) можлив1 лише при 
певних значениях параметра А, а саме:

А„ = ( ^ ) 2, п е М  (13)

Власним значениям (13) вщповщають власш функщ!
Х„(х) = 51П ^  , (14)

як1 визначаються з точшстю до сталого множника. Зауважимо, що до- 
датним 1 вщ’емним значениям п, однаковим за абсолютною величиною, 
вщповщають однаков1 власш числа (А_„ = А„), а власш функцп вщр1з- 
няються лише сталим множником. Тому можна вважати, що п набувае 
лише натуральних значень.

При А = А„ р1вняння (7) перетвориться на р1вняння

С М  + ( у ) 2В Д = 0 , п € Н  (15)

загальний розв’язок якого мае вигляд
Т„(1) = а„ со&г~ (  + Ъп 8Ш ™  I, (16)

де а„ 1 Ь„ — дов1ЛЬН1 сталк
Пщставляючи функцп (14) 1 (16) у (4), знаходимо нескшченну мно- 

жину рОЗВ ЯЗК1В Р1ВНЯННЯ (1)

и„(х, I) = со8 I + Ъ„ з т  8Ш , п е  N. (17)

що задовольняють крайов! умови (3).
На цьому завершуеться перший етап розв’язання задач1 (1) - (3). 

На другому еташ побудуемо розв’язок р1вняння (1), який задовольняе 
як крайов1 умови (3), так 1 початков1 (2).

Осюльки диференщальне р1вняння (1) — лшшне однорщне, то су

ма його частинних розв’язюв (17) також е розв’язком даного р1внян- 
ня [22], а тому 1 загальний розв’язок задач1 (1) - (3) можна шукати у 
ВИГЛЯД1 ряду

оо

и(х, I) = У  (а„ соз I + Ь„ 8Ш ^  8т ^  (18)
/1=1

за умови, що ряд (18) р1Вном1рно збшаеться 1 його можна ДВ1Ч1 почленно 
диференщювати за змшними х 11. Враховуючи, що кожний доданок ря
ду (18) задовольняе крайов1 умови (3), то 1х задовольнятиме 1 сума ря
ду (18), тобто функщя и{х, г).

Коеф1щенти а„ 1 Ь„ пщберемо так, щоб виконувались початков! 
умови (2). Вщповщно до першо! з цихумов

оо

и(х, 0) = (р(х) = ^  а„ з т  ^  . (19)
и=1

Здиференщюемо ряд (18) за змшною I :
оо

Е пла ( ■ пла , , . пла Л • плх
—  81П —  I  + Ъп 008 —  (\  81П —  . (20)

н=1

Покладаючи I = 0 у (20) 1 використовуючи другу умову (2), Ме
таемо

оо

и((х,0) = ф(х) = ^ ^ Ь пй п ^ .  (21)
л=1

Формули (19) 1 (21) е розвиненням заданих функщй <р(х) та ф(х) 
у ряд Фур’е за синусами в штервал1 (0; /). Як вщомо, коефщ1енти цих 
розвинень визначаються за формулами

/ / 
ап - т Г ̂ °(х) 8*п <1х> = —  Г Ф(х) 81П ^  Ах. (22)I пла  ̂ IО О

Таким чином, розв’язок задач! (1) - (3) побудовано у вигляд1 ря
ду (18), коеф1щенти якого визначаються за формулами (22). Насамю- 
нець, з’ясуемо умови, за яких ряд (18) р1вном1рно збшаеться I дае змогу 
бути ДВ1Ч1 здиференщйованим за змшними х та I.

Теорема 1. Нехай функщя <р(х), похьдна другого порядку яко1 
неперервна на в[др1зку [0; /], мае кусково-неперервну похьдну 
третьего  порядку на цьому ж  в1др1зку I задовольняе умови

ф )  = <р(/), <//'(0) = ^"(/), (23)



а функщя ф(х) на в1др1зку [0; /] — неперервно диференщйовна, мае 
кусково-неперервну пох'ьдну другого порядку /

(/40) = Ф(1) =  0, (24)

тодг. 1) функщя и(х, (), подана у виглядь ряду (18) з коефщсентами 
а„ I Ь„, що визначаються за формулами (22), мае неперервш похьд- 
ш другого порядку I е розв’язком задачI (1) - (3);
2) ряд (18) можна дв'ш почленно здиференщювати за змшними 
XIV,
3) отримаш при диференщюванш ряди зб1гаються абсолютно / 
равномерно при 0 < х < 11 будь-якому (.

Доведения. 1нтегруючи за частинами (22) 1 використовуючи умови 
(23) та (24), дастаемо

( I  \3* ?  . _  П\3«Р (25)
а" = - (п ) { )

де
ь ?  = 2- Г <р"\х) сов ^  ах, а ?  = ]\- а Г (х ) 5‘п П~Т с1х- (26)

ГУО о
Легко бачити, що ряди

у К 1  (27)
/ — I П  ’  П
и=1 п=1

зб1гаються, осюльки

? 4 ( ? + к 2ч2).
со оо

а ряди ^  |а<,2)|2, |^3)|2, згщно з нер1вшстю Бесселя [1],-зб1жш.
п=\ л=1

Пщставляючи (25) у (18), д1стаемо

“ <*• '> = ( ; ) ’ Ё  ?  К 3’с<в Т ' + °"2 1 " т ' ) 5,п т  • (28)
и=1

Члени функщонального ряду (28) не перевищують за модулем вщ- 
повщн! члени додатного числового ряду

що збшаеться як добутокдвох зб1жних додатних числових ряшв

{ ^  К 3)| + К 2>1
и=1 и=1

Тод1 за ознакою Вейерштрасса ряд (18) збшаеться абсолютно 1 р1вно- 
м1рно. Осюльки ряди (27) зб1ЖН1, то звщси легко переконатися, що ряд
(18) можна ДВ1Ч1 почленно диференщювати за змшними х 1 1. Теорему 
доведено.

З ’ясуемо ф1зичний зм1ст розв’язку (18). У попередньому параг
раф! буЛО ОТрИМЭНО РОЗВ’ЯЗОК р1ВНЯННЯ (1) На ВС1Й числовш ПрЯМШ. 
Формула Д ’Аламбера подае цей розв’язок у вигляд1 суми двох б|жучих 
хвиль, яю поширюються в протилежних напрямках. Для випадку, коли 
р1вняння (1) розглядаеться на обмеженому пром!жку 0 < х < I, б1жучих 
хвиль вже не буде, осюльки вони взаемодаятимуть з краями. При цьому 
виникають шип хвил1, яю називають стоячими.

Кожний член ряду (18) можна подати ще й так:

Щ = А„ 51П I + /?„) 31П . (30)

I саме у такому вигляда вш описуе стоячу хвилю або власне коли- 
вання: ва точки струни здшснюють гармошчш коливання з власною 
цикл1чною частотою а)п = , амшнтудою А„ з т  ^  1 однаковою по-
чатковою ф а з о ю в о н и  одночасно (синфазно) досягають максималь- 
них вщхилень або положения р1вноваги. При цьому найменша власна

частота дор1внюе о>1 = у  = а вс' 'нш> частота кратш ы\. Най-

меншу власну частоту називають частотою основного тону, тони шших 
частот — гармошками або обертонами, нерухом1 точки струни — вузла- 
ми. Наприклад, для коливання и„ вузли розм1щено в точках х = 0, -,П
2 - .....п- - I. Посередиш М1Ж вузлами знаходяться максимально зм1-
щеш вщ положения р1вноваги точки — пучность

Якщо коливання струни вимушеш, то задача зводиться до штегру
вання неоднорщного диференщального р1вняння

и„ = а2ихх + /(х, I) (31)
з початковими (2) 1 крайовими умовами (3).

Як 1 при розв’язуванш звичайних неоднорщних диференщальних 
р!ВНЯНЬ, розв’язок Р1ВНЯННЯ (31) шукатимемо у ВИГЛЯД1 суми двох функ-



и(х, I) = 1/(х, I) + \\'{х, I), 
де и(х, I) задовольняе вщпов'щне однорщне р1вняння

V,, = а 21/хV

1 задаш умови
и{х, 0) = ф(х), и,{х, 0) = ф(х),

1/(0, /) = 0, у{1,1) = 0, 
а функщя и’(х, О задовольняе неоднорщне р1вняння

XV,, = а2̂ хх + /(х, I) (32)

1 ОДНОрЩШ умови
к(х, 0) = О, XV,(х, 0) = 0; (33)
и<0,1) = 0, и■(/, () = 0. (34)

Функщя ь(х,() описуе вкпьш коливання струни, зумовлеш наяв- 
шстю початкових вщхилень та початкових швидкостей точок струни. 
Метод вщшукання ще! функци вже розглянуто в даному параграф! на 
приклад! штегрування р1вняння (1).

Функшя УV(x, I) описуе вимушеш коливання струни, зумовлеш
Д16Ю зовшшшх сил. Для и знаходження застосуемо метод Фур’е. А са
ме: шукатимемо функщю уф:, I) у вигляд1 ряду за власними функщями 
Х„ = 81п —  вщповщно! однорщно! задач!, тобто нехай

оо

И>(х, I) = ^  с1п{1) 81П , (35)
п= 1

де функци с1п{1) пщлягають визначенню.
Очевидо, що н̂ х, () задовольняе крайов1 умови (34). Щоб задо- 

вольнити початков1 умови (33), покладемо

с/„(0) = 0, с1'„(0) = 0, п е N. (36)

Пщставляючи (35) в (32), дктаемо
оо

2  (< «>  + 4.(0) з т ^  =/(*,<).
/1=1

Надал1 припускатимемо, що функщя /(х, I) задовольняе умови 
розвинення в ряд Фур’е як функщя одше! змшно! х (I вважаемо пара-

Дх, 0 = ^  /п(х) 81П ~  ,
п=1

Де /
т  = Л *  I ) 81П у  (/х, л е  N.

о
Таким чином, функщя ы{х, /) буде розв’язком р1вняння (32) якщо

О ) + ^ 4 , ( 0  = /„(О, л е N.

Звщси, враховуючи початков1 умови (36), дастаемо

4 (0  = —  Г Ш  81П плШ ~ т) 4т. (37)пда  ̂ I
0

Отже, розв’язок задач1 (32) - (34) можна записати у вигляд! (35), 
де функщ! визначаються за формулами (37).

Можна показати [19, 22], що ряд (35) 1 ряди, отримаш з нього поч- 
ленним двократним диференщюванням за змшними х та I, е р1вном1рно 
зб1жними, якщо вимагати, щоб неперервна функщя /(х, I) мала непе
рервш частинш похщш до другого порядку включно за змшною х 1 щоб 
для вс1х значень I виконувалася умова

/(О, 0 = 0, /(/, () = 0.

Вправи
1. Перев1рити, чи е функщя и = е*~+у2 (зтх + 81пу) розв’язком р1вняння

д2и ди ди , п
щ - у ух - х ъ +хуи = 0-

2. Перев1рити, чи е функщя и = ех2+у2 (̂ о(х) + ф(у)), де <р(х) та ф(у) -  
дов1Льн1 ДВ1Ч1 диференцшовш функщ!, загальним розв’язком р1вняння з 
першого завдання.

Знайти повшштеграли таких р1внянь.3-1 = 2(1)2 + |- <-(=М2)’-4



Знайти особлив! штеграли р1внянь.
уи

8 * 1 +> | + ! = “■

Знайти загальшштеграли р1внянь.
9 —  = х + у 10. = х2 + у2 - ху.дх2 У дхду у 7

11. Знайти розв’язок р1вняння = х + у - ху, який задовольняе 

умову и (0, у) = у2.
Побудувати загальш розв’язки лшшних однорщних р1внянь з 

частинними похщними першого порядку.

12- 1 +« | +^ 1  = а

Розв’язати задачу Койн.

1 4 .у^  + и ^ = а  и(0,у) = 1+ /.'  дх ду

15. 2х^ + (Зх2у + у3) §  = 2х3и, и(1,у) = у2.д* ' ; ду
Побудувати розв’язки квазипншних р1внянь, яи задовольняють 

додатков1 умови.

16. х ^  - 2у ^  = х2 + у2, у = 1, м = х2.Зх о}'

Зштегрувати р1вняння Пфаффа.
18. (у + Зг2) с!х + (х + у) с!у + бхг (1г. = 0.

19. (у2 + I 2) Ах + (х2 + г2) с/у + (х2 + у2) ск. = 0.

Визначити тип та звести до каношчного вигляду р1вняння.
20. иы - Аиху - 5иуу + 4их - 2иу + 6и = 0.
21. М̂хх 4иху "Ь Иуу 2иу — 0.
22. ихх — 6иХу + 10иуу + их — Зиу — 0.

Р О З Д 1 Л  6

ДИФЕРЕНЩАЛЬШ Р1ВНЯННЯ 3 ПОВ1ЛБНО 
ЗМШНИМИ КОЕФ1Ц1еНТАМИ

6.1. Задач!, при розв’язуванш яких отримують 
диференшальш р1вняння з повкльно змшними коефщ1ентами

Дамо спочатку означения пов1льно змшно! функцп. Функщю / (I), 
визначену в штервал1 (а; Ъ) {а, Ъ — довшьш дшсш числа), називають по-

. . .. Л/Ц)в1льно змшною, якщо похщна вщ не1 пропорцшна деякому малому
параметру е е (0; е0], де ео -  досить мале дшсне число (ео «  1 )•

Зрозум1ло, що всяка диференщйовна в штервал1 (а; Ь) функщя е 
пов1льно змшною функщею (, якщо вона залежить вщ змшноТ т = е(. 
Справд!, при цьому маемо

4/(1) _  ЛДт)
(11 (1т '

Змшну т називають "повьльний час".
Надал1 розглядатимемо диференщальш р1вняння, коеф1щенти 

яких залежать вщ т. Наведемо юлька практичних задач.
1. Задача про динам1чш зусилля в пружно-в’язкш нитщ змшноТ довжи- 
ни. Академ 1К АН УРСР Г. М. Савшта йогоучш показали, щодана зада
ча за певних умов зводиться до штегрування диференщального р1внян- 
ня

; ( е + 5«/) $  + [“ + Н е + Ь ' ) ] 1 + ^  = г ( е + г « ' К * - | ) ’ <1)

де ^ — вщносне видовження нитки;  ̂ — вага метра нитки; а — коефь 
щент, який характеризуе згасання динам1чних зусиль у нитщ; # — прис- 
корення в1Льного падшня; V — лшшна швидюсть точок обводу бараба
на, на який накручуеться нитка; К  = Ест, Е  — модуль пружносп нитки; 
сг — площа поперечного перер1зу нитки.

Пщшмання вантажу (2 вщбуваеться за трапецощною тахограмою 
(рис. 37), а саме по дкпянках

1) р!вном1рно прискореного руху:
, , аг2 (11 , Ду
/ = и = л  = - “ ■ л  = -а;

2) р1ВНом1риого руху:



3) р1вном1рно сповшьненого руху:

I =  к  ~  ио1 + у  > ^  ^  = “ ^о +  а ( ,  ~  = а , 12 =  1\ -  у ${12 -

(?! — час пщшмання вантажу на першш дшяищ; (2 — на друпй дшянщ). 
Отже, диференшальне р1вняння (1) потр1бнозштегрувати на кож-

Н1Й 13 Д1ЛЯНОК.
Покажемо, шо р1вняння (1) 

можна звести до р1вняння з по- 
в!льно змшними коефщентами. 
Для цього розглянемо, наприк- 
лад, першу длянку пщшмання 
ваптажу. Введемо нову змшну

е2О Т = а>о(, Щ  - ад/о

Рис. 37

Тод1 р1вняння (1) можна записати
у ВИГЛЯД1

Л2 у
от2'

+ е
з ад/ц

Ч V а*22
-  Е

IО  1 \ 1 з / а2д2а/о з
( Г 2 ^ - 4 ^ - ё - Т‘

с/ у
7г'

К§а2д2 + (р
е4

ж

де т = е Т, е = §-, тобто ми прийшли до диференщального р1внян-

НЯ 3 П0В1ЛЬН0 ЗМШНИМИ КОефЩ1€НТаМИ (коефщенти — ПОВЬЛЬНО ЗМШШ
функщ! змшно! Т).

Можна показати, що й на шших дкпянках пщшмання вантажу О 
за допомогою певних пщстаиовок р1вняння (1) зводиться до р1вняння з 
повшьно змшними коеф1щентами.
2. Задача про знаходження кута вщхилення при пщшмаиш малого суд
на. Дана задача зводиться до розв’язування такого диференщального 
р1вняння:

<Рв
с/12 + РО о  -  V I)

1, + т (/о - VI)2в Р(10 ~ VI) Ь
+ т (1 0 -  V I)2 # Фт А

/,(/" 1" ) Ъ Фт 51П АI.
1С + ш (/о -  V I)

У це р1вняння входять змшш коефщенти. Отже, воно не штег- 
руеться в елементарних функщях. Але, якщо в ньому покласти

гг 'г I рЧ 1су2т - еТ, Т - а>(, со = —  , е  = ,
1с» Р/о

то д1станемо диференшальне р1вняння з повипьно змшними коефщен- 
тами

( а 0 +  есц +  е 2а 2) ^ |  + е(1 -  т )в =  е / ( е а 'т -  е ~ ,Х]Т),

де
_  1 Р‘о _ 2Я2/о „  _ Р3/о 2

«О — 1 Н" т 1 ^  1 “  т2 ,2 ’ ^2 “  ,т, 4 >8?с Ц&г Ц&г

/  = “  [ ^  (/СА2 + /и/о А2 - Р/0 - гп10\2к) фп

ф„,Х21оТ-

+

,  /гЛу
• Л | =  й г

3. Задача про коливання вшьно П1ДВ1шеного каната. Дана задача [10] 
зводиться до диференщального р1вняння вигляду

(С + р зЩ - х )/ )'=  -рГи2у. (2)
У р1вняння (2) входить ЗМ1ННИЙ коеф1щент / - х, тому це р1вняння 

нав1ть при сталому рр не може бути елементарно зштегровано, але, 
якщо в ньому покласти

1
х  =  т =  е 1, е  — — ,

(л )

то матимемо диференшальне р1вняння з повшьно зм1нними коеф1щен- 
тами.
4. Диференшальш р1вняння 13 малим параметром при старших похщ
них. У р1зних задачах, зокрема в задачах автоматичного регулювання, 
зустр1чаються диференшальш р1вняння, в яких при похщних бкпьш ви- 
сокого порядку множниками е мал1 параметри (мал1 коефщкнти). Так, 
наприклад, розглянемо диференшальне р!вняння

е1 ? + р("^9х + 8(х)у = ° ’
де р(х) та #Сх) — функщ! зм1Нио! х е (а; Ь), а е — малий параметр. Якщо 
в даиому Р1ВНЯНН1 покласти е  = 0, то матимемо так зване вироджеие
Р1ВНЯННЯ



Р & )%  + 8(х)у = о, (4)
яке штегруеться в квадратурах.

Р|вняння (3) при цьому називають невиродженим.
Природно поставити запитання: як пов’язаш при малих значениях 

параметра е розв’язки невиродженого р1вняння (3) з розв’язками ви- 
родженого р1вняння (4)? Зокрема, чи буде, наприклад, розв’язокуе не- 

> виродженого р1вняння при е -> 0 наближатися до розв’язку уо виродже-
ного р1вняння? Дослщженням цих питань займалися багато математи- 
К1В (А. М. Тихонов, I. С. Грандштейн, А. Б. Васильева, В. М. Волосов, 
К. В. Задирака та шип). Виявляеться, що лише за певних умов, накла- 
дених на коеф1щенти невиродженого р1вняння та на вщповщш початко- 
В1 умови, у е  -» уо при е  -* 0 .1 тому виникае потреба хоча б наближеного 
штегрування невиродженого р]вняння.

Покажемо, ЩО р1ВНЯННЯ (3) ЗВОДИТЬСЯ ДО Р1ВНЯННЯ 3 ПОВ1ЛЬНО ЗМ1Н- 
ними коефщентами. Для цього покладемо

х  =  Т =  Е(.

Отримуемо р1вняння

$  + Р(т )^+ед( Т)У = 0 

з пов1Льно змшними коеф1щентами.
5. Задач1 на власш значения. Як вщомо, розв’язування крайових задач 
для диференщальних р1внянь з частинними похщними (у випадку В1- 
докремлення змшних) зводиться до розв’язування одного або системи 
звичайних диференщальних р1внянь, як! мають деякий параметр. При 
цьому, як правило, шуканий розв’язок мае задовольняти певш крайов1 
умови. Прикладом таких р1внянь може бути диференщальне р1вняння 
Штурма — /Пувилля

+ (А#(х) - г(х)) у = 0, (5)

в якому #(.г) та г(х) — задан! функцп, а А — великий дшсний параметр. 
Разом з р1внянням (5) задають ще певш крайов! умови. И значения А, 
при яких дана крайова задача мае нетрив1альш розв’язки, називають 
власними значениями крайово! задач!, а сам1 розв’язки — власними 
(фундаментальними) функщями ще! задач!.

Покажемо, що р1вняння (5) можна звести до р1вняння з повыьно 
змшними коеф1щентами. Для цього покладемо

1
х  =  Т =  Е1, е  =  - = ,

VI

тод! Метаемо р1ВНЯННЯ

^  + е2(Х§{т) - г(т))у = 0 

з повьльно змшними коеф!щентами.

6.2. Поняття про формальш розв’язки 
диференщальних р1внянь

Розглянемо вираз
ОО

/  = ^ с 3Г \  (1)
5=0

де с5 — Д1ЙСН1 чи комплексш числа; I — дшсна змшна.
Вираз (1) називають формальним степеневим рядом.
ТОД1, якщо

оо

8 = а8Г 5-
5=0

шший формальний степеневий ряд, то за означениям ряд /  дор1внюе 
ряду 8 ТОД1 1 Т1ЛЬКИ ТОД1, коли с5 = с15, $ = 0, 1, 2,...

Суму 1 добуток двох формальних ряд1В визначають за допомогою 
р1Вностей

оо

/  + 8 - + Ац)* 5>
5=0

оо 5

/,? = ^  И5г \  ь5 = 2 ]  ска5-к.
5=0 *=0

Похщною /' формального ряду /  називають формальний ряд виду
оо

Г  = - ^ * с ,г * - К
5= 1

Тод| формальним розв’язком диференщального р1вняння назива- 
тимемо такий формальний степеневий ряд, який, будучи шдставлений 
у диференщальне р1вняння, перетворюе його в тотожшеть у розумшш 
р1Вност1 формальних степеневих рящв [9].

Як приклад розглянемо диференщальне р1вняння

■*" + (1 - ^ )х = 0, (2)



в яко м у  а — дш сне чи ком плексне число; ? — дш сна зм ш на. П р и  I -* оо 
дане Р 1ВНЯННЯ виродж уеться в р1вняння

х" + х = О,
один 13 ро зв ’я зю в  якого  мае ВИГЛЯД е", I = V - !-

Тому природно р о зв ’язо к  Р 1ВИЯНИЯ (2 ) при великих значениях  I  шу- 
кати  у  вигляд 1

11/(1) — е'1 (1 + с\1 * + с2( 2 + ... + с 1(1 к + . . . ) .  (3 )

Д л я  знаходження ко еф щ е н 'п в  ф ормального степеневого ряду 
пщ ставим о (3 ) у  р1вняння (2 ). Д л я  цього знайдемо спочатку  1//'(() та 
ГН У -

<//'(() — 1в'Г(1  + С\1  ̂ + С2( 2 + . . .  + Ск1  ̂ + .. .)+

+ е " ( - с \ Г 2 -  2 с 2Г 3 -  ... -  к с к Г к~1 

{р" (/) = — е'1 (1 + С]/  ̂ + с 2(  2 + . . .  +  ̂ + .. .)+

+ И е " { - С \ Г 2 -  2 с 2Г 3 -  ... -  к с кГ к~ 1 -  ...)+

+ / (2 с 1 Г 3 + 2 • 3с 2Г 4 +  . . .  +  к ( к  + 1 ) с кГ к~2 + ...).

Тод1 матимемо таку  то то ж ш сть :

2 1 ( - с \ Г 2 -  2с2Г 3 -  ... -  к с кГ к~ х -  ...)+

+ 2 с } (  3 + 2 • 3с 21 4 + ... + к ( к  + 1 ) с к1 к 2 +  . . . —

- а Г 2(  1 + с \ Г х +  с 2Г 2 + ... + с кГ к + ...) = 0.

З р 1вню ю чи  в цш  то то ж н о ст1 ко еф щ ен ти  при г к~2, д1стаемо 

- 2 Ц к  + 1 ) с *+ 1 + к ( к  + 1)с*- -  а с к = 0,

звщ ки

Ск+1 = с к, к  ^  0, со = 1, (4)
К ' 2(к + 1 )

тобто
НтА:—>оо

Ск+1
Ск

= 11тк-* оо 2(* + 1)
- к -- оо.

Отже, степеневий ряд у формул! (3) розб1гаеться. Але 11/(1) фор
мально задовольняе р1вняння (2) у тому розумшш, що коли ф(1) пщста- 
вити в Р1ВНЯИНЯ (2), то коефщенти при однакових степенях I в обох час- 
тинах отримано! Р1ВН0СТ1 Д0р1ВНЮЮТЬ один одному.

Виникае питания про зв’язок м1ж точним розв’язком (розв’язком) 
диференщального р1вняння 1 формальним розв’язком даного р1внян- 
ня. Вщповщь на це питания вперше дав А. Пуанкаре [30], показавши, 
що коли р1вняння мае формальний розв’язок, то вш е асимптотичним 
зображенням точного розв’язку даного диференщального р|вняння. Це 
означае, що точний розв’язок даного диференщального р1вняння зоб- 
ражуеться у вигляд1 суми 13 п-! частинно! суми формального розв’язку 
1 величиии порядку 0 ( Г п~1). Нагадаемо означения символу О. Нехай 
5 — дов1Льна множина, а /  та у  — дшсш чи комплексш функщ!, визна- 
чеш на множиш 5. Тод1 запис

/ ($ ) = 0 ( Ф ) ) ,  5 е  5

означае, що 1снуе стале число А таке, що для вах  х е 5 справджуеться 
Иер1ВИ1СТЬ |Д.?)| < Л|</>(5)|.

Формули, як1 М1стять символ О, називають асимптотичними. 
Повернемося до попереднього прикладу. Методом вар1аци довкль- 

них сталих зведемо диференшальне р1вняння (2) до штегральиого р1В- 
няння.

Для цього запишемо р1вняння (2) у вигляд!
х" + х = /((), ДО = ^ х(1). (5)

Покладемо
х = с\(1)е" + с2(1)е~и, (6)

де с\(1) та с2(г) -  функщ!, яю пщлягають визначенню.
ТоД1

х'(1) = с[(1)е" + с'2(1)е~" + /с[(г)е" - 1с2(1)е~".
Поклавши

с\(1)е" +с'2(1)е~" - 0, (7)
Д1Станемо

х"(1) = к\(1)е" - 1с2( 1)е~" - с\(1)е" - с2(1)е~". (8)

Пщставивши (6), (8) у л1ву частину р1вняння (5), матимемо

1с\(1)е" - 1С2(1)е~" = ДО- (9)
Тод| 13 системи р1внянь (7), (9) знаходимо

✓,</) = 4 (0  = - ^ .



або

С1 (0 = ^  /  /{т)е~п Ат + 1, с2(0 = /(т)еп Ат
ОО оо

(стал1 штегрування дор1внюють 1 1 0). Отже,
00

х(() = е" - а ̂  т~2х(т) 8т(? - т) Ат. (10)
Г

Таким чином, вщ диференщального р1вняння (2) переходимо до 
екв1валентного йому сингулярного штегрального р1вняння.

Розв’яжемо р1вняння (10) методом послщовних наближень, пок- 
лавши для цього

х0(0 = О, 00
*н+1(0 = е" - а ^  т_2х„(т) 81П(Г - т)Ат, п = 0, 1,...

1
ТоД1

XI (() = е"
1

|Х1(0  -*о(01 = 1.
Використовуючи метод математичноТ шдукцп, можна довести не-

р1ВН1СТЬ

|х„+1(0 -  Х„(01 ^  ^  - п ^  0- 1 ^  1 < °°-

Отже,
и-1

|х„(01 = ^ > +1(0-Х*(0)
к=О

,  ы

*=о
Звщси випливае, що послщовшсть функщй (х„(0) р1вном1рно зб1- 

гаеться для вах 1 ^ I < оо. Тому 1снуе
Н ш  Х „ ( 0  = (р(1).

и  — > СО

Перейшовши до гранищ в р1Вноеп (11) при п -> оо, д1стаемо

(р{1) = е" - а ^  г 2<̂ (т) 81п(; _ т) ̂ т-
I

Отже, штегральне р1вняння (10) мае точний розв’язок, причому

№(01 ^ еы.
Тому

№(0 - е,УК  ^  (12)
тобто

<р(1) = е" + 0 (Г {).
Таким чином, перший член формального ряду (3) з точшстю до 

0 {Г Х) зб1гаеться з точним розв’язком штегрального р1вняння (10), або, 
що те саме, диференщального р1вняння (2).

Покажемо, що сума перших двох члешв формального розв’язку 
з точшстю до 0 (Г 2) збшаеться з точним розв’язком диференщального 
р1вняння (2). Для цього використаемо р1вшсть

00 оо

ср(1) - е" + а ^  т~2еп зт(Г - т) Ат = а ^  т-2 (е,т - (р(т)) зт(Г - г) Ат.
1 I

Скориставшись (12), маемо
оо

а §  т~2 (е'т - <р(т)) з т (I - т) Ат ^  Щ̂  .
Г

Отже,
00

(р(1) = е11 - а ^  т~2е'т зт(Г - г) Ат + 0 (Г 2). (13)
Г

Записавши зт(/ - т) в експоненщальнш форм1, Метаемо
00 00

1 т' 2‘ " - т> ■* = й  -  $  + т  I  » '* * *
г I

Легко П0М1ТИТИ, що
00
|  т^е2'7 Ат = 0 (Г 2).
(

Тому, згщно з (13), остаточно маемо



Пщставляючи в (3) значения С] 13 (4), переконуемося, що сума 
перших двох члешв формального розв’язку (3)зб1гаеться з першим чле
ном точного розв’язку (14) диференщального р1вняння (2).

Отже, з наведеного прикладу випливае, що частинш суми фор
мального розв’язку диференщального р1вняння асимптотично зобра- 
жають точний розв’язок даного р1вняння. Тому кажуть, що формальш 
розв’язки мають асимптотичний характер.

У  цьому параграф! ми навели приклад формального степеневого 
ряду, в якому коефннентами е числа, а сам ряд розташований за вщ’ем- 
ними степенями змшно! (. У наступних параграфах використовуватиме- 
мо формальш степенев1 ряди вигляду

оо

Дт. е) = 2  е*/*(т)>
5=0

де е  — дов1Льний малий параметр, а коеф1щенти / 5(т), 5 = 0, 1 ,..., — 
необмежено диференцшовш функщ! на вщр1зку0 ^  т < Ь  < оо.

Зауважимо, щоди над такими рядами проводяться за тими самими 
правилами, що й над рядами (1).

6.3. Системи Л1Н1ЙНИХ диференщальних р1внянь 
з повшьно змшними коефщ!ентами

Розглянемо систему диференщальних р!внянь вигляду
у  = А(т, е )х , (1)

де х — шуканий л-вим1рний вектор; А(т, е) — дшсна квадратна матриця 
порядку п, що зображаеться в загальному випадку степеневим рядом

оо

А(т, е ) = ^
.9=0

е  — малий дшсний параметр.
Нехай А^т), Лг(г)......А„(т) — власш значения матрищ Ао{т).
Теорема 1. Якщо матриц/ Л*(т), .у = 0, 1.....на в[др[зку [0; Ц

необмежено диференщйовт / власн/ значения матрищ  Ао(т) на 
даному в[др1зку проста, то б то

А,(г) Ф Ау(т), I Ф у, й ]  = 1,2.....п, (2)
т о  система диференщальних ревнянь (1) мае формальну матри-

( '

де1/(т, е ) — матриця розмщв пхп, а Л(г, е ) — дьагональна матриця 
порядку п, що зображаються формальними рядами

оо оо

I I (т, е ) = ^  Л(т, е ) = ^  еХ/\Ат). (4)
$=0 $=0

Доведения. Як вщомо [9], формальною матрицею-розв’язком 
системи (1) називають таку матрицю, яка, будучи пщставленою в цю 
систему, перетворюе и в тотожшсть у розумшш р1Вноеп двох матрич- 
них формальних степеневих ряд!в. Тод, пщставляючи (3) у систему (1)1 
враховуючи, що

ехр §  А (г, е) с1( А (т, е ) = А(т, е ) ехр ^  Л(т, е) (11
ч0

матимемо таку тотожшсть:
е 1 ! ' {т , е ) +  11 (т , е ) Л(т, е ) = А(т, е ) V (т, е ). (5)

Зр1внюючи тут коеф1щеити при однакових степенях параметра е , 
Метаемо несюнченну алгебра!чну матричну систему р1внянь

170(т) А0(т) - А0(т) Щ (т) = 0, (6)
адт)Ло(г) - А0(т )^ (т ) = Щ т), 5=1,2,..., (7)

Де
5 5-1

н 5(т) = 2 Д>(Т) ~ "  и° (т) л *(т ) "  Е
]=\ У=1

Отже, якщо матриця (3) е формальною матрицею-розв’язком систе
ми (1), то коефщенти формальних ряд1в (4) задовольняють алгебра!чш 
системи (6), (7).

Можна довести I обернене твердження. А саме: матриця (3), вякш 
коеф|щенти формальних рядав II(т, е ) та А(т, е ) визначаються системою 
р1внянь (6), (7), е формальною матрицею-розв’язком системи (1).

С правд!, пщставимо матрицю (3) у диференщальний вираз

Ц Х ) = % - А (  т, е )Х Щ (т) А0(т) - Л0(т) Щ(т)+ 
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оо /
+ ^  е'( IIЛт) Ао(т) - А0(Т) С/Дт)-

5=1 V

- ^ А у С т^ - Д т Э  + ^  ^ т^ ех р  | л ( т , е ) л  ,

7=1 ' '  40
звщки на пщстав! (6), (7) робимо висновок, що

Д Х ) = 0.
Отже, для доведения теореми залишилося показати, що матрична сис
тема р1внянь (6), (7) мае розв’язок.

Розглянемо матричне р1вняння (6), у якому матрицю Ао(т) згщно 
з (2) можна записати у такому вигляд:

Ао(т) = Г (т )^ (Г )Г - 1(т),
де Щ т) — дагональна матриця

Щ т) = {А1(т), А2(т), ..., А„(т)},
а Г(т) -  матриця перетворення подбностк 

Тода р1вняння (6) матиме вигляд

1/0(т) Ао(т) - Г(т) Щ т) Т~\т) Щ(т) = 0. (8)
Помножимо зл1ва обидв1 частини р1вняння (8) на матрицю Т '(т). Д1с- 
танемо

<2о(г)Л0(г) - Щ т) Со(т) = 0,

де
йо(т) = Т~Нт)Щ(т).

Вважатимемо, що для вах г е [0; Ь\
<2о(т) = Е,

або, що те саме,
1/0(т) = Т(т),

ТОД1
Л0(т) = Щ т). (9)

Отже, матрищ /̂о(т) та Ло(т) визначеш, причому вони на вщр1зку 
[0; Ц  мають похщш вах порядюв [26].

Розглянемо тепер матричне р1вняння (7), яке згщно з (9), можна

а д т ) Щ т ) - Г ( т ) Щ т ) Г - 1(т )^ (т )  = -Г(т)Л ,(г) + 77,(т), *= 1,2.....
(Ю)

Де
5 5 - 1

Н 5(т) = Ц ^ (т ) - ^  1/Дт) Л,_Дт) - г/;_!(т).
; = 1  7=1

Тод1, помноживши обидв1 частини (10) зл1ва на матрицю Г _1(т), Д1С- 
таемо

е,(г) Щ т) - Щ т) & (т ) = А,(т) + ^(т), 5=1,2.....  (11)
де

Я (т) = Т~1(т)НЛт), а ( т )  = Г^мс/Дт).
Запишемо матрищ '<2*(г) та /^(т) у вигляд

<2*(т) = (2ь(т) + (Ы т ) ,  ЕЛт) = Еи(т) + Е2Лт),
Де (2и{т), Ри(т) — Д1агональн1 матрищ, а б 2̂ (т), /^(т) — квадратш мат
рищ порядку п, дагональш елементи якихдор1внюють нулю.

Тод1 13 (П )д 1стаемо
би(т) Щ т) - Щ т) <2и(т) = А,(т) + Еи(т), (12)

025 (т )Щ т) - Щ т) 025 (т) = /Ъ(т), 5= 1,2, ... (13)
Осюльки матрищ 0 {5(т) та Щ т) — Дагональш, то вони комутують М1Ж 
собою, а тому 13 (12) знаходимо

Д5(т) = -Ри(т), 5= 1,2,...
Д1агональна матриця ()\5(т) при цьому залишаеться довшьною. 

Вважатимемо, що
Й 1,(т) = 0, 5= 1,2,...

Переходячи в матричному р1внянш (13) до скалярноТ форми, дс- 
таемо

(А/т) - А,(г)) 5̂̂ {̂т) = /5,7(7), / Ф г, I, 7 = 1,2,..., л, 
звщки, враховуючи (2), знаходимо

»->1г,= Щ з Ь ) ’ = 1.1..... »•
Таким чином, матриця & (т ) знайдена. Знаючи & (т ), 13 (11) остаточно



матимемо

Отже, 13 системи р1внянь (6), (7) можна визначити матрищ 115(т) 
та Л5(т), з = 0, 1,..., причому щ матрищ, як це випливае з попередшх 
формул, мають на вщр1зку [0; Ь\ похщш вах порядюв. Теорему доведе
но.

Приклад
1. Знайти формальний розв’язок диференщального р1вняння

+ ы 2(т )у  = 0, (14)А1 у , ,.2, 
А 2

де а12(т) > 0 для вах т  е  [0; Ц .  
Розв’язання. Дане р1вняння замшою

Ау

можна звести до системи
У = Х]' Ш =Х2

В ЯК1И
Жт) = о 1

со\т) О

Запишемо характеристичне р1вняння матрищ А ( т ) : 
ёсч ИЛо(т) - ЛЕИ = А2 + ш2(т) = 0.

Т0Д1
А,(т) = М г), А2(т) = - Ы т ) .

Отже, А,(г) + А2(г). Тому, припускаючи, що функщя а>(т) необмежено диференцшовна 
на вщр!зку [0; Ь], можна для диференщального р1вняння (14) побудувати формальну 
матрицю-розв’язок.

6.4. Асимптотичний характер формального розв’язку
Теорема 1 дае можливкть для системи (1) §6.3 побудувати фор

мальну матрицю-розв’язок. Легко П0М1ТИТИ, що для досить малих зна-
чень е е (0; г0] 1 для вах I е  0; ця матриця е фундаментальною:

11Х(т, е)П ф 0.
Тому формальний загальний вектор-розв’язок системи

^ =  А(т, е )х (1)аI
можна записати у вигляд!

х((, е) - V  (т, е ) ехр ^ А(т, е) Ас а, (2)

де а — сталий и-вим1рний вектор, який не залежить вще.
Покажемо, що формальний вектор-розв’язок (2) мае асимптотич

ний характер.
Для цього побудуемо функщю

/ /
х,п(1, Е) = е ) ехр ^  Лт (т, е ) с1(

,0
а, (3)

де

т, е ) = 2  ^С^(т), Ат (т, е ) = 2  е*Л5(т),
.5=0 5=0

тп — натуральне число, яку надал1 називатимемо т -м наближенням.
Лема I. Якщо виконуються умови теореми 1 / для вах  

т е [0; Ц
Ке (Ау(т)) ^ 0, ]  - 1, 2, .... п, (4)

т о  т - т е  наближення задовольняе систему (1) рёвномёрно вёднос- 
но I е |0; (е е  (0; «о]) з т о ч т с т ю  до величин 0 (егп+1).

Доведения. Пщставимо вектор (3) удиференщальний вираз

Ш т )  = ~  - А(Т, е )хш.

Матимемо

Ш т ) = (е1!'(т, е) + и1П(т, е) А ,„ {т , е) - А(т, е) 11т (т, е)) х
Г \

хехр /  Аш(т, Е) 41 а. (5)

Матриця у квадратних дужках, згщно з формулою (5) §6.3, мае 
порядок 0 (е",+1). Тому для повного доведения леми залишилося оцшити

( I
. Для цього запишемо елементиза нормою матрицю ехр §  А;„(г, е ) с!1 

1о
Акт(т, е ), к = 1,2,..., п, Д1агонально1 матрищ А,„(г, е ) у вигляда 

Акт(т, е) = акт(т, е ) + фы{т, е),

Де акт(т,Е), /Зкт(т,Е) — вщповщно дшсна 1 уявна частина елеменпв
Акт(Т, Е).



Тод1, враховуючи (4), маемо

ехр ^  Лт (т, е ) с 11

I Тщ
/ акт(т,Е)Л / I  е1-1 аь(т) Ат

= шах е° ^ шах е° 1=1
к к

к = 1, 2, п.
Осюльки функцп а^(т), 5 = 1, 2,.... т, — диференщйовш на вщ- 

р1зку [0; Ц , то 1снуе стала М > 0, яка не залежить вщ е 1 така, що для 
вах т е [0; Ц, е е (0; ео]

т

5=1

^ М, к = 1, 2, ..., п.

Тому
( 1 \

ехр ^  А ш(т, е )А1
,0

< емь. (6)

Отже, 13 (5) I (6) дстаемо

= А(Т, Е )х т ц, Е) + 0 ( Е т +ш
Лему доведено.

«Лема 2. Якщо для вах1 е  [О; справджуеться нер'шшсть

(7)г(1) ^ с ф ) Ах + /((), 
о

де с > 0 -  стала, а ДО -  диференщйовна функщя на в'ьдрьзку 
|0; - | , т о  на цьому всдр^зку

КО < /(0) |  /\а)ес<',~5) <15. (8)

Доведения. Введемо позначення
I

К ( 1 )  =  |  /'(.У) (9)

Тод1 нер1вн1сть (8) можна записати у вигляд!

* ш ~ с т < № -  (Ю)ш
Помножимо обидв1 частини нер1вност1 (10) на е~а . Матимемо

Оскьльки К(0) = 0, то, штегруючи останню нер1вшсть, дктаемо
I

Щ )  <: ]7 (а )е с('“ *) Аз,

або

О 
г

= \ ДО) ~ ДО + I  /'(5) е«-5) А5.
о

Використовуючи нер1вност1 (7) та (9), переконуемося в правильное^ 
нер1вност1 (8).

Теорема 1. Якщо виконуються умови теореми 1 §6.3, умо
ва (4) I в початковий момент часу функцп х(1, е ) т а  хт {1, е ) дор’т-  
ню ю ть одна однш, то б то

х(0, е ) = хш(0, е ),

де х(1, е ) — точний розв’язок системи (1), то  для будь-якого Ь > 0 
/снуе стала с > 0, яка не залежить в1д е  I та ка , що для вах

0; е е  (0; ео] справджуеться нер1вшсть\

Пх(/, е) - хт (1, е)Н ^ е '"с .

Доведения. Введемо вектор
У (С, е) = х(1, е ) - хт (1, е ).

За попередньою лемою даний вектор задовольнятиме систему ди
ференщальних р!ВНЯНЬ

^  =А(т,е).у + 0(ет+1), (11)
причому у(0, е) = 0.

У систем! (11) зробимо замшу змшних
у(1, е ) =  Т (т )г(1 , е).

Матимемо
|  = (Щ г) + еЛ1(г,е))г + 0(е'"+1),

де



Л, (г, е) = Т-\т) 2 У - Ч ( т ) Г ( т ) - Г ' ( т )
5=1

Розглянемо систему диференщальних р1внянь
</г
Л = Щ т)г .

Осюльки и фундаментальна матриця мае вигляд

7,(1, в) = ехр и " Щ т) с1(

то дану систему можна замшити екв1валентною системою штегральних
р!ВНЯНЬ

1(1, 8) = 8 ̂  ехр ^  ]У(т)с11 
о VI
I I

+ ^  ехр ^  \У(т )<11

-А 1 (Ть 8) 1(11, 8) Л1\ +

0(8т+1)с11и

звщки дастаемо

*]■ ехр
” ' 1 
|  \У(т) (11 11А1 (т 1, г)1И1г(/ь е)ИЛ1 +

0
г

+ 1 ехр
'

\У(т)Л1 \\0 (еГ+1)\\с11и
0 к'1

(12)

Згщно з (4),
' / \

ехр |  Щ т )Л

Кр1М того, 1снують стал1 М\ > 0 та М2 > О, яю не залежать вще 1 
таю, що для вах ? е [О; 1 б е (0; е0] виконуються нер1вноеп:

ИА^п, е)Н < М и 1Ю(ет+1)И «С 8т+1М2.
Тому з (12) маемо

Г
\\г(1, е)Н ^ еМ\ ^  Пг(?ь е)Н й1\ + 8т М2Ь. 

о
Звщси за лемою 2

\\г(1,8)\\ ^ 8 тМ2Ьем'ь. (13)
Отже,

Иу(Л е)И = Их(/, е) - хт (1, е)Н ^ ПГ(г)Н • II 1(1, е)П. (14)

Осюльки матриця Т(т) диференщйовна на вщр1зку [0; Ь\, то для вах 
т е [0; Ц  1снуе стала М3 > 0, яка не залежить вще 1 така, що

Щт)П ^ М3. (15)
Нер1ВНОСТ1 (13), (14), (15) 1 доводять теорему.

6.5. Неоднорщш лшшш системи диференщальних р1внянь
Розглянемо питания про 1снування формальних розв’язюв для 

системи диференщальних р]внянь

^  = А(т, 8)х + Дт, 8)ет 'Е\ (1)

в яюй х(1, 8) та /(т, е) — п-вим1рш вектори; А(т,е) — дшсна квадрат
на матриця порядку п. Припускатимемо, що А(т, е) та Дт, е) розкла- 
даються в степенев1 ряди

оо оо
А(т, 8) = 2  е*АЛт), Дт, 8) = 2  ^Л(т),

5=0 5=0
де т = 81, 8 — малий дшсний параметр.

Тод| залежно вщ значень функцп Ис(т) ^ (т) = 1 корешв
^1(т). А2(т), А„(т) характеристичного р1вняння

Йе111А0(т) - ЛЕИ = 0 (2)

можлив1 два випадки:
1) "нерезонансний" — функщя гк(т) при жодному значенш т е  [0; Ь\ не 
дор1внюе кореням характеристичного р1вняння

1к(т) Ф X^(т), )  = 1,2..... п ;
2) "резонансний", коли функщя 1к(т) при деяких значениях т е  [0; Ь ]  
дор1Внюе одному 13 корешв р1вняння (2), наприклад,

а д  = А1 (т), (3)
але для вах г е [0; Ц

1к(т) Ф Аг(т), г  — 2, 3, — , п. (4)



Розглянемо спочатку "нерезонансний" випадок. При цьому вва- 
жатимемо, що кореш характеристичного р1вняння (2) проел на вщр1зку 
[0; Ы

Теорема 1. Якщо матрищ ААт), вектори /5{т), 5 = 0, 1, т а  
функщя к{т) необмежено диференцшовш на вьдрёзку [0; Ц , т о  в 
"нерезонансному" випадку система диференщальних рёвнянь (1) 
мае частинний формальний розв’язок вигляду

х(1, б ) = р{т, е ) е ,(к''е) , (5)

де р(т,Е) -  п-вим1рний вектор, що зображуеться формальним 
степеневим рядом ОО

р(т, е ) =  ^  **Л (т)-
5=0

Доведения. Поставивши вектор (5) у систему (1), матимемо

(Л(т, е ) -  1к(т)Е) р(т, е ) = вр’{т, е ) -  Дт, е).

Зр1внюючи в цш тотожност1 коеф1щенти при е 5, 5 = 0, 1 , дста- 
немо нескшченну алгебраТчну систему р1внянь

(Л0(т) - 1к{т)Е) р,(т) = 1г5(т), х - 0, 1.....  (6)

Де
Л,(т) = р'$. х(т) - /,(т) - 2 Д/(т) Р*-№-

;=1
У "нерезонансному" випадку г7с(т) при будь-якому т е [0; Е\ не 

дор1Внюе кореням характеристичного р1вняння. Отже,

(1е1 ПАо(т) - 1к(т)Е\\ Ф 0

для ВС1Х т е  [0; Ц . Тому 13 (6) знаходимо

р5(т) = (А0(т) - 1к (т )ЕТ 1 И Ат), 5 = 0, 1, ...
Теорему доведено.

Зауважимо, щоаналопчнодотеореми 1 § 6.4 можна показати, що 
т-те наближення вектора (5) задовольняе наступну нер1вшсть:

\\х(1, е ) -  х т((, е)Н < Етс , (7)

де с  > 0 — стала, яка не залежить вщ параметра е .
Перейдемодо "резонансного" випадку.

Теорема 2. Якщо виконуються умови теореми I, т о  систе
ма (1) мае формальний розв’язок

х{1, е ) = V (т , е ) Н(1, е ) е 1(К,'е \ (8)

де I ] (г, е ) — квадратна матриця порядку п, причому
ОО

Щ т , е ) = ^  е ^ А т ),
5=0

а Н{1, е ) — п-вимёрний вектор, що визначаеться системою дифе
ренщальних рёвнянь

= (Д(т, е ) - 1к(т)Е) к(1, е ) + г(т, е ), (9)

в якш  А(т, е ) — дшгональна матриця порядку п т а  г(т, е ) — 
п-вим1рний вектор зображуються формальними рядами

о о  ОО

Мт, е ) = 2  е*А,(г), г(т, е ) = ^  «^ (т).
5=0 5=0

Доведения. Пщставляючи вектор (8) з урахуванням (9) в систе
му (1), Д1станемо тотожшсть

(е*У'(т, е )  + 1] (т, е )  А (т, г)) Н(1, е )  + 11 (т, е )  г(т, е )  =
= А(т, е) V (т, е ) Н(1, е ) + Дт, е ).

Зр1внюючи в цш тотожност1 члени при И(1, е) 1 В1льш члени, мати
мемо сшввщношення (5) §6.3 :

е 1 }' {т , е ) + V(т, е ) А (т , е ) = А(т, е ) V (г, е )

та
V  (г, в) г(т, е) = Дт, б ). (10)

У формул! (10) зр1ВНяемо коеф1щенти при е \ 5 = 0, 1,... Тод|
5

^о(т) Ы г ) = /Ат) - 2  иАт) ( 11)
у=1

Осюльки 11о(т) = Т(т), то с1е1Шо(т)П Ф Одля вах г е [0; Ь\, а тому 
13 (11) знаходимо

гАт) = V'о ‘(г) / А т )- ^ Щ т )ь - ^ т ) , 5 = 0, 1, ...



Теорему доведено.
Зауважимо, що теорема 2 залишаеться слушною 1 тод|, коли век-

тори /Дт), 5 = 0, 1..... неперервж на вщр1зку [0; Ь\.
Побулувавши для вектора (8) га-те наближення 1 використовуючи 

Т1 сам1 м1ркування, що й в § 6.4, можна довести таку нер1вшсть:

Нх(/, е) - хт {1, е)11 ^ ет ~хс,
де с > 0 — стала, яка не залежить вщ параметра е.

Отже, бачимо, що асимптотична ощнка, пор1внюючи з "нерезо- 
нансним" випадком, попршуеться. Проте якщо припустити, що резо
нанс настае не в окремих точках, а на жтервалах, то можна показа- 
ти, що система (1) мае формальний розв’язок, для якого асимптотична 
ощнка (7) збер1гаеться.

Теорема 3. Якщо виконуються умови теореми 1 / функщя 
1к(т) дор1внюе А} (г) в деяких штервалах, що належ ать в1др1зку 
[0; Ц , т о  на цих штервалах система (1) мае формальний частин- 
ний розв’язок

х((, е ) = р(т, е) е1(К1,к\ (12)
де р(т, е ) — п-вим1рний вектор, що зображуеться формальним р я
дом

оо

р(т, е) = ^  Е5р5(т).
5 = —1

Доведения. Пщставивши вектор (12) у систему (1), дстанемо то-
ТОЖШСТЬ

(А(г, е) - 1к(т)Е) р(т, е) = ер'(т, е) - /(т, е). (13)

Зр1вняемо тут коефщенти при е-1:

(А0(т) - 1к(т)Е)р-\(т) = 0.

Враховуючи, що
А о ( т )  =  Г ( т ) Щ т ) Г - 1( т ),

матимемо
(\У(т)-1к(т)Е)<р.1(т) = 0, (14)

де
4>-\(т) = Т~\т)р- 1(т).

Система р1внянь (14) розпадаеться на п р1внянь вигляду

(А;(т) - 1к(т))<р-ц(т) = 0, )  = 1, 2, ..., п,

де <р~1^т) — компонента вектора 
Тод! згщно з (4)

<р-\]{т) = 0, г = 2,3,..., п.

3 р1вност1 (3) випливае, що компонента ^_ц(т) залишаеться до- 
В1ЛЬНою. Визначимо II з р1вняння, яке дстанемо 13 (13) зр1внюванням 
коеф1щенТ1В при е°:

(А0(т) - гк(т)Е)ро(т) = р'_х(т) - А ^т)/м (т ) - /0(т),
або

(Щ т) - 1к(т)Е) 1р0(т) = ср'_ 1 (т) + С(т) <̂>_1 (т) + 1г0(т), (15)
де

у>о(т) = Т~1(т) ро(т), 1%о(т) = -Т~\т)/0(т),

С(т) = Г-1(т) ( Г ( т) - А 1(т) Г (т)).
Тод1, переходячи в р1внянж (15) до координатно! форми, 1 врахо

вуючи (3), дютаемо

^1ц(т) + сц(т)^_ц(т) + ко\(т) = 0, (16)
(Аг(т) - 1к(т)) (рог(т) = сг\(т) <р-ц(т) + % (т ) ,  г = 2, 3,..., п. (17)

1нтегруючи лжшне диференщальне р1вняння (16), знаходимо 
функщю ^-ц(т). Пщставивши п в праву частину (17), знайдемо ком
понента вектора <ро(т):

= Ц т т ^ .  г =2,3..... п.Лг(т ) -  </с(т)

Компонента <̂01(т) залишаеться довшьною. Вона визначаеться з 
р1вняння, яке д1стаемо 13 (13) зр1внюванням коефщ ент при е. Теорему 
доведено.

6.6. Теорема С. Ф. Фещенка про асимптотичне розщеплення
однорщних систем

У попереджх параграфах докладно було дослщжено системи Л1- 
ншних диференщальних р1внянь тод1, коли кореж характеристичного 
р1вняння залишалися простими на всьому вщр1зку [0; Ь\. Але розроб- 
леж методи побудови асимптотичного розв’язку вказаних систем не мо-



жуть бути застосоваш, якщо характеристичне р1вняння мае кратш ко
рен!.

Виявляеться, що випадок кратних корешв характеристичного р1В- 
няння проспше дослщжувати, якщо характеристичне р1вняння мае 
Т1льки один кратний коршь. Томудоведемо теореми, за допомогою яких 
вихщну систему диференщальних р1внянь можна асимптотично розще- 
пити на пщсистеми диференщальних р1внянь нижчого порядку. При 
цьому характеристичне р1вняння кожно! отриманоТ системи мае лише 
одну групу корешв, яю за умови !х р1Вносп вироджуються в один крат
ний коршь.

Отже, розглянемо систему диференщальних р1внянь

=  А(т, е )х , (1)ш
де* -  и-вим1рний вектор; А{т, е ) — квадратна матриця порядку п, що 
розкладаеться в степеневий ряд

ОО

А(т, в) = ^  е'А(т).
5=0

Припускаемо надал1, що кореш характеристичного р1вняння

йе1 ИАо(т) - АЕИ = 0 (2)
можна ПОД1ЛИТИ на дв1 групи А^т)......Ап(т), 1 < п  < л, та Лп+ 1( т ) .......
ЛГ2(т )  так, що для будь-якого т  е  [0; Ц  кореш одше! групи не дор1вню- 
ють кореням 1НшоТ групи, тобто

А ,(г )  Ф А; (т), г =  1, 2 , п ;  ]  =  п  +  1, г\ + 2, г2, г 2 =  п -  г х. (3)

Зауважимо, що в кожнш груш кореш можуть Д0р1внювати один 
одному.

Теорема 1. Якщо матрищ А5(т ), 5 = 0, 1.....  на в1др1зку [0; Ц
необмежено диференцшовш / на цьому вёдрьзку кореш характе
ристичного р'шняння задовольняють умову (3), т о  система ди
ференщальних рёвнянь (1) мае формальний вектор-розв’язок виг
ляду

х(1, е ) - I I (г, е ) И(1, е ), (4)
деУ( т,  е ) — матриця розмёрсв пхп; И((, е ) — п-вим~1рний вектор, що 
визначаеться системою диференщальних рсвнянь

^  = Щт,е)/|((,е), (5)ш
в якш Щ т ,  е ) -  квазьдьагональна матриця:

Щ ( Т ,Е ) 0
0 Щ ( т ,  Е)

Щ т ,  Е )  =

а Щ (т, е )  т а  Щ {т, е )  — квадратна матрищ порядку г\ т а  г2 в1дпо- 
вьдно. При цьому матрищ 0(т, е )  / Щ т, е )  зображуються формаль- 
ними рядами

оо оо

Щ т ,  е )  = 2  М * ( Т ) ,  Щ т ,  е) = 2
5=0 5=0

Доведения. Пщставивши вектор (4) у систему (1), матимемо
(,е 1 / ' ( т , е )  +  11 (т, е )  Щ т, е)) Н (1 , е ) = А ( т ,  е )  V (т, е )  Н {1 , е ) .

Зр1вняемо в отриманш тотожноеп члени при вектор! И { ( ,  е )  :
е 1 Г ' ( т , е )  +  V (т, е )  V /  (т, в )  = А(т, е )  V (т, е ) . (6 )

Зр1внюватимемо в сшввщношенш (6) коефЩенти при однакових 
степенях параметра е . Тод1 матимемо таку несюнченну матричну систе
му р1внянь:

Щ ( т ) Щ ( т ) - А 0 ( т ) 1 / о ( т )  =  0 , (7)
О Л Т )  Щ (т) - А о ( т )  Щ т )  = Щ т )  -  Щ ( т )  Щ ( т ) ,  5 = 1, 2 ,..., (8 )

де
5-1

Щ т) =

НАт) = ^ А ^ т )%-у(т) - 2  Щ г)Щ ч (т) - г/;_,(т).
У=1 ]=\

Вщомо [23], що
Ло(г) = Т (т)Щ т)Т -\т),

де Г(т) -  матриця перетворення под1бност1; Щ т) — квазццагональна 
матриця вигляду

Щ(т) 0
0 Щ(т)

Щ(т) — квадратна матриця порядку г,, / = 1,2. При цьому за побу- 
довою матриця ^ ( т )  мае своТми власними значениями кореш А^т), 
А2(т)......Аг,(т), а матриця Щ(т)  -  кореш АГ1+1(т), ..., АГ2(т). Кр|м то
го, даш матрищ, атакож1 матриця Т{т) необмежено диференцшовш на 
вщр1зку [0; Ц.

Тод1 матричне р1вняння (7) можна переписати у виглядк
Щ (т)Щ (т) - Г ( т )Щ т )  Т~\т) Щ (т) = 0,

або



Д6 1б о (т ) = Т ~ ( т ) Щ ( т ) .

Покладемо в матричному р1внянш (9)
<2о(т) = Е.

Д 1станемо
Щ т )  = Щ т), Щ (т) = Г(т).

Розглянемо р1вняння (8). Запишемо його так:
& (т )Щ т )  - Щ т )& ( т )  = ^ (т ) - Щ т ),  5 = 1, 2 , ( 1 0 )

де
е ,(т ) = Т~\т)и5(т), Е5(т) = Т-\т)Н 5(т).

Зобразимо вщповщно до структури матрищ Щ т) матрищ (?5(т) та 
Е5(т ) у вигляд! блокових матриць:

^ ц (т )  ^ 12(т)
Еш (т) Е522(Т)& ( т )  =

<2*11 (т) 0Х12(т) 
бй1(т) &22(Т) , Ж т )  =

де <2 7̂(т) та /^,Дт) — матрищ розм1р1в г, х гу-, /, _/' = 1, 2.
Тод1, використовуючи правило множення блокових матриць, р1в- 

няння (10) можна записати у такому виглядк
Ся;(т) Щ (т) - Ж (т ) а / 7(т) = Е5̂ (̂т) -  6Ч Щ (т), (11)

5 = 1,2,...; (, 7 = 1,2; <5,;- -  символ Кронекера.
Нехай I = ], тод1

Оя,-(т) Ж ( т )  -  Щ т )  <2,„(Т) = ^ „ ( т )  -  Щ (т ) ,  ( 12)
5 = 1, 2,...; 1 = 1, 2. Покладемо

е,й(т) = 0, 5 = 1.2,...; /= 1, 2. (13)
Отже, 13 ( 12) випливае, що

Щ/(т) =  Е5ц(т ), 5 = 1, 2, ...; / = 1, 2.
Таким чином, матрищ Щ (т) визначеш.
Розглянемо тепер матричне р1вняння (11) при / Ф ]. У цьому раз1 

воно мае вигляд

СяДт) ̂ -(т) -  И/'(т) бя7(т) = /  С14)
350

5 = 1, 2,-...; /, у = 1, 2.
Оскшьки матрищ Щ (т) та И (̂т) при / *  ]  згщно з (3) мають р1з- 

ш власш значения, то система (14) мае единий розв’язок [2]. Отже, 
розв’язавши р1вняння (14) вщносно матриць 0.$1](т) 1 врахувавши (13), 
знайдемо невщом1 матрищ (?5(т), 5 = 1, 2,... Тод1

^ (г ) = Г (т )& (т ), 5 = 1, 2,...
Теорему доведено.

3 теореми 1 випливае, що система ( 1) формально зводиться до 
системи (5), яка в свою чергу розпадаеться на дв! системи:

|  = Щ т ,Е)/1,-,;= 1,2, (15)

де /г, — г,-вим1рний вектор.
Отже, теорема 1 дае змогу формально розщепити систему дифе

ренщальних р1внянь ( 1) на дв1 пщсистеми (15), порядок яких вщповщно 
дор1ВНюе г\ та г 2, г\ + г 2 -  п.

Покажемо тепер, що формальний розв’язок (4) мае асимптотич- 
ний характер в тому розумшш, що норма р1знищ М1Ж точним розв’язком 
системи ( 1) 1 його т-наближенням для фжсованого т  ^ 1 при е -» 0
прямуе до нуля для вах / е |0; ^ « е (0; е0].

Для цього доведемо спочатку таку лему.
Лема 1. Якщо матриця

ОО

А(т, е ) = Д0(т ) + еА\(т, е ) ,  А^т.е) = ^
5=1

задовольняе умову теореми 1 / для вах т е [0; ^]
Ке (Ао(т)у, у) < 0, (16)

де у — будь-який п-вим1рний вектор, т о  для розв’язку х((, в) сис
теми диференщальних рёвнянь

у  = (Д0(т) + еА\(т, е ) ) х

з початковою умовою
х (0 , е ) = хо

для в а х 1 е |0;  ̂ / е е  (0; ео] справджуеться ощнка

Нх(г, е)Н ^ с11хо11, 
де с > 0 — стала, яка не залежить в1д е .



Доведения. Нехай функщя ф{1, е ) дор1внюе скалярному добутку 
ф([, е ) = (х(1, е ), х (1, е)).

Тод
= 2К.е (Ао(т)х(1, е ), х (1, е))+а1

+2еК.е(Л[(г, е)х(1, е), х{1, е)) < 2еКе (А 1(7, е)х(1, е), х(1, е)). 

Звщси дстаемо

Отже,

^ г’е> ^ 2е&ир 11А 1 (т , е)П ф{1, е ).
Л  те[0;/.], ее(0;е0]

ф(1, е ) ^  ф(0, е ) + 2е$ир\\А\(т, е)Н Г ф(1\, е ) й!\.
те[0;/.], ее(0;ео] ^

Тода за лемою 2 § 6.4 отримуемо
2 8ир11А1(г,е)И/. 

ф{1, Е) ^  Ф(0, Е)е  «№ 4«*К«01 ,

але
ф(0, е ) = Пх(0, е ) II2 = Пх0112, ф{1, е ) = 114?, б)П2

(тут пщ нормою Па11 вектора а розум1емо число На11 = V (а>а) )• Отже>
8ир 1Ь41 (г,е)11/,

IIх{1,6)11 ^ с11хо11, с = еге1(|;,'|'к6(,,:й".
Лему доведено.

Побудуемо тепер вектор
хт (1, е ) = 1!т(т, е) Ит (1, е), (17)

де
= ^»(г- « )*»&  е),Ш

т  т
е ) = ^  е5(/,(г), №т (г, е) = ^  е ' Щ ( т ),

5=0 5=0

т  ^ 1 — натуральне число.
Лема 2. Я/а^о виконуються умови теореми 1, а та ко ж  умо

ва (16), т о  вектор хт (1,Е) задовольняе систему диференщальних
рьвнянь (1) р1вном1рно вьдносно I е  |о; з то чш стю  до величин 

0(Ет+1).

Доведения. Пщставимо вектор (17) удиференщальний вираз

Щ т )  = ~  -  А(Т, Е)ХШ.
Матимемо

Цхт ) = (е 11'п(т, е ) + 11т (т, е ) \Ут (т, е ) - А{т, е ) 11т (т, е)) Нт ({, е).

Матриця у квадратних дужках згщно з (7), (8) мае порядок 0(е/”+1). 
Кр1м того, за лемою 2 для вах I е |0; 1 досить малих значень
е  е (0; е0]

\\Нт (1, е)Н < сь 
де с\ > 0 — стала, яка не залежить вще. Отже,

= А(т, Е)хт (1, е ) + 0 ( б т+1).

Лему доведено.
Теорема 2. Якщо виконуються умови теореми 1, умова (16) / 

в початковий момент часу функцп х (1,е ) т а  хт (1, е ) дор'шнюють 
одна однш, то б то

х(0, е ) = хт (0, е ),

дех(1, е) — точнийрозв’язок системи (1), т о  для будь-якого Ь > 0 
1снуе стала с > 0, яка не залежить вед е I та ка , що для вс1х
I е  |0; справджуеться нер1вшсть

\\х(1, б ) -  хт ((, е)П ^  Ет с.
Доведения. Введемо вектор

у(1, е) = х(1, е) - хт (1, е ).

Даний вектор задовольняе систему диференщальних р1внянь

у  = А(т, е)У + 0 ( Е т+1),

причому
}'(0, е ) = 0.

Розглянемо диференщальну систему

$= А (т,е )у .

Позначимо фундаментальну матрицю розв’язюв ще! системи че
рез У((, е ). Нехай



у(1, е ) = У(I, е ) 7.(1, е).

Тод1 матимемо
= У ~ 1( ( ,  е ) 0 ( е гп+1) ,а1

або ,
г(1, е ) = §у-\1ъ е)0(ет+х)сНх. 

о
Отже, г

у({,Е) = ]* У(1,Е)У-\1ъЕ)0(Ет+1)сНх. (18)
о

За лемою 2 1снуе стала М > О, яка не залежить вщ е  1 така, що для 
вс1Х (, 1\ е [0;  ̂ е е  (0; ео]

МГа, е ) Г _1(ГЬ е)М ^  М.
Нехай М\ > О — стала така, що

П0 (е т + 1 )Н ^  М\Ет+1.
Тод1 з (18)

Пу(г, е)Н =  Пх(/, е ) -  хт (1, е)Н ^  Ет с,
де с = ММ\Ь. Теорему доведено.

Зауважимо, що теореми 1 1 2 можна легко узагальнити на той ви- 
падок, коли кореш характеристичного р1вняння (2) утворюють бьльше, 
шж дв1 групи, наприклад, р ^ 2 груп. При цьому вихщну систему дифе
ренщальних р1внянь можна асимптотично розщепити на р диферен
щальних систем. Зокрема, якщо ва кореш характеристичного р1внян- 
НЯ ПрОСТ1 (р = П, В КОЖНШ Груш М1СТИТЬСЯ один коршь), то систему 
(1) можна розщепити на п скалярних диференщальних р1внянь першого 
порядку, яюштегруються в квадратурах. Отже, при цьому теореми про 
асимптотичне розщеплення системи (1) дають можлив1сть побудувати 
асимптотичний розв’язок дано! системи.

6.7. Асимптотичне розщеплення неоднорщних 
диференщальних систем

Розглянемо питания про асимптотичне розщеплення системи ди
ференщальних р1внянь вигляду

^  =А(т,Е)х + /(т,Е)ет -е\ (1)

в якш х та /(т, е) — и-вим1рш вектори; А(т, е) — квадратна матриця по
рядку п. Припускатимемо, що А(т, е) та /(т, е) розкладаються в степе- 
нев! ряди

о о  о о

А(т, е) = 2  е'а ^т)’ / (т> в ) = 2
5=0 5=0

де т = 81, е  — малий параметр.
Нехай, як 1 рашше, кореш вщповщного характеристичного р1в- 

няння утворюють дв1 1Эольоваш групи так, що кореш першо! групи 
М (т ), Лг(т), АГ](т) при жодному значенш т е [0; Ц  не дор1внюють 
кореням друго! групи Лп+1 ( т ) , ХГ2(т). Тод1 можуть бути таю випадки:
1) "нерезонансний" — функщя ёк(т) ^ (т) = при жодному
г е [0; Ц  не дор1внюе кореням характеристичного р1вняння

1к(т) Ф ЛДт), У = 1,2,..., п:
2) "резонансний" — функщя Ис(т) при окремих значениях г е [0; Ц  до- 
р1внюе, наприклад, кореням першо! групи

1к(т) - Хр(т), р = 1, 2,..., г\.
У "нерезонансному" випадку мае М1сце теорема 1 §6.5. Тому на- 

дал1 розглядатимемо "резонансний" випадок.
Теорема 1. Якщо матрищ А5(т ), вектори /5(т), 5 = 0, 1,..., I 

функция к(т) на ведрёзку [0; Ь] маю ть похёдш вах порядкёв, т о  сис
тем а диференщальнихр'шнянь (1) у "резонансному" випадку мае 
формальний розв’язок вигляду

х(1, е ) = (V  (т, е) Н(1, е) + р(т, е)) е,в(,'Е\ (2)
де Н(1, е) — п-вимёрний вектор, що визначаеться системою дифе
ренщальних р'шнянь

- 1 = т т ,  е) - 1к(т)Е) к(1, е) + г(т, е), (3)

в якёй матрице II(т, е) т а  1У(г, е) такё само, що йу теореме 1 § 6.6, а 
р(т, е) т а  г(т, е) — п-вимёрнё вектори, якё зображуються формаль- 
ними рядами

о о  о о

р(т, е) = 2  е*Л(т)- г(т, е) = 2  ^ ( т)-
5=0 5=0

При цьому



де %(т , е ) — г\-вим1рний вектор, а 0 — нульовий г2-вим1рний век
тор.

Доведения. Як 1 рашше, пщставимо вектор (2) з урахуванням (3) 
в систему (1). Матимемо

(А(т, е) - 1к(т)Е) р(т, е) - ер'{г, е) - V (т, е ) г(т, е ) + Дт, е)+

+ (Л (т, е ) V (т, в) -  е 1Г\ т , е ) -  V (т, е ) \У(т, г)) к{1, е ) = 0.

Зр1внюючи тут члени при вектор1 к ((, е ) \ вшьш члени, д1станемо 
сшввщношення (6) §6.6 1

(А(т, е) - 1к(т)Е) р(т, е) = ер'(т, е ) + 1 / (т, е ) г(т, е ) - Дт, е ). (4)

Зр1внюючи коефщенти в тотожноеп (4) при однакових степенях 
параметра г, маемо

(А0(т) - 1к{т)Е)р5(т) = 11о(т)г,(т) + <р,{т), 5 = 0, 1,...,

де
5 5

(Рг(Т) = р'_ 1(Т) - /,(т) + 2  1/;(т)г*_у(т) -
7=1 М

або
(Щ т) - 1к{т)Е) г,(т) = М т) + Щ(т\ (5)

де
М т) = Т~\т)р5(т), <р5(т) = Т~\т)<р5(т), 5 = 0, 1,... (6)

Згщно 31 структурою матрищ \У(т), система (5) розпадаеться на дв1 
системи вигляду

(Щ (т) - Щ т)Е) г51 (т) = §$(т) + (т), (7)

та
(Щ (т) - 1к(т)Е) г52(т) = & 2(т), (8)

де г^Ог), ^ ( т )  — г\-вим1рн1 вектори, а г*2(т), ^ 2(т) — г2-вим1рш век
тори.

Осюльки в "резонансному" випадку

с!е1 МЩ(т) - 1к(т)Е\\ 

при окремих значениях т е [0; ^] може дор1внювати нулю, то для то

го, щоб система (7) мала розв’язок, необхщно 1 достатньо, щоб вектор 
§5(т) + (рМт) Для кожного т е [0; Ь] був ортогональний до вектора- 
розв’язку вщповщно! однорщно! союзно! системи

(Щ (т) - 1к(т)ЕУ у = 0.

Ця умова напевне буде виконуватись, якщо

8*(т) + ^ ( т )  = 0, 5 = 0, 1, ...,
або

М т) = —<р$\ (т).
При цьому можна покласти

Г*1 (т) = 0, 5 = 0, 1, ...
Функщя гк(т) за припущенням не дор1внюе кореням друго! групи. 

Отже, для ВС1Х т е [0; Ь\

с!е1 НЩ(т) - 1к(т)Е\\ Ф 0.

Тод1 13 (8) знаходимо

гл(т) = (Ш т ) - 1к(т)ЕГ1 Трл (т), 5 = 0, 1,...
Таким чином, вектори г*(т) та г5(т), 5 = 0, 1, ..., знайдено. Знаючи 

вектор г (̂т), 13 (6) остаточно д1стаемо

р5(т) = Т(т)г5(т).
Теорему доведено.

Зауважимо, що аналопчно §6.6 можна довести асимптотичну 
властив1сть формальних розв’язюв у "нерезонансному" та "резонанс
ному" випадках, а саме: для них вщповщно правильш таю ощнки

Нх(/, е) - хт (1, г)П ^ Ет с,

Пх(Г, е ) - хт (1, е)П ^ ет_1с,
де с > 0 — стала, яка не залежить вщ е .

6 .8. Побудова асимптотичного розв’язку системи лшшних 
диференщальних р^внянь у загальному випадку

У цьому параграф! наведемо найбшьш загальш результати щодо 
асимптотичного штегрування систем лшшних диференщальних р1внянь



першого порядку з повкльно змшними коефщентами
оо

у  = А(т, е)х, А(т, е) = ^  е5А5{т). (1)
5=0

Отже, нехай серед корешв характеристичного р1вняння

с1е1М0(т)-ЛЯ11 = 0 (2)
системи (1) е кратш кореш, яким вщповщають кратш елементарш дьль- 
ники. При цьому спочатку припускатимемо, що кратному кореню вщ- 
повщае лише один кратний елементарний дальник. Тод1, не зменшуючи 
загальноеп, можна вважати, що характеристичне р1вняння (2) мае 
тьльки один коршь А = Ао(т), кратшсть якого для вс1х т е [0; Ц  до- 
р1внюе п (порядку системи (1)).

Зпдно з нашими припущеннями, для матрищ Ао(т) 1снуе матриця 
перетворення под1бноеп Г(т) така, що матриця

Щ т) = Т~1(т)А0(т)Т(т) 
мае форму жордановоТ кл1тини порядку п, тобто

Ао(т) 1 0 0 0 0
0 А0(т) 1 0 0 0

0 0 0 0 .. Ао(т) 1
0 0 0 0 0 А0(т)

Побудуемо матрицю

С(т) = Т~\т) ( ^ - А 1(т) ш \ (3)

Тод1 справджуеться наступна теорема [26].
Теорема 1. Нехай для системи диференщальних р1внянь (1) 

виконуються умови:
1) матрищ  А5(т), 5 = 0, 1,..., необмежено диференщйовш на в1д- 
р1зку [0; Ц\
2) характеристичне рьвняння (2) мае один кор1нь кратности п, 
якому в1дпов[дае один елементарний диьник\
3) елемент с(т)„1 матрица (3) для вс1х т е [0; Ь] задовольняе умову

с(т)(|1 Ф 0. (4)
Тод'1 система диференщальних рьвнянь (1) мае формальний час- 
тинний розв’язок вигляду

х = и(т, р.) ехр ^  А(т, р) Л (5)

де и(т,р) — п-вимьрний вектор т а  Х(т,р) — скалярна функщя зоб- 
раж ую ться формальными рядами

и(т,р) = 2 > Ч ( П  А(т, р) = А0(т) + ^ р 5Х5(т),
5=0

(6)

р = -?/Ё.
5=1

Приклад
1. Знайти формальний розв’язок диференщального р1вняння

Д2у
е± ?+ 8̂ у =

де е - малий параметр; $(х) - необмежено диференщйовна функщя на вщр1зку 
0 ^ ^ Ь.
Розв’язання. Поклавших = г = е(, приходимо до диференщального р1вняння

1 ? +Е8(т)у = о
з пов1льно змшними коефщентами.

Запишемо р1вняння (7) у вигляда системи. Для цього введемо нов! змшш

(7)

йу

ТОД1

Де

Лх = (А0(г) + еЛ](т))х,

^о(г) =

(8)

(9)0 1 . . .  0 0
0 0 ’ А|(т) “  -5(т) 0

3 (9) випливае, що вщповщне характеристичне р1вняння системи (8) мае один 
нульовий коршь Ло = 0 друго! кратноеп, якому вщповщае один елементарний дшьник 
такоТ ж кратности

Побудуемо тепер матрицю (3). Оск1ЛькиА0(г) вже мае жорданову форму, то мат
риця перетворення Г(т) = Е, тому

0 0 
8{т) 0

Таким чином, умова (4) теореми 1 набувае вигляду
с(т)21 = §(т) Ф 0 (10)

для вахт е [0; Ц.
Отже, якщо виконуеться умова (10), то за теоремою 1 система (8) мае формаль

ний розв’язок

С(т) = -А, (г) =



де вектор и(т, ц) 1 функщя Л(г, р) зображуються формальними рядами
00 оо

и (т ,ц ) = ^ / / Ч ( П  А(т ,ц )  = .Дг),

в яких
ц = л[е.

Теорема 2. Нехай матрице А5(т), з = 0,1,..., необмежено ди- 
ференцейовне на вёдрёзку [0; Ь] е характеристичнерёвняння (2) мае 
один корень кратностс п, якому вёдповёдають г елементарних
дёльникёв кратносте з. Тод'е, якщо всё кореш ^,(г), с = 1,2..... г, рев-
няння

С51(Т) — % С$,$+1(Т) ••• с5,5(г-1)+1('г)
с25,1(т) с25,5+1(т) ~ С2$,5(г-\)+\{т)

СП\(Т) сп,5+1(̂ ) с/|,5(г-1)+1(т) %

= 0

простё ё вёдменне вед нуля на вёдрёзку [0; Ь\, т о  система (1) на 
цьому ведрезку мае п формальних частинних розв’язкёв вигляду (5), 
(6), де р = -ф;.

Можна показати, що формальш розв’язки, про як1 йдеться в 
теоремах 1 I 2, за певних умов мають асимптотичний характер [2].

Вправи
Побудувати друге наближення для таких р1внянь 1 систем р1внянь. 

1 - ^ 1  = (ао(т) + «ц (т ))л  а0(т) Ф0, т е  [0; Ц.

2. ^  + а(т)х = е{в, а(т) Ф 0, т е  [0; I ] .

3. ^  =  Л  (г , е)х +  /(т)е ,ЕГ; А{т, е ) =  Л 0(т) + еА\{т),
аг

Ао(т) = -1 0 
2т -2т , А[(Г) = 1 +т2 0 

0 1 . /(г)-(!>[0; 1].
Зазначити умови, за яких побудоваш розв’язки матимуть асимптотич
ний характер.
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