
ЛУБЕНСЬКА, Л. Д . ЧУПАХА

Р Н О І

Г Е О М Е Т Р І Ї

Навчальний посібник



f · · уЦ. * ·

Т. В. ЛУБЕНСЬКА, Л. Д. ЧУПАХА

З ЛІНІЙНОЇ, ВЕКТОРНОЇ 
АЛГЕБРИ 

ТА АНАЛІТИЧНОЇ 
ГЕОМЕТРІЇ

Рекомендовано 
Міністерством освіти і науки України 
як навчальний посібник для студентів 

вищих навчальних закладів

Київ
Книжкове видавництво НАУ 

2005



УДК 512.64: 514.12(076) 
ББК В152.2я7 

Л821

Розповсюджувати та тиражувати 
без офіційного дозволу НАУ забороняється

Рецензенти:

І. О. Парасюк, д-р фіз.-мат. наук, проф.,

Н. О. Вірченко, д-р фіз.-мат. наук, проф.,

Гриф надано Міністерством освіти і науки України 
(Лист Na 14/18.2-1086 від 16.05.2005)

'— '  -- ......... Цидачця друкустьгязарішеишм Вченої ради НАУ
і 1 фйкарпатськіШйціоЩйжі^»>іі[;в/а-2в.оі2оо5 

імені Василя Стефаника 
код 02125266

М А їКО В А Б ІБ Л ІО .с.,^
1

ікп. No C O  о  9  С  П  --- ·■■!» lj 'і — „jj .ІЛ -------; ......

Лубенська Т. В., Чупаха Л. Д.
Л 821 Збірник задач з лінійної, векторної алгебри та аналітичної гео

метрії / Навч. посібник. —  Κ.: Книжкове вид-во НАУ, 2005. — 
212 с.

ISBN 966-598-236-2

Збірник містить теоретичний матеріал у вигляді таблиць, завдання для 
аудиторних робіт трьох рівнів складності, а також індивідуальні завдання, 
складені у 30 варіантах. До всіх завдань подано відповіді.

Призначений для студентів інженерних, технологічних та економічних 
спеціальностей усіх форм навчання.

НБ ПНУС удк 512.64: 514.12(076)
---  ББК В152.2я7

682260
© Т. В. Лубенська,

Л. Д. Чупаха, 2005

ISBN 966-598-236-2 © НАУ, 2005

Ψ  ЗМІСТ/
-І Д"|*·

Вступ................................................................................................... 4

Розділ 1. ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ...........................................5

§ 1. Визначники . . ..................................................................5
1. Визначники та їх властивості .........................................5
2. Застосування визначників до розв’язування систем двох

і трьох лінійних алгебраїчних рівнянь..............  14
§ 2. Алгебра матриць..............................................................22

1. Матриці. Дії над матрицями.........................................22
2. Обернена матриця........................................................29
3. Ранг матриці................................................................33
4. Власні вектори і власні числа матриці........................... 38

§ 3. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь............................41

Розділ 2. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ ..................................... 51

§ 4. Вектори. Системи координат . . ........................................51
1. Вектори. Лінійні дії з ними........................................51
2. Проекція вектора на вісь............................................56
3. Розкладання вектора за базисом ................................ 59
4. Системи координат................................................... 65

§ 5. Множення векторів..........................................................70
1. Скалярний добуток двох векторів.............................. 73
2. Векторний добуток двох векторів.............................. 79
3. Мішаний добуток трьох векторів .............................. 84

Розділ 3. ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ ............................. 87

§ 6. Аналітична геометрія на площині..................................... 87
1. Лінії на площині та їх рівняння..................................... 87
2. Пряма на площині........................................................ 91
3. Лінії другого порядку.............................................. ЮЗ

§ 7. Аналітична геометрія у просторі..................................  125
1. Площина у просторі ................................................  125
2. Пряма лінія у просторі ............................................ 134
3. Поверхні другого порядку........................................ 144

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ....................................  149

ВІДПОВІДІ ДО ЗАВДАНЬ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ...............  182

Література...................................................................................  210

З



в с т у п

Збірник задач містить теоретичний матеріал, завдан
ня для аудиторної і самостійної роботи з трьох розділів: 
лінійна алгебра, векторна алгебра та аналітична геометрія.

Теоретичний матеріал подається у вигляді таблиць, 
що сприятиме, на думку авторів, кращому його запам’я
товуванню. З метою полегшення роботи основні понят
тя, положення та формулювання виділені в тексті. Деякі 
факти проілюстровано.

Завдання для аудиторної роботи поділені на три гру
пи: А, Б, В за їх зростаючою складністю. Такий поділ 
має більш-менш умовний характер, але він наближає до 
диференційованого навчання.

Кожне із самостійних завдань складається з ЗО варіан
тів. Система індивідуальних завдань активізує само
стійну роботу студентів і сприяє глибшому засвоєнню 
предмета.

До всіх наведених у посібнику прикладів і задач по
даються відповіді, що забезпечує самоконтроль з боку 
студентів.

У збірнику застосована наскрізна нумерація параг
рафів, нумерація пунктів дається автономно у межах 
кожного параграфа. Це дає змогу за допомогою лише 
подвійної нумерації задач і рисунків легко орієнтуватися 
за темами: перша цифра — номер параграфа, друга — 
порядковий номер у його межах.

Збірник відповідає програмі вищої школи з матема
тики для технічних вузів і може бути використаний сту
дентами та викладачами технічних, технологічних і еко
номічних спеціальностей ВНЗ.

ЕЛЕМЕНТИ 
ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ

§  1. Визначники

1. Визначники т а  їх властивості 

ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТЕОРІЇ ВИЗНАЧНИКІВ

Назва Формули та позначення

Визначник и-го порядку

де су

J  = ( 

a U )

«11 «12 "· «їй 

«21 «22 — «2л

«пі «и2 ·■· апп

ма поширюється 

/ і .Л .- .л ) інші· 

—  кількість інве

- Σ Η Γ ω  - .Λ ,
j

на всі перестановки 

їх індексів;

рсій у перестановці j

Мц —  мінор елемента afj

«11 «12 — «IJ-1 «І.у'+І — «Іл

«/-1,1 «і-1,2 ··■ «і-І.у+І ··· «і—1,л 

«/+1,1 «/+1,2 ··■ «/+IJ-1 «/+1,7+1 ■·· «/+1,11

«пі °п2 — «я,/-І «nj+l · «ля

Aj —  алгебраїчне допов

нення елемента atJ

Визначник 2-го порядку «н ап 

«21 а22
~а\\а22 а\2а2\

Визначник 3-го порядку

«11 «12 «ІЗ

а21 °22 «23 = «11«22«33 "*·«12«23«3| +«13«21«32 — 

«31 «32 «33

—«13«22«31 — «11«23«32 ~ αΐ2α21°33



Назва Формули та позначення

Алгебраїчні доповнення 
елементів визначника 3-го 
порядку

4.=

4з =

АЗІ =

« 2 2 « 2 3

> II 1 «21 « 23

« 3 2 « 3 3 «31 « 33

« 2 . « 2 2
> ^ 2 1  —

«12 «13

«31 «32 « 32 « 33

«11 «13
і -^23 =

«11 «12

«31 « 3 3 «31 « 32

«12 «13
. -^32 —

«11 «13

« 2 2 « 2 3 «21 « 2 3

Л,з =

Визначник 3-го порядку 
у вигляді розкладу його 
за елементами першого 
рядка

«11 «12 «13

«21 « 2 2 « 2 3 — « ц у 4 ц  +  а 12Л 12 + < зг]3 у4 |з

«31 « 3 2 « 3 3

1.01. Обчислити визначники другого порядку:

1)

4)

7)

10)

13)

2 9

5 1 

2 З

6 -10

\fa -1 
а 4а 

sina cos a  

-cosa sina 

a +1 b-c 

a2 + a ab-ac

2)

5)

8)

П)

3 -2

4 6 

-1 4

-5 2

a2 ab 

ab b2

cos a  sin a  

sin a  cos a

3)

6)

9)

12)

3 -2

-4 5

0 - 4  

5 37 ’

n +1 и 

u w-1 ’

a+b a-b  

a-b a+b

1.02. Розв’язати рівняння:

1 -4

Зх -x + 221) = 0; 2) a -1 

1

З

a +1
= 0;

х х + 1
= 0; 4)

х + 2 -3

-4 х + 1 х-2 х

1.03. Обчислити визначники третього порядку за допомогою 
правила трикутника:

1 2 1 -1 3 і 2 -1 -1

1) 2 1 1; 2) -2 5 7 ; 3) 3 4 -2 5

1 3 1 -1 1 г 3 -2 4

0 X 0 a b с а + х X X

4) X 1 X ; 5) 6 с а 6) X Ь + х X

0 X 0 с а b X X с + х

1.04. Обчислити визначники, розклавши їх за елементами
1) першого рядка; 2) другого стовпця:

2 3 4 1 2 0 1 2 3 -3 0 1

і) 5 -2 1; 2) -2 3 1 ; 3) 4 5 6 ; 4) 2 -1 3

1 2 3 1 -1 1 7 8 9 5 -4 2

1.05. Обчислити визначники, розклавши їх за елементами 
1) першого стовпця; 2) другого рядка:

2 7 15 1 2 -2

0 -1 1 ; 2) 2 1 - 1 ;

0 2 - 3 0 3 - 2

0 2 - 1 1 0 -1

3 - 4  2 ; 4) 2 - 1 2

1 -2 0 3 2 - 3

1.06. Обчислити визначник:

2 -1 3 1

0 -1 5 -3

0 0 5 -3

0 0 0 2



ВІошвілі
1.01.1)-43; 2) 26; 3) 7; 4)-38; 5) 18; 6) 20; 7) 2α; 8) 0; 9)-1; 10) 1; 

11) cos 2α; 12)4αΖ>; 13)0.

1.02. 1)χ = -2; 2)α = ±2; 3) χ, = —4, χ2 =-1; 4) χ, =-6, χ2 =1.

1.03. 1)1; 2)0; 3)60; 4)0; 5)3 a b c- J- tf- c3; 6)abc+x(ab+ac+bc).

1.04.1)-10; 2) 10; 3) 0; 4)-33.
1.05.1)2; 2) —3; 3) 6; 4) -8.
1.06.-20.

1.07. Обчислити визначники другого порядку:

х 2л:+ 1

cosa sina 

sin β cos β
Ο ; 2)

1 + χ 1 + χ
-1 x

1 + χ 1 + χ

;3)
sin2 a  cos2 a 

sin2 β cos2 β

4)
cos2 γ- sin2 γ 2cosysinY 

-2 cos ysin γ cos2 γ - sin2 γ
5)

1 log* a 

loga b 1

1.08. Розв’язати рівняння: 

= 0;1)

3)

sinx 1 

1 cosx

jc-4 x-8 

\[x + 2 1
= 0;

2)

4)

3sin 2x cos2x 

-7 sin 2x
= 3;

lg(35-x3) 3 

lg (5- x ) 1
=  0 .

1.09. Обчислити визначники, розклавши їх за елементами того 
рядка, який містить найбільшу кількість нулів:

1 b 1 -x 1 x 0 x 0

1) 0 b 0 ; 2) 0 -x -1 ; 3) x 1 x

b 0 -b x 1 -x 0 x 0

1.10. Обчислити визначники шляхом утворення нулів у першо
му стовпчику:'

- 1 4  2 4 2 -1 3 1 2

1) 2 7 1 ; 2) 1 3 6 ; 3) -9 0 1

-3 6 -2 5 -1 -2 27 -1 2

1.11. Спростити і обчислити визначники:

a -a a 1 2 5 2 -3 1

1) a a -a ; 2) 3 -4 7 ; 3) 6 -6 2 J
a -a -a -3 12 -15 2 -1 2

12 6 -4 x2 X 1 1 +cosa 1 + sina 1

4) 6 4 4 ; 5) / У 15 6) 1-sin a 1 + cosa 1

3 2 8 z2 z 1 1 1 1

2 cos2
a

sina 1
I
o m + a m-a a

7) 2 cos2£
9

sinβ 1; 8) n + a 2 n — a a

1 0 1
a -a a

ax a2 +x2 1 sin 3a cos 3a 1

9) ay a2 +/ · 15 10) sin 2a cos 2a 1

az a2 +z2 1 sin a cosa 1

І ВказівкаЬзка~̂ У прикладі 1.11 (9) винести a  за знак визначника, потім від 
першого та другого рядків відняти третій і винести (x - z) та 
(у — z) за знак визначника.

1.12. Довести, що:

1)

*1 +*2 Уі+У2 1

2 2

*1~*2 У\-Уг 1

2 2
x, ух 1

Уі

У2



1 X x1 sin2 a 1 cos2 a

2) рівняння 1 а а2 = 0 має корені х = а, х = Ь; 3) sin2p 1 cos2 β

1 b b2 sin2y 1 cos2 γ

3)

4)

Уг~У\

У і - У і

*1 1

= * 2 У ї
1

*3 Уз 1

1 a be 

1 b са 

І c ab

= (b- а)(с - Ь)(с — а).

1.13. Розв’язати рівняння:

х2 4 9 x2 3 2

1) х 2 3 = 0; 2) x -1 1 = 0.

1 1 1 0 1 4

Обчислити визначники:

2 3 4 a 2 +1 αβ αγ

D 2 а + 3 b + 4 ; 2) αβ β2+1 βγ
2 с + 3 d + 4 αγ βγ γ2 +1

sina cos a  1 1 3 6

3) sinP cosp 1; 4) 12 31 62 9

siny cosy 1 122 315 623

5)

12314 16536 20537 

6157 8268 10268

513 689 126

1.15. Обчислити визначники, використовуючи їх властивості:

(α + 1)2 α2 +1 α sin2 a cos 2a cos2 a

1) (b + 1)2 6Λ2+1 b ; 2) sin2 β οοβ2β cos2 γ

(c +1)2 c2 +1 c sin2 γ cos2y cos2 γ

1.16. Розв’язати нерівність:

2 х + 2 -1

1 1 -2 >0.

5 —3 л:

1.17. Визначити, які з добутків:

1) а2іа44°53а35аі2’ 2) аз\а5заі5а4за22’ 3) 3̂6Я5 2 1Я13°65й24

входять до визначників відповідних порядків і з якими знаками.

1.18. Обчислити визначники:

1)

1 1 1 0 1 2 2 3 1 2 2 2

1 1 0 1
; 2)

3 -1 -4 6
; 3)

-2 2 2 2

1 0 1 1 1 0 0 1 -2 -2 3 2

0 1 1 1 1 2 -1 -2 -2 -2 -2 4

4)

-1

1

-1

1

1

2
2
6

1.19. Довести, що:

У і У\ 

У з~ У і 

У 4 ~ У і

*1 Уї z\ 1

x 2 У2 Z2 1

x 3 Уз Z3 1

X4 Ул Z4 1

Jb jt  В іш ш п і і і і

1.07. 1) cos(a + P); 2)1; 3) sin(a + P)sin(a-P); 4)1; 5)0.

1.08. 1)х = (-1)* —  +—k, де k —  ціле число;
12 2



2) х = ̂ (2к + \), де k — ціле число;

3) х = 9; 4) х1= 2 ,х2=3.

1.09. 1)-2Ь2; 2) -2х; 3)0.

1.10.1)90; 2)80; 3)66.

1.11.1)-4а3; 2)144; 3)10; 4)72;

5) (x-y)(y-z)(x-z); 6) 1; 7) sin(P-a);

8) amn; 9) а(х - z)(y - z)(y - x); 10) 4 sin a  sin2 γ .

1.13. 1) jc, =2, x2 =3; 2) x} =-2, x2 =0.

1.14.1)2(ad-bc); 2) α '+ β '+ ^+ Ι;

3) sin(a-P) + sin(P-Y) + sin(Y-a); 4)35; 5)689.

1.15.1)0; 2)0; 3)0.

1.16. дгє [-6; -4].

1.17. 1) Входить зі знаком плюс.
2) Не входить.
3) Входить зі знаком мінус.

1.18. 1)—3; 2)54; 3)180; 4)0.

1.20. Користуючись властивостями визначників, довести тотож
ність (визначник не розкладати):

а, + Ьхх ахх + Ьх сх Лі С1
а2 + Ь2х а2х + Ь2 с2 = (1-*2) а2 Ь2 с2

а3 + Ь3х а3х + Ьг с3 «З Ь3 с3

1.21. Обчислити визначники:

1 2 22 23 а b b а 0 -а -Ь -d

1 3 З2 З3
; 2)

1 2 1 0
; 3)

а 0 -с -е

1 5 52 53 3 2 0 1 b с 0 0

1 6 б2 б3 2 0 1 2 d е 0 0

0 X У z 1 1 1 1

X 0 z У
5)

а b с

У z 0 X
5

а2 ь2 с2 d2

z У X 0 а3 ь3 с3 d3

5 6 0 0 0 2 1 1 1 1

1 5 6 0 0 1 3 1 1 1

0 1 5 6 0 ; 7) 1 1 4 1 19
0 0 1 ' 5 6 1 1 1 5 1

0 0 0 1 5 1 1 1 1 6

... 5 
0 cos<p sintp coscp sintp

... V/ 

... 0 ; 9)
cos2(p sin2<p 2cos2(p 2sin2q>

cos3cp sin3(p 3cos3(p 3sin3(p

... -5

o o СЯ -s sin4(p 4cos4cp 4 sin 4φ

1.22. Знайти члени визначника:

5jc 1 2 З

χ х 1 2

1 2 x 3 ’

х 1 2 2х

які містять х4 і х3.
1.23. Знайти множину точок на площині, координати яких задо

вольняють нерівність:

1 + лг 1 1 1

1 1 1 1-у
1.24. Обчислити визначники порядку п зведенням їх до три

кутного вигляду:

1 2 3 . . n 3 2 2 . . 2

-1 0 3 . n 2 3 2 . . 2

-1 -2 0 . . n ; 2) 2 2 3 . . 2

-1 -2 -3 . . 0 2 2 2 . . 3



1.25. Знайти елемент визначника порядку п, симетричний еле
менту аік відносно «центра» визначника.

1.26. Як зміниться визначник, якщо кожний його елемент замінити 
елементом, симетричним з даним відносно «центра» визначника.

JsF Вішшшзіді

1.21.1)72; 2)2 а + Ь; 3) (be - се/)2;

4) х 4 + у 4 + z 4 -  2х 2у 2 -  2л:2z 2 - 2у 2z 2 ;

5) (d - a)(d  - b)(d - c)(c - a)(c - b)(b - a ) ;

6)665; 7)394; 8) (-1)"4 5"; 9) 4sin4 <p.

1.22. 10x4 — 5jc3.
1.23. (0; 0).
1.24. 1) n!; 2) 2n + \.

1.25. «л_,+1 „_*+1.

1.26. Визначник не зміниться.

2. Застосування визначників 
до розв'язування систем двох і трьох 

лінійних алгебраїчних рівнянь

Вигляд системи Формули для розв’язання

І
апхх + Ох2Х2 Ь], 

а21хх + а22х2 — Ь2

Формул

д е Д = ° "  ^  
а2\ °22

\ =х2

и Крамер

Δ

* — 1

-0; Д ,

α,, ό, 

«12 Ь2

а

*2 

\ ’

_  А «12 .

Ь2 а22

«их, + « І2х2 + апхг = 6,;

^ 2 |Х| “Н « 2 2 * 2 "1" «23*3 — ̂ 2 5

«31х, + а32х2 + а33х3 =  Ьі

Формули Крамера

Δ Δ Δχ 
jc, = — L; х2 = — L ; х3 = — -, 
1 Δ 2 Δ 3 Δ

Вигляд системи Формули для розв’язання

«11 «12 «13

де Δ = «21 «22 «23 Ф  0

«31 «32 «33

«11*1 +  о 12х 2 +  « , 3х 3 — Ь\, Ь\ «12 «ІЗ

«21*1 +  а 22Х2 +  « 23*3 — ^2 ’

IIН
<

ь2 «22 «23

« 3,х, +  Оі 2Х2 +  « 33Х3 — 63 Ьз «32 «33

«11 *1 «13 «11 «12

> *

II «21 ь2 «23 > II «21 «22 ь2

«31 ьі «33 « 3. «32 Ь,

X. =

6, « 13* «12

ь2 — « 23/ «22

«11 «12

«21 «22

f a , ,* , +  а і2х 2 +  «,3X3 — Ьх, «11 6 , - « і 3/

1«21*І +  « 22*2  "1" « 23*3  — ^2 V — «21 b2-a2,t
X , =

де

«11 «12

«21 «22

«11 «12

«21 «22

x,=t,

Φθ, te R

1.27. Розв’язати системи рівнянь за формулами Крамера:

'2 jc-4j  = -11;

D

4)

( -х + 2;у = -5; 

\-7x + 3y = -13; 2 ) l

x - 2y = -5; 

2x + 7y = 12;
3)·

1 1 i l  2 1 J
—jc— у-  6; 

•6  3 5)·
—x--y = 2—
4 3 2; 6)1

х-у = 0; -3x + j> = -9;

с 1-χ + 5ν = 14— 
2

ах + у = 1; 

х + ау = а

( л * ± і ) ;



х - ^  = -а;
х У 
- + f= 2 ; 
a b J

1 а 
Зах + у = 5а

8)

. a b
9)17) 1 ft I -I- 1/ _ 1/і ” — — — % I

(ιηΦΟ,ηϊ 0); 

(а *0 ,Ь *0 );

((а-  1)х+ (la  - 3)^ = а + 2;

10) [(а + 1)х + (а + 3)у = За +1 

(а ̂  0, а Ф 3).

1.28. Визначити, при яких значеннях а система має єдиний 
розв’язок, і знайти його:

1)
(а - 2)х + 5jy = 5; 

х + (а + 2)у = 5;
2)

f(a + l)x + 3j> = 3; 

j x  + (a-l)j> = l.

1.29. Розв’язати системи рівнянь за формулами Крамера: 

1)<

3)

5)

7)

9)

x + y + z = 2; 2х - у + 2z = 3;

2x + 2y + 3z = 3; 2)· x + 2у - z = 0;

3x->> + z = 4; — х + у - 2z = -3;

Зх - у  = 1; 2х - у - z = -3;

x + у — z = 0; 4)- 3x + y + 3z = 2;

- x + 2у + 2z = 9; х + у + z = 0;

х + у + z = 6; 2xt +х2 -4х3 = 7;

- х + .у = 5; 6)· Зх, - 2х2 + 2х3 = 22;

y + z = 4; [ х, — Зх2 +Зх3 = 12;

2х - 4j> - z = 9; х + у - z = 36;

• Зх + у - 2z = 8; 8)· x + z->> = 13;

4х + у + z = 0; у + z - χ = 1;

2х + у = 5; x + y + z = 36;

- x + 3z = 16; 10) 2x-3z = -17;

5y- z  = 10;

16

6х —5z = 7.

A F  Віоешвіоі

1.27. 1) х = 1, у = -2; 2 )х  = -1,у = 2; 3)х = 0,5,у = 3;

4) х =-36, у =-36; 5)х = 2,у = -3; 6)х = 0,у = і;

5-а 5а + 3а2

7> ’ = ~ : ? = — — ;' 

9 )х = - ,у = ~ ;  
т  п

1.28. 1) а*±3, х = —?—,у  = —5—~;
а+3 а+3

1.29. 1) x = 2,y = l,z  = -l;

3) х = \, y = 2,z = 3;

5) х = 2, у = 3, z = 1;

7) х = 1, y = -l; z = -3;

9) х = 1, у = 3, z = 5;

8) х = а, у = b;

. . .  5α + 3 2а + 1
10) х = ---- ,у  = ----- .

а а

2) а*±2,х = ——̂ ,у =  1
а + 2 " а+2

2) х = 0, у = 1, z = 2;

4) х = —1, y = - l,z  = 2;

6) X; = 6, х2 = -1, х3 = 1;

49 43
8) x = -j-,y = -±,z = \0;

іпл 53 33 29W )x = - , y  = - , z = — .

1.30. Розв’язати системи рівнянь за формулами Крамера:

1)

3)

5)

2 ах — 3by + cz = 0;

Зах - 6 by + 5 cz = 2 abc; 

5 αχ — 4 by + 2 cz = 3 abc;

bx + ay- -2 ab;

• -2 су + bz = 3 be;

\cx + az = 0 

(a^0 ,b*0 ,c^0 );

2)

4)

x + у + z = a; 

x-y + z = b; 

x +у - z = c;

x-y+ z-1 = 0; 

x + j>-z-2 = 0; 

5x + y - z - l = 0;

Зх, -x2 +2x3 = 5з прикарпатський національний уніВйр̂ їїГ, 
2χ - χ - χ - 2·! імені Василя Стефаника1 2 3 9 j

4х, -2х2 -2х3 -іи^ іД у к О В А ° Б | 2Б Л І О Т Е i f  м
■За*і’·' ’ ча



(x + 2y-3z = 0;

] [2x + 4 j-6z = 0;

4)

1.31. Знайти всі розв’язки системи:

f 2x - 3j> + 4z = 0;

’ \3x + y-2z = 0;

ί* + 2 ,- 3 ζ  = 4;

[Зх-4 y + z = 1;

х  + y + z - 0 ;

5) · 2x-3y + 4z = 0;

5 х - 7 у  +  8z = 0.

1.32. Визначити, при яких значеннях а система рівнянь

2x + 3y-z = -1; 

х - 2 у + 2z = 2;

1)
2ах-3у = 5;

2)
Зх + 2 ау = 4; 

-4ах + 5>’ = 2[4х + ау = 8; 

має розв’язок х > 0, у < 0.

1.33. Визначити координати вершин трикутника, якщо відомі 

рівняння його сторін:

у = 2л:-1, 2у-х-3, Зу = 2х-5 = 0.

1.34. Визначити, при якому а  система рівнянь

χ + 2^ + (α + 3)ζ = 8;

® + а 1Х+~ \  , 2) \ 2х + 3у + {а. + 4)z = 12;
(6 + а)* + (3 + а)у = -1; |3χ + (fo  + ̂  + ?z = 20

має єдиний розв’язок. Знайти цей розв’язок.

1.35. Вантажопідйомний кран має лінійну характеристику 
p = a + bG . Це означає, що на піднімання вантажу вагою G на від

повідну висоту буде потрібне зусилля р. Тут а і b — деякі сталі 

величини. Відомо, що на піднімання вантажу вагою 150Н необхідне 
зусилля 42Н, а на піднімання вантажу вагою 210Н — зусилля 63Н. 
Яке зусилля необхідно прикласти до даного вантажопідйомного 
пристрою, щоб з його допомогою підняти вантаж вагою 360Н?

1.36. Перевезення вантажу з пункту А до пунтку В, який пере
буває на відстані 100 км від пункту А, коштує 200 грош. од., а до 
пункту С, який лежить на відстані 400 км, —  350 грош. од. Визна
чити залежність вартості перевезення від відстані х, якщо вар
тість є лінійною функцією відстані (якість доріг при цьому не вра
ховується).

BF ВЬшшаІоІ
, . , , b + c а — b а — с
1.30. 1 )х = Ьс, у = ас, z = ab; 2)х = —-—, у = ———, z = ———;

3) jc = -а, у = -b, z = c; 4) система розв’язків не має;

5) система розв’язків не має.

З 1
1.31. 1) x = 2t, у = 16/, z = 11/, te R; 2) у = —z- —x, хе R, ze R;

5t + 9 10/ + 11
3) x = ----, v = ----- ,z  = t,teR ;

5 10

4 5
4) x = --(t-\), y = -(/-1), z = t, te R; 5)x = y = z = 0.

1.32. 1) -4—<α<1—; 2) a<-~.
5 4 8

1.33.
5 7 1 11

1.34. 1) α *0 , α * —4, χ = —, у = ~—;
α α

04 Ί 12(α + 1) 4
2) α *0 , α * - - ,χ = —-- - ,у = - -- -

3 3α + 7 3α + 7
1.35. /j = 115,5H (α = -10,5; 6 = 0,35).

1.36. = 0,5jc +150.

, ζ  =
12

3α+ 7

1.37. Побудувати на площині Оху фігуру, що описується сис

темою нерівностей:

х - >> +1 > 0; 

х + у-  3 < 0; 

х + 3у + 1>0.

Знайти координати вершин утвореного многокутника, користу
ючись формулами Крамера.



1.38. Визначити, при яких значеннях с система рівнянь

jc, + х2 + сх3 = 1; 

х, + сх2 + х3 = 1; 

сх, + х2 + х3 = 1.

1) має єдиний розв’язок; знайти цей розв’язок;
2) зовсім не має розв’язків.

1.39. Розв’язати систему рівнянь за формулами Крамера:

1)

3)

у - 3z + At = -5; 

x — 1z + 3t — -А;

3x + 2y-5t = 12;

Ax + 3y -5z = 5\

χ, + x2 - Зх3 + 2x4 = 6; 

x, -  2x2 - x4 =  -6; 

x2 + x3 + 3x4 = 16;

2X[ - 3x2 + 2x3 = 6;

2)

4)

2x, + 2x2 - x3 + x4 - 4 = 0;

4x, + 3x2 - x3 + 2x4 -6 = 0; 

8x, + 5x2 - 3x3 + 4x4 -12 = 0; 

3x, + 3x2 - 2x3 + 2x4 -6 = 0;

4x, - 3x2 + 2x3 - x4 = 8;

3x, - 2x2 + x3 - 3x4 = 7;

2x, — x2 — 5x4 = 6;

5x, - 3x2 + x3 - 8x4 = 1.

1.40. Знайти два двозначні числа, які мають таку властивість: 
якщо до більшого шуканого числа дописати справа 0 і за ним мен
ше число, а до меншого дописати справа більше число і потім 0, то 
з утворених таким чином двох п’ятизначних чисел перше, будучи 
поділене на друге, дасть у частці 2 і в остачі —  590. Крім того, 
відомо, що сума, складена з подвоєного більшого шуканого числа і 
потроєного меншого, дорівнює 72.

1.41. Латунь складається з міді і цинку. Скільки міді і цинку мі
ститься в 124 кг латуні, якщо 89 кг міДі важать у воді на 10 кг мен
ше, 7 кг цинку — на 1 кг. А 124 кг латуні —  на 15 кг менше (густи-

на води дорівнює Ікг/дм )?
1.42. Для переправи 72 танків через річку шириною 250 м є 

п’ять однакових переправних засобів. Тривалість рейсу переправ
ного засобу дорівнює 15 хв. З метою скорочення часу переправи 
танків частину з них вирішили переправити під водою. Швидкість 
руху танків під водою 6км/год, дистанція між ними 150м. Визначи
ти мінімальний час комбінованої переправи танків, якщо час підго
товки до переправи не враховувати.

Розв’язання. Нехай х — кількість танків, які переправляються 
під водою; у —  кількість танків, які переправляються на переправ

них засобах.

Відстань, яку пройде останній танк до виходу з річки на іншому 
боці, дорівнюватиме 150(х -1) + 250.

Час, який буде витрачено на переправу танків під водою, дорів-
150(х-1) + 250 „  . _ _ ,

нюватиме ---- ------  (6 км/год — 100 м/хв — швидкість руху

танка під водою).
Час переправи танків на переправних засобах обчислюється за 

ntB
формулою: tn = ——, 

т
де я — кількість танків, що переправляються; 

т — кількість однакових переправних засобів; 
tp —  тривалість одного рейсу.

При заданих початкових даних tn = “^ ··

Оскільки за умовою задачі переправа танків проводиться обома 
способами одночасно, то можна припустити, що час, витрачений на 
переправу під водою, дорівнює часу переправи на переправних за
собах.

Тому маємо

150(х-1) + 250 15>у

100 5
х + у = 72.

(Самостійно розв’язати систему за формулами Крамера.) 
Приблизним розв’язком цієї системи є пара чисел: х = 48, у = 24. 

Час комбінованої переправи приблизно дорівнюватиме 1 год 15 хв.

Jljr ВІяи@в1пі

1.37. А (1; 2), В (-1; 0), С (5; -2).

1.38. 1) с *  1, сФ-2 , х, =х2 =х3 = —?— ; 2) с = -2.
с + 2

1.39. 1) х = 1, у = 2, z = l, / = -1;

2) χ, 1, -Х2 — lj х̂  — 1;

3) X, =8, х2 =6, х3 =4, х4 =2;

4) система розв’язків не має.



1.40. x = 2l, у = 10.

1.41. У 124 кг латуні міститься 89 кг міді і 35 кг цинку.

(х + у = 124;

(Розв’язок шукається з системи: ·
х у 124 Л

— + - = — г · )  
8,9 7 -4

8 -

15

^  2. Алгебра матриць

1. Матриці. Д ії над матрицями 

ОСНОВНІ ДІЇ НАД МАТРИЦЯМИ

Назва Позначення Означення

Додавання
матриць

•^тхл] ^ т х л ]  “  ^[ліхл]

/
ί

а

ї, j о ,2  . . .  а Хп

21 а 22 ··· °2п 

Jm\ am2 amnу

ή | + 4 ΐ  ^ * ^ ^ 2  

+ ^ 1  ^22 " ^ ^ 2

+

( Ь\\ ^ 2  —

f t j ,  Й ц  . . .  Ь2п

Ьт1 — ЬтП/ 

4 , 4 /

°ш +Ьт ,

=

Віднімання
матриць

•^тхл] ^ 1  ^[тхл]

\

α , ι  β ,2  -

α 21 ^22 " ·  η 

Ця1 <*m2

4 l _ A l  ^ 2 — ^ 2

°1\-Κ аП~1>П 

чЧлІ _ ^ml <3й ~Ьт2

—

X  ^ 2  - * 1 » '

І2і ^22 ”· ^2л

V 1 ^ т 2  "■ ^тл у

Ч л Ч /

°2л~^

Цт tyт>

=

Множення мат
риці на число

^ ^[л іхл ]  “  Я л х л ]

λ

Ч і  Ц 2  - °1»'

%  <222 — °2п 

\атІ ат1 ~ атп.

Ή  И> - Κ , Ί  
λθ2, . . .  λ^„

, Η ι  4 , 2  - 4 J

Назва Позначення Означення

Множення
матриць

■̂тхл] ^лхр] ĵmxp]
/ \

0  а п « і2 ··· а,„ х

U  © ............ J

........  \ ■■■)

х ........  Ьі> -  =

........  b ...\ nJ /

f..... О  ,

= О ........  а*'Ь' і + βΆ  J + - + "-Λ -

V........  ··· ···)

2.01. Транспонувати матриці:

ί 1 '

5 Л  2) 5
3 1 /  ' -8

. 2 .

1) 3)(1 4 5).

2.02. Знайти матрицю А + ВТ, якщо

ґ 0 -1 3 Ν r -2 0 o N
А = -2 5 -7 , В = 3 1 -5

U 3 o j 17 0 4 J
2.03. Обчислити лінійні комбінації матриць А, В ,С  : 

1) 2А-ЗВ, А =

r i 0
51

(-1 5 0"

-2 3 1 , B 8 2 3

1 ° 1 sj l 1 0 oj



2) 4A + 3B-2C, 

A =
Ί  2 - f _ f- 1 3 f '2 4 f

В — , c =
12 1 1 J ^ 2 1 2J

9 1-і 3 2 J
2.04. Обчислити добуток матриць:

■(1 -2 3); 3)
f 4l f4l

1) (1 -2 3)· 5 ; 2) 5

liJ lu

Ί  3'
i 1 1 1

U  5j ,5 -4,

' l 1 f (■ 1 8' ( 1 1 2' f- l 2 3"

4) 2 3 1 -1 2 ; 5) 1 0 0 0 1 2

1-і 0 i j l o l j 5 s j l o 2 i j

2.05. Обчислити А , А , якщо А =
1 2

2.06. Знайти значення матричного многочлена:

1) ЗХ2 - X  + 5Е, якщо Х  =

2) В2 + Е, якщо В =

1 2) (Ί 0Л

-З 1 /  ІО 1

f l 1 1 ^ f 1 0 0"

0 0 0 ,E  = 0 1 0

l l -1 - lj lo 0 l j

2.01. 1) 5 З 

- 8  1

2.02.
( - 2  2 10 
-2 6 -7

8 - 2  4

2.03. 1)
i 5

-15 10'
_  f-3 9 -3^

-28 0 -7
’ 24 l 6  1 6

l -з 2 16J
V /

2.04. 1) -3; 2)

- 8  12Л 
-10 15 

-2  З
3)

16

33

Ό 11' f -1 7 7 N

4) -1 23 ; 5) -1 2 3

1-і - v 1-2 25 24 J
2.05. А2 =

ґ8 -5Л 

5 З
А3 =

18

2.06. 1)
-11  10 
-15 -11

2)

'19

J  8 1

З 0 0Л

0 1 0

0 2 3

- I f

- 12,

2.07. Показати, що матриця 2А-ЗВ є симетричною, якщо

ґ 3 -1 4' ґ 2 -1 η

A = -4 4 0 , B = -3 2 0

l 4 0 l l 0 l j

2.08. При якому значенні λ матриця Α + λΒ буде нульовою, якщо

f 1 0^ ' 7 0 '

Λ = 0 0 , 5 = 0 0

1-і 4j 1-7 28 J

2.09. Перевірити існування добутку матриць і, якщо можна, об

числити його:

1)
' f

ч2,
•а  2).( ;

' I '

2)
1 оЛ ( 4Л

і " }(1 з)'й
3) (0 5). (1 1).



2.10. Обчислити добуток матриць:

ґa b сЛ (\ а сл

1) с b а ■ 1 b b

,1 1 1 1  с а ,

2)

ν

1 2 l V  

0 1 2 

З 1 1

2 З 

-1 1 

1 2 -1

1

0

\(\ 2 η

0 1 2

/ Із 1 U

,  т (З 1 0 1
3) А А, де А = J Q 

2.11. Чи будуть матриці А і В комутуючими, якщо

f 1 -2 3' 1 3"

= -4 0 5 , B = 2 -5 0

1-3 0 0; 1° 0 4J
Переконатися, що det(/i5) = det (BA) = det A det В.

2.12. Обчислити:
1 1 

1 1
2)

ґ л \и1 а 

0 1

2.13. Знайти всі матриці, комутуючі з матрицею А :

'М -(1  4)  ΐ
2.14. Знайти значення многочлена f(A )  від матриці А, якщо

1) f(x ) = x2-5x-2,A =

2) f(x ) = x3-2x2-x + 4,A =

2 5

-1 З J ’

( I  0 1ч 

0 1 1 

0 1 о

ВІШШНІАІ

2.08. λ = — . 
7

2.09. 1)

2 .10. 1)

; 2) добуток не існує; 3) (40 40).

2)

α + b + c а2 +Ь2 +с2 

a + b + c Ь2 + 2 ас

З а+Ь+с

1 9 15̂1

b2 +2ас 4 

а2 +Ь2 + с2 

а + Ь + с

3)
11 4 

4 З
-5 5 9

ч12 26 32,
2.11. Матриці А і В не комутуючі матриці.

2 .12. 1) 2 "

2.13. 1)

( 1 n f l  исЛ

[1 lj ; 2) o

' а 2 Ь '

ч3 b а + ЗЬ, 
де а і b —  будь-які числа.

2) а З b 

-5 b a + 9b

2.14. 1) f(A ) =
ґ-\3 0

0 -13
; 2) f(A ) =

\

9
/

2 0 _1

0 2 -1

0 -1 3

2.15. Довести справедливість тотожності:

(А + В)т =АГ +ВТ.

2.16. Обчислити добуток матриць А і В, якщо

А =

'  0 a b '  0 e
~d )

- a 0 d e
, B =

/ 0 —c b

-b -d 0 f -e c 0 -a

, " c -e - / 0 ; [d -b a 4

2.17. Обчислити: 

1)
i  cosa -sina 

l^sina cosa

V
Ί 1 lY

5 2) 0 0 0
/

lo 0 oj



2.18. Знайти всі матриці 2-го порядку, які задовольняють рів

няння:

1) А2 =0; 2) А2 =Е.

2.19. Нехай А і В —  довільні квадратні матриці. При якій умо

ві справедливі рівності:

1) (А + В)2 = А2 + 2АВ + В2;

2) (А + В)(А -В) = (А- В){А + В);

3) А2 - В2 = (А + В)(А-В)?

2.20. Довести, що довільна квадратна матриця А = 

довольняє рівняння х2 - (а + d)x + {ad - be) = 0.

а Ьл
за-

4B F ВішкшшІдІ

2.16.

( af -be + cd 0

0 af -be + cd

r

2.17. 1)

2.18. 1)

0 

0

cos на -sinпа 

sinmx cos na

0

0

0

0

af -be + cd 

0

\ Гі 1 η

; 2) 0 0 0
/

1° 0 oj

0

0

0

af -be + cd

a b 

c -a
,a ,b ,c  —  будь-які числа, які задовольняють

, де a2 +bc = 1.

співвідношення a2 + be = 0;

2 ) ± E i ( a b 
{c  - a ,

2.19. Рівності 1), 2), 3) справедливі лише тоді, коли матриці А 

і В — комутуючі.

2. Обернена матриця

ПОЗНАЧЕННЯ, ОЗНАЧЕННЯ, ІСНУВАННЯ І БУДОВА 
ОБЕРНЕНОЇ МАТРИЦІ

Позначення і означення Існування Будова

Г «11 а,г -  О

^  _  о21 а22 ■■■

Vanl ап2 ■■■ ат/

А~‘ —  матриця, обернена до 

матриці А , якщо А ■ А~' =

= А~1 ■ А = Е, де Е —  одини

чна матриця и-го порядку

А~' існує 

»  detA*0, 

де det А —  
визначник 
матриці А.

r '  1

( А А А А Л\І ··■ /її

А\2 А22 - Ап2
І

А2п ■■■ Ат ,

зраїчні доповнення 

cij визначника маг-

det Λ

Aj —  алге 

елементів 

риці А

2.21. Чи мають подані матриці обернені матриці:

А =

2.22. Знайти обернені матриці для таких матриць:

' 12 -8'
Ί 0 7 N

0, В = 2 3
-15 10

І» 1V У
-V

Ί  2' ( і
' 2 -1 0" Ί 0 0"

і) 1 3 ;2) 4 5
; 3) 0 2 -1 ; 4) 0 1 0

V / \ У
1-і -1 1 J 1° 0 и

2.23. Розв’язати матричне рівняння АХ = С,

О<N (2 0 -2λ '2 Г '0 15"
де 1) А =

l l  3J
,С = 1 ON

; 2) А =
to lj

,С  = U sj
2.24. Перевірити виконання рівності (АВ) 1 = В [ А 1 для матриць 

А-1
(2 4λ ' 5 3N

Cc II

U 3J 1-1 U



Віш кш ілі

2.21. Для матриці А не існує оберненої матриці, а для матриці 
В —  існує.

2.22. 1) З - 2
ч- l  1 ,

; 2)
5 1 

-4 1
; з)

2.23. 1) Х  =
1 0 -1

1 - 2  1

1 1 η
1 2 2
2 3 4 J

5")

5 У

; 4 )

Ί  '  
-  о  о  
з

0 1 о  

0 0 1

2.25. Довести рівність:

( а Л)~' = — А~1, 
а

де а  — будь-яке число, відмінне від нуля.

2.26. Знайти обернені матриці для таких матриць:

1 )

2)

' sina cosa'1 

^-cosa sina,

r 1 1 1 ο λ 

- 1 2  1 0  

1 4  1 0  

0 0 0 3

2)

4)

а

с
9

1 3 -5 7

0 1 2 -3

0 0 1 2

0 0 0 1

2.27. Знайти матрицю X з рівняння: 

1 ) Х · ί 2 51
(2 ΐλ

l l 3J ~U i,

ЗО

'1 2 0 ' Гі 0 0"

2) 2 5 -2 · *  = 0 1 1

1° -2 5 j lo 1 oj

)·'■

'-3 2 ^ r -2 4 '
—

I 5 -3j І З  - lj

Ί  1 -f* Г1 -1 3'

4) * · 2 1 0 = 4 3 2

ї ї  - і О l i -2 5 j

MW Вішіфвіііі

2.26. 1)

3 )

'sin a -cosa' 1 i d -b"
^cosa sin a  y

9 L)
ad -be ~c a ,

9

r
-6 9 -3 0 > f 1 -3 11 -38Л

1 6 0 -6 0
; 4)

0 1 -2 7

18 -18 -9 9 0 0 0 1 -2

\ 0 0 0 -6) lo 0 0 1 /

2.27. 1)

3 )

• OC 1in '  21 -14 -10'

,2  -3
9 2) -10 7 5

V ~V 1-4 3 2 J
'  24 13 '

'-3 2 0 '

-34 --18
; 4) -4 5 -2

V / 1-5 3 oj

2.28. Довести рівності: 1) ' = (л~')Г;

2) (АВу'=В-'А-\



2.29. Знайти обернені матриці для таких матриць 

1)

ί 1 1 .
• 0

Г1 -1 -1 .
• -1!

0 1 . . 1
; 2)

0 1 -1 . . -1

,0 0 . • 1; ,0 0 0 . • 1,

п 1 0 0 . . 0"

0 1 1 0 . . 0
3) 0 0 1 1 . . 0

,0 0 0 0 . • 1,

2.30. Знайти квадратні матриці другого порядку X  і Y, які задо

вольняють систему:

1)

ґ2 Г 'з η '2 8"
■Х + ■Υ =

I і lj ь 5,

' З 

1-і 1

-Ґ\ (2  
Х  + - 1  - 1

Y =
4 9 Л

-1 -4

2)

fl -η ■ x +
α η α r•7 =

ll l j 4 3j 3,
f 1 ■X +

ґ3 1> "3 5"l
l l 1,

•7 =
l l i j1-1 b

Ш  Вішкшілі

2.29. 1)

( l -1 0 . . 0 0" f l 1 2 4 .
2*-2 ̂

0 1 -1 . . 0 0 0 1 1 2 . . 2"'3

... . ; 2) 0 0 1 1 . . 2n~4

0 0 0 . . 1 -1 ...u 0 0 . . 0 1> u 0 0 0 .·· 1 ,

Ί -1 1 -1 . . (-1)"-°

0 1 -1 1 . • (-1Γ2

3) 0 0 1 -1 . ■ (-1Γ 3

<0 0 0 0 . • 1 ,

2.30. 1) Х  =
1 2

-1 0
,У  =

1 1

- 2  1
; 2 )Х  =

І 1 

1 і
,γ =

о г  

.1 0,

3. Ранг матриці 

РАНГ МАТРИЦІ А

Значення мінорів Ранг

Усі M m = 0 (А —  нульова матриця) Г(А) = 0

Усі М (2> = 0 і хоча б один із М т  Ф 0 г(А) = 1

Усі М 0) = 0 і хоча б один із М т  ф 0 Ґ(А) = 2

Усі М{і) = 0 і хоча б один із Λ/<3) Ф 0 г(А) = 3

Усі Л/(г+1) = 0 і хоча б один із М (г) Ф 0 г(А) = г

МЕТОДИ ОБЧИСЛЕННЯ РАНГУ МАТРИЦІ

Назва

Метод елемен
тарних перетво
рень

Суть

За допомогою елементарних перетворень матриця А зводить
ся до трапецієподібної матриці В:

5 =

ьп ·· О
4^2 · ■· Ь2„

І 
о

0 4 й- ·· Ьг»

і 
о

і 
о

і 
О "Ч

і 
о

№ ,*0), г(Л) = г(В) = г



Назва

Метод обвідних 
мінорів

Суть

" « 1 1 «12 «13 « . „

«21 «22 «23 « 2 я

«31 «32 «33 « 3 »

« г . «г2 « , 3 « т

ч «т 1 « m 2 «m 3 « т я >

Л =

1. Хоча б один із М т , наприклад М 0> = аи *  0, а всі обвідні 

мінори

«11 «12 II «11 «13 «11 «1л

«21 «22 «21 «23 « г і  « ш

М<2) =

2. Хоча б один із М {2), наприклад

= ... = 0=>г(а) = 1.

Л^2): «11  «1 2  

« 2 1  « 2 2

5*0, а всі обвідні мінори

«11 «12 «13 «11 «12 «14

Л / (3) =
«21 «22 «23

=
«21 «22 «24

«31 «32 «33 «31 «32 «34

«11 «12 «їй

= «21 «22 « 2 »
= ...= 0 => г(а) = 2.

«гі «г2 «™

3. Хоча б один із Л/(г) *  0, а всі обвідні мінори M '(г+1) = 0 

=>г(Л) = г.

2.31. Обчислити ранг матриці:

0'
2)

Гі а b c'

0 l j
?

ІО 1 d

1 а b' Гі а b c''

0 1 с
; 4)

0 1 d e

0 0 1 0 0 1 /
0 0 0; І0 0 0

2.32. Обчислити ранг матриці, користуючись означенням рангу, 
та вказати один з її базисних мінорів:

(2 3 oN '2 3 0"

; 2) 1 1 

ІЗ 4

5

5;

; 3) 1 1 

ll 1

5

oj

2.33. Обчислити ранг матриці методом елементарних перетворень: 

(  0 2 2 '

1)

3)

1 -3 -1

-2 0 -4

4 6 16̂

'1 3 5 -1λ

2 - 1 - 3  4

5 1 - 1 7

7 7 9 1

'2 -1 3 -2
4Ί

; 2) 4 -2 5 1 7

/
І2 -1 1 8 2j

2.34. Обчислити ранг матриці методом обвідних мінорів:

η

1)

1 О

2 2 3

3 3 4

2)

"0 4 10 n '2 1 1 1 1

4 8 18 7
; 3)

2 1 1 2 3

10 18 40 17 4 2 2 3 4

U 7 17 3 j u 1 1 1 1

ВішкшіоІ

2.31. 1) г - 2; 2) г = 2; 3) г = 3; 4) г = 4.

2.32. 1) г = 2, М (2) = 

3)г = 3, Л/(3) =

5 1

-1 5

2 3 0 

1 1 5 

1 1 0

; 2) r = 2, М (2) =
2 З 

1 1

2.33. 1) г = 3; 2) г = 2; 3) г = 3.

2.34. 1) г = 2\ 2) г = 2; 3) г = 2.



Б
2.35. Довести, що ранг транспонованої матриці збігається з ран

гом даної матриці.

2.36. Обчислити ранг матриці методом елементарних перетво
рень та вказати один із її базисних мінорів:

f  1 -2 3 -1 -1 -2

2 -1 1 0 -2 -2

1) -2 -5 8 -4 3 -1

6 0 -1 2 -7 -5

1-і -1 1 -1 2 1

( 1 0 1 0 0'

1 1 0 0 0

3) 0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

,0 1 0 1 l j

2.37. Знайти ранг матриці:

\ '2 1 1 η

1 3 1 1

; 2)
1 1 4 1

1 1 1 5

1 2 3 4
У її 1 1 О

Ί  2 3N(l 0 0" (1 0 0'
4 2 0 0 0 0 5 2 0

її ο oj lo 0 oj lo 0 V

2.38. Задано матриці А і В. Порівняти їх ранги, якщо: 

4^

1 ) А  =

ґ1 5 

0 2 

0 0

7 

З

0 0 0

\ f 1 5 4 2'

, B =
0 2 7 1

0 0 3 8

/ ^0 0 0 o J
f 1 3 0 2' f 1 3 0 2 0"

A =
0 1 1 4

, B =
0 1 1 4 0

0 0 1 8
9 0 0 1 8 1

0̂ 0 0 oj lo 0 0 0 V

Б)Г Віобшвіаі

2.36. і) г = 3, м (3) =

1 -2  З
2 -1  1 
-2 -5 8

; 2)г = 4, М (4) =

2 1 1 1  

1 3  1 1 .  

1 1 4  1 ’ 

1 1 1 5

3) r = 5, базисний мінор збігається з визначником матриці.

2.37. г = 1.
2.38. 1) г(А) = г(В) = 3; 2)г(А) = 3, г(В) = 4.

2.39. Довести, що коли в матриці всі мінори к-го порядку дорів
нюють нулю, то і всі мінори (к + 1)-го порядку дорівнюють нулю.

2.40. Довести, що коли до матриці дописати нульовий рядок 
(стовпець), то ранг матриці при цьому не зміниться.

2.41. Як зміниться ранг матриці, якщо до неї дописати:
1) один стовпець; 2) два стовпці?

2.42. Довести, що г(ЛАт) = г(АгА) = г(А).

2.43. При яких значеннях λ ранг матриці
3-λ

1

2
1-λ дорівнює 1?

2.44. Чому дорівнює ранг матриці А при довільних значеннях λ?

1) А =

3 1 1 4

λ 4 10 1

1 7 17 3

2 2 4 3

2) А =

λ -1 2Л 

-1 λ 5 

10 -6 λ

jS / ВІашкшвіаІ
2.41. 1) Ранг матриці може залишитися без зміни або збільшити

ся на одиницю;
2) ранг матриці може залишитися без зміни або збільши

тися на одиницю чи на два.



2.43. λ = 2±4ϊ.

2.44. 1) r(A) = 2, якщо λ = 0; r(A) = 3, якщо λ*0.

2) ґ(А) = 3 при будь-якому значенні λ.

4. Власні вектори і власні числа матриці

Означення Знаходження власних чисел Знаходження власних 
векторів

(Ч  % - О

% % - °2я .

U l Чй - 

( * )

Х =  ^  ;

U J

Α ·Χ  = λ ·Χ , X  - вла

сний вектор матриці 

Α; λ —  власне число 

матриці А(Х *  0)

Власне число λ — корінь 
характеристичного рівняння

ί^,-λ q2 ...

«21 °22 -λ а* =0

ап\ агі1 — °т-^

Власний вектор

м

х =

U J

є розв’язком системи

Ц і — λ)*1 "*■ а12Х2 —

-·+αι Λ =°; 

«2ІХІ + (°22 — "*■···

-  + а2„х„= 0 ;

а„Л+апгх2+... ■

... + {ат -Х)х„=0

2.45. Знайти власні числа і власні вектори матриці:

'2  0 - 6 )
Т> Р  П

1 2 '
1 3 - 2

ν~1 0 1 ,

(A W  В іш ш в іо і

2.45. 1) λ ,=1 ,Χ ,=
(  с, λ ( с Л1
-СV

Д 2= 3 ,х 2 = 2 ; С, Ф 0, С2 Ф 0;

2) λ, = Χ ι =
ГСЛ

IcJ
, λ2 — —2, Χ 2 -

ґ 4 С2 λ 

y-5 C2J

'2 С,' ' - з с 2"

и> II II 0 , с , * о ,  λ2= 4 ,χ 2 = -5С2

1 Q  J

;C t Φθ, С2Ф 0; 

, С 2 Ф 0,

λ3 — З, X·, — , C3 Φ 0.

2.46. Знайти власні числа і власні вектори матриці:

1)

1 0 0 ( 1 2 1 8 " /

0 3 0 0
; 2)

0 3 3 1
; 3)

0 0 -4 0 0 0 -4 -2

0 0 0 5; 1° 0 0 5 j
\

-2  2 > 
-2 4 .

4 -2

M F  ВІша@вІоІ

i c 0
' 0 '

2.46. 1) λ,=1, * ,=

4̂
o 

o 
o

, C, *0, λ2 = 3, X;, = Q
0

L o J
, С2Ф о,

λ3= ^ ,  X3 =

f ° Ί  
0

C3
, C3*0, λ4 =5, JT4 =

/"o 
o 

o
v

^ 4 ,

С4Ф0;



2) λ, =1, Χ ,=

Хз = -4, Χ3 =

(С  Л 2
о r

0
, С ,*0 , λ2=3, х 2 = 2

0

U J I 0 J
, С2 Φ ο,

ґ -С Λ^-3

-15С3 

35 G
, С3 *0, λ4 — 5, —

3) λ = 2, Χ  =

\ у 

^ 2 С ,- 2 С 3Л

C,

C3
2 C 3

-2C v z 4 ;

^73С4л

6C4

-8C4

v36C4y

, Q  * 0 ;

, c2+c2*o,

2.47. Знайти власні числа матриці Л2, якщо відомі власні числа 
матриці А.

2.48. Довести, що коли стовпці І  та 7 ε власними векторами 
матриці А, які відповідають одному власному числу λ, то їх лі

нійна комбінація C,X  + C2Y, де Сі, С2 —  довільні сталі, є також 
власним вектором для власного числа λ.

2.49. Довести, що коли X  є власним вектором кожної з матриць 
А і В, то X  є власним вектором і матриці аА + ββ ( а  і β — дові
льні сталі).

2.50. Довести, що всі власні вектори матриці А є власними век
торами матриці f(A ), де /  — многочлен.

В ім ш е ш Бл і

2.47. Власні числа матриці А2 дорівнюють квадратам власних 
чисел матриці А.

§  3. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь

Формули для розв’язання пхп системи (Δ ї  0)

' аих, +αη χ 2 + ...+аихп =Ь{\ 

а21х1+а22х2+... + а2пх„=Ь2;

ап\Хх+ап2х2+~ + атхп=Ьп.

Назва Формули для розв’язання

Формули Крамера
х =-2- 
1 Δ

де Δ =

2 = - х2 . ...; х
Δ ’

«12 «і„

022

«2 ,

Δ

«її - «і,м ^ «Ι,ί+Ι

Δ - «21 ... ay., bj «2,1+1

«„. - «,.М «л,/+|

h i
| Ч  42 · • ЛЛ

*2 1 Ап 2̂2 4г

Δ

U.J 2̂и ■ Дія,

0 = 1,и)

Матричний запис 
розв’язку

«11 «12  · • «1 „

де Δ = «21 «2 2  · • « 2 „

«„1 « , 2  · «ял

—  алгебраїчне доповнення елемента ау визначника 

матриці системи;

bt — вільний член /-го рівняння системи (і, j  = 1, п)

Дослідження т х п  системи щодо кількості її розв’язків

α,,χ, + al2jc2 +..■ + аіпх„ = W,
а21х, + а22х2 +. . + а2пхп =-ь2і

+ аи Л  + -+αη,ηΧη= ь т



Умова Тип системи

r(A) = r(A) - η Визначена

r(A) = r(A) < η Невизначена

r(A)*r(A) Несумісна

тут r(A) —  ранг матриці системи А =

" I I  “ 12

\а т\ «m2

г(А) — ранг розширеної матриці системи А-

Дослідження однорідної т х п  системи

аих1+а12х2+... + а,пх„=0; 

а2\х\ + а22х2 + — + а2пхп = 0;

... «1п

«2 „

ґ

« ти

° а «12

«21 «22

ч«т| ат2

l« mi* .+«»,2 * 2  +- + o„mxm=0

«Іл

«2„ h

Умова Кількість розв’язків системи

г(А) = п А ф О (т  =  п) Єдиний нульовий

г(А) < η сIIδ,
оII<

Безліч

А —  матриця системи

3.01. За формулами Крамера знайти розв’язок CJIAP, яка задана 
матрицею А і стовпцем вільних членів В:

Ί 1 -1 η 'П

0 1 3 1
, в =

0

0 0 1 5
9

1

0 0 2J W

f 1 - 1 1 г Ґ П

1 2 0 1

, В =
1

- 1 1 1 5 2

І0 0 2
3 ; Ь )

2) А =

3.02. Розв’язати систему матричним методом:

1)

2х + у - z = 2; 

Зх + у - 2z = 3; 

x + z = 3;

2)
3.V, + 5.г2 + 7.V, = 6; 

лч +3х, =-1;

2 . г ,  + 3 х 2 + 5 х ,  = 3 .

3.03. Розв’язати матричне рівняння:

О

3 )

3.04. Розв’язати систему рівнянь методом Гаусса:

2.γ, + .r, - V, + v4 = І;

( і

1'

υ

( 1 >
Г 1 1 г (Г

■ х  =
1

1-')
9 2) -1 2 3 • X = 1

1 2 - у

Г 1 і η ( 1
Ί І> (\ 5Л

1 1
1

b
■ X =

0
; 4) -1 2 3 ■ х = 0

2 1V V /
1« 1 2, U

1 )

3 )

5)

2.г, - .V, + З.г, = 3;

3.V, + Λ', - 5.v, = 0;

4.V, — V, + .V, = 3;

дг, + З.ї2 -13.v, = -6;

.V, - 2.V-, + V, + лг4 =1;

.V, - 2.V-, + л;, - ν4 = -1;

.V, - 2л·, + .r, + 5лг4 = 5;

3.v, + .ν, + λ;, + 2.υ4 = -2;

5.ν, + 2.ν, + 5.v4 = -2;

блг, + л", + 5.ν, + 7λ4 = -4; 

2л·, + Λ*, + 2.ν, + 2,ν4 = -2;

2)

4)

6)

3.ν, - 2.ν, + 2.ν, - 3 ν4 = 2; 

5.ν, + .ν, - л', + 2λ4 = - 1;

2.ν, - .ν, + .ν, - 3.ν4 = 4;

3.ν, + 4ν: + 2 ν, + л4 = 16; 

.ν, + 7.ν, + ν, + ν4 = 23; 

2.ν, + w + 3.ν, + 5λ4 = 10;

4.ν, — З.г, + 4.ν, + 6 ν4 = 1;

.ν, + ν, + λ4 + ν, = 6; 

λ', + λ", + ,ν4 + \\ = 8.



3.05. З’ясувати питання про сумісність системи і, якщо можли
во, знайти її розв’язок:

1 )

3 )

х\+ х2 =  3; 

х\+ хг =  4; 

х, + х4 = -2; 

х, + х5 = -1; 

х, + х6 = 0;

Х2 + Х3 +  Х4 +  *5  +  *6  =  - 1;

3x-5y + 2z + 4t = 2; 

7x-4y + z + 3t = 5;

5x + Ty-4z-6t = 3.

2)

2х, + lx2 + Зх3 + х4 = 6; 

Зх, + 5х2 + Зх3 + 2х4 = 4; 

9х, + 4х2 + х3 + 7х4 = 2;

3.06. Знайти всі значення а, при яких система визначена. Дослі
дити систему щодо її розв’язків при заданому значенні а :

1 )

3 )

х + ay - 2z = 1;

2х + у - 5z = -І; 

х - у - z = -2, а  = 0;
2)

х + 2у + α ζ  = 4;

2x + 4y + 6z = 8;

Зх + у - z = 1, а  = 3;

Зх, + (а  - 1)х2 + 2х3 = 1; 

х, + 2 х 2 - х3 = 2 - а;

З осе, + 2х2 + 2ах3 = 2, а  = -1, а  = 2, а  = 0.

3.07. Розв’язати однорідну систему:

х, - 7х2 + 5х3 - 2х4 = 0;

2 х 2 - З х 3 + 6 х 4 = 0 ;  

х, - 7х2 + 4х3 = 0; 

х, - Зх2 + х3 + 7х4 = 0;

Зх + 2у + z = 0;

2x + 5y + 3z = 0;

3x + 4_y + 2z = 0;

1 )

3)

5х - 8у + 3z = 0; 

2x-3y + 2z = 0.

2)

χ + 2у + 3z = 0; 

2x + 3j> + 4z = 0; 

χ + у + z = 0;

Іх, + x2 + x3 = 0;

2x, - 3x2 + 4x3 = 0; 

3x, - 2x2 + 5x3 = 0;

3.08. Знайти такі значення параметра а, при яких система має 

ненульові розв’язки. Знайти загальний розв’язок системи при кож
ному з цих значень параметра:

1 )

3)

а 2х, + Зх2 + 2х3 = 0; 

осе, - х2 + х3 = 0;

8х, + х2 + 4х3 = 0;

2х, + х2 + Зх3 = 0; 

4х, - х2 + 7х3 = 0; 

х, + ах2 + 2х3 = 0.

2)

2х - у + 3ζ = 0; 

x + 2у - 5ζ = 0; 

ах + у - 2ζ = 0;

( А /  Вішо@евЬіі

3.01. 1) х, =-35, х2 =25, х3 =-9, х4 =2;

1 З
2) х, =0, х2 =- , х3 =- , х4 =0.

3.02. 1) х = 2, у = -1, z = 1;

2) х, =1, х2 =2, х3=-1.

3.03. 1) Х  =

3) Х  =
(-1 - 4  

2 9

( 1 1
2) Х  =

ν

9

' 3 

2

\

0 0

4) X  = -3 2 2

5
-1 -1

,2 /
3.04. 1) х, =1, х2 =2, х3 =1;

2) система несумісна;
3) х, =С,, х2=С2, х3=2С2-С,, х4=1;

4) х, =1, х2 = 3, х3 =0, х4 = 1;

5) х, = -1 - 5С, х2 = бС, х3 = -1 - 5С, х4 = 1 + 1C;

6) х, = 6-С, - С2 - С3, х2 =8-С, -С2 -С3, х3 = С,, х4 =С2, 

х5 = С3.



3.05. Система визначена:

1) х, —1> 2, х3 = 3, х4 — 3, Xj = 2, х6 = —1;

_  2 С, 9С2 10 5С G

)Хі 11 11 11 ’ *2 11 п  + И ’ *з - с .>*4-с2;

3) система несумісна.

3.06. 1) а  = Л/{0}. Якщо а  = 0, то система несумісна.

2) а  = R / {3}. Якщо а  = 3, то система невизначена. 

Загальний її розв’язок:

2 11 _
х —--------------1- G  у = -2С, z = С;

5 5

3) а  = /?{-1; 2}. Якщо а  = — 1, то система несумісна.

Якщо а -2, то система невизначена. Загальний її розв’язок:

x, ~ — С , х2 — C ~, х3 С.

Якщо а  = 0, то система визначена, її розв’язок: 

х, =0,4, х2 =1, х3 =0,4.

3.07. 1) χ, = х2 = χ3 = х4 = 0;

2) x = G  У = ~2С, z = C;
3) х = у = z — 0;

4) x, =-7С, х2 = 2С, х3=5С;

5) х = >> = z = С.

3.08. 1) а  = -4:х, =-5G х2 =24G *3 = 4^;

а  = 2: х, = -С, х2 =0, х3 = 2С;

2) а  = 3: x = -C, >> = 13G z = 5G

3) а  = -1:х, =-5G x2= G  x3=3G

3.09. 3a формулами Крамера знайти розв’язок CJIAP, яка задана 
матрицею А і стовпцем вільних членів В:

'2 3 4 5] '30'

3 3 4 5
, в =

34

4 4 4 5
9

41

ї ї 1 1 1; l io j

А =

3.10. Розв’язати матричне рівняння і записати відповідну йому 
систему:

1 ) Х

3) X

(\

U
ґ\

1

2

= 0 3); 2) X Г3 П = (1

И ij lo lj
1 О

2 З

3 1

3.11. Знайти значення параметрів α, β, при яких матричне рів
няння має розв’язок. Знайти розв’язок при заданих значеннях па
раметрів:

О

2)

а  2 

-4 β
■X·

а-1 β + З

2

а

•а

β
З

1 2 

0 З

\
1 1 

0 1 

2 1

, а  = 1, β = 0;

а  = 5, β = 7.
1 1 

0 1

3.12. Дослідити систему щодо її розв’язків залежно від значень 
параметра а :

х, + х2 + 2х3 + Зх4 = 1; 

х, - х2 + х3 + х4 =  а;

2 х ,  -  Зх2 + ах, -  2 х 4 = 1; 

х, + 2х2 + Зх3 - х4 = 0;

D 2)

х, - х2 + 2х3 + Зх4 = а; 

2х, + х2 - х3 + Зх4 = 1; 

х,+х2-х3+х4= 0; 

х, + Зх2 + х3 + ах4 = 1.

3.13. Розв’язати однорідну систему і вказати ранг її матриці А: 

х, + 2х2 + Зх3 + 4х4 + 5х5 = 0;

1 )

2х, + Зх2 + 4х3 + 5х4 + х5 = 0 

Зх, + 4х2 + 5х3 + х4 + 2х5 = 0: 

х, + Зх2 + 5х3 + 12х4 + 9х5 = 0; 

4х, + 5х2 + 6х3 - Зх4 + Зх5 = 0;



2)

x, + Зх2 + 2x3 + 2x4 + 5xs = 0; 

2x, + 2x2 + 3x3 + 2x4 + 5xs = 0; 

3x, + x2 + x3 + 2x4 + 2xs = 0; 

x, +x2 -x3 +x4 =0.

3.14. Знайти такі значення параметра а, при яких система має:
а) єдиний нульовий розв’язок;
б) ненульові розв’язки, а також знайти загальний розв’язок 

системи при кожному з цих значень параметра:

x, + х2 - х3 + 2 х 4 + Зх5 =  0; 

х, + 2х2 - х3 + Зх4 + 4х5 = 0;

• Х[ +х2 -х3 +х4 +х5 =0; 

х, + ах2 + х3 + х4 + 2 х 5 = 0;

-x, + 2 х 2 + ах3 + х5 = 0.

ψ  ВІШШШІОІ

3.09. х = Л, y = 3,z = 2,t = \.

3.10. 1) Х  = (5 -2); 2) X  = ̂  3) X  = [
'0  1 0 Ч 

1 0  0

3.11. 1) α, β —  будь-які дійсні числа, окрім а  = -4, β = 2 і а  = 4

β = —2;

при а  = 1, β = 0 X  =

г З 
0 - -

4

і  11
8

2) α, β — будь-які дійсні числа, окрім а  = 5, β = 7; 

при а  = 5, β = 7 система несумісна.

9 9
3.12. 1) При а  = — система несумісна, при а * — система неви-

5 5
значена;

2) при а  = -1 система несумісна, при а  *  -1 система не- 
визначена.

3.13. 1) xl =q ,x2=C2,x3 = ~4C' — , х4 =х5 =~ ~ ~ >  Ф0=3;
О 1о

2) х, =С1г х2 =С, +С2, Xj =С2, х4 =-2C,, х5 =-С2, г(А) = 3.

3.14. а) Система має єдиний нульовий розв’язок при будь-якому 
значенні а, крім а  = 3; а  = -2;

б) якщо а  = 3 і а  = -2, система має ненульові розв’язки:

З З
при а  = 3 x, = C,, х2 = С,, х3 = ——С,, х4 = -2С,, х5 = С,;

при а  = -2 х, = Ср х2 =С,, х3 =С,, х4 = -2С,, х5 =С,.

3.15. Довести, що у разі елементарних перетворень над рядками 
розширеної матриці система лінійних рівнянь переходить в еквіва
лентну CJIAP.

3.16. Як змінюються розв’язки CJIAP у разі елементарних пере
творень над стовпцями матриці системи?

3.17. До якого найпростішого вигляду можна привести розши

рену матрицю А системи п рівнянь з п невідомими, застосовую
чи до неї перетворення Гаусса, за умови, що ранг матриці А систе
ми дорівнює п.

3.18. На скільки одиниць ранг матриці системи може відрізня
тися від рангу її розширеної матриці?

3.19. Яку систему рівнянь найпростішого вигляду можна одер
жати, застосовуючи перетворення методу Гаусса до рядків розши
реної матриці системи т  рівнянь з п невідомими, якщо г(А) = п,

г (А )* г (А )?

3.20. Нехай х,, х2, ..., хп і ух, у2, ..., уп —  єдині розв’язки відпо

відних CJIAP:

'о„х,+. · + « . Λ = * P а\\У\ + — + аі„У„ = C,;

.............................  і «

α„,χ,+. • + annXn = bn ПП n n . «„1 Уі- + аппУп=Сп·

Довести, що С,х, + ... + Спхп =b[yl + ... + bnyn, і записати цю суму 

в термінах визначників.



3.21. Довести, що для будь-яких різних чисел х,, х2, х3 і будь- 

яких чисел у,, у2, у3 існує єдиний многочлен у = f (x )  степеня не 

вище 2, для якого / (jc,.) = Уі, і = 1, 2, 3.

kB r Віоповіоі
3.16. З компонентами розв’язків виконуються ті самі елементар

ні перетворення.
3.17. Наведена матриця А системи являє собою одиничну мат

рицю, а матриця-стовпець В вільних членів збігається з розв’язком 
даної системи.

3.18. Не більше, ніж на 1.

\  = Ь

* 2  —  ^ 2  >

3.19.

хп=ьп;

0 =  1.

3.20. C1xl +... + Cnxn=blyl +... + bnyn =

- СТА~1В.

det А

а, і ... а1п

а п\ а пп К

С, .·· 0

3.21.

Г Вказівка Показати, що матриця системи рівнянь для визначення коефіцієн
тів многочлена має відмінний від нуля визначник Вандермонда.

ЕЛЕМЕНТИ 
ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ

§  4. Вектори. Системи координат

1. Вектори. Лінійні дії з ними 

ОСНОВНІ ПОЗНАЧЕННЯ

Назва поняття Позначення

Вектор а а

Довжина вектора а и

-о а
Орт вектора а а ' Н

N

Нульовий вектор δ

Вектор, протилежний вектору а -а

Паралельність векторів а і b а\\Ь

Сума векторів а і b а + Ь

Різниця векторів а і b а-Ь

Добуток вектора 5 на число (скаляр) λ λα

Лінійна комбінація векторів alt а2, а „ +  λ  2^2 +  ... +  λη<7„

Ортонормований базис відповідно в R1, R2, Λ3 і;  і , j ;  і , j ,  k

Проекція вектора а :

навісь / ηρ,α

на вектор b np-ba

на координатні осі "Pota, tippet, ηρο,α

Координати вектора:
абсциса χ
ордината У
апліката z



ЛІНІЙНІ ОПЕРАЦІЇ З ВЕКТОРАМИ, 
ЗАДАНИМИ ГЕОМЕТРИЧНО

Назва операції Виконання операції

Додавання 

векторів а  і b

Правило паралелограма Правило трикутника

Е

3 + Ь

Віднімання 

векторів а і b

Множення 
вектора а 
на скаляр λ

λα

λα

λ>0  

λ>1 

0 < λ < 1

λα

λα

λ<0

Ιλ|>ι

Ιλ|<ι

4.01. У ромбі серед векторів АВ, АС, ВС, CD, DA вказати рівні і 

протилежно напрямлені вектори.
4.02. У правильному шестикутнику ABCDEF знайти суму век

торів О А + ОВ + ОС + OD + ОЕ + OF, де О —  центр шестикутника.

4.03. Задано два вектори —  а і В. Побудувати вектори:

1) 2а-В; 2) -а-ЗВ; 3) -а + В.

4.04. Задано три вектори — а, В, с. Побудувати вектори:

1 ) а  + В — с; 2 )-а + 2В + с', З ) а  — В + Зс;

4) а-В - с; 5)-2а-В  + с; Є)-а-ЗВ-~с.

4.05. Дано: | а |= 11, | b |= 23, | а - b |= 20.

Обчислити: І а - b |.

4.06. Дано: \ а\=\3,\В |=19, |а-В  |=22.

Обчислити: \а + В\.

4.07. Вектори а і В взаємно перпендикулярні, причому |а|=5,

ІВ |= 12. Обчислити \ а + В\ і \ а-В\.

4.08. На тіло діють дві сили — F, і F2, \ Fx |= 8Н, | F21= 6Н. Знай

ти їх рівнодійну, якщо величина кута між ними дорівнює 90°.
4.09. На літак діє сила тяги мотора 15 кН, сила опору повітря

π „ .
11 кН і сила бічного вітру, напрямлена під кутом — до курсу и рівна

З кН. Знайти рівнодійну цих сил.
4.10. На підйомному крані швидкість вертикального піднімання 

вантажу 20 м/хв. Швидкість переміщення візка крана —  10 м/хв. 
Визначте сумарну швидкість руху вантажу.

Вішшвіоі

4.02. О.

4.05. \а-В |=30.

4.06. I а + В |=24.

4.07. \а + В\ = \а-В \ =13.

4.08. |Л|=10Н.

4.09. 5 кН.

4.10. 10-̂ 5 м/хв.

4.11. Побудувати такі чотири вектори а, В, c, d, щоб їх сума до

рівнювала одному з них:

1) а; 2) В; 3) с; 4) d.
4.12. Точка О —  центр ваги трикутника ABC. Довести, що

Ш  + ОВ + ОС = 0.



4.13. У трикутнику ABC проведено середню лінію MN (Me АВ), 

причому MB = a, NC = Ь,СА = с. Знайти вектори АВ + ВС + MN, 

AM + MN + NC, АС + Ш -BN.

4.14. При якій умові вектори а + Ь і а -Ь колінеарні?

4.15. У прямокутнику ABCD вектори АВ = а, АС = Ь. Знайти ве

ктори ВС, СВ, BD, AD + CD.

4.16. Довести, що \a + b\ <\ a\ + \b\. При якій умові рівність 

правильна?

4.17. Які умови повинні задовольняти вектори а і Ь, щоб справ
джувалося одне із співвідношень:

1) \а + Ь\=\а-Ь[, 2) \а + Ь \>\а-Ь |; 3) \а + Ь\<\а-Ь\;

4) вектор а + Ь ділить навпіл кут між векторами а і Ь7

4.18. Знайти \ а - Ь  \ і | а + Ь |, якщо |d|=5, \Ь |=3, ( а лЬ) = 120°.

4.19. Довести, що в трикутнику ABC виконується векторна рів

ність: AD = —(AB + AC), де AD — медіана.

4.20. Три сили Fs, F2,F3 прикладені до однієї точки і мають вза

ємно перпендикулярні напрямки. Визначити величину їхньої рівно- 

дійної R, якщо

I Ft І = 2 кг, I F2 і = 10 кг, | F3 \ = 11 кг.

4.13. AB + BC+MN = 2й + 2Ь--с, AM + MN + NC = а + b --с,
2 2

АС + ΜΑ - BN = -(а + b + с).

4.14. ά У Л.

4.15. ВС = Ь — а, СВ = a -fi, BD = h-2d, AD + CD = h - 2ύ.

4.16. ii II Λ.

4.17. I) d J .Λ; 2) (d,AA )<^; 3) (α,ΛΛ)>|; 4) |d|=|/>|·

4.18. I d -6 |=7; \a + b\ = J\9. 

4.20. IΛ I = 15 кг.

4.21. Довести, що можна побудувати трикутник, сторони якого 
рівні і паралельні медіанам даного трикутника ABC.

4.22. Трикутник ABC побудований на векторах АВ = а  і АС = b . 

Знайти ненульовий вектор С , який лежить на бісектрисі кута А.
4.23. У тетраедрі ABCS спростити суму векторів:

1) AB + BC + CS ; 2) AC + CS + SA + AB.

4.24. Для правильної чотирикутної піраміди довести, що

OS + M  + DS + W  + SB + AO + SC = R4 + AS + AD + SC + AB + m ,

де S — вершина, О — основа висоти піраміди.
4.25. Визначити число λ, на яке треба помножити вектор а, щоб

вектор b = λα :
1) мав довжину, рівну одиниці;

2) мав довжину, рівну 3 і a\b.
4.26. Швидкість плавця в стоячій воді 4 км/год, а швидкість течії 

річки — 3 км/год. Визначити, в якому напрямку потрібно плисти, 
щоб приплисти до найближчої точки протилежного берега річки.

4.27. До центру правильного шестикутника прикладені три сили —

Fv F2, F3, напрямлені у три послідовні вершини і |̂ | = |̂ 2| = |̂ 3| = 1Я.

Знайти величину і напрямок рівнодійної R .

4.28. Знайти рівнодійну трьох сил, прикладених до точки О, якщо 

відомо, що ці сили зображуються векторами ОА, ОВ, ОС, де точки 

А, В, С —  вершини рівнобічного трикутника, вписаного в коло з 
центром О.



4.23. 1) AS; 2) АВ.

4.25. 1) λ = ± ^·,2 ) λ = ~ .
Η Η

3
4.26. Під кутом α  = 90° - arcsin — до берега річки.

4
4.27. \r\ = 2 Η, напрямок вектора R збігається з напрямком си

ли F2.

4.28. R = б.

2. Проекція вектора на вісь

Назва і геометрична ілюстрація Формули для знаходження

Проекція вектора на вісь

ηρ,α =\ а  |cos<p

Проекція вектора на координатні осі

пра а =) З І cos(p, 

пр0 а =\ а I sin φ

4.29. Знайти проекцію вектора а на напрям вектора b і проек

цію вектора b на напрям вектора а, якщо |а| = 2, |б| = 1, а кут між 

ними дорівнює 120°.

4.30. Знайти проекцію вектора а на вісь І у кожному з випадків 
(рис. 4.1), якщо |а| = 3:

1) 2)

Рис. 4.1

4.31. Знайти проекції вектора а (рис. 4.2) 

\а\ =  2 .

на осі координат, якщо

^ 1 2 0 °

О

2)

Рис. 4.2

3)

4.32. Знайти проекцію вектора а + b на вісь /, якщо відомо: (а" /) =

б о \ ( м )  =  | , Н = і , | £ | = 2 .

(A / ВІОШВІОІ
4.29. пр-ьа = -1, npab = ~ .

4.30. 1) 2) 3)
2 ' 2 ' 2

4.31.1) пРоха = у[2, пРоуа = ̂ 2; 2) пр0ха = -Д  пРоуа = 1;

3) nPoxS = >j3, пр0уа = -\.

4.32. = 1,9.



4.33. Знайти кути між векторами куба ABCDA^B^C,DX:

1 )А В  і Щ ;  2) АВ і Щ-, 3) Щ  і Г\С;

4) АВ і Д Д  5) АС і Щ)\ 6) ВС і

4.34. Знайти проекцію вектора а + Ь на вектор а, якщо |й| = 23; 

|й| = 11;|а-б| = 30.

4.35. Знайти проекцію вектора а + Ь на вісь /, якщо 

(З?/) = 20*; (б"/) = 100°; \a + b\ = 6; |в| = |й|.

4.33. 1) 0; 2) 90°; 3) 90”; 4) 90°; 5) 90°;

6) cos (Я С ^ 5 )  =

4.34. =8,87.

4.35. 3.

4.36. Знайти довжину вектора а + Ь, якщо його проекція на вісь / 

дорівнює 8 і [а,І^ = 30°; (£,/) = 90°; |а| = |б|.

4.37. У трикутнику ABC відомі: |лі?| = Зч/2; |/?с| = 3; Оі| = 3. Знай

ти проекцію вектора АВ + ВС на вектор АВ.

4.38. Знайти проекцію діагоналі АС, куба ABCDAXBXCXD X на 

вектор АВ + AD, якщо довжина ребра куба дорівнює одиниці. Знай

ти кут між векторами АС, і АС.

Вішп@«Іді
4.36. 16.

4.37. М .
2

4·38· Ψ τ , ^(АС,~,АС)~ 35°.

3. Розкладання вектора за базисом



ЛІНІЙНІ ОПЕРАЦІЇ З ВЕКТОРАМИ, ЗАДАНИМИ

Назва операції
Виконання операції

Додавання векторів а і Ь а + Ь = (*,; я ;  z ,)+ 0 2; у2; ч )  = + У\ + Уї\ ζι+ ̂

Віднімання векторів а і Ь а-ь= (х ,; у,; ζ,)-(χ2; y2’ z2> = (*ι - *2; У\~У^г

Множення вектора а на 

скаляр λ

їм  = λ(χ,; Ζ [ )  = (λχ,; λ^,; λζ,)

Лінійна комбінація век

торів а і b

λ,α + λ 2ύ = λ ,0 , ;  у,; ζι)+λ2(χ2; у2; ζ 2) =

= (λ,*, + λ2χ2; λ ,^  + λ 2̂ 2; λ,ζ, +λ2ζ2) _________________

4.39. У паралелограмі ABCD а - АВ, с - АС, Е середина сто

рони CD. Розкласти вектор BE за базисом а, с.
4 40 У трикутнику ABC точка Мє серединою відрізка АВ, а точк

О 1  точкою перетину медіан, а = АВ і Ь = АС. Довести, що

4.41. У правильному шестикутнику ABCDEF АВ а, ВС Ь. ?оз- 

класти за векторами а і Ь вектори: CD, DE, EF, FA, AC, AB, AE.

4.42. У ромбі ABCD діагоналі AC = a i BD = b. Розкласти за ци

ми векторами вектори: АВ, ВС, CD, DA.

4.43. На векторах ОА = а, ОВ = Ь, ОС = с побудовано паралеле

піпед. Точка М — центр грані, яка проходить через точку С і пара

лельна а і b . Розкласти вектор ОМ за векторами а, Ь, с.

4.44. Знайти розклад за базисом і , j ,  к діагоналей dx, d2 парале

лограма, побудованого на векторах а = і + j , b = 3к - 3 j .

4.45. Знайти значення х і у, при яких неколінеарні вектори а і b 

задовольняють співвідношення: (х + у + \)а + (х-2у + 3)Ь =0.

4.46. При яких значеннях x, у, z некомпланарні вектори a, b, с 

можуть задовольняти співвідношення: (х + у + z)a + (x-2y + \)b + 

+(z + 5)c =0.

4.47. Знайти координати вектора с =36 -2а, якщо 5 = (1; 2; -3), 

Ь=(-2; 1; 4).

4.48. Накресліть довільний базис /,,/2. Побудуйте вектори:

5 = ( 1; 4),Ь  = Ї1-2Ї2, с ={-3;- і).

4.49. Задано вектори а = і + j  + k, b=2i - j  + k, с = -ї - З у. Обчис

лити координати векторів: а + Ь + с, 2а-Ь + с, а-Ь+ ^с.

4.50. Перевірити колінеарність векторів а = 2і - j  + ЗІс і В = -Лі + 

+2 j  -6к. Знайти їх лінійну залежність.

4.51. Розкласти вектор с  за базисом а,Ь , якщо:

1) 5  =  (1; - 2 ) ,  6 = (- 1 ; 1), с  = (0 ; -1);

*2) а = (1; 2), Ь=(2\ -3), с =(9; 4);

3) 5  =  (0 ;1 ), Ь = (- 1 ;  0 ) , с  =  (1 ;і) ;

4) 5 = (1; 1), 6 = (—1;0 ) ,с  = (-1;і).

4.52. Розкласти вектор d за базисом а, Ь, с, якщо:

1) а = (1; 1; - 2), Ь = (і; -1; 0), с = (0; 2; 3), d = (0; 1; 1);

2) а = (2; 1; -3), ї  = (3; -2; lj, с = (-1; 1;-2), d = (11;-6; 5);

3) а = (1; 0; 1), Ь = (0; 1; 0), с = (0; 0; -1), d = (4; -1; 1).



з _
4.39. c — а .

__2 __  ________ _________ _
4.41. CD = В -a, DE = -a, EF = -B, FA = a-B, AC = a + b,

AD = 2b,AE = 2b-a.

4.42. AB = -a--b, W=^-a+^-B, CD=~a+^-B, D A =~ a--B .
2 2 2 2  L L L l

4.43. Ш  = - а  + -Ь+с.
2 2

4.44. dl = a + b = i - j  + 3k, d2=a-B  = i +3j-3k.

5 2
4.45. x = ~ y  У = J-

4.46. x = 3, y - 2, z = -5.

4.47. c = (7; 4;-17).

4.49. (2;-3;2), (- l;0 ; l) , i- | ;| ;0  .

4.50. b =-2a.

4.51. l)c  = a + b; 2 )c=5a + 2b; 3)c  = a-b; 4)c = d + 2b.

4.52. 1) d = 0,13 - 0,16 + 0,4c; 2) d = d + 2b - 3c; 3) d = 45 - 6 + 3c.

(g r
4.53. Довжини сторін і ВС трапеції ABCD відносяться як 3:2. 

Записати розклад векторів ВС, DA, CD за векторами АС і BD.

4.54. У правильному шестикутнику ABCDEF АВ = а, АЕ = Ь. 

Розкласти за базисом a, b вектори AC, AD, AF, EF.

4.55. У рівнобічній трапеції ABCD нижня основа АВ = а, бічна 

сторона ~ΑΏ = b і кут між ними дорівнює 60°. Розкласти за базисом

a, b вектори: ВС, CD, AC, BD.

4.56. На площині задано правильний шестикутник зі стороною 4. 

Розкласти за ортами і , j  вектори, зображені на рис. 4.3

Рис. 4.3

4.57. Визначити а  і β, при яких вектори а = а/ -2] + 3к і Ь=ЗЇ +

+6 j — β& колінеарні. Написати лінійну залежність між векторами 
для знайдених значень а  і β.

4.58. З’ясувати, чи утворюють вектори a, b, с базис:

1)о = (і; 0;-1); £ = (-1; 1; 0); с = ( 0; 0; 1);

2) а = (і; 2; 1); 6=(1;-1;3); с=(3; 3; 5).

4.59. Сила F, рівна 100Н, діє вздовж діагоналі прямокутного па
ралелепіпеда, ребра якого рівні 6, 8, 10 см. Знайти складові цієї сили 
вздовж ребер.

Вкш&віаі



W  = 4 y / l j ,W  = 4T,Cd = 2l-2yf3j. 

DE = -2 J- 2 j3 j,O C  = 4J + 4yf3], OD = 6J + 2 js j.

4.57. α  = -1, β = 9, b = -3a.

4.58. 1) так; 2) ні.

4.59. 30л/2Я, 40л/2Я, 50л/2Я.

4.60. У трикутній піраміді ABCD AD = а, АВ = Ь, АС = с.

Розкласти за базисом а, Ь ,с  вектори: DC, медіану DM, грані 

BCD, вектор A Q , де Q —  центр ваги грані BCD.

4.61. Довести, що для двох неколінеарних векторів а і Ь, які ви

ходять з однієї точки, вектор |ζί|α + |α|6 колінеарний бісектрисі кута

між векторами а і 6 , а вектор |б|а-|а|£ колінеарний бісектрисі су

міжного з ним кута.
4.62. Сторона ВС трикутника ABC поділена точкою D у відношенні

— , тобто — Розкласти вектор AD за векторами АВ і АС. 
n DC п

4.63. У кубі ABCDAXBXCXDX точки Μ, Ν, Р, Q, R, S, Т —  середини

ребер АХВХ, ВХСХ, АВ, AD, DC, ВС, ВВХ відповідно. Розкласти за ба

зисом ВА, ВС, ВВ\ вектори: DT, АВ,, NP, PQ, QS, BXD, RM, RN.

4.64. Знайти лінійну залежність між векторами m, n ,p ,q , якщо

rh = a-b + 2с, n = b p — a-b, q = b+c.

4.65. При яких значеннях α, β, γ з векторів а = (а;-2;1), 

b = (-3; 5; β), c = (4; β; γ) можна скласти трикутник?

4.66. Знайти значення параметра γ, при якому вектори ά = (α; β; 1), 

b = (1; 1; 0 ), c = (1; 2; γ) утворюють базис, за умови, що a  - β = 2.

4.67. Довести, що вектори a + b, b + c, с -a  компланарні для 

будь-яких заданих векторів а ,Ь ,с  .

4̂ 68. Знайти значення λ, при якому вектори λα + b + c, а + λΕ + c,

a + b +Xc є компланарними для будь-яких некомпланарних векто
рів а, Ь,с.

4.69. При яких значеннях a  і β вектори α = (α + β)/ -2] + Sk і 

^ = ί - 7+(α-3β)^ є колінеарними?

ВІшшиїді

4.60. DC = c-a, Ш = Ц ^ - а ,  A Q = X- a+ X- b + 1-с.

4.62. λΖ> = ———АВ-1 -— АС
т  + п т  + п

4.63. DT = ~BA-JC + ~BBX, АЩ = -Ш  + Щ ,

NP = ̂ B A ~ B C ~ B B X, Р ^ Л [ в А  + ВС),

QS = -a, В ^  = М  + В С - Щ , т  = -ВС + ~ВВх,

Ш  = --Ж4--ВС + Щ .
2 2 1

4.64. 3m-3p + 4n-4q = 0.
4.65. α  = -1, β = -3, γ = 2.

4.66. γ набуває будь-яких значень, крім γ = --.

4.68. λ, =0, λ2=1, λ3=2. 2

4.69. α  = —, β = - Ι
2 2

4. Системи координат

4.70. У відповідному просторі R', R2 чи Λ3 у прямокутній декар- 

товій системі координат побудувати точки Л(-8), 5(0; 5), Ζ)(5; 1), 

Е (~2'’ ~3), F(-l; 2; 4), L(2; -1; 0), Λ/(0; 0; -5).



4.71. У відповідному просторі побудувати вектори a = 3 i- 2 j;  

b= 5 j; с = - ї + 3j; <■/= (0;-8;l); e = J + j  + k; f  = -ЗІс. У кожному з

випадків указати проекції вектора на координатні осі.
4.72. Побудувати точку М (1; -3; 6) і визначити її радіус-вектор.

4.73. Знайти координати вектора АВ і записати його розклад за 

базисом і, j ,  к, якщо А(2; 0; -1), В(-1; 1; 2).

4.74. Вектор а колінеарний вектору b =(5; 1). Визначити абсци

су а, якщо його ордината дорівнює 5.

4.75. Задано дві суміжні вершини паралелограма А(-2; 6), 

5(2; 8) і точка перетину його діагоналей М (2; 2). Знайти коорди

нати двох інших вершин паралелограма.

4.76. Відрізок з кінцями А(3; -2) і 5(6; 4) поділено на три рівні 

частини. Знайти координати точок поділу А, і А2.

4.77. Знайти координати точки М  перетину медіан трикутника 

ABC, якщо А( 1; 2; 3), 5(0; 1; 1), С(-1; 0; і).

4.78. Точка М  (1; -5; 5) задана своїми координатами в прямо
кутній декартовій системі координат Oxyz. Визначити координати

цієї точки в системі координат O'x'y'z', якщо 0 0 ' = (-2; 1; —1),

Ох\ О'х', Оу\ O'y, OzjjO'z'.

4.79. Побудувати точки за полярними координатами:

А^ 1; 5^2; С{ 1; π), D (3; 0), J ^ l ; - £ ) .

4.80.У полярній системі координат задані точки: А
π Λ

В \Ґ2;-к
4

С . Знайти координати цих точок у прямокутній

системі координат при умові, що вісь Ох збігається з полярною віс

сю, а початок координат — з полюсом.

4.81. Задані координати трьох вершин А (0; 1; -1), 5 (1; 0; 2), 

С (2; 3; 0) паралелограма ABCD. Знайти координати точки D.

4.82. Точка С (-5; 4) поділяє відрізок АВ у відношенні 3:4, а точка 

D  (6; -5) — у відношенні 2:3. Знайти координати точок А і 5.

66
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4.72. r = J - 3 j + 6k.

4.73. АВ = (- 3; 1; 3), АВ = -ЗЇ + ] + Зк.

4.74. х = 25.

4.75. С(б;-2), £>(2;-4).

4.76. Л,(4; 0), Л2(5; 2).

4.77. М °; 1;|

4.78. М(3;-6; 6).

4.80. а (\; 7 з ) ,  5 (—1; 1), С(0; 5).

4.81. D (1; 4; -3).

4.82. А (160; -131), 5(-225; 184).

4.83. Вектор АВ колінеарний вектору а = (3;-4).Визначити ко

ординати точки 5, якщо А (8; 5).

4.84. Визначити координати кінців відрізка CD, який точками 
А(2; 0; 2) і 5 (5; -2; 0) поділений на три рівні частини.

4.85. На векторах АВ = (2; 6; - 4) і АС = (4; 2; - 2) побудовано 

трикутник ABC. Визначити координати векторів AM, BN, СР, які 

збігаються з медіанами трикутника.
4.86. Точка М  перетину медіан трикутника лежить на осі Ох; дві 

вершини трикутника — точки А (2; -3) і 5 (-5; 1); третя вершина С 
лежить на осі Оу. Визначити координати точок М і С.

4.87. Точка М ( 1; -5; 5) задана своїми координатами в системі ко

ординат з початком у точці О  і базисом і , j ,  к. Знайти ї ї  координати в 

системі координат з початком у точці О' і базисом ?, / ,  к', якщо

1) 0 ' = 0, 7 = -], j '  = k, к' = 7;



1 , -
2) 0 0 ' = j ,  T=-j=(J + j) , j '  = -j=(J-]\ k'=k.

4.88. У полярній системі координат задані точки М,

ґ „л 

2 ; " !
. Визначити полярні координати точок, симетричних

даним відносно полюса.

g f  В І Ш Ш В І П І

4.83. 5(3λ + 8;-4λ + 5), λε R.

4.84. C(-l; 2; 4), D (8;-4;-2).

4.85. АМ = (3; 4; -3), 2W = (0; -5; 3), СР = (-3; 1; 0).

4.86. М(-1;0), С(0;2).

4.87. l)A f(5;5;l); 2) АГ

4.ί
ґі 3 ^

ґ
2 "j

1; — π і5
2 —π

1 4 J V 3 )

4.89. Задано точки Л (1; 2; 3), 5 (2; -2; 1), С (3; 0; 3), £> (16; 10; 18). 
Е  — точка перетину площини ОАВ (О — початок координат) з пря
мою, що проходить через точку D  паралельно прямій ОС. Знайти 
координати точки Е.

4.90. Задано точки А (2; 5; 2) і В (14; 5; 4), С —  точка перетину 
координатної площини Оху з прямою, що проходить через точку В 

паралельно прямій О А. Знайти координати точки С.

4.91. Задано вершини однорідної трикутної пластинки: А(х,;у1), 

В(х2;у2), С(х3іу3). Якщо з’єднати середини сторін даної плас

тинки, отримаємо нову однорідну трикутну пластинку. Довести, що 
центри ваги обох пластинок збігаються.

В

4.92. У полярній системі координат задано точки А
ґ 2 Л 
8 ;— π

З .
і

-π
у

г Обчислити полярні координати середини відрізка АВ.

4.93. Використовуючи вектори і лінійні операції над ними, дове
сти, що медіани трикутника перетинаються в одній точці, яка ділить 
кожну з медіан у відношенні 2:1, рахуючи від вершини.

4.94. На сторонах АВ, ВС, СА трикутника ABC вибрані відповідно

точки Μ, N, Р  так, що AM = аАВ, BN = $ВС, СР = уСА ( α, β, γ— 

дійсні числа). Якими повинні бути числа α, β, γ , щоб вектори

CM, AN, ВР утворювали трикутник?

4.95. У трикутнику ABC точки Μ, Ν, Р  —  основи бісектрис CM, 
AN, ВР внутрішніх кутів трикутника. Довести, що вектори

CM, AN, ВР утворюють правильний трикутник.

4.96. На сторонах ВС і CD паралелограма ABCD вибрані точки 

F  і Е так, що B F :FC = μ, £>£:£Γ = λ(μ>0; λ > 0 ) . Прямі FD і АЕ 

перетинаються в точці О. Знайти відношення FO : OD, AO : ОЕ.

4.97. На стороні АВ паралелограма ABCD розташована точка К, 
на продовженні сторони CD за точку D —  точка L. Прямі KD і BL 
перетинаються в точці N, а прямі LA і СК —  в точці М. Довести, що 

MN\AD.

4.98. На діагоналях АВ{ і СА, бічних граней трикутної призми 

АВСА,В,С, розміщені відповідно точки E і F так, що EF\BCV Дове

сти, що E F : ВС, =1:3.

4.99. На ребрах SA і SB трикутної піраміди SABC вибрано від

повідні точки А, і В, так, що SA,: SB = п, SB,: SB = т. Точки М  і N 

належать відрізкам А,В і СВ, відповідно, причому CN : СВ, = р, а від

різок AW паралельний до площини ASC. Довести,що ВМ:ВА,=\-рт.

Вішківіііі

4.89. Е (-19; 10; -17). (Розкласти вектор OD за базисом ОА, 

ОВ,ОС.)



4.90. C (10; -5; 0). (Розкласти вектор ОВ за базисом і , j ,  О А.)

ί Ί \

і;-§*4.92.

4.94. α  = β = γ.

4.96. FO:OD = - ~ --^ , АО:ОЕ = (1 + λΧ1 + μ) .
λ(1 + μ) λ

§ 5. Множення векторів

Основні види добутків векторів

a = W ,y Y;z,); b = (x2;y 2;z 2); c = (x3;y 3;z 3)

Назва і позначення Означення Координатна форма Результат

Скалярний добу
ток векторів

(а, І): (а, і)

(fl,b)=\a\\b\ cos(a, b) 

або (a, b) =| а І пр-Ь

(a,b) = xlx2+yiy2+z1z2 Число

Векторний добу- 

ток векторів а і b: 

c=̂ a,b~̂=axb

1. cLa

2. а, Ьу 
трійка

3. 1 с |=|

axb'

І

c Lb.

: — права

а II b 1 sin(a, b)

Λ \

'bxa

[a,b] =

або 

[a,b] =

_ X l  z, 

X2 Z2

i j  k
*1 Уї z 
x2 y2 Z.

Уї Z1 7_

У2 Z2 

j + x, Уї 
X2 Уї

k

Вектор

Мішаний добу
ток векторів

a,b,c: abc

abc = ([а, ї], с)
abc =

Xl Уї Zl
JC2 У 2 Z2 

хз Уз Z3

Число

ОСНОВНІ ФОРМУЛИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ, 
ЯКІ ВИКОРИСТОВУЮТЬСЯ ДЛЯ ОБЧИСЛЕННЯ  

ГЕОМЕТРИЧНИХ ВЕЛИЧИН

(« = (*,; z,), Ь=(х2; у2; г2), с = (лс3; у3; г3))

Назва
Формули для обчислення

векторна форма координатна форма

Довжина 

вектора а 13  1= \J(a > а ) = № I a\=Jxf+yf+zf

Орт вектора а - о  а
а = ---

1*1
а = \±;Ж ; *l 

1*1 1*1 І*

Напрямні ко
синуси век

тора а

. Μ

οοββ =

131 ’

(я;·)

(а, *)
COSY =  ------- -

1*1
(cos2 а  +  cos2 β  +  cos2 γ  s  1)

cosa = 

cosP = 

cosy =

yjx1 + Уї +Z\

У\

yjx\ Уї zi

sR3 + Уї + zi

Косинус кута 
між векторами 

а і b
cos( < a ) =

(а, І )
COS

\a\\b
(«;*)= XlX2 + УіУ2 + Z,Z2

Jx*+y*+ziyl4+yl+zl

Площа три
кутника ABC - Ї І М І ·

де a = АВ ; b = AC
S&abc — 2

Уї ζι
2

+ χι Zl
2

+ χι Уї

У2 Z2 X2 Z2 Х2 У2

Висота три
кутника ABC, 
опущена з 
вершини А

а,Ь]
НА =  .

де а = АВ; Б = АС
h, =

2 2 2
У, zl + χι Zl + *1 Уї

У2 z2 Χ2 Ζ2 Χ2 Уг

у1{*2-*і)2 +(Уг~Уі)2 +{ζ2~ζι)

Площа пара
лелограма 
ABCD де 3 = АВ; b = АС

Уї Zl
2

X, Zl
2

xi Уї
+ +

У2 Z2 X2 Z2 X2 У2

Об’єм трикут
ної піраміди 
SABC

F„,p=-mod(abc)

(З = АВ; b =АС; c = AS)
Кір =-mod

Уї ζι 
х2 у2 z2

х3 у3 Z,



Назва
Формули для обчислення

векторна форма координатна форма

Об’єм парале
лепіпеда 
ABCDAj В, С,/ ),

= mod [abc)

(а = АВ; b = AD; 

c = AAJ

*1 У, z, 
K,P = mod x2 y2 z2 

X] Уз z3

Висота парале
лепіпеда

ABCDA,BXC,D„ 

опущена на 
грань A]BICIDI

mod (abc)
h=  I  i 

p ,  *]|

(a = AB; b = AD; 

c = AAt)

mod 

h - .......

*1 У) Z1 

X"! У2 Z2 
x3 y, z3

+ X1 z

X2 Z.

2

+ X1 Уі 2 
x2 y2

УМОВИ ПЕВНОГО ВЗАЄМНОГО РОЗМІЩЕННЯ ВЕКТОРІВ

"  = (*,; г,), Ь = (х2; у2, z2), с = (дс3; у3; г3)

І УМОВИ ПЕВНОГО ВЗАЄМНОГО РОЗМІЩЕННЯ  
ТОЧОК У ПРОСТОРІ

Опис взаємного розміщення 
векторів і точок

Умова взаємного розміщення векторів і точок

векторна форма координатна форма

Перпендикулярність век

торів а і b
(й,і) = 0 х,х2 + У,У2 + ζιζ 2 = 0

Колінеарність векторів 

а  і b
[5, £] = 0 A  = A  = £ l

х2 у2 z2

Компланарність векторів 

a, b і с abc = 0

X1 У, z, 
х2 у2 z2

хз Уз z3

= 0

a, b, с —  права трійка 
векторів

abc > 0

х, У, z, 

Х2 У 2 Z2

хз Уз z3

>0

a, b, с —  ліва трійка 
векторів

abc < 0

Х1 Уі z, 
х2 у2 z2

хз Уз z3

<0

Опис взаємного розміщення 
векторів і точок

Умова взаємного розміщення векторів і точок

векторна форма координатна форма

Належність точок

м,(х,; я; b),

М2(х2;у2;г2),

мз(хз’Уз>2з) до однієї 

прямої

[мхм 2,м 2м  з] = 0 *2 -*і _Уі~Уі _ Z2~ZI 

х3 ~ х 2 Уз - У2 z3 ~ Z2

Належність точок

МАХ,·, у{\ zt), 

м 2 (x2;y 2;z 2),

Мз(хз> Уз> 2з),
(х4; у4; z4) до однієї 

площини

Х2-Хі У2 ~У\ Ζ2 Zl 

хз~хі Уз-Уі ζ3~ζ\ =0 

Х4 Х\ У4 Уі z4 -z,

1. Скалярний добуток двох векторів

5.01. Спростити вирази:

1) (Ь -с, а)+ (с, а + Ь+с) + (Ь, а + Ь + с);

2) ( J , j  + k) + 0 J - k )  + 2i;

3) (Зг - 2 j,J  + 4J).

5.02. Вектори а і Ь утворюють кут <р = 150° і \а\=2>,\Ь\=4. 

Знайти:

1)(3,6); 2) а2; 3) Б2;

4) (За-26) (5 + 2Ь); 5)|а + Л|2; 6)\а-Ь\.

5.03. Знайти скалярний добуток векторів 5 = т  + ті і Ь=п -р ,

якщо I w |= 1, ІЯ |= 2, |р|=3, (т,п) = ~, (η ,ρ) = - π , (р~т) = --.

5.04. Знайти довжину вектора с = 4Ь - а, якщо відомо, що | а |= 2,

ІЬ 1=1, ( а »  60’.



5.05. Знайти кут між векторами:

1) і та j  + к;

2) j  та 7-к;

3) к та 2]-Зк.

- 7С
5.06. Вектори З і b утворюють кут φ = —. Обчислити кут між

6

векторами p = a + b і q = а-Ь, якщо | З |= л/З, | b |= 1.

5.07. Знайти проекцію вектора З = 10/ + 2 j на вектор b = 5/ -12j .  

Обчислити кути між вектором b і векторами / та j .

5.08. Знайти проекцію вектора а = т  + 4п на вектор b = 2т-3п,
* л

якщо І т |=| п |=1, (т,й) = —.

5.09. Знайти довжини діагоналей паралелограма, побудованого на

векторах З = 5р + 2q, b = р  - 3q, якщо | р  |= 2у/2 , \q\=3, (p,q) = —.
4

5.10. Задано вектори а = (4; - 2; - 4), 6 = (6; - 3; 2). Обчислити:

1)(3;6); 2) |3|; 3) |6|; 4) (а + Ь)2;

5){а- Ь )2; 6) (2а-ЗЬ, а + 2Ь); 7)3°.

5.11. Знайти:

І1) (2АВ-СВ,2ВС + ВА); 2) yjАВ2; 3) |ЛС|;

4) напрямні косинуси вектора АВ, якщо А(-1; 3; -7), β(2; -1; 5), 

С( 1; 2;-5).

5.12. Знайти проекцію вектора S = yp2i-3j-5k на вісь, яка

„ „ π π
утворює з координатними осями Οχ,Οζ кути α  = —, γ = —, a з віс-

4 З
сю Оу — гострий кут β.

5.13. Знайти проекцію вектора АВ на вісь, яка утворює з координат

ними осями Ох, Оу кути а  = 60°, β = 120°, a з віссю Oz —  тупий кут γ.

5.14. Знайти величину внутрішнього кута трикутника ABC при 
вершині А і довжину висоти, проведеної з вершини В, якщо 
А (І; 2; 0), В (3; 0; -3), С (5; 2; 6).

5.15. Знайти внутрішні кути трикутника ABC з вершинами А (5; 0; 0), 
В (1; 1; 1), С (3; -1; 2).

5.16. Задано вершини чотирикутника А (1; -2; 2), В (1; 4; 0), 
С (- 4; 1; 1), D (-5; -5; 3). Довести, що діагоналі його взаємно перпен
дикулярні.

5.17. Обчислити роботу, яку виконує сила F -Зі - 2 j -5Іс , коли 

її точка прикладання переміщується рівномірно і прямолінійно із 
положення А (2; -3; 5) у положення В (3; -2; -1).

5.18. Задано три сили F, = (3; - 4; 2), F2 = (2; 3; - 5), F3 = (-3; - 2; 4), 
прикладені до однієї точки. Знайти роботу, яку виконує рівнодійна 
цих сил при прямолінійному переміщенні її точки прикладання з 
положення А (5; 3; -7) у положення В (4; -1; -̂ 4).

5.19. Обчислити прі+га, якщо 3 = (1; — 3; 4), Ь=(3;-4;2), с=(-1;1;4).

5.01.

5.02.

5.03.
5.04.

1) (Ь + с)г+2(а,Ь); 2) 2Ї; 3)-5.

1) -бТЗ; 2) 9; 3) 16; 4) -37-24^3; 5) 25-\2̂ У, 6) ^25+12^3. 
8 .
23.

З
5.05. 1) 90°; 2) 90°; 3) c o s < p  =  -

л/ЇЗ*

5.06.

5.07.

C O S (p  =  ~ 7 = .
УІЇ

5 12
пр-ьа = 2, cos(b ,i) = — , cos(b ,j) = — .

nP ha  =  -
15

5.08

5.09

5.10. 1) 22; 2) 6; 3) 7; 4) 129; 5) 41; 6) -200; 7) 3° =

' h~ 2 7 7 '

15, л/593.

.3 ’ 3’ З

5.11. 1) -523; 2) 13; 3) 3; 4) cosa = — , οο8β = - ~ , cosv = — .
13 μ 13 13

5.12.-3.
5.13.-5.

5.14. π -arccos
14

7їз7п’ 13'



5.15. 90°, 45”, 45°. 

5.17.31.
5.18. 13.
5.19. 5.

5.20. Вектори а і Ь взаємно перпендикулярні; вектор с утворює 

з векторами а і b кути, рівні 60°. Обчислити:

1) (α + b+c)2; 2) (а + 2Ь -Зс)2, якщо \а\=3, \ b |=5, |с|=8.

5.21. Довести тотожність: (а + Ь)2 + (а-Ь)2 =2(а2 + Ь2) і дати її 

геометричне тлумачення.

5.22. Три вектори а ,Ь ,с  задовольняють умову: а + Ь + с=  б. 

Обчислити (а, Ь) + (Ь, с) + (с, а), якщо | а \= 13, | b |= 14, |с|=15.

5.23. Вектори a, b, с попарно утворюють між собою кути, кожен

з яких дорівнює 60°. Обчислити модуль вектора а + Ь + с, якщо

І а |= 4, ІЬ |= 2, | с |= 6.

5.24. Задано вектор с = 4/ -1 j .  Знайти координати якого-небудь

вектора Ь, перпендикулярного до вектора с. Скільки розв’язків має 
задача?

5.25. Заданий вектор а = (1; 2; -3). Відомо, що абсциса перпен

дикулярного до нього вектора Ь дорівнює 3, ордината — 6. Знайти 
третю координату цього вектора.

5.26. Визначити значення а, при якому вектори a + ab і ά - a b 

взаємно перпендикулярні, якщо | а | = 3, | Ь | = 5.

5.27. Знайти зовнішній кут при вершині А трикутника ABC, якщо 
А (3; 2; -3), В (5; 1;-1), С (1 ;-2; 1).

5.28. Трикутник ABC побудований на векторах АВ = (1; 5) і 

АС = (5; 12). Знайти довжину його висоти, проведеної з вершини В.

5.29. Вектор х, колінеарний вектору а = (6;-8;-7,5), утворює 

гострий кут з віссю Oz і І Зс І = 50. Знайти координати вектора х.

5.30. Знайти вектор х, колінеарний вектору а = 2Ї + ]- к ,  якщо 

(х, а) = 3.

5.31. Знайти проекцію вектора а = (4; -3; 2) на вісь, яка утворює

з координатними осями рівні гострі кути.

5.32. Тіло рухається прямолінійно під дією сили F, яка задово

льняє умову 2F = 3fj-3F2. Відомі проекції сил Fx, F2 на напрям

4
переміщення тіла: np-Fx =4, np^F2 = —. Знайти роботу сили F, ви

трачену на подолання відстані, рівної 8 одиницям.
5.33. Трикутна піраміда задана своїми вершинами А (3; 0; 1),

В (-1; 4; 1), С (5; 2; 3), D (0; -5; 4). Обчислити:__

1) косинус кута між векторами ВМ і ВС, де М — середина 

ребра А С;

2) довжину АО, де О — точка перетину медіан грані BCD.

5.20. 1) 162; 2) 373.

5.22.-13.

5.23. 10.

5.24. Ь = (7; 4). Безліч.

5.25. 3.

5.26. а  = ±-.
5

5.27. arccos
9)

5.28.

5.29.

1.

х = (-24; 32; 30).

5.30. х = 1 - І . - і  

2 2

5.31

5.32

л

64.

5.33. 1) cos<p =
19

V35VTT
; 2)



5.34. Довести, що вектор р  = b · (δ, c) - c ■ (a, b) перпендикуляр

ний до вектора а.

5.35. Довести, що вектор р  = Е~ —— ^ перпендикулярний до
а

вектора а.

5.36. Обчислити тупий кут, який утворюють медіани, проведені з 
вершини гострих кутів рівнобедреного прямокутного трикутника.

5.37. Визначити геометричне місце кінців змінного вектора х, 

якщо його початок міститься у фіксованій точці А і вектор Зс задоволь
няє умову: (х, а) = а, де а — заданий вектор, а  — задане число.

5.38. За допомогою елементів векторної алгебри довести формулу 

Герона для площі трикутника: S = Jp(p-a)(p-b)(p- с), де a, b, с — 

довжини сторін, р  —  півпериметр.
5.39. Довести, що при будь-якому розміщенні точок А, В, C, D на 

площині чи в просторі має місце рівність: (ВС, AD) + (СА, BD) + 

+(АВ, CD) = 0.

5.40. У трикутній призмі АВСА1ВІС1: АВ = с, ВС = а, СА = Ь, 

ZBAA, = a, ZCAA, = β. Знайти ZBCCV

5.41. У прямокутній трапеції ABCD діагоналі взаємно перпенди
кулярні, а відношення довжин основ BC \AD = λ. Знайти відношен
ня довжин діагоналей.

__5.42. Знайти вектор бісектриси CL трикутника ABC, якщо

СВ = а, СА = Е.

5.43. У трикутнику ABC медіана CM перпендикулярна до бісект
риси AL, причому CM: AL - п. Знайти кут А.

5.44. Довести, що висоти трикутника перетинаються в одній точці.
5.45. Визначити геометричне місце кінців векторів а, які задо

вольняють умову:

1) \а-ї\ = \а + 2]\, 2) \а-Т\>\а-]\, 
якщо вектори а= х і + yj відкладати від початку координат.

5.46. Довести, що для правильного «-кутника А,А2А3 ... Ап з цент

ром у точці О справджується рівність: Щ  + (λζ +... + ОАп = б. Ско

риставшись цим результатом, довести рівності:

5 5 2
5.47. Довести, що відрізки, які сполучають середини протилеж

них ребер трикутної піраміди, перетинаються в одній точці і ділять

ся нею навпіл.
5.48. Спираючись на властивості скалярного добутку векторів, 

довести формулу: cos(a - β) = cos a  cos β + sin a  sin β.

\
5.36. <p = arccos

5.37. Площина, перпендикулярна до вектора а і віддалена від

. . |а|
точки А на відстань — -.

\а\

c c o s a - 6 « ^

а
5.40. arccos

5.41. AC:BD = yfk. 

a\E\+b\a
5.42. CL =

5.43. Δ Α - arccos

51 + 16 t

/ 9-4 ϊΐλ

9 + 4«

5.45. 1) Пряма 2x + 4y + 3 = 0; 2) півплощина x<y.

2. Векторний добуток двох векторів

5.49. Спростити вирази (7, j ,  їс —  орти правої системи координат):

і) [7,2j+k]+[J, і — зу];



2) [i, i + 2j]-[2j,k+ j];

3) [ k j- j]  + 3[k,j + 2k]·,

4) [/Д]2; 5)[J + 2 j J - 2 j] 2.

5.50. Обчислити [5, Ь], якщо | 5 |= 2, | £ |= З, (5, 6) = —.
4

5.51. Обчислити І [ а ,  £]|, якщо | 5 |=2, | b |=10, (5, Ь) = 10.

5.52. Відомо, що І а |=4, 16 |= 5, |[5, 6]|=10. Обчислити (а ,Ь ).

5.53. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векто

рах АВ = 65 -ЗЬ і АС = 3α + 2ό, якщо 15|=3, \ b·|=5, (a,b) = —.
6

5.54. Задано вектори 5 = (3;-1;-2) і 6=(1;2;-1). Знайти коор
динати векторних добутків:

1)[5, 6];

2) [25 + 5, Ь];

3) [25-6, 25 + 6].

5.55. Задано вектори 5 = (1; 0; -2), b = (0; 1; 1), c = (1; 1; 1) і 5=(-1; % 0). 
Обчислити:

1) [a + b, 5-е]; 2) [a-b, Зс + 25].

5.56. Задано два вектори 5 і Ь. Знайти і побудувати вектор 

с=[а,Ь]: 1) 5 = 2/, Ь=3к\ 2) 5 = ЗЇ-2к, b = 4к.

5.57. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах

5 = (3; 4), Ь = (4;-3).

5.58. Знайти площу 5і і висоту ИА трикутника ABC, якщо А (0; 2; 6), 
В (4; 0; 0), С (8; -2; 1).

5.59. Задано паралелограм координатами його вершин А (1; -2), 
В (-2; 2), С (4; 10), D (7; 6). Знайти його площу і висоти.

5.60. У трикутнику ABC задано АВ = (-3; - 2; 6) і ВС = (-2; 4; 4). 
Знайти висоту AD.

5.61. Паралелепіпед ABCDAlB]ClDi побудовано на векторах АВ = 

= (1; 0; 1), AD = (-1; 2; 1), ΑΑχ = (0; -1; 1). Обчислити площу перерізу 

BAXDC.

5.62. Обчислити синус кута між векторами 5 = (2; - 2; 1) і b = 
=  (2; 3; 6).

5.63. Сила F  = 2/ +2j +9к прикладена до точки А (4; -2; -3).

Визначити величину і напрямні косинуси моменту MC(F) цієї сили 

відносно точки С (2; 4; 0), в якій тіло закріплене.

5.64. Сила F = 2 І-3] + Ак прикладена до точки М (1; 5; -2). 

Знайти величину моменту сили F  відносно початку координат.

5.65. Знайти величину моменту сили F = (3; 0; 1) відносно точки 

М (2; -1; 3), якщо сила прикладена до точки N (2; 1; 4).

5.66. Три сили Fx =(2; -1; -3), F2 =(3; 2; -1), F3 =(-4; 1; 3) при

кладені до точки С (-1; 4; -2). Визначити величину і напрямні коси
нуси моменту рівнодійної цих сил відносно точки А (2; 3; -1).

ВІшшнІді

5.49. 1) - j- k ; 2) 2к-2і; 3) у —27; 4) 1; 5) 16.

5.50. Зл/2.

5.51. Юл/З.

5.52. 10л/3.

5.53. ψ .

5.54. 1) (5; 1; 7); 2) (10; 2; 14); 3) (20; 4; 28).
5.55. 1) (0; 3; 3); 2) (18; -6; 8).

5.56. 1) -67; 2) -127.

5.57. 25.

5.58. 5 = Т\І5, ИА = ^ = р

5.59. 48; 4,8; 9,6.

5.60. * а .
З

5.61. у/п.

< ^  · 5л/і7
5.62. sincp = ----.

21
6 3 2

5.63. |MC(F)| = 56, cosa = —, cosP = —, cosy = —.

5.64. л/429.



5.65. 7.

I—  1 - 4 - 7
5.66. ν 66, cosa = —!= ,  cosB = - 7= ,  cosy = -7= .

V66 V66 V66

5.67. Яку умову повинні задовольняти вектори а і В, щоб век

тори 5 + В і а-В  були колінеарними?

5.68. Довести тотожність: [а, б]2 + (a, В)2 = а2 В2.

5.69. Довести, що [a,B~f < а2 Ь2; за якої умови справджується 

знак рівності?

5.70. Довести компланарність векторів а ,В ,с , якщо [а,В~\ +

+[В, с] + [с, а] = б.

5.71. Обчислити [[а, В~\, с] і [а, \Ь, с]], якщо а = (2; — 3; 1), В = 

= (-3; 1; 2), с = (1; 2; 3).

5.72. Вектор х , перпендикулярний до векторів а = (4;-2;-3) і

b = (0; 1; 3), утворює з віссю Оу гострий кут і | Зс | = 26. Знайти його 

координати.
5.73. Вектор Зс, перпендикулярний до осі Oz і до вектора 

а = (8; -15; 3), утворює з віссю Ох гострий кут. Знайти його коор

динати, якщо І jc І = 51.

5.74. Знайти координати вектора Зс, якщо він перпендикуляр

ний до векторів а = (2; - 3; 1) і b = (1; - 2; 3) і задовольняє умову 

(Зс, і +2/-7&) = 10.

ВІлгаовІп і

5.67. а II В.

5.69. а іВ .
5.71. (-7; 14;-7), (10; 13; 19).
5.72. (-6;-24; 8).
5.73. (45; 24; 0).
5.74. (7; 5; 1).

5.75. Довести, що коли вектори а, В, с задовольняють рівність

а + В + с = б, то [а, В] = [В, с] = [с, а].

5.76. Переконатись, що вектори а = [р, л], В = [q, й], с =[г, й] 

компланарні, де вектори р, q ,r ,n  — довільно задані.

5.77. Довести колінеарність векторів a- d  і В-с, якщо вектори

а, В, c, d зв’язані співвідношеннями [а, 6] = [с, </], [а, c] = [b, d].

5.78. Чи можна визначити вектор Зс, який задовольняє два рів

няння: (х, а) = а  і [х, В] = с, де a, b, с — задані вектори, a  — за

даний скаляр.

5.79. Довести, що площа 5, трикутника, вектори сторін якого 

дорівнюють векторам медіан трикутника ABC, становить 75 % пло
щі S трикутника ABC.

5.80. Задано трикутник ABC. На сторонах АВ, ВС, СА вибрано 

відповідні точки Μ, N, Р так, щоб AM - а  АВ, BN = a  ВС, СР = аСА. 

При якому значенні a  площа трикутника, вектори сторін якого 

CM, AN, ВР, найменша?

5.81. Трикутники ABC і ACD розміщені в одній площині так, що 
точки В і D  лежать по різні боки від прямої АС. Довести, що площа

чотирикутника ABCD дорівнює S = -і | [AC, BD] \.

5.82. Довести, що [а, [В, с]] + [В, [с, а]] + [с, [а, £]] = О.

5.83. За яких умов [а, [В, с]] = 01

Ш  ВІшшшІді

5.78.
(а,Ь)

1 З -------· — - — ■
5.80. a  = —, S = —SABC, CM, AN, ВР— медіани.

2 4

5.83. Або В II с, або В La, с La, або один із векторів — нуль-вектор.



3. Мішаний добуток трьох векторів

5.84. Спростити вирази:

1) (a, [a + b+c, а + 6]);

2) (й + 2Ь - с, [а - b, а - b - с] );

3) {а + bfb + с\с + а).

5.85. Пересвідчитись, що вектори а = (1; 0; -1), b =(-1; 1; 0) і 

с = (2; 0; - 3) не компланарні. Знайти орієнтацію цієї трійки векторів.

5.86. Задано три вектори а - (2; - 3; 1), b - (1; 1; 2), с = (3; 1; -1).

Обчислити добутки abc і Ьас і визначити орієнтацію цих трійок 
векторів.

5.87. Обчислити об’єм паралелепіпеда ABCDA'B'C'D', якщо 

А (1; 2; 3), В (9; 6; 4), D (3; 0; 4), А'(5; 2; 6), а також його висоту, 

проведену з вершини А' на грань ABCD.

5.88.‘ На векторах а = (3; 2; 0), b = (2; 3; 0), с = (1; 2; 3) побудова

ний паралелепіпед. Обчислити його об’єм V, площу грані S, утворе

ну векторами а, Ь, і висоту А, проведену на цю грань.

5.89. Задано координати вершин трикутної піраміди ABCD. Знай
ти її об’єм V і довжину зазначеної висоти:

1) А(-5; -4; 8), 5(2; 3; 1), С(4; 1; -2), D(6; 3; 7); hA;

2) А(0; 0; 2), В(3; 0; 5), С( 1; 1; 0), D(4; 1; 2); hD.

5.90. Знайти мішаний добуток векторів і, j ,  Іс.

5.91. Довести, що чотири точщ А (1; 2; -1), В (0; 1; 5), С (-1; 2; 1), 
D (2; 1; 3) належать одній площині.

5.92. Довести, що вектори а = (2;-1; 2), b = (1; 2;-3), с= (3; —4; 7) 
компланарні.

5.93. Вектори а, Ь, с утворюють праву трійку і є взаємно перпен

дикулярними. Обчислити a b c , якщо | а \ = 1, | b |= 2, | с |= 3.

5.94. Встановити, чи утворюють вектори ах,а 2,а г базис; якщо 

так, то розкласти вектор b = і + j  + Іс за цим базисом:

1)5,= (2; 3; -1), а2 = (1; -1; 3), а3 = (1; 9; -11);

2) 5, = (3; - 2; 1), а2 = (2; 1; -1), а3 = (0; 0; -1).

ВІІІЕШ©[1ІДІ

5.84. 1) acb; 3) 3 abc·, 3) 2 abc.

5.85. Трійка векторів — ліва.

5.86. abc =-29, Ьас = 29,а ,5,с — права трійка, Ь,а,с — ліва 

трійка.

5.87. 48, -V2.
З

5.88. V = 15, S = 5, А = 3.

5 .89 .1 ) ν = 1 ψ ^ Α = η · 2) у = 1 ,  hD = - J = .

5.90. 1.
5.93. 6.

1 5 13
5.94. 1) ні; 2) так, b= - - a i +-а2 " у « з ·

5.95. Довести, що | abc |<| а || b || с |. За яких умов має місце знак 

рівності?

5.96. Вектор с перпендикулярний до векторів а і Ь, кут між ве-

—  Ті — —
кторами а і b дорівнює —. Обчислити abc , якщо |й|=3, \b\~6,

6

1*1=3.

5.97. Довести тотожність ab(c + λa + μb) = abc, де λ і μ — будь- 

які числа.
5.98. Об’єм піраміди V— 5, три її вершини містяться в точках 

А (2; 1; -1), В (3; 0; 1), С (2; -1; 3). Знайти координати четвертої ве

ршини D, якщо відомо, що вона лежить на осі Оу .

5.99. Довести, що при будь-яких векторах а, Ь, с вектори а-Ь, 

Ь - с ,с - а  компланарні. Встановити геометричний зміст цього твер

дження.
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5.95. a _L b, a J_ c, b _L c.

5.96. 27, якщо a, b, c утворюють праву трійку векторів,

-27, якщо a, b, с утворюють ліву трійку векторів.
5.98. D (0; 8; 0) або D (0; -7; 0).

5.100. Довести, що якщо а[а, £] + β[£, с] + у[с, а] = 0, причому

хоча б одне з чисел α, β, γ не дорівнює нулю, то вектори а ,Ь ,с  —  
компланарні.

5.101. Задані базисні вектори е,, ег, е3, до того ж | е, | = 1, | е21 = 2,

|e3| = V2, (е,,е2) = 120\ (е, ,<?3) = 45°, (е2 ,е3 ) = 135°. Обчислити об’єм 

паралелепіпеда, побудованого на векторах, заданих у базисі 

е„е2,ег: а = Н ;  0; 2), Ь = (1; 1; 3), с = (2; -1; 1).

5.102. У піраміді ABCD точки Μ, N, Р, Q належать відповідно ре
брам ВС, AD, АВ, CD, причому АР-РВ, AN-ND, CQ-QD , 
МС-2ВМ. Пари точок Лп В1 і С,, £>, вибрані відповідно на відріз

ках NM і PQ так, щоб АЦ = А,Я, =В,М, PC, =С,Д = £>,£?. Знайдіть 

відношення об’ємів пірамід ABCD і

5.103. Довести, що коли вектори [а, Ь], [b, с], [с, ά] компланар
ні, то вони колінеарні.

5.104. Задані вектори Ш  = а ,Ш  = Ь ,І)С  = с трьох ребер піра

міди ABCD. Знайти вираз вектора DH  висоти піраміди.

В Іш к ш ід І

5.101. Юч/2.

5.102. VABCD : VAiBiQDi -216.

5 ' 1 0 4 · DH = \ Ic r a W M + lb .c ] ^ '  ί] + Ά  * I + [S' ?])·

ЕЛЕМЕНТИ
АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ

^  6. Аналітична геометрія на площині

1. Лінії на площині т а  їх рівняння

6.01. Встановити, які з точок Мх{ 1; 2), Л/2(-1; 3), М3(4; 0), М4(-1; 0) 

належать заданій лінії 2х + Зу-8 = 0. Зобразити цю лінію.

6.02. Точки М, (0; у,), М2 (1; у2), М3 (х,; 0), М4(х2; 3) належать 

лінії jv = 3jc2 — 1. Знайти невідомі координати цих точок.

6.03. Побудувати лінії:
1) х - у  = 0; 2) х-2у = 0; 3) Зх-^ + 1 = 0; 4) х = 0; 5) >- = 0;

6) у =\х І; 7) ху = 1; 8) у = х2 + 5.
6.04. Знайти точки перетину ліній:

1) 2>х-2у = \; 2) у = х2-2х + \; 3) у = ~; 4) х2 + у2 = 1 з

осями координат.
6.05. У полярній системі координат задано рівняння лінії р = 2sin(p.

Встановити, які з точок Л/,(3; —), М2(\І2; —), Л/3(0; π) належать

цій лінії. Побудувати її.
6.06. Знайти невідомі полярні координати точок лінії ρ = 5φ

(спіраль Архімеда):
1) М Д ф ,); 2) М2(5;<р2); 3) Л/3(р3;0); 4) Μ4(ρ4;π). По

будувати цю лінію.
З

6.07. Побудувати лінію: р = --- .
cos(p

6.08. Записати явне рівняння параметрично заданої кривої:



6.09. Знайти декартові координати точок МХ,М 2, М3 лінії x = cost,

У 5̂ що відповідають параметрам — 0, t2 — —, = — відповідно.
2 4

\Μψ ВІшкшідІ
6.01. Точки А/,, А/3. Лінія — пряма.

6.02. Уі = -\, у2 =2, х Г  =±4-, х™  = ± А
V3 7з

6.04. 1) Мх м , 0;-1); 2) А/,(1; 0); М2(0;1);

3) крива не перетинає координатних осей;
4) Л/12(±1;0); М34(0;±1).

6.05. Точки М2, А/3; лінія — коло з центром 0(0; 1) і радіусом 
R=  1.

6.06. 1) φ, =1; 2) φ2 =1; 3) р3 =0; 4) р4 =5π.

6.07. Пряма перпендикулярна до полярної осі і проходить через 
точку з полярними координатами р = 3, φ = 0.

6.08. 1) у  = 2х + 3; 2) у = ̂ х-1; 3) ^  = (jc-t-l)2; 4) у = —  + 2.
3 4

6.09. М,( 1; 0), М2(0; 1), М3
\І2 si2

6.10. Встановити, які лінії визначаються рівняннями:

1) х2-3ху =  0; 2) дг2 - 2 *  +1 = 0;
3) у2 =16; 4) х2 + 5х + 4 = 0;

5) у=\х + 3\; 6) у = -1 де —11.

6.11. Знайти точки перетину двох ліній:

1) д:2 + у 2 = 8  і jc — jv = 0;

2) х2 + у2 -16х + 4у +18 = 0 і x + _v = 0;

3) х2 +у2-2х + 4у-3 = 0 і х2 + у2 =25.

6.12. Встановити, які лінії визначаються рівняннями:

1) р = 3; 2) φ = —; 3) p = 10cos(p.
6

6.13. З точки М (5; -12) проведено безліч променів до перетину з 
віссю Ох. Скласти рівняння множини точок їх середин.

6.14. З точки М (4; -10) проведено безліч променів до перетину з 
віссю Оу. Скласти рівняння множини точок їх середин.

6.15. Скласти рівняння множини точок, які в кожний момент ру
ху рівновіддалені від точок Мх (5; -1) і М2 (1; - 5).

6.16. Матеріальна точка М  рухається у площині хОу. Її перпен

дикулярна проекція на вісь Ох рухається зі швидкістю 5і , а проек

ція на вісь Оу —  зі швидкістю 4 j .  Визначити траєкторію руху точки 

М, якщо відомо, що у певний момент вона має координати (7; 11).
6.17. Навколо точок А ( а ;  0) і В (- а ;  0) обертаються два стержні, 

причому добуток відрізків, які вони відтинають на осі Оу, дорівнює

сталому числу b bx = а2. Написати рівняння множини точок пере

тину стержнів, які обертаються.

М)г Вішшніаі

6.10. 1) Пара прямих: х = 0, у = —х\

2) пряма х = 1;
3) пара паралельних осі Ох прямих у = 4, у = -4;

4) пара паралельних осі Оу прямих х = -1; х = -4;

5) пара променів: у = х + 3 при х>-3, у = -х- 3 при х<-3;

6) пара променів: у = -х +1 при х > 1, у = х -1 при х < 1.

6.11. 1) Мх(2; 2), М2(-2; -2); 2) М,(1; -1), М2(9; -9);

(1 24л
3) (3; - 4), М2 —; — —

J >
6.12. 1) Коло радіуса R = 3 з центром у полюсі;

. π  . . .
2) промінь, що виходить з полюса під кутом — до полярної осі;

6
3) коло з центром С (5; 0) і радіусом R = 5.



6.13. >’ + 6 = 0.

6.14. x — 2 = 0.
6.15. х + у = 0.

6.16. 4х + 5д>-83 = 0.

6.17. x2+y2= a2.

6.18. Виключивши параметр t, знайти рівняння ліній у вигляді 
F(x,y) = 0:

1)

3)

fx = asec/; 

\y = atgt;

x = 2/?cos /; 

y = Rsint;

2)

jx  = Λ sin 21; 

{>> = 2І? sin2 /.

6.19. Побудувати лінії, які задані в полярній системі координат:

1) sin<p = -j; 2) sinp = -j.

6.20. Скласти рівняння множини точок, сума квадратів відстаней 
яких до точок М,(-3;0) і М2(3; 0) дорівнює 50.

6.21. Скласти рівняння множини точок, для яких відстань до точ
ки F  (3; 0) дорівнює відстані до прямої х + 3 = 0.

6.22. Визначити траєкторію точки М, яка при своєму русі весь 
час залишається удвічі ближчою до точки А (1; 0), ніж до точки В (4; 0).

6.23. Розкласти силу Р -  15 кг на дві складові у відношенні 2:3. 
Знайти рівняння множини точок вершин силових трикутників, які 
задовольняють цю умову.

6.24. Скласти рівняння множини точок, які містяться від точки 
А(3; 0) удвічі ближче, ніж від прямої jc —12 = 0.

6.25. Кулька скочується по жолобу і, набуваючи швидкості V, 
зривається з нього в тій точці, де дотична має горизонтальний на
прям. Визначити подальшу траєкторію кульки.

6.26. Визначити, за якою траєкторією буде рухатися тіло, кинуте 
догори зі швидкістю V під кутом а  до горизонтального напряму. 
Опір повітря до уваги не брати.

Шг ВІшшнІді

6.18.1) 4 - 4 - 1 ;  2 ) 4 - 4 = ! ;
a b a b

3) x2+y2-2Rx = 0; 4) x2+y2-2Ry = 0.
6.19. 1) Лінія складається з двох променів, які виходять з полюса

π 5
і нахилені до полярної осі під кутом φ, = —, φ2 - —π;

6 р
2) концентричні кола з центром у полюсі, радіуси яких до

рівнюють R = (-1)" — + кп (п = 0,1,...).
6

6.20. х2+у2= 16.

6.21. у2 =12х.

6.22. х2 + у2 = 4.

6.23. х2 + у2 + 24х = 180.

X і  у 2
6.24. —  + і-  = 1.

36 27
г 2V

6.25. у2 =2— х.
S

6.26. у = тх-пх2, де т  = tga, и = — т
2К cosa

2. Пряма на площині 

ВИДИ РІВНЯНЬ ПРЯМОЇ НА ПЛОЩИНІ

8

Вихідні дані Вид рівняння Назва рівняння

М 0 (х0

й = (/; 

прямо'

У·

ч 4
й

; у0) —  точка прямої; 

ш) —  напрямний вектор

r -ra+tu

ί* = χ0+//;

\ y  = y0 + tm,

—ОО < t < +о°

Х-Хо _У~Уо  
1 т

Векторне рівняння 
прямої

Параметричні рівнян
ня прямої

Канонічне рівняння 
прямої

О X



Вихідні дані Вид рівняння Назва рівняння

Точка М 0(х0; у0) прямої; вектор 

Я = (А; В), перпендикулярний до 

прямої

Л(*-.їо) + 

+В(У-У0) = 0

Ах + By + С = 0

Рівняння прямої, що 
проходить через зада
ну точку перпендику
лярно до вектора й

Загальне рівняння 
прямої

ДОСЛІДЖЕННЯ ЗАГАЛЬНОГО РІВНЯННЯ ПРЯМОЇ

Рівняння прямої Геометричне зображення прямої Характеристика прямої

Ах + By = 0 У‘

/  ,

Пряма проходить через 
початок координат

/

О X

А х + С  = 0 У■ Пряма паралельна осі Оу

О X

х = 0 У Пряма збігається з віс
сю Оу

О  х



Рівняння прямої Геометричне зображення прямої Характеристика прямої

Ву + С = 0 У Пряма паралельна осі Ох

О X

^  = 0 У· Пряма збігається з віс
сю Ох

О *х

ВЗАЄМНЕ РОЗМІЩЕННЯ ДВОХ ПРЯМИХ НА ПЛОЩИНІ

Вихідні дані Кут між прямими
Умова

паралельності
прямих

Умова 
перпендикуляр
ності прямих

“ і

и2 = (/2; т2) —  напрям

ні вектори прямих 

-

C OS0- =
І “ і II " 2 1

Чг + т\т7 

λ/a2 + mf ф і  + т\

s
i
s

"

II (и „й 2) =  0 <=> 

/,/2 + w ,w 2 =  0

Я, = (А,;В1),

Я2 =(А2; В2) —  вектори 

нормалей прямих

C O S0-  (Й" Й>> =
1 « і II «21 

А2 + В^В2

уіа ї+в Ї уі4 + в і

А = А

Л2 Д2

(Я„ Я2) = 0 «  

Λ,Λ2 + Д 52 = 0

Вихідні дані Кут між прямими
Умова

паралельності
прямих

Умова 
перпендикуляр
ності прямих

кх,к2 —  кутові коефі

цієнти прямих

к — к 
tge=  2 

1 + &,&2

кх = к2

7II

У,

£ΟβII«ьГΘ-адII

О /  f  X

(А)7

6.27. Які з наступних рівнянь визначають пряму: 

х + 2у = \, х2+\ = 2у2, х1+у + 1 = 0,

2х-5у-\ = 0, х2+у2- 5 = 0?

6.28. Написати канонічне і параметричні рівняння прямої L, якщо 

задано:
1) А/, (1; - 2) є L, и = 2/ - З J , м||І;

2) М,(1; 3), М2(-1; 0), М, є L, М2 є L;

3) М,(4; 5)eL,Z,||Ox;

4) М,(-5; 2 )є І,І||ф ;

5) M1(l;-l)eZ,,L||L1: ^ -  = ̂ ;

6) Aft(0; 1)є ||Z, :2x + 3y + \ = 0.

У кожному з випадків побудувати пряму.
6.29. Написати загальне рівняння прямої, яка проходить через 

точку А (1; -2) паралельно прямій 2х - у +1 = 0. Знайти точки А,, А2

перетину її з координатними осями.
6.30. Написати загальне рівняння прямої, яка проходить через

точку М0(-1; 1) перпендикулярно прямій ’ побудувати

цю пряму.



6.31. Знайти кутовий коефіцієнт к прямої L і відрізок Ь, який 
вона відтинає на осі Оу, якщо задано:

1) М{ (1; - 2), Л/2(0; 1), М, є L, М2 є L;

2) М0(-1; 1 )є4  (ζ> χ ) = ̂ ;

3) L :x = l-t·, y = 3 + 2t;

4) 5дг - 2jf-ь 1 = 0;

5) А/0(1; -3)є L; п = -і + у, Я J.L.

У кожному випадку побудувати пряму.
6.32. Знайти координати одиночного вектора нормалі прямої L, 

якщо відомо:
1) L:x = l- t, y = 2t;

2 ) k = ^ ;b  = l;

3) 2х = 3у +1;

4) А/0(1; 5) є L; м = (-1;1), Й||І.

6.33. Записати рівняння прямої, яка відтинає на осі Ох відрізок
а, на осі Оу —  відрізок b :

1) а = 1; Ь = 2;
2) а = -2; Ь = 1.

Знайти координати вектора нормалі цієї прямої та координати 
будь-яких трьох точок А/,, М2, Мг, які їй належать.

6.34. Визначити, які з наступних рівнянь прямої є нормальними:

1) | * - | ^ - 3  = 0; 5) -х + 3 = 0;

2) | x - j.y - l = 0; 6) *-3 = 0;

3) ^ - y f ^ 3  = ° ; 7) у + 4 = 0;

4) _ ]|дг + {|>'_3=г0:8> ~У~4 = 0-

6.35. Привести загальне рівняння прямої до нормального вигляду-
1) 4х - Зу -10 = 0;

2) х + 2 = 0;

3) -12л; + 5у +13 = 0.

Визначити відстань р  від початку координат до кожної із заданих 
прямих.

6.36. Знайти відстань від точки А (2; -5) до прямої х - 2у - 7 = 0.

96

6.37. Знайти точку М0 перетину прямих L, і L2 та гострий кут Θ 

між ними, якщо:
1) L, :л: + 5>’-35 = 0, L2:3х + 2у-21 = 0;

2 )Z , :*  = Z Z I  =

Зх + 7 . _3-2х
З) L\'· У~ 2 ’ 2 · .У ~ 2 ’

де = 2 + 6/;
4) L, :2x-4jy + 3 = 0, L* :\y = -\ + 3t.

6.38. Встановити, які з наступних пар рівнянь визначають пара
лельні прямі, а які —  перпендикулярні прямі:

1) Зх-2>> + 1 = 0, 2х + 3>> + 5 = 0.

оч ч і х _ у  + З
2) у = 3х-1, г -·

3) 4у - де +1 = 0, 2л: — -4-1 = 0.

.. х-1 у + 3 , . .
4 ) ---= ----, х + 4у = \.

1 4
6.39. Визначити, при яких значеннях а і b прямі ах-2у-\-0 і 

6х-4у-Ь = 0.
1) мають спільну точку;
2) паралельні;
3) збігаються;
4) перпендикулярні.

6.40. Задані вершини трикутника А (-10; -13), В (-2; 3), С (2; 1). 
Знайти довжину перпендикуляра, опущеного з вершини В на медіа
ну, проведену з вершини С.

6.41. Знайти проекцію точки Р (-6; 4) на пряму 4х - 5у + 3 = 0.

6.42. Задані вершини трикутника А (1; 0), В (0; -1), С (2; -3). 
Скласти рівняння медіани AM, висоти AN і бісектриси АК. Обчисли
ти довжину висоти AN.

6.27. Перше і четверте.

„ о  η  ^  У + 2 Г * = 1 + 21; х - 2 _ у - 3  [* = 1 + 21;
D — :=— , {у = _ 2 _ з , .  2) —  Г , ^  =  3+3,.



*~ 4 _  -У-5 fx = 4 Λ-t;
1 0 У = 5;

4)
x + 5 _ y-2 f x = -5; 

0 1 ’ [y = 2+t;

+ i  / *  =  1+2,; 6 ) £  =  i l l I  x  =  2 ,·

3)

5)
9 2 „ ί ’ ^  = _1 + 5/’ 2 з ’ 1̂  = 1 + 3ί.

6.29. 2х-у-4 = 0, 4(2; 0), ^(0 ; -4).
6.30. χ — 2у + 3 = 0.

6.31. 1) * = _3>4 = Ι. 2) і  = . , . 6 = 0. 3) * = _2>4 = 5. 4) і  =

6 =  2 : 5) к =  1’ Ь =  -4·

6.32. 1) « = 

3 )Й  =  І

2 -З

;2 )й = и - л ї .

 ̂ ҐЛ _ ._ L
V 2 ’ л/2.

; 4) Й =
2 . -з 

.л Я з ’ Т Ї З ,

« з . і )  п =  (2; 1), 4 ( | .0), м і ( 0 ;2 ), И ,(- 1 ;4 ) ;  

« . з ч . а ^ ! ; ^ ·  м ,(' 2;0)' Л/2<0;1)’ м ’ (2;2)- 

6.35.1 ) j * - j ? - 2  = 0 ,p  = 2;2 )- x -2 = 0 ,p  = 2;

6.36. Vs.

π
6.37. 1) Μ0(5;6), θ = -̂ ; 2) Λ/0

15 23' π

Λ 13’ 13J ’ ~‘2 ’ прямівзаємноперпендикулярні;

, ,  f?.9 ? 0, ПРЯМІ A. ^2 паралельні.
1) ΐ 4) визначають перпендикулярні прямі;
2) і 3) визначають паралельні прямі.

6.39. 1) а *3; 2) а = 3,Ь&2; 3) а = 3,Ь = 2; 4) о = - і

6.40. 4. З '

- r d i l t 0· ^ - ' = 0 ·  ^ < 3 - V 5 ) * +(, +V 5„-3-

6.43. Задані рівняння двох сторін паралелограма вх + Зу + ̂ О ,  

2х + у -1 = 0 і рівняння однієї з його діагоналей Зх + 2у + 3 = 0. Ви

значити координати вершин паралелограма.
6.44. Обчислити площу трикутника, сторони якого лежать на 

прямих х + 5у-7 = 0, Зх-2д>-4 = 0, 7х + >> + 19 = 0.

6.45. Відомі рівняння двох сторін прямокутника 2х-3>> + 5 = 0, 

Зх + 2у - 7 = 0 і одна з його вершин А (2; -3). Скласти рівняння двох 

інших сторін прямокутника.
6.46. Відомі рівняння двох сторін прямокутника х - 2у = 0, 

х — 2у + 15 — 0 і рівняння однієї з його діагоналей 7х + -15 = 0. 

Знайти координати вершин прямокутника.
6.47. Визначити координати точки перетину висот трикутника,

якщо його сторони задаються рівняннями: 4х - у - 7 = 0,

х + 3у-31 = 0, х + 5у-7 = 0.

6.48. Скласти рівняння перпендикуляра, опущеного з вершини А 
трикутника ABC на медіану, проведену з вершини В, якщо А (1; -1), 
В (-2; 1), С (3; 5).

6.49. Пряма проходить через точку М  (4; -3) й утворює з коорди
натними осями трикутник, площа якого дорівнює 3. Скласти рів
няння цієї прямої.

6.50. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку Р  (5; 2) 
і відтинає рівні відрізки на координатних осях.

6.51. Діагоналі ромба, рівні 12 і 6 одиницям довжини, взято за осі 
координат. Написати рівняння його сторін.

6.52. Визначити площу трикутника, обмеженого координатними 
осями та прямою х + 2у - 6 = 0.

6.53. Знайти точку осі Оу, однаково віддалену від початку коор

динат і від прямої Зх - 4у +12 = 0.

6.54. Знайти відстань між двома паралельними прямими 
Зх-4_у + 10 = 0 і 6х-8_у + 15 = 0.

6.55. Точка рухається так, що відстань її від початку координат 
залишається весь час удвічі більшою, ніж відстань від прямої

у — -j=. Знайти траєкторію цієї точки.

6.56. З точки М0(-2; 3) під кутом а  до осі Ох спрямований 

промінь світла. Відомо, що tga = 3. Промінь, дійшовши до осі Ох,



РІВНЯ"М  ПрЯМИХ· На ™  “ Ь промінь, що

Оу 31 сталою швидкістю V2. Знайти траєкторію цієї точки.

6.58. Промінь світла спрямовано по прямій y = fx- 4 ; дійшовши

ίηη?1 ° X’ ПроМІНЬ відбивається від неї. Визначити точку М  зустоічі 
променя з віссю , рівняння відбитого променя. У ^

Ш  ВІШООВІОІ

6.44 17 ~3)> (~2’ 5)’ (5;~9)’ (8’ ~17)·

6.45. Зх + 2у = 0, 2х-3у-13 = 0.

6.46. (2; 1), (4; 2), (-1; 7), (1; 8).
6.47. (3; 4).

6.48. 4х + _у-3 = о.

х , У _  і -- х 2 у
- + — = 1 або — н—— = —і .6.49

6.50.

6.51

6.52.

6.53. (0; -12),

2 З 

■ х + у = 7.

±'2±— = 1. 
6 2

9.

6.54.

6.55.

6.56.

6.57.

6.58.

0,5.

у = 0 або y = yjЗх.

Зх-у + 9 = 0, Зх + у + 9 = 0 '

V 2у = — х.
У,

м  (6; 0), у = — х+4 .
З

6.59. Скласти рівняння діагоналей ромба зі стороною а , якщо дві 

його суміжні сторони взяті за координатні осі так, що весь ромб 
розміщений у третьому координатному куті.

6.60. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку М(3\ 2) 
так, що її відрізок, обмежений осями координат, у точці М  ділиться 
навпіл. Побудувати цю пряму.

6.61. Діагоналі ромба, довжиною 30 і 16 одиниць, взято за коор
динатні осі. Обчислити відстань між паралельними сторонами ромба.

6.62. Через точку А (-2; 1) проведена пряма так, що її відстань від 
точки С (3; 1) дорівнює 4. Знайти кутовий коефіцієнт цієї прямої.

6.63. Дано рівняння прямої 12д:-Ь5_v — 52 = 0. Знайти рівняння 

прямої, паралельної заданій прямій і віддаленої від неї на відстань, 
рівну 2.

6.64. Скласти рівняння прямої, паралельної двом заданим прямим 
4х - 6у - 3 = 0 і 2х — 3у + 1 = 0 та рівновіддаленої від кожної з них.

6.65. Знайти координати точки, яка розміщена на відстані 5 оди
ниць від кожної з прямих: Зх + 4д>-10 = 0 і 5x-12j + 26 = 0.

6.66. Для трикутника ABC відомі рівняння: сторони АВ: 4х+j-12=0, 

висоти BN{: 5x-4j-15 = 0 і висоти AN2: 2х + 2у - 9 = 0. Скласти 

рівняння двох інших сторін трикутника і рівняння висоти C/Vj.

6.67. Скласти рівняння сторін трикутника, якщо відомі одна з його 
вершин А (-4; 2) і рівняння двох медіан Зх — 2у + 2 = 0 та Зх + 5_у — 

-12  =  0 .
6.68. Скласти рівняння сторін трикутника, якщо відомі одна з йо

го вершин А (2; -4) і рівняння двох його бісектрис х + у - 2 = 0 та 

х-3у-6 = 0.

6.69. Знайти координати точки Q, симетричної точці Р(-5; 13) 
відносно прямої 2х - Зу - 3 = 0.

6.70. Довести, що рівняння прямої, яка проходить через дві точки 
М,(х,; _у,) і М2(х2; у2) , можна записати у вигляді:

=  0 .

6.71. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку Р  (3; 5) 
на однаковій відстані від точок А (-7; 3) і В (11; -15).



6.72. На осі Ох знайти точку Р, сума відстаней якої до точок 

М, (1; 2) і М2 (3; 4) є найменшою.

6.73. Скласти рівняння сторін трикутника, якщо відомі одна з 
його вершин С (4; -1), рівняння висоти 2х-3у + 12 = 0 і медіани 

2х + 3у = 0, які проведені з однієї вершини.

6.74. Як зміниться результат задачі 6.57, якщо обидва рухи точки 
М у напрямі осей — рівноприскорені і сталі прискорення відповідно 
дорівнюють g·, і g2 ? (Початкова швидкість в обох рухах дорівнює 

нулю.)
π

6.75. З точки А (6; 9) спрямований промінь під кутом — до прямої
4

у = 0,4л: + 0,8. Знайти рівняння променя, відбитого від цієї прямої.

6.59. х + у + а = 0, х — у — 0.

6.60. £ + £ = і .
6 4

6.61. 14— ,
17

4
6.62. ±-.

З

6.63.

6.64.

6.65.

6.66.

6.67.

6.68.

6.69.
6.71.

6.72.

6.73.

12х + 5^-26 = 0.

8д:-12^ + 11 =  0.

(1;8).

В С .х- у-3 = 0, ЛС:4х + 5.у-20 = 0, CN3:Зх-12у-\ = 0. 

2х + у-8 = 0, x - 3 j + 10 = 0, х + 4у-4 = 0. 

х + Ту-6 = 0, х - у - 6 = 0, 7x + j-10  = 0. 

б  ( ї ї ; - ї ї ) ·

х + у — 8 = 0, 1 Ід: -у-  28 = 0.

# °
Зх + Ту-5 = 0, 3jc + 2^-10 = 0, 9x + lly  + 5 = 0.

6.74. у = ̂ -х.
Si

З 23 7 73
6.15. у = — х-\-- або у = —х ---- .

7 7 3 3

3. Лінії другого порядку

Назва Геометричне зображення Означення 
в аналітичному вигляді

Коло

Л/„ —  центр кола;

М  — змінна точка кола

Еліпс

Fv F2 —  фокуси (задані точки); 

М —  змінна точка еліпса

fJA/ + F2M  = 2а, 

а = const

Гіпербола \F{M -F2M\ = 2a, 

а = const

Ft, F2 —  фокуси (задані точки); 

М —  змінна точка гіперболи



Назва Геометричне зображення
Означення 

в аналітичному вигляді

Парабола

F  —  фокус (задана точка);
KL —  директриса (задана пряма); 
М —  змінна точка параболи

FM -M K

КАНОНІЧНІ РІВНЯННЯ КРИВИХ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Назва
кривої

Геометричне зображення 
у прямокутній системі координат 
і основні характеристики кривої

Канонічне рівняння 
кривої й основні залежності 

між параметрами

Коло х2 + у2 = R2, R —  радіус

Еліпс
±1 + ̂  = 1 2 Т . 2 *’ 
a b

а —  велика піввісь; 
b —  мала піввісь (Ь < а); 
с —  фокальна піввісь;

-а -Ь1;

А,(а; 0), Л2(-а; 0), 5,(0; Ь),

В2(0; -Ь) — вершини еліпса;

Ft(c; 0), F2 (-c; 0 ) — фокуси еліпса

ексцентриситет е = —, 
а

0 < е < 1; 
рівняння директрис х = +

Назва
кривої

Геометричне зображення 
у прямокутній системі координат 
і основні характеристики кривої

Канонічне рівняння 
кривої й основні залежності 

між параметрами

Гіпер
бола

ь
'= — *

а *

У,

а

е
х =

а

е

ь
у = - X 

а

у — 4
<

А,(а; 0), А2(-а; 0) —  вершини гіперболи; 

F,(c;0), F2 (-c; 0) — фокуси гіперболи

i L z l - ,
я2 ь2

а  — дійсна піввісь; 
b —  уявна піввісь; 
с —  фокальна піввісь;

с2 = а 2 +Ь2;

с
ексцентриситет е = —, е > 1;

а
рівняння директрис:

, а
х = ±—; 

е
рівняння асимптот:

.ь
у - ±—X 

а

Пара
бола

к У.

L О *

у2 = 2 рх,

p - F L  —  параметр пара
боли;

ексцентриситет е = 1 ; 

рівняння директриси:

Р

О (0; 0) —  вершина параболи;

0 j  —  фокус параболи; 

KL —  директриса параболи

6.76. Скласти рівняння кола у кожному з наступних випадків:
1) центр кола збігається з початком координат, і його раді

у с—  R-  5;
2) центр кола збігається з точкою С (-1; 4), і його радіус —

R-  3;
3) коло проходить через точку А (1; 1), і його центр збіга

ється з точкою С (4; -2);



4) точки А (1; 3) і В (-5; 3) є кінцями одного з діаметрів кола;
5) коло дотикається до прямої х = 3, і його центр збігається

з початком координат;
6) коло дотикається до осі Ох, і його центр збігається з то

чкою С (3; 7);
7) коло дотикається до прямої х - у +1 = 0, і його центр збі

гається з точкою С (1; -1).

6.77. Скласти рівняння кола, яке дотикається до осі Оу і центр 

якого міститься в точці перетину прямих: 2х + 3у-\3 = 0, * + >>-5 = 0.

6.78. Яку криву описує кожне з рівнянь:

1) (д: - 1)2 + 0 > +1)2 =4;

2) (х + 2)2 + (у- 1)2 = 0;

3) х2 + (у +1)2 = 9;

4) X2 + (у +1)2 = 0;

5) (х-1)2 +Су + 5)2=16?

6.79. Знайти координати центра і радіус кола:

1) х2-2х + 4у + у2-20 = 0;

2) х2+у2+у = 0·,

3) х2+х + у2+у = ~ ;
4

4) х2 + у2 + 6х - 4у -12 = 0.

Побудувати коло.
6.80. Визначити, як розміщена точка М (-2; 1) відносно кожного

з кіл:

1) х2+у2= 2;

2) х2+у2- 5 = 0;

3) х2+у2= 25.

6.81. Скласти рівняння еліпса, розміщеного симетрично відносно 
координатних осей з фокусами на осі Ох, якщо:

1) його півосі дорівнюють а = 7; 6 = 2;

2) його велика піввісь а = 5, а відстань між фокусами — 2с = 6;
3) його мала піввісь b = 4, а відстань між фокусами —  2с = 6;

З
4) його велика піввісь а = 5, а ексцентриситет е = —;

З
5) відстань між фокусами 2с = 6 і ексцентриситет е = —;

6) відстань між фокусами 2с = 4, а відстань між директри
сами дорівнює 5.

У кожному з випадків побудувати еліпс.
6.82. Скласти рівняння еліпса, розміщеного симетрично відносно 

координатних осей, з фокусами на осі Оу, якщо:

1) півосі еліпса а = З, Ь = 4;

2) велика піввісь еліпса b = б, а мала а = 3;
3) велика піввісь еліпса b = 8 і відстань між фокусами 2с = 12;

4) мала піввісь еліпса а = 4, а ексцентриситет е = |.

6.83. Для кожного з еліпсів визначити півосі, координати вершин
і фокусів:

1)9jc2+16/=144;

2) 4х2+у2=9;

3) \вх2 +9у2 =144;

4) х2 + 4у2 = 4.

Побудувати еліпси.
6.84. Встановити, що кожне з наступних рівнянь визначає еліпс; 

знайти координати його центра, півосі, ексцентриситет і рівняння 
директрис:

1) 5*2 + 9у2 - 30jc +18у + 9 = 0;

2) 16х2 + 25 у2 + 32* -1ОО7  - 284 = 0;

3) 4х2 + 3/ - 8 jc +12^-32 = 0.

Побудувати ці еліпси.
6.85. Скласти параметричні рівняння еліпса, якщо в прямокутній 

декартовій системі координат еліпс має рівняння: 4х2 + 9у2 - 36 = 0.

6.86. Виключити параметр t з рівнянь кривої х = 4cosi, у = 3sin ί. 

Визначити цю криву.
6.87. Скласти рівняння гіперболи, розміщеної симетрично відно

сно координатних осей, з фокусами на осі Ох, якщо:
1) а = 4, Ь = 3;

2) відстань між фокусами 2с = 16 і уявна вісь 26 = 12;

З
3) відстань між фокусами 2с = 6 і ексцентриситет е = —;

4) дійсна вісь 2а = 16 і ексцентриситет е = —;
4

З
5) рівняння асимптот у = ±—х; 2а = 4;



8 .
6) відстань між директрисами дорівнює — і ексцентриситет

є 1,5,
7) відстань між директрисами дорівнює 12,8 і рівняння аси

мптот у = ± 0,75л:.

У кожному випадку побудувати гіперболу.

6.88. Скласти рівняння гіперболи, розміщеної симетрично відно
сно координатних осей, з фокусами на осі Оу, якщо:

1) а = 6, Ь = 3;

5
2) відстань між фокусами 2с = 10 і ексцентриситет е = —;

12
3) уявна вісь дорівнює 48 і рівняння асимптот у - ±— х ;

5
4) дійсна вісь дорівнює 8 і ексцентриситет дорівнює —.

У кожному випадку побудувати гіперболу.

6.89. Визначити півосі, координати фокусів, координати вершин і 
рівняння асимптот кожної з гіпербол:

2 2
1) -— —  = 1;

16 9
2) 16х2-у2=1;

3) 9х2 -16у2 =-144.

У кожному з випадків побудувати гіперболу.

6.90. Переконатись, що кожне з наступних рівнянь визначає гі
перболу:

1) 16л:2 -9у2 -64jc-54j-161 = 0;

2) 9jc2 - 1 6 /+90х +32^-367 = 0;

3) 16л:2 -9у2 -64х-18у +199 = 0.

6.91. Знайти координати центра гіперболи, її півосі, ексцентриси
тет, рівняння асимптот та директрис. Побудувати гіперболу.

(х- 2)2 (у + 3)2 _ 1.

’ 9 16

(х + 5)2 (у-1)2 _ 1.

64 36

(jc-2)2 (у +1)2 _  1
9 16

* 2 V2
6.92. Знайти точки перетину гіперболи —  - = 1 з кожною з 

прямих:
1) х-у  + 1 = 0;

2) х-2у = 0;

3) 5х-4у-16 = 0.

6.93. Скласти рівняння параболи з вершиною в початку коорди
нат, якщо:

1) парабола розміщена у верхній півплощині симетрично 
відносно осі Оу і р  = 4;

2) парабола розміщена у нижній півплощині симетрично 
відносно осі Оу і Р~  6;

3) парабола розміщена у правій півплощині симетрично 
відносно осі Ох і р  = 3;

4) парабола розміщена у лівій півплощині симетрично від
носно осі Ох і р  = 5.

У кожному випадку побудувати параболу.
6.94. Скласти рівняння параболи, яка проходить через початок ко

ординат, розміщена симетрично відносно осі Оу і має фокус F  (0; -3).

6.95. Скласти рівняння параболи, якщо задані її фокус F  (-6; 0) і 
директриса х = 6.

6.96. Визначити координати вершини, фокуса і рівняння директ
риси кожної із заданих парабол:

1 )у2=20х; 2) jc2 =12у;

3) у2 — —10л:; 4) л:2 =-4у.

У кожному випадку побудувати параболу.

6.97. Переконатись, що кожне з наступних рівнянь визначає па
раболу; знайти координати вершини, параметр р  і побудувати па

раболу:

1) х = 2у2 -12.У + 14; 2) х = ~ у 2+у;
4

3) у = —х2+х + 2; 4) у~ -—х2 +2х-7.
4 ' 6

6.98. Виключенням параметра t знайти рівняння параболи у де- 
картовій системі координат і побудувати її:

[χ = 2ί; Гл: = 1-3/;

Ь  = /2-1; Ь  = 4-/2;



у = 2ί + 8; [у = 1 - 1.

6.99. Меридіан земної кулі має форму еліпса, відношення осей

якого дорівнює Визначити ексцентриситет меридіана.

ВІшшвІнІ

6.76. 1) JC2 + у2 = 25; 2) (х +1)2 +(у- 4)2 = 9;

3) (х- 4)2 + Су + 2)2 =18; 4) (х + 2)2+(у-3)2 =36;

5) х2 + у2 = 9; 6) (х-3)2+0;-7)2 =49;

7) (х-1)2+(^ + 1)2=| .

6.77. (дг - 2)2 + Су — З)2 = 4.

6.78. 1) Коло з центром С(1; -1) і R = 2;
2) точку С(-2; 1);
3) коло з центром С (0; -1) і R = 3;

4) точку С (0; -1);
5) коло з центром С (1; -5) і R = 4.

6.79. 1) С (1; -2), Л = 5;

2) С
ч°; - 2 >

Г4 ; 4 Ь 4 ;
3)С\ 2 ' 2 /  2 '

4) С (-3; 2), R = 5.

6.80. 1) Поза колом; 2) на колі; 3) у колі.

.......... *2 ^  « ї 2 , /

3) — + — -1; 4) — + — = 1.
' 28 64 16 25

6.83. 1) а = 4, 6 = 3, (±4; 0), Я1>2(0;±3), F1>2(±V7;0);

^ -5 О
2) а = ̂ ,  6 = 3, Л12(±-;0), Яи (0;±3), F1>2(0 ;± ^- );

2. *L £

3) а = 3, 6 = 4, 4,2(-3; 0), 512(0;±4), FX2{0;±V7);

4) о = 2, 6 = 1, Λ,,2(±2; 0), Я1Д(0;±1), F12(±V3;0).

6.84. 1) С(3; -1), а = 3, Ь = уі5, е = | , х = ̂ ,  * =

З 22 28
2) С(-1; 2), а = 5, 6 = 4, е = -, * = -у> х = -“з";

3) C(l; - 2), а = 2Тз, 6 = 4, е = ̂ ,  у = 6, ^  = -10.

x = 3cos/; 

y = 2 sin/.

х2 v26.86. Еліпс —  + —  = 1.

6.87. 1) — - — = 1; 2) — = 1; 3) — -^- = 1;
' 16 9 28 36 4 5

*2 Z l- t . < λ ^ _ Ζ - ι ·

6.85.

64 36

χ2 ν2
7) —  -2- = 1.

64 36

χ2 ν2

3) — £ -  = -1; 
100 576

4
1;

X2 ν2 2) —  - 2-  = -1;
16 9

2 2 
4) і — 2- = -\.

16 9

6.89. 1) α = 4, 6 = 1, F12(±5; 0), Λ12(±4; 0), ^ = ±-χ;

2) а = 0,25, 6 = 1, ^ >2
ΤΪ7

* · Τ ί0
. А1,2 ±—; ο |, у=±4χ.

3) 0 = 4, 6 = 3, Fl2(0; ±5), Д>2(0;±4), У = ±~х.



6.91. 1) C(2;-3), α = 3, b = 4, e = —, асимптоти: 4jt-3y-17 = 0,

1 19
4x + 3y + l = 0, директриси: jc = -, x = —

2) C(-5; 1), o = 8, b = 6, e = l,25, асимптоти: 3x-4y + 19 = 0, 

3* + 4y + l 1 = 0, директриси: jc = —11,4, x = l,4;

3) C(2;-l), o = 3, b = 4, e = l,25, асимптоти: 4x + 3y - 5 = 0, 

4jc — 3jy — 11 = 0, директриси: у --4,2, y = 2,2.

6.92. 1) Пряма не перетинає гіперболу;

2)
J 2_ _6_

3) Пряма дотикається до гіперболи у точці |̂5; — J.

6.93. 1) х2 = 8у; 2) jc2 = -12у; 3) у2 =6х; 4) у2 = -10х.

6.94. х2 = -12у.

6.95. у2 = -24х.

6.96. 1) 0(0; 0), F(5; 0), х = -5; 2) 0(0; 0), F(0; 3), у = -3;

3) 0(0; 0), F(-2,5; 0), х = 2,5; 4) 0(0; 0), F(0;-1), у = 1.

6.97. 1) Л(-4; 3),/7 = -ί;

3) Л(-2; 1), /> = 2;

6.98. 1) х2 =4(^ + 1);

3) (у- 8)2 = 4(х-1);

6.99. е-0,08.

2) >1(1; 2), /7 = 2;

4) А(6; -1), = 3.

2) (дг-1)2 =-9(^-4);

4)(у-1)2 =-^(*-1).

6.100. Скласти рівняння кола у кожному з наступних випадків:
1)коло проходить через точки А (3; 1) і В (-1; 3), і його 

центр належить прямій Зх - у - 2 = 0;

2) коло проходить через три точки А (1; 1), В (1; -1), С (2; 0);
3) коло відтинає на прямій 2х - 5у +18 = 0 хорду, довжина 

якої дорівнює 6, центр кола лежить у точці С (3; -1);

4) коло радіусом R = \/5 дотикається до прямої х-2у-1 = 0 

у точці М (3; 1).
6.101. Встановити, які лінії визначаються рівняннями:

1) у = уІ9-х2; 2) у = -у]25-х2;

3) х = -л]4-у2; 4) у = 15 + -\/б4-х2;

5) у = -3 - \І21-4х-х2; 6) х = -5 +у]40-6у-у2.

6.102. Скласти рівняння діаметра кола х2 + у2 +4х- 6у-17 = 0,

перпендикулярного до прямої 5х + 2у -13 = 0.

6.103. Визначити точки перетину прямої 7х-у + 12 = 0 і кола 

(х - 2)2 + (у-1)2 = 25.

6.104. Користуючись лише циркулем, побудувати фокуси еліпса
2 2

i- + 2L = i.
9 4

6.105. Визначити площу чотирикутника, дві вершини якого збі

гаються з фокусами еліпса 9х2 + 5у2 = 1, а дві інші — з кінцями його 

малої півосі.

2
6.106. Ексцентриситет еліпса е = —, фокальний радіус точки М

еліпса дорівнює 10. Обчислити відстань від точки М  до односторон
ньої з цим фокусом директриси.

X2 у2
6.107. Визначити точки еліпса--- V —  = 1, відстань яких до

100 36
правого фокуса дорівнює 14.

6.108. Які лінії визначаються рівняннями:

1) y = ̂ p/l6 -x2; 2) y  = - f> /9 ^7 ;
4 З

3 )х  = - 1 ^ —уї. 4 )х  = ̂ 4 9 -у2;

5) у = -7 + -̂-\/і6 + 6х-х2;

6) х = -2yJ-5-6у - у 2.

Побудувати ці лінії.

6.109. Ліва вершина гіперболи міститься у точці А (-3; 0), а лівий 
фокус — у точці В (-5; 0). Скласти рівняння гіперболи.



6.110. Користуючись лише циркулем, побудувати фокуси гіпер

боли —— —  = 1.
16 25

6.111. Скласти рівняння гіперболи, фокуси якої розміщені на осі 
Ох симетрично відносно початку координат, якщо:

1) гіперболі належать точки А/, (6; -1) і Л/2(-8; 2\fl);

2) точка М (-5; 3) належить гіперболі і ексцентриситет е = V2;

3) рівняння асимптот: у = ±—х і точка М І—;-1
\

нале

жить гіперболі.

х 2 у 2
6.112. На гіперболі---—  = 1 розглядається точка, абсциса якої

25 24
дорівнює 10, а ордината додатна. Обчислити фокальні радіуси цієї 
точки і кут між ними.

х2 V2
6.113. На гіперболі — -γ^- = 1 знайти точку, яка була б утричі

ближчою до однієї асимптоти, ніж до другої.
6.114. Встановити, які лінії визначаються рівняннями:

l ) y  = | V ? ^ 9 ;  2) х  = - р / 7  + 9;

3) y = 7-|Vx2 -6x + 13; 4) х = 9-2у[уГ+4у+&.

6.115. Скласти рівняння параболи, якщо відомі її фокус F(7; 2) і 

директриса х = 5.
6.116. Скласти рівняння параболи, якщо відомі її фокус F(4; 3) і 

директриса у +1 = 0 .
6.117. Задана вершина параболи А(6 ; 3) і рівняння її директриси 

Зх - 5_у +1 = 0. Знайти фокус F  цієї параболи.
6.118. Встановити, які лінії визначаються рівняннями, і побуду

вати ці лінії: ____

1) у = 3-477ЙІ;

2) х = —4 + 3Л/>й-5;

3) х = 2-уІ6-2у;

4) у = -5 +V-Зх-21.
6.119. Скласти рівняння параболи і знайти точки перетину її з 

координатними осями, якщо фокус параболи лежить у точці (-3; -4), 
а рівняння директриси х +1 = 0.

6.120. Стальний трос підвішений за два кінці; точки закріплення 
розміщені на одній висоті; відстань між ними дорівнює 20 м. Вели
чина його прогину на відстані 2 м від точки закріплення, рахуючи 
по горизонталі, дорівнює 14,4 см. Визначити величину прогину цьо
го троса у середині між точками закріплення, приблизно вважаючи, 
що трос має форму дуги параболи.

6.121. Канат підвісного моста має форму параболи (рис. 6.1). 
Скласти рівняння цієї параболи відносно зазначених на малюнку 
координатних осей, якщо прогин каната О А = 10 м, а довжина моста 
ВС = 60 м.

6.122. Мостова арка має форму параболи. Визначити її параметр, 
якщо прогин арки дорівнює 24 м, а висота —  6 м.

6.123. Камінець, який кинули вгору під гострим кутом до гори
зонту, описавши дугу параболи, впав на відстані 16 м від початково
го положення. Визначити параметр цієї траєкторії, якщо найбільша 
висота, якої досягає камінець, дорівнює 12 м.

6.124. Струмінь води, який викидає фонтан, набирає форми па
раболи з параметром /> = 0,1. Визначити висоту А струменя, якщо 

відомо, що він падає до басейну на відстані двох метрів від місця 
виходу.

Від ш в іііі

6.100. 1) (х - 2)2 + {у — 4)2 =10;

2) (х І)2 + у2 =\;

3) (х - З)2 + (у +1)2 = 38;

4) (х-4)2+(у + 1)2=5 і (х- 2)2 + (у- З)2 = 5.

6.101. 1) Верхня частина кола з центром у точці О (0; 0) і R - З 
(рис. 6 .2);

2) нижня частина кола з центром у точці О (0; 0) iR  = 5 (рис. 6.3);
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Рис. 6.3

3) ліва частина кола з центром у точці О (0; 0) і R - 2 (рис. 6.4);
4) півколо з радіусом R = 8 із центром С (0; 15), розміщене над пря

мою у = 15 (рис. 6.5);

5) півколо з радіусом R-  5 із центром С (-2; -3), розміщене під пря
мою у = -3 (рис. 6 .6);

6) півколо з радіусом R = 7 із центром С (-5; -3), розміщене пра
воруч від прямої х = -5 (рис. 6.7).

6.102. 2jc — 5_у + 19 = 0.

6.103. Л/,(-1; 5), Л/2(-2;-2).

6.104. Фокуси є точками перетину кола з радіусом R - 3 з 
центром у точці В (0; 2) з віссю Ох.

6.105. '
45

6.106. 15.

6.107. (-5; Зл/З) і (-5;-ЗТз).

6.108. 1) Половина еліпса у^ + -̂~ = ̂  щ0 РозміЩена У верхній

півплощині;

х2 у2
2) половина еліпса + = ̂  що РозміЩена У нижній

півплощині;
2 2 

JC V
3) половина еліпса — +—  = 1, що розміщена у лівій пів

площині;

2 У2
4) половина еліпса х + —  = 1, що розміщена у правій пів

площині;

(*-3)2 (у + 7)2 ,
5) половина еліпса — ——  + — -—  = 1, що розміщена

над прямою у = — 7 (рис. 6.8);

*2 (У + З)26) половина еліпса-- l·----
16 4

півплощині (рис. 6.9).

= 1, що розміщена у лівій

Рис. 6.8 Рис. 6.9



9 16
6.110. Побудувати точки А (4; 0) і В (0; 5), провести коло з 

центром у початку координат з радіусом R = АВ. Точки перетину 
цього кола з віссю Ох —  фокуси гіперболи.

2 2 
X у6 .111. 1) ---—  = 1; 2) х -у =16; 3) -— ^- = 1.

32 8

6.112. гх =9, r2=19, tga =

6.113.

18 8

28л/2

41

14л/з W T 14-\/з 4л/з' 14-Тз 4>/з'

І 3 ’ 3 J
?

[ 3 ’ 3 J
9

3 ’ 3
V J  > ч

14>/3 4л/з

2 2 JC у
6.114. 1) Частина гіперболи —  - = 1, що розміщена у верхній

півплощині (рис. 6.10);

2) вітка 

(рис. 6.11);

X у
2) вітка гіперболи —  —— = 1, що розміщена у лівій півплощині

оч  · · Л  ( * ~ 3 ) 2 ( У - 7)2 ,
3) вітка гіперболи — ----- —  = -1, що розміщена під пря

мою у - 7 = 0 (рис. 6.12);

„ч · · * (х-9)2 (У + 2)2 t
4) вітка гіперболи — —------ —  = 1, що розміщена ліворуч

від прямої х - 9 = 0 (рис. 6.13).

6.115. х = - у2-у + 7.
4

6.116. у = —х2 -х + 3.
8

Рис. 6.13

6.117. F  (9; -8).

6.118. 1) частина параболи (у- З)2 =16(х-1), що розміщена під 

прямою у -3 = 0 (рис. 6.14);

2) частина параболи (х + 4)2 = 9(у + 5), що розміщена право

руч від прямої х + 4 = 0 (рис. 6.15);



Рис. 6.14 Рис. 6.15

3) частина параболи (х - 2)2 = -2(у - 3), що розміщена ліворуч від 

прямої х-2 = 0 (рис. 6.16);

4) частина параболи (у + 5)2 = -3(х + 7), що розміщена під пря

мою >< + 5 = 0 (рис. 6.17).

Рис. 6.17

6.119. (j; + 4)2 =-4(x + 2).

6.120. 40 см.

6.121. 90 j = x2.

6.122. р  = 12.

6.123. р  = 2~.
З

6.124. А = 5 м.

6.125. Скласти рівняння кола, яке дотикається до двох паралель
них прямих 2х + у-5 = 0 і 2х + +15 = 0, причому до однієї з них — 

у точці А (2; 1).
6.126. Скласти рівняння кіл, які проходять через точку А (1; 0)

і дотикаються до двох паралельних прямих 2х +у+ 2 = 0 і 2х + у-  

-18 = 0.
6.127. Скласти рівняння кола, яке дотикається до двох паралель

них прямих 4х - 3jy +10 = 0 і 4х - 3 j  - 30 = 0 і центр якого належить 

прямій 2х + у = 0.

6.128. Скласти рівняння кіл, які проходять через точку А (-1; 5) і 
дотикаються до двох прямих 3jc + 4у-35 = 0, 4х + 3>> + 14 = 0, що 

перетинаються.
6.129. Написати рівняння кіл, які дотикаються до трьох прямих 

Зх + 4у -35 = 0, Зх-4^-35 = 0, х-1 = 0.

6.130. Визначити, за яких значень кутового коефіцієнта к пряма 
у = кх:

1) перетинає коло х2 + у2 -1 Ох +16 = 0;

2) дотикається до цього кола;
3) проходить поза цим колом.

6.131. Скласти рівняння еліпса, якщо відомі його ексцентриситет

2
е = —, фокус F(2; 1) і рівняння відповідної директриси х-5 = 0.

6.132. Визначити, за яких значень т  пряма у = -х + т :
2 2 

х  у1) перетинає еліпс-- V —  = 1;
20 5

2) дотикається до нього;
3) проходить поза еліпсом.

2 2 
х  у

6.133. На еліпсі —  + —  = 1 знайти точку М, яка була б найменш
18 8

віддаленою від прямої 4х - 2у + 23 = 0, і обчислити відстань між ними.

6.134. Визначити точки перетину еліпса 25х2+36^2 -900 = 0 і 

кола х2 + у2 = R2. Дослідити, скільки буде таких точок залежно від 

значення радіуса і як вони будуть розміщені.
2 2 

X У
6.135. Визначити умови, за яких асимптоти гіперболи —γ~·^γ = ϊ

a b
взаємно перпендикулярні.



6.136. Фокуси гіперболи збігаються з фокусами еліпса 9х2+ 

+25у2 - 225 = 0. Скласти рівняння гіперболи, якщо її ексцентриси
тет е-2.

2 2 X у
6.137. Довести, що відстань від фокуса гіперболи = \ до

а Ь
її асимптоти дорівнює Ь.

6.138. Визначити, за яких значень т  пряма у = —х + т:

х2 2
1) перетинає гіперболу = 1;

2) дотикається до неї;
3) проходить поза гіперболою.

X2 у2
6.139. На гіперболі — ---= 1 знайти точку М, найближчу до

прямої 7>х + 2у +1 = 0, і обчислити відстань від цієї точки до заданої 
прямої.

6.140. Скласти рівняння гіперболи, відстань між вершинами якої 
дорівнює 24, а фокуси мають координати (-10; 2) і (16; 2).

6.141. Знайти геометричне місце середин фокальних радіусів,

χ2 2
проведених з правого фокуса до всіх точок гіперболи = 1.

a b
6.142. Скласти найпростіше рівняння параболи, фокус якої міс

титься у точці перетину прямої 2.x - 5у - 8 = 0 з віссю Ох.

6.143. Скласти рівняння параболи, якщо її вершина лежить у то
чці А (-4; 5), а фокус — у точці В (-2; 5). Написати рівняння її осі і 
директриси.

6.144. Скласти рівняння параболи, яка проходить через точку пе

ретину прямої у — х і кола х2 + у2 -Ю у-0, симетрично осі Оу.

6.145. Довести, що дві параболи, які мають спільну вісь і спіль
ний фокус, розміщений між їхніми вершинами, перетинаються під 
прямим кутом.

6.146. Довести, що коли дві параболи зі взаємно перпендикуляр
ними осями перетинаються у чотирьох точках, то ці точки належать 
одному колу.

6.147. З фокуса параболи у2 =12х під гострим кутом а  до осі

З
Ох спрямований промінь світла. Відомо, що tga = —. Скласти рів

няння прямої, на якій лежить відбитий від параболи промінь.

6.148. Орбіта земної кулі —  еліпс, в одному з фокусів якого міс
титься Сонце. Відомо, що ексцентриситет цього еліпса е = 0,017, а 

піввісь a = 150-106 км. Знайти, на скільки найкоротша відстань від 
Землі до Сонця (це має місце в грудні) коротша за найдовшу (у червні).

6.149. За даними деяких гідравліків виявляється, що коли на від
повідних глибинах відкласти праворуч від осі Оу горизонтальні 

відрізки, які дорівнюють швидкості води у річці на цих глибинах, то 
вийде парабола з горизонтальною віссю симетрії. При цьому вер
шина параболи лежить на глибині однієї третьої глибини річки. Зна
ючи швидкість а на поверхні і найбільшу швидкість Ь, знайти 

швидкість біля дна.
6.150. Параболічне дзеркало рефлектора Симеїзької обсерваторії 

в Криму з діаметром 1,02 м має фокусну відстань 5 м. Знайти глиби
ну параболічної виїмки, яку мали зробити при виготовленні дзерка
ла із плоского скла.

6.151. Дзеркало автомобільного ліхтаря має форму параболи (у 
розрізі). Знайти рівняння цієї параболи, вважаючи, що діаметр ліх
таря 20 см, глибина 15 см. Вісь Ох —  вісь ліхтаря. Початок коорди
нат у глибині дзеркала.

6.152. Навколо початку координат обертається стержень О Р-р
з кутовою швидкістю ω, а навколо Р  —  другий стержень PQ - q з 
кутовою швидкістю — ία Знайти траєкторію точки Q, якщо спочатку 
обидва стержні збігалися з віссю Ох і точка Р містилась між О і Q.
Розглянути випадки: р >  q ,p < q ,p -  q.

2 2 X у
6.153. З лівого фокуса еліпса —  + —  = 1 під тупим кутом a  до

осі Ох напрямлений промінь світла. Відомо, що tga = -2. Скласти 

рівняння прямої, на якій лежить відбитий від еліпса промінь світла.

B F  ВІШШВІІІІ
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6.129. (x-5)2 + y2 =16, (x + 15)2 + y2 =256,

I =1 32 '
3

40'

x — +

r 35 
x---

v з .

40
У  г"

/
v\2

7 + -

v3y

^32

3

6.130. 1)|*|<4; 2)k  = ±-· 3)|Ar|>|.
4 4 4

6.131. 5x2 + 9y2 + 4x -187 - 55 = 0.

6.132. 1) \ m\ <5; 2) m = ±5; 3) \ m\ >5.

6.133. M(-3; 2), Vl3.

6.134. При R = 5 дві точки перетину: (0; -5) і (0; 5), 

при R = 6 дві точки перетину: (-6; 0) і (6 ; 0),

при 5 < R < 6 чотири точки перетину:
R2-25 , 36-Я2

11
5,

11

11

6.135. а = 6.

6.136. ^— *-= і.
4

36-R2

11
-6

11
5.

11

R -25

11
; -5.

36 -R2

11

12
6.138. 1) І т  І >4,5; 2) ет = ±4,5; 3) |т|<4,5.

11
6.139. М (-6; 3), Via’
6.140. i £ z l ) l _ ( Z z 2) l= i .

144 25

с
х —

2

\

а

Т

6.142. /= 1 6 х .

6.143. (>>-5)2 = 8(х + 4), вісь: у = 5, директриса: х = -6.

6.144. х2 = 5у.

6.147. зг —18 = 0.

6.148. 5,1 -106 км.

6.149. V = Аа-ЗЬ.
6.150. 13 мм.

6.151. У  = 2 ^ .

6.152. — — г + У =1.
(p+q) (p-q)

При р  > q точка Q рухається уздовж еліпса проти годинникової 
стрілки;

при р  < q точка рухається за годинниковою стрілкою; 
при p - q  точка Q під час повного обертання стержня ОР опи

ше двічі відрізок осі Ох довжиною 2 (р + q).

6.153. 2х + 11у-10 = 0.

§ 7. Аналітична геометрія у просторі

1. Площина у просторі 

ВИДИ РІВНЯНЬ п л ощ и н и

Вихідні дані Вид рівняння Назва рівняння

М0(х0; Уо> zo) —  т ° ч -  
ка площини; 

n = Al + Bj + Ck — ве
ктор нормалі площини

А ( х - х 0) + В ( у - у 0) + 
+ C (z-z0) = 0

Рівняння площини, що 
проходить через 
точку М0 перпенди

кулярно до вектора Я

/ 7

Ax + By + Cz + D = 0 Загальне рівняння 
площини

/ '
. к  /



Вихідні дані Вид рівняння Назва рівняння

М 2 (х2; y2 ;z2),

м з{хз', Уз, h )  —  
три точки площини

А" /

χ - χι У-У, z-z,

χ2~χι У2 ~У\ Ζ2~ΖΙ

хз~х\ Уз~У, ζ3 ~ζ,

= 0

Рівняння площини, що 
проходить через три 
точки

А(а; 0; 0); В(0;Ь;0);

С  (0; 0; с) —  точки пе

ретину площини з ко
ординатними осями

/  Г - А \ і и
у

х у г  . 
-  + — + - = 1 
a b с

Рівняння площини у 
відрізках на осях

р  —  відстань від поча
тку координат до пло
щини;

й0 = і cosa + j cosP +

+k cos γ —  орт вектора 

нормалі площини

xcosa + ̂ cosp + zcosy- р  = 0 Нормальне рівняння 
площини

ДОСЛІДЖЕННЯ НЕПОВНОГО РІВНЯННЯ п л ощ и н и

Рівняння Геометричне зображення 
(рисунки зроблені в першому октанті) Характеристика

Ах + By + Cz = 0 Площина проходить че
рез початок координат

Рівняння Геометричне зображення 
(рисунки зроблені в першому октанті) Характеристика

By + Cz + D = 0 г

1 /V ✓

?х

Площина паралельна 
осі Ох

By+ Cz = 0 2 ,

J

Площина проходить че
рез вісь Ох

Αχ + By + D  = 0

r h
η

xr

У

Площина паралельна 
осі Oz

Ах + Ву = 0 zt

/ c

j t /

*y

Площина проходить че
рез вісь Oz

Ax+ Cz + D = 0 Zk

x r

Площина паралельна 
осі Оу



Рівняння
Геометричне зображення 

(рисунки зроблені в першому октанті)
Характеристика

Cz + D = 0 Площина паралельна 
координатній площині
Оху

z = 0 Координатна площина
Оху

7.01. Задані точки А (-1; 0; 2), В (1; 2; 6), С (0; 0; 3), D (1; -1; 4). 
Визначити, які з них належать площині х - 2у + 3z -15 = 0.

7.02. Визначити координати будь-яких трьох точок, які належать 
площині 3jc + ̂  + 2z + 5 = 0.

7.03. Записати будь-який нормальний вектор площини 2х — у — 

-3z + 5 = 0.
7.04. Скласти рівняння площини, що проходить через точку Л/(0; 

-1; 2) перпендикулярно до вектора п = і - j  + 2к. Побудувати цю 

площину.
7.05. Скласти рівняння площини, що проходить через точку 

А/, (1; 2; -1) перпендикулярно до вектора М,Л/2, якщо М2(0; -1; 2).

7.06. Написати загальне рівняння площини, що проходить через 
точки Мх (1; 1; 2), М2(0; -1; 1), Л/3( 1; -1; 0).

7.07. Скласти рівняння площини, що проходить через точку А (1; 
-1; -2) паралельно площині Зх-y + z- l = 0.



7.08. Скласти рівняння і побудувати площину, що проходить:
1) через точку М0( 1; 1; -2) паралельно площині Оху;

2) через точку А/,(1;-1;3) паралельно площині Oyz;

3) через точку М2(0; 1; -1) паралельно площині Oxz.

7.09. Скласти рівняння і побудувати площину, що проходить:
1) через вісь Ох і точку М0( 1; 5; 1);

2) через вісь Оу і точку Л/,(-1; 2; 1);

3) через вісь Oz і точку М2 (9; 1; -1).

7.10. Загальне рівняння площини 3x-5y + 2z-9 = 0 записати у 

відрізках на осях. Побудувати площину.
7.11. Знайти площу трикутника, який площина 3x-2y + 5z- 

-12 = 0 відтинає від координатного кута Oyz.

7.12. Обчислити об’єм піраміди, обмеженої площиною 2х-3^ + 

+6z -1 2  = 0 і координатними площинами.
7.13. Визначити, які з наступних рівнянь площини є нормальними:

1 2 2
1) — х — у — z - 5 = 0;

З 3 3

2) - x - —y +—z - 2 = 0;
З 3 3

оч 2 2 1 . .
3) —х +—у — z + 5 = 0;

3 3 3
4) z + 5 = 0;

‘ 5) Jt-15 = 0.
7.14. Знайти відстань від точки А (-1; 1; 4) до площини 

8jc-jv + z -  5 = 0.
7.15. Визначити кути між площинами:

1) 4jt-5y + 3z-l = 0 і x-4y-z + 9 = 0;

2) 6jc + 2y-4z + 17 = 0 і 9x + 3>'-6z-4 = 0;

3) 4x + 2y-4z + 5 = 0 і 2х + y-2z- l = 0;

4) 2x + 5y-z = 0 і χ + 2ζ-8 = 0.

ВІШШВІДІ

7.01. Точки В і D  належать площині. 

( 5 л Л  ( п п 5

7.03. Я = (2; — 1; -3).

7.04. jc-^ + 2z-5 = 0.

7.05. x + 3^-3z-10 = 0.

7.06. x — y + z - 2 = 0.

7.07. 3χ-_ν + ζ-  2 = 0.

7.08. 1) z + 2 = 0; 2) jc-1 = 0; 3) y-\ = 0.

7.09. 1) y-5z = Q; 2) x + z = 0; 3) x-9y = 0.

7.10. -  + ̂ -  + -̂- = 1.3 9 9

5 2
7.11.7,2 од.
7.12. 8 од3.
7.13. 1) і 5) — нормальні рівняння площини.

7.14. «  .
V66

7.15. 1) 6 = arccos0,7; 2) 0 = 0, площини паралельні;

3) θ = 0, площини паралельні;

4) θ = ̂ ,  площини перпендикулярні.

7.16. Скласти рівняння площини, що проходить через точку М (3; 

4; -5) паралельно двом векторам а = 3і + j  -к і b = 1  -2] + к.

7.17. Скласти рівняння площини, що проходить через точки 
Л/,(1; 1; 0) і М2(0; - 1; 2) паралельно вектору а = (1; 2; 3).

7.18. Скласти рівняння площини, що проходить через точку 
А (1; 1; 1) перпендикулярно до двох площин— 2х-y + z +1 = 0 і jc = 0.

7.19. Переконатися, що три площини — х-2у + ζ- Ί  = 0, 2х + у - 

-Ζ + 2 = 0, д: - 3^ + 2ζ -11 = 0 мають одну загальну точку. Обчисли

ти її координати.
7.20. Скласти рівняння і побудувати площину, що проходить:

1) через точки Л/,(1; 2; 3) і М2(0; -1; 1) паралельно осі Ох;

2) через точки /’ (І; 1; 1) і Р2(2; 0; 1) паралельно осі Оу;

3) через точки Q, (-1; 0; 1) і Q2(2; 1; 0) паралельно осі Oz.



7.21. Скласти рівняння площини, що проходить через точку 
Р  (7; -5; 1) і відтинає на координатних осях додатні і рівні між со
бою відрізки.

7.22. Площина відтинає на координатних осях відрізки а = 11, 
Ь = 55, с = 10. Обчислити напрямні косинуси вектора, перпендику

лярного до цієї площини.
7.23. Скласти рівняння площини, яка відтинає на координатних 

осях Ох і Оу відрізки а = З, Ь = -2 і паралельна вектору е = (2; 1; -1).
7.24. Скласти рівняння площини, яка відтинає на координатних

2
осях Ох і Оу відрізки а - -2, b = — і перпендикулярна до площини

2x-2y + 4z-5-0.
7.25. Обчислити відстань d між двома паралельними площина

ми 6x-18y-9z-28 = 0 і Ах-\2у-6ζ -1 = 0.

7.26. Дві грані куба лежать на площинах 2х- 2у + z -1 = 0, 2х-2у+ 

+ Z + 5-0. Обчислити об’єм цього куба.

7.27. Визначити, за яких значень І і т  площини 2x+/y+3z-5 = 0, 

тх — 6y — 6z + 2 = 0:
1) паралельні; 2) перпендикулярні?

7.28. Положення дзеркала визначається рівнянням Зх + у - 2z = 0. 
З якою точкою суміщається дзеркальне зображення точки А (1; 3; - 4)?

Вішшніаі
7.16. х + 4у + 7г + 16 = 0.

7.17. 2х-у-\ = 0.

7.18. y + z - 2 = 0.

7.19. М0(1;-2; 2).

7.20. 1) 2_y-3z + 5 = 0; 2) ζ-1 = 0; 3) х-3у + 1 = 0.

7.21. х + y + z -3 = 0.

2 2 11
7.22. cosa = —; cosB = — ; cosy = — .

З 15 15
7.23. 2x-3y + z - 6  = 0.

7.24. x-3y-2z + 2 = 0.

7.25. </ = -.
6

7.26. 8 од3.

7.27. 1) 1 = 3, m = -4;

2) при значеннях І і m, які задовольняють рівняння т-31-
-9 = 0.

7.28. В (-5; 1; 0).

7.29. Довести, що рівняння площини, яка проходить через точку 

М0(х0- у0; z0) паралельно двом векторам a = (/,; /п,; л,) і b = (12; п2),

має вигляд:
У~Уо z ~z(. 

/, т , и,

L /и, л,

= 0 .

7.30. Довести, що рівняння площини, яка проходить через точки 

М] (х,; у,; z,) і М2 (х2; у2; z2) паралельно вектору а = (/,; ш,; «,),

має вигляд:

х-х, y-yt z-z,

*2 -Хі Д'г-Д'і ζ2 - ζι
/, w, «,

= 0 .

7.31. Довести, що рівняння площини, яка проходить через точку 

М0(х0; у0; ζ0) перпендикулярно до площин Aix + Bly + Clz + Dl =0,

А2х + В2у + C2z + D2= 0, має вигляд:
У~Уо z ~zo 

Аі 5, С,

В·,

= 0.

U2 V; 2

7.32. Довести, що рівняння площини, яка проходить через точки 
Мх (х,; ух; zl) і М2 (х2; у2; z2) перпендикулярно до площини 

Ах + By + Cz + D = 0, має вигляд:

х-х, у-ух z-z,

*2~*. У2~У, Z2~Z, 
A B C

= 0.

7.33. Три грані піраміди САОВ, розміщеної у другому октанті 
(х > 0; у < 0; z > 0), збігаються з координатними площинами. Склас
ти рівняння четвертої її грані, якщо відомі довжини ребер: АВ = 6 , 

ВС = у[29, СА = 5.
7.34. На осі Oz знайти точку, рівновіддалену від точки М(1; -2; 0)

і площини Зх - 2у + 6z - 9 = 0.



7.35. Знайти точку, симетричну з початком координат відносно 
площини 6x + 2y-9z + l21 = 0.

7.36. Написати рівняння площин, які ділять навпіл двогранні ку
ти між площинами 3x-y + 7z-4 = 0 і 5;c + 3j>-5z + 2 = 0.

7.37. Написати рівняння площин, паралельних до площини 
Зх - 6 у - 2z +14 = 0 і віддалених від неї на відстань трьох одиниць.

7.38. Написати рівняння площини, яка ділить навпіл той дво
гранний кут між площинами 2х -14у + 6z -1 = 0, Зх + 5>> - 5z + 3 = 0, 
в якому лежить початок координат.

7.39. Визначити параметри а і b площин 2х - у + 3z -1 = 0, х + 2у — 

-z + b = 0, х + ay — 6z + 10 = 0, при яких:

1) площини проходять через одну пряму;
2) перетинаються по трьох різних паралельних прямих.

7.33. - — 4=
4 2л/5

+ ̂  = 1. 
З

7.34. (0; 0; -2), 0; 0; - 6— 
13

7.35. (-12; -4; 18).
7.36. x + 2y-6z + 3 = 0, 4х + у + z -1 = 0.

7.37. 3x-6j>-2z + 35 = 0, Зх-Ьу-2ζ- Ί = 0.

7.38. 8χ-4>>-4ζ + 5 = 0.

7.39. 1) о = 7, 6 = 3; 2) а = 7,Ь*3.

2. Пряма лінія у просторі 

ВИДИ РІВНЯНЬ ПРЯМОЇ У ПРОСТОРІ

Вихідні дані Вид рівняння Назва рівняння

Л/0(х„; Уо> ζο) — точка 
прямої;

й = (/; т\ п) —  напрямний 

вектор прямої

и

r =r0 + tu

х ~*о У-Уо _ ζ - ζο 

1 т  η 

[х = хй + ЇІ\
\у = у0+Іт;

[ z  = Z „  + tn, -«*></< +oo

Векторне рівняння 
прямої

Канонічні рівнян
ня прямої 

Параметричні рів
няння прямої

Вихідні дані Вид рівняння Назва рівняння

М 2 (х2; у2; г2) —  дві точ- 

ки прямої

Х~Х, _  у-у, _  2 ~2 , Рівняння прямої, 
що проходить че
рез дві задані точки*2 ~ Х 1 Уі-Уі Z2 ~Zl

Ахх + Віу + C,z + D, = 0,

А2 x + В2у + C2z + D2 = 0 —

площини, лінією перетину 
яких є пряма

i Α,χ + В,у + C,z + D, = 0 

[А2х + В2у + C2z + Z)2= 0 ’

Загальні рівняння 
прямої

ВЗАЄМНЕ РОЗМІЩЕННЯ ДВОХ ПРЯМИХ 
У ПРОСТОРІ



ВЗАЄМНЕ РОЗМІЩЕННЯ ПРЯМОЇ — = У Уо = ^
І т  п

ІП ЛОЩ ИНИ Ax + By + Cz + D = 0

Взаємне розміщення 
прямої і площини

Основні
характеристики

Аналітичний вираз 
характеристики

Пряма перетинає пло
щину

Кут Θ між прямою і 
площиною

Координати х, у, z 

точки перетину пря
мої з площиною

sin0 =
\АІ + Вт + Сп\

Ί  А2 + В2 + C2 %ІІ2 + т 2 + п2

х = х0 + її; 

y = y0 +tm; 

z = z0 + tn;

Αχ + By + Cz + D = 0

Пряма перпендикулярна 
до площини

Умова перпендику
лярності прямої і 
площини

А _В__С_  

І т  п

Пряма паралельна пло
щині

Умова паралельності 
прямої і площини

АІ + Вт + Сп = 0

Пряма належить пло
щині

Умова належності 
прямої до площини

iAx0 + Ву0 + Cz0 + D  = 0; 

AI + Вт + Сп = 0

М> (лг0; .Уо; z»)

7.40. Скласти параметричні і канонічні рівняння прямої, яка про

ходить через точки А (1; 2; -3) і В (0; -1; 4).
7.41. Скласти параметричні і канонічні рівняння прямої, яка про

ходить через точку М0( 1; -1; 1) паралельно:

1) вектору а = (2; 3; 1);
2) прямій х = -1  +t, y = 3 + 2t, z = -t;

3) осі Ox;

4) осі Оу.

7.42. Визначити точки перетину прямої, що проходить через точ

ки М,(-6; 6; - 5) і М2(12; - 6; 1) з координатними площинами.

7.43. Скласти параметричні рівняння медіани трикутника ABC, 

проведеної з вершини С, якщо А (3; 6; -7), В (-5; 2; 3), С (4; -7; -2).

7.44. Скласти канонічні рівняння прямої
x-2y + 3z-4 = 0; 

3x + 2y-5z-4 = 0.

7.45. Скласти параметричні рівняння прямої, що проходить через

Зх - у + 2z - 7 = 0; 

x + 3y-2z + 3 = 0.

х-3 у+ 2 _ z

точку М (2; 3; -5) паралельно прямій

7.46. Знайти гострий кут Θ між прямими:
1 -1  уі2 ’

х--2 + t; 

y = 3 + t; 

z = - 5 + \І2і.

ix-y-4z-5  = 0; .
7.47. Визначити тупии кут Θ між прямими |2х + д,_2г-4 = 0 '

1 ,
х = — + 6t; 

7

у = — + Зґ;
14 

z = -21.



7.48. Довести перпендикулярність прямих у  = ~ ~  - ~ ■

Зх + у - 5ζ +1 = 0;

2дс + Зу - 8ζ + 3 = 0.

,x = 2t + 5; . „ Л
*7 леї тт · - x + 3v + z + 2 = 0;
7.49. Довести паралельність прямих <y = -t + 2; ·<

x-y-3z-2 = 0.

7.50. Знайти точку перетину прямої = = ̂  * площини

2х + Зу + z -1 = 0.

7.51. Довести, що пряма x = 3t- 2, у = -4/ + 1, z = 4/ - 5 парале

льна площині 8де - ву - 12z -1  = 0 .

Ί r-, тт f 5л: - Зу + 2z - 5 = 0;
7.52. Довести, що пряма ·! , лежить на площині

[2х- y - z- l = 0
Ах-Зу + Ί ζ- Ί  = 0.

7.53. Скласти канонічні рівняння прямої, що проходить через то

чку M Q (1; 2; - 3) перпендикулярно до площини 3jt-2y + 7z + 4 = 0.

7.54. Скласти рівняння площини, що проходить через точку

х+3 у - 1 z + 2
М 0 (1;-2;3) перпендикулярно до прямої

-З

х — 5
7.55. Обчислити відстань від точки А (2; 3; -1) до прямої =

_ у _  z + 25 

-2
7.56. Знайти рівняння і довжину висоти піраміди SABC, опущеної

з вершини S, якщоЛ (1; 0; 0), В (0; 1; 0), С(0; 0; 1), S (-1; 1; -1).
7.57. Задані рівняння руху точки М(х; у; z ): х = 3 -At, у = 5 + 31, 

z--2 + \2t. Визначити її швидкість.
7.58. Задані рівняння руху точки М(х; у; z) : x = 5-2t, у =-3 + 21, 

z = 5-t. Визначити шлях S, пройдений точкою за проміжок часу від 
/ = 0 до t = l.

7.59. Скласти рівняння руху точки М(х; у; z) , яка з початкового 

положення М0(3; -1; -5) рухається прямолінійно і рівномірно у на

прямі вектора S = (-2; 6; 3) зі швидкістю V - 21.

А г  ВІдакшІдІ

7.40.
Χ =  1 _ /  1 О _l_ 'j. „ де —1 у - 2 z + 3
y = 2-3t; ---= ----=--- .

, χ 7ί - 1 - 3 7z = -3 + It,

х — 1
7.41. 1) x = \ + 2t, у = -1 + 3ґ, z = l + t, -y-

jc-1
2) x = l + t, y = -l + 2t, z = l- t,

3) x = l + t, y = -1, z = 1,

4) x = l, y = -1, z = l + f,

1
де — 1 _  у + 1 

дс-1  у + 1
0 0

7.42. (9; -4; 0), (3; 0;-2), (0; 2; -3).

7.43. x = A + 5t, у = —7 -1 If, z = -2.

7 . 4 4 . ^  = ̂ = ^ .
2 7 4

7.45. де = 2 + 2i, у = 3 - At, z = -5 - 5/.

7.46. θ = —.
3

7.47. cos(180°-0) = -̂ -, 0 = 101°.

7.50. (2; -3; 6).

7 .5 3 . ^ !  = ̂  = ̂ .
3 - 2  7

7.54. 2x - 3y + 4z - 20 = 0.

7.55.21.

7.56. £ ± I= Z z l= £ ± l ,  h=  2
i l l  7з

7.57. F= 13.

7.58.5 = 21.

7.59. x = 3-6i, y = -l + 12i, z = -5 + 9t.

у + 1 _  z -1
=~ί γ ~~γ ;
y + 1 _  z -1  

z — l

~o~;

z -1
~ P



_ £ΛΤΤ . х-1 у -7 z-5 . х-6 у +1 z
7.60. Довести, що прямі ---= -----------------------= -- і -- = ---- = —

2 1 4  3 - 2  1
перетинаються, і визначити координати точки перетину.

7.61. Записати рівняння перпендикуляра, опущеного з початку

х-5 у — 2 z + l 
координат на пряму ——  =  -- = --- .

7.62. Записати канонічні рівняння спільного перпендикуляра

двох прямих:

х = -7 + З/;

7  = 4-2/; і 

z = 4 + З/

х = 1 + /; 

y = -S + 2t; 

z = -12-t.

7.63. Визначити проекцію точки Р  (5; 2; -1) на площину: 
2х - у + 3z + 23 = 0.

7.64. Визначити проекцію точки Р  (2; -1; 3) на пряму х = 3/, 
у = -7 + 5/, z = 2 + 2/.

7.65. Задані вершини трикутника Л (1; -2; -4), В (3; 1; -3) і С (5; 1; 
-7). Скласти параметричні рівняння висоти трикутника, опущеної з 
вершини В.

7.66. Скласти рівняння площини, яка проходить через дві пара-

. х-2 у +1 z -З х + 1 у —2 z + 3 
лельні прямі--- = --- = --- , --- = ----= --- .

З 2 -2 3 2 -2
7.67. Визначити точку Q, симетричну з точкою Р (4; 1; 6) віднос-

.. їх — у — 4z + 12 = 0; 
но прямої -і „ „ „

[2х + у —2z +3 = 0.

7.68. Визначити відстань d між двома паралельними прямими:

2x + 2>>-z-1 0  = 0; . І * ^  

x - y - z - 22 = 0 ‘ Ь  = -' + 5·
z = At + 9.

іамя J
4x-3y + 4z + l = 0

_ , п π  . _ , 3x-2y + z + 3 = 0;
7.69. При якому значенні С пряма < . л паралель

на площині 2x-y-Cz-2 = 0?

7.70. При яких значеннях ї 

пендикулярна до площини Зх - 2 у + Cz +1 = 0?

„ π  . . _ х-2 у + 1 z-5
7.70. При яких значеннях / і С пряма —-— = — = —— пер-

7.71. Скласти рівняння площини, що проходить через точку

. .  . 0 ч х-1 у + 1 ζ-7  х + 5 у - 2
М0 (1; 2; - 3) паралельно прямим — = ----- = —— , ■ = ■ =

_  z + 3 

-1
7.72. Точка М(х; у; z) рухається прямолінійно і рівномірно з по

чаткового положення Л/0(11; - 21; 20) у напрямі вектора S =(-1; 2; -2)

із швидкістю V = 12. Визначити, за який час вона пройде відрізок 
траєкторії, обмежений двома паралельними площинами 2х + 3у + 

+ 5z + 31 = 0, 2x + 3j> + 5z-41 = 0.

7.73. Точка М(х; у; z) рухається прямолінійно і рівномірно з по

чаткового положення М0(20; -18; -32) у напрямі, протилежному 

вектору S = (3; -4; -12) з швидкістю V = 26. Скласти рівняння ру

ху точки М  і визначити точку А/,, з якою вона збігається в момент 

часу ί = 3.

ВІшй@шІаІ

7.60. (-3; 5; -3).

7.61. —  = - У - 2

7.62.

33 -26 27

х+5 у - 1 z

2 - 3 - 4
7.63. (1; 4;-4).

7.64. (3; -2; 4).

7.65. х = 3 + 3/, у = 1 + 15/, z = -3 + 19/.

7.66. 6x-20>’- llz  + l = 0.

7.67. Q (2; -3; 2).
7.68. d = 25.
7.69. C = -2.

7.70. / = -6, C = -.
2

7.71. 9x + ll>» + 5z-16 = 0.

7.72. / = 3.

7.73. x = 20- 6/, y = -18 + 8/, z = -32 + 24/, M,(2;6;40).
141



7.74. Написати канонічні рівняння бісектриси кута А трикутника, 
визначеного вершинами А (4; 1; -2), В (2; 0; 0), С (-2; 3; -5).

[x + 2j> + z- l = 0;
7.75. На прямій визначити точку, рівновідда-

[Зх - + 4z - 29 = 0

лену від точок А (3; 11; 4) і В (-5; -13; -2).
7.76. Задано куб, ребро якого дорівнює одиниці. Обчислити від

стань d від вершини куба до його діагоналі, яка не проходить через 
цю вершину.

7.77. Довести, що рівняння площини, яка проходить через дві па

ралельні прямі 

х — х,

. х — х , _  у - у, _  z - Z, . х  - х 2

вигляд:

/

У~Уі _ z-z2 
т п

має
І

л У-У, - -і

Х2 ~ Х1 Уг~У\ ζ2~ζι
І т  п

7.78. Довести, що рівняння площини, яка проходить через пряму

= 0.

* -* 0  _У~Уо _г-

I т
паралельно прямій *~*і _  У~Уі

т.

має вигляд:
z ~zo 

І т  п

І, т, п.

= 0 .

7.79. Скласти канонічні рівняння прямої, що проходить через то

чку М (3; -2; - 4) паралельно площині 3x-2y-3z-7 = 0 і перети-

х —2 у+4 z -1
нає пряму--- = ----= --- .

З -2  2
7.80. Скласти параметричні рівняння прямої, що проходить пара

лельно площинам Зх +12у - 3z - 5 = 0, Зх - 4у + 9z + 7 = 0 і перети

нає прямі
х + 5 _ у —3 _ z + 1 х-3 _ у  + \_ z - 2

7.81. На прямій

-4 3 - 2  3

;t + 2j> + z- l = 0;

[Зх - у + 4z - 29 = 0 

далену від точок А (3; 11; 4) і В (-5; -13; -2).

визначити точку, рівновід-

7.82. Знайти найкоротшу відстань між двома прямими, які не пе-

х-9 у+2 z . х у+7 z-2
ретинаються: --- = ----= — і —  = ----= --- .

4 - 3 1 - 2 9 2

„ ^  . . х + 3 у —6 z -З .
7.83. Обчислити відстань між прямими = — — = ——  і

х-4 _ у + 1_ z  + 7

8 ~^3~~  З
7.84. Точки М(х; у; z) і jV(x ; у; z) рухаються прямолінійно і рі

вномірно: перша з початкового положення М0(-5; 4; -5) із швидкі

стю VM= 14 у напрямі вектора S{ = (3; - 6; 2), друга — з початкового 

положення jV0(-5; 16; - 6) з швидкістю VN- 13 у напрямі, протилеж

ному вектору S2 =(-4; 12; -3). Скласти рівняння руху кожної з то

чок; переконатися, що їх траєкторії перетинаються, і знайти:
1) точку Р  перетину їх траєкторій;

2) час витрачений точкою М на переміщення від А/0 до Р;

3) час t2, витрачений точкою N на переміщення від N0 до Р.

В)Ψ

7 7 4  ΞΖ± = ΣΖ1 = Ξ±1 
32 1 -5 '

7.75. (2; -3; 5).

7.76. А
З

779  х-3 _ У + 2 _  ζ + 4 

5 -6  9

х = 8/ - 3;

7.80. · y = -3t-l;

z = -4t + 2.

7.81. (2;-3; 5).

7.82. 7.

7.83. 13.



7.84. Μ: χ = -5 + 6t, y = A-\2t, z = -5 + 4t\

Ν: x = -5 + 4/, y = 16-12f, z = -6 + 3t.

1) Ρ  (7; -20; 3);
2) ί ,= 2;

3) /2 =3.

3. Поверхні другого порядку

КАНОНІЧНІ РІВНЯННЯ ПОВЕРХОНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Назва поверхні Канонічні рівняння

С ф е р а х2 + у 2 + z2 = R2

Ци л і н др

еліптичний

гіперболічний

2 Т і 2 1 a b

χ1 У - х
а 2 b2

параболічний у2 = 2 рх { р > 0)

К о н у с  із віссю 2 2 2

Ох

ОII+“s| <5

ч
К1

Оу
2 ,2  2 

a b с

Oz
2 2 2 

^ +Z _ _ £ _  = 0
а 2 b2 с2

Е л і п с о ї д
2 2 2 

Х У 2  л—Г*Н-Г- Н-г- — 1
a b с2

Г і п е р б о л о ї д

однопорожнинний
2 2 2 

^  + ̂ - ^  = 1 
α2 Z»2 с2

двопорожнинний
2 2 2 

£- + 2L _£_  = _ i
а2 ό2 с2

П а р а б о л о ї д

еліптичний
х2 V2
— + ̂ - = 2z (р> 0 , q > 0) 
Р Я

гіперболічний
2 2

—— —  = 2z (р  > 0, q > 0) 
Р Ч

7.85. Скласти рівняння сфери, коли:
1) центр її міститься в точці Л/0(3; -1; 5), а радіус R = 4;

2) сфера проходить через початок координат і має центр у 

точці М0(-6; 2; -3);

3) точки >4 (-2; 3; -7) і 5 (4; -1; 3) є кінцями одного з діа
метрів сфери.

7.86. Визначити координати центра М0 і радіус сфери:

1) (jc-3)2+(7 + 1)2+z2=9;

2) х2 + у1 + ζ1 + 2х - 4γ + 8z +17 = 0.

7.87. Скласти рівняння кругового циліндра, вісь якого проходить 
через точку Р  (1; 2; -1), твірна паралельна осі Oz, а радіус його на
прямної дорівнює 3.

7.88. Пряма х -b, задана в площині Оху, обертається навколо 

осі Оу. Написати рівняння описаного нею циліндра.

7.89. Які поверхні визначаються рівняннями:

1) у1 +z2 =9;

2) де2 = 4z;

3) х2 - 4z2 = 4;
4) yz = 3;

5) 9х2 + 4у2 -18х - 36 = 0.

7.90. Скласти рівняння конуса, вершина якого міститься у почат-

χ2 +χ2 — 1'
ку координат, а напрямну задано рівнянням - д 4 ’

[7 = 2.

7.91. Написати рівняння поверхні, утвореної обертанням гіпер

боли

2 2 
—  = 1·

І)2 с2 ’ навколо осі Оу.

х = 0
7.92. Встановити, які поверхні визначаються рівняннями:

1) У2 = -8ζ;

2) х2 = ζ2;
3) χζ = 2;

4) z2 + 4ζ - 2х + 6 = 0;



5) x2 + у1 + z2 - 4х + 8у - 6z + 20 = 0;

6) 4х2 +16у2 + z2 - 24л: + 2z + 21 = 0;

7) 9л:2 + 4у2 - 36z2 + 36л: + 72z - 36 = 0;

8) 100л:2 + 2 5 / -4z2+16z-16 = 0;

9) Зх2 - 4у2 -18х - 8у - 24z + 23 = 0.

ВІшпкшівіаІ

7.85. 1) (х - З)2 + (у +1)2 + ( z  - 5)2 = 16;

2) (х + б)2 + (у - 2)2 + ( z  + З)2 = 49;

3) (х - 1)2 + (у - 1)2 + ( z  + 2)2 =38.

7.86. 1) М0(3; -1; 0), R = 3;

2) М0(-1;2;-4), Λ = 2 .

7.87. (х-1)2 +(у-2)2 =9.

7.88. x2 + z2=b2.
7.89. 1) Круговий циліндр з твірною, паралельною осі Ох;

2) параболічний циліндр з твірною, паралельною осі Оу;

3) гіперболічний циліндр з твірною, паралельною осі Оу;

4) гіперболічний циліндр з твірною, паралельною осі Ох;
5) еліптичний циліндр з твірною, паралельною осі Oz.

2 2 2

7.90. ——  — + — = 1.
9 4 4

2 2 2 X Z у
7.91. Двопорожнинний гіперболоїд —  ---Г + —Г = 1·

с с b
7.92. 1) Параболічний циліндр з твірною, паралельною осі Ох;

2) пара площин z = ±х, що перетинаються по осі Оу;

3) гіперболічний циліндр з твірною, паралельною осі Оу;

4) параболічний циліндр (z + 2)2 = 2(х -1);

5) сфера (х - 2)2 + (у + 4)2 + (z - З)2 = 9;

~ · ·· (х-1)2 2 (z + l)2 .6) еліпсоїд----- + у -і------ = 1;
4 16

7) однопорожнинний гіперболоїд - (z -1)2 = 1;

, у2 (z- 2)2
8) конус х + —---- ——  = 0;

9) гіперболічний параболоїд ————  - = 2z.

7.94. Визначити рівняння конуса, який проектує еліпс

7.93. Скласти рівняння сфери, яка має центр у точці М0(-2; - 4; 3)

і дотикається до площини 2х - у + 2z + 3 = 0 .
2 2

—  + —  = 1; 
25 9
х = 0,

з точки (4; 0; -3).
7.95. Коефіцієнт рівномірного стиснення простору до площини

З
Oxz дорівнює —. Скласти рівняння поверхні, в яку при такому сти

сненні перетвориться сфера л:2 + у2 + z2 = 25.

7.96. Знайти точку перетину двопорожнинного гіперболоїда

- + у2 -= —1 з прямою х-3 = у-1=-
4 9 З

7.97. Методом перерізів дослідити форму і розміщення відносно

системи координат поверхні х2 - у = 2z.

х-3 7
7.98. Доведіть, що пряма = ^~~2 лежить на °ДнопоРожнин·

2 2 2 
.. . X у Z

ному гіперболоїді: —  + —---— = 1.

Віш ш віді

7.93. (х + 2)2 +(у + 4)2 +(z-3)2 =9.

7.94. 18у2 + 50z2 + 75jcz + 225л = 450. (Заданий еліпс є напрямною, 

задана точка — вершиною шуканого еліпса.)



X2 V2 Z2
7.95. — + І-  + — = 1.

9 25 25
7.96. Μ (4; 2; 9) (пряма дотикається поверхні).

7.99. Знайти координати центра А/ 0 і радіус R кола

їх2 + у2 + z2 =25;

|x-2j> + 3z-7 = 0.

7.100. Напрямну циліндра задано рівняннями: +z ’ твір-
[х = 2z,

на його перпендикулярна до площини напрямної. Скласти рівняння 
циліндра.

7.101. Довести, що рівняння z2 = ху виражає конус з вершиною в 

початку координат. Методом перерізів дослідити форму і побудува
ти цю поверхню.

7.102. Визначити коефіцієнти кх і к2 двох послідовних рівномір

них стиснень простору до координатних площин Оху і Oxz, які пе-
2 2 2

2 2 2 X У Z
ретворюють сферу X +у + Z  =25 в еліпсоїд—  + γ^· + —  = 1.

JEW ВІлшшіоі

7.99. М„ 1 -і· λ
ч2 ’ ’ 2 .

, R =

7.100. (2jc + z ) 2 -10(2x + z) + 25y2 =0.

7.102. к. =-; L· = —.
1 5 2 5

ЗАВДАННЯ 
ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ

Вавпання 1

Обчислити визначник другого порядку. 

7 -2
1.

4.

7.

10.

13.

16.

19.

22.

25.

28.

З -5

З

8

-7

12

-1  З 

-2 5

0 -З 

2 1

2 7

-1  8

4

-16

- 8
-31

-9

2

2.

5.

8.

11.

14.

17.

20.

23.

26.

29.

З

2

2
5

1
18

З

2

8
З

3

4

3

4

-1
4

-З

4

-З

1

-1
-7

5 

2

-5

-7

2
-1

-5 З 

-1  1

-5 7

-1  12

-7 2 

5 З

3.
-1 2 
-З 4

-7 -З 

12 4

9.

12.

15.

18.

21.

24.

27.

ЗО.

! 1
і 18

5 З

6 4

-4 7 

-З 1

-1
5

-5 7 

-1  0

6 7 

- 2  -З

16 11
З 2 '

9 -

7 і



Обчислити визначник третього порядку:
1) за правилом трикутника;
2) за допомогою розкладання його за елементами:

а) першого рядка;
б) третього стовпця;

3) за допомогою розкладання його за елементами деякого рядка 
або стовпця з попереднім застосуванням методу утворення нулів.

1.

1
2 
З

5

-1
7

1 2
3 2
4 З

З

-2
1

З

2
З

8
10
4

1 2 1
10. 2 1 1

1 3 1

2 -1 -1
13. 3 4 -2

3 -2 4

2 1 0
16. 1 2 1 .

0 1 2

1 4 7

19. 2 5 8
3 6 10

2.

5.

8.

3 - 2  2
-2  1 0

1 3 -2

8 2 
10 2 
4 З

1 2
3 2
4 З

1
1

-2

1
1

3.

6.

9.

1 1 1 
2 3 4

4 9 16

8 1 
10 1 
4 -2

2 -1 
2 9

1 1 2

1 1 2 1 2 4

11. 2 -1 2 12. 3 -1 0

4 1 4 2 1 2

1 -3 -1 5 2
14. -1 2 -3 15. 0 7 2 .

2 6 1 2 3

9 10 11 1 -1 1

л. 1 1 1 . 18. 2 -1 -3

2 3 4 -3 4 -2

1 17 7 2 0 5

20. -1 13 1 21. 1 3 16 .

1 7 1 0 -1 10

150

1 2 4 3 -2 1 1 2 0
22. -2 1 3 . 23. -2 1 з 24. 0 1 3

3 -4 2 2 0 2 5 0 -]

2 0 5 2 -1 3 2 0 1
25. 1 3 16 26. -2 3 2 27. 1 1 2

0 -1 10 0 2 5 1 2 1
1 2 3 3 2 0 1 2 3

28. -2 1 1 29. 2 3 1 зо. 1 -1 2
3 2 1 -1 2 3 3 1 -2

Завдання З

Обчислити визначник четвертого порядку.

1.

3.

5.

-1
2

1
-1
4

5

З

2
0

5

1 1 1
2 1 1
1 2 1
1 1 2

2 З

2 
З 

-1  

2 
З 

-2  
5

0 2 0
3 - 1 4

4 - 2  3 

2 0 1

-1
1
0

-З

-1
2
1

2.

4.

1
2
3

4

8
-8
4

0

2
2
3

4

7

2
4

4

6.

8.

З 4 

З 4

3 4 '

4 4

2 0 
7 10

4 5

-З 2 

1 1 
З 4 

1 4 9 16

1 8 27 64 

1 1 1 
З 1 1 

З 1 
1 З

1 1
1 2

З 

1
1 1 

1 1



1 1 1 1 1 2 3 4

1 2 3 4
ю .

2 3 4 1

1 3 6 10 3 4 1 2

1 4 10 20 4 1 2 3

1 2 3 4 1 2 3 4

-2 1 -4 3 -1 3 -1 7
11. 12.

3 -4 -1 2 4 -2 2 6

4 3 -2 -1 5 5 1 3

3 1 -1 2 2 1 4 3

-5 1 3 -4 5 0 -1 0
13. 14.

2 0 1 -1 2 -1 6 3

1 -5 3 -3 1 5 -1 2

2 -5 1 2 3 5 7 2

-3 7 -1 4 1 2 3 4
15. 16.

5 -9 2 7 -2 -3 3 2

4 -6 1 2 1 3 5 4

3 -3 -5 8 1 1 1 1

-3 2 4 _ 6 1 -1 2 2
17. 18.

2 -5 7 1 1 -1 3

-4 3 5 -6 1 1 1 -1

1 1 4 1 1 2 3 0

2 1 3 0 0 1 2 3
19. 20.

3 1 2 1 3 0 1 2

4 1 1 0 2 3 0 1

1 -2 3 4 3 -1 4 2

2 1 -4 3 5 2 0 1
21. 22.

3 -4 -1 -2 0 2 1 -3

4 3 2 -1 6 -2 9 8

2 3 4 2 3 3 4 2

1 2 2 1 2 2 2 1
24.

2 3 4 1 -1 3 4 1

1 4 3 2 5 4 3 2

2 3 4 2 2 3 3 2

1 2 2 1 1 2 2 1
26.

2 -1 4 1 2 3 -1  1
1 5 3 2 1 4 5 2

2 3 4 3 1 2 3 \
1 2 2 2 1 3 5

28.
2 3 4 -1 -2 -3 3 2
1 4 3 5 3 5 7 2

5 0 4 2 2 9 4 2

1 -1 2 1 6 -2  1 1
ЗО.

4 1 2 0 3 6 3 2

1 1 1 1 0 3 1 1

Знайти:

1) добуток матриць А і В;

2) значення многочлена /(А );

3) матрицю АГ1, обернену до матриці А.

' 1 -2 3^ ' 2 г

І. А = 2 -1 4 > 5 = 3 -1

,-з 0 2 ,

"2 -1 2 " '- 1 3"

2. Л = 0 3 4 > В = 2 1

,1 3 -2, 0 ,

f (x )  = x2 +2х-3.

f(x ) = x2 +3jc-1.



' 0 2 ґ 2 1 '

II'ЧЗfi -2 3 1 , в  = -1 3

,1 2 4 , -2,

f 2 3 -Γ ' 1 -Γ

Jb ίΚ II 3 1 2 , 5  = 2 3

,-ι 2 3 , " 2,

f-\ 2 1 л ' 3 -Γ

СЛ ih
. II 3 1 -1 , в = 2 4

,1 -2 2 у -1 ι>

4 0 -Γ "-2 3 Ν

II40 3 1 2 , 5  = 4 0

-і 2 1 , ν-l 2 ,

"2 -1 (Γ ' 1 3 Ν

7. Λ = -1 3 1 , Β = -2 1
-2 b ." І 4 ,

Ί 2 -3' ' 5 1 Ν
8. Α = 2 -1 0 , Β = 1 -1

J 4 -κ , 2 2 >

' 3 -1 2 Ν '-3 1 ϊ

40 II 2 1 -2 , Β = -2 0

4-1 0 1 , 4 З -κ

2 0 ' ' 2 -Γ

-2 1 3 , 5 = 3 0

, 1 -1 2 . . 1 -2.

ґ-з 2 Γ ' 3 -2 '

11. Α = 1 -2 0 , Β = 1 -1

4 - 1
1 2/ , 2 3>

/ ( x) = x2 -4x + l. 

f (x )  = x2 -3x + l. 

/ ( x) = x2 + 2x + 2. 

f (x ) = x2 -2x + 2. 

f (x )  = x2 + 4x-\. 

f[x ) = x2 - 2x + \. 

/ ( x) = x2 -2x + 3. 

f (x )  = x2 +2x-2. 

f (x )  = x2 + 3x + l .

Ґ-1 3 οΝ ґ 3 2 Λ

12. Α = 1 2 1 , Β = -2 1

4-2 1 2 , ,ο 4 ,

Ί 2 -Γ '- 1  0 "

13. Α = 1 -1 2 , 5 = 1 1

4І -2 4 , ч2 -Κ

< 1 3 2"
15. Α = -2 0 1

Η -1 4,

-2 1 -Γ
16. Λ = 3 0 -2

, - ι 1 2 ,

' 2 -3 η
17. Α = -1 1 2

-1 1,
-1 2 3"

18. А = 2 -1 1
-2 Κ

ґ 2 -1 4 '

19. Λ = 0 1 1

4-2 -1 2;

' 1 -2 3"
20. Λ = 2 -1 0

4-1 2 Κ

B =

B =

B =

B =

B =

'2 1 -2 ' ' 1 2 "

14. Λ = 1 3 -1 , 5 = -3 1

4« 2 1 , -1 2 ,

B =

-1
0

-2

2
3

0

-1
3 

-2

-3

-1
1

2
1
0

-3

0
4

3

2

1

1
-2

2
1

-1

0
2

-2
3

-1

2
-1

/ ( * )  = ■

/ ( * )  = ·

/ ( * )  = ■

/ ( * )  = ·

/ ( * )  =

/(■*) = ■

/ ( * )  = ·

/(*)=■

/ (* )=

;2 + 2x - 1. 

:2 + 3x — 2. 

■2 +2x + 4. 

2 - 2x-2. 

:2 - 3x -1. 

:2 - 3x + 2. 

:2 + 2x + l. 

χ2 — Зх + 3 . 

x2 - 2x - 3.



ґ-з 1 - Г r-2 1 '
N> h·
* II 2 -1 1 , в = 3 -1

-2 K ,1  2 ,

' 4 -1 2 ' r—2 і ї

22. А = -2 1 1 , В = 3 2

-i 2 о, , - 2 -к

ґ 1 -2 0 ' (4 2 N

23. А = -2 1 3 , В = 0 3

,1 -1 2/ ,1 -к

ґ 2 -1 3' Ґ-1 4 '

24. А = -1 1 2 , в  = 2 1

,- 2 0 К , з

ґ 1 -2 3' ' 1 -Г

25. А = 2 1 4 , 5  = 3 2

-і 2 і, -1

"2 -1 1 ї ґ 1 2 "

26. /1 = -1 1 2 , 5 = -1 3

, 2 3 - і , 2 - і

'-3 1 -г "-2 3 '

27. Л = 0 -1 2 , 5 = 1 -1

, 2 1 4 , , 2 К

"2 1 -2 ' ґ 1 -2"

28. Л = 3 -1 1 , в = -1 3

2 -к <2 1 ,

Ί 3 1 л f—\ 3 '

29. Л = 1 2 -1 , В = 2 1

,2 -1 0 ,

"7
?І7

f (x ) = x2- Зх + 4. 

f (x ) = x2-2x-l. 

f (x ) = x2-2x + 4. 

/ ( x) = x2 + Зл; + 2 . 

f (x ) = x2 + 2x + 3 . 

f{x )- x 2 +3x-4. 

f{x ) = x2 -3x-2. 

f (x ) = x2 + 2x-4. 

f (x )  = x2+3x-3.

ґ-1 2 1 ї ґ 2 -зл

ЗО. А = 0 3 2 , в = -1 1

ч4 1 Ч , 1 0 ,

Знайти ранг матриці.

Завоання 5

1.

3.

5.

' 3 -1 4 2 '

-5 1 -2 -1
1 -1 6 3

7 -1 0 0

,-з -1 10 5 ,

' 3 -10 6 6 -9

1 -2 4 3 -1
-2 3 0 -1 7

1 3 2 1 0
11 0 -2 8

1 2 3 -4 -5Ч

-4 3 2 -1 4

-5 5 5 -5 -1

, з -1 1 -3 -9,

-1 2 -2 3

2 -1 0 4

-3 2 1 -1
-2 3 -1 6
4 -2 0 8

2.

2 - 4 1 0 - О  

- 1 2  3 - 2 4

5 4 2 1 -3

5 4 9 -3 4

4.

8.

2 -1 3 4 -Г

1 2 1 -1 0
3 -2 1 0 -2
0 -2 4 9 0 ,

3 5 0 -1>
2 0 -5 6
0 1 -1 4

5 6 -6 9

5 4 -4 і ,

1 2 3 -1 2n

-2 1 -1 3 1
3 0 2 -1 4

3 5 7 0 9>



9.

f  4 

1

5

З

-2

-2
1

-1
-з
4

О

5

5

-5

10

-зї

о

-з

-з

з

11.

13.

-2
8
6

-10

З 9 

-5 -1 

- 2  8

0 N

6
6

8 10 -6

2 -8  -6

15.

17.

^—4 2 0 -5Л

- 2 - 1 5  4

1 0  4 4

- 5 1 9 3  

8 -4 0 10

f 3 -2 - 2  П

0 3 1 0

-2  1 3 - 2

1 0  0 3

4 5 7 3

10.

ґ-% 3 1 0 7 4
0 5 -7 2 1

1 - 1 0  1 - 1  

-7 7 -6  3 7

"2 5 0 -г ' 5 -1 0 3 N

3 2 5 0 -4 5 6 -6
5 7 5 -1 12. -3 0 0 -3

-1 3 -5 -1 -2 4 6 -6

,1 8 -5 -2, 4 6 0 ,

14.

Г 1 0 -1  8 2Л 

З 4 - 1 0 1  

5 2 1 1 1

- 1 2 - 3 7 2

16.

18.

3 2 1 0 4
-1 0 -1 2
2 -2 0 -2
1 -1 1 1
0 1 0 0
5 0 2 2 >

0 1 -1 2
1 3 -3 8
0 2 -1 7

-1 1 -3 0
0 0 -1 -10
0 -5 -9 7

19.

21.

23.

-1 -2 4 1 2 ^ ' 1 -2 -1 4>

2 0 -1 2 1 3 -1 2 1
-3 1 4 0 20. -1 2 4 -2
1 -4 2 3 -1 4 -3 -5 1

-2 -1 -3 0 3, -3 1 1 1 J
-1 4 2 П ' 1 -3 2 -1 4"

2 -1 3 2 2 -1 4 3 1
22.

-4 2 -1 1 -3 2 -1 1 -1
4 5 8 3, -1 4 2 1 5 ,

-1 2 1 4 o N ' 1 1 -4 2 N

2 -1 3 1 -2 -2 -3 1 -1
-3 2 -1 1 -1 24. -1 -2 2 1
-2 3 3 6 -3 3 -1 2 0
0 -1 1 -2 -3, ,4 -1 1 5 ,

25.

27.

29.

-1  2 3 -2 r

2 -1 4 1 0
1 -3 -1 -3 1

-1 -3 -3 -9 3,

1 2 -1 2 3

-1 4 3 1 -1
3 -6 -7 0 5

2 10 0 7 8
5 -8 -11 1 9

-1 4 -2 3 1
2 -3 1 4 -1
-3 2 5 0 2
3 3 -8 10 -1

26.

28.

ЗО.

-1
2

-2
З

ч 2

ґ 1
-2
-1
З

-2

(  1 
2

-З

З

2
-1
-1

1
1
4

-7 -2 

-7 4

-2
1
3

-4

-2

-2
4 

2 

6

З

2
-2
1
9

З

-1
о

-7

-З

4 

З 

1
5

4 '

-1
0 

5 

2 у

1 
2 

-1

4

З

2



Знайти власні числа і власні вектори матриці.

'3
‘ 1

' -2 5 N
3.

"-9 -Г
2.

,2 V , 6  -і, Ч 6 -2у

7.

10.

13.

16.

19.

22.

25.

28.

-2  З 
12 - 2  

8 - 2 Л

4  2 ,

(7  2
-1 10 

2 1'
2 3 ^

-5 -1ч

7 З у

-2 4 4

З -З 

' 5 -2

,-3 4

ґ-4 4^ 

ч-5 8У 

/-3 О  

9 5V

5.

8.

(2 5Л 

5 2̂

О  

-2  2

14.

17.

20.

23.

26.

-4 1

ч-3 -8  

2 2
-1

-4

чП

' - 6

v l

/-7

5

2у

4

-З

29.
V

/ 

5^ 

-8  -5

6.

9.

8 1 
-З 4 

1 -\л 

2 4

\ '-7 5Л ,  f-5 4 )
11.

/
12· L  „

,-4 2, і, 2 -7,

15.

18.

21.

24.

27.

ЗО.

-1 
6

4Л 

2 1 

5

-З 

1
-4

-2Л

4 /

-2Л

З

^-7 -4 

4 З 

7 4'

6 5

Завдання 7

Розв’язати систему рівнянь за формулами Крамера.

\2х + 3у = 8;

Зх + 2у = 1.Ч

[2х + 5>' = 15; 

2‘ [х-2у = 3.

3 [Зх + 5у = 21; 

' [2х-у = ]

5.

1.

- х- у  = -5;

1 1 ,
—х — у = 3. 
2 7

Г3у-х = -17; 

[5х + 3у = -5. 

4х - Зу = -4; 

4у-10л: = 3. 

І5х-3у = \6;

9.

11.
2у + 3х = 2. 

ґ Зх + 2у = 7; 

[~2х + 5у = 8. 

ί2χ + 3 у = 8; 

{-5л; + у = 14. 

[2x + 5j> = 17; 

Зх + 8у = 27.

15.

171

19.

f  + > = 5; 

5х- —= 19.

21. |Чз*+в>— *
[x-2y = 5.

ГЗл: — 7_у = 15;
23.

[-д: + 5>' = -13. 

Г5х + 2у = -3;

' [-10х + у = ̂ 1.

4.

6.

8.

10.

12.

14.

16.

18.

1 1 .
х —  ν = 1;

2 З

3x-5>> = -3. 

3 - 2 , Л ;

4д>-* = -.
З

fl 1дг-5:и = 37; 

[4у-х = 25.

(2х + 4у = -\0; 

\у-2х = -5.

[Іх-2у = \\-

[5х + 8>> = -11. 

|8х-3у = -1; 

[7х +13  ̂= 46. 

2х-7у = -3; 

Зу-5х = —7. 

-х + 5 у = 2; 

Зх-1у = 2.

22.

20. |5х-3у = 16; 

[4л: + 5.у = -2.

Г-1 Ijc + jh = 27; 

[4х + 2у = 2.

24. і  2Х + 9у =  ~2; 
[-4х + Зу = -3.

[7л: + 2_у = 8; 

х + 4 у = 1.



27.

29.

2x-y = l;

-- + 3y = -10. 
2

* o
з~ у

2x + 5y = l.

28.

30.

[-llx + 2j> = -15; 

[l0x-3>> = 16.

\ 3x-l\y = \2; 

\-6x + l  у = -9.

Завдання 8

Розв’язати систему рівнянь:
1) за формулами Крамера;
2) матричним методом.

7x + 3j>-z = 2;

I . < 2x-y + 2z = l\

-х + у + z = 0.

-Зх- у + ζ = -Ί\

3. * 2х + 2у- z = 5;

4x-3y + 5z-3.

4х + 2у - 3z - 15;

5. ·! -5х -y + z = -9; 

2x-3y-2z = 5. 

x-2y — z = 5;

7. · —Зх + 4у + 2z = -11; 

2x-y — 3z-9.

Зх + 2у — z = 1;

9. \-х + y-2z = l;

4х - у + 3z = 0.

2х + 3 y + z = 8;

I I .  · Зх-y + 2z = -5; 

х + 3у - 3z = -2.

4х - у + 2z = 3; 

-2х + у - z = -2; 

Зх- y + 4z = l0.

5х - у + z = 6;

4. •|3x + 3>’-z = 6;

-х + 2д> + 4г = 15. 

х — 2y + 3z = -5;

6. І3х + y-z = 9;

-2x - у + 2z - -8.

6x-2y + z = l0;

8. \ -x + y-2z = -\; 

4x-3j + z = 5.

2x - 2y - 3z = -9; 

10. - x + 3y-z = l; 

5x-2y + 4z = 15. 

2x - 2y + z = 2; 

12. -i 3x-6y + z = 7;

—4x-_y-5z = 7.

5x-_y + 2z = -l; Зх - у + 2z = -5;

■ -2x + 2 у - z - 4; 14. -2x + 3y-z = 7;

3x-2y + 3z = -7. 4x + 5y - 2z = 20.

3x + 2 y-z = -9; 2x + 2j>-5z = ll;

■ 4x + 3y + 2z = -6; 16. -x - у + 3z = -6;

x-_y-3z = -5. x + 3j>-2z = 7.

-3x + 2y + z = -3; 2x + y-z = 1;

2x-3j>-2z = 4; 18. -x - z + 2 у = -2;

5x + .y + 4z = 2. >’ + 2x-3z = 9.

3x-y + 3z = -5; x-j> + 2z = -l;

z + 2y-x = l; 20. 3x + z — у = 6;

-x-3z + y = 7. z-2x-3>, = -13.

3 x — y + z = -3; 4x-3>> + z = -7;

-Зх + у + 2z = 0; 22. · x- 2jy-2z = -ll;

x->,-3z = l. -x - 3y + 3z = 4.

2x-y+ 3z = -4; 5x-z + 3j> = 12;

z + у - Зх = -5; 24. x - у + z = 0;

2y-x-z = l. 3x-2z + 2>> = 5.

2x - у - z = 5; -x + 2>» + 3z = 10;

4x + 3z + у = -5; 26. 4x - у - z = 0;

2z-3x-y = -9. z-x-_y = 1.

2x + у - z = 2; —3x—y — z = —l\

Tx + 3y-z = 9; 28. · x + 3y + 2z = -2;

-x - у + 2z = 0. 3x + z-j> = 9.

x-y-3z = -l; 7x + y+ 3z = 7;

-x + 3y + z = 5; 30. · -3x - z + 2y = 0;

4x-j>-2z = 2. >>-10x + z = 3.



Розв’язати систему рівнянь методом Гаусса.

-х, +х2+ Зх3 — х4 = -5;

1.

3.

5.

7.

9.

2х, + 3х2 -х3 +х4 =3;

-х, + х2 + 2х3 — Зх4 = —10; 

-Зх, -2х2 +х4 =-1.

2х, + х2 - х3 + х4 = 3;

5х, - 2х2 - 4х3 + Зх4 = 2; 

-х, + 4х2 + 2х3 - х4 = 4.

-х, + х2 - х3 + 2х4 = -2;

2х, + х2 + х3 - х4 = 3; 

х, - х2 + 2х3 + х4 = -3;

-х, + 4х2 - Зх3 + 2х4 = 2.

-Зх, + х2 + х4 = -1; 

х, - х2 + 2х3 - х4 = 3;

-5х, + х2 + 2х3 + х4 = 1.

х, + Зх2 - х3 + 2х4 = 3;

-Зх, + 5х2 - Зх3 + 4х4 = -5; 

2х, - х2 + х3 - х4 = 4.

-2х, - х2 + 2х, - х4 = 1;

11. х, +х2 -х3 =- 1;

13.

-х, + 2х2 - х3 4- 2х4 =3.

Зх, + х2 - х3 + х4 = 0;

-х, - х2 + 2х3 — х4 = -2; 

х, + 2х2 + х3 + х4 = 4;

6х, + 5х2 - 4х3 + 4х4 = 8.

2.

4.

6.

8.

10.

12.

2х, -х3 +2х4 = 6;

Зх, + х2 + х3 + Зх4 = 7; 

х, - 2х2 - 2х3 + Зх4 = 0; 

х, - 2 х 2 + х3 - х4 = -3; 

-2х, + х2 - Зх3 + 2х4 = -3; 

х, -5х2 - х4 =-12.

2х, -  2 х 2 + 2х3 -  х4 =  0; 

-х, + Зх2 - х3 + х4 = 4; 

х, + х2 + 2х3 + 2х4 = 7.

2х, + х2 - х3 - х4 = 4;

-х, - х2 4- 2х3 + х4 = -3; 

2х, + 6х2 - 6х3 - х4 = 9; 

-2х, + Зх2 — х3 4- 2х4 = —1.

4х, - х2 + 2х3 - Зх4 = -7; 

-2х, - Зх2 + 5х4 = 1;

-х, + 2х2 - х3 - х4 = 3; 

х, + 5х2 - х3 - 6х4 = 2.

Зх, - х2 + х3 - 2х4 = -4; 

-х, + 2 х 2 - х3 + х4 = 2; 

2х, + х2 + 2х3 - х4 = 2 .

14.

Зх, - х2 + 2х3

7х, - 4х2 + 5х3 - 5х4 = - 

-х, + 2х2 - х3 + Зх4 = 7.

•23;

17.

19.

21.

23.

25.

27.

Зх, + х2 - х3 + 2х4 = 1; 

х, + 2 х 2 + х3 - х4 = - 2 ; 

х, - Зх2 - Зх3 + 4х4 = 5; 

-2х, + х2 + 2х3 - Зх4 = -3.

х, + 2 х 2 - х3 = -6;

2х, -х2 +2х3 = 10; 

х, -Зх2 +Зх3 =16;

5х, +Зх3 =14.

х, + 2 х 2 - х3 + х4 = - 2 ;

-х, - Зх2 + 2х3 + х4 = 7; 

2х, - х2 + х3 - х4 = 4;

5х, + 6х2 -Зх3 =-7.

х, + 2 х 2 + х4 = 0;

-2х, - Зх2 + Зх3 - х4 = 0; 

Зх, + х2 - х3 + 2х4 = 4.

х, + 2х2 4- х3 + х4 = 0;

-2х, - х2 + х3 - х4 = 5;

-х, + х2 + 2х3 = 5.

х, - 4х2 + 2х3 = -7 

2х, + 8х 2 - х3 = 23 

Зх, +4х2 +х3 =16; 

х, + 1 2 х 2 - З х 3 =30.

2х, - 2х2 + х3 - 4х4 = 6; 

2х, + Зх3 - 5х4 = 7;

4х, - 2х2 + 4х3 - 9х4 =13; 

2 х 2 + 2 х 3 - х 4 = 1 .

18.

20.

22.

24.

26.

28.

-2х, + Зх2 - 2х3 + Зх4 = 4; 

Зх, + х2 + х3 - 2х4 = 4;

-х, + 2 х 2 —х 3 + х4 = 2.

-х, + х2 + х3 + 2х4 = 6;

Зх, + 2х2 - х3 + х4 = 1;

-х, - 4х2 - х3 - 5х4 = -13.

х, + х2 - х3 + 2 х 4 = 0;

2х, - х2 + 2х3 - х4 = 0;

-х, + 2 х 2 + х3 + х4 = 6;

-х, 4- 2х2 - х3 + 2х4 = 3.

х, - х2 + 2х3 = 3;

—4х2 +7х3 =17;

Зх, + х2 - х3 = -8;

-2х, - 2х2 4· Зх3 =11.

х, - х2 — 2х3 + х4 = 4; 

х, + 2 х 2 - х 3 + х 4 = - 1;

2х, 4· х2 + х3 + х4 = 4;

2х, 4- 4х2 4· 2х3 4- х4 = -1.

х, - Зх2 4- х4 = -8;

2х, - 4х2 + х3 - 2х4 = 1; 

х, -х2 +х3 - Зх4 = 9.

х, - х2 4- 2х3 = 0;

-2х, + х2 - х3 = -1;
4х, - Зх2 + 5х3 = 1;

Зх, - 2 х 2 + З х 3 = 1.



29.

-x, + x2 + 4x3 - χ4 = 5; 

2x, - x2 - x3 + x4 = 2; 

-x, + 2x2 -x4= -4.

30.

x, + 3x2 - x3 + x4 = -6; 

-x, + x2 + x4 = 1;

3jc, + x2 - x3 - x4 = -8; 

4x2 - x3 + 2x4 = -5.

Завдання 10

Знайти значення параметра ОС, при якому система має ненульові 
розв’язки, і знайти ці розв’язки.

3.

5.

7.

9.

11.

x-4y + 7z = 0; 

5х - 3 у + ocz = 0; 

-Зх-5y + 5z = 0.

x-2y-z = 0; 

αχ + 3у - 2z - 0; 

x-3y-5z = 0.

x + 2 у + az = 0; 

x + y-4z = 0;

2x + 3j-8z = 0.

3x + 6y — 7z = 0; 

x + у - 2z - 0; 

x-2y + az = 0.

4x + 2y-3z = 0; 

ax - 7 у + 4z = 0; 

x-5y + z = 0.

3x + cty + z = 0; 

x + 2y + 2z = 0; 

x + 2y-3z = 0.

4.

6.

x + ay + 3z = 0; 

2x + у - z = 0;

5x + 3y + z = 0.

x - у + 3z = 0;

4x + ay + z = 0; 

7x + 5j>-z = 0.

3x-6y + 4z = 0; 

x + ay - 2z = 0; 

5x-12y + 8z = 0.

3x + 2 у + 3z = 0; 

8. · otx + 3y + z = 0; 

2x-_y + 2z = 0.

10.

12.

-x - 2 у + z = 0; 

-x + 4 j + z = 0; 

x + 2jy + az = 0 .

2x + у + z = 0; 

3x-2y-2z = 0; 

x + у + az = 0.

3 x - j  + z = 0; -2x - у + 2z = 0;

• ax + j- 3 z  = 0; 14. x + ay + z = 0;

x-3j> + 7z = 0. x - y - 3 z  = 0.

2x + у + 6z = 0; 4x + у + az = 0;

x + 5 у  + 3z = 0; 16. 3x-2y + 2z = 0;

x + 2^ + az = 0 . x + 3y - z  = 0.

-3x+ay + z = 0; -7 x - 2y + z = 0;

x + 4у - z = 0; 18. -2x + ay - z = 0;

x-9y  + z = 0. x - 4 ^  + 2z = 0.

3x + 2y-6z = 0; -2x + ay + z = 0;

2x + 3y + az = 0; 20. -x + 3^ + 5z = 0;

x - у - 2z = 0. x-3jy + 4z = 0.

4x +у + 6z = 0; -5χ-10_μ + ζ = 0;

ax + 3y -2z = 0; 22. · 2x + 4;y-13z = 0;

x - у + 4z = 0. ax + 2^ + 4z = 0.

ax - 5y +1 lz = 0; 4x + ajy-3z = 0;

2x + у  + 3z = 0; 24. —2x + 2 y - z  = 0;

x + 4у - z = 0. x - y  + 3z = 0.

6x + >» + 5z = 0; 2x-y  + 3z = 0;

x + ay + 2z = 0; 26. -3x + 2 y - z  = 0;

3x - 2y - z = 0. -x+2y + az = 0.

Зх + у + z = 0; 5x-4z = 0;

ax + j  - z = 0; 28. Зх + у + az = 0;

x-3>> + z = 0. x + 2y + 2z = 0 .

-x + ay + 2z = 0; 5x - 6 у  + 8z = 0;

3x-3^-8z = 0; 30. x + ay - 4z = 0;

x - y - 4 z  = 0. 8x + 3 j  - 4z = 0.



Знайти проекції Rx, R рівнодійної двох заданих сил.

2.

Fi h йЧ

a jc

3.

= 2, = 4, α  = 135°, β = 150° F, = 2, F2 = 3, α  = 45°, β =

4.

Ο
β \

= 4,1^ = 6, β = 150°

Ο

= 4, F2 = 3 ,α  = 150°,β =

5. 6.

F, =2, k  = 6, α  = 150°, β = 45° ^  =4, F2 = 3 ,α  = 120°,β:

150°

χ

60°

150°

У

ο

α 4
\ / Π

\

= 2, F2| = 3, α  = 135°, β = 60° |f,| = 3,|F2 =1, α  = 45°, β = 150°

10.

1

11.
= 2, F2 = 5 ,α  = 135°,β = 120°

|F,| = 5, F2| = 4, α  = 120°, β = 60° 

13.

/г | = 4, F2 =1, α  = 150°, β = 45° 

14.

1 = 4, F2| = l, α  = 135°, β = 60° |̂ | = 4, F2| = 3, α  = 135°, β = 120°

169



= 2, α  = 120°, β = 30° Fx = 4, |f2| = 1, α  = 150°, β = 30°

= 2, Κ = 3, α  = 150°, β = 60° |/̂ | = 1,

20.

= 3, α  = 135°, β = 30°

ν^α"
/  β

Ν
21.

= 5, = 2, α  = 30°, β = 45° ^1  = 1, |f2| = 3, α  = 60°,β = 120°

22.

Ο ν ’α  *χ

у  β

Λ

"ча Щ  ο

І  _ \л
F,

=з, F2| = 2, α  = 60°, β = 120° 1̂ 1 = 3, |f2| = 2, α  = 45°, β = 60°

170

25.

= 1,5, |f2 = 3, α  = 120°, β = 45° IfJ

Κ
V \

Ν
27.

= 4, |f2| = 5, α  = 30°, β = 135° |f ,| = 3, |f2| = 4, α  = 150°, β = 45£

28.

-Λα
Ο

|̂ | = 3,|^| = 1,α = 30°,β = 120° Щ  =2,|^| = 6 ,α  = 1350,β = 45°

29. 30.

Ο

■ U

F ,/\ i

ο

= 1, F2 =2 ,α  = 120° |f ,| = 2, |f2| = 6, α  = 135°, β = 45'



Задано координати векторів p, q і f  у базисі i , j , k  і розклад 
вектора а за цим базисом.

Розкласти вектор а за базисом p, q, r

Номер
варіанта Р ч Г а

1 (2;-7; 1) (3; 2;-5) (-4; 1; 3) -12i + 157 + *

2 (2; 8; 2) (1; 3; 5) (3; 5; -1) -97-137-5*

3 (5; 3; 2) (8;-2; 1) (1;6;-1) 2Ї - 7 j — 5*

4 (1; 3; 2) (2;-5; 7) (1;3;-1) 4/ + у + 8*

5 (1; 2; 1) (2; 3; 1) (—4; —1; —4) 157 + 117 + 10*

6 (2; —1; 1) (-і; і; 3) (1; —5; —1) 91 - j  - к

7 (2; 1; 0) (0; 3; -1) (5; 16; 10) -77 + 167 + 8*

8 (2; 1; 1) (-3; 4; —4) (1; 2; 0) -77-7-5 *

9 (-1; 2; 3) (4; -1; 1) (-5; і; —2) 6 і + зу +11*

10 (3;2; 1) (і; —4; 5) (-6; 5;-2) -137-97 + 5*

11 (-2; 3; 0) (5; -1; 4) (-3; 2; -1) -7+*

12 (3; -2; 5) (-2; 1; 0) (4; -1; 3) 97 + 7*

13 (2; 7; 7) И ;  3; 9) (9; -6; -9) 287-7 + 5*

14 (5; —1; 2) (-1; 2; 3) (3; -4; -1) 57 + 97 + 4*

15 (3; —1; 2) (—і; —і; і) (0; 3; -1) -117 + 167-9*

16 (2; 1; 0) (1; 0; 5) (0; 3; —1) 57 + 167 + 10*

17 (7; 3; -1) (-1; 0; 8) (5; 4; -3) 47-87 + 3*

18 (3; 5; 2) (-2;-8; 1) (1; 9; 4) -97 + 37 + 20*

19 (3; —1; 5) (1;2;-1) (-7;-Ю; 8) 77-47 + 8*

20 (9; -4; 3) (0; 1; 7) (1; —6; 8) 8/ + 4у + 9*

21 (4; 0; 5) (7; 11;-1) Н ;2 ;- 3 ) -117-47-10*

22 (-1:3; 2) (5; —1; 4) (-4; 0; -9) -77 + 137-9*

23 (6; 0; 1) (-2; 4; 7) (1; —3; —5) -77 + 97 + 13*

Номер
варіанта Р Я Г а

24 (1; —8; 3) (-3; і; 5) (7; —1; 0) -47 + 187 + 9*

25 (-7; 2; 5) (2; 0; -1) (—4; —1; 6) 77 + 47-10*

26 (0; 2; 1) (-3; 2;-7) (-4; 1; —1) 227 + 157 + 2*

27 (-2; -1; -6) (3; —1; 2) (5; і; 4) 87 + зу - 6*

28 (-4; 7; 2) (5; 2; —1) (-1; -і; і) 197-77 + 3*

29 (-6; 1; 0) (1; 4; -1) (-5; 2; 3) 97 + 207-15*

ЗО (5; 0; -2) (8; 3; 1) (1; —7; 6) 187 + 7-22*

Завдання 13

Задано координати вершин трикутника ABC.
Скласти чи знайти:
1) довжину сторони АВ;

2) напрямні косинуси вектора АВ;

3) косинус кута при вершині А;

4) площу A ABC;

5) рівняння сторони АВ;

6) рівняння медіани, проведеної з вершини В;

7) а) рівняння і б) довжину висоти, проведеної з вершини С.

Номер
варіанта А в с Номер

варіанта А в с

1 (-і; з) d; і) (3; 5) 16 (3; 5) (5; —1) (-3; -2)

2 (і; —2) (4; 0) (i; D 17 (-2; 2) (-1; -2) (3; 1)

3 (-і; -і) (-2; і) (і; 2) 18 (0; 4) (4; 2) (і; і)

4 (2; -3) (4; 2) (2; 2) 19 (-2; -3) (3; 0) (0; 5)

5 (і; -3) (-2; -1) (і; 3) 20 (-3; 0) (4;-2) (2; 3)

6 (0; і) (-і; -2) (2; 0) 21 (-1; 0) (-2;-5) (2; -3)

7 (і; —3) (0; -1) (3; —1) 22 (3; 4) (5; 0) (-і; -і)

8 (4;-2) (2;-2) (3; і) 23 (3; -7) (і; -2) (6;-4)



Номер
варіанта А в с Номер

варіанта А в с

9 (-2; -1) (0; 2) 24 (6; 3) (2; 0) (і; 4)

10 (-і; О (2; 0) (-і; -3) 25 (-3; 4) (-і; і) (—6; 0)

11 (-3; 3) (0; 0) (3; 2) 26 М ;  -і) (0; 3) (2;-2)

12 (-2;-2) (-і; о) (і;-2) 27 (2; 4) (4; 0) (-3; -і)

13 (0; 3) (2; і) (4; 4) 28 (-2; і) ( і; -3) (4; 2)

14 (-і; -5) (3; —4) (0; -2) 29 (5; 0) (6; 4) (2; -3)

15 (-3; 2) (0; 5) (3; 0) 30 (-3; 0) (і; 5) (4; і)

Завдання 14

Матеріальна точка, рухаючись рівномірно і прямолінійно, пере
міщується з положення М, у положення М2 під дією трьох сил

/j, F2, F3, що прикладені до неї. Задано координати точок А/,, М2 і 

розклад векторів FX,F2,F3 за базисом i , j , k .  Знайти кут між 

напрямком рівнодійної R заданих сил і вектором переміщення 

А/,Л/2, а також роботу А, яка при цьому виконується.

№
вар.

Μ, мг
h

1 (-1; 3; 5) (2; 6;-7) —2і + Зу - 5* 37-7 + 2* -4 j- k

2 (2; 4;-5) (-3; 1; 4) ЗГ + у-2* -47 + 27 —і + 2 j -Зк

3 (-2; 1; 3) (4; 2; -1) —j  + 3* 2і + 7-5* 27 + 37-4*

4 (3; 0; -2) (-2; 3; 1) 2 і - 4у + 3* 37 - 27 + * 37-4 *

5 (2; і; 4) (-3; 1; 0) Зі —4 у -7+3у - * 27 + у - *

6 (2; 4; 6) (0; 3; -4) 47 + 7-2* 57-27 і - 2 j  + 4*

7 (-3; 4; 1) (2; 5; -1) 2Ї + 3]-к -з/ + 7+* 37-57

8 (1; —2; 4) (3; 1; -2) 7 + 27 + 2* —7і + 2у' + 3* 57 + 7-3*

9 (2; 4;-6) И ;  5; 1) 6і - у + 4* -4і + Зу - 5* 7-3*

10 (1; 0; 7) (6; 4; -3) -47 + 5* 37 + 27 - 7* 2і - у + 4*

№
вар.

А/, Мг 3̂

11 (3; 5; -6) (-4; 2; 0) 37 + 27-* -7 + 2* -57 + 47-*

12 (-4; -і; 0) (-5; 4; 1) 7 + 37-2* 2/ + 6у - * 2у + 4*

13 (2; -3; 4) (0; 2;-8) -57 + 7 4» + 7у + 3* -27-97 + *

14 (-5; 6; 7) (—2; —3; —1) -77 + 47-3* 87 + 3* -4і - 6у + 4*

15 (3; 4; -5) (-6; 7; 2) 2і - Зу + 5* -З І  + j - k 4і - 6у

16 (1; 0; -8) (3; -2; -11) 5і +* 27-7 + 7* -77-37-6*

17 (4; -3; 2) (7; —4; —1) -47 + 27 + 7* -7-37-9* -27 + 3 *

18 (-3; 2; 7) (-2; 5; 9) -67-37-2* 37 + 57 2і + у + 4*

19 (0; —1; 10) (4; 3; 8) - 3 j - 2 k /' -2 j - k -57 + 6у + 4*

20 (5;-6; 2) (8; -3; -5) 27 + 37-5* -З і  -  5у + 6* 47 + Зу

21 (-7; 9; 3) (-9; 11; 6) 2 і + Зу -47-7-7* 37 + 37 + 2*

22 (-3; 2; 0) (-4; -1; -5) -47-7 + 5* 27-7* 27 + 47 + *

23 (4; 2; 1) (5; -3; -5) —7/ + 2у + 6* 37-37 + 2* 27-7*

24 (-5; 7; 4) (0; 8; 6) 47-* 27-37 + 4* -7 + 27-*

25 (3; 4; 0) (7; —2; —3) 57-27-3* -37 + 5 * —47 + 37 + 2*

26 (-2; 5; 4) (-3; 7; 6) 27-37 + 4* -57 + 97-5* -7 у + 6*

27 (3; 2; -7) (5; —1; —9) -7 + 57 37-67 + 3* 27 - 4у - 6*

28 (-5; 2; -3) (-6; -3; 2) 37 + 47 + 5* 27-4* -5і - 6у - 2*

29 (-1; 5; -2) (3; 8;-5) -27-77-3* -37 + 27 + 7* -37 + 47

30 (-4; 9; 5) (-5; 8; 9) -77-7 57 + Зу - * -47 + 57-2*

Завпання 15

Задано силу F  проекціями Fx,Fy,F z і координати точки А —

точки її прикладання. Знайти величину і напрямок моменту сили F  
відносно початку координат. Зобразити у тривимірній прямокутній

системі координат заданий вектор сили F  і знайдений вектор 

моменту A/0( f ) .



Номер
варіанта РУ F. А

1 -1 1 0 (2; 3; 0)

2 0 -2 3 (0; 4; 2)

3 -3 0 4 (4; 0; 1)

4 6 -1 0 (4; -5; 0)

5 0 5 -6 (0; 3; 4)

6 -5 0 -2 (-2; 0; -3)

7 3 4 0 (-5; 7; 0)

8 0 2 -2 (0; -6; -3)

9 -1 0 2 (3; 0; -4)

10 6 -5 0 (—4; —1; 0)

11 0 X 1 (0; -4; 2)

12 -4 0 2 (-1; 0;4)

13 -2 -4 0 (5; 7; 0)

14 0 -1 -А (0; 4; 7)

15 -1 0 -5 (5; 0; 7)

16 -2 4 0 (-3; -6; 0)

17 0 -4 2 (0; 5;-6)

18 4 0 -1 (-9; 0; 5)

19 -3 -3 0 (-2; 4; 0)

20 0 -2 5 (0; -3; 4)

21 -2 0 -3 (4; 0; -5)

22 2 3 0 (3; 1; 0)

23 0 2 -4 (0; 4; 6)

24 2 0 -5 (4; 0; 8)

25 -4 1 0 (5; -6; 0)

26 0 4 2 (0; 4; -5)

27 5 0 2 (-7; 0; —4)

28 3 -5 0 (4; 7; 0)

29 0 -2 -5 (0; -2; 6)

30 -5 0 -3 (8; 0; 4)

Задано координати вершин піраміди ABCD.

Скласти чи знайти:

1) об’єм піраміди;

2) а) рівняння і б) площу основи ABC;

3) а) рівняння і б) довжину висоти DK, проведеної з вершини D;

4) косинус внутрішнього кута між гранями ABC і ACD;

5) координати х, у, z точки перетину висоти DK з площиною 

ABC.

Номер
варіанта

А В С D

1 (1; —1; 3) (5;-6; 4) (3; 4; -3) (6; 1; -6)

2 (2; 3; 1) (4; 5;-2) (6; 2; 4) (-2; 1; 3)

3 (-4; 1; 3) (1;-4; 1) (-3; 5; 6) (-1; 7; 2)

4 (3; 4; 5) (7; 0; 1) (6; 4; 2) (8; 3; 7)

5 (2; 5; 6) (4; 7; 9) (-3; 8; 1) (0; 6; 4)

6 (4; 0; 3) (0; 2; 2) (1; 5; 4) (3; 10; 5)

7 (3; 1; 5) (6; 4; 4) (0; 3; 4) (4; 2; 5)

8 (3; 2; 2) (4; 1; 0) (0; 3; 4) (3; 4; 7)

9 (2; 2; 0) (3; 0; 4) (4; 6; 1) (5; 7; 2)

10 (2; 0; 1) (5; 5; 3) (4; 2; -1) (5;-2; 4)

11 (-1; 5; 3) (-3; 7; 6) (2; 3; 4) (4; 6; 1)

12 (3; 5; 4) (5; 7; 2) (2; 8; 1) (6; 4; 3)

13 (-2; 1; —6) (-3; 2; -4) (-4; 2;-7) (5; 6; 8)

14 (2; 1; —1) (4; 3; -4) (3; 5; 2) (5; 7; 7)

15 (2; 4; 7) (4; 6; 8) (6; 9; 1) (-2; 4; 3)

16 (3; 2; 4) (7;2; 1) (4; -2; 1) (-4; 5; 6)

17 (-1; і; 5) (-1; 5; 2) (3; 2; 6) (0; 4; -1)

18 (4; 6; 2) (3; 1; 1) (-1; 5; 4) (7; 8; 3)

19 (2; 3; 1) (3; 4; 2) (8; 3; 5) (-4; 7; 6)

20 (4; 6; 4) (8; 9; 5) (6; 8; -1) (2; 4; 6)

21 (3;2; 1) (4; 5; 2) (6; 2; 4) (-4; 6; 5)



Номер
варіанта А В С D

22 (1; 0; -2) (2;-2; 1) (4; 4; -1) (5; 6; 2)

23 (2; 5; 4) (5; 7; 0) (-і; 8; і) (-2; 4; 3)

24 (2; і; 0) (4;-2; 3) (6; 4; -3) (2; 8; 4)

25 (1; 0; -2) (2;-2; 3) (4; 3; -1) (6; 2; 5)

26 (4; 8; 3) (7; 6; 4) (1:9; 5) (1; 2; 6)

27 (-1; 1; 1) (3; 0; 4) (0; 4; 5) (2; 7; 1)

28 (3; 1; 2) (5; —1; —1) (4; 3; 6) (-2; 5; 4)

29 (—2; —1; —3) (-5; 1; —6) И ;  3; —2) (1; 0; 3)

30 (0; 4;-2) (2; 6; -1) (—2; —1; —3) (4; 7; 1)

Завдання 17

Спростити рівняння ліній і побудувати ці лінії.

1.

1)4χ2+ 9 /-24 χ = 0;

2) х2+7 2 - 8х + 187 + 48 = 0;

3) x = -\ + 2yly-5.

3.

1) 4JC2 +9у2 +24х-727+144 =0;

2) jc2-4 /-2x-16y  + l = 0;

3) х = -4 + уІЗ-2у.

5.

1)* 2 +_у2 + 6х + 1 = 0;

2) j  = -7 + Зл/jc — 1;

3) 9х2 + 4у2 +18х - 27 = 0.

7.

1) x = 7 - 5 j4 ^ ;

2) 9х2+4/+18дг-8у-23 = 0;

3) 25х2-1б /+ 50х+327~391=0.

2.

1) х= 2 - 3 ф  + у2;

2) х2 + 6х + 47  -15 = 0;

3) x2+ / -507 + 621 = 0.

4.

1) 4jc2 + 2 5 / + 1007 = 0;

2) у2 -6у-9х-9 = 0;

3) x = -l + yj2y + 4.

6.

1) 9х2 - /  - 4у -13 = 0;

2) де2 + 2х + 2у — 5 = 0;

3)χ = - 4 - ^ 4 γ - γ2.

8.

1) у2 - 8 7  + 8х + 24 = 0;

2) х2 + у2 - Юх + 4у + 4 = 0;

3) х = 3-^уІу2-25.

9.

1) х2 -9у2 +6x + 36 j-18  = 0;

2) x2 + 4 x - 4 j + 8 = 0;

3) у = -3-1уІЗб-х2.

11.
1) 25х2 - 472 +50х+16у-91=0;

2) ^ = - 1 - лУЗдг-6;

3) х2+у2- 8д: + 15 = 0.

13.
1) X2 4 - /  - 2х = 0;

2) y = -\-3yjx2 -4x4-5;

3) / +8у-5х4-31 = 0.

15.

1) х2 - 9д>2 + 8х +187 - 2 = 0;

2) х2 4-2 х - 7^4-29 = 0;

3) у = 3-уІ24-х2-10х.

17.

1) у2 4-4^4-Зх4-7 = 0;

2) х2+у2-6х + 4у-12 = 0;

3) у = -j-\/*24-6x-16.

19.

1) 16х2 - 9 /  -32х-54^4-79 = 0;

2) χ2 4* у2 — 6х 4- 87 —11 = 0;

3) х = 4-ЗуІ2-2у.

10.
1) х = —4 4- уІ$ — у2 4- 2 7 ;

2) 4х2 4-9/-18^-27 = 0;

3) /4 - 10>>-8х 4-49 = 0.

12.
1) х2 - 4x 4-74-9 = 0;

2) 4х2+72-40x4-474-100 = 0;

3) x = l + | V / + 9 .

14.

1) х = 1,5 4-^2 7 4-4;

2) x2+16y2+4x-967+132 = a

3) 9х2-4/-72х-874-1М=0.

16.

1) 4х2 4-72 4-16х-874-16 = 0;

2) х2 4-7 2-4x4-1 2 7 -24  = 0;

3) 7  = -3 - уі2 —  ~х .

18.

1) 7  = —л/-х2 -12х-27;
З

2) х2 -12х 4- 57 4- 46 = 0;

3) х2 4- 7 2 4- 2х - 63 = 0.

20.
1) 7 2 - 67 - 5х -11 = 0;

2) х2 4- у2 - 4х -1 2 7  4- 36 = 0;

3) х = 2-^уІу2 4-27 + 17.



21.
1) x2 + у2 - 4 y - 5 = 0;

2) 36х2- 4y2 + 72x + 24y + 144 = 0;

3) y = 5-2уП .

23.
1) 4x2->>2-16x-16^-52 = 0;

2) x2 + y2 + 2x-8>’ + 13 = 0;

3) x = - l- y j5- y .

25.
1) x2 +y2 -14x + 4j> + 37 = 0;

2) x2 — 4x — 3y — 11 = 0;
__________

3) x = l +—y j2 l- y 2 —4y.

27.
1) 25x2- y 2 +\00x-2y + 14 = 0;

2) x2 +y2 + S x-6y+ 9 =  0;

3) x = -7- y[y.

29.

1) y = 3-^yj\5-x2-2x;

2) x2 - 4x - 8>> - 20 = 0;

3) x1 +y2 +\0x-6y + 24 = 0.

22.
1) x2 +y2 +\0x-\4y + 73 = 0;

2) x2 +12x->> + 38 = 0;

3) x = —5 + ~yjy2 -6y + 5.

24.
1) y2 + 2y + 4x —11 = 0;

2) 4x2 +9y2 +24x-\8y+9 = 0;

3) v = l +—s!x2+\2x + 21.
3

26.
1) 4x2 -y2 + 8x-4>> + 16 = 0;

2) = 2 + V2x + 8;

3) x2+ /+4x-12 = 0.

28.
1) y2 +2y + 3x + 7 = 0;

2) 4x2+ / -12^ + 32 = 0;

3) x = -6~ y ly2-2y-24.

30.

1) χ2-64/+4χ+128>'-124=0;

2) χ2 + у2 + 6x — 2y + 8 = 0;

3) y = 5 + yl9-3x.

Завдання 18

Виділенням повних квадратів спростити рівняння поверхні дру
гого порядку. Визначити тип поверхні та її розташування.

1. х2 + 4у2 +z2 - 4х + 24у - 2z + 37 = 0.

2. 9х2 + 4у2 - 36z2 - 72х - 72z + 72 = 0.

3. х2 + у2 + z2 +4x-2y-8z-4 = 0 .

4. 9х2 + у2 + 36х — 6у — 36z + 45 = 0.

5. 9х2 + 9у2 - 4z2 -18х -16z - 7 = 0.

6. 4х2 + 9у2 — z2 — 16х + 54у + 2z +132 = 0 .

7. у2 -бх-Юу + 1 = 0.

8. x2 +4у2 +4z2 +6х-8у + 9 = 0.

9. 9х2 - z2 +18х - 9>> + 6z = 0.

10. х2 - 4у2 - 4z2 + 6х + 32у - 8z - 59 = 0.

11. 4jc2 +16y2 -z2 -8x + 32y + 2z+ 3 = 0.

12. x2 + у2 + z2 - 6x + 4y + 4 = 0.

13. 9x2-y2 +36z2 +I8x + 4y + 4l = 0.

14. x2- 9 /+ z 2 + 2x-4z + 5 = 0.

15. 25y2 +z2-25x + 100y-2z + 10\ = 0.

16. 4x2- y 2 +16x + 12y-24 = 0.

17. 9x2 +9y 2 +4z2 -90x + \Sy-8z +202 = 0.

18. x2 + у 2 + 6x - 2y +1 = 0.

19. 16x2-4y 2- z 2 +64x + 8y + 76 = 0.

20. 4x2 + 4y 2 -25z2 +24x-8y-50z + 15 = 0.

21. 9jc2 -4y 2 -36z2 +18x-32y + I44z-  235 = 0.

22. 4x2 + y2 + 6y-7 = 0.

23. x2 + 9z2 + lOx - 9y - 36z + 61 = 0.

24. 4x2- y 2- z 2 +8x-8y + 4z-16 = 0.

25. 36x2 +9y2 +4z2 +216x + 16z + 304 = 0.

26. 4y 2 -9 z 2 -36x + l6y + l8z + 7 = 0.

27 .100x2 —4y2 + 25z2 + 16j + 50z-91 = 0.

28. 4x2 - 2 5 /  - 24x- 50>>- lOOz + 11 = 0.

29. x2 + y2 + 14x - 4y + 4 = 0.

30. 36x2 + y 2 - 4z2 + 4y + 8z + 36 = 0.



ВІДПОВІДІ ДО ЗАВДАНЬ 
ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ ро б о т и

Завдання 1—4

№
вар.

Номер завдання

1 2 3
4(1) 4(2) 4(3)

АВ / W А'1

1 -29 32 5

Ґ-1 9 ' 

5 11

,-5 -К

-13 -4 4' 

-8 -8 14 

42  6 -9

1

18

<-\ 2 -5' 

-14 10 2

ν-З 6 3,

2 14 -12 -4

' 4 5'

22 3

-з 6,

Ί ΐ  -2 2 ' 

4 29 16

,з  п  п ,

1

46

<-18 4 -1 

4 - 6 - 8  

ν -3 -7 6

3Ί

/

3 2 2 -20

-3 8 

-6 5 

,4  -1,

'-4 -4 2" 

3 - 4  5

ч~4 8 2

1

25

ΊΟ  -10 5' 

9 1 2 

-7 2 4V J

4 1 68 1800

'7 9 4 

7 -4 

,6 і ,

'9  -2 4^ 

-2 12 -1 

И  -1 6;

1

42

-1 -11 7 

-11 5 -' 

7 -7 -'

\

5 23 14 -900

г0 КР 

12 0

,-3 -7,

г8 2 Г  

5 13 -2 

-3 -8 13,

1

21

'0  - 6 - 3 ' 

-7 -3 2 

,-7 0 -7

6 8 28 12

м  г

-4 13

,9  -1

'2  -2 0' 

-2 5 -3 

,6 0 6,

1

10

'-3 -2 Γ 

-5 0 -5 

[ 7 - 2  1,

7 59 42 -54

Ч  5' 

-8 4 

,4 5,

Ί2 -9 -Г 

-8 19 8 

,9 -17 2,

1

8

5 1 -Γ  

2 2 - 2  

- 1 3  5 ,

№
вар.

Номер завдання

1 2 3
4(1) 4(2) 4(3)

АВ /(Λ) A-'

8 55 14 48

' 1 -7' 

9 3 

.7  -5,

<1 -16 6> 

4  8 - 6  

,6  -14 1,
22

Ί  -ίο -з 

2 2 - 6  

{9 -2 -5

\

/

9 33 0 1

Μ  Γ  

-14 4

,6  -2,

"2 -2 6' 

6 0 4 

,-2 1 0,

1

5

Ί  1 0 ' 

0 5 10 

J  1 5,

10 1 1 160

'4  1 4
2 -4

,1 -5,

-7 4 6' 

-1 -6 15

k5 -3 3,

1

9

'5 -4 6' 

7 - 2  3 

J  ί 3,

11 -19 6 900

-5 7 ' 

1 0

,2  7 /

r 2 -3 2' 

-2 1 1 

ν-1 1 10;

1

1
ν

-4 -3 2' 

-2 -5 1 

-1 1 4,

12 2 60 900

'-9 1 ' 

-1 8

Γ* 5>

1 9 3> 

1 11 6

-5 0 8;/

1

15

" 3 - 6  3 

-4 -2 1

,5  -5 -5

\

/

13 -2 34 40

-3 3' 

2 -3 

,5 -6J

Ί7 12

7 -6 11

8 -10 21

1

3

"0 -6 3Ν 

-2 13 -7 

-I 8 -5,

14 1 13 18

Ί  Γ  

-7 3 

,-7 4 ,

Ί3 3 -11' 

7 18 -8 

,2 12 5

/

1

5
ν

5 -5 5' 

- 1 2  0 

2 -4 5,

15 17 -21 -9

-5 1Ρ 

0 -5

Γ» 5,

(-Ί -5 9 ' 

3 - 9 - 2  

ν5 1 Ί j

1

32

Ί  -14 3' 

9 2 - 5  

^2 4 6

16 6 4 -70

-1 5 ' 

6 1

J  -2,

Ί3  -6 Γ  

-13 0 -1 

,6  -2 4

1

11

'2  -3-2  

-4 -5 -7 

,3  1 -3

\

/



№
вар.

Номер завдання

1 2 3
4(1) 4(2) 4(3)

АВ / м А-<

17 -1 0 -94

(-13 0 ' 

0 -3 

-9 6

"7 -1 -б'1 

8 1 -3 

,1 -11 2 )

1

24

3 2 -7 

9 -2 -5 

-3 -10 - l j

18 -19 6 -8

' 4 7' 

-4 0 

і,

'7  -6 8' 

1 2 8 

-2 -2 5

1

12

" 1 - 8  5 ' 

-1-4 7 

-3 0 -3\

19 23 -3 0

V

3 -11 

1 2 

-5 -1 /

(—7 -4 3^ 

-2 0 0 

,-2 2 Л

/

1

16
V

3 -2 -5 

-2 12 -2 

2 4 2

\

/

20 -11 180 96

'9  -6' 

-6 0

-11 10 0^ 

-4-4 6

, 4 -2 -7;

1

12

'-1 8 3' 

-2 4 6

, 3 0 3,

21 7 87 900

"8 -6' 

-6 5 

Г7 5,

'23 -5 6^ 

-13 8 -5 

.-9 7 -1;

1 1 0' 

-1 -2 1

-3 -5 1,

22 -24 0 223

"-15 0' 

5 -1

, 8  3,

'7  1 3> 

-7 2 -5 

ч-6 -1 -1,
1

-2 4 -3' 

— 1 2 - 8  

Л-З -7 2/

23 -2 -12 1

'4  -4' 

-5 -4

,6  -з

'7 0 -6' 

3 4 3 

к3 -3 1,

1

9

"5 4 -6' 

7 2 - 3

J  -і -з,

24 -4 29 2

'5 7 ' 

9 -3

7 -6 Іб4! 

-10 7 7 

[-12 2 O j

1

11

'  1 1 - 5 '  

-3 8 -7 

,2  2 l j

25 1 87 1

"-8 -2> 

1 4 

,4  6 ;

-1 -2 4 л 

4 10 22 

.0 10 11,

1

20

-7 8 - I f  

-6 4 2 

5 0 5Ч >

№
вар.

Номер завдання

1 2 3
4(1) 4(2) 4(3)

АВ № А'1

26 -53 0 -3

' 5 0> 

2 -1 

-3 14

'9  -3 2' 

-2 7 5

, 5 7 2,
Z

-7 2 -3' 

- 3 - 4 - 5

'1-5 -8 1,

27 -1 -5 4

"5 -11' 

3 3

,5 9 ,

Ί4  -8 4' 

4 4 0

,-4 2 2,

1

20

'-6 -5 1' 

4 -10 6 

2 5 3,

28 17 -12 -70

'-3 -3' 

6 -8 

,-4 5,

"7 -1 -5> 

9 0 - 6  

k6 0 -3,

1

11

-1 -3 -1' 

3 - 2 - 8

29 -31 7 -7

' 4 4' 

4 7

,-4 5у

'6 17 1 ' 

4 11 -4 

,7 1 0 ,

1

12

-1 -1 -5' 

-2 -2 2 

-5 7 -1,

30 50 28 2

-3 5 ' 

-1 3 

,6 -u,

f  4 -і - η  

8 -2 -2 

ν 20 7 6 J

/

1

9
V

-5 3 1' 

8 - 3  2 

-12 9 -3

Завдання 5—8

5
Номер завдання

Ί
6 7 8

а

*
S

λ, λ2 * 2 •X У x У z

1 2 2 5
c,

-C,

c2

2C2
1 2 1 -1 2

2 3 -7 4
C,

-C,

Q  

1,2 C2
5 1 -1 -1 3

3 3 -8 -3
C,

" Cl -6C2
2 3 2 0 -1

4 3 -8 4
C,

-2C,

c2

2C2
4 3 1 2 3



№ 
ва

рі
ан

т
а Номер завдання

5
6 7 8

λ, λ2 * 2 X У X Ζ

5 2 -3 7
с,

-с,

с2
с 2

8 7 1 1 -3

6 3 5 7
с,

- зс ,

с 2
-С2

1

3

1

4
2 2 -1

7 3 4 6
С, 

2 С,

с 2
С2

2 -5 1 -1 -2

8 3 3 4
Q

-2С,

С2

-С2
7 8 2 1 0

9 2 2 3
с,

-с,

С2

-2 С2

1

2
2 1 -2 -2

10 3 8 9
с,

0,5 С,

С2

С2
1 -3 1 1 3

11 2 -3 -2
с,

0,8 С,

с 2

с 2
2 -2 -2 1 1

12 3 -9 -3
с,

-с,

с 2

0,5 С2
1 -2 1 -1 -2

13 2 1 4
с,

-с,

с 2

2С2
1 2 1 2 -2

14 3 -7 -5
с,

-ЗС,

С2

-Сл
1 3 1 2 -3

15 3 4 5
С,

-С,

С2 
- 2  С2

- 2 4 -1 -2 2

16 4 2
С,

-С,

С2 

-7 С2
2 1 2 1 -1

17 4 -4 -3
С,

-С,

С2

-0,5 С2
1 3 0 -2 1

18 4 -1 5
С,

-С,

с 2

0,5 С2
3 1 3 0 -1

Є
Номер завдання

1
6 7 8

*
ь

λ, λ2 *1 *2 X X У 2

19 5 -6 1
С,

-С,

С2

0,75 С2
4 3 1 2 -2

20 3 -9 7
С,

-С,

С2 

2,2 С2
2 -2 3 2 -1

21 3 5 10
С,

-С,

с 2

0,25 С2
1 -2 0 2 -1

22 4 2 7
С, 

1,5 С,

с 2

- с 2
-2 5 -1 2 3

23 3 -7 -2
С,

-0,25 С,

с 2

с 2
-2 -3 1 0 -2

24 4 -1 5
с,

с,

с 2

-2 С2

1

2

1

3
1 3 2

25 3 -2 6
с,

0,5 С, 2,5 С2

1

5
-2 1 0 -3

26 4 -3 1
с,

-о,5 q

с 2

- с 2
1

1

2
1 1 3

27 2 -5 1
Q

-0,5 С,

с 2

-2С2
2 -3 1 1 1

28 4 -4 6
С,

-С, 9 С2
1 -2 3 -1 -1

29 3 -1 5
С,

-2С,

с 2

-0,8 С2
6 -1 1 2 0

ЗО 3 1 11
С, 

-1,5 С,

с 2

с 2

1

3
-1 0 1 2



Номер
варіанта

Номер завдання

9

*1 х2 *3 *4

1 і + і с
3

-1 —4 +—С 
3

С

2 2 - —С
7

3 + ̂ С  
7

-2--С
7

с

3 W c , - ^ 2
9 3 1 9 2

— - - с ,+ і с 2
9 3 1 9 2

с, С2

4 3--С .+ С , 
3 1 2 4 е *

Q С2

5 5 + 3 С -2-2 С -5-3 С с

6 -1 + - С  
4

2- —С
4

3-2 С с

7 -1 + С, -4 + 3 С ,-С 2 С, С2

8 з + І с  
2 2

І - - С  
2 2

- І _ І с  
2 2

с

9 — --С ,+ -С 2 
7 7 7

2 3 5 
- + - С ,- - С 2 
7 7 7 2

с , С2

10 - Н - 3 С,+ С2
7 7 '  2

- + -С ,+ С2 
7 7 і 2

С, с 2

11 - 1 + 2 с  
2 2

-1 + С - 1 + ІС  
2 2

с

12 - і+ * с
5 5

- - - С  
5 5

2 с

13 -Н-1с 
11 11

—  - А С 
11 11

- А +А с  
11 11

с

14
9 3 1 

5 5 1 5 2
^ + V ^ 2
5 5 1 5 2

С, С2

15 -  + - С ,- С 2 
5 5 і 2

С, +С2 
5 5 і 2

С, С2

16 3-С С -5 + 4С с

Номер
варіанта

Номер завдання

9

*І *2 *} *4

17 И-2с
5 5

-— + - С  
5 5

С

18 + -С ,+ -С2 
5 5 1 5 2

— - - С ,- - С 2 
5 5 1 5 2

С, С2

19 --+ -С  
2 2

1 - * С  
2 2

И-Нс 
2 2

с

20 -І-Іс 
2 2

2-С 1+іс 
2 2

с

21 — - - С  
7 7

-і-Іс
7 7

— С 
7 7

с

22 -і-іс
4 4

-IZ+Zc
4 4

С

23 -Н+с-іс
3 3

і-с- іс
3 3

С, с2

24 — с
4 12

с
4 12

і  + іс
4 4

с

25 - - - С  
4 4 16 16

С

26
35 3
—  --С.+5С, 
2 2 і 2

—-іс,+2с2 
2 2 і 2

С, С2

27
7 3 5 
- - - С ,+ - С 2 
2 2 1 2 2

і-с.+іс2 
2 1 2 2

С, с2

28 С + 1 ЗС + 1 с

29 Н-2с 
11 11

-1і+1с 
11 11

—+—с 
11 11

с

ЗО -~+-с,+-с2
4 4 1 2 2

-І+Іс,-іс2
4 4 1 2 2

С, с2



Номер
варіанта

Номер завдання

10

а X У z

1 9
15

---/
17

26 
— i 
17

t

2 1 4 t -71 t

3 -2 - It -At t

4 2
7 

— ί 
6

11 
— t 
6

t

5 -4 4/ 0 t

6 3 0
2
-t
3

t

7 -1
5
-t
3

1
-t
3

t

8 1 -t 0 t

9 -3
13 
— t 
22

7 
— t 
22

t

10 -1 t 0 t

11 6 - 2 t t

12 1 0 - t t

13 1
1
-t
2

5
-t
2

t

14 2
5
-t
3

4 
— /

3
t

15 3 -3 t 0 t

16 1
4

-- /
11

5
— t
11

t

17 1
5 
— / 
13

2 
— / 
13

t

18 2 0
1
-t
2

t

Номер
варіанта

Номер завдання

10

а X У z

19 -4 21 0 t

20 6 31 t 0

21 2 -21 21 t

22 1 -21 t 0

23 4
13

7

5
-t
7

t

24 -4 t t 0

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

25 1
3 

— i 
5

7 
— t 

5
t

26 9 -5t - It t

27 -2
2 

— t 
5

1
-t
5

t

28 -1
4 
-t
5

7 
— i 

5
t

29 1 t t 0

ЗО 3 0
4
-t
3

t

Завдання 11.12

Номер завдання

Номер
варіанта

11 12

Rx Ry d

1 V2(l + V2) -p + 2q + 4 r

2
2

p-2q-3r

3 3>/3 -7 -3p + 2q + r



Номер
варіанта

Номер завдання

11 12

Ry а

4
2

(4-Зл/з' p + q + r

5 1+3V2 -3p + 5q -2г

6 2 - * Я
2

Vi Μ ' Ap-2q-r

7 І ( 5 Л  + 3) (ч/3-5л/2
і

-6p + 2q + r

8 1

2
(3V2-1) —p + q — 2r

9 | - л
2

2p-3q-4r

10 | ( 4  + VJ)
ϊ

4-зТз) -3p + 2q + r

11
1

2 Η
-2p + q + 3r

12 i ( W 5 +V5)
1

2
(Л - 4 ) -p + 2q + 4 r

13 І ( 4 Л - Л ) 2p + 3q +4r

14 - І ( 4 Л  + 3)
- κ

4n/2+3V
З)

3p-2q-4r

15 - i ( 3 +2V5)
зУз
2

-3p + 2q + 5r

16 Зл/З

2

3

2
p + 3q + 5r

17 I-V3 1 - М
2

4p-q-5r

18 - і ( Л +з Л )
1

2
( Л - з ) -2p + 4q + 5r

19 ΐ(5 - 2 Л ) 2p-6q-r

Номер завдання

Номер 11 12

а

го -2 - Я p + 2q-r

гі
1

2
-5—

2
3p-2q + 9r

22
Зл/2 j 

2
І ( З Л * 2 Л ) 5p + 2q + 3r

23 І ( ,- 2 Л ) 1 ( Л . 2 Л ) - p - 3 q - lr

24
2

-2p + 3q + r

25 -I(4V5 + 5V5) і ( 5 Л - 4 ) p + 3q-2r

26 І ( з7 з + 4 ^ ) - І (3 - 4 Л ) 9p + 2 q- lr

21 - I ( !  + 3V3) - | ( Л +і) 3p-2q + 4r

X8 2уі2 -4 л/2 -p + 5q + 10r

29 3 л/3 2p + 6q-3r

ЗО i(W 5 -3 ) - і( з Л + * /2 ) Tp-2q-r

Завдання 13 (1—4)

Номер завдання

Номер
варіанта

13

1
2

3
cos α cos β

1 2уі2
1

V2

1

~ f2

1

л/ЇО
6

2 ν π
3

л/Гз

2

V n

2

ν ϋ
4,5



Номер завдання

Номер
варіанта

13

1
2

3 4
cos а cos β

3 V5
1

V5

2

J~5
4

V65
3,5

4 УІ29
2

V29

5

V29

5

V29
5

5 VIз 3

~Vl3

2

Vl3

2

Vl3
9

6 л/ЇО
1

Vio
3

VTo
1

5V2
3,5

7 V?
1

~V5
2

V5
1

Vk) 3

8 2 -1 0
1

VIo 3

9 VII
2

VI5
3

Vn
2

Vis 4,5

10 лЛо
3

Vio
1

VIo
1

Vm 6

11 3>/2
1

V2
1

V2
7

Vm 7,5

12 >/5 1

Vs
2
VF

1
Vs 3

13 2-Jl
1

VI
1

VI
3

V34
5

14 Vn 4

Vn
1

Vn

I O 5,5

15 3>/2
1

я
1

V2
1

VJ 12

16 2лУІ0
1

Vio
3

VTo
3

V34
25

Номер завдання

Номер 13
варіанта

1
2

cos α cos β
3 4

17 Vl7
1

V n

4

~ ^ і

9

V4 4 2
9,5

18 2V5
2

S

1

~J~5

1

V2
5

19 V34
5

■>/34

3

V34

1

V2
17

20 V53
7

V53

2

V53

29

V1802
15,5

21 V26
1

V26

5

V26

2

v n
9

22 2л/5
1

V?

2

V?

6

V2 0 5
13

23 V29
2

V29

5

V29

3

V58
10,5

24 5
4

5

3

5

17

5V26
9,5

25 V n
2

v n

3

~ ν π

6

5Vl3
8,5

26 4 V2
1

S

1 5

V74
14

27 2 V5
1

V I

2

S

1

VTo
15

28 5
3

5

1
wi
 1

14

5V37
13,5

29 V n
1

V n

4

VT7

5

V34
4,5

ЗО ViT
4

V4 T

5

лДІ

33

5>/82
15,5



Номер завдання

Номер 13
варіанта

5
7

а б

1 х+ у—2=0 х = \ х- у + 2=0
6

V5

2 2х - Зу - 8 = 0 х - 6 у - 4 = 0 Зх + 2у - 5 = 0
9

v n

3 2х + у + 3 = 0 х + 4у-2 = 0 х-2у+ 3=0
7

VI

4 5jc — 2_у —16 = 0 5х-4>>-12 = 0 2х + 5>’-14 = 0
10

V29

5 2х + 3_у + 7 = 0 х - 3_у -1 = 0 3х-2у + 3 = 0
18

VT3

6 Здг — ̂  +1 = 0

оIIсл11н«о х + 3_у - 2 = 0
7

Vio

7 2х + у + 1 = 0 х + 2_у + 2 = 0 х-2.у-5 = 0
6

V I

8 У~~2 х-_у-4 = 0 х = 3 3

9 Зх-2у + 4-0 6х - у + 2 = 0 2х + 3>> + 1 = 0
9

Vi3

10 х + Зу-2 = 0 х-Зу-2  = 0 у = Зх
12

Vio

11 х + у = 0 х = 0 х - у - 1=0
5

V2

12 2х - ̂  + 2 = 0 4х + + 4 = 0 х + 2>> + 3 = 0
6

V I

13 х+ у-3=0 х = 2 у = х
5

V2

14 х-4у-19 = 0 х + 7у + 25 = 0 4х + у + 2 = 0
11

v n

Номер
варіанта

Номер завдання

ІЗ

5 6
7

а б

15 х->> + 5 = 0 х = 0 х + .у-3 = 0 4V2

16 Зх + _у-14 = 0 х + 2_у - 3 = 0 х - Зу - 3 = 0
25

Vio

17 4х +j> + 6 = 0 7х-3_у + 1 = 0 х - 4у +1 = 0
19

v n

18 х + 2_у — 8 = 0 х + 7_у-18 = 0 2х - _у -1 = 0 V I

19 Зх- 5у- 9  = 0 x + 4 у - 3 = 0 5х + 3^-15 = 0 V34

20 2х + 7^ + 6 = 0 7х + 9_у-10 = 0 7х-2_у-8 = 0
31

v n

21 5х-_у + 5 = 0 7х-5_у - 11 = 0 х + 5_у +13 = 0
18

V26

22 2х + _у-10 = 0 Зх + 8_у -15 = 0 х-2>>-1 = 0
13

VI

23 5х + 2у-1 = 0 Х + У + 1=0 2х - 5^ - 32 = 0
21

V29

24 Зх - 4_у - 6 = 0 7х-3_у-14 = 0 4х + 3у-16 = 0
19

5

25 Зх + 2_у +1 = 0 2х + 7у-5 = 0 2х-3_у + 12 = 0
17

v n

26 х->> + 3 = 0 9х - 2_у + 6 = 0 х + у = 0
7

V2

27 2х + - 8 = 0 х + Зу -  4 = 0 х-2^+ 1=0 3VI

28 4х + Зу + 5 = 0 х = 1 Зх-4у-4 = 0
27

5

29 4х - у - 20 = 0 1 їх - 5_у - 46 = 0 х + 4д» + 10 = 0
9

vn

30 5х-4_у + 15 = 0 9х - у - 4 = 0 4х + 5>> - 21 = 0
31

V i!



Номер
варіанта

Номер завдання

14 15

cos(«, ЛМ,М2) А |*о и
Напрямні косинуси вектора

cos α COS β cos γ

1
5

V42
45 5 0 0 1

2
50

3>/б90
-50 16 1 0 0

3
51

л/3233
51 19 0 -1 0

4
29

5>/43
-58 26 0 0 1

5
6

V205
-12 38 -1 0 0

6
37 

>/і 1865
-37 11 0 1 0

7

-f5 9 41 0 0 -1

8
1

7>/30
1 18 1 0 0

9
44

>/2494
-44 2 0 -1 0

10
11

3s/94
-11 26 0 0 1

11
1

■>/2726
-1 10 -1 0 0

12
53

3л/393
53 14 0 -1 0

13
47

>/4498
-47 6 0 0 -1

14
23

>/4466
-23 9 -1 0 0

Номер завдання

Номер
варіанта

14 15

c o s ( « / A / , A / 2 ) л
Напрямні косинуси вектора

| ° г
cos α COS β cos γ

15
23

>/12371
-23 18 0 1 0

16
1

V85
2 24 0 0 -1

17 1

U
i 

1 -15 14 -1 0 0

18
6

7
12 11 0 1 0

19
7

9л/2
-14 18 0 0 1

20
5

>/737
5 7 -1 0 0

21
7

17>/3
-7 22 0 1 0

22
8

5уі42
-8 7 0 0 1

23
3

2V93
-3 28 -1 0 0

24
6

>/Ї05
12 36 0 1 0

25
26

>/Ї28І
-26 19 0 0 - 1

26
11

3>/35
11 . 28 1 0 0

27
29

5л/34
29 6 0 - 1 0

28
3

>/255
-3 41 0 0 - 1



Номер завдання

Номер
варіанта

14 15

cos(jf, лА/іА/2) А
Напрямні косинуси вектора

I «\ )\
cos α cos β cos γ

29
23

л/714
-23 22 1 0 0

ЗО
ІЗ

6уі47
-13 4 0 1 0

Завдання 16 (1—3)

Номер
варіанта

Номер завдання

16

1
2 3

а б а б

1
31

2
25х + 26_у + 30ζ - 89 = 0 V2201 х-б у-1 z+6 93

2 25 26 ЗО V2201

2
2

3
3x-18y-10z + 58 = 0 УІ433

2

x+2 у-1 z-3 

-3 ~ 18 “  10

4

V433

3
74

3
7х +1 Ту - 25ζ + 86 = 0 —л/Ї07 

2

х+1 j>-7 z-2

~7~--ϊ·Γ-Τ 5

148

3VI07

4 14 χ+ ζ-8=0 6л/2
х-8 _у-3 z-7

~ Г ~ ~ (Г ~ —Г

7

V2 .

5
1

6
19x + 5_y-16z + 33 = 0

V642

2

x y-6  z-4  

19 5 -16

1

-s/642

6
35

6
x + _y-2z + 2 = 0

х-3 у-10 z-5 

~ ~  - 2

5

v^

7
5

6
x-6y-15z + 78 = 0 л/262

2

х- 4_у- 2 _z-5  

-1

5

V262

8
1

3
2 у - z - 2 = 0 V I

x-3_y-4_z-7

~(Г-Т -~ Г

1

V I

9
1

2
18x-7>>-8z-22=0 V437

2

х-5 у — 1 z — 2 

-18 7 8

3

V437

Номер

Номер завдання

16
варіанта

1
2 3

а 6 a 6

10
37

3
7x-5y + 2z-16 = 0 V78

x-5 y+2 z-4 

~7~~~-5~~~2~

37

V78

11
55

6
8x + lly- 2z- 41= 0

3V2T

2

x-4 y-6 z-1

~8~-_ΤΓ -ΐ"

55

3V2T

12
8

3
y+ z-9=0 4л/2

x-6 >>-4 z-3

~ ΊΓ_ —r _ _ r
V5

13
16

3
3x + 5j>-z-5 = 0

V35

2

x-5 y-6  z-8  

3 5 - 1

32

v n

14 8 6x - Зу + 2z - 7 = 0
21

2

x-5 y-1 z-7

~~6 ~T ’ --2-
x-2z-4=0

15 10 17x-16y-2z + 44 = 0 3>/бІ

2

x+2 y-4 z-3 

47 " І б ”--! -

20

V6l

16
79

6
12x-9y + 16z-82 = 0

V48T

2

x+4 y-5 z-6 

І2~-^ ’ -1б’

79

V481

17
67

6
7x-12y-16z + 99 = 0

V449

2

x y-4 z+1 67

V449

18
43

6
1 lx - 7y + 24z - 50 = 0

•s/746

2

x-7 y-8 z-3

i r _T _-’ 24’

43

V746

19
23

3
2x + _y-3z-4 = 0 Vl4

x+4 у-Ί z-6 23

Vl4

20 1 17x-22y-2z+72=0
V777

2

x-2 y-4 z-6 

-17 _  22 _—2~

6

V777

21
33

2
x - z- 2 = 0

9л/2

2

x+4 y-6 z-5

~ ~ ~ 0 ~ Γ

11

V2

22
16

3
7x-4y-5z-17 = 0 3Vl<j

x-5 y-6 z-2 

~ T  4~~~5~

16

Зл/Ї0

23 10 2x + 7y + 5z-59 = 0
3-s/78

2

x+2 y-4 z-3

~T~~T~~5

20

V78



Номер завдання

Номер 16
варіанта

1
2 3

а 6 a 6

24 33 y + z —1=0 9V2
x-2 >>-8 z-4

I T T
11

V2

25 1 17jc-14j>-9z -35 = 0
•J5 6 6 jt-6 _y-2 z-5 6

2 -17 14 9 V566

26 10 5x+9.y+3z-101=0
VU5 x-l _y-2 z-6 60

2 5 9 3 Vl 15

27
39

x + y - z+ l=0
13V3 x-2__y~7_z-l 9

2 2 1 1 -1 7з

28
11

3
2 x + y - z  + \ = 0

VTeT

2

x+2 y-5 z-4 22
7Ї6І

29
1

2
14jc + 9j>-8z + 13 = 0

V341
2

x-l у z-3 

І4~ _ 9 _ ^8~

3
734і

ЗО 1 x - 2z - 4 = 0
3V5 x- 4  _y—7 z—1 2

2 - 1 0  2 VI

Завдання 16 (4—5)

Номер завдання

Номер 16
варіанта 5

X У Z

1
19 501 149 336

л/426 71 71 71

2
123 878 505 1339

Vl5155 433 433 433

3
83 1999 4225 5626

3V16585 963 963 963

Номер завдання

Номер 16
варіанта 5

де Z

4
2

Vl02

9

2
3

7

2

5 35 19 3857 1276

2V321 642 642 321

f. 11 13 55 20

2V39 6 6 3

7 82 1053 247 1235

3V786 262 131 262

36 22 34

V1310 5 5

о 77 2131 3080 898

V6118 437 437 437

10
27 131 29 119

2V1209 78 78 39

11
119 316 529 299

3V6279 189 189 189

12
9

10
6 5 4

13
179 79 10 312

V38185 35 7 35

14
69 149 391 311

7V233 49 49 49

15
17 26 412 509

V366 183 183 183

16
559 976 1694 4150

л/474747 481 481 481

17
539 469 2600 623

V371323 449 449 449



• Номер завдання

Номер 16
варіанта

4
5

JC У Z

18
300 

л/і45470

4749

746

6269

746

603

373

19
79 5 121 15

>/13118 7 14 14

20
39 484 1080 1558

л/1554 259 259 259

21
8

3л/34

3

2
6

1

2

22
23 281 238 10

3>/і05 45 45 9

23
21 58 226 167

л/74І 39 39 39

24
12 5 3

л/4258 2 2

25
314 1749 524 1388

V98767 283 283 283

26
11 83 154 174

л/345 23 23 23

27
1

" З у/З
-1 4 4

28
175 366 563 776

л/33166 161 161 161

29
569 299 27 1047

5V12958 341 341 341

30
20

V430

22

5
7

1

5

Номер завдання

17

1 ( * - 3 ) V = l
9 4

(х-4)2 +(у+9)2 =49 (х+1)2 =4(у-5), х>-1

2

х<2

(х + 3)2 = -4(у-6) х2 +(>»-25)2 =4

3 (х + 3)2 (у-4)2 (х-1)2 (у+2)2 j (x + 4)2=-2iy-|\

9 4 16 4 х>-4

4 *2 і (•у + 2)2 і 
25 4

(у-3)2=9(х + 2) ^  + 1)2- ^ 2 =1, х > —1 
4 2

5 (х + 3)2 + / = 8
(у + 7)2=9(х-1), 

у>-1

(х + 1)2 + У2 _  j

4 9

6 х2 (У + 2) -1 
9

(х + 1)2 =-2(у-3) (*+4) > - 2)2=1, х  < -4 
25 4

7
(х-7)2=-25(у-4), 

х < 7

(х + 1)2 , ( ^ - l)2 _ j  

4 9

(х + 1)2 (у - l)2 _ j  

16 25

8 (у —4)2= — 8(х + 1) (х~5)2 +(у + 2)2 =25 ( * - 3)2_ · ^ = _  1, χ<3 
9 25

9 (х-2)2 =-4(у + 1) ' V ^ 3)2 ^ ,  y<-3 
36 16

10
(х + 4)2 +(у-1)2 =9, 

х>-4

х2+( У - ' Ї =1
9 4

(y + 5)2=8(x-3)

11
(х+1)2 (у-2 )2 ^  

4 25

(у+1)2=3(х-2),

у<-\
(x -4)2+ /  =1

12 (х-2)2 = - (у + 5) {x_ 5y + ( j ^ L = l (X~1)2->’2= 1 ) X>1
4 9



№
Номер завдання

17

13 (х-і )2+ / = 1

у<-\

(>' + 4)2 = 5(х-3)

14
(х-1,5)2 =2 (^  + 2), 

лс > 1,5

(х + 2)2 2
---- L  + ( y - з) =1

16 v '

(х-4)2 (7+1)2 

4 9

15 (дг + 1)2 =7 (у -4)
(х + 5)2 +(_у-3)2 =49, 

>-<3

16
(х + 2)2 f ( y - 4)2 

4 16

(х-2)2 +(у + 6)2 =64
(>>+3)2=-(х-2), у<-3

17 (у + 2)2=-3(х + 1) (х-3)2 +(jv+2)2 =25
(х +  3)2 у 2 
± = 1, ^ > 0  

25 4

18
(х + 6)2 V2

9 +  4 - 1' >’г0 (х- б)2 =-5(^ + 2) (х + 1)2+ /= 6 4

19 ( * - ! ) '  ( У ^ ї  ,  
9 16

(х-3)2 +(у+4)2 =36 (х—4)2 =  —18(_у—1), х<4

20 (_И-3)2=5(х + 4) (х-2)2+(у-6)2=4
4 16

21 х2+(.К-2)2=9
(х+1)2 (у-З)2 

4 36
(у-5)2=-4х, у <5

22 (х + 5)2+(_у-7)2 =1 (х + 6)2=>>-2
9 4

23 (х + 1)2 +  ( j/ - 4)2 =  4 ( х  + 1)2 = —(>' —5), х < - 1

24 (>  + 1)2=-4(х-3)
(х + 3)2 ( (у-1)2 

9 4 9 25

25 (х-7)2+(.у + 2)2 =16 (х-2)2 =3(у + 5)
(х-1)2 (у+2)2
------- '-+¥■— —=1, х>1

4 25

№
Номер завдання

17

26
(х + 1)2 ( ,  + 2)2 1 

4 16

(у - 2)2=2(х + 4), 

>->2
(х + 2)2 +у2 =16

27 (х + 4)2 + (^-3 )2 =16 (х + 7)2 = 7 , х<-7

28 (j' + l)2 =-3(х + 2)
4

(х+6)2_(у-1)2 

9 25

29

(х + 1)2 ( (у - З)2 

16 4 

^< 3

(х-2)2 = 8(>-+ 3) (х+5)2 +(>>-3) 2=10

ЗО <*+2)2 1)2=1 
64 ν ’

(х + 3)2 +(>’- і)2 =2 (у-5)2 = —3(х —3), 7 ^5

Завдання 18

Номер Номер завдання
варіанта 18

1 ·· (х ~2)2 (У + З)2 (z-1)2Еліпсоїд обертання ---- — + ---- — + ---- — = 1
4 1 4

2 м · « ■· ( ^ - 4)2 У1 (г + 1Ї  , ОдНОПОрОЖНИННИИ Гіперболоїд ------------- р -  = 1

3 Сфера (х + 2)2 + ( 7  - 1)2 + (г - 4)2 = 25

4
(х + 2)2 (_у-3)2 

Еліптичний параболоїд -— 1 ^  = z

5
(x- l)2 у 2 (z + 2)2 

Прямий круговий конус -— + ~ “ -— -̂-L- = 0

6
,  . ,  .. (*-2 )2 (у + 3)2 (z-ι)2 , 

Двопорожниннии гіперболоїд -— — + --^ --- - - - = -1

7 Параболічний циліндр (д>-5)2=6(х + 3)



Номер
варіанта

Номер завдання

18

8 . . . . .  (*+3)2 O'- 1)2 z2 ,
Еліпсоїд обертання -— + -——— + —  = 1

9
(х + 1)2 (z-3)2 

Гіперболічний параболоїд -—j—̂ = у

10
(у-  4)2 (z + 1)2 (х + 3)2 

Прямий круговий конус --—— + -—γ -*-—  -— -^-L-  = 0

11 (x _ i)2 (>'+1)2 (ζ_1 )2 Однопорожниннии гіперболоїд -— ^ ----——  = 1

12 Сфера (x - З)2 + (у + 2)2 + z2 = 9

13
„ . (x + 1)2 z2 (у - 2)2 

Двопорожниннии гіперболоїд -— + —---- ——  = -1

14
(х + 1)2 (z-2 )2 у2 

Прямий круговин конус -— --- j- = 0

15
(у + 2)2 (z-1)2 

Еліптичний параболоїд -— j—— + ■ ^  = х

16
. . . .  - - (* + 2)2 (у-б)2 ,
Гіперболічнии циліндр —— —— ---- — = 1

1 4

17
(х-5)2 (у + 1)2 (z — І)2 

Еліпсоїд обертання -— ^ + -—- +  -——— = 1

18 Прямий круговий циліндр (х + З)2 + (у - 1)2 = 9

19
(у- І)2 z2 (х + 2)2 

Однопорожнинний гіперболоїд --+ —  - ---- --j—*— = 1

20
(х + 3)2 (у- і)2 (z +1)2 

Прямий круговин конус ^  > ■—  -— = 0

21
(у + 4)2 (z-2)2 (х + 1)2 

Двопорожнинний гіперболоїд -—^ Н--- j— і = -1

22
X2 (у + з)2

Еліптичний циліндр — + ---- —  = 1
4 16

Номер
варіанта

Номер завдання

18

23 . . .  (* + 5)2 (*-2 f  Еліптичнии параболоїд -— ^ = у

24 π  - (^ + 4)2 (ζ _ 2)2 (х + 1)2
Прямии круговин конус ---- —+ ---- -— ---- — = 0

4 4 1

25
„ . (х + 3)2 у2 (ζ + 2)2

Триоснии еліпсоїд ---- — + —  + ---- — = 1
1 4  9

26 β · ,  . . .  ІУ + 2f (z-1)2 Г іперболічнии параболоїд -— ------— — = jc

27
. x2 (z + 1)2 (у-2)2 

Однопорожнинний гіперболоїд —  + ---γ1.... ..... = 1

28
. (х-3)2 (у + 1)2 

Гіперболічнии параболоїд ^  = z

29 Прямий круговий циліндр (х + 7)2 + (у - 2)2 = 49

ЗО „ . .  . . х 2 ( У  + 2)2 (z -Ι)2 , 
Двопорожниннии гіперболоїд —  + ^ ----=
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